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O PEWNYCH WEASNOSCIACH UKEADOW ANHOLONOMICZNYCH TYPU
CZETAJEWA-PRZEBORSKIEGO

N.J. CYGANOWA (WOLGOGRAD)

1. Ekstremalne wlasno$ci reakcji wiezé6w w anholonomicznych ukladach typu
Czetajewa—Przeborskiego

W pracy [1] KoGaN sformutowal pewna wlasnoé¢ reakcji wigzow, analogiczna do za-
sady Gaussa, mianowicie: sity reakcji wigzow w rzeczywistym ruchu ukiadu holonomicz-

nego o wigzach idealnych minimalizuja skrgpowanie ukladu, rozpatrywane jako funkcja
reakcji mozliwych.

W niniejszej pracy bada si¢ ekstremalne wlasnoSci reakcji w ukladach o nieliniowych
wiezach anholonomicznych, idealnych i nieidealnych pierwszego rz¢du, jak rowniez w ukla-
dach o wigzach anholonomicznych drugiego rz¢du, liniowych wzgledem przy$pieszen.

1.1. Rozwazmy uklad »n punktéw materialnych o nieliniowych anholonomicznych
wiezach idealnych rzgdu pierwszego
(1.1 fxuynzn X, y,z,)=0 (j=1,2,..,k; i=1,2,..,n).

Mozliwe przemieszczenia ukladu okre§la si¢ wedlug CZETAJEWA i PRZEBORSKIEGO [3]
zgodnie ze wzorami

(1.2) 2 (a—fj—éxﬁﬁéyﬁ g—géz,) =0 (J=1,2,..,k).

— X, oy

Oznaczmy przez N; wypadkowa reakcji danych wiezéw idealnych (1.1), dziatajacych
na i-ty punkt ukiadu. Zgodnie z definicja wigzdéw idealnych suma prac elementarnych
reakcji na dowolnych przemieszczeniach mozliwych uktadu réwna si¢ zeru

(1.3) D N6 = 0.
i=1
Rozwazmy sume¢
1 n
14 | Ap = D, m=F,
I=1

gdzie m; oznacza mase i-tego punktu ukladu; w, — przy$pieszenia tego punktu w okre§lo-
nej chwili czasu ¢ w trakcie ruchu rzeczywistego pod dziataniem zadanej sity F; i reakcji
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Ny; y: — jedno z mozliwych przy$pieszen punktu dla zadanych wigzéw, przy statych poto-
Zeniach i predkosci punktéw uktadu w okre$lonej chwili czasu.

Suma A, okre§la miare odchylenia rzeczywistego ruchu (d) danego ukladu punktéw
materialnych od ruchu mozliwego (J).

Niech A4,; oznacza odchylenie ruchu (d) wyzwolonego (czgéciowo lub catkowicie)
z wiezéw od tegoz ruchu mozliwego (6). W pracy [2] CzZeTAJEW podal twierdzenie wyraza-
jace si¢ nieréwnoscia
(1.5) Ags < Ays.

Stwierdza ono, Zze odchylenie ruchu rzeczywistego od mozliwego jest mniejsze od odchyle-
nia tego ostatniego od ruchu wyzwolonego.

Analogiczne twierdzenie mozna uzyskaé poréwnujac odchylenie ruchu rzeczywistego
(d) od ruchu mozliwego  z odchyleniem od niego ruchu (d), przy tych samych zadanych
sitach F, i dowolnych reakcjach N;, réznigcych sig¢ od rzeczywistych reakcji Ny, ale spetnia-
jacych warunek (1.3). Ostatni z tych ruchéw nie bgdzie na ogédt ruchem mozliwym przy
zadanych wigzach.

Tak wigc ruch (d’) jest rzeczywistym ruchem uktadu pod dziataniem zadanych sit F,,
ale przy nowych wigzach. Zalézmy, ze przemieszczenia mozliwe ukladu z tymi wigzami
réwnaja si¢ 0r; . Wobec tego wigzy idealne spetniaja réwnanie

) N{ér; = 0,
P
i=1
a poniewaz reakcje N spetniaja warunek (1.3), tzn.

ij=m
i=1

otrzymujemy, Ze przemieszczenia mozliwe dr; przy zadanych wigzach zawieraja si¢ w prze-
mieszczeniach mozliwych dr; przy nowych wigzach. Mozemy wigc uwazaé, Ze nowe wigzy
odpowiadaja uktadowi czgéciowo wyzwolonemu. Przy$pieszenie punktu m; ruchu (d’)
oznaczmy litera w.

Miara odchylenia ruchu (d’) od ruchu mozliwego 4 jest wielko$¢

IR
(16) Ad’é = —i 2 mi(w‘—yi)z,
i=1

przyrost za§ odchylenia przy przejéciu od ruchu rzeczywistego (d) do ruchu (d') wynosi

’lj n
(17) AA = Z m;(Tv,—'f,)AW;+ '—é— Zm[(A—W_[)z, AW[ = W;—W,.
ie=1 i=1

Dla rozpatrywanych w pracy ukiadéw typu Czetajewa-Przeborskiego istniejg prze-
mieszczenia mozliwe punktéw ukladu proporcjonalne do réznic migdzy przy§pieszeniami
tych punktéw w ruchu rzeczywistym i w ruchu mozliwym, przy jednakowych wspdtrzed-
nych i predko$ciach punktéw w ruchu rzeczywistym i mozliwym w zadanej chwili czasu ¢.
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Wynika stad, Ze réznice w;—%,; we wzorze (1.7) sa przemieszczeniami mozliwymi. Przyrost
przys$pieszen w poréwnywanych ruchach wynosi

Ni—N;

my

Awi =

W zwiazku z tym, e dla dowolnych przemieszczenn mozliwych wielkosci N oraz 5’,
spelniaja warunek (1.3), to warunek ten oczywiscie spelniaja réwniez ich réznice N{—N,,
wobec tego pierwsza sum¢ we wzorze (1.7) mozna przyréwnaé do zera

thdﬁ’i(ﬁi—%) = Z(ﬁt’_ﬁi)@i—?i) = 0.
i=1 i=1

Tak wiegc mamy
Ad = _;_ Zmi(aw,-)z >0,
i=1

skad wynika nier6wno$é¢ Az < Ags. . .
Innymi stowy, w przypadku rzeczywistych reakcji wigzé6w N; suma (1.4), traktowana
jako funkcja reakcji dla ustalonych sit F;, przyjmuje warto§¢ minimalng.

1.2. Udowodnione twierdzenie mozna uogdlni¢ rowniez na ukiady o idealnych wig-
zach anholonomicznych drugiego rz¢du, liniowych wzgledem przy$pieszen, opisane wzorem

(1.8) D @iirbuditeni) =a (A=1,2,..,k),

i=1
gdzie wspllczynniki ay;, by, ca; oraz a; zaleza od czasu, wspélrzednych i pr¢dkosci ruchu
punktéow uktadu.

W pracy [3] PRzEBORSKI wprowadzil, po raz pierwszy dla rozwazanych ukladow de-
finicj¢ przemieszczen mozliwych, uogdlniajaca definicj¢ (1.2); mianowicie, Zze przemiesz-
czenia mozliwe s definiowane zwigzkami
(1.9) D @udxi+bydyiteudz) =0  (A=1,2,.. k).

i=1
Zagadnienie to zostalo rozwinigte w pracy KIRGETOwA [4].

Latwo spostrzec, ze przemieszczeniem mozliwym jest réznica przy$pieszet punktow
ukladu w ruchu rzeczywistym i w ruchu mozliwym, przy jednakowych warto§ciach wspét-
rzednych oraz jednakowych predko$ciach w obydwu ruchach w ustalonej chwili czasu.
Jezeli zdefiniujemy wigzy idealne jako takie, przy ktérych dla dowolnego przemieszczenia

n

mozliwego, spetniajacego warunek (1.9), jest spelnione réwnanie Z N, 6r; = 0 oraz jesli
i=1

powtérzymy rozwazania dotyczace ukladéw typu Czetajewa-Przeborskiego, to mozemy
udowodnié, ze dla ukladéw o wigzach idealnych (1.8) sluszne jest twierdzenie, wyrazone
nieréwnofcia Az < Ags.

1.3. Rozwazmy ukiad punktéw materialnych z wigzami anholonomicznymi pierwsze-
go lub drugiego rz¢gdu (w ostatnim przypadku — liniowymi wzgl¢dem przy$pieszen)
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z tarciem. W zbiorze przemieszczen mozliwych ukladu wyréznimy podzbidr takich prze-
mieszczen, na ktorych sily tarcia nie wykonuja pracy. Sa to tak zwane (¢) — przemieszcze-
nia, ktére rozpatruja PRZEBORSKI [5] i CzETAJEW [6]. Dla (¢) — przemieszczef zachodzi
réwnanie

(1.10) D) RioFs =0,
i=|

gdzie R; sa reakcjami wiezdw, za$ 67 (¢) — przemieszczeniami.

Rozpatrzmy ruch (d’) uktadu, zachodzacy przy tych samych zadanych sitach F; i do-
wolnych reakcjach R}, réznych od rzeczywistych, ale spelniajgcych warunek (1.10). Ruch
(d") jest ruchem mozliwym, na ogd! przy innych wigzach. Zalézmy, Zze przemieszczenia
mozliwe dla tych wigzéw réwnaja si¢ or;. Wydzielmy z rodziny tych przemieszczen zbidr
(¢) — przemieszczen, na ktdrych sily reakcji R} nie wykonuja pracy, to znaczy spelniony
jest zwigzek

(1.11) DM Riore = 0.
i=1

Sposrod wektoréw przyspieszen y; w ruchach mozliwych przy zadanych wigzach obierzemy
takie y¢, by wektory roznic w;—7$ zawieraly si¢ w zbiorze (¢) — przemieszczen. Takie
ruchy mozliwe sg nazywane (¢) — ruchami [7].

Ograniczajgc si¢ do (¢) — ruchow otrzymujemy zalezno$é

(1.12) D R(wi—75) = 0.
i=1
Przyrost przys$pieszen w poréwnywanych ruchach wynosi
_ _ Ri—R
Aw, = =5,
m;

Wobec tego, ze wielkosci R; oraz R; spetniaja warunek (1.9) mamy réwnanie
(1.13) D mdwi w7 = D (Ri— Ry wi—7%) = 0.

i=1 i=1
Z réwnan (1.7) i (1.12) otrzymujemy wzdr

a4 =3 Y m(dwy,
i=1

z ktérego wynika, Ze Ags < Ags.
Tak wigc dla rzeczywistych reakcji R; wigz6w z tarciem suma

I\ _
A = 52"71@1—)’?)2
=1

traktowana jako funkcja reakcji przy ustalonych sitach przyjmuje warto§¢ minimalna.
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2. Uogéblniona zasada najmniejszego skr¢powania dla ukladéw z tarciem

Zasada najmniejszego skrgpowania w swej zwyklej postaci zostala sformutowana przez
Gaussa [8] dla ukladéw o wigzach idealnych. Uogdlnienie tej zasady na uklady z wigzami
nieidealnymi bylo dzielem PRZEBORSKIEGO [5], RUMIANCEWA [7] i POZARICKIEGO [9].

W pracy BoLotowaA [10] zasada ta zostata uogélniona zgodnie z nowymi pogladami na
wyzwalanie ukladéw materialnych. O ile Gauss rozwazal pelne wyzwolenie ze wszystkich
wiezdw, to BoLOTOW rozpatrzyl wyzwolenie czeéciowe, polegajace na wyzwoleniu ukladu ze
wszystkich wigzow niepowstrzymujgcych oraz z czgsci wigzéw powstrzymujacych. W sfor-
mutowaniu BoLoTowa uogdlniona zasada Gaussa brzmi nastgpujaco: odchylenie rzeczy-
wistego ruchu ukladu od rzeczywistego ruchu tego: ukladu zachodzqcego przy odrzuceniu
wszystkich wiezéw niepowstrzymujqcych oraz dowolnej liczby wigzéw powstrzymujacych
Jest mniejsze od odchylenia dowolnego ruchu mozliwego.

Juz w Mechanice MAcHA [11] wypowiedziana zostala mysl, ze mozna poréwnywaé
odchylenia rzeczywistego i mozliwego ruchu uktadu punktow materialnych nie od ruchu
swobodnego, lecz od ruchu, w ktorym uklad jest wyzwolony z czgsci wigzéw. Jednak
my$l ta nie zostata sformutowana w postaci analitycznej, poza tym MACH ograniczyl si¢
tylko do uktadéw holonomicznych, BoLOTOW natomiast rozwaza réwniez liniowe uklady
anholonomiczne.

Za podstawe dowodu uogdlnionej zasady najmniejszego skr¢powania stuzy u BOLOTOWA
zasada mozliwych przemieszczen w polaczeniu z zasada D’Alemberta (inaczej zasada
D’Alemberta-Langrange’a) oraz nastgpujace dwa zaloZenia:

1° Przemieszczenia mozliwe uktadu o zadanych wigzach zawarte sa w zbiorze prze-
mieszczen mozliwych uktadu, wyzwolonego ze wszystkich wigzéw niepowstrzymujacych
oraz z dowolnej liczby wigzow powstrzymujacych.

2° Istnieje przemieszczenie mozZliwe, proporcjonalne do réznicy przy$pieszen w ruchu
mozliwym i rzeczywistym.

Powyzsze dwa zalozenia sformulowane przez BoroTtowa postuzyly réwniez do dal-
szych uogdlniefi zasady Gaussa, dokonanych przez uczonych rosyjskich i radzieckich.

W pracy CZETAJEWA [2] rozwazane sa uklady o wigzach idealnych nieliniowych anho-
lonomicznych pierwszego rzedu. Dla uktadéw tych wprowadza si¢ pojecie przemieszczenia
mozliwego w taki sposdb, Ze stuszna jest jednocze$nie zasada D’Alemberta-Lagrange’a
i zasada Gaussa w uogélnionej (w szczegblno§ci — w zwyklej) postaci: odchylenie ruchu
rzeczywistego (d) ukladu o zadanych wiezach od ruchu rzeczywistego (d) uktadu czgécio-
wo wyzwolonego z wigzéw jest mniegjsze od odchylenia dowolnego ruchu mozliwego ()
od tegoz ruchu czgéciowo wyzwolonego (), tzn.

(21) Ado < A,;,).

AmiNow [12] zbadat stosowalno$é uogélnionej postaci zasady Gaussa (2.1) do ukladéw
o wigzach nieidealnych. W pracy AMINOWA rozwazano uklady o wigzach nieidealnych
holonomicznych, na ogét niestacjonarnych. Stwierdzono, e dla rozwazanych ukiadéw
nie jest stuszna zasada, wyrazona nieréwnosécia (2.1); wyprowadzono uogélniona postaé
tej zasady, stuszna réwniez i dla ukladéw z anholonomicznymi wiezami nieidealnymi.
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Wyraza ja nierowno$é (2.2)
1
Ad() < 7(A60+Aa_d,d_a).

Jezeli wigzy s idealne, to z nieréwnoéci (2.2) wynika nier6wnoéé (2.1). W tej samej
pracy podano uogélniong zasad¢ najmniejszego skrgpowania w postaci (2.1) dla ukladéw
z tarciem, przy ograniczeniu zbioru przemieszczen mozliwych do (c¢) — przemieszczen.

W pracy [6] CzeTAJEW wyprowadzil ogdlng zasad¢ dynamiki dla uktadéw z tarciem,
nie zawierajacag w jawnej postaci sil reakcji wigzow dla przemieszczet mozliwych, orto-
gonalnych do rzeczywistych predkosci punktow ukladu, to znaczy spetniajacych warunki

5:,6Xg+j)[6y,-+2,62,-=0 (l= 1,2,...,”).

Zbiér takich przemieszczen nazywa CZzETAJEW (c) — przemieszczeniami.

Dla najczgéciej spotykanych wigzéw z tarciem praca sit reakcji, dziatajacych na punkty
materialne uktadu w danej chwili czasu, wykonana na (c) — przemieszczeniach, réwna
sie zeru

D) (Rix x5+ Riy 0y5+ Ry, 62§) = 0.
i=1
Rugujac z tego warunku, za pomoca réwnan ruchu, reakcje wigz6w Rix, Riy, R,
otrzymuje CZETAJEW zwigzek

2.3) D 1mi3= X0)0x5 + (mii— Y1) oys + (mii— Z3)éz6] = 0

i=1
stuszny dla (c) — przemieszczen. Zwiazek ten mozna rozpatrywac jako uogélnienie zasady
D’Alemberta-Lagrange’a na uklady z tarciem.

Zasada (2.3) zostala dalej rozwinigta w pracach RUMIANCEwWA ([7]. Wychodzgc z niej
RUMIANCEW wyprowadzit zwykla postaé zasady Gaussa, nie zawierajaca jawnie sit reakcji.

Ograniczenie zbioru przemieszczen mozliwych w zasadzie (2.3) do (¢) — przemieszczen
powoduje odpowiednie ograniczenie zbioru ruchéw mozliwych, z ktérymi poréwnywany
jest w zasadzie Gaussa ruch rzeczywisty.

Rozwaza si¢ tylko ruchy mozliwe, w ktorych przy$pieszenia punktéw ukladu ¢ spel-
niajag nast¢pujacy warunek: roznice mi¢dzy nimi i przyépieszeniami punktéw w ruchu
rzeczywistym w; sa (¢) — przemieszczeniami.

Takie ruchy mozliwe nazywa RUMIANCEW (c¢) — ruchami. Dla nich zasada (2.3) przy-
biera postad

n

(2.4) 2 [Om % —X) (i~ yE) + (i — Y (i — v5,) + (i Zi = Z3) (Zi— yf)] = 0.

i=1
Z réwnania (2.4) wynika zwykla postaé zasady Gaussa.

1. Niech dany bedzie uklad n punktéw materialnych o wigzach nieliniowych anho-
lonomicznych pierwszego rzedu z tarciem

f:,(x,-,y,, Zi, i(,j)‘,éi,t) =0 (_] = 1, 2, ceey k, i = 1, 2, )
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Dla rozwazanego ukladu typu Czetajewa-Przeborskiego przemieszczenia mozliwe okre$lo-
ne sg zwiazkami

2(%6 +gf’6 + af’éz. =0 ((=1,2,..,k).
'=l

Z definicji tej wynika, Ze istnieja przemieszczenia mozliwe punktéw ukfadu proporcjo-
nalne do réznic migdzy przy$pieszeniami tych punktéw w ruchu rzeczywistym (d) i w ruchu
mozliwym (6), przy jednakowych wspéirzednych i predkosciach punktéw w ruchu rzeczy-
wistym i mozliwym w rozpatrywanej chwili czasu ¢. Ograniczmy ruchy wirtualne do zbioru
(¢) — ruchéw. Zgodnie z zasada Czetajewa dla ukiadéw z tarciem w postaci (2.4) w ruchu
rzeczywistym danego ukladu bedzie spelniony warunek

(2.5) Z [ X1 — X3) Ria— Xfa) + (M Yia — Y)) Gra—Fa) + (MiZia~ Z1) (Zia—Z5)] = 0.
i=1

Wyzw6lmy uklad z czgsci wigzé6w i niech Jr; oznacza przemieszczenia mozliwe uktadu
czesciowo wyzwolonego. Dla ukladéw typu Czetajewa-Przeborskiego przemieszczenia
mozliwe danego ukladu znajduja si¢ wéréd przemieszczern mozliwych uktadu cze§ciowo
wyzwolonego. Jest oczywiste, ze rowniez (¢) — przemieszczenia danego ukladu powinny
znajdowac si¢ wéréd (c) — przemieszczenn ukladu czgSciowo wyzwolonego. Wobec tego
zasade¢ (2.4) dla ukladu czgsciowo wyzwolonego (8) mozna zapisaé w postaci

(2.6) Z [m: %10 — X)) (Xia— X53) + (M F1o — Y1) Fia ~ Y5} + (i 21— Z)) (Zia— Z55)] = 0.
i=1

Odejmujac réwnanie (2.6) od réwnania (2.5) otrzymujemy zwigzek
2.7 Aan+Ap—Asy =0,
gdzie wielko$¢

Ags = > 2 m;[(Xia— X53)* + Fia— Vi) + (Zua—255)*]
i=1

oznacza odchylenie rzeczywistego ruchu (d) ukladu z tarciem od ruchu mozliwego (8)
tego ukiadu.

Analogicznie zdefiniowane sg wielko$ci 44, oraz Az. Z réwnania (2.7) bezpos$rednio
wynikaja dwie nieréwnosci
(2.8) Aay < Asp,
(29) Ags < A,)o.

Pierwsza z nich stanowi wyraZenie uogdélnionej zasady Gaussa dla rozwazanych ukladéw
z tarciem: odchylenie rzeczywistego ruchu (d) ukladu z tarciem od rzeczywistego ruchu
(0) uktadu czgéciowo wyzwolonego jest mniejsze niz odchylenie ostatniego z tych ruchéw
od mozliwego (¢) — ruchu ().

2. Uogblniona zasad¢ najmniejszego skr¢powania moZna rozszerzy¢ réwnieZ i na
uklady o wigzach liniowych anholonomicznych drugiego rzedu z tarciem.
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Réwnania wigzow sa postaci

D @bty =4 (A=1,2,..,k),

i=l1
gdzie wspdlczynniki a,;, by;, ¢; oraz a; zaleza od czasu, wspdtrzgdnych i predkosci uktadu,
Przemieszczenia mozliwe w takich ukladach [3], [4] okreS§lone sa przez zwigzki

D @dxitbudytendz) =0 (A=1,2,..,50.
i=1

Dla tego rodzaju definicji przemieszczen mozliwych pozostaja stuszne dwa zaloZenia,
na ktérych opiera si¢ dowdd uogdlnionej zasady Gaussa. Tak wiec, wychodzac z zasady
Czetajewa dla ukladdéw z tarciem i powtarzajac te same rozwazania, co dla ukladéw o wig-
zach anholonomicznych rz¢du pierwszego z tarciem, dojdziemy znéw do nieréwnosci
(2.8), wyrazajacej uogdlniong zasad¢ Gaussa dla ukladow z tarciem.

3. Zwiazek miedzy energia przySpieszen w ruchu rzeczywistym i czeSciowo lub calkowicie wyzwolonym

W pracy [2] CzeTralew wyprowadzil uogdlniona posta¢ zasady najmniejszego skre-
powania w ukladach o wigzach idealnych nieliniowych (w szczegdlnym przypadku linio-
wych) anholonomicznych pierwszego rzgdu. Opisuje jag nierownosé
(31) Add < Aga
wyraZajaca nastepujaca tre$¢: odchylenie ruchu rzeczywistego (d) ukladu o zadanych
wiezach od ruchu rzeczywistego (9) ukladu czgsciowo z nich wyzwolonego jest mniejsze
niz odchylenie dowolnego ruchu mozliwego (4) od tego samego ruchu () ukladu, lecz
czeSciowo wyzwolonego. Oprocz nieréwnosci (3.1) CzeTaJEw wyprowadzil w swojej pracy
jeszcze jedna nieréwnosé

(3.2) Ags < Ao
wyrazajaca twierdzenie, ktére nazwiemy twierdzeniem Czetajewa: odchylenie ruchu rze-
czywistego (d) ukiadu od ruchu mozliwego (d) jest mniejsze, niz odchylenie tego ostatnie-
go od ruchu czgéciowo wyzwolonego (0).

W omawianej pracy wyprowadza si¢ z nieréwnosci (3.1) i (3.2) zwiazek pomig¢dzy
energiami przy$pieszen w ruchach (d), () oraz (9).

Dodajac nieréwnoéei (3.1) i (3.2) otrzymujemy nieréwno$¢

Aas+ Aay

Agy.
3 < Ay

3.3)

Podstawmy do nieréwno$ci (3.3) wyraZenia na wielko§ci Ay, Agy, Asy:?
3n

1 . v
Ags = > 2 mi(¥ia— Xi5)%,

i=1

1) Dla skrécenia zapisu oznaczamy wspotrzedne punktéw ukladu jedna litera x z odpowiednim indek-
sem.



O WELASNOSCIACH UKLADOW ANHOLONOMICZNYCH 11

gdzie X;4, X;5 s3 przy$pieszeniami odpowiednio w ruchu rzeczywistym i mozliwym, przy
jednakowych wartoéciach wspétrzednych i predkosci punktéw ukiadu w ruchu rzeczy-
wistym i w ruchu mozliwym w rozpatrywanej chwili czasu . Wielko§ci A4, oraz A;y sa
okre§lone w spos6b analogiczny.
Z nieréwnosci (3.3) po podstawieniu otrzymujemy
3n 3n 3n

3.4 Zm,»(i&,-d—}i,)2+ Zmi(:’éid_—.’éia)z <2 Zmi(:’éia_:’éio)z'
i=1 i=1 i=1

Wprowadzajac energi¢ przyS$pieszen dla ruchu rzeczywistego (d), mozliwego (8) i wy-
zwolonego (8), oznaczajac je odpowiednio jako S, S; oraz S; mozemy zapisaé (3.4)
w postaci:
3n 3n
25,+ 2{’ 51y (i — ¥) + 2{’ i is (o — ¥ia) < S5+ Sy,
iz iz
wzglednie
3n 3n
S+, ,;: m; X 1o (Xia — Xi5) + i; m; Xis(Xia — Xig)
2 2
Ostatnia z nierownosci stwierdza, Zze energia przy$pieszen w ruchu rzeczywistym jest
mniejsza od polowy sumy energii przyspieszenn w ruchu wyzwolonym i mozliwym, zwigk-
szonej o polowe sumy iloczynéw przyspieszen w jednym z ostatnich dwu ruchéw, pom-
nozonych przez réznice migdzy przys$pieszeniami w drugim z tych ruchéw i w ruchu rze-
czywistym (sumowanic odnosi si¢ do wszystkich punktéw ukladu).
Sumy wchodzace do prawej strony ostatniej nierowno$ci maja okre$lony sens mecha-
niczny.
Rozwazmy pierwsza sume

(3.5) Sy <

3n

(3.6) Z’ni:’éia(}id_:’&ia)-

=1

Zawarte w niej roZnice X;;— X;; miedzy przy$pieszeniami w ruchu rzeczywistym i w ruchu

mozliwym mozna traktowaé jako przemieszczenia mozliwe Xii—Xis = O0x;. Wowczas
sumg¢ (3.6) mozemy zapisa¢ w postaci

3n
(37) 2 m,':)é,'o 6x,- .
f=1

Zgodnie z drugim prawem Newtona mamy dla ruchu czeéciowo wyzwolonego zwigzek
miXip = Fixt+Nix,

gdzie N, sa reakcjami wigzéw, zachowanych przy cze§ciowym wyzwoleniu ukladu.

Uwzglednijmy rowniez to, e przemieszczenia mozliwe danego ukladu (dx;) zawieraja

si¢ w zbiorze przemieszczen mozliwych (dx;) ukladu cze$ciowo wyzwolonego. Tak wiec
suma (3.7) przyjmuje postaé

3n 3n
Zmi-.x-:ioéxi = 2 (Fix+Nix) 0x;.
=1 izl
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Jezeli wigzy sg idealne, to mamy

3n
ZN,-,, ox; = 0.

i=1

Wobec tego suma (3.7) rowna jest pracy wirtualnej sil aktywnych

3n 3n
E m,}E,a 6x, = Ex 6x,.
=1

i=1 i

Zbadajmy z kolei druga sume zawartg w prawej czgéci nierownosci (3.5)

3n
(3.8) Zmixid(xid_—.x'id)'
i1

Z drugiego prawa Newtona mamy
mi(:éid_xia) = N,

gdzie Nj, to reakcje wigzéw odrzuconych przy czg§ciowym wyzwoleniu uktadu.

W takim razie suma (3.8) przedstawia soba pracg sit reakcji odrzuconych wigzdéw na
przy$pieszeniach ruchu mozliwego.

Dzieki temu nieréwno$é (3.5) mozemy zinterpretowaé w sposéb nastgpujacy: energia
przyépieszen w ruchu rzeczywistym jest mniejsza od polowy sumy energii przy§pieszen
ruchu wyzwolonego i ruchu mozliwego, zwigkszonej o potowg sumy pracy wirtualnej
sit aktywnych oraz pracy sit reakcji wigzow odrzuconych przy wyzwoleniu ukiadu wyko-
nanej na przy§pieszeniach ruchu mozliwego.

4. O sensie energetycznym pewnego twierdzenia Czetajewa

W rozdziale tym zbadamy sens energetyczny twierdzenia Czetajewa, wyraZajacego
jedng z ogblnych wiasnoéei ruchu nieliniowych uktadéw anholonomicznych. Wykazemy,
7e twierdzenie Czetajewa mozna rozpatrywac jako uogélnienie na nieliniowe uklady
anholonomiczne twierdzenia Bertranda o energii kinetycznej.

Oprécz zaleznoéei, wyrazajacej uogdlniong zasad¢ Gaussa dla nieliniowych ukladow
anholonomicznych pierwszego rzedu, CZETAJEW uzyskat w pracy [2] jeszcze jeden zwigzek,
odpowiadajacy nastgpujacemu twierdzeniu: odchylenie rzeczywistego ruchu ukladu
o wigzach idealnych od dowolnego ruchu mozliwego jest mniejsze od odchylenia tego
ostatniego od ruchu czgéciowo wyzwolonego

@.1nH Ay < Asss
gdzie wielko§é

3n
(42) iy =3 D) mildii— 859?
i=1
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oznacza odchylenie ruchu rzeczywistego od ruchu mozliwego w czasie dt; wielko$§é

3n

4.3) Aps = D, mi(0%,— 8%))?
i=]

oznacza odchylenie ruchu czg§ciowo wyzwolonego od tego samego ruchu mozliwego
w czasie dt; wielkoéci dx;, dx;, 0x; oznaczaja zmiany predkosci punktu m; w czasie dt
odpowiednio w ruchu rzeczywistym, mozliwym i czg§ciowo wyzwolonym; predko$é x,
punktu w chwili 7 jest we wszystkich trzech ruchach jednakowa, przy czym w ruchu czescio-
wo wyzwolonym punkt m; jest pod dzialaniem tej samej sily Fj, co w ruchu rzeczywistym.

Dla uktadéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych nieréwnosci (4.1) mozna
nadaé pewien sens geometryczny. Przyrosty energii kinetycznej ukiadu w czasie dt w ruchu
rzeczywistym i czgSciowo wyzwolonym mozna przedstawié z dokladnoécia do wielko$ci
rzedu trzeciego wzgledem dt przy pomocy wzoréw:

3n 3n

4.4) AT = Y mzdiit 3 > mds)?,
i=1 =1
3n 3n

, cae LN L,

(45) AT = Zm,x,-ax,-+ ?Z m;(ax,-) .
=1 ) =1

Réznica przyrostow energii kinetycznej w obydwu wymienionych ruchach wynosi

3n 3n 3n
(46  AT-AT= D misdii=05)+5 D mdif -5 > m@i).
{=1 i=1

i=]

Z nier6wnoS$ci (4.1) zapisanej w postaci

3n 3n
D m(di— 05> < > my(0%— 0x)?
{=1 =1

otrzymujemy
3n 3n In
@.7 D midx) = Y mi0x)? < ) 2m 8%(dx— %)
I=1 =1 Il

Ostatnia nieré6wno§¢ mozna zapisaé na podstawie (4.6) jako

3n

(4.8) AT—A'T < D) my(+ %) (di—05%),
I=l
skad
3n
AT AT C e
4.9 @ T d < Zmi(xi‘l' 0x)) (X1a— X10)
=1

gdzie X, jest przy$pieszeniem punktu m; w ruchu rzeczywistym, za$ X,, — przy$pieszeniem
tegoz punktu w ruchu wyzwolonym.
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Z réwnan ruchu dla danego ukiadu i uktadu czgéciowo wyzwolonego mamy zwigzek
mi(Xia—Xip) = Ni(.g)_Nl(g),

gdzie N{® oznacza sily reakcji wiezéw danego ukiadu, za§ N@ —sily reakcji wiezéw
w ukladzie czgsciowo wyzwolonym. Roznica tych wielkosci

(9 (d—0
N9 =N = Nig™”

jest reakcja wigzéw odrzuconych przy czgéciowym wyzwoleniu ukiadu.
Nieréwno$¢ (4.9) mozemy wigc zapisa¢ w postaci

AT AT
4, — v+ Ok NS
gdzie Xx;+ 0x; jest predkoscia w dowolnym ruchu mozliwym w chwili ¢+ dr.

Pr¢dko$ci punktéw w mozliwym ruchu ukladu o zadanych wigzach sa jak widaé pred-
ko$ciami mozliwymi w ruchu ukladu o reakcjach wigzéw réwnych N9, W przypadku
wigzdw stacjonarnych suma z prawej strony nieréwnosci (4.10) jest proporcjonalna do
sumy elementarnych prac sit reakcji wigzow N9, wykonanych na przemieszczeniach

wirtualnych ukladu i wobec tego dla wigzéw idealnych réwna si¢ zeru

3n

D Gut o) NE™ = 0.

i=1

W ten sposéb z relacji (4.10) mamy

AT AT <0
d — dt
wzglednie
AT AT
a < ar

co oznacza, Zze przyrost energii kinetycznej w jednostce czasu w ruchu rzeczywistym jest
mniejszy, niz w ruchu czg§ciowo wyzwolonym. Ten wynik jest analogiczny do twierdzenia
Bertrada [13].
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MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 11 (1973)

WSPOERZEDNE NORMALNE W ANALIZIE REZONANSOW GEOWNYCH NIELINIOWYCH
UKEADOW DRGAJACYCH O WIELU STOPNIACH SWOBODY

WANDA SZEMPLINSKA-STUPNICKA (WARSZAWA)

W liniowych ukladach drgajacych o wielu stopniach swobody pojecie postaci wlasnych
i zwigzanych z nimi wspo6trzgdnych normalnych gra istotng role przy badaniu drgan wy-
muszonych i samowzbudnych. Jak wiadomo, przy uzyciu tych wspéirzednych réwnania
ruchu ukiadu konserwatywnego o skoficzonej lub nieskoniczonej iloéci stopni swobody
dadzg si¢ przedstawi¢ w postaci rOwnan wzajemnie niezaleznych

Moj'.f'oj'*'Moj'w(z)j'on = Qj(t),
j=1,2,..,n,

gdzie wq; — czgstos¢ wlasna, M,; — uogdlniona masa, Q;(t) — uogblniona sila j-tej
postaci drgan, n — liczba stopni swobody ukladu, &,;—j-ta wspélrzgdna normalna
zwigzana ze wspOirzednymi x; (x; — wychylenie masy m; od polozenia réwnowagi) za
pomoca liniowej transformacji

Xy = Zboufoj,
Jj=1

gdzie: byy, i =1,2,...,n—j-ta posta¢ wlasna.

Wspéirzedne &;; umozliwiaja postugiwanie si¢ rozprzgzonymi réwnaniami ruchu,
a przede wszystkim umozliwiaja operowanie ukladem o zredukowanej liczbie stopni
swobody przy zapewnieniu duzej doktadnoéci obliczeni. Jest to szczegdlnie korzystne przy
badaniu drgan samowzbudnych ukiadéw cigglych, np. wiszacych mostéw, powierzchni
no$nych samolotéw itp., gdyz wyniki do§wiadczefi i obliczen pozwolily stwierdzié, Ze
w drganiach tych «bierze udzial» tylko kilka pierwszych postaci drgan. Tak wigc ukiad
ciagly zastgpujemy ukladem zredukowanym do kilku, najczg¢éciej dwéch stopni swobody,
to jest do dwéch réwnan. Podobne uproszczenie polegajace na odrzuceniu wspdirzed-
nych &,; odpowiadajacych wyZszym czgstoSciom wlasnym daje bardzo dobre rezultaty
przy badaniu drgan wymuszonych.

Wobec duzych trudno$ci pojawiajacych sie przy analizie drgan uktadéw z charakte-
rystyka nieliniowa powstalo pytanie, jak z mozliwie duza doktadnofcia przenie§¢ zasto-
sowanie tego rodzaju uproszczen na te uklady.

2 Mechanika Teoretyczna
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W niniejszej pracy zbadamy dwic drogi podejécia do tego zagadnienia:

1) przez zastosowanie liniowych wspoétrzednych normainych i zaniedbanie ich sprze-
Zenia,

2) przez zastosowanie tzw. nieliniowych wspoétrzednych normalnych zdefiniowanych
w pracy [1].

1. Model mechaniczny i réwnania ruchu ukladu

Niech modelem rozwazanego ukladu bedzie n skupionych mas potaczonych ze soba
i z masg my, = oo za pomoca niewazkich sprezyn i elementéw rozpraszajacych energi¢
(rys. 1).

P cosQt Picath b, cos @t
— Xp=0 X, T Xe Xn
e % [} m
S1o

820

Sno =

—n__ element sprezysio- ttumieniowy
miegdzy masq m; /mk

Rys. 1. Model mechamczny uldadu o .n stopniach swobody

Réwnania ruchu we wspdlrzednych x;, gd21e x; — wychylenie masy m; od polozema
rownowagi, moga by¢ zapisane nastepujaco: :

(1.1) X+ ZS,k(x,—,\k, X —X)—PicosQt =0,

i=1,2,...n
Sy — sita oddzialywania miedzy masa m; i m,.
Po wydzieleniu z sily spreZyste;j czesci liniowo zaleznej od odksztalcenia sprezyny row-
nania (l.1) przybiora postaé

(1.2) & = miX;+ Zkik(xi—xk)-l'/lfi (X1 ooey Xy Xiy nns i,.)—ﬁicos!jt = 0.
k=1

O funkcji f; zalozymy, Zze dla rozwiazania harmonicznego

(1.3) x; = ricos (Qt—g))
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mozna ja przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera

R
(1.4) fi=pP+ 2 (ptP cosvf + g Psinvh).
y=1
Oznaczajac przez wy;, j = 1, 2, ..., n czgstodci wlasne, a przez bo;j, i,/ = 1,2, ..., n —

postacie wlasne ukiadu zlinearyzowanego, liniowe wspéirzgdne normalne &,; wprowadzi-
my za pomocg transformacji

(15) X; =

-

boijEOj-
1

i
Dzieki wlasnosci ortogonalnoéci postaci wilasnych réwnania (1.2) przeksztalcimy do
postaci

(1.6) :éj = Moj.éOj'i'Mij%jEOj'i',uF:i(EOl» e Eons 5.01, éon)_QOjCOSQI =0,
i= 192’-""1,
gdzie

n - rl1 o n
(1.7 Mo, = Zmibéij, Qoy = 2, Piboij, F; = Zfibou-
=1

i=1 i=1
Funkcje F;, podobnie jak f; dla rozwiazania harmonicznego, przedstawimy w postaci
szeregu Fouriera

R
(1.8) Fy = PP+ Y (PPcost+Gsinat).
y=1
Réwnania ruchu we wspéirzednych normalnych &,; dla ukiadu nieliniowego sa wigc
nadal sprzezone przez nieliniowa funkcje F;.
Przypomnijmy najpierw podstawowe cechy ukladu zlinearyzowanego konserwatyw-
nego (F; = 0). Rozwigzanie réwnan ruchu (1.6) dla F; = 0 daje nam od razu

Y QOj
(1.9) £y = ag;cos8dt, agy=—""T"——
o) % o MOJ(U)(Z)J__QZ)
a stad otrzymujemy wspéirzedne x; za pomoca (1.5)

N bpii00iCOS 2
(1.10) X; =Z MQ_’ = Zboijéto;-

=1 Moj((l)gj—gz) =

Rozwiagzanie w tej postaci doskonale ilustruje zjawisko rezonansu i rol¢ wspdirzednych
normalnych. Widzimy, ze gdy £ — o, to amplituda drgan ukladu dazy do nieskonczo-
nosci, ale spo$réd wspoétrzednych &,; tylko jedna &, dazy do nieskonczonoSci, a amplitudy
wszystkich pozostalych «nierezonansowych» wspéirzednych przybieraja pewne ograniczo-
ne warto$ci. Zatem w poblizu rezonansu mozna pomina¢ wspéirzedne «nierezonansowe»
i rozpatrywac tylko jeden stopien swobody zwiazany ze wspéirzedng «rezonansowa»

(1.11) Xi = bois Eos-

2 = wos
Posta¢ drgan uktadu w poblizu rezonansu dazy zatem do postaci wlasnej by;s. Rozwazania
te sa w przybliZeniu stuszne i dla uktadu ttumionego, jesli tylko tlumienie jest na tyle male,
2e maksymalna amplituda a,, jest dostatecznie duza w poréwnaniu z aoj, j # S. -

2‘
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Posta¢ réwnan ruchu ukladu nieliniowego (1.6), w ktérym sprzezenie jest tylko po-
przez «maly» nieliniowy czlon uF; nasuwa zrozumialy che¢é zastosowania uproszczenia
polegajacego na zaniedbaniu tego sprzgZenia i rozpatrywaniu réwnan ruchu w postaci

(1-12) MOJ'E.O_[‘*'Mongjfoj‘f',upj(foj, éo])—Q—OJCOSQ—t = 0.

Uproszczenie to wynika réwniez z samej procedury szeroko stosowanej w literaturze
metody usrednienia [4].

We wczedniejszej pracy [2] analizowany byt efekt sprze¢zenia wspétrzednych &,;, &,
na przykladzie ukltadu o dwéch stopniach swobody za pomoca metod teoretycznych oraz
za pomoca maszyny analogowej. Ponadto w pracy [3] badane byly analityczne metody
przyblizone stosowane przy analizie drgan ustalonych ukladéw nieliniowych o n stop-
niach swobody, a w pracy [1] wprowadzono i zdefiniowano pojecie nieliniowych wspot-
rzgdnych normalnych i zbadano zachowanie si¢ tych wspétrzednych w poblizu rezonansu.

Podsumowujac rezultaty tych prac nalezy stwierdzié, Ze w poblizu rezonanséw glow-
nych dominuja drgania harmoniczne o czgstosci sily wymuszajacej 2, a wigc przyblizone
rozwigzanie mozna zalozy¢ w postaci

Xi = r (cos!_Qt—tp,-),

przy czym najwigksza dokladno$¢ przy stosunkowo duzych wartoéciach amplitud uzyska-
my, gdy wspélczynniki r;, ¢; okre§limy za pomoca metody Ritza.

2. Liniowe wspoirzedne normalne w analizie rezonanséw gléwnych ukladu nieliniowego

W oparciu o rozwigzania harmoniczne uzyskane metoda Ritza zbadajmy zachowanie
si¢ wspoirzednych &, przy uwzglednieniu ich sprz¢Zenia w réwnaniach (1.6) oraz przy
zaniedbaniu tego sprzezenia (1.12).

Zakladamy rozwiazanie w postaci

2.1 boj = aoj(cos!jt—ﬁj).

Rownania Ritza, z ktérych wyznaczymy nieznane wspoiczynniki aoj, ¥ zapiszemy naste-
pujaco:

2

[ &)-cosBd@) =0, j=1,2,..,n,

0

2

[ 5(t)-sinrd(@1) = 0,

0

(2.2)

gdzie Z’,(t)—«pozostaloéci» réwnan (1.6) po podstawieniu do nich przyblizonego roz-
wigzania (2.1). W przypadku ukiadu zachowawczego moZemy od razu przyjaé ¢; = 0
i rownania (2.2) przybierajg postaé

2z
(2.3) ao; Mo (w2 — 0%+ % f pFy(agcosft, ... ag,cos2f)cos 2td(2t)— Qo) = 0,
0

j=12,...,n
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lub, uwzgledniajac oznaczenia wzoru (1.8),

aoJMoJ(w%j—Qz)‘*‘Py)(aox,aoz; ao::)‘éo; =0, j=12,...,n

Rozwazmy teraz rezonans, przy ktérym ag, - 0 :

Mos(@hi= 2%+ £ P2 @0, 02, - don) = 22
Os 5
(2.4) )
a
Mo, o/ (ng—QZ).*. '_#"Pf")(aox, Aoz ... Qgn) = oJ ,
aO.! aos aos

i=1,2,...,s—1,s+1,...,n

Przyjmujac Qo;/ass = 0 otrzymujemy uklad réwnan jednorodnych z niewiadomymi
Aoy, Aoay +-- Qos—15 Aost1s --- don 1 £2. Mozna wykazaé, Ze w ogdlnym przypadku wszystkie
amplitudy wspéirzednych normalnych daza do nieskonczonofci tak, ze dla @y, - ©

(2.5) ao]/ao, — const N

a zatem posta¢ drgan ukladu przy rezonansie dazy do pewnej wartoéci b;, réznej od linio-
wej postaci wlasnej

n
Z bouao
J
Xi j=1

(2.6) — = = by # boys-

i dpg—>00
Z bouao;
j=1

Natomiast przy zaniedbaniu sprze¢zenia miedzy &, ..., Eon, cZyli przy postugiwaniu si¢
uproszczonymi réwnaniami (1.12), otrzymamy wynik podobny do wyniku dla uktadu
liniowego

QosC0s 2t

2.7 Eos = apsCOSRt = —,
@7) ° ° Mo:[wf (@os) —£27]

Xy — bOls 50: ’
aog—+o0

gdzie

‘llP_S') (ao.v)
2a0s Mo,

i w rezultacie posta¢ drgan przy rezonansie nie ulega zmianie

(28) Wy (ao.v) = w0s+,uA1 (aOS) = Wos+

Xi[xy = boys.
dog—>®©

3. Nieliniowe wspéhzedne normalne w analizie rezonanséw gléwnych
Rozszerzmy teraz pojecie czestoéei i postaci wlasnych na uktad nieliniowy. Drgania
gléwne nieliniowego ukladu autonomicznego zakladamy w postaci funkcji harmonicznej
@3.n x; = aycosw;t = a;b;coswyt,

ij=1,2,...,n by,=1Ll
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Podobnie jak w ukladzie liniowym, wielkodci w;, j =1, 2, ..., n, nazywamy czestos-
ciami wiasnymi, a wspodlczynniki &;;, i=1,2,3,...,n, j=1,2,...,n— postaciami
wlasnymi ukladu. Wielkosci te sa funkcjami amplitudy

wjzwj(aj), b,-_,-=b,-j(a_,-),
J=1,2, .0 i=2,3,

a okreS§limy je z rownan Ritza

2n
(3.2) [ eOcosmrd(wry =0, i=1,2,..,n,

0
gdzie &;(t) — «pozostatosci» réwnan ruchu (1.2) po podstawieniu do nich przyblizonego
rozwigzania (3.1). Uczynimy zaloZenie, ze w rozpatrywanym zakresie parametrow wszyst-
kie czgstosci w; i postacie wlasne b;; przybieraja rézne warto$ci.

Zbadajmy teraz zachowanie si¢ ukladu nieliniowego zachowawczego przy rezonansie
zakladajac, Zze czgsto§é sily wymuszajacej moze zblizy¢ si¢ nieograniczenie do czestosci
wiasnej w;.

Podstawiajac do réwnan ruchu rozwiagzanie w postaci x; = r;cos1 i stosujac metode
Ritza otrzymujemy réwnanie z niewiadomymi r,,.rs, ..., I,

n

—m; 2%+ 2 K (ri—r) +
s

+ %f yf,-(rlcos!—.?t, .. racosQt)cosQud(R0) = P, i = 1,2, ..., n.
T

Po podzieleniu stronami przez r; otrzymujemy

(3.3) —m; Qz—l -+ 2/ Kik

k=0

— i=1,2,..,n.
rS

Zakladajac, ze przy rezonansie r; przybiera wartosci tak duze, Zze P;/r, mozemy trak-
towaé jako bliskie zeru, otrzymujemy uktad réwnan jednorodnych jak dla uktadu auto-
nomicznego. Jedynymi rozwigzaniami harmonicznymi uktadu autonomicznego sg rozwig-
zania (3.1) przedstawiajace drgania gtéwne o czestosciach wlasnych w; i postaciach wias-
nych b;;. Zatem przy rezonansie, gdy ry — 0, uktad drga w poblizu nieliniowych drgan
gléwnych 2 — w, i postaé drgan uktadu dazy do by, i = 2,3, ..., n

Widzimy wigc, Zze drgania uktadu w poblizu rezonansu mozemy opisaé za pomocy
Jjednej wspolrzgdnej zwiazanej z nieliniowa postacia wlasng

(34) ) X & bis(as)fs'

Jezeli to rozwigzanie podstawimy do réwnan ruchu (1.2), a nastepnie pomnozymy kazde
z réwnan przez odpowiednie b;; i dodamy wszystkie razem, otrzymamy

(3.5) Zmb +&, Z[ZK,k(b,, bks)]b.s+ , s ttfi= Zb,,P cos 3t = 0.

i=1 Jml k=0
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Opierajac si¢ na rozwigzaniu harmonicznym & = a;cosf2t, co przy drganiach swobod-
nych sprowadza si¢ do &; = a,cosw,?, dochodzimy za pomoca réwnan Ritza do wniosku,
ze spelniona jest zalezno$¢

n n n
5s2 ZKik(bis_bks)bis+ I—Zlbis,uﬁ = 5sMsw3’

i=] k=0

gdzie w, — czgsto§¢ wiasna ukiadu nieliniowego bgdaca funkcja amplitudy, a M, =
= Zm,-bf‘ — uogolniona masa s-tej postaci, bgdaca réwniez funkejg amplitudy.
=1

Rownanie (3.5) przybiera zatem postaé
(3.6) M E+w?ME = Qscosft,
a stad rozwigzanie

Q,cos 0t

(3.7) Es = asCOS.Qt = W

Réwnanie (3.7) opisuje «odpowiedZ» uktadu na dzialanie sit wymuszajacych P, cos 2t
pod warunkiem, Ze wystgpuje tylko jedna s-ta posta¢ ruchu. Wspdlrzedne & spelniajace
te rownania nazywa¢ bedziemy nieliniowymi wspéirzednymi normalnymi. Spetniaja one
warunek, ze przy rezonansie dominuje tylko jedna, rezonansowa wspéirzedna, a pozostale
przybierajg ograniczone wartoéci. Nie wiemy jednak jak wyraza si¢ ogdlne rozwiazane x;
w funkgji tak zdefiniowanych wspétrzednych, gdyz jak wiadomo, w ukladzie nieliniowym
nie jest stuszne prawo superpozycji. Skoro w uktadach liniowych migedzy x; i &y; zachodzita
zalezno$¢ liniowa (1.5), w ukladzie nieliniowym moze to by¢ jaka$ zalezno$§¢ nieliniowa

X = xi(El, 52, E,,)

_ Zagadnienie to zostalo rozwigzane w pracy [I] dla pewnego szczegdlnego ukiadu
o n stopniach swobody posiadajacego tzw. graniczne czg¢stoéci wlashe. Wykazano miedzy
innymi, ze wielko$é bledu wynikajaca z odrzucenia wspdtrzednych «nierezonansowych»
£ by by Esrrs oo En przy 2 o w, jest wigksza niz w ukladach liniowych, miano-
wicie, Zze czion odfzucany dazy do nieskonczonosci, lecz do nieskonczono$ci nizszego
rz¢du niz wspdlrzedna rezonansowa:

xi= ) byt A6y Er o £
i=1

(3.8) x; = bisa,cos Qt + ocos 2t

Qs

s o
oraz o > oo, lecz - -0,

ab

s l‘s.(_)—ﬂl).v
a wiec ostatecznie

x; = by &s.
Q- s
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W niniejszej pracy przedstawiony jest jeden z praktycznych aspektéw powyzszych
rozwazan, mianowicie sprawa oceny maksymalnej amplitudy przy rezonansach i wplywa-
nia na charakterystyke tlumienia przez odpowiednie umieszczenie elementu ttumiacego.
Zauwazmy bowiem, Zze gdy element tlumiacy znajduje si¢ migdzy masg m; 1 my, to sita
tlumienia zaleZy od réznicy amplitud tych mas, a wigc od amplitudy jednej z nich i postaci
drgan. Jezeli w wyniku nieliniowej charakterystyki spre¢zyn posta¢ drgan ulega zmianie
ze wzrostem amplitudy, ulegnie réwniez zmianie efektywno$é elementu tlumiacego, co
szczegblnie rzutuje na maksymalne amplitudy przy rezonansach. Stad nasuwa si¢ przy-
puszczenie, Zz¢ metoda obliczen nie uwzglgdniajaca zmian postaci drgan, a wigc i metoda
polegajaca na pominigciu sprz¢zenia migdzy liniowymi wspébirzednymi normalnymi,
moze dawaé niedokladne wyniki.

4. Badanie rezonanséw gléwnych ukladu o trzech stopniach swobody

Zagadnienie rozpatrzmy szczegélowo na przykladzie uktadu drgajacego o trzech stop-
niach swobody przedstawionego na rys. 2. Dla uproszczenia obliczen przyjeto, Ze tylko
jedna sprgzyna ma charakterystyke nieliniowa sztywniejacg typu x3. Uklad zaopatrzony
jest w jeden element tlumiacy o charakterystyce liniowej i jest wzbudzany sila harmo-
niczng P,cos Q1.

Rys. 2. Model mechaniczny ukladu o trzech
stopniach swobody

Roéwnania ruchu uktadu przy umieszczeniu ttumika migdzy masa m, i m, sa nastgpu-
jace:

d*x, —,{ dx dx,
my— dtz +Kiox;+ K5 (xg—X2)+u(x; —x,)3 + I( dtl - dt) P, cosft,
d*x dx dx
(4'1) mz d 22 +K12(x2 x1)+K23(x2—x3) lll(xl—'.xZ) —/1,1( dtl —_— —dtz) = 0,

d*x
msts +K33(x3—x,) = 0,

lub w postaci bezwymiarowej:
d*x ( dx, dx

VIT;+Clox1+C12(x1—x2)+,u(x1—x2)3+,ul a7 d—:) = P,cosft,

d*x, dx dx
42 4, P +Ci2 (X3—x1) + Co3 (x2—X3) — (%, — x2)° — ( drl - —#) =0,

d?x,
Y3i—F3 dr 2 +Ca(x3—x2) =0,
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gdzie wprowadzono oznaczenia

Zastgpujac drugie réwnanie przez sume¢ réownania pierwszego i drugiego otrzymamy
uklad, w ktérym wyraz nieliniowy wystgpuje tylko w jednym réwnaniu:

d*x dx dx
yld—zl +Crox1+Cra (¥ —x2)+p (%, —3‘32)34‘,“1(‘1—1_l - d—;) = P;cosQz,
d*x d*x
(4‘3) Y1 d‘t; +72 drzz +C10x1+C23 (xz"'JC3) = PlcOS.QT,
d*x
Va—drTs +Cs3(x3—x3) = 0.

Zakltadajac dla ukladu autonomicznego rozwiazanie
X, = acoswt,

4.4 X,

ab,coswt,
x3 = abycoswt,

czesto§ci wlasne w funkcji amplitudy a znajdziemy z wyzpacznika charakterystycznego

9102+ C o+ Ci2+2(a?), ~Cia, 0
4.5 D(w*,a*) = —710*+Co, — 7202+ Cs3, —Cj; =0,
0, —C,s, ~y30%+Cy;3

gdzie:
2 3 2 3
#(@®) = pat(1-b;)°.
Postacie wlasne znajdziemy za pomoca dopelnien algebraicznych wyznacznika D(w?, a2),

D,
bU = (D i) .
s o=0ws

Wybierajac s = 1 otrzymamy 'b,, jako funkcje czgstodci w,

wajz—cna, —Ca;
0 —y3w2+C b C
4.6 b, = J 23 . by, = 25C23
(“.6) H Y205+ Css, —C,, 3 —y30} +Cas

—Cy3, —y3w3+C23
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Przy amplitudzie a dazacej do nieskonczono$ci, dwie nizsze czgstosci wilasne dazg do
pewnych warto$ci granicznych oy, 1, 0,2 FOWnych czgstosciom wlasnym uktadu, w kté-
rym masy m, i m, sa ze soba sztywno polaczone. Czg¢stosci te obliczymy z wyznacznika

-0y +y2)+Cio+C -C
4.7) Dy, = 1 2 10 23 ; 23 ~0.
—Cas —y3w +Cay
Spetniaja one warunek
Woy < Wy < Wop < W)z < Wogz-

Trzecia, najwyzsza czgsto§¢ wlasna dazy do nieskonczonosci ze wzrostem amplitudy
(rys. 3). Dla obliczonych z (4.7) czestosci granicznych za pomoca wzordw (4.6) obliczamy
odpowiednie graniczne postacie wlasne.

MWua

()]
T

w,(a)

0)3(0)

I

i

}

:

|

|

|

I

|

|

|

|

I

!
| L | ] | I -
05 % 080 12 f ’ 20 }2,4 28 W
Wy, Wy, Wy, W

(7] 0)03

Rys. 3. Krzywe czestosci wlasnych w funkcji amplitudy

Dla przyktadu liczbowego scharakteryzowanego parametrami
i =1, 9,=05 y;=05,
Co=1, Ci =1, Cs =1,

czesto$ci i postacie wlasne sa nastgpujace:

1. postaé 2. postaé 3. postaé

wo; = 0,592, w2, =141, wo3 =238,

bosi = 1,65,  boss =00, bpys = —3,64,

bosy = 2,0, bosz = — 1,0, boss = 2,0,

Oym1 = 0,685, w;., =170, w;; — ©

b2y =10, by, = 1,0, biy; = _Y_ -2,0,
V2

biy; =13, bz, = =23, b33 =0.

Zbadajmy pierwszy rezonans postugujac sie dwiema metodami:
1) metoda nieliniowych wspdirzednych normalnych redukujacych uklad w poblizu
rezonansu do jednego stopnia swobody okre§lonego przez nieliniowa postaé wiasng b, ;



WSPOLRZEDNE NORMALNE W ANALIZIE REZONANSOW 27

2) metoda zaniedbania sprzgzenia migdzy wspolrzegdnymi normalnymi &gy, &z, o3,
tj. metoda redukujgca ukiad do jednego stopnia swobody okre§lonego przez liniowa
postaé wilasng bg;,.

4.1. Analiza pierwszego rezonansu za pomocq nieliniowych wspélrzednych normalnych. Zgodnie z (3.6)
nieliniowe wspodlrzedne normalne spelniaja rozprzezone réwnania ruchu i dla ukladu
niettumionego amplitude a, obliczamy z zaleznosci

Py
M, [w} (a;)—£27] ’

(4.8) a, =

gdzie M, = 1+y,b3, +y;03,.

Czgstos¢ wlasng w,(a,) i wspétczynniki postaci wlasnej b,,(a,) i b3;(a;) znajdujemy
za pomocg wzordw (4.5) i (4.6).

3 VI a4
Vo e
18 - 100, /a, i |
| !
| 1
i |
o
15
| b |
15 | | a0
| |
| |
| !
| |
| !
I ! by
| |
101 ' !
10 - ! I
| !
] !
| |
i ]
] I
I |
| |
i I
5 51 ! i
| i
%
viray |
2l 20\//.703 }
!
!
! 4 —— ! [ i I
05 foﬁ ? 07 & fv,o 12 ?1,3 15 * 18 ?2,0 by, b3y
Wa, wy, biyy b, Doy bn,,
Rys. 4. Krzywe rezonansowe nieliniowych wspél- Rys. 5. Wspolezynniki pierwszej postaci wlasnej
rzednych normalnych w poblizu pierwszego rezo- b2y, b31 w funkeji amplitudy
nansu

Amplitudy wspétrzednych «nierezonansowych» a, i a, sa na tyle male, Zze obliczymy
je jak dla ukiadu liniowego

P, Py

Moz(w3z—92) ’ = M03(a)33—Q2) )

4.9) a, =



28 ) W. SZEMPLINSKA-STUPNICKA

Ponadto za pomoca wzoréw wyprowadzonych w pracy [l] obliczymy wielkoé¢ cztonu
nieliniowego w transformacji (3.8), czyli wielko§é o; = o; (£2). Wyniki naniesiono na rys. 4
w formie wykresow a, = a,(£), a, = a,(2), a; = a;(2), «, = «,({2) oraz na rys. 5
by = byy(ay) i bsy = b3,(ay).

Calkowita amplituda masy m,; wynosi

rl = al +a1 +az+as.
Dwa ostatnie wyrazy a, i a; przybieraja bardzo male wartoéci, natomiast a, i o, daza do
. , . . I o o .
nieskonczonosci, gdy 2 — w,(a,). Naniesiono réwniez krzywa a—‘ = -‘z—‘ (£2) pokazujac,
1

1
ze zgodnie z ogblna analiza przeprowadzong w pracy [l] przy rezonansie «,/a; — O uza-

sadnione jest ograniczenie rozwazan do wspdirzednej rezonansowej &, = a, cos Qt.

] Vi @g;
18 |- 1006 /20, ViER-05

10 =

Q/uwy,
Rys. 6. Krzywe rezonansowe liniowych wsp6l-

rzednych normalnych w poblizu pierwszego re-
zonansu
Przy umieszczeniu ttumika migdzy masg m, i m, wspétrzedng &, okreflimy z réwnania

(4.10) M, .5.1 + M, 0} (a,)¢; +/‘1(1_b21)2é1 = P cosQz.

Zaktadajac rozwigzanie &, = a,cos(Q2r—¥,) i stosujac metode¢ Ritza otrzymamy

4.11) 1= o
212 M 21
M,(a,) ]/[w1 (a)—2%1*+ [ M,(@) ] Q2
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Przy umieszczeniu ttumika migdzy m, i m3 otrzymamy odpowiednio

212, | #l(b21—b3;)
Ml(al)‘/[wl(al) Q7] [ M, (@) ] Q?

Krzywe rezonansowe uktadu ttumionego w pobliZu pierwszego rezonansu przedsta-
wione sa na rys. 7 i 10. Zauwazmy, ze odpowiednik wspdlczynnika ttumienia

pl[1—by(a))? _ wl(byy—b3,)?
(@.13) M@y VP 2Mi(ay)

jest tutaj funkcja amplitudy, mimo e ttumik ma charakterystyke liniowa.

(4.12)

= hzys

B, cos@t

X, =~ Q7C05(Qt-1)
Qg, COS(Qt-1)

8118 1 I
/ w07+/-/A7(aa,)

05 wp $08 | w,,f07 -3

09 10 1 Q/wn,

Rys. 7. Krzywe rezonansowe ukladu tlumio-
nego — tlumik migdzy masa m; i m,

4.2. Analiza pierwszego rezonansu za pomoca liniowych wspbirzednych normalnych. ROwnania ru-
chu uktadu we wspétrzednych normalnych &, &y2, £o3 przybieraja dla ukiadu niettumio-
nego postaé (2.3)

Sa=]

3 3
(4.14) MOIEOI+M0Jw(2)jEOJ+,u(I—bOZJ) [2 Eo;(l—bozs)] = P,cosQt, Jj=12,3.
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Zbadajmy zachowanie si¢ tych wspéirzednych przy pierwszym rezonansie z uwzgled-
nieniem ich sprzgzenia. Réwnania (2.4), z ktérych wyznaczymy &4,/&o, 1 £93/&0, przybie-

raja postaé:

wd, — 2%+
3 p(1—=bo2y)
T M,

a
o2 (w(2)2 -3+
Ao,

@.15) L3 pU=bo) |

4 Moy,

a
o3 (w(z)s"'-Qz)‘*‘
Aoy

4 Mos

3 p(=bos3)

3
a a P
[(l‘bozl)‘f‘ 22 (1—b022)+ o3 (l—boza)] = m,
3
a a P
1—b ‘”- 1—-b 93 (1=byg, =t
[ o021+ ( 022)+ (1 bo23) Mo,aq,
3
Qo2 o3 _ P,
[I b021+ (l b022)+ (l 023)] _ /W03001 .

. P
Zakladajac, 2e a0, = o tak, Z¢ ———— — 0, otrzymamy z (4.15)

0j901

a

doz _, 034, 9% _, 00735,

o1 Q—ay do1 9w,

Réwnania (4.15) pozwalaja réwniez wykresli¢ przebieg krzywych rezonansowych. Wyniki
obliczen w postaci wykresdw ao; = do,(82), ao, = ao2(2), a03 = dy,({2) przedstawione

sg na rys. 6.

Dla uktadu tlumionego zbadamy wspoirzedna rezonansowa &y, bez uwzglednienia
sprzezenia. Gdy ttumik umieszczony jest migdzy masg m, i m,, wspotrzgdna te¢ okre§limy

z réwnania

(4.16) M01é.m+M01w(2>1501+Au(1“'b021)45(3)1+(1—bozl)zﬂlf-m = P100$-QT-
Rozwigzujac (4.16) otrzymamy (2.7)

4.17) &5y = ag,cos(f2t—9)) =

gdzie

(4.18)

Picos(2r—3,)

I(1=bos1)? |?
MO‘]/[(‘on+qu)2—!?2]2+[&Aﬁi} oL

3 1 —bg21)*
A, = @ﬂagl(—ﬂffl—

Gdy ttumik umieszczony jest miedzy masa m, i mj, otrzymamy

(4.19) &y, = ag, (cos 2t—13)) =

Picos(Rr—9))

272
Mo, /[(wox+uA1)2—92]2+lm)_] 02
Mo,
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WyrazZenie wq, + A (ao;) jest tu czgstoscig wlasng okre§lona z dokladnoscia do wy-
razéw malych rzedu u!

woy +pA (ao1) = ©,(aoy)-
Zatem metoda ta moze daé prawidlowe wyniki tylko wtedy, jezeli w,(ay,) malo rézni
si¢ od we;.
Wspdlczynnik tlumienia A,

,ul(bo,u_bou)2 —
2M,,
jest w tym przypadku staly, niezalezny od amplitudy. Wspétrzedne «nierezonansowe»
&2, &o3 bez uwzglednienia sprz¢Zzenia pozostajg przy rezonansie na tyle male, ze obllczymy
je jak dla ukladu liniowego (4.9). :
Krzywe rezonansowe obliczone wedlug (4.17) i (4.18) oraz (4.19) naniesiono na rys. 7

i 10 obok krzywych rezonansowych wspotrzgdnej a,. Dla porownania wykre§lono réwniez
krzywe rezonansowe ukladu liniowego.

h°_,',1

5. Analiza wynikéw i wnioski

Badanie rezonanséw za pomoca réwnan (1.12), (4.14), a wigc za pomocg liniowych
wspolrzgdnych normalnych przy zaniedbaniu ich sprzezenia, jest bardzo proste oblicze-
niowo lecz niesie ze soba mozliwosci duzych bledéw. Szczegdlnie jaskrawo jest to widoczne
na przykladzie przedstawionym na rys. 7 przy umieszczeniu tlumika réwnolegle z nie-
liniowa spr¢zyna migdzy masa m, i m,. Pordwnanie krzywych rezonansowych ukiadu
liniowego 1 ao, = a,,(£2) ukladu nieliniowego sugeruje, ze w rozpatrywanym zakresie
parametréw ukiad malo odbiega od liniowego, gdyZ (we,, +p4,) mato rézni si¢ od wey,
a wigc, ze wynik ten powinien by¢ bliski rozwigzaniu dokfadnemu. W przykladzie tym
jednak malym zmianom czgsto$ci wlasnej towarzyszy szybka zmiana postaCI wlasnej
by, by, wfunkeji amplitudy, co przy tej metodzie nie jest zupelnie uwzglqdmane (rys. 5).
Te zmiany postaci wlasnej znajduja odbicie przy metodzie nieliniowej wspolrzqdnej nor-
malnej, tj. krzywej a; = a,(£2). Krzywa ta wykazuje okolo 2,3 razy wigksza amplitude przy
rezonansie niz to przewiduje wynik poprzedni. Ten wzrost amplitudy jest wywolany zmia-
na cfektywnego wspolczynnika tlumienia 4,,, we wzorach (4.11) i (4.13). Przy metodzie
liniowej wspétrzednej normalnej [wzor (4.17)] wspolczynnik ko, ,, jest staly i niezalezny od
amplitudy. Przy metodzie nieliniowej wspolrz¢gdnej norrhalnej [wzor (4.13)] efektywny wspot-
czynnik tlumienia k,,, jest funkcja amplitudy. W rezultacie, mimo ze sam tlumik jest
liniowy, otrzymujemy nieliniowg charakterystyke tlumienia. Dla ilustracji na rys. 8 wy-
kreslono przebieg zmian wspdlczynnika i, ,, w funkcji amplitudy @, , a na rys. 9 — maksy-
malne amplitudy przy rezonansie w funkcji stosunku sily wymuszajacej do parametru
tlumienia ul.

W rezultacie krzywa rezonansowa a,, = ao,(f2) daje bledng ocen¢ maksymalnej
amplitudy przy rezonansie, mimo ze jej przebieg (male odchylenie od wg,) daje podstawy
do przypuszczen, 2e powinna ona by¢ bliska rozwigzania dokladnego. Nasuwa sie tu
wniosek, ze zakres stosowalno$ci tej metody powinien byé kontrolowany nie tylko miarg
odchylenia czgsto§ci wiasnej, ale i postaci wlasnej od odpowiednich wartoséci liniowych.
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Rys. 8. Zmiany efektywnego wspélczynnika ttu- Rys. 9. Maksymalna amplituda przy pierwszym
mienia Ay, w funkcji amplitudy rezonansie w funkcji stosunku sity wymuszajgcej

do parametru ttumika ul/

a

,10' \ Xy = 1C0S(Qt-1) VIR, =05
st VZa, @y, cos (Rt -th)
16 -8 V"'a01 !

09 10 a7 T2 13 14 Q/io,

Rys. 10. Krzywe rezonansowe uktadu ttumionego — tlumik migdzy masa m, i m,
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Wyniki otrzymane przy umieszczeniu tlumika migdzy masa m, i m, sa przykladem
zupetnie odwrotnej sytuacji: przebieg krzywej rezonansowej ao, = ao,({2) sugeruje, Ze
uklad znacznie odbiega od liniowego, gdyz czgsto$¢ (we, +ud,) rézni si¢ znacznie od wo,.
Whnioskujemy wigc od razu, ze krzywa ta nie daje prawidlowych rezultatéw. Mimo to
krzywa rezonansowa nieliniowej wspdirzgdnej normalnej a, = a,(2) daje wyniki nie
odbiegajace silnie od ukladu liniowego: zaréwno czgsto$¢ rezonansowa, jak i maksymalna
amplituda nie réznig si¢ znacznie od odpowiednich wartoéci ukiadu liniowego. Wynika
to z faktu, Ze roznica wspolczynnikéw postaci wlasnej (b, — bs,) decydujaca o wielkosci
efektywnego wspoélczynnika tlumienia £/, 5 (4.11), (4.13) zachowuje warto§¢ prawie stala
w duzym zakresie amplitud, mimo Ze wartoéci b,, i b;, ulegaja silnym zmianom (rys. 5).

Przypadek umieszczenia ttumika migdzy mg, i m; nie jest rozpatrywany, gdyz jest od
razu jasne, ze efektywny wspoiczynnik tlumienia h,,, jest wtedy staly.

Reasumujac wady i zalety obu metod nalezy stwierdzié:

1. Zaniedbanie zmian postaci drgan w funkcji amplitudy poprzez zaniedbanie sprz¢ze-
nia miedzy liniowymi wspdlrzgdnymi normalnymi daje metod¢ bardzo prosta, ale stwarza
duze mozliwo$ci otrzymania rezultatow zupetnie blednych. Stosowaé jg mozna tylko w ta-
kim zakresie amplitud, w ktérym i czg¢stoéci wlasne i postacie wlasne ulegaja nieznacznym
odchyleniom od odpowiednim warto$ci liniowych.

2. Badanie rezonansu za pomoca nieliniowej wspoéirzednej normalnej nie stawia ogra-
niczenia na wielko§¢ odchylenia czgstosci i postaci od wartoéci liniowych, jest wigc stuszne
w znacznie wigkszym zakresie amplitud. Metoda ta jest nieco bardziej pracochtonna, ma
jednak te duza zalete, Ze jej dokladno$¢ wzrasta nawet ze wzrostem amplitudy (pod wa-
runkiem, ze istotnie tylko pierwsza harmoniczna dominuje w rozwigzaniu).
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Pesome

HOPMAJIBHBLIE KOOPOUHATEI B AHAJIU3E I'JIABHBIX PE3OHAHCOB HEJIMHEMHBIX
KOJIEBATEJIbHBIX CUCTEM CO MHOTMMU CTEINEHAMM CBOBOJIBI

PaccMaTpuBalOTCA CTAIMOHAPHBIE KOJNeGaHUMA B OKPECTHOCTH IJIABHBLIX PE30HAHCOB AMCCHIATHBHOK
CHCTEMBI C 21 CTeNeHsAMH CBOOORLI, obnagaromeil HeJIMHEHHBIMHA XapaKTEPHCTHKAMH YOPYTOCTH M ACMII-
¢upoBannsa. Pemenne npeamonaraeTca B BUAE TAPMOHMYECKON (DYHKIMH, a JJiA OOPENCIeHN HEUIBECT-
HBIX K03()(HUIMEHTOB IPHUMEHSIETCS METOX PuTia.
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Ilensio MCCIIEAOBAHNA ABJIAETCS aHANU3 TOYHOCTH M NPHTONHOCTH JBYX BAapHAHTOB YIIPOLIEHHLIX
ITPOHENY P, IPUBOALIMX K pasfeseHHIo ypaBHeHUi iBikenns. IlepBas npoueaypa COCTOMT BO BBEACHUH
HOPMAJTbHBIX KOODAMHAT JIAHEAPM3OBAHHONW CHCTEMBI X B NPEHEOPEIKEHMM COMPAMEHHOCTHIO; BTOpas —
OCHOBAaHa HA IPHUMEHEHHH TH3B. HEJMHEIHBLIX HOPDMaJIbHbIX KOODJMHAT.

Summary

NORMAL COORDINATES IN THE ANALYSIS OF PRINCIPAL RESONANCES OF NON-
LINEAR VIBRATING SYSTEMS WITH MANY DEGREES OF FREEDOM

The considerations concern steady-state vibrations of dissipative multiple-degree-of-freedom nonlinear
systems. Theoretical investigations are based on a single term harmonic solution and the W. Ritz method.
The purpose of the paper is the analysis of accuracy and applicability of two approximate procedures
Ieading to uncoupling of the equations of motion: 1) a procedure consisting in introducing normal coordi-
nates of linearized system and neglecting the coupling terms; 2) a procedure based on the concept of non-
linear normal coordinates.
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PODSTAWY TEORII KONSTRUKCJI PRETOWYCH NA OSRODKU GORNICZYM

JAN K uBIK (GLIWICE)

1. Wstep

Wzrastajace ciagle wydobycie wegla na terenie Gornoslaskiego Okregu Przemystowego
stwarza nieznane w innych regionach kraju zagadnienia teorii konstrukeji, ktdre urastaja
do problemu wymagajacego szybkiego rozwigzania. Odmienno$¢ sformutowan zagadnien
i metod zabezpieczen stawia nowe zadania przed mechanika, ktére sa tym bardziej palace,
ze sytuacja ulega ciaglemu pogorszeniu, nastgpuje bowiem wzmoZenie eksploatacji pod
terenami zabudowy miejskiej i skupiskami wielkiego przemystu. W tej sytuacji prawidtowe
rozeznanie zagadnien, oparcie ich na sensownych zaloZeniach, zgodnych z rzeczywistg na-
tura tych probleméw, musi byé wiasciwa podstawa do rozwijania teorii zabezpieczen kon-
strukcji przed wptywem szkdd gérniczych.

Po pierwsze, wigkszo§¢ zagadnien mechaniki, zwigzanych z teorig tych konstrukcji,
wymaga kompleksowego podejscia, ktdre uwzgledni ztozone zaleznoéci zachodzace migdzy
ruchem i sitami w gérotworze z jednej strony oraz sitami wystgpujacymi w konstrukeji
z drugiej. Jednak kompleksowo$é podejscia, uwzglgdniajaca cata zloZono$¢ problemu,
nie wyklucza rozwiazan czgSciowych, ktére jako prostsze tatwiej uzyska¢, a na ich podstawie
mozna budowaé rozwigzania zagadnien bardziej skomplikowanych. Z tej to tez przyczyny
wybrano do analizy uktady pretowe, jako prostsze od powierzchniowych, i zagadnienie
niesprzezone, jako latwiejsze od sprzg¢zonego. Po wtére, nalezy przyja¢ jako obowiazujaca
zasade, e czynnik czasu nie moze by¢ pomijany przy analizie wzajemnych wptywéw ruchéw
goérotworu i konstrukcji.

Prosty eksperyment uczy, ze konstrukcja poddana dwom jednakowym programom
przemieszczen, przesunigtym w czasie, nie bedzie si¢ zachowywata identycznie, réznice
beda znaczne (por. [4, 5]), tym bardziej, Ze procesy wymuszania przemieszczen nie sa krotkie.
Niewystarczajace sa zatem rozwiazania uzyskane w zakresie sprezystym, trzeba si¢ odwotaé
do teorii ujmujacych wplyw czasu w zwiazkach konstytutywnych. Najprostszymi takimi
teoriami sa: liniowa lepkosprezysto§¢ i teoria starzenia sigV. Obie tez leza u podstaw

'y Analiza konstrukcji w zakresie teorii starzenia napotyka jednak pewne trudnoéci zwiazane z roz-
wigzywaniem samych réwnarn zagadnienia (por. [5] rozdz. 4.2). Zaproponowana w tej pracy metoda dazy
do rozsprzezenia ukladu réwnan catkowych odpowiadajacych materialom starzejacym sie.

3'
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analizowanych w pracy. zagadnien. Trzeba tutaj zaznaczyé, ze wprowadzenie lepkosprezy-
stoSci do obliczen nie jest krokiem czynionym w strong¢ teorii z niekorzy$cia na rzecz
obliczen inzynierskich, ktére powinny by¢ z natury proste. Kompromis uzyskano latwo,
na wyjatkowych warunkach, zupelnie bez ustgpstw zadnej ze stron. Okazalo si¢ mianowicie,
ze rozwiazania lepkosprezystych ukladéw pretowych daja si¢ sprowadzié, po pewnych mo-
dyfikacjach wplywdw zewngtrznych, do rozwiazan zagadnien sprgZzystych, wykonalnych
dla inZzyniera.

Klasa zagadnien zwigzana z uzyskaniem pelnego rozeznania stanu naprezefn i prze-
mieszczen konstrukcji polozonych na gérotworze generuje nastgpny problem: ustalanie
i ksztaltowanie dopuszczalnych ruchéw goérotworu. Dopuszczalnych oczywiscie z punktu
widzenia prawidiowej eksploatacji konstrukcji. Ten problem, lgcznie z proba odpowiedzi,
jest rowniez dalej formutowany. Kazdy z tych generalnych probleméw stawia przed mecha-
nikg nowe zadania wymagajace rozwigzania. Oto przyklady. Dotychczas nie zostat do
konca wyjasniony problem narastania wplywu deformacji powierzchni gérotworu na
strukture 1 wlasciwosci fizyczne gruntu pod fundamentami. W tym zakresie nie sa rownieZ
znane w pelni zagadnienia kontaktowe styku fundamentu z o§rodkiem. W dalszej kolej-
no$ci wylaniaja si¢ zagadnienia wplywu ruchéw gérotworu na sama konstrukcje. Zauwaz-
my, ze charakter konstrukcji, jej obciazenie i ksztalt determinuja wzajemne relacje migdzy
goérotworem (¥7) a konstrukcja #. Wylaniaja sig¢ wigc tutaj problemy sprz¢Zenia.

1. Zagadnicnie niesprzezone okre§la warunek, aby ruch konstrukcji byt bez wptywu na
stan przemieszczen i naprgzen w gorotworze.

11. Zagadnienie sprzezone, w ktorym istnieje wzajemny wplyw ruchéw konstrukeji
1 gérotworu na siebie.

Jak to najczeSciej w rzeczywisto$ci bywa, oba przypadki sa celowo czyniong ideali-
zacja rzeczywisto$ci, majaca jednak duze znaczenie praktyczne. W rzeczywistosci bowiem
bedzie istniala zawsze pewna warstwa na styku, w ktorej wzajemny wplyw obu osrodkow
bedzie nie do pominigcia.

W drugiej grupie zagadnien nalezaloby zwrdci¢ uwagg, ze jest celowe okresla¢ indywi-
dualnie, dla kazdej konstrukcji, dopuszczalne zmiany parametréw gérdtworu okreslajace
ruch tych konstrukcji. Rowniez proponuje si¢ analizowac¢ facznie z ruchem takZe szybkodci
zmian ruchu jako majgce rowniez istotny wplyw na pracg konstrukgji.

Rozpoczniemy badanie zjawisk w zakresie lepkospreZystym (ew. starzenia si¢) od przy-
padku najprostszego, a wigc konstrukcji pretowych w zakresie teorii niesprz¢zonej, zakta-
dajac brak wplywu ruchu konstrukcji na gorotwér, nawet w obszarach bezposredniego
styku. Trudnosci jakie si¢ przy tych badaniach wylonia zostana spotggowane jeszcze bar-
dziej przy ustrojach powierzchniowych opisanych réwnaniami o znacznie bardziej skompli-

kowanej strukturze formalne;j.

Wiekszo§é konstrukcji przemystowych to wia$nie ustroje pretowe, stad tez znaczna
przydatno§¢ przeprowadzonych w pracy rozwazan. Rozwazania te z koniecznosci opieraly
si¢ na niewielkiej iloéci faktéw tatwych do zaobserwowania. Wymagaja one jednak weryfi-
kacji doswiadczalnej, ktérej do chwili obecnej nie przeprowadzono.
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2. Ogoélne uwagi dotyczace zabezpieczen

Z punktu widzenia eksploatacji konstrukcji dopuszczalne sa wszelkie ruchy goérotworu,
ktére nie wywoluja dodatkowych stanéw naprezen i przemieszczen w konstrukcji. Do
ruchéw tych naleza m.in. ruchy sztywne powierzchni gérotworu. Istnieje jednak jeszcze
inna grupa ruchéw gérotworu, wyznaczona przez wlasciwosci mechaniczne konstrukeji,
ktora jest takze bez wplywu na stan naprezen konstrukcji. Podobnie mozna dobraé réw-
niez funkcje obcigZzen zapewniajace niezmienno$¢ przemieszczen konstrukcji wskutek
ruchoéw gorotworu. Te przypadki wynikaja z niezmienniczych wlasciwosci réwnan opisu-
jacych zachowanie si¢ konstrukcji na goérotworze (por. problem 4). Kazdy z nich ma
podstawowe znaczenie dla zabezpieczen konstrukcji przed wplywami szkéd gérniczych.
Przy analizie ruchu powierzchni gérotworu istotny okazuje si¢ tylko opis lokalny, w pewnym
otoczeniu posadowienia konstrukcji. Bedziemy réwniez wymagali, aby lokalnie ruch géro-
tworu spelnial ograniczenia odpowiadajace trzem przedstawionym poprzednio przypadkom.
Tym samym zostang sprecyzowane wymagania w stosunku do ruchu gérotworu. Z drugiej
strony podobne rezerwy istnicja w samej konstrukcji, dokladniej w sposobie przejmowania
przemieszczen i sil poruszajacego si¢ gdrotworu. Moze okazad si¢ celowe w tym zakresie
wymodelowanie takiego elementu konstrukcji, pracujacego samodzielnie i przejmujacego
ruchy goérotworu, w taki sposéb, aby byly one bez wplywu na cala reszt¢ konstrukeji.
Roéwniez mozemy zabezpieczaé sig¢ przed skutkami ruchéw goérotworu przez §wiadomy
dobdr sit w konstrukeji, np. przez wstepne spreZzenie, w taki sposdb, aby zostal zniwelo-
wany wplyw ruchu gérotworu. Tym samym zostaly ustalone z grubsza problemy, ktorymi
powinna zajmowac si¢ statyka konstrukcji pr¢towych w gérotworze.

W zakonczeniu tej czgsci sformutujemy jeszcze doktadnie problemy, ktdre beda anali-
zowane W pracy.

Dany jest ukiad pretowy lepkosprezysty 4, spelniajacy wszelkie zatoZenia klasycznej
statyki uktadéw pretowych, ktérego material opisywany jest przez teori¢ lepkosprezy-
stosci lub przez liniowe teorie starzenia si¢. Uklad ten jest posadowiony na powierzchni
przemieszczajacego si¢ gérotworu. Ruch powierzchni gérotworu opisany jest funkcjami,
w ktérych jako zmienne niezalezne wystgpuja wspoirzedne miejsca i czas. Ruch ten deter-
minuje przemieszczenia podpér uktadu %. Problem analizowany jest w zakresie niesprze-
Zonym.

Nalezy:

1. Okresli¢ stan napreZen i przemieszczen w konstrukcji .

2. Ustali¢ klase dopuszczalnych ruchéw konstrukcji.

3. Znalez¢ grupe ruchéw gérotworu, ktére nie beda zmienialy stanu naprgzenia w kon-
strukcji (lub tez obciazenia, ktére nie zmienia stanu przemieszczeni konstrukcji).

Przed podaniem efektywnego rozwigzania wymienionych probleméw nalezy przeanali-
zowa¢ zagadnienia ogdlne wystepujace w statyce lepkosprezystych ukfadéw pretowych.
Tym zagadnieniom po$wiecony jest nastepny rozdzial. Zwrdcimy tutaj jeszcze tylko uwage
na metody przydatne przy analizie réwnan lepkosprezystych ukiadéw pretowych. Sa to
metody rachunku operatoréw i rachunku macierzowego tacznie z wykorzystaniem ele-
mentdw analizy funkcjonalnej i teorii grup, ktére okazuja si¢ w tych wypadkach najbar-
dziej sposobnym narzedziem rozwazan.
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3. Problemy statyki ukladéw lepkosprezystych

W pracach [4] i [5] podano réwnania metody sit i przemieszczen dla lepkosprezystych
ukiadéw pretowych (réwnania: (2.11) z [4] i (3.6) z [5]), ktére maja nastepujace ogblne
postacie:?

4 4
X; 0
€)) f ?6;j(t—r)dr+ f a_q_;d,j(t-—r)dr = u(),
h 0
X,(SU = Xl (511+X2(52_,+ +XN6NJ,
4 a 4
i a r
©) fa—q;MU(t—‘r)d‘c+f a‘i M, (t—1)dr = Py)(1),
0 0

xXi= Xy, Xai, X)), 6,j=1,2,..,N, r=1,2,..,M,
X; = Xi(x;, 1), Oy = 0yy(xy, 1)
W ukladach réownan (1) i (2) oznaczono przez X;(¢), ¢;(¢) nieznane sily i przemieszczenia
uogodlnione; d;;, M;; sa, odpowiadajacymi sitom X; i przemieszczeniom ¢p;, uogdlnio-
nymi wplywami w punkcie x; od wymuszen jednostkowych (stalych w czasie!) w punkcie
x; uktadu lepkosprezystego #. Natomiast q,¢,, u;, P; sa danymi wplywami zewng¢trznymi
opisanymi jako znane funkcje czasu.
Naturalnym uogoélnieniem uktadéw réownan (1) i (2) jest rownanie macierzowe

(3) AXY+BxP = C,

(AuAu---Auvw Pfx
4) A = Py, Y=]':
| Aww | RE
(Banz o Biar P, o
B = 2], P=}i|, C=]|:
_ BNMJ | P, Cy

opisujace wszelkie zagadnienia statyki lepkospre¢zystych ukiadéw pretowych w ramach
liniowej lepkosprezysto$ci oraz teorii matych odksztalcen.
Macierze wystepujace w rownaniu (3) mogg by¢ utozsamiane z macierzami w réwna-
niach (1) i (2) wedlug relacji:
Y = ([X,], [oil, A = ([4,], [MyD),
(5) P = (lq], [, B = ([3,,], [M,;].
C = ([ul, D

W réwnaniu (3) symbol - oznacza mnozenie splotowe macierzy o elementach funkcyjnych
t
(6) 3,%3: = [ 3,(0T,(-Ddr = I, %3,
0

%) W réwnaniach teorii starzenia jadra &; (t—1), Opy(t— ), M;y(t— ), M, ;(¢— 1) nalezy zastapi¢ przez
015(t, ), Op(2, ), Myy(t, ©), Myy(t, 7).
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okre§lone wtedy, jeZeli istnieje iloczyn zwykly takich macierzy. Dla teorii starzenia sig
symbol ¥ w réwnaniach (3) i (6) nalezy zastapi¢ symbolem [ ] oznaczajacym splot uogél-
niony macierzy J, i J, okre§lony nastgpujaco:

(6" 3,003, = [ 1,0, 1)dr.
0

Splot ten jest laczny ale nieprzemienny. Obejmuje on szersza klas¢ zagadnien niz lepko-
sprezyste, lecz jest znacznie mniej efektywny w zastosowaniach [5].

Przytoczymy tutaj jeszcze, analogiczne do réwnania (3), znane macierzowe réwnanie
stuszne dla pretowych ukladéw sprezystych 2’

0 AY+BP = €.

Wykorzystujac twierdzenia i metody rachunku operatorowego — ktdry okazuje si¢
najbardziej przydatnym narzg¢dziem przy analizie pretowych ukladéw lepkosprezystych —
mozemy réownanie (3) przeksztalci¢ do postaci®
®) AXY+BXP = CX-H(1),
przy zalozeniach, ze P(0) = 01 Y(0) = 0. Tutaj H(¢) jest funkcja Heaviside’a.

Réwnania (3) 1 (8) sa najogdlniejszymi postaciami réwnan statyki lepkosprezystych
uktadéw pretowych. Z réwnan tych wynikaja jako przypadki szczegdlne wszelkie mozliwe
sposoby zastosowan do rozwigzywania zadan szczegétowych, np. ram lub tukéw lepko-
spre¢zystych.

Nadmieniamy, ze macierze A i B wystepujace w réwnaniu (3) maja postaé A = R(t)&,
B = R(t)l°3, gdzie funkcja R(t) = (R, F) zalezy od wlasciwo$ci fizycznych materiatu o§rod-
ka % (por. [11] s. 68 i 69).

Og6lnoé¢ réwnan (3) lub (8) implikuje réwniez znaczng wszechstronno$§é zastosowan
o ciekawych wiadciwosciach, ktére przedstawimy w postaci probleméw obejmujacych
istotne z punktu widzenia zastosowan zagadnienia.

Problem 1. Rozwiqzanie réwnania zagadnienia
Rozwiazanie to uzyskujemy wykorzystujac przeksztalcenie Laplace’a i twierdzenie

o splocie.
Oznaczmy transformaty (f(z) £, 1)

A(t) > A(p), B -Bp), C@-Cy),
® P()->P(p), Y- Y(p).
3) Réwnania (3) w teorii starzenia maja posta¢ nastgpujaca
39 AOY+B[IP=C,

z ktorej po transformagji Laplace’a (A (1, ) 2 a(p)e " 1P B(1, ©) Lo b (p)e P, A, Y, P, CZ A,
Y, P, C, uzyskujemy a(p)7 ()Y (7 (2)) +B(2)7(p)P(7(p)) = C(p), (Y(0) = P(0) = 0), natomiast po re-
transformacie otrzymujemy prostsza posta¢ ukladu réwnaf podlegajacych starzeniu sig

@) AOY+B[]P = L [g(p)~ '] %C.
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Wtedy z (8) otrzymujemy
(10) AY = %.E—Ei

Po przemnoZeniu z lewej przez macierz odwrotng [A]™! i retransformacji mamy:

(1) Y(t) = A7 ' % (C¥H—-BxP).
Nieznana macierz A~! razem z macierza lepkospre¢Zzystosci A muszg spetniaé relacje:
(12) [A(P)'A(p) =1 (I — macierz jednostkowa),

z ktérej po przeksztalceniach uzyskujemy uzyteczne kryterium sprawdzenia poprawnosci
obliczen:

AT XAXH =1,

(13) (flA‘l(t— ?) frA('r’)dr’dr =1).
0 0

Problem 2. Rozwiqzania identyczne w ukladach sprezystych i lepkospretystych

Z wszelkich mozliwych macierzy wplywdw zewnetrznych (P, C) mozna wydzieli¢ taka
klas¢ wplywé6w, ktdra zapewni identyczno$§¢é stanéw naprezen (przemieszczen) w ukladach
sprezystym %’ 1 lepkosprezystym % znajdujacych sig w tych samych konfiguracjach.
Odpowiednie réwnania w zagadnieniach sprezystych (s) i lepkosprezystych (/—s) maja
postac:

(14) AY4+BP =C .. (5)....
(15) Ay XY +By %P = Cy_yyXH ... (I-5) ....

Wtedy z poréwnania rownan (14) i (15) wynika nastepujace :

Twierdzenie 1. JeZeli elementy macierzy P_, 1 Cy_sy sa funkcjami cigglymi klasy
é(o,w) oraz Py_5 =P, Cu_y = C(s)-)eR+C(s)(O)R, to stany naprezen (przemie-
szczen) w ukladach sprezystym i lepkosprezystym o tej samej konfiguracji sa takie
same. .

Wprowadzimy teraz norme roznicy rozwigzan

(16) AN} = 'Y aesy— Yol
ktéra dla A;_,y = AR(t) ma postacé:
(17) Y gosy= Yol = A {R™? % (Cu_sy— BXP_s)+BPg;— Cioy -

Twierdzenie 2. Rozwigzania w ukladach sprezystych i lepkospr¢zystych sa identyczne,
Jjezeli zostanie spetniona rowno$é

(18) Ciy¥ R()—BP, % R(t) = Cq_s=B*Py_s.
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Dowéd wynika z analizy normy ||A|| réZnicy rozwigzan

A=Y  5—Yy,
(19) (1Al = 0) <> (A = 0), czyli

R-1(t) % (Cy_sy—B¥Py_)=BP,—Ciy = 0, R-(t) =%~'[R(p)~'],

a stad juz wynika natychmiast stuszno$¢ réwnoséei (18).

Problem 3. Sprowadzenie zagadnien lepkosprezystych do sprezystych

Pokazemy teraz, jak mozna omina¢ rozwigzywanie réwnania macierzowego zagadnie-
nia lepkosprezystego (8) zastgpujac go réwnaniem (14), jak w zagadnieniu sprezystym.
Takie postawienie problematyki ma zasadnicze znaczenie dla inZzyniera, gdyz zezwala na
stosowanie w praktyce projektowej rozwiazan uwzgledniajacych pelzanie o§rodka, bez
ukladania i rozwigzywania réwnan w zakresie lepkosprezystym, ktore sa trudniejsze w reali-
zacji tak pod wzgledem ilo§ciowym, jak i jako§ciowym z uwagi na nowy aparat formalny
nieznany na og6l konstruktorowi. Reasumujac, podana zostanie metoda, ktora «w sposéb
sprezysty» znajdzie sity i przemieszczenia w ukladzie lepkosprezystym.

Twierdzenie 3. JeZeli uklady Z 1 £’ znajduja si¢ w tej samej konfiguracji oraz zachodzi
nastepujacy zwiazek migdzy macierzami C_g, Cs), Pu_sy Pysy,
(20) R(t)™ ¥ (CyZoy ¥ H-B¥Py_y)) = C»y—BP),

to rozwigzania Y,_;, Y, W uktadach # 1 &’ s3 identyczne.
Analiza réwnosci (20) zezwala na zastgpowanie wplywdw lepkosprezystych sprezystymi,
np. wedlug relacji

@n Ci) = RO % Cy_g ¥ H(t), Py = BTRE) ' ¥ BXPy_y.

Problem 4. Grupowe wlasciwosci réwnan statyki lepkosprezystych ukladéw pretowych

A. Rozpatrywaé bedziemy przeksztalcenia ¢ macierzy wplywéw zewnetrznych (C, P)
(22) [CxH-B¥P]-2- [CxH—-BxP].

Przeksztalcenia postaci (22) wyznaczaja ciagla grupe ¢ (¢ € 9) przeksztalcen macierzy
(C, P) oraz generuja przeksztalcenia

(23) p:Y-Y,

ktére wyznaczaja izomorficzna z ¢ grupe 5 (y € ). Nalezy znalezé taka podgrupg g
grupy 4 (9 < %), aby odpowiadajace przeksztalceniom ¢ (¢ € %) przeksztalcenia y byly
toZzsamo$ciowymi.

Jedna z takich podgrup grupy # skonstruujemy wykorzystujac wlaciwoéci macierzy
ortogonalnych.
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Twierdzenie 4. Jezeli przeksztalcenie ¢ macierzy (C, P) jest postaci

CxXH-BXP > CxH-BXP
C' ¥ H~BXP' = D¥(CxH-BXP),
[D¥BXP—BXP = C”"¥%H = BXP"]*,
[€ = D¥C—C”, BxP = BxP]*,

(24)

gdzie D jest dowolna macierza ortogonalna, to przeksztalcenia 9 generowane przez ¢ sa

przeksztalceniami tozsamosciowymi. Stusznos¢ tego twierdzenia latwo wykazaé po wyko-

naniu transformacji Laplace’a na zwiazku (24) i analizie otrzymanych macierzy.
Ogdlniej warunek, Ze yp jest przeksztalceniem tozsamos$ciowym zapiszemy nastepujaco

ICXH-BXP-CxH+BXP| =0,

(25) . N
[BXP—-BXP = C¥xH =B¥P"H(t—a), BXP = BXP]*", a> 0.

Jezeli natomiast E i F sg dowolnymi macierzami

(26) CxH-BXP = EX(CXH—-B¥P)+F,

to |A*¥ExA—-IH|| > 01 [[A-'%F|| - 0.
B. Zbadajmy teraz przeksztalcenia postaci

27 urt—at, v:Y-Y,

na réwnosci (11), ktoére tak dobierzemy, aby Y bylo takze rozwigzaniem réwnania (8).
Mamy

o

Y(t) = AR ' (CxH-BxP),

(28) - .
Y(1) = A~'R™' % (C(at) ¥ H-B¥P(a1)).

Jezeli teraz C(at) = q()C(t) i P(at) = q@)P(2),
to

(29) Y1) = g(@7'Y ().

Przedstawione tutaj wia§ciwoSci grupowe réwnan statyki ukladéw pretowych lepko-
sprezystych wykorzystamy przy analizie sposobdw zabezpieczen konstrukeji przed wplywem
ruchéw gérotworu.

Z tego niekompletnego przegladu podstawowych probleméw lepkosprezystych ukta-
déw pretowych wynikaja dosy¢ jasno podobiefistwa i réZmice tych ukladéw do sprezy-
stych. W niektérych przypadkach to podobienstwo pozwala na natychmiastowe wyroko-
wanie o zachowaniu si¢ konstrukcji lepkosprezyste;.

Wydaje si¢ réwniez oczywiste, ze przedstawione tu wla§ciwosci powinny by¢ podane
w postaci jasno sformulowanych twierdzenn o znacznej ogélnoéci tak, by byly przydat-
nymi w zastosowaniach.

4) Wyrazenia w nawiasach []* sa warunkami na niezmienno§¢ standéw naprezenia w %, mimo ze
@ # 1. Wtedy réwnania (8) bedziemy uwazali za réwnania metody sil.
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4. Wyznaczenie wplywu ruchéw gérotworu na konstrukcje

W tej czgsel wykorzystamy ogdlne rezultaty, uzyskane w czgéci poprzedniej, do analizy
stanu napr¢zen i przemieszczen konstrukcji od wplywu ruchéw powierzchni gérotworu.
Mimo, Ze dla prostoty rozwazania czg¢éci poprzedniej sa prowadzone w zakresie lepko-
sprezystym, to jednak mozna je przetransponowaé na odpowiadajgcy im problem sprezysty
(problem 3, rozdz. 3) i w takim zakresie praktycznie wykorzystac.

Podamy teraz odpowiedzi na zadanie postawione w zakonczeniu czg¢sci 2.

Ad.1.

Okres$lenie stanu napreZenia i przemieszczenia w konstrukcji 4.

Ruch goérotworu, wobec braku sprzgzenia, okrefla jednoznacznie ruch podpdr kon-
strukcji. Jak wiadomo, na stan napr¢Zzenia w konstrukcji maja wplyw tylko réznice prze-
mieszczen podpér. RézZnice te wydzieli¢ mozna z calego ruchu konstrukcji poprzez od-
rzucenie ruchu sztywnego. Powstaje pytanie jak dokonaé tej operacji. OdpowiedZ uzysku-
jemy w nast¢pujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 5. Rownania (3) s3 niezmiennicze wobec dowolnego sztywnego ruchu,
nie sa natomiast niezmiennicze wobec zmian skali czasowe;.

W zakresie sprezystym obowigzuje oczywiscie niezmienniczo$§¢ wobec ruchu sztywnego
i zmiany skali czasowej. Twierdzenie 5 pozwala wyznaczy¢ przyrosty przemieszczen pod-
pér konstrukcji podobnie jak w zakresie sprezystym.

Stan naprezenia w konstrukcji okre§limy znajac przyrosty ruchéw podpér i obciaze-
nia z réwnania (3) lub (8) interpretujac je jako réwnanie metody sil, w ktérym Y jest ma-
cierza nieznanych sit hiperstatycznych, P obciazeniem zewngtrznym a C przyrostami
przemieszczenn podpdr. Stan odksztalcenia uzyskamy analogicznie, traktujagc réwnania
(3), (8) jako réwnania metody przemieszczen. Wtedy Y jest macierza nieznanych prze-
mieszczen, P — to macierz znanych przemieszczen, a C jest macierzg sit w wezlach. Rozwig- -
zanie moZzemy uzyskaé na «drodze sprgzystej» wykorzystujac zaleznosci (21).

Ad.2.

Wyznaczenie dopuszczalnych ruchéw konstrukcji 4.

a) Réwnanie (3) bgdziemy interpretowaé jako réwnanie metody sit. Wtedy rozwiaza-
nia Y mozemy traktowaé jako sum¢ macierzy Y = Y, +Y,, ktoére sa rozwiazaniami réw-
nan

AXY,+BxP =0,
AXY,-C=0.
Pierwsza macierz Y, sumy jest niezalezna od ruchéw gérotworu, natomiast druga Y,
od nich zalezy. .
Ponadto stan napr¢Zenia w konstrukeji zalezy addytywnie od Y, i P oraz Y, i C czyli

ruchéw gérotworu. Istnieje zatem mozliwo$¢ sformutowania warunku ograniczajacego
macierz Y,

€2y 1KYl < Lg

dop

(30)
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oraz dla pewnych proceséw deformacji ograniczenia na predkosci deformacji (C) i pred-
kosci zmian stanu napreZenia

(32) K, Y| < L.

Ponadto zachodza relacje

IIK; A~ % Cx HI| uop,
KA1 xC |

Z relacji tych mozna wyznaczy¢ dopuszczalng klasg ruchéw podpér konstrukcji. W relac-
jach (31), (32) i (33) macierz Ku;,2 Y, odpowiada wielkoSciom wewngtrznym w konstruk-
cji A.

b) Zalozymy teraz, ze mozemy «przyspieszat» lub «opdZniaé» pewien okreslony
proces deformacji gérotworu, ktéry wywotuje ruchy podpér okre§lone zmianami macierzy C
C(@t) » C(at).

W tym przypadku wykorzystamy przeksztalcenia v, v [(réwnania (27, (28), (29)] do wyzna-
czenia granicznej wartosci zmian parametru o okreslajacego ruch gérotworu. Uzyskujemy
zaleznosci

<L
(33) <L

dop

[lg@) 'K Yall < Lyopl < 14,
(34) [1g(@) ™ K, Yol < Liopl <> tzg0

agmnlczne = max [algri a2gr]’
ktére pozwola wyznaczyé dopuszczalne przemieszczenia podp6r konstrukceji, okrelone
darametrem c.

Podkre§limy tutaj fakt, ze rozwaZzan podobnych do przeprowadzonych wyzej (p. b)

nie mozna przeprowadzi¢ w zakresie sprezystym. W tym istotnym zagadnieniu podejscie
sprezyste jest zupetnie niemozliwe.

/A//\

Ad.3.

Wyznaczenie ruchow gorotworu, ktore nie zmieniaja stanu naprezenia w konstrukeji 4.

W tym przypadku wykorzystamy wyniki zawarte w problemie 4, poprzedniej czgsci.
Jezeli znowu rownania (3) beda interpretowane jako réwnania metody sil, to twierdzenie
4 daje nam odpowiedz na pytanie: jaka musi by¢ wzajemna wspoizalezno$¢ ruchow géro-
tworu i sit w konstrukgji, aby stan napreZenia pozostal bez zmian? Podobng odpowiedz
uzyskamy wykorzystujac rownosé (25).

Swiadome ingerowanie w stan naprezen konstrukcji mozemy uzyskaé np. przez jej
wstepne spreZenie. Przy tym stan naprezen powinien by¢ tak zrealizowany, aby spelnié
Jeden z warunkéw (24), (25).

Reasumujgc mozna stwierdzi¢, ze kazdy ruch u, ktory jest suma ruchu sztywnego
i ruchu w’ spetniajacego warunki (24), (25), nie wpltynie na zmiang stanu naprezenia w kon-
strukcji. Stad tez nalezy wymagaé, aby prawidlowe zabezpieczenie konstrukci przed
wplywami ruchéw goérotworu spetnialo warunek

(35) [lu,—ii|| = min (@ = u+vu’, & ~ C),

w ktorym u, jest macierza rzeczywistych ruchow.
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Przedstawione propozycje sformulowania i rozwiazania tego waznego zagadnienia
teorii konstrukcji nie moga pretendowaé do zupelno$ci. Podjeta w pracy problematyka
jest zupelnie nowa. W literaturze obejmujacej szeroko pojeta zagadnienie brak podejscia
podobnego do przedstawionego tutaj, tym bardziej, Ze juz podstawy, czyli statyka ukladéw
lepkosprezystych, sa oryginalne [6]. Konfrontacja z danymi do$wiadczalnymi moze wpro-
wadzi¢ pewne zmiany, lecz wydaje si¢, iz zasadniczej struktury poruszanych w pracy pro-
blemoéw nie zmieni.
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Pesiome

OCHOBBI TEOPUM CTEPXKHEBBIX COOPYXXEHUW YCTAHOBJIEHHBIX
HA TOPHBIX MACCHUBAX

B paboTe hopMyJIMpYIOTCS OCHOBBI CTATMKY BSSKOYNPYTMX CTEDIKHEBRIX CHUCTEM, yCTAHOBJIEHHBIX
Ha fehOpMHUpPYIOLIEMCs TopHOM MaccuBe. OINpenesiIoTcsl OCHOBHbIE THIIBI 330aY M METOAbI MX PEllleHN .
OcoBoe BHMMaHHE YAENCHO AHAMHU3Y OOLIMX CBOMCTB MATPUYHBIX YPaBHEHMI, ONMUCHIBAIONMX 3TH 3a-
maun [ypasuenue (3)], a TakyKe BOIIPOCaM B3aMMOCBSA3M NBIDKECHHII TOPHOrO MaccHBAa U COOPYIKEHMA.
PaccmaTpyBaercsi BOOPOC O HAXOXKJEHHMM JUIA NAHHOH KOHCTPYKLMM JOITYyCTHMBIX JIBI)KEHHH IOpHOro
maccuBa (3agaua 4). 3ajaua pemaercs IMYyTEM MCHOJb30OBAHHA TPYHNbI npeobpasoBaHuil, OTPaXK.IOLUMX
BIMAHHME CKOPOCTH BO3PaCTaHMA HPOLECCOB JechopMaliiil FOPHOTO MacCHBAa Ha HANIPSHKEHHOE COCTOSHHE
KoHCTpyKivm &
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Summary
FOUNDATIONS OF THE THEORY OF ROD STRUCTURES BUILT IN MINING AREAS

In the paper are formulated the foundations of statics of viscoelastic rod systems founded on the ground
deforming due to mining exploitation. The principal types of problems and methods of their solution are
presented. Particular attention is paid to the analysis of general properties of the matrix equations of the
problem (Egs. 3) and to the problem of coupling of orogenic motions with the structure. Other problems
considered concern the admissible motions of the foundation for a given structure (Problem 4). The problem
is solved by introducing a group of transformations which take account of the influence of theincreasing
deformation rates of the rock foundation upon the state of stress within the structure.
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1. Ciala dyskretyzowane

Spotykane w przyrodzie odksztalcalne ciala state opisujemy w ramach mechaniki kla-
sycznej najcz¢éciej przez zastosowanie jednego z dwdch nastepujacych podej§é: struktu-
ralnego, zwanego tez dyskretnym, oraz kontynualnego. W podejéciu strukturalnym,
typowym dla fizyki ciala stalego, uwzgledniamy rzeczywista, nieciagla strukture materii,
Podejécie kontynualne polega na wprowadzeniu o$rodka ciaglego jako modelu ciala,
a samo cialo wystgpuje pod postacia materiatu, ktérego wlasnoséci sa okre§lone w infini-
tezymalnym otoczeniu kazdej czastki wprowadzonego kontinuum. Oprdécz obu tych
podej§¢ warto takZe zwréci¢ uwage na trzecie, ktére nazwijmy dyskretyzowanym. W po-
dejsciu dyskretyzowanym cialo stale wystepuje pod postacia zbioru elementéw material-
nych o wymiarach skonczonych, przy czym kazdy element ma skoficzona liczbe stopni
swobody. To ostatnie podejécie jest typowe np. dla zagadnien mechaniki konstrukcji,
gdzie mniej jesteSmy zainteresowani wlasno$ciami ciala w infinitezymalnych otoczeniach
jego czastek (podejScie kontynualne, materialowe), nie wspominajac juz o niecelowosci
wnikania w jego struktur¢ atomowa, lecz raczej interesuja nas wiasnoéci globalne pewnych
skonczonych czgéci ciala. Celowo§¢ wprowadzenia podejécia dyskretyzowanego do me-
chaniki uzasadnimy w punkcie 6. Cialo dyskretyzowane otrzymuje si¢ zwykle w wyniku
procesu dyskretyzacji, jako pewien uproszczony model o§rodka ciaglego, jak to ma miejsce
np. w znanej metodzie elementéw skonczonych [7], w zagadnieniach statyki budowli lub
dynamiki konstrukcji (zastapienie cigglego rozkladu masy — masami skupionymi). Jed-
nakZe w rozwazaniach, w ktérych bgdzie nas interesowaé nie sam proces dyskretyzacji,
lecz to, co w jego wyniku otrzymujemy, dogodniej pojecie ciala dyskretyzowanego wpro-
wadzi¢ a priori (w spos6b zupelnie niezalezny od pojecia ofrodka ciaglego), jako model
rzeczywistego ciala stalego. Postgpowaé mozemy wiec podobnie, jak w mechanice kon-
tinuum, gdzie pojgcie o§rodka ciaglego wprowadzamy niezaleznie od podejscia struktu-
ralnego.

Celem uczynienia wyktadu bardziej pogladowym, za punkt wyjscia przyjmijmy tutaj
kontinuum materialne. Uogdlniajac nieco proces dyskretyzacji kontinuum materialnego
oméwiony np. w [7] (s. 11), podzielmy umownie to kontinuum przy pomocy pewnych
powierzchni materialnych (lub krzywych w przypadku kontinuum dwuwymiarowego) na
co najwyzej przeliczalny zbiér otwartych i rozlacznych czgsci zwanych elementami skon-
czonymi. Przyjmijmy nastepnie, Ze elementy skoriczone sa powiazane wylgcznie przy po-
mocy pewnych, dodatkowo przez nas wprowadzonych, ukladéw materialnych. Kazdy
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z tych ukladéw nazwijmy czgstka ciala dyskretyzowanego. Zakladamy jednoczeénie, Ze
ciagly rozklad masy w kontinuum jest aproksymowany masami zaczepionymi tylko w cz3-
stkach oraz ze kazda czastka jest niezaleznym') ukladem dynamicznym, holonomicznym,
o tej samej, skonczonej, liczbie stopni swobody (tj. czastka moze by¢ swobodnym punktem
materialnym, ich ukladem lub ukladem punktéw materialnych poddanych catkowalnym
wiezom). Zbiér wszystkich czastek, ktore taczg dany element z innymi elementami skon-
czonymi, nazwijmy elementem dyskretnym, odpowiadajgcym danemu elementowi skon-
czonemu. Podobnie, jak w [7] zakladamy, Ze ruch kazdego elementu skorczonego jest
jednoznacznie okre§lony przez ruch odpowiadajacego elementu dyskretnego. Ponadto
przyjmijmy, ze przestrzenig konfiguracyjna [3] dla kazdej czastki) jest n-wymiarowa
przestrzen wektorowa.

Rys. 1

Prosty przyklad ciala (dyskretyzowanego plaskiego) przedstawia rys. 1. Elementami
skoficzonymi sa zaznaczone (otwarte) trojkaty i réwnolegloboki; ruch kazdego z tych
elementéw skoriczonych jest opisany (w ramach mechaniki cial dyskretyzowanych) przy
pomocy ruchu odpowiedniego elementu dyskretnego, bgdacego zbiorem wierzchotkéw

Rys. 3

danego tréjkata lub réwnolegloboku. Jako czastki dyskretyzowanego ciala nalezy tu
przyjaé swobodne punkty materialne, bgdace wierzchotkami tych figur, po zaczepieniu
w nich mas skupionych aproksymujacych bezwladno$¢ ciala. Kazdy element dyskretny
sktada si¢ wiec z trzech lub czterech czastek. Ciato dyskretyzowane zaznaczone na rys. 2
uwzglednia te same elementy skonficzone, jak na rys. 1, lecz poszczegdlne elementy dyskret-
ne zawieraja teraz 6 lub 9 czastek, z ktérych kazda jest, jak poprzednio, swobodnym
punktem materialnym; niektére z czastek naleza tu tylko do jednego elementu dyskretnego.
Inny przykiad ciala dyskretyzowanego pokazano na rys. 3, gdzie mamy do czynienia
z powlokg zlozong z czworokatnych plytek, ktére przyjmijmy jako elementy skonczone.

1) Dwa uktady dynamiczne nazywamy niezaleznymi, gdy nie zawieraja ani jednego wspéinego punktu
materialnego oraz gdy ruch punktéw nalezacych do réznych uklad6éw nie jest poddany wspdlnym wigzom.
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Stosujac zalozenia Love’a-Kirchhoffa, jako czastki ciala dyskretyzowanego mozemy
przyja¢ zaznaczone na rysunku pary punktéw materialnych (wraz z przyporzadkowanymi
im masami) o stalej odleglo$ci, ktorg jest grubo§é powloki. Liczba stopni swobody kazdej
czastki wynosi 5, a kazdy element dyskretny jest zbiorem czterech czastek (czterech par
wierzchotkow czworokatnego elementu skonczonego).

Z punktu widzenia powyzszych rozwazan cialo dyskretyzowane jest para (D, &),
gdzie D jest skoficzonym lub przeliczalnym zbiorem czastek d, de D, D > 1, oraz &
jest pokryciem zbioru D elementami dyskretnymi E, D o E € &. Zakladamy, ze czastki
oddzialywuja wylacznie w podzbiorach E € &?). Przyjmiemy jednocze$nie, ze kazdy
element dyskretny zawiera skonczona i nie mniejsza od dwdch liczbg czastek oraz ze
dowolna czgstka moze naleze¢ do przecigcia najwyzej skoficzonej liczby elementéw dy-
skretnych. Liczbe stopni swobody dowolnej czastki oznaczymy przez n i nazwiemy liczba
lokalnych stopni swobody ciala dyskretyzowanego. Uogdlnione wspdtrz¢dne czastki d
oznaczamy przez q¢°(d, 7), a = 1,2, ..., n (7 jest wspolrzedna czasowa) oraz zakladamy,
Zze sa one wspoOlrzednymi wektora w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V", tej same
dla kazdego d e D. Postulujemy wigc, Ze. istnieje przestrzen V", ktéra jest przestrzenia
konfiguracyjna dla kazdej czastki d € D*. Poniewaz czastki d € D oddzialywuja tylko
w podzbiorach E < D, (tj. w poszczegdlnych elementach dyskretnych), dlatego sily we-
wngtrzne w ciele dyskretyzowanym moZemy okre$li¢ dla kazdego elementu dyskretnego
niezaleznie. Zgodnie z zasada przyczynowosci, sity w elemencie dyskretnym E i w chwili
T zaleza od historii ruchu tego elementu az do chwili 7, a zalezno$¢ t¢ nazwiemy réwna-
niem konstytutywnym danego elementu dyskretnego (por. pkt 3 tej pracy). Celem otrzy-
mania réwnan ruchu dowolnej czastki d nalezy natomiast uwzgledni¢ sity wewngtrzne
dzialajace na te czastke ze wszystkich elementéw dyskretnych, do ktérych czastka ta nalezy-
Réwnania ruchu czastki d otrzymujemy wigc rozpatrujac par¢ (D, &), gdzie &3 < &
Jest zbiorem wszystkich elementéw dyskretnych zawierajacych czastke d, &> 1, oraz
D, jest zbiorem czastek, dla ktorego &; jest pokryciem (por. pkt 4). Nalezy tu pamietaé,
ze wlasnoéci bezwladne ciala dyskretyzowanego, jako modelu ciala rzeczywistego, nie sa
rozdzielone na poszczegdine elementy dyskretne, lecz sa charakteryzowane masami posz-
czegblnych czastek. Jednocze$nie widzimy, ze nie zachodzi konieczno$¢ rozpatrywania
calego ciala dyskretyzowanego w ramach rozwaZan teoretycznych, lecz wystarczy sig
ograniczyé w réwnaniach konstytutywnych do dowolnego elementu dyskretnego E, E € &,
a w réwnaniach ruchu do dowolnej pary (Dy, 8,), d € D. Z powyiszych uwag wynika,
ze mechanike ciata dyskretyzowanego mozemy scharakteryzowaé jako teorig ciata odksztat-
calnego opisana na podstawie zalozen i réwnan mechaniki analitycznej, przy wykorzy-
staniu zasady determinizmu. Zwiazek mechaniki cial dyskretyzowanych z mechanika

2) Mé6wimy, ze czastki d € D oddzialywuja wylacznie w podzbiorach Ec &, gdy sity wzajemnego oddzia-
lywania miedzy czastkami nalezacymi do kazdego podzbioru E, nie zaleza od ruchu (od polozenia, predkosci,
przyspieszenia itp.) czastek nie nalezacych do E, oraz gdy sily te zalezg od ruchu wszystkich czastek naleza-
cych do E.

3) W przypadku bardziej og6lnym, ktérym nie bedziemy si¢ tu zajmowaé, dla kazdej czastki postulu-
jemy istnienie osobnej przestrzeni konfiguracyjnej V?, wprowadzajac jednocze$nie koneksje w wiazce
takich przestrzeni nad zbiorem D, osobno dla kazdego elementu dyskretnego E (por. [S]).

4 Mechanjka Teoretyczna
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ofrodkéw ciaglych oraz uzasadnienie celowo$ci wprowadzenia pojecia ciala dyskrety-
zowanego podamy w punkcie 6.

2. Uklady wspolrzednych i struktury réinmicowe

W celu napisania réwnan konstytutywnych ciata dyskretyzowanego nalezy uprzednio
wprowadzi¢ pojecie ukladu wspolirzednych w dowolnym elemencie dyskretnym E, nato-
miast w celu napisania réwnan ruchu nalezy wprowadzi¢ pojecie struktury réznicowej
dla dowolnej pary (Dg, &4). Pojecia te pelnia podobna rolg, jak pojecie wspétrzgdnych
materialnych w mechanice o$rodkow ciggtych.

Oznaczmy s = s(E) = E—1. Ukladem wspdlrzednych w elemencie dyskretnym E
nazywamy dowolne wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie »:E — {0, 4,,...,4;} =
e, A, <A, < ... <A, Oznaczmy d = »"'(0), fud = »~'(A). Sens symbolu f,,
A=A4,,4,,..,4, wyjasnimy poniZzej omawiajac pojecie struktury roznicowej. W kaz-
dym elemencie dyskretnym istnieje wigc nieskonczenie wiele réznych ukltadéw wspdi-
rzednych; dla kazdej pary x:E— {0,4,,.., 45}, #:E— {0, A4}, ..., A} takich
ukladéw istnieje zalozenie T' = x'ox~': {0, A4,, ..., 4} = {0, 4}, ..., 43}, ktére na-
zwiemy transformacja ukiadu wspdirzednych. Zbiér transformacji dla kazdego E tworzy
grupe, co umozliwia wprowadzenie takich pojeé, jak obiekt w elemencie dyskretnym,
obiekt geometryczny, komitanta obiektu itp. Kazdy uklad wspéirzednych w E dogodnie

Frd Fhd’
[o]
fwd  f Fod Fed’ Fld’
o] [0} o] [s]
v s >
d I [e] FId F]/leo d/

Rys. 4

przedstawi¢ przy pomocy grafu zorientowanego, przyporzadkowujac kazdej z s par cza-
stek d, fud, A = A, A,,..., A, wektor o poczatku w d oraz koncu w f,d. Na rys. 4 podano
przyktad dwéch roéznych ukladéw wspdirzednych dla elementu dyskretnego o pigciu
czastkach, oznaczajac wektor taczacy czastke d z czastka fud symbolem A, gdzie A =
= I II I IV.

Niech ¢: E - R bedzie dowolng dang funkcja na E. Kazdemu ukladowi wspéirzed-
nych w E mozna wtedy przyporzadkowal ciag s+ 1 liczb po = ¢(d), 44,9 = @(fa,d)—
—o(d), ..., Aap = p(f1,d)—(d). Jednoczeénie kazdej transformacji uktadu wspéirzed-
nych 7’ = #’ox~! mozemy przyporzadkowa¢ macierz (s+1)x (s+1)

1 'aAi 4 1 gdy T(A) = 0, 1 gdy T(A) — A,,
(0 Bﬁ‘»)’ - {0 ody T(A4) #£0, BA=1]—1gdy T(1) =0,
Toi=h2s 0 gdy T(A) # A’ i T(A) # 0,
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przy czym mozna wykaza¢é, ze zbiér tych macierzy tworzy grupe. Podobnie latwo zauwa-
zy¢, e

@6 ) (1 a”)( Po ) po = @), d ='x"(0),

2.0 ( 0 Bj“} AA,(]’ ’ AA'(P = (p(fAd’)__(p(d,)’ fAd’ - _I(A)’

Ay

tj. ciag liczb @o, 44,9, ..., 44,9 jest ciagiem skladowych obiektu geometrycznego w E,
ktory nazwijmy kowektorem w E. Przyporzadkujmy teraz elementowi dyskretnemu E
w kazdym ukladzie wspéirzednych s+1 liczb 9°, i, w2, ..., 9, ktére przy zmianie
ukladu wspoétrzednych transformujg si¢ zgodnie z wzorem

p® 1 0\ /y° 1 0\ /1 ‘gt 1 O
@2 (w”f’) N (a”5 Bﬁ%)(v”')’ (a”’ Bj{’) (0 Bﬁ,f) = (o aﬁt)‘

Ciag liczb y°, 11, 2, ..., p** nazwiemy sktadowymi wektora w elemencie dyskretnym
E. Wzory transformacyjne (2.1) oraz (2.2) wykorzystamy przy wprowadzaniu pojecia
grupy izotropii w p. 4.

Rozpatrzmy teraz par¢ (Dgy, &4), gdzie d jest dowolna, lecz ustalong czastka zbioru D,
oraz oznaczmy my = max(E, §,)— 1, gdzie E przebiega caly zbiér &,;. Dopuszczalna
struktura réznicowa na (D, &;) nazywamy ciag m,; wzajemnie jednoznacznych odwzo-

A /o—>\j :
1\ o

B
LA e
Rys. 5
rowan f,: D4 - D74, D} = Dy, Dj* < Dg; A = 1,11, ..., my, jednoznacznie okre§la-
jqc&:h w kazdym E c &, uklad wspoirzednych »: E— {0,4;,4,,...,..., 45}, s =

= E—1 < my, gdzie A,, A,, A;, ..., A jest podciagiem ciagu 1, I1, IlI, ..., my; przyj-
mujemy tutaj f,d = f,(d). Przyklad pary (D,, é,) oraz dopuszczalnej struktury réznicowej
na (Dy, &;) podano na rys. 5 przy pomocy grafu; obowigzuja tu oznaczenia podobne,
jak na rys. 4, tj. wektor zaopatrzony wskaznikiem A laczy czastke podzbioru D7 z jej
obrazem nalezagcym do podzbioru Dz4; zbiér wszystkich wektoréw zaopatrzonych wskaz-
nikiem A przedstawia wiec funkcje f4: D — D74

Oznaczmy przez f_,: D7 — D§ funkcje odwrotne do f,, oraz potézmy f_ 4d’' = f_ 4(d")
dla kazdego d’ € D7 i kazdego A. Dla dowolnej funkcji rzeczywistej : D, — R ikazdego

4»
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A mozemy wtedy zdefiniowaé dwie funkcje 4,4¢: Df > R, A%p: D74 — R definiujac ich
wartosci jako
Aa9d) = ¢ (fud)~g @) edy d'eDj,
Axp(d) = @) =p(fad) edy d'eDz"
Wskaznik A przebiega w (2.3) ciag I, I, ..., my, a funkcje 4,9 i 4,9 nazywamy odpo-
wiednio prawymi i lewymi roznicami funkcji ¢. Celem otrzymania grafu funkcji f_, dla
przypadku pokazanego na rys. 5, nalezy zmieni¢ zwroty wektoré6w oznaczonych przez A.
Dla niektorych ciat dyskretyzowanych dopuszczalng strukturg réZznicowa mozna
wprowadzi¢ dla calego (D, &). W przeciwienstwie do struktury rdéznicowej na (D, &),
ktéra mozna nazwad struktura lokalna, dopuszczalng strukturg¢ réznicowa na (D, &)
nazwicmy globalng. Oznaczajac m = max my, d € D, dopuszczalng struktura réznicowa
na (D, &) nazwiemy ciag m wzajemnie jednoznacznych odwzorowan f,:D,— D_,;
DycD, D_sc D, A=11I,..,m, jednoznacznie okreSlajacych w kazdym Eeé&
uktad wspétrzednych »: E— {0, A4,,..., 4}, s = E—1 < m, gdzie 4,,4,, ..., A jest
podciagiem ciggu I, 11, ..., m.

(2.3)

Y LA A
i S O Wt W 0l

e Ve
I e Ve

Rys. 6 Rys. 7

Kazda struktura globalna indukuje dla dowolnego (Dy, &), d € D, strukture lokalng;
zalezno$¢ odwrotna oczywiécie nie zawsze musi zachodzi€. Strukturg réznicowa globalng
mozna wprowadzié, miedzy innymi, gdy dla kazdego E€ & mamy E = m+1 = const
oraz gdy kazda czastka d € D nalezy najwyzej do m+1 roéZnych elementéw dyskretnych.
Przypadek ten wystepuje czesto w praktyce. JeZeli ponadto kazdy element dyskretny
zawiera co najmniej jedng czastke wspélng z m innymi elementami dyskretnymi, to warto
dodatkowo zdefiniowaé pojecie brzegu i wnetrza pary (D, &€). Wnetrzem pary (D, &)
nazywamy podzbiér D, = D taki, ze d € D, wtedy i tylko wtedy, gdy ?,, =m+1, tj.
gdy czastka 4 nalezy réwnocze$nie do m+1 réznych elementdw dyskretnych. Brzegiem
pary (D, &) nazywamy podzbiér 0D = D zdefiniowany przez 0D = D—D,. W przy-
padkach szczegblnych 0D = @ (por. rys. 5A, gdzie m = 1) lub Dy = & (por. rys. 5B,
gdzie m = 3). Przyktad globalnej struktury réznicowej na parze (D, &), dla ktérej E = 4
(tj. m = 3) podano na rys. 7 w postaci grafu, na ktérym wektory «poziome» reprezentuja
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funkcje f1, wektory «pionowe» reprezentuja funkcj¢ f;; oraz pozostale wektory reprezentujg

funkcje fir;. Mozna wykazaé, ze Dy = () (D4n D_,) W kazdej dopuszczalnej struktu-
A=1I

rze roznicowej na (D, &).

3. Sily wewngtrzne

Sily wewngtrzne w elemencie dyskretnym E € & s3 to sily dzialajace miedzy czastkami
d € E. Sa one przenoszone przez element skoficzony ciala stalego przy zalozeniu, Ze ele-
ment dyskretny E jest modelem tego elementu skonczonego (por. pkt 1), a sam element
skonczony mozna traktowaé niezaleznie od reszty ciala®. Celem przedstawienia ruchu
i sit wewngtrznych elementu dyskretnego E w postaci analitycznej, wprowadzimy w E
uktad wspéirzgdnych »: E - {0, 4,, 4,, ..., A}, s = E—1. Ruch elementu dyskretnego
wyznaczaja wektory q(d, v) e V", q(fd, v)eV", A =4,,4,,..., 4, o skladowych
odpowiednio ¢(d, 7), 9°(f4d, ), a = 1,2, ..., n. Korzystajac z ukiadu wspdtrzednych
» ruch ten dogodnie zlokalizowaé w czastce d € E, okre$lajac go s+ 1 funkcjami wekto-
rowymi q(d, 1), 4,9(d, 1), 4 = A4,, 45, ..., A,. Sily wewngtrzne w elemencie dyskretnym
mozemy okreéli¢, w przyjetym ukladzie wspéirzgdnych x, funkcjami T,(d, ©), T2, 1),
gdzie T,(d, 7) sa uogdlnionymi sitami dzialajacymi na czastk¢ d w danym elemencie dy-
skretnym E = {d, f,,d, ..., fo,d} oraz —T(d, t) sa uogblnionymi sitami dzialajacymi
na czastke f,d w tymze elemencie dyskretnym E%. Dogodniej jednak wprowadzié na
miejsce sit vogblnionych T,(d, ), sity uogdlnione #,(d, ) dane przez

As
3.1 td, 7) = Tu(d, )~ D) Td, 7).

A=Ay

Sity 1,(d, T) sa, zgodnie z definicja (3.1), uogdlnionymi wypadkowymi wszystkich sit
wewnetrznych w E dzialajacych na element dyskretny E. Nalezy pamigtaé, 2e wszystkie
wprowadzone wielkoSci sg okre$lone tylko w dowolnym lecz przyjetym uprzednio ukladzie
wspétrzednych x. '

Oznaczmy przez 0L = JL(E) wariacj¢ pracy sit wewnetrznych w na E dowolnych prze-
mieszczeniach wirtualnych d4°(d, ©), 0¢°(f4d, ) elementu dyskretnego E. Zgodnie ze
znang definicjg sit vogdlnionych mamy

Ag
(3.2) 0L = —T.(d, Doq’(d, )+ D T4, 1)6q°(fad, ) =

A=A,
A As
= —T,@d, D0g°d, D+ D, TA@, 10q°@d, D+ D, TAd, 1)8444°@, 7),
A=, A=

co zgodnie z (3.1) prowadzi do

3.3) 0L = T4, ‘c)d(AAq"(d, ‘c))—t,,(d, 1)8q°(d, 1)

przy zaloZeniu, Ze obowiazuje konwencja sumacyjna wzgledem wszystkich wskaZnikéw.
4) Wspétdzialanie danego elementu skonczonego z reszta ciala dyskretyzowanego wyraza si¢ wylacznie

przez fakt istnienia czastek wspdlnych dla ré6znych elementéw dyskretnych.

%) Wskazniki 4, @, ... przebiegaja w tym punkcie pracy ciag 4,, 42, ..., As; § = S(E) = E—l, na-
tomiast wskazniki a, b, ... przebiegaja w calej pracy ciag 1, 2, ..., n. '
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Z réwnania (3.3) wynika, ze TA(d, 7) sa, dla kazdego ustalonego /1, d, 7, skladowymi
kowektora w przestrzeni V*", dualnej do przestrzeni konfiguracyjnej. Jednocze$nie z (2.1)
wynika, ze s+ 1 liczb ¢°(d, 1), 4,44"(d, T) dla kazdego ustalonego a, 7, mozna traktowaé
jako skiadowe pewnego s+ 1 wymiarowego kowektora, gdyz

’qu 1 ’aAJ qa R
4 = C = .
(3 ) (A/hq”) (0 Bﬁ.:) (Aqun), 12%) ,2, , S

Korzystajac z (3.3) mozemy wykazaé, ze s+ 1 liczb Th(d, 7), t.(d, 7) (dla kazdego usta-
lonego a, d, 1), to skladowe s+ 1 wymiarowego wektora o regule transformacji

—'t, Io\({=t\
(35) ITGAJ = aAJ Bﬂf T{;j,), l’_} = 1’2’ sy Sy

gdzie macierz (s+1)x (s+ 1) wystgpujaca w (3.5) jest odwrotna (po transpozycji) wzgle-
dem odpowiedniej macierzy wystepujacej w (3.4). Wielkosci «primowane» odnosza sie
do ukladu wspotrzednych x': E — {0, A4}, A3, ..., A;}, a wielko§¢ 6L jest niezmienni-
kiem tak wzgledem zmiany ukfadu wspolrzednych w E, jak i zmiany bazy w przestrzeni
konfiguracyjnej V" i przestrzeni dualnej V*".

Wprowadzimy teraz dla dowolnego elementu dyskretnego E i dowolnego uktadu
wspoétrzednych w £, ciag zlozony z K = K(E) (K jest liczba catkowitag dodatnia oraz
L € &) rozniczkowalnych funkcji

(3.6) ya=@ad,qd, ), A,9Ud,7), A=1,2,...,K,

ktérych postaé jest taka sama w kazdym ukladzie wspoirzednych w E. Jednocze$nie 23-
damy, by rozwigzaniem réwnan @4(d, ...) = 0 byly wszystkie ruchy sztywne elementu
dyskretnego E (tj. ruchy nie wywolujace zmiany sit wewnetrznych w tym elemencie, por.
pkt 4) oraz by kazdemu ruchowi elementu £ odpowiadaly funkcje y, = y, (d, t) okre§-
lajace ten ruch z doktadnoscia do dowolnego ruchu sztywnego. Wprowadzimy nast¢pnie
K = K(E), E € &, funkcji ¢* = pA(d, ©) w ten sposéb, by wyrazenie 6L = p4dy, (obo-
wigzuje konwencja sumacyjna) okreslalo dowolna wariacj¢ pracy sit wewnetrznych w ele-
mencie dyskretnym E. Tym samym zwigzek

3.7 OL = pdys = pH(D1.0449°+ P 1o 8q°) = T304 ,414°—1,64°,
w ktérym oznaczono

(Dﬁa = a(pA = ‘?“?ﬁ

3. =_r4
( 8) aAAqa ’ Aa aqa »

winien zachodzié dla dowolnych 64 ,4° oraz éq°. Wynika stad, Ze
(39) th = pA(Dﬁm ly = _pACDAa'

Funkcje pA(d, 1), A = 1,2, ..., K, spelniajace zwigzki (3.9), nazwiemy napigciami w ele-
mencie dyskretnym E, natomiast funkcje y4 = y4(d, ) nazwiemy odksztalceniami tego
elementu. Zaréwno napigcia, jak i odksztalcenia okreflone s3 w danym ukladzie wsp6t-
rze¢dnych.
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4. Rownania Kkonstytutywne

Réwnania konstytutywne dla dowolnego elementu dyskretnego wyraZaja zwigzek
migdzy sitami wewngtrznymi w tym elemencie a jego ruchem (tj. ruchem wszystkich jego
czastek). Réwnania te napiszemy postulujac dla kazdego E €& zasade determinizmu,
[4], tj. przyjmujac, Ze sity wewngtrzne w elemencie dyskretnym E (sity dzialajace pomigdzy
czastkami tego elementu) w dowolnej chwili 7 sg okre§lone historig ruchu elementu E
az do chwili T wiacznie. Nie uwzglgdniamy wigc tutaj zadnych czynnikéw dziatajacych
na element skonczony innych od sil migdzy czastkami odpowiedniego elementu dyskret-
nego. W dowolnym ukladzie wspdtrzednych »: E —» {0, 4,, ..., A} zasad¢ determinizmu
dla ciat dyskretyzowanych wyrazaja wigc nastgpujace rownania konstytutywne

Tf(d’ T) = SaA [d, (I(d, 0)’ Adiq(d’ 0)]7
O — 00

4.1 .
’a (d; T) = Sa [d, (I(d, 0)7 Adiq(d’ G)] ’

gdzie argument d oznacza, Ze ruch elementu dyskretnego jest zlokalizowany w czastce
d oraz gdzie S, S, nazywamy funkcjonatami konstytutywnymi elementu dyskretnego E.
Funkcjonaly te opisuja jednoznacznie pewne globalne wiasno$ci materialowe i strukturalne
odpowiedniego elementu skonczonego. Posta¢ funkcjonalow konstytutywnych zalezy od
wyboru uktadu wspétrzednyc hi w elemencie dyskretnym E. Niech x: E — {0, A4,, A4,, ...,
A} orazx': E - {0, A;, A3, ..., A.} beda dowolnymi dwoma takimi uktadami. Funkcjo-
naly konstytutywne w obu tych ukiadach wspéirzgdnych oznaczmy przez S3(d, q, 4 ,4q),
Sa(d, q, 4,9 oraz 'SF'(d’, ¢, 4,4, Si(d’, ¢, 4 4q'), gdzie argumenty d oraz d’ oznaczaja
lokalizacje ruchéw odpowiednio w czastkach d lub 4’. Korzystajac ze zwiazkéw transfor-
macyjnych (3.5) i (3.4) napiszemy

(42) S#(d’ q, Ad)‘l) = Bﬁ' ISf’(d” (I', Adi'q’)+laA Sllz(dl’ q” Ad)’q’) =
= B4, 'S4'(d, q+'a®44q, BS. A,qQ)+'aS,(d, q+'a%44q, BS.A4q),
Sa(d’ q, Adiq) = Stll(d" q,’ Aw‘l’) = S:z(d’ (I+'a¢Aa>q, Bg'Adiq),
A, =A4,,4,,..,4,; 4, & = A;, A3, ..., AL
oraz réwnosci (4.2) bedziemy interpretowaé nie jako transformacj¢ ‘T = x'ox~': {0,
Ay, Ay, o, A} — {0, A1, A5, ..., AL} ukladu wspbirzednych w E, lecz jako przeksztal-
cenie zbioru E, w ktorym obrazem czastki d = »~(0) jest czastka d’ = '»~1(0), a obrazem
czastki fu,d = =1 (A;) jest czastka faid' = 'x~*(A}) dla i = 1,2, ...,s Czastka d w tej
interpretacji zmienia swoj ruch z q(d, 7) na q(d, v)+'a®44q(d, 7), a ruch czastki fad
wzgledem czastki d ulega zmianie z 4,q(d, ) na B4,°A4q(d, 7). Zauwazmy, Ze zawsze
istnieje podgrupa grupy przeksztalcen (3.4), ktéra nie zmienia postaci funkcjonatéw kon-
stytutywnych, tj. dla ktorej 'Sdi = S, S, = S,. Zgodnie z (4.2) istnieja wiec zawsze
takie ‘a® oraz BS,, dla ktérych

(4.3)  Sid, q, 409) = B} S¥(d, q+'a®A0q, BS. AoQ) +'a"S.(d, g+ a®A4q, B3.Aq),
Sa(d, q, 459) = S.(d, q+'a®444q, B. 459).
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W szczegblnoscei zwigzki (4.3) moga zachodzi¢ tylko gdy odpowiednia podgrupa grupy
przeksztalcen zawiera tylko element jednostkowy ‘a® = 0, Be;® = &/. Podgrupe grupy
przeksztatcen (3.4), ktéra spetnia (4.3), nazwiemy grupa izotropii funkcjonaléw konsty-
tutywnych (4.1). Grupa izotropii w mechanice cial dyskretyzowanych nie zalezy od Zadnej
«konfiguracji odniesienia» ciala (jak to ma miejsce w mechanice o$rodkdéw ciaglych),
lecz moze zaleze¢ od wyboru ukladu wspoélrzgdnych, a Sciflej méwiac od sposobu loka-
lizacji ruchu w elemencie dyskretnym E. JezZeli grupa izotropii zawiera wszystkie prze-
ksztalcenia (3.4), dla ktérych ‘a® = 0, wtedy element dyskretny nazwiemy izotropowym
w czastce d; wszystkie s wektorow AYq, A = A,, 4,, ..., A, w przestrzeni konfiguracji
sg, mdwiac obrazowo, jednakowo uprzywilejowane z punktu widzenia wlasnosci elementu
dyskretnego. Interpretujac bowiem (4.3) jako zmiang ruchu elementu dyskretnego latwo
zauwazy¢, 2ze dla elementu E izotropowego w czastce d, zamiana miejscami czgstek f, d,
Sfa,d, ..., fa,d nie zmienia sit wewnetrznych w elemencie dyskretnym. Element dyskretny
izotropowy w kazdej czgstce nazwiemy izotropowym. MozZna wykazaé, ze dla elementu
izotropowego w czgstce d rownania (4.3) sprowadzajg si¢ do postaci

Sid, q, 409 = 04.5Y(d, q, 03.4,9),

S.d, q, 46@) = S.(d, q, 0%.409),

gdzie (03) jest macierza sx s, ktéra w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie ma s—1
zer oraz jedynk¢ (macierz permutacji). Zbiér tych macierzy tworzy podgrupe grupy orto-
gonalne;j.

Jezeli dla kazdego elementu dyskretnego w ciele dyskretyzowanym istnieje taki uklad
wspdtrzednych, Ze funkcjonaly konstytutywne tych elementéw sa identyczne, to cialo
nazwiemy réwnomiernym. Gdy ponadto wszystkie te uklady sg indukowane przez jedna
globalng struktur¢ réznicowa, omdwiona na koncu p. 2, to cialo dyskretyzowane nazwie-
my jednorodnym. Podane definicje sa wzorowane na odpowiednich definicjach mechaniki
ofrodkéw cigglych [4].

Rozpatrzmy teraz przypadek szczegdlny, w ktérym dla danego elementu dyskretnego
E istnieje potencjal sprezysty. Wprowadzajac w E uklad wspétrzednych »: E —» {0, 4,
A,, ..., A5}, potencjal ten przedstawimy w postaci e[d, (d,q 7), q(f4d, 7)], a zgodnie
z definicjg sit T,, T¢ otrzymamy

(4.4)

__Oe(d,..) " _ Oe(d, ...) . _
(4.5) Ta(d, T)— a—qa‘("r_r), Ta(d, T)—aqa(—d,rj, A—Al,Az,...,As.
Zdefiniujmy nastgpnie funkcje €(d, ...), zwana potencjalem sprezystym, kladac
4.6) eld, q(d, 7), 4q9(d, )] = eld, q(d, 1), 4(d, ) +4.4(d, 7)),

tj. lokalizujgc ruch elementu dyskretnego w czastce d. Z uwagi na

an @) 0, .) de(d, ...) _ de(d, ...) SECAD
U (fud, D) T @D d T 0 d, D) & 04,4 d, D)

otrzymamy ostatecznie

ded, ...)
04,4q9°Wd, ©)’

ded, ...)

(48) Tf(d, T) = - W.

’a(d’ 7) =
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Réwnania (4.8) sa przypadkiem szczegdlnym rownan konstytutywnych (4.1); element
dyskretny, dla ktérego one obowiazuja, nazwiemy sprezystym. JeZeli wszystkie elementy
dyskretne ciala dyskretyzowanego sa sprezyste, wtedy cialo to nazwiemy sprezystym,
a odpowiednie réwnania dla takiego ciala — réwnaniami dyskretnej teorii spreZystosci
[6]. Podobnie mozna sformulowaé podstawowe réwnania dyskretyzowanych ciat spre-
zysto-plastycznych [1].

Korzystajac ze skladowych stanu napigcia pA(d, v) oraz skladowych stanu odksztal-

cenia y4(d, 1), A = 1,2, ..., K, mozna przedstawi¢ alternatywna posta¢ rownan konsty-
tutywnych
4.9 pd, vy = PA(d,ysd, ), A,B=1,2,..,K

ag=—co

gdzie P4 sa funkcjonalami konstytutywnymi. Dla sprezystego elementu dyskretnego
istnieje potencjatl

(410) &€= £(d7 ‘VB(d7 T)),
a rdwnania konstytutywne maja postac¢

de(d, ysd, 1)
4.11 Ad, 1) = —2 207 7
@D WA

Przyktady réwnan konstytutywnych dla niektérych dyskretyzowanych cial spr¢zystych po-
dano w [2].

5. Réwnania ruchu

Niech d € D bedzie dowolna czastka ciata dyskretyzowanego, Q,(d, ) niech oznacza
uogdlnione sity dzialajace na tg czastke oraz niech

5.1 T =T, ..) = yanldid, D )

bedzie jej energia kinetyczna (wskaZniki @, b przebiegaja ciag 1, 2, ..., n; obowigzuje
konwencja sumacyjna). W (5.1) zatozyliémy, dla uproszczenia, Ze czastka d jest uktadem
dynamicznym skleronomicznym. Réwnania Lagrange’a II rodzaju dla czastki d maja
znang postac

(52) 0.,d, 1) = aab(d).q.b(d) 7).

Celem wyrazenia sit Q,(d, ©) przez sily wewnetrzne nalezy rozwazy¢ parg (Dy, &) i przy-
jaé na niej dang dopuszczalna strukturg réznicowa (por. p. 1 i 2). Przyjmujemy, ze wskaz-
niki 4, @ przebiegaja teraz ciag I, 11, ..., my oraz wprowadzamy nast¢gpujace pomocnicze
oznaczenia:

T,d,v) L0, TAd,7)E0,
gdy w d' nie jest zlokalizowany ruch zadnego elementu dyskretnego,
TAd',7) 20 gdy d' ~eDj
TAf4d,©) 20 gdy d ~ €Dyt
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Tym samym wielkosci T2(d’, ©), TN f_.d', ), T.(d', 7) sa okreslone dla kazdego d’ e
€Dy orazdlad = 1,11, ..., my (por. p. 3). Takze wielko$¢ #,(d, T) mozna teraz zdefinio-
waé wzorem

(5.3) td, 1) & Tu(d, v — D, Tid, ),
A=1

wynikajacym z (3.1) oraz wyprowadzonych tu pomocniczych definicji. Zgodnie z przyje-
tymi oznaczeniami mamy

mg
(5.4) 0u(d, 7) = Tu(d, D)= Y TAf_ad, ) +£u(d, 1),

A=1
gdzie f.(d, T) sg uogdlnionymi sitami zewnetrznymi dzialajacymi na czastke d, oraz T,(d, 1)
i —TA(f_,d, 7) sa sitami wewnetrznymi dziatajacymi na czgstke d we wszystkich elemen-
tach dyskretnych £ e &, zawierajacych t¢ czastk¢. Rugujac z (5.3) 1 (5.4) sily uogdlnione
T.(d, T) oraz korzystajac z (5.2), otrzymamy ostatecznie rOwnania

(5.5 A4Td, D+ 1,(d, D) +fuld, ) = ap(@d)§" (@, 7),

w ktérych obowiazuje konwencja sumacyjna podiug wskaznikéw A = I, 11 11, ..., my,
oraz b = 1,2, ..., n. Rownania (5.5) sa niezalezne od wlasnosci elementéw dyskretnych
i w zwiazku z tym mozemy je nazwaé rOwnaniami ruchu ciata dyskretyzowanego. Réwna-
nia te powinny by¢ spetnione dla kazdego d € D, a celem ich napisania nalezy wprowadzi¢
dopuszczalng struktur¢ réznicowa dla kazdego (Dy, 8,), d € D, lub, gdy to jest mozliwe,
globalna strukture réznicowa na (D, &). W szczegélnym przypadku, gdy speilnione sa
warunki podane na koicu p.2, réwnania ruchu w postaci (5.5) dotycza kazdego d e D,
(nie zachodzi wtedy potrzeba definiowania dodatkowych «zerowych» sil wewngtrznych,
a wskaznik A przebiega ciag 7, II, 111, ..., m), natomiast dla d € D réwnania ruchu maja
postaé [6]
(5.6) DT, D)= D) THfad, D+ 1a(d, D +1u(d, 7) = and®(d, ),
AeRy Aely

gdzie Ry = (I, 11, ..., m), Ly = (I, II, m) sa podciggami ciagu I, I, ...,m takimi, Ze
(AeRy) <= (de D)) oraz (/1 € L)) < (d e D_,). W pracy [6] zwiazki postaci (5.6) nazwa-
no umownie «warunkami brzegowymi»; nalezy jednak zaznaczy¢, ze w mechanice ciat
dyskretyzowanych warunki brzegowe w $cistym tego pojgcia znaczeniu nie wystgpuja
(«warunki brzegowe» podane np. w [6] sa tylko inng postacia rownan ruchu).

Alternatywna postaé réwnan ruchu otrzymamy korzystajac z (3.9), tj. po wprowadze-
niu sktadowych stanu napigcia p# . Zgodnie z (5.5) i (3.9) napiszemy
(5.7) Ay (Phap®) = Dyap* +fo = aud’s
pomijajac argumenty poszczegdlnych funkceji; obowiazuje tu konwencja sumacyjna podtug
wskaznikéw A = L 11, ...,my, A = 1,2, ..., K, orazb = 1,2, ..., n.

Réwnania ruchu (5.5) oraz réwnania konstytutywne (4.1) stanowia podstawowy ukiad

réwnan mechaniki ciat dyskretyzowanych; alternatywna posta¢ tego uktadu wyraza sig
wzorami (5.7), (3.6) i (4.9). Podstawowymi niewiadomymi sa najczeéciej funkcje ¢°(d, t),
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de D, ktorych liczba jest rdwna n-krotnej liczbie czastek w ukladzie, oraz przez ktére
wyrazamy wszystkie pozostale niewiadome funkcje (sity wewnetrzne lub napiecia i od-
ksztalcenia). W przypadkach szczegdlnych niektére z funkcji ¢°(d, ) moga byé dane
z gory; wtedy ich miejsce jako niewiadomych zajmuja odpowiednie funkcje f,(d, 1),
a liczba poszukiwanych funkcji nie ulega zmianie. Latwo sprawdzi¢, ze liczba niewiado-
mych funkgcji jest réwna liczbie réwnan, ktdrymi dysponujemy w mechanice ciat dyskre-
tyzowanych. Nalezy podkreslié, ze jedyng lecz zasadniczg trudno$cia przy formutowaniu
réwnan danego ciala dyskretyzowanego jest wyznaczenie prawych stron réwnan konstytu-
tywnych. Trudno$¢ t¢ mozna pokonac albo korzystajagc z réwnan mechaniki o$rodkow
ciggtych (co dokonano dla pewnych dyskretyzowanych ciat sprezystych, [2] i sprezysto-
plastycznych [1]) lub tez ewentualnie na drodze do$wiadczalne;j.

6. Uwagi koncowe

Dokonajmy kroétkiego pordéwnania mechaniki cial dyskretyzowanych z mechanikg
ofrodkéw ciagtych. Zaznaczmy od razu, ze problemy dajace si¢ rozwiazaé przy pomocy
réwnan mechaniki oSrodkéw ciagtych nie sa z reguly interesujace jako zagadnienia me-
chaniki cial dyskretyzowanych, a rozpatrywanie ich w oparciu o réwnania tej ostatniej
jest po prostu niecelowe. Jednakze mechanika ofrodkéw ciaglych, w ktérej podstawowe
réwnania sg najczgéciej réwnaniami rozniczkowymi czastkowymi, praktycznie umozliwia
wyczerpujacg analiz¢ 1 rozwigzanie jedynie stosunkowo prostych zagadnien, w ktérych
mamy do czynienia z obszarami o nieskomplikowanych ksztaltach i regularnych brzegach,
z obciaZeniami o niewielkiej liczbie niecigglodci i osobliwo$ci oraz z materiatami o wia-
snoSciach nie charakteryzujacych si¢ wieloma nieciggto$ciami lub defektami. Warunki te
nie zachodzg jednak w zdecydowanej wigkszosci zagadnien wspolczesnej techniki, w kté-
rych mamy do czynienia z konstrukcjami o ztozonych ksztattach, o nieciggtych i skupio-
nych obciaZeniach oraz o materiatach, ktérych wlasnosci doznajg wielu skokowych nie-
ciggtodci (materialy zbrojone). Korzystanie w tych przypadkach z réwnan rézniczkowych
czastkowych mechaniki o§rodkéw ciaglych ogranicza si¢ wtedy praktycznie do zapisania
odpowiedniego zagadnienia granicznego bez mozliwoéci sformutowania nawet najbardziej
og6lnych wnioskéw jakoSciowych. Rowniez zastapienie rownan rdzniczkowych czastko-
wych réwnaniami réZnicowymi, przy duzej liczbie osobliwoéci (zwiazanych np. z dziata-
niem sit skupionych, koncentracja naprezen, nieciggto§ciami etc.) prowadzi do trudnosci
numerycznych (bardzo wielka liczba réwnan) uniemozliwiajacych czesto uzyskanie roz-
wigzania iloSciowego. W zagadnieniach takich zastosowanie réwnan mechaniki ciat dy-
skretyzowanych wydaje si¢ by¢ obecnie jedng teoretyczna droga, na ktérej mozna uzyskaé
tak jakoSciowa, jak i iloSciowa analiz¢ problemu. PowyZsze stwierdzenie wynika, miedzy
innymi, z nast¢pujacych przestanek. Przede wszystkim w mechanice ciat dyskretyzowa-
nych nie wystepuja warunki brzegowe (por. uwagi po wzorze (5.6)), a tym samym nawet
najbardziej ztozony ksztalt ciala nie utrudnia analizy zagadnienia. Po drugie, przy odpo-
wiedniej dyskretyzacji takze niecigglo§¢ obcigzen oraz niecigglo§¢ materiatu nie prowadza
do bardziej zlozonej postaci réwnan, bowiem réwnania konstytutywne opisuja niezaleznie
wiasno$ci poszczegdlnych elementéw skoficzonych, ktére zawsze mozna traktowaé w przy-
blizeniu jako jednorodne i nieobciazone. Wreszcie w mechanice cial dyskretyzowanych
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nie wystepuja osobliwosci, ktére w mechanice osrodkéw ciagtych sa zwigzane z np. z wy-
stgpowaniem sit skupionych i ktére czgsto komplikuja problem. Z drugiej strony nalezy
jednak pamietac, ze rozwigzania, ktérych dostarcza mechanika cial dyskretyzowanych,
zaleza od rodzaju dyskretyzacji i sa réznymi przyblizeniami w opisie tego samego zagad-
nienia. Zauwazmy takze, ze réwnania mechaniki ciat dyskretyzowanych, przy numerycz-
nym rozwigzywaniu poszczegélnych zagadnien dotyczacych statyki, drgan harmonicznych,
rozchodzenie si¢ pewnych fal etc., prowadza od razu do réwnan algebraicznych znanej
metody elementéw skonczonych, a wigc daja si¢ rozwigzywaé na EMC. Tym samym me-
chanikg cial dyskretyzowanych mozna w pewnym stopniu traktowaé jako fizyczna nadbu-
dowg nad metoda elementéw skonczonych w zakresie mechaniki cial odksztalcalnych.

Na zakonczenie zaznaczmy, ze przedstawione w tej pracy ogdlne rownania mechaniki
cial dyskretyzowanych [réwnania ruchu (5.5) i réwnania konstytutywne (4.1)] stanowig
tylko punkt wyjscia do analizy réznych probleméw mechaniki cial dyskretyzowanych
(ciata sprezyste i plastyczne, teoria liniowa i teoria matych odksztalcen, ciata izotropowe,
zagadnienia statecznodci, drgan etc.) oraz do rozwigzywania réznych zagadnien szczegél-
nych. Mozliwe jest takZze uogdlnienie réwnan mechaniki cial dyskretyzowanych celem
obj¢cia nimi takZze zagadnien termodynamicznych. Wszystkie te problemy sa tematem
osobnych publikacji.
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Peswome

OCHOBbBI MEXAHHUKHU QUCKPETHU3NPOBAHHLIX TEJI

Temoit paGoTsl ABIAeTCA OPHOIKEHHOE ONHCaHNe AedOPMHPYEMOro TeNa, IOCTPOEHHOE B PAMKaX
NPEMIIOTIONEHNA TEOPHH CIIOUIHON CPeAbl, HO C HCHOJL30BAHMEM CHCTEMBI C KOHEUHBIM WM CUETHBLIM
YHCJIOM cTeneHelt cBoGombr. Takasa cHucTema Ha3BaHA MHCKPETUSHPOBAHHBIM TEJIOM.

HMcxoma n3 obuieit cxembl QHCKPETH3ANMH CILIOIHOM CpeAbl BBOAUTCSA NMOHATHE JUCKDETH3UPOBAH-
HOTO TeJ1a, a4 3aTeM BbIBOJATCSA AJIA 9TOTO TeJla YpaBHEMHsA [ABMOKEHUA M ONPEHENAIOLINE COOTHOILEHHA
OcoObiM CBOHCTBOM 3THX YPaBHEHWIf CIIEAyeT CUMTATh MX NPOCTYXO U OJHOBPEMEHHO BECHMA OOLIYIO
¢opmy, a Taxxe HopmanbHOE CXOACTBO C COOTBETCTBYIOLMMH YDABHEHHAMH MEXaHHKM CIUIOUIHLIX CPeN.

PaccmoTpeHn! npefenbl NPaKTHUECKON NPUMEHUMOCTH YPAaBHEHMI MEXaHMKH JMCKDETH3HPOBAaHHBIX
Tel.
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Summary
BASIC CONCEPTS OF THE MECHANICS OF DISCRETIZED BODIES

The paper dels with an approximate description of the deformable body within the known assumptions
of the continuous media theory and using the additional assertion that the body under consideration has
only finite or countable number of degrees of freedom. Such body is said to be a discretized body. Starting
from the general scheme of discretization of continuous media we arrive at the concept of discretized body
and then we obtain the equations of motion and the constitutive equations of such a body. The characte-
ristic feature of the equations obtained is their simple and general form and their formal resemblance to
the known equations of the continuous media theory. At the end of the paper the problem of applications
of the mechanics of discretized bodies is also widely discussed.

UNIWERSYTET WARSZAWSKI
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O LINIOWYCH ZAGADNIENIACH TEORII SPREZYSTOSCI CIAL DYSKRETYZOWANYCH

WiestaAw K UFEL (WARSZAWA)

Podstawy mechaniki cial dyskretyzowanych sformutowano w [1]. W niniejszej pracy
definiuje si¢ jednobiegunowe ciala sprezyste jako szczegblny przypadek ciat dyskretyzo-
wanych. Przyjmujac za punkt wyjscia podstawowy uklad réwnan opisujacy ruch ciat
dyskretyzowanych, wyprowadza si¢ réwnania ruchu oraz réwnania konstytutywne linio-
wej teorii sprgzystych jednobiegunowych ciat dyskretyzowanych. Na gruncie tej teorii
formuluje si¢ prawa zachowania, zasad¢ prac wirtualnych, twierdzenie o jednoznacznosci
rozwigzan oraz twierdzenie o wzajemnosci Bettiego. W pracy podano takZze prosty przy-
ktad jednobiegunowego ciata dyskretyzowanego.

1. Sprezyste jednobiegunowe ciala dyskretyzowane. Przypadek ogélny

Cialo dyskretyzowane (D, &) zdefiniowane w [1] nazwiemy jednobiegunowym ciatem
dyskretyzowanym wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér D bedzie przeliczalnym zbiorem punktéw
materialnych d € D. Ruch takiego punktu opisuje wektor wodzacy, ktéry w ortogonalnym
ukladzie kartezjanskim przestrzeni fizycznej ma wspéirzedne z¥ = y*(d, 7). Tym samym
funkcje ¢°(d, 7) okreSlone w punkcie 1 pracy [1] beda mialy postaé ¢°(d, )= 6¢v*(d, 7),a =
= 1,2, 3, a wymiar przestrzeni wektorowej V" bedzie n = 3. Wprowadzajac w kazdym
elemencie dyskretnym E € & uklad wspétrzednych [1] fg: E— (d, fud), A = L 1II, ..., m,"’
mozemy opisaé ruch takiego elementu funkcjami y*(d, 1) 4,9*(d, 7). W dalszym ciggu
zalozymy, Ze jednobiegunowe cialo dyskretyzowane jest dyskretyzowanym cialem sprezy-
stym. Oznacza to, zgodnie z definicja podana w [1], p. 4, Ze dla kazdego elementu dyskret-
nego E € & istnieje funkcja energii sprezystej eld, v*(d, 1), 4,9"(d, v)]. Wykorzystujac
niezmienniczo$¢ funkcji & wzgledem przesunieé w czasoprzestrzeni mozemy pomingé
zalezno$é e(d, v*, A ,9*) od y* przyjmujac e = e(d, A,9).

W zwiazku z tym réwnania konstytutywne (wzor (4.8) w pracy[1]) sprowadza si¢ do
postaci

de
1.1 A 7
( ) Tk aAAwk ’
natomiast z réwnan ruchu (4.5) otrzymamy
(12) Ty T+ = mid,

1) Wskazniki A, @, ... przebiegaja ciag I, Il, ..., m, a wskazniki k, 1, ... ciag 1, 2, 3. Obowiazuje
konwencja sumacyjna.
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gdzie m = m(d) jest masa punktu, a fy = f (d, 7) sa silami zewngtrznymi dziatajacymi na
ten punkt. Posta¢ réwnan ruchu (1.2) oraz réwnan konstytutywnych (1.1) wykazuje duza
analogi¢ do odpowiednich réwnan ruchu oérodka sprezystego w klasycznej teorii sprezy-
stodci. W szczegélnym przypadku, gdy spetnione sa warunki podane na koncu p.2 [1], jed-
nobiegunowe ciato dyskretyzowane posiada wnetrze D, c D oraz brzeg 0D = D/D,.
Roéwnania ruchu (1.2) dotycza wtedy kazdego d € Do,. ROwnania te dla d e 0D trzeba
zastapi¢ odpowiednimi warunkami brzegowymi (5.6) [1], ktére przyjma postaéd

(1.3) DT, )= D] TA(ad, D+fid, ©) = m@ije(d, 1),

A€ Rq Ae Ly

gdzie Ry i L, s3 odpowiednimi podciagami ciagu 7, I1, ..., m. Zauwazmy, ze dla wielkosci
TAd, v), TA(f_.d, 7) zachodzi wz6r

(1.4) -2 nia, - 2 T ad 9| = TS ad, DN,

0D A€ERy 4Dy

gdzie d e 4Dy <= [(@ € Do) (V/ f-ad ~ € Do)l [(@ ~ & Do) (\/ f-ad € Do)]
- A

1dla (d ~ e Do), (\A/f_Ade Do),
(1.5) Ni=Na@d) = ) —Ldla @e Do) (\/foad ~ € Do),

0 w pozostatych przypadkach.
Warunek (1.3) po wykorzystaniu (1.4) mozna zapisaé¢ w postaci
(1.6) Z(fk mip) = D T,
4Dy

gdzie T{M = T™ (d, ©) E TA(f- 4d, T)N,4.

2. R6éwnania liniowe
Niech dla pewnej chwili 7, istnieje stan naturalny dyskretyzowanego jednobieguno-
wego ciala sprezystego, tj. stan, w ktérym & = 0 i T = 0. Oznaczajac /, = w(d, 7o),
a skladowe wektora przemieszczenia w, = w,—/, oraz wykorzystujac niezmienniczo$é
funkcji energii sprezystej ¢ wzgledem obrotéw ukladu wspéirzednych mozemy przyjaé

1

2.1 &= 7AA0M YaoYra,
gdzie
(2.2) Vao = Aol

oraz lp £ Ayl Uwzgledniajac (2.1) wykazemy, ze wzér (2.2) dotyczy przypadkéw,
w ktérych ruchy sztywne dyskretnego elementu E s3 jedynymi ruchami nie wywolujacymi
sit wewnetrznych, tym samym 73 = 0 wtedy, gdy y 46 = 0. Istotnie, niech wektor 1, A =
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= I, 1I, ..., m, taczy w przestrzeni fizycznej w chwili t, czastki d, f,d, a wektory u(d, 7)
iu(f,d, T) beda przemieszczeniami tych czastek w chwili 7. Przemieszczenia u(d, 7), u(f,d, v)
opisuja ruch sztywny d i f4d wtedy i tylko wtedy, gdy |14] = |4+ 4 4u|. Odrzucajac czlony
nieliniowe wzgledem u ostatnia réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 4 u-1, = 0.
Rozpatrzmy nast¢pnie przypadek trzech czastek d, f,d, fod, A # @ polaczonych w chwili
1o wektorami 14,1,. Wektory 1, i 1, tworza kat opisany iloczynem skalarnym 1,-1,. Kat
ten nie ulegnie zmianie wtedy i tylko wtedy, gdy 1.1 = (I, +44u)(lo+dpu), tj. gdy
A lgy = 0, gdzie takze pominigto czlony nieliniowe wzgledem u. Wobec (2.1) widzimy
wiec, 2e T4 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v46 = O, tj. gdy cialo dyskretyzowane dozna
ruchu sztywnego. W przypadku funkcji energii sprezystej (2.1) rownania konstytutywne
(1.2) przyjma postaé Tg = p*®le,, gdzie

(23) pAd) = AA@I‘A,},FA

Wielko$é p?® nazywamy sktadowymi napiecia (4.11), [1]. Podstawiajac zwigzki geometrycz-
ne (2.2) do (2.3) oraz wykorzystujac réwnania ruchu (1.2) otrzymamy

2.9 A (af® A+ fi = mi,

gdzie af® = A 1,. Roéwnania (2.4) stanowia przemieszczeniowa postaé réw-
nan ruchu liniowej teorii spr¢zystosci jednobiegunowych cial dyskretyzowanych. W szcze-
g6lnym przypadku, gdy 4,4ai® ~ 0 z réwnan (2.4) otrzymamy

aﬁ‘pZAA@ul'i'f;‘ = mi)k.

Rozpatrujac ciata dyskretyzowane, dla ktorych okre§lony jest brzeg dD podstawowy
uktad réwnan (2.2)-(2.4) opisujacy liniowe problemy teorii spre2ystych cial jednobieguno-
wych uzupeinié trzeba warunkami brzegowymi (1.6) w postaci

@5 ;<ﬂ—muk) - A};T;’“.

Na zakonczenie tego punktu rozpatrzmy przypadek, gdy struktura réznicowa ciata
dyskretyzowanego (D, &) jest regularna, tj. f, fod = fof4d dla kazdegod € Dy g Dy 4; (2],
wtedy dla dowolnej funkcji ¢: D — R zachodzi zwiazek A A4 = 0. W przypadku, gdy
Liok = 0, gdzie g = A4lyy latwo sprawdzi¢, ze prawdziwa jest rowno$¢é

(2.6) Ao Vigay = 0.

Zwiazki (2.6) s3 réwnaniami nierozdzielno§ci w liniowej teorii jednobiegunowych ciat
dyskretyzowanych.

3. Przyklad

W celu zilustrowania opisanych w punkcie 2 poje¢ liniowej teorii sprezystoéci jedno-
biegunowych cial dyskretyzowanych rozpatrzmy niejednorodna tarczq zlozong z czworo-
katnych elementéw sprezystych 4BCD (rys. 1).

5 Mechanika Teoretyczna
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Dyskretyzacje tarczy przeprowadzimy przyporzadkowujac jednorodnemu elementowi
sprezystemu ABCD punkt materialny d, natomiast elementom sasiednim do ABCD punkty
fad, gdzie A = I, IT, III (rys. 2). .

Przyjmiemy wiec, ze w strukturze roznicowej tego zbioru m = 3. Zatdézmy dalej, ze
jedynymi zmiennymi dynamicznymi opisujacymi ruch punktéw materialnych d i f4d sa
wektory przemieszczenia uX(d, ), u¥(f4d, 7), K = 1, 2, tym samym przyjmiemy, Ze ruch
elementu ABCD jest okreslony catkowicie przez przemieszczenia jego wierzchotkow.
Masa punktu d réwna bedzie masie elementu ABCD.

Rys. 1 Rys. 2

W celu okreélenia funkcji energii sprezystej ¢ zastosujemy podejécie podobne jak w me-
todzie elementéw skonczonych. Dzielac czworokatny element sprezysty ABCD na dwa
tréjkatne elementy skoficzone ABC i ACD wyliczymy najpierw energi¢ dla elementu 4BC.
Przyjmiemy, ze wektor przemieszczenia w dowolnej czastki elementu skonczonego o wspot-
rzednych Lagrange’a x!, x2, aproksymuje si¢ funkcja liniowa

3.1)  wkd, x', x?%, 1) & 2;4 {(@a+bx' +cx?)uf(d, 1)+

+ (@r+br X'+ ep )UK (frd, 1)+ @+ b x' + e x)uX(frrd, )},
gdzie a = (' +IDP+1f) — ' + 1P +1D),
b= 112—11211,
¢ = 11111“111,
a; = P+ )= 1"P+ 1),

by = 11211,

cr = =i,
apy = 1"C+IDH+EA D),
by = -1,
er = Ui

1 It 12
oraz gdzie 24 = det |1 I'+1} PP+1}
1 M +1y P+
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Wektor w(d, xX, 7) dla xX* = 1% xX = X4 [X X = I¥1+]X,, przyjmuje odpowiednio

wartosci uX(d, ©), u*(f1d, ©), u*(fi1rd, 7). Skladowe odksztalcenia yx; = wx,, W do-
wolnej czastce elementu skonczonego 4 BC o wspoirzgdnych Lagrange’a x!', x* maja postaé

1
Yiu = 5g Al — A utl}),
1
(3.2) Va2 = 24 (Al — A2 ),
1
Yi2 = 57 (Apulf = Al + APl — Agut liyg).
Energia elementu skonczonego ABC, po scatkowaniu po obszarze trojkata wynosi

1
(3.3) &€=5 A[A420)y 1 Y11+ 24711 V22 H4uY 12V 12+ (A+20) Y22 ¥25],

gdzie 4 jest polem ABC. Podstawiajac do (3.3) zwiazki (3.2) otrzymuje sie wystepujaca
w (2.4) macierz ai)’, gdzie A, @ = L III; K, L = 1,2, o skladowych:

al = ﬁ(.lll")z + (}"*'2/‘)(1?11)2
11 4 4 ,

a1 = U | G2 (h)?
22 aA 4 R

A
all = —111111}11(—47 + %),

I _
a1 = ays,

(Ml | A+2pw)iiyl}
ol = ( ad * 4/ .

gl — _(#11211211 + (A+2W)1} 11y
22 44 44 ’

(3.4)

2 1 2711
gl 11— }'IIIIII wlilin
12

24 24

al I 2ul; I}n 1112 11111

24 24 °
G ndp)? + (A+2p) (17)*
e 44 44 ’
Arur — udp? 4 (A+2p)(Ip)?
22 44 44 ’

A
a1y = —m%(H + 5),

5‘
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(3.4) QI = gl
[c.d.] gl = gl
a1y = ag4,
alil = Mt +ﬁl} It ,
241 24
al = gl

Aby otrzymaé dla tréjkata ACD odpowiednia macierz aif, A, = L II; K, L =1, 2,
wystarczy w (3.4) zmienié wskazniki I na III'i I1I na IT oraz A na A*m, gdzie A* jest polem
tréjkata ACD. W szczegSlnym przypadku, gdy czworokatnymi elementami sprezystymi
sa kwadraty o boku a, réwnoleglym do jednej z osi uktadu wspéirzednym, mamy [/} = a,
It=0,1};,=0,1} =a,lj;; = a1} = aoraz A = A* W tym przypadku wzory (3.4)
zapiszg si¢ w postaci:

3 A
I __ 11 _ I _ I _ IINIIL . IO
yy =02 =4y, =43 3 =4y 17" =4z > “‘7/‘4‘7,
Iy _ 01 _ 0100 _ III _ 1 +'1
a2 =03y =4y =4y, = — 5‘# 5
TN _ IINII
ar' 't =a"1 =0,
A
110 . IIrr I _ I
az; " =a; ;=a | =a;, —-(#4‘7,
(3.5) '
ror o rr _ oorrnr oo A
ay;; " =4y 2 =4ax —a21—7,
rrr o nrrr _ o qornr ey o M
a,y B =4’y =4y, —012—7,
IIryr — Iryry — 1 rrr — Iy _ 1
a =4y 3" =41y =4, 1——7#,
1r _ Irr _
axy = a1, =0.
Xz‘
T 1 1717 11T 1"
e
LT T I T A ! |
T T T
I A
AL B Ll -
g X1
Rys. 3

W celu wypisania réwnan ruchu (2.4) rozpatrzmy skonczona tarczg wielowarstwowsg.
Obierajac ukiad wspdirzednych tak, aby jedna z osi byla réwnolegla do warstw tarczy,
dzielimy tarcz¢ na elementy ABCD pekiem prostych prostopadtych do warstw (rys. 3)
‘w ten sposéb, by czworokat ABCD byt kwadratem o boku 1.



O LINIOWYCH ZAGADNIENIACH TEORII SPREZYSTOSCI 69

Przyjmujac, ze warstwy s3 jednorodne mamy Ad;u =0 i 4;2 = 0. Wykorzystujac
wzory (3.5) otrzymamy z (2.4) nastgpujace réwnania rGwnowagi:

(3/l.+ )-.)A_IAIHI—#ZIAIIIul +ZII[(3/u+ Z)A”ul—-(2,u+ 2)A111u1]+
+A_1”[—,u£1,u‘—(,u—f—X)A”u‘+(3,u+Z)A”Iul]'—(2y+2)d_1 A1u2+

(3.6) +2}~A—1 A”,uz—A—”[(,u+ 3)A11“2]+Z}~111411u2 +Zzl(#A111“2)+ZIII(#A1“2)=0,

—(u+ A A0+ pd Aput — Ay [(p+ D Agutl+ pd At +
+Q@Cu+ X)LT, A —(u+ D)4, 4,0+ Ay [Bu+ A u?— pdyu?]—
"‘A_uz[(/H' A)AI u*+ #Alluz—(3/‘+ X)A”,uz] +Z1u (1411“1) +Zu (XA,”uz) =0.

Zbadajmy, kiedy uklad réwnan (3.6) dopuszcza rozwigzanie postaci

1

ul = ax+by,

37 u? = cx+dy.

Podstawiajac (3.7) do (3.6) otrzymamy

(b+C)Zn# =0,

(3.8) _ £
-3CAII#+0AIIZ =0,

Zwiazki (3.8) stanowia uklad réwnan jednorodnych na A u i 4;;2. Uklad ten bedzie
mial rozwigzania A;;u # 0, A;14 # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyznacznik bedzie
réwny zeru, czyli

3.9 alb+c) =0.
Rownanie (3.9) spelnione jest tylko przez b = —c i a = 0. Wida¢ stad, Ze tylko te spo-
§rod przemieszezen (3.7) spelniaja ukitad rownan (3.6), dla ktérych b = —¢ luba = 0.

4. Sformulowanie wariacyjne — prawa zachowania

Okre$lmy w D, funkcjonal dzialania nastgpujacej postaci:

(4.0 WDy = ) f (%mu ak—e)dr-

Dy 19
Niech 8, W bedzie wariacja funkcjonalu dzialania spowodowana wariacja postaci
doy*, a 6, W warlacja spowodowana wariacjg czasu dz. Nasuwajac operator 6, na (4.1)
otrzymamy

doW(Do) = Z{[’"i‘k dopulri— f (#*6o = 0o E)dT}-

Do
Wyliczajac dq¢ otrzymamy

- _ _
Z 0o = ZAAwmonéo)’m = ZTfAA(So #’k = Z [AA(Til‘so‘Pk)—AATi“so‘Pk]-
Dy Dy

Dy Do
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gdyz tatwo wykazaé, ze
42 A4 (@"8) i¢AAA£+£AA¢A,
42 247" = A,

dla dowolnych ¢ i &: D — R oraz ¢~ = ¢(f_,d). Wyliczajac z kolei 6, W(D,) mamy
1 !
6. WD) = > [—;—miﬂ‘ itkér—eér] .
Do o

Catkowita wariacja funkcjonalu (4.1) przyjmuje postaé

SW (Do) = ZJ' f (ZATg—muk)aow*err[makaowk+

Dy 70

+%mi¢kz}k6r——£6‘r] - fAA(iAéowk)dr}.

Latwo wykazaé, Zze dla dowolnych funkcji ¢! 1 &: D — R jest
Y o \ 1
(4.3) M aa@'e) = D 9N
Do 4Dy
Wykorzystujac ten zwigzek 1 oznaczajac

— dr
TN, = T

mamy

T

2 f A (Tdoy*)dr = 2 fl TV oo ytdr.

Dy 1 4D 1o

Ostatecznie wigc wariacja funkcjonatu (4.1) ma postaé

(44) (SW(DO) = 2 { f (21_/1 T,f‘—m'dk) (So 1/)de+ I:I’”l.lk(So 1/);‘+

Dy 0
1 o A
+§mit"itk57-—b‘5f] }— ZfTﬁN)éowde-
To

ADg 19

Korzystajac z zasady stacjonarnoSci dziatania [3] otrzymujemy po wprowadzeniu sit
Jx = fi(d, ) réwnania ruchu

4.5) AL TE+f = miy.
Wykorzystujac réwnania ruchu (4.5) oraz uwzgledniajac niezmienniczo$¢ funkcjonatu
dzialania wzgledem infinitezymalnej grupy przesunigé i obrotéw w czasoprzestrzeni

oy = e+ ey — 3",

ér =0, &= —¢*,
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mamy
46) WD) = {Z ([muk n_ f fkdr) 2 f T(N)dr}
4Dy 19
3 ' 1 T1
+ {‘Z (['n“[k%]]:c',— ff[k#’l]d'f) - 2 f Tff)lp,]dr}e“
Dy T0 A4Dp 1o
- 1 T . o 71 .
{Z (l -miyy, i — mis wk—e] + ffkwkdr) + Z fT;(N)wkdr}a.
Tg 4Dy 19

Uwzgledniajac dalej dowolnoéé statych &*, ¥, ¢ i zastgpujac §* przez i* otrzymujemy
Z (4.6) nastepujace prawa zachowania

dr [Z m”“] = Z T+ Zf‘“

ADy

@.7) [Z migeyy) = 3 T@vo+ Z Juwyn,

d (L L. . .
F[Z (—2-mu"uk+s)] = ZT,(‘N)u"+ kau]‘.
Dy 4D Do

Sa to odpowiednio prawa zachowania pedu, momentu pedu i1 energii. Wykorzystujac
zwigzek (4.3) i (4.2) prawa zachowania mozemy zapisaé w postaci

D s T+ fe=mik) = 0,
Dy

4.8) Z [(ZAT[/}( + fig— milp) iy + T[/;( Aapp) = 0,
Dy

D (AT +fi—miig) it — &+ T4 430 = 0.

Dy

Zwigzki (4.8) sa prawdziwe, gdy zbidr D, zastapimy jego dowolnym podzbiorem K z brze-
giem 0K. Ze zwiazkow (4.8) otrzymujemy wtedy nastepujaca lokalna postaé¢ praw zachowa-
nia

AAT+fi = mii,
4.9) T dawn =0,

E = T,?AAi‘k .
Prawa zachowania (4.7) i (4.9) wykazuja analogi¢ do odpowiednich zwigzkéw z klasycznej
teorii sprezystosci.



72 W. KuUreL

5. Zasada prac wirtualnych

Niech dou* beda wariacjami postaci funkcji «*. Wariacje d,u* powoduja zmiang e
postaci energii wewngtrznej. W celu otrzymania zasady prac wirtualnych zauwazmy, ze

(5.1) doe = p"®0oY10 = T A 1" = A—A(TkAaouk)_j—A Ti'oout,
gdzie wykorzystano wzér (4.2). Oznaczajche = E(D,) oraz stosujac réwnania ruchu
Do

1 wykorzystujac zwigzek (4.3), z réwnosci (5.1) otrzymujemy

(5.2) 00 E(Do) = Z TM o+ Z (fi — mii) o u*.
4Dy Dy
Prawa strona réwnoéci (5.2) jest praca sit f; —mii, oraz sit T{™ na wirtualnych przemiesz-
czeniach §,u*. Natomiast wielko$é 8o E(Do) = O, p*"®8oy 10 przedstawia prace wirtualng
Do

sit wewnetrznych, tj. pracg sktadowych napiecia p*® na wariacjach skladowych odksztat-
cenia 0oy 4. ROWnanie (5.2) stanowi tres¢ zasady prac wirtualnych. Ma ona analogiczna
tres¢ jak odpowiednia zasada w klasycznej teorii sprezystoéei.

6. Twierdzenie o jednoznaczmosci

Wykazemy, Ze réwnania (2.4) rozpatrywane w przypadku quasi-statycznym, jeéli
maja rozwigzanie, to rozwiazanie to jest jednoznaczne, tj. dwa rozwiazania tego samego
problemu brzegowego réznia si¢ tylko o dowolne ruchy sztywne. Dla dowodu zatéZzmy,
e rozwigzanie nie jest jednoznaczne, tj. Ze istnieja dwa rézne od siebie pola przemieszczen

e i it*, ktére spetniaja rownanie (2.4) oraz warunki (2.5). Niech wigc przemieszczenia

u* spelniaja zwiazki:
©.1) Ap@Pdoi)+ 1 = 0,
(6.2) Npo= DT,

oD 4D,
a pole przemieszczen #* speinia ten sam ukiad réwnan
(6.3) An(@i?Api)+fi = 0,
6.4) ka - Z F.

oD 4Dy

* ~
Wprowadzajac oznaczenia u* = uk—itk, T = TM™M~TM™ i odejmujac stronami (6.1)
i (6.3) oraz (6.2) i (6.4) stwierdzamy, Ze przemieszczenia u* speiniaja jednorodny uktad
réwnan przemieszczeniowych

(6.5) /J_A(afx’pdwul) =0,

(6.6) DT =o0.

04D
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Réwnania (6.5) odnosza si¢ do ciala dyskretyzowanego (D, &), w ktérego wnetrzu brak
sit f; 1 na ktérego brzegu wystepuja jednorodne warunki (6.6). Nalezy wykazal, ze we
wnetrzu ciata znikaja odksztalcenia y,4 i napigcia p®. Rozpatrzmy w tym celu prace

odksztatcenia D) p1®y 40 = D) TiA su*. Wykorzystujac zwiazki (4.2) oraz (4.3) otrzymujemy
Dy Dy

1 J—
(6.7) ZPA'D)’Aw = Z T{Muk— Z ATk,
Do DO

ADy

Wykorzystujac nastepnie (6.5) i (6.6) z réwnosci (6.7) mamy

D a5 = D) Ay oy, = 0.

Do DO

Skoro A4°T4 tworza funkcje dodatnio okreS§lona, przeto powyzszy zwiazek zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego d € Dy A'®"™ v 10yrs = 0. Po prawej stronie ostat-
niego zwigzku wyst¢puje energia sprezysta elementu E € &. Jest ona réwna zeru wtedy

tylko wtedy, gdy y.40 = 0, a to oznacza, Ze wektory przemieszczenia u(d), u(f,d) sa
ruchami sztywnymi (por. 2). W takim razie na mocy oznaczenia u = u—ii przemieszcze-
nia u i & réznia sie tylko o ruchy sztywne.

7. Twierdzenie o wzajemnoSci. Wzory Somigliany

Rozwazmy teraz dyskretyzowane ciatlo jednobiegunowe, ktore poddano dziataniu
dwu grup sit f; i f¥. Przemieszczenia oraz skladowe napiecia i odksztalcenia indukowane

przez te grupy oznaczymy odpowiednio u*, p1®, v 14, u*, pe, ¥ 10. Wykorzystujac réwnania

konstytutywne (2.3) mamy p®y,, = p?®y 1,. Podstawiajac zwiazki geometryczne 2.2)
i wykorzystujgc (4.2) mamy:

(7.1) ATy — A, TP = A (TFuY—uk A, THA.

Sumujac nastgpnie wielko§ci wystepujace w (7.1) po zbiorze D, oraz wykorzystujac
réwnania ruchu (4.5) w przypadku quasi-statycznym otrzymamy

(7.2) 2 TN + kaﬁ" = Z TEMr 4 Y ok,
4Do Do 4D, Do

Zwigzek (7.2) stanosi tre$¢ zasady Bettiego. Wprowadzajgc sity f*(do) = i, gdzie [ jest
ustalone oraz oznaczajac i#* = u{‘,)(do, d) mamy

(1.3) W(do) = D) fu®+ N (TOuO— Ty,

Dy 4Dy
gdzie T¥™(d,, d) sa spowodowane sila fi*(d,). Wzory (7.3) sa wzorami Somigliany w dy-
skretnej teorii ciat jednobiegunowych. Widzimy takze i tutaj petng analogi¢ do klasycznej
teorii sprezystosci.
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Peswome
JJUHEWHBIE 3ANAUM TEOPUU YIIPYTOCTHU JUCKPETU3NPOBAHHLIX TEJ

B paGote mano onpefeneHue OQHONOJIOCHOTO YIPYTOro Teja, ABJUILIETOCH YACTHBLIM CIIyUaent
JHUCKPETU3UPOBAHHOTO Tena. MCxoAs M3 OCHOBHOH CHCTEMbl YPAaBHEHHH, OMHCHLIBAIOLIMX [BHYKEHHE
OMCKPETU3HPOBAHHBIX TEJI, BHIBEAEHDI YPABHEHHMs [BMYKEHHA U ONpEAESIAIOIHE YPaBHEHNA JIMHEHHON
TE€OPHHM YIPYTOCTH OJHOIOJIOCHBIX AUCKPETH3MPDOBAHHBIX Tej. B pamikax 3Tol Teopuu chopmynupo-
BaHbI IIPHHLMIILI COXPAHEHHS] , IPUHIMIT BUPTYA/IbHBIX IIEpEMEILEHUI, TEOPEMa eAMHCTBEHHOCTH PeLIIEHHH
H Teopema B3auMHOCTy Bertu. JaeTcs Talioke IPOCTOi NpHMEP OLHOIOJIOCHOTO OHCKPETH3UPOBAHHOTO
Tena.

Summary
ON THE LINEAR PROBLEMS OF ELASTICITY OF DISCRETIZED BODIES

Monopolar elastic bodies are defined in the paper as a particular example of discretized bodies. Basing
upon the fundamental system of equations describing the motion of discretized bodies, the paper presents
the derivation of equations of motion and the constitutive relations of the linear theory of monopolar
discretized media. On the basis of that theory are formulated the conservation laws, the virtual work prin-
ciple, the theorem of uniqueness of solution and the Betti reciprocal theorem. A simple example of a mono-
polar discretized body is given.
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UOGOLNIONA FUNKCJA GREENA DLA NIESKONCZONEGO PASMA PLYTOWEGO

JAN GrRABACKI, GwWIDON SZEFER (KRAKOW)

1. Wstep

W pracy podamy efektywna konstrukcje¢ funkcji Greena dla nieskonczonego pasma
plytowego o brzegach swobodnych.

Jak wiadomo, wiasnosci funkcji Greena pozwalajg w prosty sposéb budowaé rozwia-
zania (co najmniej formalne) szeregu technicznie waznych zadan klasycznej teorii plyt.

Przedstawiona metoda konstrukcji stanowi przykiad zastosowania teorii ultradystry-
bucji [2], [3], [6) dostarczajacej niezwykle mocnego narzedzia rozwiagzywania probleméw
brzegowych.

Funkcji Greena poszukiwaé bgdziemy nie w klasie funkcji zwyklych, co wymagatoby
zalozen odpowiedniej regularnoéci i zachowania si¢ w nieskonczonosci, lecz w klasie
funkcji uogélnionych, tzw. ultradystrybucji, dzigki czemu uzyskane rozwiazanie jest ogol-
niejsze od klasycznego, a ponadto zezwala na zr¢gczne stosowanie szeregu pozbawionych
klasycznego sensu operacji. Zaleta metody jest takze i to, Ze obok ogdlnosci zezwala ona
na stosunkowo latwe obliczenie wszystkich nieelementarnych wyrazen i prosta interpre-
tacj¢ fizyczna.

Praca jest fragmentem obszerniejszego studium autoré6w w zakresie nieklasycznych
rozwigzan klasycznej teorii spr¢zystosci.

Nizej podano podstawowe okreslenia i definicje, z ktorych korzysta¢ bgdziemy w dal-
szym ciggu:

9 — przestrzen funkcji probnych klasy C§ o no$nikach zwartych

2=U2®),
2
gdzie

2(R) = {p(x): p(x) e C@ Asupp @(x) = 2},

przy czym supp @(x) — oznacza tutaj no$nik funkcji ¢(x);

@D* — przestrzen sprz¢zona z przestrzenig funkcji préobnych 9, czyli przestrzen liniowych,
ciagtych funkcjonaléw okre§lonych na 2, dalej nazywana réwniez przestrzenia
dystrybucji;

& — przestrzen funkcji prébnych «szybko malejacychy,

P = {@(x): p(x) eCEN /\AC\/k Ix"|lp(x)®| < Cm, k};
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&* — przestrzen sprzgzona z przestrzenia funkcji probnych &, dalej nazywana réwnieZ
przestrzenia dystrybucji temperowanych;
% — przestrzen analitycznych funkcji prébnych, catkowitych

Z = U ga,
gdzie

Zo = {p@: p@—analit A /\V Hlp@)] < G,

%* — przestrzen sprzgzona z przestrzenia funkcji prébnych &, nazywana réwniez prze-
strzenig ultradystrybucji.

Uogélniony operator Fouriera
Fo L [ . eax
na mocy twierdzenia Paleya - Wienera odwzorowuje bijektywnie
Ds» &,
Fo
Przyjmujac definicj¢ uogdlnionej transformaty Fouriera dystrybucji

(Folfl, > S L Folol); 9eD; Folple Z,

przestrzen Z* mozna traktowaé jak przestrzen &, — obrazu przestrzeni dystrybucji.

Wszelkie operacje na clementach wprowadzonych wyZej przestrzeni funkcji uogél-
nionych?’ rozumie¢ nalezy dystrybucyjnie — w szczegdlno$ci rézniczkowanie jest ope-
racja uogélniona w sensie Sobolewa,

D, o> = (fy =t

Poniewaz tradycyjnie przyjeto oznacza¢ parametr transformacji Fouriera przez o —
w dalszym ciggu uzywamy oznaczenia

Fo= T ... edx

skad wynika réwnowazno$é
=%, Z*x=2*

Uzywamy réwniez tradycyjnego oznaczenia F,[f] = f

1y przez funkcj¢ uogoélniona rozumie sie tutaj element &* lub 2* lub Z'*
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2. Sformulowanie i rozwigzanie zadania

Pasmo plytowe traktuje si¢ jak rozmaito§¢ rézniczkowalng w E, okre§long nast¢pu-
jaco (rys. 1):

oD

x 8(xy,%p) {

X1

Rys. 1

D= {x;,x;:x, €(=b,b) A x, € (—00, 0)};

0D = {x;, X1 |x,] = b A x, € (—0, 0)}.
Znalezienie funkcji Greena sprowadza si¢ do rozwiazania problemu brzegowego
.1 ViV = d(xy, X,)
(przy przyjeciu sztywnoéci plytowej K = 1);
o*w 0*w 0
S 4y—| =0,
(22) 6xf 6x§ oD
3w 3w
Frsl = +(2-v) T o |op 0,

gdzie d(x,, x,) = 0(x,)x §(x,) — dystrybucja § — Diraca (iloczyn tensorowy).

" W celu rozwigzania zadania zakladamy, ze w € Z*. Z zalozenia tego wynika, Z2e ope-
rator V2V? dziala w przestrzeni ultradystrybucji, czyli rozniczkowanie naleZy rozumie¢
w sensie Sobolewa.

Dzialajgc na (2.1) oraz (2.2) operatorem &, wzgledem zmiennej x, otrzymujemy

(23) [d%—a?]PW = 0(xy) - 1(o),

(2 2., —
W —aZvw|yp = 0,

2.4 . .
W — a2 (2—v)W;p = 0,
gdzie
4 d2
[ 2]2“'54—2(1 g’i"'a’

I(e) = H()+ H(— ),

H(a) — funkcjonat Heaviside’a.
Zadaniu (2.1), (2.2) odpowiada wigc w przestrzeni #, — obrazu zadanie (2.3), (2.4) co
oznacza, ze W jest elementem przestrzeni D% x Z*; tutaj D% — przestrzen dystrybucji
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transponowana. Rozwigzaniem réwnania (2.3) bedzie funkcja ultradystrybucyjna zalezna
(dystrybucyjnie) od parametru a (Sci§le biorac przez w rozumie¢ nalezy rodzing rozwiazan
ze wzgledu na «), gdzie a-argument & ,-transformacji. Do jego wyznaczenia wykorzy-
stamy twierdzenie [2], [6], na mocy ktorego rozwigzaniem réwnania

Lm[f] = 6(X1), xl eRl’
w ktoérym

maet o A"
L7= an dx?
jest funkcja f = foH(x,), gdzie f, — rozwiagzanie réwnania jednorodnego L™[f]=0
spetniajace warunki poczatkowe

fo(0) = fV(0) = ... = f§"2(0) = 0,

SED0) = -

m

d
+ ... +ala—'+ao,
1

Korzystamy ponadto z twierdzenia [2], {6], zgodnie z ktérym ultradystrybucyjne roz-
wigzania réwnan rozniczkowych liniowych o statych wspélczynnikach sa (z doktadnoscia

do mnoznika i = |/?1_) identyczne 2z rozwiazaniami klasycznymi. Przyjmujac wigc
wo = C, ch ax, + C,ax, ch ax, + C; sh ax, + C,ax, sh ax,
oraz wykorzystujac warunki:
wo(0) = w6(0) = wig) = 0;  wEV(0) = 1,
otrzymuje sie

C,=C,=0, C2=Tx3—, C, = TR
a stad
- 1
2.5) Wo = Z&ngnxl(axlchaxl—shaxl).

Aby spetni¢ warunki (2.4), do rozwigzania (2.5) dodajemy rozwiazanie réwnania jedno-
rodnego. Jest zatem

26) w= Jngnxl(axl chax, —shax,)+ A(a)chax, + B(a)ax,chox, +

+ C(o)shax, + D(x)ax, shax,,

przy czym state 4(a), B(«), C(a), D(«), wyznaczy¢ nalezy z warunkéw (2.4).

Wykonujac niezbgdne przeksztalcenia otrzymujemy uktad réwnan, ktoérego rozwia-
zanie daje wynik

B=C=0,

—-1  (14)*sh?f—4ch?*f—(1-»)*p?
40®  (1—»)[(3+»)shBchf—p(1—-»)] °
-1 (1+»)sh?B+2ch?p
4a®  (3+v)shfchp—p(1—»)’

Q.7 A=

D=

gdzie B = ab.
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Ostatecznie wiec rozwiazanie zadania (2.3), (2.4) ma postaé

(28) w _1.{[1_+-axle_“xl — _1 ﬂeaxl]sgn X, —

4o 2 2
(1 +1’)2Sh2ﬂ 4Ch2ﬂ (1—-1,)2/32 (1 +v)Sh2ﬂ+2ch2ﬂ
T =nG+nshpechF—BU—n]"" " T "G+r)shBchf—p(l—) “"ISh"‘xl}-

Wykonujgc transformacj¢ odwrotng, otrzymamy
2.9) w=Fs W] = Fo'lwol - Fo' [P, chax,]— F5' [P,ax,shax,],
gdzie dla zwigzioSci oznaczono
I (14+»)*sh?8—4ch?B—(1—»)2B2
403 (1-9)[3+»)shBchB—B(1-»)]’

1 (14+»)sh?f+2ch?B
4> (3+»)shfchf—B(1—») °

(2.10) o, =

D, =

Pierwszy skiadnik moZna napisa¢ w postaci

- 1 x 1
g‘—al[WO] =f61|:"ﬁe-axl:|+fal|:8a12 e‘“"l] _fal[gaa eaX;] +gal|:8‘fxlz eaxl]’

a nastepnie

- 1
(2.11)  F5'[Wo] =-df51[~&7;] ¥ .”ia‘[e‘“"]+.9°‘a’[8 2]%-”/"01[8'“‘]_

1

Wykorzystujac twierdzenie o splocie [2], [I] dostaniemy dla poszczegdinych retran-
sformat wyrazenia [4]

1 | 1
fa*[ga:, e | = - [eoz? — ¢, 22 In 2l % Oz — ixy),
Fit L “"J - ! 2—¢, 221 O(z+ix,)
0 8a3e —m[coz ¢ z%In|z|]] % 6(z +ix,),
1 1 .
1] *t e, | X, |z| ¥ 6(z—ix,),
(2.12) Fs [8a2e & 112] % 6( 1)
x4 1 .
Fi! [W eax‘.\ = mx1|2|%6(2+1x1),
. —1)3
gdzie ¢, = 2(2'1) cos 23- =1,
Co = 1.

Funkcjonaly 6 sa tu retransformatami odpowiednich funkcji wykladniczych.
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Uwzgledniajac w dalszym ciggu wlasnoéci splotu z d — funkcjonalem i traktujgc
otrzymane retransformaty jak analityczne funkcjonaly zdefiniowane na przestrzeni funkcji
prébnych Z, czyli

[r@9@dz,

gdzie I' — droga catkowania w plaszczyZznie zespolonej rozciggajaca si¢ od + 0o do — oo
oraz przyjmujgc, ze Im z = x,, a droga catkowania okre§lona jest prostg

T
argz = -

7 i< r(cosp+ising),

otrzymamy (z dokfadno$cia do mnoznika i)

(2.13) Fgllve] = 16Lnrzlnr2 = Té;(xf+x§)ln (xi+x3).

Uzyskany rezultat pozostaje w zgodzie z faktem, Ze przestrzen dystrybucji tempero-
wanych &* jest podprzestrzenia wilaSciwa przestrzeni Z*. Nalezy poza tym zauwazyd,
7e wystepujacy w rownaniu (2.1) operator biharmoniczny dziala w przestrzeni * N Z*.
PoniewaZ przestrzen &* jest zamknigta ze wzgledu na rézniczkowanie, wigc i w tym kon-
tekécie otrzymany wynik jest poprawny.

Znalezienie retransformat pozostalych dwéch skladnikéw (2.9) nastrecza znacznie
wiecej trudnoéci. Mozna je obej$¢ przez taczne zastosowanie twierdzenia o splocie i metody
KryLowa [5] przyblizonego obliczania calek Fouriera. W tym celu biorac

(2.14) F5 [0, chax,] = F5'[P,]%Fs [chax,],
Fi'[@,0x,shax,] = x,%5 ' [aD,) % F§' [shax,]

zauwazymy, Ze wystarczy skupié uwage na obliczeniu retransformat funkcji @, i a®,,
bowiem transformacje odwrotne funkcji hiperbolicznych daje si¢ z tatwoscig wyznaczyé
podobnie jak w (2.12)

2.15  F5'lchax,] = 0(z+ix,))+0(z—ix,), Fo'lshax,] = d(z+ix,)—d(z—ix,).

Dla zastosowania metody Krylowa funkcje @, oraz a®, przeksztalcamy do postaci

216) O = s 9=y
gdzie

= e e
2.17)

b, = [(14+»)sh28+2ch?B](1 + a)?

402[(3+»)shfchf—p(1—)]
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Dzigki temu, aproksymujac funkcje 51 oraz 472 wielomianami Legendre’a mozZemy
napisaé

Fi'[D,] = ——Z D (akb)ZA,k f cosaz(l +a)~"*da,

(2.18)

n-1 n—1 ]
1 —
F5'loBs) = 5= D) Ba(wub) D) du [ sinaz(+a)y-2da.
k=0 =0 0

Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze w oryginale [5] procedura Krylowa dotyczy zwyklej tran-
sformacji Fouriera. Jednakze dystrybucja temperowana istnieje jako ultradystrybucja
(droga catkowania moze by¢ przesunigta do dowolnej prostej Im z = const), adaptacja
metody sprowadza si¢ wigc do formalnego zastapienia zmiennej rzeczywistej x zmienng
zespolong z.

We wzorach (2.17) K 1 (ob) oraz (Pz(akb) oznaczaja wartoéci funkcji odpowiednio
@, oraz $, w weztach interpolacji, za§ Ay sa stabelaryzowanymi wspétczynnikami,
n oznacza ilo§¢ wezléw interpolacji, ktora moze byé przyjeta dowolnie w zaleznoéci od
zalozonej z gbry doktadnosci.

Przyjmujac n = 9, a nastgpnie wykonujac catkowanie przez czgsci otrzymujemy

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(219) fal[d)l] = F{Bo-*-?Bl +—3—Bz+ zB3+—5'B4+ "6—‘Bs+ 7B6+—8_B7+ ng'*‘
1 22 [1 1 1 1 1 1
+ 108~ b2[6 B+ 54 Bs+ g5 Bet 1op Bs+ 319 Be + 336 8
+—r B+—L B LBl L g L, Lp L g
530 22t 720 %o | T e | 120 P+ T 720 P5 t 252006 T 6720 O7 T

1 1 [ 1 1 1
+ 15120 B0 30240 2 +F[smo Bs+ 20320 81+ Teiaa0 Dot

#B is— 1 B L By | + sinici—z——
+ 604880 ° | + 5% | 362880 “* T 3628800 ° 5%

1z 1 z7 1 z?
—cos i b][ 326 ¥ 20 B4t 37 soa0 B X
1 .z .z z .z||221 41
X36288038]+[Smb Sip Teosp b”b_ziB"bTﬂB”

N U DN L N |
5 720 25~ 5% 30320 27 5 362880 °

6 Mechanika Teoretyczna
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1(z[1 I 1 1 1 1 1
g =1 - !~ |1 _ . I N N —_—
(2.19) #5'[aP,] b{b[231+632+ 1233+2OB4+ 3OBS+4ZB6+56B7+
[c.d.]
1 1 21 1 1 1
+ﬁB"+9_oB9] _F[EZB“L 156 Bs+ 30 B+ gao B +
1 1 1 S 1
B R .
* 680 27 % 3024 B¢ 040 9] t s [720 Bs+ 540 B+
1 ! 1 1
*+ 0160 27+ 6oag0 Be t 15120039]“17[40320 By +
1 1 z° 1 .z .z z
* 362880 ¢+ 1814400 39] *+ 5% 3628800 B9+[S”‘F°‘$“°°53x

.z z2 1 24 1 z% 1 8 1
X S‘?] [_b_2531+b_4ﬁ33_b6 720 55+ 3% o320 B~
z10 1 .z .z z .z z z2 1
- WT%WBQ] + [SlﬂgSlg +COS—ECI?] . [ — Z‘BO'I' FBZK -

z5 1 z7 1 z° 1
~ %5 120 B+ + 57 5040 B¢~ B 3628800 BB]}.’
9 Ny :
Tutaj B, = ZA,ka(l)z(alb), przy oznaczeniu 5(1)2 =@, v &,
i=o0 .
Wzory (2.14) z uwzglgdnieniem (2.15) i (2.19) daja lacznie postad poszukiwanych
retransformat.

-Uwzgledniajac jak poprzednio wlasnosci splotu z 6 - funkcjonalem i wybierajac te
sama co poprzednio drogg calkowania otrzymamy w efekcie funkcje zmiennych rzeczy-
wistych x;, x, jako wynik ostateczny.

“Suma (2.13) oraz (2.14) przy uwzglednieniu (2.15) i (2.19) jest poszukiwana funkcja
Greena dla nieskonczonego pasma plytowego, postawione wiec na wstepie zadanie uznaé
nalezy za rozwiazane.

Zauwazmy, ze wyraZzenie (2.13) jest znanym rozwigzaniem podstawowym operatora
biharmonicznego, zgodnie wigc z okre§leniem funkcji Greena stanowi jej cze§é osobliwa.
Wzory (2.14), (2.15) daja jej cze$¢ regularna.

3. Zakonczenie

Jak wynika z przytoczonych rozwiazan, zastosowanie elementow teorii ultradystrybucji
okazalo si¢ trafnym i zrgcznym sposobem konstrukcji rozwiazania problemu (2.1), (2.2).
Nasuwa si¢ pytanie czy stosowanie tego aparatu bylo konieczne?

By w pehi udzieli¢ odpowiedzi zauwazmy, Ze retransformaty poszczegdlnych cztonéw
wyrazenia (2.8) nie istnieja w zwyklym sensie, a nawet jako dystrybucje. Mozna je znalezé
Jjedynie w przestrzeni Z*, a wigc istnieja tylko jako ultradystrybucje. Uogélniona w sensie
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przestrzeni 2* posta¢ funkcji Greena ma, jak to pokazano [wzory (2.13), (2.14), (2.15)
1 (2.18)] ksztalt

i , , i .
G w= T [eoz?—22In|2|] % [8(z—ixy)+ 8(z+ ix,) + Wx,lzle(—[é(z—txl)+
) n-1 n—1
R
O+ i) - {[Z BSis| % B iv) + i)+ D) Bsioa| %
k=0 k=0

K[OG +ix) =8 G=ixpl},
gdzie ££_,, F5_, sa odpowiednimi catkami w (2.18). Odsiewajace wlasno$ci 4-funkcjonalu
pozwalaja stad otrzymaé rzeczywistg posta¢ funkcji Greena

1
B2 w= T6n [(x;— &)+ (x2— £2)%1In [(x = £,)* + (x; = &)1+ R(xy, x3, &4, &),
gdzie cze$é regularna R(x,, x,, &;, &) okredlona jest zwigzkami (2.19) przy podstawieniu
Imz = x,; argz=% oraz x, = x—&;; x, = x,—&,.
Warto w tym miejscu jeszcze pokazad, Ze otrzymane rozwiazanie spetnia warunki réwno-
wagi. W tym celu wykorzystamy nastepujaca walasno§é &, — transformacji:

[+ [+
[ [ retax] _ = [ fods = Folfleco.
Spelnienie warunkéw réwnowagi oznacza, Ze zachodzi réwnoé¢.
(3.3) /\ [ Qo dlo@+ [6(x;, x)d2 =0,
QcD o002 2
gdzie Q, oznacza sil¢ poprzeczng.

Jako kontur catkowania wybra¢ mozna (bez szkody dla ogdlnosci) kontur Q2 =I", u T,
gdzie

r = {xz € (—o00, ©); x; = 0+},
I, = {x,e(—00, 0); x;, =0_}.
Warunek (3.3) przybiera wtedy postaé

[0:04, x)dx,+ [ 0,0, x;)dx, +1 = 0;
ry FZ .

uwzgledniajac zwigzek ‘
0

= — Vw
o PR
otrzymamy po transformacji
O: = — POt a2,

Stad po podstawieniu (2.8)
1 (14»)sh®ab+2ch?ab
2 3+v)shabchab— ab(l —»)

Q~1 = %sgnxlchaxl— shax,,

6*
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a po przejSciu do granicy @ - 0, x; — 0,

~ l - 1
Qila=o = =753 Qije=0 = =7
Warunek rownowagi przybiera teraz postaé
le x1=0+dx2+ le'xl=0_dx2+l = —-1+1=0.
I r,

Uzyskane rozwigzanie (3.2) spelnia wigc warunek réwnowagi, co zamierzano pokazad.
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Pesome
OBOBUIEHHAS PYHKUUSA T'PUHA IJ1I BECKOHEUHOM ITOJIOCKHI

B paGorte maH mMeToX KOHCTPYKUMM 0600ILEHHBIX dyHKumit I'piHa mis GecKOHEUHOMH MOOChI CO CBO-
GOMHBIMU KpasiMU. PellleHHe IOJIYYECHO NMyTeM MPHUMEHEHMA OGOOLEHHBIX GYHKIMM (TaK HAa3BIBAEMBIX
«ynbTpa-pacnpenenenuit»). Ha aToif ocHOBe ymanoch 3HaUHTENBHO OCNAGHTH NPEIIOTIOMEHHA O pery-
JIAPHOCTH PEILUCHHA , PACIIPUTh BO3MOXKHOCTH BBEJCHUA MHOIMX ONepauuil, He HMEIOIUX KJIACCHYECKOTO
cMbICiIa M Ap. JaHHbIH MeTox oKaabiBaeTcst 3G eKTHBHBIM, a OKOHYATE/IbHBIC BLIYHCIIEHHS, 110CTIe TIPH-
meHeHus merofa KpblioBa — asiementapHbl. PaboTa ABJIAeTCA NpHMEPOM NPMMCHEHHS YJIbTpa-pacipe-
AeNeHUit K TPaHMUHbIM 3a0a4YaM TEOPUH YIPYLOCTH.

Summary
GENERALIZED GREEN’S FUNCTION FOR AN INFINITE PLATE STRIP

In the paper is constructed the generalized Green function for an infinite plate strip with free edges.
The solution is found by means of ultradistributions what makes it possible to weaken the assumptions, to
increase the possibility of performing certain operations which are not applicable in the classical sense, and
to make the considerations more compact. It should be stressed that the method presented is effective, and
the final results — after application of the Krylov method of approximate evaluation of Fourier integrals —
are elementary.

The paper represents an example of application of the theory of ultradistributions to the boundary
value problems of elasticity.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 maja 1972 r.
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WYZNACZANIE ZMIAN STALYCH SPREZYSTOSCI MATERIALU WYSTEPUJACYCH NA
GRUBOSCI MODELU GIPSOWEGO

JozeF WRANIK (GLIWICE)

1. Wstep

Warto$ci naprezenn w elementach konstrukcji budowlanych znajdowane na drodze
pomiaréw odksztalcen modeli gipsowych, przy niewystarczajacej znajomoéci cech spre-
zystych materialu modelowego moga mie¢ znaczne bledy. Zauwazono to w pracach do-
$wiadczalnych na modelach gipsowych swobodnie podpartych tarcz prostokatnych o sko-
kowej zmianie gruboéci. Wyniki badan znacznie réznity si¢ od wynikéw otrzymywanych
sposobami: analitycznym i elastooptycznym.

W celu wyja$nienia przyczyny tych rozbiezno§ci przeprowadzono badania zmiany
stalych sprezystoéci E i » na grubo$ci plyt gipsowych. Badania wykazaly, ze plyty gipsowe
wykonywane sposobem opisanym w dalszej czg§ci pracy sa niejednorodne.

Na fakt zmiany modutu sprezystoéci zwrécono juz uwage w pracach [1]1 [2], jednakze
zjawisko to nie zostato ujete ilo§ciowo. W pracy niniejszej podany jest sposéb ustalania
zmiany modulu sprezystoSci E, zachodzacej wzdluz wysokoéci przekroju plyty gipsowej.

2. Spos6b okreslania zmiany warto$ci modulu sprezystoSci E na grubosSci elementu modelu gipsowego

Do odlewania plyt gipsowych zastosowano zaczyn o wysokim stosunku wagowym
wody do gipsu, a wigc zupelnie pltynny. Zaczyn ten wylewano na poziomg plyte szklana.
W czasie wigzania op6Znionego przez dodany inhibitor, nastgpuje sedymentacja czastek.

lP P
Aa l Z

Rys. 1

Sedymentacja ta oraz r6zne warunki wigzania na powierzchni plyty gipsowej i od strony
dna formy powoduja, Ze modul sprezystoci E nie jest jednakowy na calej grubosci plyty
i zmienia si¢ wedtug pewnej funkcji.

Okre§lenia zréznicowania modulu sprezystosci £ na gruboSci plyty gipsowej dokona-
my na wycietej z tej plyty belce, poddanej czystemu zginaniu momentem M = Pa (rys. 1).
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W przekrojach dostatecznie odleglych od strefy przylozenia sit zachowana jest zasada
plaskich przekrojéw. Wykres odksztalcen ¢, jest wigc liniowy (rys. 2). W zwigzku ze
zmiana cech sprezystosci na wysokosci przekroju poprzecznego belki 0§ obojetna nie
lezy w polowie wysokosci /.

& .
‘_g | | | x
6X

Y

Y1

Rys. 2

Zmiang modulu sprezystoéci £(y) gipsu wzdtuz wysokoéci belki o szerokoéci b; mozna
zastapié w obliczeniach zmiang szerokosci b(y) belki o stalej wartosci E, (rys. 3). Por6w-
nawczy modul sprezystoéci E, musi mie¢ warto§é dowolnie wybrana sposréd rzeczywi-
stych warto$ci, wystepujacych w przekroju. Do dalszych rozwazan wybieramy warto§¢
modulu sprezystosci E, w polowie wysokoéci przekroju.

b(y)

N "R

h, L

— d r

3 | y-‘?
_.;y -

hy| k. e

2 {Ud

Zalezno$é miedzy modulem spr¢zystosci E(y) a zastepcza szerokodcia b(y) opisuje
WwzOr

(L) b0) = - EO).
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Naprezenia wystgpujace w belce o szeroko$ci b, i zmiennej warto$ci modutu E(p) réw-
naja sie

(12) o) = 2 22,
lub
(1.20) o) = 222D,

gdzie wprowadzono zastgpczy moment bezwladnosci
Yg b Ya
(1.3) J, = fb(y)yzdy=E—l f E(y)y*dy.
Yd 0 Ya

Odksztalcenie ¢.(y) wyraza si¢ nastepujaco

o(y) My E(y) | My

(1.4) ex(y) = EG)  J; Es EG)  Eod,

Odksztalcenia e.(y) sa liniowe i osiagaja zero dla y = 0. Otrzyma¢ je mozemy z po-
miaréw tensometrycznych, przeprowadzonych dla okre§lonego momentu zginajacego M.
We wzorze (1.4) nieznane s3 zatem wielko$ci E, oraz J,.

Aby je wyznaczy¢ przeprowadzimy kilka pomiaréw belek o coraz mmejszych wyso-
kosciach, otrzymywanych przez zdejmowanie zewnetrznych warstw badanej belki.

Z pierwszego pomiaru odksztalcen ¢,,, belki o pelnej wysokoéci A, otrzymu_lemy jej
rzeczywista sztywno$¢ na zginanie
(1.5) Eody = 22,

Ex,l

przy czym E, i J; sa w dalszym ciqgu nieznane. Ponadto ustalamy przy pierwszym pomia-
rze punkt (0,) osi obojetnej czyli zerowych odksztatcen.

Nastepnie zdejmujemy cienkie warstwy o jednakowych grubosciach é,, z gbry i z dotu
belki. Otrzymujemy w ten sposob bele o zmienionej wysokosci 1, = h; —248, 1 pewnej
sztywno$ci EyJ,. :

Dla belki tej dokonujemy pomiaru odks_ztalcer_’i, uzyskujqc wartoéci &, oraz polo-
Zenie punktu (0,) o zerowej wartoéci odksztalcenia. JeZeli punkt 0, nie znajduje si¢ w po-
towie wysokosci #,, ponownie zmniejszamy wysoko§¢ belki, ‘mierzymy odksztalcenia
i ustalamy potozenie punktu o zerowej warto$ci odksztalcenia.

Postepujemy tak do chwili, gdy o§ obojetna znajdzie si¢ w polowie wysokoSci belki.

Zatézmy w dalszym ciagu, Zze w ostatnim a-tym pomiarze wykres odksztalcen przed-
stawia sie, jak na rys. 4, tzn. odksztalcenia osiagaja warto§¢ zerowa w potowie zredukowa-
nej wysokoéci (h,) belki. Mozemy wédwczas obliczyé warto§¢ momentu bezwladnosci J,,
jak dla belki prostokatnej o stalej warto$ci E,

n3b,

(1.6) Jy = 12
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a nastepnie ze wzoru (1.4) obliczyé

My M h
a7 Fo = e ~eadn 27

gdzie M — moment zginajacy, jakim obcigZzono belke o wysoko$ci zredukowanej z war-

toSci h; do h,, ¢, — zmierzone odksztalcenie w odlegloéci y? = % od $rodka, odpo-

wiadajace momentowi M.

/2 . /2

Rys. 4

Ze wzoru (1.7) obliczy¢ mozemy modut E,, a tym samym dla poprzedzajacego

(n—1)-szego pomiaru, mozemy obliczyé J,_; wedlug wzoru
. My?_ }

(1.8) J"—l l yn 1 1 Myd—l

= E = d
EO 55,;--1 EO ex,n—l

WielkoSci ze wskaznikami g lub d dotycza odpowiednio gérnych i dolnych” skrajnych
wiékien belki.

9
-1

2t

7}
hn
hﬂ/ 2 ] Pp/o

yﬂ‘{,L ‘| yg-l
N
!

.?_g _{, )
o

n-1
Rys. 5

Jezeli ciagla funkcje b(y) przedstawiong na rys. 3 zastapimy wykresem Zmieniajacym
si¢ w spos6b skokowy (rys. 5 i 6), wtedy przekrdj belki uzytej do (n— 1)-szego pomiaru
obliczymy z dwu nastgpujacych warunkéw:
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a) moment statyczny przekroju belki wzgledem osi przechodzacej przez punkt 0,_,
jest réwny zeru,

b) moment bezwladno$ci przekroju belki wzgledem punktu 0,_, jest réwny obliczo-
nemu ze wzoru (1.8) momentowi bezwtadnosci J,_, .

Z obu warunkéw otrzymujemy uklad réwnan (1.9).

1 1 1
(1.9a) (}’3—1_ Eén—l) bi_,— (.}’;1_1 - 76"_1) b)‘-_x = — T—-x F,.e,,,

62, 1 2 82, 1 1.,
(1.9b) 2 + yﬁ_x—-z—én—x bi_,+ T'l‘ _}’}'._1—56;-—1 by =

= (J —I_Jll_Fll'el%—l)

1
61.—1 '

gdzie F, = b, -h,
Z ukiadu réwnan (1.9) obliczyé mozna bg_, i b3_,.

bifl
b;

—

=
' bisy ]
bi

”

Rys. 6

Warto$ci odksztalcen belki uzytej do i-tego pomiaru pozwolg obliczyé wartosci bf i b¢
wedlug wzoréw (1.10).

Otrzymany w ten sposéb i-ty zastgpczy przekréj przedstawiono na rys. 6. Wystepujace
we wzorach (10) wielkosci Jiy.,, Fi+, otrzymano z obliczen belki dla (i+ 1)-szego pomiaru.

1 1 1
(1.10a) (y,“— 5 6,-) bf— (y‘,—’— 5 5.‘) bf = —Fiyy(ei—eiy) 3
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(o) |9 (-"—162b9+ I (PR o PP
. T2 T ViT g o Tl T Wi 5 o i =

1
= [Ji—=Jit, _Fi+1(ei_ei+1)2] TI’

. My? . . .
gdzie J; = Ei 8gy' — moment bezwladno$ci przekroju belki dla i-tego pomiaru,
0 ' “x,i N
1 My?, L. . . .
Jit1 =T e ~ = -—moment bezwladnosci przekroju, belki dla (i+ 1)-szego
0 X, i+ 1 .

/ .pomiaru,

d; — grubosci kolejno zdejmowanych warstw,
Fiy1 — pole przekroju poprzecznego belki dla (i + 1)-szego pomiaru.

Przejscia od szerokosci zastgpczej b(y) do modutu sprezystosci E(y) dokonujemy za
pomoca wzoru (1.1).

Zmiany wartoéci wspélczynnika Poissona » okre§lamy na podstawie kolejnych po-
miaréw odksztatcen jako

e
v = —8g" ,
i
(1.11) *
d
d Ez,1
vy = VIR
Ex,l
dzie &f;, &2 ; — odksztalcenia mierzone w kierunku prostopadlym do plaszczyzny x
g 7,0 &z, p p yzny x, y

na goérnej i dolnej powierzchni belki.

3. Przyklad liczbowy wyzaczania zmiany modulu sprezystoSci E w plycie gipsowej

Dla ilustracji omdéwionego sposobu przeprowadzono pomiary na belce wycigtej z plyty
gipsowej, przechowywanej w suchym pomieszczeniu przez okres okoto 6 miesigcy.

Plyty gipsowe wykonano z zaczynu gipsowego o stosunku wagowym w: g = 0,6 z do-
datkiem cytrynianu sodowego w ilosci 0,04%;. Sktadniki te wymieszano za pomocg mie-
szarki elektrycznej i wlewano przez sito o oczkach 1 mm? do formy otwartej gora, ulozonej
poziomo na ptycie szklanej. Okolo pdt godziny po napetnieniu formy, kiedy woda stojaca
na powierzchni zaczynala gwaltownie wsigkaé w plyte, rozbierano forme, a plyt¢ po paru
godzinach przenoszono do suchego pomieszczenia. Na skutek powstawania menisku wy-
puklego w wypelnionej po brzegi zaczynem formie oraz pecznienia zaczynu gipsowego
w czasie wigzania, plyty uzyskiwaly grubo$ci wieksze od wysokoSci formy. Plyty mialy
grubo$¢ 5,35 cm. '

Pomiardéw odksztalcen ¢, belki gipsowej wycietej z plyty dokonywano dla trzech réz-
nych wartoéci momentu zginajacego. Dla kazdej warto§ci momentu zginajacego wykony- .
wano trzy serie odczytéw. Uzyskano w ten spos6b 9 serii odczytdéw, z ktérych obliczono
§rednia warto§é odksztalcenia w kazdym punkcie pomiarowym.
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W celu ustalenia zmian modulu E(y) oraz wspéiczynnika Poissona »(y) przeprowadzo-
no metoda tensometrii elektrooporowej pomiary na belce gipsowej przedstawionej na

rys. 7. .
Na kazdej z bocznych $cian belki naklejono wzdtuz pionowej osi symetrii 9 czujnikéw,

na jej gérnej za$ i dolnej powierzchni po dwa czujniki, prostopadle wzglgdem siebie usy-
tuowane. Czujniki na bocznych $cianach stuzyly do kontroli prostoliniosci przebiegu od-

ksztaicen.

Czujniki eleklrooporowe
|1 .
] 1" 1

5,35cm j,=5,35cm
p

_Lpi(]cm

mvun |
ki 1

Rys. 7

Wyniki pomiaréw odksztalcert dla przekroju w stanie poczatkowym przedstawiono na
wykresie (rys. 8a).

Nastepnie zdjeto z gory i z dohu warstwe o grubosei 6, = 2,25 mm, naklejono ponownie
czujniki i dokonano pomiaréow odksztatcen, uzyskujac ich wykres (rys. 8b). Dla nast¢pnych
kolejno zdejmowanych warstw o grubodciach ¢; = 2,5 mm, 2 mm i 2 mm dokonano po-
miaréw i sporzadzono wykresy odksztaicen. Przedstawiono to na rysunkach 8c, 8d i 8e.

Q) b C) d) & p
g -6 -§ - -8 6 -8
o0 1000 1510, us-10”’, 189-10 25810
f P |-
- f T ! =
3 ‘\ ‘\ ]\ - ;
:P\\ \\ \\ \\ —

Q)

- . . —— . s . Y% . NG
‘é 0, o 03 [

g 0, Q-;]' 2 % g_

I o < LM

535
b

15

Rys. 8

Przy piatym pomiarze odksztalcenia osiagnety warto$¢ zerowa w polowie wysokosci
belki. Dla kontroli przeprowadzono jeszcze pomiar szosty, ktorego wyniki pokrywaly sie

z wynikami pomiaru piatego.
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Na podstawie pomiaru piatego obliczono

3-
Js = 3’?2 3 - 11,65 cm*  wedlug (1.7),
_ 100-1,8 1 B . ]
Eo= 765 "T80.10-s ~ 5>8:10° kG/em?,
Fs = 3,6-3 = 10,8 cm?.

Warto$¢ momentu bezwladnoéci J, w pomiarze czwartym obliczono na podstawie znalezio-
nych wartoéci Js, Eo i F5 ze wzoru (1.8)

_ 1 100-2,01
~ 85,5.10% 146.10-°

Na podstawie wzordéw (1.10a) i (1.10b) otrzymano uklad réwnan

1,9154—1,896% = —0,54,
3,65b9—3,58b4 = 22,0,

J, = 16,05 cm*.

z ktérych obliczono b4 = 2,88 cm; b§ = 3,21 cm; F, = 12,02 cm?.
Wartoéci J,, b, 1 F, stanowig podstawe do obliczania wartosci J5, b4, b3 i F;.

80’ T2k6/ent 30kefem”
I 7
1 73:4 N _IL
—] 032523 M
E, <8581 kifom® _ 3
N
g oy
3 NRRR
SIS
918 e
N,
1 7410 AW
1 430 RN
] \ Ry
1762108 575 k6jem® 117 kG/cin®

a) Wykres moduly E po gruboscr

plyty gipsowej b) Wykres noprezen 6;

Rys. 9

Otrzymuje si¢ J, = 23,0 cm* oraz uklad réwnan
2,1765—2,035% = —3,61,
4,7165—4,12b% = 34,4,
z ktérych obliczono 5§ = 2,91 cm; b4 = 4,96 cm; F; = 13,60 cm?.
W podobny sposdb obliczono pozostale wartosci:
by =2,56cm; b4 =5,00cm,
b =1,33cm; b? = 6,23 cm.

D N
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Na podstawie wartoéci b¢ i bf obliczono wedhug (1.1) odpowiednie wartosci rzeczy-

wistych modutéw sprezystosci podiuznej Ef i EY.
Wykres zmiany modutu £ w badanej plycie na jej gruboéci przedstawiono na rys. 9a.
Odpowiada temu wykres o, w rozpatrywanej belce o zmiennym module spre¢zystoéci

E(y), przedstawiony na rys. 9b, dla M = 100 kGem.

Na rys. 10 przedstawiono wykres zmiany wspoiczynnika Poissona »(y).

0215

hy = 835¢em

j0.218

0,224

[2.226

Rys. 10

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna stwierdzié, Zze po zdjeciu zewnetrznych
warstw plyty gipsowej, otrzymuje si¢ ptyt¢ o strukturze zblizonej do jednorodnej. W wyko-
nywanym do§wiadczeniu aby otrzymac¢ ptyt¢ jednorodna trzeba bylo z plyty o gruboéci
5,35 cm zdjaé z kazdej strony warstwe gruboéci ok. 0,88 cm.

Orientacyjnie mozna przyja¢, Zze plyty gipsowe przeznaczone na elementy modelu
jednorodnego powinno si¢ wykona¢ o gruboéci okoto 1,5-krotnie wigkszej od wymaganej

grubosci elementéw modelu gipsowego. Wniosek ten dotyczy ptyt o znacznych grubo$ciach,
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Pesome

OIMPENEJIEHUE U3MEHEHUI VIIPYTUX TIOCTOSHHBEIX MATEPHAJIA
MO TOJIUMHE I'MITCOBOY MOIEIU

B paboTe paccMOTpeHO ONBITHOE ONpejesieHKe YIPYTHX IIOCTOSHHBIX E U » B TOJIE FHICOBOM ILIa-
CTHHKH, TIOJIyYaeMOil IIyTeM CIMBAHUA MKUAKOrO THIICOBOIO PacTBOPAa HAa TOPHU3OHTAILHYIO CTEKJISIHHYIO
miacTHy. CTPYKTypa IOJy4YaeMOro TaKUM oOpaszoMm THIICA HEOOHOPOAHA.

Tlpepnaraercsa meTon onpenesieHUsI YIPYTUX MOCTOAHHBIX E M ¥ 110 TONLUMHE IIIACTHHKH, COCTOALIMIA
B u3MepeHuHn Hedopmaumii naruba OanxH, BbIPE3aHHONH H3 3TOM IIACTHHKH.

Summary

DETERMINATION OF CHANGES OF ELASTIC MATERIAL CONSTANTS OCCURING ACROSS
THE THICKNESS OF A PLASTER MODEL

The paper is dealing with experimental determination of elastic constants E and » in a plaster plate
produced by pouring the liquid plaster paste over a horizontal glass panel. The structure of such a plate is
non-homogeneous. On the basis of strain measurements of a plaster beam cut out of such a plate and sub-
jected to bending, the variation of elastic moduli E and » across the thickness of the plaster plate can be
determined.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 3 maja 1972 r.
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PRZYKLADY ULTRADYSTRYBUCYJNYCH ROZWIAZAN PASMA PLYTOWEGO

JAN GRABACKI, GWIDON SZEFER (KRAKOW)

1. Wstep

W pracy przedstawione bgda rozwigzania wybranych zadan klasycznej teorii plyt,
uzyskane przy uzyciu transformacji Fouriera w przestrzeni ultradystrybucji. Transformacije
tego typu nazywaé begdziemy dalej &, — transformacja.

Znaczenie teorii dystrybucji w problemach brzegowych mechaniki jest powszechnie
znane; uogdlnienie rozwiazan na przestrzen dystrybucji temperowanych i ultradystry-
bucji niesie ze soba dalsze korzysci. '

W pracy cheemy pokazad, Ze zastosowanie aparatu ultradystrybucji ma nie tylko cechy
zabiegu formalnego i matematycznej elegancji, ale rowniez znamiona zrecznego i wygodne-
go algorytmu praktycznego. Istotnym elementem stanowiacym o przewadze omawianej
metody nad klasyczna transformacja Fouriera jest to, ze zastosowany aparat nie wymaga
%adnych zaloZefi dotyczacych regularnosci, zachowania w nieskonczonoéci itp. Fizyczne
znaczenie tak otrzymanych rozwiazan podkre§la przy tym twierdzenie, ktére orzeka, ze
ultradystrybucyjne rozwigzania probleméw brzegowych sg identyczne z rozwigzaniami
klasycznymi, o ile te ostatnie istnieja. Wynika stad, Ze nawet wtedy, gdy zadanie moZna
rozwigzaé metodami tradycyjnymi, stosowanie ultradystrybucji prowadzi do wynikéw
identycznych. Je§li zatem uda si¢ pokazaé, ze operowanie tymi uogélnionymi pojeciami
prowadzi poza wspomniana ogdlnoécia rowniez do wygodnych, latwych i efektywnych
obliczen — to korzy$ci wynikajace ze stosowania tych §rodkéw beda bezsporne. Te ostatnie
walory latwo zademonstrowa na prostym przykladzie. Mianowicie, w wielu zadaniach
plaskiej teorii sprezystosci (tarcze, plyty) przy zastosowaniu transformacji Fouriera napo-
tykamy wyrazenia typu g(a)h(ax), ktoérych retransformaty # ~![g(a)h(ax)] istnieja (w zwy-
ktym sensie), lecz obliczenie ktérych nastrecza duze trudnoéci rachunkowe (zazwyczaj sa
to zlozone calki nieelementarne). Zastosowanie twierdzenia o splocie mogtoby tu utatwic¢
obliczenie, ale zazwyczaj bywa tak, Zze o ile wykonanie operacji & ~![g(«)] nie sprawia
wigkszych trudnodci (w ostateczno$ci mozna skorzystaé z efektywnych metod przyblizo-
nych) — to retransformata & ~![h(ax)] nie istnieje. Typowym przykitadem takiej sytuacji
moze by¢ funkcja h(ax) = chax, ktorej retransformata nie istnieje nawet w sensie dystry-
bucji Schwarza (temperowanych). MozZna jednak pokazaé, Ze retransformata tej funkcji
istnieje w przestrzeni ultradystrybucji. Dzigki temu mozna tu stosowaé twierdzenie o splo-
cie (uogblnionym), a wynik operacji uzyskuje si¢ tatwiej, niZ w przypadku transformacji
odwrotnej calego iloczynu.
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W pracy niniejszej zetkniemy si¢ z podobnym przypadkiem niejednokrotnie.

Celowo ograniczyliSmy przy tym temat do takich zadan, ktére mozna by rozwigzaé
metodami klasycznymi, wzglednie ktérych rozwiazania sa wprost znane. Pragniemy tu
bowiem poda¢ nie tyle rozwiazania nowych zagadnien, ile zilustrowaé mozliwosci i zasto-
sowania teorii ultradystrybucji.

Rozwigzano wi¢gc w pracy nastgpujace zadania:

zadanie I — pasmo plytowe z jednym brzegiem utwierdzonym, a drugim swobodnym
obciazone silg skupiona (rys. 2a);

zadanie II — pasmo plytowe jak wyzej, lecz z obcigZeniem liniowym (rys. 2b);

zadanie III — pasmo plytowe jak wyzej, obciazone sila skupiona na brzegu swobodnym
(rys. 2c).

X

dxy-b,xy) /
2 X3

Rys. 1

W dalszym ciagu podamy definicje i okreélenia pojg¢ uzytych w pracy.
9 — przestrzen funkcji prébnych klasy C® o noénikach zwartych, czyli

2 =U 2(9),
2

gdzie 2 € R, oraz
2(2) = {p(x) : p(x) € C& A suppo(x) = 2},

przy czym supp @(x) oznacza tutaj noénik funkcjip(x);

9* — przestrzen sprzg¢zona z przestrzenig funkcji prébnych 2, czyli przestrzen
ciagtych funkcjonaléw liniowych okre§lonych na 2, dalej nazywana réwniez przestrzenia
dystrybucji;

& — przestrzen funkcji prébnych «szybko malejacych»

& ={p@:9x)eC>a N\ [x™1¢¥8] < Cuui}s
m,k Cm,k

&* — przestrzen sprzg¢zona z przestrzenia funkcji prébnych &, dalej nazywana réwniez
przestrzenia «dystrybucji temperowanych»;
Z — przestrzen analitycznych funkcji prébnych i calkowitych

¥=U%Z.,
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gdzie
2. = {v@:y@analitn \\/ [#]19@)] < Ceet?),
Ck

f=Jmz aeR;

Z* — przestrzen sprzgzona z przestrzenia funkcji probnych £, nazywana rdwniez
przestrzenig ultradystrybucji.

Elementy ktorejkolwick z okre§lonych wyzej przestrzeni sprzg¢Zonych (bez blizszego
okre§lenia o kt6ra z nich chodzi) nosza wspélna nazwe funkcji uogélnionych.

Definiujgc uogdlniony operator Fouriera

0

Fo, < f ... €% dx,

-0

Fi! “;‘% f ... e gy,

gdzie o € Z (przestrzen zespolona), mozna dowie§¢, Ze przestrzen % jest #, — obrazem
przestrzeni 2, czyli

F,o[2] = Z lub inaczej @;»Q’.
0

Przeksztalcenie Fouriera w przestrzeni dystrybucji okre§la definicja

(Folfl, 9 E <f, Folol),

operacja &, jest wige bijektywnym odwzorowaniem
FolP*] = Z* lub 2* i~ T*.
0

Kazda dystrybucja ma wigc swoja &, — transformatg, ktéra jest ultradystrybucija.
Rézniczkowanie
dk
Ekf = f&), k — liczba naturalna,
rozumie¢ nalezy w przestrzeni funkcji uogélnionych w sensie Sobolewa jako operacj¢

&, px)> E ), (— D>,

2. Zadanie 1
Pasmo plytowe traktuje si¢ jak rozmaito§¢ rézniczkowalng w E, okre§long nastgpu-
jaco:
D = {x,,x,:x, € (0,b)Ax; € (—00, +0)},
Iy = {x;,x,: %, = bax; € (—0, +0)},

Ty= {x,x:x, = 0Ax, € (—0, +00)}.

7 Mechanika Teoretyczna



98 J. GraBackl, G. SZEFER

Formalnie zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania problemu brzegowego
Q.1 V3V2w = 6(x,—a, x,)
(przyjgto sztywnoéé plytowa K = 1),

ow
w =—-—] =0,
Iy axl Iy
o*w otw
(2.2) —(‘a.-x? ‘Ua—x% rl = 0,
> W
a +(2_ )a a 2 }Fl 0.

Tutaj w(x,, x;) jest ugigciem powierzchni srodkowej plyty, v — liczbg Poissona, a
0(xy—a, x,) = d(x, —a) x 6(x,) jest dystrybucja ¢ Diraca (iloczyn tensorowy).

o/ b 5/

Y4
Rys. 2

W celu rozwiazania zadania zakladamy, Ze w jest elementem przestrzeni ultradystry-
bucji (konsekwencja tego zaloZenia jest, ze rézniczkowanie przepisane operatorami w réw-
naniach (2.1) oraz (2.2) rozumie¢ teraz nalezy w sensie Sobolewa). Wykonujac na réwna-
niu (2.1) oraz na warunkach brzegowych (2.2), &, — operacj¢ wzglgdem zmiennej x,,
otrzymujemy réwnowazny problem w przestrzeni &, — obrazu.

.3) [@2— oW = 6(x,—a);

i)ll'o = i)(l)ll'o = 0’

2.4) #P—va?lp, =0,
W — 2—»)a?w V|, = 0.
a* d?
. w22 %
Tutaj [d* ] o —20a? & +a*,

=.g:o[w], W(xl, a)Eﬂ‘*X@*;

oznaczono tu ponadto

&* — przestrzen ultradystrybucji ze wzgledu na zmienng x,;
X1

2* — przestrzen dystrybucji ze wzgledu na zmienna «.
a

Rozwiazaniem problemu (2.3), (2.4) bedzie wige rodzina ultradystrybucji zaleznych dy-
strybucyjnie od parametru o.
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Poszukujac tego rozwiagzania wykorzystano nastepujace twierdzenia [7, 2]:

(a) rozwigzania ultradystrybucyjne liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych sa
(z doktadnodcig do stalego czynnika) identyczne z rozwigzaniami klasycznym1

(b) rozwigzaniem réwnania L"(4) = d(x), w ktérym

dr dn- d
= — ta
L an dxﬂ +a,,_1 dxﬂ 1 + . +a1 dx 0

jest funkcja u = h(x)H(x), gdzie H(x) — funkcja Heaviside’a, h(x) — spelnia réwnanie
jednorodne L"[h] = 0 oraz warunki poczatkowe
h|x=o = h(l)|x=o = ... = h("—z)[x_:o = 0, h"_nll).‘:o = l/a".

Rozwigzanie to wyznaczone jest z dokladno$cia do dowolne;j catki ogdlnej réwnania jedno-
rodnego L"[u] = 0.
Wykorzystujac przytoczone twierdzenie przyjmiemy

2.5 wi(x,, @) = Achax, +Bax,chax; + Cshox; + Dox, shax,,
a state A(a), B(«), C(a), D(a) wyznaczymy z rOwnan
W1si=a = Wlsima [= W50 = 0,
ﬁ’&”lx;:a = 1:

otrzymujac przy oznaczeniu 4 = aa
1
A= — W [}.Ch}.—sh}.],

B=—1—ch1,

203

2.6)
1
C= - W [Ch}.—‘}.sh}.],

1

Zatem rozwigzanie problemu (2.3), (2.4) bedzie miato postac

2.7 w= 413 {(shA—Ach A)chax, + (ch )ax, chax, +

+ (Ash A—ch 2)shax, — (sh A)ax, shax, }[H (x; —a)— H(a—x,)] +
+ C,chax, + C,ax;chax, + Cyshax; + Cyax;shox, .
WyrazZenie
Wwo = C,chax; + C,ax,chax, +Csshax, + C,ax, shax,
oznacza tutaj (zgodnie z twierdzeniem) catke ogélna réwnania
[d%—a?}2w, = 0.
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Wyznaczajac stale C;, C,, C;, C, z warunkéw (2.4) otrzymuje si¢ przy oznaczeniach
@, (@) =shl—2Achi,
@pa(x) = Ashi,
(2.8)
@3() = (1 =»)(x— A)(chAchsx—sh Ashx)+ (1 +») (chAshx—sh Ach),
@a(t) = (A—3)(1—»)(ch Ashx —sh Achx)—2sh Ashx+2ch Achx,

gdzie » = ab, wielkosci

Ci= 4%13’
C. - 1 Jps[(149)shx— (1 =) xchx]— @, (2chx + (1 —») % shx]
27 443 2(1 —»)ch?x+ (1 —»?)sh?x+2(1 +) + (1 —v)*%*
+ @2[2(1 —»)ch?x + (1 —vH)sh?x]+ @, (1 —»)[(3+»)shxchx —x (1 —v)]
2(1 —v)ch2x+ (1 —»2)sh2x + 2(1 +2) + (1 —v)?%? ’
(2.9) _ @a[(1 +v)shax— (1 —»)echx] — @4 [2chx+ (1 —v)xshx]—
-t = pa2(14n) =12
* 2(1 —v)chZx+ (1 —=v2)shZe + 2(1 +v) + (1 —v) 222

@ (1 =9)[(3+v)shxchx— (1 —»)x]
2(1 =v)ch?x + (1 —9?)sh?e+2(1 +9) 4 (1 —)%%? i

+

C. = —1 | pschxtgushx+g, | (3+»)shxchx+(1—9)x
47 40 | 2chZx+ (1 +7)sh2x 27 2ch?x+ (1—v)sh2x |

W ten sposob uzyskano rozwiazania dla transformaty.

Aby efektywnie znalezé funkcje w(x,, x,) nalezy na wyrazeniu (2.7) wykonaé transfor-
macje¢ odwrotng F5'.

Ze wzgledu na ztozong budowg statych C,, ..., Cy, wykonanie tej operacji jest uciaz-
liwe. Pomocna jest tutaj przyblizona procedura KrRyLowa [6] obliczania catek Fouriera.
Pozwala ona, z dowolna w zasadzie dokiadnoscia, wyznaczyé poszukiwang funkcje.

Zauwazmy przed tym, Zze wyrazenie

(2.10) W, = %“3{(sh}.—}.ch}.)chax1+ch}.ocx1chozx1+
+ (AshA—chA)shax, —sh Aox, }[H(x, —a)— H(a— x,)]

po prostych przeksztalceniach moze byé doprowadzone do postaci

(2.11) W, = —%3— {sha(@a—x,)—a(a—x,)cha(a—x,)}[H(x, —a)— H(a—x,)].
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Retransformatg tej funkcji wyznaczy¢ mozna w sposdb Scisty. Mianowicie, zapisujac
najpierw
a_xl
8a?
1 a—x,
—F-l|—_eta—xn | 4 g1 eo(a—xy) ,
0 [80(3 ° 1 8«2

a nastgpnie wykorzystujac twierdzenie o splocie i przyjmujac oznaczenie a—x; = &,
mozna znalezé [5] retransformaty sktadnikéw

g;al[ﬁ',l] — 9,—51[ 5 e—a(a—x,)] +9'_61[ e—a(a—x,)] _

1 ] .
F5'| g3 e"“f*] = <7 leoz? Inlz 1% 82— i£)),

1 .
= [coz?—c 22 In|z|] %6 (z +i&)),

1
‘d;alt p, e“e’] =

: 1 .
F5! “*'e_a”] = 'Wn—‘flle(‘a(z_lfl),

[ &, l .
F =1 by — AR
o o e ]— 167!51' | %0 (z+i)),

. 2(-1)? . . .
gdzie ¢y =1, ¢, = ——(2'1) 0052% = 1. Funkcjonaly & sg tutaj retransformatami od-
powiednich funkcji wyktadniczych.

Uwzgledniajac w dalszym ciagu wlasnosci splotu z §-funkcjonatem i traktujac otrzy-
mane retransformaty jak analityczne funkcjonaly zdefiniowane na przestrzeni funkcji

probnych Z, a wigc jak catki
[f@e@ez; 9@ ez
r

(tutaj I" jest droga catkowania w plaszczyZnie zespolonej rozciagajaca si¢ od —oo do + )
oraz przyjmujagc Imz = &; otrzymamy droge catlkowania okre§lona prosta v = argz =
n .
T s

z = r(cosyp+isiny) otrzymamy (z doktadnoécig do mnoznika 7)

- 1
Fotlw] = r2inr? = %(Ef+x§)ln(§f+x§).

167

Po podstawieniu w miejsce &' rdznicy a—x,
~ 1
(2.12) F5tlw] = Tem [(@—x;)* +x3]In[(@—x,)* +x3].

Tak wigc pozostaje do wyznaczenia retransformata funkcji wo(a; x,).
Stosujac twierdzenie o splocie mozna napisaé

F5' o] = #5'[Ci(w)chax, ]+ F 5 [Co(w)ox,] % F 5 [chax, ]+
+Z5 Gk F 5 [shox,]+ F5' [Ca(@)ax ] % F5' [shox,].
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Retransformate stanowigcg pierwszy skladnik sumy mozna znalezé w sposob Scisty.
Zauwazmy w tym celu, ze wyrazenie C, (a)chax,; mozna przeksztalci¢ do postaci

—a

y cha(a—x,).

Ci(d)chax, = %“3 (shA—Ach A)chax, =

Wobec tego (przy & = a—x,)
Fill[Ci(a)chax,] = F! [8%«(21] ¥ A{F e+ F5l[e®1]],

a stad wykorzystujac podane retransformaty oraz postgpujac w sposéb opisany przy znajdo-
waniu retransformaty %! [w,] otrzymamy

(2.13) F5Cy(d)chax,] = %:]/x§+(a—x1)2 .

Do wyznaczenia pozostaja wigc retransformaty stanowiace trzy pozostale skladniki sumy.
Uwzgledniajac, Ze

Fo'llchax,] = —i—[é(z—ix,)-{- d(z+ix)],

Follshax,] = —;— [b(z—ix)—d(z+ix))],

pozostaje znalez¢ retransformaty funkeji C,, Cs, C, 1 tutaj wykorzysta¢é mozna metode
KryrLowa [6].

Trzeba w tym miejscu zaznaczyé, Ze oryginalna metoda Krylowa dotyczy funkcji
zmiennej rzeczywistej; inaczej méwiac, retransformaty otrzymane w wyniku zastosowania
tej metody beda dystrybucjami temperowanymi.

Korzystajac z faktu, Zze przestrzen dystrybucji temperowanych jest podprzestrzenig
wlasciwa przestrzeni ultradystrybucji, dystrybucje temperowane mogg by¢ rozszerzone do
przestrzeni ultradystrybucji przez formalne zastgpienie zmiennej rzeczywistej zmienng
zespolona. W ten spos6b w wyniku przeprowadzenia & 5! — operacji otrzymamy sume
splotéw retransformat C,, Cs, C, z przesuni¢tym & -funkcjonalem. Wykorzystujac wia-
snoéci odsiewajace tego rodzaju splotéw otrzymamy poszukiwane retransformaty, a za-
tem Juwzgledniajac (2.13)] funkcjg w,(x;, x2).

- W celu zastosowania metody Krylowa przedstawimy funkcje C,, C5, C4 W postaci

ax, C,(1+a)* X1 %)

e (P A (F
c. - Gl+o?  C3
T+ T (I4+w)?’
2 C
ax, C, = ax, Co(l1+a)>  x,CZ

(1+a)? T (14w



PRZYKLADY ROZWIAZAN PASMA PLYTOWEGO 103

Nastepnie aproksymujac funkcje C¥, C¥, C¥ wielomianami Legendre’a otrzymamy

n—1 n—1 [}
Follax, Co] = :—; Z Cf(ak)ZA,,,, f cosaz- (14 0)~-2da,
k=0 1=0 0
n—1 n—1 o
1 3 .
FCl = EZ Cct (ak)z A,y f sinaz- (14 a)~"2da,
k=0 1=0 0

n—1 n—1 °)
3 .
fal[axl C, = %:;tl— Z C¥ () Z Ag, f sinaz.(l+a)—l-2da’
k=0 =0 0

gdzie A,,; sa wspolczynnikami stabelaryzowanymi w [6].
Przy oznaczeniach

n—1
Bx’ = Z C?‘Ak,x,
k=0

I, = f (I1+a)"2cosazdx, S5, ,= f (14 o)~"2sin azdx,
0 0

otrzymujemy
n—1
—1 Xy 2 gc
Fo'[Crax,] = —ZBI Fia,
4n
1=0
) n—1
2.14) FC 2 5 ) B,

=0

n—1
X
Fi'[Coax] ﬁ ZB,‘J‘_,_Z.

=0

Mozna wiec napisaé

n—1
x .
Fol[Crax chax,]? = 71% g B2FC 2 (2) ¥ [6(z — ix)) + 6(z+ ix,)],

=0

n—1
@.15) F5(Coshax] 2 o ) B4 (@) ¥ [0E—ix)— b+ ix)],

=0

n—1
F5H [Comnyshax] 2 S0 V' BAFL, @)% [0~ ixy)— 8z +ixy)].

=0
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Catki #°,_, oraz #<,_, obliczy¢ mozna efektywnie; calkujac bowiem przez czeéci
otrzymujemy w koncu

a0
cos oz . .
Sy = | ————da = —sinzsiz—cos zciz,
¢ (1+a)
a0
sinaz . )
Sy = ————du = sinzciz—coszsiz.
g (1+a)

Jak widaé, poza catkowaniem wszystkie pozostale czynnosci wykona¢ mozna na maszynie
cyfrowej, co znacznie poprawia efektywno$é metody.

Po znalezieniu retransformat (2.14), traktujac je jak funkcjonaly analityczne i wybiera-
jac droge catkowania argz = n/4 otrzymamy w wyniku funkcje zmiennej rzeczywistej,
podobnie jak w przypadku poszukiwania funkcji wy(x,, x,). Ostatecznie bedzie wiec

(216) Wiy, %) = o [(@—x)* +xdlinl(@—x)* +x3] -

a

gV @ X7+ 53 +R(x1, x2, 4, 0).

Przez R(x,, x,, a, b) oznaczono tu sume retransformat (2.15) przy uwzglednieniu wlasnosci
splotu z  — funkcjonalem.
3. Zadanie II

Zachowujac poprzednie oznaczenia, zadanie sprowadza si¢ formalnie do problemu
brzegowego

(3.1 ViV2w = 8(x,),
wl = ow -0,
fl"o axl Ty
0*w 0w
33 o a0
Pw B3w |
Y =2 | =o.
ox3 +(E-) 0x,0x3 |r,

W celu znalezienia rozwiazania zastosowano postgpowanie analogiczne do opisanego
w punkcie 2, a wigc zakladajgc w € 2* i wykonujac na réwnaniu (3.1) oraz na warunkach
brzegowych (3.2) uvogéblniong transformacje Fouriera, problem réwnowazny w przestrzeni
& ¢ — obrazu bedzie mial postaéd

(3.3) [d*—o?Pw =1,
Wir, = wPr, = 0,
(3.4 w2 — a2y, = 0,

W — 2=V, = 0.
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Wykorzystujac pierwsze z przytoczonych w punkcie 2 twierdzen,
réwnania (3.3) w postaci
(3.5) w = Achax,;+ Bax,chax, + Cshax, + Dax,shax,.

Wyznaczajgc nastgpnie stale metoda wariacji otrzymuje sie

1
A= _W[axlshax,—Zchax,]+C1,

B = 214 shax, +C,,
3.6)

-1
C= o [2shox, —ax, chox,]+ C;,

D = 2 lchaxl+C4

105

przyjeto calke

Podstawiajac znalezione funkcje do (3.5) stwierdzimy, Ze catka szczegdlna ma postaé

- 1
3.7 Wi, D) = g

skad catka réwnania (3.3) wyraZa si¢ wzorem

(3.8) W= % +Cschoax; +C,ax,chax, + Cyshoax, + C,ox; shoax;.

Stale C,, C,, Cy, C4 — wyznaczy¢ nalezy z warunkéw brzegowych (3.4). Otrzymuje si¢

wtedy
Cl = i‘;s
o
c (3 v shxchx+»[(1+v)shx— (1 —v)xchx]— (1 —»)x[(2—»)ch?x —1]
2 a*[(3—v)chZx — (1 —v)2%2 + (1 +9)]
C3 = _—41’
o
3.9)
1 " (1—v)shx _
s _‘*{(—1+v)slm—(l —v)xchx

_ B3=)shwchx+v[(1+9)shx— (1 —)wchn]— (1—»)[2—»)ch 1],

G—»)chZx— (1 —v) %2 + (1 +7)

2chx— (1 —»)xshx }
(1+»)shx— (1 —»)xchx |’

gdzie oznaczono »x = ab.
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Ostatecznie wigc transformata rozwigzania ma postaé

(3.10) w(x,, o) = % + —O:T[chaxl—shaxl]+

1 {(3—v2)shxchx+v[(l +v)shx— (1 —v)xchx]— (1 —»)%[(2—»)ch?x—1]

T G—»)chix— (1 —9)E2 + (147)

ox, chox, +

N [ (1—%)sha
(I+v)shx—(1—»)xchx

B —vHshxchx+v[(1 +»)shx— (1 —v)xchx] — (1 —»)[(2—»)ch?x — ]
- G—v)chix— (1 —) 22+ (147) X

2chx— (1 —v)%shx
(1+%)shx— (1 —v)xchx
Transformate tej funkcji znajdziemy w sposéb podobny jak w zadaniu I; zauwazmy
przy tym, ze drugi sktadnik sumy mozna zapisa¢ w postaci

]axlshaxl}.

1 1
?[chaxl——shaxl] = ?e‘”', a € (+ 00, —0o0).

Mamy wigc

Fsl [%e—un] = %;ﬂsgnz—)éé(z—ixl).

Podobnie jak poprzednio, traktujac retransformaty jak funkcjonaly analityczne, otrzy-
mamy

|1 1
-9'-01[—4] =12 5 X35gN Xz,
(3.11)

F5! [—03—4 e‘”l] = —llf(xf +x2)32,

Oznaczajac dla uproszczenia

1 (3—»*)shxchx+v[(1+»)shx— (1 —»)xchx]— (1 —v)%[(2—»)ch?x —l]
o’ (3—v)ch2x— (1 —v)2x? + (1 +v)

1 { (1 =v)shx
27 @3 | (1+v)shx—(1—»)xchx

b, = —

(3.12)

S

(3—vH)shxchx+»[(1+v)shx — (1 —»)xchx]— (1 —»)[(2—»)ch?x —l]
- (3=»)ch2x— (1 —v)2%% + (1 +v)
2chx— (1 —v)xshx }
(1+v)shx— (1—»)xchx |’
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a nastepnie (W celu zastosowania metody Krytowa)

b — S, (1+0)> Ot
() R P T
D,(1+a)? D%
(DZ = = ’
(1+a)? (14+a)?

dostaniemy (przy zachowaniu oznaczen p. 2.)

n—1
X A

FllD,ox,] = ﬁ Z BlFC, ,(2),
=0

n—1
X
F5'lrax]z 45 D BsL0),
=0

czyli:
n—1
Fo' D ax chax,] ~ :_;z 2 Bl (D)% [6(z+ix))+ d(z—ix,)],
(.13) I=Ol
Fo'[Dyox,shax,] = il S’ BEF* (@)% [0(z+ix,)— O6(z—ix,)].
4x —d

Ostatecznie wigc retransformata funkcji bedaca rozwigzaniem problemu (3.1), (3.2)
ma postaé

1 1
3.19) w(x;x,) = - x3sgnx, + ﬁ(xf+x§)3/2+R(x1 , X2, b),

gdzie przez R(x,, x,, b) oznaczono sumg retransformat (3.13) (po uwzgl¢dnieniu wlasnofci

splotu).

4. Zadanie 1

Zachowujac poprzednie oznaczenia, przy przyjeciu sztywnoéci plytowej K = 1 zadanie
sprowadza si¢ do rozwiazania problemu brzegowego

4.1) ViV = 0,
4.2) %1—’; +v%‘; s 0,
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Rozwiazanie zadania moze by¢ skonstruowane réwniez metodami klasycznymi (patrz
np. [4]). Tym niemniej utrzymano w mocy wszystkie zalozenia czynione przy rozwiazy-
waniu poprzednich zadan. Postgpowanie to ma na celu wykazanie zupelnego podobien-
stwa formalnego samego toku postgpowania oraz stwierdzenie, Ze otrzymany wynik jest
identyczny z wynikiem znanym z literatury, a otrzymanym przy innych zalozeniach.

Zaktadajac, podobnie jak poprzednio, w € Z* i wykonujac na réwnaniu (4.1) oraz
na warunkach brzegowych (4.2) uogélniong transformacjg, otrzymuje si¢ réwnowazne
zadanie w przestrzeni &, — obrazu,

“4.3) [d2—a?)*w = 0,

ﬁ’!ro = ﬁ’(l)lro =0,

(4.4) WO — a2, = 0,
WO — 2 =n)a2i W), = ~1.

Wykorzystujac znowu pierwsze z twierdzen cytowanych w punkcie 2 i przyjmujac
catk¢ réwnania (4.3) w postaci

4.5) w(x,, o) = Achax, + Bax,chax,+Cshax, + Dax;shax,,
nastgpnie wyznaczajac stale w zwykiy sposéb z warunkéw (4.4) otrzymuje sig

A() =0,

B = ;31 (1+v)22s(;12/}1t((11::))i;1:i4ch21’
(4.6) C(o) = —B(w),

D(a) =L3 (1+r)shi—(1—»)Achi ’

o3 (14+v)?sh?A—(1—»)?A2—4ch?* 1
2= ab.

Transformata rozwigzania wyraza si¢ wigc wzorem
4.7 w(x, o) = als{ (1+v)223i12];i8::;:1:?j4ch21 [shax; —ax;chox;]+

(1+»)shA—(1—»)Achi
(1+v)sh2A—(1—»)2A*—4ch? 1

I w tym przypadku retransformate znalezé mozna metoda Krytowa, z tym jednak, ze
moze by¢ ona tutaj stosowana w postaci oryginalnej, poniewaz funkcja jako cato$¢ (a nie
jeden tylko z czynnikéw iloczynéw) speinia warunki dopuszczajace stosowanie metody;
oznacza to, Ze rozwiazanie (4.7) jest dystrybucja temperowana. Jezeli jednak mimo to
pozostaniemy przy dotychczasowym trybie postepowania, otrzymamy

ocxlshocxl}.

1
w(xy, x,) = Follwl = 5! [?(Dl] ¥ Follshox,]1—

—935[—;}@] ¥ &5 [chax, ]+ £5! [—Z—;qbz] ¥ F 5 shax,]
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dn] ¥ g 18z i) = 8z i)~

X 1 . .
—.‘,’/"51[;;—@1]*H[d(z—-txl)+6(z+lx1)]+
+ 75| L0, | % o 8 E—in)— 6 (2 ix)]
0 az 2 47Z 1 11>

2ch A+ (1—»)Ash

14%)2sh2 A— (I —»)2A2—4ch? 1’
(1+»)shA— (1—»)Ach A

D, =

i dalej
| 1
(4.8) W(xl, xZ) = fo —a_s
gdzie
b, =
P
@ =
2
Kladac
4.9)
2,
bedzie ostatecznie
n—1

1+%)2shZA—(1—»)?A2—4chZ 1"
o, (1+w)?  Of
(I+a)®> — (I+a)?’

_ D,(1+a? B

T+ T (142’

@10) (i, x) = g D) Bt @)% [0 —ix) — Oz +ixy)] -

=0

Tutaj oznaczono

n—1

—x, _S_J’B,zfc_,_2<z)*[6<z—fxl)+ S(z+ix )]+

=0

n—1

+x, Z B}, , (D) [6(z—ix,)— 6(z+ix1)]} .

=0
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S. Zakonczenie

Podsumowujac wyniki przeprowadzonych rozwazan pragniemy uczynié¢ kilka uwag.
Podkre§limy wyraznie przede wszystkim te miejsca, w ktérych stosowanie ultradystry-
bucji okazalo si¢ istotne.

I tak w zadaniu I, przy obliczeniu retransformaty &5'[W,], nalezalo obliczyé tran-
sformacje odwrotne funkcji hiperbolicznych. Retransformaty te nie istnieja w zwyklym
sensie, ale jak pokazano z latwoécia udalo si¢ je wyznaczyé jako kombinacje & — funkcjo-
naléw. Do tego celu konieczne jednak bylo uciec si¢ do przestrzeni funkcji probnych %,
a dla zwigkszenia zakresu mozliwoséci transformacji Fouriera — do przestrzeni ultra-
dystrybucji Z*. Wiasnie ta okoliczno$é okazala si¢ tutaj bardzo uzyteczna, a naszym
zdaniem dla potrzeb obliczen praktycznych — wrecz cenna. Otéz dzigki temu, Ze retran-
sformaty funkcji zawierajacych zmienna x, daly si¢ tak latwo wyznaczyé i to w postaci
zamknietej, wystarczylo zastosowaé efektywna metode przyblizonego catkowania tylko
do czynnikéw nie zawierajacych zmiennej x, jako parametru.

Utatwia to znacznie obliczenia numeryczne, ktére w przeciwnym przypadku musiatyby
byé powtdrzone dla kazdej ustalonej wartoéci parametru.

Podobna sytuacja miala miejsce w zadaniu II oraz III. Analogiczne okoliczno$ci daty
si¢ zaobserwowaé przy wyprowadzeniu wzoréw (2.12) i (3.11). ]

Wykorzystanie teorii dystrybucji nie ogranicza sig, rzecz jasna, do zadan o strukturze
tak prostej jak te, ktore byly analizowane w niniejszej pracy. Przy pomocy aparatu ultra-
dystrybucji mozna dogodnie i zrgcznie rozwigzaé bardziej ztozone zagadnienia. Niektore
rezultaty w tym zakresie beda przedmiotem oddzielnego opracowania autoréw.
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Peaome
T[IPMUMEPE] OBOBLIEHHEBIX PEIIEHUNI IJISI ITIOJIOCEHL

B paGote maHo mpumeHenye o6o6mEnHOro npeobpasoBanna Pypbe K IPAHMUHBIM 3a[1ayaM TEOPHM
wut. [IpeiuiokeHHBIA METON XapaKTEePU3YeTCsi NPEeKAe Beero GONBIION YHHBEPCANBHOCTBHIO H OKAa3bl-
BaeTcsi YOOOHBIM H B TeX CIIydYasiX, KOrMa pellleHHe MOYKHO IOJIYUMTh NPU IOMOIIM KJIACCHYECKHX Me-
TOOOB. ABTODBI CTPEMMIIHCh [IOKA3aTh YA0OCTBA, KakHe HecéT mpaMeHeHne 06001UERHOro npeobpasoBaHmst
PDypse. B yacTHOCTH, KAaK 3TO MOKA3aHO HA NpUMEpax, IPH JAaHHOM Ioaxofe Oosee yao6HO NPUMEHSTH
BCAKHE NPUOIFOKEHHDIE METONb] BEIUUC/IEHNA MHTErpanoB <Pyphe IyTeM NPHMEHEHHA TEOPEMEI O CBEPT-~
KaX B IOPOCTPAHCTBE OOOCIUEHHBLIX (DYHKLMH.
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Summary
EXAMPLES OF ULTRADISTRIBUTION SOLUTIONS FOR PLATE STRIPS

The paper presents the applications of Fourier transforms (generalized to the space of ultra-distribut-
ions) to the boundary value problems of the theory of plates. The approach presented is characterized,
first of all, by a considerable generality and proves to be convenient even in the cases which may be solved
by classical methods.

The paper is aimed at demonstrating the effectiveness of the method in such classical cases. In particu-
lar, the examples prove that all the approximate methods of evaluation of Fourier integrals may be used
much more rationally by applying the convolution theorem in the space of ultradistributions.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 maja 1972 r.
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8 Mechanika Teoretyczna
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W okresie sprawozdawczym zorganizowano 24 zebrania i sesje naukowe, na ktorych wygloszono

BIULETYN INFORMACYINY

SPRAWOZDANIE Z DZIALALNOSCI
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

W II I IV KWARTALE 1972 r.

43 referaty o nastgpujacej tematyce:

Liczba
Lp. Data Prelegent Temat uczest- dysku-
nikéw tantoéw
Oddzial w Bydgoszczy
1 17.11 B. Siotkowski Modelowanie dynamiczne watu z mieszadlem
cieczy 11 6
2 W. Weiner Badania poréwnawcze rozszerzalnosci linio- i1 5
wej tworzyw sztucznych
3 08.12 Z. Mr6z II Kongres Nauki Polskiej, Sekcja Mechaniki 38 5
(Warszawa)
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(Gliwice) i kotléw bezpaleniskowych
9 29.11 Z. Parszewski Zebranie dyskusyjne nad referatami Sekcji 30 7
J. Stelmarczyk Mechaniki na Il Kongres Nauki Polskiej
(L6dz)
10 20.12 K. Kleja Metody badawcze w przemy$le motoryzacyj- 22 6
nym na tle prac specjalistycznych o$rodkow
brytyjskich
Oddziat w Gdansku
11 21.10 M. Skowronek O rozwiazaniach dotyczacych pewnej klasy 12 4
powiok
12 08.11 W. Pietraszkiewicz Problematyka naukowa w niektoérych uniwer- 28 10
sytetach USA
13 02,12 J. Wieckowski Dyskusja nad referatami Sekcji Mechaniki 15 8
P. Wilde Komitetu Organizacyjnego II Kongresu Nau-
R. Puzyrewski ki Polskiej
Oddziatl w Gliwicach
14 30.11 J. Wojnarowski Podstawowe problemy réwnowagi szczeliny 25 5
J. Zmuda w ofrodku sprezystym
15 W. Bogusz Referat z zakresu mechaniki ciala stalego na 26 10
(Krakéw) II Kongres Nauki Polskiej
16 J. Antoniak Referat z zakresu zastosowan mechaniki na 26 4
11 Kongres Nauki Polskiej
Oddzial w Krakowie
17 07.7 G. Ludvig Eliminacja drgafn samowzbudnych ttumikiem 32 13

(Budapeszt)

Lanchestera
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07.12

28.11
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Stalego

Ombwienie referatu Podsekcji Mechaniki Cie-
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Stulecie urodzin Prof. M, T. Hubera i Prof.
A. Przeborskiego

Mechanika ciala stalego
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dyskusji nad tezami na II Kongres Nauki
Polskiej)

32

28

10

42

42

20

21

29

28
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Oddziat we Wroctltawiu

42 13.11 H. Dabrowski Krystaliczne materialy modelowe w doswiad- 15 3
czalnej analizie naprezen na przykladzie chlor-
ku srebra
43 18.12 Dyskusja nad tezami referatu podsesji zasto-
sowan mechaniki na II Kongres Nauki Pol-
skiej
W ramach przygotowan do II Kongresu Nauki Polskiej PTMTS zorganizowalo szeroko zakrojona
akcje dyskusyjna nad referatami z zakresu mechaniki opracowanymi przez Komitet Organizacyjny Kongresu.
Podczas zebran ustosunkowywano sie do referatébw Podsekcji wchodzacych w sklad Sekcji Mechaniki,
mianowicie Podsekcji: mechaniki ciala stalego, mechaniki cieczy i gazéw oraz zastosowan mechaniki.

Sympozja i konferencje naukowe

Oddziat w Poznaniu byl wspblorganizatorem Miedzynarodowej Konferencji Drgad Nieli-
niowych, ktéra odbyta si¢ w Poznaniu w dniach 29,VIII—4.1X 1972 r. Sprawozdanie z konferencji zamiesz-
czamy oddzielnie,

Oddziat w Gdansku zorganizowal w dniach 24—25 listopada 1972 r. sympozjum pt. «Metody
numeryczne w mechanice», w ktorym uczestniczylo 140 os6b, Wygloszono nastepujace referaty:
1. R. ROHATYNSKI, J. SALAMON, Zagadnienie zbieinosci procesu iteracyjnego przy projektowaniu wirni-
kow pomp metodq hydrodynamicznych punktéw osobliwych,
2. Z. Nowak, W, PrOSNAK, A, STYCZEK, O automatycznym obliczaniu warstwy przysciennej wokdl profilu
dowolnego kszialtu,
. A. MILLER, Modele matematyczne stopnia i grupy stopni turbinowych,
4. Z. RuUDNICKI, Zastosowanie metody Monte-Carlo do badania przeplywu ciepla przez promieniowanie
w komorach piecéw ogrzewczych,
S. K. DEMS, Zastosowanie wielomiandw Hermite’a do wyznaczania macierzy sztywnosci w metodzie ele~
mentéw skorczonych,
6. A. STYCzEK, Numeryczne rozwiqzania zagadnieri brzegowo-poczqtkowych dla pewnej klasy ukladow
parabolicznych,

(=

7. E. WaLIcK1, Uogdlnione zagadnienie brzegowe dla eliptycznego réwnania rézniczkowego,
8. B. MOCHNACKI, Przyblizona metoda rozwiqzywania réwnania przewodnictwa,
9. K. Dems, Wielostopniowa synteza macierzy sztywnosci,
0. J. Pyzik, Numeryczne rozwiqzanie pewnych zagadnieri brzegowo-poczqtkowych dla réwnan typu para-
bolicznego,
11. B. Orszowskl, J. Orkisz, G. SZEFER, Z, WASZCzYSZYN, Dynamika ukladéw linowo-pretowych przy
obcigzeniach wywolanych dzialaniem prqdéw zwarciowych,
12. W, KoBza, Zastosowanie twierdzenia Greena w metodzie elementow skoriczonych na przykladzie cienkiej
zginanej plyty,
13. W, PrzyBYLO, Algorytmizacja obliczen drgan przestrzennych prefabrykowanych ukladéw szkieletowych,
14, A. JABLONSKI, Z, WASZCZYSZYN, Zastosowanie transformacji Laplace’a do obliczania powlok cylin-
drycznych dowolnie obciqionych,
15. W. KoBza, J. LipriNskl, Meftoda elementdw skoriczonych rozwiqzari osiowo-symetrycznych zadania ter-
mosprezystoSci,
16, P. WILDE, M, WI1zMUR, R. NaMYSt, Obliczenie drgan wymuszonych cieczy z uwzglednieniem odksztal-
calnosci powloki stalowej zbiornika,
17. E. BELEWICZ, O zastosowaniu metody elementéw skoriczonych w mechanice statystycznej,
18. Cz. BraNICKI, Numeryczne metody problemu statyki powierzchniowych siatek ciegnowych,
19. E. MELERSKI, Zastosowanie metody réinic skoriczonych do analizy pewnego probabilistycznego zagad-
nienia teorii powlok,
20. Cz. Branickl, A, Bzowy, Sz, WYSIATYCKI, Numeryczna analiza plaskich uzebrowanych ustrojéw spre-
zystych w oparciu o metode elementdw skoriczonych prostokqtnuego ksztaltu,



21,
22,
23,
24,

25.

29.
30.
3.
32.
33.
34,

35,

36.
3.
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). SzMELTER, Biblioteka podprograméw metody elementéw skorczonych,

J. KRUSzEwSKI, System obliczen SFEM 72,

J. MUSZKIET, Elektroniczna technika obliczeniowa w wymiarowaniu konstrukcji okretowych,

J. SzMELTER, M. DACkO, ST, DOBROCINSKI, M, WIECZOREK, Przyklady zastosowania programéw metody
elementéw skoriczonych,

J. Kozrowskl, Automatyzacja przygotowania danych do obliczeri ram plaskich metodq sztywnq elementéw
skoriczonych,

. W. GAWRONSKI, Analiza drgart wymuszonych kinetycznie metoda sztywnych elementéw skoiiczonych
27,
28.

A. JAWORSKI, Statecznosé powloki beczkowej pod dzialanien cisnienia normalnego,

W. OsMOLsKl1, ST. JONIAK, Analiza wytrzymalosciowa przestrzennych konstrukcji statycznie niewyzna-
czalnych ramowych i pdlskorupowych z zastosowaniem teorii pretdéw cienkosciennych przy uzyciu
maszyny cyfrowej,

Cz. CIcHON, Z. KePKA, Z, WASzZCZYSZYN, Numeryczna analiza statecznosci sprezysto-plastycznego luku
przegubowego poddanego dzialaniu cisnienia zewnetrznego, )

A, Jaworskl, Wytrzymalosé zbiornika kulistego przy rézuych sposobach podparcia,

W. OsmOLsKl, J. ZIELENICA, Analiza drgan pionowych tlumionych wymuszonych funkcjq nieciaglq oraz
dobdr optymalnych parametréw dwustopniowego usprezynowania pojazddw z zastosowaniem maszyny
cyfrowej,

H. AurIcH, Tworzenie macierzy mas dla modeli o parametrach skupionych,

Z. WALCZYK, Wyznaczenie krytycznych obrotéw oraz amplitud drgan wielopodporowego walu turbogene-
ratora z uwzglednieniem sprezystego powiqzania podpdr walu oraz wplywu filmu olejowego,

). SzMT, Wykorzystanie metody eélementdw skoficzonych do analizy statycznej wezla ramy cienkoscien-
nej,

J, TARNOWSKI, W. GAWROKNSKI, Uwzglednienic efektdw giroskopowych przy obliczaniu drgan gietnych
okretowych waldw napedowych,

ST. GRABOWSKI, Zastosowanie macierzy pasmowych w obliczeniach drgan metodq elementdéw skoficzonych,

E. BieLewicz, A. Bzowy, Algorytm obliczen statycznych suchego doku.

Oddzial we Wroclawiu zorganizowal w dniach 1 i 2 grudnia 1972 r. V Sympozjon Reologii.

W Sympozjonie uczestniczylo 137 os6b. Wydano b, starannie materialy zawierajace peine teksty referatow.
Wygtoszono nast¢pujace referaty generalne:

9.

10

12,

13.

Reologia metali i polimeréw — referat wyglosil prof. dr. J. ZAWADZKI omawiajac nastepujace prace:

. M. CzrcH, A. JakowLUK (Bialystok), Badanie relaksacji naprezeri preszpanu zanurzonego w oleju,
. Z. GABRYSZEWSKI, C. WITKOWsKI (Wroclaw), Mechaniczne wlasnosci zZeliwa,
. A. JakowLUK, J. KAHANE, B. Krurowicz, M, ANISIMOWICZ, Badania wibropefzania przy Sciskaniu

laminatu epoksydowego,

. A. JAKOWLUK, Pelzanie preszpanu transformatorowego zanurzonego w oleju przy niestacjonarnych warun-~

kach obcigzen,

. A. JAKowLUK, J. Konyrko (Bialystok), Wplyw stabilizacji na przebieg funkcji naprezenie-odksztalcenie

dla preszpanu zanurzonego w oleju,

. A. JAKOwWLUK, B, Krupricz, M., ANisiMowicz (Bialystok), Badania wibropelzania przy zginaniu laminatu

epoksydowego,

. M. Kosiorex (Warszawa), Metody badar relaksacji naprezefi w metalach,
. M. KosIoRreK, W, LUkastuk (Warszawa), Badania pelzania i relaksacji naprezefi w stalach do konstrukcji

sprezonych,
S. OcHELsk1 (Warszawa), Pelzanie poliamidu w warunkach zlozonej historii obciqzenia,

. S. OcHELsKI, Z. ORLOS (Warszawa), Pelzanie stali 2arowytrzymalej w podwyziszonych temperaturach,
11,

A. P, WiLczykskl, K. Puciowskr (Warszawa), Dlugosé krytyczna widkna wzmacniajgcego oSrodek
lepkosprezysty,

A. WrocHowicz (L6dz), M. Nowak (Wroclaw), Wplyw stabilizacji termicznej, starzenia i naprezer
zmiennych na strukture submikroskopowq poliamidu,

J. Zawapzki, E. Grozik (Wroclaw), Ocena «superpozycji» wplywu impulséw termicznych przy anizo-
termicznym pelzaniu poliamidu «Tarlon XB»,
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14,
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26,

28.
29.
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31.
32.
33,
34,

35.

36.

37.

38.
39.

40.
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42,
43.

J. Zawapzki, J. Karwak (Wroclaw), Oszacowanie parametru prognozujgcego intensywnosé rozwoju
dekoliezji zmeczeniowej polimerdw przy wymuszeniach kinematycznych o stalej amplitudzie,

J. ZawaDzKI, A. KANIA, Opis fenomenologiczny i ocena reoefektdw wibropelzania belek rownomiernej
wytrzymalosci na zginanie z metapleksu NO,

J. ZawaDpzki, M. Nowak (Wroclaw), Analiza fizykalna fenomenologicznych aspektéw zmeczenia
poliamidu starzonego w réznych srodowiskach,

J. Zawapzki, E. SWIATEK (Wroclaw), Badania wstepne reostatecznosci pretow z tworzyw sztucznych
zbrojonych WS,

Reologia betony — referat wygtlosit prof, dr A, MITZEL omawiajac prace:

L. BRUNARSKI, W. DESCOURS (Warszawa), Pelzanie plyt Zelbetowych o zmiennej sztywnosci,

L. BRUNARSKI, S. ZMIGRODZKI (Warszawa), O obliczaniu ugigé zelbetowych plyt kolowo-symetryczuych
przy obciqzeniu dlugotrwalym,

T. Hor (Gliwice), Odksztalcenia betondw polimerowych pod obciqzeniem dlugotrwalym, .

M. Kraro¢ (Wroctaw), Funkcje liniowego i nieliniowego pelzania betonu,

M. KOSIOREK, W, LUKASIUK (Warszawa), Wplyw podwyZszonej temperatury na pelzanie ciggien spreza-
Jacyeh, .

A. MrTzeL, R. Stus, M, Kraro€ (Wroctaw), Pelzanie betonu w $wietle parametréw technologicznych,

M. PErsona (Wroctaw), Analityczne ujecie odksztalcen postaciowych betonu,

M. PErsoNA, A. DzmENDzIEL (Wroctaw), Badania odksztalceri betonu naparzanego przy obciqzeniach
dlugotrwalych,

M. PERSONA, J. ROZewicz (Wroclaw), Wykorzystanie matematycznych maszyn analogowych do identy-
[fikacji i wyznaczania parametréw funkcji pelzania,

. 1. PRokoPowIsz (Odessa), S. JasMaN (Wroctaw), Uwzglednianie cech reologicznych betonu przy obliczaniu

konstrukcji betonowych,

R. STUs, A. MrtzeL, M. KrAro¢, W, Rawa (Wroclaw), Ksztaltowanie skurczu betonu,

J. WLODARCZYK, A. MrTtziL (Wroctaw), Wspdlezynnik odksztalcalnosci betonu przy ziniennych predko-
Sciach obciqzenia.

Reologia gruntéw — referat wyglosit doc. dr hab. S. DMITRUK omawiajac prace:

K. ABrAMSKI (Gdansk), Wiskozymetryczne badania reologiczne osadéw poprodukcyjnych przemyslu
sodowego,

A. Bovt, E, Demeicki (Gdansk), Nosnosé fundamentow blokowych poddanych dzialaniu momentu wy-
wracajgcego w Swictle badani inodelowych,

A. Borcz, J. Dusols (Wroctaw), Badania naporu gruntu na tymezasowe umocnienia scian wykopu,

E. Demspicki, W. OprosiNskI (Gdansk), Nosnosé uwarstwionego podloza fundamentowego,

E. DemBIcKI, W. ODROBINSKI, D. ZADROGA (Gdansk), Nosnosé podloza fundamentowego, stanowiqcego
zbocze w Swietle doswiadczen,

J. Gaszviski, G.) Szerer (Krakow), Konsolidacja pdlprzestrzeni lepkosprezystej pod obciqieniem
osiowo-symetrycznym,

H. Guinko, Wplyw predkosci odkszialcenia na zmiang stanu naprezeii w gruncie na terenach gorniczych,

I. KisieL (Wroctaw), Dzialanie obciqzenia na cialo kruche,

J. Kwiatek (Katowice), Reologiczne aspekty wspdlpracy z podlozem gdrniczym,

B. Leciiowicz, G, Szerer (Krak6w), Konsolidacja péiprzestrzeni lepkosprezystej przy obciqzeniu anty-
symietrycznym,

Zagadnienia ogdine w reologii — referat wyglosit prof. dr O. DABROWSKI omawiajac prace:

Z. Bycuawski (Krakow), H. Koreck1 (Rzeszow), O statecznosci reologicznej i reologicznym wyboczeniu,

Z. BycHawski (Krakow), J. Lepziiski (Rzeszow), Deformacje pelzajacej powloki walcowej pod cisnie-
niem wewnetrznym,

R. DzisceLak (Poznan), O okreslenin stalych osredka konsolidujqcego,

Z. Kotczak (Poznan), Osiadanie powierzehni pdlprzestrzeni konsolidujacej pod dzialaniem obcigzenia
stycznego,

. H. Korecki, E. REIMAN, J, ZACHARZEWSKI (Rzeszow), Analityczne rozwiqzania w zakresie reologii
powlok kulistych a badania eksperymentalne,
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45, Z. PrkARskI (Krakow), Analogia sprezysto-lepkospresysta,
46. A, P. WiLczyRskt (Warszawa), Funkcja wykladnicza ulamkowa i jej wlasnosci w zastosowaniu do opisu
zjawisk lepkosprezystosci,

Oddziat w Poznaniu przeprowadzit w okresie 16.10—18.12.72 r. kurs na temat: zastosowanie
metod stochastycznych w teorii drgan; termodynamika o$rodkéw ciaglych; teoria dystrybucji z zastosowa-
niem do rownan fizyki matematycznej. Ogoélem odbylo sie 9 wykladow,

Seminaria

Oddziat w Gdansku przeprowadzit w IV kwartale seminarium na temat wybranych zagadniefi
w teorii powlok, Dwugodzinne wyktady odbywaly sie raz w tygodniu.

W konicu 1972 r. do PTMTS nalezalo 609 osob, w tym w poszczegdlnych Oddziatach: Bydgoszcz 17,
Cz¢stochowa 24, Gdansk 43, Gliwice 62, Krakow 76, £.6dz 36, Poznati 41, Rzeszdéw 11, Szczecin 30, War-
szawa 196, Wroclaw 63,

ROZSTRZYGNIECIE KONKURSOW NAUKOWYCH PTMTS W ROKU 1972

Oddziat w Czg¢stochowie zorganizowal konkurs na najlepsza prace z zakresu badanh
dodwiadczalnych w dziedzinie mechaniki technicznej. Na konkurs wplyngto 7 prac. Sad konkursowy
w skladzie: doc. dr R, Janiczek (przewodniczacy), prof. dr Z. WESOLOwsKI (zast. przewodniczacego)
i dr. inz. R. PARKITNY przyznal nast¢pujace 4 nagrody i wyrdzZnienie:

Pierwsza nagrodg w wysokosci 8.000 zt otrzymat dr R. WoINAR (Warszawa), za prace Badania odksztal-
cenia plyt metodq rastrowq (mory).

Druga nagrode w wysokosci 6.000 zt przyznano dr J. KapkowskiEMU i doc. dr J. STUPNICKIEMU za
pracg Doswiadczalne badania elementéw maszyn projektowanych metodq nosnosci granicznej.

Dwie trzecie nagrody w wysokosci 4.500 zt otrzymali: dr J, MIAsTKowsKl za prace Doswiadczalna
analiza efektu pamigei materialu po plastycznej deformacji oraz doc, dr R. Doroszkiewicz, dr J. Lierz,
dr B, MICHALSKI za prace Zastosowanie elastooptyki do ksztaltowania glowicy zapory filarowej.

Wyréznienie w wysokos$ci 2.000 zt przyznano doc. M. LUrskiEMU (RzeszOw) za prace Wytrzymalo$é
na obciqzenia wahadlowe przy scinaniu zakladkowego polgezenia kiejonego metali.

Oddziat w L odzi przeprowadzit ogélnokrajowy konkurs naukowy na najlepsza pracg z mechani-
ki teoretycznej i stosowanej. Na konkurs wptyneto 14 prac. Sad konkursowy w skladzie: prof. dr J. SZMELTER
(przewodniczacy) oraz doc. dr M. SucHARr, prof. dr J, Surockr i doc. dr Z, KazmMierskI (cztonkowie)
przyznal 4 nagrody i 3 wyréznienia,

Pierwsza nagrode w wysokoéci 12.000 zt otrzymali dr A, DRESCHER i mgr T. HUCKEL za prace Nieliniowy
opis deformacji spreiysto-plastycznej cial rozdrobnionych,

Druga nagroda nie zostala przyznana.

Trzy réwnorzedne trzecie nagrody po 6.000 zl kazda otrzymali: dr J. KRODKIEWSKI za prace Statecznosé
i predkosci krytyczne waléw o niekolowym przekroju podpartycl podatnie anizotropowo; dr, M. KROLAK
za pracg Statyka i dynamika malo wynioslych powlok; dr. Wr. NADOLSKI za pracg Model mechaniczny
Jednostopniowej przekladni zgbatej o osiach réwnoleglych w przypadku drgari gietno-skretnycl,

Trzy roOwnorzedne wyrdznienia w wysokosci 3.000 zt kazde otrzymali: dr W. BARAKSKI i mgr S. FUr-
MANCZYK za prace O rozwiqzywaniu réwnari Lamégo przez rozdzielenie zmiennych w zagadnieniach réwnowagi
plyt i tarcz; dr J. STELMARCZYK za prace Charakterystyka dynamiczna maszyny wirnikowej i wykorzystanie
Jjej do obliczania predkosci krytycznycli; dr W. WOIEWODZKI za prace Wyboczenie lepkoplastycznej powloki
kulistej obciqzonej radialnym impulsem cisnienia.
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KONFERENCJA SZKOLENIOWA «METODY STOCHASTYCZNE W MECHANICE
KONSTRUKCJI» JABLONNA, CZERWIEC 1972 R.

Przej$cie od metod deterministycznych do stochastycznych wymaga, w pewnym zakresie, przelomu
w sposobie my$lenia, w sposobie ujmowania zagadnien inzynierskich i ich rozwiazywania.

Rézne dzialy mechaniki nicdeterministycznej rozwijaja si¢ w Polsce od lat dzigki entuzjazmowi nielicz-
nych osob. Prof. Witold Wierzsickr juz w 1935 r. sformulowal zagadnienie bezpieczenstwa konstrukcji
w kategoriach rachunku prawdopodobienstwa.

Pewne dzialy, jak np. stochastyczna mechanika konstrukcji budowlanych Iub maszynowych, gdzie
obciazenia, wlasno$ci materiatlow, warunki brzegowe przyjmowane sa w postaci probabilistycznej, nie sa
moze dostatecznie uprawiane. Nieznana jest dotad w naszym kraju racjonalna teoria norm projektowania
konstrukcji, oparta o rachunek prawdopodobienstwa i uwzglgdniajaca skutki ekonomiczne i spoleczne,
jakie z tych norm i zalecen wynikaja. Powiazanie tego rodzaju teorii norm z teoria niezawodno$ci i proba-
bilistyczna mechanika budowli mialoby duZe znaczenie gospodarcze zwlaszcza dla rozwoju uprzemystowio-
nego budownictwa.

Komitet Inzynierii Polskiej Akademii Nauk, wystepujac z inicjatywa konferencji po$wieconej metodom
stochastycznym w mechanice konstrukcji, mial na celu wprowadzenie w t¢ tematyke szerszego grona za-
interesowanych pracownikéw nauki i specjalistow z biur projektéw. Do wygtoszenia wykladéw zaproszono
reprezentantéw nauki $wiatowej, najbardziej kompetentnych i najaktywniej dzialajacych w tej dzicdzinie.
Wymieniajac ponizej wyktadowcow zagranicznych i krajowych, charakteryzujemy pokrétce problematyke,
jaka przedstawili.

Prof. W, W, Borotmy (Moskwa) wylozyl podstawy naukowe i znaczenie gospodarcze wynikéw teorii
niezawodnosci i zdefiniowal pojecia takie, jak : system konstrukcyjny i jego jako$¢, wymagania eksploatacyjne
obiektu, awarie wzglednie stany graniczne konstrukcji.

BOLOTIN stosuje aparat matematyczny teorii proces6w losowych do opisu zachowania si¢ konstrukcji
oraz dzialania czynnikbw wymuszajacych. Sprowadza problem niezawodnosci do znalezienia optymalnej
funkcji przezycia dla czasu stuzby obiektu. Obja$nia metody obliczen na przykiadach z dynamiki stochastycz-
nej (drgania, zjawiska niestateczno$ci urzadzen i maszyn).

Prof. A. C. CorNELL (Cambridge, Mass., USA) oméwit sprawg statystycznego opisu obciagzen. Przed-
stawil mozliwo$¢ redukcji obciazen obliczeniowych w zaleznosci od: wielko$ci obciazonej powierzchni
i ilosci kondygnacji, mozliwych kombinacji obciazef oraz ograniczonego czasu trwania obciazen,

Jako matematyczna podstawe oceny niezawodnosci rozwija CORNELL tzw. probabilistyczng teorie
pierwszego rzedu, ktéra opiera si¢ na zwiazkach liniowych i uwzglednia tylko pierwsze dwa momenty
rozkladéw prawdopodobienstw. CORNELL pordwnuje zastosowane w réznych przepisach metody probabi-
listyczne i formacje czgéciowych wspdiczynnikdéw bezpieczenstwa, w szczegdlnosci — najnowsze metody
obliczen z kanadyjskich i meksykanskich norm budowlanych. Dla dokladniejszych obliczen stosuje CORNELL
zasad¢ warunkowej niezawodno$ci przy uwzglednieniu tacznych rozkladéw prawdopodobienistwa, a takze
metode liniowej analizy regresji, ktéra proponowat tez BOLOTIN,

Prof. Cz. EIMER (Warszawa) zrelacjonowal w skrocie metody probabilistyczne opisu wytrzymalosci
betonu, zmiennej w czasie pracy konstrukcji. Przedstawil model stochastyczny kumulacji mikrodefektow
materialu — w ujeciu  tensorowym,

Prof. N. C. Linp (Waterloo, Ont., Kanada) w swym ujeciu probleméw niezawodno$ci wziat pod uwage
aspekty ekonomiczne i spoleczne. LIND precyzuje kryteria obliczeniowe i charakteryzuje bledy, jakie moga
dawaé poszczegblne fazy realizacji konstrukcji budowlanej: zalozenia projektowe, koncepcja konstrukeiji,
obliczenia i wymiarowanie, wykonanie i montaz, sprawdzenie warto$ci uzytkowe;j.

Duze znaczcnie przypisuje LIND odpowiedniemu sformuiowaniu przepisdw budowlanych, Stosuje
optymalizacj¢ kosztéw calkowitych budowli, prowadzaca do wywazenia nakladéw na budowe i ryzyka
awarii, i dazy do optymalnego wyspecyfikowania warunk 6w normowych. Duza rolg graja przy tym praktycz-
ne i psychologiczne aspekty. Np. wyrazne oszczedno$ci mozna uzyskaé wprowadzajac optymalne stopnio-
wanie danych obliczeniowych (wymiardéw profiléw walcowanych, przekroi stali zbrojeniowej, klas wytrzy-
malosci stalii betonu itp.)
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Dla rozwiazania probleméw teoretycznych niezawodnosci stosuje LIND modele termodynamiki,

Prof. J. MurzewskI (Krakéw) zwiazal swa koncepcje bezpieczenstwa konstrukcji z postulatem roz-
graniczenia odpowiedzialnosci uzytkownika (za dzialanie zewnetrzne), wykonawcy (za jako$é konstrukeji)
i projektanta (za wlaSciwe schematy statyczne i dokladno$¢ obliczen). Przyjmujac prawdopodobienstwo
dyskwalifikacji budowli (w wyniku kontroli) jako miar¢ bezpieczenistwa, wyprowadza 3 czeéciowe wsp6l-
czynniki bezpieczenstwa. Formuluje przy tym 2 zadania optymalizacyjne. Pierwsze polega na optymalnym
rozkladzie globalnego wspbiczynnika bezpieczefistwa na wspolczynniki czesciowe, a drugie — na dobraniu
jego optymalnej warto$ci. Wprowadza przy tym klasyfikacje¢ bezpieczefistwa dogodna dla normalizacji.

MuRrzewsKI przedstawia szereg przykladowych obliczen no$noéci elementéw konstrukcyjnych, przy
uwzglednieniu ich losowych wilasno$ci mechanicznych i geometrycznych, a takie przykladéw obciazen
obliczeniowych konstrukcji, przy uwzglednieniu tacznych rozkladéw prawdopodobienstwa dla ukladéw
niezaleznych sit, Na tych przyktadach wykazuje rol¢ efektu skali i efektu trwalo$ci w zagadnieniach bez-
pieczenstwa budowli. Dyskutuje przy tym dopuszczalno$é uproszczen w obliczeniach inzynierskich i po-
roéwnuje wyniki obliczen probabilistycznych z wynikami obliczen metoda stanéw granicznych,

Dr M. TicHy (Praga) przeciwstawit 3 kryteria obliczeniowe: naprezenia dopuszczalne, stany graniczne,
warunek ekonomiczny (optymalizacj¢) i 3 metody obliczen: ekstremalnych wartosci wejéciowych, ekstremal-
nych wartoéci wynikowych, prawdopodobienstwa stanu bezawaryjnego.

TicuyY zaleca udoskonalenie metody standw granicznych (z ekstremalnymi wartoéciami wej§ciowymi)
wprowadzanq w krajach RWPG, Jako pewien krok w tym kierunku widzi zastosowanie rozwinietej przez
siebie i M. VORLICKA teorii powierzchni interakcji dla zlozonych przypadk6w wytrzymalo$ciowych. TicHY
omawia ponadto zrédla bledéw w schematach obliczeniowych elementéw zelbetowych w stanie zarysowania
i odksztalcenia.

Ponadto nie mogli przyby¢, ale przygotowali wyktady: Prof. B. W. GNIEDIENKO (Moskwa) na temat
matematycznych podstaw teorii niezawodno$ci i prof. M. SHINOZUKA (Nowy Jork) na temat teorii obciazen
prébnych i symulacji procesow losowych, Beda one, wraz z innymi wykladami, po przettumaczeniu i prze-
redagowaniu, opublikowane w ksiedze pokonferencyjnej.

W czasie konferencji dr K. SoBczyk (Warszawa) prowadzit zajecia z podstaw rachunku prawdopo-
dobienstwa i funkcji losowych, uzupelniajac stabsze przygotowanie niektérych stuchaczy w tej dziedzinie.

Inicjatywa, przygotowanie i organizacja programu tej konferencji wyszla od prof. A. SAWCZUKA,
przewodniczacego Sekcji Mechaniki Konstrukeji w Komitecie Inzynierii PAN oraz od prof. J. MuRzew-
SKIEGO, ktéry w tym Komitecie prowadzi Zesp6l Zagadnieri i Metod Niezawodnodci,

Janusz Murzewski (Krakdw)

KOMUNIKAT

Colloquium Euromech 38 na temat «Gyrodynamiki»
Université Catholique de Louvain
Bdtiment Simon Stévin,
B-1348 Louvain-la-Neuve
Belgique

Colloquium odbedzie si¢ w dniach 3—5 wrze$nia 1973 r. w Louvain-la-Neuve, na nowych terenach
Uniwersytetu w Louvain, 20 mil na wsch6d od Brukseli.

Tematem Colloquium bgdzie dynamika rotacyjna wraz z zastosowaniami do r6znych praktycznych
zagadnien.

Przewiduje si¢ jako tematy sesji nast¢pujace zagadnienia:

— teoretyczna gyrodynamika,

— teoria systeméw w zastosowaniu do dynamiki rotacyjnej (facznie z analiza stateczno$ci, kontroli,

itp.),
— mechanizmy rotacyjne,
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— zyroskopy (teoria i technologia),

— inercjalne systemy nawigacyjne,

— zagadnienia pojazdéw kosmicznych,

Termin nadsylania streszczen prac (okolo 150 stéw) uplynat w zasadzie 1 lutego 1973 r. Dodatkowe
informacje mozna uzyska¢ zwracajac si¢ do prof. F, Buckensa pod adresem podanym na wstepie.

V MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA WYMIANY CIEPEA
TOKIO, 3—7 WRZESNIA 1974 R.

Na konferencji bedzie przedstawionych 350 referatéw z nastgpujacych dziedzin: promieniowanie
cieplne, przewodzenie, konwekcja wymuszona i swobodna, wrzenic i kondensacja, kombinowana wymiana
ciepta i masy, wymiana cicpla w systemach reologicznych, wymiana ciepla w biologii i otoczeniu, wymien-
niki ciepla, techniki pomiarowc i analogowe, ogblne problemy wymiany ciepla.

Referaty wylacznie w jezyku angiclskim bedg przedstawione w grupach po 8-—10 refcratéw general-
pych. Referat nie moze przekroczy¢ 6000 stéw, wliczajac w to tablice i rysunki. Referaty zostana wydane
w formie preprintow,

Termin zgloszenia streszezen referatéw o objgtosci 1 strony uplywa 1 marca 1973 r. Yo przyjgciu re-
feratu pemy tekst winien by¢ dostarczony do 1 wrze$nia 1973 r.

Zgloszenia nalezy kierowaé pod adresem:

Prof. N. H. Afgan, Iustitute «Boris Kidricéy,
University of Beograd, P. O. Box 522, 11000 Beograd,
Yugosilavia

Na konferencji beda wygloszone wyklady na wybrane tematy wymiany ciepla przez zaproszonych
specjalistow. Przewiduje si¢ réwniez dyskusje panelowe, dyskusje okraglego stolu, filmy naukowe oraz
zwiedzanie wystaw,

SYMPOZJA
MIEDZYNARODOWEJ UNI MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ (IUTAM)

1973

1. JIUTAM/IUGG Symposium on Turbufent Diffusion in Environmental

Pollution
Miegjsce: Charlottesville, Virginia, USA
Data: 8—14 kwiecien 1973

Przewodniczacy: Dr. Francois N. Frenkiel
Computation and Mathematics Department Naval Ship Research and Development
Center
BETHESDA, Maryland 20034, USA
2. TUTAM Symposium on Optimization in Structural Design
Miejsce: Warszawa, Polska
Data: 21—25 sierpien 1973
Przewodniczacy: Prof. A. Sawczuk
Kopernika 8 M 62
WARSZAWA, Polska
3. Joint IAU/IUTAM Symposium on the Stability of the Solar System and of Small Stellar Systems
Miejsce: Warszawa, Polska
Data: 5—8 wrzesien 1973
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Przewodniczacy: Prof. Y. Kozai
Tokyo Astronomical Observatory
Mitaka, TOKYO, Japan
. TUTAM Symposium on Photoelastic Effect and its Applications
Miejsce: Université Libre de Bruxelles
Data: 10—16 wrzesien 1973
Przewodniczacy: Prof. Jean Kecstens
Laboratoire d’Analyse des Contraintes Université Libre de Bruxelles
87, avenue Ad. Buyl.
BRUXELLES 5, Belgium

1974

. JIUTAM Symposium on Buckling of Structures
Miejsce: Harvard University, Cambridge, U.S.A.
Data: 17—21 czerwiec 1974
Przewodniczacy: Prof. B. Budiansky. Pierce Hall
CAMBRIDGE 38, Mass. 02138, U.S.A.
. TUTAM Symposium on Dynamics of Rotors
Miejsce: TU, Lyngby, Denmark
Data: 12—16 sierpien 1974
Przewodniczacy: Prof. F. Niordson,
TU, Building 404
2800 LYNGBY, Denmark
. TUTAM Symposium on the Mechanics of the Contact between Deformable Bodies

Miejsce: Enshede, Netherlands

Data: 20—23 sierpien 1974

Przewodniczacy: Prof. A. D. de Pater,
Mekelweg 2

DELFT, Netherlands
. JUTAM Symposium on the Dynamics of Vehicle Roads and Railway Tracks

Miejsce: Delf, Netherlands

Data: 26—30 sierpien 1974

Przewodniczacy: Dr inz. H. B. Pacejka
Mekewcg 2

DELF, Nethcrlands
. JUTAM Symposium on the Mechanics of Visco-Elastic Media and Bodies
Miejsce: Moskwa, ZSRR
Data: Wrzesien 1974 (orientacyjnie)
Przewodniczacy: Prof. A. A. llyushin
University of Moscow
MOSCOW B-234, USSR

1975

. Second IUTAM Symposium Transsonicum

Miegjsce: Gdottingen, B.R.D.

Data: Wrzesien 1975

Przewodniczacy: Prof. K. Oswatitsch,
Inst. fiir Stromungslehre Technische Hochschule Wien,
1040 WIEN Karlplatz 13, Austria
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2. IUTAM Symposium on Stochastic Problems in Mechanics
3. Symposium on Fundamental Aspects of Biomechanics
4. Symposium on Application of Methods of Functional Analysis to Problems of Mechanics

ERRATA

W 3 numerze MTIS (1972), na s. 474 zostalo opuszczone nazwisko Autora «Sprawozdania z VII
Polsko-Czechostowackiej konferencji dynamiki maszyn»; jest nim doc. dr Jézef Woranowskr (Gliwice).

Przepraszamy Autora i Czytelnikow.
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Zeszyt 1

Jubileusz WitoLbA NOWACKIEGO

L. DierricH, K. Turskl, Badania zmeczeniowe w ztozonym stanie naprg¢zenia
HccnenoBanust YCTATTOCTHOM IPOYHOCTH NPH CJIOMHOM HANPSDKEHHOM COCTOSTHHM
Investigations of fatigue under combined stresses

S. ZAHORSKI, Pewne niewiskozymetryczne przeplywy cieczy lepkosprgzystych
HekoTopble HEBUCKO3HMETPHUECKME TEUCHHUS BSSKOYIPYTHX MHIKOCTEH
Certain non-viscometric flows of viscoelastic fluids

Z. WisNIEwskI, Analiza ruchu pewnego ukladu wibro-uderzeniowego o dwdch stopniach swobody
AHaTH3 HEKOTOPOII BHOpPOYHapHOM CHCTeMbl C OByMsi CTENEHSAMK CBOGOIBI
On certain vibratory-impact system with two degrees of freedom

R. KrRzYwWIEC, Analogia mechaniczno-stereomechaniczna w klasie niewskaZnikowych réwnan
Lagrange'a 2 stopnia
MeXaHNKO-CTEPEOMEXAHHUCCKAsl AHAJIOHA B KJACCE MHOTOMHIEKCHBIX ypaBhenmit Jla-
rpamwxa 2-o#f cremeHu
The mechanical-stereomechanical analogy in the class of multiindicial Lagrange equations
of second kind

W. RupnNICcKI, J. Kizyma, Plyta o zmiennym modelu odksztalcenia postaciowego skrecona kotowym
stemplem
Kpyuenue Kpyriod IUUTBI C NEPEMEHHBIM MOJVJIEM COBHTa C IIOMOIUBIO YKECTKOrO KpYy-
roBOrO LUTAMIA
A plate with variable modulus of shear twisted by a circular stamp

J. Bauer, E. Wroparczyk, Dynamika sztywnej kuli spoczywajacej na sprezystoplastycznym
podtozu ze zmienna granica plastycznosci. Cze§¢ II. Sprezyste odcigzenie
JHaMHKa SKEeCTKOM IIMTBI, PACTIONOMEHHON HA YIIPYTO-IUTACTHYECKOM OCHOBAaHMH C IIe-
pemenunIM npexesiom TekydecT. Yacte II. Ynpyras pasrpysxa
Dynamics od a rigid plate resting on elastic-plastic foundation with variable plasticity limit,
Part II. Elastic unloading

K. RykaLUK, Koncentracja naprezen w tarczy nieograniczonej z otworem kolowym przy obciazeniu
wewnetrznym
KoHueHTpauiisfi HAOpPsHKEHUH B HEOTPAaHHYEHHON IUMTE ¢ KPYIVIbIM OTBEPCTHEM, HAXO-
OAWMMCS TI04 OeiiCTBHEM BHYTpPeHHell Narpysku
Stress concentration under internal loading in an infinite disk with a circular hole

J. B. OBREBSKI, Zastosowanie maszyn cyfrowych do rozwiazywania rusztéw o regularnej sze$cio-
katnej siatce pretéw
TIpumeHeHHEe BBLIUMCIMTEIBHBIX MALIMH [UIST PELIEHHsST POCTBEPKOB C PETYJSPHOM IIECTH-
YTOJILHOM CTEP3KHEBOM CETKOM
Application of digital computers to the solution of regular hexagonal gridworks

A. GAJEWSKI, M, ZyczkowsKI, Wplyw jednoczesnego niejednorodnego tarcia wewnetrznego i ze-
wnetrznego na stateczno$é ukladéw niekonserwatywnych
CoBMeCTHOE BIIMSHHME HEOOHOPOJHOTO BHEIUHETO M BHYTPEHHErO TPEHMSI HA YCTOMYMBOCTD
HEKOHCEPBATHBHBIX CHCTEM
Influence of simultaneous non-homogeneous external and internal friction upon the stability
of non-conservative systems

M. CHrzaNoOwskl, O mozliwoéci opisu petnego procesu pelzania metali
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