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PROFESOR DOKTOR ZBIGNIEW WASIUTYNSKI (1902—1974)

Profesor ZBIGNIEwW WASIUTYNSKI urodzit si¢ 7 pazdziernika 1902 r. Studia na Wydziale
Inzynierii Ladowej Politechniki Warszawskiej ukonczyt w 1926 r., a nastgpnie pracowat
w Dziale Mostow w Wojewddztwie £.6dzkim, w Laboratorium Wytrzymalosci Tworzyw
i w Katedrze Budowy Mostéw Politechniki Warszawskiej. W latach 1934—1939 wykladat
statyke budowli w Szkole Podchorazych Saperéw
i matematyke na Wydziale Architektury PW.

Prace doktorska obronit profesor WASIUTYNSKI
w 1928 r.; obejmowata ona analiz¢ zjawiska wy-
boczenia na podstawie badania pretéw stalowych.

Podstawg habilitacji byla praca o ksztaltowaniu
wytrzymaloéciowym, opublikowana przed sama
wojna w 1939 r., kolokwium habilitacyjne odbylo
sie w 1942 r. w ramach tajnej dziatalnoéci PW.
W tym czasie profesor WASIUTYNSKI prowadzil
zajecia na Wydziale Architektury PW i pracowat
w Spolecznym Przedsiebiorstwie Budowlanym.

Po wojnie profesor WASIUTYNSKI wykladal
matematyke na Wydziale Architektury PW w la-
tach 1945—1948, a nastepnie od 1949 do 1969 r.
kierowat Katedrg Budowy Mostédw PW, za$ od
1953 do 1972 byl kierownikiem Pracowni w Insty-
tucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN,

Obok tych gtéwnych zajeé, Profesor uczestniczyk
w wielu technicznych i organizacyjnych pracach w dziedzinie budowy mostéw i kon-
strukcji inzynierskich w Polsce. Trzeba tu wspomnieé¢ Jego udzial m.in. w projektach
licznych mostéw, w budowie gmachu Sejmu, Domu Stowa Polskiego i Gmachu GUS
w Warszawie, w pracach badawczych podejmowanych przy budowie metra. W latach
1950—1952 Profesor byl doradca w Metrobudowie i Ministerstwie Gospodarki Komu-
nalpej.

W latach 1954—1955 profesor WASIUTYNSKI kierowal projektowaniem i czuwal nad
realizacja najwigkszej dwezesnej konstrukcji z betonu sprezonego w Polsce — ciaglej plyty
przekrywajacej Dworzec Srédmieécie w Warszawie.

W latach 1956—1957 Profesor kierowal projektowaniem wariantéw betonowych mos-
téw i dojazdéw na trasie im. Starzynskiego w Warszawie, a Jego §miala koncepcja wyko-
rzystania starych i waskich filaréw przez wybudowanie mostu dwupoziomowego pozwo-
lita na uzyskanie rozwiazania o niewatpliwych technicznych i ekonomicznych zaletach,
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Za zashigi naukowe w dziedzinie konstrukcji sprezonych profesor WASIUTYNSKI otrzy-
mal Nagrode Panstwowa I stopnia w 1956 1.

Zainteresowania naukowe Profesora byly bardzo szerokie. Prowadzit badania do§wiad-
czalne pretéw Sciskanych, modeli ustrojéw mostowych] i tuneli metra. Opracowal ory-
ginalne metody pomiaru odksztalcei wewnatrz elementéw betonowych oraz w gruntach
i uzyskat patenty na odpowiednie urzadzenia pomiarowe. Zainicjowal nastgpnie badania
przebiegu fal uderzeniowych w elementach betonowych i staral si¢ stymulowac prace w dzie-
dzinie dynamiki mostdw.

W ciagu wielu lat prowadzit prace w dziedzinie optymalizacji konstrukcji, majace na
celu sformulowanie obiektywnych metod okreslania ksztaftéw konstrukcji na podstawie
obieranego a priori kryterinm; kryterium opracowane i rozwijane przez profesora WA-
SIUTYNSKIEGO to minimum potencjatu sprezystego. Pierwsze prace Profesora mialy wplyw
na dalszy ogromny wzrost zainteresowania zagadnieniami optymalizacji konstrukcji;
w 1939 r., gdy On opublikowal swoje dzieto O ksztaltowaniu wytrzymalo$ciowym tema-
tyka ta nie byla w ogéle uprawiana ani w Polsce, ani niemal w innych krajach. Obecnie
zagadnienia optymalizacji konstrukcji sa prowadzone przez kilka o§rodkéw w kraju i kil-
kadziesiat osrodkéw zagranica, a rocznie ukazuje si¢ na §wiecie okolo sto powazniejszych
publikacji na ten temat.

Profesor WASIUTYNSKI tworczo przetransponowal metody stosowane w optymalizacji
konstrukcji do projektowania uktadéw komunikacyjnych, publikujac szereg prac na ten
temat, m.in. w 1959 r. ksiaZke ,,O ksztattowaniu ukladéw komunikacyjnych”

Zainteresowania Profesora architekturg i jej teorig doprowadzily do wydania w 1970 r.
monumentalnego dzieta ,,0 architekturze mostéw”.

Wymienione kierunki zainteresowan technicznych, to tylko cze§é prac badawczych
i twérczego wkiadu do nauki profesora WASIUTYNSKIEGO, ktéry od szeregu lat zajmowat
si¢ czynnie zagadnieniami ekonomii i filozofii. Sformulowane i rozwinigte pojecia efektyw-
nodci uzytkowej stworzyly racjonalne podstawy oceny ekonomicznej elementéw budow-
nictwa komunikacyjnego, jak drogi i mosty. W pracach w dziedzinie naukoznawstwa
i prakseologii staral si¢ wskazywaé wladciwe kierunki 1 metody badai oraz analizowaé
rozwdj wspéblczesnej nauki.

Profesor WaAsIUTYNsKI brat zywy udziat w organizowaniu Zycia naukowego w Polsce.
Byt czlonkiem — zalozycielem Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stoso-
wanej, a w ciagu kilku kadenciji pelnif funkcje przewodniczacego Gléwnej Komisji Rewi-
zyjnej. W 1965 byt wspélautorem pracy eksperymentalnej z dziedziny analizy odksztalcen,
nagrodzonej na konkursie PTMTS. Profesor byt takZe pierwszym przewodniczacym Ko-
mitetu Nauki Polskiego Zwiazku Inzynieréw i Technikéw Budownictwa.

W uznaniu zastug naukowych profesor WASIUTYNSKI zostal powolany na czlonka-ko-
respondenta Polskiej Akademii Nauk w 1958 r., w 1966 r. — na czlonka rzeczywistego,
przyznano Mu takze szereg najwyzszych oznaczed panstwowych.

W latach 1969-—1972 profesor WASIUTYNSKI byt przewodniczacym Komitetu Inzynierii
Ladowej i Wodnej PAN.

Powyzszy przeglad dziatalnoéci i osiagni¢é profesora ZBIGNIEWA WASIUTYNSKIEGO,
z koniecznosci krétki i niepetny, pozwala jednak na zorientowanie si¢ w skali 1 zasiggu
Jego zainteresowan oraz w wplywie jaki mial na wszystkich, ktérzy mieli okazje z Nim
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wspotpracowaé. Gleboka i wszechstronna wiedza, poSwigcenie si¢ pracy dla kraju i dla
nauki, a przy tym niezachwiane zasady moralne, to giéwne cechy Profesora. Oddany spra-
wom budownictwa i mostownictwa, nauczania i rozwoju wiedzy, pracowal niemal bez
odpoczynku, Pozostalo po Nim szereg konstrukcji, kilkaset publikacji i referatéw, wiele
ksiazek i podrecznikéw, liczni wspdtpracownicy w kraju i zagranica.

Polska nauka i technika poniosly niepowetowana strat¢ wskutek przedwczesnej §mierci
profesora ZBIGNIEWA WASIUTYNSKIEGO W dniu 27 stycznia 1974 1.

A. M., Brandt (Warszawa)
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OCENA PRZYDATNOSCI
ZYWICY EPOKSYDOWEJ «EPIDIAN 5» DO MODELOWANIA
KONSTRUKCJI*

ReNHOLD K AL UZ A (OPOLE)

1. Wstep

Materialy uzywane do modelowania konstrukcji powinny charakteryzowaé sie wlasno-
§ciami umozliwiajacymi spelnienie kryteridw podobienstwa fizycznego oraz latwoscia
modelowania réznych skomplikowanych elementéw [1, 2, 3].

Materialy, ktdrych cechy fizyczne odpowiadaja wymienionym wymogom, podzieli¢
mozna na [2, 3, 4]: materialy wigZace (gips, mikrobetony, zaprawy specjalne), metale
oraz tworzywa sztuczne (termo- i chemoutwardzalne zywice syntetyczne).

W badaniach modelowych konstrukeji, poza badaniami metods elastooptyki, naj-
szersze zastosowanie do wykonywania modeli znajduje gips, podobnie jak inne materiaty
wigzace charakteryzuje si¢ stosunkowo malymi wydiuZzeniami granicznymi [4, 5]; wyni-
kajacymi z jego kruchoéci, co uniemozliwia przeprowadzenie badan w zakresie znacznych
przemieszczen. Ponadto gips, ze wzgledu na swa krucho$é, na ogdl nie nadaje sie¢ do
wykonywania modeli geometrycznie podobnych do cienkoSciennych konstrukcy powtlo-
kowych, stosowanych np. w budownictwie. :

Zamiar wykonania modeli hiperboloidalnych chiodni kominowych podyktowal ko-
nieczno$¢ przeprowadzenia badan materialowych tworzywa otrzymanego na bazie zywicy
epoksydowej «epidian 5» z napelniaczem i z dodatkiem plastyfikatora.

Celem badan, ktérych wyniki zostang omdwione w niniejszej publikacji, bylo ustale-
nie wplywu iloéci napelniacza mineralnego (cement portlandzki 350), utwardzacza
«TECZA» i plastyfikatora (ftalan dwubutylu), dodanych do Zywicy epoksydowej «epi-
dian 5» na takie wlasnosci otrzymanego tworzywa, jak:

— jednorodnoéé,

— wytrzymalo§¢ na zginanie,

— modut Younga i wspéiczynnik Poissona,

— zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie,

— warto$§¢ wspoélczynnika dysypacji energii sprezystosci przy statycznej petli histerezy.

Ustalono réwniez wplyw cyklicznie zmiennych i dlugotrwalych obciazen na odksztal-
calnoéé tworzywa.

* Praca zostala nagrodzona na konkursie na prace doswiadczalne z mechamkx technicznej — zorga-
nizowanym przez Oddzial PTMTS w Krakowie w 1973.
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2. Program badafh oraz wykonane prébki

Skiadniki badanego tworzywa dobierano w nastgpujacych iloéciach w odniesieniu
do 100 czgéci Zywicy («epidian 5»):

— utwardzacz (trdjetyloczteroamina — TECZA) —7, 8, 9, 10, 12,5, 15 i 10 ns,

— napelniacz (cement portlandzki 350) — 0, 50, 100, 150, 200 i 250 ns,

— plastyfikator (ftalan dwubutylu) —0, 7, 15 i 24 ns, gdzie ns ozpacza «na 100
czebei Zywicy».

Eacznie wykonano 168 réznych kompozycji tworzywa. Z kazdej kompozycji wykonano
po 6 prébek pasmowych o gruboéei 2 = 5 mm, szerokosci 40 mm oraz dlugo$ci 300 mm.
Przyjete grubosci prébek, dochodzace do A =5 mm, odpowiadaja gruboSci modeli
konstrukeji powlokowych. Proces utwardzania tworzywa prébki przebiega wiedy w po-
dobnych warunkach, jak proces utwardzania tworzywa modelu (przede wszystkim wyste-
puja podobne warunki termiczne).

Badania dla okre§lenia jednorodnoéci tworzywa przeprowadzono na prébkach pas-
mowych o wymiarach 5 x 40 x 300 i 10 x 40 x 300 mm oraz na beleczkach 20 x 40 x 300 mm.

3. Technika badan oraz metodyka opracowania wynikéw

3.1. Uwagi wstepne. OkreSlenie zaleZnoéci napreZenie-ugiecie, napreZenie-odksztalcenie
oraz wytrzymalo$ci na zginanie dla badanego tworzywa przeprowadzono na prébkach
pasmowych poddanych czystemu zginaniu, skokowo zwigkszanym momentem M = Pa
(rys. 1). ‘

Pomiar ugigé prowadzono czujnikiem mechanicznym 0,01, odksztalcenia za$ rejestro-
wano tensometrami elektrooporowymi RL-20/120. Kazda z prébek pasmowych poddano

lﬁ=np, | | la-nn,
l a 1 a |,
1 1 Rys. 1. Schemat obciafenia prébki

dwém cyklom obciazenia w zakresie 1/3 naprezen niszczacych, rejestrujac strzatke ugiecia
oraz odksztalcenia podiuZne i poprzeczne skrajnych widkien strefy §ciskanej i rozciagane;j.

Wstepna graficzna analiza zalezno$ci napreZenie-ugiecie oraz napreZenie-odksztatce-
nie nasunela przypuszczenie, Ze zaleznoéci te dla wigkszosci badanego tworzywa 54 liniowe.

Celem zweryfikowania tego przypuszczenia przeprowadzono statystyczna analize
wynikéw, otrzymanych z pomiaréw, okreslajac dla réwnan zastgpczych prostych naste-
pujace parametry wyznaczone wedlug metody najmniejszych kwadratéw 6 7, 8 9

— wspblczynnik regresji naprezenia wzgledem odksztatcenia lub ugiecia prébki,

— wsp6lczynnik korelacji napreZenia wzgledem odksztalcenia i ugiecia probki oraz

— odchylenie standardowe wspdtczynnika regresji naprezenia wzgledem odksztal-
cenia lub ugigcia prébki.
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Poziom istotnosci korelacji liniowej zmierzonych zalezno$ci naprezenie-ugiecie
i naprezenie-odksztalcenie, okre§lono przez poréwnanie obliczonego dla tych zaleznosci
wspélczynnika korelacji z warto$ciami ujetymi w tablicy korelacji FiscHERA [7].

3.2. Okreéleniec modulu Younga oraz mapreZeh niszezacych. Modul Younga E tworzywa ok-
re§lono ze zmierzonej zaleznoS§ci moment-ugigcie oraz naprezenie-odksztaleenie, uzyska-
nej dla dwuwspornikowej probki obciazonej symetrycznie sitami skupionymi na koficach
wspornikéw (rys. 1), wediug wzordéw [6, 7, 10, 11j:

M, 17
81

3.1) E=b b E= bo%,
gdzie
M, oznacza moment wywolany sila P,,
b — wspdlczynnik regresji napreZenia wzgledem ugiecia,
! —rozpieto$¢ przesta badanej prébki,
I — moment bezwladno$ci przekroju poprzecznego prébki,
by, — wspdlczynnik regresji naprezenia wzgledem odksztalcenia,
W — wskaznik zginania przekroju probki.
Przedzial ufnoéci modulu Younga okre§lono wedtug nastepujacych wzoréw [6, 7]:

M, 12
81

- - M
(3.2 (B+150) lub  (Bot?spg) =,
gdzie ¢ oznacza bezwzgledna warto$é rozkladu ¢ przy danych stopniach swobody i 23-
danym prawdopodobienstwie wystapienia warto$ci E.
NapreZenia niszczace R,, okreflono wedlug zaleznosci [10, 11]

rZ s<£

(3.3) R, =

X

oraz przy & >
przy ¢ E

R,
-Rza = -Re+Eu(8"' E );

gdzie M, oznacza moment niszczacy,
& — wydluzenie jednostkowe skrajnych widkien prébki,
R, — granica proporcjonalno$ci tworzywa prébki,
E, —modut umocnienia tworzywa.

3.3. Okreflenie wspolczymnika Poissoma. Wspdiczynnik Poissona wyznaczono dla kazdej
prébki poddanej dwém cyklom obciaZenia i odcigzenia w zakresie do 1/3 R,, (naprezen
niszczacych).

Wspélczynniki te obliczono z wyznaczonych wspdlczynnikéw regresji dla zaleznosci
naprezZenie-odksztalcenie, okreSlonej dla kierunku podluznego (wzdtuz dhuzszego boku
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prébki) i poprzecznego, oddzielnie dla strefy $ciskanej i rozciaganej, wediug zaleznosci
(rys. 2)

&2 b,
(3.4) y = o =5
gdzie &, oznacza wydiuzenie jednostkowe strefy §ciskanej lub rozciaganej w kierunku
podiuznym,
£, — wydluzenie jednostkowe strefy §ciskanej lub rozciaganej w kierunku poprzecz-
nym,
b, — wspolczynnik regresji dla zaleznosci o—gy,
b, — wspdlezynnik regresji dla zaleznosci c—e;,.
Przedziat ufnoci dla wyznaczonych wspdlczynnikéw Poissona okreSlono wedlug
zaleznosci

b1+tS([)l) > » > bl—‘tS(bl)

3.5 = = 73 ]
(3:3) by— sy by + 15w,

gdzie e,y S@, oznacza odchylenie standardowe dla wspdlczynnikéw b, i b,.

3.4. Okreslenie wspolezynnika dysypaciji 6 cnergii sprezystosci przy statycznej petli histerezy. Wspodt-
czynnik dysypacji energii sprezystosci dla poszczegdlnych cykli obciazenie-odciazenie
okre$lono na podstawie pomiaréw odksztalcenn ze wzoru

(3.6) b =—7~,

gdzie AW; oznacza energie sprezystosci utracona w i-tym cyklu obcigZenie-odciazenie
(pole petli i-tej histerezy),
W, — maksymalna energia sprezystosci prébki w i-tym cyklu obcigzenie-odciazenie.
Przyjmujac napreZenie za zmienng niezalezng a odksztalcenie za zmienna zalezna,
energie sprezystoéci utracona w poszczegdlnym cyklu obciazenie-odciaZenie dla kierunku
podtuznego probki AW, mozna przedstawi¢ w postaci [12]

(3.7) AWy = | Fu(e)do,
0

gdzie indeks / oznacza kierunek wzdhuz diuzszego boku prébki, o,, — maksymalne napre-
Zzenie zginajace w i-tym cyklu obciazenia (rys. 2), Fj;(¢) — réznica funkcji f;; odciazenia
1 /i obciazenia (rys. 2), przedstawiajaca «szeroko§é» petli histerezy dla odksztatcen jed-
nostkowych w kierunku podfuznym prébki.

Utratg energii sprezysto$ci w kierunku poprzecznym prébki AW, = vAW,, przedsta-
wiono wedtug wzoru (3.7) zastepujac funkcje podcatkowa Fj (o) przez funkcje F,i(o),
ktora przedstawia «szeroko§¢» petli histerezy dla odksztatcert jednostkowych w kierunku
poprzecznym prébki.
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Wykresy funkcji F;(c) i Fp(o) podano na rys. 2, przy czym wyrazenia de; i de, =
= pAe, oznaczaja «szeroko$c» petli histerezy,

Znajac warto$¢ utraconej energii sprezystosci AW, i AW, dla strefy §ciskanej i roz-
ciaganej tworzywa probki, mozna obliczyé warto$¢ wspotczynnika Poissona réwniez
z zaleznosci

(3.8) y = AW

7:(0)

Rys 2. Schematyczne przedstawie-
nie petli histerezy oraz funkcji jej
szerokosci de = F(o)

pal3

g

Maksymalng oraz utracong energie sprezysto$ci tworzywa probki w i-tym cykin ob-
ciaZenie-odcigzenie obliczono dla kazdej prébki stosujac uproszczony sposéb catkowania,
polegajacy na sumowaniu powierzchni trapezéw.

4, Wyniki badan oraz ich oméwienie

4.1. Uwagi wstepne. Czysta Zywica epoksydowa «epidian 5» utwardzona stechiometrycz-
ng ilofcia aminy alifatycznej «TECZA», jest — jak wiadomo — w temperaturze poko-
jowej (15-25°C) tworzywem stosunkowo kruchym, o duZej wytrzymaloéci na zginanie,
§ciskanie 1 rozciaganie. Charakteryzuje sig ponadto stosunkowo mnieduzg wartosciag mo-
dulu’ Younga (okolo 35000 kG/cm?) oraz stosunkowo nieduzym wydtuZzeniem wzgled-
nym przy zniszczeniu (okoto 5%) [13, 14].

Wprowadzenie do zywicy epoksydowej mineralnego napelniacza, przy jednoczesnym
zastosowaniu zewnetrznej plastyfikacji, pozwala na uzyskanie tworzywa o wlasnoéciach
mechanicznych, zmieniajacych sie w do§é znacznych przedziatach. Na rys. 3-6 przed-
stawiono wplyw utwardzacza («TECZAv), plastyfikatora (ftalan dwubutylu) oraz napet-
niacza (cemeint portlandzki 350) na wartoéci modutu Younga £ dla badanego tworzywa.
Np. modut Younga dla utwardzonego tworzywa zaleznie od stopnia uplastycznienia,
napelnienia i utwardzenia przyjmowat wartoéci od 5000 do 160 000 kG/cm?. Natomiast
naprgzenia niszczace R,, w zaleznoéci od skladu tworzywa przyjmowaly wartoéci od
50 do 1200 kG/cm?.
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Wprowadzenie do zywicy epoksydowej «epidian 5» napelniacza (cement portlandz-
ki 350) wplywa na poprawienie wiasnosci cieplnych utwardzonego tworzywa, gdyZ w miarg
zwickszania ilo§ci napelniacza w Zywicy epoksydowej wzrasta przewodnictwo cieplne
utwardzonego tworzywa, przy jednoczesnym spadku rozszerzalnosci cieplnej tego tworzy-
wa. Dodanie do zywicy epoksydowej «epidian 5» napelniacza oraz plastyfikatora ma réw-
niez dodatni wplyw na wlasnosci utwardzonego tworzywa z tego wzgledu, Zze dodatki te
wywotuja spadek stezenia zywicy i utwardzacza, co wplywa na przedtuZenie czasu zelo-
wania i czasu Zycia kompozycji, jak réwniez na zmniejszenie efektu cieplnego reakcji utwar-
dzania.

4.2. Wplyw stopnia utwardzenia, napelnienia oraz uplastycznienia nma warto§¢ modulu Younga bada-
nego tworzywa. Badane tworzywo w zaleznosci od ilo§ci plastyfikatora — ftalan dwu-
butylu, przy zmiennych iloéciach utwardzacza — «TECZA» (7 do 20 ns) oraz napel-
niacza — cement portlandzki 350 (0 do 250 ns), charakteryzowalo si¢ nastgpujacymi
skrajnymi warto§ciami modulu Younga E = 20000 do 160 000 kG/cm? (przy O ns
flatanu dwubutylu), E = 18 000 do 80000 kG/cm? (7 ns ftalanu dwubutylu), £ = 5000
do 60 000 kG/cm? (15 ns ftalanu dwubutylu) oraz £ =0 do 40000 kG/cm? (24 ns
ftalanu dwubutylu). :

Na rys. 3-6 przedstawiono wplyw utwardzacza «TECZA» oraz plastyfikatora, «ftalan
dwubutylu», na wartoéé modulu Younga przy dodaniu do zywicy epoksydowej «epidian 5»
cementu portlandzkiego 350 w iloéci O ns (rys. 3b), 50 ns (rys. 3a), 100 ns (rys. 4b), 150 ns
(rys. 4a), 200 ns (rys. 5) i 250 ns (rys. 6).

Ustalono, Ze stopniujac «ftalan dwubutylu» w ilo§ciach od 7 do 20 ns, moZna przy
statych stopniach napelnienia zywicy epoksydowej «epidian 5» uzyskaé tworzywo o naste-
pujacych wartoéciach modutu ,Younga:

od ok. 2000 do 40000 kG/cm? przy 0 ns cementu portlandzkiego 350,
od ok. 2000 do 70 000 kG/cm? przy 50 ns cementu portlandzkiego 350,
od ok. 3000 do 80000 kG/cm? przy 100 ns cementu portlandzkiego 350,
od ok. 3000 do 100000 kG/cm? przy 150 ns cementu portlandzkiego 350,
od ok. 5000 do 130000 kG/cm?* przy 200 ns cementu portlandzkiego 350,
od ok. 5000 do 160 000 kG/cm? przy 250 ns cementu portlandzkiego 350.

Analizujac wplyw utwardzacza «TECZA» na wartoé¢ modutu Younga utwardzonego
tworzywa nalezy podkreflié, Zze zbyt mala ilo§¢ aminy, w wyniku slabego usieciowania
tworzywa, wplywa niekorzystnie na wlasno§ci mechaniczne utwardzonego tworzywa,
gdyz w bardzo znacznym stopniu zmniejsza sztywno§é otrzymanego tworzywa.

Tworzywo utwardzone utwardzaczem w iloéci 0,6 do 0,9 ilosci stechiometrycznej
jest tworzywem o cechach mechanicznych zmiennych w czasie. Dlatego tez podane dolne
granice modutéw Younga, dla badanego tworzywa, wyznaczone po uplywie 21 dni od
czasu zmieszania kompozycji zywicy epoksydowej z utwardzaczem, nalezy traktowaé
jako wartoéci orientacyjne. Prowadzone obecnie badania potwierdzaja dla tego materiatu
(utwardzacz w iloSci mniejszej od ilo$ci stechiometrycznej) tendencje wzrostowe modutu
Younga, naprezen niszczacych, jak réwniez zmniejszenia si¢ odksztalcalno§ci w miarg
uptywu czasu. Nadmiar aminy («TECZA») w czystej Zywicy, jak réwniez napelnionej
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EX10'1 [k6/em?]
e /"N
100
80~ mns
e 1505
40+ 24ns
20__ Rys. 5. Wplyw dodatku 0, 7, 15 24 ns ftalanu
Utwardzacz Tecza dwubutylu na wartoSci modulu Younga dla
tworzywa o napehieniu cementem potrlandz-
8 0 12 “u 16

g 8 2[ns] kim w iloci 200 ns

bez dodatku plastyfikatora (ftalanu dwubutylu) dziala na utwardzone tworzywo plastyfi-
kujaco (rys. 3-6). Natomiast w zywicy epoksydowej plastyfikowanej ftalanem dwubutylu,
nadmiar aminy przyspiesza proces utwardzania Zywicy, podwyZszajac miedzy innymi
warto§¢ modutu Younga (rys. 3-6).

Ex107? tM/cmzj
160
L
H0 - Ons
120 |~
100
i 7ns
80—
-
15ns
601~
i 24ns
0
Rys. 6. Wplyw dodatku 0, 7, 15 i 24 ns ftalann 20—
dwubutylu na wartoSci modulu Younga dla k Utwardzacz Tecza
tworzywa o napelnieniu cementem portiandz- P I | ! TR N Y N T A
kim w ilodci 250 ns 6 & w0 12 w6 B 2]

4.3. Wplyw stopnia ntwardzenia, napelnienia oraz uplastycznienia na warto$é naprezen miszczgcych ba-
danego tworzywa. Naprezenia niszczgce przy zginaniu R,, dla badanego tworzywa w zalez-
nosci od stopnia uplastycznienia, napelnienia i utwardzenia przyjmowaly wartoéci od 20
do 1200 kG/cm®. Na wielko§¢ naprezen niszczacych przy zginaniu dla badanego two-

rzywa wplywaja przede wszystkim stopieft napetnienia, stopien uplastycznienia oraz sto-
pieti utwardzenia.
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Naprezenia niszczace R,, dla badanego tworzywa w zaleznoici od stopnia uplastycz-
nienia (0 do 24 ns ftalanu dwubutylu) oraz stopnia utwardzenia (7 do 20 ns «TECZAv),
okreslono na poziomie:

od 350 do 1200 kG/cm? przy 0 ns cementu portlandzkiego 350,
od 150 do 840 kG/cm? przy 50 ns cementu portlandzkiego 350,
od 80 do 670 kG/cm? przy 100 ns cementu portlandzkiego 350,
od 60 do 430 kG/cm? przy 150 ns cementu portlandzkiego 350,
od 110 do 420 kG/cm? przy 200 ns cementu portlandzkiego 350,
od 50 do 400 kG/cm? przy 250 ns cementu portlandzkiego 350.

Ogdlnie mozna stwierdzi¢, Zze wigkszemu napelnieniu oraz uplastycznieniu Zywicy
epoksydowej «epidian 5» odpowiadaja mniejsze wartosci naprezen niszczacych. Utwar-
dzacz «TECZA» dodany do zywicy epoksydowe] «epidian 5» w ilo$ci mniejszej od ste-
chiometrycznej w znacznym stopniu obniZza warto§¢ naprezen niszczacych R,, utwardzo-
nego tworzywa. Zjawisko to nalezy thumaczy¢ przede wszystkim stabym usieciowaniem
tworzywa, Tworzywo utwardzone przy tej ilodci utwardzacza charakteryzuje si¢ ponadto
tendencjami wzrostowymi napre¢Zzen niszczacych w czasie. Z tego wzgledu podane dolne
warto$ci naprezen niszczacych R.,, uzyskane dla badanego tworzywa, po uplywie 21 dni
od czasu zmieszania kompozycji z utwardzaczem, nalezy traktowaé jako wartodci orien-
tacyjne.

Dodanie do tworzywa utwardzacza « TECZA» w ilo$ci wigkszej od stechiometrycznej
wplywa zmniejszajaco na warto§ci naprezen niszczacych R, dla tworzywa bez dodatku
ftalanu dwubutylu. Natomiast dodanie utwardzacza «TECZA» do tworzywa (plastyfi-
kowanego ftalanem dwubutylu) w ilo§ci wigkszej od stechiometrycznej, przy$piesza proces
utwardzania tego tworzywa, podwyzszajac jednocze$nie warto$ci naprezef niszczacych R,

4.4. Wplyw stopnia uplastycznienia, napelnicnia i utwardzenia na odksztalcalno$é badanego tworzywa,
Dodany do zywicy epoksydowe] «epidian 5» lub tworzywa epoksydowo-cementowego
ftalan dwubutylu wplywa na wlasnoéci materialowe utwardzonego tworzywa, zwigkszajac
przede wszystkim jego wiasnoéci odksztalceniowe.

Na podstawie przeprowadzonych pomiaréw odksztalcen mozna, dla badanego two-
rzywa (utwardzonego utwardzaczem w iloéci wigkszej lub réwnej ilosci stechiometrycznej),
ustali¢ zakres liniowej zalezno$ci napregZenie-odksztatcenie do okolo 0,5 R,,. Dla tworzywa
utwardzonego utwardzaczem w iloéci mniejszej od stechiometrycznej zakres liniowej
zaleznosci naprezenie-odksztalcenie jest znacznie mniejszy i wynosi od ok. 0,0 R,, (przy
6 ns utwardzacza «TECZAw») do kolo 0,3-0,4 R,, (przy 0,9 stechiometrycznej ilosci
utwardzacza «TECZAy).

Na rys. 7 i 8 przedstawiono wplyw ftalanu dwubutylu oraz utwardzacza «TECZA»
na warto$§¢ wspdtczynnikéw dysypacji energii sprezystoéci dla badanego tworzywa o na-
peieniu 250 ns cementem portlandzkim 350. Wsp6iczynniki te dla przebadanego tworzy-
wa (przy obciazeniu do 1/3 R,,) przyjmowaly wartoéci zawarte w przedziale od 0 do 0,9.
Na warto$¢ wspdtezynnikéw dysypacji energii sprezystoéci wplywa przede wszystkim
ilo§¢ utwardzacza oraz ftalanu dwubutylu dodana do Zywicy epoksydowej «epidian 5».

Z przeprowadzonych badan tworzywa na prébkach pasmowych poddanych wplywom
cyklicznie zmiennych obciazen wynika, Ze obciaZzenia te zasadniczo nie wplywaja na
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zmiane modulu Younga dla badanego tworzywa. Przyktadowy wykres zaleZnosci o—e
dla prébki wykonanej z tworzywa o napelnienin 250 ns, utwardzonego utwardzaczem
«TECZA» w iloéci 15 ns z dodatkiem ftalanu dwubutylu w ilosci 15 ns, poddanej 10 cyk-
lom obciazenia-odciazenia podano na rys. 9.

/Ry
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Rys. 9. Wykres o — ¢ dla probki pasmowej poddanej 10 cyklom obciaZenia-odcigzenia w zakresie do 2/3
naprezen niszczacych
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Rys. 10. Wykres ¢ — f dla tworzywa o niapeinieniu

cementem portlandzkim w ilo§ci 250 ns; a) z do-

datkiem 24 ns ftalanu dwubutylu, b) z dodatkiem
15 ns ftalanu dwubutylu

2 Mechanika Teoretyczna

Rys. 11, Wykres o — f dla tworzywa o napeieniu

cementem portlandzkim w ilo$ci 250 us; a) z do-

datkiem 7 ns ftalanu dwubutylu, b) bez dodatku
ftalanu dwubutylu



Rys. 13. Wykres 0 — f dla tworzywa o na-
pelnieniu’ cementem portlandzkim w ilosci
200 ns; a) z dodatkiem 7 ns ftalanu dwu-
butylu, b) bez dodatku ftalanu dwubutylu
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Rys. 12 Wykres ¢ — f dla tworzywa o napel-

nieniu cementem portlandzkim w iloéci 200 ns;

a) z dodatkiem 24 ns ftalanu dwubutylu, b)
z dodatkiem 15 ns ftalanu dwubutylu
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Przykiadowe wykresy zaleZno$ci naprezenie-ugiecie uzyskane na prébkach wykonanych
z tworzywa o napelnieniu 200 i 250 ns, przy réznych stopniach utwardzenia i uplastycz-
nienia przedstawiono na rys. 10-13.

Przeprowadzone badania wykazaly, ze wspSiczynnik Poissona dla badanego tworzywa
posiada wartosci state niezalezne od poziomu naprezen. Wspélczynnik ten dla badanego
tworzywa w zaleznosci od sktadu przyjmowat wartosci od 0,26 do 0,45. Wplyw ilosci
utwardzacza oraz plastyfikatora na warto$¢ wspoiczynnika Poissona dla tworzywa na-
pelnionego cementem portlandzkim w ilo$ci 250 ns przedstawiono na rys. 14. Z prze-

14
5
724 24ns
43 15ns
“ (77“ Rys. 14. Wplyw utwardzacza i plastyfikatora na
ns . .
wartos§¢ 0O ka Poisso
“ Utwardzacz Tecza T wsp iczynnika Poissona dlfl tworzywa
PR I NN UV T N | 1 | I I S S | L [s} nape*nlenlu cementem Dortlandzklm w iloéci
8 0 4 “ 16 B 20 [ns 250 ns

prowadzonych badan wynika, Ze na warto§¢ wspdlczynnika Poissona utwardzonego
tworzywa zasadniczo wplywa ilo§¢ napelniacza oraz plastyfikatora, a w mniejszym stopniu
ilo§¢ utwardzacza.

Nadmieni¢ nalezy, Ze prowadzone badania tworzywa poddanego wplywom obcigzen
dlugotrwalych wykazuja, Ze tworzywo o napelnieniu wigkszym od 100 ns przy zastoso-
waniu ftalanu dwubutylu w ilosci mniejszej od 15 ns, moZna stosowaé w badaniach mo-
delowych, jezeli do utwardzenia tego tworzywa zastosowano utwardzacz «TECZA» w ilosci
wigkszej lub réwnej iloéci stechiometrycznej.

Uzyskane w przeprowadzonych badaniach wartoéci odchylenia standardowego s,
dla wspdlczynnikow regresji b zalezno§ci napreZenie-ugigcie oraz naprezenie-odksztalcenie
zawarte byly w przedziale 0,005 < s, € 0,025.

5. Wnioski i zakonczenie

Tworzywo otrzymane poprzez utwardzenie utwardzaczem «TECZA» napetnionej
cementem portlandzkim 350, zewngtrznie plastyfikowanej ftalanem dwubutylu Zywicy
epoksydowej «epidian 5», charakteryzuje si¢ r6znymi wlasnoSciami fizyczno-mechanicz-
nymi.

Badane tworzywo w zaleznoSci od skladu (utwardzacz, napelniacz i plastyfikator)
oraz poziomu obcigZenia zachowywalo si¢ jak materiat liniowo sprezysty (0 = 0), a gléwnie
Jako material sprezysto-plastyczny wzglednie nawet plastyczny (6 = 1). OkreSlone w wy-
niku badan wsp6tczynniki dysypacji energii sprezysto§ci dla pasmowych prébek (wyko-
nanych z tworzywa o przyjetych skfadach), poddanych cyklicznie zmiennym obciaZeniom
w zakresie do 1/3 R, przyjmowaly wartoéci zawarte w przedziale od 0 do 0,9. Najnizsze
wartofci wspdlczynnikéw dysypacji energii sprezystoéci otrzymano dla prébek pasmowych
wykonanych z tworzywa otrzymanego przez utwardzenie stechiometryczna iloécig utwar-
dzacza «TECZA» czystej wzglednie napelnionej (bez dodatku ftalanu dwubutylu) zywicy
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epoksydowe]j «epidian 5». Przy zastosowaniu utwardzacza «TECZA» w iloéci wigkszej
lub mniejszej od stechiometrycznej do utwardzenia czystej wzglednie napetnionej Zywicy
epoksydowej «epidian 5» przy jednoczesnym zastosowaniu plastyfikacji zewngtrznej
wspéiczynnik ten przyjmowal wigksze wartosci i zmieniat si¢ od okoto 0,1 do 0,9.

Modul Younga dla badanego tworzywa w zalezno§ci od stopnia uplastycznienia,
napelnienia i utwardzenia przyjmowatl wartoéci od 5000 do 160 000 kG/cm?. Natomiast
napreZenia niszczace R,, w zaleznoéci od sktadu tworzywa zmienialy si¢ od 50 do 1200 kG/
Jcm?. Stwierdzony w wyniku przeprowadzonych badan wysoki stosunek wytrzymatosci
na zginanie R,, do modulu Younga E dowodzi duzej odksztalcalnosci tego tworzywa.
Badane tworzywo w zalezno$ci od przyjetych proporcji skladnikéw wykazywato liniowa
zalezno$¢ o — & praktycznie w zakresie od 0,1 do 0,5 R,,. Material «epoksydowo-cemento-
wy» wykazywal liniowa zalezno§¢ naprezenie-odksztalcenie w zakresie do 0,3-0,5 R,,,
jezeli do jego utwardzenia zastosowano utwardzacz w iloSci wigkszej od 10 ns. Wyznaczo-
ne wspdtczynniki korelacji liniowej dla zaleznofci naprezenie-odksztalcenie podiuzne
przy o< 1/3 Ry, dla prébek wykonanych z tworzywa utwardzonego utwardzaczem
«TECZA» w iloéci wickszej od 10 ns, zmienialy si¢ w granicach od 0,9682 do 1,0. Dla
wyznaczonych zaleznos$ci naprezenie-odksztalcenie podtuzne oraz poprzeczne, probek
wykonanych z tworzywa utwardzonego utwardzaczem «TECZA» w ilo§ci wigkszej od
10 ns, uzyskano bardzo wysokie i zblizone warto§ci wspotczynnikéw korelacji liniowej.
Wspdlczynniki te w zalezno$ci od sktadu tworzywa, uzyskane przy obciazeniu prébek
pasmowych do 1/3 R,,, przyjmowaty wartosci od 0,9668 do 0,999. Tak wysokie wspdl-
czynniki korelacji liniowej zalezno$ci naprezenie-odksztatcenie podiuzne oraz napreZenie-
odksztalcenie poprzeczne §wiadcza o liniowej zmiennoéci tych zaleznych. Stwierdzenie
to upowaznia do wysunigcia wniosku, ze wspSlczynnik Poissona badanego tworzywa nie
zalezy od poziomu naprgZen i posiada warto§é stala. Wspdtczynnik ten dla badanego
tworzywa w zaleznofci od skladu przyjmowal wartoéci od 0,26 do 0,45.

Przeprowadzone badania materialowe modyfikowanej Zywicy epoksydowej «epidian 5»
wykazaty pelna przydatno$é tego tworzywa do wykonywania modeli obiektéw przemysto-
wych, a w szczegdlnoéci do konstrukeji powlokowych, poddanych badaniombezpoéred-
nim, jezeli do utwardzenia tego tworzywa zastosowano utwardzacz «TECZA» w iloéci
wigkszej od 10 ns i plastyfikator (ftalan dwubutylu) w ilosci nie wigkszej od 15 ns.
 Za motzliwoécig stosowania tego tworzywa do wykonywania modeli obiektéw prze-
mystowych przemawiaja migdzy innymi takie cechy mechaniczno-fizyczne, stwierdzone
w czasie przeprowadzonych badaf, jak: jednorodnoéé, izotropowo$é, niewysoki modut
Younga, dos¢ duza odksztalcalnodé, stala warto§é wspdlczynnika Poissona oraz latwosé
formowania dowolnych ksztaltow, obrabiania i lqczenla poszczegélnych elementéw
modelu przy zastosowaniu tego samego tworzywa.

Na rys. 15 pokazano wykonany model kompletnej chtodni kominowej, ktérego po-
wioke o zmiennej grubosci w granicach od 1,5 do 5,0 mm oraz pierscien i stupki o érednicy
5 mm wykonano z napelnionej plastyfikowanej Zywicy epoksydowej (cement portlandzki
350-250 ns, ftalan dwubutylu — 15 ns, utwardzacz «TECZA» — 15 ns).

Podkreéli¢ nalezy, Ze wlasnoéci fizyczno-mechaniczne plastyfikowanego tworzywa
«epoksydowo-cementowego» mozna do§¢ znacznie regulowaé, przy czym najlepsze efekty
daje taczne zastosowanie napelniacza i plastyfikatora. W ten sposéb mozna uzyskaé two-
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Rys. 15. Model hiperboloidalnej chlodni kominowej; a) podstawowe wymiary modelu, b) wykonany modet

[435)



436 R. KArUZA

rzywo, ktére bedzie odpowiada¢ wlasno$ciami przyjetej technologii wykonywania modelu,
jak réwniez w pewnym stopniu zoptymalizowaé wiasnosci materiatowe utwardzonego
tworzywa.
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OLIEHKA ITPUTOOHOCTH SITOKCUIHOM CMOJIBI SMMUIHAH 5 IS
MOJIEJIMIPOBAHUS KOHCTPYKLIM

B paGote onpepesieHo BAHAHHE KOJMYECTBA MAHEPANLHOTO HaroxuuTenda (mopriiaup uement 350),
OTBEpAUTENSA (TPHITHIICHTeTPaMIE) 1 nacTHdBKaropa (MubyTHdTanar), 1oGABNAEMBIX K SMOKCHIHON
cmonie (Dmuauan 5) Ha Takde CBOUCTBA KOMITAYHIA, KAK ONHOPOJHOCTH, MOXYNL IOHra, woaddumuent
Tlyaccona, npounocTs Ha H3rub, 8 TAIOKE HA KPUBYXO HANpsAMeHue—/AeOpMAIMA 1 Ha 3HAYECHHE 103D~
(unuenTa paccedHUs YNPYTro# SHEPAM NP CTATHUECKON TIeTne CHCTepEe3Hca.

Cocrar KomnayHna nNoaGUPAiCH B CIEAYIOLMX COOTHOLIEHUSX (Ha 100 uacTeit cmonsr DTMAMAH 5):
Hanoyauress — 0, 50, 100, 150, 200, 250 uacreii, niactuduxarop — 0, 7, 15, 24 4., orBepAuTED —
7,8,9, 10, 12,5, 15, 20 u.

Komnaynp uccemoBancs Ha IUIaHOUHBIX O0pasuax, HONBEPraeMblX YUCTOMY WMAruby myTem Hano-
YKEHHUST CKAUK000Pa3HO MEHAIOIEroC Marnaromero momenTa. Kaxapli B3 TUIaHOUHBIX 06pasioB Kccie-
JIOBANICS TIPM [IBYX IMKJIAX HATPY3KH—PAasCpy3ku B mpenenax 1/3 paspymiaroliux HaNpsyKeHHH.

Jedhopmanun H3MEPAIINCh C NOMOIIBIO TeH30oMeTpHuecKkux maryuxos PJ1-20/120, a uporuds! ¢ mo-
MOIBIO CTPEJIOYHOrO IUYIIOBOIO MHAWKATOpPA C nedoit aenemus 0,001 mm.

Hccnenyempiit maTepuan XapawTepusyerCs pasiHUHbIMU (DUIMKO-MEXAHWUECKUMH CBOKCTBAMH.
B 3aBucumocts OT cocTaBa (HANONHWTENh, OTBEPAHMTENS, IIIACTA(DUKATOP) U OT YPOBHA HATPY3KH OH

Bemer cebs Kak JMHEHHO-YIPYTAl, YNPYro-TIacTHIeCKuH (TIABHEIM OGpPA3OM) MMM JaMe KaK IUIacTH-
yecKuit maTepwmas. :
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HcenegoBanusl 10Ka3aIi MOJHYIO IIPHIOJHOCTL HCCIIEAYeMOro MaTepHasna IJIsi M3TOTOBJICHHA MO-
IieJleil TIPOMBIIIIEHHBIX 00 BEKTOB, A B UACTHOCTH 0B0JIOUKOBBIX IKOHCTPYXUMIT, €CIIH TONBKO ITPHMEHSIIICS
I OTBEPIKIEHHMA KoMmaywpa orsepmutess TIOTA (TpusrrienTeTpamun) B XonuuecTse Gosee, uem
10 uacreit ¥ TuactuduraTop (MudyTundTanar) e Gosee, yem 15 u. Ha €O YacTeH CMOJBI.

Summary

ESTIMATION OF SUITABILITY OF «EPIDIAN 5»
EPOXY RESIN FOR STRUCTURE MODELLING

Influence of amount of mineral filler (portland cement 350), hardener («TECZA») and plasticizer
(dibuty! phthalate) added to epoxy resin «Epidian 5» on homogeneity, bending strength, modulus of elast-
iticy, Poisson modulus, stress-strain relation, coefficient of dissipation of potential energy of elastic de-
formation (for statical histeresis loop) of tested material is analysed. Ingredients of material are as follows
(for 100 parts of «Epidian» 5 epoxy resin) filler: 0, 50, 100, 150, 200, 250 ns; plasticizer: 0, 7, 15, 24
ns; hardener: 7, 8, 9, 10, 12.5, 15, 20 ns;

Tests were carried out using samples subjected to bending. Every sample was subjected to two loading-
unloading cycles in range of one-third of ultimate stress. Strains and deflections were measured with ten-
someter gauges and dial indicators respectively. Tested material has various physical and mechanical
properties. These properties are similar to linearly-elastic and (mainly) to elasto-plastic materials, or even
to plastic ones.

Tests have proved complete usefulness of this material for making models of industrial objects, especi-
ally for shell structures, providing following amounts of ingredients: «TECZA» hardenergreater than
10 ns, dibutyl phthalate plasticizer-less than 15 ns.

ZESPOL BUDOWNICTWA OGOLNEGO I PRZEMYSLOWEGO WSI, OPOLE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 Iluiego 1974 r.
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BADANIA MODELOWE POWEOKI HIPERBOLOIDALNEJ CHEODNI KOMINOWEJ
PODDANEJ WYMUSZONYM PRZEMIESZCZENIOM
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1. Wstep

Cienka powloka o ksztalcie hiperboloidy jednopowlokowej stanowi migdzy innymi
podstawowy element konstrukcyjny chlodni kominowych.

Gruboéé powloki hiperboloidalnej chiodni kominowej w stosunku do jej promieni
jest niewielka, co sprawia, Ze ma mala sztywno$¢. MoZe wigc ulegaé do§¢ duzym przemiesz-
czeniom pod wplywem obciaZenia wiatrem oraz nieréwnomiernego osiadania fundamentu
(moze wystapi¢ zagadnienie nieliniowo geometryczne). W ostatnich latach ukazaly sie
dwie prace [1, 2] po$wigcone tej tematyce, w ktdrych uwzgledniono w sposéb przybli-
Zony nieliniowa, w sensie geometrycznym, teori¢ cienkich powlok. Rozwiazanie problemu
dla powloki hiperboloidalnej chlodni kominowej obcigZonej wiatrem uzyskano metoda
elementéw skonczonych.

W pracy [1] stwierdzono, e uwzglednienie geometrycznej nieliniowoéci przy przyje-
tym obcigZeniu wiatrem nie ma istotnego wplywu na rozklad sit potudnikowych i réwno-
leznikowych w powloce. Wplywa natomiast na wielko§ci momentOw zginajacych, a réz-
nice wynikajace z uwzglednienia nieliniowej, w sensie geometrycznym, teorii powlok
sa najwigksze w gérnych partiach powloki i w przewgzeniu (wynoszg okolo 40%;). Warto
dodaé, ze w pracy [1] otrzymano przemieszczenia prostopadle do §rodkowej powierzchni
powloki rzedu jej gruboéci. '

W pracy [2] stwierdzono natomiast, Ze uwzglednienie nieliniowej, w sensie geometrycz-
nym, teorii powlok wplywa zardwno na rozklad sil, jak i momentéw zginajacych w hiper-
boloidalnej powloce, a wynikajace stad réznice miedzy rozwiazaniami uzyskanymi na
podstawie teorii liniowej i nieliniowej dla przyjetych obcigzen rozlozonych na powierzchni
powloki (uwzgledniono obciaZenie rozlozone wzdhuz obwodu powloki wedtug funkcji
7 = po{l+cosp), gdzie p— kat érodkowy), sa niewielkie (maksymalnie 15%;). W pracy
tej stwierdzono ponadto, Ze najwigksze réZnice miedzy rozwiazaniami liniowymi a nieli-
niowymi wystepuja w strefie przypodporowej powloki,

Brak natomiast rozwiazan uwzgledniajacych nieliniowa, w sensie geometrycznym,
teori¢ cienkich powlok, dotyczacych wplywu znaczniejszych przemieszczen dolnego
brzegu powloki (np. rzedu grubosci powltoki) na rozktad sit w powloce chlodni komino-
wej. : . ‘

Wprawdzie w pracach [3, 4, 5, 6] podano rozwiazania dotyczace wplywu przemiesz-
czen dolnego brzegu powloki na rozkiad sit w powloce chlodni kominowej, jednakze
problem rozwiazané ‘wedtug liniowej, w sensie geometrycznym, teorii powlok cienkich.
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Teoria ta, jak wiadomo, stosowana jest w zakresie malych przemieszczen, a granice jej
stosowalnoéci maja charakter konwencjonalny. Oznaczajac przez |w| modul przemiesz-
czenia cienkiej powloki przyjmuje si¢ (7, 8, 9], Ze dla |w|/h < 0,2, gdzie /1 oznacza grubos¢
powloki, mozna stosowaé teoric geometrycznie liniowy, a dla [w|/h = 5 pelna teorig
nieliniowa. W przypadkach, gdy |w|/h = 1 w réwnaniach geometrycznych zachowuje sie
na ogél wyrazy nieliniowe wzglgdem skiadowej wektora przemieszczenia, normalnej
do powierzchni §rodkowej, a pomija pozostate wyrazy nieliniowe.

Ustalenie granicy stusznoéci stosowania liniowej, w sensie geometrycznym, teorii
cienkich powlok na drodze analitycznej, wzglednie bezposrednich badan prowadzonych
na obiektach w naturze jest, jak wiadomo, trudne, a czasem wrecz niemozliwe. Dlatego
tez autor podjal z tego zakresu badania modelowe, ktdre sa tematem niniejszej pracy.

Celem pracy jest przedstawienie wynikéw z badan przeprowadzonych na powloce
modelu hiperboloidalnej chlodni kominowej, ktérej dolny brzeg poddano wplywom
pionowych oraz poziomych przemieszczer. Pionowe przemieszczenia dolnego brzegu
powloki modelu wymuszano wedtug funkcji ¥ = 4,cos2p, przemieszczenia za$ poziome
wedlug funkcji w = A,cos2B, gdzie 4, i 4, oznaczaja maksymalne przemieszczenia
wywolane dla kata §rodkowego B =n-90° (n =0,1,2,3,4). Przy pionowych prze-
mieszczeniach dolnego brzegu powtoki modelu narzucono wzdtuz tego brzegu obwodowe
odksztatcenia, ktére okre§lono wediug funkcji ¢, = e,cos2f, gdzie &, i &, oznaczaja
obwodowe odksztalcenia dolnego brzegu modelu i gérnego pierscienia uktadu defor-
mujacego, wynikte z gietnej pracy tego pierécienia.

2. Modele powlok hiperboloidalnych chlodni kominowych oraz ukiad deformujgcy
dolny brzeg powloki modelu

Modele powlok hiperboloidalnych chlodni kominowych wykonano w skali 1:120
z modyfikowanej Zywicy epoksydowej, zachowujac pelne podobienstwo geometryczne
modelu do obiektu, Modele te wykonano wedtug techniki modelowania cienkich powlok
podanej w pracy [10], przy wprowadzeniu zmian polegajacych przede wszystkim na
zastosowaniu innego tworzywa modelowego — modyfikowana Zywica epoksydowa
«epidian 5», innej technice wykonania powloki o zmiennej gruboéci oraz innej technice
zdejmowania wykonanego modelu powloki z urzadzenia do modelowania osiowo-syme-
trycznych powtok. :

Zastosowane tworzywo modelowe, uzyskane przez dodanie do Zywicy epoksydowej
«epidian 5» napetniacza (cement portlandzki 350) w ilosci 250 ns, plastyfikatora (ftalan
dwubutyln) w iloSci 15 ns i utwardzacza (\TECZA») w iloéci 15 ns (gdzie ns oznacza
«na sto czeSci zywicy»), charakteryzuje si¢ nastepujacymi cechami mechaniczno-wyirzy-
malo$ciowymi: modut Younga E = 70 000 kG/cm?, modul Kirchhoffa G = 26 200 kG/
fem? ;wspéiczynnik Poissonay = 0,34, oraz wytrzymatoscia na zginanie R, = 302 kG/cm?.

"Podstawowe wymiary powloki modelu hiperboloidalnej chtodni kominowej podano
na rys. 1, natomiast model powltoki przygotowanej do badan z naklejonymi tensometrami
elektrooporowymi RL-5,5/120 przedstawiono na rys. 2.

Tolerancje wykonania powloki byly nastepujace: wymiary $rednic +2 mm, odchyle-
-nia $§rodkéw §rediic od osi powloki max. 0,5 mm, grubo$é §cianki 30,2 mm.
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Dla okreslenia wplywu poziomych oraz pionowych przemieszczed dolnego brzegu
powloki na rozklad sit w powloce skonstruowano ukitad deformujacy, ktérego schemat
pokazano na rys. 3 i 4. Rysunek 3 przedstawia deformator zastosowany do wymuszania
przemieszczen pionowych, natomiast rys. 4 — deformator pozwalajacy wymuszaé
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Rys. 3. Schemat deformatora zastosowanego do wymuszania plo-
nowych przemieszczen dolnego brzegu powloki modelu; a) defor-
mator: ] —gbrny pierfcien; 2 — §ruby wymuszajace przemiesz-
czenia; 3 — nakretki blokujace; 4 — pierécien dolny; 5 — $ruby
korygujgce wymuszane przemieszczenia; 6 —rowek w gérnym
pier§cieniu do wklejania powloki; b) szczegd! poltaczenia powtoki
2 pierfcieniem: I —spirala stalowa; 2-—zywica epoksydowa;
3—gbrny pierécieri; 4 — powloki modelu; 5 — éruby korygujace
wymuszane przemieszczenia

poziome przemieszczenia dolnego brzegu powloki. Gérny pierécien ukladu deformuja-
cego potaczono z dolnym brzegiem powloki spirala wykonana ze stalowego drutu o §red-
nicy 0,2 mm, ktdéra wklejono w dolny brzeg modelu oraz wykonany wzdiuz obwodu
tego pierécienia rowek (rys. 3). Zastosowanie spirali lgczacej dolny brzeg modelu z pier-
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écieniem ukladu deformujacego pozwolilo na uzyskanie cigglego podparcia dolnego
brzegu powloki. Wklejona spiralg w dolny brzeg modelu powloki pokazano na rys. 2b.

Zadane przemieszczenia dolnego brzegu modelu powloki wymuszano mechanicznie
poprzez dokrecanie érub a i ¢ wzglednie b i d ukladu deformujacego (rys. 3 i 4). Przy
pionowych przemieszczeniach dolnego brzegn powloki, wedtug funkcji u = A,cos28

A-A

T

HE
A
Rys. 4. Schemat deformatora zastosowanego do wymuszenia poziomych przemieszczed doluego brzegu

powloki modelu
J—éruba blokujgca; 2—$rubn deformujgca; 3 — deformator; 4 — pierdcied dolny

wprowadzono na ten brzeg dodatkowo odksztalcenia wynikajace z gigtnej pracy gérnego
pierscienia uktadu deformujacego, ktérych wartoé¢ okreSlono funkcja &, = £pc082f,
gdzie ¢, oznacza maksymalne obwodowe odksztalcenie pierécienia deformujacego
zmierzone w miejscu sklejenia tego pierScienia z dolnym brzegiem powloki, przy kacie
§rodkowym f =n-90° (n=0,1,2,3,4). Kontrolny pomiar rz¢gdnych przemieszczen,
wynikajacych z funkcji u = A,cos2f lnb w = A,cos2f, prowadzono czujnikami 0,01
rozmieszczonymi wzdhiz obwodu modeln, korekcje za§ tych rzednych przeprowadzano
dodatkowymi rubami rozmieszczonymi wzdiuz obwodu dolnego brzegu powloki. Po
obwodzie powloki modelu rozmieszczonych byto 16 $rub, ktérych polozenie okreslono
wielokrotno$cia §rodkowego kata 8 = 1/16-360° (rys. 3a).

3. Metodyka badaift

Spoéréd metod ilo§ciowych eksperymentalnej analizy naprezen wybrano, jako podsta-
wowag, metode tensometrii, co w przypadku badania konstrukcji powlokowych poddanych
wptywom duzych przemieszczen jest rzecza do§é istotna, gdyz — jak wiadomo — duzym
przemieszczeniom powloki moga towarzyszyé male wartoSci giéwnych odksztalcen.
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Ponadio o wyborze metody tensometrii zadecydowala mozliwos§¢ przyjecia dla zastoso-
wanego tworzywa prawa zmijany napreZef na grubosci powloki wedlug funkcji liniowe;.
W tym przypadku znajomo$é naprezefi na powierzchni zewngtrznej i wewngtrznej powtoki
modelu pozwala na ustalenie wszystkich innych naprezen.

Tensometryczny pomiar naprezen w prowadzonych badaniach uzupetniono pomiarem
przemieszczen mechanicznymi czujnikami, ktérych konstrukcje przedstawia rys. 5. Pomiar
przemieszczet mechanicznymi czujnikami prowadzono w celu okre$lenia postaci zdefor-
mowanych potudnikéw, ulegajacych najwigkszym przemieszczeniom (dla f = n-90°,
gdzie n = 0, 1,2, 3,4), wywotanych wplywami poziomych oraz pionowych przemiesz-
czen dolnego brzegu modelu.
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Rys. 5. Schemat rozmieszczenia czuj-

nikdéw mechanicznych

Przy wymuszaniu pionowych (u = A,co0s2f) i poziomych (w = 4,cos2f) przemiesz-
czenn dolnego brzegn modelu powloki przemieszczenie 4 wymuszano, dla f = n - 90°,
mechanicznie §rubami deformatoréw (rys. 3 i 4), stopniujac je co 0,25 mm w zakresie
od 0 do 3,5 mm (przemieszczenia pionowe) oraz co 0,5 mm w granicach od 0 do 7 mm
(przemieszczenia poziome). Wywolane tymi przemieszczeniami odksztalcenia na wewngtrz-
nej oraz zewngtrznej powierzchni modelu powloki rejestrowano aparatura tensometrycz-
na, poziome za$ przemieszczenia w potudnikdw ulegajacych najwiekszym przemieszczeniom
mierzono czujnikami mechanicznymi. Schemat rozmieszczenia tensometréw elektro-
oporowych na powloce modelu przedstawiono na rys. 2a, natomiast czujnikéw mecha-
niczrych na rys. 5. Ostateczny wyglad modelu powloki hiperboloidalnej chtodni komi-
nowej, po naklejeniu tensometréw elektrooporowych i przylutowaniu kodcowek, poka-
zano na rys. 6.

Do pomiaru odksztalcen zastosowano mostek tensometryczny typu T-2 oraz skrzynki
rozdzielcze SR-24,
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Pomiary prowadzono w ukladzie pédtmostkowym, stosujac na 10 czynnych tensometréw
1 tensometr kompensacyjny (wlaczany w co 10 pomiarze). Tensometry kompensacyjne
przyklejono na plytkach «kompensacyjnych» wykonanych z tego samego tworzywa
co model.

Rys. 6. Stanowisko badawcze

4. Opracowanie oraz omowienie wynikéw badan modelu powloki

Dla dowolnego punktu modelu powloki, o wspdlrzednych krzywoliniowych o, f§,
zewnetrzne oraz wewngtrzne powierzchniowe odksztalcenia ¢ = e(o, 8,9 = +0,5h)
mozna przedstawi¢ wediug zaleznodci [8, 11, 12]:

4.1) & = e tyry; & = ey, Ela = Ep+2p%2,

gdzie 1,2 oznaczajg kierunki pomiaréw odksztaicen,
€1, &5 1 &, — przyrosty odksztalcenn jednostkowych powierzchni §rodkowej powtoki dla
punktu o wspélrzednych o, £,

%1, %y, %1, —zmiany krzywizn w rozpatrywanym punkcie,
y = 10,50 — polowa grubosci powloki w rozpatrywanym punkcie.

Dla zmierzonych w pewnym miejscu na zewngtrznej lub wewngtrznej powierzchni
powloki dwu odksztalcen gtéwnych ¢} i €} mozemy obliczyé naprezenia prawa Hoocke’a
wystepujace w tych kierunkach [8, 11, 12]:
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oy = -l‘f;z—(eyl+”6§) = of +o%,
4.2) £
02 = g (b)) = of+ 0¥,

gdzie E oznacza modut Younga dla materialu modelu, » — wspétczynnik Poissona dla
materiatu modelu, &1; &5 — odksztalcenia gléwne.

Oznaczajac przez o% i oi naprezenia gléwne w dowolnym miejscu na powierzchai
zewnetrznej powtoki modelu, a przez ¢} i ¢} napreZenia w tymze samym miejscu, ale
na powierzchni wewngtrznej powloki modelu, mozemy nie znajac zmian krzywizn s,
i %, wyznaczy¢ naprgZenia btonowe o i oY oraz naprezenia zginajace ¢3¢ o3

1
of = (0'1+UY) 01”:—2—(0'7—0‘1"),
4.3)
v4 1 z W’
o ———(02+c ); 0‘2":5(02—-02).
Dla tak okre§lonych warto$ci naprgzeni blonowych 1 naprezen zginajacych, interesu-

jace nas wartoSci sit Ny, gy i Na, ) Oraz momentéw zginajacych M, gy 1 My, 5y Wyzna-
czono wedlug wzordw:

h
— ! . _ e p
Nl(a,ﬂ) = h(a,p)oli(a,p), Ml(a,ﬂ) = (6 U?‘{a s

4.4

_ bl . _ h(aﬁ
Nz(a.p) = h(a.ﬂ)GZ(a,t})a MZ(a,t}) =% Uz(a 5>

gdzie kg, g, oznacza grubo§¢ powloki w rozpatrywanym przekroju.

Poszukiwany przebieg sit oraz momentéw zginajacych w powloce modelu, poddanego
wplywom poziomych oraz pionowych przemieszczen dolnego brzegu, okreflono dla po-
tudnikéw ulegajacych najwigkszym przemieszczeniom. Wstepna graficzna analiza zalez-
nofci: parametr 4 — przemieszczenie w oraz parametr 4 — odksztalcenie, uzyskanych
dla przemieszczeni pionowych i poziomych wykazala, Ze zaleznosci te w badanych gra-
nicach sa liniowe. Dla potwierdzenia tego przypuszczenia przeprowadzono statystyczna
analiz¢ wynikéw uzyskanych z pomiaru przemieszczetn w oraz odksztalcen &, ef, &3
i &% dla przebadanego modelu. W tym celu dla uzyskanych w poszczegélnych punktach
pomiarowych zaleinoSci parametr 4 -— przemieszczenie oraz parametr A — odksztal-
cenie, ustalono wedlug metody najmniejszych kwadratow [13, 14, 15, 16] nastepujace
parametry:

— wspdiczynnik regresji parametru 4 wzgledem przemieszczenia w oraz parametru
A4 wzgledem odksztalcer &, 63, €Y i &Y,

-— wspolczynnik korelacji liniowej parametru 4 wzgledem plzemleszczema w oraz
parametru 4 wzgledem odksztalcer &%, &5, e} i &f.

Poziom istotnoéci korelacji liniowej zmierzonych zaleznoéci parametr 4 — prze-
mieszczenie w oraz parametr 4 — odksztalcenie &%; 5; ¥, €Y okre§lono przez poréwna- -
nie obliczonych dla tych zaleznoéci wspStczynnikéw korelacji liniowej z warto§ciami po-
danymi w tablicy korelacji FiscHERA [13].
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Opracowanie uzyskanych z pomiaréw tensometrycznych odksztalceri oraz ich statys-
tyczna analiz¢ przeprowadzono na EMC Odra 1204,

W analizie uwzglgdniono jedynie te wyniki pomiaréw, ktére nie byly obarczone ble-
dem grubym, tzn. wyniki pomiaréw spetniajace zaleznos¢ [13, 15, 16)

i =]
5

@.5) k= < Ko, ns
gdzie x; oznacza wyniki pomiaru odksztalcen ¢ lub poziomych przemieszczen powierzchni
srodkowej powloki w,
* — §rednia arytmetyczna wynikéw pomiarédw ¢ lub w,
s — §rednie odchylenie kwadratowe wynikéw pomiaru ¢ lub w,
E,,,, — warto$¢ rozktadu parametru k, , stuZacego do eliminacji wynikéw odsta-
jacych, okreSlona dla iloci pomiaréw » i wybranego poziomu istotnosci o.
Zastosowanie kryterium (4.5) do eliminacji odstajacych wynikéw pomiaréw w rozpa-
trywanym przypadku bylo mozliwe jedynie ze wzgledu na uzyskiwane wysokie wartosci
wsp6lczynnikow korelacji liniowej dla badanych zaleznoéci parametr A — odksztalcenia &
1 parametr 4 — przemieszczenia w.
Przedzial ufnoéci przy przyjgtym poziomie istotnosci dla zmierzonych wielkoéci
odksztalcenn oraz przemieszezen okre§lono wedlug zaleznosei [13, 15, 16]

(4.6) - Joeh o czy Saan
Vn—1 Vn—1
gdzie zi,(,,_ 1y oznacza wielko§¢ parametru f,, ., rozktadu STUDENTA.
Przedzial ufno$ci wspolczynnikéw regresji b zastgpczych prostych, zaleznodei parametr

4 — odksztalcenie ¢ oraz parametr 4 — przemieszczenie w okre§lono z zaleznoéci [13,
15, 16]

%)) bt 15y,

gdzie ¢ oznacza bezwzgledna warto§¢ rozkladu STUDENTA. przy danych stopniach
swobody i zadanym prawdopodobienstwie wystapienia wartosci b,
sy — odchylenie standardowe dla wspdtczynnikéw regresji b.

Poszukiwany przebieg sit oraz momentéw zginajacych w powloce modelu poddanego
wptywom pionowych (¥ = 4,cos2f) oraz poziomych (w = 4,co0s2f) przemieszczen
dolnego brzegu okre$lono dla potludnika a (rys. 3).

Uzyskane przebiegi sit potudnikowych oraz réwnoleznikowych dla badanego modelu,
przy poddaniu jego dolnego brzegu wplywom pionowych przemieszczef v = 4,c0s2f
przy réwnoczesnych danych dla tego brzegu odksztalceniach ¢, = s,cos2f przedsta-
wiono na rys. 7. Natomiast uzyskane przebiegi momentéw zginajacych potudnikowych
oraz réwnoleznikowych dla u = 4,cos2f i ¢, = €,c0s2f podano na rys. 8. Wywotane
wplywem pionowych przemieszczenn dolnego brzegu powloki, poziome przemieszczenia
potudnikéw c i d dla wartoéci zmiennego parametru 4, = 0,5, 1,0, 1,5, 2,0, 2,5, 3,01 3,5 mm
zobrazowano na rys. 9. Na rys. 10 dla punktéw pomiarowych nr 1 do 6 potudnikéw ¢ i d
(rys. 3.) przedstawiono zalezno$¢ przemieszczen w od zmiennego parametru 4,, nato-

3 Mechanika Teoretyczna
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miast na rys. 11 podano zaleznoéci parametr 4, — odksztalcenie €}, &3, €7 i &7 dla punk-
téw pomiarowych nr 5 do 10 poludnika a.

Z uzyskanych warto§ci momentdw zginajacych, sit potudnikowych i réwnoleznikowych
a przede wszystkim odksztalced i przemieszczed w powloce modelu hiperboloidalnej
chiodni kominowej, ktérej dolny brzeg poddano wplywom wymuszonych pionowych
przemieszczeniu = A,cos2f orazodksztalcen ¢, = ¢,c0s2f wynika, ze stosowalno§¢ liniowej

a b H c
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Rys. 9. Poziome przemieszczenia dla poludnikéw 3 i 4, wywolane wplywem pionowych przemieszczen
dolnego brzegu powloki; a) wymiary powloki; b) i ¢) wykresy ekstremalnych poziomych przemieszczen
w dla poludnikéw 4 i 3

w sensie geometrycznym teorii powlok jest stuszna w wigkszym zakresie anizeli wynika to
z konwencjonalnej granicy 0,2A, gdzie b gruboéé powloki. W przeprowadzonej statystycz-
nej analizie zaleznoéci: odksztalcenie &7, ¢, ef 1 ¢ — parametr 4, oraz przemieszczenie
w; — parametr 4, otrzymano bardzo wysokie wartoéci wspdlczynnika korelacji liniowej,
ktdry przyjmowat wartosci bardzo bliskie jednosei. Tak wysokie wartoéei wspdiczynnikéw
korelacji liniowej dla tych zaleznoéci §wiadcza o liniowej zaleZnoSci przemieszczen w
wzgledem parametru A, oraz odksztalcen &%, &%, &Y 1 &8 wzgledem przemieszczed w,
jak réwniez parametru 4,.

Wartoéci sit poludnikowych oraz réwnoleznikowych uzyskanych z przebadania mo-
delu, przy poddaniu jego dolnego brzegu wptywom wymuszonych poziomych przemiesz-
czen w = A,cos2f, dla potudnika a przedstawiono na rys. 12, wartosci za§ momentéw
zginajacych potudnikowych oraz réwnoleznikowych dla tego samego poludnika, wy-
wotanych wplywami poziomych przemieszczefi dolnego brzegu powloki modelu, podano
na rys. 13. Wartodci przemieszczeni w dla poszczeg6lnych punktéw pomiarowych potud-
nikéw P, i d, wywolanych wplywem poziomych przemieszczeri dolnego brzegn w =
= Aycos2f, dla 4, =1,2,3,4,5,6 i 7 mm, podano na rys. 14. Na rys. 10 dla punktéw
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Rys. 10. Wykresy zaleznosci przemieszczen w od parametru Ay i 4, dla potudnikéw ¢ i d; a) dla punktéw
_ pomiarowych nr 1, 2 i 3; b) dla punktéw pomiarowych nr 4, 5i 6
1, 2, — odpowiednio dla poludnikdw 4 i ¢ przy poddaniu dolnego brzegu powloki wymuszonym przemlieszezeniom w = Apcos2f;
3, 4 — odpowicdnio dla poludnikdw 4 i ¢ przy poddaniu dolnego brzegu powloki wymuszonym przemieszczeniom u = dpcos2f
i odksztalceniem 6, = 8p cos2f,

pomiarowych nr 1 do 6 poludnika ¢ i d (rys.3), podano graficzng zaleino§¢ prze-
mieszczed w od zmiennego parametru A4, funkcji w = Aycos2f, okreflajacej rzedne
przemieszczen dolnego brzegu powloki modelu. Graficzny obraz zaleznoéci odksztatcen
6%, &%, €7 i &¥ od parametru 4, funkcji w = A,cos2f dla punktéw pomiarowych nr 8, 10,
11 i 12 poludnika a przedstawiono na rys. 15.

Z przeprowadzonej analizy przyrostéw sit poludnikowych, réwnoleznikowych oraz
momentéw zginajacych, dla putudnika a, wywolanych wplywami poziomych przemiesz-
czen dolnego brzegu powloki modelu w = A,cos2f wynika, ze przyrosty te w odniesie-
niu do parametru 4, wykazujg liniowa zalezno§é w doé¢ duzym zakresie wymuszanych
przemieszczei w. Przeprowadzona statystyczna analiza zaleZno$ci odksztalcen &%, 5,
&} 1 ¢¥ od parametru 4, oraz przemieszczeni w od parametru 4,, wykazala, ze zaleznofci
te dla wymuszonych przemieszczen sa liniowe. Wyznaczone dla wszystkich punktéw
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a dla u=Acos 2B, gdzie B=90°
Bph ] bph[mm] - Bph(mm]
Fap A e g Yo
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Rys. 11. Wykresy zalezno$ci odksztaleeni €3, €3 ; ey i &3 od parametru 4, dla punktéw pomiarowych nr 5
do 10 potudnika a powloki modelu, ktérej dolny brzeg poddano wplywom wymuszonych przemieszczefi
u = Apcos 28 i odksztalcen &, = £pcos2f; a) dla punktéw pomiarowych 5, 6, 7; b) dla punktéw pomia-
rowych nr 8, 91i 10
ef 1 £f — odksztatcenia powlierzchniowe zewnegtrzne | wewngtrzne w kierunku poludnikowym,

% i s¥ — odksztalcenia powierzchniowe zewnetrzne i wewngtrzne w kierunku réwnoleznikowym

pomiarowych wspétczynniki korelacji liniowej zalezno§ci przemieszczefi w — parametr 4,
oraz odksztalcen &%, &%, 5 1 & — parametr A, przyjmowaty wartosci bliskie jednosci,
co §wiadczy o linjowej zalezno§ci przemieszczer i odksztalcen od parametru 4, funkcji
w = A,cos2p.

6. Whnioski i zakonczenie

. Przeprowadzone Baddnia powloki modelu hiperboloidalnej chiodni kominowej pod-
danej wplywom danych pionowych (¥ = 4,cos2f) oraz poziomych (w.=_A,,c.0'32,BD
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Rys. 14. Poziome przemieszczenia dla poludnikdéw ¢ i d, wywolane wplywem poziomych przemieszczef:
dolnego brzegu powloki; a) wymiary powloki; b) i ¢) wykresy ekstremalnych poziomych przemieszczen
w dla poludnikow d i ¢

przemieszczen jej dolnego brzegu, pozwolity wykazaé, Ze przy tak danych warunkach
brzegowych dolnego brzegu modelu powloki, przemieszczenia w oraz odksztalcenia &3,
eY, &% 1 ¥ dla potudnikéw powloki ulegajacych najwigkszym przemieszczeniom sg linio-
wo zalezne od parametru 4, funkeji v = 4,c082f oraz w = A,cos2f. Doswiadczalne
stwierdzenie liniowych zalezno$ci przemieszczen oraz odksztalcen od wymuszonych
przemieszczent dolnego brzegu powloki modelu pozwala wysunaé wniosek, Ze stosowalno§é
w rozpatrywanym przypadku liniowej, w sensie geometrycznym, teorii cienkich powlok
jest stuszna w wigkszych granicach, anizeli wynika to z konwencjonalnej granicy stoso-
walnoéci tej teorii |w| < 0,2k, gdzie h grubo$é powloki a |w| modut przemieszczenia po-
wioki. Potwierdzeniem tych spostrzezen sa wyznaczone wspdlczynniki korelacji liniowej
dla zalezno$ci: przemieszczenie w, odksztalcenia oraz wartosci sit i momentéw zginaja-
cych — parametr 4, funkcji przemieszczen u = A,cos2f i w = A,cos2p.

Wspdlczynniki korelacji dla tych zaleznoSci przyjmowaly wartosci bliskie jednosci,
co $wiadczy o liniowej zaleznofci sif, momentéw zginajacych, przemieszczen oraz od-
ksztatcen wzgledem zmiennego parametru 4, ktéry w prowadzonych badaniach stopnio-
wano co 0,5 mm w zakresie od 0 do 7 mm (przemieszczenia poziome) oraz co 0,25 mm
w granicach od 0 do 3,5 mm (przemieszczenia pionowe).

Warto podktesli¢, ze w przeprowadzonych badaniach powloki modelu hiperboloidal-
nej chiodni kominowej uzyskano dla potudnikéw c i d nastgpujace maksymalne poziome
przemieszczenia:
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— dla punktu pomiarowego nr 8 wg = 19,84 mm (dla 4 = 3,5 mm) przy pionowych
przemieszczeniach dolnego brzegu powtoki, co stanowi okolo trzynastokrotne przekro-
czenie grubosei §cianki modelu w tym punkcie, oraz

— dla punktu pomiarowego nr 6 ws = 13,90 mm (dla 4 = 7 mm) przy poziomych
przemieszczeniach dolnego brzegu powloki, co stanowi okolo 9-krotne przekroczenie
grubosci §cianki modelu w tym punkcie.
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MOJIEJIBHBIE UCCIENOBAHUA I'MITEPBOJIOUITHON OBOJIOUKH
I'PAODVPHY, IIONBEPXKEHHOW BBIHY)KIEHHbBIM ITEPEMEIIEHMIAM

B paGore mpeicTaBieHbl pe3yJILTATL! MOAEIBHBIX MCCAEOBAHNN BIHAHUA NEpeMEINeHnil HInKHell
KpoMKy runepGononmHoit ofonouy rpajupHy Ha paclpenesnenye yCHIni.

Hlccrnenosanns npoBOOUIKCE HA MOJENAX, BLITIOTHEHABIX B MaciuTabe 1:120 ua snoxcumHoll cMonbl
OnuaMaH 5 ¢ HanoJEMTENEM.

Tepememenus HwKHEH KPOMKH OGOJIOYUIM MOAENM BBLIHYKAANMCH B BePTHKANLHOM (TIapalIeNbHO
OCH COOPYIKEHHA) ¥ FOPHBOHTAIILHOM HANPABJIEHHAX C IOMOLIBIO COOTBETCTBYIOUMX Ae(hOPMUPYIOLIHX
npucnocobsnenuit. BolHy K /(EHHBIE NEPeMEleHNsT B 00OMX HAIpABJICHHAX UMENH BUR n = Acos2f.

AmMnnuTyna nepemerrienuit A mpaHUManach B MIMPOKHX NpefeNax, NPOCTHPAaIoIMXCca BHe obnacreit,
JUIL KOTODPBIX CUMTAETCA CIPAaBENIMBONM NHMHEHHAR, B TEOMETDPHMUECKOM CMBICNE, TCOPMA TOHKHX 00o0-
JIOYEK.
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TIpu ucCneNOBaHAAX PETHCTPHPOBAIHC, AedOPMAHH HAPYIKHEIX CJIOEB 0GONOUKH H MepeMeutenus
ee cepeqUHHON NOBEPXHOCTH.

Ha muorouncneRHbIX rpadurax IpeACTaBJIEHbI 3aBUCUMOCTH yeunail, aedopmalnit i1 nepememermiy
CepeuIIOi NOBEPXHOCTH OOONOYKH OT 3HAUEHWH IepeMelleHni KpOMKH.

VY CcrasoBIeHo, WTO IPH 3aJaHHBIX NEPEMEIIEHHAX HIOKHEN WPOMKH 3TH 33BHCHMOCTH JIMHeHHDbI
B IIIMPOKOM JHAIIa30He. )

Summary

MODEL TESTS OF HYPERBOLOIDAL COOLING
TOWER SHELL SUBJECTED TO FORCED DISPLACEMENTS

Influence of vertical displacements of lower edge of hyperboloidal cooling tower on internal forces
on base of model tests is presented.

Tests were carried out using models 1:120 made of «Epidian 5» epoxy resin. Displacements of model
lower edge were realized in vertical (paralle]l to shell axis of symmetry) and horizontal direction using
special arrangement. Displacements in both directions were realized according to formula: u = Acos2p.

Displacement amplitudes were realized in wider range than those assumed as limits of linear thin-
shell theory, from geometrical point of view.

Extreme fibre strains and shell mean surface displacements were recorded,

Diagrams of forces, strains and shell mean surface displacements as functions of lower edge displace-
ment are presented.

It occurs that these parameters are in wide range linearly dependent on the value of forced displace-
ment of lower edge.

ZESPOL BUDOWNICTWA PRZEMYSEOWEGO I OGOLNEGO WSI1, OPOLE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 lutego 1974 r.
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1 STOSOWANA
4, 12 (1974)

ZWICHRZENIE SPREZYSTE CIENKOSCIENNEJ BELKI DWUPRZESLOWEJ*
ANDRZEY GARSTECK (POzZNAN)

1. Wprowadzenie

Zagadnienie zwichrzenia cienko$ciennych belek jednoprzgstowych o réznych typach
podpdr zostato juz dostatecznie zbadane zardwno od strony teoretycznej, jak i doswiad-
czalnej i istnieje szereg efektywnych metod obliczania obciaZenia krytycznego. W znacznie
mniejszym stopniu zbadano dotad zagadnienie zwichrzenia belek ciaglych. Ze wzgledu
na trudno$ci matematyczne, w wigkszosci dotychczasowych prac analizowano tylko
wybrane przypadki, a w szczegdlnoéci belki o waskim, prostokatnym przekroju poprzecz-
nym.

Stateczno§é belek cienkoéciennych o przekroju dwuteowym bisymetrycznym, badat
TRAHAIR analitycznie [7, 8] i do§wiadczalnie [9]. Analizowal on belki dwuprzestowe
oraz tréjprzgstowe o symetrycznych przgstach skrajnych, obciaZzone silami skupionymi
w $rodkach rozpigtoéci. Zaproponowal przyblizona metodg obliczania obciazenia kry-
tycznego. Celem weryfikacji przeprowadzil on seri¢ do§wiadczen na belkach dwuteowych,
walcowanych ze stopu aluminium AA 5t S-TS5.

Efektywna metode obliczania obciaZenia krytycznego wicloprzestowych belek o sta-
lym przekroju bisymetrycznym za pomoca e.m.c. opracowal Wiszniakow [10, 11]. Nie-
stety prace WISZNIAKOWA sq na razie w Polsce niedostgpne.

Autor niniejszej pracy podal metodg¢ obliczania obciazenia krytycznego cienkoécien-
nych belek wieloprzestowych w przypadku ogdlniejszym [3]. Przekrdj poprzeczny belki
moze by¢ dowolny i staly jedynie w przedziatach przesel. Metodg t¢ zastosowano do
przypadku belki dwuprzgstowej o przekroju monosymetrycznym i dowolnej rozpigtoSci
przeset oraz dowolnego obciaZenia, co pozwolito na opracowanie programu obliczen
na maszynie ODRA 1204 [4].

Celem niniejszej pracy bylo doé$wiadczalne sprawdzenie wartosci sit krytycznych
obliczonych numerycznie. Dodatkowym celem bylo sprawdzenie i poréwnanie réznych
metod pomiarowych, niekrgpujacych swobody przemieszczed modelu. Cel ten byt o tyle
wazny, ze wielu badaczy w doé§wiadczalnych badaniach statecznosci stosuje pomiar prze-
mieszczenn za pomoca czujnikéw zegarowych, lub podobnych, podwyzszajacych obcig-
Zenie krytyczne w sposOb czasami istotny.

* Praca zostala nagrodzona na konkursie na prace do§wiadczalne z mechaniki technicznej — zorga-
nizowanym przez Oddzial PTMTS w Krakowie w 1973 r.
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Badania do$wiadczalne przeprowadzono w trzech grupach:

a) Badania wstepne zwichrzenia dwéch belek jednoprzestowych i jednej belki dwu-
przgstowej o numerze 1. Celem ich bylo sprawdzenie i ewentualne udoskonalenie stano-
wiska badawczego, metody obcigZzania 1 pomiardw.

b) Badania giéwne zwichrzenia belek dwuprzestowych, w trakcie ktérych wykonano
pig¢ préb, oznaczonych numerami la, 2, 2a, 3, 3a. Do préb la, 2a, 3a uzyto powtdrnie
modeli 1, 2, 3.

¢) Badania cechujace dla wyznaczenia sztywnosci belek.

2. Oznaczenia stosowane w pracy

x,y,z prawoskretny, kartezjaniski uklad osi wspdirzednych (x, y — gidwne
érodkowe osie bezwladno$ci przekroju poprzecznego belki),
I, I, I, I, momenty bezwladnosci przekroju, kolejno: wzglgdem osi x, wzgledem
osi y, skrecania swobodnego oraz wycinkowy,
N, M., M,, B sily przekrojowe: sita normalna, momenty zginajace i bimoment,
&, 7,0 przemieszczenia w kierunkach osi x, y i kat obrotu wzgledem osi skre-
cania belki,
E, G stale sprezystosci.
Pozostale oznaczenia wynikaja z rysunkow.

3. Opis badan

3.1. Modele belck. Modele belek wykonano z dwuteownika stalowego, walcowanego,
I NP 80 (stal St 3S). Szerokoé¢ stopek zmniejszono poprzez struganie z 42 mm do 25 mm
dlatego, by zwichrzenie nastapito przy mniejszym obciazenin i miato charakter sprezysty.

b

A ,
p w f3
WIE’ )

b

| o

=Y

R IE R I I TR R I YT TN TY LB
AA LB ac.
41, 200 j[, 150 41, 150 q[, y {'
Rys. 1 Rys, 2

Srednie wymiary przekroju poprzecznego, okreslone na podstawie pomiaréw wyko-
nanych w miejscach co 50 cm, przedstawiono na rys. 1 oraz w tablicy 1. Dlugoéé belek
wynosita 3060 mm.
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Tablica 1. Srednie wymiary przekroju poprzecznego belek [m]

) Modele do préb o numerach
Lp. Wymiar
la 21i2a 3i3
1 Wysoko$é h 79,1 78,8 78,9
2 Szeroko&¢ polek b 25,10 25,01 25,01
3 Gruboéé polek d 6,27 6,25 6,33
4 Gruboéé érodnika g 4,4 4,3 43

Modele belek wykazywaly niestety pewne odchylenia od zalozen teoretycznych. Stwier-
dzono, 2e przekréj poprzeczny byt symetryczny jedynie w przyblizeniu, tzn. w zakresie
tolerancji wymiaréw wyrobéw walcowanych. Poza tym obrébka skrawaniem wywotata
pewien wewngtrzny stan napreZzen i krzywizng. Krzywizng te czgSciowo usunigto przez
prostowanie «na zimnoy». Dopuszczone do badan modele, w stanie podparcia w dwoch
przekrojach, wykazywaly maksymalne katy skrecenia maxf = (2+15)10~3 rad oraz
maksymalne strzatki ugiecia poziomego maxé = (0,8+3,7) mm, a po zamontowaniu
pa trzech podporach stanowiska badawczego: maxf = (0,7+8,1)1073 rad, maxé =
= (0,5+1,4) mm?b.

Naprezenia wstgpne wywolane obrébka i prostowaniem byly typu samoréwnowa-
zacego sie, ktére jak wiadomo nie wplywaja na przebieg proby statecznosci w zakresie
prawa Hooke’a. Ze wzgledu na nieznane wartoéci tych naprezen, fakt ich istnienia uznaé
mozna jednak za niekorzystny.

3.2, Schemat statyczny belek i stanowisko badawcze. Schemat statyczny przedstawiono na
rys. 2. ObciaZenie ciggle pochodzito tylko od cigzaru wlasnego belki. Obciazenie skupione
realizowano za pomocg szalki i odwaznikdéw talerzowych o cigzarze 17 kG, a w koncowej
fazie préb: 5 kG, 2 kG, 1 kG oraz $rutu olowianego. Przekazywane bylo ono na belkg
za pofrednictwem stalowego ostrza (rys. 6), ustawionego na gdérnej pdice belki i przymo-
cowanego klejem epidianowym. Ostrze usytuowane bylo w plaszczyznie symetrii §rodk-
nika belki z dokladno$cia +0,1 mm. W ostatnich dwéch prébach (tzn. 2a i 3a) zastosowa-
no korekte usytuowania ostrza. Wykonano prébne obcigzenie do okolo 100 kG, i tak
przesuni¢to poprzecznie ostrze (max. do 0,3 mm), by wychylenie modelu z ptaszczyzny
pionowej bylo jak najmniejsze.

Podpory byly typu widelkowego, tzn. takie, ktére uniemozliwialy przemieszczenia
poprzeczne &, oraz obrét 6 wokdt podtuznej osi belki. Byly ane zamocowane do dwu-
teownika szerokostopowego 4 = 260 mm, opartego na blokach betonowych. Na rys. 3
przedstawiono podpore A, ktéra przenosila reakcje ujemna, podpory B, C pokazano
na rys. 4.

Podpora 4 wyposazona byla w loZyska §lizgowe (2) z tulejami z brazu. Swobodg
deplanacji przekroju i swobode obrotéw wokét osi x, y w podporach B i C zapewniono
przez umieszczenie rolek stalowych (3) pomiedzy stopkami belki a ceownikiem (4) oraz

! Kat 0 mierzono poziomica precyzyjna o dokladnoéci odczytu 0,15 - 10~* rad (dokladno§¢ pomiaru
(0,2+-0,3) - 10~3 rad), przemieszczenie & mierzono teodolitem precyzyjnym Theo 010 (dokladno$¢ pomia-
ru 0,2 mm).
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przez wygtadzenie i pokrycie smarem powierzchni toczenia sig¢ rolek i powierzchni §lizga-
nia si¢ wkretéw (5) wybierajacych luz migdzy belka a drugim ceownikiem. Wszystkie
podpory mialy §ruby (7) stuzace do regulacji potozenia. Dokiadnoéé ustawienia podpSr
i modelu byla nastgpujaca: przemieszczenie 7+0,5 mm (niwelator), £+0,2 mm (teodolit),
kat 6+3-10"* rad (poziomica precyzyjna).

3.3. Metody pomiarowe i aparatura. Dla kazdego stanu obciazenia modelu mierzono: prze-
mieszczenia pionowe 7, poziome &, katy skrecenia 0 belki oraz odksztalcenia podtuzne &,
czterech skrajnych wickien belki (rys. 5). Starano si¢ dobraé takie metody pomiarowe,
azeby kazda ze skladowych przemieszczenia mierzyé oddzielnie.

o
5 Ber
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Rys. 5. H — punkt pomiarowy przemieszczen poziomych &; ¥ — punkt pomiarowy przemieszczed pio-
nowych 7; @ — punkt pomiarowy kata skrgcenia 0; 7— punkt pomiarowy tensometrii oporowej

Warto wspomnie¢, ze TRAHAIR [9] mierzyt tylko jedno przemieszczenie poziome gor-
nej potki belki, viywajac do tego specjalnego czujnika o bardzo malej sile oddzialywania
na belke. Przemieszczenie to bylo suma wplywu dwdch przemieszezen £ i 0.

Przemieszczenia pionowe 7 mierzono katetometrem produkcji Wilda o dokladnoéci
odczytu 0,02 mm. Przemieszczenia poziome & mierzone teodolitem precyzyjnym Theo 010
prod. Zeissa (Jena), o dokladno$ci odczytu 17 i najkrétszej celowej 2,3 m. Punktami
pomiarowymi byly znaki na precikach aluminiowych przyklejonych pod stopka dolna,
wzdtuz osi y (pomiar n) oraz do $§rodnika, wzdhZz osi x (pomiar £). O dokladnoSci po-
miaru decydowala czytelnoéé znaku na preciku. Wielokrotnie powtarzane odczyty probne
pozwolity dokladno$é te okreéli¢ jako réwna +0,02 mm. '

Kat skrecenia 0 mierzono metoda lusterkowa. Lusterka byly przytwierdzone do mode-
lu za poérednictwem takiej oprawki i obejmy, ze mozliwa byla plynna regulacja ich katéw
kierunkowych (rys. 6). Przed rozpoczeciem proby lusterka ustawiono w pozycji pionowej.
Przed lusterkami, w przele o rozpigto§ci 3,0 m ustawiono lunetki ekstensometru Mar-
tensa, prod. Zeissa (Jena). Dokladnoéé pomiaru kata wynosita +1-10"4 rad = 20".
Z braku drugiego ekstensometru Martensa, w przesle o rozpigtoéei 2,0 m uzywano niwe-
latora technicznego Ni 025, Zeiss (Jena), osiagajac podobna dokladnoéé.

4 Mechanika Teoretyczna
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Przemieszczenie poziome £ jest male w stosunku do odlegtosci linijki od lusterka,
wynoszacej 1000 mm, dlatego wplyw jego na odczyt 6 mozna pominagé. (Gdy & = 10 mm
blad wynosi 5%,). Przemieszczenie pionowe 7 tylko wtedy nie wywieraloby wplywu
na odczyt 6, gdyby lusterka byly dokladnie plaskie. Badania lusterek przeprowadzone
za pomoca katetometru z linijka wykazaly, Ze lusterka byly wypukle, a kat miedzy
prostymi normalnymi, wyprowadzonymi z punktéw odleglych o 1cm, byt réwny (1,5+
+2,0)+ 10~% rad. Uznano wigc, Ze nie zachodzi konieczno§¢ uwzglednienia wptywu wy-
pukloéci lusterka na odczyt kata .

A TR

Rys. 6

Poza wyzej opisanymi metodami optycznymi zastosowano tensometri¢ elektroopo-
rowa do pomijaru odksztalcen e, czterech skrajnych widkien belki. Stosowano czujniki
indywidualne o diugoéci 20 mm (Nr /-4 na rys. 7). Gléwnym celem pomiaréw tensometrycz-
nych byta kontrola maksymalnych naprezen w belce, dodatkowym celem bylo zbadanie
przydatnoéci tensometrii oporowej do badan zwichrzenia. To ostatnie wymagalo rozio-
Zenia odksztalcen na stany odpowiadajace sitom przekrojowym M, M,, B i N (rys. 6)
oraz wzory (1)

1
(la) sz(Od Mx) = Ez,x & Z‘("€1—82+83+64),
1
(1b) godM,) =¢,, = 7 (—ey+e—e3+¢y),
(10) l e.(0d B) = €z, = 1 (51_32_53+64),

4

(1d) ' &(dN) =¢,, = 21{ (e1+e,+6e3+¢,).
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Rozmieszczenie tensometréw na belkach 1, 2 i 3 (rys. 5a) bylo inne niz na belkach 1a,
2ai 3a (rys. 5b). Wynikalo to z faktu, ze do préb 1a, 2a, 3a uzyto powtdrnie belek 1, 2, 3
z ich czujnikami, przy czym modele obracano koficami, celem zmniejszenia wptywu ewen-
tualnych krzywizn wywolanych pierwsza proba.

3.4, Przebieg dowiadczen. Wstepne proby, przeprowadzone na belkach jednoprzgstowych
i na modelu 1 belki dwuprzeslowej oraz prébg 2, nalezaca do serii gtéwnej, kontynuowano
az do chwili wyczerpania no$noéci. Préby 3, 1a, 2a, 3a przerwano w stanie duzych prze-
mieszczen & = 30 mm i 6 = 75 mrad. Pomiaru przemieszczen dokonywano po uplywie
1 minuty od utoZenia obcigznika na szalce. Wyniki przedstawiono na wykresach, z kté
rych trzy pokazano na rys. 8, 9, 10. Przy opisie osi odcigtych stosowano zasady znakowania
wynikajace z prawoskretnego ukladu osi wspélrzednych (por. rys. 2, 5, 7). Poniewa2
pewne przemieszczenia (np. kat skrecenia 0) przez dhugi czas byly bardzo male, a w kon-
cowej fazie préby wzrastaly bardzo szybko, na wykresach zastosowano taka podziatke
by czytelna byla poczatkowa i §rodkowa cze$¢ wykresu, nie zamieszczajac tym samym
ostatnich odczytéw.

Do opisu osi rzednych uzyto jednostek sily ukladu technicznego (kG) i ukfadu SI
(daN). Ponadto na osi tej zaznaczono nastgpujgce punkty:

H — obciazenie, przy ktérym napreZenia, wyznaczone z pomiaru tensometrycznego,

przekroczyly 2000 at,

P, — przerwanie préby w przypadku préb la, 3a,

P3 — granice no§noSci w przypadku préby 2.

Na rys. 9 punktu H nie zaznaczono, gdyz napreZenia nie osiagnely wartosci 2000 at.

Na wykresie przemieszczen modelu nr 2 (rys. 8) wystgpuje wyrazne «zalamanie sig»
krzywych przy obciazeniu P = 375 kG, co tlumaczy si¢ prawdopodobnym, lekkim
potraceniem modelu w chwili dodawania obciaZzenia. Wyniki badan wszystkich pozos-
talych modeli tworzq krzywe regularne.

Poza wykresem dla modelu nr 2, w pracy zamieszczono wykres dla modelu 3A — jako
najlepszy i dla modelu 1A — jako najgorszy.

4%
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Przy wyznaczaniu sily krytycznej. z wykresu napotyka si¢ zwykle pewne trudnoéci.
Jak wiadomo, nie zostalo dotad rozwigzane teoretycznie zagadnienie noénoéci nadkry-
tycznej oraz zagadnienie zwichrzenia belki cigglej z malymi mimo$rodami. Nieliczne
prace do§wiadczalne nie daty odpowiedzi ostatecznej odno$nie istnienia nadkrytycznego
wzrostu no$noéci, stad zdania badaczy sa podzielone [5, 7).

Podczas badan stwierdzono, ze wyczerpanie no$noéci belek nastepuje dopiero przy
duzych przemieszczeniach powodujacych nawet lokalne wystapienie odksztalced plas-
tycznych. Utrata no$noéci poprzedzona byla pewnym zakresem prawie liniowej zaleznosci

| .

"i \ Model 3. A
200%{ eo
|

Wi
o
!
X
{ o
‘.‘ ——
1 S
{ N&_ =X gy
i
‘-‘ 2% 50 % 8[mrad]
i il 0_&fmm]
i
20 0 800 &y [0 ]
2 40 60 Egy[10” A]
~ Rys. 10

miedzy obciazeniem a przemieszczeniami. Ten quasi-liniowy wzrost no§nosei, wynoszacy
okolo 3-- 5% obcigZenia, mozna by uwazaé za wzrost nosnoéci nadkrytycznej. Do jedno-
znacznych wnioskéw potrzebne bylyby jednak dalsze badania, poéwigcone specjalnie
temu zagadnieniu.

W opisywanych badaniach za szacowana warto§¢ sily krytyczuej przyjeto $rednia
z obcigzenia P, odpowiadajacego poczatkowi quasi-liniowego wzrostu no$noéci i z obcig-
Zenia niszczacego. W przypadku, gdy prébe przerwano wczeéniej, warto$¢ obcigzenia
niszczacego ekstrapolowano na podstawie zmierzonych przemieszczen, Nalezy to trak-
towaé jako sposéb przyblizony, jednak bigdy wynikajace stad nie sg duze.
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Szacowane wartofci Py, zestawiono w tablicy 3. Granice maksymalnego bledu przy.
jeto réwne zakresowi procesu quasi-liniowego badZ wigksze od niego, w zaleznofci od
przebiegu krzywych.

3.5, Badaoia cechujgce. Sztywnosci £1, i GI; wyznaczono na podstawie pomiaréw ugieé
i katéw skrecenia dokonanych podczas préb zginania i skrgcania swobodnego belek o dhu-
gosci 1,5 m, wycigtych z modeli badanych wczeéniej na zwichrzenie. Kazda belke obcig-
zano czterokrotnie, mierzac przemieszczenia zaréwno przy obcigZaniu jak i odcigZaniu.

Sztywno$§¢ EI, obliczono mnozac I, przez E. I, a takZe I, I,, okre§lono na pod-
stawie wynikéw inwentaryzacji belek (tablica 1). Do obliczenia E wykorzystano wyzna-
czone uprzednio sztywnosci EI, i El, gdzie EI, wynikato z ugi¢é » zmierzonych w czasie
prdb statecznosci. Wyniki zamieszczono w tablicy 2.

Tablica 2. Wyniki badan cechujgeych*

El, EI, Gly El,
Uklad
Model| gy 106 kG -cm? 10 -kGom®*
KN -m? Nim*
1i | Tech. 108,31 3,50940,121 0,5891 +0,0049 43,40
la 3,45% 0,83%
SI 106,22 3,44140,118 0,5777+0,0048 4,256
2 | Tech. 108,77 3,4675+0,113 0,5934+0,0045 42,81
i 3,26% 0,76%
22 | SI 106,67 3,400+0,111 0,5819+0,0044 4,198
3 | Tech. 109,17 3,41040,147 0,582940,0064 43,40
i 4,31% 1,10%
3a | SI 107,06 3,344 40,144 0,5716:+0,0063 4,256

* Bledy pomiaréw obliczono wedlug rozktadu Studenta i Fishera przy trzech stopniach swobody i po-
ziomie ufnosci 0,99,

Warto$ci blgdu wskazuja na to, ze najdokladniejszy byl pomiar sztywnosci skrecania,
wykonany metoda lusterkowa (baza pomiarowa réwna 100 cm).

Z badan cechujacych oraz przeprowadzonego dodatkowo rozciggania szesciu prébek
wycigtych ze §rodnika i pélek belek wyciagnigto wniosek, ze préby statecznosci w zakre-
sie napreZzen do 2000 at mozna uwazaé za spreZyste.

4. Poréwnanie wynikéw doSwiadczalnych z wynikami numerycznymi

Wyniki badari zestawiono w tablicy 3 i poréwnano je z wynikami numerycznymi,
obliczonymi metoda zaproponowana przez autora [3, 4]. W metodzie tej rozwiazanie
ré_wn_aii_ stateczno$ci Wiasowa przedstawiono w postaci szeregu skofczonego o wyrazach
zloZzonych z cztonéw trygonometrycznych i wielomianowych. Minimalizacj¢ btedu prze-
prowadzono metoda ortogonalizacji, co doprowadzilo do uogélnionego zagadnienia
warto$ci wlasnych. Calo$é obliczen wykonuje si¢ na maszynie cyfrowej.
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Szczegblowy opis omawianej metody zawarto w pracy [3]. Z przeanalizowanych tam
przykladéw wynika, Ze granic¢ bledu wynikéw numerycznych zawartych w tablicy 3
oszacowa¢ mozna jako réwna +1%, . Szacowanie to nie uwzglednia bledu spowodowane-
go upraszczajacymi zaloZeniami Wiasowa, a takze bledéw inwentaryzacji i badan cechu-
jacych.

Tablica 3. Poréwnanie wynikéw

Sily krytyczne
Wartodei gorne w kG . §
Wartosci dolne w daN. g 4
Seria Préba Wyniki dogwiadczei %f % BN
Wyniki X B g:'?
AUmeryczne Maks. mozliwy Sy
P, Py, rozrzut wynikow _
(w przyblizeniu)
357,7 380 375385 5,9
2 350,8 372,7
351,7 370 360380
3 3449 362,8 5,0
Giloéwna
(Wel')’" 358,3 349 341360
fikacyj- 1a 351,4 342,3 -2,7
na)
2a 357,7 370 362--380
350,8 362,8 3,3
351,7 360 352368
3a 344,9 353,0 2,3
Sredni blad pojedynczego pomiaru 3,2
Sredni blad pojedynczego pomiaru z wykluczeniem proby la 3,9

Wyniki do§wiadczalne we wszystkich przypadkach, z wyjatkiem proby la, sa wyisze
od wynikéw numerycznych. Wyniki préb 2a i 3a sa nizsze od wynikéw préb 2, 3, co thu-
maczy¢é mozna pewnymi krzywiznami modeli wynikajacymi z uprzedniego ich wzycia.
Model 1 uzyty byt wczeéniej do wstepne;j serii badar, kontynuowanej do catkowitej utraty
noénofci, dlatego krzywizny modelu w prébie 1a byly wigksze niz w pozostatych prébach,
co moglo by¢ przyczyna zanizenia wyniku préby la.

Fakt, Zze wyznaczone doéwiadczalnie sily krytyczne wypadly wigksze od wartosci
okre§lonych numerycznie jest zgodny z przewidywaniami. W metodzie numerycznej
wykorzystano bowiem réwnania stateczno$ci Wiasowa [10], wyprowadzone, jak wiadomo,
z warunku réwnowagi preta prostego doznajacego jedynie nieskoriczenie malych prze-
mieszczenn 1 odksztalcei. W rzeczywistoéci, w chwili utraty statecznosci belka jest juz
ugigta pod obciazeniem, przez co punkt przylozenia sity P obniZa si¢, czyniac uktad bar-
dziej statecznym. Zgodnie z analiza teoretyczna i badaniami do§wiadczalnymi [1, 2, 4, 5, 11]
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zalozenie, Ze of belki jest prosta, powoduje obniZenie wartoéci sity krytycznej o okolo
3+5%. Procent ten zalezy oczywicie od schematu statycznego belki i wymiaréw prze-
kroju poprzecznego.

5. Whioski

1. Wyniki przeprowadzonych do§wiadczefi zwichrzenia sprezystego belek dwuprze-
stowych potwierdzily poprawnoé¢ zaproponowanej przez autora metody numerycznej
obliczania sity krytycznej.

2. Zastosowanie i wzajemne poréwnanie réznych metod pomiarowych pozwala na
nastgpujace uszeregowanie ich pod wzgledem przydatno$ci do omawianego typu dos-
wiadczen: lusterkowy pomiar kata skrgcenia 6, optyczny pomiar przemieszczenia pozio-
I'Eégo & (teodolitem lub katetometrem), pomiar tensometria elektrooporowa wydluzen
&, wywolanych zginaniem poziomym, pomiar jw. lecz wydhuiZzen s, wywolanych bimo-
mentem.

Zaletami metody lusterkowej jest bardzo duza doktadno$¢, fatwos¢ i szybko$§é odczytu,
Dodatkowa zaleta jest zaobserwowane we wszystkich prébach zjawisko wolnego wzras-
tania kata skrecenia w poczatkowej fazie proby i gwaltownego przyrostu w fazie konco-
wej, co bardzo ulatwia okre§lenie sity krytycznej. Charakterystyczne jest, ze we wszystkich
prébach kat skrecenia wzrastal monotonicznie, podczas gdy przemieszczenie poziome &
i odksztalcenia &, w czasie pewnych préb zmienialy nawet znak.

Zmniejszenie bledu pomiaru &, metoda tensometrii oporowej mozna by osiagnaé
przez zmostkowanie czujnikéw w uklady samokompensacyjne zgodnie z wzorami (1b)

i (lc).
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Peszxome

NB3TUBHO-KPYTUIILHAS ITIOTEPSI YCTONUUBOCTH
TOHKOCTEHHOW NBYXIIPOJIETHOM BAJIKW

B pafoTe OMMCAHBI IKCIEPUMEHTE, IIPOBEJCHHbIE Ha CIUIOMHBIX ABYXIPONETHBIX CTANBHLIX GaaKax
JBYTaBPOBOLO CEUEHMSI, HATPYI(EHHBIX COCDPEJOTOYEHHOH HAIPYSKO, IPHUIOKEHHON 10 cepefuHe Ofi-
HOI'O M3 IPOJIETOB.

OCHOBHOIT LENbI0 paGoTHI SIBISUIOCH ONPEHENEHHe SHAUCHMST KPUTUYECKOTO YCHIMsE M IIpOBEPKE
YHCIIEHHOTO METOMa pacueTa KPHTHUYECKOM HATPY3KH MHOTONPONETHBIX CIUIOWIHBIX GaNOK, NpEIIOyKeH-
HOTO aBTOPOM.

TIpMBOAATCS 3AKIHOYWEHHMST OTHOCHTEJIBHO COTJIACYEMOCTH IKCIIEPHMEHTANBHEIX M BBIUHCIMTENLHBIX
PE3YIBTATOB M IIPUFOJHOCTH DA3JIMUHBIX H3MEPHTENBHBIX METOHOB, NPUMEHAMBIX IIPH ONMCBHIBACMBIX
HCCNIENOBAHUAX .

Summary

ELASTIC STABILITY OF TWO-SPAN THIN-WALLED CONTINUOUS BEAMS

The tests carried out on steel I-beams loaded with a concentrated force are described in the paper.

The main aim of the experimental investigation was to verify the numerical method given by the
author and serving to the evaluation of the critical loads of multi-span continuous beams.

Several conclusions have been drawn concerning the agreement of the theoretical and experimental
results and the accuracy of various measuring methods applied to the tests.

POLITECHNIEA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 lutego 1974 r.
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WPLYW NIEJEDNORODNOSCI STANU NAPREZENIA W PRZEKROJU POPRZECZNYM
PORACZENIA NA OBCIAZENIE ZWOJOW GWINTU*

MariA BAczyNskA (KrRAkOW)

1. Wstep

W analizie rozkladu obcigzen w zwojach gwintu potaczed §rubowych ogdlnie przyj-
mowane jest zalozenie o réwnomiernoéci rozkladu sity w przekroju poprzecznym §ruby
i nakretki [1,2,4,5,6,7,9]. W rzeczywistodci rozklady sa nieréwnomierne, a podane
rozwiazania obarczone wynikajgcym stad bl¢dem. Obecnie podejmiemy prébe oceny
tego bledu, w nawiazaniu do rzeczywistych standw naprezenia w trzpieniu §ruby i korpusie
nakretki. Ze wzgledu na trudno$ci teoretyczne i do§wiadczalne nie analizowano obiektu
kolowosymetrycznego, jakim jest rozpatrywane potlaczenie §rubowe, zastgpujac go mode-
lem plaskim, dla ktérego dysponowano niemal gotowym rozwigzaniem teoretycznym,
latwym do weryfikacji do§wiadczalnej. Mozna oczekiwad, ze rozklady naprezen w prze-
kroju wzdluznym polaczenia (o, 0,, 74,) i napr¢zen w modelu plaskim o tym samym
konturze (o,, gy, Tx,) sa jakoSciowo identyczne. Pozwala to na wyciaganie interesujacych

nas wnioskéw dla polaczenia §rubowego na podstawie wynikdw analizy stosowanego mo-
delu plaskiego. : :

W praktycznie realizowanych polaczeniach $rubowych na diugosci skrgcania pracuje
wiele zwojow, a napr¢zenia pochodzace od obcigzenia poszczegdlnych zwojéw nakladaja
si¢ na siebie. Analiza takiego zlozonego pola naprezeni nastreczalaby w naszym przypadku
duze trudno$ci zwigzane z koniecznoécia wyodrebnienia skutkdw obciazenia poszczegdl-
nych zwojéw, tym wigcksze, Ze rozklad tych obcigZen nie jest z géry znamy. Trudno$¢ te
ominigto przez zastosowanie modelu z jednym zwojem pracujacym. Przyjeto go w postaci
plaskiej plytki z symetrycznie wzgledem jej osi rozmieszczonymi wystgpami, modeluja-
cymi zwdj. Symetria ulatwia tu analize zaréwno teoretyczng, jak i do§wiadczalna, nie
powodujac dodatkowych trudno$ci w interpretacji wynikéw. Wspomniana ptytka mode-
luje zasadniczo tylko §rube. Poniewaz jednak charakter wspéipracy zwoju z trzpieniem
$ruby i korpusem nakretki jest analogiczny, wnioski uzyskane z analizy jednego z tych
elementéw mozna bez trudnosci rozszerzyé na cale pofaczenie.

Stan naprezenia w omdéwionym modelu okre§lono niezaleznie od siebie teoretycznie
i do§wiadczalnie, konfrontujac otrzym‘ane 'w obu przypadkach wyniki.

» * Praca zostala wyr6zniona na konkursie na prace doéwmdczalne z mechaniki technicznej — zorga-
nizowanym przez Oddzial PTMTS . w Krakowie w 1973 r. :



474 M. BACZYNSKA

2. Teoretyczna analiza stanu naprezenia w plaskim modelu $ruby obciazonej na jednym zwoju

Model §ruby przyjeto tu w postaci nieskornczenie diugiego pasma z symetrycznie
rozmieszczonymi wystepami (rys. la). Pomijajac, jako nieistotna w obecnej analizie,
skladowa promieniowa obciaZenia §ruby, przyjeto obciazenie wystgpow sitami P réwno-
legtymi do pasma. Po my$lowym odcieciu wystepSw, otrzymujemy pasmo gladkie, obcia-

2b

I
2p [ 2P |
e . AR |

=)

Rys. 1

2one symetrycznie na odcinkach 2a sitami stycznymi T = Pimomentami M = Pe (rys. 1b).
Przyjeto nastepnie, e sity T rozkladaja si¢ rownomiernie na odcinkach 24, oraz moment
M realizowany jest przez liniowo rozlozone na tych odcinkach obcigZenia normalne -
| ' T 3 M |

(2»1) . t-—?‘;, —?-—&;x.

Dla obu powyzszych rodzajéw obcigZenia podano oddzielnie rozwiazania, adaptujac
odpowiednie wzory z monografii [8] TEODORESCU. Interesujace nas wzory na naprezenia
podane sg tam w formie calek Fouriera, a funkcje podcatkowe — stabelatryzowane.

Rys. 2

Niestety musiano zrezygnowa¢ z korzystania z tablic, gdy nie pozwalaly one na uzyskanie
wymaganych dokladnoéci. Spowodowalo to konieczno$é okreSlenia wyrazefn podcatko-
wych w formie jawnych funkcji zmiennych przestrzennych (x, y) i parametru rozwinigcia
(@) i w konsekwencji dokonania odpowiednich podstawien i przeksztalcen.
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Dla pasma obcigZonego symetrycznie na brzegach sitami stycznymi #(x), rys. 2, po
wykorzystaniu wzoréw (7.354) TeEODORESCU i dokonaniu przeksztalcei omdéwionych
blizej w pracy doktorskiej BACZyNskIEY [3] otrzymano:

b 2o sinﬂlﬂ shﬂcc];% 5 (BthBehnp—npshnp~2chnf)sin ApEdp,

T
0

Il

2 ‘w sin Ap chp

22) % 70 B shpchp+p

(Bth fchnf —nfshf)sin AfEdp,

= e [ 7 [(1=Bth pshup-+npchnplcos 16Eds,
0

w ktérych

=2 = - =
(2.3) l - b ’ ﬁ ab’ 5 ’ 77 b N

W interesujacym nas przypadku (rys. 1) pasmo podparte jest jednostronnie. Przypadek
ten otrzymamy nakladajac na stan napreZen opisany funkcjami (2.2) jednorodne, jedno-

osiowe rozciaganie w kierunku osi x napreZeniem %to (rys. 3), skad

2, [ sinif  chp ,
2.4 0 =~ B shpchB+p (fthBchnp —nfshnf—2chnP)sin ABEA S+ Aty .
yl
y P=2t,a | Wl | o |
| 1y . a _a
s | [l = A P
.[ 2a | - B ; - TTh -
P _p|. _ pA_ :
ael o Fgees | !
' ' [
! - ! ! ' 'l
& -
Rys. 3 _ Rys. 4

ObcigZenie momentowe sprowadzono do liniowo rozlozonego obciaZenia normalnego,
antysymetrycznego wzgledem osi y (rys. 4). Po stosowanych przeksztalceniach -[3] otrzy-
mano: :
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_3M [ sinAB—Bcosif shpl(1—pcthp)chy+fyshpr]

S 2 f+shBchf sin Apedp,
IM [ sinAf—pcosif shpl(1+Bcthp)chpy—Bnshpy] .
@) o= s pr2 B+shBchp sinApEdp,
IM ( sinAB—pcosAf shp(Bcthpshfn—pych )
S e ) T B+shpchp cos ABEdp.

10

g8

g6 -

01"

02 s 15

1
925 05 075 07

Rys. 5

Obliczenia numeryczne wartoéci naprezen wykonano w O$rodku Elektronicznej Techniki
Obliczeniowe] Politechniki Krakowskiej na maszynie cyfrowej Odra 1204, dla 4 = 1/3,2.
Otrzymane rozktady napre¢zen zilustrowano wykresami na rys. 51 6.



g3t

0z~

Rys. 6

1477
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3. Weryfikacja doSwiadczalna stanu paprgzenia w modelu plaskim

OkreSlony w rozdziale poprzednim stan naprezed w modelu plaskim zweryfikowano
doéwiadczalnie badaniami elastooptycznymi. Wykonano je na modelach o konturach
pokazanych na rys. 7, stosujac technike §wiatta przechodzacego. Model D, o dwukrotnie

Model D Model M
<8 ) <5
| {
2 =
NN A
0 = | D3
(=)
b
of - S 56 1=
64 _ i ham|
|t 1
| /
et 4“’ - 4‘
Rys. 7
1775

160

a\
Y/

000P

Rys. 8



WPLYW NIEJEDNORODNOSCI STANU NAPREZENIA 479

powigkszonym wystepie w stosunku do $rednicy w poréwnaniu z proporcjami gwintu
trapezowego Tr 28 x 5, wykonano droga obrébki mechanicznej z plyty o grubosci 8 mm
odlanej z zywicy poliestrowej. Model M odpowiada proporcjom gwintu Tr 28 x 5; wyko-
nany zostal z zywicy epoksydowej przez odlanie w formie ksztattowe]. Badania elastoop-
tyczne przeprowadzono na polaryskopie Firmy Zeiss w Instytucie Odlewnictwa.

Sposob zamocowania modelu D w uchwycie pokazano na rys. 8. Na rys. 9 pokazano
fotografie izochrom wykonane dla modelu D przy obciazeniu 96 kG, dla modelu M —
przy obciazeniu 45 kG.

5 Moechanika Teoretyczna
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Fotografie izoklin wykonano co 10°. Cz¢§¢ z nich dla modelu D, katéw 0°,720°, '40°,
60°, 80° i obcigzenia 24 kG pokazano na rys. 10. Na ich podstawie wykonano (rys. 11)
izokliny i wyznaczono trajektorie naprezed gidwnych (rys. 12). Linie ciagle oznaczaja
przewage naprezen rozciagajacych, linie przerywane przewagq naprezen Sciskajacych.

Ze wzgledu na ukierunkowany charakter omawianych badan nie zachodzita potrzeba
pelnego ich opracowania. Zastosowano tu post¢gpowanie odwrotne, sprowadzajac wyniki
analizy teoretycznej do postaci wynikéw do$wiadczalnych, co pozwolilo omingé zZmudne

AT \H

M‘WJUM

Rys. 11 Rys. 12

i mato’ doktadne operacje obliczania warto$ci napr¢zen gtéwnych na podstawie izochrom
i trajektorii naprezen gtéwnych. Pierwsza czynnoScia w tym postgpowaniu’ .bylo dosto-
sowanie obciazenn modelu teoretycznego do doswiadczalnego.

Oznaczmy odsunigcie sit P od krawedzi modelu (rys. 1) przez

(3.1) e=ka.
Wdowczas ‘
(3.2) M = 2ktoa?.

Na podstawie rys. 9 oszacowano k = 1,33. Superponujac naprezenia od sit stycznych T
i momentéw M otrzymujemy :

2 o u
(3.3) g, =0 (A +3kB.+ ”22) oy = =2(4, +3kB,),  Tay == (A 3kBy),

gdzie przez wyrazenia 4 i.B oznaczono odpow1edme catki we wzorach (2.2) 1 (2.5).

5*
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Obliczono bezwymiarowe warto$ci naprezen

JT Oy oy =~7$_ Txy

T
5 x = AT =m0 tx
34) g 2 ¢, R to Y2t

dla modelu teoretycznego i k = 1,33 oraz wartosci izochrom (s, —s3) = ]/ (Sxt5,)%+412,

zgf_ m%__ z%

B oy i+—
a8 0_22_+_ 022
1q_ agz+_ ag+_ w
zq_ -ay+__ oy 128
z,zL Bﬂé_ 184_ 499}
dlL,_ a_+_ g gl 1]

Rys. 13

Na rys. 13 na tle siatki przestrzennej (&, ) wpisano wartosci (s, —s,) i wykre§lono izo-
chromy. Widoczna jest dobra zgodno§é przebiegéw izochrom wyznaczonych teoretycznie
i otrzymanych do§wiadczalnie (rys. 9) dla modeli o tych samych proporcjach wymiarowych.

4. Whioski z analizy modelu

W analizie pracy polaczen §rubowych warunkiem wyjsciowym jest warunek odksztat-
cei

4.1 — =,
“.1) &s— &+ Ix 0
w ktorym ¢, e,—odksztalcema odcinkowe odpowxedmo rdzenia- §ruby i korpusu na-
kretki, f— ugiecie zwojéw, x — zmienna wzdiuz osi polaczenia [3].
Odksztalcenia s,, s, okre§lone sa przy zalozeniu réwnomiernego rozkladu sity rozcia-
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gajacej érube N,, wzglednie Sciskajacej korpus nakretki N, w przekroju poprzecznym
polaczenia

N _ .,
ESEV,' "—EnFn.

Przeanalizujemy wyniki badan w aspekcie réwnania (4.1).

@.2) & =

xh

Y

Rys. 14

Rozpatrzymy w tym celu rozklad naprezen o.(sy) wzdluz brzegu modelu. Na rys. 14
pokazano rozklad tych naprezeh otrzymanych teoretycznie (krzywa a) i do$wiadczalnie
P =
b 2
Réznica ich wywohije odksztalcenia dodatkowe

(krzywa b) na tle napreZen $rednich sy, =

E_‘E—Gx ir
E 2
roztoZzone antysymetrycznie wzgledem osi zarysu obciazonego zwoju i w konsekwencji
dodatkowe przemieszczenia obcigzonego zwoju wzglgdem sasiednich. Wynosza one
0 h

@.4) ' fon = faxdx, fi = fexdx,
' 6

—h

“.3) Ex =

odpowiednio wzgledem zwoju poprzedniego i nastgpnego.
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W rozpatrywanym przypadku wedlug rozwiazania teoretycznego jest

4.5) ﬁl =f~h =~fh>0,

co oznacza, ¢ zwoje sasiadujace z obcigzonymi nie zmienity wzajemnej odlegtoéci. Doty-
czy to oczywiscie tylko przemieszczen wynikajacych z réZnicy napreZef na brzegu i napre-
sen Srednich. Okazuje si¢, Ze obszar niezgodnoéci napr¢zen na brzegach ze $rednimi og-
ranicza si¢ do bezpoéredniego sasiedztwa z odcinkiem obcigzonym. Stad wyciagnigto
wniosek, ze nieréwnomiernoéé ta powoduje dodatkowe przemieszczenia zwoju obciaZo-
nego, a nie ma istotnego wplywu na zwoje pozostale. To dodatkowe przemieszczenie
mozemy wiaczyé do ugigcia zwojdw 1 przyja¢ odpowiednia charakterystyke (podatno$c)
warstwy gwintowe;.

W $wietle tych badan nieréwnomierno$¢ rozktadu naprezenr w przekroju poprzecznym
polaczenia nie wplywa na charakter rozwigzania.

Literatara cytowana w tek$cie

1. M. Baczyiska, W. KrzyS, Analiza rozkladu sil w zlgczu Srubowym z gwintem jako warstwq podatng,
Czasopismo Techniczne, 6 (1971).

2. M. BaczyKska, W. KrzyS$, Wplyw wstepnego odstawania zwojéw i luzu osiowego na rozklad sil w zlgczu
Srubowym, Czasopismo Techniczne, 6-M (159) (1972).

3. M. BACZYNsKA, Praca doktorska. Politechnika Krakowska, 1973.

4. Y. A. Bapree, Pacnpedesenue Hazpysku mexscoy sumxamu pesbe, BecTHux mammuocTpoenus, 7, 11
(1964). ;

5. B. Kviue, Ymounenue paccuémos pesvboseix coedunenuti, BeCTHUK maurmHocTpoeHus, 7 (1957).

6. L. MADUSCHKA, Beanspruchung von Schraubenverbindungen und zweckmdssige Gestaltung der Gewin-
dertriger, Forsch, Ing-Wes,, 7 (1936).

7. A. Pobcza, Kraftverteilung in axial belasteten Gewindeverbindungen, Technische Rundschau, 44 (1966).

8. P. P. TEODORESCU, Probleme Plane in Teoria Eld$ticitatii, EA RPR, 1960,

9. H. E. XyxoBckuif, Pacnpedescrue 0asaenuii na napezxax eunma u zatixu, IToxnoe coGpaume COUHHEHMIS,
OHTH, 1937.

Pesome

BIVIAHUE HEOIHOPOIHOCTY HATIIPSDKEHHOI'O COCTOSHUS
B ITOINEPEYHOM CEYEHWN COEODUHEHWA HA HATPY3KY
BUTKOB PE3BBbI

AHM3UPYETCA pacipefeNieHie HACPYSKH B BHTKAX pe3b0OBBIX COENMHEHMM C IENBI0 NPOBEPKH
OOIENPHHATOTO MPEIONIONKEHHAA O PABHOMEPHOCTH DAaclpefeNieHUsl YCHIIMM B NONEPEYHOM CEUEHHH
Gonra u raffkm, ¥ ONHOBPEMEHHO IPEATPHHMMALTCS MONBLITHA OLEHKM TOTPEIUNOCTA. AHAIN3 IIPOK3BO-
AWTCA IS MUIOCKOM Mopermu GONTa, HArpy)KeHHOro Ha ONHOM BHTKe. TeopeTHyeckoe perneHue IIOA-
KPEIUIAETCHA PE3YNLTATAMH NOJIAPU3ANMOHHO-ONTHUECKAX SKCIEPUMEHTOR. ABTOD HPUXOMUT K BHIBOLY,
uT0 O6JIACTB, VLT KOTOPOH HANPSDKEHUA O NepudepHA OTIIMYAIOTCS OT CPEHAX HANPSDKEHMH, OTpPRHH-
YEHA K HEMOCPENCTBEHHO! OKPECTHOCTH HATPY(EHHOTO OTPe3Ka, WTO BbISBIBAET 0GABOYHOE IIepeMerne-
HHE HATDYXEHHOIO BHUTKA M HE BJIMFET Ha OCTalbHBIE BHUTKH. J0OaBOUHbIe mepeMelle st MOryT YIUThI-
BaTbCA COBMECTHO ¢ NPOTMOOM BHTKOB IyTeM HPHHATHA COOTBETCIBYIOIIEH XAPAKTEPUCTHKM DeabfoBOk
30HBL. BBHIY NpUBeAEHHABIX peayIIbTaTOB MCCIELOBAHUE ABTOP NPHXOMAT K 3aKUIOUEHHIO, UTO HEPABHO-
MEPHOCTE pacrTipefieleH!sl HAlPSUKEHMA B MONEPEUHOM CEUCHMM He BIAAET HA BHM pELIeHHA.
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Summary

INFLUENCE OF NONHOMOGENEITY OF THE STATE OF STRESS
IN TRANSVERSE CROSS-SECTION OF A CONNECTION ON THE
LOAD OF SCREW THREADS

An assumption of uniform stresses in cross-section of a screw and body of a nut is generally applied
in analysis of the distribution of loads on the threads. The influence of this assumption on the solution’s
accuracy was not as yet considered. Analysis of the distributions of stresses and strains in screw threads
applied to the flat model and verified by photoelastic tests, is presented in this paper. The results obtained
show that on the loaded thread exist additional (to uniformly distributed) strains, distributed on short
distance and antisymmetric to the loaded thread. The additional displacement of the loaded thread caused
by these strains has no influence on the displacements of the neighbour threads and can therefore be treated
as a component of the thread deflection (by means of suitable characteristic of the thread layer). In con-
clusion it is stated that the solutions now obtained based on the above mentioned assumption are correct
in their character.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 lutego 1974 r.






MECHANIEKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 12 (1974)

ZASTOSOWANIE METODY MACIERZY PRZENIESIENIA DO ANALIZY
DYNAMICZNEJ PRETOW CIENKOSCIENNYCH

EBUGENIUSZ SWITONSKI (GLIWICE)

Oznaczenia

przemieszczenie punktéw osi §rodkéw zginania w kierunku osi Y,
pizemieszczenie punktéw osi $rodkow zginania w kierunku osi Z,
przemieszczenie punktdéw osi §rodkéw zginania w kierunku osi X,
kat obrotu przekroju,

x,y,z glowne centralne osie bezwladnosci przekroju,

wspdirzedne $rodka zginania w kierunku osi ¥,

wspOlrzedna $rodka zginania w kierunku osi Z,

modut sprezysto$ci podiuznej,

modut sprezysto§ci poprzecznej,

cigzar objetoSciowy materiaty, z ktorego wykonano pret,
powierzchnia przekroju preta,

przyspieszenie ziemskie,

moment bezwladnoici przekroju wzgledem osi y, Jy =Af 2%dA,

RS I

‘ck'oq R thE“E‘

J, moment bezwladnoéci przekroju wzgledem osi z, J; = f yrdA,
A

Jo  wycinkowy moment bezwladnoéci przekroju Jo = fw’a’A,
A

Js moment bezwladnoSci przekroju przy czystym skrecaniu.

1. Wstep

Zagadnieniom dynamiki i statecznoéci pretéw cienkoéciennych o profilu otwartym
po$wigcono wiele prac. W wigkszoéci dotycza one pretéw o stalym i charakterystycznym
przekroju, dla pewnych szczegélnych warunkéw brzegowych [1, 2, 3, 4].

W przypadku pretéw o zmiennym przekroju zagadnienie dynamiki i statecznosci
sprowadza sig do rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych o wspdlczynnikach funk-
cyjnych, przy czym funkcje tych wspdtczynnikéw zaleza od charakteru zmiany przekroju.
Rozwiazanie tego problemu mozna uzyskaé w wyniku pracochionnych obliczen stosujac
jedna z metod przyblizonych [5, 6]. Kazdorazowy inny charakter zmiany przekroju wy-
maga w ogdlnym przypadku ponownego rozwiazania.

Zastgpujac pret o dowolnie zmiennym przekroju, pretem o przekroju odcinkowo
stalym (skokowo zmiennym) i stosujac metode macierzy przeniesienia, mozemy otrzymac
rozwiazanie powyzszego problemu w znacznie prostszej postaci, nadajacej si¢ stosunkowo
fatwo zaprogramowaé na elektroniczna maszyne cyfrowa [7, 8, 9]. Dodatkowa zaleta
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metody macierzy przeniesienia jest mozliwoé¢ kazdorazowego okreélenia granic, w jakich
powinno zawieraé si¢ rozwigzanie ciste, a wigc mozna otrzymac rozwiazanie o Zadanej
doktadnosci.

Metoda macierzy przeniesienia polega na okresleniu macierzy zwanej macierzq prze-
niesienia, ktora otrzymuje si¢ w wyniku iloczynu macierzy przgsta i macierzy przekroju.
Macierz przesta buduje si¢ na podstawie rozwiazania danego problemu dla prgta o sta-
lym przekroju. Natomiast macierz przekroju otrzymuje si¢ z warunkoéw statycznych
badz kinetostatycznych i z warunkdéw nierozdzielnosci przemieszczen [10].

Celem pracy jest rozwiazanie zagadnienia drgan swobodnych i statecznodci prostych
jednoprzestowych pretéw cienkoéciennych za pomoca metody macierzy przeniesienia,
programujac ja na elektroniczna maszyng cyfrowa.

Zagadnienie rozpatrzono w ujeciu liniowo-sprezystym przy zalozeniach tzw. technicz-
nej teorii pretéw cienkosciennych [4]. Rozwiazanie zagadnienia statecznoéci otrzymano
jako szczegdlny przypadek rozwiazania zagadnienia drgaf swobodnych (gdy P — P,
to w, — 0).

2. Okreélenie macierzy przesia

Macierz przgsta okreéla si¢ na podstawie rozwiazania réwnand rézniczkowych danego
problemu dla preta o stalym przekroju, przy czym musi to by¢ rozwiazanie, w ktérym

Rys. 1

stalymi catkowania sa wartosci funkcji w przekroju poczatkowym oraz wartoéci propor-
cjonalne do kilku pierwszych pochodnych tej funkcji réwniez w przekroju poczatkowym.
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Podstawowe réwnania rézniczkowe zagadnienja drgan swobodnych preta cienko-
§ciennego o profilu otwartym 1 statym przekroju, obciazonego sita P dzialajaca centralnie

(rys. 1) maja posta¢ [4]:

0’ yd4 9%
E4 oxt g or% =
orny  yJ. 0%, yA oy 0’n _ ydzy 0% %
BT oa =7 xor ar g = am TP =0,
e oy, 04 y4 0% 0*6  ydAy, 0% g
@1 Bl G2 =g axtor B VP g oz g =0
yAz, 07 *n _ pAys 2 o .
P + Pz, o2 z o AP +EJ, o
A pAr? 0% 0y L 0
g oo g e g T 5a =0
gdzie
2 Jo
r =—;1—+ya+za, Jo = L. +J,.

Pierwsze réwnanie wyrazenia (2.1) przedstawia réwnanie réZniczkowe swobodnych
drgan podhuznych preta i jest niezalezne od pozostatych trzech. Rozwigzanie jego mozna
znalezé w kazdym podstawowym podreczniku dotyczacym dynamiki o ciggtym rozkladzie
mas. Dalsze wigc rozwazania dotyczyé beda tylko swobodnych drgan gigtno-skretnych,
okreSlonych pozostalymi trzema rdwnaniami rézniczkowymi.

Stosujic metode rozdziatlu zmiennych przedstawiona przez Poissona, moZemy w przy-
padku drgan swobodnych funkcje n(x, t), £(x, 1), @(x, t) wyrazi€¢ w nastepujacej postaci:

nex, )= D Gu()sinwnt,

n=1,2,3

&(x, 1) = Z Y’,.(Ix)‘s‘ir'lw,, 1,

n=1,2,3

2.2

p(x, 1) = Z x,.(x)s-inw,,t

n=1,2,3
gdz1e w, — n-ta czesto§é katowa drgafi swobodnych pr@ta

Podstawiajac zaleznosci (2.2) do réwnan (2.1) otrzymamy

yAzy

EJ, 6% + (ygj w,%+P) 6y

w,, x,,+Pz¢x,,‘— 0

R A O (NN P L
2
Eme,I,V-i_-(Pr2+%w,% —»GJx) ) — ;u;r wn g — vAzy w20,+
Pz 0 + YR 2w Py W =0
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Wprowadzmy do réwnan (2.3) nastgpujace oznaczenia:

J, A
ay = E,, a2=(”’wf+P), a; = == o,
g g
ay = — yAze wi, as= Pz,
g
J, vA
b, = EJ,, bz—‘(y—gy‘ §+P), by = —?wrzn
by = 22202, by = — Py,
g
S Ar?
¢, = EJ,, ¢,= (Pr2+—y——w,%—GJx), Cy = — 14 w2,
4 g
A
€4 = — '}’Aza (l)p?’ cs = Pz, Ce = ygya wr?’ ¢7 = —Py,.

Wdwczas réwnania (2.3) przyjma postaé

a, 08 + a0, +as0,+asn,+asx, =0,
24 by 4+ b,V + b3 W+ bystyt+bsny =0,
i # H oy +esnyt cabnt+esOy +cs P+ c, Wy = 0.
Rozwiazanie w postaci zamknietej, np. transformacji Laplace’a, réwnan rézniczkowych
(2.4) prowadzi do bardzo pracochtonnych obliczen i jest z praktycznego punktu widzenia

niemalze nieosiagalne. Dlatego, podobnie jak w pracach [11, 12, 13], do rozwiazania
rownan (2.4) zastosowano rozwinigcie funkcji 6,, ¥, », W szeregi potggowe w postaci

0, = 05+05 x+05x2+05x3+ ... +65x",
2.5) ¥ =4+ Wi x+ V5 x>+ P53+ ... + P,
Hy = wh+rix a5 X2+ x3+ .+l x".
Pierwsze cztery wspdlczynniki kazdego z szeregdéw sa wartoéciami brzegowymi odpo-
wiednich funkcji 6,, ¥, », dla x = 0, pomnozonymi przez liczb¢ jeden, dwa lub szeé¢.
Wstawiajac funkcje (2.5) do réwnan rézniczkowych (2.4) i przyréwnujac odpowiednie
wspdlczynniki do zera otrzymamy nastgpujace wzory rekurencyjne:
Gﬁ = a, (r)Gf_; + 25} (I')G:_‘; + a4(r) NS_4 +a5(f) xﬁ—Z )
(2.6) W =b,(NPi_ 2+ b3(DPE_a+bs(r)s_a+bs(r)s_s,
Hy o= (M)t ea(r)ri_atca(D0i_a+ces()0 2+ cs(r) i a7 (r)PE_ 2,
gdzie
R B = — 3
r(r—Da,’ as(r) rr—D(r—2)(r—3a,’

a,(r) =

— a4 = _—05
rr—1)(r—2)(r—3)a,’ as(r) = — r(r—Day’

a,(r) =



e (r) = —

ca(r)

cs(r) = —

i
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b,

T Fr=Db,°

b

4

Ca

rr—Dec,’

C4

T T r—D—2)(r-3)b,’

C

T rr=Dr=-2)(r-3)c,’

rr—D(r—

62)(r~3)cl el =

ba(r) =

bs(r)

cs(r)

cs(r)

bs

bs

T re—1b;’

C3

T rr=Dr=2)(—=3)b,°’

Cs

T r=1De,

Cy

T rr=Dey

T =D =2)(—=3)e, ’
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Po dokonaniu przeksztalced otrzymamy nastepujace wyrazenia na funkcje 0,, ¥,, x.
i ich pochodne:

@7

. , d
gdzie () =

§y

r

S1

rt

S1

res

§1

S13
S13
513
513
S25
525
52's

11
S25
s

’
§2
55

111

§2

!
S14

1"
S14

111
S14

!
$26

11
S26

1

$26

53
55

1"t

§3

Sys
Sis
51

1"t
S1s

’

S27
’"

8§27

11"t
S27

Sa
’
S4
sy
séfl
S16
I
S16
r
S16
1"t
S16
S28
I
S28
1
S28

1nt
S238

Ss

11

11

S5

Sy
517
51
517
S29
559
525

111

S29

Macierz kwadratowa utwbrzo_nq ze
przesta, Poszczegdlne elementy macierzy przesta sa okreSlone przez nastepujace funkcje:

(2.8)

S1=

87 =

rea

r==2

1

r=2

S¢ 84
S¢  S7
S6 57
se' 57"
$18 §19
Sia Sio
Sts Sio
S18 Sis
S3p 31
S30 $31
530 §3)

10t 1"
S30 S31

r=m2

ra==2

!
Sg
S

11

Sg

Sébo
530
520
S32
S32
532

1

S32

m m
\7 s i3 .2
X 24 AF XY 55 = 2, Azpx™,

So
1

Sg

sé{l
S21
521
531
21
Sas
533
533

117
§33

§ 4 2r N § 4 2r4-1 .
A2rx r’ Sg = A2r+1x T+ ’ S9 -

S10
!

S10
"

S10

111!
S10

S22
522
537
S3q
s 34
534
S3a

m
2r ' 1 2r41
2 X, Sy =X+ _S_ A2r+1x T ’ S3 =

S

S11

1’

S11

111

S11
S23
533
533
533
$3s
S:Ias
535

111

Sas

S12
512
512
512
Sr4
S24
524
534
$36
536
536

111

S$36

0%
01
)
63
b4
b1
¥
b

%o

¥

5
5

wspOlczynnikéw s, —s3 nazywamy macierza
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m m m

5 2r41 s 6 ,2r _ 6 2r41

(28) S10= _5_, AZ 1 X7, sy = 2, A3px™,  S12 = 2, A3 1 X7,
[c.d.] r=2 r=2 r=2
n m

2 § 2r 41 2 2 .2
13 = Bzrx y S = B; 241X, Sys = By x",

r=2 r=2 r=2

m m

m
2 2r1 E 2r41
S16 = E B3 1 x*t, 5'17 =1+ ) B3, x¥, s14= x+ 7 bX B3, pax*rt

r=2 re=2 r=2
. . m il i
§ 4 2 — 3L ‘R4 2r41 — 5 .2
g9 = x2+ 'Ber r, S20 = X +2B2r+1x T H S21 = Z'Ber r,
r=2 r=2 r=2
.m : m m
3
5 2r+1 — 6 L2r _ 6 2r+1
S22 = _5_, Bi g1 X7, s = B3, X", S = 2;B2r+1x i
r=2 Cr=2 =2 .
m m m
v
1 .2 1 2r4+1 2 2r
S5 = E Cer r’ S26 = g Cz,+1x r+ y Saq7 = Z Czrx H
-or=2 r=2 r=2
m
2 2r4-1 2 1
S8 = E C2rp1 X, 539 = 2 Cer y S30 = 2, C2r+ X
r=2 r=2 r=2
: 2, 1 5 .2
S3y1. = E Cz,.x B S3y = § Cz +1X r+ S33 = 1+ E C5px*, -
- r=2 . r=2 re=2

m .
5 W2r41 — 43 6 2
534=x+2¢2r+1xr+, Ss—-x+§C2r > S36""x+§C2r+1x T+,
: real

re2 re=2

Funkcje (2.8) zo'stal}’l wyprowadzone na podstawie zaleznofci 2.5 1 (2.6).
Wspolczynmkx A8, A%, 1, BY,, B 1, C5, Chy,dlak =1,2,3,4,5,6ir=2,
3,4,5, ..., mobliczone na podstaw1e wzoréw rekurencyjnych (2.6) wy;razajq si¢ w postaci
A%, = 02(2I)A2,. 2+ a3 A+ a,(2r) C, i+ as(2r) Ch, 2,
A = a,Qr+ 1) A5 +ayQr+1) A5 _s+a,r+1)Ch_s+asr+1)Ck,_y,
B% = b,(2r)B%,._, +b3(2r)B2,_4+b4(2r) C_a+bs5(2r)Ci,_2,
(29) B, = b2(2r+1)Bz,_ +b3(2r+1)B2,_ +b4(2r+1)C’2‘,_3+b5(2r+I)Cz.-_l,
Ci = Cz(2r)C’z‘r_ +¢3(2r)CY s+ cs(2r) A%, +c(2r) BS,_s+c,(2r) B, 2,
Chror = 22r+1)CE_ 1 +c32r+1)Ch s +esr+1) 4% 1 +
+c(2r+ 1) BS, s +c,(2r+ 1) BS, ;.

Dla k=1,2,3,4,5,6 i r=0,1 wspSiczynniki A%, A%..., B%, B5+1, Chrs Chrprs
s réwne zeru z wyjatkiem nastepujacych:’

As=1, di=1, A3=1, A=1, B=1, B =1, Bt=1, Bi=1,
C(5)=1, Cf=1, Cg:l’ Cg:l' .
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3. OkreSlenie macierzy przekroju i macierzy przeniesienia

Macierz przekroju ulozymy dla preta, ktérego giéwne centralne osie bezwladnosci
przekroju poszczegélnych odcinkéw leza w jednej ptaszczyZnie, a of preta jest linig prosta.

Wykorzystujac warunki statyczne i warunki nierozdzielnosci przemieszczen otrzymamy
zaleznoéci pomigdzy warto§ciami funkcji 6,, ¥y, *, oraz ich pochodnymi z lewej i pra-
wej strony miejsca (rys. 2), w ktérym nastgpuje skokowa zmiana przekroju.

-1 ¢ i+1 .

(strona lewa) i (strong prawa) i+1

I - - -

Rys; 2

" Na podstawie t)‘/ch zaleznoéci otrzymamy nastepujaca postaé macierzy przekrojii

10 0 0 00 0 0 w, 0 0 0 T
01 0 0 00 0 0o 0 0 0 0
I,
00 L~ 0 00 0
0 55 0 0O 0 0 0 0
1 Ju . o
00 0 3400 0 0 0w 0 0
00 0 0 10 0 0 w, 0 0 0
00 0 0 01 0 0O 0 0 0 0
00 0 0 -00LI o 0 0 0 o
B F= 27, : ;
| : 17
00 - 0 Z 0
00 00 0 P 0 wm 0
00 0 0 00 0 o 1.0 0 0
00 0. 0 00 0 o 02 o0 o
T
foe .0 0 00 0 0 0 0. ~Ja o.
2 Jup ,
s ; - 11@)!]:;
00 0 0 00 0 000 0 el
Pze Ty Pzi  Pya Py Ju.

gdzie Wy = ~(Zap=Zat), W2 = Oy Yur), W3 = BT EL YT Er . TEL, T,
zp sp zp yp yp “sp

Symbole z indeksem ,,I”” dotycza lewej strony preta, natomiast symbole z indeksem ,,p"
prawej strony. o ’ S o K

Jezeli przez D, oznaczymy macierz przesta i-tego, a przez F; macierz przekroju i-tego
(skokowa zmiana), wéwczas. macierz. przeniesienia. H dla danego prefa o podziale na W
odcinkéw, wyrazi si¢, w - postaci b

(3'2) ' (SUH = -DWF _1Dw_1-3F =2 eee F[ND']".:.vFI.Dl.V /
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4. OkreSlenie czestosci drgan swobodnych i sily krytycznej

Czestoéci drgan swobodnych okre§limy przyréwnujac odpowiedni minor macierzy
przeniesienia H (3.2), tzw. wyznacznik charakterystyczny, do zera. Wartodci wlasne tego
wyznacznika sa czgstotliwosciami drgad swobodnych. Postaé wyznacznika charakterys-
tycznego zalezy od warunkéw brzegowych.

Zagadnienie drgan swobodnych rozwiazano dla preta obciazonego sita P dzialajaca
centralnie. Jezeli wielkosé sity P obciazajacej pret bedzie dazyé do wielkodci krytycznej,
to czestotliwosci drgan swobodnych beda dazyé do zera.

W zwiazku z powyzszym otrzymane rozwigzanie dla zagadnienia drgafn swobodnych
mozna wykorzysta¢ do okreSlenia obciaZenia krytycznego tego preta, wstawiajac tam o, =
= 0. Wéwczas warto§ciami wlasnymi wyznacznika charakterystycznego bgda wartosci
obcigzenia krytycznego.

Calos¢ obliczen zostala zaprogramowana w jezyku ODRA-ALGOL na elektroniczng
maszyn¢ cyfrowa ODRA-1204,

5. Przyklady liczbowe

Dla ilustracji przedstawionego rozwiazania obliczono czgstotliwo$ci drgafi swobod-
nych i sity krytyczne dia preta skladajacego sig z dwdch odcinkéw o statym przekroju

(rys. 3).

z r
T )
o]
1 7
Rys. 3

Odcinek I ma przekrdj przedstawiony na rys. 4a, a odcinek I7 przekrdj przedstawiony
na rys. 4b.

Obliczenia przeprowadzono dla dlugo$ci odcinkéw [/ = 200 cm, / = 400 cm, / =
= 600 cm.

Rozpatrzono nast¢pujace warunki brzegowe:

x=07]=096=0’<p=0’ x=177=0,5=0,<7)=0,

5.1
6 n=0,§=0,¢=0; 7 =0,§=0,¢ =0

x=07=0,6{=0,9p=0, x=1 7n=0,£=0,9p=0

5.2
( ) 77l — 0’. El = 0’ wI = 0; 7}II = 0’ 6'/ —_ 0’ ‘pll = 0.

Wartoci obciaZenia krytycznego obliczane na podstawie przedstawionego rozwiaza-
nia poréwnano z wartosciami obciaZenia krytycznego obliczanego przy zastosowaniu
transformacji Laplace’a do wyznaczania macierzy przesta [14]. Otrzymano
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a) dla przekrojéw podanych na rys. 4 i warunkéw brzegowych (5.1):
/=200 cm, =400 cm, [=600cm,
‘ Wny 35,5571, 99571, 3,657,
P, 776 kKN, 381 kKN, 195 kN,
PL 776 kKN, 381 kN 195 kN;

a b 985 50,
20 oy
i
q Q o
g— } 9 re— u“%‘, [\y
A ~
w0
Y o5 | Ll ; ¥
) | § B | —f-]
\ ,_,34
53 335]
Rys. 4

b) dla przekrojéw podanych na rys. 4 i warunkéw brzegowych (5.2):
/=200 cm, =400 cm, [= 600 cm,
Wp 26,1574, 7951, 3,657,
Pon 536 kKN, 213 kN, 103 kN,
PL.. 536 kN, 213 kN, 102 kN,

gdzie PL,, — macierz przgsta obliczona wedtug [14].

6. Whioski

Analizuj przedstawiony algorytm obliczerr i przyklady liczbowe, mozna wyciggnaé
nastgpujace wnioski.

1. Zastosowany w pracy sposéb rozwiazania pozwala okredli¢ czgstotliwosci drgaf
swobodnych i obcigzenia krytyczne dla pretéw cienko$ciennych o profilu otwartym
i1 zmiennym przekroju przy dowolnych warunkach brzegowych.

2. Calo$¢ bardzo dobrze nadaje sig do zaprogramowania i przeprowadzenia obliczen
na elektronicznej maszynie cyfrowej.

3. Poréwnanie warto$ci obciaZzenia krytycznego obliczonego na podstawie rozwiaza-
nia zagadnienia drgan swobodnych (40 wyrazéw szeregu potggowego) z wartosciami obcig-
Zenia krytycznego, obliczonego przy wykorzystaniu transformacji Laplace’a, wskazuje
na wystarczajaca zbiezno$é¢ przyjetych funkcji przemieszczen.

6 Mechanika Teoretyczna
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Pesome

IIPUMEHEHWE METOIA MATPHII IIEPEHOCA ST TYIHAMMYECKOIO
AHAJIM3A TOHKOCTEHHEIX CTEPXKHEN

B paBore npepcraBiied METOX PELIEHHA 3aJauM O CBOGORHBLIX KONEBAHUAX X yCTONUHMBOCTH TOHIKO-
CTEHHBIX CTEPIKHell OTKPBLITOro IPOMHIIA U IIEPEMEHHOIO CEUEHHA AT TIPOUSBOJIBHLIX KPAEBbIX YCIOBH.

JLnst pelmedmst MpHUMEHANICA METOH MaTpHIl IIepeHoca, KOTOpLEL mporpammuposancs ua SIIBM.

B saBepruenun paGoTh! NPUBOLATCA IPUMEPB] PACUETOB, YKASHIBAIOUIHE HA XOPOLIYIO CKOOMMOCTH
OpUEATHIX QyRuiL.

Summary

APPLIANCE OF THE TRANSFER MATRIX METHOD TO THE DYNAMIC
ANALYSIS OF THIN-WALLED RODS

In the paper the problem of a proper vibration and stability of thin-walled rods with the open shape
and variable section for arbitrary boundary conditions was presented. For solving the transfer matrix
programmed on digital computer was applied. At the end, numerical examples are presented and the results
show a good convergence of the assumed functions.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zlozona w redakcji dnia 27 marca 1974 r.
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MODEL MATEMATYCZNY
ZAWORU PRZELEWOWEGO W SWIETLE BADAN PRZEBIEGOW
ANALOGOWYCH I RZECZYWISTYCH

EpwArRD TOMA S1A K (GLIWICE)

1. Wprowadzenie

Zawory przelewowe stanowia jedna z wazniejszych grup elementéw hydraulicznych
i sa stosowane prawie w kazdym ukladzie napgdowym. Zadaniem ich jest utrzymanie
stalej wartoéci ci$nienia (sygnatu regulowanego) w ukladzie hydraulicznym przez odpro-
wadzenie nadmiaru czynnika na przelew.

Jak wykazaly badania wlasne autora [5], zawory przelewowe nie nadaZaja za wzros-
tem ci$nienia w ukladzie, reaguja z pewnym opOZnieniem oraz w pewnych warunkach
pracy wpadaja w drgania. Powyisze nieprawidlowe reagowanie zaworéw wystepuje
przewaznie w okresie stanu przejéciowego. Stad wynikneta konieczno$é przeprowadzenia
badan modelowych zaworéw w okresie stanu przej§ciowego i przeanalizowania para-
metréw bezpoSrednio wplywajacych na ich dynamike.

Badania modelowe nabieraja szczegdlnego znaczenia przy projektowaniu nowych
zaworéw. Te parametry konstrukcyjne, ktére w istotny sposéb wplywaja na dynamike
zaworéw nie moga byé dobierane w sposSb przypadkowy (w zaleznofci od wyczucia
i do§wiadczenia konstruktora), lecz ich wartoéci powinny by¢ écifle powigzane z dopusz-
czalnym szczytowym przesterowaniem sygnahu regulowanego, szybkoécia  dzialania,
stala czasowa oraz ttumieniem drgan.

Sens badan modelowych bedzie tym wiekszy, im wierniej zostanie opisany zawor
w okresie stanu przejSciowego. Tak wiec zbudowanie poprawnego i w miarg wiernego
réwnania analitycznego, opisujacego zawdér w przebiegu dynamicznym, warunkuje sens
rozwazan teoretycznych.

2. Przeplywy i sily uwzgledniane w okresie stanu _przejéciowego‘

" Przeplywowi cieczy rzeczywistej w zaworach, ktére z punktu widzenia oporéw prze-
plywu s3 typowymi elementami oporowymi (ograniczaja -warto$¢ ciénienia), towarzysza
zjawiska bezpoérednio wplywajace na stan przejéciowy. Ich ilogciowe i jako$ciowe ujecie
decyduje o wartosci objgtoéciowego przeptywu, jak réwniez o ogélnym ukiadzie sit wyste-
pujacych w zaworze w okresie stanu przej§ciowego. '

- -2.1. Przeplyw przez zawér. Charakter przeptywu przez zawvér w przewazajacej wigkszoéci
przypadkdw jest burzliwy [1, 2, 3]. Rozpatrujac dynamike stanu przejsciowego w zaworze

6*
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przelewowym nalezy przyjmowaé burzliwy charakter przeptywu, ktdrego warto$é jest
okreS§lona zalezno$cia

2 4
0y Qzp = ]/‘C‘ékl(ﬂj)) ;

gdzie Q,, — objetosciowa wartoé¢ przeplywu [m?/s], k — dtugo$¢ szczeliny dlawigcej [m],
x — otwarcie zaworu [m], m — wykladnik potegowy (teoretycznie m = 0,5 i jest warto-
§cig stala), 4dp — spadek ci$nienia na zaworze [N/m2), tj. Ap = p.—po, p: — ciénienie
przed zaworem [N/m?2], p, — ciénienie za zaworem [N/m?], o — gesto$¢ [kg/m?], { —
wspdtczynnik strat (straty dysypacji przy przeptywie przez zawdr i wplyw pola predkoscei
strugi).

™|
g2
058 -
750,
0511 vr
770[
- w

g5 —tttrl Ll Lot ) g
o5 qo7 01 G2 03 0405 07 Ehy

Rys. 1. Zmienno§é wykiadnika potegowego m

Praktycznie stwierdzono [3], Ze zalezno$¢ (1) zawiera zmienny wykiadnik potggowy m
w funkgji otwarcia i wspdlczynnika strat. Zmienno$§¢ tego wspotezynnika ilustruje rys. 1.
Przyjgcie zmiennej wartosci wykladnika potegowego m w znacznym stopniu kompli-
kuje teoretyczne rozwigzanie. Dla zobrazowania tej trudno$ci zmodelowano wyraZenie

® y = (dp)",
a po zrézniczkowaniu

dy _ my d(dp)
2 A -
(22) dt Ap dt

Schemat analogowy zaleznoSci (2a) przedstawia rys. 2.

Modelujac zalezno$¢ (2a) nietrudno zauwazy¢, ze istnieja zwiazki logiczne pomigdzy
warunkiem poczatkowym y(0) a wartofcia wykladnika potegowego m. Kazdorazowa
zmiana Ap(0) pociaga za soba zmiane m i odwrotnie. Poniewaz ci§nienie w stanie usta-
lonym zaworu [5] wraz ze zmiang przeptywu nie zachowuje wartoéci stalej (wynika to
z charakterystyki statycznej), dlatego przy takim ujeciu zachodzi konieczno$¢ generowania
warunku poczatkowego y(0) w funkcji zmiany wyktadnika m lub odwrotnie. Praktycznie
znalezienie tej zaleznoSci nastrecza wiele trudnoéci, a przy projektowaniu nowego zaworu
jest niemozliwe, dlatego przyjeto wyktadnik potegowy m = 0,5.

Omawiajac przeptyw przez zawdr nalezy réwniez wyjasnié wplyw i znaczenie wspol-
czynnika {. Z teoretycznego punktu widzenia, wspdlczynnik strat jest funkcja liczby
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Reynoldsa [1, 3], jednak w praktyce cytowani autorzy stosujg uproszczenia, przyjmujac
warto$é wspdlczynnika strat jako stala w granicach { = 2+4,

Jak wykazaty badania autora, przyjmowana w dotychczasowych opracowaniach stala
warto§¢ wspétczynnika ¢ znacznie rézni si¢ od wartosci wyliczonej z badan nad rzeczy-
wistym zaworem (rys. 3). Nietrudno zauwazy¢, ze wartos¢ { zalezy w duzym stopniu od

y(0)=2p{(0)
Bp) 4

]>—g‘ ﬁ“} uiop).

/_
N

Os

-Ap

y/Ap
Rys. 2. Schemat analogowy zaleznofci (2a)

otwarcia zaworu x, na skutek czego uproszczenia przyjmowane w dotychczasowych
opracowaniach nie majg praktycznego uzasadnienia, gdyz rzeczywisty przeplyw przez
zawdr nie spelia réwnosci (1). :

W celu ulatwienia teoretycznego rozwigzania stabu przejéciowego, przy zachowamu
zmiennoéci wspolczynnika strat w funkcji otwarcia zaword, proponujc sig mne ujecie
zaleznoéei (1), mianowicie

() = Q = kley()x/ 4p,
a dla ulatwienia zaplsu kc(x)
Warto§é zastqpczac wspélczynmka strat ky przedstawmno na Iys. 3.
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Rys. 3. Zaleznoéé¢ wspdlczynnika strat { oraz zastgpczego wspé&czynmka strat k; w funkcji otwarcna ZaWOoru
UZPX-16 . . :
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W ujeciu analogowym wyrazenie kyx jest wzmacniaczem, w ktérym kazdej wielkosci x
odpowiada sygnal wyjéciowy k,x; bedzie on realizowany generatorem funkcji nieliniowe;.

2.2. Wplyw §cidliwosel oleju. Scisliwoé¢ oleju w uktadach hydraulicznych wplywa na pro-
cesy falowe i jest Zrédtem prawie wszystkich niestabilnoéci dynamicznych [2].

Kazdy ukiad hydrauliczny, na skutek $ci§liwosci medium roboczego, akumuluje ener-
gie cinienia w objetosci wypetniajacej ten uktad. Spadek ci$nienia wystepujacy w czasie

Y%

T@ Rys. 4. Schematyczne ujecie przeplywu spowodowanego wplywem
Sci§liwosci

pracy uktadu powoduje oddawanie zmagazynowanej energii, a zatem wystgpuje przeplyw
spowodowany wplywem §cifliwoéci medium. Przeplyw ten schematycznie ujg¢to na rys. 4,
a jego warto$¢ [2] okre§la zalezno$¢

_ Vo dp
(3) Ql - "E—E,

gdzie V, — objeto§é ukladu [m?®], B — modul sprezystoéci objetosciowej oleju [N/m?].

2.3. Przeplyw przez element tlumigcy (kapilar¢) w zaworze. W praktyce dla tlumienia pulsa-
cji ciénienia, wystgpujacej w czasie pracy zaworu, stosuje si¢ thumiki w postaci kalibrowa-
nych otworéw — kapilar. W kapilarze wystepuje spadek ciénienia, ktSry dziala hamujaco
na drgania tloczka zaworowego. Przeplywajaca przez kapilarg mata ilo§¢ oleju oraz sto-
sunkowo duza dlugo$é kapilary w stosunku do §rednicy pozwala na przejecie laminarnego
charakteru przeptywu. Na skutek tego przeptyw przez kapilare [2] okre§la zaleznosé

dim

Q) O = mAPh

gdzie Q, — wartos¢ przeplywu przez kapilarg [m3/s], di — $rednica kapilary [m], % —
dhugo$¢ kapilary [m], 4 — lepko$¢ dynamiczna oleju [N s/m?], Ap, — spadek ciénienia
na kapilarze [N/m?], tj. 4p; = p.—ps, p, — ciénienie za kapilara [N/m?].

2.4. Przeplyw wywolany zmiang objetoéci ukladu hydraulicznego. Warto§¢ przeplywu wywola-
na zmiang objetodci [2] okreSla zalezno§é

dx
dt’

) - Q=S

gdzie S, — powierzchnia czynna elementu ruchowego [m?].
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Zmiana objgtosci uktadu hydraulicznego moze ponadto wystapi€ na skutek odksztal-
cen spreZystych wszystkich elementéw od sit spowodowanych ciénieniem. Poniewaz
sprezystosé obudowy zaworu wraz z przewodami (jeZeli zawdr nie zawiera elementdw
elastycznych, przewodow gigtkich) jest nieporéwnywalnie wigksza niz czynnika, dlatego
tez w dalszych rozwazaniach ten wplyw nie bgdzie uwzgledniany.

2.5. Sita hydrodynamiczna. Podczas przeptywu przez zawdr strumien czynnika, odrywajac
sig od elementu ruchowego, oddzialywuje na niego z sita wynikajaca z iloéci ruchu [1, 2, 3].
Zjawisko to ilustruje rys. 5.
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Rys. 5. Element ruchomy z sila hydrodynamiczng

Rzeczywista sifa dynamiczna przeniesiona na kierunek ruchu elementu przesuwanego
wynosi

_ 2kAcosh . /o

gdzie ‘m — masa elementu ruchowego . [kg], A — wspSiczynnik ksztaltu pary gniazdo-
element ruchowy, 6 — kat utworzony miedzy kierunkiem wyplywu a osia tloczka.

~ ©2.6. Sila tarcia lepkiego. Z teoretycznego punktu widzenia sita tarcia lepkiego przy oply-
wach jest spowodowana warstwa przyécienna, ktdra oddziatywuje hamujaco na element
ruchowy. Ponjewaz zagadnienie to do tej pory nie jest w pelni rozwiazane dla oplywdéw
ci$nienjowych, a dotyczy wylacznie swobodnych, to konieczne jest wprowadzenie pew-
nego uproszczenia. Polegaé ono bedzie na tym, Zze w dalszych rozwazaniach uwzgledniane
quq sity tarcia lepkiego pomedzy elementami pasowanymi, opory za§ wynikajace z ha-
mujacego oddziatywania warstwy przyéciennej zostang pominigte. Zgodnie z powszechna
praktyka przyjeto liniowa zaleznoéé tarcia lepkiego od predkosci [1], mianowicie

Y | _ pAe dx
(7) y . Ftl e h df ]

.gdzie A,,—powwrzchma styku_elementéw pasowanych [m?], & — éredni luz promie-
niowy pomiedzy ttoczkiem a korpusem [m]. :
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2.7. Sila potrzebna do przyspieszenia medium w zaworze przy wyplywie na drodze «wlot-wyloty,
Wielkoé¢ tej sity przyjeto wedtug [1], a jej warto§¢ okreslono zaleznoscia

—_ szp
(8) F, = QL:T,
gdzie L, — dlugoséé drogi na odcinku «wlot-wylot» w zaworze [m].
Po zrézniczkowaniu zalezno$ci (1) i wstawieniu do zalezno$ci (8) otrzymano

x  d(dp)
2/ 4p ]

[ dx
(82) Fy = oLk \I/AP o T

Ezexier [1] przyjmuje w stanie przejéciowym staly spadek ci$nienia na zaworze,
a zatem nie uwzglednia czlonu nieliniowego przy pochodnej spadku ci$nienia. W §wietle
obecnie przeprowadzonych badan powyzsze zaloZenie jest nieuzasadnione.

2.8. Yune sily dzialajace na element ruchomy. W réwnowadze lelaInicznej nalezy ponadto
uwzglednié:

— sily bezwladnoéci elementu ruchomego,

~— sity pochodzace od dzialania ci$nienia na powierzchnie czotowe,

— sztywno$é sprezyn,

— sily grawitacyjne.

3. Zalozenia i ogélne przyjecia

1. Majac na uwadze badania laboratoryjne zaworu p"rzelewowego przyjeto wielko§é
wejéciowa w postaci objeto§ciowej wartosci przeptywu i stan przejSciowy bedzie rozpa-
trywany przez wprowadzenie tego wymuszenia. Wielkoscia wyjéciowa jest ciénienie
utrzymywane przez zawor (regulowana warto§é sygnatu). .

2. Aby zmniejszyé do minimum oddzialywanie dynamiki proceséw falowych zacho-

dzacych w przewodach instalacji hydraulicznej na dynamike zaworu, przyJQto mozliwie
najkrotsza linie zasilania.

3. Badania laboratoryjne przeprowadzono z zachowaniem mozliwie stalej- wartosci
temperatury (niezmienne wlasnosci fizyczne oleju). Do badan przytho olej hydrauliczny
Hydrol 30.

4. Zaktadajac, ze warto¢ ci§nienia za zaworem jest meporownywalme mata w stosun-
ku do ciénienia przed zaworem, w dalszych rozwazaniach zostala ona pominigta.

5. Utrzymywanie przez zawér przelewowy stalej wartosci ci$nienia w ukladzie odbywa
si¢ przy cigglym przeplywie czynnika. Zatozono, ze wszelkie nieszczelno$ci jakie wystapia
w samym zaworze w stosunku do iloéci przeptywajacego oleju sa znikomo male przez co
w dalszych rozwazaniach beda pominigte.,

6. Badania przeprowadzono w oparciu o typowy zawdr przelewowy jednostopniowy
UZPX-16. :
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4. Model matematyczny zaworu

Dla analitycznego opisu pracy zaworu w stanie przejéciowym, nalezy wpierw sprecy-
zowaé warunki. Zalozono, ze zawdr znajduje sig¢ w okreSlonym stanie ustalonym, a wigc
ciggle przeptywa przez niego medium. Wprowadzajac wymuszenie, zawor wytracony
zostaje ze stanu réwnowagi i w dowolnym punkcie pracy stanu przejsciowego rozpatruje
si¢ przebieg dynamiczny.

Schemat zaworu UZPX-16 przedstawia rys. 6.
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‘Rys. 6. Schemat zaworu UZPX-16

Uwzgledniajac przytoczone powyzej zaleznosci pod:s't’awowe napisaé mozna réwnamia,
dypamicznej réwnowagi tloczka (9), bilansu przeptywun (10) i wydatku przeplywajqcego
przez kapilarg (11) w czasie ruchu tloczka: S

d2 Agp dx dQ., = 2kA(cosb;—cosb,)

o m ot = +oL, T ]/_2_ kyxp:+
; Yy e .
" + x4 T0+G = (Sr‘"Sk)Ps'l'Ssz,.

e S i — | o dx Vo dp, . .
o Q=R TS S‘T YR 1
PO TS 5, . alt v v
11 s

Nicliniowe réwnania rézniczkowe (9) i( 10) nie mozna zastqplé réwnaniami 11n10wym1
poniewaz przedziat shuszno$éi takiego post@powama ]est 7byt maly w stosunku do rzeczy-
wistych” warunkéw pracy zaworu ‘przelewowego - (zmidna warto§ci przeptywu w calym
zakresw) Tak ‘Wiec rozwazania teoretyczne nachy przeprowad21é na modelu oplsanym.
nieliniowymi réwnanjami rézniczkowymi. /
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Z réwnania (11) wyznaczono p,, a nastgpnie wstawiono do (9). Wprowadzajac warto§t
wspolczynnikéw statych [5] oraz stosujgc podstawienie podane w [4], otrzymano réwna-
nia wyjsciowe modelowe w postaci:

dx
(12) _2;‘ = X2,

dx, — . kpxy . 2
13 —r= —7216,76x, —0,0529x,)/ x5 —2,4019,10 ]/—_+6,5305- 107 (ky x,)? +

. X3
+2,2108. 107 ’;ﬁ x5 —0,0369%;x, x3—272399x, + 14,3542 10~*x; — 3552,66,
X3

(14) d; = 90,9842 - 107 — 247,37 10"kx, Y/ x5 —83,7456x, .

Wprowadzajac do réwnan (12) do (14) wspdiczynniki skalowe [5], a takze uwzgledniajac
warunki [4], uzyskano réwnania maszynowe:

dx.
(15) dr‘ = 8X,,

dX,
(16) % = 6,59X;+(0,01X;) Uy + (0,0 X;) Uy + Us +28,7X; = 704,5,

dx, —
an  —*= 36,39—3,19(0,01/4 X,) (10 X5 ) —0,67X,,

— 10k X
18 U, = 0,66(10)/X; )+0,27 —=L,
(18) 1 (10¥/X3) 10/,
(19) Uz = 0,13X1_0,73X3,
(20) Uy = —0,S4X1—O,1510k7‘£.
10y/X,

Warunki poczatkowe sa nastgpujace
X(0) =14, X,(00=0, X;(0)=250I.

5. Badania modelowe

Réwnania maszynowe (15) do (20) modelowano na maszynie analogowej MA-3,
a model maszynowy ilustruje rys. 7. Wprowadzajac wymuszenie skokowe warto$ci prze-
plywu na integrator generujacy sygnat X, (ci$nienie p;) uzyskano rozwigzanie réwnan
w postaci przebiegu ci$nienia i otwarcia zaworu,

Przy wprowadzonym wymuszeniu z 4,23+ 105/22,25+ 10~% m3/s i stalej wartoci {
(wedlug [1, 2]) integrator generujacy sygnal X; wchodzi w obszar nasycenia i moZna by
przypuszeza¢, e model analogowy jest niestabilny. Wspomniane «nasycenie» integratora
wynikalo na skutek braku réwnowagi statycznej sygnaléw wprowadzonych do niego,
a &ciélej niespetnienia réwnania (1).
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Rys. 7. Model maszynowy zaworu jednostopniowego UZPX-16
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Rys. 8. Zaw6r UZPX-16. Stan przejéciowy przebiegu modelowege na wymuszenie skokowe przeplywu
Qo = 22,25-10~* 'm3/s z zalozeniem stalej wartoéci wspbiczynnika strat {. Przeplyw poczatkowy Qop =
= 4,23°10~% m3/s :

1505]



506 E. TOMASIAK

Wyliczajac warto§¢ wspdlczynnika { dla zatozonych warunkéw poczatkowych uzyska-
no rozwiazanie zamieszczone na rys. 8, przy zmiennym za§ wspofczynniku strat w funkeji
otwarcia zaworu na rys. 9. Powyzsze przebiegi wykazujg okoto 2009, rdznicy w otwiera-
niu si¢ zaworu w stanie przejéciowym, jak i ustalonym.

X
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Rys. 9. Zawor UZPX-16. Stan przejSciowy przebiegu modelowego na wymuszenie skokowe przeplywu
Qo = 22,25-10% m?3/s z uwzglednieniem zmiennosci wspdlezynnika strat { w funkcji otwarcia zaworu.
Przeplyw poczatkowy Qop = 4,23°107° m3*/s

Analiza warto$ci poszczegdlnych sygnatéw wchodzacych na integrator opisany réow-
naniem (16) — generujacy sygnal X, — nasuwala pytanie, czy celowe jest wprowadzenie
wszystkich sygnatéw i czy w ogéle niektdre sygnaly -bQ'dzi w wyraznym stopniu oddziaty-
waé na charakter przebiegn dynamicznego. Poniewaz réwnania opisujace stan przejéciowy
maja silne nieliniowo$ci, dlatego nie mozna bylo pominaé¢ czfondéw nieliniowych, gdyz
w ukiadzie takim trudno z géry przewidzie¢, czy nawet mate sygnaty cztondw nieliniowych
nie beda silniej oddzialywaé w ktéryms sprzgzeniu zwrotnym. Przeprowadzone badania

X
{mm]
a6

o4l

Qo1sek
—

154

3
&
T

S
T
N

xQ81107 N/m?
8
T

S
=

o=

Rys. 10. Zawor UZPX-16. Stan przejSciowy przebiegu modelowego na wymuszenie skokbwc_ przeplywu
Qo = 51,479 -10~% m?*/s z uwzglednieniem sity potrzebnej do przyspieszenia medium w zaworze na drodze
«wiot — wylot». Przeplyw poczatkowy Q,p = 4,23-10~% m?/s
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modelowe wykazaly, Ze czlony nieliniowe w réwnaniu (16) — pochodzace od zaleznosci
(8a) — praktycznie nie maja zadnego wplywu na dynamike zaworu i w zwiazku z tym
mozna by tej zaleznoéci w ogdle nie uwzgledniaé. Powyisze rozwazania ilustrujg rys. 10
111,

qotsek
—
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Q4
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xQ81-10°N/m?
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Rys. 11. Zawbér UZPX-16. Stan przejéciowy przebiegu modelowego na wymuszenie skokowe przepltywu
Qo = 51,479:10~% m?3/s z pominieciem sily potrzebnej do przyspieszenia medium w zaworze na drodze
«wlot — wylot». Przeplyw poczatkowy Q,p = 4,23-1075 m3/s

6. Przebiegl rzeczywiste oraz pordwnanie ich z przebiegami analogowymi

Przebiegi zaworu jednostopniowego UZPX-16 zarejestrowano podczas badan labora-
toryjnych [5] 1 przedstawiono na rys. 12, 13 i 14;

Analizujac wyniki mozna stwierdzié, Ze:

a) w przebiegu ciénienia p, od momentu wprowadzenia wymuszenia zauwazy¢ mozna
gwaltowny wzrost ciénienia przechodzacy stopniowo do oscylacji; przyjmowanie stalej
wartoéci ciSnienia w stanie przejéciowym jest nieuzasadnione (rys. 12, 13 i 14);

b) w stanach ustalonych wystepuja oscylacje przebiegu p,, ktére — jak nalezy przy-
puszczaé — sa spowodowane nieréwnomiernoécia tloczenia zastosowanej pompy wielo-
ttoczkowej (rys. 12, 13 i 14);

c) ciénienie w komorze tlumiacej p, zachowuje przebieg nieporéwnywalny ilosciowo
i jakoéciowo do przebiegu p., a zatem potwierdza sig:charakter tlumiacy kapilary (rys. 12,
13 i 14); "

d) maksymalna warto$é¢ ciénienia za zaworem (przebieg p,) nie przekracza 39, warto-
§ci ciénienia p, ustawionego na zaworze (rys. 14). .

Przebiegi analogowe i rzeczywiste zaworu przelewowego, wykonane dla tych samych
wymuszed (rys. 8,91 12 oraz rys. 10i 13), ujawniaja istnienie drgan wlasnych o jednakowych
czgsto$ciach. Pewne odchylenia pod wzgledem jako$ciowym, w przebiegach rzeczywistych
stanu przejéciowego, spowodowane mogly byé pulsacja pompy oraz chwilowych zatrzy-
man tloczka. Zjawisko to — nalezy przypuszczaé — bylo nastgpstwem «uderzeniowegon
dzialania fali ci$nienia (wla$ciwosci dynamiczne linii zasilania). Przebieg analogowy
(rys. 8) nie moze by¢ poréwnywalny z przebiegiem rzeczywistym (rys. 12), zatem w mo-
delu matematycznym nie mozna przyjmowaé stalej wartosci wspéiczynnika strat .
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Rys. 15. Zawér UZPX-16. Poréwnanie przebiegdw rzeczywistych oraz modelowych Tsp i pz max W funkeji
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Dla ilo$ciowego poréwnania stanu przejsciowego zaworu przyjeto maksymalna war-
toéé ci$nienia oraz czas trwania stanu przejéciowego (stala czasows).

Z poréwnafi przebiegéw ci$nien przedstawionych na rys. 15 wynika pewne przesunie-
cie. Przebiegi z badant modelowych przyjmuja nizsze wartoéci w stosunku do przebiegow
Tzeczywistych, a zatem mozna by sadzi¢, ze model matematyczny nie uwzglednial wystar-
czajaco dokladnie jakiego§ wplywu. Warto§¢ cisnienia szczytowego z przebiegéw mode-
lowych jest nizsza §rednio o 15%; w stosunku do przebiegéw rzeczywistych.

Przebiegi czasu trwania przejéciowego w obu rodzajach badan prawie pokrywaja sie,
co §wiadczy o stosunkowo duzej zgodnosdci badan modelowych i rzeczywistych.

7. Whioski

1. Zbudowanie poprawnego modelu matematycznego zaworu przelewowego wymaga
uwzglednienia zmiennosci wspélczynnika strat .

2. W réwnaniach dynamicznych mozna nie uwzgledniaé wartosci sity przyspieszajacej
medium w zaworze przy przeplywie na drodze wlot — wylot , gdyZ jej wplyw na stan
przejSciowy jest znikomo maly.

3. Badania modelowe zawordw przelewowych w calym obszarze objetosciowe]j wartosci
przeptywu — wychodzac kazdorazowo od przeplywu minimalnego — nie dopuszczajg
stosowania liniowych réwnan réwnowaznych.

4, W réwnaniach dynamicznych mozna pominaé warto$é ciSnienia za zaworem (spadek
ciénienia na zaworze dp = p,), gdyz jego warto$¢ jest nieporéwnywalnie mala w stosunku
-do wartoéci ci$nienia p, ustawionego na zaworze (3%).
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Peamome

MATEMATHYECKASI MOIEJE NEPENNYCKHOI'O KIIAITAHA
C TOYKHM 3PEHIISI AHAJIOIOBLIX W NEMCTBUTEIIRHBIX ITPOLIECCOB

TIpenmerom paGoThl ABJIAETCA AHANM3 KOPPEKTHOCTH IOCTPOEHHOI MATEMATHUECKOH MOJENH CTaH-
NAPTHOTO TIEPETIYCKHOTO KJIATaHa B IEPEXOMHOM COCTOSIHMM. YIpH NOCTPOEHHK MOZENM aBTOPOM JAETCS
KDUTHKA YIPOIIEHMH TpHHMMAEMbIX B CyIMeCTBYIOMMX paGorax. MaremaTHuecKast Moxelib IJIaNaHa
OMHCBLIBACTCA C IOMOIUBIO HEJTMHEHHBIX U (hepeHITMALHEIX yPaBHEHAH C thCHQHCHHBIMH xoathumen-
TaMH. Y DaBHEH}A PEIIAiCh C NOMOLIBIO aHANOrOBOH BHIUMCIUTELHON MAITMHE! 63 IPUMEHEHHA KIIac-
CHYECKHMX yrpolueRudt (MMHeapusal@yn MCXOMHLIX YDABHEHHI).
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Summary

MATHEMATICAL SIMULATION OF AN OVERFLOW VALVE CONSIDERED
ACCORDING TO ANALOGUE AND DIRECT TESTS

This work refers to the analysis of mathematical simulation for a standard type overflow valve in
a transient state of operation. When arranging an analogue model of this valve, the author considered
carefully any simplification used before in electronic simulation of this valve, An analogue computer was
used to describe the modelling mathematics by means of nonlinear determined differential equations,
wherein none common simplification of linear output functions was used.

POLITECHNIEA SLASKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 marca 1974 r.
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1. Wstep |

Na przykladzie roweru przeprowadzono badanie statecznoéci bocznej pojazdéw jed-
no§ladowych, z uwzgl¢dnieniem podatnosci poprzecznej pneumatykéw. Rower pod wzgle-
dem kinematycznym jest jednym z bardziej skomplikowanych pojazd'éw. Jest pojazdem
niestatecznym, wymagajacym cigglego sterowania ze strony‘ rowerzysty.

ForciaNsky i Lurie [19], przy daleko idgcych uproszczeniach, wyprowadZIh réwnania
ruchn i sformutowali prawo jazdy na rowerze. Traktowali kola roweru Jako idealnie
sztywne dyski, pomijajac réwnoczeénie kat pochylenia kolumny k.lCI'OWmGZC_] i'momenty
dewiacyjne pojazdu.

Najpelniejsza analiz¢ stateczno$ci roweru przeprowadzﬂx NEJMARK i FUFAJEW [23]
i [24], uwzgledniajac wplyw podatnoéci pneumatykéw “wedhigteorii-Kierpysza . [18).
W pracach swych NEMARK i FUFAJEW, przy wyprowadzeniu pelnych réwnah ruchu,
przeprowadzili rozwiazania i analizy przy daleko idacych uproszczeniach, pomijajac
kolejno poszczegdlne ruchy roweru. Takie postgpowanie rzutuje nie-tylko- na wyniki
iloSciowe, ale ma decydujacy wplyw na wyniki jakosciowe. Autorzy ci- przyjeli rower
jako ukiad mechaniczny o dwéch masach, traktujac lacznie jako’ wspélne masy kierow-
nice z kolumng i kotem przednim oraz jako druga masg rame, rowérzyste i tylne kolo.
Niewydzielenie wirujacych mas ko6t przedniego i tylnego powoduJe pominiecie efektéw
zyroskopowych, co ma wplyw na stateczno$¢. /
W przedstaw1oneJ Pracy rower z rowerzysta i bagazem traktowano Jako uktad mecha-
mczny o, w1gzach nleholonomlcznych zIoZony z czterech mas, Uwzglqdmono cztery stop-
nie swobody roweru w, postaci: przechylania y, odchylania 8, obrotéw ukladu kierownicy ¢
i przemieszczefi poprzecznych x. Dodatkowo przyjgto cztery stopnie swobody, wynika-
Jace z podatnodei poprzecznej i skrgtnej pneumatykow: tylnego kola £, .<P1 i przedmego
&2.9,. Obliczenia numeryczne wykonano przykladowo dla;polskiego Toweru. turystycz-
nego«Ambasador. Zbadano jaki wplyw, na stateczno$é, roweru majq paramctry konstruk—
cyjne, hnematyczne i podatnoéé pneumatykéw :

™

* Fragment pracy byl przedstawiony'na VI Internatlonal Conference on Nonlinear Oscillations;
Poznafi 1972.

7*
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2. Dynamika kola z pneumatykiem

Zagadnieniami dynamiki toczacego si¢ pneumatyka zajmowali sig: DOHRING [2],
Rocarp [25], Kierbysz [18]. Obecnie zajmuje si¢ tym zagadnieniem szereg badaczy i o-
rodkéw doéwiadczalnych. Dotychezas najogélniejsza jest teoria KIEiDYszA [18],
mimo pewnych zastrzezen omdéwionych w dalszej czgsci pracy.

Rozwazono zachowanie toczacego si¢ pneumatyka pod dzialaniem stalego, pionowe-
go obciazenia N. Pneumatyk toczy si¢ bez polizgu z matymi deformacjami, ktére charak-
teryzuja si¢ trzema parametrami (rys. 1). Parametr & okrefla boczne znoszenie centrum

Rys. 1. Przemieszczenia, sily i momenty opisujace
odksztalcenie pneumatyka toczacego sie kola w teorii
Kieldysza

pola kontaktu wzgledem §ladu §rednicowej plaszczyzny kota na plaszczyznie drogi, kat g
przechylenie plaszczyzny $rednicowej kola wzglgdem plaszezyzny pionowej a, kat skregce-
nia pneumatyka . Sily i momenty, ktére powoduja odksztalcenia pneumatyka sa funk-
cjami stanu odksztalcenia w postaci:
F = Fi (5 s P x),
(1) Mz = Mz(£’ @, x)’
My, = My(¢, @, 20
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Dla matych odksztalcen &, ¢, y mozna funkcje (1) rozwina¢ w szereg Maclaurena i og-
raniczy¢ sig tylko do cztonéw liniowych:

F=a, &+a,5+a;59,
2) My, = ay,§+az,5+ax30,
My = a3 6+as,x+ass¢.

Korzystajac z (2) zgodnie z teorig KieLDyszA [18], uklad sit i momentéw dziatajacych
na toczacy si¢ pneumatyk (rys. 1) przedstawiono w postaci:
— sila bocznego znoszenia F

3) F = aé+aNy,

— moment przechylajacy M,

@ M, = —oNE—p,Ny,
— moment skrecajacy M,

%) M, = by,

gdzie a, b, p,, 0 — odpowiednie wspélczynniki wyzmaczone do$wiadczalnie, N — nor-
malna sila reakcji podloza.

Sity i momenty (3), (4) 1 (5) mozna przedstawi¢ jako pochodne czastkowe funkcji U,
wzgledem odpowiednich odksztatcefi:

a‘f, x__ax, ¢ = a(p,

#_ 9Us W, o, _

gdzie funkcja U, jest energia potencjalng pneumatyka i ma postaé:

1
(6) U6, 5, 9) = 7(052+b¢2+91Nx2+26N£x),

tak okre§lona energia pneumatyka moze byé wykorzystana przy obliczaniu catkowite]
energii pojazdu. :

3. Wiezy kinematyczne toczgcego si¢ pneumatyka
Z analizy zjawisk toczenia si¢ bez poSlizgu Kigrpysz sformulowal dwa twierdzenia:
1. Styczna do linii toczenia I" (rys. 1) pokrywa si¢ z osia powierzchni kontaktu.

2. Krzywizna K linii toczenia I' jest jednoznacznie okre§lona funkcja K(&, ¢, 2).
Linia toczenia jest miejscem geometrycznym punktéw O (rys. 1), bedacych §rodkiem linii
$rednicowej lezacej na powierzchni kontaktu z nawierzchnia. Dla matych odksztalcen &,
@, x KieLpysz okreflit krzywizne toru zaleznoscia

al—po—vx,

o

0 k=L
r
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gdzie o, f,y sa to odpowiednio wyznaczone parametry kinematyczne. W konsekwencji
twierdzen KIeLpysza odnosnie zjawiska toczenia si¢ bez poélizgu pneumatyka (rys. 2),
otrzymano réwnania wigzéw w postaci:

dx
8 0= -2
@®) p+ P
1 d*x
9 K=—=— 1
© —= -3
4h
&
o
"dX1 ;' _
< Rys. 2. Parametry geometryczne okre
X s §lajace ruch pneumatyka toczacego
Xy - si¢ kola

gdzie zgodnie z rys. 2
(10 x, = x+E.

Po wprowadzeniu (10) do (8) oraz uwzglednieniu (8) w (9) i przyréwnaniu do (7) otrzy-
mano :

' \ dx  dt

11 ax 4 _

(11) p+0+ T =0
dp 9

(12) %+-¢2§—_a£+ﬂ¢+yx=0'
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Po zrézniczkowaniu wzglgdem czasu (11) i (12) oraz uwzglednieniu, ze predkosé
toczenia si¢ pneumatyka V = ds/d¢, otrzymano ostatecznie réwnania wigzéw nieholo-
nomicznych dla pneumatykéw, w postaci:

(13) A+E+VO+VE =0,
(14 O+p—aVE+BVp+yVy = 0.

]

r= promieri krzywizny
linii toczenia
R- promien pneumatyka

Rys. 3. Geometria toczenia sig
odksztalconego pneumatyka, zgod-
nie z teoria Kieldysza

NesMARK 1 Furasew [23] zgodnie z KigepyszeM [18] wyznaczyli z zaleznoéci wylacznie
geometrycznych (rys. 3) parametry kinematyczne o, 8 i p. Zatozono, ze odksztalcenie
poprzeczne pneumatyka & stanowi wysoko$¢ odcinka kolowego o promieniu krzywizny r
i cigciwie réwnej $rednicy 2R

(s £ = r[l- ]/1__(—§ﬂ
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Fot 1. Odksztakenle pneumatyka kota rowerowego pod wplywem momentu pI’ZCChyI&_]QCCgO My i sxlyF
bocznego znoszenia

Fot. 2. Lokalne odksztalcenie pneumatyka kola rowerowego pod wplywem sity F bocznego znoszenia

[518)
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poniewaz —I:— <1 z (15) otrzymano w przyblizenju

1 R

=g
skad po pordwnaniu z réwnaniem (7), przy zatozeniu, ze p = y = 0 otrzymano
2
(16) o=

Analogicznie przy zalozeniach podanych w [23] wyznaczono pozostate wspotczynniki
kinematyczne:

an p =

(18) Y=

Tak okre§lone przez NEIMARKA i FUFAJEWA zgodpnie z KIEEDYSZEM 1 GREIDANUSEM
[23] parametry kinematyczne o, f i v mozZna traktowaé jako pierwsze przybliZenie,

Na podstawie fotograFi /——}—\
=07 T
y=081
{=088 ——

Na podistawie

preyblizonej aceny
Kietdysza

Rys. 4. Geometria odksztalcert
lokalnych pneumatyka wyznaczona
do$wiadczalnie




520 J. MARYNIAK, Z. GORAJ

Wykonano pomiary kota z pneumatykiem przy réznych ciénieniach w pneumatykach,
Preumatyk byt obcigzony momentem przechylajacym i sita boczng F (fot. 11 2). Jak wy-
nika z fotografii odksztalcenie pneumatyka jest odksztalceniem lokalnym (rys. 4), i nie
obejmuje kotla az do $rednicy jak przyjgto w [23]. Odksztalcenie lokalne i jego obszar
zalezy od sztywnoéci pneumatyka i ma wplyw na parametry kinematyczne «, 8 i y.

Doktadne badania przeprowadzone na kotach rowerowych, z uwzglednieniem zmiany
ci$nienia, wykazaly znaczne réznice w wartoéciach wspdtczynnikow (iablica 1).

Tablica 1
N N7 1 1 1 h
I I R R e N E A
m m m m* m
16 5,6
0,74 2060 383 2,15 | 0,042 2,8 — -
164 18 E
16 5,6 K
0,81 2354 363 2,48 | 0,042 2,8 —_—
125 15 E
16 5,6 K
0,88 2720 245 245 | 0,042 2.8
74 12,2 E

K — zgodnie z terig Kieldysza,
E — wyznaczone doswiadczalnie.

W powyZszej tablicy g jest stosunkiem §rednicy pneumatyka ugietego do $rednicy
pneumatyka swobodnego; w przypadku idealnie sztywnych pneumatykéw u = 1.

Wartoéci wspdiczynnikéw « i f maja znaczny wplyw na otrzymane wyniki, okreéla-
Jjace wlasnoéci dynamiczne pojazdéw. Wsp6lczynniki te w duzym stopniu zaleza od sztyw-
noéci pneumatyka, a nie sa wylacznie zalezne od promienia kola sztywnego (16), (17)
i (18) jak wyznaczono w [23].

4, Dynamiczne réwnania ruchu

Polozenie roweru z rowerzysta okre§lono o§mioma wspdtrzednymi uwogdlnionymi
(rys. 5):
X — przemieszczenie poprzeczne, wspoirzedna punktu przeciecia plaszczyzny $red-
nicowe] tylnego kola z plaszczyzng drogi;
f —kat odchylenia roweru, kat zawarty miedzy osia y przyjetego uktadu wspét-
rzednych, a §ladem plaszczyzny $rednicowej tylnego kota;
¥ — kat przechylenia roweru, kat zawarty migdzy plaszczyzna §rednicowa tylnego
kota a ptaszczyzna pionowa yz;
w — kat obrotu osi kierownicy;
&1, &, — przemieszczenie  poprzeczne frodkéw pola kontaktéw, odpowiednio tylnego
i przedniego kota;
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@1,9, — skrecanie osi powierzchni kontaktéw wzgledem $ladu plaszczyzny $rednicowej
kota tylnego i przedniego.

Réwnania ruchu roweru toczacego si¢ bez poslizgu na spreZystych pneumatykach,
2 uwzglednieniem wigzéw micholonomicznych, wyprowadzono stosujac réwnania MAG-
GIEGO [4, 9, 15], w postaci

k . k
d | oT oT
(19) 2 Cia [E (ij) - _;E] = g CiaQa:

o=1

Rys. 5. Przyjety uklad odniesienia oraz przemieszczenia katowe i liniowe roweru na kotach z odksztaleal-
nymi pneumatykami

i rownania wigzéw w postaci

!
(20) 'qa' = Z Cizr él + Ca':
i=1
gdzie

_ %4,

Clu 6e, >

_ U+ U, + Fg)

Qs = 0.

daesc=1,2,k,i=1,2,..,1,
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przy czym

g, — wspélrzedne uogdlnione,

é; — kinematyczne charakterystyki uktadu,

T — kinetyczna energia uktadu,

0O, — sily uogdlnione potencjalne i niepotencjalne,

U, — potencjalna energia pojazdu bez pneumatykéw,

U, — potencjalna epergia pneumatykow,

Fpr — dysypacyjna funkcja Rayleigha.

22eli liczbe przyjetych wspolrzegdnych uwogélnionych, opisujgeych jednoznacznie
zmiany poloZenia pojazdu, oznaczymy przez k i jezeli mamy b réwnan wigzéw nieholo-
nomicznych, to liczba niezaleznych predkosci uogélnionych réwna jest réznicy I = k—p
okreslajacej liczbe niezaleznych charakterystyk kinematycznych ukladu é;.

Po obliczeniu energii kinetycznej i potencjalnej ukladu, wyznaczeniu odpowiednich
zwiazkéw kinematycznych i linearyzacji réwnan ruchu (19) i wigzéw (20) z wykorzysta-
niem (13) i (14), otrzymano uklad o$§miu réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu
drugiego ze stalymi wspodlczynnikami.

@ mit— 8,0+ S — oNy— Sy i+ oNysin dp—aé, —at, = 0;
(22) =83 +J,0— T} + V(G +G3) i+ coNoy+Jip — VGy sin 2p — coN, sin Ay +
+cal,—bp, —bp, = 0;
(23) Sk —Ju I~ V(G,+Gs)0+J5 ~ (88~ 01 N) g —Jaip ~ VG cos A +
+(gSy —oiN,sin )yp+oN, & + 0N, &, = 0;
(Q4) =S5+ 0+VGssin M—J3 5+ VGscos A+ (8Sy— 0y Nysin A—c, oN,) y +
+Jy¥p + 09 + (gSosin A+ o, N, sin? A+ ¢; oN, sin )y —
—(oN,sinA+ac,) &, —bcos Ap, = 0;

(25) ' k+&+V0+Ve, =0,

(26) O+py—aVE, + BV, +yVy = 0,

27 ¥—cl+e,p+E,+VO+Vycos A+ Ve, = 0,
(28) 0+ cos A+, — aVE, +BVip, +pVy—yVsindp = 0.

Rdéwnania (21)-(24) sa réwnaniami ruchu roweru, natomiast pozostale cztery réwna-
nia (25)-(28) sa réwnaniami wiezéw nieholonomicznych toczacego si¢ roweru na pneuma-
tykach.

Wielkoéci geometryczne i rozklady mas podano na rys. 6, natomiast:

m — masa calego ukladu, _

Sy, Sy, Sy, So — momenty statyczne,

s Iy, I3, Ja, Gy, Gs — momenty bezwladno$ci,

Ny, N, —reakcje normalne dzialajace na tylne i przednie kota.
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Uktad réwnafi (21)-(28) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym w postaci:
(29) AX+Bx+Cx =0,

gdZie x = col[x, 0, % ¥, €1, €2, @15 Pal,
A — macierz kwadratowa wspolczynnikéw bezwladnosci,
B — macierz kwadratowa wspdlczynnikéw tlumienia,
C — macierz kwadratowa wspolczynnikéw sztywnosci.
Po wprowadzeniu dodatkowych funkcji:

Yy =X, }’2=6;
y3=.xs y4-=!i,)

¥

Lg

c CA

-~
Rys. 6. Geometria roweru oraz przyj¢ty rozklad mas rowerzysty i roweru

uklad réwnan (29) sprowadzono do nastgpujacej postaci:
(30) Py+Qy=0,
gdzie y i y s3 to nastepujace macierze kolumnowe:
Y = collys, ¥2, ¥a, Yar %, 0, %, ¥, &1, &2, 915 @2l
Y = colpy, V2, V3, Ja»r X, 6, X0 451, ézy P15 P2l
Po przeksztalceniu i pomnozZeniu lewostronnie przez macierz odwrotng P~! otrzymano:
€3)) Yy =Ry,
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gdzie macierz stanu R ma postaé:

(32) R=P(-Q).
Rozwiazanie ukladu (31) przewiduje si¢ w postaci:
(33) Y = YooXpAt,

gdzie y, jest macierza kolumnowa wartodci poczatkowych.
Podstawiajac (33) do uktadu (31) otrzymano:

(34) [R— 1y, = 0,

gdzie X jest macierza jednostkowa.
Aby ukiad réwnan miat rozwiazanie niezerowe, wartoéci wiasne macierzy R sa tymi
wartosciami parametru A, dla ktérych '

(35) det[R—AT] = 0.

Rozwiazanie zagadnienia sprowadza si¢ do wyznaczenia warto§ci wlasnych i wekto-
réw wlasnych macierzy stanu R.

Wyznaczenie wektoréw wlasnych, odpowiadajgcych $cifle okre§lonym wartosciom
wlasnym, pozwala na identyfikacje odpowiednich ruchéw roweru,

Rozwigzanie ogdlne ukiadu réwnan Jest 11mow4 kombmacyat wszystkich rozwiazan
szczegblnych 1 ma postaé: :

Il

y jex;)/l,t, .

__A_l

(36)

gdzie . - ) .

y; — jest wektorem wiasnym, odpowiadajacym warto§ci wiasnej, .

C, — stale wyznaczone z warunkéw poczqtkowych bedacych wartoécxaml zakl6-
ceri od ruchu ustalonego dla chwili #'= 0, :

st = & tin, 41 — wartoéci wilasne ma01erzy stanu R,

2n
Ny, +1 —cz&;stosc oscylacji o okresie 7} = —,

7
§),5+1 — Wspdlczynnik tlumienia, jezeli wszystkie £, <0, wahanja sa tlumione, tzn.
ruch pojazdu jest stateczny, czas sttumienia amplitudy do polowy Ty;» =
_ In2
£ .
przy czym liczba wiasno$ci whasnych 4; i odpowiadajacych im wektoréw wiasnych y;
jest rtéwna # = 20— b, tzn. liczbie' rtéwnai rézniczkowych (30) rzedu pierwszego, otrzyma-
nych z przeksztalcenia ukladu réwnan (29).

)

5. Réwnania ruchu uproszczonej - statecznoS$ci boc'znej roweru

W celu wyjaénienia wplywu liczby przngtych stopni swobody i uproszczen wynika-
jacych z pominigcia podatnoéci pneumatykéw, Wyprowadzono réwnania ruchu uprosz-
czonej statecznosci bocznej roweru.
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' Kota roweru traktowano jako cienkie tarcze, idealnie sztywne [9, 23]. Kontakt kot
z powierzchnia drogi sprowadza si¢ do styku punktowego. Na kota dzialaja wylacznie
reakcje normalne N, natomiast nie moga wystapi¢ sily styczne F, momenty przechylajace
M, i momenty odchylajace M,.
Réwnania ruchu wyprowadzono z réwnan Lagrange’a I rodzaju [4] w postaci
b
d | oT (3 V‘
(37) :1?(—‘%) q _'Qd ﬂ= Mg g 5
dla 0 =1,2,3,4; p=1,2; gdzie ‘
T —energia kinetyczna ukladu, wyrazona we wspdirzednych uogolmonych 9a>
0, — sily odpowiadajace wspoélrzednym uogdlnionym,
pup — mnozniki Lagrange’a,
ap, — wspOlczynniki wigzéw nieholonomicznych,
przy czym
k
(38) N g+ ap = 0.
o=1
Réwnania wigzow nieholonomicznych dla roweru o idealnie sztywnych kotach otrzymano,
po przeksztalceniu réwnan zgodnie z [23], w postaci
x+V0 =0,
(39) o .. i .
cl—cip—Vycosd = 0.
" Na podstawie (38) 'z réwnan (39)- otrzymano macierz wspolozynmkéw wigzéw me-
holonomlcznych w posta01 : o .
| 1;00,:0 '..‘f.
0c¢cO0 —erf

oy o '=[ -

Po obliczeniu energii I(lnetycznej 1 sit uogdlnionych, jak w rozdziale 4, i wprowadzeniu
do réwnan (37) mnoznikéw u;, u, i wspélczynml(ow (40), otrzymano nastepujacy uklad
rézniczkowych réwnan ruchu:

(41 T M%< S0+ Sei — Sy = 4iy, - e
(42) — 8%+ L0 =T+ V(G +Ga)y+ Jap— VGspsin A = pye,
(43) Sy% =Ty — V(G +G3)0+Jsy— T3 —VGyipcosh = g8x x—gSy ¥,

44 —S¢x+J46+VG3081n/1 J3x+VG3xcosl+J¢,1p—
= —gSoz,usml—gwa OPp—pycy.

Powyzsze réwnania ruchu wraz z réwnaniami wiezéw nieholonomicznych (39) opisuja
ruch roweru na sztywnych kotach.

5.1, Réwnania ruchu uproszczonej statecznofei bocznej z uwzglednieniem przechylania i obrotéw kie-
rownicy. Eliminujac z réwnafi ruchu (41)-(44) mnozniki Lagrange’a i wyznaczajac z réw-
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naf wigz6w x i 0 otrzymano réwnania uproszczonej stateczno§ci bocznej, sprzegajace
ruchy przechylajace roweru x z obrotami kierownicy .

45) AX+Bx+Cx =0,
gdzie
x = col[x, ],
przy czym wyrazy macierzy wspoiczynnikéw A, B i C sa nastgpujace:
ayy = cJy,
Ay, = 8y = —cJ3—¢yJyy,

c
dzy = CIJ4+CJW+CIJy—é1_ +CJ4,

b11 = Os

by, = —Viey Se+Jyycos A+(Gy +G3) ¢y +¢Gacos A,
by, = VicGscos A+ ¢ (G +Gs)],

b,y = V|:cl Sy+Jycosd+cy S,.—cc—1 +J,CT‘ cosﬂ.] +cd,
c11 = —C8Sxs

¢y5 = V2S,cos A+ (Gy +Ga)Veos A—cgSy,

€21 = &Sy,

Cyp = V2 (S¢cos A+GssinAcos A+ S,%‘ cos 2.) +cgSesin 4.

5.2, Réwnania ruchu uproszczonej statecznoéci boczmej z uwzglednieniem odchylamia i obrotéw kierow-
micy. Zalozono, Ze zmiany przemieszczei bocznych x i przechylania y sa male i po-
mijalne w stosunku do ruchéw odchylania roweru 8 i towarzyszacych im obrotdw kierow-
nicy . Eliminujac z réwnan ruchu (41)-(44) i réwnan wigzéw (39) sktadniki odpowiada-
Jjace pomijanym zmianom otrzymano réZniczkowe réwnania ruchu roweru, opisujace
wezykowanie.

Macierz kolumnowa sktadowych wektora x réwnania (45) ma postaé

x = col[f, y],
Przy czym wyrazy macierzy wspotczynnikéw bezwladnodci A, ttumienia B i sztywnosci C
maja postac:
a;y = CJ4+C1Jy,
diz2 = CJ¢,+6'1J4,

Q31 = ay; = €3y = ¢y =0,

byy = V{e(Sy+G,sind)—c, S)),
biy = ¢d~cy VGysin i,

b1 =c,

by = —c¢y,

€12 = ¢gSpsini,
€y = —VeCosA.
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5.3. Réwnania ruchu uproszczonej statecznoSci bocznej z uwzglednieniem odchylania, przechylania
i obrotéw kierownicy. Pomini¢to przemieszczenia boczne x przy zalozeniu, Ze pozostale trzy
ruchy, tj.: odchylanie 8, przechylanie y i obroty kierownicy y, sa ruchami decydujacymi i wza-
jemnie sprzgzonymi. Z réwnan ruchu (41)-(44) i réwnan wiezéw (39) otrzymano réwnania
opisujace tak zmodelowany rower w postaci (45), ktdrego wektor x posiada nastepujace
skladowe:

x = col[f, %, v,
a wyrazy wspolczynnikéw A, B i C maja nastepujaca postac:

012 = 031 = 032 = 033 = b22 = b32 = 621 = C31 = C32 = 0,

€y
a1 = J4+Jy7’

C1
a3 = J¢+—C—J4,

a1 = _ny’
@z = Jes
a3 = —J3,

bll = VG3Sinl,
by, = V[G3cosl+ C—CI(G1+G3)],

b,y = 0— c—c‘VG3sin A,

by, = =V(G,+G3),
b,y = —VG5c0s4,

by, =1,
c
bys = ——
33 c "
Cy
Ciy = —Js‘_ Tny:
Ciz = gS\tu
€13 = gSysini,
€y = —g8%,
Ca3z = gS\ll,
C33 = ——COSl

Wykonanie obliczed numerycznych dla uproszczonych modeli roweru i dla modelu
przyjetego w rozdziale 4 pozwala na poréwnanie wynikow i ich analizg. Pozwala to wy-
ciggna¢ wnioski odnos$nie stusznosci stosowanych modeli roweru przez szereg badaczy,
Jjak LoiciarNski, LURIE, NEIMARK i FUFAJEW, jak réwnieZz umozliwia okreslenie wplywu
zalozen upraszczajacych na poprawno$éi wynikéw.

8 Mechanika Teoretyczna
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6. Wyniki obliczen numerycznych i wnioski

Obliczenia przyktadowe wykonano dla roweru turystycznego «Ambasador». Rozwig-
zano pelny ukiad réwnan (21)-(28), jak réwniez réwnania statecznosci uproszczone;
wyprowadzone w punktach 5.1, 5.2 i 5.3.

Wszystkie obliczenia wykonano wedhig wlasnych programéw na EMC GIER w Za-
kladzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

Jako parametry zmienne traktowano:

0 — tlumienie w kolumnie kierowniczej,

k — odsadzenie przedniego kota wzgledem osi obrotu,
R — promien két roweru,

Ls — dhugoé¢ roweru,

A —kat pochylenia osi kierownicy,

V — predko$é jazdy roweru,

u — wspdtczynnik okreSlajacy ci$nienie w pneumatykach.

Wyniki przedstawiono w postaci wykreséw, na ktdrych linig ciagla naniesiono zmiany
wspotezynnikéw ttumienia &;, a przerywana czgstosci oscylacji #;. Jednakowymi indek-
sami oznaczono na wszystkich wykresach odpowiadajace sobie warto§ci wlasne, charak-
teryzujace te same ruchy roweru:

A, =& ,%+in;» — oscylacje lub ruchy aperiodyczne odpowiadajace obrotom kie-
rownicy 1,

lub

M=

/12 = 52

Ay = &, — aperiodyczne ruchy kierownicy v,

Ay = &4 — aperiodyczne ruchy przechylajace roweru %,

As,s = &5,61inss  — szybkie oscylacje odpowiadajace ruchom odchylajacym roweru,
wywolanym skrecaniem ¢, pneumatyka tylnego kola,

Arg = E78+in, s  — szybkie oscylacje odpowiadajace ruchom odchylajacym roweru,
wywolanym skrecaniem ¢, pneumatyka przedniego kota,

Ao = &4 . —aperiodyczne ruchy odchylajace roweru € lub ruchy harmonicz-

Iub ne, odpowiadajace obrotom kierownicy v, sprzezonym z odchy-

Aso = E30Fins0 laniem roweru 6,

Ao = &0 — aperiodyczne ruchy odchylajace roweru 6 lub oscylacji, odpo-

lub wiadajace ruchom przechylajacym roweru y sprzezonym z odchy-

Aa1o = 4,10t 1M4,10  laniem 6.

Ruch roweru niekierowanego jest ruchem niestatecznym ze wzgledu na przechylanie .
Warto§¢ wlasna 4, i A4,50 charakteryzujaca przechylanie posiada cze$é rzeczywista —
wspotezynnik thumienia zawsze dodatni &, > 01 &, ;4 > O (rys. 7-13 i rys. 15).

6.1. Wplyw parametréw konstrukcyjuych na stateczno$é. Jako zmienne parametry konstrok-
cyjne zgodnie z rys. 6 przyjeto: promiefi kola R, dlugo§é roweru L, kat pochylenia ko-
lumny kierowniczej A, wyprzedzenie przedniego kota k i tarcie w kolumnie kierownicy 9.



Uy M L 1RLoso 105038320 1 § BIUSMUINE MIUNAZO[odsA 8 “SAY

§7 nemol 19503nyp

L=

N
2
g
T
I —
TS -
— ]
775 T
2
&Wx 3 77 7|?
7 i 7’4
[wis1 .Fx/
e« /II -
VA4 « % >4 /
veyapodfizid /
7y ; z
4= II?/IAI/III. S ———
—— ——1_ ,
N Il L1
N 7
~ -
™ ~
0=, 41//
Wigoh =y >
$E9bL=Y "
weegh=y "
Yz ]
\Xul.
2
47

¥ naemol Jo emenuoId _ :
1IMY A L 1DBIAOSO 105015320 | § BITOIEDy) DYUUAZO[OdsAy L “SAY

Joposoguly

9- -

£S5

/
i
\

L¢ yapodhzid

22}
¥ £0 b4
y
/
/
vz
||||| -— %
—_— - e e
~~ =
L-
-
-
A0 o=p
W/800=Y
0E86L=¥
S/ Z=A
£ yapodfizid ——

[529]



530 J. MARYNIAKR, Z. GORAJ

£

Ambasador

24

e —

V=8m/s
— przypadek 51 R=0355m
_— » 53 k -=QUH7m
d=0
=18

-24

Rys. 9. Wsp6lczynniki thumienia £ i czestosci oscylacji % w funkcji kata pochylenia A kolumny kierownicy

Wzrost promieni k6t rowern R wplywa réwnocze§nie na zwigkszenie jego wysokosci,
powoduje ustatecznienie ruchéw roweru (rys. 7). Powoduje przejécie z niettumionych
aperiodycznych ruchéw kierownicy &; > 0 i & < 0 do thumionych oscylacji &;,» <0
o wzrastajacej czgstodei (n,,, ros$nie). RéwnoczeSnie nastepuje ustatecznienie przechyla-
nia (£, maleje) i zmniejszenie ttumienia aperiodycznych obrotéw kierownicy (&3 ro$nie).
Kola o matych promieniach powoduja niestateczno§é roweru, co potwierdzaja réwniez
do$wiadczenia. , L

Wzrost dugosci roweru Ls wplywa na zmniejszenie czgstosci oscylacji 7y, ruchéw
obrotowych kierownicy przy niewielkim spadku ttumienia &, , (rys. 8). Na pozostale
ruchy nie ma istotnego wptywu.
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V=8m/s
R-0355m
A=1963°
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’ L5=0975m
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Rys: 10. Wspolezynniki thumienia &1 czestodci oscylacji 9 w funkeji odsadzenia: k przedniego kola wzgle-
dem osi- kierownicy

Kat pochylenia kolumny kierowniczej A (rys. 6) ma decydujacy wplyw na stateczno§é
roweru. Wzrost kata -A-powoduje ustatecznienie roweru. Aperiodyczne ruchy kierownicy
z rozbieznych przechodza w tlumione. &5 (rys. 9), a aperiodyczne obroty kierownicy ro-
weru &; <01 &, < 0 na thumione oscylacje &,,, < 0 o ustalajgcej si¢ czgstosci wahan
71,2. Wzrost kata A wplywa. silnie ustateczniajaco na ruchy przechylajace roweru, wspol-
czynnik tlumienia &, malejé. ' Widaé wyraznie rysujacy si¢ zakres optymalnych katéw
pochyleri, stosowany wiaénie przy wspdlczesnych rowerach, okre§lony na drodze ekspe-
rymentu. | ‘ : .

Wyprzedzenie kola przedniega % (rys. 6) jest stosowane w celu zmniejszenia statecz-
noéci aby polepszy¢ sterownoéé pojazdéw kotowych. Jak wynika z rys. 10 cel ten zostal
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Rys. 11, Wspdlczynniki ttumienia & i czestodci oscylacji # w funkcji thumientia wiskotycznego J w kolumnie
kierownicy

osiagniety, bowiem dodatnie wyprzedzenie, tzn. do przodu, zmniejsza tlumienie oscylacji
kierownicy (wspélczynnik tlumienia £,,,) przy réwnoczesnym spadku czgstosci (1,,2)-
Wielkoéci odsadzes stosowane przy rowerach sa w zakresie odsadzern optymalnych.

Wplyw tarcia wiskotycznego w kolumnie kierownicy na statéczno$¢ przedstawiono
na rys. 11. Wzrost- tarcia wyraZnie ustatecznia ruchy obrotowe kierownicy i zalezy réw-
niez od predkosei-jazdy. Nie ma natomiast wplywu na ruchy przechylajace &, i aperio-
dyczne ruchy kierownicy &;. Przy malych predkosciach jazdy thimione (£, < 0) oscy-
lacje 7,,, przechodza w ruchy aperiodyczne &; < 0 i & < 0 bardzo silnie thumione. Na-
tomiast przy predkosciach wigkszych wystepuja wylacznie oscylacje uktadu kierowniczego
7, charakteryzujace si¢ wzrostem ttumienia &y;,.
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6.2. Wplyw parametréw kinematycznych na statecznosé. Rozpatrywano wplyw predkoéci jaz-
dy ¥ na stateczno$¢ roweru, dokonujac obliczent trzech przypadkdéw stateczno$ci uprosz-
czonej (rys. 12) i pelnej z uwzglednieniem podatnoéci pneumatykéw (rys. 13).

Wzrost predkosci jazdy wplywa ustateczniajaco na ruchy roweru jako uktadu idealnie
sztywnego (rys. 12), jak réwniez z uwzglednieniem podatnoéci pneumatykéw (rys. 13).
Szczegdblnie zaznacza si¢ silny wptyw na szybkie oscylacje roweru, odpowiadajace ruchom
odchylajacym na przednim pneumatyku &; 5, 7,5 i tylnym pneumatyku &5 ¢ i 75 . Wzrost
predkosci powoduje zwigkszenie ttumienia (€56 i &7 5 silnie maleja) przy réwnoczesnym
wzroscie czestoci oscylacji (75,6 i 77,a rosng). Szybka jazda jest korzystniejsza.

e
X -
)fi"/ L~ 51,2
A -
- //
% R
/// ./"
L~ -
e Whl
8 /'/,I
P ot =P
0 - )’07,2
i
g //
A
%
s
s
Pl
6 P
, //
~
g ¢
— // X ___._——.-—/’ 1
3 Z — :
<ot
P / I R
)(/
0 pd
7 |2 1 6 8 0 12Vl /]
S S &3
)
-3 N, I
\ ]
\\Qz
-6
R=0355m
A=1983°
k=0087m
d=0
— przypadek &1 ‘\
—_— » 53 &
HK—x » 52
—12

Rys. 12. Wspolezynniki ttumienia & i czestosci oscylacji # w funkcji predkoéei jazdy Vi ich por6éwnanie
przy rbéinych uproszczeniach modelu fizycznego sztywnego roweru
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ksztalcalnych pneumatykach
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6.3. Wplyw podatnodci pneumatykéw ma statecznosé. Uwzglednienie podatnoéci poprzecznej
pneumatykéw daje w rozwiazaniu pefnym oprécz wartosci whasnych charakteryzujacych
uklad sztywny Ay, A3 1 A4, dwie nowe pary wartosci wlasnych zespolonych sprz¢zonych
As.e i Az,g (rys. 13, 16, 17) charakteryzujace szybkie oscylacje 75,6 1 77,5 zawsze silnie th-
mione &5 <0 i &7,8 <0, odpowiadajace ruchom wywolanym skrecaniem pneumaty-
kéw tylnego @; i przedniego @,.
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Rys. 14. Poréwnanie ttumienia &, i czestosci oscylacii 7,, w funkeji predkosei ¥, odpowiadajacych ruchom
obrotowym kierownicy
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Rys. 15. Por6wnanie tlumienia & i czgsto$ci oscylacji # w funkcji predkosci jazdy V, odpowiadajacych
ruchom harmonicznym kierownicy ¥ sprz¢zonym z odchylaniem roweru 6 (13,3, &3,3) oraz ruchom prze-
chylajacym roweru y sprzezonym z odchylaniem 0 (74,18, & 4,10)

Stopnie swobody, wynikajace z podatnosci pneumatykéw, wprowadzaja dodatkowe
sprzg¢zenia miedzy kinematycznymi stopniami swobody Ase i Aq,50 (rys. 12, 13,1 15),
co nie tylko ma wplyw na wyniki ilociowe ale réwnicz wplywa na charakter obliczonego
ruchu.

Wyniki rozwigzan, uwzgledniajace wptyw deformacji pneumatyka, przedstawiono
na rys. 14-15 dla wspétczynnikéw kinematycznych o, f i y, obliczonych wedlug teorii
KIELDYSZA i zgodnie z NEIMARKIEM i FUFATEWEM «K-N-F» oraz poréwnano z wynikami
otrzymanymi po zmodyfikowaniu obliczeri przez autoréw «A» w oparciu o do§wiadczenia,
Jak réwniez podano wyniki stateczno$ci uproszczonej «U».
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7. Whnioski ogolne

Jak wynika z przedstawionej pracy, stosowane przez wielu autoréw (Lorcraxski,
Lurie, KieLDysz, NeMARK, FUFATEW) uproszczenia modeli fizycznych Jub réwnan ruchu
w celu ulatwienia obliczefi przez obniZzenie stopnia réwnania charakterystycznego nie
zawsze moga by¢ stosowane. Uproszczenia takie moga prowadzi¢ do blednych rozwigzad
i blednej interpretacji wynikéw, charakteryzujacych przyjety model fizyczny, a niejedno-
krotnie utoZsamiany z rzeczywistym pojazdem. ,

Wsp6lczynniki kinematyczne « 1 f wyznaczone zgodnie z «K~N-F» zaleZzL wylacznie
od promienia nieodksztalcalnego kotla

2 2
“=r g
i nie uwzgledniajg podatnoéci pneumatyka — teoria pélsztywnego kota (okreélenie auto-
réw). Natomiast uwzglednienie podatno$ci pneumatyka poprzez przyjety wspdtczynnik u
i wyznaczenie do$wiadczalne lokalnej deformacji pneumatyka ma wplyw na wspétczynni-
ki kinematyczne (tablica 1), a tym samym na tlumienie i czgsto§ci oscylacji drgain pojazdu
(rys. 14-17). :

Z powyiszego wynika, Ze: przy wyznaczaniu wsplczynnikéw kmematycznych nalezy
okresli¢ lokalny obszar deformacyz pneumatyka

Z obliczen wymka ze dla przyktadowo obranego roweru «Ambasador» przyjete para-
metry konstrukcyjne sa wielkodciami optymalnymi, np.: promien két R (rys. 7), kat
pochylenia osi kierownicy 4 (rys. 9), odsadzenie przedniego kota wzgledem osi kierownicy
k (rys. 10). ‘

Przeprowadzone badania i opracowane programy na EMC mogg mie¢ praktyczne

zastosowanie dla oérodkéw konstrukcyjnych, bowiem juz w fazie konstruowania mozna
obliczy¢ efekty nowych rozwiazan lub zmian.
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Pesgome

VCTOWUHNBOCTH BEJIOCHUIIEDA HA ITHEBMATHMYECKHKX HHUHAX

B paoTe paccmaTpuBaeTCsi, Ha IpUMepe BeJIOCHIERa, YCTOHUMBOCTD JBYXKOJECHBIX TPAHCIIOPTHBIX
CPENCTB € yUeTOM TIOJATIMBOCTH NHEBMATHUeCKX 1iH. ITonepednas ¥ KPyTH/IbHAS IOJATIMBOCTH LIMHE
ONIPEeNeNISINCE IKCIIEPUMEHTANBHLIM IIYTEM.

Benocurien paccMaTpuBaeTCA KAK MEXAHWYECKAs CUCTeMA C AHTOJIOHOMHBIMHM CBA3AMM, COCTOALIAR
K3 JKECTKHX AJIEMEHTOB. Y PaBHEHHA NBIDKEHHSA BHIBOJUINCH HA OCHOBAaHMYM ypaBHeHWit Mamxu jia
AHTOJIOHOMHBIX CBfA3eH, a YpaBHEHHS NBHYKEHHS VIS UCCIEROBABMA YNPOIEHHOH YyCTOHUMBOCTH BbI-
BOAMWIINCEH M3 YpaBHesMii Jlarparxa NepBoro poAa ¢ COMHOMMUTEISIMHE M C K03(pQHIMEATaAMH aHTOJIOHOM~
HBIX CBA3EH.

TIpumep UMCREHHOrO pacueTa IPONENAH A TYPUCTHUECKOTO BeJIoCHTena ,,AmGacamop”’. Mlccneno-
BaJIOCh NPH 3TOM BIMAHUE HA YCTOWYMBOCTh TAKMX IAPaMETPOB KOHCTPYKIMM, KaK Daguyc Koxeca,
YTOJI HAKJIOHA PYJis, ONlepeXKeHue IIepeNuero KoJleca, AIHA BEJIOCKIeNa H TPEHHE B PYJIEBOH KOJIOHKE.

I/ICC.HCIIOBEIIIOCB TArOKE BIMAHNE HA yCTOﬁlmBOCTL KUHEMaATHUECKOI'O mapameTpa T. €. CIKOPOCTH
H IIOJATIIHBOCTY ITHH.

CpﬂBHHBEJ’IPICB ¥ aHANN3UPOBAJMCE pE3YJBTATHI, IONYUCHHBIE IIPH YHIPOUISHHUIX pasHoroc BHOA
a TaYOKE paccMaTpHBaJIOCh BJIMSTHUE rxpe)monomeﬂnﬁ, COMepyKALXCA B MOIEH THEBMATHUCCKOMH LUIHbLI
KCJUIBIIH& Ha IIPaBUJIBHOCTh MIOJYUCHHBLIX pPEC3YJIHTATORB.
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Summary

STABILITY PROBLEMS OF A BICYCLE EQUIPPED
WITH PNEUMATIC WHEELS

The piroblem under consideration concerns the side stability of a bicycle equipped with pneumatic
wheels. The bicycle and the cyclist constitute a mechanical system with nonholonomic constraints with
eight degrees of freedom. Experiments are performed to determine the moments of inertia and side devia-
tion of racing an ,,Ambasador” bicycle with the cyclist riding on. Calculations are accomplished for the
complete set of equations as well as for a simplified model with reduced degrees of freedom. The simpli-
fication of the set of equations which reduces the degree of the characteristic equation is not always appli-
cable since it may cause false solutions and their erroneous interpretation.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 kwietnia 1974 r.
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KONSTRUKCJA FUNKCJI GREENA DLA ROWNANIA BIHARMONICZNEGO
W OBSZARZE KOLA LUB WYCINKA KOLOWEGO

EuGeniusz WACHNICKT (KRAKOW)

Celem pracy jest efektywna konstrukcja funkcji Greena dla kola i pewnych obszaréw
katowych dla réwnania 4% = 0 z warunkami brzegowymi #|; = 0, dulc = 0, gdzie C
jest brzegiem obszaru. Zagadnienie to znane jest pod nazwa zagadnienie Riquiera [1].

1. Konstrukcja funkcji Greena dla kota

Znane jest rozwigzanie problemu Riquiera dla kola [l]. Rozwigzanie to uzyskane
zostalo bez znajomoé$ci funkcji Greena. Podamy jednak konstrukcje funkcji Greena dla
kola ze wzgledu na jej znaczenie przy konstrukcji funkeji Greena dla pewnych obszaréw
katowych.

Niech K oznacza obszar kolowy x? +3»? < R2. Niech P i Q beda dwoma dowolnymi
punktami tego obszaru oraz niech r = |PQ|. Oznaczmy przez G(P, Q) szukana funkcje
Greena z biegunem w punkcie P, tzn. funkcje taka, Ze

0)) GP,Q) = —2r%inr+ H(P, Q),

gdzie H(P, Q) jest funkcja biharmoniczng punktu Q w obszarze K dla P € K, oraz
) GP,)=0 dla QeC i Pek,

3) 4,GP, Q) =0 dla QeC i Pek,

gdzie C jest brzegiem K.

W dalszym ciagu rozwazymy dwa przypadki:

a) punkt 2 jest dowolnym punktem K, réznym od poczatku ukladu wspétrzednych,

b) punkt P jest $rodkiem K.

Rozwazmy najpierw przypadek a) i zalézmy, Ze punkty P, O maja w biegunowym
uktadzie odpowiednio wspélrzedne P = (ro, fo), Q@ = (p,s). Wtedy funkcja G(P, Q) =
= G(rg, to, 0, 5) Spelnia warunki: '

(2) G(ro, to,0,8) =0 da o=R, roe(,R), to,s€l0,2n),

82G+i62G li(i__o dl
0p? o* 0s* -l-—g~ do a e

Prawdziwe jest nastepujace:

(3) R, r,e(0,R), ty,s5¢l0,2n).

Twierdzenie 1 [2]. Jezeli funkcje uo(Q), u,(Q) sa funkcjami harmonicznymi w kole K,
to funkcja u(Q) = uo(Q)+0*u,(Q) jest funkcja biharmoniczng w K.
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Przyjmijmy p = g/R. Szeregi

w0 0
M pt(acosks+bysinks), ) pHepcosks+dysinks)
k=0 k=0

przy odpowiednich wspdtczynnikach ay, by, ¢, di sa funkcjami harmonicznymi w K,
zatem w oparciu o twierdzenie 1 widzimy, ze funkcja

@ 6,0 =2 2111 + Zp (arcosks+ by sinks)+ p? Zp"(ckcosks+dksmks),

k=0

gdzie ¥ = [PQ|, P oznacza obraz punktu P w inwersji wzgledem okregu C: x2 + y* = R,
ma postaé (1). Dobierzemy z kolei wspdlczynniki ay, by, ¢, di, kK = 0,1,2, ... we wzorze
(4) tak, by spetnione byty warunki (2, (3').

Dla ¢ = R z wlasnoéci inwersji mamy

11'0
©) R L
zatem warunek (2') réwnowazny jest réwnosci
o0 o0
D (@cosks+bysinks)+ D) (ccosks+dysinks) = 0.
k=0 k=0

Stad otrzymujemy uklad réwnan
(6) ' gt =0, b+d, =0, k=0,1,2,..

Przejdziemy z kolei do warunku (3°). Mianowicie, przez proste przeliczenie otrzymu-
Jemy

210 /70) = g 70 g p RIS Comre)
AQ(r lnrR) = 4ln R +2 = 4,

gdzie 7, oznacza odlegloéé punktu P od poczatku ukiadu.
Z (5) wynika, ze przy ¢ = R

$—R?  1—p,cos(s—to)
A 221 rr0)=8r0 P1 0.
( TR R?  pi4-1-2p,cos(s—1ty)

¥,
dzie p, = -2,
gdzie p) =

Biorac pod uwage wzoér (por. [3])

o]
1—p,cos(s—1tg)
kcosk(s—1,) = ! © __, <1,
épl Gt = ey 7l

otrzymujemy
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Ponadto
dg [2 P(agcosks + bysin ks)] =
=0

oraz

( Zp"(ckcosks+dksmks)) ya 2 (k +D)p*(crcosks +dsinks).

k=0

Ostatecznie dla Q € C, tzn. dla ¢ = R, mamy

o0
2 O
AG(P, Q) = glo—=t R E plcosk(s——to)+-i2 (k + D(ercosks+dysinks).
k=0
Z (3') mamy

[s0] 00
23— R?) Y phcosk(s~to)+ ), (k+1)(ccosks+dsinks) = 0,
k=0 k=0
wigc

@ {2(r3—Rz)_p’{coskto+(k+l)ck =0,

2(r3— R?») pisinkty+ (k+1)d, = 0.
Z réwnosci (6) i (7) otrzymujemy

2 __ p2 2 2

r6—R .
a, =2 T picoskty, b =2 (I)c+1 pisinkt,,
- R rB-R
o = —2 ‘;c+1 pheoskty,  di = —2 ‘;c+1 pksinkt,

dlak=0,1,2,...
Stad ostatecznie

2 rro (R —ro)(Rz“QZ) oro | cosk(s—1o) to)
0wy 2 St

Przejdzmy obecnie do przypadku b), gdy punkt P jest srodkiem kola K. Wtedy funkcj¢
G(P, Q) przewidujemy w postaci

B GP,Q =2*Inp+ Zp (a,cosks -+ by sinks) + 2p"+2(c,,cosks+dksmks)
ie=o

Przeprowadzajac rozumowanie podobnie jak w przypadku a) otrzymujemy

© G(P, Q) = 20*In % —2(R*~p?)

9 Mechanika Teoretyczna
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2. Funkcja Greena dla obszarn katowego
Podamy konstrukcje funkcji Greena dla zagadnienia Riquiera dla obszaru katowego

D= {(x,yp:x>0, 0<y<ax, x2+y2<R2};a=tg%, n=1,2,...

Niech 11 = {(x,y):()é X <.R,y = 0},]2 = {(x y) 0 < X <—i/Tl_—_, y = ax}
R
oraz 13 = (x, y):x2+y2 = RZ, s < x < R}.
Yi+a®

Zbidrl, v I, U I; jest brzegiem obszaru D. Niech punkty Poe D,QeD Ul U1, U ;.
Wspéirzedne biegunowe tych punktéw oznaczmy odpowiednio Py = (Rg, t,), Q =
= (¢, ). Niech ro = |P,Q|. '

Odbijajac punkt P, kolejno wzgledem prostych y = oy x, gdzie og = tgif—, k =

=1,2,..,2n—1, otrzymujemy 2r—1 punktéw, ktdre oznaczmy odpowiednio przez
Py. Niech 1, = |PcQ|. Przyjmijmy, Ze punkt P, ma wspoétrzedne biegunowe Py = (R, t,).
Obrazy punktéw P, w inwersji wzgledem okregu x?+»? = R? oznaczmy przez P, dla
k=0,1,..,2n—1. Niech 7, = |P,0|.

Lemat 1, Dla k =1,2,...,2n—1

(10) = (k“)+<~1)"ro,

gdzie E (%) oznacza cze$¢ catkowity liczby 52—1
Dowéd. Gdy k jest liczba parzysta, to punkt P, powstaje z punktu P, jako obraz w zlo-
zeniu k symetrii 0 osiach y = o,x, m = 1, 2, ..., k. Zlozenie k symetrii moZemy zastapic

ZoZeniem —]25 obrotdw o kacie obrotu 2—: Stad ¢, = to+-27n§. Jezeli k jest liczba pa-

2
Jezeli k jest liczba nieparzysta, to punkt P, powstaje z punktu P,_; przez obrét o kat

rzysta, to E( ktl ) = lc—, zatem w tym przypadku zachodzi zwigzek (10).

k 2k
2(7” —t_ 1), wige 1, = Tﬂ — 1., . Korzystajac z pierwszej czgéci dowodu oraz z faktu,

k 1
ze E ( ;1 ) = k; » gdy / jest liczba nieparzysta, mamy zwiazek (10).

Lemat 2. Zachodza réwnoéci:
h =2n—ty,_x dla k=0,1,....,n-1,

2
tk=2ﬂ+'7n‘—t2"+1_k dla ](::2,3,...,”.

k+1

Dowdd. Zauwazmy, 2e¢ E (n— ;) = ——E( 2

) , zatem

)+(—1)""1t0 = 2m—1t.

t2n— -k = 2—nE( 2”;]6
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Podobnie
27 E( 2n+2—k

Tong1_p = — 5

. 27
_1\-k+1 — Enidd
P )+( 1) ty = 2+ " te.

Niech dla k = 0,1,2, ..., 2n—1

Gu(Py, ) = 272 1n B0 _ g (B )(Rz—e") Z(QRO)" cosifs—t)

Ty R i+ 1
Przyjmijmy
2n—1
(1) G(Po, Q) = D) (= 1)Gul(Ps, O).
k=0

Twierdzenie 2. Funkcja G(Py, Q) okreflona wzorem (11) jest funkcjq Greena z biegunem
w punkcie Py dla zagadnieria Riquiera w obszarze D.
Dowéd. Nalezy wykazaé, Ze

(12) G(Po, Q) = —2rdlnro+ H(Po, Q),

gdzie funkcja H(P,, Q) jest funkcja biharmoniczng punktu Q w obszarze D, gdy P, € D,
(13) G(Py,0) =0 dla QeC=1l vl ul;, Py,eD,

(14) AG(Py, Q) =0 dla QeC=1I1 ul,uly, PyeD.

Skoro kazda z funkcji G, (Py, Q) jest funkcja Greena dla kola x2+y* < R? z biegunem
odpowiednio w punkcie P, wigec funkcja G(P,, Q) jest postaci (12). Dla dowodu (13)
rozpatrzymy trzy przypadki:

a) 0 el,y, wtedy s = 0. Z pierwszej czeci lematu 2 wynika, Ze

Gk(Pk, Q) = GZn—l—k(PZH—-l—k’ Q), k = 0, 1) 2, seey

wiec
n—1 2n—1
Gy, Q) = D) (= 1FGi(Ps, Q)+ D (~DGi(Py, Q) =
k=0 k=n

n—1 ' n—1
= Y (—1DGuPi, @)= O, (= DGansil(Pan-so, @) = 0.
k=0 k=0

.. , . 7
b) Qel,, wtedy s = % Z drugiej czeéei lematu 2 wynika, Ze cos (7—42”1_,‘) =
= COS§ (E —t,,); k=2,3,..,no0raz cos (E —t,) = cos(—yz —to), zatem
n n n

GO(PO, Q) = Gl(PlyQ) 1 Glc(Pk: Q) GZn+1 k(P2n+1 k>Q) k =2)3,-“)n'

Stad, podobnie jak w przypadku a), otrzymu_]emy G(P,, 0) = 0.
c) Qel;, wtedy o = R, zatem G (P,,Q) =0 dla k =1,2,...,2n—1. Zatem réw-
niez G(P,, Q) = 0, co konczy dowdd réwnosci (13).

9%
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Dla dowodu réwnoéci (14) zauwazmy, Ze

47£+r£—;(§o—Ro)2 _sa

k
R—R} \[oRo)
+8 e 2( 2 ) cosi(s—1t;).

=0

nRo

4 Gk(Pks Q) = 8In
r R

Postepujac podobnie jak przy dowodzie réwnoéci (13), otrzymujemy réwnoéé (14).
Niech funkcje f;,f, bgda funkcjami okre§lonymi na brzegu C obszaru D. Wtedy,
przy pewnych zalozeniach o funkcjach f, f,, mozna udowodnié, ze funkcja

u(x, ) = u(Po) = i( e R R PN

jest funkcja biharmoniczng w obszarze D oraz u(Py)lc = f1(Po), u(Po)lc = f2(Po), gdzie
n jest normalna do brzegu C skierowang do wnetrza obszaru D.
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Pesmome

ITOCTPOEHHE ®VHKUMH I'PHHA BUTAPMOHHYECKOI'O YPABHEHUA
JIJIT OBJIACTH KPYI'A B KPYI'OBOI'O CEKTOPA

B pabore moxasapo nocrpoenue ¢yHkuuu ['pHHA MIsE ABYMEPHOro GUTapMOHMUECKOrO YpaBHEHHA
B CIIyuyae KPYra M KpyroBOT'O CEKTOPA C UEHTPANBLHBLIM YIJIOM 7tfn YHEOBIETBODPSIOINEH HA OTPaHUIMBA-
omem Kourype C CHEAYIOI{UM KpaeBeIM YCHOBHAM u(xX, y)|c = 0, du(x, y)|c = 0.

Summary

THE CONSTRUCTION OF THE GREEN FUNCTION FOR BIHARMONIC
EQUATION FOR THE CIRCULAR DOMAIN OR CIRCULAR SECTOR

In the paper the Green function for equation 4%u(x,y) = 0 and circular domain and circular sector

with boundary data of Riquier type, i.e. u(x,»)lc = 0, du(x,»)lc = 0, is effectively constructed. C denotes
the boundary of the convenient domain.

WYZSZA SZKOLA PEDAGOGICZNA, KRAKOW

Praca zoslala zlozona w Redakcji dnia 8 kwietnia 1974 r.
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ZASTOSOWANIE ROZNIC S}(ONCZQNYCH DO TWORZENIA MACIERZY SZTYWNOSCI
W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH NA PRZYKEADZIE ZGINANEJ PLYTY

KrzyszroF DEMS, JaNusz Lir1Nsk1 (LOpz)
1. Wstep

Stosowanie metody elementéw skonczonych prowadzi w efekcie do rozwiazania
ukiadu réwnan liniowych o duzej liczbie niewiadomych. Ylo§¢ tych niewiadomych zalezy
od liczby weztéw wprowadzonych w ciele oraz od iloéci stopni swobody wprowadzonych
w kazdym wezle i jest ona réwna iloczynowi liczby weziéw i iloéei stopni swobody w weZle.
Przyjeta ilos¢ stopni swobody w wezle decyduje o wlasno$ciach wprowadzonej funkcji
przemieszczen wewnatrz elementu, a przede wszystkim na krawedziach elementéw sty-
kajacych sie.

W zagadnieniu zginania plyty przyjecie w wezle elementu krzywoliniowego trzech
stopni swobody zapewnia jedynie ciggio§¢ ugie¢ na granicy elementéw [4]. Wprowadza-
jac natomiast cztery lub wigcej stopni swobody w wezle mozna uzyskaé ciaglo$é funkeji
ugigcia wraz z jej pochodnymi nie tylko w obszarze jednego elementu, ale w obszarze
calej plyty. Odbywa si¢ to jednak kosztem znacznego zwiekszenia liczby niewiadomych
w rozwigzywanym ukladzie réwnan [2].

W pracy podjeto prébe zachowania ciaglo§ci funkejii ugiecia 1 jej pochodnych przy
rownoczesnym zmniejszeniu iloéci stopni swobody kazdego wezia. Jako stopnie swobody
wezla przyjeto jedynie jego ugiecie, a odpowiednie pochodne tego ugigcia zastapiono
ilorazami réZznicowymi. Prowadzi to w efekcie do uktadu réwnah, w ktorym liczba
niewiadomych réwna jest liczbie wezldw. Metode oparta na takich zalozeniach przed-
stawiono na przykladzie wyznaczania macierzy sztywnoéci krzywoliniowego elementu
cienkiej, izotropowej zginanej piyty.

2. Funkcje jednostkowe w elemencic

Rozpatrzmy obszar skladajacy sie z kwadratowych elementéw o wymiarze bokow
2x 2, lezacych w jednej plaszezyZnie (rys. 1). Z kazdym elementem zwiazany jest lokalny
uktad wspéhrzednych £, % o poczatku lezgcym w §rodku ciezkoci elementu 1 osiack
réwnolegltych do bokdéw elementu. Wierzchotki kazdego elementu nazywaé bedziemy
dalej wezlami. Rozpatrzmy jeden z elementéw tego obszaru (rys. 2). Przyjmijmy,
Ze w obszarze tego elementu istnieje ciggla i rézniczkowalna funkcja dwéch zmiennych
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F(&, m), ktorej posta¢ nie jest znana. Zgodnie z przyjetym w metodzie elementéw skori-
czonych postgpowaniem, funkcje t¢ mozna zastapi¢ jej przyblizeniem w postaci [8]

V) F(&,n) = [0 {fu},

gdzie {fy} jest zbiorem wartofci w wezlach przyblizanej funkcji oraz jej pochodnych,
[0 jest natomiast macierza funkcyjng tzw. funkcji jednostkowych, tak obranych, aby
dawaly odpowiednie wartosci funkcji lub jej pochodnych w weztach, gdy do (2.1) wsta-
wiane beda wspéirzedne odno$nych weztdw.

-t )
A B c
n 7
A
D E F
n 7
N
6 H / K
40 I G
& 4 &
L M N P
Rys. 1 Rys. 2

W dalszej czeSci pracy przyjmowaé bedziemy dwa rodzaje zbioru {fi}:

— zbiér wartosci wezlowych zawiera jedynie wartoéci funkcji w kazdym wezZle,

— zbidr wartoSci wezlowych zawiera warto$ci funkcji oraz warto$ci obu jej pierwszych
pochodnych i drugiej pochodnej mieszanej wzgledem &, v w kazdym weZle.

W przypadku pierwszym funkcje jednostkowe Q' przedstawimy jako iloczyny wielo-
mianéw Lagrange’a w postaci

2.2) Q¥ m) = LOLm, iLk=1,2;
L jest tu funkcja jednej zmiennej o wlasnosci

Li(z)) = 6y,
gdzie

i —indeks wezta dla ktérego opisana jest funkcja,
J —indeks wezla w ktérym obliczana jest warto§é funkcji,
d;y — symbol Kroneckera.

Dla elementu z rys. 2 funkcje te majg explicité postaé:

L' = —;—(—z+1),
2.3)
I = —;«(2—1).
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W przypadku drugim funkcje jednostkowe O przedstawimy jako iloczyny wielo-
mianéw Hermite’a w postaci [2]:

249 Qe = H*@QH"(), i,k,p,q=1,2;
H jest tu funkcja jednej zmiennej o wiasnodci

J Erie
T~ b4,
gdzie
i —indeks wezla dla ktdrego opisana jest funkcja,
k — indeks wezta, w ktérym obliczana jest wartod¢ funkcii,
p — rzgd wielomianu Hermite’a,
j —rzad pochodnej wzglgdem zmiennej z.
Tak opisana funkcja (2.1) wymaga znajomosci w wezle czterech parametréw. Zbiér war-
toéci weztowych dla rozpatrywanego elementu (rys. 2) przyjmuje zatem postaé

2.5) {fik}T = {f11f11,§f11,»1f11,§nf12f12,& ---fzz,{n}T-

W celu zmniejszenia ilodci parametréw w wezle zastapmy odpowiednie pochodne
wezlowe ilorazami réznicowymi. Dolaczamy w tym celu do rozpatrywanego elementu

7]
Aps An Aps Azs
[ A I A
: o
| N
1 Ap A 1A
A~ ~~—m B \ak/ 2.2....____¢ 32
I I
| |
—+ - - -—
| e
A _____ As.’
¢ T I
| |
I |
: B
i
S — RN WP U -4
Ago A A Asp
Rys. 3

elementy sasiednie (rys. 3). Odpowiednie pochodne funkcji w weztach rozpatrywanego
elementu mo2na teraz wyrazi¢ w postaci:

S, = '41_"(fi+1,k—ﬁ—l.k),
26) S = 5 Urkor~fiae1)s

1
fik,Cn = ﬁ(ﬁn,k“ +fi—1,k—1 "‘ﬁ+1,k—1 —ﬁ—l,k+l)'
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Wykorzystujac (2.6) w (2.5) i przeksztalcajac nastgpnie prawa strong (2.1), funkcje jed-
nostkowe (2.4) wyrazimy w formie

@7 Q% = F(&F*(n), i,k=0,1,2,3,
gdzie funkcje F sa wyrazone przez wielomiany Hermite’a
1 1
0 _ ~ ry12 2 2 pr21
FO = 7 H'2, F I H?Z - H2,
Fl =iH22_H11 F3 — __inz.
4 ’ 4

Dla elementu z rys. 3 funkcje te maja explicité postaé:

1 1
0 — 322 2:— 3 2 __ -—
F° = e (z?~z2—z+1), » F 16 (323422 —-112-9),
(2.8)

1
F = _1%(_323+22+112_9), PP = (=2 =2z D).

Zauwazmy, Ze okre§lona w ten sposob funkcja (2.1), w ktérej funkcje jednostkowe wy-
razone sy przez (2.7), zalezy w dalszym ciagu od 16 parametréow wegzlowych weziéw da-
nego elementu i elementéw sasiednich (rys. 3), ale liczba parametrow weztowych zostata
zmniejszona do jednego — wartosci funkcji w wezle. ’

Postaé funkeji jednostkowych wplywa w decydujacy sposéb na wlasnoéci funkeji (2.1)
przy przejsciu z elementu do elementu. Jezeli funkcje jednostkowe opisane sa przez (2.2),
to na wspOlnym brzegu dwéch sasiednich elementéw (rys. 1) zachowana jest réwnoéé
jedynie wartoéci funkcji okre§lonych w kazdym elemencie. Jezeli natomiast funkcije jed-
nostkowe okredlimy przez (2.7), to podobnie jak przy stosowaniu wielomianéw Hermite’a
i czterech parametrow w weZle [2], zachowana jest na wspdlnym brzegu réwno$é warto-
Sci funkeji, jej obu pierwszych podchodnych i drugiej pochodnej mieszanej, przy stoso-
waniu tylko jednego parametru wezlowego.

3. Transformacja ukladu wspoirzednych

Jezeli rozpatrywaé bedziemy plyte dowolnego ksztaltu, to odwzorowanie jej poprzez
zbior elementéw kwadratowych wymagaé bedzie z jednej strony duzej liczby elementéw,
a z drugiej — moga wystapi¢ trudnoéci z doktadnym odwzorowaniem brzegu plyty.

Dla stworzenia mozliwo$ci wprowadzania dostatecznie malej liczby elementéw, przy
réwnoczesnym dokladnym odwzorowaniu brzegu plyty, stosuje sie przeksztalcenie ele-
mentu kwadratowego na inny, o bardziej dowolnym ksztalcie. Przeksztalcenie to polega
na transformacji lokalnego ukladu wspdirzednych &, % w elemencie do ukladu global-
nego x,y. Wzajemna odpowiednio$¢ miedzy uktadem lokalnym i globalnym ma postaé:

3.1 x=x&mn), y=y¢,n.

Najbardziej wygodny sposéb przeprowadzenia transformacji (3.1) polega na wykorzysta-
niu w niej oméwionych w pkt. 2 funkcji jednostkowych. Wzory transformacyjne (3.1)
mozna przedstawi¢ w postaci podobnej do (2.1):

(3.2) X = [Q”‘]' {xik}, y = [Q”‘]‘ {yik},
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gdzie zbiory {xi} oraz {yu} sa wspolrzednymi wezléw elementu w ukladzie globalnym
x, y. Przy tego rodzaju transformacji obszar przedstawiony na rys. 1 staje si¢ odwzoro-
waniem plyty dowolnego ksztaltu przedstawionej na rys. 4. Elementy kwadratowe na rys. 1
sa odwzorowaniem krzywoliniowych elementéw czworokatnych z rys. 4, na ktére podzie-
lona zostata plyta. Taki sposéb odwzorowania obszaru w metodzie elementéw skoficzo-
nych wprowadzil po raz pierwszy TAIG [5], a uogdlnili ten pomyst IrRons [3], Coons [1]
i inni.

7

Rys. 4

Jako funkcje jednostkowe w (3.2) wykorzysta¢ mozna zaréwno funkcje (2.2) jak i funk-~
cje (2.7), uzyskujac odpowiednio na wspdlnym brzegu sasiednich elementéw w ukladzie
lokalnym réwnoé¢ wspétrzednych globalnych krzywoliniowego brzegu elementéw lub
tez réwno$¢ wspdirzednych i ich pierwszych pochodnych oraz pochodnej mieszanej wzgle-
dem &, 7.

4. Funkcia ugiecia w elemencie krzywoliniowym

Ugiecia wewnatrz elementu plyty okre§la¢ bedziemy w lokalnym ukladzie wspét
rzednych. Funkcje ugiccia srodkowej powierzchni elementu przyjmiemy zatem w postaci
podobnej do (2.1)

4.1 w(&,m) = (0™ {wu}.
Jako funkcje jednostkowe przyjmiemy funkcje (2.7), a za zbiér parametréw weztowych
{wy} przyjmiemy ugiecia weztéw danego elementu 1 elementéw sasiednich (rys. 3). Tak
okre$lona funkcja (4.1) przy przejiciu z elementu do elementu zachowuje ciaglo$¢ ugiecia,
obu pierwszych pochodnych i pochodnej mieszanej w ukiadach lokalnych.

Przechodzac z kolei do ukladu globalnego, w zalezno$ci od postaci wzoréw transfor-
macyjnych (3.2) rozpatrywaé bedziemy dwa typy elementéw [8]:

— elementy subparametryczne,

— elementy izoparametryczie. : :
W elemencie subparametrycznym jako - funkcje jednostkowe transformacji (3.2) wyko-
rzystuje si¢ funkcje (2.2), w wyniku czego geometria elementu okreélana jest jedynie
przez wspGirzedne weztéw rozpatrywanego elementu. W funkcji ugigcia natomiast funkcje



552 K. Dems, J. LipINSKI

jednostkowe okreSlone sa przez (2.7), co powoduje, ze ugigcie wewnatrz elementu zalezy
od ugieé wezldw danego elementu i jego sasiadéw. Tak przyjete funkcje jednostkowe
w (3.2) i (4.1) zapewniajag w ukladzie globalnym jedynie ciagloé¢ ugieé wzdhuz krzywoli-
niowego brzegu sasiednich elementéw.

W elemencie izoparametrycznym funkcje jednostkowe w (3.2) i (4.1) sa przyjete w tej
samej postaci (2.7). W wyniku tego geometria elementu i ugigcia okre§lane sa przy pomocy
tych samych weztéw. Powoduje to zachowanie na wspdlnym brzegu ciaglosci nie tylko
ugieé ale réwniez ich pierwszych pochodnych wzgledem wspdtrzednych globalnych x, y.

W obu oméwionych typach elementu przyjete wzory transformacyjne (3.2) i funkcja
ugiecia (4.1) zapewniaja $ciste odwzorowanie przemieszczen jednorodnych, co stanowi
kryterium przydatnoéci proponowanych funkcji jednostkowych [8].

5. Macierz sztywno$ci elementu

Macierz sztywnoéci elementu przedstawi¢ mozna w znanej postaci [8]

6.1 K] = [ [ [BI"[DI[B]dxdy,

gdzie [D] jest macierzg stalych sprezystych, a [B] jest macierza okre$lajaca zwiazek miedzy
odksztalceniami w dowolnym punkcie elementu a ugigciami wezléw elementu.

W przypadku zginania cienkiej plyty izotropowej macierz stalych sprezystych [D]

przyjmuje postac:

1» 0

1 0

(5.2) D] = D|”

0

E

1—»
2

[=]

gdzie D jest sztywnoscia plyty. Natomiast macierz [B] przedstawimy w postaci

(0% 5x
(5.3) Bl = | [2%,,» |>
[0™], %

gdzie Q0 sa funkcjami jednostkowymi (2.7). Uwzgledniajac (5.2) i (5.3) w (5.1) i doko-
nujac zamiany zmiennych globalnych na lokalne, uzyskujemy macierz sztywnoéci elementu
plyty, ktorej wspdlczynniki okre§lone sa wzorem:

1 1

G4 KM= [ [ DIQ%+Q%) QL+~ (1—) Q%0+

-1 -1
+0% 0% —20"% 0/ ) JdEdn,

gdzie J jest jakobianem przeksztalcenia. Wystepujace w (5.4) drugie pochodne funkcji
jednostkowych wzgledem wspdirzednych globalnych x, y wyznacza si¢ w oparciu ¢ drugie
pochodne tych funkcji wzgledem wspdirzednych lokalnych &, % i wzoréw transforma-
cyjnych (3.2).



Dane wej$ciowe:
- wspolrzedne wazléw elementu
- grubos¢ elementy

- stale materiatowe
{ 1~ element obcigony sita powierzchniowa

- wskaZnik KC =
2~ brak sity powlerzchniowe] w elemencie

Y

Obliczenie sztywnoscl plyty; \A():'zgarowanle macierzy sztywnosci /5.4/
i wektora slt powierzchniowych /5.5/

m=1(1)5 y

Y

Obliczenle w m-tym wezle Gaussa wartosci funkeli i ich pierwsze] | drugiej pochodnej:
element izoparametryczny - funkcje F /2.8/
element subparametryczny - funkcje F /2.8/iL 72.3/

n=1(1)5 *

Y

Obliczenie w n-tym weile Gaussa wartosct funkcji | ich plerwszej | drugief pochodnej:
element izoparametryczny - funkcje F /2.8/
element subparametryczny - funkc|e F /2.8/ 1L /2.3/

Y

Obliczenie plerwszych i drugich pochodnych funkcji transformujgcych /3.2/;
obiiczenie Jakobianu przeksztatcenia.

Jakoblan =07
= tak ] nie
[ ]

Obliczenie wartosci funkeji @™ /2.7/ | ich druglich pochodnych wzgledem
zmiennych globalnych x, y.

i .
(el [ = ]

Obliczenie sit wezlowych P*  /5.5/
1

Y

Obliczenie wspoélczynnikéw macisrzy sztywnosci K 754/

1

T
Y
Rys. 5
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Jezeli element plyty obciaZony jest sitami rozlozonymi na jego powierzchni, przy wyz-
naczaniu macierzy sztywnoSci korzystnie jest znalezé sity weztowe wywolane tym obcig-
zeniem. Sily te okreSlone sa zaleznosciami [8]:

1 1
(5.5) Pi= [ [ Q%p(&, mJdedn,
S1 St
gdzie p(&, n) jest funkcja rozkladu obciazenia na powierzchni elementu.

Wyznaczanie wspotczynnikéw (5.4) oraz sit (5.5) najwygodniej przeprowadzi¢ jest na

drodze numerycznej, wykorzystujac do catkowania metode Gaussa. Algorytm wyzna-

o wezet rzeczywisty
x wezet fikcyjny

Rys. 6

czania wspélczynnikéw macierzy sztywnoéci oraz sit weztowych przedstawiono na rys, 5.
Algorytm ten zostat zrealizowany w formie podprogramu napisanego w j¢zyku FORTRAN-
1900.

6. Warunki brzegowe

Przyjeta postaé (4.1) funkcji ugiecia wewnatrz elementu narzuca okrelony sposéb
realizacji warunkéw brzegowych na krawedziach plyty. Poniewaz funkcja ta zalezy od
ugieé wezidw elementu 1 jego sasiadéw koniecznym staje si¢ wprowadzenie dla elementéw
brzegowych dodatkowych wezléw fikcyjnych lezacych poza obszarem plyty, podobnie
jak w metodzie réznic skoniczonych (rys. 6). Siatka linii parametrycznych lokalnego ukla-
du wspétrzednych wprowadzonego w elemencie pokrywa si¢ na jego krawedziach z kie-
runkiem stycznym i normalnym do tych krawedzi. Na krawedzi & = const kierunek &
jest kierunkiem normalnym () do krawedzi, a kierunek 7 jest kierunkiem stycznym
(¢). Na krawedziach # = const jest odwrotnie. Rozpatrzmy zatem typowe sposoby pod-
parcia krawedzi plyty.

Na brzegu swobodnie podpartym ugiecie w, jak réwniez moment zginajacy w plasz-
czyinie prostopadiej do krawgdzi musza byé réwne zeru. Zerowanie sig tego momentu
prowadzi do warunku w,, = 0 [6]. Realizacj¢ pierwszego warunku (zerowe ugigcia)
zapewnia si¢ przez zaloZenie zerowych ugie¢ wezldw lezacych na krawedzi elementu.
Warunek zerowania si¢ momentu zginajacego wynika w sposéb przyblizony z rozwigza-
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nia. Doktadno$¢ spefnienia tego warunku ro$nie wraz z zageszczaniem siatki podziatu
plyty na elementy.

W przypadku brzegu utwierdzonego zagdamy aby na krawedzi elementu ugigcie i jego
pochodna normalna byly réwne zeru. Warunek pierwszy realizujemy identycznie jak
w przypadku brzegu swobodnie podpartego; natomiast spetnienie warunku na pochodna
normalna zapewnia si¢ przez zaloZzenie réwnosci ugig¢ wezla fikcyjnego i odpowiedniego
wezta wewnetrznego najblizszego krawedzi elementu. Na przyktad dla wezla brzegowego
i,k (rys. 6) warunek ten ma postaé w;, % = Wi_y .

Spelnienie warupkow brzegowych na brzegu swobodnym wynika w sposéb przybli-
zony z rozwiazania. Doktadno$¢ spetnienia tego warunku zwigksza si¢ wraz z zaggszcze-
niem siatki podziatu plyty na elementy.

Przedstawiony sposéb realizacji warunkéw brzegowych zapewnia dokladne ich spel-
nienie jedynie dla brzegu utwierdzonego. Istnieja metody, ktére zapewniaja dokladne
spelnienie warunkéw brzegowych dla pozostalych dwdch przypadkéw. Polegaja one
na zapewnieniu zerowania si¢ pochodnych ugiecia na drodze iteracyjnej badz tez przez
nalozenie na funkcje ugigcia pewnych dodatkowych ograniczed. To ostatnie wymaga
wprowadzenia do zbioru warto§ci weztowych {w;,} dodatkowych zmiennych pozawezto-
wych w postaci mnoznikéw Lagrange’a [7]. Niech ograniczenie nalozone na funkcie
ugiccia ma postac:

6.1) [G]: {wu} =0,

gdzie [G] jest macierza statych. Wprowadzajac mnozniki Lagrange’a {1} jako dodatkowe
zZmienne pozaweztowe, energie potencjalng elementu plyty przedstawimy w postaci [8]

U= %{Wnc}T[KJ {wi} = {wa}T (R} +([G] {wu})" {4} = extremum,

co prowadzi do ukfadu réwnan:

(5 TH-1%)

Pierwszy skiadnik (6.2) stanowi teraz nowa macierz sztywnoéci elementu, uwzgledniajaca
dodatkowe ograniczenia natozone na ugiecia. Przykladowo, natdézmy na ugigcia wewnatrz
elementu dodatkowe ograniczenie w postaci:

(6.3) (Woede=1 = 0.

Ograniczenie to zapewnia zerowanie si¢ momentu M, na krawedzi £ = 1, co powoduje
doktadne spelnienie warunkéw brzegowych na krawedzi swobodnie podpartej. Proces
wyznaczania macierzy [G] z (6.1) jest wtedy nastgpujacy: druga pochodna w kierunku
normalnym funkcji ugiecia uzyskamy przez dwukrotne zrézniczkowanie wzgledem &
wzoru (4.1). Jezeli podstawimy nastepnie w miejsce & warto$¢ 1, to pochodna ta wyrazi
si¢ zalezno§cig:

3
1
(6.4) (W’ee)e =1 = T Z Fk(”])(wo:c — 4w i+ Swa—2ws,).
k=0
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Z kolei zadanie, aby pochodna ta byla réwna zeru wzdluz calej krawedzi & = 1, wymaga
spelnienia ukladu réwnan:

(6.5) ka—"4wlk+5“)2k_2W3k = O, v = O, ],2, 3.
Macierz [G] przyjmie wigc postac:

1 -45-20 00 00 00 00 00 O
0 00 01—-45-20 00 00 00 O
0 00 00 00 01-45-20 00 O
0 00 00 00 00 00 01 —45 —2

W podobny sposéb mozna uzyska¢ macierz [G] dla warunkéw na pozostatych krawedziach.

(6.6)

7. Przykiady liczbowe

Wykorzystujac macierz sztywnosci opisang w pkt. 5 obliczono ugigcia oraz momenty
zginajace w plycie kwadratowej przy réznych sposobach podparcia i przy stosowaniu
roznej liczby elementéw.

W tablicy 1 przedstawiono wartoéci ugigé oraz momentow zginajacych dla kwadra-
towej plyty podpartej swobodnie na krawedziach (rys. 7) obcigZzone;j sitg skupiona w $rod-

TABLICA 1
Podzial Sita skupions Obclgzenie ciggZe
2 4
Pa/ g@ o2 2 2
Py ty wt/ T sz/P Myz/P wi/ T Mx1/qa Mx2/qa Myz/qa

0,01091.| -0,00393 | ~0,00118 |0,003960 | 0.05084 | 0,00329 | 0.00099

0,01103 | —0,00036 | -0,00011 |0,003985 | 0.04946 | 0.00169 | 0.00051

0,01115 | -0.00011 | ~0,00003 |0,004009 [ 0.,04887 | 0,00102 | 0,00031

0,01125 | -0,00006 | ~0,00002 |0,004026 | 0,04856 | 0,00068 | 0.00020.

DokZadne [0,01160 0.0 0,0 0,004062 | 0,04790 | 0.0 0,0
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ku plyty oraz réwnomiernym obcigZeniem ciaglym, przy podziale jej na rézna ilo§é re-
gularnych elementéw izoparametrycznych.

Tablica 2 przedstawia wartofci ugig¢ i momentéw zginajacych dla tej samej plyty
przy dwoch wersjach jej podziatu na t¢ sama ilo§é elementéw izoparametrycznych oraz
subparametrycznych.

W tablicy 3 przedstawiono warto§ci momentéw zginajacych wzdtuz krawedzi x = a/2
(rys. 7) oraz ugig¢ wzdluz linii y = 0, dla jednej wersji jej podzialu na elementy z uwzgled-

TABLICA 2

Podziak Sila skupiona Obclazenie ciggle

piyty Pa’ 4
(.. X 2 2 2 ol 2
v /=5 mx2/1= Myz/P Wy /9-—D M /qa Mx2/q_a ny2 /qa

0.01091 | =0,00393 |-0.00118 | 0.003960 | 0.05084 | 0.00329| 0,00099

Elementy
subpara— 0.00926 | ~0,00023 |-0,00007 1} 0.003561 | 0.04425|=0.00247 |-0.00074
metryczne

/(\

izopara- 0.01069 | ~0,00004 [-0,00001 | 0.003872-[ 0,05471( 0,00270] 0,00081
metryczne

Elementy
subpara- 0.00940 0,00031 0.00009 | 0.003334 [0.04740 [0,01210 [0.00364
metryczne

Gias

(Elementy
izopara=- 0.00905 | 0,00070 0,00021 | 0.003225| 0,04532| 0,02360| 0,00703
metxryczne

r | 2 :
| ‘
-2 O punkly podparcia

Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9



TABLICA 3
bez dodatkowych 2z dodatkowymi
zmiennych poza- | zmiennymi poza-—
wegzXowych weztowymi
M. /e’ | 0.0 0.0
x1/ 4 ¢
2
MyT/qa 0,0 0.0
2
=-0. -0, 2
Mxy1/qa 0.03386 0,0319
2
M_,/qa 0.0031.2 0.0
2
Myz/qa 0.00094 0,0
2 15 |¢
Mxyz/qa ~-0.01904 ~0,01876
Mys/aa’ | 0.00529 0.0
2 A
M 0,000 0.0
[ 5/a% 99
M 0.0 0.0
xyS/%a
w, /48— 0.0 0.0
3 D4
Yy a2 0,002892 0.002894
4
w5/9%— 0.003960 0,003962
TABLICA 4
trzy krawgdzie podparte podparcie -w naroiach
swobodnie, jedna utwierdzona
Podziat 3 2
qa 2 2 aa 2 2
pryty v, /5 Myg/aa™ | Mo /qa” | v Ao | M /qe" (Mo /qe
0.0024 0.0321 0.0429 0.,0238 | 0.1181 [ 0.1548
0.,0025 0,0323 0.0407 0.0242 0.1148 0.1527
0,00254 | 0,0325 0.0399 0.0245 | 0.1135 | 0.1516
0.0026 0,0326 0.0395 0,0248 0.1129 0.1512
Dokzadne 0.0028 0,034 0.039 0.0249 | 0.1090 ] 0.1404

1558)
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nieniem oraz bez uwzglednienia dodatkowych ograniczen natozonych na funkcje ugiecia,
a gwarantujacych doktadne spetnienie warunkéw brzegowych. Wymagalo to wprowadze-
nia dodatkowych zmiennych pozawezlowych w postaci mnoznikéw Lagrange’a.

Wartoéci ugigé i momentdw zginajacych dla plyty kwadratowej obciaZzonej réwnomier-
nie na calej powierzchni o trzech krawedziach swobodnie podpartych i jednej utwierdzonej
(cys. 8) oraz takiej samej ptyty podpartej tylko w narozach (rys. 9) przedstawiono w tab-
licy 4.

8. Whioski koficowe

Przedstawione w tablicach 1, 2 i 4 wyniki wskazujg na zbiezno§¢ przyjetej metody
obliczen, dla réznych sposobdw podparcia plyty, wraz ze wzrostem liczby elementéw,
na ktére dzieli si¢ rozpatrywany obszar. Elementy o ksztaltach regularnych zapewniaja
dokladniejsze odwzorowanie rzeczywistego stanu napreZen i odksztalcen wewnatrz ob-
szaru plyty, niz elementy ksztattu dowolnego (tablica 2). Tlumaczy sie to z jednej strony
faktem, Ze w elementach regularnych zapewniona jest w sposéb automatyczny ciaglo§é
wyzszych pochodnych funkcji przemieszczed, a z drugiej strony réwnomiernym roz-
mieszczeniem wezldw wewnatrz rozpatrywanego obszaru. Wskazuje to na celowoéé
stosowania regularnego podzialu wszedzie tam gdzie jest to mozliwe. Elementy krzywo-
liniowe nalezy stosowaé przede wszystkim przy odwzorowywaniu krzywoliniowego brze-
gu obszaru. Na dokiadno§¢ odwzorowania stanu naprgzen i odksztaleen istotny wplyw
ma réwniez doktadno$é spelniania zalozonych warunkéw brzegowych. Wyniki przedsta-
wione w tablicy 3 wskazujg na celowo$¢ wprowadzania dodatkowych zmiennych poza-
wezlowych umozliwiajacych dokladne spelnienie zatozonych warunkéw brzegowych
w sposob opisany w pkt. 7.

Stosowanie metody elementéw skonczonych prowadzi w efekcie do rozwiazywania
uktadu réwnan liniowych o duzej liczbie niewiadomych, zaleznej od ilo$ci stopni swobo-
dy w kazdym wezle rozpatrywanego obszaru. Dazac do zapewnienia ciaglo$ci funkcji
przemieszczen w calym rozpatrywanym obszarze nalezy w kazdym weZle wprowadzi¢
duza liczbe stopni swobody (przemieszczenia i ich pochodne). W przedstawionej pracy
podjeto prébe zachowania wspomnianej ciagtosci przy réwnoczesnym ograniczeniu liczby
stopni swobody wezla. Zastapienie pochodnych przémieszczenia w wezZle ilorazami réz-
nicowymi przemieszczen wezldw sasiednich pozwolito, w przypadku plyty, ograniczy¢
liczbe stopni swobody wezla do jednego. Zatem zaleta proponowanej metody jest ogra-
niczenie wielko§ci rozwiazywanego ukladu réwnan w pordwnaniu z tzw. prosta metoda
elementéw skoniczonych [4], [8], przy réwnoczesnym zachowaniu ciggtosci przemieszczen
w calym rozpatrywanym obszarze. Pamigtajac, Ze doktadnosé odwzorowania rzeczywiste-
go stanu napreZefi i odksztalcen jest przede wszystkim funkcja gestosci podziatu ciata
na elementy, przedstawiony powyzej sposéb postgpowania ma wigc rowniez i tg zaletg,
ze pozwala na wprowadzenie w rozpatrywanym obszarze duZej liczby elementéw bez
nadmiernego rozbudowywania rozwiazywanego uktadu réwnan, ktérego maksymalna
wielko§¢ moze by¢ z drugiej strony ograniczona parametrami technicznymi bedacej do
dyspozycji maszyny cyfrowe;.

10 Mechanika Teoretvczna
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Peaome

TIPUMEHEHUE KOHEUHbBIX PASHOCTEN IJISI IIOCTPOEHUSI MATPHLL
JKECTKOCTH 110 METOIY KOHEUHBIX SJIEMEHTOB HA IIPMMEPE
UBIUBAEMOM IIJIACTHUHBI

B paGore npencraBieHa, Ha NpuMepe MAruGaeMoll IIACTHAHEI, MONBITKA IPAMEHEHUA METONA KOHEY~
HbIX DPa3HOCTEN JUIA ONpeAelNieHdss MaTPHLIBI JKECTKOCTH dJieMeHTa. B KavecTse creneHeil cBoGoxbI Ipn-
HATHI JMIh TOJNBKO MX IIEPEMEIICHUA B NEPIeHNUKYISIPHOM K HeneopPMUPOBAHHON NOBEPXHOCTH Iijia-
CTHHBI HANpaBJeHuy. BriBeleHbl COOTBETCTBYIONIME 3aBMCHMOCTA M IIPUBENCH AJTOPHTM ONpENeNIEHMS
MAaTpPHLB! XKeCTKOCTH. B paGoTe npefcraBneHs! nprMepbl YHCIEHHBIX PACYETOB.

Summary

APPLICATION OF FINITE-DIFFERENCES TO THE DETERMINATION
OF THE STIFFNESS MATRIX OF FINITE ELEMENTS METHOD
EXEMPLIFIED BY THE PLATE BENDING

The present paper deals with the application of finite-difference method to the determination of the
stiffness matrix of element, exemplified by the plate bending. The displacements of nodes in the normal
direction to the undeformed surface of the plate are the only degrees of freedom. The proper formulae
have been derived and the algorithm of the determination of the stiffness matrix has also been presented.
The paper is illustrated by the numerical examples.

POLITECHNIKA LODZKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 24 kwietnia 1974 r,
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POWOLNE PRZEPLYWY CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH
W OBSZARACH WEJSCIOWYCH RUR I KANALOW
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1. Wstep

Znajomo$¢ zjawisk wystepujacych w obszarach wejSciowych przewoddw o réznych
ksztaltach posiada istotne znaczenie dla badania przeplyw6w technologicznych, a zwlasz-
cza przeplywow spotykanych w przetworstwie polimeréw.

W przypadku cieczy newtonowskich lub cieczy czysto lepkich, opisywanych potego-
wymi réwnaniami konstytutywnymi, najczeciej stosowano metody opierajace si¢ na
sformulowanej przez PRANDTLA i von KARMANA teorii warstwy przySciennej (por. [1, 2,
3,4, 5]). Szeroko réwniez wykorzystywano podejécia polegajace na numerycznym calko-
waniu zlinearyzowanych réwnan Naviera-Stokesa; pozwalaly one oceni¢ przybliZenia
i ograniczenia wynikajace ze stosowania koncepcji warstwy przy$ciennej. Nalezy pod-
kregli¢, ze wyniki uzyskiwane dla lepkich cieczy nienewtonowskich nie wnioslty wiele no-
wego do jako$ciowego opisu przeplywéw w poréwnaniu z wcze$niejszymi wynikami
uzyskanymi dla cieczy newtonowskich przy umiarkowanie duzych liczbach Reynoldsa.
Z drugiej strony, zachowanie sie cieczy newtonowskich w obszarach wej$ciowych nie wy-
daje si¢ by¢ charakterystyczne dla cieczy lepkosprezystych.

Niewiele opublikowano prac dotyczacych analizy lepkosprezystych warstw przy-
§ciennych (np. [6, 7)), jak rdwniez rozwazan zwigzanych z lepkosprezystymi przeptywami
w obszarach wejsciowych przewodéw plaskich oraz kotowosymetrycznych (np. [8, 5)).
Taki stan rzeczy spowodowany zostal przede wszystkim trudnoéciami spotykanymi przy
probach rozwiazania zagadnien dla bardziej ogdlnych réwnan konstytutywnych. Nie bez
znaczenia pozostaje réwniez kwestionowana stuszno$¢ innych zalozef, zwykle przyjmo-
wanych w przyblizeniach warstwy przyscienne;j.

Dotychczasowe wyniki, uzyskiwane gtéwnie dla cieczy typu Rivlina-Ericksena (por.
[9]), nie wyjasniaja zadowalajaco stosunkowo diugich obszaréw wejsciowych oraz duzych
strat cisnienia, obserwowanych do§wiadczalnie dla roztworéw i stopéw polimeréw cha-
rakteryzujacych sie duza lepkosprezystocia [10, 11, 8].

Niektérzy autorzy, na przyktad METzNER 1 WHITE [8), doniesli o mozliwosci wystg-
powania dodatkowych podobszaréw w czgéci wejSciowej, w ktdérych zachowanie si¢ cie-
czy przypomina bardziej zachowanie sie o§rodkéw «pdlsztywnych» lub «ciala stalegon,
JeSli tylko charakterystyczny czas cieczy (np. reprezentatywny czas relaksacji) jest
wigkszy od czasu potrzebnego na przeplyw. W takiej sytuacji nie sa ogdlnie stuszne ani
przyblizenia przyjmowane dla warstwy przy$ciennej, ani tez réwnania konstytutywne
typu cieczy Rivlina-Ericksena. -

10*
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W niniejszej pracy rozwazono zagadnienia przeplywdéw lepkosprezystych w obszarach
wejsciowych rur lub plaskich kanaléw, bez korzystania z koncepcji warstwy przysciennej.
Zalozono przy tym, Ze liczby Reynoldsa charakteryzujace przepltywy sa male, co uzasad-
nia stosowanie przyblizenia quasi-statycznego, oraz Ze stosunek poprzecznych wymiaréw
przewodu do dlugosci obszaru wejSciowego jest réwniez maly, co moze mieé¢ miejsce
przy przeptywach przez stosunkowo waskie szczeliny lub kapilary. Przedstawiony sposéb
podejécia stanowi rozszerzenie rozwazan zaproponowanych przez nas dla plaskich prze-
plywéw w kanatach [12].

Przy statycznej analizie zagadnien nie zakladano Zadnych istotnych ograniczen na
réwnania konstytutywne cieczy lepkosprezystej; sa to réwnania opisujace zachowanie
si¢ niedcifliwej cieczy prostej (por. [9, 13]).

Przy kinematycznej analizie przeptywdw, prowadzacej do przyblizonego okreflenia
pol predkosci w obszarach wejsciowych, dla poprzednio okreslonych rozkladéw naprezen
§cinajgcych i normalnych, ograniczono si¢ do modelu nieécisliwej cieczy prostej stopnia
drugiego. Wykorzystano przy.tym fakt, ze dla takich cieczy w quasi-statycznych przeply-
wach przez waskie rury lub plaskie kanaly, pola predkoécei sq takie same lub zblizone
do cieczy newtonowskich (por. [14]).

Nalezy podkreélié, Zze w niniejszych rozwazaniach rozklady naprezen uzyskapo w spo-
s6b czysto formalny. Ogdlnie rzecz biorac, nie mozna rozroznié efektéw naprezen nor-
malnych od rozkladéw ciénienia na $ciankach przewodu w obszarze wejéciowym. Analiza
tych zagadnied w czeéciach przewoddw, w ktérych przepltywy sa ustalone i wiskozyme-
tryczne zajmuje si¢ praca DAVIESA, HUTTONA i WALTERSA [15].

2. Ustalone przeplywy S$cinajace

Bedziemy najpierw rozwazaé ustalone i laminarne przeptywy niefci§liwej cieczy prostej
przez kolowosymetryczne rury lub plaskie kanaty (uogélniony przeptyw Poiseuille’a i uogél-
niony plaski przeptyw Poiseuille’a), pod wplywem stalego gradientu ci$nienia /= AP/L,
gdzie L okre§la dlugo$é catego przewodu. Niech D oznacza odpowiednio $rednicg rury,
d za$§ wysoko$é plaskiego kanalu (odlegtosé miedzy Sciankami). Poczatek ukladu wspét-
rz¢dnych bedziemy przyjmowaé na poczatku przewodu, na jego osi. W walcowym ukla-
- dzie wspolrzgdnych of z pokrywa sie z osia rury, w ukladzie za$ kartezjariskim o§ plas-
kiego kanatu skierowana w kierunku przeplywu oznaczymy przez Xx.

Mozna pokazaé, ze ogdlne rozwiazanie réwnan dynamicznych

2.0 DivT—pgrady = pv,

gdzie T jest tensorem napreZenia, p — gestodcia cieczy, za§ w — potencjalem zachowaw-
czych sit masowych, przyjmuje, dla ustalonego i laminarnego przeptywu cieczy prostej
w rurze, posta¢ nastgpujaca (por. COLEMAN, MARKOVITZ 1 NoLL [13]):

1 ,
<’z> _ — — d (") = -— —_—
22) T 2fr, T h—k(r)+op+/z,

TG = T4 5,(S)—~8,(S),
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gdzie indeksy w nawiasach trdjkatnych oznaczaja skladowe fizyczne, za§

e 1 - 1
D (T —Teens =
2.3 o = S @m-T), k) f i 2] a
Wielkosci ¢,(S) oznaczaja zmodyfikowane funkcje naprezen normalnych, mianowicie
24 G1(S) = T=> — T §,(S) = T<rr>— <00,
1
gdzie § = 0 Jr.

Zupelnie podobnie, rozwigzanie réwnan (2.1) dla ustalonego i laminarnego przeply-
wu przez plaski kanal przyjmuje posta¢ (por. [12, 13])
T = —fy, TV = —h+g‘¢p+fx,
= T = T 40,0~ 0,0,

gdzie » oznacza gradient $cinania, za$ o;(x) — funkcje naprezen normalnych, mianowicie

2.6) o1(%) = TCD-TED,  g,(%) = T — Tz,
Zwigzek miedzy funkcjami (2.4) i (2.6) jest nastepujacy:

Zaleinosci (2.2) i (2.5) pozostaja w mocy dla jakiejkolwiek cieczy prostej, niezaleznie
od jej wlasnoéci lepkosprezystych. Chcac okresli¢ odpowiednie profile predkosci lub
objetosciowe wydatki cieczy na jednostk¢ czasu, nalezy znaé funkcje szybkosci §cinania
x = %(S) lub »x = »(T),

3. Przeplywy w obszarach wejciowych : -

Przy malych liczbach Reynoldsa, tj. dla przyblizenia quasi-statycznego, w réwnaniach
(2.1) mozna pomingé czlony inercyjne. Oznacza to, ze dla stosunkowo powolnych prze-
plywéw cieczy o duzej lepkosci, jakimi sa niewatpliwie liczne stopy i skondensowane
roztwory polimerdw, wptyw efektow lepkoSciowych jest znacznie w1qkszy niz wplyw
inercji cieczy.

Dla ustalonych, quasi-statycznych przepiywéw w obszarach wejéciowych kolowosy-
metrycznych rur réwnania (2.1) przyjmujac postac

8, T<">+6 T(rz)+ il (T<rr>_T<0o>) Qa Y= 0,
(3.1)
aﬂm+iTw+mﬂm—ww=ﬁ

Podobme dla ustalonych quasi-statycznych przeplywéw w obszarach wejs’.cmwych'
plaskich kanaléw, mamy :
B T+ 0, T — 00y = 0,

3.5 ‘
(3:2) 8, T4 8, OV —gd,p = 0,
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Biorac pod uwage postaé zaleznoci (2.2), (2.3), obowiazujacych dla przeplywdw
§cinajacych (wiskozymetrycznych), bedziemy poszukiwaé rozwiazaf réwnan (3.1) w po-
staci nastgpujacych ciggéw:

1 n
oy L @i-1)(p)p2i-1 4 *
T = ”+ 7 Z (2; nret e T2, klM @rt+

+ = 3 Z B N(")(z)r

k=0

1 \1 1
T = —h~k(r)+op—cz—g(z)—M(z)— 5 Z (2i_)!g(2i)(2)r21_
=1

(3.3) n
LNV oy e L Oy N@©
5 7 MO(z)r*-- 2 i N®@)rk,
k=1 k=1
1 n 1 ]
T = _h_k(r)+91p—cz—g(z)—N(Z)—7 ng(?n(z)rh_
i=1
1 c $x
® %)
2 k‘ M ( )r 2 k! —N (Z)r )

k=1

gdzie ¢, h sa statymi, g(z),M(z),N(z)—trzema dowolnymi funkcjami spelniajacymi
wymagane warunki brzegowe (por. p. 4), funkcja k(r) za§ okreSlona jest wyraZeniami
(2.3). Wskazniki w nawiasach oznaczaja odpowiednie pochodne funkcji wzgledem zmiennej
z. Z uwagi na posta¢ réwnan réwnowagi (3.1), nie wszystkie pochodne funkcji M(z)
i N(z) wystepuja w (3.3). W tym celu nalezy przyjaé, ze wspdlczynniki o, ..., £, réwne
sa zeru, z wyjatkiem nastepujacych:

=1 da k=6m-3, 6ém—1, p=1 da k=6m—5 6m-3,
B4 =1 dla k=6m—4, 6m-2, =1 da k=6m—6, 6m—4,

=1 dla k=6m-6, 6m-2, =1 dla k=6m—4, 6m-2,
gdzie m = 1,2, 3, ....

Mozpa bezpofrednio sprawdzi€, ze wyrazenia (3.3) lacznie z warunkami (3.4) spel-
niaja réwnania (3.1) z doktadno$cia do cztonéw pomijalnych jako male wyzszego rzedu,
jesli tylko stosunek $rednicy rury D do diugoéci czesci wejéciowej I jest wystarczajaco
maly. BliZsza analiza wymiarowa wyrazen zawierajacych pochodne funkcji g(z), M(z),
N(z) dowodzi, e pominigte czlony sa proporcjonalne do €, przy czym ¢ = D/I. Latwo
réwniez zauwazyC, ze T<'2> zawiera wylacznie pochodne nieparzystych rzedéw, podczas
gdy T i T zawierajg pochodne rzedéw parzystych, Pochodne rzgdu k funkcji
&(z), M(2), N(z) okreflaja czlony rzedu &*—1,

Wyrazenia (3.3) 1 (3.4) pozostaja réwniez w mocy dla uktadu réwnan (3.2), jesli po-
mina¢ funkcje k(r), mnozniki 1/2 wystepujace przy ¢ w (3.3), i przy wszystkich znakach sum
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w (3.3) oraz zastapi¢ formalnie z przez x, za$ r przez y. Wéweczas € = dJI, gdzie d ozna-.
cza odlegto§é miedzy Sciankami plaskiego kanatu.

Przedstawiony wyzej sposéb podejécia pozwala na formalna budowe wyrazen okre-.
§lajacych naprezenia w obszarach wejsciowych rur lub plaskich kanaléw, z doktadnoscia
do cztonéw dowolnego rzgdu wzgledem e.

Z uwagi na uproszczenie zapisow oraz mozliwoé¢ przeprowadzenia analizy kinematycz-
nej, ograniczymy si¢ w dalszych rozwazaniach do przypadku waskich rurek (kapilar),
lub szczelin, dla ktérych pominigcie cziondw rzedu O(e?) wydaje si¢ wystarczajaco uza-.
sadnione.

Otrzymamy wdwczas dla obszaru wejéciowego kapilary nastepujace wyrazenia:

1 1, . 1
(rz) — _ o —N
T 3 cr+ 58 (2)r+ 2N @)r,

G5 T

—h=k() +ep—cz—g()~ M(e)~ 17 (E" D+ N"(),
T = —h=k()+ep=cz~g() ~N() ~ 7 r (8" O+ M@+,

(3.6) TGS T = &, —5, = M(2) ——N(z)—%rzM”(z).
Podobnie, dla obszaru wejSciowego plaskiej szczeliny otrzymamy (por. [12]):

T = cy+g'(x)y+N'(x)p,

(37) T = —h +Q‘/"‘Cx_g(x)—N(x)" %y2(g“(x)+M”(x)+N”(x))7

T = —h+op—cx—g(x)— M(x)— %yz(g”(x)+N”(x));

3.8 TOH—TOP =0,~0, = M(x)—N(x)“‘—;‘sz"(x)_

Dalsze informacje dotyczace funkcji g, M i N wynikajag z warunkéw brzegowych,
ktére musza byé spelmione na poczatku i koncu obszaréw wejéciowych, tj. dla z = O
Iub x =0oraz dla z=11lub x = /.

4. Ograniczehia wynikajace z warunkéw brzegowych

Jesli rozwazany przewdd skierowany jest pionowo i sily masowe sa wylacznie sitami
grawitacji, to

“.1) v(E) = —gz Tub  p(x) = —gx,
gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.
Funkeje g(2) lub g(x) sa catkowicie dowolne, lecz dla ustalenia uwagi mozna przyjac, ze

(4.2) g0 =g0)=0, g=gq sl)= %ql’

gdzie g i m sa stalymi parametrami.
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Formutujac warunki na koncu obszaréw wejsciowych, tj. na granicach przejécia z tych
obszaréw do obszaréw w pelni rozwinigtych, ustalonych przeptywéw écinajacych, nalezy
pamigtaé o ciagto§ci odpowiednich naprezer i ich pochodnych. Innymi stowy napreze-
nia powinny zmienia¢ si¢ w sposob ciagly od rozkladéw okreSlonych w obszarach wej-
éciowych do wartosci wynikajacych z (2.2) i (2.5).

Wydaje si¢ réwniez rzecza rozsadng zalozy¢ w pierwszym przyblizeniu, ze na poczat-
ku obszaréw wejsciowych, tj. dla z = 0 lub x = 0, znikaja zaréwno naprezenia §cina-
jace (por. (4.4),), jak i odpowiednie réZnice naprezed normalnych. Oznacza to, Ze na
podstawie (3.6) i (3.8) mamy
(4.3) M"0) =0, M(0) = N(©).

ZaloZenic powyzsze nie jest konieczne; moZna réwniez rozpatrywaé inne wartosci brze-
gowe dla naprezen.

Zatrzymajmy si¢ na moment nad przypadkiem przeplywu w obszarze wejSciowym

do kapilary. Z zaleznoéci (3.5), (4.1), (4.2), przy znikajacych dla z = 0 naprgzeniach
$cinajacych i normalnych, wynika Ze

(4.4) ¢ = —N'(0), g"(0)+N"(0) = 0.

Z poréwnania odpowiednich wyrazen (2.2) i (3.5) oraz ich pochodnych dla z = /, mamy
réwniez .

@45 N@O-g=f, MOH=NO=0, g'O+N"(H)=0, M() = N

przy czym zalozono, ze T<*» — T znika dla r = 0, z = / oraz pominigto czlony rzedu
O(e?). Na podstawie (3.6) otrzymamy takze

2
(4.6 (0,=03)y = T TN = ——%—M"(I) dla z=1,

gdzie wskaznik w oznacza, Ze dana warto§¢ jest okre§lona na $ciance kapilary, tj. dla
r=DJ2,

Rozwazajac przypadek przeplywu w plaskiej szczelinie, dla ktérego stuszne sa zalez-
nofci (2.5), (3.7), (4.1)i (4.2), otrzymamy warunki identyczne jak w (4.4) i (4.5). Zamiast
okre§lonej na §ciance réznicy naprezen normalnych (4.6), otrzymamy na podstawie (3.8)

2
@47 (01~0)y =TO® T = —%M"(I) da x=1, y=+d/2.

Powyzsze warunki wystarczaja do przewidywania realistycznych rozkladéw funkcji M
i N w obszarach wejSciowych przewodéw plaskich i kotlowosymetrycznych. Z uwagi na
zalezno$ci nastgpujace:

8, T |40 = N'(0)— M'(0)—o0g > O,

4.8
(“8) 0: T |,y = N'(0)—q—pg = f—o0g > 0,
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oraz wymagana dodatnia warto$¢ roznicy napreZefi normalnych dla z = /, latwo zauwa-
zy¢, ze musi istnie¢ w otoczeniu z = 0 przynajmniej niewielki obszar, w ktérym (6 — G2)w
przybiera wartoéci ujemne. Fakt ten nie posiada zadnego fizycznego znaczenia bedac
prosta konsekwencja zastosowanego przyblizenia, tj. pominigcia wyrazéw rzedu O(e?)
oraz przyjetych warunkéw brzegowych dla z = 0.

5. Rozklady naciskéw normalnych oraz dlugoSci obszaréw wejsciowych

Rozklady naciskéw normalnych lub cisnied na $ciankach przewodéw wynikaja z po-
przednich rozwazan.

Dla przeptywu kotowosymetrycznego, na podstawie (3.5), i warunkéw brzegowych
oméwionych w p. 4, otrzymamy

(5.1) -1

m0 = h+k(§) +M(0) = P,,

rr D
(5.2) Tt = h+k(—2-) +ogl—N'(0) ]+ %glﬂ—M(l),

gdzie P, jest ci$nieniem na poczatku przewodu dla z = 0.

Z drugiej strony ci$nienie na kofcu obszaru wejsciowego musi byé réwne wartoéci
wynikajacej z rozwiazania ustalonego przeptywu §cinajacego (2.2),. W czgsci, w ktdrej
przeptyw jest wiskozymetryczny rozklad naciskow na §ciance jest liniowy, a ich warto§¢
na koticu catego przewoduy, tj. dla z = L, wyraZa si¢ nastgpujacym wzorem {por. [15]):

Ao 1 0 2 0
(53 Qw=(01—0)u ﬁ?T‘ﬁrDWP(O’L)_WW
gdzie T» oznacza naprgZenie $cinajace, p(0, L) — ciénienie na osi rury dla z = L, za$
T, zdefiniowano jako

(T Tol,

Dj2
(5.4) T, = [ T@(r, Dd(ar?).
0

Poréwnujac zatem nacisk (5.2) z wartoécia poczatkowa wynikajaca z (2.2), dla usta-
lonego przeplywu §cinajgcego, otrzymamy

(5.5 h+k(—2D—) +ggl—N’(0)l+%ql+M(l) = (f—og)(L—1+0..

Poniewaz poziom odniesienia dla stalej & jest w gruncie rzeczy dowolny, mozna unikngé
korzystania ze zlozonego wyraZenia na Q,, liczac warto§¢ P,, jako nadwyzke ci§nienia
na poczatku przewodu (z = 0), w stosunku do jego wartofci koncowej Q,, (z = L).
Jest to réwnoznaczne z pominigciem wyrazu Q,, w wyrazeniu (5.5). Odpowiednie rozkiady
naciskdw normalnych pokazano schematycznie na rys. 1.

Wykorzystujac (4.5),, mamy w dalszym ciagu

(5.6) Py, —fL+M(1)~M(O0) = ql(l— 717;) —egL,

a po uwzglgdnieniu (4.6)
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N'o)-MTo)-p9

Rys. 1

A A 1
(57) P\v“(f—Qg)L+(0'1‘0'z)w = ql(l—"n;),
przy czym musi by¢ spelniona nastepujgca réwno$é:
(5.8) M) = N+ —M”(I).

Ostatnie wymaganie nie zmniejsza w Zadaym stopniu ogdlnoéci rozwazan (N(/) i M(0)
sa w dalszym ciagu dowolne) oraz nie jest sprzeczne z zadnym z warunkoéw dyskutowa-
nych w p. 4.

Na podstawie (5.7) otrzymujemy wyraZenie na dtugo$¢ obszaru wejéciowego:

(5.9) [Po—fL+ (8, =52l

q(m 1)
gdzie /" = f—og oznacza zredukowany gradient ci§nienia dla ustalonego przeptywu Sci-
najacego.

Zalezno$¢ (5.9) mozna zapisaé w bardziej uzytecznej postaci

(510) ] = Iv[ PW_zL + (8‘1—62)w )
(Pw _fL)v (Pw _'fL)" )

gdzie

(5.11) I, = 7 (m T (Po—1L),

oznacza dlugoéé obszaru wejiciowego dla czysto lepkiej cieczy, dla ktérej (6, —02) = 0,
przeplywajacej przez przewdd o identycznej geometrii. :
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Wzér (5.10) umozliwia okreSlenie dlugosci obszaru wejsciowego dla cieczy lepko-
sprezystej, jeSli znana jest odpowiednia dlugo$¢ I, dla cieczy czysto lepkiej oraz spadki
ciénienia P, —fL dla cieczy lepkosprezystej i (P, —fL), dla cieczy lepkiej. Poniewaz znane
sa dobrze metody do$wiadczalne prowadzace do okre§lenia /, (por. [16, 17, 5]), pozostaje
wylacznie problem wyznaczenia P,, i f—' w dwdch niezaleznych do§wiadczeniach. Potrzebna
jest réwniez znajomo$§¢ pierwszej réznicy naprezen normalnych ¢,—6, wyznaczana na
podstawie pomiaréw wyplywajacej strugi lub innych metod w1skozymetrycznych (por.
np. [13, 15D,

Warto réwniez nadmieni¢, ze w wyrazeniu (5.10) nie wystepuja Zadne funkcje lub
parametry opisujace zachowanie si¢ cieczy lepkosprezystej, z wyjatkiem réznicy napre-
zen normalnych (6, —&,),. Na istotna rolg jaka odgrywaja naprezenia normalne w réz-
nych przepltywach cieczy lepkosprezystych, a w szczegdlnosci w przeplywach ze stala
historia deformacji, zwrécono uwag¢ m.in. w naszej pracy [18].

Rozwazania dla kolowosymetrycznego przeplywu w kapilarze, przedstawione w ni-
nigjszym punkcie, mozna bez trudu przenie$¢ na przypadek przeptywu w szczelinie lub
plaskim kanale. Podobne rozumowanie prowadzi do wzoru niemal identycznego z (5.10),
z ta tylko réznica, ze zamiast (6, — 6,), naleZy wstawié (o, —a,),, (por. [12]).

6. Uproszczona analiza kinematyczna

Dokladna analiza kinematyczna rozwazanych przeplywéw wymaga stosowania zio-
zonych réwnafi konstutywnych, co komplikuje znacznie cale zagadnienie. Kiedy korzysta
si¢ z metod warstwy przySciennej, nawet stosunkowo proste réwnania konstytutywne
moga prowadzi¢ do bardzo zmudnych obliczedr (por. np. [8]).

W niniejszych rozwazaniach, nie pretendujac do §cistego rozwiazania zagadnienia,
bgdziemy starali si¢ okreélic przyblizone pole predkosci w obszarach wejéciowych, wyni-
kajace z poprzednio wyznaczonych rozktadéw naprezen $cinajacych i normalnych. Nasza
uproszczona analiza kinematyczna bazuje na zatoZeniu, Ze stosunkowo powolne przeply-
wy cieczy lepkosprezystych moga by¢ opisane réwnaniami konstytutywnymi nieSci§liwej
cieczy stopnia drugiego w postaci nastepujacej (por. [14, 9]):

6.1) T = =pl+noA;—no0A,+71,(0+0%) A2, trA, =0,

gdzie p jest ci§nieniem hydrostatycznym, A, A, oznaczaja dwa kolejne tensory kinema-
tyczne Rivlina-Ericksena (por. [9, 13]), za$ 7o, 0, 0* sa stalymi materialowymi. Stala 7,
ma wymiar lepkoéci (lepko$¢ newtonowska), za$ stale 0 i 6* wymiar czasu (czas charak-
terystyczny cieczy).

Z drugiej strony mozZna stwierdzié, Ze z przyjetego zaloZenia malego stosunku éred-
nicy kapilary do dlugoéci obszaru wejéciowego, tj. € = DI, wynikaja nastgpujace relacje
dla pdl predkosei i ich gradientéw:

D Korelacjg miedzy spadkami ci§nienia a napr¢zeniami normalnymi badano w [19]. Stwierdzono
m.in.,, Ze «sprezystyn spadek ciénienia jest propocjonalny do oy~ 02



570 S. ZAHORSKI

ow ou
w=0), S-=01,  u=0@), =0
6.2)
ow ou 5 ’w o
e O(e), = 0(e?), p O(e?), itp.,

gdzie u(r, z), w(r, z) oznaczaja skladowe pre¢dkoéci odpowiednio w kierunku r i z. Ana-
logiczne relacje mozna réwniez zapisa¢ dla przeplywéw przez waskie kanaly lub szcze-
liny (por. [12]). Zaleznosci (6.2) przypominaja zaloZenia zwykle przyjmowane w przy-
blizonych metodach warstwy przyécienne;.

Traktujac réwnania niesciéliwej cieczy stopnia drugiego jako perturbowana postaé
réwnani cieczy newtonowskiej (por. [14, 9]) oraz przyjmujac pole predkoéci w postaci
v=v,+v,+..., gdzie v, odpowiada przeplywowi newtonowskiemu, mozna réwnania
dynamiczne (réwnania pedu) dla przeptywu quasi-statycznego zapisaé w postaci naste-
pujacej:

Vpy—1oV3v, =0,

(6.3) VP2_770V2 v2 = DiVSz(Vl),
gdzie
(6.4) S2(v) = —no0(B—~A%)+9,0* A%,

przy czym A = A,(v,), B = A,(v,) sa tensorami kinematycznymi Rivlina-Ericksena
okreslonymi dla newtonowskiego pola predkosci v, .

Jesli prawa strona réwnania (6.3) jest wektorem bezwirowym, tzn. wyraza si¢ przez
gradient pewnego potencjatu skalarnego, to réwnanie réwnowagi drugiego rzedu (6.3),
moze by¢ spetnione przy v, = 0. Oznacza to, ze w celu rozwiazania quasi-statyczoego
zagadnienia przeptywu nieécidliwej cieczy stopnia drugiego, z okre§lonymi w predkoéciach
warunkami brzegowymi, wystarczy zna¢ odpowiednie pole predkosci dla cieczy newto-
nowskiej. :

Prexin [14] dowiddt, ze jesli Div A = V2y, jest wektorem bezwirowym oraz divv, =0
(V-v, =0), to Div(B— A?) jest rowniez wektorem bezwirowym. Zatem o réwnowaz-
noéci pola predkosci dla cieczy stopnia drugiego i cieczy newtonowskiej decydowaé be-
dzie zachowanie si¢ Div A2.

Dla plaskich przeplywéw quasi-statycznych, dla ktdrych ponadto divv, = trA =0
(przeplywy izochoryczne), tensor A2 wyraza si¢ w postaci

6.5) A? = p*(1—-kk), 9?'= -;—trAZ' = —;—trB,
gdzie k oznacza wektor jednostkowy, prosfopad]y do plaszczyzny przeplywu. Wowczas
zawsze Div A% = Vy? i odpowiednie pole predkosci cieczy stopnia drugiego jest identycz-
ne jak pole predkosci cieczy newtonowskiej (twierdzenie Tannera, por. [14]). Oznacza to,
ze czlony drugiego rzgdu w réwnaniu (6.1) wnosza wktad wylacznie do naprezen normal-
nych, a zatem moga by¢ pominigte przy obliczaniu naprezen écinajqcych.

Dla kolowosymetrycznych przeplywéw quasi-statycznych, takich jakie rozwazamy
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w obszarach wejsciowych, rownowazno$é pdt predkosci dla cieczy drugiego stopnia
i cieczy newtonowskiej nie obowiazuje nawet wtedy, gdy zaniedbujemy wyrazy rzgdu
0O(e?). W tym przypadku mamy (por. (6.2))

(iw_) 0 _pn ]

or ror
66) A= 0 0 0 |+[0@E)
_plw (a_W)
r or or/ |

zatem warunek bezwirowoéci wektora DivA? nie jest spelniony. Tylko po zaniedbaniu

wyrazéw rzgdu O(e), a wigc w konsekwencji dla wiskozymetrycznego przeplywu przez
kapilarg, otrzymamy

(6.7) DivA? = V(Z—‘;’) +0().

Przejdziemy obecnie do okreSlenia pola predkosdci cieczy drugiego stopnia przeply~
wajacej przez obszar wejéciowy plaskiej szczeliny. Zachowujac wyrazy rzgdu €, réwnanie
(3.7), zapisujemy w postaci
o
dy
gdzie u oznacza skladowa predkosci w kierupku osi kanahu.

Caltka réwnania (6.8) spelnia nastgpujace warunki brzegowe na poczatku i koncu
obszaru wejéciowego:

(6.8) = ;lg(g'(x)—N’(O) +N'(x)})y,

6.9) u(0,y) = const, u(l,y) = %%(i:— —yz),

gdzie f jest gradientem ciénienia dla przeptywu wiskozymetrycznego poza obszarem wej-
§ciowym. ZaloZenie plaskiego profilu predkoéci dla x = O nie jest konieczne; wynika
ono z przyjecia g'(0) = 0 [por. (4.2)].
Wykorzystujac réwnanie ciggloéci, mianowicie
ou 0v
6.10 — 4 -2 =0
(6.10) ox + dy - ’

otrzymamy po scatkowaniu (6.8):

. 2 d2
,3) = 5 (g0 -N OV ) [y~ ) + S +0(E),
(6.11) o 0

1 a>
o(x, y) = 6—(8”(3‘) +N"(x)) (—4— —}’2) y+0(e.
Mo
Na podstawie (4.4), i (4.5); mamy réwniez

(6.12) 00,y =0, o,y =0, b(x,i§)=o.

11 Mechanika Teoretyczna
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Z drugiej strony widaé, ze skiadowa predkosci u(x, y) nie znika na ‘$ciance kanatu dla
0 < x </, prowadzac do zaleznoSci: '

.13 v 2 5) = S (N O+ )

Wiyrazenie to okreSla «efektywny poSlizg» na §ciankach kanahy, konieczny do zmiany
profilu predkoéci dla x = 0, w profil paraboliczny dla x = /. Fakt powyzszy nie posiada
2adnego fizycznego znaczenia. Jest on prosta konsekwencja przyblizonego (liniowego
wzgledem y) rozkfadu naprezen Scinajgcych we wzorze (3.7);. Zjawisko poSlizgu nie
miafoby miejsca, gdyby bra¢ pod uwage czlony wyiszego rzedu wzgledem e.

Warto réwniez podkresli€, 2e przy obecnej uproszczonej analizie kinematycznej,
zachowanie sie cieczy w obszarze wej§ciowym nalezy traktowaé jako przyblizony schemat
tego, co ma miejsce W rzeczywisto§ci. Dyskutowany schemat przeptywu nie wydaje sie
by¢ mniej realistyczny niz schemat «przeptywu rdzeniowego» z ptaskim profilem predko-
§ci w czefci §rodkowej, przyjmowany przy stosowaniu przyblizonych metod warstwy
przyéciennej.

Jesli dla kotowosymetrycznych -przeplywéw quasi-statycznych zalozymy newtonowski
zwiazek miedzy napreZeniami §cinajacymi i odpowiednia szybkoécia deformacji, to na
podstawie (3.5); mamy nastgpujace wyrazenie przyblizone:

ow

(6.14) &

~ ﬁ(g’(z)—N'(0)+N’(z))r.

Biorac pod uwage réwnanie ciagloéci, mianowicie

1 0 ow

otrzymamy po scatkowaniu

W) m (¢ (z)—N'(0)+N'(Z))(’ ‘T) " :{gy

(6.16)
1 . (D,
u(r, 2) % g —(8" (@) +N"(2) (T‘r ) ’,

przy czym obowiazuja takie same jak poprzednio warunki brzegowe dla z =01z =/
Réwniez na §ciance przewodu mamy zaleznoéé

(6.17) w(£2)~,z)— :{f +(2' @~ N'(0)+N'(z)) =—— 32

okreflajaca «efektywny poflizg» w obszarze wej§ciowym.

7. Przyklady profili predkosci w obszarach wejSciowych

Wigcej informacji o profilach predkoéci w obszarach wejSciowych mozna uzyskaé,
specyfikujac funkcje g i N zgodnie z poprzednio przedyskutowanymi warunkami brzego-
wymi i rozkladami naciskéw na $ciankach. W tym celu zastosowanie wielomianéw lub
innych szczegélnie wybranych funkcji zapewnia pozadany stopiefi doktadnoéci.



POWOLNE PRZEPLYWY CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH 573

Zaléimy dla ilustracji, Ze rozklad naciskéw w obszarze wejsciowym szczeliny da sig
dobrze opisaé nastgpujacymi funkcjami:

@) g = — oG-, g0 =g, g0 =g"0)=2"0)=0,

(1.2) - N(x) = b(gx—g(x)), [f= (b~1)g,

gdzie b > 1 oznacza staly parametr. Funkcje powyzsze spelniaja wszystkie warunki (4.4),
(4.5), a zatem zaleznoSci (6.11) mozna przedstawié w postaci:

) = = 56D W= o)+ S

(1.3 o(x,5) = ~ '5717;‘“’— 0g (% -2,

gx) = ———?—:I—x (x—%l), g'x) = ——qux(x—I).
Profile predkoéci odpowiadajace wyrazeniom (7.3) przedstawiono schematycznie na rys. 2.
W tym przypadku skladowa prgdkosci prostopadia do osi kanah, w(x, y), jest zawsze
pjemna dla 0 < x < I, co oznacza, ze predko$¢ ta jest skierowana ku osj oraz maleje
wraz ze zmniejszaniem sie «efektywnego poflizgu» wzdtuz obszaru wejéciowego.

BB B &

: v(w)

— *_ - - ‘___ - —— . —
} + H ) +

0 7 A3 /4 7
Rys. 2 o

Poniewaz istnieje do§¢ duza dowolno§é w doborze funkeji g i N, mozna wyobrazi¢
sobie sytuacje, w ktérych zmiana profili predkoéci wzdtuz obszaru wejsciowego zachodzi
w sposéb doéé nietypowy. Jako nastepny przyklad, rozwazmy funkcje nastgpujaca:

(14) g() = — g Hx (xz Sy 212) gh=g, gO=g"0=g")=0,
12 6

podczas gdy N zmienia si¢ wedtug zaleznosci (7.2). Latwo réwniez zauwazyé, ze g''(1/4)=
= 0, co oznacza, ze sktadowa predkoéci w kierunku osi kanalu przyjmuje warto$¢ stala
w odlegloéci x = I/4 od poczqtku obszaru wej$ciowego. Odpowiednie profile predkosci
zilustrowano na rys. 3.

Jak widaé, skladowa prgdkoﬁcn w kierunku poprzecznym do osi kanatu o(x, y) zmienia
sw6j znak przy x = I/4. Dla0 <x < 1/4 predkos¢ ta skierowana jest ku §ciankom ka-
natu, podczas gdy dla //4 < x < I ku jego osi. Oznacza to, ze w pewnym podobszarze

11*
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znajdujacym sie na poczatku obszaru wejéciowego, ciecz moze zachowywaé sie jak oéro-
dek «pdlsztywny» lub «ciato stale». Wybierajac odpowiednie postacie funkcji g, mozna
otrzymaé podobszary o réznej dtugosci, a w szczegdlnodei — réwnej calej dlugosci ob-
szaru wejéciowego.

o /8 A {2 /4 !

Rys. 3

Mozliwo§é wystgpowania podobnego zjawiska przy przeptywach cieczy lepkospre-
zystych przewidzieli na drodze teoretycznej METZNER i WHITE [8]. Stwierdzili oni réwniez,
ze przy pewnych szczegdlnych warunkach takie «pdlsztywne» obszary moga rozciagaé
sie wzdtuz calego przewodu, powodujac zamykanie wejcia oraz ewentualne hamowanie
calego przeptywu. Wéwczas przeptyw przez przewédd jest mozliwy tylko w przypadku
rzeczywistego poSlizgu na $ciankach lub niecigglo$ci wystepujacych w samej cieczy. Istnie-
ja pewne dane doéwiadczalne potwierdzajace mozliwoéé opisanego wyzej zachowania
si¢ cieczy lepkosprezystych. Zjawiska tego typu prowadza zwykle do- wyjatkowo duzych
spadkéw ciSnien obserwowanych w obszarach wejéciowych.

Rozwazania przedstawione w niniejszej czebci pracy nie wyczerpuja oczywiscie innych
sposobéw dokladniejszego opisu zjawisk wystepujacych priy przeptywach cieczy lepko-
sprezystych w rurach i kanalach., Uproszczona analiza kinematyczna dla nieécisliwej
cieczy prostej stopnia drugiego ma na celu zwrdcenie uwagi na mozliwo§¢ wystgpowania
przeplywéw o roznej kinematyce. Nalezy réwniez podkre§li¢, ze rozwazania statyczne,
prowadzace do okreslenia odpowiednich dlugosci obszaréw wejSciowych, sa niezaleZne
od rozwazanych dalej schematéw kinematyczaych.
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Peswme

MEIJIEHHOE TEYUEHUE BSIBKOVIIPYTHUX XUIKOCTEHU B OBJIACTSX
BXOIOA TPYE 11 KAHAIIOB

PaccmaTpliBaluCh BASKOYNPYTHE TEUEHHA B 06NacTaX BXONa TPYO M JJIOCKMX KAHAJIOB IIPH NPEAno-
JIOYKEHHM, UTO YHcia Peifrompaca mManbl (KBasHCTATHYECKOE NPHOIIDKEHHE), @ TAKXKE, UTO AUAMETPHI
Tpy6 (MJTH BBHICOTA KAHAJIOB) MaJIbl IO CPaBHEHHHM C JUIMHAMEK Oo0JacTelf Bxofa. ITpu cTaTHUeCKOM aHam3e
3aj1ayy He NPHHMMANNC, KaKHe-JINGO YacTHbIE IpeAIIoNIoMKEHHsT OTHOCHTENBHO ONPEeNISIONX ypaBHe-
HIA JHHIOKOCTH, C ITOMOIIBI0 KOTOPBIX MOMKET ONMCHIBATHECA KAKas YrOJHO HECKUMAEMAadg NPOCTad KM~
XocTh. HexoTophle pemeHus Ui HANPO>KEHMIT YA HANopa Ha CTeHKy ObLIM NOJYYeHBI B BHAE, CONEP-
JKallleM TPH NMPOM3BOJHBIE (DYHKLMKM, YAOBIETBOpMIOIIee KpacBbiM yciioBUam, JymHe! obnacTeir BXona
3aBHCAT OT NEPBOM Pa3HOCTH HOPMANBHBLIX HANPAXEHUH, & TAK3Ke 0T COOTBETCTBYIOLHX JUIMH obnacTeH
BXOMa M Nepenafios AaBJICHMSI QIS YHCTO BASKOM MHUAKOCTH, IPOTEKAIOLIEH Mo KaHaly MM TpyGe ¢ Toi
JKe reoMeTpueil. YNpPOINEHHBIH KHHEMaTHUeCKHN aHaNMa 3aaun Ul paHee OmpefiefIeHHBIX pacupefe-
JleHuif KacaTeNbHBIX ¥ HOPMANBHEIX HRUPKCHRH NpeJCTaBJIeH NpH NPERTIONOXXeHHH, YTO pacCMaTpH-~
BaeMast MKHIKOCTS ABJSIETCH HECKMMAEMON JHUOKOCTHIO BTOPOro mopsapka. IToxasano, uTo B 0BIacTsaX
BXOJa MOI'YT MOSBUTHCSA HEKOTODBIE NOA0GIACTH, B KOTOPBIX MKUAKOCTh BeAeT ceba MOAoOHO «TREpAOMY
TENY» HIM (HOJY>KeCTKOU» cpefie. Takumu oGNacTAMYE MOXKET OXBATHIBATBCA BCA JMHA KaHaya MM
TpyOhI, B TOTAA A5 MOAKCPIKAHUSA TEUSHHA HEU36EIKHO HOKHO BBICTYNHTH SIBJICHHE (PAsPhIBAY YKHA-
KOCTH HJIM YK€ JOJDKHO UPOHCXORUTH HPOCKANBIbIBAHHE BJHOJb CTEHOK.

Summary

SLOW FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS
AT THE ENTRIES TO TUBES AND CHANNELS

Viscoelastic flows in the inlet regions of tubes and plane channels are discussed under the assumption
of small Reynolds numbers (quasi-static approximation) and small ratios of the tube diameter or the channel
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height to the entrance lengths. In a static analysis of the problem, nothing specific is assumed about the
constitutive equations, which may be those describing an incompressible simple fluid. Certain solutions
for stresses or normal thrusts on the walls are obtained in the form involving three arbitrary functions
subjected to boundary conditions. The entrance lengths can be determined if, apart from the first normal
stress difference, the corresponding entrance lengths and pressure drops are known for a purely viscous
fluid flowing under the same geometry. A simplified kinematic analysis for previously determined distri-
butions of shear and normal stresses is presented under the assumption of an incompressible second grade
fluid. It is shown, among other properties, that certain subregions of «solid-like» or «semi-rigid» behaviour
may appear just at the entries. These subregions may extend across the entire duct, requiring either fluid
fracture or slip at the walls for continued flow.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIEI PAN

Praca zoslala zlozona w Redakeji dnia 10 maja 1974 r.
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1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwazaé bedziemy zagadnienie plaskiego stanu naprezenia mikro-
polarnej elastostatyki na przyktadzie tarczy pélnieskonczonej, pasma tarczowego i tarczy
prostokatnej, na podstawie teorii podanej w [1].

2. Zagadnienie tarczy pélnieskonczonej

W przypadku, gdy wysoko§é dzwigara tarczowego jest duza w stosunku do rozpig-
toéci przeset (a/b > 1), przebieg naprezen wykazuje daleko idaca zgodnosé z rozkladem
naprezen w tak samo obcigZonej tarczy péinieskofczonej.

X1 ‘}

F"""T I

a-c
Pr=P
2c 42c 2c
_p a . a , a I a I
7 7 7 A —
b L=2a L
7  — A
Rys. 1

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy pSinieskoficzonej o plaszczyznie §rodkowej ogra-
niczonej prosta x, = 0, kt6ra ciagnie si¢ w nieskoficzono§¢ w obszarze x, > 0. Tarcza
jest obciazona réwnomiernie wzdtuz brzegu x; = 0 i podparta w odstgpach 2a, zgodnie
Z rys. 1. ar o
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Obciazenie brzegowe rozwijamy w szereg Fouriera

‘ nr
@.1) P = Yacosan, =I5, n=1,2,3,.,
gdzie
2 1\
ay = — —I)Msinoc,,c.
cnm

Warunki brzegowe przy braku sit poprzecznych na brzegu x; = 0 sa nastepujace:
(2.2 01‘1(0, x2) = plxy), o0f2=(0,x) =0, ufs(0,x;) =0.
Funkcje naprezen Airy’ego-Mindlina przyjmujemy w postaci

o
F = 2 (An+Bn0yX;)e "1 COS 0y X5,

(2.3) ":‘
. 1 1/2
¥ = Z (Cne"anxx—}-D,.e"“uxl)Sln Ay Xq, On = ((x:’-}- 1_2) .
ne=}
Funkcje te speiniaja réwnania
VIViF =0,
.4 2t romy
Vi-PVHY¥Y = 0,
gdzie

Vi 334l 1= ————(V+ZL({:+“),
oraz s3 zwiazane zwiazkami
@5) —0,(1=PPVHY = 4,0,V F,
0,(1=1PVHY¥ = 4,0,V}F,
gdzie
Ao = (2ﬂ+lo)(y+e), 2 = 2ud_
2 Y At+2p

Po wyznaczeniu statych calkowania z warunkéw brzegowych (2.2) i zwiazkéw (2.5),
funkcje F i ¥ maja postaé

. .
a OnX
F=— g —l(1+"—1)e—°‘""lcosoc,.x2,

(2.6)

0
24pa, | @ .
T = Z Ao n _"e—‘pnxx_e-—dnxx SN aana
nw=] .

gdzie
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Skladowe napreZenia wyraZone sg wzorami:

of, = § ay(1+oyx1)e=**1cosayx, + }a..[ Oy X e~ ¥t 4

n=1

2A0a2
+— 2 (emun¥i—e~mx) | COS 0Ly Xy,
4]
o0} o0}
. \ | X
¥, = g Ay Oy Xy € % %18in 6, X, — ay [17;1—1 e—n¥i 4
n=l1 n=1 0
24002 o .
LT (e=%n*1— g=m*) |sine, X, ,
AO Qn
o © )
T—o,x
o = E an(l— oty ;) =% %1 COS 0ty X, — g a, [n—A 171 e
n=1 el 0
@2.7) ' 24002
__Z;)_L<e~anx1_e—‘ﬂnxx) COS Uy Xy,
0
o0}
apo )
uis = 24, :1 2 (e—*1—e~Pr¥)sin o, x5,
n=1 0
[+4]
7 o
pis = =24, E ;1 . (e*“n"l——e—!’""l—" COS OpX,,
o] n
ne=]

o _ 0ot 20) N ant

—nX1 — p—pnx1) gl
#s1 2u(lotp) &4 Ao ¢ en gz,
= Uot2s) \
x =& lhotip) ﬁ_alql(e—“"xl—'ﬁe“’""l)cosax -
B3z 2u(Ao+ ) i @n "

n=1

gdzie wprowadzono oznaczenie n = 24,0, (1 — 1"—).

Otrzymane rozwiazanie w teorii mikropolarnej jest suma dwu rozwigzafi: rozwiaza-
nia «klasycznego» i rozwiazania dodatkowego uwzglgdniajacego wszystkie warunki brze-
gowe ofrodka Cosseratow.

Przyjmujac o = 0, ¢, = o, 4o =1 wzory (2 7) staja sie identyczne z klasycznym
rozwiazaniem zadania [2].-

2.1. Analiza poréwnawcza naprezen of, dla teorii mikropolarnej i teorii klasycznej. Zbadano zmien-
no$é naprezeri 0%, dla punktéw tarczy o wspdirzgdnych x; = 0+2a,x, = 0 i wspdl-
rzednych x, = 0+2a, x, = 3a.

Obliczenia szczegétowe przeprowadzono na elektronowej maszynie cyfrowej ODRA-
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Z uwagi na brak dokfadnych wartodci statych materialowych przyjeto do obliczeri:
a) dane z klasycznej teorii spreZystosci (dla betonu)

_ E_ —_— . 7 2
o6 b= iy = 0077107 [T/m?),
=
E = 0,18-10% [kG/cm?] vE -
_ 2pd .
10 = -l+—2lt = 0,81}.,

b) liczbowe stosunki statych sprezystosci wzorujac si¢ na pracy [3]

o = % 4 = 0,0154.10"[T/m?]| 4, = 0,172 [m?],
=

y =& = 0,0154.107[T] 12 = 0,600 [m?].

Zmienno§¢ naprezen o3, przedstawiono graficznie na rys. 2. Dla uproszczenia przy-
jeto grubo$é tarczy réwna jednofci. W innym przypadku otrzymane wyniki liczbowe
nalezaloby podzieli¢ przez grubo$¢ tarczy.

Analizujac zmienno§é naprezen of, dochodzimy do nastepujgcych wnioskéw:

a) dla punktéw przekroju o wspdirzednej x, = 0 réznica w wartoci naprezen dla
obu poréwnywanych teorii ma najwicksza warto§¢ dla punktéw brzegowych, zmniejsza
si¢ wraz z oddalaniem si¢ od obciazonego brzeen, dochodzac do wartosci zerowej w punk-
cie o wspdlrzednej x, = okoto 2a;

b) dla punktéw przekroju o wspdirzegdney x, = 3a réinica naprezen dla teorii mikro-
polarnej i teorii klasycznej na brzegu x, = 0 wynosi zaledwie kilka procent, w przedziale
x; = 0+0,2a roénie, osiagajac wartoé¢ najwicksza dla x, = 0,2a, nastgpnic w przedziale
x, = 0,3a+2q, zmniejszajac si¢ stopniowo, jest w dalszym ciggu istotna.

Dokladne opracowanie niniejszego zagadunienia zawiera praca [4], w ktdrej przepro-
wadzono réwniez analiz¢ kilku przypadkdw, przyjmujac inne stosunki statych spreZysto-
§ci i inne stosunki c¢/a (typowe dla konstrukcji budowlanych).

Uogdlniajac, mozna stwierdzi¢, ze uwzglednienie naprezen momentowych w  teorii
mikropolarnej prowadzi do zmian w stanie naprezenia tarczy. Z uwagi na dobdr statych
materialowych nie potwierdzony badaniami do§wiadczalnymi, uzyskane wyniki nie moga
stuzy¢ jako podstawa do iloéciowej oceny réZnic miedzy obu teoriami, pozwalaja jednak
na wyciagni¢cie wnioskéw natury jakoSciowe;j.

3. Pasmo tarczowe poddane dzialaniu obcigZenia brzegowego okresowego

‘Rozwazymy zagadnienie pasma tarczowego nieskonczonego poddanego dziataniu
obcigzenia normalnego do brzegu w postaci funkcji symetrycznej wzgledem osi x, oraz
w postaci funkcji antysymetrycznej wzgledem osi x,. Otrzymane wyniki rozwiazania
mogy znaleZé zastosowanie przy. obliczaniu dZwigaréw tarczowych ciaglych i przybli-
zonego rozwigzania tarcz prostokatnych. Przesta poérednie dZwigara tarczowego ciagle-
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go, skladajacego si¢ z duzej iloci przgset o jednakowej rozpigtosci, mozna obliczaé przy
zaloZeniu nieskonczenie wielu przgsel. Dla tarczy prostokatnej o rozpigtosci przesta
wigkszej od podwdjnej wysokosci tarczy stan napreZenia §rodkowej czgsci przesta mozna
okredli¢ za pomocg wynikéw rozwigzania dla tarczy w postaci pasma nieskonczonego.

3'.1' Rozwiazanie problemu dla obciaienia brzegowego symetrycznego wzgledem x, = 0. Pasmo
tarczowe ograniczone brzegami x, = ()4, rozciagajace si¢ w nieskonczono$é w kierun-
ku osi (4)x,, poddane jest dzialaniu okresowego obciazenia brzegowego p(x,) i p(x,)
symetrycznego wzgledem x, = 0, zgodnie z rys. 3. W granicach kazdego okresu (L = 2q)
obcigzenia te réwnowaza si¢.

Xﬂ\
plxa/
EPCs LN AT A
H | | -
A T
i -

o’

L a L a L a b
7 i 1 g
L=2a L L=2a L
+ ' 4
Rys. 3

P/Xz/

T
] ) -
| G
r : | =
/MM W/ M pla)
2
¥ 2 ¥ = ¥

Rys. 4

Przy wykorzystaniu zasady superpozycji rozpatrzymy powyZszy stan obcigZenia jako
sumg¢ dwdch skladowych stanéw obcigzen: stanu S-S (symetria wzgledem osi x, 1 osi X3)
zgodnie z rys. 4 1 stanu S-4 (symetria wzgledem osi x, i antysymetria wzglgdem osi x;)
zgodnie z rys. 5.
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Stan S-S. ObciaZenia brzegowe rozwijamy w szeregi Fouriera:

1_ nrw
ZP(x2) = & Zand COS Uy Xy = ancosanxz, W=

n=0 n=0

[ve) 28]
1 1 1
— = — nAn n = —
(3.1.1.) 2p(x2) 5 ,,go a,A,cos o, x, 5 50 PnCOS0, X5,

1 dla n=0,

1
n = 11— ns n =
4 3 90 %o {0 dla n# 0.

X7 ‘}

Plxzl pixal
2 5/X2/ —2_—
AT, 2
|
2

Warunki brzegowe na brzegach x; = +#A

1 __
(3.1.2)  oti(xh,xp) = ‘Z—[P(xz)+P(x2)], ot (th, x;) =0, #Ts(i‘h, xy) = 0.

Przyjete funkcje naprezen

© .
F= § (A, cho,x; + o, %, fasha,x )cos o, x,,
n==90 .

(3.1.3) o
_ J 1/2
V= Z(F,,shoc,,xl+H,,sh@,,x1)sinoc,,x2, C O = ((x,?+ 1—2)
n=0
po wyznaczeniu statych catkowania z warunkow brzegowych (3.1.2) i ze zwiazkow (2.5)
maja postaé:

_ 17;, +p, o htha,h otyx Sho,x,
F=— % Saichan [(1+ Ay ha,. X, — A COS Gy X7,
3.1.9)
‘ 2 A (p,,+p,,) (shoc,,x o, shg,x, )
!"I, ° v L n ’
' Cha"h €n Ch@nhl . -Sl'na 2

T n=0
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gdzie

_ 21 % 20,0
Ay = 1+2Aoa,,(l on tho,hcth ot,,h) + 2o h’

Stan S-A. Rozwinigcie obcigZen brzegowych w szeregi Fouriera ma postaé:

o« «©
- 1 \- 1 _
%p(,xz) = > a,4,c08 0, x, = —prncosanxz, oy =—, n=0,1,2, ..,

ne=0 ne=0

(3.1.5)

o«

fe o)
—;—p(xz) = % a,4,cos0,x, = %Zp,,cos O X2

n=0 n=0

Warunki brzegowe na brzegach x;, = +h:

1 _
oty (+h,x;) = 0} [Plx3)—p(x3)],  oYa(Eh, x;) =0,
(3.1.6)

oti(—hx) = 2 ()P, whe(h, x3) = 0.

Przyjete funkcje naprezed

w
F = Z (Cysho,x; +a,x, D cha,x,)cosa, x,,

(31'7) n=0
o~ 1\
V= Z (E,cha,x;+G,chp,x )sina,x,, @, = (oz,?+ 72—) ,

n=0

po wyznaczeniu statych catkowania maja postaé

Fe = Y it | (14 G e+ B cosu

— a2sha, o .
(3.1.8) B
\ | Ao(ﬁn'—pn) Chanxl Oy Chgnxl .
W:Z A—o- ( shah ——g—"— Sh@,,h SIn oy X5,
n=0
gdzie
To = 1424002|1 = 2 tha, hothgoh) — —222"
0 o%n on &n sh2a,h

Uwzgledniajac wzory (3.1.4) i (3.1.8) otrzymujemy nastepujace wzory na skladowe
naprezen:

[se)
(3.].9) U.ltl = 2 (in_*_p")a’%{ 1 [(1 + anh;ganh )cha,,xl _ [+ A 1 Sha" xl] _
0

2aZcha,h VP

na=0
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(3.1.9) ___Al( cha,x,  cho,x, } 2 1
[c.d.] Ao \“chayh " choyh [0S M X2t < L s
x [(1 + _ﬁ_oc,.hﬁa,,h )sha,.xl -~ a————————"xlﬂa"x‘] -
AO [¢)

_ Ao sho,x, _ shg,xy
4, | shonh shg,,h) €08 &n X2,

1 1—a,hathe,h
¥ = (pn+pn)an{ [( . —]_)sha,,x +
012 = Z 2a2cha,h A4, :

n=0

+ o, Xy Chot, x, ﬁ(shoc,,x1 _ﬁshg,,xl }sina ot
A, Ao\ cha,h o, cho,h 2

(7 )2 1—a,Actho,h _1
+2 Dn—Dn) % 2a,,shoc,, I cha,,xl+

n=0

+ &’Lh—“—’fi] + éﬁ—(dw"x‘ - % chenx. )}sina,.xz :

4, A, \ shah g, sho.h
N h h
A cha,x cho,x
* v_" nt1 OnXs ) .
13 = L(‘)l o (pn+pn)an( choz,,h Ch@,,h )SInanx2+
shoc,,xl shg,,xl .
+ Z (.pn pn) ( hoc h ShQ,,h Su]anx2’
n=0
0’;2 = eeey
0’;1 = oy,
Ao sha,x;, o, she,x,
* -
#23_2(;[1 (pn+pn)an(cha"h e" Chenh cosanx2+

o cho, xy ﬁchg,.x1
+ 2 (Pn+pn) (Sha,‘h - e" She"h )cosaan’

n=0

3.2. Rozwigzanie problemu dla obcigzenia brzegowego antysymetrycznego wzgledem x; = 0. _Obciq-
Zenie brzegowe pasma tarczowego antysymetryczne wzglgdem osi x, (L = 2a) two-
rzy wewnatrz okresu uklad zréwnowazony (rys. 6). Stan naprgzenia wywolany tym
obcigzeniem rozpatrzymy jako superpozycj¢ stanu 4-S (antysymetria wzgledem osi x,
i symetria wzgledem osi x,) i stanu A-A (antysymetria wzgledem osi x; i x;).
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Stan A-S. Rozwiniccie obciazen brzegowych w szeregi Fouriera ma postaé

[oe]

1_
5P(xz)— Z sinayx,,

(3.2.1)
%p(xz)_ Za,,sma,,xz, ,,=—na£, n=1,2,3, ...
Xk
L e, {mﬂﬂ |
> T T I !
.WL_-—— ! ! J =
) _ﬁ,ll ! X3 T {
v | ' | =
7 | 1
1 | -
W WU
a , a L 2a L
A o+ 1 7=
Rys. 6
x1h
X14‘
H p/Xe/H Plxy] Plie ™ plxal
2
(il : B {ﬁ i [t

1 1 - |
RULITREPY | ]
X Ple! 2 Pl 2
2
y @ p a L
7 7 7 ,IIL a /]l/ a 7][/
Rys. 7 Rys. 8

Warunki brzegowe na brzegach x; = -+h:

1 .
(322 oti(th, x;) = 5 [P +p(a)l,  ota(kh, x5) =0, pls(h, x;) = 0.

L, h
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Funkcje naprezen F, ¥ przyjmujemy w postaci:

oD
F= 2 (Ancho,xy +o,x,B,sho, x;)sina, x,,
n=1

(3.2.3) o
Y o= 2 (Fpshoa,xy + H,shg,x,)cosa,x, ,

n=1

a po wyznaczeniu stalych calkowania mamy:

7 a,+ta, oz,.hthoz,,h)cha . _a,,xlshoc,.xl sina
— 202ch o,k A nl Ay X2
(3.2.4) ;
Ao(@,+a,) [shanx; o, Sho,x,
== o T A, (choc,,h on Chg k) %2
gdzie
= 2(1— % 20,
a4, 1+2Aooz,.( o thg,.hcthoc,,h) + o

Stan A-A. Rozwinigcie obcigZefn brzegowych w szeregi Fouriera ma postaé

[re]
- = —1-—2_ sin o, X
?p(xZ)_ 2 all nv2s

(3.2.5) "’:
Lo —12 i o =22, n=1,2,3
14 x2)~-2— 1a,,smoz,.xz, "= =1,2,3,....

Warunki brzegowe na brzegach x; = +h:

(326) oti(th,x) =2 (B +p(,  oh(th, %) =0,  uts(h,x) = 0.

Przyjeta postaé funkcji F i ¥:

o0
F= Z (Cysha,x, +oz,.x11_),.cha,.x1)sinoz;.x2,
3.2.7 =t
Y= Z (E,cho,x; +G,chg,X,)Cos X7,
n=1

po wyznaczeniu stalych catkowania jest nastgpujaca:’

o _
Fe — .2(12,..-1:-4,,}1 I:(l_*_a,,thhanh) sha G 1+wpa_"lj|sinaﬁx2,
£ o2sh o, o 4o
(3.2.8) | '
. © | ‘
v _ Z Ao(?z_,,i-a,,) choyx, _ﬁ'.Chg"x‘ cosoz,.xz'.
: AO sha,,h " On Shenh '

n=1

12 Mechanika Teoretyczna

587
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Po uwzglednieniu wzoréw (3.2.4) i (3.2.8) otrzymujemy skladowe napre¢zen w postaci:

0

1 a,hitha,h o, x, sho,x
= an+an o n u — A e —
= E ) {2 Schak l(l + a, )choc,,x‘ 2 }

Ap {chay,x; chg,,xl)} . 57 — 2{ 1
’ZJ( chu i~ cho i )|SREXet 2, @taan) ool |1+
4 a,,h(ihoc,,h sha,,xl-—a"xlfga"x’ Ay (sha,,x, _ shg,x;) Sin, x,,
4, 4,

4o sha,h  shg,h

0
1 a,htho,h—1 a,x,cha,x, .
* 2 n n = %M n X1
.= Sl (a,.+a,,)oc,.{ 2aicha [(1+ 4, )shoc,,x1 “Ao —

A, [sha,x, sho,x, 2 { 1
‘Zo"(cha,h = ehoyh )| %Xt 2, @t aden sage {1+

+kx,,hctha,,h-—l oy xgsha,x, Ao [ chayx,
Z;- choz,.xl— Z; I sha,,h -
®y Cho,x,
__gm)}cosa,,xz,

A a +a) cha,x chg, x
x _ 0\%n n. nv1 - 1 .
(32.9) puls= § ( cha ki choyh )cos 0y X

Rl
oD
Ao(a.+a,) Tsho, x, sha,x,
—2 Ay °"'( sha ki shoph | 0¥z
ne=1
0% = ...,
0;1 = ey
O A,@,+a) [ sh h
R a,+a, sha,x o, Sho,x, .
X _ 0 1 _ 7 _
H2s 2{ 4, o ( choh o, “chouk )sma,,x2+
Hca
2]
Ao(a,+a,) cha,x, o Chopx; \ .
— 2 =72 dsin .
+ y N % ( sha,h 0. sho,h 1 %Xz

n==1

4. Tarcza prostokgtna poddana dzialaniu obcigZenia ma dwéch przeciwleglych brzegach

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy prostokatnej obcigzonej na brzegach x; = const.
Powyzszy stan obcigZzenia wygodnie jest rozpatrywaé, wykorzystujac zasad¢ superpo-
zycji, jako sum¢ dwoch stanéw: dla obciaZenia brzegowego podwdjnie symetrycznego
i symetryczno-antysymetrycznego, zgodnie z rys. 9.
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W ogdlnym przypadku przy wyznaczeniu stanu naprezenia tarczy prostokatnej powinny
byé spelnione warunki dla czterech brzegéw. W ponizszym rozwiazaniu, ktére otrzymamy
w postaci szeregu, warunki brzegowe dla naprgzen normalnych i naprezen momentowych

x1‘ x1h X1A
P/Xz/ p’/Xl ) "
4 iR FFEEE 2 \iﬁ/
S
T % %t %
&
i
S D Pl
4" a ¥ - /J( * a * 4 4" ¥ 2 #* - #
Rys. 9

beda spelnione wzdiuz kazdego brzegu w sposob Scisty, natomiast warunki dla naprezed
stycznych — w sposéb przyblizony (z uwagi na mozliwo§¢ uwzglednienia tylko ogram-
czonej ilo§ci wyrazéw szeregu).

4.1. Rozwigzanie dla obciazenia brzegowego podwbjnie symeirycanego. Przedstawiamy obciaZe-
nia brzegowe za pomoca szeregéw Fouriera (L = 4a), przy zaloZenin, Ze ciggna sie
one dalej, poza dlugoécia brzegu

@.1.1) P = D acostnxs,  m=r, m=1,3,5 ..

n=1

x1 4

y R P er —
i Mﬂ Lmﬂ

£~
AL ;;r

X2
&

e

1
, a , a_ L, a | a
A 7 A 1 1T

Rys. 10

|
|
|
L _ﬂm - l{_
y
L

Warunki brzegowe na brzegach x; = +h,x, = ta
oty = (h,x2) = p'(x2), . 0%2(x1, £a) =0, of(Lh,x,)=0

4.1.2) 0% (x,, +a) = 0, ula(h,x) =0, uds(xs, £a)=0.

12*
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Ze wzgledu na dwuosiowa symetri¢ stanu napr¢Zenia przyjmujemy funkcje F i ¥
w postaci:

o
F= Z (A choyx; +anxy Bysha,x)coso,x, +

n=1

+ 2 (KnxChﬁmxz +ﬁmx2 MmShﬁme)cosﬁmxl ’

m=1

(4.1.3) ©

1 _ .

Y= Z (Fpshoi,x; + H,sho,x,)sino, x, +
n=1
+ 2 (Pmshfyx,+ Ryshy,x,)sin 8, x,,
=1

gdzie: .

nw mx

ot,,—z, n—1,3,5..., ﬁ',l~3ﬁ—, m—1,3,5...

, 1 112 .1 12
On = an+l—2 s Ym = ﬁm+7f ’

B.. — odpowiada okresowi L = 2h. Stale 4,, B,, K, M., F,, Pn, R, H, tak ustalimy,
2eby byly spetnione warunki brzegowe (4.1.2) i zwiazki (2.5).

Poniewaz obrane funkcje naprezed odpowiadaja warunkom symetrii, wystarczy uwz-
glednié tylko warunki brzegowe dla brzegéw x, = +a i x, = +h. Jezeli beda one
spetnione, to bgda réwnieZ spelnione podobne warunki dla brzegdw x, = —aix, = —4.

Z warunkéw brzegowych dla naprezefi normalnych o%; 1 0%, 1 z warunkow brzegowych
dla naprgzen momentowych u¥; i u¥; otrzymujemy:

onFychoa,h+ 0, Hychoh = 0,

BmPuchfua+ymR,uchyqa = 0,
(4.1.49)

A.cha,h+-o,hB,sha,h = — ;’2’ ,
K,chg,a+BaM,shf,a = 0.

Wykorzystanie zwiazkéw wiazacych funkcje F i ¥ [wzory (2.5)] prowadzi do nieskori-
czonego ukladu réwnan

nn

(4.1.5  n(F,~24, oz,fB,,)chot,,hsinl"; = m(—Pp—240fEM,)ch B, asin 7

Z réwnan (4.1.5) otrzymujemy dwa warunki

Fo—24,02B, = 0,

4.1.6
(4.1.6) Pn+240B2 M, = 0.
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Spelniajac cztery warunki brzegowe (4.1.4) oraz réwnania (4.1.6) otrzymujemy stale
calkowania w pOStaci: An = f(-Bn)’ Hn = f(—Bn): Km = f(Mm): -Rm =f(Mm) Jak ponjzej:

. 3
Ay = — za_" —anhthanhB,,, Hn = — 2A0(Z" Chd,,/ZB
OC,,ChOC,,h On Chg,,h ns
4.1.7) \
24 hB,,
-Rm - — Voﬂ"l _(Lﬂ’_aMm, Km = —-ﬂmathﬂmaMm.

Ym ch Yma

Spetnienie pozostatych warunkéw brzegowych dla naprezed of,, 0¥, po uwzglednie-
niu (4.1.7) i przedstawieniu funkcji: sha,x,, x,cha,x, ... itp. za pomocy szeregéw Fou-
riera, prowadzi do algebraicznych réwnan w postaci:

o2 [ — 2 thayh sin_’%” +the i (— atyhth o 1) By +

1

+a, h.B,,,,, + 2AO 05:21 -Bnm (th OC,,h - ‘Z_” th th)] +

% 2ﬂ 2(12 2ﬂ 1 1
; -Z‘lmn—i — —2A 2 1 Srmy - —
’ g ﬁm[ a (a+p) o fm M= B 0.

4.1.8) . .

—2a 2 20, 282
2| = 2 g M Pm
_211 “\Tah E TR WA

24, 07 — o
ko (on+p2) (on+Fo

_2A00‘17;Bnm +.312n [thﬂma(—'ﬂmathﬂma‘l'

ﬂ"

1
m

+ I)an+6maan+2A0ﬁ)2ann(thﬂma+ thy:rra)] = 0.

Wprowadzono tu oznaczenia:
. mm . N7
B, = B,,Ch fxnhSlnT: My, = MmChﬂmasnl“i_-
Z nieskoficzonego uktadu réwnafi (4.1.8) mozna okresli¢ poszukiwane state B,, M,,.

4.2. Rozwiazanie dla obciaZenia brzegowego symetryczno-antysymetrycznego. Postqujacc w podo-
bny sposéb jak w punkcie 4.1 przedstawiamy obciazenia brzegowe za pomoca szeregéw
Fouriera (L = 2a)

[se]
17 oLy 71”
4.2.1) pl(xy) = Za,, SNt Xz, O = n=1,2,3...

n=1
Warunki brzegowe na brzegach x; = +h, x, = fa:
ofi(Lh, x) = p''(x2), ofalxz, xa) =0, of(Eh,x;) =0,

4.2.2 ;
( ) o‘;l(xlﬁ iﬂ) = Oa ‘uTS(i_h’ x2) = 03 :ug:&(xl: i_a) = 0
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Funkcje naprezef Fi ¥ przyjmujemy w postaci:

o0
F = Z (dnchoy,xy + tn Xy Byshanx;)sin o, x; +

n=1

+ Z (KmShﬂmxz + ﬂm X2 MmChﬂmx2)Cosﬂmx1 5

m=1
(4.2.3) )
= N (Fashayx, + Hyshg,x,)cos ax, +
n=1
+ (Pm(:hlgmxz +Rm0h7"mx2)5inlgmxh
m=1
gdzie
Hnx mrn
dn=7’ n—1:2,3)'-') ﬂm—-ﬁ’ m—1’3’5 ’
2 1 172 ) 1 1/2
On = an+l_2 s Ym = |Pm+ 75‘ s

B — odpowiada okresowi L = 4k, co umozliwia spelnienie w sposéb Scisty warunkéw
brzegowych dla skladowych naprezenia ofy, u¥s.

\ X1 k
|
p”/X / ,
JF \L[uz ___EDJ_,}J.EQ—L_____
< |
4 .|
Xp l
B |
N Pz ik s ———
o W p,,/le *‘k’tﬂ‘;‘
I/ a I a |
A Gl 1

Rys. 11

Tok rozwiazania zagadnienia jest taki sam jak w punkcie (4.1). Biorac pod uwage
wzory (4.2.3) spetniamy najpierw cztery warunki brzegowe (4.2.2)y,,,s,6 i TéWnania wia~
zace funkcje F i ¥ (2.5), otrzymujac stale catkowania w postaci 4, = f(Bn), Hx = f(B.),
K. = f(M,), R,, = f(M,,). Nastepnie spelniajac dwa ostatnic warunki brzegowe (4.2.2); 4
dochodzimy do nieskonczonego ukfadu réwnan.
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Pesiome

CTATHKA MHKPOITOJISAPHBIX AVCKOB

B paGoTe paccmMaTpHBacTCA Ha NpUMEpE ANCKA, TIONYOESCKOHEUHOTO JUCKa M AHCKOBOH YIONOCHI 3a-
Jlaua MMKPOIONSAPHON YIIPYTOCTH.

3apaua pewaercsi ¢ momompio GyHKUHA Dpu-Munmmuna, CoorsercrByioume guddeperuamsunie
YpaBHEHHsI B YACTHBIX IPOM3BOJHEIX PEINAJMCh C JIOMOINBIO OJMHADHBIX M ABOHHBIX psagoB Dypse.

Summary

STATICS OF MICROPOLAR PLATES

In the paper the static problems of micropolar elasticity for a semi-infinite plate, a plate-strip and
a right-angled plate in a plane state of stress are considered. Solved are the problems by means of the Airy-
Mindlin function. The differential partial equations of the problems are solved using a single and double
Fourier series.

POLITECHNIEA WARSZAWSKA, FILIA W PLOCKU

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 22 grudiia 1973 r.; w wersji ostatecznej — dnia 15 maja 1974 r,






BIULETYN INFORMACY]JNY

XVI ZJAZD DELEGATOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

XVI Zjazd PTMTS odbyl si¢ w Warszawie 1 czerwca 1974 1. W Zjezdzie uczestniczylo 60 0s6b, w tym
54 osoby z mandatami delegatow, reprezentujace 11 Oddziatéw Towarzystwa. Otwarcia obrad dokonal
przewodniczacy ZG prof. dr Z. Kaczkowskl, ktéry stwierdzil, ze Zjazd odbywa si¢ w roku obchodow
30-lecia PRL, a najlepszym sposobem uczczenia tej rocznicy jest wcielanie w zycie postulatéw 1T Kongresu
Nauki Polskiej. Przewodniczacy ZG przypomnial, Ze w czasie obrad Kongresu odnosnie dziedziny mecha-
niki zwrdécono uwage na niedostateczng dziatalno$é w zakresie badan do$wiadczalnych i na niedostateczne
powiazanie nauki z przemystem. )
Nauka polska poniosta w ostatnim roku powazne straty. Zmarli cenieni profesorowie, cztonkowie
PTMTS: prof. dr Zbigniew BupziaNnowskl (z Gliwic), prof. Marian PiaTex (z Gdanska), prof. dr Jan
TyszowIeckI (z Krakowa), prof. dr Zbigniew WasIUTyNskI (z Warszawy), prof. dr Celestyn STECKIEWICZ
(z Warszawy), prof. dr Franciszek SzZELAGOWSKI (z Warszawy). Zebrani uczcili pamie¢ zmarlych minuta
ciszy. )
Na przewodniczacego obrad Zjazdu Delegatéw powolano doc. dr Zenona WaszczyszyNa z Krakowa,
na zastepcow przewodniczacego — doc. dra Lecha KamiNskieGo z Bydgoszezy i doc. dra Czestawa Mic-
KIEWICZA ze Szczecina, na sekretarza — dr Piofra SuxkieNNIKA z Krakowa.
Przyjeto nastepujacy porzadek obrad: ’

. Otwarcie Zjazdu. Wyb6r przewodniczacego, zastepedw przewodniczacego i sekretarza Zjazdu.

. Przyjecie protokdlu XV Zjazdu Delegatéow PTMTS.

. Powolanie Komisji Matki i Skrutacyjne;j.

Utchwalenie nadania godnosci czionkéw honorowych PTMTS.

. Zlozenie sprawozdania z dzialalnoéci Towarzystwa.

. Ziozenie sprawozdania finansowego.

, Sprawozdanie Gtownej Komisji Rewizyjne;j.

. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich, postawienie wniosku o udzielenie Zarzagdowi Gi6wnemu
absolutorium, glosowanie nad wnioskiem.

9. Wybory: a) przewodniczacego, b) czlonkéw Zarzadu Gléwnego, ¢) Gloéwnej Komisji Rewizyjnej.

10. Uchwalenie generalnych wytycznych dziatalnoéci na nastgpny okres.

11. Sprawy biezace i wolnc wnioski.

e = A el e

Ad 1. Pierwszy punkt porzadku dziennego wyczerpano na wstgpie.
Ad 2. Protok6! poprzedniego Zjazdu Delegatéw PTMTS odbytego 12 maja 1973 r. przyjeto bez zmian.

Ad 3. Komisje Matke i Skrutacyjna powolano w skladzie: prof. dr Gustaw Raxowskl, doc. dr Wiadystaw
WaLczaK, prof, dr J6zef FoLwaRczNY, prof. dr Stanistaw WISNIEWSKI.

Ad 4. Prof. dr Z. Kaczkowskl przedstawil zebranym wniosek, uchwalony przez plenarne zebranie Za-
rzadu Gtéwnego, o nadanie godnosci czlonka honorowego PTMTS prof. drowi Marianowi JANUSZOWI —
" czlonkowi zalozycielowi PTMTS, jednemu z organizatoréw Oddziatu w Gliwicach. Po zreferowaniu przez
prof. KaczkowskieGo dziatalnoéci prof. Janusza i po dyskusji uchwalono jednogtoénie nadanie prof.
drowi MariaNowI JANUSZowI godnoéci czlonka honorowego PTMTS.
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Ad 5. Sprawozdanie z dzialalnoéci Towarzystwa w roku 1973 oraz w I kwartale roku 1974 zlozyt sekretarz
generalny prof. dr J. SZMELTER.

Ad 6. Sprawozdanie finansowe za rok 1973 oraz za I kwartal roku 1974 ztozyt skarbnik prof. dr. Z. We-
SOLOWSKI.

Ad 7. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjnej ztozyt jej przewodniczacy prof. dr St. KOCAKDA.

Ad 8. W dyskusji zabierali gtos doc. dr Z. Waszczyszyn, prof, dr J. SZMELTER, prof. dr J. KotAKOWSKI,
prof. A. CysuLski, prof, dr Z. Brzoska, prof. dr Z. Wesorowsky, prof. dr Z. KAczkowskl. Wypowiedzi
dyskutantéw dotyczyly koniecznoéci vatrakcyjnienia dziafalnosci Towarzystwa, kontynuowania wspoipracy
z innymi stowarzyszeniami i instytucjami w organizowaniu pewnych imprez, zaleglo$ci w oplacaniu skladek,
form informacji o tematyce referatow wygtaszanych na zebraniach naukowych, spraw finansowych zwia-
zanych z wystawianiem delegacji na sympozja Towarzystwa, niektérych danych zawartych w sprawozdaniu
finansowym.

Po dyskusji przyjeto sprawozdania:
a) z dziatalnosci PTMTS w roku 1973 oraz w I kwartale roku 1974,
b) finansowe za rok 1973 oraz za I kwartat roku 1974,
¢) Gléwnej Komisji Rewizyjne;j.
Whiosck o udzielenie Zarzadowi Glownemu absolutorium przyjeto jednomysélnie.

Ad 9. Kandydatury na przewodniczacego Zarzadu Giéwnego, czlonkdw Zarzadu Gléwnego i czlonkdéw
Glownej Komisji Rewizyjnej zglosit w imieniu Komisji Matki doc. dr W. WALCzAK,

W wyniku tajnego giosowania na przewodniczacego Zarzadu Glownego PTMTS zostal wybrany jedno-
mySlnie prof. dr Zbigniew KACZKOWSKI.

Wyniki glosowania na zgloszonych przez Komisj¢ Matke kandydatow na cztonkéw Zarzadu Gléwnego
byly nastepujace:

1) prof. dr J. Szmelter 49 glosow
2) prof. dr Z. Osinski 46
3) prof. dr Z. Parszewski (£.6dZ) 46
4) prof, dr Z. Wesotowski 46
5) prof. dr J. Antoniak (Gliwice) 45
6) prof. dr J, Murzewski (Krak6w) 4] .
7) prof. dr G. Rakowski 41
8) prof. dr G. Bielewicz (Gdansk) 40
9) prof. dr St. Dmitruk (Wroclaw) 3%
10) doc. dr M. Kwieciniski 7,
11) prof. dr J. Kolakowski (Czgstochowa) 35,
12) doc. dr H. Mikolajczak (Poznan) 34 glosy

Uprawnione do glosowania byly 54 osoby. 9 pierwszych os6b zostalo cztonkami Zarzadu Gloéwnego
a 3 pozostale — zastepcami cztonkéw Zarzadu Gléwnego.
Do Gl6wnej Komisji Rewizyjnej wybrano zgodnie z propozycjami Komisji Matki:

1) prof. dra St. Kocande 54 glosy
2) prof. dra R. Janiczka (Czestochowa) 45 gloséw
3) prof. dra J. Sutockiego (E.6d%) 45 gloséw
4) dra K. Grudzifiskiego (Szczecin) 42 glosy
5) doc. dra Z. Bychawskiego (Krakow) 41 gloséw
6) doc. dra J. Stupnickiego 41 gloséw

Prof. dr Z. KaczxowskI w serdecznych stowach podzigkowat zebranym za okazanme mu zaufanie
i ponowny wyboér na przewodniczacego PTMTS.

Ad 10. Wytyczne kierunkowe dziatalnogci PTMTS na najblizszy okres zreferowat przewodniczacy ZG prof.
dr Z. KAczrowsk1. Przewodniczacy ZG stwierdzil, ze nalezy kontynuowaé dotychczasowe formy dzialal-
nosci, jak zebrania naukowe, sympozja, konkursy naukowe ogblnokrajowe, zjazdy itd. Jednocze$nie
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jednak nalezy dazyé do ich uvatrakcyinienia. Nowa, ciekawa forma dziatalno$ci Towarzystwa moga byé
zebrania okraglego stolu, ktérych celem sa dyskusje na tematy budzace szerokie zainteresowanie. Pierwsze
zebranie tego typu z powodzeniem przeprowadzit Oddziat Warszawski. Prof. KAczxowskI zaproponowat
rdwniez, by wyborcze zjazdy delegatdéw trwaly 2 dni, co pozwoliloby na polaczenie ich z sesjami nauko-
wymi. Wydaje sig takze celowe organizowanie tych zjazdéw na terenie réznych Oddziatéw.

W dyskusji nad wytycznymi dziatalno$ci zabierali glos prof. dr M. DierricH, prof. dr Z. PARSZEWSKI,

prof, dr Z. Osmsk1, doc. dr B. RApwanskl, prof. dr Z. KAczkowsk, doc. dr Z. WaASzczYSZyN i inni.
Dyskusja skoncentrowala sig gléwnie na temacie uatrakcyjnienia form dzialainoéci Towarzystwa. Poparto
propozycje przewodniczacego ZG, a takZe przedstawiono kilka innych, np.: organizowanie spotkan towa-~
rzyskich polaczonych z pewnymi hastami naukowymi, poszukiwanie $cislejszych kontaktéw migdzy przed-
stawicielami réznych dziedzin mechaniki, specjalizowanie si¢ Oddzialéw w tematyce organizowanych
sympozjéw. Poruszono réwniez sprawg powolania nowych Oddzialéw PTMTS w Opolu i w Lublinie,
sprawe wiaczenia si¢ PTMTS do dyskusji nad projektem kodeksu etyki pracownikéw nauki itd.
Ad 11. Prof, dr Z. Kaczxowsk! podzigkowal Kolegom z Zarzadu Gléwnego za wspdlprace w ubieglej
kadencji. Podzigkowat tez doc. drowi Z. WaszczyszyNOwI za sprawne przeprowadzenie obrad Zjazdu
Delegatéw. Dalsze podziekowania zfoZono Prezydium obrad oraz Komisji Matce i Skrutacyjnej. Podzie-
kowano réwniez Ob, H. ROSINSKIRS za przygotowanie organizacyjnej strony Zjazdu,

Na tym obrady zakonczono.

WEADZE PTMTS W KADENCJI 1974/1975/1976

Zarzad Gléwny

Prof. dr Zbigniew Kaczkowski — przewodniczacy, prof. dr Zbigniew Osinski — wiceprzewodniczacy,
prof. dr Zdzistaw Parszewski (£.6d%) — wiceprzewodniczacy, prof. dr Jan Szmelter — sekretarz generalny,
prof. dr Zbigniew Wesolowski — skarbnik, prof. dr hab. Jerzy Antoniak (Gliwice) — zast. sekr., general-
nego, prof. dr Gustaw Rakowski — zast. skarbnika, prof. dr Bugeniusz Bielewicz (Gdansk) — czlonek
Z6, prof. dr hab. Stanistaw Dmitruk (Wroclaw) — czlonek ZG, prof. dr hab. Janusz Murzewski (Krakow) —
cztonek ZG, prof. dr Jerzy Kolakowski (Cz¢stochowa) — zast. czt. ZG, doc. dr hab. Marek Kwiecifiski —
zast, czb. ZG, doc. dr Henryk Mikotajczak (Poznan) — zast. czt. ZG.

Gléwna Komisja Rewizyina

Prof. dr Stanistaw Kocarida — przewoduiczacy, doc. dr Zbigniew Bychawski (Krakéw), doc. dr Karol
Grudzinski (Szczecin), doc. dr Roman Janiczek (Czgstochowa), prof. dr Jerzy Sutocki (L6dZ), doc. dr Jacek

Stupnicki — czlonkowie.
Oddziat w Bydgoszczy
Doc. dr Lech M. Kamiriski — przewodniczacy, dr Bronislaw Siotkowski — sekretarz, mgr inz, Jerzy
Cabanski — skarbnik, doc. dr Krzysztof Wernerowski i dr Tadeusz Kabat — czlonkowie zarzadu.
Oddziat w Czestochowie

Prof. dr Jerzy Kotakowski — przewodniczacy, prof. dr hab. Roman Janiczek — zast. przewodnicza-
cego, doc. dr hab. Janusz Elsner — sekretarz, doc. dr Adolf Sluzalec — skarbnik, doc. dr Waldemar
Bachmacz i dr Ryszard Parkitny — czionkowie zarzadu.

Oddziat w Gdarisku

Prof. dr hab. Piotr Wilde — przewodniczgcy, dr hab. Zbigniew Cywinski — sekretarz, doc. dr Jan

Kruszewski — skarbnik, dr Zbigniew Powierza — czlonek zarzadu, doc, dr Wojciech Pietraszkiewicz —
zast. czl. zarzadu,
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Oddzial w Gliwicach

Doc. dr J6zef Wojnarowski — przewodniczacy, doc. dr hab. Szczepan Borkowski i doc. dr hab. Sta-
nistaw Gdula — zast. przewodniczacego, doc. dr Walery Szuécik — sekretarz, dr hab. Andrzej Tylikowski—
skarbnik, dr Ernest Czogata — czlonck zarzadu, dr Remigiusz Cwik, dr Jan Orlacz i dr Fugeniusz Swi-
tonski — zast. czl. zarzadu.

Oddzial w Krakowie

Doc. dr Zenon Waszczyszyn — przewodniczacy, doc. dr Stanistaw Kasprzyk — zast. przewodnicza-
cego, doc. dr Bogdan Olszowski — sekretarz, doc. dr Wiestaw Krzy$ — skarbnik, prof. dr Gwidon Szefer,
doc. dr Zbigniew Kordecki i prof. dr Zbigniew Engel — czl. zarzadu, doc. dr Antoni Czubak — zast. czl.
zarzadu.

Oddzial w Fodzi
Prof. dr hab. Marian Suchar — przewodniczacy, doc. dr Wiadystaw Walczak — zast. przewodniczacego,
doc. dr Janusz Zidtkowski — sekretarz, dr Waldemar Xobza — skarbnik.
Oddzial w Poxnaniu

Doc. dr hab. Jarostaw Stefaniak — przcwodniczacy, doc. dr hab. Henryk Mikolajczak — zast. prze-
wodniczacego, dr Zbigniew Magiera-Ullrich — sekretarz, dr Ryszard Dzigcielak — skarbnik, doc. dr hab.
Stanistaw Stanistawski — czl, zarzadu, doc. dr hab. Kazimierz Jasiewicz —- zast. czi. zarzadu.

Qddzial w Rzeszowie
Doc. dr Henryk Kopecki — przewodniczacy, mgr inz. Marian Kopkowicz — sekretarz, dr Andrzej
Swider — skarbnik.
Oddzial w Szczecinie

Doc. dr Czestaw Mickiewicz — przewodniczacy, mgr inZz. Mieczystaw Kosecki — zast. przewodnicza-
cego, dr Bozena Teczynska — sekretarz, dr Halina Karpitiska — skarbnik, doc. dr Leon Wasko — czt.
zarzadu.

Oddziat w Warszawie

Prof. dr hab. Marek Dietrich — przewodniczacy, prof. dr Jerzy Rutkowski — zast. przewodnicza-
cego, doc. dr Andrzej Jaworski — sekretarz, doc. dr hab. Przemyslaw Jastrzegbski — skarbnik, ptk. dr hab.
Stanistaw Dubiel — zast. sekretavza, doc. dvr Edward Radwanski — zast. skarbnika, doc. dr Jacek Maczyniski
— zast. czlonka zarzadu.

Oddzial we Wroclawiu

Doc. dr Jeremi Siecquwski — przewodniczacy, doc. dr Barbara Gabryszewska — zast. przewodni-
czacego, dr Ryszard Tzbicki —- sekretarz, doc. dr Jacek Wojciechowski — skarbnik, dr Henryk Boroch —
czl. zarzadu, dr Jerzy Bauer i dr Jacek Strozecki — zast. czl. zarzadu,

WYKAZ ODDZIAELOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

1. Bydgoszcz ~— 85-225 Bydgoszcz, ul. Jana Olszewskiego 20, Wyzsza Szkota InZzynierska — Zespol
Mechaniki Technicznej, tel. 394-28 wew. 73.

2. Czgstochowa — 42-200 Czgstochowa, ul. Zawadzkiego 60, Politechnika Czgstochowska, Wydziat Bu-
dowy Maszyn, Zaklad Maszyn i Przer6bki Plastycznej.
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3. Gdansk — 80-952 Gdansk-Wrzeszcz, ul. Majakowskiego 11/12, Politechnika Gdanska,
pokéj nr 166.

4. Gliwice — 44-100 Gliwice, ul. Powstanicéw 12, Politechnika Slaska, Instytut Mechaniki i Pod-
staw Konstrukcji Maszyn, pokéj nr 24, tel. 91-10-01 do 03.

5. Krakow — 31-155 Krakéw, ul. Warszawska 24, Politechnika Krakowska, Osrodek ETO (doc. dr
Z. Waszczyszyn).

6. £.6d% —90-924 £.6dz, ul. Zeromskiego 116, Politechnika ¥.6dzka, Instytut Maszyn i Urzadzen
Wibkienniczych (doc. dr Janusz Zidtkowski).

7. Poznan — 61-138 Poznar, ul. Piotrowo 3, Politechnika Poznanska, Instytut Mechaniki Technicz-
nej, pokdj nr 509,

8. Rzeszdw — 35-041 Rzeszéw, ul. Pstrowskiego, Wyzsza Szkola Inzynierska, Zesp6t Mechaniki
Budowli, Wydzial Budownictwa Ladowego i Komunalnego.

9. Szczecin — 70-311 Szczecin, Al. Piastéw 50, Politechnika Szczecinisk 1 rdoc. dr Czestaw Mickiewicz).
10. Warszawa — 00-901 Warszawa, Patac Kultury i Nauki, pok. 1724.

11. Wroclaw — 50-370 Wroclaw, Wybrzeze Wyspianskiego 27, Politechnika Wroctawska.

KOMUNIKAT
XIV MIEDZYNARODWY KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

_ XIV Kongres IUTAM bedzie obradowal od poniedziatku 30 sierpnia do soboty 4 wrze$nia 1976 r.
na terenie Wydzialu Mechanicznego Politechniki w Delft, Holandia.

Na Kongresie przewiduje sie wygtoszenie 5 referatow generalnych, 10—15 referatéw sekcyjnych przy-
gotowanych na zaproszenie organizatoréw, 10—15 referatéw sekcyjnych wylonionych z prac nadestanych
ovaz okolo 200 pélgodzinnych (lacznie z dyskusja) referatow szczegélowych. Na dodatkowe dyskusje
zagadnien poruszonych w referatach sekcyjnych przeznacza sie specjalne sesje.

Selekcja prac zglaszanych na kongres bedzie zajmowaé si¢ Migdzynarodowy Komitet Programowy
we wspblpracy z komitetami narodowymi IUTAM. Obszerne streszczenia referatow w jezyku angielskim,
(okoto 500 stéw) w ilosci 5 egzemplarzy oraz 1 egzemplarz skroconego streszczenia (100—150 stéw) nalezy
nadsyla¢ do 1 marca 1976 r. pod adresem:

TUTAM 1976 cfo K.Lv.1.
23 Prinsessegracht

The Hague

The Netherlands

Liczac na duzg ilo$é prac autoréw polskich zgtoszonych na Kongres, uprzejmie prosimy o jednoczesne
nadsylanie 1 egzemplarza streszczenia referatu pod adresem prof. dr Stefana ZaHORSKIEGO, sekretarza
Polskiej Grupy IUTAM przy Komitecie Mechaniki i Fizyki Oérodkéw Ciaglych:

Prof. dr S. Zahorski
IPPT PAN

ul. Swigtokrzyska 21
00-049 Warszawa






W nastepnym zeszycie ukaig si¢ prace:

J. Stupnick!, Rola i metody do$wiadczalnej analizy naprezen w rozwiazywaniu wspéiczesnych
probleméw mechaniki ciala stalego
Poib 1 BKCIEPHMEHTAJIbHbIE METOABI AHANM32 HANPAIKEHU B PCUIEHHH COBPEMEHHBIX 32-
a4y MEXaHWKH TBEPAOro Tena
Role and experimental methods of stress analysis in solutions of contemporary solid mecha-
nics problems

J. GIerLINSKI, Przyblizone obliczane plaskich yrgtowych przekryé strukturalnch
HpaGmnxenHplif pacyer MIIOCKHX CTEPIKHEBBIX CTPYKTYPHLIX MEpEeKpPbLITHIE
Approximate calculations of a rod structural plate

R. Krzywiec, O modelowaniu watu wielopodporowego z wieloma tarczami za pomoca wielkiego
systemu bioscylatoréw. Cz. II. Bioscylatory wielowskaznikowe. Modelowanie watu.
O MOAETNPOBAHMA MHOrONOAUIANKAKOBOrO Baja CO MHOIMMHM JMCKAMM C IIOMOIIBIO 60mp-
1ro¥f cucTeMbl GHoCIMAnATOpoB. Yacts I1. BROCHUILUIATOPLE Co MHOruMH uEackcamMn, Mope-
JIMpOBaHKE BaJa
On modelling the multi-span shafts with several discs by means of a great system of bi-oscilla-
tors. Part II. Multi-indicial bi-oscillators. Modelling of a shaft

J. SkrapziEN, Analiza konwekcyjnego rekuperatora petlicowego z krzyzowym przeptywem czyn-
nikow
AHanms KOHBEKUMOHHOrO IETNEROr0 PEKYIEPATOpa C NepekpecTHbIMM NOTOKAaMH TeIUIOHO-
cHTeneH
Analysis of the convective cross-flow loop recuperator

B. Rocowski, Funkcje przemieszczen dla o$rodka poprzecznie izotropowego
DYyHKUMH NepeMelenyil U1 YIpyrodl TpaHCBEPCAILHO-H30TPONHON Cpelybl
Displacement functions for transversally isotropic media

J. Gora$, Z. Kasperskl, Numeryczne rozwiazanie problemu drgaii wlasnych na przykiadzie piyt
UuciresHoOe pelleHne safaym o COBCTBEHHBIX KoJebanuax Ha rpuMepe IUIMT
Numerical solution to the problem of free vibrations using plates as the example

T. Kuzmicewicz, Dynamika liny odwijajgcej si¢ z ruchomego obiektu latajacego
JuHamHKa Tpoca pajMaThIBAIOIIErOCH M3 IOIBIMKHOrO O0BbexTa
Dynamics of a cable winding off from a moving flying object

A. PENIAZEK, W. PIENIAZEX, Stateczno$é techniczna drgaf bocznych pojedynczego zestawu ko-
towego poruszajacego sie wzdluz toru z nieliniowa spr¢zystoscia poprzeczng
Texmnyeckasa ycToAYnBOCTh BOKOBBIX KOIeDannii eqHHHYHOTO MOABHYKHOTO COCTABA, JBH-
JKYIIErocA M0 pebcaM ¢ HeJIMHEHHOM IonepeyHol ypyrocrsio
Technical stability of lateral vibrations of a single wheel set moving along the rail with non-
linear lateral elasticity
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Cena zl 30.—

WARUNKI PRENUMERATY
Cena prenumeraty krajowej
rocznie z} 120,—

pélrocznie zt 60.—

Instytucje panstwowe, spoleczne, zaklady pracy, szkoly itp. mogg zamawiaé prenumerate wy-
lacznie w miejscowyeh Oddzialach i Delegaturach RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”

Prenumeratorzy indywidualni moga oplacaé¢ w urzgdach pocztowych i u listonoszy lub doko-
nywa¢ wplat na konto PKO Nr 1-6-_100020 RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Centrala Kolportazu
Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa (w terminie do 10 dnia miesigca po-
przedzajacego okres prenumeraty).

Prenumeralg ze zleceniem wysytki za granicg, ktéra jest o 409, drozsza od prenumeraty krajowe;j,
przyjmuje RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch”, Biuro Kolportazu Wydawnictw Zagranicznych, ul. Wro-
nia 23, 00-840 Warszawa, konto PKO Nr 1-6-100024.

Biezgce i archiwalne numery mozna naby¢ lub zaméwié we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter), 00-901 Warszawa oraz
w ksiggarniach naukowych ,,Domu Ksiazki’,

Sprzedaz egzemplarzy zdezaktualizowanych, na uprzednie pisemne zamowienie, prowadzi
RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958
Warszawa, skr. poczt. 12.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and addres
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona-Ruch —
00-068 Warszawa, 7 Krakowskie PrzedmieScie, P.O, Box 1001, POLAND,

Please send payments to the account of Ars Poloa-Ruch in Bank Handlowy S.A. Warszawa,
7 Traugutt Street, POLAND.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretyczne- i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajge od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzearich moina nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 12, z. 4, s. 415 — 602, Warszawa 1974, Indeks 3671 3
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