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STRUKTURA 1 WEASNOSCI MECHANICZNE TKANEK ORGANICZNYCH
(WPROWADZENIE)

KAZIMIERZ PIEKARSKI (WATERLOO, CANADA)*
Od Tlumacza**

Artykut niniejszy stanowi druga cze§¢ opracowania pt. Wiasnosei biomaterialéw i tha-
nek organicznych — wprowddzenie w problematyke zgodnoSci biomaterialéw i tkanek przy-
gotowanego przez Autora w zwigzku z cyklem wykladéw w Instytucie Podstawowych
Probleméw Techniki PAN w pierwszym poélroczu 1973 r.

Publikowana cze§é zawiera podstawowe wiadomoéei dotyczace mikrostruktury tkanek
i ich wlasno$ci mechanicznych, w powiazaniu z zadaniem, jakie dany typ tkanki petni w or-
ganizmie. Omawia si¢ oddzielnie cechy tkanek twardych (gidwnie kosci) oraz tkanek
miekkich (gtéwnie na przyktadzie kolagenu). '

Artykul zamyka zwiezly zarys mechanizmu reakcji Zywych tkanek na czynniki obce
wprowadzane do organizmu w celu rekonstrukeji tkanki uszkodzone;j.

Wprowadzenie powyzszej tematyki na tamy MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STO-
SOWANE]J wiaze sie z konieczno$cia rozwoju biomechaniki, jako istotnie waznej i potrzeb-
nej galezi mechaniki stosowanej. W tym celu konieczne jest poznanie uktadéw tkanek od
strony ich funkcji mechanicznych w organizmie. Szczegdlnie za§ istotnym problemem jest
wspbldzialanie zywej tkanki ze sztucznymi ukfadami mechanicznymi wprowadzonymi do_
organizmu jako protezy, wktadki, sztuczne naczynia krwionoéne etc.

1. Wiasnos$ci fizyczne tkanek twardych

Uklad kostny stanowi rusztowanie (szkiefet) calego ustroju, tworzac oparcie dla niego,
okreS§lajac jego wielko§é 1 ksztalt. Poszczegdlne kosci jako elementy tej struktury przenosza
rézne obciazenia; pracuja gléwnie na $ciskanie, skrecanie i zginanie. Dzigki wzglednie
malej odksztalcalnoéci, chronia wiele organéw, podatnych na zranienia przed uszkodze-
niem. Projektujac uktad mechaniczny chcemy, by .byl on maksymalnie efektywny przy
minimalnym cigzarze wlasnym, zuzyciu materiatéw etc. Uklad kostny spetnia tak ogdlnie
sformutowane kryterium. Dopiero niedawno stwierdzono, ze substancje porowate o porach
wypelnionych ciecza naleza do ciat, ktére pochtaniaja maksymalne ilo§ci energii. Kodci
czaszki chronig mézgowie przed uderzeniami i wstrzasami na tej wlagnie zasadzie. Ciecze
zawarte w koSciach petnig, oczywiscie, jeszcze inne funkcje: jak od dawna wiadomo prze-
nosza one §rodki odzywcze do elementéw komérkowych «zamurowanych» w kosci 1 usu-
waja z nich produkty zbedne. Migénie, $ciegna, wiazadla przytwierdzone do koéci prze-

* Biomedical Engineering Research Group, University of Waterloo.
** Thum. A. Dragon



214 K. PIEKARSKI

nosza napreZenia rozciagajace, przekazujac jako oddzialywania obciaZenia §ciskajace na
kosé.

Ko0é¢ sklada sig z do$é &cistej, twardej masy, zwanej istota zbita (substantia compacta)
i z czgéci zwanej istota gabczasta (substantia spongiosa). Na powierzchni koéci znajdujemy
pa ogdl substancje zbita, wewnatrz wigkszosci koéci — substancje gabczasta. Trzon koci
dtugiej jest zbudowany wylacznie z masy zbitej, oba jej konce sa podszyte tylko cienka
warstwa istoty zbitej, natomiast wnetrze tworzy istota gabczasta.

Rys. 1.1. Rozklad materialu zwartego w ko$ci udowej

Istota gabczasta, stuzaca gldwnie do pochlaniania energii, przenosi takZe naprezenia
§ciskajace. Wytrzymato$é na $ciskanie substancji gabczastej jest nizsza od wytrzymatosci
czefci zwartej (substantia compacta), dlatego ko$¢ gabczasta musi byé grubsza. XKorice
koéci dlugiej, ktdrych istotnym zadaniem jest absorpcja energii, przekazuja réwniez napre-
zenia §ciskajace na trzon koéci: ze wzgledu jednak na pierwsza funkcje, zbudowane sa
Z masy gabczastej.

Faktem istotnym z punktu widzenia mechaniki koéci jest rozktad materiatu na dlugo$ci
koéci. Kosci dlugie sa ciefisze w $rodku, zachowujac te sama wytrzymalo§¢ co w pozosta-
tych przekrojach. Wynika to ze wspomnianej wyzej wiasnoéci, Ze trzon koéci dlugiej two-
rzy masa zbita. W ogdlnoéci rozklad materialu nosnego w koSciach dlugich, na przyklad,
w koéci udowej jest taki, Ze napreZenia Sciskajace sa jednakowe w kaidym przekroju
(rys. 1.1). Przy tym, dzigki niniejszej wysokoéci przekroju w §rodkowej czesci koéci mniej-
sze sy tam odksztalcenia przy zginaniu, ro$nie wiec zdolno$¢ koéci do przenoszenia mo-
mentu zginajacego przy redukcji zagrozenia kruchego zniszczenia.

' Z wiekiem zawarto$¢ materiatu zbitego (substantia compacta) obniza sie. Scianki kosci
dhugich robig sig ciefisze, maleje n0§noéé kosci. Proces ten jest kompensowany przez wzrost
zewnetrznej §rednicy kosei, co zwigksza ich sztywno$é¢ jako pretowych elementéw kon-
strukcyjnych. Powoduje to jednak wzrost odksztalced zewnetrznych widkien pretow
przy zginaniu, a poniewaz ko$é jest materialem czulym na wielko§é odksztalcen, starzeniu
sie kodci towarzyszy spadek odpornosci na zniszczenie kruche.

Interesujace jest zbadanie ksztattu przekroju poprzecznego kosci. W zastosowaniach
inzynierskich czgsto stosuje si¢ przekroje zloione, réwniez typu skrzynkowego, puste
w §rodku. Ksztalt takich przekrojéw zalezy od tego, jakim obcigzeniom bedzie poddény
element konstrukcyjny. Na przyktad, przekrdj cylindryczny jest najbardziej odpowiedni
przy skrecaniu pretéw; przy zginaniu optymalny jest przekrdj kwadratowy (pusty w §rod-
ku!) — przy wektorach naprezen od zginania réwnolegtych do $cianek. Ksztalt trzonu
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korowej. Mikroskop optyczny X 400

Rys. 1.2b. Trzon koéci korowej rozszcze-
piony podtuznie. Mikroskop elektronowy
(skanningowy) X 4000
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kosci udowej jest tréjkatny, z zaokraglonymi wierzchotkami, przy czym jeden wierzchotek
jest skierowany do tyhu. Jest to ksztalt przekroju bedacy z punktu widzenia wytrzymatosci
optymalnym kompromisem miedzy wspomnianymi wyzej przekrojami, ze wzglgdu na
konieczno$é przenoszenia naprezen od skrecania i od zginania.

Mikrostruktura kosci dlugich. Rysunki 1.2a i 1.2b obrazuja mikrostruktur¢ trzonu kosci
dhugiej.

Na rys. 1.2a pokazano przekrdj poprzeczuy koSci, wypolerowany tak, jak poleruje
sie metale, w celu zbadania ich struktury; zdjecie przedstawia obraz widziany przez mikro-
skop optyczny — kontrastowy, powickszajacy 400 razy.

Widaé wyraznie, ze nawet istota zbita trzonu koéci nie posiada rzeczywiscie zwartej,
jednorodnej struktury. Brzeg zewnetrzny zwany okostng nie zawiera naczyi krwiono§nych
w kanatach Haversa, jak to ma miejsce wewnatrz masy zwartej, a wobec tego jego wtasnosci
sq takze inne.

Masa zwarta (zbita) zbudowana jest z blaszek kostnych majacych rézny ksztalt i uktad.
Blaszki kostne tworzace zewnetrzna (okostna) i wewnegtrzng warstwe koSci zbitej, tzw.
blaszki podstawowe zewnetrzne i wewnetrzne maja przebieg ciagly.

Blaszki potozone miedzy blaszkami podstawowymi maja ksztatt walcéw uloZonych
koncentrycznie wokét wspomnianych juz kanatéw Haversa, w ktérych przebiegaja naczynia
krwionoéne i limfatyczne. Kanal Haversa z koncentrycznie ulozonymi— blaszkami ko-
stnymi (od kilku do kilkudziesigciu warstw) tworzy ukiad Haversa, zwany tez osteonem.
Rys. 1.2a pokazuje konce osteondw, ktére wyrastaja jakby ponad pozostaly material
kostny lezacy miedzy osteonami. Sa to tzw. blaszki migdzyukladowe o ksztalcie i utozeniu
bardzo réznorodnym.

Odpornod¢ osteondw na $cieranie jest wigksza niz odpornoéé materiatu znajdujacego sie
miedzy ukladami Haversa; material osteonéw cechuje tez wyzsza wytrzymato$é.

Wykazano, Ze propagujace sie pekniecia i szczeliny omijaja osteony, a jesli kierunek
napfezen rozciagajacych jest réwnolegty do osi osteonéw (o dluga osteonu przebiega
rownolegle do osi dlugiej kosci) to sa one wyciagane z otaczajacych je blaszek miedzy-
ukladowych.

W calej masie kostnej rozmieszczone sa komérki kostne, mieszczgce sie w niewielkich
punktach o ksztalcie elipsoidalnym. Kanaty Haversa polaczone sg siecia cienkich kanali-
kéw (o érednicy okolo 1 p) z tymi jamkami, w celu umozliwienia krazenia substancji od-
zywczych, -

Fazy materialowe w kosci. Masa zwarta (zbita) nie jest materialem jednorodnym; nie-
zaleznie od szeregu nieciaglodci, sam szkielet materiatowy zbudowany jest z substancji
0 bardzo zréznicowanych wlasnodciach. Skladniki wywierajace wplyw na cechy me-
chaniczne koéci mozna podzielié¢ na nastepujace grupy:

1. Faza mineraléw krystalicznych — hydroxyapatyt.

2. Faza mineraléw bezpostaciowych — materiat zlozony, zblizony do hydroxyapa-
tytu,

3. Faza krystaliczna materiatéw organicznych — kolagen.
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4. Faza bezpostaciowych materialéw organicznych — czasteczki biatka w formie Zeli
i zoli. '

5. Faza ciekla.

Wplyw tych faz na sumaryczne wlasciwosci kosei zalezy od iloéci danej fazy, jej whasno-
§ci oraz rozkladu w masie kostnej. Przy niewielkich predkoSciach deformacji wptyw zoli
i cieczy moze byé pominigty, wolno zatozy¢, ze moga one swobodnie wyplynaé z poréw,
z czeei, na ktéra wywierane sg naciski.

Zalozenie powyzsze usprawiedliwia zastapienie cieczy i roztwordw na lifcie skladnikow
strukturalnych przez pory. Dalszym uproszczeniem moze by¢ przyjecie jako jednej — kry-
stalicznej i bezpostaciowej fazy mineralnej, przynajmniej na etapie oznaczania modutu
sprezysto§ci materiatu zozonego, o ktdrym zakladamy, Ze nie zalezy od struktury wewne-
trznej materiatu. Przyjmuje si¢ wigc, Zze modut ten ma te sama warto§é dla danego materia-
tu niezaleznie od stopnia krystalizacji.

7 kolei zawarto§é bezpostaciowych materiatéw organicznych jest bardzo mata; mozna
przyjaé, ze w tej grupie (materialy organiczne) wptyw dominujacy ma kolagen.

W ten sposob zredukowano listg sktadnikéw koSci do trzech:

1. Faza mineralna.

2. Faza materiatéw organicznych.

3. Pory (wypetnione ciecza). ,

Ubproszczenie to pozwala traktowacé ko§¢ jako materiat ztozony, blizszy niektérym ma-
teriatom znanym i stosowanym przez inzynieréw. Wilasnoéci takiego materiatu ztozonego
(koSci) zaleza zarowno od iloSci sktadnikéw, jak i od ich indywidualnych wlasnoSci.

" Faza mineralna. Powiedziano wyZej, z¢ skiadnikiem mincralnym ko$ci jest apatyt,
§ciSlej hydroxyapatyt Ca,o(PO4)s(OH),. Ma on strukture heksagonalng; wymiary komorki
elementarnej sa nastgpujace: ¢ = b = 9,47 A, ¢ = 6,88 A. Najnowsze badania [2, 3] wy-
kazaly, ze krysztaly stanowiq prety o §rednicy od 20 do 70 A i dtugoci od 50 do 1000 A.

Fakt, ze ko$¢ stanowi jedng catoéé, a nawet wykazuje bardzo dobra wytrzymatos¢ po
usunieciu czedci organicznych [4, 5], dowodzi, Ze faza mineralna zachowuje ciaglodé
w materiale (spdjnosé). Przyimuje sie, ze krysztaly mineralne potaczone sa na koncach
tworzac sie¢ diugich, bardzo cienkich, silnie zlaczonych ze soba widkien.

Utworzone zarodki krysztatéw maja orientacje taka, ze ich osie ¢ sa réwnolegle do
osi podtuznych widkien kolagenu; taki sam jest preferowany kierunek wzrostu. Nadaje
to w sumie wladnic pretowy charakter struktury fazy nieorganicznej. Przy zaawansowa-
nym wzroécie bardzo trudno rozrézni¢ poszczegolne krysztaty, poniewaz taczac sig ze soba
zaciemniaja one pierwotna geometrig struktury. Wiasnosci mechaniczne hydroxyapatytu
sa mato znane; konieczne jest zatem przyjecie szeregu zatozen wstepnych i uproszczefi.
BHIMASENACHER [6] podal modut sprezystoéci apatytu E = 14,2+ 10° kG/cm?, CURREY [7]
oszacowal warto§¢ E = 22,2+ 10 kG/cm?, Sweengy [5] i MAck [4] badali wiasnoSci
koéci, pozbawionych czeéci organicznych. Charakterystyczne wyniki tych eksperymen-
téw pokazano w tablicy 1.1.

Wartoéci w tablicy 1.1 dotycza materiatu porowatego. Mozna na tej podstawie okresli¢
parametry samego szkieletu mineralnego, przyjmujac porowato$é rzedu ok. 60, i zakla-
dajac, ze zachodza tu relacje podobne jak dla porowatych materialéw ceramicznych,
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RyskewrtcH [8] przyjmuje, ze wytrzymalo§¢ maleje ze wzrostem porowatosci wedlug
WZOoru

(L. a = ggexp(—nV),

gdzie n przyjmuje wartosci od 4 do 7, a ¥ jest objetoSciowym wspdiczynnikiem porowa-
toéci. CoBLE i KINGERY [13] badali zmiane modulu sprezystosci w zaleznoSci od porowa-
todci. Podaja oni nastepujaca zalezno$é

(1.2) E = Eo(1 +1,9V+0,972).

Pory. Pory Zzywej koSci wypelnione sg substancjami organicznymi: stanowia uklad
odzywcezy komdrek kostnych (osteocytéw) jako kanaty Haversa potaczone z jamkami sie-
cia kanalikow. Wedlug FrRosTA [9] zajmuja one 13,3% objetosei ciata ludzkiego. Jednak
objetodé cieczy, ktéra mozna usunaé z kosci wskazuje na porowato§¢ wyzszg — rzedu
18%. Trzeba sobie przy tym zdaé sprawe, ze nie da si¢ usunaé catkowicie cieczy z poréw
kostnych. W plynach kostnych znajduja sic bowiem jony substancji mineralnych i orga-
nicznych oraz duze ilosci réznych czasteczek biatka, ktore nie musza zostaé wyparte w ca-
Yodci z cieczg, w ktorej sie znajdujg. Tak wigc porowato$é rzeczywista jest wyzsza od 189,
ale dokfadna liczba nie zostala jeszcze ustalona.

Na podstawie powyzszych oszacowan mozna w przyblizeniu podaé parametry me-
chaniczne hydroxyapatytu (przy rozcigganiu) ¢, = 1380 kG/cm?; E = 5,2x 10% kG/cm?3,
Dokladne parametry wytrzymato$ciowe hydroxyapatytn powinny zostaé wyznaczone,
je€li nie chcemy operowaé zbyt grubymii przyblizeniami. Dla naszych celdw przyjmiemy
orientacyjna warto§¢ modutu sprezystosci E = 9 x 10° kG/em?.

Faza organiczna. Kolagen w 99% tworzy fazg organiczna kosci. Jest on produktem
polimeryzacji aminokwasow, gtéwnie hydroxylizyny i hydroxyproliny.

Pojedyncza czasteczka polipeptydu ma ksztalt spirali lewoskretnej, lancuch czastecz-
kowy z kolei tworzy prawoskrgtng superspirale. Trzy spirale wyZszego rzedu two-
rza eclementarna jednostke strukturalng — widkienko kolagenu. Widkienka kolagenu®
rosng tworzac stata strukture przypominajaca strukture fazy mineralne;j.

Tablica 1.1. Wytrzymalo$¢ i modul sprezystoSei kosei z usunigtym
materialem organicznym

Autor badan Rozcigganie Sciskanie
” [ kG 7. £ kG kG 1. £ kG
" [ em? ]’ I:cm2 ] %e [cm2 ]’ cm? ]
Sweeney [5} 88 477 9,8 x 10%
Mack [4] 76 2,2% 105 610 8,7 x 10*

Wilasnos§ci mechaniczne (statyczne) kolagenu oszacowano na podstawie eksperymen-
téw prowadzonych na $ciegnach. Nizej podaje sie trzy parametry:

B Wtasnoéci kolagenu sa oméwione bardziej szczegotowo w dalszej czeci pracy dotyczacej tkanki
migkkiej (przyp. ttum.)
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Wytrzymato§¢ graniczna na rozcigganie 570 - 760 kG /em?,

Catkowite wydtuzenie (maksymalne) 20 - 309,

Modut sprezystoSci (mierzony w najbardziej stromej czesci krzywej) 18000 kG/em?.
Material wykazuje wilasnosci reologiczne. W doswiadczeniach, w ktérych wymuszano
state odksztalcenie obserwowano asymptotyczng relaksacj¢ obcigzenia do pewnej wartoéci
posredniej miedzy zerem a warto$cig poczatkows.

Proba obcigzenia i odcigzenia wykazuje, ze odksztalcenia sa odwracalne catkowicie,
jedynie przy bardzo matych naprezeniach. Juz przy obciaZeniach wigkszych niz 1% granicz-
nej wytrzymalosei §ciegna wystigpuja odksztalcenia trwale. Odksztalcenia odwracalne re-
alizujg si¢ z op6Znieniem.

Wiasnoéei kosci jako materialu zlozonego. Do wyrazenia modulu sprezystosct kosci przez
modutly skladnikéw najbardziej odpowiedni wydaje si¢ by¢ model HirscHA [10]

‘ 1 ] Ve Vo
— = e —— 0 —— -— |,
(1.3) =YV v,E T (E + Eo)

Przyjmujac dla uproszczenia, ze objetoSciowe zawartosci faz mineralnej i organicznej sg
réwne, otrzymamy, ze warto$§¢ modutu koéci jest £ = 2,17+ 10° kG/cm?.

Wartoé¢ ta jest poprawna, potwierdzona przez do$wiadczenia przeprowadzone w warun-
kach matych predkosci odksztatcenia.

Inne podejécie do kodci jako materiatu ztoZzonego zaklada, ze ko$¢ jest materiatlem dwu-
fazowym z fazy staly i ciekla. Przyjmuje si¢ jednocze$nie, ze material organiczny znajduja-
cy si¢ w kodci wraz z pltynami reprezentujc faze ciekla. Rzeczywiscie, znaczna odksztal-
calnoéé fazy organicznej powoduje, ze jej udzial w nos$nosci materiatu zlozonego (kosci)
nie jest duzy, chyba Ze szkielet mineralny kosci stwarza ograniczenia wielkosci przemie-
szczeft materiatu organicznego. Takic zachowanic jest blizsze mechanice zoli, Zeli i cie-
czy niz ciatom statym. '

Przy duzych predkosciach deformacji faza organiczna (podobnie jak ciecz w materiale
dwufazowym) przejmuje cinienie hydrostatyczne, natomiast przy niewielkich predkosciach
deformacji nastepuje jej przeptyw z partii korowej do naczyn krwiono$nych (jest dosé
czasu, by to moglo nastypié); towarzyszy temu redystrybucja naprezen, ktdre przejmuje
prawie w caloéci szkielet mineralny. Faza organiczna zachowuje sie jak ciecz lepka.

Zakladajac, ze podejécie powyzsze jest stuszne (izn., Ze opis ten jest bliski rzeczywiste-
mu zachowaniu si¢ faz koéci pod obciaZzeniem), mozna oceni¢ wyniki badain MAcka do-
tyczace modutu sprezystoéei porowatego hydroxyapatytu jako prawidtowe (por. tabl. 1.1).
Sa one zblizone do wynikéw badari na koéciach przy niewielkich szybkoéciach deformacii.
Zgodno$¢ ta potwierdza zarysowany wyzej mechanizm dwufazowy.

Zaobserwowano [11, 12] wzrost modutu sprezystoéei ze wzrostem predkosei deformacii,
co tlumaczy si¢ efektem wzrostu ci§nienia hydrostatycznego w ptynach i materiale orga-
nicznym (w ogélnosci udziatem fazy «ciektej» w przenoszeniu obcigZen).

Aby iloSciowo opisaé wplyw szybkoéci deformacji na przyrost modutu sprezystoéci
nalezy uczynié¢ dalsze zalozenia. Nie sg bowiem znane warto$ci modulu sprezystoéci
objetosciowej ptynéw, zeli, roztworéw i czedci organicznych zawartych w ko$ci. Wzrost
ci$nienia hydrostatycznego w cieczy zawartej w porach ciata statego zalezy od wspétczyn-
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nika Poissona ciala stalego — w tym przypadku fazy mineralnej koéci; jego dokladna
warto§é réwniez nie jest znana.

Dla celéw do§é grubego oszacowania mozna np. przyjac, ze modul sprezystosci obje-
tofciowej wszystkich substancji, ktére zaliczamy do fazy cieklej jest réwny modutowi
wody, K = 27 000 kG/cm?, wspdlczynnik Poissona fazy mineralnej jest v = 0,4, a zawar-
todci objeto$ciowe fazy mineralnej i organicznej sa odpowiednio rowne 04, i 0,6. Mozna
wykazaé, ze przy tych zalozeniach no§no§¢ materiatu zloZonego, porowatego bedzie
o ok. 4% wyzsza w przypadku poréw wypelnionych cieczg (ptynami rzeczywistymi i ma-
terialem organicznym) w poréwnaniu z materialem o porach pustych. Wzrostowi no§noéci
towarzyszy wzrost modutu sprezystosci, co wykazano eksperymentalnie.

Waioski Studium mikrostruktury i wlasnosci ko$ci ma znaczenie dla zrozumienia
natury i zachowania si¢ zywych koci w organizmie. Ko$¢ nie jest materialem jednorod-
nym; czesto probki do badan pobrane z tego samego miejsca w ciele dajg znaczne roz-
rzuty danych dotyczacych cech mechanicznych. Dlatego parametry opisujace wytrzy-
malo$§é, odksztalcalno§é etc. materialdw konstrukc;yjnych wytworzonych przez czlowieka
sa daleko bardziej precyzyjne niz analogiczne dane dla koSci.

Niemniej badania dotyczace mechaniki koéci sa potrzebne, otwieraja one czesto pole
do dalszych hipotez i wnioskdéw, cennych dla glebszego zrozumienia struktury i funkeji
tkanki. Takie znaczenie maja na przyktad badania typéw deformacji koéci. Fakt, Zze tkan-
ka kostna jest materiatem czutym na wielko§¢ odksztalcen wskazuje na ciaglosé (spdjnosc)
rozkladu szkieletu mineralnego w koéci, cho¢ sugestie biologdw sa odmienne. Zachowanie
koSci w pewnym wzgledzie jest bardzo podobne do pracy belek wykonanych z polimeru,
zbrojonych widknami, w ktérych o zniszczeniu materiatu zlozonego decyduje najwieksze,
mozliwe odksztalcenie widkien. Z kolei wlasnoici lepkosprezyste dowodza istnienia me-
chanizmu tfumiacego, zwigzanego z ruchem pltynéw zawartych w kosci (cieczy, zeli 1 zoli).
Mechanizm tego rodzaju pozwala na doskonata absorpcje energii; mikrostruktura kosci
moze wigc stuzy¢ jako model dla technologéw projektujacych podobne uktady.

Problemem nie zwiazanym z mechanika jest mechanizm krazenia substancji odzywczych
w koSciach, w szezegdlnosci odzywianie komérek kostnych. Niemniej badanie deformacji
kosci i odpowiadajacego im ruchu ptynéw sugeruje istnienie $cistej zalezno$ci mechanizmu
ruchu i odzywiania.

Istnienie odksztatcenn opdZnionych przy obciaZzeniach cyklicznych wskazuje na przy-
kiad na fakt, Zze ptyny sa wypierane z czgsci korowej do naczyfi krwiono$nych. Odwrotne
zjawisko towarzyszy odciazeniu lepkosprezystemu: odksztalcenia odwracalne (lepko-
sprezyste) sg efektem wyciskania cieczy z powrotem do kosci korowej. Ciecz ta zawiera
$wieze substancje odzywcze, rozprowadzane nastepnie do komdrek kostnych.

2. Wiasno$ci fizyczne tkanki miekkiej

Najbardziej podstawowa cechg zywej tkanki jest trwajacy nieustannie proces odna-
wiania si¢ i adaptacji. Zadna sztuczna synteza nie jest w stanie odtworzyé catoéci tych
przemian w ich pelnej dynamice i Ztozonoéci.
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W biomechanice organizmu wazng role speinia tkanka taczna, do ktdrej zaliczamy
wielka grupe tkanek, roznigcych si¢ nieraz znacznie-budowa i czynnoSciami. Laczy je
jednak wspélne pochodzenie z tzw. tkanki zarodkowej (mezenchyma) i wspélne funkcje
odzywcze i mechaniczne. Tkanka taczna wytwarza substancje migdzykomdrkows, w ktdrej
obok masy bezpostaciowej znajduja si¢ elementy widkniste (w tym widkna kolagenowe)
spetniajace wazna role w mechanice ustroju. Tkanka szkieletowa (ko§¢ i chrzastka) jest
grupa tkanek nalezaca do tkanki acznej.

Tkanka taczna reaguje na obciazenia mechaniczne: orientacja widkien ksztattuje sig
jako reakcja tkanki na sity rozciagajace. Skdra staje si¢ szorstka i gruba na skutek powta-
rzanych wielokrotnie bodzcéw, m.in. mechanicznych. Dzigki systematycznym éwiczeniom
wzrasta wielko§¢ migéni (tkanka migéniowa stanowi odrebny rodzaj tkanki, obok tkanki
nablonkowej, tacznej i nerwowej).

Narzady zywego organizinu stanowig uktady o wysokim stopniu ztoZzonodci struktury
i funkcji. Takie zjawiska, jak na przyktad znaczne rozszerzenie macicy i $cian brzucha
towarzyszace rozwojowi cigzy obrazuja jak trudno przenosi¢ pewne dane dotyczace wlasnoé-
ci mechanicznych materialéw na tkanki funkcjonujgce w zywym ciele. Jednak potrzeby
zastepowania chorych lub zuzytych tkanek przez materialy syntetyczne wymagaja zba-
dania samych tkanek i orzeczenia, ktore materiaty syntetyczne maja whasciwoéci (np. wias-
ciwoéci mechaniczne) najbardziej zblizone do materiatu naturalnego. Niektdore whasnoéci

e e " e
Czasteczki wolnych '."f"e“°"‘ H-N-C—C—-0—H N-C-C-O-H
aminokwasow H N n——c;\m«-c—n H R
GLICYNA n,‘\“ PROLINA X

rancuch czasteczkowy — X-GLY-PRO-HYPRO-GLY-X-

Spirala z jednym taricuchem

czasteczkowym PaN . N Pt P o~
Powigkszenie 17500000 X LY W el WAV T

Spirala drugiego rzgdu nawinlgta '\
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Wiodkienko kolagenu
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Rys. 2.1. Schemat struktury kolagenu (za Grossem, 1961)
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tkanki miekkiej omowimy na przykiadzie kolagenu, ktdry jest jednym z jej podstawowych
skfadnikdw.

Budowa kolagenu. Jak juz wspomniano wyzej, kolagen jest produktem polimeryzacji
aminokwaséw, gtéwnie hydroxyproliny i hydroxylizyny (rys. 2.1). Pojedyncza czasteczka
polipeptydu posiada ksztalt lewoskretnej spirali, z kolei tancuch polimeru tworzy spirale
WYZSZego rzedu, prawoskretna. Trzy takie spirale skrgcone w jedng tworza podsta-
wowg jednostke strukturalna kolagenu, zwang prokolagenem [l]. Widkienko kolagenu
sktada sig z podtuznie uszeregowanych jednostek prokolagenu. Utozenie to cechuje okre-
sowo$¢ wynikajaca ze zmiennego rozlozenia tadunkéw elektronowych po dtugosci (dhu-
2056 okresu jest réwna 640 - 700 A), Wiasnosé tg mozna sprawdzié do$wiadczalnie przez
stracenie widkienek kolagenu w kwasic octowym lub przez analizg¢, przy pomocy promie-
ni X [2].

Pewna regularnoéé i symetria struktury kolagenu w petni usprawiedliwiaja stosowno$§é
terminologii zwykle uzywanej dla cial o budowie krystalicznej, do opisu np. whasnoci
czebei organicznych koSci (w wigkszoSci materiatem organicznym jest tu kolagen). Trzeba
stwierdzié, Zze rozktad widkienek w materiale nie jest jednak catkowicie symetryczny.
Najgrubsze widkna stanowiace pewnego rodzaju «kregostup» calej struktury, przebiegaja
w okre§lonym kierunku i sa odpowiedzialne za anizotropowe wlasno$ci materiatu. Ciefisze
i delikatniejsze widkna tworzg siatke, ktora przenika i taczy gtéwne galezie i posiada mniej
uporzadkowang strukturg kierunkowa. Nie ma specjalnych ograniczen na dtugo$§¢ widkien;
siatka wiokien jest ciagla tak, Ze po usunigciu z koSci fazy nieorganicznej (mmeralnej)
ko$§¢ zachowuje nadal swéj pierwotny ksztalt.

LirTLe [3] wykazal istnienie widkien kolagenu o przekroju zblizonym do rury; prowa-
dzit on obserwacje pojedynczych widkien pod mikroskopem elektronowym, stereosko-
powym. Zmienno§¢ gruboéci wiokien kolagenu przypisuje si¢ wlasciwo§ciom mukopoli-
sacharyddéw bezpostaciowych, ktére stanowia spoiwo dia wlokienek kolagenu.

Odksztalealnosé kolagenu. Wiadomo, ze wlasciwosci sprezyste cial krystalicznych spo-
wodowane sa dzialaniem sit miedzyatomowych bliskiego zasiegu. Mozna wykazaé, Ze
modut sprezystodei otrzymuje si¢ wychodzac z nastepujacej relacji:

@1 p= 2 40,
gdzie @(u) jest energig wiazania, u jest przemieszczeniem, za§ f — oznacza sile migdzyato-
mowa.

Powyzsze dowodzi, Ze czynnikiem podstawowym jest zmienno$é energii. Przy braku ob-
ciaZen zewngtrznych atomy w sieci krystalicznej zajmuja pozycje odpowiadajaca minimum
energii; przylozenie obciazenia powoduje przemieszczenie atoméw, co odpowiada pod-
wyZszonemu stanowi energetycznemu, odciazenie za$§ oznacza powrdt do stanu pierwot-
nego, tzn. stanu minimalnej energii, przez przemieszczenie do polozenia poczatkowego.

Dawniejsze teorie, ktére wyjadnialy sprezystoéé gumy w oparciu o whasciwoéci mole-
kularne zaktadaly, Ze ksztalt czasteczki jest podobny do ksztaltu sprezyny.

’
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Tymczasem charakter zwoju czasteczkowego dlugich czasteczek zalezy od ich mor-
fologii. Na przyktad skfad chemiczny kauczuku naturalnego i gutaperki jest identyczny;
czasteczki te réznig si¢ tylko pozycja zajmowana przez jeden atom wodoru. Ta niewielka
zmiana struktury ma podstawowe znaczenie: kauczuk naturalny jest miekki i podatny na
znaczne wydluzenia, a gutaperka jest materialem twardym i kruchym.

Czasteczka kauczuku naturalnego (podobnie jak czasteczka kolagenu) wykazuje asy-
metrie rozkladu atoméw (wiecej atomow z jednej strony) i dzigki temu tendencje do zwija-
nia sig w zwoje spiralne. Struktura spiralna wyja$nia jakosciowy charakter krzywej napre-
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Rys. 2.2. Zmiana energii i entropii w trakcic de- Rys. 2.3. Zmiana energii i entropii w trakcie de-
formacji (rozciggania) $ciggna zwierzgcego przy formacji (rozciagania) $cicgna zwierzgcego przy
pH = 7 i 35°C (Hall, 1952) pH = 1,75 i 35°C (Hall, 1952)

zenie-odksztalcenie caltej rodziny elastomeréw, ale trudno na tej podstawie sformutowac
kompletng i spéjng teorig. Z jednej strony obserwuje sig wzrost modulu sprezystosci
elastomeru ze wzrostem temperatury, z drugiej za§ strony wspolczynnik rozszerzalno$ci
termicznej jest dodatni do pewnej wartofci wydtuzenia, za$ po jej przekroczenin — wjemny.
Te rzeczywista sprzeczno$¢ interpretuje si¢ analizujgc zmiang entropii w procesie tj. zmiang
stopnia uporzadkowania struktury czasteczkowej. Kauczuk odréznia od innych, podobnych
materialéw, fakt, ze przy rozcigganiu wzrasta stopied uporzadkowania i symetria jego
czqsieczek. W innych materiatach obserwuje si¢ wzrost entropii (a wiec redukcje regular-
nosci i symetrii struktur czasteczkowych) zaréwno przy Sciskaniu, jak i przy rozcigganiu-
Zaréwno struktura molekularna widkienek kolagenu, jak i wlasnoSci termodynamiczne
sg zblizone do wlasnoéei gumy kauczuku. KARRER [4] wykazal podobiedstwo termodyna-
miczne badajac prace migSni. HALL [5] przeprowadzit seri¢ do§wiadczen i podal zmienno$§¢
energii i entropii towarzyszaca odksztalceniom §ciegien zwierzecych. Rezultaty uzyskane
przez HALLA podane s3a na rys, 2.2, Dane HaLLa dotyczace do§wiadczen przeprowadzo-
nych w temperaturze 35°C i w §rodowisku o wartodci czynnika pH = 7 nie potwierdzaja
podobienstwa kolagenu w $ciggnach do gumy. Natomiast te same eksperymenty powté-
rzone przy pH = 1,75, kiedy widkna kolagenu doznaly skrécenia o 2’5“/(J wykazaly, Ze roz-
ciaganiu §ciegien az do dlugoéci odpowiadajacej dlugoéci naturalnej przy pH =7 towa-
rzyszyl spadek entropii, a wiec zachowanie si¢ kolagenu byto podobne do gumy (rys. 4.3).
Obserwowano tez efekt pecznienia w roztworze kwasu octowego. Oznaczal on cofnigcie
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sie do stanu mniejszego uporzadkowania struktury czasteczkowej, Dalsze rozciaganie
przynosilo uporzadkowanie tej struktury (a wigc spadek entropii) az do osiggnigcia wspom-
nianej dingosci (odpowiadajacej pH = 7). Rozciaganie powyzej tej dtugosci dato efekt
jak w pierwszym do§wiadczeniu: wzrost energii i entropii.

Pecznienie czasteczek biatka pochodzacego ze §ciggien szczurdw i myszy obserwowali
réwniez LLoyD i GARROTT [6)].

Przy dziataniu kwasu nastepuje reakcja kolagenu z jonami wodorowymi, co powoduje
rozbicie niektdrych wiazan chemicznych. Rozbicie tych potaczef pozwala na uwolnienie
si¢ fancuchdéw kolagenu z wigzéw strukturalnych i wzrost entropii. Rozcigganie widkien
wyjetych z kwasu, zgrubiatych i wybrzuszonych na skutek powyzszych proceséw, z powro-
tem porzadkuje strukture, czemu towarzyszy spadek entropii.

Mechaniczne (statyczne) wiasnoéci kolagenn. Pomiary bezpofrednie wytrzymatosci kolagenu
sa trudne do zrealizowania z przyczyn technicznych (wldkna sa zbyt cienkie, aby mogla
je uchwyci¢ maszyna wytrzymatoSciowa). Badania wykonano na §ciggnach, ktérych
gléwnym skladnikiem jest kolagen. Rezultaty uzyskane przez réznych autoréw podaje
tablica 2.1.

Tablica 2.1. Nicktére dane dotyczace kolagenu w §ciegnach

Gestosc o Wytrzymatos¢ | Wydluzenie M_Odtmé .
cm?® o, (kG/mm? e(% Sprezystoscy
(gfem®) » (kG/mm?) %) 2 (e
Hall (1951) 1,08 — 25 151
Viidik (1966) — 4,5—6,0 — —
Piekarski
(1967) — 4,4 30 56

Charakterystyczne krzywe naprezenie-odksztalcenie dla §ciegna zwierzecego pokazano
na rys. 2.4. Jak widaé, zalezno§é migdzy naprezeniem a odksztalceniem jest nieliniowa
(wykres dotyczy rozciagania). Modut sprezystoéci podany w tablicy zostal wyznaczony

G A

Rys. 24. Krzywa naprezenie — odksztal-
cenie Sciegna

3

z czgfei krzywej, nafbardziej bliskiej zaleznodci liniowej (mniej wigcej dla odksztalcen
10 - 20%). Doéwiadczenia dla réznych predkosci deformacji nie przyniosty specjalnych
efektow, cho¢ materiat ma w istocie wlasnoéci reologiczne. Byé moze znaczny rozrzut
wynikéw do§wiadczen zatuszowal wptyw réznych predkoéci odksztatcenia. Wpltyw tem-
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peratury tez nie jest dokladnie znany, chociaz HaLL [7] podal, ze pod wplywem zmiany
temperatury od 20°C do 35°C (por. rys. 2.5) nastapita zmiana szybkoéci pelzania éciegna.
Inne wlasnofci: odksztalcenia opdznione przy odcigzaniu, relaksacja naprezen potwierdza-
ja lepkosprezyste wlasnosci Sciggien i podobiefistwo do polimeréw termoplastycznych.

Na rys. 2.6 pokazano typowe krzywe do$wiadczalne dla §ciggien. W $ciggnach wyste-
puja réwniez pewne odksztalcenia plastyczne. Ich mechanizm polega na wzajemnym
prze§lizgu lancuchow czasteczkowych wzgledem siebie, podobnie jak to ma miejsce w gu-
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Rys. 2.5. Wplyw zmiany temperatury na pelzanie Rys. 2.6. Krzywa relaksacji i odcigzenia $ciggna

kolagenu (Hall, 1950)

mach. Obserwuje si¢ tez rzeczywiste plynigcie plastyczne w czefci bezpostaciowej materiatu
organicznego (aminokwasy i mukopolisacharydy). Bezpostaciowy material organiczny
otacza i przenika widkna kolagenu. Doktadny mechanizm deformacji plastycznych nie
zostal jeszcze dobrze zbadany.

Pewne kontrowersje budza wlasnoséci elektryczne kolagenu. Niektorzy np. BASSETT [8],
BeckeRr [9] i FUKUDA [10] przypisuja mu efekty piezoelektryczne. ANDERSON i ERIKSSON [11]
szczegblowo badali kolagen pod tym katem stwierdzajac, ze jedynie kolagen suchy ma
whasnosci piezoelektryczne. Kolagen wilgotny zmienia typ symetrii krystalicznej i traci
whadciwoéci piezoelektryczne,

3, Zgodnosé biomaterialéw i tkanek

Jak juz stwierdzono, zgodno$§é biomateriatu zastosowanego do implantacji z organiz-
mem jest sprawa podstawowsa; stanowi jedno z najwazniejszych kryteriéw przydatnosei
protezy. Trzeba z naciskiem podkre§li¢, ze kazdy materiat obcy, nie wytworzony w spo-
sOb naturalny przez organizm, wywotuje zespdt ztoZzonych reakcji, w rezultacie ktérych
moze zostaé odrzucony.

Celem niniejszych rozwazan nie jest przedstawienie calego dorobku immunologit
i innych nauk medycznych opisujacych réZne reakcje organizmu. Niemniej podanie pod-
stawowych mechanizméw reakceji zywych tkanek na czynniki obce moze okazad sig przy-
datne dla projektanta biomechanizméw. Chodzi tutaj o maksymalne uwrazliwienie czytel-
nika na ten problem; nie tylko bowiem whasno§ci mechaniczne, chemiczne, elektryczne,
dotyczace promieniowania etc. musza byé przedmiotem wnikliwej analizy, ale nawet
ksztalt implantytu i inne cechy fizyczne sa wazne, ze wzgledu na kontakt z tkanka.
Wedtug HULBERTA i innych {1] reakcje organizmu mozna podzieli¢ na osiem typdw,
dziatajgcych osobno lub czasem lacznie.
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Fagocytoza. Fagocytoza stanowi zwykle pierwsza podstawowa reakcje na obecno$é
substancji obcych. Polega ona na mobilizacji i dziataniu fagocytdw (komérek zernych),
ktére niszczg obce komorki i tkanki oraz mikroorganizmy, ktére przedostaja si¢ do na-
rzadéw. Fagocyty moga si¢ poruszaé samodzielnie ruchem pelzakowatym i wedrowad
poprzez tkanki (np. przez $ciany naczyn krwiono$nych), moga tez byé transportowane
przez krew do miejsc, gdzie znajduja si¢ drobnoustroje lub inne zbedne ciata, np. produkty
wydalane przez tkanki, tkanki obumarle etc. Ciata te zostaja przez fagocyty wchloniete
i unieszkodliwione. Do fagocytéw nalezg biale ciatka krwi i niektére komérki tkanki
Iacznej. Je$li komdrki fagocytu nie moga strawi¢ pewnych substancji, wéwczas izoluja
je od otaczajacej zdrowej tkanki. Dobrym miejscem obserwacji komdrek Zernych sa rany,
skaleczenia i inne zakazone miejsca w ciele.

Ruch komérek fagocytowych w kierunku danej substancji jest czeScig chemotaktyzmu.
Chemotaktyzm dodatni oznacza ruch do bodzca chemicznego: ruch przeciwny nazywa sig
chemotaktyzmem ujemnym. Niektére materiaty, na przyklad wegiel, krzem nie przycig-
gaja ani nie odpychaja fagocytéw. Jednak wchodzac w kontakt z nimi sa przez nie wchia-
niane. W przypadku, gdy implantyt wykonany jest z materiatu chemotaktycznie ujemnego
{odrzucajacego komorki Zerne), w otoczeniu implantytu moze powstad infekcja, na skutek
niepowstrzymanego rozwoju flory bakteryjnej. Hamowana jest tez w tym wypadku re-
generacja tkanki po przejsciu stanu zapalnego.

TakzZe zastosowanie materiatu o cechach chemotaktycznych silnie dodatnich, gromadzac
nadmiar komérek zernych, moze niekiedy przeszkadzaé w normalnej regeneraciji.

Fagocytoza jest zbyt stabym mechanizmem obronnym, je$li substancje obce wystepuja
w zbyt duzych iloéciach; w tych przypadkach organizm mobilizuje inne $§rodki neutrali-
zacji ciat zbednych.

Ropnie i wrzody. Wystapienie ropni. oznacza intensywna akcje wydalania ciat szkodli-
wych przez organizm. Obserwuje sie lokalne nagromadzenie duzej iloci ropy — zéttawej
cieczy zlozonej z surowicy, bialych cialek krwi, bakterii i odpadéw tkankowych.

Zwykle ropnie wystepuja w bardziej zbitych tkankach, gdzie dzialanie krwi jest nie-
dostateczne, aby szybko usunaé wydzieliny i uszkodzone komérki. Po pewnym czasie
wrzody 1 ropnie zostaja otoczone przez blone lacznotkankowa, ktdra zabezpiecza Zywa
i zdrowa tkanke przed rozprzestrzenianiem sie ogniska ropnego. Ropien rozprzestrzenia
si¢ w kierunku powierzchni tkanki lub narzadu, rozpraszajac swa zawarto§é. Wystapienie
ogniska ropnego w poblizu protezy stwarza mozliwosci dalszego podraznienia, zwlaszcza
gdy implantyt jest w ruchu. Regeneracja tkanki ulega wowczas przedhuZeniu.

Nowotwory. W niektorych przypadkach implantacja moze spowodowaé reakcje nowo-
tworowa. Moga ja spowodowaé pewne niekorzystne reakcje chemiczne albo dtugotrwate
.dzialanie mechaniczne draZnigce tkanke i wywolujace intensywny mechanizm obrony.
Niektorzy badacze sq zdania, Ze nowotwory powstaja wtedy, gdy implantyty wykonane
z polimeréw, metali i szkta maja postaé nieprzepuszczalnych, pelnych piytek, blaszek etc.

Zastosowanie ukladéw perforowanych zmniejsza prawdopodobienstwo reakcji nowo-
tworowej.  Dlatego zaleca si¢ rozne materialy gabczaste, wiokniste etc.
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Istnicje tez opinia, Ze ksztalt implantytu jest wazniejszym czynnikiem niz skiad che-
miczny biomateriatu [2]. Opinia ta nie jest jednak podzielana powszechnie. Niemniej trzeba
zwrdcié uwagg, aby implantyt zawieral jak najmniej ostrych zakonczen, krawedzi i miat
ksztalt pozwalajacy na dobre przyleganie do ciala, szkieletu etc.

Stany zapalne. Stan zapalny poznajemy po rozszerzeniu naczyn krwionoénych, nad-
miarze plynéw w tkance i wzrofcie liczby biatych cialek krwi. Reakcja tego typu jest
zwykle intensywna i diugotrwala. Wywotuje niekiedy bdl i powoduje utrate sprawnosci
przez tkanki, nieraz nieodwracalna. Stany zapalne mozna rozpatrywaé raczej jako pro-
cesy patologiczne niz reakcje odrzucania ciat obcych.

Rany i skaleczenin. Normalny proces gojenia si¢ ran sklada si¢ z faz poczatkowego,
a potem ostrego stanu zapalnego, po ktoérym nastgpuje intensywny wzrost zdrowej tkanki.

Po wykonaniu wycigcia, nacigcia lub innej operacji na tkance, w celu dokonania im-
plantacji, krew z uszkodzonej tkanki sptywa do wyciecia i do protezy, jeéli ta jest do§¢
porowata. Nastepuje krzepnigcie krwi.

Proces krzepniecia krwi jest skomplikowany. Jego istota polega na przemianie fibry-
nogenu, znajdujacego si¢ w osoczu w stanie zolu, na wtéknista w stanie Zelu fibryne, w ktorej
gesto splecionych widknach wigzna ciatka krwi hamujac jej wyplyw z rany. Rdéwnoczeénie
siatka ta pozwala na przeplyw niektérych substancji chemicznych przez powierzchnig.

Powloki izolujace. Badania wykazaly, Zze implantyt bywa czesto izolowany od Zywych
tkanek przy pomocy wiéknistej, odpornej powloki tworzacej rodzaj cysty (pecherza),
zbudowanej z duzych, splaszczonych komérek. Pecherz ten spowija. materiat; jedynie
znaczne ruchy implantytu moga spowodowaé jego uszkodzenie i ewentualne infekcje lub *
stany zapalne.

Trucizny. Trucizny wywotuja bardzo silne reakcje obronne. Stowo «trucizna» oznacza
substancje pochodzenia zewnetrznego, ktéra moze wywotaé schorzenie lub §mieré przez
wejécie w reakcje chemiczng z protoplazma, podstawowa forma materii zywej. Proto-
plazma jest szarawa, potprzezroczysta, polciekta substancja o ztozonym skladzie chemicz-
nym. Zachodza w niej podstawowe dla zycia przemiany fizyczne, elektryczne, chemiczne
etc. Dzialanie trucizny zalezy od nastepujacych cech:

1. Stezenia trucizny,

2. Wrazliwodci tkanek.

3. Sposobu dziatania czynnika trujacego.

Trucizny wchodza przewaznie w sklad substancji, ktére dostaja si¢ do organizmu
drogami oddechowymi albo przez przewéd pokarmowy; nie jest to jednak regula. Sub-
stancje takie moga rdwniez przedostaé sic do organizmu przez lugowanie réznych do-
datkéw wchodzacych w sklad implantytu; np. plastyfikatoréw dodawanych do polimeréw.

Sa w uzyciu terminy takie, jak trucizna, toksyna. Nazwe «toksyna» rezerwujemy jako
zbiorowe okreflenie dla nie do$¢ jeszcze zbadanych jadéw organicznych (biatkowych),
wytwarzanych przez bakterie, wyZsze rofliny i zwierzeta.

2 Mechanika Teoretyczna 3/74
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Pewne organy sa szczegdlnie wrazliwe na trucizny, m.in, watroba, nerki i ptuca (ze wzgle-
du na funkcje filtracyjne), réwniez serce, tkanka nerwowa i szpik kostny sa wrazliwsze
od innych tkanek. Szczegélnie podatne na dzialanie trucizn sg enzymy.

Sole i glukoza sg toksyczne, kiedy wystepuja w znacznych steZeniach, natomiast
metale takie, jak arsen, oldw, rte¢ i cyjanki — nawet w niewielkich ilo§ciach, zwlaszcza jako
skfadniki nietrwatych soli i tlenkéw. Mniej trujace od wyZej wymienionych metali sg:
beryl, fosfor, bizmut, chrom, kobalt, kadm i uran, jeszcze mniej: Zelazo, miedz, cyna, cynk,
srebro, wanad i aluminium. Substancje umiarkowanie toksyczne, w ktérych wystepuja
jednak wolne jony, fatwo przedostajace si¢ do tkanki, nie powinny by¢ uzywane do im-
plantacji.

Sa substancje powodujace uszkodzenia lokalne na powierzchni kontaktu z tkanka.
Inne dziataja na zasadzie absorpcji. Objawy niektorych zatrué moga byé trudne do zauwa-
zenia. Je$li objawy zatrucia zlokalizowane sa w otoczeniu implantytu, moga one byé nie
do odrdznienia od podraznienia tkanki spowodowanego przez inne czynniki (np. mecha-
niczne, stany zapalne etc.). .

Czyste polimery na ogoét mie szkodza tkankom. Natomiast niektdre dodatki uzywane
do poprawy pewnych wilaSciwodci polimeréw sa przewaznie wysoce toksyczne. Fosforan
arylowy, czasem stosowany jako plastyfikator do polistyrenu i polichlorku winylu, dziata
toksycznie na system nerwowy [5]. Szczegélnie ostroznie nalezy dozowa¢ dodatki ulegajace
tugowaniu.

Tkanki na ogdt dobrze przyjmuja polimery wieloczasteczkowe, gorzej za§ polimery
o piskim cigzarze czasteczkowym. Reduktory przewaznie majg wilasnoSci toksyczne,
niemniej polietylen nie wykazuje niezgodnoéci z tkankami. Trujace sa natomiast zywice
epoksydowe, fenolowe i aminowe.

Uodpornienie organizmu. Mechanizm immunologiczny jest najbardziej ztozonym mecha-
nizmem reakcji obronnej organizmu. Stosunkowo najlepiej poznany jest system wy-
twarzania przeciwcial (antytoksyn). Chronig one organizm trwale lub czasowo przed
okre$lonymi zakazeniami bakteriologicznymi lub wirusowymi. Mozna wzméc produkcje
przeciwcial przez wprowadzenie do organizmu antygendw: sa to zwiazki chemiczne (gtow-
nie biatkowe) wystepujace w tkankach i jadach zwierzat i niektérych roélin; takze w cial-
kach krwi i bakteriach. Wchodza one w reakcje z przeciwcialami, w pewnym stopniu
neutralizujac ich dzialanie.

Whnioski. Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze wszystkie substancje, nie wytwo-
rzone samorzutnie przez organizm, maja pewne dziatania niekorzystne dla tkanki i w réz-
nym stopniu mobilizuja reakcje obronne.

Projektant implantytu winien dobraé materiat, ktéry spetnia w sposéb optymalny
zadane funkcje przy minimalnym dzialaniu niszczacym na tkanki. Nalezy zwrdcié uwage
na ksztatt implantytu i doktadno$¢ jego wbudowania w organizm ludzki.

Celem powyzszych rozwazZan bylo postawienie problemu zgodno's;ci biomateriatow
i tkanek organicznych, aby w praktyce stosowanie wszelkich biomechanizméw przynosito
efekty pozytywne w sensie przystosowania organizmu i przy minimum cierpien pacjentow.
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0 MODELOWANIU WAEU WIELOPODPOROWEGO Z WIELOMA TARCZAMI ZA POMOCA
WIELKIEGO SYSTEMU BIOSCYLATOROW

Cze$é 1, Uwagi ogodlne. Oscylatory wiclowskaznikowe

ROBERT K RZYWIEC (WARSZAWA)

1. Wstep

W literaturze technicznej istnieje wiele prac na temat dynamiki waléw obciaZzonych
tarczami. Nie mozna jednak do tej pory zauwazy¢ jednolitej koncepcji modelowania tych
ukladéw mechanicznych, poniewaz autorzy prac zajmuja si¢ raczej okre§lonymi przy-
padkami szczegSlnymi zjawiska ruchu uktad6éw wirujacych.

Praca niniejsza stanowi probg ogdlnego sformulowania réwnania (stanu) ruchu spre-
zystego waltu wielopodporowego z wieloma tarczami. Stosuje sig w tym celu nastepujace
zatozenia.

1. Przyjecie na ogdt dowolnego sprezystego modelu konstrukcyjnego.

2. Traktowanie tego modelu jako systemu wielkiego.

3. Przedstawienie wielowskaZnikowego modelu algebraicznego.

4. Podanie réwnan (stanu) ruchu dyskretnego uktadu mechanicznego wielokrotnego
dzigki wyprowadzeniu réwnan réZniczkowych zwyczajnych wielociagowych opisujacych
badane zjawisko przy zatozeniach: (a) szeéciu stopni swobody — trzech w ruchu poste-
powym i trzech w ruchu obrotowym, (b) dowolnej liczby naturalnej przekrojéw podpo-
rowych walu, (¢) — dowolnej liczby naturalnej przekrojéw watu obcigZonego tarczami,
(d) — dowolnej liczby naturalnej przekrojéw mas zredukowanych watu; (e) — malych
ugie¢ konstrukeji, (f) — dopuszczenia dowolnej liczby naturalnej obciazen konstrukcji za
pomoca: (g) — sit o wartodciach danych ciagami wielowskaznikowymi, (h) — momentéw
sit o wartoSciach danych ciaggami wielowskaznikowymi, (i) — oraz przy uwzglednieniu
wynikajacych z (a) sit i momentéw sit oporéw (ttumienia) o§rodka o wartoéciach danych
ciagami wielowskaznikowymi.

W taki sposéb, zgodnie z wielociagowym prawem Hooke’a, zostal skonstruowany
bioscylator wielowymiarowy wielowskaznikowy, gdyz funkcja stanu ruchu rozwazanego
systemu wielkiego (wal, trzy rodzaje jego przekrojow ponumerowanych za pomoca wielo-
wskaznika i o parametrach podanych za pomoca ciagdw wielowskaznikowych) jest cia-
giem wielowskaznikowym funkcji okre$lonych na zbiorze ciggéw wielowskaznikowych.

Stanowi on jednolity model fizykalno-matematyczny rozwazanej konstrukcji, ponie-
waz: (1) —istnieje jej model fizykalny. (2) — istnieje model matematyczny (zaréwno
algebraiczny, jak i dany w postaci réwnan rézniczkowych zwyczajnych wielociagowych)

Wykorzystano tutaj prace wlasne [1, 2] i przygofowana do druku prace pod tytulem
Uogéblnione prawo wielowskaznikowe dynamiki ukladéw mechanicznych wielokrotnych jako
Systemow wielkich.
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Znajac rownania rézniczkowe zwyczajne wielociagowe (ciagi wielowskaznikowe réw-
nan) wielowymiarowego bioscylatora wielowskaznikowego mozemy takze sformutowaé
problem stabilnosci ruchu rozpatrywanej konstrukeji wielowskaznikowej. Uczyniono to
w pracy pod tytutem O stabilnosci ruchu walu wielopodporowego z wieloma tarczami mo-
delowanego za pomocq wielkiego systemu bioscylatoréw zreferowanej dnia 22.V.1970 r. na
konferencji naukowej w. Warszawie na temat «Zapadnienia statecznodci w teorii ukla-
dow dyskretnych».

Przyjety model konstrukcji mozna zbadaé na analogu elektrycznym, co wynika ze zna-
nej analogii elektromechanicznej po uzasadnieniu jej w klasie réwnan bioscylatoréw:
wielowskaznikowych.

2. Uwagi o konstrukcji i jej elementach

Niech beda dane nastepujace elementy konstrukcyjne &k, — tozyska (podpory), k, —
wal oraz ks — tarcze, polaczone ze soba w pewien sposéb (na wale tarcze, wal w tozyskach)
i tworzace zbidr uporzadkowany — ciag jednowskaznikowy elementéw

k= Tk, ka, ksl
zwany konstrukcja k.

2.1. Uwagi o geometrii k; i konstrukcii k. Wal jest na ogdt (lecz niekoniecznie) walcem
o dtugosci skonczonej. W sposdb uproszczony przedstawiamy go schematycznie odcin-
kiem jako tworem jednowymiarowym. Przy zatozeniach: (1) malych krzywizn oraz (2)
plaskich przekrojéw poprzecznych otrzymujemy [4] linig ugigcia preta w postaci réwnania
rézniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu, liniowego i niejednorodnego, o wspdtczyn-
nikach stalych. Moze ono tez by¢ stuszne w przypadkach (3) — pretéw posiadajacych
wymiary poprzeczne skoficzone, mate w poréwnaniu z dtugo$ciami.

' Tarcza jest wykuta wspdlnie z walem badz osadzona na nim stanowiac na ogot twér
dwuwymiarowy — koto z wycigtym wspotérodkowo kotem mniejszym o $§rednicy walu.
Srodek tarczy moze pokrywaé si¢ ze §rodkiem przekroju watu lub nie. Tarcza moze byé
‘prostopadta do osi watu lub nie.

Lozyska sy platami powierzchni walcowymi lub kulistymi. Wat styka sie z nimi na
pewnym placie lub linii. Zaktadamy dla uproszczenia, Ze styk ten jest punktowy.

2.2. Uwagi o konstrukcji % i jej elementach w ukladzic odniesienia. Il0§¢ stopni swobody elementow.
Konstrukcja k istnieje w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej. Przyjmujemy wiec
taki ortokartezjanski uklad odniesienia (0, x,,, x5, X3,), aby mozna bylo w nim te¢
konstrukcje opisaé.

Wat o dlugosci / = 4B usytuowany jest tak, ze punkt A4 stanowi poczatek 0 osi Ox,,
(a tym samym poczatek ukiadu odniesienia) stycznej do jego osi nieodksztatconej, na
ktérej lezy odcinek AB. _

Linia ugigcia watu jest na ogdt krzywa przestrzenna, ale czesto mozna przyjaé ja jako
plaska. Wiedy jest ona interpretacja graficzng rozwigzania y = y(x), czyli x;, = X»,(¥11)
réwnania rézniczkowego
' P(x(y, x21(%,y), E,J) = 0,
gdzie E, J sa pewnymi statymi fizykalnymi.
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Podpora pierwsza ma w stanie niecodksztalconym wspdirzedne 4, = (0, 0, 0)y = A.
Podpora ta styka sig z przekrojem poczatkowym walu. W dalszych rozwazaniach przyj-
miemy, ze wlasnie dzigki temu podpora moze posiadac sze$¢ stopni swobody opisanych
ciagami wspétrzednych niezaleznych

X, =[x, X, X3l

o charakterze przemieszczefi wzdluz osi przyjetego ukladu odniesienia, oraz ciggami
wspéirzednych

Xy = [y, ¥y, Nals

o charakterze obrotéw dookota osi przyjetego ukladu odniesienia.

Rozwazania dotyczgce konstrukcji Ik sa roznic uproszczone z powodu zastapienia
cigglej konstrukcji tréjwymiarowej wyidealizowanym uktadem dyskretnym ~punktow,
ktére maja przedstawiaé trojaki charakter elementéw k;, j = 1, 2,3, mianowicie:

1) punkty — podpory z przekrojami podporowymi, jako elementy spreZyste w prze-
strzeni tréjwymiarowej posiadajace sze$¢ stopni swobody,

2) punkty — tarcze, jako elementy sprezyste w przestrzeni tréjwymiarowej posiadajace
sze$¢ stopni swobody,

3) punkty — masy zredukowane, jako elementy sprezyste w przestrzeni tréjwymiaro-
wej posiadajace szeS¢ stopni swobody. '

Oméwimy oddzielnie kazdy element k; konstrukcji k. Mimo ich réznorodnosci przyj-
miemy wspomniany wyzej jednolity schemat tak modelu elementdw k;, jak tez konstrukcji
k za pomoca bioscylatora wielowskaznikowego. Pojecie to wprowadzimy w dalszych
rozwazaniach i uogdlnimy je korzystajac z ciqggdw wielowskaznikowych [1, 2].

Reasumujgc stwierdzamy, Ze chociaz wal w idealizacji za pomocg preta jest tworem
jednowymiarowym, to dzieki zatoZeniu przekrojéw ptaskich (dwuwymiarowych) uwzgle-
dniamy w pewien sposob jego tréjwymiarowo$§¢ — chociaz przyjmujemy, Ze ma on wymia-
ry poprzeczne male w porownaniu z diugoscia.

Jeéli nawet mowimy o plaskim przekroju podporowym jako o elemencie granicznym
tworu tréjwymiarowego, biorac pod uwage tyltko jego $rodek geometryczny (péiniej
§rodek masy), to przez przyporzadkowanie mu szefciu stopni swobody uwzgledniamy
w rozpatrywanych przekrojach wszystkie mozliwe ruchy takiego elemenfu watu jako
granicznej bryty elementarnej.

Idealizacja taka umozliwia zastgpienie wazkiego sprezystego walu tréjwymiarowego
cigglego — ukladem dyskretnym wyrdznionych punktow, w ktérych w taki sposéb skupia-
my mase watu, podpdr, tarcz, azeby ruch przyjetego w ten sposéb modelu dyskretnego
konstrukcji & (o masach skupionych watéw, tarcz, podpér — zredukowanych do punk-
téw) z wystarczajacym przyblizeniem aproksymowat ruch ukladu rzeczywistego k. Tym
samym, zamiast réwnan rdézniczkowych czastkowych opisujacych drgania continuum
punktéw, mamy réwnania rézniczkowe zwyczajne opisujace drgania wybranej iloici
punktéw przekrojowych poddanym utwierdzeniu na podporach Jub obciazonych tarcza-
mi lub masami zredukowanymi preta.

Nie bedziemy sie przy tym zajmowali redukcja masy watlu do pewnych wybranych
na nim punktéw, ani tez redukcja mas tarczy lub mas podpér. W dynamice elementéw
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wirujzldych jest to problem najwazniejszy. W literaturze technicznej istnieje duzo publi-
kacji na ten temat, ale nie mozna stwierdzi¢, Ze istnieja zadowalajace rozwiazania ogdine.
Chociaz wiec nie zajmujemy sie redukcja mas i momentdw bezwladnosci konstrukgii k,
to postaramy si¢ przedstawié tutaj propozycje formufowania dostatecznie ogdlnego jej
modelu dyskretnego.
1. Przyjmijmy, ze wal jest podparty w ns przekrojach. Kazda podpora (fozysko) po-
siada wspolirzedne

Aq3 = [[[xl’stxB]l]q:;]’ q= 1""’”3»
gdzie n, — ilo§é podpdr, przy czym
A113 = [[[xl, Xa, xa]z]n,] = B.

O iloéci stopni swobody kazdej podpory (z odpowiednim przekrojeni) przyjmujemy takie
samo zatoZenie, jak i w przypadku podpory pierwszej zapisanej symbolicznie w postaci
A= 4,.

Tak wiec kazda podpora posiadajaca mase skupiona w punkcie z odpowiednim prze-
krojem, jako elementarny twoér tréjwymiarowy o znikomych wymiarach poprzecznych
1 dtugosci dazacej do zera, jest pod wzgledem mozliwoéci wykonywania ruchéw scharakte-
ryzowana:

1° — jednowskaznikowym trojelementowym ciagiem stopni swobody wynikajacym
z mozliwodci zmian (o charakterze przemieszczen wzdtuz osi ukladu odniesienia) jedno-
wskaznikowego ciagu wspdtrzednych — polozZen

Px,], = [[[xl’ X2, x3]1]l’ cers [[xlzxZ’ x3]1]113]1 =
= [[[le]l]j:,]l = [[[xj;]h]l]l’ jl = 1’ 2’ 3’ j3 = 1’ vy M3

2° — jednowskaZznikowym tréjelementowym ciagiem stopni swobody wynikajacym
z mozliwoéci zmian (o charakterze obrotéw dookota osi ukladu odniesienia) ciggu wspét-
rzednych — katow

[?%.], = [[[xl, X2, xa]z]n ey [[xl’ X2, x:-\]z]n,]1 = [[[le]z]ja]1 = [[[xh]Ja]é]l-

W ten sposéb ny — elementowy ciag jednowskaZnikowy podpdr jest scharakteryzo-
wany ciagiem tréjwskaZnikowym stopni swobody wynikajacym z przyjecia ciagu trdj-
wskaZnikowego wspoétrzednych niezaleznych

> = Wi Ja=1 .15 ¢ =1,2,3
opisujacego 1, utwierdzonych przekrojéw tozysk.
2. Zatézmy nastepnie, ze na wale mamy n, tarcz, ktérych $rodki znajduja sie w od-
legto$ciach
T=1h) = i, ln,]
od poczatku uktadu odniesienia przy zalozeniu watu jednowymiarowego. Srodki tarcz

Oy,, ks =1, ...,n, na ogdt nie pokrywaja si¢ ze §rodkami tych przekrojéw walu, na
ktoérych sa one osadzone.
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Oznaczmy wspodtrzedne tych §rodkéw za pomoca ciggéw dwuwskaznikowych w spo-
sob nastepujacy:

O, = [[x19x27 xs]x]k4, key=1,..,n,.

Gdy traktujemy tarcze jako wycinek (najczesciej pierScieniowy) ptaszczyzny, to czy-
nimy pewne uproszczenie. Dzialanie tarczy na wal uwzglednia sig w ten sposéb, ze jej
§rodek masy opisuje si¢ na ogét dwiema wspdrzednymi, skad wynikaja réwnania ruchéw
postepowych. Tarcza posiada ponadto moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu,
ewentualnie momenty bezwladnosci wzgledem osi lokalnego uktadu odniesienia, co umozli-
wia rozwazanie jej ruchéw obrotowych.

Najczedciej przyjmuje sie, Zze ruchy tarczy sg plaskie, gdy jest ona nieodksztalcalna
i prostopadia do osi walu. Jest to bardzo optymistyczne zatozenie, z ktérego musimy
zrezygnowaé przyjmujac dowolne odchylenia (ale o matych katach) poczatkowego usy-
tuowania tarczy na wale.

W celu ujednolicenia i zachowania mozliwej ogdlnoSci rozwazah przyjmujemy, Ze kazda,
tarcza (wraz z ewentualnym przekrojem watu, na ktérym jest zawieszona), jako elementarny
twér tréjwymiarowy o znikomych wymiarach poprzecznych® i dtugosci dazacej do zera
jest (pod wzgledem mozliwosci wykonywania ruchéw) opisana podobnie do kazdej pod-
pory z odpowiadajacym jej przekrojem, to znaczy przez:
1¢ n4-elementowy ciag jednowskaznikowy tréjelementowych ciagéw jednowskaznikowych
potozen

X)), = [[[xh]l]j,,]z = [[[xjx]j.‘]x]z, Ji= 1,23, ja=1,..,14

2° ny-elementowy ciag jednowskaznikowy trdjelementowych ciagéw jednowskaznikowych
katow

2%l = [[[¥0a1], = [[B00sLe), -

W ten sposob n,-elementowy cigg jednowskaZnikowy tarcz jest scharakteryzowany
ciggiem trojwskaznikowym stopni swobody wynikajacym z przyjecia ciagu tréjwskazni-
kowego wspéirzednych niezaleznych

3}‘2 = [lejz“]z, jflz - 1, ...,n,h, qz = 1,2,4

opisujacego n, tarcz.

3. Przyjmijmy ponadto, ze masa watu moze by¢ skupiona w ns jego przekrojach, przy
czym nie bedziemy zajmowali si¢ realizacja «skupiania» — redukcji jego mas czgéciowych.
Dodamy tylko, ze mase watu mozna redukowaé do: (a) przekrojéw podporowych, (b}
przekrojow zawieszenia tarcz, (c) przekrojéw innych.

Podobnie jak w rozwazaniach poprzednich, takze i tu przyjmujemy, ze kazdy przekrdj,
do ktérego redukujemy mase cze$ciowa watu jako elementarny twér tréjwymiarowy
o znikomych wymiarach poprzecznych i dlugoéci dazacej do zera, jest pod wzgledem
mozliwosci wykonywania ruchdw opisany podobnie do kazdej podpory z odpowiadaja~
cym jej przekrojem lub tarczy, to znaczy przez

D Wigkszych jednak od wymiaréw poprzecznych przekroju walu.
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1° ns-elementowy ciag jednowskaznikowy tréjelementowych ciagéw jednowskaznikowych
polozen :

. [2}1]3 = [[[le]l]js]s = [[[le]./s]l]3’ jl = 1’273; jS = 1’---7”5;
2° ns-elementowy ciag jednowskaznikowy tréjelementowych ciagdw jednowskaznikowych
katow

[*X.]3 = [[[le]l]j5]3 = [[[xfl]fﬁ]2]3'

W ten spos6b ns-elementowy ciag jednowskaZnikowy przekrojow, do ktérych reduku-
jemy masy czeSciowe watu, jest scharakteryzowany ciggiem tréjwskaznikowym wspét-
rzednych niezaleznych

33 . o 3
X3 = [Xjgnids Jay =Ly g3 =1,2,3

opisujacych ns mas.

Zauwazmy, ze korzystajac z ciagéw wielowskaznikowych [1, 2] wszystkie trzy rodzaje
przekrojéw: '

1) podporowych (z masami skupionymi podpér i ewentualnymi momentami bez-
‘wladnosci wzgledem osi ukladu odniesienia),

2) osadzenia tarcz (z masami skupionymi tarcz i momentami bezwtadno$ci wzgledem
osi ukfadu odniesienia),

3) mas zredukowanych (z masami cze§ciowymi skuplonyml i ewentualnymi momentami
bezwladnoéci wzgledem osi uktadu odniesienia)
mozemy opisaé ciagiem czterowskaZnikowym wspotrzednych niezaleznych

X = %y, 3%5,3X3].

Pamigtamy jednak, ze w kazdym ciggu tréjwskaznikowym wystepuje inna liczba ciggéw
dwuwskaznikowych: podpér, tarcz oraz mas zredukowanych.

2.3. Uwagi o wiasnoéciach fizykalnych tworzywa clementéw ki konstrukeji k oraz o jej funkcii stanu,
Kazdy element k,, ¢ = 1, 2, 3 posiada pewng liczbe wiasnosci mechanicznych, na przy-
kfad jest izotropowy lub anizotropowy, ma przekrdj staly lub zmienny, postaé jedno-
rodng (staty) lub niejednorodna (zmienng), momenty bezwladnosci stale lub zmienne,
wspofczynniki sprezystosci, wspotezynniki thumienia, sity i momenty obciaZajace stale lub
zmienne.

Przypusémy, Ze u, tych wlasnoéei zapisujemy ciqgiem jednowskaznikowym

Wo= Wi, eoswa] = W], iy =1,..,u,
przy czym zmieniajg sie¢ one na ogot ze zmiana punktéw p konstrukeji k i w czasie 1, co
zapisujemy symbolicznie w, = w,(p, t), czyli
2wo=[wg) = w(p 1y, ig=1,..,u; i,=1,2,3,
gdzie p jest punktem przestrzeni tréjwymiarowej p = (x;, X4, x3) =.(¥).
Mozna wiec powiedzied, ze istnieje takie przekszta{ceme ktére przeprowadza konstrukcje
k w ciag (tu dwuwskaznikowy) zmiennych jej stanu k = k(®w).

Jesli p_r_zy_;m_lemy ortokartezjaniski uktad odniesienia umozliwiajacy opis konstrukcji ,
to mamy k = k(x, 1).
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Konstrukcja k o whasnogciach 23 spelnia pewna liczbg w5 praw fizyki £, gdzie
F=[F)=F,..,F].
‘Znaczy to, ze dana jest rodzina przeksztalcen
FIk{WE, D=0 lub  FPw(x, 0] =0

okre§lona na zbiorach wielowymiarowych zmiennych *w, przy czym poszukujemy roz-
wiazai takich uktadéw przeksztalcen ze wzgledu na wyréznione, interesujace nas cechy —
wlasnoéci mechaniczne. Ciag jednowskaznikowy F nazywamy funkcjy stanu konstruk-
cji k.

Zauwazmy, ze konstrukcja ¥k tworzy uklad — system w sensie sformalizowanym tego

pojecia [4]. Odpowiada mu uklad — cigg jednowskaznikowy opisu plzekszta{cen jako
model matematyczny zjawiska.

2.4. Uwagi o sposobach opisu konstrukeji. Przeksztalcenie F w dynamice konstrukcji moze
mie¢ zasadniczo charakter dwojaki. _

1° Jedli badany uklad wirujacy posiada model dyskretny, to funkcja stanu zjawiska
jest ukladem réwnan rozniczkowych zwyczajnych:

F(1, (), %), X)), WwE, 1) =0,
gdzie

« d- . P
XN = —d‘t‘w\(f), XN o= ';ﬂi‘x([)

sa odpowiednio wektorami predkosei i przyspieszen ukladu, zad
W= w(x, )

przedstawia ciag (tu jednowskaznikowy) parametréw uktadu k zmiennych w czasie i prze-
strzenl, ale przy pewnych zatozeniach co do redukcji (skupienia) parametréw w okreslo-
nych i wyrdZnionych punktach konstrukcii.

Analogicznie do zatoZenia ciagloéci czasu przyjaé jednak nalezy ciagto§¢ konstrukcji k,
czyli walu wazkiego obciazonego wieloma tarczami ciagtymi i podpartego w wielu lo-
zyskach przy traktowaniu go jako ukiadu mechanicznego tréjwymiarowego ze wzgledu
na geometri¢. Trzeba przy tym réwniez poczyni¢ zalozenia co do uproszczen ksztattu,
wymiaréw, wlasnosci konstrukeji itp., aby uzyskac jej model ciagty.

2° Je§li badany uklad wirujacy posiada model ciagly, to funkCJa stanu zjawiska jest
ukfadem réwnan rézniczkowych czqstkowych postaci:

Flr, wix, r),~~;_ w(x, 1), w(V £, ..., (’) w(_ 1), a"—w(x, N =0,

gdzie W(f, 1) jest ciggiem (tu jednowskainikowym) funkeji parametrdéw charakteryzuja-
cych pod okre§lonym wzgledem stan konstrukcji w czasie i przestrzeni. W rdwnaniu
tym pomingli§my niektére pochodne zaznaczajac tylko symbolicznie pochodne ciggu
jednowskaznikowego funkcji wzgledem zmiennych X i oddzielnie pochodne wzgledem
czasu, aby odréznia¢ zmiany w przestrzeni geometrycznej od zmian w przeéstrzeni czasu.
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2.5. Uwagi o numeracji wielowskaZnikowej zmiennych stanu i funkcji stanu zjawiska. Przyjmiemy je-
dnolita nazwe zmiennych stanu zjawiska dla zmiennych, parametréw i stalych, charakte-
ryzujacych (opisujacych) stan zjawiska, gdzie przez stan rozumiemy wyrézniony podzbiér
zbioru zmiennych.

Numeracja wlasnosci W i punktéw ¥ ukladu-konstrukcji k& jako zmiennych stanu
okredlonego zjawiska (na przyktad ruchu) nie musi by¢ dokonana tylko za pomoca ciagdw
jednowskaznikowych. Czesto jest korzystniej, szczegdlnie w systemach wielkich (przede
wszystkim ze wzgledu na przejrzystoé¢ opisu zjawiska, czyli jego funkcji stanu), wprowa-
dzi¢ ciggi wielowskaznikowe tak zmiennych stanu jak i funkcji stanu, a tym samym przyja¢
model wielowskaznikowy zjawiska.

Widzimy to na przykladzie modelu wielowskaZnikowego uktadu wirujacego jako
systemu wielkiego przekrojéw podpartych, tarcz i mas skupionych. Przygotowujemy mia-~
nowicie jego opis wielowskaznikowy w postaci oscylatora wielkiego charakteryzujac ele-
menty k; konstrukcji k jednolicie za pomoca ciagu czterowskaznikowego wspohrzednych
niezaleznych #X. Nalezy przy tym podaé ciggi stalych o podwdjnej ilosci wskaznikéw
[1, 2], aby zdefiniowal najprostsze przeksztalcenie liniowe (tu czteroliniowe, zgodnie
z praca [1, 2]) jako funkcje stanu zjawiska.

Dla napisania natomiast rownania dynamiki musimy wprowadzi¢ [1, 2] réwnanie
rozniczkowe zwyczajne wielowskaznikowe:

SF(t, 47(0), “H(1), 430, MCT, T, 1), O 4%, 1), SO, 0, 0, YT, 4, 0) = 40,

m ciag wielowskaznikowy wspodlczynnikéw bezwladnoSci,
r ciag wielowskaznikowy wspdtczynnikow ttumienia,
85 ciag wielowskazZnikowy wspotczynnikéw sprezystosei,
“f ciagg wiclowskaznikowy obciazel wymuszajacych (sit 1 momentow sit).
Uwzgledniajac przyjety poprzednio symbol w, mamy

9'—V = [8“‘_’1) BWZ, 8;1)3],
gdzie m = wy, r = w,, § = ws.
W przypadku najprostszym jest

% = %const, *f = &/(r).
Wtedy réwnanie réZniczkowe wielowskaznikowe [1, 2], mianowicie
8571 - 4% 48 4%+ 55 4% = 5f(r)

opisuje przyjety model drgaf uktadu wirujacego — konstrukcji k. Jest ono uogélnieniem —
za pomocy przestrzeni liniowej ciggéw wielowskaznikowych — réwnania rézniczkowego:

Yme X4 X475 % = A1),
czyh
My Xy Fmya X +r X X 48 X +512% = fi(1),
My Xy +Map Xo +12 X1 +720 X5 485, X1 +855%, = [5(F)

nazwanego réwnaniem bioscylatora jednowskaZnikowego lub krétko: bioscylatorem
jednowskaznikowym o dwdch stopniach swobody.
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Sens fizykalny bioscylatora wyja$niamy nizej przy formutowaniu bioscylatora o sze§ciu
stopniach swobody wyprowadzajac odpowiednie réwnanie rézniczkowe wielowskazni-
kowe.

2.6. Uwagi o laczeniu clementéw k; oraz o ich odksztalealnosci. f.aczenie ogniw (wat, loiysko)‘
w pary kinematyczne dla uzyskania mechanizmu, na przyklad przektadni zgbatej lub ma-
szyny, jest bardzo réznoredne. Przy idealizacji tego waznego zagadnienia zakiada sig
sztywne lub sprezyste potaczenie ogniw wzdiuz linii lub w pewnych punktach. Punkty,
a whasciwie platy powierzchniowe, czyli wycinki powierzchni, w ktérych {acza sig lub
stykaja elementy k; konstrukcji k, posiadaja odimienne wiasnosci anizeli same elementy.
Spowodowane to jest «przeptywami» badZ tez «wymiana» pewnych wilasnosci, albo na
przyktad smarowaniem.

I tak, elementy k; tak jak i ich pofaczenia nroga by¢ sztywne, sprezyste, mieszane.

Przyjety tutaj model dyskretny konstrukcji k jest calkowicie sprezysty (w odniesieniu
do ogniw i ich polaczen) przy stosowalnoéci prawa Hooke’a uogdlnionego [5] na wielkie
systemy mechaniczne za pomoca ciagéw wielowskaznikowych. W tym wiasnie celu przy-
porzadkowano poprzednio kazdemu elementowi k; konstrukcji k po szes¢ stopni swobo-
dy, z mozliwosciami sprezystych dziafan i oddzialywan w postaci sit oraz momentéw sit.

2.7. Uwagi o dzialaniu otoczenia na konstrukcje k. Otoczeniem konstrukcji jest przestrzen

fizykalna. Istniejace w niej pola fizykalne dziatajg na konstrukcje k. Précz tego kons-
trukcja jest pod dziataniem obcigzen (sit i momentéw sif) wynikajacych z okre§lonych
zalozeh co do jej przydatnoéci. Charakter dzialania otoczenia na konstrukcje k& jest naj-
czebciej przypadkowy. W rozwazaniach wstepnych omawiamy charakter deterministyczny
zjawiska, jest wiec oczywiste, Ze czynimy zaloZenia eliminujace wplywy losowe.

Losowo$¢ konstrukeji k jest jednak nieunikniona i wywolana miedzy innymi przez
obrébke, montaz, eksploatacje i obeigzenia bedace przyczyna drgan wymuszonych. Wspéi-
czynniki bezwladnosci charakteryzuja materialng przestrzen fizykalna, w ktérej istniejg
rézne sity hamujace ruch konstrukeji k przy dziataniu sit sprezystych zgodnych z prawem
Hooke’a. :

4. Oscylatory harmoniczne o n stopniach swobody ‘

Przyjmujemy oznaczenia: Ox,, ... x, — uktad ortokartezjariski n-wymiarowy,
Rl = [xl"'axn]J.: [xj]l, j=1,...,n

— ciag jednowskaznikowy warto$ci przemieszczenn w kierunkach osi przyjetego uktadu
odniesienia,
Xy = [X2, s Xl = [i‘j]z

— ciag jednowskaZnikowy wartoSci katéw obrotu dookota poszczegdlnych osi przyjetego
uktadu odniesienia,

Xy =[x, .., %] = [)'61]1



240 R. KrzywiEC

— ciag jednowskaznikowy wartoéci predkoSci postgpowych,
iz = [5:1, ) ;\'u]z = [ij]z

— ciag jednowskaznikowy wartosci predkoéci obrotowych,
§1 = [.X.:l’ ---,xu]z = [‘1]2

— ciag jednowskaznikowy wartoSci przyspieszeni liniowych, w ruchach postgpowych
i2 = [:\‘:1, ey xu]l = [.XJ]Z

— ciag jednowskaznikowy wartosci przyspieszenn katowych w ruchach obrotowych

t — czas absolutny, '

Mgy . l'nl,,
2’_77[1 = ' o = [’"J'l.iz]lﬁ
1 e P )y
jla.i2=1"",’l .
— ciag dwuwskaznikowy wspolczynnikéw bezwladnoSci (mas) w ruchach postepowych,
'm“ s L, )
2,712 — . . . = [mjljz]Z
_'nnl coe My 2
— cigg dwuwskaznikowy wsp6lczynnikéw bezwladno$ci (momentéw bezwladnodci) w
ruchach obrotowych wzgledem odpowiednich osi obrotu,
2;1 = [rj il
2ry = [r), )2
— ciggi dwuwskaznikowe wspolczynnikdw ttumienia w ruchach postgpowych i obrotowych,
sy = ETA
2‘5:2 = [‘?1112]2
—ciagl dwuwskaznikowe wspolczynnikéw sprezysto$ci w ruchach postgpowych i obro-
towych,
[1@) = [fi(), ... L] = ;)

— ciag jednowskaznikowy sit wymuszajacych w ruchach postepowvch,

L@ = [[i@), s @2 = ()]

—ciag jednowskaznikowy momentéw wymuszajacych w ruchach obrotowych.
Stosownie do oznaczen przeksztalcenie
}_’1([7 Yl(t)a }.la 2!711, 2;1: ZEL, ﬁ(f)) = 6)
gdzie P, = [Py s Py = [Py
w postaci (a):
25;’1 ' :_“7.1 +2;1 'jl +2§1 X, =_ﬁ(t)

bedziemy qazywa]i réwnaniem oscylatora harmonicznego postgpowego wymuszonego

w osrodku z oporami i o # stopniach swobody wyrazonych ciggiem jednowskaZnikowym
zmiennych X, ;
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w postaci (b)
2)771'f€1+2;1.§1+2§1'f| =0

— pazwiemy réwnaniem n-wymiarowego oscylatora harmonicznego postgpowego swo-

bodnego w oSrodku z oporami;

w postaci (c)

2%, - %, +2%5,-%, =0

— nazywamy réwnaniem nr-wymiarowego oscylatora harmonicznego postgpowego swo-

bodnego.

Korzystajac z pracy (I, 2] napiszemy powyzsze rdwnania za pomocyg ciagéw zero-
wskaznikowych (utozsamianych ze skalarami) podajac przy tym regule mnozenia «ma-
cierzowego» ciagéw dwuwskaznikowych przez ciagi jednowskaznikowe.

[I?Zx11x11+ +’77llll'Yl!1 +l'“lx11+ vas +r1”(-\',” +511_(_.X11+ +.s'1,,1x,,1 =f11(f),

lm,,“55“+ +’nnnlxn1 +rnllx11+' +ruulxnl+snll x11+ +Snnl xn1 =_f;11(t);

My Xy o FM X FF X e X ES g Xt F S Xy = 0,

My XpaF o F Py Xy F P10 X0+ o F X S X o Sy Xy = 05

My X o F X F S X e FS Xy = 0,

mnll'.xll'"" +’nnnlxnl +Snllx11 + .. +Snnxxnl = 0

Sa to uklady réwnaii liniowych o wspéiczynnikach statych. Stanowia one uogodlnienie
réwnania oscylatora'postgpowego o jednym stopniu swobody. Mozna je otrzymaé z dru-
giego prawa Newtona ukfadéw mechanicznych wielokrotnych postepowych jako syste-
_méw wielkich lub za pomocg wielowskaZnikowych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju
[8].

W przypadku » = 3 mamy oscylator harmoniczny postepowy o trzech «postgpowych»
stopniach swobody w przestrzeni ortokartezjanskiej tréjwymiarowej. Interpretujemy go
za ponoca:

- 1) trzech prostopadiych sprezynek postepowych, z ktérych kazda jest podatna tylko
na odksztalcenie liniowe kierunku jednej osi, gdy ruch jest swobodny;

2) trzech prostopadiych tlumikéw postepowych, z ktérych kazdy przedstawia silg
oporu w ruchu postgpowym wzdtuz danej osi;

3) pary trzech prostopadlych sprezynek postgpowych i trzech ttumikéw postepowych,
gdy wystepuja sity sprezyste i sity oporu.

Zauwazmy, Ze w przypadku szczegdlnym uklad — ciag réwnan sprowadza si¢ do
ciagu jednowskaZnikowego réwnan:

my Xy Frg X4 X = 100,

mnl"x.'nl -|-f',,1j’,,1 .+Sn1xn1 zﬁzl(t)' .
Otrzymujemy wtedy tak zwane drgania rozprzezone, podczas gdy w przypadku ogdlnym
sa one sprz¢zone. Moga réwniez wystapié rdzne inne przypadki «sprzgzenia czgsciowego».
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Stosownie do oznaczen, przeksztalcenie
Pl[(ts x?‘(t)’ EZ; E2> 2m27 2;2, 2-‘§Z>f2(r)] = 0;

gdZie PZ = [P15 (RN -Pn]Z,'
w postaci (d)
My XoH2ry Xy 425, %, = fo(1),
bedziemy nazywali réwnaniem oscylatora harmonicznego obrotowego wymuszonego
w ofrodku z oporami i o # stopniach swobody, wyrazonych ciggiem jednowskaznikowym
" zmiennych x,;
w postaci (e)
My - X+, Xy +28, X, =0,
nazwiemy rownaniem p-wymiarowego oscylatora harmonicznego obrotowego swobodne-

go w osrodku z oporami;
w postaci (f)
2;7’7. ’ .3_52 +255° Xy = 6,
nazywamy rownaniem r-wymiarowego oscylatora harmonicznego obrotowego swobodnego

Korzystajac z prac [1, 2] napiszemy powyzsze réwnania za pomoca ciagéw zero-
wskaznikowych podajac przy tym regule mnozZenia «macierzowego» ciagéw dwuwskazni-
kowych przez ciggi jednowskaznikowe.

Réwnania te stanowia uogdlnienie réwnania oscylatora obrotowego o jednym stop-
niu swobody. Mozna je otrzymaé z drugiego prawa Newtona ukladdéw mechanicznych
wielokrotnych obrotowych jako systemow wielkich [9] lub za pomoca wielowskazZniko-
wych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju [8].

W przypadku n = 3 otrzymamy oscylator harmoniczny obrotowy o trzech «obroto-
wych» stopniach swobody w przestrzeni ortokartezjanskiej tréjwymiarowej. Interpretuje-
my go za pomoca: _

1) trzech prostopadlych sprezynek obrotowych, z ktérych kazda jest podatna tylko
na odksztalcenia katowe w ruchu dookota jednej osi, gdy ruch jest swobodny;

2) trzech prostopadlych ttumikow obrotowych, z ktérych kazdy przedstawia moment
oporu w ruchu obrotowym dookota danej osi;

3) pary trzech prostopadlych sprezynek obrotowych i trzech tlumikéw obrotowych,
gdy wystgpuja momenty sprezyste i momenty oporu.

Takze i tu moga wystapi¢ drgania sprzeZone, czedciowo sprzezone i rozprzezone.

Liferatura cytowana w tekscie

1. R. Krzywiec, Wielociggi, Praca doktorska.

2. R. KRzYWIEC, Ciggi wielowskaznikowe, Zagadnienia Drgan Nieliniowych, 1971.

3. M. T. HUBER, Stereomechanika Techniczna, (1951).

4. R. Krzywiec, O formalizowaniu pojecia ukladu, Arch. Bud, Masz., (1971).

5. R. Krzywiec, O wielowskaznikowym uogdinieniu prawa Hooke’a ukladdw stereomechanicznych wielo-
krotnych jako systeméw wielkich, Zesz, Nauk, Polit. Czgst., (1972).



O MODELOWANIU WAELU WIELOPODPOROWEGO 243

6. L.S. PONTRIAGIN, Réwnania rézniczkowe zwyczajne, Warszawa 1964,

7. W. W. StiepaNow, Rdwnania rdzniczkowe, Warszawa 1956.

8. R. Krzywiec, Wielowskainikowe rdwnania Lagrange’a drugiego rodzaju ukiladdw mechanicznych wielo-
krotnych jako systeméw wielkich, Zagadnienia Drgafi Nieliniowych, 1971,

9. R. Krzywrec, Wielowskaznikowe uogdlnione prawo dynamiki ukladow wielokrotnych — wielkich syste-
mdéw mechanicznych, Zesz. Nauk. Polit, Czest., 1972,

Peaome

O MOMIEJIMPOBAHUU C ITOMONIBIO BOJIBIION CHUCTEMBI BUOCLIMJIISTTOPOB
MHOTOIIOIUIMITHIKOBOIO BAJA CO MHOTMMM HYICKAMHU. YACTD I. OBIIUE
3AMEUAHUA. OCLIMJIISTOPEI CO MHOIMMHU WHIEKCAMU

B meproit wacti paGoThI O MOJAENMPOBAHMM YIIPYIOTO, MHOTONOAUIMIHHKOBOLO, HArpYyKEHHOTO
MHOTMMM IHCKaMU BaJla IIPEeNCTaBJIEHDLI:

(1) OGuue PaCCYIKIEHUSE OTHOCUTENBLHO NOCTPoeHUst A(@epeHIMaNbHBIX YpABHEHU IBUIKEHNUA.

(2) JluueHHble OCUMIIIATOPHI {IIOCTYNaTeNIBHOTO M BPAalLaTeNbHOr0 ABMIEHMA) CO MHOTHMMU MHICK-
CaMH, C TIOMOLIBIO KOTOPBIX, BO BTOPO# YacTH paGoThl, BBONATCH GHOCLIUIUIATOPB] CO MHOTMMI WHIEKCAMU
TpeOHasHAYEHHbIE JJIA MOJENMPOBaHMs Baja.

PaboTra HamucaHa Ha A3BIKE MHOTMOKPATHBIX IIOCIEJOBATEIILHOCTEH, T. €. IOCEeNOBaTeNILHOCTEH Co
MHOTHMH MHICKCAMH IIPH HCTIOJL30BAHMM WX anrefphbl M 37EMEHTOB aHANM3a B3ATHIX M3 JUCCEPTALIUE
aBTOPA,

Summary

MODELLING OF A MULTI-SPAN SHAFT WITH SEVERAL DISKS BY MEANS OF A GREAT
SYSTEM OF BI-OSCILLATORS. PART I. GENERAL REMARKS. MULTI-INDICIAL
OSCILLATORS

Part one of the paper on shaft modelling (elastic shaft with several supports and loaded by several
disks) presents:

(1) General considerations concerning the method of constructing the differential equations of motion;

(2) Multi-indicial linear oscillators (progressive and rotational), which will be used (in the second
part of the paper) to introduce multi-indicial bi-oscillators for shaft modelling.

The paper is formulated in the multi-series language, i.e. in the language of multi-indicial series and
the corresponding algebra and elements of analysis as presented in author’s doctoral dissertation.

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 29 lipca 1972 r.; w wersji ostatecznej dnia 20 lutego 1974 r.
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OPTYMALNE KSZTAELTOWANIE USTROJOW KRATOWYCH W WARUNKACH PERZANIA
W NAWIAZANIU DO TEORII WYBOCZENIA RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA

RENATA WOIDANOWSKA (Krakow)
1. Uwagi wstcpne

W ustrojach kratowych mozna uzyska¢ bardzo wysoki stopiefi wykorzystania ma-
terialu z punktu widzenia wytrzymato$ciowego. Mozna przede wszystkim, na drodze od-
powiedniego .doboru przekroju poszczegélnych pretow dla kazdej z géry zadanej kon-
figuracji kratownicy i zadanych stalych obciazen skupionych w weztach, uzyskaé jednako-
we naprezenia w pretach (kratownica réwnej wytrzymatosei). Ponadto, na drodze doboru
konfiguracji mozna sposrdd kratownic réwnej wytrzymalo§ci wybraé konstrukcje naj-
lzejsza. Problem taki zostat sformutowany juz w 1904 r. przez MICHELLA [12]. HEGEMIER
i PRAGER [4] wykazali, ze kratownice MICHELLA wykazuja jednocze$nie najwigksza sztyw-
no§é przy ustalonym petzaniu. Przeglad problematyki optymalnego ksztaltowania kra-
townic podaja prace WASIUTYNSKIEGO i BRANDTA [22], REYTMANA i SzAPIRO [17] oraz
SHEU 1 PRAGERA [20].

Warunek wytrzymalo§ciowy nie jest jednak z reguly jedynym warunkiem pobocznym
przy problemie ksztattowania ustrojéw kratowych. Sciskane prety kratownicy moga bowiem
podlegaé utracie stateczno$ci i odpowiednie warunki powinny réwniez by¢ brane pod
uwage. Ujecie takie zapoczatkowal KIrSTE [9], [10], ktdéry okreSlit optymalny ksztatt
kilku prostych uktadow kratowych w nawiazaniu do wzoréw Eulera i Johnsona-Ostenfelda
dla pretéw §ciskanych. Obszerniejsza praca WOIDANOWSKIEI-ZAJAC i ZYCZKOWSKIEGO
[23] dotyczyla ksztaltowania w zakresie spreZzystym i sprezysto-plastycznym w nawigza-
niu do wzordéw Ylinena, zezwalajacych na jednolite ujecie catego badanego zakresu. Auto-
rami dalszych prac sa ACHMADALIEW []] (numeryczne metody obliczen), FIEDOROW [2]
(uwzglednienie wstepnego sprezenia), RADCIG i ArRsLaMOW [15], RaJEwsku [16], Scumirt
i MOrRrROW [21]. Optymalne ksztattowanie kratownic przy uwzglednieniu warunkéw sta-
teczno$ci znalazto zastosowanie np. przy projektowaniu stupéw linii wysokiego napigcia
(MarTiN [11]). Ogdlng problematyke optymalnego ksztaltowania przy uwzglednieniu
warunkéw stateczno$ci omawia praca ZYCZKOWSKIEGO [27].

W przypadku konstrukcji pracujacych w podwyZszonej temperaturze lub w przy-
padku konstrukcji wykonanych z materialdw, wykazujacych wiasnosci reologiczne juz
w temperaturze pokojowej, niezbedne jest uwzglednienie tych wlasnoSci przy optymal-
nym ksztattowaniu. Klasyfikacje problematyki optymalnego ksztaftowania w reologii
i kilka prostych przyktadéw ksztaltowania podaje praca ZYCZKOWSKIEGO [26]; istotne
réznice w stosunku do optymalizacji w zakresie sprezystym lub sprezysto-plastycznym
polegaja tu na odmiennym sformulowaniu warunkéw pobocznych. Dla elementéw roz-
ciaganych musza to byé z reguly warunki zabezpieczajace przed pekaniem w warunkach
pelzania, natomiast dla elementéw Sciskanych — warunki zabezpieczajace przed wybocze-
niem petzajacym. Istnieja obecnie do§¢ liczne teorie zaréwno zniszczenia przy pelzaniu

3%
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(zniszczenie ciggliwe, kruche pekanie, model kombinowany), jak i wyboczenia petzajace-
go, tak ze problematyka optymalnego ksztaltowania w reologii jest niezwykle bogata.
Szczegdtowych rozwigzan i ich wdrozet do zagadnien przemystowych jak dotad jest
bardzo niewicle.

Na zjawisko wyboczenia pelzajacego zwrdcono uwage po raz pierwszy w 1946 r,
w niemal jednoczeénie opublikowanych pracach FREUDENTHALA [3],. RZANICYNA [19]
i Rossa [18]. Przeglad prac nad wyboczeniem pelzajacym podaja HuLr [6], HOFF [5]
i Zyczxkowskr [25]. Dwa zasadnicze kierunki teorii wyboczenia pelzajacego przyjmuja
za kryterium nieograniczony wzrost ugie¢ lub predkosdei ugigé preta pierwotnie stabo za-
krzywionego (KEMPNER-HOFF) oraz utrate stateczno$ci preta prostego, ktérego wlasnosci
zmieniaja sie w czasie w wyniku petzania (RABOTNOW-SZESTIERIKOW),

W obecnej pracy okreélimy optymalne konfiguracje kilku prostych ustrojow krato-
wych przy uwzglednieniu reologicznych wiasnoéci materiatu. Beda to ustroje, ktérych
ksztaltowanie w zakresie sprezysto-plastycznym omdwiono w pracy [23], a ksztaltowanie
w warunkach wyboczenia petzajacego przy wykorzystaniu teorii Kempnera-Hoffa — w pra-
cy [30]. Jako kryterium ksztaltowania przyjmiemy, jak zwykle, minimalng objeto§é (mi-
nimalny ciezar) kratownicy. Warunki poboczne dla pretdow Sciskanych beda warunkami
statecznoéci w nawiazaniu do teorii RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA [14], natomiast dla pretéw
rozcigganych — warunkami wytrzymatoéciowymi w nawiazaniu do teorii kruchego peka-
nia przy petzaniu, sformulowanej przez Kaczanowa [7, 8]. Przyjmiemy przy tym pewien
ustalony czas pracy konstrukcji, w zasadzie jednakowy zaréwno dla pretéw rozcigganych,
jak 1 Sciskanych; rozréznienie tych czasow nie stworzyloby istotnych trudnodci. Przy
efektywnym przeprowadzaniu optymalizacji bedziemy przy tym z reguly korzystali ze sfor-
mutowania dualnego, prowadzacego do prostych obliczefi; bedziemy mianowicie szukali
kresu gornego czasu pracy konstrukcji przy jej ustalonej objetoéci i przy .przyjetych wa-
runkach pobocznych (wytrzymatosci i statecznosci).

Oprocz optymalizacji konfiguracji kratownicy mozna sformutowaé problem optymal-
nej zmienno$ci przekroju poszczegdlnych pretéw. Dla pretéw rozciaganych optymalny
jest tu zawsze staly przekrdj (prety pryzmatyczne), natomiast optymalne prety $ciskane,
narazone na wyboczenie, s z reguly pretami niepryzmatycznymi. Problem taki byt roz-
wazany w pracy ZYCZKOWSKIEGO I WOJDANOWSKIEI-ZAJAC [23]. W obecnej pracy ogra-
niczymy si¢, dla uproszczenia, do rozpatrywania wylacznie pretéw pryzmatycznych o za-
danym ksztalcie przekroju poprzecznego.

2. Sformulowanic warunkéw pobocznych optymalizacii

RapotrNow i SzESTIERIKOW [14] badaja stateczno§¢ preta Sciskanego, wykonanego
z materiatu podlegajacego réwnaniu stanu o postaci ogdlnej

2.1 D(p,p,0) =0,
gdzie
o

oznacza odksztalcenie niesprezyste, kropki u géry — rézniczkowanie wzgledem czasu ?.
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NapreZenia i odksztalcenia przy $ciskaniu przyjeto tu za dodatnie. Autorzy ograniczaja
sig przy tym do nastepujacej formy funkeji @
(2.3) @D = pp*—Ao" = 0,
gdzie A, n i a sa stalymi materiatowymi, zaleznymi od temperatury.

Przy czystym $ciskaniu, gdy o = const, po scalkowaniu réwnania (2.3) i uwzglednieniu
warunku poczatkowego o = Ee, czyli p = 0 dla ¢ = 0 otrzymujemy

SERN T T
(2.4) po= (a+1)H gottigett ot

W dalszym ciagu bada sie mozliwo§¢ istnienia réwnowagi w poloZeniu sasiednim,
nieskofczenie malo wychylonym. RABOTNOW-SZESTIERIKOW stosowali w pracy [14] ogdlne
kinetyczne kryterium statecznosci, ktdre jedniak w efekcie koncowym sprowadzilo sic do
kryterium statycznego. Zmiany (wariacje) naprezen i niesprezystych odksztatcen mozna
powiaza¢ wynikajacym z (2.1) réwnaniem

(2.5) . Ado+udp+vdp = 0,
gdzie

_ o oD 0D
(26) l»%, ,U«—'?p', ‘V———a‘p—".

Wyrazajac p w funkcji o i &, po wykorzystaniu hipotezy plaskich przekrojow Bernoulliego,
& = xz, pomnozeniu przez z i scatkowaniu tego réwnania po powierzchni przekroju F
otrzymuje sie

2.7) (EA—p) M —~vM +EJ(ux+v%) = 0.

Warunkiem réwnowagi w polozeniu sasiednim jest M = % = 0; przy uwzglednieniu wa-
runkéw brzegowych swobodnego podparcia preta po scatkowaniu réwnania (2.7) wzgle-
dem zmiennej X, otrzymuje sig ostatecznie zwigzek
(2.8) Pi = —I—T )
E1-EZ

: H
gdzie Py oznacza sile eulerowska dla preta. Wspdlezynniki A i u nalezy tu obliczy¢ ze wzo-
réw (2.6). Réwnanie (2.8) z podstawieniem (2.3) oraz podstawieniem ¢ = ¢, (f, oznacza
czas utraty statecznofci preta) okreéla zwiazek miedzy sita P, a czasem ¢,. Nie daje si¢
on efektywnie rozwiaza¢ z uwagi na P (bowiem 1 i y zaleZza réwniez od P poprzez ¢ =

= P|F), natomiast daje si¢ rozwiazaé wzgledem z,,:

3 1 (Z(PE—P) aq«l(F)n—a—l
29 | b = A(a+l)[ nPE ] b '

Wzér ten przy podstawieniu P = Nj,, gdzie N oznacza sit¢ podluina w $ciskanyr precie
kratownicy, a j, — stopien bezpieczeistwa z uwagi na wyboczenie, bedzie stanowil za-
sadniczy warunek poboczny dla pretéw &ciskanych przy optymalizacji; w sformutowaniu
dualnym bedziemy poszukiwali maksimum ty przy ustalonej objetosci kratownicy V.
Kaczawow [7], [8] proces zniszczenia prqta narazonego na rozciaganie w warunkach
pelzania rozpatruje jako proces rozprzestrzeniania sie mikroszczelin, powstajacych na tle
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rosnacych odksztatcent petzania. Wprowadza pewna. funkcje skalarowa Q2 = F/F,, gdzie
F oznacza aktualnie pracujacy przekrdj, 2 = 1 w momencie poczatkowym, funkcja ta
z uplywem czasu maleje i w momencie kruchego zniszczenia 2 = 0.

Podstawa teorii KaczaNowa jest hipoteza, iz zmiana tej funkcji w czasie opisana jest

réwnaniem

dQ o\"
(2.10) P -4 (—g) >
w ktérym A4, > 01 m > 0 — pewne stale.

W wyniku calkowania powyZzszego réwnania przy o = const, oraz warunku poczatkowym:
2 =1, F = F,, KaczaNnow otrzymal wyraZenie na czas zniszczenia kruchego

1
i " DA

gdzie gy = T

Czas wyrazony wzorem (2.11) przyjmiemy za czas zniszczenia rozcigganych pretéw
ukiadu kratowego, a wigc za odpowiedni warunek poboczny przy problemie ksztalto-
wania.

W dalszym ciagu pracy przyjmiemy, ze oba czasy f, i f,, sa sobie réwne i okreflaja
czas pracy calej konstrukcji, gdyz projektowanie poszczegdlnych elementéw na rdzne
czasy wydawatoby sie nieuzasadnione.

3. Optymalne ksztaltowanie ustroju kratowego, statycznie wyznaczalnego, dwupretowego, przedstawionego
na rys. 1

Rozstep podpér 2a przyjeto za ustalony; poszukiwaé bedziemy optymalnego kata ¢

w-funkeji pewnego parametru smukfoSci ustroju kratowego f. Sformutowanie problemu

«wprosty polega na poszukiwaniu takiego kata ¢, ktéry zapewnia minimum objetosci

Rys. 1.

kratownicy przy danej sile P, i danym czasie pracy konstrukcji ¢, (czasie, po uplywie
ktérego sita P, wywolalaby utrate statecznoéci konstrukeji). Mozliwe sa tu dwa sformuto-
wania dualne: poszukiwanie maksymalnego czasu ¢, przy danej objetoéci ¥ i przy danej
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sile P, lub poszukiwanie maksimum sity P, przy danej objetoSci ¥ i danym czasie t,.
Pierwsze z tych sformutowan dualnych okazuje si¢ najprostsze i wykorzystamy je w ni-
niejszym paragrafie. Wzoér na sile P w danym przypadku ma postaé

' _ . _ JwPo
3.1) ~ P=j,N= 2sing
objeto$¢ ustroju kratowego wyrazi si¢ wzorem

= 2F] =
3.2) V = 2F] o5
skad
__ Vcosg

(3.3) F= 5y

Sita eulerowska przy uwzglednieniu wzoru (3.3) wyrazi si¢ nastepujaco:

w*EJ  wrEV?coste
(3'4) P = ]2 = 4Eq? )

2
gdzie & = }; jest bezwymiarowym wspétczynnikiem ksztattu przekroju. Podstawiajac

(3.2) i (3.3) do wyrazenia na czas pracy konstrukcji (2.9) otrzymujemy

3.5t = ot [HZEVZCOS4(]) _ JwPo ]“H 1 (Vcosq))"""_l
S A(o+1) (Eny**+1 4ga* 2sing jwPo )" 2a )
2sing
Dla uproszczenia zapisu zwigzku (3.5) wprowadzimy oznaczenia
_ 2Py j,Ea*
(3.6)  B= “ZEVE
aa+1”2(a+l)Vn+a+1
3.7 Y=

Ao +1) Enf TPy jo TSI
i wtedy (3.5) zapiszemy nastgpujaco:
(3.8) ty = ’}/(1 —ﬂSin_ltpCOS"4(p)“+1 Sin"(p (COS (P)"+3“+3.

Rozpatrujac przedzial zmienno$ci kata ¢, 0 < ¢ < -, stwierdzamy, Ze £, (0) = ¢, (ﬁ) =0

2 ’ 2
oraz f, > 0; zakladajac zgodnie z przyjetym sformulowaniem dualnym jak najdtuzszy
czas pracy konstrukcji, wykorzystamy warunek analitycznego maksimum

dty
3.9 —* =0,
(39) =0
Prowadzi on do réwnania okre$lajacego optymalny kat ¢ w funkcji parametru smuklosci 8.
Jest to dos¢ zlozone réwnanie trygonometryczne z uwagi na niewiadoma ¢ = p(f), na-
tomiast z fatwoscia okres§limy funkcje odwrotnq g =B

(3.10) f = nctgtp (n+3a+3)tge
sin~!pcos™*p/nctgp— (n+3oc+3)tg<p/ (sin™2pcos™3p— 4cos'5(p)(a+1)
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Zalezno$¢ powyzsza dla roZnych wspdlczynnikéw n i o ilustruje rys. 2. Wspdlezynniki
ni o zaczerpnieto z pracy RABOTNOWA, ZUKOWA, CZURIKOWA [24] i zebrano w tablicy 1.

Tablica 1
Material; miedz
Temperatura

7 |«
165°C 46,1 14,20
200°C 32,8 9,52
235°C 32,2 9,92
270°C 19,7 7,18

Na rys. 2 nakre§lono réwniez krzywa f = f(p) dlan = 3 1 a = 0. Jest to przypadek
graniczny, & — 0; prawo pelzania (2.3) przechodzi w prawo Nortona. Teoria RABOTNOWA-

gl

03

e t=0)
n=3;0c=0(Norton)
== n=197; x=718
—r— n=328; x=952

a1

(R \ -
0 10° 20°  26%3'54" 309 35%5'52" 40° 50° 60° 70° 809 @

Rys. 2.

SZESTIERIKOWA nie prowadzi wtedy do efektywnych wynikéw, poniewaz czas krytyczny
w kazdym razie zmierza do zera. Tym niemniej na drodze przej§cia granicznego mozna
okre§li¢ optymalna graniczng konfiguracje ustroju kratowego.

4. Optymalne ksztaltowanie tréjpretowego, symetrycznego, -statycznie wyznaczalnego ustroju kratowego,
przedstawionego na rys. 3

Odlegto$é a, podobnie jak popriednio, przyjmiemy za ustalona, W rozpatryWanym
przypadku poszukiwaé Bedziemy takiego kata @, ktdéry zapewnia minimum objetodci
kratownicy, przy danej sile P, i danym czasie pracy konstrukcji (czasie, po ktérym sila
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P, jw» wywoluje utrate statecznoéci konstrukcji). Przyjmiemy, Ze czas t,, po uplywie ktérego
nastgpuje utrata statecznodci kratownicy spowodowana utrata statecznodci preta nara-
zonego na wyboczenie jest réwny czasowi t,, po ktérym nastapi kruche peknigcie pre-
téw narazonych na rozciaganie.

Objetos¢ kratownicy okresli tu wzor

a

. V = 2F .
(4.1 1 Cosg +2F;a
Sity podtuzne w pretach kratownicy sa réwne
_ P _ B
(4.2) Nl = Zsin(p ) NZ = Tctg(p.

Wskaznikiem ,,1”’ oznaczono wszystkie wielkosci charakteryzujace prety naraZzone na roz-
cigganie, a wskazZnikiem ,,2”°, wielkoSci charakretyzujace prety narazone na wyboczenie.

Sita eulerowska i sita podluzna w precie (przy wsp6tezynniku bezpieczenistwa j,) wy-
ra’aja si¢ nastepujaco:

J'EZEF‘éz _]fwPO
4.3 P = — = .
(4.3) | Py dEa P 7 ctgp
Czas pracy kratownicy (2.9) bedzie miat postaé
1 o\ m2E ““l 2F,tgop ]"““‘1
4.4) by = —— | — — = Fltpp— S - .
“.4) * = A@tD (nE) [2P0jw§a2 Fatgp—1 JwPo

Zajmiemy si¢ obecnie obliczeniami preta naraionego na rozciaganie. Wykorzystamy
wzOr na czas zniszczenia przy rozciaganiu (2.11) podany przez Kaczanowa [7];

1
SRS
gdzie m jest pewnym wykltadnikiem potegowym; 4, — pewng stala, oo jest napreZeniem
w pretach rozciaganych, odpowiadajacym’ sile dziatajacej mnozonej przez wspélczynnik
bezpieczenstwa z uwagi na pekanie j,

4.5)

Y P
4.6 =N _Jelo
(4.6) To F, ~ 2F;sing’
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Wprowadzimy nowe oznaczenie

@) b= ET
(m+1)Ajg' P

Wtedy (4.5) zapiszemy krétko

{4.8) tew = B Fi'sin" .

Ze zwiazku (4.8) obliczymy F, i wprowadzimy do (4.1); otrzymamy wyraZenie na obje-
tosé

Lok \m 1+tg2¢_
{4.9) V= V(p, F,) —Za[( ﬂ) T +F, .

Poszukujemy minimum tej funkcji z warunkiem pobocznym (4.4). Rugowanie warunku
pobocznego uzyskamy przez stosowna parametryzacie. Wprowadzamy mianowicie bez-
wymiarowy parametr:

nlE
2P0.i\v £a2
i wstawiamy go do (4.4), skad obliczamy tge

4.10) u = Fitgp—1

S
4.11) gy = —— 2@
n—o—1

(w+Du

gdzie stata .S jest okre§lona wzorem

2028 | a *
i ma znaczenie bezwymiarowej sity.
Wstawiamy tge okre§lony wzorem (4.11) i obliczony przekrdj F, z (4.10) do wyra-

P ] .TEZ n 2(a+1) 2 ntotl 2
(4'12) . S= *0. w [ ]n —a~-1 [A(a+1)]"_a_l E?I—-d—l ! n—o—1

1/m
Zenia na objetosé (4.9); dzielimy réwnanie przez 2a( i ) i otrzymujemy bezwymlaro-
1

wa objetoé

. . 2@+1) 52 1
(4.13) V="V(S,u) = u+Du" I Bt Fremnyuliy Freud
(u + 1)2u n—a—1 Bun—a—l_
gdzie B jest pewna stala, zaleZna od stalych materiatowych i czasu pracy konstrukcji,
okreslona nastepujaco:

En a+1 1 1 1 +i
(414) B = [ a ]zz+l —n [A(a+1)]a+1—n [Al(m+1)]m t*a+1—n,ﬂm .

Poszukujemy teraz minimum objetoci ¥ jako funkcji jednej zmiennej u bez warunku
poboc_znego

4.15) &7 o,
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co prowadzi do réwnania

[J_ + —‘lla:+i" (a+1)(u+1)+u(n_a__l) ]
B 2@+ )+ ) tu(r—a—1) |

1
(4.16) S2 = (u+1)2—T(;m
at1—n
U

Ogdlne rozwigzanie réwnania (4.16) ze wzgledu na poszukiwany paramelr u nie jest
mozliwe. Wyniki przedstawimy jednak graficznie, dysponujac funkcja odwrotna S = S(u).

Sk
A
4
2k © g
(P
1 —
‘ I l | | | -
o 3 a4 08 08 10 T,
Rys. 4.
oA
w00
80° |-
700
600 U
B=1
50° B=2
B=10
| | T .
0 10 15 20 S

Rys. 5.
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Zaleznoéé S = S(u) dla ustalonej wartosci parametru B ujgto na rys. 4. Zalezno§é ¢ =
= @(S) dla ustalonego parametru B przedstawiono na rys. 5. Zalezno$¢ ¢ = ¢(S) jest
zaleznoécia optymalnego kata ¢ w funkcji parametru S dla ustalonego B. Wykresy wy-
konano dla n = 32, 8; o = 9,52 (tablica 1).

5. Optymalne ksztaltowanie tréjpretowego, symetrycznego, statycznie wyznaczalnego ukladu kratowego,
przedstawionego na rys. 6

Obecnie zajmiemy si¢ optymalnym ksztattowaniem kratownicy, oméwionej w rozdz. 4,
ale poddanej dziataniu sit o przeciwnym zwrocie. Tym razem pret poziomy jest rozciaga-
ny, a prety uko$ne — $ciskane. Podobnie jak w poprzednio rozpatrywanym problemie,

Rys. 6.

postaramy sig okresli¢ optymalny kat ¢, tj. taki, ktéry zapewni minimum objetosci kra-
townicy ¥ przy danej sile P, i danym czasie pracy konstrukcji ¢,. Sily dzialajace w pre-
tach kratownicy zapiszemy

P P
5.1 =2 = o
(5.1) Ny 3 ctgp, N, Zsing
Objetodé kratownicy okreéli tu wzor '
a
5.2 = .
5.2 V = 2F, cosp fZFla
Sita eulerowska i sita podiuzna w precie (przy wspélczynniku bezpieczenstwa j,,) wyrazaja
sig tutaj wzorem .
n?EF? JwPo
53 P = LR = Te——_
. (5.3) E &a® cos'gs P 2singp

Tok obliczer jest podobny, jak w przypadku poprzednim. Wzdr na czas pracy kratownicy
(2.9) bedzie miat postaé

1 -L]“H[ 2n*E F%Sin¢cbsz(p_l]u+l‘[2Fzsin‘P]n—a_l

54 ¢, = VICES))

R En Eazijo ijO
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W przypadku preta rozcigganego wykorzystamy wzor (2.11), w ktérym ¢, wyrazi si¢
nastepujaco:

_ ijl ijO
(5.5) 0o = 1;'1 21—v ct

Po obliczeniu F; z (2.11) i wprowadzeniu do (5.2) otrzymujemy wyrazenie na objgtos§é
kratownicy

(5.6) V= V(¢,F2)—2a[( ﬁl)"'_ctgw f ]

cos

Poszukujemy minimum tej funkeji z warunkiem pobocznym (5.4). Wprowadzimy, po-
dobnie jak poprzednio, bezwymiarowy parametr
2nF

2 -
5.7 u= Ea—ZJ}..ITO-FZ sinpcos*p—1,

uzyskujac w ten sposob wyrugowanie warunku pobocznego.
W dalszym ciagu obliczamy F, z (5.7), wprowadzamy obliczone F, = F,(u, q)) oraz u
okre§lone zwiazkiem (5.7) do wyrazenia (5.4) i otrzymujemy réwnanie

sinp 4S8

o sy~ e
(u+u

Z réwnania (5.8) mozemy obliczy¢ sing jako funkcje Si u

2(a+1)

n—-co—1

. . u+Du 6452
(5.9) sing = —— g I+ oz —!
n—a—1
u (u+1)?

1/m
Réwnanie (5.6) dzielimy stronami przez Za( 3 ) i do niego wprowadzamy (5.9), otrzy-
1

mujac ostatecznie wyraZenie na bezwymiarowa objgto$é 1%

- ' : u+l 1=sinZ0
(5.10) 7 1_ .1/u+1.__+]/1 ‘suup’
2BYS (1—sin%p)}/sing sing
gdzie sing okreflony jest przez (5.9), a S 1 B podane sg przez (4.12) i (4.14).
Poszukujemy minimum objetosci 1% juz jako funkcji (ztozonej) tylko Jednej zmiennej,

V="V, (p(u)/l 0.
Otrzymujemy w konsekwencji réwnanie:
B =
sa (a+1)(u+1) Cmen2y (n—o—1Du a2
S D a D Rt D S g D F (e D )
. a+1 -y
n—oa—1

u (1—sinp)
w ktorym sing okre§lony jest przez (5.9).
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Podobnie, jak poprzednio, réwnanie to nie daje sig rozwiazaé¢ wzgledem u, lecz ko-
rzystajac z funkcji odwrotnej wzgledem poszukiwanej sporzadzono wykresy: S = S(u),
rys. 7i¢@ = @(S), rys. 8.

Obliczenia wykonano, podobnie jak poprzednio dla n = 32,8; « = 9,52. Zaleznoéé
@ = @(S) dla ustalonego B jest zaleznodcia optymalna kata ¢ w funkcji parametru S.

QV

00~

o ||
Nl
I R S

60°1—

500

4°
30°
26%3'54"F.
20°|-

109 |-

Rys. 8.
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6. Optymalne ksztaltowanie dwupretowego, statycznie wyznaczalnego uldadu kratowego, przedstawionego-
na rys. 9

Odlegloé¢ a przyjmiemy za ustalona, optymalne ksztaltowanie sprowadza sie do do-
boru katéw ¢ i g oraz powierzchni przekrojéw F; i F,. Problem jest o tyle trudniejszy od
poprzednio rozwazonych, ze uklad nie jest symetryczny i mamy tu o jednaTniewiadoma.

RN

OANUNANNN

AR
Q

-

Rys. 9.

wigcej (ksztaltowanie parametryczne o dwéch stopniach swobody). Postaramy sie¢ okreli¢
optymalne katy ¢ i ¢, takie, ktére zapewnia minimum objeto$ci kratownicy ¥ przy danej
sile Py i danym czasie pracy konstrukcji ¢,. Sity podiuzne w pretach kratownicy wyrazaja
si¢ nastepujaco:

_ PO _ PO
6.1) Ny = sinp(ctgp +ctgy)’ N, = siny(ctgp +ctgy)
Objetosé ¥ mozna wyrazi¢ wzorem
a a
(6.2) V= Fige R

Sitg eulerowska i site podtuzng w precie (przy wspdtczynniku bezpieczenistwa j,) zapiszemy
nastepujaco:

TCZEF% . . . _ jw Po

TEgz OYs P=julo = siny(ctgp+otgy)

Podobnie jak poprzednio, wprowadzimy (6.3) do (2.9) i czas pracy konstrukeji zwigzany
z wyboczeniem petzajacym pretéw Sciskanych zapiszemy

(6.3) Py =

1 a \*"  m2E
6. = |- T FZsinlw(ct
R N (CTS) (En) [jwpofaz Fasin'y(ctgp+

at+1 . neo—1
F, tgo-ct
+Ctgw)_1] [ siny(cigp g«/))] )
.]w-PO

W przypadku preta rozcigganego aktualny jest wzér (2.11), ale o, wyraza si¢ teraz przez

_ ey _ JuPo
F, Fysing(ctgp+ctgy)

(6.5) 6o
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Obliczone F; z (2.11) wprowadzamy do (6.2):
1
Lix | 1 Fy | _ v
(©0) V= [2( B ) sCp(cigp totgy) | sinp @ F2).

Poszukujemy minimum tej funkeji trzech zmiennych z jednym warunkiem pobocznym
{6.4). Podobnie jak poprzednio, wprowadzimy bezwymiarowy parametr u:

w2 EF3sin®y (ctgp +ctgy)
a%ﬁvl)og

1z (6.7) obliczamy F,, a nastgpnie obliczone F, i (6.7) wstawiamy do (6.4) otrzymujac

zwiagzek

6.7) —1

P2+ 1)
. n—-a~1
63) siny _u u+1) ,
ctgp+ctgy 8S

w ktérym S podane jest przez (4.12).
Obliczony przekrdj F, z (6.7) wstawiamy do (6.6) i po podzieleniu réwnania przez

1
1,
a( /;‘* ) " otrzymujemy bezwym1arowa objeto§é kratownicy ¥
1

_ 2 1 1 u+1
. =Vp,p,u) = = o si i )
6.9 vV (p, v, ) sinp(ctgp +ctgy) + BY/2S sin*y ]/ siny(ctgp +ctgy)

Roéwnanie (6.8) pozwala obliczyé sing i ctge jako funkcje v i u, a wigc wyrugowaé @;
po wprowadzeniu obliczonych z (6.8) sing i ctgp do (6.9) otrzymujemy V= V(u, P):

a+l

. FoaeT [ _a+l
~ 16Ssin (u+Du n—a-1 1
(610) V = —%_4“@/)4_—45‘)81#3;0[ +§‘:|
n—a—1
w+1u

Poszukujemy V = V., przy czym ¥ jest teraz funkcja dwu zmiennych niezaleznych Y
1 u. Obliczamy zatem

av av
w0 WY
co zapiszemy nastgpujaco:
a+1
16Scos 4 (u+1) B =
P : u u noes Cos’/’
A1 —-
(6.11) ji“a*_ll) sin?y 4S | ]( sm v 0,

u+1)u

2(a+1) 2@+1) 2(a+1)
(6.12)  16Ssinyp(—1)[u"*"! (u+1)]"2 [Z(OH_I) (w+Du"?! +u"‘“_1] +

1 a1 ni:jl -1 nj:-il ni:—ll 1
+ 4Ssin31p{[n—ot—l -+ Du T ! BT

a+1

+u "t

a+ 1

a+1 um'l} _o.
n—a—1
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Réwnanie (6.12) pozwala wyrazi¢ sin*p jako funkcje zmiennej u, parametréw Si B
a4+l

T—a—1 i2(a+ a

(w+Du™ ! [ P L1 el (a4 D@+ D)+ (—a—1)u ]”2

8S B 200+ D@+ D)+ (—a—Du

(6.13) sin’*y =

Rownania (6.12) i (6.13) pozwalaja okre§li¢ parametr smukto$ci S i funkcje kata y jako
funkcje zmiennej » 1 parametru B

_ 4(WU?-2Z)?
(6.14) S(u, B) = WOZ—Z)— 1607
. 16U*
(6.15) siny = 1= o 7y
w ktérych U, Wi Z okre§lane sa nastepujaco:
a1
n—a—1 | 2{(e+1) a1 o 12
U = U, B) = 4+ D lu,,_a_l 41 et @D @t)+@—o=Du |
8 B 2@+ @+ +m—a—Du
(6.16) " : W= Wu = %’
@+Du" 1t
a1
Bun—a—l (u+1) a1 l ]
Z=2W,B) = -——— " {y"t o,
(u, B) 4 u +_B

Sa to wielkoéci state, zalezne od statych materiatowych i geometrii ukiadu.

4 Moechanika Teoretyczna 3/74
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Zwiazek pomiedzy katem ¢ i ¢ podany jest przez (6.8). Na podstawie uzyskanych
wzoréw i zaleznoéei sporzadzono wykresy: S = S(u) przy ustalonej wartoéci parametru
B (rys. 10) oraz ¢ = ¢(S) iy = y(S) tez przy ustalonej wartosci B (rys. 11).

owk
-
ap°
B=10
o
60 -
== B=1
400 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~ H=7
~57-
209 —E—;ﬁr

oy

Rys. 11. )

Uzyskane wartoéci ¢ i » w funkcji smukloéci S dla ustalonego parametru B sg war-
tofciami optymalnymi. Na podstawie obliczei i wykresu (rys. 11) zauwazamy, ze dla
matych smuklosci S optymalny kat » zmierza bardzo szybko do 90°, a optymalny kat ¢
do 0. Ze wzrostem smukloéci kat » maleje, a kat ¢ roénie.

8. Uwagi koncowe

Rozpatrzone uklady kratowe sa najprostsze z mozliwych. Stanowi¢ moga jednak
podstawe do optymalnego ksztattowania z uwzglednieniem pelzania bardziej ztoZonych
uktadéw kratowych. Mozna przypuszczaé, iz otrzymamy bardziej skomplikowane réw-
nania, ktérych rozwiazanie bedzie wymagato stosowania metod numerycznych.

Analize otrzymanych wynikéw mozna przeprowadzi¢ na drodze pordwnania opty-
malnych wartoSci katéw w funkcji parametru smuklosci w przypadku, gdy dany uklad
kratowy jest ksztaltowany w warunkach wyboczenia sprezysto-plastycznego [23] i w wa-
runkach wyboczenia pelzajacego przy wykorzystaniu teorii pelzania KEMPNERA-HOFFA
[30] i przy wykorzystaniu «teorii wzmocnieniay.

I tak w przypadku najprostszego, dwupretowego ukladu kratowego, przedstawionego
na rys. 1, optymalny kat ¢ w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelza-
jacego przy wykorzystaniu «teorii wzmocnienia» rys. 2, zawiera sie w granicach

26°33'54" £ p < 35°15'52" (Norton).
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W przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelzajacego przy wykorzystaniu
teorii KeMPNERA-HOFFA (rys. 3 [30]) optymalny kat ¢ zawiera sie w przedziale
0 < ¢ < 35°15'52”,

a w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia sprezysto-plastycznego (rys. 3
[23)
26°33'54" < @ < 45°,

Z powyzszego poréwnania wynika, Zze dolne ograniczenie kata ¢ jest to samo w przy-
-padku ksztaltowania w warunkach wyboczenia sprezysto-plastycznego i w warunkach
wyboczenia pelzajacego typu RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA, natomiast gorne ogranicze-
nie kata ¢ jest to samo w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelzajq-
cego obu typow.

Celem dokfadnego pordwnania otrzymanych wynikéw wykonano w przypadku naj-
prostszego ukladu kratowego obliczenia numeryczne.

Przyjeto nastgpujace dane: Py = 40 000 kG; j,, = 1,5; & = 10 (przekrdj dwuteowy);
n=04; y=28,94-10° kG/m*®; E=12400-10° kG/m?; a=7 m; V=04 m?
0 = 3,5kG/m® (granica plastycznosci).

Wartoéci parametru f = 0,146, n = 3, o = 0 odpowiada optymalny kat ¢ = 32°30;
wartofciom parametrow g; = 0,172 1 1 = 0,146 odpowiada optymalny kat ¢ = 26°
(wzory (3.12) i (3.13), rys. 5. [30]), i wartodci 4 = 0,815 (wzor (3.11) str. 354 [23]) odpo-

wiada optymalny kat ¢ =2 31°50° (rys. 3, str. 355 [23])..

' Podobna analizg uzyskanych wynikéw mozna by przeprowadzié w przypadku pozosta-
tych uktadéw kratowych w przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia sprezysto-
plastycznego i w warunkach wyboczenia pelzajacego typu RABOTNOWA-SZESTIERIKOWA.
W przypadku ksztaltowania w warunkach wyboczenia pelzajacego typu KEMPNERA-
Horra [30] dla dalszych typéw ustrojéw kratowych nie przeprowadzono obliczen nume-
ryczuych ze wzgledu na trudnoéci matematyczne jakie napotykamy przy rozwigzywaniu
réwnat,
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Pesome
OIITHUMAIJIBHOE KOHCTPYUPOBAHUE PEPM PABOTAIOIIMX B YCJIOBHAX
TIONIBYUECTH B OTHECEHUM K TEOPUM ITPOITOJIBHOI'O U3TUEBA
PABOTHOBA-IIECTEPHMKOBA

B pafore paccmarpuBaerca onrumasibHOE KOHCTPYHpOBaHUE (hepM paGOTAIOMMX B YCIOBHAX ION3Y-

uecti. OnpepeneHa ONTHMANLHAS KOHGMHIYPAUMS YeThIpeX NPOCThIX (GepM, NPUBEACHHBLIX HA pHC. 1,
3, 6 u 9. B xauecTBe KPUTEPUA ONTHUMHUSAIMMA NPHHAT MUHHMATLHBIN 06BEM (epmpr. I[N CKUMAEMBIX
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cTepycHell KpaeBble YCIIOBHsA ChOPMYNHMPOBAHLI HA OCHOBE TEOPHM IPOMOJIGHOTO M3ruba MOoJN3yYecTH
Pa6orHopa-lllecTeprKoBa, a B PACTATMBAEMBIX CTEPIKHEH Ha OCHOBE TEODHWM DPACTPECKMBAHHA MpH
nonsyuecrn (Kavanop). [luarpamma NOKashIBaeT 3aBHCUMOCTH ONMTHMAJIBHONO yria ¢ B (yHrumn 6es-
pa3MEpPHOro ioachpuumenra rubioctH S. Bbrumchenns npoBefeHs! it npocTediiued depmul. Pesyns-
TaTh] CPABHEHD! C TIOTYYEHHBIMH TIPENIE I TPOJOJLHOr0 YIPYro-MiacTHyecioro usruba B padore [22]
# TPOJIOJIBHOrO M3THBa TpH OJI3YYeCTH Ha OCHOBE Teopuu Kemmuepa-Todipa (pabora [29]).

Summary

OPTIMAL DESIGN OF TRUSS STRUCTURES IN CREEP CONDITIONS WITH REFERENCE TO
THE RABOTNOW-SHESTERIKOW THEORY OF BUCKLING

In this paper are considered the optimal truss structures under the conditions of creep. Optimal con-
figurations are determined for the four simple trusses (see Fig. 1, 3, 6 and 9). Minimal volume of the truss
structures is taken as the criterion,

For the compression bars the constraint is given on the basis of the creep buckling theory. The Ka-
chanow theory of creep rupture is used for bars in tension. The results are represented in the form of dia-
grams showing the optimal apgle p in terms of the dimensionless slenderness coefficient. Numerical cal-
culations are given for the simplest lattice structure. Results are compared with the results of papers [22]
concerning elastic-plastic buckling and of [29], concerning the creep buckling on the basis of the Kempner—
Hoff theory.
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KLASE POWEOK PROSTOKRESLNYCH ROZWIJALNYCH

STANISEAW BIELAK (GLIWICE)

1. Wstep

Podawane w literaturze technicznej réwnania rozwiazujace powloki dotycza jedynie
powltok walcowych i stozkowych, ktérych powierzchnie §rodkowe sa utworzone przez
proste przecinajace okregi pod katem prostym, na przyktad [2, 3]. Réwnania rézniczkowe
czastkowe, rozwiazujace te powloki, posiadaja rézna budowe, zaréwno w odniesieniu do
ich rzedu, jak i ksztattu niektérych cztonéw. Wystepujace réznice w rozpatrywanych
réwnaniach rozwiazujacych tego samego rzedu uwidaczniaja sie w ksztalcie cziondéw
wewnetrznych tych réwnai, to znaczy cztonéw zawierajacych nizsze pochodne czastkowe
od stopnia okre§lajacego rzad réwnania rézniczkowego z jednej strony i wyzsze pochodne
czastkowe od wyrazu skrajnego prawego o najnizszej pochodnej, z drugiej strony.

Przeprowadzona analiza wykazata, ze o ile rdznica dotyczaca rzedu réwnania ma
swoje uzasadnienie we wprowadzonych przez poszczegdlnych badaczy zaloZeniach uprasz-
czajacych, to ksztalt cztonéw wewnetrznych réwnania rozwigzujacego zalezy od sposobu
przeprowadzania rachunku i odrzucania w trakcie rugowania zmiennych wielko§ci matych
wyzszego rzedu. Mala stabilno§¢ ksztaltu czlonéw wewnegtrznych réwnania rozwiazuja-
cego nasuneta wniosek, ze cztony te nie majg istotnego wplywu na rozwigzania w ramach
teorii uproszczone;j. '

Treécia pracy bedzie miedzy innymi wykazanie stuszno$ci wysunigtego wniosku daja-
cego istotne uproszczenie réwnania rdézniczkowego czastkowego rozwiazujacego klase
powlok prostokreéinych rozwijalnych. Problem ten nabiera szczegdlnego znaczenia w nu-
merycznym sposobie rozwiazania, prowadzonym przy uzyciu maszyn cyfrowych, a tylko
taki mozemy braé¢ pod uwage, bo jak sie okazuje, Zle pojeta dokladno§é prowadzaca do
réwnan rozwiazujacych niestabilnych daje w niektorych przypadkach macierz rozwiazuja-
cg réwnanie rézniczkowe, ktéra jest macierza osobliwa z uwagi na wystepujace «zera
maszynowe», Rozwiazanie numeryczne rownania rozniczkowego niestabilnego, przy
.uzyciu okre§lonej maszyny cyfrowej, staje si¢ wiec czasem niemozliwe.

Odrzucenie w réwnanin rézniczkowym rozwiazujacym cziondw mato stabilnych, nie
majacych istotnego wplywu na wyniki, prowadzi do réwnania rézniczkowego stabilnego,
dajacego rozwigzanie numerycznie poprawne rowniez w tych przypadkach, gdzie uprzed-
nio byto to niemozliwe.

2. Ogélny uklad réwnan

Ogdlny uktad réwnan powlok prostokre§inych rozwijalnych, podany w tym rozdziale,
Jest napisany dla parametryzacji naturalnej w oparciu o prace [1].
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2.1. Opis geometryczny powierzchni Srodkowej powloki. Rdwnanie wektorowe powierzchni
prostokre§lnej

@1 r = p(u?) +u'l(u?),
ut, u® — wsp6lrzedne krzywoliniowe na powierzchni; u* okreéla poloZenie punktu na two-

rzacej, u* wskazuje tworzaca, na ktorej lezy punkt. _
Wspétezynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej oraz ich wyrézniki

gll = ]’
812 = 821 =]/¢S;t1,

822 = P2 +u'ly|?

| g
2.2) g = gnll-,
bll = 09
bi2 = b, =0,

by = g22 "’-{’;",
b =0.
2.2. Zwigzki geometryczne powloki. Wspélczynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej
powierzchni odksztalcone;j
gij = &ij+29i,
by = bij+20.

Zwiazek skladowych przemieszczenia z tensorem odksztalcenia blonowego

2.3)

1
(2.49) Yy = T(Wfljglk'i‘wgligjk)—wsbu.

2.3. Zwiazki fizyczne. Zwiazki fizyczne wiaZace naprezenia z odksztalceniami, dla
wersji uproszczonej moga byé zadane w postaci

NY = N+ 6HM,

2.5) \ o
MY = K1Y+ ERHNY,
gdzie
= 2Eh
. NY = =5 1=y + 984,
2.6)

» 4ER?
MY = — iy [0 =9)e" +9g"B]

oraz & — parametr staly.
Niezmienniki 4 1 B wystgpujace w (2.6) s sumami

= ol
@.7) 4 =87y,
B = nglj~
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2.4. Réwnania réwnowagi. Uklad rownan réwnowagi dla powlok w zapisie temsoro-
wym:

N[~ Qbl + P = 0,
2.9) NVby+Q';+P% =0,
MU‘,—Qé = 0.

Przejécie do wspdlrzednych fizycznych, to znaczy odniesionych do bazy jednostkowej,
wyglada nastgpujaco: :

7 g 1 1.
Ny -1/ Lo
j g” = Q gg

7 ? | 22

(29) Mil = - ]/ gu M,‘?; Mi2 = ]/% Muz
1 S 1
Pi=]/gllP‘: Py = P2,

Uwaga: po i, j nie sumowac.
Symbol ,, 7| oznacza wspoirzedna fizyczna.

2.5. Réwnania nierozdzielnosci. ROwnania nierozdzielno$ci dla wersji uproszczonej, przy
zalozeniu 2hH < 1 — (2hH male w pordwnaniu z jednoécia) — przyjmuja postaé:

O11lz—012hy =0,
(2100 0221 =021l = 0,

2b1—7—” = 2‘}’12|12‘;‘}’11|22—‘}’22|11-

3. Rozwiazanie ogélnego ukladu réwnarn

Je§li do pierwszych dwdch réwnan ukladu (2.8) podstawimy NY z (2.5), to wéwczas
otrzymamy
N[, 4+ P =
(D) NP =0,
.N‘jbu-l-P3 = 0.
Wystepujace w (3.1) wielkosci P/, P3? sa funkcjami obciazen, wymuszajacymi stan blo-
nowy, jeSli uklad réwnan réwnowagi (3.1) potraktujemy jako ukiad réwnan stanu blo-
nowego. Wyjadnienie takiego postgpowania zostalo podane w pracy [1].
Funkcje P/, P? opisuja wzory:
(32) P = 6(HM")~Q'bi +F,
P3 = 6HMUbu+Qj,j+P.3.
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Rozpisany ukiad réwnaf (3.1) dla powlok prostokre§inych — rozwijalnych, przyjmuje
postaé '
NY|,+ N3, +P* =0,
(3.3) N'?|,+N?2|,+P? =0,
N?2b,,+P? = 0.

Z trzeciego réwnania ukiadu (3.3) obliczymy N?2;

_ “p3
(3.4) N2 =

22

a nastgpnie podstawimy (3.4) do drugiego réwnania (3.3) i wyznaczymy

— P2,

2

3.5) w2, = (—Z'L)

22

Rugujqc z pierwszych dwoch rownan (3.3) wielko$é N'2 otrzymamy
N11|11—ﬁ22|22+1—)111_ ﬁzlz =0,
skad po wykorzystaniy (3.4) uzyskamy

(3-6) Nll‘u = "(2—)_3>

22

—PY, + P?|,.

22

Zrézniczkujmy kowariantnie wyrazenia (3.4) i (3.5) wzgledem zmiennej u', pierwsze
dwukrotnie, a drugie jednokrotnie, a nastepnie utwdrzmy sume

— p3 - —
(3.7 (gUNiI{)lu = —ggij(b—z)’u —~281.P¥|y +Ply;.
2

Sume g;; N mozemy obliczyé z pierwszego wyrazenia 2.6)

2Eh

3 LN o e
3.9 sl = 4=,

4,

a wéwczas wyrazenie (3.7) przyjmie postac

, 2Eh P
(3.7 T:Alll = —£84 (E)

Zrézniczkujmy kowariantnie pierwsze réwnanie (3:1) wzgledem u/
(3.9) NP, = 0.

Obliczone odpowiednie pochodne kowariantne tensora kontrawariantnego 9"/, uzyskane-
go z (2.4), przy wykorzystaniu zaleznosci [1];

”—2811:7):&)/1 +P;.

£y

(3.10) A = wglg—2Hw?,
podstawione do pierwszego zwiazku (2.5), dadza
_, 2Eh . '
NV = {(1=2)[(2Hg" = b ) w]|;; +g" Al1;}

1—',’112
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Podstawiajac powyzsze wyrazenie do (3.9), otrzymamy;
2Eh ; . ; _
(3.9) T (1= IHE )Wl + g Alig} +P; = 0.
Je$li teraz zrézniczkujemy kowariantnie powyzsze réwnanie wzgledem zmiennej u!,
a nastepnie w miejsce Af,, podstawimy (3.7), to wéwczas bedzie:

D3
(3.11) —gY [g"'g (—f )
22

+281, P¥|, — Fklk] +{2Eh[(2Hg" — by w3]|;; +
ki ij

+(1+"’)ﬁj|j}|u =0."

Wystepujace w (3.11) funkcje P4, P3, jak to zostanie wykazane, sa funkcjami zaleznymi
od zadanych obciazen P/, P? i tylko przemieszczenia w?. Tak wigc réwnanie (3.11) jest
réwnaniem rézniczkowym zawierajacym jedynie niewiadoma funkcje w3, czyli jest réw-
naniem rozwiazujgcym klase powlok prostokresinych — rozwijalnych.

Pierwsze dwa réwnania nierozdzielnosci beda spelnione, jesli przyjmiemy

oy = Ply,
gdzie @ = D(u', u?) jest funkcja zmiennych 2!, 2.

Wychodzac ze zwiazku tensora g;; z przemieszczeniami w', w® — patrz praca [1],

mozemy powyzsza rowno$¢, w ramach uproszczonej teorii, zastapi¢ zwiazkiem
1

(3.12) gij = 'TWBIU-

Wtedy momenty MY opisane wyraZzeniem (2.6) beda réwne

i 2E/12 i
(3.13) MY = — 30— [(1=2)g"g" W] +7’gij’V],
gdzie ,
(3.14) W =28 = g'w,.

Podstawiajac do trzeciego réwnania (2.8) drugi zwiazek (2.5) z obliczonymi pochod-
nymi kowariantnymi w oparciu o wyraZenia (3.13) i (3.14) uzyskamy

2ER . '
3.15 e 20 ol h2(HN, .
( ) Q 3(1—1’2)g W|l+§1 ( )'i .
Majac MY Q’ okre§lone wyrazeniem (3.13) i (3.15), mozemy po odrzuceniu wielkosci
malej rzgdu wyzszego wystepujacej w (3.15) opisaé funkcje obciaZen wymuszajacych
(3.2) za pomoca funkcji w?

_— A 2.Eh3 U U _]
Pl = 6H| MY - __1_2_(6I—Ig —~bNW|;+ P,
(3.2) 3179
—~ AL 2ER*
3 iy, e L] 3
P 6HM b,j 3(1—1’2)g W'U+P

Korzystajac z (3.9) wprowadzimy dalsze uproszczenia w réwnaniach (3.7') i (3.11),
bo dla celéw poréwnawczych, okre§lajacych rzad wielko$ci, mozna przyja¢ w oparciu

o rownanie (3.9"), Ze: /iz W jest poréwnywalne z g W|;;, natomiast W odniesione do
1
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g Wi jest wielkoscig mala rzedu wyzszego dla powlok cienkich spetniajacych warunek
2hH < 1.
Dowdd wysunigtego stwierdzenia o pomijalnoéci pewnych wyrazéw jako wielkodci

matych wyzszego rzedu mozna przeprowadzi¢ nastgpujaco: wielko§¢ 5 W jest poréwny-

walna z wielkoécig g"/W/|;; z zalozenia, gdyz obie wielkodci sa tego samego rzedu, czyli
mozemy napisac
3

giWliy = 2z W.
Powyisza réwnoéé jest stuszna jedynie dla okreflenia rzedu wielkosci W i dlatego nie
mozna sie nia postuzyé do wyznaczenia samej w1e1ko§c1 w.

Utwoérzmy wyraZzenie
F=giWl+ W,

. . .3 . .
w ktérym nastepnie czlon g'W/|,; zastapimy wielkoScia h_zW na podstawie pierwszej

réwnoéceli, czyli otrzymamy
3
ER

Dla powlok cienkich wielko§¢ —- jest wielkoécig duza rzedu wyZszego w stosunku do 1,

h2

bo na przykiad dla powloki zelbetowej o grubodci 24 = 0,2 m, bedzie —}137 = 300, a dla

. . . .3
powloki stalowej o gruboéci 22 = 0,02 m, bedzie ol 30 000.
W ramach liniowej teorii, pomijajqc wielkoSci male wyzszego rzedu, napiszemy

F = /2 W g Wl,j,
czyli wielko§¢ W odniesiona do g W|;; jest wielkoScia mata wyZszego rzedu, czego nale-
zato dowiesc.

Procentowy blad odrzucenia wyrazu malego, dla powloki stosunkowo grubej, dla

.3

ktérejﬁ

Powyzsze analityczne obliczenie bledu wynikajacego z odrzucenia cztondw mato-
stabilnych zostalo potwierdzone numerycznie przeliczonymi przyktadami. Przeliczona
powloka walcowa Zelbetowa, dla ktérej h = 0,1 m, wzorami §cistymi i uproszczonymi,
(patrz zalaczone tablice) wykazuje réwniez réznice nie przekraczajace 0,5%.

Wersja uproszczona réwnan (3.7°) i (3.11) moze wiec przyjaé postaé

2Eh pP3
(3.16) —A|11 = —gg" (—)
1- baally

—ggigh! ( P? )
b2z

= 300, nie przekracza wiec 0,5%.

—2guPll +Pl);,

+2ER[(2HgY bYWl iy = &g Py = PH)liy— (1 +9) Py

klij
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Jesli do drugiego rownania (3.16) wprowadzimy funkcjg P* z uktadu (3.2') z odrzuconym
czlonem 6HM”b,J jako wielkofcia mata w poréwnaniu z g¥W|;;, to wowezas otrzymamy
nastepujace réwnanie rézniczkowe czastkowe rzedu ésmego, rozwiazujace powloki prosto-
kre§lne rozwijalne

. 1
g4 M '”"Wnln)\ +
317 g (bng l ”

gdzie

3(1 —vz)»P

3(1=2%)
2Hg _ pliyys —
oh? [ b yw Wewig = 2EIg

i) +gu(281kPk|1 ‘Pk’k)lij—(l +"’)Pk/k11 .

i P3
P = ggtlgh (b—“)

Dla przyktadu napiszemy réwnanie (3.17) dla powtoki walcowej, sparametryzowanej
w ukladzie ortogonalnym naturalnym.
Jeéli a bedzie promieniem walca, powierzchni §rodkowej powloki, to jej wielkosci
geometryczne przyjete z pracy [1] bgda réwne
g1 =1, 312—821—0 22 = g = a?,
by, =by,=0b,,=0, byy=a, b=0,

1
2H=7, Iy =0.

(3.18)

Pochodne kowariantne dla powloki walcowej w parametryzacji naturalnej, przejda
w pochodne zwykle, poniewaz symbole Christoffela drugiego rodzaju sa rowne zeru.

Réwnanie rézniczkowe (3.17), rozwiazujace powloki walcowe dowolnie obciaZzone
i podparte, przyjmie postaé .
3(1—-9%) _3(1—=Y)

(ah)? Wt = SppEg
przecinek «,» oznacza pochodna zwykla.

Osiowa symetria odksztatcen, wystepujaca przy obciaZeniu i podparciu powtoki osio-
wo-symetrycznym, obniZa rzad réwnania (3.19) i powoduje jego przejécie w réwnanie
zwyczajne rzedu czwartego '

(3.19) g“'g-”gkkW,kmu+

3(1—+%) 31—-9%) —
(3.20) Wit —gpa W= Zpp b
gdzie

W= W?ll; F=aP?11_VP,11'

Dla poréwnania wplywu wprowadzonych do réwnan (3.7°) i (3.11) uproszezen, daja-
cych uproszczony uklad rédwnan (3.16) rozwiazujacy powloki prostokreflne rozwijalne,
zostanie przeliczony przykiad liczbowy wzorami uproszczonymi i uci§lonymi. W przy-
kladzie rozpatrzona zostanie powloka walcowa odksztalcajaca sig¢ osiowo-symetrycznie.
Odpowiednikiem réwnania rozwigzujacego uproszczonego (3.20), dla tego przykiadu,
bedzie réwnanie rézniczkowe usci§lone otrzymane z (3.11), po wykorzystaniu odpowiednich
wielko§ci geometrycznych (3.18). Réwnanie udci§lone rozwiazujace powloki walcowe,
odksztatcalne osiowo- symetryczme przyjmie ksztalt

1 3(1-%)

3(1—9?) -
(321) W,1111+FW,11+ W= ( v)P~

(ah)? 2FEh%a
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Inna droga postgpowania podana w pracy [1] doprowadzi do réwnania rozwiazujace-
go (3.21) réznigcego si¢ jedynie parametrem przy pochodnej wewngtrznej W,;,. Wpro-
wadzajac w réwnaniu (3.21) parametr A jako wielko§¢ zalezna od sposobu upraszczania,
to znaczy odrzucania wielkoSci matych wyzszego rzedu w trakcie rugowania zmiennych,
mozemy ogoblnie napisac -

3(1—2) —

A 3(1—»?) P

2t e W g

(3.22) Wi+

Niestabilno§¢ cztonu wewngtrznego, lewej strony réwnania (3.22), nasuneta przypusz-
czenie, ze czion ten nie ma istotnego wplywu na rozwiazanie. Blizsze badanie tego za-
gadnienia pozwolito wprowadzi¢ uproszczenia, w ramach przedstawionej teorii, dajace
uktad réwnan (3.16), z ktérego uzyskano réwnanie stabilne (3.17), rozwiazujace powloki
prostokre§lne rozwijaine.

4. Przyklady

Dana jest powtoka walcowa zamknigta o promieniu a i wysokoSci / (rys. 1), zamoco-
wana u swej podstawy i obcigzona parciem cieczy znajdujacej sie wewnatrz p. Wielkosci
sit wewnetrznych i przemieszczen wystgpujacych w powloce, dla réznych rodzajéw ma-

4

teriatéw, z ktérych sa utworzone powloki, i réznych sposobéw obcigzenia, wyznaczono

wzorami podanymi w pracy [1]. Obliczenie przykladéw liczbowych przeprowadzono

W oparciu o program realizujacy réwnanie rézniczkowe (3.22) przy zalozeniu A = 0,

lub 4 # 0. Podane w tablicach wyniki uwzgledniaja A = 0i A = 1 dla Zelbetu.
Wydrukowane w nagtéwkach tablic symbole oznaczaja:

A = a promien walca,

H = h polowa gruboéci powloki,

NI =y wspdlczynnik Poissona,



2

Pl
P3
M12
M21
ol
Nil
N22
Wi
W3
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stata sprezystoici,

obciazenie stale brzegu gornego,

sktadowa obciazenia wzdiuz prostej tworzacej,
sktadowa obciazenig wzdiuz prostej normalnej,
mojment zginajacy w kierunku tworzacej,

moment zginajacy w kierunku tuku,

sifa tngca dzialajaca w kierunku normalnym do powtoki,
sita osiowa dzialajaca w kierunku prostej tworzacej,
sita osiowa dzialajaca w kierunku tuku,
przemieszczenie w kierunku tworzacej powloki,
przemieszczenie w kierunku normalnym do powloki.

273

Tablice 1 i 2 podaja wartosci sit, momentéw i przemieszczeni obliczone przy zalozeniu
A = 1, dla zbiornikéw napetnionych woda o wymiarach: pierwszy o promieniu 4 = 2, 0 m

i wysoko$ci L = 50,0 m i drugi o promieniu 4 = 10,0 m i wysokosci L = 20,0 m.

Tablice 3 i 4 podaja warto$ci poszczegdlnych wielkoéci fizycznych dla tych samych
zbiornikéw przy zatozeniu 1 = 0. Poréwnanie wynikéw obliczonych wzorami uéci§lony-
mi i uproszczonymi, potwierdza stuszno$¢ wprowadzonych uproszczen, poniewaz odchytki
sa bardzo male i nie przekraczaja 0,5% wartoci uzyskanych wzorami uproszczonymi.
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Peswome

BULO OUDGPEPEHITMAJIIBHOI'O YPABHEHWA B YUACTHBIX ITPOM3BOIHBIX
PEMIAIOIIEIO KJIACC JIMHEMUATBIX PA3BEPTBHIBAIOIIUXCSE OBOJIOYEK

B paGoTte nmpenrpHHATA NOMBITKA CHOPMYIHMpOBaTh €IWHOE peIrneHne obuiel CHCTeMbI ypaBHEHMt
JIMHEHUATHIX pasBEPTLIBAIOIUMXECS 0D0JIOUEK, pabOTAXOLIMX IPH H3rHOAIOLIHX HANIPSYKEHHUAX , BHIIOJHEH-
HBIX M3 OQHOPOJHOIO H30TPONHOIrO MarepHasa. IIpuHaATa MaTeMaTHUeCKas MOJENb, ONHCHIBAIOINAS pa-
60Ty 00G0JIOUKM NpH H3rHbe, OCHOBaHA Ha JMHeHHOI Teopuu 00osoYeK oTHeCeHHOH K cpene yka.

IIpuBOaHMbIEe B TEXHWUUYECKOH JIHTEpaType pelreHus, OTHOCATCS JHLUb K LMJIHHAPHYECKHM U KOHH-
YECKHM 060JI0UKaM, CepeTHHbBIE IOBEPXHOCTH KOTOPLIX 00pa30BaHb] NPAMBIMA NEPECEKAIOLIIHMI OKPYIK-
HOCTH TION IIPSMBIM YIJIOM, TpH uem AuddepennmanbHble ypaBHEHHs, PEILIAIOIUHE 3TH 0BONOUKM, pas-
JMUHb] 110 CTPOSHMIO, KAK B OTHOLIEHMM WX NOPSANKA, TAK ¥ BHOA OTHENBHBIX UJIEHOB.

IIpoBonumoe B HacToALleil pafoTe pellenue 9TOro Kiacca 06009YeK CBEAEHO K oqHOMY IHbdepen-
LMAJIBHHOMY YPABHEHHIO BOCBMOTO NOPSAKA B UACTHBIX NPOH3BOJHBIX HA HEM3BECTHYIO (DYHKLMIO nepe-
mereruit w3, [lonyuennbiM ypaBHEH e 0XBATbIBAIOTCA IIPOUIBOJILHOTO BHIA HATPY3KK ¥ BHIBI OIIMPAHA
ofosouex.

Summary \

THE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION SOLVING A CLASS OF RULED DEVELOPABLE
' SHELLS

. An attempt is made to determine a uniform solution of the general system of equations governing
the theory of bending of ruled developable shells made of isotropic material. The mathematical model
assumed which describes the state of bending of shells is based on the linear shell theory referred to Hooke’s
medium.

The corresponding solutions quoted in the literature concern the cylindrical and conical shells in
which the middle surfaces are generated by straight lines intersecting the circles at right angles; the cor-
responding differential equations have various forms, differing by their order and the form of individual
terms.

The solution given in this paper is reduced to a single eighth order differential equation in the unknown
displacement function w3. The differential equation applies to arbitrary loading and support conditions
of the shell.

POLITECHNIKA SLASKA, GLIWICE

Praca zostala zioiona w Redakcji dnia ’16 sierpnia 1973 r.
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OTRZYMYWANIE MACIERZY ELEMENTU PLYTY ZGINANEJ DLA MODELU MIESZANEGO
METODA ORTOGONALIZACJI

BOGDAN WOSIEWICZ (P0OZNAN)

1. Wstep

Ogdlne sformutowanie modelu mieszanego metody elementow skonczonych w oparciu
o twierdzenia wariacyjne mozna znaleZ¢ w pracach PIANA i TONGA [1] oraz HANSTENA [2].
W modelu mieszanym aproksymuje si¢ w elemencie w spos6b niezalezny zaréwno prze-
mieszczenia, jak i naprezenia. W teorii konstrukcji uzyskano szereg interesujacych wyni-
k6w za pomocy tego modelu. Wymienic¢ tu mozna pracg DUNHAMA 1 PISTERA [3] dotyczaca
zagadnien plaskich, prace HERRMANNA [4] [5], HELLANA [6], BACKLUNDA [7], CRISFILDA
[8], Cooka [9], BRONA i DHATTA [10], VISSERA [11] oraz CHATTERIEE i SETLURA [12] poswig-
cone réznym zagadnieniom teorii plyt i réznym elementom, a takze artykuty HERRMANNA

"1 CAMPBELLA [13] oraz BERRMANNA 1 Masona [14] dotyczace analizy statycznej powtok.
W wigkszoéci cytowanych prac, przy wyprowadzeniu macierzy elementu korzystano
z twierdzenia wariacyjnego REISSNERA [15]. Natomiast w pracach [6] i [7] zasadnicze zwiazki
wyprowadzono korzystajac z metody bezpoérednie;.

W pracy niniejszej wyprowadzono macierz elementu w postaci ogdlnej dla problemu
zginania cienkich plyt izotropowych wychodzac z ukladu réwnad rdézniczkowych za-
gadnienia 1 stosujac metodg ortogonalizacji [16, 17]. Dalej pokazano zastosowanie otrzy-
manych wzorédw do tworzenia macierzy réznych elementéw.

2. Zaleino$ci podstawowe

Problem zginania cienkich plyt izotropowych mozna opisa¢ ponizszym ukladem réw-
nan rézniczkowych czastkowych (2.1), z ktérych trzy pierwsze wyraZaja zaleznosci po-
migdzy momentami plytowymi (m,, m,, m.,) a krzywiznami (w,xx, W,yy, Wsxy), Ostatnie
jest réwnaniem réwnowagi

Wyxx +K(my—vm,) = 0
Wayy +K(my—vm,) = 0
(2.1) Wyxy +K(1 +¥)my, = 0

' . 12
My, xx My yy +2Myy, 5, +q = 0, gdzie K= ‘ER3

Przez E, h, v oznaczono odpowiednio modut sprezystoéci, grubos§é plyty i liczbg Poissona.
Réwnania (2.1) musza by tozsamosciowo spelnione przez funkcje w, my, My, My
w obszarze plyty 4 ograniczonym brzegiem I,
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Do dalszych rozwazain obszar piyty podzielimy na / podobszaréw 4* o brzegach I,
gdzie k = 1,2, ...,/ (rys. 1). Podobszary te nazywane sa elementami skoficzonymi plyty.
W kazdym elemencie aproksymowa¢ bedziemy ugigcia (w) i momenty ptytowe (m,, m,, m,,)
przez poniZsze wyrazenia macierzowe (zapisane dla k-tego elementu):

mh = GIME+ P M2+ . AP Mi+ . +P"MY = [D1{M,}  x=1,2,..,m,

22 mt = VIMI+ M+ .+ PEM 4 L VM = [P1{M,) A=1,2,..,n,
ok, = XML XM+ L A XME L MOXE, = (XM p=1,2, .7,
W= QU QPWA 4 L QW L W = [QI{W) e=1,2,..,s.

Rys. 1.

W wyrazeniach (2.2) M3, M}, M%,, W* oznaczaja odpowiednio m parametréw zwiaza-
nych z momentami m,, n parame{réw zwiazanych z momentami m,, r parametrow zwia-
zanych z momentami skrecajacymi m,, oraz § parametréw zwiazanych z ugieciami w
plyty. Parametry te oznacza¢ moga np. wartoci funkcji momentéw i ugie¢ w wyrdznio-
nych punktach elementu (w wezlach), warto$ci pochodnych tych funkcji w weztach itp.

Funkcje & = &%, ), V* = VP, ), X* = X[,y oraz ' = £, , okreSlaja w jaki spo-
sOb my, m,, m,, oraz w zaleza od wspGtrzednych x, y i parametréw weztowych M7, M},
MY, W', Funkcje te nazywane sq funkcjami ksztaltu. Sposoby tworzenia funkcji ksztattu
dla réznych elementéw opisane sa np. w pracach ZIENKIEWICZA [18], KOLARA i innych
[19] itp.

3. Macierz elementu

Rozwazmy k-ty element wyodrebniony z badanej ptyty. Podstawiajac zalezno$ci (2.2)
do (2.1) otrzymamy

[, {W} + KD {M,} —»[¥1{M,}) = fi(x, y, M%, M3, W),

[2,,] (W} +K(P1{M,} —»[P] {M.}) = fo(x, y, M%, M3, W9,

(2,0 ) (W + KO+ XN{M,,} = folx, y, MY, WY,

[D,ex] {Mo} + [W,0,] {M,} +2[ Xy} Moy} +q = fule, y, ME, M3, M),

3.1)
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Réwnania (3.1) nie sa tozsamos$ciowo rowne zeru, gdyz funkcje aproksymujace momenty
i ugiecia (2.2) sa funkcjami przyblizonymi. Dokladno§¢ przyblizenia rownan (2.1) przez
(3.1) zalezy od dokfadnosci opisu rzeczywistych momentdéw i ugieé przez zwigzki (2.2).
Funkcie f1, f», fs, fa 0znaczaja btad aproksymacii.

W naszym przypadku zminimalizujemy bltad aproksymacji przez ortogonalizacje
funkcji fi, f2, f3, fa z uktadem funkcji @% P?, X*, Q' (metoda Galerkina). Sposéb ten
byt poprzednio z powodzeniem stosowany w metodzie przemieszczedn metody elemen-
tédw skonczonych. Dla przykladu Szaso i Lee [16] uzyskali na tej drodze macierz sztyw-
noéci elementu dla zagadnienia plaskiego, a MIKOLAICZAK i WOSIEWICZ [17] dla proble-
mu zginania plyt tréjwarstwowych.

Rys. 2.

Do réwnan (3.1) zastosujemy postepowanie Galerkina w postaci przedstawionej
przez zwigzki:

ffA"(DufldAk =0 x=1,2,..,m,

[[#¥inda =0 2=1,2,..,n,
(.2)

JJaXifsade =0 p=1,2,.,r,

ffA"QLftLdAk =0 tt=1,2,..,s.

Podstawiajac (3.1) do (3.2) otrzymamy uklad (m-+n-+r-+s) réwnan liniowych na wyzna-
czenie parametrow M7, M5, M%,, W*

[ [ (@10, (W} + KD*[] { M} — v B[] {M,})dA* = 0, w=1,2,..,m,
[ [ P (W) + KPP (M}~ Ko P[] {M.})dA* = 0, A=1,2,..,0
33) [ [ p X))+ KU+ XXY My} dd* = 0, p=1,2,..,r,

[ e (@ [D] (M} + Q] (M} + 22 [Xy] {Moy} +29)dAE = 0, 1 =1,2,...,5.

Zwigzki (3.3) przeksztatcimy korzystajac z twierdzenia Greena, ktére dla funkcji P i Q
w ukladzie wspGirzednych jak na rys. 2 ma postaé

(3.4) [ [ By +0,0dd* = § a(Psina+Qcosaydl™.
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Otrzymamy ostatecznie uklad (m+4n+r+s) réwnan w postaci:
K [ [ o040 (Mydt K [ [ a1 (M} da ~ [ [ o BEIQI (Whda* =
- fﬂ@"w,"coszadl”% ffk(b"w,ssinacosadf", x=1,2,..,m,
— 5o [ [ f O (MYaa 4K [ [ gBPYUMYads— [ [, PIHQ (W) dar =
- fpk‘I“w,,,sinzocd["‘— kaWAW,SSindCOSNdFk, A=1,2,..,n,
2K [ [ 4 XX (Mo} dd~ [ [ a(XAIQ,)+ X 412,00 {W}da* =
— kaX“(Zw,,,sinoccosoc+w,50052a)aT", w=1,2,..,r,
— [ ] p0uiod{madi~ [ [ QB (}dai— [ [, @511+
+ Q0K ) { My} dd + ffAyg.Q‘qu" = — frk.Q‘(m,,,,, A dl™,  1=1,2,..,5.

Uktad (3.5) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej typowej dla metody elementéw skon-
czonych

(3.5)

kiy|kia| O k4 [Mx 0 EL

(3.6) kay | kaa| O kyy M, - __9 _ ﬁ
' 0 O ks ks lMxy o |5
kay ‘ kizlkas| O w Pa ba

Macierz wspéiczynnikéw przy niewiadomych parametrach wezZtowych M%, M5, M%,, W*
jest poszukiwana macierza elementu.

Poszczegélne wyrazy podmacierzy kyj, pa, b; (i, = 1, 2, 3, 4) z zaleznoéci (3.6) nale-
7y wyznaczy¢ ze wzordow:

K= K[ [ w@®lady, ij=1,2,..,m,
Kh=—K [ [ o@WldAr, i=1,2,..,m, j=1,2,..,n,
Wh= k[ [ Oy, i=1,2,..,n, j=1,2,..,m,
=K [ [ 9P, ij=1,2,..,n,
Ky = 2K(L4+0) [ [ g XX0dAY, 4 j=1,2,..,r,
- Kh=— [ [ x@0i0Qlddy, i=1,2,.,m, j=1,2,..,5,
K= — [ [ pPi0Jdds i=1,2,.,n, j=1,2,..,5,
K= — [ [ olQI+X100dd*, i=1,2,..,r, j=1,2,..,5,
K= = [ [p@i®ldar, i=1,2,..5 j=1,2,..,m,
k= [ a0k, i=1,2,..,s, j=1,2,..,n,

K= = [ [ p@LXJ+Q5xDad*, i=1,2,..5 j=1,2,..,1
Kb =k = k¥, = kY, = K, = 0,
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38 ph=[ [ pQqddt, i=1,2,..,5,

b = _{Pk@‘(w,,,cosza—w,ssinoccosoc)df", i=1,2,...,m,

b, = fpﬂf'(w,,,sin’-oc +w,ssinacosa)dI™ i=1,2,..,n,
(3.9) '

bl = frkXi(Zw,"sinoccosoc+w,50052a)d1"", i=1,2,..,r,

bl4. = kaQi(n7n.rx+mlls.s)dFk: i=1,2,..,5.

Otrzymane ogdlne formuly na poszczegdlne wyrazy macierzy elementu pozwalaja na
wyznaczenie macierzy dowolnego elementu, jezeli funkcje ksztattu sa okre§lone. Nadto
wyrazenia te stuzyé moga jako podstawa do napisania procedury dla EMC na budowanie
macierzy elementu. '

Macierz globalna uzyskuje sie przez sumowanie wyrazefi (3.6) po wszystkich elementach.

Na koniec zauwazymy, ze przeksztalcenie (3.4) nakiada na wybdr funkcji ksztaltu
Q, @, P* X* pewne ograniczenia. Mianowicie, funkcje ©' winny by¢ ciagle wraz z po-
chodnymi drugiego rzedu w obszarze elementu A* oraz ciggle wraz z pochodnymi pierwsze-
go rzedu na brzegu I'*. Funkcje @, W*, X* winny by¢ ciagte wraz z pochodnymi pierwsze-
go rzedu w A* oraz ciagle na brzegu I'*. Dalsza uwaga dotyczy calek po konturze elementu.
W macierzy globalnej catki te sumowane sa z analogicznymi catkami dla sasiednich ele-
mentéw. Suma bedzie réwna zeru w przypadku doboru «odpowiednio gladkich» funkcji
ksztaltu, to znaczy zapewniajacych ciaglo§¢ przemieszczen i ich pochodnych oraz na-
prezen (momentéw) pomigdzy elementami [16, 17]. W praktyce kdl'zysta sie czesto takie
z funkcji ksztaltu, ktére takiej ciaglosci nie zapewniaja [5, 7.

Ponizej pokazemy zastosowanie wyprowadzonych formul do tworzenia macierzy réz-
nych elementéw.

4. Element o stalych m(:mentach i inne elementy tréjkatne

HerrRMANN [5] i HELLAN [6] wyprowadzili macierz elementu tréjkatnego uzalezniajac
ugiecia w elemencie od ugie¢ wierzchotkéw tréjkata, a momenty od momentéw normal-
nych do bokéw tréjkata w jego §rodku. Przyjecie takich parametrow weztowych zapewnia
liniowa zmienno$¢ ugieé i stale warto§ci momentéw wewnatrz elementu.

HERRMANN korzystal z twierdzenia wariacyjnego REISSNERA, HELLAN natomiast z me-
tody bezpo$redniej. W pracy [7] BACKLUND wykazal, Ze otrzymane macierze sg identyczne.

Korzystajac z wyprowadzonych wzordw i przyjmujac funkcje ksztattu jak w [S] wyzna-
czymy poszczegdlne wyrazy macierzy elementu, ktore okazujg sie identyczne z otrzymany-
mi przez HERRMANNA i HELLANA. Na rys. 3 pokazano rozwazany element. Przyjmujac,
Ze momenty m,, m,, m,, sa stale w elemencie mozna wyznaczyé momenty normalne do
brzegéw korzystajac z ponizszego wyraZenia:
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M} My cos?a; sin?e, sin2o; | [ms
“@.n M = [A]{m, [ = |cos?o, sin’a, sin2a, ||n,
M My cos?ay sinZos sin2os | (M

Przez odwrécenie (4.1.) wyrazimy momenty plytowe wewnatrz elementu przez momen-
ty normalne do brzegdéw

m, M3
(4.2) my t = [BI\M7;, [B] = [4]™".
Myyl) .Mr?

W ten sposéb okreliliémy funkcje ksztaltu &%, W, X+,

Maja one postad

4.3) @ = B, ¥Y*=By,, X'=Bs, gdze x, d,u=1,2,3.
Parametry wezlowe spelniaja relacje

4.4 ME =My = M;, = M3

Przyjmujac, ze ugigcie wewnatrz elementu mozna opisaé wielomianem

{4.5) W=a t+a,x+asy,

funkcje ksztattu £* (. = 1, 2, 3) otrzyma¢ mozna przez podstawienie do (4.5) wspdtrzed-
nych wierzchotkéw trojkata i odwrdcenie tak otrzymanej zaleznosci macierzowej

wt a, 1 X1 Y1| |4
(4.6) W2t = [Cllaxf = |1 x5 ya|iaa]- -
w3 aj I x3 ysllaa
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Po odwrdceniu otrzymamy

a, wH!
4.7 ay| = [DI{W?;, [D]=[CI!,
a, w3

a funkcje ksztaltu maja postaé
(4.8) 2= Dy, +Dyx+Dyy, +=1,2,3.

Dla przykiadu £2* wyraza si¢ ponizszym wzorem
1
Q= by [(¥2y3—=X3Y2) + (2= y3) X+ (X3 ~x,) y].

Przyjete funkcje ksztaltu (4.8) nie zapewniajg ciaglodci w,, pomiedzy dwoma elementa-
mi. Zachowana jest ciaglo$¢ pochodnej stycznej. Przy tworzeniu macierzy elementu po-
miniemy catki liniowe zawierajace w,, jako nieokre§lone, natomiast calki z w,, wiaczymy
do macierzy elementu,

Wobec (4.4) zmniejszy si¢ wymiar macierzy elementu, momenty plytowe zalezg bo-
wiem od trzech tych samych parametréw. Stad w wyrazeniu (3.6) naleZzy zsumowaé pewne
wyrazy.

Przepiszemy (3.6) w postaci:

(4.9) [fﬂ g} {%} - le(:)} |

gdzie [M, W1T = [M} M7 ME W w2w3]T.
Poszczegolne wyrazy (4.9) beda sumami odpowiednich wyrazéw (3.6):

@10) Y =k{[ [ p0ida+ [ [ (PPaatv2140) [ [ pxiXidai+
o[ f g aas [ [ porrans), ij=1,2,3,
@1 BY = —{[ [a0i0ladis [ [awi0iaai+ [ [, L01+X,0.0)dd +

+ fpk@i!),gsinacosad]”‘~ kaEZ”Q,;’sinacosad]”‘— kaX’Q,gcosMaT"},
ij=1,2,3.

Ponadto w wyraZeniach (4.11) pozostana tylko catki liniowe poniewaz funkcje @ ¥*,
X" sa stale, a w catkach powierzchniowych wystepuja ich pochodne.
Wykorzystujac (4.3) i biorac pod uwage, ze

[ [ x@@ldds = [ [ uBy:B,jdd* = BB, [ [ wda* = 4*B,;By; itd,

gdzie A* oznacza pole elementu, otrzymamy wyraZenie na GV w postaci identycznej, jak
w [5] :

(4.12) GY = KA¥[ByByj+ By Byj+2(1 +v) B3 By j—v(By; Byj+ By Byy)l.
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Wyrazenie (4.11) przeksztatcimy korzystajac z zalezno$ci
N5 = —Qisina+0\cosa, i=1,2,3,
gdzie 2,5 = D,;, Q) = Dj; oraz biorac pod uwage, Ze
frk(D".Q,!sinoccos adl™ = kaBl,-(—Dzjsina+D3jcos a)sinacosadl™ =

3
= Z B, i(— Dyysinoy +D;;C0506)sin o COS oy
k=1

Otrzymamy ostatecznie wyrazenie identyczne, jak w pracy [5]
3

4.13) HY = Zakpkijia
k=1
gdzie '
Pyj = — Dy sina,+Djjc08 oy,
3
= Z'EIHB“,
=1
E;, = —E;;, = —sing;cosq;,
Fj3 = cos2u;.

Nalezy tutaj zaznaczyé, Ze za pomocg elementu tréjkatnego o statych momentach uzyskano
szereg dobrych rezultatéw w analizie statycznej plyt [5, 6, 7], pomimo Ze funkcje kszta%tu
nie spetniaja kryteriow ciaglosci. ‘

Zupeinie podobnie uzyskaé mozna macierze dla innych elementéw trojkatnych. Po-
nizej krotko naszkicowano kilka takich elementéw.

Na poczatek rozpatrzymy element tréjkatny (rys. 4) o stalych momentach, ktorego
ugigeia opisane sy zupelnym wielomianem stopnia drugiego
(4.14) W= a,+ax+asy+a, x> +asxy+asy*.

Funkcje ksztattu dla ugiecia otrzymamy przyjmujac jako parametry wezlowe ugigcia
w szefciu punktach elementu (rys. 4).

Wyrazenie (4.12) pozostaje nadal wazne, gdyz funkcje &%, P*, X* sa identyczne, jak
poprzednio. Jednakze catki liniowe w (4.11) nie sa teraz latwe do obliczenia, gdyz po zrdz-
niczkowaniu pozostaja jeszeze czlony liniowe. Przez catkowanie numeryczne mozna w kon-
kretnych przypadkach omina¢ te trudnosci.

Inne, bardziej zloZone elementy tréjkatne dla modelu mieszanego proponuja BRON
i DHATT [10]. Element nazywany przez nich T11 powstaje przez przyjecie jako parametrow
wezlowych ugieé i momentéw w wierzchotkach tréjkata. Stad @*, P*, X*, ©* opisane 53
wielomianami stopnia pierwszego. W elemencie T22 dla funkcji ksztattu przyjgto zupetny
wielomian stopnia drugiego, zaréwno dla momentéw, jak i ugie.

VISSER w pracy [11] wprowadzil element tréjkatny o liniowo zmiennych momentach
i parabolicznie zmiennych ugieciach. Ugigcia uzaleznione sa w sposéb typowy od sze§ciu
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parametréw (jak w T22), natomiast momenty plytowe od dziewieciu momentéw nor-
malnych, do linii réwnolegtych do bokéw trdjkata (rys. 5). Wyniki uzyskane za pomoca
tego elementu sa szczegélnie dobre [L1].

Rys. 4. Rys. §.

Oczywiste jest, e mozna tworzy¢ elementy jeszcze bardziej ziozone, podobnie jak
dla metody przemieszczen, uzyskujac ciggto§é¢ nawet drugich pochodnych funkcji @%,
YR xH 02 [20]. '

Macierze tych elementéw mozna takZe uzyskaé za pomoca zwiazkow (3.6).

5. Elementy prostokatne

Najprostszy sposob tworzenia elementéw prostokatnych (czworokatnych) polega na
polaczeniu dwdch lub czterech elementow tréjkatnych i wyeliminowaniu z otrzymanej
W ten sposob macierzy elementu wszystkich parametréw wewnetrznych. Na rys. 6 poka-

b

™

Rys. 6.
Zano element czworokatny HERRMANNA [5] i element prostokatny QT11 BRONA i DHATTA
[10].

Alternatywnie mozna wyznaczyé macierze elementéw prostokatnych przez okrele-
nle wyrazen aproksymujacych w, m,, m,, my, 1 wykorzystanie zwiazkéw (3.6).
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Pokazemy to na przykladzie elementu prostokatnego o liniowo zmiennych momen-
tach my 1 m,, stalym, zaleznym od ugie¢ wierzchotkow elementu momencie skrecajacym
m,y oraz ugigciach opisanych wielomianem

(5.1) W= da;+a,X+a3y+a,x\y.
Y
M1
wé —~—L>>n- W6
75 7 51
o MF
4 2
- -
I I
Q /‘1,1
8‘8 It 7JJ ,
W Mg w
a l . a
Rys. 7.

Element ten zaproponowat BACKLUND w pracy [7] (rys. 7). Wyrazenia aproksymujace
maja postac [7]:

1 Mz
my = -z [(1+H([1-8) {M,“}

1 M,
my = [A+m A=) {M'?},

, ws
(5.2) _ U gy 1P
. Mey = gxinas LD T g
. WB
WS
| we
w =7[(1—£+n-§n)(l+E+n+§n)(1+§—n—§n)(1—§—n+§n)] Wl
WB

gdzie & = xla, n = y/b.

Poniewaz zwiazki (5.2) okreSlaja w sposéb jednoznaczny funkcje ksztaltu, mozemy
bez trudnoéci okre§li¢ wspétczynniki macierzy elementu. Z uwagi na to, e ugiecia i mo-
menty skrecajace uzaleznione sa od tych samych parametrdw — ugieé wierzchotkéw —
macierz elementu bedzie miala teraz wymiar 8 x 8 i postaé '

kll k12 k14
53) [ﬁi]z kar Kaa) ko
’ HT L k41 k42|}k33+k34+k43

Ponadto funkcje X* sa teraz stale w elemencie stad k¥, = ki, = 0.
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Ponizej przykladowo wyznaczymy kilka wyrazow tej macierzy, Caly macierz nieco w
innej postaci mozna znalezé w cytowanej pracy BACKLUNDA [7]

I 1
ki =k [ [ jorean = x J f 00 ab gy =

1
= Kab fd& f‘% 1+£)~‘—(1+£)d£ 3b,
—1

~1

k33 = ff D20 3d4%— ’( 0,3 smacosadl’"

11
1 1
"ab_lf lf( 4ab) ag (I=mdédn = 4~

Podobnie, jak dla elementéw tréjkatnych mozna tworzy¢ elementy prostokatne o bardziej
skomplikowanej budowie.

6. Podsumowanie

Na zakonczenie nalezy zwrdci¢ uwage, ze wyrazenie (3.6) ma postaé ogdlniejsza od
analogicznych réwnan tego typu uzyskanych metodami wariacyjnymi. Postaé funkcjonatu
Reissnera dla metody elementéw skoticzonych zalezy bowiem od charakteru cigglodci
funkeji w, my, m,, my, pomigdzy elementami [1].

Metoda ortogonalizacyjna okazuje sie dobrym narzedziem budowania macierzy ele-
mentu dla modelu mieszanego metody elementdw skonczonych i mozna ja wykorzystaé
do innych probleméw {prety, tarcze, powtoki).

Otrzymane wzory sq niezalezne od ksztaltu elementu i pozwalaja na fatwe i szybkie
wyznaczenie poszczegblnych wyrazéw macierzy dla konkretnych elementéw. Wzory na-
daja sie do napisania uniwersalnej procedury dla EMC na tworzenie macierzy elementu.
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Peszwome

[IOCTPOEHUE MATPULI JKECTKOCTU SJIEMEHTA U3I'MBAEMOU IIJIHATHI
I CMEWIAHHOM MOMOEJW C ITOMOMBIO METOIA BYBHOBA-I'AJTEPKMHA

Meronom ByGuosa-Tanepruna ([16, 17]) BbIBORATCA OOIUME BBHIPAKEHNS HA MATDULY 3JEMEHTA
TIDUMEHATENIEHO K aHAJIM3Y H3rH0a TOHKUX K3OTPOMHBIX IIIHT € JIOMOLIBIO CMEINAHHOIO METONE KOHEUHBIX
anemenToB. OGJIacTb IUIMTHI PA3HEIIETCA HA AJEMEHTBI, JIA KKLOIO 3JIEMEHTa IIPOTUGHI 1 ¥ MOMEHTE!
My, My, My, AIMPOKCUMHIPOBANMCEH C HOMOLIEI0 saBucuMocteit (2.2). ITocye mopcranosxu (2.2) B mud-~
(hepeHuMansHbIe ypaBHeHUT 3agaun (2.1), u MOCIEMYIOILEH OPTOrOHAIM3aUMH TIOIYUCHHBIX TaKuM oGpa-
30M BBIPAYKEHMIT Ha OIIMOKY AIpOKCHMANMK [y, f2, f3, f4 OTHOCHTENEHO cHcTemMbl (yHKUmH B OF,
WA, X#, £, coracro 3aBUCHMOCTH (3.2), TIOJTyueHa cucTema ypasrenuii (3.5). Marpuna roadduumenros,
TP HEM3BECTHBIX SIBISIETCA MCKOMOM MATpHLUEH aileMeHTa.

IIpumenenne nonyuennsix GopMyJl NOKA33HO HA UPUMEDE TPEYTOIHHOIO IJEMEHT C IIOCTOSTHHBIMH
momentamu (I'eppmann [5], Temnan [6]) ¥ IPAMOYTONBHOIO 3JeMEHTA C JIMHEHHO M3MEHAIOLINMHUCS MO-

MEHTaMH My U my H C TOCTOSHHBIME My, (Baxmynp [7]). IIposenen Kpatkmit 0630p pasiuuHoro Buja
JIEMEHTOB .

Summary

DETERMINATION OF THE ELEMENT MATRIX OF A PLATE OF BENDING, FOR A MIXED
MODEL BY THE ORTHOGONALIZATION METHOD

The method of orthogonalization [16, 17] is used to derive a general expression for the element matrix
used in bending problems of thin isotropic plates solved by means of the mixed finite element model.
The plate is divided into elements. In each of the elements deflections w and moments my, my, My, are
approximated by Egs. (2.2). Inserting Egs. (2.2) into the differential Fgs. (2.1) and orthogonalizing the
expressions obtained for fi, f3, f3, fi with the functions @%, ¥4 X# Q¢ we obtain the set of Egs. (3.5).
The matrix of coefficients at the unknowns is the element matrix sought for.

.
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The method is illustrated by the example of a triangular with constant moments (Herrmann [3),
Hellan [6]) and of a rectangular element with linearly variable moments iy, my, and constant m,, (Bick-
lund [7]). Short review of various elements is presented.

INSTYTUT BUDOWNICTWA WODNO-MELIORACYJNEGO AKADEMII ROLNICZEJ, POZNAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 grudnia 1973 r.
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WYBRANE OSIOWO-SYMETRYCZNE ZAGADNIENIA OBROBKI
PLASTYCZNEJ METALI*

MARIAN GRZYMKOWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Osiowo-symetryczne zagadnienia obrébki plastycznej metali posiadajg duze znaczenie
praktyczne. Prawie wszystkie procesy kucia na miotach, prasach, kuzniarkach oraz pra-
sowanie na zimno i goraco, ciagnienie pretéw, wytlaczanie 1 przetlaczanie przebicgaja
w warunkach osiowej symetrii.

Waznym i czesto stosowanym procesem jest kucie swobodne piercieni 1 krazkéw be-
dacych odkuwkami wstepnymi do kucia matrycowego lub gotowymi pdifabrykatami.
Procesy obrdébki plastycznej metali sa bardzo wazne dla technologii obrébki czeéci ma-
szyn i urzadzen, poniewaz obnizaja one koszt ich wytwarzania i wplywaja na wzrost wy-
trzymaloé§ci mechanicznej poprzez zjawisko umocnienia materiatu.

Procesy przebiegajace w warunkach osiowej symetrii sa, z praktycznego punktu wi-
dzenia, szczegdlnie istotne. Niewiele z nich doczekalo si¢ jednak analizy teoretycznej
opartej na teorii plastycznoéci. Analiza tych proceséw jest znacznie trudniejsza niz proce-
séw bedacych w plaskim stanie odksztalcenia. Wazno$¢ zagadnien osiowo-symetrycznych
dla technologii wytwarzania skionila autora do podjgcia rozwazan nad nimi.

W analizie proceséw obrdébki plastycznej metali podstawowym zagadnieniem jest
okreSlenie naciskéw pomiedzy narzedziem formujacym a materialem, energii zuZytej
w czasie procesu oraz mechanizmu plyniecia. Traktujac material jako sztywno-plastyczny,
izotropowy, nieSci§liwy i pomijajac efekt wzmocnienia oraz lepkofci, moZzemy znacznie
uproéci¢ analize. Zagadnienie plyniecia plastycznego mozemy rozwiazywaé metodami
teorii plastycznosci, poszukujac:

1) rozwigzan $cistych,

2) ocen no$nosci:

a) oceny goérnej na podstawie pdl kinematycznie dopuszczalnych (pol charakterys-
tyk predko$ci, zadanych analitycznych rozkladéw predkoéci lub ruchu sztywnych blokéw),

b) oceny dolnej na podstawie pol statycznie dopuszezalnych (pél charakterystyk
naprezen lub zadanych analitycznych rozktadéw naprezenia),

3)rozwiazaf uproszczonych.

Dla celéw praktycznych wieksze znaczenie maja metody uproszczone.

W pracy podano rozwigzania dwéch, praktycznie waznych, zagadniefi obrébki plastycz-
nej metali: ' 4

1. Wciskanie dwdch przeciwlegtych cylindrycznych stempli w krazek (rys. 1).

2. Sciskanie piercieni miedzy sztywnymi ptytami (rys. 2).

* Streszczenie pracy doktorskiej pt. Osiowo-symetryczne zagadnienia obrdbki plastycznej metali, obro-
nionej w czefweu 1973 r. [9].

6%
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Do znalezienia naciskéw jednostkowych i mechanizmu plyniecia zastosowano metode
charakterystyk, metode zalozenia funkcji rozktadu predkosci oraz metode uproszczona.
Wyniki teoretyczne poréwnano z wynikami do§wiadczalnymi.

T'_l"ﬂ,r
i \\ Stempel
| 5 070
) ) VA ) i c:‘\111: =
T Pierstier: jx\ﬁ—-wr—-w - o~
Krgzek [ I o =S
! Stempel W / j / Pyt
S D B (L LALAL _é
25 L
) 20 LZ#..
Rys. 1. Schemat wciskania dwoch przeciwlegtych Rys. 2. Schemat $ciskania piercienia miedzy
cylindrycznych stempli w krazek sztywnymi plytami

Pole statyczne znajdziemy wychodzac z réwnan réwnowagi dla osiowej symetrii, wa-
runku plastycznoéci Treski i postulatu pelnej plastyczno$ci. Po rozwiazaniu ukladu
réwnaf otrzymujemy réwnania rézniczkowe charakterystyk i zwiazkéw wzdtuz cha-
rakterystyk [23, 26]

% = tgd; dp—2kdf = %(dzidr) dla linii'a,
(1.1

dz k, , -

o= —ctgd; dp+2kdd = — —r—(dz+dr) dla linii 8.

Goérne znaki dotycza plynigcia materialu na zewnatrz, dolne natomiast — do §rodka
przyjetego ukladu osi wspéirzednych. Pole kinematyczne znajdziemy wychodzac z wa-
runku nieéci§liwoSci i warunku izotropii. Réwnania rézniczkowe charakterystyk dla
predkoéci i zwiazkéw wzdluz charakterystyk dla predko$ci przyjmuja postaé

—%ﬁ— = tgd; dv.cosP+de,sind = — %(drcosﬂ+dzsim9) dla linii «,

(1.2) .
d : ..
—dé— = —ctg®;, - dorsind—dovzcosd = -z—i—(dzcos'ﬁ—drsinﬂ) dla linii 8.
Réwnania rézniczkowe charakterystyk dla predkoéci (1.2) sa takie same, jak réwnania
rézniczkowe charakterystyk dla naprezed (1.1), a wiec charakterystyki dla predkoSci
pokrywaja si¢ z charakterystykami dla naprgzef.
Wzdhuz linii nieciaglo$ci predkoéci o skok predkosci jest okre§lony wzorem

vl VR
1.3 g = LVR
Vr
w ktérym R jest promieniem punktu przeciecia rozpatrywanej linii z osig r, v, jest skia-
dowa predko§ci w tym punkcie, r jest wspdirzedna punktu, w ktérym warto§¢ skoku
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sktadowej predkos$ci Ao, jest obliczona. Analogiczny wzér obowiazuje, gdy linig nieciq-
glosci predkodci jest linia 8. :
Nacisk jednostkowy p potrzebny do odksztalcenia plastycznego oblicza sie z bilansu

energii dysypacji w elementach objetoSci, na powierzchniach kontaktu z narzedziem
i na liniach niecigglo$ci. Nacisk ten oblicza si¢ z réwnania [1, 14]

(1.4) [vodFy = [ oyigav+ [ r0,dF,,
Fo :

v Fy

a w przypadku przyjecia warunku plastyczno$ci Hubera-Misesa z réwnania

(1.5 J vaodFo = fdpé,-dV+ f’rsvsa’Fs.
Fo 14

Fs

Z rownan (1.4) i (1.5) oblicza sig gdrna oceng no$nosci granicznej.

2. Weiskanie dwéch przeciwleglych cylindrycznych stempli w krazek

Zagadnienie wciskania dwéch przeciwlegtych cylindrycznych stempli w krazek wyste-
puje w procesie kucia odkuwek swobodnie kutych z otworem w $§rodku oraz w pierwszej
fazie kucia matrycowego wszelkiego rodzaju kél, pierfcieni i krazkéw réwniez z otworem
w §rodku. Zagadnienie to zostanie rozwigzane metoda charakterystyk i metoda zalozenia
funkcji rozktadu predkosci ptynigcia.

2.1. Obliczenie §redniego nacisku jednostkowego metoda charakterystyk. Zadanie weiskania dwéch
przeciwlegtych cylindrycznych stempli w krazek mozna rozwigza¢ metods charakterys-
tyk przez rozbicie go na dwa zagadnienia:

1) rozttaczanie pierécienia o promieniu ry < r < ry, ciénieniem ¢ wynikajacym ze §ciska-
nia walca o promieniu r, stemplami (v, > 0, & > 0, &, +& = 0),

2) §ciskanie walca o $rednicy 2r, migdzy stemplami z uwzglgdnieniem dziatania boczne-
go ciénienia g. ‘

Ciénienie g roztlaczania pier$cieni moze przyjmowaé wartoci od zera do 2k. Maksymalny
promief pierscienia r,, ktory bedzie zalezny od przyjetego ci$nienia ¢ mozna znalezé
z réwnania

1
.10 o = Fse X,

Jedli przyjmiemy, e ci§nienie ¢ roztlaczania pierécienia dziata na pobocznice walca §ciska-
nego stemplami (¢ = —o,), to wéwczas na brzegu walca mamy jednorodny stan napre-
zenia ¢, = —gq, 0, = —(2k +¢). Przyjmujac taki stan naprezenia zamiast stanu napreze-’
nia dla §ciskania walca ¢, = 0, o, = —2k uwzglednimy oddziatywanie pier§cienia na
walec, a tym samym rozwigzemy zadanie wciskania stempli w krazek.



296 M. GRZYMKOWSKI

Rozwigzanie statyczne krazka pod stemplami znajdziemy rozwiazujac réwnania (1.1)
dla przyjetych warunkéw brzegowych. Pole charakterystyk wraz z polem kinematycznym
pokazano na rys. 3. Dolng oceng no§nosci zadania obliczono ze stanu naprezenia na
ostatniej charakterystyce ODC (rys. 3) i przedstawiono na rys. 4.

Rys. 3. Pole naprezen i pole predkosci plynigeia dla rgfl = 1,5
p/k

30

25
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S50
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20 / 10
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10 20 30 40 ,;77//.‘5

Rys. 4. Dolna ocena no$nosci krazkoéw
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Rys. 5. Pole naprezen i predkosci plynigeia dla krazkéw o promieniury, < rs+24 (—/ﬂ = 1,5)
t
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Rozwigzanie kinematyczne krazka (rys. 3), w czeSci pod stemplem, jest zbudowane
na polu statycznym, natomiast w pierScieniu przyjmujemy dowolne pole o prostoliniowych
charakterystykach. Rozwigzanie znajdujemy z réwnan (1.2). Na rys. 5 przedstawiono
pole naprezen i predkoéci plynigcia dla krazkéw o promieniu r, < rg+2h. G6rna ocene
no$noéci oblicza sig z pola kinematycznego wykorzystujac réwnanie (1.4), Wyniki obliczeft
przedstawiono na rys. 6. Krzywa 7 naciskéw jednostkowych przechodzi przez punkt
obliczony przez EASONA i SHIELDA [7] (ry/h = 0,274, u = 0,139, p = 3,02 2k).

Pl2k ' pj s q ! —[Krzywa I -qu/. z pa/a) kinemat
Jak narys.3
_{_ e B Kezywa LTIV 0Bl 7 pola ki
30 T nemal. jak na rys.§
: M —L/ﬁ My Krzywa V-abl. z pola kinemat,
o OABCD (1ys.3)
o5 \_\ __—"
20 : I
7 - —
[ 166] — | v —
15 =
133 | — _,Z—/
1,0 _,/"J
ol
5 10 20 30 10  p/h

Rys. 6. Gérna ocena nosnosci krazkoéw obliczona metoda charakierystyk
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Rys. 7. Rozklad predkosci plynigcia
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2.2. Obliczenie gornej oceny nacisku jednostkowego metoda zalozenia funkcji rozkladu predkosci ptyniecia,
Goérng oceng mnosnoSci granicznej dla osiowo-symetrycznych zadan mozna znalezé
z kinematycznie dopuszczalnego pola predkosci utworzonego z przyjecia funkcji opi-
sujacej promieniowa v, lub osiowg v, skladowa predkosci plynigcia. Funkcje te musza
spelniaé warunki pola kinematycznie dopuszczalnego. Do rozwiazania zadania wciskania
dwéch przeciwleglych cylindrycznych stempli w krazek przyjmujemy liniowa zmiang
predkoéci wzdluz osi z w postaci

Vo2

h
Rozklad predkosci plynigcia w krazku pokazano na rys. 7. Wykorzystujac warunek nie-
§ci§liwoéci obliczamy sktadowe predkoéci odksztalcen i intensywno§é predkosci odksztal-
cefl, Z rownania (1.5) obliczamy éredni nacisk jednostkowy, ktérego zalezno$§¢ od para-
metréw geometrycznych pokazano przykladowo dla wspdlczynnika tarcia ¢ = 0,35 na
rys. 8. :

2.2) UV = —
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Rys. 8. Zalezno§¢ $redniego nacisku jednostkowego od wymiardéw krazka i $rednicy stempli dla tarcia
suchego (¢ = 0,35)

2.3. Analiza wynikéw obliczen i ich poréwnanie. Dolna ocena nacisku jednostkowego kraz-
kéw (rys. 4) rofnie wraz ze wzrostem stosunkéw wymiaréw krazka rgfh 1 rpfrg. Dla
krazkoéw o promieniu r, = 2,72 r; nacisk zalezy tylko od wysokoSci A, a nie zalezy od
promienia r,, a zatem zewngtrzna czgéé krazka o promieniu r, > 2,72 r, jest sztywna
i nie wplywa na no§no$c¢ graniczng. Na rys. 6 przedstawiono gérna ocene no$nosci kraz-
kéw obliczona metoda charakterystyk. Krzywa I przedstawia nacisk dla krazkdéw o duzej
§rednicy (1, > rs+2h), krzywe II, III i 1V okre§laja naciski dla krazkéw o promieniu
Fm < rs+2h (wedlug rozwigzania z rys. 5), natomiast krzywa V pokazuje naciski przy
§ciskaniu walca. Naciski obliczone metoda zalozenia funkcji rozktadu predkosci (rys. 8)
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zalezg od geometrii krazkéw i od przyjetego tarcia na kontakcie {wspolczynnika ¢). Na-
cisk jednostkowy ro$nie wraz ze wzrostem wspolczynnika ¢ i stosunku promieni krazka
FinlFs.

Na rys. 9 przedstawiono gérna i dolng oceng¢ naciskéw obliczong metoda charakte-
rystyk. Wynikéw metody zatoZenia funkcji rozktadu predkoSci nie poréwnywano z wy-
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Rys. 9. Porownanie wynikow teoretycznych metody charakterystyk

nikami uzyskanymi metoda charakterystyk, poniewaz metoda ta opiera sig na innych
zalozeniach i w zwiazku z tym krzywe naciskéw maja zupetnie inny charakter wznoszenia
i opadania. '

3. Sciskanic pierScieni migdzy dwiema sztywnymi plytami

3.1. Obliczenie Sredniego nacisku jednostkowego metodn charakterystyk. Rozwiazanie zagadnie-
nia §ciskania piercieni (rys. 2) polega na znalezieniu dopuszczalnego pola napreZen
i dopuszczalnego pola predkoéci plyniecia dla przyjetych warunkéw brzegowych. Przyj-
mujemy statyczne warunki brzegowe na swobodnej powierzchni bocznej zewnegtrznej
i wewngetrznej pier§cienia, ¢, = 0, 0, = —2k. Na kontakcie piercienia z ptytami przyjmu-
jemy tarcie po§lizgowe scharakteryzowane wspétczynnikiem tarcia u = 7,./0, wynikaja-
cym z ostatniej charakterystyki rozwiazania statycznego zadania. Dla rozwiazania ki-
nematyki przyjmuje si¢ warunek brzegowy na powierzchniach czolowych pierécienia,
ktére poruszaja si¢ ruchem pionowym ze znana predkogcia narzedzia v, . Oczywiscie z taka
samg predkoécia v, poruszaja sie obszary sztywne przylegajace do plyt.

Z do$wiadczen §ciskania pierécieni wiemy, Ze pewna cze§¢ materiatu pierScienia ptynie
na zewnatrz, czyli zgodnie z dodatnim kierunkiem osi r, a pewna (wewnegtrzna) cze§é
materiatu plynie do $rodka przyjetego uktadu osi wspétrzednych r, z. Istnigje zatem pro-
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mief neutralny r, rozdzielajacy pieréciefi na wspomniane strefy ruchu materiatu. Warun-
kiem poprawnego rozwiazania statycznego jest, aby naprezenie promieniowe o,, obliczone
dla wyptywu na zewnatrz i dla wptywu materiatu do $rodka pierécienia, byto ciagle. Nie-
ciggte moga byé natomiast naprezenia op 1 0.

Ze wzgledu na osiowy symetri¢ zadania (geometria piercienia i warunki brzegowe)
poszukiwane pole naprezen, jak i pole predkosci jest symetryczne wzgledem osi z i plasz-
czyzny $§rodkowej pierécienia. Wystarczy zatem rozwazy¢ tylko jedna czwarty czed¢ prze-
kroju.

Budowe rozwiazania oraz analize poszczegélnych obszaréw wygodnie jest przedstawié
na konkretnym przykladzie przedstawionym na rys. 10, w ktérym przyjeto r,/h = 4,0,
r./r, = 4,0. Najpierw zostanie przedstawione rozwigzanie statyczne dla wyplywu ma-
teriatu na zewnatrz, a nastgpnie dla wpltywu materialu do wewnatrz pierscienia. Polu sta-
tycznemu zostanie przyporzadkowane rozwigzanie kinematyczne.
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Rys. 10, Pole naprezen i pole predkosci dla pierScienia o wymiarach rpfh = 4 1 rifry = 4

Przy wyplywie materiatu na zewnatrz piercienia czyli w kierunku dodatnim osi r,
predko$é wypltywu o, > 0, a tym samym i predko§é odksztalcenia obwodowego &, =
= 9,/r > 0. Z analizy stanu predkosci odksztalcenia ze stanem napreZenia wynika, ze o5 =
= g,, a gléwne predkodci odksztalcen maja nastepujace znaki: &, > 0, &, < 0, & > 0.
Na swobodnej powierzchni bocznej CD pierscienia (rys. 10) znane sa naprezenia o, =
=0, 0, = —2k. Linia CD nie jest charakterystyka i rodzina linii & podchodzi do nigj
pod katem & = 3/4m. Rozwiazujac réwnania rézniczkowe (1.1) dla odpowiednich za-
gadnien (Cauchy’ego, charakterystycznego, zdegenerowanego zagadnienia charakterystycz-
nego i mieszanego) otrzymamy rozwigzanie dla naprezed w polu CDEGF dla wyplywu
materialu na zewnatrz piercienia. Z rozwiazania tego wynika, ze w obszarze CDE istnieje
jednorodny stan naprezenia i charakterystyki sa prostoliniowe.

Przy wplywie materiatu do §rodka pierScienia, w kierunku ujemnym osi r, predkosci
plynigcia v, < 01 predkosé odksztalcenia obwodowego & < 0. Wynika stad, ze 03 = 03,



WYBRANE ZAGADNIENIA OBROBKI PLASTYCZNEJ METALI 301

a gtéwne predkosci odksztalcenia spetniaja nastepujace nieréwnodci: &, > 0, &, < 0,
&5 < 0. Na swobodnej, wewngtrznej powierzchni bocznej (linia BK) piericienia (rys. 10)
znane sg réwniez naprezenia o, = 0, ¢, = —2k. Pole naprezen znajdujemy rozwiazujac
rownania (1.1) ze znakami dolnymi.

Z réwnan tych wynika, ze w calym polu BJK kat nachylenia charakterystyk a (linie
réwnolegte do BJ) wynosi & = 3[4z, a ciénienie p jest zmienne. W polu BJK mamy cha-
rakterystyki prostoliniowe, ale niejednorodny stan naprezenia. Linia BHG i linia CFG
wyprowadzane sa tak daleko, az bedzie spetniony warunek réwnodci naprezef promienio-
wych o, otrzymanych z rozwiazania dla wptywu materiatu do $rodka i dla wyptywu ma-
teriatu na zewnatrz pierécienia.

Z rozwigzania statycznego Sciskania pierScieni (rys. 10) obliczainy dolna ocene nos-
nosci granicznej, ktdra pokazano na rys. 11.
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Rys. 11. Dolna ocena nosnosci granicznej pierscieni

Ponizej zostanic przedstawione rozwigzanie kinematyczne $ciskania pierScieni. Po-
niewaz réwnania rézniczkowe charakterystyk dla predkoécei(1.2) sa takie same, jak réw-
nania réZniczkowe charakterystyk dla naprezen (1.1), to do pelnego wyznaczenia pola
kinematycznego pozostaje jedynie wyznaczenie wektoréw predkoéci we wszystkich punk-
tach siatki charakterystyk dla naprezen. Inaczej mowiac, na polu statycznym zostanie
zbudowane pole kinematyczne.

Pole kinematyczne zostaje zbudowane przy zalozeniu, ze obszar BCFHG (rys. 10)
jest sztywny i porusza si¢ pionowo w do6t z predkoicig v, tak jak narzedzie. Obszary
CDEGF i BKJGH sa plastyczne. Linia BHG jest charakterystyka o, a linia CFG — cha-
rakterystyka f#. Linie te sa liniami nieciggloéci dla predkodei. Najpierw nalezy wyznaczyé
kinematyke dla wyptywu materialu na zewnatrz, a nastepnie — do $rodka pierécienia
postugujac si¢ réwnaniami (1.3) i (1.2). Z pola predkosci ptynigeia wyznacza sie pole
predkodcei odksztalcen i nastepnie oblicza sig gérng ocene nacisku jednostkowego [z réw-
nania (1.4)], ktéra pokazano na rys. 12. '
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Nacisk jednostkowy obliczony z pola statycznego (rys. 11), jak i z pola kinematyczne-
g0 (rys. 12) wzrasta wraz ze wzrostem stosunkow wymiardw pierScienia r./h i r,/r,,. Inaczej
méwigce, nacisk ten jest tym wigkszy, im pier§cien jest cienszy i im wigksza posiada po-
wierzchni¢ kontaktowa z plytami.
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Rys. [2. Gorna ocena noénoéci granicznej pierscieni

3.2. Obliczenic nacisku jednostkowego metoda zaloienia funkeji rozkladu predko$ci. Podobnie
jak w punkcie 2.2, przyjmijmy réwniez liniowa zmiane predkoéci plyniecia wzdtuz
osi z pier§cienia. Rozklad predkoSci plyniecia w pierfcieniu pokazano na rys. 13. Z tak
utworzonego pola predkosci plynigeia oblicza si¢ gdrna ocene no§noéci granicznej
pierécienia. Z najmniejszej mocy dysypowanej (dD,[dr, = 0) w pierécieniu znajduje sie
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Rys. 13. Rozkiad predkodci plynigcia w pierécieniu
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promieft neutralny r,, przy pomocy ktorego oblicza si¢ nastgpnie najmniejszy nacisk jed-
nostkowy bedacy gorna ocena no$noéci. Zalezno$¢ promienia neutralnego od geometrii
pierécienia i wspéiczynnika ¢ uwzgledniajacego tarcie pokazano na rys. 14, a odpowiada-
jacy mu nacisk jednostkowy — na rys. 15.
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Rys. 14. Zaleznos¢ ryfry, od r./h i wspblczynnika Rys. 15. Zalezno$¢ nacisku jednostkowego pfop
c dla ryfr, = 2,0 od r;/h i wspdlczynnika ¢ dla ry/r, = 2,0

3.3. Uproszczona metoda obliczania $redniego nacisku jednostkowego Sciskania pierscieni. W tym
punkcie zostanie przedstawiona uproszczona metoda obliczania nacisku jednostkowego
$ciskania pier§cieni pomiedzy dwiema sztywnymi plytami z predkoscia v,. Metoda ta
opiera si¢ na nastepujacych zatozeniach:

1) stan naprezenia w §ciskanym pierécieniu zalezy jedynie od promienia r,

2) naprezenie w kierunku osi z, o, jest na calej wysokoéci pierécienia H stale i réwne
naciskowi jednostkowemu plyty,

3) naprezenie styczne t,, = 0 powoduje, Ze napreZenie o,, oy, 0, sa gléwnymi,
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4) przyjecie hipotezy Haara-Karmana o petnym uplastycznieniu materiaty (op = o,
przy wyplywie materiatu na zewnatrz, o, = o, przy wplywie materiatu do §rodka pier-
§cienia).
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Rys.. 16. Zaleznc')éé promienia neutralnego od Rys. 17. Zaleino$¢ éredniego nacisku jednostko-
wspolczynnika tarcia p 1 stosunku promieni pier- - wego od wymiarow pierscienia (rz/h, ry/rw) dla
$cienia rz/r,, dla rz/h =4 p =203

Rozwigzanie zagadnienia §ciskania pierscieni polega na rozwiazaniu réwnan réwno-
wagi pier§cienia dla ptyniecia materiatu na zewnatrz i dla ptyniecia materiatu do §rodka
pierécienia )

3.1)

przy przyjeciu hipotezy Haara-Karmana o pelnym uplastycznieniu materiatu
(3.2) g =0, lub oy = 0,

warunku plastyczno$ci Treski
(3.3) o, —a, = 2k
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oraz jednostkowej sily tarcia na powierzchni kontaktu
3.4 I = —uo,

w przypadku tarcia poflizgowego i

(3.5 t=k

w przypadku tarcia przylgowego.
Na kontakcie pierScienia z plyta wystgpuje tarcie polizgowe tylko wtedy, gdy spetiona
jest nieréwnos¢ o2/2k < 1/2u, dla 0,/2k = 1/2u wystepuje tarcie przylgowe.

Z rozwigzania réwnan [(3.1) do (3.5)] otrzymujemy po dwa zestawy réwnan dla napre-
Zen @, o, (jeden dla plynigcia materiatu na zewnatrz pier§cienia, a drugi — do $rodka
pierécienia) dla tarcia poSlizgowego, mieszanego i przylgowego. Z przyréwnania naprezen
promieniowych o, otrzymanych dla wplywu materiatu do $rodka pierfcienia z napreze-
niami dla wyptywu materiatu na zewnatrz pierécienia otrzymujemy promies neutralny r,/r,,
rozdzielajacy te dwie strefy ptyniecia. Na rys. 16 pokazano zalezno§é promienia neutralne-
go od geometrii pierScienia i warunkow tarcia na kontakcie. Z catkowania naprezef nor-
malnych ¢, po powierzchni pier§cienia otrzymujemy nacisk jednostkowy, ktory przykia-
dowo pokazano na rys. 17.

3.4. Analiza wynikéw obliczeri i ich porownanic. Wyniki obliczen teoretycznych przedsta-
wione na rysunkach od 11 do 17 ukfadaja si¢ w sposob przewidywany i zgodny z dos-
wiadczeniem. Nacisk jednostkowy wzrasta wraz ze wzrostem stosunkéw wymiaréw pier-
Scienia (r,/ry) 1 (rz/h) i tarcia na kontakcie. Nacisk ten maleje, gdy powierzchnie czolowe
pierScienia malejg, maleje réwniez gdy wysoko§é piercienia wzrasta. Na rys. 18 pokaza-
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Rys. 18. Porbéwnanie wynikéw obliczen

gdrna ocena obliczona metodg charakterystyk, — — — dolna ocena obliczona metoda charakterystyk, — - —— ocena
obllczona metoda prayblizong, —-.—--— ocena obliczona metodq zaloZenia funkeji
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no poréwnanie wynikéw teoretycznych dla §ciskania pierécieni. Jedynie gérna ocena
noénoéci obliczona metoda charakterystyk wykazuje wigksza rozbiezno$¢ wynikéw. Na-
ciski obliczone metoda zatoZenia funkcji i metoda uproszezona w catym zakresie badanych
stosunkéw wymiardw pierScieni sa prawie identyczne.

4. Wyniki do$wiadczen
Przeprowadzone doswiadczenia mialy na celu z jednej strony zweryfikowanie zalozef

o postaci deformacji metalu prébki, z drugiej — poréwnanie iloéciowej zgodno$ci wy-
nikéw do$wiadczalnych naciskéw jednostkowych z wynikami teoretycznymi,
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Rys. 19. Zaleino§¢ o—¢ dla badanego olowiu; é = 6+ 10-4sec™?

Do§wiadczenia przeprowadzono na prébkach wykonanych z olowiu Pb2 o charakte-
rystyce pokazanej na rys. 19. Jak wiadomo, oléw jest jednym z metali technicznych o naj-
lepszych wlasnoéciach plastycznych. Trzeba jednak pamigtaé, Ze posiada on wlasnoéci
sprezyste, jest czuly na predkoS§é odksztalcenia i wykazuje wzmocnienie. Wiasciwosci
plastyczne probek zaleza od technologii ich odlewania i wykonania i od stopnia zanie-
czyszczenia materiatu. Z tych powodéw wyniki do§wiadczalne moga nawet znacznie réz-
ni¢ si¢ od wynikéw teoretycznych,

Jako kryterium uplastycznienia przyjgto naprezenie o, odpowiadajace trwalemu od-
ksztalceniu ¢ = 0,1%,. Otrzymane w ten sposéb wartosci pokrywaja si¢ z naprezeniami
wyznaczonymi metodq przedtuzenia prostych do przecigcia i z metoda najwigkszej krzy-
wizny wykresu o—e (rys. 19). Na rys. 20 pokazano poréwnanie wynikéw teoretycznych
z do$wiadczalnymi dla zadania wciskania stempli w krazek, a na rys. 21 pokazano po-



WYBRANE ZAGADNIENIA OBROBKI PLASTYCZNEJ METALI 307

réwnanie dla §ciskania pierécieni. Wyniki przedstawione na tych rysunkach sa zgodne
z twierdzeniemi o no§nodci granicznej.

Jak wykazaly do§wiadczenia, probki deformuja sig¢ w sposéb podobny do zatozonego
teoretycznie. Na rys. 22 pokazano deformacje siatki kwadratowej przez wciéniecie cylin-
drycznych stempli w krazek (prawie identyczna do zaloZonej teoretycznie, rys. 3), natomiast
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Rys. 20. Poréwnanie wynikéw teoretycznych z do$wiadczalnymi dla wciskania stempli w krazek

wyniki do$wiudczalne, — — — gérna granica obficzona metods charakterystyk, —s+-—.— dolna granica obliczona

metoda charakterystyk
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Rys. 21. Pordéwnanie wynikdéw teoretycznych z do$wiadczalnymi dla $ciskania pierScieni
Wyniki do§wiadczalne, —~ ~— — gérna ocena obliczenia metodg charakterystyk, ~—-+.s—=-++ dolna ocena obliczona
metodq charakterystyk, -— — ~— ocena obliczenia metoda przyblizong, ««»++ ocena obliczenia metodg zalozenia funkcji

7 Mechanika Teoretyczna 3/74
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Rys. 23. Pierfcienie z naniesiong siatks kwadratowa po odksztaiceniu &g = 0,35
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Rys. 24. Poréwnanie teoretycznych promieni neutralnych z do$wiadczalnymi

na rys. 23 pokazano zdeformowana siatke $ciskanych pierfcieni, przy pomocy ktdrej
mozna oceni¢ polozenie promienia neutralnego. Jak wyniki do§wiadczalne koreluja z wy-
nikami teoretycznymi obliczonymi réznymi metodami pokazano na rys. 24.

5. Wnioski

W $wietle przytoczonych wynikéw zaréwno teoretycznych, jak i do§wiadczalnych na-
lezy stwierdzié, e metody teorii plastycznosci obliczania nacisku jednostkowego oraz
mechanizmu poczatkowego plyniecia metalu réznych procesow obrébki plastycznej dajg
wyniki do§¢ dobrze potwierdzone przez dofwiadczenie. Najlepsze wyniki daje metoda
charakterystyk, co wydaje sie byé spowodowane mniejszg liczbg zatozed upraszczajacych
w pordwnaniu z metodg zatozenia funkeji i metoda uproszezenia. Metoda charakterystyk
powinna byé stosowana do obliczen proceséw plastycznych, poniewaZ nie jest ona praco-
chtonna, a jednak daje duzo informacji odno$nie naciskéw jednostkowych i mechanizmu
plyniecia metalu.

Wykaz oznaczen

o;; tensor napreZenia,
r, 0,z wsp6hrzedne walcowe punktu,
ay, 09, 05, Tp; naprezenia w uvkladzie wspélrzednych walcowych,
0y, 02, 03 napreZenia giéwne,
op DapreZenie uplastyczniajace,
k  granica plastycznoéci na $cianie,

id
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p $rednie napre¢zenie,

P $redni nacisk jednostkowy,

g ci$nienic wewnetrzne,

7¢ haprezenic styczne na linii nieciggtoéei lub na kontakcie materialu z narzedziem,

v, vz predko$¢ plynigeia w ukladzie wspélrzgdnych walcowych,
vo  predko$é ruchu narzedzia,
va, vp  predkodei plynigeia wzdluz charakterystyk o i B,
wg  predko$é styczna na linii nieciagtoéci lub na kontakcie materiatu z narzedziem,
gy tensor predkosci odksztalcenia,
&, €0, &z, &, predkosci odksztalcenn w ukladzie wspolirzednych walcowych,
Ey, 65, Es gtowne predkoéci odksztalcen,

z; intensywnosé predkodci odksztalcen,

P sita zewnetrzna,
D,, moc sit wewngtrznych,
F, powierzchnia czolowa narzedzia lub powierzchnia poczatkowa probki,
Fy powierzchnia nieciaglosci lub powierzchnia kontaktu materialu z narzgdziem,
#  kat, jaki tworzy charakterystyka o z osig ¢ w plaszczyznie r, z,

¢ wspolczynnik tarcia,

4 wspolczynnik tarcia suchego Coulomba,

¢ jednostkowa sila tarcia,

r promien biezacy,

r¢ promien stempla,

rm  promied zewngtrzny krazka,

h  polowa wysokoSci H krazka lub pierScienia (H = 2h),

r, promien neutralny w pierScieniu,

ry promien wewngtrzny pierscienia,

rz promied zewngtrzoy pier§cienia.
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Pesmome

U3BPAHHLIE OCECHUMMETPUUECKHE ITPOBJIEMBI ITNIACTHYECKON - OFPABOTKH
METAIJIJIOB

B paGore npononnfcn TEOPETHYUECKUIH M OKCTIEPHMENTANBHBI AHANN3 JBYX [PAKTUIECKH BAXKHBIX
BOIXIPOCOR NNACTMUeCKoi 06paGoTKH METANNIOR: BAABJUBANMA B KPYTUBIH OHCK JBYX IPOTHBONOIOIKHO
PACIIOJIOIKEHHBIX TIYAHCOHOB M CHABJIMBARMA Koyell. TeopeTnyeckuit aHany3 IPOBOAUINCAH C IIPUMEHEHUEM
COOTBETCTHEHHO ABYX M TPEX METOJOB, IPUUEM ONpENeJISIMCh: YAENBHBIH HayumM u BMX Aehopmarin
TIpH DJIACTHUECKOM TeueHud. LS TeopeTHUEcKOro anasyi3a JIPUHATA MOJENb MECTIKO-HAELHO-TUIACTH=
YECKOr0 MaTepuaNia M acCOLMPOBAHMEINA 3AKOH INACTHYECKOIO TeueHHs. IIo XOmy SKCIEPHMEHTANBHOTO
AHAJIN3a TIPOBEPEH MEXAHH3M TEUEHWS M CPABHEHEL IOJIyUYEHHEBIE Mad CBMHNIOBLIX 06pasuax pe3ysbTaThbl
C TEOPETHUYECKMMH H ONpeHeNeHa MX B3anMO3aBHCHUMOCTD.

B paGoTe noKa3aH0, UTO METOJT XapaKTEPHCTHIK AOCTATOUHO TOUEH B OTHOIICHHM SHAUEHUH yHENBHOTO
HaXKEMA ¥ Buma gechopmanum obpasua M MOYKET TPHMEHATLCA [JIA aHallH3a IPOUECCOB IUIACTHUECKOH
06paboTKK MeTaLIOB.

Summary

SOME AXI-SYMMETRIC PROBLEMS OF PLASTIC WORKING OF METALS

In the paper theoretical and experimental analysis is given for two problems of practical importance,
namely the identation of two opposite punches into a disc and the ring compression, Theoretical analysis
is developed using two or three different methods, Specific pressure and deformation mode of the plastic
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process are found. The analysis is based on the model of rigid-perfectly plastic body and the associated
flow rule. In the experiments flow patterns for lead specimens were investigated and compared with the
theory,

In the paper it is shown that the characteristics method is sufficiently accurate for the evaluation
of specific pressure and deformation modes of the specimen and it may be applied for the analysis
of working processes of metals.

INSTYTUT PODSTAW BUDOWY MASZYN POLITECHNIKI WARSZAWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji diuia 7 grudnia 1973 r.
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1. Wstep

Jednym z istotnych problemdéw pojawiajacych si¢ w badaniach przeplywéw w oérod-.
kach wielofazowych jest problem wymiany masy, pedu i energii mi¢gdzy poszczegdlnymi
fazamij. Opis matematyczny takiej wymiany w przypadku ogdlnym jest niezwykle ztozo-
ny. Zadanie przyjmuje jednak znacznie prostsza postaé, gdy poszczegdlne fazy wystepuja
w postaci regularnych geometrycznie skupief, np. w postaci czastek kulistych, oraz gdy
rozpatrywaé zagadnienie w postaci zlinearyzowanej.

W ostatnich latach literatura dotyczaca przeplywdw wielofazowych rozwija sie szczegdl-
nie gwaltownie. Powstato wiele modeli ruchu ofrodka wielofazowego. Z samej tylko litera-
tury monograficznej po$wieconej przeplywom wielofazowym wymieni¢é mozna m.in.
prace [4, 6, 8, 14, 17, 22, 27]. Jedna z nowszych jest praca SZANIAWSKIEGO [25], w ktorej
dla doé¢ ogdlnego przypadku podano ukfad réwnan rzadzacy przepltywem osrodka wielo-
fazowego. Przyjeto, ze ofrodek sklada si¢ z jednej fazy spdjnej i pewnej liczby faz roz-
proszonych, przy czym w kazdej fazie moze wystepowaé jeden lub wigksza liczba skiad-
nikéw chemicznych. Ponadto zalozono, ze fazy rozproszone wystepuja w postaci pewnej
liczby frakcji — kazda frakcja sklada sie z kulistych czastek o identycznych parametrach
(w danym miejscu przeptywu i w danej chwili). Uklad réwnan dla przepltywu takiej mie-
szaniny zawiera rownania opisujace zachowanie mieszaniny jako calo$ci, jak réwniez
réwnania opisujace zjawiska transportu migedzy poszczegSlnymi frakcjami a faza spéjna
(oddziatywania bezpodrednie migdzy fazami rozproszonymi zostaly we wspomnianym mo-
delu pominigte).

Rozpatrywanie zjawisk transportu upraszcza sie istotnie, jezeli badaé zjawiska, w kt6-
rych wystepuja tylko niewielkie odchylenia od stanu réwnowagi termodynamicznej i me-
chanicznej. Szukane strumienie termodynamiczne sa wtedy funkcjami liniowymi jedno-
rodnymi odpowiednich sit termodynamicznych i zadanie wyznaczenia takich funkcji spro-
wadza sie do znalezienia odpowiednich wspdlczynnikéw. Wartoéci tych wspétczynnikéw
zaleza od skladu mieszaniny, wachlarza uwzglednianych zjawisk fizycznych (lepko$é,
przewodnictwo cieplne, dyfuzja, termodyfuzja itp.), geometrii przeplywu zakresu zmien-
noéci parametréw (zwlaszeza liczby Knudsena).

Zagadnieniom parowania i kondensacji na kroplach (dla ustalenia uwagi bedziemy
uzywaé terminu «kropla» zamiast «czastka kulista», aczkolwiek wszystko, co zostanie po-
wiedziane o kroplach, odnosié¢ sie bedzie takze do czastek kulistych ciata stalego, na kté-
rych zachodzi sublimacja lub kondensacja) po§wigcono juz wiele prac. Celem niniejszej
pracy jest krétkie lecz systematyczne przedstawienie istniejacych wynikéw w zakresie
teorii zlinearyzowanej, a takze — tam; gdzie to bgdzie niezbgdne — ich rozszerzenie i adap-
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towanie do takiej postaci, ktéra stanowitaby uzupetnienie ukladu réwnad przeplywu
mieszaniny podanego w [25].

W dalszym ciggu bedziemy zajmowaé sig zadaniem, w ktorym pojedyncza kulista
kropla porusza si¢ w nieskonczonym ofrodku gazowym jednoskladnikowym (para) lub
dwuskladnikowym (para + gaz, nie bioracy udziatu w przemianie fazowej). Ograniczymy
sie do przypadku ustalonego, poniewaz przy niewielkich odchyleniach od stanu réwno-
wagi termodynamicznej i niewielkich predkosciach wzglednych kropel, szybkoéci paro-
wania i kondensacji sa takze mate, co pozwala traktowaé zjawiska nieustalone jako quasi-
ustalone. :

2. Podstawowe zaleznosci ogélne

Jak juz wspomnieliémy, istotnym parametrem od ktérego zalezy obraz zjawiska, jest
liczba Knudsena Kn = [/r,, gdzie [ jest §rednia droga swobodng czasteczek, r, za$ pro-
mienjem kropli. Droge swobodng okre§limy za pomoca kinematycznego wspdtczynnika
lepkoSci v (p. np. [5])

2

1=,
v

gdzie v jest predkosdcia Srednig czgsteczek

]/8R,,T
U = .
JT

Zatem dla ofrodka skladajacego si¢ tylko z pary, liczba Knudsena wyraza sie w postaci

: Yy JT
Kn, =2 ]/W :

Moina za pomoca analogicznego wzoru okre§li¢ liczbe Knudsena dla mieszaniny

VY T
K m = — A A ?
0 Fo ]/ 2R, T

nalezy jednak pamigtaé, ze wprowadzona przez ten wzoér «droga swobodna» czasteczek
w mieszaninie ma charakter umowny. W powyZszych wzorach i nizej wskaznik v wyste-
puje przy wielkodciach dotyczacych pary, wskaznik m przy odpowiednio usrednionych
wielkosciach odpowiadajacych gazowi dwusktadnikowemu. Pominiecie wskaznikéw o lub
m we wzorze wskazuje, ze odpowiedni wzér odnosi sie do gazu zaréwno jedno-, jak i dwu-
sktadnikowego.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé bezwymiarowe sily i strumienie termodynamicz-
ne. Jako wielkoSci odniesienia dla strumieni termodynamicznych przyjmiemy strumienie
przenoszone przez padajace na powierzchnig czasteczki o rozktadzie predkosci Maxwella.
Tak okre§lone jednostkowe strumienie masy, energii i pedu maja odpowiednio postaé
nastepujaca (p. np. [11]):

4

o P gl oxtl 4
3

VorR, T’ 2 w1

gdzie p oznacza ci§nienie, T — temperature, R — stala gazowa, » — wykladnik adiabaty.

R,TI, P=—uJ,
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Zastepujac w powyzszych wzorach wskaznik © przez m otrzymamy odpowiednie wyraze-
nia dla mieszaniny. Bezwymiarowe strumienie termodynamiczne mozemy teraz okre§lié
wzorami

J E P

| = — —

= =, e = ————— =

Amrd J 4mrd B’ 4mrd P
Strumien energii w gazie mozna przedstawi¢ jako sume 2 skfadnikéw: strumienia ciepta Q
(tzn. strumienia energii w uktadzie §rodka masy) i konwekcyjnego strumienia energii

1) E=Q+¢,T7.
Wprowadzimy takze bezwymiarowy strumien ciepta ¢
q= —"QZT .
471"0E
Jako sity termodynamiczne przyjmiemy 3 niezalezne wielkooi:
ar =Ty 2 BRI gy A
Ty Dy 7

Wskazniki v i / odnosza si¢ odpowiednio do pary i cieczy, p,(T;) oznacza prezno$é pary
nasyconej w temperaturze powierzchni kropli, Au — predko$é kropli wzgledem gazu w nie-
skoniczonofci. Wszystkie 3 wprowadzone wyzej wielkoéei sg w mySl przyjetych zalozert
duzo mniejsze od 1.

Z termodynamiki wiadomo, Ze przy niewielkich odchyleniach od stanu réwnowagi
strumienie termodynamiczne wyrazaja si¢ liniowo przez odpowiednie sity termodynamicz-
ne, przy czym (w ofrodku izotropowym) sily termodynamiczne bedace tensorami réznych
rzedéw nie moga wystgpowaé w tym samym wyrazeniu liniowym. Otrzymujemy wigc
zwiazki:

i=AAT+BAp, e= CAT+DAp, II= HAU.
Korzystajac z réwnosci (1) mozna zamiast strumienia energii wprowadzié strumien ciepla
q = KAT+LAp.

Tak wige w przybliZzeniu liniowym wymiana masy i energii (lub ciepta) z jednej strony,
a wymiana pedu z drugiej strony nie sa ze sobg sprzezone (zaleza od réznych sit termody-
namicznych). Znaczy to, ze dla kropli poruszajacej si¢ z niewielka (wzgledem predkoéci
termicznej czasteczek), predkoscia, strumienie masy i energii sa identyczne, jak dla kropli
spoczywajacej, jednocze$nie za§ sita oporu przy ruchu kropli parujacej jest identyczna
z oporem, jaki doznaje czastka nie wymie}liajqca masy 1 energii.

Z ogblnych rozwazan termodynamicznych wynika, Ze wspélczynniki w zwiazkach
liniowych migdzy sifami i strumieniami termodynamicznymi sa powigzane przez pewne
zaleznoéci. ZaleznoSci te przybieraja szczegdlnie prosta postaé (zaleznosci symetrii Onsa-
gera), gdy sily i strumienie termodynamiczne sg odpowiednio dobrane (sprzgZzone); taka
sytuacja zachodzi np. wtedy, gdy dla sit termodynamicznych AT i Adp jako strumienie
termodynamiczne przyjaé J oraz Q. Zwigzki miedzy sitami i strumieniami termodynamicz-
nymi oraz zalezno§ci Onsagera dla zjawisk transportu w oérodku wielofazowym omdwio-
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no blizej w [25]. W naszych oznaczeniach zalezno§ci migdzy wspdtczynnikami fenomeno-
logicznymi przyjmuja postac

1 %+1 = - x =
- = ———B
2 x—1 b= A+ x—1
i
— 1 x+1 -
A_7%~1L,

W nastepriych rozdziatach rozpatrzymy blizej wspotczynniki fenomenologiczne dla
kropli w réznych zakresach liczb Knudsena.

3. Krople male (Kn 3 1) -

W tym przypadku zjawiska transportu przebiegaja w warunkach swobodnie moleku-
larnych, co znacznie upraszcza analiz¢ zagadnienia. Pierwsze proby rozpatrywania zjawisk
w tym zakresie znane sq juz od dawna (LANGMUIR, HERZ, KNUDSEN, EpsTEIN; por. [7,
9, 10]), jednakze petniejsza analizg proceséw wymiany migdzy kropla mata a otoczeniem
zawieraja dopiero stosunkowo niedawne prace Brocka [1, 2] (dla ofrodka wieloskladniko-
wego), a takze KONORSKIEGO [12] i SZANIAWSKIEGO [24] (dla o$rodka jednoskladnikowe-
£0).

Dla duzych liczb Knudsena o intensywno$ci wymiany miedzyfazowej decyduja wy-
Yacznie zjawiska zachodzace na powierzchni rozdziatu faz. Do ujecia tych zjawisk stuza
wspdtezynniki kondensacii &, akomodacji energii 8. 1 akomodacji pgdu f,. Prayjmuje sie
ze czefé (o) czasteczek padajacych na powierzchni¢ zostaje pochlonigta przez ciecz, po-
zostala za$§ czg§¢ ulega odbiciu od powierzchni. Poniewaz dysponujemy tylko ograniczo-
nymi informacjami o energii i pedzie czasteczek odbitych od powierzchni, przyjmuje sie
zazwyczaj, ze ich wartofci sa zawarte miedzy warto§ciami skrajnymi odpowiadajacymi
odbiciu zwierciadlanemu 1 dyfuzyjnemu, przy czym zmiana wartodci poszczegdlnych
strunlieni przy odbiciu scharakteryzowana jest przez odpowiedni wspélezynnik adaptacii
zawarty miedzy 0 a 1. Wspdlczynniki te okre§lone sa nastepujacymi réwnoSciami:

&i—8, P—P,
be=6=a M=o a
W powyzszych wzorach & oznacza §rednia energie, £ §redni modut pedu przypadajace
na jedng czgsteczke, wskaznik 7 dotyczy czgsteczek padajacych na powierzchnie, wskaznik
r— czasteczek odbitych, wskaznik s charakteryzuje strumien bedacy w réwnowadze
z powierzchnia. Niekiedy czyni si¢ rozréznienie miedzy wspdtczynnikami akomodaciji
f. sktadowej stycznej pedu i 8, skladowej normalnej pedu

gri—'@ﬂ' _ ‘@ni—"@m'
ﬁ1~ . '@Tl' ’ ﬁ” B 'q)ni'—'@ns ’

a takze migdzy wspdtczynnikami akomodacii f,, wewnetrznych stopni swobody i fe-energii
ruchu postepowego ‘

Ld

g“’i_gw" _ é')!ri_fg)n'r

ﬂw a ‘g)wi_’(g)ws ’ ﬂlr B ‘g]rri_gtrs ’
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Wéréd czasteczek poruszajacych sie od powierzchni kropli, oprécz czasteczek odbi-
tych, wyréznia sig takze czasteczki emitowane przez ciecz. Whasno$ci czasteczek emito-
wanych zaleza wylacznie od parametréw powierzchni cieczy, nie zaleza natomiast od pa-
rametrow czasteczek padajacych na powierzchnig cieczy (w szczegdlnodci emisja z po-
wierzchni zachodzi takze i wtedy, gdy na powierzchnig nie padaja zadne czasteczki). Stru-
mienie masy, energii i sktadowych pedu przenoszone przez czasteczki emitowane sa rowne
co do modutu odpowiednim strumieniom przenoszonym przez czasteczki padajace w wa-
runkach réwnowagi.

Tablica 1
Brock [1], [2] Konorski [12] Szaniawski [24]
Strumieti masy Cadpt EAT —adpt AT —adpt+ AT
i 2 2 2
Strumien —adp —adp
energii e o o. 4
N Z y—oypelar N By +
B |5 +—oe] [+t
+ —fw—ﬂwﬂ AT
4+ f,
Strumiend 7 L | (=) (Ba—f7)
Z- i _ A IR AL
T (1+ iy ot)ﬁe) {1+ Lot (=e0py] 140 [1 P
aU 7
s 2Bel=)|4v

W tablicy 1 podano w ujednoliconym zapisie wyrazenia dla strumieni otrzymane
w [1, 2, 12, 24] dla malych réznic ci$nied i temperatur i dla matych predkoSci (wyniki
BROCKA zlinearyzowano na uzytek tej pracy). Przyrosty Ap i AT sa bezwymiarowymi
réznicami cinien i temperatur

sy = BT gy T

Pv T,

Wskazniki » i / odnosza si¢ odpowiednio do pary i powierzchni cieczy, p(T;) oznacza
prezno$é pary nasyconej odpowiadajaca temperaturze T;, za§ predkoéé bezwymiarowa
AU = %A—:, gdzie Au oznacza predkoé§¢ kropli wzgledem pary, jest duzo mniejsza od 1.

Poréwnujac wyniki réznych autoréw zawarte w tabl. 1 nalezy stwierdzi¢ co nastgpuje:

1. Wyrazenie dla strumieni masy sa we wszystkich przypadkach identyczne i stanowia
zlinearyzowang postaé¢ znanego wzoru Herza-Knudsena.

2. Dla 8, = B, wyraZenia dla strumienia energii takZe sa identyczhe.

3. Dla $, = f,, wyraZenie dla strumienja pedu z [12] ré2ni sie od odpowiednich wyra-
zen z [2] i [24]. Poniewaz migdzy omawianymi pracami brak réznic modelowych uspra-
wiedliwiajacych podobna rozbiezno§é, za Zrédlo rozbiezno§ci uznaé nalezy — zdaniem
autora — bledy rachunkowe w [12].
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4. Krople duie (Kn <€ 1)

Ze wzgledu na istotng role mechanizméw kinetycznych w procesach wymiany, zacho-
dzacych na powierzchni kropli, nawet dla Kn < 1 nie zawsze mozliwy jest opis proceséw
towarzyszacych przemianie fazowej, oparty wylacznie na réwnaniach ofrodka cigglego,
Mozna wtedy 1° opisywa zjawiska transportu w calym obszarze otaczajacym krople
za pomocg réwnain kinetycznych, badz tez 2° przyjac istnienie przy powierzchni kropli
cienkiej — o grubo$ci rzedu kilku drég swobodnych — warstwy, rzadzonej przez mecha-
nizmy kinetyczne {(warstwa Knudsena), a w obszarze poza warstwy stosowaé réwnania
osrodka ciagiego.

Sytuacja jest odmienna w ofrodku jednosktadnikowym i wielosktadnikowym. W osrod-
ku wielosktadnikowym czynnikiem ograniczajacym strumiefi masy jest dyfuzja, procesy
kinetyczne przy powierzehni duzej kropli nie maja wplywu na strumien masy. Wplyw tych
proceséw pojawia si¢ dopiero wtedy, gdy rozmiary kropli sa poréwnywalne ze $rednig
droga czasteczek w gazie. Inaczej jest w oSrodku jednoskiadnikowym, warstwa kinetyczna
moze mie¢ tam istotne znaczenie nawet w przypadku powierzchni plaskiej.

Rozpatrzymy najpierw osrodek jednosktadnikowy. Pomijajac wplyw niewielkiej krzy-
wizny mozna traktowaé warstwe Knudsena przy powierzchni duzej kropli analogicznie
do warstwy przy powierzchni plaskiej. Mechanizmy rzadzace warstwa plaska badali
Scarace [18), Kuczerow i RIKIENGLAZ [13], MUrRATOWA i LaBUNCOW [16]. Metody
stosowane przez poszczegélnych autordw sa z koniecznodci uproszczone, oparte na mniej.
lub wiecej arbitralnych zaloZeniach; nic tez dziwnego, e 1 wyniki nie sa identyczne.

SCHRAGE przyjmuje, ze funkcja rozktadu predkoéei czasteczek bezpoérednio przy po-
wierzchni ma postaé maxwellowska o predkosci makroskopowej prostopadiej do po-.
wierzchni. Zwrot wektora predkosci zalezy od rodzaju procesu fizycznego — parowania
lub kondensacji. Na podstawie pizyjetej funkcji rozktadu w [18] znaleziono strumien
masy czasteczek padajacych na powierzchnig od strony pary. Znajac strumien masy czg-
steczek emitowanych przez powierzchnie (zalezny tylko od wiasnosci powierzchni) wyzna-
czono wypadkowy strumieri masy. W tablicy 2 podano zaleznosé strumienia masy od
matych réznic ciSnienia i temperatury na warstwie:

Poi —PS(TI) Tu1”‘Tl
Ap = o , AT = T

Wielkoéci p,, i Ty, oznaczajg ci§nienie i temperature na brzegu warstwy Knudsena. Réz-
nica miedzy przemiana fazowa na powierzchni kropli w warunkach swobodnie moleku-
larnych a przemiang fazowa na powierzchni ptaskiej polega m.in. na tym, Ze w przypadku
pierwszym funkcja rozktadu predkosci czasteczek odpowiada spoczynkowi (czasteczki pa-
daja na powierzchnig¢ z nieskonczono$ci), w drugim natomiast czasteczki padajagce na po-
wierzchnig uczestnicza w ruchu makroskopowym o predkoéci prostopadtej do powierzchui.
Wskutek tego odpowiednie wspdtezynniki w wyrazeniu dla strumienia masy sq w przypad-
ku drugim wigksze niz w przypadku pierwszym (dla o = 1 — dwukrotnie wieksze).

Podobna metode zastosowano w pracy [13]. Autorzy przyjeli tu funkcje rozkiadu
predkofci czasteczek w przyblizeniu 13 momentdw i wyznaczyli strumienie masy 1 energil.
Jednakze w przyblizeniu liniowym rozklad taki sprowadza sie do maxwellowskiego i wy-
niki (we wspélnym zakresie) sa identyczne jak w [18].
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Inny, nie tak uproszczony, sposéb postgpowania przyjeli autorzy [16]. Zamiast zakta-
da¢ gotowa funkcje rozkadu predkosci czasteczek przy powierzchni kropli, zastosowali
oni metode momentow do rozwigzywania réwnania Boltzmanna (a takZe réwnania mo-
delowego Krooka) w przyblizeniu liniowym. Zadanie to rozwiazano w wielu wersjach
w przyblizeniu 6 i 8 momentdw, dobierajac rézne kombinacje momentéw. Jako funkcje
rozktadu przyjeto w przyblizeniu 6 momentéw «dwustronny maxwellian» (o réznych
parametrach w 2 réznych pétprzestrzeniach predkoéci, odpowiadajacych ruchowi cza-

Tablica 2
Schrage Kuczerow, Muratowa, Yabuncow
[18] - Rikienglaz [13] [16]
Strumieni masy { 20, dla « =1 | 2,21 0,910 ]
BT =24\ p+A4;T T oar—e Pt 2,21—aA‘T’
—1,834,p+0,754, T dl =1
+ AT 1P 1 a o
—a
Strumien energii e dla « =1 _ 2,300 Aioe 3,65—2,59aA T
dia - ~24,p— AT 22— T Toni—a T
5 - ~1,904,p—0,884, T dla o =1
X = ﬂe =1
3
Strumied ciepla ¢ dla o =1 0,470 3,65~1,450
4;p— AT,
dla . 1, p-—iA T 2,21—a 2,20—at
_ B 2 W 0,394, p—1,814, 7 dlao =1
X = '5’) ﬂe - 1 .

steczek ku powierzchni i od powierzchni), w przyblizeniu 8 momentéw takiz maxwellian
mnozony przez pewien wiclomian skladowych i/lub modulu predko$ci. Przyjeto takze
maxwellowski potencjal oddzialywania wzajemnego czasteczek.

Najlepsze z otrzymanych w [16] wartoéci wspdlczynnikéw (rekomendowane przez
autordw) podano we wzorach w tabl. 2. Ogdlnie stwierdzié nalezy, ze rozbiezno$ci miedzy
poszezegdlnymi wersjami (odpowiadajacymi réznym zestawom momentdw i réznym réw-
naniom -— Boltzmanna i Krooka) sa niezbyt duze — mniejsze niZ rozbiezno§ci migdzy
wynikami [16] 1 [13].

Otrzymane w wymienionych pracach zaleznoéci liniowe migdzy strumieniami masy
i ciepta (fub energii) a réznicami ci§nienia i temperatury na warstwie Knudsena mozna
przedstawié w postaci ogdlnej

@ Ap = Ai+Bgq, 4,T= Ci+Dqg.

Stosujac zaleznofci tego typu dla warstwy przy powierzchni duzej kropli sprébujemy
wyznaczyé w sposOb uproszczony liniowe zaleZnoéci strumieni masy i ciepta od rdznic
ci$nienia i temperatury miedzy nieskofczonoScia a powierzchnia kropli

T, voo I'I

Ap = Poo=pT). g Ty

DPoe

.
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Na zewnatrz warstwy przyjmiemy réwnania orodka ciqgiego w postaci
dp du

2 — _ =
our® = const, o +ou—y 0,

d u* .
lguﬁ (CPT— —2—) +d1VQ = 0.

Rozwigzujac uktad tych 3 réwnan wraz z réwnaniami Clapeyrona i Fouriera znajdujemy
dla malych réznic ci§nienia i temperatury

1,
P”=@ﬂ

)

@ | 1 1 .3)
AJ:‘?@*@?’
gdzie
Pow— Dot To—T
A,p = = AT == ,
2P Do 2 T
% wKn
=i m b
Liczbe Prandtla mozna wyrazi¢ w sposob przyblizony przez wykladnik adiabaty
y 43
Sl i

gdzie k oznacza wspoiczynnik przewodzenia temperatury.

Réznice (bezwymiarowe) ciénienia Ap i temperatury AT miedzy nieskorniczono$cia
a powierzchnig kropli otrzymujemy dodajac odpowiednie przyrosty wyznaczone przez
(2) 1 (4). JeSli pominaé w otrzymanych wyrazeniach wielko§ci mate wyZszego rzedu, to
otrzymujemy uklad réwnan liniowych wzgledem i oraz ¢, ktérego rozwiazanie ma postac

. Adp  Be C

Nalezy zauwazyé, Ze pominiecie wyrazow matych wyzszego rzedu doprowadzito do wy-
niku (5), ktéry mozna otrzymaé takze prostsza droga, zastepujac uktad (3) przez samo
tylko réwnanie przewodzenia ciepla.

Poniewaz wspdlczynniki 4, B, C sa rzedu 1, za§ ¢ < 1, przeto z (5) wynikaja 2 przy-
padki szczegolne:

1. eAT jest mata rzedu wyzszego niz Ap, wtedy
© i=i’Tf’, 7= —s(AT-—%AT).
Strumienl masy i zalezy tylko od réznicy ci§nien i jest duzo wigkszy od strumienia ciepla 4.

2. Ap i eAT sa tego samego rzedu (AT > Ap), wtedy
Ap  Bg

M i=7+—1—4—AT, q = —edT.

Strumien ciepla jest wyznaczony wylacznie przez przewodnictwo w obszarze zewnegtrznym.
Przyrosty ciénienia i temperatury w warstwie powierzchniowej sa matymi rzgdu wyzszego
niZz przyrost temperatury poza warstwa.
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Dotychczas byla mowa o transporcie masy i ciepla w ofrodku jednosktadnikowym.
Prostszy i mniej kontrowersyjny jest opis zjawisk transportu w ofrodku dwuskladniko-
wym. Strumien ciepla jest wtedy dany przez réwnanie przewodnictwa i ma postaé iden-
tyczna jak w (7), strumieri masy natomiast jest okre§lony przez wzér Stefana (p. 9D:

3

N N,
J = —4mryNDm, |1 — 2% — e
st NDin [n(l W ) ln(l N )

gdzie m oznacza mas¢ molowa, D — wspélezynnik dyfuzji, N — za§ stezenie molowe,
przy czym N,+N, = N = const, wskazZnik 0 przy N, i g, odpowiada warto§ciom tych

N

wielkoéci przy powierzchni kropli. Wzér Stefana dla v
g

— 0 przechodzi w znany wzér
Maxwella

J = —47mro D(0p — 0vo) .
Nalezy jednak zauwazy¢, ze wzor Stefana nie zapewnia poprawnego przejécia granicznego

dla lvai—-) 0.

Strumien pedu lniezaleZnie od liczby sktadnikéw w oérodku jest dla Kn < 1 okre§lony
przez wzér Stokesa

P = 6mrqovdu.

Jezeli zamiast J i P wprowadzi¢ strumienie bezwymiarowe 7 oraz IZ, to wzory Stefana
i Stokesa przyjmuja postac:

R D my Nyo Now
i = —2Kn7 o [ln(l— i )-—ln (1_ _N_)],

1T = 2 KnAv.

5. Zakres poSredni

Zadanie opisu zjawisk transportu wokét parujacej kropli jest najbardziej ztozone
"w zakresie poSrednich liczb Knudsena, gdzie zawodzi zaréwno model swobodnie mole-
kularny, jak i model o§rodka ciaglego. Wachlarz metod analitycznych stosowanych w tym
zakresie jest bardzo rozlegty. Jednym z bardzo prostych, a zarazem do$¢ uniwersalnym
sposobem jest zastosowanie tzw. uniwersalnego wzoru SHERMANA [21], ktéry w wielu
przypadkach daje zadowalajace wyniki. Zgodnie z tym wzorem pewna wielko§¢ @ opisuja-
ca zjawiska transportu w gazie mozna przedstawi¢ w postaci

@c * @k
O, +D,°
gdzie wskazniki ¢ i k odnosza si¢ odpowiednio do modelu ciaglego i swobodnie molekular-

nego. Wzér ten zawiera poérednio liczbe Knudsena i zapewnia przejécie ciggle od warun-
kéw swobodnie molekularnych do oérodka ciaglego.

® D=
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Nizej rozpatrzymy kolejno rézne metody i otrzymane za ich pomoca wyniki dla stry-
mieni masy, ciepia i pedu. '

Strumieft masy. SHANKAR [19] wyznaczyt strumied masy przy parowaniu (kondensacji)
kropli w ofrodku jedno- lub dwuskladnikowym w szerokim zakresie liczb Knudsena,
Przyjcta przez niego metoda polega na zastosowaniu ujecia kinetycznego w catym obszarze
otaczajgcym krople, a nie tylko w cienkiej warstwie przy powierzchni cieczy. SHANKAR
rozwigzuje réwnanie Boltzmanna metoda momentéw Leesa. Funkcja rozktadu dla kazdego
ze skladnikéw ma posta¢ rozwazanego juz poprzednio «dwustronnego maxwellianuy,
ktérego jeden czton obowiazuje wewnatrz pewnego obszaru przestrzeni predkosei zwa-
nego «stozkiem widzenia», drugi za$§ na zewnatrz tego obszaru. Dla kazdego ze skladni-
kéw wystepuja 4 niewiadome (wielkoSci typu gestoSci i temperatury w kazdej z 2 czeci
Erzestrzeni predkosei). Odpowiedni uktad 4 (dla kazdego ze sktadnikéw réwnan) zawiera
oprdcz trzech momentéw podstawowych takze strumien ciepta jako moment rzedu wyz-
szego. ROwnania rozwigzywane sa w przybliZzeniu liniowym. Przyjmuje si¢, Ze przy oddzia-
fywaniu z powierzchnia kropli czasteczki gazu nie bioracego udziatu w przemianie fazowej
ulegaja odbicin dyfuzyjnemu, natomiast dla czasteczek pary istnieje pewien nieokreslony
wspotezynnik kondensacji 1 wspétczynnik akomodacji energii. Zaklada sig¢ maxwellowski
model oddzialywania wzajemnego czasteczek. Ponadto przyjmuje si¢, ze temperatury obu
sktadnikéw sa jednakowe, co pozwala na pominiecie jednego z 8 réwnan.

Dla strumienia masy SHANKAR otrzymuje zalezno$é

—%—A T—(+esWotes Wop)Ap

9 =
©) T e Wk e Wag ke Wo Wyt ca W ™

vg

gdzie
Poca~Ps(T1) To—T
dp = PoeTP00 0 pp o LT
7 P Ty
W=l W, =0 VORT 7y
! 7)) n,+n,
b, = _i[ Sm, _lom,, mg? + mymy i ]’
5| my+m, m, my+m, (my+my)
2 12m A, m m? ( 4, )]
by = — | g0 _gf2 Mg o Mg (122
2 5[ 6+ my+m, 8A1 My +my 8 (m, -+ m,)? A.71
b, = _ 16 muymym, (l_ﬂ)
3 5 (my+my)? A4,/

1 2
e =g o+ she
1 1
¢y = by~ Z’a(bl +b3—3)+7ﬂ(b2—b3),

2 .
3 = I_Saﬂe'
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Cqy = —g‘lb3+ T,Be (bz_bs)J 3

4
e =15 he

1
ce = by -+ '2—,3e(b2_b3)-

W powyzszych wzorach [ oznacza $rednig droge czasteczek pary w nieobecnoéci drugiego
skladnika gazowego, n — gestoé¢ liczbowa, D — wspétczynnik dyfuzji, m — masg czastecz-
kowa. State 4, i A, sa wyznaczone z calek zderzen, wartoSci tych statych nie zostaly po-
dane w pracy [19]. Autor odsyla czytelnika do swej wczedniejszej, trudno dostgpnej pra-
cy [20]. '

Zbadajmy w co przechodzi wzdr (9) w przypadkach asymptotycznych. W warunkach
swobodnie molekularnych (W, — 0, W,, — 0) otrzymujemy zaleznoé¢ identyczng z odpo-
wiednim wzorem w tabl. 1. Obecno$¢ dodatkowego skladnika gazowego nie ma zatem wply-
wl na strumieri masy.

Dla kropel duzych w orodku dwusktadnikowym (W, — oo, W,, — c0) wzér (9) prze-
chodzi we wzér Maxwella z poprawka hydrodynamiczng. W przeciwiefistwie do wzoru
Stefana, wzor (9) zapewnia sensowne przejécie od ofrodka dwusktadnikowego do jedno-
skladnikowego.

DIla kropel duzych w ofrodku jednosktadnikowym (W, - oo, W,, — 0) wzér (9) upra-
szcza si¢ do postaci

, 8af.
YT T Sarap, T

Strumien masy nie zalezy w fym przypadku od réznicy temperatur, Podobna zalezno$é

)

A
otrzymalismy juz poprzednio (p. (6)). Jezeli ze zwigzkéw (2) i tabl. 2 wyznaczyé warto$é 4,
to okazuje sig, Ze dla & = 8, = 1 otrzymujemy 1/4 = —2,9 na podstawie [16] oraz 1/4 =
= —4 na podstawie [13]. Warto$§¢ analogicznego wspélczynnika wyznaczona za pomoca
wzoru (9) wynosi —8/9. .

Nalezy zauwazyé, Ze w przyjetej przez SHANKARA funcji rozkladu kazdy czlon «dwu-
stronnego maxwellianu» odpowiada warunkom gazu spoczywajacego (co jednak nie zna-
czy, ze gaz jako calo§é pozostaje w spoczynku), tzn. zalezy tylko od 2 parametrédw typu
gestosci i temperatury. W odpowiednich cztonach przyjmowanych w [16] wystepowal co
najmniej jeszcze 1 parametr typu predkoéci makroskopowej. Dzigki temu uproszczeniu
SHANKAR otrzymuje uktad réwnan, ktéry potrafi rozwiaza¢ analitycznie. Dla ofrodka
jednosktadnikowego uktad taki zawiera 4 réwnania. Dodanie dodatkowej zmiennej w isto-
tny sposéb komplikuje réwnania; w [16] dla prostszego geometrycznie przypadku wyniki
otrzymano na drodze numeryczne;j. )

Skutki przyjecia uproszczonej funkcji rozktadu uwidaczniajg sig przy analizie przypadku
asymptotycznego, odpowiadajacego parowaniu duzych kropel w ofrodku jednosktadniko-

8 Mechanika Teoretyczna 3/74
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wym. W modelu Shankara (o 4 parametrach swobodnych) nie tworzy si¢ bowiem przy
powierzchni kropli warstwa Knudsena, co jest prawdopodobna przyczyna otrzymania za-
nizonych wartosci strumienia masy, o czym byta mowa poprzednio.

Strumien ciepla. W pracach, w ktérych obliczano strumien ciepla w zakresie posred-
nich liczb Knudsena z reguly nie uwzgledniano przemiany fazowej (¢ = 0). W przypad-
kach asymptotycznych mamy wtedy dla Kn — oo

qr = ﬂeAT,
idlaKn—->0
| __4 Kn
e = ®+1 Pr
Na podstawie uniwersalnego wzoru SHERMANA (8), otrzymujemy dla dowolnego Kn
e _ 4 Kn
g #+1 f.Pr’
Nieco inng zalezno$¢ podaja SPRINGER i Tsal [23], mianowicie
q. 1 4% Kn

¢ " 1+Kn " x+1 BPr-

Wyniki do§wiadczalne zawiera praca TakA0 [26]. Najlepsza zgodno§é z do§wiadczeniem
zapewnia metoda wariacyjna Cercignaniego i wspoipracownikéw [3]. Metoda ta dostarcza
wynikéw numerycznych, ktére zostaly obliczone przez autordw dla §, = 1.

Ze wzgledu na sprzezenie wystepujace miedzy strumieniami masy i ciepla (energii)
wymienione tu wyniki moga mie¢ jedynie ograniczone zastosowanie do przypadku paru-

- jacych kropel. '

Strumien pedu. Wymiane pedu miegdzy kropla a gazem dla matych Re badal MiLLIKAN
[15]. Na podstawie do§wiadczen z kropelkami oleju w powietrzu, MILLIKAN podal wzér
empiryczny na site oporu kropli w szerokim zakresie Kn. W naszych oznaczeniach wzor
ten przyjmuje postaé

II = 1.

l+a-Ko+b- Knexp(— vI-(c*n)

gdzie a = 1,234, b = 0,414, ¢ = 0,876.
Dla Kn — o0 otrzymujemy zalezno$§¢ asymptotyczna

I
10 =
(10) 11, @ibKn
Uniwersalny wzér Shermana, po uwzglednieniu (10), przyjmuje postaé
N S
T 1+(@+bhKn

CERCIGNAN] i PAGANI [3] stosujac opracowang przez siebie metode wariacyjna obliczyli
numerycznie site oporu sfery przyjmujac, ze wspotezynniki adaptacji skladowych pedu sa
réwne 1. Otrzymane przez nich wyniki nie réznia si¢ wiecej niz o 2% od wzoru do§wiad-
czalnego Millikana. Nieco wigksze (siegajace 10%) odchylenia daje wzér Shermana.
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6. Wspdlczynniki kondensacji i adaptacji

W wielu z przedstawionych wyzej wzoréw dla strumieni termodynamicznych wystepuja
wspdtezynniki kondensacji i adaptacji energii i pedu, ktére charakteryzuja oddzialywanie
czasteczek z powierzchnia cieczy. Wyznaczenie do$wiadczalne tych wspdlczynnikéw nie
zawsze jest fatwe. Poréwnanie wynikéw do§wiadczalnych (np. MILLIKAN, TAKAO) z teoria
sugeruje, ze wspotczynniki adaptacji energii i pedu sg bliskie 1. Wigksze trudnoéci powstaja
przy wyznaczaniu wspélczynnika kondensacji (por. np. [17]). Pomiary dokonywane przez
réznych autoréw prowadza czgstokro¢ do bardzo réznych wynikéw. Szczegdlnie wielkie
rozbiezno$ci wykazuja pomiary wspdlczynnika kondensacji wody, ktéry wedtug réznych
autoréw wynosi od 0,002 do 1. Wydaje sig, Ze istotny wplyw na warto§¢ wspotczynnika
kondensacji moga wywiera¢ rézne trudno poddajace si¢ kontroli czynniki uboczne, zwlasz-
cza czysto$é powierzchni cieczy. W tych warunkach dla uzyskania wigkszej jasnosci w tej
sprawie potrzebne jest prowadzenie dalszych badafi zaréwno do§wiadczalnych, jak i teore-
tycznych.
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Pearome

OBMEH MACCHI, UMIIYJIECA U SHEPTUM MEXCOY WAPOBUIHOU UACTHLEN
U I'A30BOI CPEIOM

B ypaBHennsx Tevenns MHOroQasHLIx cmecelt (cm. Hanp. [25]) HMEIOTCH 3aBHCHMOCTH MEXXAY TEpPMO-
UHAMMYECKUMH CUJIAMH TeHEPUDYIOWIMMH ()a30BLIE MEPEXOMbl ¥ IOTOKAMM MAacChl, DHEPTHH M KOJNU-
uyecrsa ABWKeHHA, TN HeGONBLIUMX OTKJIOHEHHH OT DPABHOBECHA OTH 3aBHCHMOCTM MMEIOT JIMHeNHDI
xapaxrep. TIDUMEHAS YPABHEHUS IS KOHI(PETHOTO BU/I8 MHOTO(A3HOH CPeABl, HEOGXOAMMO 3HATE K03~
(hHIEEHTE! TIPH COOTBETCTBYIOIUHX JIMHERHLIX 3aBUCUMOCTAX. DTH KOI(DPUIMEHTE] 38BHCSIT B YAaCTHOCTH
OT TeOMETPHUECKON CTPYKTYPLI MHOTO(Aa3HOM Cpefibl M OT NpefeNioB MaMeHeHus umcia Kuymcewa.

B nasnoi cratbe coOpaHbl M CHCTEMAaTHUECKH MPHBEIEHOE JHTEPATYPHbIE NAHHEIE, OTHOCAIIMECS
K JNHHEHHLIM 32BUCHMOCTAM MEXIY TEPMOAMHAMHUECKHMH CHIIAMM M TEPMOAMHAMHYECKHMH IIOTOKAMI
AU 11ApOBOM YACTHIIBI JBIDKYLIEHCA C MOl CKOPOCTHIO B YCJIOBUAX GITHSKHX K TEPMOXMHAMUUECKOMY
paBHoBecwio. IlpeficTaBleHHbIE Pe3yNLTAThl GLINH TOMYUEHLI A PAa3NHUHBIX MOAeNeil cpenbl U OTHO-
CATCA K TOJHOMY IuanasoHy uucen Kuypcena.

Summary

MASS, MOMENTUM AND ENERGY EXCHANGE BETWEEN A SPHERICAL PARTICLE AND
GASEOUS MEDIUM

To the equations of flow of multiphase mixture (see f.e. [25]) enter the relations between thermody-
namic forces generating the phase change, and the mass, energy and momentum fluxes. For the mixture
near the equilibrium state these relations are linear. Before applying the flow equations to any specific
raedium, one should know the coefficients in these relations. The coefficients depend on the geometrical
structure of the multiphase medium and on the range of Knudsen number.

In thé paper such coefficients, obtained by different authors for the spherical particle moving with
small velocity in the gas medium near the thermodynamic equilibrium, are reviewed in a systematical
manner. The results were obtainad on the basis of different models and cover the full range of the Knudsen
number.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI POLSKIEJ AKADEMII NAUK, WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 11 grudnia 1973 r,
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NIEKTORE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI W TARCZACH MIKROPOLARNYCH
KRYSTYNA MAJORKOWSKA-KNAP (PLock)
1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwaza¢ bgdziemy liniowy termosprezysty o§rodek mikropolarny
poddany dziataniu temperatury.

Na podstawowe réwnania niesymetrycznej termosprezystosci dla zagadnien statycznych
skladaja si¢: réwnania réwnowagi, réwnania konstytutywne oraz réwnanie przewod-
nictwa cieplnego [1].

Réwnania réwnowagi, przy pominigciu sit i momentéw masowych maja postaé

1.1 0ji,y =0, epoutuu; =0, @G5k=123),

gdzie symbol ¢, ;, oznacza alternator Levi-Civité.
Roéwnania konstytutywne

oy = (+a)yi+u—a) yij+ Ayu—r0)d;,

1.2

(12 it = 481+ (p— ey + B Oy,
gdzie .
A(1.3) Vit = UL j=Egi®Prs M = P

zawieraja sze$¢ statych materiatowych mechanicznych p, 4, o, B, v, € oraz stala v = «,(3A+
+2u) zalezna od wlasno§ci mechanicznych i termicznych («, — wspdlczynnik liniowej roz-
szerzalno$ci cieplnej). .

W réwnaniach (1.2) 6 = T— T, oznacza wzrost temperatury (w stosunku do tempe-
ratury stanu naturalnego T). Symbol &); oznacza delte Kroneckera.

Postaé zlinearyzowana réwnania przewodnictwa cieplnego w przypadku stacjonarnego
przeplywu ciepla jest nastepujaca
-w

k’

gdzie W — ilo§é ciepta wydzielana przez umieszczone w ciele Zrédia ciepla, odniesiona do
jednostki objetosci, za§ k — wspolczynnik przewodnictwa cieplnego.

Eliminujac z réwnan (1.1) naprezenia &y 1 py przy wykorzystaniv zwiazkéw (1.2)
i (1.3) otrzymamy sprzezony ze sobg uklad réwnan rézniczkowych [I]

(1.9 V30 =

L5 (4 +)V*u+ (A+p— o) grad divu+2arotp = vgrado,
(-3 (y +&)V?p—4dap+(+y—e)grad divp+2aroty = 0.

Mamy uklad siedmiu réwnan (1.5), (1.4) z siedmioma niewiadomymi: trzema skfado-
wymi przemieszczenia , trzema sktadowymi obrotu ¢ i temperatura 6.

Warunki brzegowe zwiazane z réwnaniami (1.5) i (1.4) przyjmujemy w postaci
(16) y 4 =l0"“rlj = 0, m; = ,ujinj = O, 0 = 7(5); J_CEA
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2. Uogdlniony plaski stan napr¢zenia

W tarczy o grubosci 24 uogdlniony plaski stan naprezenia jest wywolany temperaturg
0(x,, x,, x3) o rozkladzie symetrycznym wzglgdem plaszczyzny §rodkowe;j.

Stan przemieszczenia i obrotéw jest scharakteryzowany przez §rednie warto$ci wekto-
row

2.1) u* = (uf,uf,0), ¢*=(0,0,9¢)).
Stan odksztalcenia reprezentuja tensory o* i %* o skladowych

@.2) vi= Whot), wi=oabh, (=12
Stan naprezenia opisuja tensory o i p* 0 sktadowych

2.3) oh=oh,  wh= (uh k), (@ f=1,2),
ktére spetniaja réwnania réwnowagi

2.4 0fa=0, epohtuls.=0, (2,f=1,2),

symbol &,5 oznacza symbol Ricciego.

Zwiazki konstytutywne przyjmuja postaé
2.5) o = (u+a)pfi+ (u—a)yl+ (Ayl—r0%)0,
' lu_alki = (7+3)"ﬁ+()’—3)7‘;'}+/3%fk5ﬁ, (l’]= 1’ 2, 3),

h
. 1 . . .
gdzie 6%*(x,, x,) = A f 0(x,, X2, X3,)d%5 jest §rednia wartosciows temperatury wzdiuz
—h

gruboéci tarczy.
Zwigzki geometrycznej zgodnobci majg postaé

Yii— Yt~ =0,

(2.6) v, —vh,—#3 =0,
#fa, 1 —ufs,2 = 0.
Réwnania (2.6) mozna przeksztalci¢ do postaci
Yi211+ YT = (R +vE).12,
@7 Y= ¥i = (Wh~yt), 00— (sl +%83,0),
133,10 —n¥s,, = 0.

Wyrazajac zwiazki (2.7) poprzez tensory o, uf przy pomocy réwnan (2.5) otrzymujemy

warunki geometrycznej zgodnoSci wyrazone w naprezeniach. Te ostatnie w polaczeniu
z réwnaniami réwnowagi (2.4) oraz z réwnaniem przewodnictwa cieplnego (2.8)

2.8) V2g+ ”I’c

i z warunkami brzegowymi (1.6) stanowia naprezeniowe sformutowanie problemu mikro-
polarnej termosprezystoéci.
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Wprowadzajac reprezentacjg naprezen za pomocy funkcji F, ¥ [1] w postaci

O'ikl = a%F-‘al 32!{/’, 0'2‘2 = 3%F+31 3297,
2.9 0%y = —0,0,F-03V, o = —0,0,F+0iV,
,u?ﬂ = 31![1’ #2‘3 = aZ!P‘s

rozwigzanie problemu w naprqienia_ch sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan (2.10) i (2.8)
z odpowiednimi warunkami brzegowymi.

VIVIF +2um V0% = 0,

(2.10) VI(1—~PV3)¥ = 0,

gdzie
— v 2 (7+3)(/"+°‘) 2 82, 02
m = ——*2(2_}_”) , IP= ——4#06 s Vi=0di40s.

Funkcje F i ¥ oraz 0* zwiazane sa zalezno§ciami
—0,(1-12VHW¥ = A40,V% F+ B0, 6%,

(2.11) 2,(1—1PVH W = 49,ViF+ B9, 0%,
gdzie
P D (O L B ()
u(BA+2p) 3A+2u

Inny sposéb rozwigzania zagadnienia ptaskiego to rozwiazanie w przemieszczeniach-
obrotach. Podstawiajac do réwnafi réwnowagi (2.4) zwiazki (2.5) i wykorzystujac defi-
nicje (1.3} otrzymujemy ukltad réwnan rézniczkowych

(+ ) Viut 400, e* +200, p% = 2umd, 6%,
(2.12) (u+ @) Viut+Bo 050" — 200, pf = 2umd, 0%,

[(y +&)Vi—do]p¥ +20(0, uf—du¥) = 0,
gdzie

By = w32 4+2p) — a(A4+2u) e
0 A+2u ’ A2

Rozwiazanie problemu w przemieszczeniach-obrotach sprowadza sig do rozwiazania réw-

nan (2.12) 1 (2.8) z warunkami brzegowymi.

3. Zagadnienic tarczy péinieskonczonej

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy péinieskoticzonej x, > O ograniczonej prosta x; = 0.
Przyjmujemy, Ze na brzegu x, = 0 dziala pole temperatur 0%,,, ktére mozZna traktowaé
- jako superpozycje dwéch stanéw obciazen zgodnie z rys. 1.

4
a
rozpatrzymy zatem tylko drugi sktadowy stan obciaZenia zgodnie z rys. 1b.

Dzialanie stalej temperatury - ¢ Zgodm’é z rys. la nie wywoluje w ciele naprezes,
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Rozwinigcie temperatury 05, w szereg Fouriera ma postac

@3.1) Op= O ucosexs, @ ="0, n=1,23 .,
n—1

gdzie
204 . @ne
0, = —-~—cosnmsin—.
nm a

Na brzegu x; = 0 mamy warunki brzegowe
(3.2) o5 (0,x) =0, k(O x)=0, @ x)=0.

Rys. 1.

W pierwszej kolejnosci rozwigzujemy réwnanie Laplace’a, ktérym staje si¢ réwnanie prze-
wodnictwa, cieplnego dla omawianego zagadnienia

(3.3) Vio* =0

z warunkiem brzegowym

(34) 6*(0’ xz) = Z@,,COS (X,.x2
n=1

i warunkiem regularnoéci dla |x? +x3%| - .
Z (3.3) wyznaczymy temperature 0*(x,, x,) w postaci

(3.5) 0*(xy, x2) = Zene-“nxlcosa,.xz.

n=1
Dla wyznaczenia stanu naprezenia wprowadzamy funkcje F i, ktére winny spetniaé
réwnania (2.10). Rozwiazanie tych réwnan przyjmujemy w postaci

(3.6) F=F+F', ¥=Y49"
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Zakladamy, ze ¥’ = 0, a funkcja F” jest calka szczegdlng réwnania
(3.7 ViF' +2um0* = 0

z warunkiem brzegowym F’ = 0 dla x, = 0 i warunkiem regularno$ci dla (x3+4x3) - .
Temperatura 0*(x,, x,) wystepujaca w réwnaniu (3.7) dana jest wzorem (3.5). Wobec
tego (3.7) przyjmuje postac

o]

(3.8) ViF' = —2um Z 0,6~ *1C0S 0, X5 .

n=1

Z rozwiazania powyzszego rownania rézniczkowego czgstkowego niejednorodnego otrzy-
mujemy

m0,
3.9 Flopxp = 2 il Xy e M¥COS o)X, .

n=1

Funkcje F', ¥’ zwigzane z symeirycznym tensorem naprezen prowadzq do nastepuja-
cych wzoréw na naprezenia:

) .\
011 = —um § o,0,x, 671 Cos 0, X,
n=1

w0

— )
—um 2, 0n(2— ayx() ™ ¥1C0S ty X5,

022 =
(3.10) =
0
Gy = 0% = um 20,,(1hoc,,xl)e—"""lsinoc,,xz,
n=1
,ulis = //23 = 0.

Funkcje F”, ¥ powinny spetniaé réwnania
ViViE" = 0,

(3'1 1) 2 2 1"

ViQ—-PvH¥P”’ =0

.z warunkami brzegowymi
(3.12) 0u+0Yy =0, diatol2=0, uia=0,dax =0
'Qraz z warunkami regularnoéci dla (x3 +x3) — co.
Jednoczednie powinny by¢é spetnione zalezno$ci
(3.13 —3;(1-1AVH¥P" = A9, ViF",
13 8,0 —1PVH¥Y" = Ad,ViF".

Przy przyjeciu ¥ = 0 i spelnieniu zaleznosci (3.13) spetnimy zwigzki zachodzace miedzy
funkcjami Fi ¥ (2.11), gdyz

(AV2F+B0) =0,

3.
@.14) d (AV2F+B0) = 0.
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Zastosowanie pojedynczych szeregéw Fouriera prowadzi do nastepujacych wzoréw na
funkcje

[+9)
Cer ) = Z (An+ B0, x1) e 1co8 o, Xz,

n=1

(3.15) w

2‘1 1\12
N ol 2
E["(I;’cl,xz) = (C,,e—anxx +D,,e—pn,\1) SN, X,, On = (Ot,, -+ 1_2) .

n=1

Powyisze wzory zawieraja nieskonczenie wiele stalych A,, B,, Cy, Dy, ktére wWyznaczymy
z warunkdéw brzegowych (3.12) oraz ze zwiazkow (3.13).
Z warunku brzegowego uisly,—o = 0 mamy

(3.16) 0, Cyt+ouDy = 0.
- Z warunku brzegowego o1 +0711]x,-0 = 0, po uwzglednieniu (3.16) mamy
3.17) 4,=0,
a z warunku brzegowego oz +072/y,-0 = 0 otrzymamy
3.18) 0y + o (By— Ay 4+ Cy+Dy) '= 0.

Zwiazki (3.13) po uwzglednieniu (3.15) prowadza do
(3.19) C, ~240%B, = 0.
Z czterech réwnan (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) wyznaczymy cztery state catkowania

7} 24 _ o
320) A, =0, B,=F" e =2 e, D, = — 2nC,,
( ) d Ot,%Ao’ C um o
gdzie

AO = l+2Aa3( - ‘—an).

Po uwzglednieniu (3.20) funkcje F” i ¥ przyjmuja postaé

o0
1’ —_ j 0"
(xpx) = —"umxl Z a A e"“"x‘COSoc,,xz,
’ n=1 n=0 .
(3.21)
Y]
S?'T" = —24dum 0" —CnXy On —pnx1 | gi
(X1,x2) ,u’m A e e Sin ¢, Xa.
n=1 0 @n

Wzory na naprezenia beda nastepujace:

0

2

(3.22) ot = —um E 0., [oc,.x1 (1—-—1 )e““nxl+—2Aa" (e er*¥1— e=Pm%1) |COS 0Ly X,
. n=1 AO AO
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o]

_ 1 24a?
0”7'_‘7, = —um Z 0" [(2__ OC"xl) (1 — T)e—mm — _fjla_"(e—anxx __g—pnxx)}cos UnXa,
n=1 0 ) 0
0 ) 2
oty = um Z 0, [(1 — 0 X ) (1 - —) e on*1 — 2o e=enxt — %1 o= pu) |sin o, x,,
=1 AO AO Qn
% 1 24
B
(322) gfl = Iuﬁ 6" (1 — anxl) ] — ———| e~ — ___O_(_'_'_ ! __Q"e—pnxx) sin Oy Xs,
AO AO |

—_

n=
[+ 6]
_ 1 0, .
‘uT3 = 2/,th Z Td,,(e_a"x‘—e_”"xl)SIHa,,xz,
o .
n=1

0,
1 4o

o
oy (e —anXy ie—ﬂ"xl) COS oty X5 .

u¥s = —2umA o

n=

Fatwo zauwazyé, ze w przypadku szczeg6lnym ciata Hooke’a, gdy « = 0(g, = o, 4o = 1),
napreZzenia daza do zera.

Analiza naprezed ¢%, dla teorii mikropolarnej. Zbadano zmienno$¢ napreZeri o, dla punk-
téw tarczy o wspdlrzednych x; =0 =+ 20, x, = 0 i o wspdirzgdnych x, = 0 = 2g,
x, = 3a. Obliczenia szczegélowe przeprowadzono na elektronowej maszynie cyfrowej
«ODRA-1204».

Z uwagi na brak dokladnych wartofci statych materialowych przyjeto do obliczen:
a) dane z klasycznej teorii sprezystoéei (dla betonu)

— — E — . 7 2
»=0,16 b= iy = 0077107 [T,

= . 6 2 = ——-—-‘VE = . 7 2
E=018:10°KG/em?] (= 2= s = 0036107 [T/,
o = 1.10-5[1/°C] i = y%j_j{‘) = 8,924 [T/°C-m?[;

b) liczbowe stosunki stafych sprezystoci wzorujac si¢ na pracy []

_ 1 s AP TE) s ps
@ =—=u=00154-10"[T/m?’] | 4 = O ron 0,172 [m?],

y =& = 0,0154-107[T] 2 = %’(FE)‘ = 0,600 [m?].
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Zmienno§é naprezefi przedstawiono graficznie nma rys. 2. Dla uproszezenia przyjeto
gruboé¢ tarczy réwna jednosci. W innym przypadku nalezaloby podzieli¢ otrzymane wy-
niki przez grubo$¢ tarczy.

L=2a=20m L L=2a=20m L L=2a=20m

— A iy

-6, =02% 8=0%5=08% ||
| @ 2 it
1T yIIlIII_ILIZI blm ||I'IIITHII[I—ILLH?J%%OIIJIIHI_III . T IO T IO

-04726 49923 f X2
-92755 R — @
~(1140 —qazag

S 00036 o -gam
00702 - a3om
01202 -q2m9
01360 ~ 02335
01363 ~ g5
1252 - 01628
Q1105 - 1331
000 - g7
gors1 ~ 00666
Qo644 ~ 0691
00520 ~q0517
90415 - 00131
40328 -00338
qozs8 ~00263
Q0202 - g0205
0a157 -qo158
[/m%] [T/m?]

Xt

Rys. 2

Analizujac zmienno$¢ naprezen o%, dochodzimy do nastgpujacych wnioskéw:

a) dla punktéw przekroju o wspolrzednej x, = 0: napreZenie przyjmuje najwigksza
warto§é ujemna w punkcie o wspdirzednej x, = 0, nastgpnie zmienia znak w punkcie
o wspéirzednej x, = ~ 0,4 m, osiagajac najwigksza warto§¢ dodatnia w punkcie o wspot-
rzgdnej x; = 0,7 m. Wrazz oddalaniem sie od obciazonego brzegu warto$é naprezen zmniej-
sza sig, dochodzac do wartosci bliskiej zeru w punkcie o wspdirzednej x, = 2a.

b) dla punktéw przekroju o wspdirzednej x, = 3a: naprezenie przyjmuje najwigksza
warto§¢ dodatniag w punkcie o wspditzednej x, = 0, zmienia znak w punkcie o wspdl-
rzednej x, = ~ 0,2 m i osiaga najwigksza warto§¢ ujemna w punkcie o wspdtrzgdnej
x; = 0,4 m, Nastepnie warto$¢ napreZen zmniejsza sig stopniowo, dochodzac do wartoéci
bliskiej zeru w punkcie o wspdlrzednej x, = 2a.

Reasumujac mozna stwierdzié, ze uwzglednienie niesymetrycznych tensoréw naprezen
i odksztalcen w ofrodku mikropolarnym prowadzi do zmian w stanie napreZenia tarczy.
Naprezenia 0%y, 0%z, 0%2, 0%, u¥s, u%s, uf(, u¥2, nie wystepujace w ciele Hooke'a dla
danego zagadnienia wystepuja w ofrodku Cosseratéw. Przedstawione wyniki rozwia-
zania numerycznego pozwalaja na wyciagniecie wnioskéw natury jako$ciowej (jedy-
nie) z uwagi na dob6r statych materialowych nie potwierdzony badaniami do§wiadczal-
nymi.



NIEKTORE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI W TARCZACH 335
4. Dzialanie ustalonego Zrédla ciepla na pasmo farczowe

W punkcie (£,,0) pasma tarczowego dziata ustalone Zrédlo ciepla o intensywnodci
WH(x,, X2, X3,) = W*0(x,—§)0(x,). Zakladamy, ze w plaszczyznach ograniczajacych
tarcze panuje temperatura zerowa oraz naprezenia sa réwne zeru. Mamy

@)  eh=0, oh=0, =0, 0*=0 dax =zt
Stan obciaZenia termicznego rozpatrujemy superponujac dwa skladowe stany obcigzen
zgodnie z rys. 3. :

W pierwszej kolejnodei rozwiaZemy zagadnienie przedstawione na rys. 4 w ukladzie
wspotrzednych xi, x3.

a2 | ar?

X1

a

&1
1£4
<

EY
S SP——
Xy Ay

X1

Rys. .4,

- Z réwnania przewodnictwa cieplnego

W*

42 ; 20% — __
@.2) V30 o

Z warunkijem brzegowym 6* = 0 dla x; = 0, x{ = a wyznaczymy funkcje 0*.
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Stosujac kombinacje transformacji skonczonej sinusowej i cosinusowej catkowej
Fouriera do rownania (4.2) mamy

(4.3) ]/—;2; J J (83 +23)0%(x1, x3)sina, x| cosfxsdx;dx; =
¢ ¢

WlZ [ oo [ .
= _7]/? f d(x2)cos fxsdxs f O(x'—&))sina, xydxi.
: 0 0

a o0
Biorac pod uwage, zef B(x1—&)sino, x1dx; = sina, &, f d(xz)cosfxsdxy = .;_,
0 0
otrzymujemy réwnanie (4.2) w czlonach transformacji

w Z sina, &1

(44 @ =~ Y e

skad wyznaczymy

G = Wsina, &1
@3 KV2m @2+
Po wykonaniu retransformacji otrzymujemy funkcje 0*(x1, x3) w postaci
0 . o0 ﬂ
* 2w \" . . . [ cosfx; nm
(4.6) Oy xy) = ']EL\‘J sina, &1 sina, X1 of EW ag, oy =—
n=

Zagadnienie rozwigzywaé bedziemy w przemieszezeniach i obrotach. Uklad réwnah
rézniczkowych (2.12) mozna rozwiazaé za pomoca potencjatéw sprezystych [3], korzysta-
jac z mozliwoéci przedstawienia wektora u* = (u¥, u¥, 0) w postaci gradientu pewnego
skalara i rotacji pewnego wektora. Przyjecie

(4.7) ' uf=98,0+0,¥, ut

i

32 @,‘— 31 E’
prowadzi do ukiadu réwnan dla funkcji @, @

ViVi®—nVio* =0,

4,
“.8) VAPV 1)t = 0,
gdzie
H = ﬂ__
,u'f‘a"l‘ﬂo

Funkcja ¥ wyrazona jest przez ¢} zgodnie z réwnaniem

@9 VIV = [+ Vi~ 4o},
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Funkcje @ i ¢¥ winny spetniaé réwniez zwigzki Cauchy-Riemanna

8, (VB —nt¥) + - 3,12V} ~ I)gf = 0,
(4.10)
0 (VB3 —nb)— =8, (17 = )% = 0.

Rozwiazanie uktadu réwnan (4.8) ztozymy z dwu czeéci

4.11) D =D +D", g} =¥ +oi".
Zakladamy, ze ¢}’ = 0, a funkcja @’ spetnia réwnanie
412y Vid' —nb* = 0

z warunkiem brzegowym @' = 0 dla x| = 0, x; = 4. Z réwnania (4.12) otrzymujemy po
uwzglednieniu (4.5)
(4.13) b = - TWsnnci

ky 2 (of +B?)?

Po wykonaniu retransformacji na powyzszym réwnaniu otrzymamy

It

[eo] [=]

r 2nW \O . . , cosfx;
(4.14) D) = — “na sino, &1 Slndnx10 Wdﬂ-

n=1
Zwiazane z funkcja @’ naprezenia beda

[rel

/
_K e—ﬂnxz . N
ot = — - 5 U—onxa)sine, Eisina, x1,
n=1 "
[ve]

_K \ ] e—ﬂan
®! A ’ . ’
o = — — E (1 +a,x2)sin o, & sino, X1
4.15) a ’

! 13
oty = a¥l = —x} e~ 2gin o, £1 COS Ay X1,

a

=
M8

n=1
uis = u¥s =0,
gdzie K = unW/k. Na brzegach x; = 0, x; = a otrzymalimy of; = 0, o%; # 0, nato-
miast a¥2 = o¥ff 5% 0.
Dla dwu Zrédet ciepta umieszczonych symetrycznie wzgledem osi x, zgodnie z rys. 3a
otrzymamy w ukladzie wspétrzednych x,, x, nastepujace wzory dla napreZen of; na
bfzegach

., K&t [ .
m=§%f@@mmm#,
4]
gdzie

- _ P& chwsh & —wshwchfé, _ pa-
Q(w, 51) - L wzchzw 5 w = 2 .
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Dla dwu zrddet ciepta umieszczonych zgodnie z rys. 3b otrzymamy analogicznie

of, = Ka f 62 (w, &))sin B, dE,
0
gdzie
S0, &) = péic wmﬁ ;hzwc wshp &y

Dla usuniecia naprezeii o # 0 na brzegach x; = +a/2 nalezy do stanu naprezed
o}, W' doda¢ stan naprezen of”, " okre§lony funkcjami @', %"
Funkcje @ i %'" winny spetniaé rownania
VZVZ(DH —
(4‘16) V (lzvz_ 1)991 "o

z warunkami brzegowymi

(*.17) o =0, M4l =0, uf =0dlax = i—%.

Jednocze$nie powinny by¢ spelnione réwnania

alvicpu’;’az(/zvi— Dt = 0
(4.18)
azvm"-%al(/zv-}—l)q@” — 0.

Dla obcigzenia zgodnie z rys. 3a przyjmujemy

P = ]/ -i- f (MchBx, +Bx, Nshfx,)cos fx, df,
(4.19) ’

3 f 5 "
=]/;J (Cshpx, +Dshyax,)sinfx,df, 7 = (‘92+1i2) '
0

Warunki brzegowe wyrazamy przez potencjaly sprezyste @, ¥ i obrét ¢ [3]
of1 = 2u(8,0, ¥ —30)+ (Ao +2u)Vi D
(420) 0%y = 2u(d,0, P+ 3F)—-2u(l*Vi-1)¢¥%,
o%1 = 2u(0,0,D— 1) +2u(I?Vi—1) %,
gdzie Ay = 2ud/(A+2u).
Z warunkéw brzegowych (4.17) przy wykorzystaniu (4.20) i ze zwigzkéw (4 18) moZna

wyznaczyé cztery stale catkowania M, N, C, D, a nastepnie obliczyé napreZenia 6% uf”

zwiazane z funkcjami @, %",
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Dla obcigzenia zgodnie z rys. 3b przyjmujemy

@" = I/; f (Mshﬁxl -l—ﬂxl Nchﬁxl)coSﬂxz dﬁ,
0
4.21) )
_ D = = 1 \12
o3 = ]/; J (Cehfx+Dchnx)sinfx,df, =n = (ﬁz_l'-lz_) .
0

Po obliczeniu statych catkowania A?, ﬁ C:‘, 1:) z warunkow brzegowych (4.17) i ze
zwiazk6w (4.18) wyznaczymy zwigzane z funkcjami @, g% naprezenia 'Ej‘;”, ﬁjﬁ’
Rozwiazaniem zagadnienia wedtug rys. 3 beda napreZenia wyraZone za pomoca wzo-

row (4.22)

%o 1oy k! —kt
&y = o} +-of +of

(4.22) =
Wi = i
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Pesome

HEKOTOPBLIE BOIIPOCH! TEPMOVIIPYTOCTY MUIPOIIOJIPHBIX IUCKOB

B pafoTe paccMaTpHMBAIOTCA BOIPOCHI TEPMMUECKMX HANPSKEHMH B IOMYGECKOHEUHOM IHCKE
M B AMCKOBOI nostoce. ITpH pelieHnu 3anay BROgATCA GYHKIMA HanpsmeHnit Dpa-Mranramua u ynpyrue
noreHuManbl. Peuledds audipepeBuHanbHbIX ypaBHEHHY B YACTHHIX TPOM3BOJHLIX, OIIHCHIBAFOLIMX
paccMaTpuBaeMbIe 33/IauH, JIOJY YaKOTCs GIArofaps IpUMEHeHHIO pAnoR Pypre M KOHEUHBIX CHHYCOBBICK
M KOCHMHYCOBBIX npeobpasosanuit Pypee. ‘

Summary

CERTAIN PROBLEMS OF THERMOELASTICITY IN MICROPOLAR PLATES

Problems of thermal stresses in a semi-infinite plate and in a plate strip are considered in the paper.
The solution is found by means of the Airy-Mindlin stress functions and elastic potentials. The partial
differential equations are solved owing to the application of Fourier series and finite sine and cosine trans-
forms.
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ZASTOSOWANIE ITERACJI SEIDLA W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH
NA PRZYKLADZIE OBLICZEN STATYCZNYCH PEYT

f[JErRzY GOLAS, ZYGMUNT KASPERSKI, ANNA PEER-K ASPERSKA,
JErRZY M AKOWSKI (OPOLE)

1. Wprowadzenie

W metodzie elementéw skonczonych, jak wiadomo, zasadniczymi czynnikami kazdego
programu sa nastgpujace podprogramy: podprogram do budowania macierzy sztywnosci
poszczegSlnych elementéw, podprogram do budowania ukladu algebraicznych réwnan
liniowych oraz podprogram do rozwigzywania uktadu réwnan. Zbiezno§é wynikéw obli-
czen numerycznych do rozwiazan doktadnych zalezy gtéwnie od wyboru ksztattu elementu,
postaci funkcji przemieszczen oraz gestosci podziatu ustroju ciaglego na elementy. Zwiegk-
'szenie liczby punktow wezlowych co prawda lepiej aproksymuje ustréj ciagly, jednak pro-
wadzi do duzego ukladu réwnan i zasadniczo limituje mozliwo§¢ stosowania maszyn cyfro-
wych do obliczen, Pojawia si¢ zatem problem opracowywania programéw wykorzystuja-
cych jak najoptymalniej pojemnoé¢ pamieci maszyny cyfrowej. Duzg efektywnodd daje
zastosowanie iteracji Seidla do rozwiazywania ukladu réwnan. Pozwala ona na wielo-
stopniowe budowanie ukladu réwnan, bez pamietania calej macierzy sztywnosei uktadu,
oraz na etapowy charakter obliczen, a ponadto pozwala na pele wykorzystanie wszyst-
kich wtasno$ci macierzy sztywnoéci, takich jak: pasmowo$¢, symetria oraz regularny
rozkdad wyrazéw zerowych wystepujacych w paémie. A zatem, kazde réwnanie zapamig-
tywane jest w postaci zwartej, z pominigciem wyrazow zerowych.

Zasadnicze procedury programu wykorzystujacego wyzej wymienione mozliwoéci
przedstawione zostana na przykladzie ptyt izotropowych, przyjmujac prostokatny element
skoniczony o 12 parametrach weztowych [I]. W przypadku przyjmowania wigkszej liczby
stopni swobody dla elementu prostokatnego, np. 16, czy tez jak dla plyty z zebrami jedno-
stronnymi i plyty tréjwarstwowej minimum 20, podstawowa-istota budowania odpowied-
nich podprograméw nie ulegnie zmianie. Jedynie wymiary podmacierzy sztywnofci ele-
mentu, zamiast wymiaréw (3 x 3), przyjma odpowiednio wielkodci (4x4) i (5x5) oraz
wicksza bedzie liczba warunkéw brzegowych, [2], [3].

Przedstawiony algorytm obliczed numerycznych swa ogélnoScia obejmuje analize
statyczna plyt dowolnie obcigzonych, ptyt o ksztaltach ztozonych z prostokatow, plyt o do-
wolnych warunkach brzegowych i podpartych w swoim obszarze oraz plyt ostabionych
otworami prostokatnymi. Sztywno$§é gietna plyt moze by¢ zmienna, lecz stata w obrebie
elementu.

Niektére elementy przedstawionego algorytmu moga by¢ rozszerzone na inne zagadnie-
nia metody elementéw skoficzonych.

%
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2, Algorytm programu

2.1. Dyskretyzacja ukladu. Rysunek 1 przedstawia prostokainy obszar plyty, ktéry po-
dzielono na z = (r—1) (m—1) elementéw skonczonych o dowolnych wymiarach oraz
ilustruje przyjeta numeracje¢ punktéw weztowych i poszczegdlnych elementéw. Przyjety
na rysunku ksztatt nie ogranicza zastosowan programu do ptyt prostokatnych. W przy-
padku piyt o innych ksztattach (ale dajacych si¢ podzieli¢ na elementy prostokatne) od-
powiednim elementom nalezy nada¢ bardzo mala grubo$¢ w poréwnaniu do grubosci

y
A
m 1
(1ol [fori)neZ R me-lmn
K l (m){n-1)
™~ (w2 l ! {m-)n
m-1 —|
m-2 l i i—
[ R, JRSNE SN 1Y S R SO
R n— SSPATTEIOTT
T [
5 —4— ‘ |
4 —— L
2n+1 : |
3 =¥
s @ @D I D
2 ™ el nZ my ek n-2 |01 Zn
I
S n-
e @D
4 NJ ! @ 2 @ b@ * ! | n2 L-I n X
| 2, | 2, LT
T T i {
Rys. 1

plyty rzeczywistej. Dopelnienie obszaru plyty do prostokata pozwala zachowaé ciaglo§é
numeracji, a tym samym mozliwe jest calkowite zautomatyzowanie obliczefi, przy prostym
sposobie przygotowywania danych. Jedynymi wielko$ciami okre§lajacymi podzial ptyty na
elementy sa: liczby n, m (liczby punktéw wezlowych znajdujacych sig odpowiednio na
poziomej i pionowej krawedzi), wymiary a;, b; (i = 1,2, ...,n;j = 1, 2, ..., m), szeroko§¢
i wysoko$¢ i-tego pionowego i j-tego poziomego pasa podzialu olyty, grubo§é f(k =
= 1,2, ..., Z) poszczegdlnych elementéw, -

2.2. Sposéb tworzenia macierzy sztywnoéci ukladu, Warunki réwnowagi dla poszczegdlnych
punktéw weztowych podziatu konstrukeji prowadza do uktadu réwnan

(2.2.1) - [KI{o} = {F},

gdzie [K] macierz sztywnoéci ukladuy,
{6} wektor uogdlnionych przemieszczen,
{F} wektor obciazen.
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Macierz sztywnofci uktadu [K] buduje si¢ z odpowiednio sktadanych i sumowanych

podmacierzy k,,, bedacych

elementami macierzy sztywnoéci poszczegdlnych elementdw.

Dla plyty izotropowej macierz sztywnoSci elementu prostokatnego (rys. 2) przyjmuje

postaé

(2.2.2j

kpp Kpg Fopr Kops
K] = Er? Kgp kog kg Kos
12200=9® | kp keg Ker Kis
ksp Kksqg ks ks
Za

Y T Ty T
b N
g rgor
? slp S

Rys. 2

gdzie elementy k,, s3 podmacierzami kwadratowymi o wymiarach (3 x 3). Podmacierze
te wyznaczono w postaci jawnej i przykladowo wynosza:

7-2 b a  (+4) a 1+4 +_b_ -
10ab " a® T B3 10a 2 106 a?
P (1+4) a 4b(1-9) 4a Y
P 10a b2 15a 3b ’
1+4y - b _ 4a(l—»)  4b
106 a? 156 3a_
_ (1-29) b a (I-» a  (1+4) + b
10ab 228 B 10a b2 106 24>
(1-9) a b(1—v) 2a
= 5 - AL 0 ?
oz 0z T 32 152 T3
_ (1+4) b 0 4a(l—-») , 2b
| 10 207 156 3a
(2.2.3) - -
7;211 i a (1+4) a_ 1+4y i
10ab ~ &® T B3 10a ' b? 106 a?
ko = 1+4v  a 4b(1—v) 4o y
%~ | " 10a b? 15q 3b ’
144 b 4a(1—v) 4.
| 106 T &% 150 3a _

gdzie 2a, 2b, t 0znaczaja odpowiednio: dtugosdc, szerokosé i grubos¢ elementu prostokatne-

go plyty.
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W dalszym ciggu, gdziekolwiek bedzie mowa o wierszu badZ kolumnie macierzy [K],
to bedziemy rozumieli pod tym odpowiednia tréjke wierszy lub kolumn, jak to pokazano
na rys. 3. Przez i oznaczono numer punktu weztowego podziatu plyty, i =1, 2, ..., nx m.

1 2 3 :: L I: )
[ [ -
1 i i
L I
B __l:___u_;l:_ .
21 - N HE
i
e R
® IEEEE IS
— I
™~ T
- —_ b 1 4 — L —
e viadiemalamoenlemalie By leireetsrefie e pu il
) T T N
‘[ | i |
L i -
T (R
K — ]
el nsnlictolping 5 o il o Abpeie i
| Jl 10 ]
mh 1; b
— I
' "
Rys. 3

Objasnienie zapisu. Zapis
2.2.4) d—Ipg — (u, 0) : (h)
bedzie oznaczal: nalezy wzia¢ wymiary a, b, ¢ elementu skoficzonego o numerze d, utwo-
1zy¢ macierz k,,, dodaé ja do wyrazéw macierzy [K7]lezacych w wierszu » i w kolumnie o,
Z uwagi na symelrig macierzy [K], bedziemy budowali tylko jej wyrazy lezace na i nad
przekatng, dlatego u < v. Symbol (/) bedzie wyjadniony w dalszej czeéei pracy.
W zaleznoSci od potoZenia punktéw wezltowych podziatu ptyty rozréznia si¢ naste-
pujace przypadki:
Przypadek I
I =1 (wezet lezacy w lewym dolnym narozu)
l—kyp— (1,1) (D),
1 —kpy— (1, n+1) : (4,
Ll o (1, 242) : (5),
1 —fkps— (1,2) (D).
Przypadek 11
i=2,3,..,n—1 (wezly lezace na dolnej poziomej krawedzi plyty, nie liczac wezldw
naroznych) '
i—1—ky— ({,n+i-1):(3),
i—1—key— @,n+i) (4,

i—1 —kg— (i, i) 2 (1),
i ko (i, 1) (D,
i —ky— Gn+l) (9,
i —kp— (it (5),

. i~k G, i+]) 1 (2).
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Przypadek 111
i = n (wezet lezacy w prawym dolnym narozu)
n—1—ky— (n,2n—1):
n—1—ls — (n,2n)
n—1—kg— (1, n)
Przypadek 1V

3,

:(4),
(D).

345

i=n+l,2n+1,.., (m—2)n+1 (wezly Jezace na lewej krawedzi nie liczac wezléw na-

: roznych),
- Ogdlnie: [ = jn+1, gdziej =1,2,3,...,m—2

(= Dit—j+2 — kg = (7, 1)
(G=Dn—=j+2 —ky - (i, i+1)
Jn—j+1 —lepp = (7, 1)
Ji—j+1 —kpg— (, i+n)

(),
: (D),
HOF
OB

jn—j+1 —kp = (7, i+n+1): (5),

Jii—j+1 —kps = (I, i+1)
Przypadek V

1 (2).

[ = jn+k, gdzie k = 2,3, ...,n=1;j=1,2,...,m—2 (wezly lezace wewnatrz obszaru

plyty)
(G—-Dwr—D+k—=1—k.,— (i,i) (D),
(G—-D—D+k  —ky - (,1) (D),
(G-D=D+k  —kye— G, i+1) (2,
Jor—=1)+Jk—) — g = (G, i+n—=1) 1 (3),
=D +k—1  —ky o Gitn) (4,
Jjr—=D+k—1 — ks = (4, 1) (D),
Jn—=)+k —kpy— (. 0) (D,
jn—=D+k —kpy = (040 1 (4),
Jjin—=1D+k —kpr = (,i+n+1) 1 (5),
jr—=D+k —kyy = (@, 71 +1) 1 (2).

Przypadek VI

I=(j+n, gdziej = 1,2, ..., m—2 (wezly lezace na prawej krawedzi nie liczac weztéw

naroznych)
jn—1) — k. — (G, 1)

JOR

(GH+Dn—1) — kg — ¢, i+n—1) : (3),

(G+Dm=1)—ky — (G, i+n)
(G+Dr—=1) — ke — (@, 1)
Przypadek VII
i = (m—1)n+1 (wezet lezacy w lewym gérnym narozu)
(m=2)(n—D+1 — kg~ (1)

@,
2 (D).

=,

(m=2)(n—1)+1 — kg — (i, i+1) : (2).
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Przypadek VIII
i= (m~1)n+k, gdzie k = 2,3, ..., n—1 (wezly lezace na gdrnej krawedzi, nie liczac
wezlow naroznych)
m=2(m—1)+k—1—k, — (i,i) (),
m=2n—1)+k —ky— G0 Q),
m=2n=1+k  —ky - (,i+]):(2).
Przypadek IX
i = mxn (wezel lezacy w prawym gdérnym narozu)
(m—Dn—1)—rk..— (G, : Q).
Macierz [K] jest macierzq pasmowa o duzej liczbie wyrazéw zerowych. Przykiadowo:
i-ty wiersz macierzy [K] ma posta¢ przedstawiona na rys. 4, gdzie pola zakreskowane
oznaczajg wyrazy niezerowe. Przy duzych n liczba wyrazéw zerowych wzrasta bardzo szyb-

prrekqing o_ldwna
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ko. Latwo zauwazy¢, ze maksymalna liczba wyrazéw niezerowych w kazdym wierszu [K]
(po uwzglednieniu symetrii) wynosi 15. Dlatego tez, kazdy. wiersz zapamietywany jest
w tablicach W1, W2, W3 o wymiarach [1:15], [1:14] [1:13] (rys. 5), daje to oszczednos6
pamigci maszyny cyfrowej, a ponadto skraca czas obliczeri, poniewaZ na elementach ze-
rowych nie wykonuje sie zadnych operacji arytmetycznych.

Zapamigtanie kazdego wiersza [K] w postaci zwartej powoduje -zmiane indekséw
poszczegdlnych wyrazéw. Ujmuje to liczba h (zob. 2.2.4), oznaczajaca numer pozycii, do
ktdrej Sciagnigto (przesunigto) odpowiedni wyraz i-tego wiersza. Wyrazem tym moze byé
jedna, badz suma dwdch i wiecej podmacierzy (2.2.2).

2.3. Algorytm rozwiazywania ukladu réwnad liniowych 2z uwzglednieniem warunkéw brzegowych.
Rozwigzanie ukiadu réwnan (2.2.1), gdzie

K. Ky, ... Ky 8t F,
K1 Ko ... Ko 62 F,

[K] =

——
i

(S-r 4 {F}: l';'r >
Ky Ky .. K 5 F,

= 3mx n jest liczba stopni swobody ukladu, otrzymuje si¢ metoda iteracyjna Seidla z
- czynnikiem nadrelaksacji w. Odpowiedni wiersz macierzy [K] umieszczony jest w tabli-
cach Wi, w2, w3.
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Proces iteracyjny w metodzie Seidla odbywa sig cyklicznie. Wpierw obiera si¢ dowolne
przyblizenie 6o = [06 ,03, ..., 6617, a nastepnie w (j+1) kroku iteracyjnym oblicza sig
wektor ;41 wedlug wzoru

r—1 !
w Q) \ |
23.1) 1= g (| D) Kuadr + D Kud9-F).

gdzie K;; sa wyrazami [K].
Czynnik nadrelaksacji przy$pieszajacy zbiezno$§é rozwigzania powinien spetniaé nieréw-
nofé 1 € w < 2, [4].

Ze wzoru (2.3.1) wynika, ze w przeciwienstwie do metod doktadnych rozwiazywania
ukladu réwnar, elementy macierzy sztywnoéci uktadu [K] nie zmieniaja sie. Pozwala to,
wykorzysta¢ wszystkie wlasnosci tej macierzy, jak: symetrig, pasmowo$¢ oraz regularny
rozktad duzej ilosci elementéw zerowych wystgpujacych w pasmie. Do obliczenia przybli-
zef r-tej niewiadomej potrzebny jest tylko r-ty wiersz macierzy [K].

Tok postgpowania poszczegdlnych etapéw przedstawionej metody w programie na
maszyne cyfrowa jest nastgpujacy (zob. schemat blokowy, rys. 6):

a) dla dowolnego punktu wezlowego 1 tworzy sie tablice W1, W2, W3 wedlug sposobu
podanego w punkcie 2.2,

b) wyznacza si¢ odpowiednig tréjke prawych stron réwnania (2.2.1),

c) sprawdza sie, czy dany wezel jest wezltem brzegowym, jeéli tak, to jakiego rodzaju
warunek brzegowy wystgpuje tam. W przypadku np. cienkich plyt izotropowych rozrdznia
sie nastepujace warunki brzegowe:

I (=0, &*1=0, 6*2=0),
I (0"=0, o =0, &*2x0),
I (0" =0, &0, 62=0),
IV (6" =0, &40, §t2x0),

gdzie: 0" oznacza ugiecie, za§ "1 1 0"*2 oznaczaja katy obrotéw kolejno wzgledem osi
réownolegtych do osi x i y.

Warunki brzegowe do pamieci maszyny cyfrowej wprowadza si¢ podajac na ta$mie
kolejno: rodzaj warunku brzegowego, odpowiednia ich liczbe oraz numery wezidw,
w ktérym dany warunek wystepuje. Wowczas w kazdym kroku iteracyjnym za odpowiednia
niewiadoma podstawia si¢ warto§¢ zerowa;

d) oblicza sig &7 wedtug wzoru (2.3.1) biorac za k., odpowiedni wyraz tablic W1, W2,
W3. Przy czym pamigtaé nalezy réwnocze$nie o tym, ze w tablicach W wyrazy nie ozna-
czaja kolejnych wyrazdw r-tego wiersza macierzy [K], lecz sa to tylko niezerowe elementy
tego wiersza. W zwiazku z tym niewiadome 8}, oraz ¢% we wzorze (2.3.1) musza wyste-
powaé w odpowiedniej kolejnosci.

Po wykonaniu iteracji dla wszystkich niewiadomych ukiadu bada si¢ warto§¢ wyrazenia
(2.3.3) : u = max |6}, —dj|.

1<r<t

(2.3.2)

Wielko§¢ powyzszego wyrazenia charakteryzuje szybko$¢ zbieznoSci do rozwiazania
dokladnego oraz okrefla w pewnym sensie wielkos¢ bledu bezwzglednego, Jedli u < s,
gdzie ¢ jest zadana mala wielko$cia, wéwczas obliczanie przemieszczen korczy sig, przy
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czym przemieszczenia przyjmuja takie wielkosci, jakie otrzymano w ostatnim kroku
iteracji. Jesli natomiast # > &, to zaczyna sig tok postgpowania od punktu a) do d), czyli

wykonuje sie nastepny krok iteracji az do otrzymania v < &.

Po rozwiazaniu uktadu réwnan (2.2.1), czyli po wyliczeniu przemieszczel d, oblicza
sie wielkosci sit wewnetrznych, co nie przedstawia juz wigkszych trudnoéci i nie bedzie

omdwione w niniejszej pracy.

Lzyfanie
warunkoew brzegowych
1
Tworzenie uporzgdkowanego zbioru Z,
kiorego elementy 59 numerami niewia
-domych rownych 0 warvnki brzegowe)

[]
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Rys. 6. Ogdlny schemat blokowy programu zrealizowanego na maszynie cyfrowej «ODRA. 1204» Zapis
key (/) oznacza pytanie, czy zostal wcisnigty klawisz o numerze i dla maszyny cyfrowej «ODRA 1204»

= ma
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3. Uwagi koncowe

Autorzy sadzg, Ze przedstawiona metoda iteracji moze by¢ wykorzystana wszedzie tam,
gdzie otrzymuje si¢ duzg liczbe réwnar, ktérych rozwiazanie metoda doktadng np. metoda
eliminacji Gaussa przekracza mozliwoéci pojemnodei pamieci maszyny cyfrowej.
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Wada metody jest to, ze oblicza sig wielokrotnie te same wielkoSci tzn. powtarza sig
zawsze tok postepowania od punktu a) az do d). Jest to jednak konieczne ze wzgledu na
ograniczone pojemnoéci maszyn cyfrowych. Czas obliczen zalezy od gestosci podziatu
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obszaru ptyty na elementy i od odpowiedniego doboru czynnika nadrelaksacji w. Przykta-
dowo dla okoto 1000 stopni swobody i @ = 1,8 czas obliczen wynosit 2,5 godziny.

Mozna ponadto wysunaé nast¢pujace wnioski:

1. Metody iteracyjne posiadaja waZna wlasno$c tzw. autokorekcji.

2. Przedstawiony program mozna rozszerzy¢ na zagadnienia statyki plyt tréjwarstwo-
wych, plyt z zebrami jednostronnymi itp.

3. Modyfikacja wektora obcigzen w kazdym kroku iteracyjnym, przez wprowadzenie
czynnika nadrelaksacji znacznie skraca czas obliczen na maszynie cyfrowej.

4, Przyklad liczhowy

Opracowany program sprawdzono na szeregu przykladéw liczbowych. Dla plyty tréj-
polowej, (rys. 7), przy podziale na 108 elementéw skodczonych otrzymane wyniki mo-
mentow zginajacych w poréwnaniu z wynikami znanymi z literatury [5] r6znig si¢ o okolo
0,5%+1,5% (rys. 8). ”

el

Rys. 8. Wykres momentéw zginajacych M w przekroju A — A; (O — wyniki znane z literatury, ... A ... —
wyniki otrzymane
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Pesmome

TIPUMEHEHWUE UTEPALIUU 3ENUIUISI K METOLY KOHEUHLIX SJEMEHTOB HA
IIPMMEPE CTATHYECKMX PACUETOB IIJIMT

B pafore paccmMoTpeHa nporpaMma CTAaTHUECKOTO PaCUeTa, METOOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB, NPAMO-
YTOJIBHBIX IINUT CO CKAUuKOOGDa3HO MEHSIOIEHCH YKECTKOCTLIO, NPK NPOUM3BOIEYBIX HATPY3KAX K MIPOU3-
BOJIBHEIX KPaeBhbIX YCIOBHAX. PeInenHne BRITEKAIOUEH M3 IpoNeyphl JUCKPETHIALNH, CHCTEMB] ypaBHe-
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Huil MOJIYUEHO C MPHMCHEHHEM HTEPAaLMOHHOro MeTofa 3elana co cBepxpenaxcauyueii. IIpumenenue
MeTopa 3eimIIT Aalo BO3MOYHOCTb MHOTOCTYIIEHUATOTO TIOCTPOCHUA CHCTEMBI yPABHEHHI IPH ONHOBpE-
MCHHOM ee pelileHHH. IIporpamMma NpOBepeHa Ha PANE UMCIEHHBIX HPHMEPOB. PaccMaTpuBaemblil MeTox
MOKET HCITOJIL30BATECA IS APYLHX 3aJaYu PELIAEMBIX METOMIOM KOHCUHLIX 3JIEMEHTOB.

Summary

APPLICATION OF SEIDEL’S ITERATION TO THE FINITE ELEMENT METHOD, ON THE
SAMPLE OF STATIC PLATE ANALYSIS

The paper presents a program of the finite element method applied to the static analysis of rectangular
plates with jumptype variable rigidity, under arbitrary boundary conditions and loads. The set of equations
resulting from the discretization process is solved by the iterational Seidel method with super-relaxation.
Application of the Seidel method enables the multi-step construction of the set of equations and its si-
multaneous solution. The program is verified on several numerical examples. The procedure discussed may
be applied to other finite elcment problems,

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA, OPOLE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 stycznia 1974 r.
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ROWNOWAGA I STATECZNOSC PODLUZNA SKOCZKA NARCIARSKIEGO W LOCIE*
JERZYy MARYNIAX I BOGDAN KRASNOWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

W niniejszej pracy przedstawiono zagadnienie réwnowagi i stateczno$ci podiuznej
skoczka narciarskiego na czeéci toru stanowigcej swobodny lot. Skoczek narciarski sta-
nowi swobodny obiekt latajacy, ztoZzony z cztowieka i nart, na ktdry dzialaja sily grawi-
tacyjne oraz sily i momenty aerodynamiczne.

Pordwnujac pierwsze skoki narciarskie wykonane w 1860 r. przez Norwega Nordheima
o diugoécei 19 m na skoczni Brukenberg z lotem Manfreda Wolfa (NRD) 165 m wykona-
nym w roku 1969 na skoczni mamuciej w Planicy, nalezy zdawaé sobie sprawe z tego,
ze na wspdlczesne osiggnigcia wptyw maja badania naukowe.

Pierwsze badania modeli skoczkéw w tunelu aerodynamicznym wykonal w 1924 r.
Szwajcar Reinhardt STRAUMANN. Norwegowie wykorzystali praktycznie badania STRAU-
MANNA i na Olimpiadzie w Chamonix w 1924 1. wprowadzili styl «aerodynamiczny,
nazwany poézniej norweskim, z duzym wychyleniem do przodu (Bonna), a nawet z zala-
maniem w biodrach (Thams). Pozwolifo to Thamsowi, poza konkursem, ustanowié re-
kord $wiata 58,5 m [4]. Wyniki otrzymane w badaniach modelowych STRAUMANN po-
twierdzit w roku 1955 badaniami aerodynamicznymi przeprowadzonymi na skoczkach
narciarskich umieszczonych w tunelu aerodynamicznym [13].

Nastepnie badania aerodynamiczne narciarzy byly i sa prowadzone w szeregu krajow.
W Polsce badania aerodynamiczne modeli skoczkéw narciarskich byly wykonywane
w Katedrze Aerodynamiki Wydziatu Mechanicznego Energetyki i Lotnictwa Politechniki
Warszawskiej oraz narciarzy w pozycji zjazdowej w Instytucie Lotnictwa [12]. Wyniki
tych badan nie zawieraly wszystkich charakterystyk potrzebnych do obliczen dynamicz-
nych skoczka, co byto powodem przeprowadzenia przez autoréw wiasnych badarn aero-
dynamicznych przedstawionych w niniejszej pracy.

Dotychczas zwracano duza uwage na zagadnienia aerodynamiczne dazac do opraco-
wania idealnej sylwetki skoczka narciarskiego, wykazujacej maksymalnadoskonatosé
aerodynamiczng, tj. maksymalny stosunek sity noénej do oporu aerodynamicznego. Skok
narciarski i lot narciarski jest zjawiskiem dynamic¢znym i nalezy rozwazaé réwnowage
sit i momentéw zaréwno aerodynamicznych, jak i pochodzacych od sit ciezkosci. Oba
powyzsze czynniki decyduja o sylwetce skoczka zapewniajace] réwnowage i stateczno$é
wzgledem potoZenia réwnowagi. _

Przedstawiona praca stanowi potraktowanie skoczka narciarskiego jako obiektu lata-
jacego, szybujqcego w powietrzu jak klasyczny aparat latajacy — szybowiec, do ktérego
badan moga bilé zastosowane metody mechaniki lotu samolotow.

* Fragménty pracy byly przedstawione na I Krajowym Seminarium Biomechaniki, Warszawa AWF
1973 1. 1 I Ogdlnopolskim Sympozjum «Systemy — Modelowanie — Sterowanie», Zakopane 1973 r,
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W pracy przyjeto nastgpujace zatozenia:

— czlowiek traktowany jest jako sztywny uklad dyskretny ztozony z 12 mas (rys. 1),

— narty sztywne o stalym rozstawie,

— konfiguracja czlowieka okre$lona wzgledem plaszezyzny nart katami ¢ i f§ (rys. 1),

— powietrze stanowi ofrodek spokojny (bezwietrzny),

— wysoko$é skoczni nad poziomem morza stala, tzn. stala gestodC powietrza w czasie
catego skoku o = const.

zy

Rys. 1. Dyskretny model narciarza jako uklad 12 mas oraz katy okreslajace konfiguracje

W pracy rozpatrzono zagadnienia réwnowagi i statecznoSci podiuznej skoczka nar-
ciarskiego, tzn. rozwazono ruchy zachodzgce w plaszczyZnie symetrii zgodnej z kierunkiem
sit grawitacyjnych. Skoczka narciarskiego traktowano jako ukiad mechaniczny o trzech
stopniach swobody: zmiana predkoéci podiuznej v, zmiana predkodci pionowej w, zmiana
kata pochylenia . Zalozono, ze skoczek stanowi w danej chwili, dla okre§lonej konfigu-
racji ciata, uklad sztywny poruszajacy sie w spokojnym powietrzu w poblizu ziemi (rys. 1).

2. Sily i momenty aerodynamiczne

Na skoczka narciarskiego poruszajacego siec w powietrzu dzialajg sily i momenty
aerodynamiczne proporcjonalne do kwadratu predkoéci i malejace wraz z wysokoscia
proporcjonalnie do zmian gestosci powietrza. Dlatego w przypadku skokéw i lotdw nar-
ciarskich, przy ktérych predkosci skoczkéw dochodza do 30-+-35 m/s, celowe jest szczegé-
towsze rozeznanie zachodzacych przy tym zjawisk aerodynamicznych oraz ilosciowe
ujecie ich skutkéw. _ '

Skoczek narciarski jest szczeg6lnym obiektem latajacym, bowiem jest to cztowiek nie
ostoniety pojazdem Konfiguracja ciala skoczka i jego usytuowanie wzgledem nart ma
szczegblnie duze znaczenie nie tylko ze wzgledu na poprawienie wyczynu sportowego,
ale réwniez zwigkszenie bezpieczenstwa w tej dziedzinie sportu.

Konfiguracja ciata zmienia si¢ w czasie jednego skoku, (rys. 2), jak réwniez w zalez-
noéci od predkosci i «stylun skoczka. Z powyzszych wzgledéw celowe jest przebadanie
roznych sylwetek i przy réznych katach natarcia.
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W celu okreslenia sil i momentéw aerodynamicznych wykonano model skoczka nar-
ciarskiego wraz z nartami. Sztywny model skoczka posiadal mozliwosci zmiany konfigu-
racji dzigki ruchomym stawom biodrowym i skokowym. Dzigki temu mozna bylo zbadaé
w tunelu aerodynamicznym kilka sylwetek skoczka.

Dla okreSlenia poloZzenia modelu skoczka wzgledem nart obrano wspélrzedne katowe

pifp (rys. 3).

Rys. 2. Zmiana sylwetki skoczka w czasie lotu: @ — faza odbicia i formowania odpowiedniej sylwetki,
b — whasciwy lot, ¢ — przygotowanie do ladowania, d — ladowanie

Rys. 3. Konfiguracja skoczka narciarskiego oraz sity i momenty aerodynamiczne, dzialajace na skoczka
w locie

Bezwymiarowe wspSlczynniki sit i momentéw aerodynamicznych wyznaczono dla
czterech konfiguracji ciata (@, ) w funkcji kata natarcia o (rys. 3) przy czym kat 6 okreéla
polozenie narciarza wzgledem poziomu.
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Rys. 6. Bezwymiarowe wspdlczynniki aerody-
namiczne oporu Cy, sily nosnej C, i momentu
pochylajacego Gy, w funkcji kata natarcia « dla
konfiguracji narciarza C, ¢ =45° 1 8 = 45°

[356]

Rys. 5. Bezwymiarowe wspotczynniki aerody-

namiczne oporu Cy, sily noénej C; i momentu

pochylajacego C,, w funkeji kgta natarcia « dla
konfiguracji narciarza B, ¢ = 30°i § = 0°
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Rys. 7. Bezwymiarowe wspbélczynniki aerodyna-
miczne oporu Cy, sily no$nej C, i momentu po-
chylajacego C,; w funkcji kata natarcia o dla
konfiguracji narciarza D, @ =45° i f=10°
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Sity i momenty aerodynamiczne opisane sa nastgpujacymi zalezno$ciami:
sila noéna

1
M Z, =5 eV*SC,,
opér aerodynamiczny

1 2
) X, = 7@V SC,,
moment pochylajacy

: 1

(3) M, = TQVZSICM,
gdzie

C,, C,, C, bezwymiarowe wspolczynniki aerodynamiczne oporu, sity nonej i mo-
mentu pochylajacego,

predkosé lotu, styczna do‘toru,

powierzchnia odniesienia — powierzchnia nart,

dtugo$¢ odniesienia — dlugo$é nart,

gesto$¢ powietrza na danej wysokosci.

L= IEENUR o BN

Doswiadczalnie wyznaczono sity aerodynamiczne Z, i X, oraz moment aerodynamiczny
M,. Po przeksztalceniu wzoréw (1), (2), (3) wyznaczono wspolczynniki aerodynamiczne
C., C,, C, w funkcji kata natarcia o dla czterech réznych konfiguracji ciata i nart (rys.
4=17).

~ Dla poréwnania podano bezwymiarowe wspolczynniki aerodynamiczne (rys. 8) dla
nart skokowych «Tatry», otrzymane z badan w Instytucie Lotnictwa w Warszawie [13].

W celu poréwnania wlasno$ci aerodynamicznych poszezegblnych sylwetek, na rys. 9
przedstawiono biegunowe skoczkéw narciarskich C, = f(C,) oraz zmiany doskonatosci
skoczka K w funkcji kata natarcia o (rys. 10). Doskonalo§¢ skoczka K okreflono jako
stosunek wspéiczynnika sity noénej C, do wspdtczynnika oporu C;, tzn. tak jak dla obiek-
téw latajacych

@ K=

Utrzymanie maksymalnej doskonatoéci w czasie lotu umozliwia osiagniecie najdiuz-
szego skoku. Z rys. 10 wynika, Ze najdogodniejszymi sylwetkami sa konfiguracje 4 i B,
co potwierdza wskazdwki w [14]. Najmniej korzystna z punktu widzenia aerodynamiki
jest sylwetka D, ze wzrostem kata natarcia o powoduje znaczny wzrost wspélczynnika
oporu C z réownoczesnym spadkiem C, (rys. 7), pociaga to za soba gwaltowny spadek
doskonalosci K (rys. 10). Konfiguracja 4 umozliwia uzyskanie maksymalnych doskona-
tosci K > 1 dla katéw natarcia 5° < o < 25° (rys. 10), natomiast, praktycznie biorgc,

10*
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Rys. 8. Bezwymiarowe wspdlczynniki aerodynamiczne oporu Cy, sity noénej C; i momentu pochylajacego
Cp w funkcji kata natarcia o dla nart skokowych «Tatry»
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Rys. 9. Biegunowe skoczka narciarskiego C; = f(Cy) dla roznych konfiguracji nast i ciata 4, B, Ci D
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stala doskonalo§¢ K = 0,8 na pelnym zakresic katéw natarcia 0 < « < 40° zapewnia
sylwetka C. Jednak wybor sylwetki jest uzalezniony od warunkéw réwnowagi i statecznosci
dynamicznej skoczka.

K=c, /ey

1 T
A
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N L

BN %&'/3_
fo IS A
il AN

-0 7} 10 20 30 40 50 o)
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Rys. 10. Doskonato$é skoczka narciarskiego X w funkcji- kata natarcia « dla réznych konfiguracji nart
iciala 4, B, Ci D '

3. Geometria mas

Skoczka narciarskiego zastapiono modelem dyskretnym o 12 masach skupionych,
wyznaczonych na podstawie danych statystycznych [8]. \

Znajac masy poszczegélnych czesci ciata ludzkiego i §rodki mas okreglone dla kazdej
konfiguracji, polozenie §rodka ciezkosci narciarza, jak réwniez moment bezwladnoéci
i momenty statyczne wzgledem ukladu odniesienia zwiazanego ze stawem skokowym

(rys. 1)
12

(5) Jay = Z [mi(x2:+22) +J il +Tym,
i1

gdzie
m; masa i-tej czedci ciata ludzkiego,

Xei» Zei  WSpOlrzedne Srodka masy i-tej czesel,
J,; moment bezwtadnoéci i-tej czesci ciata wzgledem érodka masy,
J,, moment bezwladnosci nart.

4. Réwnowaga podluina skoczka

Warunki réwnowagi podtuznej skoczka ustalono rozpatrujagc réwnowage momentéw
pochylajacych My pochodzacych od sit aerodynamicznych M,(e) zaleznych od kata na-
tarcia a i sit masowych M,(f) zaleznych od kata potoZenia wzgledem toru 8 (rys. 11)

© . M4 = M, () +M,(0).
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Bezwymiarowy wspétczynnik momentu pochylajacego otrzymano w postaci

(7) C’" - —I—M-A—__ = C”‘(a) +C’“(0)'

Dla tak obliczonych wspolczynnikéw momentdw pochylajacych wykonano wykresy C,, =
= f(«) przy réznych katach poltozenia 0 i dla réznych konfiguracji ciata (rys. 12+15).

Rys. 11. Przyjete uklady odniesienia oraz uklady sit i momentow dzialajacych na skoczka w locie
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Rys. 12. Zmiana wspdlczynnika momentu pochylajacego Cp, w funkeji kata natarcia o przy réznych katach
polozenia 0 dla konfiguracji 4, ¢ = 30° i f = 30°

Skoczek znajduje si¢ tylko wéwczas w stanie réwnowagi, gdy suma momentéw po-
chylajacych jest réwna zeru M, = 0, to znaczy, gdy C, = 0.

Korzystajac z wykreséw momentéw (rys. 12+15) wyznaczono potoZenie réwnowagi
C. = 0 okreflajac Scidle dla danej konfiguracii ciata i nart katy natarcia o i katy poto-
Zenia 0, co przedstawiono na rys. 16.
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Rys. 13. Zmiana wspolczynnika momentu pochylajacego C,, w funkcji kata natarcia « przy réznych katach
poltozenia 6 dla konfiguracji B, ¢ = 30°i f = 0°
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Rys. 14. Zmiana wspolczynnika momentu pochylajacego Cp, w funkcji kata natarcia a przy réznych katach
polozenia 0 dla konfiguracji C, ¢ = 45° i 8 = 45°
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Rys. 15. Zmiana wspoélczynnika momentu pochylajacego C,; w funkcji kata natarcia o przy réznych katach
polozenia 6§ dla konfiguracji D, ¢ =45°i § = 0°
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Réwnowaga skoczka przy danej konfiguracji ciala i nart jest mozliwa jedynie dla
§ci§le okreSlonych katéw natarcia o i potozenia 8. Dla tak ustalonych warunkéw réwno-
wagi przystapiono do badania statecznoéci podtuznej skoczka, tzn. do zbadania, czy sko-
czek po wytraceniu z poloZenia rownowagi samoczynnie wraca do stanu ustalonego, czy
tez wymagana jest interwencja skoczka poprzez zmiany konfiguracji ciata lub nart.

\
z\\

-10 0 10 20 30 0

NN e
N L/

Rys. 16. Krzywe réwnowagi podtuznej skocika 0 = f{o) przy C,, = 0 dla réznych konfiguracji ciala i nart
A B, CiD

5. Réwnania ruchu skoczka narciarskiego

Stosujac metode matych zakiScen wzgledem polozenia réwnowagi wyprowadzono dy-
namiczne réwnania ruchu skoczka w ruchomym uktadzie wspétrzednych zwigzanych
ze skoczkiem (rys. 11)

mit+ Sy g +mWig = X,u+X,w+X,q—mgdcosd,,

{8) my—Sa,qg—mU, ¢ = Z,u+Z,w+Z,q—mgdsinb,,

SAxl.l"—SAzw+Jqu+(SAx W1 +SAz Ul)q = -

= Mu+M,w+M,q+g(S4.s5in0, —S4,c0s0,)D,
D =g,

gdzie

u, w zmiany predkoSci liniowych podtuznej i pionowej,

g zmiana predkodcei katowej pochylenia,

Jay, Sax, A4z moment bezwladnobci i odpowiednie momenty statyczne,

m masa skoczka z nartami,
Uy, W, skladowe predkoSci skoczka, podiuzna i pionowa.
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Dla ruchdéw nieustalonych skoczka przyjeto zgodnie z okre§leniami lotniczymi pochodne
aerodynamiczne X, X,,, X, ... M,,, M,, co wynika z przyjecia zaloZenia, ze zmiany sit
aerodynamicznych: oporu X sily noénej Z i momentu pochylajacego M sg liniowo za-
lezne od zmian predkoéei

) ¢
(9) X = Wau+ _871)_
analogicznie dla Z i M wprowadzajac zapis zaleznoéci (9) przyjety w dynamice lotu, otrzy-
mano:

.4

X =Xu+X,w+Xyq,
(10) Z = Uuu+wa+qua
M=Mu+M,w+M,q.

Rownania ruchu (8) sprowadzono do postaci bezwymiarowej dzielac rownania sit przez
oV2S i rtéwnanie momentéw V28 oraz wprowadzajac zaleznoéci:

u= z’% wzgledna gesto$c skoczka,

~ 1 .

= m— czas aerodynamiczny,
Jay

Ja = 2 bezwymiarowy moment bezwladnosci,

S .
Spe = ﬁ bezwymiarowy moment statyczny,

~ u . . e
U= bezwymiarowa zmiana predkosci liniowey,
1

q = q? bezwymiarowa zmiana predkosci katowej.

Otrzymano uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego w postaci

(11) AX+Bx+Cx = O,
gdzie
— macierz wspSiczynnikéw bezwladnoSei
13 0) ?Ax//‘t
(12) A= 0, 1’ —SAZ/;u >

SAx s T WAz jA /#
— macierz wspolczynnikéw thumienia

~Xy, —Xy, _'xq/,u -

(13) B =1 -2, —Z, __(1+Zq/,u) >
— My, —My, SAz"'mq/lu
— macierz Wspélczynnikéw sztywno§ci

_0’ 0’ xﬂ

(14) C = 0, 0, x‘gtg_el _ >
_0’ 0’ - xS(SAz tgel - SAx)
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Zaktadajac, ze zmiany predkosci podtuznej u, pionowej w i predkosci pochylania ¢
sq male i pomijajac male rzedu drugiego i wyzsze, wyprowadzono teoretycznie zaleZznofci
na pochodne aerodynamiczne wystepujace w (10) i postaci bezwymiarowej (12)+ (14).
Pochodng aerodynamiczng zmiany oporu wzgledem zmian predkoéei podiuznej u obli-
czono korzystajac z zaleznodci na opdr aerodynamiczny (15)

(15) X = —-%QU?‘SC,V,
gdzie
(16) U=U, +u,
po podstawieniu do (15) i zrézniczkowaniu otrzymano
1 oX
(17) Xy = 'O—UI? al,l. = ‘“C\

Rys. 17. Zmiana kata natarcia do wywolana zmiana predkoéei pionowej w

Korzystajac z zaleznoéei (1) i (3) po podstawieniu (16) i postegpujac analogicznie jak przy
wyprowadzeniu x, otrzymano:
— pochodng aerodynamiczng zmiany sity nosnej wzgledem zmian predkosei podhuz-

nej u
1 9Z
18 == = _
(18) AR e
— pochodng aerodynamiczng zmiany momentu pochylajacego wzgledem zmian pred-
kosci podtuznej u
L J
(19) ny ! oM = Cm-

- oU, Sl ou

Pochodne aerodynamiczne zmian: sity no$nej, oporu i momentu pochylajacego wzgledem
zmiany predkoéei pionowej w wyprowadzamy korzystajac z zaleznoSci (1)+(3) i wpro-
wadzenia zaleznoSci (20) na zmiany kata natarcia (rys. 17)

20 =
(20) Ao U
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Zmiana oporu wywotana zmiana predkosci pionowej w wyraza sig zaleznoScia

_ 1 o 1 2
2n (X)y = ) QUlSWAOH- E—QUllSCZAOL,
to

1w, 1 ac, 1
(22) -xw - QUlS - 6w - E_BOL + _2Cz

Analogicznie otrzymano:
— pochodna aerodynamiczng zmian sity no$nej wzgledem zmian predkosci piono-

- wej w
1 2(2), 1 aC

(23) 2y = _Q—fjl—S _(.V = — *2— TC.(_ +

1
7Cx:
— pochodna aerodynamiczng zmiany momentu pochylajacego wzgledem zmian pred-
ko$ci pionowej w
1 M), 1 9C,

24 e = oUSI w2 dua

Zmiana predkodci katowej pochylania ¢ powoduje zmiang kata natarcia do zmienna
wzdiuz dlugoéei ciata skoczka i narty. Zmiana kata natarcia zalezy od odleglosci x od
osi obrotu, ktéra przyjeto w poczatku ukladu wspdirzednych (rys. 18)

-
(25 Ao = U,
q
VN
A
- a - b

Rys. 18. Zmiana kata natarcia Ao wywolana zmiang predkoSci katowej pochylania g

Do obliczerr pochodnych aerodynamiczaych wyznaczono $rednia zmiang kata natarcia,
otrzymang przez calkowanie Zmiany zachodzacej na dtugosci narty

b
f 1 gx

2 = - )

(26) Ao . ] —f U, dx

Zmiang oporu (X,) wywolana zmiang predkosci katowej pochylania*g otrzymano w postaci

1 dC,
27 (X), = — 7QU%LS‘—M—A%,



366 J. MARYNIAK, B. KRASNOWSKI

po wprowadzeniu zaleznoSci (26) i zrézniczkowaniu wzgledem ¢ otrzymano pochodng
aerodynamiczng zmiany oporu wzgledem zmian katowej predkoéci pochylania w postaci
bezwymiarowej

b

oL e, 1 oec 1 [ ,
(28) = GUST oy "2 da 17

a

Analogicznie otrzymano:
— pochodna aerodynamiczna zmiany sity noénej wzglgdem zmian katowej predkogei
pochylania
b
1 az), 1 ac; 1 f
@9) W= LUST ag T2 aw IF )

-a

— pochodng aerodynamiczna zmiany momentu pochylajacego wzgledem zmian kg-
towej predkosci pochylania

I Ay, _ 1 3G, |

Ny =

—a

. aCy . . BT
W celu wyznaczenia pochodnych Ta“— korzystajac z biegunowych skoczka narciarskie-

go (rys. 9) zastapiono je odpowiednimi parabolami w postaci;
— dla konfiguracji 4

C, = 0,205+0,945C7,
— dla konfiguracji B
C. = 0,285+0,950C7,
— dla konfiguracji C
C, = 0,330+C2,
— dla konfiguracji D
Cy = 0,450+0,820C2.

Odpowiednie wartosci 93% okre§lono z kata pochylenia krzywych C, = f(a) przedsta-

wionych na rys. 4+7.

6. Rozwigzania réwnan ruchu i wyniki

Uktad réwnan (11) po przeksztalceniach sprowadzono do postaci
31 z = Rz,
gdzie R — macierz stany,
(32) - R =P7'Q,
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I 0 o 1
P=[o AJ’ Q=[—c —B]’

z jest wektorem o skltadowych

przy czym

Sl T =D N K

Rozwigzanie zagadnienia sprowadzono do wyznaczenia warto$ci wlasnych i wektordw
wlasnych macierzy stanu R (32).
Wartoéci wlasne macierzy R otrzymano numerycznie w postaci:

(33) Ajgrr = Enjrr XM,

co pozwolito na okreslenie okreséw wahan
(34) T=""

i czasu sttumienia amplitudy do polowy (ewentualnie podwojenia amplitudy)

In2 ~ 0,693~
35 Ty = ——1t=—"""-1I,
( ) 1/2 f 5

gdzie %;;,, czestodei oscylacyi, &;;,; wspdlczynniki thumienia.

Rozwiazanie ogdlne uktadu réwnan jest liniowa kombinacja wszystkich rozwigzan szcze-
gélnych

(36) y = Cyjed,
. j=1
przy czym
y; jest wektorem wlasnym, odpowiadajacym wartoéci wiasnej,
C; stale wyznaczone z warunkéw poczatkowych, bedacych warto§ciami zaklécen od
ruchu ustalonego dla chwili ¢ = 0.

Zmiany wspdlczynnikéw tlumienia & i czesto$ci oscylacji  w funkcji kata natarcia o
dla réznych konfiguracii ciala i nart 4, B, C'1 D przedstawiono na wykresach rys. 1922,

Do obliczed numerycznych przyjeto narciarza o cigzarze 70 kG i1 wzroécie 1,80 m, narty
skokowe «Tatry» o cigzarze 4,17 kG kazda, dtugosci / = 2,6 m i powierzchni nart .S =
= 0,65 m?2.

Polozenie §rodka masy i momenty bezwladno$ci nart okreslono doswiadczalnie, nato-
. miast dla narciarza rozklady mas i poloZenie §rodkéw mas (rys. 1 i 11) wedlug wzorca
statystycznego [8].
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Rys. 21.- Zmijana wspélczynnikow ttumienia £ i cze- Rys. 22. Zmiana wspdlczynnikow tlumie-
stoéci oscylacji 7 w funkcji kata natarcia « dla kon- . nia &1iczgstodei oscylacji 9 w funkcji kata
figuracji ciata i nart C natarcia « dla konfiguracji ciala i nart D

Obliczenia numeryczne wykonano wedlug programdw wlasnych w Zakladzie Obli-
czen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego przy wykorzystaniu procedur stan-
dardowych ZON UW. '

Poszczegline wartoéei wlasne charakferyzuja nastqpujé;ce ruchy:

A2 = &1,,tin,,, szybkie oscylacje pochylajace skoczka narciarskiego,

Az, = &34t ins,. wahania fugoidalne charakteryzujace si¢ dlugookresowymi ru-

chami pionowymi i poziomymi.
Na wykresach rys. 19+22 linfami cigglymi przedstawiono zmiany wspétczynnikéw ttu-
mienia &, natoniast linie przerywane pokazuja zmiany czestosci oscylacii 7.

© 7. Analiza wynikéw i wnioski ogoélne

Przeprowadzone badania aerodynamiczne w polaczeniu z obliczeniami dynamicznych
wlasnoéci skoczka narciarskiego umozliwiajg szersza analize wynikéw.

Badania aerodynamiczne modeli pomimo pewnych wad w stosunku do badan aero-
dynamicznych, przeprowadzanych na zywym czlowieku, wykazujg szereg zalet, jak:
powtarzalno§¢ pomiardw, mozliwoé¢ utrzymania okre§lonej konfiguracji w czasie badan.
W czasie badari aerodynamicznych narciarzy w pozycji zjazdowej [12] przeprowadzonych
w Instytucie Lotnictwa w Warszawie stwierdzono: ... «Ujawnione w trakcie pomiaréw
trudnosci wiaza si¢ z faktem dokonywania po raz pierwszy tunelowych badan aerodyna-
micznych na zywym czlowieku jako modelu. Poza wzgledami natury psychicznej i pewnym
napigciem nerwowym towarzyszacym pomiarowi, szczegélnego znaczenia nabiera fizyczne
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zmgczenie modela. Jego mimowolne ruchy w znacznym stopniu utrudniajg okreélenie stanu
réwnowagi na poszczegdlnych skladowych, w efekcie czego uzyskujemy znaczny rozrzut
punktéw pomiarowych...» ([12] str. 18).

Z powyzszego wynika, ze badania tunelowe Zywych skoczkéw narciarskich przy réz-
nych konfiguracjach ciafa i nart stanowityby tym bardziej zwigkszone trudnoéci, ze wzgledu
na state utrzymanie okre$lonej sylwetki.

Rys. 23. Sylwetka mistrza $wiata — Stanistawa Rys. 24. Sylwetka mistrza §wiata i mistrza VIII
Marusarza (Polska) Zakopane, 1939 r. (Polska) Olimpiady — H. Recknagla (NRD), Squaw
skocznia Krokiew, punkt krytyczny skoczni Valley 1960 r. (USA) [14] L = 93,5 m

Lp =90 m, dlugo$¢ skoku L =785 m [4]

Rys. 25. Sylwetka mistrza X Olimpiady -— W. Bietousowa (ZSRR), Grenoble 1968 r. (Francja) [14] Lp =
=90 m, L =101,5m

W Instytucie Lotnictwa w Warszawie przeprowadzono réwniez badania acrodynamiczne
nart skokowych [13] w celu wyjaénienia zjawiska przepadania nart. «Zgodnie z uzyska-
nymi informacjami, skoczkowie wyczuwaja ,,przepadanie” nart... w pierwszej fazie lotu
~ zwanej faza odbicia (tuZz po odbiciu sie z progu skoczni) oraz w czasie fazy ladowania
(przyziemienia). Podczas, gdy w fazie odbicia wyczuwane przepadanie jest silne i wystgpuje
permanentnie przy kazdym skoku, to w fazie ladowania jest znacznie slabsze i pojawia sig
sporadycznie» ([13] str. 9).
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Powyzsze zjawisko mozna wyjasni¢ wylacznie na drodze badania zjawisk dynamicz-
nych, zachodzacych w tej fazie lotu, biorac pod uwage badania aerodynamiczne, rozktady
mas nart, polozenie $rodka masy, miejsce zamocowania okué i sprezysto§¢ okué.

W przedstawionej pracy rozwazono cztery sylwetki skoczkow narciarskich, wplyw
ich na wlasnosci aerodynamiczne i dynamiczne skoczka przy réinych katach natarcia «
i potozenia 0. Dla lepszego zilustrowania wynikéw podano przyktadowo rézne sylwetki
skoczkow klasy $wiatowe] (rys. 23+27). Analizujac poszczegblne sylwetki mozZzna wy-
ciggnaé szereg wnioskow.

Rys. 26. Sylwetka mistrza §wiata — J. Kérkinena Rys. 27. Sylwetka mistrza XI Olimpiady — Woj-
(Finlandia), Lahti 1958 r. (Finlandia) [14] L = ciecha Fortuny (Polska), Sapporo 1972 r. (Japo-
=74 m ) nia), punkt krytyczny skoczni L, = 90 m, dlugosé

skoku L = 111 m

Sylwetka A, taka konfiguracja ciata i nart odpowiada wiasciwie sylwetce W. Bietousowa
(rys. 25) i pod wzgledem uzyskanych katéw zatamania w stawie skokowym i biodrowym
sylwetce H. Recknagla (rys. 24). Zblizone do tej konfiguracji, lecz bardziej ptaskie sa
sylwetki J. Kérkinena i W. Fortuny. Sylwetka ta odznacza si¢ maksymalna doskonatodcia
aerodynamiczng K = 1,12 w stosunku do pozostalych badanych konfiguracji (rys. 10),
co umozliwia uzyskanie diugich skokéw (lotéw), umozliwia utrzymanie réwnowagi w za-
kresie katéw natarcia 12° < o« < 32° (rys. 12 i 16), lecz posiada bardzo maly zakres ka-
tow natarcia, zabezpieczajacych stateczno$¢ wzgledem potozenia réwnowagi 13° < o < 18°
(rys. 19). Wynika z powyZszego, Ze.w celu utrzymania potozenia réwnowagi wymagana
jest interwencja skoczka poprzez zmiang konfiguraciji ciata Iub nart.

Sylwetka B pod wzgledem aerodynamicznym wykazuje gorsze wiasnosci, doskonatosé
K = 0,95 (rys. 10), lecz pozwala na -utrzymanie réwnowagi w zakresie katédw natarcia
—4° < o < 15° (rys. 13 i 16) zapewniajac stabg niestateczno§é ruchéw aperiodycznych
dla o < 9° (rys. 20) mozZe by¢ dobrym uzupeinieniem sylwetki 4 w pewnych fazach skoku,

Sylwetka C, taka konfiguracja ciata i nart w duzym stopniu odpowiada sylwetce S. Ma-
rusarza (rys. 23) (z wyjatkiem ukladu rgk). Jest to sylwetka dajaca najbardziej plaska
charakterystyke doskonaloéci K =~ 0,8 na pelnym zakresie katéw natarcia 0° < o < 40°
(rys. 10) przy réwnoczesnym zapewnieniu réwnowagi skoczka w zakresie 2° < o < 30°
(rys. 141 16) oraz wykazujaca stabg niestatecznoéé dla o < 18° i ruch stateczny w zakresie
1° < o < 14° (rys. 21). Jest to sylwetka o najlepszej charakterystyce réwnowagi, moze by¢
przydatna w okresie szkolenia dla skoczkéw o mniejszym do§wiadczeniu.

11 Mechanika Teoretyczna 3/74
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Sylwetka D jest sylwetka o najgorszej charakterystyce aerodynamicznej (rys. 10), dajg-
cej spadek doskonatosci ze wzrostem kata natarcia «, jednak sylwetka taka lub zblizona
wystepuje przejsciowo w fazie odbicia dajac silny wzrost oporu aerodynamicznego przy
malej sile no$nej (rys. 7). Taka konfiguracja pozwala na utrzymanie réwnowagi w zakresie
katéw natarcia —10° < o < 10°1 30° < « < 40° (rys. 151 16), jak rdwnieZz zapewnia sta-
teczno$¢ w zakresie « < 10° co jest korzystne w pierwszej fazie lotu, tzn. w momencie
formowania wiasciwej sylwetki.

Obecnie w dalszych badaniach i obliczeniach nalezatoby zwrdci¢ uwage na zbadanie
bardziej «wychylonychy sylwetek, np. W. Fortuny (rys. 27) i innych skoczkéw z réwno-
czesnym uwzglednieniem polozenia rak. Nalezaloby réwniez zbada¢ wplyw miejsca i sztyw-
noéci zawieszenia nart oraz wplyw wywazenia nart na ich przepadanie.

Przedstawiona praca jest pierwsza proba badania dynamiki skoczka narciarskiego
jako obiektu latajgcego. Dalsze badania modelowe, uzupeinione dodatkowa dokumentacja
skokdéw, poparte obliczeniami, moga by¢ wskazéwka nie tylko do uzyskania sukcesu
sportowego, lecz rowniez zwiekszy¢ bezpieczenstwo lotdw.
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PABHOBECUE ¥ TIPONONRHAA YCTOMUMBOCTD JBDKHMKA-TIPLITYHA B IIOJETE

B paGoTe paccMoTpeHBI BOIPOCHI PABHOBECHST ¥ IIPOJOIBHOA YyCTOHUMBOCTH IPLITAIOIETO C TPAMII-
JUHA JBDIHHKA, HA YUACTKE TPACKTOPMM COOTBETCTBYIOLUEM cBoGomHOMY noneTy. JIBDKHHMK B IIOJETE
SIBNAETCH CBOGOKHO JIETAINMM TEJIOM COCTOSILMM Y3 UENOBEKA ¥ JbDK. Ia Xero BO3geHCTBYIOT CHIIbI
TSDKECTH, a3epOIVHAMUUECKHE CHIIBI ¥ 2OPOAMHAMIYECKHE MOMEHTHI.
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AdpOoaNHAMHUECKUE CHJIhl U MOMEHTbl CUCTEMBI ,,JILDKHHK-JILIKM® ONpefeneHbl 13 ObITOB MO-
BEICHHLIX B adpofuHaMHuccroil Tpybe st UeThipex KouUrypatiii CucTembl.

BrIBeJeHB! YPABHEHHST PABHOBECHST M YPABHEHHS JMBIKEHUSI CHCTEMbI HPH CHMMETPUUECKHX JIBH-
JNceHUAX NpbiryHa. Onpejesiensl YCAODBUS PABHOBECHH H 3aBHCHMOCTH MENIIY VIJIOM LIAKJIOHA TPaek-
TOPHU H YTJIOM ataiH (ANA paccMaTpaBaeMbIX KOHMUIYpaLNH Tesa NpLILyHA).

TTpy HccrenoBaHMH YCTOHUMBOCTII BbIBEAEHA OCHOBHAS MATPHUA JIHh(DEPEHIHATIBHBLIX Y PABHEHHI
ABHAKEHHA H BBIYUCIEHbl COOCTBCHHDBIE SHAUEHIUA H COOCTBEHHBIE BCKTOPLI. BoruncieRon! 1oadduunes-
THI 3aTYXAHMSL M UACTOTL! OCIIIUIALIMIL, & TAIOKE ONpPeacneHo ABIYKEHHE IpblyHa. Pe3ynbTaThbl TeopeTu-
UYECKUX BLIUMCIIEHHI CONOCTABJIEHDI € CHIIYITAMM ONHMITHIICKHMX M MAPOBBLIX UCMITHOHOB IO TIPLLKKAM.

Summary

BALANCE AND LONGITUDINAL STABILITY OF A SKI-JUMPER IN FLIGHT

The problem is analyzed by considering the gravity and aerodynamic forces acting on the jumper
and ski. The aerodynamic forces were measured by the authors on a model in a.wind tunnel for the four
configurations of the jumper and ski.

Equations of equilibrium and differential cquations of motion are derived and the pecessary condi-
tions of equilibrium, as well as relations between angles of path and angles of attack for the few configura-
tions are presented. The problem of stability is solved by the method of eigen-vectors. Theoretical resuits
are compared with the silhouettes of world-known ski-jumpers,

INSTYTUT MECHANIKI STOSOWANEJ POLITECHINIKI WARSZAWSKIES

Prdca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 futego 1974 r.
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BADANIA PROCESOW RELAKSACYJNYCH W POLIAMIDZIE*

STANISEAW MAZURKIEWICZ (KRAKOW)

1. Wstep

Do opisu wlasnoéci mechanicznych tworzyw sztucznych stosuje si¢ czgsto modele reo-
logiczne lub funkcje empiryczne. Takie podejécie nie pozwala na wyjasnienie fizykalnych
zjawisk wystepujacych podczas dziatania obciaZzen zewngtrznych. Poznanie tych zjawisk
jest niezbedne dla zrozumienia obserwowanych wilasnoéci w skali makroskopowej, na ich
prognozowanie oraz na $wiadome konstytuowanie tworzyw o okre§lonych wiasnoéciach.

Na wiasnoéci tworzyw w istotny sposéb rzutuja przebiegajace w nich procesy relaksa-
cyjne. Rozumiemy je w najogolniejszym znaczeniu jako przebiegajace w czasie przejicia
ze stanu niezréwnowazonego w stan réwnowagi.

Procesy te w tworzywach sztucznych majg sens fizyczny, ich miarg jest czas niezbedny
w danych warunkach energetycznych, temperaturowych itp. do przejécia czasteczki w po-
lozenie réwnowagi. Czasy te, zwane czasami relaksacji, opisane sa wzorem Arreniusa

AE

RT
T=1¢6 ,

gdzie v, okres drgai atomdéw, wynoszacy 107 — 10-*# [sek],

i 1o : . L. |k
AE energetyczna bariera okreélajaca cieplng aktywacje procesu przejécia [Wn(l::)i;]’

keal
R stala gazowa [m],

T temperatura [°K].
Podczas dzialania naprezen czasy relaksacji maleja w wyniku obniZenia bariery energe-
tycznej aktywizujacej proces relaksacji U, o wartosci yo 1 wowcezas wzor na czas relaksacii
zapisze si¢ w postaci

Uy—vyo
RT

T =Tp'é€

Wspélczynnik y w tym wzorze charakteryzuje zmniejszenie potencjalnej bariery ze
wzrostem naprezenia i zalezy od struktury, napreZen wlasnych oraz charakteru i gestosci
defektéw wystepujacych w materiale. _ '

Procesy relaksacyjne, jak juz podkre§lono, decyduja o wilasnoSciach tworzywa, jakie
obserwujemy podczas przykladania zewnetrznych obciaZen. Zatem moga one stuzyé do

_interpretacji i wyjadnienia tych réznorodnych whasnoSci w oparciu o jednolita, fizykalng
koncepcje budowy tworzyw wielkoczasteczkowych.

* Praca nagrodzona na konkursie na prace do§wiadczalne z mechaniki technicznej, zorganizowanym
przez Oddziat PTMTS w Krakowie w 1973 r..
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W niniejszym opracowaniu przedstawiono wyniki badan doswiadczalnych niektdrych
wlasnosci mechanicznych poliamidu, konstrukcyjnego tworzywa produkcji krajowej, oraz
podjeto prébe interpretacji tych wlasnosei w oparciu o zjawiska relaksacyjne, zachodzgce
w tworzywie,

2. Statyczna proba rozeiggania

Prébe rozciggania przeprowadzono dla dwoch gatunkow poliamidu: T-27 i T-B (blo-
kowy) w temperaturach od —20°C do +80°C. Predkosé rozeiggania wynosita 0,5 cm/min.

Zalezno$¢ wytrzymatosci na rozcigganie R od temperatury, w ukladzie: lgR,—1/T- 10*
przedstawiono na rys. 1.

R, [kGem?]
IR

703 S e == r.

e s i o =

7 — ot

g < =

5 Z/(

1t el —

prd

a —

2

0° :
F] 4 Yrwd

Rys. 1. Zmiana wytrzymalosci na rozcigganie w funkeji temperatury. Poliamid T-27 i T-B, probki klima-

tyzowane

Zaleznoéé te bedziemy aproksymowaé funkcja
‘ o, = AeVIRT,

Obliczone wartoéci 4 1 U wynosza:

A U
kG/cm? kcal/mol
T-27 70 1.15- 1,17
T-B 100 1,I1-1,16

Warto§é energii U w badanym zakresie temperatur zmienia sie nieznacznie. Jezeli
przyjag, ze energia zrywania wigzai chemicznych U, dla poliamidu wynosi 45 keal/mol [2],
to uzyskana z naszych obliczen warto$¢ energil aktywacji, potrzebna do wystapienia deko-
hezji w calym przekroju prébki jest przeszto 40-krotnie nizsza. Obnizenie energii akty-
wacji jest spowodowane dziataniem naprezen wedlug zaleznosci

U= uy—y0.
Wspétczynnik y, jako wskaznik lokalnych koncentracji naprezed, moze byé zapisany
w postaci
Y= OC,B,
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gdzie o — elementarna aktywna kinetycznie objetodé, w ktdrej odbywa si¢ akt przejécia
potencjalnej energii mechanicznej w energic tworzenia nowych powierzchni
i energie cieplng;
B — bezwymiarowy wspdlczynnik koncentracji naprezen.

Jezeliby przyjaé, iz wartoéé energii U, w zakresie badanych temperatur jest stata, to
dla temperatur niskich, w ktérych naprezenie zrywajace osiaga wysoka warto§é, wspot-
czynnik v winien by¢ odpowiednio niski. Z drugiej strony koncentracja naprezen lokal-
nych w niskich temperaturach winna by¢ wyzsza niz w temperaturach podwyzszonych.
Stad wspofczynnik £ winien przyjmowaé wyzsze wartoici. Ponadto, zgodnie z teoria
BarTIENIEWA |11 w niskich temperaturach elementarne aktywne kinetycznie objetosci
o sa wigksze niz w temperaturach podwyzszonych, gdzie nastgpuje zrywanie pojedynczych
taficuchéw polimeru wedtug teorii Zurkowa. Pogodzenie tych faktow jest mozliwe jedy-
nie przy przyjeciu, iz w niskich temperaturach wartos¢ energii Uy jest wyZsza niz w tempe-
raturach podwyzszonych, gdzie odpowiada wartodci energii zrywania wiazan chemicz-
nych poliamidu wynoszacej 45 kcal/mol. Zjawisko takie zaobserwowano dla polimetak-
rylanu metylu [3], gdzie energia aktywacji rozrywania jednego laficucha polimeru wyno-
sita 30-31 keal/mol, za$ energia U, ponizej temperatury kruchoéci osiagata wartoéé 200
kcal/mol, co $wiadczy o grupowym rozrywaniu 6 — 7 faficuchéw polimeru réwnocze$nie.

W miare wzrostu temperatury, relaksacyjne procesy obnizaja koncentracje naprezen
i zmniejszaja objeto§¢ elementarnych jednostek kinetycznych. Mechanizm rozrywania,
w wyniku rozchylania sig mikroszczelin, staje si¢ bardziej ztozony, dazac do przypadku,
gdy odrywanie sie tancuchéw odbywa sig quasi-niezaleznie. Zmniejszenie wytrzymalo$ci
ze wzrostem temperatury zwigzane jest ze wzrostem czestosci fluktaucji cieplnej energii.

Na opisany powyzej proces nakladaja sie efekty zwigzane ze zmianami strukturalnymi
(orientacja, rekrystalizacja itp.). Wzrost wartoéci wspolczynnika p ze wzrostem tempera-
tury wskazuje, iz zmiany te odgrywaja istotna role w procesie deformaciji i przejawiaja
sie w postaci wystepowania przewezenia, propagujacego sie na cala diugo$¢ probki (tzw.
efekt teleskopowy).

3. Badanie petli histerezy przy obciazeniach cyklicznych

Badania przeprowadzono na maszynie wytrzymatosciowej «Instron», z predkoscia roz-
ciggania 0,2 cm/min, w cyklu odzerowo-tetniacym, do poziomow naprezen 30%, 50%, 70%
190% granicy plastycznoéci. .

_ Celem badan bylo wyznaczenie petli histerezy, ktérej powierzchnia jest jedna z miar
tarcia wewnetrznego w tworzywie. Pomiaru powierzchni petli dokonywano za pomoca
integratora calkujacego sprzezonego z posuwem ruchomej belki maszyny wytrzymalo-
sciowe].

Oznaczajac przez L;— warto§¢ catkowitej energii potrzebnej do odksztatcenia przy
rozciaganiu, L; — warto$¢ energii dysypowanej, stosunek n = fs— bedziemy uwazac za

' i
miarg rozproszonej energii w jednym cyklu.



378 S. MAZURKIEWICZ

W czasie wstepnych badan zaobserwowano, iz powierzchnie petli histerezy przy ko-
lejnych cyklach obciazenia maleja i ustalaja si¢ po okoto 4 - 5 cyklach.

Sporzadzono wykres zaleznosci «nadwyzki» dysypowanej energii, okre§lonej stosun-

kiem ﬁn;'z'i < 100% (numery petli 11 5) w funkeji poziomu naprezenia, dla temperatur

5

od —20°C do +60°C, rys. 2.
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Rys. 2. Zmiana roznicy dysypowanej energii miedzy pierwsza i piata petla histerezy w funkcji poziomu
naprezenia dla temperatur od —20°C do +80°C. Poliamid T-27-i T-27z klimatyzowany

Przebieg tej zaleznoéei jest odmienny dla niskich i dla wysokich temperatur. W tempe-
raturach niskich maksymalna «nadwyzka» wystepuje dla poziomu naprezen okoto 50%
granicy plastycznoéei. Natomiast w temperaturach wysokich — nadwyzka ta monotonicz-
nie ro§nie ze wzrostem obciazenia.

Zjawisko to bedziemy interpretowaé jako wynik dziatania naprezen wlasnych w two-
rzywie. W temperaturach ponizej temperatury przemiany 7, (dla poliamidéw wynosi ona
okoto +40°C) nastgpuje w tworzywie zamroZenie ruchéw rotacyjnych tancucha polimeru
i skokowa zmiana rozszerzalnodci cieplnej. Powoduje to wystepowanie duzej liczby na-
prezonych laficuchdw polimeru, jak réwniez tworzenie sig mikrodefektéw i mikronieciag-
loéci w strukturze. Statystyczny rozklad tych naprezonych obszardw jest taki, ze najwicksza
ich liczba ulega zerwaniu przy naprezeniach osiagajacych warto§é okoto 50% granicy
plastycznoscei.

W temperaturach powyzej T, zwickszona ruchliwo$¢ czasteczek powoduje przyspie-
szenie procesow relaksacyjnych, zmniejszajac liczbe naprezonych lafcuchéw. Natomiast
mikrodefekty pozostaja i ich ilo§é, uruchomiana podczas przyktadania obcigzenia roénie
wraz ze wzrostem jego wartoéci. '

Tak wiec w niskich temperaturach «trenowanie» tworzywa podczas pierwszych cyklow
obcigzenia odbywa sie¢ gtéwnie w wyniku zrywania wigzan chemicznych i energia akty-
wacjl odpowiada energii zrywania wiazafi chemicznych, W temperaturach podwyzszonych
natomiast — poprzez uruchomienie (rozchylanie) mikroszezelin ~1i energia aktywacji w tym
przypadku odpowiada energii potrzebnej do przekroczenia bariery energetycznej przy
wyjéciu czasteczki na swobodng powierzchnie. Zahamowanie procesu rozwoju mikro-
szczelin powodowane jest przyspieszonymi procesami relaksacyjnymi, ktére obnizaja kon-
centracje naprezef na dnie szezeliny.
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Dalsze badania prowadzono przyjmujac jako miarodajng (dla zakoriczenia procesu
«trenowania») piata petle histerezy. Wyznaczono zalezno$¢ wspolczynnika dysypacii
energii  od temperatury i poziomu naprezen dla trzech gatunkéw poliamidu T-27, Z-27z
i T-B. Z punktu widzenia konstruktora bardziej przydatna jest informacja o wartoéci wspot-
czynnika dysypacji, przypadajacego na jednostke objetosci tworzywa w jednostce czasu.
Charakterystyki dysypacji energii w takim ujeciu przedstawiono na rys. 3, 4, 5.
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Rys. 3. Zmiana jednostkowej energii dysypowanej na minute w funkcji temperatury 1X poznomu napre¢zen
- dla T-27 khmatyzowanego i
Dla wszystkich trzech badanych gatunkéw poliamidu dysyp;acjaa c;rfxergii' roénie ze
wzrostem poziomu naprezenia, natomiast w funkcji temperatury posiada maksimum odpo-
wiadajace obszarowi temperatur przejécia T,. Podobne maksimum iwspdlczynnika # zaob-
serwowano badajac dysypacje energii w funkcji pregdkosci rozciagania — rys. 6.
Wyjaénienie tego zjawiska moze by¢ nastgpujace. Maksimum mechamcznych strat wy-
stgpuje wowezas, gdy w okresie jednego cyklu obciazenia energia deformacy poczqtkowo
gromadzi si¢ w materiale, a nastqpme wyd21ela sie w postaci ciepla. ?,., K
Zamiana mechanicznej pracy realizuje si¢ w tworzywie poprzez dysocjacje kohezyjnych
wigzi, jak réwniez poprzez fluktuacyjny proces wychodzema na powierzchnje, czasteczek
przy rozwoju mikroszczelin, R B
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Rys. 5. Zmiana jednostkowej energii dysypowanej na minut¢ w funkcji tempera-
tury i poziomu naprezen dla T-B klimatyzowanego-
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Przy temperaturze ponizej T, nastgpuje znacznie mniejsze ilo§ciowo (w jednostce czasu)
zrywanie wigzaf chemicznych, jak réwniez rozwdj mikroszczelin. Energia aktywacji U,
potrzebna do grupowego zrywania wiazaf jest wyZzsza. Praca sit zewnetrznych kumuluje
si¢ zatem w postaci sprezystej deformacji i dysypacja energii jest niewielka. W tempera-
turach powyzej T, energia! sprezysta nie gromadzi sig, zatem rowniez si¢ nie rozprasza.
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Rys. 6. Zmiana wspdiczynnika dysypacji # w funkcji predkosci dla pigciu kolejnych petli histerezy. Poliamid
T-27 klimatyzowany, temp. +20°C, poziom naprezen 50% granicy plastycznoéci

Natomiast w temperaturze przejscia 7, traktowanej jako zjawisko termodynamicznej
réwnowagi procesu zniszczenia-odtwarzania migdzymolekularnych wiazan, wplyw cha-
rakteru obciazen (czestosci) nalezy rozpatrywac jako ingerencje w kinetyke reakcji i moze
w okreslonych warunkach (predkosciach) ukierunkowywaé te reakcje w kierunku np.
procesu zniszczenia. Maksimum dysypacji w temp. +20°C wystgpuje dla predkosci
0,1 cm/min—rys. 6. Odpowiada to dla wyznaczonego modutu sprezystosci E =
= 18780 kG/cm?, oraz ¢ = 242 kG/cm? wydtuzeniu A/ = 0,13 cm w czasie ¢ = 0,77 min,
co mozna przyjaé jako warto$¢ czasu relaksacji dla tych warunkéw obciaZen.

W temperaturze przejécia wystgpuja réwnoczeénie obok siebie dwie struktury, jedna
odpowiadajaca temperaturom mniejszym od T,, a druga — temperaturom wigkszym od
T,. Tym stanem braku réwnowagi fazowe] thimaczy si¢ fakt, iz w badaniach wlasnodei
mechanicznych, w obszarze temperatury 7T,, wystgpuje najwigkszy rozrzut wynikéw. Po-
dobnie w obszarze tym tworzywo jest najbardziej wrazliwe na wplyw zmiany czynnikéw
zewngtrznych. Ilustruje to przedstawiony na rys. 7 wzrost wartosci modutu sprezystoéci E
przy zmianie predkoéci rozciggania z 5 mm/min do 50 mm/min, oraz przedstawiony na
rys. 8 wzrost warto$ci granicy plastycznoéci przy zmianie predkosci rozciagania z 50 mm /min
do 500 mm/min. '
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Rys. 7. Procentowy wzrost modutu sprezystosci E przy zmianie predkosci rozciggania z 5 mm/min do
50 mm/min. Poliamid T-27
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Rys. 8. Procéntowy wzrost granicy plastycznoéci przy zmianie prqdkoééi rozeiggania z 50 mm/min do
500 mm/min

4. Pelzanie

Préby petzania przeprowadzono dla temperatur —20°C, +20°C i +60°C, przy zasto-
sowaniu dZzwigniowego uktadu obcigZajacego i pomiaru wydtuzen za pomocy ekstenso-
metru mechanicznego z doktadnoscig + 0,005 mm,

Dla okresu ustalonego petzania sporzadzono wykresy zaleznosci 1g£ od naprezenia o —

. 1
rys. 9 oraz Ig & od T 103 — rys. 10.
Przedstawione zaleznoéci sa liniowe. Predko$é staéjonarnego petzania bedziemy apro-
ksymowaé funkcija

AU—yG_)
RT )’

é=7)=vo-exp(—

. - 1
gdzie v, — stata [E] ,
AU — energia aktywacji [keal/mol],
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wspSlozynnik |—<cal, mm’

¥ — wspoiezy mol kG |’
o — naprezenie [kG/mm?],
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Rys. 9. Zmiana predkosci pelzania usta- o 0 0 e 500
lonego w funkcji poziomu naprgzen dla G, [7([;/0,7,2]
temperatur: —20°C, +20°C, +60°C. .
Poliamid T-27 klimatyzowany. (1) — 106 Rys. 10. Zmiana predkoéci pelzania usta-
kG/em?, (2) — 159 kG/cm?, (3)—318 lonego w funkcji 1/T dla trzech poziombéw
kG/cm? naprgzen. Poliamid T-27 klimatyzowany

Jezeli przyjqé'za [2] wyznaczona dla kapronu warto$¢ v, = 3,3+ 105 [1/sek], to obliczone
z naszych pomiaréw wartoci 4 Ui y przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

temp. °C AU p [_k_cal . mm? ]
fkcal/mol} mol kG
—20 11,8 0,182
+20 12,1 0,394
+60 14,0 0,437

Proporcjonalnoéé predkoéei pelzania ustalonego do mnoznika exp(— %,1({—) wskazuje na

fluktuacyjny charakter procesu pelzania poliamidu. Proces ten mozna przedstawi¢ jako
nastgpujace po sobie elementarne akty przeskokéw, zorientowanych w kierunku dziata-
nia napreZenia i ulatwianych w wyniku obnizenia bariery energetycznej. Uzyskana z po-
miaréw warto§¢ energii aktywacji AU jest w istotny sposéb niZsza od wartosci energii
zrywania wiagzan chemicznych poliamidu wynoszacej 45 kcal/mol. Takie obniZzenie energii
aktywacji 'w realnym polimerze wynika prawdopodobnie z faktu, iz amorfne obszary
czgiciowo krystalicznego poliamidu, tworzace aktywizujace proces kompleksy, maja
ostabione migdzymolekularne wiazania i odgrywaja w zwiazku z tym istotng rolg w roz-
woju procesu pelzania. Wynika z tego, iz elementarne przemieszczanie segmentéw moze
odbywaé si¢ nie tylko przez zrywanie wigzéw, lecz réwniez w wyniku ukierunkowanego
pod wplywem dzialahia naprgzen ruchu rotacyjnego sasiadujacych ze soba ogniw laii-
cucha i w wyniku tworzenia defektéw (miejsc naruszenia periodyczno$ci w utoZeniu lan-
cuchéw polimeru). ' »

Ze wzrostem temperatury, zrywanie wigzafi chemicznych moze odbywaé sig réwnieZ
niezaleznie. Nie mozZe to jednak §wiadczyé o niezaleznoSci elementarnych aktéw procesu

12 Mechanika Teoretyczna 3/74
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zniszczenia i okre§lania wartoscia energii zrywania wiazan energii aktywacji tego procesu,
Stad tez uzyskana w do§wiadczeniu warto§¢ AU jest nizsza od wartosci energii U, wyno-
szacej 45 keal/mol.

5. Drgania swobodne gietne

Badania przeprowadzono dla poliamidu T-27, klimatyzowanego, temperaturg +20°C.,
Probki o przekroju prostokatnym, z zawieszona masg na koncu, utwierdzono i wymuszono
drgania swobodne gietne. Z przebiegu drgai gasnacych rejestrowanych na oscylografie
petlicowym wyznaczono logarytmiczny dekrement drgan 4. Zmiang czestosci drgafi uzyski-
Wano poprzez zmiang masy zawieszonej na prébce.

Sporzadzony wykres zaleznosci A od czgstosci » (rys. 11) wykazuje maksimum dla cze-
stofciv = 3 1/sek. Dla czgstosci, przy ktorej tgd, a zatem i 4, przechodzi przez maksimum,
jest shuszna zalezno$¢

VoT = 27tf o = 1,

gdzie 7 — czas relaksacji, fomax — czestoéé liniowa, przy ktérej A przechodzi przez maksi-
mum.

A
23 —

qz'p/% b

a1

1 2 346 10 20304080 00 200

Vo [7/9]

Rys. 11. Zmiana logarytmicznego dekrementu drgan funkcji czestosci. Drgania swobodne gigtne, poliamid
T-27, temp. +20°C, prébki klimatyzowane

- Przyjmijmy na czas relaksacji wzor

T = 7,edV/RT,
gdzie

7o = 1013 [sek],

po zlogarytmowaniu otrzymujemy

lgr = lgto+ AU
8T = BT T 53T RT
poniewaz
1 1
meax = . = 27”0 . g4UIRT >
Zatem
1 AU
lngMnx

=l "33 RT
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dla naszego przypadku

3 — ‘1_ -13
lg 2 g 27 10

__auv
2.3-1.96 293 °

Stad otrzymujemy warto§¢ energii aktywacji AU = 17,5 kcal/mol.
W naszych badaniach maksymalne naprezenia zginajace nie przekraczaly wartoSci
300 kG/cm?. Przyjmujac zaleznoé¢ energii aktywacji od naprezenia w postaci

AU = Uy—y -0

oraz podstawiajac za U, warto§¢ energii zrywania wigzan chemicznych w poliamidzie wy-
noszaca 45 kcal/mol, mozna wyciagna¢ wniosek, iz przy zastosowanych naprezeniach
energia aktywacji w stosunku do energii zrywania wiazan chemicznych zostala obnizona
przeszto dwukrotnie.

6. Badanic twardosci

Wyniki pomiardw twardoéci wiaZe sie czesto z takimi wlasnoéciami mechanicznymi
jak wytrzymato§é, granica plastycznoéci czy modut sprezysto§ci. W celu glebszego pozna-
nia fizykalnej natury zjawisk wystepujacych podczas weiskania wglebnika w badany ma-
terial, nalezy poszukiwaé nie zaleznoéci pomiedzy liczba twardoéei (pojeciem wprowadzo-
nym umownie) a granicznymi stanami badanego materialu, lecz rozpatrywaé kinetyke
procesu wciskania.

Wprowadzajac jako charakterystyke tego procesu, predkoéé weiskania welgbnika, be-
dziemy poszukiwaé zaleznoséci pomiedzy ta predkoécig a termofluktuacyjnymi procesami
zachodzacymi w materiale.

' w0 60 8w woa HK 00 600 - 800 000 HK 00 60 800  mWo0HK
T T I~ T 71 T T ™ T Ty T T T T
sl i 6228 pags | 62 218 46
-4 o ’ —q -
_5 - -.5 =
| 0% +20%
lgh .
gh i lghy
: 40 600 800 1000 HK
27,8 T é18 T T T T T T
3F 4p - 62
-4 b= _4 j=
l 40 5 +60°C
lgh lgh

Rys. 12. Zaleinoéé predkosci zaglebiania h od liczby twardosci HK dla réznych obciazen, Poliamid T-27
klimatyzowany, kulka @ 5 mm :

12+
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Przeprowadzono badania wciskania wgltebnika w postaci kulki o §rednicy 5 mm w prébki
z Tarnamidu T-27, dla kilku obcchen P, w temperaturach od —20°C do +60 °C. Na wy-
kresach lgh HK —rys. 12, gdzie h—prqdkoéé zaglebiania si¢ kulki, HK — twardo$é
wedtug Brinella, otrzymane z pomiaréw punkty ukladaja sie¢ wzdhuz linii prostych réwno-
legltych. Do opisu tej zaleznoéci przyjeto funkcje

b= ﬁo'exp( ggi{( P))

Predkosé rozwoju mikroszezeliny w materiale opisuje sie zaleznoScig [3]

V = Vo-cxp(— L’Rﬁ 0).

Zbieznoéé obu tych funkcji wydaje sie by¢ nie tylko formalna. Mozna przypuszczaé, iz
proces weiskania wglebnika w materiat i proces rozwoju mikroszezeliny w tworzywie po-
siada ten sam fizyczny charakter. Rézne nachylenia otrzymanych linii na rys. 12 w réznych
temperaturach wskazuja na zmiane z temperatura wartodci energii aktywacji procesu. Nie-
pokrywanie si¢ natomiast tych linii dla réznych obcigzen P jest wynikiem nakladania sig
na proces rozwoju mikroszezelin, kinetycznego procesu deformacji zwiazanego z plastycz-
nym wyciskaniem materiatu spod wglebnika. Dalsze badania winny doprowadzié do roz-
dzielenia tych obu proceséw i ilofciowego okreflenia ich udziatu.

7. Zakonczenie

Przeprowadzone badania wskazuja na mozliwo§¢ zastosowania teorii procesow relaksa-
cyjnych do opisu wlasnoéci mechanicznych tworzyw sztucznych. O zachowaniu si¢ tworzy-
wa pod wplywem obciazeni zewnetrznych decyduja zjawiska, polegajace na zrywaniu wigzan
chemicznych i fluktuacyjnych procesach tworzenia i rozwoju mikrodefektéw w materiale.

501 % Proba rozciggania

ey ] S o Fetzanie
Q

£ ~~ & Drgania swobodne
%1 20 - ~ B~
_ ° o T~
0 : ~a

| ] | ! T xe -
100 200 300 400 500
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Rys. 13. Zestawienie wartosci energii aktywacji wyznaczonej w temp. +20°C z proby rozciagania, pelza,
nia i drgan swobodnych

Energia aktywacji tych proceséw zalezna jest od wartoSci przylozonego naprezenia,
Na rys. 13 zestawiono wartoéci energii aktywacji wyznaczone z do$wiadczen dla préby roz-
ciggania, petzania i drgan swobodnych.

Wartoéci te ukladaja si¢ wzdtuz linii prostej, ktérej ekstrapolacja do poziomu napreZen
zerowych wyznacza warto§é energii aktywacji U, zblizona do obliczonej dla poliamidéw
energii zrywania wigzani chemicznych.
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Jedynie wyniki z préb pelzania wykazuja dla nizszych pozioméw naprezen odchylenia
od tej zaleznoéci. Potwierdza to wnioski, ktére z proby pelzania zostaly wyciagnicte.

Zaréwno teoria Zurkowa, wedlug kt6rej ostabienie wytrzymatosci polimeru jest wy-
nikiem pracy calej struktury przeciw dziataniu cieplnych fluktuacji, jak i teoria Bartieniewa,
gdzie proces dekohezji jest wynikiem nieodwracalnych proceséw rozwoju mikroszezelin,
opisuja dwa, wspdlistniejace i wspéldziatajace zjawiska, jakie obserwujemy w procesie
deformacji polimeru. Udzial kazdego z nich zalezy od natury tworzywa, jak réwniez od
temperatury, w ktdrej proces deformacji si¢ odbywa.

Literatura cytowana w tekscie

1. T. M. Bapeus, W. B. PAsyMOBCKASI, DONOHHAR KOUYERYUR XPYRKOO DAIPYMIEHUA meepblx med,
B KBUTE — (QDUSHKO-XMMHUECKAA MEXaHBKA Marepuanos, 1.69, usn. Hayxosas Tymxa.

2. 0. 3. Tomx, I0. M. 3asamira, A, 5. Dpiaman, ITossunucnis HeOPIIHMOBAHUX KPUCTHAATYHUX NOAT~
mepos, Y.DIK., 1. 13, Ho 4, 1968.

3. B. E. Dvns, B. H. Kynesues, Crpyxmypa u smexanuvecrkue ceoticniea noaumepos, nsn. Buiciag Wiona,
Mockga 1972, R ‘

4. M. C. Kan, B. P. Perens, T. II. CanouroBa, A. Y. Cavuxee, Kunenuueckan npupoda muxpomeepdo-
cmu noaumepos, Mex. mommm., 1—192, 1973.

Peawome

WCCIEOOBAHHIE IIPOUECCOB PEJIAKCALIMY B IIONMAMIUIE

B pabore IpmBefeHbLI PE3YJbTaThl SKCIEPHMERTANBHBIX HCCNEIOBARKHA HEKOTOPHIX MEXaHHUECKHX
CROHCTB MONHAMHZA KOHCTPYKIHMOHHOIO MATEDMANid OTEUYECTBEHHOTO NPOH3BOXCTBA. IIpennpuHsiTa 1o~
IBITKA, OOBACHEHHUS TIOJIYUEHHBIX PE3YJIBTATOR UePE3 PesIaKCalHOHBbIE IPOLECCH], IPOTEKAIOINE B Ma-
Tepuane. IToenenne MaTepuasa XOJ BIMAHHEM BHEIUHHMX HaIDY30K ONPENENSETCH ABJIEHMEM DasphlBa
XUMHUECKUX CBA3eH ¥ (hIIyKTyallMOMHEIMK XIpolleccaMy o0pasoBaHUs ¥ PasBHTHA MUKpofedeKrToB., 3Ha~
YeHWe SHEPTHM aKTHBALIMM STHUX IPOLECCOB 3aBHCUT OT HalPAMXEHHMH, UX KOHLIEBTPALMY H OT BEJMUHHDI
9JIeMEHTADHBIX KHHETHUECKY AKTUBHBLIX 0OLeMOB. BBIUWCIEHHBIC Ha OCHOBE JIAHMBIX MCIBITABMA Ha
PAaCTSOKENHE, NION3YUeCTh H CBOGOIHBIE KOJIEOaHNs SHAUEHHSA SHEPIUH AKTHBANMHM YKNIaABIBAXOTCH BLOJB
npaAMOH, SKCTPAIIONIALMA KOTOPOH K YPOBHIO HYJEBBIX HalPAMKEHHMIl ONPENENsieT SHAUEHHe SHEPrHU
Pa3pBIBa XUMHUECKMX CBsIseil.

Summary
INVESTIGATION OF RELAXATION PROCESSES IN POLIAMID

In this work presented are the results of experimental investigation of some mechanical properties
of a poliamid, a constructional plastic of home production, and an attempt is made to interpret the results
obtained basing on the process of relaxation which occurs in the material.

The behaviour of the material under the influence of external load is determined by the phenomenon
of breaking chemical links and fluctuation processes, and by development of micro-defects. The value
of activation energy of these processes depends on the stresses, their concentration and on the quantity
of the kinetically active volume elements. The values of activation energy obtained from the temsion,
creep and free vibrations tests form a straight line. Extrapolation of that line to the zero stress Jevel yields
the value of energy of breaking the chemical links.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 lutego 1974 r.
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WPEYW CYKLICZNEJ PLASTYCZNEJ DEFORMACJI NA POWIERZCHNIE PLASTYCZNOSCI*
MAREK SLIWOWSKI I KAROL TURSKI (WARSZAWA)

W pracach eksperymentalnych, po§wigconych badaniu wlasno$ci materialéw przy
cyklicznym deformowaniu, spotyka si¢ dwa typowe programy obciazenia, ktére realizuje
si¢ utrzymujac stata amplitude naprezen, ewentualnie staty amplitude odksztalcen. Kazde-
mu z tych programéw odpowiada inne zachowanie sig materiatu,

Cykliczne obciazenie jednoosiowe ze stala amplituda naprezen moze spowodowaé,
zaleznie od gatunku materiatu, zmniejszenie lub wzrost maksymalnych odksztalcen przy
kolejnych cyklach [1]. Zjawiska te sa przejawem, odpowiednio, umocnienia lub oslabienia
sie materialu. Jezeli utrzymuje si¢ stata amplitude odksztalcer, to zaleznie od wlasnosci
umacniania, czy ostabiania materiatu zarejestrujemy wzrost lub obniZenie naprezed w kaz-
dym cyklu obciazania. Material moZe by¢ réwniez niewrazliwy na cykliczna deformacije
w pewnych warunkach. .

Doéwiadczenia prowadzono giéwnie przy symetrycznym cyklu jednoosiowego obcia-
zania przez rozcigganie i §ciskanie, ewentualnie wahadlowe skrecanie prébki. Wyniki
eksperymentéw pozwolily na opracowanie wzoréw empirycznych opisujacych zachowanie
sig réznych materiatéw [2].

Badano réwniez powierzchnie plastycznosei stali 20H po kilku cyklach plastycznego
skrecania ze stata amplituda naprezen [3].

Problem ustatecznienia materiatu wynikajacy z hipotezy wzmocnienia kinematycznego
Shielda i Zieglera, byt badany w pracy [4].

Doéwiadczen w zoZzonym stanie naprezenia jest jednak malo, a sa one obecnie bardzo
potrzebne ze wzgledu na znaczny rozwdj teorii obliczania konstrukcji poddanych cyklicz-
nym plastycznym procesom deformacji. Szczegdlnie interesujace jest, czy rodzaj programu
cyklicznego obciazania wplywa na zachowanie si¢ materiatu w zloZonym stanie napreZenia.

W niniejszej pracy poréwnano powierzchnie plastycznosci mosiadzu odksztalconego
przy trzech programach jednoosiowego obciazania. Probki byly deformowane przez roz-
ciaganie, cykliczne rozcigganie ze stala amplituda napreZen oraz ze stala wielkoscig od-
ksztalcenia. W tych trzech programach zachowano stala wielko§¢ maksymalnego napre-
zenia przy rozcigganiu, natomiast odksztalcenia trwale réznily sie znacznie.

1. Technika do$wiadczalna

Badania przeprowadzono na prébkach cigtych z ciagnionej rury o $rednicy wewnetrznej
30 mm i grubosci $cianki 1 mm. Jako material stosowano mosiadz M63 w stanie wyzarzo-
nym. Na koricach rurek wykonano kolnierze stuzace do umocowania probki w uchwytach.

* Praca zostala wyrédzniona na konkursie na prace do$wiadczalne z mechaniki technicznej — zorga-
nizowanym przez Oddziat PTMTS w Krakowie w 1973 r.



390 M. Suwowskr, K. TUrskr

W celu wykonania kolnierzy, rurke ustawiano na stozku polaczonym z trzpieniem 2, na
ktéry zaktadano stozkowy stempel 3 (rys. la). Caloé¢ éciskano pod prasa wykonujac
jednocze$nie dwa kolnierze, Po tym zabiegu probki wyzarzano przez 2 godziny w tempera-
turze 650°C.

Poniewaz duze odksztalcenia prébek wystgpowaty tylko w kierunku osiowym przy
wstepnym obcigzaniu, dopuszczono do badan rurki o dosyé znacznym rozrzucie grubosci

Rys. 1a). Roztlaczanie kolnierzy, b) mocowanie probki do cyklicznego rozciagania i &ciskania

§cianki wzdtuz obwodu wynoszacym +4%,. Jak stwierdzono w czasie pomiaréw, takie roz-
nice grubofci §cianki nie miaty zadnego wplywu na odksztalcenia prébek przy wstepnym
obciazaniu.

W czasie cyklicznego odksztalcania prébek zauwazono, ze poczatkowa granica plastycz-
nofci ma znaczny wplyw na maksymalne naprezenie w cyklu obciaZania. Dlatego do badan
uzywano tylko takie prébki, ktérych granica plastycznoéei réznila sie nie wiecej niz +1%.

Prébki odksztalcano wstepnie przez rozciaganie i §ciskanie w specjalnie do tego celu
wykonanych dwudzielnych uchwytach 4, dostosowanych do zrywarki o napedzie kinema-
tycznym (rys. 1b). Uchwyty byly montowane przy wykorzystaniu trzpienia shuzacego
poprzednio do roztlaczania kolierzy, co zapewnialo osiowe ustawienie prébki.
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W trakcie wstepnego obciazania, deformacje osiowa mierzono ekstensometrem z dwo-
ma czujnikami zegarowymi typu MK-3 produkcji NRD.

Po wstepnym obcigzaniu, probki badano w ztozonych stanach naprezenia obciazajac
je przez rézne kombinacje sity osiowej i ci$nienia oleju wewnatrz rurki. Do tego celu stuzyta
aparatura opisana szczegélowo w [5]. Odksztalcenia obwodowe g, i osiowe g, mierzono
za pomoca kratowych tensometréw oporowych naklejanych na powierzchni zewnetrznej,
po dwa w kierunku obwodowym i osiowym, po przeciwnych stronach prébki. Odksztatce-
nia obliczano jako §rednia ze wskazan dwoéch tensometréw skierowanych w ten sam spo-
s6b. Odksztalcenia odczytywano z doktadnosdcia 5 x 10~° za pomoca mostka tensometrycz-
nego T-2 produkcji Politechniki Warszawskiej. )

Prébki oklejone tensometrami pozostawiano na 40 godzin w celu wyschniecia kleju.
Okres ten dla wszystkich prébek byt jednakowy ze wzgledu na mozliwo§é starzenia sie
materiatu. Ciénienie wewnatrz rurki oraz ci$nienie w cylindrze obcigzajacym probke sita
osiowa wytwarzane bylo przez manometry obciaznikowe. Pozwalaja one na dokladny
pomiar ci$nienia, ale zmiana obcigZenia musi przebiegaé skokowo. Aby ztagodzi¢ skoki
obciazenia prébki, wyptyw oleju z manometru obciaznikowego byt dtawiony przez odpo-
wiednie ustawienie zaworu odcinajacego w manometrze obcigznikowym, wobec czego
proces deformacji probki trwat od kilku sekund w zakresie sprezystym do okolo pieciu
minut w zakresie plastycznym. Po zmianie obcigZenia, nowe wskazania mostka tenso-
metrycznego rejestrowano dopiero po ustaleniu sig¢ odksztatcenia.

2. Program préb

Program prob obejmowatl zbadanie 21 probek podzielonych na 3 serie po 7 prébek.
Kazdj serig prébek obciazano wstepnie sita osiowa wedlug innego programu. We wszy-
stkich programach koncowa wielko$¢ naprezenia rozciggajacego byta jednakowa i wynosita
(13,14+0,05)107 N/m?.

Pierwszg seri¢ probek poddano cyklom rozciggania i §ciskania zachowujac stata defor-
macje okoto -0,62% (rys. 2, program 4). Dodatkowym warunkiem, ktéry postawiono
w tym prograimie, byla taka realizacja cyklicznej deformacji, zeby za kazdym razem pélcykl
rozciagania rozpoczynat sie od zerowego odksztalcenia. Pozwolilo to na osiagnigcie kon-
cowego naprezenia przy znacznie mniejszych odksztalceniach trwatych w poréwnaniu
z nastepnymi programami. Ze wzgledu na nieliniowy wykres odcigzania, nie udato sig do-
kfadnie utrzymaé stalej szerokoéci petli obciazania oraz trafi¢ w poczatek ukladu wspét-
rzednych, tym niemniej odstepstwa te sa niewielkie. Po wstgpnym obciaZaniu przez roz-
ciagnigcie, wykonano osiem cykli $ciskania i rozciggania. _

Druga seria prébek zostata odksztatcona przez jednokrotne rozciagnigeie (rys. 2, pro-
gram B). Trwate odksztalcenie probek w czgéci pomiarowej wynosito 2,6357.

Prébki trzeciej serii zostaly rozciagniete tak samo, jak prébki drugiej serii, ale nastgpnie
przeprowadzono 8 cykli éciskania i rozciagania (rys. 2, program C). W rezultacie tego
programu obciazania, koficowe odksztalcenie prébek wynosito 1,978%.
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Rys. 2. Program obciazets wstepnych

Po wstepnej deformaciji probki oklejano tensometrami i deformowano wzdluz prosto-
liniowych drég obciazenia, ktére odpowiadajg statym proporcjom naprezen gitéwnych,
Wyniki pomiaréw stuzyly do okre§lenia powierzchni plastycznodci dla podanych trzech
programéw obciazen wstepnych.

3. Wyniki do$wiadczen przy obcigZaniu wst¢pnym

Typowe wykresy naprezen w funkcji odksztalceni osiowych, przy wstepnym obcigza-
niu prébek, pokazano na rys. 3. W celu zademonstrowania réznic w trzech programach
wstepnego obcigzania odpowiadajace im wykresy naniesiono na jednym rysunku.

Przy deformowaniu pierwszej serii prébek otrzymano odksztalcenie okolo 0,2%. W kaz-
dym cyklu obcigzenia nastepowal pewien przyrost maksymalnego naprezenia. Na rys. 4a
przedstawiono na jednej osi wspéirzednych maksymalne naprezenia przy rozciaganiu
1 §ciskaniu, a na drugiej numer cyklu wedtug oznaczen z rys. 2. Okazuje sie, Ze punkty od-
powiadajace temu samemu cyklowi praktycznie pokrywaja sig. Oznacza to, Ze §ciskanie
nie ma wplywu na maksymalne naprezenie w cyklu rozciaggania, ktéry po nim nastepuje.
Material umacnia si¢ tylko w czasie cykli rozciggania, a wigc w kierunku pierwszego ob-
cigZenia.

Krzywa umocnienia przy rozciaganiu drugiej serii prébek oznaczona jest literg B na
rys. 3. Odksztalcenie trwale wynosito 2,635%. )

Trzecia seria prébek po wstepnym rozciggnieciu poddana zostala cyklicznemu £ciska-
niu i rozcigganiu przy stalej wielkodci naprezen. Ilo§¢ cykli obciazenia w obu programach
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' Rys. 4a) Porownanie maksymalnych naprezett w cyklu $ciskania i rozciggania ze stala wielkoscia odksztal-
cenia; b) poréwnanie wielkodel trwalego odksztalcenia po cyklu éciskania ze stala wietkoécig napresenia
maksymalnego

byla taka sama. Szeroko$¢ petli histerezy kolejnych cykli obcigzania zmniejsza sig stop-
niowo dazac do pewnej ustalonej wartosci (rys. 4b). W wyniku cyklicznego obciazania,
konicowe trwale odksztalcenie zmniejszylo sie w pordwnaniu do odksztatcenia prébki roz-
ciggnietej i wynosito 1,978%,.

4. Wyniki do$wiadczen przy obcigZaniu wtérnym

Odksztalcenie obwodowe gy oraz odksztalcenic osiowe mierzono za pomocg fenso-
metréw oporowych. Nieznana wielko$¢ trzeciego odksztalcenia gléwnego obliczano z wa-
runku niedcisliwosci. Znajac site osiowa i ci§nienie pp wewnatrz rurki obliczano naprezenie
osiowe i obwodowe. Trzecig skladowa tensora napreZenia przyjmowano jako o, = 1/2ps.
Dane te pozwalaja obliczyé réwnowazne odksztalcenie i naprezenie wedlug wzoréw:

@n v = %V(Ua-—ﬁz)z‘*‘(gz—ﬁr)z+(Ur—(_70)2 ,
“4.2) A7 = ?%3:1/(43,)2+ o) + () (),
(4.3) W

Korzystajac z tych przeliczeri wykonywano wykresy G(z) (rys. 5, 6, 7), oddzielnie dla
trzech programdw obciaZzania wstepnego.
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Rys. 7. Krzywe umocnienia przy wtérnym obciazaniu. Wstepne cykliczne $ciskanie 1 rozciaganie ze sta}q
wielkoécia maksymaloych naprezen

Przy rozciaganiu nastepujacym po cyklicznym umocnieniu, duze odksztalcenie plastycz-
ne wystepuje przy naprezeniach wigkszych od obcigZenia wstgpnego. Szczegélnie jest to
widoczne, gdy probka zostala wstepnie odksztalcona przez cykle rozciagania i §ciskania
ze stalym napreZeniem.

5. Analiza powierzchni plastycznoSci

Aby wyznaczyé punkty powierzchni plastycznoéci postgpowano nastgpujaco. Znajdo-
wano wartoéé o odpowiadajaca definicji uplastycznienia &, = const prowadzac z odpo-
wiedniego punktu na osi ¢ prosta réwnolegta do poczatkowego liniowego zakresu krzywe]
o(g), az do przecigcia z nig.

Dla danej proporcji napreZern a, = moy ze wzoru (4:1) okre§lano naprezenie oy,
a nastepnie o,. Punkty powierzchni plastycznoéci naniesiono we wspétrzednych op o, 0d-
dzielnie dla pigciu wartoéei &, = 0,01; 0,02; 0,05; 0,2; 0,5% (rys. 8 - 12). Na podstawie
punktéw doéwiadczalnych okreslono przyblizony zarys powierzchni plastycznoSci.

Na jednym wykresie przedstawiono powierzchnig plastycznoéci materiatu wyzarzonego
oraz powierzchnie plastycznoéci materiatu umocnionego w trakcie trzech réznych progra-
méw obciaZen wstepnych. :

Najmniejsze umocnienie materiatu otrzymano przez wstgpne rozcigganie materiatu.
Najwigksza powierzchnia plastycznosci odpowiada cyklicznemu deformowaniu prébki
przy wahadtowym cyklu obciazania. Cykliczne plastyczne deformowanie prébki przy sta-
tym odksztatceniu spowodowato umocnienie materiatu nieco wigksze od umocnienia
przez rozciaganie.
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Rys. 8 do 12. Porbéwnanie powierzehni plastycznosci materiatu poddanego procesom wstepnej deformacji
o programach; I — materiat w stanie wyzarzonym; 2 — cykliczne obciazanie ze stala amplituda naprezen;
3 —cykliczne obciazanie ze staly amplituda odksztatcen; 4 — rozciaganie; ep = trwale odksztatcenie
przyjete do wyznaczenia naprezefi uplastyczniajacych

Najmniejszg powierzchnig plastycznosci uzyskano dla najwiekszego osiowego odksztal-
cenia wstepnego, ktére miato miejsce w przypadku jednokrotnego rozciggnigcia prébki.
Odksztalcenie to byto 4,5 razy wigksze, niz przy cyklicznym deformowaniu ze stalg szero-
kofcia petli histerezy, natomiast powierzchnie plastycznoéci dla obu programéw wstgpnej
deformacji réznia sig niewiele. Najwigksza powierzchnia plastycznosci odpowiada poSred-
niej wielkogdci odksztatcenia, ktére uzyskano po obcigzaniu wstepnym przy symetrycznym
cyklu naprezefi. Wielkosci wstepnego odksztalcenia plastycznego nie sg wigc parametrem
informujacym o umocnieniu materiatu.
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Powierzchnie plastycznosci materiatu odksztalconego sy przesunigte w kierunku ob-
cigzenia wstgpnego i zadna z nich nie przecina powierzchni plastycznoéci materiatu wyza-
rzonego. W skrajnym przypadku (rys. 8) otrzymano styczne powierzchnie piastyczno§ci.
Szczegolnie na tym wykresie wida¢ duzy wplyw cyklicznego rozciagania i §ciskania prébki,
poniewaz material doznal umocnienia we wszystkich kierunkach obcigzenia wtérnego.

6. Wnioski

Program obcigZzania materialu ma bardzo duZy wplyw na jego wilasnoéci plastyczne
nawet wtedy, gdy koricowa wielko§¢ naprezend pozostaje niezmieniona.

Trzy programy wstepnego obciazania: rozciaganie, cykliczne rozciaganie i §ciskanie
ze stala wielkoScig odksztalcenia oraz ze stala wielkoécia naprezenia pokazaly, ze wielko§é
odksztalcenia plastycznego nie jest parametrem informujacym o umocnieniu materiatu.

Przyjmujac stala wielko$¢ koficowego naprezenia przy deformowaniu materiatu, mozna
dobraé optymalny program zapewniajacy uzyskanie najwigkszego umocnienia materiaha.
W danym przypadku byl to program polegajqcy na cyklicznym $ciskaniu i rozciaganiu ze
stala amplituda naprezen.

Literatura cytowana w tekscie

1. A. Il. T'vceuxoB, c6. Conpomusaenue Oeop Muposanuio u paspyuieHuio npyu KaA0M YUCAE YUKAO8 HAZPY-~
orcenun, uap. Hayka, Mocksa 1967, 34-+-63.

2. S. S. MansoN, Fatique a complex subject — some simple approximations, Exp. Mech., 5 (1965) 193,

3. A. . Yncraxor, Bausnue yuxauvecxozo degiopmuposanus Ha sggiexm Layuunzepa u zpa}muy mexy-
vecmu cm. 20X, Vccnen. mo Yupyr. Ilnact., ¢6. 6 (1967) 145—149,

4. R. MARIANOVIC, W. SzczerINskl, Yield surfaces of the M-63 brass, prestrained by cycllc biaxial loa-
ding, Arch. Mech. Stos., 26 (1974) 311-320,

5. K. Turskl, Badanie wplywu odksztalcenia plastycznego na zachowanie si¢ metali przy réinych drogach
widrnego obcigzenia, Mech. Teoret. Stos., 9, (1971) 155-<-199.

oy

Peswme

BIVSTHUE UUKJIWUYECKOM IIJIACTUYECKOM NE®OFPMAIIMH HA ITOBEPXHOCTD
TEKYYECTH

IIpenBapurensHo KehOPMUPOBAHHbBIE TOHKOCTEHHEIE TPYOUaThie 00pasIbl HCIBITEIBAIHCE B CJIOMK-~
HOM HaOpSHKEHHOM COCTOSHMH. FlccnenoBannl TPH MIPOrpaMMbl IIPEABAPHTEIIHOIO HATPYYKEHIS : PACTA-
JHEHHEe W LMIIIMUECKOE YIPYTo-TUIACTHYECKoe HehOPMHPOBAHAE IIPH MECTKOM H MATKOM HATDYKEHMM
B YCJIOBWSIX PACTSDKEHHA-CYKATUsA. BelruMHa MOCNEOHEr0 MAKCHMANBHOTO PacTACHBAIOLIErO Hanpsice-
Hus GbUTa ONUHAKOBOM JUISL BCEX IpOrpamMm Harpy)Kernsi. IIporpamMma npexsapuTe/bHOro MKITHYECKOTO
DehOpPMUPOBAHHS TIPH MATKOM HaIpY)KeHUM BbI3Baja HapGoJbLIee YIpOYHEHRE MaTepaalia. Haumenbluasn
MOBEPXHOCTh TEKYUECTH ObLIa NOJyUeHa NP NPEXBAPHTENIEHOM DACTSIKEHHM, KOTOPOE COOTBETCTBYET
HauOoNbIIeMy YIIIIHEHMIO 0Bpasua. '
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Summary
INFLUENCE OF CYCLIC PLASTIC STRAINING ON THE YIELD SURFACE

Initially deformed tubular brass specimens were tested under complex state of stress. Three program-
mes of initial prestraining were petformed: tension, cyclic tension and compression under constant strain
and constant stress. Maximum stresses in tension in each programme were equal. Third programme leads
to the greatest strain-hardening of the material. The smallest surface of plasticity corresponds to the initial
tension in spite of the fact that it leads to the greatest initial elongation of the specimen.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI POLSKIEJ AKADEMII NAUK, WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 lutego 1974 r.



MECHANIKA

TEORLTYCZNA

I STOSOWANA
3, 12 (1974)

MACIERZ SZTYWNOSCI 1 WEKTOR OBCIAZEN SUPERELEMENTU
Jozer W R ANIK (GLIWICE)

Przy obliczaniu duzych konstrukcji metoda elementéw skonczonych — przy Zadanej
dokladnosdci obliczerh — moga zachodzié przypadki otrzymywania réwnan o liczbie prze-
kraczajacej wielokrotnie liczbg réwnai mozliwa do rozwiazania na maszynie cyfrowej.
W takich przypadkach mozna zastosowaé sposob polegajacy na podziale ustroju na
superelementy [1] stanowiace czgéci skladowe calej konstrukeiji, obliczeniu ma-
cierzy sztywnofci tych superelementéw i za ich pomoca obliczeniu macierzy sztywnofci
calej konstrukcji.

A

Wezty grupy,a”

Rys. 1

RéZnica miedzy elementem skonczonym a superelementem polega na odmiennym
sposobie obliczania ich macierzy sztywnofci. Macierz sztywnoéci elementu skoriczonego
oblicza sie na podstawie funkcji ksztattu [2], macierz sztywnofci superelementu za§ za
pomocg macierzy sztywnosci elementéow skonczonych. Otrzymuje si¢ ja poprzez elimi-
nacj¢ pewnej liczby dowolnych weztdw z ich ogélnej liczby wynikajacej z podziatu super-
elementu na elementy skonczone.

W pracy [2] wykazano mozliwo$¢ eliminacji weztéw wewnetrznych przy zastosowaniu
minimalizacji funkcjonatu y.

W pracy niniejszej sformulowano zadanie eliminacji dowolnych weztéw — odmiennie
od ZmENKIEWICZA [2]. Zastosowano do tego celu metode przemieszczen. Wykazano, Ze ma-
cierz sztywnofci superelementu moze byé obliczona przez eliminacj¢ pewnej liczby nie-
wiadomych z ogélnego ukiadu réwnan, wynikajacego ze stosowania metody elementéw
skonczonych.

Macierz sztywnofci superelementu wyprowadzimy na przykladzie tarczy (rys. 1).
Podany sposéb jest réwniez wazny dla dowolnego dwuwymiarowego lub tréjwymiaro-
wego superelementu. Liczba weziéw elementu przedstawionego na rys. 1 jest mala, totez

13*



402 _ J. WRANIK

obliczenie macierzy sztywnoéci tego elementu przez bezpo$rednie odpowiednie «zbieranie»
macierzy sztywnosci elementéw skonczonych prowadzitoby do zbyt duzych bledéw. Do-
danie pewnej liczby weztéw (wezly czarne na rys. 2) zwigksza doktadno$¢ obliczen, lecz
rowniez liczbe niewiadomych,

Zal6zmy, ze grupa wezZdéw oznaczona indeksem a (biale), lacznie z grupa weziéw ozna-
czona indeksem b (czarne) tworza siatke podzialu na elementy skonczone. Za pomocy
wszystkich wezldw a+b znajdziemy macierz sztywnoéci elementu wylacznie z wezlami a
(rys. 1). Jezeli macierz sztywnoSci elementu skoriczonego tréjkatnego (rys. 2) jest znana,

to znana jest réwniez macierz sztywnoSci calego elementu tarczowego z wezlami a+b.
Oznaczmy te macierz przez A, a macierz sztywnoéci z weztami g, czyli poszukiwana ma-
cierz sztywnosci superelementu przez K.

P Wezty grupy ,b"”

Rys. 2

Roéwnanie metody przemieszczen elementu tarczowego z wezlami a +5 mozna zapisaé
w postaci _
m AX+b =0,
gdzie

X wektor niewiadomych przemieszczeri

b wektor obcigZen.

Jezeli podzielimy macierz A na cztery bloki w ten sposob, by wektor przemieszczen X
rozdzielié na dwie grupy: X, i X, tzn. tak, by wektor X, byl wektorem przemieszczenn we-

Ztéw grupy a (rys. 1), a wektor X, byt wektorem przemieszczeri weziéw grupy b, to uktad
rownai mozemy przedstawi¢ w postaci '

Aaa}a’*'Anb}b +l_;a = 0,
2 - - o
ApaX, 4+ AppXy +by = 0,
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Jezeli liczba wezidw grupy a wynosi s, a liczba wezldw grupy b przy wymiarze ma-
cierzy A nxn_wynosi n—s, wéwczas macierze z ukladu réwnai (2) przedstawiaja sig
nastepujaco:

1,1 Q1,2 . Qs Ay sy oee Ay
A, = ‘fz'l : Ay = AL = ‘fzvs+1 ) ,
as,l as,s as,s+1 as.n
Qgi1,s41 as+1,nF rbx,a.
Ay = : > Ba = l?z,a >
Ays41 v+ Qupn Lbs,a
bsy1p X1,a Xsy1,b
—*b _ b.s+2,b ; ;{a - -7.52,a : }b_: -7'5s+2.b i
bn,b xs,a xn,b

Mnozac obie strony drugiego réwnania uktadu (2) przez Ay, i przeksztateajac je otrzy-
mamy

=

3 Xp = _Aiz-blAba}a'_Alv_ble-
Podstawiajac relacje (3) do pierwszego rownania (2) otrzymamy po przeksztalceniu
(4) (Aaa - Aab A;bl Aba)}a + (l?a - Aab A;;-bll_;b) = 0 .

Jezeli oznaczymy
K= Aaa - Aab A;bl Aba 2

K, = ba— A Az by,
wdwczas réwnanie (4) mozna zapisa¢ w postaci
©) Kx,+k, = 0.

W dalszym ciggu rozwazafi wykazemy, ze macierze K i l:p sa odpowiednio. macierza sztyw-
nofci superelementu, tzn. elementu z wezlami grupy a, i wektorem obciaZen superelementu.
Jezeli wezlom grupy b nadawaé bedziemy kolejno odpowiednie przemieszczenia x, = 1
(rys. 3a), woéwczas w kazdym wezle grupy a wystapia sity tworzace macierz A,,, a w kaz-
dym wezle grupy b, sily tworzace macierz A,;. Podobnie, nadajac przemieszczenia jed-
nostkowe weztom grupy e (rys. 3b), otrzymamy macierz A,, utworzona z sit wystgpuja-
cych w weztach grupy a, i macierz A,, utworzong z sit wystgpujacych w wezlach grupy .
Mozemy wigc zapisa¢ nastgpujace réwnanie metody przemieszczen jako réwnanie
réwnowagi sit w weztach grupy & :
o Ay XpatAs =0,
gdzie -
A,, macierz kwadratowa utworzona z wartosci sit wywolanych w wezlach grupy b,
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi weztdw grupy b,
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Ay, macierz prostokatna utworzona z warto$ci sit wywolanych w wezlach grupy b,
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi weztdéw grupy a,

Xps; macierz prostokatna przemieszezen wezidéw grupy b dla kolejno wymuszanych
przemieszczen jednostkowych weztow grupy a

X110 X1,2 o Xis
X201 o X2,s
Xpg = . . s
i : :
Xpi1 oo Xp,s
Z réwnania (6) otrzymamy
-1
(7) Xpa = —Abp Apg.

Rys. 3

Poszukiwana macierz sztywno$ci K superelementu z wezlami a jest macierza utworzona
z wartoSci sit w weztach grupy a w wyniku wymuszonych przemieszczen jednostkowych
weztéw grupy a, wige
(8) . K= Aabxba +A(m9
gdzie
A, macierz prostokatna utworzona z wartoéei sit wywolanych w wezlach grupy a
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi wezidw grupy b,
A,, macierz kwadratowa utworzona z wartosci sit wywotanych w weztach grupy a
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi weztéw grupy a.
Podstawiajac do relacji (8) relacje (7) otrzymamy macierz sztywno$ci X superelementu

(9) K=A,—Auw AA[:b1 Ap,-

‘W podobny sposéb otrzymaé mozZna wektor obcigZen _l; w weztach superelementu
dla dowolnych obciazen zewnc;trznych P;. Oznaczmy wektor obciazeni w weztach grupy a
przez b,,, a w wezlach grupy b przez bb, wowczas
(10) Abbxb+bb =0,
stad ' ' _
1n) ?fb = "'AlTbl_l;b-
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Wektor obcigzen k, otrzymamy w postaci

(12) k, = A Xp +ga-
Podstawiajac (11) do (12) otrzymamy wektor obciazen superelementu
(13) k, = ba—AabAEbll_;b-

Na podstawie znanych macierzy sztywnofci i wektoréw obciazen zespotu superele-
mentdw obliczyé mozna macierz sztywnosci i wektor obciazert superelementu, na ktdry
skladaja sie wszystkie elementy zespolu. Obliczenie przeprowadzié mozna wedlug wzordw
(12) i (13).

Macierz sztywnosci K jest zbiorem sit wystepujacych w wezlach grupy a (rys. 1) w wy-
niku wymuszonych przemieszczen jednostkowych x, = 1, wektor ip za$, zbiorem sit
wystepujacych w wezlach superelementu (rys. 1) wywolanych sitami zewngtrznymi P;.

Roéwnanie (5) moze byé traktowane réwniez jako pewien sposéb rozwigzywania réw-
nania (1).

Literatura cytowana w tekScie

1. A. Kociorex, Mechanika budowli w systemie automatyzacji projektowania. Zastosowanie elektronicz-
nych maszyn cyfrowych w pracach iniynierskich, Konferencja nauk.-techn. NOT, Katowice 1971,
2. O. C. ZIeNKIEWICZ, Meloda elementdw skohczonych, Arkady, Warszawa 1972.

Pesmome

MATPHULA JXECTKOCTU 1 BEKTOP HATPY3KHU CYIIEPOJIEMEHTA

B pabore yrasaH MeTO ITOCTPOCHHA MATDHIBI KECTKOCTH M BEKTODA HArpysOK CyIepajleMeHTa,
T. €, BOJIBIIOro, IT0 CPABHEHHKIO C Pa3MEPAMH KOHCTPYKLINH,, BJTEMEHTA C MaJTbIM YHCIIOM CTeneHel cBoGonI.

JIOKa3pIBaeTCA, UTO MATPHILY YKECTKOCTH CYNEPONEMEHTa M ero BEKTOD HATPY30K MOMKHO HaiTH
IyTEM COOTRETCTRYIOUIErO NPHBEAeHNsA OOIIel cucTemMbl ypaBHEHM A SJICMEBT2 ¢ GONMBIUMM UMCIOM
creneHeit cRoGOIbI.

Summary

STIFFNESS MATRIX AND A LOAD VECTOR OF A SUPERELEMENT

The paper presents the method of forming the stiffness matrix and the load vector for a so-called super-
element, that is for an element with a small number of degrees of freedom and of dimensions large in comp-
arison with dimensions of the entire construction.

It is shown that the superelement stiffness and its load vector can calculated by a suitable reduction
of the general set of equations written for an element with many degrees of freedom.

POLITECHNIKA LODZKA, FILIA W BIELSKU-BIALEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lutego 1974 r.
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SPRAWOZDANIE

7. DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANE ZA 1 KWARTAEL 1974 ROKU

1. Zebrania naukowe .
W I kwartale 1974 r. odbylo si¢ 19 zebrafh naukowych, na ktérych wygloszono 24 referaty o nastegpu-
jacej tematyce:

Liczba

Lp. Data Prelegent Temat
: uczestnikéw dyskutantow

Oddzial w Bydgoszczy
1. 26.03.74 A.F. Budzyiiski O dziatalno$ci naukowej instytutéw Po-

. litechnik w Tbilisi i Erewaniu 35 . 4
2, —,— L.M. Kaminski Analogie zjawisk fizycznych réwnania
Lagrange’a 28 5

Oddzial w Czestochowie

3. 28.02.74 R. Parkitny Naprezenia w cialach zruchomymi gra-

nicami 23 4
4, 28.03.74 W. Szczepiniski Nowe rozwigzania i badania z zakresu

rébwnowagi granicznej i kinetyki ofrod- .

kéw sypkich 33 3
5, 27.03.74 M. Sokotowski Matematyczne metody opisu powstawa-

nia i rozwoju peknie¢ zmecze-

niowych ) 29 5

Oddziat w Gdainsku
6. 28.03.74 E. Wittbrodt Hybrydowa metoda elementéw skon-
czonych 28 6
7. —— Cz. Branicki Analiza statyczna powlok walcowych
M. Skowronek metoda elementéw skoriczonych
Oddziat w Gliwicach
8. 22.01.74 R. Krzywiec Niektore problemy systemow wielkosci

9. 28.02.74 J. Ledwon Obcigzenie budynku szczelnego pierw-
szej polskiej elektrowni jadrowej 12 4
10. J. Darlewski Zagadnienie sit tarcia przy toczeniu la-

minatéw epoksydowo-szklanych 4
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Liczba
Lp. Data Prelegent Temat
uczestnikébw dyskutantéw
Oddzial w Krakowie
11. R. Kaluza Okreslenic przydatno$ci Zywicy epok-
sydowej Epidian 5 do modelowania
konstrukcji 18 7
12. A. Garstecki Zwichrzenie sprezyste cienkoscienne)
belki dwuprzestowej
13. M. Sliwowski ~ Wplyw eyklicznej plastycznosc idefor-
macji na powierzchnie plastycznosei
Oddzial w Lodzi
14, 24.01.74 B. Rogowski Dynamiczne zagadnienia plyt grubych 9 5
Oddzial w Poznaniu
15. 04.02.74 R. Ganowicz O pewnej metodzie otrzymywania pod-
’ stawowych rozwiazan w teorii plyt
i powlok 15 3
16. 19.02.74 R. Dzigcielak  Efekty dynamiczne dziatania Zrédla cie-
czy w o$rodku konsolidujacym 12 )
Oddzial w Rzeszowie
17. I. Ledzinski Zagadnienie geometryczne nieliniowej
membrany walcowej z materiahi lepko-
sprezystego
18. A. Swider Drgania samowzbudne nieliniowego
ukladu ciaglego
19. 03.04.74 °  Z. Stojek Rozwéj konstrukeji inzynierskich
. Oddzial w Szczecinie
20. 17.01.74 H. Pfan Obliczanie czesto$ci drgan wlasnych
izotro_powych plyt prostokatnych z ot-
worami, przy zastosowaniu réznic skon-
czonych 18 4
21. 28.02.74 M. Kmiecik Badania drgain wymuszonych 27 4
B. Teczyriski ) .
22. 18.03.74 Z. Parszewski Dynamika zlozonych ukiadéw maszy-
nowych 47 2
Oddzial w Warszawie
23. 25.03.74 P. Perzyna O podstawach lepkoplastyczno$ci 25 2
Oddzial we Wroclawiu
24. 08.01.74 1  B. Lysik Teoria réwnan interpretacyjnych o$- 16 3
15.02.74 rodka odksztalcalnego 20 5

2. Seminaria

Oddzial w Gdadisku zorganizowal 2 nastgpujace seminaria: 1) na temat «Optymalizacji konstrukcji»,
ktére prowadzili prof. dr P. Wilde i dr Cz. Szymezyk. Dwugodzinne wyklady odbywaly sie co tydzien
w okresie stycznia i lutego 1974 r. Liczba uczestnikéw wynosita 22 osoby; 2) na temat «Metody sztywnych
elementéw skoBczonych» prowadzone przez doc. J. Kruszewskiego i mgr inz. E. Wittbrodta. Dwugodzinne
wyklady odbywaly si¢ co tydzier w okresie stycznia, lutego i marca 1974 r. W seminarjum uczestniczylo
30 oséb.
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3. Sympozia
Oddzial w Gliwicach zorganizowal w dniach od 12 do 18 lutego 1974 r. Sympozjum na temat «QOpty-
malizacja w mechanice»., W ramach Sympozjum wygtoszono nastgpujace referaty:
1. J. Baran, S. Zaboklicki, Optymalizacja parametréw modelu napedu gléwnego frezarki przy uzyciu zde-
terminowanych i stochastycznych sygnalow,
2. C. Cempel, Zastosowanie podatnosci szerokopasmowej do optymalizacji parametrycznej obiektéw me-
chanicznych,
. T. Chmielniak, G. Kosman, Optymalny program zmiany mocy furbiny w czasie rozruchu,
. R. Cwiek, Optymalizacja wymiaru przekroju rurowego kolowego i kwadratowego pretow Sciskanych,
. L. Dietrich, J. Miastkowski, Nosnosé graniczna polqczert sworzniowych,
. J. Dietrich, Konstrukcyjne kryteria jako podstawa optymalizacji,
. S. Dubiel, Maximum prawdopodobiciistwa realizacji zadania jako nowe kryterium optymalizacji proceséw
sterowania,
8. W. Ferenc, M. Marcinowski, Optymalna konstrukcja okresowych rozwigzahn nieliniowego ukladu wi-
broudarowego,
9, J. Gierlinski, Pewne zagadnienia optymalizacji rusztéw,
10. R. Janiczek, B. Kapica, Optymalizacja preta Sciskanego zlozonego z powloki i osnowy niejednorodnej,
11. E. Kaminski, Mozliwosci doboru optymalnych amortyzatordw w ukladach mechanicznych,
12. G. Kosman, T. Chmielniak, Zastosowanie nogélnionego jednowymiarowego modelu nagrzewania turbin
" do wyboru optymalnych warunkow rozruchu,
13. J. Kropka, J. Wojnarowski, Losowa optymalizacja wieloparametrowych ukladéw mechanicznych,
14. A. Kruszewski, A, Oledzki, Préba konstrukcji bezstopuiowej przekladni impulsowej o duzej réwnomiernos-
ci biegu walu wyjsciowego,
15. R. Krzywiec, Organizacia wielociqgowa systemu wielkiego do jego optymalizacyi,
16. W. Kufel, Sterowana dyskretyzacja cial sprezystych z wiezami,
. 17. A. Niemierko, O optymalizacji kratownic przy pomocy programowania nieliniowego,
18. J. Oderfeld, W. Pogorzelski, Optymalizacja teleskopowego wysiqgnika zurawia samojezdnego,
19. W. Ozimowski, Algorytm optymalizacji wielostopniowych przekladni zgbatych,
20. J. Podpora, E. Radwanski, Wybdr wymiennika ciepla plaszczowo-rurowego do zadania energetycznego —
Jjako problem optymalizacji dyskretnej,
21. L. Runkiewicz, Optymalizacjq ukiadow pomiarowych w badaniach radiograficznych konstrukcji inzy-
nierskich,
22. J. Szargut, J. Koziol, Optymalizacja rekuperatordw konwekcyjnych,
23. T. Wartanowicz, J. Drozdziel, Préba optymalizacji geometrii generatora termoelektrycznego kaskado-
wego przy uzyskaniu malksymalnej sprawnoscl konwersji,
24. J. Wicher, Zjawisko tlumienia dynamicznego w ulladzie znajdujacym sie pod dzialaniem wymuszenia
losowego, ‘
25, J. Wojnarowski, A. Buchacz, O mozliwosci optymalizacji ukladdéw mechanicznych przy uzyciu lczb
strukturalnych,
26. J. Wojnarowski, O nowej metodzie obliczania obcigzefi w przekladniach z mocq krqiacq,

~N AN AW

Ponadto zgtoszono na Sympozjum dwa referaty, ktore nie zostaty wygtoszone, ale znalazly si¢ w ma-
terialach pokonferencyjnych:

1. W. Bogusz, Optymalna charakterystyka sprzegla w ukladzie elektromechanicznym,
2. 1.J. Telega, Zastosowanie zasady maksimum Pontriagina do zagadnien optymalizacji konstrukcji.

Ogblem w Sympozjum wziglo udzial 99 uczestnikéw, liczba gloséw w dyskusji wyniosta 112. Dyskusja
nad referatami stala na wysokim poziomie naukowym, co podkreslano w zakonczeniu obrad. Sugerowano
réwniez, aby Sympozjum «Optymalizacja w mechanice» stal sig ptaszczyzna wymiany wynikow prac teore-
tycznych i do$wiadczalnych z dziedziny mechaniki rozumiejac to w sensie mechaniki uktadow dyskretnych.

Ponadto réwnolegle z obradami Sympozjum odbywalo sig, pod patronatem przewodniczacego
PTMTS O/Gliwice, Seminarium Studenckiego Kola Naukowego Mechaniki Stosowanej imienia prof.
WL Burzyfiskiego. W czasie obrad seminarium, w ktérych brali udziat réwniez uczestnicy Sympozjum
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wygloszono 8 referatéw. Ta forma oddziatywania PTMTS na krzewienie mechaniki w ramach form stu-
denckiego ruchu naukowego spotkala si¢ z duza aprobata uczestnikéw Sympozjum.
4. Konkursy

Ogloszono na rok 1974 dwa nastgpujace ogolnokrajowe konkursy naukowe: Oddzial Czestochowa —
na prace z zakresu badan dowiadczalnych z mechaniki technicznej oraz Oddzial Gliwice — na prace teore-
tyczne z dziedziny mechaniki.

5. Sprawy organizacyjne

Liczbe czlonkéw w poszezegdlnych Oddzialach ilustruje nastgpujaca tabela:

Lp. Oddzial Stan na koniec Stan na koniec Przypylo fub ubylo w ok-
r. 1973 T kw. 1974 r. resie sprawozdawczym
1. Bydgoszcz 18 19 1
2. Czestochowa 31 36 +5
3. Gdansk 50 49 -1
4.  Gliwice 99 114 +15
5. Kurakow 67 . 68 +1
6. Lodz 38 39 +1
7.  Poznani 52 53 +1
8. Rzeszow 11 11* —
9.  Szczecin 30 31 +1
10.  Warszawa 205 229 : +24
11, Wroctaw 64 64 —_
Razem: 665 713 +48

* dane z poprzedniego okresu sprawozdawczego.

W okresie sprawozdawczym odbyto sie zebranie Prezydium Zarzadu Gtdéwnego z Komitetem Redak-
cyjnym «MTiS» oraz 17 zebran organizacyjnych w Oddzialach.

SPRAWOZDANIE Z SYMPOZJONU «OPTYMALIZACJA W MECHANICE»

zorganizowanego przez Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej Oddzial w Gliwicach
w WiSle-Jaworniku w dniach 12-18 lutego 1974 r.

Sympozjon przebiegt w zasadzie zgodnie z programem, za wyjatkiem nie wygloszonych referatow
prof. dr hab. inz. W. Bogusza i dr J.J. Telegi.

Dodatkowo wyglosili referat prof. J. Oderfeld i dr W. Pogorzelski pt. Oprymalizacja teleskopowego
wysiegnika zurawia samojezdnego.

Stowo wstepne wyglosit i otwarcia Sympozjonu dokonat przewodniczacy Zarzadu Oddzialu
Gliwickiego PTMTIS. Natomiast przewodniczgcymi obrad w poszczegdlnych dniach byli:

Dyskutantéw  Obecnych

1 dziert obrad — prof. dr inz, Zb. Olesiak 7 63
2 dzien obrad — prof. dr inZ. J. Szargut 18 66
3 dzienn obrad — prof. dr hab. inz, Wi, Derski 23 60
4 dziefi obrad — prof. dr hab. inz. R. Janiczek 25 59
5 dziefi obrad — prof. dr inz. T. Opolski 27 67

6 dzied obrad — prof. dr hab. inz. A, Negrusz 12 43
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Ogdlem na 99 uczestnikdéw wygloszono 26 referatéw, nad ktorymi przeprowadzono ozywiona me-
rytoryczng dyskusje. W dyskusji nad referatami brato udzial 112 dyskutantéw. Dyskusja stala na wyso-
kim poziomie naukowym, co podkreslono w zakonczeniu obrad. Sugerowano réwniez, aby Sympozjon
«Optymalizacja w mechanice» stal si¢ plaszczyzna wymiany wyniké6w prac teoretycznych i do$wiadczal-
nych z dziedziny mechaniki rozumiejac to w sensie mechaniki ukladéw dyskretnych.

Przeprowadzono réwniez caly szereg spotkan dotyczacych problematyki naukowej zwigzanej z tema-
tyka sympozjonu oraz zorganizowano ogélng dyskusje¢ na temat «Samookre§lenia pracownikéw nauki»,
ktéra poprowadzit prof. dr inz. Janusz Dietrich. W dyskusji, ktéra odbyta si¢g w dniu 17.02.1974 r. zabrato
glos 28 o0séb.

Nalezy podkresli¢, ze w czasie sympozjonu frekwencja na posiedzeniach byta znaczna i wynosila
§rednio 61 os6b.

Ponadto rownolegle z obradami Sympozjonu odbywalo sie, pod patronatem Przewodniczacego
PTMTiS, O/Gliwice, Seminarium Studenckiego Kola Naukowego Mechaniki Stosowanej im, prof. Wi. Bu-
rzyniskiego, W czasie obrad seminarium, ktérych brali’ udzial réwniez uczestnicy Sympozjonu wyglo-
szono 8 referatow. Ta forma oddzialywania PTMTIS na krzewienie mechaniki w ramach form studenckie-
go ruchu naukowego spotkatla si¢ z duzg aprobata uczestnikéw Sympozjonu.

J. Wojnarowski

SYMPOZJA PTMTS W 1975 ROKU

1. 0ddzial w Gliwicach organizaje w lutym 1975 r. 7-dniowe sympozjum na temat «Opty-
malizacja w mechanice». Przewiduje si¢ udzial 120 oséb.

2, 0ddzial we Wroclawiu organizuje w listopadzie 1975 r. «VI Sympozjon po$wigcony
reologii». Przewiduje si¢ udzial' 150 os6b (w tym 5 uczestnikéw zagranicznych).

3, 0ddziat w Gdansku organizuje w listopadzie 1975 r. sympozjum na temat «Metody
komputerowe w mechanice konstrukcjin. Wspdlorganizatorem jest Zespél Mechaniki Komputerowej
przy Komitecie Mechaniki i Fizyki O§rodkéw Ciaglych PAN. Przewiduje si¢ udzial 200 os6b i wygloszenie
40 referatow.

KOLOKWIA EUROMECH W 1975 ROKU

Nazwa Przewodniczacy

58. The Method of Padé and its Prof H. Cabannes, Université de Paris VI
Application in Mechanics Méchanique Théoretique, Tour 66,
2426 Juty 1975 4, Place Jussieu
Toulon 75005 Paris, France.

57. Rarefied Gas Dynamics Prof. D.C. Pack, Department of Methematics, University of
19—21 marzec 1975 Strathclyde
Glasgow 26 Richmond Street

Glasgow Gl 1XH, Scotland.

61. Viscous Flow past Rough Dr J. Gibbins and Dr A. Lewkowicz
Surfaces Department of Mechanical Engineering
7—10 kwieciens 1975 University of Liverpool, PO Box 147
Liverpool : Liverpool L69 3BX, England.

59. Dynamic Problems in Non- Prof. Z. Wesotowski
Linear Elasticity IPPT PAN
14—17 kwiecien 1975 ul, Swietokrzyska 21

Jablonna 00-049 Warszawa, Poland.
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60.

56.

62.

63.

64.

65.

66.

67,

68.

69.

Three-dimensional Turbulent
Boundary Layers in External
Flow

14—15 kwiecienn 1975
Trondheim

Non-linear Processes in Rotating

Fluids

15—18 kwiecienn 1975
London

Laminar Duct Flow of
Non-Newtonian Fluids
7—10 lipiec 1975
Toulouse

Design and Application of
Hot-Wire Anemometers
20—22 sierpien 1975
Copenhagen

Energy Methods in Fracture
Mechanics

26-29 sierpien 1975
Stockholm

The Response of a Boundary
Layer to Fluctuations in the
External Stream

9—13 wrzesien 1975

Liblice

Problems of Load Transfer
in Plates and Shells

15—18 wrzesien 1975
Jablonna

Cardiovascular and Respiratory
Mechanics

15—I18 wrzesien 1975

Aachen

The Mechanics of Biological
Solids

23—26 wrzesient 1975

Sofia

Large Elastic Deformations
of Discrete Systems
pazdziernik 1975
Mitrafiired
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W nastgpnym zeszycie ukazq si¢ prace:

J. GIERLINSKI, Przyblizone obliczanie plaskich pretowych przekryé strukturalnych
TlpubmpKeHHbIA pacueT MIIOCKUX CTEPIKHEBLIX CTPYKTYPHLIX Il€PeKpLITHI
Approximate calculations of a rod structural plate

R. KaruzZa, Ocena przydatnosci zywicy epoksydowej Epidian 5 do modelowania konstrukcji
OueHia NPUTOJHOCTH SMOKCANXHON CMOJNIBI DMUAMAH 5 U1 MOAEIHMPOBAHUA KOHCTPYKIHI
Estimation of suitability of Epidian 5 epoxy resin for structure modelling

R. KAruza, Badania modelowe powloki hiperboloidalnej chtodni kominowej poddanej wymuszonym
przemieszczeniom

MopensHelc MCCReAOBaHHA THIEPGONIOHAROH 0G0N0UKH IPagUPHI, MOABEPIKEHIION BRIHYMKACH-
HbIM IepeMeLLIeHAAM
Model tests of hyperboloidal cooling tower shell subjected to forced displacements

A. GARSTECKL, Zwichrzenie spr¢zyste cienkosciennej belki dwuprzesiowej
HarnGHO-KpYTHNbHAs TIOTEPsT YCTOMUMBOCTH TOHKOCTEHHOI LBYXNponeTHoi Gankd
Elastic stability of two-span thin-walled continuous beams

M. BaczyNska, Wplyw niejednorodnosci stanu naprezenia w przekroju poprzecznym polgczenia na obcig-
zenie zwojoéw gwintu
BiuAmMe HEONHOPOJHOCTH HANPSNKCHHOTO COCTOSHHA 1 IOMEPEUHOM CEUeHNH COSAMHEHHS I
Harpy3Ky BHTKOB pesb0bl
Influence of nonhomogencity of the state of stress in transverse cross~scction of a conncection on the
load of screw threads

E. SwiToKsk1, Zastosowanie metody macierzy przeniesienia do analizy dynamicznej pretéw cienkosciennych
TIpumeHeHHe MeTONA MaTPHL( 1epelfoca I [UHAMHUYCCKOTO aHaNu3a TOHKOCTEHHBIX CTEPYKHEHR
Appliance of the transfer matrix method to the dynamic analysis of thin-walled rods

E. ToMasIaK, Model matematyczny zaworu przelewowego w $wietle badan przebiegdw analogowych i rze-
czywistych .
MaremaTauecKas MOIEID ITEPENYCKIIOr0 KNANaHA ¢ TOUKK 3PEHHST AHANOIOBBIX U AeHCTBHTENbHLIX
TIPOL{ECCOB
Mathematical simulation of an overflow valve considered according to analogue and direct tests

J. MARYNIAK, Z. GORrAJ, Stateczno$¢ pojazdow jednosladowych na kotach pneumatycznych
YCTOMUMBOCTh BEJIOCHIIENA HA NHEBMATHUECKHX IIHHAX
Stability problems of a bicycle equipped with pneumatic wheels

E. WacnnNicki, Konstrukcja funkcji Greena dla rownania biharmonicznego w obszarze kota lub wycinka
kolowego

Tlocrpoerue diyrxuun Ipuna GUrapMOHHUECKOrO yPaBHEHHA ANS ofNACTH KPYra M KDYTOBOrO
cexTopa

The construction of the Green function for biharmonic equation for the circular domain or circular
sector

K. Dems, J. LipiNsky, Zastosowanie roznic skonczonych do tworzenia macierzy sztywnosci w metodzie
elementéw skoriczonych na przykladzie zginanej piyty '
ITpumMeHEeHHe KOHEUHbBIX PAasHOCTeR VIS JIOCTPOCHHA MATPHLl MECTKOCTH IO METOAY KOHEUHBIX
3JICMEHTOB Ha NpuMepe H3rnbGaeMo# IIacTHHBI
Application of finite-differences to the determination of the stiffness matrix of finite elements me-
thod, exemplified by the plate bending

S. ZAHORSKI, Powolne przeplywy cieczy lepkospreZystych w obszarach wejéciowych rur i kanalow
MeqleHHOE TeueHHC BSASKOYNPYTHX MHAKOCTEH B 06JacTAX BXOA2 TPYO M KaHAJIOB
Slow flows of viscoelastic fluids at the entries to tubes and channels

K. MAJORKOWSKA-KNAP, Statyka tarcz mikropolarnych
CraTHKa MUKDOIIOJISAPHLIX SUCKOB
Statics of micropolar plates
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