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WSPOMNIENIE POSMIERTNE
O PROFESORZE ZBIGNIEWIE BUDZIANOWSKIM

W dniu 31 lipca 1973 r. zmart profesor zwyczajny Politechniki Slaskiej w Gliwicach,
doktor nauk technicznych, inzynier drog i mostéw Zbigniew Budzianowski. Wspominajac
tego wybitnego i szlachetnego czlowieka nalezy wymieni¢ na pierwszym miejscu Jego
glebokg wiedze i rzetelno$¢ naukowa, duze dodwiadczenie zawodowe i wysoka kulture
osobista, a takze zyczliwo$¢ i kolezensko$é.

Zbigniew Budzianowski urodzit sig 25 czerwca 1914 r. w Thumaczu koto Stanistawowa.
Studiowat na Politechnice Lwowskiej i w 1939 r. otrzymat dyplom inZyniera drég i mostéw.

Juz w czasie studiéw objat asystenture w II Katcdrze Budowy Mostéw, w ktérej pelnit
po wojnie obowiazki docenta do 1945 r.
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W 1945 r. podjat pracg na Politechnice Slaskiej w Gliwicach poczatkowo na stanowisku
adiunkta, a po doktoracie w 1951 r. na stanowisku zastgpcy profesora w Katedrze Budow-
nictwa Zelbetowego. Byt dlugoletnim kierownikiem Katedry Konstrukcji Prefabrykowa-
nych, a od 1959 r. Katedry Mechaniki Budowli. W latach 19521955 r. byl prodziekanem,
w latach za§ 1962-64 dziekanem Wydzialu Budownictwa Przemystowego i Ogdlnego.
Po reorganizacji uczelni w roku akademickim 1971/72 objal kierownictwo Zespolu
Mechaniki Budowli w Instytucie Konstrukcji Budowlanych. Zespotem tym kierowat
czynnie do ostatnich chwil swego Zycia, mimo cigzkiej choroby.

W 1954 r. zostal mianowany docentem, w 1962 r. profesorem nadzwyczajnym,
aw 1971 r. profesorem zwyczajnym.

Byt nauczycielem i wychowawca wielu pokolenl inzynieréw.

Promowat sze$ciu doktoréw nauk technicznych, kolejnej siddmej promocji niestety
nie dozyt. Trzech pracownikdw kierowanej przez prof. Budzianowskiego Katedry uzyskato
stopiefi docenta.

Jako nader utalentowany i dalekowzroczny organizator zastuzyt si¢ wielce dla rozwoju
kierowanych przez Niego katedr, Wydzialu i wszystkich podjetych zadan, doprowadzajac
je z najwieksza rzetelnoscia, do stanu godnego nasladowania.

Obok pelnej poswigcenia pracy pedagogicznej dziatal niestrudzenie na polu nauki-—
Jego pasji zyciowej. Jest autorem wzglednie wspdolautorem kilkudziesigeiu publikacji
naukowych z szeregu dziedzin teorii konstrukcji, w szczegdlnosci teorii konstrukcji bu-
dowli poddanych wplywom eksploatacji gdrniczej. Na tym tez polu nalezy podkre§lié
wybitny udzial profesora Budzianowskiego w podejmowaniu zagadnien, ich rozwigzywa-
niu, badaniach do$wiadczalnych i teoretycznych oraz pionierskie osiagnigcia o doniestym
znaczeniu dla gospodarki narodowej, wysoko oceniane i wykorzystywane réwniez za
granica, zwlaszcza w Czechostowacji i Zwigzku Radzieckim.

Wszystkie prace profesora Budzianowskiego odznaczaja sie nadzwyczajna wnikliwo-
+ §cig, $cisto$cia naukowa i powigzaniem z zastosowaniami w praktyce inzynierskiej.

Profesor Budzianowski dzialal w wielu stowarzyszeniach naukowych. Byt czlonkiem
zatozycielem Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, sekretarzem
pierwszego Zarzadu Oddziatu PTMTS w Gliwicach w latach 1958/59, a nastgpnie przez
wiele lat czlonkiem Zarzadu tegoz Oddzialu. Bardzo cenny jest Jego wkiad w prace Sekcji
Mechaniki Konstrukeji — Komitetu Inzynierii Ladowej i Wodnej] PAN. W ramach
Komitetu Nauki Polskiego Zwiazku Inzynierdw i Technikéw Budownictwa byt prze-
wodniczacym Komitetu Organizacyjnego Ogdlnokrajowej Konferencji pod hastem «Pro-
blemy przewoddw doktorskich i habilitacyjnych z zakresu budownictway, odbytej w 1967 t.,
z wysoko notowanymi efektami merytorycznymi. Jako przewodniczacy Komisji Nauki
przy Oddziale PZITB w Gliwicach zastuzyl sie wielce dla powigzania nauki z przemystem.

Profesor Budzianowski bral konstruktywny udzial w pracach wielu rad naukowych
{ komisji.

W uznaniu Jego zastug zostat odznaczony Krzyzem Kawalerskim Orderu Odrodzenia
Polski, Ztotym Krzyzem Zastugi, Medalem XXV-lecia Politechniki S’laskipj oraz wyroz-
niony innymi odznaczeniami i nagrodami. ‘

. Pamie¢ o Nim, Jego wybitnej osobowosci, jest zachowana i bedzie przekazywana
przysztym pokoleniom wraz z nader cennym Jego dorobkiem naukowym.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 12 (1974)

WIELKIE SYSTEMY PROCESOW NIEODWRACALNYCH TERMODYNAMIKI
ROBERT KRZYWIEC (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Autor w swoich pracach [l i 2] sformulowal algebre wielociagdw czyli ciggéw wielo-
wskaznikowych jako wielkich systemow ciagdw i rozwazal elementy analizy wielociago-
wej. Prace [3-6] dotycza systemowego sformufowania praw Hooke’a, Ohma, Newtona,
natomiast w pracach [7-12] sa sformutowane wielociggowe réwnania Lagrange’a drugiego
rodzaju w zastosowaniu do konkretnych wielkich systeméw mechanicznych, stereomecha-
nicznych, elektrycznych. Okazuje sie, ze algebraiczny formalizm przestrzeni liniowej
o elementach wielociagowych, jako pojeciach ogdlniejszych od wektora i macierzy, mozna
zastosowaé¢ do sformulowania systemu wielkiego proceséw mnieodwracalnych termody-
namiki.

W pracy niniejszej oméwiono nastgpujace zagadnienia:

1) ujecie systemowe proceséw nieodwracalnych termodynamiki;

2) zastosowanie ciagdw wielowskazZnikowych — w szczegélnoscei przeksztatcen wielo-
liniowych — do przedstawienia tak pojmowanych proceséw jako systemdw wielkich;

3) wykorzystanie sformalizowanego pojecia uktadu — systemu przeptywowego wielo-
wskaznikowego do rozwazania tych proceséw;

4) podanie wielowskaznikowych schematéw blokowych jako ilustracji przeksztatcen
wieloliniowych;

5) interpretacje zmiennych stanu procesow termodynamicznych za pomocs graféw
wielowskaznikowych wielopoziomowych;

6) sformulowanie problemu optymalizacji wielkich systemdéw termodynamicznych
proceséw nieodwracalnych;

7) omdwienie i uzasadnienie analogii termodynamiczno-mechaniczno-stereomechanicz-
no-elektryczno-ekonomicznej w klasie przeksztalcen wieloliniowych.

Praca niniejsza jest jednoczeénie wstepem do rozwazan ogdlniejszych na temat syste-
mowego traktowania zagadnien termosprezysto$ci. Autor sformutowal te problematyke
w kolejuej pracy pod tytulem «O termosprezystych systemach wielkich», ktdra jest przy-
gotowana do druku. Wykorzystano w niej wprowadzone tu systemy wielkie réwnan
fenomenologicznych — réwnania fenomenologiczne wielociggowe.

Rozwazmy ukldd? termodynamiczny® spelniajacy druga zasadg termodynamiki

Tds—Q = 0,
mych rozwazaniach okaze sig, Ze jest to uklad przeplywowy [14], ktoérego pierwszym przyblis

Zeniem jest przeksztalcenie liniowe (wieloliniowe).
_ ® Sci$le] méwiac termostatyczay.
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gdzie S oznacza entropi¢ ukladu, T — temperatur¢ absolutna, Q — cieplo wymienione
7 otoczeniem podczas przemiany nieskoliczenie malej, natomiast d jest symbolem rézniczki.
Przypadek znaku réwnosci dotyczy proceséw (zjawisk) quasi-stacjonarnych, znak nieréw-
nosci stosuje sig w przypadku proceséw nieodwracalnych.

Zgodnie z terminologia termodynamiczna [13] rozrézniamy dwa rodzaje wielkoSci
charakteryzujacych procesy nieodwracalne, mianowicie:

1) wielkoéci intensywne, takie jak temperatura absolutna T, p — ci$nienie, u; — gra-
mowy potencjal chemiczny i-tego sktadnika niezaleznego, F, — sity wykonujace prace
przy zmianie parametréw f; '

2) wielkofci ekstensywne, takie jak np. masa, energia.

Z analizy wyrazen okreslajacych szybko$¢ reakeji tworzenia entropii lub Zrédla entropii
wynika, ze wielkoSci te sa podane za pomoca sum iloczynéw réznic lub gradientéw pewnych
wielkos$ci intensywnych i szybkoéci zmian pewnych wielkosci ekstensywnych.

Wiadomo z pracy [13], ze przyczynami przemian nieodwracalnych sa réZnice quz
-gradienty wielko$ci intensywnych.

DerINICIA 1.0, Bodicami termodynamicznymi X (silami termodynamicznymi) nazywamy
réznice | gradienty wielkoSci intensywnych, wystepujgcych w wyrazeniach okreslajqcych
Zrédla entropii [13].

. Procesy niecodwracalne charakteryzujg si¢ zmianami lub przeptywami okre§lonych
wielkosci intensywnych badz tez powstawaniem jednych lub znikaniem innych substancji
w reakcjach chemicznych. Spowodowane to jest bodZcami termodynamicznymi.

DerRINICIA 2.0. Przeplywami termodynamicznymi nazywa sie szybko$é zjawisk. spowodo-
wanych bodzcami termodynamiczaymi.

" Pojecia te umozliwiaja scharakteryzowanie Zrédia entropii.

DEeriNIcIA 3.0. Zrddlo entropii G jest sumq iloczynéw bodZcéw ter modynalmcm yeh i prze-
plywéw rermodynamzczn yc/z

lezj =X Jy+ o +Xd,
gdzie
X =[x,

‘7].=[‘]j], j=1:

sq ciggami jednowskaznikowymi, przy czym n jest liczbq bodzcéw lub przeplywdw.
W sformutowaniu tym moga tez wystapi¢ ciggi zerowskaznikowe, mianowicie wtedy,
gdy ’ ‘

& = °%.97 = X/,

czyli w przypadku jednego bodZca i jednego przeplywu.

Istota uogdlnienia rozwazanych pojeé i procesu termodynamicznego nieodwracalnego
na wielkie systemy takich zjawisk polega na wprowadzeniu ciggédw wielowskaznikowych
zmiennych stanu, to jest na stosowaniu bodZcéw i przeplywéw termodynamicznych wielo-
‘wskaznikowych. W konsekwencji zrédto entropii & wyrazi si¢ odpowiednig suma «skala-
rowa» iloczynow takich ciagow.
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Inaczej méwigc, ciagi wielowskaznikowe [1 1 2] umozliwiaja rozpatrzenie proceséw
termodynamicznych nieodwracalnych jako systeméw wielkich. W zwiazku z tym okaze sig
przydatna nastgpujaca

DerFINICIA 4. Uklad konkretny [14] nazywa sie systemem wielkim,, gdy jego funkcja
stanu

F(i%, 5%) = "0
jest okre§lona na przestrzeniach ciqgdw wielowskaznikowych
YX=Ix51=[x,..5. Je=1,..,m; k=1,.,w,
przy czym rozrézniamy dwa przypadki: (a), gdy w = 1 wtedy liczba n elementéw (pewnego
ciala) ciqgu jednowskaznilcowego zmiennych jest odpowiednio duza; oraz (b), gdy w > 1,
czyli zmienne stanu przedstawione sq ciqgami wiecej niz jednowskaznikowymi.

Okreslenie to nie precyzuje blizej wielkicgo systemu, ale wyja$nia wystarczajaco, iz
wtedy méwimy o takim uktadzie, gdy mamy do czynienia z duza liczba zmiennych jedno-
wskaznikowych lub gdy zmienne sg co najmniej dwuwskazZnikowe. _

Strukture takich zmiennych oraz zdefiniowane na nich przeksztafcenia wieloliniowe
wyjasniaja wprowadzone dalej grafy wielowskaznikowe i schematy blokowe wielowskaz-
nikowe.

2. Réwnania fenomenologiczne wielowskaznikowe jako pierwsze przyblizenie zalezno§ci przeplywéw
wielowskaznikowych od bodzcoéw wielowskaznikowych

DeriNiciA 1. w. Bodicem wielowskaZnikowym nazywamy ciqg w-wskaznikowy

“’X’: [X;]: [‘X/.l'1-~~jw]7 jk = 1,...,/7]‘; k = b, W
DERINICIA 2. w. Przeplywem wielowskainikowym nazywamy cigqg w-wskaznikowy
Y= {051 = 0]

DEFRINICIA 5. Funkcjq stanu procesu termodynamicznego nieodwracalnego nazywamy

przeksztalcenie

YFMX, ) = "0,
przy czym ¥X i “J nazywamy zmiennymi stamu, a pare »X, “J — stanem zjawiska, nato-
miast zbidr standw tworzgcych w przypadku ogdlnym pewne rodziny hiperpowierzchni na-
zywamy obrazem zjawiska.

Przeksztalcenia te nazywa si¢ tez rownaniami fenomenologicznymi proceséw termo-
dynamicznych nieodwracalnych wielowskaZnikowych.

Definicje bodzcéw 1 przeplywédw w postaci w-wskaznikowej daja mozno$§¢ okreslenia
zrédta entropii w postaci formy liniowej wielowskazZnikowej, zwanej forma k-krotng
liniowa.

DEFRINICIA 3. w. Zrédlo entropii & jest (w-1)-krotng forma liniowa bodécow termodyna-
micznych i przeplywéw termodynamicznych

S = \vX \vJ — \v—1X|v—1J1+ +w—1A/,,“’_IJ,, —
w— | b— w2 b—d wogb——

== Xl...ljl...1+ +Xn...an...n-
N — S —
w—1razy w—1razy
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Uwaga. W rzeczywistoSci mamy tu do czynienia z w-krotng forma liniowa wspo-
mnianych ciagéw, gdyZz nalezy jeszcze rozwingé iloczyny skalarowe ciagéw jednowska-
nikowych X V.

Tym samym przeksztalcenie

(S, ¥X, *J) =0
jest niejako warunkiem optymalizacji («funkcja celu») wielowskaznikowej funkcji stanu.
Okazuje si¢ bowiem, ze procesy nieodwracalne daza do stanu minimum zrédla entropii
G = &(*X, *J)
przy danym przeksztalceniu ( ).

Wyniki do§wiadczen (prawo Fouriera przewodzenia energii, zjawisko pradu elektrycz-
nego, transportu energii, masy, zjawiska mechaniczne, prawo dyfuzji Ficka, przeplyw
substancji w termodyfuzji i inne) umozliwiaja, przy bardzo malych bodzcach, przyjecie
liniowej zalezno$ci przepltywow od bodzcow.

Zalozenie liniowo$ci w odniesieniu do reakcji chemicznych oddalonych od stanu
réwnowagi jest przyblizeniem niewystarczajacym.

2.1. Réwnania fenomenologiczne liniowe zero- i jednowskaznikowe.

DerinicIa 6.1, Proces termodynamiczny nieodwracalny jest liniowy, gdy opisuje go
przeksztalcenie liniowe [15 i 16] (jednoliniowe [1 1 2])

J=2LX,
czyli
Jy=L,, X;+.. +Lyn X,
Jn = Lnl X1+ +LnnXlu
gdzie

Jo=[) ji=1,...,n
Jest ciggiem jednowskaznikowym przeplywdw, natomiast
X = Xp,l, jo=1,...,n; ny=n,=n
stanowi cigg jednowskainikowych bodicéw termodynamicznych, przy czym
Ly, ... L,

Ly . Lo

Jest ciqgiem dwuwskaznikowym stalych wspélczynnikéw («proporcjonalnosciv, «sprezysto$civ)
niezaleznych od bodfcéw i przeplywiw. ‘

Przeksztalcenie to nosi nazwe réwnan fenomenologicznych, przy czym Lj, ;, sa wspot-.
czynnikami fenomenologicznymi.

Zauwazmy, Ze kazda wspdtrzedna Jy,, k, = 1, ...,n, = n jako ciag zerowskaZniko-
wy —element ciagu jednowskaznikowego J— jest kombinacja liniowa wspGirzednych
jednowskaznikowych X, czyli

Ji, = zk,/\_/= Ly X+ ... +Lk‘:"X"‘
~ 11—
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W zwiazku z tym przeksztalcenie Ly, X, nazywamy przeksztalceniem zeroliniowym
ciggéw zerowskaznikowych.

2.2. Rownania fenomenologiczne dwuliniowe.  Przeksztalcenie liniowe ciagéw dwuwskaz-
nikowych nazywamy przeksztalceniem dwuliniowym [1, 2].
DEFINICIA 6.2. Proces termodynamiczny nieodwracalny jest dwuliniowy, gdy opisuje go
przekszialcenie dwuliniowe
2] = 4T, 2,7\7,
czyli

J, = 2f11AX_,1’|‘ +2f1n;\7n>

Jy=?L, X, + .. +2L,, X,
lub przy uwzglednieniu ciqgéw zerowskaZnikowych
Jy, = Lyg, X+ oo + Ly X+ oo +Ly; Xy, 4 oo +Lia, Xaps

Jﬂn = Lﬂln1X11+ +L'l"n1X"1+ +L”lnnX1n+ e +LmlnnX"n’

gdzie
Ty
2J = [J11]3]= _ 5 j1=j3=11-'~,n
I
Jest ciggiem dwuwskaZnikowym przeplywéw, a
W=, 0=|: |, =i=1n
X, '
Jest ciagiem dwuwskaznikowym bodécdéw termodynamicznych, natomiast
L1y o 2Ly,
L = [Lflfzfsh] =\ -
2Lt v *Lpy

stanowi ciqg czterowskaZnikowy stalych wspdlczynnikéw fenomenologicznych, przy czym
kazdy skladnik sum stron prawych 2Zk3k4 Xy ks =ka=1,...,n, dany jest iloczynem
wmacierzowymy [1, 2] ciqgu dwuwskaznikowego przez ciqg jednowskaznikowy.

2.3. Réwnania fenomenologiczne tréjliniowe. Przeksztalcenie liniowe ciagow trdjwskazniko-
wych nazywamy przeksztalceniem tréjliniowym [1, 2].
DEFINICIA 6.3. Proces termodynamiczny nieodwracalny jest tréjliniowy, gdy opisuje go
przeksztalcenie irdjliniowe
'3_7 = 67, 31}:
czyli
2Jy = *L;y*X; + ... +*L,?X,,

27" = 4’Z'llzl?l'*' +4Znn2-x;n,



116 R. KrzywIieC .- -0 .

gdzie poszczegdine skladniki sum stron prawych mozna przedstawié wedlug definicji 6.2,
jesli

271 T

sz [lej3j5]= _ > jl =j3=j5 = 17"-,”

2Jn N

Jest ciqgiem tréjwskaznikowym przeplywow, a
2;\71 N

X = [Xj2j4j5]= ___ sy Lh=ja=Js=1,..,n
X, |

jest ciqgiem tréjwskaznikowyclt bodécow termodynamicznych, natomiast

27 27 ] 27 P
Lll Lln Lll Lllr
. . . ) e . . .
a4y ay 27 27 27 27
Lll Lln o Lnl Lun_Jll _ Lnl LnnJln
67 . . - . . .
L=1L4. 5 l=| - B el o o o
4lfnl 4.Lnn_ ’—ZLII 2L1n 2lfll 2Lml
N ‘ * 3 eer 3y * .
27 27 27 27
| Lnl Lun In1 { Lnl Lnn Ann A

stanowi ciqg szeSciowskazinikowy stalych wspélczynnikdéw fenomenologicznych.

2.4. Réwnania fenomenologiczne w-liniowe. -Przeksztalcenie liniowe ciggow w-wskaznikowych
nazywamy przeksztatceniem w-liniowym [i, 2].

DEFINICIA 6. w. Proces termodynamiczny nicodwracalny jest w-liniowy, gdy opisuje go
przeksztalcenie w-liniowe ’ ‘

wj — 2wZ w;\;,
czyli

177 _27 17 _27 v 1
! Jl = 2L11 ! 1Xl+ +2w 2L1n“ an’

w__lJ“ — 2\V-—2L"1|\'——1X1 + ... +2w~2L““w—1Xm

gdzie poszczegolne skladniki sum stron prawych mozna rozwingdé wedlug definicji 6 w —1,...,

6.3, 6.1, 6.0, jesii .

B w_lj_l )

YJ = [le'--f2k+1]= E_ s jl = ... =j2k+1 = 1.,...,77-; /€=0, 1,,..,W-‘1
-1

w J”

Jest ciqggiem w-wskaznikowym przeplywow,

W—I/_Y—l

wj?z [/sz---jzk] = . jZ = "'j2k = l, ey 1y k = l, e, W

W ly
n
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jest ciqgiem w-wskaznikowym bodZcow termodynamicznych, natomiast

2w-2Z11 2“:_27:1
n

L= (L, ] =

2“’"2L"1 e 2“,_2Lllll_

i ‘2“,_4111 2\v—-4-z1 7 _2w—4z.ll ' 2\u._4-z1 .
n '

2w—4p 2w—-47 2w—47 2w—-47
L e Lnl ! Lnn J11 \_ Lul Lun Ad1n

_2w—-4zll 2)v—4z1 N _2\|)—4-ELl 2“,—4_2’1 -
n Ligp

2w—4T71 2w—47 2w-47 2w-47
| Lu 1 e Lnn Al L Lnl e Lun dnu

stanowi ciqg 2w-wskaznikowy stalych wspdlczynnikéw fenomenologicznych, przy czym
poszczegolne skladniki sum stron prawych sq odpowiednio zdefiniowanymi iloczynami
wmacierzowymi» ciggdéw (2w —2)-wskaznikowych i (w—1)-wskaznikowych.

W ten sposéb przez wprowadzenie ciagdw wielowskaznikowych zmiennych stanu
uogdlniliémy réwnania fenomenologiczne liniowe termodynamicznych proceséw nie-
odwracalnych na przypadek réwnan w-liniowych (wieloliniowych), gdzie w jest dowolna
liczba naturalng. Tym samym mamy mozno$§¢ rozwazania wielkiego systemu® proceséw
termodynamicznych nieodwracalnych. Wprowadzony tu fenomenologiczny system wielki
jest wykorzystany do wyprowadzenia systemu wielkiego réwnan — réwnania wielocig-
gowego termosprezystosci [17].

Ze wzgledu na wielokrotng ztozono$¢ (w sensie ciagéw wielowskaznikowych) takich
systemow-procesow dazymy do podania pogladowych interpretacji- rozwazanych pojec.
Okazuje si¢, ze przeksztatcenia w-liniowe traktowane jako réwnania zwane w-réwnaniami
liniowymi lub réwnaniami w-liniowymi fenomenologicznymi mozna zilustrowaé za po-
mocy: '

1) wielowskaznikowego schematu blokowego nazywanego tez wieloschematem bloko-
wym lub wieloblokiem,

2) graféw wielowskaznikowych z interpretacja (2a)-zmiennych wielowskaZnikowych
(stanu zjawiska), albo (2b)-przeksztatcen wieloliniowych.

W zwiagzku z tym w punktach 3 i 4 omdéwimy:

1) wielowskaznikowe schematy blokowe przeksztalced wieloliniowych,

2) grafy wielowskaznikowe przeksztatcen wieloliniowych.

3. WielowskaZnikowe schematy blokowe réwnan fenomenologicznych »w-liniowych

Przeksztatcenie w-liniowe stanowi [1, 2, 14] najprostsza transmitancje ulktadu konkret-
nego przeplywowego w-wskazZnikowego. Mozna w zwiazku z tym przenie§¢ formalizm
takiego uktadu w-liniowego na systemy — procesy termodynamiczne nicodwracalne
i sformutowaé kilka twierdzen tatwych do udowodnienia.

3 W rozumieniu definicji 4.
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Formalizm ten [14] przy wykorzystaniu pojecia transmitancji wielowskaZznikowej
vT, w-grafu (grafu w-wskaZnikowego) oraz wieloboku jest nie tylko przejrzysty, ale
umozliwia rozwazanie wspomnianych proceséw w kategoriach automatyki i programowa-
nia w-liniowego z poszukiwaniem rozwigzan optymalnych danych w-réwnan femonemo-
logicznych przy istnieniu ograniczen przedstawionych za pomoca Zrédet entropii. Ku takim
rozwiazaniom (minimum entropii) steruje — jak wiadomo — sama natura w procesach
termodynamicznych nieodwracalnych, ktére mozna nazwaé zjawiskami autoregulacyj-
nymi.

3.1. Schemat blokowy zerowskainikowy réwnania zeroliniowego. Przéksztalcenie zeroliniowe
j=LX
jest najprostsza transmitancja zerowskaznikowa °7, czyli
X =%T,x,

jesli | x — sygnat wyjécia, a ,x — sygnal wejScia ukladu termodynamicznego zerowskaz-
nikowego jako ukladu przeptywowego.
Przedstawiamy go symbolicznie na rys. 1

O———| a ———-oO0

Rys. 1

czyli wobec liniowosci °T mamy schemat przyjety na rys. 2.

—_—

o— T ————0

Xq . X2
Rys. 2

3.2. Schemat blokowy jednowskaZnikowy réwnania jednoliniowego.

TWIERDZENIE. Uklad termodynamiczny nieodwracalny jednowskaznikowy jest ukladem
przeplywowym jednowskaznikowym.

Dowdd wynika z poréwnania definicji ukladu termodynamicznego jednowskazniko-
wego i ukiadu przeptywowego jednowskaZnikowego [14].

Uklad przeptywowy jednowskaznikowy o transmitancji *7, czyli

— 1 v ’ v - vy 3
X =1T%, [x=73, ,Xx=x,

ktérego funkcja stanu wobec liniowosci T w przyjetych oznaczeniach dana jest prze-
ksztalceniem

J=2LX
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przedstawiono na rys. 3.

Widzimy, ze kazdy zerowskaZnikowy sygnat wyjécia y,, k; =1, ..., n; jest kombi-
nacja liniowa zerowskaznikowych sygnatéw wejscia x,3, k, = [, ..., n,. Tym samym
uktad jednowskaZnikowy jest wyrazony przez cigg jednowskaznikowy kombinacji linio-
wych ukladéw zerowskaznikowych.

3.3. Schemat blokowy dwuwskaZnikowy réwnania dwuliniowego.

TwierDZENIE. Uklad termodynamiczny nieodwracalny dwuwskaznikowy jest ukladem
przeplywowym dwuwskaZnikowym.

Dowdéd wynika z pordéwnania definicji uktadu termodynamicznego dwuwskazniko-
wego i ukladu przeplywowego dwuwskaznikowego [14].

Uktad przeptywowy dwuwskaznikowy o transmitacnji 27, czyli

2 2 22 22 25 2 2
x = °T3x, ix="7%, 3ix="7%,

ktérego funkcja stanu wobec liniowosci *T' w przyjetych oznaczeniach dana jest prze-
ksztalceniem

77 J =4 L Ty 3%
przedstawiono na rys. 4.

Kazdy jednowskaznikowy sygnat wyjscia y,,k, =1, ...,n,} jest] kombinacja
liniowa jednowskaznikowych sygnatéw wejécia xi,, k, = I, ..., n,. Tym samym uklad
dwuwskaznikowy jest wyrazony przez ciag jednowskaznikowy kombinacji liniowych
ciagéw jednowskaznikowych (rys. 4) lub ciag dwuwskaznikowy kombinacji liniowych
uktaddéw zerowskaznikowych, co pokazano na rys. 5.

Widzimy, ze kazdy z podschematéw blokowych, czyli podsystemu i = 2@, «, Xk,,
a = L, jest systemem podobnym do podanego na rys. 3.

3.4. Schemat blokowy trojwskaznikowy réwnania tréjliniowego.

TwiErRDZENIE. Uklad termodynamiczny nicodwracalny tréjwskaznikowy jest ukladem
przeplywowym tréjwskaznikowym.
Ukiad przeptywowy tréjwskaznikowy o transmitancji 37T, czyli
ST, =%, Bo%
ktérego funkcja stanu wobec liniowosci 3T w przyjetych oznaczeniach jest dana prze-
ksztatceniem

3] = 67,3}
przedstawiono na rys. 6.
Kazdy dwuwskaznikowy sygnal wyjscia %y, , ky, = 1, ..., n,, jest kombinacja liniowa.
jednowskaznikowych sygnatow wejscia 2%, , k; = 1, ..., n,. W ten sposéb kazdy z pod-

schematéw blokowych, czyli podsystem y,, = 2y x, %,, @ = L, jest systemem podob-
nym do pokazanego na rys. 5, a kazdy podsystem tego systemu (podpodsystem) jest
systemem podobnym do pokazanego na rys. 5. Tym samym uklad tréjwskaznikowy jest
wyrazony przez cigg dwuwskaznikowy kombinacji liniowych ciggéw jednowskazZnikowych
lub ciag tréjwskaznikowy kombinacji liniowych ukladéw zerowskaznikowych. Mozna
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2T
|

wiec kazdy.system tréjwskaZnikowy przedstawi¢ za pomoca podsystemdéw zerowskazni-
kowych. ;

Kazdy podsystem jednowskaznikowy takiego systemu jest systemem zioZonym z pod-
systemdéw zerowskaznikowych, podobnym do systemu jednowskaZznikowego przedstawio-

nego mna rys. 3.

3.5. Schemat blokowy w-wskazZnikowy réwnania »w-liniowego.

TwIERDZENIE. Uklad termodynamiczny nieodwracalny w-wskaZnikowy jest ukladem
przeplywowym w-wskaznikowym.

Dowdd wynika z porédwnania definicji uktadu termodynamicznego w-wskaznikowego
i ukladu przeplywowego w-wskaznikowego [14]. '
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Uklad przeplywowy w-wskaznikowy o transmitancji ¥ T, czyli
Yx ="T %%, ‘ix="y,

ktérego funkcja stanu wobec liniowoéci T w przyjetych oznaczeniach jest dana prze-
ksztalceniem

\97 — ZW:I_' W—X_

przedstawiono na rys. 7.
Kazdy z podschematéw blokowych, czyli podsystem
w—lka = 2w_25k17¢2w—lx7‘2’ a= L’ kl = 1’ cees My, kz = 19 ceey Ry,
jest systemem (w— 1)-wskaZnikowym, ktory mozna sprowadzi¢ do systeméw (w — 2)-wskaz-
nikowych, ..., 3, 2, 1, O-wskaZnikowych.

4, Grafy ciagéow wielowskaimikowych

4.1. Grafem ciagu zerowskaZnikowego
% =x

jako elementu pewnego ciala jest odcinek pokazany na rys. 8.

Rys. 8

4.2. Grafem ciagu jednowskaZnikowego
Y=x=1[x], j=1,..,n x;—eclementy ciala liczhowego,

jest wychodzacy z jednego punktu a-elementowy ciag odcinkéw, czyli graféw zerowskaz-
nikowych, pokazany na rys. 9. Nazywamy go grafem jednopoziomowym. '

2 Mechanika teoretyczna
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43. Grafem ciagu dwuwskaznikowego
x=x51 =[x, Ji=1,..,m;
Ja=1,..,n,,
x7 — elementy ciala liczbowego,
jest graf jednowskaZnikowy, z ktérego n, koncéw poprowadzono po n, graféw jedno-
wskaznikowych. Pokazano go na rys. 10. Jest on inaczej nazywany grafem dwupoziomo-
wym albo grafem grafu.

Rys. 10

44. Grafem ciaggu tréjwskaznikowego
3% = [xy] = [xjszjg], jk= 1,..., 8 k= 1,2, 3,
x7 — elementy ciata liczbowego,
jest graf dwuwskaznikowy, z ktérego n,n, koicow poprowadzono po ny graféw jedno-
wskaznikowych. Pokazano go na rys. 11. Jest on inaczej nazywany grafem tréjpoziomo-
wym, albo grafem grafu dwuwskaznikowego.

{1 £ ] ] o] o) R
]
]
o
{1 » [s] o o ", D [} [s] o] o 0 ] o o o] 8
o]
o
o
O d -] Q9 o Q O [¢] o] o o O [«] o o O O

Rys. 11
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4.5. Grafem ciage w-wskaznikowego

"X o=l = g, A= k=L, w,

v

x5 — elementy ciata liczbowego,

jest graf (w—1)-wskaznikowy, z ktérego n#, ... n,_, koncéw poprowadzono po n,
grafow jednowskaznikowych. Pokazano go symbolicznie na rys. 12. Nazywamy go grafem
w-poziomowym albo grafem grafu (w—1)-wskaznikowego, badz tez grafem dwuwskazni-
kowym grafu (w—2)-wskaznikowego lub ... (w—1)-wskaznikowym grafem grafﬁ Jedno-
wskaznikowego.

o
t o000 0o o o© 000 o o]

o o000 o o © 0 oo

Rys. 12

Podane w rozwazaniach niniejszych przeksztalcenia wielociagowe moga byé takze
zilustrowane za pomocg pewnych par graféw [14]. Poniechamy tu tej ilustracji ze wzgledu
na przytoczone wielowskaZnikowe schematy blokowe.

5. Zagadnienie optymalizacji ukladu wieloliniowégo

Przedstawiony wyzej opis zjawiska za pomoca operatora wieloliniowego, zwanego
réwnaniem fenomenologicznym w-wskaznikowym, umozliwia sformutowanie zagadnienia
jego optymalizacji.

5.1. Optymalizacja ukladu zerowskainikowego. Wprowadzamy forme liniowa (zeroliniowa)
Or = n(c, X) = cX

zwana funkcja celu zerowskaznikowego, gdzie x > 0, oraz zadamy spelnienia tego warunku
przez operator . '

J=LX.

2%
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5.2. Optymalizacja ukladu jednowskaznikowego. Wprowadzmy forme liniowg
g = 17&:(5,/\7) = 1@: aX,+ ...+, Xy,

zwana funkcja celu jednowskaZnikowego, gdzie

X =0
Poszukujemy ekstremum tej formy przy danym operatorze liniowym

J=2LX.

Jest to powszechnie znany problem programowania liniowego, czyli programowania przy
zastosowaniu ciagéw jednowskaznikowych zmiennych (niewiadomych) stanu zjawiska.

5.3. Optymalizacja uklady dwuwskainikowego. Wprowadzamy forme dwuliniowg

2 = (2, 2/?) = 232y =
—

X+ . aXa=c X+ o e
2 | S— | S—

1 1

zwang funkcja celu dwuwskaznikowego, gdzie
X'> 0.
Poszukujemy ekstremum tej formy przy danym operatorze dwuliniowym
i - 2%,
Nalezy tu zdefiniowaé problem programowania dwuliniowego, czyli z uzyciem ciagdw
dwuwskaZznikowych zmiennych (niewiadomych) stanu zjawiska.

54. Optymalizacja ukladu trojwskaznikowego. Wprowadzamy forme trojliniowa
—_— ey —_—an 2.— T —_ 7
37'C= 37'5(30, 3X): Sch'—: Cq 2X1+ +chzX": 0111X111+ s _}'cnnnXmm,
11— P — p Y E—

zwana funkcja celu tréjwskaznikowego, gdzie

3X = 0.
Poszukujemy ekstremum tej formy przy danym operatorze tréjliniowym
3 > L3%X.
Nalezy tu zdefiniowaé problem programowania tréjliniowego, czyli z uzyciem ciagéw
trojwskaznikowych zmiennych (niewiadomych) stanu zjawiska.

5.5. Optymalizacja ukladu w-wskaznikewego Wprowadzamy forme w-liniowa

W o= ¥ TE(WE, wX) = VoY = w_lzlw_le_’_ _’_w_lznw—lX" —
w O — w 1

= ... =C ... Xy .+ ot wXnan

zwana funkcja celu w-wskaZnikowego, gdzie

WA_, > w—d.
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Poszukujemy ekstremum tej formy przy danym operatorze w-liniowym
\v7= ZWZ\VY

Nalezy tu zdefiniowa¢ problem programowania w-liniowego, czyli programowania

z uzyciem ciggéw w-wskazZnikowych zmiennych (niewiadomych) stanu zjawiska.

LN =

10.

11.

12.

13
14
15
16
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Summary

GREAT SYSTEMS OF IRREVERSIBLE PROCESSES OF THERMODYNAMICS

The great system of irreversible thermodynamical processes is investigated by means of linear trans-
formation of linear spaces the elements of which are multi-indicial ‘sequences. The considerations are
interpreted by a block diagram and a great system of graphs.

Such a generalization of thermodynamical systems is applied by the author in another paper aimed
at the formulation of a great thermoelastic system.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 marca 1973 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2, 12 (1974)

NIEUSTALONE PRZEWODZENIE CIEPLA
CIAY. O DUZEJ PRZEWODNOSCI CIEPLNEJ W WARUNKACH
KONWEKCJI SWOBODNE]J W POWIETRZU

WLADYSEAW SZYMANSKI (RzZESZOW)

Oznaczenia

przewodno$¢ cieplna ciala,
przewodno$¢ cieplna powietrza,
wspdiczynnik przejmowania ciepla,
dyfuzyjnoé¢ cieplna,
czas,
temperatura chwilowa ciala,
temperatura powietrza,
temperatura bezwymiarowa ciala,
indeks wskazujacy wartoéci dla temperatury T, = 273°K,
indeks wskazujacy wartosci dla temperatury poczatkowej ciala
wiasciwa pojemno$¢ cieplna,
gesto$¢ ciala,
wsp6tczynnik rozszerzalnosci objetoSciowej powictrza,
lepko$¢ kinematyczna powietrza,
lepko$¢ dynamiczna powietrza,
ciénienie,
indywidualna stala gazowa powietrza,
przyspieszenie ziemskie,
wymiar charakterystyczny ciala,
wymiar charakterystyczny w liczbie Nusselta i Grashofa,
powierzchnia ciata,
V objetos¢ ciala,
C,Cy, Cy stale,
n  wyktadnik iloczynu liczb Grashofa i Prandtla,

— On xb»;gwﬁ-;%mmeam@ﬂ-‘ﬁsz\f“’»

o

al .
(Bi) = - liczba Biota,

at

(Fo) = N liczba Fouriera,
ocll .

(Nu) = —— liczba Nusselta,
Ap
7«'p .

(Pr) = —— liczba Prandtla,
ap

gﬂpl?
v

(Gr) = (T~Ty) liczba Grashofa.
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1. Wstep

Rozwiazania nieustalonego przewodzenia ciepta podawane sa najczeéciej przy zaloZeniu
warunkéw brzegowych III rodzaju, w tym stalego wspdtczynnika przejmowania ciepla «,
Zalozenie stalej wartoSci o jest jednak spelnione tylko podczas konwekcji wymuszonej.
Podczas konwekeji swobodnej natomiast o jest w istotny sposob zalezne od temperatury
i stad przyjecie w takim przypadku o = const powoduje znaczne bledy. Uwzglednienie
zmiennoéci o stwarza natomiast znaczne trudnodci w rozwiazaniu problemu i stad brak
rozwigzan ogdlnych tego rodzaju przypadkéw. Rozwigzania szczegélne np. dia plyty
plaskiej sa na tyle zlozone, ze nie nadaja si¢ do bezposredniego stosowania w praktyce.
Dla czgéciowego przynajmniej wypelnienia tej luki w niniejszym opracowaniu rozpatrzono
nieustalone przewodzenie ciepta w jednym z przypadkéw, mianowicie cial o duzej prze-
wodnosel w warunkach konwekeji swobodnej powietrza, Qgraniczenie rozwiazania tylko
do ciatl o duzej przewodnoéci cieplnej pozwala na zaloZenie jednakowej temperatury
w calym ciele i wymaga, aby Bi < 0,1. Takie przypadki w czasie ogrzewania lub chtodzenia
w powietrzu maja cZesto miejsce, gdy wymiary ciala sg niezbyt duze, szczegdlnie dla metali.

2. Zaleinos¢ wspb6lczynnika przejmowania ciepla od temperatury bezwymiarowej ciala

Dla ciata o matym oporze cieplnym, umieszczonego w o§rodku o stalej temperaturze T,
podczas jego chtodzenia mozZna napisaé:
2.1 —coVdT = aAd(T—Tpdt.

Po wprowadzeniu temperatury bezwymiarowej

T-T, AT
22) b =1, 77,
réwnanie (2.1) przybiera postaé:
(2.3) —coVdb = aAdldt.

Zalozenie stalej warto$ci @ = o, prowadzi do rozwiazania [1]:

(.4 10’ = — - (Bi)o(Fo),
gdzie L = V/A.

Dla konwekcji swobodnej « oblicza sie z réwnania [2]:
(2.5) (Nu) = C[(Gr) (Pr)]".

Stale C i n s zalezne od ilocznu liczb Grashofa i Prandtla. Po podstawieniu wyraZeri opisu-
jacych liczby podobiefistwa otrzymujemy:

(2.6) o= iﬂc(g;ﬁliﬂ)n (Pry".

Il P
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W réwnaniu tym dla konkretnego przypadku mozna przyjaé jako state wielkoéci C, n, [, g,
a dla powietrza w szerokim zakresie temperatur réwniez (Pr). Mozna wigc zapisa¢:

@7 o= C, }.p<ﬂ—§) AT
'Vp
oraz odpowiednio dla poczatkowej réznicy temperatur A7%:
= yi @ "A n
(2.3) ap = CiApl|—3 T5.
va

Uzaleznijmy nastepnie chwilowsg warto$¢ o od jej wartoSci poczatkowej ao. Otrzymuje-
my:

/1 ﬂ n " 2n
2.9 o=a —"(—") (L") 6",
( ) 0 }-po ﬂpo vp
Wystepujace w tym wzorze wlasnoéci powietrza bierze sig dla jego Sredniej temperatury
(2.10) T, = T’;Tf .
Przyjeto nastgpujace zalezno$ci wlasnoéci powietrza od temperatury:
(2.11) Ay = Apa+b(Tn—T,),
1
(2.12) ,Bp = Tm7
(2.13) v, = L2
@r
G
1+ = —
T, Tm
(2.14) Bp = /‘pa—'—cz']/T >
1+ T
2.15 =2
@13 ® = RT,

Wprowadzenie tych zaleznoSci oraz temperatury bezwymiarowej do réwnania (2.9) pro-
wadzi do zaleznoSci:

Apa
P +Tf—T,,) +A4T,0

d
2.16) o = o, b

2( Ao o T,,) +A4T,

2Ts+C,) +A4To0 ]”‘X ( 2T+AT, )6"0,,
AT, +Cr)+4T, 2T, +A4T0)

b
WprowadZmy oznaczenia:

.17 z, = 2(1;;" +Ty— T,,),
(2.18) 2, = 2AT;+Cy),
(2.19) . 25 = 2T,

(2.20) zy = AT,
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Wowczas

7, +2,0 (zz+z49 )2"( Zy 42, )6"9;:

2.21 =
2.21) *= % Zy+24 \ Zo+2Z4 Z3+240

lub oznaczajac:

oz +2,0 [ z;+240 )2"(23 +2,0 )6" n
(2.22) f1(0) = 7tz \ 777 Zy+2, o,
223 - @ = afi(0).

W ten sposéb wspolczynnik przejmowania ciepla zostal uzalezniony od temperatury
bezwymiarowej ciala, temperatury ofrodka i poczatkowej réznicy temperatur.

3. Uwzglednienie zmiennoSci o w rozwiazaniu nieustalonego przewodzenia ciepla

Wyznaczong warto$¢ o wedlug (2.23) mozna wstawi¢ do (2.3) otrzymujac
(3.1 —coVdl = Aayf,(0)0d:.
Wprowadzajac nastgpujace przeksztalcenia:

ao A _ 0601 l 1 1 _
(32) W V-1 PV

I .. a
T(Bl)ol_z

1 oznaczajac:

(33) 1 =55
mamy:
(.4) f0)dh = — %(Bi)(,Taz—a’t.

Ostatnie réwnanie daje po scatkowaniu zalezno§¢ bezwymiarowej temperatury ciata od
liczby Fouriera. Otrzymuje wiec:

6.9 [ 66 = - @i o).

Calki f(6)d0 nie moZna wyznaczy¢ analitycznie, natomiast w prosty sposéb mozna ja
obliczy¢ na maszynie cyfrowe;.

4. Wyniki obliczen

Dokonano obliczen na maszynie cyfrowej dla dwoch charakterystycznych najczebciej
spotykanych przypadkdw:

a) chlodzenia ciat o temperaturze poczatkowej To = T;+A4T, W powietrzu o stalej
temperaturze T, = 20°C,

b) ogrzewania cial o temperaturze poczatkowej T, = 20°C w powietrzu o stalej
temperaturze Ty = To+AT,.
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W obu tych przypadkach wykonano obliczenia dla AT, = 40, 80, 120, 160, 200 deg
oraz wyktadnika » = 1/8, 1/4, 1/3. Obliczono przy tym nie warto$¢ temperatury bezwy-
miarowej, lecz stosunek logarytmu naturalnego tej temperatury (Inf) otrzymanej z (3.5),
do logarytmu naturalnego temperatury bezwymiarowej (In6") otrzymanej ze wzoru (2.4)
(tzn. przy stalej wartosci &) dla tej samej liczby Fouriera.

Oznaczono:
In@
4, 6=
(4.1) Inf
. .
’R CL]
Q“Q\ Chtodzenie
9 ST :
Nt
\\\\\\:\'\\\\/ n=18
a8 | — L Rk N
™ \:\ N . - L.
~ - ~
ML Bt S
a7 R SRR
. \ 7?,\\‘\'\\\‘ g
o — AT,=40dgg. ‘7-\}
— = 8p=20006g. || p=14 ] |n=1/3
as I ‘ ‘
o o4 08 12 16 20

24 28
(Bi)s ()
Rys. 1

Zalezno$¢ & = f[(Bi)o(F0)] dla chtodzenia przedstawiono na rys. 1, natomiast dla ogrzewa-
nia na rys. 2. Podane na wykresach krzywe mozna aproksymowaé réwnaniem:

(4.2) & = X[(Bi), (Fo)]'.
3
10 g
NS T
'\ . '\.-\‘ .
29 .&Y \\:_\ Ogrzewanie
"\ e N -
\ \\ < g n=18
08 W\\{\ \\\ [~
\\ T <IN \\::
~ONURY
07 |— \-\\\ == n=1/i
"~ ) \%C‘v
| — sy | TSP TSR
| == AT,=200deg. D, S :
) 0,1 ¢ g‘ n ’//3 .
~
sl L 1]
0 o4 08 12 16 20 24 8

) 2
(Bi)o+(Fy)
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Popetniony przy tym blad jest mniejszy od 197 w przypadku chtodzenia i mniejszy od 2%/
w przypadku ogrzewania. Wielkodci X i Y sa funkcjg AT, i dla danej wartoéci # moga
by¢ wyrazone wzorami:

(4.3) X= Xl +X2ATO,
(4.9) Y=Y, +Y,A4T,.
State X, X5, Y,, Y, podano w tablicy 1.

Tablica 1
Chlodzenie Ogrzewanie
Jedn. 1 1 1 1 1 1
n=-— n=— n=— n=— n=— n=—
8 4 3 8 4 3
X1 — 0,888 0,810 0,767 0,888 0,803 0,757
1
X2 104 — | =150 1,50 3.00 1,90 -0,95 —2,00
deg
Y, — 0,905 0,817 0,829 0,895 0,775 0,747
1
Y, 10* — | =7,63 2,81 6,31 6,15 -1,65 —3,90
deg

5. Zastosowanie wynikow obliczen

Wyznaczone wartoéci poprawek pozwalaja na obliczenie w prosty sposob rzeczywistej
temperatury bezwymiarowej ciata dla podanych poprzednio warunkéw z wykorzystaniem
réwnania (4.1). Podstawiajac w tym réwnaniu zalezno§é (2.4) otrzymujemy:

.1) ng = _8%(1300(1:0).

W réwnaniu powyZzszym liczbg Biota nalezy liczyé dla warunkéw w chwili poczatkowe;.
Wartoé¢ ¢ nalezy wzia¢ dla AT, oraz n wynikajacego z poczatkowej wartosci [(Gr) (Pr)].

Jezeli podczas wymiany ciepta wystgpuje taka temperatura §rednia powietrza, ze przy
obliczaniu « nastgpuje zmiana C i n, caly proces nalezy podzieli¢ na czesci w granicach
stosowania danej wartoéci C i n. Dla kazdej czgéci procesu nalezy stosowaé procedurg
podang w mniniejszej pracy.

Graniczna temperaturg bezwymiarowa f,, do ktérej mozna stosowaé poczatkows
warto§¢ C i n, mozna obliczy¢ z przyblizonego wzoru:

(5.2) 0, = ( oip;l C)—"— [(Gr) Pr)],.

[(Gr) (Pr)], jest wartoscia graniczna, przy ktdrej nalezy dokonaé zmiany C i n.
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6. Wymieniane cieplo

Przy obliczaniu ciepla wymienianego pomigdzy chlodzonym lub ogrzewanym cialem
i otoczeniem w dowolnym czasie nalezy korzysta¢ ze wzoru:

(6.1) Q = coVATo(0,-9,),

ktéry wynika bezposrednio z bilansu energii. 0, jest §rednia bezwymiarowa temperaturg
ciala w chwili poczatkowej, 0, odpowiednio w chwili koricowej. Przy poczynionych za-
tozeniach sa to réwnocze$nie temperatury rzeczywiste obliczone z (5.1).

7. Whaioski

Whprowadzenie zmiennej wartoéci wspdlczynnika przejmowania ciepta w warunkach
brzegowych III rodzaju do réwnaf nieustalonego przewodzenia ciepla cial o malym
oporze cieplnym daje réwnanie, ktérego nie mozna rozwiaza¢ analitycznie. Rozwiazanie
na maszynie cyfrowej pozwala na wprowadzenie wykreséw lub zastepczych wzordw
poprawek, ktérych uwzglgdnienie w obliczeniach uproszczonych daje temperatury rzeczy-
wiste. Przeprowadzone obliczenia nie uwzgledniaja wprawdzie promieniowania, jednakze
wynikajacy stad blad jest stosunkowo niewielki dla przyjetyeh temperatur, Nawetdla AT, =
= 200 deg nie przekracza 5% i dlatego obliczenia ograniczono do tej wiadnie réinicy
temperatur. Przy temperaturach wyzszych promieniowania pominaé nie mozna.

Temperatura ciala zmienia si¢ wolniej niz to wynika z zaleznoSci nie uwzgledniajacej
zmienno$ci wspotczynnika przejmowania ciepta. ROznice rosng wraz ze wzrostem liczby
Fouriera i mogg dochodzi¢ do 50%. Wykorzystujgc wigc przedstawione wyniki mozna
znacznie dokladniej okresli¢ temperaturg ciata o duzej przewodnosci cieplnej chlodzonego
lub ogrzewanego w powietrzu. Podane zalezno§ci moga byé stosowane rOwniez przy
temperaturach odbiegajacych od zatozonej temperatury bazowej 20°C o 410 deg przy
zachowaniu dokladno$ci wynikajgcej z odczytu e.

Literatura cytowana w tekscie

1. B. STANISZEWSKI, Wymiana ciepla. Podstawy teoretyczne, PWN, Warszawa 1963.

2. W. GoGOr, Wymiana ciepla. Tablice i wykresy, wyd. 2, Wydawnictwa Politechniki Warszawskiej, War-
szawa 1972.

Peswme

HECTALIMOHAPHBIM PEXXHM TEIUIONPOBOIHOCTH TEJ C BOJBIIOH
TEITJIOIIPOBONHOCTRIO B VCJIOBUAX CBOBONHOY KOHBEKIIWY BO3INYXA

B paboTe NpUBOAHTCA pellieHye HECTANMOHAPHOM TENNOTPOBOAHOCTH TeJl € GOJBILION TENIONPOBO/-
HOCYBXO B IIDHCYTCTBKH TeILIOOTBOJA HA IOBEPXHOCTH IyTeM CBOOOMHOH KoHBekuud. IIpojenaHo BbI-
YHCIEHHUSA IS CBOOONHOM KONBEKIMH Bo3Ayxa. [oryueHnble pesyIbTaThl CDaBHNBAIOTCS C Pe3yIETATAMM
PaCyeTOB NPH COXPaHEHWM IOCTOSIHHOIO 3HAYeHUs XK03((HIMEenTa TENNOOTBOAA.
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Summary

UNSTEADY HEAT TRANSFER IN BODIES OF HIGH THERMAL CONDUCTIVITY
IN THE CONDITIONS OF FREE CONVECTION IN THE AIR

The paper presents a solution of the problem of unsteady heat transfer in bodies of high thermal con-
ducitivity; at the surface of the body the heat is exchanged under the conditions of free convection. Cal-
culations are made in the case of air convection. The results obtained are compared with those evaluated
under the assumption of a constant heat transfer coefficient.

WYZSZA SZKOEA INZYNIERSKA, RZESZOW

Praca zostala zlozona w Redakdii dnia 20 lipca 1973 .
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ANALOGIA TARCZOWO-PEYTOWA W TEORII DZWIGAROW SIATKOWYCH
Karor H. Boip A (GLIWICE)
Wstep

- W pracy [6] sformuiowano analogi¢ statyczno-geometryczna w teorii powlok siatko-
wych, opisanych za pomoca réwnan dyskretnego ofrodka Cosseratéw. [stnienie analogit
statyczno-geometrycznej w liniowej teorii dyskretnych oérodkéw Cossertéw wykazano
réwniez w pracy [2].

Te sama analogi¢ dla powlok siatkowych, opisanych za pomoca réwnan rézniczkowych
w przypadku, w ktérym modelem obliczeniowym jest dwuwymiarowy widknisty osrodek
Cossertoéw, sformulowano w pracy [4].

W cytowanych pracach nie analizowano jednak réwnan opisujgcych stan tarczowy
i ptytowy; w pracy [2] ograniczono si¢ jedynie do podania réwnaf przemieszczeniowych
dla wymienionych przypadkdéw. Analize takg przeprowadzono w niniejszej pracy. Pozwolita
ona sformulowaé inna analogic o pewnym znaczeniu praktyczoym. Jest nia analogia
tarczowo-ptytowa. Zachodzi tu formalne podobienstwo do znanej analogii w klasycznej
teorii tarcz i plyt, obciazonych tylko wzdiuz brzegdw, a polegajacej na podobienstwie
rownania naprezeniowego tarczy

ViV =0
i réwnania przemieszczeniowego plyty

ViViw =0,
Ta klasyczna analogia, jak wiadomo, znalazta zastosowanie w eksperymentainych bada-
niach stanu napreZenia tarcz. '

Przedstawiona w tej pracy analogi¢ prawdopodobnie bedzie mozna w podobny sposdb
wykorzysta¢ w zagadnieniach dZwigaréw siatkowych. W punktach 1-3 omdwiono te
analogi¢ oraz réwnania regularnych tarcz i plyt siatkowych, utworzonych z dwdch rodzin
pretéw sztywno ze sobg potaczonych w wezdach i opisanych za pomoca#réwnan dyskretnej
teorii sprezystosci [1]. Oprécz tego zaloZono, ze wszystkie oczka siatki maja jednakowe
ksztalty i wymiary. W punkcie 4 oméwiona jest analogia tarczowo-ptytowa w kontynualnej
teorii dZwigaréw siatkowych. Modelem obliczeniowym jest w tym przypadku dwuwymia-
rowy o§rodek widknisty Cosseratéw [3].

W pracy stosowana jest konwencja sumacyjna. Wskazniki k, I, m, n, ... oraz K, L, M,
N, ... Brzebiegajac ciag 1,2, wskazniki 4, @, ... przebiegaja ciag I, II. Symbole 4,¢(d)
oraz 4,¢(d) oznaczaja prawe i lewe réznice funkcji @(d) [1]. Pochodna kowariantng
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oznaczono kreska pionowa. Symbole ag,, i ex, oznaczaja sktadowe tensora metrycznego
1 dwuwektora Ricciego. Natomiast &, g40 1 0 0znaczaja symbole Ricciego oraz symbol
. Kroneckera. Ujecie wskaznikéw w nawias prostokatny oznacza ich alternacje, a ujecie
wskaZnika w dwie pionowe kreski oznacza, ze wskaznik ten w operacji alternacji udziatu
nie bierze.

1. Réwnania przemieszczeniowe tarcz i plyt siatkowych opisanych za pomoca réwnan dyskretnej teorii
sprezystosci

Dla stanu tarczowego jednorodne réwnania réwnowagi, zwiazki geometryczne oraz
réwnania konstytutywne wyraZaja si¢ wzorami:

LD A, TE =0,
' AuMA+ e/ I5TH = 0,
1.2 Yy = A+ 'l0,
’ ) xqg = AAW,
(1.3) T = 47+ B %s,

M = F®xq B,

dla zagadnienia za$§ plytowego maja postaé nastgpujaca [5]:

14 A T4 =0,
A ME+ e 14T = 0,
(1 5) Ng = AAu‘*—E'kllﬁ'Z)l,
. Mfi = AAvk,
w6 T4 = A4y, + B sy,

A A, 1 o4
Mg = F"ng+ B0,

gdzie Ti'i M*, v i x4, 1 i v sa kolejno skladowymi tarczowego stanu naprezenia, odksztat-
cenia i przemieszczenia, a T4 1 M, n4i #%, u i ¥* sa skladowymi plytowego stanu napre-
Zenia, odksztalcenia i przemieszczenia, 1% sa skladowymi wektora laczacego $rodek wezla
d ze §rodkiem wezla f,d, natomiast wielkoSci 41?, 44®, BA2 B® FA® FA® charaktery-
zuja wiasnosci sprezyste rozwazanych ustrojéw. Wzory dla wielkoSci A4%, 4{?, B4%,
B{?, F®, F*® podano w [5). Podstawiajac (1.2) do (1.3) oraz wykorzystujac réwnania
(1.1), otrzymamy

an A B (A gt + €4, 150) + B{®A 5o] = 0,
A,[F*%4 40 + B A gt + &b 15 0)] + & I TARS (A pu™ + €™ I3 0) + B{i® A 0] = 0.

Roéwnania (1.7) stanowig przemieszczeniowy uklad réwnan rozpatrywanych tarcz siatko-
wych.
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Podobnie uzyskamy réwnania przemieszczeniowe dla stanu plytowego, mianowicie
ZA[AA(I)(A(I,U -+ EHH;,‘Z)I)-FBA(II)A(I)'UI = O,
(1.8)  AAFEPAa0 + B4 (A pu+ e lpo™)] +
+ Ekllil[AArb(AfDu+£mn]$7)")+BAl({:A¢vm] = 0.

2. Roéwnania naprgzeniowe tarcz i plyt siatkowych

WprowadZimy nowe skladowe stanu napr¢zenia za pomocg zwiazkow
Th = sps M TP,

My = epa M7,

Ml‘l = epq 0" MY,

T, = ep,T?.

Mozna teraz réwnania (1.1) i (1.4) przedstawié¢ w nastepujacej postaci:

@.1)

Z1_[‘Aj:(,l(5] = O,
2.2) Y K
ApaMpy+ eylia T = 0,
A4 Tgy =0,
(2.3) s

A—_[AM(IB]'I‘S,‘[][IA j:'q)] = 0.
Jezeli z kolei wielkoS$ci f‘,’j, T, M % M, wyrazimy przez dowolne funkcje ¢*, ¢, v*, 9
w nastgpujacy sposdb:

Tk — Z—':ﬂpk,
(24) ¥ 1 k1
JWA = AA'(/)'I‘EHZAQD )
2.5) A = A yyk+ il

Ty= 49, ,

to tatwo sprawdzié, ze réwnania (2.2) 1 (2.3) beda spelnione tozsamo$ciowo. Zatem funkcje
@* iy sa funkcjami napreZen dla zagadnienia tarczowego, funkcje za$ y*i @ dla zagadnienia
plytowego. Korzystajac z (2.4), (2.5) oraz (2.1) otrzymamy zwiazki pomiedzy T3, M4, My,
T a funkcjami o*, 9, 9", p:

T¢ = 40, Ag¢",
2.6) ¢ ey
M = 8A¢(A¢1P+Ektlgifl’l),
M = "8, (dop' + &l ep),
2.7) k k(Ao ﬁ'l’)

T4 = eA4.

Sktadowe stanu odksztalcenia nie sa od siebie niezalezne, lecz musza spelnia¢ warunki
nierozdzielnoéci. .

Dla zagadnienia tarczowego warunki te maja postaé nastgpujaca:
A[Anlés]'i‘sktlf/l%cp] =0,

(2.8
) A[A%¢] = 0,

3 Mechanika teoretyczna
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dla zagadnienia za$ plytowego maja postac
A[A"?lb]'*'gkll?A%Eﬁ] =0,
A[A”’ri)] =0.
Warunki (2.8) i (2.9) mozna wyprowadzi¢ ze wzoréw podanych w pracy [2].
Wprowadzajac nowe sktadowe stanu odksztalcenia 7, 7, %, #* za pomoca wzoréw

(2.9)

@.10) e, =
M = & Ong, = &g,
warunki (2.8) i (2.9) przedstawimy w nastgpujacej postaci:
(2.11) At +eylizt =0, Am1=0
(2.12) . A+ llkat =0, A =0.

Zwiazki geometryczne dla sktadowych #7, 7, %, #* uzyskamy podstawiajac do (2.10)

prawe strony (1.2) i (1.5),

7 = "oy (dprt + ¢, 150),
A = e A0,

7t = " (dgu+eylio?),

RV PLR

(2.13)

(2.14)

Zwiazki odwrotne do (1.3) i (1.6) maja postaé

nh = ais T+ b M?,
%4 = faoM®+bys TP,
Na= 1o T +bs s MT,
wi = fRoMT +b,gT”.

(2.15)

(2.16)

Wielkosci @y, aus, b4o, bak, f¥, fis mozna jednoznacznie okreslié korzystajac ze
wzorow podanych w [5].

Korzystajac z (2. 15) (2 16) (2.10) i (2.1) otrzymamy zwigzki pomiedzy sktadowymi
a0, Gl % ATk T ME, M, mianowicie :

T = aklmTw‘f‘bfqiqu,

2.17) . - -
Ry
2.18) 7" = @' Tp+ b3 M,
' o, _‘fk ® MY+ T,
gdzie
a’ﬁrp = 5km 51!! ad P(ba_QIB
I(il(p = (Skm(slng Agpmfg_,["',

TAD _ QA IToyl
bk = (5“8 & bﬂ_p,

LAD _ 04 I'D
bll - 511118 [ bQ’]”‘,

~AD _

& QA4 I

e E Tdagp,

AP = goagrof
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Zwiazki (2.4), (2.17) oraz réwnania (2.11) stanowia uktad réwnar naprezeniowych tarcz

siatkowych.
Podstawowymi niewiadomymi sg trzy funkcje naprezen. Réwnania dla tych funkcii

majg postaé

A [l A + 58 (App + el ™+ el 4 LA (Ao + e ") + 6T A 5" = 0,
2.19 o .
@19) AL Ao+ eall ') +074 A5 "] = 0.

Natomiast réwnania (2.5), (2.18) i (2.12) stanowia uklad réwnan naprezeniowych plyt
siatkowych. Rédwnania dla funkcji naprezen maja w tym przypadku postaé nastgpujaca:
A3 Do+ 55 (Agp* + e W5 p)) + el T Lfir (o™ + el ) + 5% Ao ] = 0,

2.20) Lo L
( DAL (Tt + 608 ) 45 A = 0.

3. Analogia tarczowo-plytowa

Miedzy réwnaniami stanu tarczowego i stanu plytowego rozwazanych siatek zachodzi
pelna analogia. MoZna ja sformutowaé nastgpujaco: Jezeli w réwnaniach przemieszczenio-
wych (1.1), (1.2), (1.3), (1.7) dokonamy zamiany wystepujacych tam symboli wedhg
schematu

A_AHAA7 Tf(——);{i}, MAH;}A’
uk"‘”/)k, 'U""(P, nlleMfly
17 j:"/l, Aﬁlqi > ;}11{15: BI/.'MSHI;Q)I?:
FA(D PN &Avﬁ,
to otrzymamy réwnania naprezeniowe plyt (2.5), (2.12), (2.18) (2.20). Podobnie, jeZeli

w réwnaniach naprezeniowych tarcz (2.4), (2.11), (2.17), (2.19) zamienimy symbole wediug
schematu

o Pl k "

Ay Ay, Th & nj, Myo 1y,
K k ~A A

Pt e, Y u, T <> MY,

7 e TA, thﬁ'p (—-)Ff{p, bﬁ‘pe—»Bmﬁ,

~

f'DA PN AA'I',

to otrzymamy réwnania przemieszczeniowe plyt (1.4), (1.5), (1.6), (1.8).

Analogia ta obejmuje réwniez pozostale réwnania, mianowicie (2.6), (2.7) i (2.13),
(2.14); (2.2), (2.3) i (2.8), (2.9). Ogélnie mozna wigc powiedzieé, ze zamieniajac odpowied-
nio symbole w dowolnym réwnaniu zagadnienia tarczowego, otrzymamy odpowiadajace
mu réwnanie zagadnienia plytowego i odwrotnie, dokonujac takiej zamiany w dowolnym
réwnaniu zagadnienia plytowego otrzymamy odpowiednie réwnanie zagadnienia tarczo-
wego.

3*
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4, Analogia tarczowo-plytowa dla diwigaréw, ktérych modelem obliczeniowym jest dwuwymiarowy widkaisty
' ofrodek Cosscratéw

W poprzednim punkcie pracy omdwiono analogig tarczowo-plytowa dla regularnych
siatek pretowych, opisanych réwnaniami dyskretnej teorii sprezystosci. W tym punkcie
wykazemy istnienie takiej samsj analogii w kontynnalnej teorii dZwigaréw siatkowych.

Korzystajac z regut aproksymacyjnych podanych w [1] i w [5] mozna przejs¢ od réwnaf
modelu dyskretyzowanego do réwnan modelu ciagtego. Réwnania dla modelu ciaglego
przedstawimy od razu w krzywoliniowym uktadzie wspdtrzednych x¥, stosujac takie same
oznaczenia jak w pracy [3].

w " Jednorodne réwnania réwnowagi, zwiazki geometryczne oraz rownania konstytutyw-

b

ne dla zagadnienia tarczowego maja postaé [3]:

4.1) P =0, mgtexp®t =0,
4.2) . vk = | texv, #g = Vi,
4.3) PrE = AV, omR = CX gy

dla zagadnienia za$ plytowego postaé nastgpujaca [3]:

4.4) PMlx =0, m*|g+elgp® =0,
4.5) ' vk = g t+exm™,  wxy = vk,
(4.6) 17K — AKL7L5 mKL — CKLMN%MN,

gdzie pXE i m¥, ygr 1 %y, ux 1 v sa kolejno sktadowymi tarczowego stanu napreZenia,
odksztalcenia i przemieszczenia, a pX, m*", yx i gy, u i vx — sktadowymi plytowego stanu
naprezenia, odksztalcenia i przemieszczenia, za§ AXIMN CKL CKIMN j 4KL g5 sktadowymi
tensoréw sztywnosci sprezystej.

Réwnania dla sktadowych stanu przemieszczenia maja odpowiednio postaé [3]:

[AKLMN(ZIN‘M +€NM7))] ‘K = 0,

4,7
“.7 (C*™ |y x+exr, AX (uy |y + eyuv) = 0

dla tarczy oraz

[A* |+ ek = 0,

4.8 ¢
“8) (CEIMN g ) AR at g+ e 0™) = O

dla plyty. .
Réwnania naprezeniowe tarcz siatkowych zostaly szeroko omdwione w pracy [3],
gdzie jako podstawowe niewiadome przyjeto dwie skladowe stanu naprezenia mX oraz
jedna funkcje naprezen. Pomigdzy tymi réwnaniami i réwnaniami przemieszczeniowymi
ptyt nie zachodzi jednak analogia. Dlatego tez obecnie przedstawimy réwnania, ktére
odpowiadaja swoja budowa réwnaniom podanym w'drugim punkcie pracy.
Zwigzkom (2.1) odpowiadajg wzory:
(4.9) bxe = emxanrp™®, g = epem™,

A MN ~
Mg = eqg aypm>=", Px = C’MKPM,
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réwnaniom za$§ (2.2), (2.3), (2.4) i (2.5) réwnania nastepujace:

(4.10) Pminlx; = 0, '7~7[M|K]+C’[KNﬁM]N =0,
(4.11) Pmlxr =0,  fpawlxy+enxbmy = 0,
(4.12) PxL = @Llk, Tk = px+ex ot
(4.13) mxL = Yolxtewk®, Pk = @lk-

A zatem funkcje gg 1 v sa funkcjami naprezen dla zagadnienia tarczowego, a funkcje
¢ i px dla zagadnienia plytowego. Zwiazki pomigdzy sktadowymi p**, mX, m*E, pX
_a funkcjami g, ¥, Yk, @ maja postaé:

(4.14) PKE = Mty m" = KM (plarter b,
.15) L = KN |y etag), K = gl

Warunki nierozdzielnosci odksztalcenia odpowiadajace warunkom (2.8) i (2.9) maja
postac:

(416) 'V[MIN||K]+€N[K%M] =0, %[M|N] =0,
(4.17) vl e omw =0, xpnle = 0,

a odpowiadajace warunkom (2.11) i (2.12) posta¢ nastepujaca:

(4.18) PEE e K = 0, g =0,
(4.19) Pk texe#®t =0, =X =0,
gdzie
,’)'/KL — C‘KM(ZLN’)/MN, RK — EKL%L,
KL = KM LN g K KLy,

Ostatnie zaleznoéci sg odpowiednikami wzordéw (2.10).
Réwnania geometryczne odpowiadajace zwiazkom (2.13) i (2.14) sa mnastgpujace:

(4.20) PEL = KM (L[ el ), 7% = Klo)y,
(4.21) P = XMy ey o), WL = Moy,
Zwiazki odwrotne do (4.3) i (4.6) maja postaé

(4.22) vkL = Bxomn ™Y, g = Dgrmb,
(4.23) vk = Bxrp®,  #xr = Dxranm™",

natomiast réwnania odpowiadajace zwiazkom (2.17) i (2.18) postaé nastepujaca:

(4.29) JRL = EKLMNﬁMN" 7K = DNKL";,[L’

(4.25) - PK = EKL;,L, KL — 5KLMN;,1MN’

gdzie
BKPRT _ LK ;NP ,MR ,ST Biniss, DXS = LK MS Doy,
DXPRT _ LK GNP MR ST e BES — LK eMSB, .
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Korzystajac z (4.12), (4.24) i (4.18) otrzymamy réwnania na funkcje naprezen dla zagad-
nienia tarczowego

[5KL(W|L+€LM¢M)] x =0,
(BEMMY oy | 30)] k + €= DX (I +-eaw ™) = 0.

Korzystajac zaé z (4.13), (4.25) i (4.19) otrzymamy odpowiednie réwnania dla zagadnie-
nia plytowego, mianowicie

(4.26)

[bKLMN(U’NLw +evuPllx =0,
(B pla)lx +exs DKM (g +enpe @) = 0.

A zatem réwniez w tym przypadku mozna stwierdzi¢, ze jezeli w réwnaniach przemie
szczeniowych tarcz (4.1), (4.2), (4.3), (4.7) dokonamy zamiany symboli wedtug schematu:

@4.27)

L ~KL K ~K

PK xR, me ey, Ug <> Pk,
VP, YKL <> gL, K <> VK
AKLMN (—)DKLMN, CKM HBKM,

to otrzymamy réwnania naprezeniowe plyt (4.13), (4.19), (4.25), (4.27) oraz ze jezeli w réw-~
naniach napreZeniowych tarcz (4.12) (4.18), (4.24), (4.26) dokonamy zamiany symboli
wedtug schematu:

PRL < MKL, Mg > VK, g Vg,

p e, FRL oy mKL K o pK,

NKL KL RKLMN KLMN
D > A s B Rard C >

to otrzymamy réwnania przemieszczeniowe plyt (4.4), (4.5), (4.6), (4.8).

Wydaje sig, Ze najistotniejsze znaczenie ma analogia pomiedzy réwnaniami (4.26)
i (4.8).

Funkcje naprezen tarczy siatkowej musza spelniaé¢ réwnania identyczne z réwnaniami
dla sktadowych stanu przemieszczenia odpowiednio dobranej plyty siatkowej. A zatem
bedzie mozna mierzac skladowe stanu przemieszczenia plyty jednoznacznie wyznaczyé
wartoici funkcji naprezen dla tarczy. W ten sposéb mozna eksperymentalnie badaé stany
napreZenia tarcz siatkowych. Moze to mieé znaczenie dla tarcz o nietypowych ksztaltach.

5. Uwagi koncowe

W pracy [6] rozwazono powtloki siatkowe zbudowane z trzech rodzin pretéw przy
zatozeniu, Ze réznice miedzy dtugoéciami pretéw sasiednich sa wielko§ciami «matymi»
w poréwnaniu z diugosécia preta. Przy takim zalozeniu dokladno$é réwnan przemieszcze-
niowych i naprezeniowych jest rézna w ramach tej samej teorii. Trudno zatem moéwic
w takim przypadku o pelnej analogii. Z tego tez powodu w punktach 1-3 niniejszej pracy
rozwazania ograniczono do siatek, ktérych wszystkie oczka maja jednakowy ksztalt
i wymiary. Jednak znacznie istotniejsze jest zalozZenie, ze siatka pretowa utworzona jest
z dwéch rodzin pretéw. Modelem obliczeniowym jest wtedy dyskretny o§rodek Cossera-
téw, ktérego rzad struktury réznicowej m wynosi 2.
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Wydaje sig, Ze tylko dla tego przypadku mozliwe jest sformutowanie nie tylko analogii
tarczowo-plytowej, lecz réwniez analogii statyczno-geometrycznej. Co prawda w pracach
[2] i [6] dopuszczono do rozwazan dyskretne oSrodki Cosseratéw, dla ktérych m >2,
lecz nie wyjasniono istotnych problemoéw z tym zwiazanych. Miedzy innymi nie wyjanio-
no redukcji liczby warunkéw nierozdzielnoci. Na przykiad w pracy [2] wzér (3.2), na
str. 122 ma postaé

(5_1) A[;p%ﬁ] = 0.

Dla m = 3 uktad ten zawiera dziewigé niezaleznych warunkéw nierozdzielnosci, podany
za$ na tej samej stronie ukfad (3.3), w postaci ’

(5.2) e A 0k =0

dla m = 3 zawiera juz tylko trzy warunki nierozdzielnosci.

Ta sama uwaga odnosi si¢ takze do pozostatych warunkéw nierozdzielnosci. Powstaje
zatem pytanie, czy rozwigzania otrzymane na podstawie réwnan naprezeniowych, po-
danych w [2] i proponowanych w [6], w przypadku gdy m > 2, beda poprawne, tzn.
czy uzyskane na ich podstawie sktadowe stanu odksztalcenia beda spelnialy wlasciwe
warunki nierozdzielno§ci. Pytanie jest o tyle istotne, Ze mozna okreéli¢ fikcyjny stan
odksztalcenia o sktadowych spelniajacych warunki (5.2), a nie spelniajacych koniecznych
warunkoéw nierozdzielnosci (5.1), gdyz réwnania (5.2) sg sumami odpowiednich réwnan
(5.1).

Gdy m = 2 symbol €® przechodzi w symbol &% i réwnowaznoéé odpowiednich
uktad 6w jest oczywista. Natomiast w przypadku modelu ciaglego rozwazania sa poprawne
dla siatek utworzonych zardwno z dwdch, jak i z trzech rodzin pretow.
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Peawme

TIIACTHUHOYHAS AHAJIOTHA B TEOPHH ITOBEPXHOCTHBIX
CETUYATBIX HECYIIUX COOPYXKEHUH

B pabore npeacrasieHa NIaCTHHOYHASA aHATOTHA ANA JUCKPETH30BAHHOH MOJENH M JJIS HENpephIB-
HOH MOJENM CeTUaTBIX IJIACTHH.

AHAJIOTHA COCTOMT B CXOICTBE YPABHEHMA B IIEPEMEINEHHAX OIMUCHIBAIOLUMK COCTOSIHME, BBHI3BAHHOE
HAT'PY3KOH, NeHCTBYIOLEH B IIOCKOCTH CHCTEMBl H YPAaBHCHUN B HANPSDKEHMAX, ONMUCBIBAIOLUMX COC-
TOSHHE, BLISBAHHOE HATDY3KOM HelcrByIonei TNEPICHMKYISIPHO TIIOCKOCTH NNACTHHKM, 2 TaloKe
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B CXOJICTBE YPaBHeHHH B HaIPSOKEHMsIX [UISl IepBOro Ciayyast M YpaBHEHWH B NEpEMEIEHHSIX IS BTO-
poro ciyvast.

IIpencraBieHHasas aHaNOrHsi MOM(eT ObITh MCIOJIB30BaHa UL OKCIIEPHMEHTANBHOTO MCCINeIOBANHS
HATpSHKEHHOT0 COCTOSHUS B CETWATHIX ITIACTHHKAX.

Summary

PLATE ANALOGY IN THE THEORY OF SURFACE LATTICE STRUCTURES

The paper discusses the plate analogy for a discretized mode! as well as for a continuous model of
plane surface lattice structures.

Such an analogy consists in the similarity of displacement equations describing the state due to the loa-
ding acting in the plane of the system, and the stress equations describing the state produced by the loading
acting perpendicularly to the plate, as well as in the similarity between the stress equations for the second
case.

The analogy discussed in the paper may be applicd in experimental investigations of stresses occurring
in lattice plates.

POLITECHNIKA SLASKA, GLIWICE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 sierpnia 1973 r.
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REOLOGIA PLYT ZELBETOWYCH POD WPLYWEM POLA TEMPERATURY
ApaM MITZEL 1 JACEK DYCZKOWSKI (WROCLAW)

1. Wstep

W niektérych zakladach przemystowych, jak np. w hutach stali lub miedzi, zelbetowe
elementy konstrukcyjne pomostéw i innych urzadzen wewnetrznych hal produkcyjnych
poddawane sg duzym obcigzeniom diugotrwalym. Wskutek odbywajacego sie procesu
technologicznego wytopu metali wystepuja stosunkowo wysokie temperatury. W takich
przypadkach wplyw wiasnoSci reologicznych betonu — skurczu i pelzania — na stan
naprezenia i odksztalcenia zelbetowych elementdw konstrukeyjnych, przy rownoczesnym
wystepowaniu podwyzszonej temperatury, nie jest bez znaczenia dla wymiarowania
tych elementéw. '

W niniejszej pracy zanalizowano stan naprezenia w prostokatnych ptytach zelbetowych
z uwzglednieniem pelzania betonu oraz pola temperatury.

2. Réwnania podstawowe

Ogdlne zalezno§ci wyrazajace momenty w plycie anizotropowej z uwzglednieniem
wplywu temperatury maja postaé [1 i 2]:

0%w 2w *w 4T
— (Du ) +D,> 2 +2D 6 axay)—(Dllax+D12ay+D16axy)—a

M = h

*w 2w *w AT
) M, = — (D21 Fr + D>, e +2D, axay)—(D21“x+D22°‘y+D260‘xy)—h—,

2 2 2 AT
Mxy=—( %w 2?w OPw

Dqg, ) +Dg, 2y? +2Dg¢ axay) — (D¢t +Ds2 ay+D66axy)T,
gdzie w oznacza ugigcie ptyty w dowolnym punkcie o wspétrzednych x, p, Dy — sztywnos§é
plyty anizotropowej, o, o, oy, — Wspdlczynniki rozszerzalnosci termicznej, 47 — roznicg
temperatur powierzchni plyty, A — gruboéé plyty, g — obciaZenic pionowe.

Funkcja w(x, y) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego powierzchni ugigcia

I*w *w o*w
@ D11~3xi4 +2(Dy,+2Dgs) oX20y7 +D,, 2 = q—(Dy o+

1 &*4AT 1 024T

+Dy, O‘y)z 2 (Dudx‘i'Dzzay)g —ay—z .



148 A. MiTzEL 1 J. DYCZKOWSKI

Dla wstepnego wymiarowania przekrojow zginanych plyty przyjeto sztywnoéci wedtug
Hubera [2] jak dla plyty ortotropowe;:

E | . 2]
= = —_— l c |
D, =Dy =2 [12 + [EEn ey

_ Eb e Hiky
D22 =D, = T_T[ T T,
(3) ) D12 = DZI = vblf Dnya

1 -
Dgs = 7(1‘7’1:) I/Dny,

D s = Dg; = D36 = Dg, = 0.

Przy zaloZeniu jednorodnego pola temperatury wzgledem x,y (AT = const), a, =
= o, = @ oraz a,, = 0, powierzchnia ugigcia plyty (2) opisana jest nastepujacym rdwna-
niem:

o*w o*w o*w
“) Dy +2/ DDy w72 tDr e = 05
a momenty zaleznoéciami:
*w T

* 9x?

2
Mx_:———(_D aw+vbl/D Dyaz

) ~(Dx +'u,,]/DD)aA ,

*w 0* ——— AT

(5) My = (Dy a ) +’V¢,]/D Dy 7 :)) (Dy‘l"l’b]/Dny)(Z}—,
M,, = — (1—v)VYD,D, o*w
> Y oxay”

3. Wplyw pelzania betonu

Odksztatcenia plyty zelbetowej przy obciazeniu doraZznym bez uwzglednienia wspdipracy
betonu strefy rozcigganej (faza IT) wyraZaja sie nastgpujacymi zalezno§ciami:

_ OzxWPx ’ Gzy WPy
Ezx = E ) Ezy = T,
z z
(6)
Opx —VOby Opy —V0px
Epx = — 5 Epy = —E
b b

gdzie E;, E, oznacza moduly sprezystoéci betonu i stali, y,, v, — wspbtczynniki mniejsze
od jednosci uwzgledniajace prace betonu miedzy rysami, o, 0,y — naprezenia w stali,
Opx> Opy — NapreZenia w gbérnym widknie betonu, ez, &, &, &y — odksztalcenia
w stali i w betonie, » — wsp6iczynnik Poissona dla betonu.
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Z warunkéw réwnowagi przekrojow w kierunku x i y uzyskuje sie

o 0z Fopy
(7&) bi — xL(l—O,ST]) 5
(7b) M; = oy F.(hi—c),

przy czym i przyjmuje warto$ci x lub y.

Wspdlczynnik 5 zalezy od postaci wykresu naprezen w betonie. Dla wykresu trdj-
katnego n = 1, dla wykresu prostokatnego n = 0. Przez c; oznaczono odlegtosci $rodka
ciezko$ci wykresu naprezenn w betonie od gornej krawedzi plyty (rys. ).

—~
l&

Nadl
>

{5
x

7]

i
' Gpfz=2

Rys. 1. Wykres naprezen w plycie zginangj

Po podstawieniu wyrazenia (7a) do zaleznodci (6) na &, &y, otrzymamy

. Ozx Frxx Yy Oz Foy )
b X (1=0,57) E, x,(1=0,5E, °

)
ey = OoyFoyy  _ Ouxbaatps
xy(l _05577)Eb xx(l _O>577)Eb
Catkowite odksztalcenie jednostkowe betonu &,(f) bez uwzglednienia odksztalcenia
skurczu skiada sie z odksztalcenia doraznego i z odksztatcenia wywolanego petzaniem
betonu, czyli

&) en(t) = g+ &,(1).
Charakterystyka pefzania betonu @(r) = ¢, zgodnie z teoria starzenia Whitneya-Dischin-
gera wyraza sie przez

(10) g =220

Po uwzglednieniu (10) wyrazenie (9) przyjmuje postaé

(1D) ep () = (1 + ).
Krzywizna zginanej ptyty Zelbetowej w fazie drugiej moZe byé wyrazona wzorem [3]

_1_ _ 3z+£b([)
0o hy

lub tez po uwzglednieniu (11)

(12) 1 8z+£b(1+‘pl)‘,

0 hy
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gdzie ¢ oznacza promien krzywizny w kierunku x lub y, h; — wysoko$¢ uzytkows prze-
kroju.

Krzywizna plyty w ukladzie wspoirzednych x i y wyraZa si¢ nastgpujaco:

dw? 1 dw?
1% 1w _

Ox dxr’ o, &’

Wykorzystujac zaleznosci (6) na &, i &,, (8) i (13) mozna na podstawie (12)krzywizny
1/o. 1 1/o, wyrazi¢ w nastgpujacy sposéb:

(149) o = 0,,8; —V05b3, ;; = ozyaz—va,xél .
Po wyznaczeniu o,, lub o,, z ukladu réwnan (14) i podstawieniu do (7b) otrzymuje sie
0*w o*w
M, = — Dx("a? ‘H’y‘a;z*) ,
(15)
0w ?w
My= D(az+xax2)
gdzie
_ azex(hlx_"cx) — aley(hly_cy)
(16) Dy = a,a,—v*h, b, ’ Dy = a,a,—v?b b, ’
a, = w.v i sz(l +<Pr) a =w_y _1__+ Fzy(1+99t)
(17) ! hlx Ez xx(l'_O’Sn)Eb ’ z hly. Ez xy(l—ossn)Eb ’

"/)szx(l +(p1) — ’l[)szy(l +‘P:)
hiyx,(1=0,50E,” "% h,x,(1-0,50)E,"

Wzory (15) wyrazajace momenty zginajagce w kierunkach x i y nie sa zupetnie §ciste dla
plyt ortotropowych. Nieécistosé dotyczy drugiego skladnika wyraZenia w nawiasie, ktory

1 =

. b,
dla M, ma postaca—zvywy zamiast v,w}/, a dla M, —Tv wy zamiast v, wy. Przyktadowo
2 1

dla plyt stosowanych w budownictwie przemystowym o gruboSciach od 10 cm do 25 cm
blad wynosi od 11% do 4,5% i jest dodatkowo wydatnie zmniejszony przez wspélczynnik
Poissona.

Momenty zginajace i momenty skrecajace w plycie pod wplywem pola temperatury
i pelzania betonu wyrazaja sie zalezno$ciami (5):

o*w &Pw AT
My= —|Dimr 49,V DD, — 5 ~(Dx +y,,]/DD)a
3w d AT
M, = (Dy 5 +95)/ DDy f) =(Dy+7,Y/DsDy ) e~
d*w
My = —(1=v)YDyD, —5— TR

w ktorych sztywnosci D,, D, okre§lone sa wzorami (16).
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Wystepujaca w zalezno§ciach (5) Srednia geometryczna warto§¢ sztywnosci Dy, D, zmniej-
sza dodatkowo omdéwiony wyzej blad.

4, Przyklady liczhowe

Dla przykladu rozwazono plytg wystepujaca w hutnictwie miedzi wedtug schematu
pokazanego na rys. 2. Przyjgto plyt¢ o rozmiarach 4,00 x 5,00 m i grubosci 25 cm. Cechy
materiatéw:

beton — R, = 200 kG/cm?, R, = 180kG/em?, - R, = 17,5 kG/cm?,

E, = 180000 kG/cm?, a = 107% 1/°C, », = 1/6;
stal — @, = 3600 kG/cm?, E, = 2100000 kG/cm?.

-

i
b s
|
1l fl
| U
|
| |
| ——
| |
1 | 1
] AN
| 8
! -
| &3
| | 5,
| | <
| |
| l
o (i e
400

Rys. 2. Schemat plyty Zelbetowej. Krawedzie réwnolegle
do osi x zamocowane, réwnolegle do osi y przegubowo
podparte

Obciazenie ptyty wynosi: cigzar wlasny g = 0,06 kG/cm?, obciazenie uzytkowe p = 0,2
kG/em® Wspétczynnik pewnosci s = 1,8. Temperatury powierzchni plyty wynosza od-
powiednio 25°C i 100°C, gradient temperatury AT = 75°C. Dla obliczenia sztywnosci
D, D, przyjeto u, = p, = 0,50% oraz e, = e, = 10 cm. Za pomoca (3) uzyskano
D, = D, = 288,06 10° kG/cm. Wykorzystujac wyzej przyjete dane obliczono za pomoca
wzordw (5) momenty zginajgce M, 1 M, (wywolane obciazeniem pionowym i gradientem
temperatury): w dwéch charakterystycznych punktach, mianowicie w potowic diugosci
krawedzi zamocowanej:

M, = —8398 kGem/em, M, = —204 32 kGem/em
oraz w §rodku rozpigtosei:

M, = 1143 kGem/em, M, = 1817 kGem/em.
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Obliczony przekrdj zbrojenia wynosi w polowie dtugosci krawedzi zamocowane;:
F,, = 23,01 cm?, F,, = 58,80 cm?
oraz w $rodku rozpietosci
F,. =216cm?, F,, =4,33cm?>

Przechodzac do obliczenia momentéw z uwzglednieniem pelzania betonu, przyjeto
dodatkowo zatozenia: ¢ = 400 kG/m3, w/c = 0,50, wilgotnoé¢ wzgledna powietrza 50%,
wiek betonu w chwili obcigzenia plyty T = 28 dni. Obliczono momenty dla ¢ = 28, 60,
180 i 360 dni. Obliczenia charakterystyki pelzania dokonano za pomoca wzoréw CEB
(3]. Uwzgledniajac prayjety przekr6j zbrojenia obliczono nastgpujace wartosci:

F.,=230lcm?, F,, = 58,80 cm?
X, = 4,60 cm, x, = 11,76 cm,

hye = 19,8 cm, h,, = 22,1 cm,
¢x = 1,79 cm, e, = 4,58 cm,
w, = 0,71, p, = 0,91,

Otrzymane wartosci miary pelzania i sztywnoéci ptyty przedstawiono w tablicy 1. Na rys.
3 do 10 podano wykresy momentéw M., M,, M,, dla réznych wartosci i maksymalnego

S L LSS
L I 77

1028/

kG
Rys. 3. Wykres momentdéw w kGemfem dla g = 0,26 — AT = 0°C, 1 = 28 dni; a) My, b) M,
cm

gradientu temperatury 47 = 75°C. Na rys. 3 do 7 przedstawiono zmiennoéé momentéw
w ujeciu aksonometrycznym dla okre§lonych wartoéci ¢, na rys. 8 do 10 zmienno§é momen-
téw w zaleznosci od . Obliczenia wykonano metoda réznic skonczonych za pomoca
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8 dni; a) Mx, b) A,

2

75°C, ¢

Rys. 5. Wykres momentéw w kGem/fem dla g = 0,26 kG jem?, 4T

28 dni; a) My, b) M,

!

Rys. 4. Wykres momentéw w kGem/fcm dla q.= 0, AT = 75°C,
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EMC przy rozstawieniu punktéw 4, = 100 cm, 4, = 83,33 cm, z dokladnoscig 10-3
kGem/em.

Uzyskano rowniez wyniki dla dalszych dwéch gradientéw temperatury (50°C, 25°C)
nie przedstawione w niniejszej pracy z powodu szczuplo§ci miejsca.

Tablica 1. Miary pelzania i sztywnoSci plyty

¢ [dni] o (1] D, [kGem] Dy [kGem]
28 0 301,13 - 10° 635,08 - 108
60 1,592 125,32+ 108 267,65 - 10°
180 2,075 108,46 - 10° 220,18 - 108
360 2,330 82,83 - 106 176,04 - 106

19890

/

: SN
7

g

5134

5134

Rys. 6. Wykres momentéw w kGem/em dla g = 0,26 kG/em?, AT = 75°C, ¢ = 360 dni; a) M,r b) M,

Rys. 7. Wykres momentow My, w kGem/em dla g = 0,26 kGJecm?, AT = 75°C, t = 28 dni
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My ) a
- 15000 r
%
- - %
w0 5 7;5‘50
~5000 % IO W—B0—360 4/1jp(]
20T E E 5000
2 60 80 30t
My b
b 5
15000
Mgk .
-10000 - X4

-30000

47~ 0%
2 60 30 t[dni]

-0
soo0l. 4AT70C

~20000

Rys. 9. Wykres zmiennosci w czasie
najwickszych momentéw w kGem/em,
w polowie rozpigtoéci plyty dla ¢ = 0,26
kGlem? i roinych AT, a) My, b) M,

-10000

a
28 60 180 360 tdni]
M,
Rys. 8. Wykres zmiennosci w czasie 3[;\’50 L
najwigkszych momentéw w kGemjecm na
krawedzi zamocowanej dla ¢ = 0,26
kGmjem i réinych AT; a) My, b) M,
' 2000
N
\*
000 )
Rys. 10. Wykres zmienno$ci w czasie najwigkszych i
momentéw My, w kGem/ecm na krawedzi podpartej o _
przegubowo dla ¢ = 0,26 kGjem? i réinych AT 2 60 180 360 t[dni]

5. Omoéwienie wynikéw

Rysunki 3, 4, 51 7 przedstawiajg w ujeciu aksonometrycznym wykresy momentéw
M., M, i M,, wywolane obciaZeniem pionowym oraz dziataniem temperatury przy
gradiencie temperatury 75°C. Podobne wyniki uzyskal THRUN w pracy [4]; dotyczyly one
tylko zagadnieri temperaturowych. Wplyw pelzania betonu przy ¢ = 360 dni na wielko$¢
momentdw przedstawiony jest na rys. 6. Na rys. 8 i 9 pokazano zmienno$§¢ momentéw
M. i M, jako funkcje czasu dla dwoch wybranych punktéw: w §rodku ptyty oraz w potowie
krawedzi zamocowanej. Rysunek 10 przedstawia zmienno$¢ momentu skrecajacego.

4+ Mechanika teoretyczna
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Przechodzac do analizy uzyskanych wykreséw mozna stwierdzi¢, ze pelzanie betonu
znacznie zmniejsza rzedne maksymalnych momentéw. Wynika to z poréwnania rys. 51 6,
Tak np. moment M, wzdtuz krawedzi maleje o okoto 699, a moment M, w polowie
krawedzi zamocowanej o okoto 64%. Z rys. 8 i 9 wynika, ze wartoSci momentéw M,
i M, maleja przy wzrofcie ¢; zmniejszenie wartosci tych momentdéw jest tym wigksze, im
gradient temperatury jest wigkszy. Uwagi te dotycza zaréwno rys. 8 jak i rys. 9. Rysunki
8, 9 1 10 zostaly wykonane w skali logarytmicznej, jedli chodzi o o§ ¢; z obliczed na EMC
wynika pewien spadek warto$ci momentéw na rys. 8b, 9b i 10 dla AT = 0°C, co nie zo-
stalo uwidocznione na rysunkach z powodu ich malej skali. Z zestawionych wykreséw
wynika, Zze wymiarowanie tego rodzaju plyt zelbetowych przy znacznych gradientach
temperatury i duzych obciaZzeniach jest nieekonomiczne, albowiem maksymalne momenty
wystepuja przy ¢ = 28 dni i maleja ze wzrostem ¢. Stad wynika celowoé¢ odpowiedniego
izolowania powierzchni plyty od strony zrédia ciepta lub oddalenie ptyty od Zrddta ciepta
tak, aby nie dopuéci¢ do duzych gradientéw temperatury. Potwierdzeniem, ze obliczone
wielkoéci momentéw zginajacych wywotanych polem temperatury osiagaja duze wartodci
sq wyniki eksperymentalnych badan elementéw zginanych pod wptywem pola tempera-
tury [5]. '
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Pesome

PEOJIOTMS XKEJESOBETOHHBIX IJIMT IIOM, BJIFSTHUEM
TEMIIEPATYPHOI'O ITOJIA

B paGore npeaHaNM3MpOBaHEBl 3HAYEHUA U pACHpEENICHHA BHYTPEHHMX CUI B YKEJIE300€TOHHBIX
TUIMTAX NTOJABEPrHYTHIX AECHCTBHIO BBICOKOH TemmepaTypbl ¥ GONBIUMM JUIATEILHLIM HArpyskam. Boise-
JieHbI DOPMYJNDLI MKECTKOCTH »KeNe300eTOHHbIX IUIMT ¢ YUeTOM BIHAHMS nonsyuectw Oeroma. Meron
MCIIOTIL30BaHHs IPHBEEHABIX (POPMYJI MIIIIOCTPUPYETCS Ha IpUMEPE NPAMOYTOJILHOM MITHThI, cBOGOXHO-
JeKalied Ha JBYX IPOTHBOMOJOHHBEIX KpafX W 3aKkpeIuIeHHOH Ha ABYX. Chelad aHaIM3 usrudalommx
M KpYTAIIMX MOMEHTOB B (DYHKUHM BPEMEHH JIA pasHBIX CPAfHENTOB Temueparyphl. IlpeicraBieHBI
TAIOKE NPaKTHYECKHE PEKOMEHIALAM IPEIOXPAHERH IUMT OT BO3JEUCTBHS BBICOKMX TEMIEpaTyp.
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Summary

RHEOLOGY OF REINFORCED CONCRETE PLATES IN THE TEMPERATURE FIELD

The paper presents an analysis of the magnitude and distribution of internal forces arising in reinfor-
ced concrete plates subject to high temperatures and large long-lasting loads. Formulae for orthotropic
concrete plate rigidity are derived, creep of the concrete being taken into considetation.

Applications of the formulae derived arc illustrated on the example of a rectangular plate simply sup-
ported on two opposite edges and clamped at the remaining edges. Time-variation of the bending and
twisting moments is analyzed at various temperature gradients. Practical recommendations concerning the
protection of plates against high temperature influences are given.

POLITECHNIKA WROCEAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcii dnia 21 wrzesnia 1973 r.
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TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
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PEWIEN ITERACYJNY SPOSOB WYZNACZANIA NAPREZEN W TARCZACH
WIELOSPOJNYCH

ZBIGNIEW BUDZIANOWSKI‘ FELIKS ANDERMANN,
"JozEF WRANIK (GLIWICE)

1. Wstep

W niniejszej pracy przedstawiono sposdb obliczania tarcz wielospdjnych (o skokowo
zmiennej grubodci lub z otworami) polegajacy na wielokrotnym rozwigzywaniu odpowied-
nio dobranej tarczy jednospdjnej 1 pozwalajacy okreéli¢ stan napreZenia w tarczy wielo-
spojnej metoda iteracyjna.

Sposéb ten pozwala zatem na rozwiazanie problemu trudniejszego przez wielokrotne
rozwigzanie problemu latwiejszego. Obliczenie tarczy jednospdjnej, mimo ze stanowi
problem latwiejszy, nie jest zadaniem prostym i wymaga w wigkszosci przypadkéw badz
korzystania z gotowych rozwigzan, np. podanych w [3], lub z elektronicznych maszyn
cyfrowych. W przypadku korzystania z maszyn przedstawiony sposéb pozwala obliczyé
tarcze wielosp6jne na podstawie programéw opracowanych dla tarcz jednospdjnych.

Zgodnie z powszechnie przyjetymi zalozeniami w przypadku tarcz o skokowo zmiennej
gruboéci pomija si¢ fakt wystepowania w strefie przyuskokowej przestrzennego stanu
naprezen. W pracy [1] wykazano na drodze do$wiadczalnej, Ze w strefie tej naprezenia
rownolegle do $rodkowej plaszczyzny tarczy réinia sie nieznacznie od analogicznych
naprezeni obliczonych dla plaskiego stanu naprezenia, mimo wystegpowania dodatkowych
naprezen skierowanych prostopadle do tej plaszczyzny. .

Sposéb - postgpowania opisano na przyktadzie prostokatnej tarczy bezotworowej
z jedna skokowa zmiang gruboéci i na tarczy perforowanej. Na zakoficzenie podano dwa
przyktady liczbowe.

2. Przedstawienic problemu

Stan naprezenia w jednorodnej tarczy wielospdjnej (rys. 1) bedzie poszukiwany przez
obliczanie tarczy jednospdjnej (rys. 2), ktérej kontur zewnetrzny przystaje do konturu
tarczy wielospdjnej. Tarcze jednospéjna o dowolnej grubosci bedziemy w dalszym ciagu
nazywali tarczg zastepcza. Rozwigzanie dla tarczy wielospjnej otrzymamy jako sume
kolejnych rozwigzan tarczy zastepczej dla kolejnych skladowych obciazen, z ktdérych
pierwsze obciazenie skladowe jest identyczne z obcigzeniem tarczy wielospéinej (rys. 2),
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nastepne za$§ wynikaja z rozwiazan tarczy zastgpczej w poprzedzajacych etapach poste
powania.

Metodg rozwiazania zadania przedstawimy na przyktadzie prostokatnej tarczy bezotwo-
rowej z jedng zmiana grubosci, obciazonej sitami p(x), Y(x), X(x) (rys. 3). Niech tarcza
z tym obciaZzeniem tworzy uktad wyjsciowy Uy, dla ktorego poszukuje sig rozwiazania.

BTl

pI7]

Rys. 1 ‘ Rys. 2

Wprowadzimy do obliczefi zastepcza tarcze gladka o grubosci 7,, ktéra wraz z obcia-
zeniem tarczy rzeczywistej tworzy uklad zastgpezy U, o (rys. 4). Zalézmy, ze uklad ten
mozna rozwigzad i ze znane sa tym samym stany naprezenia w gérnej i dolnej czgéei tarczy
(o8, 0%, 19 oraz o4, 0%, ©¥). Wystepujacy w tarczy zastgpczej stan naprezenia wymuszamy

p, (0 [T/m] . Py ()
N
yoolrm] fy ) |
B} % ty
EEETERTRREZNNLES LI A L e Y
Xx) [T/m] ty X ()
X N
pz(x)[f/m] B ()
Rys. 3 ‘ Rys. 4

obecnie na tarczy rzeczywistej (rys. 5a), zapewniajac w ten sposdb ciaglo§é odksztalcenia
wzdhuz linii skokowej zmiany grubosci, co prowadzi do uktadu U, z rys. 5b, dla ktérego
stan naprezenia jest okre§lony w ukladzie U, .

Wprowadzamy obecnie uktad U, (rys. 6a) utworzony przez rzeczywista tarczg¢ obcia-
zona réznicy sit dziatajacych na tarcze uktadu U, oraz Uy, czyli

(I) E -Ul = UO—'U().
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W linii zmiany grubo$ci wystapia w tym ukladzie obcigZenia
) AY = Y—(o%,—0lty), AX=X—("t—11);
wzdtuz brzegéw poziomych za$
Ay pa(x) = wa pa(x),

(3) Ay pr(X) = ppi(x),
gdzie
1,—t t,—1t
€ My = z[ T M= ‘l—d-
z z
Ze wzoru (1) wynika, Ze
(5) Up = Up+ Uy,
7
)
o 0 : b
gfg ‘
e, .
—— Ll 4, _xd
EEREENZNANERTN] 'ty Gyl
b il
6/ by _ gt -vde,
SIS
. pg(x)'f
DQGY)-%’
Rys. 5

161

czyli rozwigzanie tarczy w uktadzie U, zostalo uwarunkowane rozwigzaniem ukiadu U,.

Sposdb rozwigzania tego ostatniego bedzie podobny do poprzedniego, z

astosowanego do

ukladu Uy, tzn. rozwigzujemy tarcze gladka, obciazona sitami (2) 1 (3), (rys. 6b), tworzaca

Ap, (0 @ 8Py (%) T B
4,¥ ArY —.
TaXTTT T Tax T
A,PZ (X) A1p2 (X)

O,

Rys. 6

_tz
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uktad U, ,. Wymuszamy okreslony dla tej tarczy stan naprezenia (4, 02,4, 09, 4,19 oraz
A, 6%, 4,6%, A, 7% na tarczy rzeczywistej uklad U, (rys. 7).
W nastgpnym etapie wprowadzamy nowy ukfad U,, zwiazany z poprzednimi relacja

(6) Uz = Ul—Ul .
4,5,00-
17 &
4,0,
_tg
4,29ty y tq
el o e A6“y 4,614
465 U L
4,6y tg 4,894 -4 et by ty

by
A Yy §»ﬂd
T 8yl

Rys. 7

Obcigzenie w linii zmiany grubosci tarczy tego ukladu wyniesie
; A, Y =4, Y—(4,06%,—4,0%1,),
( ) A2X=A1X_(A‘_Tgtg—"Alfdtd),

natomiast wzdiuZ brzegéw

Aypi(x) = mpl(x)—mpl(X)i—” = uip (),
®) f’
Asz (x) = #2P2(x)“M2P2(x) t—d = #%Pz (x).

Rozwiazanie uktadu U, , stanowiace trzeci etap przybliZenia, przeprowadza si¢ w spo-
s6b przedstawiony uprzednio dla uktadu U, .

Ze wzoréw (5) oraz (6) otrzymamy
® Up = Up+U, +U,.

Ostateczne rozwigzanie ukladu U, tworzyé bedzie przy przedstawionym sposobie
iteracyjnym sume¢ kolejno wyznaczonych stanéw naprezes U, i tym samym ldentycznych
z nimi stanéw U,

(10) Uo = E_n = Ej Uz,n-
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O zbieznosci szeregu (10) §wiadczy zbiezno$é sumy wartosci obciazen, dzialajacych
na gladka tarcze zastepcza w uktadach U, ,. Dla gbrnego i dolnego brzegu tarczy sume
te wyznacza szereg geometryczny

X
an pei) = PO+ o+ o = PEL 22,
zbiezny pod warunkiem
1,—1 1,—1,
(12) Jus] = ! <1, |pa) = —t—d < 1.

Z kolei obciazenia tarczy zastgpczej w linii zmiany gruboécei tarczy rzeczywistej wynosza

Y,=Y+A4, Y+A4, Y+ ... +4, Y+ ...,
(13) X, =X+A4,X+4,X+ ... +4,X+ ...,

gdzie

4 A;‘Y= Ak—l Y_(Ak—lagtg—dk—l O'gtd),
(1 ) AkX= Ak—lX—(Ak—l Tgta_Ak_l Tdtd).

Skladowe obciazenia (13) stanowia réwniez ciag zbiezny, gdyZ zbiezny ciag tworza
obciazenia brzegowe (11).

Jednakowa zbiezno$¢ dla obciazenia na gérnym i dolnym brzegu uzyska sie dla
[t,— 2, = |t,—14] czyli

(15) | l, =

W praktyce obliczeniowej ograniczamy sie przy wyznaczaniu naprezefl w tarczy wed}ug
(10) do kilku tylko przyblizen. O dokladno$ci wyniku otrzymanego dla r wyrazéw oriento-
waé moze reszta szeregu (11)

(16) - Ri= —i_“zpi(x).

Przedstawiona droga postepowania nie ulega zmianie w przypadku rozpatrywania
tarczy o kilku skokowych zmianach grubosci.

3. Tarcze perforowane o stalej grubosci

Zasady obliczania takich tarcz (rys. 8) sa podobne do stosowanych przy obliczaniu
tarcz o skokowo zmiennej gruboéci. Wprowadzamy zastepcza tarczg bezotworowa o gru-
bosci ., ktéra wraz z obcigZzeniem uktadu rzeczywistego U, tworzy uklad U, o (rys. 9).
Rozwiazujac ja, otrzymujemy wzdhoz linii odpowiadajacych brzegom otwordw w tarczy
rzeczywistej sity przekrojowe W§, W§. OkreSlony dla stanu U, , stan naprezenia wymusza-
my w tarczy rzeczywistej o gruboéci £, co wymaga zmiany obcigZen brzegowych zewngtrz-
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. . ¢ ¢ .
nych 1 wewnetrznych do wartosci Pr oraz WO?—. Sily te tworza wraz z tarcza rzeczy-

z z

wista uklad U, (rys. 10).

RlT]

-
SN e S e SR B
T

Miedzy tym ukladem a uktadem wyjsciowym zachodzi stosunek
(17) Uo=ﬁo+Un
gdzie nowo wprowadzony uklad U; (rys. 11) otrzymuje sie przez Ezy%oienie do tarczy

rzeczywiste] obciaZen, bedacych réznica obcigzen ukiadéw U, i U,, tzn. na brzegach
zewnetrznych sit 4P na brzegach za§ wewnetrznych sit AZ, gdzie

Rys, 8

(18)

(19)

Rys. 9
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W drugim cyklu obliczen traktuje si¢ uktad U,, jak w cyklu pierwszym uklad U,.
Rozwigzuje si¢ mianowicie tarczg zastgpcza ukladu U, , dla obciazen ukiadu U, (rys. 12)
i otrzymuje sig nowe wartosci sit przekrojowych wzdtuz linii brzegow otworéw tarczy

Rys 10

rzeczywistej — W, . Wymuszenie stanu napreZenia i odksztakcenia tarczy ukladu U,,, na
tarczy rzeczywistej prowadzi do uktadu U, (rys. 13). Zachodzi znéw zwigzek analogiczny
do (17)
(20) U, = ﬁ1+U2a
gdzie uktad U, utworzony jest z tarczy rzeczywistej i obciazen bedacych réznica obciazen
uktadéw U, 1 U, czyli z sit u?P oraz

! [
(21) A220=AIZ!]“W]‘_]T, Ade=AIZd—sz

z z

Uktad U, jest wyjsciowy dla trzeciego cyklu obliczen.
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/Pn“

Rys. 12

Przy opisanym postgpowaniu iteracyjnym stan naprezed w ukladzie rzeczywistym U,
oblicza si¢ jako sume wyrazong wzorem (10). Zauwaza sig, Ze dla ¢, = ¢ jest 4 = 0, czyli
w cyklu drugim i nastepnych jako obciaZenia zewngtrzne wystepuja jedynie sity wzdhuz
brzegu otwordw 4, Z.

NS

Rys. 13

4. Przyklady liczbowe

4.1. Tarcza prostokatna o jednej zmianie grubosci. Rozpatrzymy przypadek pokazany na
rys. 14a, dla ktérego znane jest rozwiazanie Sciste.

Zakladamy: 1, = 2cm, ty = 4cm, v = 0.
Tarcza jest réwnomiernie §ciskana obcigzeniem p = 18 kG/em.
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Rozwigzanie Sciste badanego przypadku okresla nastepujace wartoSci naprezef:

dla czgbei gornej: of = 1 =0, o) = —‘% = —9 kG/cm?,
(22)
dla czgici dolnej: of = 18 =0, of = % = —4,5kG/cm?.
D= 18kG/em - 18 kG/cm

IEEKEEEENX]

73
=

e i
. \

R
S \

(27724
L

— Ty TIITIOEIL [ fem3em
p=16kGjem \ 1BkG/em
L

>

Rys. 14

Do wartoéci tych dojdziemy przy zaStosowaniu przedstawionego sposobu.
Przyjmujemy zgodnie z (15) grubo$é tarczy zastepczej

2+4
,=~—2—= 3cm,
czyli zgodnie z (4): uy, = 1/3, pu, = —1/3.
kg/em  0) RkG/em D)
IITEXYXRENRRR] T
- 2 12 kifem
S il ERRERANRTNER
24k
[EEREREREEEEN! 4 fom
4om
IRRERREREREXR
\ 24 kG/cm
ENANEERSRERK!
24 kG/cm
G

Rys. 15

Dla ukladu U, o, pokazanego na rys. 14b, otrzymuje sig

of = 05 = —6kG/em?, ¢ =17 =0.
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Wymuszenie tego stanu naprezenia na tarczy rzeczywistej prowadzi do uktadu U,

Z. BunziaNowskl, F. ANDERMANN I J. WRANIK

przedstawionego na rys. 15.

Rysunek 16 pokazuje uktad U, = Uy,— U, oraz odpowiedni uktad zastepezy U, ;.

11

6 kGfen

1

12kG/erm

RESRLRERE]

INERENENE]

6 kGfem

@)

a)

)

NN
R

\\\

N

6 kGfem

IEER4TEERKRE

12 kGlem

SREMRERERENE

T T

6 kGlem

@

Rys. 16

Dla tego ostatniego stan napreZenia jest okre§lony nastepujaco:

cze§é gorna: 4,04 = —2kGfem?,
czg§¢ dolna: 4,65 = +2kG/em?,

Adiof = 4,79 =0,
Aot = 4,2 = 0.

Mozna zatem utworzy¢ nastepne uktady U,, U,,, itd.
Ciag uktadéw U, , z relacji (10), prowadzacy do uktadu U,, przedstawia rys. 17.

)

27 kb/em

18kGlem 6 kGjem 2kG/em 2J3 kGjem
e
AR 4R IR [LEN
12kl gktjem_
¢+ Iy (ERREL il
NIk [ERER IRLE] [ERRR!
\18&G/em \Bk5/m \2kG/em 2/3 kGlem

@)

&)

>

Rys. 17

Na podstawie (11) otrzyniamy sumaryczne obciazenie

dla gbrnej krawedzi

dla dolnej krawedzi

pz,l (X) =

pz,Z(x) =

1

1——

3
1

1+

.18 = 27 kG/em,

18 = ;221 kG/cm.

29 kGlom

[ ERREE

IRREM!

N



PEWIEN ITERACYINY SPOSOB WYZNACZANIA NAPREZEN W TARCZACH 169

W miejscu z}niany grubosci wedtug (13)

4 4 27
Y, = O+12+0+3—+0+—57+ cee = b kG/cm.

Stan naprezenia w ukladzie U, z rys. 17 jest identyczny z (22).

4.2. Piericien kolowy.  Rozpatrzymy pierscien osiowo-symetrycznie réwnomiernie
rozciagany (rys. 18), czyli tzw. zagadnienie Lamégo, dla ktdérego znane jest rozwigzanie
$ciste (por. [2], str. 157)

(23) , O =

Rys. 18

Wprowadzamy uklad U, , (rys. 19a) z kolowa tarcza zastepcza o grubodei /; = t.
Stan napreZenia w tej tarczy okreslony jest przez wyrazenie (por. [2], str. 161):

(24) O = 0y = —p—

Rys. 19
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Po wymuszeniu tego stanu napreZenia w tarczy rzeczywistej otrzymamy uklad U,
z rys. 19b. Uklad U, = U,— U, pokazano na rys. 20a, odpowiedni uklad zastepezy U, ,

za$ na rys. 20b.

A,7=~Wy=-p @ 5
] %
“
!
ﬁ .
fe fh

Rys. 20

Stan naprezenia dla tarczy uktadu U, , otrzymamy przez natozenie dwdch rozwigzan
(rys. 21). Pierwszym z nich (rys. 21b) jest rozwiazanie kolowego wycinka tarczy nieogra-
niczonej podane w [3], na str. 165, drugim za$ rozwiazanie tarczy kolowej osiowo-syme-

trycznie réwnomiernie rozciaganej (rys. 2lc).

a D

Rys. 21

Dla tarczy z rys. 21b stan napreZenia jest okre§lony nastepujaco:

dla r<a a,.=aq,=§(1+v)1t]—, T=0;
1 p a’
(25) dla a<r<gb a,=—aq,=—7(1——v)7 7, T=0;
1 p a*
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Do kompletu wzoréw niezbednych do dalszych rachunkéw beda potrzebne wzory na
odksztalcenie wycinka pét-nieskoriczonego pod wptywem sity skupionej P, > 0 przytozo-
nej do wolnego korica, mianowicie

(1.18) Uy = V2 Pl

[G(2)sinf — E(z)cosh],

ksm—é-

oraz momentu M, > 0, tj. o zwrocie zgodnym ze zwrotem wskazéwek zegara, réwniez
dziatajacego na wolny koniec

(1.19) Uy = %{2"3[6(2) ctg-g —@(Z)]-

B. Tiok

W danym przypadku oprdcz ci$nienia dzialajacego na powierzchnig boczng do plasz-
czyzny przekroju przytozone jest cinienie p,. Tym samym problem staje sig tréjwymiaro-
wy 1 nie mozna oczekiwaé, aby stosowane uprzednio zaleznosci byty calkowicie poprawne.
Tok rozumowania jest nastgpujacy. Traktujemy ttok jako graniczny przypadek cylindra,
tj. dla Ry — 0. Sktadowej promieniowej poszukujemy w postaci

- (1.20) —q = ku,+C.

NapreZenia radialne i styczne wyraza si¢ wzorami:
E . ' r B, ' BI lupO
= e——— 1 _— —_— —_—
o= et Pl el T
_ E r B’ ’ B’ luPO
S T a—20 ["(A SR ol )+ 2]

Postepujac w my$l opisanej juz procedury, otrzymamy nastgpujace wyrazenia na stale
dla tloka:

(1.21)

k:L C = — #PoR
14+u)(1—-2u)R2° - 1+m)(1-2w)R,’
(1.22) (I+p)(1-2p) (I+m)(1—2u)
_— 2 —_ 1 3
R, —§R, 1—2—4R.

Roéwnanie rézniczkowe opisujace odksztatcenie osi obojetnej ttoka przyjmuje postac:

d*u d*u,
1.23 —_n 2 " =
(1.23) D = + oD 2 +ku, C.

Rozwiazaniem szczegdlnym powyZzszego réwnania jest wyrazenie

R,
(1.24) u = — /‘E Po.

Natomiast wszystkie pozostate rozwigzania sg identyczne z rozwigzaniami dla- cylindra.

6 Mechanika teoretyczna
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2. Odksztalcenia tloka i cylindra

Dysponujac wyrazeniami z p. 1. mozemy przystapi¢ do okreslenia odksztalcen ttoka
i cylindra dla okreslonego przypadku. Poniewaz ttok moze przyjmowaé wzgledem cylindra
dwa zasadnicze potozenia, dla ktérych rozwiazania bedg si¢ nieco réznily, rozdzielimy
nasze obliczenia na te dwa przypadki. W obydwu przypadkach wartoéci A okre$laja po-
dejécie, w ktorym ttok moze by¢ traktowany jako pdt-nieskonczony, natomiast dla cylindra
bédziemy przyjmowaé, Ze jego konice znajduja sig nieskonczenie daleko od siebie.

Przypadek 1.

A. Tlok

Punkt o wspétrzednej z jest miejscem, w ktérym badamy odksztatcenie w obszarze DB.
Sita skupiona P we wzorze (1.14) zostaje zastapiona «elementem» p(s)ds. Element ten
w punkcie o wspotrzednej z wytworzy odksztalcenie

fm [ 1+2cosf 1—2cos0
ouy(z) = —— | —"—O(—-2)+ — & (s—2)| p(s)ds.
O =57 o )= 6= 2)|p)
2 8111*2“
T34
o e I N 7 2 & .
. Ebr " ¥
Z%
Ls Ly | L
. Lo
Rys. 2. Przekr6j komory oraz czgdci roboczych manometru plaszczyzna r = 0
Catkowanie powyZszego wyrazenia prowadzi do wzoru:
m 142cos0 [ 1 —2cosf f
Q1) = L2 [Be—spwras+ =200 [eas)pds+
212k cosﬂ ; .0 g
5 : _Slni
14+2cos0 7" 1—2cosh
osf r — .
to [ O=ap sk 0 [ H=2p)ds
COS~~2- z sm? z

Wzér ten poprawnie opisuje odksztaleenie belki nieskoriczonej. Obciazenie, symbolicz-
nie oznaczone przez p(s), wytworzy w punkcie D (rys. 2) moment gnacy oraz sile tnaca,
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ktére zachowuja ciaglo$é nieskornczonego wycinka. Przechodzac do wycinka pdt-nieskori-
czonego, musimy przytozyé odpowiedni moment Mop oraz sifg Vop,

m_ f(OG=d) Es—d)

Mop = = s)ds,
oD 4]/2/3, CSE ) p(s)ds
a 0] ) Sll’l—2~
i
Vop = 7 {O(s—d)—E(s—d)ctgh} p(s)ds.

Y
Odksztalcenia zwigzane z ostatnimi wzorami wyraza si¢ nastepujaco:

0] J-’- O(~d)  EGs—d)
6

02 e = 500 ps)ds dla d < z<Id,

22k 7| cos= sin—
2 2
/
(2.3) Uy = __/9”7_ O(z)sin0— & (2) cos 0] f [O(s—d)—&(s—d)ctgh}p(s)ds
]/Esin—z_ d

dla d<zgl-d.
Calkowite odksztalcenie osi obojetnej tloka wyniesie

UR,
E

(24) Uy = Uy, + Uy +LI,,3— Po.

B. Cylinder

Interesuje nas wylacznie odksztatcenie na odcinku DB. Odcinek ten deformuje sig pod
wplywem tego samego cis$nienia co tlok, totez odksztalcenie, ktére oznaczymy wu,, ma
identyczng postaé ze wzorem (2.1). Dodatkowe odkszta%ceme w obszarze DB wytworzone
przez obszar AD wyrazi si¢
(2.5) upy =

°-”7 (O —d—1o)~O(z) + [E(2) — £z —d—I)ctgh} dla dtlo < z< I+lo.
Aby poprawnie opisaé interesujaca nas deformacje, musimy wziaé pod uwage, Ze
pret nieskoriczony zostat przeciety w punkcie 4 i B oraz ze w punktach Ci E ma miejsce
skokowa zmiana promienia cylindra, bedaca zrédfem dodatkowych odksztatcen.
Ciagtos¢ w punktach 4 i B przywracamy, przykitadajac odpowiednie sﬂy tnace oraz
moinenty, a odksztalcenia z nimi zwigzane sg nastepujace:

Uyz = l/iéf/—gf' [y +2z)sin0@—E(ly+2)cosd],

ksin7
M
Upg = - ﬁff) [@(/0+z) t(/ﬁ-z)ctg%],
(2.6) 5 gy
Uys = .Lﬁ*{;’i [O(—z)sinf—&(~z)cos b,
/L’Sin‘i—

Uy 7=

0 :
2/92D [8([ z)—E(l—z)ctg— ], dla d<gzgl-d.

6*



182 K. Rajski

" Zasada obliczania V., Vo, Moa, Mop jest identyczna z opisang w pkt. 2A.,
Skutkiem skoku promienia w punktach C oraz E jest zmiana warto§ci modutu sztyw-
noSci, kata przesunigcia fazowego, sztywnosci na zginanie, itd. WyobraZzmy sobie, ze
przecielimy nasz wycinek w punktach C'i E. Wtedy przesunigcia osi obojgtnych rozdzielo-
nych czesci bedg rézne. Celem przywrdcenia cigglosci w tych punktach musimy «zszyé»
wycinek, innymi stowy, przytozy¢ takie wartodci sit i momentéw V&, Vi, ME, M, aby
pokryly si¢ osie obojetne. Uklad rownan okre$lajacych te cztery wartoéci jest nastepujacy:

P P Vl P [I MP
Ve 52% +Mj 5?,5"*’ Vc(ac,cc'*" 52,00) +Mc (5g,g+ 50,2) +0oc =0,

P P 1 P il p
. VESYE + MESME 4 Ve(STC, +512) + Mc(SNS + SME) +-50c = 0,
. 1 1 i P M’, MP
Ve 8Le A MEONE + Vo (87, + 07 ) + M o612+ 8E) 4 85 = 0,
1 I 1 P | P
VL MESYE + VSV +SUE) + Mg (SME + SYE| 45 = 0,
przy czym dgc, Ogr Oraz Sye , Sor 0znaczaja odpowiednio wzgledne przesuniecia i na-
chylenia osi obojetnych, spowodowane obcigzeniem, symbole typu np. VE—sile tnaca
!
na prawo od punktu E (miejsca przecigcia). Zapis typu 620(: oznacza przesuniecie osi
obojetnej, spowodowane sitg tnacg Vd (gérny wskaznik), a dolne wskazniki oznaczaja
kolejno, gdzie odksztatcenie wystgpuje oraz gdzie jest mierzone.

Taki sam uklad réwnan mozemy napisaé¢ dla momentdw i sit jednostkowych. Wartoéci
d1 .S spowodowane warto$ciami V' = 1 oraz M = 1 mozZna otrzymaé w wyniku rachunku
(por. [3], rozdz. IIT). Wykorzystujac te warto$ci, uktad réwnan (2.7) mozna rozwiazaé
metoda kolejnych przyblizen. Sity i momenty dziatajace po obu stronach przesunieé
roznig sie jedynie znakami:

\VEl = VBl = Ve, Mgl = |MB| = Mg,
Vel = Vel = Ve, M = M8l = M.
Odksztalcenia spowodowane powyzszymi sifami oraz momentami beda nastgpujace:

Uy = 1%5%5 [6(2)sinf— £(z)cos],
ksin7

Upg = —2—p]k—[2% [@ (Z) - 5(2) Ctg%] )

5 AP
to = 1/2%{@[(12“)’ 7, plsin0—&[(, +2), 2%, glcosb},

kSlnT

(2.8)

' 6
thio = %{9[(12-!-2), 2, gl- £l +2), 2*, «p]ctg;}.

W réwnaniach(2.8) zapis typu @[(/, +z), z, p] nalezy rozumieé jako e~ 22+ +2*cos [ A4 (1, +
+2) +@). Wielkosci z* oraz ¢ sa odpowiedzialne za zmiane amplitudy oraz przesunigcia
fazowego, jakie maja miejsce w obszarze CE (wzgledem obszaru EB) na skutek zmiany
promienia wewnetrznego w punkcie E.
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Drugim efektem «skoku» w punktach Ci E jest odksztalcenie zwigzane z dzialaniem
ciénienia p, (o kierunku osiowym) na piericienie wykroju. Dzialanie to mozemy zastapié
przylozeniem odpowiednich sit oraz momentéw do osi obojgtnych. Sity tnace (zgodne
z kierunkiem osi z) nie daja zadnego wkladu. Wktad pochodzacy od momentéw da si¢
zapisaé w postaci:

_ Po Rg_R%) }
2.9) ny = = 4521)51116{ 2 £ d<z<l,
_ Po R%*Rz _ l
(2.10) upy, = _aﬂzDsinB{ 2 3R l£(12+z) z*,¢] dla d<z<gl

We wzorach (2.8), (2.9) i (2.10) efekty zmian promienia wewngtrznego zostaly zastg-
pione odpowiednimi sitami oraz momentami przytozonymi do promienia osi obojgtne;j.
Wobec tego, Ze nie zachodzi tu obciaZenie powierzchni zewnetrznej badZz wewngtrznej
wycinka, jak to byto rozpatrywane uprzednio, powstaje pytanie, ktére z dwoch par wzo-
row — (1.6) i (2.14) oraz (1.7) i (2.15) — maja by¢ uzyte w celu obliczenia deformacji
cylindra. Wiasciwym miernikiem wydaje sig¢ by¢ tu charakter krzywej odksztalcenia osi
obojetnej. Jesli odpowiada on obciazeniu wewnetrznemu, nalezy korzystaé ze wzoréw
(1.6) i (2.14), w przeciwnym przypadku z zaleznoéci (1.7) i (2.15).

Przypadek 2.

Sytuacja, ktéra teraz rozpatrujemy, rozni sie od poprzedniej tym, ze czolo tloka
znajduje si¢ w obszarze komory, tj. pomiedzy punktami C i E. Przyjmujac, ze punkt D
zwigzany jest z poczatkiem tloka, mamy w dalszym ciagu DE = d. W celu uczynienia
zapisu bardziej przejrzystym, rozbijmy obliczenia na dwie czeéci:

dla obszaru DE

211 u(z) = °"” (2—-0(2)— O(d—2) + [£(2) + E(d—2)]ctgh} +
I+d
fm l+2cosO 1—2cos0
+—= O(s~2)p(s)ds+ ———— | E(s—2)p(s)ds| +
2y2k cos7 f sin% J

I+

sinf COS—-— sm—
2 2
0
Po [1—@@+5<d)ctg—] Iy
+l/—”2ik— e 2 [ 106~ ctg Ol ds
Sin

sin— d
2

x[@(z)sin 6 — £(z) cos 0] — /"Lg"rpo, 0<z<gd;
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dla obszaru EB
1) () =L (O =)= O() + [£(2) — £~ d)letgh) +

pm 1+20080f@(z s)p(s)ds+2—cos‘0f§(z s)p(s)ds -+

2)/2k >
05 sin
—2cosd
1+20050j O(s— z)p(?)(/é-i- C;_’s__J E(s—z)p(s)ds| +
COS"2' Slni z

I4-d -
L Pof?(d) +%f 0(s) —-—5(5)0 p(s)ds] [@(2)—5(2)“%%]"‘

2k | sin0 c Sﬁ sin?
) 2 |
]
Po[l —O(d)+&(d) Ctgj] 8 -'f" l
— - =+ =L | [O@)—E(s)ctgh] p(s)dsp x
V2k /2 sinf sin% J ‘
x[@(z) sinf— §(7)cos@]— Llpe, d<zgI+d.

E

Obydwa wzory okreélaja odksztalcenie tioka. Porownujac wzory (2.11) i (2.12) ze
wzorami (2.1)~(2.3) nie jest rzecza trudng dostrzec zmiany, jakie zaszly. Poniewaz cha- .
rakter tych zmian dla cylindra jest zblizony, wyrazen na odksztatcenie cylindra nie bedziemy
podawali.

Pozostaje jeszcze obliczy¢ zaleznoSci pozwalajace znalezé odksztatcenie dla dowolnego
r. Korzystajac z rownania (1.4) otrzymamy:

thok

2.13) u(r, z) = u,(2) —1’2—,

cylinder
. u,(2) kR, *R,
@1 D= g | (P g )() !

dla obcigZzenia wewnetrznego oraz

dla obcigzenia zewngtrznego.

3. Wyznaczanie kata przesunigcia fazowego

Niewatpliwie najdogodniej jest wyznaczyé powyzsza wielko$é doswiadczalnie. Nalezy
wige wytworzyé w cylindrze pasek jednorodnego ci$nienia badz tez przytozy¢ obciazenie
pol—nleskonczone co w praktyce sprowadzi sig¢ do warunku, aby dlugos¢ obciaZenia byla
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duza w poréwnaniu z dilugodcia fali —2x/2,. Pomiaru naprezen stycznych i osiowych
mozna dokona¢ metoda tensometryczng, a nastgpnie dobra¢ tak kat 0, aby krzywe do-
$wiadczalne i teoretyczne byly ze soba zgodne.

4. Dyskusja oraz wnioski koncowe

Jak zaznaczono na poczatku, interesuje nas zaréwno funkcja rozkladu ci$nienia p(2)
jak i funkcja szerokosci szczeliny, tj. 1[p(z)] = Ro[p(2)] = R[p(2)]. Wypada w tym miejscu
wyjasnié, ze przyblizone réwnanie opisujace zasadg zachowania strumienia pola predkosci
w szczelinie ma postaé (jest to réwnanie Reynoldsa dla danego przypadku):

4 [ewr0) @]
dz| n(p) dz] 7

przy czym funkcje gestoéci o(p) oraz funkcje lepkosci n(p) nalezy wyznaczyé doswiadczal-
nie. Rozwiazujac réwnanie (4.1) otrzymamy funkcje p(z). Dodajmy jeszcze, Ze uzywana
w pracy funkcja p(s) jest rozwiazaniem réwnania:

2 1[e69) 4]
) ds | n(s) ds

Obliczenia teoretyczne wykonane przez ZOCHOWSKIEGO [8] na bazie prostego modelu
odksztatcen tloka 1 cylindra oraz badania do§wiadczalne sugeruja, ze najwiqksiy wplyw na
doktadnos¢ konicowych wynikéw maja dwa obszary: A) Obszar czofa tloka, gdzie nalezy
sie spodziewa¢ najwigkszego gradientu ci$nienia, z uwagi na przebieg funkcji o(p) i n(p).
Stad tez powstata konieczno$¢ uwzglednienia wplywu, jaki wnosi ksztalt komory na rozklad
ci$nienia w szczelinie. Nalezy jeszcze dodaé, ze na podstawie wzordw (1.22) oraz (2.13)
nalezy si¢ spodziewaé, iz poprawka do ci$nienia mierzonego bgdzie mniejsza niz wynika
to z pracy [8]. B) Obszar p — 0, gdzie dominujagcym wydaje sie by¢ czynnik opisany
wzorem (1.24). W modelu Zochowskiego powstata sytuacja, ze przy pewnym ciénieniu
zachodzito /1 = 0, co z punktu poprawnego dziatania manometru jest niedopuszczalne.

W rozpatrywanym modelu zwigkszenie ciSnienia o Ap spowoduje przesunigcie sig
«$rodka cigzkodci» ci§nienia w kierunku wigkszych wartosci z. Pociggnie to za soba wzrost
warto$ci wyrazéw u,s oraz u,s [wzory (2.6)], tak wiec, o ile tylko zajdzie sytuacja taka, Ze
h =0, bedzie ona miala miejsce dla wigkszego ci§nienia niz w modelu Zochowskiego

4.1)

Autor pragnie podzigkowaé p. dr. R. WISNIEWSKIEMU za twdrczg inspiracje oraz cenne
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Peswome

IEMGOPMALIMS PABOUMX OETAJNIE MAHOMETPA
C HEYIUNIOTHEHHBIM ITOPHIHEM

B paGoTe npUBOAATCS Pe3yJIbTAaThI TEOPETHUECKHUX pacyeToB Aehopmaluii pabGouux Aeraned mano-
MeTpa ¢ HeYIUIOTHEHHbIM moplusem. IlonyyeHroe pellleHHe sIBNAeTCs NpubMiKeHHBIM. Ilpubhmxenue
ONHpaeTCH Ha TEOPHIO OalKW Ha YIPYroM OCHOBAaHMM. B paGoTe yuTeHO BIMsAHME (hOpMBI Kamephl Ha
nedopmanuio paboumx aeranedt.

Summary

DEFORMATION OF WORKING PARTS OF A DEADWEIGHT-PISTON PRESSURE GAUGE

The paper presents the theory of deflection of working parts of a deadweight-piston pressure gauge.

The approximate solution obtained is based upon the extension of the theory of a beam resting on elastic
foundation.

Influence of the form of one chamber on the deflections was taken into account.
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ZGINANIE PLYTY KWADRATOWEJ Z CENTRYCZNIE POLOZONYM OTWOREM
KWADRATOWYM

GRZEGORZ JEMIELITA (WARSZAWA)

Wstep

Zagadnienie zginania plyt z otworami badano gldwnie z uwagi na koncentracj¢ na-
prezen w poblizu otworu. Najwigcej rozwiazan uzyskano stosujac metodg funkcji zmiennej
zespolonej (por. [1, 2], s. 573—590). Formalnie $cisle rozwiazanie plyty kwadratowej,
swobodnie podpartej na obwodzie zewnetrznym, z centrycznie pofozonym otworem
kwadratowym, swobodnie podpartym, podano w [3] (por. tez [4] s. 358, [2] s. 483-488).
Z powodu trudnoéci w uzyskaniu rozwiazan zamknigtych lub formalnie §cistych dla plyt
prostokatnych z otworem w wielu przypadkach stosowano metody przyblizone, takie
jak: metoda elementéw skonczonych ([5], s. 180), metoda réznic skonficzonych [6] i jej
odmiane — metod¢ elementdw podstawowych opracowana przez REIPERTA [7].
W ninigjszej pracy podamy formalnie §ciste rozwiazanie plyty kwadratowej z centrycznie
polozonym otworem kwadraiowym. Rozwiazania zostaly uzyskane za pomoca pojedyn-
czych szeregéw Fouriera.

W punkcie pierwszym podajemy metode rozwiazania zagadnienia plyty kwadratowej
swobodnie podpartej na obwodzie zewnetrznym; brzeg otworu, zwany dalej brzegiem
wewnetrznym, moze by¢ utwierdzony, swobodnie podparty, utwierdzony przesuwnie
lub swobodny.

W punkcie drugim szczegélowo rozpatrzono plyty, na ktére dziala obciazenie ¢ =
= const, symetryczne wzgledem wszystkich osi symetrii plyty.

Przypadek graniczny — plyta pelna — zostal rozpatrzony w punkcie trzecim. Mozli-
wosci rozszerzenia proponowanej metody na plyty o innym ksztalcie i innych warunkach
podparcia brzegu zewngtrznego podano w punkcie czwartym. Praca jest zakonczona
przykladami liczbowymi. W calej pracy zakladamy, Ze rozpatrywane plyty sa izotropowe
o stalej sztywnosci D.

1. Metoda rozwiazania zagadnienia

Rozpatrujemy plyty pokazane na rys. 1. W rozwazanych plytach wyrézniamy dwie
osie symetrii pokazane na rys. 1a. Z plyty kwadratowej wyodrebniamy plyty prostokatne,
kazda o wymiarach a x ¢ (rys. 1b). Wprowadza si¢ cztery uklady wspotrzednych, pokazane
na rys. le. : '

Korzystajac z zasady superpozycji, dowolne obciazenie dzialajace na plyte q(x, y)
mozna roztozy¢ na cztery schematy, ktére kolejno oznaczymy: S-S, S-4, 4-S, A-4 (rys. 2).
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Funkcje ugiecia W, (x,, y,) pierwszej plyty prostokatnej mozemy zapisaé nastgpujagcym
WZOoremn

(1.1) Wi(xy, y0) = W0y, p) W, ) +WS(xy, p ) +W14(x, »)).

b c d
Y1
\I\ * Ys
b | Sy —re | T [ T ea—
I AN I X
1 = | o=
| M4 L B | [
| B u .
I lc] L] h,,L
a Y3
Rys. 1

Korzystajac z symetrii zagadnienia, funkcje ugiecia dla plyt prostokatnych: drugiej,
trzeciej i czwartej wyrazamy przez funkcje wystepujace w (1.1):
Wa(xa, y2) = WiS(a—x,, y) +Wita—x,, y2)—WiS(a—x2, y2) -

- W‘ilA(a_XZ: J’z),

W3(X3, y3) = WiS(x3, y3) = Wi4(x3, y3) = WiS(xs5, y3) + Wit(xs, 3),
Walxa, ya) = WiSa—x,, p)—Wita—x,, ya) +WiS(a— x4, ya) —Wita— x4, y4).
z powyzszego wynika, iz rozwigzanie zagadnienia plyty kwadratowej z otworem sprowa-
dza sie faktycznie do rozwiazania plyty prostokatnej oznaczonej na rys. 1b numerem

(1.2)

Rys. 2

pierwszym. Plyta ta jest podparta lswo,bodnie na trzech brzegach, a na czwartym brzegu
wystepujg nieciggle warunki brzegowe. Sposéb podparcia oraz przyjety w dalszych roz-
wazaniach uktad wspdirzednych pokazano na rys, 3.

N iz

e e e

S
N

Rys. 3
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Zaleznoéci miedzy wielkosSciami geometrycznymi lub statycznymi na brzegu y = 0
a odpowiednimi im wielkoSciami wzdtuz linii x = ¢ i x = a—c dla wszystkich schematéw

obciazen zestawiono w tablicy pierwszej.

Tablica 1
Schemat
Funkcja znak funkcji Funkcja Przedzial
5S | s-A | AS | A-A
+ + — W(c, c~py=x Osxs<sce |l
W(x, 0) = _
+ - + W(Clyy)\y=x—c, d<x<al|2
— — + ox(c, C"y)ly=x 1
@y (x,0) = B . - T
+ —_ + px(c’, y)|y=x—c’ 2
+ + —_— My(& C"‘y)ly=x 1
M, (x,0) = e
+ - + Mx(c’:)’)'y=x—-c, 2
— — + V(e c=p)ly=x 1
Vylx,0) = — |
. + — + V(e )’)ly:x—cl 2

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

W(x, y) = Oy(x,
(p)’(x7 y) = ®3(X7
My(x,y) = $J(x,
Vy(x, ) = @i(*\‘,

(1.3)

y) = Dy(x, )

¥,  ox(x,y) = Oilx, y)
¥),  Mu(x,y) = Di(x, y)
y)! Vx(x, y) = @i(x, y)

funkcja ugiecia,

katy obrotu,
momenty zginajace,

zastgpcze sily poprzeczne.

Korzystajac z oznaczen (1.3), zaleznodei z tablicy pierwszej mozna przedstawié¢ ogdlnie

za pomoca funkcji:

(1.4)

gdzie j = 1,2,3,4,

ky, ke =

Di(x, 0) =

(- Bl c— ),

®i(x, 0)

(= D uPLCE, Pyare
¢ =a—c,
0 gdy o$ I, IT — of symetrii (S),

{1 gdy o8 I, Il — o$ antysymetrii (A4).

O<x<e,

c<x <,

< x<a,

Aby spetni¢ warunki brzegowe dla x = 0 i x = a, funkcje ugigcia plyty W(x, y) wyrazamy
za pomocg pojedynczego szeregu Fouriera o postaci

(L.5)

gdzie «, = mmnja.

W(x: y) = Z Wn?(y)s_inamx;

m=1,2,..



190 G. JEMIELITA

Podobnie wyraz.iny obciaZenie zewngtrzne

o]

(1.6) g, 0) = D) dul)sine,x,

m=1,2,.

gdzie
2 .
guly) = 7 q(x, y)sina, xdx,
0

Po podstawieniu (1.5) i (1.6) do réwnania rézniczkowego plyty o stalej sztywnosci D
(.7 DV*V*W = ¢
otrzymujemy uklad rozdzielonych réwnan rézniczkowych zwyczajnych o stalych wspot-

czynnikach (por. [4], s. 315). Catka tak otrzymanego réwnania jest postaci (por. [4], s.
323)

(l 8) W,,.(y) = AmCh Oy +Bm0¢my5h ) + CmSh Oy Y +Dm anzyCh U Y + qu(y) »

gdzie Aw, Bu, Cu, Dy sa stalymi catkowania, W, jest catkq szczegdlna o postaci (por.
[4], s. 315)

i

(1.9) W) = f oz,,,(y—t)choz,,‘gs—l;)——sh o(y—1) (b,

0 (1]

Do wyznaczenia mamy cztery nieznane grupy stalych. Eliminujemy dwie z nich wykorzy-
stujac warunki brzegowe na brzegu swobodnie podpartym y = ¢, gdzie mamy:

(1.10) W(x,c) = My(x,c) =0.

Wykorzystanie powyzszych warunkéw prowadzi do nastgpujacego wyraZenia na funkcje
W(x, y):

_ sin o, x chay,y
(L1D  Wx,p) = —IZ: “eho, {D,,, (a,,,ychoz,,,(c—y)—@m o ) -
" 2
- Clll Sh d,,,(C —y) + I4/"111(})) Ch 0,,, - qu(c) Ch amy - "1— I/{/mq(c) - 12 d—@@) X
2 O dy
sha,(c—y) )
x (0,,, cho., +an(c—y)shany|y,

gdzie
¢
0, = oy = mm—.
a

Na calym obszarze plyty prostokatnej obowiazuje postaé funkcji ugiecia ptyty (1.11).
Aby otrzymac kat obrotu ¢,, moment zginajacy M, oraz zastgpcza sile poprzeczna ¥V,
nalezy na funkcji ugiecia (1.11) wykonaé znane operacje rézniczkowe. Korzystajac z ozna-
czen (1.3) zapisujemy wyzej wymienione wielkoéci w nastgpujacej postaci:

o0
(1.12) Bi(x,y) = D QhOsinanx, j=1,2,3,4,

m=1,2,..
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gdzie
d”/m
Q,:x(J’) = Wm(y)> m()) y(y) )
a2 Wu(y)
300 =
‘Qm(y) - [ﬂ am I/Vm(y) dy ]5
4 _ 2 dWm()) gleVﬂ)_
20) = [(2 Nk |
» — oznacza wspolczynnik Poissona. .

Na osi x wystepuja pewne wielkoSci geometryczne i statyczne. Wielkosci te na calym
brzegu plyty y = 0 rozwijamy w pojedyncze sinusowe szeregi Fouriera o postaci

o)
(L13) Pi(x,0) = ) Asinax, j=1,2,3,4,
m=1,2,..
gdzie
A, = 2 ®I(x, 0)si d.
p= 1(x, 0)sina, xdx.
0

Wykorzystujac zaleznosci (1.4), wielkosci <1}, obliczamy z nastepujacych réwnoéci:

(1.14) Ay, = R +S9,,

c a
(1.15) R, = %{(—l)kI““f@i(c, c—x)sinoz,,,xdx+(—l)kﬂfQij;(c',x~c’)sinoc,,,,\'d.\'}.
0 ¢

: 2 ; .
(1.16) Si = Ef By(x, 0)sin o, xdx,

j=1,2,3,4, ¢ =a—c

Wystepujace w (1.15) poszczegdlne wielkosci geometryczne i statyczne @} otrzymujemy
wykonujac pewne operacje rézniczkowe na funkcji ugiecia (1.11). Ogélnie mozna to
zapisaé nastepujaco: !

(1.17) Di(x,y) = LIW(x,»], Jj=1,2,3,4,

gdzie L’ oznaczaja operatory rézniczkowe o postaci

d
1 — 2=—
IL'*=1, L i
o2 22
3=—-— —_— -
L D(3x2 + 3y2)’

4 33
L_=—D(33+(2 w)a 37
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Dla y = Oszeregi (1.12) i (1.13) przedstawiaja te sama funkcje, wige dla kazdego j spetnione
s4 nastepujace réwnosci:

(1.18) A= R +85 = 0Q100), j=1,2,3,4.

Kazda z powyzszych réwnoéci przedstawia nieskoficzony ukiad réwnan, poniewaz wiel-
ko$ci A4, dane sa w postaci nieskoficzonych szeregéw, w ktérych pod znakiem sumy
wystepuja nieznane state C;, D; [por. (1.11), (1.15) i (1.17)].

Roéwnosei (1.18) bedziemy kolejno nazywali:

1) dla j = | — warunkiem brzegowym na ugigcie,

2) dla j = 2 — warunkiem brzegowym na kat obrotu,

3) dla j = 3 — warunkiem brzegowym na moment zginajacy,

4) dla j = 4 — warunkiem brzegowym na zastepcza silg poprzeczna.

W przypadku gdy brzeg wewnetrzny nie doznaje ugie¢ lub obrofu, to na podstawie
(1.16) mamy odpowiednio:

(1.19) Sw=0, Si=0.

Jezeli na brzeg wewnetrzny dzialaja znane momenty M(x) dla ¢ < x < ¢’ lub znane

obcigzenie brzegowe p(x), to wielkosci Sy 1 Spy odpowiednio wynosza:

So = i—f M(x)sina, xdx,
[

(1.20) ‘
2 [ .

4 _ e T

S = ; f plx)sine,xdx.

[

W funkeji ugiecia (1.(1) pozostajg nieznane dwie grupy statych C, i D,. State te wyzna-
czamy na podstawie (1.18), (1.19) i (1.20) z nastepujacych nieskoniczonych ukiadow
rownan:

1) dla plyty z otworem zamocowanym:

(1.21) Ry = 2,(0), R} = 0Q30),
2) dia plyty z otworem swobodnie podpartym, obcigZonym dodatkowo momentem
zginajgcym M (x):

2
(122) Ry =240, Ryt | M(sing,xdy = 220),

3) dla ptyty z otworem zamocowanym przesuwnie, obcigzonym dodatkowo obcigzeniem
brzegowym p(x): ‘

2 <
(1.23) R = QX0), Ri+ > | ptsina,vds = Q30),
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4) dla plyty z otworem swobodnym, dodatkowo obciaZonym momentem zginajacym
M(x) oraz obciazeniem brzegowym p(x):

R,?.'*‘%f M(x)sina,xdx = 23(0),
(1.24)
R;I’H_%f p(x)sina,xdx = Qn(0).

2. Schemat S-S

Rozpatrzymy teraz szczegélowo przypadek obcigzenia symetrycznego wzgleden
wszystkich osi symetrii plyty. Niech na piyty pokazane na rys. 1 dziala na calym obszarze
plyty obciazenie ¢ = const. Korzystajac z rozwazan podanych w punkcie pierwszym
uzyskano nastgpujace nieskonczone vktady réwnan dla poszczegdlnych warunkéw brze-
gowych:

1) warunek na ugiecie

@.1) p) {C(a,,,,sme + Ointh0) + D, (b,,,,sme+ o }} 0%

i=1,3,5,..

2) warunek na kat obrotu

0

(22) E i{Ci(aimCOS oi + 6:‘::1) +Di(b,,,,COS Oi + 6:‘:")} = Qr%x;

1=1,3,5,..
3) warunek na moment zginajacy

A .
(23) Z IZ{C,(I ‘_7") (aimSinoi - (S,‘,,,f/’l@,-)-i—D,- [Sill 01((1 —v)blm—zvaim)'_

i=1,3,5,..

<2th0 +(1—-7»)- h26 ) ,]} = O

4) warunek na zastepcza site poprzeczflac

@4 D PG =) (@008 Bi— 81,) +D;[c0sBi((1 =) by +2(2 =) 1) +

i=1,3,5,..

-+ (1 +v)6im]} = Qr‘:;a
gdzie m=1,3,5, ...
O 0znacza delte Kroneckera,

0; = I'VEE,‘ §=—,

4
7(i® +m?)

4j ) 2im i2—m?
bim = m e — 2 a2 i FCE 0:)1 3
7(i% +m?) [cos@ (ch20,- i2+m? tho ) T 0 ]

(mCOS e,nthe isin 01") P

Aim =

(2.5)
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2

Qr:; = 16cos 0,,, |:——— (1 - E) (l +&— Ez) Z f;m ]
n i=1,3,5,.
) sh25 (1-26)
* —(;751 Fint nm—( w=2thf,)
ch——
2
2 ﬂi._ 1_25 _OF2__ m Zw: ﬁm
Q2 s 160050’"[T(I+2£ 2£%) _~,,35 B cosf;| +
2 ma
o [P""ShT“‘Z‘f)] ’
h~ (mm)?
2.6) :
qa* E1-8 m? sinf,
I?l = o 16cos 0", [——8 — ?* (ﬁm(l —’V) +vg”") ; .
1=1,3,5,..
) sh—'?zl (1—28)
~ (1 =»)rm+ — ((1=»)0,+2vth0,,) |,
ch——
2
4 ga* m x
Of = = Sy 160080~ 5 2 finl1=9) = @=)gim)costy | +
2 mse ,
e [ G B a-2s)
mach —
2
N S
§im = (i TmP)cnb;”
Som (1 + —'2 % tho
= gim l Fm + 2 i)
6
(2'7) I = Sth o - ;‘ ’
2 h2 mn Ch eln
msa chf, mr |
Pm = — ch—- (1 —25).
2 2
ch——
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Przy wyprowadzaniu wzordw na wyrazy wolne (2.6) wykorzystano nastgpujace sumy
szeregow:

o0 o]

w . 2 . .
\TocosimE g g, COSIME _ T (1 28) (1426~ 267,
i 8 i 96
i=1,3,5,.. i=1.3,5,..
ni
@ (-2
Z cosi_y_r§ _ sh 2 (1-26)
. P24m?  4m ma ’
1=1,3,5,.. ch—
2
cosiné T mic mav
i=1.3,5,. 8m3ch —
R 2
_ ﬂchmmf
2 mz |’
b=
(2.8)
. sininé a0 Z.o: sinimé 7’ ,
— = >‘8~-5(1—5), . i %5(1 HA+E-8Y,
1=1.3,5,. i=1,3,5,.
mw isinimé 72 mx | mmn
2 (2+m?)? , M (2EChTShT(1—2£)+Shmﬂ£ ’
1=1,3,5,.. 16mch -
> sininé 7 mm mm
2 e s S ch 22 —ch % (1—28)—
i=-l,3,5,..l(l +m?) dmtch an 2 2

(ST e ™ (1 -26)\ |
ma 2

4
ch—-

gdzieé =cla, 0< E<1/2,
Dla plyt pokazanych na rys. 1 nalezy kolejno rozwiazaé nastgpujace ukiady dwéch
nieskonczonych uktadéw réwnan:
1) dla ptyt pokazanych na rys. la
ukiady (2.1) i (2.2),
2) dla ptyt pokazanych na rys. 1b
uktady (2.1) i (2.3);
3) dla plyt pokazanych na rys. lc
uktady (2.2) i (2.4);
4) dla piyt pokazanych na rys. 1d
uklady (2.3) i (2.4).

-

7 Mechanika teoretyczna
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3. Piyta pelna — przejscie graniczne

Rozpatrzymy szczeg6towo przypadki szczegélne dla & = cf/a = 1/2 (tj. dla plyty
pelnej) przy obcigzeniu ¢ = const. Przy & = 1/2 dla wszystkich rozpatrywanych podparé
brzegu wewnetrznego nieskonczone ukfady réwnan (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4) sa uktadami
jednorodnymi. Powyzsze stwierdzamy na podstawie (2.6) i (2.7), gdzie dla & = 1/2 mamy:

mat

COST:)"HZP,":O, ]1’]-= ],3,5,...

3.1) i=0 dla j=1,2,3,4

3.1. Plyta z brzegiem wewnetrznym utwierdzonym przesuwnie i brzegiem wewnetrznym swobodnym.

Dla takich plyt przy & = 1/2 otrzymujemy nastepujgce uklady réwnan [por. (2.2),
2.3), (24 1 3.1}

1) dla brzegu wewnetrznego utwierdzonego przesuwnie

CI)I+DI)I = O’

(3.2) —~(1=»)Cy+(1+9)D,, = 0;

2) dla brzegu wewnetrznego swobodnego

—Com2(1 =) th 2 Do [2th T (1 gy P\
2 2 PITT
2¢ch? ——
2
o Psin asin™® o penlt
I WP RO T T S B I
7 2 "Pemr T L TN i em?
i=1,3,5,.. i==1,3,5,..
i*—m?
X 2'1}—}—(1-—'11) ['2—}—7 = 0,
-(1-»C,+(I+»)D, = 0.
Latwo jest wykazaé, ze jedynymi rozwiazaniami tych ukladdw sa stale
(34) Cm =D, =0.
.. ) 4qa* . . .
Wstawiajac powyzsze do (1.11) dla W, = Dm)® otrzymujemy znane rozwigzanie

dla plyty pelnej zginanej stalym obcigzeniem ¢ = const (patrz [8] s. 118).

3.2. Plyta z brzegiem wewngtrznym utwierdzonym i swobodnie podpartym. Przypadek ten jest
o wiele bardziej interesujacy od poprzedniego, a to ze wzgledu na to, ze przy & - 1/2
brzeg wewngtrzny sprowadza sig¢ do punktu.

Na podstawie (2.1), (2.2), (2.3) i (3.1) przy & = 1/2 otrzymujemy nastgpujace uktady
réwnan:



ZGINANIE PLYTY KWADRATOWEJ Z CENTRYCZNIE POLOZONYM OTWOREM 197

I} dla brzegu wewnetrznego utwierdzonego

mm mm B
Dm T - Ci -
o o
2 2 ma 7 i
2ch 5 i=1.3,5

Cpth —

(3.5)

CIH+'DIH = 0;
2) dla brzegu wewnetrznego swobodnie podpartego

rownania (3.5),,
(3.6)

rownania (3.3),.

Trywialnym rozwigzaniem uktadéw (3.5) i (3.6) jest rozwiazanie (3.4), ktére odpowiada
plycie pelnej niepodpartej wewnalrz obszaru ptyty. Poniewaz w wyniku przejscia gra-
nicznego & — 1/2 powinni$émy uzyskaé rozwiazanie dla plyty petnej podpartej w Srodku
punktowo, przeto muszg istnie¢ niezerowe rozwigzania uktadéw réwnan (3.5) i (3.6).
Istnienie takich niezerowych rozwiazan wykazemy bezpodrednim rachunkiem.

7 drugiej grupy rownan ukladu (3.5) otrzymujemy zalezno$é¢ miedzy statymi C,, i D,,
postaci:

Cy = —D,.

Wstawiajac powyzsze do pierwszej grupy uktadu (3.5) oraz do uktadu (3.6) otrzymujemy
nastepujace rézne nieskonczone uktady réwnan:

m mmn 8 mz ‘mﬁ » j3sin_l;_
(38) Cm th‘j - —*l—ﬁ — — §in —— Ciﬁ = O,
2 2ch2 % T 2 i=1,3,5 (% +m?)
2 =y
39 C.m? thm—; + ——m-g’%; + than - Lmn -
2Ch27 2¢ch?—=
& P*sin— d i smi
8 sin i 2 2 +m?y Z Ci—5—5 2 =0
7 2 et FATma)? s @ mr ] —

Rozwigzania obu powyzszych ukiadéw przewidujemy w postaci:

.. mn

SIHT

(310) Cp= ~D, = A- 3
m

gdzie A jest dowolna stata.

7
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Wstawiajac (3.10) do (3.8)1 (3.9) kolejno otrzymujemy:

1 mm mmw 8 w’w 1
4D WM T | n_SJ Ty =
(3.12) ltﬂﬂ+_ﬁl__§‘%»_iﬂ_0
’ m 2 , mm n 0 (PAmA)?r
2 h _2 i=1,3,5,.

Jezeli wiec (3.10) jest rozwiazaniem ukladdw (3.5) i (3.6) to muszg by¢ spetnione réwnosci
(3.11) i (3.12). Na podstawie (2.8), oraz (2.8), stwierdzamy spetnienie powyzszch réwnosci.
Rozwiazanie (3.10) ma prosta interpretacje fizyczna. JeZeli zatozymy, Zze ¢ = 0, wtedy
Wug = 0, wstawiajac teraz rozwiazanie (3.10) do (1.11) otrzymamy rozwiazanie dla plyty
petnej, obciazonej w §rodku sita skupiona. W naszym przypadku przy ¢ = const rozwia-
zanie dla £ = 1/2, tj. dla plyty podpartej punktowo, otrzymamy wstawiajac (3.10) do (1.11).
Stata 4 wyznaczamy wtedy z warunku
- la
W(E’ 0) =0.

4. Plyty o innych ksztaltach i innych warunkach podparcia

Sposobem opisanym w punkcie pierwszym mozna znajdowaé ugiecia dla plyt o niety-
powych ksztattach charakteryzujacych sie jedna osia symetrii (rys. 4).

I:M

Rys. 4

Przedstawiajac funkcje ugiecia W(x, y) pojedynczym szeregiem kosinusowym o postaci:

o0

Wy =

N Wa(y)cos o,
m=0,1,2, .
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mozemy otrzyma¢ rozwigzania dla ptyt pokazanych na rys. 5. Korzystajac z rozwazan da-
nych w punkcie pierwszym przy wykorzystaniu tylko pierwszego z warunkéw (1.10), za-
gadnienie znajdowania ugiec plyt pokazanych na rys. 6 sprowadzi¢ mozna do zagadnienia
rozwigzania ukfadu trzech nieskonczonych uktadéw réwnan.

AN /
N

! ©

b —g'

(=}

1 [

| F ©
7 le c

a

Rys. 6

5. Przyklady liczbowe. Wnioski

Na podstawie rozwazah danych w punktach 1 i 2 utozono program na EMC «Odra»
1204 pozwalajacy na obliczanie wielko$ci geometrycznych i statycznych dla plyt pokaza-
nych na rys. 1 poddanych zginaniu obciaZeniem ¢ = const.

W tablicach 2, 3, 41 5 zestawiono wartosci ugieé, katéw obrotu i momentéw zginajacych
dla plyt z brzegiem wewnetrznym utwierdzonym oraz brzegiem swobodnym przy rozwiaza-
niu uktadu 2 x50 = 100 réwnan.

Przyjeto & = c¢/a = 0,250, v = 0,3.

5.1. Wnioski. Poprawno$¢ rozwiazaf stwierdzono na podstawie:

1) badania stabilno$ci uktadu nieskonczonych uktadow réwnar,

2) stopnia spelnienia warunkéw brzegowych dla y = 0,

3) stopnia spetnienia symetrii wzgledem osi I-I i II-TT (rys. 1a) wielkoSci geometrycznych

i statycznych.

Stabilno$¢ uktadu nieskonczonych uktadéw réwnan badano rozwigzujge kolejno 2 x 5 =
=10, 2x10 = 20, 2x 20 = 40, 2x 50 = 100 réwnan,.

Wigkszo$¢ uzyskanych rozwiazan jest stabilna, ale dla pewnych warto$ci wspdiczynnika
& w przypadku brzegu wewnetrznego utwierdzonego przesuwnie wystgpuje niestabilno§é
rozwigzan. Podobna numeryczna niestabilno$é rozwiazan zaobserwowano stosujac meto-
de Levy’ego dla plyt o ciggtych warunkach brzegowych [9].

Wydaje sig, ze usuniecie pewnych niestabilno$ci rozwiazan mozna uzyskaé przez:

1) stosowanie EMC o duzej dokladnoéci,

2) modyfikacje uktadéw (2.1)-(2.4) dla duzych wartoéci i oraz m,

3) branie do rozwigzywanego ukiadu réwnan wigkszej liczby réwnan ze stabszego wa-

runku brzegowego.

Stopien spelnienia warunkéw brzegowych zalezy od danego warunku, wspéiczynnika &
i rozwigzywanej liczby réwnan. Ze wzrostem liczby réwnan wzrastat tez stopiefi spetnienia
danego warunku brzegowego i stopien spelnienia symetrii. Najlepiej spelnione sa warunki
geometryczne dla plyty z otworem utwierdzonym.



Tablica 2

c
Brzeg otworu utwierdzony & = --. = 0,250
a

1 ] | 3 | 4 5 s
SIVHPEPEES e m— L =

X D D D | D ‘ D
— Wix,0 — 105 | My(x, 0)-—10° | M(x, 00— 10" | My(x, &)~ 103 | Mi(x, x)— 107
a ga* qa* qa* | qa* qat

0 0 0 0 0 0

1 .

o 1,715 1,081 3,586 . 1,550 1,551

2
0 2,586 1,327 4,753 3,318 3,318

3
20 2,298 0,088 3,580 3,538 3,538

4
30 1,108 —2,633 —0,787 5,695 ) 5,694

5
) 0,0078 —27,265 — 18,654 — 27,265 — 18,654

8 0,000 7,970 2,290

20 » 1 ) T4

10
Er 0,00009 —7,926 —2,292

20

Tablica 3

Brzeg otworu utwierdzony & =_0,250

1 ; 2 | 3 | 4

y a D a D a D
= wl =, y}|==10% -, 104 M,|—, y) =-10%
¢ (2 ))qa“ (py(2 y) qa* y(2 y)qaz
1 0 —3,254 0

4
5 1,457 —2,288 . 3,434
3

T 2,106 —0,229 4,360

1
5 2,030 0,818 3,884
2 .

5 LT3 ' 1,667 2,786

1
5 0,674 2,153 —1,260

0 0,00009 ~0,0045 —7,926




Tablica 4

. c
Brzeg otworu swobodny & = — = 0,250
a

! 3

4 |

D D D D D
E W, 0 10° | My (x,00——10* | My (x,0)-—-10% | My(x, x)— 107 | M (x, x)—— 102
a ga? qa? qa qa? qa?
0 0 0 0 0 0
zlo 0,282 0,399 0,514 0,204 0,204
526 0,554 0,714 0,804 0,529 0,530
% 0,810 0,013 0,004 0,806 0,808
% 1,049 0,999 0,804 0,921 0,925
> 1274 0,386 0,737 0,386 0,737
5 1,478 —0,018 1,441
20
7
0,010 1,621
- 1,644
8
8 —0,008 1,735
5 1,765
9
2 1,839 0,007 1,7
20 )8 » 1 83
10
10 —0,007 1
- 1,864 v 806

Tablica 5

o Brzeg otworu swobodny & = 0,250
1 | 2 ' 3 4
Tl w D e | wll 100 | M, (2 10°
a 4,y qa* 2?7 a* y(Z’y qa®
5
= 0 0 0
4
55 0,282 0,391 4,966
3
20 0,554 0,773 7,430
5
& 0,684 0,960 7724
2
3 0,809 1,143 7,307
1
% 1,048 1,503 4,897
0 1,274 1,864 0,067

[201]
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Symetria wielkosci geometrycznych i statycinych wzgledem osi I-1 i II-1I zarysowala
sie juz przy niewielkich uktadach réwnan. Dla uvktadu 2 x 50 = 100 réwnaf, symetria jest
wystarczajaca (por. tablice 2, 3, 4, 5) dla ugi¢¢ — we wszystkich punktach, dla momentéw
M, i M, — wszgdzie z wyjatkiem otoczenia naroza wewngtrznego.

Rozwigzujac uklady réwnan (2.1»-(2.4) dla & = 0,125, 0,250, 0,3333, stwierdzono, ze
im mniejsza warto$¢ & tym nieskonczone uklady réwnan sa bardziej stabilne, wzrasta sto-
pien spelnienia warunkow brzegowych i stopien spelnienia symetrii.

Ogdlnie mozna stwierdzi¢, iz metoda podana w niniejszej pracy nadaje sie do realizacji
numerycznej oraz ze wymaga dalszego badania na EMC o wigkszej doktadnoéci i wigkszej
pojemnosci pamigci operacyjnej od EMC «Odra» 1204,

Pragne w tym miejscu podzigkowaé mgrowi inZz. A. CZECHOWSKIEMU za sprawdzenie
szeregu przeksztalcen oraz za pomoc w wykonaniu pewnych obliczen na EMC.
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~

Pezwome

N3STUB KBAIPATHOM IIJIMTEI C IIEHTPAJIBHO PACIIOJIOXKEHHBIM
KBAOPATHBRIM OTBEPCTHUEM

B paGote maeTcst pOpMaIBLHO TOUHOE pellieHue 3aJaur uarufa yrpyroi KBaJipaTHOH IMTEE C LIEHTPalb-
HBbIM KBafpATHLIM OTBEPCTHEM. PeleHHe IO3BOJNsAET YAOBIETBOPHTE JIOOBLIM HENPEPHIBHBIM KPAEBBIM
YCIIOBHAM IO KOHTYPY OTBEPCTHA JJIS IIMTLI CBOGO/THO OMMPATOUIEcs o BHeHeMy KOHTYpY (puc. 1).
IIpy HcnoMb30BaHHM CHMMETPHH 33/1aua HaXOMJIEeHHs Nporufa IUIMTEI C OTBEPCTHEM CBEJIEHA ¢ HAXOM(-
JEeHMI0 Nporuba IPAMOYTONBHOM MIHTBI C NPEepPLIBHLIMH KpaeBhIMK ycnoBuamu (puc. 3). Ilpumenenue
oauuapHelX pagoB Oypee (1.5) cBOAUT 3aauy K pEINEHMIO ABYX OECKOHEUHBIX CHCTEM YpaBHEHIMM.
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Summary

BENDING OF A SQUARE PLATE WITH A CENTRALLY LOCATED SQUARE HOLE

The paper presents a formally accurate solution of the problem of bending of an elastic square plate
with a central square hole. The solution makes it possible to account for arbitrary continuous boundary
conditions along the edge of the hole under the assumption that the outer edge of the plate is simply sup-
ported (Fig. 1). Due to the symmetry of the problem, the problem of determination of the deflections
of a plate with a hole is reduced to the problem of bending of a rectangular plate under discontinuous
boundary conditions (Fig. 3). Using simple Fourier series (1.5), the problem js reduced to the solution
of a system of two infinite sets of equations.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 listopada 1973 r.
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SPRAWOZDANIE

Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
1 STOSOWANEJ ZA 1V KWARTAL 1973 ROKU

1. Zebrania naukowe

W okresie IV kwartalu 1973 r. odbyto si¢ 13 zebran naukowych, na ktorych wygloszono 15 referatow
o nastepujacej tematyce:

L.p. Data Prelegent Temat uczest-  dysku-
nikow  tantow

Oddzial w Bydgoszczy

1. 4.12.73 T. Boenigk Paradoks pierscienia w mechanice nieba 12 5
2. 4.12.73 T. Jedryka O ruchu heliocentrycznym 4
3. 18.12.73 M. Szymanski  Zastosowanie teorii filtracji do obliczania wy-
dajnosci sit cylindrycznych 18 S
4. ss s 3y E. Walicki Przeplyw lepkiej cieczy w szczelinie krzywo-
liniowego wzdiuznego tozyska $lizgowego 4
Oddzial w Czestochowie
5. 29.11.73 J. Wojnar Badanie ptyt metoda rastrowa 23 3
6. v 3y 3s J. Stupnicki Doswiadczalne badania elementéw maszyn
projektowanych metoda nosnosci granicznej 2
Oddzial w Gliwicach
(zebranie naukowe pos$wiecone wygtoszeniu wybranych prac zgtoszonych na konkurs)
7. 10.12.73 E. Tomasik Model matematycznego zaworu przelewowego
w $wietle badan przebiegow analogowych i rze-
czywistych 41 27
(lacznie)
8. B, J. Sktadziea Analiza konwekcyjnego rekuperatora petlico-
wego z krzyzowym przeptywem czynnikow
9. 10.12.73 P. Konderla Nieliniowe rozwiazanie powloki o ksztalcie
hiperboloidy jednopowlokowej
10. 3 5y v J. Telega O o$rodkach plastycznych opisywanych row-

naniem konstytutywnym
0ij = Podij+piey+daeiney;.

11 TR B. Rogowski Funkcje przemieszczen dla o§rodka poprzecz-
nie izotropowego

12, yoar s M. Kleiber Kinematyka continuum sprezysto-plastycznego

13, 5 v s A. Sawicki O pewnym przypadku drgart elastycznej plyty

sprzezonej z ograniczonym obszarem cicczy
idealnej



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

27.

28.

29.

30.

31

24.10.73

22.11.73

24.10.73

22.11.73

18.10.73

14.10.73

20.12.73

17.12.73

31 3y

3 3 3y

26.11.73

W. Kosinski
St. Kosowski

E. Wittbrodt

E. Switonski

G. Jemielita

W. Wodzicki

A. Sawczuk

K. Pustelnik

E. Koicielny
A. Swider
A. Swider

W. Zylski
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Réwnanie ewolucji w teorii materiatow dysy-
patywnych
Stacjonarne oddzialywanie kul spoczywaja-
cych w o$rodku swobodno-molekularnym
Metoda jednoczesnego zastosowania sztyw-
nych i odksztalcalnych elementow skonczo-
nych do statycznych i dynamicznych obliczen
konstrukcji
Zastosowanie metody macierzy przeniesienia
do analizy dynamicznej pretow cienkoscien-
nych
Zginanie plyty kwadratowej z centrycznie po-
fozonym otworem kwadratowym
Drgania maszyn o korpusach odksztalcalnych
podpartych elastycznie na podatnej konstruk-
cji .
Oddziat w Krakowie
Teorla przystosowania sie konstrukcji
Oddzialt w Lodzi
Pewien przypadek budowy algorytmu obli-
czeniowego metoda elementdw skonczonych
dla zagadnienia ciala zorientowanego mode-
lujacego ruszty plaskie i plyty perforowane
Oddzial w Rzeszowie
Badania drgan samowzbudnych przy przecig-
ganiu przeciagaczem $rubowym
Drgania samowzbudne nieliniowego ukladu
ciaglego -
Drgania samowzbudne w ukladzie wieza-prze-
wod wiertniczy

Oddziat w Szczecinie

J. Haurytkiewicz Niektore tradycyjne metody oceny bezpieczen-

W. Kissing

H. Priebe
S. Kochanski

stwa budowli a propozycje wg metody prze-
strzent :

Die Behandlung ebener Ausschnittprobleme -

mit der Methode der finiten Elemente
Mozliwo$é zastosowania .teorii wspornikow
wielopasmowych do analizy sztywno$ci prze-
strzennej budynkow wielkoplytowych

Oddzial w Warszawie

(I1 cze$¢ sesji na temat probleméw drganiowo-przeplywowych)

J. Maryniak

M. Bossak
E. Mzyk

1. Kisiel

Analiza dynamiczna pojazdéw na pneumaty-
kach

Zastosowanie elementdw izoparametrycznych
do wyznaczania czestoéci i postaci wiasnych
drgan ukladow liniowo-sprezystych

Wplyw podatno$ci i zakrzywienia $cianki na
stateczno$¢ warstwy przysciennej

Oddzial we Wroctawiu

O podstawach reologicznych réwnafi stanu

razem

26

19

10

15

14

16

17

17

236
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2. Seminaria i odczyty

Oddziat w Gdansku przeprowadzit:

1) Seminarium na temat ,,Optymalizacji konstrukcji’®, ktore prowadzili prof, dr Piotr WILDE
i dr Czestaw Szymczyk. Co tydzien odbywaly sie dwugodzinne wykliady, w ktorych uczestniczyly 22 osoby;

2) Seminarium na temat ,,Metody sztywnych elementéw skonczonych”, ktore prowadzili doc. dr Jan
Kruszewskl, prof. Bohdan KowarLczyx i dr Wlodzimierz GAwronski. Co tydzien odbywaly sig dwugo-
dzinne wyktady. Liczba uczestnikéw wyniosla okolo 50 osob,

Oddziat we Wroclawiu przeprowadzit cykl odczytéw w dniach 13 i 20 listopada oraz 4 i 11 grudnia
1973, podczas ktorych doc. dr Bertold Lysik oméwit ,, Teorig réwnan interpretacyjnych oSrodka odksztal-
calnego”. Srednia frekwencja podczas odczytébw wynosita 10 do 20 osob, liczba dyskutantow wynosita
3 do 5 osdb.

3. Konferencje naukowe

Oddziat w Krakowie przeprowadzit w dniach 3 i 4 grudnia 1973 r. konferencje¢ naukowa na temat
,Teorii konsolidacji”. Podczas konferencji z udzialem 56 oséb wygloszono nastepujace referaty:

1. W. Derski Stan aktualny i perspektywy teorii konsolidacji
2, J. Litwiniszyn (tytutu nie podano)
3. Z. Sobczynska-
Konczak Plaskie zagadnienie mikropolarnej teorii konsolidacji
4. P. Sukiennik O mozliwosci traktowania o$rodka porowatego jako ukladu szczelin troj-
wymiarowych
5. J. Gaszynski Nacisk stempla na konsolidujaca potprzestrzen lepkosprezysta
6. A. Zajac Roéwnania teorii konsolidacji przy zmiennej przepuszczalnoéci stotu okraglego
7. G. Szefer Optymalne sterowanie procesem konsolidacji
8. Z. Konczak Fala Rayleigha w osrodku konsolidujacym
9. R, Dzigcielak Efekty dynamiczne dziatania Zrodet cieczy w ofrodku konsolidujacym
10. J. Gaszynska Funkcja Greena dla konsolidujacej potprzestrzeni lepkosprezystej
11. P. Sukiennik Zastosowanie metody mikrokalorymetrycznej w procesie konsolidacji gruntu
12, J. Maczka Belki na podtozu konsolidujacym
13. J. Domski Analiza numeryczna stanu naprezenia w konsolidujacej warstwie sprezystej
14. B. Lechowicz O funkcji Greena dla poiplaszczyzny w procesie konsolidacji
15. T. Strzelecki Dziatanie ruchomego obciazenia skupionego na potprzestrzen konsolidujacg

4. Sprawy organizacyjne

Liczbg cztonkoéw w poszczegdlnych Oddzialach ilustruje nastepujaca tabeta:

Lp. Oddziat Stan na koniec Stan na koniec Przy.by[o lub ubyto w okre-
I kw. 1973 r. IV kw. 1973 1. sie sprawozdawczym
1. Bydgoszcz 18 18 —
2. Czgstochowa 26 31 +35
3. Gdansk 47 50 +3
4, Gliwice 90 99 +9
5. Krakéw 65 67 +2
6. L6dz 36 38 +2
7. Poznan 51 52 +1
8. Rzeszow 11 11 — .
9. Szczecin 31 30 ~1
10. Warszawa 201 205 +4
11. Wroclaw 64 64 —
Razem 640 665 +25

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ plenarne zebranie Zarzadu Gléwnego oraz 25.zebran organiza-
cyjnych w Oddzialach.



208 BIULETYN INFORMACYINY

5. Wyniki konkurséw naukowych

1. Konkurs na prace teoretyczne z mechaniki zorganizowany przez Oddziat w Gliwicach.

Na konkurs wplyneto 26 prac, z ktorych 13 w oparciu o recenzje Sad Konkursowy dopusci! do refero-
wania w dniu 10.12.1973 r. na publicznym zebraniu naukowym. W wyniku decyzji Sadu Konkursowego
przyznano nastepujace nagrody:

1 — w wysokosci 10.000 zt — dr. inz. Jozefowi TeLEDZE (Politechnika Slaska) za prace pt. O osrodkach
plastycznyelr opisywanych  réwnaniem  konstytutywnym  oij =(/)ur),-j+(b,eij+(pze,-kpji, T —w wysokosci
8.000 zt — mgr. inz. Bohdanowi Rocowskiemu (Politechnika L.odzka) za prace pt. Funkcja przemieszezen
dla osrodka poprzecznie izolropowego.

Dwie 11 — nagrody w wysokosci 4.000z1 — dr. inz. Michalowi KLEiBEROWI (IPPT PAN) za prace pt.
Kinemaivka continnmm sprezysto-plastycznego oraz dr. inz. Piotrowi KoNDERLI (Politechnika Wroclawska)
za prace pt. Nieliniowe rozwiqzanie powloki o ksztalcie hiperboloidy jednopowlokowej.

Nagrode specjalna JM Rektora Politechniki Slaskiej prof. dr inz. Jerzego Szusy w wysokosci 8.000
zl -— przyznano dr. inz. Fugeniuszowi Switofskiemu (Politechnika Slaska) za prace pt. Zastosowanie
metody macierzy przeniesienia do analizy dynamicznej prelow cienkosciennych.

Ponadto wyrdzniono cztery prace przyznajac nagrody w wysokosci 1.000 zt nastepujacym uczestnikom:
mgr. inz. Grzegorzowi JEMIELICIE (Politechnika Warszawska) za prace pt. Zginanie plyty kwadratowe
z centryeznie polozonym otworem kwadratowynr; dr. inz, Witoldowi Kosikskiemu (IPPT PAN) za pracg pt.
Rownanie ewolncji w teorii materialdw dysypatywnych; mgr. inz. Andrzejowi Sawickiemu (Politechnika
Gdanska) za prac¢ pt. O pewnym przypadkn drgan elasiycznej plyty sprzezonej z ograniczonym obszaremn
cieczy idealnejoraz dr. inz. Janowi SkrapziENIowI (Politechnika Slaska) za pracg pt. Analiza komwekeyjnego
rekuperatora petlicowego z krzyzowym przeplywem czynnikow.

2. Konkurs na prace do$wiadczalne z zakresu mechaniki technicznej zorganizowany przez Oddziat
w Krakowie.

Na konkurs wplynelo 11 prac. Na wniosek Sadu Konkursowego Zarzad Oddzialu postanowit:

I nagrody nic przyznad; .

IT nagrodg w kwocie 8.000 zt przyznaé mgr. inz, Reinholdowi Karuzy (z Opola) za prace pt. Okreslenie
przydatnosci zywicy epoksydowej ,,Epidian 5" do modelowania konstrukejr,

1T nagrodg w wysokosci 6.000 zt mgr. inz, Ryszardowi WoINAROWI (z Warszawy) za prace pt. Za-
stosowanie wewngtrzuego odbicia pod kqtem Brewstera do rozdzielenia naprezent w elastooptyce

dwie réwnorzedne 1V nagrody po 4.500 zt kazda przyznaé doc. dr. Stanistawowi MAZURKIEWICZOWI
(z Krakowa) za pracg pt. Badania proeesow relaksacyjnych w poliamidzie oraz dr. Andrzejowi GARSTECKIEMU
(z Poznania) za prace pt. Zwichrzenie sprezyste cienkosciennej belki dwuprzestowej,

pierwsze wyroznienie w wysokosci 3.000 2zl przyznaé inz. Marii BAczyNskil (z Krakowa) za prace pt.
Wplyw niejednorodnosci stanu naprezenia w przekroju poprzecznym polqezenia na obeiazenin zwojdw gwinti,

drugie wyrdznienie w wysokosci 2.500 zt dr. Karolowi TURSKIEMU i mgr inz. Markowi SLIWOWSKIEMU
(z Warszawy) za prace pt. Wplyw cyklicznej plastycznej deformacji na powierzchnie plastycznosei.

Ponadto postanowiono przyznaé¢ bony ksiazkowe wartosci po 500 zt dr. Michalowi CzecHowi (z Bia-
legostoku) za pracg pt. Badania wplywu warunkow otoczenia na procesy pelzania i relaksacji preszpanu i pa-
pleru transformatorowego o rézaych warunkach otoczenia, dr. Jerzemu Korysko (z Bialegostoku) za prace
pt. Badania wplywu parametréw wymuszenia dynamicznego na modul kompleksowy Younga i jego skladowe
preszpanu transformatorowego, doc. dr. hab, Janowi OrLaczowi (z Gliwic) za prace pt. Wypadkowa sila
tarcia hammnlea mechanicznego wieloszczekowego.

OGOLNOKRAJOWY KONKURS
NA PRACE DOSWIADCZALNE Z MECHANIKI TECHNICZNEJ

Czestochowski Oddzial PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Gtéwnym PTMTS w Warszawie orga-
nizuje w 1974 r. Ogdlnokrajowy Konkurs na prace z zakresu badan dowiadczalnych z mechaniki technicz-
nej.
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Prace konkursowe, zawierajace elementy nowosci w stosunku do obecnego stanu wiedzy, nalezy prze-
sla¢ do Sekretariatu Oddziatu Czgstochowskiego PTMTS w Czestochowie, Aleja Zawadzkiego nr 21,
Instytut Obrobki Plastycznej i Spawalnictwa, w terminie do dnia 31 pazdziernika 1974 r. (w przypadkach
wyjatkowych do 15 listopada 1974 r.).

Objetosé pracy nie powinna przekracza¢ 20 stron maszynopisu.

Prosimy o przestanie prac w 3 egzemplarzach, w formie nadajacej si¢ do druku, podpisane imieniem
i nazwiskiem, z podaniem adresu.

Prace nie moga by¢ przed tym terminem opublikowane, ani zlozone do druku.

Prace oceniaé bedzic Sad Konkursowy powolany przez Zarzad Oddziatu w porozumieniu z Zarzadem
Glownym.

Konkurs prowadzony bedzie zgodnie z regulaminem Konkurséw Naukowych PTMTS.

Konkurs jest ograniczony, dostepny tylko dla czlonkéw PTMTS.,

NAGRODY
I— 12000 zt
Il — 8000 z
1IT— 35000 z!

Nagrodzone prace moga by¢ opublikowane w kwartalniku MECHANIKA TEORETYCZNA | STO-
SOWANA.

Selkretarz Przewodniczqcy
Oddzialu Czestochowskiego PTMTS Oddzialin Cz¢stochowskiego PTMTS
Doc. dr inz. J. Elsner Prof. dr inz, J. Kolakowski

Zawiadomienie wstepne
SYMPOZJUM «MODEL CIAGEY UKEADOW DYSKRETNYCHy»

Sympozjum odbedzie si¢ w Polsce w dniach 19—27 czerwca 1975 r. Bedzie dotyczy¢ zardéwno cial
stalych, jak i cieczy. Celem Sympozjum jest dyskusja nastgpujacych probleméw:

— zalezno$¢ miedzy matematycznym opisem ukiadow dyskretnych i ich modeli ciagtych, ze specjalnym
uwzglednieniem modeli ze struktura wewngtrzna,

— budowa (statycznych i deterministycznych) modeli ciaglych ukladéw materialnych, takich jak
uklady czastek, zawiesiny, polimery,

— wyznaczanie makroskopowych funkcji materialowych na podstawie wlasnoéci ukladu dyskretnego
i jego skladnikow.

W Sympozjum wezma udziatl osoby zaproszone przez Komitet Naukowy, dzialajace czynnie w dzie-
dzinach zwigzanych z tematyka Sympozjum. Liczba referatoéw bedzie ograniczona, aby zapewnié duzo
czasu na dyskusje.

Komitet Naukowy ma nastepujacy sklad:

Przewodniczacy: R.S. Rivimn, USA
Czionkowie: G. K. BATCHELOR, Anglia
W. FiszpoN, Polska
E. KrONER, NRF
1. A. Xunin, ZSRR
H. Zorski, Polska
Osoby zainteresowane undzialem w Sympozjum powinny zwracac sie do sekretarza Sympozjum, pod
adresem:
Dr inz. R. F. CZARNOTA-BOJARSKI
IPPT PAN, ZMOC, ul. Swigtokrzyska 21,
00-049 Warszawa.
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ZBIORCZE ZESTAWIENIE DZIAEALNOSCI NAUKOWEJ POLSKIEGO TOWARZYSTWA
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ W ROKU 1973

Zebrania naukowe Akcja
Sympozja . . wy 'daw-
) Zebrania Semi- Kon- nicza
Lp.| Organizator Liczba ! ?(on.fe— odczy- |Kursy| naria | kursy (liczba
Liczba | e ‘e‘;(cJe towe nau- | naukowe| pozycii
zebrad o naukowe wydaw-
J ‘ niczych)

1 | O/Bydgoszcz 6 10 _ —_ — — _ .

2 | O/Czestochowa 4 5 — — — — — —

3 | O/Gdansk 4 4 — — — 4 — —

4 | O/Gliwice 4 16 1 — — — 1 1

5 | O/Krakéw 5 5 2 — — — 1 1

6 | O/Lodz 6 6 1 — — — — —

7 | O/Poznan 1 1 — — 1 —_ — —

8 | O/Rzeszdw 2 3 — — — 1 — —

9 | O/Szczecin 8 8 — — — — — —
10 | O/Warszawa 3 10 — — — 1 — —_—
11 | Of/Wroctaw 4 4 — 4 — 1 — —

12 | Zarzad Gloéwny — —_ — — — — — 4  MTiS”
Razem 47 72 4 4 1 7 2 6




W nastepnym numerze ukaZa si¢ prace:

K. PIEKARSKI, Struktura i wlasnosci mechaniczne tkanek organicznych (Wprowadzenie)
CrpyKTypa W Mexanuueciue coolicTBn opranmueckitx traneii (Bregenue)
The structure and mechanical properties of organic tissues {Introduction)

R. Krzywitc, O modelowaniu walu wiclopodporowego z wictoma tarczami za pomoca wielkiego systemu oscylatoréw. Cz. 1
Uwagi ogdlne, Oscylatory wiclowskaznikowe
O MOJCAUPOBINHHIT C NIOMOILIO BONLLION CHCTEMBI CHOCUUANATOPOR MILOTOMOAILUUITHHKOBOrO BAJIA CO MHOTHAIL AHCKAMH .
Uacte 1. O6wme aameuanus, OCUMWINATOPLI CO MHOTUMM MHJEKCAMII
Modelling of a multi-span shaft with several disks by means of a great system of bi-oscillators. Part I. General remarks.
Multi-indicial oscillators

R. WOIDANOWSKA, Optymalne ksztaltowanic ustrojéw kratowych w warunkach pefzania w nawigzaniu do teorii wyboczenina Ra-
botnowa-Szestirikowa
OnTUManbIIOe KOHCTPYHPORaHUE hepym paboTMONHMX B YCJIOBUAX NOJI3YYCCTH B OTHECENNY K TCOPHH TPOAOILHOTO
warnBa Pabortnona-ectepriora
Optimal design of truss structures in creep conditions with reference to the Rabotnov-Shestirikov theory of buckling

S. DELAR, Ksztalt réwnania rozniczkowego czqstkowego rozwinzujacego klas¢ powlok prostokreslnych rozwijalnych
Bug AndibepeHIuiLiore ypaBHENHs B UACTHRIX [IPOI3BOAILIX PEUIAIOIEr0 1U1ACC IMHEHYATHIX PA3BCPTHIBAIONIHXCA
oBonouex
The partial differential equation solving a class of ruled developable shells.

B. WosiEwIcz, Otrzymywinie macierzy elementu plyty zginanej dla modelu mieszanego metoda ortogonalizacii
TlocTpOECIHE MATPHLILI IKECTKOCTH DJICAMEHTA MIrHGaemoll MmMTLY QIR CMEIUaHHOi MOJCAH ¢ MOMOILBIO MeTojn DByfb-
nona-I'anepruHa
Determination of the element matrix of a plate of bending, for a mixed model as the orthogonalization method

M. GRZYMKOWSKI, Wybrane osiowo-symetryczne zagadnienia obrébki plastycznej metali
Walbpanunie 0CECHMMETPHUCCKHE TIPOGAEMBI TIACTHUECKOR OOGPABOTKH METANIon
Some axi-symmetric problems of plastic working of metals

S. MAy, Wymiana masy, pedu i energii miedzy czastkq kulistq a otoczeniem gazowym
QOmen Macchl, HMIYJIBCA K DHEPTHY ME)KAY WAapoBHAHol uacTHuet 1 rasomoll cpeoll
Mass, momentum and energy exchange between a spherical particle and gaseous medium

K. Majorkowska-IKKnap, Nicktére zagadnienia termosprezystosci w tarczach mikropolarnych
HCKOTODb!C BOMNPOCL!I TCPMOYNIPYTOCTH A\Hl(pono.ﬂnpllb!x auckon
Certain problems of thermoelasticity in micropolar plates

J. Gora$, Z. KASPERSKI, A, Peer-KASPERSKA, J. MaKowskl, Zastosowanie iteracji Seidln w metodzie clementéw skoiiczonyeh
anMCHCHHe HTCPALHH Bei'm.rm K MCTOAY KOHCHHBIX QACMEHTON A npuMepe CTATUUCCKHUX pacueTton MJINT
Application of Seidel’s iteration to the finite element method, on the example of static plate analysis

J. MARYNIAK, B, KRASNOWSKI, ROwnowaga i statecznodé podiuzna skoczka narciarskiego w locie
PapnoBeciie M NpofoNbIAg YCTONUMBOCT JbDKHHKA-NPLITYHA
Balance and longitudinal stability of a ski-jumper in flight

S. MAzURKIEWICZ, Badanie proceséw relaksacyjnych w poliamidzle
Heenegonae npoueccon peslakcalHH B ITOJTHAMHAE
Tnvestigation of relaxation processes in poliamid

M. Stawowski, K, Tursk1, Wplyw cyklicznej plastycznej deformacji na powierzchnig plastycznosci
BrauAnve pukauueckod nuacruueckofl gedpopMamiv HO NOBEPXHOCTE TEKYUECTH
Influence of cyclic plastic straining on the yield surface

J. WRANIK, Macierz sztywnosci i wektor obcigzet superelementu
MaTpHia KECTHOCTH W BEKTOD WATDYSKY CYyREpIneMEHTa
Stiffness matrix and a load vector of a superelement



Censa 21 30.—

WARUNKI PRENUMERATY
Cena prenumeraty krajowej
rocznie zt 120.—

pélrocznie zt 60.—

Instytucje pafistwowe, spoleczne, zaklady pracy, szkoly itp, mogg zamawia¢ prenumerate wy-
lacznie w miejscowych Oddzialach i Delegaturach RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch”

Prenumeratorzy indywidualni mogg oplaca¢ w urzedach pocztowych i u listonoszy, lub doko-
nywaé¢ wplat na konto PKO Nr 1-6-100020 RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch”, Centrala Kolportazu
Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa (w terminie do 10 dnia miesiaca po-
przedzajacego okres prenumeraty).

Prenumeratg ze zleceniem wysytki za granicg, ktora jest o 409 drozsza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Biuro Kolportazu Wydawnictw Zagranicznych, ul. Wro-
nia 23, 00-840 Warszawa, konto PKO Nr 1-6-100024.

Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zamoéwi¢ we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter), 00-901 Warszawa oraz
w ksiggarniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

Sprzedaz egzemplarzy zdezaktualizowanych, na uprzednie pisemne zamowienie, prowadzi
RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958
Warszawa, skr. poczt. 12.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and address
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona-Ruch —
00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie, P.O. Box 1001, POLAND.,

Please send payments to the account of Ars Polona-Ruch in Bank Handlowy S.A. Warszawa,
7 Traugutt Street, POLAND.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazufe sig poczynajge od 1 slyczhia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pietro 17, pokdj 1724)

Mech., Teor., T. 12, z. 2, s. 107 — 210, Warszawa 1974, Indeks 3671 2
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