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EDMUND KARASKIEWICZ
WSPOMNIENIE POSMIERTNE

Dnia 10 kwietnia 1973 r. zmarl w Poznaniu po nieuleczalnej chorobie dr Edmund
Karaskiewicz, emerytowany profesor zwyczajny Politechniki Poznanskiej.

Prof. dr Edmund Karaskiewicz urodzit sie 20.X1.1899 r. w Lipie pow. Oborniki woj.
Poznanskie. Po ukonczeniu seminarium nauczycielskiego w 1920 roku w Poznaniu roz-
poczal prace w szkolnictwie podstawowym i §rednim. W 1926 roku zdaje jako eksternista
egzamin dojrzatoéci i podejmuje studia matematyczne na Wy-
dziale Matematyczno-Przyrodniczym Uniwersytetu Poznanskie-
go. Po ukonczeniu studidw podjal prace nauczyciela w Gim-
nazjum im. Kopernika w Bydgoszczy.

Jako oficer rezerwy bral udzial w kampanii wrzeéniowe;j.
W niewoli prowadzil Zywa dziatalnoé¢ dydaktyczna wyktadajac
matematyke oraz rachunek wektorowy i tensorowy. Tam tez
rozpoczal pisanie skryptu z teorii wektoréw i tensoréw.

Po zakonczeniu wojny wraca do kraju i wiazZe sie z wyzszym
szkolnictwem w Poznaniu. Prowadzi wyklady z matematyki
w Owczesnej Szkole Inzynierskiej oraz wyklada mechanike
i rachunek wektorowy i tensorowy dla matematykéw i fizy-
kéw na Uniwersytecie Poznariskim. W 1950 r. obronit na
Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Uniwersytetu Poz-
nanskiego prace doktorska z zagadniei drgaf nieliniowych. Od tego czasu zaczal
zajmowac sie akustyka i teoria drgan. Ostatecznie skupil swe zainteresowania na akustyce
przemyslowej i zagadnieniach drgan nieliniowych. Tytul profesora nadzwyczajnego otrzy-
muje w 1957 r., a profesora zwyczajnego w 1965 r. Krétko po przeksztalcenin Szkoly
InZynierskiej w Poznaniu w Politechnike Poznafiska obejmuje kierownictwo Katedry
Mechaniki Technicznej na Wydziale Budowy Maszyn. Przez dwie kadencje jest dziekanem
tegoz Wydzialu. Jest to okres intensywnego rozwoju Wydziatu, czego dowodem jest uzys-
kanie przez Wydzial, jako pierwszy w Politechnice Poznanskiej, praw doktoryzowania.

Prof. Karagkiewicz wspdtpracuje $ci§le w zakresie akustyki i drgan z prof. M. Kwiekiem
z Uniwersytetu im. A. Mickiewicza w Poznaniu. W latach 1959/60-1961/62 pelni funkcje
kierownika Katedry Akustyki Drgad UAM niezaleznie od normalnych obowiazkéw
naukowych i dydaktycznych w Politechnice. Ma szereg osiagnie¢ naukowych w zakresie
akustyki. Wykonuje réwniez nowatorskie w tym okresie prace dla przemystu zwiazane
z minimalizacjq halasu i drgan. Niezaleznie od dzialalnosci naukowej w zakresie akustyki,
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ktdra uprawia poczatkowo gléwnie we wspéipracy z Uniwersytetem im. A. Mickiewicza,
tworzy na Politechnice Poznatskiej Zespot zajmujacy si¢ zagadnieniami drgan. Byt inicja-
torem odbywajacych si¢ co dwa lata w Poznaniu krajowych Konferencji Drgan Nielinio-
wych. Byl réwniez wspdlorganizatorem pierwszych dorocznych Seminaridéw Otwartych
z Akustyki.

Dziatalnoéé naukowa prof. Karaskiewicza nie ograniczata si¢ do prac prowadzonych
na wyzszych uczelniach Poznania. Byt aktywnym czlonkiem wielu towarzystw naukowych.
Przez szereg lat byt przewodniczacym Oddziatu Poznanskiego Polskiego Towarzystwa
Fizycznego oraz przewodniczacym Komisji Nauk Podstawowych Stosowanych Polskiego
Towarzystwa Przyjaciét Nauk. Byt czlonkiem zalozycielem Polskiego Towarzystwa Me-
chaniki Teoretycznej i Stosowanej i nieprzerwanie pelnit funkcje przewodniczacego Od-
dziatu Poznanskiego Towarzystwa. Byl réwniez czlonkiem zatozycielem i pierwszym prze-
wodniczacym Polskiego Towarzystwa Akustycznego. Obydwa Towarzystwa w uznaniu
zashug nadaly prof. Karaskiewiczowi godno$¢ czlonka honorowego. W 1964 r. zostaje
odznaczony Krzyzem Kawalerskim Orderu Odrodzenia Polski. Ponadto posiadat Srebrny
Krzyz Zastugi, Ztota Odznake Miasta Poznania, Order X-lecia PRL oraz Odznake ,,Za
zastugi dla rozwoju Wojewddztwa Poznanskiego™.

Odszed! od nas Cztowiek peten zapatu i inicjatywy, zaréwno w zakresie pracy naukowej
jakiwychowawczej oraz spolecznej. Zawsze pozostanie w naszej pamieci Jego szlachetno$é,
prostolinijnoé¢ i zyczliwos§¢ dla otoczenia.

Spis prac

1. Cisnienie promieniowania akustycznej fali plaskiej, Pozn, Tow. Przyj. Nauk, 1955,
2. Rownania akustyki i hydrodynamiki w ujeciu Eulera i Lagrange’a, Pozn. Tow. Przyj. Nauk, 1955.

3. oraz M. KwWEK, Zasada zachowania energii w falach o amplitudzie skoriczonej oraz konlecznosé mole-
kularnego traktowania zagadnienia, Prace 11 Sem. Otwartego z Akustyki, Olsztyn 1955,

4. Podstawowe twierdzenia o funkcjach kulistych i ich zastosowanie w teorii fal, Prace IIT Sem. Otwartego
z Akustyki, Olsztyn 1956.

.5. Drgania struny o zmiennej gestosci, Zesz. Nauk, UAM, Zesz. 2, 1957.
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oraz M. Kwiek, H. RYFFERT, A. SLiwiksky i W. MALECKL, Studia nad slyszalnosciq pojedynczego echa
o0 zwezonym widmie. Zesz. Nauk. UAM, Zesz. 2, 1958.
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Funkcje sferoidalne i ich zastosowanie do zagadnier akustyki, Prace V Sem. z Akustyki, Olsztyn 1958,

O pewnych drganiach relaksacyjnych, Prace Sesji Nauk. Polit. Pozn, Wydzial Budowy Maszyn, 1961,
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Nonlinear theory of the acoustic resonator for low frequencies, Prace Il Konf, Migdz. dotyczacej drgan
nieliniowych, 1962,
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Les bases dune acoustique des salles et le phenomene de Has-Acustica, 1963,

Dorobek naukowy Wydzialu Budowy Maszyn Politechniki Poznanskiej w okresie 20-lecia, Pol. Pozn.,
Sesja Naukowa, 1964.

Tony kombinacyjne nieliniowego rezonatora akustycznego, Polit. Pozn., Sesja Naukowa, 1964.
Korzysci wynikajace ze stosowania ukiladu miar Giergiego (S.1.), Polit. Pozn., Sesja Naukowa, 1964,

Die nichtlineare Theorie des akustichen Rezonators fiir niedrige Frequenzen, Budapest, Hungarien
Soc. Opt. Acout, and Filmtechn., 1964.

Rezonans subharmoniczny rezonatora akustycznego dla niskich czestosci (metoda stroboskopowa), Prace
1I Konf. Drgan Nielin., 1965.

Drgania kombinacyjne rezonatora akustycznego, Pozn. Tow. Przyj. Nauk, 1965,
Wielokrotne echo powierzchni kulistej, Pozn. Tow. Przyj, Nauk., 1965.

Subharmonic resonance of an acoustical resonator for low frequencies by the stroboscopic method, 1966.
Bull. Soc. Sci. Lettres de Poznan.

oraz S. AUGUSTYNIAK i J. POLLAK, Wisteone wyniki badari nad mozliwosciq zmniejszenia ujemnego wply-
wu drgan, pochodzqcego od narzedzi pneumatycznych na ustrdj ludzki, Biul. Techn., Zaklady Metal.
Pomet w Poznaniu, 1966.

oraz S. AUGUSTYNIAK i Cz. CEMPEL, Badania nad -wyborem metody zmierzajqcej do zmniejszenia drgan
uchwytu $cinaka pneumatycznego, Biul, Techn. Zaklady Metal. Pomet w Poznaniu, 1968.

oraz W. BoGusz, S. WiSNIEWsKI, Rozwdj mechaniki ukladéw dyskretynch w ostatnim dziesigcioleciu
w Polsce, Mech. Teoret, i Stos. Z. 3, 6, 1968.

oraz S. AUGUSTYNIAK, Cz. CeMpEL, J, DMocHOWSKI i T. HOFFMAN, Przenoszenie drgan na ustrdj
ludzki, Biul. Techn. Zakladéw Metal. Pomet w Poznaniu, 1969.

The Fourth All-Poland Conference du- Linear, Nonlinear and Random Vibrations, Poznafi 1968 r.;
Zagadn, Drgan Nieliniowych, 1969,

oraz S, AUGUSTYNIAK, Cz. CEMPEL i J. STEFANIAK, Mozliwosci zmniejszenia drgan kanaléw powietrz-
nych i obnizenie poziomu halasu w kotlowni, Energetyka, 2, 24, 1970.

Drgania wlasne pewnego ukladu wibrouderzeniowego o dwdch stopniach swobody (w druku).

Wymuszone drgania uderzeniowe ukladu dwumasowego (w druku).
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Skrypty i ksiazki

1. Zarys teorii wektordw i tensordw ze zbiorem zadan, skrypt. wyd. I, PWN, 1953,
2. 2Zbidr zadan z mechaniki teoretycznej, wyd. 1, skrypt, PWN, 1954,

3. Momenty bezwladnosci w ujeciu tensorowym, PWN, 1960.

4. Zarys teorii wektordw i tensordw, PWN, 1964,
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PRZEPELYW CIECZY LEPKIEJ W SZCZELINIE MIEDZY WIRUJACYMI
POWIERZCHNIAMI OBROTOWYMI

Epwarp WALICcKI (BYDGOSZCZ)

Wstep

Laminarny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirujacymi tarczami [1-8, 12],
stozkami [9, 10] oraz powierzchniami obrotowymi [11] od dawna zwracal uwage ze wzgledu
na mozliwoéci szerokich zastosowan praktycznych zaréwno w badaniach przepltywo-
wych maszyn wirnikowych, jak i w teorii tozysk wzdluznych. Autorzy wigkszosci cytowa-
nych prac ujmuja zagadnienie przeplywu w szczelinie miedzy wirujacymi tarczami w oparciu
o réwnania warstwy przysciennej (lub o réwnania zblizone do réwnani warstwy przy-
$ciennej) dopuszczajace istnienie rozwiazan samopodobnych. W pracach [10, 12] roz-
wiazano zagadnienie przeplywu w szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami stozko-
wymi i wirujacymi plaskimi tarczami wychodzac z uproszczonych zlinearyzowanych réwnan
ruchu cieczy lepkiej. W pracy [11] rozwiazano zagadnienie przeptywu w szczelinie miedzy
wirujacymi powierzchniami obrotowymi, ktérych ksztalt opisany jest funkcjami spelnia-
jacymi pewne warunki, dopuszczajace istnienie rozwigzan samopodobnych dla réwnan
warstwy przysciennej.

Celem tej pracy jest podanie w postaci ogélnej rozwiazania zlinearyzowanych réwnan
ruchu ustalonego cieczy lepkiej o stalej lepkosci w szczelinie migdzy wirujacymi powierz-
chniami obrotowymi o dowolnym ksztalcie.

1. Réwnania ruchu

Rozpatrzmy przeplyw ustalony cieczy lepkiej w szczelinie migdzy powierzchniami
obrotowymi o poziomej osi symetrii (rys. 1), z ktérych wewnetrzna wiruje z predkoécia
katowa w, a zewngtrzna — z predkoécia katowa w,. Wprowadzmy krzywoliniowy uklad
wspdhrzednych x, 0, y, przy czem o§ x niech bedzie skierowana wzdtuz linii symetrii potud-
nikowego przekroju szczeliny, o y prostopadle do linii symetrii szczeliny. Element diu-
gosci uku w przyjetym ukladzie wspétrzednych okresla wzor [1]:

ds* = dx*+ R*(x)d6? +dy?,
gdzie R(x) jest odlegloscia od osi obrotu. Zatem wspdSiczynniki Lamégo bgda réwne:
H, =1, Hy = R(x), H, = 1. Postlugujac si¢ nimi mozemy — przy zaloZeniu, Ze grubo$¢ A
szczeliny jest mata w poréwnaniu do promienia R, co wyrazi sig¢ zaleznocia

h(x) € R(x),
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przedstawi¢ réwnania ruchu cieczy lepkiej w uktadzie wspdlrzednych krzywoliniowych [13]
dla osiowej symetrii w postaci:

0V, vy R , 1 dp
R B iy S iy
|80 PO R oo, R R'zv)
"ox* T9# TR xR TR
0v, dvy R _ (v | vy R dvy R’ R
4.3 ”‘7:?+”y‘a?+7”"”°‘”(ﬁ+'?ajﬁ—+ Rox " RO
dv, do, 1 0p v, v, R av,)
-9 R N A Py TRy

oraz réwnanie ciggtoéci

1 oRey) | Ov _

(14 R ox T

gdzie primem oznaczono pochodng wzgledem zmiennej X.

ri

NV

Przyjete wczeéniej zatoZenie, Ze h(x) € R(x) pozwala po dokonaniu odpowiednich
przejé€ asymptotycznych [10, 12], wynikajacych z oszacowania poszczegélnych sktadnikéw,
sprowadzi¢ réwnania ruchu-(1.1)-(1.3) do uktadu réwnai liniowych:

R, 1 dp 0%,
@3 TR T e
0%,
L. =0
.( 0 =%
o , S : A . adp
1.7 ' = -,
(17 N >

Réwnan tych uzyjemy do zbadania przeplywu eieczy w szczelinie.
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2. Calki ré6wnan ruchu

Rozwiazania réwnan ruchu powinny spelniaé warunki brzegowe:

2.1) © oux, £h) = 0,
2.2) vo(x, —h) = R(X)wy,  vo(x, +h) = R(X)w,,
(2.3) vy(x, £h) = 0.

Ponadto na wlocie i wylocie ze szczeliny powinny by¢ spelnione warunki brzegowe doty-
czace cinienia:

2.4 p=py» dla x=ux,,

2.5) p=p, dla x=ux,,

gdzie przez x,, oznaczono wspoélrzedna wlotu na linii symetrii przekroju potudnikowego
szczeliny, a przez X, — wspdlrzgdna wylotu na tej linii.

Calkujac réwnanie (1.6) wzgledem zmiennej y i wyznaczajac stale catkowania z wa-
runkéw brzegowych (2.2) otrzymamy

(2.6) v, = g[(w1 Fwg)— (wl—wz)%] .

Z réwnania (1.7) wynika, ze

@7 p = p(x)-
Nastegpnie calkujac réwnanie ciggloéei (1.4) w poprzek szezeliny i uwzgledniajac warunki
brzegowe dostaniemy

h h

1 2
TWR_{ vedytey| =0,
a stad wynika
)
2.8 f - G

—h

Podstawiajac warto§¢ skladowej predkosci v, ze wzoru (2.6) do réwnania (1.5) otrzymamy
po scatkowaniu i uwzglednienin warunku brzegowego (2.1) oraz zaleznoéei (2.7):

_ 1 dp , .5 2
2.9) vx—'mﬁ(y —hH)— ™ a7 (W1 —w,3)* —

RR' [y4 —pt
12h%

3__.2 2__ 12
_%&(wg_wg)ﬂ 2h (w1+w2)2].

Po uwzglednieniu powyzszej zaleznoéci w (2.8) i po wykonaniu catkowania znajdziemy

_oRQ? L 4@-4] B, — [A(X)— A,,) B,

2.10) |
( ) P 8 : . . AW—AZ' ’
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gdzie oznaczono:

dx
49~ | orc

Aw = A(xw)’ AZ = A(xz);

. 02

Ry = R(x,), R:.= R(x;);
1
22 = ?(wl —w2)? +(w; +w,)?.

Wprowadzajac (2.10) do (2.9) wyznaczymy

1 B,—B, y2—h? _ RR 5y*—6h%y? +h*
2u A,—A, h°R 4y 60h2

212) o, = (wg—wy)*~

_._——hzy
3k
Skiadowg predkosci v, wyznaczymy podstawiajac (2.12) do (1.4) i catkujac otrzymane
wyrazenie wzgledem zmiennej y:
14 { B,—B. y*—3h%
R ox \6p Aw—A. I/
RZRI y(y2 _h2)2 2 (y2 h2)2 2
T T [ gope (@1 @2) = T (e |

Réwnania (2.6), (2.10), (2.12) oraz (2.13) pozwalaja okreli¢ sktadowe predkosci i rozklad
cifnienia W szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi.

(M—Mﬂ-

(213) v, = —

3. Przyklady zastosowan

Wyprowadzone wyZej réwnania zostana uzyte do okre§lenia parametréw przeplywu
w szczelinach migdzy wirujacymi powierzchniami stozkowymi i kulistymi. Dla uproszczenia

: <z
Rys. 2

zalozymy, Ze wiruje tylko powierzchnia wewngtrzna, co wyrazi si¢ zaleznoSciami:

3.1 ' 0wy =w#0, wy=0
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3.1. Przeplyw migdzy powierzchniami stozkowymi o réwnych katach rozwarcia. Rozwazmy dwie
réwnolegle powierzchnie stozkowe; z rys. 2 wynikaja zaleznosci:
(3.2) R = xsina, R, = x,sing, R, = x,8ina, A = const.

Uwzgledniajac (3.1) oraz (3.2) we wzorach okre$lajacych skladowe predkosci i rozklad
ci$niefl otrzymamy:

3.3 v, = wsiznoc (1~%)x,
0. = Pw—pa+0,1500>(RZ —R}) Y —h*
(3.4) 2ln g
- %1;_9‘_ l6_10 (Sy*—6h*p* + 1) — —131 (»? —hzy)] X,
05 o= 2 ey,
(3.6) P = 0,150w2x%sin® o+
(pw—0,15002RE) In-> i‘;“ —(p.—0,1500?R2) In xj,i’i“
" In 2

R,
Otrzymane tutaj zaleznoSci dla sktadowych predkoéci i ci$nienia sq identyczne z zalezno-

$ciami wyprowadzonymi w pracy [10].

3.2, Przeplyw miedzy powierzchniami stozkowymi o réinych katach rozwarcia. Dla szczeliny
migdzy powierzchniami stozkowymi o réznych katach rozwarcia maja miejsce zaleznosci
geometryczne (rys. 3):

(3.7 R =xsina, h=h,+(x—x,)8, K =20 ©6<l.

Rys. 3
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Podstawiajac (3.1) i (3.7) do wzoréw okreslajacych parametry przeplywu dostaniemy:

(L)Slnd.

[_pw —P: +0,159602(R: - R\ZV)](yz - hz)

3.9 o= — -
o 2pxk? |y Keh oy Xe e} 0 ﬁé_xi)]
iy —x00)? | Xty hy BT 2\B2 T W2
w?sin?a| 1 . 22 ey Pa g2 ]
T [%(Sy — 6By + 1) — (P =) x
(310) o, = — 6[pw—pz+0,1500% (RZ — ROI(* —h*)y +
R RV SEPST S I ﬁi_x_z)]
h—x07 | Xuhs he k| 2\B TR

_I_wzsin"oc y 5h (%~ 2" — dw?sin?a x(y2—h~*) [SA(y2—h*)-2(» +h2)(5h—))
2vh? 4y n 60

(3.11)  p = 0,150w*x*sin’a+

(Pw—0,1500%R2) [

2 2 2 -
L +25(i‘1 _ 3:) _i(ﬂ _x_z)
Xwhz

+

0150002 R2Y| 1 2 i_ﬂ_fi(f__xiﬂ
_(pz 0,150w R,)[mxhw +2a(h hw) v

in e +z(s(_xi x| _ 8 (x z_)
e B, R 2\B TR

Dia § = 0 (co odpowiada szczelinie o stalej grubosci) powyzsze wzory pokrywaja sie ze
wzorami dla poprzedniego przypadku.

3.3. Przeplyw migdzy powierzchniami kulistymi. ZaleZnofci geometryczne prowadza do
zwiazkow (rys. 4):

(3.12) R = Rysing, ¢ =x|R,, R =cosp, h = const.
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Uwzgledniajac (3.1) oraz (3.12) we wzorach okre$lajacych parametry przeptywu wyzna-
czymy':

R .
(B13) v = w2° (1 - %)sm(p,

_ pw—p-+0,1 Sow?R5(sin? p,—sin?g,) y*—h?

Ox = Rosing
(.14) 2ufin tg 2 —n tg 2= °
2 2
W Rosin2¢ | 1, o h,a
— Wl@ (5% —6h%p> +1i )——i(y -yl
_ (2-3sin’ p)o? (y—S/z) 2 a2
(3.15) v, = s ) (y*—h»?,

(pw—0,15002REsin® p,,) (In tg% —In tgﬁ)

3.16)  p = 0,150w*R3sin?p+ o P .-
I w . _z
ntg 5 Intg >
(p=—0,1500* R3sin® ;) (ln tg% —Intg q;” )
o P e P
In tg > Intg >

4. Uwagi koncowe

Wzory odnoszace si¢ do skladowych predkosci, otrzymane w p. 3 pracy, dla stalej
grubosci szczeliny mozna przedstawi¢ w uproszczonej postaci niezaleznie od ksztaltu po-
wierzchni ograniczajacych przeplyw:

4.1) vy = DY fi(n),

(4.2) v, = D3 f5(m)+ D5 f3(n),
4.3) v, = Difu(n);

dla szczeliny za§ o zmiennej grubosci w postaci:

(4.4) v = Dy fi(n),

(4.5) vy = D} fo(n) + D3 f3(n),

(4.6) vy = Dj fu(n) + D% f5(n) + Dg fs(n);

gdzie oznaczono dla uproszczenia:
[i) =1=n,  fulp) =1-77,

$501) = 5 (5n* =6 +1)= G -1),

S =22 612, () = -1,

Jsm) = 5> =) =2(*+DG-nln*-1), n=

=~_] <
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Tutaj D, D? oznaczaja wspétczynniki zalezne od lokalnego potozenia przekroju poprzecz-
nego szczeliny. Gérny wskaznik oznacza odpowiednio stata lub zmienng grubo§¢ szczeliny.

Z analizy otrzymanych wzoréw wynika, ze przeptyw w szczelinie jest wywolany przez
dwa czynniki: ruch wirowy powierzchni ograniczajacych szczeling (w przypadkach szcze-

YNy
0220
)
{ VNI e
7]
Z m% ! \b
re ~
\0,0 ™
N
-q1 \g/ﬂ/ //
<1

-10 -08 -06 -04 02 00 G2 04 06 08 10 p

Rys. 5

golnych — przez ruch wirowy powierzchni wewnetrznej) oraz przez réznicg ciénien miedzy
wlotem i wylotem szczeliny.

Wzory charakteryzujace sktadowe predko$ci przeptywu dla przypadkéw szczegdlnych
oméwionych w p. 3 pozwalaja stwierdzi¢, ze profil predkoéci obwodowe] v, dla ustalonej

A5
@ ’ i 0006 0,3\ \/\
C‘V 0004|102 \K \\
// 0002 |01 \
7
\ -1
\\\ - / -2 < /
DY ‘«}y 03 f&
ND: S yd .

=10 -08 -06 ~04 -0Z 5 02 04 G5 48 10 )
Rys. 6
warto§ci wspétrzednej x jest liniowy (funkcja £ (%) na rys. 5) niezaleznie od ksztaltu szcze-

liny. Profil ten jest identyczny z profilem przeptywu Couette’a miedzy dwiema plaszczyz-
nami, z ktérych jedna jest nieruchoma, a druga posiada lokalng predko$é réwna wR(x).
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Z postaci wzoréw opisujacych skladowg wzdluzna predkoéci o, wynika, ze gléwna
jej czescia jest paraboliczny profil plaskiego przeptywu Poiseuille’a (funkcja f,(n) na rys. 5)
uwarunkowany istnieniem wspomnianej wyzej réznicy ciSnien i ruchem wirowym po-
wierzchni wewnetrznej.

Na gléwna czeé¢ skiadowej predkoéci wzdiuznej naklada sig przeptyw wtdrny, wy-
wolany ssacym dzialaniem wirujacej powierzchni wewnetrznej. Powierzchnia wewnetrzna
zasysa w swoim sasiedztwie ciecz wywotujac jej ruch wzdhuzny odérodkowy. Ruch ten
musi byé réwnowazony ruchem wzdhuznym do$rodkowym przy powierzchni zewnetrznej
i ruchem poprzecznym okre§lonym sktadowa v, predkosei. Przeplyw wtdrny opisany jest
drugim sktadnikiem predkosci v, i predkoscia w,; profile przeplywu wtérnego reprezento-
wane funkcjami f5(n) oraz f,(n) pokazano na rys. 51 rys. 6.

Dla szczeliny o zmiennej gruboéci profil predkodcei v,, zwiazanej z omdéwionym wyzej
przeplywem wtdrnym, ulega zmianom okre§lonym funkcjami f5(n) 1 fs(n) pokazanymi

na rys. 6.
Rozkiad cinien wzdluz tworzacej powierzchni symetrii szczeliny — niezaleznie od

rodzaju i ksztattu szczeliny — daje si¢ przedstawi¢ w postaci sumy dwéch sktadowych:
pierwszej — wywolanej ssacym dzialaniem wirujacej powierzchni i drugiej — bedgcej
skutkiem istnienia przeptywu wzdluznego. Wynikiem dodawania tych skladowych moze
by¢ istnienie podciénien wewnatrz szczeliny.

Waioski o podobnym charakterze jako§ciowym wynikaja z analizy wzoréw wyprowa-
dzonych w p. 2 pracy.
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Peswome

TEYEHUE BA3KOH JXHUIKOCTU B 3A30PE MEXIY BPAIIAIOIMMMUCA
NOBEPXHOCTAMM BPAUIEHMA

B pafore BriBemenn! (hopMynnI ONpemeNAIOME TAKME NAPaMETpPhI JIAMUHADHOTO CTAHOHAPHOIO
TeUeHHA BA3KOHK IKUIKOCTH B 3230pe MY BPaIlaIoLHMMHCS IIOBEPXHOCTAMY BPAILEHNs, KAK COCTABJIA-
I0LHe CKOPOCTH Uy, U, ¥y M OAaBIEHHE p.

TIpumensioTcsa JMHEApHU30BAHHbIE YPABHEHHSA ABIIKEHHS BA3KOH »KHMIOKOCTH ONA OCEe-CHMMETDHY-
HOTO TEUECHMS B CHCTEME KPMBOJIWHEHHBIX KOOPOUHAT X, 0, y.

TTonyueHHble pelenysT YpaBHEHHH OBIDKEHHSA NPOHILTIOCTPUPOBAHEl IPUMEpaMH TEUCHUA B 3a30pe
IIOCTOSTHHOM TOJIIMHBI MEKIY Bpararoleiicd M HENOOBIYKHOM KOHYCHBIMH IIOBEPXHOCTAMM, 4 TalOKe
MeKIXy Bpamaonefica ¥ HENOABIWKHON ChEPHUECKUMH MOBEPXHOCTAMHU. PACCMOTDEHO TAXIKE TEUeHMe
B 3230p€ [IePeMEHHOM TOMMUMHEL, 00PA3YIOLEMC MENTY KOHYCHBIMY IOBEPXHOCTSIMH C PasHbIMH yrilamu
HAKJIOHA.

Summary

FLOW OF VISCOUS FLUID BETWEEN ROTATING SURFACES OF REVOLUTION

This paper contains formulae which define such parameters of the steady laminar flow of viscous
fluid between rotating surfaces of revolution as the velocity components vy, g, v, and pressure p.

The linearized equations of motion of the viscous fluid flow for axial symmetry in the intrinsic curvi-
linear orthogonal coordinate system x, ¢, y are used.

The solutions of the equations of motion have been illustrated by examples of fluid flow through the
slot of stable thickness between rotating and fixed conical surfaces, and between rotating and fixed spherical
surfaces. )

The flow through the slot of variable thickness formed by conical surfaces with various angles of diver-~
gence has also been examined.

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA
BYDGOSZCZ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 marca 1973 r.
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ANALIZA NIELINIOWYCH SAMOWZBUDNYCH CYKLOW GRANICZNYCH
DRGAN POWLOKI O MALYM WZNIOSIE W NIELINIOWYM OPLYWIE
NADDZWIEKOWYM

BARBARA G AJL (WARSZAWA)
1. Wstep

W dotychczasowej literaturze, zajmujacej si¢ zagadnieniami aerosprezystosci uktaddw
powierzchniowych w optywach naddzwigkowych, zajmowano si¢ wyznaczaniem krytycz-
nych wartoéci parametréw, okreélajacych granice stateczno$ci drgan samowzbudzonych —
byly to badania ukladdw zlinearyzowanych; rozpatrywano takze cykle graniczne w pro-
blemach nieliniowych dla ptaskich plyt przy zaloZeniu liniowosci sit aerodynamicznych
i bez uwzglednienia tlumienia materialowego [3].

Nieliniowe zagadnienie drgan samowzbudnych powlok o matym wzniosie i skoficzonej
dhugoéci wymaga zastosowania nieliniowej aerodynamiki z uwzglednieniem wplywu oply-
wu stacjonarnego na oplyw niestacjonarny. Jak wykazaly analizy przeprowadzone w pra-
cach [11 i 12], wartoé¢ poprawek wyniklych z uwzglednienia ksztaltu powloki i nielinio-
wosci drgan jest niepomijalna. '

W niniejszej pracy okre§lono cykl graniczny dla pewnych warunkéw poczatkowych,
pokazano zmienno$¢ w czasie przemieszczen punktéw powloki i zmienno$¢ w czasie
funkcji 4,(¢), bedacych skladowymi szeregu okreélajacego wielkoéci przemieszezen nor-
malnych powierzchni powloki. Uwzgledniono tlumienie materiatowe wg modelu Voigta
oraz nieliniowg zaleZzno$¢ ciénienia od drgan powierzchni powloki i wplyw oplywu stacjo-
narnego na oplyw niestacjonarny. Przyjeto stale krzywizny w kierunku podiuznym i po-
przecznym. Zastosowano techniczna nieliniowa teorie¢ powlok.

Rozwigzanie na przemieszczenia normalne powierzchni powloki przedstawiono w po-
staci podwdjnego szeregu funkcji wlasnych i zastosowano ortogonalizacyjna metode
Galerkina w celu sprowadzenia nieliniowego réwnania rézniczkowego czastkowego czwar-
tego rzedu do ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzgdu.

Uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych przedstawiony w postaci bezwymiarowej
rozwigzano numerycznie. Obliczenia zostaly wykonane na elektronowej maszynie cyfrowej
GIER. Do programu wiaczono dufiska procedure Mersno oparta na znanej metodzie
numerycznej Rungego-Kutta.

Przykiad obliczono dla nastgpujacych parametxéw: liczba Macha M = 3; Lfh oznacza
stosunek dtugoéci powloki do jej grubo$ci = 240; dla wartoéci krzywizny poprzecznej
i podtuznej k; = k, = 0,08 oraz dla wzniosu ¢ = 0,08. W oparciu o wcze$niej przeprowa-
dzone rozwazania przyjeto ilo§¢ fal podhuznych n = 4 i iloé¢ fal poprzecznych m = 1,

2 Mechanika Teoretyczna
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czyli rozwigzywano w przykladzie uktad czterech réwnan. Program dla maszyny liczace;
napisano w ten sposob, iz mozemy dowolnie zmieniaé¢ warunki poczatkowe, liczbg réwnan
w ukladzie oraz parametry przeplywu i powtoki. Liczenie jest bardzo pracochtonne, gdyz
obliczanie jednego punktu plaszczyzny fazowej trwa dla maszyny GIER okote 3 min.
Z tego wzgledu ograniczono si¢ do jednego przyktadu.

2. Réwnania problemu

Rozpatrujemy powloke o malym wzniosie i skoriczonej dlugoéci, ktdrej rzut na plasz-
czyzng xz ma dtugo$t b i szeroko§é L. Przyjmujemy, Ze na krawedziach powtoki sa spel-
nione warunki podparcia przegubowo-przesuwnego. Przyjmujemy ponadto, Ze powloka
stanowi czgé¢ nieograniczonej plaszczyzny, ktéra poza powloka jest nieodksztalcalna.
Powloka jest oplywana z jednej strony naddzwigkowym strumieniem gazu idealnego
o predkosci U w kierunku réwnoleglym do osi x. Niesprezysto$¢ materiatlu powloki uw-
zgledniono przez wprowadzenie modelu Voigta.

Rys. 1

Zagadnienie przedstawiamy w postaci bezwymiarowej. Wprowadzamy nastepujace
oznaczenia: p, oznacza ggsto$é powietrza w nieskonczonoéci, wspéirzedne x,z i prze-
mieszczenie §rodkowej powierzchni powtoki w kierunku normalnym (%, Z, ¢) odnosimy
do szeroko$ci powltoki L i oznaczamy odpowiednio x, z, w(x, z, t). Gléwne krzywizny
ki k, odnosimy do 1/L i oznaczamy przez k. i k,. Funkcje naprezen Airy’ego D(%, Z, 1)

odnosimy do %go U2L? i oznaczamy przez &(x, z, t), ciénienie za§ Ap(%, z, t) odnosimy
do ciénienia dynamicznego %go U? i oznaczamy przez Ap(x, z, t). Przez N oznaczamy sily

dzialajace na jednostke dlugosci przekroju powloki, odnosimy je do %go U2L i oznaczamy

w zaleznoéci od kierunku dzialania odpowiednio N, i N,. Czas 7 odniesiony jest do ilorazu
L[U i oznaczony przez t, wspdélczynnik za$ tlumienia materialowego do L/a, i oznaczony
przez 0; a, oznacza predkoéé dzwicku,
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Stosujemy techniczna nieliniowa teori¢ powlok, ktéra jest szczegblnym przypadkiem
nieliniowej teorii matych odksztalcen (zlinearyzowanej wzgledem skladowych wektora
przemieszczenia, stycznych do powierzchni podstawowej powloki) i mieéci si¢ ponadto
w ramach zatoZzenn Kirchhoffa-Love’a. Za powierzchni¢ podstawowq przyjmujemy §rod-
kowa powierzchnig powloki.

Réwnania ruchu powtoki w ukladzie bezwymiarowym maja nastepujaca postaé:

2 2 2 2 2
@1 (1+0§t-)v2v2w+11M2 oW _ gzMz[(kx_,_ 3_“’) . (k,+ Q) ’0

ot? ox? | 0z* 0z% | 0x?
Pw PP
=2 9x5r sra +AP]’
' 1 2w \> 92w 9w w *w
2¢72 — _ — —_ —_
(2-2) VAV = 1, M2 [( axaz) Ix? 9z2 k. 9z2 k, x|’

gdzie 0 oznacza tlumienie materiatowe,
Ay = 12(0=v*)(L|h)*¢;a3/E,
(2.3 Ay = 12(01—v»)(L/h)30,a3/2E,
A3 = 2Ejgoas(h|L);

M oznacza liczbe Macha, » — wspélczynnik Poissona, £ — modut sprezystosci Younga,
0, — gesto§¢ materiatu powloki, # — gruboéé powloki, za§ Ap jest réznica ciénien dziala-
jaca na powierzchnie powloki i wyraZa sie wzorem

(2.4) Ap = &(p{? +p{P) +€2p§ + 6(ps" +p8) + Sepi + 62p1;

£1 § sa malymi parametrami i majg ten sam sens co w [11i 12], wyraZenia za§ na sktadowe
ci$nienia sa podane w [12].

3. OkreSlenie funkcji naprezen

Rozwigzania uktadu réwnan (2.1) i (2.2) bedziemy poszukiwali w postaci podwdjnego
szeregu funkcji wlasnych

(3.1) w(x, z,t) = 2 2 Apm(t) sinmzxsinﬁ;iz,

gdzie n i m sa liczbg fal w kierunku podtuznym i poprzecznym, a A = b/L — wydhiZeniem
powloki.
Rozwiazanie réwnania (2.2) przedstawiamy jako sume rozwigzat

(3.2) D(x,z,t) = D,(x, z, ) +D,(x, 2, 1),

gdzie @, (x, z, t) jest rozwiazaniem ogdlnym réwnania jednorodnego, natomiast P,(x, z, £)
jest rozwiazaniem szczegdlnym réwnania petnego.

2%
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Rozwigzanie ogdlne przedstawiamy za pomocg wzoru [1]
(3.3) b, (x,z,t) = —;—(1\7,‘22 +N,x*—2N,,x2),

gdzie N,, N, N, sa pewnymi statymi, uzyskanymi z catkowania; zaktadamy mianowicie,
ze $rednie przemieszczenie powierzehni w kierunkach x i z jest réwne zeru i zapisujemy
to w postaci

1 1 5 1 A 5
(3.4) fdxf” fdxf—”
ox 4
] 0 0 0
gdzie u(x, z,t), v(x, z, t) oznaczaja bezwymiarowe przemieszczenia w kierunkach osi

xiz.
Zalezno$¢ miedzy pochodnymi u i o a funkcja Airy’ego jest nastepujaca [1]:

w1, 1{ow\?
a—x = —?M (Nx—'VNz) ‘|“ka'—§‘(%) N
(3.5)
v | 3w
gdzie
2*0, D, 2P,
39 Ne=gp> M=o MNe= G
Po podstawieniu (3.1) do (3.5), a nastepnie do (3.4) i wykonaniu catkowania otrzymu-
Jemy
Hooll, = ™ Z Znu.m) Z A O~ 1~ 71,
3.7) "

N kY 1
i, =W{%22 Az (1)~ Ez-ﬁ WO ~CyI0L - ()

n m n m

Z (3.1) droga prostych przeksztalcen otrzymujemy

~ 2.3 a2 V1O 2 m3y
o el Y Sl
(kx +'sz) 2 Anm([) [1 (1)"| [1 _ (l)m]}’
~ 23 72 1 O 2
(39) = Mz(l —WES{?A}J 2/ (Vﬂ + ) nm(z)
;_Eli'(kz +7’kx) 2 E%Anm(t) [1 _(l)n] [1 _(l)m]}’

=
|
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Podstawiajac (3.7), (3.8) i (3.9) do (3.3) otrzymujemy nastgpujace wyrazenia na pochodne
funkcji naprezen:

2P - 2o N PEY
(3.10) 3221=Nx, Tx21= 25 _axa;=

Rozwiazanie szczegdlne réwnania (2.2), a tym samym i wartosci funkcji @,(x, z, 1),
okre§lamy w sposob nastepujacy. Podstawiamy (3.1) do réwnania (2.2) i otrzymujemy

(3.11) VV2D,(x, z, 1) = ——{ e 2 2 Z 2 Aym(t) A () nmsgcosnmxcos smx x
x COS—— m ZCOS—— Z 2 2 2 H2q* A (1) A5, (D) sinnmxsinsmx x
A l T M? o "‘
q
sinﬂzsin—q—n—z+n22 21 k. 21— +kn? A,.,,,(t)sinnnxsinﬂz .
A A A A
n m

Poszukujemy rozwiazania réwnania (3.11) z warunkami brzegowymi

A
2
fa(pzdz—o fa¢2d2=0, da x=0 oraz x=1;
0

Ox 0z
(3.12) . .
2?0, &’ o,
32d =0, Omdx_o, dla z=0 oraz z= 24,

Roéwnanie (3.11) przeksztatcamy do postaci
G.13)  VVRB,(x, 2, 1) = _{ . 222 Z A A1) 5
x [cos % (m—q) z[nq(ms +nq)cosn(n +5) x +nq(ms—ng)cosm(n—s) x] +
+ cos% (m +q) z[ng(ms — ng)coszt(n + s)x +ng(ms +nq)cosa(n—s) x]] +

m\* . . mxn
+ 72 Z 2 [kx (7) +kzn2]A,,,,,(z) smnnxsmTz},

Zaktadamy rozwiazanie (spelniajace warunki brzegowe (3.12)) w nastepujacej postaci:

3.14) Dy(x,z,t) = 272 Zv ZAnm(f)Asa(t) {cos—j-(m—q)z[Alcosn(n+s)x-§-

+ B cosm(n—s)x]+ cosi;— (m+q)z[Cycosm(n+s)x+ D, cosn(n—s)x]} +

NS dysimmssin ™
+E 2 Ap(t)sinnaxsin 7 z,
n m



22 B. GAL

Przewidywane rozwigzanie (3.14) podstawiamy do (3.13) i otrzymujemy réwnanie na
wspolczynniki. Z tego réwnania okre§lamy

Ayng(ms +nq)
4, = PGS B
4M2 2 [(n +5)2 + (mTq)
B, = Ay ng(ms—nq) )
4M2/12[(n s)? + ('" 9)W
(3.15) C, = o ngoms = 14) T
4M2/12[(n+s)2 (”’”) |
D, = A3nq(ms +nq) )
lez[(n —58)% (m+q)

Pl ]
el 3]

Podstawiajac (3.15) do (3.14) otrzymujemy rozwigzanie szczegdlne dla @,(x, z, t).

4. Redukcja réwnan

Majac okre§long funkcje naprezen @(x, z, ¢) moZemy sprowadzi¢ rézniczkowe czgst-
kowe réwnanie ruchu powloki (2.1) do réwnania rézniczkowego zwyczajnego drugiego
rzedu (wzgledem czasu £) podstawiajac uprzednio do (2.1) rozwiazanie zalozone w postaci
szeregu funkcji wlasnych (3.1) i odpowiednie pochodne funkcji naprezen @(x, z, ).

Zapisujemy réwnanie (2.1) w postaci

“4.1n Llw(x, z, )] = 0.
Po zastosowaniu ortogonalizacyjnej metody Galerkina otrzymamy uklad réwnan réz-

niczkowych zwyczajnych drugiego rzedu

A
(42) [ 0w, z, 0w, Ddxaz = 0,
0

O%H

gdzie /,r = 1,2, 3, ..., za$

4.3) wi(x, 2) = sinlnxsin—’%—z

jest funkcja ortogonalizujaca.
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Jezeli zatozymy, ze funkcja opisujaca powierzchnig¢ f(x, z) = sinzxsin(z/A)z i pod-
stawimy ja do (2.1), to uklad réwnan opisujacy drgania powloki przybierze postaé

a2 1 r2\2, 2(M2-2) 2&(y+1)n?
dt2 Alr(t) 'm—z‘ [ﬂ4 (12 )‘2) 0— ‘33 ] A[,-(t)‘*‘ —):MT X

d Yy, dn(y+1) 2(y+1) 4 1
X Z?TAnr(t)asnl'i' llle Llr+ ).IJ.MZ er+ ).).IMZ le_— AIMZ X

4.4

2 2
r
(12 r2 )2+ Ay hs [kx (7) +kzl]

4 7
72 7 22 Alr(t)'l‘l_l'M_zZAnr(t)[*Ea(Hn)u—n)‘*‘
124 - ] n

2 42, Aat
P DT ] - 0 i 2 () a0+

2
4la 1 (1Y 1\ Ay Ay m? 42, Ay o
+ 72 A, AM? —17[1 (=D = (= 1y]c®~ 31, M2 D, + BI, M2 £+
2(y +1)n* Agm? r2 A Ay
2)‘1 M2 Klr" )»I‘B.IVIZ AWD)2 +B(1)? A,,(t)+ 75—).%2_E1r

Podajemy teraz listg oznaczen symboli wprowadzonych w tym réwnaniu. 4, A, 45, 45,
oraz M sa okrelone wzorami (2.3) i (3.1). Ponadto

(4.5) B =yM=—1,
y — wykladnik adiabaty, & jest okre$lone wzorem (2.3), 4, = 12A4(L/h)?,
ot = ¥d-m =l
dem=0 dla  (Fn)? #1,
Y e =1/4 dla  (Fn)? =1,
YPemy =0  dla  (Fn)?=0.

@ 1 d
“6) L= D) DI N )& 419083 B
n m 5 a

gdzie
iy = Yn(?—s) )’n(z+s),
By =0 dla  (IFs)? # n?,
Pk =1/4 dla  (Fs)? =n?,
Vitesy =0 dla (F9)? =

ﬂmqr = Xm(g—r) ~ Hm(g+r)s
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A TI=(=Dm= |- (=1man =2 2
ez _4_[ m—(q¥r) m+(qFr) da @ET
A -2 2
Hmigzn) = 7 dla (@Fr*=m?0,
1-(-n" l
Hm(gzry = (2 ) da (¢Fr)=
@) 2222 o Aun(1)-2 A (2D

gdzie

al(isl = y"( —5) )’,(,(31)+s) s

1 1_(_ l)n—(lq:s) 1__(__1)n+(l;s) _
(3 - 2 2
yn(l)s;s) ] [ n—(Fs) PEN(ED)) dla (Fs)? # n?,
1 _
Vidlesy = 7 dla  (IFs)? =n?#0,
1I-(=D" 1 -
)’:(u?t)xs) = Ty T dla (IFs)=0,
Bmgr Okre§lono wzorem (4.6).
2m (y+1)a?
(4'8) le = £I:T‘EI-I(!'I) ﬂ3}.2 H(Z)] 2 p) ]{l(ra)y
gdzie
HD = agenya-0Be+ 010>
H» = (@griya-0—DBeryi—1)> H) = of’,
Aat+1y-1) = Ya+1—Ya-1y»
_ 1~ (—1)y#r 2
'}’(13:1) —-W dla [ 5'5 1,
Yasrn = 0 dla P2 = 1,
ﬁ(r+1)(r—1) = XG—1) T %(r+1)
”(r;tl)=0 dla rzi',él,
Ai—1) = —;— dla r=1,
Hirb1) = 0 dla r = 1,
(1)
o = l—fd—ll dla kazdego I

& = Yia+1) HV10-)»
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L[ 1=(=1) 1—=(=1)%2
Vigz1) = “4;[ i + 152 dla (x1)*#1,
Yiazn = 0 dla (+D*=1,
'}’1(111) = O dla (li ].) = O,

A
Hres1) = gp

1 1

B' = %11y~ %1(rt1)>

1—(=1y ), [ 1=(=1)y=?
:F( - )i( P )] dia

da (r+1)?=1,

dla (¢x1)=0
Ogttny(i—n) = Y4y ™ ¥ (t=n)>
Yy = I_;n_(z;_fl)n_l)fi dla »n? % 2,
Yazm =0 dla n®=]?,
Oint = Y1g—m T V14n)s
=y

da  (Fn)? =1,

da (IFn) = 0.
C = Ak, +Bk,,

A (D[ = (=171 = (= 1)"],

B = letok) O D4 (D01 (=101~ (=17,

%1z = 0
A
Kipx1) = n
4.9)
Yigsnm) = E{[
Yigemy =0
Pigzny) = 0
(4.10)
gdzie
(4.11)
gdzie

CW = A, + Bk,

AN = ZZ (n +—v)A,%,,,(t),
BW = %2 2 Z (vn2+ —)A2 0,

(r£1)* # 1,

25
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610 D= 3 33 S anoauo] koo ea(27) ]

2
m—gq
x Al O nts+I) (n+s—1) + [kz(n_s)z +kx( 2 ) ]Bla(n—sH)(n—s—l)} ﬁ(m—q+r)(m—q—r) +

2 2
+ {[kZ(n +5)2+k, (Ln% ] C\ Ontstiy(nts—ty T [kz(ﬂ —5)2 +kx(1nﬁ) ] %

A

x Dy a(n—sH)(n—s—l)} Bimtair)(mta—r) l )

gdzie 4,, By, C;, D, okre§lono wzorem (3.15),

Ontstn(nts—l) = e

[ 1 (1) (n+5)+] {1 \nt5+H
L {1=(=D 1-(=1) ] dla  (n+s) # I,

x|l —(nt+s)+] n+s+1
Untsty(ats—1) = 0 dla  (n+s) =1,
3 AT —(- 1)r—(m+q) L —(=1)r+m+a
ﬁ(m+q+r)(m+q—r) = E i r_(m+q) + rtmtq dla (m+q) #*r,
ﬂ(m+q+r)(m+q—r) =0 dla  (m+q)=r,
1T 1_(__1)1—(n—s) 1—(—1 1+(n+5)
A= (r-0Hn+s)) = 5o~ | T I—(n—v) l+n)+s dla  (n—9)?*# 17,
O 1=(n—s) ][I+ (n+s)] = 0 dla (n—-S)2 = 12,
o A 1_.(._1)r—(mﬂq) 1—(=1)r+m-a 2 )
Prrttm-pir—(m—p1 = E[ —m—a pEw e dla  (m—q)* #r?
Brr+m-gr—m-y1 = 0 da  (m-g¢)* =r

@13)  Fo= D) D) T 4,0 AL +m)?)
i Jj n m

x ainlﬂjmr - 2ijnmai1nl ﬂjlmr} El s
gdzie E, okre§lono w (3.15)

Gint = Yi(i—n) — Vi(i+n)>

B 1 1_(_1)l(l;n) 1'__(_1)l+(l=;n)
7""*""’4;[ I—(iFn) I+(Fn) dla

12 # (iF¥n)?
Yigzmy = 0 dla 2= (Fn?+#0,
Yigzm) = 0 dla = (iFn) =0,

ﬁjmr = Hp(j—m) ™ Hr(jtm)>

y _i[[l—(—l)'-“m 1-(=1yrosm]
T | =G m) r+(Fm) :

r? # (j¥m)?,
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Hr(jemy = 0 dla  r* = (jFm)* #0,
e (jzm) = 0 dla  r=(jFm) =0,
flilnz = Vxl(i+n)+)’f(i_n), Vll(lin) = Yi(izny»

511mr = "rl(j+m)+”:(j-m): "rl(jim) = Hp(jrm)-

@14 Kp= ) 7 D) T 00 A58 g
n o m s q

gdzie
05;(19 = Vp(;(lx)_s)'*'%(.(l?q-s),
1 1_(__1)lis—n 1_(__1)lq=s+n . Y
Vnzs) = _4_az[ IFs~n [Fs+n dla  n* (I,+S) ’
Ynazsy = 0 dla  n? = (IFs)* #0,
Yn(izs) = 0 dla n= (Z$S) =0,

Pmqr OkreSlono wzorem (4.6).

(4.15) E, = 2 Z 2 2 Z Z A () Aum(£) A5 o(2) x
i) n o m s 4

X [{ [/2(n+5)* + 2 (m— O X)X nssyit By — 207 (m—q)
x (R +8)0b syt Bim_qy o) AL {7 — 8)* +i*(m—q)*] *
x Ou—syit Bongyir — 20j(n—5)(m— q)a(ln—s)ilﬁ(lm—q)jr}Bl +
+{ [ +5)? +i2(m + @)Xt wrsyit Bowr ayjr — 287 +5) (1 +q) x
X Uny sy Bimsarin} Ci +H{ [/ —5)* +i2(m +4)* syt
% Bontayie = 21— )+ Q)51 B sy} D 1]
gdzie A, By, Cy, D; okre§lono wzorami (3.15),
Xnts)il = Ynds)(i-l) — Y (nts)(i+l) »

Yoz = 0 dla  (n+s)* # (iFD)?

1 _
Yirtsyash = dla (1+5)?* = (@F)2 #£0,
1

Yorsazn == dla (r4s) = (F) = 0.

Bintarir = %imra)r—p = %mta)(rii)»
Rmigerrn = 0 dla (m+q)? # (rF))3

o

Kimtqy(rss) = 4 dla (m +q)2 = (r‘—Fj)z #0,
A

Kemta)rzs) = dla  (m+q) = (F/)=0.
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En—s)it = Y(n—s)(i-1) ~ V(n—s)(i+D) >
Yonazn =0  dla  (n—9)? # (F)?

1
4 .

pEOIED) dla  (n—s)* = (F? #0,

1 -
Yosizn =5 dla (n=s) = (i) = 0.

Ig(m—q)jr = Hm—g)(r—j) ~ H(m—gq)r+j) >

Hm-g)rz) = 0 dla  (m—q)? # (rF/)%

A .
Him—-g)r3)) = 7 dla (m—q?=F)*#0,

P

Hin-g)(r3) = &~ dla (m—-q) = (r /) =0.

[\)

5. Obliczenia numeryczne i wnioski koncowe

W celu okre$lenia zmiennoSci przemieszczen drgajacej powloki w czasie i zbadania cyklu
granicznego rozwigzano numerycznie uklad réwnan rézniczkowych nieliniowych (4.4).

Zastosowano metode Rungego-Kutta jako bardzo dokladna i dajaca sie stosunkowo
latwo zaprogramowaé dla elektronowych maszyn liczacych. Oprdcz tego waZnay zalety tej
metody jest mozliwoéé zastosowania zmiennego odstepu, co jest szczegdlnie wazae przy
poszukiwaniu cyklu granicznego.

Numeryczne obliczenia wykonano na cyfrowej maszynie matematycznej GIER dla
powlok duralowych (£ = 7,2: 10°kG/m?, » = 0,3, o, = 285kG/sek?/m*).

W oplywie na poziomie morza a, = 340m/sek, g, = 0,125kG/sek?/m*. Przyjeto
do obliczen wydtuzenie 2 = 1, maksymalny wznios ¢ = 0,08 i stale krzywizny w kierunku
podiuznym i poprzecznym k, = k; = 0,08. Ponadto uwzgledniono ttumienie materiatowe
i przyjeto warto$¢ 6 = 0,2. Obliczenia wykonano dla liczby Macha M = 3 i dla wartoéci
L/[h przyjmowanych w konstrukcjach lotniczych.

Wyznaczono cykl graniczny dla iloéci fal poprzecznych m = 1 oraz liczby fal podtuz-
nych (w kierunku przeptywu) 7 = 4. Wybdr parametréw ¢ = 0,08 i M = 3 jest podykto-
wany tym, ze dla tego zestawu moZemy stosowac teorie potencjalnego przeptywu w drugim
przyblizeniu, nie wprowadzajac bledu w stosunku do teorii skosnej fali uderzeniowej.
Tlumienie materialowe 0 = 0,2 jest typowym tlumieniem dla konstrukcji lotniczych,
a poza tym nie mozna go pomina¢ ze wzgledu na to, ze wprowadza destabilizacje uktadu
w zakresie badanych parametréw. Obliczenie przeprowadzono dla wielko$ci typowych
dla konstrukcji lotniczych, poniewaz w tej dziedzinie istnieje najwiecej ustalen dotycza-
cych drgan samowzbudnych typu flatteru.

Badanie przeprowadzono dla liczby fal podiuznych n = 4, gdyz za pomoca czterech
wyrazow szeregu Fouriera mozna z duza dokladnoscia aproksymowaé szeroka klase
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funkeji gladkich. Wartosci rozwiazan niewiele zmieniaja sig, jezeli wprowadzimy liczbe
funkcji wlasnych wieksza od czterech.

Program napisany jest w jezyku GIER — Algol 4.

Rozwiazujemy r réwnan rézniczkowych drugiego rzedu. Do programu wlaczona jest
dutiska procedura Mersno rozwiazujaca z dowolna doktadnoscia n réwnan rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu.

Program przystosowany jest do dzialania na pamigci szybkiej (operacyjna plus beben).

Realizacja programu wymaga wprowadzenia z ta$my o$miokanalowej nastepujacych
danych w kolejnosci:

n liczba réwnan drugiego rzedu,

y[1:2n] warunki poczatkowe na zmienne, a nastgpnie na pochodne,
warto$¢ poczatkowa czasu,
warto$é czasu, od ktérego liczymy,
diugo$é kroku,
koncowa warto$¢ czasu,
liczba Macha,
stosunek diugoéci powtoki do jej grubosci,
krzywizna w kierunku podiuznym,

k. krzywizna w kierunku poprzecznym,
dok dana dokladnoéé.

2w oN

h
"?EZRHRR

_ Wyniki otrzymujemy na drukarce wierszowej w nastepujacej kolejnosci: 4;(z) ... 4.(2),

A4,(t) ... A,(t). Sa one punktem wyjéciowym do obliczenia przemieszczenia W(¢) i pred-
kosci przemieszczenia W(r) w kazdym punkcie badanego obszaru powloki. Na tej pod-
stawie sporzadzono wykresy na plaszczyznie fazowej dla punktéw o wspéirzednych x =
= 0,75; z = 0,51 oraz x = 0,25; z = 0,52 (rys. 2, rys. 8) oraz wykresy zmiennosci funkcji
A.(t) (rys. 4, 5, 6, 7).

Pokazano zmienno$¢ przemieszezen w czasie na rys. 3 i rys. 9 dla wyzej wymienionych
punktdw.

Z podanych przebiegéw nalezaloby wnioskowaé, ze ustalenie sie drgan samowzbudzo-
nych nastgpuje migdzy siddmym a dziewigtym cyklem i dla danych parametréw, np. dla
punktu x = 0,75, z = 0,5, maksymalne wychylenie przyjmuje wartoéé¢ dzicsigciokrotnie
wyzsza od danych wychyleni poczatkowych.

Obliczenia w zakresie rozwazanego tematu wykonano dla zaloZzonych nastgpujacych
warunkdéw poczatkowych:

A,(0) = 0,1- 102,  4,(0) = 0,08 10-2,
A3(0) = 0,06+ 102, 4,(0) = 0,04+ 10-2,
A,,(O) =0,

gdzien = 1, 2, 3,4, co daje dla punktu x = 0,75, z = 0,5 warto$¢ wychylenia W(0) =
= 0,03-1072, W(0) = 0.

Obliczenia te maja na celu ustalenie charakteru zmian zachodzacych w okresie ustalania
si¢ drgaf samowzbudnych.
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oBTEKANMS OT [IAPAMETPOB CTAlMOHAPHOro Teyenus. Kpome Toro yunthbiBaeTcs gemnduposanue, CBja3aH-
HOE ¢ (DMBHUYECKHMH CBOMCTBaMM MaTepuasia O00OJIOUKM, ONMCEIBaeMoro mozennio Poiirra.

Pewtenpe A7 HOPMAJIBHBIX IepeMelieduli CpeIHHHON NOBEPXHOCTH 000JOUKH IIPeCTABJIEHO B BUIE
OBOMHOrO psAna Mo cobCTBEMIAIM (QYHKIMAM, IUIA KOTOPOro NPHUMEHEH OPTOrOHAJM3AHOHHEIN MeTom
Tanepuuna.

JaeTcs UNCICHHOE PELUEHUE CHCTEMBI OOBIKHOBEHHBIX AuddepermanbHbIX YPaBHEHMH, CBENEHHON
k GespazmMepHOMY BHAY.

Boiynicnennst BeinonsHenbr Ha DIIBM. Haien npelenpHbld LMK IJIH HEKOTOPBIX HAYAJBHBLIX
yenoBuii. Ilokasana 3aBUCHMMOCTb OT BPEMERH NEPEMELEHUH TOUeK HOBEPXHOCTH 00O0JOUKH.

Summary

ANALYSIS OF NON-LINEAR SELFEXCITED LIMIT CYCLES OF VIBRATIONS OF SHALLOW
SHELLS IN A NON-LINEAR SUPERSONIC FLOW

The subject of the present paper is the problem of nonlinear selfexcited vibrations of a shallow shell
of finite length. Nonlinear aerodynamics is applied, the influence of stationary flow on the nonstationary
flow as also material damping is taken into account,

Normal displacement of the shell is presented as a double series of eigenfunctions. To obtain the set
of ordinary differential equations, Galerkin’s ortogonalization method is applied. The set written in a non-
dimensijonal form is solved numerically. Using a digital computer, the limit cycle under certain initial
conditions is found. Variation of the displacements of the shell in time is also shown.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlosona w Redakcji dnia 9 maja 1973 r.
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ApaM BAR, JOzeF N1z10oL (KrAKOW)

Jednym z waznych zagadnien zaréwno przy projektowaniu, jak i montazu linii elektro-
energetycznych jest znajomo$¢ naprezen statycznych i dynamicznych w poszczegélnych
warstwach przewodu. Obydwa te naprezenia decyduja o zmeczeniu przewodu, a zatem
o «zywotnofci» danej linii. Na szczegdlne niebezpieczenistwo naraZone sg odcinki prze-
woddw tuz przy uchwycie przelotowym, gdzie wystepuje stan gietny. Na skutek drgan
przewodu, wywolanych wiatrem, wystepuja zmienne naprezenia dynamiczne w przewodzie,
ktére w sposob istotny wplywaja na jego zmeczenie. Ze wzgledu na ich charakter rozwaza
si¢ drgania zwane «taficem przewoddéw» oraz drgania «eolskie». Stwierdzono, Ze w warun-
kach polskich czeéciej wystepuja drgania typu drgan «eolskich» i na nie jest zwrécona gtéw-
na uwaga. O waznoéci problemu drgan przewodéw w liniach najwyZszych napie¢ moze
$wiadczy¢ fakt, ze w krajach wysoko uprzemystowionych powolane sa instytuty i specjalne
grupy robocze, prowadzace od wielu lat doSwiadczalne i teoretyczne badania, majace na
celu ustalenie kryterium zmeczeniowego.

Na podstawie prowadzonych przez wiele lat badan przez Institute of Electrical and
Electronics Engineers [1], ustalono jako kryterium trwalej wytrzymalosci zmeczeniowej
podwdjng wzgledna amplitude przewodu w stosunku do uchwytu przelotowego réwna
a = 0,2 mm, mierzona w odlegtoSci x = 89 mm od ostatniego punktu stycznoéci przewodu
z uchwytem (t6dka). ’

Na intensywno$¢ drgan wplywa bardzo wiele czynnikéw, jak warunki klimatyczne
i terenowe, dane znamionowe linii, jak konstrukcja i rodzaj przewodu, rodzaj uchwytu,
jego masa, ksztalt, moment bezwladnoéci itp. Z tego tez powodu kryterium amerykanskie
okazato si¢ zbyt surowe i w wielu krajach niemozliwe do przyjecia. Od szeregu lat prowadzi
si¢ wigc badania nad wiasnymi przewodami w Japonii, NRF, Francji i innych krajach
zachodnich. Wyniki badan do$wiadczalnych zaréwno laboratoryjnych, jak i przeprowa-
dzanych na liniach rzeczywistych w réznych krajach byly doé¢ rézne, rozwazania za§
teoretyczne badz nie byty publikowane, badz przyjmowaly modele, ktdre niezbyt wiasciwie
odzwierciedlaly stan faktyczny.

W Polsce od kilku lat badania prowadzi Biuro Projektéw Energetycznych «Energo-
projekt» Oddziat w Krakowie, a pomiary drgani na liniach rzeczywistych w terenie «Energo-~
pomiar» w Gliwicach. Pomiary drgai na krajowych liniach rzeczywistych wykazaly
wystgpowanie duzych podwdjnych amplitud wzgled pych osiagajacych wartoscia = 1,2mm,
a wigc szeSciokrotnie przekraczajacych amplitudy dopuszczalne wedlug kryterium amery-

3%
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kanskiego. Swiadczytoby to o bardzo duZym zagroZenmiu wszystkich linii najwyzszych
napigé i nakazywatoby szybka ich wymiane. Biorac pod uwage fakt, ze koszt jednego kilo-
metra linii wynosi okolo miliona ztotych, widzimy jak waznym problemem jest ustalenie
prawidtowego kryterium zmeczeniowego dla linii krajowych.

Od trzech lat do wspélpracy z Energoprojektem w Krakowie przystapit Instytut Me-
chaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Krakowskiej, ustalajac programy
badan do$§wiadczalnych, czuwajac nad ich realizacja oraz dajac odpowiednie opracowania
teoretyczne. Przedmiotem badad byt przewdd stalowo-aluminiowy typu ALF-8-525.
Oprdcz badan majacych na celu ustalenie kryterium zmeczeniowego, prowadzono wiele
badan dotyczacych samotlumienia przewodu, sposobu wymuszania drgain majacych na
celu uzyskanie duzych amplitud wzglednych, doboru odpowiednich ttumnikéw drgan itp.

Niniejsza praca ma na celu wyznaczenie sztywnosci przewodu oraz stanowi pierwsza
cze$¢ ogdlniejszego opracowania, ktérego celem jest wyznaczenie naprezef statycznych
i dynamicznych przewodu w poblizu uchwytu przelotowego i na tej podstawie ustalenie
kryterium zmeczeniowego przewodu.

1. Wyznaczenie sztywnoSci EJ na zginanie przewodu AFL-8-525 — metoda statyczna

W obliczeniach stosowanych w technice traktowanie liny jako ukfadu ztozonego z po-
szezegdlnych drutow byloby zbyt uczazliwe, a w przypadku drgan poprzecznych liny —
praktycznie niemozliwe. Potraktujemy wiec przewdd jako ekwiwalentna belke i w zwiazku
Z powyZszym musimy wyznaczy¢ dla niej pewne wartosci przecigtne niektérych wielkosci
wytrzymato§ciowych. Jedna z istotniejszych dla naszego celu wielko$ci jest sztywno$é EJ
przewodu na zginanie. Sztywno$é przewodédw na zginanie byla badana przez wielu ba-
daczy zagranicznych ale zaréwno sposoby podejscia, jak i uzyskiwane wyniki, wykazujace
duze rozbieznosci, budza powazne zastrzeZenia.
© Wedlug obliczen amerykanskich sztywno$é przewodéw jest suma sztywnosci po-
szczeg6lnych drutéw pomnozonych przez wspdlczynnik 1,4 (otrzymywany do§wiadczalnie)
[1]. Wedlug badafi finskich wymieniony wyZej wspotczynnik réwny jest 1,6 [2], innym: zndw
razem jest znacznie wiekszy od 2 (sztywno$¢ dla przewodu IBIS 1CSR, EJ = 200 Nm?).
Warunki, w ktérych bada si¢ dany przewdd, powinny odpowiadaé warunkom, w jakich
pracuje on w rzeczywistosci. '

Wymieniong metode statyczna oparto na prostej zalezno$ci migdzy strzatka ugiecia
belki poddanej pewnym obcigZeniom a jej sztywnos$cia na zginanie. Na odcinku pomiaro-
wym o dhagoéei 20 m rozpieto poziomo usytuowany przewdd poddany sitom rozciggaja-
cym, odpowiednio réwnym: S = 3000 kG, S = 3600 kG, S = 4000 kG. Przewdd ten
podparty byl na parzystej liczbie podpdr (wypoziomowanych), symetrycznie rozmiesz-
czonych wzgledem jego $§rodka. W §rodku miedzy podporami obcigzano kazdy odcinek
przewodu znana sita P. Rejestrowano strzatki ugiecia przewodu w §rodkowym przesle
J1 1w dwdch jego sasiednich f; i fy. Pomiary powtarzano kilkakrotnie zmieniajac dodatkowo
wartosci sit P (25 kG, 50 kG, 75 kG, 100 kG) oraz odleglosci migdzy podporami / (0,7 m,
0,9m, 1,4m, 2m, 3,1 m). Ideowy schemat stanowiska przedstawiono na rys. 1. Do$é
duza dtugo$é przewodu I/, = 20 m przyjeto po to, aby wyeliminowaé wplyw zluZnienia
drutéw w przewodzie przy jego ucinaniu i zaprasowywaniu koicéwek. Nalezy nadmienié,
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e we wczeSniejszych badaniach Energoprojektu, prowadzonych nieco innag metodg na
przewodach bardzo krétkich, uzyskiwano duzy rozrzut wynikéw. Zluznienia drutéw byly
bardzo duZe (zjawisko «ponczochy») podobnie jak w badaniach zagranicznych. Wyniki te
nie moga by¢ uwazane za miarodajne.

p lﬁ lﬁ
O A A
Rys. 1

Ze wzgledu na duza liczbe podpdr mozna przyjac jako réwnowazny calemu przewodo-
wi przedstawionemu na rys. 1 model belki przedstawiony na rys. 2, a obrazujacy tylko
$rodkowe przesto uktadu. Pomiary strzatek f, i f; prowadzono w celu stwierdzenia stusz-
nofci przyjetego zatozenia. Wyniki pomiaréw w zupelno$ci potwierdzily to zaloZenie.

12 P

~ M -
5 M N §
- == - [ e

N Sy -

R B

- l -
gy

Rys. 2

Poniewaz betka na podporach ulozona jest poziomo, wigc

dy
——|x=0 = 0,
dx |32
a zatem belka spetnia warunki belki utwierdzonej. Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia

belki przyjmuje postaé:

(1.1) EJy" = M+ Sy— —gx.
Rozwiazanie tego réwnania przy zaloZeniu stalej sztywnogci EJ jest nastepujace:
al
ch{—1]—1
M P D ( 2)
1. = ——— -
R 7 A Gl vy A Gl vey 7 Rl Pey 72 (al)
sh|—-
2
gdzie

EJ,’



38 . 1+ A, BAr i J. NizioL

Zatozenie stalej sztywnosci przewodu mozna uzasadni¢ w sposéb nastgpujacy. Sity reakcji
na podporach sa nieduze w poréwnaniu z naciagiem S (wynika to z przyjetego modelu
narys. 2, gdzie maksymalna warto$¢ sity P = 100 kG, minimalny za$ naciag S = 3600 kG)
1 nie powodujg dodatkowego zespolenia przewodu, a tym samym lokalnej zmiany sztyw-
nosci EJ;.

Strzalka ugigcia belki na podstawie (1.2) réwna sig

2

L p

! | (7) b oa al\ al Ch(T) -1

(13) fi =y(7) = BT (al) ch( )—sh(—é—)q-z___(Tl)
sh|—- sh 5

2

Po dokonaniu przeksztalcens dostaniemy

P lal al
Wprowadzajac oznaczenie al/4 = z, otrzymujemy réwniez
Pl 1
(L.5) f —-E;(z—thz).

Réwnanie (1.5) jest réwnaniem przestepnym i jego §cisle rozwiazanie moze nastreczad
duze klopoty. Latwo jednak zauwazyé, ze dla odpowiednio duzych z mozna przyjaé
thz~ 1.

Przy zatozeniu th z ~ 1, z réwnania (1.5) wyznaczamy

S{ as_ \
(1.6) - EJ = 1—6(1— Tfl) .
Wz6r powyzszy moze stuzyé do wyznaczania sztywnoSci zastgpczej przewodu na zginanie

w przypadku, gdy nie wyst¢puje docisk pochodzacy z zewnatrz, powodujacy zespolenie
przewodu.

2. Metoda dynamiczna

Metoda dynamiczna opiera si¢ na zaleznosci migdzy czestoéeia drgan belki a jej sztyw-
noscia na zginanie. Usytuowany poziomo przewdd poddano jednemu z trzech wymienio-
nych w p. 1 naciagbw, a nastepnie za pomoca odpowiednich uchwytéw przymocowano

/2 /2
—},
Y|

]
Rys. 3

AC/‘;[

w dwu miejscach do fundamentu zapewniajac warunki idealnego utwierdzenia. Przewdd
znajdujacy si¢ miedzy uchwytami mozna bylo wigc traktowad jako belke rozciagana sila
osiowg S obustronnie utwierdzong. Poniewaz czestosci drgan belki (dla malych jej diu-
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gosci) byly bardzo wysokie i przebiegi drgan bardzo trudne do zarejestrowania, w $rodku
belki umocowano dodatkowy cigzar (rys. 3). Belke wytracono z polozenia réwnowagi
i rejestrowano przebiegi drgan. Pomiary powtarzano kilkakrotnie dla réznych diugosci
przewodu zaréwno z cigzarkiem jak i bez cigzarka. Na podstawie pomiaréw wyznaczono
érednie okresy drgan przewodu przy réznych jego dlugosciach.

Przy metodzie dynamicznej sztywno$ci na zginanie EJ nie mozna juz traktowad jako
stalej, poniewaz w miejscach utwierdzenia i w miejscu zamocowania cigzarka Q przewdd
jest bardzo $ciénigty, wskutek czego druty mocno przylegaja do siebie, co wplywa na
bardzo duzy lokalny wzrost sztywno$ci. Warunki te jednak odpowiadaja stanowi rzeczy-
wistemu utwierdzenia przewodu w uchwycie przelotowym.

Roéwnanie rézniczkowe drgan belki przyjmuje w tym przypadku postaé:

2 2 2 2
2.1) 3‘12 [EJ(x) ‘;x‘;’] -S gx‘;’ +o ‘;t‘;’ =0,
gdzie p jest ggstoscig liniowa przewodu. ;

Rozwigzanie tego réwnania jest wigC niemozliwe ze wzgledu na nieznajomo$é funkceji
EJ(x). Jezeli zatozy¢ w przyblizeniu, ze EJ = EJ, = const, to réwnanie, z ktdrego mozna
uzyskaé czesto§¢ drgan wiasnych belki, przyjmie postaé:

3 .
2.2) r2thr, [+r2thr,I— :—zthrl I—ryrathr, I =0,
1
gdzie
S\ w?% S
@3 = ]/]/(w) * %5, * 35T,
/ 2
S w?p S
@4 2= l/ ]/(2EJ,,) Y Er T2k,

o za$ oznacza czesto$¢ kotowa drgan wlasnych przewodu.

Rozwigzanie réwnania (2.2) i otrzymanie sztywnoéci EJ,, w funkcji czestodei drgaf o
jest dla ogélnych danych niemozliwe. Czesto§é drgaf przewodu wyznaczymy w oparciu
o metode Ritza.

Lini¢ ugiecia belki przyjmiemy w postaci:

2.5) y = (I—x)*x2.
Funkcja ta spetnia warunki brzegowe dla belki obustronnie utwierdzonej. Maksymalna
energia potencjalna uktadu réwna sie

1 1
(2.6) Upax = é— fEJ(x)[y"]’dx+%S f[y’]’dx,
) 0
maksymalna za§ energia kinetyczna przyjmie warto$é
! 2
max 2 B 2 2 ]

gdzie M jest masa cigzarka umocowanego na przewodzie. Przy obliczaniu catki (2.6)
w miejsce EJ(x) podstawiamy EJ,, = const.
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Jezeli odpowiednio dobraé sztywno$é érednia, to spelniony bedzie warunek:

{ {
f EJ(x)[yT2dx = EJ, f [y 2dx.
0 0

Z zaleznoéci E,,, = Up,, Przy znajomoéei w? mozna obliczy¢ EJ,, (integralna zastepeza
sztywnoéé przewodu przy danej jego dlugoéci /). Sztywnos¢ ta jest réwna

) 2 I
Jorarmls(H| Jores
2.8) EJ, = 0* -85

1 1 *
[ Iy Pax [ [y'2dx
0 0

Sztywnoéé EJ, przewodu bedzie zmienia¢ si¢ wraz ze zmiang dlugosci / badanego
odcinka przewodu. Wynika to z zamocowania koficéw przewodu, co powoduje $ciéniecie
drutéw i wzrost sztywnoéci w pewnym otoczeniu uchwytu. Wniosek ten znajduje dobre
potwierdzenie na drodze do$wiadczalnej, co zostanie wykazane w przykiadzie liczbowym.

Wplyw utwierdzenia na sziywno§¢ przewodu moze mieé tylko charakter lokalny.
Dla przewodu o duzej diugosci najwigksza sztywno§¢ bedzie tuz przy utwierdzeniu, a na-
stepnie bedzie malata i od pewnej dlugosci [ bedzie juZ stala i réwna wyznaczonej sztyw-
noéci statycznej.

Eds A

.

W przewodach linii rzeczywistych wysokiego napigcia wiasnie w ten sposéb bedzie
zmienia¢ si¢ ich sztywno$¢ na zginanie. Sztywnoé¢ takg nazwiemy «naturalng» sztywnoécia
przewodu i ogdlnie mozemy zapisa¢ ja w postaci:

EJ(x) dla 0<x<l,
2.9 X) =
(29) EJx) EJ, dla L<x< I—",
gdzie przez /, oznaczyliSmy rozpigto$¢ przesta (odlegto§é miedzy uchwytami przelotowymi).
EJ(x) podana wzorem (2.9) jest funkcja symetryczna wzgledem osi x = ,/2 (rys. 4).

Ze wzgledu zaréwno na wytrzymato$é dorazna jak i zmeczeniows istotna jest dokladna

znajomos¢ charakterystyk wytrzymato§ciowych przewodu w poblizu uchwytu przelotowego
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czyli dla matych x. Z tego tez powodu badania sztywnoéci przewodu przeprowadzono
przy malych odlegtosciach migdzy jego zamocowanymi koncami. Przy tak matych od-
cinkach, gdy / < 2/;, pojawia si¢ znowu dodatkowa trudno$¢ interpretacji uzyskanych
wynikéw. Otéz na sztywno§¢ przewodu na calej jego dlugosci wplywa réwnocze$nie
zamocowanie obydwu jego koncéw.

Wezmy pod uwagg ! > 2I;. Wéwczas sztywnoéé EJ(x) na odcinku 0 < x < /; nazwijmy
przez EJ (x), a sztywno$¢ na odcinku /—/; £ x < | — przez EJ,(x) (rys. 4, w ktérym
nalezatoby przyjaé¢ I, = I). Oczywiscie ze wzglgdu na jednakowy wplyw na sztywno$é
przewodu utwierdzenia lewego 1 prawego brzegu, funkcja EJ,(x) stanowi lustrzane od-
bicie funkcji EJ;(x) wzgledem prostej x = /2.

i

~.

EJ

Rys. S
Jezeli I < 2I;, to nastapi nakladanie si¢ na siebie obu funkcji (rys. 5). Zatézmy, ze
sztywno$§¢ EJ(x) wyraza si¢ wzorem:
(2.10) EJ(x) = EJ,(x)+ EJ,(x).

W ogélnym przypadku EJ(x) jest jaka$ funkéjq EJ,(x) oraz EJ,(x). Zalozenie (2.10) jest
hipotetyczne i moze byé sprawdzone jedynie na drodze do$wiadczalnej.

Sztywnoé¢ podana wzorem (2.10) nalezy dobraé w ten sposéb, aby spelniony byt
warunek: ' .

B B . !
2.11) [ Er@ly"()pdx = EJ, [ [y"Pdx.
0 0

Warunek taki powinien zachodzi¢ dla kazdego I
Poniewaz EJ;; wyznaczane jest na drodze do$wiadczalnej, wigc (2.11) nie moze by¢
spelnione §ci§le. EJ(x) dobieramy poshugujac si¢ metoda najmniejszych kwadratéw.
Przedstawimy EJ;(x) w postaci wielomianu drugiego stopnia:

1 — S -
(212)  EJ,(») = —l—z—[(]/Eme —VEI)x—1LYE . ]* dla 0<x <.
Ze wzgledu na symetryczny wplyw zamocowan obu kofcow EJ,(x) przyjmie postac:

(213)  EL(x) = 717[(VEJ,,,,, —VED)x+LVEL] dla 0 <x <.
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Po wstawieniu (2.12) do (2.11), otrzymamy

1

@ | {[,%(VEJW - VEJs)x—VEJm]Z + H—(Vm ~VEL)

2 I
x(x—l-ls"l)"‘]/Er] }[y”]zdx = EJ, f D)”.]de-
0

Zalezno$é ta jest stuszna przy I < I,. Po scalkowaniu (2.14) i dokonaniu prostych prze-
ksztalcei otrzymamy

2 l 2
(2.15) ~o,11905(li) WETax — VEL I +EJm[2—2l—+ (—ll—) +

2
+ 2V EJ o EJ, -11—(1 — l—l) +EJ, (li) = EJ,(]).

W przypadku, gdy w §rodku przewodu znajduje sig¢ cieZzarek, jego umocowanie powoduje
mocne §ci$nigcie przewodu, a zatem wplywa na zmiane sztywnoéci podobnie jak uchwyt
staly. Nalezy uwazaé, ze EJ,(x) oraz EJ,(x) brane sa z przedzialu 0 < x < /2 (rys. 6).

ETk

Y

Ze wzgledu na symetrig linii ugigcia przewodu y = y(x), nalezy wiec w miejsce warunku
(2.14) przyja¢ warunek nastepujacy:

12 2

@16 2 [ {| LB VB VBT +

12

+ [%—(VEJW ~VEL) (x+l.—§) +VEL, ] }[y"lzdx =253, [ 'Tax.

0
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Stad po scatkowaniu i dokonaniu prostych przeksztatcen dostaniemy

(2.17) —00253( ) [VETo.. —VEI,} +EJ [Z_TI*L‘}I(;L) 'J+

VT ! I 11\
EJmm.EJs I 1—2_15 +TI— EJ5=EJ_§,(I)

Zaréwno EJ,,., ktore rowne jest sztywnodci przewodu dla x = 0, jak i /; okrelajace
zasieg wplywu zamocowania na sztywno$é przewodu, nie mozna wyznaczyé na drodze
do$wiadczalnej. Wielkosci te potraktujemy jako parametry, ktére wyznaczymy za pomoca
metody najmuiejszych kwadratéw. .

Oznaczamy lewa strone réwnania (2.15) przez

@ (EJgaxs s, EJ, D).

Poniewaz znamy EJ;, dla réznych wartosci / = J; (na podstawie eksperymentu mozna
wyznaczy¢ dowolng ich ilo§€), dobieramy EJ,,,, oraz /; w ten sposéb, aby spetniony byt
warunek

2.19) 20 (BT~ 9 El g, Ly EJ,, L) = min.

Z warunku powyZszego otrzymujemy uklad rownan:

P _
Z (BT ()= @B, Iy Ely D) 55— = 0,

(2.19)

Jgi
D 10D~ B s Ly Iy VST = 0.

i

W powyzszym ukladzie réwnan zaréwno EJ,, I; jak EJ, () sa znane, mozemy wiec wy-
znaczy¢ EJy,, oraz [;.
Jezeli lewa strone (2.17) oznaczyé przez

f(E mnx » IS’ EJS’ I)’

to z warunku
D BT () =fil B s Is, By, L) = min,
k

otrzymamy ukiad réwnan:

Q@
Z [EJer(B) —fill E o s Ly EJ sy )l 557 3EJm,x =0

(2.20) ,

ad
2 [EJ-S"‘(IR) _ﬁt(EJmnx ’ IS’ EJS’ lk)] fk =
Z ukladu tego mozna obliczyé EJ,,, oraz I;.

Pozornie moze wigc wydawaé sig, ze mamy nadmiar réwnan (cztery rownania — dwie
niewiadome), co moze prowadzi¢ do sprzeczno§ci. W rzeczywistosci jednak tak nie jest.
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Otéz jezeli z ukladu réwnan (2.20) wyznaczymy EJ,,, oraz /s, to wstawiajac je do uktadu
(2.19) powinniémy ten uklad réwnan zamieni¢ w tozsamodci.

Jezeli parametry EJ,,,, i /; wyznaczone z (2.20) beda znacznie odbiega¢ od parametrow
wyznaczonych z (2.19), §wiadczy¢é to bedzie o niestusznoéci wzordw (2.10) i (2.16), ktére
zostaly przyjete hipotetycznie.

3. Przykiad liczhowy

Sztywno$¢ statyczna przewodu wyznaczona zostala przy naciggu S = 3600 kG, gdyz
takie naciagi wystepuja najczeéciej w rzeczywistych liniach wysokiego napigcia. Wartosci
érednie uzyskane z badan doéwiadczalnych przy réznych wartoéciach sity P (25, 50, 75
i 100 kG) kilkakrotnie powtarzanych dia przewodu AFL-8-525 zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1
I[m] 0,7 0,9 1,4 3,1
EJ,kGm? 13,2 13,35 12,38 12,4

Dape przedstawione w tej tablicy potwierdzaja stusznos$¢ zalozenia co do stalej sztywnoscr
przewodu.

Metoda dynamiczna, jak juz stwierdziliSmy, pozwala uwzgledni¢ wplyw Sci$niecia
przewodu przez uchwyt przelotowy na zmiane sztywnosci.

Przy przyjeciu danych liczbowych § = 3600 kG, og = 1,93 kG/m na podstawie (2.8)
otrzymujemy

3.0 EJ;, = 2,5-107°[(0,61588/* + 80,1654 013)f*—9523,836012] [kGem?],

gdzie f = _2}7?(0 Jest czestotliwoéeia drgan wyznaczong do$wiadczalnie dla danej dtugosei /,

O jest cigzarem zawieszonym na przewodzie [do wzoru (3.1) nalezy podstawi¢ ! w cm,
0 w kG, f'w Hz]. Wyniki sztywnofci EJ, przedstawiono w tablicy 2.

Tablica 2
ITm] QIkG] fIHzZ) EJy[kGm?]
0,9 10 32,8 98,65
1,4 10 . 16,7 90,49
2 10 15,1 83,815
14 0 64,8 80,46

2. : 0 41 71,27

Z wynikéw podanych w tablicy 2 widaé, ze sztywnoéé EJ zmienia sie wraz z diugoscia
belki. Nalezy to, jak juz wspomnieliémy, wyttumaczyé wplywem zamocowania koficéw
przewodu, ktére powoduje §ciniccie drutéw.
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Obecnie przystapimy do wyznaczenia EJ,,, i I; oraz sprawdzenia stusznosci przyjetej
hipotezy liniowej superpozycji sztywnosci [wzor (2.10)].

Pochodne czastkowe wystepujace w réwnaniach (2.20) po odpowiednich przeksztalce-
niach rowne sa.:

o L\ EJ,
G2 g~ 0’2247(1_‘;) (1+]/EJ,..M )_T( 2]/ mn)

e _
al,

(3.3) [o 8988/ Ed ey BJ, ] —0,4494 (EJ m“+EJs)+ 5 v V ET o BT
Po wykorzystaniu wzoréw (2.17), (3.2) i (3.3), uklad réwnan (2.20) przyjmie postaé:

(.4) 1,038 L EJ o — 10263~]/EJ,M\EJ ~1,0263-LEJ. +

14 14
1 EJ, 1
+1,038 5 E ]/ B 1561 g5 B 46,3454 13]/E BT, —2,5767 B+
+1,2891 EJ /_EJ EJ +1281511 14,2932 5 ]/EJ ET, +6,4276-- A

1 -
- IT]/ Eij [0,182 EJ;,(0,9) +0,4404 EJ.(1,4) +0,8988 EJ,,(2)] +11,9 — ]/EJSEJ,,,“ -

max

1
I
+ 1;4EJ§P(1 ’4) +2EJ§r(2)] - 2[EJ.fr(0’9) +E‘]Sr(1’4) +E‘]-S‘r(2)] + 12EJmux = 0’

—'7,6%EJ,MX— l/ E§J [0,45 EJ;.(0,9) +0,7 EJ5.(1,4) + EJ (2)] — [0,9Eer(o,9)+

(35 207 EJ,fm+7,27831i5EJm“]/EmeEJS -

— 11,5521 — EJm,x+7 2801 -

7 s VET uiEJ, —

-1,207—= EJ +7,7441 !

7 5 E 23,2004 Ly

14

By BJ,—7, 7481 — EJ,

x V EJ ox EJ, 423, 3485 7

14

%V EJ nax EJ; —10,3292 112 EJ2 0 +23,7096 EJ iy oV EJ pan By —

— 12,8548 113 EJ o EJ— 7 ;/EJm,EJ [0,728 EJ:(0,9) +

+1,7616 ETie(1,4) +3,5952 BT (2)] + 1£ EJ,e ¥
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x [0,364 EJ¢(0,9) +0,8808 EJe(1,4) +1,7976 EJ¢.(2)] +

113 EJ,[0,364 EJ¢:(0,9) +0,8808 EJer(1,4) +1,7976 EJ 5. (2)] +
1

1
EJI%lux 8>6’1'?TEJ"“1\L E‘/m1xEJ 12 EJ

[2

x [0,9 EJ(0,9) + 1,4 EJ5(1,4) +2 EJ:(2)] +
1 VEJ e EJ, 10,9 EJ(0,9) + 1,4 EJo(1,4) +2 EJ(2)] = 0.

Po podstawieniu do wzoréw (3.4) i (3.5) danych liczbowych EJ(0,9) = 98,65, EJi(1,4)
= 90,49, EJi.(2) = 83,815, EJ; = 12,84, otrzymamy ukiad réwnan:

(3.6) 1038 Jone— 3,6775 14]/E 131775 14

! —4,1561 EJ +227374l—3x

13 max

+47,7578—

14
max

% Bl o —33,0848 5 13 +59,3107 113 ;/_1_ +

5 EJ pax—51 2168——]/E max +82 5303112 -

+12,8151 7
—475, 6028 2 L ia 6412—]/E oax 7,6liEJm—
11 1
—686,3827 - ———— + 383,1008 — — 54591 +12EJ,,, = 0,
ls VET 4o I
3.7 ~2,07 115 EJ2,.+26,0803 Il—sEJg/,fx 148, 3289 EJmu+

+358,295— 7 ]/E max —198,9927 115 +7,7441 %EJ,?,,K——

~83,1458 ! EJ,?,ffx+299 7947 7 =356 3025——1/Eme

—10,3292 lf, EJ2,. +84,9586 %EJS,{‘ZX 591, 4437 5 E s

L,
~1908,2934 7 l/Eme +266,2759 113 Bl +3418,9825 5 +

L BT 4137276585 2 V EJ,.. =0.

383,101 47

+86 7Bl e =30 816372—EJ;Q2,(
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Po rozwiazaniu przy uzyciu maszyny cyfrowej ukladu réwnan (3.6) i (3.7) dostaniemy:
_ EJpe ~ 51 [kKGm?], I = 2,9 [m]. '
Powyzsze wartoéci parametréw powinny spetnia¢ uklad réwnan (2.19). Poniewaz dopro-
wadzenie powyzszego ukladu do postaci zawierajacej konkretne wspotczynniki liczbowe
jest bardzo czasochlonne [por. doprowadzenie do (3.5) i (3.6)], postapimy nieco inaczej.
Podstawmy do wzoru (2.15) EJ,,, = 51kGm?, [ = 29 m i przyjmijmy /= 1,4m

oraz ! = 2m. Po wykonaniu obliczen dostaniemy

EJ.(1,4) = 79,692 kGm?*,  EJy(2) = 72,646 kGm?,
Wyznaczone do$wiadczalnie odpowiednie sztywno$ci sa rdwne:

EJs(1,4) = 80,46 kGm?,  EJi(2) = 71,27 kGm?2.
Z powyzszego wynika, ze przyjeta aproksymacja sztywnosci przewodu jest poprawna.
Ostatecznie mozna wiec sztywno§é przewodu (mierzona w kGm?) przyjaé w postaci:

2
L /5T —T288)x~ V3T | dla x <29,
7.9
12,84 dla x2z=29.

EJ(x) =

4, Zakonczenie

Sztywno$§¢ przewodu AFL-8-525 jest znacznie wigksza od sumy sztywno$ci poszcze-
g6lnych drutéw. Sztywno$¢ ta znacznie wzrasta przy zblizaniu sig do uchwytu przeloto-
wego. Dzieki zaproponowanej metodzie mozZna znalezé sztywno$¢ przewodu tuZ przy
nakladce oraz zasieg wplywu zaciéniecia przewodu w uchwycie na zmiane jego sztywnoSci.
Majac wyznaczona sztywnoéé EF przewodu na rozciaganie (wyznaczona w r. 1971 metodg
pomiaru predkoéci rozchodzenia sie fali) oraz sztywno§¢ EJ na zginanie, mozna przewéd
traktowaé jako ekwiwalentna belke i stosunkowo prosto wyznaczy¢ napreZenia w zewne-
trznej warstwie przewodu.

Szczegélnie waznym problemem jest wyznaczenie naprezen w obszarze uchwytu prze-
lotowego, gdzie jak wiadomo najcze$ciej wystepuje zniszczenie przewodu na skutek zme-
czenia. Problem wyznaczenia naprezefi dynamicznych, wyniklych na skutek drgan, utrudnia
fakt istnienia wspoélpracy przewodu z 16dka uchwytu przelotowego. Naprezenia te zostaly
wyznaczone przez autordéw niniejszego opracowania i potwierdzone badaniami do$wiad-
czalnymi na przewodach rzeczywistych.

Metoda obliczania naprezen w warstwie zewnetrznej przewodu z uwzglednieniem jego
wspolpracy z 1édka uchwytu przelotowego stanowi¢ bedzie, jak juz wspomnieliSmy na
wstepie, zasadnicza cze§é ustalenia kryterium zmeczeniowego przewodu AFL-8-525.
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Peswome

OHNPEINENEHUE >XXECTKOCTH M3THUBA KABEJA ADII-8-525

TIpefCTaBler TeOpEeTHKO-OKCIIEPMMEHTANBHEIR METOM ONpeAeNenua MECTKOCTH HA MSTHO sHepreTH-
yeckoro xabensa. Kabens paccmarpuBaeTcs KaK SKBHBANEHTHAA GanKa, ISl KOTOPOH, 110 ¢dopme eé ua-
ruda, ONpEeNeNseTCs CTATUUECKAsA HHECTKOCTh NPH u3rnbe. BimsxHe 3aKperuieHMA KaHATa B NPOJSTHOH
IEepIKaBKE Ha M3MEHEHHe ero >KECTKOCTH B 0OJlacTH JEepyKaBKH ONpEACNEHO AMHAMMUECKHM ITYyTEM Ha
OCHOBAHHMH H3MEPEHMi uwacToT KoneGanmil Kabensa, 3aKpenIEHHOro HA HEKOTOPOM YYaCTKe,

Jan criocoB OIeHKH »KECTKOCTH B MeCTe 3aKPEIUIeHHA M PaCCMOTPEHBI IPEAE)ILl BIMAHUSA 3aKpernie-
HHA Ha MAMEHEHWS ECTroCTH Kabenna. OOHapyHeHo, Yro H3rubuas »ECTIOCTs 1}alend yMeHmuIReTCH
BMECTE C YBEJMUYEHHUEM DACCTOSHUSA OT TOYKH 3AKPENJICHHA MO NMapabOoNMJIEecKoMy 3aKOHY W 3aTeM XpH-
HUMaET NOCTOSHHYIO BEJMUHHY, DAaBHYIO BEJIHYMHE CTATHUECKOH >KECTKOCTH,

Summary

DETERMINATION OF THE BENDING RIGIDITY OF A AFL-8-525 CONDUCTOR

In this paper is given the theoretical — experimental method of determining the bending rigidity of
conductors of electrical lines. The conductor is replaced with an equivalent beam the deflection of which
can easily be determined. On this basis, static rigidity of the conductor is determined. Influence of the
conductor’s clamping in a holder on the change of the stiffness (in the region of this holder) is determined
by the dynamical method. Measurements data concerning beam'’s vibrations are given for the conductor
clamped segment. The stiffness in the region of clamping and its influence on the change of the conductor
rigidity is estimated. Bending stiffness of the conductor decreases prabolically with the distance from the
region of clamping, and next it becomes constant and equal to the static stiffness.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 czerwea 1973 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 12 (1974)

MOLEKULARNE MODELE SKONDENSOWANYCH UKEADOW POLIMEROWYCH. KRYTYKA
RO ZSZERZANIA TEORI ROZCIENCZONYCH ROZTWOROW NA UKEADY SIECIOWE

ANDRZEY ZIABICKI (WARSZAWA)
1. Wstep

Celem rozwazan molekularnych jest wyjasnienie zrdédel, natury i mechanizméw sto-
jacych u podstaw zjawisk fizycznych, a nie odtwarzanie stwierdzonych eksperymentalnie
faktow i zalezno$ci. Dlatego tez kazda racjonalna teoria molekularna powinna by¢ wypro-
wadzona z mozliwie podstawowych praw fizyki lub oparta na niezaleznie wyprowadzonych
i wiarogodnych informacjach fizycznych. Teoria oparta na nieprawidlowych przestankach
lub zawierajaca dowolne, nie uzasadnione zalozenia nie wyjadnia niczego i jako taka jest
bezwartoSciowa, nawet gdy zgadza si¢ z jakimi§ danymi eksperymentalnymi.

Istnieja obecnie molekularne teorie roztwordw polimerdw, ktére, choé oparte na
prostym modelu molekularnym, ttumacza naturg lepkosprezystoéci takich uktadow [1, 2].
Podobne teorie istnieja réwniez dla permanentnych, idealnych sieci, ktére opisuja réwno-
wagowa sprezysto§¢ kauczukow [3-5]. Dla ukladow poérednich — stezonych roztwordw
polimeréw, stopéw i nieusieciowanych polimeréw stalych — brak dotychczas odpowiedniej
teorii. Nieliczne konsekwentne rozwiazania teoretyczne [6-8] dotycza modelu (sieé z roz-
padajacymi si¢ w czasie i odtwarzajacymi wezlami), ktéry nie moze opisa¢ wielu podsta-
wowych wlasnoéci nieusieciowanych polimeréw. Wiele innych préb stworzenia moleku-
larnej teorii stezonych roztwordw i stopéw oparto na niejasnych i nieprawidtowych prze-
stankach lub dowolnych zatozeniach.

‘We wezesnych latach pigédziesigtych wielu autoréw wyrazato opinig, Ze teorie rozcien-
czonych roztworéw mozna, po pewnych modyfikacjach, zastosowaé do skondensowanych
ukladéw polimerowych [9-11]. Wczesne koncepcje modelowe jednak (np. «efektywny
wspolczynnik tarcia» makroczasteczki polimeru w stopie [10], dowolnie przyjgte zalozenia
o kinematyce lub dynamice deformacji makroczasteczek [12, 13]) byly Zle okreSlone,
niesprawdzalne i jako takie nie mogly stuzyé do powaznej analizy teoretycznej. Z drugiej
strony, w czasie ostatnich dziesieciu lat ukazal sie szereg artykutéw, ktére miaty wyjasni¢
lepkosprezysto$¢ ukladéw sieciowych (uwazZanych za najbardziej wlasciwy model stezo-
nych roztwordw i polimeréw w stanie nierozcieficzonym) w oparciu o dobrze zdefiniowane
pojecia teorii rozciedczonych roztwordw [11, 14-17]. Wiekszoéé tych teorii opierata sig
na rozwazaniu kinematyki izolowanego laficucha polimeru, wchodzacego w sktad uktadu
sieciowego. Takie ujecie jest dopuszczalne dla rozcieficzonych roztwordw sktadajacych sig
z praktycznie izolowanych lancuchéw, gdzie warunki brzegowe przenoszone sg do po-
szczegdlnych taiicuchéw przez lepkie kontinuum (rozpuszezalnik). W uktadach sieciowych

4 Mechanika Teoretyczna
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natomiast sily przylozone do powierzchni ukfadu przenoszone sa przez poszczegdline
laficuchy sieciiuklad nalezy traktowaé jako calo$é, chyba ze udowodni si¢ dopuszczalno$§é
innego uproszczonego podejscia.

Kinematyka i dynamika laficuchowych makroczasteczek w ukladach sieciowych rézai sig
zasadniczo od podobnego zachowania si¢ w roztworach rozciedczonych. W konsekwencji
tego rozszerzanie teorii rozcienczonych roztworédw na sieci jest niewlasciwe i nieuzasad-
nione. Teoria sieci powinna byé oparta na rozwaZaniach wyrazZnie uwzgle¢dniajacych od-
dzialywania lancuch-taticuch w weztach sieci i rzeczywiste warunki brzegowe, a nie tylko
zmiany ruchliwoéci izolowanych makroczasteczek.

W wielu prébach skonstruowania molekularnych teorii stgZonych roztworéw polimerdéw
pewne pojecia pochodzace z teorii rozcieficzonych roztwordw sa jakby «absolutyzowaney»
i traktowane jako ogdlnie obowiazujace dla dowolnych uktadéw molekularnych. W arty-
kule przedyskutujemy podstawowe réznice w kinematyce i dynamice makroczasteczek
w rozcienczonych roztworach z jednej strony 1 w ukladach sieciowych z drugiej. Pokazemy,
Ze «macierze ruchliwoéci», wystepujace w teorii ROUSE’A [1] i ZiMMA [2], stosowane po
pewnej modyfikacji jako Zrédlo informacji o widmach relaksacji skondensowanych ukfa-
déw polimerowych nie maja sensu dla makroczasteczek wehodzacych w sklad uktadéw sie-
ciowych. Pokazemy réwniez, Ze jezyk teoretyczny, obejmujacy tylko poloZenia i predkosci
centréw tarcia (lub wezléw sieci), jest niewystarczajacy do opisania ukadéw splatanych
laricuchéw, jakie wystepuja z reguly w stezonych roztworach i stopach.

Wykazemy réwniez, ze metody «normalnych wspétrzednychy, tak przydatnej w teorii
rozciedczonych roztwordw, nie mozna, ogdlnie rzecz biorac, stosowaé do ukladéw siecio-
wych. Co wigcej, mozna wykazaé, Ze lepkosprezyste zachowanie si¢ skondensowanych
ukladéw polimerowych nie zawsze jest liniowe i nie zawsze mozna je opisaé w kategoriach
widm relaksacji. Poniewaz konsekwentne ujecie teoretyczne roztwordw sieciowych z loka-
lizowanymi (trwalymi lub rozpadajacymi si¢ w czasie) wezlami w pierwszym przybliZeniu
nie dopuszeza tarcia w kontaktach polimer-polimer lub polimer-rozpuszezalnik, to znaczy
wyklucza mechanizm rozpraszania energii, decydujacy o zachowaniu si¢ roztwordw roz-
ciedczonych, przeto aby wyja$ni¢ lepkosprezysto§é ukladéw sieciowych nalezy rozwazaé
inne mechanizmy molekularne. Krétki przeglad takich mechanizmdéw i odpowiednich
modeli molekularnych podamy na koficu artykutu.

2. Kinematyka i dynamika makroczasteczek w rozcienczonych roztworach

Powtdérzymy krétko podstawowe zatozenia i wyniki teorii rozciedczonych roztwordw
gietkich makroczasteczek. Teorie ROUSE’A [1] i ZiMMA [2] postuguja sie réZnymi jezykami,
lecz mozna wykazaé, e sa one catkowicie réwnowazne. Bedziemy tu postugiwaé sig jezy-
kiem hydrodynamicznym ZimMa, pokazemy jednak jego odniesienie do termodynamicz-
nego ujecia RousE’A [1]. Dla prostoty pominiemy oddziatywania hydrodynamiczne po-
migdzy poszczegdlnymi czeéciami makroczasteczki, jak réwniez efekty lepko$ci wewnetrznej
lafcucha, wprowadzone do teorii przez innych autordw.

Makroczasteczkg reprezentuje w tej teorii uklad N gaussowskich pod-tancuchéw lub
uklad (N+1) punktéw tarcia polaczonych hookowskimi sprezynami (rys. 1). Makro-
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czasteczka jako calo§¢ unoszona jest przez otaczajacy ja ofrodek (rozpuszczalnik) i o jej
zachowaniu sig decyduje wylacznie deformacja i rotacja pola predkosci. Do opisania takiego
zachowania sig wygodnie jest wybra¢ uklad wspétrzednych, zamocowany na koficu makro-
czasteczki 1 poruszajacy si¢ wraz z koficowym punktem makroczasteczki (punkt i = 1 na
rys. 1) z predkoscia réwna predkosdci rozpuszezalnika. W uktadzie wspdtrzednych, zwig-

A : N+1

2

Rys. 1. Model pojedynczej makroczasteczki w rozciefczonym roziworze
Kolka oznaczajq punkty tarcia

zanym z pierwszym punktem tarcia potoZenie dowolnego i-tego punktu opisane jest wek-
torem ', Sily zewnetrzne, przylozone do ukladu, przenoszone sa do kazdej makroczasteczki
w postaci sily tarcia przez lepkie kontinuum (rozpuszczalnik), w ktérym zanurzone sa
wszystkie elementy uktadu. Zaklada sie réwniez, ze gradient predkoéci w rozpuszczalniku
opisany jest stalym tensorem a i w nieobecnoéci oddzialywan hydrodynamicznych pole
predkoéci w rozpuszczalniku jest identyczne w otoczeniu kazdego centrum tarcia.

Decydujacym krokiem w tej teorii jest sformulowanie réwnania ruchu. Rozwazmy
sity dzialajace na dowolny i-ty punkt tarcia. Podstawowe koncepcje modelowe, pro-
wadzace do pojawienia sie niZej rozpatrywanych sil, omdéwiono we wczeéniejszym ar-
tykule [23].

Sprezyste zachowanie sie taincuchowych makroczasteczek warunkuja dwa rodzaje sil:

1. Sily sprezypste fitv! oraz £5'-! pochodzace z wewnatrzczasteczkowych oddzia-
tywan w laficuchu i okre§lone przez entropie konformacji pojedynczego laricucha Sy

f,=-TVS, = —kTVh¥,,

gdzie ¥, oznacza funkcje rozktadu konformacji faficucha. Przy zatoZeniu niezbyt duzych
deformacji tasicucha rozklad ¥, jest gaussowski i napiecie pomiedzy punktami i+1 oraz i
wynosi '
1) fart! = (BkT/<hE) (' ~1));
{h})> oznacza §rednia kwadratowa odlegtosé koncéw pojedynczego pod-faicucha w spo-
czynku.

4*
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2. Sila statystyezna (dyfuzyjna) f!, zwiazana z fluktuacjami termicznymi odlegtosci
kofcéw pod-tafcucha i istnieniem okre$lonego rozkladu ¥ w calym ukladzie pod-tan-
cuchdéw

) fi, = —kTV,In¥ = —kT( In¥/ar).

W ukladzie dziala ponadto sila zewnetrzna przeniesiona od powierzchni ukladu do
i-tego punktu makroczasteczki przez rozpuszezalnik f}. Site oddziatywania makroczasteczki
z rozpuszczalnikiem opisuje si¢ jako «sile tarcia» i w pierwszym przybliZzeniu (prawo Sto-
kesa) traktuje jako proporcjonalna do réznicy predkosci punktu tarcia, I i o$rodka ota-
czajacego ten punkt, v(r'):

©) ff = — L[~ v,

gdzie ¢ oznacza molekularny wspdlczynnik tarcia.
Przyjmujac, ze gradient predkosdei a jest staly,

@ e = o
otrzymujemy |
(5) S fl= —{(F —ar?).

Réwnanie ruchn w punkcie r' (tzn. dla i-tego punktu tarcia)
. I
(6) mil = ) f,
gdzie m oznacza mase, a ¥’ przyspieszenie i-tego punktu, mozna przedstawié w postaci
(®) mitt = £ 0 =10 e+

Gdy przyspieszenie T jest wystarczajgco male, a wszystkie sktadniki sily wyrazone przez
potozenia i predkosei [réwnania (1), (2), (5)] to réwnanie (6) redukuje sig do

M GkT/<AD) @+ =20 + ")~ kT (0 In /o'y — L (t' —ar’) = 0.

Jezeli wspotczynnik tarcia lub réznica predkoscei jest réwna zeru, [¢ = 0 lub (¢’ —ar’) = 0],
jak to ma miejsce, gdy uklad znajduje sie w spoczynku, dwa pierwsze wyrazy w roéwnaniu (7)
wyznaczaja gaussowski rozktad makroczasteczki:

8) ¥, = const exp[——(3/2</z?,)) Z (ri—r"“)z] = const exp[—(3/2</13>) Z (h")ll'.
». : 7 : 7 :

Jezeli wspolczynnik tarcia { jest rézny od zera, to réwnanie (7) mozna rozwigzaé
uzyskujac roéznicg predkosci (¢f —ar'):
. . kT . . .
©) Foart = — — (="t 4t - — (k7Y In Wort,
w2y ¢ )= (KTJ)0 In ¥
Rouse [1], stosujac lokalns wspéirzedne zwiazane z poszczegdlnymi pod-taficuchami
(wektory h' zamiast r') i gradienty potencjatu chemicznego u zamiast sit sprezystych i dyfu-
zyjnych, otrzymal nastepujacy wynik:

) b —ah! = — B[—du/0hi*+! +20u/0h! — o/ Ohi=1],
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gdzie B oznacza «wspdiczynnik ruchliwodci». Latwo wykazaé, ze przeksztalcenie wspél-
rzednych

hi = pitl_p
i podstawienie

B=1JC,
(10) /C\ _
p = KT In(Z[¥o) = kT|In¥'+3 Y (HY22h%) | +const,

sprowadza wynik Rouse’a [réwnanie (9')] dokladnie do réwnania (9) wyprowadzonego
przez Zimma. Mnozac réwnanie (9') przez £ i wyrazajac je w (N-+1)-wymiarowej prze-
strzeni konfiguracyjnej, mozna napisa¢ po prostu
(1) C(h—ah) = —Agrady,
gdzie

h = (h',h? ...,h¥*Y),  grad = (9/0ht, 0/oh?, ..., 3/0R"*?)

sa wektorami w przestrzeni (N +1)-wymiarowej, a A oznacza macierz:

=1 2 =1 0 oot O
0 =1 2 =1 0 worvverceeeeeenenna 0
(12) A=l 0 0-1 2-1 0 . 0.
0 e e e 0 =1 2 =1
0 oot 0 =11

Réwnanie (12) przedstawia macierz A wyprowadzong przez ZiMMA dla laficucha ze swobod-
nymi koncami; macierz zalozona przez ROUSE’A réznila siec od wzoru (12) tym, Zze 4,; =
= Ayy1,n+1 = 2 zamiast 4,; = Ay, (441 = 1 W réwnaniv Zimma (réwnanie 12),

Z powyzszych rozwazan wynikaja dwa wazne wnioski dotyczace zachowania sig roz-
cieniczonych roztworéw polimerdw:

(=0 =>gradu=0x¥=Y,,

13 .
(13) h=ah=grady =0 ¥ =1Y,.

Jezeli wspdiczynnik tarcia { jest réwny zeru lub laficuch deformuje sie afinicznie (tak jak
rozpuszczalnik), to rozkiad konformacji ¥ osiaga podstawowa forme ¥, (réwnanie 8)
a napreZenia w poszczegélnych pod-faricuchach znikajg. Ten waiosek odpowiada dobrze
znanemu faktowi doé§wiadczalnemu, ze rozcieficzone roztwory nie moga podtrzymywaé
napregzefi w stanie rownowagi, '

Modyfikacje teorii Rouse’a-Zimma w zastosowaniu do ukladéw sieciowych dotyczyly
przede wszystkim ksztaltu macierzy A i/lub wspdlczynnika ruchliwoéci B bez zmiany pod-
stawowych rownan (9)—(11). Postulowano, Ze dzigki obecnodci weziéw trwaltych, czasowych
lub splatan tafcuchéw, wspélczynnik ruchliwodci B i macierz A dla kazdej pojedynczej
makroczasteczki powinny byé zmienione, a nastgpnie rozwigzywano te zmodyfikowane
macierze, aby uzyskac warto$ci wiasne okreélajqcé jakoby widma czaséw relaksacji [14, 15].
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Wrykazemy, Ze rzeczywiste macierze ruchliwosci dla ukiadéw sieciowych sa niewyznaczalne
i nie moga stuzyé jako Zrédto informacji o wtasnoSciach lepkosprezystych. Pokazemy tez,
ze model materialdéw kauczukowatych wprowadzony przez MOONEYA [l 1], stosowany réw-
niez przez ILAVSKY'EGO i wspSlpracownikow [17], 2 oparty na réwnaniach (9)—(11) nie moze

by¢ zrealizowany w ukladach sieciowych.

3. Kinematyka i dynamika liniowych makroczasteczek wchodzacych w sklad sieci
ze zlokalizowanymi wezlami

Rozpatrzmy model pokazany na rys. 2. Makroczasteczka skladajaca sig¢ z (N+1)
identycznych pod-tadcuchéw (jak na rys. 1) pofaczona jest w m punktach (wezlach)
i=ky,k,,...,k, zinnymi makroczasteczkami, tworzac ciagla sie€. Polozenia punktéw
wyznaczajacych wezly zaznaczono na rys. 2 czarnymi kélkami. Jasne kétka wyznaczaja,
podobnie jak na rys. I, centra tarcia wynikajace z kontaktéw polimer-rozpuszczalnik

Rys. 2. Model makroczgsteczki w ukladzie sieciowym ze zlokalizowanymi wezlami
Jasne kélka oznaczajg punkty tarcia pomigdzy wezlami sieci, ciemne kétka — wezly

1 polimer-polimer. Odleglo$¢ weztéw mierzona wzdhuz fafcucha (tzn. réznica k;—k;_,)
nie musi by¢ jednakowa dla wszystkich j. Nalezy podkreéli¢, ze podczas gdy réwnanie (6)
jest zupelnie ogdlne (réwnanie zachowania pedu lub réwnanie bilansu sil), to réwnania
(6)~(11) stanowia szczegélng postaé réwnania (6) stuszna jedynie dla rozcieficzonych roz-
tworéw. Dlatego teZ teoria sieci nie powinna opierad si¢ na réwnaniach (67)-(11), lecz
nalezy sformutowaé réwnanie bilansu sit we wszystkich punktach taficucha ( =1,2, ...,
N +1) uwzgledniajac wszystkie skladniki sit wlasciwe dla danego ukladu molekularnego.

Rozpatrzmy najpierw sytuacje w punktach tarcia, ktére nie stanowia wezidw sieci, tzn.
dla i # k. Sity wystepujace w takich punktach sa identyczne jak sity dyskutowane w po-
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przednim rozdziale w teorii rozciedczonych roztworéw. Pomijajac wyraz inercyjny otrzy-
mujemy :

(14) DI £ VA LR S T

W pracy dotyczacej dynamiki deformacii sieci [18] pokazalismy, ze sita tarcia f,, wyste-
pujaca w skondensowanym uktadzie w wyniku kontaktéw polimer-polimer i polimer-
rozpuszczalnik ma posta

(15) ff = —KAv(@) = ~K['~v (),
gdzie
(16) K= {(1—vp)+&p(vy)

oznacza catkowity wspolczynnik tarcia. { w réwnaniu (16) oznacza podobnie jak w roz-
cieficzonych roztworach wspdlczynnik tarcia polimer-rozpuszczalnik, a & wspdlczynnik
tarcia w kontaktach polimer-polimer; p oznacza liczbg kontaktéw polimer-polimer na
jedna makroczasteczkg (pod-taicuch). Dla nieskonczenie rozciericzonych roztwordw
(v, =0) p— 0, K~ { i réwnanie (15) sprowadza si¢ do réwnania (3). Gdy, z drugicj
strony, v, = 1, to pierwszy wyraz w rownaniu (16) znika i wspdtczynnik tarcia okreslony
jest wylacznie przez oddziatywania typu polimer-polimer (K — &p).

Stosujac réwnanie (4) na v(r') otrzymujemy podobnie do réwnania (9) wyraZenie na
réznice predkosci w punktach tarcia:

tY) K@t —ar) = —BkT[<h3Y)[—r* ! +2c —x!~Y~kTo In P/or'.
Roéwnanie (17) jest stuszne dla punktdw tarcia polozonych wewnatrz lanicucha, tzn. dla

i#kj,i#1,i# N+1. Dla punktédw koicowych otrzymujemy podobnie jak w rozcien-
czonych roztworach

179 K(it—ar') = — (3kT/<h3Y) [xt —x2] — kT3 In ¥/ ort
oraz
a7 K@EY+H —ar¥+1) = — BET/KIE) [PV =¥ —kTé In W)orN+1,

Rownania (17) nie réznia si¢ niczym od odpowiednich réwnan dla rozciedczonych roz-
tworéw [réwnanie (7)] poza wartoécia wspolczynnika tarcia [K w réwnaniu (17), { w réw-
naniu (7)].

Sytuacja zmienia sie zasadniczo, gdy rozpatrujemy bilans sit w weile sieci (i = k).
W punktach wezlowych (ciemne koétka na rys. 2) sily sprezyste dwéch sgsiednich pod-fan-
cuchéw pochodzacych od rozpatrywanej makroczqsteczkl £k § 15571 2e6wnowa-
zone sa przez sily tarcia i sity dyfuzyjne (odpowiednio ff i £54) wraz z sitami spreZystymi
i dyfuzyjnymi, zwigzanymi z dwoma innymi pod-taicuchami przylaczonymi do danego
wezla i pochodzqcymi od innej makroczgsteczki. Ta «obca» makroczasteczka zaznaczona
zostala linig przerywana na rys. 2. Je§li w ukladzie wspéirzednych zwiqza.nym Z «obca»
makroczasteczka punkt weztowy k; posiada wskaznik /, i polozenie ¥'», to w réwnaniu
bilansu sit pojawia sig sity sprezyste f.f tlle § glole=1 oraz sila dyfuzyjna fi7; (wszystkie
zwigzane z «obca» makroczasteczka):

(18) D= £t gl U gl g g £ = 0.
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Wypisujac w réwnaniu bilansu sit wszystkie sktadniki w pelnej formie i rozwigzujac je
wzgledem rézpicy predkosci pomiedzy polimerem i rozpuszczalnikiem, otrzymujemy
zamiast rownan (17) i (7):

(18)  K@k—ark) = —GkT/<hg))[—rk+t 20k —pko=t — ¥l 4 2F o — F =] —
—kT(dInWP]orki+01n P]d%s),
lub w jezyku Rouse’a (wspdirzedne h' i potencjaly chemiczne w):
(18")  K(ts—ahky) = — (—du/dks+t +29u] ks — du ) dbki=1) —
— (— ) Fte 1 +29u ) Ob'e — du] ORIe=1) .

Poréwnujac réwnania (18') i (18") z odpowiednimi réwnaniami teorii rozcienczonych
roztwordw [odpowiednio réwnania (9) i (9")] mozna zauwazy¢, Ze w kinematyce wezléw
sieci wystepuja nie tylko polozenia i gradienty rozkladu rozpatrywanej makroczasteczki
(charakterystyki ze wskaznikami k;, k;+1, k;j—1), lecz réwniez polozenia i gradienty
rozktadu odnoszace sie do «obcej» makroczasteczki biorgcej udzial w tworzeniu wezla
(charakterystyki ze wskaznikami /,, ,+1, [,—1). W réwnaniach (18") i (18"") pojawiaja sie
wiec potoZenia segmentédw dwu réznych makroczasteczek wyrazone w réznych ukladach
wsp6trzednych (odpowiednio r! i ¥), oraz rézne gradienty funkcji rozktadu ¥ i potencjatu
chemicznego u. Oczywiscie charakterystyk zwigzanych z «obca» makroczasteczka, bioraca
udziat w tworzeniu wezla, nie mozna wyrazié¢ przez potozenia w ukiadzie pierwotnej roz-
patrywanej makroczasteczki. W konsekwencji tego réwnan (18" i (18") nie mozna roz-
wigza¢ wzgledem réznicy predkosci i uzyskaé z nich jakiejkolwiek informacji o kinema-
tyce weziow sieci. Nie istnieje tu Zadna jednoznaczna zalezno$¢ pomiedzy polozeniami
poszczegblnych punktéw pierwotnej makroczasteczki r* lub pomiedzy gradientami potenc-
jalu chemicznego du/dh' z jednej strony i predko$ciami (i lub h'). Nie mozna réwniez
sformutowaé dla takiego ukladu «macierzy ruchliwosci» dla pojedynczej makroczgsteczki
bioracej udziat w ukladzie sieciowym, a préby opisania kinematyki sieci w kategoriach
takich macierzy s3 bledne w samym zatozeniu.

Wykazemy obecnie, ze wplywu jaki wywieraja na wezly sieciowe pod-taricuchy nalezace
do «obcej» makroczasteczki [w réwnaniach (1871 (18") wszystkie wyrazy ze wskaZnikami
L, I,+1, i 1,—1] nie mozna aproksymowaé modyfikacja ruchliwoéci punktu weztowego,
jak to sugerowali m.in. DUISER i CHOMP¥F [14, 15]. Aby to udowodnié, poréwnamy réw-
nanie (18”) ze zmodyfikowanym réwnaniem ROUSE’A [réwnanie (7)], w ktérym punkt wezlo-
wy (i = k;) wykazuje ruchliwoé¢ zmieniong czynnikiem 6:

(19) K(hk—ah) = — §(— Jp kst + 290 Ohks — O Ohki=1),

Roéwnanie (19) zdaje si¢ prawidlowo odzwierciedla¢ my$l przewodnia ujecia DUISERA
i CHOMPFFA («punkty powolne»). Zatézmy, ze ukiad utrzymywany jest przy stalej defor-
macji, tak ze a = 0 i wszystkie h' = 0. Przy lewej stronie réwnej zeru, réwnanie (19) daje
(20) Co a=0xwgrady=0¥=Y,,

podczas gdy z rownania (18"") wynika zwiazek pomiedzy gradientami potencjatu chemi-
cznego u. '

(1)  Ow/oWkst1—20p]dhks + Ju oW1 = — (alu/al;lpﬂ - zglu/ai'llp +3,u/31~1’v“1).
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W odréznieniu od réwnania (20), z réwnania (21) nie wynika bynajmniej, Zze funkcja
rozktadu ¥ jest réwna réwnowagowej funkcji ¥, z réwnania (8). Jak wiadomo, zaréwno
z eksperymentéw jak i z teorii ukladéw sieciowych, ukiady takie sa zdolne do podtrzy-
mywania naprezen przy stalej deformacji, a zatem dopuszczaja nieréwnowagowe rozk-
tady wektoréw tancucha, ¥ # W, Takie zachowanie si¢ jest zgodne ze wzorem (21) lecz
sprzeczne ze zmodyfikowanym réwnaniem Rouse’a [réwnanie (19)], ktére nie dopuszcza
zadnych naprezen (i zadnych rozkladéw wektoréw h innych niz ¥,), gdy uklad znajduje
sig w stanie spoczynku. Zachowanie si¢ odpowiadajace réwnaniom (19) i (20) jest naturalne
dla izotowanej makroczasteczki w rozcienczonym roztworze lecz pozbawione sensu fizycz-
nego dla sieci. :

Nalezy zauwazyé, ze oddziatywania molekularne w uktadach sieciowych ze zlokali-
lizowanymi weztami nie zanikaja nawet na bardzo duzych odleglosciach. W konsekwencji
problemu nie mozna zredukowaé do oddzialywan bliskiego zasiegu z najblizszymi tylko
sasiadami. Innymi stowy, sieci sa uktadami nielokalnymi i ich doktadny opis teoretyczny
wymaga znajomo$ci oddzialywan dalekiego zasiggu. Aby otrzymaé charakterystyki kine-
matyczne r lub h* z réwnania bilansu sit [réwnania (18") i (18')] nalezaloby rozwazyé
réwnoczesne potozenia wszystkich weztéw sieci i réwnoczesne funkcje rozktadu wszystkich
makroczasteczek w calym ukladzie, tzn. rozpatrze¢ system z praktycznie nieskonczona
liczba zmiennych. Dlatego tez réwnania (18") 1 (18") nie moga shuzy¢ jako Zrédto informacii
kinematycznej, a predkoéci weztéw sieciowych (oraz innych punktéw tarcia) nalezy otrzy-
maé na innej drodze.

Model sieci pokazany na rys. 2 i opisany réwnaniami (17) i (18) nie wyklucza mozli-
woéci reakcji lepkosprezystych. Rozproszenie energii moze byé wywolane tarciem w kon-
taktach polimer-polimer i polimer-rozpuszczalnik pod warunkiem, Ze zardwno wspélczyn-
nik K jak i réznica predkos$ci w réwnaniu (15), Av sa rézne od zera.

Nie ma powodu oczekiwaé, aby K zdefiniowane w réwnaniu (16) bylto réwne zeru dla
jakiegokolwiek stgzenia polimeru w ukladzie. Z drugiej strony efekty tarcia zaleza nie-
watpliwie od kinematyki deformacji przez roznice predkosci. Zauwazmy tu, Ze-istnieje
wazna réznica w kinematyce deformacii sieci i uktadéw ztozonych z izolowanych makro-
czasteczek, jak to ma miejsce np. w rozcieficzonych roztworach. Ciaglo$¢ dowolnego uktadu
sieciowego wymaga, aby wszystkie taficuchy sieci deformowaly si¢ érednio tak jak brzeg
uktadu. Tego rodzaju ograniczenie nie wystepuje w ukfadach ztozonych z izolowanych
czastek. Rozcieficzone roztwory moga przyjmowaé nieograniczone deformacje (i przyj-
mujg takie deformacje przy ustalonym plynieciu), czemu towarzyszy mata Jub nawet zerowa
deformacja poszczegdlnych elementéw strukturalnych, zawieszonych w kontinuum.

Informacje o kinematyce wezidw sieciowych mozna uzyskaé z rozwazan termodyna-
micznych. Mozna wykazaé, ze afiniczne przemieszczenie wszystkich weztéw sieciowych,
tzn. zalezno$c )

(22) r! = ar' dla wszystkich i,
minimalizuje jednoczenie energie sprezysta i energie rozproszona sieci, jesli spetnione sg
nastepujace warunki [19]:

1) tancuchy sa gaussowskie,

2) nie wystepuje lepko§¢ wewnetrzna laficuchow,

3) nie wystepuje splatanie laficuchdéw sieci.
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Réwnanie (22) opisuje termodynamicznie najbardziej prawdopodobna kinematyke defor-
macji dla dowolnego rozkladu wezldw sieciowych wzdtuz makroczasteczki (tzn. dla do-
wolnego rozkladu k;) przy dowolnych wspdiczynnikach tarcia K. Przy uwzglednieniu
kinematyki weztéw opisanej réwnaniem (22) znikaja efekty tarcia w kontaktach polimer-
polimer i polimer-rozpuszczalnik i sieci zachowuja si¢ jak ciata idealnie sprezyste a nie
lepkosprezyste. Dlatego tez model lepkosprezystosci rozwazany przez MOONEY'A [l11]
oraz ILAVSKY’EGO i wspdlpracownikéw [17] nie moZe byé zrealizowany w rzeczywistosci:
nie mozna zdeformowaé gaussowskiej sieci lub pojedynczego gaussowskiego tafcucha
z nieafinicznym przemieszczeniem centréw tarcia. Przemieszczenia nieafiniczne prowadzity-
by do wyzszych energii sprezystych i do pojawienia si¢ energii rozproszonej, podczas gdy
deformacje afiniczne [réwnanie (22)] odpowiadaja minimum energii sprezystej i zerowemu
poziomowi rozproszenia. Tak wiec, aby wyttumaczyé lepkosprezystos¢ ukladow siecio-
wych, nalezy rozwazy¢ inne modele molekularne i inne mechanizmy rozproszenia energii.
Krotki przeglad takich modeli podamy w nastepnym rozdziale.

4. Molekularne modele skondensowanych ukladéw polimerowych i mechanizmy
lepkosprezystosci

4.1, Sieci z trwalymi wezlami. Z rozwazai termodynamicznych wspomnianych poprzednio
[19] wynika, Ze sieci gaussowskie, zawierajace kontakty typu polimer-polimer lecz nie-
uwzgledniajace splatania lancuchéw 1 wewnetrznej lepkoéci makroczasteczek, deformujg
si¢ afinicznie [por. réwnanie (22)], a zatem zachowuja sie jak ciala idealnie sprezyste a nie
lepkosprezyste. ZatoZenie statystyki gaussowskiej jest réwnowazne ograniczeniu analizy
do malych deformacji. Wyzszym deformacjom, zwiazanym z nieliniowq sprezystosciq,
towarzyszy¢ moze pewne tarcie kontaktowe zalezne od lokalnych odchylen od afinicznej
deformacji.

Innym Zréditem lepkosprezystosci, mozliwym w niskich temperaturach lub przy szyb-
kich deformacjach, jest tzw. lepko$é wewnetrzna makroczasteczek. To modelowe pojecie
wprowadzone zostalo przez W. KUHNA 1 H. KunNA [20] i zwiazane jest z wystgpowaniem
barier potencjalnych, ktére musi pokonaé makroczasteczka w procesie deformacji. Wy-
nikajaca stad sita f, dla taficucha o dtugosci konturowej /, wektorze od konca do korica h
i wzglednej predkoscei koricéw h wynosi

(23) f, = y{(h-b)//h*}h,

gdzie y oznacza stala materialowa niezalezna od cigzaru czasteczkowego. Mozna wykazaé
[19], ze wystepowanie lepkoéci wewngtrznej w uktadzie lafcuchéw gaussowskich prowadzi
do nieafinicznych deformacii laficucha i wigze sig z pojawieniem efektéw lepkosprezystych.
Lepkosprezysto§¢ zwiazana jest wowczas zaréwno z sama lepkoécia wewngtrzna [réw-
nanie (23)] jak i z tarciem kontaktowym lancuch-taficuch i laficuch-rozpuszczalnik
[réwnanie (15)].

Efekty splqtania laricuchdéw oméwione beda osobno. Zauwazymy tu tylko, Ze tancuchy
gaussowskie bez lepkoSci wewngtrznej, lecz polaczone zamknigtymi petlami splatan,
deformuja si¢ nieafinicznie {19] i prowadza do niezerowych réznic predkosci odpowie-
dzialnych za rozproszenie energii w kontaktach taficuch-taiicuch i taiicuch-rozpuszczalnik.
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Sieci trwale nie moga ulegaé ustalonemu plynieciu i relaksacji naprezen. Widma cza-
séw opdznienia wynikajace z tarcia kontaktowego i lepkoSci wewngtrznej, nieliniowej
sprezystoéci lub splatan, beda zalezne od rozktadu dtugoSci konturowych tarcuchéw
sieci I. Doktadna teoria takich uktadéw nie jest obecnie znana. Wydaje si¢ jednak, ze
model sieci permanentnych (trwatych), uzupelniony oméwionymi wyzej mechanizmami,
jest whasciwy dla uktadéw chemicznie usieciowanych (wulkanizowane kauczuki), ktére
wykazuja pewna lepkosprezystosc.

4.2. Sieci «czasowey ze zlokalizowanymi wezlami. Model sieci «czasowej» z weztami, ktére sa
§cisle zlokalizowane w okre§lonych punktach fancucha polimeru (grupy chemiczne zdolne
do tworzenia mostkéw poprzecznych), lecz moga ulega¢ dysocjacji i odtwarzaniu sie,
wprowadzony zostat do literatury przez GREENA i TOBOLSKY’EGO [6], a nastepnie analizo-
wany przez YaMaMOTO [7] i LODGE’A [8]. Teoria nie uwzglednia tarcia kontaktowego
i jedynym mechanizmem rozproszenia energii jest dysocjacja i odiwarzanie sie wezléw.
W konsekwencji tych zatoZzed wlasnoSci lepkosprezyste zaleza wytacznie od kinetyki
rozpadu wezldw «czasowych». Teoria ta w najprostszej swej formie (fadcuchy gaussow-
skie, stala szybko$¢ rozpadu wezidw) jest formalnie rownowazna teorii rozcieficzonych
roztworéw zawierajacych sprezyste hantle (fancuchy Kuhna) [21]. Ta rownowazno$é jest
jednak przypadkowa i przestaje obowiazywaé, gdy uwzgledni sig bardziej ztozong kinetyke
dysocjacji if/lub rozwaza si¢ bardziej petny model makroczasteczki (lepko§¢ wewnetrzna,
sprezysto$¢ nieliniowa itp.). Nie nalezy wigc sadzi¢ (jakby to wynikalo z wymienionej
analogii [21]), Ze zachowanie si¢ skondensowanych ukladow polimeréw mozna opisywaé
w kategoriach teorii rozciediczonych roztwordw. Przeciwnie, ze wzgledu na podstawowe
roznice kinematyczne i dynamiczne pomiedzy ukladami rozcieficzonymi i skondensowa-
nymi, kazda racjonalna teoria molekularna ukladéw skondensowanych powinna uwzgled-
nia¢ mechanike specyficzna dla takich uktadéw, a nie modyfikowaé wyniki teoretyczne
wyprowadzone dla ukladéw rozcienczonych.

Wiaczenie tarcia kontaktowego {réwnanie (15)] do sieci «czasowej» z tadicuchami gaus-
sowskimi nie wnosi nic do rozproszenia energii, poniewaz deformacja weztéw pozostaje
afiniczna. Z drugiej strony w sieciach «czasowych» zawierajacych tancuchy nie-gaussowskie
i/lub lepko$§¢ wewnetrzna deformacje sa nieafiniczne i tarcie kontaktowe wplywa na efekty
lepkosprezZyste.

Model sieci «czasowych» ze zlokalizowanymi wezlami zaproponowany zostal poczat-
kowo dla uktadéw chemicznie usieciowanych, ktdérych energia wiazah poprzecznych jest
skoficzona («chemiczna relaksacja» kauczukdw). Stuszno$¢ zastosowania tego modelu do
podobnych uktadéw wydaje si¢ bezsporna. PéZniejsze prace [7, 8] sugeruja zastosowanie
tego modelu réwniez do stgZzonych roztwordw polimeréw i stopéw. Model sieci «czasowe)»
z tafncuchami gaussowskimi i staltym wspélczynnikiem dysocjacji [8], jak réwniez modele
zawierajace ogoélniejsze zalozenia [7], moga wytlumaczyé ustalone plynigcie, relaksacig
naprezen 1 widma czaséw relaksacji zaleine od rozkiadu dlugosci konturowych (cigzaru
czasteczkowego) lancuchow sieciowych. Jest jednak pewien czynnik, ktéry wyklucza moz-
liwo$¢ stosowania tego modelu do stezonych roztwordw polimerdw i stopéw. W teorii
«czasowych» sieci ze zlokalizowanymi weziami nie wystepuje cigzar czasteczkowy (lub
dtugosci konturowe) pierwotnych, nieusieciowanych makroczasteczek i wszystkie charak-
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terystyki fizyczne takich sieci zaleza wylacznie od cigzaru czasteczkowego flarcuchdw sie-
ciowych, tzn. odcinkéw makroczasteczek pomigdzy sasiednimi weztami sieci. Z drugiej
strony wiadomo, Ze takie charakterystyki mechaniczne jak lepko§¢ newtonowska czy
czasy relaksacji stezonych roztwordw polimerow i stopéw sa bardzo czule na zmiany
cigzaru czasteczkowego pierwotnych makroczasteczek. Przy duzych stgzeniach i dostatecz-
nie duzych cigZarach czasteczkowych zalezno$¢ ta przyimuje posta¢ «prawa 3, 4 potegi».
Zasadnicza niemozliwo§¢ wyjasnienia zaleznosci wiasnoéci reologicznych od cigzaru cza-
steczkowego wyklucza stosowanie teorii «sieci czasowych» do roztwordw i stopéw
polimerdw i ogranicza stosowalno$é¢ tego modelu do uktadéw chemicznie usieciowanych
jak kauczuki i silnie polarne zele. Istotnie, mechaniczne wiasnosci takich uktadéw nie sg
wrazliwe na cigzar czasteczkowy pierwotnego (nieusieciowanego) polimeru.

4.3. Sicci splatan. Splatanie dhugich gietkich tancuchéw stanowi szczegélny typ oddzia-
Iywan, ktdre moga wyjasniaé sprezysto$é i lepkosprezystoé¢ ukladéw polimerowych,
Mozna tu wyrézni¢ dwie klasy uktaddéw zawierajacych splatania [22]:

1) uklady ztozone z wzajemnie przenikajacych si¢ zamknigtych petli (sieci typu «kol-
czugi») lub uktady chemicznie usieciowane (sieci permanentne), zawierajace pewna iloéé
splatad unieruchomionych pomiedzy weztami chemicznymi;

2) uklady statystycznie splatane, ztozone z liniowych lanficuchéw ze swobodnymi kofi-
cami, ktére moga ulegaé splataniu lub rozplataniu w procesie deformacji.

Uklady pierwszego rodzaju zachowuja sie jak lepkosprezyste ciala stale. Deformacja
jest ograniczona, a plyniecie niemozliwe. PoniewaZ przemieszczenie weztdw w uktadach
zawierajacych splatania jest nieafiniczne, réwniez dla taincuchoéw gaussowskich [19],
réznica predkoéci Adv w kontaktach polimer-polimer lub polimer-rozpuszczalnik jest
16Zna od zera prowadzac do rozproszenia energii. W dodatku §lizganie si¢ laficuchow
w punktach splatan réwniez wnosi pewien wklad do rozproszenia na zasadzie tarcia.
Te wszystkie efekty daja dod6 ztozony obraz zachowania sie lepkosprezystego. Wydaje sie,
ze model sieci, zawierajacy wiazania chemiczne 1 splatania pomiedzy wezlami trwalymi,
stanowi rozsadny model molekularny rzeczywistych wulkanizowanych kauczukéw. Teoria
takich ukladéw nie jest jeszcze kompletna, lecz widaé obecnie, ze model taki ttumaczy
réwnowagowa sprezysto$é jak réwniez efekty lepkosprezyste przy dowolnie matych de-
formacjach (tzn. réwniez w gaussowskim zakresie statystyki tafdcuchéw),

Z drugiej strony wydaje sie, ze uklady splatan, ztoZone z liniowych makroczasteczek
ze swobodnymi konicami, stanowia dobry model stezonych roztwordéw polimerdéw i stopéw,
zwlaszcza gdy polimer nie zawiera grup silnie polarnych, zdolnych do tworzenia zlokalizo-
wanych weztéw. Procesy kinetyczne splatania i rozplatania, polegajace na wélizgiwaniu sig
swobodnych koficéw do petli tworzonych przez inne makroczasteczki lub wySlizgiwania sig
z utworzonych uprzednio splatan, wyjasniaja mozliwo$é nieograniczonej deformacji catego
uktadu, ustalonego plyniecia i relaksacji naprezen. W odréznieniu od sieci ze zlokalizowa-
nymi weztami pierwotna makroczasteczka bioraca udzial w sieci splataf (rys. 3) nie traci
swej indywidualnoéci. Diatego tez wiasnosci mechaniczne sieci splatan zaleza od pierwot-
nego cigzaru czasteczkowego rozpuszczonego lub stopionego polimeru, co nie miato
miejsca w przypadku modeli sieci ze zlokalizowanymi weztami. :



MOLEKULARNE MODELE SKONDENSOWANYCH UKLADOW POLIMEROWYCH 61

Nalezy podkresli¢ (o czym wspominano juz poprzednio [23, 24]), Zze kinematyka ukta-
déw splatanych nie moze by¢ adekwatnie opisana w kategoriach polozen weztdéw sieci
w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowej, tak jak to si¢ robi w teorii izolowanych ma-
kroczasteczek i sieci ze zlokalizowanymi weztami. Poza potozeniami weztéw (lub punktéw
tarcia) w przestrzeni tréjwymiarowej (wektory r', W' = r'*1—r") nalezy rozwazaé réwniez
inne charakterystyki konfiguracyjne, mianowicie polozenia wezldéw w przestrzeni makro-
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Rys. 3. Model makroczgsteczki w ukladzie splatan
Jasne kolka oznaczaja punkty tarcia, kélka z plamka centraing — punkty splatania

czgsteczki, tzn. odlegtosci od swobodnego kofica tancucha L; lub od sasiedniego wezla
i = L;,1—L;, mierzone wzdluz konturu fancucha (rys. 3). Tak wigc kompletna charaktery-
styka punktu splatania obejmuje cztery, a nie trzy wspdirzedne (x', y', 2/, L;). Trzy pierw-
sze wspotrzedne (x', ', z') wystarczaly do opisania konfiguracji pod-faricucha w rozcien-
czonym roztworze lub w sieci ze zlokalizowanymi weztami. Przestrzen konfiguracyjna
dla calej makroczasteczki ziozonej z NV elementdw jest zatem 4 N-wymiarowa, a nie 3 N-
wymiarowa. Podobnie kinematyke ukiadow splatanych opisuja cztery sktadowe predkosci
dla kazdego punktu (¢ i L; lub b i }).

Wielu autoréow uzywa terminu «splatanie» bez szczegolowego zdefiniowania jego zna-
czenia i bez wyraznego sformutowania konfiguracji i kinematyki splatan [12, 15, 25].
W niektorych pracach (np. [25, 26]) «splatania» traktuje si¢ jako po prostu inne wezty
sieci réwnowazne weztom zlokalizowanym. Z uwagi na zasadnicze réznice w kinematyce
i dynamice splatan w poréwnaniu z wezlami zlokalizowanymi podejécie takie jest nie-
prawidiowe, a uklady opisane w wyzej wymienionych pracach nie sq uktadami splatai
w sensie przyjelym w naszej teorii dynamicznej [23, 24]. Jakakolwiek bySmy przyjeli
geometryczna definicje splatania, jego opis teoretyczny nie moze pomija¢ zmiennych diu-
godci konturowych (L lub /) i lizgania si¢ tadicuchow.

Rysunek 3 przedstawia makroczasteczke skladajaca sie z N+1 pod-taicuchéw biora-
cych udziat w sieci splatan. Potozenia poszczegdinych punktéw tarcia zaznaczono otwar-
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tymi kotkami, potozenia m wezidw splatan — punktami z centralng plamka. Wspdirzedne
kofica i-tego pod-taficucha wynosza rf (odleglo§¢ od poczatku ukladu wspdtrzednych
umieszczonego na koncu laficucha) oraz L; = il, (dlugo$é konturowa makroczasteczki
mierzona od konca taficucha do i-tego punktu pod-faiicucha). /; oznacza dugoéé konturo-
wa jednakowa dla wszystkich pod-tanicuchéw.

Wspéirzgdnymi dowolnego j-tego wezta (j = 1, 2, ..., m) sar®, L, = k;l,, gdzie k; nie
musza by¢ réwnomiernie rozmieszczone wzdiuz taricucha.

Szybko$¢ §lizgania si¢ faficuchdw, tzn. zmiana dtugoéci konturowych (L Iub f) wplywa
na rzeczywista réznice predkosei 4v w kontaktach polimer-polimer lub polimer-rozpuszczal-
nik, a zatem i na efektywna sile tarcia kontaktowego f,. Pokazano w pracy [18], Ze $rednia
réznica predko$ci w punkcie tarcia zawartym pomiedzy j-tym i (j+1)-ym splataniem
o wspétrzednych odpowiednio (¢, Ly ) i (rks, Ly,,) wynosi:

(24) Av(®)) = B—ar'— (L, — L) [(Lijo, — L)1 +2L, (xhsr 1],
gdzie

kj <i< K,
a réznice (rkmi—rks) = h' i (Ly,,— L) = I, przedstawiaja wektory laczace korice i dtu-
go§¢ konturowa j-tego laficucha sieci, tzn. odcinka pierwotnej makroczasteczki, zawartego
pomigdzy splataniami ji j+1.

Sita tarcia odpowiadajaca réwnaniu (24):

f(r') = —KAv(x)
rézni sig od sily podanej w réwnanin (15). Dodatkowe cztony w sieci splatai znikaja,
gdy wszystkie dlugosci konturowe L, sg stale w czasie lub gdy szybkoSci §lizgania si¢ L, sa
réwne zeru. W obecnofci §lizgania sie fancuchow (1.4 # 0), réznica predkoscei nie znika,
pawet gdy deformacje sa afiniczne, tzn. gdy r’ = ar',

Bilans sit dla dowolnego i-tego centrum tarcia (tzn. punktu nie bioracego udzialu
w Zadnym splataniu, i # k;) wynika, podobnie jak w modelach dyskutowanych poprzed-
nio, z napie¢ sprezystych dwdéch sasiednich pod-taficuchdw, sity dyfuzyjnej oraz tarcia
kontaktowego f, przy czym ostatni wyraz musi byé uzupelniony efektami $lizgania sie
fadcucha [réwnanie (24)]. Jednakze w odréznieniu od ukladéw ze zlokalizowanymi wez-
tami, z wypadkowego réwnania nie mozna obliczyé réznicy predkoéci r'—ar', poniewaz
nie znamy szybkodci $lizgania. Réwnanie analogiczne do réwnan (9) lub (17) przybiera dla
sieci splatan postaé:

(25 rl-ar' = — GKT/AYK) [~ 420 —r-1]—

— (KT/K) (2 In ¥8") + (L., ~ L)~ [(Liy,, — Li 1 +2Ly (el ~149)].
Bilans sit w punkcie weztowym (i = k;; j = 1, 2, ..., m) jest jeszcze bardziej skompliko-
wany, gdyz w dodatku do napieé elastycznych dwu réznych par pod-tancuchéw splatanych
w punkcie k; i odpowiednich sit dyfuzyjoych pojawia si¢ rowniez tarcie w punkcie splata-
nia, zalezne od szybko$ci §lizgania sie obu makroczasteczek. Widaé stad, ze formalizm
Z powodzeniem stosowany w feorii rozcieficzonych roztworéw i ukladéw ze zlokalizowa-
nymij wezlami jest niewystarczajacy do opisania ukladéw splatan. Zastosowanie macierzy
ruchliwofci Rouse’a-Zimma jest absolutnie wykluczone nawet dla odcinkéw makrocza-
steczek pomiedzy splataniami (i # k).
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Teoria sieci splatan naszkicowana w kilku wczeéniejszych artykutach [18,22-24]
wciaZz pozostaje w stanie opracowania. Niemniej, zasadnicze cechy ukladéw sieciowych
i réznice w ich zachowaniu si¢ w stosunku do sieci ze zlokalizowanymi_qulami sa obecnie
zupelnie jasne.

5. Zagadnienic normalnych wspélrzednych

Liniowe przeksztalcenia zmiennych prowadzace do tzw. «normalnych modéw» de-
formacji tafcucha okazaly si¢ bardzo owocng metoda w teorii rozcieniczonych roztworéw
polimerdw [1, 2]. Wykazemy tu, Ze zastosowanie tegu sposobu do ukladéw sieciowych
jest ograniczone i w ogélnym wypadku niemozliwe.

Rozpatrzmy najpierw réwnanie ciagloéci. Dla jzolowanych makroczasteczek (roz-
cieficzone roztwory) lub sieci ze zlokalizowanymi wezlami (permanentnymi lub czasowymi)
przestrzen konfiguracyjna jest 3N-wymiarowa, a charakterystyki konfiguracyjne obejmuja
polozenia r' (lub wektory Iaczace konce h') N pod-faficuchéw (taficuchéw sieciowych).
Przez

h = (b, h% ..., hY)
bedziemy rozumieli 3N-wymiarowy wektor opisujacy réwnoczesne potozenia wszystkich N

pod-tancuchéwmakroczasteczki. RSéwnanie ciaglosci w przestrzeni 3N-wymiarowej mozna
wdwczas zapisaé w postaci:

(26) 0 rozcienczone roztwory,
oW|dt + 07 (Ph)/oh = sieci permanentne
(26" W, (¥, h, h) sieci «czasowen;

¥(h, ¢) oznacza funkcje rozkladu gestoSci w 3N-wymiarowej przestrzeni, a Sffk,,, jest wy-
razem kinetycznym, tzn. szybko$cia netto tworzenia si¢ makroczasteczek o danej konfi-
guracji. Dla rozcienczonych roztworéw i sieci permanentnych, w ktérych zadne wezly
nie ulegaja dysocjacji i nie sa tworzone, Sf’k,n jest réwne zeru; dla sieci «czasowychy Zrédio
tworzenia si¢ i rozpadu czasteczek nalezy wziaé pod uwage w rozwazaniach ciaglosei.

Dla uktadéw splatan charakterystyki konfiguracyjne obejmuja wektory lancuchdéw
sieciowych h oraz dtugosci konturowe 1: [

h = (h!, b3, ..., bY),
1= (11’ 12> --')IN)9

a charakterystyki kinematyczne — predkosci wezkéw h i szybkosci §lizgania sig taricuchdw
1. Konsekwentnie, zalezna od czasu funkcja rozkladu ¥*(h, I, ¢) bedzie zdefiniowana jako
gestoS¢ prawdopodobiefistwa w przestrzeni 4N-wymiarowej, a réwnanie ciagloéci przy-
bierze postaé:

27 OW* |0t + 87 (W*h)[oh+ 8T (WHi)[al = Wi (F* h, 1, h, ).

W przypadku rozcieficzonych roztworéw istnieje liniowe przeksztalcenie polozen h
na predkoéei h. Z réwnania (9") otrzymujemy

(28) ' = ah'— B4, (0p/W) = ab'— BRT A, (30 [<hE) — & In ¥|o).
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Korzystajac z  z réwnania (28) i stosujac ortogonalne przeksztaicenie wspoirzednych
h — Qn, ktére diagonalizuje macierz A, mianowicie
QTQ =1, Q—lAQ = QTAQ = Mdinga
réwnanie (26) redukuje si¢ do postaci «normalnej»:
(29) o[t + 0T [Pany— (B3RTB/{b3))¥Mn — kTBM(0¥/ )}/ on = 0.

Zbadamy mozliwo$¢é zastosowania podobnej transformacji do réwnan (26) i (27).
Pierwsza trudno$¢ wynika z wyrazéw stojacych na prawej stronie réwnania, ¥, lub
S?’;';n. Ogolnie rzecz biorac, wyraz kinetyczny jest funkcjonatem zaleznym od samej funkcji
rozkladu (¥ lub ¥*) oraz charakterystyk konfiguracyjnych i kinematycznych (h, 1,h, i).
Bez szczegblowego okreflenia tego wyrazu trudno powiedzie¢ co$ o jego niezmienniczodci
wzgledem zmiany wspdirzednych. Pewne zagadnienia dotyczace wyrazu kinetybznego
omdwimy w nastepnym rozdziale. Zatézmy obecnie, Ze ¥, ., nie zmienia si¢ przy ortogo-
nai]hej transformacji wspdtrzednych i zaldézmy, ze mamy do czynienia z siecia «czasowa»
o wezlach zlokalizowanych [réwnanie (26')]. W zakresie gaussowskiej statystyki i przy
pominieciu lepkosci wewngtrznej predko$é wezldw h jest afiniczna [19]:

h! = ah’, dla wszystkich 7,
a rownanie (26") redukuje sie automatycznie do postaci «normalnej»
(30) o¥|ot+ 0T (Pah)/oh = W, .
Tak wigc réwnanie (30) nie okreéla zadnego widma czaséw relaksacji. Jedynym mechamz-
mem rozproszenia energii jest powstawanie i rozpad weztéw (proces kinetyczny, ¥,..),
a czasy relaksacji zaleza od rozkladu dlugoéci konturowej tancuchéw sieciowych,

Przejdzmy obecnie do sieci splatan. Pomijajac problem wyrazu kinetycznego Y.’,ﬁn
i jego niezmienniczoS$ci wzglqdem przeksztafcenia wspdtrzednych, zalozymy, Ze obie
charakterystyki kinematyczne hil mozna przedstawié jako liniowe transformacje wspéi-
rzednych hil:

@1) b = abi +Cyh, [ = DV,
Zakfadajac kinematyke opisana réwnaniem (31), réwnanie ciggloéci [réwnanie (27)]
przybiera postac:
(32) OW* ]9t + 9T (P*ah + ¥*Ch)[oh + T (P*DI) /Al = VX, .
Ortogonalne przeksztalcenia wspdtrzednych hil:
h—->Qrn, 1- 8SA,
takie, ktére diagonalizuja macierze C i D, mianowicie
QQ=1, QUCQ=M,,, SS=I, S™DS =Ny,
doprowadzajg réwnanie ciaglosci do postaci «normalnej»:
(33) YW* [t + 0T [Pan + PHM) [0 + 0T [P*NA] oA = WX .
Powyzsza procedura jest efektywna, a normalizacja wspdlrzednych mozliwa, gdy odpo-
wiednie macierze (C, D) sa symetryczne i mozna je sprowadzié do postaci diagonalnej
za pomoca przeksztalcen ortogonalnych (Q, S). W rzeczywisto$ci kinematyka sieci splatan

jest bardziej zlozona; jak wida¢ z réwnania (24) predko$é punktéw tarcia r' zalezy nie
tylko od polozes ¥/, lecz réwniez od szybkoéci §lizgania sie L'J i dtugosci konturowych Ly
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i nie mozna jej zredukowa¢ do liniowych zaleznoéci zlozonych w réwnaniach (31). To
samo mozna powiedzie¢ o innej charakterystyce kinematycznej, L W konsekwencji tego
nie mozna ogdlnie wykazac, ze liniowa transformacja wspéirzednych pozwoli na sprowa-
dzenie réwnania ciaglosci do postaci «normalnej». Nie jest jednak wykluczone, Ze pewne
szczegdlne lub asymptotyczne przypadki ukladdw splatan beda dopuszczaly mozliwosé
zastosowania metody wspéirzednych normalnych.

6. Teorin molekularna i liniowoS¢ wilasnoSci lepkosprezystych

Dobrze wiadomo, ze fci$le liniowe wlasnosci lepkosprezyste ukladéw polimerowych
(state widma czaséw relaksacji, lepko$¢ newtonowska, itp.) ograniczaja sie¢ do malych
deformacji i/lub szybkosci deformacji. Przy duzych deformacjach pojawiaja sic wlasnosci
pieliniowe (lepko$¢ nienewtonowska, napreZenia normalne w przeplywach $cinajacych).
Z molekularnego punktu widzenia mozna wyrézni¢ dwa rézne Zrédla nieliniowej lepko-
spreZystosci.

Pierwsze Zrédto zwigzane jest z nieliniowa kinematyka deformacji, ktéra daje pred-
kosci weztéw h i/lub szybkosci §lizgania sie I jako nieliniowe funkcje zmiennych konfigura-
cyjnych h i L. Tego rodzaju nieliniowo$¢ ma miejsce, gdy uwzglednia si¢ np. niegaussowska
statystyke konformacji, lepko$¢ wewngtrzng lancuchéw polimeru lub tarcie kontaktowe
w ukfadzie splatanych tafcuchéw [réwnanie (25)]. Nieliniowa kinematyka nie wplywa
jednak na liniowo$¢ zalezno$ci czasowych i widma czaséw relaksacji nie traca sensu fi-
Zycznego.

Drugie Zrédio nieliniowego zachowania sie zwiazane jest z typem réwnania ciagtosci
[réwnania (26), (26") i (27)]. Jesli réwnanie cigglosci, ktére wyznacza funkcje rozkladu
¥ lub P*, i w konsekwencji réwniez wszystkie zalezne od konfiguracji wlasnosci fizyczne,
jest liniowe wzgledem funkcji ¥ lub ¥*, pierwszego rzedu wzgledem czasu oraz rozdzielne
na funkcje czasu i funkcje zmiennych konfiguracyjnych, rozwiazanie mozna przedstawié
jako szereg funkcji wyktadniczych:

(34) Wb, 1, 1) = D Wih, Dexp(— A1),
i=1

gdzie wartosci wlasne 1; wyznaczaja widma czaséw relaksaciji.

Réwnanie (26) dla rozcienczonych roztworéw i sieci permanentnych jest liniowym
réwnaniem parabolicznym, ktére spelvia wszystkie powyzsze warunki. Widma czaséw
relaksacji, tzn. wartoéci wlasne w ukladzie znajdujacym sie w spoczynku (a = 0), wynikaja
bezposérednio z normalizacji wsp6irzednych.

W ukiadach z nieznikajacym wyrazem kinetycznym sytuacja jest bardziej skompliko-
wana. Powstawanie lub dysocjacja (rozplatywanie) weztéw sieci jest procesem koopera-
tywnym, obejmujacym dwie rézne makroczasteczki i cztery taficuchy sieci. Zmiany jakie
winosi do ukfadu utworzenie lub dysocjacja jednego wiazania dotycza réwnoczesnie dwu
makroczasteczek i zaleza od konfiguracji dwu réznych makroczasteczek. W wyniku tego
wyraz kinetyczny zawiera sploty catkowe funkcji rozktadu ¥ lub ¥* [23]:

.q ~ -~ ~ ~ ~ -~ ~ ~
(35) P, ) = ' [ [ F, 1, B, DR, HP0+5, 14+ dbdl,
=1

k

5 Mechanika Teoretyczna
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gdzie I, oznacza czynniki szybkosci, tzn. zalezne od konfiguracji czesto$ci tworzenia sig
lub dysocjacji weziéw, a sumowanie rozciaga si¢ na ¢ mozliwych w danym uktadzie pro-
cesOw tworzenia 1 dysocjacji. Kooperatywna natura proceséw rozpadu i tworzenia sig
weztow w sieciach zostala zauwazona wiele lat temu przez SCOTTA i STEINA [27], ktérzy
nie rozwiazywali réwnania ciagloéci zawierajacego sploty calkowe, lecz zatozyli okreSlona
postaé funkeji rozktadu i wyliczyli czynnik kinetyczny droga prostego calkowania. Z dru-
giej strony YamMamoTto [7] i LoDGE [8] w swojej teorii «czasowychy sieci z weztami zloka-
lizowanymi przyjeli w sposéb dowolny, Ze czynnik kinetyczny ¥, ma postaé

(36) Paa, ) = G, )= P(h, 1) Bk, 1),

pomijajac przy tym kooperatywna nature proceséw kinetycznych. Nawet przy zaloZeniu
tak prostej formy wyrazu kinetycznego réwnanie ciagloSci (réwnanie 26”) nie spetunia wa-
runkdéw liniowosci 1 jego rozwiazanie nie moze by¢ przedstawione szeregiem funkciji wy-
kiadniczych jak w rownaniu (34). Jedynie gdy wspotczynnik f reprezentujacy szybkosé
dysocjacji przyjmie sie jako stata, drugi moment funkcji rozktadu ($redni iloczyn tensoro-
wy ¢hh") charakteryzujacy tensor naprezefi w uktadzie) wykazuje liniowq zalezno$é cza-
sowg i widmo czaséw relaksacji sprowadza si¢ do pojedynczej wartosci = = 1/f (por.
[21]).

Jezeli przyjac, ze prawdopodobienstwo dysocjacji f# z prostego réwnania (36) jest za-
lezne od konfiguracii, albo jesli zalozyé kooperatywny charakter proceséw kinetycznych
[réwnanie (35)], réwnania ciagtosci (26" i (27) staja sie nieliniowe wzgledem funkcji
rozkltadu. Yamamoro [7] uzyskal rozwiazanie takiego réownania dla sieci «czasowychy
otrzymujac nieliniowe zalezno$ci czasowe na funkcje rozktadu W.

Pojecie widm czasdw relaksacji pochodzi z liniowej teorii lepkosprezystosei i jest §cile
zdefiniowane jedynie dla uktaddw liniowych. Z dyskusji powyZszych przyktadéw widad,
ze teorie molekularne niekoniecznie daja liniowe zaleznoS$ci lepkosprezyste i Ze dla pewnych
ukladéw molekularnych, jak sieci splatan, sieci «czasowe» ze zmienna szybkoscia dyso-
cjacji itp. w ogdle nie mozna takich widm okreslié.

7. Whnioski

W pracy wykazano, ze uklady sieciowe powszechnie uwazane za wilasciwe modele
molekularne skondensowanych uktadéw polimerowych (stezonych roztwordw, stopow,
polimerdw w stanie statym) réznig si¢ kinematyka i dynamika deformacji od rozcienczo-
nych roztworéw zlozonych z izolowanych makroczasteczek. Te zasadmicze réznice po-
woduja, Ze nie mozna skonstruowaé konsekwentnej teorii molekularnej skondensowanych
uktadéw w postaci rozszerzenia teorii rozcienczonych roztwordw. Rozszerzenia znanych
teorii Rouse’a-Zimma oparte na modyfikacji tzw. «macierzy ruchliwoéci» [14—-16] sa bledne
dla wszelkich uktadéw sieciowych. Macierze ruchliwo$ci, tzn. liniowe transformacje po-
tozef na predkoséci sa dla uktadéw sieciowych niewyznaczalne, poniewaz réwnanie bilansu
sit [réwnania (18") i (18")] zawiera charakterystyki, ktérych nie mozna wyrazi¢ przez kon-
figuracje pojedynczej makroczasteczki.

Z rozwazan termodynamicznych, ktére beda przedmiotem osobnej publikacji [19]
wynika, ze najbardziej prawdopodobne przemieszczenia poszczegdlnych punkiéw makro-
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czasteczek w uktadach sieciowych ze zlokalizowanymi weztami sg afiniczne, jesli faficuchy
opisuje si¢ statystyka Gaussa (w zakresie matych deformacji) i gdy lepko$¢ wewngtrzna
laficuchéw mozna pominaé. W konsekwencji, rozproszenie energii na skutek tarcia w kon-
taktach polimer-polimer i polimer-rozpuszczalnik znika. W sieciach «czasowych» z wez-
jami zdolnymi do dysocjacji 1 odtwarzania si¢ rozproszenie energii moze byé spowodowane
procesami kinetycznymi, natomiast w sieciach trwatych w gaussowskim zakresie defor-
macji nie wystepuja efekty lepkosprezyste. Wystgpujacej w rzeczywisto§ci pewnej lepko-
sprezystoéci w trwalych sieciach wulkanizowanych kauczukéw nie mozna zatem ttuma-
czyé mechanizmami dyfuzyjnymi jak to robiono w niektérych pracach [11, 17]. Naleza-
foby natomiast szukaé innych mechanizméw molekularnych, odpowiedzialnych za roz-
proszenie energii w takich uktadach. Jednym z takich mechanizméw jest §lizganie sig
taficuchdw w splataniach.

Kinematyki sieci splatan nie mozna opisaé¢ w kategoriach samych tylko polozen i pred-
kosci weztéw. Konieczne jest wprowadzenie dodatkowego zbioru zmiennych konfigura-
cyjnych zwiazanych z odlegtoéciami splatan mierzonymi wzdtuz konturéw makroczasteczk
(dlugosci konturowe). Odpowiednie charakterystyki kinematyczne nazwaliSmy szybko-
Sciami $lizgania si¢ fancuchéw. Teorie sieci splatan, ktére pomijaja §lizganie sie faficuchdw,
nie opisuja w rzeczywistoéci uktadéw splatan.

Spoéréd dyskutowanych w tej pracy modeli molekularnych skondensowanych ukla-
déw polimerowych (sieci permanentne, sieci «czasowe» ze zlokalizowanymi weztami,
sieci splatan) tylko ostatni model moze wytlumaczy¢ silng zaleznoéé wilasnosci mechanicz-
nych od ciezaru czasteczkowego pierwotnych, nieusieciowanych makroczasteczek. Po.
kazano, ze teoria sieci splatan wykazuje zasadnicze réznice w stosunku do teorii rozcien-
czonych roztworéw lub sieci z wezlami zlokalizowanymi i przewiduje w ogdlnym przy-
padku nieliniowe wiasnoéci lepkosprezyste.
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Pesome

MOJIEKYJISIPHBIE MOJENN KOHIEHCUPOBAHILIX CHMICTEM IOJNVIMEPORB.
KPUTUKA PACIIPOCTPAHEHUS TEOPUM PA3BABJIEHHLIX PACTBOPOB
HA CETOYHBIE CHUCTEMBI

TIpoBentn amanna MOJEKYNAPHLIX TeOPHil KOMICHCHPOBAHHBIX CHCTEM NONHMEPOB (KOHUEHTpH-
pOBANHBIE PAaCTBOPLI, PACIIABLI, TBEPAbIE MONuMephl). [TOKA3aHO, UTO KIHEMATUKA M AMHAMIKA MAKPO-
MONEKYJI B CETOUHLIX CHCTEMAX, PACCMAaTPUBAEMLIX B JIMTEPAType KaK HauOoJiee NpaRMIIBHBIE MOJENH
KOHICHCHPOBAHHBIX CHCTEM, COBEDINEHHO OTJIMYAIOTCH OT COOTBETCTBYIOLIHX XapaKTCPHCTHK MaKpO-
MOJIEKYN B pag0aBJIEHHBIX pacTBOpax. ITO3TOMY MOJNEKYJIAPHBIE TEOPHH KOHAEHCHUPOBSHHBIX CHCTEM
HeJIb35 NOJYYHUTh IIYTEM IIPOCTOrO PACIpOCTPAHEHHA Ha HUX TEOPHH Pa30aRJleHHbIX PACTBOPOB, HAIpHMED,
Teopun Paysa mnm llumma. MaTpuibl NMOABMYKHOCTH B CETOUHBIX CHCTEMAX, ONPEACIIAIONINE BASKO-
yOpyroe noBeJeHHE pa30aBJeHHBIX PACTBOPOB NONHMEPOB, HEONPEJENTHMBI, NI03TOMY CETOUHbIE TEOPHH,
OCHOBaHHBIE Ha MOOMQHMKALMAX TaKWX MATPHL, HENpaABHNBHBI B CaMLIX CBOMX Hayanax. I1loxasaHo
TAIOKE, UTO BSISKOYIIPYTHE CBOHCTBA CETOK C JIOKANM30BaHHLIMH yanamMyu (IepMaHEHTHBIE WIH ,,BpEMEH-
Hule’’ CeTKH) HE MOLYT ObITh MCTOJIKOBAHBI IIPY NOMOLIY MEXAHHSMOB Nu(YsHH HIM KOHTAKTHOIO
TpeHUsT, TaK KaK HepPeMeNeHHe BCEX CTPYKTYPHBIX 3JIEMEHTOB TAIOM CHCTEMBI SIBJISETCH B NPHOIMDKERHN
auHHBIM, M DASHHIA CKOPOCTEH, OTBEWAIOMIAS 30 KOHTAKTHOE TPEHHE, CTpeMurcid K Hymo. O6cyne-
IAt0TCs HEKOTOphle JPYIHE MOJIEKYNAPHLIE MEXaHU3MbI, KOTOpPbIE MOINH bl ODBACHUTL BASKOYIPYTOE
foBefieHHe CceToK. JIoKa3aHo, UTO TEOPHA CHMCTEM C IEPCIIETEHHAMM He MOXKET OBITh c(hopMymHpo-
BaHa B KATCTOPHAX IIOJIOMKEHMH M CKOPOCTEH Y3NOB, KAK 3TO JENAETCH B CIIYYASTX H30MMPOBANHBLIX
MAKPOMOJIEKYN ¥ CETOK C JIOKAIM30BAHHBIMH yanami. IloJHag XapaxTepucTHKa KOHGUTYpaIMi B cH-
CTEMAX C TEPEIUIETCHUAMH HY)KIQACTCS B OIIPe/IeieHVH, HAPSAAY C PACIIOJIOMKEHHIMH Y3JI0OB B eBKIHIO~
BOM IIPOCTPAHCIBE,, PACCTOSHHMIT , H3MEPAEMBIX BOJEB KOHTYPA MaKkpoMoNeKyint. Mccnenopane! cneicTBAS
TaxoH (POPMYJIHPOBKY C TOUKH 3PEHHA BA3KOYIPYTHMX CBOHCTB CETOK C IEpPCIIETEHHAMM.

Summary

MOLECULAR MODELS OF CONDENSED POLYMER SYSTEMS. CRITICISM OF THE
EXTENSIONS OF DILUTE SOLUTION THEORY ONTO NETWORK SYSTEMS

Molecular theories of condensed polymer systems (concentrated solutions, melts, bulk polymers)
have been analyzed and discussed. It has been shown that kinematics and dynamics of macromolecules
in network systems (commonly recognized as appropriate models of condensed systems) are entirely diffe-
rent from those for isolated macromolecules in dilute solutions. Consequently, molecular theories of con-
densed systems can not be obtained by simple extension of dilute solution theory (e.g. the theory of Rouse
or Zimm). In network systems the mobility matrices (which control viscoelastic behavior of dilute soluti ans)
are indeterminate and network theories based on the modification of mobility matrices are incorrect in
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principle. It has been shown that viscoelastic behavior of networks with localized junctions (temporary
or permanent) cannot be explained by diffusion or contact friction mechanisms because the displacement
of all structural elements in thz systems is, in the first approximation, affine, and the corresponding velo-
city difference in polymer-polymer or polymer-solvent contacts is zero. Several other mechanisms which
can be responsible for viscoelasticity of networks have been discussed. It has been shown that the theory of
entanglement systems cail not be formulated in torms of junction positions and junction velocities alone
asit had been done for isolated macromolecules and networks with localized junctions. Complete characteri-
zation of configurations in entangled systems requires (in addition to junction positions in Euclidcan
space) the introduction of additional variables — distances measured along the contour of macromolecular
chains. Some consequences of such a formulation for viscoelastic behavior of entanglement networks have
been discussed. -

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PCDSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zlozona w Redalccji dnia 21 sierpnia 1973 r.






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 12 (1974)

DRGANIA POPRZECZNE UKELADU DWOCH BELEK POELACZONYCH
ELEMENTEM SPREZYSTYM

ZBIGNEEW ONI1SzCzZUK (KRAKOW)

W pracy rozpatrzono poprzeczne drgania ukladu zlozonego z dwdch belek pryzma-
tycznych polaczonych elementem sprezystym. Gorna belka opatra jest koricami na sztyw-
nych podporach, dolna za$ jest podwieszona na pierwszej za pomoca sprezystego elementu
na calej diugoéei belki (rys. 1).

i
[

xY

b
~

wy V.2

Rys. 1. Model ukladu drgajacego

W przyblizeniu model ten odpowiada niektérym typom suwnic wzglednie mostow,
poniewaz w takich konstrukcjach doéé rzadko spotyka si¢ przypadek, aby diwigary noéne
mialy stale przekroje poprzeczne, a takie zostaly przyjete w modelu. Kratowe (lub inne)
polaczenie dzwigaréw zostalo zastgpione liniowym elementem spreg2ystym.

Dla tak zbudowanego modelu rozpatrzymy drgania swobodne belek oraz drgania
wymuszone, wywolane harmonicznie zmiennymi sitami skupionymi, przemieszczajacymi
sig ze stala predkoscia po belce dolnej,

Pracg nalezy traktowaé jako wstepny krok do szerszej analizy postawionego problemu.
Analiza ta bedzie przeprowadzona dla réznych sposobéw podparcia belki gérnej i r6znych
rodzajow obciazen.

1. Drgania swobodne

Przyjmujemy nastepujace zatozenia: a) uklad nie jest thumiony, b) belki maja stale
przekroje poprzeczne i stale momenty bezwtadnoéei.
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Oznaczenia:

I catkowita dlugos¢ belki,
Fy, F2,J,,J2 przekroje poprzeczne i momenty bezwladnosci belek,
wy = w,(x,t) przemieszczenie przekrojow gornej belki,
Wa = Wa(x, t) przemieszczenie przekrojow dolnej belki,
x wspolrzedna okreslajgca polozenie danego przekroju,
! czas,
k. wspolczynnik sprezystosci elementu sprezystego,
¢ gestosé materiatu belek,
E modut Younga,
Iy rozstaw belek.

Roéwnania ruchu ukladu (rys. 1) maja nastepujaca postaé:

o*w 0w
) EJ, 3x41 + oF; m?_l ~k(w,—w;) =0,
84 V5 82“7
(2) EJ2 7;4:— +QF2"a‘t'2—2' '|‘]C(W2_w1) = O
Warunki brzegowe:
_ _ w, _ PPwy
w(0,8) = w(, 1) =0, T |y = B g 0,
(3) 0,1 (U85
Pwy | _Pwa | Pwa) Pl
ox? ©,n Jx? ) ? ox3 ©,0 ax3 n )
Warunki poczatkowe:
wl(x; 0) =f1(x)7 ]’VZ(x; 0) :fZ(x);
) aw, ow,
= B = X
at @0 gl(x) at 0 gl( )

Uktad réwnan (1), (2) sprowadzamy do postaci:

. 0w, OPw,y

) ai—aF + 22 by(w,—w,) =0,
o*w Pw,
(6) ﬂ%“a-xfz-i- —WZ— +by(wy—~wy) = 0,
gdzie
EJ; k
2 _ Y P [ —
(7) ai - QFi’ bl QFi, 14 172

Uklad réwnan (5), (6) rozwiazujemy metoda Fouriera, przewidujgc rozwiazania w po-
staci:

®) wix, £) = Li(0)T(H), i=1,2.
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Podstawiajac (8) do (5), (6) otrzymujemy

X}EIV) blr_ _1_71X2 B T 3 }4
X, a?  ax, &t v
XV b X, T,
X, a:  aiX,  &T ¥

pdzie A}, A% oznaczaja stale rozdzielenia zmiennych.
Ostatecznie po rozdzieleniu réwnan mamy

9) T"+ai T =0, T'+da32T=0
oraz
AXM + b, —a2 DX, ~Db, X, =0,
@XM 4 (by— a2 23X, — by X, = 0.
Funkcja czasu (catka ogdlna réwnan (9)) ma postaé

an T = Ccoswt+Dsinwt,

(10)

gdzie w = a, A} = a, A2 oznacza czesto$¢ drgan wlasnych ukiadu.
Rozwigzan ukladu réwnan (10) poszukujemy w postaci

(12) X, = A%, X, = A€

Po podstawieniu (12) do (10) i przyréwnaniu do zera wyznacznika zbudowanego ze wspot-
czynnikow wystepujacych przy stalych 4,, 4, otrzymujemy réwnanie

aiazr® +[ai(by~w?) +a3 (b, —M)r* + (b, —w?) (b~ w?)~by b, = 0,
ktére z uwagi na oznaczenia (7) przyjmuje postaé
(13) B2, J,r® +[EJ, (k—~w?oF,) + EJ,(k— 0ok )}r* + (k—w?oF,) (k~w?eF,) ~k* = 0.

Jest to réwnanie kwadratowe wzgledem r#,
A zatem

1 1 1 1 F F.
4 — el o 2 1 _2
Fi2 = 2{[E(k(11 + Jz) @ (Jl + h))]*’

1 1 F1 F2
- ]/ [—E—(k(%+72—)—w @( L2 ))] 4 e,k +F2)1}

Obydwa pierwiastki ¢ i r§ sa dodatnie, jezeli zachodzi nieréwno$¢

(14)

w?oF, F,
F, +F,

Warunek (15) eliminuje z rozwazan matlo interesujacy przypadek drgan belek jako cial
sztywnych, polaczonych elementem sprezystym, oraz przypadek, kiedy drgania belek nie
sa W ogdle mozliwe.

Oznaczmy

(15) > k.

4
ri=kt, r3=ks.
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Réwnanie charakterystyczne (13) ma osiem pierwiastkow:
(16) +ky; —kys +ikys —ik; ko —ka; ks —ik,,
gdzie
i=y—-1.
Catkami ogélnymi réwnaii (10) sa funkcje:
X, = C,;sh(k,; x)+C,ch(k, x)+Cysin(k x)+ Cycos(k; x) +
+Cssh(k, x) + Csch(k, x) + Cysin(k, x) + Cgcos(k, x),
X, = D;sh(k,x)+D,ch(k, x)+Djsin(k, x)+ D, cos(k, x)+
+Dssh(k, x)+Dech(k, x) +D;sin(k, x) + Dgcos(k, x),

gdziestate C;, D; ( = 1, 2, ..., 8) sg zwiazane zalezno$ciami wynikajacymi z réwnan (10):

a7

D; _ EJ K+ (k—w®F) k —a, i=1,..,4
ag B k T ELki+(k-wF) T T
D, ELk+(k—wF) _ k =B, J=5,..,8
T £ T ELESH (e—wley) P T

o i B sa liczbami rzeczywistymi. Mamy wigc tylko osiem dowolnych statych rzeczywistych.
Stale wyznaczamy wykorzystujac warunki brzegowe (3). Otrzymujemy jednorodny uktad
ofmiu réwnan algebraicznych:

C,+ Ci+ Cs+ Cog=0,
k2Cy~ k2C,+ k2Cs— k3Cs =0,
(19 k2 Cy— ak? Cy+ B3 Co— B3 Cg = 0,
ok3C, —ak3Cs+Pk3Cs—BEk3C, = 0,
C,shz;+ Cychz,+ Cssinz;+  Cycosz,+
+ Csshz;+  Cgchzy+  Cysinzy+  Cgceosz, = 0,
k3Cyshz, + k2C,chz,— k2Cssinz,— kiC,cosz, +
+ k3Csshz,+ k2Cschzy— k2Cysinz,— k%Cgcosz, = 0,
ak? C, shz, +ak? C,chz; —ak? Cssinz, —ak? Cycosz; +
+Bk%Csshz, +k} Cschz, — k3 Cqsinz, — k3 Cgcosz, = 0,
ok3C, chz, +ak3 C,shz, —ak3 Cycosz, +akd Cysinz, +
+pk3 Cschz, +Bk3 Csshz, — k3 C;cosz, + k3 Cgsinz, = 0.
Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan tego ukladu jest zerowanie si¢ wyznacz-
nika utworzonego ze wspdlczynnikdw wystepujacych przy poszukiwanych stalych:

(20)

d*shzsinz, (1 —chz,c0s2,)—shz,sinz,(1 ~chz, cosz,) +
21 +dchz,[(shz, —sinz,)(shz,cosz,—chz,sinz,)— (shz, ~
—sinz,)(shz,cosz, —chz,sinz,)] =0,
gdzie

3
7, =k, zy=kyl, d=§,’:§.
L
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Z powyzszego réwnania otrzymamy ciag rozwigzan na czestosci drgan wlasnych w, (k, k,
sg funkcjami o).

Z wyrazenia (14) obliczymy ciagi wartodci dla k,,, ka,.

Z ukladu rownan (19), (20) dla okreSlonej czgstosci w, wyznaczamy stale C;,
(i=1,2,...,8) w funkeji jednej ze statych, np. C,:

Cl!l = R” C7"’ C2,, = C4" = “CGn = _‘CBM = Gn C7:n C3n = NnC7n’ CSH = ]<n C7n,

gdzie wspéiczynniki R,, Gy, Ny, K, sa stale dla okreslonej czestosci w,(*).
Ostatecznie mamy nastgpujace postacie drgan gtéwnych (17) dla okreslonej czestosci
Wy
X, = Cu{[Rysh{k,,x)+N,sin(k,,x)] + G, [chik,, x) +cos(k,x)] +
+ [K,sh(ky, x) +sin(k,, x)] — G, [ ch(ks, x) +cos (kX)) },
Cqa {an([R" sh(k,,x)+N,sin(k,x)] + G,[ch(k,,x) +cos(k1,,x)]) +
+ Bu([Kush(kz, x) +sin(ks, X)) — G, [ehk %) +cos(k, %))},

(22) X 2n

Il

gdzie wolno przyja¢ C;, = 1.
Rozwiazania (8) rozpatrywanego problemu wyrazaja si¢ nastepujacymi szeregami:

wiGe, 1) = O Xeu)Tult) = ) (Acoswnt+ Bysine, t) x
n=1 n=1

x {[Ryshik,,x)+N,sin(ky,x)]+ G, [chik,,x)+cos(k,,x)]+
+ [K,sh(ky, X) +sink,, x)] - G, [ch(ka, X) +cos(k,.%)]},

(23) - B
wy(x, 1) = ZXZ,,(x)T,,(t) = 2(A,,cosw,,t+B,,sinw,,t)x
n=1 n=1

x {o([Rysh(e1, %) +N,sin(k, x)] + Gulch(k 1) +cos(k,2)]) +
+ B [Kash(kznx) +sin(kz, )] — G, [ch (k20 %) +cos(keznx)])} »

gdzie stale 4,, B, wyznaczamy z warunkow poczatkowych wykorzystujac warunek orto-
gonalnoéci postaci drgan gtdwaych, ktéry w tym przypadku ma postaé

1
(24) [P XX+ FXaXo)de =0 dla i #].
0

Z warunkéw poczatkowych (4) mamy:

fix) = ZAHXIM Sa2(x) = ZJAanm
n=1 n=

[>9] 0
gl(x) = anBnle gZ(x) = Z(D"‘BIIXZH‘

n=1 n=1

* Zgodnie' z zasadami rozwiazywania ukladéw r6éwnan jednorodnych nalezaloby sprawdzié z ilu
rozwigzan linjowo niezaleznych sklada sie podstawowy uktad rozwigzan.
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Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy wyrazenia na poszukiwane state:

!
f [Flf'l (x)Xln +F2f2(x)X2,,]dx
0
Anz'“’—l - —— e
f [FI X%n +F2X§,,]dx
0
(25)

!
({ [F\ g1 (X)X 1+ Fy () Xou]dx
Bn = i

!
w, [ [F\ X3, +FyX3,]dx
0

Podsumowanie

1. W rozpatrzonym problemie drgan belek mozemy doszukaé sig pewnej analogi
z drganiami dwéch mas polaczonych wiezig sprezysta. Abstrahujac od tego, ze gérna belka
jest podparta (co zreszta nie jest konieczne, gdyz rozwaZania nasze przeprowadzimy w opar-
ciu o0 wzory ogélne, w ktorych warunki brzegowe jeszcze nie ingeruja), uktad o 2n(n — o)
stopniach swobody mozemy sprowadzi¢ do ukladu o 2 stopniach swobody zakladajac, ze
sztywno$¢ obu belek wzrasta nieskoficzenie.

Jezeli EJ,, EJ, — 0, to musi by¢ ri, 2, = kinan = 0. Wtedy z (14) wynika

+ L Kk(1 I
©e Q(Fl * Fz)—o’
wiec
602 — k(F1+F2) .
oF  F,

Przyjmujac, ze x» = kl oznacza calkowity sztywnoéé elementu sprezystego, m, =
= oF, 1, m, = pF,]— masy belek, otrzymujemy

w? =0 oraz

wl = xm.
mym;
WyraZenie to okresla czesto§¢ drgai dwéch mas polaczonych jednym elementem spre-

zystym. Warunek (15) eliminuje ten malo interesujacy przypadek drgan belek jako pre-
tow nieskonczenie sztywnych.

2. Na podstawie (14), (15)i (13) mozna wykazac, Ze

EJ —_ EJ =
iy =2 (Pt VPR +9) >0, o= S (p— Vi +9) <0,

gdzie

e

E2T T,

Wynika z tego, ze skfadowe wychyleft postaci drgad X,,, X,, przyporzadkowane

wspbiczynnikom k,, majg kierunek zgodny, natomiast przyporzadkowane wspéiczynni-
kom k,, kierunek przeciwny.

_ 2 1 2
pn"‘E—Jl(k anFl)_E—Jz(k—anFZ)s q=
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Jezeli przejdziemy teraz do ukladu o dwéch stopniach swobody, to otrzymamy

co rzeczywiscie ma miejsce.

O petnej analogii uktadu sktadajacego si¢ z dwoch belek i ukladu dwumasowego mozna
jednak méwié dopiero w przypadku, gdy gérna belka nie jest podparta.

3. Z wyraZenia (14) wynika, Zze gdy sztywno$¢ gérnej belki £J; — oo, wtedy dolna
belka drga jak belka na sprezystym podiozu z czgsto$ciami

—
wn = V—EJZ]CZ" +k .
oF;

4, Na zakonczenie warto podkreslié, ze w oparciu o przedstawiony sposob rozwigzania
znalezienie swobodnych drgaf belek przy réznych typach podparcia zaréwno gdrnej,
jak i dolnej belki nie przedstawia trudnosci.

2. Drgania wymuszone

2.1. Ogblny przypadek drgan wymuszonych. Przejdziemy obecnie do wyznaczenia wymuszonych
drgaf belek, wywolanych obcigzeniami dowolnymi, przytozonymi na gornej i dolngj
belce (rys. 2);

[ pro

mul 1 T FﬁTUWTmm\

I N
il

wy \At)

Rys. 2

=Y

ly

fu(x, ), fo(x, ) oznaczaja obciazenia w odpowiednich punktach gérnej i dolnej belki.
Ruch uktadu drgajacego (rys. 2) opisuja réwnania:

o*w 0w

(26) EJ1‘5£4L+QF1T21"]C(WU—W1) = fi(x, 1),
o*w 0%

@7) EJ, 222+ oF, St + k(v —w,) = fa(%, ).

Pelne rozwigzania tego uktadu réwpan sa nastgpujace:
(28) w[ = W1+W1, WII = WZ+W2,
gdzie w,, w, oznaczaja drgania swobodne belek, a W, i W, — drgania wymuszone.

6 Mechanika Teoretyczna
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Wobec tego funkcje W, W, musza spetnia¢ réwnania

W >*W

(29) Eli—z+eFi—g, —k(W= W) = fi(x, 1),
I*W. >*W.

(30) Bl = +oFy—gs +R(Wa— W) = f3(x, 1),

z warunkami brzegowymi typu (3) oraz nastgpujacymi warunkami poczatkowymi:

aw,
a1

W,

3D W.(x,0) = W,(x,0) = =
(x,0) ot

= (.
(x,0)

Do znalezienia rozwiazan powyzszego ukladu réwnan poshuzymy sig metoda rozkladu
w/g postaci drgan wilasnych.
Szukane funkcje przedstawiamy w postaci szeregéw:

(32) Wilx, 1) = D, SuDXu(®), i=1,2,
n=1

gdzie S,(#) oznacza nieznana funkcje czasu, X,,(x), X,,(x) — postacie drgan wiasnych
(znane).
Podstawiajac (32) do (29) i (30) otrzymujemy

(33) BT S XED +0F, Sy Xin—KSu(Xan— X1 )] = £(x, 1),
n=1

(34) D ET S, X80+ 0F, Sy Xon +KSu(Xan—X1n)] = f3(x, ).
n=1

Réwnanie (33) mnozymy przez X, (34) za$ przez X ;.
Po zsumowaniju tych réwnan mamy

o
B9) D [BU XX ED+0, X XE) Sy +0(F X Xont Fo X X o) SY -+
u=1

+h(X ok —X11) (X2 —X1) Su] = f1(x, ) Xyx 1o (%, ) X
Wiemy, Ze funkcje X,,, X,, spelniaja réwnania (10)
36) ELXEY = w?oF, X, +k(Xpn—X1n),
ELXSY) = 0k 0F2 X5 —k(Xpn—X10).

Z réwnan (36) mozna otrzymaé nastepujaca zaleznoéé:

E(JlekX§II|V)+J2X2kXﬁ'V)) = wr%Q(Flelen +F2X2kX2n)_k(X2k_Xlk)(X2n_X1n)’
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ktéra wprowadzamy do wyrazenia (35). Uzyskane w ten sposéb réwnanie

0 (FL X X+ F X050 X,,) [Sy +wiS,] = Ji(x, DXk +10x, )Xo

n=1
catkujemy obustronnie po dlugoéci belki. Przyjmujac teraz k = n i biorac pod uwage
warunek ortogonalnoéci (24), otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne na poszuki-
wang funkcje czasu

(37) Sy +wp S, = —;_Hn ®),
gdzie
Il
f [f1(x, DX 10 (%) +120x, )X 20(2)]dx
(38) Hy(t) =2 - .
[ (F, X3, +F,X2,)dx
0

Rozwiazanie réwnania (37) przy warunkach poczatkowych (31) ma postaé

1

ow

(39) Si(2) =

f H,(7)sinfw,(t—1)]d7.

"%

Zatem drgania wymuszone belek wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami:

[vs] v} 1
= .
Wite,0) = 3 XipS, = ZQ%X | Bu@sinto,@—dr,
n=1 n=1 n 0
Walx, 1) = > XSy = Z—I—X fH(r)sin[w (1= D) dr.
2 1 %ll 2n*“n l Qa)” 2n0 n n

Catkowite drgania belek maja postaé

00 [}
w=w,+W, = ZXI"(T"—'_S") = ZXI,,{A,,cosw,,t+B,,sinw,,t+

n=1 n=1

+ cho . Of H,,(r)sin[w,,(t—-r)]dr},

(41)

=] o
. S .
2’ Xon(T,+Sy) = Z Xon {A,,cosw,,t+B,,sma),,t+

n=1 n=1

Wy = Wy + W2

+

1 t .
H,(7)sin[w,(t— 7)] dr}.
" 61.

ow

6*
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2.2. Drgania poprzeczne przy obciaZeniu skupionymi silami harmonicznymi przemieszczajacymi sie
ze stala predkoscia¥po dolnej belce. Wyprowadzone wzory ogdlne (38), (39), (40) wykorzysta-
my teraz do znalezienia drgan belek w przypadku sit przemieszczajacych sie (rys. 3).

Oznaczenia: P;= Psinwt, Py = P,sinwt oznaczaja sity wymuszajace, w —
czgsto§¢ wymuszenia, a— ustalona odleglosé migdzy sitami, ¢ — stata predkosé prze-
mieszczania si¢ sit (kierunek jej oznaczony jest na rys. 3).

X‘y

WY

Rys. 3

Zaktadamy, ze w chwili # = 0 poloZenie sit jest takie jak na rys. 3.
Rozpoczniemy od obliczenia funkcji (38), ktéra w tym przypadku ma postaé:

i
ffl(x: t)X2ndx

(42) Hy(t) =2

({ [F X3, +F, X3,)dx

Mianownik tego wyraZzenia po wprowadzeniu X,,, X5, z (22) daje:

{
My = [ X3+ Xy = 2l (v 26— R+ 2L (14267 - K2+
0

+ ;1" {(N,,—R,,) G,+ % (R} +GE)sh2Z,,— (N?—G?)sin2Z,,] +
in

+G,[Rysh*Z,, + N,sin*Z;, + (N, +R,)sh Z,,sin Z,,, + (R, ~ N,)ch Z,,,cos Z,] -
- (Nan—"G?l)Shzlncoszln +(M|Rn +G?|)Chzln8inzln} +

Can

+ 4 {(K,.— )G, +% [(K2 +G2)sh2Z,,— (1 — G2)sin2Z,,] —
2n

— Gu[Kysh*Z,, +5i0°Z,, + (K, +1)sh Z,,5in Z,, + (K, — 1) ch Z,€08 Z ] —

—(K,—G¥shZ,,c0s Z,, + (K, +G?)ch Z,, sinZz,,} +

2C3,,

+ 7,:-_1&_ {Gn[kln(Ru +Nn)+k2n(1 +Kn)+(k1nKn +k2,,R,,)ShZMShZZ,,—

—(kinRu+ky,K,)chZ, ,chZyy + (K y+konN,)sinZ ,5in Z5, +
+ (K 1w Nn+K21) 08 Z,,c08 Z 5]~ (k1w G2 + Ko K, Ry)Sh Z ych Zy +
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+(k1nKan +k2n G,?)ChZu,ShZz,,— (k“,G,? ‘—'kz,,N,,)SinZ“,00322,,-—
— (k1aNpy=k2aG3)COSZ,,8In Z,, ) +

2¢3, - )
'I'c—%_%g {Gn[kln(Rn_ n)+k2n(1""Kn)+(k1n—k2an)ShzlnSanZn_

~ (k1 n Ry +k2m)Ch Z,,008 Z o] — (K10 G2 +K2n R,)Sh Z 1, cO8 Z 5, +

+ (k1 Ry +k2,GEChZ,,sinZ,, + (K1, G2~k pn K, N,)sinZ,,ch Z,, —
— (k1w Ky Ny +k2nG2cosZ,,shZ,,+

+Gol(kyn Ky —k2nN,)sINZ ySh Z,, + (k1 N, +E2p K,) 08 Z1,ch Z,,] ),

+

gdzie
Cin=Fy+olF,, Zi, =kl
Con = F1+f3F,,  Zpy = kaul,
Cap = Fi+o,f,F,.

W liczniku wyrazenia (42) otrzymujemy nastepujaca funkcje czasu:

!

!
L(1) = [ £,(¢,0Xdx = sinot [ {P,X,n8[x—ct] +P, X300 x— (@+ct)]} dx =
0 0 .

= [Qy,shik;,ct)+Q,,chky,ct)+Qaysin(k,, ct) +Qsncos(ky,cf) +
+Q5n sh (an Ct) +Q6n Ch(an Ct) +Q7n Sin-(k2n Ct) +Q8n COS(kZH Ct)] sinw? ’

gdzie
d[x—ct] = {0 dla % o, O[x—(a+ct)] ={
1 dla x=c¢t;

Qin = +[R,(P;+Pych (k140)) +G,Pysh (k1,a)],
Qo = +°‘n[Gn(P1 +P,ch (klna)) + R, P,sh (klna)]a
Qan = + 0[N, (Py +P,c08(k1,a))— Gy Pasin(k;, )]s
Qun = +[Gy(Py+Pyc08(ky,@)) +N, Pasin(k,a)],
Osn = +13n[Kn(P1 + P,ch (kz,,a))—G,,sth (kzna)]:
Qen = —BulG, (Pl +2,ch (ki a)) — K, P,sh (k2,0)],
O = +Bs[ (P1+P,c0s(ks,a)) +G,P,sin(kz,a)],
Osn = —Bu[ Gy (P +Pscos(kznd)) — P,sin(k,,a)]. .

0;x # a+c,
1;x = a+ct;

Ostatecznie H,(t) = L,(t)/M,. Wprowadzajac to wyrazenie do wzoru (39) mamy

(43) Si(t) = gw:Mn of (s (1= Ol = 9114» U;’(nt)_;
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gdzie
(44) R ’ Vo = 11,0y,
. Uy = MygManMyntMan,  Un = NinlanBanfan,
My = (inc—(@+0), My = (k20— (0+0,),
Man = (ka0 =(@=0)%, oy = (k200) — (@ =0, )2,
My = (k) +(0+ws)?, n3n = (K2,0)* + (0 +w,)?,
Map.= (ka0 Ho—w)?%,  nay = (K2a0)* +(0—w,)?,
Msy = (ka0 +(@2—wh), 15y = (k2n ) +(w?—wy),
Mg, = (k1n0)?—(W*—w5), ey = (kanc)* —(w? —wh),
Un(1) = sinot {v,[m,myu e, (Q1ashikact) +Qanch(k nct)) —
4) — M3 My Ms, (an sin(knct) — Qancos(ky, C[))] +1uy ["1n RanHen (QSn sh(ka,ct)+
+Qench(kznct)) — n3nnannsa(Qrasinka, ct) — Qgucos(ka, ct))]} —
—2wcoswt {(kn)0u[M1nman(Q1nchkisct) + Qo shik ct))+
+M3, My, (Q3n cos(k,,ct) ~Qunsinlk, nFt))] + (k2n ©)tin [nlu hy, (Qs:x chk,,ct) +
+Qensh(kanct)) +13, 140 (Q14008(k 30 ¢t) — Qausin(k,, ct))]} +

[/ N
+ 60_ Sln(.(),,t['l),,(ml,, mysMsy, Q2n — M3 MypyMegy Q4n) + un(nlnnznnSH Q6n T n4nn6n QBn)] +

n

+260 COsSwy, t [(kln é)vn(mlann an —M3p My, Q3n) + (an C) uu(nln Hay an —H3, N4y Q7n)] .

Drgania wymuszone belek wywolane sitami przemieszczajacymi si¢ maja postaé

Wi, = D XS0 = D i XU,
e n¥n

n=al

(46) © w
Wale, ) = D) XS0 = D) —i XanU0).
n=1 n=1 no

Podsumowanie

1. Rozwigzania drgan wymuszonych (46) skladaja sie, jak to wynika z funkcji czasu (45),
z dwdch czesci:

a) czystych drgan wymuszonych (zawieraja cztony sinw!? i coswt),

b) drgaii swobodnych (zawierajg cziony sinw,t i cosw,t), ktére powstaja w chwili
przylozenia sit zewnetrznych. Nalezy je odréznié od drgan swobodnych, ktére
wynikaja z odpowiednich warunkdéw poczatkowych.

Jest rzecza oczywista, ze wzory (46) sa stuszne dopdki ¢t < (I—a), to znaczy dopdki

zachodzi ruch obciazenia. W momencie gdy ¢ = -(1:—(1 —a), obciazenie zostaje zdjete i pozo-

stang tylko drgania swobodne.
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2. Zjawisko rezonansu moze wystapi¢ dia kazdego skladnika sum (46) przy okreslonych
wartoéciach predkosci przemieszczania si¢ sit wymuszajacych. Wynika to z wyrazenia (44).
Przyréwnujac ¥V, do zera
Vn = [(kln 6)4 - (w +wn)4] [(kln 0)4 - (w —(U,,)“] [(kzn 0)4 - (w +(U,,)4] [(erl 8)4 - (CU —a),,)4] = 0;
otrzymujemy cztery predkosci rezonansowe przy ustalonej czgstoSci wymuszenia w

_ w+w, _ o—w, 0+w, o~

4 = —"F 28 = = 3 Cap = —5— 4n —
1 kln ’ " kln ’ " kzn ’ " kzu ’

z ktérych podstawowa predkoScia rezonansowa jest c,.

Podobnie mozemy moéwi¢ o czterech czgstoSciach rezonansowych (przy ustalonej
predkoéei) wynikajacych bezpoérednio z tych zaleznoSci. Przypadek w = w, nie prowadz
do rezonansu, chyba Ze ¢ = 0 lub gdy sama predko$¢ jest juz rezonansowa.
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Pesome

TIOITEPEUHBIE KOJIEBAHUWA CHCTEMBI IBVX BAJIOK, CBA3AHHBIX
YIIPYTUM 3SJIEMEHTOM

B pab6ore paccMaTpuBaIOTCA MOMEPEUHbIE KOMEOAHUS CUCTEMBI, COCTOALICH H3 ABYX MPHU3MATHUECKHX
0aNoK, CBA3AHHLIX yNPYTHMM 37eMEHTOM. Bepxusas €anxa onupaeTcsd KOHIAMM Ha IKECTKMX ONopax.
Hwxusst — nonselniesa Ha nepBoi 1o Beelt Anune GaJIKK ITpH DOMOLUM YIIPYIOro ajIeMeHTa. AHAIM3UPO-
BaHHasA CHCTEMA SIBJIACTCS HEKOTOPON YIIPOILEHHON MONEIBIO KpaHa MIIK MOCTA.

B paGore npusenensn! nuddepeHBanbHble YPAaBHEHHA NBIDKEHHUA CHCTEMBI, 3 TAKMKE HalfeHbI pe-
INEHUA CBOOOMHLIX KoneOaHuil ¥ BBIHY KACHHBIX KONEeO0aHMA NpH AeHCTBHM [ApMOHHYECKHX CHJI, XBH-
KYLIMXCA C© TIOCTOSHHOI CKOPOCTBIO ITO HIDKHEH Danxe.

Summary

TRANSVERSAL VIBRATION OF THE SYSTEM OF TWO BEAMS CONNECTED BY
MEANS OF AN ELASTIC ELEMENT

In this paper is discussed the transversal vibration of the system of two beams connected by means
of an elastic element. The top beam’s ends are supported on rigid supports. The lower beam is suspended
by means of an elastic element on the first one. This system represents a certain simplified model of a gantry
or a bridge. There are considered the free vibrations of the beams and forced vibrations caused by har-
monic forces which move with a constant velocity on the lower beam.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dniag 27 sierpnia 1973 r.
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1. Wstep

W dziedzinie badan nad przemystowym zastosowaniem energii materiatu wybucho-
wego wiele prac po§wieca si¢ obecnie problemowi wybuchowego mocowania i zgrzewania
rur w dnach oraz §cianach sitowych réznych urzadzed przemystowych, a w szczegdlnoéci
urzadzen cieptowniczych [1-4].

W kazdym konkretnym przypadku otrzymanie wiaciwego zamocowania lub zgrzania
rury w §cianie sitowej musi by¢ poprzedzone wyznaczeniem parametréw ruchu Scianki rury
w warunkach dynamicznych obciazen. Wartoéci tych parametréw oraz ich zmiane w czasie
wyznaczano teoretycznie w pracach [5-8)] przyjmujac, 2ze masa inercyjna (ostona ladunku
wybuchowego) i material rury sa ofrodkami nieScisliwymi. Przyblizenie to w wielu prak-
tycznych przypadkach nie zdaje egzaminu, otrzymuje sie w rzeczywistoSci inny charakter
zmian predkoéci Scianki rury, szczegélnie w poczatkowym okresie jej ruchu.

Lepsze przyblizenie do rzeczywistoéci daje model zaproponowany w pracy [9], w ktdrej
zbadano procesy falowe w oérodku wielowarstwowym z uwzglednieniem parametréw
wytrzymato§ciowych poszczegdlnych warstw. Mimo to nie mozna jeszcze w chwili obecnej
uwzglednié teoretycznie wiele czynnikéw majacych wplyw na charakter zmian predko-
§ci 1 odksztalcenia rozpeczanej wybuchowo rury, dlatego tez réwnolegle prowadzone sa
prace nad odpowiednimi metodami pomiarowymi.

W pracy niniejszej przedstawiamy dwie metody pomiaréw parametrow ruchu rury —
pojemnosciowa i fotoelektryczna. Pierwsza z nich umozliwia doktadny pomiar ruchu écianki
rury w ograniczonym zakresie zmian parametréw ruchu. Druga natomiast nie ma ograni-
czeh ze wzgledu na zakres pomlarow jednak w poréwnanin z pierwsza jest mniej do-
kiadna.

Metode pojemno$ciowa stosujemy w przypadkach, kiedy chcemy mie¢ dokfadna in-
formacj¢ o poszczegdlnych fragmentach ruchu badanego obiektu, natomiast metode
fotoelektryczna stosujemy wtedy, kiedy interesuje nas catoéé ruchu bez wchodzenla W szcze-
gé}y poszczegdlnych jego faz. :

W punkcie 2 dajemy opis metod, w'trzecim omawiamy wyniki pomiaréw. W punkcie 4
zamieszczamy wnioski dotyczace przedstawionych metod i otrzymanych za ich pomoca
wynikéw pomiarowych.
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2. Opis metod pomiarowych

2,1, Metoda pojemnosciowa. Metoda pojemnofciowa oparta jest na wykorzystaniu zja-
wiska zmiany pojemnoéci koricowej glowicy w.cz. pod wplywem oddziatywania przemie-
szczajacej si¢ Scianki rury. Zmiana pojemnoéci powoduje odstrojenie rezonatora od czgsto-
tliwosci rezonansowej, wskutek tego zmienia si¢ sygnal w.cz. podawany na detektor,
Na wyjéciu detektora. otrzymuje si¢ sygnal, ktorego amplituda jest funkcja odleglosci
$cianki rury od czola glowicy w.cz. Sygnal ten jest rejestrowany na lampie oscyloskopu.

5 1 -3 2
G 3 : _ % ] \ﬁ—a
2 t i\ P
| 4 of
R K
i - X
i SVAES
sy oy
&
ﬂ_ﬁ ~3
s |
CHNT
X
Yo T yo I
ORION OSA-601
% e g 7 ]
Rys. 1

Schemat uktadu pomiarowego pokazano na rys. 1. Glowica w.cz. czujnika pojemnoscio-
wego 7, umieszczona jest w obsadzie 8 zamontowanej obrotowo na karetce 9, umozliwiaja-
cej jej plynne precyzyjne przesuwanie po prowadnicach statywu 70 w kierunku normalnym
do tworzacej §cianki rury 4. Wartoéé zmian odlegloéci czota glowicy w.cz. od powierzchni
rury wskazuje mikrometryczny czujnik zegarowy 11 o dzialce elementarnej e = 0,01 mm.

Statyw czujnika pojemno$ciowego umieszczony jest na ptycie podstawowej przyrzadu 5,
stuzacego do sztywnego zamocowania badanej rury. Generator G o stabilizowanej czesto-
tliwosci i mocy wyjSciowej generujac fale ciggta w pasmie 200 MHz zasila glowice w.cz.
Odlegloéé czota gtowicy w.cz. od powierzchni rury 4 wptywa na pojemnoéé jej obwodu rezo-
nansowego ustalajac w ten sposob poziom sygnatu wyjéciowego, ktory zostaje podany na
wzmacniacze odchylenia pionowego oscyloskopéw I i II. Zapalnik 7 inicjuje detonacje
fadunku wybuchowego 2 powodujgc zwarcie czujnika 6. Impuls czujnika wyzwala oscylo-
skop I oraz uklad komenderujacy K, ktdry realizuje opdznione wyzwolenie podstawy czasu
oscyloskopu II, umozliwiajac §ledzenie wybranych fragmentéw procesu rozpeczania.
Jednoczeénie powierzchnia §cianki rozpeczanej rury zblizajac sie¢ do czola glowicy w.cz.
powoduje zmiang jej pojemnoéci modulujac amplitude napigcia wyjéciowego. Rejestrowany
na ekranie oscyloskopu sygnat jednoznacznie okre§la przemieszczenia §cianki rury w czasie.

Przed kazdym pomiarem przeprowadzono skalowanie ukladu .w warunkach statycz-
nych zmieniajac odleglo$§é migdzy czolem glowicy w.cz. a §cianka rury na przewidywanym
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zakresie pomiarowym. Skalowanie przeprowadzono w odcinkach co 0,02mm rejestrujac
spowodowane tym zmiany na ekranie lampy oscyloskopu. Wybranie tak malej bazy skalo-
wania zapewnia dokladnoé¢ rejestracji okoto 1+2%.

2.2. Metoda fotoelekiryczna. Istota metody polega na zastosowaniu fotopowielacza prze-
ksztalcajacego zmiang strumienia S$wietlnego, modulowanego odksztaiceniem $cianki
rozpeczanej rury, na zmiang napigcia rejestrowanego na lampie oscyloskopu katodowego
OSA-601.

I
; Uktad
s?gg;ﬁcazwany @ w2k | |Zasilacz wyso-
o 05A-601 o |lege raptscia S
— , U T &
\ : .
~220 3
g o
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Schemat ukiadu pomiarowego pokazano na rys. 2. Strumien §wietlny z zaréwki o linio-
wym wioknie I, (U =7V i I = 0,3A), przechodzacy przez szczeling w diafragmie 2,
skupiony w soczewce 3, skierowany jest na fotokatode fotopowielacza 4 i powoduje pow-
stanie na jego wyjSciu odpowiedniego sygnalu elektrycznego. Przy detonacji fadunku
wybuchowego 5 czujnik 6 powoduje «start» oscyloskopu. Jednoczeénie rozpgczana rura 7
powoduje przystanianie szczeliny i zmiane strumienia §wietinego. W ten sposéb uzyskuje
si¢ na wyjsciu fotopowielacza i na lampie oscyloskopu zmiane napigcia odpowiadajaca
zmiapie odksztalcenia rozpgczanej rury.

Przeprowadzone pomiary poprzedzono skalowaniem statycznym ukladu pomiarowego.
W zwiazku z zastosowaniem wzmacniaczy pradu zmiennego strumien §wietlny przy skalo-
waniu modulowano przy uzyciu wirujacej przestony 8 umieszczonej na osi silniczka elek-
trycznego 9. Skalowanie przeprowadzono punktowo co 0,5mm przy uzyciu mechanizmu 70,
odczytujac amplitude impulséw na lampie oscyloskopu. Punkt pracy wybierano na prosto-
lintowym odcinku krzywej skalowania.

Dodatkowo opracowano metodg skalowania dynamicznego w trakcie wlasciwego po-
miaru. W tym celu szczeling w diafragmie 2 wykonano w postaci okienek o dtugosci
0,3mm w odstgpach:co 0,2mm. Otrzymano schodkowy wykres przemieszczenia §cianki
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rury, pozwalajacy na bezposredni odczyt rzeczywistej wartosci tego przemieszczenia dla
poszczegdlnych odcinkdw czasowych. Zastosowana metoda skalowania zapewnia doklad-
no$¢ odezytu okoto 10%.

3. Wyniki pomiaréw

Za pomoca metody fotoelektrycznej przeprowadzono badania procesu wybuchowego
rozpgczania rur o §rednicy zewnetrznej d, = 51 mm i grubosci §cianki g = 3mm, wykona-
nych ze stali K10. Do badan uzyto walcowych tadunkéw, w ktdérych obudowe stanowity
masy inercyjne o réznej gestoéci, natomiast materialem wybuchowym byt heksogen flegma-
tyzowany o gestoéci g = 0,9 g/cm?.

4, _m:" -
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¢>

Rys. 4

Przykladowe wyniki pomiaréw pokazano na rys. 3 i 4. Przedstawiaja one zmiany od-
ksztalcenia §cianki rury w czasie dla }adunkéw, w ktérych masg inercyjna byla parafina
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o gestoéei og = 0,9 g/cm?, natomiast material wybuchowy posiadat §rednice dy = Smm
(tys. 4) i dp = 6,5mm (rys. 3).

Obliczone na podstawie przebiegdw oscyloskopowych odpowiednie przebiegi zmian
odksztatcenia Ar, = f(1) i predkosci V. = f(#) écianki rury pokazano na rys. 5 i rys. 6.

An A
mm Ay =F(t)
25—

20~

15~

o0 10 20 30 40 50 .
tus

‘;ﬁ A
mis
Ve=F(t)
100 -~

80 -~
60 —~

0

—

20

AN I I N L e
0 1w 20 3 4 %20 o

Rys. 5

A

A
mm
20 - Amfs

20~

An=Ft)

0 W m 3 W0 50 w0

100 Vo= F{t)

RN T R TN M N N SN R -
0 W 2w 30 W 50 w00 t s

Rys. 6




90 W. Basur, H. Derentowicz, M. Fruczek, E. WLODARCZYK, Z. ZIGLKOWSKI

Podobne wykresy zmian dr, = f(t) i ¥V, = f(¢) otrzymano dla réznych rodzajéw mas
inercyjnych przekonujac sie¢ o duzym wplywie gestosci i ich struktury wewnetrznej na
charakter dynamicznego odksztalcenia $cianki rury. Przykiad takiego oddzialywania ilu-
struja wykresy pokazane na rys. 7irys. 8. Podano na nich zmiang wartosci odksztalcenia
i predkodci §cianki dla mas inercyjnych posiadajacych gestodé o, ~ 0,9, 2,0 1 2,26 g/cm?
(odpowiednio: parafina, plastelina i parafina z ziemia okrzemkowa) przy jednakowej $red-
nicy materiatu wybuchowego, wynoszacej d, = Smm.

Ary
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Przedstawione wyniki pomiaréw wykazuja, ze dla dwéch mas inercyjnych o zblizonej
gesto$ci mozna uzyskaé réZne wartosci odksztalcen i predkosci $cianki i odwrotnie dla
mas o roznych gesto§ciach omawiane wartoéci réwne. Wynika stad, ze zmiana predkosci
i odksztalcenia §cianki przy ustalonym fadunku materialu wybuchowego zalezy od struk-
tury masy inercyjnej i stopnia jej porowatoéci, a wiec od zdolnoéci thumienia fali uderze-
niowej, jej wytrzymatosci, lepkoéci i innych wilasnosci decydujacych o stopniu dysypacji
energii wyzwolonej przy detonacji materiatu wybuchowego.

Z Xkolei na rysunkach 9, 10, 11 pokazujemy oscylogramy uzyskane metoda pojemno-
Sciowa dla tadunkéw wybuchowych o érednicach 4, 5 i 6mm. Na oscylogramie przedsta-
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wionym na rys. 11 nie zarejestrowano maksymalnej wartoéci odksztalcenia, co zwigzane jest
z ograniczonym zakresem pomiarowym czujnika. Opracowane wyniki pomiaréw zmiany
przyrostu promienia w funkcji czasu pokazane sa na rys. 12. Punktami 4 i B zaznaczono
tutaj trwaty maksymalny przyrost promienia rury — ARmax. Uzyskano bardzo dobra
zgodno$¢ wynikéw dotyczacych trwatych odksztalcen rury, zmierzonych za pomoca
mikrometru i odczytanych z oscylogramoéw.

Punktami ¢, d i ¢ zaznaczono chwile rozpoczecia ruchu §cianki rury. Wynosza one
odpowiednio: dla tadunku o érednicy 4mm — 10us, dla 5mm — 9ps i dla 6mm — 8ps.
Mikrosekundowe réznice w czasach rozpoczecia ruchu $cianek rur zwiazane sa przede
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wszystkim ze zmienng gruboécia masy inercyjnej spowodowang rosnaca $rednica. tadunkéw
wybtichowych oraz w mniejszym stopniu spadkiem intensywnoéci fali uderzeniowej w pla—
stelipie.
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Czuto§¢ metody pojemnosciowe;j jest na tyle wysoka, ze udaje si¢ zarejestrowaé warto$é
powrotu sprezystego rury 4, (por. rys. 12), ktéry odgrywa istotna rolg w doborze para-
metréw roztagcznego mocowania rur w dnach sitowych wymiennikéw ciepla. Poza tym
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udaje SlQ réwmez zmlerzyé drgajqcy ruch powierzchni rury, spowodowany kolejnymi
odbiciami od swobodnych '§cianek rury fali naprezenia, pokazanej na rys. 13 (wykres
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wykonano na podstawie teoretyczaych obliczers wg wzoréw podanych w [9]). Tego typu
pomiary wykonano na odcinku krzywej CD (rys. 12) i przedstawiono na rys. 14. Drga-
jacy charakter zmiany parametréw w calym zakresie zmiany parametréw mozna zbadaé
tylko w spos6b numeryczny, co zrobiono w pracy [9].

4. Wnioski koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy metody pomiaréw dynamiki rur rozpgczanych wy-
buchowo spelniaja wymagania praktyki laboratoryjnej i inZynierskiej: sa proste, latwo
dostepne i wygodne w praktycznych zastosowaniach. Metoda pojemno$ciowa mozna
mierzyé z bardzo duza dokladnoscia poszczegdlne fragmenty ruchu badanego obiektu
(cianki rury). Metodg t¢ stosujemy w przypadkach, kiedy chcemy mie¢ dokladna infor-
macjg o poszczegd_lnyéh fragmentach ruchu lub tez gdy zakres zmian parametréw ruchu ba-
danego obiektu jest niewielki (rzedu kilku mm).

Metoda fotoelektryczna jest mniej dokladna w porédwnaniu do poprzedniej, ale za to
nie ma praktycznie ograniczen w zakresie pomiarowym. Stosujemy ja w przypadkach,
kiedy interesuje nas calo§¢ ruchu bez wchodzenia w szczegdly poszczegdlnych jego frag-
mentéw.

Przy okazji sprawdzania poprawnoSci i efektywno$ci metod stwierdzono bardzo istotny
wplyw na parametry ruchu rury fizyko-mechanicznych wlasnoséci masy inercyjnej w wa-
runkach dynamicznych obcigzen.
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Pesmome

O METOIAX M3MEPEHUH IIAPAMETPOB IBIMOKEHMS BHEWHEN ITOBEPXHOCTH
CTEHKH TPYBbl, PAIIMPAEMON B3PLIBOM BAPHI[A B.B.

B paGore 0GCy)<IeHBI AB& METORA HENPEDLIBHOIO M3MEPEHHS NADAMETDOB FBIDKERMA BHELIHCH
TIOBEPXHOCTH CTeHKH TpYyObl, paluMpaemoif B3pbisoM sapsana B.B.
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IepBbIit METOX — EMKOCTHBIH, [aET BOZMOMKHOCTE TOYHO HSMEPHTE {BHIKEHHE CTEHKHM TPYOLI B Orpa~
HHUYEeHHOM MIHAaNd30HE M3MEHEHHIT napameTpoB IBmkeHusa. Bropolt — doToanexTprueckuil merox, maer
BO3MOIKHOCTh MameperHii Ge3 orpaHHJyenHs Nuanas’oHa NapaMeTPOB IBMKEHWS, OJHAKO Pe3yNbTATHI
M3MepeHMil B HAYAJbHOM CTaj(MH ABIDKEHHS MEHee TOYHBI, WEM Ui mepsoro meropa. IlepeuncicHuble
METOIpbI JOMONHAIOTCA B3aMMHO, IIEPEKPBIBASL BECH INATIA30H H3MEPAEMBIX N1APaMETPOB JIBUIKEHHS TPY6bI
¥ Gyyus pOCThIMY M yNOOHEBIMM JUIsl MpUMEHeHuH B akcrepumenTe. BoinonHenne ucce[oBaHusA CBH-
NENBCTBYIOT O 3HAYHTENEHOM BIMAHMHM (DH3HKO-MEXaHMUECKHX CBOMCTB MHEPIMOHHOIO MaTepHaya Ha
KHHEeMaTHYECKHE YapaMeTPhl NBHMKEHMA CTEHKH TpyOBI.

Summary

ON MEASUREMENT METHODS OF KINEMATIC PARAMETERS OF EXTERNAL WALL
SURFACE OF A TUBE SUBJECT TO EXPLOSIVE EXPANSION

Both the capacitive and photoelectric methods of measurement of kinematic parameters of the oui-
side wall of a tube subject to explosive expanding are discussed in this paper. The first method gives correct
measurements of kinematic parameters of the inside surface, but the measuring range is limited. The second
one gives a possibility of measurements without limitation in range, but the accuracy is less than that in
the first method.

Both methods mentioned above are complementary and cover all measuring ranges. They are simple
and very useful in applications.

From the experiments performed a suggestion follows that properties of the intermediate material
locked between the explosive charge and the tube significantly influences the kinematic parameters of a
tube wall.

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 20 lipca 1973 r.
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Errata

Juz po ukazaniu si¢ naszej pracy, zamieszczonej w z. 1/1973 MTIS pt. Przyklady ultra-
dystrybucyjrych rozwiqzan pasma plytowego stwierdziliSmy, ze w zadaniu II przez przeo-
czenie popelniony zostal blad, polegajacy na opuszczeniu calego czynnika przy wyzna-
czaniu jednej ze stalych catki ogdlnej.

Zmianie ulegaja rownania poczynajac od wzoréw, oznaczonych numerem (3.9). Nizej
podano ich poprawng posta¢ w kolejnoéei ich wystepowania w tekécie wydrukowanym
z zachowaniem kolejnoéci (réwniez w przypadku gdy nie sa opatrzone numerem kolej-

nym)
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R 1 2 4 ,.2)3/2
(3.14) w(xy, x3) = ﬁ‘xz sgnx, m(xl +x2)°* + R(x,, x2, by).

Jednoczeénie autorzy uwazaja za swéj obowigzek przeprosi¢é zaréwno Czytelnikéw
jak i Redakcje za godne ubolewania niedopatrzenie.
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MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA «EQUA-DIFF 73»

W dniach 3—8 wrzeénia 1973 r. odbyfa si¢ w Brukseli migdzynarodowa konferencja ,,FQUA-DIFF 73"
poswigcona zagadnieniom nieliniowych réwnan rézniczkowych i funkcjonalnych, teorii statecznogci i nie-
liniowej mechanice ukladéw o skoriczonej liczbie stopni swobody. Byla to druga z rzedu konferencja tego
typu organizowana wspélnie przez Francj¢ i Belgi¢. Pierwsza odbyla si¢ w Marsylii pod haslem ,,EQUA-
DIFF 70”.

Gospodarzami konferencji byli prof. P. Janssens z Faculté des Sciences Appliquées, Université Libre
de Bruxelles oraz prof. N. Rouche, kierownik Instytutu Matematyki, Université Catholique de Louvain.

Komitet organizacyjny zaprosit okolo 100 os6b, przybylo na konferencje 90 os6b z 14 krajéw, w tym
jedna osoba z Polski. Najliczniej reprezentowane byly delegacje organizatoréw — Belgii i Francji oraz
delegacje Wloch i Stan6éw Zjednoczonych.

Do wygtoszenia referatéw plenarnych zaproszeni byli specjalisci §wiatowej stawy:

Prof. L. Cesari (USA) wyglosil referat p.t. ,,Zagadnienia warunkéw brzegowych dla hiperbolicznych,
quasi-liniowych czastkowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu®,

Prof. Ju. Mitropolski (ZSRR) — ,,Badania nieliniowych réwnan r6éiniczkowych z odchylonym argu-
mentem”’,

Prof. M. Urabe (Japonia) — ,,Zmodyfikowana procedura Galerkina dla nieliriowych prawie-perio-
dycznych ukladéw rézniczkowych,

Prof. L. Salvadori (Wlochy) — ,,Teoria asymptotycznej statecznoéci”,

Prof. A. Halanay (Rumunia) — ,,Uklady z opbimionym argumentem: zastosowanie metody czesto-
tliwosciowej™,

Prof. R. M. Rosenberg —,,0 mechanicznym modelu aktywnosci elektrycznej serca”,

Prof. N. P. Bathia (USA) — ,,Dynamika przeplywu w otoczeniu niezmienniczego, zwartego zbioru” .

Oproécz referatéw plenarnych wygloszono 42 komunikaty, podzielone na 4 grupy tematyczne:
1 — metody obliczeniowe w nieliniowej mechanice,
II — teoria statecznosci,

1II — roéwnania i rozwigzania periodyczne,

1V — zagadnienia rézne.

Pelne teksty referatow wydrukowane zostaly 2 miesiace przed konferencja i rozeslane do wszystkich
uczestnikéw. Tytul tego wydawnictwa: ,;Equations différentielles et functionnelles non-linéaires”, red.
P. Janssens, J. Mawhin et N. Rouche, wyd. Hermann, Paryz 1973. W zwiazku z tym czas wyglaszania ko-
munikatéw ograniczony by! do 5—10 minut, a dyskusje byly dlugie i oZzywione.

Komunikaty nalezace do grupy tematycznej IT, 1111 IV mialy charakter teoretyczny i stanowity przy-
czynki do tradycyjnie uprawianych dyscyplin matematyki stosowanej. Z nowszych zagadnied zwraca.
uwagg podjecie trudnej tematyki rébwnan i rozwigzaf prawie-periodycznych oraz zagadniesi statecznosci
ukladéw stochastycznych. Mimo bogatej literatury, zagadpienia jakoéciowych badad statecznofci, a
w szczegOlnodci statecznoéci globalnej i r6inych kryteriéw statecznosci ukjadéw nieliniowych, byly w dal-
szym ciagu tematem licznych i Zywo dyskutowanych prac.

Szereg prac po$§wieconych bylo matematycznym podstawom metod asymptotyczoych, a w szczeg6lnosci
metodom usrednienia, ktére znajdujg coraz szersze zastosowania w wielu dziedzinach nieliniowej mechaniki.
Wymieni¢ tu nalezy przede wszystkim plenarny referat prof. Ju. Mitropolskiego oraz komunikaty:

J. . Balbi (Francja) — ,,Zastosowanie uogblnionej metody usrednienia do rozwinie¢ asymptotycznych
pewnych funkcji”,

A.H.P. van der Burgh (Holandxa)—,,Metoda asymptotyczna dla pewnej klasy réwnan rézmcz-
kowych”.
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W zakresie nieliniowej mechaniki o skonczonej liczbie stopni swobody znaczna cz¢§¢ prac po§wiecona
byla przyblizonym metodom obliczeniowym. Oprécz plenarnego referatu prof. Urabe wymienié tu nalezy
komunikaty:

T. D’Hont (Belgia) ,,Zastosowanie metody Newtona do nielinjowych periodycznych ukladéw réwnan
rézniczkowych™,

R. Van Dooren (Belgia) ,,Badanie rozwigzan silnie nieliniowych réwnan rézniczkowych”,

G. Schmit (NRD) ,,Dynamiczna stateczno§é uktadéw o skonczone;j liczbie stopni swobody”,

W. Szemplinska-Stupnicka (Polska) ,,Przyblizona metoda badania stanéw nieustalonych w nielinio-
wych ukladach drgajacych o wielu stopniach swobody”,

R. Chaleat, J. Balbi—, Wyisze przyblizenia w teorii synchronizacji pewnych oscylatoréw stabo-
nieliniowych™.

Roéznorodnosé procedur i argumentacji w wymienionych wyzej pracach odzwierciedla trudnosci na
jakie napotyka iloéciowe badanie ukladéw nieliniowych o wielu stopniach swobody, a stad i trudnosci
z rozwigzywaniem nieliniowych zagadnie zwiazanych z drganiami maszyn, pojazd6w i urzadzen. Szczegdl-
nie ostra polemika wywiazala si¢ na temat komunikatu T. D'Honta, ktéry zastosowat bezposrednia metode
numeryczna zamiast powszechniej aprobowanych metod przyblizonych, takich jak metoda Galerkina,
mefoda usrednienia i inne.

Referat prof. R. M. Rosenberga wymieniony wsrdd referatow plenarnych, nie byl zglaszany na kon-
ferencje i zostal wygtoszony na specjalng prosbe organizatoréw, a spotkal si¢ z ogromnym zainteresowaniem.
Referat przeznaczony dla lekarzy-kardiologéw, przedstawial, bez wprowadzania formalizmu matematycz~
nego, udana prébe zbudowania modelu mechanicznego symulujacego funkcjonowanie elektrycznej aktyw-
nosci serca ludzkiego. Obecny etap prac podsumowany zostal poréwnaniem ,,odpowiedzi”” modelu me-
chanicznego, otrzymanej na drodze obliczen numerycznych, z oryginalnymi elektrokardiogramami serca.
Operujac tylko jednym parametrem w tym modelu, uzyskano bardzo obiecujaca zgodnosé wynikoéw przy
roznych stanach niewydolno$ci serca i standéw zawalowych.

Interesujagcym punktem programu konferencji bylo zwiedzanie nowobudowanego oérodka uniwersy-
teckiego w odleglo$ci 30 km od Brukseli, Nowe osiedle, ktére otrzymalo nazwe Louvain-la-Neuve, wzno-
szone z dala od teren6w zabudowanych, daje niemal nieograniczone mozliwosci urzeczywistnienia marzen
i fantazji architektéw i urbanistéw o nowoczesnych i niezwyklych rozwigzaniach,

Nastepna konferencja ,,EQUA-DIFF” odbedzie si¢ w r. 1976 we Francji.

Wanda Szempliniska-Stupnicka ( Warszawa)

DRUGA MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA
na temat

MECHANIKA BUDOWLI W TECHNICE REAKTOROWEJ
Berlin, 10—14 wrze$nia 1973 r.

W dniach 10-14 wrze$nia 1973 r. odbyla si¢ w Berlinie druga z kolei (pierwsza miala miejsce w 1971 r,
rowniez w Berlinie) konferencja na temat zastosowari mechaniki budowli do obliczania i projektowania
reaktoréw i silowni jadrowych. Zorganizowalo ja Migdzynarodowe Stowarzyszenie Mechaniki Kon-
strukeji Reaktorow (IASM i RT — International Association for Structural Mechanics in Reactor Techno-
logy) przy wspéludziale zawodowych i naukowo-technicznych instytucji europejskich i amerykanskich
oraz innych organizacji (np. wspélorganizatorem pierwszej konferencji byt Instytut Podstawowych Pro-
blem6éw Techniki PAN).

O zainteresowaniu konferencja §wiadcza liczby: ok. 800 uczestnikdw z 25 krajow, 450 referatow.

Celem konferencji byto, jak glosit program, skonfrontowanie inzynieréw i naukowcéw pracujacych
przy rozwigzywaniu problemow mechaniki w technice reaktorowej i projektowaniu sitowni jagdrowych
Z naukowcami zajmujacymi si¢ badaniami podstawowymi w celu wymiany pogladéw i dyskusji rezultatow
i ulatwienia przenikania najnowszych osiagnie¢ mechaniki w tej galezi wspo6lczesnej techniki, jaka jest
technologia znana z wykorzystania energii jadrowej do celéw pokojowych.
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Energetyka jadrowa stanowi jeden z licznych dziatow technologii, gdzie ingerencja wspolczesnej mecha-
niki jest niezbedna, dziat, ktory wiele rozwiazan oczekuje od mechaniki. Praktyczna realizacja w skali
przemystowej koncepcji fizykow jest mozliwa jedynie przy wkroczenin inzynierii i to inZynierii mocno
opartej na mechanice materialow i konstrukcji.

Wstep do programu konferencji stwierdza: technika reaktorowa wymaga syntezy wielu roznych umie-
jetnoSci, Zdolno$é do rozwigzywania wynikajacych problemdéw mechaniki konstrukeji jest niezbednym
warunkiem ekonomicznego, niezawodnego i bezpiecznego korzystania z energii jadrowej.

Gwaltowny rozw6j techniki reaktorowej przyniésl réznorakie problemy w dziedzinie mechaniki kon-
strukcji, zwigzane z zuzyciem nowych materiatdw stosowanych w elementach reaktordéw roznych typow,
pracujacych w trudnych warunkach i przy wysokich obciazeniach.

Niespotykane dotychczas polaczenie wymagad mechanicznych i konstrukcyjnych postawito przed me-
chanikq niezwykle trudne zadania, ale stanowi zarazem silny bodziec dla jej rozwoju. Mechanika zostata
zmuszona do gwaltownego post¢pu nie tylko w dziedzinach zwiazanych ze zlozonymi prawami stanu,
ale réwniez w dziedzinie metod komputerowych i kontroli jakosci. W ciagu ostatnich lat zanotowano
znaczny krok naprzdd; jednakze wciaz jeszcze szereg problemow tak czysto mechanicznych jak i zwia-
zanych z nimi nastrecza powazne trudnodci w technice reaktorowej.

Roéwnocze$nie rozwiazywanie probleméw techniki reaktorowej jest jednym z najwazniejszych Zrodet
inspiracji wspolczesnej mechaniki konstrukcji.

Konferencja po$wigcona byla studiom teoretycznym i do$wiadczalnym oraz zagadnieniom projekto-
wania konstrukcji nowych typdéw reaktoréw na lekka wodg, powielajacych, chiodzonych cieklym meta-
lem, reaktoréw dla pojazdow itp., a w szczegblnosci obejmowala zagadnienia:

1) analizy naprezen, odksztalced, statecznosci i obciazen krytycznych wszelkiego rodzaju elementow
reaktora i wyposazenia, w oparciu o teori¢ termosprezystosci, termoplastycznosci, termolepkosprezystosci
i teorii no$noéci granicznej;

2) apalizy naprezert i odksztalcen przy cyklach temperatury, np. w reaktorach chtodzonych cieklym
metalem, i obciazefl mechanicznych;

3) analizy rozprzestrzeniania si¢ szczelin i peknieé w elementach paliwowych i obudowie z uwzgle-
dnieniem zagadnien dyfuzji, nieliniowych réwnan przewodnictwa cieplnego itp;

4) dynamicznej analizy konstrukcji reaktora w normalnych warunkach pracy i w warunkach awa-
ryjnych, np. przy obciazeniach sejsmicznych, uderzeniach itp.;

5) analizy wplywu sprzgzen termomechanicznych, magnetomechanicznych i radiacyjoych, wplywu
zjawiska turbulencji itp. z zakresu mechaniki cieczy na mechaniczne zachowanie si¢ elementéw reaktora
jadrowego, réznych elementow jego obudowy, réznych typéw konstrukgji jego obudowy;

6) analizy wytrzymatoiciowej nowych materiatow konstrukcyjnych obudowy reaktor6w (beton sprg-
Zony, zeliwo sprezone) i problemow bezpieczenstwa i niezawodnosci konstrukeji. Reaktory jadrowe stanowia
jeden z pajbardziej starannie opracowywanych typow projektéw konstrukcyjnych pod wzglgdem wyko-
nawstwa i niezawodnoSci.

W procesie projektowania i eksploatacji reaktora i urzadzed towarzyszacych wynikaja nastgpujace
problemy:

1) wspéldzialanie mechaniki materialdw i konstrukcji z inzynieria budowlana (teoria Zelbetu, kon-
strukgji sprezonych itp);

2) matematyczno-fizyczny opis materialow z uwzglgdnieniem wielorakich sprezen, napromieniowania,
zZmeczenia itp.;

3) specjalne zagadnienia graniczne przy sprezonym dzialaniu réznych efektow;

4) metody obliczania wytrzymaloéciowego i termicznego rurociagdw, paliwa, oston paliwa, oslony
reaktora, konstrukcji zabezpieczajacych — w szczeg6lno§ci metody komputerowe w zastosowaniu do tych
zagadniefi;

5) metody projektowania i niezawodnoSci uktadéw mechanicznych (paliwa, moderatoréw, oslon,
zbiornik6bw ci§nieniowych, rurociagéw ci$nieniowych, konstrukcji ochraniajacych zelbetowych, stalowych,
sprezonych zeliwnych itp.).

Calos¢ tematyki konferencji zostala podzielona na nastgpujace dzialy:
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Zagadnienia ogélne techniki reaktorowej

A. Ekonomika, nowe technologie (analiza technologii wybranych w poszczegolnych krajach), reaktory
syntezy (wodorowe).
B. RBezpieczenistwo i niezawodno$¢, problemy spoleczne zwigzane z energia jadrowa.

Rdzer reakitora

Mechanika paliwa (model materiatu, wspodtpraca z pokryciem).
. Mechanika jego pokrycia i oston (wspélpraca, drgania elementu paliwowego itp.).

To

Elementy reaktora

E. Analiza uderzen i drgan (zagadnienia dynamiczne w szybkich reaktorach).

F. Analiza konstrukcji i systemu chtodzenia (obliczenie i projektowanie, wymienniki ciepla, awarie prze-
wodéw),

Obudowa rdzenia

. Obliczanie obudowy stalowej (metody projektowania, charakterystyki materialu, mechanika peknieé).
. Obliczanie obudowy z betonu sprezonego (obliczanie i projektowanie, mechanizmy zniszczenia, pel-
zanie betonu, pomiary).

T Q

Konstrukcje w elektrowniach jadrowych

J. Warunki obciazeniowe i obliczenia konstrukcji.
K. Analiza zachowania si¢ konstrukcji przy obcigzeniach sejsmicznych (wskazowki projektowe, wspol-
praca z podlozem, pomiary).

Mechanika budowli i projektowanie

I

Przewodnictwo ciepla, naprezenia cieplne, niesprezyste zachowanie si¢ konstrukeji.
M. Metody obliczeniowe, analiza niezawodno$ci.

Jak widaé z powyZszego zestawienia, objete nim zostaly wszystkie wlasciwie zagadnienia zwigzane z pro-
jektowaniem, wznoszeniem i eksploatacja reaktora, w rozwigzywaniu ktérych mechanika moglaby byé
pomocna,

Referaty szczegblowe przedstawione zostaly w o$miu réwnoleglych sekcjach i ogloszone w dziewigciu
tomach materiatéw. Materialy te sa do wgladu w Bibliotece Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki
PAN, Warszawa, ul. Swigtokrzyska 21.

Istotnym elementem konferencji byly generalne dyskusje na temat perspektyw energetyki jadrowej
w Europie i zagadnienl bezpieczenistwa przemystowo pracujacych stowni «na lekka wode» (np. preferencja
w NRF dla reaktoréw wysokotemperaturowych i zwiazane z tym problemy mechaniczne; mechaniczne
aspekty — w dalszej kolejno§ci — reaktoréw i paliw do «fast breader reactors» i do reaktoréw powiela-
Jjacych, problemy konstrukcyjne reaktoréw ze sprezonego zeliwa itd.).

Z zagadnien, ktére na biezacej konferencji doczekaly sie szerszego omoéwienia niz na konferencji po-
przedniej, wymienié nalezy problemy wytrzymalo§ciowe w warunkach cykli zmian temperatury, cyklicz-
nych zmian obcigzen mechanicznych i promieniowania. Problematyka ta ma duze znaczenie nie tylko
w technice reaktorowej ale i w innych dziedzinach, jak przemyst chemiczny czy hutnictwo. Zagadnienia
noénoéci konstrukeji przy obciazeniach cyklicznych znajduja sig w centrum zainteresowania badaczy
i inZynierobw w wielu krajach i oSrodkach. Podstawom teorii oraz obliczeniom no$nosci konstrukcji nie-
sprezystych przy obcigzeniach zmiennych poswigcone byly w calosci sesje L.7 i L.8 oraz (w podejéciu pro-
babilistycznym) sesje M.6 i M.7.

Jezeli chodzi o obliczenia numeryczne (nie tylko wytrzymalosciowe ale réwniez np. termiczne), to
podkresli¢ nalezy «panowanie» metody elementdéw skorficzonych w réznych jej wariantach, wybér ktérych
podyktowany jest rodzajem rozwigzywanego problemu, dokladnoscia czy typem uzywanej maszyny li-
czgcej. Duzo miejsca poswiecono metodom hybrydowym.

Obserwowane czesto w kraju trudnoéci w porozumiewaniu si¢ praktykéw z badaczami widoczne byly
réwniez w trakcie tego spotkania. Mozna bylo stwierdzié, ze bardzo wazne konstrukcje obliczane sq nie-
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kiedy przy zastosowaniu znacznie uproszczonych modeli mechanicznych przy wykorzystaniu skompliko-
wanych technik obliczeniowych.

W dyskusji wiele uwagi poSwigcono kwestii niezawodnodci dzialania reaktoréw przede wszystkim od
strony normujacych te sprawe przepisow, ktore obowigzuja w krajach posiadajacych sitownie nuklearne.
Wiele glosoéw w dyskusji wskazywalo na fakt, ze ze wzgledu na wymagania tych przepiséw, reaktory ja-
drowe sa urzadzepiami o najwyZszym stopniu niezawodno$ci réwniez z mechanicznego punktu widzenia.
Padaly glosy nawet za ewentualnym czeéciowym ztagodzeniem tych przepisow.

Rola, jaka w tej sprawie odgrywa wplyw opinii publicznej oraz posunigta do najwyzszych granic od-
powiedzialno$¢, jakiej tego rodzaju decyzje wymagaja, wskazuja, ze problematyka reaktorow jadrowych
wykracza daleko poza szeroko nawet pojete ramy techniki i wymaga bardzo catosciowego ujmowania.

Z Polski przedstawione zostaly na konferencji nastepujace prace:

The Influence of Moisture Content on the Creep of Concrete at Elevaled Temperatures, J. ZIELINSKI
i A. Sapowsk1 (Politechnika Warszawska).

On the Use of Orthotropic Yield Surfaces to Obtain Limit Loads for Perforated Plates, J. POROWSKI
(Prosynchrom, Gliwice), A. Sawczuxk (IPPT PAN).

Methods of Analysing Shakedown Behaviour of Elastic-Plastic Structures (referat generalny), A. SAWCZUK
(IPPT PAN).

Large Deflection Analysis od Cylindrical Plastic Shells Subjected to Impact Loading, Ang Phong, A, SAw-
czuk (IPPT PAN).

Plasticity of Irradiated Materials, P. PerzyNa (IPPT PAN).

Boundary Value Problems in Cyclic Plasticity, Z. Mr6z (IPPT PAN).

Deflection Bounding at Shakedown under Thermal and Mechanical Loadings, J, A. Kénig (IPPT PAN).

Poza tym w materiatach konferencji znalazly sie prace:

Some Problems of Rheological Stability in the Presence of Temperature Field J, ByCHAWSKIEGO (Polite-

chnikaKrakowska) I Buckling of Viscoplastic Cylindrical Shells Subjected to Radial Impulse and Tem-

perature W, WoIEwWODZKIEGO (Politechnika Warszawska).

Prace te, jak mozna si¢ zorientowaé z tytuldéw, koncentrowaly si¢ wokd! zagadnien wytrzyma}oémo-
wych pracy konstrukcji (gtéwnie uktadéw plyt i rur) w warunkach zmiennych obciazed mechanicznych,
cykli temperatury, napromieniowania oraz na zagadnieniu obudowy reaktorow.

W zwiazku z projektowaniem polskich elektrowni jadrowych, rozwojem przemysiu chemicznego i ener-
getyki udzial referatébw z Polski ma duze znaczenie nie tylko w technice reaktorowej, ale w wielu dziatach
energetyki i przemystu chemicznego (naczynia ciénieniowe, obciazenia cykliczne itp.).

Z powyzszego nasuwaja si¢ nastepujace wnioski odno$nie wachlarza kierunkéw badan zastugujacych
na rozwijanie:

1) badania nad plastycznoécia' i pelzaniem materialéw napromieniowanych oraz nad sprezeniami
termo-radio-mechanicznymi;

2) rozwojowe studia nad wytrzymalodeia cykliczna, np. nad «cyclic plasticity» oraz nad adaptacja
opracowanych u nas propozycji teoretycznych z dziedziny plastycznosci do zagadnien deformacji ma-
terialéw moderujacych i paliw jadrowych;

3) zainteresowanie si¢ problematyka konstrukcji zeliwnych sprezonych i optymalizacja konstrukcji
ochronnych reaktora;

4) kontynuowanie prac badawczych i wdrozeniowych nad wytrzymatoscia perforowanych elementow
wymiennikéw ciepla, nad kumulacja odksztalceni plastycznych (ratchetting) oraz nad stochastyczng me-
mechanika konstrukcji;

5) zainteresowanie si¢ problematyka silnych sprezen magneto-mechanicznych, analiza konstrukcji
w silnych polach magnetycznych;

6) kontynuowanie badan nad dynamika konstrukcji niesprezystych i nad impulsowymi oddziatywa-
niami termicznymi.

Powyiszy program zawiera sugestie przede wszystkim w zakresie badaii podstawowych i adresowany
jest przede wszystkim do pracownikéw naukowych. Ze wzgledu na niewatpliwe korzyéci tak dla zastoso-
wan jak dla prowadzonych badan podstawowych jakie daje bezposredni kontakt, konieczne jest wiaczenie
sig IPPT w prace przygotowawcze przyszlej konferencji SM i RT. Konferenjca taka planowana jest na
rok 1975 w Wielkiej Brytanii.
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Na zakonczenie wypada jeszcze podkre$lié sprawna organizacj¢ samej konferencji i gleboko przemysla-
ne jej wstgpne przygotowanie. Jest to zastuga przede wszystkim profesora Th, Jaegera, Przewodniczacego
Miedzynarodowego Stowarzyszenia Mechaniki Konstrukcji Reaktorow.

Jan A. Kénig (Warszawa)

CZWARTA KONFERENCJA MIEDZYNAROCDOWA
na temat

NUMERYCZNE METODY MECHANIKI PEYNOW
Boulder, Colorado, USA, czerwiec, 1974

Kolejna, czwarta Konferencja poswigcona numerycznym metodom mechaniki plynéw odbedzie sig
w Uniwersytecie w Colorado, w Boulder, w okresie 24-29 czerwca 1974 r., pod ogdélnym kierownictwem
Miedzynarodowego Komitetu, w ktérego sklad wchodza przedstawiciele Anglii, Francji, Holandii, Nie-
mieckiej Republiki Federalnej, Polski, Stanéw Zjednoczonych Ameryki Polnocnej oraz Zwiazku Socja-
listycznych Republik Radzieckich.

Przedmiotem Konferencji s numeryczne rozwigzania zagadnien przeplywowych, wystepujacych w ta-
kich dziedzinach, jak meteorologia, oceanografia, aerodynamika, biologia, fizyka plazmy, fizyka przestrze-
ni kosmicznej, energetyka jadrowa i astrofizyka. Problematyka Konferencji obejmuje wszystkie dzialy
mechaniki plyndw, z tym ze preferowane sg prace stanowigce wklad do rozwoju numerycznych metod
rozwiazywania zagadniefi przeplywowych, a zwlaszcza prace poéwigcone nowym metodom.

Przewiduje sie wygloszenie na Konferencji okoto 60 referatéw, ktére zostany zakwalifikowane na
podstawie streszczent. Jednogodzinne referaty wyglosza na Konferencji, na zaproszenie Komitetu, profe-
sorowie: Olga OLEINIK (Moskwa), Heinz-Otto Krets (Uppsala) i Herber KELLER (California Institute of
Technology).

Materialy pokonferencyjne, zawierajace pelne teksty wszystkich referatéw przyjetych na Konferencie,
zostang opublikowane w postaci odrebnego tomu wydawnictwa Lecture Notes in Physics (Springer Verlag),
podobnie jak to mialo miejsce w przypadku dwu poprzednich Konferencji.

Dodatkowych informacji na temat Konferencji moze udzieli¢ prof. dr. Wlodzimierz ProsNak, Instytut
Techniki Lotniczej i’ Hydroaerodynamiki Politechniki Warszawskiej, Warszawa, ul. Nowowiejska 24,



W nastepnym zeszycie ukazin si¢ prace:

Wspomnienie po$miertne o profesorze ZBIGNIEWIE BUDZIANOWSKIM

R.

Krzywrtc, Wielkie systemy proceséw nieodwracalnych termodynamiki
Bonputie cHeTeMbl HEOOPATHMBIX TEPMOJHHAMHYCCKHX CHCTEMORB
Great systems of irreversible processes of thermodynamics

. Szymanski, Nieustalone przewodzenie ciepla ciat o duzej przewodnodci cieplnej w warunkach

konwekeji swobodnej w powietrzu

HecTauuoHaApHBIH pEXHM TEIIONPOBOAHOCTH TeJ € GOJIBIIOH TEIUIOMPOBOOHOCTLIO B yC-
JIOBHAX CBOBOQHONX KOHBEKIMM BO3LYXa

Unsteady heat transfer in bodies of high thermal conductivity in the conditions of free convec-
tion in the air

K. J. Bopa, Analogia tarczowo plytowa w teroii dzwigarbw siatkowych

TTnacTiyecKass aHaJOTWA B TEOPHU ITOBEPXHOCTHBIX CETUATHIX HECYLIMX COOPYMEHMi
Plate analogy in the theory of surface lattice structures

. MrrzeL i J. Dyczkowski, Reologia plyt zelbetowych pod wplywem pola temperatury

Peosiorus »xene300eTOHHBIX IIUT MO BJIMAHKEM TEMIEPATYPHOIO IOJA
Rheology of reinforced concrete plates in the temperature field

Bupzianowskl, F. ANDERMAN i J. WRANIK, Pewien iteracyjny sposdb wyznaczania naprezen
w tarczach wielospdjnych

MeTo{ HTEPAIMOHHOTO OUpPEefeNeHAl HANPSHKEHUi B MHOTOCBSASHLIX JUCKAX

Method of an iterational solution of multiply connected dises

. Rayski, Odksztalcenia czeéci roboczych manometru obcigznikowo-tiokowego

Jedopmamus mosiorux Jeranell MaHOMETPa C HEYINOTHeHHBIM IIOPTHHEM
Deformation of working parts of a deadweight-piston pressure gaouge

. JeMIELITA, Zginanie plyty kwadratowej z centrycznie polozonym otworem kwadratowym

Marn6 KBagpaTHOM IJIMTB! ¢ UEHTPAJILHO PasIONOMKEHHBIN, KBagPaTHbIM OTBEPCTHEM
Bending of a square plate with a centrally located square hole
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MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sig poczynajqc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzqdu Giléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pietro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 12, z. 1, s. 1 — 106, Warszawa 1974, Indeks 36712
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