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O WARUNKU PLASTYCZNOSCI HUBERA-MISESA
ZBIGNIEW OLESIAK (WARSZAWA)

Warunek, czyli kryterium plastycznoéci, nalezy do podstawowych poje¢ teorii pla-
stycznodci. Rozwazania dotyczace warunkdéw plastycznosci znajdziemy w kazdym bez
wyjatku podreczniku poswieconym tej teorii. Jednym z najprostszych kryteridw osiag-
niecia stanu uplastycznienia, a réwnocze$nie od wielu lat cieszacym si¢ uznaniem i naj-
powszechniej wykorzystywanym, jest warunek energii odksztalcenia postaciowego. Auto-
rzy podrecznikdw i prac z tej dziedziny nazywaja go rdznie, np.: warunkiem HUBERA,
MIsEsA, LEVY’EGO, HENCKY EGO, H—M—H itp. Réwniez w sposob niejednolity traktowane
sa zashugi uczonych, ktérych prace sa fundamentalne dla rozwoju teorii plastycznodci.
Kryterium energii odksztalcenia postaciowego sformutowal M. T. HUBER, niestety do
obecnej chwili jego zastugi sa czgsto pomijane milczeniem, pomniejszane lub przeina-
czane.

Dlatego przeanalizujmy, co pisza najwybitniejsi autorzy monografii i podrecznikéw
z dziedziny teorii plastycznosci, uczeni o §wiatowej stawie, i poréwnajmy z prawda histo-
ryczng.

W $wietnej monografii W. W. SOKOLOWSKIEGO [27] znajdziemy na ss. 43 i 44 stwier-
dzenia, ze warunek stalej intensywnosci dewiatora naprezenia zostat podany przez M. T.
Husera i R. MISESA, a interesujaca, energetyczna interpretacje podat H. HENCKY. Zardwno
pierwsze, jak i drugie zdanie nie jest §ciste. M. T. HUBER nie podal warunku stalej inten-
sywnoéci dewiatora napr¢Zenia, a interpretacja HENCKY'EGO nie byla pierwsza. Tytul
pracy HUBERA zostat podany w thumaczeniu niemieckim, wynika z niego zreszta wyraZnie,
o jaka hipotez¢ chodzi (wlasciwej pracy odksztalcenia postaciowego). Réwniez przy-
pisywanie F. SCHLEICHEROWI [26], Ze wprowadzit naprezenia o$mioécienne mija si¢ z praw-
da.

W znanym podrgezniku L. M. Kaczanowa [17] znajdziemy w oméwieniu «warunku
stalo$ci intensywnoéci naprezen stycznych (warunek Misesa)» uwage nastgpujaca: «oka-
zalo si¢ péiniej, ze jeszcze w roku 1904 Huber zaproponowal warunek, bliski warunkowi
(10.». L. M. KACzaNOW pisze réwniez, ze pewne trudno$ci matematyczne zwiazane
z warunkiem TRESCI doprowadzily von Misesa do mysli zastapienia szeSciobocznego:
graniastostupa opisanym walcem kotowym (byto tak istotnie).

W. S. Lensku [19] kryterium energii odksztalcenia postaciowego nazywa warunkiem
Misesa-HENCKY'EGO (np. s. 58 cze§é I). Podobna nazwe stosuja HOFFMANN i SAcks [11].
Autorzy polscy nazywaja kryterium, o ktérym mowa, na ogét warunkiem HUBERA-MI-
SESA-HENCKY’EGO (np. [18, 23]). W Encyklopedii Techniki, tom I, s. 270 [24], znajdziemy
stwierdzenie, ze «koncepcje wykorzystania pojecia energii odksztalcenia postaciowego jako
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kryterium plastycznosci przedstawili pézniej R. von Mises i H. Henckyy». Otéz MISES nie
rozpatrywal energii odksztalcenia postaciowego. Przy omawianiu hipotezy niezmiennikéw
nazwisko MISESA jest natomiast pominigte, mimo ze byl pierwszy, ktéry wykorzystal
niezmiennik dewiatora naprezenia do sformutowania warunku plastyczno$ei. Mijaloby sie
z celem wyliczanie wszystkich prac i ksiazek, w ktorych z réznych wzgleddw pomija sig
nazwisko HuBera. W dalszej czgéci tego artykutu postaramy si¢ wyjasni¢, na czym polegaja
zastugi poszczegélnych autoréw podstawowych prac, ktore doprowadzily do sformuto-
wania warunku plastycznodci energii odksztatcenia postaciowego i innych warunkéw,
matematycznie réwnowaznych.

R. von Mises wprowadzit warunek plastycznodci, starajac si¢ zastapi¢ «dokiadny»
warunek TREsCt warunkiem przyblizonym 1 nie wykazujacym niedogodnosci wynikaja-
cych z nieciggtodci pierwszej pochodnej w wierzchotkach szeécioboku TrEScI. Najwicksza
réznica przyblizenia sze§cioboku TrESCI elipsa MISESA nie przekracza 15%. Dopiero
wyniki do$wiadczenn utwierdzily MisEsa w przekonaniu, Ze jego «przyblizony» warunek
moze byé blizszy danym eksperymentalnym i moze by¢ traktowany jako samodzielne
kryterium. R. von MIses sformulowat warunek plastyczno$ci w postaci réwnania .J, = k2,
gdzie J, jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprezenia. Jak pisze W. PRAGER i Ph. G.
Honge [25], wydawato si¢ wtedy, Ze warunek ten ma charakter abstrakcyjny i starano sie
odkry¢ fizyczne znaczenie niezmiennika. Poniewaz drugi niezmiennik dewiatora napre-
Zenia ma wymiar kwadratu napreZenia, A. NADAI [22] zalozyl, Ze fizyczne znaczenie musi
mie¢ pierwiastek kwadratowy drugiego niezmiennika. Wychodzac z tego zalozenia, A.
NADAI znalazt taka plaszczyzne i takie naprezenia w osrodku poddanym dziataniu na-
prezen, ze z dokladnoicia do stalej, pierwiastek kwadratowy drugiego niezmiennika de-
wiatora napreZenia jest réwny tym naprezeniom. Okazato sig, Ze plaszczyzna taka jest
symetrycznie nachylona do kierunkéw gtdwnych, a poniewaz plaszczyzn takich jest osiem,
powstaje symetryczny oémiofcian ztozony z tréjkatéow réwnobocznych. Kwadrat calko-
witego naprgZenia dziatajacego na powierzchnig o$miodcianu, czyli napreZenia o$mio-
dciennego®, jest réwny kwadratowi §redniej wartoéci naprezed gtéwnych, kwadrat os-
mioéciennego mnaprgZenia stycznego natomiast réwna si¢ 4/9 sumy kwadratéw gtéwnych
naprezen stycznych. Ponadto naprezenia normalne na plaszczyZnie o§mioécianu sg Sred-
nig wartoscia naprezen gldwnych, a styczie napreZenia o$mioécienne sa dokladnie réwne
intensywnosci dewiatora napreZenia, gdzie pod tyl terminem rozumie sie kwadratowy
pierwiastek $redniej wartosci kwadratéw skiadowych gléwnych dewiatora naprezenia

V3 e
Togm = 3 [/S1+S1+S3.

H. HeNcKy, nie znajac prac M. T. HUBERA [12] i [13], podat inng interpretacje fizyczna

[9], stwierdzajac, ze praca powodujaca zmiang postaci, czyli energia odksztalcenia po-

staciowego, jest proporcjonalna do drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia pomno-
Zonego przez odwrotno$¢ podwojonego modutu odksztalcenia postaciowego (inaczej mo-

® Pod wplywem, zapewne, dostownego tlumaczenia z literatury rosyjskiej przeniknela ostatnio do
piémienniciwa polskiego nazwa «oktaedr», zamiast ustalonego terminu o§mio$cian i «naprezenia okta-
edryczne», zamiast naprezenia o$mioécienne.
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dutu KyrCHHOFFA). Interpretacja HENCKY’EGO pochodzi z 1924 r., a praca A. NADAI-
EGO z 1937 r.

R. HiLr, w swojej monografii [10], podaje chyba najprecyzyjniejsze oméwienie historii
kryterium, piszac: «fizyczng interpretacje warunku Misesa podal Hencky (1924), wyka-
zujge, ze plyniecie zaczyna sie wiedy, gdy energia odksztalcenia postaciowego osigga wartosé
krytyczney. | dalej: «kryterium Misesa zostalo w pewnym stopniu poprzedzone przez Hu-
bera (1904 r.) w Polsce, w pracy, ktéra nie wzbudzila zainteresowania przez prawie dwa-
dzieScia lat po jej opublikowaniu. Huber rozréznial dwa przypadki w zaleznoci od tego czy
hydrostatyczna skladowa naprezenia jest rozciqgajqca, czy tez Sciskajgca. W drugim przy-
padku przyjmowal, ze plynigcie okreslone jest sprezystq energiq odksztalcenia postaciowego;
w pierwszym natomiast, ze zalezy od calkowitej energii sprezystej (tak, jak to przyjmowali
E. Beltrami [1] i B. G. Haigh [T]». «Nie jest jasne czy Huber myslal o plastycznym ply-
nigciu, czy o kruchym pekaniun (Koniec cytatu). Powyzszy cytat z monografii R. HILLA
nalezy skomentowaé nastgpujaco: otéz pomyst polegajacy na rozréznieniu dwdch przy-
padkéw w zalezno$ci od znaku hydrostatycznej skladowej napreZenia rzeczywiscie po-
chodzi od M. T. HUBERA, nie byl jednak przez niego opublikowany. W oryginalnych
pracach z lat 1903 i 1904 jest mowa tylko o hipotezie energii odksztalcenia postaciowego
([12, 13]). Modyfikacja kryterium, o ktérej pisze R. HILL, zostala prawdopodobnie za-
czerpnigta z ksiazki A. FoprLa [5], ktéry opublikowat ja, jak wspomina Huper, pod
tytulem ,,Die Annahme von Huber”, na podstawie korespondencji prywatnej z HUBEREM.
Z kolei o tym, czy HUBER myslat o plastycznym plynieciu czy o kruchym pekaniu jasno
wynika z opublikowanych prac.

F. SCHLEICHER W pracy [26], cytowanej przez wielu autordw, rozrdZnia wyraznie
(w 1926 1.), w punkcie 8 pracy, warunek HUBERA (i tak go nazywa) od hipotezy BELTRA-
MIEGO 1 pewnej wersji podanej przez B. P. HAIGHA.

Warunek R. von MISESA niektdrzy autorzy, np. H. GEIRINGER [4], nazywaja warun-
kiem «kwadratowym», w odrdéznieniu od «liniowego» warunku TREscI. Jak wspomnie-
limy powyZej, celem MISESA bylo znalezienie takiego warunku, ktéry aproksymowalby
warunek TRESCI, usuwajac zarazem nieciagtoéci pochodnej. Podobny sposéb mySlenia
Mises zademonstrowal jeszcze raz, wiele lat pozniej w pracy z 1948 r. Okazato si¢ bowiem
w przypadku dwuwymiarowym, ze w zaleznoéci od potozenia punktu na krzywej przed-
stawiajace] «kwadratowy» warunek pldstycznosci zagadnienie sprowadza si¢ do hiper-
bolicznego, parabolicznego badZ tez eliptycznego. Poniewaz powoduje to trudnoéci ma-
tematyczne, R. von MISEs zaproponowal po raz drugi przyblizenie warunku TRESCI,
tym razem dwoma parabolami, z ktérych kazda przechodzi przez dwa wierzchotki szescio-
boku TRESCI lezace na osiach naprezen gléwnych. Zaleta tak ustawionego kryterium pla-
stycznofci dla przypadku dwuwymiarowego jest hiperboliczno$¢ rozwiazania we wszyst-
kich punktach krzywej.

M. T. HUBER zajmuje sie, w swoich podstawowych pracach [12] i [13], wyteZzeniem
materiatu i hipotezami pozwalajacymi- okreli¢ jego osiagniecie. Autor utoZsamia wyte-
Zenie materialu z niebezpieczefistwem pekania i stwierdza: «wytezenie materialu mie-
rzy sie wladciwg pracq odksztalceniay . Rozpatrujac nastegpnie potencjat sprezystosci M. T.
HUBER pisze wyraznie w p. 7 swojej pracy z 1904 r.: ww praktyce technicznej nie dopuszcza-
my z reguly odkszialcer poza granicq sprezystosci, chodzi nam przeto nie tyle o niebezpie-
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czenstwo pekniecia, ile o niebezpieczeAstwo przekroczenia granicy sprezystosci, kitére wedlug
wszelkiego prawdopodobienistwa mierzy réwniez wlasciwa praca odksztalcenian, 1 dalej:
«Uzywajgc wyrazenia granica sprezystosci, mam obecnie | w dalszym ciqgu na mysli granice
stanu napigcia, przy kitérym rozpoczyna sig plyniecie cial ciggliwych (plastycznych), a wige
to, co Niemcy nazywajq «Streckgrenzey.

Przeglad prac Zrédiowych pozwala stwierdzi¢ zatem co nastepuje:

1. Pomyst zastosowania potencjatu sprezystego jako miary wytezenia pochodzi od
E. BELTRAMIEGO [1].

Qkazato sig pdiniej z listdw do W. TrHoMsoNa, 7e J. C. MaxweLL [30] zasugerowal
w nich wykorzystanie wyraZzenia na energi¢ sprezysta przy wyznaczaniu krytycznej war-
toéci naprezen zlozonych. Wykazal on (patrz [29]), ze energie sprezysta mozna rozlozyé na
energie objetosciowa i energie odksztatcenia postaciowego i stwierdzit: wnam powazne
podstawy do przekonania, ze gdy (energia odksztalcenia postaciowego) osiqgnie pewnq gra-
nice to element ulegnie zniszczeniu. Jestem pierwszym, kiory pisze na ten temat, nigdy nie
widzialem zadnych badait dotyczqcych nastepujgcego problemu: znamy odksziaicenia me-
chaniczne elementu w trzech kierunkach, kiedy ulegnie on zniszczeniu?™. Do zagadnienia
tego MAXWELL juz nie powrdcil, a jego idee staly si¢ znane dopiero po opublikowaniu
listow. Fakt ten przypomnial mi p. doc. dr Stanistaw STANISLAWSKI z Politechniki Poz-
nanskiej na zebraniu naukowym PTMTS.

2. H. von HeLmHoLTZ [8] wydzielit pracg odksztalcenia objgtoSciowego ze wzoru na
potencjal sprezysty. _

3. M. T. Hueer pierwszy sformutowal kryterium odksztalcenia postaciowego jako
miarg wytezenia, utozsamiajac je (w zaleznosci od badanego materialu) z osiggnieciem
granicy plastycznodci. Nie odpowiada wiec prawdzie, Ze jest niejasne, czy HUBER my$lat
o plastycznym plynigciu, czy tez nie. Priorytet HUBERA byt znany jeszcze w latach dwu-
dziestych, zwiaszcza w Niemczech, a prawdopodobnie znacznie wezesniej kilku wybitnym
uczonym, z ktdrymi M. T. HUBER utrzymywat kontakt korespondencyjny.

Wedlug $wiadectwa M. T. HUBERA rdwniez praca R. von MIisesa z 1913 r. zostata
zapomniana az do prac H. HENCKY'EGO z 1924 r. i I Kongresu Mechaniki Technicznej
w Delft, réwniez w 1924 r. Zaréwno na I, jak i II Kongresie (w Zurychu, 12 - 17 IX 1926)
odbyla si¢ dyskusja na temat hipotez wytezenia z udzialem M. T. Husera. Na ITT Kongre-
sie w Sztokholmie (24 - 29 VIII 1930) R. von MIises wyglosit referat generalny, w ktorym
stwierdzif, e jego warunek plastycznoséci rézni sie od warunku HUBERA. Nieporozumie-
nje polegato znowu na tym, ze MISES opart si¢ na wspomnianej powyzej ksiazce A. FOPPLA
[5], nie znajac tekstu prac Hubera w jezyku polskim, Wypowiedz Misgsa zostata sprosto-
wana przez M. T. HUBERA, gdyZ liczbowo i w postaci wzoru warunki si¢ nie réznig.

4. R. von MIsgs, wychodzac z przestanek natury matematycznej, nie znal interpretacji
fizycznej, a moze po prostu o nia si¢ nie troszczyl. Zauwazyt ja dopiero H. Hencky [9].
Interesujace jest, ze M. T. HUBER wyszedt wladnie z przestanek natury fizycznej pokry-
wajacych si¢ dokladnie z pdzniejszq o 21 lat interpretacja H. HeNCKY’EGO. Oryginalnym
osiggnigciem MISESA jest wprowadzenie do rozwazafi dotyczacych warunku plastyczno§ci
drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia. Zardwno R. von Misgs, jak i H. HENCKY
wywarli duzy wplyw na rozwdj teorii plastycznoéci, podajac rozwiazania szeregu zagad-
niedl szczegélowych, M. T. HUBER reprezentowal powszechny wtedy poglad, ze osiagnigcie
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granicy plastycznosci jest, poza wyjatkowymi przypadkami, tak samo niedopuszczalne,
jak popekanie czesci konstrukcyjnej. Fakt ten zawazyt zapewne na braku prac, jego autor-
stwa, z dziedziny teorii plastycznoéci i czgstym pomijaniu jego priorytetu.

5. Mimo ze wzor matematyczny wyrazajacy warunek plastycznosci jest taki sam, jego
interpretacja fizyczna moze by¢ rézna. JeZzeli go nazwaé kryterium energii odksztalcenia
postaciowego, to zaréwno priorytet, jak i interpretacja fizyczna naleza do M. T. HUBERA.
Kryterium drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia nalezy do R. von Misesa. Warto
tu wspomnieé, ze W. BURZYNSKI [2] rozwingt w Polsce podejécie MISESA w swojej hipotezie
niezmiennikow.

Interpretacja A. NADAFEGO upowaznia do nazwania warunku — kryterium inten-
sywnoéci napreZzen stycznych lub kryterium stycznego naprezenia o$miosciennego.

Poniewaz dwa najwazniejsze i rozne podejécia przy sformulowaniu warunku nalezaty
do M. T. HuperA i R. von MISESA, wybraliSmy nazwe w tytule niniejszej pracy: warunek
HUBERA-MISESA. '

Fakt, ze wszystkie powyZej wymienione interpretacje prowadzg do tego samego wzoru
matematycznego Swiadczy o bogactwie teorii i jej pigknie.
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PRZESTRZENNE DRGANIA ELEMENTU PRETOWO-BRYELOWEGO

WACLAW PRZYBYLO (KrakOw)

1. Wstep

W pracy [7] podano definicj¢ ukladu pretowo-brylowego, jako wspdlnego modelu
fizycznego do obliczen niettumionych, ustalonych, harmonicznych drgan, trzech rodzajow
prefabrykowanych, szkieletowych konstrukcji inzynierskich — budynkéw szkieletowych,
ramowych fundamentéw pod maszyny o ruchu obrotowym i kopalnianych wiez wyciggo-
wych. Wprowadzono pojecia elementu pretowego, tj. preta wraz z przestrzennymi, nie-
wazkimi, liniowymi i katowymi wigzami sprezystymi na koricach, oraz elementu pretowo-
brylowego, tj. uktadu ztoZzonego z elementu prgtowego wraz z dwoma brylami sztywnymi
przylaczonymi do jego koncéw.

W pracy [8], na podstawie [7], wyprowadzono macierzowe, nigjednorodne réwnanie
transformacyjne elementu pretowego.

W niniejszej pracy rozwazono przestrzenne, niettumione, wiasne i wymuszone, ustalone
harmoniczne drgania elementu prgtowo-brytowego. ObciaZenie przyjeto w postaci ukiadu
harmonicznych wektoréw stanu (wektordw kata obrotu, przemieszczenia, momentu i sily)
o jednakowych czgstoéciach i fazach drgan., Na podstawie [7] i [8] dla elementu pretowo-
brylowego wyprowadzono macierzowe, niejednorodne réwnanie transformacyjne metody
przemieszczen.

Przedstawiony w pracy sposéb wyprowadzenia powyzszego réwnania transformacyjnego
byl dla autora podstawa do prostego sformutowania réwnan drgan ukladu pretowo-bry-
towego [10] oraz réwnan drgan sprezystego, thumionego ukiadu brytowego [9] (tzw. metoda
sztywnych elementdw skonczonych, por. np. [3, 4, 2]).

Wyniki niniejszej pracy moga by¢ réwniez wykorzystane do znacznego uproszczenia
opisanego w [1] algorytmu analizy tzw. ram krepych oraz opracowania algorytmu sta-
tycznej i dynamicznej analizy przestrzennych ram krepych.

W pracy stosujemy nastepujacy sposéb oznaczen. Macierze oznaczamy duzymi literami
pisanymi tlustym drukiem, przy czym litery bez kresek poziomych (A, B) oznaczaja ma-
cierze o wymiarze 3 x 3 lub innym okre§lonym w tekscie, litery z jedng kreska pozioma
(A, B) — macierze o wymiarze 6 x 6, a z dwiema kreskami poziomymi (A, B) — macierze
0 wymiarze 12 x 12. Wektory (macierze kolumnowe) oznaczamy malymi literami pisa-
nymi tfustym drukiem. Litery bez kreski (a, b) oznaczaja wektory o trzech wspdirzednych
lub o liczbie wspdirzednych okreflonej w tekscie, litery z jedna kreska (@, b) oznaczaja
wektory o szeSciu wspdtrzednych, a z dwiema kreskami (@, b) — wektory o dwunastu
wspolrzednych. Zbiory elementéw oznaczamy duzymi literami pisanymi.



530 W. PRZYBYLO

W szczegdlnodci wektory przemieszezen liniowych i katéw obrotu maja nastepujace
wspotrzedne:

A e
(1.1) Ac = A% s Pc = QP |-
A% P

Wektor przemieszezenn uogdlnionych punktu C wyraza si¢ nastepujaco:

- J¥c
(12) Uc = AC .
Wektory sity i momentu w punkcie C maja wspotrzgdne
pE mg
(]3) Pc = p’& s me = 7”}(,; .
pé m¢

Wektor sit uogélnionych w punkcie C ma postaé
— mc
Pc

Wektory przemieszczen i sit uogélnionych preta w punktach Cj; i Cj; okre§lamy na-
stegpujaco:

. u D,
(1.5) T = {_c”}, Pe = {BC”}.
qul PC,:
Wektor stanu w punkcie C okre§lamy relacjg
_ u
(1.6) 7o = {_C}.
Pc

2. Definicje elementéw ukladu pretowo-brylowego

Rozwazamy ustréj ztozony ze zbioru wazkich bryt sztywnych, potaczonycl migdzy
sobg za pomoca dowolnej liczby jednorodnych, izotropowych, liniowo sprezystych, bisy-
metrycznych pretéw pryzmatycznych o przekroju zwartym. Prety oraz bryly weztdw sa
dowolnie potozone w przestrzeni. Konce pretéw polaczone sg z brytami weztéw przestrzen-
nymi, niewazkimi, liniowymi i katowymi wiezami sprezystymi. Pelna definicj¢ uktadu
pretowo-brylowego podano w [7]. Tutaj przytoczymy tylko niezbedne pojecia.

Uktad pretowo-brylowy % = (¥, F) jest para uporzadkowang, w ktdrej ¥  jest
ustrojem pretowo-bryfowym, a & jest zbiorem sit zewnetrznych dziatajacych na ustroj ¥

Ustréj pretowo-brytowy ¥ = (# , 2, Hy> jest tréjka uporzadkowana, w ktorej
W =< w;: 1€SF) jest zbiorem wazkich bryt sztywnych, & = {p,:r e #) jest zbiorem
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elementow pretowych, Hy = [h, ] jest macierza przekrojéw przyweztowych, opisujaca
topologiczne wlasnodci polaczen elementéw ustroju ¥°. Element macierzy

1 dla p=2r—1 1 q=1,

0 dla p=2r—1 1 qg#i

hy 4= ’

@1 PaTN dla p=2r i g=j
0 dla p=2r 1 g#].

Wskaznik r € # jest numerem elementu pretowego p, o poczatku potaczonym z bryta w;
i koncu potaczonym z brylg w;. Zbiory # i ¢ sa skoriczonymi zbiorami wskaZnikdw.

Zbiér sit zewnetrznych & skiada si¢ z dwu roztacznych podzbiordw &, 1 & ,. Do
zbioru &, zaliczamy wymuszenia tzw. harmonicznymi wektorami stanu z [8], przytozo-
nymi na dtugosci pretéw. Do zbioru &, zaliczamy harmoniczne wektory momentow i sit
skupionych p przylozone do bryt wezidw.

Wybierzmy pret po,, ktorego kotce Cj; i Cj; poltaczone sa z punktami Bj; i By bryt
w; 1 w; €/ za pomocg wigzOw sprezystych s, 1 s,; (rys. 1).

,4——— Xl —

Rys. 1

Laicuch p, = (8., por, 8, ztoZony z elementdw sprezystych s, i §,; oraz zawartego

miedzy nimi preta p,, nazywamy elementem prétowym. Element pretowy p, € & okreslony
jest ciagiem parametréw
(2-2) Dr = <1'¢"5,~u rz'ju Ar; Fr: ];,-'; C:‘f, Iﬁ, 1:)"’ Er; Ves yr’grl’ grj>,
w ktérym r¢,; i xz,, sa wektorami wodzacymi poczatku i konica preta pe, wzgledem przy-
Jjetego w przestrzeni globalnego, ortogonalnego ukladu wspohzednych (e), A, jest macierza
cosinuséw kierunkowych wersordw przyjetego na precie lokalnego ortogonalnego uktadu
wspolrzednych (s,) (mozemy ja okreslié np. za pomoca wektoréw xg, i rg, oraz kata
obrotu przekroju poprzecznego preta wokét jego osi [11]), F,, I}, Ci, 1¢, I oznaczaja pole
oraz momenty bezwladnodci przekroju poprzecznego preta wzgledem uktadu (s,) [5],
E,,v,,y, oznaczaja state materiatowe preta, S,i(S, ;) jest diagonalna macierza sztywnosci
wigzOW sprezystych s,:(s,;):

(2'3) Sri = diag[%lil, %'i)s %Eva C’ilp C':'J, c:y],

wzgledem ukladu wspdtrzednych (s,).
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Bry%a wezta w; e W™ C W (rys. 1) okreSlona jest nastgpujacym ciagiem parametréw

(2.4) w; = ¥, v, Tais v,
w ktorym r9; jest wektorem wodzacym S$rodka cigzkodei A; bryly w; wzglgdem ukiadu
wspdtrzednych (e), v; jest objetoscia bryty wy, Tg; jest macierza centralnych, geometrycz-
nych momentdw bezwladnos$ci brylty w; wzgledem ukladu wspdirzednych (e;) o poczatku
w punkcie 4; i osiach rownoleglych do osi uktadu globalnego (e), y: jest cigzarem wiasci-
wym bryly w;.

Element pretowo-brylowy s, = {w;, p,, w;» jest taficuchem, ztozonym z bryt w; i w; e %
potaczonych elementem pregtowym p, (rys. 1). Uktad pretowo-brylowy % jest ukladem
Clapeyrona ([5]). Ustréj pretowo-brylowy 7~ jest kinematycznie niezmienny.

Rozwazamy drgania ustalone, zatem dalej bedziemy rozwazaé amplitudy poszczegdl-
nych wielkosci fizycznych.

3. Transformacje przemieszezen i sit w elemencie pretowo-brylowym

Rozwazmy element prgtowo-brytowy s, = {wy, p,., w;> (rys. 1). Obecnie okreslimy
wektorowe pole przemieszezen w brytach weztdw w; i w;, sposéb transformacji wektorow
przemieszczen z punktéw A; i 4; do punktéw B;; i Bj oraz transformacje wektoréw sif
z punktow By; i B; do punktow 4; 1 4.

3.1. Wektorowe pole przemieszczen pumkt6w bryly wezla. W bryle wezla w; (rys. 1) okreslamy
wektorowe pole przemieszezefi wywolane wektorem przemieszczefi nogdéinionych u%; jej
$rodka ciezkosci 4;. Dowolny punkt bryly wezla o wektorze wodzacym (n‘umosmdme)
wzgledem punktu A;

cf;

(3.1) ¢f; =3¢l = I —ry;

i

" ma wektor przemieszczenia

(3.2) s, (1) = Cyii(2).

W powyLszym wzorze Imacierz Cu mimosrodu punktu Bj; wzgledem punktu 4; ma
postaé:
_ I, 0 0, +dj —ci
(3.3) Cy = [Cij,X]" gdzie Cy;=|—¢i, 0, +¢i].

+c¥j 2 —c.l?‘ja 0
3.2. Transformacje przemieszczen w bryle wezda. Korzystajac z relacji (3.2) transformacje
wektora U4 na wektor u§ przedstawiamy w formie

(3.4) ¢ = G,

w ktdrej

= Cy, 0 ] - {ﬁfuj} _ {ﬁfu}
3.5 C, =|(="=1, g =Y— (» U3 =g (-
(3:3) [0 > Cii 5 Upji 4 By
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Transformacje wektora u§ na wektor uj zapiszemy teraz w postaci

(3.6) W, = A,
w ktorej
(3.7) A, = diag[A,, A, A, A/]

oznacza blokowo-diagonalng macierz o wymiarze 12x 12, a blok A, o wymiarze 3 x 3
jest macierza cosinuséw kierunkowych ukfadu lokalnego (s,) wzgledem ukfadu globalnego
(e)-

Na podstawie relacji (3.4) i (3.6) taczna transformacje wektora ug na wektor uj przed-
stawiamy wzorem ([6])

(3.8) W = A, Cug = D,T4,
w ktérym macierz
(3.9) D, = A,C,,
czyli
= D, 0 _ A L0 — A .0
— |- riy D — = i
(3.10) Dr [0 ,D”-]’ g [Arcu, A] D- [Arcﬂ, A,

3.3. Transformacja sil w bryle wezla. Transformacje wektoréw sit w punktach B; i B;
z -ukladu lokalnego (s,) do ukfadu globalnego (¢) przedstawiamy w postaci

(3.11) B = Al
Z kolei transformujemy P§ na p4, mianowicie
(3.12) Pi = CIoi

Na podstawie powyzszych relacji pelng transformacje wektora p5 na wekior pg przed-
stawiamy relacja ([6])

3.13) P4 = CT Afv5 = DI

4. Roéwnanie transformacyjne elementu pretowo-brylowego

Dla elementu pretowego w pracy [8] wyprowadzono nastepujace niejednorodne, ma-
cierzowe réwnanie transformacyjne amplitud

(4.1) T = Ko+ 95 |

W powyzszym réwnaniu P jest wektorem sit brzegowych w punktach B;; i Bj;, U5 jest
wektorem przemieszczern brzegowych, Py jest wektorem wyjSciowych sit brzegowych
(wywolanych obciazeniem przytozonym na diugoéci preta), KT jest macierza sztywnoéci
dynamicznej elementu pretowego p,. Na podstawie [8] wielkosci te przedstawiamy naste-
pujacymi wzorami:
(4.2) K; =K.(S,p+5.K)'S,5, b K =K, Q,
gdzie macierz

(43) GIJ-C =( rﬁ'l' ro r)-‘1 8 -
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W powyzszych relacjach I:(,. jest macierza sztywnoéci dynamicznej preta o obu koficach
sztywno polaczonych z weztami,
= Srais 0 - Sipis 0
] L= Prais 7 . S,. — _rﬁt:__
(4 4) Sr [0 s Srdj] : g [0 > Sl'ﬁj]
sg macierzami uwzgledniajacymi sztywnosci wigzéw sprezystych s, i 8.
Macierze S,ui 1 S,pi (Sraj 1 Sip;), Wystepujace w powyzszych zaleznoéciach okreslone sg

przez -
— 1 1 1 1 1 1

(45) Srdl' = dlag > > > > » >
””_i_ﬂ x"_i_E_Iy %W+.E£ C’.’+ £€ C'.’_i_ﬂ C!v_i_E_Iu'
‘ l : l ! i, " l P R
46) Sp=diag| 2 A A& o & |
,.GC” ErC_CE™ | CEF’ | CE™ | EI
Mt AT T S A T AT

Wektor P3* wyjéciowych sit brzegowych w punktach weztowych wyraza si¢ wzorem

P
— s 1:
@7 Y =
1=1

0s

gdzie wektor Pjpj jest wektorem wyjsciowych sit brzegowych, wywolanym przez wymusza-
jacy wektor stanu Z (I =1,2,...,p) wedhig relacji

ol

= Js =

(4.8) P5i ={—05 }= TZi.
Paji, 1

Macierz 'ff, transformacji wymuszajacego wektora stanu Z§ na wektor Ppg; jest okreslona
relacja [8]
(4'9) -F—fl = Kr(—j;c]:(r_lfrl:
w kt6rej macierz By, jest macierza transformacji wymuszajacego wektora stanu Zzi na wek-
tor wyjsciowych sit brzegowych pg§ preta o obu konicach sztywno potaczonych z weztami
(por. [8D).

Do wyprowadzenia réwnania transformacyjnego elementu pretowo-brylowego wyko-
rzystamy teraz wzory (3.8), (3.13) i (4.1). Wstawiajac u§ z (3.8) do (4.1), a nastepnie P
z (4.1) do (3.13), przy wykorzystaniu réwnoéci (3.10) mamy relacje

(4.10) 7% =D/K; D4+ D/F;z.
Po wprowadzeniu oznaczen
(4.11) G, = D'K:D, = CTATK,Q’A,C,,
(4.12) L, = D/F; = CTATF;,
réwnanie transformacyjne (4.10) elementu pretowo-brytowego przedstawiamy w formie
(4.13) i = G + L7 = G4+ D5,

gdzie
(4.14) P =L.7.
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Relacje (4.14), okreslajaca wektor wyjsciowych sit brzegowych wyprowadzono dla przy-
padku, gdy pret po, poddany jest dziataniu tylko jednego wymuszajacego wektora stanu zj
w punkcie o wspéirzednej x = x;. Gdy na pret p,, dziala uklad wektoréw stanu zj (I =

=1,2,..., p), wowczas, korzystajac z zasady superpozycji, wektor wyjsciowych sit brze-
gowych wyrazimy réwnoscia
= [T’?i‘lz S = 111 = : = Y= _
@15 o= 20 = 5= YT -5 Yim
AJ I=1 =1 I=1

Gdy pret po, nie jest obciazony wymuszajacym wektorem stanu, réwnanie (4.13) zre-
dukuje sie¢ do postaci

(4.16) 75 = Gue.

Powyzsze réwnanie podaje transformacijg przemieszczeri punktéw 4,1 4; na sity w tych
punktach. Transformacja ta odbywa si¢ w brytach w; i w;, polaczonych elementem pre-
towym p,. Réwnanie (4.16) nazwiemy réwnaniem fizycznym elementu pretowo-brytowego.
Mozemy je rozpisa¢ nastepujaco:

@17 });iz = Sij,f_ﬁii'i'f;ij.jfij,
Pa; = Gyl + Gy, ;.

Macierze Gy, éij_j, Gjii» Gji,; (6x6) sa blokami macierzy G, wedlug réwnosci

= Giii, Gy ]
4.18 G, = |V 20
(19 [Gji.i> Gji,j
Korzystajac z relacji (4.11) powyzsze bloki przedstawiamy w postaci nastgpujacych
iloczynéw macierzy:

.19) Gy = ES_fiBrh Gy, = DrTinjDrj,
—(_;'ji.i = B};T(ZB”, aﬁ,j Zﬁgifjﬁrj.
W powyizszych wyrazeniach K3, _?j, K%, I_(j-j- sq blokami (6 x 6) macierzy fi‘ wedlug:
‘réwnosci
(4.20) K* = [1:{3’ 1_?5‘3].
ji» KJj

Zauwazmy jeszcze, Zze na podstawie wzoru (4.11) macierz a jest symetryczna.

5. Réwnania ukladu pretowo-brylowego

Do analizy niettumionych, ustalonych, whasnych i wymuszonych, harmonicznych drgan
ukladu pretowo-brylowego, w pracy [10] sformutowano macierzowe réwnania cigglosci
przemieszczen, fizyczne i réwnowagi kinetostatycznej. W réwnaniach uwzgledniono geo-
metryczne i mechaniczne wlasnoéci elementéw, a takze topologiczne wlasnoéci ich wzajem-
nych potaczen. Na podstawie powyzszych réwnafi wyprowadzono ostateczne macierzowe:
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réwnanie kanoniczne metody przemieszczen uktadu pretowo-brytowego, ktére przedstawia
sie nastgpujaco:
5.1 (H'CTATK (w)Q*ACH — w?B)ug = C°"pp—H'CTATqg".

Ponizej podajemy znaczenie poszczegéinych symboli. H jest macierzy, otrzymang z ma-
cierzy przekrojow przyweztowych H,, po wstawieniu do niej na miejsce zer i jedynek
blokéw zerowych i jednostkowych o wymiarze 6x 6.

(5.2) C =diag[C], (ref)
jest blokowo-diagonalng macierza mimoéroddw.
(5.3) A = diag [A), (ref)

jest blokowo-diagonalng macierza transformacji z uktadu globalnego (e) do uktaddw lokal-
nych (s), (r €4).

(5.4) K = diag[K,], (re#)
Jest b]okowo-diagonalna macierza sztywnosci.

(55) Q" = diag[Q)], (ref).
jest blokowo-diagonalng macierza wiezdw sprezystych.
(5.6) B =diag[B], (ief)

Jest blokowo-diagonalng macierzg bezwladno$ci bryt weztdw. pj jest wektorem sit wymusza-
jacych przytozonych do bryt weztéw. C° jest macierzg redukeji wektordw sit wymuszajacych
do $rodkéw cigzkosci bryt weztéw. q3° jest wektorem wyjsciowych sit brzegowych, wy-
wotanych obcigzeniami przytozonymi na diugosci pretéw.

Réwnanie (5.1) przedstawiamy teraz w postaci
(5.7 Z(w)uy = pg,
w ktdrej Z(w) jest macierza dynamicznej sztywnosci ukladu pretowo-brylowego, ug jest
wektorem przemieszczeri wogdlnionych ukiadu, pg jest wektorem sit uogélnionych uktadu.

Po narzuceniu na cze§é przemieszczen nogdlnionych zerowych warunkéw kinematycz-
nych, réwnanie (5.7) przedstawiamy w formie blokowe;j

58) [z_’f.k...é‘.ﬂz_f‘.’_’] [8) _ l.-l?i‘f._},

2% L ogre| 0 [—‘ ke

z ktdrej otrzymamy ukiad dwu réwnani macierzowych

(5.9 2 (w)ulf = P,
(5.10) 2P ()l = rke.

W powyzszych réwnaniach niewiadomymi sg wektory u%¢ — niezerowych przemieszczen
uogblnionych i r¥f — reakcji podioza na uklad. Wektor % wyznaczamy z réwnania (5.9),
2 nastepnie obliczamy wektor r'¢ z relacji (5.10).

Dla przypadku drgafd wiasnych musimy rozwigzaé réwnanie jednorodne

(5.11) ¥ (w)E = 0.
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Jak wiadomo, warunkiem istnienia niezerowego rozwiazania powyZszego réwnania jest
spelienie relacji
(5.12) det (z*(w)) = 0.

Réwnanie (5.12) jest réwnaniem przestepnym. Najprostsza i réwnoczeénie skuteczng

metoda numerycznego rozwigzania tego réwnania jest metoda bisekgji.
Do powyzszych obliczen autor wykonat pakiet programéw na EMC ODRA 1204

w jezykach MOST i ALGOL 1204.
6. Przyklad liczhowy
Rozwazmy drgania wlasne ustroju pretowo-brylowego, przedstawionego na rys. 2.

Ustr6j sktada si¢ z dwu jednakowych, ruchomych bryt weziéw, jedne; nieruchomej bryly
tworzacej podloze, oraz 24 pretéw — po 12 migdzy kazdymi dwoma brytami. Jako material

Qi z )

LD

=

(=30
((=4,0)

. 7;4,5_/_3’5_’4

Y
. N
>
[ P —
=
|
o

%_4005 04108

18,0

R
[ |
| :
Y n
T
ﬁ,oﬁ?—ﬁ,o—jv——ﬁ,oﬁc

%

i

1=

|
R
7f—_

b=g

Rys. 2

przyjeto zelbet z betonu marki Rw 200, o module sprezystosci podtuznej E = 2,9 X 10?°Tm"~2,
wspSlczynniku Poissona » = 1/6 i cigzarze wlasciwym y = 2,4 Tm™3. W ukladzie SI
powyzsze stale materialowe maja wartosci E = 28,4393x 105 kNm~2, » = 1/6, y =

= 23,5360 kNm~3. Przyépieszenie ziemskie g = 9,81 ms™2

2 Mechanika Teoretyczna
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Wszystkie prety maja taki sam przekrdj o wymiarach: b = 0,25 m, » = 0,35 m (rys. 2¢
i 2d). Wspolczynniki charakteryzujace przekrdj prgta maja nastgpujgce wartosci: pole
przekroju poprzecznego
F=pbxh=0,25%0,35 = 0,0875 m?,
momenty bezwladno$ci wzgledem ukfadu lokalnego (rys. 2c i 2d)
bh*  0,25%0,35°

v — -4 4
]’ = =R 3 8,9323 x 107% m#,
. W 0,35 %x0,25° 4 a
v = 5 1 < 4,5573 x 10~* m*,

I* = J'+ 1" = 13,4896 x 10™% m*,
wspolczynnik charakteryzujacy sztywno$¢ preta na skrecanie [5)

. bk b\*
c" = T(? ~0,630 40,052 x (7{) ) =

0,25 (0,35 0,25

= 2 2 0,052 :
3 (0,25 0,630+0,052 (0,35
Wspdtczynniki charakteryzujace wlasnos’ci geometryczne bryl ruchomych maja naste-

pujace wartoéci: objetos¢ bryly

o
) ) = 10,2018 x 10~ m*,

v =axexd =9%x0,5x18 =81 m?,
geometryczne momenty bezwiadnosci

o(@4c?)  81(18%+0,52)

X __ —_ = 4
rr = I3 ._ B 2188,7m,_.
y @ +a?) _ BLO549%) o, 4
I 3 =13 548,4 m*,

. v(@+d?  B81(9*+18%) ”

I =gy = 15 = 2733,8 m*,

geometryczne momenty dewiacji
. DY =DE=D"=0.
Macierz przekrojéw przyweziowych H, przedstawiamy réwnoscia
3 =13,3.,3:,3,,3,, 73],

w ktérej
0,0,0,0 00 11,0, 1,0, 1,0
J, =11,0,1,0,1,01, J2=[0,1,0,1,0,1
0,10,1,0, 1 0,0,0,0,0 0

Macierz t¢ W sposGb skrécony mozemy zapisaé w postaci macierzy U:
UT = [UI’ Ul? Ul’ UZ) UZ’ UZ]’

. 2,2,2,2 . 1, 1,1, 1
T3, 3, 3, 3] 2712, 2,2, 2|

w ktdrej



Przykiad nr 1

Obliczenia czestosci drgan wiasnych. Iteracje:

1=

t=
1=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=

1lx 2

.0000000000004+00
. 100000000001 4+01
.20000000000344+01
. 3000000000084+01
. 400000000006 +01
. 500000000007 +01
. 60000500001 34+01
. 700000000004 ,+01
«799999999995 4,+01
. 900000000001 4+01

= ,849999999998,+01

.825000000004 ,+01
.812500000007 4+01
«818749999998,+01
.815624999995,,+01
.817187500004 ,+01
817968750001 44+01
«817578124995,+01
817773437498 4+01

w= .546618811749+080
w= ,530418011105,+080
w= ,483705960124.,,+080
w= 41192968024 3,+080
w= ,3234405415184+080
w= ,228471772351,+080
w= .137838720648+080

“w= ,614838189088,+079

w= ,T700947045414,,+078
Wew, 216461159255 ,,+079
w==.106179339456,,+079
Wz-.263198900558m+078
w= ,198252216424,+078
w==, 376425203399,+077
w= .790139785538,+077
w= ,203628143192,,+077
w=~, 872060559624 ,+076
w= ,580092121097,+076
wee, 146488796303,+076

1 omegal 1]= .817675781254, 01
wapolczynnik redukcji= .1004 001

. 100000000001 4+02
. 110000000000 4+02
. 120000000002 4+02
. 115000000002 4+02
. 112500000002 .4+02
. 113750060001 ,,+02
. 114375000002 ,,+02
«114062500002,,+02
. 114218750002 4+02
.1142968750004,+02
114257812501 ,0+02
c1142T7T73437524+02

W=e, 252340868666,+079

=e, 377565771267 x+078
w= .134244455940,+079
w= ,175679820661,+078
w==,415001799132,,+078
w=-,121694724897,+078
w= ,266751282970,,+077
W=e, 104919502649,+077
w= ,808624823614,+076
w==,120423334788,,+076
w= ,344066T740462,x+076

omegal 2]= .114267578127, 02

wepolczynnik redukeji= .1004 001

Konlec obliczen czestoscl drgan wlasnych

Liczba czestosci= 2

1]:
2]= .11

817675781254, 01
42675781274 02

[5391

X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X

X=
X=
xX=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=

=

X=

Tablica 1

. 100,+001
» 1000+001
« 100,+001
.+ 1004+001
¢100w+001
« 100.50+001
. 100+001
. 100,+001
o100w+001
. 1004p+001
. 100 ,+001
« 100 4+001
. 100 4+001
« 100 ,+001
. 1004,,+001
« 1004+001
. 1004+001
» 1004+001
. 100 4x+001

. 100 +001
» 1004+001
. 1004+001
« 100 4+001
. 100,,+001
. 1004,,+001
. 1004+001
. 1004+001
. 100,+001
» 100 +001
. 100 4+001
» 100 4,+001



Obliczenia czestoscl drgan wlasnych, Iteracje:

..t=
t=
=
t=
1=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
£
t=
t=
t—
t=
t=
t=
1=
te
=

1=

1

817578124995 ,4+01
B1TTT34374984+01
L8176757812544+01
.817724609376w+01
+B1TT749023444+01
B17736816410,44+01
.817730712886w+01
.8177337646554+01
«8177352905254w+01
«B1TT34527583:0+01
o 8177341461 19,4+01
«817733955 387 x+01
.817734050746+01
«8177340030745+01
+8177340269104+01
+B817734038828,4+01

B17734032876,+01

817734035845 4+01
« 817734037344 5+01
.817734038086,+01
«81773403770T+01
.81773403789T+01

W=

W=e, 465776368486 4+074

= .580092121097+076

e 146488796 303,+076
w= .216675418733:,+076
w= .3506155002304+075
Wee, 557214971653 4+075
w==. 103318540757 x+075
w= .123646212846,+075
-1016316013264+074

w—-.182077792595m+074
w=~,402365914049:+073
w= ,307107168582,+073
W , 476296979597 o072
w= ,129738309106%+073
w= ,410549426580,+072
Wom, 324362532575 p+071
w= ,18%0574428424+072
w= .783084378977m+.71
W=, 242638212100w+071
W—-.495950094091m+070
w= .832158625278,xb+070
w= ,123289145594x-070

omegal 1]= .817734037998, 01
wepolczynnik redukcji=

a 1 0010 001

Koniec obliczen czestoscl drgan wlasnych

Lieczba czestosci= 1

Omegal 1]= .817734037998, 01

[540]

X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
xX=
X=
xX=
X=

xe=.

X=
X
X=
;x:
X=
X=
X=
x=
xX=

Tablica 2

. 1009+001
.100”+001
. 100+001

100154'001
- 100,4+001

« 100 4+001

« 100+001
- 100 4+001
« 1004,+001
- 100 9+001.
»1004,+001
« 1009+6001
« 100 +001
° 100-‘4'001
. 10044+001
« 1009+001
. 100+001
« 100,5+001
. 100,,+001



' Tablica 3
Obliczenia czestosei drgan wlasnych. Iteracje:

t= .0000000000004+00 w= .546618811749m+080 x= o 100+001
t= .5000000006074+00 w= ;5425386311905+080 x= ,1004+001
t= 100000000001 +01 wm= «53041801110544+080 x= , 100 4+001
tm 150000000004 4+07 wm +51061315695549+080 x= + 1004+001
tw 200000000003 4+01 w= 4483705960124 p+080 xx . 1004+001
t= .2500000000054+01 wm ,450486591818,4+080 x= ,100,+001
t= ,3000000000084+01 wm .4119296802434-4+080 x= ,100,+001
t= . 350000000003x4+01 wm ,369164599496,+080 x= » 1004+001.
t= 400000000006 x+01 w= ,3234405415180+080 x= ,1004+001
t= ,4500000000094+01 w= .276087170355m+080 x= ,1004+001
t= 500000000007 x+01 w=x .228471772357m+080 x= ,10045+001
t= .5500000000104+01 w= ,1819539156634+080 xm , 10044001
t= ,6000000000135+01 w= .1378387206489+080 x= ,100,5+001
t= 650000000001 4+01 wm ,973299049241,+079 xm= ,100,+007
tm ,T700000000004,+01 w= ,614838189088,+079 x= « 100 o+001
tm « 750000000007 +01 wm ,3116571150739+079 x= » 100 4+001
tm .7999999999950+01 wm ,.70094704541444078 x= ,1004+001
t= ,8499999999985+01 W==,1061793394564+079 x= ,100,4+001
t= 825000000004 9+01 w==,263198900558 +078 x= . 10044001
tm ,8125000000074+01 w=x ,198252216424 44078 x= .100”+OO1-
t= ,8187499999984+01 Wme,3764252033994+077 x= 10044007
t= .8156249999954+01 w= ,790139785538,4+077 x= .100g+001
t= ,8171875000044+01 w= ,20362814319244077 x= , 10044001
tm 817968750001 9+01 wm=,8720605596242+076 x= ,1004,+001
t= .8175781249954+01 wa ,.5800921210979+076 x= « 1004+001
tm 817773437498 4+01 w=-.146488796303.+076 xm ,1009+001

1= 1 omegal[ 1]= .817675781254u 01
wepolcgynnik redukcji= .100, 001

Koniec obliozen czestoscl drgan wlasnych

Liczba czestomci= 1

Omegal 1]= .817675781254, 01

(541
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Wyniki obliczed na EMC ODRA-1204 dwu najnizszych czgstosci drgaf whasnych
przedstawiono w tablicach 1, 2 i 3. Wszystkie obliczenia wykonano dla wielko§ci wymia-
rowych okre§lonych w uktadzie SI.

W tablicy 1 przedstawiono iteracje z poczatkowymi warto$ciami czgstosci drgan w, =
= 0s™*ikrokukr = 1 s~'. Czestotliwoéci odpowiadajace czestosciom drgani, obliczonym
z dokiadno$cia 1073 s™*, wynosza

o, 8176 »
Jo = =gy = 1301 Hz,
11,427
R T

Dla poréwnania w tablicy 2 przedstawiono obliczenia najnizszej czgstoéci drgan wia-
snych z dokladnoécia do 107° s7!, a w tablicy 3 przedstawiono obliczenie najnizszej
czestodci drgan wilasnych z dokladnoscia do 1073 s™! z poczatkowymi warto$ciami czg-
stoéci wg = 0 s7* i kroku kr = 0,5 s7*.

Poniewaz w powyZszych obliczeniach warto$é w = det[z(w)] nie przekraczata zakresu
liczb zmiennoprzecinkowych, nie stosowano redukcji wspdlczynnikéw macierzy sztyw-
nosci z, zatem wsp6lczynnik redukcji x = 1.

Czas obliczen jednej iteracji wynosit okolo 14 s.

7. Uwagi koncowe

Dla elementu pretowo-brylowego preta wraz z dwoma brylami weztéw przylaczonymi
do jego koncéw za pomoca niewazkich, przestrzennych, punktowych, liniowych i kato-
wych wiezéw sprezystych — w pracy wyprowadzono dynamiczne, macierzowe, niejedno-
rodne réwnanie transformacyjue metody przemieszczen. Okre$lono dwie macierze: ma-
clerz G sztywnosci dynamicznej elementu pretowo-brylowego 1 macierz L,1 transformacii
wymuszajacego wektora stanu na wektor wyjSciowych sil brzegowych, przylozonych
w §rodkach cigzko$ci bryl. Przyloczono réwnanie metody przemieszczen ukladu pretowo-
brylowego. Dla przykladowego ustroju pretowo-brytowego obliczono dwie najnizsze
czgstosei drgan wiasnych.

Petny algorytm numerycznej analizy drgan ukladu pretowo-brylowego, problemy
stabilnogci numerycznej oraz opis pakietu programéw zostana przedstawione w oddziel-
nych opracowaniach.
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Pesome

IMIPOCTPAHCTBEHHEBIE KOJNEBAHUSA OJIEMEHTA CHCTEMBI COCTOSWEN U3
CTEPXKHON M HEJE®OPMUPYEMBIX MACC

B pafore paccMaTpHBAIOTCH IPOCTPAHCTREHHBIE HeJeM(DHPOBAHHEIE COGCTBEHHDbIE M BLIHYH(IEHHLIE
YCTAHOBHMBIUHECS IAPMOHHYECKHME KONEOAHMST 9JIEMEHTA CHCTCMbl COCTOAIIEH M3 OHCHMMETDHYECKOro
YOPYTOro NMPU3MaTHUECKOr0 CTEPIKHA, KOHIBI KOTOPOrO COCAHHEHb] C IIOMOIILIO HEBECOMBIX JIMHEHbIX
¥ YIHOBLIX YAPYrMX CB#A3EH ¢ ABYMA JKECTKHMH MaccaMm. Harpyska NpHHUManach B BHOE CHCTEMBI
rapMOHHUECKUX BEKTOPORB COCTOAHHUSA ¢ OAMHAKOBLIMHA yacToTami 1 dazamu woebanmit, 1A COCTOAETO
U3 CTEPXHSL ¥ MACC SMIEMEHTa BLIBOJSITCS MATPHUHbIE HEOOHOPONHEIE TpaHChOpMauBOHHbIE YPaBHEHHSL
MeTOHa IepeMerieHui.

Summary

SPATIAL VIBRATIONS OF ROD-BODY ELEMENT

In the paper are considered spatial, undamped, free and forced, steady-state harmonic vibrations of
a rod-body element — the system composed of a bisymmetric, elastic rod the ends of which are connected
with two rigid bodies by means of spatial, weightless supports of both the displacement and rotation types.
The loading is assumed to form a system of harmonic state vectors with identical frequencies and phases
of vibrations, A matrix-type nonhomogeneous transformation equation is derived, based on the displace-
ment method.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 lipca 1974 r.
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ZASTOSOWANIE GRAFOW 1 LICZB STRUKTURALNYCH DO WYZNACZANIA
ROWNANIA CHARAKTERYSTYCZNEGO I WIDMA CZESTOSCI

JozeEr WOINAROWSKI, ANDRZE] BUCHACZ (GLIWICE)

1. Wstep

Jednym z gtéwnych celow analizy uktadéw mechanicznych jest okreélenie réwnania
charakterystycznego 1 widma czgstosci. Znane klasyczne metody dotyczace tego problemu
[7, 13, 14, 21, 60] oparte sa na ustaleniu réwnaf rézniczkowych ruchu uktadu i przez to
wymagaja szeregu przeksztalcen. Wykorzystanie graféw biegunowych i liczb struktu-
ralnych umozliwia pominigcie tego etapu, a wige znacznie upraszcza samg analize. W ta-
kim przypadku ukfad opisujemy funkcjonalnym modelem i grafem biegunowym [20, 24,
52, 53]. Wprowadzajac pojecie wezta 1 krawedzi jako reprezentacj¢ zmiennej i zaleznosei
funkcyjnej, MASON zapoczatkowal teorie graféw przeplywu sygnatéw [28]. Od tego
czasu szereg autoréw zajmowalo si¢ rozwijaniem twierdzen i1 regul metody graféw [46, 47,
34,41, 6, 19, 61]. Zastosowania graféw do opisu ukfadéw elektrycznych i elektromecha-
nicznych zawarte sa w pracach [43, 27, 42, 24, 20]. Zwiazek miedzy grafem przeptywu
sygnatéw i grafem biegunowym mozna znalezé w [29]. Warto podkreslié, ze ostatnio po-
jawiaja sig¢ tez prace, w ktorych omawiane sg nowe zastosowania graféw [15, 40, 49, 18,
51, 58, 57], a takze wprowadzane sg inne typy graféw, jak np. graf sprzezen (bond graph,
zpagp censeti) [22, 26].

Zauwazmy, Ze szczegllne miejsce w teorii graféw zajmuje pojecie drzewa i zbioru
drzew [6, 19]. Jesli bowiem przypomnimy, ze zbidr drzew zawiera peing informacje o wy-
znaczniku grafu, to modelowanie liniowych ukladéw fizycznych grafami determinuje
poszukiwanie metod i algorytméw generowania drzew.

Juz w pracach KiRcHHOFFA [23] i CAvLEYA [8]" sformulowano metody wyznaczania

drzew sieci elektrycznej. Rozwijane w ostatnim dwudziestoleciu zastosowania graféw
w analizie i syntezie uktaddw fizycznych, a gléwnie w sieciach elekirycznych i elektro-
nicznych, wplynely na opracowywanie réznorodnych algorytmdéw wyznaczania zbioru
drzew [2, 5, 10, 11, 12, 16, 17, 25, 30, 31, 32, 35, 37, 39, 48].
' W ostatnich latach zaczeto réwniez algebraizowaé metody dotyczace przeksztalcen
graféw poprzez zastosowanie liczb strukturalnych [3,59]. W szczegdlnosci nalezy wyrdznic¢
pracg BELLERTA i WOZNIACKIEGO [4], w ktdrej podano podstawy algebry liczb struktural-
nych w zastosowaniu do analizy i syntezy ukladéw elektrycznych.

Rozwinigcie metod liczb strukturalnych i wykorzystanie maszyn cyfrowych do ich.
generowania podano w pracach [44, 45, 33, 38, 55]. W pracy [1] zastosowano liczby struk-
turalne do wyznaczania reakcji ukladu mechanicznego na wymuszenie kinematyczne.

b Cytujemy za [18].
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Algorytm analizy w sensie wyznaczania widma czestoéci oraz zastosowanie liczb struktu-
ralnych do syntezy uktadéw mechanicznych z elementami VOIGTA mozna znalezé w pra-
cach [50, 54, 55]. Zastosowanie liczb strukturalnych do modyfikacji wtasnoéci dynamicz-
nych liniowych uktadéw mechanicznych podano w pracach [56, 57].

W niniejszej pracy przedstawiono zastosowania graféw i liczb strukturalnych do wy-
znaczania réwnania charakterystycznego. U podstaw metod topologicznych lezy zwigzek
miedzy zbiorem drzew grafu a jego wyznacznikiem [36, 43, 9]. W tym sensie zastosowano
niektore elementy przeksztalcen graféw i generowania drzew. Prezentowane metody zilu-
strowano na przyktadach dyskretnych liniowych uktadéw mechanicznych.

2. Wprowadzenie

Rozwazmy dyskretny uktad mechaniczny o 5 stopniach swobody (rys. 1).
Napisanie réwnan rézniczkowych ruchu rozwazanego ukiadu a nastepnie otrzymanie
réwnania charakterystycznego jest do$¢ pracochfonne. Natomiast graf biegunowy (rys. 2),

4 beg ka9

2 el Z
Z ks 7
VNV —

Z k

7 15

7 ©ms

% bII— 7
7 5

7 ko : 7
7 A
Z1 Z
7 Z
7| b

7 — = my

7 7
7
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7 Q) ) @) )

\3\
N
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ktéry mozna otrzymaé wprost z ukladu mechanicznego upraszcza ten proces i stanowi
punkt wyjscia do analizy postawionego problemu [20, 24, 52, 53]. Ponadto w sposéb wy-
razny uwidacznia relacje pomigdzy poszczegdlnymi cztonami. NaleZzy podkreslic, ze przy
konstruowaniu grafu biegunowego wykorzystujemy sformalizowane pojecie cztonu, ktdre
jednoznacznie prowadzi do matematycznego modelu ukfadu dynamicznego jako pewnego
operatora przeksztalcajacego dane wejsciowe w wyjsciowe.

3. Wyznaczenic réwnania charakterystycznego metoda graféw i liczb strukturalnych

Zgodnie z zasada MAXWELLA [43] réwnanie charakterystyczne przyjmuje postaé

) A(?) = 4G = D)z, =0,
k=1

my

gdzie A(s*) = AG oznacza wyznacznik grafu, Z, = [] z,; — impedancje drzewa grafu,
il

my — liczbe krawedzi k-tego drzewa, z,; — impedancje przyporzadkowana i-tej krawedzi
drzewa k, 1 — liczbe wszystkich drzew grafu, s— argument przeksztalcenia Laplace’a.
Poniewaz impedancje, czyli ilorazy zmiennych symetrycznych, sa stale w dowolnej chwili
czasowej, wiec rownanie charakterystyczne (1) jako suma iloczynow tych statych wiel-
kosci jest niezmiennikiem dla analizowanego ukladu dynamicznego.

W rozumieniu réwnania (1) zagadnienie wyznaczania réwnania charakterystycznego
sprowadza si¢ do obliczenia wyznacznika grafu, ktéry mozna otrzymac: '

— metoda redukcji grafu wedtug drzewa napinajacego,

— metoda rozwiniecia wedtug elementarnych tancuchéw,

— metodg przecieé grafu,

— metodg liczb strukturalnych.

3.1, Otrzymanie réwnania charakterystycznego metods redukeji gprafu wedlug drzewa napinajacego.
Algorytm redukcji grafu przy wykorzystaniu rozwiniecia wedtug drzewa D, napinajacego
graf [41, 43, 52] prowadzi do réwnania charakterystycznego o nastgpujacej postaci:

@A) = A6De)+ D) 2 AG(Do, 5)+

1<i<k

+ Z 24 2 AG (Do, 51, S)+ ... + HZ“’

Ii<j<k I<ick

gdzie 4G(D,) oznacza wyznacznik podgrafu z usunietym drzewem Dy, Zii, Ziys -+ > Zkr—
impedancje krawedzi s;, s; ... drzewa D, r = n—1— liczbe wierzchotkéw bez ogdlnego
bieguna Z,, AG(D,, 5;) — wyznacznik podgrafu z usunietym drzewem D, i krawedzig s;
po koincydencji wierzchotka, ktdry ta krawedz laczyla z biegunem Zg, 4G (Dy, 5i, 85) —
wyznacznik podgrafu z usunigtym drzewem D, i krawedziami s;, s; po koincydencji wierz-
chotkéw, ktére te krawedzie taczyly z biegunem- Z, itd., 4G(Dy, $; ... 5,) = 1 — wyznacz-
nik podgrafu zredukowanego do punktu.
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Zastosowanie tej metody zilustrujemy na przykladzie ukladu drgajacego o 4 stopniach

swobody (rys. 3a). W tablicy 1 przedstawiono algorytm redukeji grafu [réwnanie (2)] dla
przykladu pokazanego na rys. 3.

a) N

4

ko
T \ Lk
©r

vz

w

) Graf biegunowy & ukladu

©1 21z P2 % 733 Y3 7y P4
o\t 210 7o iﬁ’sz
2 Z50 20771°,
Zao=.7252
Z4o='.73$2
Zs5p=J48
2o Zia=kpp
Zo3=kp
- Zu=Kyq
) Drzewo Dy napinajace graf
@1 7 D3 P4
' 220 230 240 250
Zp

Rys, 3

Zgodnie z tablica 1 réwnanie charakterystyczne bedace wprost réwnaniem czestosci
Jjest nastepujace:

() NS Tt — w8 [y T Julky +ky )+ T T3 (k2 +Kas)+
+J T Jalkysthag) + T Iy Jakag +0* s J (ke ky o+ ki o kas+ ks ky) +
o Jo(ks ko) (kos+kaa)+ T2 Jaller + kg )kaa+
FJ i Jo(ki2kas+hoakastkasky )+ Js(kia+Kkaadeaa+
+ Iy Jakaskas —? gk kyokas +Kiokaskas+kaskssk, sk ko) +
+J3(k1 ki tkiakastkaskDhsa+ (ki +kiYeaskaa+
+J1k1?k23k34]+k1k12k23k34 = 0.

Warto zauwaZzy€, 2e przedstawiony algorytm pozwala uzyska¢ réwnamie charakte-
rystyczne wprost wedhig rosnacych poteg czestosci.



Tablica 1

loczyn impe- | Numery ko- Podgraf po usunieciu drzewa Dg Wyznacznik pod-
dangji galezi |incydentnych i krawedzi si, ..., $r grafu
drzewa wierzchotkow
DO s Zpt Qi Zy Gl(DO) Sty oony sr) AG[(DO, Sty rees Sr)
1 2 3 4
A6(Dy)
Ptk P2k V3 ky e
— — kikizkaaksa
&y
Zg
AG(D;],S})
Y2 ky W3 ky P4
Jys? @1, Zo ) kizkasksa
12
@y, 0
AG(Dg.S;)
@ P13 ke a
J2s? P2, Zo &, (ky+ki2)kaskas
23
=
2.2
46 (Dg, 53)
@t ky 2 e
. (kykratkiakast
Jas 3, Zo h iy Sk +kasks)kas
1,20
A6(Do,5¢)
Ok P2 kn D3 k1k1zk23+
Jes? 2 +ki2kaskast+
48 P4, Lo » kse +k23k34k1+
+kaskiki2
P4 20
A6 (Do, sy, 52)
@3 ky (<
JyJps* ®1, P2, Zo ;*u kasksa
[

[549)




c.d. tablicy 1

1 2 3 4
46(0p, 52, 57)
© e
JyJ3s* ®1, P35 Zo & (k12 +kas)kas
K kg fku
\Q
¢ 1o
46(0g, s1,54)
2 k23 P
feyakasthoskya+
JiJas* P4, Z *
1/a P15 Pa, Lo A fse +kaakeys
@100, 20
46 (Dg.s1, 53)
174 e
4
J2J3s ©2, P3, Zs it for Jho (k1 +k12)k34
0320
A6(Dy, 52,54)
or 3
JoJast ®2> Pas Zo ) b ko, / (key ey 2)(kan+ezs)
A 1
02,04, 20
A6(0g, 53,5¢)
Gt kp P2
JaJgs* 3, Pa, Zo kikiatkiakas+
ki ka3 +k23k1
‘ 3,94 2p
A6(0g, 54,52, 53)
'z
P1, P2, P,
JiJ2 T3
1z0ad Zy ka¢ kaa
P12 Vs Zp
AG (Do, 1, 52, 54)
b3
6
JiJ2 s 01,902,904, Zg ksl kot kos+kas

1, 02,04, 20

[550]
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c.d. tablicy 1

1 2 3 4

A6(0g, 81,53, 54)
©2 ’

J1 T Jas® P15 P35 Po, Kynthas
@a, Zo kol |k

003,94, %0

46(Dp, 57,53,54) .

Pt
P2, P13,
J2J3J4S6 ’ Z kl"'klz
Pas Lo k| |k
P2, 03,042 %0
86{Dp, 3y, 52,53 Zo)
P15 P2, Ps3, ‘1

Jl J-;JgJoSs .
- 7, o
Pas Lo @1, 203,01 %0 . ,

3.2. Otrzymanie réwnania charakterystycznego metoda rozwinigcia wedlug elemeniarnych lancuchéw.
Rozwijajac graf na elementarne tancuchy [43] wyznacznik grafu przyjmie postac -

© 4G = D) Z:AG(Z),
i=1

gdzie Z; oznacza impedancje i-tego elementarnego tfaficucha taczacego dwa dowolnie
wybrane wierzchotki ¢,, @2, AG(Z;) — wyznacznik podgrafu otrzymanego przez ko-
incydencje wszystkich wierzchotkéw i-tego elementarnego tancucha, v — wszystkie ele-
mentarne fadcuchy grafu. . o

W tablicy 2 pokazano zastosowanie metody rozwiniecia na elementarne tancuchy dla
ukfadu mechanicznego przedstawionego na rys. 3. Wykonujac sumowanie zgodnie ze
wzorem- (4) uzyskujemy réwnanie czestosci (3).

3.3. Wyznaczenie réwnania charakterystycznego metoda przecieé grafu. "W przypadku bardziej
ztozonych uktadéw efektywna staje si¢ metoda przecigé grafu [17, 53]. Skonczony zbidr
impedancji Z wszystkich ¢ drzew grafu m, — argumentowych impedancji k-tego drzewa
okresla zaleznos¢

0N Z'xZ'") A
0z OZ2)0(ss U7H) - 0E- 1,4 711,

(5) (Z} =

gdzie Z'x Z' oznacza iloczyn kartezjafiski zbioréw impedancji galezi drzew podgraféw
G'1G", z;, Uz, — zbiér impedancji podgrafu, otrzymanego jako suma zbioréw impedancji

® Najlepiej tak wybieraé wierzcholki g, @, aby w zbiorze elementarnych faricuchéw bylo jak najwicce]
drzew grafu G.



Tablica 2

Impedancja Podgrﬁf ot'rzymany 'po k.oincy- Wyznacznik
Elementarny lancuch (¢,, ¢s) roz- elementar- dencji wierzchotkéw i-tego podgrafu
piety na wierzcholkach ¢, i @a nego faf- taficucha
cucha G(Z)p) 4G(Zy)
1 |2 3 4
O, 1.
kj +11S2+1252+
Pk O ky P1 kP4 Jeiakyskas = IR
2y
@ % I T (k12 +J25%) ka3 +
) +k23(]3 52 +
Iis* Jas? JiJas? . /s k34) +
+(13s2+k34)x
Za L enly X (J2 82 +kyz)
4 02 ky P (ky2+Ja 50k +
@ , + kzg]a S2)+
» kiJas? AL Vo thag)t
w . + (T35t kaa) %
1o D007 X (Jos?+ ki)
P kp P2 kg ¥ 04
vy Jes? fiz2krsJsJast @, P, 2 1
2
Y kp 2 @y 2
Jest Uss? JoJas%kyn o kazat+Jas?+kaa
“ @ W. %42
G _kn P2 ©s k@4
Ts Jss ki2J2J3s% k3, o %-‘;J.W,Za 1
Zg
@y W3 ky OF ¥
V‘:—w 1 Jss* ks £ kiz+Jzs?+kas
!
~Zp P02 00 20

[552]
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c.d. tablicy 2

1 } 2 3 4
©3 k3 - P4 ¥z
4
v JyJ3stkss & kia+J28%+ ka5
@1.902,001, 2y
P2 ki P32 kag V2
k1 Jas2kysks, Fn F05, 00, £ 1
P2 _kyy  ©a ku 4
Tos? I J25* ey 5k P 2,03, 04, 2o 1

krawedzi taficuchéw z,, i z/; pomiedzy rozcigtymi wierzcholkami, j — liczbe wierzchotkéw,
poprzez ktore dokonano rozciecia grafu G.

W celu zilustrowania podanych wyzej rozwazan wyznaczymy réwnanie charakterystycz-
ne omawianego juz ukiadu.

’ '
©r Zpp ©2 9 Zpq Oy Iy R

Z30

I

n

Zp Z Zoo =202
Rys. 4
e Rozcinamy graf G (rys. 3b) na dwa podgrafy (rys: 4).
'2° Znajdujemy bezposrednio® zbiory impedancji gal¢zi drzew w podgrafach G' i G”
VAR {{212, Zso}, {Z12, 520}, {520,230}_},
! VARS [{223, Zaa, Z50) > {Z34» Z40s Z23}> {Z40s Z50> Z23} } .

. 3° Dla tak rozcigtego grafu G wyznaczamy zbiory impedancji z,,, z,; pomigdzy roz-
cn;tyml w1e12cho{kam1 W rozwazanym przypadku mamy

Zis = {Zso} Z12 = {Z23,Z4o},

® Gdy podgrafy G” i G” sg bardziej ztozone wowczas rozcinamy je dalej na G i G5 ltd.~,~ a zbioty. im-
pedancji drzew dla nich wyznaczamy ze wzoru (5). : I

3 Mechanika Teoretyczna
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wobec czego

7
Zy2 VZYy = {Zso, 223, 240},
gdzie U jest sumg zbioréw. Poniewaz j = 2, to

z) = NZ'xZ")

0{230 » 223> 240} ’
Biorac pod uwagg, Ze

oZ* 0Z* _ 0Z* o0Z*
‘a{zrs} - azrl @ 62,,2 @ - @

0z,, "’

gdzie {z,s} = {zr1, Zs2s ---» Zep}, r—numer ladcucha, Z* — zbiér impedancji galezi
drzew Z’ lub Z" dla rozcigtego grafu G, @ — symbol sumy pierscieniowej zbioréw®,
wtedy

z) = oZ'xZ") oZ'xZ")

(Z'x2Z")
0230

0z53

0z40
Rézniczkowanie iloczynu kartezjafiskiego zbioréw wzgledem impedancji z;; rozumiemy
jako

oz’
xZ" gdyz;eZ,
0Z'x2" | oz y 2
aZ,' h aZ” 1 1
g 52 xZ' gdyz,eZ’.

Natomiast operacje rézniczkowania zbioru okre§lamy nastgpujaco:

_GZ* _[Z*®zy; gdy z;eZ*
oz |0 — gdy z; ¢ Z*.
Wobec tego
oz’ oz" ozZ"
Z —_ ZII 7 ’ —
2 0z30 x40 0233 Xz @6240 Xz

~ 17 aZ” ——————aZ” "=
= H{le},{ZZO}}XZ @{azzs®624o}xz B

= { {212}, {520}} X H {2235 Z34» Zs0}> {2345 Za05 Z23}»> {Z405 Zs05 223}} @
@ “ {Z345 Zs0}s {2345 Zao}s {z40, Zso}} @ {{234, Z23}> {Zs0» 2'23}” X

X {{212, Zso}, {212, E:o}’ {%zo, Zso}} = { {212, Z235 234, Zso},

{212, Z345 Z40, Zza}, (Z125 Z405 Z50, 223}, {Ezo, Z335 234, Zso},

{Z205 234, Za0> Zzs}’ {§2o, Z405 Z50>5 223}’ {212, 230, Z345 250}’

{212, Z3205 Z34, 240}, {212, Z305 Z40, Zso}, {212, Z305 Z34, Zzs}’
“ Dla dwoch niepustych zbiorow A = {4, A, ..., 4i, ... Ap} (A

{ais, @iz, .., aim})iB =
= {Bi, B2, e, Bj; ..., B.}(Bj = {bj1, b2y, ..., bjm}), ADB = AUB—ANB, gdzie ,,—* oznacza roznicg
zbioréw, za§ n — przekroj zbiorow.
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{212 7305 Zs0, 223}, {2125 F205 234> Zs0}s {2125 Z305> Z34» Zao)s
{212, Z20, Zao, Zs0}s 12125 2205 Z34> Z23}5 {2125 Z205 250+ Z23) »
{Z20, 2305 Z34> Z50}> {Z205 Z305 Z34> Zao0}s {2205 Z30 Z40> Zs0}

{% 205 2305 Zaas Z23}» { %205 Z305 Z505 Z23}) -

W ten sposéb, korzystajac ze wzoru (1), wyznaczamy réwnanie charakterystyczne (3)
zastepujac oznaczenia impedancji z;; przez odpowiadajace im wartoéci momentéw bez-
wladnoéci 1 sztywnosci, a nastepnie s przez jo.

3.4. Wyznaczenie réwnania charakterystycznego przy wiyciv liczb strukturalnych. Wykorzystujac
zwiazki liczb strukturalnych z grafami i twierdzenia o wyznaczaniu Jiczb strukturalnych
na podstawie graféw mozna zauwaZzy¢, ze funkcja wyznacznikowa liczby strukturalnej
det A[4, 1, 54] jest identyczna z wyznacznikiem grafu AG. A wiec réwnanie charaktery-

Z

styczne otrzymujemy po przyréwnaniu jej do zera

t my

(6) det A =[]z =0,

k=1i=1
gdzie zuy € Z oznacza zbiér impedancji krawedzi grafu G.

Praktyczne zastosowanie tej metody pokaZemy na omawianym przykladzie i w tym
celu krawedziom grafu (rys. 3b) przyporzadkujemy liczby zbioru « € N (rys. 5).

©“ 6 P2 7 2] 8 Ps

Rys. 5

Zgodnie z twierdzeniem o obrazie geometrycznym wyznaczamy liczbg strukturalng 4,
ktérej czynniki pierwsze wynosza odpowiednio

‘P1=[1, 2) 6]’ P2=[6J 37 7]’ P3=[79 4’ 8]’ P4=[8’ 5]'

Liczba strukturalna réwna iloczynowi czynnikéw pierwszych jest nastepujaca:

1111111111111222222222222
6666633333777666663333377
A =P PPy Py = 7744877448448 774487744844
8585585855855858558585585

266666666
733333777
877448448\
585855855
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Zastepujac oznaczenia elementow liczby strukturalnej o, odpowiadajacymi im impedan-
cjami zgy otrzymujemy funkcje wyznacznikowa, ktéra przyrownywana do zera daje réw-
nanie charakterystyczne (3). Dla pokazania prostoty metody liczb strukturalnych skorzy-
stajmy jeszcze raz z przykladu pokazanego na wstepie artykutu.

215

(10)

Z23

g

1

(6)

9

(3) 2o /(4) 250,715

2
Rys. 6
Dokonujac redukeji grafu (rys. 2) uzyskujemy graf uproszczony (rys. 6). Na rys. 6

w nawiasach podano elementy zbioru o € N, ktdre przyporzadkowano krawgdziom grafu,
natomiast poszczegélne impedancje wynosza

Zjp = klo‘*‘_blos‘*‘m) §2, Za0 = byos+mys?,

Zap = kag+iny82, . Zag = bags+kag+mys?,
Zso = Mss2+ksg, Zia =k ,+b,,8,

Zy3 = bz:'\S‘*'kza, Zaz = kazt+bass,

Zys = Kas+baas, Ziy = kyatbias,

zis = kys.

Liczba strukturalna grafu (rys. 6) wynosi
A =P1P2P3P4P5,

gdzie _

P =1[1,610, 11, P,=1[62,7, Py=1I1,3, 8]

P, =18,4,9, 10, Ps=1]9 5 11]
Tworzac funkcje wyznacznikowg otrzymanej liczby strukturalnej i przyréwnujac ja do
zera mozemy juz tatwo otrzymaé rownanie charakterystyczne.

Metoda ta staje si¢ efektywniejsza, gdy wykorzystamy algorytm iloczynu liczb struktu-

ralnych [38], wzglednie generowanie drzew grafu metoda liczb strukturalnych binarnych
[44, 45, 33].
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W przypadku wyznaczania réwnania charakterystycznego metodg liczb struktural-

nych w postaci naturalnej, ustalamy na podstawie grafu ukladu mechanicznego jej czyn-

ni
U

ki P(i=1,...,n—1) i wezytujemy do programu GENEROWANIE DRZEW [55].
zyskana w ten sposdb liczba strukturalna, a tym samym jej funkcja wyznacznikowa, roz-

wiazuje problem wyznaczania réwnania charakterystycznego.

4. Whiosek

Przedstawione metody wyznaczania widma czestosci drgan wilasnych pozwalaja na

pelna algebraizacje, a przez to umozliwiajg stosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
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Peswme

TIPUMEHEHUE T'PAPOB 1 CTPYKTYPHBIX YHCEJ IJIXI ONPENEJIEHMA
XAPAKTEPMCTHUYECKOI'O YPABHEHMS U CIIEKTPA YACTOT

B pa60're paccMAaTPUBAIOTCS HEKOTOPBIE TOIOJOTHUECIKHE METOABI OIIPEAETIEHHA XapaKTCPHCTHYEC

KOT'O YpaBHEHHWA M CNEKTPA UacToT JJIsl OUCKPETHBIX JIMHEHHBIX MEXaHHUECKMX cucreM. IIpM onmcarym
BHOPaLMKM CHCTEMBI ¢ IIOMOWIBI (GYHKIMOHANBHON MOJAeNHd M NIOJIOCHOTO rpada NPHBOIATCA METOMBI
TOCTPOEHUsT 3TOre ypasreHHs1. CBaAss mMexny rpadom 1 onpefenuTeNbHol (BDyHKUueH cTpyKTypHOro
YHCITa UCIIONB3YETCA MUK TOro uTo0Bl [IOKa3aTh, YTO MOMKHO 3HAUMTENBHO YIPOLUE IOMYUHTh XapaKTepH~

CT.

HueCKoe ypapHeHue §e3 cocrapiienns AuddepeHImansHbiX YpaBHeHHi ABWKeHus cucrembl. [Ipax-

THYECKOE IIDMMEHEEHE ONUCHIBAEMBIX METOHNOB JEMOHCTPHPYEICH Ha NpHMEpax.

Summary

THE APPLICATION OF GRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS FOR DETERMINING
THE EQUATION OF STATE AND THE SPECTRUM OF FREQUENCY

In the paper the authors discussed topological methods of determining the equation of state and the

spectrum of frequency for linear discrete mechanical systems. Describing a vibrating system by a functional
model and a therminal graph, the methods of creation of such equation were shown.
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Utilizing the relation between a graph and a determinant function of a structural number, the authors
proved that the characteristic equation and the frequency spectrum can be found by a simpler procedure,
without setting the differential equations of motion.

Practical applications of methods described were demonstrated on examples.

INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zloiona w Redakceji dnia 9 sierpnia 1974 r.; W wersji ostatecznej
dnia 12 lutego 1975 r.
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WPLYW WSTEPNYCH UGIEC NA PRACE TARCZY PROSTOKATNEJ
PODDANEJ NIELINIOWEMU ROZKEADOWI OBCIAZEN

TEOFIL SIEGMULLER (GDAKSK)

1. Wstep

W procesie budowy konstrukeji stalowych, przy powszechnym stosowaniu spawania,
odksztatcenia wstgpne tarcz nie dadza si¢ praktycznie wyeliminowaé, przy czym dochodza
one nawet do 50% grubosci tarcz.

Wstepne ugigcia odgrywajg znaczna rolg¢ w zagadnieniach stateczno$ci tarcz prosto-
katnych i maja powazny wplyw na pracg tych tarcz w warunkach obcigZzeni ponadkry-
tycznych. Dotyczy to tych przypadkéw obciazenia, gdy oprécz obciaZzenia poprzecznego
dzialaja rowniez sily w plaszczyZnie $rodkowej tarczy, badz tez gdy stanowia one jedyne
obciazenie tych tarcz. Wplyw tych sit na koricowy stan naprezenia i odksztalcenia zalezy
bowiem nie tylko od ugiecia w; wywolanego przyloZzonym obciazeniem, lecz réwniez od
ugiecia wstepnego w,. Dlatego tez przeprowadzenie w przypadku takiego obciazenia
analizy wplywu wstepnych ugieé na stan naprezenia i odksztalcenia tarczy wydaje sie nie-
zbedne.

Praca cienko$ciennej tarczy prostokatnej po utracie statecznoéci, przy nieliniowym
rozkladzie obcigzen, zostala szczegétowo przeanalizowana w pracy [7] przy zaloZeniu
plaskiej postaci tej tarczy w stanie poczatkowym.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie wplywu wstepnego ugiecia takiej tarczy poddanej
nieliniowemu rozktadowi obcigZen na jej stan koncowy.

2. Podstawy teoretyczne oraz przyjete zaloZenia

Przedmiotem rozwazan jest cienka, prostokatna, izotropowa tarcza o statej grubosci 4,
swobodnie podparta na calym obwodzie.

Zagadnienie wplywu wstepnych ugieé na pracg tarczy prostokatnej poddanej nie-
liniowemu rozkladowi obciazen na brzegach x = *a, dzialajacych w jej plaszczyznie
§rodkowej i zmieniajacych sie wedtug réwnania

@) o =Ko [a(%) —ﬁ]

zwigzane jest z koniecznoscia rozwigzania réwnania biharmonicznego
2.2) V2V3Q = 0.
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Rozwigzania réwnania (2.2) bedziemy poszukiwali w postaci
(2.3) D(x,y) = Do(x, )+ ZA,.Q.(x,y)-

Funkcja naprezen ®@(x,y) powinna spetnia¢ nastgpujace warunki brzegowe:
dlax = +a

2@ 2
Oy = 6—2‘ = KO (‘xy—‘ﬂ),

ay b*

Ty T T axay

(2.4)
dlay = +b
0*P

V=G =0

—_— 52® —

T = T oxay

Funkcja Do(x, y) powinna réwniez spelniaé warunki brzegowe podane w wyraZeniu
2.4). @,(x, y) jest to funkcja spehiajaca jednorodne warunki brzegowe:
dlax = +a :

2o, | 20,
oy oxdy
@.5)
dlay = +b
e, PD,
ox* ~ dxdy

Funkcje naprezen przyjeto w postaci

1 1 y?
(2.6) O(x,y) = 51?0)’2 (-g tx%;— ) + (X2 =) (2 =022 (A, + A, x2+ A3 p?+ L),
Do przyblizonego rozwigzania réwnania biharmonicznego (2.2) zastosowano zasade
Jminimum energii.
W oparciu o funkcj¢ naprezen (2.6), ograniczajac si¢ do pierwszego skladnika szeregu,
otrzymano wyraZenie okre§lajace naprezenie

2
@7 ox = Ko (a%—ﬂ)+4A1(x2—az)2(3y2~b2).
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Dla parametru K, przyjeto zatoZenie, Ze jest on liczbowo wigkszy od wartosci odpowia-
dajacej obciazeniu krytycznemu. Zatozono, ze powierzchnia $rodkowa tarczy nie jest
powierzchnia idealnie plaska, lecz ma poczatkowa krzywizne. W kazdym jej punkcie istnieje
zatem pewne wstgpne ugiecie w,. Przyjeto, ze jest ono male w poréwnaniu z gruboécia
tarczy.

Najmniej korzystna — z punktu widzenia pracy tarczy przy obciaZeniach ponadkry-
tycznych — jest taka postal wstgpnego ugigcia, jaka pierwotnie plaska tarcza przyjmuje
po utracie statecznosci. .

ky

Kolo-B) L Keh | —KaP

M )

‘Nii%j
| EJW

_ Ko (ex-p)

gz

2q

Rys. 1

W rozpatrywanym przypadku podparcia i obciazenia posta¢ taka mozna przedstawic
jako wynik naloZenia si¢ jednej pSifali cosinusoidy w kierunku osi O z trzema poifalami
wzdtuz osi 0,, w drugim przyblizeniu jednej p6ifali wzdluz osi 0, z pigcioma péifalami osi
0, itd. [7].

W rozpatrywanym zagadnieniu zafozono ksztalt wstgpnego ugigcia powierzchni §rod-
kowej tarczy w postaci odpowiadajacej pierwszemu przyblizeniu
3y

+wi cos ﬂ_) )

y

2b

2.8) Wo = COS X

5 (wf,ﬁ{ cos

Jak wiadomo [2], skladowe stanu odksztalcenia powierzchni §rodkowej maja nastgpu-

jaca postaé:
g v 1 ﬂ)l_l(?ﬂe)l
== T2\ex) 2\ )
do 1 {aw\® 1 {ow,\*
2.9 = -\ 2
@ “ w*ﬂw)z(@y

_ow  Ov oW 0w _Owo OWo
Yoy = dy  9x  ox dy dx dy

Rozktad sit wewngtrznych i naprezen podany jest na rys. 2.
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Momenty gnace i skrecajace oraz sity poprzeczne zaleza od przyrostu ugigcia tarczy
i wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:

M, = =D| Ly Gv=wo) b1y (w=w0)
= =Dias W—1, 1(7y2 W—="Wo)|,

i

G 0?
(2.10) M,=-D l_ayz (w—1wg)+v e (w—wg) |,

i
My =M, = —-(1 —V)D'"am (w—wo)

oraz

=D

o)
=
|

2 n o)),
@.11)

3]
&= Py

(V20— wy)].

Rys. 2. Sily wewngtrzne 1 naprezenia na krawedziach wycigtego elementu tarczy
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We wzorach tych D oznacza plytowa sztywno$¢ zginania

Eh®
D=-_"—"—,
2.12) 12(1—»%)
Blonowe sity wewngtrzne N, N, i = okreslono za pomocag funkcji naprezen Airy’ego
@ = P(x, y) nast¢pujacymi wzorami:

*d *D 02D
—OyZ; Ny=h——; v=—h

ax?’ oxdy
W ten sposdb wszystkie sity wewnetrzne wyrazaja si¢ za pomoca badz funkcji naprezen
Airy’ego @ = @(x, y), badz funkcji (w—w,) przyrostu ugiecia tarczy, wywolanego przy-
tozonym obciazeniem. Funkcje te zwigzane sg ze soba ukiadem dwoch nieliniowych réw-
pan rézniczkowych czastkowych noszacych nazwe réwnan Kdrmdna. Dla rozpatrywanego
zagadnienia réwnania te maja postac: '

(2.13) Ne=h

D_,.. _ 02D 2w 0P 9w 2D Oy
(2.14) 7 VIV o) = o e Y e 5 T2 vy xdy
E
2.15) ‘ VIR0 = — U, W)= U, wo)].

W réwnaniach powyzszych symbolem V?V? oznaczono podwdjny operator réznicz-
kowy Laplace’a.

0°() 4y 0*() L ()

2y72 —
(2.16) _V \ () - ax* 0x25y2 ay4

Symbol za§ U w réwnaniu (2.15) jest operatorem rézniczkowym drugiego rzedu o postaci

| ey ) e
2.17) U(...) = 2{ i oy _[ dx0y ] }

3. Rozwigzanie zagadnienia

W celu uzyskania rozwiazania postawionego 'zagadnienia w oparciu 0 réwnania (2.14)
i (2.15) zalozono taka postaé¢ funkcji w = w(x, y) okredlajaca koficowe ugigcie tarczy
w stosunku do plaszczyzny xy, aby opisywala ona z mozliwie dobrym przyblizeniem
ksztalt, jaki przyjmie tarcza pod wplywem danego obcigzenia. W oparciu o wstepne
uwagi dla funkcji tej przyjeto postaé, jak dla funkeji ugiecia wstgpnego wy

ny

; ' max ny
3.1 w(x, y) = cos “5a Wi, 1COS ~2b—+ Wyy,3COS =5 )

Wspolezynniki w,, , i w,, 3 Wystepujace w powyzszym wyrazenju, s3 nieznanymi parame-
trami ugiecia. Przyjeta funkcja wstepnego ugiecia 1wy, = wy(x, »), jak i funkcja koficowego
ugigcia tarczy w = w(x, y) spelniaja zatozone warunki swobodnego podparcia krawedzi
tarczy. Jak wynika bowiem z wyrazen (2.8) 1 (3.1)

(Wo)x=1a = (WO),V:j:b = Q,

-2 Wi=ta = Wyogp =0
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Na- podstawie za$ zwigzku (2.4) zachodzi:

(33) (Mx)x=ia =0 i (My)y=ib =0.

Dla wyznaczenia przyblizonej postaci funkcji naprgzen @ = D(x, y), za pomocs ktdrej
okre§lone sa blonowe sily przekrojowe Ny, N, i 7, wykorzystano réwnanie (2.15), ktére
przy uwzglednieniu wyraZeri (2.8) i (3.1) przyjmie postac:

m2n* [ 2 7y mmx
3.4 VIV = — 32 I 1(w,,, i— w,‘,f’)l)(cosT+cos - )+
+2(Wy 1 W 140 10 cos~—+4cos'2—}i+ 4 os—y+coszﬂ cos X +
m,1 Wm,3 21,3 b b b b a
2 (02 3ny max ]
+9(wp, s —wi ) cos ——4-cos —— ;.
b a
Jezeli do powyzszego réwnania wprowadzi¢ nastgpujace wspélczynniki bezwymiarowe:
A =alb wspotczynnik ksztaltu tarczy;
& =w/h stosunek wstepnego ugiecia tarczy do jej gruboéci;
(3.5) & =w,/h stosunek koricowego ugigcia tarczy do jej grubodci;

Vo = wins /Wiy,

Y = w3/ Wats
to funkcja naprezen @ = D(x, y), ktéra jest ogblnym rozwigzaniem tego réwnania, bedzie
miata postaé:

t

Em?h?

(3'6) ¢(x) y) = - 1612

% [(52 )cosT + = (529’2 E3¥3)cos 3by ] +

+"2_}T AH(E? — 83) + 9(£2P2 — £2P2)] cos ™2 (- 52%)(005 b }1 27;)’)+

4 1 .2
+/1“(§2!P—£3¥’o)[(/12 R ny Bt G il ] m”x}

1 21 ) *(w2 _ g2\2( 12 _ H2)\2
—Tkoy ?“ﬁ_ﬂ —Af(x*—a?)?(y?-b?)>.

Ostatni czton powyZszego wyraZenia jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego

o o*d o*P

i 22 p = 4~ 47"

3.7) VEVE® = G P2 g Y g

Blonowe sily przekrojowe Ny, N, i v wyrazaja si¢ za pomoca funkeji naprezen @(x, y)
zwigzkami (2.13). Wykorzystujac zatem wyrazenie (3.6), otrzymujemy:

= 0.

253
(3.8) N, = ETZZZ% { [(52_50) cos P 4 g2 4 22 )cos?’biy] -
27y 1
-‘(EZ&U— 5(2)5{/0) (COS o +cos T) /14((529/ fézlpo) [(?""W Ccos %y +

2
+ (412im2)2 cos QZy]cos mzx}—koh [oc(%) -ﬂ]-—4A1h(x2—a2)2(3y2—b2),
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(3.8) Em?h*n?2? | 1 S
d] M= T igar (el ) OE Y~ P lcos — —+
+m2(§“}7—§2‘P) —4—00524_
o+ o (;‘.2+m2)2 b
n 1 . 2my mmx. 44, (3x7 — a2y — b7 h
@R 7 |08 g (TG =0 =0,
_Emahanzﬂz 247s 2 2 .y
Fi 7 S SR LD [y o oy g

. . X
+ Wﬁrﬁz)—z sin = |sn -—zz—+ 164, hxy(x® —a®) (y* —b?).

2ﬂy] M7
Trzecie z otrzymanych powyzej wyraZen staje si¢ réwne zern dla x = +aiy = +b. Stad
wynika, Ze na obwodzie tarczy nie ma sit stycznych v zgodnie z przyjetymi zaloZeniami do-
tyczacymi jej podparcia i obcigzenia.

Dla stanu poczatkowego, to znaczy, gdy & = &, oraz ¥ = ¥, jest

(3.9) N, = —Koh [a(%) —ﬁ]—4A1/1(x2—a2)2(3y2—b2),

N, =0.

Obcigzenie krawedzi tarczy sitami N, i N, sprowadza si¢ zatem do pierwotnego, nielinio-
wo zmiennego rozktadu sit przytozonych jedynie do krawedzi x = +a (rys. 1). Natomiast
po utracie statecznoéci, gdy warto$¢ liczbowa parametru K,, obcigZenia tych krawedzi,
przekroczy warto$é krytyczna, stan obcigZenia wszystkich krawedzi tarczy ulega zmia-
nie [7].

Sktadowe oy, 0} 1 7y, Stanu naprezenia w powierzchni §rodkowej tarczy mozna wyrazié
za pomoca nastepujacych bezwymiarowych wspétczynnikéw [7]:

2 2
® aq N.a

= %R T ER

b? N,b?
(3.10) =y =
- b2 b?

y T g T ER

Jesli ponadto dla parametru obciazenia K, przyjaé réwniez bezwymiarowy wspdiczynnik
0 postaci [7]

2

a
(3.11) K=K, B
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to bezwymiarowe wspdlczynniki (3.10) blonowego stanu napreZenia beda, przy wykorzy-
stanin zwiazkéw (3.8), okreslone nastgpujacymi wzorami:
3y

ot = 20 { [(52~50)cos + (&P gng)cosT]_

b b

1 2my mmnx . y 2
(4/12_*_”12)2 37008 }cos ; }—K(’; [a(?) =

— (2P —-Eo) (COS-—+cos ﬂ)-““(? V- E%‘f’o)lw w2y ©%5 " ny +

— A2\2 2__p2
4y (P (),
x _ nm? 2 2092 _ 20 mnx
3.12) o) = T {Zm [(E 3+9(8*Y 50]’) cos — +
: . 4 Ty 1 27y mmnx
2E2 _E24 —co§ —L -
+m*(E2Y 5090)[(12+m2)2cos 5 +(4/12+m2)2 cos — ]cos - }

2

4, O =)= B,

. min2 i . ' .
=y (gzey_gglpo)[ S _y+
1 g 27zy . mux b: L
(412+m2)2 sin +16A1xyﬁz— (x* —a®)(y* —b?).

Momenty gnace M, i M, oraz moment sercajqcy M,,, powstajace'w wyniku zmiany
krzywizny tarczy wywolanej przylozonym obcigzeniem, dadzg si¢ réwniez wyrazié za po-
moca wielko$ci bezwymiarowych o postaci, [7]: :
M, {al’ M, [a) M al\’

(3.13 M= ; = 2 |2 =2 )L
(13 ¥ Ehz(h)’ M, Eh? h)’ My Eh2\ A

Na podstawie wzoréw (2.10) oraz wyrazen (2.8), (3.1) i (3.5) powyzsze wspélczyn.niki
okre$lone beda, po wprowadzeniu do nich wspétczynnikéw zdefiniowanych wyrazeniami
-(3.5), nastgpujacymi wzorami:

2

My = 48(? DY [(5—-50)(m2+v12)cos£1};-4._
| .+(§Y/ §o‘I/O)(n +9v4%)cos 2byTC°S n;:;x,
(3.14) M =W(f2—_) l(& & (A% +rmP)cos 22} + |
+ (€W ~&, o) (94> +ym?)cos 32b T cos .n;:x,

* nm max

Mxy = —'m [(5 EO)Sln +3(£¥/ 50 '1U0)Sln ]Sin 7.
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Maksymalne wartosci momentéow M,, M, i M,,, bedacych wypadkowymi odpowiednich
skiadowych dodatkowego zgigciowego stanu naprezenia, okreslone sa za pomoca wzoréw:

6M, 6M 6M,
(315) (ng)xlxax = —’hz—) (Uyg)llxnx = 'P_y; (Ta)mnx = —hz—y‘

Dla powyzszych wielko$ci mozna réwniez wprowadzi¢ bezwymiarowe wspdtczynniki

o postaci, [7]:
2
O_:g — (Gxg)mux (%) ,

E
(yg)mnx | @\’
(3.16) s bl

2
£ — (Tgmnx) i
Ta E (/1) g

ktdre, przy wykorzystaniu wyrazen (3.13), okreslone beda nastgpujaco, [7]:

2
D'* =—%(—Z—) =6M:,

xg Eh2
6M, {a)
(3.17) % = i (7) = 6M3,

6M,, [ a )
vy = (%) = 6M%,.
Wprowadzajac wspétczynniki &y, ¥y, £1 ¥ do wyrazen (2.8)i (3.1), mozna funkcije wy 1 W,
zaréwno wstgpnego, jak i kofcowego ugiecia tarczy, wyrazi¢ réwniez bezwymiarowymi
wspdlczynnikami postaci, [7]:

W 3ny max

(3.18) w b= f(cos o +¥cos oA )cos—za ,
x _ Wo _ y 3wy mnx

(3.19) we = fo(cos 2% +W%,cos b )cos——za .

Dla okreslenia stanu naprezenia i odksztalcenia tarczy konieczne jest wyznaczenie bez-
wymiarowych wspétczynnikéw ¥ i K§ w zalezno$ci od wspSiczynnikéw wstgpnego ugigcia
&0 1 ¥y — dla réznych wartosci wspdtezynnika & ugiecia koficowego tarczy. Wykorzystamy
w tym celu réwnanie (2.14), ktére rozwiazemy stosujac metodg GALERKINA. W rozpatry-
wanym przypadku musza by¢ spetnione nastgpujace dwa réwnania:

f fF(w wo,di)cos—cos—dxdy—o

A 2b
(3.20)
X mnx 37zy
=0,
_J, —[ Flw, wy, @) cos——— 2 co 2b ——dxdy

4 Mechanika Teoretyczna
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A _ktérych symbolem F(w, wy, @) oznaczono wyraZenie
> Pw ’;e Pw 4
oyt Ox? Ox0dy 0Ox0dy
0*d  Pw
0xr 0y?
Po wstawieniu do réwnan (3.20) odpowiednich pochodnych funkcji ugigcia wo i w oraz

funkcji naprezed @ i wprowadzeniu do nich bezwymiarowych wspdlczynnikéw &,, ¥,
&YW i Ky przyjma one nastepujacg postad:

(3.21) Fw,wy, D)y =D V2V2(w—wo)—h[

22)2 pr
(3.22) 754"(114“—)) {(52 )(1+W)+ .
474
@y - |1+ |-
2
—K?;E{Zmn—z[%(n2—6)a—%(2n2ﬁ+5a¥’)]—
’Atné—alzmS [ (mn +15)+49mn211/]}=o,
2 2 2\2 2...4 4
(3.23) %@yf—&o%n”m E[(Eup BWo) ox

8124

TPE Y- E%'I”)(1+ )]—~K§E{m2[%(3n2+2)a'{’—'

1o o 84Y [ 49m? 16( 15 }_

Po wyrugowaniu z réwnan (3.22) i (3.23) bezwymiarowego wspdlczynnika obcigZenia
K§ otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie czwartego stopnia wzgledem wspdlezynnika ¥':

(3.24) L P42, P42, W24 2, Wt zg = 0,

gdzie:

7y = =——&m (1587612Af+405n214oc+ 196 4¥m* : ——+5n2m oc)

256 2 7z

z, = &2 81—}LZA"‘( + 2+15)——7mZ}L‘*(nz—6)ot+
2 10m27* 128

m*A¥m*n*+15) mé |1 4
e g [? (”2‘6)“‘”2“] -5 A (1 *

15

1
i 2,2 —2%m2(3m? =2ay,
+m2n2) 16lmnﬂ+161m(n )oc}
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s BT w L 45 aa o, H9mP+92%)? m?
23 = —gg M NEA] +256§ Fmtot = eq oy A ape +
5(m? +942)? a1 15
19247 " EA =\ )
1 2 652 4 1 652
3 BmoE* | 1+ pye +—73m§ 1+
Mo
L S oo 2)a—ﬂ/12§2 2 4%

5]

45 1
-5 P A EER VR (% oA +3969.4% ;12—)

9 s 2(m47z2+15) 3 gaa « (n'a? +15) (n? +912)2
zy = 75 £2412 W_—mglm(n 6)‘“' s 1—92
m?(m2+912) 4 1

s |3 O |- Lmewat 1+ b
(1+7)

2

5 4 4 15 1
—Je £ |1+ e 8AIR (1+W)—Tg£2m2/1“ﬂ“ﬁ+

m2\?

l 2 2 2 4 15 2 4,,6 2
+ g §2 (3 —2)<x———£A1 7w\t 'fmﬂﬁ+

16 (m?+ A%)? ( 15 m2a? B(m?+ A?)?
2 _ * .
+12 144 80 2 5 1o D\t 2(1—?)

(m?2+2)?

232 2
+m2(3n2—2) 108 atbfo——m— Uty l m?f——= (37* -~ Dam® +

1-»* |12 108
16 A} 15 ) W\ #2ms 4 A} 15
e (1+ 2p? )] ¢ E0(1—'_ )[ 16 “Z? 2" (1+ m*m? )_

15 9

224_
16 T MM

144 (3n —2)oc]+§2 ![ﬂ[ A2 (1+ )A*+
__1_m214(3n2—2)]+_1—§2§2¥’ m® 972 — (B3n? —2)a] [1+4 # ]
16 72 0+ 0 (22 2)2

+—— e, (1+ 1252)’;14 (A*+1)— ’;’5’16 g8y, (45m/12a+

+17644% &17) + 31@ {;.2 E2PL(m* + 814 )m? [a(m? — 6)— 372 f] —

4%
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1 « (i +15) [m? A2
__252 By T ?+817n—3)—
(m*+94%)2 *
192 0 Wo g | Sat 19641 212

49 , 5 49 6
zs =~ P AIPM - B It S AT T

(5 +1gff*){32 MWL 4 11n6§2§35[f0[1+
S e o
+ [”2’3 "(7123_—6)“] [ (’9716(41-912))2 e ot

4_2
+"1%’8—m2§2§(2)gjol4] 3 (m'n +15)12§z§z!{/ AF

1 (m*+94%)* (m*n®+15)
9  (1-2? a*A2m3

&£, WL AT

Bezwymiarowy wspélczynnik obcigZenia K, w zaleznoéci od wspdlczynnikéw bezwy-
miarowych (3.5), wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

I+ + D+
395 . k¥ — 1t 1274 3 14
(3.23) 0 Ty—The
gdzie:
_ a*(m*+ A
Fll - W(E—EO)’
. 4
Iy, = z _53)(14‘?):
9/14
I, = E(E2P2 - £33,
w*m 412
I, = [l—i—m]y
2 1 1
Iys = ;"75[? (n2—6)a—7(2n2ﬂ+5a9’)],
1 8 49
FJ.G = WATE[T(m4n2+15)+—Q—m4n2T].
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Zakladajac w réwnaniach (3.24) i (3.25) &, = 0 oraz ¥, = 0 otrzymamy zwiazki,
majace zastosowanie dla tarczy obciazonej nieliniowo, lecz pozbawionej wstepnego ugie-
cia w,. Wzory te odpowiadaja przypadkowi rozpatrzonemu w pracy [7] dla pierwszego
przyblizenia.

4. Obliczenia liczbowe

Szczegbtowe obliczenia liczbowe dotycza tarczy o wspolezynniku ksztattu 4 = afb = 2.
Dla materiatu tarczy przyjeto liczbe Poissona » = 0,3. Obliczenia przeprowadzono za-
ktadajac szereg wartosci dla wspétczynnika & (od & = 0,1 do 3,0), a nastepnie przyjmujac
dla kazdej z nich kilka kolejnych wartoéci wspolczynnika &, ugigcia wstgpnego (od &, =
= 0,01 do 0,5) oraz odpowiadajacych im wartosci wspbtczynnika ¥,.

Ay
07 |
RN

VA
s
e

N
~

3 / 4 0
0,05 & ’
N A///// N
R 2%
003 ——~
0,02 Eto)

0 as 10 15 20 335 30

Rys. 3. Wykresy zaleinoici ¥ = P(5—&,) dla roinych warto$ci wspolezynnika &, wstepnego ugiecia
) tarczy

Dla przyjmowanych wartoéci wspdlczynnikéw &, zachowano warunek &, < &, war-
tosci za§ wspdlezynnikéw W, wyznaczono z réwnania (3.26) odpowiadajacego przypad-
kowi tarczy bez ugiecia wstepnego. Przyjeto zatem, ze ¥y = (¥)g,-0. Takie przyjecie

Yo=0

odpowiada najniekorzystniejszemu przypadkowi, w ktérym wstgpne ugiecie powierzchni
srodkowej tarczy ma takag postaé, jaka poczatkowo plaska tarcza przyjmuje po utracie
stateczno$ci. Wartosci liczbowe wspélezynnikéow ¥, w zaleznosdcei od zatozonych wartoSci
wspdtczynnika &, wyznaczone zostaly na podstawie réwnania (3.24) dla réznych wartosci
wspdtczynnikdw &, ugiecia wstepnego. Nastgpnie w taki sam sposéb wyznaczono wartosci
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bezwymiarowego wspolczynnika K¥ na podstawie réwnania (3.25). Obliczenia liczbowe
wykonane zostaly na EMC Odra — 1204, a wyniki przedstawiono na wykresach.

Na rys. 3 podano wykresy funkcji ¥ = W(£—&,) dla réznych wartosci wspdiczynnikéw
&, ugiecia wstepnego. Dla kazdej wartosci tej odcigtej rzedne krzywych rosna wraz ze
wzrostem wspolczynnika £, wstepnego ugiecia tarczy, podobnie jak w [3]. Oznacza to,
Ze im wieksze jest wstepne ugiecie tarczy, tym odpowiednio wigksza jest amplituda trzech
poifal cosinusoidy nalozonych na ugigta powierzchuig Srodkows tarczy wzdhiz osi 0,,
reprezentowanych drugim czlonem wyrazenia (3.1). Amplituda ta jest najmniejsza wow-
czas, gdy tarcza jest poczatkowo plaska. Przebieg krzywych Ki = K& (& —&,) dla réznych
wartodci wspdlezynnika &, ugigcia wstgpnego przedstawiono na rys. 4. Krzywa gérna
przedstawia krytyczne warto$ci wspStczynnika obcigzenia (K§)g,—-o odpowiadajace tarczy
bez ugiecia wstepnego. Pozostale krzywe, odpowiadajace kolejnym wartoSciom wspdl-
czynnika &, = 0,01, ..., 0,5, odbiegaja znacznie od siebie az do wartosci odcietej (£ —&;) =

Y71

14

36 - - |

32— —

28 - —

20+-- . V4 e — e L

121

(5‘50)‘

0 05 ] ‘ 15

Rys. 4. Wykresy zalezno$ci wspolczynnika obciazenia K = K& (£ — &) dla réznych wartodci wspolczynnika
&, wstepnego ugiecia tarczy
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=1, 2. Powyzej tej wartoéci wszystkie krzywe asymptotycznie daza do krzywej &, = 0.
Wynika stad, ze w zakresie zbadanej zmienno$ci ugigcia wstgpnego, wplyw tego ugigcia
praktycznie zanika, gdy catkowite ugiecie tarczy wynosi okoto 1,6 grubodci tarczy.

5. Analiza poréwnawcza z tarczy o wstgpnym jednostronnym wybrzuszeniu

W celu poréwnania otrzymanych wynikéw rozpatrzono przypadek tarczy podpartej
i obcigzonej identycznie, jak tarcza dotychczas rozpatrywana, dla ktérej zaloZono ksztalt
wstepnego ugiecia powierzchni §rodkowej w postaci jednostronnego wybrzuszenia, naj-
czebcie] wystepujacego w praktyce. Dla tego przypadku ugieta wst¢pnie powierzchnig
érodkowa tarczy mozna opisaé wyrazeniem przedstawiajgcym nalozenie si¢ jednej potfali
cosinusoidy zaréwno 'wzdhuz osi x, jak i osi y przyjetego (rys. 1) ukiadu wspétrzednych.
Funkcije wo, okres’lajécq ksztalt ugietej powierzchni érodkowej tarczy przed jej obciaze-
niem, mozna zapisa¢ w postaci ‘
(.1 ' wo = w§” cos »n%{ cos%%,
gdzie wgo) jest parametrem réwnym wstgpnemu wychyleniu §rodka tarczy z plaszczyzny xy.
Funkcja ta ma posta¢ identyczna z wyrazeniem (2.8) po przyjeciu wi; = 0.

Do dalszych rozwazan przyjeto, ze pod wplywem przylozonego obciazenia powierzch-
nia §rodkowa tarczy przyjmie ksztalt opisany réwnaniem (3.1). Wéwczas odpowiednie
zwiazki réwnania dia rozwazanego obecnie przypadku:moina uzyskaé z odpowiadajgcych
zwiazkéw i réwnan, otrzymanych dla przypadku poprzednio rozpatrzonego, przyjmujac
w nich, ze parametr w{®% lub odpowiadajacy mu wspdtczynnik bezwymiarowy ¥, =
= with Wi, sa rowne zeru.

Obliczenia liczbowe przeprowadzono zakladajac te same jak poprzednio wartosci
wspélczynnika ksztaltu tarczy A oraz liczby Poissona ». Dla bezwymiarowego wspot-
czynnika ugiecia wstepnego &, przyjeto wartoci zmieniajace si¢ w granicach od &, = 0,1
do 0,5. Dla wspélczynnika & koficowego ugiecia tarczy przyjeto wartosei & = 0,1, ..., 2,5.

Obliczenia przeprowadzono przy zachowaniu warunku &, < £ Otrzymane wyniki
zilustrowano na nastepujacych dwdch wykresach: pierwszy z nich, podany na rys. 5,
przedstawia zalezno§é wspdlczynnika ¥ = ¥W(£—&;). Goma krzywa, dla &, = 0, odpo-
wiada wstepnie plaskiej postaci tarczy. Pozostate krzywe, odpowiadajace kolejnym war-
todciom wspdiczynnika £, ugiecia wstepnego (dla &, = 0,1, ..., 0,5), przebiegaja poniZej
tej krzywej. Wynika stad, e w przeciwienstwie do poprzedniego rozpatrywanego przy-
padku — gdy tarcza ma ugigcie wstepne w postaci jednostronnego wybrzuszenia — ampli-
tuda trzech pétfal cosinusoidy okreslonych drugim czionem funkeji (3.1) koncowego
ugiecia tarczy jest mniejsza niz w tym przypadku, gdy tarcza jest poczatkowo idealnie
ptaska.

Wszystkie omawiane krzywe dla &, # O zblizaja sie asymptotycznie do krzywej dla
&0 = 0, przy czym réznice rzednych miedzy nimi praktycznie znikaja poczawszy od war-
tosci (£ ~&) &~ 1,2.
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Na rys. 6 przedstawiono przebieg zmian bezwymiarowego wspéiczynnika obcigZenia
K§ w zaleznosci od przyrostu ugiecia (£—&,) dla kolejnych wartosci wspolczynnika &,
ugiccia wstepnego (linie przerywane). Krzywe te przebiegaja podobnie, jak krzywe ¥ =
= Y(£—¢£,) na rys. 5. Przy matych wartosciach przyrostu ugiecia tarczy roznice rzednych
miedzy tymi krzWyn1i a krzywa gorng sa znaczne. Ze wzrostem za$ ugigcia tarczy réznice
te maleja, a wszystkie krzywe zblizaja si¢ do krzywej gérnej. Dla mniej wigcej tej samej
wartodci odcigtej, co na wykresie poprzednim dla funkcji ¥ = W(£—§&,), réznice rzed-

by ‘
0,04 —
20’0
0,03 :
L‘_—/y
% z
04
0,02 < 03
0,2
£&-q1
0,01
(§‘§o&
0 05 1,0 5

Rys. 5. Wykres zaleznosci ¥ = Y(£—&,) dla réznych wartosci wspolezynnika & i dla przypadku tarczy
z jednostronnym wstepnym wybrzuszeniem

nych miedzy wszystkimi krzywymi K§ = K§5(£—&o) staja si¢ pomijalnie male. Stad wy-
nika, ze w zakresie zbadanej zmiennoséci ugi¢cia wstepnego wplyw tego ugiecia réwniez
1 w rozpatrywanym przypadku zanika mniej wigcej dla tej samej wartosci catkowitego
ugiecia tarczy, co w przypadku poprzednio rozpatrzonym.

Dla zilustrowania powyzszego faktu na rys. 6 naniesiono dodatkowe krzywe Ky =
= K5 (£—&5) z rys. 4 (linie éiqg{e). Jak wida¢, wszystkie krzywe ciagle leZg ponizej odpo-
wiadajacych im krzywych przerywanych (dla tych samych wartosci £,). A zatem osiagniecie
okreslonego ugiccia koficowego tarczy nastgpuje przy mniejszej wartoéci obciazenia
wéwezas, gdy posta wstepnego ugiecia powierzchni érodkowej tarczy jest blizsza tej
postaci, jaka pierwotnie plaska tarcza przyjmuje po utracie statecznosci.

Na podstawie przeprowadzonej analizy moZna wnioskowaé, ze w zakresie zbadanych
wartosci ugiecia wstgpnego, wplyw tego ugiecia praktycznie zanika, gdy koncowe ugiecie
tarczy wynosi okoto 1,7 jej gruboéci. Wowezas stan naprezenia i odksztalcenia rézni sie
pomijalnie mato od stanu, jaki (przy danym obciaZeniu) panuje w tarczy poczatkowo
plaskiej. W praktyce poczatkowe ugiecie tarczy wynika na ogét z przypadkowego, mniej,
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lub wiecej nieregularnego pofalowania powierzchni. Temu pofalowaniu moga odpowiada¢
zaréwno dodatnie, jak i ujemne wartoéci wspotczynnika ¥ .

zZ punktu widzenia pracy tarczy w warunkach obciaZenia ponadkrytycznego najbar-
dziej niekorzystne sa.takie przypadki, gdy pofalowanie zwigzane jest z jednostronnym
wybrzuszeniem powierzchni §rodkowej tarczy; zachodzi to dla ¥, = 0. Taki rzeczywisty
ksztalt wstepnego ugiecia tarczy jednakze tylko w pewnym przyblizeniu odpowiada omé-
wionym w pracy przypadkom. Z tego tez wzgledu wydaje si¢ wiadciwe, by stan naprezenia
odksztalcenia tarczy, przy uwzglednieniu jej wstepnego ugigcia, okre$la¢ na podstawie
wzoréw odpowiadajacych przypadkowi najbardziej niekorzystnemu.
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Rys. 6. Wykresy zaleznodci wspdlczynnika obciazenia K§ = K#(E—&g) dla réinych wartosei wspdl-
czynnika &, i dla przypadku tarczy z jednostronnym wstgpoym wybrzuszeniem

Jak wynika z przeprowadzonej analizy, nalezy zatem preferowa¢ wzory majace za-
stosowanie w przypadku, gdy ksztatt ugietej wstgpnie powierzchni §rodkowej tarczy odpo-
wiada postaci, jaka tarcza przyjmuje po utracie statecznoci.
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Peszwme

BJIIMSIHUE HAUYAJILHOI'O IIPOTUEA HA PABOTY INPAMOYITOJBHOI'O TN CKA
[10 BO3SOENCTBUEM HEJIMHEWNHO PACHPEIEJEHHOII HATPY3KHU

B pafore NpHBOAMTCA TEOPETHUECKH apaliiN3 BIMSIHHA HAUalbioro Nporuba Ha HaNpsHKEHHOE
COCTOAHMC B AeOPMAMIO TIOCTIE TTOTEPH YCTOHUHMBOCTH NMPAMOYTOIBHOTO JAHCKA CBOGOMHO ONEPTOTO 1O
KOHTYPY ¥ MOABEPHKEHHOTO HArpy3Ke C HEJIHHCHHBIM pacnpegeneHues. Paccy)cieHusa BeAYTCsT C Ipume-
weHuem (yuxumy Hanpsprenuit Opn @(x, v), IIpHHUMAIOTCA YHOBIETBODSIOINE KPAERLIM YCIOBHAM
3aJlaud NPEACTARNCHMST (MYHKUME Tnpornda cepefHHON MOBEPXHOCTH MUCKA — HCXOXHOrO Wolx, ¥)
¥ KOHEUHOro w(x, V).

It onpepenenns atix (QyHKUMi HcronsgoBanock Auddepennuansaoe ypaBaeHne Kapmada de-
THHENON TEOPUH IIIACTHHOK, 4 HEU3BECTHLIE AaPaMETphb! COLEPMKALIMCCA B NPHHATHIX GYHKUHAX Ipo-
ruba HaXOMWIMCh C lpHMeNeHuem meropa lanepkuHa.

TonyuerHble BLIPAYKEHUS AJA HANpshKEHHH 1 fedopMalliii B 3aKpUTHUIECKOM COCTOSIHHH ObIIH
BBIDOYKEHb! ITOCPENCTROM 0e3pasMepHbIX BeNHUHH. UMCIeHHBIE IpUMEpPBbI pellleHbl ANA ABYX BHOOB
HICXOZHOTrO Nporuba cepeMHHOM TIOBEPXHOCTH AHCKA, AN ITUX CIIyUaeB HaiHAeHL! YCIOBHA NPH KOTOPBLIX
MOYKHO NpeHefpedh BIMSHUEM WCXOAHOro mporuba.

Summary

INFLUENCE OF INITIAL DEFLECTIONS ON THE WORK OF A RECTANGULAR PLATE
SUBJECT TO THE NON-LINEAR LOAD

This paper presents a theoretical analysis of the influence of initial deflections on the state of stress
and strain in an isotropic, rectangular plate simply supported along the edges and subject to the non-linear
load — after the stability loss. The Airy stress function ®(x, y) is introduced, and the form of initial deflec-
tion wo(x, y) and final deflection w(x, y) is assumed to satisfy the boundary conditions.

These functions are then determined by means of the Kédrman equations of the non-linear plate theory,
the unknown parameters appearing in the function of deflection being found by means of the Galerkin
method.

The final formulas determining the stresses and-strains in the post-critical state of the plate are written
in terms of dimensionless coefficients.

Numerical calculations are performed for two different forms of the initial deflection of the middle
surface of the plate; conditions are also derived under which the influence of initial deflections may be
disregarded.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlpzona w Redakcji dnia 13 grudnia 1974 r.
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NIELINIOWE DRGANIA ELASTYCZNIE POSADOWIONYCH SILNIKOW
TEOKOWYCH Z CYLINDRAMI W UKYADZIE V

JaNusz KOLENDA (GDANSK)
1. Wstep

Elastyczne posadowienie silnikow ttokowych stosuje si¢ w celu zmniejszenia poziomu
drgan i hataséw przenoszonych droga strukturalna na fundament i dalsze elementy kon-
strukcji. W wyniku drgan elastycznie posadowionych silnikéw powstaja w nich dodatkowe
sity i momenty masowe, powodujace obcigZenie poszczegblnych elementdw silnika, a takze
samego silnika, jako nieidealnego 7Zrédia energii. Jak wykazaly badania Prrauma [1]
1 szacunkowe obliczenia HEMPELA [2], sity i momenty te nie sa duze, jednakze celowe
bytoby ich uwzglednianie, przede wszystkim w przypadkach, gdy pozadana jest doklad-
niejsza analiza drgan 1 skuteczniejsza z nimi walka. Jest to szczegdlnie istotne z punktu
widzenia ochrony zdrowia czlowieka, zwlaszcza wobec obserwowanego w ostatnich la-
tach wzrostu mocy z cylindra, pociagajacego za soba wzrost sit i momentéw wymusza-
jacych drgania. Jest to istotne takZe z powodu strat energetycznych wynikajacych z ela-
stycznego posadowienia, zwlaszcza wobec znacznego wzrostu cen paliwa na §wiatowych
rynkach. Minimalizacja tych strat mogtaby by¢ w uzasadnionych przypadkach stosowana
jako dodatkowe kryterium doboru systemu amortyzacji. Dokladniejsza analizg drgai
1 wyznaczenie dodatkowych sit i momentéw masowych oraz strat energetycznych umo-
zliwia uwzglednienie nieidealnego Zrddia energii i potraktowanie predkosci katowej sil-
nika jako wielkosci zmiennej. Wptyw nieidealnego Zrédia energii i jego sprzgzenie z ukia-
dem drgajacym byly po raz pierwszy analizowane przez RocArRDA [3] {(dla przypadku wiru-
Jjacej masy niewyréwnowazonej, napedzanej silnikiem elektrycznym), a pdzniej takze przez
KONONIENKE [4] i GOLOSKOKOWA [5]. Zagadnienia te byly rozpatrywane przez autora dla
przypadkéw ukfadu wibracyjno-uderzeniowego [6] oraz silnikéw tlokowych o pionowym
ukiadzie cylindréw [7]. Niniejsza praca dotyczy silnikéw tlokowych z cylindrami w ukla-
dzie V.

2. ZaleznoSci kinematyczne

Rozpatrywaé bgdziemy uklad dyskretny; elementy silnika i odbiornika mocy, sprzggto
i fundament, na ktérym elastycznie posadowiony jest silnik wraz z odbiornikiem mocy,
potraktujemy jako sztywne. Schemat obliczeniowy ukladu przedstawiono na rys. 1.
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i

Pz

v
X
. rd
AR g2 RN
Rys. 1
Wprowadzimy oznaczenia:
ag, by, € A1, bo, € .nn Ay, Do,y Cojven Aoy, Doy € WspOlrzedne punktdéw przecigcia z osia walu prostych

4

Cxiy Cyis Czi

4
hxiy Hyiy Bzi

kxl, ky[’ kzi

lxiy Iyl; l2i
L
m

My

Hp1)2

prostopadlych do osi walu, poprowadzonych ze
srodkow cigzkosci kolejnych mas mg, w stanie spo-
czynkowym i przy ¢ = 0,

ilo§¢ wykorbien,

wspodlczynniki sztywnodci i-tej podkiadki elastycznej
przy ugigciach w kierunkach osi Ox, Oy i 0Oz,
odlegfoéé osi korbowodu od srodka cigzkosct
Sy Mg,

przyspieszenie ziemskie,

wspolczynuiki wiskotycznego tlumienia /-tej pod-
kiadki elastycznej przy obrotach jej poprzecznych
przekrojow wzglgdem osi 0'x’, 0y 1 0'z,
wspolczynniki sztywnosci i-tej podk.adki elastycznej
przy obrotach, jak wyzej,

wsposczynniki wiskotycznego ttumienia i-tej podkfadki
elastycznej przy ugieciach w kierunkach osi Ox, Oy
i 0z, '
diugosé korbowodu,

faczna masa ukladu drgajacego,

masa niewyréwnowazona, odpowiadajaca jednemu
wykorbieniu i skupiona na osi czopa korbowego,
masa niewyréwnowazona w ruchu postgpowo-zwrot-
nym, odpowiadajaca jednemu cylindrowi i skupiona
na osi sworznia ttokowego,

polozenie §rodka ciezkosci ukladu w potozeniu spo-
czynkowym ukladu drgajacego i przy p = 0,
dhugo$§é ramienia korby,

ma-
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u, v, w przemieszczenia Srodka ciezkosci ukladu drgajacego
w kierunkach osi 0x, Oy, Oz,

up, i, w; przemieszczenia punktéw zamocowania /i-tej pod-
Itadki elastycznej do ukladu drgajacego w kierunkach
osi Ox,0y i Oz,

0x, 0y, 0z nieruchome osie, pokrywajace si¢ z gldwnymi osiami
bezwiadnosci 0'x’, 0%y, 'z’ ukladu drgajacego
w stanie spoczynkowym i przy ¢ = 0,

Xi, ¥i, z; wspdirzedne punktu zamocowania i-tej podkladki
elastycznej do ukiadu drgajacego w stanie spoczynko-
wym i przy ¢ =0,

e, f, 7 katy obrotu ukladu drgajacego wokél osi 0'x', 0y
i 0z,
20 kat pomigdzy plaszczyznami dwéch rzedow cylindro-
wych,
&, n, ¢ przemieszczenia mas niewyréwnowazonych w kierun-
kach osi Ox, Oy i 0z,
@, ¢+dw,@+2dyn, .. p+ndy, ... p+(c—1)d,.~;mkaty obrotu kolejnych wykorbien.

a '
) ty=y
Tb_/f P, 49, 25)

(x5, Ub., 28)

0 | Zg 2 4
w1 -
- \\\\| v
. /// \\ﬂl"\?{?“\\\)ﬂ :
~7 Xg ———1{7’53/ -

; g i 4
X Xg o~ ———

X

c)

Rys. 2

W celu wyznaczenia przemieszczed poszezegdlnych punktéw ukladu przy jego drga-
niach rozpatrzymy przemieszczenia wzgledem nieruchomego ukiadu wspdhrzednych
X, y, z punktu P ciala obracajacego sie o katy o, p i ¥ wokot trzech wzajemnie prosto-
padlych osi, zwigzanych z tym cialem (rys. 2). Niech osie zwigzane z cialem pokrywaja sig
W stanie spoczynku z osiami x, y, z, a wspdirzedne punkiu P w ukladzie x, y, z w stanie
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spoczynku beda xo, ¥o, 2o. Po dokonaniu obrotu ciata o kat f wokét osi y (rys. 2a) osie
zwigzane z cialem zajmg polozenia x', y* = y, z’, a punkt P zajmie polozenie P’ 0 wspéi-
rzgdnych w ukladzie x, y, z:
(2.1) X5 = XoCO0S$B+2zo8infB, Yo = Vo, Zo = ZoCOSB—xq8inf.
W ukiadzie x', y', z' punkt P’ ma wspéirzedne xo, Vo, Zo, zatem po obrocie ciala o kat «
wzgledem osi x' (rys. 2b) punkt P’ zajmie poloZenie o wspétrzednych w uktadzie x', y7, 2’
(2.2) Xo, YoCOS®H—2zoSInw, 25COSK+ygsina.
Jesli punkt o wspétrzednych x4, yo, zo W ukiadzie x’, 3, z’ ma wzgledem ukladu x, y, z
wspotrzedne (2.1), to punkt o wspotrzednych (2.2) ma wzgledem ukladu x, y, z wspdt-
rzedne:

Xy = XoC08 B+ (zgC08 &+ ygsina)sin g,
(2.3) Yo = YoCOSa—2zySina,

2z = (Zocosa+yosin o) cos f—xqsin .
Analogicznie po obrocie ciala o kat y wokot osi z' (rys. 2¢) otrzymujemy:

Xo' = (xgcosy—yosiny)cos f+ [zoc08 o0+ (yocOSY +x0osiny)sin o sin #,

(24)  yi' = (pocosy+xgsiny)cosa—zysine,

2o = [zoc0sa+ (yocosy —xo8iny)sin o] cos f— (xoCcosy —yosiny)sin f.
Wyznaczymy teraz odpowiednie przemieszczenia poszczegdlnych punktéw silnika. Dla
d = 0 przemieszczenia mas m,; i m,, wywolane obrotem korby o kat ¢ wynosza [8]

s

1 1 3.,
(2.5) (17),,,1”/2 = —r(l—cosq)+ Z?»— ZlcosZ(p+Hl -+ ), A =7

Dla § > 0 przemieszczenia mas my,, i m,, w kierunkach osi cylindréw odpowiadajacych
tym masom, wywolane obrotem korby o kat ¢, wyniosa z pominieciem cztonéw zawiera-
jacych 1 w potggach trzeciej i wyzszych

(2.6) Ms = —r [1—cos(<p$6)+ % A— —31'—-/10052(9916)].

prL{2

W wyrazZeniu tym i nastepnych w przypadkach podwdjnych znakéw ,,+ i ,,—" gbrny
znak dotyczy masy m,,, a dolny — m,,.

Wspétrzegdne niewyréwnowazonych mas odpowiadajacych n-temu wykorbieniu w po-
fozeniu spoczynkowym uktadu dla ¢ = 0 wynosza:

(x")"’pllz = anié;
= b, —r|1 4T )+ AL dcos2(nd,n T 8)|cos 8
(yn)mpl/2 =0y —'COS(I’I n7+ )+Z _Z cos (n n 7T+ ) Cos 0,
2.7
_ 1 1 — .
(z,,),,,p”2 =, tr [1 —cos(nd,n ¥ 8) + T A— 7 Acos2(nd,nF 6)] sin d,

(‘x")"lg =y, (,Vn)m0 = bo+rcosnd,m, (Zn)mo = co—rsinnd,m,
gdzie oznaczono:
by =bo+(r+L)cosd, ¢; = coF(r+L)sind.
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Na skutek przemieszczen u, v, w i odchylen silnika o katy 8, «, v niewyrdwnowazone masy
n-tego wykorbienia osiagaja przy ¢ = 0 zgodnie z (2.4) i (2.7) poloZenia o wspdlrzed-
nych:

(x,,),,,pl/'2 = u+ [(a,.ie)cosy— {bI —r[l —cos (nd,wF 8+ %Z—

1 .
— —4—Zcos2(nd,,n F 6)] cos 6}s1n y] cos B+ Hcl +r [1 —cos(nd, ¥ 8)+

-

1
+ -}1- A— 7T lcos2(nd,,n¢6)] sin 5}cosa+ {bl —r [1 —cos{nd, ¥ )+
1 1 _ . . .
+ T A— T Acos2(nd,nF (5)] cos 6}sm acosy + (a,+€)sin ocsmy]sm 8,

(y,.),,,pl/2 =0+ Hbl ~r [1——cos(nd,,n$6)+ 711— A— 711— lcosz(nd,,nié)]cos (5} X
. | _ 1
x cosy+(a,te)siny cosa—lclir 1—cos(nd,,n+c3)izl—-

(2.8) - %— lcosZ(nd,,m:ié)] sin 6} sina,

(z,,),,,pl/2 =w+ Hcl +r [1 —cos(nd,xF 9)+ % A— % Acos2(nd,m ¥ 6)] sin 5} X

1

7 Acos2(nd,mF 6)] cos 6} X

X coso+ {bl—r[l —cos(nd,nF 8)+ _i.l_

X cosysin oc—(a,,ie)sinocsiny} cos f— l(a,,iC)COSV— {bl_

—r [1 —cos (nd, m T 8)+ i A— % Acos2(nd, ¥ 6)} cos (5} siny] sin g,

(Xdm, = u+[a,cosy— (by+rcosnd,m)siny]cos B+ {(co—~rsinnd, m)cos o+
+ [(bo + rcosnd,m)cosy +a,siny]sina}sin f,
Owmy = v+ [(bo +rcosnd, m)cosy +a,siny]cos o — (co — rsinnd, m)sina,
(Zwme = W+ {(co—rsinnd,m)cos a+ [(by +rcosnd,m)cosy —
— apsiny]sina}cos f— [a,cosy — (bo +rcosnd,m)siny]sin f.
Réznica wspélrzednych (2.8) i (2.7) stanowi przemieszczenia niewyréwnowazonych
mas w kierunkach osi Ox, Oy i 0z na skutek ruchdéw silnika przy ¢ = 0.

Wspdtrzgdne niewyréwnowazonych mas w potozeniu spoczynkowym ukiadu przy
@ # 05sa:

' 1
(xn)mpl/2 = anie, (y")"'pl/z B bl—r(l + Z— ﬂ'—fl) COS.(S,

(2.9) 1 .
(Zn)rnp1/2 =0 ir(l + Y ﬂ.-—-fl)Slll d,

Cdmo = @ns Vwdmy = bo+rcos(p+nd,m),  (Z)m, = Co—rsin(p+nd,n),
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gdzie S o R L,

N _ 1 L :
fi1 = cos{p+nd,nF )+ Ilcos2(<p+nd,,n$6).

1
W wyniku ruchdéw silnika niewyrownowazone masy zajma przy ¢ # O poloZenia:
o wspéhrzednych: ’

l

‘ 1 .
(x,,),,,p“2 = u+{(a,,ie)cosy— [bl ——r(l+ i Xa_fl)cos 6} smy‘»cosﬂ—
- Hcl—_i-r(1+ %l—fl) siné}cosa+ [bl —r(1+ %l—fl)cosé] X
x cosysina+ (a,+e)sinysin a}sin B,

(y,,‘),,,w/2 = v+ ”bl—r(1+ %X—fl)cos 6]cosy+ (a,,ie)siny}co,soc-—.‘ :

- [cl ir(1+ -l—l—fl)siné] sina,

1 ,
(2.10) (z,,),,,m/z = w4 {[cl—_l-r(1+ Zl~f1)sin6]cosa+ [bl ——r(1+ %—l—fl) X
X COS 6] cosysina— (a,+ e)sin asiny}cos B— {(a,,ie)cosy~

— [bl —r (1 + %l-—fl)c'os 6‘ siny}sinﬂ,
(Xn)my = t~+ {@ycosy—[by +rcos(p+nd,n)]siny} cos f+[[co —rsin(p+
+ nd,m)]cos a+ {[by +rcos(p+nd, m)lcosy +a,siny} sina]sin g,
wdmy = v+ {[bo+rcos(@p+nd,n)]cosy+a,siny} cosa—
— [eg —rsin(p+nd,n)]sinc,
(Zn)m, = w[[co—rsin(p+nd, m)]cos a+ {[bo +rcos(p +nd,x)]cosy —
— apsiny}sina]cos f— {a,cosy — [by +rcos(p+nd,m)]siny} sin 8.
Réznica wspdirzednych (2.10) i (2.8) stanowi przemieszczenia niewyréwnowazonych mas
n-tego wykorbienia wywolane obrotem walu o kat ¢:

1

(Eﬁ),..m/2 = r|f1—cos(nd,nF 8) — %XCOSZ(nd,,nié) (cos dsinasin fcosy —

_ —cos dcos fsiny Fsin dcosasin f),
B} ; .
(773),,,”1/2 =r Lfl —cos(nd,mF 0) — % Acos2(nd,wF §) |(cos dcosacosy F

2.11)
Fsindsina),

/2

[ |
€D, .. = r|fL—cos(nd,nF ) — % Acos2(nd,nF ) {(cos dsin Bsiny +

+ cos dsin acos fcosy Fsin dcosacos f),
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(2.11) EDug =1 [cos(p+ nd, ) —cosnd, w](sin asin fcosy — cos Bsiny) +
fed] +r[sin nd, = — sin(@+nd, m)]cos asin B,
(170)m, = rlcos(¢+nd,7)—cosnd,m]cosc.cosy +r[sin(p+nd,n)—sinnd, nlsina.
(Dm, = rlcos(p+nd, ) —cosnd,ww)(sinacos fcosy+sin fsiny) —

— r[sin{p+ rd,7)—sinnd, 7]cos acos f.
Wypadkowe przemieszczenia niewyréwnowazonych mas n-tego wykorbienia sa suma
przemieszczen wynikajgcych z réznicy wspétrzednych (2.8) i (2.7) oraz przemieszezen (2.11):

(gn)mp”z = w+ (a, Fe)(cos fcosy —1) — [b1 —r(l + %l —fl)cos 6] cosfsiny +
1 . 1
+ {[el ir(l + Zl—fl)smé]cosocﬂr [b1 —r(l + Zl—fl)cos 6] X
X sinacosy+(a,.ie)sincxsiny}sin B,
(17,,),,,p]/2 =ov+ [bl —r(l + %7»—fl)cos6](cosoccosy—1)+(a,,i-e)cosasiny——
- [clir(1+ —i—l—fl)sind]sina+r[fl—cos(nd,,n-T—d)—
- %Xcos2(nd,,yz$5)] cosdcosacosy,

212 Cm,,, =W [c1 ir(l + —jt—l—fl)siné](cosacosﬁ—l)+

p1/2
+ {I:bl —r (1 + % X—fl)cos 5] cosysinoc—(a,,ie)sinasiny} cos f—
- {(a,,ie)cosy— [bl —r(l + —‘l—t—l—fj)cos 5]siny}sinﬁ$r[f1 -

—cos(nd,nF 6)— % Acos2(nd,n -T(S)] sindcosacos f,

(&)m, = u+a,(sinasin gsiny +cos fcosy — 1) + [by +rcos(p +nd, m)] x
x (sin asin fcosy —cos fsiny) + [co — rsin(p+nd,m)]cos asin §,
(Mwdm, = V+aycosasiny + [bo +rcos{p+nd,m)]cosucosy — (bo +rcosnd,n) —
' — [eo —rsin(p +nd,m)]sin a,
C)me = W—an(sin acos fsiny + sin Bcos y) + [ +rcos(p + nd, 7)](sin «cos f x
X cosy +sin gsiny) + [co — rsin{p+ nd, m)]cos acos f— (co—rsinnd, ).
Przemieszczenia punktu zamocowania i-tej podkladki elastycznej do uktadu drgajacego
wyniosa na podstawie (2.4): ‘
u; = u—x;+ (x;cosy — y;siny)cos f+ [z;cos a+ (y;cosy + x;siny) sin o] sin §,
(213) v = v—y;+ (y;cosy +x;siny)cosa—z;sin «,
Wi = w—z;+ [zicos 4 (y;cosy ~x;siny) sin o] cos f — (x;cosy—y;si 9)sin B.

5 Mcchanika Teoretyczna



586 J. KOLENDA

Energie kinetyczna ukladu drgajacego wyrazi¢ mozna nastgpujaco:

' 1 ey s . 1 ,. 1
214) T, = [m—c(mpl+m,,2+m0)](u2+z)2+w2)+»ilxa2+7

. 1
- ' n2 Nl L)
3 1B +2I,y+

c—1
1.,., 1 : . , : .
P P D 0 DRt (i, + Ei+ mpa [+ ()R +

+ (E)2, 04 mo ()20 + 2+ (E2)

gdzie I, I,, I, oznaczaja gtéwne momenty bezwtadnodci uktadu drgajacego bez mas nie-
wyréwnowazonych, I'— moment bezwiadnosci wirujacych mas wyréwnowazonych
wzgledem osi walu.

Przyjmiemy, Ze w polozeniu spoczynkowym i przy ¢ =0 energia potencjalna ukiadu
drgajacego jest rowna zeru. W czasie drgan ukladu energie potencjalng okredlimy jako sume
przyrostu energii potencjalnej podkiadek elastycznych na skutek ich odksztalceri i przyrostu
energii potencjalnej niewyréwnowazonych mas wynikajacego z pionowych przemieszczen
tych mas na skutek obrotu walu korbowego

1
=52

!

(2.15) (Caithf + €] + CaWi + ko + ki B2+ kg y?) +

5
i

e
-

+g [mp { (n:f)mm + ’np2 (77%),",,1 + My ('W)mo] .

i\

Opér ttumienia przy obracaniu watu korbowego mozemy zastgpi¢ réwnowaznym oporem
wiskotycznym o wspdlczynniku /% i przedstawié funkcje rozproszenia energii (Rayleigha)
W postaci

1 h . . . . . . .
(2.16) D= 7 Z (heti? 4 L 92 4 L Wi+ i &2 + hy; B2+ by 92) + %h(pz.

Powyzsze zaleznoéci moga byé wykorzystane do analizy ukladéw drgajacych z silnikami
o dowolnej ilosci cylindréw'i stopni swobody oraz o dowolnych uktadach wykorbien
i podktadek elastycznych, przy czym zestawione na ich podstawie réwnania ruchu zawieraja
dokladne zaleznosci okreslajace wszystkie sity 1 momenty dzialajace na silnik.

3. Analiza pionowych drgan silnika dwucylindrowego

Moment napedowy silnika od sit gazowych wyrazi¢ mozna w postaci [8]

3.1) . M, = orT+ D COsin(Ekg+95),
k

gdzie T oznacza $rednia warto$¢ sity gazowej dzialajacej prostopadle do jednego wykor-
bienia na promieniu r, bedaca nieliniowa funkcja predkosci katowej o postaci [9]: T =
= Ao+ A, 0+ A, 0+ 430+ ..., Ay, A1, 4,5, ... —stale; C, 9 — amplitude 1 faze
k-tej harmonicznej silnika o ¢ wykorbieniach, traktowane w pierwszym przyblizeniu jako
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stale i odpowiadajace $redniej predkosci katowej; § — ilo§¢ cykli pracy przypadajaca na
jeden obrot walu, tj. & = 1/2 dla 4-suwéw i & =1 dla 2-suwéw.
Analogicznie przedstawimy moment oporowy odbiornika mocy
(3.2) My = B+ ) Bsin(ylp+a).
7
Analizujac drgania pionowe silnika przyjmiemy jako wspélrzedne uogélnione v i ¢.

Na podstawie réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju i zaleznoéci wyprowadzonych w roz-
dziale 2 otrzymujemy nastgpujace réwnania ruchu dla silnika o ¢ wykorbieniach:

c—1

(3.3) mv+9 Z Li+v Z Cyi = 2 {m,,l rp?[cos(p+nd,m— 8)+Acos2(p+
i i n=0

+nd, 7t — 8)]cos 0 +m,, 1 [Sin((p-i-nd,,:ft-— )+ % Asin2 (@ +nd,m— 6)] cos &+

+myrp?[cos(p +nd,m+ 0)+ Acos2(p + nd,m + 6)]cos 6 + mpa 1P [sin(q) +

+nd, 7+ 8)+ % Asin2(p+ nd, 7+ 5)] c0s 8 + myrp*cos(p +nd, 7y +

+ morgsin(p+nd, n)} ,

(3.4) 19+ AM —my, (K, + L) —mpy (K + L) —my Qo = R,
gdzie:
11 ,
I=1I+cr? 7+ glz (Mpy +mpa)+cmyr?,

c—1

AM = —r'z)Z mplcosé[sin(tp+nd,,n—6)+% lsin2(<p+nd,,az-6)] +

n=0
1, . .
+ My, CO8 0 [sin(<p+nd,,n+ o)+ 5 Asin2(¢+nd, n+ 6)] + mg sin(p + nd,,yz)} ,
c—1

{%rzéjz [% Asin(g +ndy 7 F 0) —sin 2(p+ nd, n F §) — %lsinB(qﬂ-
(3.5) n=0

+hnd,nF0)— —:12— lzsin4(<p+n_d,,n$5)] +gr [sin(<p+nd,,az$5)+
1, . _ |
+ 5 Asin2(¢+nd, ¥ ) cosél,
c—1 | §or
Lyp = 2{5,;‘25}5[—lcos(<p+nd,.nié)f¢o$2(<p+nd,,n$(S)+

+ lcos3(<p+nd,,n$6)+ % 120034(q9+nd,,n$5)]},

5¢
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c—1

55 27 ;)grsinwnd,,ﬂ),
[e.d.]

RY) = erT— B+ Z Csin (Ekg +v) — ZB,sin(nl(p+ o)) —he.
% 7
Wystepujacy w réownaniu (3.4) czton 4M nazwiemy dodatkowym momentem oporowym.
W réwnaniu momentdéw na wale siinika w przypadku sztywnego posadowienia czlon ten
jest réwny zeru.
Dla silnika dwucylindrowego (¢ =1, # = 0) réwnania (3.3) i (3.4) przyjmuja, dla
My, = Mpy = m, i przy oznaczeniach Zl,.,- = /y_,‘,Ecyi = ¢,, postac:

(3.6) mo+Lo+cv = 2m,,r[¢2(cos<pcoszé+lcosZécos@)-i—
wf . U ' - .
+®|sinpcos®d + —2—2s1n2(pcos2(5cosé +mgr(p*cose+@sing),
3.7  Ip—ro)2m, sm<pcos§+jlsm2(p00326 +mpsing | —
o1, . 3. .
—m,r|re —2—lsmqacos&——s1112(pcos26~5lsm3gpcos36—
- —1—2 lzsin4<pcos46) +2¢ (sin<pcos<§+ %lsin2(pcos2(5) +rp (~ Acospcosd+

"+ cos2¢cos2d+ Acos3pcos3d+ -—411- lzcos4<pcos46)l—mogrsin(p = R,

Uwzgledniajac, ze niewyréwnowazenie silnika i tlumienie w ukfadzie amortyzacji maja
w praktyce male warto$ci, moZzemy do rozwiazania rownan typu (3.3) i (3.4) zastosowaé
asymptotyczng metod¢ KRYLOWA-BOGOLUBOWA-MITROPOLSKIEGO [10, 11]. W celu umozli-
wienia analizowania zachowania si¢ drgajacego ukladu takze w obszarze rezonansowym,
w ktérym réznica faz pomiedzy drganiami wlasnymi i wymuszeniem okazuje istotny
wplyw na zmiany amplitudy i fazy drgan, poszukiwaé begdziemy rozwigzan réwnan (3.6)
i (3.7) w pierwszym przyblizeniu w postaci

' v = acos(p+y)+eu(a, ¢, p+p, ),

(3.8) o =a,
gdzie ¢ oznacza maly parametr, u, jest mala funkcja okresowa, natomiast a, ¥ i w sg
piynnie zmieniajacymi si¢ wielkosciami, okre§lonymi réwnaniami: '

& = éAl(a) 1/); Cl)),
C

(3'9) '()b =b_w+8B1(a’ 1/),6!)), b? =‘;nl’

@ = aD‘l(a,y),.w).
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Z. dokiadnoscia do cztondw pierwszego rzedu matosci mozemy z uwzglednieniem zaleZ-
nosci (3.8) i (3.9) napisac:

. ou ou
0 = —ab +y)+elAd + B, si b 1 1
v absin(p+vy) 8[ 1cos(p+p) a Lsin(p +9) + i ) +w ],

(3.10) ¥ = —abzcos(qo-i-w)-i-e{[(b ) — - aA‘ 2abB1]cos((p+1p)— [a(b—w) aaBl
0%u, 0*u 0u ]
+2bA bz————— 2b ! 2 1.
‘]““‘"’“”” Ko+ T Aprnd T o |

Po wprowadzeniu do réwnan (3.6) i (3.7) malego parametru i po podstawieniu zaleznoéci
(3.10) otrzymujemy réwnania:

%u, 0%u, 0%u, B,
F 2. 2 b2 - 2 - _
(B.11) w v +2bw o9 op FICERNE +b%uy — | 264, +a(b w)——aw X
. 24, o
x sin(p+y)— | 2abB; — (b—w) o cos(p+v) =—n—1[ab1ysm(<p+1p)+
+ 2m,rw*(cospcos? 0+ Acos2¢cos 28 cos 8) + mg rav3cos ¢,
(3.12) = 7{R3"—ab2) cos(p+v) [Zm,, (sm(pcosd-i- Z.sm2<pcos25)+m0sm<p]

L, . . 3., .
+m,riw? (—?j Asingpcos d—sin2pcos286— o) Asin3¢pcos35—

- % /12sin4<pcos46) +2m,gr (simpcos o+ %_— lsin2<p00826) +m0grsin(p}.

Z réwnania (3.11) mozna wyznaczyé funkcje u, , A, i B, , przy czym w celu jednoznacznego
ich wyznaczenia postawimy warunek, aby a byla pelna amplituda pierwszej harmoniki
zmiennej (p+1y), tzn. poszukiwac bc‘dziemy rozwigzan na u, w postaci

(3.13) u, = Z {&n,.n.c08[ny @+ 12 (@+ )]+ Aumysin[ng p+n2(p+9)]},
' \ n+n, # £1
W wyniku otrzymujemy:
2myriw?
3.14 =27 .
(3.14) u, (2 — a7 .00526 cosdcos2¢p

Poréwnujac wspélczynniki stojace przed. funkcjami sin(p +) i cos(¢+1%) po obu stronach
réwnania (3.11) z uwzglednieniem (3.14) otrzymujemy réwnania:

oB 1 . . 1
2bA +a(b a)) 1.01 = ——;(2m,,cosz_6+mo)rwzsmw——n—zably,

aA1

2abB, — (b—w) = —%(Zm,{co.szé-i-mo)rwzcosw,
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skad

_ 2mycos?d+my
(G15) 4y = =TT

_ 2m,cos?d4myg
am(w +b)

al,, B = rw*cosy.

ra?siny — !

v 2m
Funkcje D, wyznaczamy z réwnania (3.12) przez usrednienie prawej strony tego réwnania
po (p+vw) w okresie 2n '

1 ’ .
(3.16) D, = % [rT—B —hw+ 5 (2m,cos?d —l—_mo) ab?rsin 1/)].

Na podstawie réwnai (3.9) i zalezno$ei (3.15), (3.16) wyznaczyé mozna wielkosci @, v i w.

W stanach nieustalonych postuzyé si¢ mozna metoda EULERA, zgodnie z ktdra proces

rozpoczynajacy si¢ w chwili t, od wartoSci aq, wo 1 o okreéla sig z zaleznosci:
Qitotdt = ao+Af(d)1=/07 Ar=to4-24r = ar=r04-ziz+At(d)1=ro+At,

i z analogicznych zaleznosci dla wielkosci v i . _
Dla stanéw ustalonych réwnania (3.9) maja rozwigzania:

b
Tk W—“"tg[m_—b)]’
2
2m_)

(3.17) g (2m,cos?0+mg)rw?

m(w+b) -l/(b —w)?+ (

a o spelnia réwnanie:

(3.18) rT—B—hw— 4; @b, (w+b) = 0,

)2

w ktérym czion

(3.19) (AM), =

17 @b (@)

stanowi staty, w stanach ustalonych, skladnik dodatkowego momentu oporowego, powo-
dujacy spadek predkosci katowej silnika dw = wy—w i stratg mocy w poréwnaniu ze
sztywnym posadowieniem _

(3.20) (AN)y = (AM)ow,

gdzie wy spelnia réwnanie:

(3.21) rT—B—hw, =0.
Z uwzglednieniem zaleznosci (3.17) ot‘rzymujem.y:h
(3.22) AM)o = Momo, (AN)s = Mymow,
gdzie S
1 v
3.2 =— 2 2r202, =
(3.23) M, - (2m,cos?d+mg)2riw?; o St DIA= w7

l W

= ——y_ <0 = . .
wmb’ HTp

)
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Zaleznoé¢ wartosci 7, od wartoéci stosunku czestosci p dla réznych wartosci bezwymia-
rowego wspotczynnika » przedstawiono wykresinie na rys. 3. Zaleznos¢ ta umozliwia dobor
systernu amortyzacji zapewniajacego odpowiednio male straty energetyczne. Wynika

A,

10,0

50

20 4
10 /

05 4

N\

02

N

ANAN

o1

0,05 / A

0'02 A

94 //
QESIZE

0,01

0,005
/ .

0,002

&Q

Al
= B

001
0009+ a8 12 16 20

Rys. 3

z niej, Ze W obszarze rezonansowym korzystne sg duze wspétczynniki thumienia podk{ad'ek
elastycznych, a w warunkach nierezonansowych — male.

4. Nieliniowe drgania silnikéw wielocylindrowych o 6 stopniach swobody

Rozpatrzymy przypadek drgan silnikéw wielocylindrowych o 6 stopniach swobody,
przy czym uwzglednimy, ze amlitudy drgar obrotowych a, g1y sa w praktyce mate i w roz-
ktadach funkcji trygonometrycznych tych katow w szeregi potegowe zachowamy tylko
pierwsze wyrazy. Ograniczymy si¢ do analizy stanéw ustalonych oraz bliskich ustalonym,
w ktérych & jest mata wielkoécia i pominiemy cziony proporcjonalne do iloczynéw m,s,» ¢
i my® jako czlony drugiego rZQdu maloéci. Otrzymujemy wtedy na podstawie rownania
Lagrange’a drugiego rodzaju oraz zalezno§ci (2.11)—(2.16) i (3.1), (3.2) nastgpujace
réwnania ruchu:

mii+cou—U,y+ U, 19 = Rl+mp1(F1)1+mp2(F1)2+m0Q1’
4.1) . m‘U+Cy‘U Veat Vs, V= R2+mpl(F2)l +m,,2(F2)2+m002,
‘ mW+CzW“' xﬁ+W0‘ ""R3+mpl(F3)l+mp2(F3)2+m0Q3:
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4.1 LA+ coa—V, o+ Wow—co oy — cxyﬂ ch(mo) = Ry+m, (Fy), +

[c.d] +mp(Fa)atmoQua,
1ﬂ+cwl3 Wow—Uu+coo—cpp —R5+n7pl(F Yo+ 11y (Fs)y +11, 05,
1z7’+£‘;z7—Uyll—i'Vx?)—Cyzﬁ*szO{ = Re+mp(Fo)1 + My (Fo)y +116Qs,
1§ = RE +m,, (Fy); +1m,,(F7), +7‘”oQ7,

] \ 1 \ 7 .
Cx = Zcxl, Cy =Z Cyi s ¢, = ‘4\_1 Czis U,v =A\, Cxidis Vz = ZC_V]Z,',
i i i i
\ !
W\: = 21 CziXi» V’.\' = 2 CyiXi,
i i
9
W.V = Z Cziyi: Uz = Zcxizl'v xX 4_>.I kxl+c_vizl +Czlyl)
i i

— 2 2
Cyy == Z (ky,'+Cx121 +czix,-),
i

—
, — 2 2 — _— — —
Czz = Z (kzi+cxiyi +Cyixi)y Copy = Cyx = 2 CziXiYi, Cyz = Czy = 2/ CxiYiZi,

i H i

Cox = Cxz = 2 CviZi Xy,
i
Ol
/ 1

lx = 2 lxl, Z yis z Uy = z;lxiyh Vz = Z lyizi,

{ 7

i i

~4

B
-

-
Wy = leixl; Vi = Zlyixi,
i

i

' 1 \
W}' 2 ziVis z = .>__, lxizi) lxx =Z (hxi+1ylziz+lzl~yiz)> l.\'y_= 2 (hyi+l.\‘izi2+lzlxi2)1
i i i

lzz = Z (h:i+lxiyi2+lylx12)> lx,\' = lyx = Z lzix,'yg, lyz = lz,v = ._S:leiyizi,

i i i

lzx = lxz = Zlyizixl;

i

Ry = —La+ U, y—UiB, Ry = —~Lo+Via—Vip, Ry = ~Ilw+Wi—Wia,

b
I
1l

D COsin(Ekp+ 9©) + 7)) — Lesbe4 Vio— Wy i+ L+ Loy B,
k
crT(wo) = erT(9)—(p),

Rs = — L, p+ Wik —Ulit+loya+1,9, Re = —ly+Uii—Vad+1, B+ L.,

a2 2
I, = I;+cmpl[co— (L—%rl sinéJ My, [c0+ (L—— %{-rl)sin 6] +

c(mp, +mp2)[ t+r? (1 + 55}{2)] + cmo (b3 +c3+r?),
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2

. 2
I, = I, +cmy, [co - (L - —;—rl) sin 6] +cmp, [co + (L— %rﬂ,) sin 6] +

c—1
1 1 . 1
+cr?(mpy +myy) (7 + 33 /12) sin? 8+ cmy (c?,+ 7"2) + 2 [mpy (e, +e)* +
n=0
+mpy(a,—e)* +myag],

1 1 1
I = I+ c(mp +my,) [b§+r2 (7+§/12) c0526]+cm0 (b3+5 r?-) +

c—1

+ Z [mp1(ay + €)% + mpy(a,—e€)? +moaZ],
n=0

c—1

(Fi)ijp = —-%{—2cb1§5+2cc1}3'+ Z[—2rf1(§cos6ii§sin6)+
n=0

+4rfy (7003 8+ fsind)p+2rfa(ycos 6+ Fsin )71},
f2 = cos(p+nd,nF )+ Acos2(p+nd,n¥9d), fi3=sin(p+nd,nFd+

1
+ Asin2(p +nd,n F9),

c—1

0, = —%{—2cbo§3+2ccol§+2 [—2r¥ cos(p +nd, 7) +4ry@sin (¢ +nd,w)+

n=0
+2ry¢*cos(p +nd, ) — 2rf sin (@ -+ nd, ) — 4rBgcos(p +nd,m) +
+2rpipsin(p+nd,m)]]

c—1
Fa)ip2 = ~—‘%{—2cc1&+2 [2(a, €)Yy £ 2rf; tsin 6 FArf3 apsin § F
n=0

F2rf3(asin d L cos 6)(,’02]} ,
c—1

0, = ——;—{ —20co b+ ), 2055+ 2riisin(p+nd,m~ a)—

n=0
- 2r(p—a)*cos(p+nd,m— ot)]} )
1 et . . ..
(F)1j2 = _7{2cb1&+;; [—2(ant€)+2rfticos 6 —drf3é{pcos § —
—2rf,(acos d Fsin 6)<f02]} ,
) o1 . _
0, = —7{2cboii+’§0[—2anﬂ+2réccos(qo+nd..7l—°‘)+

+2r(¢p—a)2sin(p+nd,mw— OC)]} s

6 Mechanika Teoretyczna



594 J. KOLENDA

c—1

1 - .« W1 —
Fip = —7[—2cclv+2cb1w+2{2r2a[z Acos(p+nd,nF d)+

n=0
1

+% cosZ(<p+nd,,7z-T§)+% Acos3(p+nd,mF o)+ 35

lzcos4(<p+nd,,ﬂ$6)] —
—2r2ap [% Asin(p+nd, 7w F 8)+sin2(p+nd,n F8) +% Asin3(p+nd,nF )+

%—Zzsin4(<p+nd,,ﬂ$5)] +2rf10sin 6 —2¢; (a, L )y 2rfi (a,Fe)Psin § F

Fdre, fiosin d42rc; fr(asin d+cos O) p* — 2r2f, [ a@p? +2rf, Wcos §—
- 2b1(a,,ie)}f§—2r(a,,-_|-e)f1 Bcos O+4rb, fidcos d—4rb_fidpcosd—

—2rb, fo(o.cos Fsin ) p* + 2gr [f1 —-Cosnd,,n—% AcosZ(na’,,nié)] sin 6+
+dre, fa@sin 6” .
c—1 .
0, = —5{—2ccov+2cbow+2 [2rvsin(p+ nd, 7 — o) —2a, oy —
n=0
~drepasin(p+nd,m~ o) +2rcy (§— a)*cos(p+nd,w— o) +
+2a,,r';3sin((p+nd,,7z—oc)+2rii)cos(<p+nd,,vr—a)—2a,,bo}§—
—2ra, fcos(p+nd,m— &) +4b, réicos(p+nd, w— &) +

+ 2B r(p—&)?sin(p +nd, w— &) + 2grsin(p +nd, w— oc)]} ,

2 32 2

c—1
+9sin26)—2¢hy ¢y Y+ 2
=0

. . 1 v
Fs)ipp = —% [ZCcl'zlicrzﬁl (l+ilz) sin2d + ¢r? (—1—+?2—22) (2fsin?6+

. 1.
{—Zi{)(a,,ie)—2b1(a,,ie)oc—r2<p [—Ilsm((p+

n

+nd,wF O)+sin2(p+nd, nF 6)+% Asin3(p+nd,n F )+
+—;—22 sin4(<p+nd,l7v$6)](2[351’n25i)'/sin26)+r2 [—i—lcos(<p+nd,,n$ d)+

+% cos2'(<p+nd,,7v$6)+—£1f lcos3((p+ndnn$6)+% A? cos4(<p+nd,,7v$6)] X
x (2fsin® 6+ ¥ sin20) F2rf, sin 8 2rb, £ sin & +4rey f3§(cos 8+ fsin 6) —
—2r¢, f,(Pcos b+ 2fsin 8) +2re, fo(ycos O+ Bsin 8) >+ 2r 3 (ycos b+

+ Bsin §)sin § F2r2f, fo¢*(ycos + Bsin 8)sin 6 +4r(a, +-e)f3dpcos §—

- =2r(a,te)fi0cos 64 2r(a, -e)f, ¢*(acos 6 Fsin 6)—r2f§(2ﬂsin26iysin26)¢2}] ,
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c—1
Qs = _—% {—cr?ﬁg’vz +2¢cott+2ch, c0§3—2cr2}7¢+2 [—r2]§0052((p+ndnn) +
n=0
+2r2Bpsin 2(p +nd, 7)) — 2riisin (¢ +nd, ) + 2rboy sin(g + nd, ) —
— 2¢o 1y cos(p+nd,m) - deg ry@ sin(p +nd, 7) + 2¢q ry@3cos(p + nd, ) —
—dcq r:Bsin(q) +nd,m)—4cq rﬁ(})cos (p+ndym) +2a, W+ 2¢o rfp*sin(p +nd, =) +
+r2ysin 2(g + nd, ) +2r*p¢ cos 2(p + nd, 1) — 2a, bt~ r>y@*sin 2(p +nd, 7) +

+r2Bp*cos2(p + nd,m) —2ra,scos(p +nd,m— o) —

~2ra,(p— &) sin(p+ndyn— )]},

c—1
Lo\ . 50 S )
(F6)1 2 = _%_ [icrz(%"‘5‘2‘/12)/351]125-—2017111—2017101[3+ {Z(a,,ie)‘v_
n=0

—2(a,,ie)cl&—r2¢[%ﬂsin(¢+ncl,,n$ 0) +sin2(p+nd,n F 8)+
1., — . .
+%2sin3(<p+nd,,n$ 5)+§ A2sind(p +nd,,n+5)] (2ycos25 4 Bsin2d) +
2 [% lcos(<p+nd,,n$6)+%- cbs2((p+nd,,n$6)+—}4-lcos3((p+nd,,n$ d)+

+ §12~ A?cosd(p+nd,nF 6)](23300525 + fsin26) — 2rf, ticos 6 —

—4rb, fsp(ycos 8+ Bsin 8)+2rby f1 % cos 8 —2rb, £, (ycos d + Bsin §) —
—2rey [y B'cos 84 2r2p2f3(ycos 8 + Bsin ) cos 6 —2r3f; fr¢p*(ycos d + sin §)cos §+
+2rb, f1 (Y cosd ilﬁsin 0) Fér(a,+e)fsa@sind+2r(a,te)f tsin 6 F

2r(a,te)f, p*(asin d+cos 5)—'r2f§(2y00526i ﬁsin26)<})2}] ,

c—1

Q¢ = —%—{—cr2y¢2—2cboi2—20boco B'+2cr2/§¢+2 [r2¥ cos2(p+nd,m)—
n=0

—2r2p@sin 2 (¢ -+nd, ) — 2riicos (@ -+ nd,m) +4rby y cos (g +(1d,, )~

— 4rby ypsin(p+nd,m) — 2rby yp*cos(p+nd, )+ 2rb, Bsin ((p + nd,,.n) +
+ 4rby fpcos(p+nd,m) — 2rby Bpsin(p-+nd, ) —2cq rf?;cos(Q) +nd,7)—
- rzyé)zco.s 2(p+nd, )+ 12 Bsin2 (@ +nd, ) +2r2 fpcos 2 (¢ +ndy ) —
— r2fp2sin 2( +nd, 7) -+ 2a, B —2a, ¢o G+ 24, réisin(g+nd, 7w — o) —

—2a,r(p—&)*cos(p+nd,m— oc)]} .
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c—1
Fys = — ?1)‘_ [4cr2aéc¢ (—:lz + -51;—12) + Z {2r2f2f3 @2 (y2cas?d+ Pysin2d + B2sin?d) +

n=0

+2r33p(2ypcosid+ ﬁysin2éi ﬂ;'/sin25+2ﬂ/§sin25)+ 2rf3u(ycos 6+ Bsin §) —
—2rb, f3¥(ycos O+ Bsin 6)+2rc, /5 B'(ycos O+ Bsin 8)—2r2f) fr(ycosd+ fsin &) x

N D . _
x (ycos 6 & Bsin §) — r2¢? [7 Asin(p +nd,n F 8) —sin2(¢ +nd,nF 6)
. _ .. |1
- % lsin3(<p+nd,,rc3|-‘6)—% A%sind(@+nd,nF 6)](a2+ 1)+ 4r2agp [? Acos(p+
1 - 1
+nd,t F6)— %cos2(¢p+nd,,n-_|-6)— 0} Acos3(p+nd,nF6)— Y A*cosd(p +

+nd,nF 5)J o F2rf5v(asin 6 +cos 8) F2r(a, +e) f3¥(asind £ cos ) +

+2re, f5 &(asin d +cos ) —2r2f, fza(asin d +cos §)sin 6 — 2rf; W(«cos 6 Fsin §) +
+2r(a,€)fs E(acos 0 F-sin 8) — 2rb, f3a(cccos 8 Fsin 8) —2r%f, fyo(acos 6 F

Fsin d)cos 6 —2grf3(cos d+ asin 6)” s

c—1

0, =— 1? {2cr2y51¢+2cr2m§¢—2cr2&+ erfy—crify + Z [—2r2yppcos2 x

n=0
x (¢ +nd,7)+r2y*@?sin2 (¢ +nd, 7) + 2r2BBpcos 2(p+ nd, ) — r2 f2p3sin2 x
X (@+nd, ) + 2ryiisin(p + nd, ) — 2r piicos(p + nd, ) — 2rb, yy sin(p + nd, 7c) +
+ 2rbg By cos(p +nd, 7))+ 2rco yBsin(p+nd, m) —2co rBAcos(p+ nd,m)—
—r2yPsin2(p+nd, ) +r2pycos2(p+nd,m)+ r2yfcos2(p+nd,m)—
~ 2r2y Bpsin 2(p+ nd, 7) — 2r2 Bpdpsin 2(p + nd, 7) — 2r2 y*cos 2 (¢ + nd, 7) +
+r2pfsin 2(p+nd,7) —2rvsin(p +nd, 7w — ) + 2¢o rasin(p +nd, w— o) —
—2a,rysin(p+nd,m— o) —2rwcos(p+nd,m— o)+ 2ra, Bcos(p +nd, w— o) —
—2bgriicos(p+nd,w—a)—2grsin(p+nd,m— ?z)]} .
Cziony zgrupowane na prawych stronach réwnan (4.1) maja w praktyce male wartosci.
Gdy prawe strony réwnan (4.1) sa réwne zeru, mamy do czynienia z drganiami wlasnymi
o rozwiazaniach: :
42) u=uy+o,, V=040, W=Wo+0s, & =0,+04, B=Po+os,
Y = Yo+0¢, @ = const.

W rozwiazaniach tych uy, ..., ¥, sa stalymi skladnikami wywolanymi stala skladowa
momentu reakcyjnego crl(wy), a g(s =1, ..., 6) sa suma skladnikdw o postaci

4.3) o® = p®a,cos(At+6), s, k=1,..,6,
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gdzie: a;, O oznaczaja stale okreflane z warunkéw poczatkowych, A, sa czesto§ciami
drgan wiasnych okre§lanymi z réwnania charakterystycznego ukladu, zas§ o sa statymi
speiniajacymi réwnania: .

(44 D g )o® =0, jk=1,..,6
s=1
i warunki ortogonalnoéci'
6 6
4.5) Z Za gPeP =0, D N e®eP =0, k=1
s=a1 j=1 S=lj 1
im0 0 0 0 07 Cx 0 0 0 Uu, -U,]
0 m0OO0O 0 ey 0 -V, 0 V.
00 m0O0O OO 0 0 & W, —-Ww, 0
wl=lo 00,00 W=l 0o —v, w ¢ -—c, —cuf
0000TI5LO U, 0 =W, —cyy ¢y —0
100000 ]| LU, V. 0 -y —¢n € |
W niniejszej pracy podamy rozwiazania réwnan (4.1) w pierwszym przybliZzeniu.

Wykorzystamy tu te wlasciwos$é analizowanego ukiadu, Ze na skutek istnienia thumienia
i wymuszen zwiazanych z obrotem watu korbowego ustala sie drgania okre§lone przez
czesto$€ wymuszen i te sposrdd czesto$el drgafd wiasnych, ktérej warto§é jest najbardziej
zblizona do wartoéci czestosci wymuszen. Drgania z innymi czesto§ciami wlasnymi badz
wygasna, badZz moga nie byé rozpatrywane w pierwszym przyblizeniu [10, 11]. Zalozymy
przy tym, Ze nie wystgpuje rezonans wewnetrzny.
Po podstawieniu (4.2) do réwnan (4.1) i wprowadzeniu wspdirzednych qua51 -normal-
nych za pomoca podstawienia
s
(4.6) os(t) = 2, Y o®g ), s=1,..,6
k=1
otrzymujemy réwnania:
6

1
@7 wtMq= M, < y "‘)[Rj+m,,1(Fj)1+m,,2(Fj)2+m0Q,], k=1,..,6,
j.=

6 6
. 1 3
“48) fp= 7 [RE? +mpy (F2)y +mpa(Fr)a+meQr), M= 2, Zasj‘i’s(rk)‘p}k)'

s=1 j=1
Dla wyznaczenia drgai ukladu w pierwszym przyblizenin wystarczy ograniczyé sig
do analizy dwéch réwnan: réwnania (4.8) uwzgledniajacego Zrddio energii i jednego
z réwnan (4.7). Wybor jednego z réwnan (4.7) zalezy od czestosci 4, dla ktérej warto§é
réznicy |A,— | jest najmniejsza. JeSli taka czgstoscia jest A, nalezy rozpatrywaé uklad
réwnan:
6

1
2 @ [Ri+my, (F)); +mys(Fp), +m 0],

4.9 Go4a2p =t
4.9 Gu+ Anm M, 2

,...

. 1
(4.10) Q= T [RS +mp, (Fr)y +mpn(Fp) 2 +mo Q7).
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Dla réwnan (4.9) i (4.10) przewidujemy w pierwszym przyblizeniu rozwiazanie w postaci:
| G = acos(p+y) +eus(a, ¢, g+, 0),
4.11) ¢ =w,
w = tD(a,p, w),
gdzie a i  sa funkcjami czasu i opisujg si¢ réwnaniami:
(4.12) a =A@, a,w0),

b = Ap—w+ 6B, p, ).
Podobnie jak w przypadku réwnania (3.6) otrzymujemy:
o%u 0%u 0%u
413) 22—t 421 2 21 422
@) A Sty T patpty) T Tagr T
+ I:(}“m_w)g—j- _zaB}“m] COS(‘P"‘ 1/))_ [(}“lrx_w)a g_f:' +2A}“m] Slﬂ((P+’l/)) =
6
= D O R s (B4 i (Fa o 0]
m j=1

W celu wyznaczenia wielkosci 4, B i u; przedstawimy prawa strone réwnania (4.13)
oraz u; w postaci podwdjnych szeregdéw Fouriera:

6 0
1 .
(4.14) T y, @™ [RyAmy (B + My (F) 2 +mo Q)] = 2—1 Fo,, ni(a, 0)etimtn@sl,
mi=

ny, na=—00
©

(4.15) ui(a, ¢, p+yp,0) = Z i, n (@, @) MPHREFT

HipHz=—00
gdzie
2 2n 6

1 1 '
(4'16) Eu, m(aa w) = 4—71;2“ .{ f F th_(im}[Rj'*“mpl (El)l +mp2(Fj)2+
0 0 T

+ mij]e‘i["l"’+"2("’+'l’)1dq7d(gv +"P) ,

i jest jednoécia urojona.

Aby «a byla pelna amplituda pierwszej harmoniki kata (p+v) powinno zachodzié
Uy, n2(a, w) = 0 dla wszystkich n, i n, spelniajacych réwnosé¢ n, +n, = +1. Z uwzgled-
nieniem tego warunku otrzymujemy na podstawie (4.13) - (4.16)

Fy,, (2, ®)
}“rzn - (11160 +’122m)2 ’

(4.17) Un,, nz(aa w) = ny+n, # £1,

(4.18) [(l,,,—-w)%:— —2aBl,,,] cos(<,v+'zp)——[(l,,,—w)ag—j.+2Alm] sin(p+v) =

o)

= § Fn“ "y (a R w) llme+m@+]
nyN2=—00
n+ny=41
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Z zalezno$ci (4.15) - (4.17) otrzymujemy

oo}

1 e +r@+]}
4.19)  ua,p,p+yp,0) = = 5 f f thj’”)[Rj+

lm - (nlw +n2 /'{m)

Hyynp=—00
nyd-n% 41

+mp,y (El)l + mpz(Fj)z +my Qj] e mpEn@ Y] dy d(‘}’ +9).

W celu otrzymania réwnan do wyznaczenia funkcji 4 i B poréwnamy wspdlczynniki
stojace przy sin(p+%) i cos(p+1p) w réwnaniu (4.18). Oznaczajac n, = ~p,n, = pt1
otrzymujemy:

[(1,,, — w)%;:— -~ 2aBl,,,] cos(p+y)— [(1,,, —w)a g—f: +24 l,,,] sin(p+vy) =

© 27 2z

= Z;Z‘f 2 ""”[cos((p+1p)+zsm(<p+1p)]ff Z PR, +mp (F), +

p=—0

+ 13 (Fj)y+mo Qe [cos(p +v) Fisin(p+y)]dpd(p+v),

skad
2rn 2m
2Al,,,+a(lm—w)——= 27: 2 lplﬁff i 2(7,(»,) [R,+ 0 (F)); +
pP=—w® j=1
(4.20) +mp2(Fj)2+moQ,]e—Wsm(¢+¢)d¢d((p+¢),
2n 2n
2080 = (A - )— - 27: 2 ip-pf f Z ¢§M)[Rj+mp1(Fj)1

p=—0
+ 1y, (F))a + 1m0 Qle™ "V cos(p+ ) dpd(p+v).

Rozwiazan ukladu (4.20) poszukujemy w postaci szeregdw:

0

@21) A, p,0) = D Cola,)e™, Bla,y,0)= 2 Gyla, w)er.

p=—0 p=—0

Po podstawieniu (4.21) do (4.20) otrzymujemy rozwigzania:

1 X\ e'rt O (m)
(422) A(a,’tl),a)) = —2—7;7 2 41'2"'_172(2"1 (}-m )lpf f 2 p; X
p=—00

X [R;+my  (Fy) 1 +mpo(F))2 +moQjle P cos(p+y)dpd(p+y)—~

2x 2n 1
41’"[ f M,
0 0

Z @i Ry +1my  (F)1 + mpa(Fy)2 +mo Q)] %
j=1

x e~ "Psin(p+y) dpd(p +w)} ,
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2n 27

0 6
1 e { ) 1
422) B(a,p,0) = ——5— E LA AR Y ff E' .
fc.d.]) @9, ) 27%a e 432 —p*(Ap—w)? ( )po g M, = #

% [Ry+mpy (F))y +mpz(F))y+ 1o Qjle™ " sin(p+ ) dpd(p+ )~

2n 2=

1
_2)':;1 { f
b 0 M"l _l

6
5

P [R;+ 1y, (F))i + 1m0 (F), +me Q)] x
1

x e~ P cos(p+ ) dpd(p+ w)} )

Funkcje D wyznaczymy z réwnania (4.10) przez u$rednienie prawej strony tego réwnania
po (p+v) w okresie 27z o

22

1
(4.23) D(a,p, w) = 5T [RE? +mp1 (F2)1 +mp2(Fr)a +mo Qq)d(p+ ).
o

Na podstawie (4.11), (4.12), (4.22), (4.23) wyznaczyé mozna wielkosci a, v i @ oraz
z uwzglednieniem (4.2), (4.6) i (4.19) drgania uktadu:

@.24)  u = ug+dilacos(p+y)+ul, v =vo+dY" lacos(p+p)tul, ...,
v = vo+¢¢"lacos(p+y) +u,].
Z réwnania (4.10) wyznaczy¢é mozna wywolany drganiami silnika dodatkowy moment

oporowy, jako sum¢ momentéw na wale silnika, z jakimi oddzialywuja masy m,,,, i 1
przy drganiach u, ...,y

(4.25) AM = — {my, [(Fs), — K1)+, [(F7), — Kol +mo(Q7—Q0)}

2
ktérego staly, w stanach ustalonych, sktadnik (4M), =§1—7; f AMd(p+vp) powoduje
0

trwaly spadek predkodci katowej silnika i strate mocy (AN), = (AM)yw, zwigzang z thi-
mieniem w podktadkach elastycznych.

Powyzsze zaleznosci pozwalajg dokonaé analizy drgan i obcigZent silnika oraz doboru
uktadu amortyzacji, spetniajacego wymogi stawiane elastycznemu posadowieniu i zapew-
niajacego odpowiednio mate straty energetyczne, przy uwzglednieniu nieliniowych zjawisk
i nieidealnego 7rédia energii. Przez podstawienie § = 0 lub § = n/2 zaleznoci te moga
by¢ wykorzystane takze do analizy silnikéw o pionowym ukladzie cylindréw lub silnikéw
typu bokser.
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Pesome

HEJTWHEWHBIE KONEBAHUA AMOPTH3WPOBAHHLIX V-OFPA3HBIX
OBUTATEJNEN C HEWIEAJNLALIM MCTOUYHUKOM DHEPTUHM

B pafore paccMaTpMBAIOTCA KONeGaHHUS aMOPTH3UPOBAHHEIX V-00pasHbIX KBUraTeNell C HEypaBHO-
BeleHHBINY MACCAMH H C BO3BDATHO-IIOCTYNATENLHEIM U BPallaTeIbHLIM RBIKCHMAMH. YUUTLIBAETCSH
HCUAEANLHOCTD MCTOUHBKA OHEPTHH M YIJOBas CKOPOCTL ABHUraTelsl IpHHumaeTcs nepemennoi. Ilo-
BEJlEHHE PACCMATPHBAEMBIX CHCTEM ONMCHIBAETCA C MOMOLI{BIO HEJMHEHHBIX Nuh(epeHUHaNLHbBIX YpaB-
HeHuii, KOTOpble pewialoTcst ¢ Npumenexuem merona Kpeimosa-Boronobosa-MuTpononbckoro,

Summary '

NON-LINEAR VIBRATIONS OF ELASTICALLY MOUNTED V-TYPE PISTON ENGINES
WITH NON-IDEAL POWER SOURCE

The paper deals with vibrations of elastically mounted F-type engines with reciprocating and rotating
unweighted masses. The non-ideal power source and varjable rotating speed of engine are taken into account.
The behaviour of analysed systems is described by non-linear differential equations which are solved by
means of the asymptotic method of Krylov-Bogolubov-Mitropolsky.

INSTYTUT OKRETOWY POLITECHNIKI GDANSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 stycznia 1975.
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KOLOKWIUM EUROMECH 64
(METODY ENERGETYCZNE W MECHANICE PEKANIA»

Kolokwium odbylo si¢ w pigknie potozonym, nadmorskim osrodku konferencyjnym w Skepparhol-
men, Saltsjo-Boo, pod Sztokholmem w dniach 20—22 sierpnia 1975 r, Przewodniczacym i organizatorem
Kolokwium byl prof. Janne CARLssON, wspolprzewodniczacym — prof. Marek SOKorowskI. Tematyka
sympozjum zostala podzielona na 5 nastepujgcych sesji:

1. Kryteria wzrostu szczelin statecznych, inicjacja rozprzestrzeniania si¢ szczelin niestatecznych.
Dysypacja energii przy wzrofcie szczeliny. .

2. Analityczne i numeryczne metody rozwigzywania zagadnien szczelin, Odno$ne wyniki.

3. Metody do$wiadczalne 1 wiasnosci materiatow.

4. Aspekty mikromechaniczne.

5. Zagadnienia dynamicznego rozprzestrzeniania si¢ szczelin.

W ramach pierwszej sesji wygloszono osiem referatéw. Prof. Bertram BROBERG (Lund, Szwecja)
przedstawil referat o charakterze kryteribw dla réznych stadiéw procesu pekania. W procesie pekania
zostaly wyréznione trzy obszary: spreZysty, plastyczny i obszar «procesu», pod ktérym Autor okredlat
maly obszar mikropgknig¢é bedacy zalazkiem rozprzestrzeniajacej si¢ szczeling. W przedstawionych wy-
nikach do$wiadczeh rozréiniono przypadki kontrolowanego obcigZzenia i kontrolowanego przemieszcze-
nia (uchwytu prébki). Rozwazania dotyczyly warunkoéw niestatecznoéei, autonomii procesu oraz uwzgled-
nialy wzmocnienie materiatu. Praca zostala opublikowana w J. M. Ph. Solids, tom 23, z. 3, 215—237
(1975). ‘

Prof. Tokeo YokoBor1 (Japonia) przedstawil prace, w ktérej przedyskutowal warunki konieczne do
rozpfzestrzeniania sie szczeliny, mianowicie warunek energetyczny i naprezenia lokalnego. Rozwazania
teoretyczne zostaly por6wnane z wynikami do§wiadczen, w ktérych uwzgledniono réwniez wplyw wielkosci
ziarna.

Prof. Kare HeLLAaN (Trondheim, Norwegia) przedyskutowal fizyczne aspekty ekstrapolacji warunku
Griffitha na obszar nieliniowy. Przypadek szczegdlny rozwigzano metoda elementéw skoriczonych.

Dr A. De KoNING (Amsterdam) méwit o powolnym wzroscie szezeliny w arkuszu blachy. Z wynikow
osiggnigtych réwniez metoda elementow skonczonych wynikato, ze szybko$é dysypacji energii w wierzchotku
szczeliny znacznie przekracza przewidywania pewnych wzoréw analitycznych.

Referat dr. H. STRIFORSA (Sztokholm) byl poSwigcony teoretycanym rozwazaniom, z uwzglednieniem
pojec energii powierzchniowej i1 entropii powierzchniowej w opisie proceséw pekania w materialach termo-
mechanicznych. Przedyskutowano ograniczenia, jakie wprowadzajaz warunki jednoznacznosci i zasada
dysypacji na réwnania konstytutywne.

Doc. Hans ANDERSSON (Lund, Szwecja) zastosowal metode¢ elementéw skoriczonych do analizy
procesu pekania po zapoczatkowaniu wzrostu szczeliny oraz do obliczenia energii przechodzacej przez
obszar plastycznej dysypacji do obszaru dekohezji.

Dr H. C. van ELsT (Apeldorn, Holandia) rozpatrzyl dwuwymiarowe zagadnienie szczeliny w ramach
uproszczonej teorii plastycznosci i obliczy! energie w plastycznej strefie w wierzchotku szczeliny.

Zagadnienie geometrii, bilansu energii oraz ich znaczenie przy wzroscie niestatecznej szczeliny roz-
patrzyl dr G. C. ANGeLINO (Mediolan). Badania dotyczyly stopu aluminiowego. Autor przedstawit liczne
wykresy. ‘

Przewodniczacy Kolokwium prof. Janne CARLSSON wyglosit pierwszy referat drugiej sesji. W pracy
przedstawione zostato zastosowanie twierdzenia-o wzajemnosci Bettiego do cial sprezystych ze szczelinami.
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Posfugujac sie ta metodg Autor podal wzory na wspélezynniki intensywno$ci naprezen dla réznych przy-
padkow obciagzen.

Dr H. D. Bur (Paryz) podal przyblizone ograniczenie na calki niezalezne od drogi w plaskich zagadnie-
niach szczelin dla stanu antyplaskiego.

W wielu pracach wygloszonych na Kolokwium rozwigzanie postawionego zagadnienia otrzymano
metoda elementow skonczonych. Do tego cyklu nalezata praca dr. G. Aamopta (Oslo), ktéry przedstawit
wyniki dotyczace zagadnienia szczeliny eliptycznej w osrodku sprezysto-plastycznym. Rozpatrzono wzrost
takiej szczeliny w arkuszu blachy pod dzialaniem obcigzen cyklicznych. :

Zagadnieniom termicznym w o$rodkach ze szczelinami po§wigcone byly dwie prace. Doc. Klaus
HERRMANN (Karlsruhe, RFN) przedstawit dwuwymiarowe zagadnienie w o§rodku z ochtodzong inkluzja
walcowa i szczeling w pewnej odleglosci w osi inkluzji. Nizej podpisany rozpatrzyt uogdlnienie statycznych
zagadnien szczelin w o§rodku termosprezystym na przypadek wymuszen okresowych przy niezmiennej
geometrii szczelin, Przedyskutowano przypadki, w ktérych zagadnienie pomocnicze nie musi odpowiadaé
wyjéciowemu, oraz wyraZenie na energie oziebionej szczeliny.

Metody do$wiadczalne zostaly przedstawione w 10 pracach. W trzech pracach (K. MARKSTROM,
H.P. KELLER i D. Munz oraz B. OsTENssoN) Aulorzy wyznaczyli wartosé J-catki dla réznych stopébw
aluminium i probek stalowych.

Prof. N. G. OHLSON przedstawil zastosowanie metod radiograficznych i holografii w studiach nad’
rozprzestrzenianiem si¢ szczelin, Proponowana metoda, posiugujaca sig czastkami beta, jest szczegdlnie
przydatna w materiatach magnetycznych. Wydaje si¢, Zc metoda ta, postugujaca si¢ ciecza o wlasnosciach
magnetycznych wypeltniajaca szczeling i laserem, wprowadzala oryginalne i cickawe pomysly i stanowi
nowos$¢ w tej dziedzinie. :

Prof. J. C. RapoN przedstawit wyniki badad pekania prébek ze stopu aluminium, z bocznymi na-
cieciami (rowkami), na mtocie Charpy’ego. Celem tych badan byto okreslenie wspolczynnikéw intensyw-
nosci naprezen. Miot Charpy'ego zostal w tym celu przerobiony przez dodanie czujnikéw w specjalnie
wykonanych wglebieniach. W drugiej pracy tegoz Autora przedstawione zostaly oszacowania wynikajace
z mechaniki pekania z uwzglednieniem petzania.

W zwiazku z mechanika skal gléownym punktem referatu G. A. CooPERA (Szwajcaria) byla. optyma-
lizacja do§wiadczen zginania belek celem pomiaru energii pekania. Zaproponowano kryteria okre§lenia
najlepszego ksztaltu i wymiaru prébek dla otrzymania statecznego pgkania na maszynie wytrzymatoseio-
wej. Do$wiadczenia dotyczyly wielu skal.

Dr. S. K. BHANDARI przedstawif pewne kryteria dotyczace zmeczenia i pekania piyt, a dr P. H. Hob-
KINSON i C. Rulz zajgli si¢ analiza pekania naczyn ci$nieniowych z defektami. W pracy okreslone zostaly
granice stosowalnosel liniowej mechaniki pekania i nognosci granicznej.

Ostatnie trzy prace mialy charakter wyraznie aplikacyjny.

W drugim swoim referacie prof, T. YOKOBORI przedstawil obszerne wyniki badafi wzrostu szczelin
zmeczeniowych i dynamicznej teorii dyslokacji.

Do czwartej sesji (aspekty mikromechaniczne) zostaly zaliczone tylko dwie prace, obie polskie, mia-
nowicie: mgr. A. KACZYNSKIEGO i prof. M. SOKOLOWSKIEGO (Wzajemne oddzialywanie szczelin, obciqzen
zewnetrznych I inkluzji w osrodku sprezystym) oraz doc. J. KRZEMINSKIEGO (Teoria zarodkowania wakansji
i mikroszezelin w mefalach). W pierwszej z prac zanalizowano, w plaskim stanie odksztalcenia, zagadnie-
nie sit odpychanija i przyciagania szczeliny przez inkluzje lub pustke w przypadku poziomej sily. Autor
drugiego referatu przedstawii rozwinigcie swoich poprzednich prac i hipotez i podat kontynualne podejécie
do kinetyki procesu zarodkowania dla pojedynczego krysztatu.

W pierwszym referacie piatej, ostatniej sesji prof. F. NiLssoN (Sztokholm) omdwil pewne mozliwo-
$ci opisu rozprzestrzeniania sig¢ szczelin. Przedyskutowane zostaly podstawowe zwiazki energetyczne
dla rosnacej szczeliny. Autor pracy stwierdzil, ze jezeli znane sa krzywe uplastycznienia malej skali, to
szybki wzrost szezeliny moZe byé opisany z dostateczna dokladno§cia w ramach teorii. liniowej. Praca
W. DOLLA (Freiburg, RFN) pod tytulem Zasfosowanie réwnania bilansu energii i metody energefycznej
do zagadnienia dynamicznego rozprzestrzeniania sie szczelin stanowila ilustracje doswiadczalna pracy
F. NILssoNA.
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Dr D. Gross (Stuttgart, RFN) omoéwil wplyw mikrostruktury (o§rodek mikropolarny) na zachowanie
sic biegnacej szczeliny. W szczegblnosci wplyw ten powoduje, ze maksymalna predko$¢ szezeliny zalezy
od geometrii, obciazenia i struktury o$rodka.

Dr R. ScHIRRER (Strasbourg, Francja) przedstawil prace dotyczaca zwiazkéw migdzy energia po-
wierzchniowa i predko$cia poruszajacej si¢ szczeliny. Wyniki do§wiadczen nie potwierdzily odpowiednich '
krzywych teoretycznych otrzymanych droga obliczen na komputerze.

Dr H. BERGKVIST zademonstrowal wyniki do§wiadczen poruszajacej sie osiowo-symetrycznej szczeliny.
Szybko$¢ wykonywanych zdje¢ wynosita 20 000—50 000 na minute.

Z kolei dr Marek MATczyNsK1 przedstawil wyniki pracy teoretycznej. Metode Wienera-Hopfa za-
stosowano do rozwigzania zagadnienia szczeliny poruszajacej sie ze stala predkodcia w warstwie sprezystej
zlozonej z dwoch warstw o réznych wlasnos$ciach materiatowych. Rozpatrzone zagadnienie dotyczylo
stanu antyplaskiego.

W ostatniej pracy wygloszonej na Kolokwium (autorzy: J. F. KALTHOFF, S. WINKLER i J. BEINERT,
Freiburg, RFN) przedstawione zostaly wyniki doswiadczen, ktére umozliwily okre$lenie dynamicznego
wspdlczynnika intensywnoéci naprezen dla zatrzymujacych sig szczelin.

Na Kolokwium Euromech 64 wygloszono 30 referatow, a udzial w nim wziglo 60 uczestnikéw z 13
krajow, w tym 5 0s6b z Polski (profesorowie: S. BUTNICKI, M. SOKOLOwsKI i Z. OLESIAK, doc. J. KRzZE-
MINSKI, dr. M. MATczyNskr). Organizatorzy zapewnili §wietne warunki pobytu i obrad w specjalnym
o$rodku konferencyjnym i zaprosili wszystkich uczestnikoéw Kolokwium na przejazdzke statkiem po
Archipelagu Sztokholmskim, polaczona z uroczystym obiadem.

Kolokwium byto udang impreza, kt6ra zgromadzita pracownikéw nauki, teoretykdw i eksperymenta-
toréw oraz inZynieréw zajmujacych si¢ bezpo$rednimi zastosowaniami mechaniki pgkania w praktyce.
Dyskusje zaréwno bezposrednio po wygloszeniu referatéw, jak i w kuluarach byly rzeczowe i liczne, mimo
ze do$¢ czesto wyglaszano nawet przeciwstawne poglady. Organizatorzy umozliwili uczestnikom Kolok-
wium zwiedzenie Szwedzkich Laboratoriéw Energii Atomowej oraz laboratoriéw Krolewskiej Politech-
niki w Sztokholmie. Niestety dwa dni przerwy (sobota i niedziela) miedzy zakonczeniem obrad i propo-
nowanym terminem zwiedzania laboratoridow uniemozliwily wigkszosci uczestnikéw skorzystanie z zapro-
szenia.

W czasie trwania Kolokwium dowiedzialem si¢, z rozdawanego prospektu, o istnieniu Polaczonego
Odrodka Badawczego Krajéw Wspolnego Rynku w miejscowosci Ispra nad Lago Maggiore w péioc-
nych Wioszech. W tym roku zostang tam zorganizowane trzy seminaria o nastgpujacej tematyce:

1. Wodér jako nosnik energii (29.IX—3.X.),

2. Zaawansowane seminarium mechaniki pekania (20—24.X),

3. Pewno$¢ konstrukeji (15—19.XII).

Zbigniew Olesiak (Warszawa)

KOLOKWIA EUROMECH W 1976 ROKU

70. Liquid-metal magnetohydrodynamics with strong Prof. R. Moreau, Institut de Mecanique B.P. 53,

magnetic fields Centre de Tri 38041 Grenoble-Cedex,
16—19 marca 1976 France
Grenoble and
Dr. J.C.R. Hunt, Cambridge, England
71. The bulk properties of composite materials Prof. N. Laws Department of Mathematics
29 marca — 1 kwietnia 1976 Cranfield Institute of Technology
Bath Cranfield, Bedford MK 43 OAL, England
and

Prof. J. R. Willis, Bath England
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72.

" 74.

73.

75.

84.

76.

77.

80.

78.

79.

81.
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Boundary layers and turbulence in internal
flows

30 marca — 1 kwietnia 1976

Salford

Lifting wings and bodies at supersonic and hyper-

sonic speeds
12—14 kwietnia 1976
Cambridge

Oscillatory flows in ducts

13—15 kwietnia 1976

Aix-en Provence _
The calculation of flow fields by means
of panelmethods

10—13 maja 1976

Braunschweig

Mechanics of granular materials
13—17 lipca 1976
Jablonna

Creep rupture in structures
16—19 sierpnia 1976
Gothenburg

Three-dimensional problems in fracture
mechanics

68—8 wrzednia 1976

Paris )

Separation phenomena in gasmixture flows
6—9 wrze$nia 1976
Freiburg

Dynamics of the planetary boundary layer and
ocean thermocline

7—9 wrzesnia 1976

Paris

Solutions to basic problems in nonlinear
continua

7—10 wrzeénia 1976

Darmstadt

Impact loading on bodies
13—17 wrze$nia 1976
Liblice Castle

Prof. J. L. Livesey University of Salford
Salford M5 4WT, England

and

Dr. J. H. Horlock, Salford, England

Prof. J. L. Stollery Cranfield Institute of
Technology

Cranfield, Bedford MK 43 OAL, England

and

Dr. L. C. Squire, Cambridge, England

Dr. E. Brocher Institut de Mécanique

des Fluides

1, Rue Honnorat 13003 Marseille, France
Dr.-Ing. H. Kérner DFYLR-Institut fiir Aero-
dynamik

D-33 Braunschweig/Flughafen

BDR

and

Dr. E. H. Hirschel, Porz-Wahn, BDR

Prof. Z. Mro6z

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki
Polska Akademia Nauk, ul. Swigtokizyska 21,
00-049 Warszawa, Polska

Prof. J. Hult

Division of Solid Mechanics
Chalmers University of Technology
S-40220 Gothenburg, Sweden

R. Labbens, Directeur Scientifique
Creusot-Loire, 15 rue Pasquier
75383 Paris Cedex 08, France

and

Prof. D. Radenkovic, Paris, France
Dr. K. Roesner

Institut fiir Angewandte Mathematik
Universitdt Freiburg, 78 Freiburg
Hebelstrasse 40, BDR

Prof. A. Berroir
Laboratoire de Meteorologie Dynamique,
E.N.S. 24, rue Lhomond
75 231 Paris Cedex 05,
Yrance - .
Prof. P. Morel, Paris, France
Prof. W. Biirger
Institut fiir Mechanik, Technische Hochschule
D-61 Darmstadt
Hochschulstrasse, 1, BDR
and
Dr. W. A. Green, Nottingham, England
Dr. Ladislav Pust
Institute of Thermomechanics
Czechoslovak Academy of Sciences
Praha 6, Pustinovo nam. 9, Czechoslovakia



BIULETYN INFORMACYINY 607

82. Uncontrolled blast and explosions in industry Prof. S. Wojcicki

and mining Politechnika Warszawska

18—21 paZdziernika 1976 00-665 Warszawa

Jablonna ul. Nowowiejska 25, Polska
83. Dynamic response of plastic structures Prot. S. Kaliszky

and continua Technical University Budapest

1—3 listopada 1976 Miiegyetem rkp 3. K. mf. 35

Matrafiired Budapest XI, Hungary

KOMUNIKAT
X1v MIEDZYNAROVDO‘VY KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

X1V Kongres ITUTAM bedzie obradowal od poniedzialku 30 sierpnia do soboty 4 wrze$nia 1976 r.
na terenie Wydzialu Mechanicznego Politechniki w Delit, Holandia.

Na Kongresie przewiduje si¢ wygtoszenie 5 referatéw generalnych, 10—15 referatdéw sekcyjnych przy-
gotowanych na zaproszenie organizatoréw, 10—15 reteratébw sekcyjnych wylonionych z prac nadestanych
oraz okolo 200 pélgodzinnych (facznie z dyskusja) referatéw szczegélowych. Na dodatkowe dyskusje
zagadnienl poruszonych w referatach sekcyjnych przeznacza si¢ specjalne sesje.

Selekcja prac zglaszanych na Kongres bgdzie zajmowa¢é si¢ Migdzynarodowy Komitet Programowy
we wspOlpracy z komitetami narodowymi IUTAM. Obszerne streszczenia referatow w jezyku angielskim,
(okolo 500 sléw) w ilosci 5 egzemplarzy oraz 1 egzemplarz skréconego streszczenia (100—150 stow) nalezy
nadsyla¢ do 1 marea 1976 r. pod adresem:

IUTAM 1976 cfo K.Lv.I.
23 Prinsessegracht

The Hague

The Netherlands

Liczac na duzg ilosé prac autoréw polskich zgloszonych na Kongres, uprzejmie prosimy o jednoczesne
nadsylanie 1 egzemplarza streszczenia referatu pod adresem prof. dr. Stefana ZAHORSKIEGO, sekretarza
Polskiej Grupy ITUTAM przy Komitecie Mechaniki i Fizyki Osrodkéw Cigglych:

Prof. dr S. Zahorski
IPPT PAN

ul. Swietokrzyska 21
00-049 Warszawa






W nastepnym zeszycie ukaZg si¢ prace:

A. Sawickl, Z zagadnien hydrosprezystosci plyt
HexoTopble BOIIPOCHI THIPOYIPYTOCTH IIAT
Certain problems of hydroelasticity of plates

w. KurcL, Sterowana dyskretyzacja plyt i powlok
Ynpapnsiemass AUCKPETH3AUMSA NIACTHH M 000JIOUEK
Controlled discretization of plates and shells

R. Grypo$, Wyboczenie uderzeniowe preta o duzej smuklosci
Vpaproe BhINYYHBAHHE CTEPIKHS ¢ GONBLIONH THOKOCTHIO
Impact buckling of a slender rod

M. RADWANSKA, Z. WaASzZCzySzyN, Dynamika plaskiej wiazki przy pradach zwarciowych
JunamMyuKa MIIOCKONH CHCTEMBI JIEKTPONPOBOAOB IIPM TOKAX KODOTKOrO 3aMBIKAHMST
Dynamics of a plane group of conductors under short-circuit current

J. MARYNIAK, M. Zrocka, Statecznos¢ boczna samolotu i drganja lotek z uwzglednieniem od-
ksztalcalnodci gietnej skrzydel i sprezystodci ukiadu sterowania
BoxoBasi yCTOHUHMBOCTEL CAMOJNIETA W KOJIEGaHUS 9JEPOHOR NpH Harmbaiowell medopMai(iH
KPLUILEB TIpH HANWYMHA YOPYTOCTH B CHCTEME YIIPABJIEHUs

Lateral stability of a plane and aileron vibrations, flexibility and wings and elasticity of control
system being taken into consideralion

W. MIErzEIEWSKI, Rozwigzywanie probleméw dynamiki piyt prostokatnych w oparciu o zmody-
fikowana metode sit Nowackiego

Pemnenye 3aay AHHAMUKH IIPSAMOYIOJIbHBIX MJIACTHH Ha OCHOBE MOEM(HIIPOBAHHEOTO METORA
Hogsaigoro

Solution of the vibration problem of rectangular plates based on a modification of Nowacki’s
method

W. Kosi&sk1, Analiza jednowymiarowych fal uderzeniowych i przyépieszenia w osrodku niespre-
zystym
AHamis OgHOMEPHBLIX YAApHLIX BONH M BOJH YCKODEHHsI B HEYNpYroi cpeme
Analysis of one-dimensional shock and acceleration waves in inelastic medium

B. Bisniasz, Wplyw zastosowania kondensacji kroplowej w pojedynczym termosyfonie dwufazo-
wym na wspoiczynnik przenikania ciepla przez $cianke skraplacza
BrusiHue npuMeHeHust KanyieBUIHOM KOHACHCAMH B ONUHapHOM ABYXGba3oBoM TepmocHdone
Ha KO3((QUUHMEHT TEIUTONPOBOMHOCTH CTEHKH KOHIEHCATOpa
The effect of application of dropwise condensation in a single twophase thermosiphon on the
heat transfer coefficient across the condenser wall

A. PIENIAZEK, W. PINIAZEK, O pewnej nowej metodzie analizy statecznodci rozwiazan ukladéw
nieliniowych o jednym stopniu swobody

O HeKOTOpOM HOBOM METOLE aHANH3A YCTOMUMBOCTH PEleHnll HeMMHEHHBIX CUCTEM ¢ OJHOK
CTENEeHEI0 CBOOOALI

On a certain new method of analyzing the stability of solutions for non-linear systems with
one degree of freedom

E. WALICKI, A. ToroLifski, Powolny przeplyw cieczy lepkiej w plaskim kanale o naglym lokalnym
rozszerzeniu

ME}I[J'IEHHOC TEUEHME BASKOH YKHUIKOCTH B NIYOCKOM KaHaJIe ¢ BHE3ANHBIM MECTHLIM paciumpe-
HHCM

Slow viscous fluid flow in the channel with a locally recessed walls

A. WiLczyRski, Stateczno$é plaskiej postaci zginania belki o osi zalamanej
YerotunBOCTE MNOCKOH (hopMBr H3ruGa GalKM C NEPETIOMIIEHHOR OCLIO
Stability of plane form ot bending of a beam with the deflected axis

B. Bieniasz, Graniczna moc dwufazowego termosyfonu rurowego ze wzgledu na kryterium odry-
wania kondensatu
IIpenensnass moumocts aByxdaroBoro TpyGuaToro TepMocutona 13 YCIOBHA OTphIBA KOH-
ReHcaTa

Limit power of a two-phase pipe thermosiphon with respect to condensate liquid instability
BIULETYN INFORMACYINY
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Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa (w terminie do 10 dnia miesiaca po-
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Prenumerate ze zleceniem wysylki za granicg, ktéra jest o 409, drozsza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje RSW ,,Prasa-Ksigzka-Ruch”, Biuro Kolportazu Wydawnictw Zagraniczaych, ul. Wro-
nia 23, 00-840 Warszawa, konto PKO Nr 1-6-100024.
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RSW ,,Prasa-Ksiazka-Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958
Warszawa, skr. poczt. 12,

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and address
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona-Ruch —
00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie, P.O. Box 1001, POLAND.

Please send payments to the account of Ars Polona-Ruch in Bank Handlowy S.A. Warszawa,
7 Traugutt Street, POLAND,

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretyczntej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik.

Zeszyty z lat poprzednich moina nabywal w sekretariacie Zarzqdu Gléwnego PTMTS (Warszawa,
Palac Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)
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