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BADANIA I OBLICZENIA PREDKOSCI ROZWOJU PEKNIEC ZMECZENIOWYCH*)
STANISLAW K OCANDA (WARSZAWA)

Badania predkosci rozwoju peknigé zchzemowych mleh do wyjatkowo prezZnie
rozwijajacej sie grupy badan zmegczeniowych. Wigzg sle one z !bardzo szybkim postepem
w budowie nie tylko statkow latajacych, statkéw morskich czy ZblOlnlkOW ci$nieniowych,
lecz réwniez innych urzadzen i maszyn obliczanych na ograjliczonq trwato$é. Jednym
z celéw tych badan jest poszukiwanie materiatléw o duzej odpornoéci na rozwdj pekania,
ktéra nie zawsze pokrywa si¢ z wysokimi warto$ciami; wytrzymalosci statycznej. Fakty te
zmusily do gromadzenia informacji przede wszystkim pozytecznych w praktyce. Tym
poszukiwaniom utylitarnym towarzysza nieodstgpnie poszukiwania poznawcze, wzbo-
gacajgce stan wiedzy o mechanizmie rozwoju peknigé zmeczeniowych. Jednak gldwnie
tym pierwszym po$wiecono niniejsze opracowanie, zawierajgce przeglad badan predkosci
rozwoju peknieé zmeczeniowych w metalach na podstawie wybranych publikacji z lat
1971 - 74. W niektdrych tylko przypadkach siggnigto do 1970 r. Przegladu prac wezesniej-
szych dokonano w ksigzce [1]. Omawiane problemy byly, réowniez w latach 1971 - 73,
tematem wielu konferencji specjalistycznych. Dla przyktadu moZna wymieni¢ miedzynaro-
dowe konferencje w Kyoto [2], w Waszyngtonie [3] i w Monachium [4]. Problemom
peknieé poswigcono konferencjg szkoleniowa w Jablonnie w grudniu 1973 r. [5], zorga-
nizowang przez Zespdl Zmeczenia Materialdw i Konstrukeji Komitetn Budowy Maszyn
PAN. Przewijaly sie one czesto w szeSciu kolejnych seminariach tego zespotu w latach
1971 - 74 i w 1 Sympozjum Zespolu w Lublinie w 1973 r. Wyniki badan krajowych sa
dostepne w opublikowanych materiatach seminaryjnych i sympozjalnych, dlatego pomi-
nigto ich omodwienie.

W zdecydowanej wigkszosci prac badano i analizowano predkos$é pekania na podstawie
wspdlezynnika intensywno$ci naprezen. Powraca sig¢ stale do wzoru zaproponowanego
przez P. C. Parisa (1957 r.), a omdéwionego w [1]

dl m
M =i = CUK™,
gdzie 4K jest zakresem wspdlezynnika intensywnodci naprezen (4K = Aal/f,_ przy czym
Ao odpowiada podwdjnej amplitudzie napreZzenia 20, a / jest dlugoécig pekniecia), a C
i m sg wietko$ciami zaleznymi gléwnie od materialu, W ogdlnoéci wzory wywodzace sig

*) Referat problemowy wygloszony na VI Sympozjum Doswiadczalnych Badan w Mechanice Ciala
Statego zorganizowanym pirzez Oddzial Warszawski Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej

i Stosowanej oraz Instytut Mechaniki Stosowanej Politechniki Warszawskiej w Warszawie, we wrze$niu
1974 .
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% 1000 x 22 mm) i modeli spawanych elementdw kadtuba statku (rdwniez o duzych wy-
miarach) wykonanych ze stali weglowej o zawartodei 0,15% C (R, = 27 kG/mm?) i ze
stali o podwyzszonej wytrzymatosci (R, = 57 kG/mm?) [13]. Wyktadnik m dla obydwdch
stali wynosil 3, jednak zblizat si¢ do 4 w zakvesie malej liczby cykli.

Tablica 1. Zmiana wykladnika 171 we wzorze (1) dla stopéw aluminium i stali w zaleinoSci od rozpigtosci zakresu
wspolezynnika intensywnos$ci naprezen AKX [10]

Granica
Matesial plastyjcz:znosm 4K AK Srédlo
[
kG/mm?] | [kG/mm3/?] m ! [kG/mm?/)] m

Stopy alumi- ‘

nium

2024-T3D 35 25-103 2,6-3 103 - 250 6,8 D.R. Donaldson,
W. E. Anderson, 1962

2024-T3

(R = 0,25) 35 20 - 57 2,9 57-142 4,5 D. Broek, J. Schijve,
1965

2024-T351 35 14-42 2,6 42-171 4 H.W. Liu, N. Iino,
1969

7075 - T6%) 49 20- 85 2,4 85-230 57 C.M. Hudson, H.F.
Hardraht, 1961
R.G. Forman, V.E.
Kearney, R. M. Eagle,
1966 :

7079-T6 48 20-46 2,7 46-71 7 S.R. Swanson, F. Ci-
cci, 1967

Stale

4340 (norma-

lizowana)®) 42 53-90 2,2-2,6 90-124 4 H. W, Liu, N, Iino,
1969

12Ni5Cr3Mo 136 117 - 280 2,3 280-372 5 R. C. Schwab, 1968

10NiCrMoCo 134 20 - 300 2,25 300 - 496 3,8 J.M. Barsom, E.J.
Imhof, S. T. Rolfe, 1968

HY-1304 58 142 - 330 2,1 330-530 6-38 jow.

1) 3,8+4,9% Cu, 1,2--1,8% Mg, T3 — przesycanie utwardzane zgniotem na zimno, starzenie naturalne
(odpowiedniki stopébw krajowych — PAG6, PA7)

2) 1,2+2% Cu, 2,1+2,9% Mg; 5,1=-6,1% Zn; T6 — przesycanie i sztuczne starzenie

3) 0,4% C; 0,80% Cr; 0,25% Mo; 1,70% Ni

4) 0,11% C; 4,95% Ni; 0,57% Cr; 0,5% Mo: 0,07% V

Rézne wlasnoéci stali niskostopowych 171'1C (wedlug GOST) w stanie normalizowa-
nym 1 pochodzacych z réznych wytopéw oraz stali 2H2GN po cieplnym ulepszeniu prak-
tycznie nie wplynely na przebieg wykresu dl/dN = f(4K) (rys. 2) [14], przy czym amplitude
naprezenia ¢, w symetrycznym rozcigganiu—§ciskaniu zmieniano od 18,5 do 28,5 kG/mm?.

W pracy [15] zebrano z réznych Zrédet dane wiazace wykladnik m z odpornoécia na
pekanie Ky, dla réznych gatunkdéw stali i réznych wspdlezynnikéw amplitudy cyklu R
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(rys. 3). Krzywa na rys. 3 jest krzywa interpolowana. Niezalezno$¢ m od K. wystepuje, jak
widaé z wykresw, powyzej 250 kG/mm®*2. Wykres ten nalezy jednak traktowaé jako
sygnalny, o orientacyjnie przewidywanej zmianie wyktadnika m.

Gwaltowna zmiane wyktadnika m (bozm = 13 dom = 3) w trzech stopach AlZnMgCu
po réznej obrébee cieplnej (stopy 7079, 7075 i 7178, réznigce si¢ gldwnie zawartoscia
miedzi — od 0,8 do 2,4% 1 zawarto$cig cynku— od 3,8 do 7,3%) stwierdzono ponizZej
predkoéci pekania 2,5 10-* mm/c i dla zakresu 4K = 25 do 28 kG/mm?** [16].

[mm/c” atjan

103

1074 .
Rys. 2. Predkosé zmeczeniowego pekania w stali
14H2GM jako niezalezna od réznych amplitud
naprezenia; punkty pomiarowe w oryginale zasta-

-~ aK piono zakreskowanym pasmem ich rozrzutu.

10 100 [k6/mm7) A. A, Gudkow, W.S. Zotiejew [14]

Sa to tylko przykiady $wiadczace o niepelnej informacji o wielko$ciach wchodzacych
we wzdr (1). ,
Pekniecie rozwijaé sie moze od okreSlonej, progowej wartodci wspolezynnika inten-
sywnoéci naprezen Kj;,, jak to przedstawiono na rys. 1. Spowodowalo to konieczno$§é
nzupelnienia wzoru (1) do nastepujacej postaci oméwionej juz w kilku pracach, np. [17,
18, 19]:
@ o Cokz—KD),

przy czym K, = a,,]/z

-
. . . . 5 N
Rys. 3. Orientacyjna zmiana wykladnika m we \
wzorze (1) w zaleznodci od odpornosci materiatu 4 \
na pekanie Kj. (pominieto punkty pomiarowe P — i X
zaznaczone w otyginale pracy). R.O. Ritchie, 1 1 -
20 360 600 840 [k6/mmP]

J.F. Kuott [15]
W pracy [20], wykorzystujac zalezno§¢ pomiedzy dl/dN a wielkodciqa otwarcia pek-
nigcia COD (crack opening displacement), ujeto wzér (2) jako

dl 44
3 —_— = (K*- K3
@) dN 7R, E (K= =K,

A4 — stala,
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Waznoséé wzoru (3) potwierdzono sze$¢dziesigcioma pigecioma wynikami badan pred-
kosci pekania przy R = 0 w zakresie od 107¢ do 107* mm/c w stopach aluminium i tytanu
w réznych oérodkach oraz w réznych gatunkach stali i w stopach miedzi w warunkach
normalnych. W pracy [20] nie zdefiniowano blizej wielkosci K we wzorze (3), ale sadzac
po wykresach w tej pracy — wielkod$¢ K odpowiada K.

Hipoteza, ze pgknigcie rozwija sie od pewnej wartosci progowej K nie jest nowa
(np. A.J. McEviLY i W. ILLG, 1958; D. R. DONALDSON, W. E. ANDLRSON, P. C. PARris,
1961; A. HARTMAN i J. SCHIVE, 1963), ale w latach siedemdziesigtych zastanawiano sie
nad uwzglednieniem tych wartosci we wzorach na d//dN. Wartosci K, zalezg bardzo silnie
od o$rodka — sa najwieksze w prézni i maleja wraz z agresywno$cia o$rodka; wartosci
te rosng wraz z modulem sprezystosci podluznej E; na ogdt rosng ze wzrostem granicy
plastycznosei i ze spadkiem wspolczynnika R; wydaja si¢ nie zaleze¢ od grubosci ele-
mentu [19]. Zaleza one natomiast od historii obcigZenia [18] i od naprezenia $redniego o,,.
Silng zalezno$¢ K, od wspdiczynnika R stwierdzono w pracy [21], badajac stal weglowa
o zawarto$ci 0,55% C i stal manganowsg o zawartoscei 0,55% C i 2,23% Mn; AK,, zmie-
niato si¢ od 41 kG/mm?*? dla R = 0,05 do okoto 12 kG/mm?¥? dla R = 0,72 (rys. 4a),
natomiast K ... odpowiadajace oymax Zmienilo sie przy tych wartoéciach R tylko od
38 do 44 kG/mm>? (rys. 4b). Orientacyjnie $rednie wartosci K, wynosza: dla stali
weglowych i stopowych oraz dla stopéw tytanu — od 20 do 50 kG/mm32, dla stopéw
aluminium — od 10 do 30 kG/mm?®2, dla stopéw miedzi — 20 kG/mm®*? [20]. Przy
zginaniu warto$¢ K, jest w przyblizeniuv dwukrotnie wigksza, aniZeli przy rozcigganiu
[22] (K 22 0,42 R,, Ky = 0,85 R,). W pracy [23] wyznaczono warto$¢ Ky, dla stali,
stopdw aluminium, magnezu i miedzi metoda schodkowego obnizania AK i zapropono-
wano okre§lone rownanie dla celéw praktycznych, ktére jednak niezbyt zgadza sig z wy-
nikami doSwiadczen innych autordw. W publikacji [24] wykazano podobnie, Ze K, mozZna
okreéli¢ w sposdb przyblizony z krzywej AK = f(N), analogicznie do krzywej zmeczenia
o = f(N).Jednak w tej ostatniej pracy wieksza uwage zwrécono na parametr o, / jako pa-
rametr decydujacy o rozwoju pekniecia. Badano prébki z matymi pegknigeciami rozwijajacymi
si¢ od karboéw — na réznym poziomie naprezen i wyznaczono krzywa oal = f(N) az do
poziomu, przy ktérym pekniecia nie rozwijaja sie [dla danego materiatu i stosunku 6,/0,].
Uzyskano w ten sposéb pewng staly Cr = (o3/)y, stuzaca do obliczenia warto$ci naprezenia
krytycznego. Warto$¢ Cy jest najwieksza przy R = —1 i maleje wraz ze wzrostem R
(np. Cr dla migkkiej stali jest 30 razy mniejsze przy R = 0,75 w poréwnaniu z R = —1,
dla aluminium — 5 razy mniejsze przy R = 0,53 w pordwnaniu z R = —1). Odpowied-
nie wartosci dla stali weglowych i stopowych, dla aluminium i jego stopéw oraz dla mo-
siadzu zestawiono w [24], dla stopéw MgZr i MgMn — w pracy [25]. Na podstawie
wynikéw badan stali 09G2S i 09G2 wydaje si¢ jednak, ze wspStezynnik Cy i wyktadnik przy
0, $4 nie tylko okreslonymi statymi (materialowymi), lecz zaleza réwniez od wartoei
naprezef (wyktadnik moze byé¢ rézny od 3) [26].

Kolejnym uzupeinieniem wzoru (1) bylo uwzglednienie zjawiska zamykania si¢ pek-
nigcia, dostrzezonego przez W. ELBerRA [27]. Nie wdajac si¢ w szczegdly zjawiska, ktorego
wplyw na predkosci pekania jest bardzo réznie interpretowany, nadmienimy, Ze zamykanie
czy tez zaciskanie si¢ pekniecia jest spowodowane ukiadem wlasnych naprezen §ciska-
Jacych w plastycznej strefie pekniccia. Zamykanie si¢ peknigcia ma miejsce w «rozciaga-
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1074
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1076
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Rys. 4. Predkodé zmeczeniowego pekania w stali 55 dla réoznych wspélezynnikéw amplitudy cyklu R
w zaleZnosci od 4K (a) i Ky (b). Punkty pomiarowe w oryginale zastapiono krzywymi §rednimi.
R.J. Cooke, C.J. Beevers [21]

[312]
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jacej» czgdel cyklu (jeszcze przed osiggnigciem oy, = 0); dla stali pojawia si¢ przy (0,15
+0,30) Omax, dla stopéw aluminium i dla R = ¢: — przy 0,5 0. W zwigzku z tym za-
proponowano, aby wprowadzié tzw. efektywny wspotozyanik intensywnosci naprezet Koy,
ktéry uwzglednia naprezenie o, Konieczne do «otwarciay pekniecia:

@ AK,pp = UAK),
przy czym
U = Tmax "ot
Omax ~ Omin
Zatem
dl
©) i = C(Kyp)" = C(UAK)".

Opierajac si¢ na tego rodzaju lub podobnych przestankach, rozpatrzono zatrzymywanie
sie i opdzniony wzrost peknigcia [28] i [29], aczkolwiek w pracy [30] ustosunkowano sie
dosé krytycznie do tych przestanek. Efekt zamykania pgkniecia zalezy od wspdiczynnika R,
chociaz wplyw ten nie jest sprecyzowany [28], [31]; zgodnie z postulatami W. ELBERA
dla stopu 2024 - T3, U = 0,5+0,4 R. Wzrost o,,,x przy R = const pociaga¢ ma za sobg
wzrost o, [28]. W stopie Ti6A 14V nie obserwowano zamykania si¢ pgknigcia, jesli R > 0,3,
W publikacji [21] informowano, Zze omawiany efekt nie wywiera wplywu przy malych
predkoéciach pgkania, a w pracy [32] — o braku wplywu napreZenia $redniego o, na
predko$é pekania, jesli efekt ten istnieje (zalezny zreszta silnie od ofrodka [33]). Ograni-
czona jak dotychczas liczba badan nie pozwala na zajecie sprecyzowanego stanowiska
wobec koncepcji Elbera. Jednak zaciskanie si¢ peknigcia jest faktem do$wiadczalnie
potwierdzonym.

Po scatkowaniu oméwionych wzoréw mozna obliczy¢ liczbe cykli, przy ktérej pekniecie
osiagnie wielko$¢ krytyczng lub okre$long wymiarami kontrolnymi. Sa to wzory bez wspdt-
czynnikéw korekcyjnych dotyczacych wymiardw elementu oraz ksztattu peknigeia, a ktdre
nalezy uwzglednié dia konkretnych warunkéw obliczen. Réznorodnoéé form zapisu wzoréw
na AK nakazuje pewng ostrozno$é w postugiwaniu si¢ tymi wzorami. Chodzi o zwrdcenie
uwagi na rodzaj zapisu danych Zrédlowych i sposobu ich obliczania. Notuje si¢ bowiem
dos¢ duze rozbieznodcei tych danych. Propozycje uzupelniania scatkowanego wzoru (1)
wspélczynnikami korekcyjnymi pociagaja za soba pewne uproszczenia. Polegaja one przede
wszystkim na pominigciu zmiennoéci wielko$ci wehodzacych w sktad tych wspdtezynnikdw.
Wielkosci te przyjmuje si¢ na ogét jako érednie i niezmienne. Wykorzystano je jednak
Z powodzeniem do obliczen ukladéw konstrukcyjnych czy do$wiadczalnych zbiornikéw
ciénieniowych [34].

Do nastgpnej grupy do$¢ czesto spotykanych i rozwijanych wzoréw mozna zaliczy¢
wzory, w ktérych bezposrednio wykorzystano wielkosci strefy plastycznego odksztalcenia rp
lub calkowitego odksztatcenia w obszarze pgknigcia. Jest oczywiste, ze wielkosci te w réz-
nych zalezno§ciach wyrazane sa za poérednictwem réznych wielkoSci. Ustalane sg zwiazki
pomiedzy predkoscia pekania a wspomnianymi wielko$ciami oraz wielko$cia subziaren
1 ggstodcia dyslokacji na czole peknigcia. Na podstawie tego rodzaju badan stwierdzono,
ze strefa plastycznych odksztatlcen w stalach weglowych jest znacznie mniejsza od obli-
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czonej wedtug modelu Dugdale’a. Dalsza analiza w pracach [35] i [36], w ktérych badano
elementy ze stali weglowej o zawartosci wegla od 0,001 do 0,31%, pozwolita na przedsta-
wienie propozycji wzoru
dl
(6) N
przy czym r,/l = C,[sec(na/2C; R.)—1].
Wspétezynniki m,, C,, C, i C; sa stalymi materialowymi. Np. dla stali o zawar-
tosci 0,16%C m, = 1,48; C, = 6,08-1074; C, = 0,032; C; = 0,77. Wzdr (6) zostat po-
twierdzony do$wiadczalnie w duzym zakresie predkosci pegkania, rowniez w zakresie poni-
2ej 2- 107 mm/c, w ktérym zawodzit wzor (1). Podobne rozwazania w publikacjach [37]
i [38] daprowadzily do wzoréw o postaci wzoru (6). Histori¢ odksztalcenia na czole
pekniecia ujmuje wzor O. E. WHEELERA (1970 r.) przewidziany gléwnie do obliczen pred-
kosci pekania od dlugosci poczatkowej pekniecia 1, do koncowej 1, po # obcigzeniach
przy ztozonych widmach

_ iy
- Cl ’p 5

[u = }0+ 2 [Cpf(AK)]-
i=1

Wspolczynnik C, jest wspdlczynnikiem opdznienia pekania obliczanym na podstawie
wielkosci stref plastycznego odksztalcenia. Szczegdly tego wzoru dostgpne sa w kilku
pracach, np. [6] i [39]. B. TOMKINS, ktory jest autorem kilku przemawiajacych do przeko-
nania wzorow, w kolejnej swej pracy [40] na podstawie analizy wzoru McClintocka (doty-
czacego otwarcia czola pekniecia CTOD) postulowat zwiazek

dl - CcTOD _ [(Ak)j 4nAaA8p,/]

aN ~ 2

CER, T R.(+P)
przy czym o zalezy od rodzaju obcigZenia, a f jest wyktadnikiem w réwnaniv Mansona-
Coffina Ao = k(de,)?, najczesciej réwnym 0,5. Mowi sie o uniwersalnosci tego wyra-
zenia, obowigzujacego dla malych 1 dla duzych odksztalcen.

Posta¢ wzoru (1) nasungla juz wielokrotnie my$l, azeby w warunkach wigkszych od-
ksztafcen plastycznych zakres naprezen zastapi¢ zakresem tych odksztalcen. W ten sposéb
otrzymujemy wspdlczynnik intensywnoséci odksztalcen AK, = Ae]/Z Zatem najogdlniej
powinna obowiazywaé zaleZnos¢

™

dl

N
Okazalo sig, ze wykladnik # jest okolo dwa razy mniejszy od wykladnika m we wzorze (1)
i najezedciej wynosi 2. Do tej postaci wzorn doszli S. W. SERENSEN i N. A. MAcHUTOW [41]
na podstawie dokladniejszej analizy powstawania i rozwoju peknig¢ w elementach z kar-
bami w zakresie malej liczby cykli. Wspdlczynnik K, powiazano z najwigkszym odksztat-
ceniem w strefie spigtrzenia naprezen i z odksztalceniem nominalnym, obliczonym ze
zmodyfikowanych zalezno$ci H. NEUBERA. Rozwazania analityczne zostaty catkowicie
potwierdzone eksperymentem dla stali weglowej o zawartoéci 0,219, C i dla stali stopowej
CrMoV (prébki z karbem o roznych wspdlezynnikach ksztaltu, w réznym zakresie R
od —1,2 do 0,6). Podobny zwiazek okazat si¢ wazny dla: aluminium, stali austenitycznej

®) = C,(4K)".
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i mosiadzu [42], [43]. Do wyjasnienia rozwoju peknigcia wiaczono w tych pracach zjawiska
fizyczne przebiegajace na czole pgknigcia (powstawanie wakansow z petli dyslokacyjnych,
ktérych liczba jest proporcjonalna do odksztalcenia plastycznego na dnie pgknigcia).

Ten przeglad ostatniej grupy wyrazen stuzacych do opisu predkosci pgkania zamkniemy
wzorami praktycznymi, informujacymi o rzgdzie wielkosci predkosci zmeczeniowego
pekania na podstawie fatwo dostgpnych danych o wlasnosciach materiatu (np. ze sta-
tycznego rozciagania). Jako przyklad postuzg wzory podane przez K. H. SCHWALBEGO [44].
Za podstawe swych obliczent przyjat on modele stref plastycznego odksztalcenia na czole
pekniecia (sporzadzone przez J. R. RICE'A i wspotpracownikéw w latach 1966 - 1971),
w ktérych uwzgledniono umocnienie materiatu w ptaskim stanie odksztalcenia. Pomijajac
niezlozone przeksztalcenia i upraszczajace: zatoZenia, omowione w [44], otrzymano na
podstawie rozwazan dotyczacych przemieszczania sig czola pgknigcia

di (1202 [2R, (140 ]"*" |

T = ol [ AK)2.
©) . dN 7 (1 +n)R? E (AK)
Przyjecie z kolei krytycznej wartodci przemieszezenia pgknigeia, przy ktérej przekracza sig
tzw. rzeczywiste wydluzenie po rozerwaniu &g, doprowadzito do uzyskania wzoru

dl (1~29)2 (2Rc

(10 N = w(+naR: \Eep

I+n
"
Wykladnik umocnienia n z rownania ¢ = R.(¢/e.)" = A¢" mozna obliczy¢, znajac dwie
pary odpowiadajacych sobie wartodci: R, i ., op 1 £ Oraz przewezenie w miejscu zerwania
probki Z, albowiem ex = Inl/(1-2Z), ox = R,/(1=2Z), €. = R,JE. Tzw. normowane
wykresy dl/dN - E"t! = f(4K) potwierdzily praktyczng zgodno$¢ wzordw [9] i [10].

Badania teoretyczne z zakresu predkoéci pekania zdazaja w kierunku powigzania wiel-
kosci modelowanych z opisem fizycznym. Sposréd niezbyt duzej liczby prac wymienmy
prace T. YOKOBORIEGO i wspdipracownikow [45] i [46], kidre nalezy uznaé za kontynuacje
1 poglebienie prac wezesniejszych. Do tych rozwazan wprowadzono réwniez wspdlczynnik
intensywnosci naprezen.

Kolejna bardzo obszerna grupa badan dotyczy wplywu najréznorodniejszych czynnikéw
na predkosci pekania. Do przegladu starano sie wybraé¢ najwazniejsze z tych badan.

Wspdtczyhnik amplitudy cyklu R i napr¢zenie $rednie o, wplywaja bardzo réznie
na predko$¢ pekania zaleznie od ich wartosci, od zakresu predkosci pekania i od rodzaju
materiatu. Wplyw ten opisywano rozmaitymi wzorami o prostej i o ztozonej budowie,
ktére rowniez byly przedmiotem juz kilku prac przegladowych (np. [47]). Najogélniej
mowige, rézne materialy sa réznie wrazliwe na o,, czy asymetrie cyklu, Bardzo mafe oddzia-
lywanie tego naprezenia na rozwdj pekania w niskoweglowych stalach, w aluminium,
w miedzi i w tytanie potwierdzono w pracy [24] na przykladzie wykresow d//dN = f(4K),
z tym Ze w tytanie zaznaczyla si¢ nieciggfo$¢ wykresu w okolicy 5- 1073 mm/c. W stopie
MgAl oddziatujg wyZsze wartosci R, pociggajac za sobg wzrost di/dN przy wyzszych war-
tosciach AK. Zalezno$§¢ predkosci pekania od R wykazaly stopy aluminium, CuAl, ZnAl,
MoTi, powigksza si¢ ona wraz ze wzrostem R (wykladnik m we wzorze (1) zmienial sig
od 3,7 do 4,8). Na zmiang predkosci pekania w tych stopach powinny wplywaé¢ wydzielenia
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faz wtdérnych. Podobnie zachowuje si¢ niskoweglowa stal, ale o okre§lonej wielkosci
ziarna [48]. Z kolei w pracy [49] pokazano, Ze predkosé pekania w stopie 7075-T6 przy
réznym R (od 0 do 0,7) i przy zmianie 0,,,, od 38 do 50 kG/mm? daje si¢ opisa¢ réwnaniem
(1) niezaleznie od modyfikacji AK. To samo stwierdzono dla stopu 2024-T3 (0.« od 12
do 36 kG/mm?), ale do dl/dN = 3-107% mm/c; powyzej tej wartoéci predkosé rosnie
WIAZ Z Omax. Postugujac sie wzorem (1) do obliczen predkosci pekania w stali St52 [50],
stwierdzono, Zze zmiana R od 40,5 do —2 powoduje zmiang¢ m od 2,96 do 3,38 i odpowied-
nio zmiane staltej C od 3,04 - 1071° do 2,82+ 107*2. ‘W pracy [21] badano normalizowang
" stal weglowg o zawartosci 0,55% C (289 ferrytu, reszta perlit) i stal manganowa o zawar-
tosci 0,55% C1i2,23% Mn (2% ferrytu) przy zmianie R od 0,05 do 0,72 w zakresie predkosci
pekania od 107 do 10~* mm/c. Silny wplyw. R wystapit w zakresie mniejszych wartosci
dl/dN (rys. 4a); punkty pomiarowe na wysokosci okolo 107° mm/c zaczynajg zbiegaé sie
we wspdlne pasmo, a ponizej tej wartodcl staja sig bardzo rozbiezne dla réznych R i to
tym silniej, im mniejsza jest warto$¢ AK. Odwrotne przebiegi obserwujemy na wykresach
dlJdN = f(Kmay); punkty pomiarowe zbiegaja si¢ na wysokosci okolo 10~¢ mm/c, a roz-
chodza si¢ coraz silniej w miarg wzrostu predkosci pekania (rys. 4b). Im wigksza jest
warto§¢ R, tym mniejsza jest predko$§¢ pekania (dla tej samej wartosci Kax). Dlatego chet-
niej buduje sie wykresy dl/dN = f(K..,). Pamieta¢ bowiem nalezy, ze na wykresie dl/dN =
= fl4K) nie dostrzeze si¢ roznicy np. dla R=01i R = —1, gdyz AK jest jednakowe
(np. w stopie 2024-T3 pekniecia rosng szybciej przy R = —1, anizeli przy R = 0 przy
tym samym Kq,, [51]). Stad ogdlniejsza hipoteza, Ze dl/dN = f(K, Kyay). W publikacii [52]
na podstawie badan predkoéci pekania w stalach o zawartoéci 0,04, 0,12.1 0,65%, C zapro-
ponowano nast¢pujgce wyrazenie opisujace wptyw asymetrii cyklu

AOD _ 4ty — (P,

(11)
przy czym A i [ sa stalymi materiatowymi zaleznymi od wytrzymatosci, a wyktadnik vy
jest niezalezny od wytrzymalosci; P = Knux/K = 0nux/0.; Wskaznik ¢ odnosi sie do war-
todci progowej; K, jest wspélczynnikiem amplitudy intensywnosci naprezen. Uzyskano
duza zgodno$¢ z dos$wiadczeniem. Uwzglednienie wielkosci COD w opisie predkosci
pekania przy réznych wspodlczynnikach R [47] doprowadzilo do wzoru o budowie

dl 164 1—R\2 I—R) '
12 a0 e . _
(12) AN nREE[K" K"”'(H—R) 1+R

Wzdr ten jest modyfikacjg nieco innego wzoru, ale dobrze pokrywa sie z eksperymentem.
Ko w tym wzorze odnosi si¢ do warto$ci progowej. Na podstawie kryteridw energetycznych
postulowanych w pracy [53] otrzymano zalezno§é¢ wazna zaréwno dla metali, jak i dla
polimerdéw

d@l)
IN

(13) = g,

przy czym f jest wspSlczynnikiem zaleznym od charakterystyk materialowych i od warun-
kéw obciazenia, A = K2, — Kz, = 24K K,, (K,, odpowiada naprezeniu $redniemu o,,).
Wykladnik # dla metali waha si¢ od 2 do 2,4 i wynosi §rednio 2,2. Podang zalezno$é zwery-
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fikowano dos$wiadczalnie dla stopéw aluminium, dla stali niskoweglowych i dla stali
stopowe;j.

Podane przyktadowo wyraZenia s ilustracja tendencji, jakie zarysowuja sie w uwzgled-
nieniu wspotczynnika R czy naprezenia §redniego o, Jednak do§¢ powszechne zastosowa-
nie znalazt wzér R. G. FORMANA z 1967 r. (omdwiony szczegdlowiej w [1])

dl CAK™

(14) aN = (-RK,—IK"

Jego ogolna wazno$é potwierdzono w bardzo wielu pracach. Sprawdzono go w szerokim
zakresie wartoéci naprezen, np. dla stopu 7075-T6 (ktérego zmeczeniowe zachowanie sig
zwykle nieco odbiega od innych stopéw aluminium) — przy wspotczynnikach R od —1
do 0,8, chociaz spotyka si¢ ograniczenia stosowalnosci tego wzoru do zakresu 0 < R < 0,8.
W pracy [54] wykazano zgodno$¢ wzoru (14) dla tego samego stopu dla calej mozliwej
Zmiany o 1 dla stopu 2024-T3, jesli odniesie si¢ napreZenia do przekroju netto i uwzgled-
ni si¢, Z€ Opmax < Re. Z kolei w pracy [39] zwrécono uwage na niezgodno$é wzoru (14)
z rzeczywisto$cig w przypadku stopu aluminium 2219 - T851 i stopu Ti6Al4V dla predkosci
pekania ponizej 2,5 10-*mm/c, jak i na réznice wynikajace przy stalej amplitudzie bada-
nia, ale dla réznych wspélczynnikéw R. Réwnanie Formana najlepiej odpowiadato wyni-
kom doéwiadczen nad predkoéceia pgkania w stali na szyny kolejowe (0,56% C, 1,02%/Mn)
przy zmiennym rozciaganiu od R = 0,05 do R = 0,50 i w zakresie A¢ od 20,7 do 27,6
kG/mm? [55]. Predko§é pegkania wzrastala znacznie wraz z powigkszaniem sie o,,, a kry-
tyczna predko$¢ pgkania zmieniala si¢ liniowo wraz z o, . Na podstawie réwnania (14)
przewidywano Kkatastrofalne zniszczenia,” obliczajac liczbe cykli do zniszczenia.

Whptyw kolejnosci 1 « szeroko$ci » blokdw naprezen w widmie programowanym oraz
widm przypadkowych na predko$é rozwoju peknigcia w stopie 2024-T3 badano w pracy
[56]. Np. wigksze szerokos$ci blokéw (4 - 10* cykli) przyczynialy si¢ do obniZenia predkosci
pekania w przeciwienistwie do blokéw krétszych (40 cykli). Jezeli tzw. miedzycykle zasto-
suje si¢ w gérnym zakresie naprezen, to nalezy oczekiwaé przy$pieszenia pekania, a jesli
w dolnym zakresie —— opdéZnienia pekania [57]. Przy obciaZeniu programowanym, w ktérym
stosowano pojedyncze cykle przeciaZzeniowe, predko$¢ pekania byla wyZsza, jeSli cykl
przecigZeniowy zaczynal si¢ od czgéci wzrastajgcej, i powigkszala sie w miarg wzrostu
dtugosci peknigcia [58]. W tej samej publikacji dyskutowano zalezno$¢ pomiedzy predkoscia
pekania a COD. Jest oczywiste, Zze korzystny efekt dziatania pojedynczych czy wielokrotnych
cykli przecigzeniowych zalezy od stosunku wartoéci naprezen tych cykli do wartosci na-
prezen cyklu podstawowego i od ich wlaczenia do widma po okre§lonych liczbach cykli;
od tego zalezy bowiem efekt umocnienia materialu. Wykazano to na przykltadzie badaf
predkosci pekania w stali SAE 1020 [59]. Stad powstaly réwnie2 wspomniane juZ propo-
zycje O.E. WHEELERA ilo§ciowego ujecia opéZnienia pgkania przez wprowadzenie wspot-
- czynnika opdzZnienia; w pracy [60] sprawdzono je w stopie Ti6Al4V. Na przykladzie
badan tego stopu (sygnalizowanych réwnie% w pracy [61]) wprowadzono tzw. wspélczyn-
nik zdrowienia, w celu uwzglednienia w obliczeniach predkoéci pgkania efektu opéznienia
[29]. W tej pracy badano koncepcje W. ELBERA i O. E. WHEELERA i podano wartoéci cykli
przecigzeniowych, przy ktérych pekanie opdéznia sie, zatrzymuje si¢ lub nie wystepuja
zadne zmiany w predko$ci pekania. Omawiane efekty wptywu uktadéw blokéw obcigZeil
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w stalach weglowych wydaja sie zaleze¢ od wytrzymatodci tych stali. Przy przypadkowych
widmach obciazenia o réznym zakresie czgstosci potwierdzono liniowa zalezno$¢ difdN =
= f(4K) dla stali weglowych o zawartosci 0,19 i 0,339 C [62]; wykladnik m zmieniat si¢
od 4 do 3 w miare wzrostu szerokosci blokéw naprezen we widmie. Podobng zalezno$é
uzyskano dla prébek stali o zawartosci 0,319, C, stosujac widma obcigzen wystgpujace
w osiach wagondw kolejéwych [63]. Predkos¢ pgkania w stali niskostopowej (0,399 C,
0,74% Mn, 1,06% Cr, 0,17% Mn — proébki z karbem) byla wigksza przy widmie przypad-
kowym, aniZeli programowanym [64]. W przypadku widma dwustopniowego przejscie
od nizszych do wyzszych warto$ci naprezen (od 8,06 do 12,35 kG/mm?) w badaniach du-
zych elementéw [13] pociggalo za sobg przyépieszenie pgkania, w przeciwiefistwie do od-
wrotnej kolejnosci blokéw obciazen. Nic zawsze zatem nastgpuje silniejsze niejako umoc-
nienie materialu wraz ze wzrostem napreZzenia w widmie, ale mozemy takze oczekiwaé
efektéw oslabienia czy szybszej kumulacji uszkodzen. Okresowo przykiadane obcigzenia
Sciskajace podczas jednostronnie zmiennego obcigZenia rozciggajacego powoduja wzrost
predko$ci pekania w stopach aluminium [65]; przypisa¢ to mozna wiasnym naprezeniom
rozciggajacym, wywolanym nieréwnomiernym, plastycznym odksztalceniem prébek
w strefie karbu. Wplyw éciskajacej czesei cyklu w ogdlnodci odbija sig we wzroécie predkosei
pekania nie tylko w stalach stopowych, ale réwniez w stopach Ti6Al4V. Predkos¢ pekania
w cyklu wahadtowym byla o okoto 50% wyzsza anizeli w cyklu odzerowo-tgtniacym [66].
W pracy [67] pokazano, ze w warunkach dwuosiowego rozciggania wielkosei strefy plas-
tycznej i COD sg znacznie mniejsze w poréwnaniu z przypadkiem obcigZenia jednoosio-
wego tej samej wartoSci. Predko$é pekania zmniejsza si¢ zatem, ale osigga minimum za-
lezne od stosunku stosowanego naprgZenia do granicy plastycznosci.

Wplyw dwdéch uktadbéw szczelin, jak na rys. 5a, w prébkach ze stali niskoweglowej
i o podwyzszonej wytrzymaltosci (R, = 25 i 40 kG/mm?) badano w pracy [68]. Na rys. 5b
pokazano jednocze$nie kolejno$¢ rozwijania sie peknigé, a na rys. Sc pasma rozrzutu wyni-
kéw pomiaréw. Linie ciggte obejmuja pasma dla prébek z pojedyfAczymi szczelinami,
a kreskowe — z kilkoma szczelinami. Istotniejsze zmiany zachodza zatem przy wysokich
wartosciach AK i przy wyzszych predko$ciach pekania. Nalezy zaznaczy¢, ze AK zmie-
niato si¢ w zaleznosci od stosunku ¢q/d,. W pracy [69] nie stwierdzono wplywu ksztattu
szczelin w postaci otwordw, otworéw z bocznymi nacigciami i waskich szczelin (wspol-
czynnik ksztattu oy, = 2,36 do 11,0) na predko$é rozwoju pekniecia w probkach ze stali
St52-3U (0,19% C, 0,42% Si, 1,19% Mn) badanych przy réznej wartoéci stosunku R(0,5;
0; ~1; —3; +20). Wptyw rodzaju prébki (pelnej i ze §rodkowg szczeling) nie zaznaczyt sie
w predkodci pekania w stali odpornej na dziatanie korozji (18% Ni) [70]. Rézne rodzaje
probek ze stali stopowej o zawartosei 0,38% C, 1,8% Cr, 3,82% Ni, 0,46% Mo o réznym
stosunku grubosci do szeroko$ci nie wplynely na przebiegi wykresow dl/dN = f(AK)
przy zginaniu i przy rozcigganiu — $ciskaniu, przy réznej asymetrii cyklu [9].

Mikrostruktura i rézne zabiegi technologiczne powoduja istotne zmiany predkosci
pekania. Systematyczne roznice w predkosci rozwoju peknigé zmeczeniowych stwierdzono
w probkach ze stopu 2024-T3 wytwarzanego przez siedmiu réznych producentéw [71].
Réznice siggaty 1009 przy obciazeniu o stalej amplitudzie i 50% — przy obciazeniu pro-
gramowanym (uwypuklit si¢ takZe wplyw kierunku walcowania). Ich przyczyn mozna
doszukiwaé sig w charakterze zabiegéw cieplnych przed starzeniem. Mala zawartos¢
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wiracen polepszata wlasnosci ze wzgledu na rozwdj peknigcia. W pracy [72], w kidrej
analizowano wyniki dwudziestu dwdéch badan predkosci rozwoju peknigcia w stopach
aluminium, a zwlaszcza w stopach 2024-T3 i 7075-T6, nadmieniono o dwukrotnym
przyspieszaniu pgkania przez wydzielenia kruchych faz i wtrgcen, jesli predkos¢ pgkania
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Rys. 5. Wplyw dwoch réznych ukiadow szezelin (a) na obraz rozwoju peknigé (b) i predkodé ich
propagacji (c); objasnienia w tekécie. H. Kitagawa i inni [68]

dl/dN > 1 um/cykl. Wykres na rys. 6, zaczerpniety z tej pracy, ilustruje rozrzuty wartosci
predkosci pekania w stopach. aluminium.

W stali weglowej o zawartosei 1% C, 1,35% Mn, 0,5% Cr i 0,5% W zaobserwowano
dziesigciokrotnie wyZsza predko$é pekania w przypadku struktury perlitycznej plytkowej
w poréwnaniu ze struktura perlityczng sferoidalng (na poziomie 4K = 140 kG/mm?3/2) [73].
Spowodowane to byto pekaniem tupliwym plytek cementytu. Predkosci pekania w tej stali
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nie udalo sie opisa¢ wzorem (1); podano wzér, w ktérym dodatkowo uwzgl¢dniono K,
Koax 1 Ry Zwréémy uwage (rys. 7) na fakt, Ze stal o strukturze perlitu sferoidaino-ptytko-
wego wykazala najlepsze wlasno§ci wytrzymalosciowe, ale nie najlepsza predkoéé pekania

[umfe] k atfaw
102
10!
10°
107!
1072
Rys. 6. Pasma rozrzutu wynikéw badan predkosci
zmeczeniowego pekania w stopach aluminium:
3 1—2024-T3 (z 8 rbznych Zrédel), 2 — 7075-T6
1 (z 9 roinych zZrodel), 3 —dla innych stopéw
AlCu i AlZn uzywanych w budowie statkéw

1 3 -
10 100 [k6/mm*] latajacych. C.T. Hahn, R. Simon [72)

(krzywa 2). Najmniejsza predko§é pekania w stali 4340 (0,4% C, 0,84%, Cr, 0,23% Mo,
1,729 Ni) uzyskano po odpuszczaniu tej stali w temperaturze 523°C, a w stali 4330 (0,34% C,
1,15%, Cr, 0,58%; Mo, 0,13% V, 3,08%, Ni) — po odpuszczeniu w temperaturze 580°C [74].
Ponadto wplyw obrébki cieplnej tych stali zaznacza sie istotnie powyzej AK = 140 kG/
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Rys. 7. Predkos¢ zmeczeniowego pekania w stali weglowej o 1% C o strukturze perlitycznej plytko-

wej (1), mieszanej plytkowo-sferoidalnej (2) i sferoidalnej (3); wykladnik m = 2,92 dotyczy wzoru(l).

Na wykresie pomini¢to punkty pomiarowe zaznaczone w oryginale pracy. P. T. Heald, T. C. Lindley,
C. E. Richards [73]
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/mm?>?, W podobnych stalach niskostopowych, zawierajacych Cr, Ni i Mo, najlepsza
ze wzgledéw na predko$é pekania okazala si¢ temperatura odpuszczania 300°C — naj-
mniejszy wyktadnik m we wzorze (1), m = 1,5 [75]. Molibden polepsza znacznie odporno$é
tych stali na rozwdj peknigé zmeczeniowych, a wielko$¢ ziarn pierwotnego austenitu nie
uwypuklita si¢ wyrazniej w predkosei pgkania. Wplyw réznych struktur perlityczno-ferry-
tycznych i martenzytyczno-ferrytycznych w stali niskostopowej o zawartosci 0,23% C,
1,43% Mn, 0,11% Ni, 0,129 Cr na predko$¢ pekania powigzano z kierunkiem walco-
wania [76). Stwierdzono zmiang wykladnika m we wzorze (1) od 2 do 5,3 przy czym zmiana
zalezala réwniez od orientacji skladnikéw mikrostrukturalnych (wydzieled, wtracen)
w stosunku do kierunku i plaszczyzny walcowania. Wyrazniejsze rdZnice zanotowano
przy wyZszych warto§ciach AK. Rézne wielkosci ziarn ferrytu (od 0,012 do 0,206 pm)
w stali o zawartosci 0,05, C praktycznie nie zmienialy predkosci pgkania przy jednostron-
nie zmiennym rozciaganiu, aczkolwiek wyktadnik we wzorze (1) zmniejszal si¢ nieregularnie
od 4,3 do 3,0 wraz ze zmniejszaniem si¢ ziarn; jednoczeénie systematycznie wzrastata
stala C [77]. Najmniejsza predko$¢ pekania spoéréd stali NiMoV, NiCrMoV i CrMoV,
uzywanych w budowie wirnikéw, stwierdzono w stali CoMoV dla wszystkich zakresdw
AK [78]. Predkoéé pekania w wysokowytrzymatych stalach NiCrMo o wysokiej czystoéei
obniza si¢ w poréwnaniu ze stalami o czystosci konwencjonalnej zaleznie od 4K, od wspot-
czynnika R i od temperatury odpuszczania [79]; najlepsze rezultaty uzyskano po odpuszcze-
niu w nizszych temperaturach (np. wplyw czystoéci nie zaznaczy! sie w predkoéci pekania
probek badanych w prézni, ale odpuszczanych w 405°C).

Bardzo istotne réznice w predkosci pekania wywoluje obrobka cieplna stopow tytanu.
W pracy [80] — z pieciu réznych zabiegdw ciepliych uzyskano najlepsze wlasnoéci stopu
Ti6Al6V2Sn przez wyZarzenie w zakresie fazy f (988°C) i otrzymanie drobnoziarnistej
fazy o strukturze podobnej do struktury Widmannstittena. Sadzi si¢, Ze granice pierwot-
nych ziarn sj przyczyng hamowania pgkania. Ciekawe jest to, Ze o stosunkowo niskiej
predkosci quania nie decydowaly wyzsze wartoéci R, czy R,,. Ponadto Zaden z powszech-
niejszych wzoréw na predkosci pekania nie dostarczyl wynikéw zgodnych z do$wiadcze-
niem. Rodzaj mikrostruktury i wielko$¢ strefy plastycznego odksztalcenia w poréwnaniu
z wielkoS$cia ziarna zaznacza sie w predkoéci pekania w stop'ie Ti6Al4V(Ti318) i w jedno-
fazowym stopie Till5 o zawartosci 0,1% O, [81]. Predko$¢ ta byla najniZzsza w stopie
o strukturze gruboziarnistej. Szybszy rozwdj pgknigé mial miejsce w stopie Ti318 zawiera-
jacym martenzyt, co wyjasniono wiekszym udzialem pgkania w fazie martenzytycznej
1 znacznie wigksza strefa plastyczna przed czotem peknigcia w poréwnaniu z wielkoscia
ziarn struktury martenzytycznej. Wielokrotng zmiane predkosci pekania w stopie Ti6Al4V,
spowodowang rézna mikrostrukturg i zwigzana ze wspdiczynnikiem R, stwierdzono w pra-
cy [82]. Wykazano, ze powyZej pewnej krytycznej wartoéci 4K wplyw mikrostruktury
zanika i Ze okreSlenia pekania zaleznego lub niezaleznego od mikrostruktury mozna byto
dokona¢ na podstawie wielkosci strefy odwracalnych odksztatcen plastycznych. W mo-
siadzu M70 nie stwierdzono wplywu wielkoéci ziarn na predko§é pegkania [83].

Sktonnos¢ do kruchego pekania musi si¢ zaznaczyé w predkoéci pekania. Wykazaly to,
migdzy innymi, badania niskostopowej stali o zawartosci 0,35% C, 4,23% Ni, 1,439 Cr
przy zmiennym zginaniu, ktéra poddawano réznym zabiegom cieplnym w celu uzyskania
‘'stanu umownie kruchego i umownie niekruchego [15]. W tym ostatnim nie zanotowano

2 Mechanika Teoretyczna
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wplywu o, i zmiany wykladnika m we wzorze (1) (wynosit 2,4). Natomiast w stanie kru- .
chym wyktadnik ten zwigkszat sig od 2,7 do 5,8 w miare wzrostu R (pgknigcia rozwijaly sig
czeSciowo po granicach ziarn),

Powierzchniowe umocnienie czy lokalny zgniot nie zawsze prowadza do polepszenia
wlasnosci ze wzgledu na rozwdj pekniecia, jak to opisano w [1] i wykazano migdzy innymi
w bardzo interesujgcej pracy W. BLAZEWICZA [84]. Przykladem tego niech bgdzie takze pra-
ca [85], w ktorej stwierdzono wickszg predko$¢ pekania w topatkach turbinowych ze stopu
bniklowego EI 437 B po powierzchniowym zgniocie (symetryczne zginanic przy 20°C; rys.8).

/

2 /£

L/

[mm] &1

2
M Rys. 8. Dlugo$¢ zmeczeniowych pgknieé w stopie

ET437B w zalezno$ci od liczby cykli N w elemen-
— tach przed (2) i po powierzchniowym zgniocie (7).
0 5x10° B.F. Balaszow, A.N. Pietuchow [85]

W podwyzszonych temperaturach, w ktérych na ogoél wzrasta predkosé pekania,
stosowana jest zalezno$¢ (1). Jednak do$¢ czgsto nastepuje zalamanie wykresdw di/dN =
= f(4K), a zatem zmiana wykladnika m w zaleznoSci od zakresu temperatury i stanu ma-
terialu, Pokazano to w pracy [86], badajac stale 304 (0,059 C, 18% Cr, 9,5% Ni) i 316
(0,06% C, 17,3% Cr, 13,3 Ni, 2,3% Mo) w stanie przesyconym. Probki z tych stali podda-
wano zmiennemu rozciaganiu przy R = 0-+0,05 w temperaturach 24, 37, 316, 538 i 649°C.
Predko$é pekania stali 304 bylla okoto 12 razy wigksza w 649°C, anizeli w 24°C, a w stali 316
jeszcze wigksza, natomiast zgniot tej stali (walcowanie na zimno do 209 zmniejszenia
grubosci) przyczynit sie do obnizenia predkoséci pekania. Interesujace jest, Zze pekanie prze-
biegato transkrystalicznie. Stosowalno$¢ wzoru (1) réwniez dla stali 316 potwierdzono
w [87], wskazujac na zalezno$¢ C i m nie tylko od temperatury, ale réwniez od czestosci
obcigzenia i wspdtczynnika R. Wstepne obciaZzenie cykliczne o odpowiedniej wartosci
moze opdéznia¢ rozwdj pekniecia, takze w podwyzZszonych temperaturach, [88]; w pracy
tej badano niskostopowa stal CrMoV przy réznych rodzajach obcigZenia w zakresie malej
liczby cykli. W publikaciji [89] wzdr (1) zaproponowano uzupehié wartodcia temperatury.
Predkos$é pekania stali 22NiMoCr37, uzywanej w budowie reaktoréw, jest praktycznie
niezalezna od czynnikéw konstrukcyjnych i eksploatacyjnych (grubo$¢ elementéw, osrodek
woda-powietrze, czestos¢ od 10 do 100 Hz, wspdiczynniki R) w zakresie do 300°C[90].
Zaznacza si¢ natomiast wplyw strefy cieplnej w potaczeniach spawanych, nie zmieniajgcy

jednak wykladnika m we wzorze (1), lecz powodujgcy tylko wzrost stalej C. Ciekawe
rezultaty badan stopu kobaltowego HS 188 (22% Cr, 14% W, 22% Ni, 1,4% Fe, 0,1% C,
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40%, Co) w temperaturach do 920°C i czgstoéci od 0,01 do 10 Hz zawiera praca [91]. Pred-
ko$é rozwoju peknigcia, opisywana wzorem (1) jest niezalezna od czgstosci, jesli pekanie
mialo charakter transkrystaliczny —to znaczy przy wyZszych czesto§ciach. Natomiast
w zakresie matych czestosci predko$é znacznie rosta wraz z obnizaniem sie’ czestosci,
a pekanie przebiegato migdzykrystalicznie. Wysunigto wniosek, ze dla kazdej temperatury
istnieje okre$lona czesto$¢ krytyczna, powyzej ktorej wielko$¢ dI/dN jest wigcej lub mnigj
zalezna od czestosel.

W obnizonych temperaturach predkos¢ pekania w zasadzie obniza sie, chociaz istotny
wplyw moga wywieraé warunki badania i geometria prébek. Pokazano to na przykiadzie
badan stali niskostopowej (0,23% C, 3,4% Ni, 0,3% Mo, 0,07% V) o strukturze bainityczno-
ferrytycznej w temperaturze do —24°C [92]. Ogéinie mozna stwierdzi¢, ze d//dN obnizalo sie
dla danego poziomu AK wraz z obniZaniem si¢ temperatury i ze wzrostem grubosci ele-
mentu.

Osrodki rézne od otoczenia laboratoryjnego wplywaja istotnie na predko$é pekania
zaleznie od wlasnoéci tych o$rodkdéw, a zwlaszcza od wrazliwosci materialu na dzialanie
ofrodka, zaznaczajacej si¢ rowniez w odpornoéci na pekanie w tym oérodku K,,,. Jednak
omawiany wplyw wyraznie maleje w zakresie wysokich wartoéci 4K. Nakladanie sig¢ zjawisk
adsorpeji, dyfuzji i korozji na zjawiska zmeczeniowe czyni przebieg zmeczenia bardzo
zioZzony. Stad podejmowano proby wyznaczenia predko$ci pekania w oérodkach za po-
moca wyrazen dwucztonowych, w kitdrych do predkosci pekania w zwyklych warunkach
dodawano czlon zalezny od czasu dzialania o§rodka i ujmujacy jego charakterystyczne
wlasnoécei (np. [93]). Przegladu prac o wplywie oérodkéw na predkosei pekania dokonano
juz w wielu publikacjach; jako przykiad wymienmy prace [72, 93, 94]. Obszernoé¢ i liczba
prac na ten temat nie pozwala na ich omdwienie w ramach niniejszego referatu.

Z przegladu przedstawionych badan wynika ich okreélony kierunek: dazenie do mozli-
wie prostego opisu predkosci pgkania w réznych warunkach eksploatacyjnych. Taki opis
umozliwia w dalszym ciggu wzér (1) zréZnymi uzupetieniami. W tym tez kierunku powinny
by¢ wytyczone badania materialéw krajowych prowadzone obecnie w bardzo skromnym
zasiegu. Nie znamy charakterystyk tej waznej wlasnosci materiatowej, jaka jest predko$é
zmeczeniowego pekania. Istnieje zatem pilna konieczno§é intensyfikacji takich badad,
réwniez w ramach problemu wezlowego « Wytrzymalo$¢ i optymalizacja konstrukeji ma-
szynowych i budowlanych ». Badania te musza objaé w pierwszym rzedzie elementy ze
stopow aluminjum i stopéw tytanu, ze stali o podwyzszonej wytrzymatosci i ze stopodw
uzywanych w technice reaktorowej.
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Badania mikrobudowy ztomdw zmeczeniowych stwarzaja dobre podstawy do fizycznej
i praktycznej interpretaciji przebiegu zmeczeniowego pekania. Najwigcej informaciji dostar-
czaja prazki, jako wspdlna cecha wigkszosci ztoméw zmeczeniowych, umozliwiajace dosé
pelne odtworzenie historil obcigZzenia (liczba cykli rozwoju peknigcia; orientacyjna, calko-
wita liczba cykli obcigZenia; $rednie predkosci pekania; przyblizone wartosci naprezen
eksploatacyjnych). Za pomocg badan elektronooptycznych mozemy wykryé i scharaktery-
zowaé pierwotne i wtérne ogniska peknigé; opisa¢ rozwdj peknigeia w poszezegdlnych
strefach zlomu; okre$li¢ udzial peknigé plastycznych i kruchych; dowiedzie¢ sie o pekaniu
wydzielen i stref do nich przylegajacych; o lokalnym przyspieszaniu lub opéZnianiu peknie-
cia; o rozmieszczeniu, gestosel i zasiggu peknieé wtérnych; o stopniu oddziatywania réz-
nych ofrodkéw. Rejestrujemy rézne informacje dodatkowe, jak sam przebieg i budowe
prazkéw, peknigeia wtdrne wzdtuz §cianek prazkéw, pasma poélizgéw na powierzchniach
peknieé, budowg strefy resztkowej i charakter pekania w tej strefie. Do opisywanych badan
wykorzystujemy gldwnie mikroskopy elektronowe transmisyjne, prze$wietleniowe (ozna-
czane skrétem TEM) i mikroskopy elektronowe skaningowe (SEM). Badanie powierzchni
peknieé zmeczeniowych metoda replik w TEM jest do§¢ zmudne. Dostarcza jednak naj-
wierniejszych obrazéw mikrorzezby zlomu, do czego przyczynia si¢ wysoka zdolnosé
rozdzielcza 1 przede wszystkim duza glebia ostroéci (okoto 1000 razy wigksza niz w mikro-
skopie optycznym). Réwnie duza glebia ostroci i wystarczajaca zdolno§¢ rozdzielcza
w SEM umozliwiaja §ledzenie charakterystycznych cech powierzchni peknigé, bez ko-
niecznoéci sporzadzania replik; wycinki powierzchni oglada sie bezpoérednio. Cenng za-
leta SEM jest mozliwo$¢ ciaglej obserwacji powierzchni ztomu przy stopniowo narastaja-
cych powigkszeniach (na przykiad od 1 do 10 000 razy), a zatem mozliwo$§¢ badania inte-
resujacych nas szczegdtdow mikrobudowy. Podobienstwo obrazdw ogladanych w oby-
dwéch mikroskopach TEM 1 SEM jest na ogét dobre; obrazy uzyskiwane z TEM sa
jednak szczegStowsze, a z SEM — jakby « glebsze », sprawiajace wraZenie obrazéw prze-
strzennych. Polaczenie badad mikrofraktograficznych z badaniami prze$wietleniowymi
cienkich folii, majace na celu powigzanie cech mikrobudowy ztomoéw z substrukturg
warstwy wierzchniej pekniecia, utatwia wnikanie w istote mechanizmu pekania. Iloéciowe
okre§lenie tych cech morfologicznych przeksztalcilo mikrofraktografie jakosciowa w ilo-
Sciowa.

*) II czeé€ referatu problemowego wygtoszonego na VI Sympozjum Dos$wiadczalnych Badan w Me-
chanice Ciala Stalego, zorganizowanym przez Oddzial Warszawski Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stotowanej oraz Instytu t Mechaniki Stosowanej Politechniki Warszawskiej w Warszawie,
we wrze$niu 1974 r,
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Do obserwacji w TEM uzywa sie najczgéciej konwencjonalnych replik jedno- lub dwu-
stopnjowych, cieniowanych parami réznych metali. Istnieje jednak mozliwo$¢ bledow
odwzorowania i uszkadzania replik podczas ich zdejmowania z bardzo rozwinigtych
powierzchni peknieé, zawierajagcych zwlaszcza ostre krawedzie czy peknigcia wtérne,
Uzupetnienie TEM urzadzeniem do nachylania replik pod réznym katem w zakresie +60°
pomoglo w wyjasnieniu nie zawsze czytelnych, a stad trudnych do interpretacji obrazéw,
Zwrdcit na to szczegblng uwage D. BroEk [l].

Celem niniejszej pracy jest wlasnie pokazanie na podstawie wybranych przyktaddw,
jak moze sie zmieniaé elektronooptyczny obraz powierzchni pgknigé przez nachylanie
repliki. Badania wykonywano na mikroskopie transmisyjnym Philips EM 300. Wyko-
rzystano dwustopniowe repliki acetylocelulozowo-weglowe cieniowane platyng w kierunku
przeciwnym do rozwoju peknieé, kidre we wcze$niejszych badaniach wlasnych obserwo-
wano w mikroskopie JEM-6A.

Plastyczne prazki zmeczeniowe na powierzchni peknigcia wyZarzonej stali weglowej
St2 ogladamy na rys. 1. Pekniecie zostato wywotane ptaskim zginaniem przy wspélczynniku
amplitudy cyklut R = 64n/0mee = 0,25, a badania elektronooptyczne tych peknie¢ opi-
sano w [2] (stosowano mikroskop JEM-6A). Warto przypomnie¢, Ze prazki sa §ladami
przemieszczajacego sic w kazdym cyklu peknigeia. Jeden prazek odpowiada zatem. jed-
nemu cyklowi obciaZenia (na ogél). Sa one prostopadte lub prawie prostopadie do kierunku
rozwoju pekniecia. Z odstepdw miedzy prazkami (ktére szczegélowo przeanalizowano
w [3]) oblicza si¢ predkos$é zmeczehiowego pekania. Uwypuklone na rys. 1a prazki stajg sie
wyrazniejsze po nachyleniu repliki o kat +30° (rys. 1b); obrécenie o kat —30° czyni uktady
prazkéw mniej wyrazne, ale wykazuje istnienie liczaych peknigé wtdrnych, ktorych §lady
pokrywaja si¢ z krawedziami prazkéw (strzatki na rys. lc). Nie byly one wyraznie wi-
doczne na rys. la i 1b: Obserwacje innego wycinka tego samego ztomu, ktdérego obraz
przedstawiono na rys. 2a, ale pod katem —30°, doprowadzily do zaniknigcia obrazu typo-
wych prazkéw (rys. 2b). Ujawnily si¢ one najlepiej po nachyleniu repliki o kat +30°
(rys. 2c). Istnieje zatem prawdopodobienstwo niewykrycia istniejacych prazkéw w okreslo-
nych warunkach do$wiadczalnych. Ostatnie zdjecie (na rys. 2¢) jest jednoczeénie dowodem
licznych uskokéw i nieregularnej mikrorzezby powierzchni peknigcia, czego nie mozna
byto dostrzec na dwdch poprzednich zdjeciach (rys. 2a i 2b). Jeszcze inny przyklad z badan
strefy zmeczeniowej stali St2 pokazano na rys. 3. Na rys. 3a widoczna jest ciemna linia —
Jjakby przekatna zdjecia, oddzielajaca dwa uktady prazkéw. Taka linia jest zwykle wiadciwa
peknigciom wtérnym, biegnacym od powierzchni gtéwnego pgkniecia w glab materiatu.
Nachylenie repliki pod katem 40° wykazato jednak, Ze linia ta jest §ladem uskoku (spowo-
dowanego peknigciem wtérnym typu Scigcia — rys. 3b). Zatem sasiadujace ze soba uklady
nie leza $cisle w jednej ptaszczyznie pekniecia, jak to mozna byto sadzi¢ na podstawie
zdjgcia na rys. 3a. Réwniez nie w jednej plaszczyZnie znajduje si¢ wycinek z plastycznymi
prazkami i przejéciowa strefa $ciecia do przetomu kruchego, wywolanego obciaZeniem
udarowym (szczegély w [2]). Do odwrotnego przypuszczania sklaniatoby nas zdjecie
na rys. 4a. Nachylenie strefy przejsciowej, tworzacej uskok, jest dobrze widoczne na rys. 4c.
Zwraca réwniez uwagt zmiana wyrazistoéci obrazu prazkéw na poszczegdlnych zdjeciach.
Nadmienmy, Ze tego rodzaju badania stref przejéciowych zyskuja na znaczeniu przy poszu-
kiwaniu relacji pomigdzy tzw. strefa wydtuzona (bedaca jak gdyby przedtuzeniem peknigcia
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Rys. 3. Wycinek powierzchni zmegczeniowego pekniecia w stali St2 (a) z uskokiem ujawnionym przez
nachylenie repliki o 40° (b)
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zmeczeniowego) 1 wielkodceig nastgpujacego po niej uskoku a odpornosciag na pekanie X,
i wielkoécia otwarcia peknigcia.

Dalsze przyklady pochodza z badan powierzchni peknieé zmeczeniowych w elementach
7 przesyconego i naturalnie starzonego stopu aluminium PAG, poddawanych wahadto-
wemu zginaniu przy o, = 8 kG/mm?2. Ulegly one zniszczeniu po 1,02 - 105 cyklach ob-
cigzenia. Obrazy mikrofraktograficzne tych pegknig¢ (ogladane w mikroskopie JEM-6A)
przeanalizowano w [3] oraz w publikacjach [4] i [5]. Kolejno opisywane zdjecia wycinkéw
tej samej powierzchni pgknigeia pochodzg z obserwacji w mikroskopie Philips EM. 300
— podobnie jak zdjecia przelomdw stali St2, Peknigeia tupliwe wydzieler faz wtdrnych
oraz plastyczne prazki w osnowie widaé na rys. 5a. Wyglad powierzchni pekniecia w wy-
dzielenin w §rodkowej czgsci zdjecia sugeruje prawie doskonale pekniecie w plaszczyznie
tupliwosci. Jednak nachylenie repliki pod katem —30° (rys. 4b) i +30° (rys. 4c) wskazuje
na liczne, drobne uskoki rozchodzace si¢ promieniscie z ogniska na granicy fazowej wy-
dzielenia i osnowy. Ponadto na rys. 5¢ uwypuklit si¢ wigkszy uskok niewidoczny na rys.
5a i 5b. Pamigtajmy, ze powstawanie wszelkiego rodzaju uskokéw na powierzchni peknie-
cia przyczynia sig¢ do hamowania jego rozwoju. Podobnie, wigksze uskoki zaznaczaja sie na
zdjeciach na rys. 6. Faliscie biegnacy uskok na rys. 6c przez cala szeroko$¢ zdjecia jest
zupelnie niewidoczny na rys. 6b, a tylko czgéciowo na rys. 6a. Odzwierciedla sie ponadto
zlozono$é i przestrzenno$é mikrorzezby powierzchni pekniecia, wywolana réznymi mecha-
nizmami pgkania wydzielen i osnowy oraz stref do nich przylagajacych. Uzyskanie takich
obrazdw uvlatwia wyja$nienie lokalnych zmian kierunku pgkania, wskazywanych przez ukta-
dy prazkéw. Na podstawie szczegdlnych oznak na zdjeciach na rys. 7a i 7b mozna przy-
puszczal, ze powierzchnia peknigcia w wydzieleniu fazy wtérnej nie pokrywa si¢ z powierz-
chnia peknigcia w osnowie, ale dopiero oczywistym dowodem tego jest zdjecie na rys. 7c,
otrzymane przez odpowiednie nachylenie repliki. Zniszczone wydzielenie wystaje ponad
otaczajgca go strefe, a tzw. §lady wgniecen (opisane w [3]) na poboczu wydzieleni w strefie
granicy migdzyfazowej stanowia $wiadectwo « wyciggania » osnowy wokot wydzielenia.
Zatem wystajaca kolumienka wydzielenia, jak gdyby aczaca obie, przylagajace do siebie
powierzchnie pgknigcia, sprzyja hamowaniu pekania. Zaznaczmy jednak wyraZnie, Ze przy
innym usytuowaniu powierzchni peknigcia w wydzieleniu, pokrywajacej sig na ogét z po-
wierzchnia pgknigcia gléwnego, to ostatnie jest zwykle przyspieszane przez pekanie wydzie-
len faz wtérnych. '

Kierunki dalszych badan powierzchni peknigé wytyczaja dotychczasowe niepelne wia-
domofci o relacji: prazki a predko$é pekania w warunkach obcigzen eksploatacyjnych,
a wigc — obcigzen o widmach ztoZonych, przypadkowych, z réznego rodzaju przecigze-
niami i rézng kolejnodcia ich wystepowania; nie znamy réwniez dokladniej tej relacji
w strefach inicjacji peknigé czy w elementach z naprezeniami wlasnymi, Interesujace bytoby
tez uchwycenie wplywu naprezenia $redniego na uklad prazkéw. Nie dysponujemy wystar-
czajacymi wiadomo$ciami o rozwoju pekniecia w prézni, ktére pozwolitoby wyjasnié
sugestie prawdopodobnej, jak gdyby «wtdrnej kohezji» $cianek peknigé, w réznych
ofrodkach i przy wysokich ci$nieniach, Kontynuacja badan zjawisk zachodzacych w war-
stwie wierzchniej pgknigé wlatwi ich sprzezenie z budowa prazkéw. Istnieje pytanie, czy tzw.
zaciskanie si¢ peknigcia zaznacza si¢ wyraznie w mikrobudowie ztomu. Badania powinny
zdaza¢ w kierunku odtwarzania budowy prazkéw uszkodzonych w warunkach atmosfe-



Rys. 5. Wycinek powierzchni ztomu zmeczeniowego stopu PA6 z peknigciami tupliwymi w wydzieleniach
faz wtbrnych, ogladany przy nachyleniu repliki 0° (a), —30° (b) i +30° (c). Strzalki na rys. 5c wskazuja
na wiekszy uskok
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Rys. 6. Wycinek powierzchni ztomu zmegczeniowego stopu PAG iréinie"usytuowanymi ukladami prazkow
przy nachyleniu repliki 0° (a), +30° (b) i —30° (c). Strzatki wskazuja na falisty, wickszy uskok, widoczny
najlepiej na rys. 6¢
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rycznych (czy w innych osrodkach); w kierunku polepszenia obrazu skutkéw zmeczenio-
wego dziatania w zahartowanych elementach stalowych. W tych wlagnie problemowo na-
kreslonych badaniach, stosowanie uzupelniajacych metod badawczych, jak przedstawione
nachylanie replik w TEM, przyczyni si¢ do bardzo istotnego wzbogacenia tak bardzo po-
szukiwanych informacji dla rekonstruowania historii obcigZenia — na podstawie mikro-
budowy powierzchni pgknig¢ zmeczeniowych.
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PRZEPLYW CIECZY LEPKIEJ W SZCZELINIE
MIEDZY POWIERZCHNIAMI OBROTOWYMI: NJERUCHOMA
I DRGAJACA SKRETINIE

EpwaArD WALICKI (BYDGOSZCZ)

1. Wsiep

Laminarny ustalony przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirnjacymi tarczami,
stozkami oraz powierzchniami obrotowymi od dawna zwracal uwage ze wzgledu na mozli-
wosci wielorakich zastosowan praktycznych; w pracach [1, 13, 14] szerzej oméwiono lite-
ratur¢ dotyczacatego rodzaju ustalonych przeptywow.

Ustalone przeplywy migdzy wirujacymi powierzchniami krzywoliniowymi byty badane
w pracach [4, 13, 14]. e

W pracach [2, 3, 7 - 12, 15] zbadano przeplywy wywolane drganiami skretnymi; prace
[2, 3, 7, 9, 10, 12]Jzawieraja badania przeplywdw migdzy plaskimi tarczami; praca [15]
daje opis przeplywu migdzy réwnoleglymi powierzchniami stozkowymi. Prace [8, 11]

Rys. 1

przedstawiaja opisy badan przeptywéw w szczelinach miedzy wspdtosiowymi powierzéhnia¥
mi kulistymi, z ktérych jedna wykonuje drgania skretne. Celem niniejszej pracy jest zba-
danie nieustalonego przeplywu cieczy lepkiej w szczelinie o stalej grubosci migdzy réwno-
legtymi, nieograniczonymi powierzchniami, z ktérych gérna jest nieruchoma (rys. 1),
a dolna wykonuje drgania skretne dookola wspdlnej osi symetrii obu tych powierzchni.

2. Réwnania ruchu

Obszar przeptywu cieczy pokazany jest na rys. 2. Dolna, ruchoma powierzchnia opi-
sana jest funkcja R(x) oznaczajaca promien tej powierzchni. Grubo§é szczeliny A, tj. od-
legto§¢ migdzy zakrzywionymi powierzchniami mierzona wzdluz normalnej do ruchome;j



342 E. WALICKI

powierzchni, jest wielkoécia stala. Do rozwazan uzyjemy krzywoliniowego ortogonalnego
ukladu wspétrzednych x, &, y, zwiazanego z dolna powierzchnig. Parametrami przeplywu
s3 skladowe predkosci ., v,, 2, oraz ciénienie p. Ze wzglgdu na istniejaca osiowa symetrie
parametry przeplywu nie zaleza od kata 9.

Réwnaniami opisujgcymi przeptyw cieczy sa réwnanie ciaglosci oraz réwnanie Naviera
i Stokesa wyrazone w przyjetym ukladzie wspolrzednych [5].

Rys. 2 Rys. 3

Aby otrzymaé odpowiednia postaé tych réwnaf rozwazmy przedstawiony na rys. 3
element powierzchni ograniczajacej przeplyw z zaznaczonymi liniami & = const oraz
7 = const tworzacymi ortogonalng siatke. Wektorowe réwnanie rozwazanej powierzchni
mozna przedstawi¢ w postaci:

7O = 70(5, 77)

Potozenie dowolnego punktu przestrzeni — lezgcego w odleglo$ci { mierzonej wzdiuz
normalnej — okreéla wektor

F = Fo(€, M)+ LA, 7).

Kwadrat elementu dlugosci luku w ortogonalnym ukfadzie wspSirzednych &, 5, ¢ jest
réwny

ds? = (dn)? = i97—"+ciﬁﬂ)2d«52+("ﬁ° +ciﬁ—)2d * pde?
AT o " ag) T
Zakladajac, Ze wspltrzedne & i n pokrywaja si¢ z liniami krzywiznowymi powierzchni
oraz stosujac wzory Rodrigues’a [17]:
on 1 07 on 1 0r,

0FE ~ R, 0’ 0y R, on
mamy

(] o
2.1 ds _(65 1+~E dg? + 777— 1+R2 dn?+-dt?;
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gdzie R;, R, oznaczaja odpowiednic promienie krzywizny powierzchni. Dla powierzchni
obrotowej przedstawionej na rys. 4 w ukfadzie wspotrzednych X, Y, Z réwnanie wektorowe
przyjmuje posta¢ [16]

(2.2) Fo = iR(x)cosd +R(x)sind +kZ(x).

xk

a Z=
/ J
Y
Rys. 4
Podstawiajac (2.2) do (2.1) i przyjmujac
f=x, n=9, (=y,
otrzymamy po prostych wyliczeniach
2 2
2.3) ds? = (1 + y) dx?+ R L+ L) d9? +dy?,
.R]_ R2

przy czym R, , R, = R.

Wracajac do przeplywu stanowiacego temat pracy zauwazmy, ze y < h; przy zalozZeniu,
ze h € R wyraZenie okreS§lajace kwadrat elementu liniowego w ukladzie wspétrzednych
x, ¢,y moina zapisa¢ w postaci:

2.4 ds* = dx?-+ R*d%* +dy2.
Zatem wspdlczynniki Lamégo beda rdwne*)
H.=1, H,=R(x), H =1.
Postugujac si¢ nimi mozna przedstawi¢ réwnania ruchu cieczy lepkiej w przyjetym do roz-
wazan ukladzie wspétrzgdnych krzywoliniowych dla osiowej symetrii w postaci

M, . . R, 1 dp
@3 S g s e T
(azﬁ"' + 0*9, + LRL__a_‘v_‘__RZ_‘U _Eli:v)
e TTor TR TR R

*) W przypadku, gdy rownanie (2.2) dane jest w postaci
Fo = i Rcos? +jRsin? +kZ(R),

wspblczynniki Lamégo sg réwne

dZ \¥2
Hx=|:l+(—d?)j| N H0=_R, Hy=1,
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07)0 07)0 c?va R _
(26) —5;*4-7),\--5; +7)ya—y+ R‘Z)x‘Z)g =
_ (P Pw R o RTORZ
e Tt TR av T R TR
dvy dv, do, 1 dp }({?_37),. o, R 674.)
@7) T Uy Y dy o Oy "\ ay? R ox )’
1 0(Rv,) doy
28) - T ooty =0

gdzie przecinkiem oznaczono operacje rézniczkowania wzgledem zmiennej x.

Warunki brzegowe dla skladowych predkosci sa nastgpujace:
v, =9, =0, vy=Rwe™ dlay=0,
(2.9) » i

Ve =0, =0y =0 dla y = h.

Poczynione wyzej zatoZenia, ze i <€ R(x) mozna wykorzysta¢ do oszacowania wielkosci
poszezegolnych skladnikéw réwnan (2.5) - (2.7). W tym celu rozwaZzmy pewien przekrdj
szczeliny okre§lony wspdtrzedna x = L (przy czym zakladamy, Zze R(L) » ). Predkosé

obwodowa w tym przekroju jest vy = O(V,), a predko$¢ promieniowa jestv, = O (Vo%)

{18], gdzie oznaczono dla uproszczenia Vi, = wR(L).
3

R?
nia do réwnan (2.5) - (2.7) i pomijajac w kazdym z nich czlony male wyZszego rzedu
sprowadzimy je do postaci

Z réwnania cigglo$ci wynika, ze v, = O(Vo ) Wprowadzajac powyzsze oszacowa

dv, R , 1 @ 0%y
(2.10) 7 — _R Vy = _?E + ayz 5
o, &%y
(2.11) r 7}_(3_}‘—2 >
o 1 op v
2.12 Oy L PO
@12 ot o 9y ’ op?

3. Calki réwnain ruchu

" Rozwigzan réwnan ruchu (2.10) - (2.12), przy zatoZeniu s = const, bedziemy poszu-
kiwac w postaci zaleznosci funkeyjnych spelniajacych réwnanie ciaglosci (2.8), mianowicie:

3.1 vy = Rwe™G(1),

‘2
(3.2) o, = ZROZ LD
n on
2 12 1 12
(3.3) vy = — (VRLRRMF(% 7);

n
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dla rozkladu ciénien przyjmujemy

(3.4) P _ QR*+RR" 0P (n, 1)+ —é—szzK(r),
gdzie dla uproszczenia oznaczono
(3.5) n = —;:—; T = nt.
Podstawiajac powyzsze wyrazenia do réwnan ruchu (2.10) - (2.12) otrzymamy odpowiednio:
0*F ten 1 O3F
4G
(3.7) W —‘ING = O, .
OF 0P 1 0°F
(3.8) _ur

dr oy N o
W powyzszych réwnaniach symbolem N oznaczono liczbg Reynoldsa

N="

v

Warunki brzegowe (2.9) przyjmuja teraz postaé

aF '
1'-':6—77:0, G=I dI'd?’]ZO,
(3.9)
F = OF G=0 dlan=1
Tom an==
Rozwigzanie réwnania (3.7) mozna przedstawié¢ wzorem
(3.10) G=1,—il,,
gdzie:
cha(2—n)coson—chancosa(2—n)
;‘l = E)
o
3.11)
P sho (2—m)sinany—shéysina (2—n)
G2 — @
oraz
@D = ch2a—cos2a, o= —];r—
Wzér (3.1) po uwzglednieniu (3.10) prowadzi w zapisie rzeczywistym do zaleznoéei:
(3.12) vy = Ro Re[G(n)e"] = Rw(2 cost+ A,8inT).

Dla matych liczb Reynoldsa mamy
) 2
(3.13) v, & Rw(l ——17)“1 - —3]%—617 B8+8n—12n7 +3n3)]cos T+

Ny(2—17) 4+6n—3n2\ . }
+ g 1~ 30 SInTyp,
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natomiast dla duzych liczb Reynoldsa otrzymamy

(3.14) vy ~ Rwe *"cos(t—an).

Gdy N = 0 profil predkosci obwodowej jest prostoliniowy i okreslony zaleZnoscia
(3.15) . 7p = Ro(l—9).

Wynik ten pokrywa sie z rezultalami weze$niejszych badan [13, 14] dotyczacych przeptywu
ustalonego w szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami obwodowymi. Profile predkosci
v, dla réznych wartoéei liczby Reynoldsa pokazano na rys. 5.

i
1,0

n
o,g\~\
0,6

&\ \
%
04 o
% \
7
0,2 N

22 N
§§ Vo /Pew

Rys. 5

Napregzenia tarcia na zakrzywionych powierzchniach dla malych liczb Reynoldsa sa
odpowiednio réwne:
na dolnej powierzchni

_ % L0 (1+£c r— N sinz
o=y )T TR [V T gs)es T T

na gornej powierzchni

o (avq _ _pRo (N et Nin
ATy h 360 /77 TE

Dla duzych za$ liczb Reynoldsa otrzymamy

Rw .
oy = -._'u——/ a(cos T—sin 1),
1

_ pRw
i/

Profile naprezen panujacych na obu powierzchniach dla réznych liczb Reynoldsa
przedstawiono (dla dolnej powierzchni) na rys. 6 i (dla gérnej powierzchni) na rys. 7.
Wyrazenie -

oy =

afcos(z—a)—sin{(r—a)].

[Re(Ge™J? = %_(xﬂxg) + é—Rc[ﬂq —ih)2e2"]
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sugeruje istnienie rozwigzania réwnania (3.6) w postaci sum funkcji
(3.16) F(p,7) = P +H(me*™,  K(z) = Ko+K, e
Podstawiajac powyzsze wyrazenia do rownania (3.6) otrzymamy dla wyznaczenia ()
oraz H(n) nastgpujace réwnania rozniczkowe:
N ch2a(l—n)—cos2a(l—%)
2 & ’
sh2a(1—)[ch2a(14+) (A —n)—1]
@ H

utaj przecinkiem oznaczono operacj¢ rézniczkowania wzgledem zmiennej 7.

(3.17) P = NK,—

(3.18) H"' —2iNH' = NK, —N

A
A ophfuRe ohh/uRw
16 6
/\ 8 \ ﬂ
3——f 50—
INYAG D
é’\ \\/\ ‘ L,,‘\-Q
N=J N=§ /
/ T 0= 3 t'éh\ Lo
o N<0 —— S \ //_‘/é
\\__/ _ )
k/ \ \—/ )
-8 i -8
/ \\/ \ /
: -16
-6 72 T 3777 27 w2 I 3n/? n
Rys. 6 Rys. 7

Warunki brzegowe (3.9) w odniesieniu do funkcji ¥ oraz H mozZna wyrazi¢ w postaci
V) = V') =) =Y¥'(Q1) =0,
H@©) = H'(0) = HQ1) = H'(1) = 0.

Rozwigzania réwnan (3.17) oraz (3.18) okre$lone s3 wyrazeniami

(3G.19) ¥ = — Nf?n(l—n)— EOJT\ZT@ [ch2a (1 —n)+cos2e (1 —n)]+

+ SF [(ch2a+cos2a) (1 —n)+27],

NK, N
3.20 Y = — 0 23— " —n)— i —1) —
(3.20) ) 2 7 B-2n)+ 6’ ® [sh2o (1 —%)—sh2a+sin2e(l—n)

. N
—sin2e]-+ T6aid [(ch20+cos2a) (2 —n)+29],

3 3
3.21 . = ——— — 3
( ) —Ko 12D ‘(ch2a+0052a+2) —_a3_.ﬁ (sh2a+sm2¢x)
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oraz
, K,+A4 [slu/fﬂn+sh]/fﬂ(l -1) ]
322) H'(p) =" = —1|+
(3.22) ) T shy/2
/5 /5 B(1 — 47
_zi[sh 2+ ch2pshy2B0=n) o0y __U)])
2i shy2 f
K, +A [ ch)'2py—14ch)y2f—ch)y2p01—-n) - ]
323)  H( =J—_—[——~ - ~ V2 pn| +
629 ) 212 4i | shy2 B v &
LA {chl,/z“ﬂn;1+ch2ﬂ[ch;/Eﬂ—c11|.'*2*¢_3(1_—_772]~+
22 i shy/2 B

n 123 [sh2p(1 —v;)—shZﬂ]},

(ch]/fﬁ—l)(ch2ﬂ+l)~%shl/—fﬂshw
(3.24) Ky = A| — - - - —11,
_ 2(chy2B~1)— Y2 fshy2f

gdzie oznaczono

; " sh2a(l—i) j
1 . A=—(pz_, ﬂ=ot(1+l)
l}gzwijajqc powyisze zaleznosci w szereg potegowy 1 pomijajac wyrazy zawierajace wiel-
kosci mate wyZszego rz¢du, otrzymamy dla malych liczb Reynoldsa nastepujace wyra-

zenia:

3

Ko NE'(S',

Nn(1—n)(6—157457%)

Ly 7 ~

120
oraz
K~ 3 100N
20 4200
, Nn(1—n)(6—159+5n?
() ~ 1A= (6157 +57%)

120 ’

Hep = N7 (1—1127()) G=m)
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Na rys. 8 przedstawiono graficznie przebieg zmiennosci funkeji ¥’ (n) dla réznych wartosci
liczby Reynoldsa; funkcja ta, jak wynika z wzoréw (3.2) i (3.16), okresla ustalona czesé
sktadowa predkosci vy .

Aby wyznaczyé rozklad ciénien w poprzek szczeliny, wréémy do rédwnania (3.8),
ktére przepiszemy w postaci

opP 1 9*°F OF

0,6

0,4}

02} S \}4/?2@01

%\/
>
<

~

=

-008 -004 0 004 008 012 016

Rys. 8

Uwzgledniajac pierwsza z zaleznodci (3.16) mozemy przedstawi¢ rozwigzanie réwna-
nia (3.25) w formie sumy ’

(3.26) P(y, 7) = Pi(n)+Pa(m)e*™.
Po podstawieniv (3.26) do (3.25) otrzymamy

, 1
(3.27) Pj = WW’

| - ;1 .
(3.28) _ Py = < H'~2iH].

Catkujac te réwnania przy spelnieniv warunkéw brzegowych:
P1(0)=H1’ P2(0)=H2,

wyznaczymy zaleZnoSci:

62) P = Hl—%n(l —m)— @1@ [ch2e (1= 7) +cos 20 (1 — )] +

1 .
+ D [(ch20+cos2e) (1 —n)+27],
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~ Ky +A [shy2 pn+shy2 f(1—n) 1]
(B30 PO =1t — [ shy/2 p ’

A [ sh)/2 By+ch2Bshy2 p(1—) ~ ]
+ 2IN[ Sh] 2ﬂ Ch2ﬁ(l 7/)
K, +24 { sh]/2 By—y 2 ﬂ7]+0h2ﬁ[|/ 2 ﬁ?}ch]/Z B+shy/2 g _7/)]}
26* sh;/2,5’
L7 e K +4 A
2-]/ 2,8 ‘2/5’ ch26(1 - n)+nsh2ﬂ] 2 ~ctgh)'2 B+ - i >ch2f.

4, Uwagi koncowe

Wzory wprowadzone w poprzednim punkcie pracy okre§laja pole predkosci i pole
ciénied w szczelinie o stalej grubosci s = const, migdzy powierzchniami o dowolnym
ksztalcie.

Przedstawione tutaj wyniki sa zgodne z wynikami cytowanych wczesniej prac. Podsta-
wiajac we wzorach (3.1) - (3.4) odpowiednie zaleznosci dla R(x) otrzymaé mozemy prze-
plywy w szczelinie miedzy tarczami, stozkami, badZ tez powierzchniami kulistymi.

Z postaci otrzymanych rozwigzan wynika, Ze dla przyjetego modelu przeptywu profile
predkoscei i ci$nien w dowolnym przekroju poprzecznym szczeliny sa niezalezne od ksztaltu
powierzchni wywolujacych ruch cieczy.

Z przytoczonych wykreséw dla sktadowych predkosci v, oraz v, wynika, Zze ze wzrostem
liczby Reynoldsa przeplyw «zbliza» si¢ do drgajacej powierzchni, na ktérej zaczyna si¢
pojawiaé warstwa przyScienna.

Otrzymane w pracy rozwiazania — zgodnie z zaloZeniem, 2e h < R-— zachowuja
swoja wazno§¢ dla dowolnego ksztaltu szczeliny jedynie w duzych odlegtosciach od osi
obrotu. W przypadku szczegdlnym, gdy — poczawszy od pewnej wartofci x = | — takiej,
Ze jeszcze h < R(l) zachodza zaleznodci R(x) ~ x, R'(x) &~ 1, tzn. gdy dla 0 < x </
powierzchnie tworzace szczeline tylko nieznacznie réznig sie od plaszczyzn, rozwiazanie
zachowuje swoja wazno§¢ réwniez w poblizu osi obrotu. Bowiem dla R(x) = x, R'(x) =
a rozwigzanie pokrywa si¢ z wynikami uzyskanymi w pracy [2] dla przeptywu migdzy
drgajacymi skretnie plaskimi tarczami.
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Pesome

TEUYEHHUE BA3KOM MXUIKOCTH B WEIH MEXIY IBYMSI
[TOBEPXHOCTJSIMM BPAIUEHMS M3 KOTOPBIX OOHA HEIIOOBHDKHA
A BTOPASA COBEPIIAET KPYTIWIBGHBIE KONEBAHMA

B pa6oTe paccMaTpUBAETCS TeuenHe BI3KOH YKHAKOCTH B IHETH MEKAY MapasUIeJbHbIMH KPUBOJH-
HEHHBIMH MOBEPXHOCTAMH BpAIHEHHS ¢ BEPTUKAJILHOH OCbIO CUMMETDHH, NIPMUYEM, BEPXHAA IIOBEPXHOCTH
HEMOABHIKHA 8 HIDKHAA COBEPIIAET KPYTHIBbHbIE KoJjeGaHusA.

JUIs peleHus 3a0auy IIPUMEHSIIOTCST IMHEApH30BaHHbIC YPABHCHHA ABIKECHUA BASKOH M(HAKOCTH
LISl OCECHMMETPHUECKOrO TEUEHHS B CHCTEME KPHBOJIMHCHHBIX KOODAHHAT X, ¥, ¥ CBA3AHHBIX ¢ HIDKHeIl
ITOBEPXHOCTRIO.

HOHY‘ICHBI (bopmynbr ONpPEACIIAIOIUNE TAKHC NMapaMeTpbl TCUCHHA KaK KOMITIOHECHTLI CKOPOCTH Uy,
V0, vy M JABJICHHE P.

Summary

VISCOUS FLUID FLOW THROUGH IN A SLOT BETWEEN TWO SURFACES OF REVOLUTION:
ONE OF THEM FIXED AND THE OTHER ONE — TORSIONALLY OSCILLATING

Laminar flow of an incompressible viscous fluid is considered in a slot between two parallel surfaces
of revolution having vertical axis of symmetry: the upper one is fixed and the lower one — torsionally
oscillating. The linearized equations of motion of the viscous fluid flow for axial symmetry are written
in the intrinsic curvilinear orthogonal coordinate system x, ¥, y linked with the lower surface. As a result,
the formulae defining the velocity components v, 2o, 2, and pressure p have been obtained.

AKADEMIA TECHNICZNO-ROLNICZA, BYDGOSZCZ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lipca 1974 r.; w wersji ostatecznej — dnia 5 stycznia 1975 r.- '
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O PEWNYCH MOZLIWOSCIACH ZASTOSOWANIA
TARCZ SCISKANYCH W BADANIACH MATERIALOWYCH
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1. Wstep

W niektérych przypadkach badania wlasno$ci mechanicznych materialéw konstruk-
cyjnych stosowanie ogolnie znanych metod pomiarowych jest bardzo utrudnione i nie-
wygodne. Dotyczy to szczegdlnie badan statycznych tworzyw sztucznych, gdzie czas
pomiaru i warunki otoczenia ingeruja w sposéb o wiele bardziej wyraZny niz w przypadku
metali. Pociagga to za soba konieczno§¢ zamykania ukladéw pomiarowych w komorach
klimatycznych i zwigzane z tym dazenie do miniaturyzacji prébek i stanowisk. Z tego
powodu rozwazymy mozliwo§¢ zastosowania prostej metody pomiarowej, pozwalajacej
na wyznaczenie dwoch statych materialowych. Dodatkowym wymaganiem, rzadko dajg-
cym si¢ spetni¢ w praktyce, jest uzycie jednego i tego samego urzadzenia pomiarowego
do wyznaczania obu stalych sprezystosci materialdow izotropowych. Wykazemy, Zze wyma-
ganie to moze by¢ uwzglednione przy proponowanej metodzie pomiarowej. Dla dosta-
tecznie dlugiego, w porédwnaniu z czasem przykladania obcigZenia, okresu proby, obcia-
Zenie mozna przyjaé w postaci P = Py H(¢) (gdzie H(z) jest funkcja Heavinde’a) i stosujac
transformacje Laplace’a-Carsona wykorzystaé istnienie analogii sprezysto-lepkosprezystej

pozwalajacej bezposrednio uzyé rozwiazanie do wyznaczenia funkeji pelzania ¢(z) = 0k

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazany izotropowq tarcz¢ sprezysta o promieniv R i grubosci b $ciskang sitg P,
migdzy dwoma nieodksztalcalnymi plytkami. Wielkosciami, ktdre nas interesujg sg zmiany
srednic tarczy z otworem (promien otworu r = a), oraz tarczy pelnej. Podamy rozwigzanie
dla tarczy z otworem, drugi przypadek otrzymamy przez przejicie graniczne.

W celu uproszczenia rozwiazania przyjmujemy na powierzchni styku eliptyczny roz-
kiad naciskéw dla zagadnienia kontaktu sprezystego walca z nieodksztalcalng plaszczyzng,
znane jako zadanie Hertza (rys. 1).

Rozklad ten mozZna przedstawi¢ w postaci

@ p((])) = pmﬂxvl“ (’g‘) > P <o,

gdzie « jest katem ograniczajacym obszar styku tarczy z plyta i zgodnie z rozwigzaniem

4 Mechanika Teoretyczna
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. 4P
“=V wRE
2P
Fro = ~aRb

zadania Hertza wynosi

P = [ p(p)bRdy.

Rys. 1

Do dalszych rozwazan wprowadzimy wspdirzedne bezwymiarowe
2
r a
)] l—i, f—(-ﬁ)
Funkcja naprezenn dla rozpatrywanego przypadku ma postaé [1]

3) @ = R*{Aox?+Bolnx+ D) [Ax"+ Bx~"+ Cx"*2 4 Dx~"+cosng),
246

gdzie 4, B, C, D, A,, B, oznaczaja stale dowolne. Prowadzi to do nastepujacych wy-
razen na napreZenle i przemieszczenie:

Op = 2Ag+Box~2— 2 [nn—1)Ax""2+n(n+1)Bx~""2+
2,4

+(m+1)(n—2)Cx"+ (n—1)(n+2) Dx~"cosng,

Ou = 240—Box~2+ Y [n(n—1)Ax"*+n(n+1)Bx~""2+

@ +n+1D)(n+2)Cx"+ (n+1)(n—2) Dx~"]cosngp,

Oy = 2 nl(n—1)Ax""24+ (n+1)Cx"— (n+ 1) Bx~""2— (n—1) Dx~"sinngp,
%,4..
o0
.R - n =20
U, = E{Z(l — ) Agx—(1+9)Byx~1+ 2 <4\: H(C+Dx~ ") —

2,4...

—(1+»)[ndx~*—nBx~ """ 24+ (n+2)C— (n—2)Dx" 2"]x"“>cos mp} .
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Wartoéci stalych wyznaczamy z nastepujgcych warunkéw brzegowych:

o.(a, p) =0,
Grt(a, ‘P) = 0:

O',-,(R, ‘P) =0, ) ‘
2 —a<p<
(5) Urr(R, ‘P) = PmnxVI - (ﬂ) dla % 4 * },
o T—o < p<mTta
o< p<mH—0
dl
O'rr(—R, (]7) a {.’n—}-a < o < Zn_a}'

Rozwiazanie. Rozklad naciskéw na powierzchni zewngtrznej r = R realizujemy
przedstawiajac obcigzenie w postaci szeregu Fouriera

1 1
) Op = — 71”,,”,xoc+2pmnx ’T.Il(noc)cosmp =
2,4...
1, N1
= — TEoc +EaZ 7L(noc)cosmp R

2,4
gdzie J; (ne) jest funkcja Besela pierwszego rodzaju.
Powyzsza postaé obciazenia spetnia warunki (5). Uwzgledniajac warunki brzegowe
otrzymujemy uklad réwnan pozwalajacy nma wyznaczenie niezbednych stalych:

244+ Bof~t =0,

240+ B, = ——}Eaz,

m—-1DA—-(r+1D)B+n+1)C—m-1)D =0,

n=DA" =+ DBf 1+ (n+1)Cf"—(r—-1)D = 0,

nn—D A" 4+np+ DB+ n~-2)(n+ 1) Cf"+(n—1)(n+2)D = 0,

™

nin—1D)A+n@+1)B+ -1+ 1D)C+m-1DHn+2)D = Eoc%]l(na).
Ostatecznie otrzymujemy nastgpujace wyrazenia okreflajace stale catkowania:

g L, D) A=Y (=f)

-

27 =) [A-fP 2=’
1 T (A=fY+n(-f)
B = 5 Eo PICES G —f")z-—nzf"_l(l-—f)zf ’
® €= _ L gy i) A=) tn" (1)

T2 am+1) Q-2 =mAfria—f)2’

_ 1 S fA=f)+nd-f) o,
D= =g lsty oGy
|
8 1-f

Ay = — E, Bo=%fE.

=)

4%
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Interesujace nas zmiany dtugosci §rednic dla ¢ = 01 ¢ = %n przyjmuja postac:

. 0, = 2u,(R,0) = R[4, () + (1 +») B, (x)],
® 7 '
0y = 2”r(-R'2—) = R[Az(a)+(1+v)B2(a)],

gdzie

4@ = 1 +a f;(”“) F(f),

Bi(x) = —% +2a n.é(ua))

2,4...

(10) o T T (na)

Ay(0) = 1——f+4a 2%1 (=Y 1)) F(f),

Bi(e) = ~ % +2 Z (o 1yas Ji(9)_ n{;("“)l .,

_ 28" (A=) +n(1 —f*) - (1—f")?
F(f) - (1 _fn)z_ann—l(l _f)z :

2
Stosujac przejScie graniczne f = (—;—) —-0 otrzymujemy rozwiazanie dla tarczy pelnej

81 = R[Ai(@)+ (1 +) B, ()],

(1 82 = R[A5(«)+ (1 +) B3 ()],
gdzie

Ai(0) = o4 Z o

Bi(®) = —%2.—1-.205-. _’ n‘gg’m)l)
© - 2,4...

A3(0) = « +4a2 (= 1)tz nJ(;(Tl))

5 o
B = — 5 +2m ) (=1
2,4...

nn*-1)"
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| Dla wyznaczenia statych materialowych bedziemy rozpatrywa¢ zwigkszenie rednicy
prostopadltej do kierunku dzialania obcigzenia ((p = —2—) W tym przypadku wielkoSci
A, 1 B, sa tego samego rz¢du. Rozwazanie zblizenia powierzchni styku nie prowadzi do
celu ze wzglgdu na zbyt duze stosunki wartosci 4, i B, dochodzace do 10* oraz niekorzystny
na dokladno$¢ pomiaru wplyw koncentracji napreZzen w miejscu kontaktu.

Obliczenia numeryczne zestawione w tablicy 1 wskazuja, Ze otrzymane wyniki ze
wzoréw (10) i (12) sa identyczne (lub pomijalnie rézniace sig dla wiekszych wartoéci «)
z wynikami dla tarczy obcigzonej sita skupiona [2, 3], ktére mozna zapisaé w postaci
(13) 8 = R[A,(e, )+ (1 +9) By(0)],
gdzie

=

Ax(0,f) = {75 + 20 PNEH L
2,4...

n*—

____1 2 2200’ n/2 1
BZ = 2 o+ e (—1) nz_l >

_ 200 (A=) =)= (=
== apy=arap

Zwigzki (13) mozna uzyska¢ takze przez przejécie graniczne a — 0 we wzorach (12).
Przyjmujac

I (no) = %na

mozna sprawdzi¢, ze wyraZzenie 4; ukladu (12) traci sens, jednak pozostale wyraZenia
pozostajag w mocy. W dalszych rozwazaniach bedziemy wiec korzystaé z tych wzordw.

3. Motzliwo$ci zastosowan

Zapisujac wyrazenie (13) w postaci.

6 = a%R [ALS;—’D— +(1+») BZ(OL)] ,

a2
a nastgpnie przeksztalcajac pierwszy wyraz w nawiasie

Ay(e, f) — A (x, 0) [AZ(a’f)
2 | 4x(a, 0)

o o?

#1-1]

1 oznaczajac . -

By _ Ax(,0) Az(a,f) _
BOon GO |l

otrzymamy -
8 = o*R{A[B(f)~1]+ (1 +»)B},
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gdzie
2 4P
* xRBE’
a 2
4 = 0,570796,

B = —-0,785398,

zauwazmy, Ze dla f(f) = 1 wielko$¢ 6 zalezy od stosunku (1+#)/E. Stan ten mozna otrzy-
maé przez odpowiednie dobranie stosunku promieni a/R.
Przeprowadzone obliczenia numeryczne wykazuja, ze przypadek A(f) = 1 zachodzi dla

(15) f = 0,065556,

czyli

a
—_— = 2 04 .
R 0, 56

Badanie prébki o takim stosunku promieni pozwala na bezposrednie wyznaczenie mo-
dutu Kirchhoffa. Podobnie mozemy wyznaczyé modut Younga odejmujac od wydluzenia
$rednicy tarczy pelnej wydluzenie $rednicy tarczy z otworem, co ze wzgledu na te same
wspoltezynniki przy wyrazeniu (1+v) sprowadza si¢ do:

d1—9,

C1= R =A11"—A1,

85—4 -
C;_ = % = A2—A2‘-

(16)

Wartosci liczbowe statych 4, B, C jako funkeji o i F = f1/? podano w tablicy 1.
Do celdw praktycznych dla stosunku a/R = 0,256 koficowe wzory na wyznaczenie sta-
lych materialowych mozna zapisaé w postaci:

P
E = 2,2832_m,
(17 _ P
G=1 Ml
,5708 ?zbé
lub
P
(18)

d

w zalezno$ci od aktualnych potrzeb, gdzie d i ¢’ oznaczaja powiekszenie $rednicy tarczy
z otworem | tarczy pelnej.
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W celu skontrolowania podanej metody przeprowadzono badania na probkach wykona-
nych z technicznego metaplexu (polimetakrylanu metylu), o stosunku a/R = 0,25604 ($red-
nica zewnetrzna 29,3 mm) oraz dla tarczy pelnej o tej samej $rednicy. Prébki éciskano

sita P = 90 kG i 140 kG. Otrzymane wyniki podane sa w tablicy 1.

Tablica 1
Su
PkG]

tarcza z otworem tarcza pelna
27 11

90 29 g = 22,8 11 Sgr = 12,2
30 10
28 11
44 18

140 47 S = 44,8 21 Ogr = 19,04
44 19 (
45 22

Do wyznaczenia §rednich przemieszczen zastosowano metodg najmniejszych kwadratdw.
Korzystajac ze wzoru (14) dla tarczy z otworem oraz pelnej wyznaczono stale materia-

lowe

)

E = 39,4978 - 10° = 39 400 kG/cm?,
v = 0,2639297 - = 0,264.

Otrzymane wyniki sq zgodne, z doktadno$cig do kilkunastu procent, z danymi literatu-

rowymi dla tego typu materialéw.

Zagadnienie kontaktowe tarczy

= — = 0,00
“ A, B, c, Az B, Ca

0,0010 |0,779235E—05 |—,333419E~09/0,000000E+00 |0,570796E—06 |—,785398 E—06|0,000000E+ 00
0,0020 |0,283995E—04 |—,266735E—08|0,000000E+00 |0,228319E~05 |—,314159E—05/0,000000E+00
0,0030 |0,602895E—04 |—,399887E-08|0,000000E+00 |0,513717E~05 |—,706858F—05/0,000000E+00
0,0040 (0,102589 E—03 |—,213306 E—07|0,000000E+00 [0,913276E—05 |—,125663E—04|0,000000E+00
0,0050 10,154733E—03 |—,416614E—07|0,000000E+00 |0,142699E—04 |—,196349E~04/0,000000£+00
10,0060 10,216276 E—03 |—,719908 E—07|0,000000E+00 |0,205487E—04 |—,282742E—04/0,000000E+ 00
0,0070 |0,286855E—03 |—,114319E~06(0,000000E+00 |0,279692E~04 —,384843 E—04{0,000000E + 00
0,0080 |0,366163E—03 |—,170645E-06|0,000000E +00 |0,365312E—04 |—,502651E—04|0,000000E+00
0,0090 0,453938E—03 |—,242968E-06(0,000000E +00 [0,462348E—~04 |—,636166E—04|0,000000E +00
0,0100 [0,549947E—03 | —,333289E—06{0,000000E+00 10,570801E~04 |—,785388E—04/0,000000E— 00
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a
F=_=0,25
R
o A, B, Cy Az B, Cs
0,0010 |0,846901E—05 |—,333419E—09(0,676662E—06{0,322205E—07 —,785398E—06‘—,538576E—06
0,0020 |0,311061E—04 |—,266735E—08]0,270661 E—05 10,128386E—06 |—,314159FE—05—,215430E~-05
0,0030 |0,663455E—04 |—,900231 E—08/0,605602E—05 |0,290009E—06 |—,706858E—05|—,484716E—~05
0,0040 (0,113355E—03 |—,213388E~07,0,107662E—04 10,515614E—06 |—,125663E—04/—,861715E—05
0,0050 |0,171650E—03 |—,416614E—07|0,169166E—04 |0,805721E—06 |—,196349E—04| —,134642E— 04
0,0060 0,240635E—03 |—,719908 E—07(0,243594E—~04 |0,116039E—05 |—,282742E—04|—,193883E— 04
0,0070 {0,320010E—-03 | —,114319E—06(0,331551E—04 |0,157964E—05 |—,384843FE—04|—,263896 E— 04
0,0080 10,409468E—03 |—,170645E—06!0,433051E—04 |0,206352E—05 |—,502651 E—04|—,344677E— 04
0,0090 |0,508745E—03 |—,242968 E—06/0,548072E—04 [0,2612i12E—05 |—,636166E— 04| —,436227E—04
0,0100 [0,617609E—-03 |—,333289E—06|0,676623E—04 [0,322551E—05 |—,785388 E~ 04| —,538546E— 04
a
F=-—=1050
R
o Ay B, C, A, B, C,
0,0010 |0,131046E—04 |—,333419E~—09(0,531224E—05 | —,381411E—05|—,785398 E—06|—,438491E—05
0,0020 [0,496484E—04 | —,266735E—08(0,212489E—04 |—,152564E— 04| —,314159E—05|—,175396E—04
0,0030 |0,108066E—03 | —,900231 E—08(0,477760E—04 |—,343268 E— 04| —,706858 E— 05| —,394640E— 04
0,0040 |0,187524E—03 |—,213388E—07(0,849348E—04 |—,610252E—04|—,125663E—~04}—,701580E—04
0,0050 |0,287443E—03 |—,416773E—07(0,132710E—03 |—,953514E— 04|~ ,196349E ~ 04| —,109621 E— 03
0,0060 0,407377E—03 |—,720183E—07(0,191101 E—03 |—,137305E—03|—,282742E—04|—,157854E—03
0,0070 |0,546963E—03 |—,114362E—06|0,260108 E—03 |—,186886E— 03| —,384843E—04|—,214855E—03
0,0080 [0,705894E—03 |—,170710E—06|0,339731 E—03 |—,244094E—03|—,502651 E—04|—,280625E—03
0,0090 10,883906 E—0Q3 |—,243061 E—06|0,429968E—03 |—,308928 E~03|—,636166E—04|—,355163E—03
0,0100 |0,108077E—-02 |—,333417E—06|0,530819E—03 |—,381389E—03|—,785388E—04|—,438460E—03
a
F=—=075
R
o Ay By C, Ay B, C,
0,0010 [0,715136E—04 |—,333419E—09/0,637213E—04 |—,554460E—04|—,785398 E— 06| —,560168 E— 04
0,0020 |0,283284E—03 |—,266735E—08(0,254885E—03 |—,221784E—03|—,314159E— 05| —,224067E—03
0,0030 (0,633744E—03 |—,900231 E—08|0,573455E—03 |—,499012E—03|—,706858 E— 05| —,504149 E—03
0,0040 {0,112206E—02 |—,213388E—07|0,101947E—02 |—,887129E—03|—,125663E— 04| —,896262E— 03
0,0050 |0,174765E—02 |—,416773E—07|0,159291E—02 |—,128613E—02|—,196349 E— 04| —,140040E—02
0,0060 0,251006 E—02 |—,720183E—07(0,229378 E—02 | —,199602E—02|—,282742F — 04| —,201657E—02
0,0070 |0,340892E—02 |—,114362E~—06(0,312207E—02 |—,271679E-02| —,384843F— 04| —,274476 E— 02
0,0080 |0,444393E—-02 |—,170710E—06(0,407777E—02 |—,354844E— 02| —,502651 E~ 04| —,358497E~— 02
0,0090 10,561481E—02 |—,243061E—06]0,516087E—~02 |—,449095E—02|—,636166E—04|—,453719E—02
0,0100 10,692132E—02 |—,333417TE—06/0,637137E—02 |--,554434E—Q2| —,785388 £ — 04| —,560142E—02
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4, Wnioski

Obliczenia numeryczne wskazuja, Ze zgodnie ze wzorami Hertza zbliZzenie dwdch cial
$ciskanych z duza dokladnoScig nie zalezy od dwdch lecz od jednej stalej materiatowe].
Sytuacja zmienia si¢, gdy pomiarowi podlega zwigkszenie §rednicy $ciskanej tarczy. Tak
mierzona wielko$¢ tylko w jednym szczegélnym przypadku wyraza sig przez jedna ze stalych
materialowych. To zjawisko umozliwia dokonanie pomiaru wartosci dwdch statych ma-
teriatowych w jednym i tym samym urzgdzeniu, mierzac powigkszenie §rednicy tarczy i tar-
czy z otworem. Szczegblnie wygodny jest przypadek, gdy stosunek wymijaréw a/R =
= 0,25604. ‘

Mozna tez zauwazy¢, ze z bledem rzedu 1°/,, rozwigzanie dokladne mozna zastapié
przez rozwigzanie przyjmujgce obciaZenie sita skupiona w miejsce rzeczywistego rozktadu
naciskéw. Wynika to z analizy danych tablicy 1 i w pewien sposéb potwierdza stosowal-
no$¢ w tym przypadku zasady de Saint Venanta.

Literatura cytowana w tekScie

1. K. GIRKMAN, DZwigary powierzchniowe, Arkady, 1957,
2. I1. . IlanwoBud, Teopua ynpyeocmu, OGoponrus, Mocksa 1939,
3. B. I'. Poxau, Pykasodcmeo u pewenusn 3adau no meopuu ynpyeocmu, Mocxsa 1966.

Peszome

O HEKOTOPRIX BO3MOJKHOCTAX ITPMMEHEHUS COKUMAEMEBIX OHICKOB
OIs1 OITPEOENEHUWA MEXAHMYECKHNX KOHCTAHT MATEPHATIA

B paGore npuBopurcss NpocTO METOM ONpEEeNIeHAsT MAaTEPHANLHbIX KOHCTAHT CHHTETHYECKHX Ma-
TepHanoB. PacCy)KIeHUsT IIPOBOAATCA [UIA YNPYroro marepuaia a C LeNbIo ONpeIesieHHsa (QyHKUME
HCIIONB3YETCA YIPYTo-BA3KOYIIPYTasa aHaJIOTHs, PaccMaTpHBaeTCst MOETBHAS 3aJata s KPYIJIOro JHCKa
CKHMMAEMOro ABYMA JYKECTKHMM IUMTamu. OnpeleneHo HM3MEHEHHE JMaMETPOB CIUIOUIHOIO U IIOJIOTO
JckoB. G LEBIo ONpeNeNe i MATEPHABHEIX KOHCTAHT PACCMOTPEHO YBEJIHYEHHE IIEPIEH IHIKYIIAPHOTO
K HanpaBJIEHWIO AeHCTBHUA CHIIBI fuamerpa (B oboux cnyuyanx). IlpoBoaunachk sKCnepumMeHTaMbHAsA PO-
BEPKa METONA C HMCNOJIh30BaHMEM OOpPaslOB M3 OPraHWYECKOrO CTEKJIAa (MeTaruieKca).

Summary

ON POSSIBILITIES OF APPLICATIONS OF COMPRESSED DISCS IN MATERIAL TESTING

A simple method enabling to determine the material constants of plastics has been given. The discussion
refers to an elastic material while the elastic-visco-elastic analogy can be employed in order to determine
the creep function.

An elastic disc compressed by two rigid plates serves as a model for discussion. The changes of dia-
meters of that disc and of a hollow disc have been determined. To obtain material constants, increase of
the diameter perpendicular to the direction of loading has been considered in both cases. In order to verify
the method, tests have been performed on specimens made of metaplex [poly-(methyl metacrylate)].
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WPLYW TARCIA W PRZEGUBACH NA PRZEBIEG WYBOCZENIA PRETA SCISKANEGO

ANDRZE] TROJINACKI (KrRAKOW)

1. Wstep

Dos$wiadczalne badania pretéw na wyboczenie przeprowadza si¢ najczesciej dla dwu-
przegubowego sposobu zamocowania. W konstrukcyjnych rozwiazaniach przegubdw
niemozliwe jest catkowite wyeliminowanie tarcia, a jak si¢ okazuje, ma ono duzy wplyw
na przebieg i wynik eksperymentu. W niektorych przypadkach tarcie moze spowodowaé
nawet przekroczenie sity eulerowskiej, rozumianej jako sifa krytyczna dla preta idealnego,
zamocowanego dwuprzegubowo. Na zjawisko to zwraca uwage WASIUTYNSKI [9], do-
szukujac sie¢ w nim przyczyny nagtoéci procesu wyboczenia: ,...Przed wygieciem preta,
sily tarcia, wzrastajge stopniowo do wartoSci rozwinietych, daja w przegubach pewne momenty
opierajqce si¢ wygieciu preta, a wiec dzialajqce podobnie jak czeSciowe zamocowanie jego
korcow, i pozwalajyce na doprowadzenie obciqzenia do wartoSci nieco wigkszej od tej, ktdrq
by mozna bylo osiagngé w razie zmniejszenia sil tarcia. W chwili powstania ruchu, rozwiniete
sily tarcia w przegubach zmniejszajq sie nagle do warto$ci taré posuwistych, wskutek czego
obciqzenie preta nagle staje si¢ wigksze o skoficzong nadwyzke od sily, odpowiadajqcej stanowi
rownowagi.”” Tej nadwyZce obciazenia WASIUTYNSKI przypisuje dynamiczny charakter
wigkszosci préb na wyboczenie.

Tarcie w przegubach z jednej strony, a podatnos¢ utwierdzenia z drugiej powoduja,
ze rzeczywiste warunki zamocowania $ciskanych pretéw odbiegaja od idealnych i sg za-
warte migdzy idealnymi przegubami a idealnym utwierdzeniem. Z zagadnieniem tym
wiazg si¢ rowniez inne nieuniknione odstepstwa od teoretycznego schematu: pierwotna
krzywizna osi preta i mimosrodowe przyloZenie obciaZenia. Wplyw tych czynnikéw na
przebieg wyboczenia jest szeroko oméwiony w monografiach BLEICHA [1], TIMOSHENKI [§]
i WoLMIRA [11]. Oprdcz rozwazah teoretycznych, autorzy przytaczaja wyniki licznych
dos$wiadczen oraz proponuja metody uwzgledniania wymienionych ‘wyzZej nieprawidio-
wosci w-obliczeniach wytrzymalo$ciowych rzeczywistych elementéw konstrukeyjnych.

Dodwiadczalny sposéb okreSlenia warunkéw brzegowych na koncach $ciskanego
preta, a w konsekwencji wielkosci obciazenia krytycznego, podaja HORTON, CRAIG
i STRUBLE [3]. Przy klasycznych badaniach na §ciskanie sita osiowa, obciaZenie musi byé
doprowadzone do bliskiego krytycznemu. WiaZa sie z tym jednak niepozadane odksztal-
cenia trwale, zatem autorzy proponuja badaé pret na zginanie silg prostopadia do osi.
W pracy zamiesz¢zone sa wyniki badad pretéw aluminiowych i stalowych, ktérych korce
zamocowane byly na spiralnych sprezynach o réznej sztywnoéci. Podobnym zagadnieniem
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zajmowali sie LAzZARD i MouTy [5]. Badali oni na zginanie pret z utwierdzonymi sprezyscie
koricami, wyliczajac site krytyczna z wyprowadzonej zaleznoéci miedzy gigtng sztywnoscnq
elementu i osiowym obcigZeniem preta.

Metoda doswiadczalnego okreélenia poczatkowego ugigcia i mimoérodu obcigzenia
$ciskanego osiowo preta przedstawiona jest w pracach [2] i [4]. Zaktadajac pierwotng
krzywizng w postaci p6ifali sinusoidy i wykorzystujac znane réwnanie rozniczkowe osi
preta dla matych przemieszezeni, autorzy otrzymuja zalezno$¢ ugigé preta od ugigcia pier-
wotnego i mimoérodu. Przy jej pomocy opracowano wyniki badan, z ktérych wynika,
ze wplyw mimoérodu wypadkowej sily zewnetrznej jest w poréwnaniu z wplywem krzy-
wizny poczatkowej niewielki i daje efekty rzedu 109, Ten sam problem jest celem rozwazan
SHINGO [7].

Niniejsza praca zajmuje si¢ teoretycznym opisem przebiegu wyboczenia sprezystego

. preta, zamocowanego w dwéch rzeczywistych przegubach z tarciem. Wyboczenie rozumie
sie tu w sensie technicznym (WIERZBICKI [10]), jako silny wzrost ugigé éciskanego preta
o niewielkich niedoktadnosciach wstepnych, ktére w pracy beda reprezentowane stala
krzywizna pierwotng preta %,. Wplyw mimosrodowosci obciazenia i niejednorodnoéci ma-
teriatu preta ma zblizony charakter i zazwyczaj moze by¢ ujety pewna zastepcza krzywizng
pierwotng (Zyczxkowsk1 [12]). Takie podejécie umozliwi zblizenie teorii do realnych
warunkéw doswiadczalnych, gdzie caltkowite wyeliminowanie niedoktadnodci Ws‘tQpnych
nie jest mozliwe. Praca pozostaje w zwigzku z eksperymentalnymi badaniami wyboczenia,
wykonanymi dla pretéw z tworzywa sztucznego. ObcigZenie realizowano przy stalej pred-
kosci przesuwu polek maszyny, réwnej 0,5 cm/min. Dla serii sze$ciu préb, w czterech
przypadkach nagly wzrost ugie¢ preta wystapil wyraznie powyzej teoretycznej sity krytycz-
nej (eulerowskiej) dla zamocowania dwuprzegubowego, przekraczajac ja odpowiednio
05, 3, 11 5%, Poniewaz reologiczne wlasno$ci materialu powodowaé moga jedynie zmniej-
szenie sity krytycznej badanych pretéw (RABOTNOW, SZESTIERIKOW [6]), wyniki do§wiad-
czel mozna wytlumaczyé przede wszystkim istnieniem tarcia w przegubach i temu zagad-
nieniu jest po$wigcona obecna praca. ' |

2, Opis budowy zastosowanego przegubu i okreélenie momentu tarcia

Pret zamocowany byt w maszynie wytrzymalo$ciowej w dwdch jednakowych przegubach
(rys. 1). Kazdy z nich skladat sie z plytki oporowej I, z wydrgzonym wglebieniem w ksztal-
cie stozka o kacie rozwarcia 2p. We wglebieniu osadzona byla koricéwka 2, zamocowana
w badanym prgcie. Miala ona réwniez ksztalt stozka, lecz o mniejszym kacie rozwarcia
i wierzchotku zaokraglonym promieniem r. Oba elementy byly wykonane ze stali. Moment
tarcia My w przegubie (przy zalozeniu, ze w przegubie tym wystepuje ruch) mozna okreslié,
analizujac jego budowg i wspdtprace koncéwki z plytka podczas obcigzania pera.' W dal-
szym ciagu zatozono, ze styk obu tych czgéci nastgpuje jedynie w dwéch punktach 4 i B,
lezacych w plaszczyZnie osi wstgpnie wygigtego preta (rys. 2). Zgodnie z prawem tarcia
Coulomba pojawia si¢ w nich reakcje normalne P, i Pp oraz proporcjonalne do nich
reakcje styczne. Ich zwrot jest przeciwny do zalozonego kierunku obrotu koncdwki,
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zaznaczonego na rys. 2 strzatka. Reakcje P, i Py mozna wyliczy¢ z warunku réwnowagi
sit w przegubie, a moment tarcia ostatecznie wynosi

_ Pru

— (A+pPsing”

gdzie p jest wspotczynnikiem tarcia dla materialdw koncdwki i plytki, a P aktualna sily
osiowa. Wzor (2.1) mozna stosowal w powyzszej formie (ze znakiem réwnosci), gdy obrot
w przegubie jest mozliwy od samego poczatku obciazania, to jest w ukfadach o duzych
niedoktadno§ciach wstepnych i malym wspétezynniku tarcia . W przeciwnym przypadku,

2.1) My

Rys. 1 Rys. 2. Rozklad sit w uruchomionym przegubie
Przegub zastosowany w prébie statecznosci

tarcie w przegubach da zauwazalny efekt, w postaci poczatkowego utwierdzenia koficéw
preta. Pojawia si¢ momenty utwierdzenia, zwigkszajace si¢ ze wzrostem sity $ciskajace;.
Przegub bedzie unieruchomiony az do chwili, gdy momenty utwierdzenia pokonaja mo-
menty tarcia (2.1) I w przegubie rozpocznie si¢ obrét. Wymienione warianty beda poddane
analizie w dalszej czesci pracy.

3. Analiza procesu obciaZania preta

Proces utraty stateczno$ci mozna najogdlniej rozpatrywaé w dwéch etapach. Poczatko-
wo pret’zachowuje sie jak utwierdzony (rys. 3a) az do chwili, gdy w przegubach zostana
przekroczone momenty tarcia (2.1) o warto$ci wynikajacej z wymiaréw przegubu, wspot-
czynnika tarcia u i aktualnej sily osiowej P. Nastgpnie rozpocznie si¢ ruch elementéw
przegubu i ten sam pret nalezy potraktowaé jak dwuprzegubowy, lecz obciaZony oprécz
sity §ciskajacej dodatkowo momentami tarcia My (rys. 3b). Granicg tych etapéw wyznaczy
sita P, przy ktdrej zachodzi réwno§é My = My. W rozdziale 4 zostang zbadane réwniez
warunki, w ktérych etap I nie wystepuje i zjawisko od poczatku przebiega zgodnie z zato-
zeniami II etapu.

3.1. Etap I, utwierdzenle w wyniku tarcia w przegubach. W pierwszym etapie rozwazano obu-
stronnie utwierdzony pret o dtugosei /, z krzywizna pierwotng o statej wartoci #, = const
(rys. 3a). Jedynym obciazeniem zewnetrznym jest osiowa sita §ciskajaca P. Catkowite ugigcie
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osi preta y jest suma ugiecia pierwotnego y, i przyrostu tego ugiecia y; . W ramach teorii
malych przemieszczen pierwotna linia ugiecia jest parabolg o réwnaniu ¥y, = %4 (Ix—x2)/2.
Funkcje y, mozna podobnie wyznaczy¢é ze znanego réwnania rézniczkowego osi preta .

3.0 Ely = =Py, +yo)+ My,

Rys. 3. Przyjety schemat zamocowania preta: a) I etap — utwierdzenie w wyniku tarcia, b) I etap — zamo-
cowanie przegubowe z tarciem

gdzie My oznacza moment utwierdzenia w wyniku tarcia w przegubach Do dyspozycji
sa po dwa warunki brzegowe na kazdym koncu prgta

dlax=0 y =0,

yi =0 lub y = %L,
32
G2 dlax=1! y, =0,
I_. ,__xol
yl-—OlUby—— 5

Stale catkowania w rozwigzaniu réwnania (3.1) daja si¢ wyznaczy¢ przy pomocy pierwszego
i trzeciego z nich, a catkowite ugigcie osi preta wynosi

cos (1~2—x)f-y/—nT
_ (Bbto—My)P? RIS

mn?El _
cos (%]/m )

gdzie m jest bezwymiarowg sita zdefiniowana nast¢pujaco

(3.3)

2

P P2
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Do okreslenia zalezno§ci momentdw utwierdzenia My od sity osiowej P, mozna wykorzy-
sta¢ pozostale dwa warunki brzegowe (3.2). Przyjecie, ze ze wzgledu na symetrie momenty
My sa na obu koricach réwne, pozwoli ograniczy€ sig tylko do jednego z nich, np. drugiego

(3.5) My = Eltg [1 oty (_’z’ya)]

Uwzgledniajac ten zwigzek w réwnaniu (3.3), otrzymamy réwnanie linii ugiecia preta w I e-
tapie, gdy kornce preta sa utwierdzone w przegubach w wyniku dzialania tarcia

2x\ @ —]| o
cos||1— =2 —Vm| —cos|—

2o 12 [( ! ) 7V J (2 ‘/’”)

1= — .
2y m ) o
]/ sin (—7—6-— V m)

2
3.2, Ograniczenia I etapu, poczatek ruchu w przegubach. Pierwszy etap obcigzania konczy sie

w chwili, gdy momenty utwierdzenia pokonuja ruchowe momenty tarcia. Poréwnanie
wzoréw na My (2.1) i My (3.5) oraz wykorzystanie podstawienia (3.4) daje

(3.6)

(3.7) am+ ;V;?ctg (%;/E) ~1=0,

gdzie o jest pewnym «uogdlnionym» wspélczynnikiem tarcia, zdefiniowanym nastepu-
Jjaco

7y

3.8 = ——
3.8) * (I +pu2) g ?sing

Graniczna bezwymiarowa site, przy ktérej rozpocznie sig¢ obrét koncéwki wzgledem plytki
i przejcie do Il etapu, okreéla pierwiastek m* réwnania (3.7).

3.3. Etap II, uruchomione przeguby z farciem. Analiz¢ zachowania si¢ preta w I[ etapie
wykonano w oparciu o rys. 3b. Obecnie pret jest zamocowany przegubowo, obcigZzony
sita osiowa P i momentami tarcia My w przegubach. Réwnanie linii ugi¢cia mozna otrzy-
maé z (3.3), wstawiajac, wobec My = My, zamiast My zalezno§é (2.1)

' 2x\ ¢ —
2 cos [(1—»-) ——]/m]
(3.9) = %l” 72y

= I—ma)y-—-~
Ir ﬂz]n ( )

JT l"m"
coS | =~
5V
4. Dyskusja wynikéw i wnioski

Okazuje sie, ze pierwiastek m* réwnania (3.7) nie zawsze istnieje. Zalezy to od wspot-
czynnika o i oznacza, ze dla pewnych jego wartosci nie moze doj$¢ do wstgpnego utwier-
dzenia koncédw preta, wskutek zbyt matego wspdlczynnika tarcia u lub zbyt duzej krzy-
wizny sq,: Réwnanie (3.7) jest przestepne ze wzgledu na m, lecz daje sig fatwo rozwigzac
ze wzgledu na o. W przedziale 0 < m < 4 funkcja o = f(m), przedstawiona na rys. 4,
posiada kres dolny

infae = #*/12 = 0,8225,

osm<4
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oraz przechodzi przez punkt o wspétrzednych (1,1). Prosta m = 1 1 krzywa o = f(m)
dziela plaszczyzne na dwa obszary. Obszar zakreskowany jest, w §wietle zastosowanej tu
teorii malych ugieé, nieosiagalny dla rozpatrywanego ukladu. W pozostalym obszarze
przebieg wyboczenia zalezy w zasadniczy sposéb od wspdlczynnika a, przy czym istnieja
jego dwie graniczne wartodci: oy, = n%/12 i g = 1. Dla preta zakrzywionego (o # 0)
mozna rozrézni¢ trzy przypadki (rys. 4):

4 1 !
[4]
2 2
)
o 3 g
G
B g
o0 RS
£ 3 35
2 50 8o
. 4 :
2% %5
S 5 = ¥
E 5 L
Y ° d (,3)
| &
~ ¢ oc < £(m) E'g
Ty - 3
- Q
2 3 N b
A
£
[of
@
3 Ry
etap 5 %
Tetap 1 0 <o g ,Ij—;_
1 Ietap ) 9_2
0 T 2! ¢
18225 2 :Eefap ; .72<oc\7
] - i
[ i 3. 1 <o < oo
i 14 ]
] |
[ !
I !
1 I
L] 1
0 m* 1 m*

Rys. 4. Wykres zaleznoéci wspélezynnika « od bezwymiarowej sily m

1. Jezeli 0 < « < =?/12, réwnanie (3.7) nie ma pierwiastkéw, co oznacza, Ze moment
utwierdzenia od samego poczatku musiatby byé wigkszy od momentu tarcia i nie moze
doj$¢ do skutku I etap. Proces przebiega jednoetapowo, zgodnie z zaloZeniami II etapu
(schemat «b» z rys. 3), a ugiecia preta opisuje wzdr (3.9).

2. Gdy #*/12 < «a < 1, réwnanie (3.7) daje sie rozwiazaé I, jak wynika z rys. 4, ma
pierwiastek m* < 1. Tarcie w przegubach jest wystarczajaco duze, aby spowodowaé
wstepne utwierdzenie kofcéw preta (My > My). ObcigZenie preta odbywa sie¢ w dwoch
etapach, wedtug schematdw «a» 1 «b» (rys. 3). W I etapie zalezno$¢ linii ugiecia od sity
opisuje réwnanie (3.6), a w II etapie réwnanie (3.9). Sila P jest w obu etapach rosnaca
funkcja ugiccia, co odpowiada réwnowadze statecznej.
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3. Wreszcie, gdy 1 < a < oo, istnieje 1éwniez rozwigzanie réwnania (3.7) — m* > 1.
Ugiecia w obu etapach wyrazaja sig tymi samymi wzorami co poprzednio, przy czym sila P
w drugim etapie maleje (réwnowaga niestateczna).

Przypadek preta prostego (s = 0lub a — c0) ma niewielkie znaczenie, gdyz jest prak-
tycznie nieosiggalny. Przy braku mimosrodowosci sily P, nawet niewielkie momenty
tarcia w przegubach daja teoretyczng mozliwos¢ doprowadzenia obcigzania do wartosci
m = 4, jak dla idealnego utwierdzenia. Mozna rozrézni¢ trzy etapy procesu obcigZania.
Poczatkowo, przy narastaniu sify od zera do m = 4, pret zachowuje prostoliniowa postaé
réwnowagi statecznej. Osiagniecie sily m = 4 powoduje przejicie do II etapu, w ktérym
uklad jest w stanie réwnowagi obojetnej. Réwnowaga preta (z utwierdzonymi nadal
w wyniku tarcia koncami) pod tym obcigZeniem, jest mozliwa dla rézrych postaci linii
ugiecia, jednak z pewnym ograniczeniem. Istnieje graniczna linia ugiecia y,,, stanowigca
przejscie z etapu II do III. Mozna ja otrzymaé ze wzoru (3.6)

4.1 Ve = limyy,

20 —0
m—rd

przy warunku pobocznym, ktérym jest réwnanie (3.7). W efekcie mamy

ru 27x
4.2) Vor = W’(I —cos—l—).
Gdy ugiecia preta przekrocza wartoéci wynikajace z (4.2), momenty utwierdzenia w prze-
gubach pokonaja momenty tarcia i przeguby zostana uruchomione. Obecnie, w III etapie,
wystapi gwaltowny wzrost ugieé przy spadku sity, zgodnie z odpowiednio przeksztalconym
réwnaniem (3.9).

Graficzng interpretacje wynikéw, otrzymanych dla preta z krzywizna pierwotna, jest
najwygodniej przedstawi¢ w ukladzie: bezwymiarowa strzatka ugiecia w polowie preta
flfo — bezwymiarowa sita m (rys. 5). Odpowiednie wzory mozna otrzymaé z (3.6) i (3.9),
podstawiajac x = //2. W przypadku 1 utrata stateczno$ci odbywa si¢ jednoetapowo i w ca-
lym zakresie obowigzuje zaleZnoéé

(4.3) Jfo— = fm (1 —ma) [sec (;w% ) - 1].

7T

Dla przypadkéw 2 i 3 mamy
o 4
r

7 m/,tg(4 Vi)

4.5 (fio) 0 n8m (1 —ma) [sec (—]/m) —1]

W réwnaniu (4.4) dla I etapu wspétczynnik « nie interweniuje; wplywa on jedynie na war-
tosé sily m*. Po jej osiggnieciu nastepuje przejécie do II etapu i prawie natychmiastowe
wyboczenie,

Z przedstawionych na rys. 5 zaleznodci migdzy silg i ugieciem wynika, Ze gdy a > 1
(przyp. 3), mozna — w pewnych warunkach — przekroczy¢ pod koniec I etapu procesu
obciazania krytyczna sile eulerowska m = 1 dla idealnego preta dwuprzegubowego, bez

5 Mechanika Teoretyczna
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utraty stateczno$ci. Réwnanie (3.7), ktére rozgranicza I etap od II, ma wtedy pierwiastek
m* > 1. W zakresie obcigzenia 1 < m < m* pret jest nadal stateczny (wzrostowi sity to-
warzyszy wzrost ugie¢) w wyniku tarcia w przegubach, ktére daje momenty utwierdzajgce.
Gwaltowny wzrost ugieé, potaczony ze spadkiem sily, rozpoczyna si¢ dopiero po osiagnieciu

2
m* _____________
m g
o 0
m = — e e —_
c\ﬂ“Z/
\
y ocor” = 1,0 I —
S —
- ‘goﬁﬂs e
(1) /—
/0?
/0\6
1) PR
0 4
1 2 3 F/f(‘)
Rys. 5. Wykres zaleznodci sily m od bezwymiarowej strzaltki ugiecia fJf, dla roznych warto$ci_wspdiczyn-
: nika o

sity m*, uruchomieniu przegubdw i przejéciu do II etapu. Z takim przebiegiem zjawiska
nalezy sig liczy¢ przy badaniu pretéw krepych (ale pozostajacych jeszcze w zakresie spre-

zystym), z matymi niedoktadnosciami wstepnymi i dla znacznych wartosci wspdiczynnika
tarcia u.
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Pesiome

BIIVISHHWUE TPEHUM: B IIAPHMPAX HA TIPOLUECC NPOOOJIBHOIO HU3TUBA
CXCATOIO CTEPXHA

B paGoTe uccienyercsa BIMAHHE TPEHHSA B UIAPHHUPAX Ha IPOJONBHBIN MSTHG MIADHMPHO 3aKperieH-
HOTO Ha KOHU@X CTePI)KHA C HeGONBIIMM HAYaNbHBEIM H3THOOM. YKasbIBAeTCS, UTO O peasbHbIX, HC-
[10JIb3YEMbIX B DKCIIEDHUMEHTAX WIAPHHUPOB TpEHUE MOXKET BbLI3BATL 9G(eKT HAYANHPHOrO 3aIEeMIIEHUA
KOHUOB CcTepykHs. Takum oGpa3oMm, XIpoUece IPOXOIBHOIO U3THOA IPOMCXOAUT ABYMS oTanamu. IlepBoii
aran (CTEp)KeBb C 3aleMJICHHBIMH KOHLAMM) 3aKaHUMBAETCS TOrHA, KOTAA MOMEHTbI B 3alleMJIEHUH
IIPEBLIUIAIOT MOMEHTBI TpeHUdA B lapaHpax. Ha BTOpom arare 9TOT »KE CTEPIKEHD CIEAye paccMaTpH-
BaTh B KAUECTBE IIADHHMPHO 3aKPENJIEHHOIO CTEPIKHA ¢ AOGABOUHOM HATPY3KOH OT MOMEHTOB TpEHHSI
B wiapuupax. Ha konne nepBoro srana Moy<eT BaGiiogaThCsl paBHOBECHE IIPH Harpy3Ke IpeBOCXOMset
9MIEPOBCKYIO KPUTHUYCCKYIO CHIY IJIS HAEAJBHOrO CBOGOMIHO ONEPTOro crepm\m.

Summary

THE INFLUENCE OF FRICTION IN THE HINGES ON THE BUCKLING PROCESS OF
A COLUMN

The paper presents the problem of the influence of friction occurring in the hinges on the buckling
process of a simply supported column with a small initial curvature. It has been found, that the initial
clamping of the ends of the bar is possible for the type of the hinge actually used in the experiments. Thus
the buckling process runs in two stages. The first stage (bar with fixed ends) terminates, when the clamping
moments exceed the friction moments. In the second stage the same bar is analyzed with two hinges at the
ends, but it is additionally loaded with the friction moments at these hinges. At the end of the first period,
the column may be stable even under the loading, exceeding the critical Euler force at the simply supported

rod.
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EKSTRAPOLACYJNA METODA OPISU PROB PELZANIA PRZY OBCIAZENIACH
WIELOSTOPNIOWYCH !

ZpZISLAW K UROWSKIY, STANISEAW OCHELSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Metoda esktrapolacji danych z préb pelzania przy obcigzeniu stacjonarnym na prdby
przy obciazeniach wielostopniowych jest, obok metody reprezentacji catkowych, najczesciej
spotykana w literaturze dotyczacej opisu pelzania materialéw.
~ Ro6zne metody ekstrapolacyjne stosowano gléwnie do opisu efektéw pelzania tworzyw
sztucznych [1,2]. W poprzedniej pracy [3] zbadano mozliwo$¢ zastosowania znanych
metod ekstrapolacyjnych do opisu pelzania metali. Autorzy stwierdzili konieczno$é dalszej
analizy metod ekstrapolacyjnych, gdyz dotychczasowe metody daty na ogdt wyniki nieza-
dowalajace.

Alternatywna metoda opisu pelzania metali jest teoria parametru umocnienia RABOTNO-
wA, NAMIESTNIKOWA i innych [4, 5]. o

Niniejsza praca przedstawi propozycj¢ nowej metody ekstrapolacyjnej Metod@ tQ
zastosowano do opisu pelzania niektérych materiatéw: ortotropowego tworzywa poliestro-
wo-szklanego, poliamidu i stali, uzyskujac dobry opis préb petzania przy obcigzeniu jedno-
stopniowym. W omawianej metodzie wykorzystuje si¢ funkcje pamieci materiatu, okreéla-
jaca wrazliwo§¢ materiatu na wartoéci naprezen i czasy, w ktérych nastepuja skoki naprezen
dla ztozonej, skokowej historii obcigzenia. Opisano sposéb wyznaczania tej funkcji dla
prob pelzania przy jednostopniowym obcigzeniu oraz przedstawiono ja dla kilku materia-
1ow.

2. Opis do$wiadczen i wyniki badah

Przeprowadzone izotermiczne badania do$wiadczalne jednoosiowego rozciggania
przy danej historii naprezenia dotyczyly tworzywa warstwowego poliestrowo-szklanego,.
poliamidu T27 i stali 50H21G9N4.

Tworzywo warstwowe otrzymano z zywicy poliestrowej Polimal-109 i tkaniny szklanej
rovingowej marki 19-S4, Tworzywo wykonano' w postaci plyt w taki sposob, by kierunki
osnowy wszystkich warstw tkanin w tworzywie pokrywaly si¢. Z plyty wycieto probki
w ksztalcie wioselek, ktérych osie pokrywaly si¢ z kierunkiem osnowy (@ = 0°) i druga
seri¢ probek, ktérych kgt zawarty miedzy osig prébki a kierunkiem osnowy wynosit 45°
(p = 45°). Dlugoé¢ czgéci pomiarowej prébki wynosita 70 mm, a jej przekrdj 10 x 3 mm.

Prébki z poliamidu o ksztalcie wiosetek, otrzymane metoda wiryskowsa, posiadaty
dtugo$¢ pomiarowa 60 mm i przekréj 10 x4 mm. Badania tworzywa warstwowego i polia-
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midu przeprowadzono na pelzarce, ktérej budowe opisano w pracy [6]. Wydfuzenia prébek
mierzono za pomocy tensometru zegarowego Schoppera o bazie pomiarowej 50 mm i dzialce
elementarnej 1/100 mm. Badania przeprowadzono w temperaturze 23+40,2°C i wzglednej
wilgotno$ci powietrza (40 - 52%).

Ao Ao Aag

ay D

O 4 K

O B — L

Oy A H t

oy I I

E 1 J I N t
- —_—— — —_—
7 01‘1 t2 i 154 1 2

Rys. 1. Jednostopniowe programy obcijzenia

Badania prébek ze stali 50H21GIN4 przeprowadzono na pelzarkach typu DST-5000
firmy L. Schopper w temperaturze 700°C. Probki posiadaly ksztalt znormalizowany.
Dokladno$¢ utrzymania temperatury w piecu wynosita +3°C, a wydtuzenie przy pelzaniu
mierzono z dokladno$cia 0,002 mm.

Ztozone programy obcigZenia obejmowaly préby przy obcigZeniach stacjonarnych
dla trzech stalych naprezed i pigtnascie jednostopniowych programdw obcigzenia przedsta-
wionych na'rys. 1. Zmiany obciaZenia w programach dwustopniowych dokonywano po
czasie #, = 2,5; 25 i 100 godzin. Maksymalne naprezenia w badaniach przyjgto réwne
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Rys. 2. Odksztalcenia doswiadczaine (linia przerywana) i obliczone ze wzoru (10) (linia ciagta) dla tworzywa
warstwowego ¢ = Q°
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Rys. 3. Odksztaicenia dodwiadczalne (linia przerywana) i obliczone ze wzoru (10) (linia ciagla) dla tworzywa
warstwowego ¢ = 45°
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Rys. 4. Odksztalcenia do$wiadczalne (linia przerywana) i obliczone ze wzoru (10) (linia ciagta) dla poliamidu
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Stal 50H 2169 N4
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Rys. 5. Odksztalcenia do§wiadczalne’ (linia przerywaha) i obliczone ze wzoru (10) (linia ciz;gla'y) dla stali

609, warto$ci napregZen niszczacych przy rozcigganiu. Zmiany napreZenia odbywaly sie
migdzy wartoéciami napreze réwnymi: oy = 6,52; o = 9,78; oy = 13,04; oy = 16,3;
oy = 19,56 kG/mm? dla tworzywa warstwowego @ = 0°, 1 analogicznie 1,62; 2,43; 3,24,
3,645; 4,05 dla tworzywa warstwowego ¢ ='45°; 1,12; 1,68; 2,24; 2,8; 3,36 dla poliamidu
oraz dla stali 4,0; 5,5; 7,0; 8,51 10 kG/mm?2.

Srednie wartoci wydtuzen wzglednych uzyskane z 3 - 5 préb postuzyty do zbudowania
wykreséw pelzania, otrzymanych z realizacji poszczegdlnych programdéw badan, Na rys. 2
przedstawiono przyktadowo linia przerywana zaleZno§ci pelzania dla czasu zmiany ob-
cigZenia f, = 25 godz. uzyskane z badan tworzywa warstwowego ¢ = 0° na rys. 3 —
tworzywa warstwowego @ = 45° na rys. 4 — poliamidu i na rys. 5 — stali. Wyniki badan
do$wiadczalnych wykazaly, ze badane tworzywa zachowuja si¢ nieliniowo w zaleznosci
od wartoéci i historii naprezenia.

3. Opis préb pelzania przy obcigieniach stacjonarnych

Do opisu préb pelzania przy obcigZeniach stacjonarnych zastosowano nastepujaca
zalezno§¢ migdzy naprezeniami i odksztalceniami, wielokrotnie stosowang przez réznych
autoréw m. in, [7, 8] do opisu pelzania réinorodnych materiatéw,

) . e(t) = % +a (o)™,
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Wartosci funkcji a(o) 1 m(o) wyznaczono metoda najmniejszych kwadratéw w sposéb
opisany przez autoréw w [3]. Wartodci tych funkcji dla stali przyjeto z tej samej pracy.
Metoda ta pozwolila na dobre opisanie pelzania przy.obciazeniu stacjonarnym. Maksymal-
ne wartosci bledéw w stosunku do wartoécei do$wiadezalnych odksztalcenia catkowitego
wynosity: dla tworzywa poliestrowo-szklanego (prébki wycicte pod katem 0° do kierunku
osnowy): —5,77% i +6,25%; dla tworzywa poliestrowo-szklanego (prébki wycigte pod
katem 45° do kierunku osnowy): —1,69% i +2,11%; dla poliamidu: —4,16% i +3%.
Dla kilku préb osiagnigto bardzo dobre wyniki, gdyz blad wyniést mniej niz 1%.
Wartoscl funkcji a(o) i m(c) podano w tablicy 1.

Tablica 1
Tworzywo o[kG/mm?] 1,62 2,44 3,24 3,65 4,05
poliestrowo- R
szklane a- 10 82,353 2250 388,625 500,0 694,347
p = 45°
m 0,313 0,28 0,267 0,26 0,259
Tworzywo o[kG/mm?] 6,52 9,78 13,04 16,3 19,56 22,82
poliestrowo- 5 B
szklane a-10 13,089 44,0 84,159 119,0 153,605 217,441
=0°
9 : m 0,278 0,13 0,109 0,105 0,128 0,122
o[kG/mm?] 1,12 1,68 2,24 2,8 3,36
Poliamid a+10° 327,892 950,0 2144,951 3200,0 5344,929
m 0,2496 0,09 0,0993 0,099 0,0986
o[kG/mm?] 3 4 5,5 7 8,5 10
Stal
SOH21GON4 | @ 10°% 10,756 13,332 12,411 16,243 16,945 17,227
m 0,577 0,605 0,713 0,732 0,786 | 0,844

4. Proponowana metoda ekstrapolacyjna

Przedstawiona w niniejszej pracy metode ekstrapolacyjng otrzymuje si¢ jako szczegdlny
przypadek ogdlnego réwnania konstytutywnego dla tzw. materialéw lepkich. W pracy [9]
przedstawiono propozycje uicislenia pojecia lepkoSci oraz zaproponowano sposéb po-
dziatlu materiatéw wrazliwych na zamiany drég deformacji na szereg grup droga analizy
postaci funkcjonatu konstytutywnego przy narzuceniu jego niezmienniczoci wzgledem
pewnych klas zamian drdg deformacji. Jedna z takich grup stanowia materialy zupelnie
lepkie.  Materialy te w przypadku skokowych historii odksztalcenia (proba relaksacii)
zapamigtuja petna informacje o tej historii, tzn. wartosci kolejnych gradientéw odksztal-
cenia oraz chwile czasowe, w ktérych nastapily skoki gradientéw odksztalcenia.
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Korzystajac z wynikow tej pracy i dokonujac — jak to sig czgsto stosuje w praktyce w teorii
pelzania — formalnej zamiany naprezen z odksztalceniami, mozemy ogdlne prawo stany
dla materiatu catkowicie lepkiego dla (n—1)-stopniowej historii obcigzZenia

o) = D) (a—o) H(1—1),

il
dzie 6, =0, t; < t, < ... < 1, < t, zapisa¢ w postaci (dla proceséw izotermicznych):
g ) 1 p p p y
(2) Ep(’) = Cll(017 T2y vevs Ou; tl: ’27 ey fn; t):

gdzie &,— odksztalcenie czystego petzania, C, — funkcjonat konstytutywny.

Zaktadamy, Ze odksztalcenie natychmiastowe jest liniowo sprezyste. Material o prawie
stanu (2) zapamigtuje petna informacje o skokowej historii naprezenia.

Ponizej przedstawiono propozycje metody ekstrapolacyjnej. Opiera si¢ ona na nastgpu-
jacym postulacie, ktory byt przyjmowany przez PIPKINA 1 ROGERSA w [2].

Jesli

Ojy = Ojy=15 »ov5 Ojy = Ot
l€j,<ja<..<je<n, 1<k<n,

to wowczas
(3) C,,(Ul, ey Oy tl? e tn;t) = Cn—k(o'il: Giyy +vs Ciyrs tily veey ri,._k; t),

gdzie w ciagu 7y, 15, ..., I, znajduja si¢ liczby 1, 2, ..., n z pominig¢ciem J,, ..., Jji.
Postulat powyzszy mozna spetnié przyjmujgc nastepujaca posta¢ réwnania konstytu-
tywnego:

2
) Ciloy,y ey Oty ey s 1) = ‘Z w; Cy(0y; 13 1),

=1

gdzie w ogblnym przypadku

(5) W,‘ZW,'(O'l,o'z,..-,,U,‘;fl,fz,...,f,'),
przy czym
©) w, =1,

Jesli zachodzi oy, = o (1 < k < i), to musi byé
0 WOy, ooy Okgs Otgs Liy s g, 1) = 0
oraz dla k < j< i
(8) Wi0 15 cvs Okt Okt Oktys ooy 013 Ly wony Diirs Dy Dihgs ooy 1) =
= Wi (00, cees Oy Ohbgs ooy O35 Ery veey Liets Litds ooes £1)-

Funkcje w; spetiajace warunki (5), (6), (7) i (8) sa funkcjami pamieci materiatu, okreéla-
jacymi jego wrazliwo$¢ na wartosci i czasy skokéw naprezenia.

Przyjmujac konkretne prawo pelzania dla danego materiatu otrzymamy dla niego odpo-
wiednia posta¢ wzoru (4).
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Ograniczymy si¢ obecnie do préb pelzania przy obcigzeniu jednostopniowym i przyjmie-
my prawo pelzania dane wzorem (1), tzn. przyjmiemy
Ci(o510:1) = a(o)(t—1,)".
Wzér (4) przyjmie postac

n

(9) . Ep(t) _ Z wia(ffi) (t-t,-)'"(a')-

i=1
Dla préby przy obcigzeniu jednostopniowym wzor ten przedstawia sig (przyjmujac ¢, = 0)
(10) &) = a(o )" P+ wy(oy, 023 1) a(oy) (t—1,)".
Przedstawiong powyzej metode ekstrapolacyjng mozna zilustrowaé graficznie w sposéb

przedstawiony na rys. 6. Dla préby o(t) = o, + (0, —0,) H(t—1,) bierzemy krzywe pelzania

& EI

/B

Rys. 6. Graficzna interpretacja proponowanej
metody ekstrapolacji 7 t7

odpowiadajace o, (krzywa A) i o, (krzywa B). Rzedne punktéw krzywej B mnoZymy przez
wi(oy, 623 1) otrzymujac krzywa C, ktéra przesuwamy nastepnie réwnolegle po osi ¢,
tak aby jej poczatek znajdowal si¢ w ¢, (krzywa D). Nastepnie dla czaséw ¢ > tz superponu-
jemy krzywe A4 i D otrzymujac ostateczng krzywa E.

Przedstawiona powyzej metoda lepiej opisala wyniki do$wiadczalne petzania stali przy
obcigzeniu jednostopniowym niz metody ekstrapolacyjne zaproponowane w [1, 2].

Na rys. 2 - 5 linig ciagla zaznaczono krzywe pelzania obliczone ze wzoru (10), a linig
przerywang — warto$ci do§wiadczalne, Dla przedstawionych préb maksymalne bledy
opisu wynikéw do$wiadczalnych wynosily (w %): tworzywo ¢ = 0°; —1,3 do +4,1;
tworzywo ¢ = 45°: —6,3 do +8,9; poliamid: —12,8 do +16,8; stal —8,3 do +6,0.

5. Wyznaczanie i wlasnoSci funkceji pamieci w,

Funkcje w,(oy, 02;1,) dla przedziatu naprezen [o,, o;] i przedzialu czasowego [f,, #]
wyznaczamy w nastgpujacy sposob. Przyjmujemy trzy wartoéci napreZzen o, < oy < oy
iczasu t, < ty < t. Dla kazdej wartofci czasu 7,4, i #, wystarczy przeprowadzi¢ 9 préb
pelzania przy obciaZeniu jednostopniowym. Znajac wartosci do§wiadczalne odksztalcenia
w n chwilach czasu 7; (i=1,2,...,n), L < 7, < T, < T3 < ... < T, < i, warlo§é
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funkcji wyznaczono metoda najmniejszych kwadratéw. Funkcje w, opisano nastepnie
przy pomocy funkeji kwadratowej

w0y, 025 1) = ax(0y, 1) 03+a, (0, 1) 05+ ae(oy, 1).

Wsp6lczynniki a,, ¢, 1 a, wyznaczono z warunku, aby krzywa w, przechodzita przez
3 punkty do$wiadczalne. Stwierdzono wyrazna zmienno$¢ wartosci tych wspdfczynnikow,
w zaleznoSci od obu ich argumentédw. Na rys. 7 - 10 przedstawiono wykresy funkcji w, (o,
0,3 1,) dla réznych materialéw i réznych wartosci argumentdw o i ¢,. Znajomo$¢ wartosei
wo(oy, 0,5 12) dla trzech wartodci ¢, z przedzialu [f,, ] i trzech wartodci naprezed o,
z przedziatu [o,, oy] pozwala opisywaé dowolne préby pelzania przy obcigZeniu jedno-

Tworzywo =0

iw, fy~250 1,~100,0

07
20,0- [kG/mm

]

20,0

2 10
op=682kefmm? |
op=13,04
03=19,56 -3,0} -30!-

Rys. 7. Wykresy funkcji pamieci materiatu w, dla tworzywa warstwowego ¢ = 0°
! '

Tworzywo =45
kw, Ty=2,5 godz W, ty=25 wy ty~100,0

-10[-
-2,0

-30

~40 051,62 klr'/mm’
oy~ 3,24

=50 0’]'4,05 ~50

~§01-

Rys. 8. Wykresy funkcji pamigci materiatu w, dla tworzywa warstwowego ¢ = 45°

Boliamid T-27

i wp o= 25,0 godz. b, 1= 100,0
10 10}~

,\/_o—_—b_o o -
10 40 [kG/mm?]

-1,0 -0

~%0r 0y= 1,12 k6/mm?

-301- or=2,24 -

_4,0_ 0-1‘3136 _4)0_.

Rys. 9. Wykresy funkcji pamigei materialu w, dla poliamidu



EXSTRAPOLACYINA METODA OPISU PELZANIA 381

w, Stal 50H2169N4
10 - A
"
4,0 por)

-10

t,=100,0 godz
-2,0 ar= 4,0 kG/mm?
-30 o= 7,0

ay =100

Rys. 10. Wykresy funkcji pamigci materialu w, dla stali

stopniowym, w ktérych wartoéci naprezen oraz chwila skoku znajdujg si¢ w powyzszych
przedzialach. Wartosci funkcji mozna otrzymaé poprzez interpolacj¢ wartosci podanych
na wykresach.

Poréwnujgc wykresy funkcji pamigei materialu w, na rysunkach (7 - 10), mozna spos-
trzec ich jakoSciowe podobienstwo dla réznych materialéw. Obserwuje sig zhacznie wigksze
(co do warto$ci bezwzglednej) wartodei funkeji w, przy odciazeniu niz przy dociazeniu.
Stwierdzono niezbyt duza zmienno§¢ funkcji w, wzgledem parametru czasowego f,.
Zmiennoéé ta jest wyrazna jedynie przy duzych zmianach napreZzenia. W wigkszos$cl przy-
padkéw zmienno$é ta jest nieznaczna i z dobrym przyblizeniem do celéw praktycznych
mozna przyjmowaé wy(oy, 0,3 1,) jako niezalezne od ¢,. Powyzsze stwierdzenie dotyczy
zakreséw przyjetych w badaniach przedzialéw czasu ¢, i napreZen.

6. Whioski koncowe

1. Zastosowanic metody ekstrapolacyjnej opartej na funkcji pamigci materiatu, przy
prostym opisie matematycznym, pozwolilo na dobre opisanie préb pelzania réznych
materialdw przy obciaZeniu jednostopniowym.

2. Do wyznaczenia funkcii pamigci, dla wymienionych w pracy materiatéw wokre§lo-
nym przedziale czasu i naprezen, okazuje sig wystarczajace przeprowadzenie maksymalnie
27 préb pelzania przy obcigZzeniu jednostopniowym,

3. Dalszym kierunkiem badani nad przedstawiona metoda ekstrapolacyjng powinna byé
analiza opisu préb wigcej niz jednostopniowych. Zastosowanie przedstawionej metody do
kilku préb przy obeigZeniu dwustopniowym pozwolito zauwazyé, ze metoda ta daje opis
réwnie dobry jak dla préb przy obciazeniu jednostopniowym.
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Pesonme

SKCTPATIOJISIIMOHHDBIN METOL OIIMCAHW UCITBITAHUN HA
ITOJIBYUECTD IMTPH MHOIOCTYIIEHYATLIX HATPY3KAX

B pafore npemiomKer KCTPANONALHOHHbIA METOJ ONMCAHMA MHOTOCTYNEHUATLIX H30TEPMMUECIKHK
UCTILITAHUET HEKOTOPBIX MaTEPHANIOB Ha Xoydyuects, [Ipy onucaHuM ¢ NOMOILBIO 3TOTO METOJ3 MHOro-
CTYINEHYAThIX MCNBITAHHIA HA JOJ3YUECTh HCIONB3YIOTCA JIMILUL! 32KOH JYION3YUECTH IIPH IOCTOSHHOI
HarpysKe i, olpejclieHHbie B pabore, GyHKuuy namsari matepuana. [IpennoxeHHbIH METON HpoBepeH
DKCHCPHMEHTANLHO [T ONHOCTYINEHYATOH ION3YyUeCTH NOMH3(]DHPHOTO CTEKJOIUIACTHKA, NOJUAMHAA
M crani. ITosyueHo Xopoiusee ONMCAHME OKCIIEPUMEHTANBHbLIX KPHBbLIX.

Summary

EXTRAPOLATION METHOD OF DESCRIPTION OF CREEP TESTS AT MULTI-STEP
LOADINGS

An extrapolation method for the description isothermal creeping of several materials under multi-step
loads is proposed in this paper. For the description of multistep creeping, the method makes use only of
the one-step creep law, and the material memory functions defined in the paper. The method proposed was
verified experimentally for two-step creeping of fibre-reinforced polyester resin, polyamide and steel, pro-
viding a good description of experimental curves.

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA, WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 14 pazdziernika 1974 r.
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1. Wstep

Ofsrodki rzeczywiste, w wigkszosci przypadkow dobrze opisywane przez przyjgcie zalo-
Zenia continuum materialnego, w rzeczywistosci stanowia zazwyczaj zbiér spdjnych ele-
mentéw przestrzennych, z ktdrych kazdy daje si¢ opisywaé przy pomocy anizotropowych
zwigzkéw konstytutywnych. Takimi przypadkami sg w szczegélnoéci materialy polikrysta-
liczne czy nawet monokrysztaly rzeczywiste. Szczegdlnym zainteresowaniem ciesza sie
jednak obecnie kompozycje materialowe, a wérédd nich coraz to wigksze zastosowanie
znajduja wzmacniane tworzywa sztuczne, laminaty, kompozycje wzmacniane whisker-
sami i betony zbrojone szklem. Materialy te, w przypadku uporzadkowanego uloZenia
wzmocnien sa opisywane z zadowalajaca dokladnosécia przy uzyciu jednej z wielu obecnie
istniejacych. teorii wzmocnienia. Problem staje si¢ jednak nierozwigzalny w sposéb
$cisty, jezeli elementy wzmacniajace roztozone sg beztadnie w przestrzeni. Przypadek taki
zachodzi przy stosowaniu termoplastycznych tworzyw sztucznych, wzmacnianych krétkimi
wldknami, znajdujacych coraz to szersze zastosowanie w technice.

Jedyng znang autorom pracg na temat wlasnoséci oérodka o takiej strukturze podano
w spisie literatury [1]. Tematem niniejszego artykulu jest propozycja metody wyznaczania
stalych materialowych kompozycji, wzmacnianych bezladnie ulozonymi wtraceniami.
Rozwazono tu przypadek szczegdlny ciala, skladajacego sig¢ ze spojnych elementéw mono-
tropowych, ulozonych bezladnie w przestrzeni. Zakladajac, Zze znane sg wlasnosci elementéw
ciala, identyczne w kazdym jego punkcie, lecz rdznie ukierunkowane, postawiono pro-
blem wyznaczenia wlasno$ci makroskopowych ciala jako calosci. Do tego celu przyjgto,
ze okreslona wlasnoéé mierzona X zwiazana jest z odpowiednia wlasnoécia X w elemencie
ciala zalezno$cia ’

x=c[ .. [x][]r@dn,
n 1

gdzie stala C wyznacza si¢ z warunku normalizacji, a p(p;) sa rozktadami zmiennych ¢
w przestrzeni. Mozna oczekiwac, zgodnie z podstawowym twierdzeniem f izyki statystycznej,
ze tak otrzymany wynik powinien byé zblizony ‘do wielkoéci mierzonej.

W przypadku przestrzeni dwuwymiarowej wykonanie powyzszej operacji nie nastrgcza
specjalnych trudnoéci i zostalo to dokonane uprzednio [2]. Podejscie to jednak w przypadku
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przestrzeni tréjwymiarowej nastrecza powazne trudnosei obliczeniowe. PoniZej zapropo-
nowano nieco inna metodg podejécia, jak si¢ wydaje o wiele prostsza i prowadzaca do
wynikéw w postaci zamknigtej.

Mozna dodaé, ze szczegdlny, rozwazany tu rodzaj anizotropii jest zblizony do anizotropii
ukladéw heksagonalnych i powinien z dobrym przyblizeniem opisywal wlasnosci poli-
krysztatéw tak zbudowanych. Nalezy wyraZnie zaznaczy¢, ze proponowana metoda poste-
powania nie moze by¢ stosowana w takich przypadkach jak ocena wlasnosci wytrzymalo-
Sciowych, odpornoéci na pekanie czy podobnych, gdzie wartosci §rednie nie maja sensu
fizycznego.

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy szczegdlny przypadek oérodka anizotropowego, w ktérym istnieje 0§ mono-
tropii skierowana wzdtuz osi OZ uktadu wspotrzednych; tak wiec kazda ptaszczyzna réwno-
legta do ptaszczyzny OXY jest plaszczyzng izotropii. W takim osrodku zwiazki miedzy skla-
dowymi tensora naprezen o i tensorem odksztalcen ¢ majg postac:

Exx = alLGxx+a120yy+a13 Ozz,s
€yy = Q12 0xx+31 Opy+ 130z,
M &2z = 13 0xx T 01305y +d330;z,
Eyz = 0240y,
Exz = 044 0%z,
Exy = 2((111 —(112) Ozz
lub uzywajac stalych technicznych:
Vi
Exx = fo- (Q‘xx—Vo Tyy) — —ET Ozz,

Eyy = (o Oxx) £
_ - — —_ 7
yy yy 0 Yixx, zZs
Eo El

» 1
Ezz = — _I—(Gxx+0yy)+ 5 0zz,
E1 El
@ |
Eyz = 0Oy,
Gy
Exy = L .
xz = G1 Xz 5
1 1+,
Exy = Fo-dx'v = dey-

W ogélnym przypadku, dla dowolnego oérodka anizotropowego, zwigzek migdzy o
i &€ ma postad

(3) ' E1j = Cijki Okl i’j’k’ [ = 1’ 2’ 3.
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cijur jest tensorem czwartego rzgdu w przestizeni tréjwymiarowej, tak wiec wzor (3) jest'
wyjatkowo wygodny w sytuacjach, w ktdrych mamy do czynienia z transformacjami obiek-
téw do nowych ukladéw wspdirzgdnych. Oczywiscie, poréwnanie wzoréw (1), (2) i (3)
ustala natychmiast jednoznaczne zalez‘:noéc‘i migdzy wspotczynnikami a;;, statymi technicz-
nymi i skladowymi tensora c;u. Rozpatrywany oérodek jest scharakteryzowany przez
5 niezaleznych statych. Zwiazki migdzy wspétczynnikami a;; i niezerowymi sktadowymi
tensora g Mmaja postac:
Cir11 = C2222 = Qyy 5 C33zzz = dzjz;
) C1122 = C2211 = dy25  €1133 = Caz1y = dy3;
€313 = Ca113 = C3y31 = C1331 = C2323 = C3233 = C2332 = Ca223 = 1/4a,,.

Analogiczne zwigzki miedzy wspdlczynnikami ayy i stalymi technicznymi otrzymuije sie
bezposrednio ze wzoréw (1) i (2).

Dowolna transformacje tensora ¢ mozna zapisaé w postaci:
®) Ciojoorrr = Al AL, Ak, AL, ey
gdzie Al ; oznaczaja odpowiednie macierze transformacyjne. Jesli zadang transformacja jest
obrét o kat ¢ wokdt ktérej§ osi ukladu wspdtrzednych, to macierze transformacyjne sa
funkcjami tylko tego kata, a skladowe obréconego tensora ¢ wyrazaja si¢ przez stare skia-
dowe ci tenze kat ¢. Po uérednieniu nowych sktadowych wzgledem kata ¢, otrzymamy skia-
dowe nowego tensora, zalezne liniowo od wyjsciowych skladowych. Tak wiec obrdt usred-
niony jest zdefiniowany wzorem

L
©) = 5 | AL () AL AL AL ey
0

Litera w nawiasie u géry oznacza of, wokot ktéiej dokonywane sg obroty. Sam obrét moze
by¢ interpretowany na dwa sposoby: jako obrét tensora o kat ¢ lub jako przejécie do nowego
ukfadu wspdirzednych, w ktérym jedna z osi pokrywa si¢ z odpowiednia osig starego
ukladu, a dwie pozotale powstaly przez obrét odpowiednich starych osi o kat ¢ wokét
niezmienionej osi. Wiaze si¢ to takZe z interpretacja uredniania, albo wzgledem wszystkich
dopuszczalnych obréconych uktadéw wspéirzgdnych, albo dla kazdej sktadowej tensora
wzgledem wszystkich mozliwych wartosci danej sktadowej, otrzymanych w wyniku jej
obrotu o dowolne katy, w przedziale od 0 do =.

Trzy koIejno po sobie nastepujace obroty urednione wokét osi OX, 0Y, OZ bedziemy
nazywaé obrotem uogdlnionym, dopiero bowiem po wprowadzeniu takiego obrotu bedzie
mozna otrzymaé odpowiednie wzory rekurencyjne dla sktadowych tensora ¢y (a co si¢
z tym wigze, dla stalych technicznych); a z nich, za pomoca pewnych przeksztalcen, wartosci
graniczne przy dazacej- do nieskonczonoéci liczby obrotéw uogdlnionych.

3. Obroty uSrednione i uogédlnione

Zajmijmy si¢ obrotem wokot osi OX. Macierz A, ma postac:

‘ 1 0 0
(N A=]10 cosp —singl,
0 sing cosg

6 Mechanika Teoretyczna
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a niezerowe skiad

Ciyrprgr =
Ciryrzrar
C1:1313°
Ci1r17213
Carzrr2r =
C2:2:3:37 =
®) Car272:37 =
C3:3:3:3: =
C3:3:2:37 =
Cir2r102/
Cyraeye30
Cy371:3-

Cor3i2131 =

A. GOLEBIEWSKA-LASOTA, A. P. WILCZYNSKI

owe tensora ¢;;, obliczone na podstawie wzoru (5) sa nastgpujace:

Cri11s

a2 .2
= COS“QPCy 122 +8IN°PC; 133,
= Sin%gc; ;22 +C08%PCy 33,

= singcosp[c, 22— Cy13al,

COS*PC2222 +8IN*PC3335 +28IN%0S?(P(C2233+2C2323),

(sin*@ +cos*@) €1233 +SIN%@PCOS2@(C2225 + C3333 —4€2323),
SInCOS@[cOS*PCaa2, —SIN?PCs333 + (8IN20 —c0820)(C2233 +2¢2323)],
cos*peaz33+8in* sz, +2sin*pcos®p(C2233+2¢2323),

. - 2 . .
sin @ cos p[Sin@c, ;22 ~COS*PC3 333 + (COS*P—Sin?P) (2233 +2¢5323),

2 )
= COS“PC 212+ 8SIN“PC, 3,3,
= §in@cos@(c1212—C1313)5
= Sinz(PClZlZ +C052‘P0131.3s

Sin?@cos?@(Ca222 +C3333 —2C2233) + (COS*P—sin®@)2c,3,3.

Utredniajac te skladowe wzgledem kata ¢, otrzymuje sie:

(x —
gy =

IC(1x:)1:z:2r =
522 =
Q) 5k =
C(1x')2'1'21 =

(x =
Cz,)312,3: -

Jak widaé, w

takze dopiero po

Ci111»
&3z = 7(01 122+ C1133)s

3 1 1
§h3i3. = §(02222 +¢3333) + TC2233 + —2-6'2323,

?(szzz +c3333) + 7 C2233— 76'2323 ,

i3 = ”2—(6'12124'6'1313),

1

1 1
7(0(2?2'2'2'—03{)2'3'3') = '37(6'22224'6'3333)“702233 -+ '2—02323-

wyniku obrotu udrednionego wokol osi OX, otrzymaliémy znowu pigé
niezerowych niezaleznych skfadowych wyraZajgcych si¢ przez odpowiednie sktadowe po-
czatkowe. Dopiero po udrednieniu wystapily pewne symetrie i liczba niezaleznych sklado-
wych zredukowala si¢ do pieciu: np. ¢yrzrnras # 31373032 8l €5%0020 = 54133, Co wigce],
usrednieniu, wartoéci pewnych niezerowych sktadowych sa réwne zeru,

np. ¢yy-503.. Analogiczne uwagi dotycza obrotéw usrednionych wokét osi OY i OZ.

Podobnie jak w przypadku osi OX, dokonamy nastepnie obrotéw uérednionych wokot
osi OY, a potem OZ, tzn. najpierw skladowe ¢y, zostana przeksztalcone przy pomocy

macierzy

8

cosg 0 —sing
0 1 0 5
sinp 0 cosg
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a nastepnie usrednione. W wyniku otrzymuje sie:

~

g —_ Ay _ (x 5 1 S 1
C(lJ,),lululu = Cg,),3u3u3u = §(C1,)],1,1,+C(2\:)2,2,2,)+ T(;(1‘3)1,2/214_ __0(1-75)211/2,,

2
(x
Cz ,2”2,,2,, = 6(2,)2,2,2,,
g Ay — x .
C(lj,),luzuzu = 62},),2”3,,3,/ = '—2“(C(l,)[,2,2,+c(2\;)2,3,3,),
(¢)) — ! ((.\‘) + (x) (x) 1 (x)
(10) CY/ 101300300 = '—8— CVote1010 C3,3,3,3r)+ Z—C1,1,3,3;—701,3,1,3,,
(6)] = o — 1 i-\‘) (x)
CYrinreri2e = C513002:03:0 = 7(6‘ ,2,1;2,+C2,3,2;3,),
) — ) W) _ 1 () (x) )
Ciiigriliides = —2~(01,11/,1,,1,,—'Cl,,1u3u3,, = —8-011114‘0313,3,3; -
1 1
(x)
—701 133+ & 5 [ I
Z kolei obr6t usredniony wokoét osi OZ daje:
—_ (
C(lz,),,lmllul,,, = C(zz,),lzmzu,zlu = "_8"(c(l):)llnll/lu+Cz":)/2,,2,,2,,)+
+ —4.—(3(1%),1:,2:,2” + —I‘C(ly,),zuluzu;
—
C(32,),,3u:3/”3”, = 63",)/3”3,,3;,,
1 3 1
(Y
0(1212,1;112,,,2,,, = ?(Cll),lululu+02,,2,,2,,2,r)+ 70(1,),1”2”2”— 76‘1,),2,,1”2,:,

1
— ¢ (
(11) C(lz,),,lu,aul;;u, = c(2z1)11211131113111 = ) (6'1":),1,:3113”+6'2":),2”3”3“),
— — (
C(lz,),/211111112”l = 2 (C(lzl),,lullmj_m—C(lz,)ulmzmzu,) = 3 (C(j_);?lulul”+C2"22u2u2u)—

~ Tc(lyl)llfl2l1211+ —Zc(l);)lznluzu,

z
C(lz,),,gml,”;-x,n = c(21)113n121u3ul = —2—(6‘(1“',),3”1,,3,,+C(2",'23,,2u3,,).

Widaé, ze pewne prawidtowosci wystapia dopiero po trzech kolejnych obrotach;
jesli poczatkowe skladowe ¢, 0znaczymy przez ct ,Z,, a otrzymane po tych trzech obrotach
¢ 1 wyrazimy je poprzez poczatkowe cf (%, to po nastepnych trzech obrotach wokoét
051 OX, 0Y, OZ (uérednionych), posta¢ zaleznosci ¢§3; = f(ckha,) bedzie taka sama, jak
il = S, Dlatego wprowadzamy pojecie obrotu wogdlnionego, jako operacji bedacej
ztozeniem trzech kolejnych obrotéw uérednionych wokdét osi OX, OY, OZ. A wigc utozsa-

6*
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miamy skfadowe ¢{.;.,.4...1... 2& sktadowymi otrzymanymi po jednym obrocie uogélnio-
nym:

RO = cb
prrsjerkrerlese 1jkl-
Korzystajac ze wzoréw (11), (10), (9) wyrazamy je poprzez poczatkowe skiadowe e
5 1 3 3 0
Cit11 = &4 31 801111+15—§03333+17 "(61133+261313
5900 = ¢SP4,

! .
cis = ?“ [4165D1 1 +9¢5%35 + 14(c$%53 +2¢,3,13)],

(12) 1 [ 3
c(111)22 == (0(101)11 (3%)33“40(1()3)13)+ 166’(101)224‘37-—0(101)33 P
64 | 8 4
1 [ 1
33 = 7 L (¢5R1 1+ ¢33 —4¢i%13) +24¢8 020 + 336‘(101)33] ;
1[..1 1
B3 = “67 15 *6‘1111 + 3——63333+266(1%)13 —12¢%55 — 76‘(101)33]-

Na podstawie wzoréw (12) moZna napisa¢ ogdlne wzory rekurencyjne: wskaznik (1)
wystarczy zastapi¢ przez (n) a (0) przez (n—1). Interesuja nas jednak wartoéci statych
technicznych. Wzory rekurencyjne mozna dla nich napisaé korzystajac ze wzoréow (1), (2)
1 (4) oraz wzoréw rekurencyjnych dla sktadowych tensora c;:

(13a) F;,T ~ 614 {31 z Eg}*’ +'15»§— Eg"l-*' +17%_[—(%‘:)(”l)+é__é.(_;:w]},
(135) flfK ~ 614 {41 E"} 1) +9 E(n1 1) +14[ (21 )(” 1)+~%—-aﬁ1~—1)]}

(130 (2—2)0’) ;'617{5% [ﬁ— “Egnltiv - E(:ll—l)]+16( "; )(H) +37 i(gl )(”m”},
cole] = bilar st )

1 I 1 1 1 1 Vo =1 », n=1) 1 [ }
13e =
(13e) G(u) 16 115 5 E(n 7 t35 2 EeD +12(E0) +71- B +62 GoD

Jak widaé, posta¢ wzoréw jest raczej skomplikowana, poniewaz kazda z wielkosci
ze wskaznikiem n zalezy od czterech lub pieciu wielkosci ze wskaznikiem (n—1). Szukamy
wige takich kombinacji tych wielkoéci, aby dla nich wzory rekurencyjne mialy postaé

(14) Oy = f(dn— J.) .

Wprowadzamy oznaczenia

l

1 1 1 1

- k = —
E(()") E{n) 4 n Eg:) E{") s

S U (11_)(") 11

a, =

(15)

EM T E, 2 GP
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Kombinacja wzordw (13c), (13b) i (13e) daje

l3a +5b
128 "7 64

Odejmujac za$ stronami (13d) od (13a) otrzymujemy

(16) by =

7, 13
864 "1 4-64

(17) ap = — bn—l

Odpowiednie kombinacje dwoch ostatnich zalezno$ci pozwalaja napisaé dwa proste
zwiazki rekurencyjne

27
(18) an+2bn — 8- 64 ((Z,, 1+2bn—1)’
1 1 1
(19) ap+ Tbn = _?(an—-l'}‘—‘fbn—l)'

. 1 . .
Oba ciagi {a,+2b,} 1{a,,+ Zb"} sa zbiezne do zera. Mozna takZe poda¢ ich sumy (ktdre

beda dalej potrzebne) korzystajac z odpowiednich wzoréw dla postepéw geometrycznych:

[ee]

(20) 2 (@nt2b,) =

n=0

' S 1 8 1
(21) . ";01 (a,,+ z‘b,,) = "9— (ao+ —4‘"bo) .

Same ciagi {a,} i {b,} réwniez sg zbiezne do zera. Np:

8-

485 (aO + 2b0)

lima, = — 1 lim (a,,+213,,—8a,,—2b,,) = _1 1im(d,,+2b,,)+

H—»C0 7 n—»co, n—co .
8 1 1 8

Dla ciagu- {b,} dowdd jest analogiczny.
Aby obliczyé granice interesujgcych nas wielkosci fizycznych, dodajemy jeszcze stro-
nami (132) i (13b), skad otrzymamy:

67 i25 67
ky=kn_y+ 7 g 6a 17764 g b1 = knat 1 - 64 g @n1ta,_2)—
(22) n—1 n—1
125 67 1 125 2
" qgg Grathed) = = kod g 2 e 2y

Korzystajac ze wzoréw (20) i (21) moZemy obliczy¢é granicg tego ciggu:

. 1 8
I}Lrﬁlok,, = k0+-1?ao—1—5b0- .
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1
Eo Teraz juz fatwo mozemy

obliczy¢ granicg dla n — o, poniewaz istnieja granice ciagéw {a,} i {k.}. Zauwazmy takze,

. . 1
Zauwazmy, ze zgodnie z oznaczeniami (15) 5 (ant+ky) =

e ) 1 1 . . .
Ze z tych samych powoddw istnieje granica {fiﬁi} = {7 (/c,,—a,,)} 1 co wiecej, obie te
1

granice sa rowne, gdyz jak wykazaliSmy lim @, = 0. Wobec tego

1 . 1 1 8
(23a) "le EG —11m (a,,+/c.,) —?[,31210/6"+,}]ma] 2—(/co+ 15 %o —is-bo),
23b)  lim — = | k) = - [lim k—lim a] =~ {leo+ — ap—- b
@36) fim gy = fim (0= = lim k= lima) = - (ko 75-a0=- bo)

1. . . .
Te wspolng granicg oznaczamy vl 1 korzystajac z oznaczen (15), otrzymujemy:

1 81 11 4w 2 1
24) E 55 TS5 E TISE Ti5 6,

Odnotyjmy jeszcze, ze udowodniliémy takze, iz lim b, = 0, co oznacza:
n—>

(25) Ilm[ S )(n) ! _1=o
r—> Eilg El; 2G§") - .

Widaé, ze w granicy E{”, »™ i G{" spetniaja zwiazek charakterystyczny dla statych
sprezystych osrodka izotropowego.

Znajdziemy teraz wartosci graniczne »{" i wo) Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia

(n) ” () (1)
TR D B S T Yo < 30 N
26) (E) (E) (E) +(El) =

Uzywajac tych oznaczen oraz wprowadzonych uprzednio [wzdr (15)], mozemy réznice
wyrazefi (13c) i (13d) zapisa¢ nastepujaco:

1 13 . 13

Gt e T g

(27) Cy = __8— 4 : 64

1.

Odejmujgc od ostatniego wyrazema wyrazenie (17) otrzymujemy wzdr rekurencyjny dla
réznicy c,—a,

1
(28) Cp—ay = — ?(cn—l_'au—l)-

Drugi wzor rekurencyjny znajdujemy ze wzordw (16) i (27)

1 1 1
(29) Cpt— 4 bn = — _8"(Cn~1+ _4"bn—1)-
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Sumy odpowiednich szeregéw wynosza

< 8
(30) 2, (—a) = 5 (c=ao),
n=0
& 1 8 1
(3D = (C"+ 4 b") ) (C‘) - Tbo)’

natomiast granica ciggu f{c,} wynosi

”1(1_?;1) Cp = ,l,l_?;[—c“—f-a”—f-z (C,x'f‘ "Ibn) - “7' (a,,+2bu)"‘ *,7_(a,,+—411.—b”):| =
(32)
= ~lime¢, = lim| —¢,+a,+2 c+.71_b _1_( +2b,) 6 lb ~ 0
B ll-l-?zﬁc" B n—oo ! ! " 47" 7 @ " -7 ay+ _Zf wll = U,

Aby obliczy¢ granice ciagu {d,}, dodajemy stronami réwnania (13c) i (13d) i korzystamy
z sum (30), (31) oraz (20) i (21):

. 1 2
(33) limd, = dy— —=cq ag— %

I 379715 bo.

Zauwazmy teraz, ze

o
vo |7 L
(Evo) - 2 (61,, + Cn) >

O]
T NP
(_Ej) - 2 (du Cn)-

Znéw wige, znajac granice ciagdw {d,} i {¢,}, mozemy znaleZ¢ granice {(EEO—)} i {(2—1)}
0 1

i poniewaz lime, = 0, s3 one sobie rowne. Wspdlng granicg oznaczamy A wynosi ona:
H—-00

v 1 v 8 »» 1 1 1 1 11

E- 3 E T15E 15 E 15 E 15 G,

Wréémy do wzoru (25): poniewaz istniejg granice ciagdow

l

1
G|

p. (n)
i (—1) , to ze wzoru (25)

1
E(ln) E'1

wynika, ze istnieje takze skonczona granica { ; oznaczmy ja przez -~ wowczas
wzOr (25) mozna przepisa¢ nastgpujaco:

1 v 1 1 2(1+»
ETE 2670 W g=—F

Ostatecznie ofrodek jest scharakteryzowany przez dwie stale niezalezne », E i jest
osrodkiem izotropowym.
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4. Zakonczenie

Przyblizone rozwiazanie, pomijajace oddzialywanie drugiego rzedu, okredlone wynika-
mi (24) i (29) jest doé¢ oporne na oszacowanie jego biedu. Tym niemniej jest pewnym roz-
szerzeniem rozwigzan otrzymanych w pracy [1]. Wydaje si¢, ze oszacowanie blgdu mozna by
uzyskaé na drodze doswiadczalnej, poréwnujac stale sprezystoéci okreSlonych mono-
1 polikrysztatéw lub tez odpowiednie wartosci np. dla tworzyw sztucznych jednokierun-
kowo zbrojonych z takim samym laminatem zbrojonym matg powierzchniows.

Pozostaje pytanie, czy tak otrzymany osrodek izotropowy posiada te same wlasnosei
co oérodek jzotropowy, otrzymany w wyniku innej procedury usredniania. Zagadnieniem
tym autorzy zamierzaja sie zajaé w przyszioci.

Literatura cytowana w tekscie

1. L. H. Cox, The elasticity and strength of paper and other fibrous materials, Brit. Jour. Appl. Phys., 72 - 79,
3 (1952).

2. A. P. WiLczyRsklI, Teoria wzmocnienia kompozycji. Rozwazania ogdine (praca nie publikowana).

Peswome

U30TPOMUA, KAK MPEOEJIBHLIN CIIVUYAN MHOIOKOMITOHEHTHOM
OPTOTPOITHOM CPEIRBI

Taxue mporoasHsle Cpefibl KAaK peajbHble KPUCTAJBl MIH apMHPOBAHHEBIE IJIACTMACCH] B 0OIIeM
Cllyuae COCTOAIT H3 OPTOTPOITHBIX KOMIIOHEHTOR. B cilywae KOrja OHM OpHEHTHPOBAHBI BJOJb OIHOI'O
HANpABJICHUSI, MEXAHHUECKHE CBOKHCTBA TaKHX KOMNO3HIMOHHBIX Cpel OMHCHIBAIOTCA € JOCTATOUHON
TOYHOCTBIO C MOMOLIBIO HEKOTOPBLIX H3 Teopuii ympoumehus, B paGore paccmaTpHBaeTCA OTHOPOIHOE
crryuaifHOe pacupeleneHue apMHpYIOLMX 3NEMEHTOB B Marepuane. J[0KasaHO, YTO IpHMEHEHHE 3aKOHA

CMECH YIPHBORMT K TIPOCTBIM ayre0pautecKud 3aBHCHMOCTSM ONUCHIBAIOMMM MEXaHHUUECKHE CBOCTRA
paccCMaTpHBAEMBIX CPen.

Summary

ISOTROPY AS THE LIMITING CASE OF ORTHOTROPIC MULTIPHASE MEDIA

Multiphase media, such as real crystals or reinforced plastics consist, in general, of orthotropic compo-
nents. In the case of their unidirectional arrangement some of the reinforcement theories describe mechani-
cal properties of such a composite with sufficient accuracy. The paper deals with a case of homogeneous
random distribution of directional elements in a composite. It is shown that the law of mixtures leads to
a simple finite algebraic relation describing the mechanical properties of such media.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcii dnia 4 listopada 1974 r.
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OBROTOWO-SYMETRYCZNE DRGANIA WEASNE POWELOKI STOZKOWEY Z MATERIALU
SCISLIWEGO NIELINIOWO SPREZYSTEGO

FERDYNAND TWARDOSZ, TADEUSZ WEGNER (PozNAN)

W pracy poddano analizie drgania wiasne cienkiej powloki stozkowej wykonanej z ma-
terialu jednorodnego, izotropowego i Sci§liwego, dla kiérego zalezZno$¢ pomiedzy napreZe-
niami 1 odksztalceniami jest nieliniowa, ale odwracalna.

Ograniczajac si¢ do analizy matych drgaf przyjeto zwiazki geometryczne w postaci
liniowej, zakladajac przy tym prawdziwo$¢ hipotezy Kirchhoffa-Love’a.

1. Podstawowe réwnania i zwigzki

Rownania opisujace swobodne obrotowo-symetryczne drgania podiuZne i poprzeczne
powloki stozkowej majg postaé [4]

ON, 0%u
N+ —a—;s——NZ = 2@11@3—5,
(1.1)
oM, 9*M, oM, _ w
2 35 + 352 S— 75 +Notga = —2ph atz—s,

gdzie N,,N,, M,, M, oznaczaja sily normalne i momenty zginajace odniesione do
jednostki diugosci powierzchni $rodkowej, u(s,t), w(s, t) — skladowe przemieszczenia
punktéw powierzchni $§rodkowej odpowiednio w kierunkach stycznym i normalnym,
s — odleglo$¢ dowolnego punktu powltoki od wierzcholka stozka, o-—kat pomigdzy
normalng do powierzchni §rodkowej 1 osia powloki, 24 — grubo§é powloki, o — gestosé
materiatu powloki.

Zgodnie z hipoteza Kirchhoffa-Love’a skladowe obrotowo-symetrycznego stanu od-
ksztalcenia dla elementu warstewki odleglej o z od powierzchni §rodkowe] wyraZaja sic
wzorami

&1z = &1 2Zx,

€3z = E3+Zy,

gdzie
ou 1
(1.2) 61=—7-0 &= T(u+wtgo¢)
sa skladowymi stanu odksztalcenia powierzchni §rodkowej powloki, a wyraZenia
*w 1 ow
&9 - T T T

charakteryzuja zmiane gléwnych krzywizn.
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Zajmiemy si¢ z kolei okresleniem skladowych stanu naprezenia. Potencjal spreZystosci
ciala izotropowego przedstawia wyraZenie [1]:
V(EO > 7P%) = (DV(GO) -+ (pj (}’%) )
gdzie

£0
(pv(eno) = 9Kf eox(eo)de
0

jest praca odksztalcenia objgtoSciowego,

70
3
Dy(yg) = ~2—Gf Yoy(¥o)dyo
0

— pracg odksztalcenia postaciowego,

Eizt 8,1 Es
3

£y =

— $rednim wydluzeniem,

2 3 3 2
Yo = 3 ]/(81:— €22)° + (e2:— 832)° + (€32~ £1.)7 + 3 (7:112z+ Y23z 1 ¥352)
— intensywnos$cia odksztalcen stycznych,

E E

K=50-2y = 24y

— modulem S$ciSliwosci 1 modutem odksztalcenia postaciowego.

Modut Younga E'i liczby Poissona » sa stalymi materialowymi wyznaczonymi przy matych
odksztalceniach.

Zalézmy, ze funkcja wydluzenia x(eo) oraz funkcja odksztatcenia postaciowego y(y3)
moga byC przedstawione z dostateczna dokladnoscia w postaci [1]:

x(eo) =1, yyd) = 1-g,98,

gdzie stala g, wyznacza si¢ dodwiadczalnie.

Niech dla jednoosiowego rozciagania-§ciskania migdzy naprezeniem ¢ a podluznym
odksztalceniem & zachodzi zwigzek

1
(14) 8=E(I+a302)0,

wtedy zalezno$¢ miedzy wspélczynnikiem a3 a stala g, ma postaé

9 G
g2 = TG (1+ 3—K-)a3,
lub wyrazajac moduly K i G za pomoca stalych E i » otrzymamy

E»}
2

3
2(1+») °

g, = ay, gdzie v, =
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Zalozone powyzej zwiazki bardzo dobrze aproksymuja rzeczywiscie zachodzace zaleznoéci
dla wielu waznych w zastosowaniach technicznych materialéw (np. miedz, aluminium,
stopy miedzi i inne). Stosujac oznaczenia

_
b= e 030,

potencjal sprezystoSci wymienionych materialéw mozna wyrazi¢ w postaci

£
V = —';“KOZ'*- Of O‘idE,',

gdzie
o; = E(1—bed)s;, b= as, EW3.

Wielkos¢ 0 jest wzgledna zmiana objetosci, wielkosci ¢y, &; sa odpowiednio intensywnoscia
naprezef i intensywnodcia odksztalcen.

Zatozenie cienkos$cienno$ci powltoki pozwala, tak samo jak w teorii plyt cienkich, trak-
towaé elementy powloki, jako bedace w dwuwymiarowym stanie naprezenia, stad z uogdl-
nionego prawa Hooke’a, przyjmujac oz, = 0, otrzymamy

v

1—»

1—2» :
(E.1z+£2z) b = —‘1’;’;“‘(612'{'622):

€3z
2 __ _ﬂ’_ "2 "2 . __l_ 2
gy = 3 [vl(cl_z+82z)+7’261262:+ 4”0'}’121 ’

gdzie oznaczono

w——l——v +1 | l——i 2—1}-—1-1)
LT ()2 RN (e 0

Poniewaz w przypadku drgafi obrotowo-symetrycznych podiuznych i poprzecznych
Y12z = 0, to

4
£ = —-3~(ao+zal +z%a,),

g;izie ay = v1(£f+1§)+v2 £ £,,
' a, = 2w, (ay0ty +e,55)Fva(e 2+ e2%y),
ay = v, (G + 5 vy, %,.
Pochodne czastkowe funkcji V(e,,, &,,) okreslaja sktadowe stanu naprezenia

o oV

Oz = = Oz =
1z aslz s z 682: »
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stad
4 16 1
Ulz :TE[’V:;gl+V482+Z(")3%1.+V4%2)]""TEb dp 1’161+77’262 +
1 1 5 1
FZ o\ Vit V2% +a; 7’181'}‘—2"’262 +z°1a, ”1”1"‘?”2%2 +
1 a 1
+a, V161+—5V2E2 +z7a, vl_x1+»—2~v2xz ,
4 16 1
(o :TE[V3E3+V481+Z(’V3%2+'V4%1)]_—9—Eb [#1 1’182+j")2£1 +
1 1 2 1
+z)aq v1x2+7w2x1 +a; v162+711261_ +z7a \vy %, + 21)271 +
. 1 ,
+a, 1’162—2~1)261 +za (v %, + vzwl
natomiast
1-2v _i + 1-2»
ENt IS T 2T ag oy

Dla cienkich powlok sily i momenty dzialajace w przekrojach powloki na jednostke
dtugosci powierzchni §rodkowej zwiazane sa (w przyblizeniu) z naprezeniami zaleZno$ciami
h

fcr“dz, N, = fcrzzdz,

—h —h
h h
M, = — fcrlzzdz, M, = — fo'zzzdz,
—nI —-h
stad po wykonaniu calkowania mamy:

= — 1 — 1 1
N = B(r3e1+v,8)— B, aq (”1 &+ 572 82) - B, [a1 (”1'%1 + 572 %2) +a, (”1 &+ E 62)] s

— — 1 — 1 1
N, = B(vses+vse,)—B,a, (”1 £y +7”281) “32[01 (?’1 %2+ 77’2%1)4‘02(7’1 &+ 51’231)],
— — 1 1
M, = — D@3, +v,%,)+ B, | a, ”17‘1'}‘—2‘7’27‘2" +a, ”181+7”232 +
— 1
+ Bsa, 7’17‘1'}‘57’2"2 ,

—~ = 1 1
M, = —D(v3%,+v4%,)+ B, [ao ("’1 %yt _2‘1’27‘1) +a, (”1 &+ 72 61)] +

— 1
+B302 ('Vl K2+ 31/2%1>,
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gdzie

— 8 — 32 — —
-—8—Eh, D= ____Eh3, Bl ——Ebh Bz = 3—2Ebh3 _B3 = 3—Ebh

B== 9 45

Jezeli podstawimy powyzsze zaleznosci do ukladu réwnah (1.1), a wystepujace w mich
wielkoéel ag, ay, a3, £y, €2, %, , %, Wyrazimy przez u i w za pomoca zwiazkéw (1.5), (1.2)
i (1.3), otrzymamy poszukiwane rownania obrotowo-symetrycznych drgan powloki
stozkowej w naste¢pujacej postaci:

[ o  1( ou w\ 1 o2u [ou)’
B[v3%+?(vsg+v4tgaa—s)—?v3(u+tgaw)] Bl{3v1 {{'(_E‘_) +

L O LR LI NS o K “ow n ’
P\ G a T e e YT 2N ey ) B ”1(”1+”2) +

1, 12)(62 0%u , 0% ou\* 6u)2
+?2—(1_/1+ 32|\ 552 u+2tgocazuw+tgaas w2+ G5 uttgo En w+

ou ow , Ou 0w 113 , 0w ow
+2tg —a— a—+2tg —a&—‘*a?W)-f-s—sl:—f'VlVZtga(u W+2tgau—5w+

ow 1 ou ou du
20 22 02 | 22 .
+tgla asw) (v1+2v2)(a u+2tgaa uw+tgoca w)]

1 3 2 20002 | bad3 = | of OPu [ 2*w ?
- Fvl(v1+v2)(u +3tgauw+3tgauw? +tgiaw®) e — B, (vt 72 \ 5 +

Ou ®w 6_2@)_ 3 *u *w ﬂ+_6i Pw 6_w+u *w 0*w 4

os 0s3 0s? 2\ 052 9s% Oz os 0s3 Os 0s® ds?

1.6 ’

(1.6) +t *w '62ww lt ?w\* ow + ( +v) *w 4
8457 a2 W TN G ) B | T TG B

1, 1\ o2 [ow\® . ou 8*w ow 3w ds 62_w)2
+s—2(”1+7”2) (——asz ) TP e s e aw Y\ ar) T

4210l s ga] Y 2w+2t Pw(ow\ L3 a2
8Os s T B B2 B 0s* \ Os 55 |27 8% g
w

)3

1 ou [ow\? 0*w ow 3w ow

— 2 a2 ket St oo A
(”‘+ 2’2) ( R (as_) U s THEA G )]

3 aw\? aw\”* &u
- ?4—1:1(1}1 +v2)(u(a—s) +tga(—és—) )} = 20h——, FER

BtOLL u 1 (+t )+5 a4w+£as_7__1_az +_.l_a_w._
BX| 7y T2 gaw.. Bt TS a8 T s 02 1 50 o8

- 1 a\® 1, 1\ {ou) au)z)
"“.Bltga[z /VI'VZ(as) +s—2‘("}1+71}2) ((E) u+tga 'és— wi+
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(1.6))
[cd.]
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3

ou 1
53 vlvz(al u? +2tg06'-a~”-uw+tg AW )+}i—vf(u3+3tgau2w+3tg2cxuw2+

a3, A 22 2,\2 A2 2 3
2| - B, D 0n O [P DPw O%u Du P
Highow )] B2 [31}1(2 ds® Os 0s? s ds? +E T O 0s3
au \* 0% 3 - Pu du dw + Pu  *w e Pu 0w
ot Lo e, o, g vLew
ds | as* 1T\ 0s3 0s Os Js*? ’(7.92 £ 0s® as2 W
62u> ow Pu  Pw 2t o*u 0w w4 2ton 0? u ’w dw
RS Y alid oy _
g5z | as T oM gp THet gm g WS G T g F
Ou B B B B P 3t L ou(oPw)
s ast TIEY s o B9 a5 as T 2 8% s s

i) 27(?2“" o (’)?ui_i_ ou 25137”: +_1 1’2+l1}2 5 Bu y ow
VTR0 052 as 0s? ds | 0s® 2\ a7 Yos T

+2tan 03u ﬂw-}—ﬁl—(—}jﬁ- du dw 44 *u  O*w a4t 0%u 0*w
805 Og 952 Bs b5 ot Mg THBR G g Wt

o2 ow \2 22w 3 3
+4tgoc~—6 Y (_w) +3(au) i +_4-?iuﬂ~+4tgocﬂﬂw+

O0s% \ Os 08 ds  0s® os 0s®
Ou O*w ow 0w d*w 0w & *w\?
+ 10tga A 257 os +u s +2tgou( w+4tg U 53 +3tgom(a 2) +
o*w Pw ow , [ 0%w g , 0w [dw 2
+tg (X?“fw +4g - a 3 E;W+3tg ot(a—sf) W+2tg a 2 "’aT +

{ 2w Ow 0*w Ow
T[(g,,l,, —4p? — 292 )tgoz(u Fen —a»;-.—+tg as '2—"§W)+

9 ou [ow)® ow\®
+(5”1V2—4V§—2V%) tgaﬁ(~5) +3v1v2tg2a(a—s) -

1 “0%u ow o*u ow ou\” ow du 62w
_ }2 a2 YA . " . A
(“+ 2”2) (4 as2 s THBE G w+3( as) a5 0t

ou 0*w 3w 23w Pw :
+6tga 35 757 =W+ 2zu? Fr +4tgoauw—— e w+2tglo——5 ErEa )!
1 ou ow du ow , O%w ?*w
TE [(37’11’2+1’f—7’%)( s —.)—+2tg N 7Sw+ e +2tgau- s 5 Wt

0w ow\? ow\’
+tg2a 252 w2)+3v1(v1+4v2)tgoc(u(—(%—) +tga(ﬁ) w)]+

J 2 OV ow 2, W 7 o OFw az—ui)
+—ys—?1(v1+V2) (u s +2tgozu-a~s«w+tg oc—a-s—w — B3 31 8—s4_ 7 +

Y CE e T P e T CEA A
6s 0s? + 12 0s* ds? Os 0s3 os



OBROTOWO-SYMETRYCZNE DRGANIA POWLOKI STOZKOWEJ 399

3w | *w\? 1, 1\ /a*w/ow\®  %w 2w ow
+2”1(”1+”2>a.;3’(a7) ]* e\ e st

2w\’ T, 1,\[, &w/[ow\® *w\* ow
Ei(f; +(§) )_F (”“L‘z'”z 2557 ‘a;‘) +3 ‘w) )
1 2 0*w ( ow ? 3 ow 3 LET
- By, -|-1'1~—1;§)—a}2~— (H) +-?5~1-'1(1J1 +v,) ( % } = —2oh R

2. Przyblizone calkkowanie réwnafn ruchu

Uklad réwnan (1.6) scalkujemy w sposdb przyblizony metoda Bubnowa-Galerkina.
W przypadku powloki stozkowej z wierzchotkiem Scigtym, o swobodnie podpartych kra-
wedziach, zakltadamy funkcje u, w w postaci sumy

uls, 1) = D) Un(OFus),
m=1 )

.1

w(s, 1) = D Wul)guls),

=1

gdzie U, (1), W,(t) sa nieznanymi funkcjami czasu, natomiast f,(s) i g.(s) przyjmujemy
w postaci _
(22) Ju(s) = cosnm‘s‘—_l'sl, gm(s) = sin mﬂﬁ:lt“
Funkcje (2.2) spelniaja tylko kinematyczne warunki na brzegach powloki, natomiast
warunki statyczne sg spelnione w przybliZzeniu [3].

Po wykonaniu catkowan i uporzadkowaniu oraz wprowadzeniu wielko$ci bezwymiaro-
wych

UI" m
(23) X:__-_ﬂ, Z=_.W_’ T=fl)f, 0=(L,
) ) T
gdzie m jest pulsacja podstawowa drgan rozwazanego ukladu, wf = o a 0 bezwymiarowa

czestoscig drgan, otrzymamy dla kazdego m dwa nieliniowe réwnania rozniczkowe zwy-
czajne wzgledem funkcji X, Z

d2
02 Fg"‘}'ﬂoX—‘ﬂlZ = b(ﬂ2X3_‘ﬂ:;XZZ"}'ﬁA_XZZ—ﬂsZB),

(2.4) s |
02+ 70 Z=yi X = b=y X3+ ps X2 Z—paX 22 +y5 Z7).

Poszczegdlne wspotczynniki ukladu (2.4) maja nastgpujace wartosci:

) _ dyr’tgds
ﬂO - cl ’ 70 - d]_ B
31 _dyr

ﬂlz"4) '})1_"[—11—,
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¢ =

&)

Cy

Cs

Cs

Cop = "’11’23](:2 +'V1

d, =

dy

= 1+2k+2(1+

i

. ‘ )
= 1111/24p2k2[1 +k+%<1— —8})2—)k2]+w} 4§ [1 +2k+2(1~

3—[1+ k+<

[1+ k+——k2+ k3 ( %)k%l(l——%)ks],
p p .

F. TwarDOSZ, T. WEGNER

B2 = 0_1, Y2 = 4.’
g, = " ds1* + 84,
3 cl > 3 = dl' 3
_cer?tges _dgri+gdyr
64 - 01 3 }’4 - d1 >
cgr’4geor dyor*+gd, r*+g%d;,
195 = Vs = d s
(2] 1
2
R 2h
"= g=(‘§')- “=T XS
1 5 15
2 3 el R I A3
p)k ( 12)k+5(1+p2 2p4)k’
2| 5 5 1 25 5
2 [t A< S I B
{1+2k+2( 4p2)k +(1+ 2P2)k + s (1+ & 4p4)k ],

4 . 1 4p 3 1 3\,
P I N e

5 2
> e

Pz)k3+ 1(1—12—52+ 655 )k"] 2 40° k2[1+/c+ : (1+ 21 )k]

5 8p? | 49p* 9 3 4p?

3 5 1 5 . 141)
= P,V 3 ~— S 2 - - 3 2
v,,2p [1.+ 2k+(1+ 8p2)k + 4(1+ 4p2)k] Lk (1+ k)

+1/2 pk2(1+ lk),
2
2 2p? 3 2
[1+k+ (1 ) ] 1' 3 [1+k+ ( 81)2)16},
p L1 ) . _
2 __CSs

1+-—k+i0~(1~ 3 )k2+i(1——37)k3+( *5 +—l—5—)k4
p 2 p* 2t

1 15 45\ ,
+'6'(1_W+27)k’

ARV

6
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2, 1 3 4p 3\,
ds —-1/31—)k [l+k+ 3 (l— 2 )k ]+v4—3—[1+2k+2( ) 2p3)k +

3 1 5 15 '
= i 1= =2 22 e
+( pz) +5(1 1)2+2p“)k]’

1y, 1 55
4)2)" +?(“@T+

295 Y, .1, .2 [ 1 5 p 1 15
i Sall | . 28 g2 _ 2
.+ 32 )k ]+v1p I+k+ 3 1 47 k% |+73 k I+k+ = 3 1 57 k|,

203 11 '
— 0, 21— |2
ds = v,7, 3 [1+2k+ (l §p? )k (

1 4p? 3 7 1 7
— 2 — 2 . — k= |3
ds = v,7,2k (1+ 2k)+¢1 3 [1+ 2k+(1 sz)k + (1 41)2)k ]+

p? 3, 15\, 1{, 15\ |
I Ry (A

2
+v32

19 1 19 , 4p° 5
=P, 3 ki I 2% ST I Tl § A< 2 ~
dy = v,7, k [1+ k+( 8p2)k + ) (1 o )k]+v1 3 [1+ 2k+
10 115 1801),, 1 115
+T(1 ) ( ) (1‘12—175*967)" +€(1‘s—pz‘+
1801 , 4p* 3 5,1 5,
32p ) ] k[1+7k+(1+ 8 =7 k*+ 4 (l+ 4p2)k ,

1 15 51
. 2 — 2 2
dg = v,v,2pk [1+k+ 3 (l 7 )k ] _p k2,
27 )., 1 45 3695 \ .
47 )k + 3 (1 —4172 + 288" )k ] +

, 113p3 1 4839\, 2113p s 1( 3615)2}
+i— k[1+l+3( 904p2)k o k| 1+k+ 5047 |

dy = v,v,2p" [1+2k+2(1 8272)k2 (

3 39\, 1 39 3]
1+—2—k+(1— sz)k +Z( 4p2)k +

« 3 47\, .1 47\ |
[1+‘7k+(1— 8p2)k +?(1 4p2)k]’

20p? 1 8p*
dyy = vyv, 22 k2(1+—k)+vf—19)-

+13-L

2
du = %‘d%

przy czym

= mn, k=rtgﬂ, ﬂ=%_a

7 Mechanika Teoretyczna
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W ukladzie réwnan (2.4) wyrazy nieliniowe sa mate w poréwnaniu z liniowymi. W zwiaz-

ku z tym mozemy dany uktad traktowaé jako stabo nieliniowy. Zastosujemy zatem do roz-

- wiazania metode malego parametru [2]. Aby wyznaczy¢ przybliZone rozwigzanie okresowe

wykorzystujemy fakt, ze nieliniowo$¢ ukiadu wplywa na wielko$é okresu drgan swobod-
nych. W zwiazku z tym poszukujemy rozwigzania w postaci rozwinigé

X= X0+bX1+b2X2+ ceey
2.5) Z = Zy+bZ, +b*Z,+ ...,
= 03+b01 +b202+ cane

Rozwiniecie poszukiwanej czgstosci drgan w szereg wzgledem poteg parametru b pozwala
wyeliminowa¢ z rozwiazania cztony sekularne i uzyskaé przyblizone rozwiazanie okresowe.

Po podstawieniu zaleznosci (2.5) do ukiadu (2.4) i rozwinigciu lewej i prawej strony
rownan w szeregt wzgledem poteg parametru b oraz przyrownaniu do siebie wyrazow
stojacych przy tych samych potegach &, uzyskamy rekurencyjne uktady rownan réznicz-
kowych:

d*X,
03 p — S+ BoXo—8:Zo =0,
(2.6)
d*z,
63 = +90Zo—v1Xo =0,
d*x d*X,
00— e 21 +ho X —p12Z, = -0, dv 20 +f92Xg_ﬂ3X§ZO+ﬂ4X028_ﬂSZSa
02 1 +Yo 2~y Z; = _61;_d772 72X0+73X§ZO_'}’4XOZ(2)+75Z8,
a*X. d*X, d*X
05— 2*+ﬂoX2 B2, = —0, drzo —0, drzl +30,X5X,— (X Z, +
2.8) +2Xo0Zo X 1)+ Bul(Z3X +2X0 Z0 Z,) -3 Z3Z,,
' ,d*Z, d*z, . d*Z, ,
5—— g +yoZy—y1 Xy = —0,——- P 61,7"372}(0}(14'
4132, +2Xo Zo X))~ 7 (Z X, +2Xo Zo Z)) + 35 Z3 2,

Niech funkcja Z(z) spelnia warunki poczatkowe

(2.9) Z(0) =B, Z(0) =0,

wtedy ‘
Zo(0) = B, Z(0) =0, Z,0) =0, ..,

(2.10) Zo(0) =0, Z,(0)=0, Z,0)=0,...,

gdzie kropka oznacza pochodng wzgledem czasu.

Rozwiazanie nasze ograniczymy do drgan swobodnych Jednoczgstoémowych W tym
przypadku warunki poczatkowe dla funkcji X(7) zaleZza od warunkéw poczatkowych dla
Z(7) i wynikaja z rozwigzania zagadnienia jako warunek konieczny drgan jednoczesto$cio-
wych.
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Rozwiazania szczegdlnego ukladu réwnan (2.6) poszukujemy w postaci

on = A,cost+A,sint,
\Zo

Bicost+ B,sint.

Podstawiajac zalozona posta¢ rozwiazania do (2.6) uzyskamy dwa algebraiczne uklady
réwnan
.[(/30_0%)141—/91 B, = 0, {(/30"9(2))142”‘/3132 =0,
\~y14:+ (ro—08) By =0, —y1 42+ (yo—05)B; = 0;
stad warunek istnienia niezerowego rozwiazania ma postaé
/90— (2), _ﬂl

= 0.
—¥1s Yo—0s

Rozwiniecie wyznacznika daje rownanie dwukwadratowe na czesto$é drgan wlasnych ukladu
zlinearyzowanego (b = 0), mianowicie

(03> = (Bo+y0)05+Bovo—Biy: = 0,
skad

2 Botye . Bo—70 )
(2.11) 0 = 5 s ]/(T) +Biyi.

Uklad zlinearyzowany ma dwa szczegdlne rozwigzania harmoniczne o czesto§ciach okreslo-
nych wzorem (2.11). Pierwsza wyzsza czestoé¢ (znak +) odpowiada drganiom podiuz-
nym, druga nizsza czgsto$¢ (znak —) drganiom poprzecznym powloki. Drgania te zachodza
dla $cisle okreslonych warto§ci wspolczynnika postaci drgan wlasnych

A A
A=t =22
B, B,
Wartoéci te wyznaczamy ze zwiazku
B Yo—03
2.12 A= = .
@13 Bo—03 Y1

Poniewaz A, = AB,, A, = AB,, wiec dla warunkéw poczatkowych ZO(O) = B, Z,(0) = 0,
mamy B, = B, A, = AB, B, = 0, A, = (. Ostatecznie rozwiazanie szczegélne ukladu
zlinearyzowanego (2.6) ma postaé '

2.13) X, = ABcost, Z,= Bcosz.

Po podstawieniu powyzszego rozwiazania do uktadu (2.7) uzyskujemy uklad réwnan

0 dr?
d*z

og—dgz—l— +yOZ1—le1 = RLCOST+R20053T,

6 + BoX,~B,Z, = P,cost+P,cos37,

(2.14)

gdzie P, = AB0;+3B%,, P,= B%;, Ry=B0,+3B8, R,=2DB%,

A
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za$

P = (B2 2= By 4 fu A o),

1 2
ry = Z(_7223+y3 A= ya htys).

Aby uzyskaé periodyczne rozwigzanie powyzszego ukiadu, zakladamy rozwiagzanie szcze-
g6lne w postact
X, = C,cost+C,co831+C3sint+ Cysinl3z,

Z, = D;cost+D,cos3t+ Dysint+ D,ysin3t,
ktére po podstawieniu do (2.14) daje cztery algebraiczne ukiady réwnan:
(Bo—03)Ci~B Dy = P, (Bo—908)C,—p, Dy = Py,
71 Ci ¥ (o—0?)Dy = Ry, —9,Cy+(yo—903)Ds = R,,
(/30“0(2))(:3“/91D3 =0, (/30“908)04_/91D4:O: .
~y1Ca+(o—05)Ds =0, —y,Cat+(yo—903) Dy = 0.

Wyznaczniki charakterystyczne ukladdw réwnan (2.15), i (2.15)5 sa réwne zeru. Warunek
istnienia rozwigzanl ukiadu. (2.15), ma wigc postaé

Py, B Bo—03, P,
Ry, 7’0_0(2) v, Ry
étqd wykorzystujgc zwiazek (2.12) mamy
Py, +R,f; =0.
Po podstawienin P, 1 R; uzyskujemy warunek
(ABO,+3B%p,) ky, + (BO, +3B%,)f; = 0,

(2.15)

H

z ktérego wyznaczamy
(2.16) 0, = —B*},,
gdzie
. 9, = 3(Ayipy+Bir0) i
Ay +hs

Dla wyznaczonej warto$ci §; rownania uktadu (2.15), sa liniowo zalezne. Migdzy statymi
C, 1 D, zachodzi zwiazek

3(p—Ary)
C, = ML Y ps .
! ( Ay +p, D
Podobnie réwnania ukladu (2.15); sa liniowo zaleZne, stad zwiazek miedzy stalymi
C3 = )&D3.

Z ukladu réwnan (2.15), wyznaczamy state C, i D,, otrzymujac
C, =B, D,= Bz,
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gdzie
e +piry e, = fo—903,
Xp = ————= " N
ere;— iy ey = yo—900,
. o vt
Yoeiea—fiys
Analogicznie z rownan (2.15), mamy
C4 = D4_ = 0

Wykorzystujac warunki poczakowe Z;(0) = 0, Z;(0) = 0 dostaniemy
D1+D2=0, D3+3D4_=0, ‘
stad
D, = —D, = —B%, oraz D3=-3D,=0.
Poslugujac sie wyznaczonymi wartosciami stalych D, i D3 uzyskujemy

3(py—Ary)

= 3,‘ t by = —_—— "
C, = B3x, uox 2( FE zi1,
Cg, = 0

Rozwiazanie szczegdlne ukiadu (2.14) ma wiec postaé
| X; = B3(x;cosT+x,c0837),
(2.17) 3
1Z1 = B3z,(cos3r—cos 7).

Podobnie postepujac uzyskujemy
{Xz = B%(x3c08T+x,c0837+X5Cc0857),

Z, = B3[z5(cos31—cos 1) +z3(COs 5T—Cc0s )],
dla A, = —B*$,, gdzie

(2.18)

9, = 7”71P2+ﬂ1"2’ X; = l( D2~y 22—z, "

2y +8, APy +B, -
+e, 13 e D3+
2.19) g, = JPsTeTs o €l
( 2 e e~y N ere,~ B y:
. YiDatesry _ CaPatPira

eses— By’ _/‘«’3(—’4_/917’1 ’

przy czym
e3 = Bo—250%,
. ey = yo—2503,
P2 = —x3% +Bx+x,)ps—22, ps, ry =z, 0+ Bx,+x2)rs—2z, 76,
Pz = —9x, 9 +,(x1 +2x,)ps+2z106, rs = =9z 0+ (v +2x)rs+2; 76,

Pa = X2ps+2,ps, ry = Xarstzre,

1 1
Ps = z‘(3ﬂ2 22—2193.}”‘*‘/5)4), rs = T(—37’232+273 A=%4),

1 1
- Pe = T(—ﬂa 32+2/342—3ﬂ5), re = 7(737”2*2?’41'*‘375)-.

405
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Ograniczajac sie do drugiego przybliZzenia uzyskamy poszukiwane rozwigzanie w postaci

X = ABcost+bB3(x;cos T+ x,c0837)+b2B5(x3c08 T+x4c0837+
+x5c0857)+ ...,
(2.20) Z = Bcost+bB3z,(cos3t—cost)+b%B3[z,(cos 3T —cos T) +
+z3(cosSt—cosT)|+ ...,
0% = 63 —bB*0, —b*B*D,— ....
Powyzsze rozwigzanie jest szeregiem potegowym ze wzgledu na wielko$¢ 5B>. Aby szereg
byl szybko zbiezny, co umozliwia korzystanie tylko z kilku jego pierwszych skladnikéw,
warto$¢ bB* musi by¢ mata.
Na podstawie préb rozciggania [1] przy naprezeniach nie przewyzszajacych wartosci
1000 kG/cm? uzyskano dla czystej miedzi nastgpujace wielkosci statych:
K =1,37-10° kG/em?, G = 0,46-10° kG/cm?, g, = 0,18 105,
stad b = 0,323 106,
Poniewaz przyjeto zwiazki geometryczne w postaci liniowej ograniczajac analize do

malych drgan, wiec wielko§é bB2 moze odgrywaé role malego parametru, a uzyskane roz-
wiqzanie ma charakter asymptotyczny dla malych wartosci parametru bB2.

Na skutek nieliniowo$ci uktadu (b # 0) w rozwiazaniu pojawily si¢ wyZzsze harmoniczne,
a czesto§¢ drgan wilasnych ulega zmianie i zalezy od amplitudy.

3. Analiza wynikéw

W celu zbadania wplywu nieliniowo$ci sprezystej materialu na drgania powloki przea-
nalizowano nastgpujace funkcje:

Ar(4) = A4+ Av3(x+x2), Au(d) = A+Av3 (x4 x2)+ A5 (x5 + x4+ x5),
0[2(14) = 6(75—A’V(2)191, 6121(14) = 6(2)—AV(%791—A27’8?92.

Indeksy I, 1T oznaczaja tu odpowiednio pierwsze i drugie przyblizenie. Bezwymiarowy
argument A4 = a; E2B? jest iloczynem stalej materialowej @, okre§lajacej nieliniowos$é
sprezysta materialu [wyznaczonej przy jednoosiowym rozciaganiu — $ciskaniu (1.4)]
kwadratu moduiu Younga E i kwadratu bezwymiarowej amplitudy drgan poprzecznych B.
Wspdlczynnik postaci drgan wlasnych /A okreSla stosunek amplitudy drgan podiuznych
do amplitudy drgan poprzecznych, dla ktdrego zachodza analizowane drgania wlasne
powloki,

4 = XO)
Z0)’
0% za$ jest kwadratem bezwymiarowej czestosci drgan wlasnych powloki.

W ukladzie wspétrzednych A — A4 oraz 6 — A4 wykresy pierwszego przyblizenia analizo-
wanych funkcji sa liniami prostymi, drugiego przyblizenia — parabolami. Krzywe te cha-
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rakteryzujace drgania jednego rodzaju (podiuzne lub poprzeczne) zaleza od nastepujacych
pieciu parametrow:

m oznacza liczbg okredlajaca ilo$¢ potfal na diugosei powtoki, u — stosunek najmniej-
szego promienia krzywizny powloki do jej diugosdci, f — polowe kata wierzcholkowego
stozka, y — stosunek grubosci powloki do jej diugoSci, » — liczbe Poissona.

Pozostale parametry:

as — wspolczynnik okreélajacy nieliniowo$¢ materiatu (1.4), E-— modul Younga,

o — gesto§¢ materiaty powloki, /— dlugo$¢ powloki mierzona wzdiuz tworzacej — za-
warte sa w bezwymiarowych wspoélrzednych

Wone |2 ol2w?
A = az B2 mx 2 =
(13 ( l ) ) 0 E >

gdzie Woay jest amplitudg drgan poprzecznych (gietnych), « — pulsacja podstawowa
drgaft rozwazanej powloki.

Materialom o «migkkich» charakterystykach (a5 > 0) odpowiada cze§¢ wykresu
dla 4 > 0, materialom liniowo sprezystym (a; = 0) odpowiada A = 0, materialom
o «sztywnych» charakterystykach (a; < 0) odpowiada czg§¢ wykresu dla 4 < 0.

Jako przykiad naszych rozwazan przeanalizujemy drgania wlasne powlok stozkowych
(przy m = 1) o nastgpujacych wartoSciach parametréw:

k=05 tgf=02 y=4-10"3, »=03.

Na rys. 1 przedstawiono wykresy funkcji /1(A4) oraz §*(4) dla drgan podluznych, na
rys. 2 dla drgan poprzecznych. Drgania podtuzne charakteryzuja si¢ znacznie wyZszg cz¢-
stodcig drgan od drgan poprzecznych. Oczywiscie dla drgan podtuznych zachodzi zwiazek
|A] > 1, natomiast dla drgai poprzecznych |4| < 1. Jak wynika z przytoczonego przy-
ktadu dla charakterystyk «mig¢kkich» ze wzrostem amplitudy czesto$é maleje, dla «sztyw-
nych» — roénie. Cecha ta jest silniejsza dla materialdw o wiekszym wspdlezynniku |a,|.

Wplyw parametréw u oraz f na drgania poprzeczne przy niezmienionych warto$ciach
pozostatych parametrdw ilustruja odpowiednio rys. 3 i 4. Przy § = 0 uzyskujemy charakte-
rystyki dla powloki walcowej.

Zmiany parametru y w zakresie od 2 1072 do 8- 10~3 nie wplywaja na zmiang war-
toSci analizowanych funkcji. :

Scigliwo$¢ materiatu dosé znacznie wplywa na czgsto§¢ drgari wiasnych oraz na wspél-
czynnik postaci drgai wlasnych, w przypadku materiatu nieliniowo sprezystego. W przy-
padku materjalu podlegajacego prawu Hooke’a §ciliwo$¢ materialu wplywa w malym
stopniu na czgsto§é drgain wlasnych. Wplyw §ci$liwosci na analizowane funkcje w przy-
padku drgan poprzecznych przedstawia rys. 5. Przyjmowanie zaloZenia upraszczajacego,
iz material powloki jest niefci§liwy, moze by¢ przyczyna duzych bledéw w przypadku
zastosowania uproszczonej teorii do analizy drgan powlok wykonanych z materiatéw nieli-
niowo sprezystych.

Zjawisko zmiany czesto$ci drgan wlasnych ze zmiang amplitudy ma duZe znaczenie
w przypadku drgan wymuszonych, a w szczegdlnosci w przypadku rezonansu.
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3\ r 8* A

04‘\ 05 m =1
V= : Y= 45 n =05
vx=01 \ x =417
val 1gp = 02
N Q \ 04 plernsze prayblizenie
‘~\ \ \\ \ —.— .- drugie przgblizenie 2
A \ \ — —— - drugie przyblijenie A
ETW/AN N\, L
A v =05
v = 04

y =03
//

v v = 01

4
b ,//

-04 -03 -02 -0} 0 01 02 03 A
Rys. 5
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Peswome

COBCTBEHHELIE KPYITIOCUMMETPUUECKHUE KOJIEBAHUS KOHUYECKOM
OBOJIOYKHU M3 CHXUMAEMOI'O HEJIMHEWHO-YIIPYIOI'O MATEPUATIA

B paGore uconenyioress cobcTBeHHBIE KoNebannsa (C KPYroBoit CHMMETpHEH) CBOGOZHO OTMEPTOH MO
KpasimM TOHIKOH 060IOYKH B BHAE YCEUEHHOro KOHYCa U3 OJHOPOAHOTO, H30TPOIIHOT0, NMHEHHO YIPYroro,
CKuMaemoro matepuana, Ilpyu orpaHHyeHHH adayiMsa X CNYyYalo Manelx 1cojeGaHuii, JONYCTHMO WCIOJb-
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30BaHHE FEOMETPHUECKH JIHHEHHBIX 3aBUCHMocTei. Ilomyuena cucrema ABYX HenuHEHHBIX KuddepeH-
LAATBHBIX YPABHEHHMH € YACTHBIMH ITPOM3BOAHLIMH VETBEPTOTO NOPAMKA, ONPEReNAOLINX ITPOJONBHbIE
W [OnmepeyHble KosieGaHus. Y DaBHEHHS CBefleHbl MeTofom ByGHopa-TanepkyHa K 0ObIKHOBEUHBIM M-
depenumansHblM ypaBHeHMsIM. IIpu npeioycenun o cnaGoit HeMHEHHOCTH, YPABHEHMS pelleHbl C IIo-
MOIIBIO METOA MAjloro mapamerpa. PeleHHA orpaHHYMBagMCh KO BTOpomy npubmwkenuio. ITonyuen-
Hble DELIEHAA, WULIOCTPHPYIOUINE BIMSHHE YIPYrol HENMHEHHOCTH Ha KoseGaHms o0oJoYKH, nped-
cTaBiesbl TpadiHUYecKH.

Summary

ROTATIONALLY SYMMETRIC FREE VIBRATIONS OF A CONICAL SHELL MADE OF
COMPRESSIBLE, NON-LINEAR ELASTIC MATERIAL

The paper deals with the analysis of rotationally free vibrations of a thin truncated conical shell, simply
supported on both edges. The material of the shell is assumed to be homogeneous, isotropic, non-linear
elastic and compressible. The problem is limited to the analysis of small vibrations what makes it possible
to use the linear geometric relations. As a result, the system of partial differential equations of fourth order
is obtained describing the longitudinal and transverse vibrations. By applying the variational Bubnov-
Galerkin method, partial equations are reduced to the ordinary differential equations. Assuming weak
non-linearity, the equations are then solved by the perturbation method, the solution being limited only to
second approximation. The equations obtained describing the influence of elastic non-linearity of the ma-
terial on the vibrations of the shell have been presented graphically.

POLITECHNIKA POZNANSKA, POZNAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 listopada 1974 r.
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WPLYW DODATKOWYCH NIELINIOWYCH ZABURZEN NA CHARAKTERYSTYKI
PROBABILISTYCZNE KLASYCZNYCH R()WNAN OPISUJACYCH DRGANIA
SAMOWZBUDNE ‘

Jan Luczxo (KRAKOW)

W pracy zbadano wplyw zaburzen przypadkowych na amplitudg i czesto$é drgan samo-
wzbudnych uktadow o jednym stopniu swobody. Rozpatrzono réwnania typu van der Pola
i Rayleigha z nieliniowymi sitami sprezystoSci i thumienia. Zalozono przy tym, Zze wymu-
szenie zewngtrzne jest stacjonarnym, normalnym procesem stochastycznym o wartodci
éredniej rownej zeru typu ,,bialy szum”.

Analizowane w pracy réwnania moga opisywaé zachowanie si¢ znanych klasycznych
ukladéw samowzbudnych, ale o bardziej zloZonej strukturze.

Spos6b rozwiazania zagadnienia oparty jest na przyblizonej metodzie, przedstawionej
w pracy Piszczka [1]1 polega na stosowaniu do rownania rézniczkowego, opisujacego
drgania ukladu, kolejno linearyzacji harmonicznej i statystycznej. Podobne podejécie do
zagadnienia drgad samowzbudnych mozna znaleZé w pracach CAUGHEYA [2] i Porowa,
PaLTOWA [3]. Idea linearyzacji statystycznej zostata przedstawiona w pracy KAzAKOwA [4].,

1. Réwnanie typu van der Pola

Rozwazmy nastgpujace rownanie rozniczkowe
(1.1 Z—(a*—b*z* —cz¥) z+wiz = (1),

przy czym Sq{w) = S, jest stala gestocia widmowa wymuszenia. Réwnanie to mozna
sprowadzi¢ do postaci bezwymiarowej przez podstawienie

d0=%mhL 7 = wgt.

Otrzymamy
(1.2) E—e(l—x?—pxi+ x = p(2),
gdzie oznaczono
. 2 2
1.3 -4 = 2c
( ) ) & wg ) ;u b4 H
gestose zas widmowa procesu p(7) jést zZwigzana z ggstodcig Sy(w) nastepujaca zaleznoscig :
b2

(1.4) 'M@=E=?ﬁ&'
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Rozwiagzanie réwnania (1.2) przyjmiemy w postaci

. w
(1.5) x = x,+Asiner, o=-—,
(l)o

gdzie x, oznacza sktadowa przypadkowa rozwigzania, zalezna od wymuszenia zewngtrznego

p(2).
Jako wynik linearyzacji harmonicznej otrzymamy ukiad réwnan na amplitudg i czgsto§é
drgan, ktoéry po odrzuceniu rozwigzania trywialnego ma postac

1
—é—,uA‘*+(l—6,ux:)A2~4(1— —pxg) =0,
o? = 1426(xp+2ux7)k,+ 3epux, %, A
oraz réwnanie roézniczkowe okreSlajace x,(7):
. R an 1 e 42 3
Xp—e(l—xp —pxp)x,+x,+ »—2~-8(1 +ouxy)x, At + ~ szluxlJ = p(7).

Pierwsze z tych réwnan okre$la amplitude drgai. Rozwigzanie stabilne otrzymamy dla
warto$ci amplitudy rdownej

1+6x2 8(1—x7 —pxy)
2=——p_ —_— ._.__————-
y ; [ 1+]/1+ T |

Zakladajac o < 1 i rozwijajac A2(u) w szereg Taylora dostaniemy w pierwszym przy-
blizeniu

2 m4(1-2p) —4(1+2p) x5 + 12uxg,

1.6 . .

(1.6) a? & 1+2e(1+6p)x,%,—8euxpx,

oraz

(W) Xp+e[(1+2u)— A +4p) x] +puxila, +x, = p(7).

Przeprowadzajac teraz linearyzacje statystyczna rdéwnania (1.7) otrzymamy rdéwnanie
liniowe )

(1.8) Xp+kic,+82%x, = p(7),
gdzie
(1.9) ko= el(14+20) — (1 +4p) 2> +3u(x2>)?], Q2 =1
za$ {x,y = 0.
W przypadku «biatego szumu» z réwnania (1.8) mamy
7S
(1.10) (x2y = ng i

Z réwnan (1.9) i (1.10) otrzymamy z dokiadnos$cia do u réwnanie algebraiczne 3 stopma
na dyspercjg <xp>

(L1 R~ (1) (G + (1 +2) (53— 50— o,
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ktére mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony metoda malego parametru przyjmujac
(1.12) 0 = ) +udx D+ p2dy +
Przy ograniczeniu si¢ do pierwszego przyblizenia dostaniemy
3xby)*—4 +2
2y = (x%)l I(Cx5))* ~4dxt) M],

, 1-24x3)
(1.13)

xdy = 05[1—y 1- ”SO ]

Rys. 1

Wartoéci srednie (22> lub (w?) i {A42) sa réwne odpowiednio: (a?) = 1, skad (»?* = w3,

2—4¢x3)—9 ((x3))2 +15(¢x3)> ]
-2y =43y M)

(1.14) 42y = <A%>[1 -

(A3 = 2[1 + ]/1—4 ”f" ]

przedstawia zalezno$¢ amplitudy drgan od zaburzenia zewnetrznego w przypadku oscyla-
tora van der Pola (u = 0).

Na rys. 1 przedstawiono zaleznoéé wartoéci éredniej kwadratu amplitudy od (x3>
przy ustalonych warto$ciach u. Warto$é {(x3> moze byé¢ tu miara wielkosci zaburzenia
[ze wzoru (1.13) wynika, ze {x3> roénie ze wzrostem gestosci widmowej S, zaburzenia).
Wykres ilustruje wzor (1.14) w niecatym zakresie zmian {x3). Wartosci {42 s3 wyznaczone
mniej dokladnie dla wigkszych wartosci (x3)> [ze wzglgdu na przyblizony sposob znalezienia
dyspersji {x2» z réwnania (1.11)] i dlatego tez ograniczono si¢ do pokazania zwigzku (1.14)
dla <x% < 0,3.

Z wykresu widaé, ze wzrost zaburzen powoduje zmniejszanie sie amplitudy drgan.
Wspdlezynnik u stojacy przy x* w czlonie van der Pola zmniejsza dodatkowo amplitudg,
gdy u > 0, lub tez ja zwigksza dla u < 0. Ze wzoru (1.13a) wynika, Ze czgsto$¢ drgan jest
niezalezna zaréwno od zaburzenia zewnetrznego, jak 1 wartosci u.

przy czym
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2. Réwnanie typu van der Pola z nieliniowa sila sprezystoSci

Rozpatrzmy obecnie réwnanie van der Pola z szeScienng sztywna charakterystyka sily
spre¢zZystoscei

2.1 Z2—(a*=b* 2 z+wiz+ 023 = f1), 020,
ktére po przejsciu do wielkosci bezwymiarowych ma postac
2.2) i—e(l—xDax+x+pux® = p(z),
a?d
b2wi ’
W sposéb podobny do wezeSniejszego otrzymamy dla rozwiazania (1.5) nastepujacy
uklad réwnan na amplitude 4 i czgsto$¢ o oraz sktadowa przypadkowa x,:

A* = 4(1—-xD),
o = 143u+2ex,%,,

przy czym S,(w) i & wyrazaja Si.f; wzorami (1.3) i (1.4), a u =

2.3)

(2.4) Kpre(l—x0)x,+ [(L4+6p)—Spxilx, = p(z).

Wspolczynniki zlinearyzowanego statystycznie réwnania (2.4) sa teraz réwne

@2.5) - k=e(1={x2)), 0%=1+6u—15u(x2,

a warto$¢ Srednia (x,» jest rowna zeru. Warto$é (x7> mozna wyznaczyé z réwnania
L5 ~ (1210 (G + (L + ) (o — T2 = o,

Przyjmujac rozwigzanie w postaci szeregu (1.12) otrzymamy

o oo 152 —21¢xd> +6
e

(X3 = 0,5[1— ]/1-4 ”f" ]

Wartosci $rednie kwadratu czgstoéci 1 amplitudy okre$laja wzory
Ca®y =1+3u, (0> =ws(1+3u),

6<x8y —21(<x5))* +15(¢x8))° ]
(1-24x5) (1—<x3)) ’

(A2 = 2[1+ ]/1—4 ”f" ]

Z wykresu (rys. 2) przedstawiajacego funkcje (4%) = f({x3>) dla réznych u > 0 wynika,
ze wplyw zaburzen przypadkowych jest tu podobny, jak w przykladzie poprzednim.
Amplituda maleje ze wzrostem {x3», osiagajac np. dla g = 0 wartoéé minimalng przy
{x3y = 0,5, réwnag polowie wartosci maksymalnej ((x3> = 0). Ciekawy jest fakt, ze war-
. tos¢ §rednia (A4%) w przypadku zdeterminowanym jest niezalezna od u; wplyw nieliniowosci

2.6)

@ {A*) = 4oy [1+
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‘<xg>>

Rys. 2

sity sprezystosci uwidacznia si¢ dopiero w przypadku wystgpowania przypadkowych zabu-
rzef. Czesto$¢ jest teraz dalej niezalezna od wymuszenia p(t), ma natomiast na nig wplyw
wspolczynnik u; czgsto§¢ rosnie ze wzrostem tego wspdlczynnika.

3. Réwnanie typu Rayleigha z nieliniows sila sprezystoSci

» Przyjmiemy podobna jak w p. 2. charakterystyke sity sprezysto$ci. Réwnanie rdznicz-
kowe Rayleigha

(3.1) Z—- (a2 - %b222)2+w%z+ 0z* = f(t), 020,

mozna po wprowadzeniu nowej zmiennej x(7) doprowadzi¢ do postaci

.. 1.,).

(3.2) x—s(l - sz)x+x+ux3 = p(7),
gdzie

a

z(t) = —m,\ (1), 7T =wet,

a® a*d

(3.3) €= @y p= Bl
_ b2
Sp(w) = S, = o So-

Linearyzacja harmoniczna réwnania (3.2) prowadzi do réwnan:

a24% = 4(1—x2),

o = 1+3ux;+ —i~,u,42

oraz

)« 1, 3
'x‘p—s(l - %xﬁ) KptXptpxy + o ekp(Aa)’ + - px, A2 = p(0).

8 Mechanika Teoretyczna
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Przy zaloZeniu, ze charakterystyka sily spreZystej jest stabo nieliniowa (u < 1), przyjmg
one postaé

A% = 41 =3p)—4(1 —6u) X7 + 12u¥} X7 — 12p%y — 12ux;

34 o = (1+3u)+3ux); —3ux],
. 5 .2\ 2 .
(3.5) X,+e (1 - Tx;)x,,—i- [(1+6p) + pxy —6px7]x, = p(7).
b <az>
4~ 4=0
0,05
3+ o1
2___
, ‘ | ‘ ‘ ‘<x5>>
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01
Rys. 3

W wyniku linearyzacji statystycznej otrzymamy réwnanie liniowe, gdzie k i 22 sg réwne
k= (1-50%x2),

Q% = [(1+6p) +3u a2 +6p ]

oraz {(x,» = 0. Dyspersj¢ {x?> mozna wyznaczy¢ z rownan (3.6) i (1.10), mianowicie

N 30(¢x8)* ~63¢xB)y +6
x2y = <xo>[1 - s ]

a3y = 0,1[1— ]/1—20 ”50 ]

Wartosci <{a2>, {w?> i (4*)> s3 réwne:
a®y = 143p, <{w?> = oj(1+3u),
1= 11¢x3) +12(¢x3))* —20(<x3))° ]
-1 a-ady  “)

(A = 4[0,9+0,1]/1—2o ”50 ]

(3.6)

(3.7

(3.5) (A = <Ao>[l—3

Z analizy wzoru (3.8b) Iub z wykresu (rys. 3) wynika, Zze zaréwno wzrost zaburzenia
(co zwigzane jest ze wzrostem {x3)), jak i zwiekszenie sztywnosci sily sprezystej powoduja
zmniejszanie amplitudy drgan samowzbudnych, natomiast ze wzrou (3.8a) widac, Ze czestosé
katowa drgan ro$nie ze zwigkszeniem wspdlczynnika u.

Ogdlnie z analizy wybranych powyzej ukladéw samowzbudnych mozZna wyciagnal
nastgpujace wnioski:

— $rednia warto§¢ kwadratu amplitudy maleje ze wzrostem zaburzenia przypadkowego,
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— wplyw cztonéw nieliniowych na warto$¢ amplitudy jest rézny i zalezy od typu réw-
nania rézniczkowego, opisujacego proces drgan,

—érednia warto$¢ kwadratu czgstoéci nie zalezy od zewngtrznych zaburzen przypadko-
wych,

— nieliniowo$¢ sity sprezystej (charakterystyka sztywna) powoduje wzrost czestosci
katowej drgaf.
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Pesmome

BIIVIAHVE JOIIOJHUTENLHLIX HEIWHEMHBIX BO3MYUIIEHUMI HA
BEPOSITHOCTHDBIE XAPAKTEPUCTUKU KJIACCUYECKUX VPABHEHWMI
OITNCHIBAIOMHX KOJIEBAHMA CAMOBO3BYKIAIOUIMXCA CUCTEM

B pabote HCCNeayeTcsl BIHUSINAC HENMHEHHBIX YICHOB Ha aMIUINTYXY M YaCTOTY CHCTEM C ORHOM CTe-
nensio ¢oboxsl, ITpuMepbl OTHOCATCH K CHCTEMaM, IONYCKAIOLAM ONHCAHWE ¢ TIOMOLUBIO YpaBHEHW
tuna Ban fgep Ilons u Perest, moasepeHEbIM CIyYalHOMY BBIHYACHHIO B BANE CTALIHOHAPHOTO HOp-
MAJIBHOTO CTOXAaCTHUECKOrO NPONEcca THIA ,,0eibiid 1ymM’’. AHamM3 NpOBOAUTCA NPH HCNONB30BAHUA
METOI2 TAPMOHMUECKOIl M CraTHueckoil nuHeapuaanmu. ITonyueHHBIC Pe3yNbTATLI NOKA3aHBI Ha Jua-
rpammax,

Summary

I_I_\I_‘ELUENCE OF ADDITIONAL NON-LINEAR PERTURBATIONS ON THE PROBABILISTIC
CHARACTERISTICS OF CLASSICAL EQUATIONS DESCRIBING SELF-EXCITED VIBRATIONS

In the paper is considered the influence of non-linear terms on the amplitude and frequency of systems
with one degree of freedom. The examples presented concern systems which can be described by Van der
Pol’s and Rayleigh’s equations. These systems are forced by stationary, normal stochastic “white — noise”
excitations. The analysis is done by means of the methods of harmonic and stochastic linearizations. The
results are illustrated by graphs.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA, KRAROW

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 11 grudnia 1974 r.

8*






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 13 (1975)

O STRUKTURZE ROZWIAZAN W ZAGADNIENIACH PELYT ORTOTROPOWYCH
BoGgpaN RoGcowsxkx1 (L6pz)

_ Metodg asymptotycznego calkowania réwnan teorii sprezystoéei badano wewnetrzny
stan naprezenia w problemie zginania plyt ortotropowych w pracach [1,2] oraz stan
napr@zénia w warstwie przybrzegowej w [3]. W niniejszej pracy buduje si¢ rozwiazania
ogdlne dla plyty ortotropowej, przy dowolnym obcigzeniu plaszezyzn ograniczajacych
|xs| = /h oraz rozwigzania jednorodne, tj. takie, ktdére spetniaja jednorodne naprezeniowe
warunki brzegowe na tych plaszczyznach, a na pozostatych brzegach (na konturze) moga
przyjmowaé z géry dane wartoSci naprezen lub przemieszczen. Postuzono si¢ przy tym
metodg symbolicznego operatorowego zapisu rozwigzan [4] oraz zastosowano wprowadzo-
ne na wstepie pracy funkcje przemieszczen dla rozpatrywanej klasy materiatéw.

1. Réwnania podstawowe zagadnienia

Rozpatrzymy jednorodne, sprezyste cialo z prostoliniowa ortotropia wlasciwosci
sprezystych. Przyjmiemy kartezjariski, prostokatny uktad wspolrzednych X;.
Réwnania réwnowagi

(¢N))] oy i+X;=0; i,j=1,2,3,
po uwzglednieniu zwigzkéw fizycznych
011 = Cy Uy, 1+ CialUpatCiallz 3, O12 = G12(u1.2+“2',1.),
(1.2) 022 = CiaUy, 1 +Colia n+Ca3lta,s,  O13 = Gya(ug3+us,y),
033 = Cialiy,1+Co3laa+Ca3lis,z, 023 = Ga3(Uz,3+13,2)
przyjma postaé réwnan przemieszezeniowych (pominigto sity masowe X;)
Crathy,11+Grats 20+ Gratly, 33+ (C12+ G212+ (C13+Gr3)us 15 = 0,
(1.3)  GiaUp g1+ otz 22+ Garatiz 33+ (Cr2+Gr2)Us 124 (C23+Ga3)utz 23 = 0,
Gtz 1+ G23u3,22+033113,33+(C13+G13)U1,13+(023+G2\3)U2,23 = 0.

Rozpatrzymy klase materialéw ortotropowych, ktérych odpowiednie stale sprezystodei
w dwéch wzajemnie prostopadlych plaszczyznach symetrii sprezystej x; O x5, x, O x5 53
proporcjonalne

(1.4) . Gas _ G2 _ 1/0-2—2 _ €12+2G; > =,

Gis €13 ]/c11 €11
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czyli te materiaty, ktorych wlasciwoscl sprezyste charakteryzuje sze$¢ niezaleznych stalych.
Zwiazek (1.4.) spelniony jest w przypadku materialéw poprzecznie izotropowych (4 = 1),
izotropowych, a w niektdrych materiafach konstrukcyjnych ortotropowych proporcjo-
nalno$é ta moze mie¢ miejsce (np. laminaty, czy pewne przypadki anizotropii konstruk-
cyjnej).

Dla rozpatrywanej klasy materialéw przemieszczeniowe réwnania réownowagi przyj-
mujg postac

Gra(A Uy, 11+ Uy, 22) +Gratig 33+ (€2 Gra) (A7 Yy + Uz, 2)+(C13+Grs)us, i3 = 0,
(1.5)G (A uy 14 +u2.22)+G13”2.33+(C'12+G12)(7~_1if1.12+“2.22)+(013+G13)U3,23 =0,
Gy3(A us, s +irs 02) F €33 2705 53+ (13 + Grs) (A7 My 3tz 32) = 0.

Réwnanija (1.5) uzupelnione warunkami brzegowymi na plaszczyznach ograniczajacych
opisuja zagadnienia réwnowagi rozpatrywanego osrodka.

2. Funkcje przemieszczen

Réwania (1.5.) maja budowe podobna do réwnai przemieszczeniowych osrodka po-
przecznie izotropowego i dlatego mozliwe jest rozdzielenie tych rownan przez wprowadze-
nie trzech funkcji przemieszczen [6]. Postgpujac analogicznie jak w [6] otrzymuje sig

Uy = a@y,, + Q2,1+ Aps, 2,
(2.1) Uy = APy 2+ @2,0— P3,1,5
Uy = @y,3+ap,,s,

przy czym funkcje przemieszczen ¢;(x;) spetniaja réwnania rézniczkowe o takiej samej
budowie

» @ &
—1‘_ ry '_2 - ; = / =
22) (;L 7 g M)(p, 0, i=1,2,3.

Wystepujace tu parametry s; oraz @ zaleza od statych sprezystoéci o§rodka i oblicza si¢
Je ze wzordéw

(2.3) {é} = a).(l i]/:f;)

(2.3) =

_ _Cu (€13+2G3)cys g = 1y
2G5 2G 3¢5 ’ €33’
. G
2.4 I=_12
(2.4) 53 Gis’
2.5) a= 3 o s

= 53— .
(ca+Gya)d ! c3at+Gys

Parametry te maja analogiczne wiadciwosci jak parametry dla o$rodka poprzecznie izo-
tropowego oméwione w [6].
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Uwzgledniajac (2.1) w (1.2.) 1 wykorzystujac (2.2.) otrzymuje sie wyrazenie sktado-
wych tensora naprezenia w omawianym osrodku plZCZ pochodne czastkowe wprowadzo-
nych funkcji przemieszczen

o, = ~G(a+ 1)5§ (91 +¢2)—2G,,0% (a(pl+(p2)+20126%2¢3 s
~Gs(a+ ])8% (@14 92)—2G 1,01 (ap, + 2)—2G ,40}205,

Il

G2z
of 1 1

033 = Gaa(@+ )05\ —5 @1+ —5 ¢2),
S $2

Ci2 = 20120%2(4971 +q92)+012(10§(p3-—5‘12(p3),

013 = Gs3(a+D)013(py+ @2) +G230330;,

023 = Ga3(a+1)035(p + ¢2) — G230 505
Zwiazki (2.1.), (2.6.) oraz réwnania (2.2.) opisuja zagadnienia réwnowagi tréjwymiaro-
wego ciala ortotropowego, ktérego parametry materialowe speiniaja zaleznoéci (1.4.).
Sprowadzenie problemu do catkowania réwnan drugiego rzgdu i otrzymanie stosunkowo
prostych wyrazen dla skladowych wektora przemieszczenia i tensora napreZenia pozwa-
laja na rozwigzanie szeregu zagadnien brzegowych teorii sprezystosci ciala ortotropowego.
Rozpatrzymy dwa z nich,

(2.6)

3. Warstwa ortotropowa z danymi naprezeniami na brzegach

Rozpatrzymy warstwe ograniczona plaszczyznami |x,| = h. Zatozymy, Ze na brze-
gach dane sa dowolne sity powierzchniowe pf, ktére roztozymy na styczne p* i normal-
ne g*.

Warunki brzegowe zapiszemy w postaci

O33lvy =1 £ 033]6s = -1 = ¢ 247,
(3.1 Oralyy = 001 3lxs = <0 = pT £07,

O23lys =T 023wy~ —n = p¥ 1 p35.
WyraZanc funkcje okre$lajace intensywno$é obciazen stycznych przez. nowe funkcje
TH(xy, X2), X (X1, X2)

dvt oyt
+ -1 YT
PE = e g
3.2) |
art Oyt
. _
P2 =g T o,

i wykorzystujac odpowiednie zwiazki (2.6.), otrzymuje sie z (3.1.) warunki brzegowe dla
funkcji przemieszczen ’

1 1 1 1 gt +q-
62 —_— - — + 2= " = 8
3(S% (pl ]- S% gvz)\.\'g:ll_aa(sf 971+ Sg: qyz)ix;:—h (a+1)G23
Tt 4+1-
(3-3) 03 (‘}71 + 972)|,\'] —nt0; ((,”1 +972)Jx; =~k = m,

++ -
a3 ¢3'Xa=}li63 (,7’3le= —p = XT—X,—‘
23
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Z (3.2) wynikaja zwiazki

; i ,_, 0p3
o * _ -1 = Ayt
(3.4) Pan = At¥, o, A ax. 15

gdzie oznaczono
(B.4) A= l‘l—a%}+%.
Stosujac symboliczny zapis rozwiazan, odpowiadajacych liniowym réwnaniom réZnicz-
kowym czastkowym [4], zapiszemy rozwiazania réwnan (2.2) w postaci
91 = S w)+Ci(vy),
(3.5) P2 = Sa(w2)+Cs(2,),
@3 = §3(’/’3)+éa(1/’4),

gdzie funkcje wo(xy), v.(xy) (¢ = 1,2) oraz ;(x,), wa(x,) sa funkcjami poczatkowymi
okre§lonymi w plaszczyznie §rodkowej x; = 0, ktére wyznacza si¢ z warunkéw brzego-
wych (3.3), a dzialajace na te funkcje operatory S,, C; (i=1,2, 3) sa liniowymi operato-
rami nieskodczonego rzedu, zaleznymi parametrycznie od zmiennej x;

—_— [0}
& sins;)/ Axy _2 (=1)"x3"+ s
= = Gn+DT

Y ]/—A—

(3.6) .
(__ 1)".7(3 SZ"A’Z

éi = coss,-]/Kxa = (271)'

n=0

Funkcje poczatkowe w, i 95 opisuja, jak wynika z (2.1), 1 (3.5), pole przemieszczen, w ktd-

rym u, sq antysymetryczne wzgledem ptaszczyzny $rodkowej, a u; symetryczne wzgledem

tej plaszczyzny; opisuja wiec problem zginania plyty, czyli tzw. zagadnienie pIytowe:

Pozostate funkcje poczatkowe, wystepujace w (3.5), opisuja zagadnienie tarczowe w plycie.
Z warunkéw brzegowych (3.3) otrzymuije sic

1 [ Calg™—q")—=S.(pd +p;).a}

@D [5C- C1S2]A{w2}=2<a+1)G23l—c1<q-—q+)+s1<p:+p;>.a’

Cs(ys) = (x +x7)
dla zagadnienia plytowego oraz

7)1} 1 {—stz(q +q7)+C (vt =7 )}

2 _ a2 - -
69 mas-nasisll = el s roor o

()

1
3 AS3(ys) = (x -1

dla zagadnienia tarczowego.
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Operatory S;, C; otrzymuje si¢ z operatorow .S~‘L, C; danych wzorami (3.6), zamieniajac
formalnie x, na - Uwzgledniajac (3.7), (3.8) w (3.5), a te w (2.1), otrzymujemy rozwigzania
w symbolicznym zapisie operatorowym

15, Ca= CuSIAWD) = o {10C, 8, - C 8 (4 —g).om
59) | — (08,8, ~ 8, $:10.(pF +p5). 0}
(5, Co=CiSDA ) = 55— {[C 6 =aCi Gl 4 —4")
~ 182 —aS, €l (7 +0i) ),
Cs(u) = 55 MBS +17). s

A dla a=1,

Uy = Uy U5 ll:lll dla o =2

dla zagadnienia plytowego oraz

1

[s3C: S, —siCy S 1A WE) = 2(a+1)G,,

{[Sf Sléz"aS§S2 éx] ({I++‘I—).a—

(3.10) ~[C, C—aC, Gy (v* - 7)o

1

[S§C1S2—S%C251](u3) 2(—+1)T2(s1 52

308,85, —aS, $1(g* +q7)—
—[s2C, 8, —as3 €, $,) (z+ —77)},

-ASS(uCI}) = 2G ﬂ ﬂlb C3(x _X+) B>

= u£+ua
dla zagadnienia tarczowego.

Zwiazki (3.9), (3.10), stanowigce rozdzielone przemieszczeniowe réwnania réwnowagi
omawianego ofrodka, uwzgledniajg obcigZenia na plaszczyznych ograniczajacych |x;| = k.
Po lewej stronie dzialaja na skladowe wektora przemieszczenia u;(x;) operatory roznicz-
kowe zalezace od dwéch zmiennych x,, a po prawej na funkcje obcigzen (dwdch zmien-
nych x,) dzialaja operatory rézniczkowe zmiennych x,, parametrycznie zaleZzace od
zmiennej x;. W przypadku, gdy na konturze plyty wystgpuja warunki brzegowe typu
antysymetrii, z réwnan tych mozna otrzymaé §ciste rozwigzanie. W tym bowiem przy-
padku mozna postuzy¢ sig metoda podwdjnych szeregéw Fouriera i wéwczas dziatanie
operatoréw wystepujacych w tych rozwigzaniach na funkcje obciaZen i przemieszczenia ;
bedzie znane [5]. Przy innych typach warunkdéw brzegowych, dla spelnienia warunkow
brzegowych, niezbedne sa rozwiazania jednorodne, tj. takie rozwigzania, przy ktérych
znikajg napreZenia na plaszezyznach ograniczajacych |xs| = k&, natomiast na pozostatych
powierzchniach brzegowych plyty pole przemieszczed i napreZen przyjmuje z géry dane
warto§ci.
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4. Rozwigzania jednorodne

Wyznaczmy pole przemieszczen odpowiadajace nicobcigzonym plaszczyznom ogra-
niczajacym |x;| = h. Trzeba zatem znalezé taka klas¢ funkcji poczatkowych w,(x,),
a(¥e) s Wa(Xa), Walxa), ktdre zgodnie z (3.3) i (3.5) spetniaja réwnania

ALS (W) +S2(w2)] = 0,
4.1 C,(w)+C,0r,) =0,
Ca(ys) =0
w zagadnieniu plytowym oraz
A[C,(v,)+ Cy(v,)] = 0,
4.2) AlsTS, (@) 4535 S2(v,)] = 0,
AS3(ps) = 0

w zagadnieniu tarczowym.
W zagadnieniu ptytowym funkcja 4, (x,) taka, ze

(4.3) wy = Ca(y,), wr= ~Cy(y1)
spelnia rownania (4.1), i (4.1),, jedli jest rozwiazaniem réwnania
(4.4) A[Sl C2 - CLSZ]'I/)L = 0 .

Funkcja ta opisuje zgodnie z (3.5) i (2.1) potencjalne pole przemieszczen w zagadnieniu
piytowym

4.5) up = [‘iS~1 Cz—S:'zCJ%_,a,
u3 = [Cl Cz—aC2C1]1/)1-

Funkcja s, spetniajaca réwnanie (4.1);, opisuje rotacyjng czg$é pola przemieszczenia
wzorem

(46) u§ = ll S'SE'Z Ya,p» Uy = uf-i—uf,

przy czym

Aodla a=1,
4.6 = {

I dla a«a=2.
W zagadnieniu tarczowym ofrzymuje si¢

1’5 = [S.%asz 61_S%SLC~2]1P2,(1,
4.7 . 5
Uy = S%‘gg[SZSJ._asl S2]Ay,,
(4.8) uR = 2, C,ef Va.p, Uy = ubuy,
przy czym funkcja y,(x,) spelnia réwnanie
4.9 [s3C, S8, ~s7 C28, 14y, =0,

a funkcja y,(x,) jest rozwiazaniem réwnania (4.2);.
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Symboliczna posta¢ réwnan (4.1);, (4.4) oraz (4.2);, (4.9) dla funkcji 1p1'(xa), P3(x%,)
oraz ,(xs), Wwa(xs), opisujacych jednorodne rozwiazania w zagadnieniu plytowym oraz
tarczowym, prowadzi do calkowania réwnan rdézniczkowych nieskoriczenie wysokiego
rzedu [4].

5. Struktura rozwigzan jednorodnych

Aby zastapi¢ symboliczna forme zapisu réwnat (4.1);, (4.4) oraz (4.2);, (4.9) forma
rézniczkowa, przedstawimy funkcje argumentdw operatorowych w postaci iloczyndw
nieskonczonych wzgledem ich miejsc zerowych.

Otrzymuje si¢

- AR? AR?
o ]l e
. fee1 . - < -
- 4053H?
62 I |- st e o
= AhR? AR?
ol kT O
As2h?
G9 A [|1= =0,
k=1
gdzie gy, ok, 0F, 0F sa zespolonymi pierwiastkami réwnan
sin(s, —$3)@ ' sin (s; +52)0
5.5 - =0,
-3) (s,—s2)0 (sy+s2)0
sin (s, — ;) 0* sin (s, +5,) 0%
5.6 =0,
G6) (51 —s52)0" (s.+s2)0*

przy czym gy, gf sa liczbami sprzeZzonymi z g, off (por. [5]). Ogdlne rozwiazania réwnan
(5.1) - (5.4) przedstawimy w postaci

o0
67 pr= D1+ Z Wuet¥10),
=1
w
(5-8) Py = Z:wak,
k=

Bl —
(59) v2 = Dot D) WartPan),
. k=1

w0
—

(5.10) Cpe= )
k=0
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gdzie poszczegdine sktadniki tych sum sa rozwigzaniami réwnaii

(5.11) A2D, =0,
(5.12) [A—ofh 2]y = 0,
(5.13) [A—p2h 2y =0, k=1,2,3,..,
[ G 1\ .
(5.14) A-—Ln2 k——) B2 |pae =0, k=1,2,3,..,
G2 2
(5.15) AD, =0,
(5.16) [A—o¥*h~ ]y = 0,
(5.17) [A—pfh~ 2Py =0, k=1,2,3,..,
(5.18) A—G13 a2 Pae=0, k=0,1,2,3,...
G12

Uwzgledniajac w zwiazkach (4.5) — (4.8) zaleznosci (5.7) (5.18) otrzymujemy rozwigzania
jednorodne.
W zagadnieniu plytowym mamy

1— (7 —
ud = —ayz®y %hzZA‘Dl,a‘*’ 4 23AD, t+h Z (Fliewie+ Hix®n) 0+
k=1
]
R
(5.19) + SQZ sin [76 (k—%) C] Wak, g»
k=1
1 [eel
a —a = -
4y = ay @y + 520G -~ BAB 4 ) Fuput Fupun),
. £=1
gdzie
H (D) = a-s%%g"—c-COSSZ Ok— SI—I;S&—C COS 51 0k
(5.20) LEk
Fi(£) = cossqpplcoss,pp—acoss,ppfcoss g, ¢ = ik{,

H(0), Fi(0) sa zespolonymi sprzezonymi funkcjami z H w(©), Fix(0), natomiast ay, a;
sg rzeczywistymi liczbami, ktére oblicza sie ze wzordow

G13C33 G13C13
(5:21) o= (01,1033“Cf3)1 M= €11C33—Ci3
W zagadnienin tarczowym jest
[eel [+
Uy = ‘I’z.g'i'hkz (Haipor+ HaiPai) ot Ar €5 kZ 08 (k) Yak,
=1 =0

(5.22)

2]
us = Z(sz"l’zk“l-sz’l?zk),
=1
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sm 2@k . sins, of
Hop(2) = as,- -coss, pFl—s, j(
oF O

- coss, 08 L,

(5.23)

Fo(l) = SM’zl sins’i@,’(k ) sin.s'l*g,i‘é‘ i sinsig;f_. sinszlkg,’fé]’
Gk Ok Ok O

a H.:(0), F,x(£) sa sprzezonymi funkcjami z H,1(L), Fyr(£). Otrzymane rozwigzania jedno-
rodne wraz z rozwigzaniami szczegdlnymi, uwzgledniajacymi obciaZenia na plaszczyz-
nach |xi| = A, ktore mozna wyznaczy¢ z réwnan (3.9) lub (3.10), opisuja problem sta-
tyczny plyt ortotropowych lub poprzecznie izotropowych (4 = 1), czy teZ plyt wyko-
nanych z materiatu izotropowego (@ = 1 = s, = 5, = 1). Podane rozwigzania moga by¢
wyjsciowymi do analizy stanu naprezenia i przemieszezenia w dowolnie grubych ptytach
ortotropowych, gdyz stwarzaja mozliwoé¢ spetnienia z dowolng dokladnoscia warunkdéw
brzegowych wystepujacych na konturze plyty, a w graniczuym przypadku &cistego ich
spelnienia. Podstawowy (wewnetrzny) stan naprezenia opisywany jest funkcjami @, (x,)
i @,(x,) bedacymi rozwigzaniami réwnan (5.11) i (5.15). Rozwigzania opisywane funk-
cjami 9, x(x,), war(x,), okreélone na zbiorze pierwiastkéw zespolonych réwnan transcen-
dentnych (5.5) i (5.6), opisuja efekt brzegowy. Natomiast pole przemieszczen przedsta-
wione funkcjami pai(x,), par(x,), okreslone na zbiorze wartosci wlasnych danych w po-
staci jawnej, jest rotacyjnym polem przemieszczenia w ptycie. Ograniczajac si¢ w roz-
wigzaniach jednorodnych do skonczonych sum otrzymamy rozwiazania aproksymujace
Sciste rozwiazania i w tym przypadku warunki brzegowe na konturze bedzie mozna spetnié
w sposdb przyblizony.

Réwnanie (5.11), okreslajace funkeje opisujaca wewnetrzny stan naprezenia w proble-
mie zginania, ma po wykorzystaniu oznaczenia (3.4’) 1 zaleznosci (1.4) postaé

4

' o4 G o
(5.249) €11 oxt 1 2(c24+2G0) fb;cg +CZZF/\%-_ b, =0.

W klasycznej teorii zginania plyt ortotropowych stan napreZenia opisywany jest funkcja
ugiecia powierzchni §rodkowej, spetniajaca réwnanie (por. [7] s. 332)

52 84 84 : 04
25 — s 4Dy, (W=
( ) [Dxl ax: +2(D1+2Dx1x2) ax%ax% —’ sz axg]w q)

w ktérym stale wspdlczynniki zaleza jedynie od parametrédw sprezystych w plaszezyznie
plyty, podczas gdy wspélczynniki wystepujace w réwnaniu (5.24) zaleza od wiadciwoscl
sprezystych materiatu w trzech kierunkach. Stwarza to mozliwosci uwzglednienia wplywu
parametréw materiatowych w kierunku poprzecznym na stany przemieszczenia i napre-
Zenia, co w przypadku plyt anizotropowych nie jest bez znaczenia [8].

Jedli odstapié od Scislego spelnienia warunkéw brzegowych na konturze plyty i za-
stapi¢ je przyblizonymi, catkowymi lub uérednionymi, to stan naprezenia i przemiesz-
czenia mozna opisaé funkcjami @, (x,), P,(x,) oraz sy 1440, Przy CZym mozna Wowczas
spei¢ pig¢ warunkéw na kazdym brzegu. RSéwnania stuzace do obliczenia catki szczegol-



430 B. ROGOWSKI

nej, uwzgledniajacej obciazenia plaszezyzn ograniczajacych, wyznaczymy z réwnan przy-
blizonych, jakie otrzymuje si¢ z (3.9), (3.10)

3 - a 1—a
2 N o S L h2A + __ 4
Al 2h%Gas “a0+ =8 2 l @ =)+

2
+h [ao—l- __‘12_122A_ 1—% th] (r# +PE):ﬁ},
Al = %H—ao——f; A+ —17:6&22 A] (¢"—q7)sat
(5.26) +h :—ao—%th+ 1—6‘“ e A] 2,00} +p,7),,,},
|- 82 2w = - B Zage e,

u, = ub+ult

w zagadnieniu plytowym oraz

Uy = = [aya0(q* +q7)+ R ay (vt — 7)),
2G5
1 ] dj 1 E -
P _. — 2 L2 — 2 +
(5.27) Auf = 3G l[ a; + ¢ h2A 202 apz A} (g¥+g7 ).+

1—a;
2

+l~a0_.qzi—h2A+ ZZA]h—l (T+"‘T—):a}:

2
Augy = TGi—ﬂl—Eg(X——ZJr),ﬂ,

1, = uf+ul
w problemie rozciggania (§ciskania) plyty.
W zwigzkach (5.27) oznaczono

2
ci3tGis G13Cis

Ca3 o e33(CyiC33—

4
2 )}., a, = 1 }.2.
¢i3) C33

(5.28) ay =
Tak zbudowana ,teoria ulci§lona”, oparta na zalozeniu stosowalnosci zasady de Saint
Venanta, moze stuzyé do wyznaczenia wewnetrznego stanu naprezenia i z punktu widzenia
zastosowan technicznych bedzie to dobre przyblizenie §cistych rozwigzat, Wyjaénienie
innych sprezystych zjawisk w ptycie, w szczegdlnosci efektu brzegowego, mozliwe jest przy
wykorzystaniu ogdlnych rozwigzan podanych w pracy.
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O CTPYKTVYPE PEMIEHHN 3AJAY OB OPTOTPONHLIX ITIACTHMHAX

Beenennr (hyHKUHH nepemellenuit JIst TeJla C NMPSIMOJIMHEHHON OPTOTPONHEH H LUECTHIO HE3aBHCH-
MBIMH YIIPYTHMH KOHCTAHTamH. PYHKUMSA MCOOAL30BANACh INA PELIEHHS CTaTHuecKoH 3agaud of opro-
TPOIMHOH TUIHTE MPOH3BOJILHO HATPY)(EHHOH HA OTPAHHYUMBAIOIIMX MJIOCKOCTAX, a4 TaKKe MJsI CIyuvas,
KOTAA DTH IUIOCKOCTH CBOGOAHLI OT HanpsoeHMi. I COCTABJISIOLMX BEKTOPR IEpEMELLEHUS OLLIO
MOJIYUEHO, HE3ABHCHMO IJIsI 3a[1aUM O JUCKe M /JIA 3aayM O IJIKMTE, PA3fesieHHOe YpaBHEHUE B CHMBOJIL-
uecKoil ornepaTopHOlf 3ammcu, coorBeTcTBYIoLUEe MudbepeHHanblbIM YPABHCHMAM GECIKOHEUHOro 110-
psipka. OOHOPOMMLIE pEleHHsS! COAEpIKar: Y/OBJIETBOPAIOUIHE COOTBETCTBEHHO YPABHEHMSIM UETBEp-
TOr0 ¥ BTOPOTO MOPAAKOB (BDYHKUMM OMMUCHLIBAIOILME BHYTPEHHEE HANPSDKEHHOE COCTOSIHIE, YAOBIeE-
TROPAIOUIHE ypaBHEHMAM ['eIuMronsla, onpeieNeHEbIe Ha MHOMKECTBE KOPHEHf COOTBETCTBYIOUIHNX TPAHC-
LEHAEHTHLIX YPaBHEHMH, (ZYHKUUH, KOTOpbIE ONMHCHLIBAIOT KpacBhle d)eKThI ¥, HAKOHEW, ONpeselIeH-
HBLIE A MHO)KECTBE MAHHLIX B SIBHOB BUJE HeHCTBHTENLHBIX COOCTBEHHBLIX aHaUeHUH, (DYHKLUHH KOTOPhIe
yIOBJIETBOPSIIOT ypaBHeHUAM ['enbMrosslia ¥ OMMCHIBAIOT I10JIe BPAILATENbHLIX IEPEMELICHHI] B MITHTE.
IlpoBofsiTcA YPaBHEHHA (YTOUHEHHOH TeOpHHY.

Summary

ON THE STRUCTURE OF SOLUTIONS IN THE PROBLEMS OF ORTHOTROPIC PLATES

Displacement potentials are introduced in the case of rectilinear orthotropy characterized by six in-
dependent elastic constants. The potentials are used to solve the static case of an orthotropic plate either
arbitrarily loaded on the bounding planes or free from loads. Two independent equations for the displace-
ment components are obtained, corresponding to the plane stress and plate bending problems, respectively;
the equations are written in a symbolic, operator form and are equivalent to differential equations of infinite
order, The homogeneous ecuations contain: the functions describing the internal state of stress and satis-
fying the 4th and 2nd order equations, respectively ; the functions defined in the set of roots of the correspond-
ing transcendental equations satisfying the Helmhoitz equations and describing the boundary effect, and
the functions defined in the set of real-valued eigenvalues, given in an explicit form, which satisfy the Helm-
holtz equations and describe the rotational field of displacements in the plate. Equations of the «more
accurate» theory are presented.

POLITECHNIKA EODZKA, LODZ

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 16 grudnia 1974 r.
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1. Wstep

r

Pomiary wielkosci kinematycznych proceséw mechanicznych, szczegdlnie proceséw
deformacji, zachodzacych w przestrzeni trdj- lub czterowymiarowej (czasoprzestrzeni)
sprawiajg na ogdt wiele trudnosci. Jedng z metod pomiaru tych wielkosci jest metoda
fotografii lub filmu stereoskopowego, ktéra pozwala na wyznaczenie elementéw kinema-

Rys. 1 -

tyki procesu Iub jego chwilowego stanu kinematycznego na podstawie dowolnej pary
zdje¢ obszaru przestrzennego, w ktSrym ten proces zachodzi lub znajduje sig obserwowany
model, a wykonanych z dwu réznych punktéw s™, dla m = 1,2 tej przestrzeni (rys. 1).
i+ Przez dowolna pare zdjeé rozumiemy parg zdjeé o nieznanych elementach orientacii,
a wykonanych w tym samym momencie. W pracach [I, 2, 3] opisana zostata klasyczna
metoda opracowywania pary zdje¢ przy znanych elementach orientacji, a stosowana
W fotogrametru z tym, ze dostosowana zostala do opracowywania filmowych Zd_]QC steréo-
skopowych na przykladzie deformacp powloki. Znajomo$é elementow orlentaql zdjeé

*) Praca zostala nagrodzona na Ogélnopolskim Konkursie na prace. doswnadczalne z mechamkx tech-
‘nicznej — zorganizowanym przez Oddzial PTMTS w Czestochowie, w 1974 .

9 Mechanika Teoretvczna
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a priori wymaga dodatkowych pomiaréw pozwalajacych na ich wyznaczenie, ktdre sg
dosy¢ klopotliwe [2, 6].

W przedstawionej pracy zaprezentowana zostala metoda nie wymagajaca znajomosci
elementéw orientacji a priori dla opracowania zdje¢ stereoskopowych. Elementy te sg
obliczane w trakcie opracowywania wynikéw pomiarowych. Wykorzystuje si¢ do tego
punkty wzorcowe. Natomiast metoda ta, jak wykazuje praktyka obliczen numeryczaych,
jest bardzo czuta na doktadno$é pomiaru materiatu filmowego. Dokladno$é ta zalezy w
duzym stopniu od rozmieszczenia punktdw kontrolnych i sposobu pomiaru filmu.

2. Sformulowanie problemu

Stereofotograficzno-rzutowa metoda pomiaru elementéw kinematyki bez znajdmoéci
elementéw orientacji polega na wyznaczaniu chwilowego potoZenia punktédw materialnych
‘na podstawie pary jednoczesnie wykonanych zdje¢. Kazde zdjecie stanowi rzut §rodkowy
tréjwymiarowej przestrzeni materialnej na plaszczyzng zdjecia (rys. 1). Na podstawie dwu
takich rzutéw, dokonanych z dwu rdznych punktéw nazywanych $rodkami rzutéw s”
dla m = 1, 2 odtwarzamy przestrzen tréjwymiarowa. Nieznane sg nam potoZenia zaréwno
§rodkéw rzutéw s™, jak 1 plaszczyzn zdje¢ wyznaczonych ukiadami wspdtrzegdnych x¥'
dla i,m = 1,2, Sg to tzw. elementy orientacji.

Jedna para zdje¢ okreéla chwilowy stan kinematyczny badanego procesu, wiele za$
takich par wykonanych w jednakowych odstgpach czasowych okresla kinematyke procesu.

3. Punkty wzorcowe i plaszczyzna wzorcowa

Materializacji przyjetego ukiadu odniesienia ¢; dla i = 1, 2, 3 dokonujemy przy pomocy
punktéw wzorcowych (rys. 2) (¢p) dla j=1,2,...,J, ktdére w zasadzie rozmieszczamy
dowolnie w otoczeniu badanego procesu. Ze wzgledu na odtwarzanie tréjwymiarowej

Rys. 2

przestrzeni minimalna ilo$¢ tych punktéw wynosi J = 6 i nie moga one leze¢ w jednej
plaszczyznie. Ze wzgledow dokladnosciowych korzystniej jest, aby J > 6. Metoda rzutowa
wymaga, aby wickszo$¢ punktéw wzorcowych byla zgrupowana na jednej plaszczyZnie,
ktéra nazywaé bedziemy plaszczyzng wzorcowa, punkty za$ ja wyznaczajace oznaczymy
znaczkiem w, czyli (¢,,;) dlai = 1,2, ..., W, przy czym W = 4. Wybdr plaszczyzny wzor-
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cowej w zmaterializowanym ukladzie odniesienia ¢; moze byé w zasadzie dowolny, byleby
nie zawieraty osi optycznych ukladu stereoskopowego i §rodkéw rzutéw. Dla uproszezenia
rachunkéw przyjmujemy za plaszczyzne wzorcowa plaszczyzne prostopadla do jednej
z osi, np. ¢,,3 = o = const. Nie ogranicza to ogdlnoéci rozwazan, poniewaz poprzez

o

o(tr) o(Cz¢)

————
——-—»Z,

Ci) ooy

Rys, 3

transformacje ukiadu odniesienia postawiony warunek mozemy speini¢. W celu unikniecia
nieporozumient wprowadzimy nowy uklad odniesienia z; dla7 = 1, 2, 3 zwiazany bezposred-
nio z plaszczyzng wzorcowa (rys. 3) powstaly przez translacjg

0)) zi=¢—q, dla i=1,2,3,

gdzie wektor translacji ¢; = [0, 0, a]. .

V] Cr

Op | _CL (Z 11)
% | & s) /

Rys. 4

9!
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4. Uklady odniesienia

Proces badany rozpatrywaé bedziemy w kartezjanskim ukladzie odniesienia ¢; dla
i=1,2,3, bezpofrednio zwigzanym z otoczeniem badanego procesu poprzez punkty
wzorcowe (rys. 1 i 3). Natomiast wyniki pomiaréw otrzymujemy w dwdéch ukladach
wspotrzednych instrumentu x'dla m = 1,2, i = 1, 2, 3, bezposrednio zwiazanych z plasz-
czyznami par zdje¢ warunkiem x3 = 0. Dodatkowo wprowadziliémy juz pomocniczy
uklad wspéhzednych przestrzennych z; zwiazany ukladem ¢; poprzez translacje (1). Nato-
miast wspdirzedne x}' i z}' sa ze soba zwiazane poprzez rzuty §rodkowe (rys. 4).

5. Przeksztalcenia rzutowe plaszezyzn zdjeé na plaszcezyzng wzorcowa

Wprowadzimy na ptaszczyznach obu zdj¢¢ i na plaszczyZnie wzorcowej wspolrzedne
jednorodne {x{'} i {z;} dla m=1,2,ii=0,1,2, punktéw o wspdlrzednych kartezjan-
skich (x!) i (zp dla i,m = 1,2, [5, 7]. Wtedy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
jednej plaszczyzny na d1‘uga zapisaé mozna w postaci

@) _Zhgﬁ dlam=1,2, i=0,1,2,

j=0

gdzie wyznacznik wspdiczynnikdw 'macierzy przeksztalcenia (ai}) # 0. Dla punktow
wlasciwych rozpatrywanych plaszczyzn ¢o # 01 X& # 0 dla m = 1, 2, a poniewaz wspél-
rzedne kartezjanskie okreSlone sa wzorami

5 Z )
=, z=— dlai,m=1,2,
Xo Zo

© xp =

mozemy przeksztatcenie (2) zapisaé dla wspdtrzednych kartezjanskich w postaci

SnLm
21 alJ AJ

@ =12 dam=1,2, i=1,2.

2, g X7

Majac na uwadze, iz x§ = 1, mozemy dzielac licznik i mianownik przez dq # 0 zapisa¢
przeksztalcenie (4) w postaci

m+ Z A:’}A_’,"
) =2 da im=1,2,
14+ Z bm m

l”

gdzie af’, b}, A} sa macierzami przeksztatcenia wspotrzednych xi' punktéw (x]") plaszczyzn
par zdjeé dla m = 1, 2 na wspdlrzedne z; punktdw (z;) plaszczyzny wzorcowe;.

5.1. Macierze przeksztalcenia. Dla okreélenia przeksztalcenia rzutowego (5) wymagana jest
Znajomo$¢ macierzy tego przeksztalcenia af', b7, Aj; dla i,7, m = 1, 2. Macierze te mo-
Zemy wyznaczy¢ ze znajomosci wspéirzednych kartezjaniskich ¢; 7= z;; dla i=1,2 1 j=
= 1,2, ..., J punktdw wzorcowych, oraz wspdirzednych instrumentu x7 obrazéw tych
punktéw na obu zdjeciach, czyli dla m = 1,2.
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Punkty wzorcowe (c;;) lezace na plaszczyznie wzorcowej (a $cislej — ja wyznaczajace)
oznaczaé bedziemy dodatkowo litera w, czyli (ew,,, ;) dla w = 1,2, ..., W, dla odréznienia
od pozostatych punktéw wzorcowych, ktére nadal oznaczaé bedziemy przez (c;;). Wtedy
przeksztalcenie rzutowe (5) dla punktéw wzorcowych zapiszemy w postaci:

2
n ..
aj'+ gifﬁllwwl

6) ZWy 1 = , dla i,m=1,2, w=1,2,...,W.

)
1+ 121 b'xwy, i

i

W przeksztalceniu tym zw,,; 1 xwl; 83 znane, wigc przy dostatecznej ilodci punktéw wzor-

cowych W = 4 macierze przeksztalcenia af", b i A}j moZemy wyznaczyé.
Przeksztalcenie (6) zapisujemy w postaci: )
2 2
n \ m n n i
(7) a; -+ Ai,,xww,i——zww_, bl XWy, 1 = ZWy 15
=1 1=1

dlai,m=1,2,w=1,2, ..., W, ktére przedstawia uklad 4 réwnan z 16 niewiadomymi
wyrazami macierzy przeksztalcenia (6). Uklad ten jest roziaczny ze wzgledu na wskaznik m
i mozemy go rozbi¢ na dwa uktady dla m = 1, 2, po 2 réwnan z o§mioma niewiadomymi
kazdy. Po uporzadkowaniu uktady réwnan (7) mozemy zapisaé w postaci
8
®) N Erur=en, da om=1,2, n=1,2,..,2W.
p=1
Nalezy zwrdci¢ uwage, ze w ogdlnym przypadku mozemy macierze przeksztalcenia
~ okre§la¢ na podstawie jednej grupy punktéw kontrolnych dla zdjecia lewego (m = 1),
a na podstawie drugiej grupy punktéw dla zdjecia prawego (m = 2). Mozemy wykorzysta¢
niektére punkty wspdlne, lub tez wyznaczy¢ te macierze na podstawie wspdlnych dla obu
zdje¢ punktéw kontrolnych. Wtedy uklad (8) mozemy zapisaé w postaci

8
©) D Err=e, dla m=1,2, n=12,..,2JW). "

p=1 .
Wektor wyrazéw wolnych e, ma postac:
ZWy, 1, dan=1,2,.., W,
T\ a2, dlam= W1, .., 2W.

Natomiast macierze wspélezynnikéw przy niewiadomych maja postaé:

(10)

1 dla p =1,
o dla p = 2,5,6.
XWy, p-25 dla p = 3,4, dar=1,2,.. W,
_zw",lxw,':[,,_s, dla p= 7, 8,

(11) E'Tp = .
0, dla p=1,3,4,
v | . dla p =2, dlan= W+1,...,2W.
xw"l"—W,p—4; dla p=35,6,
_an—W,wa,':Lw,p_s, dla p=1, 8,
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m

Po rozwiazaniv ukladéw réwnan (9) otrzymujemy macierz uy, dla m=1,2, p =
=1,2,3, ..., 8, ktéra okreS§la macierze przeksztalcenia rzutowego (7) nastepujaco:

(12) al =uj, dla jm=1,2,
(13) W=u's, dlal,m=1,2,
u:"’_l*_l_!_l, dla i = 1,}
"= I =1,2.
(14) Ail {u;1,+2, dla i =2, -

W przypadke W > 4 sprowadzamy, korzystajac z metody najmniejszych kwadratéw,’
uklady (9) do postaci

8
(15) N =gn, dap=1,2,..,8, m=1,2,
I=1
gdzie:
2w
(16) M= D EMEN, dlam=1,2, p,l=12,..,8,
n=1
2W
\ ]
a7 gr=DeEr, dam=12, p=1,2,.,8,
n=1

macierze przeksztalcenia (6) za§ okreSlane sa zalezno$ciami (12), (13), (14).

5.2. Para zdje¢ posredniach. Wyznaczone macierze (12), (13) i (14) okreSlaja przeksztat-
cenia rzutowe (5) plaszczyzn zdjeé rzeczywistych dla m = 1, 2, na plaszczyzng wzorcowa
(¢s = a lub z; = 0) wyznaczona przez podgrupe punktéw wzorcowych (c; ) = (ew,,)
dlaw=1,2,3, ..., W, ktére spelniaja warunki rzutu §rodkowego. W wyniku przeksztat-
cenia zdje rzeczywistych na plaszczyzng wzorcows otrzymamy 2z obu przeksztalcen iden-
tyczne wspotrzedne z; dla 7 = 1, 2, tylko dla punktdw przestrzeni ¢; lub z; nalezacych do
plaszczyzny wzorcowej. Natomiast dla punktéw nie nalezacych do plaszczyzny wzorcowej
otrzymamy po dwa obrazy na pfaszczyZnie wzorcowej (rys. 4). Te dwie grupy obrazéw
punktéw badanego obszaru na plaszczyznie wzorcowej tworza nowa parg zdjeé lezaca
w plaszczyznie wzorcowej, ktéra nazywaé bedziemy parg zdje¢ posrednich. Dia otrzymania
tych par oddzielnie przeksztalcenie (5) zapiszemy w postaci:

2
a'+ jZI Ay

(18) 2= , dlai,m=1,2.

2
1+ 2, byxy
j=1

6. Elementy orientacji 2dje¢ posrednich

W postawionym problemie elementami orientacji zaréwno wewnetrznej jak i zew-
netrznej sa wspolrzedne §rodkéw rzutdw s™ dla m = 1, 2, ktdre w ukladzie odniesienia z
dla i =1, 2, 3, oznacza¢ bedziemy przez z". Do wyznaczenia tych elementéw wykorzysta-
my punkty wzorcowe lezace poza plaszczyzna wzorcows dla j = 1,2, ..., J.
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(lei ) .

Z3

s&(2/)

s-(7)
Rys. 5
Z kolinearno$ci wektoréw zj'—zj ;i z;,;—zj,dlam = 1,2,i=1,2,3, ..., J (rys. 5),
mamy:
(19) zi'—2f = ki (25— 210,

gdzie kY macierz wielkoSci skalarnych. Z definicji przyjetego ukladu odniesienia z; mamy
warunek zj 3 = 0, wigc dla i = 3 mamy
(20) 73 = kj'z;,3,
a poniewaZ z zaloZenia z; 5 # 0, wiec
n

Z3
2 "= .
@21) kj % "

Podstawiajac (12) do (13) po przeksztalceniu otrzymamy:
(22) zj, 32l —(zp—21 )25 = z5,32):, dlai=1,2.

Sa to dwa uktady réwnan, dla m = 1, 2, z trzema njewiadomymi, przy czym zZ jednego
punktu wzorcowego leZacego poza plaszczyzna wzorcowsg otrzymujemy tylko po dwa
réwnania. Zatem dla wyznaczenia elementéw orientacji musimy mieé¢ co najmniej 2 punkty
wzorcowe poza plaszczyzna wzorcowa. Dla zwigkszenia doktadnodci obliczen powigkszamy
liczbg tych punktéw wzorcowych, a otrzymane uktady zawierajace wigcej réwnaf niz
niewiadomych rozwiazujemy metoda najmniejszych kwadratéw.
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Uklady réwnan (22) zapiszemy w postaci:
3
23) DEr=fr dam=1,2, j=1,2,.,2,
i=1

gdzie macierz wyrazéw wolnych:

{21,32‘3:,- dlaj=_1,2,...,f,

m — 1,2’
(24) fl ZJ_Jyaz.,;f_J’Z dla ] = J+1, ,2.7 dla m

Natomiast macierz wspolczynnikéw przy niewiadomych:

Zj,3 . dla i = ],
0 dlai=2, daj=1,2,..,J,
-z ~dla i = 3,

29) =1 m=1,1,
0 dlai=1, '
Zj_J,3 dlal=2, dlaj=J+l,...,2J.
Zy‘_J,z—'Zj_J'z dlaz‘=3,

Aby rozwiazaé uklady (23) metoda najmniejszych kwadratéw sprowadzamy je do postaci

3
26) Npmg =, dam=1,2, i=1,2,2,
_ =1
gdzie
2J ‘
@7 W= Y frE dam=1,2, i=1,2,3,
=
oraz
27
(28) CoEn = Y FNER dlam=1,2, i,=1,2,3.
=i

W wyniku rozwigzania ukladu (26) otrzymujemy wspélrzedne z* §rodkéw rzutdw s”
dla m=1,2, 1 1=1,2,3.

7. Wspblrzedne przestrzenne obserwowanych punktéw

Polozenie obserwowanych punktéw r = 1,2, ..., R okreSlone jest w kartezjaniskim
ukladzie odniesienia z; przez wspolrzedne tych punktéw (z,) dla i = 1,2, 3, rys. 6. Przy
znajomosci elementSw orientacji w postaci wspdirzednych rzutéw punktu (z, ;) na plasz-
czyzng¢ kontrolna (z};) wyznaczymy wspétrzgdne z,,; punktu (z. ;). Poniewaz wektory
[Z'—Z2 05 [z,i—z)dlam = 1,2,i=1,2,3,r= 1,2, ..., R, sa wektorami wspétlinio-
wymi (rys. 6), wiec z warunku wspSHliniowodci otrzymujemy uklad réwnan:

(29) (zri—zn) = k&' —27),
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gdzie k) dla m = 1,2, r=1,2,..., R jest macierza wspdiczynnikéw skali. Z definicji

wspolrzednych z;,; mamy warunek z'; = 0, zatem dla i = 3 otrzymujemy

(30) z,,3 = ky'Z3,
a stad
31) fr = 22,

s'=(z})

5% (27)
Rys. 6

Podstawiajac (31) do (29) otrzymamy po przeksztalceniu

(32) @ i—2 )28 = @ —20)2,s, dlami=1,2,

a po zgrupowaniu wyrazow otrzymamy

(33) it (= 22y = 20y, dla m,i=1,2, |

Jest to uktad 4 réwnan z 3 niewiadomymi z, ; dla i = 1, 2, 3. Uklad ten zapiszemy w postaci
. . _

L(34) N 0riizri= gy dlak=1,2,3,4,

i=1
gdzie macierz wyrazéw wolnych:

Z],flzli, ) dlak=1,2,
qu"_—-{

(35) ZJf,—zzzIE_za dla k = 3, 49
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1 macierz wspotczynnikéw przy niewiadomych:

2k, dlai=1,
0, dlai=2, dlak=1,2,
36 Zk,i._z—zji‘_z, dla i = 3,
Co O 0, dla i=1,
&2, dla i =2, dla k = 3, 4.
ziit12803, dla i = 3.

Uktad réwnaf (34) sprowadzamy, korzystajac z metody najmniejszych kwadratéw,
do ukladu 3 réwnan z trzema niewiadomymi postaci

3

(37) Mpiza=pen dlai=1,2,3, r=12,..,R,
1==1
gdzie
4
(38) Pr.i,l=2.4r,er.k.i5 dla i = 152,3, r= 1:2a--',Ra
k=1
oraz
4
(39) Pr,i.I = ZQr,k,iQr,k,l’
k=1

dla7,/=1,2,3, r=1,2,...,R. :

W wyniku rozwiazania uktadu réwnan (37) otrzymujemy macierz wspdtrzednych z,
obserwowanych punktéw r = 1,2, ..., R. Wspdlrzedne tych punktéw w ukltadzie ¢; obli-
czamy z zaleznosci

40 E Zr iy dla 7 1,2,
“0) Cri = Zp;—a, dlai=23.

I

8. Dokladno$¢ metody pomiarowcj

Dokladno$é przedstawionej metody pomiarowej sprawdzimy pordéwnujac wartofci
liczbowe wspoirzgdnych punktéw wzorcowych obliczonych tag metoda z odpowiednimi
wartoéciami liczbowymi wspdtrzednych tychze punktéw wynikajacymi z ich rzeczywistego
rozmieszczenia. W tym celu ze wspéirzednych xwyy ;ixhdlaw=1,2, ..., W,j=1,2,..., J,
i,m =1, 2, obliczamy wspélrzedne zdj¢é podrednich zwy, ; i Z}; postugujac si¢ przeksztal-
ceniem rzutowym (18). Nastepnie obliczamy wspéirzedne przestrzenne zw,, ; 1 z;; oraz
wspolrzedne ew,, iic;, ;. Majac dane wspdlrzedne rzeczywiste Cw,, ;1 C;,; obliczamy réznice:

Aey i = Cwyi—ewy i, dlaw=1,2,.., W,

(41) []C./,[ = Cj.i_cj,iv dla] = 1,2, ...,J,

}i=1,2,3.

Skrajne wartosci max de¢; i min/e¢; §wiadeza o dokladnosci bezwzglednej metody pomiaro-
wej.
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9. Przeskalowanie przestrzeni z;

Przejécia z uktadu z; do uktadu ¢; dokonamy przy pomocy przeksztalcenia afinicznego
w celu zwickszenia dokfadnosci wynikéw pomiarowych. W przeksztalceniu postaci
3

\ )
(42) Ck,i = Zo,+ 2, Zigzes dlai=1,2,3
j=1
" dla dowolnego punktu k = 1,2, ..., K nie znamy macierzy Z; ; oraz z, ;. _

Wyznaczenia macjerzy przeksztalcenia Z; ; dokonamy za pomoca znajomosci wspét-
rzgdnych ¢, ;i zy,; punktéw wzorcowych, natomiast wektor zo,; = (0, 0, a). Zatem nalezy

rozwiaza¢ ukiad réownan
9

43) th.JJ’J’—"'i, dla i=1,2,..,3J,
. j=1
gdzie J jest ilodcia punktéw wzorcowych.
Wektor:
Ci vy dla i = 1,2,...,.],
(44) Fi= 1 Ciet, 2 dla i = J+1,...,2J,

Ci__z_]':;—a, dlal=2J+1,.,3J,
natomiast macierz wspolczynnikéw przy niewiadomych:

Zi §s dlaj=1,2,3, -
0. dlaj=4.5 .9, | =hL2Zsd
0, dla j=1,2,3,

(45) Rij =123, dlaj=4,5,6, i=J+1,...,2],
0, dla j=17,8,9,
0, daj=1,2,..,6,| .
Zis6s dla j=7,8,09, } i=2J+1,...,3J.

Poniewaz uklad (43) dla J > 3 zawiera wiecej réwnan niz niewiadomych, wige przy roz-
wigzywaniu skorzystamy z metody najmniejszych kwadratdw rozwiazujac vklad rownan:

9
3 .
(46) ZSj.kjk=Sj; j=1,2,...,9,
k=1
gdzie
3J
“7) y= DR, j=1,2,..,9,
i=l
3J
(48) Sj,k:‘ZRi,JRi,k, j=1,2,..,9.

i=1
Po rozwigzaniu uktadu (46) otrzymujemy wektor y, dla k = 1,2, ..., 9, a stad macierz
przeksztalcenia (42)
Vi dlai=1,
(49) Ziy=1Viss» dlai=2, j=123
Yires dlai=3.
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Nastegpnie dokonujemy przeksztalcenia wspotrzednych z;,; na wspdirzedne ¢;,; dla wszyst-
kich obserwowanych punktéw i dokonujemy sprawdzenia doktadnosci metody w sposéb
omodwiony w rozdziale 8.

10. Przyklad zastosowania mefody

Zastosowanie i mozliwosci zaprezentowanej metody stereofbtograficzno-rzutowej
pokazane zostang na przykltadzie pomiaréw kinematyki statycznie wypuklanej membrany
kotowej obcigzonej rownomiernie ciénieniem zgodnie ze schematem na rys. 7.

3
olpt) e
/ MW ‘f
/ S
, q /
7 2 o__. | !
N t N \
p—
2a - -
Rys. 7

Rys. 8

Schemat procesu pokazany jest na rys. 8. Membrana / w postaci krazka blachy alumi-
niowej (gat. 99,5% w stanie migkkim) o grubo$ci 1 mm jest utwierdzona na obwodzie
za pomocy pierfcienia 3, przykrecanego $rubami do komory cisnieniowej 2, do ktérej
wttacza sig¢ olej z pompy 4, powodujacy plastyczne wypuklanie powloki. Na pierécieniu
naniesione sg znaczki wzorcowe. Probka o$wietlona reflektorami 8 byla fotografowana
za pomoca dwu aparatéw fotograficznych «Pentacon six TL» 7. Zdiecia byly robione

w odstgpach ci$nienia 1 kG/cm?, a do dalszej analizy wykorzystano zdjecia wykonane w od-
stepach 3 kG/cm?2. |
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Og6lny widok prébki i po zakoniczeniu procesu pokazany jest na rys. 9, pary za$ zdjeé
wykonane w trakcie procesu i dalej opracowywane widoczne sa na rys. 10.

Pomiaréw otrzymanych negatywdéw dokonano na uniwersalnym mikroskopie warszta-
towym z dokiadnoscia odczytu 0,0002 mm, a uzyskane wyniki opracowano metoda stereo-
fotogrametryczno-rzutows.

Rys. 9

‘11. Kinematyka procesu deformacji powloki

11.1. Ksztalt powloki. W wyniku obliczen otrzymujemy wspoirzgdne przestrzenne punk-
téw materialnych powloki ¢, dla i=1,2,3, r=20,1,...,R, n=0,1,2, ..., N,
gdzie R jest liczba punktéw na promieniu. Ze wzgledu na osiowa symetrig porcesu prze-
chodzimy do wspdlrzednych walcowych obliczajac macierze wspdirzgdnych

> S
(50) ‘Rn,r = 2 (cn,r,l)2 3
i=1

Kl,l‘ = CH. r.3:

Otrzymane wyniki aproksymujemy wielomianami postaci:

& . ‘ .
(51) o= ) Auid®,  dlak=1,2,..,K=2p+l,
k=1 S
J .. N
(52) o= By, dlaj=1,2,..,7=2g
Y j=1

gdzie p, ¢ sa liczbami natu-ralhymi, za§ K, J rzedami wielomianéw odpowiednich wielo-
miandéw, za$ p jest wspSirzedng materialng (rys. 7). Macierze wspoltezynnikéw A, 1 B, ;
wyznaczamy metoda najmniejszych kwadratéw wykorzystujac dane macierze R, r i Yy, ..
Wartosci stopni wielomianéw ustalone zostaly na J = 8 i K = 9. PodwyZszanie stopni
wielomianéw (51) i (52) powodowalo nieznaczne obnizenie wartoSci odchylen $rednio-
kwadratowych, za$§ czas obliczen wydhuzal si¢ doé¢ znacznie. Wyniki obliczed zestawiono
w postaci tablic, ktére zilustrowano graficznie. Przebieg zmiany ksztaltu powloki y(r, p)



a) p=00at

¢) p=60at

@) p=12,0at

Rys. 10
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przedstawiono na rys. 11, zmiang za§ wspéirzednych przestrzennej » w funkcji wspétrzed-
nej materialnej y(g, p) przedstawiono na rys. 12. Przebieg drugiej wspoirzgdnej przedsta-
wiono w postaci jej przyrostu r(o, p)—o na rys. 13.

Rys. 13

11.2. Stan odksztalcen deformowanej powloki. Obliczajac pochodne funkcji aproksymgjacy “
(51) i (52) moZzemy obliczy¢ rozciagnigcia w kierunkach gtéwnych:

(53)

PR T A LR T T

ﬂ'ﬂ.i.li dla i= 0,

Bia =l g o,
e | _

;'-n,i,:} = (ln,i.l'ln,i,z)_l’

gdzie przez i oznaczyliémy punkty
(54) o = i-dp.

Wtedy sktadowe odksztaiceri w kierunkach gléwnych w mierze logarytmicznej obliczamy

7. zalezno$ci

(55) eni, g =10(4s;,), dlaj=1,2,3.
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Otrzymane wyniki w postaci tablicy zilustrowane sg graficznie na rys. 14, rys. 15 i rys. 16.
Natomiast odksztalcenie zastepcze obliczamy z zaleznoSci

/ 2
(56) gy = ]/ % ; (Eni0)?

Wyniki obliczeii otrzymane w postaci tablicy zilustrowane sa graficznie na rys. 17.

Majac macierze r,,; oraz y, ; i ich pochodnych 7, i y,; mozemy obliczyé przyrosty
z definicji
57 ras = Fui=Tuet,is din = Fai—=Facti, @ = Y i—=Viot,is
dla n=1,2, ..., N, gdzie przez i oznaczono punkty okre§lone przez zalezno$¢ (54). Ma-
cierz przyrostéw intensywnoéci odksztatcen obliczamy z zaleZnodci:

/
de, ;=2 ‘If;"'i , dlai=0,

i
2 [(l‘fy,idl','x,i‘*‘y;:,idy;,i_)z 4 (drry,i)2+ Tr',,idrr’,.i+y:.,idy,'x,i ([rn.i]llz
V3 (s, >+ (n,5)* Tn,i >+ 0> il

(58) dﬁn,i =

dla i > 0.
Macierz intensywnoéci odksztalcenia obliczamy sumujac kolejno przyrosty (58) dla
ustalonego punktu i/

(59) bni= 3 deyi, dlan=1,2,..,N.
n=1

Otrzymane wyniki w postaci tablicy zilustrowane sa graficznie na rys. 18.

0,50

0,40

0,30}

0,20(

G,10

10*
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12. Dynamika deformowaqej powloki

W postawionym zagadnieniu obciazenie jest réwnomiernie roztozone na powierzchni
wewnetrznej membrany i jest dane w postaci macierzy p, dla n = 1,2, ..., N. Rozklad
naprezefi wyznaczymy z rownan réwnowagi. Pierwsze z réwnan jest réwnaniem rézniczko-
wym, ktérego rozwigzanie numeryczne jest mozliwe przy znajomosci petnej kinematyki
deformowanej powltoki. Ma ono postaé:
(r,)?

— dla i =
dhoy, ;’ lai=0,

Opni =

(60)

. rr’l,irrll:i+ylll,iyl,!:l 1 .V:I::i rn.irl’r,i N2 N2
d@ (Gl,n,l) - [ (r,',,,')2+(y,',,i)2 0 y;’:,—i Gl,n.i+ 2/20}’,’,,; [(’n,i) +(yn,i) ]Pu:

dla i >0, n=1,2,...,N.
W wyniku rozigzania otrzymujemy macierz naprezen pofudnikowych oy, ; W postaci
tablicy, ktérej interpretacja graficzna przedstawiona jest na rys. 19.

Majac macierz naprezen poludnikowych o, ; mozemy z drugiego réwnania réwnowagi
wyznaczy¢ naprezenie réwnoleznikowe, Réwnanie to ma postaé:

02,ni= Oy, ni» dlai=0,

i I’l’ 'I? ’ ’ .
(61) 0‘2’,,',' = - “"F_ .Jy_y/'i_ Gl,tl.i" ﬁ-’)_j?— [(rn.i)z"'(yn, i)Z]Pn: dla 1> 0)
dlan=1,2,..,N. '
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~1,15 ~1616 ~24,27

Rys. 20

W wyniku rozwigzania tego réwnanja algebraicznego otrzymujemy macierz naprezei
potudnikowych ¢,,,,; w postaci tablicy, ktdrej interpretacje graficzna przedstawia rys. 20.
Macierz zastepczych napr¢zen obliczamy z zaleZnoici

(62) Op,i = ]/(Gl,n.i)zjl'(G?._,n,i)z'—dl,n,idz,n,t

dlan=1,2,...,N, a wyniki otrzymujemy w postaci tablicy, ktérej interpretacje graficzng
przedstawia rys. 21.

Macierz naprezen zastgpezych mozemy obliczyé ze zwigzku fizykalnego w postaci
wzoru wykladniczego postaci

Gn,i=A(€n,l)T d]a n=1,2,...,N,

gdzie A4 i m stale materialowe uzyskane z proby jedno‘osiowego rozciagania prébek plaskich,
za§ &, ; jest macierza intensywnoéci odksztalcenia (59), a sens wskaznika { wyjasnia za-
leznoéé (54). Wyniki obliczenn otrzymujemy w postaci tablicy przedstawionej graficznie
na rys. 22.
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13. Whioski

Fotogrametryczno-rzutowa metoda w pordwnaniu z klasycznymi metodami foto-
grametrycznymi jest metoda dogodng w pomiarach wielkoéci kinematycznych, gdyz nie
wymaga znajomosci elementdw orientacji ukladu stereoskopowego, a mozliwoéé pomiaru
filmu na uniwersalnym mikroskopie warsztatowym czyni te metode bardziej dostepng
szerszemu gronu mechanikéw zajmujacych si¢ kinematycznymi pomiarami. Z przytoczo-
nego przyktadu zastosowania tej metody widac, ze pozwala ona na uzyskanie pelnej infor-
macji o kinematyce deformowanej powloki. Znajomo$¢ tej kinematyki i obcigzenia poz-
wala wyznaczyC stan naprezenia. Znany stan naprgZzenia i odksztalcenia, a w przypadku
proceséw dynamicznych réwniez stan predkosci odksztalcenia, umozliwia zestawienie
zwigzkow fizykalnych o(e), badz o(e, &) z préby wypuklania membran. Uzyskane wyniki
wykazuja w niektérych przypadkach znaczne zakldécenia na utwierdzonym obrzezu. Wy-
nika to z niemoznoéci zapewnienia idealnych warunkéw brzegowych w procesie defor-
macji powloki.

Przedstawiona metoda moze stuzy¢ do badan innych proceséw, szczegdlnie tam gdzie
zastosowanie innych metod nie zapewnia dostatecznej doktadnosci, bezpieczenstwa apa-
ratury pomiarowej, a nawet niekiedy bezpieczenstwa obstugi.
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Peaome

CTEPEOPOTOrPAMMETPUYUECKUI TTPOEKTUBHLIMI METOL ONPENEIEHMS
KHUHEMATHKY NPOLECCOB OEPOPMALNI

B paGore npejcTaBied, OCHOBAHHBIA Ha NPOEKTHBHEIX NPEOOpPa30BAHHUAX, METON H3MEPEHMS Iepe-~
Meulenuit. Beenenue aTux npeodpasosanuii B GOTOrPaMMETPHYECKYI0 06paloTKY CTEPEOCHHMKOB M03BO-
JAET K3MEpSITh MEPEMEUIEHHSI C MTOMOIIBIO CTEPEOCKONHMUECKOro (HOTOrpaMpOBAHKA MIIH XKE CTEpeo-
KHHOCBEMKH, He 3HAS DEMEHTOB OPHEHTAlMH CHUMKOB. MeTo/y npeacTaBies B aNrOPHTMHUECKOM BHIE
ofJIeryaroiumM NpOrpaMMUPOBAHME HA STEKTPOHHO-BbIUYMCIATENbHbIe MauMHbBL. IlpejcTaBnen mpumep
NIPHMEHEHHSA 9TOTO METOZAA IUISL ONpPENENEHHA KHHEMATHKH NedopMalii IUTACTHUECKOH KpPYTioH mem-
Opanbl. J{oGaBownHple SHAHME HACDY3KM, COOTBETCTBYIOLIEH KUHEMaTHUECKOMY COCTOAHMIO, [IO3BO-
JISIOT ONpEAENMTh IOJIA HalpsOKeHMit B ofojouxe. FlapecTHocTs nonell pedopmaluil ¥ HarpsKeHHR
TIO3BOJISIET ONPENe/UTE (DH3MUECKHE COOTHOILEHUs o(p) MPH ABYXOCHOM HANPSKEHHOM COCTOAHMH. Pe-
3YNBTATHI NPEACTABICHE! TPaduuecKy.
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Summary

DETERMINATION OF THE KINEMATICS OF DEFORMATION PROCESSES BY
STEREOPHOTOGRAMMETRIC PROJECTIVE METHOD

The streophotogrammetric method of measuring the displacements based on the projective trans-
formations has been presented in this paper. These transformations are used for the photogrammetric
elaboration of the stereoscopic photographs of the processes. It makes possible to measure the displace-
ments by stereoscopic photographing or filming the processes without the knowledge of orientation ele-
ments of the stereophoto-frames. This method has been presented in algorithmic form suitable for computer
programming. The example of application of this method for calculation the kinematic elements during
the plastic deformation process in a circular membrane has been presented. Additional knowledge of
pressure corresponding to the actual kinematic state has allowed for %he determination of the stress field,
The knowledge of the stress and strain ficlds enables the determination of constitutive equations o(gp)
in two-dimensional state of stress. The results obtained are presented graphically.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA, WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 grudnia 1974 r.
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WYTRZYMAEOSCIOWE BADANIA MODELI ZBIORNIKOW CISNIENIOWYCH*)
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1. Wstep

Problem racjonalnego ksztaltowania wytrzymalo§ciowego naczyn ciSnieniowych jest
przedmiotem coraz intensywniej rozwijanych prac badawczych teoretycznych i do§wiad-
czalnych. Badania te wiaza si¢ w szczegélnosci z budows duzych kottdéw energetycznych,
w ktdrych stosowane sa elementy wysokocisnieniowe (walczak, komory, rury), spelniajace
szczegllnie odpowiedzialne zadanie.

Doprowadzenie i odprowadzenie noénika energii cieplnej wymaga wykonania licznych
otworéw w naczyniach ci$nieniowych. Niektére z tych otwordw sa wzmacniane kréécami.
Okresowe przeglady wielu kotléw ujawnily miedzy innymi pgkniecia wystepujace w ob-
szarach polaczen plaszcza walczaka z krdécami centralnych rur opadowych. Pekniecia te
spowodowaly dlugotrwate postoje blokéw energetycznych i kosztowne naprawy walczakow.

Spo$réd réznych mozliwosei oceny wytrzymalodei potaczen kréécowych na uwage
zashuguja metody badan modelowych prowadzonych przy wykorzystaniv do$wiadczalnej
analizy napreZzen (tensometria, elastooptyka). Cennym uzupelnieniem wymienionych
sposobdw moze by¢ réwniez metoda badan niszczacych modeli zbiornikéw ci$nieniowych.
Wykonany z okre§lonego tworzywa model badanego obiektu poddaje si¢ wzrastajacym
obciaZeniom az do jego zniszczenia. W przypadku badan réznych rozwiazan konstrukcyj-
nych naczynia ci$nieniowego mozna wytypowaé ksztalt najpoprawniejszy pod wzglgdem
wytrzymalo§ciowym. Badania w omawianej dziedzinie uzasadniaja zdaniem autoréw wybér
okre§lonej wersji ksztaltu rozpatrywanego wezla konstrukcyjnego.

2. Zakres badai

Program prac zwiazanych z ocena wytrzymato§ci zbiornikéw ciénieniowych metoda
modelowa obejmowat badania:

— materiatowe, '

— elastooptyczne,

— tensometryczne,

— niszczace.

W dalszym ciagu omdéwiona zostanie zwigzta charakterystyka wymienionych kierunkéw
badan wraz z przedstawieniem niektdrych uzyskanych, wynikéw.

*) Praca zostala wyrézniona na Ogblnopolskim Konkursie na prace doswiadczalne z mechaniki tech-
nicznej, organizowanym przez Oddzial PTMTS w Czestochowie w 1974 r.
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3. Badania materialowe

Do wykonywania modeli potaczen kréécédw z plaszczem walczaka uzywano krajowg
zywicg epoksydowa Epidian 5 (100 cz. w.) z plastyfikatorem ftalanem dwu-n-butylowym
(20 cz. w.) utwardzong tréjetyloczteroaming Z-1 (10 cz. w.) oraz zywicg epoksydowa firmy
szwajcarskiej CIBA-GEIGY LY554 (100 cz.w.) z utwardzaczem HYS554 (15 cz.w.).

Dla materialéw tych okreslono charakterystyki mechaniczne i optyczne w temperaturze
pokojowej, zas dla zywcy LY554 réwnieZ i w temperaturze zamrazania.

Wyniki zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1

Epidian 5 (100 cz.w.)

Ftalan dwu-n-butylowy LY554 (100 cz.w.)
(20 cz.w.) HY554 (15 cz.w.)
Wielkos¢ . Utwardzacz Z-1 (10 cz.w.)
temperatura 20°C temp. temp. zamraz.
20°C 85°C

Modul sprezystosci podiuz-
nej 28 500 29 000 105
E[kG/cm?]
Wspolezynnik Poissona 0.36 0.36 ~0.50

P

Elastooptyczna napreze-
niowa stala materialowa 15 (dla

G 12 (dfa t =1 h) L% 0)
.
cm-j-rz-iz.

Prowadzono ponadto badania reologiczne dotyczace wlasnosci mechanicznych i optycz-
nych wymienionych materiatéw modelowych.

0,30

4. Badania clastooptyczne metoda zamrazania

Modele z Zywic epoksydowych wykonywano metoda odlewania w formach z kauczuku
silikonowego RTV130 utwardzanego katalizatorem C. Do odtworzenia ksztattu modeli
w formach wykorzystywano metalowe modele wzorcowe o duzej doktadnoséci wykonania [1].

Forma czeici $rodkowej z kréécami byla dzielona zewnetrznie i wewnetrznie. Dla
usztywnienia czeci zewnetrznej zastosowano zbrojenie pretami metalowymi, uloZonymi
réwnolegle do osi modelu. Dodatkowym usztywnieniem czeéci zewnetrznych formy byly
powloki gipsowe.

Formy modeli dennic skiadaly si¢ z jednolitej czesci zewngtrznej, podstawy oraz nie-
dzielonego rdzenia. ’
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Przedmiotem badan byly niektdre typy polaczen kréécowych. Na rys. 1 pokazano
przykladowo ksztalt i rozmiary modele walczaka z dwoma kréécami nieprzytykanymi.
Czeéci formy plaszeza walczaka z kréécami przedstawiono na rys. 2, a widok calej formy —
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Rys. 2. Gumowe czgéel formy plaszcza walczaka z krdécami

na rys. 3. Metalowe modele wzorcowe i odpowiednie odlewy z zywicy epoksydowej poka-
zano na rys. 4.

Na rys. 5 przedstawiono caly model walczaka wraz z wymiennikiem ciepla i ukladem
rurek, ktére stuzg do realizowania obciaZzenia we wnetrzn walczaka. Na modelu naklejono
kilkanascie termoelementéw dla rejestracji temperatur w procesic zamrazania.



Rys. 3. Forma plaszcza walczaka z kréécami Rys. 4. Modele metalowe wzorcowe i czesci
modeli z zywicy epoksydowej

i, wdsate, . -

Rys. 5. Model walczaka z rﬁrami wymiennika ciepla i ukladu obcigzajacego

o

TS
AN

7
7
PSSt S e e Sy e s S

Rys. 6. Schemat stanowiska do zamraZania modeli walczakéw
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Stanowisko do zamrazania efektéw optycznych (patrz rys. 6) obejmuje:

1. komore cieplng typu KC-100,

2. pojemnik z glicerynag,

3. model zamraZany,

4 i 5. silnik elektryczny i pompe do wywolania kraZenia czynnika grzewczego w wy-
mienniku ciepta we wngtrzu modelu, '

6 i 7. uklad rurek obiegu cieczy i obcigZenia hydrostatycznego,

8. zbiornik ukladu ci$nicnia hydrostatycznego,

9. zawdr odpowietrzajacy modelu.

Rys. 7. Stanowisko do zamwrazania efektéw optycznych

Ponadto stanowisko (rys. 7) posiada:

— regulator programujacy i sterujacy zmiany temperatury grzejnikéwkomory K.C-100,

— skrzynkeg rozdzielcza potaczona z woltomierzem cyfrowym dla rejestracji temperatur
w punktach naklejenia termoelementéw.

Zamrazanie modelu przeprowadzono wedlug nastgpujgcego programu:

—Jwzrost od temperatury otoczenia (20°C) do temperatury zamraZania 85°C wynosi
4 deg/h,

— przetrzymanie w temperaturze zamrazania przez 4 h,

— spadek od temperatury zamrazania do temperatury pokojowej 2 deg/h,

— ciénienie hydrostatyczne w walczaku p = 0,12 kG/cm?.

Réwnolegle z modelem walczaka zamrozono obcigZone probki wzorcujace w celu
okreslenia napreZeniowej elastooptycznej stalej materiatowej K, 1 modulu sprezystosci
podiuine] F w temperaturze zamrazania.

Rysunki 8, 9 i 10 pokazuja obrazy zamrozonych izochrom przy prze§wietlaniu $wiatlem

sodowym kotowo spolaryzowanym. Obrazy te stuza do oceny naprezen btonowych w mo-
delu.

Dla okreflenia naprezen w obszarze polaczenia kréécowego wydzielono z modelu
ptytki i podptytki. Z kazdego badanego potaczenia wycigto dwie plytki cienkie (~ 3 mm)
w gléwnych plaszczyznach wzdluznej i obwodowej walczaka. Analogiczne dwie plytki
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iy
Rys. 8. Izochromy calkowite w walczaku z kroé- Rys. 9. Izochromy calkowite w walczaku z krog-
cem @ 64/F 50 przy prze$wietlaniu wzdiuz osi cem 3 44/ 30 przy prze$wietlaniu wzdluz osj
krodéca krééca

Rys. 10. Tzochromy calkowite w kroécu @ 64/@ 50 przy prze$wietlaniu wzdiuz osi walczaka

grubsze (~ 5 mm) postuzyly do pociecia na podplytki. Przyklad podziatu plytek na pod-
ptytki w plaszczyZnie wzdtuznej pokazano na rys. 11.

Pomiary rzgdéw izochrom w plytkach i podplytkach prowadzono przy uzyciu mikro-
polaryskopu wlasnej konstrukcji o powigkszeniu pola widzenia 10 x, 15 x i 30 x.

Obrazy izochrom w plytkach pokazano na rys. 12 i 13.

Na zewnetrznej powierzchni modelu walczaka naprezenia o® obliczono z zaleznofci

(1 - 0 = Ko,
natomiast na wewnetrznej powierzchni naprezenia o wyznaczono z zaleznosci

(2) ov = Kam m—p.
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Rys. 11. Podzial plytki z glownej plaszczyzny podluznej walczaka z kroécem @ 64/ 50 na
podplytki
E
Rys. 12. Izochromy poléwkowe w plytce Rys. 13. Izochromy catkowite w plytce obwo-
podiuznej walczaka z kroécem @ 44/@ 30 dowej walczaka z kroéeem @ 64/ 50
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Rys. 14. Rozklady naprezen wzdhuznych cr,,k, Cpws Opks crpw w plaszczyZznie osiowcj polaczenia walczaka
z kroécem @ 64/0 50
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Rys. 15. Rozklady naprezen obwodowych aix, ahw, oik, 61w W plaszczyznic osiowej polaczenia walczaka
z krbécem @ 64/@ 50

Na rys. 14, 15, 16 i 17 przedstawiono wyniki badah rozktadéw napre¢Zen odniesionych do
odpowiednich napr@ien gldwnych walczaka wyznaczonych na podstawie teorii blonowej
powlok

pD pD
3 =L = £
& T 2T 4
Do analizy wynikéw badani przyjeto nastepujace oznaczenia naprgZef:
o”, 65 — odpowiadajace sobie naprezenia wewnetrzne 1 zewnetrzne,

Opis Opw — haprezenia wzdiuzne w krodeu 1 walczaku,
O, Omy — napreZenia obwodowe w krééeu i walczaku.

Liczby podane na wykresach rozktadéw naprezen w ptaszezu walczaka charaktery-
zuja wspélczynnik wzrostu naprezen w plaszczu w obszarze kréécea.
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5. Badania nieniszczace

Celem badan nieniszczacych bylo okreslenie wptywu grubosci Scianki krdéca na stan
naprezenia w niektérych punktach modelu walczaka. Grubos$¢ Scianki kroéca zmieniano
stopniowo przez powiekszanie jego Srednicy wewngtrznej. Odksztalcenia wystepujgce
podczas proby cisnjeniowej okreSlano metody tensometrii elektrooporowej. Réwnolegle
stosowano elastooptyczna metode warstwy odblaskowej prowadzac obserwacje izochrom
w §ciance modelu. Badania nieniszczgce prowadzono na specjalnie opracowanym stano-
wisku (rys. 18 1 19). W stanowisku do wytworzenia cinienia w modelu zbiornika wyko-

Zbiornik  Zawor odpowietrzajgoy

Zbiornik glowny

Manometr (siTomierz zrywarki) Model zbiornika

—_—

Zawdr gldwny

Reduktor

Silnik elektryczny
Urzqdzenie zmieniajgce obroty silnika

Sterowanie wy-
datkiem pompy
Przglaczniki ci$pienia (zmiana
kierunku obrotow silnika)
Reczne sterowanie zmiang
kierunku obrotéw

Sterowanie predkoscig
obrotowg silnika

Urzqdzenie zmieniajace
kierunek obrotdw

Rys. 18. Schemat stanowiska do badan modelowych walczakow

rzystano maszyng¢ wytrzymalo§ciowa typu ZD-10. Stanowisko to oprdcz utrzymywania
stalego ci$nienia w zakresie (0-200) kG/cm? zapewnia plynnie regulowany w czasie
przyrost ci$nienia w przedziale (0,01 - 20,0) kG/cm?-s. Na stanowisku mozna réwnieZ
realizowaé cykliczna zmiang ci$nienia w podanym poprzednio zakresie, przy czym okres
cyklu obciazenia ustala si¢ w przedziale (5 - 500) s.

Zasadnicza role w utrzymaniu ci$nienia w modelu zbiornika, jak tez w realizowaniu
zadanego programu zmiany ci$nienia w czasie, speinia zawor gtéwny wraz z zaprojekto-
wanymi dodatkowo urzadzeniami. Urzadzenia te umozliwiaja zmiane predkosci i kierunku
obrotéw silnika elektrycznego, $ciskajgcego sprezyne zaworu gldwnego. Napehianie
plynem modelu nastgpuje ze zbiornika ustawionego powyzej poziomu modelu, przy otwar-
tym zaworze odpowietrzajacym.

Model zbiornika umieszczony jest w zbiorniku gléwnym o $ciankach przezroczystych
wykonanych z polimetakrylanu metylu o grubo$ci 20 mm. W stanowisku zapewniona jest
mozliwo$¢ obrotu modelu wzgledem wlasnej osi, jak tez i obrét catego zbiornika gtéwnego,
co niezbedne jest do obserwacji izochrom za pomoca polaryskopu odblaskowego. Doklad-
no$¢ pomiaru ci§nienia zwigkszona zostala przez zastosowanie dodatkowych manometréw
o zréZznicowanych zakresach pomiaroWych. ’
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Rys. 19. Stanowisko do badan metodami tenso-
metryczng i elastooptyczng za pomoca warstwy
odblaskowej

Na rys. 20 przedstawiono przygotowany do badan model walczaka umieszczony w zbior-
niku gléwnym stanowiska. C

Przed sklejeniem modelu czgéé §rodkowa od strony wewngtrznej pokryto kompozycja
odblaskowa. Kompozycja ta sktada sie z dwdch czgéci wagowych zywicy E-57 z odpowied-
nia ilocia utwardzacza z dodatkiem jednej ¢zeSci proszku aluminiowego i pigciu czgscl
acetonu. ’ : S

Do pomiaru odksztalcen badanego modelu uzyto 21 sztuk czujnikow elektrooporowych
o dlugosci pomiarowej 4,5 mm i opornasci 60 £2. Czujniki naklejane byly na modelu
w dwdch kierunkach — obwodowym i wzdhiznym w odleglosci 10 mm jeden od drugiego.

11*



468 St. OcneLskl, Zs. Oreo$, M, Szora, K. TOMASZEWSKI

Obok czujnika mierzacego odksztalcenie wzdluzne byl umieszczony czujnik mierzacy
odksztalcenie obwodowe. Rozmieszczenie tensometréw na modelu przedstawiono na rys,
21.

Widok od wewngfrznej
sirony zbiornika na
krdciec ¢ 64.

[‘52
o

Rys. 21. Rozmieszczenie tensometréw na modelu

Aby unikngé¢ odksztalcen cieplnych, model walczaka napelniany byl woda o tempera-
turze réwnej temperaturze otoczenia, a badania rozpoczynano po uplywie czterech godzin
od chwili napelnienia. .

Program obejmowal badania modeli przy skokowo zmieniajacej sie grubosci Scianki
krééca réwnej: 25,75: 20,75: 15,75; 10,75; 5,75 1 3,25 mm, co odpowiadato nastgpujacym
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$rednicom otworu krééca: 0,0; 10; 20; 30; 40; 50 i 55 mm. Model zbiornika obcigzano
kolejno ci$nieniami: 0,0; 2; 4; 51 10,0 kG/em?. Miedzy obcigzeniami odczytywano wska-
zania czujnikdw, jak tez wykonywano zdjecia izochrom.

Wyniki badaf tensometrycznych przy obciazeniu modelu ci$nieniem 5 kG/em? przed-

[}
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Rys. 22. Rozklad odksztalcen wzdtuznych 5 warstwy zewnetrznej walczaka i odksztalcen obwodowych ef
warstwy zewnetrznej krdéca
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Rys. 23. Rozklad odksztaicei obwodowych 5, warstwy zewnetrzne] walczaka i odksztaleed wzdtuznych Erk
warstwy zewnetrznej krocea
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Rys. 24. Rozklady odksztalcen wzdiuznych ef,k warstwy zewnetrznej kroéea i L-‘;w — warstwy zewnetrznej
walczaka
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Rys. 25. Rozklady odksztatcenn obwodowych &1k warstwy zewnetrznej krocdea i el warstwy zewnetrznej
walczaka

Rys. 26. Rozklad izochrom uzyskany przy zastosowaniu warstwy odblaskowej
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stawiono na rys. 22-25. Uzyskane podczas obciazen odksztalcenia mialy w zasadzie charak-
ter liniowo sprezysty. :

Rozktad izochrom dla wyzej wspomnianego programu badan obserwowano w pola-
ryskopie odblaskowym.

Zarejestrowane fotograficznie rozktady izochrom dla naprezen membranowych maja
ksztalt bardzo podobny do rozktadéw uzyskanych w probie zamrazania (rys. 8), co widaé
na pokazanym przykladowo (rys. 26) jednym ze zdje¢ wykonanym dla krééca o érednicy
O 64/ 50 przy obciaZzeniu modelu ciSnieniem p = 2,5 kG/cm?.

6. Badania niszczace

Celem badan miszczacych byto wyja$nienie mozliwosci oceny postaci zniszczenia mo-
delu zbiornika oraz okreslenie wartosci odpowiedniego ci$nienia niszczacego. Do realizacii
badan wykorzystano stanowisko pomiarowe opisane poprzednio w rozdziale 5.
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Rys. 27. Odksztalcenia wzdluzne i obwodowe w obszarze polaczenia kroécowego w przekrojach osiowym
i poprzecznym
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Podobnie jak w badaniach nieniszczacych, model zbiornika posiadal wewnetrzna
warstwe odblaskowa oraz uklad czujnikéw elektrooporowych w obszarach potaczen
kréécowych, Pomiaréw odksztalcen dokonywano przy ci$nieniu 2,5; 10,0 i 15,0 kG/cm?.
Na rys. 27 przedstawiono odksztalcenia obwodowe i wzdtuzne w przekrojach poprzecznym
I osiowym modelu przy ci$nieniu p = 15 kG/cm?,

Rys. 28.a. Model po probie niszczacej,
b. Powierzchnia przetomu kroéca
3 64/ 50

Model ulegt zniszczeniu przy ci$nieniv réwnym 18,5 kG/cm? wykazujac w miejscach
polaczenia kréécéw z plaszczem walczaka przelomy o uko$nie nachylonych powierzch-
niach. Ponadto w plaszczu walczaka wystapily pekniecia o liniach propagacji rozpo-
czynajacych si¢ u nasady kroécédw i biegnacych w kierunku wzdiuznym walczaka.
Linie wymienionych peknieé widoczne sa na rys. 28a, powierzchnia przetomu krééca @ 64/
/D 50 — na rys. 28b. NaleZy zauwazyé, Ze opisywany przebieg préby niszczacej miat
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w koncowej fazie charakter dynamiczny. Przyczyna powodujaca powstanie pekniecia
bedacego poczatkiem dynamicznego zniszczenia spdjnosci polaczenia byly spietrzenia
napreZzen lokalizujace sig u nasady krééedw.

7. Whnioski

W wyniku opisanych do§wiadczef uzyskano pomyélne rezultaty w prowadzonych
pracach nad kompleksowa metodg oceny wytrzymatoéei zbiornikéw ci§nieniowych w opar-
ciu o eksperymentalng analiz¢ napreZeri odpowiednich modeli [izycznych, geometrycznie
podobnych do obiektéw rzeczywistych.

Uzyskano wytyczne doboru materiatu modelowego, opracowano sposoby wykonywania
modeli przestrzennych o ztoZzonym ksztalcie, opanowano odpowiednia technike zamra-
Zania, podziatu na plytkii podptytki oraz metode¢ prowadzenia pomiaréw elastooptycznych
zamrozonych efektéw dwdéjtomnosci wymuszone;j.

Potwierdzono przydatnos¢ sposobu realizacji zamierzonych badan nieniszezacych
i niszezacych przy réwnoczesnym prowadzeniu pomiardéw metodami tensomelrii elektro-
oporowej i elastooptyki odblaskowej.

W $wietle uzyskanych wynikéw wydaje si¢ celowe dalsze rozwijanie i wdrazanie tego
typu badan doéwiadczalnych ztozonych przestrzennych uktadéw konstrukcyjnych, w tym
elementow wysokoci$nieniowych kotiéw.
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Pezome

NPOUHOCTHLBIE UCCJIEIOBAHUSA MOIEJEN COCYIIOB IABJIEHUSA

B paGore ommcLIBAaIOTCHA, NPOBEACHHBIE aBTOPAMH, MOAENEHbIE HCOBITAHMS COCYJOB HAABIIEHM.
Mopenu, crenarmble M3 ONTUUECKH UyBCTBHTENHHOIO MAaTEpPUAalla Ha OCHOBE JIMOKCHIHOM CMOJLI, Mpes-
CTaBNANY co00H COeRUHEHHA KopIyca COCYAa ¢ maTpybxamu. A necneqoBaHuil HCIONL30BANICA TIOJIAPU-
SAIUOHHO-ONTHYECKAIT METOJ 3aMOPAKMBAHUA HANPSDKEHHI 8 TAalOKE TEH3OMETPHUECKHE HM3MEPEHHsT
¥ paspyuiaroiee ucnbrragye. JIpaBOAATCST HEKOTOPBIE TOPOGHOCTH TEXHOJIOTHH MSTOTORJICHUA MOZENCIT
M ONMCAHHE HMCIEBITATENHHOro crenpaa. OGCYy)KIaeTcsi MeTON OUEHKM IPOYHOCTH COCYAOB JAaBNEHHMSA IO
pe3yspTaTaM MOJENBHBIX HCHBITAaHHH.
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Summary

STRENGTH INVESTIGATIONS OF PRESSURE VESSEL MODELS

The authors describe model tests performed on pressure vessel models. The models made of an opticaily
sensitive material, based on cpoxy resins, represented the nozzle — thick valled cylinder joint.

The photoelastic stress — freczing method, the strain gauge measurements, and the destructive test
were used in the experiments. Some details concerning the models fabrication method and description
of test stands were given, and the method of the strength estimation of pressure vessels on the ground of
model tests was discussed.

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA, WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 21 stycznia 1975 r.
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DYSKRETNY MODEL OBLICZANIA DRGAN WEASNYCH I STATECZNOSCI PRETOW
OSIOWO OBCIAZONYCH O DOWOLNIE ZMIENNYM PRZEKROJU¥)

WIESLAW OSTACHOWICZ (GDANSK)

1. Wstep

Jednym z podstawowych zagadnien analizy dynamicznej pretdw jest zagadnienie ba-
dania zachowania si¢ ich pod dzialaniem skupionych sit osiowych. Zakladamy, ze pret
jest prostoliniowy, o dowolnie zmiennym momencie bezwiadnosci-przekroju poprzecznego
podparty na koncach, jak na rys. 1. Poza tym przyjmuje si¢, Ze na odcinku pomiedzy kon-
cami pret jest podparty w dowolnej liczbie punktéw podporami przesuwnymi (rys. 2).
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Rys. 2

Powyzsze zagadnienie opracowane jest w spos6b analityczny dla stosunkowo prostych
przypadkdw [6, 7] i dla pretéw o bardziej zlozonej geometrii przekroju poprzecznego nie
jest uzyteczne. Istnieja sposoby analizy tego zagadnienia w sposéb numeryczny [1, 5],
ktére przy wykorzystaniv maszyn cyfrowych sa bardziej skuteczne.

*) Praca zostala wyrdzniona w Ogélnopolskim Konkursie na prace teoretyczne z dziedziny mechaniki
zorganizowanym przez Oddziat PTMTS w Gdansku w 1974 1,
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W pracy przestawiono model analizy dynamicznej i statecznosci prtéw oparty o zalo-
zenia metody sztywnych elementéw skoficzonych [2, 3, 4]. Przedstawiona metoda pozwala
oblicza¢ czgstoéei drgan wlasnych i postacie tych drgan oraz wielko$é obciazen krytycznych
i postacie odksztalcen pod dzialaniem skupionych sit osiowych (rys. 2) dla per(’)w o do-
wolnym przekroju poprzecznym, przy wykorzystaniu maszyny cyfrowe;.

2. Opis modelu

Analizowany pret przedstawiono na rys. 2. Pod wplywem dzialania sit P, (x = 1,2,
..., n), ktére obcigzaja pret w jego osi, zmieni sig czgstosé drgan wiasnych preta. W skraj-
nym przypadku czesto$¢ drgan wlasnych bedzie réwna zeru (czgstosci tej odpowiada kry-
tyczna warto$¢ obcigzenia).

I { i
‘f[,’,‘m?'.m[;%/l]’,‘ . il A

- # Uyl Bl

— . o A— S —

SESnr1 ESnri ESnru-1 SESnru
.

4y

-

ol F 0l

Rys. 4

Do analizy dynamicznej preta wykorzystano model dyskretnie roztoZzonej sztywnosci
[2, 3]. Zwiazane z nim metody oblicze nazwano metoda sztywnych elementéw* skonczo-
nych (SES). Dyskretyzacja modelu ciaglego (np. preta) przebiega w dwéch etapach.
W pierwszym etapie dzielimy pret na u—1 odcinkéw (rys. 3). WiasnoSci sprezyste kazdego
odcinka skupiamy w $rodku jego diugosci, §rodku masy lub §rodku sztywnosci. Kazdy
z tych punktéw jest miejscem podzialu wtdérnego na sztywne odcinki (zwane sztywnymi
elementami skofczonymi), ktére sa potaczone elementami sprezystymi (rys. 4). W ten
sposob w drugim etapie podzialu otrzymujemy uklad u sztywnych elementéw skonczonych.
Elementy sprezyste sa niewazkie, bezwymiarowe i posiadaja charakterystyki liniowe.
Tak wige przy analizie dynamicznej 1 badaniu stateczno$ci pomijamy nieliniowo$ci ma-
terialowe, uwzgledniamy za$§ nieliniowo$ci geometryczne.

- Przemieszczenie r-tego sztywnego elementu skonczonego opisane jest przez trzy wspol-
rz¢dne: dwa przemieszczenia translacyjne g, 1 ¢,, oraz jedno rotacyjne ¢,5 (rys. 5). Prze-
mieszczenie g,, odpowiada rozciaganiu (§ciskaniu), g,,-— §cinaniu, a g,; — zginaniu.
Poniewaz wiadomo [6], ze rozciaganie (Sciskanie) ma mniejsze znaczenie przy wyzna-
czaniu obciazenia krytycznego, szczegdlnie dla nizszych form, pomija si¢ przemieszczenie
translacyjne ¢,,. W ten sposéb przemieszczenie sztywnego elementu skonczonego nrr
opisane jest dwoma wspéltrzednymi: g,, i 7,5, za$ element sprezysty jest opisany dwoma
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wspolczynnikami sztywno$ci — wspéiczynnikiem sztywnosci na $cinanie i wspdlezynni-
kiem sztywno$ci na zginanie. Wspdiczynniki sztywnosci $cinania elementu sprezystego
wyznacza si¢ przy zatozeniu, Ze napreZenia styczne sa stale nie tylko wzdhuz dowolnego
odcinka 41,, ale réwniez na calej powierzchni przekroju poprzecznego. Powyzsze zaloZenie

U) . % Xr2
~ { }ﬁr (1) Y!
B B
- Xrt
———— ] P r? (f)
e A —— *"!

jest mozliwe do przyjecia, poniewaz wplyw naprezen stycznych na drgania gietne jest
stosunkowo niewielki. Zaktada sig, Ze odksztalcenia pod wplywem sily tnacej rzeczywistego
odcinka belki i zastgpujacego go elementu sprezystego sa jednakowe (rys. 6). Stad

(2.1) 7.(t) = GB.(1),

gdzie 7,(t) oznacza napre¢Zenia styczne, G — modut odksztatcenia postaciowego, 8.(¢) —
kat odksztalcenia postaciowego.
Podstawiajac do (2.1) nastgpujace zwiazki

(22) w) = 2
Qraz
23) bty = 2

gdzie P,,(1) oznacza sile tnaca w rozpatrywanym elemencie, Aw,,(¢) — odksztalcenie po-
przeczne elementu, F, — powierzchnia przekroju poprzecznego elementu, A/, — dtugo$é
elementu, otrzymamy, zwiazek pomigdzy sita styczna przenoszong przez rzeczywisty odcinek
belki i jego odksztatceniem '

(2.4) Ppo(t) = f]—l;"—dw,z(t).

-Z drugiej strony zalezno&¢ sity stycznej od odksztatcenia rzeczywistego odcinka preta
mozna przedstawi¢ wzorem

(2.5)  Po(t) = codwoa(D).
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Poniewaz w réwnaniach (2.4) i (2.5) lewe strony sa rowne, stad

GF,
(2.6) Ckz = L

Wspdtczynniki sztywnosci zginania elementu sprezystego wyznaczi si¢ przy zalozeniu
ptaskiego rozktadu naprezeil w zastgpowanym odeinku preta. Rozpatrzymy pryzmatyczny
odcinek preta o dlugosci A7, (rys. 7) zginany w plaszczyZnie X,y, X,; momentem M.

v TXFP _Féfr(f)
I ‘I |/"~~
i AT —— 7
" _\t%"\\\ !/7
l S dF: \'_'lel 1. Xrl.-
)—"-—’ S L
M — —\\.‘\j% Mf'(f)
(1) /{; \\\\\ _\\fll/f
b . fe— -« e— Al — — ]
) 1 w2 b7 (t)
3. *n
Me(2) Me(t)
Rys. 7

Moment M, (1) jest rOwnowaZony przez naprezenia wewnetrzne. NapreZenia w elementar-
nym wycinku powierzchni przekroju poprzecznego dF, (rys. 7) dajg moment

am, (1) = o,(t)ydF.,

a calkowity moment wynosi

@7 M) = [ o (O)ydF,,
F

gdzie y oznacza odlegto$¢ miedzy obojetna osia zginania i powierzchnia dF,, o,(t) — na-
prezenie normalne w elementarnym wycinku powierzehni dF,.
Poniewaz |

2.8 o, (1) = Ee, (1),

gdzie E oznacza modul Younga, g,(1) — odksztalcenie wzgledne, ktére mozna wyrazié
zwigzkiem :

' yAy.(t)
2. N bl 0L
2.9) lt) = 27
gdzie Ay, oznacza kat ugiccia belki, réwnanie (2.7), po vwzglednieniu (2.8) i (2.9), przyj-
muje postaé .
Ey* Ay, (t)

M.(8) = Al
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Wykonujac catkowanie po prawej stronie ostatniego réwnania otrzymamy

E

010y M0 = 2y,

gdzie J, jest momentem bezwladnoéci przekroju poprzecznego preta.

Z drugiej strony, zalezno$¢ pomiedzy momentem zginajacym i katem ugiecia belki ma
postac
(2.11) M, (1) = cus dy.(2).

Poniewaz przy tym samym obciaZeniu M, (f) odksztalcenia musza by¢ takie same dla
odcinka belki i dla elementu sprezystego, stad po przyréwnaniu prawych stron réownan
(2.10) i (2.11), otrzymuje si¢ réwnanie sztywnosci na zginanie r-tego elementu sprezystego

EJ

(2.12) Cpz = T/:‘,

3. Réwnania ruchu

Roéwnania ruchu wyprowadza si¢ w oparciv o réwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju.
W przypadku braku tlumienia przyjmuja one postaé -

(3.1) LA -
dr\oq.| 0g. 0g,
gdzie T - oznacza energi¢ kinetyczng uktadu, ¥ — energi¢ potencjalna ukladu, t — czas,

G, — wektor wspétrzednych uogdlnionych r-tego sztywnego elementu skonczonego o po-
staci '

0,

(—lr. = COI {ar2, ar3}- .
Poniewaz kazdy element posiada dwa stopnie swobody, wobec tego kazdemu SES
mozna przyporzadkowaé dwa rdwnania (3.1), a dla calego ukladu mozna utozy¢ 2u tych

réwnan. Thumienie mozna pominaé z uwagi na znikomy jego wplyw na wartoéci czgstosci
drgan wiasnych.

Energie kinetyczna ukladu oblicza si¢ z nastgpujacego zwiazku:

32) =2 D mi,

gdzie m, oznacza blok wspdlezynnikéw bezwladnoéci. Blok m, zawiera dwa niezerowe
wyrazZenia

(3.3) m, = ['" 0 ] |

0 m

gdzie m,, oznacza masg sztywnego elementu skoniczonego bioracg udziat w ruchu transla-
cyjnym wzdtuz osi x,, (rys. 5), m,; — masowy moment bezwladnoéci SES wzgledem osi
X,3 (obrét wokot osi x,3).
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Energie kinetyczng ukladu mozna zapisa¢ inaczej, W postaci macierzowej

1 =
(3.9) T = EqTMq,

gdzie M oznacza macierz wspdlczynnikéw bezwladnosci skiadajaca si¢ z blokéw m, (3.3),
&-— wektor predkoéci uwogéinionych uvkiadu. Wobec tego

(3.5) M = diag {m,, m,, ..., m,, ..., m,},
(3.6) g =col {q, Ty er Qs o> Q)
‘ 4-"A.(i'2~

. «Alpl/’—\\\ \ 4'\

Pochodna energii kinetycznej zapisanej w postaci (3.4) wzgledem wektora predkosci
uogdblnionych przyjmuje postac

T .-
(3.7) — = Mq,
: oq
a pochodna
0 .
(3.8) AT v
dt \ 0q

Drugi czlon réwnania Lagrange’a (3.1) jest réwny' Zeru.
Energia potencjalna ukadu jest funkcja odksztalcenia preta oraz sit obciazajacych

. u B

P, (x=1,2,..,n). Sita zewnetrzna P, wykonuje prace na odcinku > A4S; (rys. 8),
1=1x

gdzie AS, jest przemieszczeniem sity P, przypadajacym na jeden SES. Przemieszezenie 4.S;

jest zalezne od obrotu SES wokdl osi x,5. Wobec tego praca sity P,

(3.9) 0L, = P, D) 4S8,
i=Ix

a poniewaz

(3.10) ' AS; = %AI.@%,

prace sily P, mozna wyrazié Zwigzkiem

n .
=\,
G.11) oL, = EP"IZ Alighs.
=,
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Praca wsE/stkich sit zewnetrznych AL jest suma (z uwzglednieniem znaku) prac poszczegol-
nych sit P,. Zaktadamy, Ze sita wykonuje pracg dodatnig przy Sciskaniu. Zatem

3L = Y oL,
Jub
1 Il1 " .
(3.12) oL = — P P, y/_'”,'([,:}.
L~y

td

Uwzglednienie pracy sit osiowych P, stanowi nowos¢ w metodzie SES z uwagi na uwzgled-
nienie nieliniowosci geometrycznych i pozwala na uchwycenie istotnych zwiazkéw po-
migedzy tymi sifami a drganiami i statecznosdcia pre(a.

X X
SESnrr _ 4 r? ESnrk _ T ” SES nrp
N L e
! ‘
MG e
| = | — N I
&l Qrs;b—-—- élb Qo3 N — O
! s i e
e | 2
’;rs ! ka?* /Xﬂ3
< SLp e SP —a— SLy - -

Rys. 9

Odksztalcenic continuum w ukladzie dyskretnym zastepuje odksztalcenie elementéw
sprezystych (rys. 9), Poniewaz SES posiada dwa stopnie swobody element sprezysty od-
ksztalci sie w kierunku osi x,, oraz bedzie zginany w plaszczyZnie x,,, X,».

Wektor przemieszczen punktu zamocowania elementu sprezystego numer k do SES
0 numerze r 0Znaczymy

(313) {er} = col {wrkly wrk3}:
gdzie w,;» oznacza weklor przemieszczenia w/w punktu w kierunku osi x,, (rys. 9), W, —
obrét w/w punktu w plaszczyZnie x,.;, x,,. Wektor przemieszczei punktu zamocowania

elementu sprezystego o numerze k mozna uzalezni¢ od wspdtrzednych nogélnionych SES
0 numerze r nastgpujaco:

ﬁrk2 = f_]rz +§r3 - SP,,
(3.14)

Wik = qras

gdzie SP, jest wspolrzedna zamocowania elementu sprezystego w ukfadzie osi wspolrzed-
nych SES numer r (rys. 9). Wektor odksztalceni elementu sprezystego o numerze k jest
funkcja przemieszczen punktéw jego zamocowania do SES numer r i p

(315) {Awk} = COl {Asz, Awk:;},
gdzie Awy, = Wao—Wpia, AWz = Wrkes — Wpis -

12 Mechanika Teoretyczna
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Wielko$¢ odksztalcenia elementu sprézystego zalezy od wspolczynnikow sztywnosci ¢,
[réwnanie (2.6)] oraz cy; [réwnanie (2.12)]. Wobec tego energi¢ potencjalng mozna za-
pisaé jako

u—1 n u
_ — R N -
(3.16) V= % 2 (Cra AWita + cys Ahwfs) — % Z P, Z AlLghs.
k=1 Toa=t =1,

Ostatnie rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci macierzowej. W tym celu przeksztalcimy
rdwnanie energii potencjalnej k-tego elementu sprgzystego w ten sposob, aby uzyskaé
bezposrednia zalezno§¢ od wspétrzednych uogdlnionych sasiadujgcych z nim SES

| _
(3.17) Vi= —2“AWI£ CiAwy,
gdzie C, = diag {ci,, c,\.3'}, uwzgledniajac za$ zwiazki (3.14) 1 (3.15), otrzymujemy
| - - i
(318) Vk = ’5 (q,rS,TC;‘S,q,—qZ S;,erS,q,—q,’ S;I‘Ckqul,‘l‘qlfslf Ck Sp‘lp)’

gdzie

S lSP," S
r"'o 1_) p

1 SL,
010
4—11' = col {‘_]!'2: Zir.’,}; {—lp = col {C_]pl: 51)3 }
Oznaczenia SP, i SL, podane s3 na rys. 9.
Wprowadzajac zwiazek (3.18) do réwnania (3.16) otrzymamy

"

1._., 1 N . _
(319) V=i Ki- 5 Y PaALa,
=1
gdzie

K _ d kll k12 krr k,‘p’ ku—-l -1 ku——l i l
B lag k21 k22 T kJr k > ku u—1 ku. u I ’
. Bl pp. B

AL' = dlag {”I]llna /”rx+la e ,Cll”},

ql = COI {éln.l’ (71%4—] RCcEIRERE ‘71!,3},
q— wektor wspdhrzednych wogdlnionych ukladu.
Wyrazy blokéw macierzy K maja nastepujacg postac:
(3.20) k., = STC,S,, k., = —SIC.S,. k,, =S]CS,, Kk, =k}.

Celem dalszego uproszczenia rownania (3.19) wprowadzimy nowa macierz B*
n
n _q‘
(3.21) B* = 3 'PAL.
pe=1]
Macierz B* ma maksymalny wymiar » X u, a macierz K wymiar 2u x 2. Doprowadzamy
do zréwnania stopni obydwu macierzy tworzac macierz B o wymiarze 2u X 2u. Dokonac
tego mozna przez wprowadzenie zerowych wierszy i kolumn (poczawszy od pierwszego
co drugi wiersz I kolumne).
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Wprowadzone zmiany nie maja wplywu na rozwiazanie uktadu réwnan (3.19), a maja
jedynie na celu uproszczenie zapisu wspomnianych réownan. Latwo zauwazyé, ze maksy-
malna liczba wyrazéw g wynosi &, poniewaz praca sit P, jest tylko funkcja wspdtrzednych
rotacyjnych g,3, a wektor g posiada maksymalny wymiar 2u. Aby uprosci¢ zapis réwnania
(3.19) konieczne jest sprowadzenie obydwu wektoréw do jednakowego wymiaru. Wobec
tego rownanie (3.19) przyjmuje postaé

R RS R
(3.22) V—jq Kq—iq Bg.

Pochodna energi‘i potencjalnej zapisanej w postaci (3.22) wzgledem weklora wsp6t-
rzednych uogdinionych ma postaé

(3.23) = = Xq-Bj.

Podstawiajac zwiazki (3.8) oraz (3.23) do réwnania (3.1) otrzymamy
(3.24) Mq+Kq—Bj = 0.

Réwnanie (3.24) jest réwnaniem ruchu preta prostego o dowolnie zmiennym . przekroju
poprzecznym obcigzonego sifami osiowymi.

4. Warunki hrzegowe

Niektdre sposoby podparcia pretdw prostych przedstawiono na rys. 11 2. Kazdy z tych
sposobéw wprowadza ograniczenia w ruchu preta, a wiec musza byé narzucone okreslone
warunki na rownanie (3.24), ktére wyprowadzono dla ukladu dyskretnego ztoZzonego
z SES o dwdch stopniach swobody. Warunkami tymi sa zerowe wartosci niektorych skta-
dowych wektora wspdlrzednych uogdlnionych q, tzn. tych sktadowych, ktdre stanowig wek-
tory przemieszezen SES o ograniczonym ruchu. Przykiady wspomnianych ograniczen
podano na rys. 15.

Ograniczenie ruchu wprowadza rowniez dodatkowe zmiany w macierzach bezwlad-
nosci M oraz sztywnosci K 1 tak np. moment bezwladnosci SES zamocowanego do pod-
pory przesuwnej (rys. 15, wariant V) nalezy oblicza¢ wzglgdem osi obrotu, a nie wzgledem
osi prostopéd}ej do plaszczyzny ruchu i przechodzgcej przez §rodek masy, jak to ma miejsce
w przypadku swobodnego SES. To samo dotyczy obliczen momentéw bezwladnosci
skrajnych SES w przypadkach II i IIX. W przypadku IV SES ma ograniczone mozliwosci
przemieszczenia sie w kierunku poprzecznym, jak i obrotu i dlatego wspdlczynniki bez-
wladnosci maja warto$é zero. Z ograniczeniem ruchu wigZe si¢ takZe zmiana wspoirzed-
nych zamocowania elementéw sprezystych (w ukladzie osi wspétrzednych SES — patrz
rys. 9), a tym samym zmiana blokéw macierzy K ([3.19]), ktdre sg zwigzane z tymi SES.

Zerowanie niektérych wyrazéw wektora g zmniejsza wymiar macierzy M, K i B w réw-
naniu (3.24) o liczbe tych wyrazéw. Macierze mas, sztywnosci i macierz B o zmniejszonym
wymiarze oznaczymy przez M’ K’ i B’ '

12%
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5. Drgania wlasne, stateczno$¢ poloZenia rownowagi

Wezmy pod uwage uktad réwnan ruchu (3.24) odpowiednio zmodylikowany w zwigzku
z uwagami podanymi w rozdziale 4. Rozwigzania powyzszego uktadu réwnan rdzniczko-
wych poszukujemy w postaci harmonicznej, tzn. zakladamy, ze

(5.1) q = qpsinm/,

gdzie g, — wektor amplitud drgan, m — czesto$¢ drgan wlasnych. Wprowadzajac zwigzek
(5.1) do réwnania (3.24), otrzymamy

(5.2) [(K'—B")~?M]q, = 0.
Réwnanie (5.2) posiada rozwigzanie nietrywialne wowcezas, gdy wyznacznik gléwny ma-
cierzy

(5.3) det |(K'=B)—m?M’| = 0.

W ten sposob obliczanie czgstosci drgan wlasnych prgta obciaZzonego sitami osiowymi
sprowadza si¢ do problemu znajdowania wartosci wiasnych macierzy.

Przypadek badania stateczno$ci ukladu jest bardziej prosty. Warunkiem utraty sta-
tecznosci jest nietrywialne rozwigzanie réwnania (5.2) przy zatoZzeniu, Zze czgstos$é drgan
wlasnych jest réwna zeru, a wigc

(5.4) K —B)go = 0,

przy czym warto$cig niewiadoma w tym przypadku jest warto$¢ P, (x=1,2,..,n)
wchodzaca w sktad macierzy B’

Réwnanie (5.4) mozna uproscié, poniewaz macierz B’ zawiera zerowe wiersze i ko-
lumny (patrz przeksztalcenie macierzy B* w macierz B) o numerach odpowiadajacych
kolejnym amplitudom wektora g, w kierunku poprzecznym preta. Z uwagi na fakt, ze
wyrazy macierzy K’ lezace na i w poblizu gtownej przekqtnej sa rézne od zera, celem spel-
nienia réwnania (5.4) przemieszczenia (amplitudy drgan) w kierunku poprzecznym preta
musza byé réwne zeru. )

Wobec zerowych wyrazen wektora q, macierze K’ i B* zmniejszajg swéj wymiar o liczbg
wspomnianych wyrazef. Macierze K’ i B’ o zmniejszonym wymiarze oznaczymy przez K
i B”. Wéwczas réwnanie (5.4) przyjmie postaé

(5.5) (K"—-B")g8 = 0,

gdzie q§ = col {Go,a}, r= (1,2, ..., u).

Jezeli np. SES numer r nie ma mozliwosci obrotu w plaszczyznie x,,, X,,, woOwczas
wyraz g,,; wektora q§ jest rowny zeru.

Warto$¢ nieznana tzn. obcigzenie krytyczne P, wchodzi w sktad macierzy B”. Przyjmu-
jemy zaloZenie, Ze sity osiowe P, sa zalezne od parametru P wedlug wzoru

(5.6) . P,=Pa, (x=1,2,..,1n).
Wobec tego macierz B” mozemy zapisaé
(5.7) _ B" = PB;,

n

gdzie B, = ' &,AL; [poréwnaj zwiazek (3.21)]. Wprowadzajac zwiazek (5.7) do réw-

=1
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nania (5.5) otrzymamy-
(5.8) X'"—PBYg% = 0.

Réwnanie (5.8) przedstawia typowe zagadnienie wartosci wlasnych macierzy. Rozwigza-
niem tego rownania sa wartosci wlasne P, 1 odpowiadajace im wektory wlasne q§,, » < w.
Sa to wielkosci, dla ktérych spetnione jest réwnanie (5.8). W rozpatrywanym zagadnieniu
P, oznacza sile krytyczna, za$ §§, postaé odksztalcenia od potozenia réwnowagi pod dzia-
laniem obciazenia krytycznego

(5.9) P,o=Pd, (¢=1,2,..,n).

6. Przyklady obliczen

Przedstawione przyktady obrazuja mozliwo$ci zastosowan metody, jak rowniez daja
poglad o doktadnosci obliczen. W pierwszym przykladzie podano obliczenia sily krytycz-
nej kolumny prostej o zmiennym przekroju przy réznym podziale na sziywne elementy
skoficzone i wyniki tych obliczen poréwnano z rozwiazaniami analitycznymi. W drugim
przykladzie obliczono czestosei drgan preta o stalym przekroju w funkeji sity $ciskajace;.

b)

{y= 600 mm

lp= 700 mm

E= 2108 k6/cm?
[]= 18 cm’
Ip=245cm*

Rys. 10

I w tym przypadku rozwiagzanie poréwnano z wynikami metod analitycznych. W przy-
ktadzie trzecim obliczono czestosci drgan wlasnych watu o skokowo zmiennym przekroju
poprzecznym réwniez w funkcji sity $ciskajace;j.

Przyktad 1. Policzono trzy pierwsze sily krytyczne i odpowiadajace im formy
odksztalcen dla kolumny o zmiennym przekroju (rys. 10), dla réznej gestoéei podzialu
na sztywne elementy skonczone. Parametry kolumny podano na rys. 10. Kolumne podzie-
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lono na u odcinkéw o dlugosci 4/ = I/u, a nastgpnie wiasnosci sprezyste kazdego odcinka
zastapiono elementem sprezystym, ktory umieszczono w $rodku odcinka. Otrzymano
w ten sposéb u sztywnych elementéw skoriczonych. Wartoéci obcigzen krytycznych obli-
czono z réwnania (5.8) wykorzystujac standardowe programy obliczajace wartosci wlasne
macierzy.

Tablica 1
" Liczba B PI?rl "P;(‘yl i Pl(()rl'_‘ Pl'cr2 i Pl?rs *P[iq-;;
SES Pr1 e Prr2 T Pir3 —Pl?,g*
@) [kG] %l [kG] 1%l [kG] [%]
1 4970,41 — — —_— — _
2 6459,86 4,811 31232,40 41,863 — _
3 6573,64 3,135 44510,78 17,146 783494 50,173
4 6690,18 1,418 47788,22 11,045 110615,8 29,653
5 6713,57 1,073 50154,60 6,640 125253,0 20,344
6 6739,65 0,689 51145,54 4,796 134704,1 14,334
7 6752,55 0,498 51819,66 3,541 140537,8 10,624
8 6758,77 0,407 52306,58 2,634 144021,9 8,408
9 6768,61 0,262 52518,90 2,239 147178,5 6,401
10 6768,65 0,261 52830,59 1,659 148591,1 5,502
12 6774,59 0,173 53106,60 1,145 151158,5 3,863
15 6781,84 0,067 53262,86 0,854 153649,3 2,285
wartosé :
dokladna 6786,39 — 53721,84 — 157243,0 —

Objasnienia:

P/l;n, P;i,.z, P;it,.a — pierwsza, druga i trzecia sita krytyczna obliczona dla ukladu dyskretnego zlozonego
z i SES,
P;?,-l, P,?,-z, P]?,»;; — doktadne wartodci sit krytycznych.

Wyniki przedstaWiono w tablicy 1. Dokfadna warto$¢ obcigzenia krytycznego wynosi,
zgodnie z [6]

Py = 6786,39 kG,  Pgo = 53721,84 kG,  Piy = 157 243,02 kG.

Na rys. 11 przedstawiono wykres sity krytycznej obliczonej metodg podziatu kolumny
na SES w zalezno$ci od ggstosci podzialu. Z przedstawionych danych wynika, ze wyniki
obliczen metoda SES s3 zbiezne monotonicznie do wartoSci dokladnej i zbiegaja si¢ od
dolu, w przeciwienstwie do metody przedstawionej w [1]. W ten sposdb sita krytyczna
obliczona prezentowang metoda jest «bardziej bezpieczna» niz w innych przypadkach.
Postacie odksztalcesi przedstawiono w tablicy 2 i na rys. 12.

Przyktad 2. Policzono trzy pierwsze czgstosci drgan wlasnych preta o statym
przekroju (rys. 13) dla réznych wartosci sit osiowych P. Parametry preta podano na rys. 13.
Pret podzielono na 9 odcinkéw a nastepnie whasnosci sprezyste kazdego odcinka, podobnie
jak poprzednio, zastapiono elementem sprezystym, ktéry umieszczono w érodku odcinka.
Uzyskano w ten sposéb 10 SES. Czestoéci drgan wlasnych obliczono z réwnania (5.3).
Wyniki przedstawiono w tablicach 3, 4, 5, zestawiajac je z rozwiazaniami analitycznymi [7].
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Na rys. 14 przedstawiono zalezno$¢ pomiedzy czgstoscia drgan wlasnych i obcigZzeniem

w osi preta.

Przyktad 3. Policzono {rzy pierwsze czgstoSci drgaft wiasnych walu o skokowo
zmiennym przekroju (rys. 16) dla réznych wartosci sit osiowych P. Wymiary watu podano
na rys. 16. Przyjeto wartosci modutu Younga i modutu odksztatcenia postaciowego odpo-
wiednio: E = 2-10° kG/cm?: G = 8 10° kG/cm?. Podobnie jak poprzednio, wat po-
dzielono na 10 SES. Czgstosci drgan wlasnych obliczono z réwnania (5.3). Wyniki zesta-

wiono w tablicy 6.

Tablica 2
Nr Forma Forma Forma
SES nr 1 nr 2 nr 3

1 1,00000 —1,00000 1,00000
2 0,95606 —0,66653 0,12171
3 0,82809 0,11148 —0,97037
4 0,63963 0,77206 —0,39543
5 0,45084 0,91072 0,56484
6 0,23294 0,60313 0,79616

Tablica 3

Sila Pierwsza czesto$¢ Pierw'sza czestose Blad
osiowa drgan wlasnych | drgan wlasnych wzgledny

[kG] (warto$¢ do- (wart(.>§é przy- %]

kladna) blizona)

500 125,6162 125,5961 0,016
1000 119,1210 119,0759 0,038
1500 112,2732 112,1541 0,106
2000 104,9796 104,7752 0,195
2500 97,1399 96,8348 0,314
3000 88,6094 88,1813 0,483
3500 79,1648 78,5795 0,739
4000 68,4289 67,6267 1,172
4500 55,6594 54,5145 2,057
5000 38,9027 37,0151 4,852
5100 34,5906 32,4000 6,333
5200 29,6580 27,0072 8,938
5300 23,7211 20,2241 14,742
5400 15,6773 9,4145 39,948

13 Mecchanika Teoretyczna



Tablica 4

sia | Do el | s oot | g
osiowa SRR ych | drgan w’l_asny ¢ wzgledny
KG] (warto$¢ do- (wartos¢ do- [%]
kladna) kladna)

500 520,9650 520,3215 0,123
1000 514,8459 513,9683 0,179
1500 508,6532 507,5349 0,220
2000 502,3842 501,0182 0,272
2500 496,0360 4944148 0,327
3000 489,6055 487,7214 0,385
3500 483,0893 480,9340 0,446
4000 476,4841 474,0488 0,511
4500 469,7860 460,0612 0,580
5000 462,9911 459,9668 0,653
5100 461,6201 458,5347 0,668
5200 460,2450 457,0980 0,684
5300 458,8658 " 455,6567 0,699
5400 457,4824 454,2109 0,715

Tablica 5
Sila ('Ii‘rrze'cfia Tzcstoéé Trzecfia czestosé Blad
osiowa gan wl :}snych drgan w%asnych wzgledny

KG] (wartos¢ do- (warto$é przy- 24

‘ kladna) blizona)

500 1179,7506 1174,8443 0,416
1000 1173,6910 1168,2580 0,463
1500 1167,5999 1161,6336 0,511
2000 1161,4769 1154,9705 0,560
2500 1155,3215 1148,2679 0,611
3000 1149,1331 1141,5253 0,662
3500 1142,9111 1134,7418 0,715
4000 1136,6551 1127,9168 0,769
4500 1130,3645 1121,0494 0,824
5000 1124,0387 1114,1389 0,881
5100 1122,7693 1112,7516 0,892
5200 1121,4984 1111,3625 0,904
5300 1120,2261 1109,9716 0,915
5400 1118,9523 1108,5790 0,927

[490]
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Tablica 6
Sita X
osiowa Pierwsza czgsto$¢| Druga czesto$é | Trzecia czestosé
(T drgan wlasnych | drgan wiasnych | drgan wlasnych
0 300,353 552,192 1550,327
5 ) 296,850 547,388 1545,022
10 293,280 542,515 1539,621
15 289,642 537,568 1534,118
20 285,930 532,545 1528,508
25 282,141 527,443 1522,787
30 278,268 522,258 1516,948
35 274,307 516,987 1510,985
40 270,251 511,626 1504,893
45 266,093 506,171 1498,663
50 261,825 500,618 1492,289
55 257,439 494,963 1485,764

7. Whnioski

Z przedstawionych rozwazan wynika, Ze:

1) metode mozna stosowa¢ do obliczen drgan wlasnych i badania statecznoéci pretow
prostych o dowolnym przekroju poprzecznym,

2) przy niewielkiej gestosci podziatu continuum na SES otrzymuje si¢ do§¢ dokfadne
wyniki,

3) dzigki prostemu zapisowi macierzowemu metoda daje si¢ latwo zaprogramowaé
w obliczeniach na elektronicznej maszynie cyfrowe;.
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Peswome

JOUCKPETHAS MOJENL IJISI PACHETA YCTONUMBOCTHU U COBCTBEHHBIX
KOJEBAHMHI HATPY)XEHHBIX BIOJIb OCH CTEP)KHE
INEPEMEHHOIO CEUEHMSI

B paGoTe paccMATPHBACTCS MCTON PACUeTa YCTOHUHBOCTH M COGCTBCHHBIX KOJNEGAHUI cTepIkueil Moy,
BJIMAHHEM OCCBOI HArPY3KIl NPH HCIONL30BAHMH METOHA MECTIKHX KOHCUHLIX 3JIEMCHTOR.

JIa10TCsT TEOPETHUCCKIE OCHOBLI METOJA IT OLIEHKA €ro TOWHOCTH. IToNasaHnl MpHMephl MPHMEHEHHIT,
MeTox paspaboran ¢ TOUKH SPEHHS IPUMEHENHS HH(MPOBLIX BLIUHCAHTENLILIX METOMOB.

Summary

THE DISCRETE MODEL OF CALCULATION OF NATURAL VIBRATION FREQUENCY AND
STABILITY OF AXIALLY LOADED RODS WITH ARBITRARILY VARIABLE CROSS-SECTIONS

The method presented consists in calculating the natuval vibration frequency and stability of axially
loaded rods by the stiff finite elements method. Theoretical basis of the method and its accuracy are dis-
cussed in the paper, and the examples of its application are given. The method is suitable for electronic
compuier technique.

POLITECHNIKA GDANSKA, GDANSK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1975 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 13 (1975)

WYZNACZANIE CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH GUMY PRZY PERIODYCZNYM
SKRECANIU WALCA PEENEGO. ZASTOSOWANIE STEROWANEGO IMPULSU DO
POMIARU KATA STRATNOSCI¥)

KaroL WYLEZYCH (GLIWICE)
1. Wstep

Coraz wyZsze wymagania stawiane konstrukcjom powoduja wprowadzanie nowych
tworzyw o okre$lonych wiasno$ciach reologicznych. Na przestrzeni ostatnich lat w prze-
my$le maszynowym i motoryzacyjnym znacznie wzrosto [l -4] zastosowanie réznych
gatunkéyv gum. Jest to wynikiem zdolnoSci gumy do znacznych odksztalced sprezys-
tych przy réwnoczesnym duzym thumieniu. Ponadto takie jej cechy, jak: dysypacja energii
przy tlumieniu fal dzwigkowych, obniZenie krzywej rezonansu przy drganiach, dobre wlas-
nosci izolacji cieplnej, elektrycznej i akustycznej oraz odporno$é na dziatanie zwiaz-
kéw chemicznych powodujg coraz to nowe zastosowania gumy w konstrukcjach maszyn.
Rozpraszanie znacznych energii przez elementy gumowe w trakcie zmiennych w czasie
proceséw odksztalcenia wplyngto na wytwarzanie z niej réznego typu amortyzatordw,
wibroizolatoréw, uszczelek, zderzakéw, lacznikéw sprezystych, sprzegiel elastycznych,
thumikéw drgan i innych. Réwnolegle z tym poszukuje si¢ coraz efektywniejszych metod
pomiaru wlasnofci lepkosprezystych gumy. W szczeg6lnodei gtéwna uwage skupia sie na
ilo§ciowej ocenie tarcia wewnetrznego, przejawiajacego si¢ istnieniem histerezy, zanikaniem
drgan swobodnych, przesuni¢ciem fazowym miedzy naprezeniem i odksztatceniem, czy tez
ograniczeniem wzrostu drgan rezonansowych, jako waznej charakterystyki okreslajace
wlasnoéci tlumienia tego tworzywa [5 - 9]. Najcze$ciej za miarg tarcia wewnetrznego przyj-
muje si¢ wspdlczynnik tlumienia drgan zdefiniowany jako stosunek energii dysypowanej
w ciagu jednego cyklu odksztalcenia, do potencjalnej energii sprezystosci ciata, odpowia-
dajacej amplitudzie odksztalcenia ciala [4, 10]. Inna metoda do$§wiadczalna badania tarcia
wewnetrznego w cialach stalych polega na wyznaczaniu thimienia drgan na podstawie
drgan zanikajacych, gdzie logarytmiczny dekrement ttumienia drgafi uwaza si¢ za miarg
tarcia wewnetrznego. Na tej metodzie oparta jest nawet niemiecka norma [11] dotyczaca
badan wlasnoéci dynamicznych gumy.

W ostatnich latach, jako miare wlasnosci tlumieniowych gumy preferuje si¢ przyjecie
tangensa kata przesunigcia fazowego J, wystepujacego migdzy naprezeniem a odksztalce-
niem, zwanego takZze katem stratnoSci [12]. Tangens tego kata stanowi miar¢ stosunku

*) Praca zostala wyrdiniona na Ogoélnokrajowym Konkursie na prace dowiadczalne z mechaniki
technicznej, zorganizowanym przez Oddziat PTMTS w Czestochowie, w 1974 r,
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energii rozproszonej do energii zachowanej przy odksztalceniu cyklicznym. W tym kie-
runku zmierzajg takze zalecenia ISO [13] dotyczace badan dynamicznych gumy.

W elekironicznej technice pomiarowej problem wyznaczenia kata przesuniecia fazo-
wego migdzy dwoma sygnalami elektrycznymi zostat rozwiazany dla odpowiednio wy-
sokich i stalych czestodci oraz duzych napig¢ sygnatéw pomiarowych, przez co nie moga
one by¢ przydatne w pomiarach kata stratnosci tworzyw kauczukopodobnych.

Dodatkowa trudno$é pomiarowa stwarza takze fakt, ze zaréwno stosowane powszech-
nie mostki tensometryczne, jak réwniez inne czynne elementy toru elektronicznego cha-
rakteryzuja sie wlasnym przesunigciem fazowym.

Dlatego tez wigkszo$¢ stosowanych do tej pory metod okreslania tego kata to metody
posrednie, a czesto przyblizone, tzn. wyznacza si¢ dogodniejsze do zmierzenia wielkoéci,
np. logarytmiczny dekrement tlumienia drgan swobodnych, charakterystyke amplitudowo-
czestotliwosciowq czy petle dynamicznej histerezy [6, 14 - 17], na podstawie ktSrych wy-
licza sie kat stratnosci.

Jak wynika z wyzej przytoczonego przegladu, nie ujmujacego pelnego zestawienia
sposobdw, wszystkie poSrednie metody wyznaczenia kata stratnosci obarczone musza byé
w konsekwencji duzym bledem oraz sq bardzo czasochtonne. Nalezy podkreslié, iz osob-
nym i to nielatwym problemem pomiarowym jest sam pomiar dynamicznej petli histerezy.

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki badan dynamicznej relaksacji przeprowa-
dzonych na walcowych probkach gumowych, w wyniku ktdrych wyznaczono moduty
bezwzgledne odksztalcenia postaciowego oraz skladowe zespolonych moduldw w funkgji
czestodci dla pewnych gatunkdw gum przemyslowych. Opisano takze zastosowana w pracy
metode pomiaru kata przesunigcia fazowego migdzy naprezeniem a odksztalceniem,
w ktorej wykorzystano impuls sterujacy pochodzacy z zasilanego napieciem stalym kon-
taktronu zwieranego wirujacymi dwoma magnesami.

Zaproponowana metoda charakteryzuje si¢ duzg rozdzielczo$cig pomiarowa i wydaje sie,
iz posiada szereg zalet praktycznych w porédwnaniu z metodg stosowana w maszynach
badawczych, typu RAPRA czy WALLACE [8].

2. Skretne drgania ustalone walca lepkosprezystego

Rozpatrzmy pret walcowy o dlugoéci /i promieniu R (rys. 1). Jeden koniec jest zamo-
cowany sztywno, a drugi poddawany okresowo zmiennym odksztalceniom typu

2.1 o(l, t) = Re[p*()e™.
Przy braku sit masowych réwnanie drgan skretnych preta sprezystego w uk{adzw wspol-
rzednych walcowych (v, @, z) przy x; = z ma znang postaé
% G g
¢ T =]

gdzie G jest modulem sprezystosci odksztatcenia postaciowego, a ¢ gestoscia.

Dla drgan ustalonych tzw. quasi-stacjonarnych, przyjmujemy, Ze przemieszczenie
katowe ¢(z, 1) ma postac
@3) ¢(z, 1) = Relp*(z, w)e],



WYZNACZANIE CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH GUMY 495

dzieki czemu réwnanie (2.2) przechodzi w réwnanie. rézniczkowe zZwyczajne

et wre
it =0

(2.4)

Rozwazajac walec jako ciato lepkosprezyste, kat obrotu wyznacza sie korzystajac
z analogii spre¢zysto-lepkosprezystej Alfreya [16], zastepujac wielko§é G przez G*(iw),
tj. przez funkcje parametru w. Réwnanie drgan skrgtnych preta lepkosprezystego jest
wtedy nastepujace:

@) e P T

&
e

#3

o=
S

p cosat
= [ [z f
L
Rys. 1. Dynamiczne skrecanie walca pelnego
lub wprowadzajac oznaczenie
w30

. k* = ——
(2.6) G* (i)
mamy

AT

2.7 dzz—+k p* = 0.
Rozwigzaniem réwnania réZniczkowego (2.7) jest funkcja
(2.8) p*(z, t) = Asinkz+Bcoskz.
Dla warunkoéw brzegowych
2.9) C@*0,0) =0,  ¢*(, 1) = Re[p*(De™],
rozwiazanie réwnania (2.7) przyjmie postaé
2.10) @) = pr) S

' PE = O ind

gdzie p*(l) = pocoswt jest katem skrecenia wolnego brzegu probki.

Korzystajac z zasady superpozycji Boltzmanna [16] napre¢zenie styczne o, bgdace
funkcja wspéirzednych przestrzennych r, z oraz czasu ¢, przy skrecaniu preta walcowego
wyraza si¢ w postaci

@.11) Goplrs 7, 1) = fi’gw(#i) W((—7)dr,
b
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Miedzy sktadowa odksztalcenia e, a przemieszczeniem katowym ¢ zachodzi zaleznogé

1 O
(2.12) : Erp = i

2
gdzie r oznacza odleglosé od osi preta (0 < r < R). Biorgc pod uwage (2.12) zwiazek
(2.11) przyjmie posta

3
. _1 [ 9] 99 )|y
(213) Gz(p(l s Z, 7) = ) JE[VT]IG—T)!JT.

Moment sit dziatajacy w przekroju o wspotrzgdnej z okreéla wzdr wynikajacy z warunku
rownowagi

2z R !
@.14) M@, 1) = [ [ 04,2z, yr2dpdr.
0 0

Podstawiajae (2.13) do (2.14) otrzymujemy

2n R ¢

2.15) Mz, 1) = f f f o ‘”(Z ’) Y(t—D)dpdrdv.

Rownanie (2.15) mozemy przeksztalcié do wygodniejszej postaci, jeSli skorzystamy z za-
leznosci (2.10) i przeprowadzimy catkowanie, wtedy

t

4
Mz, 1) = —Ef:—]’(p COIS;Z: f‘l’(t——r)smwrd—r
lub
H
. 1 coskz .
(2.16) Mz, t) = ———Iolcq)o.——wf‘l’(t—-r)smwrdr,
2 sinkl 8

gdzie I, przedstawia biegunowy moment bezwltadnoéci pola przekroju. Wykorzystujac
twierdzenie o splocie, réwnanie (2.16) mozemy napisaé w postaci

I3
2.17) Mz, t) = — Iokpo ];l [sinwtwf?[f(r)coswrdr.—
0

—coswt f (1) sinwrdz‘] .
0

Wprowadzajac nastgpujace oznaczenia i biorac pod uwage drgania ustalone (przez co
mozemy przej§é z gérna granica catki do nieskoficzono$ci)

P, =w [ P(D)coswrdr = P*(w)sin 6(),
Q

Yiw, ) = cof‘I’(r)sinwrdr = ¥*(w)cos 6(w),
0
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réwnanie (2.17) zapisujemy jako

(2.19) Mz, 0) = 10/% COSk

¥(w) .

gdzie 2 jest warto$cia bezwzgledna zespolonego modutu odksztakeenia postaciowego

‘I’ *(w)cos[wt + 6(w)],

[11], a 6(w) katem przesunigcia fazowego miedzy dzialajacym wymuszeniem przemiesz-
czenia katowego a momentem skrecajacym [18]. Uwzgledniajac (2.6) zwiazek (2.19) jest
nastepujacy:

(2.20) M(z, 0) = I, pow [G* (iw)o]? Zons,kl cos[wt+ d(w)],

z ktdrego atwo juz wyznaczyé modut bezwzgledny

[M°0, w)]?

N -
(2.21) |G*(iw)| = ooty sin?kl,

gdzie M° (0, w) jest amplituda momentu skrecajacego na utwierdzonym brzegu prébki
walcowej. Oczywiscie

.22) o) = 16" = VG @)+ 6w

w ktérych G'(w) jest dynamicznym modutem zachowawczym, a G"(w) dynamicznym
modulem stratnoéci. ' ,

Rozwijajac funkcje sin®kl, wyrazong przez cos 2 kl, w szereg potggowy [19], biorac
w pierwszym przyblizeniu pod uwage dwa pierwsze wyrazy szeregu, mamy

(2.23) sin?kl = % (I —cos2kl) = %_{1——[1—2(kl)2+ L1 = kP
Podstawiajac (2.6) oraz (2.23) do (2.21) wzdér na modut bezwzglcdny odksztalcenia po-
staciowego przyjmuje postaé
M°, w)l
Logo
W drugim przybliZeniu, biorac trzy pierwsze wyrazy szeregu, mamy

(2.24) |G*(iw)| =

(025  sin®kl = %{1——[1—2(kl).2+%(k1)4+ ]}= (kl)"'—%(kl)4+
Wprowadzajac do réwnania (2.21) zaleZno§¢ (2.25) oraz (2.6), otrzymuje si¢ réw-
nanie

[M°(0, w)]?I* 1 [M°(, w)]zl“ »?

2.26 G*(i, w)|® - * — = 0.
226) 16, o)l o 6%, )|+ Lo =0
Oznaczajac przez

: (MO0, )*1* . 1
2.2 Ll R’ e 2
2.27) C= Lot , D= 7 20l%,
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réwnanie (2.26) mozna zapisa¢ w postaci

(2.28) (GH*(i)? — C|GF (i) + CD = 0.

Aby rozwigza¢ powyzsze réwnanie nalezy znac¢ wielkodci wspolczynnikéw C i D, ktére
dla kazdego gatunku gumy i réznych czestodci, przy zachowaniu stalych wymiaréw prébki
walcowej, beda rézne.

3. Urzadzenia badawcze uzyte do realizacji prob

Wobec braku typowych maszyn badawczych, na ktérych mozna by byto przeprowa-
dzaé reologiczne badania zwulkanizowanych mieszanek gumowych, autor skonstruowat
stanowisko prototypowe pozwalajgce realizowaé proby statycznego pelzania oraz stano-
wisko, na ktérym moZna przeprowadzaé proby dynamicznej relaksacji. Stanowiska te

| Pomiar |

I odks2tarcen .

Wymuszemne Lgeznik
HNaped /r
| karmomcine spreZysty I
I . Pomiar —L————
momentu
—————‘————.—
| skrecajgeeno

| Oscyloskn;s

I
—‘l———J Mostek | /L
‘—t—_’ Yensometryczny Inpulsator l /
=
|
!
o
|
|

Cwustrumieniawy

2Zespbt

- zasilajgco- M)
|
I

sterujgcy

Hegestrator

Rys. 2. Ukiad blokowy stanowiska badawczego

oraz zesp6l napedowy, pomiarowy i sterujacy zostaly wykonane wlasnym sposobem
w Instytucie Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Slaskiej.

Petzarka do préb statycznych pozwalala na odczytanie kata skrecania z doktadnodcia
do 40" przy obciazeniu prébki walcowej staltym w czasie momentem skrecajacym, ktérego
wektor pokrywal si¢ z osig preta.

Zalozeniem konstrukcyjnym maszyny badawczej do prob dynamicznych bylo umozli-
wienie pomiaru wielko§ci momentu skrecajgcego oraz kata skrecenia, a takze kata przesu-
nigcia fazowego przy réznych czgsto$ciach wymuszenia, co stanowi istotny problem po-
miarowy. Maszyna badawcza dla przeprowadzenia badari wlasnoéci dynamicznych oparta
jest na kinematycznym sposobie wymuszenia odksztalcen, zaréwno prdébek walcowych
jak i niektorych typéw tacznikdw sprezystych. Schemat blokowy tego stanowiska badaw-
czego pokazany jest na rys, 2.
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3.1. Opis maszyny hadawczej do préb dynamiczaych. Z silnika naped przenoszony jest przez
przektadnie pasowa I (rys. 3) na walek tarczy korbowej 2, ktéra za posrednictwem regu-
lowanego mimo$rodku napedza suwak 3 zamieniajac w ten sposob ruch obrotowy na ruch

21 10 7 15 18 20 17 19

Rys. 3. Schemat maszyny do przeprowadzenia badan dynamicznego skrecania przy wymuszeniu kinema-
tycznym

posuwisto-zwrotny. Réwnanie ruchu suwaka jest funkcja promienia mimo$rodu r i czg-
stoéci kotowe] wymuszenia

(3.1) § = rcoswt.

Suwak 3 porusza si¢ ruchem posuwisto-zwrotnym po plaskich poziomych prowadnicach 4,
na ktérych nacigta jest skala, wprawiajac w ruch wahadlowy za posrednictwem kamienia
§lizgowego ramie 5, a tym samym uchwyt 6 probki 7. Wielkos¢ amplitudy kata skrecenia
regulowana jest zatem mimo$rodem umieszczonym W tarczy 2.

"'Dla matlych amplitud katéw skrecania obowiazuje zalezno$¢
(32) @ = Acoswf,

gdzie A(r) = r/R jest liczba mimosrodowosci, R ramieniem wahadta.
Przebieg zmian odksztalcef mierzony jest za poérednictwem belki sprezystej 8, na ktorej
naklejono tensometry oporowe. Belka ta potaczona jest z suwakiem 3 za pomoca trzpienia 9
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o regulowanej diugoéci. Regulacji dokonuje si¢ za posrednictwem nakretki rzymskiej
w celu uzyskania jednakowego potozenia «zerowego» belki 8 przy réznych zadanych ampli-
tudach kata skrgcania. Do pomiaru wielkosci momentu skrecajacego dzialajacego na
probke, a poSrednio naprezenia, stuzy momentomierz /0 w postaci rury cienko$ciennej
z naklejonymi na niej tensometrami oporowymi. Momentomierz unieruchomiony jest
w przystawce /1 §rubg mocujacg /2. Cato$é zamocowana jest na plycie 2/, a te jako pod-
stawe ustawiono na odpowiednio sztywnym stole. Widok ogdlny stanowiska ujety zostat
narys. 4.

Rys. 4. Widok ogdlny maszyny do badan dynamicznego skrecania

Cze$¢ elektryczna maszyny badawczej sktada si¢ z dwéch zespotéw: a) zespotu zasila-
jaco-sterujacego, b) zespolu pomiarowego.

Zespét zasilajaco-sterujacy stuzy do zasilania, sterowania i mierzenia wielko$ci charak-
teryzujacych prace silnika bocznikowego pradu stalego typu PZBb-44a o mocy 1,5 kW,
przy obrotach znamionowych 1450 obr/min. Zasilanie silnika odbywa si¢ poprzez auto-
transformator laboratoryjny typu Al-2500 na napigcie 220 V. Napiecie ustawione na
autotransformatorze prostowane jest za pomoca prostownikéw diodowych pracujacych
w vkladzie Graetza. Jeden z prostownikdw, zasilajacy obwod twornika, zbudowany jest
z 8 diod typu BY 10/5 polaczonych po dwie, réwnolegle w jednej galezi mostka. Drugi
z prostownikéw, doprowadzajacy réznice napie¢ do stojana, wykonany jest z 8 diod typu
BZ-527 polaczonych po dwie réwnolegle w kazdej z galezi mostka. Diody prostownicze
zabezpieczono na wyjéciu mostkéw odpowiednimi bezpiecznikami topikowymi bezzwlocz-
nymi, pierwszy mostek na 16 A, drugi mostek na 0,8 A. Silnik posiada przekaZnik ter-
miczny bimetaliczny, ktéry zabezpiecza go przed przeciaZeniem, powodujac odlaczenie
od napigcia calego obwodu zasilania i sterowania. Plynna regulacja obrotow silnika uzyski-
wana jest poprzez zmiane napiecia na prostowniku., Wielko$é predkosci obrotowej odczy-
tywana jest na obrotomicrzu zamocowanym w szafie sterujacej, za posrednictwem prad-
niczki tachometrycznej 13 napedzanej przy. pomocy walka elastycznego /4 (rys. 3).

Zespot pomiarowy sklada si¢ z elektrycznych przetwornikéw tensometrycznych na-
klejonych na belce sprezystej 8 (rys. 3) (uklad poimostka) stuzacej do pomiaru odksztal-
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cen tzw. czujnika momentu gnacego jako czujnika kata skrecania oraz tensometréw opo-
rowych naklejonych pelnym mostkiem na momentomierzu 10 w ukladzie kompensujacym
momenty gnace oraz sity poosiowe [20]. Do pomiaru momentu skr@cajqcego stosowano
mostek dynamiczny firmy ZRK Unitra typu AT-970 oraz rejestrator firmy Briiel-Kjaer,
ktéry umozliwiat bezposredni pomiar amplitudy momentu skrecajacego. W sklad zespotu
pomiarowego wchodzi takze miernik przesunigcia fazowego, ktérego dziatanie opisano
szczegétowo w punkcie 3.1.1., wraz z uniwersalnym mostkiem tensometrycznym firmy
VEB RFT Messelektronik typ UM-131 oraz oscyloskop dwustrumieniowy firmy Radiotech-
nika typ OKD-505 A III.

3.1.1. Mechaniczny miernik kata przesuniecia fazowego. Opracowana I wykorzystana w niniej-
szej pracy metoda pomiaru kata przesuniecia fazowego polega na zastosowaniu pary ka-
natéow mostka tensometrycznego oraz pary wzmacniaczy odchylajacych oscyloskopu
dwustrumieniowego. Pod pojeciem pary wzamcniaczy rozumie si¢c dwa wzmacniacze o do-
pasowanych, tzn. identycznych, z dokladnodcia pomiaru, charakterystykach fazowych.

Rys. 5. Mechaniczny miernik kqgta przesuniecia
fazowego

Mechaniczny miernik kata przesuniecia fazowego sklada sie z wirnjacej tarczy teksto-
litowej 15 (rys. 3, 5), osadzonej na kole pasowym 7, do ktdrej przytwierdzono dwa réwno
oddalone od osi obrotu magnesy I6 przesunigte wzgledem siebie o kat 180°. Tarcza teksto-
litowa obraca si¢ z ta sama czestoécia z jaka wymuszane jest odksztalcenie. Do ruchomej
wskazédwki 17 z nacigtym na niej noniuszem przymocowano wodorowy kontaktron I8
zamocowany w odpowiedniej odleglo$ci od wirujacych magneséw, ktdry zasilano ze stabili-
zatora napiecia. Do bezposredniego pomiaru kata przesunigcia fazowego stuzy skala ka-
towa nacieta na tarczy 19. Tarcza 19 oraz pradniczka tachometryczna 13 zamocowana jest
na wysiegniku 20 przytwierdzonym do plyty podstawy 2J.

Czujniki tensometryczne naklejone na momentomierzu [0 oraz belce sprezystej 8
(rys. 3 1 4) wspdldzialaja z mostkiem tensometrycznym, przy ktérego réwnowazeniu nalezy
zwrdcié szczegdlna uwage na réwnowazenie fazowe (kompensacja diugosci przewodow).
Sygnaly wyjéciowe mostka doprowadzane sa do dodatnich wej§¢ réznicowych wzmacniaczy
odchylajacych. Do ujemnych wejs¢ wzmacniaczy doprowadza si¢ sygnal w postaci impul-

's6w synchronizujgcych, uzyskanych za pomoca odpowiedniego ukladu zZrédia napigcia
stalego, kontaktronu oraz wirujacych dwdch magnesdw stalych. Istota dzialania tego ukiadu
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umozliwia uzyskanie impulséw synchronizujgcych o statej amplitudzue co 180° (rys. 6)
w odniesieniu do fazy aktualnego kata skrecenia.

Pomiar kata przesunigcia fazowego polega na okreSleniu dwoch katowych polozen
kontaktronu odpowiadajgcych tzw. przejiciu przez zero (rys. 6, 7) przebiegédw okreslanych

it _
#it) cygnal A weglednie B

N

sygnal C

sygnat A wzglednie Brsygnal C

aVES aN

sygnat A w2glednie BacygnalCw chwili przejscia przez zero”

AN

/ ‘ \ t

Rys. 6. Ilustracja identyfikacji «przejéé¢ przez zero»

katem skrgcenia oraz momentem skrgcajacym,; czego dokonuje si¢ przez sprowadzenie do
warto$ci niezmiennych sumy impulséw synchronizujacych i odpowiednich przebiegéw.
Wykorzystanie do pomiaréw tzw. przejécia przez zero, a nie np. szczytu sinusoidy, umozli-
wia uzyskanie duZej rozdzielczo$ci pomiarowej. Wynik pomiaru uzyskany na podstawie
réznicy odpowiednich polozen katowych kontaktronu, przy zastosowaniu poOwyZszej
metody, nie jest obcigzony wplywem charakterystyk fazowych toru pomiarowego.
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Dla lepszego przedstawienia zaproponowanej w pracy metody pomiaru kata przesu-
nigcia fazowego, zwrocmy uwage na zastosowany sposéb identyfikacji «przejsé przez zero.
Na rys. 6 pokazano przebieg w postaci sinusoidy (moze to by¢ sygnat z czujnikéw tenso-
metrycznych momentomierza 10 lub z czujnikéw tensometrycznych belki sprezystej 8

INEEEENE N

INNNRNRNEY

AR RN AR AT ]

SO

L T O I A A A

Rys. 7. Przykiad wykorzystania oscyloskopu Rys. 8. Ilustracja rozdzielczosci pomiarowej ukla-
w opisywanym ukladzie pomiarowym du do wyznaczania kata przesuniecia fazowego

podajacych przebieg kata skrecania badanego modelu) oraz przebieg impulsow synchro-
nizujacych o okresie rownym polowie okresu sinusoidalnego, jak rowniez ich sume. Nalezy
zwrocié uwage, ze wylacznie w momencie «przejscia przez zero» przebiegu sinusoidalnego,
maksymalna amplituda otrzymanej sumy sygnatéw powtarza si¢ jednoznacznie dla kazdego
impulsu synchronizujacego (rys. 7 i 8). Identyfikacja tego faktu moze by¢ fatwo przeprowa-
dzona za pomoca oscyloskopu. Ostateczny wynik pomiaru nie zalezy od wartoéci kata
przesunigcia pomi¢dzy obu stalymi wirujacymi magnesami inicjujgcymi, tzn. kat ten moze
by¢ rézny o 180° oraz nie zalezy od czasu zwloki kontaktronu przy spelnianiu warunku,
ze zaréwno kat przesuniecia magnesow, jak i czas zwloki sg niezmienne w czasie.
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4. Dane dotyczace przeprowadzonych préb

4.1. Material badany, prébki. Do badan uzyto zwulkanizowanych prébek gumowych po-
siadajacych dtugo§é I = 120 mm i $rednicg 30 mm, o symbolach ME-150-50, ME-150-60
oraz ME-150-70, wykonanych w Instytucie Przemystu Gumowego ,,STOMIL” w War-
szawie, a majacych zastosowanie w tulejowych gumowo-metalowych facznikach sprezystych
typu silentblock w samochodach Polski Fiat. '

W celu wyeliminowania niepoZzadanego wplywu zmian twardosci zwulkanizowanych
probek gumowych na wyniki badah, przyjgto twardo§é badanych prébek za miarg jedno-
rodnosci, odrzucajac te probki, ktérych twardosci znacznie réznity sig od warto$ci $red-
niej. Pozwolilo to takZze na dokladnicjsze wyznaczenie rzeczywistej twardoSci badanych
gatunkow gum.

4.2, Sprawdzenie jednorodnoSci materialu bad'nvcmgo na podstawie pomiaru twardo$ci “Sh, Za kry-
terium jednorodnosci materiatlu przyjeto zgodnoéé rozkladu mierzonej twardoéci °Sh
z rozkladem normalnym oraz wzgledne odchylenie standardowe, powszechnie przyjete
jako miara jakosci tworzywa [21]. Laboratoryjnym twardodciomierzem recznym typu
Shore’a dokonano pomiaréw twardodci, na podstawie ktérych obliczono wartoséé $rednia
°Sh, odchylenie standardowe s i wzgledne odchylenie standardowe S populacji prébnej.
W celu stwierdzenia zgodnosci rozktadu twardosci mierzonej °Sh z rozktadem normalnym,
sporzadzono dla kazdego gatunku gumy tablice poréwnawcza rzgdnych obydwu roz-
ktaddw, na podstawie ktérych sporzadzono krzywe czestosci rozktadu normalnego i po-
miarowego oraz zestawiono je z odpowiednimi histogramami dla kazdego gatunku gumy.

W wyniku pomiardw stwierdzono, Ze §rednie twardosci poszczegdlnych gatunkéw gum
84 nastgpujace:

guma Me-150-50, °Sh = 52,86, S = 0,0148;
guma ME-150-60, °Sk = 74,06, S = 0,0119; guma ME-150-70, °Sh = 72,24, § = 0,0144.

Warto w tym miejscu zauwazyé, ze podawane przez producenta twardo$ci uzytych do
badan gum powinny mie¢ odpowiednio 504-3, 6043 oraz 7043 °Sh.

Pomiary twardoéci wykazaly, ze material badany byt tworzywem do$é Jednorodnym
podlegajacym rozkladowi normalnemu. Ze wzgledu na ograniczong objeto§é tej pracy,
szczegélowych danych odnoénie pomiaréw twardoéci nie podaje sie.

Proby statycznego pelzania oraz dynamicznej relaksacji przeprowadzono w tempera-
turze otoczenia wynoszacej 29341° K, w okresie trzech miesiecy po wulkanizacji.

4. Wyniki badan

4.1. Pelzanic statyczne. Dlugotrwale préby statycznego pelzania przeprowadzono mu.in.
w celu okreSlenia zakresu liniowoéci badanego materiatu, czyli zakresu wazno$ci zasady
superpozycji Boltzmanna. Obciazajac prébki gumowe okre$lonymi momentami skrgca-
jacymi dokonywano pomiaréw kata skrecenia w czasie pelzania. Czas trwania pelzania
wynosit 72 godziny. Uzyskane wartoici pomiarowe kata skrecenia dla poszczegdlnych
czasow, §rednie z czterech préb dla danego momentu skrecajacego stanowily dane do wy-
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kredlenia krzywych izochronicznych dla czaséw 1, 10, 120 i 960 mm, na podstawie ktorych
wyznaczono m.in. zakres liniowoéci badanego materiatu, ktéry wynosit 8°25’ dla gumy
ME-150-50, 6°30" dla gumy ME-150-60 i 4°25’ dla ME-150-70, co odpowiada odksztat-
ceniu postaciowemu y - 10% réwnemu odpowiednio 18,391, 14,205, 9,684 rad. Na rys. 9
przedslawiono krzywe pelzania gumy ME-150-60 dla stosowanych poziomdw napreZen,
a na rys. 10 wyznaczone izochromy dla ustalonych czaséw pelzania.

{ra)

T

. 1626102
Gy 6260 gg‘- | o

!
V/r | .
m“? i 519 0L0e T .
Lo, 13080 -
< g2 N
. . Bg 6107 L . )
e i}q/"g‘ i
b 2 MN
@ 2406102
e . . EZV"—/OD 0 _Zm
s B727 Dty 1 LI
S
s} s MY
§ . 61‘1’ 190110 e . .
£ 7 ° i
o
4,363 . — == =

o

500 000 1500 2000 2500 3000 3500 [min] 4300

Rys. 9. Krzywe pelzania walca gumowego ME-150-60 przy réznych wielkosciach naprezen
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14 Mechanika Teoretyczna
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4.2. Badania dymamiczne. Dynamiczne proby okresowej relaksacji przeprowadzone byly
przy nastepujacych wielkosciach czesto$ci wymuszenia 2, 4, 6, 8, 10, 12 1 14 Hz. Przed
przystapieniem. do pomiaru momentu skrecajacego oraz po ich zakofczeniu, przepro-
wadzono wzorcowania momentomierza 10 (rys. 3), kiére wykazaly, Zze przeprowadzone
badania dynamiczne nie wplynely praktycznie na charakterystyke momentomierza. Po
nastawieniv mino$rodem umieszczonym w tarczy 2 zadanej amplitudy kata skrecenia,

Rys. 11. Przebieg zmian amplitud momentu
skrecajacego dla rdznych czestosci wymuszenia

ktéry dla wszystkich gatunkéw gum wynosit 3°30, dokonywano na rejestratorze zapisu
amplitud momentu skrgcajacego dla stosowanych w badaniach czgstoéci wymuszen, ktdre
nastepnie zostaly na podstawie danych z cechowania przeliczone na odpowiednie wartosci.
Przykladowy przebieg zmian amplitud momentu skrecajacego dla réznych czgstosci wy-
muszenia pokazano na rys. 11. Warto§ci modutdéw bezwzglednych odksztalcenia postacio-
wego, odpowiadajace danym czestoSciom, obliczono na podstawie wielkosci pomiaro-
wych z czterech préb.

W pierwszym przyblizeniu modul bezwzgledny mozna wyznaczyé ze wzoru (2.24),
czyli bedzie on tylko funkcja amplitudy momentu skrecajacego, wymiaréw probki oraz
amplitudy kata skrecenia. W drugim przyblizeniu (2.28) bedzie on zalezny dodatkowo od
gestosci badanego gatunku gumy oraz czgsto§ci wymuszenia.

Tlo§¢ rozwigzan rzeczywistych réwnania (2.28) zalezy od znaku wyrdznika E [18],
ktéry w naszym przypadku wynosi
cipr 3
4 27
Wartodci statych C i D oraz wyréznika E wyznaczono dla kazdego badanego gatunku
gumy, przy najnizszej i najwyZszej stosowanej czesto$ci, W kazdym przypadku E < 0
(tablica 1), czyli réwnanie (2.28) zawsze posiada trzy pierwiastki

4.1) E=

|G% (iw)| = —271005—;’—05",
(4.2) |G%(iw)| = +2ncos (60°+ -;7 a°) ,

|G%(iw)| = 2ncos (60° - ~13— oc°) R

gdiie cose = ;z_qj_, n= ml/l?l _
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C CcD
W naszym przypadku m = +1,p = —ged =
czyli
n = E coso = 3D
37 T2 C
Tablica 1
Rodzaj zwul- w M°(0,0) | 0103 | "C | D-10° | E
kanizowanej MNs? MNZT. MN MNS
mieszanki frad-s™']| [Nm] [- — ] ['—‘I‘] [—T] [ T] cose - 108
guUmowej m m me m
1 2 3 4 5 6 ’ 7 8
ME-150-50 12,57 0,10515 1,087 6,7924 82,4328 —~ 11,6066 31,4929
87,96 0,16432 16,6106 4036,4656 —169,6245 630,6821
ME-150-60 12,57 0,23360 1,025 33,6535 91,3900 | —1411,5860 7,0452
87,96 0,29884 55,0806 4475,0586 | —6187,7821 210,8322
ME-150-70 12,57 0,38504 1,177 75,7667 89,2588 |—16108,6529 3,0564
87,96 0,44434 121,8936 4370,7721 |[—68715,5693 93,0482

Wyliczone warto$ci cos o dla wszystkich gatunkéw gumy sq bardzo male (tablica 1) i prak-
tycznie mozna przyjaé, ze- w kazdym przypadku o° = 90°, w zwigzku z czym pierwszy
pierwiastek (4.2) odrzucamy ze wzgledu na znak ujemny, drugi ma warto$¢ zerowa, a trzeci
wynost ‘

|G%(im)| = V3n=YC.
Biorac pod uwage (2.27) otrzymujemy
|M°(0, w)l!

Iy pq
czyli ma taka samg postaé¢ jak wzor na modul bezwzgledny uzyskany w pierwszym przy-
blizeniu.

Wyniki obliczonych warto$ci moduléw bezwzglednych naniesiono na wykres (rys. 12).
Uklad punktéw pomiarowych wskazuje, e w zakresie stosowanych czgstoéci mozna je
aproksymowaé linig prosta. Przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadratéw, za-
leznosci wartoéci modutu zespolonego w funkeji czgstoSci sg nastgpujace:

— dla walca wykonanego z gumy ME-150-50

(4.3) G5 (iw)] = |G" ()| =

>

MN|

|G*(iw)| = 2,33894-0,0189 w [ o

— dla walca wykonanego z gumy ME-150-60

|G*(iw)| = 5,6161+0,0209 w [hlle ,
— dla walca wykonanego z gumy ME-150-70 )
|G (iw)| = 8,454140,0297 w [Mlﬁ ,
m

gdzie czgsto$é o jest w rad - 571,

14%
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Pomiary kata przesunigcia fazowego 0 przeprowadzono za pomoca mechanicznego
miernika kata przesunigcia fazowego opisanego w punkcie 3.1.1. W celu doktadniejszego
ujecia wplywu czgstosci na wielkosci tego kata, dokonano dziesigciu pomiaréw na pieciu
réznych prébkach z danego gatunku gumy, po dwa, pomiary na jednej prébce. Wyniki
pomiardw wykazaly, ze wielko§¢ kata stratnosci w zakresie stosowanych w badaniach

MK B
2]

VE 150-70 /

y
\
\

/

ME 150-62 //

ME 150-50
— ¥

Moduyt bezwzgledny odkszinicenic posiaciowegs IG'((J)|

0 1257 2513 3770 5027 5280 7540 [racs')

[ 1 [ L. L L St D
]

2 A € 8 10 12 {Hz]

Rys. 12, Modut bezwzgledny odksztalcenia postaciowego |G*(w)| w funkeji czestosci wymuszenia

czestoSci mozna przyjaé jako stata, np. dla gumy ME-150-50 najmniejsza warto$¢ Srednia
dla jednej czgstosci wynosita 3°48' (v = 4 Hz), a najwyzsza 3°58' (v = 12 Hz), przy od-
chylce standardowej odpowiednio 18,6" oraz 13,5'. W zwigzku z powyzszym katy stratnosci
byly nastepujace: dla gumy ME-150-50, 6 = 3°53’ (tgd = 0,06788); dla gumy ME-150-60,
0 = 5°57" (tgd = 0,10422); a dla gumy ME-150-70, 0 = 14°53' (tgd = 0,26577). Ze
wzgledu na stalo$¢ katéw stratnodci sktadowe zespolonego modulu odksztalcenia po-
staciowego dla poszczegdlnych gatunkdéw gum obliczone z zalezno$ci

1
. G’ = G* 1 e
(4.7) . (0) = [G*(iw)] VT8
. » e tg 8(w)
4.8 G = |G* PN
(43) @ = 16*) =T

w zakresie stosowanych w badaniach czgstodci, beda przedstawialy zaleznosé liniowa.
Ich graficzne przebiegi przedstawiono na rysunkach 13 i 14.
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5. Whioski

1. Dynamiczne badania okresowej relaksacji przeprowadzone na walcowych prébkach
gumowych wykaza}y ze w zakresie; stosowanych pzgstosci, modut bezwzglqdny odksztat-
cenia postaciowego rosnie w sposob liniowy wraz z czgstoscig (rys.:12), przy czym dla
probek wykonanych z gum ME-150-60 i Me-150-70, kidre posiadajg te same twardosci,
wzrost moduléw jest tego samego rzedu. PoniewaZz kat przesunigcia fazowego 8(w) dla
wszystkich gatunkéw gum w zakresie stosowanych czgstosci mozna przyjaé za wielkogé
stala, przeto skladowe zespolonego modutu — dynamiczny modut zachowawczy i strat-
noéci — maja taki sam przebieg jak modut bezwzgledny.

2. Statystyczna teoria cial kauczukopodobnych dowodzi, Ze ciala te podlegaja prawo
Hooke’a przy Scinaniu, a nie podlegaja mu przy rozcigganiu i ciskaniu, dlatego tez modut
sprezystodei postaciowej jest wazng cecha charakteryzujaca wlasnosci mechaniczne gumy.
W literaturze fachowej dotyczacej obliczen elementéw gumowych, modut ten podawany
jest w funkgji twardosci [1, 2] i posiada tym wigksza warto§¢, im wigksza jest twardosé
gumy. W wyniku przeprowadzonych badan okazalo sig, ze twardosci zwulkanizowanych
mieszanek gumowych ME-150-60 i ME-150-70 praktycznie nie réznia sie, natomiast war-
tosci moduldéw bezwzglednych odksztalcenia postaciowego znacznie odbiegaja od siebie,
tzn. guma ME-150-70 posiada ten modut znacznie wyzszy. Nalezy nadmienié, Ze podobne
wyniki uzyskano w nieprzytaczanych tutaj badaniach statystycznych dotyczacych wyzna-
czenia modulu Gy,. Wskazywaloby to, Ze mogg istnie¢ mieszanki gumowe majace te same
twardoéci, lecz rézne moduly odksztalcenia postaciowego, co nakazywaloby pewna ostroz-
noé¢ przy korzystaniv z zalecanych w cytowanej wyzej literaturze danych.

3. Zaproponowany i opisany sposéb pomiaru kata stratnos$ci § przy wykorzystaniu
tzw. przejécia przez zero impulsu sterujacego moze byé w praktyce laboratoryjnej efektywnie
wykorzystany do wyznacezania ‘wlasno$ci thumieniowych gumy. Istotng zaletg zastosowanej
metody pomiaru kata stratnoéci jest taki dobdr uktadu elektronicznych podtaczen: kontak-
tron — mostek tensometryczny — oscyloskop dwustrumieniowy, ktéry pozwala na identy-
fikowanie ,,przej$¢ przez zero” dla obu przesunigtych wzgledem siebie przebiegéw, tylko
przy jednym ustawieniu (synchronizacji) mostka tensometrycznego i oscyloskopu (rys. 8).

Literatura cytowana w tekscie

E. F. GOBEL, Berechnung und Gestaltung von Gumunifedern, Berlin 1955.

J. JAworsK1, Guma w pojazdach mechanicznych, Warszawa 1962,

A.R. PAYNE, J. R. ScorT, Engineering Desing With Rubber, New York 1969.

B. H. Tloryras, Pesunossie u pesurno-semarsudeckue demany mauuy, Mammiocrpoedne, Mocksa
1966. )

R. H. RorLiG, Dynamische Bewertung der Déimpfung und Dauerfestigkeit von Vulkanizaten, Kautschuk,
15 (1939).

. Norma DIN 53513, Bestimmung der visko elastischen Eigenschaften von Gumm:

. G. E. WARNAKA, Dynamic Strain Effects in Elastomery, Rubb. Chem. and Technol., 2, 36 (1963).

. A.R. PAYNE, Sinusoidal — Strain Dynamic Testing of Rubber Products, Rubb. Chem. and Technol.,
2, 36 (1963).
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Pezome

OUPENEJEHME THHAMMWUYUECKIX XAPAKTEPMCTUK
PE3WHELI IIPH ITEPHOOUMUECKOM CKPYUUBAHNMI CIIJIOHTHOTO LWIMHIPA,
IIPHUMEHEHUE YTIPABJIAEMOIO MMIIVIIBCA DA M3MEPEHHA VIJIA ITIOTEPH

B pafoTe IpuUBOASTCS pe3yJsIbTaThl HCCIIEA0BAHMA JUHAMHYCCKON PeNaKcarlun Juis LHIHEAPHYCCKHX
00pasloB H3 HEKOTOPBIX COPTOB NPHMMEHAEMBIX B aBTOMOOH/IBPHON NPOMLILUIEHHOCTH BYIKAHHHU3HPO-
BaHHBIX PE3MHOBLIX cmeced. OnpenesieH abCONIOTHBIA MOAYIb CABHIA, AHHAMHUECKHH MOAYJB YIIPyro-
CTH W JHUHAMMYCCKHMIT MOXYJE BSI3KOCTH.

TIpuBOMHTCSA OMMcaHHE UCCAENOBATENLCKON YCTAHOBIKH @ TAKKE ONUCHIBAETCS NPHAEHSIEMBI METOJ
uasMepennit yrma cpsura ¢ashbl MeN(ay Hanpspiedwem H pedopmarmeil (yria moreps), NIpH KOTOPOM
HCTIOLIOBANCA YIPABISEMbIY HMIYNbLC MOJABAEMbIil OT TIMTAGMOTO IIOCTOSIHHBIM HAIPAXEHHEM KOH-
TAKTPOHA, KOTOPLIH 3aMbIKaNICA NBYMST BPAIUAIOLMMHCH MACHATAMH.

Summary

DETERMINATION OF DYNAMIC CHARACTERISTICS OF RUBBER AT THE PERIODIC
TWIST OF A SOLID CYLINDER. APPLICATION OF THE CONTROLLED IMPULSE TO
THE LOSS ANGLE MEASUREMENT

The results of investigations are given concerning the dynamic relaxation of cylindrical specimens made
of some kinds of vulcanized rubber compounds and applied in the motor industry. The absolute modulus
of elasticity in shear has been determined as well as the dynamic storage modulus and the dynamic loss
modulus. Description of the apparatus is given and the method of measuring the phase angle displacement
between the stresses and strains (loss angle) is described; to that end a control impulse coming from a con-
tactrone short-circuited by two rotating magnets is used.

POLITECHNIKA SLASKA, GLIWICE

Praca zosiala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1975 r.
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SPRAWOZDANIE

z dzialalnoéci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
za 1 kwartat 1975 r.

1. Zebrania naukowe ‘

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 15 zebran naukowych, na ktérych wygloszono 19 referatow
o nastepujacej tematyce:

Liczba

Lp. . Data Prelegent Temat
uczestnikéw | dyskutantow

1 2 3 4 5 6

Oddziat w Bydgoszezy

1 18.02.75 E. Walicki Powolny przeplyw cieczy lepkiej w 19 4
plaskim kanale o naglym lokalnym
rozszerzeniu

2 18.02.75 A. Topolinski Réwnanie ydwnowagi plyty ortotro- 19 4
powej
3 25.03.75 E. Walicki Nieustalony przeplyw plynu lepkiego 14 4

w szezelinie wzdluznego lozyska §liz-
gowego o krzywoliniowym zarysie
. powierzchni

4 25.03.75 K. Wernerowski| Analiza sztywno$ci odksztalcen i sta- 14 4
K.Chwastowski | tecznosci plyty anizotropowej

Oddzial w Czestochowie

5 23.01.75 J. A. Ledwon Wybrane problemy projektowania 46 6
i cze$ci budowlanej elektrowni jadro-
wych
6 27.02.75 W. Fiszdon Modele ciggle osrodkéw dyskretnych 38 2
Oddzial w Gdansku
7 15.01.75 E. Filipow- Model symulacjilosowych pél odchy- 25 8
Ciskowska len w zastosowaniu’ do dwuwymia-
i . rowych zagadnien technicznych
8 27.01.75 W. Kufel Sterowana dyskretyzacja plyt i po- 16 5
wilok
9 27.01.75 W, Szyszkowski | Analiza bardzo duzych ugiec sprgzys- 16 : 5

tych §ciskanych osiowo powlok wal-
cowych 1 stozkowych

513
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1 2 3 ,‘ 4 5
Oddzial w Gliwicach
10 28.01.75 J. Skrzypczyk Stabilno$¢ stochaslyczna rownai cal- 14
kowych
11 25.03.75 0. Popowicz Hipotezy synergetyczne Vallego 73
Oddziat w Krakowie
12 05.03.75 W. Bogusz Akustyczna dynamika maszyn 14
Z. Engel
13 05.03.75 J. Adamczyk Wibroakustyczna dynamika maszyn 14
Oddzial w Yodzi
14 (3.03.75 W, Kobza " Teoria tworzenia clementdw wielo- 9
| katnych w problemie biharmonicz-
\ nym
Oddzial w Poznaniu
15 13.01.75 J. Bejda Zlozone dynamicznc obciazenie spre- 20
zysto-lepkoplastycznej cienko$cien-
nej rury
Oddzial w Szezecinie
16 23.01.75 A. Bodnar Algorytm doboru optymalnego urzy- 14
dzenia tlumiacego dla ukladow wiclo-
masowych
17 06.03.75 M. Kmiecik, Optymalne polozenie katowe skrzy- 16
B. Teczynska deléruby w stosunku do wykorbicnia
{ silnika ze wzgledu na drgania skrgtne
linii walu
Oddzial w Warszawic
18 07.04.75 | St. Dubiel Pojecia asymptotyczno$ci w sensic 7
Wazewskiego w badaniach uktaddéw
| elektromechanicznych
Oddzial we Wroclawiu
19 24.02.75 I. Kisiel O mechanice itdéw 8

1. Sympozja

Oddzial w Gliwicach zorganizowat Sympozjon pod haslem «Optymalizacja w mechanice».
Sprawozdanie z Sympozjonu jest zamieszczone oddzielnie.

1Il. Seminaria

. O0ddzial w Gliwicachsprawowal patronat nad obradami Seminarium Studenckiego Kota
Naukowego Mechaniki Stosowanej im, prof. W. Burzyriskiego. W czasie obrad seminarium, w ktérym bralli
udzial vowniez uczestnicy odbywajacego sig jednocze$nie Sympozjonu na temat «Optymalizacja w mecha-
nice», wygltoszono 11 referatow,

2. 0ddzial w Poznaniuzorganizowatw okresic od dnia 30 do 31 stycznia 1975 r. seminarium
na temat «Najnowsze zagadnienia termodyfuzji» z udzialem 53 uczestnikdw.
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3.0ddzial w Rzeszowie przeprowadzil nastepujace seminaria: a) «Elementy mechaniki
stochastycznej» — prowadzone przez dr. L. Laudadskiego; b) «Nieliniowe zagadnienia reologii» — pro-
wadzone przezprof. dr. hab. Z. Bychawskiego; ¢) «Metoda elementdw skonczonych — wybrane zagadnienia»
— prowadzone przez doc. dr. M. Bossaka.

Srednia liczba uczestnikéw wynosila 14 0séb, $rednia liczba dyskutantéw — 6.

1V. Kursy

1.0ddziat w Cze¢stochowie zakonczyl rozpoczety w 1V kw. ub. roku kurs nt. «Wstep
do teorii systemow wielkich».,
.O0ddzial w Poznaniu przeprowadzil w okresie od 6 stycznia do 24 marca br. kurs na
tematy a) Teoria zniszczenia; b) Teoria aproksymacji; c) Zasady ekstremalne i programowanie matema-
tyczne w teorii ciat sprezstych 1 plastycznych.

Ogodlemi odbyto sic 10 wykladdéw z udziatem 25 uczestnikow.

V. Sprawy organizacyjne

Liczbe czlonkéw w poszczegdinych Oddziatach ilustruje ponizsza tablica:

Stan na Stan na Przybylo lub
Lp. Oddziat konice koniec ubylo w okresic
r. 1974 | I kw. 1975 sprawozd.

1 Bydgoszcz 21 : 21 —
2 Czestochowa 37 37 —
3 Gdarisk 53 53 —
4 Gliwice 122 129 +7
5 Krakow 74 75 +1
6 | Lodz 44 44 —
7 Poznan 58 58 —
8 Rzesz6w ‘ 20 20 —
9 Szczecin 3t 31 —
10 Warszawa 219 224 +35
11 Wroctaw 64 63 —1
Razem: 743 755 +12

W okresie sprawozdawczym odbylo sie zebranie Prezydium Zarzadu Giéwnego oraz 17 zebran orga-
nizacyjnych w Oddziatach,

SYMPOZJON «OPTYMALIZACJA W MECHANICE»
Jaszowiec, 20 — 26 lutego 1975 r.

Sympozjon «Qptymalizacja w mechanice» zostal zorganizowany przez Polskie Towarzystwo Mecha-
niki Teoretycznej i Stosowanej, Qddzial w Gliwicach i odbyl si¢ w Jaszowcu w dniach 20—26.02.1975r.

Stowo wstepne wyglosit i otwarcia Sympozjonu dokonal przewodniczacy Zarzadu Oddziatu Gliwic-
kiego PTMTS doc. dr inz. Jézef WOINAROWSKI.

Po raz pierwszy na Sympozjonie zostal wygloszony referat problemowy na temat ogo6inej koncepcii
optymalizacji osrodka cigglego w ramach teorii sterowania. Referat ten opracowat i wygtosit prof. dr hab.
inz. Gwidon SZzEFER.
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W poszczegdlnych dniach trwania Sympozjonu przewodniczacymi obrad byli: prof. dr inz. Jan Ma-
DEISKI, prof. dr inz. Jan SzarRGuT, prof. dr hab. inz. Gwidon Szerer, prof. dr hab. inz. Marek DIETRICH,
prof. dr hab. inz. Roman JaNiczek, prof. dr hab. inz. Zbigniew Orros.

Wygloszono nastgpujgce referaty:

1. S. BerCzYNsKI, A. BODNAR, K. MARCHELEK, Algorytm doboru optymalnego thumika ldrgart skretnyeh

dla napedu gléwnego obrabiarki, '

. A. Borowskr, L. LAUDANSKI, O optymalizacii przelom termicznego szyhowea,

W. Cubny, Z. DYLAG, Z. ORLOS, Techuika modelowania zjawisk dynamiczuycl metodqg elastooptyezig,

. DzZIKIEWICZ-GOLKA, Z. JASZCZOLT-ZAWRZYKRAJ, Synteza konstrukcii hiperstatyeznych,

. Fic, Optyalizacja sterowania wylqezeniem reaktora ze wzgledn na zatrucie ksenoneni,

. Kruxkowskr, C. TEPER, Obliczenia optymalizacyjue samochodowych skrzynek przekladuiowych,

. Krzywiec, Formulowanie systemowe niektérych zagadnienr optywalizacyjuyelr w mechauice,

. Krzywiec, O systemowym fornmlowanin niektorycll zagaduienn i metod optymalizacyjuycel w me-
chauice, .

9. J. KuBik, Dwa zaduiia z ksztaltowania wlasuosci materialéw,

10. J. KuBIK, Zastosowanie programowania geownetryczuego w optymalizacii konstrukcji lepkosprezystych,

11. M. KuLiG, Metody zmicunej metryki i ich zastosowanie przy projektowaniu zlozonyeh urzqdzen cieplno-
przeplywowyel,

12. T. MALKIEWICZ, Dobdr wylozenia garn i trzonn wielkiego pieca o pojemnosci 3200 1n® w oparcin o obli-
czenia cieplne,

13. A. Nowak, J. WosNAROWSKT, Dobdr optymaluych parametréw eliminatora drgair o nieliniowej charakte-
rystyce sprezystej przy wymuszenin losowym ukladu,

14. J. Otte, G. KOSMAN, Ocena maksymalne/ mocy zespolow turbin gazowych,

15, J. Szargur, J. MARON, Optymalizacja wytwarzania i nzytkowania pary z urzqdzenn odzysknicowych,

16. G. SzeFeR, Sterowanie optymalne w mechanice cial odksztalcalnych,

17. A. TARNAWSKA-TIERLING, K. L1Pa, Badania chlodnic powietrza doladowanego do silnikéw spalinowyel,

18. A. ToMmczyK, O pewnej metodzie syntezy sterowania suboptymaluego nieliiowych nkladéw dynamicziych
o wieln stopniach swobody,

19. J. WANDRASZ, Optymalizacia rozkladu cisnieir w piecn martenowskim,

20, T. WarTANOWICZ, A. BARAN, Optymalizacia koustrukcji mikrogeneratora termoelekirycziego pdl-
przewodnikowego, :

J. Wicner, Wyznaczenie optymaluych parametréw nkladu o n stopniach swobody metodq analizy re-

gresyjnej,

22. S. WISNIEWSKI, B. ZOUFALY, Optymalizacja uklacdu chlodzenia turbiny lotuiczego silnika odrzutowego,

23. J. WOINAROWSKI, A. BUCHACZ, O sposobie modyfikacji wlasnosci dynamiczuych metoda liczb struk tural-
nych, )

24. J. WROBEL, Dobdr optymaluych charakterystyk nieliniowycl pasywnych ukladéw dynamicznych.
W miejsce nie wygloszonego referatu W. POGORZELSKIEGO zostaly przedstawione nastepujace referaty:

25. B. SzwaBIK, Optymalizacia krzywych przejsciowych w dlugoogniwowym ukladzie lanicnchowym,

26. A. WILCZYNSKL, Wybdr geometrii prébek do badan inaterialowycl.

O NS R
R P>

21

W referatach, ktdére obejmowaly nastepujace grupy problemowe:
1. Procesy i urzgdzenia ciepline,
2. Sterowanie optymalrie,
. Dynamika maszyn, .
. Odksztalcalne ustroje pretowe i powierzchniowe,
Metody eksperymentalne i modelowanie unkladow,
6. Teoria konstrukeji
poswiecono wiele uwagi wspolczesnym metodom optymalizacji w mechanice wykazujac, e teoria optymali-
zacji ma nie tylko charakter nzytkowy, ale, co wazniejsze, procesy optymalizacji maja rowniez duze walory
poznawcze.
Ogédlem w Sympozjonie wzigto udziat 118 uczestnikow (w tym 13 profesorbw, 25 docentéw, 64 po-
mocniczych pracownikéw naukowych oraz 16 czlonk6w studenckiego Kola Naukowego).

wos W
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Autorzy wygloszonych referatéw reprezentowali nastgpujace oérodki naukowe: Warszawa — 13 re-
feratéw, Gliwice — 6 referatéw, Opole i Szczecin — po 2 referaty oraz Krakéw, Katowice i Rzeszéw po
| referacie.

W dyskusji, ktora stala na wysokim poziomie naukowym, wziglo udziat 58 uczestnikdw.

Ponadto przeprowadzono dyskusje okraglego stolu dotyczaca tematyki nastgpnych sympozjondw,
formy przedstawiania referatow i roli sympozjondéw w rozwoju mechaniki. W dyskusji tej wzigto udziat
21 uczestnikow.

Na zakonczenie obrad uczestnicy z innych oérodkéw naukowych podkreslili wysoka range i potrzebe
kontynuowania tradycyinych juz sympozjondéw Oddzialu Gliwickiego PTMTS.

Rownolegle z obradami Sympozjonu odbywalo si¢ pod patronatem przewodniczacego Oddziatu Gli-
wickiego PTMTS Seminarium Studenckiego Kota Naukowego Mechaniki Stosowanej im. prof. Wi. Bu-
RZYNSKIEGO. W czasie obrad Seminarium, w ktérych brali udzial réwniez uczestnicy Sympozjonu, wygto-
szono 11 referatow. Ta forma oddzialywania PTMTS na krzewienie mechaniki w ramach form studenckiego
ruchu naukowego spotkala sie z aprobaty uczestnikow Sympozjonu, ktérzy sugerowali rozwinigcie jej
do formy ogélnopolskiej.

J. Wojnarowski, W. Szuscik






W nastepnym zeszycie ukaza sie prace:

Z. OLESIAK, O warunku plastycznosci Hubera-Misesa
K Bonpocy o ycnoeuu rexyuecrn I'yGepa-Muzeca
On the Huber-Mises yield condition
W. PrRzZyBYLO, Przestrzenne drgania elementu pretowo-brylowego

TIpocrpancTBenHble KOICOAHNA AEMEHTA CHCTEMbI COCTOAUIEH M3 CTEPXKHOM M Hemedopmi-
pyeMbIX Macc

Spatial vibrations of rod-body element

J. WoiNAROWSKI, A. BUCHACZ, Zastosowanie grafow i liczb strukturalnych do wyznaczania réwna-
nia charakterystycznego i widma czesto$ci
TIpumenenne rpadQ)oB U CIPYKTYPHBIX YMCES JJIA ONpEENIEHHS XapaKTEPUCTHUECKOro ypaB-
HEMMSL W CIIEKTPa vacroT

The application of graphs and structural numbers for determining the equation of state and the
spectrum of frequency

T. SIEGMULLER, Wplyw wstepnych ugieé na prace tarczy prostokatnej poddanej nieliniowemu
rozkladowi obcigzen .
Bruguue HavanpHOro nporuta wa paboTy NPAMOYTrONBLHOrO AVICKA oJ BO3AeicTBHEM HelH-
HeHHO pacnpedeSIcHHOH Harpysiu
Influence of initial deflections on the work of a rectangular plate subject to the nonlinear load

J. KoLenpa, Nieliniowe drgania elastycznie posadowionych silnikow ttokowych z cylindrami
w ukladzie V
Henuueiinple koneGanms aMOPTU3UPOBAHHLIX — OOPazHbIX JBUraTeliell ¢ HeMJealblblM He-
TOUHMKOM 3HEPIHM
Nonlinear vibrations of elastically mounted vee-type piston engines with non-ideal power source

A. Sawickl, Z zagadnienn hydrospreZystosci plyt
HewoTopsie Bonpocs! CApOynpyroCTH ITIIHAT
Certain problems of hydroelasticity of plates

W. KureL, Sterowana dyskretyzacja plyt i powiok
Vipapnaemas QUCKPETUIALMS IITACTHH ¥ 00OIOUEK
Controlled discretization of plates and shells

R. GryroS§, Wyboczenie uderzeniowe preta o duzej smuklodel
ViapHoe BhITyYHMBANME CTEPIKHSI C GONBIIOH rHBKOCTHIO
Impact buckling of a slender rod

M. RADWANSKA, Z. WaszczyszyN, Dynamika plaskiej wigzki przewod6w przy pradach zwarcio-
wych
JInHamiKa IIOCKOH CHCTeMBI 3TeKTPOIPOBONOB JIPH TOKaX KOPOTKOTO 3aMBlICAHHS
Dynamics of a plane group of conductors under short-circuit current

J. MARYNIAK, M. ZEOCKA, Stateczno$é boczna samolotu i drgania lotek z uwzglednieniem od-
ksztalcalnosci gigtnej skrzydet i sprezystosci ukladu sterowania
Bowosas ycToluMBoCcTe camosieTa B KoJeBGamMs 3JIEpPOHOR IpH H3rubalolued medopManui
KPBUILEE NPY HaMHUNM YIPYTOCTH B CHCTEME YIIDaBJIEHMS
Lateral stability of a plane and aileron vibrations, flexibility and wings and elasticity of control
system being taken into consideration

W. MIERZEIEWSKI, Rozwigzywanie probleméw dynamiki plyt prostokatnych w opacriu o zmodyfi-
kowana metode sit Nowackiego
Peurenue 3a0ay MHHAMUMKH TIPAMOYIOJLHBIX TUTACTHH HA OCHOBE MOAH(HIMPOBAHHOrO METOA
Homsankoro
Solution of the vibration problem of rectangular plates based on a modification of Nowacki’s
method

BIULETYN INFORMACYINY



INFORMACJE DLA AUTOROW

Komitet Redakcyjny prosi Autorow o ulatwienie prac redakcyjnych zwigzanych z przygoto-
waniem do druku nadestanych artykuldw przez przestrzeganie podanych wytycznych przy przygo-
towaniu maszynopisu:

1. Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym w dwoch cgzemplarzach, na zwyklym
papierze na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwdjna interlinia, z margi-
nesem 4 cm z lewej strony, stronice z kolejng numeracja.

2. Prace powinny by¢ pisane zwigZle i zawiera¢ najistotniejszg tresc tak, by objetoéé¢ artykutu
byla skondensowana.

3. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywaé rgeznie, bardzo czytelnie uzywajac jedynie liter lacin-
skich i greckich. WskaZniki ponizej liter i wykladniki poteg nalezy pisa¢ szczegolnie dokladnie.

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w krotkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j. pol-
skim, j. rosyiskim 1 w j. angielskim. W razie niemozno$ci nadestania streszczed w jezykach obcych,
Autor dostarcza streszczenie w j. polskim z podaniem terminologii w j. rosyjskim i w j. angielskim.

5. Numeracja wzorébw powinna sie wigzaé z poszczegdlnymi rozdziatami pracy (ap. 1.1, 1.2,
1.3, itd.; 2.1, 2.2, 2.3 itd.). Numery wzordw powinny znajdowa¢ si¢ w nawiasach okraglych po lewej
stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykonaé na oddzielnych arkuszach z podaniem kolej-
nych numeréw. Obok wlasciwego tekstu, na marginesie nalezy podaé jedynie odnosny numer
rysunku. Na oddzielnym arkuszu nalezy zalaczyé spis podpiséw pod rysunkami. Ostateczne wyko-
nanie rysunkow obowiazuje Redakcje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tek$cie rysunkami (skrot rys.),
a nie uzywaé okreslen figura, szkic, fotografia. U dolu rysunku (a na fotografiach na odwrocie)
nalezy wpisaé czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objaéniajacy), tytul pracy i nazwisko
autora.

8. Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykonaé na oddziel-
nych arkuszach i numerowac liczbami arabskimi. U gory kazdej tablicy nalezy podaé tytul objasnia-
jacy.

9. W tekécie nalezy na marginesie poda¢ stownie opis oznaczen, ktére moga budzié¢ watpli-
wosci. Dotyczy to pisowni matych i duzych liter facinskich i greckich np.: ni, fau, dzeta, ksi, kappa
iin,

10. Po zakoriczeniu pracy nalezy podaé wykaz literatury cytowanej w tekscie wymieniajac
w kolejnoéci: inicjaly imion, nazwisko autora (oraz wspdlautordw), pelny tytut dzieta lub arty-
kulu, tytul czasopisma (moze by¢ skrotami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okrag-
lych) oraz ewent. strony. Przy pozycjach ksigzkowych nalezy podaé¢ miejsce wydania i rok. Pozycje
literatury powinny mieé¢ numeracje kolejng (np. 1, 2, itd), a w tekécie, powolujac sie na literature,
nalezy podaé.numer w nawiasie kwadratowym.

11, Redakgja zastrzega sobie prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztow sporzadzenia
nowego maszynopisu artykulu lub jego czesci w przypadku nie przestrzegania wyzej podanych
wskazowek.

12. Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor
moze zaméwié¢ w Redakcji na koszt wlasny przy odsylaniu korekty autorskiej.

13. Autora obowiazuje korekta autorska (szczegdinie wnikliwa kontrola zlozonych wzoréw),
ktora nalezy zwr6ci¢ w ciggu 5 dni pod adresem: Redakcja MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ, Warszawa, ul. Swietokrzyska 21, pokéj 413.
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MECHANIKA TEORETYCZNA
I STOSOWANA

SPIS TRESCI TOMU XI1/1974

Zeszyt 1

EDMUND KARASKIEWICZ — wspomnienie po$miertne

E. WALICKY, Przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirujacymi powierzchniami obro-
towyml,
Teuenue Bxsuoiff HOKOCTM B 3a30P€ MEXKAY BPAAIOWIMMHCS TOBEPXHOCTAMMI
BpAILEHHA
Flow of viscous fluid between rotating surfaces of revolution

B. GAIL, Analiza nieliniowych samowzbudnych cykléw granicznych drgan powloki o ma-
lym wzniosie w nieliniowym optywie naddZwigkowym
AHATH3 HEJNHHENHBIX aBTOKONEGATENBHBIX MIPEACHBLHBIX LIHKIIOB II0JIOroi oGonomm
B HEJMHEHHOM CBEPX3BYKOBOM IIOTOKE
Analysis of nonlinear selfexcited limit cycles of vibrations of shallow shells in a non-
linear supersonic flow

A. Bar, J. Nizior, Wyznaczenie sztywnosci na zginanie przewodu AFL-8-525 . .
Onpepenenme sxéctxocrn uarnba raGens ADJI-8-525
Determination of the bending rigidity of a AFL-8-525 conductor

A. ZIaBIcKI, Molekularne modele skondensowanych ukiadéw polimerowych. Krytyka roz-
szerzania teorii rozcienczonych roztwor6w na uklady sieciowe . .
MoJtexyIApHbIE MOETN KOHICHCAPOBaHHBIX CHCTEM NIOMMEPOB. I(pm-m(a pacnpo-
CTpaHeHHs TEOPHH CNaGhIX PACTBOPOB HA CETOUHBLIE CHCTEMbI
Molecular models of condensed polimer systems. Criticism of the extensions of dilute
solution theory onto network systems

Z. ONIszczuk, Drgania poprzeczne ukladu dwoOch belek polaczonych elementem sprezy-
stym .
Tonepeynple xone6anm1 CHCTEMBL OBYX 6a.nor<, CBSI3aHHBIX YOPYTHM 3JIEMEHTOM
Transversal vibration of the system of two beams connected by means of an elastic
element

W. Basur, H. DerenTOwicZ, M. FRUCZEK, B. WLODARCZYK, Z. Zxorxowski, O metodach
pomiaréw parametréw ruchu zewnetrznej pownerzchm $cianki rury rozpeczanej wy-

buchowo . - . .. .
O meromax uamepenmi napame'rpoxa JIBPDKCHPIH BHeumeia MIOBEPXHOCTH CTEHKH 'rpy6m,

paciuBpaemoii B3pHIBOM 3apsia B.B.
On measurement methods of kinematic parameters of external wall surface of a tube

subject to explosive expansion
J. GRABACKI, G. SzEFER, Przyklady ultradystrybucyjnych rozwiazan pasma plytowego .

TIpumeps! 0GOOIIEHHBIX pelueHnt [ XOJIOCKH!
Examples of ultradistribution solutions for plate strips
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Zeszyt 2

Wspomnienie po$miertne o profesorze ZBIGNIEWIE BUDZIANOWSKIM .

R. Krzywrec, Wielkie systemy proceséw nieodwracalnych termodynamiki .
Bonsiime crcrempl HeoBpaTHMBIX TepMOIUMHAMMUYECKHX IIPOLECCOB
Great system of irreversible processes of thermodynamics

W. SzymaKskr, Nieustalone przewodzenie ciepla cial o duzej przewodnoSci cieplnej w wa-
runkach konsekwencji swobodnej w powietrzu . e e
HecrauuonapHplil peX<HM TENIIONPOBOLHOCTH TEJI C GO.TILLLIOH TENJIONPOBOAHOCTHIO
B YCIOBHAX CBOGOMHON KOHBEKIMH BO3IYyXa
Unsteady heat transfer in bodies of high thermal condnctivity in the conditions of free
convection in the air

K.J. Boipa, Analogia tarczowo-plytowa w teorii dZwigaréw siatkowych . ..
TInacTHHOYHAST aHAJIOTHA B TEOPHH IMOBEPXHOCTHLIX CETYATBHIX HECYUIMX COOpY-
YHEH M
Plate analogy in the theory of surface Jattice structures

A. Mitzer, J. Dyczxowskr, Reologia plyt zelbetowych pod wplywem pola temperatury .
Peosiorus yKes1e306€TONHBIX TUIMT IIOX BJIHSHHEM TEMIIEPATYpPHOLO IOJA
Rheology of reinforced concrete plates in the temperature field

Z. Bupzianowskl, F. ANDERMAN, J, WRANIK, Pewien iteracyjny spos6b wyznaczania napre-
zen w tarczach wielospdjnych e e e e e e e e e e
MeToa uTCpaMOHHOro ONpefeseHUs HaNpAX(EHHi B MHOTOCEASHBIX JUCKAX
Method of an iterational solution of multiply connected discs

K. Rasski, Odksztaicenia czesci roboczych manometru obciaznikowo-tlokowego .
Hedopmarysa pabounx neraneil MaHOMETPa C HEYIIOTHEHHBIM YIOPIITHEM
Deformation of working parts of a deadweight-piston pressure gauge

G. JeMIELITA, Zginanie plyty kwadratowej z centrycznie polozonym otworem kwadrato-
wym
H3rn6 xBagpaThHOi ImMTe! € NEHTPAJLHO pPACIIOJIOMKEHHLIM KBAODATHLIM OTBEp-
CTHUEM
Bending of a square plate with a centrally located square hole

BIULETYN INFORMACYINY

Zeszyt 3

K. Piexarskl, Struktura i wlasno§ci mechaniczne tkanek organicznych (Wprowadzenie) .
Crpyrrypa ¥ MexaHMJeCKHe CBOMCTBA OpraHuveckux Trauell (Beenenue)
The structure and mechanical properties of organic tissues (Introduction)

R. Krzywiec, O modelowaniu walu wielopodporowego z wieloma tarczami za pomoca
wielkiego systemu bioscylatoréw. Cz. I, Uwagi ogélne. Oscylatory wielowskaZnikowe
O MOZeNHpOBAHUH C IIOMOIBIO GONBIIOH CHCTEMBI GHOCIMLUIATOPOB MHOTOIIOIIIMII-
HHUIOBOTO BaJla CO MHOrHMH nuckamu. Yacts I. OGmue sameuanusi. OCIHIDIATOPLI CO
MHOTMMH MHIEKCAMH
Modelling of a multi-span shaft with several disks by means of a great system of bi-
oscillators. Part I, General remarks. Multi-indicial oscillators

R. Woipanowska, Optymalne ksztaltowanic ustrojéw kratowych w warunkach pelzania w na-
wigzaniu do teorii wyboczenia Rabotnowa-Szestierikowa e e
OnrTHMabHOE KOHCTPYUPOBAHHE ()epM paGoTAIOIIM B YCIIOBHAX MOJISYUCCTH B OTHE-
CEHHMM K TEOpUM NMpojoJisHOro uaruba Patornosa-Ilectepurona
Optimal design of truss structures in creep conditions with reference to the Rabotnov-
Shestirikov theory of buckling
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S. BieLak, Ksztalt réwnania rézniczkowego czastkowego rozwiazujacego klasg powlok pro-
stokre§lnych rozwijalnych e e e e e e
Bun muddepeamansHOro ypaBHEHMA B UaCTHBIX MPOM3BOJHBIX PEMAIOIETO KIIACC
JMHHEWYATLIX pa3BEPTLIBAIOIIMKCA 0B60I0UEK
The partial differential equation solving a class of ruled developable shells

B. WosiEwicCz, Otrzymywanie macierzy elementu plyty zginanej dla modelu mieszanego me-
toda ortogonalizacji . e e e e . . e .
ITocTpoeHue MaTPUILY YKECTKOCTH JJIEMEHTa uarn6aemoﬁ TUIDATBL A5 cmemam{oii Mo-
Iend ¢ nomouisio merona ByGuoBa-Ianepxkuna
Determination of the element matrix of a plate of bending, for a mixed model by
the orthogonalization method

M. GrzyMKowskI1, Wybrane osiowo-symetryczne zagadnienia obrobki plastycznej metali .
Msbpamnnie ocecummerprueciue NpoSieMBl NIaCTHUeCKolt obpaGoriu MeTamon
Some axi-symmetric problems of plastic working of metals

S. May, Wymiana masy, pedu i energii migdzy czastka kulista a otoczeniem gazowym |
O6MeH MacChl, MMITYJIbCa ¥ SHEPIAH MEXKAY IIAapORKHOM yacTrIIeH ¥ ra30B0i cpeoi
Mass, momentum and energy exchange between a spherical particle and gaseous
medium

K. MAJORKOWSKA-KNAP, Niektére zagadnienia termosprezystoéci w tarczach mikropolar-
nych
HexoTophie BOXPOCh! TEPMOYHPYTOCTH MHMKPONOJIAPHLIX THCKOB
Certain problems of thermoelasticity in micropolar plates

J. Gora$, Z. KASPERSKI, A. PEER-KASPERSKA, J. MAKOWSKI, Zastosowanie iteracji Seidla
w metodzie elementow skonczonych na przykladzie obliczed statycznych plyt .
ITpumenenve nrepanuy 3y K METOOY KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB Ha IpPHMMEDE CTa-
THYECKUX DPACUETOB IUINT
Application of Seidel’s iteration to the finite element method, in the sample of static
plate analysis

J. MARYNIAK, B. Krasnowskl, ROwnowaga i stateczno§¢ podiizna skoczka narciarskiego
w locie .. .
PaBuoBecue yw npoponsHas yCTOﬁqHBOCTb JILDKHHKA-TIPLI'YHA B TIOJIETE
Balance and longitudinal stability of a ski-jumper in flight

S. MAzURKIEWICZ, Badanie proceséw relaksacyjnych w poliamidzie .
HccnepoBanne NpPOLECCOB PENIAKCALMH B IONHAMHLIE
Investigation of relaxation processes in poliamid

M. Suwowskr, K. Tursk1, Wplyw cyklicznej plastycznej deformacji na powierzchnig pla-
stycznofci . .. .
Blusamye DUKIMIECKOH NMIacTHYECKOH ,ue(bopmaunu Ha MOBEPXHOCTH TEKYUECTH
Influence of cyclic plastic straining on the yield surface .

J. WRANIK, Macierz sztywno$ci i wektor obciazen superelementu .
MaTpuiia YKECTKOCTH W BEKTOP HATPY3KU CYTIEP3NEMEHTA
Stiffness matrix and a load vector of a superelement
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Zeszyt 4

Prof. dr Zb. WASIUTYNSKI — Wspomnienie po$miertne . e e e
R. KaAruza, Ocena przydatnoSci zywicy epoksydowej ,,Epidian 5" do modelowania kon-
strukeji .
OuesKa rpUrogHOCTH anoxcpumoii CMOJIBLY ,,Srm,zman 5” JJIST MOJETIMPOBAHHUSI XOH-
CTPYKIIA
Estimation of suitability of ,,Epidian 5 epoxy resin for structure modelling
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R. Karuza, Badania modelowe powtoki hiperboloidalnej chtodni kominowej poddanej wy-
muszonym przemieszczeniom . e e e e
Mopenpable HCCIENOBAHHA mnep6onoum{on 060nomm TpafUpHH, NOJBEPIKEHHOM
BLIHYYKIEHHBIM TIEpeMElLEHHsM
Maodel tests of hyperboloidal cooling tower shell subjected to forced displacements

A. GARSTECKI, Zwichrzenie sprezyste cienkosdciennej belki dwuprzestowej | .
VarubHo-KpyTUJibHasl II0TEPa YCTOMYMBOCTH TOHKOCTEHHON ABYXIIPOJETHOMH 6amm
Elastic stability of two-span thin-walled continuous beams

M. BaczyNska, Wplyw niejednorodno$ci stanu naprezenia w przekroju poprzecznym po-
laczenia na obcigzenie zwojow gwintu e e e e e e e e e e
Bnusaue HEOSHOPOAHOCTH HANDSIMKEHHOrO COCTOSHHSA B NIONEPEYHOM CEYCHHH COe-
OWHEHHs Ha HAlPY3KY BHMTKOD pe3b0bl
Influence of nonhomogeneity of the state of stress in transverse cross-section of
a connection on the Joad of screw threads

E. SwitoKsk1, Zastosowanie metody macierzy przeniesienia do analizy dynamicznej pretow
cienkosciennych
IIpumeHeHHEe METOa MATPHII MIEPeHOCa I JHHAMHUECKOTO AHANN3A TOHKOCTEHHBIX
cTepycHeR
Appliance of the transfer matrix method to the dynamic analysis of thin-walled rods

E. Tomasiak, Model matematyczny zaworu przelewowego w §wietle badan przebiegdw ana-
logowych i rzeczywistych e e e e e e e e s
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