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TERMODYFUZJA W CIELE STALYM*)
WitoLD NowAcCKI (WARSZAWA)
1. Wprowadzenic

Istnieja liczne przyklady wnikania cieczy i gazéw do ciata stalego. Przyczyny te wy-
wotuja odksztalcenie ciata, jego pecznienie i skurcz. I tak, wodér wnikajacy pod cisnie-
niem do stali wywoluje jej znaczna deformacje. Cienkie blaszki, do ktérych wnika
wodér wyginaja sie, cienkie ptytki doznaja zwichrzenia.

Roéwnie brzemienny w skutki jest wplyw ogrzania ciala w procesie dyfuzyjnym. Wiemy
z dos$wiadczenia, jak zmienia si¢ rozklad wilgotnoéci w oérodku porowatym wskutek
zmiany pola temperatury. Do przyspieszenia wydzielania si¢ gazu z metalu stosuje sie
podgrzanie ciata, a takie procesy, jak naweglanie czy odweglanie stali nastgpuja w obec-
noéci zmiennego pola temperatury.

Istniala potrzeba stworzenia jednolitej teorii obejmujacej wzajemne oddziatywania
procesu dyfuzyjnego charakteryzowanego koncentracja wzglednie potencjalem chemicz-
nym, procesu termicznego charakteryzowanego polem temperatury oraz procesu defor-
macji ciala opisanego przez wektor przemieszczenia i stan napreZenia.

Taka teorie dla ukladéw dwuskiadnikowych (dla stalych roztworéw) opracowal
PopstriGacz w 1961 r. [1]. Nastepnie teori¢ te uogolnit na uklady wieloskladnikowe.
Wraz ze swymi wspdipracownikami rozwiazal szereg zagadnien szczeglowych, przewaz-
nie jednowymiarowych [9, + 10], dotyczacych termodyfuzji w stalych roztworach.

Celem niniejszego opracowania problemowo-przegladowego jest wprowadzenie do
tego nowego dzialu mechaniki ciala stalego, lezacego na pograniczu teorii sprezystosci
i chemii fizyczne;j.

Podajac w ogdlnych zarysach teorie PODSTRIGACZA, dodaj¢ do niej szereg uzupelnien
natury termodynamicznej (nieréwnosci termodynamiczne) oraz szereg twierdzen ogdlnych.

2. Najprostszy model dyfuzji

Rozpatrzmy najprostszy model procesu dyfuzji, opisany fenomenologicznym zwiaz-
kiem Ficka. Pézniej dopiero uogdlnimy go, wykorzystujac prawa termodynamiki proce-
s6w nieodwracalnych.

PoniZej rozpatrywaé bedziemy uklad dwuskladnikowy, zloZony z jednego ruchliwego
i drugiego nieruchliwego skiadnika. Jako model stuzyé nam moZe gaz rozpuszczony
w metalu lub ciecz w porowatym szkielecie sprezystym. W naszych rozwazaniach role

* Referat generalny wygloszony na Konferencji «Mechanika Ciata Stalego» w Krynicy, sierpiefi
1974 r,
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ukladu odniesienia dla przeptywdow dyfuzyjnych spelniaé bedzie siatka krystaliczna nie-
ruchomego skladnika.
Rozpatrzmy cialo B o objgtosci V, ograniczone powierzchnia 4. W ciele tym zachodzi
proces dyfuzyjny, polegajacy na wyréwnywaniu sig stgZen w ramach jednej fazy.
Wydzielmy z ciala B dowolne podcialo B, o objgtosci V,,, ograniczone powierzchnia
Ao (rys. 1). Dla B, sporzadzimy bilans przeptywu materii, otrzymujac réwnanie globalne

) d
2.1 f‘q.ndA:J (—-—8?—-}-0') dv.
1 4

Ay

Przez n oznaczamy wektor przeptywu dyfuzyjnego (o wymiarze kg/cm? sek), przez n
wektor normalnej do powierzchni 4,. Dalej przez ¢ oznaczamy koncentracj¢, rozumiang
jako ilo§¢ substancji na element objetoSciowy (kg/cm3). Wreszcie przez ¢ oznaczamy
intensywno$¢ Zrédla masy, ilo§¢ masy wytwarzanej w jednostce objetoéei i jednostce czasu
(wymiar kg/em? sek).

Rys. 1

Stosujac do catki powierzchniowej w (2.1) przeksztalcenie Gaussa, mamy

Q2) - ( (% +divn—cr)dV=0.

.

Ze wzgledu na zalozona dowolno$é podobszaru, otrzymujemy z (2.2) réwnanie lokalne

dc
2. — = —di .
(2.3) o divy+o
Réwnanie (2.3) przedstawia podstawowe prawo dyfuzji.
Z badan do§wiadczalnych wynika, ze przeplyw dyfuzyjny jest proporcjonalny do
gradientu koncentracji, a wspélczynnikiem proporcjonalnosci jest pewna (na ogdét stata)
wielko$§¢ zwana wspolczynnikiem dyfuzji

24 : 7 = —Dgradc.

Zwiazek ten jest shuszny dla ciata izotropowego. Wystepujaca tu wielko$é D ma wymiar
cm?/sek; jest zatem niezalezna od jednostki, w ktérej mierzy si¢ ilo§é substancji. Znak
minus w zwiazku (2.4) pochodzi stad, ze dyfuzja przebiega w kierunku przeciwnym do
wzrostu koncentracji. Prawo fenomenologiczne (2.4) nazywamy prawem Ficka.
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Eliminujac 0 z réownan (2.3) i (2.4) dochodzimy do podstawowego réwnania dyfuzji

2.5) DVZC—% = —~o(x,#) na Vx][0,co].

Do réwnania dyfuzji nalezy doda¢ warunek brzegowy i poczatkowy.

Zalézmy, ze mamy do czynienia z mieszanymi warunkami brzegowymi. Niech na 4,
okre§lona bedzie koncentracja f(x, t), na A, — przeplyw masy A(x, t). Tutaj 4 = A,V 4,,
A, N4, =0

Mamy zatem

2.6) c(x,t)=f(x,1t) na 4;x[0, o0]; —

D”E)C(;T,t) = h(x, 1) na 4; x [0, co].

Warunek poczatkowy podaje rozklad stezenia w chwili £ =0
2.7 c(x,0) = g(x), xeV.
Funkcje f, h, g sa danymi funkcjami.

Roéwnanie (2.5) opisujace proces dyfuzji nie zawiera czlonu zwiazanego z deformacja
ciala. Jest to powazny mankament; doswiadczenie bowiem uczy, Ze czynniki mechaniczne
(np. drgania) maja wptyw na proces dyfuzyjny.

Nietrudno nam bedzie w tej przyblizonej teorii ujaé proces odwrotny, oddziatywanie
dyfuzji na deformacje ciala.

Proces dyfuzji, podobnie jak wzrost temperatury, wywoluje w ciele trwale odksztal-
cenia efy. Catkowite odksztalcenie ciala sklada sig z dwu czgéei, z dystorsji e?j oraz z od-
ksztalcen sprezystych ej:

(2.8) ey = &Y +ep.
Z drugiej strony, odksztalcenia sprezyste sg funkcjami liniowymi naprezen
2.9 & = 20+ X 0,500,
Tutaj
, 1 , A
T 2w T T 2uBGi+2p)’

a p, A sg statymi Lamégo. Wstawmy (2.9) do (2.8) i rozwiazmy te réwnania wzgledem
naprezed. Otrzymamy zwiazki konstytutywne

(2.10) oy = 2p(er;— &) + MEw— &) 0y
Odksztalcenia trwale, spowodowane procesem dyfuzyjnym tworza tensor symetryczny
(211) E?j = acéuc.

Jest to wlasnos¢ fizyczna ciata izotropowego. Wskazuje ona, ze element objgtosciowy
(na $ciankach ktérego jest oy; = 0) moze zmienia¢ w trakcie dyfuzji jedynie objetosc,
a nie postaé. Wielko$¢ «, jest wspoiczynnikiem dyfuzyjnej rozszerzalnoSci liniowej.

Wstawiajac (2.11) do (2.10), mamy
(212) 0y = 2uep;+ (Ae— ) by,
gdzie

ye = GA+2m)a,.
Zauwazmy analogi¢ zwiazkéw (2.12) z réwnaniami Duhamela-Neumanna dla termospre-
zystoscei.
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Je$li zwigzki konstytutywne (2.12) wstawi¢ do réwnan ruchu
(2.13) O j—ou(x,1) =0 mna Vx|[0, o],

i wykorzystujac definicje tensora odksztalcenia

1
(2149 & = 5 (w5 +25,0),

gdzie u jest wektorem przemieszczenia, to w rezultacie otrzymamy ukfad réwnan prze-
mieszczeniowych teorii sprezystosci z cztonem dyfuzyjnym

(2.15) uViu+ (A4 p)graddiva = gii+y.grade.

Dodajac réwnanie dyfuzji

1 1
2 — =
2.16) (V 5 a,) ¢t o(x,1) =0,

otrzymujemy komplet réownan niesprzgzonej dyfuzji w ciele odksztalcalnym.

Droga rozwigzania jest tu nastgpujaca. Rozwiazujemy réwnanie dyfuzji (2.16) przy
danym warunku brzegowym i poczatkowym, a znang juz funkcje ¢ wstawiamy do prawe;j
strony réwnafi przemieszczeniowych (2.15). Rozwiazanie ukladu réwnan (2.15) prowadzi
do przemieszczen u, odksztalcen g;; i naprezen o;.

Uklad réwnan (2.15), (2.16) stanowi pelna analogig do réwnad teorii naprezen ciepl-
nych (niesprzeZzona termosprezysto$€). Dodaé nalezy jednak, ze w zagadnieniach dyfuzji
w ciele stalym przewaza inny typ warunkdéw. Na ogol warunek poczatkowy jest niejedno-
rodny, gdyZ zazwyczaj interesuje nas zmiana rozkladu koncentracji (danego dla ¢ = 0)
dla kolejnych ¢t > 01 to przy jednorodnym warunku brzegowym. Ponadto w chwili z = 0
rozklad koncentracji zazwyczaj wyraza si¢ funkcjami ze skonczonymi nieciaglosciami
(skokami).

Dla ukiadu réwnan (2.15) i (2.16) mozna poda¢ szereg twierdzen ogdlnych. W postaci
swej sa one analogiczne do wyprowadzonych w ramach teorii naprezen cieplnych [11].

PoniZej podamy jedynie dwa twierdzenia. Pierwsze wynika z przemnoZenia przez c
réwnania (2.16) i scatkowania po obszarze. Otrzymamy tu réwnanie

dod

2.17) —

+y.=D fc%dA+ {och.
ol l./
Tutaj

oA = % fcde, e =D f(c',)de.
12 12
Réwnanie (2.17) mozna interpretowa¢ jako rownanie energetyczne, gdzie o/ jest potencja-
fem dyfuzyjnym, a y, — funkcja dyfuzyjnej dysypacji. Rownanie (2.17) stuzy miedzy in-
nymi do udowodnienia twierdzenia o jednoznacznoéci rozwiazan réwnania parabolicz-
nego (2.16).

Rozpatrzmy twierdzenie o wzajemnoéci prac. Niech dane beda dwa uklady przyczyn
i skutkéw. Do przyczyn zaliczymy dzialanie Zrodet masy oraz dzialanie wywolane przez
warunki brzegowe 1 poczatkowe. Drugi uklad przyczyn i skutkéw wyrdzniamy «primami».
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Twierdzenie o wzajemnosci prac ma tu postad
t e 0
(2.18) J ‘'dV + fgc’dV+D fc a_ch f o"*cdV + fgch+ch*——~dA
A v v

Wprowadziliémy tu oznaczenia splotowe

t t

o*c = fov(x, t—1)(x, T)dr =fcr(x, e'(X, 1—1)dr.
0 0

Roéwnanie (2.18) postuzyé moze do skonstruowania rozwigzan réwnania (2.16) przy po-
mocy funkcji Greena.

3. Podstawy termodynamiczne dyfuzji w ciele stalym

Wyprowadzimy obecnie podstawowe zwiazki termodyfuzji opierajac si¢ na prawach
termodynamiki proceséw nieodwracalnych.
Pierwsze prawo termodynamiki ma postaé

3.1) %(xwz) = $+%.

Tutaj % jest energia wewnetrzng, 4 — energia kinetyczna, £ — mocq sit zewnetrznych,

a

dg — cieplem absorbowanym przez cialo.

Prawo to przedstawimy w postaci

d ” .
(32) '[‘i';- f (U+Q’Ul7)1)dV = j\leidV—'— J Pﬂ)idA— fq"t dV, U = ;.
14 14 A 14

Tutaj U jest energia wewnetrzng odniesiong do jednostki objetoéci, X; jest sktadowa sily
masowej, p; = oy 1 jest skladowa sity powierzchniowej, a g; jest skladowa wektora prze-
pltywu ciepta.

Prawo zachowania energii (3.2) prowadzi, przy wykorzystaniu réwnan ruchu
(3.3) oj+X: = ol |
1 przeksztatcenia Gaussa-Ostrogradzkiego, do prawa lokalnego
(3.4 U= Uijéij_qi.l-

Zasada zachowania energii dla materialdw rzeczywistych jest ograniczona przez drugie
prawo termodynamiki

(3.5) TS = —gq;,— M.

Tutaj T jest temperaturg bezwzgledng w punkcie x i chwili 7, S jest entropia odnie-
siong do jednostki objeto$ci, # — potencjalem chemicznym.
Temperature T traktujemy jako temperature §rednia ciala stalego i materii dyfundujace;.
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Eliminujac czlon g;; z réwnan (3.4) i (3.5), otrzymamy réwnanie
(3.6) U = o+ TS+t
Poniewas rdzpiczka energii wewngtrznej jest rézniczka zupelna, to

— v . .+3_U,5"+ .B_U(}
B Bs,jE" a8 de

(3.7) U
Z poréwnania (3.6) i (3.7) wynikaja zwiazki:

ou ou ou
(38) O'ij—‘m, T_a—S, -//t/————a—g—~.

Przyjmijmy enesgie wewngtrzna U(ey;, S, ¢) w postaci

A
3.9) Uleyj, S, ¢) = pegjey+ 7eﬁ,t—v,,.Se,‘,‘—vcce,‘n+ %Sl + %cz— dcS.

Wykorzystujac zwiazki (3.8) dochodzimy do nastgpujacych zwiazkéw konstytutyw-
nych:

(3.10) oy = 2+ (e —vsS~2.€) dyj,
(3.11) 0 = —ve+mS—de,
(3.12) M= —v.e4—0Stac, 0=T-T,.

Postaé energii wewnetrznej (3.9) oraz zwiazki konstytutywne (3.10)-(3.12) postuza nam
do wyprowadzenia nierownoéci termodynamicznych w punkcie 6.

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie korzysta¢ z innej funkcji stanu, z energii
swobodnej F = U—ST. Mamy zatem

(3.13) F = g8, ~ST+M¢.

Przyjmujac nastgpujace rozwinigcie funkciji F(e;, 8, ¢) w szereg Taylora w otoczeniu
stanu naturalnego (g; = 0,7 = Ty, ¢ = 0)

’” y) a n
(3.13")  F(e;,0, ¢) = peyey+ 76‘“8""—738:‘;;9—%8“0'*- 76‘2 - 702—46‘0-
Zwazywszy na (3.13") mamy
oF
(3.14) 0y = e 2uer;+ (e —yo 0—y.) by,
J
oF
(3.15) S = — a—T = 'yogkk-{-ne‘*’dc,
oF
(3.16) M= 2 = —Yeeu—di+ac.
Wrdéémy do bilansu entropii. Zwazywszy na prawo zachowania masy (przy ¢ = 0) mamy
@317 TS = ~ 1,1+ A0,

Zwiazkowi temu mozemy nadaé postaé

(3.18) §= - ("7) () .
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gdzie

q: T, Jﬂ) )
.19 = -( = 47 (~— > 0.
(3 ) T2 i T 1

Réwnanie (3.18) przedstawia lokalny przyrost entropii w czasie, przy czym dwa
pierwsze czlony odnosza si¢ do wymiany entropii z otoczeniem, a czlon ostatni wyraza
produkcje entropii. W my§l postulatu termodynamiki proceséw nieodwracalnych jest
2>0.

Zrédio entropii przedstawi¢ mozemy w postaci

(3.20) 0 = (@ XP 4. X0),
gdzie
1 M
= — o — - R
(3.21) X T gradT, X Tglad( 7 )

Zrédla entropii zwigzane sa z przyczynami procesdéw nieodwracalnych, z wielkosciami
intensywnymi, zwanymi bodZcami termodynamicznymi X@,X™. Zrédlo entropii jest
réowne iloczynowi wektorowemu bodzcédw termodynamicznych X@, X®™ i sprzezonych
z nimi przeplywéw q, .

Z drugiej strony, miedzy wektorami przeplywéw a bodZcami termodynamicznymi
istnieja zwiazki na ogdt nieliniowe
(3.22) q = q(x(q)’ X(’I))’ y] — n(X(‘D’ X('I))_

Dla przeptywéw laminarnych przyjmiemy te zwiazki w postaci liniowej:

(3.23) q = Ly X +L,, XP,
' 0 = L,,X®+L, X0,
albo
L M
624 q= — —i",i gradT—L,, grad (—T_)’

L, M
M = — ?"lgrad T-L,, grad(?)-

Zwiazki (3.23) nazywamy zwiazkami fenomenologicznymi. Wielkoéci L,; sa wielko$ciami
stalymi. Speniaja one zaloZenie wzajemnoéci: (L,, = L,,). Mamy ponadto L, >0,
er >0, Lnnqu—Lz > 0.

nq

4. Dyfuzo-sprezysto§¢ i termospreiysto§é

Zalézmy najpierw, Zze proces dyfuzyjny odbywa si¢ w warunkach izotermicznych.
Cieplo jest z ciata stale odprowadzane; w ciele panuje stala temperatura T, tempera-
tura stanu naturalnego.

Zasada zachowania energii (3.13") (przy T = 0) przyjmuje postaé

4.1 F = O'Uélj+-/{(',‘.
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Z bilansu entropii (przy ¢;, = 0) otrzymamy
(4.2) ToS = M1y,

Wreszcie ze zwiazkéw fenomenologicznych (3.24) odczytamy

4.3) g=0, n=- “Lj"';i grad 4 .

Z wyrazenia (3.13) dla energii swobodnej, przy 8 = 0 znajdziemy
4.4 F(gy, ) = /As,je,j+%ek,‘e,,,,~yvcekk+%cz.
Uwzgledniajac zwiazki:

(4.5) oy = %, M= —?}g—,
otrzymamy réwnanie konstytutywne

(4.6) 01 = 2ue;+ (Ao —y.0) by,

4.7 M= ac—pEy.

Zwiazek (4.6), rozszerzone prawo Hooke’a, pokrywa si¢ z uprzednio uzyskanym
zwigzkiem (2.12), otrzymanym bez rozwazah termodynamicznych.

W wyrazeniu na potencjal chemiczny (4.7) wystepuje dylatacja. Zobaczymy ponizZej,
7ze a > 0, y, > 0. Zatem potencjal chemiczny wzrasta ze wzrostem stgzenia, natomiast
maleje ze wzrostem dylatacji (oczywiscie przy ey > 0).

Eliminujac potencjal chemiczny z réwnant (4.3) i (4.7), w rezultacie mamy
(4.8) n = —Dgradc+ ygraddivu,
gdzie

L

a L,y
D=_"1"" - = Mmre ~, g,
T, AT,

Otrzymali$my tu, wykorzystujac prawa termodynamiki proceséw nieodwracalnych, roz-
szerzone prawo Ficka. Dochodzi tu czlon ygraddivu, uwzgledniajacy wptyw odksztalce-
nia ciala na przeplyw masy dyfundujace;.

Rownanie dyfuzji otrzymamy wstawiajac (4.8) do zasady zachowania masy

de
4, — = —di
4.9 o divy.
W rezultacie dochodzimy do réwnania
(4.10) (DV2—=9)c—4V3diva = 0.

Réwnanie to wraz z réwnaniami przemieszczeniowymi
(4.11) uVin+ (A+p)graddivu+X = gii+y.gradc

stanowia komplet réwnarn opisujacych proces dyfuzji w ciele stalym, przy zachowaniu
stanu izotermicznego.
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Réwnaniom (4.10), (4.11) mozemy jeszcze nadaé inna postaé. Jesli (4.3), wstawi¢ do
zasady zachowania masy, to otrzymamy

oc L

S D2y
4.12) 5 T,
Wykorzystajmy teraz zwiazek konstytutywny (4.7), z ktérego otrzymamy

1

(413) Cc = ‘d- (/[ +‘yc Ekk)'
Wstawiajac (4.13) do (4.12), mamy
4.14) (DV?—0) M~y diva = 0.
Uzupemiajace réwnania teorii sprezystoéci otrzymamy z (4.11) przez wykorzystanie (4.13)
4.15) uV2u+ (A* +p)graddivu+X = pii+y,grad 4,
gdzie

M= A L“ YV = ‘yc/a'

Zauwazmy, Zze ukiad réwnan (4.14), (4.15) stanowi pelna analogie do sprzezonych réwnan
termosprezystosci [12].

Zatézmy z kolei, ze w ciele stalym nie wystepuje proces dyfuzyjny (¢ = 0). Cialo
znajduje si¢ jedynie pod dzialaniem pola temperatury.

W tym przypadku jest

v

(4.16) F = ,us,js,j+~‘2

I
2
Exp€an— Vo lik 6— "2—6 .

Uwzgledniajac zwiazki:

JF oF

(4.17) O'[j = —as—u, S - "‘_a_j-.,
otrzymamy nastgpujace réwnania konstytutywne:
(4].8) Oy = 2/-681j+()~€kk“70) (s,'j,
4.19) S = ypeut+a0.
Z réwnan fenomenologicznych (3.24) mamy
(4.20) n=0 gq=-— ET"_“ gradT.
Z bilansu entropii (3.17) wynika, Ze

’ - 1 . Lu

Powigzanie réwnan (4.21) i (4.19) daje nam, po dokonaniu linearyzacji, réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego

(4.22) kV20 = y,divi+n
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lub

4.23) (V2~~:73,)0~ndivi1 =0, gdzie k= —lfll,%, x=kin,ng=1yJk.
o .
Réwnania przemieszczeniowe uzyskane przez wprowadzenie zwiazkéw Duhamela-
Neumanna do réwnan ruchu (3.3) majg postaé
(4.24) pV2u+ (A p)uy i+ X = oil+v,0 .

Pominiecie cztonu ndiv’ w réwnaniu przewodnictwa cieplnego prowadzi do znacz-
nego uproszczenia zagadnienia. W tym bowiem przypadku réwnania (4.23) i (4.24) staja
sie od siebie niezaleZne. Opisuja one tzw. techniczna teori¢ napreZen cieplnych.

5. Réwnania rézniczkowe termodyfuzji

Ponizej wyprowadzimy réwnania rézniczkowe termodyfuzji. Podstawa naszych roz-
wazan beda zwiazki konstytutywne (3.14)-(3.16), dalej zwiazki fenomenologiczne (3.24)
oraz roéwnanie bilansu entropii

5.1 TS = — i+
i réwnania zasady zachowania masy
dc .

(52) W = —-le‘l].
Wyeliminujmy ze zwiazkéw fenomenologicznych (3.24) wielko$é grad(#/T). Wtedy
(5.3) q= —kgradT+an,
gdzie

L 1

o= Jj=——-(L,L,—L2).

L'“’ TOL”” ( - qa an.

Z réwnania (3.24), uzyskamy
L L M

5.4 = m il L) PV ]
(5.9 )| 7 grad 4 T (oz T)gradT

Wstawmy q ze zwiazku (5.3) do bilansu entropii (5.1), uwzgledniajac przy tym zwigzek
(5.4). W rezultacie otrzymamy

T T\ T T | T

Po przesunigciu cziondw matych w stosunku do AV3T (takich jak (adivy) [1]) oraz
przy pominigciu czfondéw nieliniowych, mamy

(5.5) TS ~ kV3T.
Wstawmy v ze zwigzku (5.4) do réwnania (5.2). Otrzymamy tu

2
(5.6) % _ Lmyay +L,,,,[(a—— -%)i _ l(a— ﬁ) vz T].

. 2
TS = kV*T+aL,, [_1-\72/// + i(ﬁ - oc) V2T + (a— %) li] :

R T T\ T
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Po pominigciu cztonédw malych w stosunku do pierwszego czfonu po prawej stronie
réwnania (5.6) i po pominigciu czlonéw nieliniowych, mamy
Jdec L

’ L Ty
(5.6) 51 i

Wykorzystajmy teraz réwnania konstytutywne (3.15) i (3.16). Z poréwnania réwnan
(5.5) i (3.15) i po linearyzacji otrzymamy rozszerzone réwnanie przewodnictwa cieplnego

(5.7) (k'V>—nd)0 = podivi+ds, Kk =k/T,.

Podobnie, eliminujac potencjal chemiczny # z réwnan (5.6) i (3.16), otrzymamy roz-
szerzone rownanie dyfuzji

Ty
m

Jesli wstawi¢ zwigzek konstytutywny (3.14) do réwnan ruchu, to otrzymamy réwnanie
wektorowe

(5.8) (aV*—md)c = Vi(y divu+dd), m=

(5.9 uViu+ (A+p)graddivu+X = pii +y,gradf+y grade.

Otrzymaliémy komplet réwnafi termodyfuzji, w ktérym ze soba sprzezone sa funkcje ¢, u
i [1]
Ale uktad tych réwnan nie cechuje sie symetria; jest niewygodny w rozwigzywaniu.
Dlatego tez dokonamy préby zamiany koncentracji ¢ przez potencjal chemiczny 4.
Rozwigzmy réwnanie konstytutywne (3.16) wzgledem ¢

(5.10) ac = M +y.ept+do

i wstawmy koncentracje z (5.10) do zwiazku konstytutywnego (3.15). Wtedy
(5.11) aS = Peer +n0+d A,

gdzie

?0 = y0a+dyc, ;1 = an+d2.

Wstawmy (5.11) do réwnania (5.5), a (5.10) do réwnania (5.6). W rezultacie otrzymamy
ukiad réwnan:

(5.12) (kV*—nd)0 = y,divi+d.A,
(5.13) - (DV*=0)) M = y,diva+dl, k = ka/Ty, yu = ye.
Eliminujac koncentracj¢ ¢ z réwnan ruchu (5.9) przy uzyciu zwiazku (5. 10) otrzymamy

réwnanie wektorowe

(5.14) uV2u+ (A’ +p) graddiva+X = pii + —i—(%gradﬁ +yugrad A),

XN=2A=yia, y,=vy..

Réwnania (5.12) (5.13) i (5.14) stanowia komplet réwnan dyfuzji wyrazony przez funkcje
u, 6 i A. Réwnania te cechuja si¢ pelna symetria, co ma wazne znaczenie przy wypro-
wadzaniu twierdzen takich, jak twierdzenia wariacyjne, twierdzenie o wzajemnoéci prac itd.
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Interesujacy jest przypadek szczegdlny réwnan termodyfuzji, mianowicie pominiecie
wplywu odksztatcenia na proces termodyfuzji w ciele. W tym przypadku uklad réwnan
termodyfuzji upraszcza si¢ do postaci

(5.15) (V2 —1d)0—dd =0,
(5.16) (DV2—3) M —di = 0,
.17 uVAu+ (A +p)graddivu+X = Qii+711—(;7ograd0 +y,grad.#).

Uproszczenie to rozdziela nam uklad réwnan (5.15) (5.16) od réwnania (5.17). Z roz-
wigzania ukladu réwnan (5.15) (5.16) wyznaczamy funkcje 0, #. Funkcje te, juz jako
funkcje znane, wstawiamy do réwnania (5.17).

6. Nieréwno$ci termodynamiczne

W dalszych rozwazaniach, zwlaszcza dotyczacych zagadnien jednoznacznosei rozwig-
wigzan potrzebne beda pewne nieréwnosci termodynamiczne.
Rozpatrzmy energi¢ zewnetrzng (3.9)

6.1) 2U(ey, S, ©) = 2peyjey;+Ke* —2v,Sc—2v.ec +mS? +ac® —28cS.

WprowadziliSmy tu w miejsce tensora odksztalceri ¢;;, dewiator odksztalcen e, gdzie
1

(6.2) ey = Elj'—?(sijekk, g =0, e= ¢

Rozwiazmy teraz réwnania konstytutywne (3.11), (3.12) wzgledem S i ¢. Otrzymamy
nastepujace zwiazki:

6.3) S = %(aeﬂww +5,0),
(6.4) | ¢ = (0 4m A +5.0),
gdzie

A=om~#0, ¥, =v0+v.m, v,=7r,0+7,0.
Wstawienie zwiazkéw (6.3) i (6.4) do (6.1) prowadzi po uporzadkowaniu do wyrazenia
(6.5) 2U = 2uejjei+e? [K— —ZII—(vfa +92m + 20y, 6)] + %(a@z +mM*+280.4).

Ale energia wewnetrzna jest funkcjg kwadratows, dodatnio zdefiniowana. Powinno by¢
zatem

>0 K> %(vfa +v2m+20.8),
(6.6) 1 '
I'= Z(aﬁz +mM*+2004) > 0,
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Rozpatrzmy najpierw ostatnie wyraZenie, ktére przedstawimy w postaci
(OM +00)? + (mo— 62) M2
a(mo— 02)
Powyzsza nieréwno$é¢ bedzie spelniona, gdy « > 0, m > 0, ma— 9% > 0. Na tej same;j

zasadzie stuszna jest nieréwno$é

> 0.

6.7 I=

(6.8) ;T (2o+r2m+28v9,) > 0.

Zbadajmy réwnanie konstytutywne (3.10) i rozwigzmy je wzglgdem ¢,;. Wtedy
(69) &y = otsS5U+ac05,j+2,u'd,-j+l'5uakk.

Tutaj a, > 0, a; > 0, gdyz ze wzrostem entropii 1 wzrostem koncentracji wzrasta od-
ksztalcenie. Zatem v, = 3Ko, > 0, v, = 3Ke, > 0.

W ten sposéb otrzymaliSmy wszelkie nierownoéci dotyczace wspolczynnikéw wyste-
pujacych w réwnaniach konstytutywnych (3.10)-(3.12)

2
pn>0, 2+?y>0,vs>0,vc>0,m>0,oz>0,moz—(52>0.

7. Réwnania falowe. Reprezentacje typu Lamégo i Galerkina [14]

W dalszych rozwazaniach wprowadzimy dla wygody dzialan nowe oznaczenia. Pozo-
stawiajac wektor u, oznaczymy pole temperatury przez 0, , a potencjal chemiczny przez0,.

Wprowadzajac intensywno$¢ zrédla ciepta W, i Zrédia masy dyfundowanej W,, otrzy-
mamy uktad réwnan:

7.1 O,u+(A+p)graddive+X = grad(y, 0, +y,0,),
(7.2) D8, = y,divi+df,— W,

(7.3) D,0, = y,divii+di, — W,.

Tutaj:

O, = uV*—@d?, Dy = k,V?*~¢, 0, D, = ky V> —¢,0;, vy = 3Kay, ¥, = 3Koy,
K=l+%,u, n>0, 2.+%,u.>0, ki >0, k; >0, ¢, >0, ¢; >0.
Dokonajmy dekompozycji wektora przemieszczenia u i wektora sit masowych X na czgéc

potencjalng i solenoidalng:
(1.4 u = grad¢ +rot, divep =0,
(1.5) X = grad® +rotyn, divy = 0.

Wstawiajac powyzsze wektory do réwnan rézniczkowych termodyfuzji, otrzymamy uktad
réwnan:

]

(7.6) i¢ = 9,0, +y,0,—-9,
(7.7 O = —m,
(7'8) Dlel = y1V2q§ +déz_Wl,

(7.9) D,6; = p, V2 +do,—W,, [, = (A+2u)V?~pd?.
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Widoczne jest, Ze réwnania (7.6) (7.8) i (7.9) sa ze soba sprzgZone. Eliminujac z tych
réwnan funkcje 0,,0,, otrzymamy réwnanie fali podluznej

(7.10) [OH~ (M +y, M) 0, V%] = —(HO+M W, + M, W)).
Wprowadzili§my tu oznaczenia:
H = DIDZ_"dza,Z, Ml = leZ +'}’2dat, M2 = y1d3‘+}’2D1.

Z réwnania (7.10) spostrzegamy, ze fala podiuzna podlega ttumieniu i dyspersji. Nato-
miast fala poprzeczna (7.7) nie jest zaklocona (w przestrzeni nieskonczonej) ani przez
pole temperatury, ani przez pole potencjalu chemicznego.

Podamy poniZej odmienna reprezentacj¢ funkeji u, 6,, 6., przy uzyciu funkcji wekto-
rowej y 1 dwu skalarnych funkcji 9, w,. Droga eliminacji otrzymamy z ukladu réwnan
(7.1), (7.2), (7.3) nastepujace réwnania:

(7.11) 20,u = —QX +grad [, MX-—-[1, P, grad W, — O, P,grad W,,
(7.12) Qol = _Pl 3,diVX—D1 Hz WI_DIPWZ,
(7.13) Qoz = ""Pza,diVX'—Dl_I’Wl_DlHl W2-

Tutaj
Q=HH,~-I"= 0,0, (y; M, +y2 M5)9,V?) = 0,0,
H, = D, —Vf 0,V*, H, = D, —75 oV3, I'= (dO,+y,y,VHd,,
Py =y Hy+y, T, Py =y, Hi+y I, M= (A+wH—(y; M, +y,M,),.
W prawych stronach réwnan (7.11)-(7.13) wystepuja jedynie Zrédia X, W,, W,. Wpro-
wadzmy nastepujaca reprezentacje funkcji u, 6, 6,:

(7.14) u = —Qy+graddiv], My— P, grady, — P, grady,,
(7.15) 0, = =0 P 0, divy— 0, Hy 9, — 0O, ys,
(7.16) 02 = —Dsza‘divX_Dlpwl—DlHl'lI)z.

Wprowadzajac powyZsza reprezentacje do réwnad (7.11)-(7.13), otrzymamy proste
réwnania falowe

(7.17) DZQX = X, Q’l/)l = Wl, QT/)Z = Wz. )

Rozwiazanie tych réwnan daje funkcje 3, ¢, , ¥, . Wstawienie tych funkcji do reprezentacji
(7.14)-(7.16) prowadzi do wyznaczenia funkcji u, 8, 6,.

Przedstawiony tu sposéb mieSci w sobie szereg przypadkéw szczegdlnych. Przykia-
dowo, jedli mamy do czynienia z dyfuzja substancji do ciala przy jednoczesnym zachowaniu
warunkow izotermicznoéei (6; = 0), to do dyspozycji stoi nam uklad réwnan:

(7.18) Oyu+(A+u)graddiva+X = y,gradf,,
(7.19) D,0, = y,d,diva— W,.

Postugujac sie reprezentacjy
(7.20) u = —H,y +graddiv[(A +p)D, ~ 939, ]x— v, grad y,,
(7.2]) 0, = —y,0,0,divy~ O, v,

dochodzimy do réwnani falowych

(7.22) O.H,x =X, Hy,=W,.
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Interesujace sa zwiazki migdzy funkcjami ¢, ¢ a funkcjami y, y,, p,. Otrzymuje sie je
z rozpatrzenia jednorodnych réwnan falowych:

(7.23) [1,2% =0, 2y =0, Op, =0,
Rozwiazanie réwnania (7.23); przyjmujemy w postaci
(7.24) x=%x+x"
Funkcje ', %' spelniaja, w my§l twierdzenia Boggio, réwnania:
(7.25) Oy =0, Oy" =0.

Wstawiajac (7.24) do reprezentacji (7.14), mamy
(7.26) u= —Oy" +gradd, M(x'+x")— P grady, ~ P, grady,
i przeksztalcajac powyisze wyrazenie do postaci (7.4), otrzymujemy
(7.27) ' ¢ = —Piy — Py, +1, Mdivy,
(7.28) ¢ = ~rot I My".

Dowodzi sie, ze zaréwno reprezentacja (7.4) jak i (7.14)—(7.16) prowadza do rozwigzan
kompletnych [14]. Zostalo ostatnio przez FICHERA [15, 16] udowodnione twierdzenie
o jednoznacznofci, twierdzenie o istnieniu rozwiazan ulkdtadu réwnan (7.1)-(7.3).

Wreszcie zostaly ostatnio [13] wyprowadzone twierdzenia ogdlne, zasada prac wirtual-
nych oraz twierdzenie o wzajemno$ci prac. Zwlaszcza ostatnie twierdzenie moze mieé
znaczenie przy poszukiwaniu rozwiazan przy uZyciu funkcji Greena.

Réwnania termodyfuzji stanowia rozszerzenie rownan sprzgzonej termosprezystosci.
Réwnania te stanowig nowy typ réwnafi fizyki matematycznej. Ukiad réwnan jest bowiem
hiperboliczny ze wzgledu na czeéé niewiadomych funkcji, a paraboliczny ze wzgledu na
pozostate funkcje.

Jednak poza znaczeniem matematycznym, wazny jest aspekt mechaniczny — opisanie
zjawiska termodyfuzji. Dodaé trzeba, Ze ze zblizaniem sie do rzeczywistoici model nasz
bedzie si¢ znacznie komplikowal. Trzeba begdzie odej§¢ od niektdérych poczynionych za-
tozeri. Jednym z zaloZen tu poczynionych jest stalo$¢ wspélczynnika dyfuzji. Ale tylko
w nielicznych przypadkach zaloZenie to moze si¢ ostaé; przewaza zaleznoé¢ wspolczynnika
od koncentracji, co czyni od razu réwnanie dyfuzji nieliniowym. W przysztosci uwzgled-
nia¢ trzeba bedzie dzialanie reakcji chemicznych, co znacznie komplikuje model przez
wprowadzenie czlonéw nieliniowych. Dalszym istniejacym tu ograniczeniem jest zaloze-
nie ukladu dwuskladnikowego. Co prawda wigczenie wielu skladnikéw podwyzsza trud-
nosci matematyczne rozwigzania, nie nastrecza jednak dodatkowych trudnodci pojecio-
wych.
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Summary

THERMODIFFUSION IN SOLIDS

The paper of a problem-review character presents the assumptions, relations and basic equations
of thermodiffusion in solids as approached by J. S. Podstrigad. Thermodynamic foundations and certain
thermodynamic inequalities are discussed. The complicated system of thermodiffusion equations describ-
ing the field of displacements and chemical potential of the body are reduced to wave equations of a com-
paratively simple form owing to the introduction of elastic potentials and a Galerkin-type representation.
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ROZWOJ MECHANIK] ANALITYCZNEJ W PRACACH A. PRZEBORSKIEGO
I A. WUNDHEILERA

AszoT TIGRANOWICZ GRIGORIAN, Borys Naumowicz FRADLIN (MosSKkwa)

Uczeni polscy A. PRZEBORSKI i A. WUNDHEILER wniedli wybitny wklad do rozwoju
mechaniki.

Udzialem A. PRZEBORSKIEGO jest rozszerzenie zasady d’Alemberta-Lagrange’a na
dynamike ukladéw mechanicznych z nieliniowymi nieholonomicznymi wigzami pierw-
szego rodzaju oraz sformulowanie dla tego rodzaju ukladu uogdlnionych réwnan dyna-
micznych typu rownan Maggi.

A. WUNDHEILER by} jednym z tworcow mechaniki analitycznej ukladéw holonomicz-
nych i nicholonomicznych, opartej na fundamentach wspdlczesnej geometrii rézniczkowej
1 rachunku tensorowego.

Intencja autordw niniejszej pracy jest przedstawienie czytelnikowi krétkiego przegladu
historycznego podstawowych prac A. PRZEBORSKIEGO i A. WUNDHEILERA w dziedzinie
mechaniki analityczne;j.

1. A. Przeborski jako jeden z twdrcéw nicliniowej mechaniki nicholonomicznej.
Rozw6j idei A. Przeborskiego w pracach M. F. Szulgina

PrZEBORSKI [1, 5,6] rozpatruje ruch ukladu punktéw materialnych, na ktdre natozone
sa holonomiczne lub nieholonomiczne wigzy pierwszego lub drugiego rodzaju, ktérych
réwnania
¢ =0 (G=1,2,..,p; p<3n)
moga by¢ algebraicznymi zwigzkami pomiedzy wspétrzednymi x; (j = 1,2, ..., 3#) punk-
téw ukladu, lub tez réwnaniami rézniczkowymi pierwszego lub drugiego rzedu, liniowymi
badz nieliniowymi wzgledem pochodnych X; i X;.

Zapisujac réwnania ruchu w postaci Newtona

lub w postaci d’Alemberta~Lagrange’a
€©) (m%;~X;~R)ay = 0,

gdzie o; sa dowolnymi liczbami, i przyjmujac, Ze znany jest charakter realizacji wigzéw,
tak aby ich reakcje R; mozna bylo rozpatrywaé jako funkcje w postaci

Ry = R(t, xi, X, Xy A,
(4) J J( k k k )

k=1,2,..,3n;r=1,2,..,5),
gdzie 4, sq parametrami zaleznymi od przytozonych sit, rozpatrzymy zagadnienie okreslenia
reakcji wigzéw i zbudowania rézniczkowych réwnan ruchu ukiadu.

2%
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Zagadnienie to oczywiécie da sie rozwiazaé jedynie, gdy s = p. Jezeli funkcje (4) sa
liniowe wzgledem parametréw 4., to liniowymi w stosunku do nich beda réwniez rownania
wyznaczajace te parametry.

Niech
(5) Rj(sx_,‘ = .N_}(SXJ',
gdzie wielko$ci
(6) Nj =Nj(t5 xk,xk, -.x..k)

sq znanymi funkcjami, a przemieszczenia wirtualne Ox, wyznaczone sa przez pozostalte
przemieszczenia wirtualne dx, (o = s+1,s+2, ..., 3n) z réwnan

M Ay dx; =0,
gdzie wielkosci
(8) ATJ=ATj(t’xk"kk,x.k) (l' = 1,2,"',S; S=l))

sa znanymi funkcjami.
Z (5) i (7) wynika, ze

® R, = N;+ A A,;.

Jezeli zwiazki (1) sa holonomiczne lub nieholonomiczne pierwszego rzedu, Jub nie-
holonomiczne drugiego rzedu, liniowe wzgledem przemieszezen X, to parametry A, wy-
znaczone sa przez ukfad réwnan liniowych

1 of
(10 Ea—gj()f}‘*‘]\[}‘*‘ﬂt/iu)‘*'wr =0,

gdzie odpowiednio dla wskazanych rodzajéw wigzdw

X,
(1) & = 1%,
X,
a wielko$é
(12) w, = wt, x5, X;)

przedstawia okreslona funkcje.
Niech na wigzy naloZone na ukiad sklada si¢ m holonomicznych, / nieholonomicznych

pierwszego rz¢du, g nieholonomicznych drugiego rzedu, liniowych wzgledem skladowych
przyépieszen

(13) fu=0,
(14) f3=0,
(15) f, =0,

(e=1,2,...,m; 8 =m+1,m+2, ....m+h;y = m+h+1,m+h+2, ..., m+h+g = p),
przy czym réwnania (15) na mocy zwiazkéw

(16) X = x(1, q;)
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mozna przedstawi¢ w postaci
(17) &m=q‘°(t’ qﬂ’rﬂ-)’ (0)78=152’-":/"; A= 172,..., 7’=,u_h)’

gdzie r, sa pewnymi parametrami, ktére na mocy zwiazkéw (15)-(17) okreslone sa przy
pomocy réwnan rézniczkowych

(18) ;.l= .rl(t7qa7rﬂ.’su), (1= 1,2,---,"’; U= 1,2,...,1’~—g),

zaleznych od innych parametréw s,.
Skorzystajmy z ogdlnego réwnania dynamiki (3), w ktérych zgodnie ze zwigzkami (7)
polozymy o; = dx;, oraz dolaczymy dof dowolne réwnania

19 Ap o, j0X; = 00, (v=1,2,..,3n—p =),
gdzie do, sa dowolnymi liczbami, a wspétczynniki
(20) A/)+U,_I = Ap+l2,_l(t7 N kk, -.x.:k)

na mocy (16)—(20) mozna rozpatrywaé jako funkcje

(21) Apyo,j = Ap+v,j(t, Qo> T'2s Su).
Z (7) i (19) otrzymamy

22) 0x; = a,,00,,

gdzie wielkodci @;, okreSlane sa z tozsamodci

(23) Ayag =0,

przy czym rzad macierzy ||la;|l, na mocy niezaleZznoéci réwnan (7) i (19), réwny jest
In—p.

Podstawiajac do ogélnego réwnania mechaniki (3) za o, — wyraZenia (22), uwzgled-
niajac (9) i (23), otrzymamy rézniczkowe réwnania ruchu ukladu nieholonomicznego
nie zawierajace mnoznikéw

(24) (mﬁéj——X_,—-Nj)a_,,,= 0.
Réwnania te na mocy zwiazkéw (16)—(18) sa zaleznoéciami funkcyjnymi wzgledem
zmiennych g,, r;, s,. Jezeli okreli¢ z nich parametry s, i znalezione wyraZenia podstawi¢

do réwnan (18) otrzymamy uklad p+v réwnafi rézniczkowych (17)-(18) z takaz liczba
niewiadomych funkcji

(25 do = qm(t)’ Fp = r}.(t)'

W przypadku, gdy na ukfad naloZone sa wylacznie idealne nieholonomiczne wigzy
pierwszego rodzaju

(26) f;? = bﬂj(t’ xk)).cj+bﬁ(ti xk) = 0,

tj. ¢ = 0, otrzymane dynamiczne réwnania ruchu Przeborskiego przechodza w réwnania
Maggi.

Jezeli w charakterze parametréw r, weZmie sig uogdlnione predkosei ¢*, a w charakterze
parametrow s, — uogélnione przyspieszenia ¢, to dla scharakteryzowania ruchu ukladu
otrzymamy v réwnar rézniczkowych typu (24) i (18) drugiego rzedu wzglgdem ¢, i u—v
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réwnan typu (17) pierwszego rzedu wzglgdem ¢,, razem uklad x réwnan na okrelenie u
niewiadomych funkcji:

(27) 9o = qm(t)-

W przypadku » = p spoérdd poszukiwanych p réwnan ruchu wszystkie beda réwnaniami
drugiego rzedu wzgledem funkcji (27).

Okazuje sie, ze rownania Przeborskiego (24) sa niezmiennicze wzglgdem wyboru do-
wolnych funkcji (20) w zwigzkach (19).

Gdy zalezno$¢ pomiedzy skladowymi predkosci punktéw ukladu %; i predkosciami
Lagrange’a g, jest liniowa, tj.

(28) ).Cj = c.la)(t» qs)‘.]m'*'c.l(ts qs)7

z réwnan Przeborskiego (24) wynikaja réwnania Appela wyrazone przez funkcje przy-
spieszen.

Idee PrZEBORSKIEGO znalazly kontynuacje w pracach uczonego radzieckiego M. F.
SZULGINA.

SzuLGIN otrzymal nader ogdlne réwnania réZniczkowe dynamiki nieholonomicznej
we wspoirzednych Lagrange’a, zawierajace jedna funkcje — energie kinetyczna lub energie
przyspieszefi. Podstawg wyprowadzenia tych réwnan stanowi aksjomat o mozliwoéci
uwolnienia od wigzéw oraz zasada najmniejszego wymuszenia Gaussa. Korzystajac ze
zwiazkéw (7) i (9), zasade Gaussa mozZna zapisa¢ w postaci

(29) (my; %, —X;~N))d%, = 0.

Wariacje 6%, nie sg tu jednak niezalezne, a do reakcji wigzéw wchodza skladowe N zalezne
od wlasno$ci ruchu mechanicznego i przy znanym charakterze realizacji wiezéw stanowiace
znane funkcje kinematycznych elementéw ruchu, oraz sktadowe

o/,

30 Nj= Ady =221,

ktére, na mocy (7) maja wlasnofci reakcji i moga by¢ okre§lone dopiero w wyniku ba-

dania ruchu. Zatem N, i Nj moZna nazwaé odpowiednio czgécia czynna i bierna reakcji R;.

Przechodzgc do niezaleznych wspdtrzgdnych Lagrange'a g, (u = 1, 2, ..., k) wyrazimy
zalezno$¢ (29) w postaci

(31 [L(T)-Q,~P,—Q,184, =0,
skad
(32 L(T) = Q,+P,+Q,,
gdzie
ox; ax d oT aT
( ) QF J aq“ Pu NJ aq“ > Lu(T) di aq“ aq“ >

przy czym, w wyniku badania wiasnoéci ruchu, wielkosci

(34) P:=Py(t)ql5 Q/l’ a}.) (4"‘5}'= 152)--'.)k)
uwaza Si¢ za znane.
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Na podstawie rownan wezidw nieholonomicznych, latwo jest siwierdzié, Ze

Wy .o
(35) 3—4-]"%"'% =0,
ofy <
36 504, =0,
(36) 35“ u

o=m+1,m+2,....m+h; r=m+1l,m+2,..,p),
gdzie, dla wigzéw (14) i (15), mamy odpowiednio
(37) Es = qu, & =4y

a @, jest wyrazeniem nie zawierajacym przyspieszen.
Wprowadzajac mnozniki wigzéw na mocy (33) i (36), otrzymamy

ofe
. P
(38) Q.= P¥+2, 3,
W ten spos6b réwnania ruchu (32) ostatecznie przyjmuja postaé
.
(39) Lu(T) = Qu+Bat P+ Ay 5o
u

W celu pelnego scharakteryzowania ruchu ukiadu, do réwnan tych nalezy dotaczyé réw-
nania wiezow nieholonomicznych (14)-(15) wyraZzone we wspdlrzednych Lagrange’a.

Oczywista jest rzecza, Ze uklad réwnan (39) jest réwnowazny ukladowi nogdlnionych
réwnait Gibbsa—-Appela z nieokre§lonymi mnoznikami

. a8 .. O
(40) o = Oat Pt E e gt

SzuLGIN stawia problem sprowadzenia réwnanii ruchu do najmniejszej ich liczby.
Wykazuje on, e z zaleznoSci zachodzacych pomiedzy wspéirzednymi kartezjanskimi
i wspélrzednymi Lagrange’a a skiadowymi predkoéci i przyspieszeri otrzymaé mozna
zwiazki

(41) -.751 = Ajvyv +Aj,
(42) 6%1 = Ajy 6&\”

v=1,2,..,r=k—h-g; j=1,2,..,3n,

gdzie §, 1 dg, sa wzajemnie niezaleZnymi przyspieszeniami Lagrange’a i ich wariacjami,
a Ay, i A; sa pewnymi okre§lonymi funkcjami zmiennych ¢, ¢, 1 g,, przy czym z (41) wy-
nika, Ze
0%

94y
Jesli wprowadzi€ teraz do rozwazan energie przyspieszen, to zasada Gaussa (29) na mocy
zwiazkéw (42)—(43) przeksztalei si¢ do postaci

N
9y

43) Ajy

(49

—Ev—Av)ayv =0,
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skad otrzymamy réwnania ruchu ukiadu bez mnoZnikéw wigzow

Ay
(45) 3Ziv - Ev+Av;
gdzie
(46) Ev = A.ivlfja Av = Aijj~

Rdéwnania te pozostaja prawdziwe i w nieholonomicznych wspéirzgdnych. Mogg one byé
przedstawione w postaci

OR "
“7 T = 0, R=S5-E,4,
lub
0
9) L)+ gt = B+0.

Roéwnania (47) mozna uwazaé za uogdlniona zasad¢ Appela-Meiera, a réwnania (48) —
za uog6lnione réwnania Cenowa.

Jak wykazal to MAsSLOW [6] otrzymane rownania daja si¢ uogdlni€ takZe na przypadek
ruchu ukiadéw mechanicznych o nieliniowych wigzach dowolnego rzgdu.

2. Rozwéj absolutnej mechaniki reonomicznej w pracach A. Wundheilera

Do WUNDHEILERA [2-4] nalezy priorytet w dziedzinie budowy absolutnej geometrii
i mechaniki reonomicznej. Majac na uwadze potrzeby mechaniki klasycznej zachowuje
on uprzywilejowana role czasu i rozpatruje wielowymiarowa geometrie odksztatconej prze-
strzeni Riemanna (geometri¢ reonomiczng), ktdra charakteryzuje sie grupa transformacji
wspoéirzednych
(49) x* = x}x", 1),

Badajac ruch nieholonomicznego reonomicznego ukiadu o energii kinetycznej
1  1s .
(50) T = Ealu(x”, Dx P +ay(x, t)x‘+—;—A(x“, 1),

otrzymujemy rozmaito$¢ konfiguraciji i czasu V,,,; o metryce
(51) ds? = 2Tdt? = a;,dxtdx” +2a,dx*dt+ A de>.

Réwnanie ¢ = const okreéla jednoparametrowa rodzing uprzywilejowanych powierzch-
ni V() w Vet

Wedlug WUNDHEILERA, ruch ukladu mechanicznego mozZna rozpatrywaé jako pewna
krzywa w Vi, lub jako ruch odwzorowujacego punktu w odksztalcalnej przestrzeni
V,(£) o metryce
(52) do* = ay,dx*dx*.

WUNDHEILER uwa%a za niemozliwe identyfikowanie punktdw w przestrzeni V,(t) po
transformacji wspdlrzednych, w zwiazku z tym bada niezmiennoéé réwnat wzgledem
ogblnej transformacji o postaci (49). Jednakze ta forma transformacji, zawierajaca pa-
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rametr ¢, nie daje mozliwoéci wykorzystania klasycznego rachunku tensorowego. Dlatego
tez WUNDHEILER proponuje odpowiednie zmodyfikowanie konwencjonalnego aparatu
rachunku tensorowego, wprowadzajac pojecie silnych obiektéw tensorowych.

Uklad n wielkoci nazwiemy silnym wektorem, jeZeli transformuja si¢ one wedhg
zwyklego prawa

g axe (0]
(53) VE = WV .
Poniewaz
. Oxt L 0x°
(54 dx® = axw-dx + 7 dt,

wiec dx® nie jest silnym wektorem.

af . . .
Jebli £ jest silnym skalarem, to 6—3{“’ jest silnym wektorem kowariantnym; w tym
przypadku
of af  Ix®

(55) oxt  ox®  oxt’
Kowariantny silny wektor

d .
(56) V= —a_kT = aA”x“-l-al
nazywa si¢ podtuzna predkoscig ruchu uktadu, a kowariantny silny tensor

a‘Z)l

(57) aA,, = W

—tensorem podstawowym.
Absolutng rézniczka silnego wektora »* nazywa si¢ wyraZenie

(58) Dot = dr+ T} v'dx* +I'Mvvds.
Analogicznie

(59) Dv, = dv,~I'} vdx*—Ttvdt,
gdzie

2Fm,/1n = alaua) + 3#“«»1 - amai;u
(60) 2% = 8y +0yap— 000y,
Iy =a*'ly,,, I'®=a>T,.

Pochodne silnych wektoréw okrefla sig za pomoca wzoréw

vaA = i‘I{A— +Fém4vv’
ox®
(61)
2 00 A 2
Vot = 5 +Io’ —atv , o*,

Na przyklad dla silnego skalara f otrzymujemy zamiast _31 wyrazenie

ot
EZ —a* af
ot ox*’

th =
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Wprowadzimy takZe pojecie tensora rozciggania przestrzeni odksztalcalnej V,(7)

1
(62) WZ;L = E (3lalgt_vual_vlau) .

Tensor ten w pewnym stopniu odzwierciedla specyfike geometrii reonomicznej. Moze
by¢ rozpatrywany jako miara rozciggania przestrzeni odksztalcalnej V,(t), poniewaz
znika on w przypadku ruchu sztywnego przestrzeni. Jednoczesne znikanie tensora roz-
ciagania i wielkoéci 4 —a;a* stanowi warunek konieczny i dostateczny skleronomicznosci
przestrzeni. Okazuje sie, Zze znikanie tensora rozciagania jest warunkiem koniecznym
i dostatecznym przemienno$ci przemieszczen w V,(t), poniewaz

(68 —38)x* = WH(x"dr— dx"dy).

Do tej chwili rozpatrywaliémy holonomiczne parametry x* i odpowiednie transfor-
macje w postaci (49). Okredliliémy geometrie reonomiczng jako teori¢ niezmiennikéw
grupy transformacji wspéirzednych (49). WUNDHEILER rozpatruje réwniez transformacje
parametréw nieholonomicznych

(63) dg* = bj(g", t)dq’ +bX(g", t)dt.
Teorie niezmiennikéw grupy transformacji wsp6irzednych nieholonomicznych w postaci

(63) nazywa on geometria reonieholonomiczng. Przemieszczeniom, dla ktérych dt = 0,
odpowiadaja réwnania

(64) dg* = bldq'.

Przemieszczenia te tworza wirtualna reonieholonomiczng podprzestrzen. Wektor o
nalezy do tej podprzestrzeni wirtualnej, jezeli daje si¢ przedstawi¢ w postaci

(65) o = biv'.

W zastosowaniach geometrii reonieholonomicznej w mechanice znaczna rolg odgrywa
wektor

(66) S, = b} [% 9(B—b,b")—V, B,— BV, B,— WmB‘”],

ktéory WUNDHEILER nazywa absolutna sila od§rodkowa. We wskazanym wyraZeniu B®
jest tak zwana odwrotng predkoécia ukladu reonieholonomicznego

6D B® = p°—-bPY,

a B1i b; okreélone sa przez metryke odpowiedniej przestrzeni

(68) do* = by(q', t)dg'dg’ +2b(q’, t)dg'dt + B(q", 1).

Dla przestrzeni reonieholonomicznej tensor rozciagania wyraza sie¢ wzorem

(69) W, = bioiWw,,— B HY,

gdzie W,, jest tensorem rozciagania dla odpowiedniej nadrzednej przestrzeni reonomicznej,
a H} —jednym z dwu tensoréw krzywizny wymuszonej

(70) H} = b9BYV,bh,  HY = bPV,bY,.
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Wychodzac z uogdlnionej zasady Hamiltona—Ostrogradzkiego w postaci

{2

(1) [ BT+08xar = o,
1
gdzie
- d
(72) 5= oo =

oznacza silng wariacje przemienng z operacja silnej rozniczki ¢ wzdtuz toru, WUNDHEILER
otrzymuje ogélne roéZniczkowe réwnania ruchu nieholonomicznego, reonomicznego
vkladu mechanicznego w quasi-wspoirzednych w postaci

DY
(73) '—dt— +W]£‘Z)k = Q1+S1,
w ktérych kazdy czlon ma sens mechaniczny i jest wielko$cia niezmienniczg. Na przyklad,
w przypadku wirujacej ptaszezyzny S; oznacza od§rodkows site bezwladnosei. Stad nazwa
absolutny wektor odérodkowej. Czlon Wiv* mozna interpretowaé jako analog sily bez-
wladnoéci Coriolisa.

Zauwazymy na zakonczenie, Ze wspélnie z J. SYNGE i G. VRANCEANU zashuga A.
WUNDHEILERA jest zbadanie statecznoSci réwnowagi ruchu nieholonomicznego uktadu
mechanicznego przy pomocy metod rachunku tensorowego 1 geometrii nicholonomiczne;j.

W ogélnosci nalezy zauwazydé, 2e zasadnicze trudnos$ci powstale na drodze do zbadania
geometrii wewnetrznej nieholonomicznej rozmaito$ci udalo sie przezwycigzyé dopiero
w koncu lat czterdziestych uczonemu radzieckiemu W, W. WAGNEROWI w pracy Geometria
rozniczkowa rozmaitosci nieholonomicznych, ktéra otrzymala pierwsza nagrode na VIII
migdzynarodowym konkursie im. N. I. Eobaczewskiego w Kazaniu w 1937 r.

Budowa geometryczno-rézniczkowej aksjomatyki dynamiki klasycznej uktadéw nalezy
do ucznia W. W. WAGNERA — A. W. GocamaNa (patrz: A. W. Gochman, Geometryczno-
rézniczkowe podstawy klasyeznej dynamiki ukladéw, wyd. Uniwersytetu Saratowskiego,
Saratow 1969).
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Pe3zmome

PA3BUTUE AHAJIUTUYECKOM MEXAHUKH B TPYIAX A. IIIIEBOPCKOI'O
U A. BYHIXEWIIEPA

B crartee ocBelaeTcA BuIAIOMMItCA BIUIAL OBYX BHAHBIX mosbekux yuenslx A. IlureBopckoro
u A. Byynxeiepa B passuTUe aHANHTHYCCKON MCXAHMAKH.

A. ThueGopckuit ABNAETCA OMHUM M3 OCHOBOMOJIOMHUKOB HENMHEHHOH HEroJIOHOMHOH MEXaHMKH,
OH pacnpoCTpaHMII HA JUHAMHUKY MEXAHHUECKMX CHCTEM C HENMHEHHBIMHM HETOJIOHOMHBIMM CBA3AMH
nepBoro nopsaaka npuruun denambepa-Jlarparmika U yCTAHOBMUL JUIsi CHCTEM YKazalHoro Tuma ofoblen-
Hble JUHAMUYecie ypasHenus. Iambaefiee passutue ugen A. IToieGopckoro mosyuwsid B MCCIENO-
BaHMAX coBeTckoro yuenoro M. &, yneruna, KOTOPLIN ycTaonun Bechma obuiue nuddepeHIMansHble
ypaBHEHUsI HETOJOHOMHOM OHHAMHKHM B JIATPAHIKEBBIX KOOPAMHATAX, COAepKalye omuay (yHrumio —
KHHETHYECKYIO HHEPTHIO, MM IHEPTHIO YCKOPEMHH.

A. Byunxeitep — OQUH M3 OCHOBaTeNeH ITOCTPOEHUA aHATMTHUECKON MEXaHMKM FOJIOHOMHEIX M He-
FOJIOHOMHBIX CHCTEM H4 OCHOBE METOHOB COBpEMeHHOU NudQepeHnuansHOM reoMeTpu M TeHIOPHOro
ucyucnenusi. EMY NpHHAIEIKAT TIPHOPHTET B IIOCTPOCHMM abCOMOTHOH pPeOHOMHON reoMeTpUM U Mexa-
HHKH.

Summary

CONTRIBUTION OF A. PRZEBORSKI AND A. WUNDHEILER
TO THE DEVELOPMENT OF ANALYTICAL MECHANICS

The considerable contributions of A. Przeborski and A. Wundheiler to the development of analytical
mechanics are discussed in the paper. A, Przeborski is one of the founders of non-linear anholonomic
mechanics: he generalized the d’Alembert-Lagrange principle to the dynamics and mechanical systems
with non-linear anholonomic constraints of the first kind and thus derived the generalized dynamic
equations for such systems. The ideas of A. Przeborski were further developed by a Soviet scientist
M. F. Sulgin who succeeded in obtaining a rather general set of differential equations of non-holonomic
dynamics in Lagrangean coordinates involving but one function — the kinetic energy or the acceleration
energy.

A. Wundheiler is one of the co-founders of analytical mechanics of holonomic and non-holonomic
systems on the basis of the methods of modern differential geometry and tensor calculus. He has to be
considered as the first mechanician to construct the absolute rheonomic geometry and mechanics.

INSTYTUT HISTORII PRZYRODOZNAWSTWA I TECHNIKI
AKADEMII NAUK ZSRR, MOSKWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 sierpnia 1974 r,
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DRGANIA MASZYN O KORPUSACH ODKSZTALCALNYCH PODPARTYCH
ELASTYCZNIE NA PODATNEJ KONSTRUKCJI

WiestaAw Wopzick1l (Lopz)
1. Wstep

Znajomoé¢ drgan uktadu ztozonego z maszyny mocowanej elastycznie na fundamencie
lub konstrukcji podpierajacej, przed zmontowaniem catosci ukfadu, posiada wazne zna-
czenie praktyczne. Umozliwia to osiggnigcie wymaganych coraz to wyzszych parametréw
technicznych i technologicznych takich ukladéw, zwigkszenie ich trwatoéci i niezawodnosci,
poprawe warunkéw pracy i bezpieczenstwa obstugi oraz stosowanie czulej aparatury
kontrolno-pomiarowej.

Dynamika maszyn o korpusach sztywnych pracujacych na sztywnym fundamencie
znalazla juz do$¢ petne opracowanie w takich pracach, jak [1, 2, 3]. Natomiast uwzgled-
nienie podatnosci konstrukcji podpierajacej ma miejsce w opracowaniach [4, 5, 6, 7, 8].

W wielu jednak przypadkach wazne znaczenie poznawcze, jak 1 praktyczne ma uwzgled-
nienie podatnoéci korpusu samej maszyny, gdyz dla maszyn szybkobieznych lub o duzej
mocy jednostkowej dynamika uktadu w réwnej mierze zalezy od odksztalcalnoéei korpusu
maszyny, co i podatnoéci konstrukcji wsporczej lub podloza.

Dlatego tez celem tej pracy, ktdra stanowi czg$¢ pracy [9], bylo opracowanie wystar-
czajaco dokladnej i mozliwie ogdlnej metody wyznaczania drgan uktadu zloZonego z ma-
szyn o korpusie odksztalcalnymn podpartej za poSrednictwem elementéw elastycznych
na podatnej konstrukcji, gdy drgania wywotuje wymuszenie generowane przez pracujaca
maszyne.

Postawiony cel wymagal opracowania:

a) metody wyznaczania charakterystyki dynamicznej dowolnej maszyny o podatnym
korpusie, traktowanej jako swobodna w przestrzeni,

b) metody wyznaczania charakterystyki dynamicznej dowolnej konstrukcji podpiera-
jacej maszyne,

¢) metody uwzgledniania dowolnego zloZonego ukiadu wymuszenia, jaki generuje
podczas swej pracy maszyna,

d) metody analizy drgafd rozpatrywanego ukladu.

Dla scharakteryzowania pod wzgledem dynamicznym liniowego ukladu mechanicz-
nego stuza tzw. wspdiczynniki podatnoéci dynamicznej zwane inaczej receptancjami,
ktére definiuja si¢ jako stosunek uogdlnionego przemieszczenia dowolnego punktu ukfadu
do uogdlnionego wymuszenia, ktére wywotato to przemieszczenie. Uzywajac do zapisu
liczb zespolonych mozZna wyrazié to wzorem

— X; X, ellot+o,) X, .
(1.1) Oxjyk = }TJ == = = S,
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gdzie w — oznacza czestos¢ wymuszenia, Py, — amplitude wymuszenia, X; — amplitude
przemieszczenia, @; — kat przesunigcia fazowego.

W przypadku dzialania wymuszen na N punktéw ukladu wigZe si¢ w oparciu o zasade
superpozycji przemieszczenia z wymuszeniami za pomoca ukladu réwnan, ktéry w postaci
macierzowej mozna zapisac:

Xy Oy Oz ... Oy P,

X, Oay %22 XoN pP,
(1.2) =

EAY __&’Nl ,-X'NZ e aNNm I PN 1

lub w zapisie symbolicznym

(1.3) (%} = [l {2},

gdzie [a;] jest macierza podatnosci dynamicznej, inaczej receptancii i stanowi charakte-
rystyke dynamiczna ukladu.

Czesto przy analizie korzystniej jest wprowadzi¢ wymuszenia jako funkcje przemiesz-
czef. Uzyskuje sie to z przeksztalcenia (1.3) do postaci

(1.4) (P} = [l ™ (%}

Macierz [a,]"' nazywa si¢ macierza sztywnosci dynamicznej lub inaczej macierza impe-
dancji i oznaczono ja dalej symbolem [@;]. Nalezy zaznaczy¢, e jedynie dla ukladu
o jednym stopniu swobody impedancja jest odwrotnoécia receptancji i mona ja wyzna-
czy¢ do$wiadczalnie, natomiast dla uktadéw o wielu stopniach swobody do§wiadczalnie
wyznacza si¢ macierz receptancji i na jej podstawie oblicza si¢ macierz impedancji, sto-
sujac zalezno$é

1.5 [l = [l ™

2. Analiza teeretyczna

Przystepujac do analizy teoretycznej przyjeto ogdlny model zagadnienia odpowiada-
Jjacy wlasciwoSciom ukladu: maszyna o korpusie odksztalcalnym — elementy elastyczne —
podatna konstrukcja podpierajaca, ktérego schemat funkcjonalny pokazuje rys. 1. Na
rysunku tym zaznaczono poszczegdlne mozliwoéci ruchu oraz odpowiadajace im sztyw-
noéci i ttumienie elementéw elastycznych.

Model ten posiada nastepujace cechy:

— korpus maszyny oraz konstrukcja podpierajaca traktowane sg jako uklady liniowe
odksztalcalne o ciaglym rozkladzie masy, sztywnoéci i tlumienia,
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— korpus maszyny podparty jest na konstrukcji w dowolnych N punktach liniowymi
bezmasowymi elementami poéredniczacymi, charakteryzujacymi si¢ sztywnoécia i ttumie-
niem. Dla elementéw tych przyjeto model Voigta,

— zamocowanie elementéw poéredniczacych z korpusem maszyny, jak i z konstrukcja
podpierajaca zapewnia trzy mozliwe przemieszczenia liniowe oraz trzy mozliwe obroty,

— na korpus maszyny dziala wymuszenie w postaci ukladu sit i momentdw okreso-
wych nieharmonicznych.

| & ¥Yzk
L X
‘lpyk
7( | AN
) Yk
e
k)\jk,cxk
i‘ L id.
| Uk
| Wuk
kX1J Cx1
kyt, cy1 [
kZ‘lr Cz1

ksx1,Csx1
Ksy1, Csyt
ksz1,Csz1

WYvk

/iy,

Rys. 1. Schemat funkcjonalny ukladu: maszyna o korpusie odksztalcalnym — elementy elastyczne — po-
datna konstrukcja podpierajgca

Omawiany wyzej model teoretyczny, przy zaloZzeniu malych drgan woko! potozenia
réwnowagi statycznej oraz niewielkich w tym zakresie odchylek od liniowosci, stanowi
odpowiednik spotykanych w praktyce przypadkéw uktadéw maszynowych, w ktdérych
maszyna o odksztalcalnym korpusie, wykazujacym wewnetrzne ttumienie, jest podparta
elastycznymi podktadkami lub amortyzatorami specjalnej konstrukcji na odksztatcalnej
1 wykazujacej tlumienie konstrukcji podpierajacej. Dla ukladéw liniowych, dzigki mozli-
woéci stosowania zasady superpozycji, przemieszczenie wywolane wymuszeniem okreso-
wym znajduje si¢ jako sume przemieszczefi wywolanych kolejnymi skladnikami harmo-



172

nicznymi wymuszenia. Wystarczy wigc, aby metoda ogdlna rozwiazania zagadnienia po-
harmonicznej wymuszenia.

zwalala otrzymaé rozwiazanie dla dowolnej r-tej

W przypadkach praktycznych bardzo czgsto wystarcza ograniczenie szeregu harmo-
nicznych do dwoch lub trzech sktadnikéw z uwagi na fakt, ze amplitudy wyzszych har-
monicznych sit lub momentéw generowanych przez maszyny sa male w poréwnaniu

W. Wobzickr

z amplitudami pierwszych dwdch lub trzech harmonicznych.
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Rys. 2. Rozbicie ukladu z rys. 1 na podukiady dla j-tego punktu podparcia
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Uktad drgajacy o schemacie funkcjonalnym przedstawionym na rys. 1 mozna rozbié
na trzy podukiady, mianowicie:

— podukiad m — maszyna o korpusie odksztalcalnym,

— podukiad p — ukiad elastycznych elementéw podpierajacych,

— poduklad k — podatna konstrukcja podpierajaca.

Nalezy przy tym uwzgledni¢ wzajemne oddzialywanie na siebic tych podukladéw
w czasie drgan.

Rysunek 2 pokazuje rozbicie w j~tym punkcie z zaznaczeniem poszczegélnych mozli-
woéci ruchu oraz sit i momentéw wzajemnego oddzialywania dla r-tej harmonicznej
wymuszenia. Zachodza przy tym nastgpujace warunki cigglosci i réwnowagi:

a) dla j-tego punktu styku elementu z maszyng:

T =¥ = ¥,
Yir = Yir = Ve

7 =M
Zjyp = Zj = Zgra

2.1 — __
( ) Yajr = er = "P;jr)
@y.lr = E;'Jr = an
?/jz.lr = @Z‘!”Jr = ;,U—gjr;
;c,_lir = - gjr:
P;'jr = '_ngr,
m _ __pp
zjr — zjro
(2.2) =
J'gir = ~M.€jr,
;v'_’]r = - ,’v,jr,
:']r = - 5jr;

b) dla jtego punktu styku elementu z konstrukcja podpierajaca:
E)-./r = g_llcr = 5’j,n
wlr = }—Vfr = W‘},,

- sk _ =
Uy = ujr - u_’;ry

2.3) T e
Yojr = V’ﬁjr = Yojrs
Vowir = Wv}r = Yjrs
—"tb-ujr = 5}’_5# = :';U—gjr;
lefjr = —ngr,
-P\vajr = —Pajr:
_P_L‘ r = _Fp r>

(2.4) ! *

Hfjr = —ngr’
lezjr = —H\‘;jr’
Ml’l‘jr = —ngr'
Przemieszczenia j-tego punktu poduktadu m (maszyna) mozna wyrazi¢ wzorami (2.5).

3 Mechanika teoretyczna
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Symbole &y, oznaczaja odpowiednie receptancje swobodnej maszyny, a symbole
Xoujr> Pwirs Zwirs Pwsirs Wwyirs Pwzyr 0Z08CZ2J odpowiednie przemieszezenia w rozwazanych
punktach wywolane na swobodnej maszynie dzialaniem wymuszenia generowanego przez
pracujaca maszyne.

Z uwagi na identyczny charakter réwnan uklad (2.5), dla uproszczenia zapisu, a takze
programowania obliczen na maszynie cyfrowej przedstawiono w zapisie skréconym

N
(2.6) 0= D PR ATy, j=1,..,0,
k=1
gdzie n jest wielokrotno$cia liczby punktéw podparcia N.
W najogdlniejszym przypadku n = 6N, gdy w ukladzie (2.5) rozpatruje si¢ wystepo-
wanie wszystkich rodzajéw przemieszczen, sit i momentéw. WyraZenie (2.6) w zapisie
macierzowym ma postaé

(27) {E_';:-} = [Ejkr] {P—l':)"} + {Ew.ﬂ'}7
gdzie macierz [a;,] jest macierza receptancji maszyny swobodnej. Po uwzglednienin
w (2.7) zalezno$ci (2.1) i przeksztalceniu otrzymuje si¢

(28) {Fm} = [ajkr] ({Ejr} - {EW.Ir}) )

gdzie macierz [a,,] jest macierza impedancji maszyny swobodne;j.
Podobnie jak poprzednio, dla maszyny przemieszczenia j-tego punktu podukiadu %
(konstrukcja podpierajaca) mozna wyrazié macierzowo

(29) {ﬂfr} = [Ejkr] {Fl’c‘r}7

gdzie macierz [B;k,] jest macierza podatnoéci dynamicznej konstrukcji podpierajace;.
Uwzgledniajgc w (2.9) zaleznoéci (2.3) po przeksztalceniu otrzymuje sie

(2.10) (P} = [l {Tp},

gdzie macierz [by,] jest macierza sztywnoéci dynamicznej konstrukeji podpierajace;.

Tak wige wzory (2.8) i (2.10) pozwalaja wyznaczyé macierze uogblnionych sit wyste-
pujacych w punktach styku maszyny i konstrukcji podpierajacej z elementami elastycz-
nymi w zalezno§ci od macierzy uogdlnionych przemieszczed tych punktéw i macierzy
sztywnoéci dynamiczne;.

Wyznaczanie charakterystyki dynamicznej maszyny wymaga opracowania metody
posredniej, albowiem zrealizowanie swobodnego w przestrzeni stanu maszyny jest prak-
tycznie niemozliwe. Dlatego tez rozpatruje sie uktad pomocniczy, ktérego schemat funkcjo-
nalny wraz z oznaczeniem moZliwych ruchéw w miejscach podparcia pokazuje rys. 3.

Odksztalcalny korpus maszyny podpiera sie w rozpatrywanych poprzednio punktach
liniowymi elementami elastycznymi, lecz o znanych parametrach k} (sztywnos¢) i cf
(ttumienie). '

Przyjeto dalej, ze na uklad, oprécz wymuszenia generowanego przez pracujaca ma-
szyng, dziala w punktach podparcia maszyny znane dodatkowe zewnetrzne wymuszenie

okresowe, ktdre na rys. 3 oznaczono symbolami P¥ i M¥ z odpowiednimi indeksami
kierunkéw.

3
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Ukiad z rys. 3 mozna rozbi¢ na dwa podukiady:
— poduktad m — maszyna o korpusie odksztalcalnym,
— podukiad p* — elementy elastyczne o znanych parametrach.

K, cxn
kz;ﬁ C;‘T
k31, c3y
K1, Coxd
k;y%"; 1
k §z1, Csz1

K3, cxp itd.

Rys. 3. Schemat funkcjonalny ukladu pomocniczego do wyznaczania charakterystyki dynamiczoej
maszyny

Na rys. 4 pokazano to dla j-tego punktu wraz z oznaczeniem mozliwych przemieszczen
liniowych i mozliwych obrotédw oraz wystepujacych sil i momentéw.

Stosujac zapis skrécony, warunki ciagloéci i réwnowagi dla j-tego punktu rozdzielenia
mozna zapisa¢ w postaci réwnosci macierzy

Sk — (omk) — 5Pk
@.11) {ijr} - {zjr_} - {Z_,r}, j=1,..,n
{Pi*} = —{P5*},

Przemieszczenia j-tego punktu podparcia podukiadu m (maszyna) daja sie zapisad

(2.12) {7} = Gl (P} +{PE} + (Zusr)
natomiast przemieszczenia j-tego punktu podukladu p jako
(213) {Z} = [6h1{PE),

gdzie macierz podatno$ci [gj‘j,] elementéw elastycznych o znanych parametrach jest ma-
cierza diagonalna, a jej elementy wyraZaja sie wzorem

1

| By =
@14 i k¥ +iroct
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Rys. 4. Rozbicie ukfadu z rys. 3 na podukiady dla j-tego punktu podparcia

Po podstawieniach i przeksztalceniach wyrazenie (2.12) przybiera postaé

(I+ [ajkr [6_1Jr 1) {E_Tr} = [Ejkr] {P—lz'}-*- {ijf}’
gdzie I oznacza macierz jednostkowa.
Z kolei rozpatruje si¢ dwa przypadki:

1. W ukfadzie pomocniczym nie wystgpuje wymuszenie generowane przez pracujaca
maszyng (maszyna nie pracuje), lecz tylko znane wymuszenie zewngtrzne w punktach jej
podparcia. Wéwczas w (2.15) znika skladnik {Z,,} i otrzymuje si¢

(2.16) ] = Pped (T— [0, Pi]) ™

gdzie [yu,] jest kwadratowa macierza receptancji uktadu pomocniczego z rys. 3 i jej
elementy moga byé wyznaczone do$wiadczalnie na tymze ukladzie pomocniczym.
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2. Na uklad pomocniczy dziala tylko wymuszenie generowane przez pracujaca ma-
szyng, przy braku wymuszenia zewnetrznego w punktach podparcia maszyny. Wéwczas
(2.15) przyjmuje postaé

2.17) {Zose} = ([+ T [6%,17) {225}

gdzie macierz {z};} jest kolumnowa macierzag przemieszczen punktéw podparcia ma-
szyny w ukladzie pomocniczym, gdy dziala tylko wymuszenie generowane przez pracu-
jaca maszyne, a jej elementy wyznacza si¢ do§wiadczalnie na ukladzie pomocniczym,
jako odpowiednie przemieszczenia punktéw podparcia ukladu pomocniczego wywolane
praca maszyny. PoniewaZz wygodniej jest uzywac macierz sztywnoSci dynamicznej [@j,]
dlatego przeksztalcajac (2.16) otrzymuje sig

(2.18) @] = ()™ = ™ = [0%,17 1

Macierz receptancji [B}k,] konstrukeji podpierajacej mozna wyznaczy¢ do$wiadczalnie
bezpofrednio na rzeczywistym obiekcie w oparciu o definicj¢ receptancji, a macierz im-
pedancji [by,] przez odwrécenie macierzy receptancji

(2.19) [byr) = [Brl ™.

Zwiazki miedzy sitami i przemieszczeniami dla j-tego elementu elastycznego podparcia,
uwzgledniajac warunki réwnowagi (2.2) i (2.4), moZna w zapisie macierzowym wyrazié

— 1§z} — G )~ Led ({Zir} — {8:}) = (P},
WA ((Zr) — {wed) + (e ({20} — () = {Ph),

gdzie [k;] i [c}] sa diagonalnymi macierzami sztywnosci i tlumienia elementéw elastycz-
nego podparcia, a {'Ej,} i {ﬁ”} kolumnowymi macierzami pochodnych przemieszczen
maszyny i konstrukcji wsporczej.

Podstawiajac do (2.20) wyrazenia (2.8) i (2.10) oraz przedstawiajac odpowiednie prze-
mieszczenia zespolone w postaci

(2.20)

E_Ir — ereirmt’
by IT Lirot
Uy = Ujre s
@.21)

ijr = ere"m’

-k __ 7 irot
Zyjr = Z\tjre >

gdzie Z;,, Uy, Zpje, Z%,, sa amplitudami zespolonymi rozpatrywanych przemieszczen,
otrzymuje si¢ po uprzednim uproszczeniu przez e"® wyraZenie

() +irole] + @) {Z ) — (K +iro[g)) {Up} = {Pup},

(2.22) -~ B
() +irw(e]) {Z;} — (k) +irole] + [bu) {U} = 0,

gdzie

(2.23) {Pusr} = ([@] + [, {2Z2,,) .



(2.26)

’ !’
ky+ayy, ayz,
’ !
azyy ka+az,
-I 'I
Anir Anay
0 ks
0 0
rwe, +aillr aIIIZr
"o, ’
Qayr, rwe, +a22r
'/I .II
Qnyy ay2r
rwe, 0
0 roc,
0 0

’
alnr

’
Qp,

e+,

0
0
ky

rr
Aypy

r
az:cr

) 1’
. rocy +ayy,

-k, 0
—k,
0 0
—(ky+bi1s); ~ba,
—b%ys —(kzﬂ'b/ur)
- llllr _bl'IZr
—rowe, 0
0 —rwe,
0 0
~ (rwey +b71,); —bi,
—b%1,; — (roc, +b7s,)
- lllllr —b;:‘!r

_k"
'
—Uliny

_bllnr
see _(ku'l'bllmr)
0
0
—I:Ll)C,,
—b'l’nr
'_1‘7’2/1"

oo = (roc, +b1);

—(roc, +ail,)

i
—azyr
'Il
— Ay
—FwCey
0
0
7
ky+aii,
7
a1y
.I
A1y
ki
0

rr
—Qjyzy

~(rwe, +a%s,) ...

- al’l’2l‘
0
—Fae,
0
_"a12r
k2 + (1/22,-
@y,
0
k,

r
—Qypy
144
— A2y
’ "
- (rwc,, +amlr)
0
0
—Frowce,
!
Aypy
1
A2y

' 7
k,+ Gy

Fwce
0
0
rwc, +byy,
1
b21r

.II
nir

—k,
0
0
— (kg +biyy)
_I?lllr

’
nir

0
Face,
0

rt
12¢

rwc, +b5,,
byay
0
—k,
0
- bll 2r

- (kz jl'b'22r)

.I
- bn2r

. FQC,+bypy

’
o — by

0

0
rwe,

it

1nr

1
2ny

0
0
- I.Cu

’
"'blnr

e _'(kn +b:mr)_ |

-, =
Pwlr

P\Ivlr
P
0
0

0

rr
wlr

"
-Pw2r

I
‘P\l’ll"
0




DRGANIA MASZYN O KORPUSACH ODKSZTALCALNYCH 179

Przedstawiajac symboliczny zapis macierzowy (2.22) w postaci rozwinigtej, po uprzednim
rozbiciu zespolonych wyrazéw na cze§¢ rzeczywista i urojona

Z, = zj+izy,
Uj = u},+iu}§,
(2.24) Ajr = Ajae +idr,

bjkr = b_,]kr +lb_’ll’<r)
ijr = \Ivjr +1ijr

otrzymuje si¢ macierzowy zapis (2.26) ukladu réwnan shuzacych do obliczenia prze-
mieszczenn punktéw podparcia uvkladu z rys. 1. Przy czym amplitudy rzeczywiste oraz
katy przesunigcia fazowego przemieszczen maszyny i konstrukcji podpierajacej dla j-tego
punktu podparcia oblicza si¢ ze wzordw

> 2z Zjr

er = ‘/Zj3+zjf N tg(pz,lr = 7:/:"’)
(2.25)

7 92 07, u
l]jr = ]/lljf+ujf ) 1:g(pujr = ;"IL

Jr

Do rozwiazania ukladu réwnan (2.26) ulozono program obliczeni na maszyne cyfrowa
ODRA 1204.

Omoéwiona metoda wyznaczania drgan ukladéw maszynowych moze odnosié si¢ nie
tylko do punktéw podparcia, lecz rdwniez do kazdego dowolnego punktu maszyny czy
konstrukcji podpierajacej. Postgpowanie jest wowczas, analogiczne jak dla j-tego punktu
podparcia.

Jednak obliczenia te nie sa tak istotne, jak obliczenia drgan punktéw podparcia, ktére
mozna wykorzystaé do rozwiazania zagadnienia izolacji drgan, znalezienia wielkoéci sit
przenoszonych na fundament czy korpus maszyny, a takze moga stanowi¢ podstawe do

opracowania programu doboru optymalnego podparcia, zapewniajacego w danym ukta-
dzie zadany poziom drgan.

3, Weryfikacja doSwiadczalna metody

W celu sprawdzenia poprawnosci opracowanej metody, a takze mozliwoéci praktycz-
nego jej zastosowania, przeprowadzono badania modelowe na stanowisku badawczym,
ktérego schemat wraz ze schematem blokowym uZywanej aparatury pomiarowej poka-
zuje rys. 5.

Poza tym w celu dofwiadczalnego wyznaczenia charakterystyk dynamicznych modelu
maszyny i modelu konstrukeji podpierajacej zbudowano odpowiednie stoiska badawcze
i przeprowadzono na nich pomiary.

Obliczone na maszynie cyfrowej w Oérodku Elektronicznej Techniki Obliczeniowe]
Politechniki ¥.6dzkiej warto$ci amplitud przemieszczen i katéw przesunigcia fazowego
poréwnano z wynikami badafh modelowych dla 48 réznych wariantéw pomiarowych.
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Rys. 5. Schemat ukfadu do badahn modelowych
1 — model maszyny, 2 — spr¢zyny podparcia, 3 — tlumiki olejowe, 4 — model konstrukeji podpierajacej, 5 — czujnik prze-
mieszczen, 6 — piezoelektryczny czuinik sily, 7 — ciggno stalowe, 8 — wzbudnik drgan, 9 — generator, 10 — falomlerz liczgcy,
11 — miernik N-101, 2 — przystawka miernika N-101, 13 — miernik drgad SM-231, I4 — miliwoltomierz V-611, 15 — fazo-
mierz MF-1, 16 — woltomierz U-720, I7 — oscyloskop OKD 505 A, /8 — rejestrator RAP-4

Uzyskano §rednia wzgledna réznice amplitud przemieszczen 12,09 oraz $rednia réz-
nice katow przesuniecia fazowego 8,3°.

Z uwagi na zakres mierzonych przemieszczen (32-248 pm) oraz doktadnoéé stosowane;j
ztozonej aparatury pomiarowej uzyskang zgodno§é mozna uznaé za zadowalajaca.

" Stanowi to potwierdzenie prawidlowoéci omawianej metody oraz programéw obliczed
na maszynie cyfrowe;j.

4. Uwagi koncowe

Dokonana analiza teoretyczna zagadnienia pozwala na wyznaczenie przed zamonto-
waniem maszyny w miejscu jej pracy nastepujacych wielkosci:

a) drgaf ukladu zlozonego z maszyny o korpusie odksztalcalnym mocowanej na po-
datnej konstrukcji podpierajacej poprzez elastyczne elementy poéredniczace;

b) charakterystyk dynamicznych maszyn i konstrukeji podpierajacej, ich porowname
z ewentualna ocena np. na drodze statystycznej;

¢) sit dynamicznego oddziatywania na maszyne lub konstrukcje podpierajaca, przy
zalozonym poziomie drgait ukiadu.

Wyprowadzone zwiazki poza oceng stanu drgaf ukladéw maszynowych moga stano-
wi¢ podstawe do opracowania programu obliczefi na maszynie cyfrowej, dla doboru pa-
rametréw ¢ i k elastycznego podparcia zapewniajacego zadany poziom drgaf zaréwno
maszyny, jak i konstrukcji podpierajacej.
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Peswome

BUBPALIMM MAMIHMH C OIEDOPMUPYEMBIMH KOPIIYCAMIL 3AKPEITIIEHHBIX
HA TIOOATJIMBO¥ KOHCTPYKIMHM ITIOCPENCTBOM VIIPYTUX SJIEMEHTOB

B pabote npuBOOMTCA METOX onpeenenusa BUuOpanuii CHCTeMbI COCTOAILEH H3 MALIMHBI C Aethopmu~
pPyeMbIM KOPIYCOM 3aKpeIIeHHOH Ha NofaTjIMBoi Hecyllell KOHCTPYKLHM NOCPEACTBOM W3OJKPYIOIei
CHCTEMBI YOPYTHX M JeMIupYIONMX 9JEMEHTOB.

TToryueHuble 3aBUCHMOCTH TO3BOJSAT ONPEACTMTL BHOpPALUMM MALUHMHBI H HECYLUel KOHCTPYKIMH
320J1arOBPEMEHHO O MOHTRXKA MalumHbl Ha paGouem Mecre. MCTouHMKOM 3THX BuOpalMi ABIAIOTCA
NIPON3BOJIBHLIE NEPHOTUUECKIE YCHIHS BO3HHKAIOILME MpH PaboTe MAIIHHBI.

Jns pewieHyst 2THX 3aBMCHMOCTEN COCTaBJieHa Nporpamma BBIYHCICEMA Ha nudpoBOH MarumHe.
PaapaGoTaH npu 9TOM MeTOX KOCBEHHOIO OIPEHENICHHA MMHAMMYECKOH XapaKTCPUCTHKUA MalIHHBI pac-
CMaTpHBaeMOI KaK cBoOOAHAA B NMpocTpascTRe. PaGoTa COOepIKUT TAlKe IKCIIEPHMEHTANBHYIO IIPOBEPKY
BBIBEIEHHBIX 3aBHCHMOCTEH.

Summary

VIBRATION OF MACHINES WITH DEFORMABLE BODIES ELASTICITY
SUPPORTED ON FLEXIBLE STRUCTURES

The paper presents the method of determining the vibrations of a system composed of the machine
with deformable body supported on a flexible structure by means of a set of elastic and damping elements.
On the grounds of the equations obtained it is possible to calculate the vibrations of both the machine
and of the supporting structure before the machine is mounted on its place of work. The sources of these
vibrations are arbitrary periodic forces which arise due to the motion of the machine. In order to solve
the equations, the programme for a digital computer was prepared. The method of determining the
dynamic characteristics of the machine, considered to be free in the space, was also elaborated. The paper
also includes the experimental verification of the formulae derived.

POLITECHNIEA LODZKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 8 kwietnia 1974 r.
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PLASKIE ZAGADNIENIE KONTAKTOWE W NIESYMETRYCZNEJ
TEQRII SPREZYSTOSCI
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1. Wprowadzenie

W pracy rozpatrzymy statyczne zagadnienie kontaktowe dla pdlprzestrzeni sprezystej,
mikropolarnej, jednorodnej, izotropowej i centrosymetrycznej w plaskim stanie odksztal-
cenia. Deformacje opisywaé beda wektory: przemieszczenia w i obrotu ¢ w postaci
11, [2:

(.1 u(xy, xz) = (uy, 42,0), @(x;,x,) = (0,0, ¢3).
Stan naprezenia okre§laja tensory: naprezen sitowych oy i naprezen momentowych gy,
gdzie:

611 012 0 0 0 s
(1.2) oy =||o2y 622 0 |, =10 0wyl
0 0 o5 M3y 3z 0

Zagadnienia kontaktowe w ramach klasycznej teorii sprezystoéci posiadaja bogata lite-
rature; miedzy innymi monografie [3]-[8]. W teorii niesymetrycznej ze zwigzanymi obro-

tami ( = é—rotu) plaskie zagadnienie stempla rozpatrzono w [9], [L0]. W pracach [11],

[12] rozpatrzono zagadnienie kontaktowe w osiowo-symetrycznym stanie odksztalcenia
w ramach linjowej niesymetrycznej teorii sprezystoéci.

2, Podstawowe réwnania i zalezno$ci

Uklad réwnatd réwnowagi (pomijamy sily masowe i momenty masowe) dia plaskiego
stanu odksztalcenia (1.1) ma postaé [2]:
(u+0)Viu,+(A+p—0)d e +20d, 93 = 0,
@.1) (p+0)Viu,+(A+p—0)d,e—20d,p; = 0,
[(y +&)Vi—4a]py+20(d uy— dyuy) = 0,
przez o, A, u, y, & oznaczyliémy stale materialowe, za§ V2 = 9%+03 oznacza dwuwy-
miarowy operator Laplace’a, e = 0 U, +0d,u, (dylatacja).
Skladowe naprezen (1.2) zwiazane s z przemieszczeniem i obrotem (1.1) przy pomocy
nastgpujacych zwigzkéw konstytutywnych:
0y = Qu+)d u;+219,u,,
022 = (2u+A)0,u, +40,uy,
(2.2) 012 = (u+0) 0 uy +(u—0)dru; —2aps,
021 = (u+0) 0uy +(u—0) 0y uy +2093, |
tiz = (y+8)dips, (I=1,2).
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Skiadowe 033, a3y, 432 WyZnacza si¢ ze wzoréw:

A
033 = ’m(gu +022),

2.3)

-—&

N | =
M3 = v e Mi3, (i=1,2).

3. Sformulowanie zagadnienia stempla i sprowadzenic go do ukladu dualnych
réwnan calkowych

Rozpatrzmy teraz pélprzestrzen D = {(x, X;, x3):x; = 0, — 00 < (X5, X;3) < 00},
na ktdra za pofrednictwem sztywnego, nieskonczenie diugiego w kierunku osi Ox; stempla
dziata na jednostke dlugoscei sita P = P(x,, x,). Ponadto zakladamy, Ze przekréj stempla
plaszczyznami x3; = const jest zawsze jednakowy.

‘Warunki brzegowe dla rozwazanego zagadnienia zapiszemy w postaci

u,(0, x3) = f(x3) dla x| <ec,
3.1 0:,(0,x,)=0 dla |x,] > ¢,
0'12(0, x2) = ,u,3(0, xz) = 0 dla — . < X < Co

oraz uwzglednia¢ bedziemy warunki regularnosci w nieskonczonosci
(3.2) 0:; =0, pp—0 vprzy r=yx}+x}- 0.

Przy rozwiazywaniu zagadnienia brzegowego (3.1) wykorzystamy rozwiazanie pomocni-
cze, mianowicie najpierw rozpatrzymy polprzestrzen D w plaskim stanie odksztalcenia
(1.1) z nastepujacymi warunkami brzegowymi:

(3.3) 01100, x;) = —p(xz), 01200, x3) = 0, uy3(0, x;) = 0, dla —0 < x, < 0.

Rozwiazanie ukladu réwnan réwnowagi (2.1) z warunkami (3.3) i (3.2) jest postaci
(2], [13]:

o5

N ﬁ(é){(ZﬂHL ) -
ul(x1>-:\2)_ Zlul/iy—z» —f Ao }-+,Ur IEI +x1 e +

N 2a,&? (e_(,x‘_e—|5|x‘)} e~ 1552
0

Sy b wﬁ(g)l_ﬂ_(—/‘i ‘)—usxl
6 i) = e [ 2L { e

20052 (Lg‘t"‘l—e_mxl)}e_iex’df,
e\l

9 = i mi(f) ,él 2’u+}' —|=l% ,El —0Xy —ifx,
p3(xy, X3) = Wi ) A, € 2GR (e 1l — e )e Exs gk



PEASKIE ZAGADNIENIE KONTAKTOWE 185

oraz
011Xy, X2) = — —=— f A—E{(l +x,]E[) e X +2ao§2(e“"‘1—
— ,E_le—IElxl)} e—i&xzdé,
Y
012(xg, X2) = _]% f P& % {xllfle—lslx‘+2(1052(e‘0"1—e—|51x1)}e—wxzdé:,
T o 0
RGN o g B (@
021 (x1, X2) = ]/2? J 710— T{xllfle Kl 420, & T(Fe —
3.5 - e—iem)} e~ it g

1
022(xy, X) = —? f {(——1+X1|5|)e"51x1+20052(6—ax1_

'E_le" Iflxx)} e-lixzdé: ,
0

—2iay [ @, .. .
tra(xy, x2) = ]/2—7: f EIZI(O)(B [€[¥s _ g o¥1) pmibXage

2, [ IEFE [ _ i
p23(Xy, X2) = ]/;1 £ |5|50(5) (e Iélxx_ﬂe exl) e~ xagE

0

We wzorach (3.4) 1 (3.5) p(§) oznacza transformacje Fouriera

(3.6) P = V2ﬂ f p(x;) e dk

oraz

3.7 Ao = Ao(8) = 1+2ao§2(1—'0ﬂ), 0= (52+IL2) vz,
a przez do, I* oznaczyliémy:

(3.9) ao = 0’:{2 ;12)2“) 2 (7_+':‘1)a(:_+°‘),

Aby rozwiazaé réwnania réwnowagi (2.1) z mieszanymi warunkami brzegowymi (3.1)
nalezy znalezé taka funkcje p(x,) [okre§long w (3.3)], aby spelnione byly warunki (3.1).
Zauwazmy, ze rozwiazanie (3.4) i (3.5) spelnia tozsamo$ciowo (3.1)31 (3.1)g, (tzn. ¢,,(0, x;)
= p13(0, x;) = 0 dla —00 < x, < 00).
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Rozpatrzmy teraz nastepujace dwa przypadki:

Przypadek 1: o funkcji f(x,), okre§lonej w (3.1), zakladamy, ze:
3.9 f(x3) = f(—x,) # const dla x, e (—c, ¢).
Wykorzystujac (3.9), (3.1), i (3.1), oraz (3.4) i (3.5) uzyskujemy nastgpujacy uktad dual-
nych rownan catkowych:

utd 1 _J a i Cos(Exp)dE = f(x;) dla 0¥, <,

1
RS B N
(3.10)

fﬁ(f)COS(Exz)dE =0 dla x,>c.
h

Mozna zauwaZyé, Ze jezeli przejdziemy do granicy ze stalymi materialowymi a,
12 - 0 to 4o(&) — 1 i uklad dualnych réwnan catkowych (3.10) odpowiada ukiadowi dla
zagadnienia kontaktowego w klasycznej teorii sprezystosci ([8] s. 433).

Przypadek 2: 0 funkcji f(x,) okreSlonej w (3.1) zakladamy, Ze

(3.11) f(x)) = —f(—x;) dla x,e(~c,0).
Wykorzystujac (3.11), (3.1),, (3.1), oraz (3.4) i (3.5) uzyskujemy nastgpujacy ukiad
dualnych réwnan catkowych:

wtr 1 [ 5@
},-{—[u 1“]/:2;0 3 Ao(‘f)

sin(éx,)dé =f(x,) dla 0<x,<e¢,
(3.12)

[s@sin@Ed =0 daa x>
0

Jezeli przejdziemy do granicy ze stalymi materialowymi /2, aq - 0 to 44(€) —» 1 1 ukiad
(3.12) odpowiada ukladowi réwnan calkowych dla odpow1edn1ego zagadnienia w ramach
klasycznej teorii sprezystosci ([8] s. 438).

4. Rozwigzanie ukladéw dualnych réwnan catkowych (3.10) i (3.12)

Wprowadzajac teraz nastepujace oznaczenia:
(41) T’ = EC, X2 = cy
oraz wykorzystujac fakt, ze

4.2) cosz = ]/—;z—z J_3(2), sinz = l/%z J4(2),

dla przypadku 1 (ukiad dualnych réwnan catkowych (3.10)) otrzymamy:

[ 0 P @ L+ H@) Lst)dn = g(3)  dla 0 <y <1,
0

(4.3) .
[ B Pp@smp)dn =0 dla y > 1,
0
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gdzie

-af2)
4.4 Hp) = —— ‘I
4.4) ) - (i)

0 C
2 u(d

@5 60 =)/ 2ot 19,
za$
(4.6) w(n)zq(%), gdzie  p(&) = &2q(&).

W przypadku 2 [uklad dualnych réwnan catkowych (3.12)] uzywajac (4.1) i (4.2),
mozemy zapisaé w postaci:

[ 07 (] (1 +H @) Jymyydn = g(»)  dla 0 <y <1,
0
@.7

(<]

J WPy @lsmy)dn =0,  da y>1,
V]
gdzie H(n) jest okre§lone wzorem (4.4), g(y) wzorem (4.5), za$ w(n) wzorem (4.6)
Teraz naszym zadaniem bedzie wyznaczenie niewiadomych funkcji z réwnan (4.3)
i (4.7). Metoda, ktdéra zastosujemy zostala podana przez KinGa [15], [14]. Rozpatrzono
tam nastepujacy uklad dualnych réwnan catkowych:

[ EN+F@OIp®TE)dE =h(x) da 0<x<l,
0
4.8)

o

f pET(Ex)dE =0 dla x> 1,

0

gdzie F(&), h(x) funkcje znane, niewiadoma jest funkcja @(£).
Metoda [15] polega na tym, Ze rozwiazanie przyblizone uktadu réwnan (4.8) dla
|F(&)] < 1 mozna przyjaé w postaci

4.9) (&) = @o(§) +9,(8),
gdzie funkcja @o(£) spelnia nastepujacy ukiad dualnych réwnan calkowych:

[o0]

[ Ep®(Ex)dE = h(x) dla 0<x <1,
(4.10) .

f <Po(5)J,.(éx)d§ =0 dla x>1,
0



188 S. MATYSIAK

funkcja za$ ¢, (&) spetnia uklad dualnych réwnan catkowych w postaci:

f £ (5) T, (Ex)dE = hy(x) dla O <x<,
0

(4.11)
fw P (O (Ex)dE =0 dla x> 1,
b
gdzie
@“.12) ) = - f EF () pol() TEx) de.
W réwnaniach (4.3) i (4.7) funkcja H(y) okreSlona wzorem (4.4) ma postac
H(n)s——l.——1= ¢ —1.

1

62
Y
c? c?

2 > 1 lub —‘cz—g <1i —1—2—< 1 mamy |H(n)| <€ 1, moZemy wiec do réw-

Ao(-n?) 2 42a,m* |1~

Dlai—g<1i

nan (4.3) 1 (4.7) zastosowaé metode podana wzorami (4.9), (4.10), (4.11) i (4.12).
Przypadek 1: Rozwiazanie ukladu dualnych réwnan catkowych (4.3) przyjmujemy
w postaci

(4.13) () = wo(n) +p:(n).
Na podstawie (4.10) funkcja po(%) musi spetnia¢ nastgpujacy uktad réwnan:

[ 0 el I_yty)dn = g(»)  dla 0 <y <1,
4.14) 0

[ P Pyoml L yyydn =0 dla p > 1.
0

Uklad réwnan (4.14) ma taka sama postaé, jak uklad réwnan odpowiadajacy zagad-
nienju stempla dzialajacego na polprzestrzen sprezysta w plaskim stanie odksztalcenia
w klasycznej teorii sprezystosci ([8] s. 434).

Rozwiazanie ukladu réwnan (4.14) jest znane, [8], i ma postaé

1
_cptpu] 1 21727 (€y)
(4.15)  po(n) —m{—gh(ﬁ)oj‘(l_J’) ! ]/—c—;dy+

1

1
+f(1—t2)-1/2dtofyf(cj_:) Jo(77.V)d.V},

b V

gdzie funkcja f(x) jest podana we wzorze (3.1).
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Funkcja ,(n) musi spelnia¢ nastgpujacy uktad réwnan catkowych:

f N Py Ml_smy)dn = g (y) dla 0<y<]1,
0

(4.16)
[ P sy)dn =0 dla y > 1,
0
gdzie
(4.17) g:0) = — [ 0 H ) In*Pyoal s () dy.
0

Rozwiazaniem ukladu réwnan (4.16) jest

1
w1m  wo = - tnw [arrnoes
0

Vi
1 1
+ [ a-mrna [ s onsomal
0 0

Przyblizone rozwiazanie ukiadu dualnych réwnan catkowych (3.10) bedzie miato postaé

(4.19) ﬁ@s%45=8mwnwwm

gdzie v, jest okredlone przez (4.15) a v, przez (4.18).

Rozklad przemieszczen, obrotéw i naprgZzen pochodzacych od dzialania symetrycz-
nego stempla okre§lonego przez warunki brzegowe (3.1) oraz (3.9) uzyskujemy podsta-
wiajac do (3.4) i (3.5) funkcje p(£) okreSlona wzorem (4.19).

Przypadek 2. Stosujac metode rozwigzania podana wzorami (4.8), (4.9), (4.10),
(4.11) i (4.12) do ukladu réwnan (4.7) wprowadzamy rozwigzania w postaci

(4.20) P () = Po(n)+9:1(n),

gdzie fo(n) musi spetniaé nastepujacy uklad réwnan catkowych:

[ 0 2o Tsmyddn = g(») dla 0<y <1,
0
(4.21)

[ o)) Is(n)dn =0 dla y > 1.
0

Uklad réwnan (4.21) ma taka sama postaé, jak ukiad dualnych rownan catkowych
odpowiadajacy odpowiedniemu zagadnieniu stempla w klasycznej teorii spreZystosei
([8] s. 439). o

4 Mechanika teoretyczna
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Rozwiazaniem (4.21) jest

i
A 1 -1 —p2y—1/2
40 ol = [ [ U= e )+
L i

+ [ ca=mya [ ngonysmyan),
0 ]

funkcja za$ #,(n) musi spetniaé nastgpujacy uklad réwnan:

f P (MITy(y)dn = g.(y)  dla 0 <y <1,

(4.23) )
f [7*29 1 Ts(y)dn = 0 dla y > 1,
Q
gdzie
(4.24) 2:0) = — | 77 Hp el Tny) dn.
0

Rozwigzanie ukladu rownan (4.23) ma postaé

1
(4.29) i) = [17060n) [ y(1=y?) 128, () dy +
0

1 1
+ [ 1 =)t / ngz(nt)Jo(ny)dn]-
0 0

Rozwiazanie przyblizone ukladu dualnych réwnan catkowych (3.12) uzyskujemy w postaci
(4.26) P (&) = E[po(€c) +p1 ()],
gdzie Po(&c) jest okreSlone wzorem (4.22), a y4(&c) wzorem (4.25).

Rozklad przemieszczeri, obrotdw i naprezed pochodzacych od dziatania na pétprze-

strzen D stemplem o warunkach brzegowych (3.1) i z zatoZeniem (3.11), uzyskujemy pod-
stawiajac (4.26) do (3.4) i (3.5).

5. Przypadek szczegdlny

Qddzielnego rozwigzania wymaga zagadnienie stempla gladko zakosficzonego, ktére
jest opisane nastgpujacymi warunkami brzegowymi:

#,(0, x,) = const dla |x;] <e,
(5.1) 01,(0,%;) =0 dla  |x;] > ¢,
012(0, x;) = #1300, x,) =0 dla —00 < X3 < 00

oraz warunkami regularnoéci w nieskoriczonoéci (3.2).
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Podobnie jak w pracy [16] dla klasycznej teorii sprezystoéci i w pracy [9] dla nie-
symetrycznej teorii sprezystoéci ze zwiazanymi obrotami, zamiast rozpatrywaé warunki
(5.1), rozwiazywaé bedziemy uklad réwnan (2.1) z nastgpujacymi warunkami brzego-
wymi:

ou,y ‘
7% loxn 0, dla |x] <e,
(52) 011(0’ x2) = 05 d]a |x2, > c,
0'12(0, xz) = #13(0, xz) =0 dla -0 < X; < 00,

Wykorzystujac (3.4), (3.5) oraz (5.2) uzyskujemy nastgpujacy uklad dvalnych réwnan
caltkowych:

sin(éx)dé =0 dla 0<x, <ec,

0%8

0(5)
(5.3)

[+9)

[ B®cos(Ex)dE =0 dla x, > e
1]

Aby wyznaczyé niewiadoma funkcj¢ p (&) z powyZszego ukladu réwnan catkowych naj-
pierw scalkujemy po x, drugie réwnanie z (5.3). Wtedy uktad dualnych réwnan catko-
wych (5.3) mozZemy zapisaé w postaci:

®
40(8)

%8
LN

sin(fx,)dé =0 dla 0<x,<c,
(5.4

’uz

o0
f sm(fxz)df =B dla x,>c¢,
0
gdzie B oznacza nieznang stala.
Jezeli wykorzystamy oznaczenia (4.1), (4.4) oraz zaleznoci (4.2) to ukiad (5.4) za-

piszemy nastepujaco:

o0

[ P I +H@Op)dp =0 dla 0<y <],
0

(5.5)
¢ 2 ¢
Y J. dn = ]/—— B—— dla > 1,
of () Jx(ny)dn =25 ¥
gdzie wprowadziliémy nastepujace oznaczenie:

= =7} €
(5.6) Y(n) = p(?)ﬁ.

Dla a_ <1li— l’ > 1 ]ub <11 12 <1 mamy |H(n)] <1 [funkcja H(n) jest

okres’.lona wzorem (4.4)], zatcm mozemy zastosowaé przyblizong metode Kinga cytowana
juz w pracy [wzory (4.8), (4.9), (4.10), (4.11) i (4.12)].

4*
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Rozwiazanie ukladu dualnych réwnan catkowych (5.5) przyjmujemy w postaci

(5.7 V() = Yoln)+P:1(n),
gdzie funkcja ¥y (n) spelnia nastgpujacy ukiad dualnych réwnan catkowych:

f NWomJIsp)dn =0 dla 0<y<]l,
(5.8) ) ’ -
2 c
Yol )J(y)dn=]/—B—T dla y>1I,
6[ o\7)J4\7) 7 ‘/y

a funkcja ¥, (n) jest rozwiazaniem nastgpujacego ukladu réwnan:

o]

[ ) Iyp)dn = k() dla 0<y <1,
0

(5.9) .
[ #ayympan =0 dla y>1,
0

gdzie przez k(y) oznaczyliémy

(5.10) k() = ~ [ qH@)Po()y(ny)dy  dla 0 <y <1.
[

Uklady réwnan (5.8) i (5.9) sa znanego typu [14].
Rozwiazaniem ukfadu dualnych réwnan catkowych (5.8) jest [17), [14]

(5.11) Yoln) = —B Jo(),

‘/_
stad podstawiajac (5.11) do (5.10) otrzymujemy

o]

G612 kG) = ——i—Bc f VT H) Jo(n) T (ny)dy =
V)

2. /2 ¢ [ .
= _;]/; BVJ—’_-[ H(n)Jo(n)sin(ny)dy, dla 0<y<]1.

Rozwiazanie ukladu réwnan catkowych (5.9) mozZemy zapisaé w nastQpUJacceJ postaci
[17], [14]:

(5.13) W, () = ]/ f T (e f

gdzie k(y) dane jest wzorem (5.12).
Wykorzystujac (5.6) i (5.7), mamy

(5.14). ; (17_) - %BJo(n)+ ]/ 2n f Jy(tm)dt f V
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2
Jezeli wykorzystamy teraz fakt, ze dla % < 1 funkeje o(n) [wzor (3.7)] mozemy aproksy-

mowaé nastepujaco [11]:

_q/ L n, ¢
(5.15) 9"]/c2+ 7R + TR

to funkcje H(n) [wzdr (4.4)] mozemy zapisa¢ w postaci

2

n
(5.16) H(n) = "AOW,
gdzie
— ao 2 = *02
17 Ao = P+ay’ Q 2012 +ay)’

za$ a,, [? dane jest przez (3.8).
Wykorzystujac teraz nastgpujace catki [18]:

0 dla 0<bd<a,
f Jolax)sin(bx)dx = 1 dla 0<a<b,
v ]/b2—a2
(5.18) ",
;‘;1(‘”) Jo(ux)dx = sh‘(Baﬂ) K,(Buw), dla a>0,Ref>0,u>a.

Tu K, jest funkcja Mac-Donalda. Wykorzystujac (5.18) mozemy funkcje k(y) [wzdr
(5.12)] przedstawi¢ w postaci

(5.19) k(y) = —— l/:_BAO.QKO(.Q) 7y sh ().

Dalej moZzemy zapisac, ze

t o t
2 2
0

[

Ale

1

I4
= sh(@Qy)dy = Q []/tz—yzch(Qy)dy = {212 f}/l——xzch(tx!.?)dx.
0 b

4
f Y
0 l/t 2—
Powyzsza caltka po obliczeniu ma do$§¢ skomplikowana postaé (zawieraé bedzie funkcje

I,, L; — funkcje Bessela i Mac-Donalda) zatem, poniewaz dla & <1 mamy £ <1,

12
wigc mozemy przyja¢ ch(ixQ) =~ 1
Stad

(5.21) f TR

sh(.Qy)dy ~ ——.Qt2
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Zanotujemy teraz nastgpujaca catke [18]:
1
(5.22) fx’“]v(ax)dx =a ', (@), dla Rey> -1,
0

zatem wstawiajac do (5.14) wzér (5.20), nastgpnie wykorzystujac (5.21), (5.22) oraz
(4.1), otrzymamy

(5:23) 5E) = 2 Biee)—— BADKoAD (E0).

6. Wyznaczanie naprezen kontaktowych o;,(0, x3) (dla x| < ¢)
Wykorzystujac (3.5), mamy

2

6.1) 0110, 5) = == Of 5 (E)cos (Exy) dE

14

Zatem, poniewaz [18]

p

cos (v arc sin;)
= da g<a

—F

6.2) [ 7@x)cos(Bx)dx =
0

mozemy napisac
(6.3) o‘“((),xz) = -

2

X2

2 B 1-22

_— 2 ——————
+ p V__ A()Q KO(Q)VCTZ_x% N dla. |x2| < C.

Stata B mozna wyznaczy¢ z faktu, ze sita wypadkowa dzialajaca na pélprzestrzets D za
poSrednictwem stempla jest réwna P. Zatem stala B mozna okreéli¢ z nastgpujacej row-
nofci:

©4 P= [ 0,400, x)dxs,
stad po podstawieniu do (6.4) wzoru (6.3) otrzymujemy

(6.5 B = ——‘/—42—£—P.

7. Uwagi koncowe

Rozpatrzymy teraz przejécie graniczne ze stalymi materialowymi /%, g, — 0. W tym
celu zanotujmy nastepujace granice:

1 1\~
lim — = lim (§2+—2) =0, lim A44() =1,
(7‘1) a0 @ 2,00 ) 12,4050
1-4,(8)

im H»n) = 1l — 2 = (.
am He = lim =70
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Zatem
(7.2) lim y,(éc) =0, lim 9,(&) =0, lim ¥(c) =0,
12,050 12,a5—0 13,000

gdzie vy, jest okre§lone wzorem (4.18), 3, wzorem (4.25) za$ ¥, wzorem (5.13). Zatem
jezeli wykorzystamy granice (7.1) w (3.4) i (3.5), a nastepnie jesli uwzglednimy dla posz-
czegblnych przypadkéw rozwiazanie na funkcje p (£) dane odpowiednimi wzorami: (4.19)
wraz z (4.15), (4.26) wraz z (4.22) i (5.14), to otrzymamy rozklad przemieszczen i napre-
zen dla analogicznych zagadnief kontaktowych w klasycznej teorii sprezystosci [8].

Mozna takze zauwazyC, Zze charakter osobliwoéci naprezen o,,(0,x,) dla x, = ¢

i x, = —c w przypadku stempla omawianego w rozdziale 5 pozostaje niezmieniony w sto-
. 2
sunku do klasycznej teorii sprezystosci | rozpatrzyliSmy przypadek, gdy -:70 <1 1"1:—2 < 1).

Rozpatrzone w pracy przypadki (1) i (2) zagadnienia stempla (rozdziat 4) oraz przypadek
z rozdziatu 5 umozliwiaja otrzymanie w prosty sposéb, wobec zasady superpozycii, roz-
wiazania, gdy funkcja f(x;) [dana w (3.1)] nie jest ani parzysta, ani nieparzysta dla x, €

(~e¢,0).
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Peswome

IIJIOCKUE KOHTAKTHEIE 3AITAUM B HECUMMETPHUYECKON
TEOPHH YIIPYTOCTH

B paGore paccmoTpeHa, B paMKax HECUMMETPHUECKOH TEOPHH YIIPYLOCTH, [1, 2] samaua o monynpo-
CTPAHCTBE B IJIOCKOM Ae(OpMHUPOBAHHOM COCTOSHMM IOZ BO3HCHCTBHUEM HAEAILHOIO XECTKOIO IITaMIia
(Ges yuera cun Tpenus). PaccMaTpuBaeTca Mepemenienye o mramnom u4,(0, x3) = f(x2) wst [xa| << ¢
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OpH NpeanoNOKeHuH, uro f(x;) = f(—x;) wmn f(x,) = —f(—x2) maa |xz| < ¢. 3apaua cBomuTCs K
cucreme JIBOMCTBEHHBIX HMHTETPANILHBIX YPAaBHEHHMH, KOTOpble B JaNbHEAIIEM PEIIAIOTCA C TOMOILBIO
merTofa npemnoxernoro B {15, 14]. Ona cioyvas, worna f(x.) = const, nceneposana 0COGEHHOCT: Han-
Korpa psoxeHuii 611(0, X,) B TOUKaX X; = ¢ M X, = —c¢. HakoHel[, pacCMaTpPHMBAIOTCA IIpeHeNbHLIe
NepexXoapl MATEPHANLHAS KOHCTAHTA do,/2 — O cTpemurcsa K HyJIo.

Summary

PLANE CONTACT PROBLEM OF ASYMMETRIC ELASTICITY

In the paper the static contact problem of a rigid punch and a half-space is considered in the frame-
work of asymmetric elasticity [1, 2]. It is assumed that the medium is in a plane state of strain, and the
friction forces are neglected, The displacement under the punch #,(0, x;) = f(x2) for |x2| < ¢ is con-

sidered assuming f(x;) = f(—x3) or f(x;) = —f(—x3). The problem is reduced to a system of dual in-
tegral equations and solved by means of the method given in [15], [14].
In the case of f(x2) = const the stress singularities at the points x, = ¢ and x, = —¢ are discussed,

The limiting case of the material constant ao,!* —» 0 tending to zero is also considered.

INSTYTUT MECHANIKI
UNIWERSYTET WARSZAWSKIL

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 kwietnia 1974 r.
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JEDNOWYMIAROWE DYNAMICZNE POLE NAPREZEN CIEPLNYCH
WYWOEANE RUCHOMYM POLEM TEMPERATURY

JozeF K uBik (POZNAN)
1. Wstep

Zagadnienie naprezen cieplnych w elementach konstrukcyjnych wywotanych rucho-
mymi obcigZzeniami termicznymi stanowi wazny problem z punktu widzenia zastosowan
technicznych, np. w procesach obrébki cieplnej czy tez obrébki skrawaniem.

Ruchome obciazenie termiczne dzialajace na element moze by¢ dane w postaci
poruszajacego si¢ Zrédla ciepta lub tez ruchomego pola temperatury.

Wigkszo§¢ prac po§wigconych problemom naprezen cieplnych wywolywanych obcig-
zeniami termicznymi dotyczy zagadnien quasi-statycznych (nie uwzgledniano wplywu sit
bezwladnoéci na wspélrzedne stanu naprezenia). Dynamicznym zagadnieniem naprezen
cieplnych zajmowat sie ZORAWSKI [7], ktéry wyznaczyt pole naprezen dla plaskiego ru-
chomego zrddia ciepla w przestrzeni lepkosprezyste;j.

Nalezy nadmienié, ze niestacjonarnym przeplywem ciepla w elementach sprezystych,
wywolanym wskutek przytoZzonego ruchomego pola temperatury, zajmowal sic ROZNOWSKI
w pracach [4, 5, 6]. W pracach tych autor przeprowadzal swe rozwazania w ramach teorii
przewodnictwa cieplnego i nie okreélat stanu naprezenia w tych elementach.

W niniejszej pracy wyznaczono rozklad temperatury i naprezen cieplnych w pélprze-
strzeni sprezystej, x, = 0, wywolanych ruchomym obciaZeniem termicznym w postaci
Ton(vt—x,) - n(t), poruszajacym si¢ w glab pélprzestrzeni ze staly predko$cia v. Za-
gadnienie potraktowano jako dynamiczne,

W szczegdlnym przypadku, gdy v = 0, problem sprowadza si¢ do znanego w teorii
naprezen cieplnych zagadnienia DANILOwSKIEY [1].

Oznaczenia

oy wspOlczynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej,
8y symbol Kroneckera,
7(¢) funkcja Heaviside’a,

¢ modul odksztalcenia postaciowego,

% wspolczynnik przewodzenia temperatury,

A stala Lamégo,

v wspdlczynnik Poissona,
V2 operator Laplace'a,

o gestosd,

s parametr transformacji Laplace’a,
0y wspOlrzedne tensora naprgzenia,

! czas,

T temperatura wzgledna, odniesiona do stalej temperatury stanu beznaprgZzeniowego,
u;  wspdirzedne wektora przemieszczenia,

xi, yi  wspOlrzedne kartezjanskie.
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2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazymy poélprzestrzenn x, > 0, ogrzewana ruchoma temperatura w postaci
Ton(vt—x,)* n(t) rozprzestrzeniajaca si¢ w glab poéiprzestrzeni z predkodcia v (przekrd;
polprzestrzeni w plaszczyznie x; = O przedstawia rys. 1). Temperatura o ustalonej war-
toéci T, w chwili £ = 0+ zostala przyloZona nagle do brzegu x, = 0 pdlprzestrzeni i na-
stepnie ruchome czolo tej temperatury o réwnaniu x; = @/ przemieszcza si¢ w kierunku

0 .
7T

Yz

Yq

Rys. 1.

prostopadlym do brzegu potprzestrzeni ze stala predkosceia v. Tak wige, pole temperatury
w potprzestrzeni opisane jest w taki sposob, ze przyjmuje warto$é stala réwna T, w obszarze
x; < vt (bezpoSrednio z tytu ruchomego czola temperatury) oraz na czole x, = o1, x,,
t € (0, o), natomiast przed czolem, czyli dla x; > ot, x,, t € (0, ), zmienia si¢ zgodnie
z réwnaniem przewodnictwa ciepla.

Zakltadamy przy tym, ze brzeg poiprzestrzeni x; = 0 jest wolny od napreZen oraz Zze
warunki poczatkowe dla temperatury i przemieszczen sa jednorodne. Przyjmujemy, Ze
material ciala jest izotropowy i doskonale sprezysty, a jego parametry fizyczne nie zaleza
od temperatury.

Poszukiwaé bedziemy rozwiazan dla pola temperatury i naprezen w poiprzestrzeni
uwzgledniajac przy tym wplyw sit bezwladnoéci na stan napreZenia.

3. Pole temperatury

W celu okreflenia pola temperatury w pélprzestrzeni rozwiaza¢ nalezy jednowymia-
rowe réwnanie przewodnictwa cieplnego w postaci

o? 1 0
ox? T—7W

(3°1) T= 0, X1, te (0, CX)),

z nastepujacymi warunkami:

(3.2) T(x,,t=0)=0, x, >0,
To, dla 0<x, <9,

3. =

33 TG, 1) {G(xl, 1), dla x>,
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gdzie 0(x,, t) spelnia réwnanie (3.1} w obszarze x, > of, (f > 0) oraz warunki

O(x;, =ovt, ) =T,, t>0,

(34) O(x, - c0,¢t) =0, t>0.

W celu rozwigzania réwnania (3.1) wprowadzimy ruchomy uktad wspétrzednych

V1> Va2, Y3 ZWiazany z poruszajaca si¢ temperatura To. Po zastosowaniu transformacji
liniowej

Vi = Xy =0l Yy = Xa; Y3 = X3
oraz
X1 EX, Y1 =),

réwnanie (3.1) w nowym ukladzie przyjmie postaé
32 A v 0 -~ 1 @ »
(3.5) a—szT(y,f)‘*';a—yT(y,f)—;WT(y, ty=0

przy czym funkcja IZA"(y, t) jest okreSlona dla y € (— o0, ) i dla t € [0, ).
Warunki (3.2), (3.3) i (3.4) mozna obecnie zapisaé jak nastepuje:

(3.6) T(y,t=0=0, [|y<om,
(3.7) T(y,t) =T,, dla y<0,t>0
oraz

(3.8) T(y - o,1) >0, t>0.

Rozwiazanie réwnania (3.5) zapiszemy za pomoca dwoch funkeji f"l i fz okre$lonych
odpowiednio dla ujemnych i dodatnich wartoéci y

{Tl, dla y<0,

(39 T= T,, dla y>0, ¢>0.

Na podstawie warunku (3.7) latwo zauwazy€, Ze funkcja T ', jest wielkoécig stala réwna
T, , natomiast T, otrzymamy rozwigzujac réwnanie (3.5) dla y > 0 z warunkiem poczat-
kowym (3.6) oraz brzegowym w postaci

(3.10) T,(» =0,0) =T,, ¢>0.

Stosujac zatem do réwnania (3.5) transformacje Laplace’a i wykorzystujac vy\arunek po-
czatkowy (3.6) oraz warunek (3.10) otrzymamy transformate rozwiazania T, w postaci

(3.17) Tor(y, 5) = [ Vg ”_] y>0.

Po wykonaniu nad rozwiazaniem (3.11) odwrotnej transformacji Laplace’a otrzymamy,
dla y > 0,

A 1 _r ¥y v 3
T.(y, 1) = 5 Tole” % erfc — = +erfc ——]/ ]
000 = 3o w3V
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Tak wigc wzor (3.9) moZna ostatecznie zapisaé jak nastgpuje:

T, dla y €0,

1 _ r
) 1) = 1 T *erfc —— +erfc|-——— + - 2,
R e St P T M P
dla y > 0.

Podstawiajac do otrzymanego rozwiazania (3.12) zwiazek
y=Xx-—vt
otrzymamy rozwigzanie dla pola temperatury zapisane w ukladzie wspélrzednych zwig-
zanych z polprzestrzenia w nastgpujacej postaci:
T, dla x < vt,

(3.13) T(x, 1) = %To{e—%(x~v/)erfc[il—‘/x;_;- -—’U‘l/ ] +erfc[ ]/nt]}

dla x> 2t,

czyli jest to rozwiazanie réwnania (3.1), ktore spelnia dane warunki (3.2), (3.3) i (3.4).
Nalezy dodaé, ze drugie z rozwiazan (3.13) odpowiada funkcji 0(x, t) z warunku (3.3).
» Jak latwo zauwazyé, rozwigzanie (3.13) dla predkosci » = 0 przyjmuje znana postaé
uzyskang przez DaNIOwWSKa [1]

T(x,t) = Toerfc(

i)

4. Pole naprezenia

Wspolrzedne stanu napreZenia oy; (i, j = 1, 2, 3) w rozwaZanej polprzestrzeni wyzna-
czymy w oparciu o funkcje¢ potencjalu termosprezystego przemieszczenia @, ktéra w przy-
padku jednowymiarowym zdefiniowana jest zwiazkiem

4.1 uy =

J
D(x,, 1),
o, (x1 )

gdzie u, jest wspolrzedng wektora przemieszczenia na osi x,.
Funkcja potencjatu @ zwiazana jest z temperatura T réwnaniem falowym w postaci

22 1 82 14y
lE =t Y=g,

“.2) -

11—y 2G
przy czym ¢ = l/ 1= 2” o jest predkoScia rozchodzenia si¢ fali dylatacyjnej w osrodku
sprezystym.
Znajomos¢ funkcji potencjalu @ pozwoli wyznaczyé wspdirzedne tensora naprezenia
ay; dla pSlprzestrzeni z nastgpujacych zaleznosci ([3], s. 183):
) 2?0
(W - "UW) i

Lj=1,2,3, &;— delta Kroneckera,
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ktére w przypadku jednowymiarowym majg postaé:

43) o = b,

- o2 .
(4,4) Oa9 = Q®—2Ga‘xz— = ? Q)—2G790T
oraz

G13 = 013 = 023 = 033 =0,
przy czym naprezenia (4.3) i (4.4) spelnia¢ musza nastgpujace warunki:
4.5) 0(x =0,1) =0,
(4.6) o1,(x > 00,1) >0, 0,,(x > 0,81) >0, > 0.

Zajmiemy si¢ obecnie wyznaczeniem funkcji potencjatu @. Wykorzystujac rozwiazanie
(3.13) dla pola temperatury w rozwazanej pétprzestrzeni, réwnanie (4.2) mozemy napisac
jak nastepuje:

5 — D6To, dla x <o

4.7 _2'(])—‘7*_2"@: lq? T, e—%("—”')erfc. x_ -0 t S terfe|l ———
ox ¢ ot 5 Volo 21/’“ l/’“

dla x> ot.

Rozwigzanie réwnania (4.7) przyjmiemy w postaci sumy
D = b, +D,,
przy czym @, spetnia réwnanie
02 1
axz b 3t2
natomiast @, jest rozwiazaniem rdwnania
2* 1 22
ax* "t 2 o2

(4.8) @ = Dy Ton(vt—x),

(49) @2 =—%190T077(x—"vt) X

——E(x——w) X —t~ X
xle « erfc — — ~ | erfe] —=|\.
{ [zw l/] [zw”

Zajmiemy sie najpierw réwnaniem (4.8). Prawa strong¢ tego réwnania moZzemy zapisa(
w postaci catkowej jak nastgpuje:

s o)

1 .
n(vt—x)P,To = %1‘}0%[ —a—[l—cosowt]smozxdx.
0

Stosujac nastgpnie do réownania (4.8) transformacje Laplace’a [2] otrzymamy

d? 52 2 ; 1{1 K .
(4.10) *EC*Z—(DIL— C—Z(DIL = ;00’1"00]‘—“—(—;— W)Slnocxdx.
Rozwiazaniem réwnania (4.10) jest funkcja
2,02 _s _ 5.
(4.11) ¢1L=M ce {e T _e }
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Poniewaz do wyznaczenia napr¢zen wykorzystywac bedziemy drugg pochgdnq funkcji
@ wzgledem czasu [patrz wzory (4.3) i (4.4)], dlatego nalezy wyznaczy¢ @,, co latwo
uzyskaé ze wzgledu na zaleZno$é

32
(4.12) z’{?;z—(p} = 2P,

Wykonujac zatem we wzorze (4.11) odwrotng transformacj¢ Laplace’a i wykorzystujac
zalezno$¢ (4.12) otrzymamy szukana funkcje @, w postaci

c2—v? ¢

Rozwazymy obecnie rdwnanie (4.9). Wykonujac transformacje Laplace’a nad tym réw-
naniem otrzymamy

d? 52 - ’,{ ~Zx
(4.14) —czx—zgle_"c‘T(blL = A(s)e ]/ (l—e v),
gdzie
1 1 1 v 1 1
A@S) = =0 To[— + + ==
() 7 Volo |~ ] T Ve Vs o o2
% %

Rozwigzaniem rownania (4.14) jest funkcja

@15) @,y = A(s)_l__{e—%x_e**l/:} 4
N

! S
+A(s)%_(]/%+%)2 {e e }

Stosujac do rozwigzania (4.15) odwrotna transformacje Laplace’a i uwzgledniajac za-
lezno$¢ (4.12) otrzymamy:

@.16) LBy} = B, = —Bc? 1+—L2— Ef— % B+

v 2?
1——0—2— 1—?2—
,02 c2 x
+B vz—(E;+E;)+2Bn(t—%) c? 1+~»1 S eT("?)_
/]
1— o 1- =
2 Py X 2
———Vv—z—e—;._('—c)-}- ¥ E,--Y_E]|-
1 v I v? 2?
s -z ==

—Dn(z--gj-) 2 (s Fi—s2F) + Vl (Voo Fi—y/5, F3) -

VY %
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1 an.al st . 53 ) 2avc®
(416) C.d. — 275 (Fl_Fl)-*-—f 7)2 Fl_ 7)2 Fl — mF;;'*‘
Sl_— - Sz—"—f
i % %
2+av? [ s,V/s0 S, Vs, 4c? 7T
+ il 1]/12 F}— 2]/22F%_ _ 4 F |+
20} % g 2 P V% (22 —4c?)
A Px _
v l/; 1 I/E;- 2 4%03 ]
T ey o T T ey
Y % si— 2 = P ¢
_L Sy Fl——- Sa 2 _ 4CSF3
2x o2 ! o2 b v(®?—4c?)
SHr—— Sa— —
% %
+Dn (t—~ —Z—) a [sles‘('~7) —es;'(,*?)] +
2 — — _x _x
+ _(l/lef—]/stg)——l—[e"(' c]—e”(' c)]-—
v]/x x
4avc® ”—z(l—i) 53 :l(r—i) s2 Sz(f—i)—
P — [ — - el . ___ c
#(v* —4c?) € 4 o2 € 2 € +
5 5
% % i
L 2+av? sll/:v:z Fi szl/—s:2 Pl 4c* 67 N
v}/ % P P Vx (©2—4c?)
P 1k i
v2 x}7)
| —2 z_es‘("?x)_ 2 O N ]
| s, — 20 5= 2 Vx (v2~4c?)
% %
@ Vs Fl Vs: o 4xc® a1k
x) % sl_gz_ sz—z)-z— Y% (0> —4c?)
% %
gdzie

Fl = e-\‘z(’_%) e"]/-ix:"erfc N S— +l/s2(t—i) +
x v
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vz v v
e —_—X— X t — X
Ef=¢e¢* le *¥erfc _—-'u]/—— iex"erfc — 47
2/ nt % 2y xt

By = e%('“%)erf[]/%z—(:%—)],

E4 = FG’
2% —¢?
@ v2¢? °
1 c*v?
St =% (v+c)?’
. 1 c%?
27 % (w=0o)?’
To? 1 1
B = °4 e D= §Toz%wuc = -2—Bwuc.
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Vi

Podstawiajac teraz & = (51 +Q'5'2, gdzie (51 jest dana wzorem (4.13) 1 62 wzorem (4.16),
do (4.3) i (4.4) oraz korzystajac ze wzoru (3.13) otrzymamy konicowe wzory dla o,, i 0,,.
Latwo wykazaé, Ze otrzymane w ten sposob napreZenia oy, i 0,5, $§ ograniczone dla
X — 00, a nadto spelniony jest warunek brzegowy (4.5).

5. Analiza wynikéw i wnioski

‘Wyznaczone wzory dla naprgZefi o, i 0,, moZna zapisaé w postaci sum trzech funkeji
w nastepujacy Sposob:

(5.1)

oraz
(52)
gdzie

Ai(x, 1) =

A5(x, 1) = 2Bp

oy1(x, 1) = Ai(x, t)+A217(t—~—) +A3’7(t‘",0—)

0'22(.X, t) = A%(x: t)+A%7}(t— %) +A%7}(t— —z—),

B‘iz {@c2—v)ET —vcET +v2*(Ef +E3)},
-
c2 X
17;2 [(202—'02)(37('—_)—'0 e x( )+'ucE3 —v2E,— 21)] -
1=

(32

+Dp a[sles‘('—%)—sze ('_ )] [l/—Fs Vs2F3| —

)l e 5,

#(v*

5 Mechanika teoretyczna

402)
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2 x 2 -
o T _en(-F) st (-3 +
s v v
_——— s ——
1 P 2 " ]
2+av* [ s,Vs szl/sz 4¢3 T
vYx o 75 v? - V% (v*—4c?) Fol +
§{— —— Sp— —
% %
X X
+.1_ 51 3 esx(l_?) - 52 > e-‘z(l—:- - 24 - _—( __) _
x| ¥ v 2(v? —4c?)
1 x 2 x |
_L ]/}1— _Fl_ l/sz F2~ 4]/;4 6‘3 F
xY % v? ° v "% o2(v2—4c%) ¢ |
" s2‘7

2
AY(x, 1) = 4Bp—"—— —~Dg 2a(s1F1 — 5, FP)+ V —— (V51 Fi—y/s, F2)—

]______

C2
| S | 53 1 53 2)
_27(F1_F1)+7a sz Fl_ 7)2 Fl)_
Sl - 52 -
*® %
_ 2avc® 2+a'u2 sll/s1 Fi_ 52Vs5 72\ -
2_A.2 2
(02 —4c?) Zvl/x 5 =2 5=
% %
2+av? 4c3 1
- YY) DA T Fi—
20)x  yx(v*—4c?) “1 . 712
e
) 2 4¢3
02 o o(v? —4c?)
52 _7
v '/sl 1 ]/g Fz 41/;63 F,
— — 2 2 - 2 2= 3 2__ A 2 4 s
myn |, Y 55— 2 v (0?2 —4c?)
% P

przy czym
A v x
A¥(x, 1) = Al (x, ) =GO Tyle % erfc ———oq/ )+
H0 ) = Al =G0 7o) Tt T

A
A%(x) t) = CTQAi(X’ t)’

yi v x e
A3(x, 1) = —— ALY (x, ) +GO Tole™ x " Perfe ——vy/ L
3(x, 1) <0 a(x, 1) () o{ 2y - +
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Funkcje Ai(x, ) i A3(x,t) charakteryzuja napreZenia powstale od razu w ka2dym
punkcie pdlprzestrzeni. Funkcje A43(x, £)n(t—x/c) i A3(x, H)n(t—x/c) charakteryzuja
naprezenia poruszajace si¢ z predkoseia ¢, ktérych czolo w chwili ¢, jest opisane rownaniem
t, = x/c. Natomiast funkcje A3(x, t)n(t—xfv) i A3(x, t)n(t—x/v) opisuja napreZenia
w pélprzestrzeni rozprzestrzeniajgce si¢ z predkoscia v wskutek ruchu pola temperatury.
Ich czolo w chwili ¢, = const ma réwnanie f, = x/v.

Dokonujac przejécia z v —» 0 we wzorach (5.1) i (5.2), czyli obliczajac granice

lim oy, (x, t; 2)
v—>0

oraz
llm 0'22(x, t; 'U),
v—0

otrzymamy napre¢zenia
011(x, ;0 =0) = QTOﬁoclel(xv t)— By(x, t)n(t—%)]

oraz
_x
2VSE)’

A
6,:(x, ;0 =0) = CTQo“(x, Lo = 0)—2Gz90Tocrfc(

przy czym

_ 1 fi, x - 4 t _ X X T
B(x,1) = e {e * erfc(2}/5 +c‘/_,.¢_) +e x erfc(zl/ﬁ cl/_x_)},
c2 x
By(x,1) = eT(’ —?).
Otrzymane w ten sposéb napreZenia dla © = 0 maja postaé identyczng z napr¢Zeniami
uzyskanymi przez Danmowska f1].
Istotnym z punktu widzenia zastosowan inzynierskich wydaje si¢ by¢ przypadek,-

w ktérym predko$é ruchu pola temperatury jest mala w poréwnaniu z predkoscia roz-
chodzenia si¢ fali sprezystej, czyli dla przypadku

2

(5.3) Syl
Analizujac naprezenia (5.1) i (5.2) przy uwzglednieniu zaleznodci (5.3) otrzymamy
(54 ou(x, )= -9502{2E1+— %Ef} +4Bov*n (t— %) +
+2Boc*n (t— _x_) {e7 - 7) + P—E;}
c c
oraz

— A _ —%(x—ul) X —a T
(5.5) 0‘22(x, t) = %o’“(x, t)—'G’ﬁo TO e erfc 2'/—7;' “; +
terfe[— e +G%, Ty e'?“"’”erfc( X —v‘/_t.) +
2]/nt 2yt %

X
+ erfc( 2]/.;[_)—2}1;(vt—x).

i
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Widzimy zatem, Ze dla malych wartoéci predkosci v spetniajacych zalezno$é (5.3),
wZory na napreZenia o, i 6,, W polprzestrzeni ulegaja znacznemu uproszczeniu. Nato-
miast charakter jako$ciowy tych naprezen pozostaje niezmieniony.
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Pesome

OJHOMEPHOE NTHHAMWYECKOE IIOJIE TEPMUUECKMX HAIIPSDKEHUN
BBI3BAHHBIX IOIBVYDKHBIM TEMIIEPATYPHBIM ITOJIEM

B paBote paccMaTpMBAIOTCA NHHAMMYECKHE TEPMHUECKHME HANPSHIKEHHS B YIPYIOM MOJIYHIPOCTPAH-
crBe x > 0 BbI3LIBacMble NOABMKHONM Tepmudeckoi Harpyskoi Buga Ton(vt—x), rae Ty — NOCTOAHHAA
TEMIIepaTypa JIepemMerlalolasca BriyOb NpoCTPaHCTBa CO CKOPOCTBIO v, a uepes 7)(£) obosnavena dyHi-
uua XepHcaiima. 3agaua penraeTca ¢ NOMOLIBIO METOAOB TEOPHH TEPMHUECKHX HANPSAIKCHHIH.

Summary

ONE-DIMENSIONAL DYNAMIC THERMAL STRESS FIELD DUE TO A MOVING
TEMPERATURE FIELD

The paper presents the determination of dynamic thermal stresses in an elastic halfspace x = 0 due
to a moving thermal loading of the following form: Ton(vr—Xx), (n(&) — Heaviside's function), in which
To represents the constant temperature propagating at a velocity v inside the halfspace.

The problem is considered within the framework of the theory of non-coupled thermoelasticity.

PRACOWNIA TEORII KONSOLIDACJI I TERMODYFUZJI
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN, POZNAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 maja 1974 r.
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ZASTOSOWANIE TEUMIKOW STOCKBRIDGE’A
DO TEUMIENIA DRGAN BELEK I STRUN

J6zeF N1Z10L, ANDRZE] MARTYNUSKA (KRAKOW)

Wstep

Celem niniejszej pracy jest przeanalizowanie skuteczno$ci ttumienia ttumikoéw Stock-
bridge’a stosowanych do tlumienia drgan belek i strun, '

Teoretyczne rozwiazanie zagadnienia thumienia drgan ukiadéw o ciaglym rozmiesz-
czeniu masy nastrecza wiele trudno$ci i czesto okazuje si¢ niemozliwe bez stosowania
wielu uproszczen. Z problemami takimi spotykamy si¢ przy rozwazaniu tlumienia drgan
suwnic, rurociagéw napowietrznych, przewoddéw linii wysokiego napiecia itp.

A

Rys. 1.

W niniejszej pracy zajeto sie¢ analiza drgan przewoddw linii wysokiego napiecia thu-
mionych za pomoca ttumikéw Stockbridge’a. Drgania takich przewoddéw sa zjawiskiem
bardzo niebezpiecznym. W polskich warunkach najczeSciej spotykanym zrédlem drgarn
sa «wiry Karmana». Jest to zjawisko wystepujace podczas oplywania pretéw przez ptyny
polegajace na odrywaniu si¢ czasteczek plynu od preta z pewng okreslona czestotliwoécia.
Powstaje w ten sposéb okresowo zmieniajaca sie sita stanowiaca wymuszenie drgan.
Charakterystyczny dla tego rodzaju drgan jest ich poprzeczny, w stosunku do przeptywu
ptynu, kierunek. Wiszace na wolnym powietrzu przewody sa narazone na dzialanie wiatru,
ktéry powoduje powstawanie w nich takich wlaénie drgan poprzecznych.

W pracy niniejszej nie bedziemy zatrzymywaé sie nad samym mechanjzmem powsta-
wania drgan, lecz przyjmiemy, Ze wymuszenia drgafi sa znane, a dobiera¢ bedziemy sku-
teczny tlumik dynamiczny.

Na przewody linii wysokiego napiecia stosowane sg liny. Ich zamocowanie zrealizo-
wane jest w ten sposob, Ze spoczywa ona na tak zwanej 16dce, do ktérej przymocowana
Jest nakfadka (rys. 1). Tego typu utwierdzenie powoduje, Ze w poblizu uchwytéw sztyw-
noé¢ liny jest najwigksza i maleje ona w kierunku od «uchwytu», W zwiazku z tym w po-
blizu 16dki wystepuja najwieksze naprezenia. Poszczegélne druty wchodzace w sklad
drgajacej liny poddawane s3 dzialaniu cyklicznych naprezen o zmieniajacym si¢ znaku.
Zjawisko to w polaczeniu z duzymi naprezeniami kontaktowymi w obrebie uchwytu
powoduje zmeczeniowe zniszezenie liny w tym obszarze.
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W zwiazku z tym zachodzi konieczno$¢ tlumienia drgan liny, szczegdlnie w poblizu
uchwytéw. Na podstawie badan na liniach rzeczywistych stwierdzono, Ze najczgsciej wy-
stepujace drgania mieszcza si¢ w zakresie 10-35 Hz i wéwczas uzyskiwane sg najwicksze
amplitudy drgan. Ttumiki dynamiczne powinny byé gtdwnie nastrojone na ten zakres
czestotliwosci.

Rys. 2.
Stosowane sa dwie metody tlumienia drgan:

a) tlumienie integralne — thumiki Stockbridge’a (rys. 2),
b) tlumienie lokalne w miejscach niebezpiecznych — ttumienie petlicowe.

1. Drgania wlasne belki z naciagiem tlumionej tlumikiem Stockbridge’a

Rozwazamy drgania belki jednorodnej, zamocowanej przegubowo, poddanej rozcia-
gajacej sile osiowej, na ktérej podwieszono thumik Stockbridge’a (rys. 3).

X1 Xz s
So (pF)1,(E7); -‘,"
: " ?ﬁ
d Zz
i {
-

Rys. 3.

Na rys. 3 przyjeto nastgpujace oznaczenia
x; — wspblrzedna biezaca dla belki mierzona od podpory,
x; — wspéirzedna biezaca dla tlumika mierzona od punktu podwieszenia thumika,
(oF), — gestos¢ belki na jednostke diugoéci,
(0F), — gestosé¢ preta wehodzacego w sklad ttumika na jednostke dtugosci,
m, = (oF),l, — masa preta thumika,
(EJ), — sztywno§é zginania belki,
(EJ), — sztywnos¢ zginania preta wchodzacego w sklad tlumika,
my — masa tlumika,
d— odleglo$¢ punktu podwieszenia tlumika od podpory,
Sy — naciag belki,
! — dlugosé przesta,
I, — dlugoé¢ preta wehodzacego w sktad thumika,
a — odleglo$¢ §rodka cigzkosci masy m, od korfica preta,
w — przemieszczenie punktéw belki,
z — przemieszczenie wzgledne punktéw preta w stosunkn do belki,
zo — przemieszczenie wzgledne §rodka masy m, w stosunku do belki.
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Uklad réwnan opisujacych ruch belki i tlumika ma postaé

34 32 2
(ED: G = So s +@P) S5 = b6 =) R(),
(1.1) .
(EDag =4 @ 22 4P, 20 =0
ox Zaxz 20 e
gdzie przez R(t) oznaczono silg okreSlona nastepujaco:
0w

y
xyp=d

(1.2) R(t) = —(EJ), —j—i

2

(7710 + mz) 3t2

X27=

d jest funkcjg Diraca. Jest to sila wzajemnego oddziatywania belki i ttumika. Dla po-
wyZszego uktadu réwnan warunki brzegowe dla belki majg postad

w(0,1) = 0, w(l, 1) =0,

(13) W”(O, t) — O, W”(l, t) - O,
“R(t) S SN
ow
2 '"25?? 9%z
Mo 532
0
o2
/A [2 - }mob—fg
- 0%
'(5‘7)2@
Xz"le
Rys. 4.
dla thumika (rys. 4)
3
z(0,1) =0, my— o720 _@En, L2 s
3t2 3 X2 |xp=1y
(1.9
20,020, Jojp = ~a(EN, 2 ENLL M
’ - [} O‘P - 2 3x3 vaela 2 a % ol B-
Przyjeto tu
Pw
1.5 _
( ) B Mg _(912 x1=d,
I 0w
1. - _ b
(1.6) My 3|
(1.7 my, = (0F)2 13,
(1.8) zo = z(l, ) +ap = z(l,, t) +a 9z(x,, ) ,
0%, x7=12
(1.9 Jy = f"zdmo

(mo)
masowy moment bezwladnosci tlumika wzgledem osi 0.
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Rozwiazanie ukiadu (1.1) przyjmujemy w postaci

w(xy, 1) = X(x;)sin(w! +¢),

(1.10) 2(X3, 1) = Z(x,)sin(wt +¢),

gdzie w jest nie znang na razie czesto$cia drgan ukladu. Po wstawieniu (1.10) do (1.1)
i wykorzystaniu (1.2) otrzymamy

1.11 (BD), XV = (0F), 0*X = So X" = 0(xy—d)2[—(E]); Z""(0) +(no +1m2) X (d)w?],
(1D (EJ), 22— (0F),0*Z — (0F)s X (@) = 0.
Drugie réwnanie ukiadu (1.11) zapiszemy w postaci

(1.12) ZW(x,)—k4Z(x,) = K4 X (d),

gdzie oznaczono

s _ (0F)2

Rozwiazanie réwnania (1.12) przyjmuje postaé
(1.14) Z(xy) = Zo(x) +Z(xy),
gdzie Z(x,) jest calka szczegdlng réwna
(1.15) Z(x) = —X(d).
Natomiast Zy(x,) to calka ogdlna réwnania jednorodnego
1.16) Zy(x,) = ASVsink, x, + BSPcosk, x, +G§Vshk, x, + DY chk, x, .
Na podstawie warunkéw brzegowych (1.4) otrzymamy nastepujacy uklad réwnan

APe+BPx = yX(d),
AP p—BP P = —nX(d),
GED = — A5,

DY = X(d)— B,

(1.17)

z ktdérego obliczono state

B = B,X(d), B, = fgi% ’
(1.18) s
o
Gg‘l) = GzX(d)’ G2 = Zﬂ—"‘;}i,

DY =D, X(d), D,=1- TRy .
2 2X(d) 2 =1 &0+ ux



ZASTOSOWANIA TLUMIKOW STOCKBRIDGE’A 213

W zaleznoéciach (1.17) i (1.18) oznaczono

& = Sin/€212 +k2aCOSk2 12— ](nE‘i))i k%coskzlz—Shkzlz—kzachkzlz_
0

_ (&)

oW

s kichk,l,,

% = cosk,l, —k,asink, /2+( )2 ~ k3sink,l, —chk,l,—k,ashk,l,—

T

Mo

(1.19) (EJ)2

y = —chk,l,—kyashk,/,~ > k3shk,1,,

u= Jow?k,cosk,l, +a(EJ)2k2cosk212+(EJ)2 Zsink,l, —Jow2k,ychk, 1l +
+a(EJ), kichk,l, 4+ (EJ),k3shk,l,,

& = Jowk,sink, l, +a(EJ), k3sink,l,— (EJ), k3cosk, , +Jyw?k,shk, l, —
~a(EJ),k3shk,l,—(EJ),k3chk,1,,

2
y= %(QF)2w2+J0 wkyshky by — a(ET), K3shk,yly — (ET), kachaly.

Ostatecznie wiec rozwiazanie réwnania (1.12) mozna zapisa¢ w formie

P—nx . en+
1.20)  Z(x)) = X(@| V1% oo ENTTHY
(1.20) (*2) ( )[ P e sink,x, + oD+ e cosk,x, +

* en+
+—nﬂ—+y—shk2x2+ (1— :79+W )chk x2—1]
Z drugiego z réwnan (1.11) mozna obliczyé
J
1.21) X(d)w?* = (( ng Z5(x,) ~w2Z (x5).
Wstawiajac (1.21) do pierwszego réwnania (1.11) dostajemy do rozwiazania réwnanie
(1.22)  X™(x)—hiX"(x) =k X (x;) = 8(x,—d)2[~ 0, 2" (0) +
+0t, 0 Z'V (0) — 0201, Z(0)],
w ktérym przyjeto oznaczenia
(E),’
kg. — 2 (9‘F)1
(EJ):’
_ @&,
(BN
m0+m1
(F). '
mo+m,

o = ED),

(1.23)

Oy =
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Traktujac réwnanie (1.22) jako réwnanie niejednorodne, jego rozwiazanie przyjmiemy
w postaci sumy calki ogblnej wyrazajacej si¢ wzorem
(1.24) Xo(x,) = A,sinr x, +B;cosryx; +G,shryx; + D, chr, x,

oraz calki szczegdlnej przyjmujacej postac
(1.25) X,(x,) = Ry [ f@)sinr,u=x))du=R; | fQ)shry(u—x,)du,
0 0

Fi, F2, Ry, R; 1 f(u) okreSlone sa nastgpujaco

WAt 2
(1.26) ry = ]/Kh—-————l-l_ 2k1 =,

VI AkE
2

2 3

_ Firy+r3 .

(1.28) Ry = rir+2r3r3+rr3’
ridr r?

-2 A ST R

(1.30) f@) = —0(u—d)2[a, 2" (0) = a0, Z" (u—d) + 0> Z (u—d)].

Postugujac sie funkcja Heaviside’a o,(x, —d) catke szczegdlna mozemy zapisaé wzorem
1.31)  X(x)) = —o,(x, —d)2[0, 2" (0) — et 0, Z"V (0) + 02 oty Z (0)] ¥
x [R;sinr,(d—x,) — R,shr,(d—x,)].

Rozwiazanie rownania (1.22) przyjmie wigc postaé
(1.32) X(x,) = Asinryx; +B,cosr;x; +Gshryx, 4 D,chryx; +

+0,(x, —d)2KX(d)R, sinr,(d—x,)— Ry shr,(d—x,)].
Przez K oznaczono
(1.33) K = —2k§ag—% +w2aya,,,%§.

Po wykorzystaniu warunkéw brzegowych (1.3) dostajemy B, = D, = 0 oraz uklad
réwnan postaci

A {sinr 1+ 2Ksinr d[R,sinr,(d—1)— R,shr,(d—D]} +
+G, {shry/+2Kshr,d[R,sinr,(d—I)— R,shr,(d—1D)]} = 0,
— A, {risinr, [+2Ksinr, d[R, r}sinr,(d—1)+ Ryr3shr,(d—1D)]} +
+G, {r2shr,I—-2Kshr,d[R, r¥sinr,(d— 1)+ R,r}shr,(d— 1)1} = 0.

(1.34)

Uklad ten posiada rozwiazanie nietrywialne wtedy, gdy jego wyznacznik gléwny jest
réwny zeru.
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Z rozwiniecia tego wyznacznika otrzymano réwnanie charakterystyczne, z ktérego
moina wyznaczyé czgstoéci drgan w, ukladu belka—tlumik. Rdwnanie to ma postaé

1 WAkt +h? .
(1.35) kﬁ/—f[]/b—‘fr"r}cf_l smrldshrzlsmrl(d——l)]—

l/h_‘fﬂ?‘}—h% sinr, Ishr, !

ht+akt 2K

Jezeli zwiazek (1.35) jest spetniony, to jedna sposréd dwdch statych 4,, i G,, moZna
przyjaé dowolnie. Wyznaczono wigc

sinry Ishrodshry(d— 1)+ = 0.

(1.36) _4,,, _ shra, [ +2K,shry,d[Ry,sinry,(d—1)—~ Rypshry,(d—1)]
' Gyw  sinry,l+2K,sinr,,d[R,,sinr,(d—1)— Ry,shry,(d—D]
Oznaczajac dla prostoty zapisu
Aln _
(1.37) G Gn

mozZna ostatecznie rozwigzania réwnan (1.12) i (1.22) przedstawié¢ wzorami
(1.38)  X,(x)) = Gyn {anin"lnxx +shry,x, +0,(x, —d)2K,[q,sinr,,d+
+Shr2nd][RInSinrhl(d—xl)—Ranhan(d_ xl)]};

. "19"+ llx" .
(1.39)  Z,(x,) = G,, {[q,,smrl,,d+shr2,,d] [ﬁ;—%j Sink,,x, +
EyNnt fnVn "7n"u+7’nil_
Eﬂﬂ"+/‘tﬂxﬂ COSkZ"x2+ sllﬂlf-i-/""xﬂ Shk2"x2+
_ SaTa i _
+(1 s,.v?,,+y,,x,,)0hk2"x2 ll}

2. Drgania wymuszone belki z naciggiem [ tlumiepiem wewngtrznym

Rozwigzano réwniez problem drgat wymuszonych z uwzglednieniem tlumienia we-
waetrznego. Réwnanie ruchu w tym przypadku przyjmuje postaé

o*w 5w o*w >Pw 0w
(EJ), ot +T1(EJ)1W +(@F)1W ~SoT oxior 20 oxE =

0%z 9w .
(2'1) = - 5()61 _d)2 (EJ)2 3 +(mo +m2)—"—‘ +H(x1)Slr1’Vl,
ox3 0t% |40

X3 =0 Xy =

0%z 2%z 0%z
(EJ), 0%k + Tz(EJ)z'a—xfW +(¢F), el +(0F),

0*w
or?

xy=d
gdzie
H(x,)sinvt — obciazenie zewngtrzne wymuszajace drgania,
T, — wspélczynnik tlumienia wewnetrznego w belce,
T, — wspdlczynnik tlumienia wewngtrznego w ttumiku Stockbridge’a.
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Rozwigzania tego ukladu réwnan poszukiwano w formie

Wxi, 1) = Z X, () TEO(0),
(2.2) -
2(x, 1) = Z Z,(x)T(0).

Funkcje X,(x,) i Z,(x,) sa funkcjami wlasnymi okre§lonymi w poprzednim paragrafie
zwiazkami (1.38) 1 (1.39).
Podstawiajac (2.2) do (2.1) otrzymano

Drear-rixn e > IO - )+ 2 Moy, -
n=1 (E‘,)l ne1

n=1

@3 = ——6(x1—d)2[ggz Z Z(0) T<2>+-’-’f(°1;J;"2 Z X,(d) T“’] ( E(J)ll) sinot,
OOW 2) 1V gy (0F), 2 (oF), N 1
}_J TOZY + 1, % T2 + o ET,S,)Z,,+ & 2 FOX(d) = 0.

Dla dalszych obliczen wyprowadzono pewne zwiazki. W celu uproszczenia zapisu
wprowadzono operator 1[F,(x)]. Dzialanie tym operatorem polega na pomnoZeniu przez
funkcje Fi(x), a nastepnie przecatkowaniu po dlugoécn drgajacej belki w granicach od
zera do [.

Przeksztalcajac (1.22) i dzialajac operatorem 7[X,(x,)] otrzymano

! !
2.4) [ X - X Xedx, = k4, [ X, Xdx, +2K, X(d).
0 0
Warunki brzegowe (1.3) powoduja, Ze
!

[ XX, = [ X, x3vax,,
0 0
(2.5) ,
[ X Xedx, = [ X, Xidx,.
0 0

Stad mozna obliczyé

1
2[Ki Xo(d) — K, X,(d)] 2
k4 _ 4 +6nk6f‘Xk (xl)dxl’

{X,,X,‘dxl = —(1-84)

1n[Ky Xo(d) = K, Xi(d)] 4
kln k.lk

2.6) f(X“’ XN Xdx, = —(1— ,,k)

+ 5nkk1kka2(x1)dx1 +2K, X, (d).
0

Przez §,, oznaczono delte Kronekera.
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Przeksztalcono (1.12) jak powyzej i zadzialano operatorem 9[Z(x,)] otrzymujac
I I I
2.7 f ZVZ,dx, = g:nf Z(x2) Z(x,)dx, +kann(d) le(v\‘z)dxz-
0 0 0

Tym razem warunki brzegowe (1.4) sprawiaja, Ze
[

(2.8) fZIV(xz)Zi(xz)dxz = Myu+ f Z7Y(x2) Z(x2) dx,,
gdzie
(2.9) M, = Z)' (1) Zi(L) = Z7 (1) Zi(1) + Z,(1L) Zi' (1) — Zu(12) 21 (1)

Korzystajac z (2.8) i (2.9) obliczono

1 2
f Z,Zidx, = (1= 80) 7 [kg,-X,(d) f Zy(ox;) dix, ~
b 2T R2g

I
85 [ 2t a4 { Zix)dva,
(2.10)

4

fZI Zidx, = (1= 8,) 2 — e [k‘LXi(d)fZ,,(xz)dxz—kz,,X,,(d)fZ,(xz)dxz+
b b

2 I'_‘
M|+ 0kt [ 22 +K4,2,(0) [ Ziedra.
0 0

Po zadzialaniu na pierwsze z rownan (2.3) operatorem 9[Xi(x,)], a na drugie opera-
torem n[Z(x,)] i uwzglednieniu (2.6) oraz (2.10) otrzymano uklad réwnan rézniczko-
wych wiaZzacych funkcje czasu

Zak,, Th 4+ ZF T‘”+2ﬂk T~ 2/1,, T = @,sinvt,

n=1

@.11)

[oe]

Y’Q,,,T,sw ZA TP+ Y Eu TP+, T = 0.

n=1 n=

W (2.11) przyjeto oznaczenia

(oF), Ky Xy(d)—K, Xi(d)
(EJ)I k‘}n_ k‘ltk

]
(oF) 2
(EJ)i JX]‘ dx1 +

+2angn(d)Xk(d)y

- (1 - 6kn)2

+ 0n

Clgn

(2.12)

K Xo(d) — K, Xi(d)
k= k%

i
D = —~(1—=8,,)27, k%, +6knf1k‘;’ank2(xl)dxl+
b

+27, X(D)K,,
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(2.12)
[c.d.] . T,
ﬂku - k >
l
/lkn = —2“02;1”(0)Xk(d)’
[
. (OF)2 [ 4 f _
Q= (1=6in) (EJ)z(k i) 21'Xi(d)0 Z,(x2)dx,
s [
2"X (d)f Z (.Xz)d.xZ +M"[:| + (snl (g )2 f le(x2)dx2,
(ED): |
k " 2 2
Aw= (1= 6::.) 2 [ giXi(d)fZn(x2)dx2—k;an(d)f Zi(x2)dx, +Mnl:|+
0 0
2 &
Foumaky [ ZECo)de+ Tk @) [ Zw)dx,,
0 0
- Aiu
~in — s
T2
@y o [
oF), f
I, = X, (d) | Zi(xy)dx,,
o= (G, D | 2y
= [ H(e) X(xo)dxs.
0
Rozwiazanie réwnan (2.1) ma postaé (2.2), gdzie T§(¢) i T§®(¢) podlegaja wyznaczeniu
z (2.11).
Przy obliczeniach praktycznych wystarczy ograniczyé si¢ do kilku wyrazéw sumy, np.
(2.13) WXy, 1) 2 X () TER() + X, e ) T + X 1 () T (1),
gdzie k jest numerem wyrazu sumy (2.2), dla ktérego
(2.14) wy & 2.

3. Drgania wymuszone sfruny z tlumieniem wewnetrznym tlumtonej thuimikiem Stockbridge’a

Réwnania rézniczkowe opisujace ruch drgajacy struny z tiumieniem wewngtrznym
tlumionej thumikiem Stockbridge’a majac postaé
&Pw *w 3 |
STt 527 ox 23! +So55 ox? (QF)x 3[2 = 0(x;—d)2 (EJ)z x3 ‘ +

o*w .
3.1 +(my +m2)7 — H(xy)sinwt,
xp=d

5 2 2

otz ad°z 0%z I*w
(EJ)zgx—;: +T2(Ef)zm+(QF)zW +(QF)zW = 0.

X =d
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Rozwigzanie przyjeto w postaci
Wi, 1) = ) X)) TEO(D),
(3.2) "
262, 1) = D) Z,(x2) TO(1).
n=1

Funkcje X,(x,) 1 Z,(x,) sa funkcjami wlasnymi zagadnienia drgan swobodnych takiego
vkladu

3.3) X, (x,) = sini,x, +02(x,—d)%<1 sin A, dsin 4,(d—1),
K — _2k3 (EJ)Z nnxu ’ynﬂn _ Ny +m2 (EJ)Z
(3.4) So  enntpakin So (eF)2 2
. Z — 602 (QF)l
n n So .

Funkcja Z,(x,) jest okre§lona w (1.20). Czgsto$ci drgan wlasnych w, sg pierwiastkami
rownania charakterystycznego

3.5 A sin A/ +sin Ad-sin A(d—1) = 0.

: 2K

Rozwiazanie ukladu (3.1) sprowadza si¢ wigc do okreélenia funkeji T§"(z) i T¢(¢).
Sa one rozwigzaniem ukladu rownan

Z“kn i )+Zpk,.T“ +2;9,,,,T‘ ) — ZA,‘,.T‘ ) = @,sinvt

n=1 n=]

ZQ,,,T‘2>+ VA,,,T‘ +ZH,,,T,‘. )4 ZH'"T“)

nl

(3.6)

ktdry otrzymano z (3.1) przez odpowiednie przeksztalcenie. W (3.6) przyjeto oznaczenia

!
= (1= 6,,)2 (QF)1 K, X (d)~ K, X,(d) —(3;‘"%[/"13(/\'1)‘1*"1‘

Ogn = }.,% 12
—2 T ) X@),
Sy
!
K, X (d)—- K, X,(d
an  Be= —2K XD+ =02 KO IED g g [ a,
‘ n k it
Iy = T3 Brens
EJ 184
= 2802 Zr o xa),

11, = &2 xa) f Zi) s,
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!
@k = — SLO f H(/\‘])Xk(xl)dxl N
3.7) b
[c.d.]

(eF), 1 4 2 4 2
'an = ( 6[11) (EJ)Z 2" k [ ZIXI(d)J‘Zn(XZ)dXZ'_ ‘Zan(d)of‘ Zi(xl)dx2+

[
+ ] 6m E%{;;z f Ziz(-xZ)de’

—
Ain = Toin,

4 2 2
B = (1-0) 5 T [M0@) [ ZiCs) s~k Xo(@ [ Zidas + M|+
0 0

+ 61nk21f Z7(xy)dx, +k3, Xn(d)f Zi(x2)dx,.
hy

Analityczne wyznaczenie wszystkich czgstosci i form wiasnych drgan belek czy strun
sprzezonych z ttumikiem Stockbridge’a jest niemozliwe ze wzglgdu na przestgpny charakter
réwnafi (1.35) czy (3.5). Pociaga to za soba dalsze komplikacje przy wyznaczaniu wsp6l-
czynnikéw w réwnaniach (2.11) dla belek (3.6) w przypadku strun. To z kolei wiaze sig
z zagadnieniem znalezienia drgai wymuszonych. W bardzo wielu zagadnieniach praktycz-
nych, w oparciu o przedstawione powyZej rozwazania, mozna uzyska¢ zadowalajace
wyniki i stwierdzi¢ w jakim stopniu thumik Stockbridge’a jest skuteczny. Otéz jezeli
w ukladzie mozliwe sa tylko drgania z wysokimi czestoéciami bez wzgledu na ich charakter,
czy to bgda drgania wymuszone czy samowzbudne, to wowczas wzory (1.35) i (3.5) ule-
gaja znacznemu uproszczeniu. Poniewaz wystepujace w (3.5) wyraZenie K [okreSlone
w (1.33)] spelnia warunek

lim K = oo,

W~ 0

z dostatecznie duza wigc dokladnoscia mozna w miejsce (3.5) przyjaé

(3.8) sm[ (9 ik d] [ ]/(QSL)‘(z—d)]=o,

co daje bardzo proste ciagi wartoéci wlasnych i funkcji wlasnych. Dla krajowych linii
elektroenergetycznych najwyzszych napieé najczeéciej wystepujace drgania zawieraja sig
w granicach 10-30 Hz, co odpowiada zakresowi form wlasnych miedzy 50 a 200.
Drgania z tego zakresu stwarzaja zagroZenie zmeczeniowe i nalezy je wytlumiaé. Dla
realnych linii elektroenergetycznych przyjecie (3.8) jest wigc w pelni uzasadnione. Wzor
(3.8) mozna réwniez uzyska¢ bezpoérednio z (1.35) dokonujac w tym ostatnim przejécia
granicznego przy (EJ), zdaZajacym do zera i przyjeciu duzych o,.
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4, Przyklad

W celu szacunkowej oceny przeprowadzonych rozwazan policzono przyktad liczbowy.
Policzono 3 przypadki:

1) drgania struny bez tlumika,

2) drgania struny z thamikiem Stockbridge’a I,

3) drgania struny z tlumikiem Stockbridge’a II.
Dla prostoty obliczenn wzigto tylko po jednym wyrazie szeregu (3.2)

w(xy, 1) =2 Xx) TEO(0),
z2(x2, 1) & Zy(x,) TE(1),
a rozwiazan poszukiwano w postaci
Ti(¢) = dysinvt+ Bycoswe,
T(1) = Cysinvt +D,cosyt.

Jako uzasadnienie takiego podejScia mozna przyjaé, ze rozwaza sig¢ przypadek rezonan-
sowy i skladniki szeregu (3.2) odpowiadajace formie rezonansowej beda zdecydowanie
przewazaé nad pozostalymi. Takie podejscie upraszcza znacznie Zmudne obliczenia i po-
zwala oszacowaé rzad skuteczno$ci tlumienia.

Przy doborze danych starano si¢ zachowaé, o ile to bylo mozliwe, rzeczywiste para-
metry przgsia linii wysokiego napigeia i tlumika, z wyjatkiem (oF),, 1, i (EJ),, ktorych
nie udalo si¢ uzyskaé na podstawie dostgpnych materialéw., Wobec czego przyjeto

a) Ty =T,

b) (oF); = (oF); —dla thamika I,

(oF), = 2(oF), —dla thumika IJ,

¢) (EJ), = 13 [kG m?] — co odpowiada rzeczywistej sztywnosci liny.

Odleglo$¢ punktu podwieszenia thumika od podpory ustalono wykorzystujac fakt, ze
powinien on byé umocowany w brzufcu fali stojacej, ktéra powstanie w strunie.

Dla czestoéei » = 20 Hz powstanie 113 poéifal, co daje d = 1,7 m. Wielko$¢ ta po-
krywa sie z do$wiadczalnymi danymi BSiPE «Energoprojekt» O/Krakéw, ktory podaje,
Ze optymalna warto§é d wynosi d = 1,5-2,0 [m].

Czestoé¢ drgan w, wyznaczono z réwnania charakterystycznego (3.5) wykorzystujac
zalezno$é jaka musi ona spelniaé

W = 2nw.

Dane wyjsciowe oraz wyniki zestawiono w tabl. 1 i 2.
Przez a, oznaczono

a =y m,
poniewaz
T® = Agsinvt+Bycosvt = a,sin(vt+¢),
wigc przyjete
b, = asin 4, d
jest amplitudg drgaii w punkcie x = d, a jej wielko§¢ zalezy od skutecznodci thumienia.
Obliczen dokonano z dokadnoécig do H, gdzie H oznacza amplitude wymuszenia.

6 Mechanika teoretyczna



Tablica 1. Dane wyjéciowe

Wielkosé Wymiar Struna Tilumik T Thumik 1I
» Hz 20 — —-
) m 400 - -
So kG 3900 — —
(oF), kG m~! 0,1967 — —
d m 1,7 - —
T, S 0,3782 — —
Jo kg m? — 0,00231 0,00053
me kg — 0,780 0,139
I m — 0,26 0,26
a m — 0,02 —-0,03
(©F)2 kg m~! — 0,1967 0,0983
(EJ), kG m? — 13 13
s s — 0,3782 0,3782
Wy, radian s—* 126,06 126,03 126,06
Tablica 2. Wyniki
Stal Womi Struna Struna z thumikiem
e ] bez tumika thumik T thumik 11
Kok m-! x 3,9612 3,2898
£y 1 X —0,5861 -0,5644
Ay 1 X —1,2523 —0,6345
Yk 1 X —1,7553 —1,4951
e kg m s~? X 457,9541 213,2848
P kg m s~? X —418,2535 —284,7983
M kg m s™2 X —340,9878 —129,8952
Asg 1 X —0,9353 22,8450
By 1 X 1,8394 — 16,6524
G 1 X 0,9353 —22,8450
Dag 1 X -0,8394 17,6524
K m~* x —0,3834 5,3683
Ak m~! 0,8838 0,8912 0,8912
ok m~* s? 0,0207 —0,0035 1,4575
Bk m-! 177,50 55,6028 —22951
Ty m-?! 3 67,1305 21,0289 —8675,4780
O m-3 s2 X —0,0446 —2,0373
Ei m~? x —726,6404 —315,5993 - 102
Ak m-3s X —274,8153 —119,3596 - 10?
Hkk m~3 §? X 0,0050 0,0077
(o) m~! 0,5778-107% H | 0,1808 - 10-3 H | 6,6414- 103 H
Akk m~? X 0,7739 —10,82888
Ay 1 0,5954-10-7 H | 0,0286- 10~7 H | 0,0256- 107 H
By 1 4,3031-10-7 H | 0,6825-10-7 H | 0,0608- 10-7 H
ax 1 4,3440- 107 H | 0,6827-10-7 H | 0,0650- 107 H
by 1 4,3440-10-" H | 0,6816- 107 H | 0,0649-10"" H

[222



ZASTOSOWANIA TLUMIXOW STOCKBRIDGE’A 223

5. Zakonczenie

Skuteczne tlumienie drgan, zwlaszcza w liniach elektroenergetycznych, jest zagadnie-
niem bardzo waznym szczegdlnie dla linii krajowych, gdzie intensywno§é drgan jest sto-
sunkowo duza i mozZe spowodowaé zagroZenie zmeczeniowe przewoddow.

Z przeprowadzonych rozwazan otrzymuje si¢ zaleznoSci analityczne miedzy para-
metrami linii, tlumika, amplituda i czgstoscia drgad wymuszonych a amplituda drgan
w linii. Z zalezno§ci tych, przynajmniej w tej formie w jakiej je uzyskano, nie mozna,
jezeli chodzi o konkretne rozwiazanie inZynierskie, dobra¢ optymalnych parametréw thu-
mika zapewniajacych eliminacj¢ drgan.

ZaleznoSci te sa bardzo zloZone 1 wyznaczenie w sposdb ogdlny odpowiednich para-
metréw zapewniajacych minimum amplitudy wigze si¢ z duzymi trudno$ciami rachunko-
wymi. Niemniej jednak moZna w sposéb stosunkowo prosty sprawdzié skutecznoéé danego
tlumika. Uczyniono tak w przykladzie liczbowym, gdzie obydwa ttumiki wykazaty bardzo
dobra skuteczno$¢ tlumienia drgafi przy czestotliwodei 20 Hz.

Podana metoda jest ogdina i moze by¢ stosowana przy dowolnej liczbie tlumikéw
na przesle.
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Peaome

IIPUMEHEHUWE OEMIIGEPOB CTOKBPUIKA OJII JEMIIUPOBAHSI
KOJEBAHUI BAJIOK 1 CTPYH

B paGore paccMaTpuBaroTCA BbIRYH(eHHBIE KoNeGaHHA cBoSomponexaleil 6aIkH pacTATHBaeMOit
¢ nomomeio oceBoit cumel S. Ha Ganke noasewen pgempep CroxOpumxa. Hemmdep paccMaTpuBaeTcs
B KayecTBe Macch! 3aKpEIlJIeHHOH Ha KOHuUe ynpyro# Ganxu. IlyTem npuMeHeHns meToga Pypee noy-
UEHA CUCTEMA COMPSDKEHHBIX AuddepeHIHanbHbIX ypaBHeHnH, U3 KOTOPOH OMPENENAIOTCA CoGCTBEHHDIE
Gbymapm M coGCTBEHHBIE 3HAUEHHS.

Tlonyyeno Taroke peluenue Q1 xoneGauuit crpyHel. [lpepenbHLIK NEpexXos B PELUErI I anKi
NPHBOJAT K TeM XK€ Pe3ylbTaTam, UTO M IS CTPyHyI ¢ memudepom. BoiBeeHs! GopmyJibl HA aMIUIMTY Y
BBIHYIAEHHbIX KOJeGaHmil GayIKH ¢ yUEeTOM BHYTpeHHEr0 AEMIKDHPOBaHHA VA CIyYaeB Oanox ¢ aemide-
pox M Ge3 memudepa.

Ha ocrope nonyyeHHbIX Gopmysr MOMKHO nomoGpaTh mapamerpbl Aemidepa ¥ MECTO €ro pacroio-
JKeHus Ha Ganxe ofecneurBaroiive Hauiyuliee nemidupoBaHue kKoneGaHuit Oanku.

Ilonyyennple pesyIbTaTh! HILTIOCTPUPYIOTCA € IIOMOIBLIO WMCJIEHHOIO HPMMEDPA C KOHKPETHBINM JaH~
HBIMM JJIS1 JIEKTPOIHEPIETHUECKMX JIMHAI BbLICOKOIO HATIPFIKEHHSA,
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Summary

APPLICATION OF STOCKBRIDGE DAMPERS TO THE DAMPING OF STRING
AND BEAM VIBRATIONS

Forced vibrations of a simply supported beam extended by an axial force .S are considered. A Stock-
bridge damper suspended at the beam is considered as a mass attached to its end. Application of the
Fourier method leads to a system of coupled differential equations yielding the corresponding eigen-
functions and eigenvalues. Vibrations of a string with a Stockbridge damper are also considered and the
result is equivalent to that obtained from the solution for a beam by means of a limiting procedure. The
formulae are derived which give the forced vibration amplitude of a beam with internal damping with
or without the damper. The results obtained enable us to select the parameters of the damper and its
location ensuring its most effective action. The results are illustrated by a numerical example concerning
high-tension electric transmission lines.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lipca 1974 r.
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METODYKA STATYCZNYCH BADAN DOSWIADCZALNYCH
PLASTYCZNEGC PLYNIECIA METALI

JOZEF MIASTKOWSKI (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Rzeczywiste warunki pracy elementéw konstrukeyjnych charakteryzuja sie duza rézno-
rodnos$cia. Znaczna czg§é detali urzadzen i konstrukcji pracuje w warunkach przestrzen-
nego lub plaskiego stanu naprgzenia. Znajomo$¢ wlasnosci materialu, okreslonych w wa-
runkach jednoosiowego stanu naprgzenia, jest czgsto niewystarczajaca przy obliczeniach
wytrzymato$ciowych takich elementéw. Dlatego teZ, aktualnym zadaniem mechaniki ciata
stalego s badania wlasnoéci materialéw w warunkach zblizonych do rzeczywistych i ba-
dania zmian tych wlasno$ci pod wplywem zmiennych warunkéw pracy.

Istniejace teorie plastycznoéci maja na ogét dobre potwierdzenie do§wiadczalne w opisie
zachowania metali w warunkach zloZzonego stanu napre¢Zenia przy proporcjonalnych ob-
ciazeniach. Teorie te sa jednak niewystarczajace do opisu praw plastycznego plyniecia
tych metali przy ztozonych obciaZeniach. Wynika to z niedostatecznego uwzglednienia
anizotropii wlasnoéci mechanicznych, pojawiajacych si¢ w wyniku odksztalcen plastycz-
nych. Dla zbudowania podstaw teorii plastycznoéci ciala anizotropowego niezbedne jest
nagromadzenie odpowiedniego materiatu dofwiadczalnego. Realizacja tego celu wymaga
bardziej udoskonalonej techniki badawczej, stosowania urzadzen i przyrzadéw pozwala-
jacych na realizacj¢ réZnorodnych programoéw obcigZania lub odksztalcania przy zlozo-
nych stanach napr¢zenia. Wyzsze wymagania odnosza si¢ réwniez do dokladno$ci po-
miaréw obciazeil i odksztalcen.

W pracy omdéwiono metody badafi do§wiadczalnych metali odksztalcanych plastycznie
réznymi sposobami obcigZenia w warunkach zloZonego stanu naprgZenia. Zwrocono
uwage na rozmaite formy przedstawiania wynikow badan i ich interpretacje.

Latwo zauwazyé, Ze brak jest w pracy omodwienia podstawowych metod badania
wlasno$ci mechanicznych metali. Wynika on stad, ze zagadnienia te s3 obszernie opisane
w licznych opracowaniach ksiazkowych. MozZna je znaleZ¢, migdzy innymi, w monogra-
fiach: KATARZYNSKIEGO, KOCANDY i ZAKRZEWSKIEGO [1] oraz SIEMUSZKINA [28].

2. Definicja granicy plastycznego plynigcia

Wainym czynnikiem przyspieszajacym rozwdj teorii plastycznego plynigcia — opartej
na zaloZeniu istnienia potencjalu plastycznego — uwzgledniajacej wzmocnienie materiahu,
sg badania do§wiadczalne powierzchni plastycznosci. Przy wyznaczaniu tych powierzchni
istotna role odgrywa wybdr kryterium uplastycznienia, z ktérym zwigzane sg powaZne
trudnoéci. Brak §cistej definicji granicy plastycznoSci doprowadzil do duzej swobody
w okre§laniu powierzchni plynigcia przez réznych autoréw. Jedni, powierzchni¢ utozsa-
miaja z granicg proporcjonalnoécei, inni — z granicg sprezystoéci. Znaczna cz¢§¢ badaczy
okre§la granice plynigcia jako naprezenia odpowiadajace danej wartoci odksztalcenr
plastycznych, przy czym i tu réwniez brak jednolitego podejécia. Niektérzy przyjmuja
male wartoéci odksztalcen plastycznych (np. 0,01% czy 0,02%), inni poczynajac od 0,029,
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az do 0,2%, a nawet 0,5%. W pracy TAYLORA, QUINNEYA [2] przez czg$é wykresu obcig-
zenie—odksztalcenie, odpowiadajaca duzym odksztalceniom plastycznym, prowadzono linie
prosta, ktdrej przeciecie z osig obciazefi wyznaczato warto$¢ granicy plastycznosci. Mozli-
we jest réwnieZ przyjmowanie za granice plynigcia punktu przecigcia dwéch prostych,
przy czym jedna z nich jest przediuzeniem zakresu sprezystego, a druga przechodzi przez
czg$é wykresu odpowiadajaca, podobnie jak w poprzednim sposobie, duzym odksztalce-
niom plastycznym [3]. Spotyka si¢ réwniez metodg, w ktorej za granicg¢ plastycznosci
przyjmuje si¢ punkt zetkniecia z krzywa obcigzenie—odksztalcenie stycznej o module
mniejszym od modutu sprezystego. Metoda ta ma te wade, Ze w zalezno$ci od charakteru
krzywej naprezenia—odksztalcenia punkt stycznoSci okrefla inna warto§¢ odksztalcenia
trwalego, i to tym wigksza, im lagodniejsze jest zakrzywienie wykresu za obszarem spre-
Zystym.

Brak jednolitego kryterium wyznaczania granicy plastyczno$ci powoduje, e wynikdéw
wielu prac do$wiadczalnych nie mozna z soba poréwnywac. Przyjecie jednolitego sposobu
okreslania granicy plastycznosci pozwolitoby wyeliminowaé te trudnoéci. Kaczanow
[29, 30] proponuje wyznaczanie granicy plastycznos§ci metoda siecznej. W metodzie tej
poczatkowo wyznacza si¢ dwie granice plastycznoSci dla dwdch sasiednich, dostatecznie
duzych wartosci odksztalcenia plastycznego, np. 0., 1 04,5 dla de; = 0,191 de, = 0,2%.
Nastepnie «rzeczywista» granica plynigcia okre§lona zostaje na drodze geometrycznej lub
analitycznej ekstrapolacji do zerowej wartosci odksztalcenia trwalego. Najbardziej prosta
jest ekstrapolacja liniowa, dla ktdrej «rzeczywista» warto§¢ granicy plynigcia wyraza sig

zalezno$cig
_ 00,148~ 00,248,
) Go.0 = Aey—Ae,
Wydaje si¢, Ze do czasu rozstrzygnigcia tej kwestii stuszne jest podawanie wynikdw
badan do$wiadczalnych dla calej rodziny powierzchni plastycznosci. Na przyklad, w pra-

cach [8, 9, 12, 25, 26, 27] wyznaczane sq powierzchnie dla granicy proporcjonalnosci oraz
dla odksztafcefi trwatych e, = 0,019, 0,029, 0,1%, 0,2%, 0,3%, 0,4% i 0,5%.

3. Badanie plastycznego plynigcia metali przy prostych rodzajach obcigZenia

Podstawowa préba badania mechanicznych wlasno$ci metali jest préba jednoosiowego
rozciagania. Oprécz niej stosowane sa proby §ciskania okraglych prébek cylindrycznych
peluych oraz skrgcanie prébek w postaci cienkoéciennych rurek. Metodyka tych badaf
jest znana i opisywana w obszernych monografiach, np. [l, 28], natomiast wymagaja
omé6wienia pewne specjalne metody odksztatcania prébek. Jedna z nich jest préba od-
ksztalcania z duzymi deformacjami, podana przez ERBELA w pracy [4]. W metodzie tej
badania przeprowadzane sa na prébkach w postaci cienkiego pier§cienia umieszczonego
miedzy dwoma dociskanymi sila osiowa stemplami. Pierscief zewnetrzny, w ktérym
umieszczona jest probka, i trzpien wewnatrz prébki zapobiegaja wyptywowi materiatu
w kierunku promieniowym na zewnatrz i do §rodka. Aby zapobiec §lizganiu stempli po
prébee podczas skrecania, powierzchnie czotowe stempli maja specjalne naciecia. W pierw-
szej fazie proby stemple obcigZane sg znaczng sita osiowa, wywolujaca w prébee cisnienie
hydrostatyczne. Nastepnie stemple zostaja obracane wzgledem siebie wokét wspdlnej osi.
W ten sposéb otrzymuje si¢ -zalezno$¢ momentu skrecajacego od kata skrgcania. Przy
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odpowiednim doborze ci$nienia uzyskiwane sa bardzo duze odksztalcenia prébki, docho-
dzace do kilku tysiecy procent.

Inna metoda, za pomoca ktdrej mozna réwniez uzyskiwaé duze deformacje, podana
jest w pracy MARCINIAKA [5]. Polega ona na skrecaniu probki w postaci cienkiej okraglej
tarczy z otworem w §rodku. Tarcza mocowana jest na obwodzie zewngtrznym i wewnetrz-
nym. Na powierzchni czotowej prébki wykre§la si¢ promienie i okregi. Podczas skrecania
uchwytu wewnetrznego wzgledem zewngtrznego, prostoliniowe promienie ulegaja zakrzy-
wieniu. Przy danym momencie skrecajacym wielko$¢ napreZzed w tarczy zmienia sie
wzdluz promienia. Analiza postaci zakrzywionych promieni pozwala okreélié zaleznosé
naprezen od znieksztatcenl.

W pracy LITOXSKIEGO [6] podana zostala metoda wyznaczania zaleznoSci naprezen od
odksztalcen przy §cinaniu w oparciu o probg skrecania stozkowych pretéw.

Oryginalna metoda badawcza opisana zostata w pracy MARCINIAKA [7]. Pozwala ona
na badanie wplywu wstepnych odksztafcen plastycznych na przebieg wzmocnienia metali
za pomoca rozciggania niejednorodnych prébek walcowych. Niejednorodny stan probki
uzyskuje sie przez poddanie preta walcowego czgSciowemu przeciaganiu przez stozkowy
otwor pierscienia ciagowego, a nastgpnie spgczaniu drugiego korica w tej samej stozkowej
tulei. W wyniku takiego zabiegu, walcowemu poczatkowo pretowi nadaje sie postaé
stozka. Jedna jego $rednica jest mniejsza od $rednicy wyjsciowego preta, a druga — wiek-
sza. Tylko w §rodkowym przekroju $rednica materiatu nie ulegta zmianie i jego wlasnoéci
sa takie, jak materiatu wyjSciowego. Po jednej stronie tego przekroju material doznal
osiowego wydluZenia, po drugiej— speczenia. Stozkowy profil wzdtuz prébki zapewnia
ciggto$é zmian stanu odksztalcenia materialu od wartoéci okoto —4% do +4%. Z tak
przygotowanego materialu wykonuje sie prébke walcowa do badania na jednoosiowe
rozcigganie. Na walcowa powierzchni¢ probki, przed rozciaganiem, nanosi sie cienkie
rysy. Pomiary wydtuzen odcinkéw miedzy rysami pozwalaja na wyznaczanie rozkiadu od-
ksztalcen wzdiuz probki. Poniewaz wstepne odksztalcenia plastyczne sa zmienne na dfu-
goéci ‘probki, badania te pozwalaja okrefli¢ wplyw wstepnych odksztalcen na ksztalt
krzywej umocnienia metalu, na podstawie badania jednej proébki.

4. Badanie plastycznego plyniecia mefali przy zioZonych sposobach obcigzenia prébek rurkowych
4,1, Uwagi ogéloe

Znajomo$¢ zachowania si¢ materialu przy prostych obcigZeniach jest niewystarczajaca
aby bylo mozna dokladnie przewidzie¢ jego zachowanie w warunkach zlozonego stanu
obcigzenia. Badania do$wiadczalne plastycznego plyniecia przy zioZonych obciazeniach
przeprowadzane sa z reguly w plaskim stanie naprezenia, tj. gdy jedno -z naprezer: glow-
nych, np. o3, jest rowne zeru. W ukladzie wspélrzgdnych prostokatnych x, y, z, pla-
szczyzny xy pokrywaja si¢ z plaszczyzna kierunkéw giéwnych 1 i 2, istnieja wobec tego
tylko skladowe napreZenia oy, 0, i Ty, Pozostale skladowe napre¢zenia réwnaja sig zeru.

Gléwna przyczyna szerokiego rozpowszechnienia badan do$wiadczalnych w plaskim
stanie naprezenia jest tatwo$6 ich realizacji. Dla pokazania réznych schematéw obciaZenia,
stosowanych przy badaniu do§wiadczalnym materiatéw w ‘plaskim stanie naprezenia,
rozpatrzmy warunek plastycznoéci Hubera-Misesa-Hencky’ego w postaci

@ v o24oi—0.0+37,5, = 3Kk%,
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gdzie k jest granica plastyczno$ci przy Scinaniu.
W warunku tym &k = c,,;]/ 3, gdzie o, jest granica plastycznosei przy jednoosiowym
rozcigganiu,

Rys. 1

Obrazem geometrycznym tego wyraZenia w przestrzeni naprgZel oy, ¢,, Tyy, jest
elipsoida (rys. 1) o jednej osi pokrywajacej si¢ z osia 7,,. Dwie pozostate osie elipsoidy
leza w plaszczyZnie o0, przy czym sa one dwusiecznymi katéw migdzy osiami oy i g.
Na powierzchni elipsoidy mozna wyodrebnié pewne szczegdlne elipsy, ktére odpowiadaja
stosowanym w do$wiadczeniach réznym sposobom obcigZzania probek. Elipsa przebiega-
jaca przez punkty PM, na ktérej o, = 0, odpowiada na przyklad do§wiadczeniu, w ktérym
prébki rurkowe sa jednoczesnie skrecane i rozciagane lub Sciskane sitg osiowa, jezeli jako x
przyja¢ kierunek tworzacych na probee. Stany naprgzenia okre§lone punktami lezacy-
mi na elipsie przechodzacej przez punkty MR (¢, = 0), mozna zrealizowaé przez skrecanie
probki rurkowej z jednoczesnym obcigZzaniem jej ciSnieniem wewnetrznym (dodatni kie-
runek osi o,) lub ci$nieniem zewnetrznym (kierunek ujemny osi ¢,). Jest oczywiste, ze dla
uniknigcia sktadowej osiowej napreZenia o, (wywolanej ci§nieniem wewngtrznym), konce
prébki nie moga by¢ zamknigte. Elipsa przechodzgca przez punkty P HR, na ktérej 7y, = 0,
odpowiada jednoczesnemu obciazaniu prébek rurkowych silg osiowa (rozciagajaca lub
§ciskajaca) i ci$nieniem wewngtrznym lub zewnetrznym. Stany napreZenia na tej elipsie
moga by¢ réwniez realizowane przy obciazaniu prébek plaskich, jednocze$nie w dwéch
wzajemnie prostopadiych kierunkach, napreZzeniami o réznej wielkodci.

Na probkach plaskich istnieje réwniez mozliwo§é uzyskiwania stanéw naprezenia
odpowiadajacych punktom elipsy PLENR. Sposdb realizowania tych stanéw napreZenia
zostanie omdwiony w punkcie 5.2.

Ze wzgledu na rodzaj uzytych prébek, badania doSwiadczalne plyniecia plastycznego
materialdw w warunkach zloZonego stanu napreZenia mozna podzielié na dwie grupy.
Do grupy pierwszej, liczniejszej, zaliczamy badania na prébkach rurkowych, do grupy
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drugiej — badania na prébkach plaskich. W pracy oméwione zostana obie grupy badan,
ich zalety i wady.

4.2, Badania na prébkach rurkowych
42]. Wiadomofci wstepne. Jak juz wspomniano w poprzednim punkcie, jed-
nym ze sposobéw przeprowadzenia badan materialéw w warunkach zlozonego stanu
naprezenia sa do$wiadczenia na cienko$ciennych prébkach rurkowych (rys. 2). Sita osiowa

IR T N O T
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Rys. 2

P wywotuje réwnomiernie rozioZone naprezenia osiowe, moment skrecajacy M daje na
§ciance réwnomiernie rozloZone napreZenia styczne, i wreszcie, pod dzialaniem ci$nienia p
w prébce pojawiaja si¢ naprgzenia obwodowe. Dowolna kombinacja w/w obcigzed wy-
wotuje w prébee okreslony plaski stan naprezenia. W tablicy 1 podano zestawienie wszyst-

Tablica 1. Sposoby obcigzania prébek rurkowych

Nr Sila osiowa Ciénienie Skrecanie
1 rozciaganie wewn. —
2 ' zewn, —
3 . — skrec.
4 " wewn. »
5 . zewn. »
6 Sciskanie wewn. —
7 ’e zewn. —_
8 ’s —_ skrec.
9 ’ wewn. »
10 ', Zewn. ’
11 —_ wewn, skrec.
12 — Zewn. skrec.

kich mozliwych sposobéw obciazania prébek rurkowych, ktdre pozwalaja realizowaé
dowolny stan napreZenia na elipsoidzie z rys. 1.

Przyblizone wzory na napreZenia osiowe o, napreZzenia obwodowe oy 1 styczne Ty,
(przy skrecaniu) maja w og6lnym przypadku nastepujaca postaé:

©)

Ox =

+

mh(d+h)  dh(d+h)’
“ % = 2%h@dTh)’
(5) Txy = 2M

mdh(d+h) ’
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gdzie przez h oznaczono grubo$¢ §cianki, a przez d — $rednice wewnetrzna prébki.

Poniewaz, z zalozenia, grubo$¢ $cianki rurki jest mala w pordwnaniu ze $rednicy
(h/d = 0,05—-0,02), mozna przyja¢, ze rozktad skladowych naprezenia oy, 6, i 7., na gru-
bosci §cianki jest jednorodny. Podane naprgzenia beda wigc skltadowymi tensora napre-
zenia réwnieZ na zewnetrznej powierzchni prébki.

W zaleznoéci od rozwiazania konstrukcyjnego urzadzenia badawczego, pod dzialaniem
ciénienia wewnetrznego moze pojawiaé sig¢ w prébce skladowa osiowa naprezenia lub nie.
Jak wiadomo, w przypadku zamknigtego na koricach cylindra, ci$nienie wewngtrzne wy-
wotuje stan naprezenia, ktérego sktadowa obwodowa jest dwa razy wigksza od skiadowej
osiowe].

4.22. Prébki i ich przygotowanic do badan. Istnieja dwa sposoby przy-
gotowania do badan prébek rurkowych. Jeden sposéb polega na wykonywaniu ich z preta,
drugi — z gotowych rur [8-12]. W drugim sposobie odcinki rury o odpowiedniej dlugosei
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poddawane sa selekcji. Do badant dopuszczane moga by¢ tylko te prébki, ktére maja
prawidlowy przekrdj kolowy i réwnomierny rozktad grubodci w badanym obszarze. Na-
stepnie, na koncach prébek formuje si¢ stozkowe uchwyty. Na rys. 3 pokazano kon-
strukcje urzadzenia do rozttaczania kolnierzy. Urzadzenie to jest tak pomys$lane, aby pod-
czas roztlaczania koncdéw, obszar §rodkowy probki nie przenosit obcigzen i nie doznawat
w zwiazku z tym dodatkowych odksztalcen. Jest to o tyle wazne, Ze roztlaczanie wykonuje
sie zwykle po uprzednim wyzarzaniu. WyZarzanie ma na celu usuniecie anizotropii wla-
snoéci mechanicznych, wywolanych zgniotem przy ciggnieniu, oraz ulatwienie roztlaczania
kolnierzy.

Prébka mocowana jest na tulei dzielonej / przez dokrecanie nakretki 3 na trzpieniu 2
za poérednictwem trzonka 4. Po tym zabiegu trzonek 4 zostaje usunigty. Nastepnie na
prébke zaklada sig obejme 8 i silnie skreca §rubami 7. Calos€, po wstawieniu w tuleje 6,
jest ustawiana na stole prasy, a weiskany z géry stozkowy stempel 5 roztlacza koniec prébki.

— [ M hi 5
A A0 e
2 C B l

Rys. 4

Przed przystapieniem do badaf prébki musza by¢ dokladnie zmierzone. Ze wzglgdu
na zaleznosci (3), (4) i (5) nalezy okresli¢ §rednice wewnetrzne i gruboéci $cianek. Pomiary
§rednicy wewnetrznej mozna wykonaé $rednicéwka. MozZna ja réwniez obliczy¢ na pod-
stawie znajomosci §rednicy zewnetrznej i grubo$ci Scianki. Pomiar taki jest jednak obar-
czony wigkszym blgdem niZz bezposredni.

Do pomiaru gruboéci Scianki konieczne sa dodatkowe urzadzenia. Jedno z rozwiazan
takiego urzadzenia pokazano na rys. 4. Urzadzenie wyposazone jest w dwa czujniki mikro-
nowe. Jeden — pomiarowy I8 —stuzy do bezpofredniego pomiaru grubosci probki,
drugi czujnik — kontrolny 19 — stuzy do odpowiedniego ustawienia dzwigni 7, w ktorej
umocowany jest czujnik pomiarowy. Poniewaz maksymalny przesuw trzpienia czujnika
mikronowego, wynoszacy okoto 1,2 mm, jest mniejszy od grubosci kolnierza probki,
dla zalozenia jej na wspornik 3 konieczne jest uniesienie dZwigni wraz z czujnikiem pomia-
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rowym do gory. Po wsunieciu probki na wspornik, dZzwignia zostaje opuszczona do poto-
Zenia pierwotnego, przy ktérym czujnik pomiarowy ustawiony byt na wypuklosci wspornika
w poloZeniu zerowym. Powrét do polozenia pietwotnego mozliwy jest dzigki wskaza-
niom drugiego czujnika (kontrolnego), umocowanego w korpusie przyrzadu. Wskazowka
czujnika kontrolnego, po opuszczeniu dzwigni, musi mie¢ polozenie identyczne z tym,
jakie ustalono przed jej uniesieniem, i przy ktérym ustawiono warto$¢ zerowa czujnika
pomiarowego. Unieruchomienie dzwigni we wlasciwym poloZeniu dokonywane jest za
pomoca nakretek 9 1 10.

423. Przyrzady i aparatura badawcza W literaturze jest caly szereg po-
zycji, ktore w sposéb wyczerpujacy podaja rozwiazania konstrukcyjne oraz mozliwoéci
eksploatacyjne maszyn do badafi wytrzymatosciowych produkowanych seryjnie [1, 28, 31,
32]. Jedne z nich stuza do przeprowadzania prostych préb wytrzymalosciowych, takich
jak: rozciaganie, $ciskanie czy zginanie, inne — do badan wytrzymatoéciowych w zlozo-
nym stanie naprezenia. Moga by¢ réwniez maszyny uniwersalne, ktdére tacza mozliwosci
jednych i drugich. Jednym z bardziej rozpowszechnionych typéw maszyn uniwersalnych
do badan przy ztoZzonych sposobach obciaZenia jest zrywarka zbudowana w VEB Werks-
stoffprufmaschinen w Lipsku (dawniej Schopper). Umozliwia ona przeprowadzanie od-
dzielnych préb na rozciaganie, §ciskanie, zginanie i skrecanie, poddawanie prébek rur-
kowych dzialaniu ci$nienia wewnetrznego oraz pozwala na jednoczesne zastosowanie
kombinacji rozciagania, §ciskania, skrecania i ciénienia wewnetrznego. Wedlug tablicy 1,
beda to sposoby obciaZania oznaczone numerami 1, 3, 4, 6, 8, 91 11. Tego typu maszyny
pozwalaja na przeprowadzanie badan wg programéw, w ktérych regulowanymi i kontro-
lowanymi parametrami sa zewnetrzne obciaZenia, a wige, sa to maszyny typu silowego.

Dla wielu metali wraz ze wzrostem odksztalcenn plastycznych gwaltownie maleje
wzmocnienie. Wdwczas to, przy.realizacji programéw wedlug zewnetrznych obciaZen,
nie ma mozliwosci ani zachowania stalych parametréw odksztalcenia, ani dokladnego
okreslania ich zmian. Dlatego, oprécz seryjnie produkowanych maszyn uniwersalnych
wymienionego typu, do badan w zloZzonym stanie naprezenia uzywane sa réwniez specjalne
urzadzenia. Sa to zaréwno urzadzenia typu sifowego, jak i kinematycznego. W tych ostat-
nich, regulowanymi i kontrolowanymi parametrami sa przemieszczenia punktéw odksztal-
canej probki. Jeszcze jedna — trzecig — grupe beda stanowily maszyny z programowo-
wodzacymi ukladami, w ktérych moga byé realizowane dowolne programy obciazania lub
odksztalcania probki.

Forma wykreséw rozciggania lub $ciskania wigkszoSci materialdw konstrukcyjnych
przy statycznym obciaZaniu w normalnej temperaturze moze nie zaleze¢ od typu maszyny,
o ile zachowana begdzie w badaniach podobna predko$é odksztalcania (w granicach nie
majacych jeszcze wplywu na wyniki badan). Wyjatek stanowia tu jedynie materialy o wy-
raznej granicy plastycznoéci. '

Dla wyeliminowania wplywu sprezystych odksztalcenn ukladu obciazajacego oraz
wplywu przemieszczef ukladu dZzwigniowego maszyny, odksztalcenia prébek nalezy mie-
rzy¢ na wydzielonej bazie. '

Typ maszyny odgrywa istotng rolg réowniez przy badaniu pelzania. Metodyka tych
badan nie bedzie w pracy omawiana, ale warto podkresli¢, ze bez pelnej automatyzacji
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obcigzania i pomiaréw — za pomocg elektrycznych tensometréw oporowych, urzadzen
programowych, elektronicznych ukladéw sterujacych oraz rejestratoréw — badanie z dana
predkoécia odksztalcenia lub z dana predko$cia przyrostu naprezenia bylyby niemozliwe.

Na kilku przykladach zostanie teraz podany opis rozwigzan konstrukcyjnych urzadzen
specjalnych pracujacych w krajowych i zagranicznych o§rodkach naukowych. W IPPT PAN
w Warszawie sa dwa rézne urzadzenia tego typu. Jedno z nich jest pokazane na rys. 5.
Urzadzenie jest wyposazone w dwa niezalezne hydrauliczne uklady obciaZajace. Schemat
dziatania jednego z ukladéw zasilajacych pokazany jest po prawej stronie rysunku. Olej

1

/3

Rys. 5

zassany ze zbiornika 6 do cylindra & jest kierowany do przyrzadu pod ciénieniem, o wielkosci
ktérego decyduje cigzar obciaznikéw 4. Jeden uklad obciazajacy wywotuje w prébee 2
osiowe naprezenia, drugi — doprowadza olej pod ciénieniem do wngtrza prébki, wywolujac
w niej naprezenia obwodowe. Niezalezno$é obydwu uktadéw obciaZajacych pozwala na
realizacje dowolnej drogi obciazenia na plaszczyZnie naprezefi obwodowych i osiowych.
Wielkoéci obciazen okreélane sa z wartoéci ci§nienia ukladéw zasilajacych. Odksztatcenia
prébek mierzone sa za pomoca tensometréw mocowanych na powierzchni prébek.

Opis konstrukcji i schemat dzialania drugiego urzadzenia jest podany w pracy TUr-
sKIEGO [10]. Na rys. 6 pokazany jest widok glowicy urzadzenia, w ktdrej probka jest moco-
wana i obcigzana. Podobnie jak w pierwszym rozwiazaniu (rys. 5), przyrzad jest wyposa-
zony w dwa niezalezne hydrauliczne uklady obciazajace. Rozwiazanie konstrukcyjne glo-
wicy pozwala na obciazanie prébek dowolng kombinacja osiowego rozciagania lub Sciska-
nia i ciénienia wewnetrznego.

Oryginalng maszyne do badan do$wiadczalnych na-prébkach rurkowych zbudowano
w Institute of Technology w Tokio, w Japonii (SHIRATORI, IKEGAMI i KANEKO [13]). Ma-
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szyna umozliwia poddawanie cienkosciennych probek rurkowych rdznym kombinacjom
obcigZenia osiowego, wewnetrznego lub zewnetrznego ci$nienia i skrecania. Maszyna
pozwala wiec na realizacje wszystkich dwunastu sposobdw obcigzania z tablicy 1.
Precyzyjna maszyne do jednoczesnego obciazania prébek rurkowych sila osiows,
momentem skrecajacym i ciSnieniem wewnetrznym w normalnej temperaturze skonstruo-
wano na Uniwersytecie w Moskwie [33]. Elektryczne tensometry oporowe, naklejane na
powierzchni probki, pozwalaja na sterowanie i rejestracje przebiegu do$wiadczenia. Ogélny
widok maszyny jest pokazany na rys. 7. Prébka 8 obciazana jest za poSrednictwem dwu-

Rys. 6

ramiennej dZwigni /, pryzmy 2 i obejmy 3, w ktorej zamocowany jest uchwyt 4. Naciag
drugiego ramienia dZwigni odbywa si¢ przez ciggno 5 i §rubg 6. Miedzy ciggnem a $ruba
umieszczona jest sprezyna 7. Wskaznik 9, rejestrujacy odksztalcenia sprezyny, pozwala
odczytywaé wielkod¢ obciazenia przylozonego do prébki. Podczas obciazania osiowego
probki silnik 70 przesuwa §rube za pomoca przekiadni §limakowej 17. Przeguby 12 i I3
zapewniaja osiowe przytoZenie sity do prébki. Moment skrecajacy przekazywany jest do
prébki od silnika elektrycznego /4 przez reduktor §limakowy 15, ktérego korpus polaczony



METODYKA STATYCZNYCH BADAN DOSWIADCZALNYCH 235

jest z obudowa 16. Moment skrecajacy i sifa osiowa mierzone sa za pomoca elektrycznych
tensometréw oporowych naklejanych na obciaZony obszar uchwytu 4. Elektroniczny sy-
stem sterujacy oraz uklady wykres§lnego programowania i rejestrowania maszyny gwarantu-
ja realizowanie badan wedlug dowolnego programu w czasie.

Innym, szeroko znanym, oérodkiem w ZSRR wyposazonym w specjalne urzadzenia do
badania prébek rurkowych jest Uniwersytet w Leningradzie.

Rys. 7

W pracy FINDLEYA i GIJELSVIKA [14] opisana jest maszyna do préb na skrecanie z jedno-
czesnym rozcigganiem prébek rurkowych, zbudowana w Brown University, USA. Schemat
dzialania pokazany jest na rys. 8. )

W pracach NAGHDIEGO i wspGSipracownikéw [15, 16] podany jest opis aparatury znajdu-
jacej si¢ w University of Michigan, USA. Aparatura ta umozliwia badania prébek rurko-
wych na rozcigganie z jednoczesnym skrecaniem.

Podobne urzadzenia do badania prébek rurkowych, obcxazanych kombmacla‘ osiowego
rozciagania i skrecania, znajduja sie w Yale University, New Haven, Conn, USA (PHILLIPS
[17]) oraz w Hughes Aircraft Company Inc., Culver City, California, USA (FeiGen [18]).
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Rys. 9

W pracy Davisa [19] podany jest opis maszyny umozliwiajacej obciazanie probek
dowolna kombinacja sily osiowej, momentu skrecajacego 1 ciénienia wewngtrznego. Znaj-
duje sic ona w East Pittsburgh, Pa, Westinghouse Research Laboratories, USA.

Opis specjalnej aparatury badawczej, wykonanej w University of Manchester, England,
mozna znalezé w pracy GILLA i PARKERA [20]. Aparatura pozwala na przeprowadzanie



METODYKA STATYCZNYCH BADAN DOSWIADCZALNYCH 237

badai probek rurkowych poddawanych jednoczesnemu dzialaniu sily osiowej, ci$nienia
wewnetrznego i momentiu skre¢cajacego.

Wymienione wyzej urzadzenia {worza z reguly samodzielne jednostki obcigzajaco-
rejestrujace. Badania prébek rurkowych w ptaskim stanie naprezenia moga byé réwniez
przeprowadzane w przyrzadach stanowiacych wyposaZenie uzupelniajace maszyn wy-
trzymalo$ciowych. Przykiadem takiego rozwigzania jest aparat wykonany w Mechanical
Engineering Department, METU, Ankara, Turkey, ktérego rysunek (rys. 9) zostal za-
czerpnigty z pracy BRATTA i KANANA [21]. Aparat umozliwia obcigzanie prébek rurkowych
dowolna kombinacja osiowego $ciskania i cifnienia zewngtrznego, tzn. przeprowadzanie
badai w trzeciej éwiartce plaszczyzny naprezen gléwnych.

Inne rozwiazanie aparatu pracujacego w polaczeniu ze zrywarka uniwersalna zostalo
podane w pracy SMITHA i ALMROTHA [22]. Aparat umozliwia obciazanie probek rurkowych
jednoczesnym dzialaniem sity osiowej i momentu skrecajacego. Zostat on skonstruowany
w Lockheed Palo Alto Research Laboratory, Palo Alto, Calif., USA.

Urzadzenia do badania prébek pod dzialaniem zloZzonych sposobéw obcigZania znaj-
duja sie rowniez w wielu innych o$rodkach naukowych. Na przykiad, mozna tu wymienié
Instytut Materialoznawstwa i Mechaniki Technicznej Politechniki Wroctawskiej [23, 24]
oraz Laboratorium Szkotly Politechnicznej w Paryzu we Francji.

Oméwionych zostalo wiele odmian aparatury do badania materialéw w ztoZonych
stanach napr¢zenia, jednakze praca nie ma na celu pokazania ich wszystkich, W tym
krétkim przegladzie chodzito jedynie o pokazanie réznorodnoéci rozwigzan konstruk-
cyjnych aparatury badawczej i zwrdcenie uwagi na duzg ilo§¢ o$rodkéw naukowych na
§wiecie, zajmujacych si¢ badaniami w warunkach zloZonego stanu naprezenia. Swiadczy to
bowiem przekonujaco o waznej roli i znaczeniu tych badan.

424. Uwagi konhcowe. Badania na prébkach rurkowych sa trudne, wymagaja
specjalnych urzadzen i sa bardzo praco- i czasochtonne. Mimo to, korzyéei jakie z nich
plyna spowodowaly szerokie ich rozpowszechnienie. Nie zawsze jednak zdajemy sobie
sprawe z tego, Ze oprocz niewatpliwych zalet, badania na prébkach rurkowych sa obar-
czone istotnymi wadami. Do najwazniejszych z nich zaliczamy:

1. Brak mozliwoéci badania materialu w postaci blach.

2. Trudnoéci w przygotowaniu probek o zadanej anizotropii plastyczne;.

3. Trudnosci przy zachowaniu statego stosunku miedzy skladowymi naprezenia pod-
czas obciaZania, ze wzgledu na zmiany §rednicy probki przy jej odksztalcaniu.

4. Warunki napreZenia panujace w probee rurkowej nie sa dokladnie dwuwymiarowe
(zak¥écony plaski stan napreZenia), poniewaZ naprezenia obwodowe wywolywane sa przez
ciénienie wewnetrzne i1 zewnetrzne.

Dlatego tez, réwnolegle do badan na prébkach rurkowych, sa stosowane i rozwijane
metody badan prébek plaskich w dwuwymiarowym stanie naprezenia. Niektére z tych
metod sa w znacznym stopniu wolne od wad wyzej wymienionych. Oprécz tego, badania te
cechuje duza prostota i latwo$¢ przygotowania prébek. Nie oznacza to jednak, ze badania
na prébkach plaskich sa w stanie zastapi¢ oméwione uprzednio do§wiadczenia na préb-
kach rurkowych. Jedne i drugie badania wzajemnie si¢ uzupetniaja i powinny by¢ rozwijane
réwnolegle.

7 Mechanika tcoretyczna
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Wyniki do§wiadczefi przeprowadzanych na prébkach plaskich, a zwlaszcza badania
krzywej granicznej, ktéra dla poczatkowo izotropowego materiatu ma ksztalt elipsy
PLENR na rys. 1, w potaczeniu z wynikami badan probek rurkowych, beda mogly lepiej
i dokladniej odzwierciedlaé zmiany elipsoidy granicznej zwiazane z anizotropia, a wywo-
tane w poczatkowo izotropowym materiale plastycznymi odksztalceniami.

Stosowane sa rézne metody badania wlasnoéci materialéw na prébkach plaskich
w warunkach zloZonego stanu naprezenia. Ro6Znig si¢ one od siebie zaréwno ksztattem
prébek, jak i sposobem ich obciazania. Jedne probki sa gladkie inne z nacigciami. Mogy
byé rozciggane, zginane lub obcigzane kombinacja dwuosiowego rozciggania, dwuosiowego
Sciskania oraz rozciggania i $ciskania.

5. Metody badan doSwiadczalnych plynigcia plastyeznego metali na prébkach plaskich

5.1. Windomo$ci wstepne

Stosowane sa rozne metody badania wilasnoéci materialdow na plaskich prébkach
w warunkach zlozonego stanu naprezenia. Do najwazniejszych z nich zaliczamy:

1. Okre$lanie powierzchni plyniecia metoda jednoosiowego rozciagania prébek pla-
skich — metoda W. Szczepinskiego.

2. Okreflanie powierzchni plyniecia metoda rozciagania plaskich prébek krzyzowych.

3. Okreflanie powierzchni plyniecia metoda dwuosiowego $ciskania.

4, Okreélanie powierzchni ptynigcia metoda obcigzania pasma kombinacja rozciggania
i §ciskania poprzecznego.

5. Okre$lanie powierzchni plyniecia metoda rozciagania plaskich prébek z nacieciami.

6. Badanie powierzchni plynigcia metoda zginanych piyt.

Nizej zostanie podany krétki opis poszczegdlnych metod.

5.2. Okreélanic powlorzchni plynigeia metodq jednoosiowego rozciggauin plaskich prébek — metoda W. Szczepingkicgo

Rozpatrzmy elips¢ PLENR utworzona przez przecigcie elipsoidy plaszezyzna o, +a, =
= ¢, prostopadla do plaszczyzny o.c,. Podstawiajac do warunku plastycznoséci (2)
sume o, + 0, zamiast oy, otrzymujemy zaleZno$¢ oy +0, = 73, ktéra musi byé spehiona
na tej elipsie (na elipsic PLENR).

Z wykresu Mohra (rys. 10) wynika, Ze zaleZno§¢ ta ma miejsce jedynie wtedy, gdy
jedno z napreZen gtéwnych jest réwne zeru. Znaczy to, Ze punkty lezace na elipsie PLENR
odpowiadaja stanowi jednoosiowego rozciagania w réznych kierunkach wzgledem osi x.
Na przykiad punkt E, w ktérym o, = 0, = 7.y, odpowiada jednoosiowemu rozciaganiu
w kierunku nachylonym do osi x pod katem a = 45°.

Na rys. 11 pokazano przypadek stanu naprgzenia elementarnego prostokata ABCD,
ktérego polozenie jest niezmienne w stosunku do osi x i y. Graniczny stan napre¢Zenia
w materiale réwnolegtoboku jest realizowany w wyniku osiagniecia przez napreZenia
rozciggajace o, okreSlonej wartoéci granicznej o,.

W przypadku materiatu izotropowego potozenie prostokata ABCD w odniesieniu do
osi wspélirzednych jest obojetne, poniewaZz w jego wnetrzu zawsze mozna znaleZé inny
réwnoleglobok znajdujacy si¢ w tym samym stanie granicznym, ale na krawedziach ktérego
bedg istniaty tylko naprezenia normalne.
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Po nabyciu przez material anizotropii, w wyniku wstepnych odksztalcen plastycz-
nych — np. w kierunku osi x — obrdt taki jest niedopuszczalny.

Dla znanych katédw «, migdzy kierunkiem wstepnego odksztalcenia a kierunkiem
obcigzenia wtérnego o, zgodnie ze znanymi zalezno$ciami, moZna napisaé:

2
G, = 0, cos?u,
(6) o, = 0,-sin’a,
Tyy = Ty, = Oy SiNA-COS K,

gdzie przez oy, 0y, Tx, 0Znaczono skladowe granicznego stanu naprezenia réwnoleglo-
boku ABCD.

yl
(o
- -7 \\
-7 NS
Prae 2 \
op=0 o
Gy
Gy 0 -
- X
Rys. 10 Rys. 11

Doéwiadczalne badania zmian formy krzywej granicznej PLENR (rys. 1) przeprowadza
sig, w oparciu o podane wyZej rozwazania, metoda jednoosiowego rozciagania prébek
wycinanych (w réznych kierunkach) z materialu poddanego wstepnej plastycznej defor-
macji.

Sposéb wyznaczania i badania powierzchni plastycznoéci metoda jednoosiowego
rozciggania plaskich probek zostal podany przez SzZCzEPINSKIEGO w roku 1963 w pracy
[25]. Pozornie ta metoda jest podobna do innych znanych sposobéw badania anizotropii
materialéw w oparciu o préby jednoosiowego rozciggania. Badania te biora poczatek od
pracy von GOLERA i SAacHsA [34] z roku 1929, w ktérej autorzy zwrécili uwage na od-
mienne wlasno$ci mechaniczne w prébkach wycigtych w réznych kierunkach w odnie-
sieniu do kierunku walcowania blach z mosiadzu i srebra. Podobne zjawisko dla aluminium
stwierdzili nastgpnie SCHMIDT i WASSERMANN [35] w roku 1931. Z nowszych prac, w ktd-
rych zajmowano sie badaniem anizotropii polikrystalicznych metali metoda rozciagania
prébek wycinanych w réznych kierunkach mozna wymieni¢ [36-38, 54-56). Wyniki tych
badan przedstawiano we wspélrzednych biegunowych, gdzie wzdhuz promieni odkladane
sa warto$ci badanego parametru lub we wspdlrzednych prostokatnych, w ktérych badana
wielko§¢ mechaniczna jest funkcja kgta a.

Podany przez SzCzEPINSKIEGO zwiazek wynikéw préb jednoosiowego rozciagania
z krzywa graniczng PLENR na powierzchni plastycznoéci (rys. 1) umozliwil przeprowa-

T*
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dzenie szerszej i glebszej analizy wynikow doswiadczen. W oparciu o t¢ metode wykonano
do tej pory zaledwie kilka badan [25-27, 39, 57] ale otrzymane z nich wyniki zastuguja na
uwage. Metode te stosowalem w swoich badaniach wtdérnej powierzchni plynigcia przy
poszukiwaniu efektu pamieci materialu poddanego duzym odksztalceniom plastycznym.,
Wyniki tych badan zostaly podane w pracy [27].

Najprostsze doSwiadczenia, zgodnie z omawiang metoda, przeprowadza si¢ w nastepu-
jacy spos6b. Duzg prébke, wycieta z arkusza blachy, poddaje si¢ rozcigganiu w okre$lo-
nym kierunku az do momentu uzyskania planowanej wartoSci obcigZenia. Nastepnie,
po odciazeniu, z tej duzej prébki wycina sig male prébki pod réznymi katami « do kierunku
wstepnego obcigzenia. Kazda mala prdbke poddaje si¢ ponownemu jednoosiowemu roz-
ciaganiu dla znalezienia zaleznosci naprezenia-odksztalcenia. Wykresy te sa podstawa
do wyznaczania krzywej granicznej, odpowiadajace] elipsie PLENR na powierzchni pla-
stycznodci dla matecialu przed plastycznym odksztalceniem.

5.3. Okroélanic powierzchni plyniecia metoda badanin plaskich prébek krzyzowych

Bardzo czesto w konstrukcjach budowlanych polaczenia wykonane sa z plaskich ele-
mentéw blaszanych. W wigkszoéci przypadkéw na konstrukcje te dzialaja obcigzenia
statyczne, przy czym dopuszcza si¢ w nich nieznaczny rozwdj odksztalcen plastycznych.

Nacigcia o sze-
rakasci 06 mm

I

Rys. 12

Zastepujac prébki rurkowe plaskimi, mozliwe jest przeprowadzenie badan do$wiadczal-
nych tych prébek w warunkach zblizonych do rzeczywistych, w jakich pracuja elementy
blaszane konstrukcji budowlanych. Ksztatt tych probek zalezy od rodzaju obcigzen jakim
beda one poddawane. Na rys. 12 pokazano plaska prébke krzyZzowa, taka, jakie w pracach
[58-60] stosowano do badan w warunkach dwuosiowego rozciggania. Waskie przecigcia
w ramionach wykonuje si¢ dla uzyskania wyréwnanego obciazenia czefci $rodkowej
probki. Plastyczne odksztatcenie poczatkowo rozwija sie w czeciach chwytowych prébki,
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oslabionych nacigciami. Po umocnieniu si¢ materialu w ramionach prébki, wywolanym
plastycznym odksztatceniem, wzrost obciazenia wywoluje nastepnie plastyczne odksztal-
cenia w czgéci Srodkowej prébki. Odksztalcenia prébki mierzono elektrycznymi tensome-
trami oporowymi i tensometrami mechanicznymi. W poblizu nacieé, na stosunkowo
malych obszarach (4-5 mm), wystgpowala podczas obciazania koncentracja naprezes,
ktéra jednak w miarg¢ zblizania si¢ do obszaru §rodkowego prébki zanikata. W obszarze
pomiarowym prébki naprezenia rozkladaly sie wiec dostatecznie réwnomiernie. Stopied
jednorodnoéci naprezen w rejonie rozmieszczonych czujnikéw pomiarowych ustalano na
podstawie wykreséw o— & (napreZenie-odksztalcenie) wyznaczanych w réznych miejscach
i kierunkach. Prébki obcigZano w specjalnym urzadzeniu dZwigniowym. Zwickszanie
obcigzenn odbywalo si¢ w nim przez napetnianie woda pojemnika zawieszonego na dZwigni
obciazajacej.

Odmienne urzadzenie do dwuosiowego rozciagania prébek krzyzowych zostalo podane
przez GORBA i OSTROWSKIEGO w pracach [62, 63].

Rys. 13

Zagadnieniem badania plaskich prébek, poddawanych dwuosiowemu rozcigganiu,
zajmujg si¢ rowniez SHIRATORI i IKRGAMI w pracy [40]. Stosowane przez nich prébki
krzyzowe roznig sie znacznie od pokazanych na rys. 12. Prébki obcigZane sa w specjalne
maszynie badawczej. ObciaZenie robocze jest wywotywane przez olej doprowadzany pod
ci$nieniem z dwdéch pomp. Kazda pompa zasila dwa hydrauliczne podnoéniki ustawione
na przeciw siebie. ObcigzZenie to jest przekazywane do probki za posrednictwem wodzika
i uchwytu. Do wodzikéw przymocowany jest mechanizm réwnomiernego przesuwu,
typu pantografu, ktdéry utrzymuje prébke w stalym potozeniu §rodkowym. Polaczenia
sworzniowe w uchwytach sa dodatkowym zabezpieczeniem prébek przed poflizgem.

Na rys. 13 pokazano schemat mechanizmu do réwnomiernego przesuwu. Jak juz wyzej
wspomniano, jest to mechanizm typu pantografu, zlozony z szeSciu pretow — Ay By,
CoDqy, AoEy, CoEy, DoFy 1 ByF,. Prety te sa polaczone sworzniami w punktach A,
B,, Co, Do, E, i F,. Srodki pretéw — A By i Co Dy — sa przymocowane do podstawy
maszyny, a punkty E, i F, — do wodzikéw umieszczonych na przeciw siebie. Podczas
przesuwania si¢ punktu E, do poloZenia E, prety Aq By i Co D, 0brécs sig odpowiednio do
poloZenia A; B, i C, D,. Zatem, punkt F, przesunie si¢ do polozenia F;, o odcinek réwny
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E,E, . Tak wiec, przesuniecia dwéch wodzikdw sa rdwne, a Srodek prébki nie ulega prze-

sunieciu w czasie przeprowadzanych badan. Obciazenie doprowadzane do prébki jest
mierzone miedzy uchwytem a wodzikiem.

Prébki uzywane do badan skladaty sie z paskiego krzyzowego korpusu i o$miu plytek
wzmacniajacych ramiona probki. Ksztalt i czesci sktadowe prébki pokazane sa na rys. 14,
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W metodyce badan tego typu prébek wymagane jest aby: a) obszar réwnomiernej plastycz-
nej deformacji w prébee byt mozliwie duzy, b) stan naprezenia w wymienionym obszarze
byl jednoznacznie okre§lony dla danego obciaZenia. Pierwszy warunek zwigzany jest
z rozmiarem i ksztaltem poszczegdlnych obszaréw prébki, natomiast drugi warunek
zwiazany jest z zaokragionym przejsciem migdzy ramionami prébki. Oba te warunki
zostaly zbadane do§wiadczalnie, a wyniki tych badan uwzglednione przy ostatecznym wy-
borze ksztaltu i wymiardw probki. Doswiadczalne badania réwnomiernoéei odksztalcen
przeprowadzono na czterech odmianach prébek (rys. 15). Najkorzystniejszym rozwiaza-
niem okazala si¢ prébka typu III. W prébcee tej ptyty wzmacniajace maja od strony $rod-
kowej wkleste wyciecia. Zmniejszaja one wplyw oddzialywania ramion na $rodkowy obszar
probki.

Na podstawie pomiaréw rozkladu naprezen w obszarze §rodkowym probki stwier-
dzono, ze zaokraglenie miedzy ramionami prébki nie ma wiekszego wplywu na warunki
napreZenia panujace w tym obszarze. Najkorzystniejsza sytuacja jest jednak wéwezas, gdy
promien tego zaokraglenia jest mozliwie maly. Naprezenie nominalne jest, jak wiadomo,
definiowane jako iloraz obciaZenia przez powierzchnig przekroju. Naprezenia te obliczono
dla dwoéch przekrojéw, I'i II, (rys. 16). Cyfra I oznaczono przekrdj najwezszej czesci

Rys. 16

ramienia probki, a przez II — przekrdj przechodzacy przez punkty styku stycznej do
dwoéch sasiednich zaokraglef. Prébke poddano dwuosiowym obciaZzeniom, podczas kto-
rych za pomoca tensometréw w ksztalcie rozety mierzono odksztalcenia sprezyste. Okre-
§lone na tej podstawie napreZenia poréwnano z wartosciami obliczonymi. Okazalo sig, Ze
zgodno$¢ ta jest lepsza dla przekroju II. A wigc, napreZenia w centralnym obszarze prébki
okreS§lano dzielac wartoéci obciaZzenia przez pole przekroju I1.

Yatwo zauwazyé, Ze obszary réwnomiernej plastycznej deformacji w prébkach sa
inaczej uzyskiwane w metodzie Baldina-Trofimowa 1 inaczej w metodzie Shiratori-Tke-
gami. W pierwszym przypadku — przez odpowiednie naciecia czeéei chwytowych, w dru-
gim — przez odpowiedni ksztalt i geometric plytek wzmacniajacych czeci chwytowe
probki.

5.4. Okreflanie powierzchni plynigcia meétods dwuosiowego fcigkania

W pracach BAEDINA, GEMMERLINGA 1 TROFIMOWA [59, 60], oprécz badan w warunkach
dwuosiowego rozciggania, przedstawiono réwniez sposéb przeprowadzania préb przy
dwuosiowym $ciskaniu. Prébki wykonywano w formie grubych plytek o wymiarach
80x 80 mm i grubosci 14 do 16 mm.
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Na rys. 17 pokazano schemat urzadzenia Sciskajacego. Jak wiadomo, w zwyklych
prébach na jednoosiowe §ciskanie badane prébki umieszcza si¢ migdzy dwiema sztywny-
mi plytami prasy. Wada tych badan jest to, ze tarcie migdzy plytami a powierzchniami
czolowymi probek przeszkadza w swobodnym rozwijaniu poprzecznych odksztatcen
i tworzeniu plaszczyzn poslizgu w koficowych czgsciach prébki. Dla zmniejszenia wptywu
powy2szego niekorzystnego zjawiska w urzadzeniu na rys. 17 wprowadzono tzw. stempel
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podatny, zlozony z pakietu waskich piytek 2, sprezystej podkiadki gumowej 3 i metalo-
wego cylindra I. Plytki, nie zwigzane ze soba, maja mozliwo$é rozsuwania sie w czasie
pracy. Przekazywanie obciaZenia na prébke przez pakiet waskich plytek (nazywanych
grzebieniem) zapewnia znaczng swobod¢ w rozwijaniu poprzecznych odksztalcen, w ptasz-
czyZnie rysunku, korcowych czeéci prébki. W kierunku grubo$ci probki istnieje w dal-
szym ciaggu ograniczenie deformacji, tak jak przy stemplach sztywnych. Swobodna defor-
macja w kierunku gruboéci moglaby mie¢ miejsce jedynie wtedy, gdyby nacisk na prébke
byt wywierany za poSrednictwem precikéw, tak aby na gruboéci prébki umieszczonych
bylo szereg oddzielnych igielek. Takie rozwiazanie konstrukcyjne byloby jednak zbyt
skomplikowane.
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Przyjecie podatnego stempla w ksztalcie pakietu plytek oraz smarowanie czoltowych
powierzchni probek proszkiem grafitowym ograniczato poprzeczng deformacje w kie-
runku gruboéci do bardzo waskich obszaréw kraficowych (5-6 mm). Pozostala cze§é
badanego materialu probki, a zwlaszcza strefa, w ktérej dokonywano pomiardw, byla
wolna od wplywu tréjosiowego stanu naprezenia. W kierunku poziomym (nacisk N)
prébke obciazano w poziomej prasie, w kierunku pionowym (nacisk P)-— za pomoca
hydraulicznego podnoénika 6. Podnoénik umieszczony jest w trawersie zlozonej z dwéch
plyt 4 i polaczonych czterema §ciagaczami 5.

Odmienne rozwigzania konstrukcyjne urzadzen obciazajacych do badania prébek przy
dwuosiowym, a nawet przy tréjosiowym, §ciskaniu podane sa miedzy innymi w pracach
SOENCEWA i JAGNA [61] oraz KRISCHA i WERNERA [41].

5.5, Okreslanie powicerzchai plyniecia metods obcigzania pasma kombinaciy rozeingania i poprzeczuego §ciskania

W pracach BALDINA, GEMMERLINGA I TROFIMOWA [59, 60] podana zostala metodyka
badasi pasma poddawanego rozciaganiu w jednym kierunku i §ciskaniu w drugim, prosto-
padtym do pierwszego. Uklad obciazajacy jest podobny do zestawu podanego na rys. 17.
Réznica dotyezy tylko sposobu obciaZania poziomego. Probka w ksztalcie pasma usta-
wiona wymiarem dtugosci w kierunku poziomym jest w tym kierunku rozciggana za po-
moca zwyklej zrywarki poziomej. Sciskanie prébki (nacisk P), podobnie jak na rys. 17,
realizuje si¢ hydraulicznym podno$énikiem poprzez podatne stemple. Podkladka gumo-
wa 3, utozona na dnie stalowego cylindra /, ma na celu zabezpieczaé réwnomierny roz-
klad obcigZzenia na plytki i niezalezny udzial kazdej z nich w procesie obcigZania.

Podobne badania, polegajace na rozciaganiu plyty przy réwnoczesnym poprzecznym
jej §ciskaniu pomigdzy dwoma stemplami, przeprowadzili BOwDEN i JUKES [42].

5.6. Okreslanio powierzchni plynigcia metody rozeigganin plaskich prébek z nacigciami

Metodg t¢ pierwszy zaproponowal BIILARD [43), a teorig podal HiLL [49-51]. Polega
ona na rozciaganiu plaskich prébek z nacietymi bruzdami (rys. 18), w ktérych w mo-
mencie uplastycznienia pojawia sie plaski dwuwymiarowy stan naprezenia. Metoda
opiera si¢ na analizie mozliwoéci wystapienia lokalnej linii nieciagtoéci predkoéei oddzie-
lajacej sztywne obszary.

Wyniki badaii okrefla si¢ za pomoca parametréw Lodego p i » oraz przedstawia
w gléwnych naprezeniach i odksztalceniach. Jezeli pasmo ostabione dwoma niesymetrycz-
nie nacigtymi karbami lub naciete po obu stronach dwiema bruzdami (rys. 18) zostanie
poddane jednoosiowemu rozciaganiu, to w strefie materialu laczacej dna karbéw lub
w bruzdzie pojawia si¢ odksztalcenia plastyczne. Zostang one wywolane przy odpowied-
niej wartoéci sity rozciagajacej P. Odksztalcenia te beda mialy charakter uko$nego prze-
wezenia. Czeéci materiatu sasiadujace z szyjka beda w stanie sprezystym, ktéry przy
malych warto§ciach odksztalcei moze byé uwazany jako sztywny. Wzgledny ruch obu
czgsei sztywnych prébki okre§lony jest przez wektor przemieszezenia lub wektor predkoSci
przemieszczenia V. Wektor ten jest nachylony do linii szyjki pod katem % (rys. 18). Istnie-
nie karbéw lub bruzd lokalizuje odksztalcenia materialu w ostabionej strefie. Wynika
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stad, Ze kierunek wzglednego przemieszczenia sztywnych czgdci jest zalezny od kata na-
chylenia strefy ostabionej i od wlasno$ci materiatu. Jezeli szerokos$¢ s jest duzo mniejsza
od diugodci I, to kierunek wzdiluz szyjki i kierunek prostopadly do wektora ¥V mogna
uwazaé za nierozciagliwe. W teorii ciala idealnie plastycznego kierunki te sa kierunkami
charakterystyk predkosci. Zgodnie z oznaczeniami na rys. 18b, skladowe wektora pred-
koéci ¥V wyniosg:

7N V.= Vsiny, V, = Vcosy

a skladowe tensora predkosci odksztalcenia wyznaczymy z zaleZnosci

i . . Vv, Vv
(8) b = 143 = M, & =0, &, y . LCOSY

|

Rys. 18

Gléwne predkoéei odksztalcenia otrzymamy ze wzordw:

3 = %(1 +siny),
)

V (él > éz)
£, = —-E(l—smtp),

Trzecia gldwna predkos$é odksztatcenia moze by¢é wyznaczona z warunku zmian objetodci
materialu w stanie plastycznym. Dla materialu nieéci§liwego wynosi ona

(10) &y = -TVsimp.

Kierunki gléwne predkosei nachylone sg do kierunku szyjki pod katami ¢ = /4192,
Jak juz wyzej wspomniano, w szyjce rozciaganych prébek, w momencie uplastycznie-
nia pojawia si¢ plaski stan napreZzenia. W ogdélnym przypadku stan ten jest statycznie
niewyznaczalny, z wyjatkiem przypadku, gdy material jest izotropowy. Spelniony jest
wéwezas warunek wspotosiowosei kierunkéw gtéwnych tensoréw naprezenia i predkosci
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odksztalcenia. Rozpatrujac réwnowage elementn wycigtego w szyjce otrzymamy nastepu-
jace wyraZenia na napreZenia gléwne:

_ Co . _
- a = cosyp [sin(0 — ) +cosb], e
B _ﬂ)__ . 3 N 3 = >
G, = cosp [sin(6—y)—cosf],

gdzie oy = P, jest naprezeniem dziatajacym pomigdzy brzegiem szyjki a obszarem
sztywnym. Stan ten jest wazny tylko dla odpowiednio szerokiego pasma, a metoda daje
dobre wyniki badania materiatu tylko do chwili uplastycznienia.

VT
L

-

>

Rys. 19

Dla materialu izotropowego w plaszczyZnie pasma wyznaczamy z do$wiadczenia kie-
runek nieciaglodci predkosci ¥ dla szeregu prébek o réznym nachyleniu bruzdy 6 oraz
warto$¢ sily rozciagajacej w momencie uplastycznienia. Na tej podstawie obliczamy na-
prezenia glowne, ktére po naniesieniu na plaszczyzne o, o, pozwalaja na weryfikacje
warunku plastycznosci.

Mozliwe jest réwniez przeprowadzenie analizy wynikéw, uzyskanych ta metods, za
pomocy parametrow- Lodego p i » [49]. ‘

Wada oméwionej metody jest to, ze kat v nie mozZe byé dany, a wynika jedynie
z wlasnoéci badanego materiatu. Mimo to, o przydatnofci jej §wiadczy szereg prac doty-
czacych badania zaréwno metali [3, 43-46], jak i innych materialéw [47].

Istotnym elementem samego do$wiadczenia jest ustalenie kierunku wzglgdnego prze-
suniecia czeci nieuplastycznionych. W tym celu na powierzchni prébki nalezy naniesé
siatkg rys réwnolegltych i prostopadlych do kierunku dhuzszego boku prébki. Poréwnanie
rys siatki przed i po rozcigganiu pozwala na okre§lenie kata y. Pewne odmiany podanej
metody wyznaczania wektora przemieszczenia podajg prace [44, 46, 48].

Niesymetrycznie nacigte karby lub bruzdy mogg byé przyczyna skrecania dwéch czedei
sztywnych prébki. Dla uniknigeia tego niekorzystnego efektu, na prébee nacina si¢ dwie
pary ostabien, tak jak to pokazuje rys. 19.
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Opisana metoda daje dobre wyniki przede wszystkim przy badaniu powierzchni pla-
stycznoéci materialu wyjSciowego, ale BARAYA 1 PARKER [46] wykazali, Ze moZe ona by¢é
stosowana réwniez do opisu wtérnych powierzchni plynigeia materiatéw po plastycznym
odksztatceniu.

5.7. Badapic powierzchni plynigeia motods zginanych plyt

Metoda badania powierzchni plastycznoéei, oparta na teorii plyt, zostala podana
w pracy THEOCARISA 1 HAZELLA [52]. Zaleta tej metody jest to, Zze pozwala na badanie
ksztattu powierzchni w catej dwuwymiarowej plaszczyznie naprezen gldwnych. Badania
przeprowadza si¢ na plytach réwnoleglobocznych poddawanych dzialaniu kombinacji

P p
a b
g NE—
/{
v
s
v
s
/
[
¢ l st
\ //,
\ ///
%
-7 0
— I A
£ — 1"
if
Z
Rys. 20

momentow zginajacych. Do wyznaczenia punktéw w drugiej i czwartej ¢wiartce plaszczyz-
ny momentow zginajacych uzywa sie plyt rownoleglobocznych, zginanych dwoma parami
sit przylozonych w naroznikach. Wyznaczanie punktOw w pierwszej 1 trzeciej ¢wiartce
jest bardziej zlozone. Polega na superpozycji wynikéw badan: plyty kwadratowej pod-
partej w czterech naroznikach i obciazonej w §rodku oraz piyty kwadratowej podpartej
w dwéch przeciwleglych naroznikach i obciazonej w §rodku.

Na rys. 20 pokazano trzy rézne sposoby obcigzania plyt réwnoleglobocznych do bada-
nia calej powierzchni plastycznoséci w plaszczyZnie gléwnych momentdw zginajacych.

Metoda pozwala na badanie powierzchni plastycznoéci zaréwno materialu wyjscio-
wego, jak 1 po wstepnym odksztalceniu plastycznym.

Plyty o réznej geometrii, poddawane réznym sposobom obcigZenia, znajduja si¢ w réz-
nych warunkach plaskiego stanu naprezenia. Metoda jakkolwiek bardzo prosta jest obar-
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czona pewng niedoskonatoscia. Wynika ona stad, ze zginanie wytwarza na grubosci plyty
nieréwnomierny rozkiad naprgzen. Dlatego tez, uzyskane wyniki dosfarczajq informacji
o wzglednych ksztattach powierzchni plastycznoéei, a nie o jej absolutnych rozmiarach,
Badania krzywych plynigcia, zaréwno materiatu wyjSciowego, jak i po wstepnym od-
ksztalceniu plastycznym, przeprowadza si¢ na plytach o tej samej grubosci.

Wytnijmy z plyty prostokatnej réwnoleglobok utworzony przez linie taczace $rodki
bokéw prostokata. Powierzchnig siodtowa dla tego réwnolegloboku otrzymamy wéwczas,
gdy obciazymy go w naroznikach dwiema parami sit skupionych i przeciwnie skierowa-
nych. W wyniku takiego obciaZenia, na bokach réwnolegioboku pojawiaja si¢ réwno-
miernie roztoZone momenty skrecajace, ktére wywoluja zginanie. Taka réwnolegloboczna
plyta, obcigzona w naroznikach przeciwnie skierowanymi parami sit skupionych (rys. 20c),
jest probka przeznaczona do badania drugiej i czwartej éwiartki dwuwymiarowe] plasz-
czyzny momentéw zginajacych. Przez zmiane stosunku przekatnych rombu uzyskuje sie
rézne kombinacje gtéwnych momentdw zginajacych w drugiej i czwartej ¢wiartce.

Do badania granicy plastyczno$ci w pierwszej i trzeciej ¢wiartce plaszczyzny gtéwnych
momentéw zginajacych nalezy uzywaé plyt kwadratowych podpartych w naroznikach
i obciazonych sita skupiona w Srodku (rys. 20a i 20b).

Istotnym elementem badan w tej metodzie sg pomiary ugieé¢ plyt. Interesujacy sposéb
tych pomiaréw metoda Moire przedstawil THEOCARIS [53]. Zostal on zastosowany przez
THEOCARISA i HAZELLA [52] do badania powierzchni plastycznodci aluminium w stanie
wyjéciowym 1 po plastycznym odksztalceniu.
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Summary

METHODS OF STATIC EXPERIMENTAL STUDIES OF PLASTIC FLOW OF METALS

Methods of quasi-static experiments of plastic flow of metals under complex loadning are pre-
sendet. Attention is paid mainly to the investigations of yield surfaces in plane stress conditions
performed on flat or tubular specimens.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 sierpnia 1974 r.
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TEORETYCZNA ANALIZA PROCESU WYCISKANIA RURY
Jerzy Bratrkiewicz (Krakow)
1. Wstep

Teoria ptyniecia oSrodka sztywno-idealnie plastycznego w warunkach osiowo-syme-
trycznego stanu naprezenia i odksztalcenia obejmuje swym zakresem wiele waznych prak-
tycznie zagadnied. Pomimo istotnego postgpu w przystosowaniu analizy opisujacych ja
réwnan do zastosowan, kierujac si¢ znaczng czasochlonnodcia, a nawet nieosiagalnoscia
§cistych rozwiazas, niejednokrotnie rezygnujemy z opisu osiowo-symetrycznego rozpatru-
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Rys. 1

jac formalnie zagadnienie w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia. Postepowanie
takie w oparciu o prace poréwnawcze przeprowadzone przez THOMSENA 1 wspdlpracow-
nikéw [1] w licznych przypadkach prowadzi do dobrego przyblizenia zwlaszcza dla wy-
znaczenia wielko$ci sil wystepujacych w procesie deformacji plastycznej. W rezultacie
przeprowadzonych pordwnan dla wybranych zagadnien brzegowych [2] stwierdzono np., Ze
$§rednie ciénienie dla procesu wciskania stempla w warunkach osiowo-symetrycznych jest
o 9,8% wieksze od obliczonego dla tego sainego zagadnienia w warunkach plaskiego
stanu odksztalcenia, natomiast sila wciskania ostrego klina dla kata 60° jest okolo 12%
nizsza od wynikajacej z rozwiazania osiowo-symetrycznego. Podobna analiz¢ porownaw-
czg mozna przeprowadzi¢ dla szeregu innych waznych praktycznie przypadkéw, jak
np. procesu kucia matrycowego przedstawionego w pracy [3], gdzie zastosowano teorig
plaskiego stanu odksztalcenia do rozwigzania problemu w warunkach symetrii osiowej,
kiedy wyciecia w obu poléwkach matrycy tworza powierzchnie obrotowe.

Ponizej podane zostanie rozwigzanie procesu wyciskania rury schematycznie przed-
stawionego na rys. 1. Istotng cecha charakteryzujaca rozpatrywany proces jest brak sy-

8 Mechanika teorctyczna
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metrii w obszarze odksztalcen plastycznych ECAD. Fakt ten spowodowany jest nieréw-
nomierng redukcja gruboséci §cianki rury od strony $rednicy zewnetrznej D, i wewnetrz-
D, —d,
2
krawedzi AD i EC wzgledem osi x; (f, # «,). ZaloZenia te eliminujg mozliwo§é wskaza-
nia bezpofredniego, uzasadnionego technologicznie odpowiednika rozpatrywanego pro-
cesu osiowo-symetrycznego w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia. Mozna wpraw-
dzie wskazaé na analogie z procesem przeciggania blachy z mala redukcja grubosci roz-
wigzanym przez HIiLLA i TuppErA [4], niemniej jednak tylko w przypadku spetnienia
wyzej sprecyzowanego warunku symetrii.

nej D, 7 do_ZDo) oraz w ogélnym przypadku odmiennymi katami nachylenia

2. Analiza teoretyczna

Analizie zostanie poddany szczegdlny przypadek procesu, dla ktérego obszar plastycz-
ny scharakteryzowany jest stosunkami wymiaréw Ah,[Ah, = 4 oraz hy[h; = 2,04. Przyj-
miemy, Ze¢ na liniach kontaktu materialu z matryca nie wystgpuja sity tarcia.

Mozliwo§¢ zastosowania teorii plaskiego stanu odksztalcenia do rozwiazania podob-
nego problemu osiowo-symetrycznego zostata przedyskutowana przez HiLLa [5] na przy-
kladzie redukeji grubosci $cianki wyttoczki bez zmiany jej §rednicy wewnetrznej (wyniki
analizy HiLea przytoczono w ksiazce [2]).
ho—hy

ho

jest réwniez w znacznej mierze realizowana na Srednicy zewngtrznej (41%). Niewielkie
odksztalcenia majgce miejsce na §rednicy wewngtrznej (okoto 10%,) nie zmieniaja w spo-
s6b istotny przeprowadzonej przez HiLLa analizy oszacowan. Nalezy wigc oczekiwad, ze
przytoczone poniZej rozwiazanie przy zastosowaniu teorii plaskiego stanu odksztalcenia
powinno daé dobre przyblizenie wystarczajace dla celéw praktycznych. Zatéimy, Ze roz-
kiad naciskéw wzdtuz linii kontaktu materialu z matryca AD i trzpieniem CE jest staly
na calej ich dlugosci. Oczywicie wielkoéci tych naciskéw z uwagi na wspomniany brak
symetrii beda na obydwu krawedziach rézne. Przyjmujac je jako parametry (wartoéci
na poczatku rozwigzania sg nieznane) otrzymujemy w otoczeniu linii 4D i CE elemen-
tarne przypadki zagadnien Cauchy’ego prowadzace do jednorodnych pdl naprezen AJD
i CFE (rys. 21 3). Do pdl tych przylegaja wycinki biegunowe o prostoliniowych krawg-
dziach wychodzacych z punktéw osobliwych: 4, D, C i E. Katy wycinkéw biegunowych
na obecnym etapie rozwigzania sa nieznane. Wychodzgc nastepnie z tukéw kolowych JX
i JL oraz GF i HF mozna zbudowa¢ siatki w czworokatach krzywoliniowych JLBK i FHBG
rozwiazujac zagadnienia charakterystyczne.

Zasadniczo rozwiazanie sprowadza si¢ do wyznaczenia poloZenia punktu B, w ktérym
obie czgéci siatki charakterystyk stykaja sie. W punkcie tym zbiegajace si¢ charakterystyki
tej samej rodziny musza mieé wspdlna styczna. Teoretycznie punkty te w obszarze roz-
wigzania wyznaczaja pewna krzywa. Z uwagi jednak na skoficzona gesto§é linii charak-
terystyk, ktdra $cifle wiaze sig z przyjeta podziatka katowa wachlarzy (w pracy przyjeto
Ay = 3°) otrzymano dwa poloZenia punktu B, wskazujac tym samym dwa réine roz-

Calkowita redukcja grubo$ci §cianki rury 1009, = 519 w naszym przypadku
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wiazania kinematycznie dopuszczalne, stanowiace gorna oceng sity wywolujacej plyniecie
plastyczne (rys. 2 i 3).

Plany predkoéci dla obydwu rozwiazari przedstawiono na rys. 2a i 3a. Budowe ich
rozpoczynamy od zalozenia predkosci z jaka porusza sie sztywna cze$¢ materialu na lewo
od linii DBE. Je§li przyjmiemy, Zze wynosi ona ¥V, wéwczas z warunku niesci§liwosci

8*
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otrzymamy predko$é materiatu po wycisnieciu, V, = Vl%. Na hodografach predkoéci
1

te reprezentuja wektory odiozone z bleguna 0" w kierunku réwnoleglym do osi x plasz-

czyzny fizycznej, przy czym 0'0% = V,i0B* = V,. Linie poslizgun DKBHC i ALBGE

s liniami nieciagtosci predkoéci. Predko$ci w punkcie B od strony obszaréw plastycznych

powyZej i poniZej osi x odwzorowane sa na hodografach odpowiednio przez wektory

0B 0'B". PoloZenie punktéw B’ i B, jak zaznaczono na rysunkach, wyznaczono przy
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pomocy katéw dq,: i 0o,:, jakie tworza charakterystyki 4B 1 BC z osiag x w punkcie B.
Predkosci po prawej stronie odcinkéw BK i BG linii nieciagloci odwzorowane sg przez
tuki okregéw B'K’ i B"G' ze §rodkiem w punkcie 0*. Podobnie predkosci po lewej stronie
odcinkéw BL i BH linii nieciaglosci przedstawiaja tuki B'L’ i B”H' ze $rodkiem
w punkcie B*.

Dane wyjéciowe na tych tukach prowadza do zagadnien charakterystycznych dla pol
K'B'L'J' i GB'H'F, ktérych punkty odwzorowuja predkosci wewnatrz obszaréw KBLJ
i GBHF. Oczywiscie wektory 0JiOF opisujace predkoéci pdl tréjkatnych DJ4 i EFC
beda réwnolegle odpowiednio do $cianki matrycy 4D i trzpienia EC.

s,
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Rys. 4

Postugujac sie siatka linii poslizgu i odpowiadajacym jej hodografem (rys. 3 i 3a),
na rys. 4 przedstawiono w skali wektory predkosci w polu odksztalcenia plastycznego.
Wzdtuz zarysowujacych si¢ linii pradu plynigcia widoczne jest zwigkszenie moduldw
wektoréw predkosci. Z faktu tego mozemy wnioskowaé o spelnieniu w calym obszarze
odksztatcenia warunku dodatnio$ci dysypacji mocy. Analogiczny wniosek wyplywa z roz-
wiazania przedstawionego na rys. 2 i 2a. Odpowiedni rysunek pominigto z uwagi na nie-
duze réznice w rozktadach pél predkosei dla obydwu rozwigzan.

Wstepnie sparametryzowane wielkoéci naciskow na krawedziach AD i CE dla uzyska-
nych siatek linii po$lizgu mozna ustali¢ w oparciu o warunek brzegowy. Z réwnowagi
bowiem sztywnej i zarazem swobodnej czg§ci materiatu wynika, Ze wypadkowa naprezen
po prawej stronie linii ABC jest réwna zeru. Warunek ten lacznie ze zwiazkami wzdiuz
charakterystyk pozwala okreslié warto§é §redniego ciSnienia w dowolnym punkcie pola
linii podlizgu. Wyczerpujace informacje zwiazane ze sposobem formutowania zwiazkow
analitycznych zamieszczono w ksiazkach [1, 2, 5].
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Wielko$¢ sily naciskajacej F powodujacej proces plynigcia plastycznego mozna wy-
znaczyé na dwéch drogach: poprzez zréwnowaZenie naprezen wzdiuz charakterystyk DB
i BE lub obliczenie warto$ci sktadowe]j poziomej nacisku, jaki material wywiera na powierz-
chni¢ robocza matrycy 4D i trzpienia CE.

4F
2
JskAh:
25000 —
20000
15000 |~
10000~
5000
A I N OSSN B L1 ! -
20 40 60 80 00 Dy
Ahy
Rys. 5

Na rys. 5 przedstawiono szczegSlny przypadek zaleznosci sity wyciskania od polozenia
obszaru plastycznego wzgledem osi symetrii przyjmujac Ay = 12 mm i 4h, = 2,5 mm.

Na osi pionowej wykresu odlozono bezwymiarowa wielko$é sity n_—]jj%z— (k stanowi gra-
1

nicg plastyczno$ci materialu na §cianie), natomiast of poziomg zwigzano z wartoscia
§rednicy wewnetrznej rury przed procesem wyciskania Do/4h,. Z wykresu wynika, Ze
blizsze $cistego bedzie rozwiazanie przedstawione na rys. 2 (oznaczenia linii przypo-
rzadkowano odpowiadajacym im rozwigzaniom). Oczywifcie nalezy pamigtaé, Ze sto-
sownie do uwag zawartych we wstepie warto$¢ sity uzyskana w oparciu o teorie plaskiego
stanu odksztalcenia be¢dzie niZsza niz wynikaloby to z rozwiazania osiowo-symetrycznego.
Mozna jednak przyjaé, Ze w miare oddalania si¢ obszaru plastycznego od osi symetrii
(na rys. 5 wraz ze wzrostem odcigtej Dy/4h;) réznica ta bedzie malata do zera. Dolnego
zakresu Dy /4h,, dla ktérego rozwiazanie przy zastosowaniu teorii plaskiego stanu od-
ksztalcenia ma sens, nie ustalono.

3. Uwagi koncowe

Duze znaczenie praktyczne procesu wyciskania zwiazane jest ze szczegélnymi jego wa-
lorami techniczno-ekonomicznymi. Rury bowiem otrzymane na drodze wyciskania cha-
rakteryzuja si¢ polepszona struktura wewnetrzng, duza dokladnoécia oraz dobra jakoécia
powierzchni. Wytwarzanie ich zwigzane jest réwniez ze znaczna oszczedno$cia materia-
towa. Mozliwo§¢ rozszerzenia zastosowan procesu wyciskania wymaga opracowania
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metod obliczen wielkosci sity, ktéra stanowi niezbedna informacje dla projektanta odpo-
wiednich urzadzen. Przedstawione rozwiazanie z niesymetrycznym obszarem plastycznym
mozZe stanowi¢ jeden z ogdlniejszych przypadkéw procesu wyciskania w warunkach osiowo-
symetrycznych.
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B paGore npeAcTaBIIeHO pellleHHe IS NPOLECCa BINaBINBaHNA TpyObl ¢ HECHMMETPHYHOH IUIACTH~
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KKXOro M3 HuX nocrpoer roxorpad. Ilpencrasneno taxke pacopefesieHHe BeKTOPOB CKOPOCTei B 00-
nacTa mnactuueckoil aedopmanym.

Summary

THEORETICAL ANALYSIS OF THE PIPFE EXTRUSION PROCESS

Solution of the extrusion process of a tube characterized by unsymmetrical plastic region is con-
sidered under plane strain conditions. As a result of graphical analysis, two different kinematically ad-
missible solutions are obtained together with the corresponding hodographs. The distribution of velocity
vectors in the field of plastic deformation is also found.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcjl dnia 14 paidziernika 1974 r.
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WPELYW SZTYWNOSCI I TEUMIENIA W UKEADZIE STEROWANIA STEREM
WYSOKOQOSCI NA STATECZNOSC PODLUZNA SAMOLOTU I OSCYLACJE STERU*

JERZY M ARYNIAK, ZDOBYSLAW GORAJ (WARSZAWA)

1. Wstep

W pracy zbadano wplyw sztywnosci ukfadu sterowania sterem wysokoéci na statecz-
no$¢ podhuzna samolotu. Rzeczywista sztywno$¢ i thumienie uktadu sterowania zastapiono
sztywnoécia zastgpcza ¢ i o thumieniu wiskotycznym p. Zastosowano teorie malych za-
kiécen [1, 2, 6, 7, 8], co pozwolilo uzyskaé liniowe réwnania ruchu [4, 5]. Zalozono, Ze
wystepuja zakldécenia tylko symetrycznych ruchéw samolotu. Powyzsze zaklécenia majg
wplyw wylacznie na symetryczne obciaZenia samolotu. Pozwala to na rozprzegniecie
uktadu rézniczkowych réwnan ruchu [3]. Zatozono, Zze konstrukcja samolotu jest dosko-
nale sztywna oraz Ze ster kierunku i lotki sa nieruchome wzgledem samolotu. W oparciu
o powyzsze zaloZenia, potoZenie ukladu: samolot + drgajacy ster wysokoéci opisano za
pomoca czterech wspotrzednych nogdlnionych. W celu uzyskania rézniczkowych réwnan
ruchu w ukladzie nieinercjalnym [1, 10] wyprowadzono wyraZenie na bezwzgledna energie
kinetyczna ukladu, a nastepnie zastosowano réwnania Boltzmanna-Hamela.

W dotychczas opublikowanej literaturze wyprowadzenie réwnan ruchu samolotu
z elementami drgajacymi prowadzono w dwdch etapach: wyprowadzano réwnania ruchu
dla samolotu sztywnego, a nastepnie oddzielnie wyprowadzano réwnania Lagrange’a II
rodzaju dla elementéw drgajacych itaczac obie metody prébowano wprowadzi¢ sprzgZenia
do réwnan ruchu samolotu sztywnego [2, 6, 7, 8]. Taka metoda nie zawsze gwarantowala
wprowadzenie wszystkich sprzgZzen w réwnaniach ruchu, co wykazano w niniejszej pracy.
Nastepnie, uzyskane rézniczkowe réwnania ruchu zapisano w postaci macierzowej [5, 9,
11, 12, 14]. Doprowadzono macierzowy uklad réwnan do réwnania macierzowego I rzedu.
Znaleziono wartoéci i wektory wlasne, co pozwolito na obliczenie wspdlczynnikéw thu-
mienia i czestoéci oscylacji wahah fugoidalnych, oscylacji szybkich oraz drgan steru.
Przez poréwnanie z wynikami otrzymanymi dla samolotu sztywnego oraz dla swobodnego
steru drgajacego w inercjalnym ukladzie odniesienia w oplywie i bez oplywu, zbadano
wplyw sztywno$ci ukladu sterowania na stateczno$€. Obliczenia przeprowadzono dla
samolotu sportowego na elektronowej maszynie cyfrowej GIER w Zakladzie Obliczen
Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego przy wykorzystaniu standardowych pro-
cedur.

* Fragmenty pracy byly referowane na IX Migdzynarodowej Konferencji «Dynamiki Maszyn»
w Smolenicach (CSRS) 1974 r. i na Sympozjum «Drgania w ukladach fizycznych», Poznan 1974 r.
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2. Réwnania ruchu samolofu

Roéwnania ruchu samolotu wyprowadzono stosujac réwnania Boltzmanha-Hamela
dla ukladéw holonomicznych w quasi-wspéirzgdnych, ktére s uogélnieniem réwnatn
Lagrange’a II rodzaju. Nalezy podkredlié, ze dla samolotu, w ukfadzie wspdtrzgdnych
zwigzanym ze §rodkiem masy samolotu, nie mozna napisa¢ klasycznych réwnan Lagrange’a
1I rodzaju, gdyz uklad wspdirzednych zwiazany z samolotem nie jest ukladem inercjalnym.

Z1

Rys. 1. Uklad wspoélrzednych i przemieszczen katowych

Wprowadzono uklad wspétrzednych Oxyz zwiazany ze §rodkiem masy samolotu i w tym
ukiadzie przyjeto nastgpujace quasi-wspéirzedne i quasi-predkoéei:

U — quasi-predko$¢ w kierunku osi x,

W — quasi-predko$é w kierunku osi z,

Q — quasi-predko$é katowa wokét osi y,

6 — quasi-wspotrzedna (kat obrotu samolotu wokét osi y),

B — quasi-wspdirzedna (kat wychylenia steru wysokodci z polozenia okrelonego

warunkami lotu ustalonego).

Wprowadzono réwniez inercjalny uklad odniesienia O, x,y,z,, w ktérym poloZenie
samolotu wraz z drgajacym sterem okre§lono za pomoca czterech wspéirzednych uogdl-
nionych:

X, z; — wspolrzedne uogdblnione okreslajace polozenie §rodka masy samolotu,

0 -— kat obrotu samolotu wzgledem osi y,,

f — kat wychylenia steru wysoko$ci z poloZenia okre§lonego warunkami lotu
ustalonego.
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Réwnania Boltzmanna-Hamela dla ukladéw holonomicznych maja postaé [4]

k k
d [oT*\ oT* NN o
(0 7.17( aw,,)" dmy T Vo, e = O

gdzie: u, r, a =1,2, ..., k.
Zaleznoéci pomigdzy predkoéciami uogdlnionymi i quasi-predko$ciami sa okreslone

za pomoca zwiazkéw:
K

k
2 Wy = 2 Agafs  OTAZ g, = Z by,
o=1 pn=1

przy czym

g = ealqis s 4)s  Baw = bey(qy, -, @)
oraz a,, s3 elementami macierzy odwrotnej do macierzy b,,, tzn.
3) [@5,] = [bg,] 7"

W powyzszych wzorach 7, oznacza quasi-wspétrz¢dna, natomiast w, — quasi-pred-
ko$¢, przy czym 7, = w,.

Stan ukladu: samolot + drgajacy ster wysokoSci opisano wiec za pomoca wektora
wspélrzednych uogdlnionych: colfq, 42, g1, q4] = colfx,, z,, 0, f] oraz predkosci uogdl-
nionych: col[g,, §2, 43, 44] = col[x,, 2,, Q, f], a takZe za pomoca wektora quasi-wspol-
rzednych: “

col[ny, 5, 73, 74] = col[n,, =, 0, f]
oraz quasi-predkosci:
col[w, , wy, w3, wg] = col[U, W, Q, Al
Zwiazki kinematyczne pomiedzy ukladami Oxyz i O, x,y,z, sa nastepujace:
X%, = UcosfO+ Wsinf,

@) %, = —Usin+ Weosh.
Na podstawie (2), (3), (4) okreslono macierze: [a,,]i [bs,]:
cosf sinf 0 07
—sinf cosf 0 0
bodota =1 6 0 10)
0 0 01
) - . -
cosf —sinf 0 0
sin0 cosf 0 O
[@odots=1"0 0 10
0 0 01

Po zrézniczkowaniu macierzy [a,,] wzglgdem 6 otrzymano:

[ —sinf —cosf 0 O
da,, B cosf —sinf 0 0
=4 = 1 0 0 oo}l

0 0 00
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Trojwskaznikowe symbole Boltzmanna y}, wystgpujace w réwnaniach (1) obliczono na
podstawie definicji [4]

8(1,.,, aarﬂ
(6) Vie = ; Z ( 3q1 )bﬂﬂbpa

Poniewaz macierze (5) zaleza tylko od wspéirzednej uogdlnionej 6 i maja budoweg
quasi-diagonalna, wyraZenie (6) upraszcza si¢ do postaci

94,4
1) Vi = ) 3o (baybou—bsubos),

o=1
gdzie r=1, 2; p,a=1,2,3
Obliczone na podstawie (7) niezerowe symbole Boltzmanna maja wartodé:
(8) yis = —‘)’:zu = —1; 9yi3=—yi2=1.
Bezwzgledna energia kinetyczna w quasi-predko$ciach uktadu samolot sztywny + drga-
Jjacy ster wysokoéci jest nastgpujaca [1]:

1 3 s
T* = _152 m[(UA+Qz)? +(W—0x) ]+ 5 2 m{[B&;sin(o+
i i
samolot bez steru ster

+ g+ ) + U +Qz]? + [BE cos (e + gy +Bu) + W— Ox*}.
Wprowadzajac momenty statyczne i bezwladnosci calego samolotu S,, J, oraz steru
wysokoéci Suy, Ju,, doprowadzono energi¢ kinetyczna uktadu do nastgpujacej postaci:

1 s .
T = %mU2 +%~mW2 + —;—J,,Q2 +5 g B +Spysin(a+ozy + ) x

X UB + 841,08 (o +0z35 + Bu) W + { g+ Stglles 08 etz + Brr) — znsin ez + Be)] } Q-

Po obliczeniu energii kinetycznej ukladu T™* w quasi-predkoéciach i uwzglednieniu (1)
i (8) otrzymano ukfad réwnan ruchéw symetrycznych samolotu w postaci ogélnej:
— réwnania ruchu samolotu jako ciala sztywnego

d [oT* a:r* L T
d[oT*\ oT* oT*
(10) E?(aW)“ om,  Ud Q = Qu,
d{eT*\ oT* oT* ars
() “(ag)“ g T a0 VT %

— réwnanie uwzgledniajace ruchy steru wysokosci f
d | oT* oT*
al) @ -

Po zrézniczkowaniu energii kinetycznej i uwzglednieniu sit dzialajacych na samolot
otrzymano z (9)-(12) uklad réwnan w postaci (13)-(16).

(12)
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W réwnaniach (13)-(16) wprowadzono oznaczenia malych zmian quasi-predkosci
oraz quasi-wspétrzednych:
1 — przyrost predko$ci lotu ustalonego U, w kierunku osi x,
w — przyrost predkosci w kierunku osi z,
g — przyrost predkosei katowej pochylania, obrét wokdt osi y,
# — zmiana kata pochylenia — obrét wokél osi y

(13) mit+ Sy sin(e+ azy +ﬁ'H)/§—X,,u—wa—X,,q+mgcos010—X,,ﬁ =0,
(14) mw +Sy,cos (ot + oz +Bw) B—Zyu—2Z,,w— (mU, +Z,)q+mgsind, & —-Z;p = 0,
(15) Ty g+ AB— My —M,u—M,w~M,q—~M;B—M;B = 0,
(16) SinS (e + 0 zp + Be) th + Spry COS(o 0ty +By) W+ AG+
+ Ty P — Byt~ B, w—[B,+ U, Syycos(or+ oz +Bu)lqg+

1 . 1 '
+ [[ska_ EQUH[SH ay (&3 +§3)] B+ (Ck?ils% - ‘2“9U121 SH[snbz) X

x f—Supgcos(a+ozg+pfy) =0.

W réwnaniach powyzszych zostaly wprowadzone sily uogdlnione pochodzace od sit
i momentéw aerodynamicznych, od ttumienia i sztywno$ci ukiadu sterowania oraz sit
ciezkoSci. Przyjeto, ze sity i momenty aerodynamiczne sa stacjonarne, co pozwolito na
wprowadzenie pochodnych aerodynamicznych. Wzory na pochodne aerodynamiczne
dotyczace ruchdw steru wyprowadzono zgodnie z [2] i [3].

Uklad réwnad (13)—(16) przy zalozeniu nieskoficzenie sztywnego ukladu sterowania
sprowadza si¢ do ukladu opisujacego ruchy samolotu sztywnego i jest przedstawiony
w pracach [2] i [3].

Powyzsza metoda opisu ruchu samolotu moze byé zastosowana przy uwzglednieniu
dowolnie duzej skoriczonej liczby stopni swobody, zaréwno dla ruchéw symetrycznych,
antysymetrycznych lub tez asymetrycznych. Jej zaleta to jednolite podejcie bez rozdzialu
na ruchy samolotu sztywnego i czeéci elastyczne lub drgajace oraz pewno$é, Ze zostana
uwzglednione sprzezenia w réwnaniach ruchu.

3. Rozwiazanie réwnan ruchu i badanie statecznofci

Uktad réwnan (13)-(16) przeksztatcono do postaci bezwymiarowej dzielac réwnania
sit przez oU?S, a réwnania momentéw przez pU?Sly. Aby wspélczynnik przy g réwnat sie

1, oraz w réwnaniach momentéw zawiasowych steru przy f réwniez réwnat sig 1, doprowa-
dzono réwnania momentéw do tzw. postaci zmodyfikowanej dzielac réwnanie (15) przez
Jylp oraz (16) przez jg,/u.

Wprowadzono oznaczenia przyjete w lotnictwie [2, 3, 6, 7, 8]:

m

f =2 czas aerodynamiczn

m .
M = —— wzgledna gesto§¢ samolotu,
oSly
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1= t/tA czas bezwymiarowy,
J, J S _ §
Jy = —35 Jay = H'; > Sy = -1 bezwymiarowe momenty bezwladnosei i statyczne,
' mly ml, miy
u,w,q, ﬁ bezwymiarowe predkosci liniowe i katowe,

Otrzymano ukiad réwnaf w postaci bezwymiarowej zmodyfikowanej, gdzie w celu
ujednolicenia zapisu wprowadzono dodatkowe oznaczenia:

a7 z;t+x,',°.f9—x,,z7—xw715— %}j+x9€9—xﬂ/§ = 0,
. 2 ._ . zq\ _ . — ..
(18) wtzpf—-zu—z,w—|{1— ~“7 g+xytg0, 9~z = 0,
(19) my, w+q+m,, 13+m,,u+mww+mqq+mgﬂ+mﬁﬂ =0,
(20 byii+by w+b,,q+ﬂ+b u+bww+bqq+b ﬂ+b,,ﬂ = by,
przy czym pochodne aerodynamiczne sit w postaci bezwymiarowej maja postaé:
Synsin(o+o,x +By) smycos(a+a.p+PBa)
Xp = ) = >
J J
Xy = —Cs. Zy = ""Cz,
1 _ 1Sk 0Cy
Y =75 G Za = “"2‘(?) Doy’
_ 1 SH aCxH _ 1 aCz
=3 T(C”’ doug ) P = "2‘(Cx+797 !
1
Xy = 'ECZ’

oo L Ua\(Su\8Cuw 1 [Ux\’(Su) 9Cuy
Pm2\o ] \'s) B A2 S| g
Zmodyfikowane pochodne aerodynamiczne momentdw w postaci bezwymiarowej sa
nastepujace:
— 1 SH de §2
w = 5 o s
2 S du jy

_ S
my = 0 'u {JH.,+SH,, Urcos(o +/3H) zgsin(oy + B}

— _ p — _ _Yu I ac,

my ]y IH Cun my, = 2 jy E Ju

Tﬁ - lﬁ-}_ 3C._,H ﬁ' - 1 SH ]. ISH k:
4 2 S jy an" ’ # 2 S U1 lH

.1 u{Ug\*Sy

mp = 5 x(—‘lﬁ) —S—az,
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— pochodne aerodynamiczne réwnania ruchu steru wysokosci:

— Sp, . -~ Sy,
b; = ﬂ,usm(oc+oc2,,+;5’u), by = j—H',ucos(oc+oczH+ﬂH),
Hy

.]Hq
T pesS :
b, = ‘.—Z{JHH+SH11[1HCOS(°5:H +B1) —zusin(o, i+ 8]},
lH.]Hnm
R RO
* 2 8 jH:, IH Ul du ’
- 1 SH u lsH dﬁ)
= o———_— 1—-—— 5
= "2 Gy I b‘( d
= 1 Sg (Uy\" L b4
by = —7T(ﬁ ) I Ty o0 St i
by = P | Bkep 1 TUn) bw 2 ga g
b = j,,H[mUJH 69(U1 o O
5 _L[ kil 1 ﬁ)zs_ﬂls_nb ]
P Jm L QUSIe —2\U, ] S Iy )
T _ Smy &84%ln
by = G U cos{o+ 0.y + ).
Ukltad réwnan (17)~(20) zapisano w postaci macierzowej:
[¥3)) AX+BX+CX =D,
gdzie
— macierz wspdlczynnikéw bezwladnoéci:
1 0 0 x -~
01 =z O
A=10 wm 1 Wy |
b, by, 3,; 1
— macierz wspdélczynnikéw thumienia:
—X, =X _ e 0
u
Z(l
= |2y —Zy — - 0
B ( v) o)
m, m, ™m, m;
b, b, b, by
— macierz wspdélczynnikéw sztywnoéci:
00 X —Xg
00 xstgﬁl —Zg
C=loo 0 |
00 0 by

— macierz wyrazéw wolnych:
D = col [0’ 0’ 0’ —b_(.)]’

267
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przy czym
X = col [y , T, ¥, f.

Nastepnie przeksztalcono réwnanie macierzowe (21) II rzedu do réwnania macierzo-
wego rzedu I {5, 9, 12] wprowadzajac nastgpujace oznaczenia:

- [5]

Réwnanie macierzowe I rzedu ma posta¢ (E oznacza macierz jednostkowsg):

A B]. 0o C]_ D
22) oe|" |-k o|""|o]
Rozwigzaniem powy2szepo réwnania jest suma rozwigzafn: rozwizzania ogdlnego
réwnania jednorodnego i rozwizzania szczegdlnego réwnania pelnego. W celu znalezienia

czestoéci 1 thumieft ruchdw samolotu wystarczy rozwigzaé réwnanie jednorodne.
Wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

°=fos} *-[ & of

Réwnanie macierzowe jednorodne przybierze postaé
(23) Qq+Pq = O.

Macierza fundamentalna powy2szego rownania jest nastgpujaca macierz kwadratowa
stopnia 8:

(910 eht, gl ..., (goelst],
gdzie q,, — macierz kolumnowa warto$ci poczatkowych
qlo = Wlo, wio; 71—(0, ﬂ(o, ﬁ'uio, ﬁins 79;'0; ﬂio]-

Rozwigzanie ogblne réwnania jednorodnego jest nastepujace:
8
@4) Q) = D) G, e
izl

gdzie q;, — wektor whasny odpowiadajacy i-tej wartoéci wlasnej 4,
C; — stale zalezne od warunkéw poczatkowych.
W celu znalezienia wartodci i wektoréw wilasnych podstawiono rozwiazanie szczegdlne
q = q,¢* do (23) i po przeksztaiceniu otrzymano:

Q44,+Pg, = O.
Po wprowadzeniu oznaczenia
= -Q'P,
otrzymano

[EE"‘ R]qw =0 ,
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gdzie

. AB" [ O C
R=-Q P=‘[o E] |-k o]’

" —A~'B! —A‘1C]

Ostatecznie problem sprowadza si¢ do wyznaczenia wartoéci i wektoréw wlasnych
macierzy R.

Trzeba podkresli¢ praktyczna korzy$¢, jaka wynika z przedstawienia macierzy R
w postaci macierzy blokowej. Otéz zamiast odwraca¢ macierz Q o wymiarach 8 x 8 i mno-
zyé nastgpnie macierze o wymiarach 8 x 8, wystarczy odwrdci¢ macierz A i mnozy¢ ma-
cierz o wymiarach 4 x 4. Skraca to znacznie czas obliczen na maszynie cyfrowej.

Otrzymano wartosci wlasne zespolone sprzeZzone w postaci:

Ik = Ekii;?k,
oraz rzeczywiste
71 = _E—l-

Dla samolotu statecznego wszystkie czesci rzeczywiste wartosci wlasnych musza byé
ujemne:

Ek<02 k=1,.-.,8'

Nalezy zaznaczyé, ze wirdd 8 wartoéci wlasnych zawsze dwie beda zerowe, gdyz quasi-
predkosci U;, W, odpowiadaja quasi-wspélrzednym cyklicznym i to wyjaénia istnienie
zerowych wartosci wlasnych i odpowiadajacych im jednostkowych wektoréw wlasnych
4, 13].

4. Zbadanie wplywu ruchu drgajacego steru na ruch samolotu sztywnego
oraz zbadanie wplywu ruchu samoloru na ruch steru w oplywie stacjonarnym i bez opiywu

W celu poréwnania wspélczynnikéw thumienia i czestosci drgatt wahan fugoidalnych
i oscylacji szybkich rozwiazano rdéwnania ruchu samolotu sztywnego z nieskoficzenie
sztywnym ukladem sterowania. Wyniki przedstawiono wykre$lnie i przeprowadzono
analize.

Aby zbadaé wplyw ruchéw samolotu na drgania steru wyprowadzono réwnanie ru-
chéw drgajacych steru w inercjalnym uk}adzie odniesienia. Rozwazono 2 przypadki:

A. Ster swobodny w oplywie stacjonarnym. RSéwnanie ruchu otrzymano w nastepujacej po-
staci z rownania (20) ukiadu réwnan (17)-(20) przy zaloZeniv, 2e u = w =g = 0

(26) B+bif+byf = bo,
gdzie pochodne aerodynamiczne Eﬁ, I;ﬁ i by przedstawiono wyzej.

9 Mechanika teoretyczna
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B. Ster swobodny bez oplywu. Réwnanie ruchu otrzymano z réwnania (26) opisujacego
ruchy steru z oplywem aerodynamicznym, przy zaloZeniu, Z2e u = w = q = 0, oraz po
odrzuceniu czlonéw reprezentujacych wplyw oplywu Uy = 0 w bezwymiarowych po-
chodnych aerodynamicznych 5,, i Bﬂ

W obu przypadkach otrzymano réwnania rézniczkowe zwyczajne II rzedu opisujace
drgania thumione. Znaleziono wspélczynniki thumienia drgaf &, i czestosci oscylacji Me
przez rozwigzanie rownania charakterystycznego, ktore jest w tym plzypadku réwnaniem
kwadratowym. Otrzymane wyniki poréwnano z warto$cia wlasng 15 6 = &s e ins 6,
ktéra opisuje ruchy steru w nieinercjalnym ukladzie zwiazanym z samolotem i uwzglednia
wptyw ruchéw samolotu na ruchy steru wysokosci.

5. Przyklad liczbowy i wnioski

Obliczenia przykladowe wykonano dla lekkiego samolotu turystycznego klasy «Wilga».
Rozwiazano pelny uklad téwnan (17)-(20) wyznaczajac wektory wilasne g, i odpowiada-
jace im wartosci wlasne 1, macierzy stanu R (25).

Wszystkie obliczenia wykonano wedlug wlasnych programéw na EMC GIER w Za-
kiadzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

Jako parametry zmienne traktowano:

C — sztywno$¢ uktadu sterowania sterem wysokodci,
TL — ttumienie w ukladzie sterowania sterem wysokosci,
XZWH — wywazenie steru wysoko$ci mierzone w odniesieniu do cieciwy steru,
V — predko$é lotu samolotu,
Zl — zapas statecznofci statycznej samolotu z trzymanym sterem,
H — wysoko$¢ lotu samolotu nad poziomem morza.

Wiyniki przedstawiono w postaci wykresdw, na ktorych linia ciagla naniesiono zmiany
wspOlczynnikéw tlumienia £y 2 przerywang czgstoéei oscylacji 7;,. Jednakowymi in-
deksami oznaczono na wszystkich wykresach odpowiadajace sobie wartoéci wlasne, cha-
rakteryzujqce te same ruchy samolotu i steru wysokosci:

A, =¢& 1,2+m 1,2 — Szybkie oscylacje lub ruchy aperiodyczne samolotu odpowiada-

lub 4, = & jace pochylaniu wokét §rodka ciezkoéci & i g,
=&,
is,4= gs,4iiﬁs,4~wahania fugoidalue lub ruchy aperiodyczne odpowiadajace
lub A5 = Z,-:s przemieszczeniom poziomym i pionowym samolotu # i W,
To=&,
/'15,6 = 55,6+17}s,o—d1gama periodyczne lub ruchy aperlodyczne steru wysokosci
lub /'15 = & samolotu wokdt osi zawieszenia /3
16 = &

Na wykresach przedstawiono wyniki charakteryzujace drgania steru otrzymane przy
uwzglednieniu trzech stopni swobody samolotu: pochylenia 9, zmian predkoéci poziome;j
u i pionowej w— linia gruba oznaczona litera P (pelne réwnania). Natomiast wyniki
dotyczace drgani steru izolowanego pokazano liniami cienkimi z oznaczeniami: S.s0—
drgania steru z uwzglednieniem oplywu powietrza i S.sw — drgania swobodne steru bez
uwzglednienia sit i momentdw aerodynamicznych.
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A. Wplyw sztywnoSci ukladu sterowania na drgania steru wysokosci. Z rys. 2-4 wynika, ze dla
idealnie wywazonego steru wysokoSci XZWH = 0, tzn. gdy Srodek cigZkosci znajduje
sie¢ na osi obrotu steru, uwzglednienie stopni swobody samolotu sztywnego ma istotny
wplyw przy wigkszym tlumieniu w ukladzie sterowania T'L = 200 (rys. 4). Natomiast
praktycznie nie wplywa ono na charakter rozwiazad przy tlumieniu malym TL = 20
(rys. 2). Wniosek ten dotyczy zaréwno czestoci drgafl steru #s,6, jak i tlumienia drgaﬁ
5,6 (rys. 2). :

Dla §cigle okreslonego tlumienia w ukfadzie sterowania TL, w zalezno$ci od sztyw-
noéci ukladu C, ruchy steru z aperiodycznych silnie ttumionych Es<0i& < 0, prze-
chodza w oscylacje periodyczne ttumione 5,6 < 0 o czestosci 75,6 (rys. 3 i 4). |

Sztywno$¢ ukladu sterowania C przy matym ttumieniu 7'L nie ma istotnego wptywu
na tlhumienie drgafi £s,6, natomiast ma istotny wplyw na czesto§¢ drgan N5, (rys. 2).

Przy wiekszym thumieniu w ukladzie sterowania mozna okresli¢ §ci§le sztywnosé kry-
tyczng, przy ktdrej wystapi przejécie z ruchéw aperiodycznych na oscylacje periodyczne
(rys. 4 i 5), niekorzystne dla samolotu.

Na rys. 5 przedstawiono wyniki dla tlumienia £s.6 1 czestoded 7s,6 drgan steru wyso-
ko$ci w funkcji sztywnoéci C przy réznych tlumieniach w ukladzie sterowania T'L dla
przypadku pelnego. Jak wynika z analizy, thumienie w istotny sposéb wplywa na czesto§é
oscylacji 1 ich thumienie, natomiast sztywno$é, przy okre§lonym thumieniu, na charakter
drgan steru (rys. 5 i 4).

Nalezy stwierdzié, na podstawie rys. 3-5, ze przy badaniu drgan steru nalezy uwzgled-
nia¢ stopnie swobody wynikajace z przemieszczeni samolotu jako ukladu sztywnego, a nie
ograniczaé si¢ wylacznie do badan steru izolowanego.

B. Wplyw tlumienia w ukladzie sterowania na drgania steru wysokoéci. Uwzglednienie stopni
swobody samolotu sztywnego ma istotny wplyw na okre§lenie wielkoéci tlumienia kry-
tycznego w ukladzie sterowania (rys. 6-8). Szczegdlnie silnie wplywa to przy mniejszej
sztywnoSci ukladu sterowania (rys. 6). Charakter drgafi steru wysokoéci w funkcji ttu-
mienia nie zmienia si¢ bez wzgledu na sztywno$¢ ukladu (rys. 8). Dotyczy to réwniez
uwzglednienia thumienia aerodynamicznego i dodatkowych stopni swobody (rys. 6 i 7).

Przy matym tlumieniu w ukladzie sterowania T'L wystgpuja drgania okresowe steru
o czgsto§ci 75,6, zawsze thumione, £5,6 < 0. Ze wzrostem thimienia czgsto§é oscylacji
75,6 Maleje do zera przy réwnoczesnym wzrofcie ttumienia £s,¢ drgad steru. Przy kry-
tycznym thumieniu T'L drgania okresowe przechodza w silnie ttumione ruchy aperiodyczne
£ <0i&<0.

Sily i momenty aerodynamiczne wplywaja ttumiaco na ruchy steru (rys. 6-8), &s,6 < 0
nawet przy TL = 0.

C. Wplyw wywazenia steru wysokosci na jego drgania. WywaZenie steru wysokosci silnie
wplywa na charakter ruchdw steru w zalezno$ci od tlumienia w ukladzie sterowania
(rys. 12). Przy malym tlumieniu 7L = 20-100 wystepuja drgania okresowe, ktérych
ttumienie wzrasta wraz z wywazeniem steru, tzn. XZWH — 0. Przy wzroécie tlumienia
TL > 100 pojawiaja si¢ ruchy aperiodyczne steru wysokoéci silnie thumione w zakresie
wywaZenia —0,27 < XZWH < 0,24 (rys. 12). Natomiast dla steru z niewywaZeniem
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przednim XZWH < —0,27 i tylnym XZWH > 0,24 wystepuja drgania okresowe z thu-
mieniem malejacym.

Uwzglednienie stopni swobody samolotu sztywnego ma istotny wplyw na miarodajnoéé
wynikéw okreélajacych charakter ruchéw steru przy wigkszych wartoéciach ttumienia
i sztywno$ci, co ma miejsce w ukltadach sterowania z urzadzeniami wspomagajacymi

ok .
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Rys. 12. Poréwnanie zmian czgstosci oscylacji %s,¢ 1 thumienia «,35,5 drgan steru wysoko$ci w funkcji
wywazenia steru wysokos$ci XZWH przy sztywnoéci ukladu sterowania C = 100 i trzech wartofciach
parametréw ttumienia

(boosterami) (rys. 10 i 11). Natomiast przy ukladach sterowania sprezystych o matym
thumieniu wyniki otrzymane dla steru izolowanego i w rzeczywistym uktadzie samolotu
sa tego samego rzedu i wskazuja na identyczny charakter oscylacji steru wysokosci (rys. 9).

D. Wplyw sztywno$ci i tlumienia ukladu sterowania sterem wysoko$ci i stopnia wywazenia steru na
statecznoé¢ podluina samolotu. Na rys. 13, 14 poréwnano zmiany wspdlczynnikéw oscylacji
7 i tlumienia £ otrzymanych dla samolotu sztywnego z nieruchomym sterem wysokosci
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«U» z wynikami otrzymanymi przy uwzglednieniu sztywnoéci i thumienia w ukladzie
sterowania sterem wysokosci oraz wplywu stopnia wywazenia steru wysokosci «P».

Zmiany sztywnosci (rys. 13) i thumienia (rys. 14) w ukladzie sterowania sterem wyso-
kosci wplywaja zaréwno na oscylacje szybkie, zmieniajac wspétczynniki thumienia &,,
i czesto§ci oscylacji 7);,,, jak i na ttumienie przemieszczer fugoidalnych &,.

— V=40m/s 5
TL=200
—_ C=100 -8 1
H=0m .
_ pu=62° _ -1 |
Ese
-12
&5
= -14 =
\{ -16 // T—
~18
\ 4 °
-20 /j — x—= U
Es | | i
~22 l |
-& {

Rys. 15. Zmiany czgstodei oscylacji 77 i tiumienia £ ruchéw symetrycznych samolotu i drgan steru wysokosci
w funkcji wywazenia steru wysokosci

Stopiefi statycznego wywazenia steru wysokoéci tzn. wzgledna odleglo$é potozenia
§rodka masy od osi obrotu nie ma istotnego wplywu jako$ciowego na ruchy samolotu,
patomiast silnie wplywa na drgania steru (rys. 15).

Drgania steru wysoko§ci w rozpatrywanym przypadku sa zawsze silnie tfumione
Z-'-_.,',s < 0 (rys. 13-15), a charakter drgai steru zaleZny jest od sztywnoéci i thumienia
w ukladzie sterowania (rys. 13 i 14) oraz od stopnia wywaZenia steru (rys. 15).
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6. Wnioski ogoélne

Zastosowanie réwnan Boltzmanna-Hamela przy wyprowadzaniu w quasi-wspotrzed-
nych réwnai ruchu obiektéw swobodnych, tzn. obiektéw latajacych jak i pojazddw,
umozliwia w stosunkowo prosty sposéb uwzglednienie wahan elementéw ruchomych
i drgan sprezystych konstrukcji.

Przy badaniu drgaf powierzchni sterowych nalezy uwzgledniaé stopnie swobody sa-
molotu sztywnego, ktére poprzez sprzgzenie ruchow maja iloéciowy i jakoéciowy wptyw
na charakter rozwiazan (rys. 2-12).

W rozpatrywanym przypadku oscylacje steru lub ruchy aperiodyczne sa silnie thi-
mione i nie wykazuja silnego wplywu jakoSciowego na stateczno§é samolotu. Jednak nie
nalezy tego uogdlnia¢ i odnosi¢ do innych obiektéw latajacych.

W przedstawionych rozwazaniach przyjeto aerodynamike stacjonarna, co moze mieé
niekorzystny wplyw na rezultaty obliczeri w zakresie wigkszych czestoéci drgan steru.
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Pesome

BIMSHUE XXECTKOCTH U JEMIIGUPOBAHUS B CUCTEME YIIPAXHEHNA
PVJIEM BBICOTEI HA ITPOJIONIBHVYIO YCTOMUYUBOCTh CAMOJIETA
N HA OCIHHMIJUBIIONW PYJIA

B paGore paccmaTpuBaercs BJIMAHME YKECTKOCTH M JNeMIUPOBAHMA B CHCTEME YIPaBJIEHHA PyJeM
BBICOTHI 4 TAK)KE YPABHORELIEHHOCTH PYJISI HA YCTOMUMBOCTH CAMOJNIETA M Ha KOJNeCaHWA PyJA BBICOTEI.

YpaBHeHMS [BIDKEHMA camoJieTd ¢ OCHMJUTMPYIOIIMM pyjleMm ObUIM BhIBEAEHBI ¢ IPHMEHEHUEM
ypaBHeHMA Bobumanna-XamesA IJIA FOJIOHOMHBIX CHCTEM.

Pemlenue CBENEHO K ONMpeENEHMIO COGCTBEHHEIX 3HAUCHMI M COOTBETCTBYIOMIMX MM CODCTBEHHBIX
BEKTOPOB MaTPHUUBL COCTOAHMA. [IpoBeNeHBI BBHIYHCIMTENBHELIE PACHEThI AV CIIOPTHBHOIO CaMOJIETa,
TIOJIYYCHHBIE PE3YIILTATLI COMOCTABJIAIOTCA C PE3YJBTATAME PacHdeTOB UL YKECTCKOro CamoJieTa.
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Summary

INFLUENCE OF STIFFNESS AND DAMPING IN THE ELEVATOR CONTROL
SYSTEM ON LONGITUDINAL STABILITY OF AN AIRCRAFT AND VIBRATIONS
OF AN ELEVATOR

in the paper, the titled problem, including the analysis of elevator mass balance, is presented. The
equations of motion of an aircraft with oscillating elevator are derived by application of Boltzmann-Hamel’s
equations for holonomic systems. The solution is obtained by the method of eigen-values and eigen-
vectors of the state matrix. The numerical calculations performed for the light aircraft are compared
with results for the same aircraft with blocked elevator.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 listopada 1974 r.
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W SPRAWIE MACIERZY SZTYWNOSCI I WEKTORA OBCIAZEN SUPERELEMENTU*)
BoGpaN WosiEwicz (PozNaN)

Artykul J. WrANIXA [4] omawiajacy wymienione w tytule zagadnienie zawiera pewne
niescistoéci. Ze wzgledu na wage tematu, dotyczacego jednej z metod rozwiazywania
duzych konstrukcji metoda elementéw skoniczonych na maszynach o matych pamieciach,
zamierzam zabraé¢ glos w tej sprawie.

1. Cytujac monografi¢ ZIENKIEWICZA, WRANIK pisze: W pracy [6] wykazano mozli-
woSé eliminacji wezléw wewnetrznych przy zastosowaniu minimalizacji funkcjonalu y. ZIEN-
KIEWICZ wykorzystuje warunki minimalizacji funkcjonalu energii y jedynie do zbudowa-
nia ukladu réwnan dla superelementu. Niewiadome odpowiadajace weztom wewnetrznym
(wezly grupy b wedlug okre§len WRANIKA) eliminowane sg przez podziat uktadu réwnan
na bloki i formalne wykorzystanie algebry macierzy, w identyczny sposéb, jak czyni to
WRANIK przy wyprowadzaniu zalezno$ci (4) 1 (5) *2. Jest to szczegdlnie widoczne w pierw-
szym angielskim wydaniu pracy ZIENKIEWICZA [5] (por. réwnieZ prace DemsA [1]1 Prze-
MIENIECKIEGO [2]).

2. W pracy [4] zamieszczone jest nastgpujace okre§lenie macierzy sztywnosci i wek-
tora obcigZen superelementu (str. 405): Macierz sztywnosci K jest zbiorem sil wystepujg-
cych w wezlach grupy a w wyniku wymuszonych przemieszczen jednostkowych x, = 1,
wektor T(',, za$ zbiorem sil wystepujgcych w wezlach superelementu wywolanych silami
zewnetrznymi. Moim zdaniem, powyzsze okredlenie jest niewystarczajace. Jak wiadomo,
réwnania metody elementéw skoriczonych napisane dla dowolnego elementu traktowaé
moZna jako wzory transformacyjne metody przemieszczen [3]. Superelementy sa szcze-
gblnymi przypadkami elementSéw [5, 6). Stad poszczegblne wyrazy macierzy superelementu
sg silami wystepujacymi w wezlach superelementu® w ukladzie geometrycznie wyzna-
czalnym w wyniku wymuszonych przemieszczen jednostkowych tych wezldw. Wyrazy
wektora obciaZen superelementu interpretowaé nalezy jako sity wystepujace w weztach
superelementu w ukladzie geometrycznie wyznaczalnym w wyniku dzialania obciaZenia
zewnetrznego. Ukladem geometrycznie wyznaczalnym dla superelementu jest superelement
Z zamocowanymi wezlami grupy a.

Zwracam jeszcze uwage, Ze bez zamocowania wezléw superelementu nie mozna obli-
czy¢ sit w tych wezlach wywolanych wymuszonymi przemieszczeniami.

3. Z okre$ledi macierzy i wektora obcigZen superelementu zawartych w [4] wynika
natychmiast, Ze macierz A,, w zaleznoSci (8) i wektor b, w zaleznosci (10) sa odpowied-

* Artykul jest wypowiedzig autora w zwigzku z pracg J. Wranika opublikowana w MTiS, 3 (1974)
s.-401.

1 Numery wzoréw i oznaczenia podawane sa wedlug pracy Wranika [4].

2) Wezly superelementu, to wezly grupy a (okreélenia tego uzywa takze Wranik).
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nio macierza sztywnosci i wektorem obciazeni superelementu®. Z czego wynika dalej, ze
formuty (9) i (13), a wigc takze wzory (4) i (5) sa nieprawdziwe. Z drugiej strony wiemy,
e zaleznoéci (4) i (5) sa stuszne, powstaly bowiem na drodze formalnych przeksztalcen
ukladu réwnan (1). Wynika stad wniosek, Ze przedstawione przez WRANIKA rozumowanie
zmierzajace do fizycznego zinterpretowania zaleznoéci (4) i (5) nie jest poprawne.

4, Mozna wykazaé, ze korzystajac z uéciSlonych tutaj okreflen macierzy i wektora
obciazen superelementu uzyskuje si¢ w sposéb bezpoéredni wzory na obliczanie tych
wielkoséci. Wzory te okazuja si¢ identyczne z wzorami (4) i (5) otrzymanymi w [4] droga
formalnych przeksztalcen. Tok postgpowania jest nastepujacy:

— Nalezy zamocowa¢ wezly grupy a i obciazyé superelement obciazeniem zewnetrz-
nym a nastepnie obliczy¢ sity wystepujace w tych weztach. Wektor tych sil jest wektorem
obcigzefi superelementu.

— Nalezy uwalnia¢ poszczegblne wezly grupy a, wymuszaé jednostkowe przemieszcze-
nia tych weztéw i oblicza¢ sily jakie wystapia w wezlach grupy a. Wartosci tych sit sa
odpowiednimi wyrazami macierzy sztywnoéci superelementu.

Wykonajmy w sposéb ogélny opisane powyzej czynnosci dla superelementu wyodreb-
nionego z dowolnej konstrukcji. Réwnania metody elementéw skonczonych dla tego
superelementu maja postaé [5]

ba

‘ ‘ [Aaa Aab] ,ia
® R
F, Aps Ap] [ X b,
gdzie przez f,,i f,, oznaczono odpowiednio sity wystepujace w wezlach grupy a i b. Z uwagi
na zrownowazenie weziéw grupy b mamy 13_‘;, = 0, wezly grupy a zréwnowazZone zostana
dopiero przy rozpatrywaniu calej konstrukeji [5]. Nadajmy przemieszczeniom x, wartoéci
réwne zeru, co oznacza zamocowanie wezldw grupy a. Rozwiazujac ukiad réwnah (1)
przy przemieszczeniach x, = 0, wyznaczymy przemieszczenia wezldw superelementu wy-
wolane obcigzeniem zewnetrznym. W tym celu nalezy zmodyfikowaé odpowiednio wektor
obcigzen i macierz wspéiczynnikédw przy niewiadomych. Zasady takiej modyfikacji opi-
sane sg szczegdlowo w pracach [3) i [6]. Tutaj zauwazymy tylko, ze wprowadzajac prze-
mieszczenia i-tego wezla réwne x; = a nalezy:

— do poszczegblnych wyrazéw wektora obcigzern dodaé pomnoZone przez o wyrazy
i-tej kolumny, a i-ty wyraz wektora obcigZen nalezy zastapi¢ wartoscia o

— ity wiersz i i-ta kolumng macierzy wspéiczynnikéw przy niewiadomych nalezy
wyzerowaé, a na gtéwnej przekatne] postawié liczbe 1. Po wykonaniu takiej modyfikacji
dla poszczegdlnych x, = 0 otrzymamy uklad réwnan

) I o
@ 0 Ay

ktérego rozwigzaniem sa wektory.

—

X,

[b I =0, (I— macierz jednostkowa),
b

—_ _1“'
3 X, = —Ap' by,
%, = 0.
3 Np. dla macierzy Ay, mamy w [4] takie okreélenie: macierz kwadratowa utworzona z wartoscl sil

wywolanych w wezlach grupy a kolefnymi przemieszczeniami jednostkowyml wezldw grupy a.
4) Numeracja wzoréw dotyczy teraz artykulu autora.
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Po podstawieniu rozwigzan (3) do réwnan (1) otrzymamy sily, ktére wystepuja w po-
szczegolnych wezlach superelementu

|Aaa Aab
Aba Abb

=

4 tF”
@ F,

b,

-

b,

0
— AB'bl—l;b

Fa - AnbAFbl-Bb
= o .

Stad wektor obciazen superelementu, ktéry skiada si¢ z sit wywolanych w poszczegdlnych
wezlach grupy a ma postaé

(%) K, = T;a —Au AEbIBb .
P

W podobny sposéb otrzymamy macierz sztywnosci superelementu. Nalezy teraz wyzna-
czyé sity w wezlach grupy a przy kolejno wymuszanych przemieszczeniach jednostkowych
tych wezldw, lecz tym razem bez obcigZenia zewnetrznego. Jezeli mamy s weztdéw grupy a,
zagadnienie to prowadzi do rozwiazania s ukladéw réwnan. Zauwazmy, Ze we wszystkich
przypadkach zmodyfikowana macierz wspolczynnikéw przy niewiadomych bedzie iden-
tyczna, jak w zaleznoéci (2). Wynika to z faktu, Zze wszystkie wezly grupy @ maja okreslone
przemieszczenia. Uklady réwnan réznié si¢ beda tylko wektorem wyrazéw wolnych.
Korzystajac z mozliwosci algebry macierzy uklady te rozwiazemy jednocze$nie. Po mody-
fikacji mamy

10 Xoa 1
© [0 Abb:l [xba] * [Ab ] =0

W zaleznoéci powyzszej kolejne kolumny macierzy X,, i X,, sa przemieszczeniami po-
szczeg6lnych weziéw superelementu przy wymuszonych jednostkowych przemieszczeniach
wezléw grupy a. Poszczegdlne elementy wektora wyrazow wolnych powstaly przez mo-
dyfikacje tego wektora dla poszczegdlnych wymuszen x, = 1 (l—;:, =bh, = 0). Rozwiazujac
uklady réwnati (6), otrzymamy

X =1,

Q)

_ -1
Xpa = — ARy Agg.

Podstawiajac zaleznoéci (7) do (1) otrzymanmy sﬁy w poszczegblnych wezlach super-
elementu od wymuszonych przemieszczef (b = b, = 0):

® [Faal _ [Aaa Aab] [ I ] _ [Aaa—AabAb—blAba]‘
| Ay A | — AR As, 0

Ostatecznie macierz sztywnoéci superelementu ma postaé

® K = Au—AuAs' Avs-

Wyprowadzone w ten sposéb wzory (5) oraz (9) sa identyczne z wzorami otrzymany-
mi droga formalnych przeksztatcen [4, 5, 6]. Przedstawione powyZej postgpowanie sta-
nowi zatem fizyczng interpretacjg tych przeksztatcen. Wskazuje jednoczeénie na praktycz-
ny sposéb wykonywania obliczen macierzy i wektora obciazen superelementu bezposred-
nio z definicji.
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Pesome

K BOUIPOCY O MATPHUIE XECTKOCTH M BEKTOPE HAI'PY 30K
CBEPXOJIEMEHTA

B pa6ore ofpaiaercsd BHUMaHHE HAa HETOUHOCTA cojepxaugecst B paGore [4]. Henocpencreenso
U3 ONIPENENCHAS BLIBOAATCA (DOPMYJIbI Ha MATPUIY JKECTKOCTH M BEKTOD HATDY30K CBEPXIJIEMEHTA.
Summary

TO THE PROBLEMS OF STIFFNESS MATRIX AND LOAD VECTOR
OF A SUPERELEMENT

Certain incorrect results occurring in paper [4] are pointed out. The formulae for stiffness matrices
and load vectors of a superelement are derived directly from their definitions.

AKADEMIA ROLNICZA W POZNANIU

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 grudnia 1974 r.
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KOLOKWIUM EUROMECH 53 «TERMOPLASTYCZNOSC»

Jablonna, 16-19 wrzeSnia 1974 r.

W dniach 16-19 wrzednia 1974 r. odbylo si¢ w Jablonnie k. Warszawy 53 Kolokwium Euromech
na temat «Termoplastyczno$ci». Organizatorem kolokwium byl Instytut Podstawowych Probleméw Tech-
niki PAN, przewodniczacym — prof. dr Piotr PERzyNA, sekretarzem — dr Witold KosiNskr. Bylo to
drugie z kolei (po 49. na temat «Mechaniki zawiesin i roztworéw polimeréw») kolokwium Euromech
w Polsce w 1974 1.

Celem wrzeSniowego miedzynarodowego spotkania specjalistdw, czynnie pracujacych w tematyce
termoplastycznosci, bylo przedstawienie ostatnich osiagnie¢ naukowych w tej dziedzinie oraz przedyskuto-
wanie nowych kierunkéw jej rozwoju.

W obradach wziglo udziat 44 uczestnikéw z 12 krajow: Bulgarii (1), Czechoslowacji (2), Francji (4),
Japonii (1), Jugoslawii (1), NRD (1), RFN (3), Polski (17}, Rumunii (2), W. Brytanii (2), Wioch (8) i USA
2).

Otwierajac konferencje, prof. dr P. PERZYNA stwierdzil, Ze w ostatnich latach teoria termoplastycznoéci
stala si¢ rozleglta i wazna dyscypling mechaniki, a to dzigki szerokim mozliwosciom jej zastosowan do
wspOlczesnych problemow techniki, takich jak: technika 1 technologia reaktorowa, nowoczesne zrédia
energii, przemyst chemiczny. W dalszym ciagu swego wystapienia prof. PErRzyNA omoOwit cel i zadania
spotkania, podkre$lajac Ze nie jest mozliwe omowienic w czasie czterodniowego spotkania wszystkich
probleméw, ktore skladaja sig na teori¢ termoplastycznodci. Wysunal jednak na czolo zagadnied jedno
z gldownych — termomechaniczne sprzgzenie w materiatach,

W imieniu dyrekcji Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki uczestnikéw kolokwium powital
czlonek korespondent PAN prof. dr A. SAwWCzuK.

Obrady byly podzielone na siedem tematycznych sesji, w trakcie ktdrych wygloszono 30 referatdow,
w tym 6 generalnych. Uczestnicy otrzymali streszczenia wszystkich referatéw, natomiast pelne teksty
wiekszo$ci z nich zostana opublikowane w specjalnym numerze Archiwum Mechaniki Stosowanej
w 1975 r. (w numerze 5).

Problematyka poruszana w czasie konferencji dotyczyta: réznych matematycznych opiséw podstaw
termoplastycznosci; fizykalnych i eksperymentalnych aspektéw wystepujacych przy formutowaniu réw-
nan konstytutywnych w zaleznej i niezaleznej od czasu plastycznodci, z wplywem efektéw termicznych;
geometrycznych aspektoéw skonczonych deformacji niespiezystych; badad zjawiska wplywu temperatury
na granice plastyczno$ci; analizy termodynamicznych ograniczen nakladanych na zwiazki konstytutywne
wraz z opisem termomechanicznego sprzezenia; rozwigzan probleméw poczatkowo-brzegowych w ter-
moplastycznodci przy niesprzezonych i sprzgzonych réwnaniach pola; istnienia fal termicznych w ciatach
stalych z fizykalnego i praktycznego punktu widzenia; nowych rezultatow badan termoplastycznego za-
chowania si¢ materialdw; podstawowych twierdzen w termoplastycznosci.

Pierwsza przedpotudniowa sesja poniedziatkowa (16,IX) byla po§wigcona matematycznym podstawom
termoplastycznoéci. Referat generalny wyglosil prof. J. XraToCcHVIL (Praga). Przedsiawil w nim trzy
istniejace podejécia w opisie termomechanicznych wilasnosci ciat niesprgzystych. Swoja uwage autor skupit
pa opisie w ramach teorii materialéw z parametrami wewn¢trznymi (wewngtrznymi zmiennymi stanu).
Opis ten rozszerzyl, wykorzystujgc matematyczng teori¢ materiatéw prostych (Noll 1972) oraz teorie
materialow z zakresem sprezystym (Owen 1970).

Referat prof. Th. LenMaNNA (Bochum) wygloszony po referacie generalnym dotyczyl procesoéw
termomechanicznych z duzymi jednorodnymi deformacjami sprezysto-plastycznymi. Oprocz problemu
opisu proces6w autor poruszyt sprawg wplywun temperatury na deformacje sprezysto-plastyczne.
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Kolejnym méwca byl prof. Z. BYCHAWSKI (Rzeszow), ktéry zajal si¢ opisem materialéw reologicz-
nych w obecnosci pold temperatury, wykazujacych plastyczne i zalezne od czasu wlasnosci. Mowca wy-
prowadzit funkcjonalne (catkowe) zwiazki konstytutywne, opierajac si¢ na pewnych warunkach catkowal-
no$ci odksztalcen.

Z kolei dr P, MaziLu (Bukareszt) zajal si¢ w swoim wystapieniu badaniem materiatu sprezysto-termo-
plastycznego typu predkosciowego. Formutujac algebraiczne kryteria obcigzenia i odcigzenia i zakladajac
catkowita zamiane pracy plastycznej w cieplo, referent wyprowadzit zmodyfikowane (hiperboliczne) réw-
nanie przewodnictwa ciepla (Vernotte 1958).

Ostatni referat tej sesji wygloszony przez dr. M. Micunovi¢a (Kragujevac) dotyczyt geometrycznego
aspektu duzych deformacji termoplastycznych. Wykazano w nim, Ze przy zalozeniu addytywnosci defor-
macji termosprezystej i plastycznej nie jest mozliwe zrealizowanie tych ostatnich przez pocigcie ciata na
fizycznie male czeéci.

Popoludniowa sesja, poswigcona fizykalnym podstawom termoplastycznosci, zaczgta si¢ generalnym
referatem dr. J. ZAarki (Paryz). W szerokim potraktowaniu zagadnienia autor przedstawil przeglad wy-
branych teorii fizycznych cial o wlasnosciach sprezysto-lepkoplastycznych poddanych wplywom tempera-
tury. Oméwione zostaly mechanizmy plastycznego plynigcia w krysztalach z punktu widzenia wspolczesnej
teorii dyslokacji.

Referat nastgpny, przedstawiony przez prof. Y. Florie (Raleigh, North Carolina), dotyczyt badania,
w ramach teorii fizycznej, zaleznosci granicy plastycznosci od zmian temperatury, Wyprowadzong zaleznosé
poréwnano z istniejagcymi wynikami eksperymentéw w krysztatach.

Z kolei dr V. Karka (Praga) zajgl si¢ wyttumaczeniem mechanizméw plyniecia w polikrysztatach
w ramach teorii poslizgdw. Nieizotermiczna teoria plastycznodci rozwinieta przez autora opierala si¢ na
koncepcji wystgpowania mikronaprezen jako jednej ze zm'iennych stanu.

Drugi dzien obrad zostal po$wigcony problemom podstaw termodynamicznych termoplastycznosci
i propagacji fal. W referacie generalnym, w sesji przedpotudniowej, prof. P. PERZyNA (Warszawa) zajal
najpierw uwage stuchaczy krotkim oméwieniem istniejacych koncepcji termodynamicznego opisu materia-
16w dysypatywnych, a w dalszej czgsci skupit sie na podejécin do termodynamiki kontinuum w ramach
jednoznacznych struktur materialnych (Kosinski i Perzyna — 1973). Problem, jaki wysunglt si¢ na czoto
tej czgéci wykladu, to ograniczenia nakladane na relacje dostepnosci w przestrzeni standéw termodynamicz-
nych wynikajace ze spelnienia praw termodynamiki. Méwea przedstawit nastepnie lokalne i catkowe nie-
réwnosci dysypacji energii jako podstawowe ograniczenia na odwzorowania konstytutywne w budowanych
teoriach materialow niesprezystych., Drugi podstawowy problem przedyskutowany w tym referacie to
opis sprzezen termomechanicznych.

Referat prof. S. NEMAT-NASSERA (Evanston, Illinois) dotyczy! rozwazai nad istnieniem potencjatéw
-niesprgzystych w teoriach materialéw sprezysto-plastycznych opisywanych parametrami wewnétrznymi.
Zalozenie istnienia uogdlnionych zwigzkéw Onsagera miedzy wielkosciami odpowiedzialnymi za niespre-
Zyste zachowanie si¢ materialéw umozliwilo autorowi wyprowadzenie interesujacych warunkéw odnosnie
do: normalnoéci tensora deformacji niesprezystych, termodynamicznej stabilnogci i wypuklosci powierzchni
potencjaléw niesprezystych.

Z kolei prof. J. KRATOCHVIL oméwil metode wyprowadzenia rownan konstytutywnych dla materialéw
niesprezystych. Wybierajac podejécie przez parametry wewnetrzne, mowcea przedstawit kolejne ctapy wy-
prowadzenia z ogélnych zwiazkéw konstytutywnych szczeg6lnej postaci réwnan, dobrze opisujacych realne
materialy.

Dr A. PaGLIETTI (Cagliari, Sardynia) zajal sie termodynamiczna teoria materialéw spre¢zysto-plastycz-
nych przy zaloZeniu rozkladalnosci catkowitej deformacji na czeéci: termosprezysta i plastyczng (Green
i Naghdi, 1965). W ramach tej teorii autor zajat sie geometrig deformacji oraz wyznaczeniem deformacji
uniwersalnych.

W ostatnim referacie przedpoludniowym dr J, ZARxA przedstawil wspélna pracg z dr. W. K. No-
WACKIM (Paryz, stacja PAN) dotyczica weryfikacji istniejacych klasycznych hipotez w sprzezonej termo-
plastycznosci.

Popotudniows sesje zapoczatkowal prof. S. NEMAT-NASSER referatem generaloym o falach termicznych
(tzw. drugim dZwigku) w cialach stalych. Historyczny rozw6j teoretycznych i doswiadczalnych badan
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nad tym problemem zostal wzbogacony przez autora przedstawieniem fizvkalnej teorii fal termicznych
rozumianych jako rozprzestrzenianie si¢ zaburzen w gazie fononowym wypelniajacym osrodki materialne,
Liczne fotogramy zarejestrowanych fal termicznych w zestalonym helu byly interesujaca ilustracja wyktadu
i potwierdzeniem tezy o koniecznosci uwzgledniania skoticzonej predkoéci rozchodzenia sie ciepla przy
rozwigzywaniu wielu problemoéw mechaniki. a w szczegélno$ci w obecnosei niskich temperatur.

Nastepujace potem dwa kolejne referaty dotyczyly problemu wyprowadzenia warunkéw propagacii
sprzezonych fal termomechanicznych w ogblnych oérodkach materiainych, Referat dr. W. KOSINSKIEGO
(Warszawa) byl podwiccony wyprowadzeniu, przy mozliwie najslabszych zatozeniach, termodynamicznej
teorii materialéw z parametrami wewngtrznymi, w ramach ktérej mozna rozpatrywaé termiczne fale
uderzeniowe i przyspieszenia. Otrzymane w pracy funkcjonalne réwnanie dla strumienia ciepla zostalo
po zrézniczkowaniu sprowadzone do zwiazku Maxwella-Cattaneo przewodnictwa ciepta. Przyktad linio-
wego materialu sprezysto-lepkoplastycznego, w ktorym istnieja cztery sprzgzone, termomechaniczne,
rzeczywiste, symetryczne fale uderzeniowe, zakonczyt referat.

W drugim, o podobnym temacie, referacie dr I. Suticru (Bukareszt) zajat si¢ warunkami istnienia
symetrycznych i rzeczywistych predkoéci fal przyspieszenia w materiale z parametrami wewngtrznymi.
Jednym z warunkéw, jakie otrzymatl autor, byla potrzeba traktowania strumicnia ciepla jako parametru
wewnetrznego. Implikacje z drugiego prawa termodynamiki w dyskusji realnosci fal przyspieszenia byly
podsumowaniem referatu.

Trzeci dzien (18.1X) zaczat sig referatem generalnym prof. G. Yacawy (Tokio) ze wspdinej pracy
z N. Mivazakl i Y. ANpo. Dotyczyl on zastosowania metody elementéw skoficzonych do rozwiazywania
probleméw duzych deformacji sprgzysto-plastycznych z uwzglednieniem termodynamiki. Przyrostowy
formalizm uzyty w referacie dopuszczat uwzglednienie zaréwno nieliniowosci geometrycznej, jak i fizycz-
nej. Przyklad ilustrujacy metode dotyczyt sprezysto-plastycznego pelzania osiowosymetrycznej powloki.
Wedlug autora przedstawiona metoda moze by¢ zastosowana do rozwigzywania problemow wystepujg-
cych przy projektowaniu konstrukcji reaktordw, oraz wszedzie tam, gdzie obcigzeniom towarzysza zmiany
temperatur.

Referat dr. S. GoLpsTEINA (Paryz) takze dotyczyl zastosowania metody elementéw skoriczonych do
numerycznego rozwigzania probleméw brzegowych inzynierii reaktorowej. W referacie uwzglgdniono
cykliczne zmiany temperatury, napromieniowanie, petzanie i efekty plastyczne.

Zagadnienia techniki reaktorowej inspirowaly takze autora nastepnego referatu — dr. J. L. HEADA
(Londyn). Opis termomechanicznych zjawisk wystepujacych w wysokotemperaturowym reaktorze chlo-
dzonym gazem, problemy projektowania rdzenia reaktora, a takze rozwigzanie niesprz¢zonego zagadnie-
nia brzegowego dla rdzenia zlozyly si¢ na tre§¢ tego interesujacego wystgpienia.

Ostatnim moéwcea sesji po§wieconej rozwigzywaniu probleméw brzegowych w termoplastycznosci by
doc. P. Rararski (Swierk). Przedstawil on matematyczng metode poszukiwania rozwigzania problemu
brzegowego w naprezeniach dla sprezysto-plastycznego ciala przez zastosowanie rozkladu hilbertowskiej
przestrzeni rozwiazan na sumeg prostg dwdch podprzestrzeni.

W széstej z kolei sesji, po§wieconej badaniom eksperymentalnym, referat generalny wygtosil
doc. J. Kiepaczko (Warszawa). Referat skladal sig z krotkiego przegladu uzywanych technik doswijad-
czalnych przy dynamicznych badaniach materialow oraz ze szczegélowego oméwienia istniejacych w lite-
raturze (gtdwnie amerykanskiej) wynikdéw badan termicznych udaréw w probkach metalowych w zakresie
odksztalcen niesprezystych,

W referacie C. ALBERTINIEGO, R. CENERINIEGO, S. CURIONIEGO | M. MONTAGNANIEGO (Ispra) zajgto
si¢ badaniem zachowania przykrycia zbiornika reaktora oraz rdzenia pod wplywem gwaltownych obcia-
zen. Badano takie zachowanie sie elementéw konstrukeji reaktora pod wplywem dynamicznie przylozo-
nych Zrodet ciepla.

Referat prof. J. HarpINGA (Oxford) dotyczyt analizy czulo$ci prébek z o-tytanu na zmiany
temperatury i predkosci odksztalcenia. Bogato ilustrowany wynikami eksperymentalnymi referat zawie-
rat tez interpretacj¢ wystepujacych przy badaniu zjawisk (w ramach teorii termicznie aktywowanych
proceséw w krysztalach).

Dr J. LITONSKI (Warszawa) zajal si¢ dla odmiany zbadaniem zjawisk wystgpujacych przy probie
skrecania niejednorodnych, plastycznych i lepkoplastycznych prébek rurkowych z uwzglednieniem gene-

10 Mechanika teoretyczna
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racji ciepla na skutek deformacji plastycznych. Autor wykazal istnienie dwoch rodzajéw niestatecznosci
i podal kryterium ich wystgpowania. Swoje wystapienie zakonczyt podaniem przykladu numerycznego.

Jeszeze jedno wystapienie, popotudniowe, doc. J. KLeraczkl bylo po$wigcone oméwieniu efektow
historii predkofci odksztalcenia i temperatury w polikrystalicznych prébkach metalowych obciazonych
dynamicznie. Przedstawione wyniki cksperymentalne sklonily referenta do stwierdzenia, ze wplyw historii
nie moze byé pominigty przy formulowaniu zwiazkéw konstytutywnych opisujacych plastyczne zacho-
wanie si¢ metali.

W ostatnim dniu, na sesje poswigcong twierdzeniom o jednoznacznosci, statecznoéci i problemom
wariacyjnym w termoplastycznofci ziozyly sig cztery referaty. W pierwszym, prof. R. de Boer (Hannover)
zajal si¢ zbadaniem istnienia rozwigzania problemu brzegowego w teorii lepkoplastycznoéei dla wzglednie
powolnych proceséw. Udowodnione w referacie twierdzenia byly oparte na dwéch postulatach statecz-
nodci sformufowanych w naprezeniach i w predkosdciach odksztalcen.

We wspdlnym referacie z prof. Z. Mrozem dr B. RANtECK) (Warszawa) zanalizowal warunki wystar-
czajace do ndowodnienia jednoznacznofel problemu poczatkowo-brzegowego w predkosciach, istnieja-
cego w termoplastycznosci przy malych odksztalceniach. Réwnanie pola dla rozpatrywanego problemu
wyprowadzono, wykorzystujgc klasyczny formalizm termodynamiki oraz zasadg ortogonalnodci Zieglera.

W przedostatnim referacie dr A. BaLtov (Sofia) badal energetyczne kryterium stabilnosci dla termo-
mechanicznych cial lepkoplastycznych opisywanych parametrami wewnetrznymi. Wyprowadzone kryte-
rium stabilnosci w sensie Liapunova wykorzystal przy badaniu konkretnego przykladu rozcigganych
prébek.

W ostatnim referacie Kolokwium dr B, HALPHEN (Paryz) wyprowadzil, wykorzystujac formalizm
wariacyjny, zasade ekstremalng i warunek jednoznacznoéci dla problemu duzych deformacji sprezysto-
lepkoplastycznych z uwzglgdnieniem sprzgzenia termomechanicznego.

W podsumowaniu obrad prof., P. PERZYNA zwrdcil uwage na szeroky game zagadnien poruszanych
przez uczestniko6w w referatach i podczas dyskusji. Wymienil tutaj kolejno problemy lezace u podstaw
matematycznych i termodynamiczoych termoplastycznoici, zagadnienia fizykalnych i eksperymentalnych
badan, a takze konkretne rozwigzania problem6éw brzegowych. Stwierdzit, Ze dzigki problematyce poru-
szanej w konferencji daje si¢ zauwazyé coraz lepsze wspéldzialanie, czesto mimowolne, réznorodnej te-
matyki teorii lepkoplastycznosci. Powoduje to, ze teoria ta staje si¢ coraz lepiej uporzadkowang dziedzing
mechaniki, dostarczajacg nie tylko teoretycznych rozwigzan probleméw kontinuum odksztatcalnego, lecz,
co wazniejsze, coraz wiecej uzytecznvch i konkretnych rozwigzan technicznych i konstrukcyjnych. Pozy-
tywnym zjawiskiem jest przy tym fakt, ze rozwigzywane problemy inspirowane sa czesto bezpo$rednio
przez prakiyke inzynierskqg. Prof, PERZYNA wysoko ocenil twbrczg atmosferg panujaca w czasie konferenci,
a to dzieki licznym, czgsto goracym dyskusjom nie tylko podczas obrad, ale i w kuluarach. Serdecznie
dziekujac za udzial w Kolokwium, prof. PERzYNA Zyczyl uczestnikom dalszych sukceséw naukowych.
W imieniu uczestnikow podzigkowanie za zaproszenie do udzialu w Kolokwium, za stworzenie dogodnych
warunkéw do podzielenia si¢ z innymi swoimi osiggnieciami i do poznania rezultatéw innych, zlozyt
dr J. L. HeAD.

Witold Kosinski (Warszawa)

IX KONFERENCJA DYNAMIKI MASZYN

Smolenice, 23-26 wrzeSnia 1974 r.

Migdzynarodowe Konferencje Dynamiki Maszyn maja juz kilkunastoletnia tradycje. Pierwsze z nich,
poczawszy od 1958 r., byly organizowane przez Czechostowacka Akademie Nauk. Udziat przedstawicieli
Polski byl jednak od samego poczatkn liczny i liczacy sie. W 1963 r. podjeto decyzje, ze konferencje te
beds organizowane wsp6lnie przez CSAV i PAN, na przemian w Czechostowacji i w Polsce. W Polsce
odbyly si¢ dotychczas: IV Konferencja — w 1965 r, w Krakowie (wsp6lorganizatorem byla AGH),
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VII Konferencja -- w 1971 r. w Gliwicach (wspélorganizatorem byla Politechnika Slaska). Strone polska,
formalnie biorac, reprezentuje od kilku lat Zesp6t Dynamiki Maszyn, wchodzacy w sklad Sekcji Ksztal-
towania Konstrukcji Komitetu Budowy Maszyn PAN.

Miejscem obrad na terenie Czechoslowacji sa od poczatku dwa palacyki: w Liblicach koto Pragi,
gdy organizatorem jest Ustav Termomechaniky CSAV w Pradze, i w Smolenicach kolo Bratystawy, gdy
organizatorem jest Ustav Mechaniky Strojov SAV w Bratyslawie. Z powodu ograniczonych warunkéw
lokalowych w obradach na terenie Czechostowacji bierze udzial nie wigeej niz 120 oséb, podezas gdy na
terenie Polski uczestnikéw bywa ponad 300,

Ostatnia, YX Konferencja odbyla si¢ w dniach 23-26 wrzeénia 1974 r. w Smolenicach. Wziglo w niej
udzial 23 uczestnikéw z Polski, reprezentujacych YPPT-PAN (3 osoby), Politechnike Warszawskg (9 osob),
AGH (6 os6b), Politechnike Wroclawska (2 osoby) oraz Politechnike Poznariska, Politechnike Slaska
1 WSI w Bydgoszczy (po jedmej osobie). Polacy wygtosili 16 referatdw, na ogéing liczbg 49; kilkakrotnie
petili funkcje przewodniczacych obrad; brali zywy udzial w dyskusjach.

Poza Czechami, Stowakami i Polakami w konferencji uczestniczyli obywatele ZSRR, NRD, Wegier,
Bulgarii, Rumunii, RFN i Francji. Zgodnie z przyjetymi weczeéniej ustaleniami, referaty mogly byé wy-
glaszane w jezykach organizator6w konferencji (czeski, stowacki, polski) lub w jezykach kongresowych,
natomiast teksty przestane do opublikowania musialy by¢ napisane w jezyku angielskim (ze streszczeniem
rosyjskim) lub rosyjskim (ze streszczeniem angielskim). Dwutomowe wydawnictwo «Proceedings of the
IXth Conference on Dynamics of Machines», zrealizowane metoda malej poligrafii, ma lacznie prawie
700 stron.

Tematyka konferencji miata by¢ ograniczona tylko do zagadnien optymalizacji w dynamice maszyn,
w szczegblnosci w dynamice mechanizméw, oraz do zagadnien wibroizolacji. Mialy by¢ przy tym przyj-
mowane prace wylgcznie o charakterze technicznym, nadajace si¢ do zastosowan. Te zatozenia byly na
ogbt dotrzymane, zaledwie kilka prac nie wigzalo si¢ z przyjeta tematyka lub mialo charakter formalno-
matematyczny.

Na zakonczenie podjeto uchwale, ze wiodacym wspolorganizatorem nastepnej, X Konferencji Dyna-
miki Maszyn bedzie Politechnika Warszawska. Konferencja odbedzie sie¢ w jesieni 1976 r., a tematyka
obrad bedzie dotyczy¢:

— pomiaréw maszyn w procesach identyfikacji,

— optymalizacji maszyn,

~ wibroakustyki.

Eugeniusz Kaminski (Warszawa)

METODY OBLICZENIOWE W MECHANICE NIELINIOWEJ

(Konferencja szkolenmiowa, Jablonna, 23-28 wrzeénia 1974 r.)

Rozwdj technik obliczeniowych, zwiazanych z wykorzystaniem komputeréw, ma istotny wplyw na
rozw6j mechaniki I na wprowadzenie jej osiggnie¢ w dzialalnoé¢ inzynierska. W Polsce, wykorzystanie
komputeréw do rozwigzywania zagadnien mechaniki i probleméw inzynierskich jest znacznie op6znione
w stosunku do przodujgcych technologicznie krajéw, a jednoczeénie jest niedostateczne w poréwnaniu
do osiggnigtego u nas poziomu w zakresie teorii. W zwiazku z tym istotna sprawg jest wprowadzenie
efektywnych metod komputerowych, szczegélnie do tych dziedzin mechaniki, ktére sg u nas dobrze roz-
winigte. Swiadomos$é potrzeby wprowadzenja i spopularyzowania tych metod odczuwana byta od pew-
Dego czasu zar6wno przez pracownikéw nauki rozwijajacych podstawy takich dziatéw mechaniki, jak
teoria nieliniowej sprezystosci, teoria plastycznosci czy niektdre dzialy mechaniki budowli, jak i inzynie-
réw zainteresowanych gléwnie wprowadzeniem osiagnigé naukowych do techniki. Wychodzac z takich
przestanek, Sekcja Mechaniki Konstrukcji Komitetu Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN postanowila
zorganizowaé konferencje szkoleniowa po$wigcona metodom obliczeniowym w mechanice nieliniowej.
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Inicjatywa zorganizowania i koncepcja takiej konferencji wyszia od prof. A. Sawczuka. Do wygloszenia
referatéw zaproszono pracownikéw jednego z najbardziej zaawansowanych o$rodkéw rozwijajacych me-
tody numeryczne w inZzynierii — Instytutu Statyki i Dynamiki Uniwersytetu w Sztutgarcie, ktorym kieruje
prof. J. H. Arcyris. Odpowiedni zesp6! autorski przygotowal specjalnie na potrzeby tej konferencji
leksty na okolo 30 godzin wykladowych.

Cykl wykladow obejmowal nastepujace zagadnienia:

1. Metoda elementdw skonczonyeh w zagadnieniach statylei i dynamiki. Podstawy analizy. Przedsta-
wiono wprowadzenie do metody elementéw skonczonych ze specjalnym uwzglednieniem naturalnego
sformulowania. Wyprowadzono réwnania teorii sprezystosci w notacji macierzowej wraz z podstawowymi
twierdzeniami energetycznymi. W zakonczenju podano wiele uwag praktycznych o mozliwych bledach
numerycznych powstajacych podczas procesu obliczeniowego.

2. Numeryezina analiza liniowych zagadnien dynamicznych. Omoéwiono wiele procedur dynamicznej
analizy liniowych sprezystych ukladéw konstrukcyjnych. Szczegdtowo rozpatrzono trzy metody:

— rbéwnoczesng iteracije wektorowa z przysSpieszeniem Czebyszewa (dla ukladéw o liczbie stopui
swobody wickszej od 500),

— metod¢ Houscholdera-Givensa (dla ukladéw o liczbie stopni swobody nic przekraczajacej 5003,

— metode Jacobiego (do zagadnien o niewielkiej liczbie stopni swobody, z reguly nie przekraczajacej
100).

3. Stateczno$é i duze przemieszczenia. Przedstawiono zastosowanie metody clementéw skonczonych
sformulowanej w przemieszczeniach do analizy zagadnien, w ktérych nie mozna pominaé¢ wplywu zmiany
geometrii konstrukcji przy wyprowadzaniu réwnan réwnowagi. Czegsé I wyktadu poswigcona byta zagad-
nieniom wyboczenia liniowego. Czeé¢ I obejmowala zagadnienia bardziej skomplikowane, kiedy defor-
macja konstrukcji jest nieliniowa funkcja dziatajacego obciazenia.

4. Nieliniowe zagadnienia dynamiczne. Oméwiono wiele prac dotyczacych catkowania nieliniowych
rébwnan ruchu metoda «step by step». Prezentowanc metody umozliwiaja analize ukladéw konstrukcyj-
nych do 2000 stopni swobody.

5. Zagadnienia fizycznie nieliniowe, Metode elementdw skonczonych zastosowano do analizy kon-
strukeji wykonanych z materialu sprezysto-plastycznego, wykorzystujac dwie powszechnie znane metody
postgpowania: metode sztywnosdci stycznych i metode obcigzen poczatkowych.

6. Zagadnienia liniowej i nieliniowej analizy zbiornikdéw. Przedstawiono wyznaczanie obcigzenia gra-
nicznego dla trojwymiarowych elementéw betonowych. Oméwiono geometryczng idealizacje konstrukceji
zelbetowych 1 sprezonych, Do opisu zachowania si¢ materiatu zaproponowano dwa modele cial: model
Mohra~Coulomba (tr6jparametrowy) oraz model pigcioparametrowy eliptyczno-paraboloidalny.

Wszystkie wyklady cieszyly si¢ prawie pelng frekwencja. Teksty wykladéw bgda wydane w jezyku pols-
kim przez «QOssolineum». W sklad ekipy wykladowcéw, wybranej przez prof. J. H. ARGYRisA spo$réd
pracownikéw jego Instytutu wchodzili: H, P, MLesNex, K. A. BrauN, D. A. NaGy, B. BICHAT, J.S.
Dovtsinis i K. J. WiLtam. Konferencja szkoleniowa zgromadzita 61 uczestnikow. Pracownicy szk6} wyz-
szych stanowili ponad polowe uczestnikéw. Instytuty naukowe PAN i placowek wojskowych reprezen-
towane byly przez 14 osbb. Tyle samo uczestnikdéw reprezentowalo biura projektowe i osrodki badaw-
czo-rozwojowe budownictwa i komunikacji. Kilku nie zarejestrowanych uczestnikéw dojezdzato z War-
szawy. W konferencji wzigto udziat 9 profesorow i docentéw, 17 doktoréw oraz 35 inzynieréw (projek-
tantow, asystentéw i doktorantéw).

Wydaje sie, ze konferencja szkoleniowa spelnila swe zadanie przedstawienia w sposéb logiczny
osiagnie¢ i kierunkéw badad w pewnym dziale mechaniki komputerowej, a takze zblizenia wspOiczesnej
problematyki badawczej i inzynierskiej do polskich $§rodowisk technicznych.

Zainteresowanie konferencjg takich o$rodkéw, jak Centrum Techniki Qkretowej, ETOB, Mostostal,
$wiadczy réwniez o technicznej przydatnosci konferencii.

Jacek Bauer {(Warszawa)
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KOLOKWIUM EUROMECH 54
«SKONCZONE DEFORMACJE W TEORII PLASTYCZNOSCI»

Jablonna, 30 wrzesnia—3 pazdziernika 1974 r.

Kolokwium «Euromech 54» na temat skonczonych deformacji w teorii plastycznosci odbylo sie
w Domu Zjazddw Polskiej Akademii Nauk w Jablonnie w okresie od 30 wize$nia do 3 pazdziernika 1974 r.

W obradach brato udziat 42 zarejestrowanych uczestnikéw z 13 'krajéw europejskich. mianowicie z:
Austril — 1, Belgii — 1, Bulgarii — 1, Czechostowacji -— 1, Anglii — 6, Francji — 4, Republikt Federalnej
Niemiec — 3, Polski — 20, Rumunii — 1, Szwecji — 1, Turcji — 1, Wegier — 1, Wioch — 1. Spoérod
polskich uczestnikéw Politechnik¢ Warszawska reprezentowala 1 osoba, Politechnike Krakowska — 4
osoby, Politechnike Poznafiska — 2, Politechnike Swietokrzyska — 1, oraz Instytut Podstawowych Pro-
bleméw Techniki PAN — 12 oséb.

Instytucia organizujaca Kolokwium byl Instytut Podstawowych Problemow Techniki Polskiej Aka-~
demii Nauk.

Przewodniczacym i organizatorem Kolokwium byl prof. Antoni SAwczuk.

W 6 sesjach wygloszono 29 referatébw, w tym 2 referaty problemowe.

Gloébwnym celem spotkania w ramach Kolokwium Euromech jest zgromadzenie naukowcéw i inzy-
nieréw z krajow europejskich i umozliwienie im bezposredniego kontaktu oraz otwartej dyskusji w celn
zwiekszenia efektywno$ci prowadzonych badan.

Spotkanie niezbyt duzej grupy ludzi bedacych specjalistami w zakresie teorii plastycznosci, roz-
szerzonej na zakres skonczonych odksztalcen, umozliwito nawiazanie bezposrednich kontaktoéw i dvskusji.
O zywym zainteresowaniu swiadczy niemal stuprocentowa obecnoé uczestnikdéw w obradach, poczawszy
od pierwszej do ostatniej sesji. Zainteresowanie obradami przekraczalo zreszta w znacznym stopniu grono
zarejestrowanych uczestnikoéw. Wielu pracownikdéw takich instytucji, jak: Politechnika Warszawska,
Uniwersytet Warszawski, WAT, ETOB, IPPT dojezdzalo codziennie do Jablonny w celu wystuchania
referatébw i wziecia udzialu w dyskusjach.

Program obrad zostal podzielony na sesje o nast¢pujacej tematyce:

1. R6éwnania konstytutywne dla materialéw sprezysto-plastycznych przy duzych odksztalceniach —
aspekty fizyczne i matematyczne. W ramach tego tematu wygloszono nastepujgce referaty: Behaviour
of elastic-plastic solids at high pressures, H. G. HOPKINS; On the kinematics of elastic-plastic finite strain,
F. Sioororr; Internal state variable and rate type descriptions of dynamic plasticity at finite deformations,
P. PERZYNA; FElastic-plastic viscoplastic constitutive equations and ordinary waves, M. PIau; Constitutive
equations for large dynamic plastic deformations, J. R. WILLIS; A three-fields variational theoreme for the rate
problem of finite strain ¢lasto-plasticity with discontinuous fields, M. KLEIBER ; Continunm model of regulary
Jointed media, L. W. MORLAND; Universal deformations for thermo-elastic-plastic materials, A. PAGLIETTT;
Variational principles for rate boundary-value problems in finite plasticity, J.). TELEGA; On yielding of
hyperelastic materials, A. SAWCZUK, J. MIELNICZUK ; Theory of finite creep deformations, K. H. GERALTS.

2. Analiza konstrukcji sprezysto-plastycznych w zakresic skofczonych odksztalceh — zagadnienia
statyczne i dynamiczne, metody rozwiazywania zagadnien brzegowych uwzgledniajace réine aspekty
geometrycznej nieliniowo$ci. W ramach tego tematu wygloszono referaty: Axisymmetric plastic defor-
mation using finite elenient method, O. MAHRENHOLTZ, W. KLIE; Buckle propagation in submavine pi-
pelines, A. C. PALMER, J. MARTIN; Finite deformations and inelastic collapse of spherical shells uuder
asymmetric inward radial loads, L. M. HABIP; Finite shear of elastic-plastic dilataut inaterials, Z. MRrOZ,
Cz. SzyMANsSK; Une nouvelle classe de lois de coniportement décrivant les grundes déformations visco-
élastoplastiques, P. GUELIN, P. STutZ; Experimental verification of non-coaxiality of the flow rule for
granular materinl, A. DRESCHER; On the behaviour of bulk materials in coniplex loading, T. HUECKEL;
Rotationally symmetric plane plastic flow of a Cosserat type Coulomb material, N. BoOGDANOVA-BONT-
CHEVA, H. LIPPMANN: On the termination of the process of finite plastic deformations, M. Zvczxkowski, K.
SzUwWALSKY; Optimal plastic design for large displacement, A. GAWECKI, A. GARSTECKL

3. Stateczno$é 1 jednoznaczno§é w zakresie skonczonych odksztalcen. Tytuly referatéw: Uniqueness
and stability at finite deformation of elastic-plastic solids, B. STORAKERS; Instability conditions in the deep-
drawing and stretch-forming of sheet metals, P. B. MELLOR; Stubility analysis of rigid plastic structures at
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the yield-point load, M. K. DUSZEK; A uniqueness theorem in the theory of finite inelastic strain, W. Ko-
SINSKI,

4, Inzynierskie zastosowania teorii skoficzonych deformacji sprezysto-plastycznych, procesy formo-
wania metali. Tytuly referatéw: Membrane-like deformations in sheet metal forming; a comparison of Mises
and Tresca approaches, H. LIPPMANN; Rigid perfectly-plastic analysis of beams finite-deflections under
static loads, A. GURKOK, H. G. HOPKINS; Large plastic deformations of compressed cylindrical and conical
shells, S. LUKASIEWICZ; Some experiments on round restrained reinforced-concrete slubs, C.T. MORLEY,

Dnzy nacisk w obradach polozono na zagadnienia formulowania zwigzkow konstytutywnych dla
materialéw sprezysto-plastycznych i plastycznych w zakresie skonczonych deformacii. Przedyskutowano
rézne podejécia w metodach opisu matertatu: predkoSciowe rownania konstytutywne oraz wprowadzenie
wewnetrznych zmiennych. W referacie generalnym 1. G. Hoekins z W. Brytanii przedstawit obecny stan
wiedzy w zakresie zachowania si¢ sprezysto-plastycznego oérodka poddanego duzym ci$nieniom. Wykazal
on podstawowe znaczenie zagadnien zwiazanych ze specyfikacja deformacji oraz z termodynamicznymi
réwnaniami stanu przy teoretycznym formulowaniu problemu dynamicznej propagacji fal naprezenia
charakteryzujacych sie silna nielinfowoscia. Zagadnienie rozwiazywania czastkowych réwnan rézniczko-
wych rzadzacych tym problemem oraz technika numeryczna zostaly réwniez szczegdlowo omédwione.

Nastgpnym zagadnieniem, na ktére zwrécono szczegdlng uwage w czasie obrad, byly problemy sta-
tecznosci i jednoznacznofci rozwiazant dla materialéw sprezysto-plastycznych przy skonczonych defor-
macjach. W referacie generalnym po$wigconym tym zagadnieniom B. STORAKERS ze Szwecji przedysku-
towal mozliwoéci zastosowania teorii jednoznacznodci i statecznoéci o$rodka ciaglego sformulowanej
przez R. HiLra do takich konstrukcji, jak belki, plyty i powloki. Wskazal on rowniez na istotny wplyw
poczatkowej niedokladnosci geometiycznej na no§noéé graniczna konstrukcji. W ramach tego zagadnienia
w czasie obrad przedyskutowano analiz¢ wplywu zmian geometrii konstrukcji spowodowanych plastyczna
deformacja oraz réznej definicji obiektywnej predko$ci naprezenia na zagadnienie statecznodci po osiag-
nigciu obcigzenia uplastyczniajacego. Podkreslono istotne znaczenie tego zagadnienia dla praktyki inzy-
nierskiej.

Z satysfakcja nalezy stwierdzié, 7e w czasie spotkania przedstawiono wiele warto§ciowych rozwiazan
probleméw brzegowych przy skonczonych plastycznych deformacjach, niekt6re z nich znajduja bezpoéred-
nie zastosowanie w nowoczesnej technologii. Migdzy innymi przedstawiono szczegblowa analize zacho-
wania si¢ sztywno idealnie plastycznej belki przy duzych przemieszczeniach, wskazujac istotny wplyw
sposobu zamocowania brzegéw (mozliwo$é osiowego przesuwu) na zalezno$é obciazenie-ugigcie.

W studiach dotyczacych optymalnego projektowania przy duzych plastycznych przemieszczeniach
zwrbcono uwage na fakt, ze optymalnie zaprojektowana konstrukcja moze okazaé sig niestateczna w chwili
uplastycznienia, podczas gdy konstrukcja projektowana wedlug innych kryteridw (np. staly przekroj)
jest stateczna.

Przedstawiono interesujgce rozwigzania i wyniki do§wiadczeni dla cylindrycznych i stozkowych powlok
poddanych osiowemu $ciskaniu w zakresie duzych odksztalcen.

W grupie prac poéwieconych technice numerycznej przedstawiono m. in. przyblizong metodg obli-
czania naprezefi i odksztalcen dla zagadnieh osiowo-symetrycznych przy duzych odksztalceniach.

Niektére problemy dyskutowane w czasie Kolokwium wynikaly z potrzeb praktyki inzynierskiej.
Do nich naleza zagadnienia formowania metalu oraz nosno$é podwodnych rurociagdw.

P. B. MELLOR (W. Brytania) omowil zagadnienia statecznoéci przy obcigganiu i glebokim tloczeniu
blach. Przedstawil on poréwnanie teoretycznie wyznaczonej granicznej predkosci tloczenia powlok cylin-
drycznych z danymi eksperymentalnymi, Nastgpnie zaproponowal zastosowanie zmodyfikowanej metody,
opracowanej u nas przez prof. Marciniaka, dla wyznaczania granicznych odksztalced przy obciaganiu
blach.

H. LirPMaNN (RFN) wykazal, ze zastosowanie prostszego warunku plastyczno$ci Treski i stowarzy-
szonego z nim prawa plynigcia do zagadnief osiowo-symetrycznego formowania blach prowadzi do wy-
nikéw bardziej zgodnych z eksperymentem niz przy zastosowaniu nieliniowego warunku Hubera-Misesa.

A. C. PALMER (W. Brytania) przedstawil wyniki badan teoretycznych i eksperymentalnych nad za-
gadnieniem wplywu poczatkowego wyboczenia podwodnych rurociagbéw na ich noénoé¢. Wskazal on na
niebezpieczehstwo zwigzane z mozliwoscia propagowania sig wyboczenia na duze odleglodci, Otrzymane
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wyniki zostaly wykorzystane przy projektowaniu rurociggdw na Morzu Péinocnym. Metody teorii pla-
stycznosci pozwolily rozwigzaé wazny problem techniczny.

Jak mozina sig zorientowa¢ z podanego spisu referatow, Kolokwium objelo takze wie'le innych waz-
nych i ciekawych zagadnien,

Dzigki referatom i dyskusjom jesteSmy w stanie wyrazniej widzie¢ pewne otwarte problemy, jak
rowniez wydoby¢ aktualnie wazne kierunki rozwoju w teorii plastycznego plynigcia przy skoriczonych
odksztalceniach. WyraZniej si¢ formuja najwlagciwsze sposoby opisu sprezysto-plastycznego zachowania
si¢ materialéw, podejScia do zagadnienia pelzania w konsekwentnie nicliniowym ujeciu oraz badania
statecznosdci w zakresie skoriczonych deformacji sprezysto-plastycznych.

Obrady podsumowal prof. Piotr PERZYNA,

Nie przewiduje si¢ opublikowania wygloszonych prac w formie specjalnego wydawnictwa pokonfe-
rencyjnego, natomiast autorzy maja mozno§¢ zamieszczenia wyglaszanych prac w specjalnym numerze
«Archiwum Mechaniki Stosowanej» po§wigconym tematyce kolokwiéw Euromech 53 i Euromech 54.

Maria Duszek (Warszawa)

SPRAWOZDANIE

z dzialalnoSci Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej za IV kwartal 1974 r.

I. Zebrania naukowe

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 16 zebranh naukowych, na ktérych wygloszono 19 referatéw
o nastepujacej tematyce:

Liczba

Lp. Data Prelegent Temat uczest- | dysku-

nikéw tantow

Oddzial w Bydgoszczy

1 29.11.74 A. Golik Zastosowanie schematow struktu- 12 4
ralnych w mechanice

2 29.11.74 Fr. Siemieniako Analiza harmoniczna kaskad 12 5
pneumatycznych

Oddzial w Czestochowie
3 22.10.74 R. Szewalski Nowe koncepcje podwyiszenia 46 4
granicy sprawnoéci i mocy jed-
nostkowej turbin i blokéw ener-

getycznych :
4 28.11.74 R. Janiczek Lomonosow — wielka postaé i0 2
XVII wieku
Oddzial w Gdansku
5 05.12.74 J. Wekezer Analiza pretéw cienko$ciennych 30 11

o zmiennych przekrojach otwar-
tych metoda elementéw skoriczo-
nych

Oddzial w Gliwicach

6 18.11.74 W. Brzozowski Aktualna sytuacja i perspektywy 14 5
| budowy sitowni z generatorami
MGD
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Liczba
Lp. Data Prelegent Temat uczest- dysku-
nikow tantow
Oddzial w Krakowie
7 19.12.74 M. Baczynska Wplyw niejednorodnosdci stanu 11 6
naprezenn w przekroju poprzecz-
nym polaczenia na obciazenia
ZwWojOwW
8 19.12.74 J. Domski Problem stempla na podlozu kon- 11
solidujacym
Oddzial w Lodzi
9 03.10.74 G. M. Eason Wave propagation in a naturally 12 10
(Glasgow) curved elastic rod
10 31.10.74 H. Gocke Mechanismendynamik, speziell
Koppelgetriebe-Analyse, von der
Berechnung bis zur vollautomati-
sierten Zeichnung und Bild-
schirmausgabe
11 31.10.74 H. Aurich Probleme der statischen und dy-
namischen Berechnung von Werk-
- zeugmaschinen  (Gestellberech-
nung)
Oddzial w Poznaniu
12 28.10.74 J. Maczynski Nowe zastosowania teorii apro- 18 4
ksymacji
Oddzial w Szczecinie »
13 07.10.74 Z. Cywiniski Metoda Crossa w zastosowaniu 17 5
do rozwiazywania cienkoS$cien-
nych belek ciaglych
14 19.12.74 W. Anderle Metoda SK Berlin w zelbetowym 28 5
budownictwie szkieletu
Oddzial w Warszawie
15 18.10.74 G. Lallement Synteza i optymalizacja liniowych 23 2
(Besangon) ukladéw dynamicznych
16 18.10.74 R. Gutowski Pewne zagadnienia syntezy nieli- 23 5
niowych ukladéw dynamicznych
17 02.12.74 Z. Kaczkowski O czasoprzestrzennych elemen- 26 9
tach skonczonych. Czy masa jest
wektorem
Oddzial we Wroclawiu
18 08.10.74 J. Bauer Metoda elementdéw skoniczonych 8 4
w zagadnieniach gérotworu
19 02.12.74 1. Kisiel O mechanice ilébw 15 6
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1I. Sympozja

Oddzial w Gdansku zorganizowal IV Sympozjum na temat «Filtracji». Odbylo si¢ ono
w dniach 18 i 19 listopada 1974 r. z udzialem okolo 100 os6b.
Podczas Sympozjum wygtoszono nastepujgce referaty:
1. A. Czerwinska, Zastosowanie metody hybrydowej do rozwiqzywania odwrotnych zagadnien filtracyi,
2. B. Dembski, Zastosowanie modelowania numerycznego do badania zjawiska przeplywu wody w spekanych
masach skalnych,
3. R. Skawiniski, Eksperymentalne badama nieliniowosci przeplywow w osrodkach porowatych,
. A, Czamara, W. Czamara, J. Kowalski, Badania infiltracji przy sztucznym zasilaniu wéd gruntowych,
. B. Jacenkow, A. Wita, Obliczanie filtracji w dwdch horyzontach wodonosnych przedzielonych slabo
przepuszczalng warstwa,
. B. Jacenkow, A. Piatek, Badania analogowe kontaktu hydraulicznego kanalu z wodami podziemnyimi,
. B. Jacenkow, A, Wita, Hydraulika penetracji iniektu,
. B. Katkowska, Badania modelowe przeplywu wody na elektrycznych modelach ciqglo-sieciowych,
. J. Flisowski, K. Knapik, A. Wieczysty, Zastosowanie analizatora siatkowego do rozwiqzywania zadan
filtracji ustalonej i nieustalonej,
10, R. Pozniak, Zmiany kierunku przeplywu wid podziemnycl w rejonie zapory w okresie wstepnego napel-
nienia zbiornika,
11. J. Kowalski, T. Molski, Badanie infiltracyjnego ujecia wody metodq analogii elektrohydrodynamicznej,
12. B. Kordas, M. Maciejewska, Obliczenia wydajnosci studni z poziomymi zbieraczami umieszczonej pod
dnem zbiornika,
13. B. Broé, J. Kowalski, B. Haszto, Ksztaltowanie si¢ filtracji w zaporze ziemnej zbiornika osadowego na
drobnoziarniste odpady po przerébce wegla kamiennego,
14. A. Sadurski, Przykiad zastosowania metod numerycznych do analizy zespolu studzien artezyjskich,
15. T. Sukowski, Metody numeryczne w projektowaniu odwodnier wykopdw budowlanych.
W dyskusji nad referatami zabrato gtos 31 oséb.

wn

[NoRo LR B«

HI. Kursy

1. 0ddziat w Czgstochowie przeprowadzil kurs na temat «Wstgp do teorii systeméw
wielkich», Kurs obejmowal 30 godzin wykladowych. Prowadzit go dr R. Krzywiec, W kursie uczestniczylo
36 osbb.

2. 0Oddzial w Poznaniu przeprowadzil kurs na tematy: A. Teoria zniszczenia, B. Teoria
aproksymacji. Kurs trwat od 11 listopada do 16 grudnia 1974 r, i obejmowat 6 wyktadéw. W kursie uczest-
niczyto 30 oséb.

IV. Konkursy

1.0ddziat w Gdansku przeprowadzil ogélnokrajowy konkurs na prace teoretyczne z dzie-
dziny mechaniki. Zgloszono ogblem 23 prace.

Dwie drugie nagrody po zt 8000 — otrzymali: dr Wiestaw KUFEL za pracg pt. Sterowana dyskrety-
zacja plyt i powlok; mgr Elzbieta FILIPOW-CISKOWSKA za pracg pt. Model symulacji losowych pdl odchylen
w zastosowaniu do dwuwymiarowych zagadnien technicznych.

Dwie trzecie nagrody po zt 5000 — otrzymali: dr inZz. Walerian SzySzxowskI za prace pt. Analiza
bardzo duzych ugieé¢ sprezystych sciskanych osiowo powlok walcowych i stozkowych; dr inz. Wiestaw WOIE-
wODZKI za prace pt. Pelzanie konstrukeji w zmiennych warunkach obciqzenia i temperatury.

Wyréznienia otrzymali: mgr inz. Grzegorz JEMIBLITA za pracg pt. Techniczna teoria plyt; mgr. inz,
Wiestaw OSTACHOWICZ za prace pt. Dyskretny model obliczania drgan wlasnych i statecznosci pretéw osiowo
obciqzonych o dowolnie zmiennym przekroju; dr Jerzy WEKEZER za prace pt Statyka pretdw cienkosciennych
o zmiennych przekrojach otwartych.
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2.0ddzial w Czestochowie przeprowadzil konkurs na prace doswiadczalne z mechanikj
technicznej. Wplynelo 18 prac.

Pierwszej nagrody postanowiono nie przyznac.

Druga nagrod¢ w wysokosci zt 8000 — przyznano dr. Tadeuszowi BEDNARSKIEMU (z Warszawy)
za pracg pt. Wyznaczenie elementéw kinematyki proceséw metodq stereo-fotograficzno-rzutowq.

Dwie réwnorzedne trzecie nagrody po zt 5000 — otrzymali: mgr inz. Reinhold KALuZa (z Opola)
za prace pt. Analiza statyczna powloki hiperboloidalnej chlodni kominowej przy nierdwnomiernych przemie-
szczeniach jej dolnego brzegu w aspekcie badart modelowych; mgr inZ. Janusz WiLCZyYNsKI (z Czestochowy)
za pracg pt. Wplyw podluznego gradientu cisnienia na pole predkosci za palisadg plaskich plytek.

Trzy wyroznienia otrzymali: dr Andrzej DRescHER (z Warszawy) za prace pt. Zastosowanie elasto-
optyki do badania praw plastycznego plyniecia osSrodkdw rozdrobnionych — zi 2000; dr inz. Stanistaw
OcueLskl, prof. dr hab. Zbigniew ORro$, mgr inz. Manfred Szopa, mgr inz. Kazimierz TOMASZEWSKY
(z Warszawy) za pracg pt. Wytrzymalosciowe badania modeli zbiornikéw cisnieniowych — z43000; dr inz.
Karol WyLEzYcH (z Gliwic) za pracg pt. Wyznaczanie charakterystyk dynamicznych gumy przy perio-
dycznym skrecaniu walca pelnego. Zastosowanie sterowanego impulsu do pomiaru kqta stratnosci — zk 2000,

V. Dzialalnoé¢ wydawnicza

1. 0ddzial w Gdansku wydal materialy konferencyjne na Sympozjum na temat «Filtracji».
2. Czwarty zeszyt MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ o objetosci 14,5 arkusza
wydawniczego ukazat si¢ w styczniu 1975 r.

V1. Sprawy organizacyjne

Liczbe cztonk6w w poszczegbinych Oddziatach PTMTS ilustruje nastgpujaca tabela:

Przybylo  lub
Stan Stan .
. X . ubylo w okresie
Lp. Oddziat na koniec na koniec
sprawozdaw-
oI kw. 74 1V kw. 74 czym
1 Bydgoszcz 20 21 +1
2 Czestochowa 37 37 —
3 Gdansk 50 53 +3
4 Gliwice 120 122 +2
5 Krakéw 73 74 +1
6 Lodz 39 44 +5
7 Poznani 57 58 +1
8 Rzeszoéw 11 11 —
9 Szczecin 31 31 —
10 Warszawa 211 219 +8
11 Wroctaw 64 64 —
Razem 713 734 21

W okresie sprawozdawczym odbylo sig plenarne zebranie Zarzadu Gléwnego Towarzystwa, zebranie
prezydium Zarzadu Gléwnego oraz 21 zebran organizacyjnych w Oddziatach,
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SPRAWOZDANIE Z VI SYMPOZJUM
«DRGANIA W UKEADACH FIZYCZNYCH»
Poznan, 6—7 wrzeSnia 1974 r.

Politechnika Poznariska i Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (Oddzial w Poz-
naniu) zorganizowaly w Poznaniu w dniach 6—7 wrzeénia 1974 r. VI Sympozjum «Drgania w Ukladach
Fizycznych». Jednym z inicjatoréw tych spotkan w Poznaniu i ich organizatorem byt dr Edmund K ARASKIE~
wicz — profesor zwyczajny i dlugoletni kierownik Katedry Mechaniki Technicznej Politechniki Poznan-
skiej. Sympozjum bylo wyrazem pamieci i stanowi kontynuacje prac prowadzonych przez dotychczasowego
organizatora poznanskich spotkan profesora Edmunda KARASKIEWICZA.

Sympozjum bylo robocza platforma pracownikéw nauki i techniki zainteresowanych problematyka
drgadi i dynamika ukladéw mechanicznych.

Z uwagi na ograniczony czas trwania i liczbe zgloszonych referatéw obrady Sympozjum prowadzone
byly w dwdch sekcjach:

Sekcja A — «Qgblne zagadnienia teorii drgan» (pod przewodnictwem prof, dr. hab. inz. Romana
GUTOWSKIEGO),

Sekcja B — «Zastosowanie teorii drgan» (pod przewodnictwem prof. dr. hab. inz, Zbigniewa OSIN-
SKIEGO).

W ramach Sympozjum wygloszono nastepujace referaty:

Referaty plenarne

1. Roman GUTOWSKI, Ruch programowy (synteza) nieliniowych ukladéw drgajgcych.
2. Zbigniew OsINSK1, Drgania maszyn przy wymuszeniach o charakterze impulsowym, zdeterminowane
i przypadkowe.

Referaty w sekcji A — Ciagle i dyskretne modele matematyczne obiektéw dynamicznych, istnienie i sta-
teczno$é rozwiazan oscylacyjnych, uktady samowzbudne parametryczne itp., metody numeryczoe teorii
drgan.
1. J62ef Batkowski, Wanda SZEMPLINSKA-STUPNICKA, Obszary przyciggania rezonansu kombinowanego
w nieliniowym ukfadzie o dwdch stopniach swobody.
2. Czeslaw CempeL, Antoni KusNiErz, Drganla gietne belek o niecigglych wlasnosciach.
3. Zbigniew DZYGADLO, Numeryczna analiza drgati odksztalcalnego samolotu lub rakiety metodq elemeutdw
skorczonych.
4. Wiodzimierz GAWROKNSKI, Wpiyw bleddw pomiarowych i wariacji parametrdw ukladu na czestosé drgan
wlasnych.
5. Jerzy KIerkowskl, Analiza drgasi plyty prostokainej o zmiennej grubosci metodq elementdw skoficzonych.
6. Witold KosiNsk1, Zachowanie sie amplitud fali przyspieszenia i fali uderzeniowej w osrodkach niespre-
Zystych.
7. Stefan Kotowskl, Badania jakosSciowe rozwigzar ukladu o dwéch stopniach swobody.
8. Robert KRZYWIEC, O systemowym formulowaniu zagadniert drgan nieliniowych. Systemy wielkie drgan
kwadratowych.
9. Jerzy MARYNIAK, Zdobyslaw GORAJ, Wplyw sztywnosei ukladu sterowania sterem wysokoscl na statecz-
nos$é podiuzng samolotu.
10. Agnieszka MuszYNskA, Ruch symetrycznego wirnika.
11. Jozef Niziovr, Drgania i stabilno$é zyroskopu calkujacego w ujeciu nieliniowym.
12. Jbzef Nizior, Drgania nieliniowe iyroskopu calkujgcego w ujeciu probabilistycziym.
13. Ryszard PISKORSKI, Dynamika ukladu cigglego o zmiennej strukiurze.
14. Andrzej Szyprowski, O pewnych kryteriach statecznosci ruchu,
15. Andrzej SWIDER, Drgania samowzbudne z wymuszeniem ukladu pretowego.
16. Andrzej Tomczyx, Wanda SZEMPLINSKA-STUBNICKA, O pewnej przyblizonej metodzie optymainej sta-
bilizacji drgan nielinlowego ukladu dynamicznego o wielu stopniach swobody.
17. Zbigniew WALCZYK, Badanie stabilnosci ruchu liniowych ukladéw cigqglych i zastosowanie do badania
ruchu wirnikdéw wielopodporowych.
18. Jbzef Wigckowsk1, Dynamika belek o zmiennej strukturze.
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Referaty w sekcji B — Identyfikacja i modelowanie obiektéw dynamicznych, drgania maszyn i urza-
dzen — analiza, synteza, minimalizacja drgan, wibroizolacja, wibrotechnika.
1. Bogdan Apamczyk, Wiestawa Kuniszyk-Jozkowiak, Elzbieta Sapowska, Ferdynand JaGisero,
Badanie rozchodzenia sie fal podiuznych w stalowych spiralach srubowych.
2. Arkadiusz BArczAk, Mieczystaw OFIERZYNSKI, Przyblizona analiza drgai boczuych nadwozia wagonu
dla nieliniowego ukladu zawieszenia.
3. Stefan BErczyNskI, Andrzej WITEK, Analityczne wyznaczanie wilasnosci dynamicznych belek frezarek
wsporuikowyci.
. Czestaw CemrEL, Urszula KosieL, Identyfikacja obiektdw mnechanicznych — przeglad inetod.
. Czestaw CemrEL, Ewa RUNGE, Identyfikacjia wymuszen waskopasmowych metodq trzech parametréw.
. Czeslaw CEMPEL, Podatnosciowa koncepcja uderzeniowego wielomasowego eliminatora drgain UWED,
. Czestaw CempeL, Ryszard Nowicky, Dynamika grupy maszyn podobnych osadzonych na wspbinym
Sundamencie.
8. Czeslaw CempEL, Marek Masewski, Optymalizacja oddzialywait w nkladzie czlowiek-operator-reczne
narzedzie udarowe.
9. Czeslaw CempeL, Marek MASEWSKI, Identyfikacja wlasnosci dynamiczuych reki czlowieka — operatora
we wspdlpracy z narzedziem wibracyjnym.
10. Czeslaw CeMPEL, Zdzislaw GOLEC, Uderzeniowy wielomasowy eliminator drgan (UWED) przy wymu-
szenin polilarmonicznym.
11. Slawomir JANECKI, Wytrzymalosé i drgania lopatek wirnikowych ostatnich stopni turbin parowych.
12. Eugeniusz Xaminsky, Uklady amortyzujgce o zmiennej strukturze.,
13. Henryk KAZMIERCZAK, Wplyw paramnetréw mechanicznych podpory na dynamike amortyzowanego
ukladu.
14. Henryk KuUBzZDELA, Archiwizacja drgari mnaszyn na tasmie magnetofonowej.
15. Antoni KUSNIERZ, Zastosowanie uderzeniowego eliminatora drgan do minimizacji dynamicznosci jedno-
wymiarowych nkladsw cigglyci.
16, Wiadystaw Lisewsk1, Andrzej LacHowicz, Doswiadczalne wyznaczanie charakterystyk czestotliwoscio-
wych ukladu masowo-sprezystego frezarek wspornikowych.
17. Stanislaw MICHALOWSKI, Optymalny dobér elementdw zawieszenia sprezarki tlokowej.
18. Edward Motax, Wibroizolacja powierzchniowa fundamentéw maszyn i urzqdzen.
19. Mieczyslaw OFIERZYNSKI, O wplywie zawieszenia nadwozia na statecznosé biegu pojazdu szynowego.
20. Edward Protrowski, Dynamika symetrycznego ruchu samolotn PSL w fazie przejSciowef z uwzglednie-
niein analizy pracy kauvalu pediuznego autopilota.
21. Franciszek PrzysturA, Wlodzimierz WroDARSKI, Marek PrRzySTUPA, Tlumiki drgan skretnych ukladdw
napedowych z przegubami Cardana.
22, Wojciech SArATA, Zastosowanie kompensacji bezwladnosciowej do wibroizolacfi recznych narzedzi
udarowych.
23, Jerzy SzczyGIEL, Sily tarcia wewnetrznego w wybranych materialach konstrukcyjnych przy jednoosiowych
Stanach naprezen.
24, Jerzy WAPIENNIK, Badanie statecznosci pewnego ukladu mechanicznego z uderzeniowym tlumikiem dyna-
micznym.
25. Jozef WoINAROWSKI, Andrzej BUCHACZ, Zastosowanie grafdw i liczb strukturalnych do wyznaczania
widma czestosci drgan wlasnych.
Ogdlem w Sympozjum wzigto udziat okoto 120 uczestnikéw z calej Polski.

Jerzy Maryniak (Poznar)

~N N A

KRAJOWY KONKURS NAUKOWY
NA PRACE DOSWIADCZALNE Z MECHANIKI

Gliwicki Oddzial PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Glownym PTMTS w Warszawie oglasza Kra-
jowy Konkurs na prace do§wiadczalne z mechaniki.

W konkursie moga braé udzial tylko czlonkowie PTMTS, nie posiadajacy tytulu profesora, docenta
lub stopnia doktora habilitowanego.
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Prace konkursowe, zawierajace elementy nowosci w stosunku do aktualnego stanu wiedzy, nalezy
przesla¢ do Sekretariatu Oddzialu Gliwickiego PTMTS (ul. Powstancow 12, p. 24, 44-100 Gliwice, Instytut
Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Slqskiej) w terminie do dnia 15 wrze$nia 1975 r,

Praca nie moze byé przed ta data opublikowana ani zgloszona do druku. Maszynopis pracy nalezy
przesla¢ w 3 egzemplarzach w formie nadajacej sic do druku; jego objetosé nie powinna przekraczaé 15
stron nie liczac rysunkéw i wykresow.

Prace nalezy opatrzy¢ godlem, a nazwisko, imig i adres uczestnika wraz z podaniem miejsca pracy
poda¢ w zamknigtej kopercie.

Dopuszczone do konkursu prace uczestnicy zreferuja na publicznym zebraniu naukowym w terminie
okre$lonym przez Zarzad.

Prace ocenia¢ bedzie Sad konkursowy powolany przez Zarzad Oddzialu w porozumieniu z Zarzadem
Glownym.

Konkurs prowadzony bedzie zgodnie z regulaminem Konkurséw Naukowych PTMTS.

Nagrody
1 —12.000 21
11— 8.000 zt

dwie III po 5.000 z}

Zarzad Oddzialu zastrzega sobie prawo nieprzyznania lub innego podzialu nagréd.

KOMUNIKAT

OGOLNOKRAJOWY KONKURS
NA NAJLEPSZA PRACE Z DZIEDZINY MECHANIKI
(z wylqczeniem prac natury czysto doSwiadczalnej)

Oddziatl £6dzki Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zgodnie z decyzja Za-
rzadu Gléwnego oglasza konkurs

na najlepsza prace z dziedziny mechaniki
(z wylaczeniem prac natury czysto doswiadczalnej)

Konkurs jest ograniczony, dostepny tylko dla czlonkéw PTMTS nie posiadajacych tytulu profesora,
docenta lub stopnia doktora habilitowanego. Za najlepsze prace zostana przyznane nastepujace nagrody

I nagroda — 12.000 zi
II nagroda — 8.000 zt
III nagroda — 6.000 zt
IV nagroda — 4.000

Prace konkursowe nalezy przesyta¢ do dnia 10 paZdziernika 1975r. na rece sekretarza £.6dzkiego Oddziatu
PTMTS doc. dr J. Zidtkowskiego, Politechnika Eé6dzka, Instytut Maszyn i Urzadzed Widkienniczych,
ul. Zeromskiego 116, 90-924 £.6d3.

Praca nie moze by¢ przed ta data opublikowana ani zlozona do druku. Maszynopis pracy nalezy prze-
sta¢ w 3 egzemplarzach; jego objeto$¢ nie powinna przekraczaé 20 stron.

Konkurs prowadzony bedzie zgodnie z regulaminem Konkurséw Naukowych PTMTS.

Zarzad Oddzialu zastrzega sobie prawo nieprzyznania lub innego podziatu nagréd.

KOMUNIKAT

Zarzad Oddzialu Gliwickiego PTMTS organizuje XV Jubileuszowy Sympozjon pod hastem «Opty-
malizacja w Mechanice», ktéry odbedzie si¢ w Beskidzie Slaskim w lutym 1976 r. i obejmowaé bedzie na-
stepujace grupy problemowe:

1. Procesy i systemy cieplne

2. Maszyny i urzadzenia energetyczne
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3. Sterowanie optymalne

4. Dynamika maszyn

5. Odksztatcalne ustroje pretowe i powierzchniowe

6. Metody eksperymentalne i modelowanie ukltadéow

7. Teoria konstrukcji

8. Metody statystyczne

Korespondencje w sprawie Sympozjum prosimy kierowa¢ pod adresem: Polskie Towarzystwo Mecha-
niki Teoretycznej i Stosowanej, Qddzial w Gliwicach, 44-101 Gliwice, ul. Powstaricow 12, pok. 24, tel,
91-10-01 do 03, w. 3.

SYMPOZJA
MIEDZYNARODOWEJ UNII MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ (IUTAM)
1975

IUTAM Symposium on the Dynamics of Vehicles on Roads and Railway Tracks

Miejsce: Delft University of Technology, Delft, Netherlands

Data:  18-22 sierpnia 1975

Przewodniczacy: dr H. B. PACEIKA, Vehicle Research Lab., Mekelweg 2, Delft, Netherlands

Second ITUTAM Symposium Transsonicum

Miejsce: Gottingen, BRD

Data:  8-13 wrzeénia 1975

Przewodniczacy: prof. K. OSwWATITSH, Inst, fiir Strémungslehre Technische Hochschule Wien, 1040 Wien,
Karlplatz 13, Austria

Joint TUTAM/IMU Symposium on Application of Methods of Functional Analysis to Problems of Mechanics

Miejsce: Marseille, France

Data:  2-6 wrze$nia 1975

Przewodniczacy: prof. P. GERMAIN, Université Paris VI, Mécanique Theoretique-Tour 66-4, Place Jussieu,
75 230 Paris, Cedex D35, France

Joint IUTAM/IUPAB Symposium on Biodynamics of Animal Locomotion

Miejsce: Cambridge, UK '

Data:  1-5 wrzes$nia 1975

Przewodniczacy: prof. Sir James LiGHTHILL, Dept. of Applied Mathematics and Theoretical Physics,
The University of Cambridge, Silver Street, Cambridge, UK

JUTAM Symposium on Aeroelasticity in Turbomachines

Miejsce: Paris, France

Data:  20-25 pazdziernika 1975

Przewodniczacy: prof. R. LEGENDRE, O.N.E.R.A., 29, Avenue de la Division Leclerc, 92 Chatillon, France

1976

JUTAM Symposium on Structure of Turbulence and Drag Reduction

Miejsce: Washington, D.C. or Pennsylvania, USA

Data:  7-12 czerwca 1976.

Przewodniczaey: dr F. N. FrenkieL, Computation and Mathematics Dept. Naval Ship Research and
Development Center, Bethesda, Maryland 20034, USA

TUTAM Symposium on Stochastic Problems in Dynamics

Miejsce: Southampton, UK

Data:  19-23 lipca 1976

Przewodniczacy: prof. B. L. CLARKSON, Inst. of Sound and Vibration Research, University of Southamp-
ton, Southampton, UK
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IUTAM Symposium on Surface Gravity Waves in Water of Varying Depth

Miejsce: Canberra, Australia

Data: lipiec 1976

Przewodniczacy: prof. J. R. Rapok, The Horace Lamb Institute of Oceanography, 9 Emily Avenue Clamp-
ham, South Australia 5062

14th International Congress of Theoretical and Applied Mechanics
Miejsce: Delft, Netherlands )
Data: 30 sierpnia — 4 wrzeénia 1976
Korespondencje naleZy przesyla¢ pod adresem:
TUTAM 1976 cfo Klvl
23 Prinsessegracht, The Hague, Netherlands

1977

IUTAM Symposium on High Velocity Deformation of Solids

Miejsce: Tokyo, Japan

Data: 1977

Przewodniczacy: prof. S. Fukui, cfo prof. K. Kawara, Inst. of Space and Aeronautical Science Univer-

sity of Tokyo, 4-6-1, Komaba, Meguro-ku Tokyo, Japan

IUTAM Symposium on Modern Problems in Elastic Wave Propagation

Miejsce: nie jest jeszcze ustalone

Data: 1977

Wspoiprzewodniczacy: prof. J.D. AcHENBACH, The Technological Institute, Northwestern University,
Evanston, Ill. 60201, USA and
prof. J. MixrLowrrz, Division of Engineering and Applied Science, California
Institute of Technology, Pasadena, California 91109, USA

Second IUTAM Symposium on Rotating Fluids

Miejsce i data: nie sa jeszcze ustalone
Przewodniczacy: nie jest jeszcze wyznaczony



W nastepnym zeszycie ukaZa sig¢ prace:

. KocaNpa, Badania i obliczenia predkosci rozwoju peknie¢ zmeczeniowych
Uccneporanne 1 pacuéT CKOPOCTH PACHPOCTPAHECHHA YCTANOCTHLIX TPELHH
Investigation and evaluation of fatigue cracks growth rate

. KocANDA, J. Kozusowskl, O mozliwosci rozszerzenia metodyki badait pawierzchni peknieé
zmeczeniowych

O BO3MOMKHOCTAIX PACUIMPEHHS METOMOB HCCIIENOBAHHS NOBEPXHOCTH YCTANOCTHALIX TPELLHH
On the possibility of widening the range of methads of investigation of fatigue crack surface

. WALICKI, Przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy powierzchniami abrotowymi: nieruchoma
i drgajaca skretnie

Teuenue BA3IKOHA MHIAKOCTH B IUENH MEKAY ABYMSA NOBEPXHOCTSIMH BPAILEHMs U3 KOTOPBIX
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