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UOGOLNIONE POSTACIE WARIACYJNYCH ZASAD MECHANTKI
. WPRACACH Z KONCA XIX I POCZATKU XX WIEKU . -

N.J.CYGANOwWA (WOLGOGRAD)

1. UogéInione postacie wariacyjnych zasad mechaniki zwiazane z uogéInieniem pojgcia
potencjalu kinematycznego : '

W pracy KONIGSBERGERA [1]z [897 r. zostaty przedstawione zasady mechaniki w postaci
wynikajacej z uogdlnienia definicji potencjatlu kinetycznego. Badania KONIGSBERGERA
zostaly zainspirowane pracami HELMHOLTZA. W pracy pt. O fizycznej.interpretacji zasady
minimum dzialania [2] oraz w Wpykladach dynamiki dyskretnych punktéw materialnych
[3] HELMHOLTZ zrezygnowal z charakterystycznego dla mechaniki zaloZenia, Zze energia
kinetyczna jest jednorodna kwadratowa funkcja predkoscei, a energia potencjalna zalezy
tylko od wspéirzednych punktu (i czasu). Celem taklego postqpowama bylo jednolite
mechanistyczne ujecia termo- i elektromechaniki.

Réznice energii potencjalnej i kinetycznej, czyli podstawowa funkcj¢ Hamiltona,
HEeLMHOLTZ nazwal potencjalem kinetycznym. Potencjal ow H = V=T w ujgciu HEL-
MHOLTZA moze by¢ dowolna funkcja uogélnionych wspoéirzednych, predkosci i czasu.

Uzupetniajgc H dodatkowymi czlonami, odpowiadajacymi silor = zewnetrznym,
HeLmHOLTZ zapisal zasad¢ Hamiltona i odpowiednie réwnania -Lagrange’a drugxego
rodzaju w postaci uogdlnionej Fis ‘

N k
n C o [(H+ D ouq)ar=o,
' to =1
O0H d [oH
-a—wdz(a—q,) =2

We wzorach tych Q, oznacza uogolmonq reakcje porusza]qcego si¢ ukladu na zmlanq
wspotrzednych g;. - ;
KONIGSBERGER posunal si¢ jeszcze dalej niz HELMHOLTZ w uogolmamu potenqalu
kinetycznego, zakladajac go w postaci dowolnej funkcji czasu, wspétrzednych i ich po-
chodnych po czasie. Wynikiem tego byly uogélnione postacie rézniczkowych i calkowych
twierdzed wariacyjnych.
Uogd6lniona zasada d’Alemberta-Lagrange’a ma postaé

3n
: OH d,.‘aH.),,:d oH\ @ [ oH\ 1. Lo
o Dl i G- e G () -nfen o
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gdzie H jest kinetycznym potencjalem — dang funkcja czasu, wspdtrzednych i ich po-
chodnych po czasie (do »-tej wlacznie), X, sa danymi funkcjami czasu i wspoirzednych,
a dx; — wirtualnymi przemieszczeniami, ktére spetniaja réwnania holonomicznych i linio-
wych nieholonomicznych wigzdw
3n

3) Dagon =0, (r=1,2,..,0D.

k=1
Z zasady (2) i réwnan (3) otrzymuje KONIGSBERGER za pomocq mnoznikéw nieokre§lo~
nych uogélnione réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju dla holonomicznych i liniowych
nieholonomicznych ukiaddéw:

C)

l
oH d { 0H d [ 0H
6—xk—dt(6—xk)+ (—I) dt"(axi’") Xk+ rgllark_o (k= 1’29"'13”)’

oraz uogdlnione rownania Lagrange’a drugiego rodzaju dla uktadéw holonomicznych:
0H d (0H d* [ 0H d [ 0H
O G (G ) o) e =0

We wzorze tym

3n
- Zxk--ax—*, G=1,2,..,m
— oq;

jest funkcja czasu i uogdlnionych wspoétrz¢dnych g;.

W przypadku zwyklego potencjatu kinetycznego réwnania (5) utozsamlajq si¢ z uogol-
nionymi rownaniami Lagrange’a (1).

KONIGSBERGER otrzymal réwnieZ uogdlniona zasad¢ minimum wymuszenia dla ukladéw
holonomicznych. Uogdlniona definicja wymuszenia ma postac¢

0H d [ oH & | oH 2
© z= Z 82H [axk—ﬁ(axk) - Y dt"(ax(”’) X"]'

x(v)z

Wymuszenie Z traktowane jest jako funkcja wielkoSci x§** przy ustalonych xi, X, ...,

., x@=1_lub odpowiednio funkcja wielkoSci ¢{**) przy ustalonych q,, iy ooy g0,
Zakladajqc, ze potencjatl kinetyczny H jest catkowita funkcja zmiennych x{”, nie zawiera-
jaca ich pochodnych, czyli

0*H
) o a5 =0, e#o,
x{ - 9xY
otrzymujemy
®

3n

1 0Z oH d | oH d’ oH Ox§{2")
-t 9% LI (il - - -
R e Z[axk dt(a)'ck) SR dtv(axw) X"] FreD

k=1
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Poniewaz

ox{2" Oxy,

oq(*” — 0q;’
mozna sprowadzi¢ réwnanie (8) do postaci

| 9z _ oH _ d(a_H o ey 6_H)+Q.
29 " g ar\eg )T g ) TE

dTl
z ktdrej na podstawie uogdlnionych réwnan Lagrange’a (5) wynika, ze

0z
i

(—1yt-

Zatem dla wartoSci ¢{2” okreslonych za pomoca uogdlnionych réwnan Lagrange’a
(przy ustalonych ¢;, ¢;, ..., ¢{*~") i odpowiadajacych im wartosci x§2” (przy ustalo-
nych x;, X;,..., x*~1) funkcja Z osigga punkt ekstremalny. Jezeli wszystkie pochodne
02H[0x{"* sa ujemne, to punkt ten odpowiada minimum Z, poniewaz Z jest wéwczas
dodatnie. W przypadku, gdy H jest zwykltym potencjalem kinetycznym, twierdzenie po-
wyzsze utoZsamia si¢ z zasada minimum wymuszenia sformutowana przez Gaussa. Z po-
wyzszego dowodu uogéblnionej zasady minimum wymuszenia wynika, Ze jest ona odpo-
wiednikiem uogdlnionych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju. )

2. Modyfikacja zasady Gaussa w «Mechanice» Macha

Analityczna postaé zasady minimum wymuszenia we wspdlrzednych holonomicznych
osiagnela ksztalt ostateczny w wyniku badan uczonych austriackich A. WASSMUTA,
E. ScHENKELA i P. LEITINGERA. Jednak owe prace, jak réwniez wcze$niejsze badania
uczonych niemieckich i rosyjskich, po§wiecone sa zwyklej gaussowskiej postaci tej zasady.
Dopiero w «Mechanice» MACHA [4] po raz pierwszy pojawia si¢ propozycja modyfikacji
twierdzenia przez odrzucenie czeéci wigzédw ukladu. Chociaz MACH nie podat analitycznej
postaci-swej propozycji i zajmowat si¢ jedynie wigzami holonomicznymi, to jednak jego
pomyst stanowi wazne osiagnigcie austriackiej szkoty mechaniki, dajace impuls do dalszych
uogdlnien. .

W «Mechanice» MACHA porédwnywane sa odchylenia ruchéw rzeczywistego i wirtual-
nego nie od ruchu swobodnego, jak u Gaussa, lecz od ruchu bedacego wynikiem odrzu-
cenia czgfci wigzéw ukladu punktéw materialnych. «Kazdy z nowo wprowadzonych wie-
z6w — pisze Mach — zwigksza odchylenie sumaryczne, lecz wzrost 6w jest zawsze mini-
malny ... Jezeli zwiqiemy ze sobq dwa lub kilka ukladow, to ruch bedzie sie odbywal z mini-
malnym odchyleniem od ruchéw poszczegdlnych podukladéw. Na przyklad, jezeli zbudujemy
wahadlo liniowe z kilku zwyklych wahadel to ruch wahadla zlozonego bedzie wykazywal
najmniejsze odchylenie od ruchdw:poszczegdlnych wahadel» [4].

Na podstawie tak zmodyfikowanej iasady Gaussa, oblicza MACH przyé$pieszenia
wahadla ztoZzonego.

«Przy odchyleniu o zwykle wahadlo wykazuje przyspieszenie gsina. Jezeli ysina jest
przyspieszeniem punktu odleglego o jednostke dlugosci od osi wahadla zloZonego, to

¢
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Zm(gsina—rysina)?, lub Zm(g—ry)* osiqga minimum. Stqd Zm(g—ry)r =0 [lub

Zmr‘ W

V= E e

Zwracajac uwage na to, ze taki sposéb rozwiazania zagadnienia o przy$pieszeniach
wahadla zloZonego jest najprostszy, MACH objasnia to tym, ze «w zasadzié Gaussa zawarte
Jjest juz cale doswiadczenie Huygensa, Jakuba i Jana Bernoulli i innych»®. Za pomoca

‘

przykiadow MAcH stara si¢ wykazaé, Ze «zasada Gaussa nie zawiera istotnie nowej tresci®,
ze jest ona «nowa tylko formalnie, lecz nie merytorycznien®. Podobne zdanie o zasadzie
Gaussa miat DURING. «Nawet to — kontynuuje Mach —, Ze ona (zasada Gaussa, przyp.
autorki) obejmuje statyczne i dynamiczne zagadnienia, réwniez nie stanowi o jej przewadze
nad zasadgq d’ Alemberra w postaci Lagrange’a, o czym juz wspominaliSmy»®.

Pomijajac meslusznq krytyke zasady Gaussa, zauwazmy, ze «Mechanika» Macha Za-
wiera wiele przykladow zastosowan tej zasady, przy czym wykorzystywane sg rdézne
postacie wzoru na wymuszenie. Pod tym wzglgdem praca ta jest bardzo mterescha a pre-
zentuje przeciez ponadto nowy pomyst o odrzucaniu wiezow.

Zajmiemy si¢ teraz badaniami BOLOTOWA, ktéry rozwinat idee MACHA.,

3. Zasada Gaussa W pracach Bolotowa

Praca BoroTowa [5] wyréznid si¢ po$réd wielu publikacji dotyczacych zasady Gaussa.
Miala ona duzy wplyw na péZniejsze badania tej zasady. Wiaénie ta praca zainteresowald
zasada Gaussa CZETAJEWA., Wystarczy poréwnaé pracg Borotowa z plerwszq publlkac_|q
CZETAJEWA [6] o zasadzie Gaussa, aby stwierdzi¢ jej znaczenie dla uogo]men CZETAJEWA:

’ Przedstawnmy teraz w skrécie wyniki badafn BOLOTOWA i poréwnamy-tok jego rozumo-
wania z pozmejszym uogolmemem na przypadek ukladéw melmlowych w pracach CZETA-'
JEWA. o - ‘

Y por. [4] s. 306 - 307
» tamze 's. 307

3 tamze s. 311

4 tamze s, 312
5 tamze s. 312
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3.1, Zasada minimum wymuszenia w postaci Bolotowa. BOLOTOW uogdlnitl zasade: Gaussa
uwzgledniajac nowe koncepcje “odrzucania -wszystkich wigzéw jednokierunkowych oraz
czgsci wigzéw dwukierunkowych. W sformutowaniu BoLoTowA uogdlniona zasada Gaussa,
brzmi nastepujaco: «odchylenie ruchu rzeczywistego od ruchu ukladu, w ktérym zostaly
odrzucone wszystkie jednokierunkowe wiezy oraz dowolna liczba wigzéw dwukierunkowych
Jjest mniejsze niz odchylenie dowolnego ruchu wirtualnegoy.

W zasadzie uogdlnionej zamiast Z mamy sumg

AN
Z m{(jix—jx)* + (]i,v _Jky)z‘l'(ji_z—sz)z] = TSik)

()

ktéra jest miarg odchylenia k-tego ruchu od i-tego. Symbole ji,, Jiy » jxz Oraz odpowiednio
JixsJiy»Jiz 0znaczaja rzuty na-osie ukladu wspélrzednych przyépieszef punktu material-
nego dla ruchéw k-tego i i-tego w chwili czasu ¢ (ruchy te nie muszg by¢ wirtualne) Oba
rodzaje ruchu zachowuja przy tym identyczne wspoerane i pr@dkoém punktéw material-
nych w chwili ¢, :

Jezeli i-ty ruch jest ruchem uktadu swobodnego w wyniku dziatania 51{ zewnetrznych,
a k-ty ruch jest jednym z wielu mozliwych dla danego ukladu, to wzor (1) jest identyczny
ze wzorem na wymuszenie Z w zasadzie Gaussa. BOLOTOw rozwaza odrzucenle wszystkich
Jjednokierunkowych wiezéw holonomicznych uktadu

& Pt 5, 9,220, (u=1,2,...m)
wraz z pewng liczbg wigzéw dwukierunkowych" ‘
(3) fﬂ.(t,«\',y,z)=0, (;'.= 1,2,...1).

Dowdéd zmodyfikowanej zasady opiera si¢ na dwéch nastepujacych zalozeniach:

1) Wirtualne przemieszczenia ukladu z wigzami (2) i (3) naleza do wirtualnych prze-
mieszczen ukladu, pozbawionego wszystkich jednokierunkowych i czgéci dwukierunko-
wych wigzéw.

2) Istnieja przemieszczenia wirtualne, ktérych rzuty sa proporqonalne do rozmc
Jks~J1x>Jxy—J1ysJxz—J1z- Faktycznie bowiem z warunkow, jakie wynikaja z wigzéw dla
przy$pieszen w ruchu rzeczywistym (Bolotow nazywa go ruchem «pierwszym») oraz
w k-tym ruchu wirtualnym, o identy¢znych wspéirzednych i predkosciach punktéw w chwili
t wynikajg zaleZznosci: '

oy . o I
2 [a—;(]kx_jlx)+ _a_;_‘(jky_]ly)'*' T;(jkz._jlz)J =0, A=1,2,..;D,

. . bp. .. b, ] o _ N
2 [?;(jkx_jlx)+ a—y" (Jky—J1y)+ a—;(sz “Ju)] - ,0’ (,U= L, 2; ceiyin)s .

Poréwnujqb jez warunkami dla przemieszczen wirtualnych‘ TR '

¢ =0 A= S eea
E (Sx+ ay -.Sy+ a 62 )5 ( 1, > o 1)’

| 99 0Pu 09, ' | _
Z[ax bt oy Loz >0, (u=1,2,.m),
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mozna zalozy¢
ox = a(jkx_jlx), 6}) = a(jky"jly)’ 0z = a(jkz_jlz):

gdzie a jest dowolnym mnoznikiem dodatnim. Wéwczas z zasady d’Alemberta-Lagrange’a
mamy

@ D X =m0 + Y =mjy) Gy =) +(Z=mj12) Giee—jn )] < 0.

Zatézmy, ze uklad zostal pozbawiony wiezoéw jednokierunkowych, a spoéréd dwu-
kierunkowych zostalo zachowane jedynie /; wigzéw. Ruch takiego ukladu, z zachowaniem
poprzednich predkosci i sit zewnetrznych w chwili £, BOLOTOW nazywa ruchem «zerowymby».
Przyspieszenia jo,, joy, jo: dla takiego ruchu wynikaja z réwnania

(5) D, (X =mjo) A%+ (Y = mjo,) A5+ (Z — mjos) 47] = 0,
przy czym AX, AY, AZ musza spelnia¢ warunki
ofy =, Oh ofi 4| _ _
Zl R E EL NN CES R RN

Na podstawie pierwszego z podstawowych zalozen mozna przyjaé

A} = a(jkx_jlx)’ Z} = a(jky_jly)9 Az = a(jkz—jlz)’
co pozwala zapisaé réwnanie (5) w postaci
(6) Z [(X— ijx)(jkx _jlx) + (Y_ ijy)(jky _jly) + (Z_ ijz)(jkz _jlz)] =0.

Odejmujac stronami réwnanie (6) i nieréwno$é (4), otrzymujemy
(7) Zm(ijjkx +j0yjky +j0zjkz)_ Z m(jlxjkx +jlyjk,v +.Ilzjkz)_

~ D o jix—Jogity Fiosit)+ D, m(iix+ity+it) <0,
Wprowadzajac energie przy$pieszen

1 \? _
Si= 5 D) mUE+iE+id),

mozna wykazaé, ze

Zm(jixjkx+jlyjky+jlzjkz) = Si+Sk—Su.
W takim razie relacja (7) przyjmuje postaé
Siu—Sok+S0r <0, lub  Si0 < Sio—Sux.

Poniewaz S, > 0to S;o < Sk, czyli odchylenie ruchu rzeczywistego od ruchu ukladu
czgéciowo pozbawionego wigzéw jest mniejsze niz odchylenie dowolnego ruchu wirtual-
nego od ruchu ukiadu czgéciowo pozbawionego wigzow.

Dowdéd powyZszy zachodzi réwniez w przypadku liniowych wigzéw nieholonomicznych.
Dwa podstawowe zalozenia, wykorzystywane w dowodzie BOLOTOWA, sa réwniez naj-
wazniejsza czg¢§cia dowodu Czetajewa®,

% por. [6] s. 70.
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3.2. Zastosowanie uog6lnionej zasady minimum wymuszenia w zagadnieniu oslabienia wi¢zéw jedno-
kierunkowych. Zalézmy, 2e ukiad o wigzach dwukierunkowych

/'l(t’xyyyz)=0, (l=1,2,.1)
ma s wspdirzednych g, q,, ..., g.. Dodatkowe wiezy jednokierunkowe
(p;l(t, x,y,Z)ZO, (lu= 1,2,m)

wprowadzaja m ograniczen. Zawsze mozna okre§li¢ wspéirzedne uogdlnione w taki sposéb,
aby te ograniczenia mialy postaé

ql > O,qZZ 0, "',qm > 0'
Niech w chwili ¢ wigzy jednokierunkowe sa aktywne. Wdwczas
9,=0,¢,=0,...,9,=0.
Zakladamy dodatkowo, ze™
9,.=0,9,=0,..,9,=0.
W takim razie drugie pochodne wspdtrzednych uogélnionych dla dowolnego ruchu wirtual-
nego spetniaja warunki:

alk = ﬂlk,azk = ﬂzk, -'-,.q'mk = ﬂmk,
gdzie By > 0 (por. [7)).

Aby otrzymaé warunki na oslabienie (pasywno$¢) wiezéw jednokierunkowych, Boro-
TOW rozwaZa sytuacj¢, w ktérej odrzucone sa wszystkie wigzy jednokierunkowe przy
jednoczesnym zachowaniu wigzéw dwukierunkowych. Wéwczas odchylenie k-tego ruchu
wirtualnego od zerowego ruchu ukladu o zredukowanych wigzach

1 N\ .. ., S
Sko = -5 Z m[(ex—Jox)> + Uiy —Joy)* + Uiz —Jo2)*]
mozna otrzymaé z wyrazenia energii kinetycznej dla tego ukiadu. W tym celu naley
zamieni¢ w tym wyrazeniu czlony drugiego rzedu wzgledem ¢,, §,, ..., ¢ na roznice

G1x— G105 Gak— G205 - Gsk—Gso- Wynika to z poréwnania wyrazefi na réznice przy$pieszen

.....................................................

Przy$pieszenia 4,0, 4205 ---» s0, WYstepujace we wzorze dla odchylenia So, sg obli-
czane z réwnan Lagrange’a dla ukladu o zredukowanych wigzach. Natomiast przy$pieszenia
w ruchu rzeczywistym ukfadu wyjéciowego wynikaja z warunku minimum odchylenia
Sok.

" Jezeli g1 > 0,42 > 0, ..., gm > 0, to nie mozna niczego powiedzie¢ o drugich pochodnych
G1yG2,...,Gm (por. [7]s. 188).
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. Poszukiwanie tego minimum BoroTow dzieli na dwa etapy. Najpierw. okre$la si¢ mini-
mum So, dla ustalonych wartodci przy$pieszen: g,x = Bix, G2k = Baks -+ s Gk = Bk -
Warto$ci pozostalych przy$piesze §n4q, ---» g Obliczane sg z warunkéw

OSox  _ 0, aSJ = 0.
aqm +1,k aqsk
Wyrazajac w tych réwnaniach Gy .4 oo G PTZ€Z Bixs Baxs o> Bux 1 . Wstawiajac
je do Syk, otrzymujemy minimalng warto$é odchylenia Sox-
Nastepnie oblicza sig wartoscx_ﬂlk,ﬁzk, eevs Bk, dla ktdérych SOk osigga mintmum.

Borotow pisze: «Jezeli minimum Sq, odpowiada dodatnim wartosciom B, to odpowiednie
wiezy w chwili t ruchu rzeczywistego sq pasywne, podczas gdy pozostale sq aktywne». Tak
wiec, problem podziatu wigzéw jednokierunkowych na aktywne i pasywne w podejsciu
Borotowa jest teotetycznie prosfy Jednakze obliczenia praktyczne sg bardzo Zmudne.
Biorac to pod uwage, Bototow w § 4 swej pracy podaje kilka wskazédwek usprawniajacych
obliczenia.

Z tego, ze So jest jednorodna kwadratowa funkcja réznic §,x—§i0, G2k —G20, ---»
-y G —Gso0, Wynika jednorodnosé Sox wzgledem réznic fix—d 10, fax— G205 -+ » Pk — Guo -
Mozna zatem obliczaé Syr W sposéb nastepujacy. We wzorze energii kinetycznej ukladu
o zredukowanych wiezach nalezy wyrdznié¢ zbiér T, czlondw kwadratowych wzgledem
uogdlnionych predkosei ¢y, 42, ..., §;. Nastepnie nalezy wyrugowaé z T, predkosei
Gt 15 --+» Js 24 POMOC réwnan ' N

oT, oT, oT,
: =0, — e
aqm+l aqn1+2 aqs
Wreszcie predko$ci pozostale g,, q,, ... 4, nalezy zastapi¢ réznicami Bi—Gio0,
Bak— G205 s Bk — Gmo - :

Minimum absolutne funkeji SOkJest rowne zeru i osiagane dla By = §,0, ﬂZk = G20y e
cevs Bk = Gmo - Lecz By = 0 dla ruchu wirtualnego. Zatem minimum zerowe Sox, adpowia-
dajace ruchowi rzeczywistemu, otrzymamy wtedy, gdy wszystkie przy$pieszenia §,0,420,
Gmo Sa nieujemne. JeZeli za$ niektore wartosci tych przy$pieszen sa ujemne, to nalezy
szukaé minimum Sy, na granicy obszaru dopuszczalnych warto$ci zmiennych S (tzn.
zaklada¢, ze niektore z nich moga by¢ zerowe).

Niech Sy = B =-.. =0, a B >0, B4 > 0,.... Wowczas wartodci f;; minimali-
zujace Sy, na obszarze dopuszczalnym mozemy obliczy¢ z warunkow
a§0k a§Ok a§0k aSo::
’_—=0,- —= %=0,..., ‘2 > —2 0,....
B pr 0P B - 0P

Nastepnie BoLoTow wykazal, ze nie moga istnieé jednocze$nie dwa minima na granicy
obszaru.

Jako przyklad zastosowania swej teorii, BOLOTOW przytacza takle zagadmeme Jedno-
rodny pret o masie m oparty jest w chwili 7 jednym koficem o plaszczyzng (x 0 ), druglm
za$ o 0§ z (rys. 2). Dopuszcza si¢ mozliwo$é utraty kontaktu migdzy oporami a pretem.
W chwili poczatkowej pret jest w stanie spoczynku i dziala nan sila F(X, Y, Z), zaczepiona
w §rodku ciezkosci preta. Nalezy ustali¢, w jakich okoliczno$ciach moze nastapi¢ w chwili
¢ utrata kontaktu migdzy jednym z konadw preta a plaszczyzng podpierajaca. .. .
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Oznaczmy przez X, y, Z wspolrzedne $rodka cigzkosci, ¢ = ¥ x04,0 = X ABz i przez
! potowe dlugoéci preta. Wowczas wigzy jednokierunkowe maja postaé

- Z+lcosd > 0, X — lcospsinf >0, y—Isingsing > 0.

[ W4

Rys. 2

W chwili ¢ s3 one spelnione réwnoéciowo. Energia kinetyczna ukladu bez wiez6w ma
postaé

T = mGE 4543 4o R+ sin’0),

gdzie R oznacza promieri bezwladnosci preta wzgledem osi, poprowadzonej prostopadle
do preta przez jego $rodek cigzkosci. Wybierajac jako wspdirzedne uogdlnione wielkosci
Xg, ¥p, Za, dla ktdérych zachodza relacje

xp = X—Icosgsin®, yp = y—Isingsind, =z, = z+Icosb,
mozemy zapisa¢ warunki () w postaci
xp20, yp20, z,20.

Sposéb uktadania funkcji S, zostat omdéwiony poprzednio. Ze wzoru na energig
kinetyczna w zmiennych xg, yg, z4, @, 0:

T= 7m[x,z,+y,2,~}~z§~}~q0231n26(R2+12)+62(Rf+12)—2(jrz(x,,lsm6smqo_
— yulsinBcos )+ 26(lxcosfcos p + Iy cosOsing +2 4 Isinb)],

redukujemy ¢ i 6 na podstawie réwnan
or 0 oT 0

o T 0
Nastepnie Xz, g5, 24 zastapimy réznicami
- XB_'.X:B05 yB_,j;BO' .Z.A_.Z-AO’

gdzie Xgo, j)',,;,, 'z’,'io'qznaczajq przy$pieszenia ukladu swobodnego, czyli
X

Xgo = — Vo = —~ Zgo = —.
o= Y m’ ko m
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Otrzymujemy zatem wzdr nastgpujacy:

1 m 2

s WD & NP PR ¢
Sox = TRT-W[(XB_W) (R*+x%)+ (.VB—-m-)

O e [

Na podstawie tego wzoru BoLoTow okre§la warunki, ktére powinna spetniaé sita
F(X,Y, Z), aby w chwili 7 nastgpowala utrata kontaktu miedzy koficami preta i plaszczyz-
nami podpierajagcymi.

1. Przy$pieszenia koncéw preta Xg, yg, 7,4 sa dodatnie, gdy konce te oddalaja si¢ od
plaszczyzn oporowych. Zgodnie z uogdlniong zasada Gaussa, przyS$pieszenia te mozna
okreéli¢ z warunkow na minimum funkcji Soz:

05w _

R+ 57+ (24 %) (R*+7%) +

=0 e , — = 0.
0xg ’ Yy 0Z 4
Otrzymujemy zatem
. X . 3 _ V4
xB_“;n_’ .VB—?, 4=

Wartoéci te sa dodatnie, gdy rzuty sity F na osie uktadu wspétrzednych sa dodatnie.
Tak wigc oba konce preta traca kontakt z oparciem, gdy

X>0, Y>0, Z>0.

W podobny sposéb mozna zbadaé pozostale przypadki.

2. Punkty A i B traca kontakt z ptaszczyznami xOy i y0z (lecz: B pozostaje w kontakcie
z plaszczyzna x0z), gdy
Yxy Yyz

Y <0, X> — it > -
R4 x24+72 R24+x%2422

3. Punkt B traci kontakt z ptaszczyznami y0z i x0z (lecz punkt A pozostaje na plaszczyz-
nie x0y), gdy
Zxz Zyz
Z2<0, X>———1r-= Y> ———FF—.
’ g 7 TRt 4y
4. Koniec preta B traci kontakt z plaszczyzna y0z (lecz pozostaje na plaszczyznie
x0z, a koniec A — na plaszczyznie x0y), gdy co najmniej jeden z rzutéw Y, Z jest ujemny.

3. Zastosowanie uogélnionej zasady minimum wymuszenia w teorii uderzenia

W §§ 6 i 7 swej pracy BoLoTow udowadnia stosowalno§é uogdlnionej zasady Gaussa
w teorii uderzenia, obejmujacej dzialanie zewnetrznego impulsu uderzeniowego lub nagle
wprowadzenie nowych wiezéw (mozliwe jest tez jednoczesne obu tych oddzialywan).
Sformulowanie zasady minimum dla uderzenia poprzedzone jest pewnymi nowymi defi-
nicjami.



UOGOLNIONE POSTACIE WARIACYJNYCH ZASAD MECHANIKI 413

Jezeli na poczatku uderzenia uklad ma wiezy ¢(¢, x, ¥, z) = 0, to pelna rézniczka
funkcji ¢ po czasie

dp  dp Z(aw op O )
@ T a T\t e

Jest w trakcie uderzenia ujemna i nazywa si¢ predkoscia odksztalcenia wigzéw.

Jezeli na koncu uderzenia ograniczenie (¢, x, y, z) = O staje si¢ pasywne, to zupelna
rézniczka dp/dt uzyskuje warto$¢ dodatnia, zwana predkoscig ostabienia wigzéw.

Ruchem czgéciowo swobodnym (lub ruchem drugim) nazywany jest ruch ukladu
pod wptywem identycznych impulséw i nagle nakladanych wiezéw co w ruchu rzeczy-
wistym, lecz po zredukowaniu wszystkich wiezéw jednokierunkowych i dowolnej liczby
dwukierunkowych.

Uogdlniona zasada minimum wymuszenia dla uderzen formulowana jest w sposéb
nastepujacy: «Odchylenie rzeczywistego ruchu po uderzeniu od ruchu zwanego drugim jest
najmniejsze posréd odchyler ruchéw wirtuainych, ktére majq identyczne z ruchem rzeczy-
wistym predkosci oslabienia wigzéw jednokierunkowych» (por. [6] s. 35 - 36). BoLoTow
przytacza dowdd tej zasady dla wigzéw holonomicznych (w ogdlnym przypadku nieustalo-
nych). Mozna éw dowéd rozszerzyé na przypadek liniowych wigzéw nieholonomicznych-
Rozwazany jest ruch uktadu n punktéw materialnych M; o masach m;. Niech przed uderze-
niem uklad ma / wiezéw dwukierunkowych.

M Lt %3, =0, (A=1,2,..,)
oraz m wigzéw jednokierunkowych
)] F(,x,9,2)20, (u=1,2,..,m).

W ogdlnym przypadku uderzenie sklada si¢ z zewnqtfznych impulséw I:’—(X , Y, 2)
i nagle wprowadzanych nowych wiezéw
©) o, x,y,2)20, »v=(1,2,..,p).

Na poczatku uderzenia (w chwili ¢) znane sg predkoéci punktéw ukladu, a tym samym
i predkosci odksztalcania nowych wiezdéw

do,
dr ‘a” 4
Zaklada sie, 2e wiezy (3) pozostaja aktywne w trakcie uderzenia.

Zgodnie z zasada d’Alemberta-Lagrange’a, zachodzi
(4) Z {[X+m(v0x—le)] 6x+ [),,+m(vOy_v1y)] 6y + [Z+m(v02_vlz)] 62} < 0’

gdzie vy, vy, v, sa rzutami predkodci punktéw Mi na poczatku uderzenia, vy, vyy, ;.
oznaczaja rzuty rzeczywistych pr¢dkosei tych punktéw po uderzeniu, a dx, dy, 6z oznaczaja
rzuty wirtualnych przemieszczen punktdw ukladu, spetniajace warunki:

=1,2,...,p).

of; ofi afy )_ _
® Z(W"”—a;f’HWéz =0, (A=1,2,..,0),
OF, . OF, . . OF, ) B
(6) Z( ox ax+ 6y ay+ 62 62 = 0’ (tu - 1’2’ ""m),

o9, dp, dp, _ _
%) Z( o I 62) —0, v=1,2,..,p).
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W stanie czgéciowo swobodnym uktad ma /, wiezéw typu (1) oraz wigzy typu (3),
ktére pozostaja aktywne w trakcie uderzenia. Wedtug zasady I’Alemberta-Lagrange’a
dla tego ruchu mamy '

(®) 2 {IX+m(vos—v2)ldx+ [Y +m(vo, —03)]dy + [Z+m(vo, —v,,)] 4z} = 0,

gdzie v,,, v,,, U2, 3 rzutami rzeczywistych predkosci punktéw uktadu czeéciowo swobod-
nego, a Ax, Ay, Az oznaczaja rzuty wirtualnych przemieszczen, spetniajgce warunki:

0/ o/ of; _
Z( ox A+ dy Ay+ 0z AZ) =0, @

N [ 99, op, op, .\ _ TN
Z ( ax Ax+ 'a;~Ay+ ”ég*l]z = 0, (1} = ],2, ...,p).

1,2, .., 1),

Warunki te odpowiadaja wigzom zachowanym w ukladzie czgéciowo swobodnym. We
wzorze (8) wystgpuje znak réwnosci, poniewaz wszystkie stare wiezy jednokierunkowe
zostaly odrzucone, a wigzy nowe sg aktywne.

Biorac pod uwagg fakt, Zze wirtualne przemieszczenia ukladu rzeczywistego naleza
do zbioru wirtualnych przemieszczenn ukiadu czg¢Sciowo swobodnego (pierwsze zaloZenie
podstawowe), mozna zapisaé réwnanie (8) w postaci

®) 2 {[X+m(@os— 0] 0x + [Y+m(voy —03,)] 0y + [Z + m(vo, —v,,)] 0z} = 0.

Odejmﬁjqc stronami relacje (9) i (4) otrzymujemy

(10) D ml(02x=01.) 8%+ (03, —01,) 8y + (03,—2,,) 2] < 0.

Nastepnie. rozwazajac warunki na predkoéci rzeczywistego i wirtualnego ruchdw
uktadu po uderzeniu, BoLoTow wykazal, Ze istnieja przemieszczenia witualne proporcjo-
nalne do réZnicy tych predkoéci. Rzuty predkoéci punktéw w ruchu rzeczywistym po
uderzeniu speiniaja warunki, wynikajace z réwnan (1) dla wigzow dwukierunkowych:

By Ny P, i) _
an ('W”“‘“LW””J“W”“_‘O’ (=120,

oraz wynikajqce z relacji 3)i (2):

0 (0 0 0
(12) (pv + ‘ ( (pv'v +"'&7)1y+ (p" _1)12) = ﬂv> 0’ (‘V = 1;2’ ---,P),

o T Li\ax YT oy 0z
OF, \O[@F oF, OF, |
(13) a;‘ + Z ( axﬂ le+ a)ﬁ vly+ a;‘ 7)lz) = )’,; > 0; (:u = 11 27 veey m)

Jezeli rozpatrujemy tylko takie rodzaje ruchu, Ze predkosci oslabienia wigzéw (3)
sa takie same, jak w ruchu rzeczywistym, a predkosci ostabienia wigzéw (2) sa nie
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mniejsze od odpowiednich wartosci rzeczywistych, to predkoéci wirtualne po uderzeniu
spelniaja warunki:

ofa ( of; of, of; - B
at + z{ ( ax 'vkx+ ay 'vky+ z vkz = O, (;l. = 1,2, ...,l),

a v v ' a v
(15) ’ (p + Z( 99 'vkx y vky+ aq; 'vkz) ='ﬂv) (V = 1,27 '--’p)’

(14)

oF, 0F,  OF oF L

16 “ “ “ Ll = pl > =1,2,..,m.

( ) at + v ( 6x vkx+ ay vk}'+ 6Z vkz) y.“ y!" (lu i 1 2 ’7’1)

Odejmujge stronami relacje (11), (12), (13) oraz odpowiednio (14), (15), (16), otrzymujemy
i) of,

(17) . Z [ f; (vl\x_le)'l' af (vl\y_vly)'l' af (vkz vlz):l =0
o, op, op,

(18) . Z [ a(p ('vkx le)'l' ay '(‘vky'~'vly)+-az ‘(‘vkz_'vlz)] =0

OF, OF, oF,
(19) .Z[a—(vkx ,x)+—*(vky—v,y)+——;(vk,—vu)]=y,ﬂ—wzoz

PorownUch to z warunkami (5), (6), (7) dla przemieszczen wirtualnych, dochodzimy
do wniosku, ze mozna zaloZyé

(20) dx = k('vkx_'le)’ dy = k('vky_'vly)a 0z = k(v.—9y2).
Podstawienie wyrazen (20) do wzoru (10) daje
(21) 2m[('vz:c_'vl'x)('vkx_'le)'l'(va'"'vly)('vky_'vly)'l'(7)2z_7)1z)(7)kz_7)12)] < 0

 Zrelacji tej wynika potwierdzenie uogé]nibnej zasady Gaussa dla uderzenia. Faktycznie
w przypadku uderzenia odchyleniem i-tego ruchu od k-tego jest

dr? 2 m[(vix —”ksz + (01, = ky)? + (Ui, —D42)?] = 2d1°Ty,
gdzie

@) T = o D, 10 =000+ (0 =00+ (01 =017

. Pomijajac staly mnoznik 2dr?, mozemy przyjqé jako"odchylenie Ty, czyli energie
klnetycznq predko$ci utraconych przy przejéciu z i-tego do k-tego ruchu.
Na podstawie oczywistego zwigzku

ZM(v,kax+7),-y7)ky+7),-z7)kz) = T1+Tk—T,'k,

mozemy przedstawi¢ (21) w postaci

(23) Ty, < Thy— 1Ty
Poniewaz Ty, > 0, z warunku (23) wynika
(24) : Tyy < Tia,s

czyli odchylenie rzeczywistego ruchu od czesciowo swobodnego jest mniejsze niZz odchyle-
nie dowolnego ruchu wirtualnego. :
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Jezeli przed uderzeniem uklad mial tylko wigzy dwukierunkowe, to relacje (21) i (23)
staja si¢ rownosciowe. JeZeli ponadto ruchem «drugim» jest ruch ukladu bez wigzéw,
to nieréwno$¢ (24) wyraza klasyczna postaé zasady Gaussa. Faktycznie, podstawiajac
do wzoru (24) wyrazenia T, i T}, dla ukladu swobodnego, otrzymamy

Tio+ 2 [X(@ox~v1x)+Y (voy—21,)+Z(Vo: —,2)] < Tho+ 2 [X(Vox — Vi) +

+ Y (Voy—iy) + Z(Vo: — Vi)
skad wynika, ze funkcja

Tiot 2 [X(Wox —0kx) + Y (W0, —Viy) + Z (00, — s2)]
osigga minimum dla ruchu rzeczywistego w klasie ruchéw wirtualnych.

BoLoTow zwraca uwage na to, ze APPEL [8] nazywa w swej ksigZzce ten wynik twier-
dzeniem Robina, gdy faktycznie jest to tylko posta¢ zasady Gaussa dla uderzenia. Appel
przeprowadza dowdd zasady Robina, wykorzystujac twierdzenie Carnota, ktére zachodzi
tylko dla wigzéw ustalonych® na poczatku uderzenia. Uwaza przy tym, Ze ograniczenie
to dotyczy réwniez zasady Robina. Wykazujac, Ze twierdzenie Robina jest szczegélnym
przypadkiem zasady Gaussa, BoLoTow udowodnit stuszno$¢ zasady Robina réwniez dla
przypadkéw, gdy twierdzenie Carnota nie moze by¢ stosowane.

Zauwazmy, Ze z relacji (23) wynika nie tylko nieréwnoéé (24) wyrazajaca uogdlniong
zasade Gaussa, lecz rowniez nieréwno$é
25) Tii < Tia.

Wyraza ona twierdzenie, ze odchylenie ruchu rzeczywistego po uderzeniu od ruchu wirtual-
nego jest mniejsze niz odchylenie ruchu wirtualnego od ruchu czeSciowo lub calkowicie
swobodnego. Bolotow nie zauwazyl tego wniosku. '

W § 10 swej pracy BoLoTow pokazuje zastosowanie uogélnionej zasady Gaussa na
przykladzie zadania o zderzeniu dwéch cial.

Dowdd zasady Gaussa, podany w pracy BoLoTowa tylko dla wigzow holonomicznych,
przechodzi réwniez w przypadku liniowych wiezéw nieholonomicznych.

Rozpatrujac szeroka klasg zagadnien, zwigzanych z uogdlniona zasada minimum
wymuszenia, pojeciem czgSciowej redukcji wiezéw, postacig analityczng i dowodem
zasady minimum, zastosowaniem jej w teorii uderzenia, skomplikowanym zagadnieniem
oslabienia wigzéw jednokierunkowych, BoLoTow pozostawal jednak caly czas w kregu
holonomicznych i liniowych nieholonomicznych uktadow. Uklady z wiezami nieliniowymi
i nieholonomicznymi nie byly rozpatrywane w jego pracy. Pozostawilo to otwarta kwestig
dalszego uogdlnienia zasady Gaussa. Zagadnienie to stalo si¢ przedmiotem badan CzETA-
JEWA, absolwenta Uniwersytetu Kazanskiego.
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WPLYW SIE. BEZWEADNOSCI NA PRZEPLYW CIECZY LEPKIEJ W SZCZELINIE
MIEDZY POWIERZCHNIAMI OBROTOWYMI: NIERUCHOMA I WIRUJACA

EpwarRp WALICKI (BYDGOSZCZ)

1. Wstep

Laminarne przeplywy cieczy lepkiej w szczelinie migdzy wirnjacymi tarczami [2 - 10,
14, 15] stozkami [11, 12] oraz powierzchniami obrotowymi (13, 16, 17] budzily od dawna
zainteresowanie ze wzgledu na mozliwosci szerokich zastosowan praktycznych w budowie
maszyn. e .

Réznego rodzaju metody badan teoretycznych mozna znalezé w literaturze przyto-
czonej na korcu pracy. W wigkszoéci istniejacych badan autorzy ograniczaja si¢ w zasadzie
do uproszczonej analizy wplywu sil lepkosci na przeplyw cieczy. Niektére z przytoczonych
prac uwzgledniaja cze§ciowy wplyw sil bezwladno$ci; wymienié¢ tu mozna prace [7, 9, 12,
14 - 17]. Na uwagg zastuguje réwniez praca [13], w ktérej zbadano szczegdlny przypadek
przeplywu cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi
z uwzglednieniem wplywu sil bezwladno$ci. Jednak uzyskane tam rozwiazanie zachowuje
swoja waznoé¢ jedynie dla pewnych, §ci§le okre§lonych kszialtéw powierzchni, dla ktérych
istnieje samopodobienstwo przeplywu.

Celem tej pracy jest podanie w postaci ogdlnej rozwigzania problemu sformulowanego
w tytule pracy, bez dodatkowych zaloZen upraszczajacych dotyczacych ksztaltu powierzchni
ograniczajacych obszar przeplywu. W rozwazaniach uwzgledniono wplyw sit bezwiad-
noéci stosujac metode malego parametru do rozwiazania réwnan ruchu cieczy lepkiej
podobnie, jak w pracach [1, 18].

2. Réwnania ruchu

Aby rozpatrzeé badany przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy powierzchniami
obrotowymi o wspélnej osi symetrii (rys. 1), wprowadzimy krzywoliniowy ortogonalny
uklad wspéirzednych x, 6, y zwigzany z wewngtrzng powierzchnia. O§ x niech bedzie
skierowana wzdluz tworzacej wewngtrznej powierzchni, o§ y — w poprzek szczeliny,
prostopadle do tej tworzacej. Wewngtrzna nieruchoma powierzchnia niech bgdzie opisana
funkcja R = R(x) oznaczajaca jej promien, za§ grubo§¢ szczeliny h = h(x) — spelnia-
jaca zalezno$¢ h < R— niech oznacza odleglo§¢ migdzy powierzchniami, mierzona
wzdhuz normalnej do wewngtrznej powierzchni.

Parametrami fizycznymi przeptywu sa skladowe predkosci v, vy, v, oraz ciénienie p.
Ze wzgledu na osiowa symetri¢ przeplywu parametry te nie zaleza od kata 6.

2%
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Réwnania ruchu — przy zaloZeniu, ze¢ & < R — podane s3 dla ogélnego przypadku
przeptywu w przyjetym ukladzie wspétrzednych x, 0, y w pracach [13, 16, 17]. Dokonujac
w tych réwnaniach oszacowan charakterystycznych dla przeptywow w cienkich warstwach
cieczy otrzymamy

’ 2
@.1) @(0% 9, iz)= PO

\"ax TP TR ax g
I e N
2.3) g_i _o,
Q4 %_atzaz;x) %Ly= 0.

L

Tutaj i dalej w pracy przecinkiem oznacza si¢ pochodna wzglcdem"znﬁéhnej x.

._lr

Z réwnania (2.3) wynika zalezno$¢:
(2:5) p=px.
Warunki brzegowe dla skladowych predkoéei sa nastgpujace: -

v,=9,=0 dla y—O" y=h,

(2.6) v,,—o dla y=0, 9= Rw_dlar y—-h

Ponadto na wlocie i wylocie ze szczelmy powinny byc spe}mone nastQpUche warunkl
brzegowe dla ciénienia:- . . :

' = bw dla x=x,, .
Q@ P - |
p=p. dla x=x,.

Réwnan (2.1)- (2.4) uzyjemy do wyznaczenia parametréw przeptywu cieczy w szczelinie.
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3. Calki réwnan ruchu

Wprowadzajac wielkosci bezwymiarowe okreslone nast@pujqcymi zwigzkami:

e y R %
= — = — R = =
5 7] h, o ) vx Row > .

3.1

oraz oznaczajac symbolem Re lokalng liczb¢ Reynoldsa
(32) B

mozemy sprowadzié réwnania ‘ruchu @0n- Q. 4)—przy uwzngdmemu (2 5) — do bez-
wymiarowej postaci:

_ v, _ v, "1 dR_ dp o,
3.3 : 0 0%« . _p _ 0%
G l(""-ag TG TR E” ) dE " Ton?
_ 09, _ 0O 1 dR _ _ 9%y,
3.4 9% o 1 dR 9%
(3.9) l(vx 78 + o, o + 7 T vxvg) o7
1 0(Rp,) v
3.5 —_— lad Y ] N
(3.5) R~ Ty 0;

gdzie oznaczono przez R, — §rednig warto$é promienia powierzchni wewngtrznej, Row —

predko$é charakterystyczng przeplywu, A = R — zmodyfikowana:liczbg Reync;ldsa

h
e Ro

Zmodyfikowana liczba Reynoldsa w przeplywach lammarnych spotykanych w praktyce
spelnia zalezno$é. 1 < 1.

Z réwnan (3.3) i (3.4). wynika, Ze dla przeptywéw zachodzgcych przy matych liczbach
Reynoldsa, A jest malym parametrem ukladu (3.3) - (3.5); zatem jego rozwiazania moZna
przedstawi¢ w postaci szeregéw potggowych wzgledem 2:

G600 Ty = TO+ B+ 12D + ..

3.7 Tp = T+ A0+ AP+ ..
(3.8) D, = OO+ AUV + 120D+ ..
(3.9 P = pO+ ApW 4 12 4

Podstawiajac przewidywane - rozwiazania (3.6) - (3.9) do ukladu (3.3)- (3.5) oraz
grupujac wyrazenia stojace przy tych samych potegach 1 otrzymamy uklady réwnan
rézniczkowych liniowych wzglgdem mew1adomych funkeji o, o, v{P oraz p¥. Ograni-
czajac sie do liniowego przybliZzenia i wracajqc do wielkoédci wymiarowych mozZemy napisaé

%™ 1 dp®

Gy o T

020§
5 =0

b

G.11)
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(0 1
(3.12) "z; == a [Ro],
oL 1 dp® o ov® 00® R
(3.13) - 4+ 2 p@ P 0 VxR o
oy* u dx s ox >y R ’
( ,
(3.14) %‘?) = %[7&0) az(;o) +{® a;im + %v,‘f’ véo’],
(N 1
(3.15) "z; = —= ; [RoM.

Warunki brzegowe zgodnie z (2.6) i (2.7) przyjmuja teraz postaé:
20 =V =@ =9 =0 dla y=0,y=h,
o =90 =0 dla y=0,9=Rw,v§¥ =0 dla = h,
(3.16) PO =p,pP=0 da x=x,,
pO=p, pP=0 dla x=x,.
Catkujac réwnania (3.10) - (3.15) przy spelnieniu warunkéw brzegowych (3.16) —
podobnie jak uczyniono to w pracach [16, 17] — otrzymamy:

B 1
(3.17) v = Zih—g“(yh—yz),

G18) o = w%y,

(3.19) v;°’—% o=y,

G20) po = 1AW= Adp,— [A0) = A]p.

A,—4, ’
G21) oW = %RL}IS(yh— ) — %(4yh3—9y2h2+5y4)+
% %1)7’ (—29h5+9y°h* —35y*h2 + 42 — 14y9),
(322 o =— 192%‘;2 REY oghs —5yh 435,

C K owRRWK
O 2, _ .3
323 o (2” 7F T0uh )(y h—y3)+

ow? 1 (R°R' ’ 27,3 312, .5
+—60,u R( 2R —-3p3h* + %)+
2 RAY'Y -
+ 1698?)/z [ ((Ml) (V*h*—=3y°h* +7y°h* —Tyh+2y7) +
RRY'H
+ (Rszﬂ (5y*h*—12y°h* + 14y5h—7y6)],

[A(x)~A4.]1D,,— [A(x)—A4,]D,
A,— 4, ’

324 p?P =Dx)-
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gdzie dla uproszczenia zapisu oznaczono:

A(x) = Aw = A(xw)’ Az = A(xz),

f dx
RO)R(X)’
3 30B? 1

3.2 = — 2p2__ T C_ - Dz —_ D ;
( 5) D(x) 20 Qw R 560[[‘2 _R2h2 ’ Dw ‘D(xw)’ (xz)

_ Pw—p: _ D,-D,
=44 T a4

Rozwiazanie okre§lonego zagadnienia, zgodnie z wzorami (3.6) - (3.9), stanowig sumy
rozwigzan czastkowych.

4. Dyskusja otrzymanych wynikéw

Podane w poprzednim punkcie pracy wzory dla sktadowych predko$ci mozna przed-
stawi¢ w uproszczonej postaci niezaleznie od ksztaltu powierzchni ograniczajacych prze-

plyw:

(4.1) vy = FL i)+ F2 f2()) + F3 f3 (),
4.2) vy = Fofa (M) +Fsfs(n),
4.3) vy = Fefs () + F7/7(n)+Fs fs () +Fofs (),

gdzie dla uproszczenia oznaczono:

film) =n—n*  fo(n) = 499>+ 59,

fs(n) = —2n+9n>~357* +-429° — 1475,

Sfaln) =n,  fs(n) = 2n—>5n*+39°,

fotm) = n*=n?,  f:(n) = 20> =3+ 75,

Ssn) = > =3n>+Tn°=Tn+ 297,

fo(n) = 5n* —12n°+149° —Tn°.
F; oznaczajg wspdlczynniki zalezne od lokalnego poloZenia przekroju poprzecznego
szczeliny, réznicy ci§nied miedzy wlotem i wylotem ze szczeliny oraz od predkoéei katowej
Wirujacej powierzchni.

Z postaci wzoréw opisujacych skladowa wzdluzng predkoSci v, wynika, Zze gléwna
Jej czedcig jest paraboliczny profil plaskiego przeptywu Poiseuille’a [funkcja f,(n) na rys. 2]
uwarunkowany istnieniem réznicy ciéniefi na wlocie i wylocie ze szczeliny i ruchem wiro-
wym powierzchni zewnetrznej.

Na gléwng cze$é sktadowej predkosci wzdtuznej naklada si¢ przeptyw wtérny, wywolany
ssacym dzialaniem wirujgcej powierzchni zewngtrznej. Przeplyw wtérny opisany jest
drugim sktadnikiem predkosci v, i predkoscia v, ; profile przeplywu wtdérnego reprezento-
wane sg przez funkcje f(n) na rys. 2 oraz fg(n), ... fo(n) na rys. 4.

Profile predkoéci obwodowej v, opisane funkcjami f4(n) i f5(n) przedstawione zostaly
na rys. 3, przy czym gtéwng czecig predkoset jest profil identyczny z profilem przeplywu
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Couette’a migdzy plaszczyznami, z ktorych jedna jest w spoczynku, a druga porusza si¢
z lokalna predko$cia réwna w « R(x).

W pracach [16, 17] rozwiazano podobne zagadnienia z czg¢éciowym uwzglednieniem
sit bezwladno$ci. Poréwnujac otrzymane wyniki z wynikami tych prac mozna stwierdzié,
Ze sily bezwladno$ci powoduja symetryczne wzgledem osi szczeliny zmiany w gléwnych
czgsciach profiléw predkoSci wzdtuznej (funkcja f3(n) na rys. 2) i predkoéci obwodowej
(funkcja f5(n) na rys. 3). Ponadto sily bezwladno$ci powoduja réwniez stosunkowo duze
zmiany w wypadkowym profilu predkosci poprzecznej v,.

Zmiany wywolane wplywem sit bezwladnoéci sa stosunkowo niewielkie dla przeptywéw
powolnych (4 < 1) i moga by¢ pominiete. Natomiast dla przeptywéw charakterystycznych

U
06

04

02|

00

.02 -

_0,44_ -

05. —— - — e

00 02 a4 06 08 10

Rys. 3
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Rys. 4

dla szybkoobrotowych wzdluznych lozysk §lizgowych zmiany te mogg osiagaé lub nawet
przewyzszaé rzad wielkoéei gldwnych profiléw pr@dko§ci wzdhiznej czy obwodowe;.
Tlo§ciowe okreSlenie wielkoSci tych zmian jest mozliwe tylko dla okre§lonych ksztattdw
powierzchni ograniczajacych przeplyw, réznicy cisniefi na wlocie i wylocie ze szczeliny
oraz predkoéci katowej wirujacej powierzchni.
Rozwazone w pracy przyblizenie liniowe zachowuje swoja wazno$é dla matych
wartosci A; dla wartoéci A bliskich jedno$ci nalezy uwzngdnlé dalsze wyrazy szeregéw.

(3.6) - (3.9).
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Peswme

BJIHUSHUE CHUJI MHEPHUM HA TEUEHME BA3KO!N >XHUIKOCTH B IIEJM
MEXIY HEIOIBIDKHON U BPAIIAIOUIENCST I[IOBEPXHOCTSIMY BPAUIEHHSA

B paGoTe paccMOTpeHO CTalMOHADHOE, JIAMHHADHOE TedeHHe BASKON >KHAKOCTH B LUEIH MEXTY
MOBEPXHOCTAMM BpaLUeHUs1 ¢ oflUel OChI0 CHMMETPMHU: HENOABINKHONA K Bpamarowueiicst. Jist pemennsa
3aa4YN NPHUMEHAIOTCA YPABHEHHMSA IOTPAHUUHOIO CJIOSA IJIA OCECMMMETPHMUECKOrO TEUEHHs B CHCTEMe
KPHMBOJIMHEHHBIX KXOOPIOUHAT X, §, ¥, CBSA3AHBIX C OQHOM M3 3TUX IOBepXHOCTEd, Y paBHEHUS NMOrpaHUY-
HOTO CJIOSI PelIaloTCA METOJOM Majyoro mapamerpa. [lomydens! ¢opmysel, onpeRessMIOIIe TaKue Mapa-~
METPBI TEUEHHSA, KAk KOMIIOHEHTBI CKOPOCTH U,, Vg, Uy U JaBJIEHUE D.

Summary

INERTIA EFFECT IN THE FLOW OF VISCOUS FLUID THROUGH
A SLOT BETWEEN FIXED AND ROTATING SURFACES OF REVOLUTION

In this paper is considered the steady laminar flow of viscous fluid through a slot between the fixed
and rotating surfaces of revolution having a common axis of symmetry. The boundary layer equations
are expressed in terms of the intrinsic curvilinear orthogonal coordinate system x, 6, y linked with one of
these surfaces. The method of perturbation is used to solve the boundary layer equations. As a result,
the formulae defining such parameters of the flow as the velocity components v,, vo, vy and pressure p are
obtained.

AKADEMIA TECHNICZNO-ROLNICZA
W BYDGOSZCZY

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 sierpnia 1976 r.
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LEPKOSPREZYSTE CHARAKTERYSTYKI GUMY
I TULEJOWYCH GUMOWO-METALOWYCH
LACZNIKOW TYPU «SILENTBLOCK»

KAaroL WYLEZYCH (GLIWICE)

1. Wstep

Zastosowanie gumy, jako tworzywa konstrukcyjnego, w przemyS§le maszynowym
i motoryzacyjnym w ciagu ostatnich lat znacznie wzroslo i stato si¢ przedmiotem licznych
prac teoretycznych i do$wiadczalnych [1-7]. Ze wzgledu na rozpraszanie znacznych
energii przez gume poddang zmiennym w czasie odksztalceniom wytwarza sie z niej wszel-
kiego rodzaju amortyzatory, wibroizolatory, opony, zderzaki, sprzggla elastyczne, ttumiki
drgan, laczniki sprezyste itp. Elementy gumowe wchodzace w sklad prawie wszystkich
zespoldw pojazdu mechanicznego w powaznym stopniu redukuja przenikanie do nad-
wozia halasu i drgan, wplywaja korzystnie na dzialanie samych mechanizméw i decyduja
o przydatnoéci pojazdu, jego zdolno$ciach eksploatacyjnych, ekonomicznosci czy komforcie
jazdy.

Guma jest polimerem cechujacym si¢ specyficznymi wlasnosciami, jej zalezno§é
napreZenie-odksztalcenie zalezy od rodzaju stanu odksztalcenia i jego predkosci. Jak
dowodzi statystyczna teoria o$rodkéw kauczukopodobnych, podlegaja one prawu
Hooke’a przy $cinaniu, natomiast nie podlegaja temu prawu przy rozciaganiu lub
Sciskaniu [8]. Dlatego tez charakterystyki mechaniczne probki gumowej moga réznié sie
od charakterystyk okre§lonych postaci konstrukcyjnych, jakimi sa wszelkiego rodzaju
tulejowe laczniki gumowo-metalowe. f.aczniki te skladaja si¢ gldwnie z dwéch wspéi-
osiowych tulei metalowych, pomigdzy ktérymi znajduje si¢ guma w sposéb trwaty powia-
zana z obu tulejami [6, 9]. Ze wzgledu na technologi¢ wykonania laczniki te dzielimy na:
a) silentblocki, b) flexiblocki. _

Silentblock (rys. la) sklada si¢ z dwdch wspélosiowych tulei metalowych, pomigdzy
ktére wprasowano pod duzym naciskiem tulej¢ gumowa. W trakcie wykonywania silent-
blocku uzyskuje si¢ w nim wstepny stan naprgzenia, na skutek ktérego powstaje trwate
polaczenie pomiedzy tulejami metalowymi a guma.

Flexiblock (rys. 1b) sklada si¢ zasadniczo z dwdéch tulei metalowych, takZze wspol-
osiowych, pomigdzy ktérymi zostala zwulkanizowana guma.

W przewazajacej liczbie przypadkéw wykonane dotad prace badawcze dotycza okresle-
nia réznych wlasnoéci reologicznych gum przy jednoosiowym stanie naprezenia, gléwnie
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przy Sciskaniu, np. wlasnodci relaksacyjnych gum tzn. postaci modulu sprezystoéci pod-
tuznej, czasu relaksacji czy dyskretnych widm czaséw relaksacji [10 - 12].

W pracy [13] Forysiowig, dla walca wykonanego z pewnego gatunku gumy miekkiej
poddanego skrecaniu, zbadali jego pelzanie, drgania wlasne oraz zalezno$¢ amplitudy
drgan wymuszonych od czgstotliwoéci momentu wymuszajacego. Pewne wlasnosci reolo-
giczne walcéw gumowych wyznaczone z préb statycznego pelzania zostaly opublikowane
przez autora w pracach [14, 15], a niektére charakterystyki dynamiczne w pracy [16].

a) b)
luleja zewnetrzna
quma

/ Jtuleja wewnelrzng N\,
(\/‘_';,,-/i\ ‘,_ ERR ) ‘/c \5/

%)
e .: ..ooo'&'m

VS PSP TS E a

Rys. 1. Tulejowe gumowo-metalowe taczniki spreZyste: a) silentblock, b) flexiblock

Prac badawczych poswigconych gumowo-metalowym lacznikom sprezystym jest:
niewiele. Wynika to przede wszystkim z braku specjalistycznego oprzyrzadowania czy tez
gotowych: stanowisk badawczych oraz spowodowane jest tajemnica strzezona przez po-:
szczegdlne firmy produkujace te elementy. Najbardziej zaawansowane w tej d21edzmle-
sa prace badaczy radzieckich [17 - 23]. : : ' '

2. Cel badan

W badaniach dazono do okre$lenia réznic wystepujacych miedzy charakterystykami
reologicznymi przy odksztalceniu postaciowym dwéch gatunkéw gumy oraz tulejowymi
tacznikami sprezystymi, w ktérych guma poddana zostala wstepnemu spreZeniu powstaja-
cemu w trakcie montaZu silentblocku. ‘

Wryniki badan statycznych oparto na dhugotrwalych probach pelzania w temperaturze
otoczenia przeprowadzonych przy réznych poziomach naprezef, a wyniki badan dyna-
micznych — na dynamicznej relaksacji przy stalej amplitudzie odkszta}cenla mieszczace;
si¢ w zakresie liniowym, stosujac rézne czestosci. '

3. Matematyczny opis poszukiwanfrch wielko$ci

Opisane w niniejszej pracy funkcje lepkosprezyste odnosza si¢ do izotermicznego:
procesu odksztalcania o$rodka izotropowego, podlegajacego zasadzie superpozycji Bolt-
zmanna, stanowiacej podstawg teorii cial liniowo lepkosprezystych,
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Dla ciat tych zalezno$ci miedzy sktadowymi dewiatora stanu naprezen s;; a sktadowymi
dewiatora stanu odksztalcen ¢;; oraz naprezeniem hydrostatycznym o, a odksztalceniem
objetosciowym 6 mozna zapisaé w postaci [24, 25] :

W 'é,l,(t) = 2_61;0[s,j(t)‘+_' fn(f—r)'&i_)(_r)'_d'r],: o
@ 0(t) = [Go(t)+ fﬂo(t—'r)do(r)dr]

przedstawiajacej soba ‘pra'wo napreZenie-odksztatcenie typu-pe}zz\ima'.
Prawo odwrotne typu relaksacyjnego ma postaé

3) 5(t) = 2Go[ey(t)~ [ R@t=Dey(@)dr],

@ e = K@)~ [ Rot—b()dr],

gdzie I1(z), I1,(t) oznaczaja jadra pelzania odksztalcenia postaciowego i objetoSciowego,
R(t), Ry(t) — jadra relaksacji odksztalcenia postaciowego i objetoSciowego, Go, Ko —
natychmiastowe moduly odksztalcenia postaciowego i objgtoSciowego. '

Mozna latwo wykazaé, Ze pomiedzy funkcjami okre§lajacymi wlasnosci reolognczne
ofrodka, przy odksztalceniach postaciowych zachodza zaleznosci:

) 110 = 26,2280,

© RO = = 5 ""Z#

| o N o W)
@) ) : ) Gy = 2@(0) lub Gy = 5

gdzie @(¢) i ¥(¢) sa funkcjami petzania i relaksacji odksztaicema postacnowego

3.1. Funkcja pelzania przy skrecaniu walca cienkosciennego oraz tqlejowego gumowo-metalowego lacznika.
Skrecanie walca cienko$ciennego oraz tulejowego gumowo-metalowego lacznika sprezys-
tego pozwala na realizacje dewiatorowego stanu napreZenia, przy czym w pierwszym
przypadku osiagany jest praktycznie jednorodny, a w druglm przypadku niejednorodny

rozktad naprezen §cinajacych (plaskie $cinanie).
Przykladajac do powierzchni' czolowych walca parg sit o stalym momencie M, =
= M(t) = const, ktorego wektor jest zgodny Z 0si3 walca uzyskamy stan napreZenia,

SCharakteryzowany §rednim naprQZemem
2M.
(8 il B
) 712 = (R Ry)?
gdzie g jest gruboscia §cianki walca, a R, i R, odpowiednio promieniem wewnetrznym
1 zewnetrznym walca.
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Funkcje¢ pelzania odksztalcenia postaciowego mozna okre§li¢ z zaleznoéci

£12()
9 D(t) = L2,
® () O]
gdzie g,,(t) = y(2)/2 jest jedyna skladowa dewiatora odksztalcefi a y(¢) odksztalceniem
postaciowym wyznaczonym ze zwiazku geometrycznego

(10) y@) = o, 072,

w ktorym @(/, t) jest przemieszczeniem katowym tworzacej prébki o dlugosei /.
Korzystajac z (8), (9) i (10) otrzymujemy

78Ry (R, + R,)?

an () = BT (1)

Je$li do zewnetrznej tulei metalowej silentblocku przylozyé pare sit o momencie M, =
= M(t) = const, ktérego wektor lezy na osi tulei, przy jednoczesnym zablokowaniu
(unieruchomieniu) tulei wewnetrznej, to w gumie wystgpowaé bedzie stan napr¢Zenia
§cinajacego okreSlony naprezeniem o,,. Dla wygody rozwazan przyjeto, ze o z ukladu
wspoétrzednych walcowych r, ¢, z pokrywa si¢ z osia silentblocku.

Z warunku réwnowagi mamy

2= [
(12) M= [ [o,()ridpdz,
o o
skad
M,
(13) drqz(r) = W’

gdzie r, / oznaczaja promien i dlugo$¢ tulei gumowe;j.
Zgodnie z zasada superpozycji Boltzmanna, zwigzek (1) mi¢dzy odksztalceniem a na-
pr¢Zzeniem mozZzna wyrazi€é w postaci :

4
(14) ) = [ 2250 g gyar,
' 0
gdzie
1|1/ ou, Ou,,
(49 oo = |7 () + 5]
Sktadowe przemieszczenia w przypadku skrecania silentblocku sa nast¢pujace:
(16) u, =0 oraz u,=rg, '
czyli
(17 S 6 = - r 07

»= 72 o



LEPKOSPREZYSTE CHARAKTERYSTYKI GUMY 431

W dalszych przeksztalceniach skorzystamy z funkcji uogélnionych Heaviside’a H(¢)
i Diraca 4(¢) okrelonych w sposéb nastgpujacy

. 11 dla >0,
(18) H@® = {o dla <0
oraz
0 dla #£0,
(19) ‘5(’)={oo da 1=0 a<i<b

majacych wlasnosci

d H
ZE’) = o), off(t)é(t)dt = f0),

(20) ,
[ 1, »odr = fit, ) He).
0

Jedli oznaczy¢ dziatajace w chwili # = 0F napreZenie w tulei gumowej przez o,,(r, 0),
wtedy podstawiajac

@1 0rp(rs 1) = op(r, 0)H(2)

do réwnania (14) oraz korzystajac z (13)-otrzymamy réwnanie
!l ,0

22 = 0P

@) 20 =37 %

Po scalkowaniu powyiszego réwnania, przy uwzglednieniu, ze @(R;, t) = 0, funkcja
petzania skrecanego tulejowego gumowo-metalowego tacznika ma postaé

2nlR? R}

(23) D(t) = m‘P(Rz, n,

gdzie @(R,,?) oznaczaja kat skrecania tulei metalowej zewngtrznej w czasie préby,
R;, R, — promien wewngtrzny i zewngtrzny tulei gumowe;j.

3.2. Drgania ustalone przy okresowym skrecaniu walca cienko$ciennego oraz tulejowego gumowo-metalo-
wego lacznika. Niech dewiator odksztalcen zmienia si¢ w sposéb harmoniczny w czasie

24) En = Emme’”, myn=1,2,3,

gdzie ¢;; oznacza amplitudg ewiatora odksztalceri, w — czgsto$¢ wymuszenia, i = ]/ —1—
jednostke urojona. :

Zasada superpozycji ujmujgca zalezno$é miedzy dewiatorem naprezerni a dewiatorem
odksztalcen ma postaé

25) st) = f 68'5"1(’) P(t—1)dr,
0

a uwzgledniajac (24) otrzymujemy

t
(26) Syn(t) = i0Em, f Y(t—1)e“ dr.
o G
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Korzystajac z wlasnosci splotu réwnanie (26) mozna zapisaé w. postaci
!
27) San(t) = iweyme® [ P(r)e- dr.
0

Poniewaz rozpatrujemy drgania ustalone ciata lepkosprgzystego, proces odksztalcenia
stabilizuje si¢ [24], za$ wszystkie wielkoéci przy danej czgsto§ci wymuszenia s stale. MozZna
wiec przejéé z gérna granicg catkowania do nieskonczonosci, a catke

0
(28) [ W@eordr = WH(iw)
0 .
uwazaé jako transformacje Laplace’a funkcji ¥. Réwnanie (27) przyjmie woéwczas postaé
29 Sun(®) = i0P*(iw) e,
lub po podstawieniu
(30) iwW*(iv) = R*(iw),
mamy
. Son (0
(3D Ry = )

Korzystajgc ze wzoru Eulera
32) e~ = coswt—isinwt,

mozemy (28) przedstawi¢ w postaci
(33) Piw) = [ P(r)coswrdr—i [ P(v)sinwrdrdz.
0 0

Podstawiajac zwigzek (33) do (30) otrzymujemy

(34 R*(iw) = o f Y(7)sinwrdr+iw f Y(7)coswrdt
0 )

lub

(3% R*(iw) = R'(w)+IiR"(w),

gdzie: '

R =o [ ¥(@sino()dr,
(36) ’

R'(@) = o [ ¥(t)cosw(r)dr
¢

mozna traktowaé jako sinusowe i cosinusowe transformaty Fouriera funkecji relaksacji.
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Wprowadzajac nowe podstawienia
(37 | R'(w) = R*(iw)cos 6(w),
) R’(w) = R*(iw)sin d(w),

po uwzglednieniu (35), zalezno§¢ (30) przyjmie postaé

(38) R*(iw)cos 8 (w) + iR*(iw) sin & (w) = .j:E:IOT)'
lub
(39) Sum(@) = €0y R* (i) € (2148

czyli dewiator naprezeri jest przesuniety w fazie wzgledem dewiatora odksztalcen o kat
przesunigcia fazowego d(w), oraz zalezny bedzie od czgstosci wymuszenia .

Migdzy modutem odksztalcenia postaciowego G*(iw) a modulem czgstotliwo$ciowym
R*(iw) zachodzi zalezno$é

(40) R*(iv) = 2G*(iw),
czyli
1) G* (i) = 22n2) pmiCors o)
2€mn ’
lub
* (2 _ S;,,.(CO) —~i6(w)
42) G*(iw) = 2 e .

Jak wynika z (42), modut odksztalcenia postaciowego w przypadku ciala liniowo-
lepkosprezystego jest wielkoscig zespolong
43) G*(iw) = G'(w)—iG" (w)),
w ktérym G’(w) jest dynamicznym modulem zachowawczym, a G”(w) dynamicznym
modulem stratnosci.

Kat przesuniecia fazowego 8(w), zwany takze katem stratnoéci, zalezy od wlasno$ci
lepkosprezystych gumy i moze w badaniach eksperymentalnych postuzyé za miare wlasnosci

ttumieniowych.
Poddajac powierzchnie czolowg walca cienkoéciennego harmonicznym drganiom typu

(44) @(l, 1) = Re[p°e™] = g°coswt,
wywolujemy zmiang sktadowej £;, dewiatora odksztalcen
(45) &1, = £5,CO801,

gdzie ¢° i £}, sa amplitudami kata skrgcania i skladowej ¢,,. Zespolony modut odksztal-
cenia postaciowego (42) przyjmuje wtedy postac

(46) G (iw) = 32 ooy

[¢]
269,

3 Mechanika Teoretyczna 4
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Przy braku sit masowych oraz minimalnym udziale sif bezwladnosci, korzystajac
z (8), (10) i (46) otrzymujemy wzér na warto§¢ bezwzgledna zespolonego modutu od-
ksztalcenia postaciowego

2 M°(w)

G*(iw)| = ,
@7 N = R R TR

w ktérym M°(w) jest amplitudg momentu skrecajacego.
Jesli tuleje metalowa zewnetrzna facznika poddaé periodycznemu skrecaniu

(48) P(R2, 1) = R [¢°(Ry)e!"] = ¢°(R;)coswt,
to tuleja gumowa poddana zostanie zmiennym odksztalcenyiom
(49) : ,q,(r) = g,(r)coswt,

gdzie ¢°(R,) i s,q,(r) sa amplitudami skr@cama tulei zewngtrznej i skladowej Erp
Zespolony modut odksztalcenia (42) w przypadku dynamicznego skrecania tulejowego
gumowo-metalowego Iacznika ma postaé

. or(r) _
50 G*(iw e~
(50) )= 5 F 0y
Biorac pod uwagg podobne zaloZenia jak uprzednio, korzystajac z (12), (17) i (50)
oraz przeprowadzajac calkowanie przy warunku ¢°(R;) = 0, wzdr na warto$¢ bezwzgledna
zespolonego modulu odksztalcenia postaciowego lacznika jest nastepujacy

R3—R: M)
RS O(Ry)

Gy - G* ()| =

4. Omoéwienie badan. Wyniki doSwiadczen

Zarédwno badania statycznego petzania jak i dynamicznej relaksacji przeprowadzone
byly na prototypowych stanowiskach badawczych, zaprojektowanych przez autora,
a wykonanych w Instytucie Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Slqsl_(iej.

Dtugotrwale proby statycznego petzania probek gumowych oraz silentblockéw prze-
prowadzono na pelzarce pozwalajacej dokonywaé odczytdw przemieszczenn katowych
badanego elementu z doktadno$cia 40",

Badania dynamiczne zostaly przeprowadzone na maszynie opartej na kinematycznym
sposobie wymuszenia przemieszczen katowych. Maszyna ta umozliwia prowadzenie badan
dynamicznych przy zachowaniu stalego przemieszczenia §redniego oraz zmiennej ampli-
tudzie. Pomiaru kata przesunigcia fazowego dokonywano przy zastosowaniu sterowanego
impulsu pochodzacego z zasilanego napigciem stalym kontaktronu zwieranego wiruja-
cymi dwoma magnesami, nakladanego odpowiednio na sygnal przemieszczenia katowego
i momentu skr¢cajacego. Dokladny opis stanowiska badawczego wraz ze sposobem po-
miaru kata przesunigcia fazowego przedstawiony zostal w pracy [15].
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Uzyte do badan prébki cienkoscienne posiadaly nastepujace wymiary dhugos$é /=
=90 mm, promien wewnetrzny R, = 12 mm, promiefi zewnetrzny R, = 15 mm
i wykonane byly ze zwulkanizowanych mieszanek gumowych o symbolach ME 150 - 50
i ME 150- 60, posiadajace wytrzymalo§¢ na rozciaganie odpowiednio 22,3 MN/m?2,
i 17,5 MN/m? oraz $rednie twardosci 52,52 °Sh i 73,68 °Sh.

Stosowane w badaniach silentblocki typu G.2 (rys. 2) posiadaly tulejki gumowe (rys. 3)
wykonane z tych samych gatunkéw gum, co prébki walcowe. .

T P N I = 1‘ —f :
N ,Jc{ i _ _§ S (;9
| 4140
[ 56 -
Rys. 2. Silentblock G2 Rys. 3. Tulejka gumowa uzyta do montazu silent-

blocku G2 -

Badania statyczne oraz dynamiczne przeprowadzone byly w temperaturze otoczenia
W okresie trzech miesiecy po wulkanizacii gumy dla prébek walcowych oraz jednego roku
od chwili montazu dla silentblockéw. Do sporzadzania. . wykreséw oraz opracowania
analitycznego wynikéw badan uzyto wartoSci pomiarowych, §rednich z czterech prébek.

4.1, Pelzanie statyczne. Opydwa rodzaje gum i silentblockdw poddawano probie statycz-
nego pelzania przy réznych poziomach momentéw skrecajacych, dokonujac pomiaréw
kata skrecania w czasie pelzania. Czas trwania pelzania wynosit 72 godziny. Krzywe pel-
zania dla poszczegélnych pozioméw naprezen prébek gumowych przedstawiono na
Iys. 415, a dla silentblockdéw na rys. 6 i 7. Na podstawie tych krzywych sporzadzono krzywe
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Rys. 4. Kizywe pelzania cienkosciennego walca gumowego ME 150 - 50 przy réznych poziomach naprezen

3.
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Rys. 5. Krzywe peizania cienkoéciennego walca gumowego ME 150 - 60 przy réznych poziomach naprezen
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Rys. 6. Krzywe pelzanija silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 50 przy réznych poziomach napre¢zen
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Rys. 7. Krzywe pelzania silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 60 przy réznych poziomach naprezefy
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Rys. 8. Krzywe izochroniczne cienkosciennego walca gumowego ME 150 - 60
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izochroniczne dla ustalonych czaséw pelzania 1, 10, 120 i 960 min. stuzace do wyznaczenia
zakresu liniowodci. Przykladowe przebiegi tych izochron pokazano dla prébki gumowe;j
na rys. 8 i dla snlentblocku posiadajacego tulej¢ gumowa z tego samego gatunku gumy
na rys. 9.
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| | }
|
L \ ) - ‘ M
0 0| 30 60 90 120 . %0 180 [kGem]
| ! | { | | |
0 2943 5886 8829 1772 14,715 17,658, =

Rys. 9. Krzywe izochroniczne silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 60

Dla prébek walcowych zakres liniowoSci wynosit: dla gumy ME 150 - 50 7°30°; dla
ME 150-60 6°10"; co odpowiada odksztalceniu postaciowemu y-10® odpowiednio
21,806 i 17,948. Silentblocki miaty zakres liniowy: dla tuléi gumowej ME 150 - 50 9°50';
dla ME 150 - 60 2°40’, co odpowiada odksztalceniu y - 10> odpowiednio 43,982 i 11,714.

4.2. Dynamiczna relaksacja. Proby dynamiczne zaréwno prébek gumowych, jak i silent-
blockéw przeprowadzono w zakresie czesto$ci 2- 14 Hz przy stalej amplitudzie prze-
mieszczenia katowego, mieszczacej si¢ w zakresie' liniowosci prébek i silentblockéw.
W czasie badan dokonywano na rejestratorze firmy Briiel-Kjaer zapisu amplitud momentu
skrecajacego dla stosowanych w badaniach czestoéci wymuszen.

Na rys. 10 przedstawiono wyniki pomiaru modulu bezwzglednego odksztalcema
postaciowego dla prébek gumowych, a na rys. 11 dla silentblockSw.

Pomiary kata stratno$ci przeprowadzone za pomocg mechanicznego miernika prze-
suni¢cia fazowego wykazaly, ze moze .on byé uwazany za wielko$¢ stalg w zakresie czgstosci
stosowanych w badaniach. I tak dla gumy ME 150 -50 § = 3°45', tgd = 0,065; dla
ME 150- 60 6 = 5°53', tgé = 0,1030, a dla silentblocku odpowiednie do rodzaju tulei
gumowej 0 = 6°48’, tgd = 0,1191 oraz § = 8°03’, tgd = 0,1413.
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Rys. 10. Modut bezwzgledny odksztalcenia postaciowego |G*(iw)| cienkoécicnnych walcow gumowych
w funkcji czgstosci wymuszenia w
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Rys. 11. Modut bezwzgledny odksztafcenia postaciowego |G*(iw)| silentblockéw w funkeji czgstosei wy-
’ muszenia o S
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5. Analiza i dyskusja wynikéw badan

S.1. Badania statyczne. Uzyskane wyniki przemieszczen katowych w czasie, dla stoso-
wanych w badaniach momentéw skrecajacych, nanoszono na wykresy w ukladzie pod-
wojnie logarytmicznym, w ktérym na poziomej osi odmierzono €zas, a na osi pionowej
kat skrecania, rys. 12-15.
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Rys. 12, Przebieg pelzania cienkodciennego walca gumowego ME 150 - 50 dla réznych wartoéci momentu

skrecajacego
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Rys. 14, Przebieg pelzania silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 50 dla réznych wartosci momentu skre-
cajacego
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Rys. 15, Przebieg pelzania silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 60 dla réznych wartosci momentu skre-

cajacego

Jak wynika z rysunkéw, przebieg zmian przemieszczenia katowego mozna opisaé
rownaniem
(52) p(t) = A+Bt5, 0 <a<l.

Uwzgledniajac (23) funkcja pelzania zaréwno dla probek gumowych oraz silentblockéw
Przyjmie postaé
(53) d(t) = E+Fre,

gdzie 4, B, E, F, o sa stalymi.
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Na wielko$¢ natychmiastowego odksztalcenia, a tym samym na natychmiastowy modut
odksztatcenia zdefiniowany jako
(54) Gy = lim G(¢),
1—+0

podstawowy wplyw wywiera technika wykonania badan.

Wielkosci G moga by¢ wyznaczone przy dostatecznie duzych predkosciach obciazenia,
wzglednie wykorzystujac zasade superpozycji temperaturowo-czasowej redukujac krzywe
podatnoéci do wysokich temperatur.

W niniejszych badaniach, nie dysponujac powyzszymi technikami badawczymi, przy-
jgto, Zze odksztalcenie natychmiastowe odpowiada przedziatowi czasowemu ¢, = 3 sekundy
(pierwszy pomiar).

Posta¢ funkeji pelzania wyznaczono analitycznie na podstawie wynikéw mieszczacych
si¢ w zakresie liniowym. Stosujac metode najmniejszych kwadratéw, obliczono wspét-
czynniki E, F, i «, otrzymujac funkcje pelzania odksztalcenia postaciowego w postaci:
dla gumy ME 150 - 50

. ) 2
.102 = o,0815 | M
(55) (1) 10 25,022+ 14,112¢ , [MN]
dla gumy ME 150 - 60
,-
5 102 — 0,0814 | M
(56) | D(1)-10 12,917+ 4,459¢ , [MNJ
dla silentblocku o tulei gumowej ME 150 - 50
: 2
5 102 = 0,133 m
57 D(1)-10 69,8404 9,450¢ , [MN]
dla silentblocku o tulei gumowej ME 150 - 60
' 2
5 102 — o.te0 | M~
(58) @D()-10 28,594 +4,264¢ [MN]

Na rys. 16 pokazano przebieg funkcji pelzania dla gumy ME 150 - 60, a na rys. 17
dia silentblocku z tuleja gumowa wykonana z tego samego gatunku gumy.
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Rys. 16. Funkcja pelzania @(r) cienko$ciennego walca gumoWego'ME 150-60 -
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Rys. 17. Funkcja p'elzavnia @(r) silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 60

5.2. Badania dymamiczne. Wyniki obliczonych modutéw bezwzglednych odksztalcenia
Postaciowego na podstawie dokonanych pomiaréw momentu skrecajacego przy réZznych
€zgstoSciach wymuszenia dla prébek gumowych pokazano na rys. 10, a dla silentblocku
na rys. 11. Uklad punktéw pomiarowych dla prébek gumowych wskazuje, Ze w zakresie
Stosowanych czesto$ci mozna je opisa¢ réwnaniem

(59) |G*(iw)| = a+bw.

Po obliczeniu wspolczynnikéw a i b dla gumy ME 150 - 50 réwnanie powyZsze ma postaé

(60) |G* (i) = 2,379 +0,02020, [le]
m
a dla gumy ME 150 - 60
®1) G*(iw) = 5,0510+0,0184c, [Mzﬂ] :
. m

Poniewaz katy stratnoéci dla obydwu rodzajéw gum sa stale, przeto skladowe zespolo-
nego modulu odksztalcenia postaciowego w zakresie stosowanych w badaniach czestoéci
beda przedstawialy takze postaé liniowa w funkcji czestoéci. Przebiegi tych wielkodci
Zostaly przedstawione na rys. 18.

Poréwnujac sumy kwadratéw odchylek oraz przecigtny blad procentowy w prébach
analitycznego opisania przebiegu zmian wartoSci bezwzglednej modulu postaciowego
silentblocku w zaleznosci od czgstoci wymuszenia w, stwierdzono, Ze najlepsze wyniki
otrzymuje si¢ dla réwnania .

1

62 *(] = —_—
(62) . |G*(iw)| m' Tka?’



N I o
T

05|~ 2f---
| P w)) [
. ‘ A —
e TN N I :
L ! ME /50-'50 i Rys. 18. Dynamiczny modut zacho-
oL 0 | ! | W wawczy G'(w) oraz dynamiczny modul
1257 13 7 s
5 2? 3"70 027 6283 75"40 [rads™] stratnosci G”(w) gumowych walcow
7 7 6 é ,'0 7 [JHT cienkosciennych w funkcji czgstosci
wymuszenia
67w) 4 6wl [Mn/m?]
06 6——+—F—F ’ -
|
-
| |
05~ 5f L ;#)_G.i’(wz St
e |
|
- ﬁ/\ ME 150460 |
04- ' :
03r
| | l
HE 150450
0z 2} e S
6"w)
Glw)
1 : . -
1257 2513 3770 5027 628 7540 [rad-s™']
L i | | | | |
2 4 6 8 10 2 [Hz]
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Dla silentblocku z tuleja gumowa ME 150 - 50 zalezno$é powyzsza ma postaé

1 MN
*(7 = —
(63) |G*(iw)] = 1,7834 13027100513 [ p—; ],
a dla silentblocku z tulejag gumowg ME 150 - 60
L MN
64 *(jw)| = o eema =1
(64) |G @) = 38157 = T pran [ p— ]

Przebieg zmian dynamicznego modutu zachowawczego oraz dynamicznego modutu
stratnosci zostal pokazany na rys. 19. Ma on taki sam charakter jak warto§¢ bezwzgledna
modutu, poniewaz w przypadku silentblocku kat stratnoéci jest takze wielkoécig stala.

6. Whnioski

I. Na podstawie wykre$lonych charakterystyk statycznych (izochron) (rys. 8, 9), stwier-
dzono, Ze zaréwno badane zwulkanizowane mieszanki gumowe oraz tulejowe gumowo-
metalowe taczniki sprezyste typu silentblock z tulejami gumowymi wykonanymi z tych
samych gatunkéw gum posiadaja zakres liniowy w sensie Boltzmanna i to tym wigkszy,
im nizsza maja twardo$é. Wielkosci odksztalcer mieszczacych sie w zakresie liniowym
$3 o okolo jeden rzad wigksze dla silentblocku.

2. Uklady punktéw pomiarowych (rys. 12 - 15) dla zwulkanizowanych mieszanek gumo-

wych o réznych twardo$ciach oraz dla silentblockéw wskazujg, Ze krzywe pelzania, dla
zakresu liniowego i nieliniowego, moga by¢ opisane takim samym wzorem, tj. réwnaniem
(52). a .
3. Natychmiastowe oraz chwilowe moduly odksztalcenia postaciowego dla silentblockdw
$3 duzo mniejsze anizeli dla prébek wykonanych z tych samych zwulkanizowanych mie-
szanek gumowych. Oznacza to, Ze wstepny stan naprgzenia w gumie powoduje zmniejszenie
J&j sztywnoéci.

4. Natychmiastowy modul odksztalcenia postaciowego obliczony analitycznie dla
Czasu t = ( jest dla prébek gumowych o 30 - 457, a dla silentblockéw o okoto 109 wigkszy
od wyznaczonego na podstawie pomiaru kata skrecenia dla czasu poczatkowego ¢ = 3 s,
a w stosunku do wynikéw pomiaru dla czasu £ = 1 min wielkoSci te réznia si¢ odpowiednio,
0 35-55% i 15%. Dlatego tez wydaje si¢ by¢ uzasadnionym, aby dla celéw praktycznych
modut odksztalcenia postaciowego byl podawany na podstawie wynikéw uzyskiwanych
w dtuzszych czasach np. jak to zaleca angielska norma [26] dotyczaca wyznaczania modutu
odksztalcenia na podstawie wynikéw z proby pelzania lub relaksacji dla czasu ¢ — 1 min.

5. Dynamiczne badania okresowej relaksacji wykazaly, ze w zakresie stosowanych
W badaniach czesto§ciach modul bezwzglgdny odksztalcenia postaciowego dla prébek
gumowych ros$nie w sposdéb liniowy z czgstodcia (rys. 10), a dla silentblockéw rosnie
asymptotycznie do pewnej ustalonej wartoéci i przy dalszym wzroscie czgstoéei jest od niej
praktycznie niezalezny (rys. 11).

6. Pomiary kata stratnoéci & wykazaly, ze w zakresie czesto$ci stosowanych w badaniach
zaréwno dla prébek gumowych, jak i silentblockéw kat ten moze byé przyjety za wielko$é
Stalg niezalezna od czgstosci. Poréwnujac $rednie wartosci tego kata zmierzonego dla
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probek gumowych i silentblocku, ktérego tuleja wykonana zostala z tego samego gatunku
gumy, mozna stwierdzi¢, Ze réZnia si¢ one migdzy soba dosy¢ znacznie. W obydwu przy-
padkach wigkszy kat wystgpuje w silentblocku. Dla gumy ME 150 - 50 wzrost tego kqta
jest rzedu 80%, a dla gumy ME 150 - 60 wynosi okolo 35%,.

7. Poniewaz kat stratnoéci 8 w kazdym przypadku mozna przyjaé jako wielko$¢ stalg,

przeto skladowe zespolonego modutu odksztalcenia postaciowego: dynamiczny modut
zachowawczy G’(w) i dynamiczny modut stratno$ci G''(w) maja taki sam przebieg jak
modul bezwzgledny (rys. 19, 20).
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Pesome

BASKOVIIPYTHE XAPAKTEPHCTHUKHM PE3HHBI U PEBMHO-METAJIJIMYECKHX
BJIOK-IIAPHUPOB THUIIA CAWJIEHT-BJIOK

B paGote nmpencTaBneHnLl pe3ysbTaThl MCCIAENOBAHMA PEOJIOTHYECKHX CBOMCTB ABYX COPTOB PE3HMHBI
H DPE3HHO-METANINIMYECKHX IUADHHPOB THIA CaiJIeHT-GJI0K, KOTOPBIX PE3MHOBA BTYJKa Oblla 3TOTO jKe
Copra. Ha ocHOBaHMM CTATHUECKMX M JUHAMMUECKHX HCCIICOBAHHH ONpeleNeHbl: Npelesl IPpOnopIHo--
HaJBHOCTH, MTHOBEHHBIH MOXYNB CHBHIA, QYHKUMS NOJ3yuecTH, aOCONMIOTHBI MOXYNL CABHMIA, THHA-
Mmyeckuif Moayne BA3KOCTH. [IoKasaHO CylIeCTBOBaHWE Pas3NMUMil PEOJIOTMYECKHX CBOHCTB caMoi pe--
3HHBY M TOTOBOTO PE3MHO-METATUIMUECKOTO HIAPHHPA, B KOTOPOM pPe3HHa PaboTaeT B IPEABAPUTE/BEHOM
HANDPSI)KEHHOM COCTOSIHMM, ABJIAIOLIMMCS Pe3YJIbTaTOM TEXHOJOTHH COOPKH.

Summary

VISCOELASTIC CHARACTERISTICS OF RUBBER AND FLEXIBLE
BUSHES OF THE SILENTBLOCK TYPE

In the paper the results of experimental investigations of rheological properties of rubber and silent-
block bush are presented. Basing on the static and dynamic tests, the following results are obtained: linearity
range, instantaneous modulus in shear, creep function, and complex modulus in shear. The results obtained
show a difference in rheological properties of rubber and the bush due to the initial state of stress imposed

on rubber in the bush during technological processing.
POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 grudnia 1976 r.
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O PRZYBLIZONYCH METODACH ROZWIAZANIA
NIELINIOWYCH ROWNAN RUCHU ELASTYCZNIE
POSADOWIONYCH SILNIKOW TEOKOWYCH

JaNusz KOLENDA (GDANSK)
1. Wstep

Opis ruchu elastycznie posadowionych silnikéw ttokowych z uwzglednieniem zmien-
noSci predko$ci katowej silnika wymaga zastosowania nieliniowych réwnan rézniczko-
wych. Dodatkowym Zrédiem nieliniowoéci rownan ruchu moga byé charakterystyki
sztywnosci i thumienia podkladek elastycznych. Liniowe skladniki réwnan ruchu maja
z reguly wigksze wartosci niz nieliniowe czlony, co ulatwia uzyskanie przyblizonych roz-
wigzan. W praktyce najczesciej wykorzystuje si¢ w tym celu liniowe réwnania ruchu trak-
tujac predkoé¢ katowa silnika jako stalg wielko$¢, przy czym w przypadku nieliniowych
charakterystyk sztywnosci i thumienia podkladek zastepuje sie je liniowymi charakterysty-
kami [1, 2, 3]. W pracach [4, 5, 6] uwzgledniono zmienno$é predkoéci katowe; silnika przy
zastosowaniu metod asymptotycznych. W niniejszej pracy poréwnano wyniki obliczen
uzyskanych przy pomocy wymienionych przyblizonych metod z rezultatami obliczen
na EMC metoda Rungego-Kutty. Ze wzgl¢du na duzg czasochionno$¢ obliczen numerycz-
nych ograniczono si¢ przy tym do rozpatrzenia pionowych drgan jednocylindrowego
silnika. Wyniki obliczeti moga stuzyé do oceny doktadnosci i przydatnosci rozpatrywanych
przyblizonych metod do analizy drgan elastycznie posadowionych silnikéw ttokowych.

2. Model obliczeniow.y

Schemat rozpatrywanego ukladu drgajacego przedstawiono na rys. 1. Réwna_nia ruchu
tego ukltadu maja postaé [4]:
Q1) b2 = i[_1y7)+mpr¢2(cos¢+Zcos2<p)+m0r¢2_cos<p]+

m
g? wf . 1, . v .
+ P sing+ 715m2<p +morgsing|;
@2 §="2lrrt Y Gsingkptu)—B— D Bsin(lp+o)—hp+
o I < k k AIJ

+m,ry (sinqp + —;Zsianz) +morosing+ % m",rgbz(lsinqn-—2si_n2<p—z

. P . 1. .
—32sin3p— A%sindg) +m, gr (sm<p+ 5 Zsm2<p) +m0grsm<p] +

82

tor

myrip (— Acosp+cos2p+ Acos3p + % chos4<p) .

4 Mechanika Teoretyczna 4
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Do obliczen przyjeto nastgpujace wartosci parametréw ukladu: m = 4000 [kg] —
Iaczna masa uktadu drgajacego; m, = 50 i 100 [kg] — masa niewyréwnowazona w ruchu
postgpowo-zwrotnym, skupiona na osi sworznia tlokowego; mo = 01 50 [kg] — wirujaca
masa niewyréwnowazona, skupiona na osi czopa korbowego; r = 0,15 [m] — dtugosé

fU

I
<

77 ST 777 7T 777777777777 g

Rys. 1. Schemat rozpatrywanego ukiadu drgajacego
m — laczna masa ukladu mo — wirujaca masa niewyréwnowazona, skupiona na osi czopa korbowego; mp — niewyréwnowazona
masa w ruchu postgpowo-zwrotnym, skupiona na osi sworznia tlokowego; L — dlugo$é korbowodu; r — dtugo$é ramienia korby;
¢y — wspblczynnik sztywnosci podkladek elastycznych; /, — wspdlczynnik wiskotycznego tlumienia podkladek elastycznych;
v — pionowe przemieszczenic ukladu; ¢ — kgt obrotu korby

ramienia korby; 2 = r/L = 0,125 — warto$¢ ilorazu dtugosci ra_mieﬁia korby i GMgoéci

korbowodu; b = ]/—;—:ny— = %257:1 T16—2_57r [rad/s'] — czgsto§é drgan wlasnych ukiadu;

y = 7}171%; 0,1/ i 0,5— bezwymiarowy wsp6lczynnik wiskotycznego ttumienia pod-
) y 1 .

kladek elastycznych; I =1I'+m,r? (% + glz) +mqr? =8 112 [kgm?], I' — mo-

ment bezwladnosci wifujqcych mas wyréwnowazonych wzgledem osi‘ wahy; 1T =

¢—=25% '

———25——) [Nm] — érednia warto§¢ momentu ‘napedowego silnika,
¥y !

= 1700 (1'—‘0,7'5

. . 2
pochodzacego od sit gazowych; B =“% 10+ (2—;’;—) [Nm] — $rednia warto§¢ momentu

oporowego “odbiornika mocey; C, = % 6,87}25.2 -0,15  [Nm)], C, = -} 9,65 X
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X252+0,15 [Nm], C, =£~8,04~252-0,15 [Nm], C,= —2‘—3-252-0,15 [Nm] —

amplitudy harmonicznych skladowych momentu napgdowego silnika od sit gazowych;

T T T
P = ST 52 [rad], &, = 180" 26 [rad], 4; = m9 [rad], &, = 180 357 [rad] —

fazy harmonicznych sktadowych momentu napgdowego silnika od sit gazowych ;&= 5=
liczba cykli pracy silnika przypadajaca na jeden obrét watu; B, = 0— arhp]itudy harmo-

. 2
nicznych skladowych momentu oporowego odbiornika mocy; kA = 6% [Nms/rad] —

wspdélczynnik wiskotycznego thumienia przy obracaniu watu korbowego; g = 9,81 [m/s?] —
przyspieszenie ziemskie.

3. Przyblizone rozwiazania

Do obliczefi wykorzystano:
1) rozwiazania liniowych réwnan ruchu,
2) rozwiazania uzyskane metoda Xrylowa-Bogolubowa- Mxtropolsklego (KBM),

W pierwszym przybliZeniu,
3) rozwigzania uzyskane metoda usredniania w pierwszym przyblizeniu.
Ad 1. Przy zaloZeniu, 2e predkoéé katowa silnika jest stala, réwnanie (2.1) posiada

rozwiazanie
(my+mo) reo?

o]
myriw?
G ]/ (> — 4w + 21 —)2

: w
SInd, = Y ——, sind, =

m]/ (b2—w2)2+(1,%)2 l/ (b*—4w2)* + (21 _)

Predkosé katowa w = wo wyznaczono z réwnania
G2 ¢ rT(we)— Blwe)—hwo = 0.
Wynosi ona wo = 251 [rad/é].

Ad. 2. Asymptotyczna metoda KBM daje w pierwszym przyblizeniu nastepujace
Tozwigzania réwnan (2.1) i (2.2) dla stanéw ustalonych [4]:

cos(wt—6,)+

coswt—8,),

v =9, = agcos(p+y)+eu, a (m"+m°)rw
(3.3) m(w+b) ]/ (b—w)* + (—1 )
_ 1, _ myrie?
Y =) T meT—aw?)

4%
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przy czym o spelnia réwnanie

3.9

1
for @Bl +5) = 0,
Ad 3. Stosujgc metode uSredniania wprowadza si¢ zamiane zmiennych' zgodnie
Z wzorami:

3.5) v = Acos(p+¢), v = —Absin(p+¢), ¢=20
1 przeksztalca réwnania (2.1), (2.2) do postaci
3.6) A = eXpg, gl;=eYR, Q:eZR.

Funkcje Xg, Yg, Zg okreSlono w pracy [5]. Rozwigzan réwnafi (3.6) poszukuje si¢ w postaci
. A=a+eUa,yp,w, ¢,
(3.7 ¢ =vyp+eVla, yp, 0, ),
Q=w+eWa,p,o0, ),
gdzie a, v, w oznaczajg wolnozmienne skladowe, za§ U, V, W wibracyjne skladniki. Po

podstawieniu (3.7) do réwnan (3.6) i uSrednieniu otrzymuje si¢ dla stanéw ustalonych
rozwigzania w pierwszym «nieulepszonym» przyblizeniu [5]

3.8) _ mprmoro® e, m‘lm
2mb]/(b w)? + (——1)

przy czym predko$é katowa w okreélona Jjest zaleznosciami

abl,
(mp+mo)rw?”

(3.9 rT(w)—B(w)—hw+ %(mp+mo)‘abrwsimp =0, sinyg=—

W pierwszym «ulepszonym» przyblizeniu' drgania masy m wyrazaja si¢ zaleznoscia
(3.10) v = (a+el)cos(p+yp+eV) = (a+eU)cos(p+y)—eaVsin(p+y).
~ Funkcje Ui V wynosza

1 ) ~ .
U= W{ablysm2(¢+w)+(m,,+mo)rw cos2p+v) —

—2myriw? [cos(q)—w)— —;— cos(Bp +v) }’
(3.10) | )

_ | )
V= b |2 0S2g+ )= (mytmo)re?sin(p +y)

3
— e’

. 1 .
—2my,riw? [sm(<p—1p)+ 3 sin(3p +v)

W wyniku podstawienia (3.11) do (3.10) otrzymuje si¢

3.12) v =a w2+b cos(p+y)— 3bl cos2¢ = acos(p+y)—b,cos2p.
W zalezno$ciach (3.9) zamiast amplitudy a wystapi zatem w pierwszym «ulepszonym»

w+b
20

przyblizeniu amplltuda a =a

" Analogiczna zamiang zmiennych stosowano w pracach [5, 6].
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4. Rozwigzanie numeryczne

Do obliczed numerycznych zastosowano metode Rungego-Kutty, czgsto uzywang
do wyznaczania rozwigzan ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych [7]. Dokladno$é
tej metody zalezy od rzedu zastosowanych formut i kroku catkowania. Przyjeto formuty
IV rz¢du, wygodne do programowania ze wzgledu na ich prostote i zapewniajace wystar-
czajaca dokladnos$¢ obliczen (blad w jednym kroku jest rzedu 0%, gdzie ¢ oznacza krok
calkowania). Przyjeto krok calkowania o = 6,67704- 10~* [s], odpowiadajacy obrotowi
watu silnika o kat ¢ = 3° przy predkosci katowej wo = 257 [rad/s], (tj. przy 750 obr/min)
1zapewniajacy wystarczajaco gesty podziat przedzialéw zmiennosci funkcji trygonometrycz-
nych, wystepujacych w réwnaniach (2.1) i (2.2). Réwnania te zastapiono ukladem réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu

7 = z, 9"’ =X,
(4.1) .  mD—AB .  AD-BC

T mC=A7’ YT mCc=a’
gdzie

A= r[(m,,+mo)sin<p+;—ﬂ.mpsianJ],
B = x*r[(m,+my)cosp+m,Acos2¢g]—1,z—c,v,

1 1
C=1T-m,r? (— % Acosg+ % cosZ<p+7 }.cos3<p+§ lzcos4q)), _

' . 1, .
D = rT(x) + Z Cysin(éko+0)— B(x)—hx +mygr (smq) + 7151;1299) +
% , :
+m0grsin<p+%mprzxz(lsinq)—25in2<p—3lsin3<p—lzsin4<p).

Wartoéci poczatkowe dla 1 = ¢ = 0 wyznaczano z zaleznosci (3.1) dla x(0) = w, =
= 257 [rad/s]. Stwierdzono, Ze przy takich warto§ciach poczatkowych nastgpowalo
Stosunkowo szybkie ustalanie si¢ obliczeniowych parametréw ruchu silnika, co umozliwito
Przerwanie obliczen po 720 krokach catkowania.

5. Wyniki obliczen

W obliczeniach ograniczono si¢ do analizy drgaf uk?adu w stosowanym w praktyce
Zakresie warto$ci ilorazu podstawowej czesto$ci wymuszen do czgstoci drgan wlasnych
amortyzowanego obiektu s = w/b > /2. Pomimo Ze tlumienie w podkiadkach elastycz-
nych jest na ogét male, zbadano takze zachowanie si¢ analizowanego ukfadu i przydatnos$é
Wymienionych w rozdziale 3 przyblizonych metod w przypadku silniejszego tlumienia,
Przyjmujac warto$¢ bezwymiarowego wspéiczynnika thumienia podkladek » = 1,/2 mb =
= 0,5. Wyniki obliczer zestawiono w tablicy 1, a wybrane przebiegi drgan silnika w funkcji
Czasu oraz wyznaczonej metoda Rungego-Kutty predkosci katowej silnika w funkcji
€zasu przedstawiono na rys. 2- 5. '
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= ;2—257: [rad/s], » =0, 1, I = 8 [kgm?]

U — wedlug Rungego-Kutty dla ¢(0) = @, v(0) = vo(0), $(0) = vo(0); wvo — ustalone drgam‘a wedlug rozwiqzania linioweg
réwnania ruchu; p; —- ustalone drgania wedlug metody KBM
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Rys. 3. Wykres przebiegu pionowych drgan ukiadu w funkCJl czasu dla mo = 50 [kg], m,,
25w [rad/s], » = 0,5, 1 = 8 lkem? '

1
b=
1,6.

100 [kg [

U — wedlug Rungego-Kutty dia $(0) == aig, v(0) = po(0), t(0) == uo(o) vo — usLalone drgama wedlug rozwigzania liniowego réw-
nasia ruchy; v, —_ustalono drgania wedlug metody KBM
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VRys. 5. Wykres przebiegu predkosci katowej silnika w funkcji czasu dla mo = 50 [kel, m, = 100 [kg],
1 :
b= 1—6257;' [rad/s], » = 0,5, I = 8 i 12 [kgm?]
¢(0) = wo, v(0) = vo(0), B(0) = Bo(0)
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6. Uwagi koncowe

W przypadku liniowych charakterystyk sztywnos$ci i tlumienia zaloZenie o stalo$ci
predkosci katowej pozwala wyznaczyé z wystarczajacg w praktyce dokladno$cig parametry
drgan silnika w oparciu o liniowe réwnania rézniczkowe ruchu. Rozwiazania takie nie
uwzgledniaja jednakze wplywu tlumigcych wlasnoéci podkiadek na strate mocy i spadek
predkosci katowej silnika, co moze okazaé si¢ istotne, zwlaszcza przy wigkszych wartos-
ciach wspolezynnikéw tlumienia podkiadek. Z réwnania (2.2) wynika, Ze dodatkowy
moment oporowy na wale, wywolany drganiami silnika, wynosi

(6.1) AM = —m,ro (sin<p+ %ZsinZ(p) —morysing.
Po podstawieniu do (6.1) rozwiazan (3.1), otrzymuje si¢ staty skIadmk dodatkowego

momentu oporowego

6.2) (AM), = _(mptmo)’riew? _(mriw?)?

2m ]/ (b2 —w?)* + (/ ® ]/ (b? —4r?)? + (2/ _)
W celu uwzglednienia spadku predkoéei katowej silnika na skutek tlumienia w pod-
Kadkach nalezy zatem réwnanie (3.2) zastapi¢ rownaniem
(6.3) FT(w)— B(w)—ho = (AM)o = 0.

Wyznaczone na podstawie (3.1) i (6.3) parametry ruchu analizowanego ukiadu podano
W tablicy 2.

Tablica 2. Wyniki obliczein parametréw ruchu silnika z zalemo$ci (3.1) i réwnania (6.3)

L Parametry ukladu Metoda I z uwzglednieniem
p. drgajacego dodatkowego momentu oporowego
@o a b d s
_— 4 _— =
o " b ! Wo 6:27
[kl | [kel [mm] | [mm]
1 0 50 2 0,1 2,4806 0,0624 0,9984
2 0 100 2 0,5 4,1752 0,1209 0,9771
<3 50 | 100 2 0,5 6,2921 0,1212. 0,9481
4 50 100 1,6 0,5 6,4862 0,1236 0,9322

a, by — amplitudy pierwszej i drugiej harmonicznej drgan silnika, @ — $rednia predko§¢ katowa
silnjka,wo = =25 [rad/s] @s [rad] — kat obrotu walu silnika w czasic od ¢ =0 do ¢ = 720-
+6,67704-10-4 [s).

Zaleznosé (6.2) przedstawié mozna w postaci

(6.4) (AM), = % (mp+mo)?riw?n, + L mariw?m,,
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gdzie oznaczono
S AN pty
(1—p?)? +4u*? 2T (1—4pd)2 4 16u?

7r1=

Bezwymiarowy wspélczynnik 7, ma w praktyce znacznie mniejsza warto$¢ niZz wspét-
czynnik 7,. Zalezno$¢ wartodci wspotczynnika w; od wartosci ilorazu czgsto$ci p = w/b
dla réznych warto$ci bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia » = /,/2 mb przedstawiono
na rys. 6. Maksymalne wartosci ; wystgpuja przy

p= )2 =1+ Y@ =17+3 .

N,T
50.0) -
2Q0| -
10| -
50| -
20}
10}-
o 05
02- : v=10
arl- N=/4
v=Q17
005 |-
v=005,
002 |+
001} V=001
0005 - -
0002 |-
M

001 [ R [
0002 04 06 08 10 12 {4 16 18 20 22

Rys. 6. Zalezno$¢ warto$ci wspolczynnika m; od warto$ci ilorazu czestoéci # = w/b dia ré6znych wartosci
bezwymiarowego wspolczynnika ttumienia » = /,/2mb

W ogdlnym przypadku drgan silnikéw rzgdowych z cylindrami w ukladzie ¥V réwnanie
(6.3) przyjmuje postaé

2r

(6.5) ch(w)—B(w)—hw—--zﬁ)_; f AMdt = 0,
0

gdzie c jest liczba wykorbien watu korbowego, przy czym zgodnie z [4] i przyjetymi w tej
pracy oznaczeniami zachodzg zaleZnofci:

AM= —mplPl—mszz—moPg,
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c—1

1 . [ l
P1/2 = — 7 [4cr2aaw ('2— + E‘ 12) + Z {2r2f2f3a)2(y20052(Siﬂysinza-l-

+B%sin? 8) +2r2f3w(2yycos? 8 + fysin 20 + pAsin 28 + 2Bfsin? 8) + 2r £ 1i(y cos  +

n=0

+fsind) —2rb, f35(ycos 6+ fsin 8)+2re, f3 f(ycos &+ Bsin 8) F 2rfy5(asin 6 +

+c088)—2r2f, fy($cos 6+ fsin 8) (ycos 6+ fsin 8) — r2w?a? [% Asin(0F 6)—

— sin2(8F 8) — % Asin3(0 F 8)— ;_ A2sind(0F 5)] + dr2oad [% Acos(F 8) —

2
+cos 8) +2rc, fra(asin d+cos 8) — 2r2f, fy o +2r(a, +¢) f3 f(eccos 6 Fsin 8) —

1
cos2(6x 8)— —21— Acos3(0F 6)— —;~ A*cos4(0F 6)] F2r(a,xe) f37(asind+

—2rfyw(acos 8Fsind)—2rb, frd(xcos dFsin 6)” ,
c—1

1 . v
Py= — 7i2cr2y5/w+2cr2,6’,6’a)—2c‘r262+cr2(ﬂ§)—y,6’)+ Z [—Zrzy)'/w00826+

n=0

+r292025in 20 + 2r2BPw cos 20 — r2 f2w? sin 260 + 2ryiisin — 2rfiicos 6 —
—2rbo 5 sind + 2rbo B3 cos + 2rco yf sind — 2rco A cos 6 — r2y¥sin 20 +
+r2fycos 20+ fzyﬁ.cos26 —2r%yBwsin 20 — 2r?Bpwsin260 — 2r2fyw? cos 20 +
+ rzﬂﬁ'sin 20 —2ry sin(0 — o) + 2rcobisin(6 — o) — 2a,ry sin(f — o) —

—2rircos(8 — o) + 2ra, fcos(6 — a) — 2by réicos (6 — oc)]} ,

fi
fo = cos(0F 8)+ Acos2(6F 9),

cos(0F d)+ —‘11— Acos2(6F 9),

S
0 = wt+nd,r.

[, -
sin(0$6)+~2—lsm2(6$ é), -

Wielkosci u, v, w, a, B 1 y sa rozwiazaniami liniowych réwnan rézniczkowych ruchu,
lftére mozna uzyska¢ m.in. z podanych w pracy [4] réwnan (4.1) przez podstawienie

P = W, p = wt,
Wyrazenia opisujace funkcje Py, i P; upraszczaja sig dla silnikéw wielocylindrowych.

Prlyldadowo, dla silnikéw o ukladach wykorbied podanych w tabl. 3 otrzymuje sie:
dla silnika 4/1
Py, = SK (sinwt—coswt+2Asin2wt) + K,

Py = rS[(¥—af) (sinwt—coswt)— (B+oP) (coswt+sinwt)],
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dla silnika 4/2
PlIZ = SK1(3Sian+COSa)Z)+K2,

Py = rS[G—of) 3 sinwt+coswt)— (B +a¥) Beoswt —sinwi)],
dla silnika 5/1

P, = SK, [0,264sinwt+0,364coswt+ 17 2(4,736sin 201 + 1,528cos2cut)],

P = rS[(F—af) (0,264sinwt +0,364 coswt) — (B + ) (0,264 coswt —0,364sinwt)];

Tablica 3
a0 | Oenacz | thead | S0 0znocz | ktad
el silnika | wykorbien bier, silnika | wykorbien
1 T
4 4/1 4@3 8 8/1 36@45
Z 27
1 18
4 | ar 2@9 8 | 8z 36@7
4 45
1 !
4 5 v
5 | o 8 | a8 |2
3< 6%
% A
6 | o 8 | os 3%2
N34 5%

dla silnika 6/1

Py, = %rzl[(jﬁcoséiﬁ'sin 8) (ycos d + fsin §) —2w?(p*cos? § + fysin26 + fZsin? 6 +

+ 0?) + o] sin 3ot — 3r2w(2yj cos? 8+ fysin20 + 7 sin 28 + 2ffsin? 6 +

+2ak) (1 + %/12—/10053wt) ,

dla silnika 8/1

Py, =2K,, P;=0;
dla silnika 8/2

Py, =2K,, P3=0;
dla silnika 8/3

Pz = SK, [(3-2y2) sinwt+ (1= y2) coswt], Py =0,
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dla silnika 8/4
Py, = SK, [(3=2y/2) sinwt— (1 — y/2) coswt], P =0.
W powyzszych zaleznoéciach oznaczono: '

K

-

= r[#(asin é + cos 6)— f(acos 6 F sin )],

K, = 711—1'212[(53005 8=+ fsin 8) (v cos 6 + Bsin 8) —4w>(p2cos? d + fysin 26 +

+ B2sin? 6+ a?) + ] sindeol — % r20 (2 cos? 5+ By sin28 £ yfisin20+
+2BBsin? 6+ 20&) (4+ A2 — 22cos dwt),

S oznacza odleglo$é osi sasiednich cylindréw, lezacych w jednej plaszczyZnie. Réznica
pomigdzy funkcjami Py, dla silnikéw 8/3 i 8/4 wynika z przeciwnego kierunku obrotéw
w tych silnikach. : ‘

Poréwnujac wyniki obliczert parametréw ruchu analizowanego silnika metodami KBM
I uéredniania z wynikami uzyskanymi metoda Rungego-Kutty stwierdzono, Ze rezultaty
obliczefy metodami KBM i Rungego-Kutty réznia si¢ stosunkowo mato (por. rys. 2 i 3),
natomiast wartosci amplitud pionowych drgan silnika w obszarze ponadrezonansowym,
obliczone metoda usredniania w pierwszym «nieulepszonym» przyblizeniu, sa wigksze
od analogicznych wartosci uzyskanych pozostalymi metodami (por. tabl. 1). Mniejsze
réZnice w poréwnaniu do rezultatéw otrzymanych metodami KBM i Rungego-Kutty
wykazuja wyniki obliczer metoda uéredniania w pierwszym «ulepszonym» przyblizeniu.
Stwierdzono takze, ze w miare zblizania si¢ do rezonansu réznice pomigdzy wynikami
obliczen poszczegélnymi metodami maleja.

Przeprowadzone obliczenia daja mozliwo§¢ wzglednego poréwnania i oceny przydat-
nosci rozpatrywanych metod do analizy drgan elastycznie posadowionych silnikéw tloko-
Wych. Nalezy przy tym zaznaczyé, ze metody KBM i u$redniania umozliwiaja uwzgled-
nienie nieliniowosci charakterystyk sztywnoéci i tlumienia podkiadek. Moga one by¢
takze stosowane, podobnie jak metoda Rungego-Kutty, do analizy proceséw przejécio-
wych [4],
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Peswme

O MPUBJIMDKEHHLIX METOJIAX PEUIEHWUS HEJIWHEWHBIX YPABHEHUI
JOBMXXEHUSA AMOPTU3UPOBAHHBIX ITOPUIHEBEIX NBUTATEJIEN

B pafore npuBoasaTca pe3ynbTaThl PACYETOB BEPTHKANBHBIX KKONE0aHMiA H YIII0BOH CKOPOCTH OQHO-
LIIMHAPOBOrO ABUIATeNsl, YCTAHOBJIEHHOTO HA aMopTH3aTopax. IIPHMEHSIOTCA pelleHHsl JHHEHHBIX
ypaBHenuit aBHKeHus, MeTon I(pruroBa-boromoGoBa-MuTponogbCKOre M METOR YCPEIHEHMs, a TaKKe
meton Pyure-Kyrra. Ilonyuennble pesynbTaThl MOTYT CIY)KHTH IS OLUEHKH TOYHOCTH M IIPUI'OJHOCTH
paccMaTpHBaeMbIX NPUOIHYKEHHBIX METONOB.

Summary

ON APPROXIMATE SOLUTION METHODS OF THE NON-LINEAR MOTION
EQUATIONS OF ELASTICALLY MOUNTED PISTON ENGINES

In this paper vertical vibrations and rotation speed of an one-cylinder, elastically mounted piston
engine are considered. The solutions of linear motion equations, the Xrylov-Bogolubov-Mitropolskij
and the averaging methods as well as the Runge-Kutta method are applied. The results of calculations
can be used for the estimation of the accuracy and applicability of the approximate methods presented.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 19 stycznia 1977 r.
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1. Uwagi wstepne

Optymalne ksztaltowanie belek sprezystych przy speinieniu warunku wytrzymato$cio-
wego sprowadza si¢ z reguly do tzw. ksztaltéw réwnomiernej wytrzymalo$ci. Jednakze
warunek rownomiernej wytrzymaloéci na czyste zginanie prowadzi do zerowych po-
‘Wierzchni przekroju w miejscach zerowania si¢ momentu zginajacego; wynik taki nie
Jest ani poprawny teoretycznie z uwagi na wystgpowanie tam naprezen stycznych, ani nie
Stwarza mozliwoéci realizacji praktyczne;j.

W obecnej pracy zajmiemy si¢ optymalizacja belek hiperstatycznych uwzgledniajac
oprécz naprezen o, nie tylko naprezenia styczne 7,4, lecz réwniez naprezenia normalne o .
W przypadku belek niepryzmatycznych sktadowe te na ogot nie zeruja si¢ we widknach
skrajnych o najwigkszych naprezeniach o,. Jako zmienna ksztattowania przyjmiemy
Wysoko$¢ prostokatnego przekroju belki & = h(x) ptzy ustalonej szeroko$ci b = const.
Takie ujecie zezwoli na weryfikacje do$wiadczalng uzyskanego wyniku metoda elasto-
Optyczng w jej najprostszym wariancie. Przyjete kryterium jest mianowicie réwnowazne
Warunkowi wystapienia tego samego rzedu izochromy na zewngtrznym nieobcigZonym
brzegy belki, gdzie panuje jednoosiowy stan napreZenia o kierunku stycznym do konturu.
Jezeli na nieobciazonym konturze zéwnetrznym wystapi w istocie staly rzad izochromy,
to $wiadezy to o wyréwnaniu naprezeti tam wystepujacych. W dotychczasowej literaturze
Pos$wiecono kilka prac optymalnemu ksztattowaniu belek przy uwzglednieniu napreZen
Stycznych. Kutkow i CzeLNokow [1] badaja belke prostokatng swobodnie podparta na
dwéch podporach. Dowodza, ze uwzglednienie naprezef stycznych ma niewielki, pomijal-
nie maly wplyw na objetoéé belki. W innej pracy [2] CzELNOKOW analizuje belki z uwzgled-
nieniem takze warunku sztywnoéci. HAUG i KIRMSER [3] optymalizuja ksztalt belki swobod-
nie podpartej na dwdch podporach przy'ogra:'niczeniu ugiecia i uwzglednieniu cigzaru
\ylasnego. Narzucone ograniczenia dotycza takze gldwnego naprezenia normalnego i mak-
Symalnego stycznego, obliczonego jednak jak dla belki pryzmatycznej. MARTIsZyUS [4, 5]
Pf)daje wzory na ksztalt belek prostokatnych, swobodnie podpartych, przy uwzglednie-
Dlu — obok zginania i §ciskania — takze wptywu sity podhiznej. Nie podaje jednak zadnych
P_”Yk%adéw. NapreZenia styczne moga' odegraé. wigksza role przy ksztaltowaniu belek
Clenkoéciennych (Grycz [6]). v :
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Metoda elastooptyczna dla weryfikacji teoretycznych wynikéw optymalizacji ksztaltu
byla réwniez stosowana. IosiPEscU [7] stosowal metode elastooptyczna do weryfikacji
optymalnego ksztattu wspornika. OWCzZAREK [8] podal sposéb do$wiadczalnej — elasto-
optycznej optymalizacji ksztaltu potaczen shupéw z belkami.

2, Stormulowanie zadania

Do rozwazan przyjeto przykladowo belke jednokrotnie hiperstatyczna utwierdzona
na jednym koncu i swobodnie podparta na drugim (rys. 1). Zaklada si¢, Ze napreZenie
zredukowane we widknach skrajnych belki jest wigksze od naprgzenia zredukowanego

My

»N 7.
EEETEAERRRSARAREEEN
JAN
T/e, 2L ’
‘ . !
M . TTTE
o] IR
@ .
Rys.l

w jej osi, na calej jej dlugo$ci. Zalozenie to bedzie sprawdzone na koncu pracy. Przy przy-
jeciu zasady wyréwnania naprezeni w skrajnych wiéknach belki przy stalej jej szerokosci
b wysoko$é belki 2 4 musi ulega¢ zmianie. Zmienno$¢ wymiaréw belki prowadzi do powsta-
nia stanu napreZenia zilustrowanego na rys. 2. Naprezenia 7., i o, we widknach skrajnych,

e ax B
; ' x

\hl % |
e — iﬁ(:o_"
ke

aF

4 ‘ n

krawed? belki
Rys. 2

oznaczone przez 7,, i 9, moZna bedzie obliczy¢ wprost z warunkéw brzegowych, bez
analizy ich rozktadu w przekroju belki. MozZna mianowicie napisa¢ nast¢pujace warunki
rownowagi tréjkatnego elementu:

dFcos ¢T,,—0,dFsing = 0,

2.1 o
1) dFcos@a, —7,,dFsing = 0, .



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE BELEK HIPERSTATYCZNYCH 465

z ktérych wynikaja nast¢pujace wzory na napre¢Zenia:

‘ - _ dh

(22) Tzx = Ox° —d—x’
2

(23) az = a.\: (%) ’

przy czym przyjmiemy, Ze &, jest z dostateczna dokladno$cia wyznaczone wzorem ele-

mefitarnej wytrzymalo$ci materialéw
— M(x)
0, = -h
@

. 2 .
gdzie M(x) oznacza moment zginajacy, za§ J(x) = g—bh3(x)—moment bezwtadno$ci

przekroju belki wzgledem osi oboj¢tnej zginania.
Wzory (2.2) i (2.3) obowiazuja dla nieobciazonej krawedzi belki, moga jednak byé
stosowane réwniez w przypadku dzialania obcigzenia ciaglego ¢, bowiem z reguly ¢ < o,.
Przy pomocy ogdlnie znanych zaleznosci dla plaskiego stanu naprgzenia mozna tatwo
wykazaé, 2 w rozpatrywanym elemencie istnieje jednoosiowy stan napr¢Zenia, a jedyne
niezerowe naprezenie ma kierunek styczny do krawedzi belki. Jego wartoéé wynosi

dh
2.4 )
) o = 14 v
Przyjecie zasady wyréwnania naprezen prowadzi do nastepujacej zaleznoéci:
2.5) lou| = oo

gdzie o, jest napr¢zeniem dopuszczalnym. )

Dla belek statycznie niewyznaczalnych charakterystyczne jest przechodzenie wykresu
Mmomentu zginajacego przez warto§¢ zerowa. W miejscu zmiany znaku momentu warunek
ksztaltowania (2.5) bedzie spetniony jedynie w granicy, mianowicie przy o, — 0 otrzy-
mamy dh/dx —» .

Przyjmijmy nastepujace w1elko§c1 bezwymiarowe:

h X R 400b
(2.6) =2, E=2, =2 =—2-.
Podstawiajac (2.6) do (2.4) z uwzglednieniem (2.5) i (2.3) otrzymujemy nast¢pujace réw-
nanie, okreslajace optymalna wysoko$é belki n = 7(&):

3p
(2.7 2_p2. V2P L1 g,
) R Py =

Powy2sze réwnanie jest réwnaniem nieliniowym pierwszego rzedu, dla ktorego naplsaé
mozZna nastgpujace warunki brzegowe

2.3 n(r) =5'(1)=0

oméwione szczegélowo w rozdziale 3.

5 Mechanika Teoretyczna 4
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Wymaga ono jednak dodatkowego warunku dla- wyzriaezenia niewiadomej redkeji-r.
Warunku tego nie mozna sformutowaé bez jednoczesnego rozwiazania réwnania réznicz-
kowego linii ugiecia belki. Jest ono réwnaniem drugiego rzedu, przy czym dla belek hipef~
statycznych dysponujemy dodatkowymi warunkami brzegowymi, ktérych jest tyle, ile
wynosi stopient hiperstatycznosci belki, a ktore mozna «wypozyczyéy dla rozwigzania
réwnania (2.7). Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki przyjmiemy w formie zlinearyzo-

wane_luu.___ SRR RS R
29) EJ)W' (x)+ M(x) =-0;

a po sprowadzeniu do postaci bezwymiarowej =
(2.10) PO E)+2E—£ =0

gdzie u'= 4Eb[3g - w/l jest bezwymiarowym ugieciem; R
Warunki podparcia belki dostarczaja nastgpu_lqcych trzech warunkow brzegowych,.

@iy ) =u(l) = w(1) =0,

z ktorych dwa dowolne wykorzystaé mozna do przeprowadzema calkowama rownama
(2 10), natomlast trzec1 pos}uzy do wyznaczema reakcy r. . .

Problem sformulowany powyzej réwnaniami (2.7), (2.10), (2 11), da,_]e SIQ rozwmzaé
efektywme przy pomocy maszyny cyfrowej. Dla celéw obliczeniowych, nalezy przeksztalcné
réwnania (2.7), (2.10), (2.11) do postac1

(& _ | V3 pin*(&)

(2.12.1) =+ e E] -, .
du(@) _ '

(2.12.2) dE (E)

e dog)  rE-g

(.2'_1,_2'3) N G

u(0) = u(l) = »(1) = 0,

Ostateczng objetoéé belki wyznaczymy ze wzoru

N L1 .
(2.13) v = [ e,
0

3. Rozwiazanie numeryczne

Réwnanie wyznaczajace profil belki (2.12.1) mozna calkowaé niezaleznie od réwnafi
linii ugigcia, gdyz sprz¢zenie migdzy tymi réwnaniami. wystgpuje jedynie poprzez niewia-
domy parametr r. ' » e . .

Dla dowolnie przyjgtej (jeszcze nieznanej) wartoéci r réwnanie (2.12.1) posiada w prze-
dziale [0, 1] dwa punkty osobliwe (dla & = 0 i & = 2r). Wyznaczono wiec przyblizone
rozwiniecie funkcji 7(£€) w otoczeniu tych punktéw osobliwych: Ze wzgledu 'na symetrie

T
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funkcn nHE) w przednale [0;2¢] wzgledem punktu », jej: rozwmn@cxe W 010czenru obuPunk-
tow osobllwych moZna przedstawu’: wspélnym wzorem R SRt

(3 1) _:.;- 77<C) = 770+’l71 Zl/2+172€+172 &-3/2_*_ .“,‘I:.:':' 8
gdzic, - e R
Y ‘= ]‘|§—2r|'

Podstawiajac (3.1) do (2.12.1) i poréwnujac wspéiczynniki przy tych samych potegach
otrzymuje si¢ wielkosci 7,7, ... wyrazone poprzez nieznana wielko$¢ przekroju 7,

W punkcie osobliwym: ‘
‘ 2 3Tp
N1 = 7o l/# >

/3
(3.3) n = mo VL1, |
[( V2y3 0 N |/2p—1p1)r_3/2_. l/2r ]
12 V3 3301 7o

Z postaci rozwiniecia (3.1) wynika, ze:

1° ‘Wysoko§é: belki- w punkcie osobliwym iest skonczona (7,#.0), zatem nie:pojawia
sig przegub, jak w.klasycznym rozwigzaniu uwzgledniajacym jedynie-papreZenie oy

2° Nachylenie brzegu belki w punkcu: osobllwym dazy do oo (czton %, {2 w réwna-
niu (3.1)). :

Dla { < x, (gdzie x, przyjeto.dla zapewmema odpowxednlej dokladnoS$ci ObllCZCD)
profil belki wyznaczono z rozwiniecia (3.1), natomiast w pozostalym obszarzc otrzymano
80 z numerycznego calkowama réwnanija (2.12.1). ’
, Rozwxqzame numeryczne metodq Rungego Kutty bylo stabilne’ jedyme wtedy, gdy
calkowame przeprowadzono w klerunku malejqcych wartoSci 17(5), czyh od B do A
B do. C oraz D do C (rys 3) Wyznaczeme profxlu belkx wymagalo WJQC znale21en1a war-

kigrunki Catkowaria | T T '
g f](,) Y S e

to§c1 poczqtkowych 17(5)|¢ , oraz 17(5)|¢ ‘- Wykorzystujqc Warunek symetru 17 (£)|¢ " =
=0 otrzymano plerwszy warunek poczqtkowy w postacx '

Gay s = —



468 T. Liszka, W. SWISTERSKI, M. ZYCZKOWSKI

Z warunku tego wyznaczono rozwiazanie n(£) w przedziale [r, x,] i poréwnujac otrzy-
mang warto§é n(x,) z ta sama wartoscia otrzymang z szeregu (3.1) wyznaczono warto$é
wspdlczynnika 7,. Przy catkowaniu w przedziale [2r+x,, 1] naturalne wydalo si¢ wykorzy-
stanie warunku ciagloéci w punkcie x = 2r+x; do wyznaczenia wartosci poczatkowej
n(1). Przeprowadzone obliczenia wykazaly jednak, ze warunek ciaglosci byt spetniony
z przyjeta doktadnoscia niezaleznie od przyjetej wartosci 5(1) (rys. 4). Wykorzystano to

EN 4
3
2
1
~,
\.
: \
!
0 i 2r 1 £
Rys. 4

do przeprowadzenia dodatkowej minimalizacji objgtosci belki przyjmujiac najmniejsza
mozliwa warto$¢ wysokosci belki w przekroju utwierdzonym (krzywa 1)

r—1

V§P1

(3.5) NE)lz=1 =

(przy ktérej %’'(1) = 0).

Dla ostatecznego wyznaczenia ksztattu belki nalezy wyznaczyé warto$¢ reakcji r.
Wykorzystano do tego celu réwnania ugieé belki (2.12.2) i (2.12.3). Catkowano je metoda
Rungego-Kutty 4 rzedu, wykorzystujac jako warunki poczatkowe réwnania (2.11.2, 3).
Obliczenia przeprowadzono na maszynie cyfrowej Odra 1204 z wykorzystaniem’ biblio-
tecznej procedury «Runge-Kutta 4» z automatycznym wyborem kroku catkowania. Reakcij¢
r wyznaczono droga kolejnych przyblizen, wykorzystujac ostatni, nie spetniony dotychczas
warunek u(0) = 0, z ktérego otrzymano warto§¢ r = 0,30807 odpowiadajaca optymal-
nemu rozwigzaniu.

Mimo bardzo czasochtonnych obliczen (rézne metody wyznaczania funkcji # w kilku
przedzialach, konieczno$¢ catkowania réwnan w przedziale BC w dwu przeciwnych kie-
runkach) otrzymano rozwiazanie z dokladnoscia trzech miejsc znaczacych.

We wszystkich obliczeniach numerycznych warto§é parametru p wynosita 44,06,
a wyniki obliczefi, ktére przedstawia tablica 1, uzyskano dla wartosci r = 0,30807. Odpo-
wiednia minimalna warto$¢ bezwymiarowej objetosci ¥V = 0,035214.

Ksztalt belki otrzymany w niniejszej pracy jest podobny do uzyskanego przez OLHOFFA
[9], ktéry analizuje optymalny ksztalt z uwagi na drgania belek utwierdzonych.

Dla poréwnania przeprowadzono obliczenia (&) przy nieuwzglednieniu dodatkowych
napreZen o, i 7,,. Wychodzac z warunku wyréwnania naprezen na zewnetrznych wiéknach
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Tablica 1. Wyniki oblicze numerycznych ksztaltu belki

& 7 & 7
1,000 0,070 922 0,640 0,016 246
0,980 0,070 322 0,626 0,011 028
0,950 0,067 792 0,617 0,004 779
0,920 0,064 263 0,615 0,004 589
0,500 -| 0,061638 0,566 0,020 232
0,880 0,058 890 0,516 0,026 887
0,860 0,056 058 0,466 0,031 081
0,840 0,053 157 0,416 0,033 204
0,820 0,050 191 0,366 0,034 615
0,800 0,047 156 0,316 0,035 265
0,780 0,044 041 0,266 0,033 621
0,760 0,040 829 0,166 0,031 081
0,740 0,037 495 0,116 0,028 557
0,720 0,034 001 0,066 0,022 949
0,700 0,030 290 0,020 0,014 509
0,680 0,026 264 0,001 0,007 806
0,660 0,021 736 0,000 0,002 474

belki o, = 0o, przy przyjeciu wielkosci bezwymiarowych wedlug (2.6) otrzymujemy
nast¢pujace réwnanie:

(3.6) (&) = Vi2rE—€ .

l/ y 41
Ze wzgledu na pojawienie si¢ przegubu w punkcie & = 2r belka przestaje by¢ hiper-
statyczng i warunki réwnowagi pozostaja spelnione niezaleznie od przyjetej wartosci r.
Diatego tez, odmiennie ni2 poprzednio, calkowanie linii ugigcia nie pozwoli wyznaczy¢
wartoSci r. Umozliwia to przeprowadzenie dodatkowej optymalizacji.
Wstawiajac (3.6) do réwnania (2.13) otrzymujemy po efektywnym scatkowaniu wyra-
2enie ma-objeto§é belki

3.7 V(r =5 1— 1—2r 2 1. 2 _gr—+lnr2.
(r) ( rY1-2r +5r2n T Vi T2

. Warunek minimum objetosci, dV/dr = 0 dostarcza nastgpujacego réwnania:

(3.8) e yic2r +rln —Viz2r
|/l —2r

Réwnanie powyzsze posiada rozwigzanie r = 0,3273, ktérej to wartoéci odpowiada
warto§¢ objetosci I = 0,03362. Jest to warto$é nieco nizsza od objgtosci belki otrzymanej
Przy uwzglednieniu naprezen o, i 7.

Ten sam wynik mozna otrzymaé calkujac lini¢ ugiecia przy dodatkowym zalozeniu,
Ze linia ugigcia i jej pochodne sa ciagle réwniez w punkcie £ = 2r.

Dla kontroli przyjetego na wstepie zaloZenia odnoénie najwigkszego wyteZenia we
Wwidknach skrajnych przeprowadzono nastgpujace rozwazanie: szukane jest &min, dla ktd-
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rego napreZenie zastgpcze na krawedzi -zewngtrznej. jest réwnernaprezeniu zastgpczemu
na osi belki

(39) _: Ured'z-—h = Uredlz—o

KRrzYS$ i ZYCZKOWSKI podajq [10] wZor (l 6 4) na t,x w os1 ObO_]Qtne_] belki 0 zmiennej

wysokosci . A L
3 M @)
zxlz=0 7 7 _ T-h dx]
Przy przyjeciu (2.4) oraz faktu ze-

o = V3|r,,|

(wedtug hipotezy Hubera-Misesa), otrzymujer_ny ;_nastQp_quce réwnanie:
M1 [, 3] dn] dh')’ Y3 |dm
de/ | . 2 :

) \ dx

Przyjeto nastgpnie wielko$ci bezWymiarowc (2.6) oraz d'w__a' plerwsze wyrazy szeregu
(3.1) i znaleziono przy pomocy maszyny cyfrowej warto§é &m, = 0,00233. Warto$é ta
jest znacznie mniejsza od uzyskanej przez innych autoréw, pomijajacych 7., i o, we widk-
nach skrajnych. Uzyskany wynik wskazuje, Zze w bezposredmm otoczeniu podpory oraz
punktu £ = 1—2r, gd21e M = 0 (rys. 1) ma miejsce odstepstwo od przyJQtego zaloZema
Jest ono niewykrywalne na drodze elastooptycznej, bowiem podpora jest miejscem przy-
lozenia sily skupionej, a w miejscu-zerowania si¢ momentu zginajacego, pomijajac doklad-
no$¢ realizacji obcigzenia ciaglego, wobec malej -wysokosci belki wystquJe przestrzenny
stan naperema i

Urcd 2=0

(3.10)

4. Podobiefistwo modelowe

Przed przystapieniem do weryfikacji do$wiadczalnej na drodze elastooptycznej wypro-
wadzono odpowiednie prawo podobiefistwa mechanicznego rzadzace niniejszym do$wiad-
czeniem. .

Traktujemy Jako prototyp belke, ktéra zostala obllczona przy pomocy maszyny cyfro-
wej dla przyJQteJ warto§ci p,. Szukany jest ksztalt belkl modelowej, dla ktorej parametr
obcigzenia p¥ jest rozny od przyjetego do obliczen." '

Dla wyprowadzenia prawa podobienstwa zalézmy, Ze zmieniamy obcigzenie i szukamy
nowego przekroju belki, przy ktérym naprezenie w sktajnych widknach nie ulegnie zmianie

@“.1 e Pt =kpy, -._.77_’.*.—” -
Wstawxa]qc (4 1) do (2. 7) otrzymujemy: -

@2): 0 e : ,7 e ,7 |2r£ £2| o
: S ’ .'2.._’; 4 l/3 o '_ T TR I
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Z powyzszych réwnani mezna: wyprowadzi¢ nastgpujace prawo podobienstwa modelo-
wego, wigzace podziatke obciazen k 1 podzialkg wysokosci belki n

o ke ok
@) =V e

w ktérym istotng role ng}ywa warto$¢ pochodnej ksztaltu belki. Prawo to pozwala obli-
czyé zmienno$¢ ksztalty réwnomiernej wytrzymatosci przy zmienionym obcigZeniu.

5. Bﬁdania elastog}_ptyczne

Do badan przyjeto belke wykonéna z materiatu elastooptycznego PSM-1 produkcji
Photolastic Inc. Grubo§¢ belki b = 1/4’ = 6,35 mm. ObciaZenie belki ciagle zostalo
przyblizone za pomoca 40 specjalnych cigzark6éw-olowianych o masie 0,2 kg kazdy, wisza-
c¢ych na nitkach na belce w odstgpach 0,5 cm. Do‘kl_adnoéé modelu w stosunku do wynika-
Jacych z tablicy 1 wymiarédw wynosi +0,3 mm. Belke umieszczono w kolowym polaryskopie
firmy Zeiss Jena i obser_Wowano w ciemnym polu widzenia w §wietle sodowym zéitym.
Fotografia na rys. 6 przedstawia wynik do$wiadczenia. W tablicy 2 zamieszczono wyniki

Ry 6

pomlarow rzqdu 1zochrom przy pomocy metody Senarmonta, zdjéte na dolnej’ krawcdzn
belkl w punktach pomiarowych”co 0,5 cm poczynajac ‘od utwierdzonego korica belki.
"Fotografra pOkaZUJe dosyé dobre- wyrowname rzgdu izochrom wzdluz-‘dolnej ‘krawedzi
belki. Nieco nizsze wytezenie w lewej czesci belki nalezy przypisa¢ niedokladno$ci utwier-
dzenia. Wyznaczono $rednia arytmetycznq rZQdOW 1zochromy m dla punktéw 2-+14
i17+39. ,

W obllczemach pOmlletO punkty krancowe be]kl oraz 2 punkty polozone w miejscu
»sxlnego przewciema Zgodnosé obrazu elastooptycznego z przewndywamaml t’eoretycznyml
W, mlejscu snlnego przewgzema nie moze byé anahzowapa W mIC_]SCU tym obcnqieme
ciagle wywierane na belke za poéredmctwem ciezarkow odbiega powazme .od 1dealnego
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Tablica 2. Wyniki pomiaréw elastooptycznych

Nr punktu rz. izochrom | Nr punktu rz. izochrom
1 —_ 21 3,10
2 2,63 22 3,08
3 2,67 23 3,04
4 2,65 24 3,07 -
5 2,64 25 3,09
6 2,68 26 3,11
7 2,64 27 3,06
8 2,65 28 3,06
9 2,64 29 3,06

10 2,67 30 3,04
1t 2,68 31 3,11
12 2,71 32 3,10
13 2,75 33 3,07
14 2,92 34 3,09
15* 3,21 35 3,08
16* 4,10 36 3,05
17 3,22 37 3,04
18 2,95 38 3,10
19 3,03 39 3,12
20 3,08 40 —

Srednia arytmetyczna rzedu izochromy m = 2,936,
odchylenie standardowe S, = 0,202,
Sm

wspblczynnik zmiennosci W, = = 6,889,

m
* punkty nie wziete do obliczen $redniej arytmetycznej

przyj¢tego w obliczeniach. Ze wzgledéw technicznych nie mozna bylo stosowaé silniejszego
przewezenia a takze dochowaé wymagania, by %’ = oo. Wreszcie, wobec wigkszej szero-
kosci belki od jej wysokos$ci, nie panuje w tym miejscu plaski stan naprezed, ktérego
istnienie zaklada si¢ w modelach elastooptycznych.

Dokonano takze obliczen odchylenia standartowego S,, oraz wspélczynnika zmienno$ci
W, = Sn/m. Zmniejszenie rozbiezno$ci miedzy wynikami teoretycznymi a do$wiadczal-
nymi mogloby nastapi¢ dopiero po zwigkszeniu dokladnoSci obu tych podejéé. Z jednej
strony rozwigzanie teoretyczne nie uwzglednia obciazenia ¢ w warunkach brzegowych
dla skrajnych wiékien poddanych dzialaniu tego obcigZenia (gérnych) i naprezen styko-
wych. Z drugiej strony blad badan do$wiadczalnych zwigzany jest z niedokladnoscia
obciazenia i odst¢pstwami od idealnego utwierdzenia.
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Pesrwme

OINTHUMAJIBHOE IPOEKTHPOBAHUE CTATHUYECKU HEOIIPEIEJINMbIX
BAJIOK ITYTEM PACUETA U ®OTOYIPYIUX UCMLITAHUN

B paGote cnenaxa romsITKa oNpeReNUTs ONTUMANBbHYIO opmy Gasicu, cBOGOMHO OIIEPTON Ha OXHOM
KOHIIC U 3aLIEMIICHHOMH Ha IPYroM, Harpy>KeHHO PaBHOMEPHO pacripefesieHHoil Harpya3koif. Beruncnenna
YUMTBIBAIOT 0GABOYHBIE HANPSIKEHHSI O; M Ty, BOJHMKAIOLME B KPAeBBIX BOJIOKHAX Oamku u3-3a
H3MeHeHHs ee BpICOThI, IIpMBENEHBI OCHOBHbBIC YPaBHEHHUA M 1TOKA3aH Npoliece MX mHTerpuposanud. ITo
PE3yJIbTaTaM YHUCIECHHBIX BBIUMCIIEHHH TIOArOTOBNIEHA GOTOynpyrass MORE/b, DKCIIEPHMEHTAIBHBIE HCIIbI-
TaHHA TIORTBEPAUIM TEOPETHUYECKHE BBLIBOABI.

Summary

OPTIMUM DESIGN OF STATICALLY INDETERMINATE BEAMS
BY ANALYTICAL AND PHOTO-ELASTIC METHODS

In the paper an attempt is made of determining the optimal shape of a cantilever beam of constant
width subjected to uniformly distributed load and simply supported at the other end.

Additional stresses o, and 7,. appearing as a consequence of variable height of the beam are conside-
red. All necessary equations are presented and the procedure of solving them is shown. In accordance
with numerical results, the photoelastic model of the beam has been made and investigated in a circular
polariscope. Experiments showed a satisfactory agreement with theoretical results.

INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW.
KONSTRUKCJI MASZYN POLITECHNIKI
KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 stycznia 1977 r.
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SUMOWANIE NIEKTORYCH SZEREGOW BESSELA—FOURIERA WYSTEPUJACYCH e
w1 5. . W,ZAGADNIENACH PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO .. _

MicHAL CIALKOWSK I (POZNAN)

Ozmaczenia

J5(&), Ya(&) funkcje Bessela I'i Il rodzaju rzedu ﬂ argumentu &,
I;(%), Kﬁ(E) zmodyflkowane funkqe Bessela I i 11 rodzaju rzgdu ﬂ argu-
mentu &, R
© g(&) funkcja Heviside’a, -
- §(&)* dystrybucja Diraca, : S
' 4 -wspdlczynnik  charakteryzujacy rodzaj warunku brzegowego
(liczba Biota), Xy ‘
B - wspdlczynnik okre§lajacy ksztalt cnala,
* Fo ' liczba Fouriera (bezwymiarowy czas),
& bezwymiarowa wspdirzedna punktu.

W wielu zagadnieniach przewodnictwa cieplnego rozwiazanie odpowiedniego problemu
wyraza si¢ poprzez funkcje Bessela. I tak np. rozklad temperatur w plycie nieograniczonej
(o zerowej temperaturze jednej powierzchni) oraz symetryczny rozklad temperatur w walcu
nieograniczonym mozemy wyrazié w postaci bezwymiarowej nastgpujacym wzorem:

- 248 Gre . Eed0:D)

M) 9, Fo) - 2’””’ § 20D Do £
(9> +2By) pm -1 ()" - Fo €<0; +00),

bedacym rozwigzaniem réwnania przewodnictwa cieplnego .. -

e oM 1-28 99 €O
“0Fo T 988 T E BE’  Foel0; +o0)

z warunkami: :
— warunek poczqtkowy

19(55 0)= ‘EZﬂ) . E € <0; l>’
— warunek brzegowy |
| 00(5 Fo)

o0&

Parametr g wystquchy w réwnaniu przewodmctwa cieplnego charakteryzuje ksztalt
ciala np.: f = ~1/2 —kula, § = 0 — walec, B = 1/2 — plyta.

= 1,019(5 Fo)le ., Fo e'((\);"+ ), ¥ = const.
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Dla warto$ci parametru § w rozwiazaniu (1), réwnanie okre$lajace warto§ci wlasne
stowarzyszonego zagadnienia brzegowego ma postaé

Jp(1) 2
2 ey __F
@ Toald " v
Kolejne pierwiastki réwnania (2) oznaczamy przez u$’, m = 0, 1, 2, .... Dla przejrzy-

stoéci zapisu bedziemy opuszczaé indeks f przy wartosci wlasnej u{. Réwnanie (2)
wynika z powyzszego warunku brzegowego i dla rozwaZanego réwnania przewodnictwa
mozemy napisa¢ go réwniez w formie

{d% [E”Jﬂoze)]+zp§ﬂ1ﬂ@§)} o 0 lub  wls_,(uw)+pJy(u) = 0.

Wynika stad, ze réwnanie (2) obejmuje wszystkie trzy postacie warunkéw brzegowych:

a) warunek brzegowy I rodzaju Jy(u) = 0, y - + 00,

b) warunek brzegowy II rodzaju Js_,(u) =0, » =0,

¢) warunek brzegowy II rodzaju uJs_,(u)+yJs(p) = 0, p > 0.

Dalej pokazemy, Ze znajomo$¢ pierwiastkéw réwnania (2) pozwala na wyznaczanie
sum pewnych szeregdw trygonometrycznych (gdyz funkcje Bessela rzgdu poldwkowego
wyrazaja sie¢ przez funkcje trygonometryczne) oraz sum pewnych szeregéw zawierajacych
funkcje Bessela rzedu zerowego.

Wyprowadzone wzory rozszerzymy na sumowanie innych szeregéw otrzymanych
przez wykorzystanie zwigzkéw pomi¢dzy funkcjami Bessela argumentu rzeczywistego
i urojonego.

Przedstawimy teZ sumowanie szeregu w postaci

o0

2 Tg (pm €) T (i 0)

m=0 (ua+s) (ui, +9? +2I9"/))"I32—1(I‘M) ’
ktory jest w szczegélnym przypadku transformata Laplace’a (dla a? = s) szeregu (1).
Podobne szeregi wystepuja rowniez przy nadaniu rozkladéw temperatur dla bardzo matych
liczb Fouriera okre§lonych wzorem (1); mianowicie dla Fo < 1 mamy

o0 2 o0
292 Blypmde ™ 2 \D E 5 (ttn)
(un+9*+2y)J5_(um) =~ Fo 1 '
m=0 p=1 m=0 (/4;2..+1/)2+2ﬂ1p)(#3.+ fo*)-’ﬂ—l(/‘m)

W metodzie sumowania szeregéw wykorzystujemy wzory zachodzace dla dystrybucji
Diraca. ‘ '

1. Szereg podstawowy

Ponjewaz ukiad funkcji Bessela {J4(un€)}, gdzie u,, sa okre§lone Wzorem (2), jest
zupelny, przeto dla dystrybucji § = 8(£—p) ma miejsce zwiazek ([1], s. 244)

o N Tam@)Tp(End) 0 €0; 1.
@ ¥-9) ng(/ti+w2+2ﬂw)1}-l(ﬂm)’ £e0; 1y,
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Ze wzgledu na symetrig funkcji delta mamy réwniez

B ) c Jp(tm €) Jp(pim 0)
@ o= =2ty ,,,Z ESEESIIY MR

Poniewaz
€ of S o —o)dE = f(o),
to biorac f(£) = &l(af) mamy
©) of 0(¢—0)ély(ad) dE = oly(ag).
Zwiazek (6), na mocy (3), przyjmuje postaé |

e A A A A
© Jp(tm@) of Ey(un&) Iy(al) dE

D elplag) = 20%* A R TEG)
— 22 ) d Ts(tm @) J5(¢m€)
=2 efgd—guﬁmal Wa v +28y) (u2+ )T o)
o Tp(tim@) g Uppim )
—2y*eé '%, 1008 G+ 9+ 289) (uE + D T ()
Tub |
d
—= Is(af)
9 dE B _ IB(GQ) 1
6)] a—eHﬂ(f» 0)— W Hp(§,0) = — Ig(af) £’
gdzie h
— a2 N T5(em0) J5(14m )
© B0 = 2 D G o o )

jest szeregiem podstawowym. ~
Zwigzek (8) traktujemy jako réwnanie rézniczkowe z niewiadoma funkcja Hy(4, o)
i poszukujemy jego rozwiazania w formie

(10) Hﬂ(f’ 9) = uﬂ(£7 Q)IH(GQ),

stad réwnanie okre§lajace funkcje u5(&, o) jest w postaci

d
(1) ouy a7 11
P ACY)) S AC
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Nastepnie wykorzystujac zwiazek (wyzn'a'czn'ik Wrofiskiego funk¢ji I;(af) i K,,‘(‘ag))

l

(12) B Iﬂ(ag)Kﬂ (ad)~ Iﬂ(a.E)Kﬂ(a.E) ~F -
redukujemy (11) do postac1
(13) Ip(GE) [up(§ 0)— Kp(aéf)] Ip(aé)[up(é“ 0)—Kp(aé)] = 0.

Rozwigzanie réwnania (13) jest nast¢pujace: o
(14) u (¢, 0) = Ch@)+K (@), C— stalal
Zatem
(15) , Hp(§ o) = Iy(ap) [CIp(a§)+Kp(a§)]

Szereg (9) jest szeregiem symetrycznym wzglqdem £i g, wobec tego otrzymujemy o
(16)  Hy(€,0) = nGG—0)Li(&, 0, v, @) +n(e—HLi(e, &, v, 0),  &,0€(0; 1),

gdzie Li(£, 0,9, a) = I;(a0)[C(a, ¥) I (&) + K, (ad)].
Stalg C okre$limy kladac teraz we wzorze (9) § = 1, czyli

m=0 — L m

Korzystajac z ortogonalnoéci funkcji Bessela z warunkiem (2), po przemnoZeniu
obustronnym réwnania (17) przez 0Jg(umo) 1 scatkowaniu w granicach od 0 do | otrzy-
mujemy -

[T+ Ky @ T3t o 1@t 5@ Ty 1)} = Ty
a uwzgledniajac (2) .
Kg(a) l -1

(18) . C(aallp)= - Iﬂ(a) + Iﬂ(a) alp-l(a)+wlﬂ(a) .:

W szczegdlnym przypadku

_ Kp(a)
Is(a)
_ K 11
Iﬂ(a) Is(a) alp_,(a)

Dla warunku brzegowego II rodzaju w szeregu podstawowym (9) wykorzystu]emy
zwiazek (2). Zatem

dla warunku erégoWego I rodzaju,
(18a) C =

dla warunku brzégoWego" I .rodzéj'u.

I4(ag)
Iy(a)

L ey, a) = [¥Kﬂ(a)-Iﬂ(a§)+'1ﬂ(a)11<,',(a§)+ ﬂ] .

aly_(a)+yls(a)
I5(ag)

Ll e v = @
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Catkujgczwiazek (16) z waga &+ w granicach od 0 do é,--mamy
19 T e p.a)= f«sf’“Hﬂ@, e)df = f«sﬂ“Ll(«s o)y, a)dé+

+ f - (9,5 w,a)df— 2[9"+§"“L3(£,0,w,a)],
0, . St L

glee N ..'.": .' . \ e _,,_,;_.

Ls(ét 0 w,a) = al,e(ae)[C(a w)lﬂ“(af) Kﬂ“(af)] = s
alg(ap) 54+ 1(ab)
= IZ(a) [ Kﬂ(a)1ﬁ+l(a£) Ip(a)KﬂH(af)'*' m]

2B+y

Li(1,0,v,a) = _Iﬂ(ag).m .

Z drugiej strony
' __ e Jﬂ(ume)f fﬂwﬁ(ymade
_ IR
@0 T0 e =2 D o G

_ T () T itm@)
2 Z (2 + 97 +2Bp) (2 + a)pmI 3 1(um) ’

Analogicznie
Jl(é,t 05 w,a) f@ﬂ+1Hﬂ(£ e)de ——Z[Eﬂ+e“+‘L3(e £, w,a)],_.
a z drugiej strony

ot . e :

_ o ) [ s

Ti¢ 0 p,a) =2 22' B
i6ep.a Y m=0 (uf+ 92 +2By) (w7 +a*) J3_ 1 (pm)

P

) | P g 1 (@) Tp(tmd) '
(92 +2B) (i + ) pom T3 1 ()

m=0
Stad widaé, ze funkcje J_l(é , 0,9, a) i 'J:l(.f 05, Q) sa symetry_czne wzgledem zmien-

nych £ i ¢, Ji(¢, 0,9, = Ji(e, &, p, a) oraz Ji(e, £, v, ) = Jy (¢, 0, , ).
"~ Wobec tego

hd £ﬁ+1J (,qu)J +1(,um£),
20 2 B B =
(20a) ¥ n; y,,,(yﬁ,+w2+_2ﬂw)(ﬂ,ﬁfr_az)_J/?-l(/tm_)

= ¢~ T (¢, o, w,a)+n<e—e)i<e,e v, a) =

—7)(4E d— le"+5"“L3(5.9 w,a)]+17(0 5)——[5"+0"“L3(9,5 w.a)]
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W szczegélnym przypadku dla I warunku brzegowego (p — )i § = 0, podstawiajac
w (20a) & = 1 otrzymamy

o0 .
Jo(pm0) [ 1o(ag)
21 2 Z S
20 PR ETOYAR I To(@
Calkujac tefaz Ji(&, 0, v, a) z waga ¢?+' w granicach od 0 do ¢ oraz .;—:(E, 0, Y, a)
z waga &#+1 w granicach od 0 do £, otrzymujemy symetryczny wzér wzgledem zmiennych

Eipg

22 2 (§Q)ﬂ+l-]ﬂ+1(/‘mQ)Jﬂ+1(#m§)

2 =
(22) s A9+ 289 (i + D T (o)
= CE-0%¢, 0, v, D+n(e—OT,¢E, 0,9, a),
gdzie : :
Ja(& a) = f”.g“f_(f o, v, aydp L e’ + (£t IL, (&, a)
2 ,Q,V), _'0 Q 1 )Q)w) Q 2 2ﬂ+2 Q 2 Qw) ’
¢
T oy, = [ #0TE di = L2 el 8
2 ’Q’w’a—'o (,Q,%a) —';2_ 2ﬂ+2 0 210, ,%a)-
Stad

ToE 0, p,0) = T(0, £,p,0)  oraz Ty, &, 9, a) = L&, 0, , ),
Ly(§,0,v,a) = Iz ,(ag)[C(a, V’)Iﬂn(af)—KpH(aE)] =

Ips1(at) ]

= B | K@ o @~ L@ Ky tatr 5 D

I4(a)

Iy, 1(ap) 28+
a aly_ (@) +vyls(a)”
Kladac w (22) & = 1 otrzymujemy zalezno$é

LZ(I)Q)V))a) = —

) Jo41(m0) a4 1 () =
@ KTy 200) (W T

_ _1__[ P Iyia(ag) 28+y ]
2128+2 a alg_ (a)+plz(a)

la| > 0.

W szczeg6lnosci dla warunku brzegowego II rodzaju (p = 0)

N Tos(n@Tpestn) _ 1 [ @ 2B Iy i(a0)
22b 2 B+1 B+1 = _ B+1 , 0
(, ) 4 pn @) ) @ | 28+42 - @ Ip(a) la| > 0,
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a dla I warunku brzegowego uzyskujemy (—Jﬁ_l(,u,,,) = Jlg+1(,um))’

Jp41(Um0) 1 [ o Iﬁ+l(a9)]
23) 22 TR g1 i) "[2ﬂ+2‘ a@ | 70

stad dla p = 1.

s

1 tgha
—2“[1

® 1 1]1 1(a)
(23a) 2§m = ?[7_ an(a)] p=0
1[1 1 ctgha_] B=L g >0
) 2’ '

3 a? a

a2

Obliczajac granice wyraZen po prawej stronie zaleznosci (23a) dla @ — 0 otrzymamy

1 1
?’ ﬂ = __2":
o0
1 1
(23b) 22;‘—;: T P£=0
m=0
1 1
s P=a

Oczywilcie wartoéci wlasne u,, sa rézne dla réznych wartosci parametru f.
Postugujac si¢ wzorem (22) mozemy obliczy¢ np. sume szeregu typu

(f@)ﬂ-'-1 ‘Iﬂ+ l(:um @)Jﬂ+ 1 (;um 5)
o Z (w3

24 +a2) (ud 0 (u + 2 +28y) JF- ()’

wykorzystujac zwiagzek

1
ph+a® ph+b: T B —a® uf Wi+ b’

1 b? 1 1 a? 1 1
T op2_g2 Ezn— ui+a? *

Zatem

Gh) 2 Z (u%+a%) (ﬂf:b(f)né/?nj :—:/)l (/-:-mzéf;)’lp).]ﬂ G
= g7 =0l 0,9, 0)—L:(, 0, v, O] +
+n(e—8ILyo, &, v, b)—La(o, &, v,a)]}.
W szczeglnosci dla warunku brzegowego I rodzaju
Iz (ag)

. Jﬁ+1(/"m@) 1 . Iﬁ+1(b9) _ ]
= Z GETD 2+ 5Ty 1) —bZ[ 3,6 @ |

6 Mechanika Teoretyczna 4
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adlag =1
tgha _who o1
P S
o 1 ! L@ Lo ~
@) 22_3 Wr )G+t~ v—a *ah@ " e L=
ctgha ctghb 1 1 1
Tt a Ao

la| >0, b > 0.

Przechodzgc w zwiazku (25a) do granicy przy b — 0 otrzymamy wzor (23a). Przed-
stawione wzory mozemy réwniez wykorzystaé do obliczenia sum szeregéw stanowiacych
transformaty Laplace’a naprezen termicznych stycznych ¢,(&, Fo) i promieniowych
a,(&, Fo), wywolanych dzialaniem pola temperatury (1) w walcu nieskoficzonym. Wyra-
Zaja si¢ one wzorami:

N ~Fo Tim) Ty (imd)
-‘l’[d,(E,FO)]=-Y{2w2 i [ + —Jo(yme)]}=
n12=(; /‘m(;um'l"‘p )Jl(,um) M ,umé
. S—— N 7 _—1_—11 ) PR 3 ]
LG TGPV D g 05 D= b )
oraz
AR T L) TiGid)
Zlor(&, Fo)l = z{zw Z Urm(p 2+ 9Ty (Um) [ U b } -

m=0

Y 1 — 1 -
= — , ——I,(ys &) - —_11(;/s)l.
slVs L(Vs)+vle (Vs) [Vsé Vs
Sumy tych szeregéw sa przypadkami szczegdlnymi wyprowadzonych wzoréw. Jako
ilustracje zastosowania otrzymanych zaleznoéci obliczymy rozklad temperatur (1) w walcu
nieskoficzonym dla Fo < 1. Wéwczas funkcje exp(—pu2Fo) mozemy zastapié trzema
pierwszymi wyrazami jej rozwinigcia w szereg MacLaurina.

Zatem
o] o0
22 3 JolnDe NV Jolumd) 1 _
o '(Jufz'l+w2)/‘m‘]1(/"m) ,:-;({ (ua+9) im Iy () 1+ ﬂr%lFo n (u3Fo)?
1! 21
0
N Jowld 2
Fo £t (un+y)Ji(um)  ,  1+4i ( , 1=
m FO I." Fo

m=0 S

0
i J (Jum 5) 1 JO(,um 5) 1
Fo v Z (Jurzn+1p2)‘]l(/‘m) 2 I+I 21/) ° (lurzn+1p2)‘]l(1um) 2+ 1—i
"™ Fo " ™" Fo
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Wykorzystujac teraz wzér (20a) otrzymamy

Jo(lu,"E) 1
2 =
s MZ (2 + 92 1 (o) 1+ + (12, Fo)?
1' 2

. :D_( v )| (re) * 72 (”F)]_D( /i)l 7s) o (7)) |
B v R e I R R v

o = 21/4

. ( )k( Ea 2640 (— 1) Eoq \20k+D)
fou \ 2 2]/Fo) © AT (21/1:—0)
Dl( V'FG) - ,;, (@iyt)y? Vz Z (@k+ 112
k( Ea 2(4k +3)
21/%)
V Z (@e+3D>

o Eq  \24k+2) o Eo  \2@4k+1)
e, ( "(zv‘%) ( D(ZVF&)

o Ea |24k
o (- 1)(2 VFO)

1
V2 ,;;; ((4k+3)1)? ‘

( 50‘_)4“3( 5(1_)4“4
C(m) 1/F [Z“‘"‘ et -

( Ea 4k.+2 Lo \4k+3

21/%) (W‘FF ) |

1/—52(_ Rl T @+3t "
k=0 P -t

( Ea .4k Ea 4k 1 1
1 < 2V§) (2;/%) ]
—520:(“"‘-(4@! @+t
p _

+
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" é'a ak+1 -£a 4k+2
b\t (EVF_J) (EVF—_o)
“(Ves) = v 2y @ @Rl
) ) Ed 4k+2. Ea 4k +3
e lam) Giml

AN
o D2 O T sy

k=0
Eo |4k éa 4k +1
3yre) (ayrs)

LSy pl2dFo] (2y/Fo]
%) ,;o’( D =Gt @k +1)!

W celu zwickszenia dokladnoéci wzoréw, funkcje exp(—pZFo) mozemy zastapié
dla Fo < 1 wigksza liczbg wyrazéw rozwiniecia jej w szereg Mac Laurina. Dalej postepo-
wanie jest analogiczne do powyZszego.

2. Szeregi o sumach wyrazonych przez zwyczajne funkcje Bessela

Zastosowanie wyprowadzonych wzoréw mozemy znacznie poszerzy¢, wykorzystujac
zwiazki zachodzace pomigdzy funkcjami Bessela argumentu rzeczywistego i urojonego.
Dla zmodyfikowanych funkcji Bessela argumentu urojonego mamy nastgpujace zwiazki:

. i
| L(ati) = € % J(ad),

. ni
K.(ati) = — “T’e""z— [J,(a&)—iY(at)].

Wezmy teraz pod uwage nastgpujace wyrazenia wystgpujace po prawych stronach
wzordw (16), (20) i (22).

Podstawiajac ai w miejsce a otrzymujemy

(26) . .

- w Jyag) - 2 Jyag)

L&, 0,9, ai) = AGR Yy(a) Jo(al) = Yp(al) Jp(a) + — Ty @+vl,@ |’

27
S w Jaia(ag) . 2 @)
L:(&,0,9,ai) = 5 ﬂJﬂT [Jﬂ(a) Y. 1(a8)—Jsy 1 (al) Yy(a)— = m],
(28)

e w adylag) | 2 Jpuil@d)
Ly(&, 0,9, ai) = 2 @ [Jﬂ(a) Yy 1(ab)—Jpy 1(ab) Yﬂ(a)_—n” ajﬂ_T(E)+1pJﬂ(a)]'
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- W szczegolnos<:1 dla &= 1

(.
(26a) L 1,0,w, at) 7 aly i@+ pInd)

' - _Jﬂ+1(‘19) ‘ 28+
(27a) Ly(1,0,v,ai) = p 'ajﬂ_l(a)_f_wj;("z’)‘,
(28a) Ly(1, 0, p, ai) = —Jy(ag) —L¥

ajﬂ—l(a)_+wjﬂ(‘5.
Otrzymali§my w ten sposéb sumy nast¢pujacych szeregéw:

: N Jo () Jo(ttm0) _
@ E (Wa=a) it 9+ 209 T o)

= 77(5_0)[‘1(5, o, vy, ‘”)+7l(9—5)L1(9, E’ v, ai)’

= B
(30) 21/)2 2 (/; £ H-Iﬂ(/‘m(’)-]ﬂ+1(/1m5) Sir=

= (12) (;ulzn +w2 + zﬂW)ﬂnnJﬂz—l(,um)

= —n(ét 03 - [of +E"“L3(E ey, al-nle—8—_7 [E”+@”“L3(9 &, w,at)],

0

(95)ﬂ+11ﬂ+1(/‘m9)-]ﬂ+1(#».5)
31 242 -
G v y n—a®) (ui+ 92 +28y) uh JF_ | (1)

m=0

= —n(é—0)— + (£ Ly(é, 0, w,at)]

2ﬂ+
[ 26+2
26+

(=8 alz [ﬁﬁ“ +(£0)‘“’L2(9, £, w,at)]-

W szczegblnym przypadku, gdy & = 1, wzory powyzsze maja stosunkowo prosta postac.
WeZmy jeszcze pod uwage wyrazZenie (24a)
Podstawiajgc b = a i mamy

Jﬂ+1(/‘m9)-]ﬂ+1(/‘m§)
(3 2y 2 = G 2D )

= W {n(é—e)[Lz(E, 0, v, a)—Ly(&, 0,9, a)]+
C+n(e—8IL(e, &, v, a)—Ly(0, &, p, adl}.

Dla I warunku brzegowego (p — o) oraz & = 1 wzdr (32) przyjmie postaé

g () I[Jﬂ“(ae)_lﬂﬂ(a@l
G2) 2% Wom a2 | aly@ T aly@ |’
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Podstawiajac z kolei do (32a) w miejsce @ wielko§¢ ]/ i adochodzisie do funkcji Kelvina.
W szczegéinoéci dla 8 = 0 na podstawie powyzszych wzorédw otrzymuje si¢ zaleznoéé

33 2 < Ji(tm0) 1 (bera— bela)berl(ag)+(bera+be1a)be11(ag)
) 2 e = Vie ber’a + bei%a

m=0

a w granicy dlaa - 0

o 2 3 e _ e,

Dokonujac analogicznych podstawiei w zwiazkach (20a) i (30), przez ich odjecie
i dodanie stronami otrzymamy

22 Jo(ttm0) —~l—[1 bera-berag+beia-beiag
(ph+a ) pnd 1 (ur) ~ a* ber2a+beila ’
22 mJo(um@) 1 beia-beiag—bera-beiag
(ut+a")Jy (1w~ @ ber?a+beia ’

'gdzie funkcje berap, beiap i ber,ap, beijap sa funkcjami Kelvina odpowiednio rzedu
zero 1 jeden.

3. Uwagi koncowe

W wielu przypadkach technicznych mamy do czynienia nie z pelnym walcem, kula
czy symetrycznie ogrzewana (chiodzona) plytg lecz z walcem wydrazonym, kula wydra-
Zzona i niesymetrycznie ogrzewana (chlodzong) plyta. Zjawisko jednowymiarowego prze-
wodnictwa cieplnego dla tych cial moZna ujaé jednym wspSlnym réwnaniem rézniczko-
wym:

09 029 1-28 8¢ . .
(34) _aF_o“a—fz+Ta_§’ telé; 1y, & >0, Foel0; +x),
z warunkami:
— warunek poczatkowy

}E0) =1, Eelb;D,
— warunek brzegowy na powierzchni wewngtrznej
[aﬂ(gEFo) pid (&, Fo)] 20, Foe(0; ), p, = const,
E=¢

o1

— warunek brzegowy na powierzchni zewngtrzoej

[—5’9(56’5“) FpdE, Fo)] =0, Foe(O;w); s = const.
¢
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Rozwiazanie réwnania (34) z podanymi warunkami wyraZa si¢ wzorem

o0

9, Fo) = D & Anop(unE)e—rmF,

m=0

gdzie funkcja o3(u,&) jest funkcja walcowa w postaci

. mJ —l(/‘tm)+w2‘] (:um)
=J L6 — Hmdp B Y, ),
Gﬂ(ﬂm 5) ﬂ(‘u 5) ,um Yﬂ— 1 ([.t,,,) + I‘/’2 Yﬁ(ﬂm) ﬂ(‘u 5)

a wspdlczynniki A,, sa okre§lone wzorem

1
5f B (&, 0) &' Py (uné) dE

Am = :
ef Eo (um&) dE

—0p- 1 (m)+E1 P op_ 1 (uméD)
%[Gg(ﬂm)_o'ﬁ—x(ﬂm) 0'ﬂ+1(ﬂm)"0'§'(ﬂm£1)+0'ﬂ—1(ﬂm 51)0'ﬂ+ W ED]

oraz réwnanie okre§lajace warto$ci wlasne ma postaé

op(pé) _ &
0p-1 (1) T

Uklad funkcji op jest ukladem ortogonalnym i zupelnym. Zatem dystrybucj¢ Diraca
mozemy wyrazié¢ przez funkcje {o5(un&)} analogicznie do (3) i (4). Postgpujac podobnie
jak poprzednio uzyskamy wzory sumacyjne dla szeregéw zawierajacych funkcje o5(t,&).

Przy rozwigzywaniu dwuwymiarowych zagadnien przewodzenia ciepla w walcu nie-
skoficzonym mamy do czynienia czesto z sumowaniem szeregdw Bessela-Fouriera zawiera-
jacych funkcje Bessela rzedu calkowitego n. Dla takich funkcji réwnanie okre$lajace
liczby w,, ma postaé

Sulp) _ p
(35) ) B ,20,1,2, ...
) oy
Kolejne pierwiastki réwnania oznaczamy przez u’, m =0,1,2,.... Postepujac

analogicznie jak w przypadku funkcji Hz(&, o) uzyskamy réwnanie dla szeregu podsta-
wowego Hg(£, o) w postaci

OH, _aly(ad) L) 1 _

(36) & T T@d T L@y e >0
Z drugiej za$ strony
. T2 ) T &) 1
nE o =2 TEGED) — Ty D) T D) DVt
m=0

Rozwiazanie réwnania (36) jest nastgpujace:

@7 Hy(&, 0) = n(E—) L{"¢, 0, v, )+ (@~ HLP(, & 9, 9),
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gdzie

L0, 07,0 = 02 | - K@ ) + a0 + o 2D

In(a) al(a) +yl,(a)

Zwiazek (37) moze by¢ wykorzystany dla znalezienia sum innych szeregéw po dokona-
niu identycznych operacji jak w cze§ci pierwszej pracy. Tutaj role parametru odgrywa
calkowita liczba n. Przy rozpatrywaniu symetrycznych rozkladéw temperatur w walcu
nieskoficzonym, kuli i plycie nieograniczonej (z warunkiem poczatkowym (£, 0) = 1
i brzegowym jak w czgci pierwszej pracy), bezwymiarowy rozklad temperatur mozna
wyrazi¢ wzorem :

N zwzéﬂ‘j—ﬂ(:umf)e—'u'z" Fo
( ) m=0 (‘u'2"+w2+2ﬂw)lu'"']—(ﬂ—l)(;um)

£e(0;1>, Foe(0; ),

a warto$ci wlasne stowarzyszonego zagadnienia brzegowego okre$la réwnanie

Jogw)  _ p

J_ - () 1/’.

Wtedy dla wartoéci wlasnych okre§lonych powyzszym wzorem nalezy zmienié w wypro-
wadzonych poprzednio wzorach znak wskaznika rzedu przy funkcjach Bessela na prze-
ciwny.

Przedstawione w pracy wzory mozna réwniez uzyskacé przez rézniczkowanie szeregéw
podstawowych. Takie post¢gpowanie przedstawione jest w pracy [2] (dla f =0, n =0,
yp=-00)i[6](dlap =0,n=0, 9> )

Zaletg wyprowadzonych wzoréw jest ich ogdlnoé¢ w sensie warunkédw brzegowych
(ujmuja wszystkie trzy warunki brzegowe), jak rodwniez mozliwoéé sumowania szeregéw
trygonometrycznych wystepujacych przy rozwiazywaniu zagadnief brzegowych z zakresu
przewodnictwa cieplnego.
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Peswome

CYMMHPOBAHHE HEKOTOPBHIX PSAIOB BECCEJIA-PYPBE BRICTYIIAIOIINX
B 3AIAYAX TEIIIONPOBOIHOCTH

B paGore mpencraBnes MeToA CYMMHPOBAHHA HEKOTOPLIX psajgoB Beccens-dDypee ¢ mapamerpom,
BBICTYNAI01UMX B 33[4a4ax TeIUIONPOBOAHOCTH. B 3aBUCUMOCTH OT 3HAYEHWsI MapaMerpa, MOXKHO IIoJIy-
YUTB CYMMY PAXOB AN ¢pyHxumit Beccena nopaakos 0 1 0,5. M0>XHO MCTIONB30BATH ITOT METO/ M K OlIpe-
JAETEHUIO CYMMBI PAJOB C LMJIMHAPAYECKUMH (PYHKUHAMM APYTHX IOPSAKOB. '
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Summary

SUMMATION OF CERTAIN FOURIER-BESSEL SERIES OCCURRING
IN HEAT TRANSFER PROBLEMS

The method of summation of some Bessel-Fourier series with a parameter occurring in heat-transfer
problems is described. Depending on the value of the parameter, the sums of zero and half order Bessel
functions are obtained. The methods of derivation of the formulae for the Bessel functions of other orders
are also given.

POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 stycznia 1977 r.
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NIESTOWARZYSZONE PRAWO PLYNIECIA ANIZOTROPOWYCH PLASTYCZNIE
STOPOW ALUMINIUM

ANDRZE) LITEWK A (P0ozNAN)

1. Wstep

Badania plastycznego plynigcia przeprowadzone dla blachy wykonanej ze stopu alu-
minium PA4 [2] wykazaly rozbiezno$¢ pomigdzy odksztalceniami plastycznymi pomie-
rzonymi do$wiadczalnie a uzyskanymi w oparciu o stowarzyszone prawo plynigcia. W wy-
niku pomiaréw granic plastycznoéci przy rozcigganiu w plaszczyznie blachy stwierdzono,
Ze granica plastyczno$ci jest niezaleZna od orientacji probki. Natomiast réwnoczesny
pomiar odksztalcen plastycznych wykazal, Zze odksztalcenia plastyczne zmieniaja si¢
w zaleznoéci od kierunku, w ktédrym prébka zostala wycieta. Zaobserwowane odchylenie
od stowarzyszonego prawa plynigcia wynikngto wige stad, ze przy pomiarze granic plastycz-
no$ci stwierdzono izotropi¢ transwersalng [3], natomiast pomiar odksztalcen plastycznych
wykazal istnienie ortotropii plastycznej. W takim przypadku stowarzyszone prawo ply-
nigcia nie moze da¢ poprawnego opisu plastycznego plynigcia, gdyz stalo§¢ granicy pla-
stycznoéci wymaga, azeby warunek plastyczno$ci dla napr¢zen w plaszczyznie blachy byt
izotropowy, natomiast potencjal plastyczno$ci musi byé anizotropowy, z uwagi na stwier-
dzona anizotropie odksztalcen plastycznych.

W niniejszej pracy przedstawiono opis poczatkowego plastycznego plyniecia przy
osiowym rozcigganiu prébek wykonanych ze stopéw aluminium PA2 i PA4, uzyskany
w oparciu o niestowarzyszone prawo plyniecia, w ktérym jako potencjal plastycznoéci
wykorzystano anizotropowy warunek plastycznos$ci zaproponowany przez OTA, SHINDO
i Fuxuokg [4].

2. Sformulowanie problemu

Warunek plastyczno$ci OTa, SHINDO 1 FUKUOKI, stanowiacy modyfikacj¢ znanego
anizotropowego warunku HiLLA [1], uwzgledniajaca odmienno§¢ wlasno$ci materiatu
przy Sciskaniu i rozciagganiu, ma postaé

@2.1)  2f(oy) = F(0;,—033)*+G(o33—011)* +H(oy, —022)*+2L0%3+2Ma%, +

+2N0’%2— C0'11 —Ddzz—EGSS = 1 ’
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gdzie:
i 1 1
= o, Y XX T XX
1 1 1
SIS S LD OV (PR %
1 1 1
02 M=t an;;_l Xaa X
—X!
C= it %
D= M
et e d

gdzie Xy, X2, X33 oraz X|,,X;,, X33 sa granicami plastycznosci, odpowiednio, przy
rozciaganiu i $ciskaniu w trzech wzajemnie prostopadlych kierunkach okrelonych przez
osie uktadu wspétrzednych x,, x,, x3, natomiast X, ,, X,3, X3, sa odpowiednimi granicami
plastyczno$ci przy $cinaniu. W dalszych rozwazaniach przyjeto, ze osie x, i x, lezg w pla-
szczyZnie blachy, przy czym o$ x,; pokrywa si¢ z kierunkiem walcowania blachy, natomiast
0§ x, jest prostopadia do plaszczyzny blachy.

W dalszym ciagu rozwazan wygodnie bylo si¢ poshuzy¢ stosunkami przyrostéw od-
ksztalceni, ktére w przypadku rozciagania prébki nachylonej pod katem o do kierunku
osi x; maja dla potencjatu plastycznosci wyrazonego réwnaniami (2.1) i (2.2) nastqpujch

postaé:

(Csin? o+ Dcos? a)

Ay —Azco82200— ——
. P ()
N - "'—“*2 ’
del. A3+A200s22a——A4cos2a—W(Ccoszostinza)
(2.3)
2
de? ——A5+A4cos2———(—)E
3'3
V31 = 55— = —— — )
def.y: As+A,c082200— A c08200— e )(Ccos a-+ Dsin? a)

gdzie o(a) jest naprezeniem wystepujacym w prébee, a de¥.,., deb.,., deb.3. sa przyrostami
odksztalced plastycznych, mierzonymi, odpowiednio, po dtugosci, szeroko$ci i gruboéci
probki, oraz gdzie

A, = F+G-2N, Ay = 2(F-0),

A, = F+G+4H-2N, As = 2(F+G).

Az = F+G+2N, _ .
Zalezno$¢ granicy plastycznosci o(a) przy osiowym obciaZzeniu przedstawia poniZsze
réwnanie
(2.4) [Fsin?a+ Gcosza+H+ (2N F—G—4H)sin? acos® a] o2 (o) —

' —(Ccos?a+ Dsin?a)o(o) =
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Sposéb przeprowadzenia pomiaréw odksztalcen plastycznych oraz pomiar granic
plastyczno$ci oméwiono w pracy [2], gdzie pokazano réwniez krzywe rozciggania dla
stopu aluminium PA4. Krzywe rozciagania utrwalone rejestratorem MKe B. Holle dla
stopu PA2 przy rozciaganiu prébek pod réznymi katami w stosunku do kierunku walco-
wania pokazano na rys. 1. Przebieg tych krzywych w zakresie odksztalcen plastycznych
wskazuje na istnienie wyraznego efektu Portevina-Le Chateliera, natomiast krzywe dla
stopu PA4, przedstawione w pracy [2] nie wykazywaly tego efektu. _

Granice plastycznoSci przedstawione na rys. 2 sa w przypadku stopu PA2 wyraZznymi
granicami plastycznosci, okre§lonymi jako punkt zalamania krzywej rozciagania w chwili
pojawienia si¢ odksztalcen plastycznych. Natomiast granice plastycznosci dla stopu PA4,
pokazane na rys. 2, sa umownymi granicami plastyczno$ci, okrc$lonymi dla odksztalcen
plastycznych o wartoSci réwnej 0,2%. Z rys. 2 wynika, ze w przypadku badanych stopéw
aluminium obserwuje si¢ przy pomiarze granic plastyczno$ci izotropi¢ w plaszczyZnie
blachy. Na podstawie rys. 1 oraz krzywych rozciagania dla stopu PA4, pokazanych w pracy
[2] mozna stwierdzié, ze badane materialy wykazuja réwniez izotropi¢ modutéw wzmocnie-
nia, co wynika z pokrywania si¢ krzywych dla probek wycinanych pod réznymi katami
do kierunku walcowania. :

Rysunek 3 przedstawia okre§lone do$wiadczalnie stosunki przyrostéw odksztalcen
plastycznych dla poczatkowego plastycznego plynigcia stopéw PA2 i PA4. Bezposredni
pomiar tych wielkoéci byl klopotliwy i niedoktadny, gdyz wymagal bardzo precyzyjnego
pomiaru niewielkich odksztalcen plastycznych w chwili przejécia materiatu w stan plastycz-
ny. Z tego wzglgdu stosunki przyrostéw odksztalcen plastycznych »,, i »;, obliczano na
podstawie pomierzonych stosunkéw odksztalcen plastycznych »%; i »¥; wykorzystujac
zaleznosci:

dv¥
— ¥k 21

Yy = V21+Ef'1'g St

2.5) e
% r v,

Var =5t er ———,

del. ..

oraz rys. 4. Ze wzgledu na to, Ze v§, = v,, oraz »¥, = »;, dla ¢f.,. - 0, poszukiwane
wartoSci v,, i 3, znajdowano z rys. 4 jako punkty przecigcia krzywych z osia pionowa.
Z badan do$wiadczalnych [2] otrzymano réwniez granice plastycznosci dla $ciskania
dla o = 0° i 90°. Ze wzgledu na malg grubo$é¢ blachy (5 mm dla PA4 i 2 mm dla PA2)
nie moZna bylo przeprowadzi¢ pomiaréw granic plastyczno$ci X35 i X33, natomiast pomiar
X, byl klopotliwy ze wzgledu na konieczno$¢ realizacji czystego $cinania. Do$wiadczalnie
pomierzono wigc tylko cztery spo§réd dziewigciu granic plastycznoéci, ktére wystgpuja
w réwnaniu (2.1), poniewaZ jednak w przypadku plaskiego stanu napr¢zenia nie wystgpuja
stale L i M (poréwnaj réwnania (2.3)) brakuje tylko trzech granic plastycznosci X33, X;;
oraz X,. Do jakoéciowego poréwnania wynikéw do$wiadczen z wynikami otrzymanymi
z réwnan (2.3) stale te nic sa jednak potrzebne. Pamigtajac, Ze granica plastycznosci o(x)
jest stala dla wszystkich katéw a, co réwniez pociaga za soba réwno$¢ F = G oraz C = D,
otrzymujemy z réwnan (2.3), biorac réwniez pod uwagg réwnanie (2.4), stale wartosci
¥, 173, niezalezne od kata o. Jest to oczywiscie sprzeczhe z przedstawionymi na rys. 3
wynikami pomiaréw przyrostéw odksztalcen plastycznych.
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Rys. 1. Krzywe rozciggania dla stopu aluminium PA4
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Rys. 2. Granice plastycznosci przy rozcigganiu
dla stopéw aluminium PA2 i PA4
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Rys. 3. Stosunki przyrostéw odksztalcen plastycznych
¥y i 73y dla roéznych katéw « dla stopéw aluminium:
a) PA4, b) PA2
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Dla przeprowadzenia ilo§ciowej analizy wynikow konieczne bylo znalezienie brakuja-
cych stalych X553, X35 1 X, ,. W tym miejscu nalezy wyraznie rozgraniczyé dwa nastepujgce
problemy:

a) obliczenie brakujacych granic plastycznosci dla warunku plastycznosci f(o,;) zapisa-
nego réwnaniem (2.1), wyspecyfikowanego dla przypadku izotropii transwersalnej,

b) obliczenie brakujgcych statych dla potencjatu plastycznosci g(oy;, o) zapisanego
réownaniem (2.1), dostosowanego do szczegdlnego przypadku anizotropii, przy ktérym
zachodza réwnosci F= G i C = D.

Wyznaczone w ten sposdb brakujace stale umozliwia znalezienie ostatecznej postaci
potencjatu plastycznoSci.

3. Obliczenie brakujacych stalych

3.1. Stale dla warunku plastycznosci. Brakujace granice X35, X353 i X, obliczone zostaly
przy wykorzystaniu nastgpujacych warunkdow:
a) warunek niesci§liwosci materiatu, ktdry, biorac pod uwage stwierdzone do$wiad-
czalnie réwno$ci X, = X,, oraz X;, = X, pociaga za sobg réwno$¢
X33—X33 Xiu—Xi

3.1 —,= —_ A——;
3.1 2X55Xss XX,

b) warunek, azeby dla o = 0° stosunek »,,, wyrazony réwnaniem (2.3), byt réwny
do$wiadczalnie pomierzonej wartosci. Po przeksztalcemu réwnan (3 Di (2 3)1 otrzymujemy_
nastQpUche zaleznodci

2094 1) X —X{, ] , X=X
; (1 =289) | (X55)? -2y —1 =0,
[ PO ORI ) 0 L) (S S G
(3.2) Y X4
3= X=X o,
142200 M
XXy, ¥

stuZzace do obliczenia wartosci X;; oraz X35, gdzie »{Q jest wartoécia stosunku przyrostéw
odksztalcen dla o = 0;

¢) warunek stalo$ci granicy plastyczno$ci o(«), ktdry, biorac pod uwage réwnanie
(2.4) ma postaé

(3.3) N = F+2H,
skad mozna obliczyé X, ,.

3.2. Stale dla potencjalu plastyeznosci. Z réwnan (2.3) i (2.4) wida¢, ze o istnieniu stwier-
dzonej do$wiadczalnie anizotropii decyduje w rozpatrywanym przypadku tylko stata N.
W zwigzku z tym wartoéci X35 i X;; bedzie moZna obliczyé z réwnania (3.2), natomiast
warto$¢ N musi by¢ inna niz okre$lona réwnaniem (3.3). Poszukiwana warto§¢ N obliczono
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z warunku, Ze stosunek »;;, przedstawiony réwnaniem (2,3), musi by¢ dla kata « = 45°
réwny zmierzonej do$wiadczalnie wartosci. Dla o = 45° réwnanie (2.3), ma postaé

_E
o(45)
(3.4) i = —— T

gdzie o(45) jest wartoécia, ktéra musi spelnia¢ réwnanie (2.4). Po przeksztalceniu réwnan
(3.4) i (2.4) otrzymujemy nastgpujace zaleznosci:

F E
o 02(45)+—(c+ 5 )a(45)+1 —0,
(3.5 H
C I E
- _F— 2
N=Zas T 5es ( F+ 0(45))

stuzace do obliczenia wartoSci N. Nalezy tu podkre§li¢, ze réwnie dobrze mozna by wykorzy-

sta¢ warunek dotyczacy »§43) zamiast v§{>.

4. Omdwienie wynikow

Interpretacj¢ geometryczng potencjatu plastycznosci g(o;;, o) w ukladzie osi gléwnych
o, 1 o, przy stalych okre§lonych réwnaniami (3.2) i (3.5), przedstawiono dla stopu PA4
na rys. 5. Dla drugiego badanego materialu, to znaczy stopu PA2, §lady powierzchni

> def(o=0°)
aely (or=45°)

Rys. 5. Slady powierzchni plastycznego plynigcia dla
stopu PA4

plyniecia byly podobne. Linia ciagla przedstawiono $lad powierzchni plynigcia dla o = 0°,
a przerywang dla o = 45°. Wyst¢pujaca na rys. 5 wielkoé¢ o, jest Srednig arytmetyczna
X 1X1;. Latwo zauwazyé, ze warunek plastycznosci f(o;;) zapisany dla granic plastycz-
noéci pomierzonych do§wiadczalnie i obliczenych w punkcie 3.1 pokrywa si¢ z potencjalem
plastycznosci g(oy;, @) dla @ = 0. Na rys. 5 pokazano réwniez okre$lcne dofwiadczalnie
kierunki wektoréw przyrostéw. odksztalcen plastycznych def;. dla « = 0 i 45°. Zakresko-
wany obszar jest zakresem zmiennofci kierunkow def;. dla réznych katow a. Z rys. 5

7 Mechanika Teoretyczna 4
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wida¢, ze normalne do g(o;;, « = 45°) poprowadzone w punktach A’ i B’ odpowiadaja
okre$lonym doéwiadczalnie kierunkom def;. dla o = 45°. Zbiezno§¢ wynikéw doswiad-
czalnych z warto$ciami obliczonymi z réwnan (2.3) dla potencjatu plastycznosci g(o;;, o)
jest wyrazniej widoczna na rys. 3, gdzie przedstawiono stosunki przyrostéw odksztatcen
plastycznych v, i »;, dia stopéw aluminium PA2 i PA4.

Istotnym brakiem przedstawionych tu badan jest fakt, ze ograniczaja si¢ one tylko do
osiowego rozciagania prébek, to znaczy ograniczaja si¢ do stanu w dwdch punktach 4 i B
przestrzeni naprezen. Analiza bylaby pelniejsza, gdyby mozliwe bylo przeprowadzenie
badan dla stanu naprezenia, w ktérym wyst¢gpuja obydwa napr¢Zenia gléwne. Nie jest
jednak praktycznie mozliwe przeprowadzenie takich badan z wymagana dokladnoscia.
Odpada tutaj mozliwo$¢ badania na prébkach rurkowych, gdyz nie jest mozliwe wykonanie
probki rurkowej, ktora mogtaby zachowaé badane wlasnosci blach, natomiast badanie
na probkach krzyzowych, dwukierunkowo rozciaganych wymaga specjalnej maszyny
wytrzymalosciowej i nie zapewnia dostatecznie jednorodnego stanu napr¢zenia.

Przedstawione w niniejszej pracy wyniki moga byé nieco znieksztalcone z uwagi na
fakt wystepowania plastycznych odksztalcen postaciowych ¢%',’ przy rozciaganiu osiowym
probek wykonanych z materialu plastycznie anizotropowego. Problem polega mianowicie
na tym, ze w przypadku rozciggania osiowego spos6b mocowania prébki utrudnia lub
uniemozliwia powstanie odksztalcefi postaciowych, przez co stan napreZenia przestaje
by¢ stanem osiowym. Przyrost odksztalcen postaciowych obliczony dla potencjatu plas-
tycznodci (2.1) przedstawia si¢ nastepujaco:

@.1) dely = — iij_ {[F—G— (F+G+4H—2N)cos 2a]sin 2 - o() — (C— D) sin2a}.

gdzie dA jest mnoznikiem.

Z réwnania (4.1) wynika, Zze def.,. =0 dla « = 0° 45° i 90° przy F=G i C = D.
Otrzymane wyniki badai do§wiadczalnych moga byé wige zakiécone jedynie w przypadku
préobek wycinanych pod katami o = 22,5° i 67,5°, dla ktérych odksztalcenia postaciowe
przybieraja wartoSci ekstremalne. Nie wystapi jednak z tego tytutu zadne znieksztalcenie
wynikéw dla « = 45°, gdzie zaobserwowano najwigksze odchylenie od stowarzyszonego
prawa plynigcia. Oznacza to, Ze odchylenie wynikéw do$wiadczalnych od stowarzyszo-
nego prawa plynigcia nie jest spowodowane czynnikiem ubocznym, jakim mogloby byé
znieksztalcenie osiowego stanu napre¢zenia.

5. Whioski

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze opis plastycznego plynigcia anizotropowych
blach wykonanych ze stopéw aluminium PA2 i PA4 moze byé przeprowadzony przy
zastosowaniu niestowarzyszonego prawa plynigcia. W przypadku badanych materiatéw
zaobserwowane odchylenie od stowarzyszonego prawa plynigcia nie jest spowodowane
zakléceniami osiowego rozciagania probek, wywolanymi powstawaniem plastyczhm
odksztalcen postaciowych.
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Pesmome

HEACCOIMWPOBAHHLIM 3AXOH TEUEHUA IS AHU3OTPOIIHBIX
AJIIOMHHHUWEBBIX CIIJIABOB

B paboTe paccMOTPEHO INpHMEHEHHE HEACCOUMHPOBAHHOIO 3aKOHA TEUEHUsI IUISI IUIACTHUECKOro
TeUEHUsI aHM3OTPOIHBIX AMIOMHMHHEBBLIX cnnasoB PA2 u PA4. B xadecTBe NnacTHYeCKOro IOTEHLMANA
MCNONBL30BAHO aHM3OTPOIHOE YCIOBHE Teuenust, npeanoxentoe Oroit, lnnpo n dyryoroit. B pabote
ONUCHIBAETCH CIIOCO0 BBIYMCIEHMSA NOCTOAHHBIX, ANSI KOTOPBIX IOJIYuaeTCs Hauyulllee COBNAJIEHHE
Pe3yNbTaTOB BbIUHCIEHUHA C ONLITOM.

Summary

NON-ASSOCIATED FLOW LAW FOR PLASTICALLY ANISOTROPIC
ALUMINIUM ALLOYS

The application of non-associated flow rule for plastic flow of anisotropic aluminium alloys sheets
PA2 and PA4 is presented. The anisotropic yield criterion proposed by Ota, Shindo and Fukuoka was
used as a plastic potential. The method of calculation of constants to obtain the best fit with experimental
results of plastic strain increment ratios is described.
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 lutego 1977 r.
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MARIA ZLOCKA (WARSZAWA)

1. Wstep

Zagadnienia dynamiki samolotu w czasie ruchu po ziemi i wiaZacy si¢ z tym problem
shimmy s3 obecnie intensywnie badane w szeregu o$rodkach zagranicznych [2, 3, 11, 12,
14, 15, 16, 19, 20].

CoLLins | BLack [2, 3] badali shimmy samolotu przy uwzglednieniu ciegnowej teorii
pneumatykéw sformulowanej przez von SHLIPPE i DIETRICHA oraz przy uwzglednieniu
teorii punktowej sformulowanej przez MORELANDA. W swoich pracach nie uwzgledniali
wplywu ruchu samolotu na wlasnoéci dynamiczne rozwazanego podwozia.

PACEJKA w pracy [14] wprowadzil bardzo zlozony model pneumatyka, ktéry moze
by¢ opisany réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi I rzedu. Przyjecie modelu PACEIKI
[14] do badan dynamicznych rozbiegu i dobiegu samolotu prowadzi do znacznych trud-
nosci obliczeniowych nawet przy zastosowaniu szybkoliczgcych maszyn cyfrowych o duzej
pamigci. Ponadto teoria PACEJKI powstala w oparciu o pewien uproszczony wyidealizo-
wany model pneumatyka odnoénie jego struktury wewnetrznej, ukladu nitek kordu osnowy
i kostek bieznika i dlatego nie powinna by¢ stosowana do opon innych niz radialne.

W pracy [13] PAceIXA analizowal wlasno$ci dynamiczne kola ogumionego formutujzc
transmisyjne réwnania pneumatykéw. Sa to réwnania rézniczkowe zwyczajne I rzedu
wzgledem niewiadomych sit i momentéw sil generowanych na pneumatykach. Badanie
wlasno$ci dynamicznych kota ogumionego przeprowadzil w oparciu o analiz¢ transmitancji
widmowej dla otrzymanego ukladu réwnan.

PopGORsKI, KRAUTER i RAND [15] analizowali shimmy przedniego podwozia samolotu
przy uwzglgdnieniu punktowej teorii MORELANDA badajac wplyw geometrii podwozia,
niewywazenia kota i nieregularno$ci drogi na wlasno$ci dynamiczne podwozia. Nie uwzgled-
niali wptywu ruchu calego samolotu.

ROGERS i BREWER podali w pracy [16] metod¢ eksperymentalnego wyznaczania wspol-
czynnikéw w réwnaniu transmisyjnym pneumatyka w oparciu o odwrotne przeksztal-
cenie Laplace’a. StuBBs, BYRDSONG i SLEEPER [20] symulowali eksperymentalnie dyna-
miczne wlasno§ci podwozia samolotu dla 4 réZnych konstrukeji przy uwzglcdnieniﬁ
bocznego oplywu. NEIMARK i FUFAJEW [12] badali shimmy przedniego podwozia samolotu
przy uwzglednieniu teorii pneumatyka sformulowanej przez KIELDYSZA.

W zadnej z cytowanych prac nie uwzglgdniono wplywu ruchu calego samolotu na
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dynamik¢ podwozia. Nie uwzgledniono rowniez wplywu sit i momentéw aerodynamicz-
nych na wspéiczynniki w réwnaniach transmisyjnych pneumatykow.

W niniejszej pracy dynamiczne réwnania ruchu samolotu otrzymano stosujac réwnania
Boltzmanna-Hamela. Na podstawie obliczonych warto$ci i wektoréw wlasnych macierzy
stanu wyrézniono 2 postacie drgafi wlasnych uktadu, ktére decyduja o dynamice samolotu
w czasie ruchu po ziemi: wysokoczestoSciowe wezykowanie przedniego podwozia i nisko-
czestoSciowe odchylanie samolotu. Zbadano wplyw najwazniejszych parametréw ukladu
na czestosci i thumienia postaci drgan wlasnych.

2. Dynanticzne réwnania ruchu santolotu kolujacego po ziemi

Do opisu dynamiki samolotu przyjeto cztery nastepujace uktady odniesienia (rys. 1, 2):

— uklad inercjalny Ox, yo zo zwiazany z ziemia oraz trzy nieinercjalne uktady wspét-
rzednych O; x; y, z; zwiazane z samolotem, powstale przez kolejne prawoskrgtne obroty
ortogonalne i przesunig¢cia rownolegle;

— uklad O, x, y, z; powstaly przez obrét ukladu Ox, y, zo wokét osi z o kat od-
chylenia samolotu y;

— uklad 0, x, y, z, powstaly przez obrét uktadu O, x, y, z, wokét osi y, o konstruk-
cyjny kat ¢ pochylenia osi goleni przedniego podwozia i przesunigcie réwnolegle do punktu
O,;

— uklad O; x; y; z3 powstaly przez obrét uktadu O, x, ¥, z, wokét osi z, o kat 6
skrecenia kota przedniego podwozia.

Punkt O, jest rzutem $rodka masy samolotu na plaszczyzng ziemi.
Punkt O, (i pokrywajacy sie z nim punkt O,) jest punktem przecigcia osi x, z osig goleni
przedniego podwozia.

{
—— w
T sz
b M
4 T“F@T\ . Per
S q, T =
X Gy — e v 2 ’!:9 =K * -
o sk Az N
D (C——— e -
Voo s
Xo l h
- &4
‘N 0,705
¢ 2|
i g ’ 0 0
X { O
k |.b
2 L1

Rys. 1. Samolot M17 w ruchu po ziemi
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Potozenie samolotu opisano za pomoca czterech wspéirzgdnych uogélnionych xq,
Yo, ¥, 8 w ukladzie wspétrzednych Oxo yo zo zwigzanym z ziemig oraz czterech quasi-
wspotrzednych uogdlnionych x,, vy, », 6 w ukladzie quasi-wspélrzgdnych O, x, y, z,
zwigzanych z samolotem.

Réwnania transformacyjne z ukladu predkosci uogélnionych do ukiadu quasi-pred-
ko$ci zapisano nastgpujaco:

Xy = XoCO81+Josiny,

) V1 = —Xosinp+yocosy,
o= 0.

Réwnania ruchu samolotu otrzymano na podstawie:
— holonomicznych réwnan Boltzmanna-Hamela [9]

4 4
d [ oT* oT* \’ \"oT* ., .
@ —Zﬂ_( awu) - om, Py ey O, Vit = Qi

gdzie u = 2, 3, 4, oraz
— réwnan transmisyjnych pneumatykow [13]
dla przedniego podwozia:

(3a) ' Y, V+Y = Cp1tp + Cp2 Py,

dla gléwnego podwozia:
(3b) Yﬂ%'i‘ Yri = Crap;  i=1,2,

gdzie o oznacza wspélczynnik relaksacji pneumatyka, Y -—sil¢ boczng generowana na
pneumatyku, « — kat bocznego znoszenia pneumatyka, C,, C, — wspolczynniki sztyw-
nofci pneumatyka odpowiednio bocznego znoszenia i przechylania, @, — kat przechylenia
plaszczyzny kola przedniego podwozia, przy czym indeksy p i T oznaczaja odpowiednio
podwozie przednie i tylne.

N Cp=T 0y

Rys. 2. Katy znoszenia o, ar, oraz sily boczne Y,, Yr, dzialajace na pneumatyki
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Obliczone na podstawie definicji niezerowe symbole Boltzmanna y}, wynosza:
Yis=—vi, =1, yis= -9} =-1.
Dynamiczne réwnania ruchu samolotu odpowiadajace quasi-wspdlrzednym y,, v, &

otrzymano na podstawie réwnan (2) stosujagc metod¢ macierzowa przedstawiona w pra-
cy [7]. W wyniku otrzymano réiniczkowe réwnanie macierzowe w postaci normalnej:

@ W= ADLTE) ™ (- CO TP TG w T 4
£ T TG AOT.Dow+ Qg+ Q,),

gdzie w oznacza macierz quasi-predkosci, A, T» — macierze bezwladnoSci nie za-
wierajace kombinacji quasi-predkosci, C™, T&;® — te’ skladniki macierzy bezwladnosci,
ktore zawieraja kombinacje quasi-predkosci, TV, T{'* — macierze pochodnych energii
kinetycznej wzgledem quasi-wspéirzednych, TG, T@'*) — macierze pochodnych energii
kinetycznej wzgledem quasi-predkoéci, T'— macierz wspdlczynnikéw Boltzmanna,
Q;, Q, — macierze sit uogélnionych odpowiednio cigzkoéci 1 aerodynamicznych.
Indeksy (1) oraz (2, 3) odpowiadaja umownemu podziatowi samolotu na trzy bryly:
(1) koto przedniego podwozia wraz z golenig bez uwzglednienia ruchéw obrotowych kota,
(2) samolot bez goleni i kola przedniego podwozia oraz bez uwzglednienia obrotéw kot
podwozia giéwnego, (3) kota podwozia przedniego i gtéwnego przy uwzglednieniu rzeczy-
wistych ruchéw tych két w celu opisu efektéw giroskopowych [7]. Metoda wyznaczenia
wszystkich zdefiniowanych powyzej macierzy dla pelnego przypadku nieliniowego oraz
metoda linearyzacji macierzowego réwnania rézniczkowego jest podana w pracy [7].
Energi¢ kinetyczna bryly umownej nr (1) wyznaczono na podstawie znajomoéci predkoscei

liniowych §rodka masy w ukladzie O, x, y, z,:
V2 = Vcose—ypesindcose— desin g,

®)] Vy2 = y1+yplacose+-ecos dcoss — fsine) + decosd,
V.2 = Vsine—ypesindsine,

oraz predkoscei katowych w ukladzie O x5 y3 25!

6) Q.3 = —ypsingcosd, 0,3 = psinesind, Q3 = 1};coss+8.
Kat przechylenia @, kola przedniego podwozia obliczono ze wzoru:
Q) sin®, = sind-sine,
natomiast katy znoszenia két «, i ay = oy, = oy, obliczono nastgpujaco:
: b

®) tp=y—ys; = arctg IV,
przy czym

: . sin §cose

Y = arCSln—/_——.- T 5

' J/1—sin? dsin?e

Vi
y, = arctg——XL

kx1
gdzie: Vi, Viyy — predkosei punktu kontaktu K (rys. 2) odpowiednio wzdluz osi x i y;.
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Predkoécei punktu kontaktu K obliczono na podstawie wzoru:
Ve = Vor+9 x0:03+ (5 +0) x O5K.
Jedynym niezerowym skladnikiem macierzy sit ciezkosci Qg jest Q%
)] Q3 = M,gesindsine.

Sity i momenty aerodynamiczne uwzgledniono w réwnaniu bocznego znoszenia odpo-
wiadajacego quasi-wspolrzednej y, oraz w réwnaniu odchylania odpowiadajacego quasi-
wspolrzcdnej w. Na podstawie prac [1, 4, 5, 6, 17, 18] obliczono bezwymiarowe pochodne
sity bocznej Y oraz momentu odchylajacego N wzgledem kata §lizgu f oraz bezwymiarowej
predkodci katowej odchylania :

oY

L (1

B ar(

a]—v Cz2 Su Iv Sk dk m 3 Skl

" Ed +"'T?‘°’96W3T71/m S,
(10) _ _

o _ _,h 0¥

61_;)'— - b ap’

6N 2 6N

2 Iv
= —0,02.C?-0,3C,, +2(?) 5
gdzie a, oznacza pochodna sily no§nej na usterzeniu pionowym wzgledem kata natarCIa,
ds — wspolezynnik bocznego zalamania strug za skrzydlem, S, S,, S, — powxerzchme
odpowiednio plata, usterzenia kierunku oraz boczna kadluba, C, — wspélczynnik sity
noénej, C,o— wspdtczynnik oporu profilowego, A — wydluZenie geometryczne plata
skoriczonego, I, — odleglo$¢ §rodka parcia usterzenia kierunku od §rodka masy samolotu,
d, — dtugoéé kadtuba, A,y , hgz, Sy, Skz — Wysoko$é oraz szeroko$é¢ kadluba odpowiednio
w 1/4 (indeks 1) oraz w 3/4 (indeks 2) dlugosci kadtuba, b — rozpieto$é plata, I, — cigciwg
aerodynamiczng plata, w; — wspélczynnik zalezny od geometrii samolotu [18].
Uwzgledniajac, z¢ dla malych katéw §lizgu 8, '

gf = 21 ~ B,
oraz ze
oY _ Y - 8y, o :a? .
ap oy, 0p (28
otrzymano:

oY 1
(n ‘ i~V B H VB
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Sity i momenty aerodynamiczne odpowiednio w réwnaniu bocznego znoszenia i od-
chylania wynoszg:

1 oY, 1 _,. @Y
V 3 V1 29VS+a—w

Y, =
w 2

oV?2S,

(12)
1 N, 1 ON .

- 2 28b.

2

Uwzgledniajace (3) + (11) oraz linearyzujac na podstawie pracy [7] macierze wystepujace
w réwnaniu (4), otrzymano uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych I rzgdu zapisany
w postaci macierzowej nastgpujaco:

| [Aros 0 | B [y
q 055! E; 0,, E; i O, : q
(13) o=l Lo Y |
.......... 0,,:0,, V T, —-E ||
Y, 0 — Yr

gdzie E,, E; — macierze jednostkowe odpowiednio o wymiarach 2x2 i 3x3, 0,3, O;,,
0,; — macierze zerowe odpowiednio o wymiarach 2x3, 3x2, 33,

OVo
0,=|00 0],
000
w = col[y., v, ().J — macierz kolumnowa quasi-predkoséci, q = colly,, v, 8] — macierz

kolumnowa wspéirzednych uogdlnionych,
— macierz bezwladnoS$ci

B Ms Mpk Mﬂe
LM+ T+
A=l M i JpxsinZe+J,,cos2¢ Moke tJprcoss |,
M,e M,ke+J, cose Mye*+J,,
— macierz tlumienia
1Yy 1 _, Yy 1,
vop TS Gy My 0
1 oN 1 | OV |
B = - 2 e 2 N
7 ZQVSbE 652gVSb MkV ,,,Rsme
0 —M,Ve—J,,—-sine -K,
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— macierz sztywnosci

0 0 i Mpgesine+tZ,sine+S,

— uogdlniona macierz sztywnosci pneumatykéw

Cpy ! Cyl 1 Cyt .
] — ------ I? ‘ - I"/l I"/‘ 0 0 C,,lcose+ +C,3sine
= A A S ’
CTI Cle
_ : : 0
v 7% 0 0 0

i 1 i -1i0i0:0
23-21;0000

przy czym M,, M, oznaczaja masy odpowiednio przedniego podwozia (przednie koto wraz
Z golenig) oraz calego samolotu, Jy, J,,, Jp; — momenty bezwladnosci przedniego pod-
wozia wzgledem uktadu osi O3 x3 y, 23, Jpy — centralny moment bezwiadnoéci przedniego
kota wzgledem osi réwnoleglej do osi O3 y3, € — kat pochylenia goleni przedniego pod-
wozia, b, t, k, e, R, | — wielko$ci geometryczne pokazane na rys. 1, K, S, — sztywno$¢
i tlumienie wiskotyczne drgan skretnych przedniego podwozia, g, Z, — przyspieszenie
ziemskie oraz nacisk pionowy na kole przedniego podwozia.

W macierzowym réwnaniu ruchu (13) uwzgledniono, ze wspétczynniki sztywnosci
pneumatykow C,y, C,3, Cr oraz nacisk pionowy Z, zaleza od sit i momentéw aerodyna-
micznych. Nacisk na podwoziu przednim Z, i gtéwnym Z; obliczono ze wzoréw:

Zp=—“_ b+1 ’ ZG=QC—Zp’

gdzie

1
CM = (cmbu+cmH)_2—QV2S[A,

2
7 4
Cmi = —XpxCzut+ %y +
mH Hx%z z| Cxo nAEH

c:g = ay(a—ao—e+0y),

£ =—a_£—(a aO)’

oo

Qc = Q_ _;‘Qstcz’

przy czym Q oznacza cigzar samolotu, /, b, h — wspélrzedne punktéw kontaktu podwozia
przedniego i gtéwnego wzdtuz osi x, oraz osi z,, @y — kat pomigdzy pozioma montazowa
i prostg zerowej sily no$nej, @ — geometryczny kat natarcia, ¢ — kat odchylenia strug
Suln . Sun

St, > THE TS,

za platem, dy — kat wychylenia steru wysokosci, #j, = — cechy
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objeto$ciowe usterzenia wysokosci, ¢, — wspdlezynnik sily nosnej usterzenia wysokosci,
Agy — wydluzenie efektywne plata. ‘

Zatozono, Ze sztywnosci pneumatykéw C,y, C,3, Cr sa liniowymi funkcjami naciskéw
pionowych Z,, Z;:

CP’ = kp[Zp; Cp3 = kpazp; CT = k(;ZG.

3, Analiza post:aci drgan wlasnych

Macierz fundamentalna ukiadu réwnan rézniczkowych (13) moze byé przedstawiona
na podstawie [8] w postaci:
LAy cos(n,t—oz“) Ayjettsin(nt—ay)) i
3 &
19 X=|xoen ._.f’_%_?_f?F’_S__(_??!_’_T_‘_’f%{)_ ,f’_%{_..f’.?‘?.(??{ff._‘_"_.%{_)__ Xowe |,
z g ANje'fl‘cos(njt—aNj) ; ANje'f"sm(njt—aNj) b

gdzie A;; oznaczaja amplitudy kolejnych skladowych na j-tej postaci drgafi wlasnych,
o; — przesunigeia fazowe kolejnych skladowych j-tej postaci drgan wlasnych, &;, n;—
wspolczynnik thumienia i czgstoé¢ kolowa oscylacji j-tej postaci drgaft wlasnych.

Postaciami drgan wiasnych kolujacego samolotu nazwano na podstawie [8] kolumny
macierzy fundamentalnej (14). W celu obliczenia wspdlczynnikéw thumienia & i czgstosci
kolowych oscylacji 5 zastosowano algorytm Hauseholdera. Obliczenia numeryczne prze-
prowadzono w jegzyku FORTRAN 4 na maszynie cyfrowej CDC-6400 dla samolotu
M17 w konfiguracji ladowania. Rysunki 3+ 6 wykre§lono na plotterze firmy CALCOMP
pracujacym w ukladzie online z maszyna cyfrowa CDC-6400.

Analizujgc wektory i warto$ci wlasne macierzy stanu R, gdzie

AT Ossoszw B.C ]
Os; 0 Ey 1 Oy, || B3 O, 0
R= Yo :
O3 Oy © T, :-E,
; V
Lo
I A | |

stwierdzono, ze o dynamicznych wlasnoéciach kolujacego samolotu decyduja 2 postacie
drgan wilasnych:

— wezykowanie przedniego podwozia — oscylacyjna postaé drgan wlasnych o czgstos-
ciach okolo 8 Hz dla matych wspélczynnikéw ttumienia (S, < 10 Nm/(rd/s)) oraz nie-
oscylacyjna dla duzych wspélczynnikéw tlumienia (S, > 10 Nm/(rd/s)). Ruchem domi-
nujacym [8] wezykowania przedniego podwozia sa narastajace drgania skregtne goleni dla
wspdlczynnikéw relaksacji pneumatykéw o > 0,07 m dla malych predkoéci ruchu oraz
malejace dla wspdlezynnikéw relaksacji ¢ < 0,07 m niezaleznie od predkosci ruchu (rys. 3);

. — odchylanie samolotu — oscylacyjna postaé drgain wlasnych o czestoéciach okolo
0,4 Hz dla predkoséci VV > 5 m/s. Ruchami dominujacymi odchylania samolotu jest znoszenie
boczne y, sprzgzone z odchylaniem . Dla wspdlczynnikéw tlumienia viskotycznego
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drgan skretnych goleni przedniego podwozia S, < 40 Nm/(rd/s) odchylanie samolotu
jest malejace.

Macierz stanu R (14) ma ponadto 2 wartosci wlasne rzeczywiste ujemne (—700 < & <
< —100) oraz 2 wartosci wlasne zerowe odpowiadajace wspdirzgdnym cyklicznym y,, y.

Na rys. 3 - 6 przedstawiono zalezno$¢ wspélczynnikéw tlumienia i czgsto$ci oscylacji
wezykowania przedniego podwozia i odchylania samolotu w funkcji predkosci ruchu V
dla réznych wspélczynnikéw relaksacji pneumatykéw o, réznych katéw pochylenia goleni
e i réznych wspdlczynnikéw tlumienia viskotycznego S,. Na podstawie wspdiczynnikow
tlumienia i czgstoSci oscylacji obliczono odpowiadajace czasy sttumienia amplitud danej
postaci do potowy oraz okresy drgan.

Z rys. 3 wynika, Ze wspdlczynnik relaksacji pneumatykéw o bardzo silnie wptywa na
tlumienie wezykowania. Przy wspdlczynnikach relaksacji ¢ > 0,07 m i dla predkosci
mniejszych od 20 m/s wezykowanie jest niestateczne. Odchylanie przy pre¢dko$ciach powyzej
3 m/s praktycznie nie zalezy od wspdiczynnika relaksacji o. Niestateczno$¢ wezykowania
moze by¢ szczegdlnie niebezpieczna z uwagi na wysoka czgsto$é drgan (~ 8 Hz). Z prak-
tyki wiadomo, Ze ruch stateczny z cztowiekiem w ukladzie sterowania jest mozliwy, o ile
czgsto$é narastajacych oscylacji ukiadu niesterowanego nie przekracza 2 Hz.

Na rys. 4 przedstawiono ttumienie i czestosé wezykowania i odchylania przy wspét-
czynniku tlumienia S, = 2 Nm/(rd/s) dla réznych katéw pochylenia goleni e. Ujemne
katy pochylenia goleni bardzo silnie ustateczniaja weZykowanie oraz uniestateczniaja
odchylanie przy jednoczesnym zmniejszeniu czgstosci odchylania z okolo 0,4 Hz do okoto
0,2 Hz'.‘ Czesto$¢ weZykowania praktycznie nie zalezy od kata pochylenia goleni e.

Na rys. 5 przedstawiono tlumienie i cz¢sto§¢ wezykowania i odchylania przy wspét-
czynniku tlumienia S, = 20 Nm/(rd/s) dla réznych katéw pochylenia goleni e. Silne
tlumienie drgan skretnych goleni S, spowodowalo, Ze wezykowanie przy predkosciach
V > 6 m/s jest postaciag nieoscylacyjna. Kat pochylenia goleni &€ ma niewielki wplyw na
weiykowanie, natomiast ma silny wplyw na odchylanie. Ujemne katy pochylenia goleni &
uniestateczniaja odchylanie przy jednoczesnym zmniejszeniu czg¢stosci odchylania.

Na rys. 6 przedstawiono ttumienie i czgsto$¢ wezykowania i odchylania dla kata pochy-
lenia goleni ¢ = 7° przy réznych wspélczynnikach tlumienia S, w ukladzie sterowania
podwoziem przednim. Wspélczynnik tlumienia odchylania samolotu, a takZe czgsto$é
odchylania i wezykowania praktycznie nie zaleza od wspdlczynnika S,. Wzrost wspol-
czynnika S, bardzo silnie natomiast ustatecznia weZykowanie przedniego podwozia.
Wezykowanie przedniego podwozia bedzie stateczne jezeli S, > 1,2 Nm/(rd/s).

4. Dane przyjete do obliczen numerycznych

=15 kg Jpy = 0,21 kgm?

MP

M, = 900 kg g =1T°

Jpx = 0,54 kgm? b =041 m
Jpy = 0,55 kgm? 1= 0,02 m
Jpe = 0,11 kgm? k=17 m

f=0,12m h=105m
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e=0,0m Agg = 4
R=0,15m ky, = 10,5 (N/rd)/N
I=172m kps = 1,0 (N/rd)/N
K, =0 Nm/rd ke = 5,0 (N/rd)/N
S, =2 Nm/(rd/s) a, =2 (1/rd)
g = 9,81 m/s? dy =0
Cop = ~0,05 S, = 1,52 m?
C.o = 0,01 Sy = 2,5 m?
a, = 0,061/deg A=15
g = —1,4° I, =35m
S = 11,75 m? dy =08 m
¢ = 1,23 kg/m? ey = 0,52 m
oy = 0° b, = 0,57 m
Sy =2 m? S,y = L1l m
Iy =349 m Sz = 1,27 m
Zy =084 m b=94m
Iy, =125 m wy = 0.24
u = 0,04 g =005m
o = 3,5°

5. Oznaczenia danych samolotu uzytych w programie numerycznym i wypisanych na rys. 3 - 6

MG — masa samolotu bez przedniego podwozia, M P -— masa przedniego podwozia,
§ — powierzchnia plata, VL — predko§¢ podejécia do ladowania, ALFA — postojowy
geometryczny kat natarcia, CZ — wspélczynnik sily no$nej, R — promien kola przedniego
podwozia, EPS — kat pochylenia goleni przedniego podwozia, T — wyprzedzenie (§lad)
przedniego kota, CPl, CT1 — sztywno$¢é bocznego znoszenia kot odpowiednio przed-
niego i tylnego podwozia przy predkosei 32 m/s, SIG — wspélczynnik relaksacji pneuma-
tykéw, SZT — sztywno$¢ w ukladzie sterowania podwoziem przednim, VISK (S,) —
wspolczynnik thumienia wiskotycznego w ukladzie sterowania podwoziem przednim, LV —
odleglos¢ Srodka parcia usterzenia kierunku od érodka masy samolotu, S¥ — powierzchnia
usterzenia kierunku.
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BOKOBASI YCTOMUYUBOCTD CIIOPTUBHOI'C CAMOJIETA IOBVOKYIETOCS
I1O0 3EMIJIE ITOCJHE ITOCAIKH

B pafoTe npencraBieHa MaTeMaTHYeCKast MOMENb CIIOPTHBHOIO CAMOJIETA, JBIOKYLUErOCS IO 3eMJle
TIOCTIE MTOCAJIKH. Y UHThIBAETCA NATH CTeneneil ceobonnl. Hecrauuonapubie 5oKoBbIe CHIIbI, ACHCTBYIOME
Ha IIMHBLI KOJIEC, CYMTAIOTCH NMHENHbIME GYHKLMAMH GOKOBOro MeEpeMelieHHsi, yrjla IEepeKoca CTOMKH
U CTALMOHAPHBLIX a3PONUHAMMUYECKHX CHJI. Y PaBHEHUs ABWKEHUA BbIBENEHLI C IOMOLYBIO YPaBHEHMI
Bonpumana-Tamenst Ins FOJIOHOMHBLIX CHCTEM.

Ha ocHoBe NONHOro aHanM3a YCTaHOBJIEHO, UTO PEIAIOLIUMU A AMHAMHUYECKUX CBOMCTB CamoeTa
JBHKYLLErocs MO 3eMJie ABIAIOTCA ABe (hopMbl COGCTREHHBLIX KOJIeDaHUi: PLICKAaHKME NEepeHero 1maccu
M OTKJIOHEHME camoJleTa. PaccMoTpeH Taroue athdeKT H3MEHEHHN NapaMeTpoB CAMOJIETA.

Summary

THE LATERAL STABILITY OF SPORTS AIRCRAFT DURING
LANDING RUN

Mathematical model of the sports aircraft during the landing run with five degrees of freedom is pre-
sented. Non-steady state tyre side forces are developed as linear function of sideslip, camber angle and
stationary aerodynamics forces. The equations of motion in quasi — coordinates are derived by application
of Boltzmann-Hamel equations for the system with holonomic constraints.

8*
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Results of the full analysis show that the aircraft during the landing run has two physically significant
modes, which are referred to here as the shimmy and yaw modes. An effect of parameters changes is

discussed.

INSTYTUT TECHNIKI LOTNICZEJ I MECHANIKI STOSOWANEJ
POLITECHNIKI WARSZAWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 lutego 1977 r.
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TENSOR TARCIA COULOMBA*)

ALFRED ZMITROWICZ (GDANSK)

1. Wstep

W zagadnieniach dynamiki cial stalych nie rozwiklanym do koinca problemem jest
opis matematyczny niezachowawczych sil tarcia w polaczeniach i w miejscach styku ele-
mentéw konstrukcji.

Podstawowymi cechami kazdego takiego opisu winng-byé- oparcie si¢ o wyniki pod-
stawowych badan fizycznych oraz latwoéé stosowania tego opisu w badaniach ruchu cial.
Istnienie sit tarcia na powierzchniach styku poruszajacych sig cial' pociaga za soba koniecz-
noéé : uwzglednienia: warunkSéw ' granicznych ruchu, historii przemieszczer'l ‘oraz stanu
wigzéw'w styku . [1, 2]. Niezbedny jest wigc réwnieZ taki opis'tarcia, aby mozliwa byla
analiza caloksztaltu zjawisk towarzyszgcych ruchowi.

W, .pracach pos$wieconych dynamice ciat stalych z-udzialem sil tarcia na ogdt wykorzy-
stuje-si¢. znany model tarcia- Coulomba, np.: [1;.3, 4] Ten sam opis tarcia stosowany jest
w problemach kontaktowych oraz wytrzymatlo$ci polaczen tarciowych i ukladéw warstwo-
wych przy quasi-statycznej zmianie obciaZenia, np.: [S]. Do nielicznych naleza prace
bedace préba znalezienia, w oparciu o zalozenla Coulomba, wygodnego dla dynamlkl
opisu tarcia [6, 7].

Celem niniejszej pracy jest sformulowanie opisu sily tarcia w postaci tensora uwzglgd-
niajgcego zloZone wlasno$ci powierzchni tracych sie. :

2. Zagadnienia tarcia suchego

* Tarciem suchym suwnym nazywa si¢ caloksztalt zjawisk wystgpujacych migdzy styka-
jacymi si¢, niesmarowanymi powierzchniami cial stalych, spowodowanych dziataniem sity
normalnej dociskajacej te ciala i sily stycznej przemieszczajacej lub usitujacej je prze-
miesci¢ [8]. Zazwyczaj przy omawianiu tarcia przedstawia si¢ dwa jego mechanizmy:
tarcie statyczne i tarcie kinetyczne.

W niniejszej. pracy rozwaza sig przypadek poruszajacych sig wzgledem siebie cial
znajdujacych w styku. Przyjmuje si¢, Ze na powierzchni styku obowiazuja prawa tarcia
kinetycznego. Wzgledne przemieszczenie cial nazywa si¢ poélizgiem.

Sita wzajemnego docisku cial i predkos§é poslizgu sa tzw. parametrami tarcia, bowiem
stanowia one bezpo$rednia przyczyn¢ omawianego zjawiska i wpltywaja na jego charakter.

* Praca wykonana w ramach planu badarn MR 1/26, temat 09,3,



518 A. ZMITROWICZ

Dotychczas zdaniem autora nie opracowano ogolnej teorii, ktéra okre§lataby jednoznacznie
wspdlczynniki tarcia lub sile tarcia w zaleznoéci od whasnoéci ciat i parametréw tarcia.
Podstawowa trudno$¢ tkwi w duZej liczbie czynnikédw wplywajacych w sposéb istotny
na przebieg zjawiska tarcia [8]. W pracy przyjg¢to, Ze sita tarcia okre§lona jest znanym
wzorem Amontonsa i Coulomba. Staty w czasie wspolczynnik tarcia u zalezy od materiatu
tracych sig cial i konfiguracji powierzchni styku.

Zwykle zaklada sig, Ze chropowato$¢ powierzchni styku tracych sig ciat jest jednorodna
i izotropowa.

Huger [9] zauwazyt, ze wspolczynnik tarcia podluznego moze by¢ rézny od wspol-
czynnika tarcia poprzecznego na skutek np.: rodzaju obrébki (struganie, toczenie) lub
struktury walcowniczej cial. MoZzemy moéwié¢ zatem o chropowato$ci ortotropowej i anizo-
tropowe;j.

3. Model tarcia ortotropowego Hubera

Tarcie odpowiadajace chropowato$ci ortotropowej nazywamy tarciem ortotropowym,
Kierunek sily tarcia w tym przypadku jest przeciwny kierunkowi poélizgu przy ruchu
w kierunkach ortotropii. Je§li po$lizg nastepuje w innych kierunkach, kierunek sily tarcia
nie pokrywa si¢ z nimi. Méwimy wtedy, Ze sifa tarcia zbacza z kierunku predkoéci poslizgu.

Niech osie x, y uktadu Oxy pokrywaja si¢ z gléwnymi kierunkami ortotropii na pta-
szczyZnie styku. Niech u, i u, sa wspolczynnikami tarcia wzdluz osi x i y, natomiast
e wspolczynnikiem odpowiadajacym poSlizgowi w kierunku tworzacym kat o« z osig x.
HuBer w [9] przyjal, ze

3.n Mo = pCOSZ 00+ p,sina.

Postulujac zaleznoéé (3.1) Huber wzorowal si¢ na zaleznoéci migdzy napreZzeniami normal-
nymi w plaskim stanie napreZenia

3.2 O, = 0;Cos 0+, sin’a,

gdzie o,, o, i 0, sa naprgzeniami normalnymi na bokach tréjkatnego elementu wycigtego
z napietej plaszczyzny. Kat, o ktéry musi zbacza¢ kierunek sity tarcia od kierunku poSlizgu
przy « € (0, 7t/2), oznacza si¢ przez 8. Wyznaczajac kat 8 HUBER wykorzystal analogi¢
z katem, o ktéry zbacza napreZenie catkowite p, okre§lone wzorem

(3.3) Pa = V02412,
od kierunku naprezenia normalnego o, w plaskim stanie napre¢zenia. Tangens tego kata

wynosi

. - %(o‘x—o‘,,)sinZa
3.4) tgf = — =

1 1 )
5 (ox+0y)+ 5 (0x—0,)cos20
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Zgodnie z powyzszymi zaloZeniami skladowe T i T, sily tarcia dane sa wyraZeniami

HycosZo+p,sin? o
V (uicosa)? + (u, sin o)

. cos? o+ u,sin?a .
(3.6) T, = pyNsin{fa—pf) = By £1s = L2 == U2 Nsina.
V (pycosa)? + (u,sino)

(3.5) T, = pgNcos(a—f) = uyiNcosua,

Z wzoréw (3.5) i (3.6) nie mozna wydzieli¢ czesci zaleznej tylko od funkcji kata o
charakteryzujacego kierunek poélizgu na powierzchni styku.

4. Tensor tarcia suwnego i jego wlasnosci

Wezmy dwie dwuwymiarowe przestrzenie wektorowe &, i &,. Przyjmijmy w &, orto-
normalng baze wersoréw k; (i =1,2) a w (;5"2 dowolna‘l bazzc wersoréw e (jl= 1, 2).
Niech przestrzei tensorowa 7, = é"2®<2$”2 bedzie produktem tensorowym przestrzeni
f€°2 i &,. Kazdy element tej przestrzer:i jest Jiniowa kombinacja polibaz k;® e;. Moze byé
wiec zapisany w postaci
“.n Q = 0'k,® e;.

Niech & bedzie liniowym odwzorowaniem przestrzeni tensorowej J , = &, W prze-
2 2

strzen tensorowa J ; = §,. Wdéwczas
1 i

1
4.2) \/ /\ #@ = Qa,

QeT,aeT,
2

gdzie &/(a) e 7, [10].
1 .
Niech elementami przestrzeni &, beda kontrawariantne wektory t tarcia odpowiada-
1
jace jednostkowemu dociskowi, a elementami przestrzeni £, beda dowolne kontrawa-
2

riantne wersory v wektora predkosci poslizgu.
Definicja: Nieosobliwy tensor Q nazywamy tensorem tarcia, jezeli Q nasuniety lewo-
stronnie na wersor v wektora predkosci poSlizgu jest wektorem przeciwnym do wektora
sity tarcia Coulomba t przy jednostkowym docisku, tzn.

4.3) t = —Qv.
Wektor sity tarcia przy dowolnym docisku N okresla zalezno$¢
(4.4) T = Nt.
W przypadku tarcia ortotropowego przyjgto nieortogonalny uklad wspotrzednych

Oé&n na plaszczyznie styku. Katy y, e, €, orientuja uklad O&n wzgledem prostokatnego
ukladu Oxy, rys. 1. Kierunek poélizgu okreslaja o, i o,. Zalozono, Ze rozkiad sil tarcia
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w uko$nokatnym ukladzie wspélrzednych jest taki jak rozklad naprezen na bokach tréi.
katnego elementu w plaskim stanie napreZenia. Element taki wraz z orientacjg wzgledem
uktadu wspdirzednych i kierunku polizgu pokazano na rys. 1. Przyjeto, Ze napreZenia
P. na boku ds rozkladaja si¢ na naprezenia réwnoleglte do linii £ i  na bokach ds; i ds,.

Ly

Rys.~1. Analogia tarcia ortotropowego z plaskim
stanem naprezenia . 3

NapreZenia p, okre$la wzér (3.3), w ktérym

1 .
4.5 Oy = prive (o¢cos? d, + 0y, sin? 5y);
(4.6) Ty = 3111 (0,c0s0,5in 6, — 0, cos §;, sin 0,).

gdzie, 6, = o,—e, i 6, = nw/2—a,+¢,.

Niech u; i u, sa wspo}czynmkaml tarcia wzdtuz osi é i #, a y, jest wspolczynmklem
tarcia przy poélizgu w kierunku nachylonym do osi x pod katem «, i przez zalozona ana-
logie z p, okreélonym wzorem

4.7 P = c0s? 0 + 2 5in? 0,)% + (12 €08 9, 5in &, — 2 €08 6, 8in J,)%.

Kat zboczenia Kierunku tarcia od kierunku péélizgu przy a € (0, ©/2) okre§la wzdr

0,08 0, 510 J, — 0 COS 0 Sin Oy
0¢c0526 +0,sin? §,

(4.8) tgf =

]

gd21e za <r¢ i a,, nalezy podstawic odpow1edmo My i, Zgodnle z przyjetymi zalozemaml
otrzymano nastgpujace wzory na sktadowe sity tarc1a w ukladzie Oxy

(49) T'= —N(u,cose.dsy+p,sing,dsy) =

N .
= _siny [,ulcosexcos(ax—ex)+,uzsmeycos(ay—ey)]z

(4.10)  T? = —N{u,sing dsy+ p,cose,dsy) =

N . .
= - siny [,ulsmexcos(ax—ex)+,u2cose,cps(a,,—ey)]._
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W .powyZszych zwiazkach wykorzystano nastepujace zaleZzno$ci:

sind, . oS 0,
4.11) dsy = iny_ 1 ds,= siny

Latwo zauwazyé, Zze cos(a,—é,) 1 cos(a,—¢,) sa kosinusami kierunkowymi wektora
predkosci poSlizgu w ukiadzie uko$nokatnym O&#, rys. 2. Kosinusy kierunkowe wektora
predkoéci w ukladzie Oxy okreélaja relacje

V! . y?
(412) COSOly = T————— 1 Costty = ——————,
V(V1)2+(V2)2 | ]/(V‘)2+(V2)2
gdzie V! i V2 sa skladowymi wektora predkosci poélizgu w bazie (k,, k,).
Gy 4
72 B R . i
w, N
92 ’ Xy =& | V’
" ) ; . . I(Z il R _| _ X
Rys, 2.: Wektor predkosci. peslizgu i jego skladowe ki Ay V'kr "

Zgodnie z wyprowadzonymi wzorami reprezentacm tensora tarcia w wybranym
powyzej przypadku tar01a Jest nastQpUcha macierz

41 COSEy UaSineg,

i cos(ex+e,) cos(e;+s,)
@.13) @=@)=| " dne.  ppcoss,
_cos(ec+¢e,) cos(ec+e,)
gdzie
(4.14) Ly 2 €40, +00> i g, 6,0, /2.
Nadto mu51 by¢ spelniony warunek
(4.15) (ext¢,) €40, rc/2)

Utworzony w ten sposob tensor Q oraz ogdlny tensor tarcna maja nastepujace wila-
snosci;

1. Moc sity pochodzacej od czgici antysymetrycznej tensora tarcia jest rowna zeru.

Do wdéd: Reprezentacja macierzowa antysymetrycznej czesci tensora tarcia jest macierz

4 4 0 -4
gdzie
(417) | 4= Q"-0")
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Silg tarcia przy jednostkowym docisku, pochodzaca od cz¢éci antysymetrycznej tensora
tarcia jest

(4.18) t4 = —Qdy,
Wersor v w bazie (e,, ¢;) moze byé przedstawiony nastgpujaco
(4.19) v = [v!, v?]".
Stad, otrzymujemy moc sity ¢4
(4.20) = —VI(Q4Y) = —[o', 27 [0 _A] [vl] —0.
A 0] »?

Sita odpowiadajaca czesSci antysymetrycznej tensora tarcia ma charakter zachowawczy,

2. Szczegélnym przypadkiem tensora tarcia o ortotropii zgodnej z osiami ukladu
Oxy jest tensor tarcia ortotropowego

(4.21) Q=1pk@e+uk@e,,
i tensor tarcia izotropowego
(4.22) Q= uki®e +k,®e;).

Dow6d: W przestrzeni &, wybrano ortonormalna baze wersoréw (e, e,). Elementy
2

reprezentacji tensora tarcia ortotropowego otrzymano wprost z (4.13) zakladajac ¢, =
=¢, =0, u; # pu, # 0. Ponadto przy wyznaczaniu reprezentacji tensora tarcia izotro-
powego z (4.13) przyjeto dodatkowo u; = u, = u.
3. Kazdy tensor tarcia ortotropowego 1 izotropowego jest tensorem symetrycznym.
D o w6 d: Poniewaz w przypadku tensora tarcia ortotropowego i izotropowego

(4.23) Q" = Q,

wiec czeScig symetryczng tensora tarcia jest

(4.24) Qs = %—(Q+QT) - Q.

Cze¢$¢ antysymetryczna tego tensora rowna jest zeru.

4, Kazdy tensor tarcia ortotropowego (4.13) ktdrego elementy reprezentacji utworzono
przy zachowaniu warunkéw (4.14) i (4.15) ma dwie rzeczywiste wartoSci wlasne i dwa
wektory wiasne.

Dowé6d: Wartoéci wlasne tensora tarcia Q okreéla réwnanie

(4.25) det(Q— A1) = 0.

Stad po tatwych przeksztalceniach otrzymuje si¢ dla tensora (4.13) réwnanie kwadratowe
postaci

1 . .
(4.26)  A*cos*(e.+¢,)— Al +pz)cos(e, +e,)— 7 (uy8in2e,+ p,sin2e,)? +

+ (uy cos?e,+pp sin®e,) - (u sin®e, +u, cos?ey) = 0.
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Przy spelnieniu warunkéw (4.14) i (4.15) wyrdznik tego réwnania jest nieujemny
(A = 0), wigc pierwiastki sg liczbami rzeczywistymi.

5. Kazdy tensor tarcia ortotropowego (4.21) ma dwie wartosci wlasne, ktérymi sa
liczby p, i u, oraz dwa wektory wlasne postaci

1 _ 0
4.27) m1=|:0] i m2=[1].

Dowdéd: W przypadku tensora tarcia ortotropowego réwnanie (4.25) sprowadza
si¢ do postaci

(4.28) (ur—2) (uz—2) = 0.

Pierwiastkami tego rownania sa u, i 4, . Stad juz tatwo okre§li¢ wektory wilasne spelniajace
réwnanie

(4.29) Qm = /m.

6. Kazdy tensor tarcia izotropowego ma warto$¢ wlasna podwdjng réwna wspdlczyn-
nikowi tarcia p, a jego wektorem wilasnym jest dowolny wektor.

Prosty dowdd pominigto.

W przypadku tarcia ortotropowego (4.21), wspdlczynnik tarcia odpowiadajacy
po$lizgowi w kierunku okre§lonym katem o wynika z wzoru (4.7) po podstawieniu
& =¢6=0iy=mn/2

(4.30) pa = V (i cosa)? + (uzsina)? .

W przypadku tarcia izotropowego (4.22) wspolczynnik tarcia g, mozna otrzymaé
z (4.7) po podstawieniu ¢, = ¢, = 0, y = w/2 oraz u, = u, = u. Stad

4.31) Ha = M.

Dla réznych formul matematycznych wspoélczynnika u, (3.1) i (4.30) wynikaja rézne
zaleznoéci na skladowe wektordw sily tarcia, (3.5) (3.6) i (4.9) (4.10). Sposoby wyznaczenia
kata 8 w [9] i niniejszej pracy sg identyczne.

Dla poréwnania uzyskanych wynikéw z praca [9] przeprowadzono obliczenia biedu
wzglednego migdzy formulami matematycznymi u, okre§lonymi wzorami (3.1) i (4.30).
W tym celu utworzono nastgpujaca funkcje bledu

V/ (ecosa)? +sina

4. =
(4.32) Aa, ) #cos?a+sin?a

- —1 s

gdzie pu; = »u,. Wartoéci wspdlczynnikéw tarcia p; i u, nie moga zbytnio rézni¢ sie,
jak réwniez réznica ta z reguly maleje z czasem na skutek np.: docierania si¢ elementéw
maszyn i urzadzen [9]. Poréwnanie warto$ci wspélczynnikéw tarcia podanych w ogdlnie
dostgpnych poradnikach inZzynierskich pozwala oszacowaé zmiennoS$ci ». Przykltadowo
rozwazmy tarcie: a) stali o stal — u;, u, €<0,18; 0,15) stad » € (1,2; 0,83), b) stali o Zeli-
wWo — uy, us €<0,17; 0,11) wige % € {1,55; 0,65), ¢) skory o drewno — py, u, €<0,5; 0,35,
» €{1,67;0,6>.
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_ Maksymalny blad oszacowano przez okreSlenie kresu goérnego funkcji bledu przy
réznych przedzialach zmiennosci wspélczynnika #x, otrzymujac
(4.33) sup  A(a, %) < 0,0612 = 6,129,
a e0; 2>
x€¢0,5; 2>
(4.34) sup  A(a, %) < 0,343 = 34,39,
a €<0; w2y )
»€<0,2;5)
(4.35) sup A(e, %) < 0,7403 = 74,03%;.

aed0; w2y -
x€<0,1; 10>

Wyniki te wskazuja na mala réznicg migdzy przedstawianymi modelami tarcia orto-
tropowego, gdy » € €0,5; 2), co jak wykazano wystarczy dla praktyki inZynierskiej. Mozna
wigc stwierdzi¢, Ze model tarcia HUBERA i prezentowany w niniejszej pracy, okreSlaja
zblizone co do wartoéci sily tarcia gdy wspoiczynniki p, i u, nie réznia sie zbytnio.

Przyjety opis sit tarcia na powierzchni styku nalezy skonfrontowaé z wynikami do§w1ad-
czalnymi. '

5. Przyklad numeryczny

W celu spxawdzema uZyteczno§01 wprowadzonego opisu tarcia wykonano szereg testo-
wych przykladéw numerycznych dla ruchu punktu materla]nego po chropowateJ plaszczyz—
nie opisanego prostym réwnaniem
(5.1) mf = F+T,

gdzie m masa punktu, r wektor polozenia, F sita czynna, T opdr tarcia. Wektory réwnania
(5.1) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci
(52) Ir.= [X,_J’]T, F = [Fx’ Fy]T) T = —NQV‘,
gdzie
. X
cose, sing | | ————=

(53) - [’cosex sinex] [cosax] _ : ]/(x)z;- 0,)2

sine, - cose, [Leosay 1 | gin0 cose, T/_(_)z__ (y)2
: x)*+
Stad wektor sily tarcia mozna przedstawi¢ w postaci
cose sine . X
Ha x Ha > COSé, SIne, — "
54 Te _N cos(ex+¢&,) cos(ec+e,) l/(;V)ZWL(J")Z
G4 T T pasine [42C08 &y . ‘ ¥

sing; cosg, I/W :
Réwnanie ruchu rozwiazano metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Na rys. 3 przedstawiono wyniki oblicze numerycznych réwnania (5.1) gdy F = const
i jest nachylona do osi x pod katem 45°, a tarcie ma charakter tarcia ortotropowego (4 =
= 0,12) ortotropowego (u; = 0,17; u, = 0,12) i anizotropowego (e; = ¢, = 15°; u, =
= 0,17; u, = 0,12). Punkt materialny porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym
po prostej. Odlegloéci miedzy punktami przedstawionymi na rys. 3 odpowiadaja jedna-
kowym odstegpom czasu (4t = 0,5 [s]). :

cos(ex+¢&,) cos(ey+¢y)
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larcie (zotropowe
tarcie ortotropowe &=g,~0°
tarcie ortotropowe €€ =15

o

Rys 3. Tor punktu poruszajacego si¢ po chropowatej plaszczyZnie pod dzialaniem stalego wektora sity
nachylonego do osi x pod katem 45°

Na rys. 4, 5.6 podano wyniki rozwigzania rownania ruchu, gdy F = —kr (k — stala),
a charakterystyki tarcia izotropowego (rys. 4), ortotropowego (rys. 5) i ortotropowego
(rys. 6) sa jak w przykladzie poprzednim. Warunki poczatkowe ruchu dobrano tak, aby
torem punktu byl okrag w przypadku braku sit oporu. Po chropowatej plaszczyznie punkt

Rys. 4. Tor punktu poruszajacego si¢ pod wply- Rys. 5. Tor punktu poruszajacego sie pod wply-
wem sily centralnej, po plaszczyznie z tarciem wem sily centralnej, po plaszczyinie z tarciem
izotropowym ~ ortotropowym &, = g, =0°

porusza si¢ ruchem opéinionym i ostatécznie zatrzymuje sie w miejscu wskazanym na
rysunkach. Przedstawione na rysunkach punkty odpowxada_]q Jednakowym odstgpom
czasu (4t = 0,2 [s]). '

.- Przeprowadzone eksperymenty numeryczne wykazaly, Ze gdy warto§c1 wspolczynmkow
tarcia na kierunkach gléwnych znacznie réznig si¢; w przykladzie z ¢ = g, = 15°
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ponad 3 razy (rys. 6), punkt dazy do poruszania si¢ po torze o kierunku prawie pokrywa-
jacym si¢ z kierunkiem najmniejszego tarcia. Po wykonaniu kilku gasnacych wahnieé
na tym torze, ostatecznie zatrzymuje sie.

A

Rys. 6. Tor punktu poruszajacego si¢ pod wplywem
sity centralnej, po plaszczyinie z tarciem ortotro-
powym & = &, = 15°
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Peswme
TEH30P TPEHUS KYJIOMEBA

B pabore mano onpepgenenne teHsopa TpeHus. CoBMellleHHE 9TOTO TEH30Pa € €SMHHUYHBLIM BEKTOPOM
CKOPOCTH CKOJILYKEHHsI J1aeT BEKTOP, OPOTHBONOJIOKHBIA BEKTOPY CHIbI TPEHUS Ha IOBEPXHOCTH KOH-
TaKTa TBepAbIX Tea. IlpuBefeHbl CBOMCTBA TEH30pa TpeHUs U ero ocobennoctu. Paspaboraniasi maTema-
THUYECKAA MOJEJIb TPEHHUS CPAaBHUBAeTCs ¢ Moxensio I'veepa [9].

IIpuBeneHb! pacueTh! I TOUKH, ABHMKYILIEHCA IO IUEPOXOBATOH ILTOCKOCTH NOJ AEiCTBHEM IIO-
CTOAHHOMH HIIM 3aBHUCAILUCH OT IOJIOMEHUS TOUKH CHJIBI.
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Summary

TENSOR OF COULOMB FRICTION

The paper presents a definition of a friction tensor. If that tensor is composed with a versor of a slip
speed vector, then vector will be obtained which is reverse to the vector of friction force on the contact
surface of solid bodies. The properties of the friction tensor and its particular cases are given. The presented
model is compared with the model of Huber [9].

An examplary calculation of a motion of a point on a rough surface with exciting force either constant
or position — dependent was made.

INSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH PAN
GDANSK-WRZESZCZ

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 4 marca 1977 r.
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1 STOSOWANA
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WYTRZYMALOSC STALOWYCH PRETOW Z KARBEM PRZY ROZCIAGANIU
W PODWYZSZONYCH TEMPERATURACH

KaroL TURSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Teoretyczne rozwigzanie uzyskane w ramach teorii ciata sztywno idealnie plastycznego
dla rozciaganego preta z karbem weryfikowano w normalnych i obnizonych tempera-
turach dla réznych materialdéw [1, 2]. Badania te mozemy podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza
grupe tworza do$wiadczenia prowadzone w takich warunkach, Ze przy rozciaganiu glad-
kiej prébki wystgpuje wyrazna granica plastycznosci. Do drugiej grupy naleza badania,
w ktorych nie bylo widocznego momentu uplastycznienia materialu. Podobiefistwo cech
krzywych umocnienia w kazdej z grup umozliwialo wybranie okreSlonej definicji granicy
plastyczno$ci waZnej w odniesieniu do danej grupy badan.

Celem niniejszej pracy bylo okreslenie wplywu temperatur od 20 do 700°C na zacho-
wanie si¢ rozcigganych osiowo-symetrycznych pretéw stalowych z karbami. W tym zakresie
temperatur zmienia si¢ typ krzywej umocnienia probki gladkiej, przy 20°C wystepuje
przystanek plastycznosci, natomiast po odpowiednim nagrzaniu prébki, jak wiadomo,
nie ma tego zjawiska. Aby poréwnywaé napreZenia uplastyczniajace prébki rozciagane
w réznych temperaturach wprowadzono nowa definicje umownej granicy plastycznoéci.
Przyjmowano, Ze uplastycznienie nastepuje, gdy praca dysypowana jest réwna pewnej
ustalonej czeéci catkowitej pracy dysypowanej liczonej do momentu osiggnigcia maksymal-
nej sity.

2. Technika do$wiadczalna

Badania przeprowadzono na uniwersalnej maszynie wytrzymato§ciowej ZD-100 z pie-
cem rurowym. Probki wstawiano do nagrzanego pieca, w ktorym przebywaly przed roz-
cigganiem 20 do 25 minut w celu wyréwnania rozkladu temperatury. Temperatur¢ mierzono
termopara Pt-Rh-Pt, ktéra mocowano do prébki. -

Z kazdej proby otrzymywano wykres sity w funkeji przemieszczenia trawers maszyny.
Dzigki malym luzom calego ukladu, poczatkowy nieliniowy odcinek wykresu byl nie-
wielki w poréwnaniu do zakresu sprezystego i mozna bylo, droga ekstrapolacji odcinka
liniowego, znalezé punkt, od ktérego liczono wydluzenia prébki. Po rozerwaniu probki
dokladnie skiadano dwie jej czgsci i w mlC_]SCll pekniecia mierzono $rednicg za pomocy
suwmiarki o doktadno$ci 0,05 mm.

Do badan uzyto stal stopowa LH-15 oraz stal 4. Prébki, toczone z preta, mialy gwinto-
wane korice stuzgce do mocowania w uchwytach zrywarki. Calkowita dlugo$é prébki

9 Mechanika Teoretyczna 4
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wynosita 160 mm, dlugo$é czesci roboczej — 110 mm. Wymiary czgéci pomiarowej probki
podane sa na wykresie z wynikami do$wiadczen.

W pierwszej serii zbadano prébki gladkie w rdéznych temperaturach. Druga
seri¢ probek wykonano z karbem katowym o stosunku $rednicy preta 2 C do §red-
nicy dna karbu 2 R wynoszacym okoto 2,2 i kacie rozwarcia karbu 71°. Zgodnie
z rozwigzaniami teoretycznymi opartymi na modelu ciala sztywno idealnie plastycznego
no$no$¢ preta o kacie rozwarcia karbu 71° osiaga maksimum, gdy C/R = 2,2. Ta seria
probek stuzyta do zbadania wplywu temperatury od 20 do 700°C na uplastycznienie
i wytrzymato$¢ preta z karbem. Zagadnienie jest interesujace z tego powodu, Ze przy
temperaturze pokojowej karb peka w sposdb kruchy, natomiast w temperaturach wysokich
pekniecie poprzedzone jest znacznymi odksztalceniami plastycznymi.

Dla zweryfikowania niektérych rezultatéw otizymanych w badaniach stali £H-15
powtérzono badania probek z karbem wykonujac je ze stali 4.

3. Wyniki do$wiadczen

Badania rozciggania prébek ze stali LH-15 wykonano w temperaturach 20, 300, 400,
500, 600, 700°C.Y> Na rys. 1 pokazano wyniki badan probek gladkich, na rys. 2 podano
wykresy dla prébek z karbem. Wielko§¢ naprezenia okre§lano dzielac sile odpowiadajaca
danemu wydtuzeniu przez poczatkowy najmniejszy przekrdj probki. Strzalka oznaczono
koniec proporcjonalnego wydtuZenia, a za pomoca malego kotka zaznaczono punkt
odpowiadajacy maksymalnej sile.

o
kG6/mm?
w ! ] +=300°C

1=600°C

1=700°C

! ! | ] i al
i5 13 20 22 2 2 [mm]

Rys. 1

1 H. Krasowski, Badanie zachowania sie metalu przy rozciaganiu w réznych temperaturach, praca
dypl., Polit. Swietokrzyska, Kielce 1976.
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Dla temperatury 20 i 300°C (rys. 1) przy badaniu gladkich prébek widaé wyraznie
granice plastycznoéci. Na pozostalych wykresach nastgpuje ptynne przejécie od zakresu
sprezystego do plastycznego.

Prébki z karbem zachowywaly si¢ odmiennie od prébek gladkich przy badaniu w tej
samej temperaturze. Przy rozciagganiu w temperaturze 20°C prébka z karbem (rys. 2)
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Rys. 2

pekla w zakresie sprezystych wydtuzen. Prébki rozciagane w temperaturze 300, 400, 500°C
pekly w tym zakresie naprezen, gdzie wystgpowalo mate odchylenie od prostoliniowego
wykresu. Jednakze w tych czterech przypadkach prébki pekly w sposéb kruchy. Probki
rozciggane w temperaturze 600 oraz 700°C zrywaly si¢ w sposéb ciagliwy.

Wplyw temperatury powoduje taka zmiang przebiegu wykresow o(4l) (rys. 1 i 2),
ze 7adna ze znanych metod okrelenia naprezenia uplastyczniajacego nie moze byé przyjeta
réwnocze$nie do wszystkich podanych krzywych. Dlatego wprowadzono nowa definicje
granicy plastycznoéci. Przyjeto, ze uplastyeznienie nastepuje przy naprezeniu odpowiada-

[*1d
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jacemu stalej czgsci calkowitej mocy dysypowanej do momentu osiagnigcia maksymalne;j
sily.
WyrazZenie

Aly(e

mll)

3.1) w= [ odal),

0
(A1, — plastyczna cz¢§¢ wydluzenia) oznacza pracg na jednostke przekroju prébki zuzyta
na plastyczng deformacje materiatu do momentu osiagnigcia maksymalnej sity. Warto§ci
Al, okre$lano prowadzac z dowolnego punktu na wykresie o(4/) prosta rownolegia do
poczatkowego liniowego odcinka wykresu.

Aby znaleZ¢ warto§¢ napr¢Zenia uplastyczniajacego dany odksztalcany element, wpro-

wadzamy wyraZenie

Alp(ap)
(3.2) W,= [ oddl),

0

oznaczajace prac¢ wykonana na plastyczng deformacj¢ do wydhuzenia A/, okreSlonego
w ten sposéb, Ze niezaleznie od przebiegu wykresu o(Al) wspdlczynnik

(3.3) ay = W,|W

zachowuje stalg warto$¢.

Warto§¢ wspétczynnika a, wybrano tak, aby dla wykresu 1 (rys. 1) granica plastycznoSci
lezala na przystanku plastyczno$ci. W danym przypadku wybrano a, = 0,05. Na rys. 3
pokazano zmiang naprezenia uplastyczniajacego w funkcji temperatury badania (linie
ciagle) oraz przebieg maksymalnego napreZenia (linie przerywane) dla prébek gladkich
I prébek z karbem.
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W przypadku rozciggania prébek gladkich w wybranych tu temperaturach, najwieksza
wytrzymalo$¢ materiatu zmierzono przy 300°C (punkty +). W miar¢ wzrostu temperatury
powyzej 300°C wytrzymalo$¢ prébki stopniowo zmniejsza sie. Odpowiednio do wytrzy-
malo$ci zmienia si¢ réwniez granica plastyczno$ci (punkty biale).

Dla prébki z karbem rozciaganej w temperaturze 20°C wykres byl prostoliniowy az
do zerwania, wobec czego napreZenie uplastyczniajace, wedlug przyjetej definicji, réwne
jest naprezeniu maksymalnemu. W temperaturze 300°C nast¢puje zmniejszenie wytrzy-
maloéci probki z karbem w poréwnaniu z badaniami przy 20 i 400°C (linia przerywana,
punkty +). Natomiast napr¢zenie uplastyczniajace stopniowo spada ze wzrostem tempera-
tury (linia ciagla, punkty czarne). Probki z karbem rozciggane w temperaturze od 20 do
500°C pgkly zanim wykres o(4/) osiagnal ekstremum. Rozcigganie takich samych prébek
w temperaturze 600 i 700°C wywolywalo zerwanie przy silach mniejszych od sity maksy-
malnej.

Punkty doswiadczalne f
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Rys. 4

" Narys. 4 pokazano, jak temperatura zmienia umocnienie wywolane przez karb. Wykres
oznaczony linia. ciagla obliczono wedlug wzoru

(34) fp = dk/dg’

gdzie 0, i 0, oznaczaja granice plastyczno$ci odpowiednio prébki z karbem i prébki glad-
kiej (rys. 3).
Punkty do§wiadczalne potaczone linia przerywana obliczono wedtug wzoru

(3'5) fm = —&k/ag,

gdzie o, i ¢, oznaczaja maksymalne napreZenie podane na rys. 3.

Teoretyczna wlasno§¢ wspélczynnika f = 2,06 wyznaczono dla karbu o stosunku
C/R = 0,057 z odpowiedniego wykresu [2].

Wartoéci wspdlczynnika obliczonego dla nowej definicji granicy plastycznosci (3.4)
poréwnano z warto§ciami wsp6lczynnika wyznaczonymi dla tradycyjnej definicji uplastycz-
nienia [1]. Uplastycznienie wiaze si¢ tu z punktem, przy ktérym tangens kata pochylenia
stycznej do wykresu o(4l) réwny jest dwum trzecim tangensa kata pochylenia poczatko-
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wego prostoliniowego odcinka wykresu. Oznaczajac przez oy oraz oy, odpowiednio na-
prezenie uplastyczniajace prébke gtadka i probke z karbem otrzymamy
(3.6) S = 04/04.

Rozwiazanie teoretyczne pomijajace wplyw temperatury przewiduje stala wartodé
wspolczynnika umocnienia niezaleznie od temperatury badania. Natomiast wyniki do-
$wiadczen pokazuja, Ze wspdlczynnik f zmienia si¢ w funkcji temperatury. W przypadku
wspolczynnika f obliczonego wedlug wzoru (3.4), jego wartosci réznig si¢ od wartodci
teoretycznej od +12% do —14%,. Najwicksze odchylenie od rozwigzania teoretycznego
ma miejsce przy temperaturze 600°C, przy ktorej stal LH-15 posiada dobre wiasnosci
plastyczne.

Wartosci wspdlczynnika f,, obliczone wedlug wzoru (3.5) sa znacznie mniejsze od
teoretycznej wielkosci f. Najmniejsza warto$¢ tego wspdlczynnika odpowiada tempera-
turze 300°C, przy ktérej otrzymano najwigksza wytrzymalo$¢ i wydtuzenie w momencie
osiagnigcia maksymalnej sity dla probki gladkiej (rys. 3). Wzrost temperatury powyZej
300°C wywoluje wzrost wspdlczynnika f,, obliczonego ze wzoru (3.5).

Na rys. 4 naniesiono réwniez punkty do§wiadczalne wyznaczone wedtug wzoru (3.6)
dla trzech temperatur, przy ktérych mozna bylo wyznaczyé takie wielkosci. Zasadnicze
wnioski omdwione poprzednio, to znaczy, ze wspélczynnik f zmienia si¢ w funkcji tem-
peratury i rézni si¢ od wspéiczynnika teoretycznego, pozostaja wazne rOwniez przy tej
tradycyjnej definicji napr¢Zenia uplastyczniajacego. ‘

Na rys. 5 linig przerywang pokazano wykres teoretyczny zmiany naprgZenia uplastycz-
niajgcego probke z karbem przy rozcigganiu w réznych temperaturach. Wykres otrzymano
mnoZac odpowiednie rz¢gdne wykresu dla probek gladkich (rys. 3, punkty biale) przez
teoretyczny wspdlczynnik umocnienia f = 2,06. PoloZenie punktéw; eksperymentalnych
wskazuje, Ze rozwiazanie teoretyczne dobrze opisuje wyniki do§wiadczefi w podwyZszonych
temperaturach.
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Na rys. 6 pokazano zalezno$¢ pomiedzy maksymalnym naprezeniem umownym (odpo-
wiadajacym najwiekszej sile) i wzglednym zmniejszeniem przekroju probki w momencie
zerwania. Przy punktach do$wiadczalnych podano temperature badania. Linie proste
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120 —
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Rys. 6

dobrane metoda minimum kwadratu bledu dobrze opisuja wyniki do§wiadczen w zakresie
temperatur stosowanych w tej pracy. Rysunek 6a zawiera dane z badan prébek ze stali
T.H-15. Na rys. 6b pokazano wyniki dla podobnych wymiarowo probek ze stali weglowej 4.

4. Whnioski

Przy rozcigganiu prébek gladkich ze stali £H-15 osiggnely one najwigksza wytrzy-
maleéé i wydluzenie w punkcie ekstremalnym w temperaturze 300°C. Probki z karbem
rozciagane w temperaturze 300°C byly slabsze niz probki badane w temperaturze 20
oraz 400°C.

Naprezenie uplastyczniajace probki z karbem zmniejsza sie ze wzrostem temperatury
w zakresie od 20 do 700°C, podczas gdy dla prébek gladkich najwyzsza granicg plastycz-
noéci zmierzono przy 300°C.

NapreZenie uplastyczniajace preta z karbem mozna opisaé za pomoca wspoélczynnika
obliczonego przy zaloZeniach teorii ciata sztywno idealnie plastycznego.

Doswiadczalnie stwierdzono, Ze istnieje liniowa zalezno$¢ miedzy maksymalng no$noscia
preta z karbem i redukcja jego przekroju przy zerwaniu w réznych temperaturach.
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Pearome

BLICOKOTEMITEPATYPHOE COIIPOTUBJIEHUE CTAJIBHLIX CTEPXCHEHN
C KOJIBLIEBOIM BEBITOUKOIL

B paGore npencrapieno MccieXoBaHHE BIMAHUA TeMNepaTypnl B muanadone ot 20°C o 700°C
Ha TIpelesl TeKyuecTH CTepykHeH ¢ V-obpasnoil BbITourod. Iist cpaBHEHHSI HANPAYKEHHs] TEKYUECTH
B Pa3HBLIX TemIepatypax IIPHBOAMTCA HOBOE OIPENESIEHHE Npeaeja TEKYUEeCTH. Teuenne HacTtynacr,
Koraa paboTa, 3aTPaueHHAsA HA IJIACTHUECKYIO AeOpMAaLMIO, NOCTHTAET ONpeReSIeHHON UYacTH MOJIHOM
paboThl, MOACUMTLIBAEMON [0 TOUKM MAKCHMMYMa CHJIBI.

Summary

STRENGTH OF STEEL NOTCHED RODS IN TENSION
AT HIGH TEMPERATURES

The paper deals with the influence of temperature between 20 to 700°C on the behaviour of axially-
symmetric rods subject to tension. To compare the yield conditions of rods stretched at different tempera-
tures, a new definition of the yield point is introduced. It is assumed that yielding develops when the work
dissipated equals a definite fraction of the total plastic work measured up to moment of the force reaching
its maximum,
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STATECZNOSC POWLOKI CYLINDRYCZNEJ Z OBWODOWYM ZALOMEM
PRZY SCISKANIU OSIOWYM

STANISLAW L UKASIEWICZ, JERZY TUMILOWICZ (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Celem pracy jest zbadanie na drodze teoretycznej wplywu osiowo-symetrycznego
zalomu (rys. 1) na stateczno$¢ $ciskanej powloki walcowej. Tego rodzaju nieciaglo$¢ stycz-
nej do potudnika moze powstaé przy spawaniu dwdch odcinkSw rur, jeZeli nastapi przy
tym tzw. wciagniecie szwu. Zalom ma zwykle niewielka gleboko§C i charakteryzuje si¢
matym katem migdzy stycznymi do potudnika po obu jego stronach. Nawet w poblizu
zalomu powierzchnia §rodkowa mato rézni sie od powierzchni walcowej.

L/2

L/2

Rys. 1

Badania stateczno$ci powloki walcowej z wstgpnymi niedoskonato$ciami ksztaltu
prowadzono juz od dawna (niektére rozwigzania przedstawione sa w monografii [1]).
Jednak autorom pracy nie znane sg w literaturze §wiatowej opracowania dotyczace wplywu
na stateczno$¢ nieciaglodci stycznej do powierzchni. Prawdopodobnie przedstawione tu
zagadnienie nie bylo dotychczas badane teoretycznie.

W pracy przyjeto, ze powltoka jest cienka, izotropowa i ma stalg grubo$¢é. Zagadnienie
rozwiazano korzystajac z réwnan technicznej teorii powlok DONNELLA-WLASOWA. W przy-
padku powloki walcowej ze wstgpnymi niedoskonaloéciami ksztaltu maja one nastg¢pujaca
postaé¢ (rys. 1)

D 1 0*®
1 1 1 &*w



538 S. Lukasicwicz, J. TumMiLowicz

2

gdzie w jest ugieciem powloki (dodatnim do wngtrza), @ — funkcja naprezen, oy, = %;23,
_ 0P _ 2P _ 7}3},3

» T T T T axay 12(1=2)

powloki, » — liczba Poissona, h— grubodcia powloki, R — promieniem walca A =

92 9?2 . *w 0*@ 0w 92D o’w 92D

—- Laplace’ D) = -~

Ox? + oy? operator Laplace'a, L(w, %) ax? 9y? + oy* 0x? Oxdy 0xdy
Jjest nieliniowym operatorem rézniczkowym.

Ksztalt powtoki zostat okre$lony przez ugigcie wstgpne wy, ktére przyjgto w postaci

E — modulem sprezystosci materiatu

Wo = foek(x—zi), x <%,
(3)

Wo :foe_k(x—-zi), x?é,

gdzie f, jest glgbokoscia, zalomu, «, oznacza kat zalomu pokazany na rys. 1, okre§lony

dwo

przez tga, = = kfo, L — dhugoé¢ powloki.

ox x=LJ2

Stosujac réwnania (1) i (2) przyjeto, ze wspdlczynniki pierwszej formy kwadratowej
powierzchni $rodkowej badanej powloki sa stale w calym obszarze i réwne jednosci.
Postawione zagadnienie rozwigzano metoda Ritza.

Przed podjgciem rozwigzania wykonano do$wiadczenie, ktérego celem bylo stwierdzenie
w jakim stopniu istnienie zalomu w powloce wplywa na ksztalt pofalowania. Préby prze-
prowadzono na modelach powlok wykonanych z kartonu o wymiarach: R = 70 mm,
L = 325 mm, & = 0,3 mm. Zalom miat gleboko$¢ okolo I mm i kat okoto 20°. Po obcig-
Zeniu modeli okazalo sig, ze istnienie zalomu nie wplywa zasadniczo na forme¢ odksztalcen
i tylko zmniejsza liczbe fal obwodowych, np. z 6 do 4. Pofalowanie bylo symetryczne
wzgledem plaszczyzn zatomu. Przeprowadzone do$wiadczenia mialy charakter jedynie
jakoéciowy i obcigZeni krytycznych nie zmierzono. Biorgc pod uwage wyniki do§wiadczen
postanowiono przyja¢ ugigcie w postaci funkcji stosowanych przy badaniu statecznodci
walcowej doskonalej oraz powlok zblizonych ksztaltem do walca [2].

Istnienie zalomu w powloce powoduje wystgpowanie silnego zginania w jego sa-
siedztwie po obciaZeniu powloki. W rozwigzaniu mozna rozpatrzyé tylko jedna poléwke
powloki. Podstawowy stan napreZen blonowych w powloce o malym kacie zalomu moze
by¢ zastapiony przez stan naprezen identyczny jak w powloce bez zalomu i pewne dodatko-
we obcigZenie poprzeczne 1/2¢g. Wielko§¢ tego obcigzenia wynika z réwnowagi zalomu
(rys. 2) :

(C) N ' g = —20,, hsinag.

_ L
7

Przed rozwiazaniem zagadnienia nieliniowego okre$lono sity krytyczne na podstawie
zlinearyzowanego réwnania (2). Ugiecie przyjeto w postaci:

mmx

®) .w = fisin i3

sin "2 +pwi(x, )+,
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gdzie m — liczba poéifal na tworzacej, nieparzysta — odksztalcenie symetryczne wzgledem
zalomu, n — liczba fal obwodowych.

Skiadnik p « w;(x, y) reprezentuje stan zgigciowy istniejacy przed wyboczeniem (rys. 2).
Jego wartoé¢ obliczono analizujac ugigcie powloki walcowej poddanej dzialaniu obcigZenia
g w polowie dtugosci. Funkcja w spelnia warunki brzegowe swobodnego podparcia. Przy

i
by

Rys. 2

obliczaniu sit blonowych uwzgledniono réwniez sktadowa pochodzaca od stanu zgigcio-
wego przed pofalowaniem. Pelna energia potencjalna byla minimalizowana ze wzgledu
na parametr f,. Okazalo sig, Zze sktadniki uwzgledniajace stan zgigciowy przed pofalowa-
niem nie mialy wptywu na wartoéci sit krytycznych. W dalszych obliczeniach, opartych
na réwnaniach nieliniowych zrezygnowano ze skladnika reprezentujacego podstawowy
stan zgigciowy w przewidywanej postaci odksztalcenia.

Zalezno$é gérnej sity krytycznej od kata zatomu o, uzyskana na podstawie rozwigzania
zagadnienia w ujeciu liniowym byla bardzo podobna do zalezno$ci otrzymanej z réwnaf
nieliniowych i nie bedzie tu przedstaWiona‘. '

2. Rozwigzanie zagadnienia

Do badania statecznoéci powloki w ujeciu nieliniowym przijtb nastepujaca funkcje
ugiecia:

. mmx ., R . o, MAX
(6) w =f1sm—L— sm% + f2sin? I +f3,. -

L : . - :
x < 5 M liczba péifal wzdhuz tworzacej walca, n — liczba fal na obwodzie.

Spelnia ona warunki brzegu swobodnie podpartego.
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Je§li m jest liczba nieparzysta mozna przyjaé, ze druga polowa powloki odksztalca
sig¢ w sposdb opisany identyczng funkcja; odksztalcenia beda symetryczne wzglgdem za-
tomu. W przypadku m parzystego, gdy rozpatrywana czg¢§é powltoki odksztalca si¢ w sposdb
okre§lony przez (6) a deformacj¢ drugiej polowy opisuje wzdr

mnx mnx

@) w = — fisin a

sin% + f,sin? + /3,
w jest ciagle wraz z pochodnymi na calej powloce, a pelna energia potencjalna drugiej
powloki jest opisana identycznym wzorem jak pierwszej. Jednocze$nie z rozpatrywana
czgscig odksztalcaé si¢ bgdzie pozostala czgé¢ powloki. Mamy wtedy wyboczenie o postaci
niesymetrycznej wzgledem plaszczyzny zalomu.

Odpowiadajacy przyjetym odksztalceniom rozklad naprezen blonowych zostat obli-
czony z réwnania ciagloéci odksztalcen dla powloki cylindrycznej:

1 1 *w
® E "R ox*°

AAD = — %L(w, w)

2 2
Réwnanie to rézni si¢ od (2) brakiem po prawej stronie skladnika % ZT?

Przy malej krzywiznie potudnika w okolicy zalomu (maly kat oy — rzedu paru stopni
oraz niezbyt male f,) pominigty wyraz jest duzo mniejszy od skladnikéw prawej strony
réwnania (8). W przypadku odksztalcenia osiowo-symetrycznego réwnania (2) i (8) sa
identyczne.

Z powodu powyiszego uproszczenia w rozwiazaniu nie wystepuje w sposéb jawny
parametr zalomu f;, a efekt zalomu jest scharakteryzowany jedynie przez kat zalomu o,.
Po wstawieniu zatoZzonego ugiecia (6) do réwnania (8) i scalkowaniu otrzymuje si¢ funkcje
napreZen:

© BJE = f7 r2n? ( 1 2ny 1 2rx)

2 \T6n% ““ R T 167 R

1 L 3rx |, ony 1 . rx . ny
2 2 —— —_— — — —— —
+f1for*n [(Sr, " sin R sin R ) sin snn——] =+

2rx  py?

. rx
+fi———=sin R 5>

(r,m) R

r’R . hy R
o sing = fagz cos
mnR

L
Parametr f; ugigcia wyznacza sig z warunku cyklicznoéci przemieszczeni obwodowych v:

gdzie (ar, bn) = [(ar)*+ (bn))?; r =

2zR
(10) —dy =

Pochodna przemieszczenia mozna obliczyé biorac pod uwagg zalezno$¢ migdzy przemie-
szczeniami a odksztalceniem oraz prawo Hooke’a. Otrzymamy

2 2 2
(1) @_1(6@ a@)_l(aw) +%

dy T E\oxr "oy 2\ay
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Poniewaz wyraZenie (11) jest funkcja x oraz y, warunek (10) moze by¢ spetiony tylko
po uérednieniu w kierunku zmiennej x. Otrzymamy

2
Pelna energia potencjalna wynosi
(13) & =U+U,+L,
gdzie energia naprezen btonowych:
Li2 2qR
(14) U, = ZLE f f [(AD?)— (1 +v) L(D, D)]dxdy,
6 ¢
a energia zginania powtoki
LI2 2nR
(15) U, = gf f [(Aw)>— (1 —») L (w, w)]dxdy.
0 9

Praca sil zewnetrznych L sklada si¢ z dwdch czescei:
— pracy L, sit blonowych na zblizeniu koncéw powloki

2rR

(16) Li=h | Acgleoody,
0

gdzie 4 jest potowa zmiany odleglosci migdzy koricami powloki, dodatnia przy skréceniu

“ d i 1 { 82® o2 1{ow\?
u w
1 = — _ e -— — ] .
i 4 ¢ ox . of [E(W vaxz) 2(6x)]dx’

— pracy L, dodatkowego obciazenia ¢ na przemieszczeniu zatomu

2z=R 27R
(8) L=y [ g sdy=bhsingy [ ol i La,
2 x= R |x= - X= =z
0 0
(19) L=L+L,.
Po wprowadzeniu nowych zmiennych bezwymiarowych:
A 2R? r  mmR . PR
20 = —_— = — = — = —
(20) E=¢ e %= P="m

&y =f1/h’ §2=f2/h,
pelna energi¢ potencjalng mozna zapisaé w postaci:
(1) E=E E+EE+EEL+EL+EEp++

. +E¢Ei+EEip+Egé,p+Esp.
Wsp6lczynniki E, ... Es sa niezalezne od D, &,, &,.
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Dla nieparzystych m wyrazaja si¢ wzorami:

_ 1 N
E, =—n*(1+% )—R—,

128
b= %‘”0)4[&91, DR 1)]%’
B = ‘11_6”2[”%]”5‘““"‘”0) [(w Nt @ 1)]%’
By =t Z 48(ﬁ 1)) 411%'(% ﬁ ﬁ sinao (19021)
(22) Es = —%n2[192+25ina0]~§,
Bo= iy O R
E; = ——; (n9)?,
E; = —2%% sin o,
Ey = —; +-4vsin oy %%

W przypadku m parzystego niektore wspolczynniki maja nieco inng postaé:

1, 804
By =—1g" [“’ @, 1)]’

@, 1) 1 R o

— pn4_ el _
(23) E=n-maoy T3 B0
. R R
E8 = 2$IHQOTT. .
Pelng energie potencjalng zminimalizowano ze wzgledu na parametry &, i &,
24) 0¢ 0, 98 = 0.

N 9,

Ze wzoréw (24) otrzymano w przypadku &, # 0 (odksztalcenie nieosiowo-symetryczne)
zalezno$¢ p od &,:
—4E E¢&,+ (B 83+ Eséy + Ey) 2E 6.+ E3)

25 D= —
@) F 2B, (OF, &3+ Eg)— Es(2E, £, + E3)
oraz zalezno$é &, od &, i p:
2E¢&y+2E, £, p+ Egp
26 2 — 652
(26) £ SELE 1 E,

Powy2sze wzory opisujq rodzine krzywych réwnowagi o dwéch parametrach: n oraz ¢
(9 jest zmienng dyskretna, odpowiada calkowitym wartoéciom m i n).
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Krzywe przedstawiono w ukladzie wspétrzednych &—p, gdzie
@n T Ih

jest bezwymiarowym parametrem charakteryzujacym skrécenie powloki. Korzystajac
ze wzoréw (17) i (27), zalozonej postaci ugiecia i obliczonej funkcji naprezein otrzymuje
si¢ wzdr wigzacy p oraz e

A A l 22/1 2 1 2
(28) e—p+8'l9)1 ?(614‘762-

W ramach zalozonego modelu odksztalcenia powloki (6) pozostaje zbadanie przy-
padku, gdy &; = 0. Odksztalcenie jest wtedy osiowo-symetryczne:

29) W= —ljfzcos ————— + =+ /s

Pierwsze z réwnan (24) jest spelnione tozsamo$ciowo, drugie daje zalezno$é

Egp
30 =8
(30) 2 2(Es+E;p)
Dla kazdego m istnieje krzywa osiowo-symetrycznych stanéw réwnowagi, rozpoczy-
najaca si¢ w punkcie p = 0, & = 0, od ktdrej odlaczaja sie linie opisujace odksztaicenia
o réznych liczbach fal na obwodzie powloki (rys. 3).

p 4
121+ — —m=6
111~
101
— m=7
09
08
m=8
a7+
—— m=8
_____m=14
e m=;[37
06 m=
m=11
m=12
| | ] | | \ \ | | | é
05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 5

Rys. 3. Krzywe réwnowagi standw osiowo-symetrycznych przy oo = 2°52°
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3. Wyniki obliczen numerycznych

Obliczenia przeprowadzono dla » = 0,3; A/R = 0,01; L/R = 4. Na rys. 4-7 przed-
stawione sa krzywe stanéw réwnowagi odpowiadajace réznym liczbom fal. Nie pokazano
wykreséw dla n = 1, 2 oraz n > 6 gdyz odpowiadaja one duzym sitom i odksztalceniom
i opisuja nie realizujgce si¢ stany réwnowagi. Z tego samego wzgledu nie przedstawiono
wykreséw dla m > 9.

Krzywe nieosiowo-symetrycznych standw réwnowagi rozpoczynaja si¢ blisko prostej
p = ¢, dalej przy wzroécie £, na ogdl przebiegaja w kierunku zmniejszajacego si¢ p i &,

JoF |
08}

=109’
Q71—

0}
05|~
041~

a3~
=1
02—
n:
35 =3 m=4
n=5 n=4 n=3
| |

m=2

1 f—
o n=4
|

|
0 g1

| | | | |
04 05 06

|
07 08 09 10 11 12 13 14 15

| _ |
02 03

Rys. 4. Krzywe standw réwnowagi przy oo = 1°09’ dla n = 3,4, 5

08 |-
o= 1°09"

07 - n=6

m=2
04—

03—

02

o1

m=3

m4 "5

I N N IS NN A N N M R Y- e
>

o1

| L. ]
Gz 03 QG4 05 48 07 08 09 10 11 12 13 14 15

Rys. 5. Krzywe standw rownowagi przy oo = 1°09’ dla n = 6
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o
-

08}- :
o =252 e

07 /! 4
05| -

0

w
T

04\

02|

! i B R A L

- H | L !
ol /700 02 03 04 05 06 07 08 09 10 41 iz 13 14 15

Rys. 6. Krzywe standw rownowagi przy o = 2°32" dla n = 3,4

>
o
om

a0=2052l s
08)- n=6

I NN N NN S Y -

7 ! | | [ | | | |
0 07 Q2 03 04 05 06 Q7 08 09 10 11 12 13 14 15

Rys. 7. Krzywe stanOw rownowagi przy «, = 2°52  dla n = 6

osiggaja minimum i daza ku rosngcym p i é. Wyjatek stanowia krzywe odpowiadajace
m =1 oraz n = 3--6 przy «o = 2°52" —sa one stale rosngce. Warto§¢ kata zalomu
najbardziej wplywa na przebieg linii odpowiadajacych malym m oraz n. Ze wzrostem a,
linie te przesuwaja si¢ do dolu i wyprostowuja sie. Z przebiegu linii okreslonej parametrami
oo = 2°52’, m = 1, n = 3 wynika, e mozZe istnie¢ stan réwnowagi powloki pofalowanej
bez obcigzenia.

Przy obciazeniu powloka poczatkowo odksztalca sig osiowo-symetrycznie. Krzywe
rownowagi stanéw osiowo-symetrycznych rozpoczynaja sie w poczatku ukfadu wspotl-

10 Mechanika Teoretyczna 4
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rzednych i przebiegaja poczatkowo (co najmniej do p =~ 0,57) bardzo blisko prostej p = .
Powyzej kazda z nich ma asymptote poziomg przy p zaleznym od m, a niezaleznym od
kata zatomu. Za asymptota pozioma przy dalszym wzrofcie p krzywe zblizaja si¢ nieograni.
czenie do prostej stanow niepofalowanych. Niektore linie réwnowagi przedstawione sa
na rys. 3. Dla ustalonego m przebieg krzywej stanu osiowo-symetrycznego zalezy od
wielkoéci kata zatomu. Gdy maleje on do zera, krzywa dazy do pokrycia si¢ z linig p = é-
W przypadku doskonalej powloki cylindrycznej, osiowo-symetryczne stany réwnowagi
sa mozliwe na prostej stanéw niepofalowanych oraz na prostych réwnoleglych do osi e.
Sity krytyczne przy osiowo-symetrycznych odksztalceniach powloki doskonalej okreélaja
polozenie asymptot w przypadku powloki z zalomem. Ich zaleZno$¢ od m przedstawia
tabl. 1 (2m oznacza tam liczbg potfal wzdtuz tworzacej walca — wzér (29)).

Na podstawie przedstawionych wynikow obliczen mozna okre$li¢ spodziewany przebieg
zaleznoéci migdzy sita a skrdceniem powtoki przy Sciskaniu. Spoérdd wielu otrzymanych
rozwiazan (dla réznych m i n), spetniajacych warunek minimum pelnej energii potencjalne;j
wzgledem parametréw f, oraz f,, nalezy wybraé te, ktére moga si¢ zrealizowaé. Przyjmujac
jako kryterium wyboru krzywych ich wysokoé¢ polozenia na wykresie é—p otrzymano
wykresy $ciskania powlok o kacie zalomu 1°09" oraz 2°52" przedstawione na rys. 8 i 9.

(35) (24) 45y T3

0 az [24 06 08 ) 7[0 12

Rys. 8. Krzywa obcigzenia powtoki z zalomem o kacie oo = 1°09

03 P
7 (36)
02
? =2n0)
%] & Zn_qﬁ
o1
| é
0 02 04 06 08 10 2

Rys. 9. Krzywa obciazenia powloki z zalomem o kacie oo = 2°52/

Przy a, = 1°09’ powloka poczatkowo odksztalca si¢ osiowo-symetrycznie, m = 12.
Jest to pofalowanie o bardzo malej amplitudzie i praktycznie nie zmniejsza sztywnosci
powloki. Przy p = p, = 0,264 (gorna sita krytyczna) linie stanéw symetrycznych prze-
cinaja sie z krzywa m = 1, n = 4. Nastgpuje przeskok, przy ktorym spada sila albo wzrasta
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skrécenic (lub tez zmienia si¢ jedno i drugie — w zaleznosci od urzadzenia obcigZzajacego
powlokg). Dalej stan powtoki zmienia sie wedtug krzywej girlandowej. Dolna sila krytyczna
wynosi pg = 0,125.

W przypadku zalomu o kacie oo = 2°52', juz przy p = 0,0234 nasiepuje przejscie
w stan niesymetryczny. Nast¢pnie sila i skrécenie rosng przy m = |, n = 4; widaé¢ wyrazne
zmnigjszenie sztywnosci powloki. Gérna sifa krytyczna ma w tym przypadku warto$¢ 0,200.
Dulej nast¢puje przeskok lub powtoka deformuje sie wedlug przedstawionej krzywej —
w zalezno$ci od sposobu obciazenia. Dolna sita krytyczna wynosi p = 0,122. Interesujace
zjawisko zachodzi przy odcigzaniu powloki. Ostatnia faza odcigzania przebiega inaczej
niz pierwsza czg$¢ obcigzania. Po usunieciu obciaZzenia powloka pozostanie pofalowana,
odksztalcenie pozostanie takze przy niezbyt silnym rozciaganiu.

Na obu wykresach $ciskania powloki widoczna jest tendencja wzrostu stosunku mi/n
przy zblizaniu koncédw powloki. Oznacza to zmiang¢ proporcji zakles$nig¢é — wzgledne
zwigkszenie ich wymiaru obwodowego i1 jest zgodne z wynikami do$wiadczen przeprowa-
dzonych na powtokach «doskonalych» [I].

Zalezno$¢ gdornej sity krytycznej od wielko$ci kata zalomu przedstawia rys. 10. Przy
malych katach gérna sile krytyczng okre§la punkt przeciecia linii standw symetrycznych
oraz niesymetrycznych. W tym zakresie zalezno$é jest przedstawiona linig ciagla. Gdy

RA
a7t
06
05
04 m=1,n=4 )
veyniki_bezposrednio z obliczor
02 wyniki z wykresow
\\ ) .
a1
| | ; ! i | o
0 0%0"  1°  1%B07 2°  2%0° 3

Rys. 10. Zaleznos¢ goérnej sity krytycznej od kata zalomu

kat zalomu o, » O rozwigzania zagadnienia wyznaczenia sit krytycznych przechodzi
w znane rozwigzanie dla powloki doskonatej (p = 0,605). Jezeli kat zalomu jest wigkszy,
przejécie powtoki w stan niesymetryczny nie wyznacza gornej sily krytycznej (w przeci-
wienistwie do powloki walcowej doskonalej). Za punktem bifurkacji sita ro$nie dalej
i osiaga najwieksza warto§¢ przy wigkszych odksztalceniach. W tym przypadku gérna
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site krytyczna okre$la najwyzej polozony punkt wykresu $ciskania powloki; odpowiedni
odcinek zaleznosci p,(ao) zaznaczono na rys. 10 linig przerywang.

Nalezy podkredlié, ze w przedstawionym rozwiazaniu badano tylko stany réwnowagi.
Zmiana liczby pofalowan na powloce nie zachodzi statycznie, przejsciu na kolejny odcinek
krzywej girlandowej towarzyszy maly przeskok. Z tego wzgledu wykres $ciskania uzyskany
do$wiadczalnie bedzie roznit sie od krzywej przedstawionej na rys. 8 1 9.

4. Wnioski

Z przedstawionego rozwigzania wynika, Ze istnienie obwodowego zlomu na Sciskanej
powloce walcowej ma niekorzystny wplyw na jej stateczno$¢. Szczegdlnie silny jest wplyw
na gbrng sile krytyczna. Zalom o kacie 1° powoduje zmniejszenie gérnej sily krytycznej
0 50%. Natomiast dolna sita krytyczna malo zalezy od kata zalomu. Przy $ciskaniu powloki
z zatomem o bardzo malym kacie nastgpuje przeskok, podobnie jak w przypadku powloki
doskonatej. Im kat zalomu wigkszy, tym przeskok bedzie mniejszy, przy kacie o wielkosci
rzedu paru stopni powloka moze odksztalci¢ si¢ bez przeskoku zwiazanego z duzym
spadkiem sily i znacznym skrdéceniem.
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Summary
STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL WITH A CIRCUMFERENTIAL
NOTCH UNDER AXIAL COMPRESSION

The paper concerns the effect of a circumferential notch at the surface of the axially compressed cylindri-
cal shell on its stability. Such a notch may be a result of welding cf two cylindrical pipes. The problem
is solved by means of the Ritz method. The effect of the value of the notch angle on the critical forcc and
postbuckling behaviour is examined.
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WYZNACZENIE STANU NAPREZENIA
W OSIOWO-SYMETRYCZNYM POLACZENIU KLEJONYM OBCIAZONYM
MOMENTEM SKRECAJACYM

KarRoL GRUDZINSKI, TADEUSZ BURDA, LEON L ABUC (SZCZECIN)

1. Wstep

Klejenie metali w skali przemystowej datuje si¢ od czaséw drugiej wojny §wiatowej
i zostalo zastosowane po raz pierwszy w brytyjskich fabrykach samolotéw. W latach po-
wojennych ten sposéb taczenia metali znalazl szerokie zastosowanie w przemy§le precyzyj-
nym, elektrotechnicznym, maszynowym, motoryzacyjnym, rakietowym i innych. W miarg
wzrostu jakosci produkowanych klejéw, postepu technologii klejenia i rozwoju prac
badawczych, klejenie metali wprowadzane jest do coraz to nowych galezi przemystu.
Obecnie stosuje sie je nie tylko do 1aczenia blach i elementéw cienko$ciennych, ale réwniez
do grubosciennych i odpowiedzialnych zlgczy konstrukcyjnych, przenoszacych znaczne
obciazenie.

Liczne badania oraz praktyka wskazujg na duza przydatno$¢ i szerokie mozliwosci
zastosowania klejenia do laczenia elementéw o powierzchniach walcowych i stozkowych
[1-15]. ’ .

Przy odpowiednim zaprojektowaniu i wykonaniu, polaczenia takie moga przenosié
znaczne sily osiowe 1 momenty skrecajace, przy pelnym wykorzystaniu wlasnosci wytrzy-
matoéciowych materialéw igczonych.

Polaczenia klejone wykazuja szereg zalet w poréwnaniu z tradycyjnymi polaczeniami
weiskowymi, wpustowymi i klinowymi. Do istotnych zalet zaliczy¢ mozna brak naprezen
wstgpnych — montazowych oraz brak dzialania karbu. W polaczeniach wciskowych
obciazonych dynamicznie, na skutek okresowo zmiennych sprezystych odksztalcen ele-
mentdw, wystepuja bardzo czesto lokalnie male poSlizgi stykajacych si¢ powierzchni.
Poslizgi te wywoluja tzw. korozje cierna, niszcza powierzchnig styku i zmniejszaja z upty-
wem czasu no$no$¢ polgczenia, a czgsto sa réwniez przyczyng wystgpowania peknigé
zmgcezeniowych czopa [16). Zastosowanie klejenia wydaje si¢ rowniez mie€ korzystny wplyw
na izolacje 1 thumienie drgan oraz hatasu. :

Wprowadzenie klejenia na szersza skalg do laczenia odpowiedzialnych elementéw
maszyn uwarunkowane jest nie tylko odpowiednio wysokiej jakosci klejami i technologia
klejenia. Niezbg¢dne do osiagnigcia tego celu sa réwniez racjonalne metody obliczen wytrzy-
malo$ciowych. Opracowanie takich metod, musi byé oparte na gruntowej znajomosci
wlasno$ci mechanicznych klejow oraz szczegétowej analizie naprezen i odksztalcen w ele-
mentach laczonych i warstwie kleju.
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W dotychczasowej praktyce przy obliczeniach wytrzymaloSciowych i interpretacji
wynikow badan do$wiadczalnych polaczen walcowych i stozkowych, z uwagi na znacznie
wiekszg (jeden do dwoch rzgdow) warto§é modutu sprezystosci metalu w porédwnaniu
z klejem, elementy 1gczone traktuje si¢ czgsto jako ciata sztywne [6, 15]. W pracach [2, 3]
na przyktadzie polaczen walcowych wykazano, ze przyjgcie takiego zalozenia stanowi zbyt
duze uproszczenie zagadnienia i prowadzi do falszywych wmoskow odnosénie pracy pola-
czenia | wytrzymaloSci Kleju. :

Przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy jest ogolny model osiowo symeirycznego
polaczenia klejonego, obciazonégo momentem skrgcajagcym. W modelu tym elementy
tyczone oraz warstwe kieju traktuje sig jako ciala sprezyscie odksztalcalne. Celem rozwazan
jest wyznaczenie réwnan opisujacych przebieg zmiennosci naprezen w elementach laczonych
i wurstwie kleju na dlugosdci polaczenia. Rozwiazanie szczegdlowe wyznaczono dla pota-
czenia stozkowego. W oparciu o wyniki obliczent numerycznych omoéwiono wplyw para-
metréw materiatowych i kO‘lStlllk(,anyCh polaczenia na rozklad naprezen stycznych
w warstwie kleju. -

2. Model polaczenia

Modcl rozwazanego polaczenia klejonego przedstawiono schematycznie na rys. |,
Przyjeto nastgpujace zatoZenia:

1) elementy laczone — zwane dalej umownie walkiem i tulejka — sa cialami osiowo-
symetrycznymi o przekroju poprzecznym zmieniajacym si¢ w sposob ciagly 1 tagodny
na dlugosci polaezenia;

2) adhezja kleju do metalu wyklucza poélizg na powierzchniach granicznych;

3) przekroje poprzeczne po obcigzeniu potaczenia momentem skrecajacym pozostaja
plaskie (hipoteza plaskich przekrojow), a do wyznaczenia naprgzen i odksztalcen laczonych
elementdw przyjmuje si¢ wzory znane z wytrzymalosci materialow;

4) gruboé¢ warstwy kleju jest mata i stala na przekroju poprzecznym, moze si¢ natomiast
zmicniaé¢ na dlugosci polaczenia;

5) naprezenia styczne w warstwie kleju w przckrojach prostopadlych do osi polaczenia
sq male i pomijalne;

6) przy dostatecznie malych odksztalcemach klej spetnia prawo Hooke’a dla czystego
Scinania [20].

Przekrdj poprzeczny polaczenia, na ktérym zaznaczono odksztalcenie warstwy kleju
oraz przemieszczenia katowe charakterystycznych punktéw przedstawia rys. 2. Z rysunku
tego oraz przyjetych zatoZzen wynikaja nastepujace zwiazki geometryczne i statyczne:

H (X)) +i(x) = ¢.(x),
dp. dp, _ dp,
@ T dx T dx
®) M (x)+M,(x) = M,
(@) M, M,

dx dx
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gdzie @, (x), @.(x), gi(x) oznaczaja przemieszczenia katowe walka, tulejki i kleju w prze-
kroju x (rys. 2a), M, (x), M, (x) — momenty skrecajagce walek i tulejkg w przekroju x,
za§ M — moment skrecajacy polaczenie.

a) ! 3 2
/ A
e
| ||
Sy =] |
( = | ¥% |
A L ——m
b) 4 Melx)
T_ _—
™
Filve M N ™ M
My (%)
Rys. 1. Osiowo symetryczne polaczenie klejone: c)
a) schemat polaczenia (I — walek, 2 — tulejka,
3 — warstwa kleju); b) orientacyjny wykres momen-
Ti(x)

tow skrecajacych walek i tulejke; ¢) orientacyjny
wykres naprezen stycznych obwodowych w warstwie
kleju

a)

Rys. 2. Przcmieszczenia katowe i odksztalcenie warstwy kleju w przekroju x potaczenia przedstawionego
na rys. 1

Z wytrzymalo$ci materialéw znane sa wzory na kat skrecenia walka i tulejki

dp,, M, (x)
(5) _W - —GWIOW(x) ’
dp, M,(x)
© T Clo)”

gdzie /,,,(x), Io,(x) 0znaczaja biegunowe momenty bezwladnoéci przekroju watka i tulejki,
za$ G,,, G, wspolczynniki sprezysto§ci poprzecznej materiatéw watka i tulejki.

11 Mechanika Teoretyczna 4
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Zmiang momentu na dlugo$ci dx polaczenia okreélajg zaleznosci:

) D o) 0,
©® B = 2 ),

gdzie 7,,(x), T4 (x) oznaczaja napreZenia styczne obwodowe na powierzchniach granicz-
nych kleju z walkiem i tulejka (rys. 2b).

Dzielac stronami (7) i (8) i uwzgledniajac (4), otrzymuje si¢ dla naprezeri stycznych
w warstwach granicznych zalezno$é:

% Tkw(x)

®) 7w ()] =

Z nieréwnosci r,, < r, wynika, ze 7, < 7y, . Naprezenia styczne na powierzchni walco-
wej my$lowo wyodrebnionego pierScienia kleju (rys. 2b) mozna wyrazi¢ wzorem [17]:

dv v
10 7, =G ( ——<~),
(10) k N dor ~ o

gdzie v jest przemieszczeniem (CC’) punktéw kleju na promieniu g, w kierunku obwo-
dowym. Z rys. 2b wynika zalezno$é:

v
ok

Po zrézniczkowaniu (11) i uwzglednieniu (10) otrzymuje sie

(1 143

T, dok
12 dy, = —- —=.
(12) Y G, o

Dla malych grubosci warstwy kleju mozna pomina¢ zmiang warto§ci naprezen stycznych
i przyjaé, Ze
(13) ITawl = |7l & |7l

Calkujac (12) w granicach od r,, do r, otrzymuje sig¢

_ ) ()
(14) pr(x) = G, In R
Zalezno$¢ (14) po uwzglednieniu (7) i (13) przyjmuje postaé
' _ 1 r(x) | dM,
(13 (%) = [ 272G r2(x) rw(x)] dx

Rozniczkujac (15) wzgledem x otrzymuje si¢

dps _ 1 ! "r(x)]ﬂ
1 = 2nGk{— 3 [”2‘“ (o) | dx

1 dr, dM,, Lo r(x) ]dzMw}
r()r2(x) dx dx r2(x)  r,x ] dx* |’
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Na podstawie réwnania (2), po uwzglednieniu (3), (5), (6) i (16) oraz wprowadzeniu
bezwymiarowej funkcji

(7 9 = 20
otrzymuje si¢ réwnanie
(18) PO+ () + () = e(),
gdzie
i i 1 ’ dr.,, 1 dr,
(19) =@ e Pt (o )
rw(x) . & w( )
B G [ 1 1 ra(x)
(20) c(x) = _20—:110“,(36) + Io,(X)] r(x)
ry(X)
B G, |1 r()
(21) e(x) - G—w I(),(x)_ In r’(_x_')_‘

ry(x)

Roéwnanie rézniczkowe (18) opisuje rozklad momentu skrecajacego walek na dhugosci
{ osiowo symetrycznego polaczenia klejonego przedstawionego na rys. 1. Warunki brzegowe
dla funkcji y(x) maja postaé

(22) y©® =1, y@=0.
Majac wyznaczona funkcjg y(x) mozna juz latwo wyznaczyé naprezenia styczne w war-
stwie kleju. Na podstawie (7), (13) i (17) otrzymuje sie
M dy
23 : = - ——,
(23) i) 2nr2(x) dx

Wspdlczynniki réwnania (18) maja skomplikowana postaé. Cheac rozwigzaé réwnanie
(18) nalezy najpierw okreéli¢ funkcje wystepujgce we wspdlczynnikach (19) - (21), opisujace
geometri¢ polaczenia. W charakterze przykladu rozwazone zostanie polaczenie stozkowe,
ktére ma szczegélnie duze znaczenie praktyczne.

3. Polaczenie stozkowe

Schemat polaczenia stozkowego pokazano na rys. 3. Srednice zewnetrzna tulejki na
dlugosci / polaczenia przyjmuje sie jako stala. Promienie czopa i gniazda stozkowego
okre§laja zaleznoéci (rys. 3):

(24) rw(x) = er_thay
(25) r(x) = ro—xtgp.

11*
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Rézniczkujac (24) i (25) otrzymuje si¢

dr
2 . S
(26) dx tgo,
dr
@) = —tgh.

Rys. 3. Schemat polaczenia klejonego stozkowego

Biegunowe momenty bezwladno$ci przekrojéw waltka i tulejki sa réwne

n n
(28) Iy (x) = Trj(x) = 3-(rwo—xtgoc)“,
n n
(29) Ioi(x) = 5 (R —ri(®) = 5 [RE = (rio—xtgf)*].
Po podstawieniu (24) - (29) do (18) - (21) otrzymuje si¢ réwnanie:
(30) Y @) +b(x)y (%) +Ex)y(x) = &(x),
gdzie
~ tgo 1 tgp
31 b = 42| - - y
3n ) reo—Xxtgo In ro—xtgf (o~ xtgf)In ro—xtgf
Fuwo—Xtgo 10 Fwo—Xtgo
o —4 (rwo—xtgf)* Gi Gy ]
32 (4 = ., ——,
() ¥ (rwo—xtga)?ln ro—xtgB [R;‘—(r,o—xtgﬂ)“ G~ Gy
o & ryo—Xxtgo
- G (rwo—xtga)?
33 = —4__F 0 .
63 e G, ‘o= Xxtgf

40 411y
[R = (ro—xtgf)*]In Fuo—xtga

Roéwnanie rézniczkowe (30) o wspéiczynnikach (31) - (33) opisuje rozkiad momentu
skrecajacego walek na dtugoéci / polaczenia stozkowego przedstawionego na rys. 3.

Zalezno$¢ (23) opisujaca rozklad napreZen stycznych w warstwie kleju po uwzgled-
nieniu (24) przyjmuje postaé

M dy

27(ryo—xtga)? dx’ _

Ze wzgledu na zlozong posta¢ wzoréw (31) - (33), okreslajacych zmienne wspolczynniki,
rozwiazanie réwnania (30) i badanie wptywu parametréw konstrukcyjnych i materiatowych
na stan napre¢Zenia w polaczeniu, moga byé wykonane jedynie metodami numerycznymi.

(34) o (%) =
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Przyjmujac’ wartoéci katéw a = f = 0 (rys. 3) otrzymuje si¢ polaczenie walcowe.
Dla takiego przypadku réwnanie (30) przyjmuje prostsza postac

4 r; Gk Gk Gk . rzo 1
7" - | "w Tk Tk =—4 3 w
R [R;‘—R;‘o G, G, ] ) G, RF—rd 1o
r2oln —— In
Fwo rwo

Uwzgledniajac dla momentéw bezwladnoéci przekrojéw watka i tulejki zaleznosci:

(36) IOw =%r$0’
4
(37) Tor = = (R¥=1i0)

i przyjmujac dla malej gruboéci g warstwy kleju

(38) In 29 = In (1— —g—) ~ £,
r'wo I'wo r'wo
otrzymuje si¢ _
4 Gy Iy, Gk) 4 G, I,
39 ”x——(-— G+ y(x) = - — -,
(39) ') grwo \ Gy Iy, G, ¥ ) grwo G: Iy

Réwnanie (39) opisuje rozklad momentu skrecajacego walek na diugosci polaczenia
walcowego o stalej grubo$ci warstwy kleju.
NapreZenia styczne w warstwie kleju, w oparciu o (34) wyznacza si¢ z zalezno$ci

M dy
2nrZ, dx

(40) T(x) =

Réwnania (39) i (40) wyprowadzone z réwnan (30) i (34) sa identyczne z réwnpaniam
otrzymanymi wcze$niej, opisanymi w pracach [2, 3]. Polgczenie walcowe mozna traktowad
jako szczegélny przypadek polaczenia stozkowego o kacie pochylenia tworzacej o = f = 0
(rys. 3).

4. Fraykladowe wyniki obliczeri rumerycznych

Do numerycznego rozwigzania réwnania rdzniczkowego (30) wykorzystano metode
réznicowa zwyczajna opisana w pracy [I8]. Program obliczen na maszyng cyfrows
ODRA 1204 zostal napisany w postaci ogdlnej i umozliwia wyznaczenie rozkladu i warto$ci
naprezen stycznych w warstwie kleju na dlugosci / polaczenia w funkcji momentu skre-
cajacego M przy uwzglednieniu dowolnych wartosci stalych materialowych (G, G, i Gy)
i parametréw konstrukceyjnych (&, 8, I, rwo, o, Re), wystgpujacych we wzorach (31) - (33),
okreélajacych wspdiczynniki réwnania (30). Algorytm, program i szczegélowe wyniki
obszernych obliczei numerycznych oraz ich analize zawiera praca [19]. Ponizej przed-
stawiono i oméwiono jedynie niewielka cz¢§é tych wynikéw.
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W celu zbadania wplywu stalych materialowych elementéw laczonych i kleju na stan
naprezenia w warstwie kleju, przyjeto jako dane nastgpujace wartosci wspdtczynnikéw
sprezysto$ci poprzecznej:

— dla klejéw epoksydowych [20] G, = 0,1 - 10*° N/m?,

— dla stali G = 8,0- 10'° N/m?,
— dla miedzi G = 4,0 10'° N/m?,
-— dla aluminium i duraluminium G = 2,7-10'° N/m2.

Z wzoréw (31) - (34) wynika, ze wplyw na rozklad napr¢zen stycznych w warstwie
kleju majg nie same warto$ci tych wspélezynnikéw, lecz ich stosunki G,/G,, i G,/G,. Po
odpowiednim podstawieniu powyzszych warto$ci i zaloZeniu, ze walek i tulejka wykonane
sa z jednego materiatu otrzymuje si¢ zakres zmiennoéci stosunku:

Gk Gk .
G. =T = 0,0125+0,0371.

Dolna warto$¢ odnosi sie do elementéw zlacza wykonanych ze stali, gérna —do
elementéw aluminiowych oraz duraluminiowych.

Whplyw stalych materiatlowych na rozklad napreZen stycznych w warstwie kleju obrazuje
rys. 4. Prosta o = 0 przedstawia rozklad napr¢zen stycznych, przy zatoZeniu, Ze elementy
faczone (walek i tulejka) sa cialami doskonale sztywnymi (G,, = G, = ).

Dane: (=20mm  o=3=10°
(6w=6¢=00) Two=l0mm  rys=101mm
Ry=12mm

| | | | | [ X
n 4 8 12 16 20 [mm]

Rys. 4. Wplyw stosunku wspolczynnikéw sprezystosci poprzecznej kleju i elementdw faczonych na rozklad
naprezen stycznych w warstwie kleju

* Z przebiegu krzywych przedstawionych na rys. 4 wynika, ze wplyw wspdlczynnikéw
sprezystosci kleju i laczonych materialéw na rozklad naprezen stycznych jest istotny.
Odnosi sie to w szczegdlnosci do szczytowych wartoSci naprezen w kleju, majacych istotny
wplyw na wytrzymato$¢ zlacza i przebieg jego niszczenia.

Wplyw niektérych parametréw konstrukcyjnych polaczenia stozkowego na rozklad
naprezen stycznych w warstwie kleju obrazuja rys. 5, 61 7.
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Dane: p=00125  «=p3
Two=10mm  ry=101mm
1=20mm  Ry=12mm

| | | X
0 4 8 12 16 20 (mm]

Rys. 5. Wplyw kata pochylenia tworzacej stozka na rozklad naprezen stycznych w warstwie kleju

Z przebiegu krzywych na rys. 5 wida¢, ze ze wzrostem kata a rosng naprezenia w prze-
kroju x = 0, a jednocze$nie maleja naprezenia w przekroju x = /. Ze wzgledéw konstruk-
cyjnych, kat pochylenia tworzacej stozka (rys. 3) musi spelnia¢ warunek:

Fwo
!

Dla przyjetych do obliczen wartosci ro = 10 mm, / = 20 mm, kat ten nie moze by¢
wiekszy niz 25°. Nalezy réwniez zaznaczyl, ze przedstawiona powyZej teoria odnosi si¢
tylko do matych wartosci katéw « 1 8, z uwagi na przyjete na poczatku zatoZenia.

!

41 tgo <

X
{=25mm

7\// . ,

x4
| —
9 Dane: n=00125  ou=p=10°
1=5mm ho~l0mm 4,210/ mm
4D Ry =12mm

‘w | | | ! | \ | X
0 4 8 2 16 20 [mm]

Rys. 6. Wplyw dlugosci polaczenia stozkowego na rozklad naprezen stycznych w warstwie kleju
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Wplyw dlugosci / potaczenia przy stalym kacie « pochylenia stozka przedstawia rys. 6.
Z przebiegu krzywych widaé, ze ze wzrostem dlugosci polgczenia naprezenia w warstwie
kleju maleja, wzrasta jednak nierdwnomierno$é ich rozkladu i stosunek maksymalnej
wartoSci naprezenia do jego warto$ci minimalnej i $redniej.

X

<A,

Dane: n=Q025  a=p=10°
wo=10mm 1o =101mm

e

| | | | t f———— -
0 4 8 2 1€ 20 [mm]

@

xM10 ¥ [N/mm?]
A
Bl B I e ]
[ " [
2 |3 |@
SRS
313 |3

Ry =105mm
" R=101mm

T

Rys. 7. Wplyw promienia zewngtrznego tulejki polaczenia stozkowego na rozklad naprezen stycznych
w warstwie kleju

Na rys. 7 przedstawiono wplyw promienia zewngtrznego R tulejki na rozklad naprgzen
stycznych w kleju. Krzywa R, = 10,1 przedstawia rozklad napre¢zen dla przypadku gdy
praktycznie promienie zewngtrzne walka i tulejki sa jednakowe. Ze wzrostem promienia
zewngtrznego tulejki wzrastaja naprezenia w przekroju x = 0, a malejg w przekroju x = L

5. Uwagi i wnioski koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy rozwazanie i wyniki dotyczg modelu, w ktérym

przyjeto szereg zaloZen upraszczajacych, przyjmowanych zwykle w teorii wytrzymalosci
materialéw. Pomimo tego wyprowadzone dla osiowo symetrycznego potaczenia klejonego
5gc’>lne rownanie rézniczkowe (18), jak réwniez wynikajace z niego réwnanie (30) dla
5olqczer’1 stozkowych, majg skomplikowang posta¢ i nie mozna ich rozwigzaé znanymi
sposobami analitycznymi. Dla uzyskania konkretnych wynikéw zachodzi konieczno$¢
rozwiazania odpowiedniego rownania sposobem numerycznym, co jednakze przy wykorzy-
staniu ETO nie przedstawia wigkszych trudnosci.
- Opracowany na maszyne cyfrowa ODRA 1204 program obliczen dla polaczen stoz-
kowych umozliwia szybkie wyznaczenie rozkladu i wartoéci naprezen stycznych w warstwie
ﬁeju dla dowolnych zadanych warto$ci parametréw konstrukcyjnych i stalych materiato-
wych. MozZe on by¢ z pozytkiem wykorzystany przy projektowaniu jak réwniez przy
programowaniu i interpretacji wynikéw badan do$wiadczalnych tego typu polaczen.

Z otrzymanych wynikéw obliczenr numerycznych (rys. 4 - 7) widaé, ze rozktad napreZen
stycznych w warstwie kleju na dlugosci polaczenia jest nieliniowy. W skrajnych przekrojach
polaczenia wystepuja duZe spietrzenia napr¢Zen, znacznie przewyzszajace wartoci Srednie.
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Sa one spowodowane odksztalceniami sprezystymi taczonych elementéw. Analiza wynikéw
obliczenn wykazuje, ze zaréwno parametry konstrukcyjne jak i wspdtczynniki sprezystoéci
materialéw faczonych i kleju majg istotny wplyw na rozklad napr¢zen stycznych. Wynika
z tego wazny praktyczny wniosek, Ze traktowanie w osiowo symetrycznym polgczeniu
klejonym elementéw metalowych, pomimo znacznej (si¢gajacej dwéch rzedéw) réznicy
wartoéci wspdlczynnikéw sprezysto§ci metalu i kleju, stanowi zbyt duZe uproszczenie
i prowadzi do powazZnych bleddéw.

Przyjety w pracy model osiowo symetrycznego polaczenia klejonego pozwala wyja$ni¢
wplyw szeregu istotnych czynnikéw na rozkiad naprezen stycznych w warstwie kleju oraz
elementach laczonych i stanowi podstawg do poszukiwania rozwigzan optymalnych pod
wzgledem wytrzymalo§ciowym. Zagadnienie to zostanie szczegélowo omoéwione w od-

dzielnej pracy.
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Peswome

OTIPEJENIEHUE HAIIPSDKEHHOI'O COCTOSAHMA B OCECMMMETPHYHOM
KJIIEEBOM COEIMHEHHMH HATIPY>KEHHOM KPYTAIKMM MOMEHTOM

B pa60Te JAH aHAJTMTUYECKUIL MeTO pacueTa HanpsHKEHHOr0 COCTOAHNUA B OCECHMMETPUUYHOM KJIEEBOM
COCANHEHHM, HArPY)KECHHOM KPYTALIUM MOMEHTOM. COCIIPIHYXCMBIC JIEMEHTL! W CJIION KJIeA CUHTAIOTCA
YIPYrHUMHA. BbIBCIICHbI YPaBHCHUsL, OMUChIBAIOUIHE PACIPEACIIEHNE KPYTALINX MOMEHTOB B COCAHHAEMbIX
QNEMEHTAX W pacpeiciIieHue KacaTeNbHbIX Hal’lpﬂ)l(el—ll/lﬁ B CJI0€ KJIedd MO MJIHHE COCAUHCHHUSA. ,H,CTaJILHO
PAaCCMOTPEHBI KOHHUUSCKHE COCOAWHEHHA. OI‘OBOpeHO BIUAHUS (bl/ISPIlICCI(HX IKOHCTAHT MaTepuanga U KOH-
CTPYKLUHMOHHLIX MapamMeTpoB Ha pacrpenesienue KacaTejbHbIX Hanpm}(e}mﬁ B CJIoOE KJIeAd.

Summary

DETERMINATION OF STRESS IN AXIALLY-SYMMETRIC GLUED JOINT
LOADED BY TORQUE

The paper presents an analytical method of determining the state of stress in an axially-symmetric
glued joint loaded by a torque. In the model proposed the elements of the joint and the glue layer are trea-
ted as elastic deformable bodies. The equations are derived which yield the formulae describing the distri-
bution of twisting moments in the elements of the joint, and the shearing stress in the glue layer.

A conical joints is discussed in more detail. The influence of material constants and structural para-
meters on the shearing stress distribution is outlined.

INSTYTUT BUDOWY MASZYN
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 maja 1977 r.



BIULETYNINFORMACY]JNY

SPRAWOZDANIE

z dzialalnoSci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
za I kwartal 1977 r.

I. Zebrania naukowe

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 12 zebran naukowych, na ktérych wygloszono 15 referatéw
o nastepujacej tematyce:

Lp. Data Prelegent Temat uczest- dysku-
nikéw tantow
1 2 3 4 5 6
Oddzial w Bydgoszczy
1. 09.03.77 J. Steinborn O poréwnywalnoéci cech wytrzy- 12 3
mato$ciowych nowych tworzyw
konstrukcyjnych )
2. 09.03.77 W. Weiner Wplyw promieniowania podczer- 12 4

wonego na cechy konstrukeyjne
zywic epoksydowych zbrojonych
wloknem szklanym

QOddzial w Czestochowie

3. 07.01.77 J. Kaczmarek O rozwoju badaft i nauczania 66 5
w zakresie technologii maszyn,
a zwlaszcza za pomocgy skrawa-

nia
4. 10.01.77 K. Birkenmajer Wrazenia z Kongresu Amerykan- 32 2
skiego Towarzystwa Geologicz-
nego
5. 24.02.77 M. Bijak- Péiniszczgca metoda pomiaru na- 28 4
-Zochowski prezen wlasnych w glab materiatu
6. 24.02.77 J. Szala Wplyw sekwencji obcigzen na
trwalo$¢ zmeczeniowa
7. 24.03.77 W. Gajewski Ewolucja koncepcji palenisk flui- 14 2
dalnych
Oddzial w Gdansku
8. 26.02.77 H. Walukiewicz Twierdzenia wzajemne w dyna- 18 5

mice statystycznej
Oddzial w Lodzi

9. 23.02.77 R. E. D. Bishop Vibration and balancing of a fle- 54 8
xible rotor
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Oddzial w Poznaniu
10. 21.02.77 G. Szefer Tendencje rozwojowe w mechani- 26 S
ce oSrodkéw porowatych

Oddzial w Szczecinie

11. 27.01.77 M. Kmiecik, Nos$noé¢ graniczna okretowych
A. Jazukiewicz pokryw lukowych
12. 31.03.77 K. Grudzinski, Wyznaczenie stanu naprezenia
T. Burda, w osiowo symetrycznym pola-
L. Labué czeniu klejonym obcigzonym mo- 45 11
mentem skrecajacym
13. 31.03.77 K. Grudzinski, Optymalizacja osiowo symetrycz-
T. Burda, nego potaczenia klejonego obcia-
L. Labu¢ Zonego momentem skrecajacym
Oddzial w Warszawie
14, 14.03.77 A. Morecki Metody doswiadczalne w biome- 14 17

chanice

Oddzial we Wroclawiu
15. 05.02.77 M. Wereszko Stan obecny i perspektywy tech- 7 4
niki strumieniowej

. Sympozja

Oddziat w Gliwicach zorganizowal w dniach od 9 do 15 marca 1977 r. XVI Sympozjon
pod haslem «Modelowanie w mechanice». Obrady toczyly si¢ w Wisle Jarzebate;j.

W Sympozjonie wziglo udziat 112 oséb, gloséw dyskusji bylo 141. Wygloszono 47 referatéw, w tym
4 przegladowe.

0. Seminaria

1. Oddzial w Gdansku zorganizowal w okresie od stycznia do marca 1977 r. seminarium
nt. «Analiza funkcjonalna». Dwugodzinne wykiady odbywaly si¢ raz na tydzied, a prowadzil je doc. dr
B. PALCZEWSKI.

2. Pod patronatem przewodniczacego Oddzialu w Gliwicach odbylo si¢ Seminarium
Studenckiego Kola Naukowego Mechaniki Stosowanej im. Prof. W. Burzynskiego. W czasie obrad semi-
narium, w ktérym brali udzial réwniez uczestnicy sympozjonu, wygloszono 13 referatéw. W seminarium
SKN brali udzial studenci z Politechniki Slaskiej, z Politechniki Warszawskiej i z Wyzszej Szkoly Peda-~
gogicznej w Krakowie.

IV. Kursy

Oddzial w Poznaniu zorganizowal w dniach 7.03.—21.03.77 r. kurs na temat ,,Optymalizacja w me=~
chanice ciat odksztalcalnych”. W kursie wzielo udzial 28 uczestnikéw.

V. Akcja wydawnicza

1. W okresie sprawozdawczym ukazal si¢ Zeszyt 1, o objgtofci 9 arkuszy wydawniczych, Tomu 15
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]J.

2. Oddziat w Gliwicach wydal metoda malej poligrafii: 1) J. Wojnarowski — Grafy i liczby struktu-
ralne jako modele ukfadéw mechanicznych”, str. 319, Gliwice 1977; 2) zbiér referatéw XVI Sympozjonu.
pod haslem «Modelowanie w mechanice».
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VI. Sprawy organizacyjne

565

Liczbe czlonkéw w poszczegdlnych Oddzialach PTMTS ilustruje nastgpujaca tabela:

L . Stan na koniec | Stan na koniec Przybylo lub'
p. Oddzial IV kw. 76 1 k. 77 ubylo w okresie
' ' sprawozdawczym
1. Bydgoszcz 27 27 —
2. Czgstochowa 49 50 +1
3. Gdansk 59 58 -1
4. Gliwice 140 139 -1
5. Krakow 76 76 —
6. 16dz 52 52 —
7. Opole 18 18+ —
8. Poznan 60 61 +1
9. Rzeszow 31 3% —_
10. Szczecin 32 33 +1
11. Warszawa 214 228 +14
12. Wroclaw 63 63 —
13. Zielona Goéra 19 19% —
Razem 840 855 +15

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 8 zebran organizacyjnych w Oddzialach.

99,

97.

100.

KOLOKWIA EUROMECH W 1978 R.

Nazwa, termin i miejsce

Low-Reynolds-number flow
29 marca — 1 kwietnia 1978
Jablonna, Polska

Constitutive equations and methods of
solution in Viscoelasticity
29 maja — 1 czerwca 1978
Smolenice, Czechoslovakia

Modern aspects of the mathematical
theory elasticity

29 maja — 1 czerwca 1978

Pisa, Italy

Przewodniczacy

Dr. M. E. O’Neill,
Department of Mathematics
University College
London WCIE 6BT, England
and Dr R. Herczynski,
Warszawa

Prof. J. Brilla,
Institute of Applied Mathematics and Com-

puting Techniques,
Comenius University,

Bratislava, Czechoslovakia

Prof. T.

Manacorda,

*) Dane z poprzedniego okresu sprawozdawczego z powodu braku aktualnych sprawozdad za I kwartat 1977 r.

Istituto Matematica Applicata Universita di
Pisa, Pisa, Italy
and Prof. P. Villaggio, Pisa
and Prof. R.J. Knops, Edinburgh
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.
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Interaction between flow and radiative
heat transfer

27—29 czerwca 1978

Poitiers, France

Breaking waves, surf and run-up
on bcaches

18—21 lipca 1978

Bristol, England

Continuum models of crystals
21—25 sierpnia 1978
Jablonna, Polska

Mechanics of colioidal dispersions
4—7 wrzesnia 1978
Leuven, Belgium

Modelling and prediction of fracture
toughness

4—6 wrzeénia 1978

Cambridge, England

Two-dimensional and quasi-two-dimensional
turbulence

6—8 wrzesnia 1978

Grenoble, France

Instability and convection in fluid layers
11—13 wrzesnia 1978
Grenoble, France

Control of structural vibration
18—21 wrzesnia 1978
Edinburgh, Scotland

Dispersion in environmental flow systems
25—27 wrze$nia 1978
Delft, The Netherlands

Contact problems and load transfer in
mechanical assemblages

28—30 wrzesnia 1978

LinkOping, Sweden

and

and

and

and

Prof. J. L. Peube,

Laboratoire d’Energetique Solaire,
University of Poitiers,

86022 Poitiers, France

Dr. D. H. Peregrine,
School of Mathematics University of Bristol,
Bristol, England

Prof. H. Zorski,

Inst. Podst. Probleméw Techniki, Swicto-
krzyska 21

00-049 Warszawa, Polska

Prof. J. Mewis,
Instituut  voor
de Croylaan 2,
B-3030 Heverlce, Belgium

Prof. A. Watillon, Brussels

Prof. M. F. Ashby,
Department of Engineering University of
Cambridge,

Trumpington Street,
Cambridge CB2 1PZ,

England

Prof. M. Lesieur,

Institut de Mécanique,

B.P. 53, Centre de Tri,

38041 Grenoble-Cedex, France
Prof. U. Frisch, Nice

Prof. E.J. Hopfinger,

Institut de Mécanique,

B.P. 53, Centre de Tri,

38041 Grenoble-Cedex, France
Prof. P. Atten, Grenoble

Dr. G.T.S. Done,

Department of Mechanical Engineering
University of Edinburgh,
Mayfield Road,

Edinburgh EH9 3JL,

Scotland

Dr. G. Abraham,

Delft Hydraulics Laboratory,

Box 177,

Delft, The Netherlands

Dr. H. N. C. Breusers,

Delft

Prof. B. G. A. Persson,

Linkdping Institute of Technology,
S-581 83 LinkOping, Sweden

Chemie-ingenieurs-technik,

and Dr. B. Fredriksson,

Link&ping



111,
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Constitutive modelling in inelasticity
Wrzesien 1978

Marianské Lazn€, Czechoslovakia

Doc. Ing. Z. Sobotka Dr. Sc.,
Institute of Theoretical and Applied
Mechanics,

Nové Mesto, VySehradska 49,
12849 Praha 2, Czechoslovakia
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W nastepnym zeszycie ukaig sie prace:

. Kortowsk1, Dyskretne modele dyslokacji

JMCKpeTHbIE MOIENH OUCIOKALH

Discrete models of dislocations

MAJEWSKI, Samoczynne wywazanie wirnika podpartego sprezyScie w dwodch kierunkach
ABTOMAaTHUECKOE YPABHOBEIIMBAHHE POTOPA, OLIEPIKUBAEMOT0 YIIPYIo B ABYX HAlpaBIIeHUSX
HoLNICKI-SzuLc, Zagadnienia sprezania w o$rodkach dwufazowych

IpensaputenbHoe HanpspieHHe B ABYX(hasoBbIX cpelax

On the prestressing in diphase media

MaARrYNIAK, K. MICHALEWICZ, Z. WINCZURA, Wplyw spadochronu na ruch zasobnika osiowo
symetrycznego zrzucanego z samolotu

BiMaHME NapaunioTa Ha JBH/KEHHE OCEBO-CHMMETPHUECKOrO 00beKTa cOpachbIBaeMoOro ¢ CamMo-
nera

The influence of a parachute on the motion of an axially symmetric airdropped object
Precunik, Kinematyczna réwnowazno$é ukiadow sil

Kunematnuecras 3KBHBAJIEHTHOCTh CHCTEM CHJI

Kinematic equivalence of a system of forces

. Rup, Modyfikacja metody uéredniania funkcjonalnych poprawek w zagadnieniach konwekcji
wymuszonej i przeplywu ciepla

Moauduranus meTofa ocpeAHEeHHs (PYHKLMOHANLHBIX ITONPABOK

An extension of the averaging method of functional errors

WRANIK, Iteracyjna metoda obliczania dowolnych ciatl odksztalcalnych w zakresie liniowo
sprezystym

HTepauMoHHBIA METOA pacuera NPOM3BOJIBHBIX JIMHEHHO YIPYTHX TeN

Iteration method of calculating arbitrary deformable bodies in a linear elastic range
WRANIK, Obliczanie tarcz metoda iteracyjna

Pacuer OUCKOB HTEPALMOHHBIM METOIOM

Calculation of discs by means of iteration method

BIULETYN INFORMACYJNY
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SPIS TRESCI TOMU XV/1977 ¢

Zeszyt 1

K.GRrysa, M. Kwiek, Stan naprezen w walcu kolowym wywolany przylozeniem stalej temperatury
na pobocznicy
TennoBble HANPYKEHNA B KPYIJIOM LUJHMHEPE BbI3SBAHHBIC BHE3ANHbLIM N3MEHCHHEM TeMIle-
paTypbl Ha €ro Kpaio
Dynamical thermal stresses in a circular cylinder due to sudden change of temperature on
its surface

W. SwisTersk1, Badania elastooptyczne modeli plaskich z wykorzystaniem holografii .
McenemoBanne miockux Momeseil meTogom ronorpaduyecioit goToynpyrocru
Photoelastic investigation of two-dimensional models by means of holography

K. Rup, 1. TaLEr, Okredlenie nicustalonego pola temperatury w $ciance plaskiej przy zmiennym
wspolczynniku przewodnictwa cieplnego e e e e e e e e e e
OnpejieieHHe HECTALHOHAPHOTO TEMNEPATypPHOro IOJisl B IUIOCKOH CTEHKE C IepeMEHHbIM
109(hOULHEHTOM TEIJIONPOBOAHOCTH
Determination of transient temperature fields in plane walls of variable thermal conductivity

J. Kusix, O wyznaczaniu naprezen cieplnych wywolanych ruchomymi obciazeniami termicznymi
IIpUMeUaHHsT K OIPEENIEHHIO TEMIOBBIX HANPSKEHHH BbI3BAHHLIX ABHMKYLIUMUCS TEPMU-
YECKUMH HATPY3KaMU '

On the determination of thermal stresses due to moving heat sources

A. STRZELCZYK, S. WosciecH, Numeryczne rozwiazanie zagadnienia stateczno$ci ortotropowej plyty
pler§Cieniowe] . . . . . . . . e e e e e e
YucneHdoe peuieHue sagaud o6 YCTORUMBOCTH KOJIBLEBOM IUIACTUHLI € UMJIMHAPHUCCKOH
oproTponueit
Numerical solution of the problem of stability of an orthotropic annular plate

J. StELmarczyk, Obliczanie charakterystyki dynamicznej konstrukcji plytowo-sprezynowej za po-
mocg metody sztywnych elementéw skoiczonych e e e e e e
Onpepnenenue OHHAMHYECKOH XapaKTEPHUCTHIKH IUIMTHO-NPYHKHHHON KOHCTPYKIIHMH METONOM
MECTKUX KOHEUHDLIX 3JIEMCHTOBR

The rigid finite element method of determining the dynamic characteristic of a plate-spring
structure

W. TRAMPCZYNSKI, Analiza rozwiazan kinematycznie dopuszczainych dla zagadnienia naporu $cian
o réznych ksztaltach
ViccnenoBaHue KMHEMATHUECKH HONYCTHMBLIX PelIEHMH [UIs1 3aJauM HAINOpa CTEMON Pasilud-
HOTO npodus

Analysis of kinematically admissible solutions of earth-moving processes in the cases of various
pushing wall forms

J. KoLenDa, Nieliniowe drgania elastycznie zawieszonych silnik6w ttokowych przy kinematycznych
wymuszeniach stochastycznych . e e e e e e e e e e e e
Henunefinble KoneGaHus ynpyro MOABELIEHHBIX MOPILHEBLIX ABUTAaTeNeil MPH CIyuailHbIX
KHHEMATHUYECKHUX BO36y)K,HCl-IHﬂX
Nonlinear vibrations of elastically suspended piston engines at kinematic stochastic excitations

21

29

37

57

69

87



J. MaryniAK, K. MICHALEWICZ, Z. WINCZURA, Badanie teoretyczne wlasnosci dynamicznych lotu
obiektoéw zrzucanych z samolotu . . . .
TeopeTnuecKie UCMILITAHUA KMHAMMUYECKUX CBOMCTB IoJIeTa 06LeI<T0B c6pacmBaebex c ca-
MoJieTa
Theoretical research of dynamical flight characteristics of bodies disposed from an aircraft

J. Bracuurt, Optymalne ksztaltowanie preta metoda programowania dynamicznego .
OnTumasnbHOE NMPOEKTHPOBAHME CTEPYKHS METOIOM AMHAMMUECKOIO MPOrpaMMHUpPOBAHHS
Optimum design of a flexible bar by means of dynamic programming
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Zeszyt 2

N. Ja. Cyganowa, Zastosowanie metody Gaussa w mechanice oSrodkow ciaglych .
IIpunoxcenne npunumna laycca K MeXaHMKe CILUIOUIHON Cpeabl
Application of the Gauss principle in continuum mechanics .

R. WoinaR, Zastosowanie formuly Liebmanna do opracowywania wynikoéw badan elastooptycz-
nych
IIpumenenne (bopmynbl .Hn6ma1-ma oI1st o6pa60TKu pe3yJbTaToB (bOToynpymx HCIIBITAaHUIT
Application of the Liebmann formula to the evaluation of photoelastic measurements

W. KUreL, S. MaTysiak, Tarcze i plyty spreZyste z wigzami liniowymi dla deformaciji .
YTipyrse OHCKH M IIACTHHBI C JIMHEAHLIMH CBA3AMU 1N Aedopmauuu
Elastic plates with linear constraints of deformation

K. Dewms, J. Lipikski, Redukcja macierzy sztywno$ci, mas i tlumienia .

CoxpallleHHe pazMepoB MaTPHULl MKECTKOCTH, MAcC K HeMI(PHPOBaHMSI
Reduction of the stiffness, mass and damping matrices

K. Grysa, O sumowaniu pewnych szeregow Fouriera-Bessela .
O cymMHpPOBaHHI HEKOTOPBIX pagoB Pypbe-Beccens
Summation of certain Fourier-Bessel series

K. Grysa, Nieustalone pole temperatury w wirujacym walcu kotowym wywolane utrzymywana
na jego pobocznicy odcinkami stala temperaturg . N
TemnepaTypHOe 110J1e BO BPALUAIOLUEMCS KPYTOBOM LMJIKHAPE TIPH KYCOUHO-TTOCTOSTHHOM TeM-
neparype ero GOKOBOI NMOBEPXHOCTH }

Non-steady state of temperature in a rotating circular cylinder due to piecewise constant tem-
perature on its surface

A. BrLinowskl, O sformulowaniu i poprawnoéci pewnej klasy zadan z nieliniowej dynamiki lin
rozciggliwych
O (OpMYTHPOBKE M KOPPEKTHOCTH HEKOTOPOro Kijacca 3afad MO HeJHHEeHHOH AMHaMuKe
TPOCOB
On the formulation and the correctness of some class of problems concerning nonlinear dyna-
mics of strings

J. Kusawski, Techniczna teoria grubych tarcz ortotropowych
TexHnueckass TeOPHUS TOJICTBIX OPTOTPOIMHBLIX HCKOB -

. Technical theory of stretching thick orthotropic plates

S. JANECKI, Drgania wlasne belek z uwzglédnieniem wplywu §cinania .
CpoGoanble xoneGanusa ¢ yuetom aedopmaumu CABUIa
Free vibrations of beams influenced by the shear effect

J. SKLADZIEN, Analiza krzyzowopradowego konwekcyjnego rekuperatora Fielda oraz petlicowego
ze stratami ciepla do otoczenia e e e e e e e
AHaNH3 KOHBEKUMOHHOIO peKyrepaTopa (Dum,na H TIETJIEBOTO ¢ TIEPEKPECTHBLIMH TTOTOKAMH
TEIJIOHOCHUTENEH U C TIOTEPAMHU Temia
Analysis of the convective crossflow Field and loop recuperator with heat losses

99

125

131

147

155

179

195

205

215

227

239

247

265



W. SzyszkowskI, Analiza bardzo duzych ugieé¢ sprezystych $ciskanych osiowo powlok walcowych
i stozkowych
Pacyer C)KHUMaeMbIX B OCEBOM HAIIPaBJIEHMH LMIMHAPHYECKHMX 1 KOHHUYECKUX YNPYIuUX 06o-
noYeK npy GONBIUNK MePeMELUEHHSIX
Analysis of large elastic deflections of axially compressed cylindrical and conical shells
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Zeszyt 3

D. i Z. MAZURKIEWICZOWIE, Z dziejow polskiej mechaniki do 1918 r. .
On the history of Polish mechanics before 1918
O6 ucTopuu nonsckod mexanwkn o 1918 ropa

M. J. SEweLL, Pewne przyklady zastosowania teorii katastrof w mechanice . . . .
IIpumepnl HCIONB3OBAHUSI TEOPHH KaTAaCTpo B MeXaHHKe
Some mechanical aspects of catastrophe theory

K. Grysa, Naprezenia i przemieszczenia w wirujacym walcu kolowym ogrzewanym nieosiowo-
symetrycznie na pobocznicy
Hanpsmuenns u nepemelienyst B KPYIrjiom BPalU@QIOWUEMCST LMIIHHAPE MIPH HECHMMETPHUECKOM
HarpeBe ero GOKOBOH IOBEPXHOCTH
The stresses and displacements in a rotating cicular cylinder due to axially non-symmetrical
heating of its lateral surface

R. Doroszkiewicz, J. Lietz, B. MIcHALSKI, Inwersyjna metoda badania modeli elastooptycznych |

z wiezami sztywnymi .
OOpaTHBIf METON HCCIENOBAHMS (:bOToynpyer MOJIEJIEN C YKECTKUMM CBSI3SIMU
Inversional method of investigation of photo-elastic models
M. MaxkowskI, G. Szerer, Optymalne ksztaltowanie belki na podlozu sprezystym z uwzglednie-
niem ograniczen naprezen normalnych e e e e e e e
OrnTumanpHoe NMPOEKTHPOBaHMe OajlkM Ha YIIPYromM OCHOBAaHHMH YIPH orpaHuqemm BEJTMUHHBI
HOPMaJIbHBIX HATIPSMEHHI
Optimum shape design of a beam resting on elastic foundation with normal stress restrictions
J. Kralzwskl, St. MaTysiak, Plaskie zagadnienie kontaktowe dla osrodka Cosseratéw w teorii
naprezen cieplnych
Ilnocxasi KOHTAKTHASL 3ajauya IUisl Cpelbl I(occepa B TEOPMHM TEPMHUECKHX HANPSHIEHHI
Plane contact problem of a Cosserat medium subject to thermal stresses
J. BracnuT, Optymalne ksztaltowanie preta $ciskanego przy duzych ugchiach metoda programo-
wania dynamicznego e e NP
OnTumansHoe NPOEKTHPOBAHHE CHKUMAEMOTO CTEPIKHSI IIPH 6om>umx nporudax METONOM [u-
HaMMUECKOro NPOrpaMMHPOBaHUS
Optimal design of a compressed rod with large deflections by means of dynamic programming
T. SorkowskI, Analiza procesu wyciagania wyttoczki z uwzglednicniem niejednorodnosci wywolanej
polem temperatury
AHaNN3 [poLecca BHITSAMIKM C YTOHEHMEM € YUETOM HEOMHOPONHOCTH BHI3BAaHHOH TemIepa-
TYPHBIM TIONIEM
Analysis of ironing of a cup with non—homogeneny produced by a temperature field
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Zeszyt 4

N. Ja. Cyganowa, Uogdlnione postacie wariacyjnych zasad mechaniki w pracach z konca XIX
i poczatku XX wieku .
O6001eHHBIE HOPMBI nnd)(bepeﬂunanbﬂblx BapHALMOHHBIX NPHHIKIIOB MEXAHHKH B HCClie-
nmoBaHuAx koHna XIX, mepsoit uerBepru XX Bexa
Generalized forms of variational principles of mechanics at the end of the X1Xth and beginning
of the XXth century

275

293
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335

351

359

369

375

387

397

403



E. WaLickt, Wplyw sit bezwladnosci na przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie miedzy powierzchniami
obrotowymi: nieruchomg i wirujaca e e e
BiisiHue CHUT nnepluin a TeUeH1E BA3KOIT MKHAKOCTH B 1LCIHH Memny HENOABIKHOIT M1 Bpaia-
IOWIEHCST TOBEPXHOCTAMH BPALEHHS

Inertia effect in the flow of viscous fluid through a slot between fixed and rotating surfaces of
revolution

K. WyLEZycH, Lepkosprezyste charakterystyki gumy i tulejowych gumowo-metalowych facznikow
typu ,,silentblock”
Bsiskoynpyrue XapakTepHCTHKH PE3HMHBLI M PEINHO-METAJUIMUECKHX ONOKUIAPHMIKODR THNA
caiinenr-GJox
Viscoelastic characteristics of rubber and flexible bushes of the ,,silentblock™ type

J. KoLENDA, O przyblizonych metodach rozwiazania nieliniowych réwnan ruchu elastycznie po-
sadowionych silnikoéw tlokowych . e e e e e e e e
O npuGMHKENHBIX METOAAX PELUEHHSA HEJIMHEHHBLIX YPaBHEHHH ABMIKCHHSI aMOPTH3HPOBAH-
HbIX NOPLINEBLIX ABHCATENIEH
On approximate solution methods of the non-linear motion equations of elastically mounted
piston engines

T. Liszka, W. SwisTERs«1, M. Zvczkowski, Optymalne ksztaltowanie belek hiperstatycznych na
drodze analitycznej i badan elastooptycznych .. .. .. .
OnTUManbsHOE TPOEKTHPOBAHHE CTATHUECKH 1IEOMPEACIIMMBIX 6ano:< nyTemM pacyera M (bom-
YIPYLHX HCIBITAHHA
Optimum design of statically indeterminate beams by analytical and photo-elastic methods

M. CiaLkowskI, Sumowanie niektorych szeregdw Bessela-Fouriera wystepujacych w zagadnieniach
przewodnictwa cicplnego .. e e e e e e e e e e
CymMHpOBaHHE HEKOTOPhIX PIOB Beccemx CDpre BBLICTYNAIONIMX B 3ajauax TersonpoBOA-
HOCTH
Summation of certain Fourier-Bessel series occurring in heat transfer problems

A. Litewka, Niestowarzyszone prawo plynigcia anizotropowych plastycznie stopéw aluminium
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