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Z DZIEJOW POLSKIE} MECHANIKI DO 1918 R.

DANUTA i ZBIGNIEW MAZURKIEWICZOWIE (WARSZAWA)

-

1. Wstep

. W pracy przedstawimy krotki przeglad rozwoju polskiej mechaniki do 1918 r. i przy-
pomnimy z tej dziedziny nasze wazniejsze osiagniecia, ktére stanowia trwaly wkiad pol-
skich uczonych do nauki $wiatowej. '

Dotychczasowe badania w zakresie historii polskiej mechaniki nie zostaly dotad
uwieficzone odpowiednio wyczerpujacym opracowaniem monograficznym, ktére powinno
oczywiscie objaé material znacznie obszerniejszy od zawartego w tej rozprawie. Fragmen-
taryczne informacje o naszej tworczo$ci w mechanice sa rozrzucone we wstepach do pism
zbiorowych, w ksiegach jubileuszowych, w artykulach biograficznych oraz we wstgpnych
rozdzialach niektérych, zwlaszcza dawniejszych, polskich ‘monografii z mechaniki.

Za jedno z pierwszych mozZna uznaé bardzo krdtkie (ss. 2) opracowanie z historii
polskiej ‘mechaniki pt. Mechanika w Polsce, zamieszczone w oméwionym dalej dziele [1]
Mechanika teoretyczna Jana Nepomucena FRANKEGO (1846 - 1918). W opracowaniu tym
autor oméwil jednak zaledwie kilka polskich podrecznikéw i rozpraw z mechaniki, ktére
byly wydane do 1886 r.

Szczegdlnie cenng pozycje stanowi monografia [2] Mechanika w swym rozwoju histo-
rycznym, napisana przez Feliksa KUCHARZEWSKIEGO (1849 - 1935), profesora honorowego
Politechniki Warszawskiej (od 1919 r.). Ksiazka ta (ss. 226) obejmuje wyklady autora
wygltoszone w 1921 r. w Politechnice Warszawskiej. Znajdujemy w niej przeglad historyczny
rozwoju mechaniki teoretycznej i technicznej poczawszy od czasdéw starozytnych az do
EINSTEINA, opracowany z duzym polotem i z glgboka znajomoscia tematu. W monografii
tej F. KUCHARZEWSKI zamie$cil, miedzy innymi, szereg bardzo cennych wiadomosci
2z historil mechaniki polskiej. Autor dokonal oceny i analizy omawianych odkryé nauko-
wyth, wskazujac na ich wspéizalezno$§¢ oraz na duze znaczenie twdérczych osiagnigé z me-
chaniki w rozwoju nauk przyrodniczych i w postepie technicznym. Odpow1edmo dobrane
cytaty oraz liczne notki biograficzne 1 tadny styl podnosza wydatnie warto§é oryginalnie
opracowanej i bardzo wartosciowej monografii historycznej F. KUCHARZEWSKIEGO.

Duzo interesujacych informacji o polskich osiggnigciach naukowych w mechanice
teoretycznej i technicznej, jak réwniez notek biograficznych jest zamieszczonych w ksie-
gach pamiatkowych [3, 4, 5] oraz w ‘okoliczno$ciowych artykutach [6, 7], poswigconych
rozwojowi polskiej mechaniki. '

Nie mozna tu tez pominaé nie opublikowanego wprawdzie, lecz cennego opracowania
[8] Henryka BuzUNA ( 1900 - 1964), - docenta Politechniki WarszawskleJ Aczkolwiek
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praca tego autora nie zostala, niestety, ukonczona, to jednak zawiera ona duzo wartoscio-
wych wiadomosci z historii polskiej mechaniki.
Kroétki zarys historit polskiej mechaniki przedstawiono réwniez w ogloszonej niedawno
pracy [9]. .
Oczywiscie oprécz wyzej wymienionych kilku opracowan doé¢ ogdlnych, opublikowano
w roznych czasopismach i wydawnictwach ksiazZkowych szereg pozycji biograficznych
polskich uczonych, dotyczacych, miedzy innymi, ich twérczosci i osiagnieé w mechanice.

2. Pierwsze polskie prace z mechaniki

Najwczesniejsze polskie prace z mechaniki pochodza z XVII wieku. Nie dotarty jeszcze
w tym czasie do Polski osiagnigcia GALILEUSZA, HUYGENSA, a przede wszystkim NEWTONA.

Autorami pierwszych polskich prac z mechaniki byli wychowankowie szkoly jezuickiej:
Adam Kocsaxnski (1631 - 1700), Wojciech TyLkowskl (1629 - 1695), Stanistaw SOLSKI
(1622 - 1701).

A. KocHaKskI byt wykladowca jezuickich kolegidw m.in. we Florencji, w Moguncji
1 w Pradze. Nastgpnie osiadt w Warszawie jako nadworny matematyk i bibliotekarz Jana
Sobieskiego. Pisywal do wychodzacych w Lipsku Acta Eruditorum oraz utrzymywal kon-
takty z matematykami réznych krajéw, a m.in. z LEBNIZEM. Rozprawy i traktaty
A. KOCHANSKIEGO, napisane po lacinie, byly utrzymane na poziomie owczesnej wiedzy
europejskiej. Nalezy tu przede wszystkim wymieni€ jego warto$ciowa i oryginalng rozpraweg
Analecta mathematica sive theoreses mechanicae novae de natura machinarum fundamen-
talium (Wybrane prace matematyczne albo twierdzenia nowej mechaniki o naturze maszyn
podstawowych), zamieszczona w obszernym i slawnym dziele Kacpra ScHOTTA Cursus
mathematicus, wydanym w 1661 r. W rozprawie tej. A. KOCHANSKI podal podstawowe
wiadomosci ze statyki oraz z teorii maszyn prostych.

W. TyLKOWSKI w jednej z licznych swoich prac Pars sexta physicae curiosae in qua
Aristotelis mechanica explicantur (Czeéé szésta ciekawej fizyki, w ktérej Arystotelesa
mechanika jest wyjasniona), wydanej w 1680 r. oplsal rézne maszyny proste, jak np.:
krazek, wielokrazek, kotowrét, klin i $rube. ,

Pierwsze dzieto z mechaniki w jezyku polskim, wydane w 1690 r. w Krakowie, opraco-
wal S. SoLsk1, nadajac mu tytut: Architekt polski, to jest nauka ulzenia wszelkich ciezaréw
I uzywania potrzebnych mdchin ziemnych i wodnych. Dzielo to zawiera okolo 200 stron
z licznymi drzeworytami. Autor zamierzal opracowal trzy ksiegi z zakresu mechaniki
i budownictwa. Wydal jednak tylko jedna ksiege, podzielong na trzy tzw. «zabawy».
Dzieto S. SOLSKIEGO jest podrecznikiem praktycznym, w ktérym o zagadnieniach teoretycz-
nych znajdujemy wzmianki tylko w kilku miejscach. Chociaz w opisie dzialania dZwigni
autor wykorzystal dowody S. STEVINA (1548 - 1620) i K. HuyGENsa (1629 - 1695), to
Jednak jego pojecie o podstawowych prawach mechaniki bylo bardzo prymitywne. Prze-
jawia si¢ to np. w wyjasnieniu S. SOLSKIEGO, Ze maszyny dlatego «gubia» czg$é cigzaru,
poniewaz przenosza ja na «podstawek». Autor podal tez opis wynalezionych przez siebie
dwéch maszyn o «biegu nieustannym» (perpetuum mobile), ktére opisal réwniez w oddziel-
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nych pracach w jezyku lacifiskim. Dzielo S. SOLSKIEGO ma duZe znaczenie historyczne
1 jest interesujace ze wzglgdu na éwczesne stownictwo, stosowane w mechanice.

W pierwszej potowie X VIII wieku zaznacza si¢ w Polsce zupelny upadek nauki. Piémien-
nictwo uleglo prawie catkowicie pradowi teologicznemu.

Nastgpne dzielo, dotyczace m.in. mechaniki, zostalo opracowane dopiero przez Jézefa
ROGALINSKIEGO i wydane w latach 1765 - 1776. Byt to czterotomowy podrgcznik Doswiad-
czenia skutkéw Rzeczy pod zmysly podpadajgcych na publicznych Posiedzeniach w Szkolach
Poznanskich Societatis Jesu na widok wystawione | wykladane. Dzielo to zawiera trafne
wywody o najbardziej podstawowych pojeciach mechaniki; wywody te jednak gina w roz-
wlekiym i napuszonym stylu, peinym dziwactw jezykowych.

Wieksze zainteresowanie naukami przyrodniczymi wystepuje dopiero w miar¢ postepu
reformy wychowania publicznego, przeprowadzonej przez Komisj¢ Edukacji Narodowe;.
Na jej wezwanie torunczyk Michat Jan HuUBE (1737 - 1803) napisal w jezyku lacifskim
dwa dzieta, przetozone na jezyk polski i wydane w Krakowie przez Komisje Edukacji
Narodowej. Pierwsze dzielo Wstep do fizyki dla szkél narodowych ukazalo sig¢ w 1783 r.,
nastepne za$ Fizyka dla szkol narodowych. Czesé 1. Mechanika — w 1792 r. Drugie z tych
dziel (ss. 536) zawiera 176 rysunkéw i obejmuje podstawowe wiadomoSci z mechaniki
teoretycznej, hydromechaniki i z mechaniki cial niebieskich. Zostalo ono ocenione bardzo
wysoko. Autor znal bowiem doskonale literature przedmiotu i byl wytrawnym pedagogiem.
Nauki nie traktowal dogmatycznie, podajac wszedzie sposoby sprawdzenia gléwnych
praw mechaniki. Warto podkresli¢, ze jego opracowanie charakteryzuje czysty i zwarty
styl oraz poprawna terminologia, ktéra przeniknela do polskiego stownictwa stosowanego
w mechanice nawet obecnie. ]

W XIX wieku sytuacja polityczna Polski stwarzala w kraju wyjatkowo niesprzyjajace
warunki dla rozwoju nauk $cislych, a wigc i mechaniki. Zatem wszelkie polskie znane
rozprawy naukowe i podreczniki, opracowane w tym cigzkim okresie, zasluguja na specjalne
uznanie i podkre$lenie.

W pierwszej polowie minionego stulecia zaznacza si¢ dzialalno$é naukowa osrodka
warszawskiego. '

Profesor matematyki Uniwersytetu Warszawskiego Rafal SkoLiMowskr (1781 - 1848)
opublikowal w 1824 r. litografowane wyklady Nauka mechaniki i hydrauliki napisana
i wykladana uczniom szkoly aplikacyjnej wojskowej. Wyklady te, utrzymane na wysokim
poziomie, tworza foliat o 1054 stronach. Pierwsza cze$é obejmuje zasady mechaniki anali-
tycznej, a druga zawiera zastosowanie mechaniki w artylerii 1 w inzynierii.

W tym okresie ukazalo si¢ réwniez poza przekladami kilka oryginalnych prac teoretycz-
nych z mechaniki, ogloszonych w czasopiémie Cwiczenia Naukowe, ktére wychodzito w
Warszawie w 1818 r. Wspoiredaktorem tego czasopisma byl Franciszek SKOMOROWSKI,
autor wigkszosci artykutéw z zakresu statyki, kinematyki i dynamiki.

Kilka rozpraw z mechaniki opublikowano w Rocznikach Towarzystwa Nauko-
wego Krakowskiego. Dwie z tych rozpraw przecigtnej wartoéci zostaly opracowane przez
Romana MARKIEWICZA. Pierwsza O naturze i wielkosci sily odsrodkowej ukazala sie¢ w to-
mie IV w 1819 r., druga za$ o wigkszej objetosci (ss. 68) Rozprawa o naturze i gatunkach sil,
odmiany flzyczne sprawujqcych —w tomie VI w 1821 r. Rozprawe o duZej wartosci
naukowej naplsal profesor matematyki Uniwersytetu Krakowsklego Karol HUBE.
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Obszerna ta praca (ss. 125) ukazala si¢ w tomie XIII w 1829 r. pt. Rozprawa o fenomendch
niektérych, pochodzqcych z ruchu wirowego z przydaniem uwag nad przerobieniem wspol-
rzednych ‘i niektérymi twierdzeniami tyczqcymi sie momentéw. Autor zajal si¢ tu- mie-
dzy innymi momentami bezwladnosci, elipsoida bezwladnosci i ruchem baka, podajac

kilka nowych, interesujacych rozwiazan, uzyskanych za pomoca analizy matematyczne;.
* Rozprawe te, mato wéwezas znana, mozna zaliczy¢ do doskonatych polskich prac z mecha-
niki. ' : '

Warto tez odnotowaé elementarny, lecz oryginalny podrecznik Dynamika cial stalych,
kurs wykladany w gimnazjum realnym, opracowany przez\Au gusta Ferdynanda BERNHARDTA
(1804 - 1861), profesora szkoty realnej i Szkoly Sztuk Pieknych w Warszawie. Podrecznik
ten, obejmujacy litografowane wyklady (ss. 120), ukazal sie w Warszawie w 1845 r. Spetnit
on bardzo pozyteczna rol¢ dydaktyczna. ‘

Poza tym, réwniez w Warszawie byt wydany w 1861 r. kurs elementarny Mechanika
ogdlna, napisany przez Alfonsa PucHewicza (1821 - 1882), starszego nauczyciela gim-
nazjum realnego. Opracowanie to (ss. 514), zawierajace 183 drzeworyty, obejmuje statyke
i dynamike cial stalych oraz ptynnych. Ze wzgledu na prostot¢ 1 jasno$¢ wykladu kurs
imechaniki A. PUCHEWICZA byl uwazany przez szereg lat za najlepszy polski podrecznik
z mechaniki. :

Nalezy jednak nadmienié, ze wszystkie wyZej wymienione polskie prace i podreczniki
z mechaniki stanowily w omawianym okresie niestety bardzo nieznaczne'i wtérne osiggnig-
cia w poréwnaniu z niezwyktym wprost i dynamicznym rozwojem mechaniki zwlaszcza
we Francji w drugiej potowie XVIII i na poczatku XIX wieku.

3. Mechanika polska w latach 1863 - 1918
| -

Trudne warunki dla rozwoju nauk $cistych w kraju spowodowaly, ze zwlaszcza w drugiej
polowie XIX wieku wielu polskich” uczonych i inZynieréw prowadzilo do$¢ ozywiong
dzialalno$¢ naukowa na obczyZznie, a gtdwnie we Francji i w Rosji.

3.1. Dorobek naukowy z mechaniki Towarzystwa Nauk Scislych w Paryiu. W latach 1871 - 1882
istotna rolg w krzewieniu polskiej mysli naukowej spetnito Towarzystwo Nauk Scistych
w Paryzu, ktérego dzialalnosci wydawniczej, finansowanej przez Jana DZIALYNSKIEGO
(1829 - 1880) zawdzigczamy migdzy innymi opublikowanie kilku polskich dobrych. dziet
podrecznikowych i kilkunastu oryginalnych rozpraw naukowych z mechaniki.

Dokonamy- krétkiego .przegladu opublikowanych w wydawnictwach TNS polskich
znaczniejszych prac z mechaniki, ktérych autorami byli: jeden ze.wspolorganizatoréw
_TNS — Henryk Grach NIEWEGLOWSKI (1807 - 1881) oraz niektdrzy czlonkowie TNS:
Wiadystaw KLUGER (1849 - 1884), Feliks KucHARZEWSKI (1849 - 1935), Wiadystaw Go-
SIEWSKI (1844 - 1911), Jan Nepomucen FRANKE (1846 - 1918), Kazimierz BRANDT (1839 - ?)
Lucjan WorciecHowsk1 (1841 - 1909), Maurycy HULEWICZ i wspolpracuncy z TNS_
Adam MARTYNOWSKI (1842 - 1885)

W okresie 1873 - 1876 zostalo opublikowane w Paryzu nakladem Biblioteki Kornlckle)
(fmansowaneJ przez J. Dzialyfiskiego) dwutomowe -dzieto, Kurs mechaniki rozumowey,
opracowane przez Henryka Gracha NIEWEGLOWSKIEGO, profesora matematyki w Wyzszej

o _ f

!
i

-
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Szkole Polskiej, tzw. montparnaskiej w Paryzu. Tom pierwszy (ss. 560) zawiera statyke
i dynamike punktu materialnego, tom za$ drugi (ss. 897) obejmuje kinematyke, dynamike
uktadéw materialnych, hydrostatyke¢ 1 hydrodynamike wraz z obszernym dodatkiem
o calkowaniu réwnai ruchu. W ostatnim rozdziale autor opisal szereg praktycznych
zagadnien z hydrauliki, nalezacych wiasciwie do mechaniki technicznej. Dzieto H. G. Nie-
WEGLOWSKIEGO, aczkolwiek pozbawione dobrego stownictwa, wprowadzonego przez
Komisje Edukacji Narodowej, stanowito wartosciowy i pozyteczny polski podrecznik
z mechaniki teoretycznej, opracowany na éwczesnym poziomie uniwersyteckim.
Nakiadem J. Dzialynskiego ukazata si¢ jeszcze w 1873 r. w Paryzu ksigzka Wyklad
hydrauliki wraz z teoriq machin wodnych, poprzedzony wiadomosciami wstepnymi z mechaniki
analitycznej cial plynnych (ss. 1018), napisana przez inz. Wiadystawa KLUGERA i inz. Feliksa
KUCHARZEWSKIEGO, a w 1876 r. doskonate dzieto W. KLUGERA Wyklad wytrzymalosci
materialéw i stalosci budowli (ss. XX +628). W pierwszym, obszernym dziele, majacym
uczci¢ czterechsetna rocznice urodzin M. Kopernika, autorzy zawarli bogaty material
z mechaniki cial ptynnych, z hydrauliki i z teorii maszyn wodnych. Po przedstawieniu
podstaw hydrostatyki i hydrodynamiki, omdwiono szereg zagadnien z hydrauliki, doty-
czgcych migdzy innymi przeplywu wody w rurach i w kanatach otwartych, wzajémnego
statycznego oddziatywania cial statych i ptynnych i pomiaru predkosci przepltywow cieczy.
Dalej zamieszczono niektére wiadomosci i przykiady g zakresu obliczania maszyn wodnych
oraz zalagczono pozyteczne dla projektantow tablice. Druga monografia, opracowana

l przez W. KLUGERA, zawiera zagadnienia z wytrzymato$ci materiatéw i z mechaniki budowli,

znajdujace zastosowanie w inzynierii ladowej i wodnej. Na pierwszych 28 stronach podat
autor opracowanie historyczne wytrzymatosci materiatéw, co bylo wtedy nowoscig w lite-
raturze tego rodzaju. Zasadniczy material obejmuje niektore pojecia ogdlne i okrelenia,
pojecia geometryczne przekrojow (Srodki cigzkoscei i momenty bezwladnosci), podstawowe
wiadomosci z zakresu stanu napreZenia i odksztalcenia pretéw prostych, rownanie trzech
momentéw i jego zastosowanie, drgania pretédw prostych, fuki dwuprzegubowe, parcie -
1 odpdr ziemi oraz stateczno$¢ murdéw oporowych. Do istotnych zalet omawianej mono-
grafii nalezy dobry poziom opracowania, odpowiadajacy éwczesnemu stanowi wiedzy
z mechaniki technicznej, logiczny ukiad materiatu, zwarty i przejrzysty sposéb przedsta-
wienia wszystkich zagadnieri, dobre stownictwo oraz liczne przyktady. Dzieto W. KLUGERA
mozna uznaé za pierwszy polski podrecznik akademicki z wytrzymatosci materialéw
i z mechaniki budowli. Monografia ta, stanowiaca nasz powazny dorobek naukowy

¢+ z mechaniki technicznej, nie- ustgpowala odpowiednim pozycjom autoréw zagranicznych.

W. KLUGEROWI zawdzigczamy rdwniez dwie pierwsze polskie rozprawy naukowe,
dotyczace pracy i dziatania turbin, opublikowane w Pamigtniku TNS w Paryzu (tom III,
1873 t. i 1V, 1874 1.).

W. KLUGER byl wybitnym polsklm inzynierem-badaczem, wykladowca hydrauliki
i budowli wodnych w Szkole InZynieréw w Limie oraz projektantem wielu- skompliko-
wanych objektéw zwlaszcza z inzynierii wodnej w Polsce i w Peru, a miedzy innymi wodo-
ciggow dla Krakowa. Prowadzone przez niego wyktady wyrézniaty sie¢ wysokim pozmmem
i utrwalily jego nazwisko w peruwianskiej uczelni. ‘

Szczegblne uznanie zyskaly bardzo dobre rozprawy z mechaniki Wiadystawa GosiEw-
SNIEGO, wybitnego matematyka i fizyka, ktéry byl w owym czasie jednym z najbardziej
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twérczych i plodnych naszych uczonych. Na taczna liczbg 15 prac ogloszonych przez fizy-
kéw polskich w Pamigtniku TNS opublikowalon 9 pozycji, z ktSrych 5 dotyczylo mechaniki.

W tomie I Pamigtnika TNS (1871 r.) W. GosiEwSKI oglosit obszerng prace (13 rozdzia-
16w) O sprezystosci cial stalych jednorodnych, w ktérej przedstawit podstawy teorii spreg-
zystodci, rozpoczynajac wyklad od dynamiki. W koncowej czgéci tej rozprawy autor
wskazal na zwigzek migdzy réwnaniami teorii sprezystoéci i teorii mechanicznej $wiatla,
co stanowi jego oryginalny dorobek naukowy. W pracy Przyczynek do teorii sil zywych
(tom 111, 1873 r.) W. GosiEwsk1 podat nowy dowdd twierdzenia Coriolisa. Nastepne dwie
jego rozprawy dotycza mechaniki molekularnej. W pierwszej z nich O zasadniczej hipotezie
mechaniki czqsteczkowej (tom VII, 1875 r.) autor rozwazyt warunki, umozliwiajgce zastg-
pienie ukiadu punktéw materialnych ukladem ciaglym materialnym. W drugiej pracy
Dwa twierdzenia z mechaniki czqsteczkowej (tom VIII, 1876 r.) W. GOSIEWSKI omowil
zastosowanie potencjalu Greena do analizy odksztalcen diugotrwalych. W tomie IX
(1877 r.) znajdujemy rozprawe W. GOSIEWSKIEGO O potencjale sprezystosci, w ktérej autor
wskazal na zgodnos¢ hipotezy Greena z zasadami mechaniki cial sprezystych oraz podat
zwiazki (nieréwnosci), jakie powinny by¢ spetnione przez 21 wspdtczynnikow, opisujacych
sprezystosé ciala anizotropowego. Poza wymienionymi rozprawami byt wydany w Paryzu
(1873 r.) nakladem Jana Dziatynskiego, opracowany przez W. GOSIEWSKIEGO, pierwszy
zeszyt Wykladu mechaniki czqsteczkowej (molekularnej). W pracy tej autor podat podsta-
wowe pojecia, zwigzki geometryczne i fizyczne oraz réwnania mechaniki cial odksztal-
calnych.

Tematyka prac z mechaniki, opublikowanych przez innych naszych autoréw w Pa-
mietniku TNS, byla zwigzana §ciSle z zagadnieniami waznymi dla Swczesnej praktyki
inzynierskiej., “ -

Oryginalna i wartosciowa rozprawe (tom IV; 1874 r.) z zakresu kot zgbatych o osiach
wichrowatych napisal Jan Nepomucen FRANKE, profesor Szkoly Politechnicznej we Lwowie
(1870 - ?). W tomach 1V, VII, IX Pamigtnika TNS (1874 -1878r.) znajdujemy cenne
dla konstruktoréw prace inz. Kazimierza BRANDTA, dotyczace najniekorzystniejszych
obciazenn mostow oraz statyki mostéw tukowych. Duze zainteresowanie zyskaly w owym
czasie przedstawione przez inz. Lucjana WOICIECHOWSKIEGO sposoby obliczania powierzchni
i objgtosci wykopow i nasypéw (tom V, 1874 r. i IX, 1877 r.), opisane réwniez w czaso-
pismach francuskich. Przedmiotem dwdch dobrych rozpraw (tom VIII, 1876 r. i XI,
1879 r.) inz. Maurycego HULEWICZA s3 zagadnienia statyki i wytrzymaloéci belek wielo-
przestowych i dzwigaréw lukowych. Wartosciowa praca (tom IX, 1877 r.) inz. Mieczystawa
SZYSTOWSKIEGO obejmuje niektdre zastosowania statyki wykre$lnej wraz z zapropono-
wanym przez autora sposobem wyznaczania linii ci$nien w sklepieniu tukowym.

Dwie obszerne rozprawy (tom 111, 1873 r. i 1V, 1874 r.) o {acznej objetosdci 214 stron
pod wspdlnym tytutem Teoria cisnienia cieczy na Sciany plaskie i na $ciany krzywe, opraco-
wane przez inz. Adama MARTYNOWSKIEGO, zawieraja wyklad podstaw hydrostatyki i jej
zastosowarn do obliczenia ci$nienia cieczy na $ciany zbiornikéw. Autor omdéwit wyznacza-
nie ci$nienia na $ciany zbiornikéw walcowych, stozkowych i sferycznych, przeprowadzajac
dokladna analize rozwazonych przypadkéw. Wymienione rozprawy A. MARTYNOWSKIEGO
stanowily bardzo cenny material nie tylko dla owczesnych, lecz réwniez dla pdzniejszych
teoretykdw i praktykéw, zajmujacych si¢ zagadnieniami hydrauliki. W innej, trzeciej
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swojej pracy (tom V, 1875 r.) A. MARTYNOWSKI okreslit dla foremnych, plaskich przekrojéw
réznych bryl geometrycznych tzw. rdzenie przekrojow znajdujace duZe zastosowanie
przy badaniu stanu napr¢Zenia elementow konstrukcyjnych

Omoéwione wyzej opracowania ksigzkowe, wydane nakladem J. Dzmlynsklego i roz-
prawy, opublikowane w Pami¢tniku TNS w Paryzu, stanowily bardzo wartoéciowy mate-
riat dla wielu polskich pracownikéw naukowych i inzynieréw, byly czgsto cytowane w naszej
literaturze naukowej nawet w latach pézniejszych i miaty istotny wptyw na rozwdj polskiego
pismiennictwa' z mechaniki. Monografie i rozprawy wydane przez TNS byly tym cen-
niejsze, ze w kraju w owym czasie wszelkie opracowania z nauk $cistych ukazywaly sie
niezwykle rzadko. Streszczenia rozpraw oglaszanych w Pamigtniku byly od 1874 r. publi-
kowane w niemieckim czasopismie bibliograficznym Jahrbuch iiber die Fortschritte der
Mathematik, popularyzujac w ten sposéb polskie osiggni¢cia naukowe w szerszym kregu
czytelnikéw.

Pomimo krétkiego, bo zaledwie dwunastoletniego okresu istnienia (1870 - 1882) TNS,
dzialalnos$¢ jego pozostawita trwale §lady w dziejach nauki polskiej oraz ozywita twérczo$é
naukowa i aktywno$¢ organizacyjna polskich uczonych, w wyniku ktdrej juz po kilku
latach od rozwiazania TNS powstaty w kraju wydawnictwa naukowe i ukazaly si¢ oméwione
w innym miejscu tej pracy dziefa i rozprawy z mechaniki. '

3.2. Rozwéj mechaniki w uczelniach lwowskich. W koncu XIX i na poczatku XX wieku
silny osrodek mechaniki powstal we Lwowie. W tym okresie w uczelniach lwowskich
dziatalno$¢ naukowa w. mechanice teoretycznej i technicznej prowadzili: Bruno ABDANK-
ABaKANOWICZ (1852 - 1900), Oskar Fapian (1846 -1899), Jan Nepomucen FRANKE
(1846 - 1918), Lucjan BOTTCHER, Alfred DenizoT (1873 - 1937), Marian SMOLUCHOWSKI
(1872 - 1917), Maksymilian TauLLlE (1853-1939) i Maksymilian Tytus HUBER
(1872 - 1950).

Bruno ABDANK-ABAKANOWICZ, docent Politechniki Lwowskiej, wykladal statyke
wykre$ing i byt autorem pierwszego z tej dziedziny podrgcznika w jezyku polskim Zarys
statyki wykresinej (Lwéw 1876), opracowanego z uwzglgdnieniem osiagnig¢ CULMANNA,
RITTERA, MOHRA i WINKLERA. Zawdzigczamy jemu rowniez wynalezienie integrafu.

W 1886 r. byl wydany we Lwowie akademicki podrecznik Zarys mechaniki analitycz-
nej, jako u‘/st@p do fizyki umiejetnej, opracowany przez Oskara FABIANA, profesora Uniwer-
sytetu Lwowskiego. W tym warto$ciowym podrgczniku (ss. 239) autor podal zasady
kinematyki i dynamiki, wchodzace w zakres uniwersyteckich wykladow z fizyki. ‘

W latach 1878 - 1887 ukazaly si¢ litografowane wyklady z mechaniki J. N. FRANKEGO,
profesora Szkoly Politechnicznej we Lwowie, poprzedzajace jego doskonate dzieto Mecha-
nika teoretyczna (ss. XXX+ 645), wydane w Warszawie (Kasa im. J6zefa Mianowskiego). -
Dzieto J. N. FRANKEGO stanowilo w owym czasie wybitng pozycj¢ literatury naukowo-
dydaktycznej nie tylko w pi§miennictwie polskim, ale i europejskim. Na pierwszych 18 stro-
~ nach autor przedstawit Zarys historii mechaniki, przeznaczajac dwie strony dla krétkiej

jeszcze wtedy historii mechaniki polskiej. Obszerny material z mechaniki analitycznej,
- opracowany w duchu LAGRANGE’A zostal podzielony na dwie czgéci: Kinematyka cial
sztywnych i\ Dynamika cial sztywnych. Na uwage zastuguje fakt, ze statyke zamiescit autor
w drugiej czgéci, traktujac ja jako szczegdlny dzial dynamiki i odchodzac w ten sposéb od
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tradycyjnego podziatu mechaniki na statyke, kinematyke i dynamike. Ten logicznie uza-
sadniony i w owym czasie rzadko przyjmowany ukfad materialu jest stosowany do dnia
dzisiejszego, zwlaszcza w uniwersyteckich podrecznikach z mechaniki teoretycznej. Ogél-
nosé i §cistoé¢ wywodow autora przejawia si¢ migdzy innymi w obszernym potraktowaniu
i wykorzystaniu zasady pracy wirtualnej oraz wariacyjnych zasad i réwnan dﬂfnflmiki.
Zamieszczone w monografii liczne zastosowania zasady d’Alemberta, rownan Lagrange’a
oraz zasady i réwnan kanonicznych Hamiltona wskazujg na stuszne juz w tym wczesnym
okresie intencje autora w preferowaniu mozliwie najogolniejszych i eleganckich metod
rozwigzan roznych zagadnien mechaniki. Inng zalete omawianego dzieta stanowi umieszcze-
nie w koncowej czgéci ksiazki (ss. 461 - 604) pierwszy raz w jezyku polskim podstawowych
réwnan i zwigzkéw teorii sprezystosci, hydromechaniki i gazomechaniki. Te ostatnie
dziaty mechaniki (od s. 461) wchodzg obecme do mechaniki technicznej. Na uwage zaslu-
guje fakt, ze w glebskim umysle J. N. FRANKEGO rodzita si¢ wizja nadchodzacej rewolucji
w mechanice, dokonanej w niedlugim czasic przez A. EINSTEINA. Wskazuja na to naste-
pujace stowa, zamieszczone przez autora na XXVILI stronie jego ksiazZki: ,, ... musimy
przypuscié, ze owe irzy prawa Newlona, na ktdrych polega dzisiejsza dynamika, dadzq sie
wyprowadzi¢ z praw ogdlniejszych, jako wnioski. Czy takie uzasadnienie calej nauki o ruchu
byloby mozliwe i korzystne, tego dzis przesqdzaé nie mozemy”. Dzielo J. N. FRANKEGO
spetniato przez wiele lat bardzo istotng role w nauczaniu mechaniki. J. N. FRANKE byt
réowniez autorem wielu prac z kinematyki i dynamiki, opublikowanych w czasopismach
polskich, francuskich i austriackich.

Dalsza godna uwagi pozycja byt wydany w 1905 r. we Lwowie kurs litografowany
(ss. 742) Wyklady mechaniki ogdlnej, opracowany przez Lucjana BOTTCHERA, profesora
Politechniki Lwowskie;j. : - .

Przed pierwsza wojng swiatowa oraz w okresie miedzywojennym szereg warto$ciowych
prac z mechaniki teoretycznej oglosit w réznych czasopismach krajowych i zagranicznych
Alfred Denizor, profesor Politechniki Lwowskiej, a nastgpnie Uniwersytetu Poznanskiego.
Prace jego dotycza migdzy innymi doéwiadczenia z wahadlem Foucaulta oraz ruchu
wzglednego (Biul. Akad. Um., Krakdw, 1905), swobodnego spadania ciatl (Wiad. Mat.,
t. XXIII, 1919) i ruchu kulistego’ (Wiad. Mat., t. XXVI, 1922). .

Spoéréd wielu znakomitych prac naszego $wiatowej stawy fizyka Mariana SMoLu-
CHOWSKIEGO, profesora Uniwersytetu Lwowskiego (1899 - 1913), a nastgpnie Umwersytetu
Jagiellonskiego (1913 - 1917), mozna wybra¢ pewne pozycje, w ktérych autor podal roz-
wigzania kilku zagadnien mechaniki. Prace te ukazaty si¢ w dwdch wydawnictwach Aka-
demii Umiejgtnosci w Krakowie. Trzy takie pozycje byly ogloszone w latach 1903 - 1909
w Rozprawach Wydzialu Matematyczno-Przyrodniczego Polskiej Akademii Umiejetno-
§ci w Krakowie. W pierwszej z nich, pt. O zjawiskach aerodynamicznych i polqczonych z
nimi objawach cieplnych (1903 r.), M. SMOLUCHOWSKI wyprowadzil réwnania aeromecha-
niki, wskazal na uzyteczno$é metody podobieﬁstwa dynamicznego i podal rozwigzania
kilku zagadnied z aerodynamiki. W drugiej rozprawie Przyczynek do teorii ruchdéw cie-
czy lepkich, zwlaszeza zagadnier dwuwymiarowych (1907 r.) autor przedstawil rozwiazanie
réwnan rézniczkowych, okre$lajacych dwuwymarowy ruch ciieczy lepklchx opisal rodzaje
badanegoruchu. Trzecia, trwala pozycje stanowi jego rozprawa O pewnym, zagadnieniu z te-
orii sprgZy;toscz i 0 jego zwiqzku z wytworzeniem sig gor faldowych (1909 r.), w ktorel znaj-

%
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dujemy interesujqéy wywodd teoretyczny powstawania gor fatdowych. W pracy tej punktem
wyjscia oryginalnej koncepcji M. SMOLUCHOWSKIEGO jest réwnanie rézniczkowe odksztat-
conej powierzchni §ciskanego sprezystego pasma plytowego na cieklym podtozu./Sciskanie
powodujace sfaldowanie plyty zostato okreslone jako obcigzenie krytyczne przy jej wybo-
czeniu. Dwie z wymienionych wyZej rozpraw M. SMOLUCHOWSKIEGO byly wydane réwniez
w wersji obcojezycznej w Biuletynie Migdzynarodowym Akademii Umiejetnosci w Krako-
wie, ktéry byt wtedy reprezentacyjnym czasopismem uczonych polskich, bardzo cenionym:
zagranica. Pierwsza praca ukazala sig pt. Sur les phénoménes aerodynamiques et les effets
thermiques qui les accompagnent (1903 r.), a nastgpna, stanowigca znaczne rozszerzenie
trzeciej rozprawy, byta ogtoszona pt. Uber ein gewisses Stabilitatsproblem der Elastizitdits-
lehre und dessen Beziehung zur Entstehung von Faltengebirgen (1909 r.)

Znaczny dorobek naukowy z mechaniki budowli w Politechnice Lwowskiej zawdzig-
czamy Maksymilianowi THULLIEMU, profesorowl tej uczelni. Qpublikowal on okoto 220
prac, z ktérych wiekszos¢ dotyczyla rcSZn)7ch zagadnien statyki budowli. Przedmiotem
jego ‘prac_byly miedzy innymi problemy statecznosci sprezystej, statyki kratownic oraz
sklepien tukowych 1 parcia ziemi. Opracowany przez M. THULLIEGO i kilkakrotnie wzna-
wiany Podrecznik statyki budowli (Lwéw 1886, ss. 312) obejmuje material dobrze przysto-
sowany do Owczesnych potrzeb studentéw wydziatéw budowlanych wyzszych uczelni
technicznych. Zawarte w tym podrgczniku zagadnienia z wytrzymatosci materialdw i ze
slatykl budowli cechuje bardzo praktyczne ujecie, przejawiajace si¢ w wielu przykladach
iw pomml@cm trudmerzych wywodow teorctycznych. Aczkolwiek omawiany podrecznik
nie wyréznia si¢ duza wartoscia naukowsy, to jednak stanowit on bardzo pozyteczng i na
Swezesnym poziomie akademickim pierwsza pozycje ze statyki budowli w odrodku Iwow-
skim, a druga w jezyku polskim po znakomitym dziele, W. KLUGERA. W koricu XIX w.
M. TuHuLLIE zajal si¢ przede wszystkim teorig zelbetu, stajac si¢ wkrdtce jednym z jej
wspoitwdredw i przyczyniajac si¢ bardzo do rozwoju tej waznej dziedziny techniki.

Na poczatku XX wieku zyskaly $wiatowy rozgtos prace Maksymiliana Tytusa HUBERA,
ucznia J. N. FRANKEGO, profesora Politechniki Lwowskiej (1908 - 1928), Politechniki
Warszawskiej (1928 - 1945), Politechniki Gdanskiej (1945 - 1949) i Akademii Gdrniczo-
Hutniczej w Krakowie (1949 - 1950). Ten niezwykle utalentowany uczony odznaczal si¢
nie tylko nieprzecigtnymi zdolno$ciami, ale réwniez wyjatkowa pracowitoscia, pomysto-
woscig i intuicjg inzynierska. Trwale miejsce w nauce §wiatowej zapewnily M. T. HUBEROWI
jego prace z zakresu hipotez i kryteridw wytrzymalosciowych oraz prace z zagadnien
twardosci i1 z teorii plyt ortogonalnie anizotropowych, nazwanych przez niego «plytami
ortotropowymi».

Wielkie odkrycie naukowe M. T. HUBERA, dotyczace warunku pldstycznosc: byto
poprzedzone jego pomys%em hlpotezy calkowitej energii odksztalcenia. Wprawdzie hipo-
tezg te zaproponowal w 1885 r. wybitny matematyk wioski E. BELgrRAMI, lecz M. T. HUBER,
nie znajac pracy E. BELTRAMIEGO, doszedt w 1903 r. do podobnych wnioskéw, oglaszajac
wyniki swoich rozwazan w tomie XV Prac Matematyczno- Flzycznych (Warszawa,
1904) w pracy O podstawach teorii wy/rzyma/osc: Wkrétce' juz jednak M. T. HUBER opu-
blikowat w Czasopi§mie Technicznym (Lwéw 1904) rozprawe Wiasciwa praca odksztalcenia
jako miara wytezenia materialu, wykazujac w niej, ze miarq‘- wytezenia materiatu jest jednos-
tkc}wa energia odksztalcenia postaciowego. Kryterium M. T. HUBERA znalazito potwierdze-
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nie w pracy R. v. Misesa (1913 r.) oraz w pracy H. HENCKY’EGO (1925 1.), ktérym nie bylo
znane osiagnigcie polskiego uczonego. Odkrycie naukowe M. T. HUBERA, nazwane warun-
kiem plastycznosci Hubera -Misesa-Hencky’ego, stanowi do dnia dzisiejszego podstawe te-
oril plastycznosci.

Dalszym, powaznym w skali $wiatowej osiagnigciem naukowym M. T. HUBERA byio
wyjasnienie zagadnienia tzw. bezwzglednej miary twardosci. Problem ten stanowit przed-
miot jego rozprawy doktorskiej Przyczynek do teorii stykania sie cial stalych sprezystych,
opublikowanej pt. Zur Theorie der Beriihrung fester elastischer Kérper w czasopi$mie
Annalen d. Physik (1904). M. T. Huser wykazal, Ze proponowana przez znanego fizyka
H. HertzA bezwzgledna miara twardosci nie jest pewna cecha materialowa, lecz zalezy
rowniez od ksztaltu stykajacych sig¢ cial. WyZej wymieniona rozprawa M. T. HUBERA wraz
z pOZniejsza jego praca, napisang wspolnie z Z. FUCHSEM Spannungsverteilung bei der
Beriihrung zweier elastischer Zylinder (Rozkiad naprezen przy stykaniu si¢ dwdch wal-
céw sprezystych) ogloszong w czasopismie Physikalische Zeitschrift (1914), stanowi trwaly
i wysoko oceniony wkiad naukowy M. T. HUBERA w dziedzing tzw. zagadnien stykowych
teoril sprezystosci. ‘

M. T. HuBerowi zawdzigczamy réwniez rozwdj teorii plyt ortotropowych. Aczkolwiek
podstawy tej teorit byly opracowane przez F. GEHRINGA i W. VOIGTA, to jednak M. T.
HUBER pierwszy podat rozwigzania z zakresu statyki ptyt ortotropowych oraz wykazat ich
liczne zastosowania praktyczne, przede wszystkim w przyblizonych obliczeniach prze-
mieszczen 1 sit wewngtrznych, wystgpujacych w plytach zelbetowych, uzebrowanych,
w rusztach belkowych itp. Pierwsze osiagnigcia M. T. HUBERA z teorii plyt ortotropowych
i z praktycznego jej wykorzystania zostaly przedstawione w jego pracy Ogdlna teoria piyt
zelazo-betonowych i jej praktyczne zastosowanie do plyty prostokqtnej, podpartej wzdluz
calego obwodu, opublikowanej w Czasopismie Technicznym (Lwéw 1914 r.). W dalszej,
obszernej rozprawie Teoria plyt prostokqtnie réznokierunkowych wraz z technicznymi zas-
tosowaniami do plyt betonowych, krat belkowych itd. ukonczonej w 1918 r. i1 wydanej we
Lwowie w 1921 r. M. T. HUBER zajal si¢ Scistym okresleniem sztywno$ci plyty ortotro-
powej oraz modyfikacja postaci jej rownania rézniczkowego, ktore w podanym przez
niego zapisie jest stosowane do dnia dzisiejszego. Jedna z kilku ostatnich prac M. T.
HUBERA, dotyczacych plyt ortotropowych, jest monografia Probleme der Statik technisch
wichtiger orthotroper Platten (Teoria plyt ortotropowych), wydana przez Akademi¢ Nauk
Technicznych (Warszawa 1929 r.) i obejmujaca wyklady autora na Politechnice w Zurychu.

Twérczoéé naukowa M. T. HUBERA byla wyjatkowo rozlegla. Opracowal on tez szereg
oryginalnych rozwiazaf z mechaniki dla potrzeb lotnictwa, kolejnictwa, techniki maszy-
nowej, uzbrojeniowej i budowlanej. Jego prace, stanowiace pigkny polski dorobek nauko-
wy z mechaniki, wywarly bardzo istotny wplyw na rozwdj réznych dziedzin techniki.
Duzo znakomitych i nie omdéwionych tu rozpraw naukowych oraz dziel monograficznych
M. T. HuBera ukazalo si¢ po 1918 r.

3.3. Polskie osiagniecia z mechaniki w Rosji. Znaczne OSiEigniQCia z mechaniki zawdzig-
czamy kilku wybitnym polskim uczonym, prowadzacym okresowo lub wyltacznie dziatal-
noéé naukowa w uczelniach rosyjskich: Hipolitowi JEwNIEWICZOWI (1831 - 1905), Felik-

Y
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sowi JasiskiEMuU (1856 - 1899), Stanistawowi BELZECKIEMU (1856 - 1932) i Stanistawowi
MiLLEROWI (1880 - 1924). '

Hipolit JEwNIEWICZ, profesor Instytutu Technologicznego w Petersburgu, Petersbur-
skiej Akademii Inzynieréw Marynarki i Instytutu Inzynierdw Cywilnych w Petersburgu
byl autorem kilku bardzo dobrych podrecznikdw akademickich z mechaniki budowli
1 z teorii sprezysto$ci oraz wielu warto$ciowych prac z hydromechaniki, hydrauliki i mate-
matyki stosowanej, opublikowanych w polskim Przegladzie Technicznym 1 w czasopi§mie
rosyjskim Inzenierny;j Zurnat.

Wydane w jezyku rosyjskim podreczniki H. JEWNIEWICZA Kurs praktyczny mechaniki
i Podrecznik do ustalenia praw wytrzymaloSci materialéw budowlanych wraz z teoriq sprezys-
tosci cial stalych wypetnialy luke w technicznej literaturze rosyjskiej i wyrdznialy si¢ dobrym
poziomem teoretycznym oraz zwigzlo$cig 1 jasnoscia wykladu. Szczegdlnie cenna pozycje
malosci materialéw budowlanych oraz do zasad gléwnych statyki cieczy i dynamiki cieczy
(Warszawa 1910, ss. XII4296). Monografia ta, opracowana z uwzglednieniem najnowszych
6wezesnych osiagnie¢ naukowych i wydana juz po $mierci autora wylgcznie w jezyku
polskim, jest pierwsza polska ksiazka obejmujaca calo$¢ materialu z teorii sprezystosci.
Zawiera ona wyklady H. JEWNIEWICZA z podstaw teorii sprezysto$ci wraz z jej zastosowa-
niami w zagadnieniach statyki pretdw prostych i zakrzywionych, klinéw, naczyn walco-

-wych i kulistych oraz w zagadnieniach dynamiki pretéw, plyt i rozchodzenia si¢ drgan
w osrodku sprezystym i krystalicznym. Na kilku ostatnich stronach omawianej ksigzki
znajdujemy podstawowe rownania statyki i dynamiki cieczy.

P61 wieku intensywnej Hziatalnoci naukowej i dydaktycznej H. JEWNIEWICZA utrwalito
jego nazwisko w uczelniach rosyjskich i w nauce polskiej.

Bardzo wysoko zostaty odnotowane w historii mechaniki osiagnigcia wybitnego pol-
skiego uczonego Feliksa JASINSKIEGO, profesora Imstytutu Inzynieréw Komunikacji.
w Petersburgu (od 1894 r.). Byl on autorem kilkudziesi¢ciu prac naukowych oraz dwéch
doskonatych dziel podrecznikowych. Gtéwna pionierska jego rozprawa naukowa dotyczyla
statecznoéci sprezystej pretow. Ukazala sie ona w 1893 r. w czasopiSmie francuskim An-
nales des Ponts et Chaussées, nastepnie w 1894 r. w jezyku rosyjskim, a w 1895 r. w Prze-
gladzie Technicznym pt. Badania nad sztywnosciq pretéw Sciskanych. Pracy tej zawdzie-
czamy ostateczne usunigcie watpliwosci w shuszno$¢ teorii wyboczenia L. EULERA. Pow-
szechne uznanie zyskaly réwniez inne rozprawy naukowe F. JASINSKIEGO z zakresu wyb-
oczenia sprezystego i niesprezystego, majace bardzo duze znaczenie praktyczne. Osiag-
nigcia te byly w owym czasie wykorzystane przy racjonalnym projektowaniu ustrojéw pre-
towych, wystepujacych zwlaszcza w konstrukcjach mostowych.

W 1897 r. ukazalo si¢ w Petersburgu znakomite dzieto F. JASINSKIEGO Kurs tieorii
uprugosti (Kurs teorii sprezysto$ci) o objetosci 238 stron. Duze zalety tej monografii
przejawiaja si¢ w metodyce wyktadu oraz w nowoczesnym ujeciu materiatu;, obejmujacego
miedzy innymi podstawowe zwiagzki stanu naprezenia i odksztalcenia, statyczne i dyna-
miczne réwnania rézniczkowe réwnowagi ciat sprezystych i zadanie B. Saint-Venanta.
Drugie dzielo F. JASINSKIEGO Kurs stroitielnoj miechaniki (Kurs mechaniki budowli),
wydane w 1898 r. réwniez w Petersburgu, zawieralo statyke ustrojéw pretowych ze szczegdl-
.nym uwzglgdnieniem kratownic plaskich i przestrzennych oraz praktycznych metod obli-
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czania sklepiefi. Oba wymienione tu dziela F. JASINSKIEGO nie ustgpowaly poziomem naj-
lepszym pozycjom zagranicznym i stanowia w przekroju §wiatowym cenny dorobek nau-
- kowy z mechaniki budowli oraz z teorii sprezystosci.

Wybitne osiagnigcia i zastugi F. JASINSKIEGO w krétkim okresie jego pracy, pelnej
poswigcenia dla nauki, znalazty pigkna oceng w nastepujacych stowach $wiatowej slawy
uczonego rosyjskiego S.P. TIMOSZENKI: ,,Jego przedwczesna Smierd przerwala $wietng
. karierg profesorska, jednak w ciqgu pieciu lat wylkladow w instytucie udalo mu sig¢ podniesé
poziom przygotowania teoretycznego inzynierdw rosyjskich. Jego podreczniki z mechaniki
budowli i teorii sprezystosci byly w Rosji szeroko rozpowszechnione. Jasiniski byl wiellkim
profesorem. Uczelnid zyskala w jego osobie niezwylle polqczenie inzyniera praktyka — kitory
byl wielkim uczonym o glebokiej znajomosci swojego przedmiotu — oraz pierwszorzednego
wykladowcey. Studenci rosyjscy w owym czasie mieli zupelng swobode w wyborze zajeé i roz-
kladzie czasu pracy. Niewielt z nich uczeszezalo na wyklady regularnie, jednak na wykidadach
- Jasifiskiego sala zawsze byla przepelniona”.

W uczelniach rosyjskich mechanika budowli i teoria sprezystosci byly reprezentowane
jeszcze przez dwoch polskich uczonych: Stanistawa BELZECKIEGO, profesora Politechniki
Petersburskiej (1907 - 20), a nastepnie profesora Politechniki Warszawskiej (1921 - 27),
oraz przez jego asystenta w Politechnice Petersburskiej — Stanistawa MILLERA, pdZniej-
szego profesora Politechniki Warszawskiej (1920 - 25).

Rozprawy naukowe (okolo 20) S. BELZECKIEGO, oglaszane do 1910 r. przewaznie
w czasopi$mie rosyjskim Izwiestia Sobranija InZenierow Puticj Soobszczenja, dotyczyly
gtéwnie statyki pretdw zakrzywionych, ustrojéw ramowych (a wtym ram typu Vieren-
deela) 1 niektdrych plaskich zadan teorii sprezystodci. Jego prace z zakresu racjonalnego
ksztaltowania wytrzymatosciowego dzwigardw tukowych byty wysoko ocenione. Poza /tym
S. BELzECKI byl autorem trzech podrecznikéw akademickich, wydanych w Petersburgu za-
pewne w postaci skryptow: Teoria sprezystosci, Mechanika budowlana i Wytrzymalosé ma-
terialow. Niezaleznie od praty naukowej S. BELZECKI zyskal duZe uznanie jako konstruk-
tor budowlany, wykonujac miedzy innymi projekty mostdw przez rzeki Samur i Terek, dwa
projekty mostéw przez rzeke Don w Rostowie oraz projekt wiaduktu przez doling «Suchy
Yog» na linii kolejowej Moskwa—Kazan—FEkaterynburg. ,

Dzialalno$é S. MILLERA w Politechnice Petersburskiej przejawiala sig do 1920 r. gidwnie
w pracy dydaktycznej. Jego kitka dobrych prac z réznych dzialdw mechaniki budowli
ukazalo sie w okresie pdzniejszym w wydawnictwach krajowych.

_ 341 Wazniejsze pozycje z mechaniki w Warszawie i w Krakowie. W ostatnich latach XIX w.
i na poczatku XX w. odnotowujemy duze zainteresowanie naukami Scistymi w Krakowie
1 w Warszawie.

Chlubna dzialalno$¢ naukowa TNS w Paryzu, nawet po jego rozwiazaniu, wydajnie
owocowala. Z inidjatywy dwdch bylych autordw prac matematycznych w Pamietniku
TNS, Mariana BARANIECKIEGO (1848 - 1895) i Samuela DIcksTEINA (1851 - 1939) powstaly
w Warszawie wydawnictwa naukowe, publikujace prace z réznych dzialéw matematyki
i fizyki, a w tym i z mechaniki. .

Marian BARANIECKT, profesor Szkoty Politechnicznej we Lwowie (od 1885 r.) i jedno-
czesnie Uniwersytetu Jagiellofiskiego, byl zalozycielem i przez kilka lat (1882 -1885)
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redaktorem wydawanej w Warszawie Biblioteki Matematyczno-Fizycznej (Kasa im. Joze-
fa Mianowskiego), w ktdrej migdzy innymi ukazato si¢ omdwione juz znakomite dzieto
Mechanika teoretyczna J. N. FRANKEGO, a nastgpnie doskonaly trzytomowy podrecznik
‘akademicki Zasady fizyki (t. 1-1892, t. I - 1897, t. III - 1912) Augusta Wiktora WITKOWs-
KIEGO (1854 - 1913), profesora Uniwersytetu Jagielloniskiego (1888 - 1913). Pierwszy tom
(ss. XX +463) dzieta A. W. WITKOWSKIEGO obejmuje materiat 'z mechaniki teoretycznej;
mechaniki cial sprezystych, hydromechaniki, gazomechaniki i akustyki. Wyklad z mechani-
ki teoretycznej rozpoczal autor 'od kinematyki, nastgpnie podal podstawowe pojecia i
" prawa dynamiki, zagadnienia statyki oraz zasady energetyczne. Dalej sa omdwione od-
ksztalcenia sprezyste, wlasnoéci cial sprezystych. oraz podstawowe réwnania i niektdre za-
gadnienia mechaniki cieczy i gazéw. W ostatnim, pigtnastym rozdziale pierwszego tomu
autor opisal drgania sprezyste strun i pretéw. Zawarty w tym dzieie material, wzbogacony
licznymi przyktadami, cechuje bardzo staranne opracowanie pod wzgledem dydaktycznym
przy duzej dbalosci autora o dobre i przejrzyste interpretacje fizyczne opisanych zagad-
nien, nawet kosztem pewnej rezygnacji z elegancji niektérych uogdlnien matematycznych.
Dwa nastgpne tomy omawianego podrecznika obejmuja inne dzialy fizyki. Dzieto A. W.
WITKOWSKIEGO bylo powszechnie uznane za klejnot polskiej literatury naukowej.

Wkrétce z inicjatywy Samuela DICKSTEINA, profesora honorowego Uniwersytetu War-
szawskiego (od 1919 r.) powstaly w Warszawie trzy dalsze wydawnictwa: 1. Prace Ma-
tematyczno-Fizyczne (1888 r.), 2. Dzieta i Rozprawy Matematyczno-Fizyczne (1895 r.
— wydawane wspdlnie z Aleksandrem Czajewiczem) i 3., Wiadomosci Matematyczne
(1897 r.). W wydawnictwach tych byly miedzy innymi opublikowane niektére wymienio-
ne poprzednio prace A. DENIZOTA oraz znakomite rozprawy M. T. HUBERA. Na szczegdl-
ng uwage zashuguje réwniez ogloszona w tomie I Prac Matematyczno-Fizycznych (1888 r.)
rozprawa W. GOSIEWSKIEGO O zwiqzku miedzy zasZza’q najmniejszego dzialania i najprawdo-
podobniejszym ukladem, w ktérej znajdujemy pierwsze zastosowanie rachunku prawdopo-
dobienstwa w mechanice. W pracy tej W. GoslEwskK! wykazal, Ze zasade najmniejszego
dziatania mozna zastapi¢ zasada najprawdopodobniejszego ukiadu. W Pracach Matema-
tyczno-Fizycznych ukazato si¢ réwniez znakomite dzieto Wsiep do fizyki teoretycznej
(Warszawa 1890, ss. XI+458) Wiadystawa NATANsONA (1864 - 1937), profesora Uni-
~ wersytetu Jagiellonskiego (1917 - 1935); Wprawdzie w dziele tym autor przeznaczy! me-
chanice tylko kilkadziesiat stron, ograniczajac swoje rozwazania do klasycznych zasad i P
zagadnieri dynamiki oraz odsylajac czytelnika zainteresowanego gtéwnie mechanika do
podrecznika J. N. FRANKEGO, ale podany material cechuje rzadko spotykana oryginal-
no$¢ opracowania. Wszechstronnie utalentowany umyst W. NATANSONA nie poskqp\il w
j?éo dziele glebokich interpretacii filozoficznych podstawowych pojeé fizycznych i zjawisk
przyrodniczych, licznych cytatéw, notek historycznych i bibliograficznych.

Kilka bardzo warto$ciowych pozycji z hydromechaniki, aeromechaniki i z teorii spre-
Z}stoéci byto ogtoszonych w wydawnictwach Akademii Umiejetnosci w Krakowie. W 1890 r.
w Pamietniku Akademii Umiejetnoéei ukazaly si¢ dwie cenne prace W. GOSIEWSKIEGO:
1. O cisnieniu kinetycznem w plynie niescisliwym i jednorodnym, 2. O naturze ruchu wew-
nqtrz elementu plynnego, przy czym druga rozprawa jest wysoko oceniona nawet w wydane;j
niedawno (1962) doskonatej monografii A. C. ERINGERA Nonlinear theory of continuous
media. W Rozprawach Wydzialu Matematyczno-Przyrodniczego Polskiej Akademii Umie--
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jetnoéci w Krakowie i w Biuletynie Migdzynarodowym Akademii Umiejetnosci w Kra-
kowie znajdujemy bardzo dobre pozycje z kinematyki bryt sztywnych i z mechaniki o$rod-
kow ciaglych naszego wybitnego matematyka Kazimierza ZORAWSKIEGO (1866 - 1953), pro-
fesora Uniwersytetu Jagielloriskiego (1895 - 1918), a nast¢pnie Politechniki Warszawskiej
(1919 - 1926) i Uniwersytetu Warszawskiego (1926 - 1935). Z pozycji tych, stanowiacych
mata czgéé bogatego dorobku publikacyjnego K. ZORAWSKIEGO, zyskala szczegdlnie duze za-
interesowanie w kraju i zagranica jego dwuczgsciowa praca, ogloszona w Rozprawach Wy-
dzialu Matematyczno-Przyrodniczego PAU (1901, 1902) pt. O pewnych zmianach dlugosci
liniowych elementéw podczas ruchu cigglego ukladu materialnych punktéw oraz w Biulety-
nie Miedzynarodowym Akademii Umiejetnoéci (1901) pt. Uber gewisse Anderungsgesch-
windigkeiten von Linienelementen bei der Bewegung eines continuierlichen materiellen Sys-
tems. W 1903 r. ukazaly si¢ jeszcze w Biuletynie Migdzynarodowym Akademii Umiejgt-
nosci dwie znakomite rozprawy z mechaniki naszego wybitnego matematyka Stanistawa
ZAREMBY (1863 - 1942) profesora Uniwersytetu Jagiellonskiego (1900 -1939). W jednej z
tych prac Sur une généralisation de la théorie classique de la viscosité (O uogdlnieniu kla-
sycznej teorii lepkosci) autor zaproponowal pewne uogdlnienie modeli ciat lepkosprezy-
stych. W drugiej rozprawie Sur une forme perfectionée de la théorie de la relaxation (O udo-
skonalonej postaci teorii relaksacji) S. ZAREMBA pierwszy zdefiniowal obiektywne pochod-
ne tensora napre¢Zenia,wpro wadzajac réwnieZ pojecie wspdlobrotowej predkosci zmiany na-
prezenia. Zardwno wyZej wymienione rozprawy, jak tez inne doskonale prace (gldwnie
z matematyki) S. ZAREMBY stanowia trwaly o §wiatowym znaczeniu wklad do nauk $cis-
tych i sg czgsto z duzym uznaniem cytowane w pracach ofyginalnych oraz w podreczni-
kach autoréw polskich i zagranicznych. Nie bedziemy tu omawiali prac z mechaniki S.
ZAREMBY, opublikowanych po 1918 r., a przede wszystkim jego wspanialego dwutomo-
wego dziela Zarys mechaniki teoretycznej, ktdre ukazalo si¢ dopiero w latach 1933 - 1939.

W Politechnice Warszawskiej w pierwszym okresie jej istnienia mechanika teoretyczna
byla reprezentowana przez dwéch profesorow tej uczelni: Henryka CzoPOWSKIEGO
(1863 - 1935) i Zygmunta STRASZEWICZA, (1860 - 1927), ktérych podreczniki prawie przez
20 lat stanowily podstawowy material w nauczaniu mechaniki teoretycznej na réznych
wydzialach. ‘

Prace H. CzOPOWSKIEGO, ogloszone do 1918 r. w Przegladzie Technicznym dotyczg
teorii wodotryskéw, niektérych zagadnien teorii sprezystosci i zasad energetyki. Pierw-
sze dwutomowe (nieco skromniejsze od drugiego) wydanie jego podrgcznika Mechanika
teoretyczna (Warszawa 1911, ss. 740) obejmuje zasadniczy material ze statyki, kinema-
tyki i dynamiki, bogato ilustrowany przyktadami i dobrze przystosowany do studiéw po-
litechnicznych. ‘ : .

Cenng pozycja z mechaniki teoretycznej Z. STRASZEWICZA jést jego podrecznik Nauka
o ruchu (Warszawa 1918, s. 376), zawierajacy podstawowy material z kinematyki i dyna-
miki. Inne prace Z. STRASZEWICZA maja charakter popularyzatorski, albo stanowia bardzo
pozyteczne przeklady z jezykdw obceych i dotyczg réznych dziedzin nauki i techniki.

Przedstawiony przeglyd polskich prac z mechaniki obejmuje tylko znaczniejsze pozycje, *
ogloszone do 1918 r."Wéréd wielu wymienionych autoréw nie wspomniano o kilku wybit-
nych polskich uczonych (jak np. Edward HasicH, Stefan DrRzEwIECKI, Aleksander WASIU-
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TyNsk1, Stefan BryLA, Andrzej Pszenick1, Czestaw M. WitoszyNski, ktdrych dziatalnosé
naukowa byta wprawdzie silnie powigzana z mechanika, ale trwale i oryginalne ich osiag-
nigcia w rozwazanym okresie dotycza wynalazczoéci oraz nowych rozwiazan w zakresie
konstrukcji budowlanych, okretowych i lotniczych. Nie oméwiono tez przypadajacej na
okres pozniejszy tworczo§ci w mechanice znakomitego polskiego uczonego Antoniego
Bonifacego PRZEBORSKIEGO (1871 - 1941); wczedniejsze jego prace w naszym rozeznaniu
dotycza wylgcznie matematyki.

SN -
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Pesome

OB MCTOPHUHM ITOJILCKOM MEXAHMKM JO 1918 TOIA

"
B paGote npeacrasieH 0030p pa3BHTHA MOJbCKON MexaHuiu no 1918 r. ITocne wopoTkoro mpea-

CTaBJIEHUA 1IEPBBIX NMOMBCKUX PAaGOT K3 00JIACTH MEXaHMIKH, OMOBOPEH HALll 3HAYUTENIbHLIN BKIIag B pa3-
BHUTHE 3TOH HayKH B nepuof ¢ 1863 no 1918 r. Gnaromapa AEATEIBLHOCTH MOJBCKHX ydeHbIX B OOLiecTBe
EcrectBosHanus B Ilapioxe, B Bolmmumx uxonax JIbBOBa, B PYCCKHX yHHBEDCHTETAX M ITOJMTEXHH-
YecKHX MHCTHTYTAX, a MoafHee B Sresutonckom Yuusepenrete u ITonsexoil Axamemun Hayk B Kpakose,
BapLUaBCKUX HAYUHBIX M3gaHusix U Bapuasckoii [Tonnrexuuke. '

Summary

ON THE HISTORY OF POLISH MECHANICS BEFORE 1918

The paper presents a review on the development of Polish Mechanics before 1918. A short discussion

of thefirst Polish papers dealing with mechanics is followed by a review on the considerable scientific achie-
vements in that domain which are due to the activity of Polish scientists working at the Polish Society o
Sciences in Paris, at the Lvov universities, at various Russian universities, and then at'the Polish Academy

of Sciences (PAU) and the Jagiellonian University in Cracow and the Warsaw Technical University.

1) W cytowanej literaturze pominigto pojedyncze, okolicznosciowe notki biograliczne.
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PEWNE PRZYKEADY ZASTOSOWANIA TEORII KATASTROF
W MECHANICE*®

M. J. SEWELL (READING, W. BRYTANIA)
1. Wstep

Tematem artykulu jest zastosowanie teorii katastrof w mechanice; jego celem podanie
przykladéw, zrozumialych bez specjalistycznego przygotowania matematycznego.

Wigkszo§¢ podanych przykladéw jest oryginalna. Powstaly one przy okazji wygla-
szania przez autora wykladéw na temat zastosowan teorii katastrof, z ktérych pierwszy
mial miejsce na zebraniu Towarzystwa Matematycznego w Reading w 1974 r., a pdZniej

~m.in. w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki w Warszawie (w 1975 r.).

Ze wzglgdu na trudno$¢ i zlozono$¢ dowodu twierdzenia Thoma [1] i twierdzenia
o uniwersalnym wygladzaniu, wydaje si¢ uzasadnione najpierw pokazaé¢ na przyklad'ach
co twierdzenia te mdwia, a do dowoddw powrdci¢ pdzniej.

Artykul zawiera réwniez opisy prostych doswiadczen. Czytelnik bedzie mégl skon-
struowa¢ wlasne przyklady, na wzér tu zamieszczonych, i przeanallzowac je metodami
teorii katastrof. .

Stosowanie tej teorii ma wiele aspektow, ktore powinny by¢ przedstawione zanim
osiagnie si¢ pelne zrozumienie jej gigtkosci interpretacyjnej. Zadaniem artykutu jest daé
pewne wyobrazenie o temacie bez szczegélowego zglgbiania go. Rozwazany jest problem:
jezeli teoria katastrof moze opisaé zdarzenia tak skomplikowane jak ewolucja embrionu [2],
czy inne typy morfogenezy biologicznej [3], to czy mozna Jq zastosowaé do iloSciowe]j
analizy probleméw morfogenezy mechanicznej?

Prostym przykladem tej ostatniej moze by¢ quasi-statyczna ewolucja konstrukcji od
jej stanu «naturalnego» (beznaprezeniowego) tzn., uzywajac terminologii biologicznej,
wylowienie jej «o$rodka organizujacego». Teorie katastrof, jak dotychczas, sformulowano
jedynie dla przestrzeni o skoniczonej liczbie wymiaréw. Dlatego bezposrednie zastosowanie
jej do probleméw mechaniki wymaga rozwazenia ich skonczenie-wymiarowych aproksy-
macji. Pewne wskazéwki daje tu praca [4].

2. Proste-przyklady katastrof

2.1. Katastrofa kuchenna. Aby wprowadzi¢ w temat, zacznijmy np. od apetytu i prze-
$ledZmy nastepnie pewien schemat geometryczny i zachodzace zalezno$ci. Przypusémy,
ze kto$ zostal poczgstowany jedzeniem. Jakie czynniki wplywaja na R — jego zapal do

»

® Prace przetlumaczyl z angielskiego dr S. Swiszczowski, a opracowat dr hab. J. A. Konig.
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jedzenia? Oczywiscie, jednym z najistotniejszych jest glod H lub jego przeciwienstwo — H —
nasycenie. Istnieje rowniez i drugi czynnik, ktdrym jest smakowito$¢ jedzenia P lub jego
przeciwienstwo —P.

Funkcja R(H, P) wyraza jedna zmienna stanu przez dwie niezalezne zmienne sterujace.
Jezeli obie wartosci, H i P, sq duzZe, to i R bedzie duza. Jezeli H bedzie mate, a P duze,
to R zapewne przyjmie warto$¢ §rednia. Gdy jednak H ma duza, a P malg warto$¢, powstaje
sytuacja, w ktorej R przyja¢ moze warto§¢ zaréwno duzg, jak i mala.

Danie moze mie¢ smak tak odstrgczajacy, ze nie mozna go jes¢ bez wzgledu na to, jak
jest si¢ glodnym; mozna tez by¢ tak gtodnym, Ze je si¢ bez wzgledu na smak jedzenia.
Te¢ sytuacje, w ktdrej obie decyzje: jes¢ lub nie je$¢ sa mozliwe, nazywamy «katastrofa
kuchenna» [5]. Stosujac terminologi¢ ZEEMANA [6] nazwiemy gléd i niesmakowito$é
potrawy czynnikami konfliktowymi.

.
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Teoria katastrof sugeruje, Ze obszar konfliktowy ma na plaszczyznie H, P ksztalt
ostrza (rys. 1). Wartos¢ funkcji R(H, P) moze byé przedstawiona jako wysoko$¢ ponad
plaszczyzng H, P; w ten sposob w tréjwymiarowej przestrzeni H, P, R powstanie pewna
powierzchnia (rys. 2). Jest ona gladka, ale zawiera falde. Rzut tej faldy na plaszczyzng
H, P wyznacza obszar konfliktowy. Kazda prosta pionowa, przechodzaca przez ten obszar
przecina powierzchnig z rys. 2 w trzech punktach. Inne proste pionowe przecinajg ja tylko
raz.
Narysujmy na tej powierzchni pewne przebiegi trajektorii positkéw. Zwykle positek
zaczyna si¢ w punkcie 1, gdzie H i P maja duze wartosci, a nast¢pnie postepujemy, przy
statym P, w kierunku malejacych H, dopdki R nie dojdzie do zera. Przebieg ten omija
sfaldowanie. Rozwazmy jednakze przypadek dziecka (historia prawdziwa 3), ktére lubi
kurczaka z sosem chlebowym, a nie lubi go je$¢ bez sosu. Gdy brak sosu, przebieg positku
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rozpocznie si¢ od punktu 2, na najnizszej czeéci faldy, gdzie H ma duza wartos¢, ale R
i P maja wartosci niskie. Jesli nie zmieniamy sterujgcej zmiennej P, to warto$¢ H bedzie
rosngé, podczas gdy R pozostanie bliskie zeru. Na szczeScie mozna osiggnaé wzrost P
poprzez obietnice (w punkcie 3) dania dziecku kanapki z kurczgciem i szklanki mleka
(mniej wiecej te same skiadniki co sosu chlebowego). Zmienia to trasg trajektorii w kierunku

Rrs. 2

dolnej linii faldy, a gdy zostanie ona osiagnigta (w punkcie 4), nastapi skok na te czeéé
powierzchni, na ktérej warto$¢ R jest duza (punkt 5). Nastepnie trajektoria zbliza sie
do tej, ktéra omawiano poprzednio i sy:uacja jest uratowana.

Skok nastapil, poniewaz $rodkowa, odwrotnie nachylona, powierzchnia faldy po-
wyzej obszaru konfliktu moze byé uznara za powierzchnig niestabilng, podczas gdy inne -
punkty na powierzchni mozZna nazwa¢ stabilnymi. Gladka linia sfaldowania (zaréwno
jej gbérna, jak i dolna czg$é) powoduje w ten sposob «katastrofe», w sensie naglej zmiany
polozenia punktu (w gére lub w ddél) dla kazdej trajektorii, kti.a tam przechodzi.

Jaki jest pozytek z modelu «katastrofy kuchennej»? Po- prostu wprowadza on nas,
w sposéb elementarny, w teorie¢ katastrof. Poczatkujacy powinien skonstruowac swoje
wiasne przyklady, w ktérych zostalyby zidentyfikowane «podstawowe zmienne sterowania».
Nastgpnie mozna tworzy¢ przykiady o bogatszej zawartosci. Jedna z podstawowych
trudnosci jest dobor danych, Prawidlowy model teorii katastrof musi wyraznie identyfi-
kowaé podstawowe zmienne sterowania. Scislo$é tej identyfikacji zalezy od rodzaju pro-
blemu.

2.2, Obwiednia normalnych do paraboli. Jak wiadomo [7], obwiednig normalnych do p ara-
boli jest ostrze. Ostrze to mozemy interpretowaé jako rzut na plaszczyzne x, y gladkiej,



318 M. J. SEWELL

sfaldowanej tréojwymiarowej powierzchni w przestrzeni x, y, ¢, gdzie ¢ jest parametrem
paraboli.
Normalng do paraboli y* = 4x, na plaszczyznie x, y w punkcie ¢2, 21, jest krzywa

2.1) (r=2t)(x—1t?) = —¢
lub inaczej
(2.2) Mx,y, 1) =t3—t(x=2)—y = 0.

Rys. 3

Powierzchnig t¢ przedstawiono na rys. 3. Sama linia faldowa jest gladka krzywa prze-
strzenna, wzdluz ktorej plaszczyzna styczna do M = 0 jest pionowa. Jej réwnanie znalezé
mozna przez rozwigzanie ukladu oM /0T = 0 w polaczeniu z M = 0, co daje

(2.3) x—2=23t% y= =213

Forma parametryczna x = t?, y = 2t parakoli moze by¢ rozpatrywana (niekonwencjonal-
nie) jako inna krzywa przestrzenna, ktéra takze lezy na powierzchni M = 0.

Rozwazmy teraz rzut powierzchni M = 0 na plaszczyzne x, y. Po wyeliminowaniu
t okazuje sig, Ze rzut linii faldowej jest krzywa o ksztalcie ostrza | ’

2.4 / 4(x—2)3 = 27y?,

a_rzutem paraboli przestrzennej jest jej parabola plaska y = 4x, Rzuty te pokazano
W mzszej czgéei rys. 3. Niech #, bedzie dowolna dana wartoScig parametru ¢, Plaszczyzna
pozioma t = t, przecina powierzchni¢ sfaldowana M = 0 wzdluz linii prostej. Linia ta
przecina wznoszaca si¢ lini¢ faldowa tylko raz i jej rzut jest styczny do ostrza. Ale ten
rzut jest takze normalny do (plaskiej) paraboli w punkcie odpowiadajacym parametrowi z, .,
Wobec tego krzywa o ksztalcie ostrza jest obwiednia normalnych do paraboli.
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Przez kazdy punkt plaszczyzny x, y przechodzi jedna normalna, natomiast przez
kazdy punkt wewnatrz ostrza przechodzg trzy normalne. Odpowiadajace im wartosci ¢
znalez¢é mozna, znajdujgc wartoSci np. ¢,, ¢,, t3, dla ktorych o§ ¢ przechodzi przez po-
wierzchnie sfaldowang (rys. 4).

Istnieje kwadratowy potencjat generujacy

2.5) Vo= 14t~ 1262 (x —2) ~ ty + 14(x2 +y?)
ot
X,y wewnglrz ostrza X,y na ostrau X,y poza oStrzem
{rys. 3)
Rys. 4

taki, ze % '/7 Jest odlegloécia pomigdzy dowolnym punktem x, y na plaszczyznie x, y,
a punktem t?, 2¢ na paraboli. Funkcja V{(t; x, y) ma przy tym nastepujace wlasnosci:

(2.6) ' M = ov/jot, oOM]ot = 9*V]or2.

Stacjonarne ze wzgledu na ¢ wartoéci tej odleglosei (np. gdy polozenie paraboli ulega
zmianie poprzez zmiang ¢ w granicach od —o do + o) odpowiadaja wobec tego, jesli
rozpatrujemy po kolei kazdy punkt (x,y), wszystkim punktom (x,y,¢) powierzchni
M = 0. Gdy zmieniamy polozenie paraboli, kwadrat odleglosci do niej z punktu x,»
zachowuje si¢ jak jedna z funkcji kwadratowych pokazanych (dla y < 0) na rys. 4, ktérej
wartosci stacjoriarne odpowiadaja punktom poczatkowym normalnych.

Linia faldowa na M = 0 oddziela punkty o maksymalnej odleglosci (oV/dt = 0,
0*Vjot* < 0, wewnatrz faldy) od punktéw o odlegloSci minimalnej (aV/dt = 0,
a%V/ot* > 0 na zewnatrz faldy). :

W teorii katastrof parametr ¢ uznaje si¢ za zmienna stanu, a x, y za zmienne sterowania,
W terminologii mechanicznej dV/dt moze byé uwazana za silg, a faldowa powierzchr\lia
M = 0 moze by¢ uznana za «powierzchni¢ réwnowagi». Oczywiscie, przy rozwazaniach
czysto geomstrycznych wprowadzanie takiej terminologii nie jest konieczne.

Podstawa komputerowych obliczen obwiedni (tak zwanych zbioréw bifurkacyjnych)
jest metoda tworzenia kolejnych przekrojéw poziomych poprzez powierzchnig sfaldowang
i rzutowanie tych prostych na powierzchnig sterujaca. Metoda ta zostata zastosowana do
wszystkich elementarnych katastrof o wymiarze < 4, badanych przez Woobcocka i PosTo-
NA [8]. Moze ona byé poréwnana z metodg analityczna eliminacji ¢ z réwnafh M =
Mot = 0. ' :

Istnieje tu wyrazny zwiazek z teoria optymalizacji, przejawiajacy si¢ w szukaniu -mini-
malnej odlegloéci od zbioru wypuklego (parabola) nie tylko punktéw na zewnatrz, lecz
réwniez i wewnatrz zbioru. Problemy dualné i przytoczone problemy punktu siodlowego
moga by¢ réwnieZ rozpatrywane z punktu widzenia teorii katastrof.
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3. Co to jest teoria katastrof?

Teoria katastrof zajmuje sig, w szczegélnodci, okreslaniem pewnych podstawowych
lokalnych cech jakosciowych rozwigzan réwnan typu

G3.1) Wex =0 (i=1,..,n

otrzymanych z danego gladkiego potencjatu generujacego V(x , A,) z n zmiennymi stanu
x; i k parametrami sterujacymi 4, (x = 1,2, ..., k). Tych n réwnan, wiazacych n+k
zmiennych, okreéla k-wymiarowa «rozmaito$é katastrofy» [8], lub «powierzchni¢ réwno-
wagi» [9]. Na tej powierzchni istnieje pewna «granica stabilno$ci» [9], na ktdrej zeruje
si¢ wyznacznik

|
. OV =0,
0x; 0 |
(np. linia faldowa na rys. 3, na ktérej plaszczyzna styczna do powierzchni rownowagi jest
prostopadla do przestrzeni sterujacej). W tym sensie granica stabilnoéci okre§la stany
«réwnowagi krytycznej», dla ktérych ¥ moze przestaé by¢ lokalnym minimum, co odpo-
wiada osobliwosciom rzutu powierzchni réwnowagi na przestrzen sterowan. Jako kon-
sekwencja tego rzutowania — granica stabilno$ci w przestrzeni sterowania — (otrzymana
w zasadzie przez wyeliminowanie »n parametréw x z kolejnych n+1 réwnan) jest k—1
wymiarowym «miejscem upadkuy» uzalezniajacym k parametréw sterujacych (np. samo
ostrze na rys. 3). To miejsce upadku jest nazywane w teorii katastrof «zbiorem bifurkacji».

Twierdzenie Thoma [l, 3, 6] identyfikuje mozliwe zbiory bifurkacji jako réwnowazne,
w okreslonym sensie technicznym, z jedna z malej liczby katastrof nazwanych «katastro-
fami elementarnymi». Liczba ta jest skonczona (w rzeczywisto$ci < 11), jezeli £ < 5,
niezaleznie od wartoéci n (ktéra w takim razie moze wynie$¢ wiele tysiecy; pozwala to
rozwazaé uklady, ktére juz zostaly zdyskretyzowane, np. przez podzial na elementy skon-
czone i stosowa¢ zasady wariacyjne). !

Jesli wymiar przestrzeni sterowania k < 4, to wtedy istnieje co najwyzej 7 katastrof
elementarnych. Sa one wyrazalne [10] poprzez «wygtadzenie» zwyktych wielomiarowych
«zarodkow» dla jednej lub dwu zmiennych stanu. W tablicy 1 przytoczono listg¢ Thoma
mozliwych katastrof. Zmienne sterowania zostaly w przedstawionej wersji ograniczone
dou, v, w, t. : .
 Przykiad ostrza z poprzedniego rozdziatu'mozna otrzymac przez prosta zmiang¢ zmien-
nych: (x,n,v) - (¢,2—x,y). ,

Przy stosowaniu teorii katastrof do konkretnego problemu nasuwa si¢ pytanie, ile
wystepuje w nim podstawowych parametréw sterowania i jaka jest ich interpretacja?
Jesli mamy do czynienia z zastosowaniem mechanicznym, ¥ moze by¢ energia potencjalng
s?stemu z x jako wspdlrzednymi uogdlnionymi, a w mechanice konstrukcji, na przyktad,
parametry sterowania moga byé kombinacja obciazei, wymiaréw, niedoktadnosci lub
moduléw [9]. Elastyczno$¢ spojrzenia jest sprawa na tym etapie zasadnicza, poniewaz
zmienne sterowania pokazane na powyzszej liscie wygladzen moga nie mie¢ prostych
interpretacji, np. moga by¢ algebraiczna kombinacja prostych sterowan fizycznych. Co
wiecej, nawet w kontek$cie mechanicznym, ¥ nie musi byé¢ energia potencjalna. W rzeczy-
wisto$ci moze przedstawiaé (po dyskretyzacji) dowolny funkcjonal wynikajacy z zasad
wariacyjnych. Ten ostatni moze by¢ rodzaju «mieszanego» i mie¢ jako zmienne zaréwno

(3.2)
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Tablica 1. Tablica Thoma

Nazwa | Centrum organizacyjne ’ Uniwersalne wygladzenie
Zwykle minimum V= x? V= 52
| 1
Falda V= —3—,\’3 ‘ V= —3—,\3-{-—[{,\?
Ostrze V= —1~ x* V= Lx“ + —l—uxz—l.ru,\-
4 4 2
Jaskolczy ogon ‘ V= l x? V= —1—,\'5 + ~1~11,\‘3+ lv.\'2 +wx
5 | 5 3 2 i
Motyl = J~ X6 | v= ixé + ill.-\"‘—{- i1).\‘3 + -l—w,\*z—i- tx
6 ! 6 4 3 2
Umbilik hiperboliczny | V= x3+p3 | V= X343 fwxp—nx—vy
Umbilik eliptyczny | V = x*=3xy? V= x*=3xyp2+ wx?+ pi—ux—vy
V= xpyt+txt+wx+rpt—ux—uy

Umbilik paraboliczny ‘ V= xy?4x* |

wielkosci kinematyczne, jak i dynamiczne (takie jak przemieszczenia i naprgzenia). W tym
sensie wydaje si¢, Ze nie ma powodu, by zmienne stanu musialy by¢ koniecznie zmiennymi
konfiguracji, ale szczegétowe przykiady musza dopiero zosta¢ przebadane. .

Zakladajac, ze wielko$¢ k zostala prawidlowo ustalona, wybieramy'z tablicy Thoma
te wygladzenia uniwersalne, ktére zawieraja k& parametréw sterowania (zauwazmy, Ze
wszystkie one wystgpuja liniowo). Lokalny zbiér bifurkacyjny w poczatkowym uktadzie
n-wymiarowym, w przestrzeni sterowan, powinien by¢ réwnowazny jako$ciowo jednemu
z ukiadéw narzuconych przez wybrany rodzaj wygladzenia. Analiza tego ostatniego jest
latwiejsza, poniewaz duza liczba mniej waznych zmiennych stanu zostala usunigta podczas
sekwencji rzutowan zawartych w dowodzie twierdzenia Thoma. Zbiory bifurkacyjne
wyprowadzone z potencjaléw, zawartych w tablicy Thoma, zostaly dokfadnie przebadane
przez WOODCOCKA i POSTONA [8].

Q"Jeéli k = 2, to istnieja co najwyzej dwa wygladzenia do wyboru, jesli k£ = 3 jest ich
co najwyzej 5. W praktyce wybdr moze by¢ jeszcze bardziej zawgzony przez spodziewany
stopien wyrazen w funkcji stanu. Na przyktad przy nieliniowych «matych, ale skonczo-
nych» odksztatceniach sprezystych, energia odksztalcenia wyrazona w napr¢zeniach jest
forma kwadratowa, a naprezenia sa z kolei formami kwadratowymi gradientu przemiesz-
czen. Dzieki temu moZemy nie spodziewaé si¢ wystgpowania wyraZen o stopniu wyzszym
niz 4. ' :

Idea wygladzenia jest wazna réwniez z powoddw, ktére wymienimy ponizej. Nie tylko
kazdy z centréw organizujacych mozna otrzymacé przez nadanie zmiennym sterowania
z tablicy wartoéci zero, ale i odwrotnie — istnieje topologiczna réwnowazno$¢, w ktorej
kazda zmienna kazdego z tych centréw moze by¢ reprezentowana przez odpowiédnie
wygladzenie uniwersalne. Oznacza to, ze centrum organizujace, w rzeczywistoéci, rozdziela
wygladzenie na zwykle wielomiany ze wspélczynnikami liniowymi. W mechanice, w odréz-
nieniu od biologii, centrum organizujace moze by¢ nazwane fundamentalnym, naturalnym
albo podstawowym. Zaklada sig, ze np. konstrukcja inZynijerska, albo sie¢ krystaliczna
zawieraja w sobie pewne trywialne stany bgdace Zrédiem ich lokalnej ewolucji, ktéra
musi by¢ opisana jakosciowo przez uniwersalng energi¢ wygladzenia.
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w nast@pny‘m rozdziale zostana opisane proste modele matematyczne, dajace precy-
zyjna ilustracje katastrofy ostrzowej, z rozmaita interpretacja’ zmiennych sterowania
i energii wygltadzenia. Istnieje w analizie problem pewnych zadaf mechanicznych, ktdre
nie pasuja doktadnie do zadnej z energii wygtadzer zestawionych w tablicy 1.

4. Przyklady zastosowania teorii katastrof w mechanice

4.1, Luk malo wyniosly. Wieczko puszki z herbatnikami moze by¢ w przyblizeniu roz-
patrywane jako mato wyniosta powloka sferyczna podparta przegubowo wzdiuz obwodu.
Naci$nieta w §rodku moze nagle «przeskoczyt» przez plaszczyzne oparcia przegubowego
do drugiego polozenia réwnowagi o przeciwnej wypukloéci i pozosta¢ w tym potozeniu
mimo braku obcigZenia.

Rys. 5

‘ Pokazany na rys. 5 plaski model skiada si¢ z dwu sprezystych pretéw $ciskanych,

o rownej dlugoécei, opartych przegubowo na podporach, potaczonych i obcigzonych w wezle
srodkowym. Konfiguracja modelu opisana jest przy pomocy kata x 1 «strzalki» tuku a =
= 2/l—cosal ~ a? > 0 dla matych «, gdzie x = + o (lub zero), gdy obcigZenie p = 0.

Unormowana eaergia potencjalna, wyprowadzona w'sposéb przyblizony dla malych
ugieé, ma postac ',
- 1 1 :

4.1 V=—x*-—-ax? .
@.n 7% 5 % +px
Powierzchnia réwnowagi M w przestrzeni x, a, p jest dana réwnaniem

4.2) x3—ax+p =0,
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wyprowadzonym z warunku d¥/dx = 01 przedstawionym na rys. 6. Jak wida¢, przedstawia
ona powierzchni¢ fatdowa. Rzut linii faldowej na plaszczyzne a, p ma ksztalt ostrza.
Model ten moze byé wiec rozpatrywany jako prosty przyklad uniwersalnego wygta-
dzenia, ktéremu odpowiada katastrofa ostrzowa z tablicy Thoma. Zmiennymi sterujacymi
sg obcigzenie p i «strzatka» @ < 1. W ten sposéb mozna rozpatrzy¢ rodzing tukow. Ilustruje
to elastyczno$¢ podejscia, ktéra moze by¢ wymagana przy korzystaniu z teorii katastrof;
nie wszystkie parametry muszg by¢ zmiennymi w pojedynczym zadaniu. Krzywa obcigze-
nie-ugigcie powstaje jako przekrdj powierzchni M z plaszczyzna prostopadia do osi a,
co pokazano na rys. 7. Katastrofa jest gwaltowny przeskok; zaciemniony obszar wewnatrz
~ faldy na rys. 6 reprezentuje niestabilne stany réwnowagi. Ten sam ksztalt rzutu (ostrze)
wywiera wplyw na formg rys. 16, podanego dalej, w obszarze, w ktérym A =01 a — 0.

Ap

-
/-\ X

—oc\// a\ o

Rys. 7

Mozna by si¢ spytaé, czy dyfuzja lub zageszczenic defektéw punktowych w wyniku
dziafania sity na barier¢ potencjalu pomigdzy dwoma atomami siatki krystalicznej ma
podobny model lokalny, kto$§ inny méglby zauwazy¢, ze charakierystyka napiecia pradu
elektrycznego w diodzie tunelowej jest topologicznie podobna do krzywej na rys. 7.

4.2. Maszyna Katastroficzna Zeemana. Jest to prosty przyrzad, ktéry réwniez ilustruje
przeskok przy utracie stateczno$ci. Moze on byé fatwo wykonany przy pomocy trzech
pinesek, dwu' paskéw gumowych i kola ze sztywnej tektury. Calo§¢é powinna by¢ zlozona

Rys. 8

jak na rys. 8. Urzadzenie to umozliwia szybka demonstracje powstawania ostrza w prze-
strzeni sterowan. Pineski A i D sa przymocowane do podloza, kétko moze si¢ obracaé
dookofa punktu D (np. dzigki malej podkladce pomigdzy kolem a podiozem). Pineska
B wpieta jest w kolo w poblizu.jego brzegu. Jeden z paskéw gumowych rozpiety jest po-
migdzy punktami 4 i B. Jeden z koficow drugiego paska przymocowany jest do punktu B,
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a drugi koniec tego paska C stuzy jauko punkt sterujacy (np. przy pomocy szpilki przecho-
dzacej przez pasek w punkcie C). _

Poruszajac powoli konicem C mozna znalezé takie polozenie, w ktérym nastapi gwal-
towny przeskok na odwrotna strong linii AD. Jesli zrobimy to wielokrotnie i jesli zazna-
czymy igla te punkty, w ktdrych nastgpit przeskok, wtedy okaze si¢, ze na papierze powstala
krzywa ostrzowa. Czulo$¢ urzadzenia zalezy od wielkosci tarcia na osiach obrotéw. Do-
godnoscig tego przyrzadu jest to, ze zmiennymi sterowania sg dwie wspolfrzedne punktu C,
a zatem, plaszczyzna sterowania jest tu ptaszczyzna, na ktorej wykonuje si¢ doswiadczenie.
Dzieki temu krzywa ostrzowa otrzymuje si¢ bezposrednio. W Zargonie mechaniki stoso-
wanej zostal tu uzyty «przyrzad o sztywnym obcigzeniu», ktéry pokazuje nie warto$é
przylozonego obciazenia, lecz jego polozenie. Fizyczna interpretacja zmiennych sterowania
jest wobec tego catkiem inna niz ta, ktéra dotyczyla zmiennych p i @ w poprzednim przy-
kiadzie.

Omawiany przyklad zostat dokiadnie zanalizowany w [I1] i [12]. Rozwigzanie ogdlne
powierzchni réownowagi ma lini¢ faldowa oddzielajacq obszary stateczne od niestatecz-
nych [L1], takg Ze jej rzut ma cztery ostrza, jak to pokazano na rys. 8. Dwie czgsci QPQ’
i QP'Q’ tego rzutu (lub zbioru «bifurkacji» jak mozna by to nazwaé w teorii katastrof,
lecz nie w mechanice) odpowiadaja przeskokom odpowiednio po lewej i po prawej stronie
punktu D.

4.3. Ewoluta clipsy. Obwiednig normalnych do elipsy (ewoluta) jest, jak wiadomo [7],
krzywa z czterema ostrzami w plaszczyznie sterowan x, y, jak to pokazano na rys. 9.
Mozna postawi¢ pytanie: jaka powinna by¢ rozmaitos$¢ katastroficzna M w tréjwymiaro-
wej przestrzeni x, p, f, jezeli ¢ jest parametrem elipsy? Rozwiazanie globalne dta paraboli,
podane wczesniej, okazalo si¢ takie same jak rozwigzanie lokalne, gdy ‘istnieje tylko

Rys. 9

jedna falda. Globalna obwiednia, albo zbidr bifurkacji, dla elipsy ma cztery ostrza i bardzo
przypomina konchoid¢ Nikomedesa (rys. 8) otrzymang dla maszyny Kkatastroficznej.
Czy istnieje wigc Scisly zwigzek pomigdzy gladka sfaldowana rozmaito$cia (M maszyny)
pokazanej w [11] G elipsy)? Czytelnik fatwo znajdzie na to odpowiedz.

4.4. Slupy i tarcze. Jest to klasa konstrukcji, ktore, jesli sa obcigzone mimosrodowo
podczas idealnego eksperymentu (bez «niedokiadnoscin), pozostaja najpierw proste,
ale moga zachowaé pewna wytrzymalo$¢ nawet po rozgalezieniu si¢ (bifurkacji) drogi
rownowagi narysowanej we wspolrzednych obciaZenie-przemieszczenie w stanie wybo-
czonym. Najbardziej znanym przykiadem sa tzw. elastica (patrz [13], gdzie zamieszczono
nowoczesna interpretacje tego zjawiska). Model teoretyczny pokazany na rys. 10 sklada
si¢ ze sztywnego elementu w ksztalcie litery 7" majacego na koncu wspornika mala pétke
o diugosci 5, na koncu ktdrej przylozono pionowo sil¢ skupiona P, [9]. Obrét dookola
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punktu O jest ograniczony przez dwie sprezyny, kidre przenosza tylko sity pionowe. Cal-
kowita energia potencjonalna (unormowana) wynosi

4.3) V= %tg20~p(l —cosfO+7sinb)

i dla matlych katéw 0 przyja¢ mozna

1
(4.4) V=50t (=10 —pnp.

Rlzut oka na tablice Thoma upewnia, Ze jest to jeszcze jeden przykiad katastrofy ostrzo-
wej. Zmiennymi sterujacymi sg tym razem obcigzenie p—1 i «niedokiadno$é» pn. Teoria

Rys. 10

wygladzenia moze z powodzeniem wskaza¢ wyrazenie, ktére mozna zinterpretowad jako
efekt nieuniknionego powstania malej pary sif, natychmiast po przyloZzeniu giéwnego
obciazenia. Historycznie rzecz biorac, takie niedokiadnosci byly czasem pomijane w po-
-czatkach analizy mechanicznej. .

Powierzchnia réwnowagi M jest dana réwnaniem d¥/d0 = 0, co prowadzi do ‘

(4.5 %03-(1)—1)9—17 0.

Pokazano ja narys. 11. Podobnie jak narys. 7, ilusgru_jqcym‘zachowanie si¢ mato wyniostego
tuku plaskiego, stany réwnowagi chwiejnej (maksimum potencjalu ¥V wzgledem 0, przy

Ugiecie 8

Niedokladnos¢ pn

Obcigzenie p

el p% - " Puryr nie jest czu‘fé\qa' :
W ' o niedokladnosci .
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ustalonych p i 7) pokrywaja si¢ z zakreskowanym obszarem powierzchni M (wewnatrz
faldy), podczas gdy stany stateczne znajduja sie po drugiej stronie faldy.

To, ze ostrze jest rzutem gladkiej powierzchni faldowej, zostato pokazane w pracy [9],
gdzie réwniez wprowadzono pojecie powierzchni réwnowagi w sensie mechanicznym.

Przekroje powierzchni M plaszczyznami pn = const pokazano na rys. 12. Wytrzyma-
fos¢ uktadu po rozgalezieniu (wspomnianym powyzej) pokazano jako przekrdj powierzchni
M plaszezyzng pn = 0. «Niedokiadne» drogi rownowagi (obydwa znaki pn) wykazuja
te same tendencje, ale nie ma tu rozgalezienia. Mozna {o zademonstrowaé obcigZajac

——— niestateczno$t
—— statecznost

| Rys 12

kwadratowg rure z materialu gumopodobnego (rys. 13). Wykonano ja w ten sposdb, ze
kazdy z jej czterech bokéw zachowuje si¢ jak sprezysta tarcza prostokatna, o brzegach
swobodnie podpartych; poddana $ciskaniu mimo$rodowemu. Dos$wiadczenia na takich
rurach opisano w pracy [14].

4.5. Tarcze zakrzywione i powloki. Jest to klasa konstrukcji, ktérych wlasnosci zaleza w
znacznym stopniu od wielko$ci pewnych parametréw geometrycznych, Dla pewnych ich
warto$ci wytrzymalo$é wyboczeniowa rzeczywistej konstrukcji jest bardzo czula na nie-

Rys. 13
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dokladnosci wykonania. Konstrukcje o idealnych wymiarach, bez niedoktadno$ci wykazuja
po rozgalezieniu znacznie zredukowana wytrzymaloéé. Powodem tego jest niestabilno$é
safhego punktu rozgalezienia [15, 16], odwrotnie niz ma to miejsce w przypadkach opisa-
nych w poprzednim rozdziale.

Tustracja tej wlasnoéci moze by¢ tarcza zakrzywiona, Sciskana réwnolegle do tworzg-
cych, o dostatecznie duzej krzywiznie [17]. W przypadku malej krzywizny punkt roz-
galezienia jest stabilny. ‘

Jako prosta ilustracja stuzyé moze konstrukcja wykonrana przez dodanie pionowych
sprezyn (w miejsce stalych podpér) do ramion elementu 7' [9], jak to przedstawiono na

rys. 14. Rozpigtos¢ podpér moze sig teraz zmniejszy¢ podczas obcigZenia, a nie pozostaje
zawsze stala, jak to bylo w przypadku konstrukcji pokazanej na rys. 10. Unormowana
energia odksztalcenia wynosi teraz, dla matych 0:

1, i , 1
(4.6) V = 5 sin?0—p (1 —cosO)+%sinf = —~ r 0+ — %’(p—l)ez—no.
Zmiana znaku cziénu z 6% ma bardzo duzy wplyw na ksztalt powierzchni réwnowagi M

(rys. 15). Falda zawiera teraz punkty stabilne, a nie niestabilne jak poprzednio. Zwrot
osi p ulegl zmianie i jest teraz skierowany od ostrza. Wskazuje to, ze male niedokladnosci

i Ugiecie 8

] >~ = e
Rzut: P! = = Piryr jest czule na
P - N niedokladnosci
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p wywolujg teraz znaczne zmniejszenie p,. (1j. wartosci p na linii faldowej) w stosunku
do wartoéci p = 1 dla punktu rozgalgzienia. Uzycie pojecia ostrza jest analitycznym ujeciem
czutosci na niedokiadnos¢ tak jak zostalo ono uzyte przez KOITERA [15, 16], ktdry rédwniez
narysowal «separatryse», czyli rzut linii faldowej na ptaszczyzne pny = 0, ale nie wprowad21{.
tréjwymiarowej powierzchni réwnowagi.

4.6. Wyboczenie drugoplanowe i pewne zwiazane z nim problemy. Dotychczas skoncentrowano
uwage na katastrofie ostrzowej, by podkresdli¢ rozmaito$¢ interpretacji mozliwa dla jednego
przypadku. Punktem krytycznym jest tutaj punkt réwnowagi, dla ktérego ukiad

Ul 2

4.7 Z (aj,- ng —wm,j)pj=0, | i=1,2,...,n

ma n-krotng zerowa warto$¢ wlasng (m; jest macierza dodatnio okreslong). Jeéli m = 1,
to zagadnienie jest proste, a rzutowanie prowadzgce do ostrza po prostu zbiera wszystkie
niekrytyczne wspolrzgdne w pojedyncza zmienng stanu x, ktéra wystepuje w ustalonym
wygladzeniu (podobnie dzieje sie w przypadku innych elementarnych katastrof o wymia-
rach jeden). Latwo jest pokazaé rzutowanie dla m = 1, np. przez zastosowanie [18] metod
rozwinigtych w mechanice konstrukcji [19, 20]. Trzeba pamigtaé, ze w jakosciowym kon-
teks$cie mechaniki rzeczywista «wytrzymalo$é» osobliwosci, tj. wielko$¢ krzywizny w punk-
cie ostrza, moze by¢ znaczna [13, 21], i wobec tego klasyfikacja jakosciowa w twierdzeniu
Thoma nie rozwiazuje calego problemu, nawet jesli porzadkuje go czgéciowo.

Katastrofa faldowa moze by¢ rozpatrywana w podobny sposéb w przypadkach, w kto-
rych w wyrazeniu na energi¢ pomijamy czlony sze§cienne. Wtedy powierzchnia réwnowagi
jest pojedynczg gladka falda, zawierajaca zmiane statecznos$ci typu Poincarego w punkcie,
w ktérym dwie drogi réwnowagi przecinajg si¢ na linii faldowej. Poniewaz jednak odlegio$¢
mierzona wzdtuz linii faldowej nie oddaje teraz zadnych zmian jakosciowych, mamy tu
w istocie rzeczy do czynienia tylko z jedna zmienna sterujaca (np. w kierunku poprzecz-
nym do faldy lub punktu granicznego), a zmienna u — w wygladzeniu 1/3(x®)+ux —
moze mie¢ zlozona interpretacje mechaniczng [22] (np. niedoktadno$¢ minus kwadrat
obciazenie).

Katastrofa ostrzowa moze by¢ tu rozpatrywana jako «organizujaca» dwie faldy (kata-
strofa wyzszego rzedu organizuje katastrofe nizszego rzgdu w sposéb hierarchiczny [8]).

Zwykte minimum w tablicy Thoma moze by¢ rozpatrywane jako ilustracja twierdzenia
o jednoznaczno$ci rozwiazan w teorii sprezysto$ci. Rozpatrzmy np. sprezyng (o dtugodci
/i module 1) podpierajaca mase m, przemieniajacg si¢ o y, dla ktdrej energia

4.8) V = ; 5y —mgy = %%(y mf’) +const. '

Je$li dwie lub wigcej wartosci wlasnych w znajdzie si¢ w tym samym lub bliskich sobie
punktach na powierzchni réwnowagi, mozna wtedy méwié¢ o wyboczeniu wielomodulnym,
albo o pierwszoplanowym i drugoplanowym wyboczeniu o pewnej sekwencji; moga tu
powstac¢ rézne problemy zwiazane z oddziatywaniem na siebie réznych schematéw wybo-
.czenia (np. [13, 23]). Teoria katastrof gwarantuje, ze jezeli liczba sterowan nie przekracza
czterech, to w jakosciowym lokalnym opisie zbioru bifurkacji wszystkie mozliwe postacie
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wyboczenia moga by¢ opisane nie wigcej niz dwoma (odpowiednio dobranymi) zmiennymi
stanu. Gdy krotnos$¢ zerowej wartosci wlasnej w jest m > 2, konieczne staje si¢ uwzgled-
nienie nowych powierzchni faldowych, mianowicie trzech umbilikéw wymienionych
w tablicy 1 Thoma. :

Oczywiscie, gdy m > 2 rzutowanie, ktére zmniejsza llCZbQ zmiennych problemu,
redukuje nie tylko wszystkie niekrytyczne wspétrzedne, lecz réwniez pewne wspdtrzedne
krytyczne do dwu (lub jednej) zmiennych stanu pojawiajacych sie¢ w wygladzeniach.
Wspomniane powyZej metody bezposredniego rozwiazywania probleméw nie korzystaly,
jak dotychczas, z tego ostatniego typu redukeji i prawdopodobnie dokladne zrozumienie
go lezy w przestudiowaniu sekwencji rzutowan stosowanych w dowodzie twierdzenia
Thoma [l]. Powstaje pytanie, jak z mechanicznego punktu widzenia interpretowaé bez-
posrednio dwie zmienne stanu x i y w problemach wielowymiarowych. Wydaje si¢, ze
mogg one reprezentowa¢ pewne ogolne cechy np. form deformacji, takie Jak symetryczna
(rys. 6) i antysymetryczna posta¢ wyboczenia.

Wycinek powloki kulistej (niezbyt plaski) przechodzi w postaé antysymetrycznq, zanim
zostanie osiggnigte maksymalne obcigzenie, wynikajace z wykresu na rys. 17. Obciazona
sita skupiona koputka winylowa wyboczy si¢ wedlug «tréjroznego» schematu utraty
stateczno$ci (model ten przedstawit prof. LECKIE z Uniwersytetu w Leicester).

Prébki rozciagane (zaréwno prety metalowe [24], jak i monokrysztaly [25, 26, 27])
moga traci¢ stateczno$¢ na skutek powstania szyjki lub $ciecia, przed lub po osiagnigciu
obcigzenia maksymalnego.

Istnieja dane, ze przyklady te sa ilustracjami umbiliku hiperbolicznego ze zmiennymi
x i y stowarzyszonymi odpowiednio z przemieszczeniami normalnym i stycznym, Szeroka
tarcza zusztywnieniami, moze wykazywaé zaréwno lokalng, jak globalna postaé wyboczenia
ije$li x i y sa ich kombinacja [28] umowna energia potencjalna redukuje si¢ wtedy [18]
do takiej, jak dla umbiliku hiperbolicznego. Praca [18] zawiera jednak réwniez mylace
stwierdzenia i nieprawdziwe interpretacje, np. stwierdza ona, ze tylko mechaniczne zmienne
sterowania (poza obcigZzeniem) moga by¢ niedokladno$ciami. Przyklady przytoczone
powyzej i1 ponizej przecza temu wyraZnie,
i¥§ Dwupostaciowe przyblizone rozwigzanie HUTCHINSONA [29] dla poczatku pokrytycz-
nego zachowania' si¢' zamknigtej powloki sferycznej poddanej ci$nieniu zewngtrznemu
jest ogblnie uwazane za akceptowalne. Nie ogranicza si¢ ono do przemieszczen obrotowo-_
symetrycznych i jego zredukowane réwnania rownowagl moga byé rozpatrywane jako
wyprowadzone z energii unormowane;j :

(4.9) V= =3xp2+wx2+pyl—ux—oy.

Tutaj w oznacza nadwyZkg obciazenia ponad wartos¢ odpow1adaje}cac pOdWOJnCmU punk-
towi rozgalezienia, a # 1 v sa para niedokladnosci poczatkowych. Nie zachodzi tu liniowe
rzutowanie, ktére przeprowadziloby xy? w centra organizujace wymienione dla umbiliku
eliptycznego i hiperbolicznego. Jednakze jest to zbyt malo, aby mozna bylo domniemywac,
ze problem ten moze by¢ ilustrowany umbilikiem parabolicznym. :
W ogdlnosci, niedoktadno$¢ moze by¢é wprowadzona od poczatku do kazdej postacx
wyboczenia, tj. stowarzyszona z kazdym wektorem whasnym odpowiedniego - problemu
wartoéci wlasnych. Oznacza to istnienie wzajemnie jednoznacznego zwigzku pomigdzy

3 Mechanika teoretyczna 3/77
A
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niedokiadno$ciami i n — poczatkowymi zmiennymi stanu. Co wiecej, niedokladnosci
moga by¢ sterowaniami i fakt ten musi by¢ jako$ omijany w procesie redukcji zmiennych,
jedli mamy zidentyfikowa¢ < 4 pierwszoplanowych zmiennych sterowania, a nastgpnie
podaé zwigzek pomigdzy nimi a co najwyzej dwiema efektywnymi zmiennymi stanu.
Jest jeszcze za wezednie, by powiedzie¢ dokladnie jak to wykonaé. Rozwazmy 'jednak
najczgéciej chyba omawiany z probleméw sprezystej niestatecznosci przykiad diugiego
walca poddanego $ciskaniu osiowemu. W pracy [30] wykazano, przy doéé ogdlnych zalo-
zeniach, ze w rzeczywistosci mozna spotkaé tylko pigé kombinacji algebraicznych nie-
doktadnosci ksztattu. Problem redukuje si¢, w pewnym stadium, do dwu réwnan réwno-

wagi, ktére moga by¢ wyprowadzone z unormowanego potencjatu

tow+Iw+1,y i
(4.10) V= 7y_v2—x5+y2_ —wx?+y*—uw—vy.
Tu réwniez przez w oznaczono nadwyzke obciazenia ponad jego warto$¢ dla punktu
rozgalezienia, podczas gdy u, v, t4, #;, 7, sa czlonami typu obciazenie niedoktadnosci
(podniesione do kwadratu w przypadku f,). Problem ten wymaga dalszych studiéw.

p Obcigienie krytycine

t?m:ﬂ]]i; pkryt
S -
Hem A — :

Pole powierzchni
obcigzonej A

Strzalka o

Rys. 16

Bardzo interesujace jest przesledzenie zmiany powierzchni réwnowagi powlok i kulistej
(np. rys. 16), jesli zwigksza si¢ strzatka a. Jak juz wspomniano, moze si¢ tu pojawié bifur-
kacja antysymetryczna. W przypadku wycinka powloki kulistej, utwierdzonej na obwodzie,
przebadano nie tylko efekt zmiany strzaiki a, lecz réwniez efekt zmiany powierzchni
obciazonej A [31]. (Gdy 4 = 0, to obciazenie wyst¢puje tylko w jednym punkcie; 4 = 1
oznacza réwnomierne obciaZenie na calej powierzchni). Trzy przekroje globalnego zbioru
bifurkacji (z wygladzonymi stanami przejéciowymi) w przestrzeni sterowania (P, a, A)
przedstawiono lacznie na rys. 16. P jest tu obciqienierﬁ catkowitym, Czwartym parametrem
sterowania moze byé antysymetryczna (nie symetryczna) niedokladno$¢; tu przyjeto-ja
réwng zeru. Wydaje sig, Ze istnieja co najmniej trzy zasadnicze, laczace si¢ obszary: a) dluga
dolina utraty stateczno$ci przez przeskok bez bifurkacji oraz rozdzielajace obszary b) i c),
tj. powierzchnig stabilnej bifurkacji dla obcigzen rozlozonych na malej powierzchni i po-
wierzchnig niestabilnej bifurkacji dla obcigzeni rozlozonych na duzej powierzchni.

- Mozna zauwazy¢, ze wygladzenie ostrzowe moze by¢ osadzone w umbiliku parabolicz-

A 7. "o
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nym (przez przyjgcie y = 0). Pamigtajgc rownanie zilustrowane rys. 6, mozna przyjac,
Ze istnieja podstawy, by interpretowaé y jako postaé asymetryczng. Istnieje jednak nie-
bezpieczenstwo, Ze jakiekolwiek uproszczone rozwazanie o odpowiednim umbiliku mogloby
by¢ nieuzasadnione.

Rys. 17

Jako ostatni przyklad mechaniczny rozpatrzmy gumowy balon meteorologiczny i jego
zachowanie si¢ podczas napelniania. Jak kazdy balon stawia on znaczny opér w poczat-
kowej fazie, dopdki nie osiggnie si¢. maksymalnego ci$nienia gazu. W tym stadium balon
jest kulisty (rys. 17a), lecz zaraz potem ci$nienie zaczyna spada¢, a rozmiary balonu rosna
(napelnianie okre§lone jest masa gazu, a nie jego ci$nieniem), a jego ksztalt staje si¢ wyraz-
nie asferyczny (rys. 17b). Stan ten trwa dopoki ci$nienie nie osiagnie bardzo plytkiego
minimum, przy znacznie powigkszonych rozmiarach balonu po czym balon powraca
do ksztattu kulistego [32].

Jezeli niedokiadnosci. ksztaltu balonu (wzgledem 1dea1ne_| sfery) przyjaé za réwne
zeru, to mozna by przypugzczaé, ze trajektorie globalnej réwnowagi balonu wzgledem
konfiguracji kulistosymetrycznej (x) i asymetrycznej (y)-sa takie, jak pokazano na rys. 18.

l Cisnienie

A

M

Rzut

Rozszerzenie sferyczne x

-
'

Oaksztalcenie asferyczne y
Rys. 18

3x
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Powstaje pytanie, czy moZna to rozpatrywac jako rozwinigcie sytuacji z rys. 7.
Mozna by réwniez uwazaé, ze wersja lokalna sytuacji z rys. 12 kazdej z obu bifurkacji
jest wlasciwa z punktu widzenia teorii katastrof.

5. Zakonczenie

- Jak wida¢, mozna podac- szereg zad21w1ajqco doktadnych przykiadéw mechanicznych
“dla wygladzed wymienionych w tablicy Thoma! W zwiazku z tym, wigkszego znaczenia
nabiera badanie rzutowan potrzebnych do klasyfikowania przyktadéw bardziej ziozonych.
Pozwoli to lepiej oceni¢ mozliwosci zastosowaitia teorii katastrof ‘w: melmloweJ teoril
sprezystoéei, ktora jest obecnie przedmiotem®licznych badan i stwarza wiele mozliwosci
takich zastosowan. ,

Pytanie, czy teoria katastrof doprowad_zi doi'nowych rozwigzan (a nie tylko nowych
sformutowan) pozostaje na razie otwarte. - P,

Na zakonczenie sprébujemy odpowiedzied, w terminach teorii katastrof, na meumkmo-
ne pytanie: jaki jest pozytek z teorii katastrof. Wydaje sig, ze jedng z jej wlasciwosci jest
to, ze dzieli ona matematykéw, dosy¢ silnie, w. opiniach o jej uzytecznoéci, zaleznie od
ich zaangazowania w podejécia jako$ciowe lub iloéciowe‘ Ci, ktérzy podchodza do proble-
méw z bardzigj Gtwartym umystem znajduja si¢ w pobllzu granicy obszaru konfliktpwego.
Mogg zatem zosta¢ nawrdceni na wiarg w teorn@ katastrof (wzrost zaangazowania) lub
si¢ do niej zniecheci¢ (spadek).
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Pezome
MPUMEPLI MCTTIOJIb30OBAHUSI TEOPUU KATACTPOP B MEXAHHKE

Uensio paGoThl ABNSETC O3HAKOMJIEHME HECTIELIHANHCTOB C OCHOBHBIMH HIEAMH TEOPUH KaTacTpod
U BO3MO)KHOCTAMH ee npumeHeHMst. Teopus karactpody, npepcrasisiowas cobof pasaes KauecTBEH-
Horo ananu3sa auddepeHUMaNbHbIX YPaBHEHUH, MO)KET HAWTH NPHMEHEHHE B Pa3HbIX OTPAC/IAX HayKH,
MO3BOJIsIST HAHTH HOBBIE TOUKH 3PEHHsSI Ha MHOCME 3a/iaud.

B nauane pabGoTb1 npeacTaBieHbl NpocThie NPUMEPb! KOHGMIMKTHBIX CHTYAaLHil H UX KaueCTBEHHOTO
aHanu3a. B paspene 3 nano Gonee TouHoe onpenenenue npeamera reopun karactpod. Ipoeenena tabauua
Toma, B KOTOPO# NnpeacTaBIeHb! BO3MOYKHbIE OCOOEHHOCTH PelllelHil ypaBHEeHH T COCTOSHMA. Paspen 4,
OCHOBHOH B JaHHOH paoTe, BIJIIOUAET AHAIHU3 HECKONLKHUX IIPOCTBIX IPHMEPOB 334aU MEXaHHKH TBEPABIX
NebopMHPYEMBIX TENl C TOUKH 3PEHHsT TEOPUM KaTacTpod. DTH IpUMEpbl OTHOCATCA B OCHOBHOM K 3a- -
/lauam NOTEPH YCTOHUMBOCTH, 6udypraumyu u T. n. B woHue pabGorsr npuBefeH OOIIMPHBIA TepeycHb
NUTEPATYyphI.
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Summary

'

SOME MECHANICAL ASPECTS OF CATASTROPHE_THEORY :

The. paper is aimed at introducing non-specialists into the catastrophe theory. Though the theory
is a part of the qualitative analysis of differential equations, it seems to be applicable in various other fields
since it allows for considering several problems from a new point of view.

Initial two chapters give some simple examples of conflict situations and present their quahtatlve
study. Chapter 3 defines the subject of the catastrophe theory. The table of possible local singularities,
given by Thom, is presented. In Chapter 4 several examples of problems are analysed in terms of the theory.
The problems are taken from mechanics of deformable bodies and concern mainly such phenomena like
loss of stability, bifurcation etc. The paper contains a large number of references dealing with the subject.
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NAPREZENIA I PRZEMIESZCZENIA W WIRUJACYM WALCU KOLOWYM
OGRZEWANYM NIEOSIOWOSYMETRYCZNIE NA POBOCZNICY*®

KrzysztoF GRYSA (PozNAKN)

1. Wprowadzenie '

W pracy rozwaza si¢ pole naprgzen w obracajacym sig ze staly predkoscia katowa w,
nieskonczenie dtugim walcu kolowym, ktérego pobocznica poddana jest dzialaniu odcin-
. kami stalej temperatury, bedacej funkcja kata opasania (rys. 1). Zagadnienie rozpatrywane
jest w cylindrycznym ukiadzie wspétrzednych r, ¢, z, sztywno zwiazanym z walcem. We-
wnatrz walca panuje plaski stan odksztalcenia; temperatura, przemieszczenia i naprqiema
sa zatem funkcjami zmiennych przestrzennych r, ¢ oraz czasu t.

PoniewaZ zagadnienie rozpatrywane jest w ukladzie wspdirzegdnych sztywno zwigza-
nym z walcem, w réwnaniach ruchu dodaje si¢ czlon uwzgledniajacy sile odérodkowa.
Pomija si¢ natomiast sil¢ cigzko$ci. Zagadnienie to rozwazane jest na gruncie teorii na-
* prezen cieplnych. Zaktada sig, ze w chwili poczatkowej temperatura walca byla réwna 7.

Rys. 1. Rozklad temperatury na brzegu walca w chwilif; > 0

Ponadto przyjmuje si¢, Ze pobocznica walca jest wolna od obciaZen. Rozklad temperatury
w przekroju poprzecznym walca, wywolany przytoczonym zespolem warunkoéw, wyzna-
czony zostal w pracy [I]. W tej pracy wyznaczono dla rozwazanego walca pole naprezen
cieplnych, jakie powstaje podczas tzw. regularnego rezimu cieplnego [por. I, 11, 12].

*) Praca nagrodzona 1 nagroda na konkursie naukowym na prace teoretyczne z mechaniki, organizo-
wanym przez Oddzial PTMTS w Poznaniu w 1976 r.
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2. Podstawowe zwiazki i metoda rozwiazania zagadnienia

Punktem wyjscia sa réwnania ruchu [2]:

70(:,, —l 30, 4 8 Opr =~ Opp FX, = ool
or r Og r
M l 06,y + 1 doy, 20,,,, +X, i
or r O Colty>

z warunkami brzegowymi dla r = a

{Gn(a,@p,t) =0,

2) arpla, p,t) =0.

Tutaj u,, u, oznaczaja wspotrzgdne wektora przemieszczenia, o,5 — wspoirzedne tensora
napr¢zenia (o, f moga przyjmowaé wartosci r, ¢, z), X,, X, — sily masowe, 0, — gesto$¢é,
a(’)
or

Powyzsze zagadnienie brzegowe mozna — wykorzystujgc zwigzki Duhamela~Neuman-
na dla plaskiego stanu odksztalcenia [2]:

a — promien walca, (7) = -

G = (A4+2u) epp+ Aep, —90,  0pp = 2ue,,,

3 Cop = (A42p) €4p+ 2e., — 0,
’ | zz 4 (Grr qu) ald 0
2040 pE

oraz zwiazki pomigdzy odksztalceniami i przemieszczeniami [2]:

_ Ou, 1 ('iu_,(L u,
@ rr = "o 6""”_—1‘—0(]9 r’
| 1 ( 1 ou, Cu, uq,)
brp = = |— b gl — L
2 \r O or r

— sformulowaé w jezyku przemieszezen. Przyjmujac ponadto, ze X, = gorw?, X, =0,
otrzymuje si¢ nastepujacg postac¢ zagadnienia (1) - (2):

df1 ou 10 ) 1( qu,)]

SR Dl ST " —ya Ze

(A+u) o |7 o + PP (m,)}+u[V U= 3 u,; + 5 ) +

(1) - 4 +0orw? = Qoi"r'*'yﬁs

o [16u, 10 , _1_(*@)_.. v 00

(l+ ) r op [7% +757(ru,)]+ylv Up= 7\ Mo 2 dpl] Qolly op -
(A+2 )—+l( 17_0‘\u2+ u,) = y0(a, , 1),

@) | rop o r [ r=a
iaur a_l’{‘i’ u?’ _0
r dp o F lrea
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gdzie 4, # oznaczaja stale Lamégo, y = (34+2u)a,, o, — wspolczynnik rozszerzalnosci
cieplnej, § — temperature;
0? 1 0 1 92
[y = r=ar = E

Dodanie do zwiazkéw (1), (27), warunkéw poczatkowych dla naprgzen lub prze-
mieszczen zakonczyloby formulowanie zagadnienia dynamicznego. Jednakze przy roz-
wigzywaniu tego zagadnienia otrzymuje si¢ niestychanie skomplikowane tranéformaty
Laplace’a potencjaléw termosprezystego przemieszczenia [11], ktdrych odwrécenie jest
bardzo trudne nawet przy zastosowaniu metod przyblizonych.

W celu ominigcia tych trudnodci:w dalszych rozwazaniach dokonuje sie¢ uproszczen,
wykorzystujac pewne wilasnoéci funkeji 0(r, @, 1), okreslajacej w rozwazanym przypadku
pole temperatury.

Jak wspomniano we wprowadzeniu, funkcja ta zostala wyznaczona w pracy [1] i jest
okreslona nastepujaco:

«©

(5) | 0(r,p,t) =to(r, 1)+ E [1n(r,t)cosn{p—mt)+13(r, t)sinn(p—wit)],

n=1

gdzie (por. [1])

N 0
_ 2 \j Jo(rsoi) —s2
Io(r, ’) = th ll —_ —a— ,]é_l/ ,.8‘0,-.]1 (2150'-). € 0. 5

o0
2 \ g, '
(6) ti(r,t) = ) tha 2 COS Op; s ('S'") {e—sfi“’ cos[nwt+ 9,]—cos Oy},

— mJn (aylrl)
2\ o (r5,0)
Sy 1) = — - ——J yl _—
t5(r, 1) Lou .: cos O, 5., (as,) {e sin [nowt+ 6,]—sin d,;}.

W zwiazkach (5) i (6) oznaczono:
1 ‘ 2 . nd . nA
toa = B O, Aoy +0,405), 1, = = [015111 i 2a‘- +02(—l)”sm—n 2a2]’ 0, =T,—T,,

0, =T,—T,,0 = T—T,; (por. rys. 1), J,(z) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego

rzegdu [3, 4], s, — pierwiastki réwnania J,(as) =0 (n=0,1,..; i=1,2,..)
3 '
% = wspdlczynnik przewodzenia temperatury, cosd,; = - - 2 —;  sind,; =
\ [ urs ik +nto?
nw aJy (x) X
l/” s,,,+n2w2 s In(x) = i ; katy e, i Ao, zaznaczono na rys. 1.
1 06

Funkcja 0(r, @, t) jest rozwiazaniem rownania przewodnictwa cieplnego V20 — T

= 0 z warunkiem poczatkowym 0(r, ¢, 0) = 0 oraz warunkiem brzegowym 0(a, ¢, 1) =

=toa+ D, tyacosn(p—wt) [1].

n=
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"Ze wzordw (5) 1 (6) wynika, Ze po pewnym czasie !, okre$lonym nieréwnoscig ¢ >
> 0,5a%/x (podczas tzw. regularnego rezimu cieplnego [por. 1, 11, 12]), pole temperatury
opisane bedzie funkcja, w ktorej wplyw czlonow eksponencjalnych jest pomijalnie maly.
Funkcja ta zalezy w tym przypadku od dwdch zmiennych: r oraz ¢—wt. Przechodzac
do nowych zmiennych, okre§lonych transformacja

. J r* =,

@) : |<P* = @p—wt,
t* = t,
latwo mozna zauwazyé, ze czlon inercyjny w obu réwnaniach (1") prZyjmuje postaé
2 2 : 2 '
0o (%T —ZwFqu)*— +w? 02*7) u, (x=r,qp),.

w ktérej — wobec powyzszych uwag — mozna dla t* > 0,54 /% pomingé ‘pochodne po
zmiennej ¢*, Zatem dla t* > 0,54/

2 2
Pu, Zaua

Qo otz = QoW ‘6{;)*_2’

rownania (1) za§ przyjmuja postac

ot ou, 1 @ [ dug \
v g | S ey, o2 W) J+evor -
. _ , 62u,_+ 6@
® T g e
e [1 ou, 1 a . L 611,)]_
(A+u)-,;---a¢—,,;[,. Fre - (rur )]+u Viup— 5 | p— 2 )|~
, O,y 00
= 00('J a(psz +-,.7 6(})*7'

W zwiagzkach (2') w miejsce zmiennej ¢ nalezy polozy¢ qa* W réwnaniach (8), a takze
w nastgpnych zaleznoéciach, pominigto gwiazdkg przy r oraz przy operatorze V, gdyz
nie prowadzi to do nieporozumien.

Funkcje 0(r, ¢*, t*) dla t* > 0,5a%/x zapisa¢ mozna w postaci

(9) ’ 6(}‘, ‘P*, t*)ll'>0.5a’lx = th+6*("1 (p*)v

gdzie ‘ ' '

(10) : 6% (r, g*) = D {95 () cosng* +05 (r)sinng*}.
n=1

Tutaj

‘

oo

2 2 J ('Slll) c
< = - — I N’ * 2
19‘"(I‘) a ’nu 2 cos (S,” ",J" (asnl) (I‘ t )n'l >0,5a x>

i=1

(1

o2}

1 B
85(r) = — }_/ §in20,, VJJ(r(S"’)) 50 1) o 05000
m nl

i=1
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Rozwiazan réwnan (8) poszukiwaé bedziemy w postaci sumy
(12) Uy = ugtug +up (e =r,¢),
gdzie poszczegolne skladniki opisuja przemieszczenie wywolane, odpowiednio, przez
sile odSrodkowa g, rw?, temperaturg fo, oraz temperaturg 0%(r, ¢*).
Podobnie naprezen poszukiwaé bedziemy jako sumy
(13) Uaﬂ = U:ﬂ+0£ﬂ+grﬂi (a’ﬂ =r, e, Z)‘

Przemieszczenia i napreZzenia w wirujacym walcu sg znane i wynosza [5, 6]:

. w?r a?
0O — 2 el Ty w 0
(14) . u 8c2 [a re+ l—cz]’ uy ,

2
o= 0 @) @-e), o =0,
(15) |

: | i
oy = -211—(0290 (@*=r3)(2—cH)+ —2~-wzr~goc2,

A42u ' u 3

. 2 2

gdzie =, =", =,
Qo Qo C‘.

Przemieszozenia i naprezenia wywolane ogrzewaniem Calej pobocznicy walca staly
temperatura réwniez sg znane. W bfzypad ku zagadnienia dynamicznego posta¢ ich mozna
znalez¢ m.in. w pracach [7, 8, 9]; dla zagadnienia quasi-ustalonego sa one odpowiednio
réwne [5, 10]: '

2 OO_Y 1 —,uz-Fo
16 0 = 2amt,, _ & o €0 = 0i
(6w o {4(1—c2) —c? & pd ©
\T V1 (opoi) —l'éiF"l 0
+ Z G — € ; iy = 0;
ﬂ%i-’o(ﬂqi) ] ¢

” 1 —,:Z.Fo J (()‘u )
0% = —4ycito, Z e ¥ (l 4 S0V
° — /‘(2):' oJo (/"05')

2 \1 | —ngiFo Ji(opo) | toido(0to)
(17 6% = —4ycity, e Y (1—»5,‘ d — 1,
" veto .21 8 0Jo (&o:) Jo (1o1)
0',(-),,, =0, ‘ |
. y ro xt . . . .
gdzie m = 20l @ =, Hoi = GSos, Fo = Pl jest liczba Fouriera (bezwymiarowy
¢ goti .

czas). Z ograniczenia narzuconego na czas ¢t wynika, ze naprezenia podane w zwigzkach
(17) sa pomijalnie mate (Fo > 0,5), wobec czego w zwiazku (13) mozna pomina¢ skiad-
nik of; . Ponadto z poréwnania zwiazkéw (12), (14) i (16) oraz (13), (15) i (17) wynika,

* _ *
Ze ug =-u, oraz o}, = g,,. ,
{
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Do wyznaczenia pozostaly nastepujace wielkosci: u) i ofy («, f = r, ¢). Aby je znalezé,
nalezy rozwiaza¢ uklad réwnan

olrew o 2*1(* ou ’
(;»+/,L)W|i7 a(},’ +',_’ '0,- (Ill,-) +,U« \Y U, _-;i_ U, +20(;<4 =

o
(18) T 0 G2 T g

10 |1 oub | o N - 1 { . ou’
2| | AT e xia] B

Op*
o 02_u;'f }a 00*
SO g2 Ty O’

z warunkami

b ou*  u*

o V. or — E sk
r opr Ty ) y0* (@, ¢*),
Dowf owp uplo o

r Op* or ro| ’

fr=a

Oy
(A+24) °§’,f +/1(
(19) =

Przemieszczen u} i uj poszukuje si¢ przy pomocy przedstawienia Lamégo [2]:
|u:" (0D I 1 oY I

or

0

IR
%1 I v B Gy

Posta¢ naprezen, przy wyznaczonych potencjatach @ i ¥, uzyskuje si¢ ze zwiazkéw:

(20)

, 2P 1[0 1) o¥ "
ot = w02y v G2 L - 1) 2| el
. P 1[0 1) ov
2y iy = Qocl {VZ(D_ZCZ [ &z T (_61'. - —,) 0<p*] _,,79»},
2{0 1\ 0P o /
x _ o2 lgays, £ S et i
Orp = QoC2 {V v+ - (0,. ,.) dop* 2 or? }

3. Wyznaczenia potencjaléw @i W

Potencjaly @ i ¥ musza speinia¢ rownania

2 1 (1 2crz) 5 “051_
(22) ["‘0,:'2'+',. 0,.‘+(7—(U {62} Bt |\ T

oraz warunki

(1 =269 V24262 - 9 LN 0 @, g7,
(23) 2 A

. o1 o0 v

CZIZ0 S

_Lz o) [r a(pi: a,_ ]

or
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Funkcji @ i ¥ — wobec (10) — poszukiwa¢é bedziemy w postaci

i R

(24) v 17” cos nep* 4 1,1/ } sinng*.

Wspdtczynniki @5, @5, Vi i Vs spelniajq nastepujace réwnania:

d? _-,.ii nw. _nz 1 s _ 195}

dr? T & e, | T 2|\ _mﬂ;’

d? 1 d nw n? IIYJ;

{drz'+7'a’7+|_( c,) ?}llvf: =0 m=h2

Rozwiazania tych réwnan maja postac

D5 (r)) 2mc O [ —cos? Oni Ja(r8,) Bﬁl ne
26 L . SANRLIZA . -
(26) @; (r )] Fna ’Z:; Lin 0,; COS (3,,1} (1Pw?—c?s2) sy s (a8 + {Bf,l In ( ¢, ’)’
P ) C o . .
01 I e e W

gdzie By, B;, C:, C; oznaczaja stale.
Dla r = a, funkcje ®@Z, @5, W< i Y¥s musza spelniaé zaleznosei:

(25)

d? 1 d n n{d 1 '
1—-2¢2 B 7T 24 Ays —
( )( T 2) p ¢ +2¢ p (a’r r)j" e My,

12 ‘
28) dr o dr X \dr T ] e
n{d 1 d? 1 d n? d? !
2__ e @s o e ¢ | —
r (a’r ) (d) 2T dr 2 )'J” 2 dr? T"|,.=a 0.
1 I’l’ dz
— 2 | . . _lyrs_ Sy ljc —
I ( ) ( Iz ,. )I d 2 ‘[ —a 0.

Podstawienie zwiazkéw (26) i (27) do zaleznoéci (28) pozwala zapisa¢ uklad réwnan
na stale B:, B, Ci1 Cs:

o0

P (1, 2,)Bf+2¢%nR, ( o ) Cs = dma®c?t,, Z c0s? &, (u2i— A4,
i=1
A w .
2¢*n R, (7) B+ P, (1, c") Cs = —4ma*c*nty, Z 082 O (mi— An) ™%,
i=1 ,

(29)

o

’ ©
N c0sd,;sind
") C¢ = —dmac?t,, 2 e oo ol

Pn 1’An :_2 2 -Rn
( /B “r (C i Poi =~ A

An\ e O cos 051N 0,
2¢2n R, (A,) BS— P, (1, . ) C¢ = 4dma®c3nt,, 2 -ty L
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gdzie oznaczono:
Po(y, x) = [2¢*n (n=1) = (pA)°1J, (xp) +2¢2xy Joy 1 (x),
Rn (X) = (ﬂ— l)‘," (X)—XJ,H. 1(x)7
anw

A = e = as.:

n cl > ["LIH as’”'
Uklad réwnan algebraicznych (29) otrzymano wykorzystujac wzory na sumy szeregéw
Fouriera-Bessela, wyprowadzone w pracy [13]. Rozwiazania tego ukladu sa nastgpujace:

B p 2.\ N\ [~ c08? b
R s (A (B R ] DO W (R

@0
C 1 [cos 8, sin (5,,,-}

} = —4mna?c,, STPA (L, A)+ 2R, (3,)] Z{
i=1

2 2y~
C;: m_}'n) l,

cos? §,,

A
gdzie S, = P,(1, 4,) P, (l , —c") —4c¢*n?R, (1,,)R,, (%)

Wykorzystujac zwigzki (30) (27), (26) i (23) otrzymuje si¢ nastepujaca postac potencja-
16w @i W:

b (0, 9 = 2ma® Y] {:[2 Jelag) cos ducos ot + ) |,

n=1 i=1

p o . i
4262, J, (0 4:) S5 [P.,(l , —c—) +2¢2n2R, ( i )] Z o8 6’"02—23(\”(?2 o) }
=1 ni—

(31)/ "
Yo, ¢*) = —dma’c? 2 {1,.4”5,71[1’(1 s 2n)+2¢%R, (}»n)j X
. i=1
W ) )
gdzie /
L cos 0, = — i ,  SInby = — {4-_-1"7: )

Vb D222 Vi + L2

ac : r
L:: 1 _ : .
» s 0 a5 9€<0: l>

4. Przemieszczenia i napreienia

Przemieszczenia u} , u} oraz naprezenia o}, 0%,, o} uzyskuje sig, wstawiajac do wzoréw
(20) i (21) wyznaczone postaci potencjalow @ i ¥. Podwdjne szeregi Fourlera—Bessela
poprzez ktére wyrazaé si¢ beda poszukiwane wielkosci, mozna sprowadzi¢ do pojedyn-
czych szeregéw Fouriera, wykorzystujac wzory [13]:
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-

 Ja(opa) 0" Juled)
(/“nl_)‘n),unl‘] (;um) 213 2)"3']"(2") ’

Josrlop) —_ Jura(0hn)
(‘Lt,,, )':%)J (/l,,,) 2j‘n']n()'n) ’
Iy (0ni) _ o
(32) Z WAL R ) ()~ 2LTZ T

M, (eVLA,) _— _
2L2)2i4{ (VL) cos[0,(ey/LA,) —0,(V L)),

N (o) MaeVIR) _ _
(,un. L2ADYJ, () ZLI"AZ(]/ITﬁ sin [0'-(9 I/L}»,.)—-,e,,(]/Ll,,)],
e ,,+1(Q,um) - __,,_J_rl_(g_]_/Ll,,) [ /L}, 0 /Lj. __l
Z (/ln.'*'LZ)»,%)J,,(‘u,,,) 2L}.,,]/L}, M (]/Ll) COS n+l(0] ) (l )
oo. y,,, n+1(01um) _ . ,.+1(Q ]/L}. ) [0 ﬂ_ _0 /17 _ z]
.-Z" +L212)J (W  2VLM, (VL) sin | Onss (¥ LA) =00/ L2) = 7 |-
Tutaj
M,(z) = YberZz+beiZz, 0,(z) = arctg %eil__ '

gdzie ber,z, bei,z 0znaczaja funkcje‘ Kelvina [3, 4].

Po zmudnych rachunkach i wykorzystaniu wzoréw (32) otrzmeJe si¢ nastgpujace
postacie przemieszczen i naprezen:

’ S
(33) u¥(o, ¢*) = _'zz;g Z (t,,,, cos oc,,[ In (QI};;) _;1:;()91") sin (ng* —a,) —
! nvn n

n=1

_ nMy(eVLh) sini [ng* — atp — 0,0/ LA) +0, (VLA,)] +

Li,M{/L1,)
QMn+1(Ql/L}'n)__ : [ % _ 0. . ; LT -6 H— _ﬁjl_
+ —Vm M,.(]/iﬁ,,) sin | ng* — a,+0,, i (0 VLA,) n(l/ ) 3
I ) o M (VIA) [ oy
. ¢ {—LJ,. T sin (ng* — )+]/Ll M(]/Ll ) ne*—oy,

0 (VL2 +6, (VL) + %]} Si {[P ( = ) +2cR, ( Ac_)] x

<R+ R @i o %) e ws2e )

)



344

(34)

(35)

(36)

K.-Grysa

Jl }'" P
uy (0, p*) = _n;)a_ Z (nt,,a Ccos &, [L’l’ ‘(;J (;? y cos (np* — o) —

03 y w' Pll n, }‘ll
Opp (0, 9¥) = ——0/7 Z(t,mcosa., “ L)(J (/1))

n=1

M,,(Q] Li )

— cos [np* —a,—0, L)+ 0./ L)+
Lo, M, (' L) S (VR +0u() LI)]

2 ntel ( n) "+L (]/L)L,,
2¢2 N
e { LJ, (%) cos (=) V L, M, (Y L7,)

0 (VIR + 0,V TR)+ || s 1A 420, G

: [J,, [ )enle)|-nemlanle ) T ])

OO

4 \' . P, (Q~ ;_)_ H % __ _
= ( fya COS Oy [ LT (L) sin (np* —ay)

n=1

- COS [/1(/) — Oy —

] Mn (0 I I;)‘u)
L)‘n Mn (l /.L/?'u)

Y :
M (0 ' L)")— sin [’77’ O 0n+1 (0 ]/L)‘" +

V LM, (YLT,)

G LR) ¢ *Z] 257! {S (0)+2¢n IP,. (0, 4 R, ( & ) _

—[2¢2 (n—1)—(04)? sin [ng* —o,—0, (0 |/]7m) +

+0, (Y L2,)]+2¢%0

¢ JH[ n .
_'Pn (l’ }'M)Rn (Q_)Cl)” { LJ ((l)) Sln ("‘P —(Z,,)—'

M., (VL2) sm[n(p o, 0,00 (1 L2:) =0,/ L2,)~ ]}])

]/LAM,, % (VIZL)

n=1
ln‘]n(e/%") } i ? [M" (0 VLA' )
+2 (1 —cH)p? "2 0 sin (ng™ — o, [2¢2n (n—1)+
A=y 15 0™ L (v, (B 0D

+ (0An)2] sin [np* — o, — 0, (0 ]/LZ,,) + 0,,(‘|/L7» —20%c?L2, cos [np* —

=0, @V +0, (/TR + 20 VLR

VLM, (VLA

ey (o )40,/ T + |2 st 0+

sin [nqg* —

+2¢%n? [P,,(Q, AR, (A) P, (1, l,,)R,,( A")]+2(1—c2)(@l,,)2><
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o ) +2¢%n*R, (

}‘" ‘ n+1 }‘n .
x J, (04s) [Pn (1 , p )” X {JLJ,,((A,,)_ sin (ng* — o) —

Moei(VL2) [};qf==—a,.+0..+x(l/L—ln)—9n( l/]“_l")"%]”);

VL, M, (VL)

2 R, (oA,
37 ok (0, %) = 2;5 Z (nt,,a coS a, [Ll .(;(l)) cos (np* —a,)—

n=1

_ (—)M, (VL)
L, M, (;/Ll )

— BTt V20T os|ng® —ay—0,4 1 (0 VL) +0,(V LAY+ —| +
ViM, (VLhy LT #1 @V LA +0. (Y LA+

“{S.?‘*(e)—ilc2 [P,.(l, l")R,.(aln)—P,. (9, ;;")R,. (ln)]}x

Jn+l(}‘n) * n+1(]/L}‘ ) [ *
Sl " — cos| ng* — o+
8 { L,y SO S ey ey U

w0,z -6, - % 1])

cos [np* — aty—0, (0 Y L) 46, (Y L2,)]—

Zwiazki (33) - 37) opisuja przemieszczenia i naprgzenia w walcu wirujacym z pred-
koscig katowa w, wywotane przylozona na jego pobocznicy temperatura 6*(r, ¢*). Obowig-
zujg one dla czaséw ¢* > 0,5a%x~ 1. W poszczegolnych wzorach zastosowano dodatkowe
oznaczenia:

L . fn
COSty = —————,  SiNQ, = ———,
VL*+ A2 VL*+ A2

510 = Palo. 2P 1, 72) et G 0 2),

S:lk* (0) = P,,(l > l,,)P,,' (@’ }:) —404I12Rn (an) Rn ( ): ) .

Aby otrzyma¢ rozkiad naprezen i przemieszczen w rozwazanym na wstepie walcu,
nalezy zwiazki (33) - (37) oraz (14) - (16) wstawi¢ do wzoréw (12) i (13). Otrzymane
sumy bgda okres$la¢ odpowiednio pola przemieszczen i naprQLen jakie powstang w walcu
podczas regularnego rezimu cieplnego.

Wyznaczone w ten sposdb przemieszczenia i naprezenia sa funkcjami dwéch zmien-
nych: bezwymiarowego promienia ¢ = r/a oraz kata ¢* = p—wt. Ponadto zawieraja

. ¢ aw
trzy stale parametry bezwymiarowe: ¢ = =, L=, A = —;l,, =7 Istotna role
Cl 7 ’ 1

odgrywa takze wielko$¢ Fo = %ﬁ— (liczba Fouriera), gdyz przedstawione wyzej wyniki
maja sens fizyczny dla czasu ¢ okreslonego nieréwnoééiq Fo > 0,5 [1, 11, 12].

‘4 Mechanika teoretyczna 3/77
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Wspomniane wielko$ci bezwymiarowe, a wiec o, ¢*, Fo, ¢, L oraz 4 utwc;rzone sa
przez dziewig¢ parametrow: r, @, 1, A 1, #, 0o, W OTAZ @; stanowia one podstawg wielkosci
bezwymiarowych okre$lajacych rozpatrywane zagadnienie [l4]. Zatem warunki stalosci
tych szesciu bezwymiarowych parametréw stanowia dla rozpatrywanego problemu kryteria
podobieristwa. Widoczne jest, ze np. zwigkszenie predkosci katowej w przy jednoczesnej
statosci parametréw L i /1 powoduje skrécenie czasu trwania czysto niestacjonarnego
rezimu cieplnego; stato$¢ parametrow L i A'mozna uzyskaé dobierajac walec o np. odpo-

. wiednio zmniejszonym promieniu a i wspdéiczynniku przewodzenia temperatury .

Bezwymiarowe liczby L i /1 osiagaja dla metali wartosci, ktérych rzad wielkosci mozna
stosunkowo dobrze okre$li¢. Z uwagi na to, ze wtedy ¢; ~ 10% cm/s oraz  ~ 107! cm?/s
mamy L ~ 10%, A ~ 107 5%qw.

Rozwazmy przypadek, gdy @ ~ 10? rad/s. Przyjmijmy réwniez, 2e @ ~ 10 cm. Wéw-
czas L ~ 107, 4 ~ 1072, LA ~ 103, |/17~ 3x102%. Ponadto, ograniczajac si¢ do.
pierwszych N (gdzie N ~ 10?) wyrazow rozpatrywanych szeregdéw, mozna przyja¢ a, = 0.
Przy takich zatozeniach mozliwe jest przedstawienie naprezen ofs (o, # = r, ¢) W postaci
prostszej, dobrze przyblizajacej ich warto$¢ $cista dla ¢ € {0,5; 1>. Pomijajac mianowicie
w szeregach, okreslajacych te naprezenia, skladniki’ proporcjonalne do L~' jako male
w poréwnaniu ze skladnikami proporcjonalnymi do L~%3 oraz wykorzystujac wzofy
przybllzone dla funkgji M,,(z) i 0,(2) duzego argumentu [3, 4]:

M) = SPEV2)
V2nz
otrzymuje si¢ dla p € (0,5; 1):

N . , -
38 o (o, qa“)~-2g~c—_’;t..a —]/—9— exp[ (1—9)]/ ]sm [mp*—
sm(mp + 4)
—(1—)]/——-+ ] - : —{S*(g)+2c‘

S,/ L,

[P e 2m (") -ra wrfe 2.

N
(39) %0, 9*) & —2—ZC—21,.H VECXP[—(I—Q)]/ chos [mp +

n=1

| . ThE |l
+(l— )]/ ] v-f—sml <p*—(1—g)]/ +,] +
4 l/ - n 2 2 [

M)

sm(mp + 4)
s ¢

~P,(1, ) R, (@_%)]u(n—&) (04:)* T (04n) [Pn(l,%)”” (ic“)]][ ;

>

7T h7n

z
yz 8T

0,(z) = -

{S (o) +2¢°n [P (e, M) R, (
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N . -
. 2pc¢r L2,
(40) aflp(e) ‘7"'"") ~ _?;_2'_ 2/ "tna —l/‘L expl 0) V ]
n=1

T
cos (mp* + —)
‘X cos [mp —(l—n)]//——+ n] —__4{5:*(0)—

SaV/ L,
l

—2¢? [P,,(l A )R (04,)— P, (@, )L") Rn(ln)][ .

Zwiqzki (38) - (40) sa dobrymi przyblizeniami wyrazen (35) - (37) dla we
€ (¢ x.102; e x 10%) rad/s, gdzie ¢ ~ I: Wynika z nich, ze przy wzro$cie predkosci katowej
w, obszar, w ktorym naperema gléwne przyjmuja wartosci roznlqce si¢ istotnie od zera,
lokaIIZUJe si¢ coraz blizej powierzchni bocznéj walca Jednocze$nie malejq naprezenia

ok i a¥, (gdyz rosnie L), a zwigksza si¢ wartosé or,,,,,,

Dla predkosci katowych w rzedu wyzszego niz 10* =+ 10° rad /s wzory (38) - (40) przestajq
obowiazywaé.

Na zakonczenie rozwazmy przypaaek, ady w <1 rad/s. Przyjmujac podobnie jak
w poprzednim przypadku a ~ 10 cm mamy L ~ 107, 4 < 107%, LA < 10, l/m < 10.
Ponadto, ograniczajac si¢ do pierwszych,ﬁ (gdzie N ~ 10%) wyrazéw rozpatrywanych
szeregéw, mozna przyjaé «, ~ 0. Zastgpujac funkcje Bessela J,(4,) = J,(nA) pierwszymi
wyrazami ich rozwinig¢ w szeregi pothowe, otrzymuje si¢

2 3 ~1 .
40 ak (o, (Pk)|w<l yc > (n(ZZ )—{9"smn(p*—

M, (e VLA, ) e — e
ey VL) sinlg —on(gl/u,,)wn(/um)} T

{ n+1(°l/L/1)Sm["<P +0,,+,(01/L)) e(l/u)__]_

— 0" "M, (y/L2,)sin lmp* +0,,,(VLA)—6,(/L2,) - T]})’

- * 3 2yc? O n(n—1) [ . £
(42) 050 (0> PNwar & — "-02- "2:{ na (Ll lg'sm w / _

| Ma(eyLh) [ —6,(o)/ LA +6,(VL “

(/i e iR o |+
o*M,(eVLA) o /T +6,(/LA

+ = M,.(l ) COS[I(]) 0,,(0] m+ ,.(1/1]
- VETMQ(','/}:}“)' {Mm (o V/L2,)sin ln<p*+0,.+1_(9 VLA=0,(VER) - |+
£0n ) My, (V) s [ 0,0, (V22 -0,/ 2R~ 2.

4 .
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i
T\l

- . 2yc? - n—11 )
@ o ea v 25 Y[ rcosnmy -

n=1

o

M, (o V'L2,) [ . — = ]}
— 2V cos|ng —0,(0 VLA +0,(VLL) | +
(/D) ¢*=0,(01 (vL2,)

0

e oV LA, *40,,, (o VLA)—0,(/L7)—
T (/Ln) {MH (0 V/LA,) cos [ng* +0,., (0 VLA,)—0,()VL2,)

_ %]“e"“ M,y (y/L4,) cos ["fp" 0e (VL2)=0,(V L) - %]})

Gdy o = 0, otrzymujemy oy = 0 (o, f = r, ).

5. Podsumowanie wynikow

Wyznaczone w pracy naprezenia i przemieszczenia skiadaja si¢ z dwdch zasadniczych
skiadnikéw: pierwszego — pochodzacego od ruchu obrotowego walca, oraz drugiego —
bedacego skutkiem ogrzewania jego powierzchni bocznej. Pierwszy skiadnik byt znany
w literaturze; drugi zostal wyznaczony dla chwil czasu odleglych od chwili poczatkowe;j.
Sprowadzenie zagadnienia dynamicznego przy pomocy transformacji ukladu wspél-
rz¢dnych do quasi-statycznego pozwolito okreslic wielkosci u}, a¥; (o, f =1, ¢) na
stosunkowo prostej, cho¢ rachunkowo Zzmudnej drodze. Otrzymane wyniki wskazuja,
Ze napreZenia w wirujacym walcu, grzanym na pobocznicy, sa periodycznymi funkcjami
czasu (gdyz ¢* = ¢—wt). W zaleznosci zatem od réznicy temperatur dziatajacych na
poboczniceg (por. rys. 1) naprezenia bedg oscylowaé w czasie z mniejsza lub wigksza ampli-
tuda. W przypadku, gdy temperatura pobocznicy jest stata, napreZenia o,p s3 réwne zeru
(gdyz t,, = 0).

Interesujace sa wnioski wynikajace z rozwazan dotyczacych duzych oraz malych pred-
kosci katowych w. W: przypadku duzych predkoséci katowych mamy do czynienia ze spie-
trzeniem naprezen obwodowych przy pobocznicy walca, napr¢zenia za§ promieniowe
i §cinajace sa bardzo bliskie zera. Na brzegu walca warto$¢ o, jest w przyblizeniu réwna
_2762 (6((1, P, t)_th)-

Dlaw bliskieglo zeru réwniez najwigksze warto$ci osiaga o, ; gdy w = 0, mamy w calym
przekroju poprzecznym walca oj3 =0 («, 8 = r, ¢). Ten ostatni wynik jest zgodny
z twierdzeniem dotyczacym naprezen cieplnych przy ustalonym rezimie cieplnym (por.
np. [15], s. 161).

Przedstawione wyniki maja postaé szeregéw Fouriera o dosyé skomplikowanych -
wspoéfczynnikach, Zaleta jednak takiego przedstawicnia jest fakt, ze wspdlczynniki te
zaleza tylko od czterech bezwymiarowych parametrow, w tym od bezwymiarowego pro-
mienia p. Otrzymane wyniki stanowia zatem wygodne narzedzie do badain modelowych.
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Pesome

HATIPSOKEHUA U IEPEMEIIEHHS B KPYTJIOM BPAIAIOIEMCSA
LUJIMHIOPE ITPU HECUMMETPUUECKOM HAI'PEBE EI'O
BOKOBOMH ITOBEPXHOCTH

vaa60TC NPUBEIACHBI HANIPSDKCHUA H NEPEMELKCHUS B KPYIJIOM BPALAIOLECMCA IIHJIHHADPE BO BpeMSA
peryJjIipHOro TEMJIOBOIO DEI<HMa. HOJIy‘lCHHOC PEeUICHHE HMMECT BUA PANOB dDpre, NpEeRCTaBIICHHBIX
IpH NOMOUIH 6e3pa3M€prlx KOOpAaHHAT 1 napaMmeTpoB, COACPMKALLHNX CbHSH‘leCKHC KOHCTAHTBI,

Summary

THE STRESSES AND DISPLACEMENTS IN A ROTATING C]R_CULAR
CYLINDER DUE TO AXJIALLY NON-SYMMETRICAL HEATING OF ITS
LATERAL SURFACE
The problem of stress and displacement distributions a rotating circular cylinder heated on its lateral \
surface is dealt with in case of a regular thermal process. The solution is given in a form of Fourier series
involving dimensionless variables and dimensionless parameters determined by the mechanical and thermal
properties of material.
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INWERSYJNA METODA BADANIA MODELI ELASTOOPTYCZNYCH
Z WIEZAMI SZTYWNYMI

RoMaNn DOROSZKIEWICZ, JERZY L1ETZ, BOGDAN MICHALSKI
(WARSZAWA)

W artykule tym przedstawimy pewne zagadnienie do$wiadczalnej analizy naprgzen
referowane przez autoréw w 1974 roku), ktére mozna rozwiazaé metodq elastooptyczng
przy uzyciu nieco innej techniki od ogélnie stosowanej.

Tematem badania bylo wyznaczenie stanu naprezenia w pdlplaszczyznie sperystej,
na brzegu ktdrej istnieje sztywna wigz. Naprgzenia te wymuszone sg przez odksztalcenia
pSlplaszczyzny w kierunku réwnolegtym do brzegu. Giéwnym celem bylo znalezienie
sktadowych napr¢zenia na linii styku péiplaszczyzny z wigzia. :

Rozpatrujemy nieodksztalcalng wigz o dilugosci /, doskonale zespolong z brzegiem
sprezystej pélplaszczyzny‘ w ukladzie odniesienia x, y, z, jak na rys. 1.

d

Rys. 1. Schemat modelu pélplaszczyzny z wigzia

W oddaleniu od wigzi pétplaszczyzng obcigzamy rownomiernym napre¢zeniem rozciaga-
jacym gy, ktore wywoluje jednorodne pole odksztalceri & = % Na skutek usztywnia-

jacego dzialania wigzi, w jej otoczeniu pole odksztalceni i naprezen przestaje by¢ jedno-
rodne, a na koncach wigzi oczekujemy znacznego spigtrzenia naprgZen.
- Z pomiardw elastooptycznych uzyskujemy w kazdym punkcie plaskiego modelu:
1) rzad izochromy m = o, —0, (naprg¢zenia wyrazamy dla wygody bezwymiarowo
w rzgdach izochrom),
2) parametr jzokliny ¢.

D R, S. Doroszkiewicz, J. Lietz, B. Michalski. Inwersyjna metoda badania model; elastooptycznych
z wigzami sztywnymi. VI Sympozjum do$wiadczalnych badan w mechanice ciala stalego. Warszawa —
wrzesien 1974,
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Szczegdlna sytuacja wystgpuje jednak na granicy pofaczenia pdlplaszczyzny z wiezig.

Z zatozenia nieodksztalcalnosci wigzi i nierozdzielnosci odksztalcen wynika, ze wydluzenie

wzgledne ¢, (rys. 1) musi by¢ réwne zeru. Ten dodatkowy warunek &, = 0 wraz z wynikami

pomiaréw elastooptycznych m 1 ¢ pozwala w pelni okre§li¢ stan napr¢zenia na granicy

wiezi. Z warunkéw réwnowagi i prawa Hooka, przy zalozeniu ptaskiego stanu naprezenia
(o, = 0), latwo wyprowadzi¢ nastepujgce wyrazenia na skladowe stanu naprezenia:

Y

— mMcos 29, o, = —-
v

|
-1mcos2
1—v Y v

1 —

Ty = —

M

Tyy = % msin2ep.

Charakterystyczna, dla stanu naprezenia pod wiezia, jest proporcjonualno$é do siebie
napr¢zen normalnych, gdyz o, = vo,.

Analizujac wyniki obliczone z powyzszych wzordw nalezy zwrécié uwage na catkowy
warunek rownowagi. Z tego, ze wypadkowa sit dzialajacych miedzy wigzia a pdiptaszczyzng
jest réwna zeru wynika, Ze

: 73 12
(2) f Tydx =0 oraz J o,dx = 0.

S S
Pierwszy z tych warunkdw jest spetniony, gdy wykres 7,,(x) jest antysymetryczny, co
wynika z symetrii ukiadu. Warunek drugi jest bardzo dobrym sprawdzianem poprawnosci
wyznaczenia napr¢zen o,. Wynika z niego oczywiscie, ze wielko$¢ o, musi zmienia¢ znak.
Ta zmiana znaku wyst¢puje w charakterystycznych dla zagadnienia punktach, w ktorych

» = 0,0, =0,a ¢ = 45°. Na obrazie elastooptycznym izoklina 45°. wskazuje te punkty.

W rzeczywistosci sprawg komplikuje wplyw skonczonej grubosci modelu. W'/zwyklych
badaniach elastooptycznych przy umiarkowanych gradientach stanu naprezenia stosuje
si¢ modele o grubosci do 10 mm przyjmujac, Ze w modelach tych wystepuje plaski stan
naprezenia, poniewaz moga one swobodnie odksztalcaé sie po grubosci, a o, = 0. Jezeli
jednak z brzegiem modelu zespolona jest nieodksztalcalna wiez, to narzuca ona na brzegu
-nie tylko warunek &, = 0 ale réwniez ¢, = 0. Zwigzane z tym oddziatywanie (z,. # 0)
wprowadza w sgsiedztwie wigzi tréjwymiarowy stan mapreZenia. W jego strefie obraz
elastooptyczny jest nieprawidlowy i nieczytelny. Nalezy wiec w miare moznosci dazyé
do zlikwidowania lub przynajmniej ograniczenia tego oddzialywania. Najwla$ciwsza droga
do ‘wyeliminowania wplywu tréjwymiarowosci prowadzi, jak wynika z licznych badan
prowadzonych przez autoréw, do wykonania modelu o matej grubosci, a wigzi o mozliwie
duzych wymiarach. Decyduje tutaj stosunek //d gdzie [ oznacza diugo$é wigzi, d — grubo$é
modelu. Do$wiadczenia wykazaly, ze przy //d rzedu 30 - 40 wplyw grubo$ci modelu prze-
staje odgrywac¢ role.

" Istnieje mozliwoéé rozw1qzan1a postaw1onego zagadnienia metoda badania elasto-
optycznego, ale nieco inna technika oparta na zasadzie superpozycji. Potraktujmy stan
napr¢zenia panujacy w rozciaganej pdliplaszczyznie z wigzia jako stan wynikajacy z super-
pozycji dwu stanéw napr¢Zenia. Symbolicznie zapiszemy to

S = SI+SII’
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gdzie S, oznacza jednorodny stan naprezenia wynikajacy 'z jednoosiowego rozciagania,
S, — stan napr¢zenia wywolany oddzialywaniem wigzi, tzn. sitami wywieranymi na pél-
plaszczyzng przez wigz.

Stan naprezenia taki sam, jak Sy, lecz przeciwnego znaku, mozna fatwo zrealizowaé
poddajac model réwnomiernemu rozciaganiu o, i utrzymujac go pod obcigzeniem w stanie

Rys. 2. Izochromy: a) badanie proste, b) badanie inwersyjne !

[odksztalconym. Do tak odksztalconego modelu przyklejamy wigz, a po catkowitym
zwigzaniu polaczenia klejonego model odciazamy. Wokd} wiezi powstanie wéwcezas stan
naprezenia — Sy, ktory mozna zarejestrowac elastooptycznie. Dla tak przeprowadzonego
badania przyjmujemy umownie nazwe¢ «badanie inwersyjne» ze wzgledu na odwrdcenie
czynnoéci w badaniu (najpierw obciazenie, potem klejenie), jak réwniez odwrdcenie znaku
,naprezen. )

i



Rys. 3. Izokliny: a) badanie proste, b) badanie inwersyjne

[354)
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. !
Wyznaczania naprezen na granicy polaczenia pélplas/zczyzny z wiezia dokonaé mozna
podobnie na podstawie danych elastooptycznych m i ¢, z tym, Ze dodatko_Wym warunkiem
na granicy jest

N

_ _ 0o _ _~_l
Ex = &y = £ o, = < Go i~ mco§2(p, |
- (3) .
1 1 m
S el S meos2g, Ty, = 5 sin2¢.

Rys. 4. Izoklina 0°: a) badanie proste, b) badanie inwersyjne

Skiadowe napre¢zenia (3) dadzq si¢ fatwo przeliczy¢ na przypadek prosty (nieinwer-
syjny): o, i 1., zmieniaja tylko znak a do wartosci o, trzeba ponadto dodaé warto$é
naprgzenia oo, z jakim rozqugany byl Wstepnie model.
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Rys. 5. Urzadzenie do obcigzania modelu Rys. 6. Stanowisko badawcze

Naprezenia przeliczone oznaczamy gwiazdka:

r v
o¥ = oy—0. =—v(mcos2rp—ao),

@ | TI-

* — * .
o¥ = —o0,, TH=—T,.

Wykresy ¥, i 6% réwniez podlegaja sprawdzeniu wg wzordw (2).

Korzysci plynace z przeprowadzonego dodatkowo badania inwersyjnego s bez-
sporne. Otrzymujemy bowiem te same wyniki z zupelnie réznych obrazéw clastooptycz-
nych (izochromy na rys. 2). Poréwnanie wynikow pozwala oceni¢ dokladno$¢ badan
i co wazniejsze w pewnych obszarach wartosci naprezen mozna dokladniej okreéli¢ w bada-
niu inwersyjnym dzieki np. lepszej czytelnoéci izoklin (poréwnaj rys. 3a oraz 3b). Mozna
latwo wykaza¢, ze izoklina o parametrze 0 w obu przypadkach przebiega jednakowo,
mimo iz pola izoklin sa zupelnie rézne. Potwierdzaja to zdjecia izoklin 0° (rys. 4a i b). ‘

Wykorzystujac do$wiadczenia wstepnych etapdw badan przyjeto duze wymiary modelu
(300 % 580 mm) uzyskujac w ten sposéb: a) zmniejszenie wplywu pelzania kleju; b) lepsza
czytelnos¢ obrazu elastooptycznego zwlaszcza w sasiedztwie wigzi; ¢) wyzsze rz¢dy izochrom
przy zachowaniu korzystnego stosunku //d = 27.

Model wykonano ze specjalnie odlanej plyty epoksydowéj grubo$ci 6 mm. Po §rodku
dluzszego boku przyklejono stalowa wigz uzywajac kleju epoksydowego z wypelniaczem
aluminiowym. Obie krétsze krawedzie obciazono o$mioma sitami skupionymi za pomoca
ukifadu dzwigniowego (rys. 5). -
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Badania prowadzono w pol?ryskopie z rownolegly wiazka $wiatla, rzutujac obraz'y__
elastooptyczne na ekran. Zdjgcie stanowiska badawczego widoczne jest na rys. 6.

) T - .
Na rys. 7 przedstawiono wykresy —»Uf‘-y— wzdluz wigzi, uzyskane z badania prostego

[4]

i inwersyjnego. Ich zgodno$é jest wysoka. Dla pordéwnania linia przerywana pokazano
wyniki obliczenia numerycznego, ktdre przeprowadzono metoda elementéw skonczonych
podana przez O. C. ZIENKIEWICZA, dzielac badany obszar na skoficzona liczbe wielokatow.

Wykresy na rys. 8 przedstawiaja ostateczne wyniki badania pélplaszczyzny z wiezia,
uzyskane z usrednienia wynikow badan prostych i inwersyjnych.

Autorzy uwazaja, ze zaproponowany sposéb badania warto jest stosowaé w pewnych
przypadkach, jakimi moga by¢ np. pasma z wigzami usztywniajacymi, inkluzjami itp.

Pesioae

OBPATHBIN METOJN HCCJIEIOBAHUSA POTOVIIPYI'UX MOIEJIEH
C XECTKHMH CBII3sIMH

ABTOPBI MPEANAraloT METOM, MCCJIEOBAHUSA TUIOCKUX (hOTOYNPYrHX MOJENEH ¢ YKECTKHMM CBA3SMH.
CyTb €ro B TOM, UTO CKJIEHBAHHE CBA3H C MOMOEJBIO MPOM3IBOMUTCS 1I0[] HATPY3Koil a camo oToynpyroe
ucciefoBande — Ge3 Harpy3kH. B paboTe moKkasaHbl mpenMylLleCTBa TaKOH METOAMKH, OCOGEHHO MpH
napanienbHoM MPOBEACHHH OOBLIYHOTO: OMBITA.

MeTo MINIOCTPHPYETCS! IPHMEPOM PACTAHYTON B OAIIOM HANpaBJIeHMH NMOJIYILIOCKOCTH, K KOTOPO
TIPHKPEIUIEHa JKeCTKasA CBA3b KOHEYHOH [NMHEI. '

Summary

INVERSIONAL METHOD OF INVESTIGATION OF PHOTO-ELASTIC MODELS

The authors present a certain method of investigation of two-dimensional photoelastic models with
rigid constraints. It consists in the fact that cementing of constraints with the model is performed under
load, and photoelastic investigation — without external loads.

In the paper are presented advantages of the method, particularly when being used together with
a conventional investigation. *

" The method is presented on an example of a half-plane under uni-axial load, the boundary of which
is attached to a rigid constraint of finite length.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
WARSZAWA

A

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 15 listopada 1976 r.
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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE BELKI NA PODLOZU SPREZYSTYM
Z UWZGLEDNIENIEM OGRANICZEN NAPREZEN NORMALNYCH

Macies MAKOWSKI, GWIDON SZEFER (KRAKOW)

v

/ 1. Wstep

" Przedmiotem pracy bedzie optymalizacja ksztaltu (szerokosci) belki spoczywajacej
na podiozusprezystym Winklera z uwagi na minimum objgtosci przy ograniczeniu naprezen
normalnych. ' . .
. W tym celu w prostokatnym, kartezjanskim ukladzie wspéirzednych Otx rozwazymy
belk¢ o skoficzonej diugodci, sprezysta, jednorodna, izotropowa o przekroju prostokatnym
“(rys. 1. N
' q(t) ,

Rys. 1

Linia ugiecia belki opisana jest znanym réwnaniem rézniczkowym
(1.1) ‘ (EJx"Y'+kx = q(1),

gdzie E oznacza modul Younga, /— moment bezwladnosci, x(t) — ugigcie belki, g(z) —

obcigzenie, k — wspdiczynnik podatnosci podioza. - T .

+ - Rozwaza¢ bedziemy belkg¢ spoczywajaca na podtozu o stalym wspéiczynniku podatnosci

k, o stalej wysokosci i zmiennej, lecz symetrycznej wzgledem osi belki, szerokosci.
Szerokos$¢ belki mozemy wyrazi¢ w postaci

2E/(t) 12

() YO = =g = we™D

gdzie m(t) & EJ@).
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Szukanie minimum objgtosci belki przy takich zalozeniach réwnowazne jest szukaniu
[ .

minimum funkcjonatu ] m(t)dt.

W dalszym ciagu pracy belke bedziemy traktowad jako uklad sterowania, rozwiazujac

nieklasyczny problem wariacyjny na podstawie metody programowania dynamicznego
BELLMANA.

2. Sformulowanie problemu

Rozwazmy belke opisang rownaniem

2.1) Im()x"]" = q—kx. \
Warunek ograniczajacy naprezenie normalne
(2.2) ' lo] < 043

funkcjonat postaci
!
(2.3) Jo = [ (t)ar.
Nalezy wyznaczy¢ taki ksztalt belki, ktdry przy spetnieniu (2.1) i (2.2) realizuje minimum
funkcjonatu J,.
3. Rozwiazanie problemu

Ogramczeme (2.2) zastapimy rownowainym ograniczeniem na druga pochodna ugiecia.
Korzystajqc Ze wzoru

3.1 ' UZ'ILA;[/L:'IE‘_]IX‘I""‘/27—‘—'—“-52 hl
i uwzgledniajac (2.2), otrzymujemy
(3.2 x| < oo,
gdzie o, £ 20 .
Eh /

Oznaczajqé x' & o, ktére traktujemy jako nowe sterowanie [1], mozna sformulowany
problem przedstawié nastepujaco:

(33) [m(t)x"]" = q—kx,
3.4 ‘ x'" =,

(3.5) = {v:|v| < 0o},
(3.6) Teignfm(t)dt.

ey
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Roéwnanie (3.4) przedstawiamy w postaci ukiadu réwnan rzgdu pierwszego:
B« X =Xy, X, =7,

. dr
Xy = X,
gdzie x, 1 |

Unmiejscawiajac zagadnienie szukania min [ m(¢)dr w szerszej klasie ze zmienng dolna

ve 0
granica calkowania, mamy
' 1
(3.8) S(x, t) = min J mu)du,
veR H

gdzie X « (xy, x2).
Réwnanie BELLMANA [1] dla wyznaczenia funkcji /' ma postac]
. of [ of . of
3.9 0= 13161!1)1 l:m+7 + o, X, + B v .

Zalezno$¢ w nawiasie kwadratowym od v jest liniowa, czyli minimum tego wyraZenia
bedzie osiagnigte na brzegu £2.
Mamy wigc rownowazng postaé réwnania Bellmana

- of  of . af
(3.10) 0= inf [’"J“WJ’ ax 2t 6x2v]’

a stad otrzymujemy sterowanie optymalne

- of
(3.11) V= —0p Sgn_@TZ’

ktére mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci
(3.12) [x”| = op.

Rozwigzaniem optymalnym postawionego zadania jest wiec belka réwnomiernej
wytrzymalos$ci, ) '

JakoSciowy charakter sterowania zostal znaleziony stosunkowo prosto, jednak w dal-

szym ciagu nalezy poszukaé WKW na to, aby belka byla réwnomiernej wytrzymato§ci
i podaé jej konstrukcje.

\

4. Belki o réwnomiernej wytrzymaloSci na podloiu sprezystym

4.1, Przypadek krzywizny stalego znaku. RozwaZmy poczqtkowb najprostszy przypadek,
czynigc zastrzezenie

(4.1 x>0 dla 1e{0,D.

Warunek okre§lajacy ksztalt belki ma postaé: ¢ = gy, ktéry zgodnie z (3.1) mozna
zapisaé .
Ex"h _

@2 -

gg.

5 Mechanika teoretyczna 3/77 |
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Réwnanie linii uglqma belki po wykorzystaniu wzoru na moment bezwladnoéci przyjmuje
posta¢ \ .

hT[ Ex"h b(t)] .

lub
h? ! '
< [oab ()] = q—kx

po wykorzystaniu zwiazku (4.2).
Mamy stad

4.3) b(r) = —-6-~<q ).

Do wyznaczenia poszukiwanego ksztaltu belki mamy wiec uklad dwdch réwnan (4.2)
(4.3). Sg to réwnania rézniczkowe rz¢du drugiego, naleZy wiec dolaczy¢ do nich po dwa
warunki poczatkowe lub brzegowe ze wzgledu na x(¢) i b(¢). ‘

Cl(t):Clo

Rys. 2

Jako przyklad rozwazmy belk¢ utwierdzong na jednym i swobodna na drugim koncu,
obcigzona w sposdb staly ¢(f) = g, = const,
Rozwiazanie réwnania (4.2) ma postaé

x = El —t? +C1t+C2,
a po uwzglednieniu warunkéw poczatkowach x(0) = x'(0) = 0 otrzymujemy

_ o
4.4 = £2,
(4.4) * Eh

Po wstawieniu zwiézku (4.4) do (4.3) otrzymujemy réwnanie

. ’ . 1 — 6 [ kad 2 ’
“9 ') = o\t )
"ktdrego rozwiazanie ma postaé
. ' 3
(4.6) b@):-h? 12 t* 4 Gy 1 4G,

* Warunki poczqtkowe dla b(¢) otrzymujemy uwzgl@dnlajqc, Ze moment i sita poprzeczna
powinny by¢ réwne zeru dla ¢ = J. Mamy wiec:
EJx"|,.1 = 0=b() =0,
(EJx"))jz1 = 0= b'(]) = 0.
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Uwzgledniajac te warunki mamy poszukiwany ksztalt belki

330 . k. 1(2k12 6q0)t+ 12(340 3k12)_

“ho, | 2ER Yo 2\ o,  2Eh

Eh (e

@7 b=
Do wyniku (4.7) mozemy dojéé réwniez inng metoda. Z zalozenia x” = o,, otrzymu-

. . . k 2
jemy reakcje podioza rowna% oot?. Oznaczmy

k
(4.8) q(t) = (]0——2—0’012.

Moment od obcigzenia g(t) liczony z prawej strony przekroju ma posta¢

1
(4.9) M) = —f(qo—é aouz) (u—1)du.

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy

(-1 koo (1* PPt t*
4.10 M) = —q,- 2
( ) (t) do 2 + 2 2 3 + 12
Powyzszy wynik otrzymali$my przy zalozeniu x* > 0, czyli M(¢) jest ujemne dla ¢ € 0, /).
Poszukiwany ksztalt belki otrzymamy, wykorzystujac wzor - N
‘ 6

4:11 = 73— -
(1) b0 = g M)
Poniewaz |M ()] = —M (1), otrzymujemy ostatecznie wzor o

3qo k I {2kI>  6g, ) 12 (3(]0 31c125,)
4.12 1) = 12— T el i
@12 b0 2ER L T ( Eh o ) T 2Eh

identyczny ze wzorem (4 7) otrzymanym w poprzednie_] metodzie.

Otrzymali§my optymalny ksztalt belki przy uczymonym a prlorz zalozemu x>0
~dlate(0,D.

Wyprowadzimy obecnie warunek konieczny i wystarczajqcy na to, aby x” > 0 dla

te(0, .
Twierdzenie (4.1) -
ZalozZenie: x>0 dla te(,I.
‘ | ko
Teza: qo_TUOI =0
Dowdd: X'>0=>x"=0,=>x = rq2012:>kx= —Zc—aotz.

k
Oznaczmy q(t) qo—T(rot2
l . .
Poniewaz q(t) jest funkcja malejaca, musi przyjmowaé warto$ci dodatnie dla t € {0, ),
gdyz w przeciwnym przypadku nie byloby spelnione zalozenie x” > 0. Zauwazmy, Ze

5*
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warto§é réwna zeru moze przyjmowac ¢(t) jedynie dla ¢t = /i ze prawdziwa jest naste-
pujaca implikacja:

Go— I—;—Gotz 20 dla te0,>= q(,-—%aol2 >0, cbdo.

Twierdzenie (4.2)

Zatozenie: qo—,—kzaaol2 = 0.
Teza: ' x>0 dla 1re0,l).
Dowdd: '
k 2 daf k 2
* qO—TO‘()I 20:> q(t) = qo——z—(fot >0 dla tG(O,I).

Moment obliczony od obciazenia g(f) przyjmuje warto$ci ujemne, czyli x* przyjmuje
wartos$ci dodatnie, cbdo.

OtrzymaliSmy wigc warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby x”’ bylo dodatnie
w postaci nieréwnosci

@.13) qo—ziaolz > 0.

. Wzér (4.12) przedstawia wigc optyfnalny ksztalt belki przy zatoZeniu, ze parametry:
. .. . k s

qo> k, 0o 1 I spelniaja relacje: qo-—‘z—qol2 > 0. Zauwazmy, ze jeZeli we wzorze (4.12)

przejdziemy w granicy z kK do zera otrzymamy znane rozwiazanie Galileusza:

_ 340 ., 64q0l 3%,
(4.14) . b(t) - hza‘d ) 1120'd hzgd ’

4.2. Przypadek zmiany znaku krzywimy. Rozwazaé teraz bedziemy przypadek z jedno-
krotna zmiana krzywizny parabol w przedziale (0, /); zakladamy wigc, Ze:

g, dla 0<t<a,
(4.15) x' =

—0, dla a <1<,

gdzie a, jest nieznanym punktem lezacym wewnatrz przedziatu (0, /).
Na podstawie zalozenia (4.15) mamy

xl(t) =%0‘0t2 dla 0< t<a1,

a po uwzglednieniu warunkéw zszycia:

xy(ay) = x3(ay), | x;(al) = x5(ay).

Otrzymujemy

1
x,(1) = —5 0o t?+200a,t—0ga? dla a, <t<l.
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Przyjmujac

L da 0<r<a,
(4.16) 4(t) =

qo—k(—%t +20()alt—ooal) dla a, <1<,
sprowadzamy zagadnienie do belki statycznie wyznaczalnej. Moment od obciazenia g(f)

dla @, < t < ] ma postaé
I

M) = — f [z]o—-k(—%uz+2¢roa1 u—ooaf)](u—t)du.

H
Po wykonaniu calkowania otrzymujemy

12 t? k A | R o4
= 2 — e —— —— e —_—— ———
@17 M@ = (qo+kooal)(tl 5T )+ 5 60( 712 12)+

3 2 3
+2k0’001 (—13—'—'1714'—!6—) .

Podobnie w przedziale 0 < ¢ < a, mamy

(a,—1)? 4 koo(a‘} al t“)
0

@.18) M@ = —

2 2 Va3t

> a% k I " at
+(qo+k0'001)(011—‘ Tl)+760(—3—01—7_'T;—)+

R 3 12 3 3
; +2kooal(—l——’ ax+—aé—) .

30 2

Warto$¢ momentu w punkcie ¢ = a, wynosi ‘

2 2 3 4 4
(4.19) M(a,) = (qo+kooaf)(al I—I——EL) +£00(1—01 —Ii—a—l) +

2 2 2 3 4 12
3 2 a
| +2kooal( 3 "3 1+Tl)
Na podstawie zwigzku EJx"' = —M i zalozenia, Ze w punkcie @, nast¢puje skok x"

oraz faktu, ze moment od obciazenia ciaglego jest funkcja ciagla, wnioskujemy, ze M(a,) =
= 0. .

Warunek M(a,) = 0 pozwala wyznaczyé nieznang warto$¢ odcietej punktu, w ktérym
nastepuje zmiana krzywizny. Po przeksztalceniach wyrazenia (4.19) i przyréwnaniu do
zera otrzymujemy réwnanie stopnia czwartego

24 12q, 3612 24q,1 129512 3
420)  at—221ad ( L L P of Lap (__0 3 =o.
(420)  ai——laiH g+ )“‘ ( Skae +41) kg T3 70

Rozwiazanie tego réwnania ze wzgledu na a, pozwoli wyznaczy¢ optymalny ksztalt belki

po wykorzystaniu zwigzku b(2) =h—26od—' |M(2)].
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Pierwiastki réwnania stopnia czwartego okreslaja znane wzory, jednak w naszym
przypadku istotne jest znalezienie WKW na to, aby réwnanie (4.20) posiadato dokladnie
jeden pierwiastek rzeczywisty w przedziale (0, /). W tym celu oprzemy si¢ na nastepujacej
definicji i twierdzeniu [2]:

Definicja: Jezeli w ciagu skonczonym liczb rzeczywistych C,, C,, ..., C, zachodzi
dlal < k<n-1 nierc’)wnoéé Cyx Cyyy <0, to méwimy, Ze para liczb Ck, Cy+y stanowi
odmiane.

Rowmez w przypadku gdy jest Cu x Cyypyy < 0, przy czym Cirs =0 dlas = 1,2,

p (I <k 1< p, k+p < n), to méwimy, ze para liczb stanowi odmiane.

W ciagu 2, 3, -5 -1,0,-2,7,0,0, =9, —5 odmiang tworza pary: 3, —5; —2, 7;
7, —9. Mamy wiec trzy odmiany w tym ciagu. '

Regula Fouriera. Tworzymy dla danego wielomianu f(x) stopnia n ciag jego pochod-
nych: f(x), f'(x), f"(x), ..., f™(x). Pochodna f™(x) jest stala. Oznaczmy przez N(x,)
ilo§¢ odmian w ciagu liczb- f(x,), f'(xo), ---, f P(xo)-

- Twierdzenie Budana-Fouriera. Niech f(x) bedzie wielomianem rzeczywistym i niech
a < B, fw) #0, f(B) # 0. Wtedy iloé¢ zer wielomianu f(x) w przedziale (a, f) wynosi
N(oc) —N(B), lub jest od tej liczby mniejsza o liczbe parzysta.

Rozwazajac M(a,) zauwazamy, ze [ jest dwukrotnym pierwiastkiem tego wielomianu
(gdyz M) = 01 M’'(l) = 0). Wielomian M(a,) mozna wigc roziozyé na czynniki:

~

12 3
M(a,) = (a,—1)? (al———l +§"% + ).
Wystarczy teraz zbadaé zera drugiego czynnika w przedziale (0, 1) opierajac si¢ na
twierdzeniu Budana-Fouriera mamy:

daf . Z_E 12go i 2 :
h(”‘?— s /ot st
h(a) = 2a1—1—4/,
5
h'(a) =2,
) h(0) = 12"° +7,2 >0,
14
W)= ——+1<0,
5
1'0) = 2 > 0.
Mamy wiec N(0) = 2.
6, 12qy ¢ .
) = = 5P g5
(D) = —%1 <0,

B'() =2 > 0.
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Jezeli h(l) bedzie ujemne, wtedy N(/) = 1 i zgodnie z twierdzeniem Budana-Fouriera
ilos¢ zer h(a,) w przedziale (0, /) wynosi¢ bedzie N(0) — N({) = 1.

Otrzymali$my wigc WKW na to, aby réwnanie (4.20) mialo dok{admejeden plerWlastek
lezacy w przedziale (0, /) w postaci

6, 12q,
~—1 +§k—_ <0
lub po przeksztalceniu
' k
(421) qO_TGOIZ < O
Rozwiazujac réwnanie kwadratowe ! o
, 14 12qy 3,
a‘——?/a +§k o~+—l = 0,
_otrzymujemy dokladnie jeden pierwiastek lezacy w przedziale (0, /)
' . . 7, 1 /136, 484,
(4'22) al - 5 1 2 71 - Ska(‘)_.

JeZeli rozwazymy brzypadek ogoélny, Bdy obciazenie jest dowolna funkcja ¢(¢) i zato-
zymy, Ze x’' zmienia znak w przedziale (0, /) n razy w punktach a,, a,, ..., a,, to dochodzi-
my do nast¢pujacego ukitadu réwnan:

l , . ,
. ] ) 2 2
- ffI(u) (u—ay)du—koa, é (—1)ka? (a,.l— 12 _ 02 )+
an ' k=1 o

’ 3 14 4
I

3 4 12

|

' 3 ]2 a .
+2k60 > (_I)k+l (_‘—70,,4'7) =O,

n—1

— f q(u)(u—a,, ) du— kaoz (=D ak(a,, (a4, — an _ an-; )+

- 3 4
e R ),

n—1 '
. \ 3 2 3
+2k o, S (=g, (—‘;" ——‘;" ay_,+ Pa1 ) =0,
k=1

................................................................

— fq(u) (u—a)du—koo(—ai+ad) ((a2 as_a_g_a_%) +

az

Koo~ B B @ _a, , a)_
+70’0( 3 02+T+ ]2)+2k00(a‘—a2)(—3——7a2+— —-O,
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ae a% ’af -
~ [ 4 u-a)du—koo(~ad | @ a5~ L) +
k a3 at ai a a3 a; | _
+'z‘°°(“‘*3‘”l+7+1'zf F2kooay | Frm et ) = 0.

JeZeli istnieje rozwiazanie tego ukladu réwnan spelniajace warunek 0 < a; < a, <
. < ... < a, <1, to daje ono poszukiwane punkty zmian krzywizny parabol.

5. Zakonczenie

W pracy wykazano, ze optymalne ksztaltowanie belek na podiozu sprezystym, z uwagi
na minimum objgtosci przy ograniczeniu naprezen normalnych, prowadzi do belek réwno-
miernej wytrzymalosci. W odrdznieniu od znanych rozwigzan ukiadéw statycznie wyzna-
czalnych — wyznaczenie ksztaltu belki na podlozu winklerowskim nastrgcza powazne
trudnoéci. W pracy ograniczono si¢ jedynie do przypadku belki jednoprzgstowej, otrzy-
mujgc Scisle analityczne rozwigzanie. Poszukiwanie optymalnego rozwiazania dla belki
ciaglej pa podlozu Winklera wymagatoby juz odpowiedniej procedury numeryczne;j.
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Pesome

OIITUMAJILHOE NMPOEKTHPOBAHMUE BFAJIKH HA YIIPYTOM OCHOBAHHNHU
P OTPAHUYEHUU BEJIMYHHBI HOPMAJIbHEIX HANPSDKEHMH

B paGote paccmorpena samaua 06 ONITHMaNBHOI dopme Ganxu, Nexauieit Ha ynpyroM OCHOBaHWH
Bunknepa. MckoMbin ABNsieTcs MUHBMYM o0beMa DPH OrPaHHUYECHHH BEJIMUYHMHBI HOPMAaJBHBIX Hanps-
»eHuit. Ilpn momomy RWHAMHUECKOrO NPOrpaMMHPOBAHMA NONYUYEHO PEIIEeHNe B BHUJE PaBHONPOYHON
Ganku. JJaH METOA NOCTPOEHNA TaKoil Ganku, Jie)Kalleil Ha yIpyroM OCHOBAHHMH.

Summary

OPTIMUM SHAPE DESIGN OF A BEAM RESTING ON ELASTIC
FOUNDATION WITH NORMAL STRESS RESTRICTIONS

In the paper the problem of shape optimization of a beam resting on elastic foundation is formulated.
The problem of minimum weight is considered, under the condition of limited normal stresses. The solution
is obtained by means of dynamic programming. The problem of a beam resting on a Winkler-typeé elastic
foundation of uniform strength is considered in detail.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 15 listopada 1976 r.
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1. Wykaz oznaczen

(xy, X2, x53) uklad wspblrzednych prostokatnych,
2= {(x;,x2,x3)e R, x, =0, x,e{~a,a)>,xs €#} obszar kontaktu, :
D= {(x,,x2)e &, x;, =0, x,€X},
2, 1, o, v, € stale materiatowe,
@, wspolezynnik cieplnej rozszerzalnosci liniowej
— - H 72 (')2 az
v = QA+2p)w,, ¢ = diva, V2 = o + PR

u(x,, x;) = (u,, u,,0) wektor przemieszczenia w plaskim stanie od-
ksztalcenia,
@(x,, x2) = (0,0, p;) wektor obrotu w plaskim stanie odksztalcenia,
0 = 0(x,, x2) temperatura,
[o:)] tensor napre¢zen sitowych,
[ui] tensor naprezen momeniowych,

]c(xl) & = FAS(x1, x2); X3 > 5} =

= ]/z }‘f(x, , x2)cos(§x,)dx,,
o
[x, O = FAMxy, x2); x> &) =

= l/% I S(xy, x2)sin(Exz)dx 2,
0

H(x) funkcja Heaviside’a,

0=0® = VEHIP, do = Ao()) =
= 14240 § (l—i),
e
o o @tOG+ZY o, GO et
o au(A+p) B 4o )

1. Wprowadzenie

Rozwazanie wciskania w polprzestrzen mikropolarng sprezysta ogrzanego stempla
zajmujacego obszar £, przy zalozeniu, ze ksztalt stempla oraz temperatura i sity dziala-
Jace na stempel nie zaleza od zmiennej x,, prowadzi do mieszanego zagadnienia brzego-
wego dla pélptaszczyzny D opisanego przez: 7
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1° ukfad réwnan réwnowagi i réwnanie przewodnictwa ciepla (dla x; > 0) [1]:

de 0()‘03 60
v? Atu— =

(u+)Viu +(A+pu—a) o, + 20 o, ,,aXl ,

Oe 0 oh
(L1 (et )Vt (b ) 5 =205 = o

. ou ouy \ '

V20, — Oy ouy )
(y+e)Vip, 4a(p3+2a(ax1 (7x2) 0,
k V39 = 0;
2° warunki regularnosci w nieskonczono$ci:
(-2 s gy 020 przy 1 =y/aF4d o w;

3° warunki brzegowe (dla x, = 0):

0 0,x;) =w(xy) dla  |x,] <a,
(1.3) d,,0,x) =0 dla  |x,| > a,
. 0,2(0, ,\‘2) = Q, p13(0,x,) =0, x,e2,
600, x;) = p(x)H(a—|x,), x,€2,

gdzie w(x,) i p(x,) sa znanymi funkcjami. Ze wzgledu na liniowosé réwnai réwnowagi
(L.1), rozwigzanie zagadnienia mozna otrzymac stosujac zasad¢ superpozycji, mianowicie
dodajac do rozwiazania izotermicznego zagadnienia stempla wciskanego w pSlprzestrzen
mijkropolarna rozwigzanie zagadnienia nagrzanego stempla, ktdry nie powoduje piono-
wych przemieszczen na powierzchni kontaktu. '

Zakladajac, Ze rozwiazanie izotermicznego plaskiego zagadnieni‘a kontaktowego dla
poiprzestrzeni jest na ogdt znane (np. [7]), rozwiazania nasze ograniczymy do zbadania
drugiego z wyzej wymienionych zagadnien. Omdwione na wstgpie zagadnienie weiskania
stempla stanowi uogdlnienie na teori¢ termosprezystosci dla oérodka Cosseratéw zagadnien
rozpatrywanych dla osrodka Hooke’a migdzy-innymi w pracach [2+4, 6].

2. Rozwiazanie zagadnienia pomocniczego

Rozpatrzymy sprezysta, jednorodna, izotropowa i centrosymetryczna polprzestrzei
mikropolarna x; > 0 w plaskim stanie odksztalcenia, na brzegu ktdrej dzialaja obciazenia
normalne p(x,) i temperatura T(x,). Zagadnienie to prowadzi do zagadnienia brzegowego
dla péiplaszczyzny D opisanego przez: ukiad réwnan (1.1), warunki regularno$ci w nie-
skonczonosci (1.2) oraz nastepujace warunki brzegowe:

'21 01,(0, x,) = p(x2), U12(Q,x2),=0’ p13(0, x3) =d,
@1 000,%) = T(x)), x e,

gdzie o funkcjach p(x,) i T(x,) zakladamy, Ze s3 przedzialami ciagle i bezwzglednie catko-
walne dla x, € # oraz przyjmujemy, Ze

2.2) p(=x2) = p(x),  T(=x2) = T(x), %2 ..
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ROzwwczame powyZszego zagddmema pomocniczego ma postaé [I, 5]:

U (xy, xy) = —-~2—‘u—fc{ — +x, ) e+ . (e e ¥ |;

Ao \Hu &
32+42u P T:(&) [(2/1—}—2 1 : 20052) By
- T 20 A | - £xi
3 Xz} 2()L+2y)a,%c{ A Tra +(1=4g)x, o] oot

’ 2
+ M()Ee_éxl:l; é—' - ,\‘2]‘,
0 J

% _ IPc(E) [( M 1 ) —lyy 20052( e —ext —Exx) .
u2(r\1,x2)—‘_”2;'g751 A;,__ _7»-*-/1 E‘f‘\'x + 0 E . —¢ ’
£ } 3442u /S{TC(E) [( 2aok z+2u1

(2.3)
2();.*_2#)& Zlo tu E +(A0—1)X1) o8

—2ao§e—<’-“']; &~ xz},

: | 224 p(f)(_m 3 ) .
P, ¥ = = o ,1+ygj{A0 B AR A I
A S [ R P P
204w * { Ao (" o ) e

0 (x;1,x,) = gc{?c(f)eﬁfx‘; E- xz}-

Naprezenia mozemy latwo wyznaczy¢ z (2.3) i zwiazkéw konstytutywnych podanych
np. w [1].

3. Rozwigzanie zagadnicnié kontaktowego

Rozpatrzmy teraz mieszane zagadnienié brzegowe dla pdiplaszczyzny D opisane przez
uklad réwnan réwnowagi 1 réwnanie przewodnictwa ciepta (1.1), warunki wypromienio-
wania w nieskonczono$ci (1.2) oraz nastgpujace warunki brzegowe:

60, x,) = pOe) Hla—|x) dla  x e,

01200, x) =0 ’
12( 2) } dla x,e2,

(3.1 #13(0, x3) = 0
' u(0,x,) =0 dla  0<|x] <a,
0,0, x) =0 Cdla x,] > a.

O y(x,) zalozymy chwilowo, Ze jest funkcja parzysta. Do rozwiazania powyzszego
zagadnienia wykorzystamy rozwigzanie zagadnienia pomocniczego okre$lone wzorami
(2.3). Z (3.1), oraz (2.3), otrzymujemy

-3.2) : /ﬁ(f) = ]/% fw (x3) cos (€x3) dx,. '
0 .

’
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Spelniajac pozostale z warunkéw brzegowych (3.1) dostajemy (na podstawie (2.3)

i zwigzku konstytutywnego o,, = Qu+ l)-gi’ - /1-%—- - V@) nastepujace dualne réwna-
1 X»

nia calkowe na niewiadoma funkcje p.(£):

g 1P ol 3A+2u AGH P
(3'3) JC{*—E, E .Xz} = 2—4_2 { N xZ} d]ao < Xo < a,
Fel{pe(&); E-x2) = dla x, > a.
Oznaczajqc teraz przez '
3 _ .
ORI A@® = h@n /fﬁwjﬂﬂ \

oraz wykorzystujac fakt, Ze

(3.5 C000,x) = FAT(H); £ x,} =0 dla  x; >a,

dualne réwnania (3.3) mozemy zapisaé w postaci:

1
3.6) F. {?A(E); & xz.} =0 dla 0<x; <a,

FeihoA@); E-5x,3 =0 dla x> a.
Oczywistym fozwiqzaniem réwnan (3.6) J:est funkcja
3.7 / A© =0 da £>0.
Wykorzystujac teraz (3.7) i (3.4) otrzymujemy

_ 3A+2u

A+2 ali(&),

(3.8) pe(é) =

gdzie T.(&) jest znang funkcja okre§long wzorem (3.3).
Podstawiajac funkcj¢ p (&) okreslong wzorem (3.8) do rozwxqzama pomocniczego
danego wzorami (2.3), dostajemy:

3442 =
) = S S a P AT Ot Eo ),
) R e LI L CI AL NS

P3(x;, x3) =0,
0(xy, x2) = F. {—T_C(E)e""t'“; &- xz}-

Wykorzystujgc zwiazki konstytutywne dla liniowej teorii termosprezystosci os$rodka
Cosseratéw [1] oraZz (3.9), mozemy skladowe tensoréw naprezen silowych i momentowych
napisa¢ w postaci:

14



PLASKIE ZAGADNIENIE KONTAKTOWE DLA OSRODKA COSSERATOW 373

3442 = .
o‘1l(xl’x2) = —E /{+2: QI'C{TC(E) (1+5x[)e_6xl; 5 d xz}’

3042 .
o12(X1, %) = — ?2” po F{Ex, T (E)e™; £ x,}),

(3.10)‘ 02 (x1, X3) = 0'122);1,;'2)»
+ —
o‘22('xl ’ x2) = - Tzlli‘ﬂatg'zc{Tc(g) (1 —5x1)e'£x1; 5 g ,\‘2},
_ 2u(34+2u) = —tx,. 1

633(’Y1$ x2) - ﬂ.+2,u JC{TC(E)E » 5 - X254,
pis(r, ¥2) = 0, py(x, x) =0, i=1,2.

4. Whnioski koncowe

Z otrzymanego rozwiagzania zagadnienia kontaktowego okreslonego wzorami (3.9)
i (3.10) wynika, ze:

1° Zadna ze skladowych nie zalezy od nowych stalych materialowych «a, y, €

2° Obrét i napreZenia momentowe sg rowne zeru w calej sprezystej pdiprzestrzeni,

. . . 1
przy czym spetniony jest zwiazek ¢ = 5 rotu.

3° Skladowe u,, u,, oy, (i,j =1, 2,3) maja taka sama postaé jak\w rozwiazaniu
analogicznego zagadnienia kontaktowego rozpatrzonego dla oérodka Hooke’a.

Z rozwiagzania opisanego wzorami (3.9) i (3.10) moZna wigc wysnu¢ takie same wnioski,
jak np. w [3], mianowicie: naprezenia kontaktowe oy, (0, x,) sa proporcjonalne do tem-
peratury, tj.

3242
011(0, x;) = — 1—1;2 ,uot,w(xz)H(a |x2).
Ponadto zachodzg zwiazki: )
022(0, x3) = 011(0, x5) dla x,e2,
—2u(31+2u)

/ 033(xy, x3) = T2 w0, 0(x,x;) dla  (x1,x;)€9.

W rozdziale 3 pracy przyjeto ‘zaloZenie, Ze temperatura pod stemplem jest roztozona
. symetrycznie wzgledem osi Ox,. Jezeli zaloZenie to zastapimy warunkiem u(—x;) =
= —y(x,) dla x, € (—a, a), wtedy otrzymamy rozwiazanie rézniace si¢ tylko od rozwia-

zania danego wzorami (3.9) i (3.10) rodzajem transformacji (kosinusowq nalezatoby
. . . = = 2 7 .
zamienié¢ na sinusowg i na odwrdt oraz T.(€) na T,(¢) = - fw(xz) sin (&x,) dx, ).
0
A wige znowu otrzymamy rozwigzanie w takiej samej postaci, jak dla o§rodka Hookela.

Przyjmujac dalej, Ze zamiast jednego stempla styka si¢ bez nacisku spowodowanego’
sitami zewngtrznymi z pdlprzestrzenia mikropolarna kilka symetrycznie rozloZonych
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wzgledem osi Ox, stempli, otrzymamy rozwigzanie opisane wzorami (3.9) i (3.10), gdzie

za T.(£) nalezy wstawi¢ T.(8) = ]/% f@u(xz) cos (£x,)dx,, (gdy w(x,) jest parzysta)

_ /o
lub 7 (&) = ]/ - f w(x,) sin(Exy)dx,, (gdy (x,) nieparzysta, wtedy w (3.9) i (3.10)
= .
zmieniamy transformacje kosinusowa na sinusowa i na odwrét), w jest suma odcinkéw
zajetych przez stemple na pélprostej x; = 0, x, = 0. ‘
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Pesgoume ,

IIJIOCKASL KOHTAKTHAS 3AIDAYA IJISL CPEOBI KOCCEPA
B TEOPHN TEPMHUYECKHUX HATIPSDKEHUN

B pamkax Teopumn -repmonanpnmex—mﬁ onst nuHedHoit cpenbl Koccepa, paccmoTpeHa OByXMepHas
3ajaua O KOHTaKTe MC)I(L‘Ly _YIPYTHM TIONYIPOCTPAHCTBOM M Harpe'rbm yKecTkuM Lutamnom. Pacnpene-
JICHME TEMIEpPaTyPhl, He 3ABHCALLEE OT KOOPAMHATBI X3i BPEMEHU !, U3BECTHO A LUTAMI CBODGOMHO Jie-
JKHT Ha NOJYNPOCTPAHCTBE.

ITonyuennoe pemenvie .gns cpemp! Koccepa HameeT TaKoil Mde BHA, KaK pELICHHE auanoruquou
samaqyu gnst cpennr yka, .

Summary

PLANE CONTACT PROBLEM OF A COSSERAT MEDIUM
SUBJECT TO THERMAL STRESSES

The problém of contact between an elastic half-space and a heated rigid' punch is considered within
the theory of thermal stresses of a linear Cosserat medium. The temperature distribution under the punch
is assumed to be a known function independent of x5 and time ¢, the punch resting load-free at the surface
of the halfspace. The solution obtained for a Cosserat medium has the same form as that referring to an

" analogous problem of a Hooke’s body. =
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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETA SCISKANEGO PRZY DUZYCH UGIECIACH
METODA PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO*) ﬁ

JAN BLAcHUT (KRAKOW)
1. Wstep

Rozwéj komputeréw o duzej pojemnosci pamigei operacyjnej i krotkim czasie dostgpu
do pamigci stalej sprawia, Ze na nowo pojawiajg si¢ dawniej niepraktyczne metody obli-
czeniowe. Coraz bardziej rozwijaja si¢ nowe, bezposrednie metody obliczen numerycznych.
Coraz bardziej skuteczne stajy si¢ narzedzia anglizy numerycznej, za pomoca ktérych
pokonano wiele nierozwigzywalnych uprzednio problemdw i zadan. Mozliwosci wspét-
czesnej techniki obliczeniowej pozwalajg efektywnie rozwiazaé szereg zagadnien teorii

.optymalnego sterowania.

Jedna z metod tej teorii jest programowanie dynamiczne, ktdre pojawilo si¢ jako ogdlna
metoda rozwiazywania zagadnien wariacyjnych. Metody tej uzywa si¢ réwniez przy roz-

~wigzywaniu innych zagadnien teorii optymalnego sterowania.

Ogélnie przez programowanie dynamiczne rozumie si¢ optymalne sterowanie procesami,
czyli takimi zjawiskami, na ktdrych przebieg mamy wptyw. Oddziatlywanie to nazywane
sterowaniem musimy tak dobra¢, aby otrzymany rezultat byt ekstremalny przy spehieniu
wszystkich ograniczei nalozonyeh na proces. Idea programowania dynamicznego tkwi
w zamianie jednego zadania z wieloma zmiennymi na ciag zadan, kolejno rozwiazywanych, '
o mniejszej liczbie -zmiennych. Optymalizacje takiego wieloetapowego procesu prowadzi
si¢ na podstawie zasady optymalnos$ci BELLMANA, ktdra jest szczegélnie wygodna, jezeli
rozpdtrywany proces ciggly moze ulec dyskretyzacji (kwantyzacji). Zwiazane to jest z przy-
jeciem odmiennych metod rachunkowych, z wykorzystaniem EMC, w ktorych. proces
ciagly zastepuje sie uktadem dyskretnym Funkcje opisujace proces moga by¢ nxeCJlee _
lub dane w postaci tablic.

Niektére zadania teorii sprezystosci rozwiazuje sig ta metoda. W szezegdlnosei elementy
konstrukcyjne z jedng wspéirzedna stanu mozna, uzywajac programowania dynamicznego,

- rozwiazywa¢ na dwa rézne sposoby. W pierwszym, numerycznie caikuje si¢ rownanie

Hamiltona-Jacobiego-Bellmana. Wdrugim, numerycznie rozwiazuje si¢ formul¢ rekuren-
cyjna zwana réwnaniem funkcyjnym Bellmana. Ten drugi sposéb uzycia idei programo-

* Praca wykonana zostala w ramach problemu wezlowego 05.12 pt. «Wytrzymalo$¢ i optymalizacja
konstrukcji maszynowych i budowlanych» — koordynowanego przez IPPT PAN.
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wania dynamicznego nosi nazwg dyskretnej wersji programowania dynamicznego i z po-
wodzeniem stosowany byl w celu rozwigzania jednowymiarowych elementéw konstruk-
cyjnych, w ujeciu wariacyjnym, przez POCZTMANA w pracach [1, 2]. Metoda ta pozwala
przy uzyciu wspolczesnych EMC rozwiazywaé réwniez réwnanie funkcyjne Bellmana
z dwiema zmiennymi stanu. BARANENKO [3] uzyl dyskretnej metody programowania
dynamicznego do wyznaczenia ugig¢ sprezystej, prostokatnej membrany, utwierdzonej
na brzegu i obciaZonej réwnomiernie na calej powierzchni, przy réwnoczesnym ograni-
czeniu ugie¢. W pracy [4] ta sama metoda przeniesiona zostala na inne dwuwymiarowe
zadania teorii sprezysto§ci. ANGEL i BELLMAN [5] podajg dalsze mozliwosci stosowania
tej metody z réownoczesnym dotaczeniem niektdrych procedur numerycznych w jezyku
fortran. Autorzy podaja miedzy innymi literaturg dotyczaca rozwiazan szeregu dwuwy-
miarowych elementéw konstrukcyjnych omawiang metoda.

Roéwniez w podejéciu do optymalnego ksztaltowania elementéw konstrukcyjnych ta
metoda wskaza¢ mozemy na dwa odrgbne sposoby. Pierwszy, polegajacy na catkowaniu
rownania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana [6], oraz drugi, z wykorzystaniem réwnania
funkcyjnego. Jak dotad tylko kilka prac po§wigconych jest zastosowaniu réwnania funkcyj-
nego Bellmana do optymalnego ksztaltowania w zadaniach teorii sprgzystoéci. Poszuki-
wanie minimum objgtosci wspornika o przekroju prostokatnym, jednostronnie sztywno
utwierdzonego, z materialu pelzajacego, przy ograniczeniach geometrycznych przed-
stawiono w artykule [7]. Ta sama metod¢ wykorzystano w pracy [8], gdzie jako kryterium
przyjeto minimum objgtosci preta sprezystego poddanego zginaniu, z uwzglgdnieniem
duzych przemieszczen i nalozeniu dodatkowych ograniczen. Algorytm programowania
dynamicznego otrzymany dla procesu dyskretnego na podstawie zasady optymalnosci
mozna stosowaé wykorzystujac metody analityczne, z tym, Zze na ogét jest to niemozliwe,
a w przypadkach kiedy to si¢ udaje, postgpowanie analityczne jest uciazliwe przy wickszej
liczbie etapéw [9]. W niniejszej pracy postugiwaé si¢ bedziemy wylacznie bezposrednia
metoda numerycznag.

Postugiwanie si¢ dyskretna wersja programowania dynamicznego ma wiele zalet,
ktére wynikaja z odmiennego sposobu wyznaczania ekstremum, polegajacego na prze-
szukiwaniu skoficzonego zbioru wartosci. Taki sposéb wyznaczania ekstremum umozliwia
w naturalny spos6b wprowadzenie wielu ograniczen lokalnych, z ktérymi spotykamy sig
w realnych przypadkach. Migdzy innymi, ograniczenie dopuszczalnych naprezen, wymia-
réw, ugieé. Czgsto te dodatkowe warunki upraszczaja obliczenia, gdyz eliminuja z procesu
«przeszukiwaniay te wartoéci zmiennej stanu i sterowania, ktére nie spelniaja na danym
etapie natozonych ograniczen. Mozliwe sa réwniez globalne warunki ograniczajace warto$é
energii czy tez objetosci.

Cytowane powyZej prace nie zawieraja szczegdléw obliczen maszynowych, wspéinych
dla wszystkich jednowymiarowych elementéw konstrukcyjnych. Po sformutowaniu pro-
blemu i odwolaniu si¢ do réwnania funkcyjnego podano wyniki koficowe. Celem tej
pracy bedzie pelniejsze przytoczenie szczegétéw obliczefi maszynowych uzytej metody
w odniesieniu do sformulowanego ponizej zadania optymalnego ksztaltowania $ciskanego
". stupa, przy duzych ugieciach. Cze§¢ pierwsza po$wigcona bedzie obcigZeniu sita skupiong,
w drugiej za$ uwzglednimy dodatkowo ci¢zar wiasny stupa.
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2. Sformulowanie problemu

Rozwazaé bedziemy sprezysty pret, o przekroju prostokqltnym, diugosci /, obciazony
stalg sila skupiona P taka, ze P > P,,, zachowujgca kierunek dzialania.(rys. 1). Sztywnoéé
preta « = EI bedzie opisana nastgpujaco: «, = E/; dla odcinka [0,/,], a, = EJ, dla
odcinka (/,, 1,). Poszukiwa¢ bedziemy takiej wartosci 0 = a,/a,, ktéra zapewni minimum
odchylenia konca preta x; od stanu nieodksztalconego.

min x;
(l) sel, b

gdzie U, = {6:0 < 6 < 1
Rownoczesnie przyjmiemy nastgpujace warunki ograniczajace zwigzane z:
— ograniczeniem objgtosci V, preta

(2) Vo = const,
Iy g
7 e
‘\ // - &2
/
Y i
\ 5’0(,2/0(,7
|
/ | o
v i
| X
R 272 ‘ Pz
- Xk—‘ff~>-‘ !

Rys. 1. SposOb obciqicnia» preta

— zapewnieniem warunku rownowagi, poprzez minimalizacje energii potencjalnej E
odksztalconego preta [10]:
3 min E,

pel,
gdzieU, = {@p:0< () < A@®) =0}, O<s<l ,
Sposéb rozwiqzania. Energi¢ potencjalna odksztalcema pera przy wyboczemu oraz
potencjatl sity zewnetrznej zapiszemy w postaci calek:

)

1
(4) A, = f—%—((p’_)zds’; A, = Pfcos qds’.

[

Energia potencjalna E ukladu przedstawionego na rys. | ma postaé
1 ! ‘
®) E= f[%((p’)'2+1’cos¢p] ds'+ I[%(¢’)2+Pcos<p]ds’.

Minimum wyrazenia (3) jest rownoznaczne z przyjeciem pelnego, melmxowego row-
nania rochzkowego linii ugigcia.

6 Mechanika' teorctyczna 3/77
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Wprowadzajac oznaczenia:

s PIF m 1 dy
(6) s__l' Cp = o, ’ 0— o * ¢ = /_ dS ’

otrzymujemy nastgpujaca posta¢ funkcjonatu £

1 l S2 6

(N E = %L{ f [7(¢’)2+clcos<p]d5+ f [2(¢’)2+c[ COS(p] ds}.
0 Sy

Zastepujac w (7) catkowanie sumowaniem, mamy, opuszczajac czynnik a, [/,
M . N

N [ >’1 S

®  E= Rgv | s recosmas 2| St eicosn|a.

=N+ =

/

Porzadek numeracji pokazano na rys. 2.

by

7 - - Rys. 2. Numeracja etapéw,

Pochodng @y zastapimy dalej ilorazem réznicowym

o= FRTFR-1
&) Pr A A -

W miejsce wyjéciowego funkcjonatu (5) otrzymujemy jego warto$¢ przyblizona

M 2
(10) E = Z [L((pR*(pR_l—) +clcos(«pk)]A+

2 A
ﬁ P 2

R=N+1

Minimum sumy (10) poszukiwa¢ bgdziemy bezposrednio wykorzystujac EMC, na pod-
stawie zasady optymalnosci Bellmana, wedtug ktdrej «koncowy odcinek trajektorii opty-
malnej jest sam dla siebie optymalny». W wyniku jednokrotnej realizacji tej procedury
wyznaczona zostanie linia ugigcia odksztalconego preta, a zatem i potozenie konca xj,
dla jednej wartoici 8, € U,, przy spetnieniu ograniczenia (2). Nastgpnie procedura ta
zostaje powtérzona dla innej warto$ci 8, € U, . Jej realizacja daje inny stan réwnowagi
oraz nowe potozenie kofica odksztalconego preta xZ. Kazdemu elementowi ¢; € U, odpo-
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wiada jedno polozenie konca x;. Sposrdd elementéw zbioru X = {x;},i =1, ..., I wybiera
sie element minimalny. Wskaznik 7 réwny jest liczbie elementéw zbioru U, i moéwi o ilo$ci
powtérzen rownania funkeyjnego.

Najbardziej pracochlonne, w sensie potrzebnego nakladu obliczen, jest wyznaczanie
kolejnych stanéw réwnowagi na podstawie (10). Ponizej przedstawione zostana najwazniej-
sze elementy tych obliczen. Réwnanie funkcyjne Bellmana dla (10) ma posta¢

(an Jelgw) = min {[125 ('p" ‘A"f"—'i)‘ +c1cos(qu)JAJrfR_,((pR_l)},

g, €Uz

gdy 0 < RN, lub

(12) Jrlpg) = min {[i(_‘l’k_j&ﬂt_—t_) +ClCosq}R—llA+fR—L((pR—l)}a

V’R_ -
gdy N+ < R M.
Obliczenia rozpoczynamy od swobodnego konca przesuwajac si¢ ku utwierdzeniu,

gdzie dodatkowo musi byé speiniony warunek ¢(0) = 0.
Dla N =1 z (11) otrzymujemy

(13) Ji(p,) = min {g( P T.‘.E"_-)-+clcos%}A.

woel, A

Podzielmy caly zbiér U, na ii rownych czesci. Elementy tego zbioru oznaczaé bedziemy
(i), gdzie i = 1, ..., ii. Odpowiedni indeks oznacza¢ bedzie kolejny etap i tak na przyklad
@o(i) bedzie i-ta wartoscia sterowania na etapie pierwszym. Nadajmy wigc sterowaniu
pierwsza wartos¢ ¢o(1). Zmieniajac zmienna sterowania @o(l) na @o(2) poréwnujemy
warto$¢ wyrazenia (13). Mniejsza z nich zapamietuje si¢. Sterowaniu nadaje si¢ kolejna
wartos$¢ go(3), a obliczong wartos¢ (13) poréwnuje si¢ z uprzednio zapamigtana. Mniejszg
z nich zachowuje si¢ w pamigci w miejsce poprzedniej. Wyczerpujac caly zbidr sterowan
dopuszczalnych gqo(1), @o(2), ..., @o(ii) otrzymujemy w koncu najmniejsza warto$¢ wyra-
zenia (13) dla zmiennej stanu @, (1).

W dalszym ciagu zmienimy stan na ¢,(2) i z (13) wyznaczamy warto$¢ najmniejsza,
podstawiajac kolejno za sterowanie @q(1), ..., (i) ze zbioru U,. Obliczenia w tym etapie
koncza si¢ z chwila stablicowania funkcji f;(g,). Dyskretne wartosci tej funkcji zapisuje
si¢ w pamigci maszyny, w formie tablicy f[i, k), gdzie k oznacza numer etapu, i za$ warto$¢
zmiennej stanu. Elementy f[i, k] nalezy teraz zachowa¢ w pamieci EMC, gdyz bedg po-
trzebne przy odtwarzaniu «sciezki optymalnej». Te same operacje wykonujemy po cofnig-
ciu si¢ o jeden krok do tyhlu i ustaleniu k = 2.

Z (11) otrzymujemy

(14) fa(gz) = min {[7" (%) +clcos(«p,>]A+f1 <<,v1>}.

@€l

Organizacja obliczent na tym etapie jest podobna, z tym, ze w mlejsce J1(p,) podstawia
si¢ elementy macierzy fT[i, 1], to jest:

() fa(@2) = min [% (""T"’(’))H cos (¢, (i))]A+f[i, 1]}.

ei(NeU;

‘6'
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Stablicowane f>(g,) oznaczamy f[/, 2]. Elementy f[i, 2], gdzie i = 1, ..., ii beda potrzebne
do stablicowania f3(g3) w etapie trzecim, a cata macierz f[i, k] o ii < M elementach wy-
korzystana bgdzie przy odtwarzaniu «Sciezki optymalnej».

W etapie trzecim mamy:

(16) f3(p5) = min {[%("7—‘ 2) )_+Clcos m(i»] A+ /T, 2]}.

920U A
Po N-krotnym cofnigciu si¢ znajdujemy si¢ w punkcie R=N. Dla N+I < R M
operacj¢ minimum przeprowadza si¢ tak samo, poprzez wielokrotne poréwnywanie,
z tym, ze nalezy postugiwaé sie¢ wyrazeniem (12) w miejsce (11). W szczegolnodci w ostatnim
etapie otrzymamy

W @ = min {[JW(Q‘¢M—“”)'+f1ax(m]A+fu,Aﬁ-u}

war—1hets L 2 A

Rysunek 3 przedstawia schematycznie sposéb tablicowania f,(p,), f2(p,) oraz f,,4(0).
Na dowolnym etapie R zmienna sterowania @(i) przyjmuje zawsze t¢ samg, skofczona
liczbe ii wartosci dyskretnych z przedzialu [0, =]. Z chwila osiggniecia przeciwleglego .

Py Br- £ 1) @ Yo wol1)

|

{ f[2.1] - po(2)
i £l2,i] (i)
I ) o

AL > olil)

Rys. 3. Sposob tablicowania funkgcji celu

brzegu (sztywne utwierdzenie preta), nalezy odtworzyé tak zwana «$ciezk¢ optymalng»
przy ruchu do przodu, to znaczy okre$li¢ te wartosci kata ¢ (0) (k =1, ..., M), ktdre
daly najmniejsza warto$¢ energii £ w M etapach. Oznaczmy te katy ¢f (k = |, ..., M).
Wspodirzgdne punktéw linii ugiecia okreslimy: ‘

R R
g Xy = 29 Asing®'  Ye= 3 Acosgr
. R ‘ Fi - R oy i
: i=M-1 i=M—-1

' Wyznaczenie $ciezki optymalnej koriczy obliczenia dla danej, jednej warto$ci paramnet-
ru 6 € U;. Dla innej wartosci parametru 6 € U, rozwiazuje si¢ réwnania (11)i (12) wedtug
tego samego schematu na nowo. Kazde kolejne rozwiazanie (11) i (12) daje odpowiednie
potozenie korica. Minimalng warto§é x; okre$limy na podstawie wykresu x;, = f(9).

Wyniki. Objeto§é preta V o-przekroju prostokatnym, plaskozbieznego, o przekroju
zmieniajacym sie skokowo, mozemy zapisaé nastepujaco:

(19) V= [F1,51+F2(52_51)]/,

gdzie F,, F, oznaczaja przekroje preta.



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETA SCISKANEGO 381

N

Po wprowadzeniu parametru 0 objgto$¢ V' wynosi

: 120,/ '
(20) V= _’Eb—; [s)+0(s2—51)],
lub korzystajac z (6)
12P03 )
21 V= s 1S +0(s,—s -,
( ) Eb_cl [ 1 ( 2 l).I

1

gdzie ¢, jest bezwymiarowa stafa.
Niech V, oznacza bezwymiarowg objetos¢

VEb?
V, = 2
22) ° 2P
Wtedy wyrazenie (21) zapiszemy

) Ve =5, +0(s3~5,).

Konkretne obliczenia przeprowadzono dla parametréw zestawionych w tablicy 1,
wykorzystujac EMC Odra 1204 oraz Cyber 72.

Tablica 1
Rysunek 50 ‘ s Vo L ) @ ‘ A
4,5 05 | 05 0,180 . 0+l 0+IT | 0,05
6, 7 05 | 05 0,300 | 0=1 0=IT | 005

8,9 0,5 | 0,5 0370  0=1 | o011 | 005

Na rysunkach 4, 6, 8 pokazano zalezno$é odchylenia x, korica preta w funkeji o, dla
ustalonej w kazdym przypadku stalej objetosci V.

Rysunki 5,-7, 9 przedstawiaja linie ugigcia jakie otrzymano dla wybranych wartosci
parametru ¢, oznaczonych literami a, b, c. \

Przyjmujac «mala» objetosé preta (V, = 0,180) caty pret ulega odksztalceniu nieza-
leznie od rozkladu masy w przedzialach [0, s,] i (s, 5,]. Przy odpowiednim zwigkszeniu
objetosci (¥, = 0,300, rys. 6) pret przy wilasciwym sposobie roziozenia masy nie traci
stateczno$ci. Dwa minimalne odchylenia x, zazna¢zono na rys. 6 punkta‘mi b i c. Punkt
@ odpowiada przypadkowi, ktéry nie ma znaczenia z technicznego punktu widzenia, gdyz
gérna czg$¢ preta doznaje bardzo duzych przemieszczen (krzywa a rys. 7). ,

Dalsze zwigkszanie objetosci poszerza obszar statecznego:-zachowania si¢ preta,
(rys. 81i9). .

Wyznaczono réwniez zalezno$é kata odchylenia kofica preta ¢, od stanu pierwotnego,
dla rozpatrzonych wczesniej przypadkéw. Otrzymana zaleznos¢ pokazzfno na rys. 10.

Wydaje sie, ze przyjecie kryterium optymalnosci w postaci min ¢, daje bardziej synte-
) sel,

tyézny obraz form odksztalcenia przy réznym sposobie rozkladu masy w przedzialach
[0, 5] oraz (s,, s,]. !
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Rys. 4. Zaleznos¢ odchylenia konca xy od sposobu
rozkladu masy
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Rys. 6. Zalezno$¢ odchylenia konca xg w funkcji
d przy Vo = 0,300
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Rys. 8. Zalezno$¢ odchylenia konca x; w funkeji
d przy Vo= 0,370
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Rys. 5. Linie ugigcia preta przy oznaczonych na
rys. 4 przez a, b, ¢ wartosciach parametru o
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Rys. 7. Linia ugi@cia preta przy ozpaczonych na
rys. 6 przez a, b, ¢, d wartosciach parametru 3
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Rys. 9. Linie. ugiecia prgta dla dowolnie wybra-
nych punktow a, b, ¢ z rys. 8
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Rys. 10. Zaleino$¢ kata odchylenia kofica preta ¢
w funkcji ¢ dla trzech roznych wartosci Vo

3. Wplyw cigzaru wlasnego

W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy optymalne ksztaltowanie preta z uwzgled-
nieniem jego cigzaru wiasnego. Wszystkie poprzednie zalozenia pozostajag w mocy, z tym,
Ze w miejsce kryterium optymalno$ci (1) przyjmiemy minimum kata odchylenia kofica ¢.

(24) min ¢.
deU,

\

Funkcjonatl (7) przyjmie postaé

e E- f [ (7)* +(c1+c2)cos«p]ds+f [--§—<¢')2+<c1+,63)cosq)]ds,
0 .

gdzie |
I f o’ f
= . [ Vs = = vd'vy
ay MO T e ) 0
12)/
(26) g, = E[)2 oy dla 0<s < S1
12
q, = 7Eb); o, dla s <5< sy,

y oznacza ciezar wiasciwy.
Po podstawieniu (26) do (25) otrzymamy z dok&adnosmq do stalego czynnika

27) E= f[% () + (cl +c, fds,)comp]ds%- f[% (¢)?* + )
0 s -.Yx
+ (Cl 4¢3 fds,)cosw]ds ,'

\gdzie
1213

W‘y, Cy = (SCZ-

(28) ¢y =
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Postepujac tak samo jak w czgscl pierwszej. otrzymujemy ndstcpu_|qca postdc rownania
funkcyjnego Bellmana:

(29)  Frlgr) = min {[f(’)“”—) +(c1+c26AR)cos¢R]A+fR_,<mR_.>},

'pR—leU’ A

gdy0 < R< N, lub

(30)  Fr(pr) = min} I[—;'( LIS )-+ (c, +03RA)C05(PR]A+/k—1(¢k—1)},

#r-reUs A
gdy N+HI S RS M.
Obliczenia prowadzono wedlug schematu przedstawionego w czgsci pierwszej dla
paramelréw zestawionych w tablicy 2.

Tablica 2
Lp. Rysunek | 5y | 2 Vo C2 ) | ® | A
I 11, 12 05 |05 0,100 65 0=l =1 005
2 1L 12 o 5 0,5 0,180 65 = 0=1 11T 005
3 11, 12 0,5 0,5 0,300 65 01 | 1+ 0, 05
4 11, 12 0,5 0,5 0,370 65 0+1 117 005
5 11,12 0,5 0,5 0,450 65 01 11T 0,05
, ‘ |

Rysunek 11 przedstawia zalezno$¢ kata odchylenia konca ¢, od ¢ d]a réznych, stalych
warto$cl objetosci V. Na rys. 12 pokazano linie ugigcia jakie: otrzmeJe si¢ dla punktéw
a, b, ¢, d, e zrys. 11. Krzywa a odpowiada ciaglemu rozkiadowi masy (6 = 1). Kolejne
krzywe b, ¢, d, e odpowiadajg pogrubianiu dolnej czgici preta (to jest przedziatu [0, 5,]).

Y

Vp= 0,450

X
= | I
0 G2 04 06 g8 10 0 0,2 04 06 08
Rys. 11. Wykres zaleznoéci kata odchylenia konca Rys. 12, Wybrane linie ugiecia dla punktéw «, b,
preta @, w funkcji 0 dla 6 roéznych wartosci Vo, ¢, d, e zrys. 11

przy uwzglednieniu cigzaru wlasnego preta
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Peaiome
OIITHUMAJILHOE TIIPOEKTHUPOBAHUE CXXMMAEMOI'O CTEPXHS IIPA
BOJIBIIUX TTPOCUBAX METOIOOM IHUHAMHUYECKOI'O
IIPOrrAMMHPOBAHUA

PaccmatpubaeTcst ONTUManbHOe pacnpejiesieHHe MacChbl [JIST ABYX YYacCTKOB CTEPIKHST pPABHOH
IUIMHBI NPH 3aJaHHOM o0bheme. Cedenne CTepyKHs NpsiMOyrofibsioe. Kputepuem onTUMansHOCTH SBJIsI-
€TCsl MHHUMYM TEPEMELUEHHS KOHIIA CTEPH(HA HJIM MHHMMYM YIJIa HAIJIOHA KacaTebHOH K OCH CTEPIKHS
B 910if Touke. COCTOSIHHME DAaBHOBECHS AN NOCNEKPHTUYECKOH NeOPMAIMM ONPEeNIEHO METOAOM
JUHAMHYECKOTO IPOTPaMMHPOBAHHA M3 YCJIOBHS MHHHMYMa MOTEHUMANsHOM SHepruu. OnTHManisHOE
pacnpefieJIeHHe MacChl HANAEHO HA OCHOBAHMM MOJYUYEHBIX KPUBBLIX Iporuda.

Summary
OPTIMAL DESIGN OF A COMPRESSED ROD WITH LARGE DEFLECTIONS
BY MEANS OF DYNAMIC PROGRAMMING

In this paper the method of determining the optimal ratio of the rigidities of two parts of the rod is
presented. The rectangular cross-section is discussed. The flat-tapered rod compressed by a constant axial
force or by an axial force and own weight at a fixed volume was considered. The aims of this paper are
to minimize the displacement of the free end (in the first case) or to minimize the angle of deflection at
that point (in the second case). The post-buckling equilibrium state has been found by minimizing the
potential energy by means of the dynamic programming, Bellman’s functional equation being used. The
optimal mass diatribution is obtained by analyzing the deflection lines. '
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ANALIZA PROCESU WYCIAGANIA WYTLOCZKI Z UWZGLEDNIENIEM
NIEJEDNORODNOSCI WYWOLANEJ POLEM TEMPERATURY

TADEUSZ SOLKOWSKI (KRAKOW)
1. Wstep

‘Przewazajaca wickszo§¢ rozwiazan proceséw obrébki plastycznej metali wykonana
jest przy zaloZeniu ciala sztywno-plastycznego jednorodnego. Istnieje jednak grupa pro-
ceséw obrobki, w ktérych .wystgpuja znaczne réznice wlasnosci metalu w poszczegdlnych
jego obszarach begdace wynikiem niejednorodnego pola temperatury. Niejednorodno$é
‘taka wywolywana jest celowo w procesach tloczenia blach z miejscowym podgrzewaniem.
Nagrzewa si¢ obszar blachy, ktéry doznaje duzylh odksztalcen, aby obnizy¢ tam opér
plynigcia, natomiast chlodzi si¢ obszar narazony na przenoszenie najwigkszego obcigzenia,
aby zachowaé w nim wyZszg wytrzymalo$é materialu.

Procesy takie powinny by¢ analizowane z uwzglednieniem niejednorodnosci materiatu,

W niniejszej pracy przedstawiono analize procesu wyciagania (pocieniania $cianki)
wytloczki z podgrzewaniem jej przez goracy stempel lub sposobem indukcyjnym i inten-
sywnym chlodzeniem.od strony dna. Rozwiazania wykonane dla materiatu niejednorodnego
pozwalaja ocenié wplyw wytworzonej réZnicy temperatur na przebieg procesu i sile wy-
ciggania przy réznych ksztattach matrycy i stopniach redukcji grubosci $cianki.

2. Plaski stan odksztalcenia ciala niejednorodnego

Z4gadnienia z niejednorodnoscia ciala plastycznego byly przedmiotem wielu prac.
Sposréd rozwiazan proceséw obrébki plastycznej mozna odnotowaé wciskanie stempla
[1, 5], prasowanie pasma [4], przecinanie pasma [2] i inne. W rozwiazaniach tych stoso-
wano rdézne podejscia: dazenie do uzyskania rozwi‘aczania‘za'mllmiqtego [4, 5], podzial
materialu na skonczona ilo§é¢ jednorodnych warstw o réznych wlasnosciach [2] oraz
rozwigzania numeryczne metoda charakterystyk [1, 5].

Uzyskanie rozwiazan zémkniqtych dla bardziej ztozonych proceséw obrobki plastycznej
napotyka duze trudnodci, dlatego mimo znacznej. pracochlonnoséci najbardziej efektywne
b¢da rozwigzania numeryczne. Analiz¢ teoretyczng procesu wyciagania przeprowadza
sig przy przyjeciu warunkéw plaskiego stanu odksztalcenia, gdyz taki stan jest teoretycznie
lepiej opracowany, a z dobra dokladnoscia przybliza wyciaganie wytloczek o duzym
stosunku promienia do grubosci blachy.

Podstawy metody charakterystyk dla ptaskiego stanu odksztalcema ciata plastycznego
mejednorodnego podano migdzy innymi w pracach [, 2 5. W przypadku ciala plastycz-

7
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nego niejednorodnego, jego granica plastycznoéci przy §cinaniu jest funkcja wspéirzednych
k = k(x, y). Skladowe stanu naprezenia wyraZa si¢ za pomoca nowych zmiennych ¢ i ¢
w nastgpujacy sposob:

0y = 0o+ 0+k cos2g,

) 0y = Go+0—k cos2¢,
Ty = k sin2¢,
. 0,+0 . o . . .
gdzie ¢ = —* o) 2, a @ jest katem jaki tworzy wigksze z naprezen gtéwnych z osig x.

Tak wyrazone skladowe stanu naprezenia speiniaja tozsamos$ciowo warunek plastycz-
nosci Hubera-Misesa dla funkcji k(x, y) o dowolnej postaci.

Po wstawieniu do warunkéw rownowagi plaskiego stanu odksztatcenia skiadowych
wyrazonych w postaci [1] uzyskuje si¢ ukfad réwnan rézniczkowych quasi-liniowych typu
hiperbolicznego, ktdry posiada dwie rodziny charakterystyk o réwnaniach:

/ dy _ b dy . b
@ | E‘tg(‘”T)’ dx (?’ 4)
Natomiast zwiazki wzdtuZ charakterystyk maja postac:
ok ok
dop+ —dy— —dx =
o do+2k dy+ p dy % dx :0,
ok ok .
do— - —dx =0.
o—2kdyp F d\y+ 3 dx 0.

Dla predkosci, zagadnienie przedstawia si¢ dokfadnie tak samo, jak w przypadku ciata
jednorodnego: linie « i 8 sa charakterystykami dla perkosm i ObOch}ZU_]q wzdiuZz nich
zwigzki podane przez GEIRINGER:

4 dv,+vgdp = 0,  dyg—v,dp = 0.

Mozna wigc Wyznaczyé pole predkosci za pomoca hodogra'fu, przy czym zachowana jest
wiasno$¢ prostopadlosci migdzy styczng do linii poslizgu i.styczng do jej odwzorowania
na hodografie. .

Warunkiem wystarczajgcym, aby moc dysypowana nie by}a UJemna Jest wedtug [3],
aby kierunek wygiecia linii odwzorowania na hodografie byt w kazdym punkcie przeciwny
niz kierunek wygigcia linii po$lizgu. . !

3

3. Wyciaganie z podgrzewaniem i miejscowym chlodzeniem

Zasada procesu polega na podgrzewaniu wytloczki od goracego stempla lub sposobem
indukcyjnym i chlodzeniu jej od strony dna przed rozpoczeciem i:w czasie procesu wyciaga-
nia (rys. 1). Obszar odksztalcenia jest strefa zmiany temperatury. Stopied wytworzonej
niejednorodnoéci materiatu zalezy od temperatury nagrzewania wytioczki ty, czasu i spo-
sobu chlodzenia, a ponadto moze zmieniaé si¢ w trakcie przebiegu procesu.
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Pelna analiza -procesu wymagalaby wykonania wielu obliczen dla réznych stadidow
procesu oraz intensywnosci i czaséw chiodzenia. Z punktu widzenia wymiany ciepla,
zagadnienie jest réwniez dos¢ zlozdne. Dlatego, aby wykonanie rozwigzania dla tego
typu procesu bylo mozliwe, konieczne jest przyjecie pewnych zatozen upraszczajacych.

r-—— ®2Rp ——
e r—— . — s —— - _1'_ ________

| | 1 !
L
! 0
| lop7

) —

x‘ >

Rys. 1

Przy duzych wartos$ciach promienia wytloczki R, w stosunku do grubosci §cianki 4,
co z reguly ma miejsce, zagadnienie cieplne chlodzenia od dolu calego nagrzanego bloku
metalu stempel-blacha-~matryca mozna uprosci¢ do przypadku chiodzenia plyty. Rozklad
temperatur opisuje wowczas zaleznos$¢

(5 t(x, 0) ZA cos( B )exp[ (’:’)2%'0.],

gdzie x oznacza odleglo§é miérzonq wzdtuz grubosci plyty, 6 — czas chlodzenia, g —

grubos¢ plyty, f, — pierwiastki rownania ctgf = %ﬂ, Bi — liczbg Biota, » — wspol-

czynnik wyrownywama temperatur.
Rozklad temperatury w plycie grubej mozna tez przyblizy¢ parabola

: 2
x

(6) " t—t? At(g),
gdzie At = t,—1,, 1, oznacza temperaturg $rodka pkyty, I1 — temperatur@ powierzchni
plyty. : -
Przy takich zalozeniach temperatura materialu w strefie odksztalcenia zalezy wylacznie
od wspdirzednej wzdluz wytloczki i nie zmienia si¢ po jej grubosci. Aby uzyskaé funkcje
opisujaca niejednorodno$é materiatu wytloczki, na]eZy wyznaczyé granic¢ plastycznosci
materialu ¢, w funkcji temperatury.

Przykilad funkcji niejednorodnosci. Dla stali w@glowych zaleZnosc 9 (1) pomZej tempera-
tury rekrystalizacji mozna przyblizy¢ wielomianem .

) 0, = AP+ Bt+C.

Wytloczka ze stali 08X jest podgrze“}ana do temperatury f, = 600°C. W procesie
wyciagania jej dno i §cianka przeciggnicta sa schladzane wodg do temperatury 7, = 240°C.
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Po wstawieniu statych 4, B, C wyznaczonych w prébach jednoosiowego r/ozciqgania w pod-
wyzszonych temperaturach oraz przyjmujac uproszczony rozkiad temperatury (6) uzyskuje
sie funkcje opisujaca niejednorodno§é materiatu wytloczki w postaci

®) i(i)= 1 4+2,64x2 —0,864x%,

ko \xo
gdzie k, oznacza granicg plastycznosci przy Scinaniu materialu w temperaturze o, xo —
wysoko$¢ strefy, wzdluz ktdrej nastgpuje spadek temperatury od ¢, do ¢ .

Rozwigzania procesu przeciagania dla materialu jednorodnego podali HiLL, Soko-
LOWSKI i in. [6]. Rozwigzanie procesu wyciggania wytloczki rozpoczynamy od sformu-
towania warunku brzegowego na linii styku materialu z matryca. Zalozenie stalego rozkla-
du nacisku normalnego, jakie czyni si¢ w rozwigzaniu tego procesu dla materiatu jedno-
rodnego, byloby w naszym przypadku bigdne.

T

on
o}

— 07

é—ot

o+

On

[eF}
Rys. 2
Rozpatrzmy blizej stan napreZenia na pow1erzchm styku (rys 2). Skladowe stanu
napreZzenia wynoszg: \
Oy = 0g+0+kcos2d,
6, = 0o+0—kcos2d,
. . Tpe = ksin 26, . :
gd21e d jest katem mlqdzy kierunkiem normalnym do lmu styku a naprezeniem gidwnym.
Poniewaz nacisk normalny nie jest znany, uwzglednienie tarcia na powierzchni styku
jest mozliwe tylko przy przyjeciu przyblizonej zaleZnosci stosowanej w obrébee plastycz-
nej 7, = pk, gdzie wspdlczynnik u ma charakter wspéiczynnika tarcia. Mozna przyjaé,
2e wspblczynnik ten wzdtuz linii styku ma warto$¢ stala. Jednak poniewaz k jest zmienne,
‘wiec i sila tarcia jest zmienna. . -
Kat migdzy naciskiem normalnym a napreZeniem gidwnym wynosi 6 = 0,5arcsing.
W ten spos6b znany jest kat ¢ w kazdym punkcie linii styku, gdyz ¢ = a+ 4, a a jest katem
nachylenia matrycy. '
Zmiana wartosci k przy przechodzeniu od punktu do punktu wzdtuz linii styku wyra‘za
sig zmlanq promlema kola i okre§lonymi zmianami o, » Oty Tais 401 @ pozostaja state,
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Przy takich zatoZzeniach mozemy okre$li¢ szukane wielkosci o i ¢ na linii styku. Przykia-
dowo w punkcie A4 (rys. 3) mamy

Oy = 0+k,C0820,
skad
0—044 = —kyc0820.

Wprowédzamy nowg wielko$¢ o = o—o0,,, a wowczas o0 = —k, cos2d. Warto$§é
o,4 bedzie tu parametrem, ktéry wyznaczy si¢ na koncu rozwigzania.

Znajac warto$¢ o i ¢ wzdluz linii styku 4B mozemy rozwhqzac’ zagadnienie brzegowe
Cauchy’ego ABC stosujac zwiazki (2) i (3). Rozwiazanie wykonano metoda réznic skof-
czonych. Najpierw bierze si¢ warto$ci ¢, i ¢, w dwéch punktach wyjsciowych i ze zwigzkdéw
(2) oblicza si¢ pierwsze przyblizenie wspSirzednych xur, ¥y szukanego punktu M. Nast¢pnie
ze zwigzkow (3) wyznacza si¢ @a i Op, po czym mozna przystapi¢ do otéliczania drugiego
i dalszych przyblizen. Rozwiazanie przédstawione na rys. 3a wykonano dla a« = 30°,
w = 0,31, hy/hy = 0,76 i funkcji niejednorodno$ci materiatu, jak w przykladue

Punkty 4 i B sa punktami osobliwymi. Zakladamy w nich skoki wartoscn @ i obliczamy
odpowiadajace im wartosci o z zaleznosci (3) wzdtuz charakterystyki a'w punkcie 4 i g,
w punkcie Bdladx =0idy =0. : :

Polozenie punktu F wyznacza si¢ z warunku, aby charakterystyki przecinaly drugi
brzeg blachy pod katem z/4, gdyZ tarcie na tym brzegu nie wystepuje.

Wyznaczona siatka linii po$lizgu przesunigta jest w kierunku obszaru materiatu o wyz-
szej temperaturze.

Parametr ¢,, wyznacza si¢ numerycznie z warunku, aby wypadkowa napreZen na
wejéciu byla réwna zeru, gdyz ciagnienie jest bez przeciwciagu. Znajac warto$é o, mozemy
okresli¢ rozklad o, na linii styku.

Wypadkowa naprezen na wyjsciu, po uwzglednieniu parametru o,, daje warto$é
napreZenia ciagnacego o.. Warto$¢ napreZenia ciagnacego mozna réwniez znalezé oblicza-
jac sume rzutéw na o§ x wszystkich sit dzialajacych na linii styku. Obie drogi obliczeri
daja w wyniku tg samg warto$¢ o,. Z przedstawionego rozwiazania mozna réwniez znalez¢

“rozklad nacisku o, i naprezenie ciagnace o, dla innych stopni redukeji grubosci blachy,
gdyz zaloZono, ze wzdluz grubosci §cianki niejednorodnoéé nie wystepuje. '

Plan predkosci (rys. 3b) buduje si¢ podobnie jak w przypadku materialu jednorodnego..
Material na wejSciu ma predkos¢ v, a na wyjéciu-vy = v, - /1'0-//11

Linia A'B’ jest odwzorowaniem linii Styku AB. Na odwzorowamu tym wypadkowe
wektorow predkoséci sa skierowane rownolegle do linii- styku.

Hodograf na rys. 3b wyznaczono numerycznie, biorac ‘do obliczefi wartosci katéw
w wezlach siatki linii po$lizgu. Przy wyznaczaniu tylko pierwszego przybliZenia siatki
linii po$lizgu, niedokladno$¢ na hodografie wartoéci v, /v, w stosunku do wartoéci A, Jh,
wynosi okolo 5%. : _

Z obserwacji hodografu i siatki linii po§lizgu wynika, ze krzywizny linii poélizgu i ich
odwzorowan na hodografie sa przeciwnie ukierunkowane, a wiec warunek dodatnio$ci
mocy dysypowanej bedzie spetniony. Uzyskane rozwiazanie jest kinematycznie dopuszczal-
ne i stanowi oceng gérna wartoéci naprezenia ciggnacego.
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Przy zalozeniach przyjetych na poczatku analizy procesu, mozna réwniez wykonaé
rozwiazanie procesu wyciagania dla matrycy o profilu krzywoliniowym, gdyz w kazdym*
ego punkcie znany jest kat.o, a kat 0 jest staly i zalezy od przyjetej wartosci u. Rozwiazanie

a) A/
"On/ko
3
2
1
-
& &
<
D
|
b) F
: v2=v; (ho[ih) i |
7 )\ "1 i ,
I
P
i |
N r | -
£ |
s |
N |
¢ Swum !
“b
e
\ :Ei/
AI
\ ' Rys. 4

dla matrycy o specjalnie zaprofilowanym luku przedstawiono na rys. 4 przy u = 0,31,
hyJhe = 0,75 oraz funkcji niejednorodnosci, jak w przykladzie.

Na rys. 5 przedstawiono zalezno§¢ naprezenia ciagnacego o, od stopnia pocienienia
Scianki wytloczki (stosunku j, [A,) dla réznych analizowanych ksztaltéw matryc. W za-
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kresie stopni redukcji grubosci nie objetych krzywymi moga zaj$é inne schematy odksztal-
cenia.

Teoretycznie, przeciagnigta §cianka wyttoczki moze przenie$é naprezenie ciagnace 2k, .
* Z obliczen wynika wigc, Zze dzigki wywotaniu niejednorodnosci temperaturowej mozna
uzyskac duze, bardzo korzystne dla praktyki stopnie odksztalcenia siggajace do /zl\/ho =04,
co w zwyklym procesie wyciagania nie jest mozliwe.

Oc/k]« Uc/ko‘
30—
101
25—
. 20l .
] z)
2 O
AN
70?°
ask 15— \\
10 | | WA
0,4 0,6 08 10

Rys. §
4. Uwagi koncowe

Przedstawiony przyklad wykazuje, Ze na podstawie teorii plaskiego plynigcia ciata
niejednorodnego mozna analizowaé procesy obrébki plastycznej -z niejednorodnoscia
metalu wywolana polem temperatury. Wplyw tej niejednorodno$ci ma istotne znaczenie -
w procesach tloczenia z miejscowym podgrzewaniem i chlodzeniem. Mimo do$¢ duzej
pracochionnosci obliczefi, przyjgta procedura teoretycznej anallzy procesu, przy wykorzy-
staniu maszyny cyfrowej, moze byé z powodzeniem stosowana. Oprécz wyznaczenia na-
prezenia ciagnacego i nacisku normalnego, mozna jeszcze uzyskaé wazne informacje
o sposobie zalegania obszaréw uplastycznionych i sztywnych. Potwierdzenie i uciSlenie
uzyskuje przewidywany intuicyjnie fakt, ze strefa uplastyczniona przesuwa si¢ w kierunku
obszaru materialu o wyzszej temperaturze, natomiast strefa chlodzona pozostaje w stanie
sztywnym ‘

Wywolanie temperaturowej mejednorodnosm materiatu daje mozliwoé¢ uzyskania
znacznych stopni odkszﬁa!cema, ktére normalnie nie moglyby by¢ zrealizowane.
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Pesmome

AHAJU3 MNPOUECCA BBITSDKKM C YTOHEHHMEM C YUETOM
HEOIQHOPOOHOCTU BHI3BAHHOI TEMIIEPATYPHBLIM I[OJIEM
B paGote npejacrasieHbl npuMepsbI PELIEHUS 33024l O BBITSIKKE CTEIKH [ITAMIOBaHHOI 3arOTOBKH
C MOJOrPEBOM M MCCTHBIM OXJIXAeHueM. Lcrmonn3oBaH MeTOX XapaKTEPUCTHK [JIA TUIOCKOrO TEUCHUS
TUIaCTHYECKH HEOTHOPOJHOTO Tesa. IlonyueHbl ceTKM JHHHIE CKONbYKEHUA U rogorpadnl Ass IPAMOTH-
HCHHBIX M KPUBOJHHEHHBIX MaTpuu, N 3agaHHOrO mepemaga TEMIEPATypbl MaTepuaja pPacCUMTaHO ’/
HAMNpPSHKEHKE BBITSOKKU TNPH pasHbIX (OpMax MaTPUIl M pasHOi creneHu Aedopmaruu.

Summary

ANALYSIS OF IRONING OF A CUP WITH NON-HOMOGENEITY
PRODUCED BY A TEMPERATURE FIELD

The method of characteristics is applied to the problem of twodimensional plasfic flow of a non-
homogeneous plastic body to present the solutions of the cup ironing process with heating and local cooling.
The slip-lines networks and hodographys are obtained for dies of rectilinear and curvilinear profiles. The
stresses are determined, at a constant temperature differences in the material, at various strain stages and
die profiles. o ‘

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 7 st yeznia 1 977 r.
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SPRAWOZDANIE
Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI
TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ ZA IV KWARTAL 1976 R.

I. Zebrania naukowe

W okresie sprawozdawczym odbylo sie 15 zebran naukowych, na ktorych wygloszono 19 referatow
O nastgpujacej tematyce:

| 1
f ) ! | —
Lp. | Data Prelegent | Temat | uczestni- | dysku-
I f ”
| ' ] | kow tantow
o3 e = e e e
Oddzial w Bydgoszczy | ‘
1 L. M. Kaminski Zasady zachowania w dynamice 13 | 3
Oddzial w Czestochowie
2 i 10.12.76 Z. Orzechowski Rola napigcia powierzchniowego | 18 l 3
w procesie rozpylania cieczy r
Oddzial w Gdansku _ ! |
3 29.11.76 Z. Cywinski X Kongres Stowarzyszenia AIPC- 18 ‘ 2

Oddzial w Gliwicach

|

IVBH-TABSE w Tokio ‘ |
J. de Krasinski Rozwdj dyfuzora radialnego | 27 } 5
|

4 12.10.76
‘ z Uniwersytetu
i w Calgary w Kana-
| dzie
5 | 26.10.76 | B. Winnicki | Zarys rozwoju koncepcji prze- 15 3
strzeni - | -y
6 30.11.76 | W. Bartelmus - Metoda diagnostyki drganiowej 15 4 ,
i ‘ - | maszyn
' Oddzial w Lodzi
7 28.10.76 | Hidekazu-Fukuoka | Acousto elasticity | 26 —
8 18.11.76 [ Horst Aurich z Te- | Nowoczesne metody obliczen in- |
| chnische Hochschu- | zynierskich i konstruowanie z za-
' ‘ le w Karl-Marx- | stosowaniem maszyn cyfrowych |
| Stadt .
9 i 18'1.1'76 W: Szczepinski Wzmocnienie metali w ztozonych | 29 8
| ! | stanach napre¢zenia — studid eks- |
[ : perymentalne ,
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Lp. Data
15.12.76

1 29.12.76
12 29.12.76
13 29.12.76
14 29.12.76
15 07.10.76
16 28.11.76
;17 15.11.76
18 23.11.76
19 | 031276

| R. Bedzinski

| A. S!rzelczyk

Prelegent Temat

|
\
|
|
Oddziat 'w Opolu
G. Szefer | Podstawy mechaniki o$rodka po-

rowatego ze szczegolnym uwzgled- |

| nieniem konsolidacii

QOddzial' w Poznaniu
St. Matysiak

1 Zagadnienia szczeliny w o$rodku :

| Cosseratow ze zwigzanymi obro- |

tami
J. Wranik ‘ Iteracyjna metoda obliczania do-
| wolnych tarcz w zakresie liniowo-
sprezystym
K. Grysa Naprgzenia i przemieszczenia

w wirujacym walcu kolowym
ogrzewanym nieosiowo-syme-
trycznie na pobocznicy

Praca ortotropowej plyty pierécie-
niowej w stanie nadkrytycznym

Oddzial w Rzeszowie

W ramach HI Sympozjum Dynamiki i Statecznosci
Konstrukcji — wspolne posiedzenie Sekcji Mechaniki
Teoretycznej i1 Komitetu Mechaniki i Fizyki Ciata Sta-
lego PAN, Sekcji Mechaniki Konstrukcji Komitetu
Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN, Zespolu Dynamiki
Komitetu Budowy Maszyn PAN i Oddzialu PTMTS
w Rzeszowie )

Oddzial w Szczecinic

H. Ostapiuk Pewien sposob obliczapia struk-

tury kratowej

Oddzial w ‘'Warszawie

Przemiana fazowa w ciele stalym,
jako szczegolny przypadek prze-
wodzenia ciepla

B. Krajewski

Oddzial we Wroclawiu

iZa‘stosowanie elastooptycznych
| metod pomiarowych do analizy

| stanu odksztalcen i naprezen

‘ Oddzial w Ziclonej Gorze

M. Dietrich
z Warszawy =)

N

Liczba
| uczestni- dysku-
koéw tantow
— |
é
26 7
21 12
18 7
16 6
[ 12 3
!
5 1

| Problemy optymalizacji dzwignic |
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1I. Seminaria

Oddzial w Gdansku przeprowadzit w okresie od wrzednia do grudnia 1976 r. seminarium
na temat «Analiza funkcjonaina». Dwugodzinne wyklady odbywaly si¢ raz na tydzien. a prowadznl je
doc. dr Bolestaw PALCZEWSKI.

Oddzial w Czestochowie zorganizowal w dniu 13 listopada 1976 r. §rodowiskowa sesi¢
po$wigcona «Zagadnieniom przeplywow turbulentnych».

W czasie obrad wygloszono nastgpujace referaty:
J. Z1eLiNsK1, Turbulencia w strudze zapalisadowej, _
S. DROBNIAK, Rozwdf swobodnej strugi osiowo-symetrycziej z zawirowaniem wstgpnynt,
P. DOMAGALA, Charakterystyki katowe czujnikéw z grzapym wléknem,
S. BEDNAREK, Analiza intensywnosci turbulencji w obszarze przybrzeinym kierownicy turbinowej,
T. TARNOWSKI, Wplyw wydinuchu na naprezenia Reyuoldsa w Sladzie krawedziowym palisady lopatkowej,
J. ELSNER, J. WILCZYNSKI, Problematyka semi-podobnych przeplywow zapalisadowych,
A. JARZA, Ewolucja przeplywu za palisadq z wymuszonym upustem czynnika.
W sesii wzielo udzial 28 uczestnikow, w dyskusji zabrato glos 9 osob.

I N

III. Konkursy naukowe

Oddziat w Czg¢stochowie przeprowadzil ogélnokra;owy konkurs na prace doSWIadcza]ne
z mechaniki technicznej. Na konkurs zgltoszono 5 prac, z ktérych dwie nagrodzono.

Oddziat w Poznaniu przeprowadzil ogélnokrajowy konkuns na prace téoretyczne z mechani-
ki. Cztery ze zgloszonych prac nagrodzono.

1V. Dzialalno$é¢ wydawnicza

1. W 1V kwartale wydano Zeszyl 4 Tomu 14 MECHANIKI TEORETYCZNEJ i STOSOWANEJ
o objetoscei 11,5 arkusza wydawniczego.

2. Oddziat w Gliwicach wydal drukiem zbidr referatow pt. Ogdl:wpolsk: konkmx na prace doswiadczal-
ne z mechaniki, 15.X11.1975. Zbior prac konkursowych, z. 37, Gliwice 1976, s. 161.

V. Sprawy organizacyjne
Liczbe czionkéw w poszczegdinych Oddzialach ilustruje nast¢pujaca tablica:

I Przybylo lub

Stan na koniec 1 Stan na koniec

|
Lp. ’ Oddziat i | ubylo w okresie
’K ‘ I kw. 76 r. | 1V kw. 76 r. sprawozdawczym
]
1 Bydgoszcz 27 27 —_
2 Czestochowa { 43 49 +6
3 Gdansk 59 59 —_—
4 Gliwice 141 140 —1
5 Krakoéw | 77 76 —1
6 Lodz : f 52 , s2 -
7 Opole | 18 18 —
-8 Poznan | 57 60 +3
9 Rzeszow ' | 31 31 —
10

Szczecin | 31 32 +1
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i S koni fl S Koni Przybyto Iub

Lp. Oddziat ;‘;‘? ;a 706mec I ;znkna 7<;mec ubylo w okresie

i w. T W. 10 T s prawozdawczym

. ! '| .
11 Warszawa 220 | 214 —6
12 Wroctaw 63 t 63 —
13 Zielona Gora | 19 | C19 —
i Razem 838 ! 840 +2

W okresxe sprawozdawczym od by}o sig zebrame Prezydium Zarzadu Giéwnego PTMTS oraz 29 zebran
organizacyjnych w Oddzialach.

WYNIKI
OGOLNOKRAJOWYCH KONKURSOW NAUKOWYCH NA PRACE
Z DZIEDZINY MECHANIKI

1. Oddzial w Czgstochowie przeprowadzil ogélnokrajowy konkurs na prace doswiad-
czalne z mechaniki technicznej. Zgloszono 5 prac. Pierwszej nagrody nie przyznano.

Druga nagrode w wysokosci zt 8000 otrzymat dr M. BLAK-ZOCHOWSKI za prace pt. Pélniszczqca metoda
pomiaru naprezen wilasnych w glab materialu,

Trzecia nagrode w wysokos$ci zt 5000 otrzymal dr J. SzaLA za pracg pt. Wplyw sekwencji obciqzeit
na trwalos¢ zmeczeniowq.

2.'Oddzial w Poznaniu przeprowadzit ogblnokrajowy konkurs na prace teoretyczne z me-
chaniki. Pierwszej nagrody nie przyznano.

Dwie rownorzgdne drugie nagrody po zl. 7000 kazda otrzymali: Stanistaw MATYSIAK za pracg pt. Za-
gadnienia szczeliny w osrodku Cosseratéw ze zwiqzanymi obrotami i Jozef WRANIK za prace pt. Iteracyina
metoda obliczania dowolnych tarcz w zakresie liniowo-sprezystym.

Dwie rownorzedne trzecie nagrody po zl 5000 kazda otrzymali: Krzysztof GRYSA za pracg pt. Na-
prezenia | przemieszczenia w wirnjgcym walcu kolowym ogrzewanym nieosiowo-symetrycznie na pobocznicy
i Andrzej STRZELCZYK za prace pt. Praca ortotropowej plyty pierscieniowej w stanie nadkrytycznym.



W pastepnym zeszycie ukaza si¢ prace:

N. J. Cycanowa, Uog6lnione postacie wariacyjnych zasad mechaniki w pracach z konca XIX
i poczatku XX wiecku. OBoGiiennnie popmpl guddepeHIHaNBHBIX BAPHALHOHHBIX IPHHIIIOB
MEXAHMKM B HccnemoBaHMax Kouua XIX, mepsoii uereeptn XX Bexa. Generalized forms of
variational principles of mechanics at the end of the XIXth and beginning of the XXth century

E. WaLicki, Wplyw sit bezwladnoéci na przeptyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy powierzch-
niami obrotowymi: nieruchomg i wirujaca. Binsinue crn nuepLuy Ha TeueHne BA3KOH MKHA-
KOCTH B LLIEJTH ME3K Y HEOABH>KHOIT M Bpawaioueiicsi moBepxHocTsimu Bpaiensst. Inertia effect
in the flow of viscous fluid through a slot between fixed and rotating surfaces of revolution

K. WyLEZYCH, Lepkosprezyste charakterystyki gumy i tulejowych gumowo-metalowych acznikow
typu «silentblock». Bsaskoynpyrue xapakTepHCTHKH PE3MHBI H PE3MHO-METAJUIMYECKNX 6IoK-
-IIapHUPOB THIA caitneHT-6ioK. Viscoelastic characteristics of rubber and flexible bushes of
the «silentblock» type

J. KoLEnDA, O przyblizonych metodach rozwiazania nieliniowych réwnan ruchu elastycznie posa-
dowionych silnikéw tlokowych. O npuGmKeHHBLIX METOAAX PELLEHHS HENIMHENHBIX YPAaBHEHMIT
IBHKEHHA aMOPTH3HPOBAHHBIX MOPUWIHEBLIX ABHraTeneii. On approximate solution methods
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