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ZASTOSOWANIE ZASADY GAUSSA W MECHANICE OSRODKOW CIAGLYCH

N.Ja. CycaNnowa (WOLGOGRAD)

Pierwsze zastosowanie zasady Gaussa w mechanice kontinuum znajdujemy w pracy
CzeTAJEWA [1], pos$wigconej zagadnieniu ewolucji idealnej gasnacej gwiazdy. Za pomoca
tej zasady CZETAJEW otrzymat kryterium, pozwalajace z kilku mozliwych w okolicy punktu
bifurkacji stanéw réwnowagi wybraé taki stan, ktéry odpowiada rzeczywistej ewolucji
ciala cieklego.

Ewolucja gasnacej gwiazdy polega na kolejnym przechodzeniu z jednej statecznej
konfiguracji do drugiej. CzETAJEW ujal to zagadnienie w taki sposéb: nalezy wyznaczyé
ciag statecznych konfiguracji dla stanéw réwnowagi jednorodnego ciala cieklego, obraca-
jacego si¢ wokot osi przechodzacej przez §rodek ciezkoSci i kurczacego si¢ ze stalg pred-
kosciag w kierunku radialnym pod wplywem wzajemnego przyciagania czastek cieczy.

Taki ciagg statecznych konfiguracji CZETAJEW otrzymal za pomoca twierdzenia Lagran-
ge’a o statecznosci w przypadku istnienia funkcji U.

~Stan réwnowagi dla wartosci parametréw zaburzen 4, 4,, ..., A, spelniajacych uklad
réwnan

oU

(1.)‘ oA 0
jest stateczny, jezeli tym warto§ciom parametréw odpowiada max U. Wartoéci parametréw
i funkcji U sa zmienne w czasie, zatem konfiguracje stateczne tworzg zbidr ciagly.

Traktujac czas ¢ i parametry A; okre$lajace konfiguracj¢ stanu réwnowagi, jako wspéi-
rz¢dne w przestrzeni n+ l-wymiarowej; moZemy odwzorowaé w tej przestrzeni ciagg sta-
tecznych stanéw réwnowagi w postaci krzywej przecigcia powierzchni (1). W ogdlnym
przypadku krzywa ta dzieli si¢ na kilka galezi, ktédre moga réwniez przecina¢ si¢. Kazdemu
ciggowi stanéw réwnowagi odpowiada okre$§lona galaz (C). Jezeli punkt M galezi (C)
nalezy jednoczeénie do innej galezi, nazywamy go punktem bifurkacji. CZETAJEW pokazal,
ze zasada Gaussa pozwala wybra¢ w punkcie bifurkacji galaZ stanéw réwnowagi odpowia-
dajaca dalszej ewolucji ukladu. , ,

W rzeczywistym ruchu ciala cieklego moment pedu wzgledem osi obrotu pozostaje
staly, Jezeli 0§ z jest osig obrotu, to warunek ten mozna zapisa¢ w postaci
@) o [ (+yDdm = C,

gdzie w oznacza prgdkos$¢ obrotu. W przypadku kurczenia si¢ ciala warunek (2) wymaga
wzrostu w, a tym samym i wzrostu sity odsrodkowej. Relacje¢ (2) mozna traktowaé jako
réwnanie wigzéw. Ruchem swobodnym w danym zagadnieniu jest ruch bez ograniczenia
(2), czyli ruch ze stala predkoscia obrotu. Tak wige, w ruchu swobodnym nie uwzglednia-
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my sity powodujacej promieniowe kurczenie si¢ ciala. Odchylenie ruchu rzeczywiste"o
od swobodnego dla czastki masy dm ma nastgpujace wspotrzedne (pomUamy w1elkoscn
infinitezymalne trzeciego rzedu):

xwdwdt?, ywdwdt?, 0.

Wymuszenie dla calego ciata wynosi
Z = dt*o Z(aw)zf(x +y?)dm.

Z warunku minimum wymuszenia wynika, ze rzeczywistej zmianie konfiguracji stanu
réwnowagi odpowiada minimalny przyrost predkosci obrotowej dw. Poniewaz z warunku
(2) mamy
‘ 6f(x +yH)dm

o = ~C- “dm
¢ [ G2+ ydm]”

to modut przyrostu momentu bezwladnosci ciata wzglgdem osi obrotu
|6 [ 2452 dm|

réwniez osigga minimum. W takim razie rzeczywista galq% ewolucji w punkcie bifurkacji
okresla maksimum momentuf (x*+y*)dm.

1. Prace Tamuzia’

! . . .
W pracy TAMUzA [2] zasada minimum wymuszenia zostala przeniesiona na cialo

sztywno-plastyczne bez wzmocnienia. Autor rozwaza cialo sztywno-plastyczne, ktérego
objeto$¢ ¥ ogranicza odcinkowo gladka powierzchnia S. Na czgéci tej powierzchni Sy
dane sa sily powierzchniowe T;, a na pozostalej czgsci S, — predkosci v;. W okreslonej
chwili czasu ¢ = 14 znane sa predkosci v (x, y, z, t) w obszarze ¥, czyli znane s3 réwniez
predkosci odksztalcen

. |

8?‘_,- = 71}[""‘,-—}—7)"’?_ .

Predkosciami dopuszczalnymi sa takie v;, ktore spetniaja warunki kinematyczne na
S,, warunek niesci§liwosci w V 1 postulat ciggtosci ciata. W chwili ¢ = ¢, dopuszczalne
predkosci sa jednocze$nie rzeczywistymi: '

'U,-(.X, Y, 2, t)l:lo = ‘vl*(x7y7 Z, tO)'
Dopuszczalne predkosci odksztatcen &; i kinematycznie dopuszczalne naprezenia oy;

spetniaja prawo plynigcia dla danej funkeji f(oy)):
1.9/

60, ;

&y =

Dopuszczalne przy$pieszenia w; i dopuszczalne przy$pieszenia odksztalcen &;; definiowane
$a nastepujaco:

avi(x,y’ Z, t)
Wy = — FTE ij

1
= 5 (wy+wy).

7’
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W dalszej czeéci pracy analizowane s3 ograniczenia na €;;, wynikajace z prawa plyniecia
dla réznych przypadkéw powierzchni plynigecia [3].
Jezeli powierzchnia
Soiy) =0

jest gladka i wypukta; to prawo plynigcia ma postaé

. af |A=0, jezeli f <O,
(1_1) Eij = 28— { R
o;; | 420, jezeli f=0.

Roézniczkujac po czasie, otrzymujemy:

of of

(12) fij = A 60',-}' +)L_(')_t_(6a,-j

2: 0, 2=0, jezeli £ <0,
) 220, jezeli =0, =0,
A dowolne, jezeli 2 > 0.

W dalszym przypadku dla 2 = 0 mamy

.é,'j = 2.. af >
00,
czyli dopuszczalne przy$pieszenia odksztalcen spelniaja prawo plyniecia. W trzecim przy-
padku brak ograniczen na &;;.
Upg(’)lnione prawo plynigcia dla odcinkowo-liniowej powierzchni plynigcia f, = a;y.- 0y
ma postac
. X e =0 , jezeli f; <O,
Eiy = Agd;; . .
v RN =0, jezeli fi = 0.
Rézniczkujac wzgledem czasu, otrzymujemy

_ d =0, jezeli fi <0,
(1.3) 'B.u‘ = Zka”k )I.k > O s jeiell _/;( = 0, Zk = O,
' l'k — dowolne, jezeli 2, > 0.

Tak wiéc dla 1, = 0 przy$pieszenie odksztalcenia §;; spelnia uogdlnione prawo plynigcia.
W przypadku 4, # 0, 2, = 0, fi < O(k # r), przyspieszenie €, jest prostopadle do po-
wierzchni f, = a;;,-0y;, lecz moze mie¢ zwrot w kierunku wngtrza obszaru wypuklego.
Jezeli stan napreZen odpowiada wierzchotkowi powierzchni plynigcia, to nie ma zadnych
ograniczen na ;. Zasada minimum wymuszema ma w tym przypadku taka posta¢: funkcjo-
nal wymuszenia

I = f "y fp widV — } Tiw,dS+ fa,-,.'é,.,.dV,
W 1) )
gdzie P; sa sitami masowymi, a m gestoscig materialu, osigga minimum dla rzeczywnstych

wk, €%, oy; w klasie wartosci kinematycznie dopuszczalnych wy, &;, o;;. -
Dowod tego twierdzenia oparty jest na analizie réznicy wartosci funkqonalu I*—1
dla pél rzeczywistych i dopuszczalnych. Wykorzystujac fakt, ze rzeczywiste przyspieszenia

w¥ i naprezenia o speiniaja rownania ruchu

of+ Pi—mwf =0,
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a o}; dodatkowo — statyczne warunki brzegowe
otn =T,
mozna wyrazenie I* — [ sprowadzi¢ do postaci
* __ —w 2
1= — f mwE—w)” gy f Fy(ok—oi,)dV.

2
" W)

Na podstawie warunkéw (L.2), (1.3), ktdre spelniajg dopuszczalne przyspieszenia

odksztalcen dla réznych powierzchni plynigcia, mozna wykazaé, ze wyraZenie

€(0fi—1)
nie jest dodatnie. W takim razie I*—1 < 0, czyli I* < I. Nastgpnie udowodniono jedno-
znaczno$¢ pola przyspieszen w dowolnej chwili czasu. '

W pracy TAMUZA zawarte jest réwniez wazne z punktu widzenia zastosowan prak-
tycznych uogdlnienie zasady minimum wymuszenia dla pdl przy$pieszen majacych nie-
ciggloéci na powierzchniach, dzielgcych ciato na skofczong liczbe podobszaréw o cigglych
przyS$pieszeniach.

2. Prace Reitmana

Zasada Gaussa zostata uogdlniona dla szerokiej klasy cial odksztatcalnych w dwdch
publikacjach ReitMaNa [4, S]. Funkcjonat wymuszenia dla dowolnego ciata odksztaical-
nego przyjeto w postaci

@.1) I= f o) 4y fp i dV — fT W dS + fcr,ke,de
(57 )
ktéra mozna otrzymac blorqc za punkt wyjécia wzdor na wymuszenie dla uktadu punktow

materialnych
3n
: 2 I D A
Z = 2 7ml(xi— mi) .

Poniewaz sily i masy nie podlégajq wariacji, prawa strong tego wzoru 'mozna zapisac,
- jako

-

3n

m;X? .
D7 xi).

i=1

W przypadku ciala stalego, zamlast poszczegblnych mas skupionych, mamy elementy
3n ? . )

objetoset dV. Zatem sume Z —m,x, zamieniamy na catke

oii?
f X av,

w ktorej wystepuja gestosé o i sktadowe %y przy$pieszen.
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Sumowanie

D X%
i=1

jest réwnowazne trzem pozostalym cztonom catkowym we wzorze (2.1). Jak wiadomo,
sity zwigzane z dowolnym cialem odksztalcalnym mozna podzieli¢ na zewnetrzne i we-
wnetrzne. Z kolei sity zewnetrzne dzielimy na masowe Pyi powierzchniowe T;. Odpowia-
daja im druga i trzecia catka w wyrazeniu (2.1). Natomiast trzecia catka zwigzana jest
ze stanem sit wewnegtrznych, czyli naprezen. Zamiast sktadowych przy$pieszen przemiesz-
czefi wystgpuja w niej przy$pieszenia odksztafcen ;. Kinematycznie dopuszczalne przy-
$pieszenia odksztalcen ZWiqzane sg rownaniami '

(2.2) ' ( ik + uk_,)

z przy$pieszeniami przemieszczen, a rzeczywiste przy$pieszenia spelniaja réwnania ruchu

Réznica wartoéci funkcjonatu 7 dla ruchu rzeczywistego i kinematycznie dopuszczalnego
moZe byé zapisana w postaci
--._ -c'* 2 ¢
1—'1(=—, fggjéuj)-d[/‘f‘ f.éjk(ajk_gfk)dV'
) ", )

Z tego wzoru REITMAN otrzymat warunek dostateczny na minimum funkcjonatu wymu-
szenia. Warunek ten zada identycznoéci naprezen odpowiadajacych ruchowi rzeczywistemu
i dopuszczalnemu w rozwazanej chwili czasu:

(2.3) Ojp = .

Warunek ten jest spetniony w cialach sprezystym i sprezysto-plastycznym opisanym w ra-
mach teorii deformacyjnej, jeZzeli w danej chwili czasu okreslone sa odksztalcenia. Nato-
miast dla ciata sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, opisanego w ramach teorii plynigcia,
wystarczy ustali¢ predkosci odksztalcenn zwiazane z naprezeniami przez prawo plynigcia.
W przypadku oérodka lepkiego, w ktérym do. jednoznacznego okreélenia naprgzen po-

rzebne sa odksztalcenia i predkosci odksztalcen, nalezy zatozy¢ wartosci predkosécei od-
ksztalcen J

Reitman stosuje zasadQ minimum wymuszenia do zagadnienia proporcjonalnego
obcigzenia ciala sztywno- plastycznego ktore jest wazne z praktycznego punktu widzenia.
Cialo zachowuje przy tym swdj ksztalt, czyli spetnia warunek

(2.4) Cw= S0,

gdzne n; nie za]eiy od 1. ‘
Podstawienie wzoru (2.4) do Q.D)z uwzgledmemem (2.2) prowadzi do warunku

(2.5) . (K+N—=2Z)/M = max.
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Wprowadzono w nim takie oznaczenia:

M= f@’?;‘de, Z=— ijk(njk‘i'??kj)dV,
) (V8] \

K= [ Tyyds, N= [Ppmav.
(S1) %)

W przypadku P; = 0 warunek (2.5) redukuje si¢ do postaci
(K—2Z)*|M = max,

ktéra wyraza warunek Rzanicyna dla sztywno-plastycznych belek i plyt [6], otrzymany
z zasady minimum Lagrange’a.

Zasade Gaussa zastosowal Reitman rowniez dla zagadnien powlok sztywno-plastycz-
nych. Wymuszenie sit wewngtrznych

J‘ Ujk.éjk av
)
w przypadku takich powlok ma postaé

E i { ";‘I/Z Vpi—q=psi+Z%p;

)
gdzie o; oznacza intensywno$¢ napreZenia, a p;, pyy, p sa kwadratowymi wielomianami
lliuszyna, w ktoérych wystepuja przys$pieszenia odksztalcen.

Dla przypadku czaszy kulistej z materialu sztywno-plastycznego bez wzmocnienia

Reitman otrzymalt wzory obliczeniowe, stosujac minimalizacj¢ funkcjonalu wymuszenia.

3. Zastosowanie zasady minimum wymuszenia w teorii filtracji

W pracy KILCZEWSKIEGO i SZEPELEWSKIEJ [7] pokazano, Zze zasada Gaussa w postaci
zmodyfikowanej wynika z réwnania ruchu

QA _ Vo adp—k
3.D T a gradp—ky
dla przeptywu filtracyjhego cieczy. We wzorze tym y = gg oznacza cigzar wlasciwy, v —
predkosé czastki cieczy, p — ci$nienie hydrodynamiczne, kK — wektor jednostkowy w kie-
runku pionowej osi z, k — wspétezynnik filtracji, o — porowatosé osrodka filtrujacego.
Jezeli ciecz jest niescisliwa a osrodek filtrujacy — nieodksztalcalny, to

(3.2) div(du) = 0,

gdzie du oznacza wektor wirtualnych przemieszczen czastek cieczy. Z twierdzenia. Ostro-
gradskiego warunek ten mozna przepisa¢ w postaci globalnej

(3.3) [ [[ divewyav = [ [ nouds = o.
(%)

)
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e . .

Warunki (3.2) i (3.3) sa roéwnaniami wigzéw. Sily Z AV dzialajace na element objg-
tosci AV traktowane sa jako aktywne, a sily gradp 1% —'—_j'_-ako reékcje wiezow.

Nastepnie wprowadza si¢ pojgcia wigzéw idealnych. Wigzy_zc;iefiniowane warunkami
(3.2) i (3.3) sg idealne, jezeli wirtualna praca reakcji tych wigzéw jest nieujemna:

(3.4) 84 = — [[[ sigradpay > o.
) . )
Na podstawie relacji (3.2) i (3.3) mozemy napisac

(3.5) 84 = — [ [ pnouas.

ZaloZono, Ze powierzchnia ograniczajaca przeplyw filtracyjny skiada si¢ z czgsci po-
wierzchni warstwy wodoszczelnej, sztywnych $cian, powierzchni depresji, odcinkéw wycieku
oraz z przepuszczajacych ciecz granic basendw wodnych. Jezeli ciecz przeptywa z basenu
A o glebokodci H, do basenu B o glgbokosci A, i warstwa wodoszczelna jest pozioma, to
warunek idealnosci wigzéw (3.4) jest spelniony, gdy

(3.6) J [ H=2)10u-dS, > [ [ (Hy—2) 16w, -dS5.

(Sa) . (Sp)
W ten sposob wigzy idealne muszgy spetniaé¢ warunki (3.3), (3.2) i (3.6).

Wymuszenie
I \O R? .
Z=— 2 — .
2 m;’

i=

gdzie R; oznacza reakcje wiezéw idealnych, dla przypadku cieczy filtrujacej ma posta¢

{ - {
=_—1 T ,"AV,‘ 2’
Z = lim Z@ i, (@adpe AV

o
lub

l o
(3.7 Z=5— f f f (gradp)*dV.

(%]
Wykorzystujac réwnanie ruchu (3.1) mozna zapisa¢ wymuszenie w postaci ,
_ 2

(3.8) Z=—;%fff (%%+%5+ky) dv

V)
lub pomijajac sily bezwladnosciowe i staly mnoznik zredukowa¢ do wzoru nastgpujacego:
(3.9) : Z = %fff [2+v2+ (v, +k)?*]dV,

V)

gdzie v,, v,, v, 0znaczaja sktadowe wektora predkosci o w uktadzie wspéirzednych, ktdrego
punkt poczatkowy usytuowany jest na warstwie wodoszczelnej.
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Nastgpnie wykazano nieujemno$¢ wariacji wymuszenia:
)

(3.10) 8z = [ [ [ .8, 40,80, + (v, +k) 6v,1d¥ > 0.
Wynika to z tego, Ze warune(l:) (3.9 ’xﬁoina zapisa¢ w postaci

(.11 [/ ['vxéw,{+'vy6wy+(v,+k)6wz]dV2 0,
zakladajac "

w=%@mm,

gdzie dw oznacza wariacje przys$pieszenia, i pomijajac sily bezwladno$ciowe. Przy tym
wariacje dw,, dw,, ow, spelniaja warunki wigzéw (3.2), (3.3) i (3.6).

Zamieniajac wariacje przy$pieszenn we wzorze (3.11) na wariacje pregdkosci spelniajgce
identyczne warunki, otrzymano warunek (3.10). Wyraza on zmodyfikowang zasadg Gaussa:
warto$¢ wymuszenia (3.9) dla pola rzeczywistych predkosci cieczy filtrujacej jest mniejsza
od warto$ci wymuszenia otrzyrr{anej dla dowolnego pola predkosci spetniajacego warunki
(3.2), (3.3), (3.6). Stad na podstawie wzoru (3.7) wyplywa wniosek, Ze catka '

fff (gradp)2dv

. (9}
osigga dla przeptywu rzeczywistego warto§¢ minimalna.
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1. Wstep

Podstawowym problemem pojawiajacym si¢ przy stosowaniu metod elastooptycznych
opartych na pomiarze wzglednej dwéjtomnoéci wymuszonej do wyznaczania pél naprezen
jest problem tzw. rozdzielania naprezen, tj. wyznaczenia warto$ci napr¢zefi normalnych
na podstawie obrazéw izochrom i izoklin. Metody elastooptyczne pozwalaja w ogélnym
wypadku tréjwymiarowego stanu naprezenia wyznaczy¢ tylko napreZenie styczne i réznice
napr¢zen normalnych [I]. Dodatkowq‘informach np. o wartosci jednego z naprezen
normalnych lub o wartoéci ich sumy, konieczng. do rozdzielenia naprezen, uzyskujemy
korzystajac z metod nieelastooptycznych, np. catkujac jedno z rézniczkowych réwnan
réwnowagi lub jedno z rézniczkowych réwnan zgodnosci odksztalcen. W szczegdlnosci,
z tych ostatnich, jak wiadomo, wynika, iz w zagadnieniu statycznym suma naprezen nor-
malnych spelnia rézniczkowe réwnanie Laplace’a, np. [2, 3].

Jedynie na powierzchni modelu lub w zagadnieniu dwuwymiarowym, a wiec gdy znana
jest jedna z trzech sktadowych normalnych tensora napreZenia, mozemy rozdzieli¢ napre-
zenia korzystajac tylko z obrazéw izochrom i izoklin. Nalezy jednak dodaé, ze réwniez
i wtedy, jeéli z jakich§ powodéw wywotanych np. warunkami do§wiadczenia mozna uzyskaé
obrazy izochrom i izoklin tylko przy jednym kieruqku przeswietlania modelu (jest nim
na ogot w zagadnieniach dwuwymiarowych kierunek prostopadly do powierzchni modetu),
to do wyznaczania skla/dowych normalnych tensora napr¢zenia musimy skorzystaé z metod
nieelastooptycznych. Metody te sa tym bardziej. trudne i klopotliwe, gdy dysponujemy
samym tylko obrazem izochrom. :

W pracy niniejszej chcemy zwroci¢ uwage na ulatwienia, jakie mozna uzyskaé stosujac
w zagadnieniach dwu- i tréjwymiarowych formute Liebmanna lub jej uogéinienia.

2. Formuly typu Liebmanna

Jak wiadomo, je$li w pewnym dwuwymiarowym obszarze okre$lona jest funkcja har-
moniczna S(x, y), tzn. funkcja spetniajgca réwnanie Laplace’a

a? a?
W (az+ay)5(xy)—o
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i jesli wartosct te) funkcji w wierzchotkach rombu 1, 2, 3, 4, o przekatnych réwnoleglych
do osi Ox, Oy (rys. 1a), wynoszg odpowiednio S, S,, S5, S4, za$§ warto§¢ funkcji w punk-
cie przeciecia sie przekatnych wynosi Sy, to ma miejsce nastepujacy zwiazek, [4, 5]:

| 1 1

2 So = = | - — (S +S)+ -
@ 0= [I+(g//1)2( ST ey
przy czym g/h oznacza stosunek dlugosci przekatnej rédwnoleglej do osi x do diugosci

przekatnej rownoleglej do osi y. Zwiazek ten jest stuszny z dokladnodcia do wyrazéw
zawierajacych pochodne czastkowe funkcji S czwartego i wyzszego rzedu.

(S2+ S4)],

a) | - p
'y )Ay
g Z
3 !
A W
d q
3 0/1
4
o . X—' 1) XV

Rys. 1. Roznicowe siatki punktow do formul Liebmanna

Jesli g = h, tzn. je§li romb jest kwadratem, to

1
3) So :T(S1+S2+S3+S4);
skad ‘
Q) S, = 45,-5,—-5,—S;.

Z kolei, je$li funkcja harmoniczna okres$lana jest w przestrzeni tréjwymiarowej, a wigc

jesli zachodzi réwnanie
0? 0* 0?

5 =t s -1 S0 =

®) (axz gt 622) (x,»)=0,

1 jesli jej wartosci w wierzcholkach o§mioscianu o jednakowych przekatnych wynosza S;,

i=1,...,6, warto$¢ za§ w $rodku wynosi S, (patrz rys. 1b), to ma miejsce proste uogol-
nienie formuly (3)

6
1

i=1

Roéwniez i ono jest stiuszne z dokladnoscia do wyrazéw zawierajacych pochodne czastkowe
S rzgdu czwartego 1 wyZszego. * !
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Szczegbélnym przypadkiem.zagadnien tréjwymiarowych jest zagadnienie osiowo syme-

tryczne. Wtedy funkcje zaleza tylko od zmiennej z skierowanej wzdtuz osi symetrii 1 od
zmiennej r prostopadtej do tej osi, a réwnanie Laplace’a jest, nastgpujgce [3]:

. #? 2 10 | ~

. ; I Y218z = 0.

(7)_ - (022 + or? + r 81') @) _

Réznicowym odpowiednikiem tego réwnania jest zwigzek
o 1
®) So ZT(S1+52+53+S4),

jesli punkt O lezy na Oz, lub

i 1 } ;
©) So = 4 [(l+ 27)51 (1— 2’],-)53+SZ+S4],

jesli punkt O nie lezy na osi Oz (poréwnaj Dodatek I). S, S,, Sy, Si, 53 to wartosci
funkcji S w narozach kwadratu 1, 2, 3, 4, ktérego przekatne skierowane sa réwnolegle
do osi Oz i Or (rys. la, przy czym 0§ Oz odpowiada osi Oy, za$ Or osi Ox z tego rysunku).
Formuta (9) w odrdznieniu od formut poprzednich stuszna jest jednak tylko z doktadnoscia
do wyrazéw zawierajacych pochodne czastkowe trzeciego i wyzszych rzedéw w kierunku
Or i pochodne czwartego i wyzszych rzedéw w kierunku Oz.

Formulg (3) po raz pierwszy podat w swoim wykladzie BoLTzMANN w r. 1892, [5, 6].
Niezaleznie wyprowadzit ja RuNGE, [7]. Formuta ogdlniejsza (2) i formuta dla zagadnien
tréjwymiarowych (6) nalezy do LieBmaNNA [5]. Dowdd zbieznosci tych formut do roz-
wigzania rownania rézniczkowego przy malejacym kroku réznicowym podany jest w [8],
patrz tez [9, 10, 11]. N

3. Zastosowanie formul typu Liebmanna

3.1. Zagadnienia dwuwymiarowe. Jesli mozemy uzyskaé tylko obraz izochrom w prosto-
padtej do modelu elastooptycznego w1qzce $wiatla spolaryzowanego, to rozdzieli¢ napreze-
nia mozna":

1) metoda do§wiadczalng zaproponowang przez TESARA [l2], polegajaca na wywier-
ceniu otworkéw w interesujacych punktach modelu i wyznaczeniu stanu naprgzenia na
podstawie obrazu izochrom wokét tego otworku,

2) metodami obliczeniowymi: metoda rozwigzania réwnania Laplace’a lub metoda
charakterystyk [13, 14]. )

Metoda do§wiadczalna powoduje lokalna zmiang wtasnosci sprezystych modelu wokét
otworka i dlatego nie moze by¢ stosowana do zbyt duzej ilosci punktdw. Z kolei metody

D Pomijamy tu, zgodnie z ograniczeniem uczynionym we wstepie, metody oparte na bezwzglgdnym
pomiarze dwéjlomnosci, a wigc w szczegdlnosci metody polegajace na otrzymywaniu izopach metodami
interferencji klasycznej i holograficznej. Pomijamy tez metody pofniaru zmian grubosci modelu tarczowego

lub pomiaru efektéw termicznych w celu wyznaczenia sumy naprezen gtownych, jako nieelastooptyczne
i malo dokladne. Oczywiste jest jednak, Zze proponowana w tek$cie metoda nadaje si¢ rowniez do opraco-

wywania wynikéw takich pomiardw.
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numeryczne sg do§¢ klopotliwe w zastosowaniu: pracochlonne przy obliczeniach recznych,
do§¢ trudne w zaprogramowaniu maszyny cyfrowej dla dowolnego ksztaltu modelu.
W szczegdlnosci metoda charakterystyk wymaga podania do$é gestej, a wiec uciazliwej
w sporzadzeniu, tablicy warto$ci izochrom m(x, y) w calym obszarze badanego osrodka.

W zwigzku z tym nasuwaja sie dwie mozliwoéci wykorzystania formuly Liebmanna:

a) zastosowanie formuly Liebmanna w polaczeniu z metoda TESARA pozwala zmniej-
szy¢ ilo§¢ wierconych w modelu otwordw;

b) wynikajacy z formuly Liebmanna zwigzek (4) pozwala bada¢ harmoniczno$¢ roz-
wigzania uzyskiwanego metoda charakterystyk i ewentualnie wygladzi¢ rozwiazanie lub
je ekstrapolowac. . _

Przyktad 1. Na rys. 2 podano wartoéci sumy S naprezefi normalnych w modelu
zapory wjednostkach stalej modelowej K, na podstawie wynikow pracy [15], w ktérej zastoso-
wano do rozdzielenia naprezen metode wiercenia otworkéw w poszczegdlnych interesuja-
cych punktach. Zajmiemy si¢ stanem napr¢zenia wzdiuZz linii ED bedacej geometryczna
granica zapory. PokaZzemy, ze mozna byto unikngé wiercenia otworkéw A lub B stosujac

4

Rzgdek
gorny

Rys. 2. Sumy naprezen gléwnych w poszezegblnych punktach modelu zapory grawitacyjnej obciazonej

cigzarem wlasnym, wyznaczone metoda wiercenia otworéw, wg. [15]. Wartoéci napr¢zefi podano w jed-

nostkach stalej modelowej K. Linig przerywana oznaczono prostokat, w ktérym szukamy sumy naprezeh
metoda iteracji
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tylko jeden raz formul¢ Liebmanna oraz obu tych otworkow stosujac t¢ formule w sposéb
iteracyjny.

Dokonajmy interpolacji -graficznej warto§ci sumy naprezen S znalezionych metoda
TesARA w rzadku FG i HJ, a to celem uzyskania wartosci sumy .S w wierzcholkach ,,2”
i,4” (rys. la) rombow, ktérych érodki przypadaja w punktach-4 lub B.

Znajdujemy, stosujac formute (2), w ktdrej przyjmujemy g/h = 2/3, ze w jednostkach
statej modelowej:

S, = Q,7+1,3)+ - = (1 46+22)]— 1,95,

1
[1444 325

]
2[1444

Wskazniki 4, B oznaczajg, ze warto$¢ S odnosi si¢ do tych punktéw. Poréwnujac je z bez-
posrednio zmierzonymi metoda TESARA, widzimy, ze odpowiednie réznice wynosza 0,05
i 0,33. Mieszcza si¢ one w granicach blegdu do$wiadczalnego. Mianowicie, w metodzie
TESARA sume naprezen giéwnych wyznacza sie na podstawie maksymalnych wartosci
naprgzen na brzegu otworka: m, i my;, za pomoca wzoru, por. [12],

(10)

Sp = (2,0-+1,4)+ - (O9+205)]_163

325

1
(12) S=0+0" = 7(ml+m"),

Zgodnie z [15, 23] doktadno$¢ pomiaru kazdej z wartosci m; i my wynosita 0,5 rzedu
izochromy, zatem $redni btad kwadratowy sumy S wynosit

%1/5 x0,5 ~ 0,35,

co usprawiedliwia warto$¢ réznic migdzy wielkoéciami zmierzonymi a obliczonymi.

LT e

122 1083

7

= il

Rys.3. Sieé roznicowa do znalezienia sumy naprgzeh metoda iteracji w prostokacie FGHJ z rys. 2. Krzywe

nad polami zakreskowanymi przedstawiaja w jednostkach stalej modelowej przebieg sumy naprezen wzdiuz

bokéw prostokata. Podane liczby oznaczaja warto$ci sumy naprezen w brzegowych wezlach sieci (wykorzy-

stane do dalszych obliczen). Szukamy wartoéci naprezedi w punktach K, L, ..., ¥, X. Kétkami oznaczono
polozenia otworkéw (por. rys. 2)

|
|
|

[

~—— jednostka skali naprezer
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Aby sie przekonaé, ktére z powyzszych wartosci S, 1 Sz, zmierzone czy obliczone,
zgadzaja si¢ bardziej z wartosciami zmierzonymi w pozostalych punktach, zastosujemy
metode iteracyjng. Pozwoli nam ona uzyska¢ dokladniejsze wartosci sumy naprezen oraz
pozwoli wykazaé, ze mozna byto unikngé wiercenia obu otworkéw 4 i B. Wydzielmy
z rozwazanego osrodka obszar prostokata FGHJ (rys. 2). Bok GJ zamyka prostokat
w ten sposob, by miescita si¢ w nim calkowita liczba elementarnych kwadratéw siatki
réznicowej, co znacznie ulatwia obliczenia. Wartosci sumy napr¢zen na bokach prosto-
kata znajdujemy na drodze interpolacji graficznej z danych do$wiadczalnych otrzymanych
metoda TESARA. W szczegdlnosci wartoséé ,,1,13” posrodku boku GJ znajdujemy z inter-
polacji wzdtuz odcinka A BCD. Nastgpnie biorgc dla kazdego wezla sieci $rednia z wartosci
otrzymanych na drodze interpolacji liniowej w kierunku poziomym i pionowym, znajdu-
jemy przyblizenie zerowe rozwigzania na sumg naprezen S wewnatrz prostokata (rys. 3).
Wartosci kolejnych iteracji zamieszczone sq w tablicy 1. Widzimy, Zze warto$ci otrzymane
juz w pierwszej iteracji ul"egajq w dalszych iteracjach niewielkim zmianom.

Tablica 1. Kolejne iteracje dia prostokatnego podobszaru zapory

Il |
M N Plo| Rl s | T

Punkt K ( L

‘ | | | ) o
| pozioma | 2,35[1,96| 1,48 1,15 238206 1,77 1,46! 2,40‘ 2,14‘ 1,9 | 1,64

interpolacja

hiatow pionowa | 192 143| 1,16 0,61 2,04 1,66 149 074 | 2,18 | 1,88 | 1,80 0,89
T T 204 1,70| 132 0,88 221 186 163 1,17.‘ 2,29 | 2,01_,|_ 185 126
iteraci: 1 22| 1ea| 126 092 2,24| 1,88 1,50 1,28 | 2,28 | 202 | 175 1,59
e 2010 1,62 1,15 095|224 | 1,85 |,'54_§ 1,28_‘-2,2_9—‘ 200 | 1,80 161
iteraca, 101 200 158 124 0,92‘2,247 185 152|131 229 201 181 1,62
teraci 1Y 2,09_-1,60 121095 224 184 155 1,00 | 229 2,01 | 181 1,63
eracia: v | 2,10;-1,59-: 1,23 0,94 2,23.1,85‘;1,5_4'I "1,32; 2;' 2,01_5-"1,82: 1,63

Jesli korzystajac z wynikow tablicy 1 i rozmieszczenia punktéw 4 i B wzgledem odpo-
wiednich par punktédw (P, Q) i (Q, R) znajdziemy na drodze interpglacji liniowej wartosci
S, 1Sz, jako

Sa

IR

1
—2‘ (Sp + SQ) = 2,04,
(12)

Sy SR+%(SQ—SR) = 1,58,

13

to zobaczymy, zwlaszcza na przykladzie Sy, Ze wartosci znalezione metodg obliczeniowa, |
dane zwiazkami (10), sa w lepszej zgodnosci z wynikami (12) uzyskanymi na drodze itera- |
cyjnej niz wyniki uzyskane z bezposredniego pomiaru do§wiadczalnego, podane na rys. 2. |
Swiadczy to o zaletach metody obliczeniowe;.
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Przyktad 2. Korzystajaczobrazu izochrorﬁ mamy znalez¢ sumg naprezen S(x, y =
= 10) wzdluz podstawy AB trojkata obciazonego cigzarem wlasnym y i posadowionego
na pdiplaszczyznie o 2,4 razy nizszym module Younga i takiej samej stalej Poissona (» =
= 0,5). Proporcje tréjkata, kierunek dzialania sily p i obraz izochrom pokazany jest na
rys. 4. '

Rys. 4. Obraz izochrom w tarczy niejednorodnej omawianej w przykladzie 2. Liczby rzymskie numeruja cat-
kowite rzedy izochrom '

Do rozdzielenia naprezen wykorzystalismy metode charakterystyk. Spodziewalismy
si¢, dzigki ekstrapolacyjnym wlasciwosciom formut réznicowych tej metody, wyznaczyé
stan naprezenia wzdluz linii niejednorodnosci AB, obchodzac w ten sposob trudnosé
modelowania plaskiego stanu naprezenia wzdtuz linii niejednorodnosci, wystepujaca przy
stosowaniu niejednorodnej tarczy [16]%.

Do czgéei linii niejednorodnosci 4B moglismy sie zblizyé budujac sie¢ charakterystyk
od strony boku OB, tzn. rozwigzujac problem brzegowy rys. (5b). Aby zblizy¢ si¢ do po-
zostalej czgdci linii AB rozwigzaliSmy najpierw problem brzegowy budujac sie¢ charaktery-
styk od strony boku OA (rys. 5a). Nastgpnie rozwigzywali$my problem chal'akterystyczny;
tzn. budowali$my sie¢ charakterystyk wychodzac ze znanych juz charakterystyk nalezacych
do dwu rodzin. Problem charakterystyczny rozwigzywali$my dwukrotnie, raz wychodzac
z charakterystyk DE i GH, i drugi raz wychodzac z charakterystyk AF i KL (rys. 5c).
Okazalo si¢ jednak, ze migdzy rozwigzaniem S(x, y = 10), tzn. na linii 4B, otrzymanym

2 Zasadnicza trudno$¢ w zastosowaniu tarczy, a wige bryly troywymiarowej, do modelowania niejedno-
rodnego ofrodka w dwuwymiarowym stanie napre¢zenia polega na tym, ze wzdluz granicy zmian wtasnosci
o$todka musi byé speniony warunek ciaglo$ci sit i przemieszczen opisywanych przez trojwymiarowe wektory.
W zwiazku z tym, w og6lnosci, wzdtuz wspomnianej granicy panuje nie dwuwymiarowy a trojwymiarowy
stan naprezenia.

2 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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Rys. 5. Charakterystyki otrzymane przy rozwiazywaniu zagadnienia brzegowego, rys. rys. a), b) oraz charak-
terystycznego, rys. ¢) (por. przykiad 2)

z rozwigzania problemu brzegowego a otrzymanym z problemu charakterystycznego
zachodzila nieuzasadniona niecigglosc (rys. 6a).

Celem znalezienia poprawnego rozwigzania sporzadziliémy, korzystajac z rozwigzania
problemu charakterystycznego i brzegowego, wykresy zaleznosci S(x,y =9,5)
i S(x,y =9), ktére okazaly sie ciggle (rys. 6b, ), a nastepnie umieszczajac na prostej
y = 9,5 punkty 0, 1, 3, na prostej y = 9 punkt 2, a na prostej y = 10 punkt 4, znaleZliSmy
stosujac formule (4) szukany przebieg S(x,y = 10) (rys. 6a). Przebieg ten jest ciagly
i zgodny z rozwigzanjem problemu charakterystycznego. Whioskujemy stad, Ze nieciggloé¢
rozwigzan S(x, y = 10) otrzymanych z problemu charakterystycznego i brzegowego byla
wynikiem bledu w interpretacji ‘'obrazu izochrom jako réznicy naprezen gldéwnych, biedu
wywolanego prawdopodobnie tréjwymiarowym stanem naprezenia panujacym w poblizu
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G) A rozwigzanie problemu brzegowego
o rozwigzanie problemu charakterystycznego
X rozwigzanie przy pomocy formuly/.
y=10
N -
- 3 — A
\ A
2 e - a
\. A
-1- X xﬂﬂ
I Y S N L X
a 1 2 39 4 5 6 7 8
Sk
b . sl
_5 f—
y=0,5 . .

Y

Rys. 6. Przebieg sunty naprczen g}éwnych (w jednostkach 2 K) wzdhuz trzech przekrojow tréjkqta
z rys. 4. Linia ciggla oznacza przebiegi przyjcte

AB. W zagadnieniu charakterystycznym, w ktérym brano warto$¢ izochrom w punktach
bardziej oddalonych od odcinka 4B niz w zagadnieniu brzegowym, blad ten byl mniejszy.

Nalezy zauwazy¢, ze éredni bigd kwadratowy A4S, wynikéw otrzymanych za pomocg
formuly (4) wynosi (por. [17])

(13) , \ Asz. YEFIEF12+12 A4S, = 4,4.4S,,

2%
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przy czym zalozylismy, ze bledy wartosci wyjsciowych
NSy = AS, = /IS_., = /AS, o [
sa sobie réwne. Ze wzgledu na czynnik ~ 4 we wzorze (13) prowadzeme)obhczen przy
pomocy formuly (4) wymaga dokladnych danych wyjsciowych. T i
3.2. Osiowosymetryczne zagadnienie tréjwymiarowe. Formuly (8) i (9) mozna wykorzystaé
do rozdzielenia naprgzen w zadaniach osiowo- symétrycznych metodq numérycznego roz-
wigzywania réwnania Laplace’a (7) na podstawie dostarczonych prz;:zpomlar q]astooptyczny
warunkdéw brzegowych, podobnie jak analoglczne formuly w zagadmemach piasklego stanu
naprezenia (por. Dodatek I). Ponadto mozemy je ‘wykorzystywaé do ll:lterpplaCJl 1 ekstra-
polacji wynikéw otrzymywanych metodami punktowymi, takimi jak metody elasto-
optycznej warstwy perforowanej [15 }8] lub metody tensomletryczne {19].. 1
Stosowalno$¢ formut (8) i (9) sprawdlelémy opierajacsie na doswladczalnym rozwigzaniu
dla kuli $ciskanej wzdtuz §rednicy sitami skupionymi, podanym w pracy, [20] (rys 7), gdzie
znaleziono skladowe tensora naprgzen w trzech przekrojach: z =0, z = 1/4 z = 1/2,
przy czym kierunek osi z, bgdacej osia walcowego ukladu wspolrzednych_ pokrywal sig

z kierunkiem dzialania zewngtrznych sit $ciskajacych, promien kuli wynosi} 1.
- - .
g, 7t 4 r Oy . E
10|~ pa f
61)2 ‘ |
Oy, 2 3
i :
10 = ' i
7 , i !
0315
T’?Zl
% 05
0 i
IV\ z
+05 0 'C/ i
i {
szzz ]
! |
40 p f
. Vo i
N
T’JZJ
~ Trz
1 N 0-23

Rys. 7. Skladowe naprezenia w kuli sprezystej $ciskanej osiowo sila P. Wartosci naprezed podane sg
w jednostkach naprezZenia nominalnego o, = P[nr? | oznaczone $3 przez 6,, o., 09, T,;. Promiea kuli R
ﬂ przyjeto rowny 1, wg. Filimonowej [20]
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Znajac sktadowe o,, 0y, o, obliczamy przez zwykle dodanie warto$ci sumy
S,'= (0',-+0'3+O'z), i= 1,2,3,4,

w punktach 1, 2, 3, 4, a nastepnie znajdujemy wartoéé S, wedlug formut (8) albo (9).

W tablicy 2 poréwnano wyniki otrzymane za pomocg formut (8) i (9), (kolumna VI)
z bezpo$rednimi wynikami eksperymentalnymi (kolumna IV), wzigtymi z wymienionej
pracy. Na ogdl, w granicach bledu do$wiadczalnego, zachodzi zgodno$é obu wielkosci.

Jesli wiec znamy warto$¢ sumy naprezen normalnych w punktach 1, 2, 3, 4, to stosujac
formute (8) albo (9) mozemy ja wyznaczyé w punkcie O z wystarczajaca dokladnoscia
i w ten sposéb interpolowa¢ wyniki punktowych metod pomiaru sktadowych tensora
napre¢zenia. Formuly te mozemy stosowaé réwniez do ekstrapolacji wynikow.

Przyktad 3. Stosujac metodg elastooptycznej warstwy perforowanej znajdujemy
bezposrednio naprezenia gldwne'o’, o', a wigc réwniez ich sume

o' +0" = o,+0,.
Warto$¢ o’ = oy jest znana tylko wzdtuz osi symetrii r = 0, gdzie

) 0y = Oy,
a wige:

(14) S(r=0,z) = 20,+0,.

Jezeli punkty 2, 0, 4, ulozymy na osi r = 0, to poniewaz S, = S5, ze wzoru (8) wynika, Ze

(15) S, = 2s0—%(sz+s4).
Dla (tablica 2) S, ='S(r =0,z=0)= —2152S5,= S, = S(r =0,z= %) = ~2,6,
otrzymamy
S1=S3=S(r=%,z=0)= -1,7,

bezposrednio za$§ z pomiaru mamy réwniek:
/

\ l . ) I’
Sexp(r = z= 0) = -17..

3.3. Usciélenie doswiadczalnych wartosci funkeii harmonicznej. Je$li wiemy, Ze funkcja7 ktérej
pole warto$ci mierzymy do$wiadczalnie, jest funkcja harmoniczng, to mozemy zastosowaé
formule Liebmanna do uscislenia tych wartosci. Postgpowanie jest takie, jak przy numerycz-
nym rozwigzywaniu réwnania Laplace’a (por. [13]) z tym, Ze wartoéci znalezione do$wiad-
czalnie uwazamy za przyblizenie zerowe w iteracyjnym ciggu przyblizen rozwiazania,
Sposobem tym mozna poprawi¢ i uzupelni¢ znalezione do$wiadczalnie warto$ci sumy
naprezed gldwnych. Szczegdlnie korzystne jest jego zastosowanie przy wyznaczaniu na-
prezen metoda kombinowania pomiaru elastooptycznego z pomiarem odksztalcen siatki
naniesionej na badan)i/‘ obiekt (por. [21, 22]). W metodzie tej z pomiaru elastooptycznego
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wyznaczamy réznice naprezen gléwnych i ich kierunki, a z pomiaru odksztalcen siatki
‘sume naprezen gléwnych. Pomiar siatkowy jest jednak przynajmniej o rzad wielkosci
mniej dokladny niz pomiar elastooptyczny i dlatego dla sensownego polgczenia wynikéw
obu pomiaréw celem rozdzielenia napr¢zen konieczne jest poprawienie wynikow pomiaru
odksztalcen siatki (porownaj Dodatek II).

Przyktad 4. Tarcza kolowa o érednicy 4,4 cm ijgrubosci 1 cm, wykonana z zywicy
poliuretanowej PU-2 o module Younga £ = 33 kG/cm?, liczbie Poissona » = 0,5 i elasto-
optycznej statej materialowej K = 0,30 kG/cm? $ciskana jest wzdluz $rednicy sita P =
= 8,3 kG. Na tarcz¢ naniesiono za pomocg stempla i farby drukarskiej kwadratows
siatke. Bok elementarnego kwadratu siatki ma dlugosé 0,5 cm. Wyznaczymy pole sumy
naprezen S(x, y) w obszarze tarczy laczac wyniki pomiaru elastooptycznego, pomiaru
odksztalcen siatki i obliczen iteracyjnych.

Siatke przed i po odksztalceniu przedstawiono na rys. 8. Wprowadzamy prostokatny
uklad wspélrzednych, ktérego poczatek znajduje sie w $rodku tarczy kolowej. Kazdy
kwadrat numerujemy para liczb (y/a, x/a), gdzie (x, y) sa to wspdlrzedne srodka danego

Rys. 8. Kolowa tarcza elastooptyczna z naniesiong siatka: przed i po odksztalceniu, patrz przyklad 4. Roz-
jadnienie w czesci $rodkowej rys. a) wywolane jest przez niewielkie obcigzenie wst¢pne

kwadratu. Tablica 3 przedstawia wyniki pomiaréw odksztatcen i wyznaczone na ich pod-
stawie §rednie wartosci sumy naprezen:dla poszczegdlnych kwadratéw siatki. Wartosci
S dla kwadratéw (4,0), (4, 1) bierzemy z teoretycznego rozwiazania zagadnienia pél-
plaszczyzny obcigzonej prostopadle na brzegu sila skupiong, wartoéci dla kwadratéw
©, 4, (1, 4), (2,4, (3, 3), (4, 2) z elastooptycznego pomiaru naprgzen brzegowych. Budu-
jemy teraz uklad réwnan Liebmanna dla wartoéci funkcji S w wezilach kwadratowej sieci
réznicowej znajdujacych si¢ posrodku kwadratéw siatki/ Wezlom tym przypisujemy
numery odpowiednich kwadratéw. Na rys. 9 widoczne sa wyniki kolejnych iteracji tego
ukladu. Dla przy$pieszenia .zbieznosci w weztach, w ktérych wystgpowaly silne oscylacje
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Tablica 3
‘ | | S=o0x4+0, =
' ) , ex = | . , | = | o
Kwadrat, dx= | /{x_ﬁ, Ax_’—ir : fy__y | j],,y_;, ! 4)"_41)’ ex+ &y 1—» (exte,) =
Xa—xy | 2T N R R Ay [ 66 (cx+e,)
i | | | | kG/cm?
| | .
0,0 98 | 108 010 | 98 81 | —0,17 l 007 | — 46
o1 | 100 | 11,0 0,10 ‘ 9,8 8,6 ‘ —0,12 —0,02 - 1,3
0,2 99 | 10,6 | 007 | 98 90 | ~008 | ~—00I — 07
03 | 98 | 100 | 002 | 98 9,3 —0,05 | —0,03 | - 20
0.4 . - | . 0
1,0 96 | 109 L oo13 L o100 |82 0,18 | —0,05 — 33
LIl 100 | 108 ‘ 008 | 100 | 84 —0,16 | —0,08 —~ 53
1,2 10,0 . 10,5 | 005 | 10,0 i 89 | =011 —0,06 — 4,0
1,3 9.8 10,0 | 0,02 ! 10,0 | 9,3 | —0,07 —0,05 — 33
1,4 ‘ . l ' 0
2,0 9.8 | 10,8 | 0,10 9,8 | 8,7 —0,11 —0,01 — 0,7
2,1 10,0 1,0 | 010 | 9,8 I 8,8 —0,10 0 0
2,2 10,0 ‘ 10,2 0,02 9,9 9,2 —0,07 —0,05 — 33
2,3 . 98 | 10,0 0,02 | 100 I 9,9 —0,01 | 0,01 . 0,7
24 , ; ! 1 ! 0
30 | 98 | 106 | 008 ‘ 103 | 89 | —014 | —0,06 | ~ 4,0
3,1 10,0 | 11,0 | o010 103, | 92 —~0,11 | —0,01 | — 07
3,2 10,0 10,0 0 ‘ 10,3 9,9 —0,04 —0,04 ' — 26
3,3 : l . 0
4,0 | ‘ —26,0
4,1 | | . . — 37
42 |- | ‘ 0
! ! i !

* Rzeczywisty element sintki ‘tensometrycznej, ze wzgledu na wady jej wykonania, jest tylko w preyblizeniu kwadratem
0 boku a. Dlugoséci jego bokéw w ogélnosci nie sq sobie réwne i wynosza dx, Ay przed odksztalceniem oraz 4x’, 4y’ po od-
ksztalceniu. Pomiary prowadzono przy dwukrotnym powigkszeniu. Diugoéci podane sa w milimetrach.

wartoéci kolejnych itegacji, dokonaliémy ich uérednienia. Na podstawie danych z rys. 9
sporzadziliSmy na rys. 10 wykres funkcji S wzdiuz $rednicy prostopadiej do kierunku
dzialania sily $ciskajacej (0$ x)i §rednicy pokrywajacej si¢ z tym kierunkiem. Obserwujemy,
ze juz po trzech iteracjach zachodzi znaczna poprawa wynikéw doswiadczalnych i zblizenie
ich do Scislego rozwigzania teoretycznego. Doktadno$¢ wynikdw iteracji nizsza jest wzdtuz
osi y, co wynika z bardziej stromego przebiegu funkcji .S wzdluz tej osi.

4, Zakonczenie

Pokazaliémy powyzej, ze zastosowanie formul typu Liebmanna ulatwia opracowanie
wynikéw badan elastooptycznych zagadnied plaskich i osiowo symetrycznych, jak réwniez
pozwala usci$li¢ wyniki do$wiadczalne. W zwiazku z tym chcielibySmy zwrdci¢ jeszcze
uwage na to, ze warto$ci otrzymane metoda Liebmanna obcigZzone sg mniejszym bledem
przypadkowym niz wyjéciowe warto§ci brzegowe, co wynika stad, Zze w metodzie tej bierze
si¢ pewnego rodzaju $rednia warto$ci brzegowych. Dla skonkretyzowania rozwazmy
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Rys. 9. Wyniki kolejnych iteracji w wezlach sieci roznicowej. Wskaznik iteracji wzrasta poczawszy od dolu
kazdej kolumny wynikéw. Gwiazdkami oznaczono wynik uérednienia stosowany do dalszych iteracji.
Wartosci naprezen w kG/cm? pomnozono przez czynnik (—100)

SA[kG/em?)

101~

©
[

<
I

o wyniki doswiadczalpe
{iterocja zerowa)
s po 3 iteracjach
o po 8 iferacjach
—— rozwigzanie teoretyczne

X

Z N 1

[em)

Ko/e.

| | | g Y

1 2 3 4 [cm)

Rys, 10. Wyniki wybranych iteracji wzdiuz promienia prostopadlego do kierunku dzialania sity (0§ x) i zgod-
nego z tym kierunkiem (o$ y), poréwnane z rozwigzaniem teoretycznym

[169]
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obszar dwuwymiarowy AB ... GH pokazany na rys. 11. Przypu$émy, Ze na podstawie
znanych wartosci brzegowych S, Sp, ..., Sg, Sy chcemy znaleZé za pomoca formuly
Liebmanna (3) wartosci funkcji S w punktach wewngtrznych 1, 2, 3, 4. Mamy nastepujacy
ukfad réwnan '

4S5 = S, +S3+S4+ S5,
4S, = S+ Ss+Sc+Sp,
4S5, = S|+ S, + S+ Su,
45, = S, +S3+ S+ Sk,

ktérego rozwigzaniem jest

1[7 1

Sy = 1 T(SA"'SB)‘F 7(S5+SF)+SC+SD+SG-+SH]y
1[7 1

S, = i 7(S6+SD)+ 7(S0+Sli)+SA+SB+SE+Sp s
1[7 1

Sy = 12 7(504'511)4' T(SC+SD)+SA+SB+SE+SF s
1|7 1 '

Sy = vl T(SE"'SF)'{' 7(S4+SB)+SC+SD+SG+SH .

| .

’

Rys. 11. Obszar, dla ktérego przedyskutowano wplyw przypadkowego
bigdu warunku brzegowego na blad rozwigzan ukladu réwnan Liebmanna

Jedli blad wartosci S w kazdym punkcie brzegowym jest taki sam i wynosi d, wtedy btad
$redni kwadratowy kazdej z wartosci Sy, i = 1, 2, 3, 4, wynosi

1 {49 49/ 12
(—+—9+~1—+%+1+1+1+1) 8 =~ 0,456,

A4S, 4 "4

r.':E

a wiec jest przeszto dwukrotnie mniejszy od wartosci 6. Natomiast blad maksymalny

1(7 7 1 1 ,
Amsi_ﬁ(7+7+7+—2~+1+1+1+1)a_5

jest réwny wartosci 6.

Podzigkowanie

Panu Dr inz. B. MICHALSKIEMU dziekuje za dyskusje niektérych zagadnien zwigzanych
Z niniejszgq praca.
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Dodatek I. Réwnanie rézniczkowe moze byé wyprowadzone jako warunek znikania
wariacji funkcjonatu -

18} dP(S) = [ d P(S+ eS! ).‘ "
przy czym

[ 2 ; 21
1.2) P(S) = f[(g—f) +(%§) rdrdz,

gdzie D jest polem przekroju rozwazanej bryly osiowo-symetrycznej plaszczyzna stalego
kata azymutalnego & = const.

Przyblizajac pochodne czgstkowe w wyrazeniu (1.2) przez réznice przednie

ds St+1.j_Si.j‘ as ~ Si,j+1—Sl.j
a3 a = b & h

'”

gdzie pierwszy wskaznik ,,i” numeruje wezly sieci réznicowej w kierunku osi r, drugi

wskaznik ,,j” —w kle\runku osi z, za$ /i jest krokxem sieci réznicowej, dostajemy naste-

pujacy analogon funkcjonatu (1.2)-

\ : .
N ¢

(1-4) Pp(S) = Z F[(Si+l.j_Si.‘J)2+(Si.j+l_Sl'-J')z]'
D

Pamigtamy, Ze r = ih. ,

Sumowanie rozciaga si¢ po wszystkich wskaznikach 7, J nalezqcych do obszaru D.
Przyjmujemy przy tym konwencje, ze réznica wartoéei funkcji Sy ;. i—Siglub S; 41— S0 ;
brana w sigsiednich punktach, z ktérych jeden nalezy do obszaru D, a drugi nie nalezy,
wynosi zero. Znikanie wariacji funkcjonatu (I.4) wymaga by speiniony byt ukiad réwnan

(L.5) E=DSio j+i(Sips, j+ S je1 +Si,5-1) = @i—4)S;, ;.

Z kolei przyblizajac pochodne czastkowe w wyrazeniu (L.2) przez iloraz réznicowy
wsteczny .

ds N§i:j_—Sl'—l-J ds Sl'.j_ i.Jj-1

~

(L.6) ar T h o dz T h

dostajemy nastepujacy analogon funkgjonalu (1.2)
' L 2 A 2
@7) Pu(S) = D) T 1is= S5m0+ (S~ St o).
D

Przyjmujemy przy tym konwencje, ze réznica wartodci funkcji Sy, ;— Sy, j lub-S;, ;— S5,
brana w sasiednich puhktach, z ktérych jeden nalezy do obszaru D, a drugi nie nalezy,
wynosi zero.

Znikanie wariacji funkcjonatu (I.7) wymaga by spetniony byt uktad réwnan

(1.8) 1) Sepq, Hi(Sicy, s+ Si je1 +Sn5-0) = @G+ 1) S, ;.
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Mozna dowie$¢ w sposdb podobny, jak to czynia autorzy pracy [8] dla dwuwymia-
rowego réwnania Laplace’a, ze przy malejacym kroku sieci & rozwigzanie zarowno réwna-
nia (1.5) jak i (I.8) dazy do rozwiazania réwnania rézniczkowego (7). W zwigzku z tym,
zgodnie ze znanym twierdzeniem o granicy sumy ciagéw, réwniez rozwigzanie rownania
powstalego z dodania réwnan (L.5) i (1.8)

(1.9) Qi— DSz, Qi+ 1)Sipy, ;20085 01+ S0 5-0) = 8IS,

bedacego w istocie réwnaniem (9), dazy przy 4 — 0 do rozwigzania réwnania (7). Réwnanie
roznicowe (9) mozemy otrzymaé réwniez bezposrednio z réwnania rézniczkowego (7)
przyblizajac pierwszg pochodna przez iloraz réznicowy Srodkowy

s Sivii—Si-i.

dr 2h ’

(1.10)

oczywiscie przyblizamy ponadto

S Sipn =280+ Sia,y 028 Sijes — 250+ Si -

(L11)

orz h? Y9z T h?

Podany nizej przyklad wskazuje, ze symetryczna formuia (8), (9) lepiej przybliza réwnanie
rézniczkowe niz formuly niesymetryczne (1.5) czy (I.8).

Przyktad 5. Rozwazmy nieskonczony stozek sprezysty o kacie wierzcholkowym
wynoszgcym 2a = 7/2, obcia}zonyl w wierzcholku wzdluz osi symetrii sila F. Wartosci
naprezen, a wigc i wartosci sumy naprezenn S sa w takim stozku znane, [24]. W walcowym
ukladzie wspélrzednych mamy

. Q m+1 cosl
12 5= Tdm w1 R
przy czym
4(m—1) » 7 |
O = b 1 Zcos’a)— (m=2) (I —cosaycosa®  SO5* =087 = vz

m jest odwrotnoscig liczby Poissona,
R = ]/b‘i+z2 , cosf = z/R.
Wartos¢ sity F przyjelismy taka, by

0 m+1l
T T = 100.

Rozpatrzmy obszar stozka zawarty miedzy plaszczyzng z = O (na ktdrej lezy wierz-
cholek stozka), a plaszczyzna z = 14,5. Przyjmujemy, Ze na brzegach tego obszaru znamy
wartoéci (teoretyczne) sumy naprezen S. Wartoéci S we wnetrzu obszaru znajdujemy
postugujac sic wyprowadzonymi formulami réznicowymi, stosujgc kwadratowa siatke
réznicowg o kroku 4 = 1. Rozmieszczenie sieci lﬁZnicowej w stosunku do przekroju
stozka przedstawione jest na rys. 12. Uklad réwnan réznicowych rozwigzaliSmy metoda
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Rys. 12. Polozenie sieci roznicowej wzgledem przekroju stozka plaszczyzna ¢ = constans. Stala sieci i = 1

iteracyjna, przy czym kryterium skoriczenia procesu iteracji bylo to, by wartosci S otrzy-
mane w dwdch kolejnych iteracjach nie réznily sic w zadnym z weztéw sieci wiecej niz
o 1073, Za zerowe przyblizenie rozwigzania przyjelisSmy dla kazdego przekroju
z = constans warto§¢ brzegowa S tego przekroju. Obliczenia przeprowadziliémy zaréwno
za pomocg zsymetryzowanej formuly (8)-(9) jak i formuty (I.5). W obu wypadkach kry-
terium zakonczenia obliczen zostalo osiggnigte po 53 iteracjach. Na rys. 13 poréwnane
s uzyskane w ten spos6b wyniki numeryczne z teoretycznymi. Widzimy, ze formula (9)
daje wartoéci znacznie blizsze teoretycznych niz formula (I.5). Pasujg one do$¢ dobrze
do rozwiazania teoretycznego nawet w obszarze silnej koncentracji napreZen, to jest dla

ma{ych z.

Mozna dodaé, ze wprawdzie osiagniecie dULC_j dokladno$ci rozwigzania wymaga
odpowiednio duzej liczby iteracji, to jednak w naszym przykladzie juz po kilku iteracjach
nastepuje do$¢ dobre przyblizenie funkcji S. Widac to na rys. 15, gdzie podano wyniki
kilku pierwszych iteracji przy stosunkowo rzadklej sieci, o stalej & = 29/13 = 2,23, poka-
zanej na rys. 14 -

Dodatek II. Rozwazmy siatke kwadratowa o dlugosci boku a, naniesiona na badanq
tarczg sprezysta. Po odksztalceniu osrodka element siatki przyjmuje w przyblizeniu ksztalt
rédwnolegloboku o dtugosci boku wynoszacej w kierunku x i y odpowiednio a, i a,. Zmiany
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Rys. 13. Wyniki obliczen po 53 iteracjach, wg. formul (9) i (I.5) poréwnane z rozwigzaniem teoretycznym:
a) wyniki dla malych z (z < 4,5), b) wyniki dla wigkszych wartoéci z (z > 3,5). Oba_wykresy odnosza si¢
do przebiegu naprezen wzdluz prostej b = 0,5, por. rys, 12

. . / \
z Rys.14. Polozenie rzadszej sieci roznicowej wzg]gdem przekroju
' stozka; stala sieci & = 29/13x~ 2,23

[174)
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Rys. 15. Wyniki kilku pierwszych iteracji dla sieci roznicowej z rys. 14; a) przebiegi wzdluz prostej
b = 0,5h, b) przebiegi wzdluz prostej z = 4,54
dlugosci bokéw sa wigc ¥ = a,—a i v = a,—a, $rednie odksztalcenia na odcinku a sa
& = uja i ¢, = v/a, $rednia za§ warto$¢ sumy naprezen na obszarze oka siatki wynosi
/
E u+o

E
(Ln S=otoy =y Ete) =17

Jesli blad pomia\ru boloienia punktu wynosi d, to $redni kwadratowy blad pom_iartf_ diu-
gosci odcinka wynosi 1/5 4, blad za$ pomiaru zmiany dtugoséci odcinka wynosi ]/2 ]/2 =
= 24. Wzgledny $redni kwadratowy blad sumy naprezert wynosi

A5 Y226

S Ju+w]|’

(IL2)

przy czym zatozyliémy, Ze blad pomiaru skladowych przemieszczenia u i v jest taki sam.
W korzystnym przypadku, gdy # i v sg tego samego znaku i tego samego rzgdu wielkosci
dostajemy '

: , a8 —,
L3) _ ‘S_WT

W mniej korzystnych przypadkach, zwlaszcza gdy u 1 v sg co do modutu tego samego
rzedu lecz przeciwnych znakéw, blad jest oczywiscie wigkszy. Drukarskie techniki nano-
szenia siatki pozwalaja wykonywac¢ linie szerokosci 0,2--0,3 mm, przebieg §rodka ktérych
mozemy okreéli¢ z dokladnoseig rzedu 0,1 mm; zatem 6 = 0,1 mm. Aby blad pomiaru
wartosci S byt nie wigkszy niz 10%;, przemieszczenia winny wynosi¢ zgodnie z (11.3) przy-
najmniej 1,4 mm, co przy a = 1 cm odpowiada odksztatceniom 14%;. Sa to wiec odksztal-
cenia duze, poza zakresem stusznosci klasycznej teorii spreZystosci.

Z powyiszego widzimy trzy przyczyny powstawania bledu przy tym sposobie wyzna-
Czania sumy S(x, y): a) uSrednianie po obszarze oka siatki zamiast pomiaru punktowego,
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b) btad pomiaru przemieszczenia, c) konieczno$¢ stosowania duzych odksztalcen. Doswiad-
czalne zmniejszenie jednej z tych przyczyn (przy tej samej technice nanoszenia siatki)
pociaga za soba wzrost przynajmniej jednej z przyczyn pozostalych. Jednakze Zrédia
bledéw b) i ¢) mozna usunaé na drodze obliczeniowej, korzystajac z tego, ze S(x, y) winna
by¢ funkcja harmoniczng, spetniajacq réwnanie Laplace’a. Réwnanie to zastgpujemy przez
uktad réwnarn algebraicznych, bgdgcych réwnaniami Liebmanna zapisanymi dla poszczegdl-
nych wezldw sieci réznicowej. Wezty sieci réznicowej umieszczamy w-$rodkach boszczegél—
nych elementéw siatki. Za zerowe. przyblizenie rozwigzania iteracyjnegol ukladu przyj-
mujemy znalezione doswnadczalme wartodci funkcji S(x, y) w poszczegolnych okach
siatki. Poniewaz znaleziony do$wiadczalnie przebieg S(x, y) zgodny Jest przynaJmmeJ
jakosciowo z przebiegiem funkcji S(x; y) dla zadania klasycznej teorii sprczystoém dlatego
proces iteracyjny jest szybkozbiezny. !
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Peswme

[IPUMEHEHHUE ©POPMVYIJIbI JIMBMAHHA JIJISA OBPABOTIKH
PE3VJIbTATOB ®OTO-YIIPYIHX HUCILITAHUN

IpencraBiieHa BO3MOXKHOCTE MCIIOJIb30BAHHS PaSHOCTHBIX opayn Thna Jlndmanua gnst o6paboTiu
pe3ynsTaToB (POTO-YNPYrHX HCOBITaHHH. B YacTHOCTH OTO OTHOCHTCA K:

a) MHTEpNOJSILMM PE3YJbTATOR, IIOYUEHHbIX IKCIEPHMEHTATILHLIMH TOUSUHBIMIL METOJAMH 3

6) IKCTPAIOMSILMK PE3YNIHTATOB — OAHAKO JIMLIL B HEGOJIBIIOH 0BJIACTIM, NOPAJKAE BEIMUHHbI LIara

Pa3HOCTHOM CETKH;
B) NpOBEPKE M YTOUHEHHIO H3MEPEHHDBIX BEJUUHH CyMMLI HODMAJIBHBIX HANpPsDICHHIH.

ITanbl npuMepbI IPUMEHEHUA STOr0 MOAXO0MAa K MJIOCKOH M OCECHMMETPHUIION 3a[auas TEOpHIl ynpy-

ToCcTH.

Summary

APPLICATION OF THE LIEBMANN FORMULA TO THE EVALUATION
OF PHOTOELASTIC MEASUREMENTS

The possibilities of a using of the difference expressions of Liebmann’s type in the evaluation of the
results of photoelastic investigations are discussed. The following techniques are considered:

a) interpolation of the results obtained by experimental point methods,

b) extrapolation of the results — but only in a limited region, of the order the difference mesh size,

¢) verification and improvement of accuracy of the measured values of a sum of normal stresses.

The examples of application of these possibilities to plane and axially symmetric problems of elasticity

are given.
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W pracy konstruuje si¢ model tarcz i ptyt sprezystych w oparciu o mechanike osrodkéw
ciaglych z wigzami [1].
_ Zalozono, ze funkcja deformacji dzwigara jest liniowa wzgledem nieznanych funkcji,
opisujgcych ruch powierzchni dolnej i gérnej diwigara, oraz wyréznionej zmiennej prze-
strzennej y opisujacej kierunek prostopadly do tych powierzchni. Ograniczenia te nazwano
wigzami linjowymi dla deformacji. Wykorzystujac znane metody wariacyjne, otrzymano
podstawowy uklad réwnan modelu. Nastgpnie sformutowano kryterium szacujace do-
kladnos§¢ otrzymanych rozwiazan oraz podano, dla ogdlnej klasy obciazen, rozwiazanie
zamknigte plaskiego stanu odksztajcenia. Na zakoniczenie rozpatrzono dwa zagadnienia
brzegowe dla warstwy sprezystej obcigzonej samozréwnowazonymi uktadami sit, dziata-
Jacymi réwnolegle do osi y. :

3

Wykaz oznaczen

brzeg zbioru A,

zbior jednopunktowy,

obszar w przestrzeni fizycznej rowny iloczynowi (ay, b,) x (a2, b,) % (0, 4) z ukla-
dem wspoirzednych, Z*, Z?, y, konflguraqa odniesienia,
obcigcie funkeji f do zbioru A,

iloczyn kartezjanski, (a,, b,) x (az, b2),

powierzchnia dolna i gorna powloki,

podparta czg$¢ brzegu, {j. zbioru dn x {0},

przedzial czasu,

grubo$é powtoki w konfiguracji odniesienia,

wektor zewnetrznie normalny do 9B,

wektor zewngtrznie normalny do o=,

funkcja deformacji,

sila‘'masowa, zalezna od Z, y, f,

obcigzenia powierzchniowe, zalezne od Z, y, ¢,
obcigzenia powierzchniowe powierzchni 7,, 7,
obciazenie powierzchniowe brzegu oz x <0, 1>,

energia kinetyczna,

tensor naprezenia,

tensor odksztalcenia,

funkcje deformacji powierzchni dolnej i gornej,

masowe sily reakcji, zalezne od Z, y, 1,

powierzchniowe sity reakcji, zalezne odpowiednio od (Z, y) € 0B, te I,
sity reakcji podpor, 1
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la]  warto$é bezwzgledna a,
o gesto$¢ masy,

2, o stale Lamégo,
f°, /% uogdlnione sily masowe, okreslone wzorami (2.4),

(%, i1 uogblnione sity bezwiladnosci, okreslone wzorami (2.4);.

1. Liniowa aproksymacja funkcji deformaciji

Zalézmy, ze konfiguracja odniesienia rozpatrywanego dzwigara powierzchniowego
jest obszar B, rowny iloczynowi kartezjafskiemu przedziatow (ag, b)) X (az, b,) X (O, h).
Punkty nalezace do tych przedzialéw oznaczaé bedziemy kolejno przez Z*, Z2, y.

Niech % = %(Z, y,t), gdzie Z = (Z¥), K= 1,2, tel = 4,!), bedzie funkcja
deformacji dzwigara, a W°(Z, t), W (Z, t) funkcjami opisujgcymi ruch jego powierzchni
dolnej i gornej, tj. powierzchni = x {0} oraz = x {h}, gdzie = = (a,, b;) X (a2, b2)

WOZ, ) =y(Z,0,),
WYWZ,t) =y(Z,h, ).

Zatézmy, ze funkcja deformacji ¢ dzwigara zalezy od W°, W' w nastgpujacy sposéb

(1.1)

(1.2) Y(Z, y, 1) = (1— %) wo(Z,, z)+%w1(z, 0.

Przyjmujemy wiec, Zze tréjwymiarowy ruch ciala materialnego opisany jest ruchem po-
wierzchni dolnej i gornej tak, by skladowe deformacji wiékien materialnych prostopadtych
do 7, byty funkcjami liniowymi zmiennej y. Inaczej mowigc, gdy znamy ruch powierzchni
dolnej i goérnej dzwigara, znamy tez, przez zwiazki (1.2), ruch calego ciata. Funkcjami
poszukiwanymi sg tutaj funkcje W°, W, ktére spelniaja taka samg role, jak wspdlrzedne
uogodlnione w mechanice analityczne;j.

Dodajac do prawej strony (1.2) wielomian

w,(y) = (1— 7_1) @) +a,_, "'+ ... +a,y),

gdziea;, i = 1,2, ..., n sa pewnymi ustalonymi stalymi, otrzymujemy, ze sktadowe defor-
macji wiékien materialnych prostopadtych do m, nie sa wtedy funkcjami liniowymi y,
ale dowolnymi wielomianami stopnia n. Przypadkiem tym nie bgdziemy sig tutaj zajmowac.

Ograniczenia (1.2) funkcji deformaciji  sa przykladem wigzéw wewnetrznych [1].

Obciazenia powierzchniowe tarczy lub plyty p = p(Z, y, 1), (Z, y) € dB skladaja sig
z obciazen powierzchni dolnej i gérnej, ktére oznaczymy przez po i p;, obciazen brzegu
on % (0, Iy, oznaczonych przez P oraz obciazen brzegu dz, = 07 X {0}, ktére oznaczymy
przez u.

W przypadku podparcia brzegu ptyty w punktach nalezacych do 07y < 0m,, rozwazaé
bedziemy ograniczenia funkcji deformacji (wigzy brzegowe) w postaci

(1.3) x(Z, 0, t)\lﬁ();0 =yo(Z, t)‘m);0 =%¥9Z, 1).

' Obcigzenia u brzegu 07, sg wtedy réwne nieznanym oddzialywaniom podparcia brzegu,
ktére wyznaczymy w dalszym ciggu.



TARCZE 1 PLYTY SPREZYSTE Z WIEZAMI 181
2. Réwnania ruchu

Podstawowy uklad réwnan dla funkcji W°, W' otrzymuje si¢ z zasady prac wirtualnych,
ktéra zapisaé mozna w postaci

@.1) [ lob—3)—diveloxdv+ [ (p—on)dxdoB = 0.
B oB
(
W' ramach liniowej teorii sprezystosci, stan naprezenia, po uwzglednieniu zwigzkdéw
(1.2), okreélaja nastepujace wielkosci

Y
Ok = 2u [(1 - %‘) P+ " &.L)] +

1
+ 26k [(n - ,y—l) Va5 Vi — 4 (Wa’—w],

h
2.2)

Ok3 = —%(Yjﬁ"l]jllc)'hu—[( - _)gj:(&)K+ yya K]’
I
033 = (l+2#)[— N (gfg—l]jal)]+7»[(| - ——)WM Mt yjltl.M]'

Stosujgc znany formalizm wariacyjny [1], otrzymujemy nast¢pujacy ukiad réwnan

hu (1] +_;:lp’,() N hm+&)7(‘]/2+£_l]lt) B

LL 3 LK
ltpo 1 H yro | yri B gro _ yrt 0 _ :0
- 2‘( ;=Y 3).K+—2“(P3+y3),1<—F(FK—-[K)'*'fK = Ig,

(iwm) +”(“‘f)~( ) -
2 3 LK

,LL

e
3

A
= ST = B PV o+ E PR S < ik,

2.3)
V; , 1
l 2 ;&
vy ey = G ey g,
(L) E - Ay, 4
3 \2 L 2 2

2
CEH we_wy < i,

gdzie K, L =1,2,ip = L.
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Wystcpumce w (2. 3) ‘uogdlnione sily masowe {°, f' oraz uogdlinione sily bezwladnosci
i% i! okre$lone sa wzorami

1

o __ _ Y 0
o = f(l /1)bdy+p R

0

0 2
o d 0k ok 0.1
VS e Ty YT
gdzie

_ Yy lt'niz
(I h)Y +hl | dy.

Roéwnania (2.3) winny by¢ spelnione dla kazdego (Z,t) e nxI. Z kolei na dmx I
winny by¢ speinione geometryczne warunki brzegowe [1] postaci

h h

y . Y
f(l— Tl)odyn = f(l h)de,
0 0

f a@n—f/PW,

gdzie N oznacza wersor zewnetrznie normalny do dn, a skladowe tensora naprezenia o
okre$la si¢ zwigzkami (2.2).

2.5) N

W przypadku podparcia plyty w punktach Z e dr,, geometryczne warunki brzegowe
przyjma postaé (1.3), za§ wielkosci

h

@6 Lf(‘“%)"dy"‘"ofh(- ‘”)de]mm

obliczone dla ¥° i ¥* spelmajqcych warunkl (1.3) sa réwne meznanym oddzialywaniom
u tego podparcia.

N

Wystepujace w (2.4) i-(2.5) calki sg znane, gdyZ znana jest zaleznoé¢ funkcji podcatko-
wych od y. \

Réwnania (2.3)—(2.4) oraz warunki (2.5), wraz z warunkami poczatkowymi, stanowia
podstawowy uklad réwnan rozpatrywanych tarcz i plyt sprezystych.
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3. Ocena stosowalno$ci modelu

-Rozwiazujac podstawowy ukiad réwnan (2.3)—(2.5) znajdujemy funkcje W°, W!,
ktére po podstawieniu do zwigzkow (1.2) okreélaja funkcje deformdcji dzwigara, trakto-
wanego jako tréjwymiarowy o§rodek sprezysty. Obliczona tak funkcja deformacji (oznacz-
my ja przez x*), nie spetnia na ogét réwnan klasycznej teorii sprezystosci tj. réwnan

ox—dive—pb = 0,

3.D
on—p = 0,

gdzie
c = 2ye+}»tre$.

Lewe strony (3.1), w przypadku y = %*, nie sa wi¢c na ogét réowne zeru. Oznaczymy je
odpowiednio przez r i s. Funkcje te w mechanice oSrodkéw ciaglych z wigzami nazywa sig

sitami reakgji [1]..

Normy sit reakgji ,

[lr]] = | ~ 0w, 1—0bill,
llown'—poll  dla  (Z,y) e no,

llown'=pudl  dla (Z, y) emy,
(3.2 sl = B ' 7
) (sl llown—Pill - dla * (Z,y) € dn x{0, h) — b7,
lowm=wll  dla  (Z,)) e b

charakteryzujg réznicg migdzy ruchem y* (ruchem przyblizonym), a ruchem ¥ spetnia-
jacym (3.1). Zaleza one od stalych materiatowych 2, u, stalych okreflajacych obciazenia
zewnetrzne, réwnania wigzéw oraz statych charakteryzujacych ksztalt ciata.

Oznaczmy wszystkie te parametry przez 0, 0;€R,i=1,2,..., 1.

Mow1my, Ze rozpatrywany model jest stosowalny, jezeli istniejg takie przedZIaly Az,
n=1,2,..,n, ne = 1, 2e dla 6, € 47 speinione sa nieréwnosci

||rk|| <eg,
3.3)
||Sk” < &,
gdzie ¢ jest dana liczba taka, ze 0 < & < 1. Liczba ta powinna by¢ ustalona dla kazdego
problemu brzegowego w zaleznodci od norm sit b i p, takich $amych jak normy (3.2).
e ¢

(1]
Dla przykiadu, w przypadku gdy b 0, p # 0, & moze byé réwny min(”b“ ’ ||P||)’

a &° réwne np. 0,05.
W przypadku, gdy nie istnieja przedzialy 47, w ktorych zachodzityby zwigzki (3.3),
rozwigzanie nie aproksymuje rozwigzania wzorcowego i przedstawiony model nie moze

by¢ stosowany.
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4. Rozwiazanie ogélne dla plaskiego stanu odksztalcenia

-

Zalozmy, ze funkcja deformacji i, zalezy jedynie od Z', y oraz ¥, = const. Oznacza to,
ze poszukiwane funkcje sa funkcjami jednej zmiennej przestrzennej Z', ktéra oznaczaé
bedziemy przez Z;

Yz, 2% = ¥1(2),
Y22, Z?) = const,
iz, 2% = P5(Z), a=0,l.

Niech ponadto sity masowe, wraz z powierzchniowymi obcigzeniami zewnetrznymi,
spelniajg warunek b, = 0, p5 = 0. Réwnania (2.3) przyjma wtedy postac

|
‘]/?.“+5¥/1’,“+(A_B)Y/g‘l+(A+B)97§_I—C(Yf?_}[/;)+f1°= 0>
—;!I/?,uwf/:,“ ~(A+ B3, — (A= B} + CP— D+ /i =0,
4.1) .
Pt = Ly +H(D=EB)P?  +(D+EYHL  —FP3-3)+/f3 = 0,
%‘1’ nt5,, =D+ - (D-E)¥} | +FP3-W)+fi =0,
gdzie
3w 32 3
42 T 2h(A+2u)’ T 2h(A+2pm)’ T oR(A+2p)°
' Y 3 _3(A+2u)
b= 2’ E= F=- uh®

Dodajac stronami (4.1), i (4.1), oraz (4.1)5 i (4.1),, a nastepnie odeJmUch od (4.1),
réownanie (4.1), oraz od (4.1), réwnanie (4.1), otrzymujemy:

3

7”,11_23)’.1 = _(flo+fxl)’

3! 0L f1

7'0.11_2EW,1 = —(T+/1),
4.3)

%w;“—kZAv,l—ZCw=f11—f1°’

t

~2—y;“+2Du.1—2Fy =f—-/17,
gdzie

u="Y+¥, w=¥-¥],
v=Y{+¥}, y=WI-Vi.
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Uklad réwnan (4, 3) rozwiazemy najpierw w przypadku, gdy znane sa wartosci funkcji
u, w, v, y oraz ich pochodnych w danym punkcie Z, € (¢, b,)

u(ZO)’ 7)(ZO); W(ZO)5 y(ZO)’
u(Zo), v,1(Zo), w,1(Zo), ¥,1(Zo)-

Calkujac dwukrotnie réwnanie (4.3) i uwzgledniajac warunki (4.4) otrzymujemy

4.4

z
43 u(@) = u(Zo)+u,(Z)(Z~Z)+ 3 B [ y(2)dz~
Zo

4

—in@E)z-20-2 fz [Zfz ’(f1°+f1‘)dZ]dZ’-

Zy

Analogicznie, z réwnania (4.3), otrzymujemy
z
4
4.6) v(Z)=v(Zy)+v,(Zo) (Z—Zo)+?E fw(Z)dZ—
Zo

z z
——;'—EW(ZO)(Z—ZO)—%ZJ( [f(f3°+f3‘)dZ]dZ'.

Zo

Z kolei z réwnan (4.3),,4 wyznaczymy funkcje w(Z), ¥(Z). Podstawiajac do (4.3) pochodng
funkcji v(Z) okreslong wzorem (4.6), dostajemy

8
4.7 %W,H—ZCW-I—?AEW = —24v ,(Zy)+
. 8 4 i |
+_3"EAW(ZO)+?Af(f;;o-l—f;;l)dz——flo-l—fll.
Zo

Uwzgledniajac réwnos’é—g—AE—ZC = 0, gdzie 4, C, E okreSlone sa wzorami (4.2), row-

nanie (4.7) otrzymujemy w postaci
*

z
16 8
(4.8) Wi = —4Av,,(Zo)+—3—AEW(Zo)+ 3‘/4 f (fao'l‘f\l)dz‘f'z(fll -/0).
. P

Calkujac dwukrotnie zwigzek (4.8) wzgledem Z i uwzgledniajac warunki (4.4) znajdujemy
funkcje

‘ 7t 72 _
49)  w2Z)= —44v.(Z)|5 — 5 +44v (Zo) Zo(Z—2Z,)+
7 73\ 1
+ %6 AEW(ZO)(T - TO) - TéAEW(Zo)Zo(Z—Zo) +

z z" z z

+§AZ!'{fI[Z°f (f3°+f;)dz]dz"}dz'—zzof[f(f,°—f;_)dz]dz'.

Zo Zo
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Podstawiajac do (4.3), pochodng funkcji u(Z), okreslona wzorem (4.5) otrzymujemy

I 8
@10) 5yt (?DB~2F)y = —2Du (Zo)+

z
+ 38Dy + 5 [P+ Rz 13,

3.
Zy
., . 8 . . -
W tym przypadku wyrazenie ?DB—ZF, stojace przy y(Z), jest mniejsze od zera (co

fatwo sprawdzi¢ wykorzystujgc zwigzki (4.2)). Wprowadzajac oznaczenia )

16 48(A+ )
—m*= - DB—4F =~ 7|
3 (A +2p) ,

4.11) 6 o z
§(Z) = —4Du\(Zo)+ 5 DBYZo)+ 5 [ (R+fAZ=2(f9~3),
AN

réwnanie (4.10) zapisa¢ moZna w postaci
(4.12). Y. (Z)—m*y(Z) = g(Z).

Rozwiazanie ogdlne (4.12) ma postaé; [3], s. 457—458:

z

z
. emZ ‘ -mZ e—mZ f YA m7 —-mZ
@1y 2= fe s@yiz— 5~ [ etg(z)az+ et Crem,
Zo Zo
. 1 emZo
gdzie C = ﬂe—mzt’[m)’(zo)‘*‘)/.l(zo)], C,= W[’"Y(Zo)—)/.x(zo)]-

Funkcje (4.5), (4.6), (4.9) i (4.13) sa rozwiazaniami ogdlnymi uktadu (4.3). Podsta-
wiajac je do zwigzkéw

' po - HEW Pl = =
4.14) 2 2
| o Uty y _ oty
W} - 2 ) W} - 2

otrzymujemy rozwiazania ogélne uktadu (4.1).
W przypadku braku warunkéw (4.4), funkcje u, w, v, y zaleza od o$miu statych a;,
i=1,2,...,8, ktéore wyznaczamy z warunkéw brzegowych (2.5) lub (2.5), i (2.6):
4 )
uZ)=a,Z+a,+ ?ny(Z)d T3 [f (f1°+f1‘)dZ:|dZ, .

o(Z) = aaz+as+§Efw(Z)dz—§fU(ffff;)dz]dz‘,

@.15) w(z)= —g-Af:J‘[J~(f'3°+f3‘)dz]dz}d2—

'

-2 {[f (ff—f,*)dz]dZ—M%Z?+aGZ+a7,

-mZ

&z
2m

W(Z) = J e "2g(Z)dZ— £ f éng(Z)dz_+;i4emZ+a5e-m2,
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gdzie m jest okreSlone zwigzkiem (4.11),, a

g(2) = _2'f(flo+f11)dz_2(f30—f31)—%Dal.

Wystepujace w (4.15) calki nieoznaczone powinny byé brane ze stalymi réwnymi zero,
gdyz stale rézne od zera dodano juz do statych a;.

Oznaczajac z kolei skladowe objetosciowych sit reakcji przez r,, r,, a sktadowe po-
wierzchniowych sit reakcji przez s,, s, oraz korzystajac z definicji sif reakcji mamy

(4.16)

rp = —(01,,1%+013.3) dla (Z,y)eB,

ry = —(031,,+033,3) dla (Z,y)eB,

ST = o3n5—p7 «dla  (Z,y)en”,

s, =1sF=o,nm—P, dla (Z,y)ednx{0,h>— i,
S, = 01;1';1~u1 dla (Z, y) € 0n,,

s = oyans—pt  dla (Z,y)en,

Ss=1% =o0um—Py da (Z,) edxx{0,hy— 0,

53 = 031;1—u3 dla (Z,y)e on,.

Podstawiajac do (4.16) wielkoscei (2.2), otrzymamy

4.17)

ry

rs

it

' 2+
—().+2u)[(1—-%) ?.“+%‘I’}.u]— P CANEL D)

"'/‘[(1" ;_7) :(5).11‘*‘7):?/3[.11]— — /""‘(t[lll,l_y/?.l)’

— LW -,

B =D+ i,

- CE20 gy -8,

A+2u
h

; A
i(/1+2u)[(1 - --,é) v, +%Wf.l] 5 W=V9-Py,

¥ P+ 1 -3,

: X .
s |(1= 2ot )+ F ey,

) 1
ol (1= 2 fo e o ~wp|-r,

, |
iﬂ[(l— %) - g.1+4;7—lpé.1+Tl(lp{_lp?)]’“ul-

Wzory (4.17) wykorzystamy w dalszym ciagu do oceny rozwigzan szczegétowych.

S



188 W. KUFEL, S. MATYSIAK

5. Przyklady

a) Rozpatrzmy warstwe sprezysta z obcigZzeniem postaci:

pl=pi=0,
P8 = pH(a—|Z)), b
Py = —ps3,
gdzie
1 |Zl <a ) o
H(a—|z|) = {0, Zl>a funkcja Heaviside’a.

IHnnm

(-ah) fah)
h
tag) (a0) z_
LT
Rys. |

Oznacza to, zgodnie ze wzorem (2.4), ,, ze uogdlnione sily zewngtrzne f° i f' sg
postaci

0 - fl =0,
5.0) °f1 - Ji 1 1
SP =03 S35 =Dp3.

Uwzgledniajac zwiazki (5.1) w rdwnaniach (4.15), ot;zymujc"my

4
W(Z) = a12+a2+~3—3fy(2)d2,

o(Z) = a32+ag+—g—Efw(Z)dZ,

(5.2)
w(Z) = —2AayZ%*+agZ+ a5,
. emZ e-mZ
y(z) — ﬁf e—mZg(Z)dz_ 2m _ f e’"Zg(Z)a’Z+a4e'"Z+ase""z,
gdzie f

4
8(2) = —4pH(a—|Z])— ?Dal_

Rozpatrywana warstwa sprezysta jest tak obcigzona, ze funkcje deformacji powierzchni-
dolnej i gérnej powinny by¢ symetryczne wzgledem osi y, tj.:

WNZ) = Pi(=2), PUZ)=PU-2).
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Skoro W{+¥! = v oraz W{—W¥i =y, to
(5.3) v(Z2) =v(=-2), y(2Z)=y(-2).
Calkujac zwigzek (5.2),, otrzymujemy

4 Da emZ+e—mZ emz_e.—mZ
n; +by ——5——+b;

(5.4) ¥(Z) = ” - H(a—1Z)+ 5

gdzie by, = a,+as i b, = a,—as.

Z warunku (5.3), otrzymujemy b, = 0. Z kolei z warunku lim y(Z) = 0 otrzymuje-
Z> 40

my b, =0iaq =0.
Podstawiajac funkcj¢ (5.4), po uwzglednieniu b, = b, = a; = 0, do (5.2), otrzy-
mujemy

16p

, .
(55) u(Z) = a,+ W

BZH(a—|Z)).

Funkcja w(Z) okres$lona zwigzkiem (5.2); powinna takze znika¢ w nieskonczonosci.
Oznacza to, ze a; = ag = a; = 0, czyli w(Z) = 0. Uwzgledniajac te warunki w rownaniu

(5.2), oraz lim #(Z) = 0, otrzymujemy ag = 0, czyli v(Z) = 0.
Z— 400
Stala a, wystgpujaca w (5.5) wyznaczymy z warunku ¥9(0) = 0, co wobec znikania

funkcji w(Z) daje warunek #(0) = 0. Stad a, = 0.
Poszukiwane funkcje maja wiec postac
w(Z) =v(Z) =0,

5.6 W(Z) = 5 BZH(@- |2,

y(2) = H( a—|Z)).

Uwzgledniajac (4.14) i (5.6), otrzymujemy

i

8
¥ = 5 BpZH(a—|Z)),

3m
W= o,
(5.7) ! 2‘
2
w3 = % Ha-12)),
W= Y.

Funkcje (5.7) sa w tym przypadku rozwiazaniami uktadu (4.2). Podstawiajac (5.7) do (1.2)
otrzymujemy funkcje¢ deformacji dla ptaskiego stanu odksztalcenia w postaci

8
X1 = W‘BPZH("—IZD,

| =2 2 (1~ 2) =120,
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Obliczajgc, po uwzgledniediu (5.7), sity reakcji (4.17),_¢, mamy

ry=ry=0,
' s9 =5l =0,
(5.9) o (A+2u)2—422
153 =p Wa—l H(a—\Z]), .
S; = _S(S)’ ‘

gdzie 8 = hja. Sity reakcji (5.9) sa funkcjami statych materialowych 4, w, intensywnoéci
obcigzen p oraz parametru opisujacego stosunek wysokoéci do dhugoéci przedziatu, w kt6-
rym dzialaja obciazenia.

Wprowadzmy nastepujaca norme sit reakcji

(5.10) 11531l = max|s3| = | p(wd— 1),
ZeR
gdzie
_ Oz -ar |
T 488G+
Parametrem opisujagcym tutaj granice stosowalnosci otrzymanego rozwigzania jest 6.

Jezeli2u 5 A, tzn. (A+2p)2—44% # 0, funkcgja (5.10) jest liniowa wzgledem i dla 8% = %
mamy [|s3]| = 0. Dla tego przypadku rozwigzanie (5.8) jest takze rozwiazaniem réwnan
(3.1), tj. réwnan klasycznej teorii sprezystoSci. Z kolei dla § € (6¥~e, 6*+¢), ¢ > 0,
rozwigzanie (5.8) aproksymuje nieznane rozwiazanie ukiadu (3.1) z bledem réwnym sw.
Widaé stad, Ze zaréwno przy # — co, jak i a —» 0, rozwigzanie (5.8) jest coraz gorsze
(warto$¢ bezwzgledna sity reakcji sJ dazy do nieskoficzonosci).

W przypadku 2u = A mamy 59 = —pH(a—|Z|).

Powierzchniowa sila reakeji 53 jest tutaj rzedu obcigzenia zewnetrznego (s = —p3)
i rozwigzanie nie mozZe by¢ stosowane do opisu problemu w ramach klasycznej teorii
sprezystosci. .

b) Rozpatrzmy teraz obcigzenie warstwy postaci:

120
pPR=pi=0, pS=pe o, p3=-ps,

gdzie C = const > 0 (rys. 2).

A
Y

>

-

. Rys. 2
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W tym przypadku uogdlnione sity £ i f! s3 postaci
fR=1=0, f2=p fl=p.
Poszukiwane funkcje u, w, v, y sa teraz réwne
w(Z) = v(Z) = 0,
16pBc? 1z

(.11) ! MZ) = = Foegaoy) BUE T
4per _ 121
" p 2,,2
Y() 2 16’ »  c'm® # 1.
Podstawiajac (5 11) do (4.14) otrzymujemy
8ch3 12
o _ _ oYt -
'_{/1 3(6‘2 ) sgnZe ’
2pe? 121
g/o = —FV—F A
(5.12) 3= i1 ¢ )
v = vy, ‘
¥i = —Ws. .
Postepujac podobnie jak w przypadku a), otrzymamy sity reakcji w postaci
dpuc? 2|
Py o= ic— sgnZe e,
h(c*m?—1)
B 2peu 1 2y)e_i
3= T h <
1Z]
(5.13) 9= 2P nze e,
c2m?—1
st =59,

12| 4(},—{-2#)6‘2 4722
o _ AT ERTE
§3 = pe [/1(c2m2-—1) s Z(/Z(szz_l)(l‘*‘,u) —1)]’

s =358, mic?#£ 1.

Wprowadzajac analogiczne do (5.10) normy sit reakeji, z rownan (5.13) otrzymujémy

| = dpp(A+2m)6
sl = | a2 6 =48 ) |
3
llrsll = =Ml
(5.14) [Is?1l = llrslls
_ 4[(A+2p)%+ 226
||S3” - max{p (}.+2‘u,)(32—48(ﬂ.+‘u,) +1 »

‘ A=+ + 206
(A+2u) 2 —48(2+ ) ’

gdzie 8 = h/c jest parametrem opisujacym stosowalno$¢ otrzymanego rozwiazania.
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Sktadowe objetosciowych sit reakeji: podtuzna ry i poprzeczna rs; daza do zera, jezeli
grubo$¢ warstwy jest coraz mniejsza (lub ¢ — o). Podobnie zachowuja si¢ podiuzne po-
wierzchniowe sity reakcji s?, si. W przypadku skiadowych poprzecznych powierzchnio-
wych sit reakcji 59, s3 otrzymamy dla § = 0, s§ = 1. Oznacza to, ze przy zmniejszeniu
grubosci warstwy (lub zwigkszeniu ¢ przy ustalonym /1) rozwiazanie (5.13) nie opisuje
zachowania si¢g warstwy pod danym obcigzeniem. Ponadto, ze wzoréw (5.14), wynika,
ze [|s3]] > | dla 6 # 0. Otrzymane rozwiazanie (5.13) nie moze wigc byé stosowane dla
zadnej & (poprzeczne sily reakcji powierzchniowych sg wigksze od sit przylozonych).

\

6. Uwagi koncowe

Rozwazane w pracy tarcze i plyty stanowia szczegdlng klasg cial sprezystych z wiezami
dla deformacji. Zalozono, ze funkcja deformacji dzwigara jest liniowa wzgledem niezna-
nych funkcji opisujacych ruch powierzchni dolnej i gdrnej dZzwigara oraz wyrdznionej
zmiennej przestrzennej opisujacej kierunek prostopadly do tych powierzchni.

Podstawowy uklad réwnan otrzymuje si¢ z zasady d’Alemberta. Rozwiazujac pod-
stawowy uklad réwnan wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi (tj. wyznaczajac
niewiadome funkcje W°, W!, opisujace ruch powierzchni dolnej i gérnej) mozemy, wyko-
rzystujac funkcj¢ wigzoéw dla deformacji, okresli¢ ruch dzwigara traktowanego jako ciato
trojwymiarowe. Otrzymana funkcja deformacji_jest okre§lona w kazdym punkcie ciala
i na ogot rozni sie od funkeji deformacji, jakg otrzymaliby$§my w ramach klasycznej teorii
sprezystosci. W pracy formuluje si¢ kryterium stosowalnosci modelu, pozwalajace ocenié
réznice migdzy otrzymanym rozwigzaniem modelowym, a nieznanym rozwigzaniem linio-
wej teorii sprezysto$ci.

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia otrzymuje sig, dla dowolnego obcigzenia
zewnetrznego, rozwiazanie zamknigte.

Praca zilustrowana jest dwoma przykladami warstwy spr¢Zzystej obcigZzonej samo-
zrownowazonymi uktadami sit dziatajacych pionowo na dzwigar.

Sformutowany model tarcz 1 plyt sprezystych jest szczegdlnym przypadkiem modelu
warstwowego powlok, ktérego opis znajduje sig w [2].
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Pesowme

VIIPYTUE JUCKU Y NUIACTUHBI C JIMHEVMHLIMU CBA3SIMHU
LT JEG®OPMALIMIA

B craTtee KOHCTPYyUpYeTCS MOOENs YHPYCUX AUCKOB M TUIACTHH B TEPMHHAX MEXaHUKH crmoumou
cpenpl C NpAMBbIMH CBA3aMu. [IpuHATO, uro (QyHKuna KedopmauMH JHCKA HJIH IUIACTHHBI mmem-[aﬂ
[I0 OTHOLIEHMIO K HEW3BECTHBIM (QYHKUMAM, OMHCHIBAIOIUM XBIKCHHE HIKHEH U BepXHEH nosepxnocm

/
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KOHCTPYKLHH & TalyKe 10 OTHOLIEHHIO K BBIJEICHHOI ITPOCTPAHCTBEHHOI IePeMEHHO, ONHChIBAIOLIET
HOPMAJIbHOE KK HTHM IIOBEPXHOCTAM HanpapjeHHe. TaKue OrpaHHUEHHST HA3BAHBI JIMHEHHBIMU CBA3SMIU
01 pepopmaryit. C IOMOLIBLIO H3BECTHBIX BaPHALMOHHBIX METONOB MOJIYYEHA OCHOBHAS CHCTEMA ypaB-
HEHHI MopOenu. .

Cchopmyniposan KPHTEPHIA, OUEHHBAIOIHI TOMHOCTE MMOJIYUeHHbIX DeNIeHHH 1 MPHBENEHBI TOUHbIE
PELUIEHHSA MI0CKOro COCTOMHMA Aedopmaiy A o0Wero Cyyast Harpy)<eHusi. B 3akimoueHne pacemoT-
PeHbI IBe KpaeBble 3aAaud AJISI YOPYLOLo CJIOS, HaIPYMEHHOIO CaMOyPaBHOBEICHHBIMH CHCTEMaMH
CMJI, MeHCTByIOLIMMH [MApajlIeSIbHO K OCH BBIIEJCHHOH IIPOCTPAHCTBEHHO! IEepeMeHHOI.

Summary

N

ELASTIC PLATES WITH LINEAR CONSTRAINTS OF DEFORMATION

A model of elastic plates is constructed on the basis of continuum mechanics with simple constraints.
The function of deformation of the plate is assumed, to be linear in the unknown functions describing the
motions of its lower and upper surfaces and in the coordinate normal to those surfaces. These limitations
are called the linear constraints of deformation. The fundamental equations of the model are derived by
means of variational methods. A criterion of estimating the accuracy of the solutions derived is then
formulated and closed form solutions of the plane strain cases are given for a general case of loading. In
conclusion, the boundary value problems are considered for an elastic layer loaded by self-equilibrated

forces normal to the surfaces.
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1. Wstep

Stosowanie metody elementdw skonczonych prowadzi zawsze do rozwigzywania
duzych ukladéw réwnan, a w przypadku zagad'nier'l drgan do koniecznoéci wyznaczania
warto$ci wlasnych macierzy o duzych rozmiarach. Mozna tu napotkaé trudno$ci natury
numerycznej, jak réwniez nalezy si¢ liczy¢ z czasochlonnogcia obliczefi. Bylo to przyczyna
podjecia przez wielu autoréw prac, majacych na celu zmniejszenie rozmiaréw macierzy
wystepujacych w konkretnym zagadnieniu [1, 2, 3, 7]. Najczeciej stosowanym postepo-
waniem jest metoda kompensacji niewiadomych, polegajaca na podziale wszystkich nie-
wiadomych na dwa zbiory i uzaleznienie jednego z nich od drugiego, np. [2]. Nalezy tu
podkreélié, e postgpowanie to przeprowadzane jest po utworzeniu ukiadu réwnan dia
calej rozpatrywanej konstrukgji.

W pracy niniejszej podjeto prébg rozwiazania zagadnienia kompensacji na etapie
znacznie wcze$niejszym, bo juz na etapie tworzenia macierzy zwiazanych z pojedynczym
eleméntem, ograniczajac si¢ do rozpatrywania zagadnieri dwuwymiarowych. Rozpatry-
‘wane cialo modelowaé bedziemy elementami izoparametrycznymi [3], wprowadzajac
pierwotnie jako stopnie swobody w kazdym wezle siatki skladowe ‘przemieszczenia, ‘ich
pierwsze pochodne oraz drugie pochodne mieszane. Zapewni to ciggloéé funkgeji prze-
mieszczen oraz ich pierwszych pochodnych wzdluz krawedzi stykajacych sie elementdw.
Przyjeto dalej, ze gléwnymi stopniami swobody beda jedynie przemieszczenia wezléw siatki,
a ich odpowiednie pochodne podlega¢ beda kompensacji. Uzaleznienie pochodnych od
gléwnych stopni swobody dokonano w oparciu o metod¢ réznic skonczonych. Uzyskano
W ten sposéb znaczne zmniejszenie globalnej liczby niewiadomych, ktérymi sa teraz wylacz-
nie skladowe przemieszczenn wezldw; co prowadzi w efekcie do: znacznego Zmniejszenia
rozmiaréw macierzy opisujacych' dane .zagadnienie. v o

Stosowanie metody elementéw skoficzonych do rozwiazywania zagadnien drgan
sprowadza si¢ w efekcie do rozwigzania réwnania réZniczkowego w ipostaci macierzowej

[3]

ks+c s+ M2 51F L0
. Ot ot? ’ \
gdzie K — macierz sztywnosci konstrukcji;
C — macierz ttumienia konstrukcji;
M — macierz mas konstrukcp 3
F — macierz kolumnowa sit wezlowych w przypadku drgan wymuszonych
& — macierz kolumnowa uogdlnionych przemieszczen: wezidw.

4*
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Macierze K, C, M powstajg jako odpowiednie sumy macierzy obliczanych dla kolejnych
elementéw. Rozwigzanie postawionego problemu sprowadza si¢ przede wszystkim do
wyznaczenia macierzy K, C i M dla elementu. Dalsze postgpowanie jest typowe dla kla-
sycznej metody elementéw skonczonych.

2. Funkcje jednostkowe w elemencie

Rozpatrzmy prostokatny element w lokalnym ukiadzie wspdtrzednych (rys. 1).
Przyjmijmy, ze w elemencie okreSlona jest ciagta i rézniczkowalna funkcja F(&!, &£2),
ktéra zastgpowaé bedziemy jej przyblizeniem postaci

M F(§', &) = Qf,,

2

g

Rys. 1

gdzie f, jest macierza kolumnowa zawierajaca weziowe wartosci przyblizanej funkcji
i ewentualnie jej pochodne, a Q jest macierza wierszowa funkcji jednostkowych. Funkcje
jednostkowe wyrazimy poprzez wielomiany Hermite’a zgodnie z zaleznoscia

2) Qlkpq(gl £2) = H”I(EI)H‘I"(§2) i,k=1,2,
’ ’ P,q= 0, 1,
gdzie |
d"HP'(z
[ dZ':n‘)]z=zJ = 6’] 6”7,

i — indeks wezta, dla ktérego funkcja jest okres$lona,

j — indeks wezla, w ktérym oblicza si¢ wartosci funkcji,

p —rzad wielomianu Hermite’a,

r — rzad pochodnej wzgledem z.
W szczegdlnosci, wielomiany rzedu zerowego i pierwszego okres§lone dla zbioru dwdch
punktéw (z, = —1, z, = + 1) przyjmujg postaé

HO! = %(23—3z+\2), H' = %_(23—22—2+1),

H%? = %(—z3+3z+2), H'* = %(—23—22+2+1)- '

Ich przebieg pokazany jest na rys. 2.
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Hz) o
—— Ho‘ o R’ —
-
-
// YPERY
y D Z,=41
e
P \
~
-
- T~ 0 A
™~ P
Rys. 2

Uwzgledniajac w (2) wspomniane wyzej wielomiany rzedu zerowego i pierwszego,
.zadamy réwnocze$nie znajomoscei czterech parametréw okreélajacych funkcje F w kazdym
wezle, tzn. wartosci funkcji, jej obu pierwszych pochodnych i pochodnej mieszanej wzgle-
dem zmiennej £! i &*. Zatem macierz f, musi przyja¢ postac

) : fo = [fir. fire/inefinee iz fize - faz,eel,

gdzie symbole po przecinku oznaczajg rézniczkowanie wzgledem odpowiedniej zmienne;.
Zgodnie z przyjetym zaloZeniem, macierz f, powinna zawiera¢ jedynie wartoSci wezlowe
przyblizanej funkcji. Zastapimy zatem pochodne wystgpujace w (3) ich réznicowymi

z

&

03 3 23 33
T T T

I
oo L | 22 |3
S
o/,}_ 2a_ _}54
ooL. —A— -i_ -l

Rys. 3

przyblizeniami zaleznymi jedynie od wezlowych wartoéei funkceji. W tym celu dotaczamy
do rozpatrywanego elementu elementy sasiednie (rys. 3). Pochodne wezlowe.rozpatrywa-
nej funkcji zastapimy zatem przyblizeniami:

fik,fl = z(fiﬂ,k_fl—l.k)a
@ : Sin,e2 = %(ﬁ,lﬁl_fi.k—l),

Sikerer = 16(fi+1 k+x+fl 1k—1=Jirt k-1 Jic 1, k1)
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Wykorzystujac (2) 1 (4) w zaleznosci (1), otrzymamy
(5) . F(&, &) = Qf,,

gdzie f, jest macierzg zawierajgca jedynie wez{owe warto$ci funkcji w rozpatrywanym
elemencie i elementach sgsiednich, ndtomlast Q Jest macierzg przeksztaiconych funkcji
jednostkowych o postaci

©® Q¥ &%) = REHREY, 1,k=0,1,2,3,
gdzie funkcja R wyrazona jest poprzez wielomiany Hermite’a

1

RO — %H“, RZ — _ZH“—}{ZO’
Rl — iHZI_HIO RS — _lHﬂ
4 i 4 L

Dla elementu z rys.‘ .3 funkcje te majg posta¢

L |
0 -_ 3,2 _
RO@) = 2 @=21=241),
R'(z) = _116_(-323+22+11z—9),_
- R%(z) = %(323+22—llz—9),

1 .
R¥(z) = — —23—22+,z+_1).

Postgpowanie opisane powyzej powodUJe, Ze rozpatrywana funkcja, ktérej przyblizenie
dane jest przez (5), przy przejéciu z elementu do elementu zachowuje ciaglosc swojej
warto$ci, obu pierwszych pochodnych i drugiej pochodnej mieszanej.

3. Transformacja ukladu wspélrzednych

Przyjmujemy, ze rozpafrywany obszar podzielony zostal na krzywoliniowe elementy
czworokatne (rys. 4). W kazdym elemencie wprowadzony zostal lokalny uktad wspot-

. Rys. 4
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Tzednych £!£2, przy czym transformacja’ z ukladu globalnego do lokalnego nast¢puje

wedtug zaleznosci

' x! N
5] o[

édzie x! x2 sg macierzami wspéirzednych weziéw w ukladzie globalnym, x' i x? sa Wspél-
rzegdnymi dowolnego punktu elementu, a- macierz Q ma posta¢
X Qo
Q‘[OG'
Biorac pod uwagg wspomniang wyzej transformacje, Wykazuje sie, ze dowolna f'unkcja
o postaci (5), okre§lona -poprzez zmienne lokalne, zachowuje ciaglos¢ swojej wartosci
wzdluz krawedzi sasiednich elementéw krzywoliniowych i obu pierwszych pochodnych

wzgledem zmiennych globalnych. l

4. Wyzmaczanie macierzy sztywno$ci, mas i thumienia

Skiadowe przemieszczenia wewnatrz elementu okresla¢ bedziemy w lokalnym ukladzie
wspotrzednych, przyjmujac je w-postaci podobnej do (5)

u! . - |[Q o 5.

(8) [uz] = Qae’ . Q= [0 ‘Q], 8e = [8'3]’
gdzie 6 jest macierzg funkcji jednostkowych (6), a 8, jest macierza przemieszczen wezléw
elementu rozpatrywanego i elementéw sgsiednich (rys. 3).

Tak okre§lone przemieszczenia zachowuja ciagloéé swoich wartosci 1 obu pierwszych
pochodnych wzgledem zmiennych globalnych wzdtuz krawedzi sasiednich elementéw.

Wykorzystujac funkcje przemieszczen (8), macierz sztywnosci przedstawimy w znanej
postaci [3] : :

C) I k. =[] BT DBdx'ds?,

gdzie D jest macierzg sprezystoéci, a B 'macierza okre$lajaca zwigzek migdzy odksztalce-
niami w dowolnym punkcie elementu i przemieszczeniami wezlowymi §,. SzczegSlowe
wyznaczanie wspolezynnikdw tej macierzy dla elementdw tarczowych i ptytowych podane
jest w pracach [5, 6].

Macierz mas elementu okreslona jest zaleznocig [3]

(10) m, = [ QToQav,
Ve

gdzie Q jest macierza funkcji jednostkowych (6), a ¢ masa wlasciwa.
Macierz ttumienia okre§lamy z kolei jako [3]

an . : C, = fQ"/thV,
. 7 .

gdzie Q jest, jék’péfirﬁedﬁib,'mﬁciefzé} funkcji jednostkowych, a u wSpélqzyﬂni_léiem‘ thu-

mienia.
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5. Przyklad numeryczny

Celem sprawdzenia przydatnosci proponowanej metody, wykorzystano ja do wyzna-
czania czestosci drgan wilasnych i postaci drgan cienkich plyt. W tym przypadku funkcje
ugiccia (8) upraszczaja sie do postaci

(12) _W(EI, EZ) = (_QWe >

gdzie w, jest macierza kolumnowa przemieszczen wezidw (tj. ugigé prostopadlych do po-
wierzchni plyty) elementu i jego sasiadéw (rys. 3), a Q jest macierza funkcji jednostkowych.
Zakladajac, Ze rozpatrywa¢ bedziemy elementy izotropowe o stalej grubosci, wspétczynniki
macierzy sztywno$ci okres$lone na podstawie zaleznosci (9) otrzymujemy w postaci [5]

7/

1 {

+1  +
(13) kP = [ [ DUQ%ur+ Q%) Q%es + Qrr)—
-1 -1

— (1 =) Q%11 Qs + 002 O x'xl_lex1x2 0%4152)) JdE dE?,

gdzie J jest jakobianem przeksztalcenia (7), D — sztywno$cia elementu plyty, a drugie
pochodne funkcji jednostkowych wzgledem zmiennych globalnych wyznaczymy w oparciu
o pochodne tych funkcji wzglgdem zmiennych lokalnych &, &2 i wzdér transformacyjny (7).
Wspdlczynniki macierzy mas okreslonej wzorem (10) przyjmuja postac

(14) miiet = f f 0tQ"PDIJAE dE?,

14
gdzie o jest masa wlasciwa, r— gruboscia elementu pltyty oraz J— jakobianem prze-
ksztalcenia. ;

Obliczenia zostaly zrealizowane w pojedynczej precyzji na EMC ODRA 1305, wyko-
rzystujac biblioteczny podprogram obliczania warto$ci wlasnych oparty na metodzie
HOUSEHOLDERA. Rozwigzano przykiadowo zagadnienie drgan wlasnych prostokatnej
plyty utwierdzonej jedna krawedzia, przy uwzglednieniu’réznych stosunkdéw dlugosci
bokdéw, wprowadzajac dwa sposoby podziatu plyty na elementy (rys. 5).

Podziat 1 Dodziat il
h 7 Y
y 7
7 A
L
Rys. §

W tablicach 1, 2, 3 zestawiono wartosci czesto$ci drgan wlasnych uzyskane dla plyt
o stosunku bokéw L/i = 1, 2, 5 oraz poréwnano je z wynikami uzyskanyml przez BARTONA
[4], PLUNKETTA [3] i ZIENKIEWICZA [3].



Tablica 1 L/h =1

wg
Zienkiewicza
64 elem.

3,44
14,77
21,50
48,19
60,54
91,79
92,78

119,34

olyDjotl* 3
) wg metody prezentowanej -‘ we Bartona
Postac w pracy | g
drgan e —_— | — e
Podzial ] ‘ i Doswiad-
—_— . e | II“ met. Ritza czalna
_ R B .
1 | 2,995 3,427 3,494 3,37
2 7,900 ‘ . 8,244 8,547 8,26
3 20,089 | 21,864 | 21,44 20,55
4 27,475 | 28,627 27,46 27,15
5 29,803 | 30,959 31,17 29,75
6 55,701 55,385 |
7 62,721 68,146 |
8 | 71,020 72,089
Tablica 2 L/h =2
i o - w/;'/_B/gi_L:‘; B
wg metody prezentowanej |
Posta'é w pracy | wg Bartona Doswiad-
drgan | —— _po-(gz;l = T czalnie
os$wiad-
P = e ; Plunketta
1 | I met. Ritza | craliia
: ' R R R
1 3,341 3,471 3,472 3,36 3,50
2 14,574 14,801 14,93 [ 14,43 14,50
3 22,528 23,026 21,01 20,86 21,70
4 48,851 49,281 48,71 | 46,90 48,10
5 65,150 68,194 94,49 93,99 60,50
6 93,807 98,199 92,30
7 97,876 99,016 92,80
8 123,435 130,066 118,70
Tablica 3 L/h =5
______ @[V DlotL*
wg metody prezentowanej i o
Postaé W
g Bartona
drgan W praty -
Podzial . Doswiad-
- | I met. Ritza czalna
1 3,490 3,458 3,45 3,32
2 23,845 23,133 21,52 20,88
3 34,109 34,045 34,73 32,40
4 68,362 69,592 105,9 97,35
5 105,841 104,998 .
6 125,002 139,442
7 190,907 185,953
8 278,957 229,001

[201)
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Rys. 6 przedstawia przykladowo cztery pierwsze postacie drgan dla plyty o stosunku
bokdéw L/h = 2 przy II sposobie podzialu.

Postad |

Posla¢ 3

Destad 2 Dostac 4

Yo 7 4

Jako dane liczbowe przyjeto: ‘
modut Younga E = 2,11 x10** [N/m?],
liczba Poissona v = 0,3, B

gestosé o = 7,83 x103 [kg/m?3],
grubos¢ plyty - ¢ = 2,54x1073 [m],
dlugoéé plyty L = 5,08 x10-2 [m].

N\

A

Rys. 6

i

6. Whnioski koncowe

Przedstawiona metoda obliczeri stwarza nowa mozliwo$é redukcji stopni swobody
w zagadnieniach drgan rozwiazywanych metoda elementéw skonczonych. W klasycznym
ujeciu, stosujac elémerity izoparametryczne, w ktorych funkcje jednostkowe okreslone sg
przez wielomiany Hermite’a, w kazdym wezle siatki wproWadzajsiQ dla kazdej skladowej
przemieszczenia cztery nie znane poczatkowo parametry‘(przerriieszczenia i odpowiednie
pochodne). Stosujac¢. postepowanie opisane ‘'w punkcie 2, redukujemy liczb¢ nie znanych
parametréw dla kaZdeJ sktadowe;j przemleszczema do jednego (wartosc przemieszczenia).
Zatem globalna liczba niewiadomych dla wszystklch wezlow smitkl maleJe czterokrotnie.
Prowadzi to do operowania mac1erzam1 o czterokrotnie mmejsizych wymiarach. Jest to
gléwnq zaleta proponowanej metody. Uzyskanc wyniki numeryczne wykazaly zadawala-
jaca zgodno$¢ z wymkaml,uzyskxwanyml przéz roinych autoro?v na“drodze teoretycznej
i doswiadczalnej, co pozwala wnioskowaé 6 przydatnoécn proponowanej koncepcji.
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Peaome

. COKPAIEHHE PASBMEPOB MATPHL JKECTKOCTH, MACC
H DEMITPHPOBAHMA ’

B paGoTe npeAcTaBJIeH CIIOCO6 COKPAILIEHHST Pa3MEPOB MAaTPHL[ YKECTKOCTH, MacC H AemnbHpPOBaHHHA,
HCIIONIB3YEMBIX TIPH PELIEHHH 3304 JHHAMHKH CIUIONIHO Cpefbl METOAOM KOHEUHBIX J/eMeHTOB. Taxoe
COKpalLleHHe JOCTHTHYTO IYTEM HCMOJNB30BAHHA KOHEUHBIX Pa3HOCTedl IMPH TMOCTPOEHHH ITHX MAaTpPHLI.

Summary

REDUCTION OF THE STIFFNESS, MASS AND DAMPING MATRICES

The paper deals with the problem of reduction of the stiffness, mass and damping matrices, which
are due to the application of the finite clement method to solving the dynamic problems of continua. Re-
duction of the dimensions of the matrices is obtained by means of the finite differences used for constructing
the matrices in question,

POLITECHNIKA EODZKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 czerwca 1976 r.
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O SUMOWANIU PEWNYCH SZEREGOW FOURIERA-BESSELA

KrzyszToOF GRYSA (PozNAN)

Przy rozwazaniu zagadnien termosprezystosci, dotyczacych wyznaczania pol mecha-
nicznych i pola temperatury w walcu kolowym w przypadku, gdy dane na jego pobocznicy
wielkosci sg funkcjami kata, otrzymane rozwigzania majga postaé szeregéw Fouriera-Bessela.
Tego typu szeregi moga pojawi¢ si¢ rdwniez w innych zagadnieniach, zwlaszcza gdy sa
one rozpatrywane w cylindrycznym uktadzie wspétrzgdnych.

W pracy niniejszej wyznaczono sumy szeregdéw postaci

(1) ﬁg{_n+k(ﬂmx)-],,+1(/l,,,y)
i=1 (wnta®)Jh ()
gdzie n=0,1,2,..., 5,k,/=0,1, p,;—i-te miejsce zerowe funkcji Bessela J,(u),

a— dowolna stala rzeczywnsta rézna od zera, x, y € (0, 1).

Sumy szeregéw typu (1) sa znane w pewnych szczegdlnych przypadkach dla n=20
oraz x = 1 (por. [1, 2, 3] i in.). Jednakze sumy szeregdw postaci (1) nie byly dotychczas —
jak si¢ wydaje — publikowane.

Metod¢ wyznaczania sum szeregéw tego typu podal WoOELKE [3], ktéry jednakze
ograniczyt si¢ tylko do przypadku n = 0. Polega ona na wykorzystaniu tzw. catki Lom-
mela [4, 5]

2 fo AV, (ux)dx = s [Un(Ax) puxVy (x) — Vi(ux) Ax U, (A5,
gdzie 4 # p— dowolne liczby rzeczywiste lub zespolone, b > a > 0,
Un(x), Va(x) — rozwigzania réwnania Bessela [2],
o= Y
Sf'(w) = e

1. Szereg podstawowy
Rozwazmy ciag funkcji {¢(ym(x; »)}m=1.2...., okreslony nastepujaco:

N Jn(/"nix_)-]n(ﬂni)’)

(3) t(n)m(x;y) = im1 an+l(,um')
0 , dla = x e R0,1.

dla xe(0,>

Tutaj y jest pewng liczba z przedziatu <0,1>.
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Funkcje t..,m(x; y) sa lokalnie calkowalne oraz maja nastepujace wlasnoéci:

X2 —)y

DA VS e pdx] < Cdla |x,— ], |x,—yl <M (m=1,2,..),

M>0c<+0 x;—y

ii) dla dowolnych x, # y, x, # y, x; < X,

o xary 0,: gdy (x;—y)(x;—y) >0,
lim f l(,,),,,(x, y)dx = {1 gdy (xl _y)(xz—y) < 0.

m—o0 X —y

Wiasnogei i) oraz ii) funkcji f,n.(x; ) sa pokazane w monografii WaTtsona ([2],
rozdz. XVIII). Jak zatem wynika ze znanego twierdzenia o ciagach funkcyjnych typu 6
(por. [6], s. 47), ciag tmym(x; y) jest zbiezny dystrybucyjme do d(x—y), tzn. dla kazdej

funkCJl <p(x)eCO [6] mamy ) ‘ ¢
C)) lin; J Fonym (X5 J/)<P(\’)dx* co(y) (0(x=y), p(x)).

Co wigce] — ze wzgledu na okrelenie ciggu t(,,),,,\x y) — wystarczy, aby w zwigzku (4)
funkcje p(x) € C*. :
Stad

N o0 0)
®) 25 ) rbad) T

i=1 ¥

przy czym zwiazek (5) nalezy rozumieé w sensie rownoécn 4. TutaJ x, y€£0,1>; 6(x y)—
dystrybucja é-Diraca o przesunigtym argumencie. -

Analogicznie mozna pokazaé, ze

(5,) . 2 Z J(/"'mx)l‘{ﬂ(;u)niy) —6(y—x),

gdzie x, y € (0,1},

Pomnozymy teraz funkcje t,ym(x; ) przez I,(ax), (gdzie I,(z) — zmodyfikowana funkcja
Bessela n-tego rzedu [2], za§ a — dowolna stala rzeczywista) oraz scatkujmy ten iloczyn
od zera do x, gdzie x > y. Wykorzystujac (2) oraz zwiazek J,(iz) = i"I,(z) (i = )/—*1)
mozna wynik tego calkowania zapisaé w postaci réwnania rézniczkowego

] I,,(ax) 6 _ I (a'f)t(n m(E y)
© S5~ sy e SN = .—W*d‘f

gdzie

m

3 1 Jn(‘u"'x).],,(,unly)
Spm(x, ) = < (ui+a)T 3y (@nt)
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Jak tatwo sprawdzi¢, ciag {Sn,m(¥, ¥)}m=1. 2, ... jest zbiezny niemal jednostajnie dla x, y €
€0,1>. Wykonujac w réwnaniu (6) przejécie z m do oo otrzymujemy stad — wobec
zwigzku (4) — réwnanie rézniczkowe

]n (ax) 0 ]n (ay)

7 S(x, Y)— 7 S (v, y) = )

< W al,(ax) ox Salx, ) 2ax1,(ax)

Tutaj ~

® S.(x,y) = lim Sn.,nkx,y) _\ J,;(#:,i:)./,,(#",y)‘ -
LMo i=1 (y,,,+a )‘]n2+1(,uni)

Rozwigzaniem réwnania (7) jest funkcja
f ,
® Sa(x, 9) = ApL(@x)+ 5 L(ay) K, (ax),  x #0,

gdzie A, — stala, ktdéra wyznacza si¢ z warunku
(10) Sa(1,y) = 0, wynikajacego z (8);

za$ K,(ax) — zmodyfikowana funkcja Bessela II rodzaju n-tego rzedu. -
Biorac pod uwage fakt, ze funkcja S,(x, y) jest symetryczna wzgledem obu zmiennych,
oraz uwzgledniajac (9) i (10) otrzymuje si¢ sume szeregu (8):

)

(l l) A:'IJ (;l.‘-:%l+a2)‘]112+1(/‘ni) = 202 {n(x_Y)Ful(a> X)In(a¥)+n(y—x)Fnl(a, Y)In(ax)},

gdzie n(z) jest funkcja Heaviside’a, oraz

I .
.F‘nl([% Z) = ?p?m [Kn(PZ)In(,P)_Kn(P)]n(PZ)], /-V, y'e (0’1>

W dalszych zwigzkach uzywac sig jeszcz¢ bedzie nastgpujacego oznaczenia skracajacego:

1
F,(p,2) = m (Ka(P) s 1 (P2)+ K, 1(p2) 1,(p)].

Nietrudno zauwazy¢, e
Fnl(p> ]) = 0,
FnZ(py 1) = ';"1 T
4p*1,(p)
Zwiazek (11) jest podstawa wszystkich nastepnych wyprowadzonych zaleznosci. Dla
n = 0 zwigzek (11) sprowadza si¢ do postaci wyprowadzonf:j w pracy [3].

2. Inne szeregi typu (1) .

Przy wszystkich nastgpnych przeksztalceniach bgdziemy uwaza¢, 2e x # y oraz x, y e
€ (0,1>. W zwiazku z tym przeprowadzone rézniczkowania dotyczy¢ beda funkcji ciaglych
lub szeregéw zbieznych jednostajnie i bezwzglednie (okreslonych dla x < y oraz y < x,
Przy czym x, y € (0, 1) i rozumiane bgda w zwyklym sensie.
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Zrézniczkowanie zwiazku (11) wzgledem zmiennej x prowadzi do nastepujacej za-
leznodci:

o0

(12) s LS. 200 (=) @) ot )=

i=1

_n(y_x)[n+l(ax)Fnl(a) y)} -
Jesli w (12) polozy¢ x = 1, to otrzymuje si¢ zwigzek

® Poni Jn(hni y) I(ay)
(13) Lt i+ a)us ()~ 20(0) ©,1)

Jesli w (12) dokona¢ przejécia granicznego z a do zera, to otrzymuje si¢ wzér
S (1 X) I ini )
X)Ju(pmiy) 1 "
14 n+l ﬂ,,, ni ( ) X —
( ) T ,unl']n+l(1um) 2x ( y)

Przejscie z x do 1 we wzorze (14), lub przejicie z a do zera we wzorze (I3), daje znany
rezultat [por. 1]:

Jo(niy) Y
15 = e {0, 1).
( ) =1 ‘LL,,, n+1(,unl) 2 y < )
Mnozac zwigzek (12) obustronnie przez —a~ 2, zwiazek (14) przez a~? 1 Jodajac je stronami

otrzymuje si¢:

o1 (oot )T )
(16 -Zun.wﬂw) T2, Gand) "(x‘”iz

a’x

(é) — 2al,(ay) Fpaa, x)}

+17(y—x)2a1,,+1(ax)F,,1(a, y)
Podstawiajac w (16) x = 1, otrzymuje si¢ wzor:

[oel
VATS) 1 [ In(ay)]

17 2 ==V - , e (0,1).
N P VAR i Rl 7 A Ao N R
Zwiazek (17) mozna réwniez latwo wyprowadzi¢ na innej drodze, rozkladajac na utamki

proste [7, 8] funkcje f(a) = I,(ay)/al,(a).
Zrézniczkowanie zwigzku (16) po y pozwala uzyska¢ zalezno$¢ (y # x):

00

s 1 (i X) Tyt (Hni Y) = 2
(pi+a*) oy 1 (i)

(18) 2{n(x =y Ins 1 (@) Frz(a, x)+

i=1
+0(y—x)1,+1(ax) Faz(a, )}
Jeéli w (18) polozy¢ x = 1, to otrzymuje si¢ zwiazek '

02-1 n+1(1unly) n+1(ay) i
(19) Z ot a) s = 2al@ > P €OV
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Przejécie w (19) z a do zera daje w wyniku [por. 1]:

/ S " |
20 Z n+ 1 (ﬂni}’) - y
( ) ,u,,, "+1(/A,,,) 4(n+1) ’ ye(0,1),

za$ przyjmujac w (19) y = 1, otrzymuje sie

o0

(21) Z*’ l — In+l(a) .
< pEa T 2ala)
Przechodzac z a do zera w (21) badz z y do jednoéci w (20) dostaje si¢ znany zwiazek
o0
1 1
2 Z— -
@2 21 = amEn

Rozwazmy jeszcze szereg postaci

Z.o: St 1 (eni X) Tk (ftmi ).
i=1 ('u'2"+a2)('u b2) +l(1um)

gdzie k = 0,1, @ # b, b— nowa dowolna stala. Szereg ten mozna zapisa¢ w postaci

n+k(,umx)*]n+k(1umv) ’
(23) Z%Mz)(ﬂ +0) T2 ()

— . 1 2 [ _1 _ l "+A(/t".x)l.+k(/1:,xY)
b _a2 i1 lur?l—}-az /'tr%l'}'bz n+l(1um)

Biorac pod uwagg (23), (18) i (11) tatwo jest uzyskaé sumy nastepujacych szeregéw:

NIRRT YATE 2
9 (/‘ni+a2\;t(ﬂg+b(2/; }:-)1(/*‘"1) b%—q? Ine=a*L@y) Fyi(a, )—
_bzln(by)Fnl(b’ X)] +17(y—x) [azln(ax)Fnl(a, y)_bzln(bx)Fnl(b: y)]} .
n+1 ni Jn+l ni 2
(25) Z (2 +a2(l)u(ﬂ:) +b2)J2 (/*‘+ 1}8»%1) =g {U(x—}i) [a*], 1 (ay) Fra(a, x)—

— 021, 1(bY) Fua (b, )]+ 0(y —X)[@* L1 1 (ax) Frz(a, » — b1, (bX) Foy (B, )]}

Przyjmujac w (25) x = 1 otrzymuje si¢

I+ 1 (Ui V) = . - I"H(a}{') - I"H(by)] e (0,1>

9 Z G PN 5 Q) ~ 2670 | al@ L, B)

5 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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Do wyprowadzenia dalszych zalezno$ci potrzebne sa wzory [2]:

Kyip) = = Zi"{1u(p) +i, (1)},

1,(ip) = i"J.(p),
gdzie Y,(p) — funkcja Bessela II rodzaju n-tego rzg¢du. Korzystajac z tych zwigzkéw otrzy-
mujemy
Fnl(ip’ Z) = _i"Gnl(p’ Z),
Foo(ip, z) = i7" G2(p, 2),
gdzie

Gui(py2) = gpf,‘ () D02 =Y (p2) 1, (),

7
Go(p,z2) = -+~ [Y.(p)J, z)— Y, z)J,, .
2(0:2) = 7 oy DD s ()= e (G0
Korzystajac z powyzszych wzoréw i zwiazkéw (11)—(13), (16)—(19), (24)—(26)
mozna — zastepujac w nich stale @ i b statymi urojonymi ia oraz ib — uzyska¢ nastepu-
jace zaleznosci:
S Jn(,unix)‘]n(,uniy)
27 S 7
@7 21 (=) T2 )

= 2a*{n(x—¥) G, (a, x)J,(ay) +

+77(y_x) Gnl(a’ y)Jn(ax)} >

[val
(28) Fni Tt 1 (Ui X) (i )

R
1 ot n nt

i=

+77(y_x)Jn+1(ax)Gnl(as y)},

00-1 uiJn ni ) ) Jn a
(29) g (‘uz M (Au’ J) _ ( y) ye (0’1),
i ni

'—az)Jn+1(‘u’"i) B 2],,((1) ’

¢ v

001 Jn+1(funix)‘]n(funiy) .
0 2 ) Ty ) 1) 20 @) Gl )+
~ 1 (l)"}q- (y—x)2al,, (ax) G, (a,y)
2a%x \ x ” nHl "f » V)
| ) 1 [h@ )
Gl i o A o | reon.
09—’ Tt 1 (ftni X) Tt 1 (Uni ) _ 2
(32) . % (‘u'%i_azj"]”z+1(#"i) = 2a {ﬁ(x—Y)JH l(ay)GHZ(a,x)+

0= 3) Ty 1 (@) Gra(@s )}
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0271 It 1(Uniy) Jns1(ay) ’
; = O,I ’
) D Gy = G T TOP
Oi’ I _ Jusi(a)
69 pa—a* 24l

i=1-

' > I (ni ) T (i ) -
9 ; (ua— @i+ 07 ()

=y =@ @) Goa(a, D= 51,(63) F b, W]+

+77(y_—x)[a2‘]n(ax)0nl(a7y)—bzln(bx)Fnl(bsy)]};
\ "+1(ﬂ,,,x) n+1(!'l'm}’) _
GO D G G B )

i=1
2
== m {n(x_y)[az‘/n+ l(ay)GnZ(aa x)_b2]n+l(by)Fn2(b’ x)]+ -

+77(y“_x)[az‘]n+1(ax)Gn2(a’ y)_b21u+1(bx)Fn2(b,y)]}5
§« C dealey) [ Jus1(ay) nH(by)]
(uri—a®) a4+ b3 s 1 ()~ 2(a*+6%) | aJ,(a) oL, ) |

@7

Kontynuujac procedure wyznaczania sum szeregdw Fouriera-Bessela, wskazang przez
WOELKEGO [3], mozna by napisa¢ jeszcze caly szereg interesujacych zaleznosci. Poprzesta-
niemy jednakze na pokazanych wyzej zwigzkach., Nalezy stwierdzi¢, ze wszystkie wypro-
wadzone wzory mozna dla n = 0 znalezé w pracy [3].

3. Szeregi, ktérych sumy wyrazaja si¢ przez funkcje Thomsona (Kelvina)

Zastgpujac w zwiazkach (11)—(37) state a i b przezstate zespolone Vi_a oraz 1/sz otrzy-
muje si¢ szeregi, ktorych sumy wyrazujg si¢ przez kombinacje funkcji Thomsona [2].
W szczegdlno$ci mozna poprzez te funkcje wyrazi¢ sumy szeregéw, zawierajacych w mia-
nownikach swoich skiadnikéw wyraZenia u + a*.

1 tak podstawiajac wielko$¢ \/ia zamiast a.oraz b do zwigzku (35) otrzymujemy

Jn(,umx)‘] (lLtr”y) _
(,n;+a4) +l(,urxi)

(38)

. %ﬁ%ﬁM{mu—yHn@—x» T Sinl0,(@2) +0,(@)+ u(@)~0,(@)] ~
_ [W_ D sinl0y(@) + (a)]+

+10=9 32 sinl, (ax>+¢"<ay>]]}

5%
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Wykonujac takie samo podstawienie we wzorze (36) dostajemy

(39) 2 -]n+1(ﬂni-_x)']n+l(luniy)r —
i=1

mit @)y 1 (i)

M (ax) My (ay)
2a*

0= 10 91D i, 09 ¢

n+ 1 (ax)

Mn + 1 ((-ZTX)

+¢n+ 1 (ax)] +77(y_ n+ : (( y)) Sln[0n+ 1 (ax)+q5n+1 (ay)]]} .

Podobnie — podstawiajgc w zwiazkach (17) i (30) wielkos¢ |/1T a w miejsce a, nastepnie
za$ dodajac lub odejmujac stronami otrzymane wyniki — uzyskujemy wzory

+0u+ 1 (a}’) + (]S,,((Z) - 0,,((1)] - [77("- _.y) Sin[0n+ 1 (ay) +

@0

(40) D e s T sinlt, (@) =@,
G 2 (Tt )J#(fj"',i)l Gy = 222 {y"— A/'}(())) cos [0,(a)—0 (ay)]}

Tutaj
M, (z) = |/ber,%z+ bei2z,

No2) = y/Ker 2 keizz,

0,(z) = arctg( bel,,z)’

ber,z

dn(2) = arctg(ll: In Z),

er,z
ber,z, bei,z, ker,z, kei,z — funkcje Kelvina n-tego rz¢du. Sa one powiagzane ze zmody-
fikowanymi funkcjami Bessela zwiazkami [9]:
I(zi'?) = (=i)"[ber,z+ibei,z] = (—i)"M,(z)e%®,
K, (zi'/?) = i"[ker,z+ikel,z] = i"N,(z)e» @,

4, Uwagi koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy wzory sumacyjne dla szeregéw Fouriera-Bessela,
zaleznych od dwoch zmiennych, sa uogdinieniem wynikdw pracy [3]. Wzory te, sprowa-
dzajace si¢ w szczegdlnych przypadkach do znanych w literaturze zwiazkéw, wyprowadzono
na gruncie teorii dystrybucji.

Otrzymane w tej pracy wyniki moga znalezé zastosowanie przy rozwiazywaniu m.in.
problemoéw teorii sprgzystosci czy termosprezystosci.
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Jako przyklad zastosowania niektdrych z wyprowadzonych zaleznosci w teorii termo-
sprezystosci rozwazmy zwigzek (1—25)gy,, przedstawiony na s. 12 w pracy [10], opisujacy
bezwladnoéé termiczng pola temperatury w nieosiowosymetrycznie grzanym, obracajgcym
si¢ walcu:

o0

c J
0%, ¢, 1) = =2 Z {’na _sindy;sin[n(g—wt)+4,] ﬂni%’fi’f&)’li) }’

i=1 i=1

gdzie
2 o py2
. hwa Xl
Sin (5,,,- = —774722__4 5 COS (sni ] e 2__,2_;.___ ,
V %P+ ntola g+ nfwlat

0€(0,), ¢@e02n), > Ty,

tas 0, %, a, Ty — stale.
Korzystajac ze wzoréw (40) i (41) po prostych przeksztalceniach otrzymuje si¢

o0

08, @, 1) = — Z tao"cosn(p—wt)+

i=1

N 91, ﬂ]/g)_ cos[n((p—w’)+0 (”]/E);o (aol/m)]
"l T

W podobny sposéb przeksztalci¢ mozna pozostale wzory, opisujace w cytowanej pracy
temperature, naprezenia, przemieszczenia, etc.
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Summary

SUMMATION OF CERTAIN FOURIER-BESSEL SERIES

In this paper the sums of Fourier-Bessel series, which are functions of two variables, are derived. The
sequences {f(ym(x; M}m=1,2,... converging distributionally to 8(x) and properties of Lommel’s integral
are the points of departure. In particular cases sums of the series considered have a form well known from
the literature.

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ POLITECHNIKI POZNANSKILJ

Praca zostala zloZzona w Redakcji dnia 12 lipca 1976 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 15 (1977)

NIEUSTALONE POLE TEMPERATURY W WIRUJACYM WALCU KOLOWYM,
WYWOLANE UTRZYMYWANA NA JEGO POBOCZNICY ODCINKAMI STALA
‘ TEMPERATURA

KrzyszToOF GRYSA (PoznAN)

1. Postawienie zagadnieniz

W pracy rozwaza si¢ rozktad temperatury w diugim walcu kolowym w przypadku,
gdy jego powierzchnia boczna poddana jest dziataniu temperatury bedacej funkcja kata
opasania, a sam walec obraca si¢ wokot swojej osi ze stala predkoécia katowa w. Zakfada
sig, ze w chwili poczatkowej temperatura walca, jak i jego otoczenia byta stata i wynosita Ty,.

Zagadnienie to rozpatrywane jest w cylindrycznym ukladzie wspéirzednych r, ¢, z,
sztywno zwigzanym z walcem. Rozwazania prowadzone sa dla punktéw walca dostatecznie
odlegltych od obu jego konicéw, w zwigzku z czym przyjmuje sie, ze rozklad temperatury
wewnatrz walca jest funkcjg czasu £ i zmiennych przestrzennych r i ¢.

Rozktad temperatury na brzegu walca w chwili #, > 0 pokazany jest na rys. 1.

* Rys. 1. Rozkiad temperatury na brzegu walca
w chwili 7, >0

Aby okresli¢ rozklad temperatury w przekroju poprzecznym walca w dowolnej chwili
czasu, nalezy rozwigza¢ rownanie przewodnictwa cieplnego

10
2 —_——— =
o) V- — = =0,

gdzie § = T— T, 0 = 0(1‘, ®, t)r
z warunkiem poczatkowym

) 0(r,p,0) =0 .
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i warunkiem brzegowym

ORCRAE 0.[n(x+ "g‘* )_n(x_-é';'-”;
Aa2 Aa2
+02[17(x—n+ 5 )—n(x—n— 5 )]

2,18 1@
ot T T

Tutaj:
V? =

» — wspolezynnik przewodzenia temperatury,

7(x) — funkcja Heaviside’a,

0, =T,—T,, T, = const,
06, =T,—T,, T, = const,
x = (p—owt)mod.2x.

Warunek (3) opisuje rozkiad temperatury na pobocznicy walca, przy czym zamiast
podanych na rys. 1 wielkoéci T, i T, w zwiazku (3) wpisano temperatury wzglegdne 0,
i6,. Warunek ten mozna przedstawi¢ w wygodniejszej do obliczenn postaci, rozkladajac
funkcje Heaviside’a w przedziale {0,27) w szereg trygonometryczny

@ 0@ g0 = (O Ao +0;d0) +

[e o]

2 . nda, Y 7
+2 nn[@,sm 72—-+(—I)025m 3 Jcosn(<p wt);.

n=1

2. Rozwigzanie réwnania przewodnictwa cieplnego

Rozwigzania réwnania (1) poszukuje si¢ w postaci
[oe]

G) 00, @, 1) = to(r, D+ Z {13a(r )cOSH(p—t)+ L3(r, Dsinn(p—o)}.

n=1
Podstawiajac (5) do (1) otrzymuje si¢ uklad réwnan rézniczkowych:

o 10ty | Oty

© T T O
0%y, 1 8t,, n? | dt, no
M ot T r or ot w o =0
621211 1 atz,, n? 1 3[2,, hw _
@) or: T o R A x T 0,
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ktérych rozwigzania musza speinia¢ warunki:

©) L g 0) =05 1,(r,0) = 0;  £5,(r, 0) = 0;
1
(10) log = to(a, 1) = Z(Oldal +0,4a,),
_ 2 . nday L. nda,
an la = tin(a, 1) = E[Olsm 5 - +6,(—1)*sin 7 ],
(12) t(a,t) =0.

Rozwigzanie réwnania (6) z warunkami (9); i (10) jest znane w literaturze i wyraza
si¢ wzorem [1, 2]

2 N\ Jolrsor) g2,
13 .,1:,‘,1___2/__0_ 0i sl
( ) Io(l ) 0 [ a < So;Jl(aso,-) et

gdzie przez so; oznaczono pierwiastki réwnania Jy(as) = 0, a — promien walca, Jo(x) —
funkcje Bessela pierwszego rodzaju zerowego rzedu.

W celu rozwiazania ukladu réwnan (7), (8) z warunkami (9),, (9)s, (11) i (12) posluzymy
si¢ skoriczong transformacjg Hankela [4]. W zwigzku z tym o funkcjach 7,,(r, £) i t,,(r, t)
nalezy zalozyé, ze przy ustalonym ! spetniaja warunki Dirichleta, tzn. maja skonczona
ilos¢ ekstreméw w przedziale (0, @) oraz ze maja skonczong iloé¢ skonczonych nieciagloéci
w tym przedziale i nie majg nieciaglosci nieskoriczone;j.

Przy tych zalozeniach transformata Hankela funkcji ma postaé [4]

A
a

(14) JGsw) = [ tf0)rsai)dr,

natomiast funkcja przez swoja transformate wyraza si¢ wzorem

o]

05 o= 2 3 e
i=1

Widas, ) >

gdzie s,; oznacza pierwiastki réwnania J,(as) = 0, J,(x) — funkcj¢ Bessela pierwszego
rodzaju n-tego rzedu.

Po przetransformowaniu wymienionych wyZzej rownan i warunkow otrzymuje sie
uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

- 1 di, now —
2 _ in -
(16) '—Sm'tln % dt + 2 12 ’,,HHS,”J (ﬂs,,,)
~ | dr, no —
2 2n
(17) Sni th ?15 dt % in ’

ktérych rozwigzania muszg znika¢ dla ¢ = 0.
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Rozwigzaniem ukladu réwnan (16), (17) sa funkcje t;,.(s,,,-, t) (j=1,2) wyrazajace
si¢ nastepujacymi zwiazkami:

’
asnl‘]n(asnl) e
S:E;{Z +n2w2

- _s2 e . 52t
(18) Lin(Sniy 1) = 2lng S s kcosnwt — nwsinnwt — xsZe 'Y,

- asyJoQse)  _s2 . 2t
(19) Lon(Snis t) = —xt"aﬁe ™ fnew cos nwt + xs i sinnwt — nwe' '}
ni’v

Po zastosowaniu do (18) i (19) wzoru (15) otrzymuje si¢ rozwiazania uktadu réwnan
(D, (8):

@) 11,05, ) = ot Y] cosb

=1

Jn(rsni)

— 52t 1 11— o.:}
51T (asy) {exp(—sZ=t)cos[nwt+ 8,]—cosd,;},

oo

e 2 2 Ja(rSni) 2o :
(21) tz,,(/ 5 t) = —Et,,a £ Cosanlm {Cxp( S"ixt)sln[nwt‘f‘(s"(]—sln (S,”'},

gdzie oznaczono
n 252
Y W . B
]/xzs,ﬁ+n2w2 ]/xzs':tl+n2w2
Korzystajac ze zwiazkdw (5), (13), (20), (21) i wprowadzajac bezwymiarowa wspot-
rzedna o = rf/a otrzymujemy rozktad temperatury w przekroju poprzecznym walca

sin 5,,, =

N Fo]
22 6 0, s 1) = lo, 1-2 076 o + \
(22) .9, 1) ° [ “— Hoid1 (o)

S O% Jn(@,uni)
+2 g t {— 2 =P cos 8, cos[r{p—wi) + 0, +
< na = ,u,.ij,.(,ll,.:) [ (‘P ) ]

| —u2 Fo_Ja(0ptni)
+ Ze L] %COS(S,”'COS n +(S,, .
= ,um'Jn(,unl) [ (p i]

Tutaj
Uai = as,; — miejsca zerowe funkcji J (u),

»t . . . .
Fo = P liczba kryterialna Fouriera (bezwymiarowy czas),

0 €40,1).

3. Analiza otrzymanego rozwiazania

Ze wzgledu na charakter zmian pola temperatury w czasie niektérzy autorzy (por. [3, 6])
wprowadzajac podzial stanu nieustalonego na:

— czysto niestacjonarny rezim cieplny (Fo < 0,5),

— regularny rezim cieplny (Fo > 0,5).
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W czysto niestacjonarnym rezirnhie pole temperatury w sposéb zlozony zalezy od fizycz-
nych wlasnodci ciala, jego geometrii, rozmiaréw oraz od warunkéw poczatkowych i brzego-
wych. Rezim regularny przedstawia soba stadium procesu uporzadkowanego, kiedy
czasowo-przestrzenne zmiany temperatury zaleza od geometrii ciala, jego fizycznych
wlasnodci, rozmiaréw i warunkéw brzegowych, natomiast nie zalezg od warunkéw poczat-
kowych.

W celu przeanalizowania zwiazku (22) przedstawmy go w postaci

(23) 6o, ¢, t) = eN(@’ @ FO)+eB(@’ @ t)+es(@’ p—owl),

gdzie oznaczono

o0

(24 6%(o, @, Fo) = _21011 Jolouor) A

,uOlJl (/‘01)

-, ) —u2 F
—22{rn,,cosn 1 e Hmto%
(P ,um n+1(1um)

n=1
o0 o0

N | . Jn ni
e Plpn==-2D {’Z Sin On un,Jn(f!fczni) *

n=1 i=1

,. X(sin[n(p—wt)+ 0,1 — e ™" ™sin[ng + m)}.

(26) 0G0, p— wt) = toa+22, {tnacosn(qv—wt) Z p JJ(@IMZZ )}

Korzystajac ze znanego zwiazku [2]

[ 0"
 ulopa)) ,[* dia ¢ e<0,1),
Mni n+1(/unl) | 0 dla

mozna wyrazenie (26) sprowadzi¢ do postaci

oo
@7 65, p—01) = tou+ D tug"cosn(p—ct).
n=]

Poszczeg6lne wyréznione wyrazenia maja sens nastepujgcy:

—6%(o, @, Fo) opisuje zmiang temperatury poszozegblnych punktéw walca wskutek
nagrzewania, na ktérg nie ma wplywu ruch obrotowy walca;

—0%(p, @, t) opisuje bezwladnos¢ termiczng, bedaca wynikiem ruchu obrotowego walca
wokdt swojej osi. Wyrazenie to bedzie nieco szerzej omdéwione w dalszej czesci pracy,
a wplyw jego na rozkiad temperatury w przekroju poprzecznym walca jest zilustrowany
rysunkiem 3;

—6%(o, p—wt) jest whasciwie funkcjg dwoch zmiennych: bezwymiarowego promienia
o oraz réznicy ¢ —w!. Zmiana czasu t o At powoduje podobna zmiang wartosci funkcji
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0°, jak zmiana kata ¢ o Adp = —wdr. Zatem 0° opisuje ustalony rozklad temperatury
w przekroju poprzecznym walca, dla ktdérego istnieje 0§ symetrii. Nietrudno bowiem za-
uwazyé, ze 0° jest parzysta funkcja argumentu ¢—awt.

Rozktad temperatury dany wzorem (27) mozna interpretowac jako pole temperatury
nieruchomego walca po uplywie bardzo dlugiego czasu, opisane w biegunowym ukladzie
wspolrzednych p, ¢ —wt = . Cecha charakterystyczna tego wyrazenia jest brak zaleznosci
od wlasnosci fizycznych ciala, jego wymiaréw i warunkéw poczatkowych.

W rezimie czysto niestacjonarnym nie mozna pomina¢ zadnego z wyrazen wystepuja-
cych w zwigzkach (24), (25), (27).

W rezimie regularnym (Fo > 0,5) funkcja 0(g, ¢, ¢) opisujaca pole temperatury przyj-
muje znacznie prostsza posta¢. Mozna bowiem pomina¢ wszystkie wyrazenia zawierajgce
exp(— u2 Fo) opréocz najwickszego, tzn. exp(— u3;Fo). Wyréznione w zwigzku (23) wyra-
zenia przyjma postaci

Jo(0to1)  —42.Fo
24 0o, @, Fo) = =21y, 2300 _o™"0i"® = N (p, Fo),
( )RR (0 (p ) 0 IuOlJl(luOI) 0 )

(25)1m 08(97 ®, t) = OB(Q’ ‘p—wt) =

Jn(optnt) }
_ _22{"a2 5,isin[ 1)+ 6,
i Sln l ”((p @ ) ],um n+l lum)

Wyrazenie (27) nie zmieni swojej postaci.
Zwigzek (23) mozna zatem dla Fo > 0,5 przedstawi¢ nastepujaco

(23)re 0o, ¢, 1) = 0V(0, Fo)+0%(o, p—wt)+05(p, p—wt).

Pierwszy z wyréznionych cztonéw szybko dazy do zera z uplywem czasu. Oba pozostale
sa wiladciwie funkcjami dwdch zmiennych; opisuja one stan quasi-ustalony. Widoczne
jest, ze na bezwladnosé termiczng ma istotny wplyw predkos$é katowa w; warto$¢ bowiem
funkcji 0%(o, p—wt) zalezy od siné,;.

Przy predkosciach katowych w, spefniajacych warunek

(28) © <z,
mamy sind,; < 1 i 0%(p, p—wt) = 0. Pole temperatury bedzie wéwczas dane zwigzkiem
(29) 0(0, ¢, 1) ~ 0V(o, Fo)+0°(0, p—wt),

2z ktérego wida¢, ze ruch obrotowy praktycznie nie ma wplywu na sposéb przenikania
. ciepla do wnetrza walca.
Wreszcie zauwazmy, ze dla Fo > 1,5 czion 0%(o, Fo) wnosi we wzorze (23)gp poprawke
“rzedu 10~%1,,, ktéra mozna pominaé. :
Wprowadzajac pojecie czasu charakterystycznego 7o = a?/xu?, (jest to czas charak-
teryzujacy szybko$é nagrzewania si¢ walca w rezimie regularnym) zauwazy¢ mozna, Ze
warunek Fo > 0,5, okre§lajacy czas, dla ktdrego rezim cieplny nazywany jest regularnym,
oznacza t > 37,, natomiast Fo > 1,5, dla ktérego we wzorze (23)pp mozna pominaé
pierwszy skladnik, oznacza ¢ > 9t,.
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Przy braku ruchu obrotowego (w = 0) zwigzek (23) przeksztalca si¢ do postaci

S ﬁ Jn(@,um') —u2 Fo ﬁ
(30) 0(p, @, t) = tye—2 lt,,,,cosn z e w00 4 é tha0'cosng.
) (Q (p ) 0 "—E;l (p o1 ,uni‘]n+1(;uni) Q (p

n=1

Na osi walca temperatura zmienia si¢ w sposéb niezalezny od ruchu obrotowego.
Podstawiajac we wzorze (22) ¢ = 0 otrzymujemy

31) 00, ¢, 1) = zo,,{l - Z ZC;S(J- (/;‘:fo)} = 6(Fo).
=1 vl I

Identyczng funkcje opisujaca zmiang w czasie temperatury na osi walca otrzymuje sig
w przypadku rozwazania rozkladu temperatury opisanego zwigzkiem (13) lub (30). Jak
zatem widaé¢, w rozwazanym zagadnieniu ruch obrotowy nie ma wplywu na temperature
punktéw lezacych na osi walca. Glebsza analiza wzoru (31) podana jest m.in. w mono-
grafiach [1, 3].

Na koniec rozwazmy przypadek duzych predkosci katowych w. Funkci¢ 0%(o, p—wl),.
dang dla Fo > 0,5 zwigzkiem (25)pr, przeksztalémy w tym celu do postaci

,unl‘]n+l(,um')

_22 {’:,acosn(‘P wt) Z sin® g i) nféj/:"(zm)=,

i korzystajac z faktu, ze

3 N e
(32) 0%, p—wt) = =2 Z{lmsmﬂ@—wl)%l $in 8,008, - (oun) =~
n=1 i=

2
Oznaczajac 4 = wa

2 2
1 nwa Hlhui
Sind,; = — = COsd,; = - = —
Vx{u“ +n?w’a V#lugy+nto’a

mozna zwiazek (32) zapisaé nastgpujaco:

08, p—wt) = —221na[Sn+(Q)5in”(‘P—w’)+Sn_(O)COS”(‘P“U’)],
n=1

gdzie

Pt In(Qnt)
S (Q) Anz (‘u4+A n )J,,+1(;unl)
(33)

AnJ (Q#nl)
S (o) = AnZ AT o



222 K. GRYSA

Opierajgc sie na wynikach pracy [9], mamy

+ M( 4 ) sin n n
. SHe) = ZM@( ) [6,(y/ 4n) —0,(c v/ 4n)),
_ " M,(ey/ 4n — —
Sy (0) = %_ 2M(‘E]/A 5 cos [0,,(]/An)—0,,(@ ]/An)],
gdzie

M,(z) = y/ber2z+beilz,

0,(2) = arctg(tt:el z ),

Cr,2

ber,z, bei,z — funkcje Thomsona (Kelvina) {7, 8].
Wykorzystanie wzordw (34) pozwala zwiazek (32) przedstawié w postaci pojedyncze
sumy nieskonczonej

[o0]

=
(35) B0, p—ont) = — Z 0" cosn(p—wt)+

A — —
+ Z Loa - M, (Zl/ ”)) cos[n((p—wt)—i—ﬁ,,(]/An)—0,,(@]/An )] ,
ktérej zbieznosé dla ¢ € (0,1) wykazano w pracy [10].

Podstawiajac (35) do (23)yz otrzymujemy nastepujgcg postaé funkcji, opisujacej roz-
kiad temperatury w przekroju poprzecznym walca w czasie rezimu regularnego:

(36) 0(@5 @, 1) :6N(0> FO)+10,1+

+ Zl M, (OI/AH) cos[n(cp wt)+6,(y/ An)—0 (@]/An)]
n=1 Mn('/ )
gdzie 6%(o, Fo) okreslone jest zwiazkiem (24),,. Skiadnik ten nie zalezy od predkosci
katowej .
Z postaci (36) funkcji (e, @, ) wynika, e zasadniczy wplyw na zmienno$¢ tempera-
tury w czasie w punktach przekroju poprzecznego walca ma suma, zawierajgca funkcje

I""M"(@l/ n)
M, (Y an)

funkcja cos[n(qo—wt)+0,,(]/E)—0,,(@ VAn )] — o szybkosci oscylowania temperatury
wokd6t wartosci £y, (sktadnik 6%(o, Fo) dla Fo > 1,5 wnosi do tej wartosci pomijalnie
malg poprawke).

Jesli predkosé katowa w bedzie odeW1edn10 duza, to — biorac pod uwagg tylko skon-
czong liczbe wyrazéw rozwazanego szeregu — mozna funkcje M, (;/7) zastapié¢ ich roz-
winigciem asymptotycznym [7, 8]:

M,(z) i 6,(2), przy czym utamek — decyduje o amplitudzie tych zmian, za$

an
(37) - M, (YAn) ~ i;(l—/l/—_—ll/ 2/ An ) +52(/4n)
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gdzie

I = 14 Z{<-1ycos_( f we- o))
1) = Z{ ——l)’sm—( RiaCalld )}

oile tylko ]/Zﬁ » n? dla wszystkich n < Ny (N — iloé¢ rozwazanych skladnikéw szeregu):

na M (g ]/An)_ mozZe osigga wartosci z przedziatu (0, #,,). Jednakze postaé
M,,(]/An )

(37) rozwinigcia asymptotycznego funkcji M,,(]/A—n) wskazuje, ze dla duzych wartosci A

rozwazany ulamek moze osigga¢ bardzo male wartosci nawet dla wartosci ¢ zblizonych

do jednosci. Zatem wewnatrz walca temperatura bedzie w rozwazanym przypadku oscylo-

waé wokét t,,. Jednakze przy brzegu walca pozostanie widoczny efekt bezwladnosci ter-

Utamek -

micznej.

Zblizony do osiowosymetrycznego rozklad temperatury wewnatrz walca przy duzych
predkosciach katowych jest efektem «rozmycia» zmlennych warunkéw termicznych na
brzegu.

Odlegtos¢ o, od brzegu walca taka, ze dla ¢ < 1-p, temperatura punktéw walca
bedzie sig¢ réznié od #,, o mniej niz 0,1¢y,, nazwiemy gieboko$cig whikania temperatury.
Z przytoczonej analizy funkcji 8(g, ¢, t) wynika, Ze przy ustalonych zx i a glgbokosé wnika-
nia g, bedzie malata ze wzrostem predkosci katowej w.

4. Przyklad liczbowy

;

Rozwazmy pole temperatury w walcu ze stali weglowej. Warunki brzegowe dla tego
walca przyjmujemy nastgpujgce:

T, = 300°C, Tp=To=20°C, day=3, da,=0.

Stad
. = 280°, 6, =0°

Dane charakteryzche walec s nastgpujgce:
" . =0,119 cm?*/s, a=5cm.
Stad
Fo = 0,00476¢ [s],
toa = 70 [deg],
560

tua = H S | 4 [deg]

Czas charakterystyczny 7, = 37,4 s. Regularny rezim cieplny rozpocznie si¢ zatem po

\

czasie 37, = 112,2 8.
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Pole temperatury w przekroju poprzecznym obliczono dla walca nieruchomego (rys. 2),
dla walca obracajacego sic wokot swojej osi z predkoscia katowa w = 1 obr./min. (rys. 3)
oraz dla walca obracajgcego sie z predkoscia katowa w = 120 obr./min. (rys. 4). Na
rysunkach 3 i 4 jest dobrze widoczny efekt bezwladnosci termicznej. Rysunek 4 pokazuje

1260 731 —=—
220=700——=
180160 ——=
s

120 -
100

—

Rys. 2. Rozklad temperatury w przekroju poprzecz-  Rys. 3. Rozklad temperatury w przekroju poprzecz-
nym niepuchomego walca dla ¢ > 97, nym walca obracajacego si¢ z predkoscia
katowa @ = 1 obr./min. dla ¢ > 97,

nieco zafalszowany obraz temperatury w przekroju walca (dane numeryczne dla 1201
punktéw przekroju poprzecznego okazaly si¢ niewystarczajace dla zrobienia dokladniej-
szego rysunku), ale wida¢ na nim, Zze ze wzrostem predkosci katowej maleje glebokosé
wnikania temperatury do walca.

9-260°

Rys. 4. Rozktad temperatury w przekroju poprzecznym walca obracajacego si¢ z predkoScia katowa
= 120 obr./min. dla ¢ > 97,
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Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej ODRA 1204, Dane dotyczace zer funkcji
Bessela wzieto z tablic [11].

W zakoriczeniu pragng serdecznie podzigkowaé mgr mgr Marii Kwiek i Jackowi
NEUMANNOWI za przeprowadzenie obliczen numerycznych,
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Peswome

TEMIIEPATYPHOE ITOJIE BO BPAIIAIOMEMCST KPYIOBOM UUJIMHIOPE
[P KOCOYHO-TTIOCTOAHHOM TEMIIEPATYPE ETO BOKOBOV]
1OBEPXHOCTH

B pa6ote paccmaTpuBaeTCsT HECTAL{HOHAPHOE TEMIIEPATYPHOE [0JIE B HEOIPAHHUEHHOM BPALLAIOLIEMCSH
KDYroBom LMIMHApPE NpM yCJIOBMAX Harpesa €ro GOKOBOM MOBEPXHOCTII HMEIOLINX BH T(p,t). 3a-
Aaya peuieHa nyTeM MuTerpanbsHeIX npeofpasobannii. [TonyyeHo peuwlenne B BUAE CYMMBI Tpex crarae-
MbIX, KOTOpbIE HMEIOT ONpeaeaeuHbll PH3IUeCKiit cmbICi, B roHue paGo-rbl NPHBEAEH UHCIIOBOH TIpH-
MEP, MUTICTPHPYIOLIMI 3ABUCHMOCTh ME)AY Paclpe/ie/IEHHeM Temnepary pr B IGUIMIAPE H €ro yrio-

BOIi CKOpPOCTLIO.

Summary

NON-STEADY STATE OF TEMPERATURE IN A ROTATING CIRCULAR CYLINDER
DUE TO PIECE-WISE CONSTANT TEMPERATURE ON ITS SURFACE

In this paper non-steady distribution of temperature in a rotating circular cylinder is considered for
the case, when its lateral surface undergoes a sudden change of temperature. The function T(p, ) describing
the boundary condition satisfies Dirichlet’s conditions for ¢ € (0,27). The problem is solved by using the
finite Hankel transform. The solution is given as a sum of three parts, the physical sense of which is easy
for interpretation. In the last section of the paper a numerical example illustrating the dependence of the
field of temperature on the angular velocity of the cylinder is given. .
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1. Wstep

W pracy [1] autor ninigjszej pracy wspdlnie z S. GAIDA rozpatrywal sprzgzone zagadm’e—
nie, ktérego istotna czescia bylo nieliniowe, dwuwymiarowe zadanie o swobodnym locie
rozciagliwej liny.

Przy okazji tego zadania powstat problem poprawno$ci sformulowania zagadnien
brzegowych na brzegu ruchomym, np. przy wyciaganiu liny z zasobnika lub tez odwijaniu
z bgbna. W niniejszej pracy sformutujemy pelne zadanie trojwymiarowe, zbadamy typ
réwnan i rozpatrzymy jeden z warunkéw poprawnosci sformutowania pewnej kldsy za-

gadnien brzegowych.

2. Réwnania ruchu

W rozdziale tym, dla wygody czytelnika, podamy wyprowadzenie réwnan ruchu dla
rozciagliwej liny.", Line traktowa¢ bedziemy jako sprezyste kontinuum jednowymiarowe
zanurzone w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Nie bedziemy tu uwzgledniaé
skonczonej grubosci liny, tj. zaniedbamy jej sztywno$¢ przy zginaniu oraz moment bez-
wladnbséci przekroju poprzecznego, nie uwzgledniamy réwniez skrecenia liny. ‘

7 r i
LT 4
// - 14

W\ —
e
e
X
0
Rys. 1

O Réwnania te mozna znalezé np. w [3], jednakze «przetlumaczenie» ich na stosowana w niniejszej
pracy symbolike byloby co najmniej tak samo pracochlonne, jak wyprowadzenie ich od nowa.

6*



228 A. BLINOWSKI

Przy tych zalozeniach, kinematyka liny opisana jest calkowicie przez podanie wektora
polozenia R(S, 7) jako funkcji czasu 7 i wspdlrzednej materialnej S, o ktdrej zalozymy,
Ze pokrywa sie ona liczbowo z miara dlugosci liny w stanie nieodksztalconym. Przez s
oznacza¢ bedziemy dlugo$é¢ liny w stanie odksztalconym. Wprowadzimy oznaczenia:

F= oS0 gradient defdrmacji,
oS
e = F—1 — wydluzenie,
OR(S, 7).
t = £ . jednostkowy wektor styczn
RES, D] y yeany,
S
RS, D
vV=- e predkosé,
ov(S, 1) . .
a=- P — przyspieszenie.

Mnozenie wektoréw oznaczaé bedziemy w zwykly sposéb, natomiast czasowa pochodng
materialng (przy ustalonym S) oznaczaé bedziemy kropka np.

a=v=R.
Korzysta¢ bedziemy z nastgpujacych znanych zaleznosci z geometrii rézniczkowej

as(S,7) _ | aR(S, 7)

@.1) SR LA
2.2) D) o,
_ Os

gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym, a » krzywizna liny. Jezeli g jest ggstoécia

masy na jednostke dlugosci, to oczywiscie dla kazdych dwu punktéw materialnych.
S, Sz, S, > S, zachodzi

‘ : s(S3) S, !

(2.3) [ ods = [ 0odsS,

(S Sy

gdzie g, oznacza gesto$é w stanie nieodksztatconym. Otrzymamy stad natychmiast lokalne

prawo zachowania masy ' )

(2.4) oF = 0o

Natychmiastowym {vnioskiem z (2.4) jest nastepujacy odpowiednik znanego wzoru trdj-
wymiarowego (dla dowolnego odcinka materialnego):

|

5(52) 3(S2)
d

A fseds= [ fioeds,

s(S1) s(S1)

(2.5)

gdzie J(s, 7) jest dowolng funkcjg (gestoscia).
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Przy omdéwionych na poczatku tego rozdziatu zalozZeniach, naturalne jest postulowanie,
dla dowolnego odcinka materialnego i dla dowolnego pola predkosci, nastepujacego
bilansu energetycznego:

5(S2) s(S2) $(S2)
—ot' v

2
(2.6) a% f owds = ot-v s, s, + f r-vds— a’Li f 932—[13,
S_(Sn) s(S1) s(S1) !

lub, korzystajac z (2.5), w postaci
$(S2)

(2.7 J [glb— (;ly(at-v)—r-v+@if-v]d9= 0,
%S5 o

gdzie o jest sita naciggu liny, w = w(F)— gestoscig masowa energii sprezystej, a r — gestoscia
sit zewnetrznych na jednostke dlugosci (opor osrodka, sity masowe). Wykonujac réznicz-
. kowanie i korzystajac z tego, ze (2.7) obowigzywa¢ ma dla kazde go odcinka material-
nego, mozemy (2.7) przepisa¢ w postaci

ow G da )
(2.8) (gﬁ»F—U)t FTE (65 t—+oxn4+r—ov|-v=0.
SkorzystaliSmy tu z zaleznosci
. . ov ov
= t=F -
(2.9 F s F % t,

ktéra latwo sprawdzié przez bezpo$rednie rézniczkowanie. .

Z niezmienniczo$ci wzgledem transformacji Galileusza wynika natychmiast, ze (;ba
te czlony musza oddzielnie by¢ réwne zeru i Ze wyrazenie w nawiasie w drugim czlonie
musi by¢ tozsamo$ciowo réwne zeru, natomiast z zasady obiektywno$ci materialnej wynika,

. . , . ov , . Con . , . ,
ze z kolei wspdlczynnik przy - P (pierwszy nawias) jest tozsamo$ciowo réwny zeru. Mamy
[

zatem rownanie ruchu

-

og

A+ oxn+r = pv
ds e

(2.10)

oraz réwnanie konstytutywne

(2.11) o=0 ) 0o

Aw(E)

dF dF . \

Przechodzac od rézniczkowania po s do rézniczkowania po S i oznaczajac

oR! =yl oR? = 2 LRS = 3
2.12) s T os 7 as )
Rl = ut; RZ = us: Rs = us,

2> Wzory (2.10) i (2.11) mozna traktowaé jako szczegdlny przypadek ogollnej teorii Greena i Lawsa
(por. [3], wzory (4.1) s. 150 i (6.3) s. 153).
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gdzie R' — skladowe wektora R w pewnej bazie kartezjanskiej, a takze oznaczajgc

' do 1 /S
@13) - ]/dpe—l:f"‘“ V orz =

1 2 3
N u P u

(2.14) 7= sinfcos;

. . i . . 0R 1 . .
(takie podstawienie wolno nam zastosowac, pomewazWT = t jest wektorem jednost-

kowym, 0 i ¢ sg katami Eulera), moZemy zapisa¢ (2.10) w postaci uktadu 6 rownan pierw-
ou* .,  ouw ., 3u°)

. ey D2 ey Ou®
szego rz¢gdu |dochodza 3 rownania u'! = 5 ¢ S5 ¢ S
_ _ _9”1_ _ill_ L
oS 1
r
(2.15) A ' S SR R
) ij A ol 0|
. 0
Jub .
B dles | [* I
" gdzie '
T 0164
(2.16) [4y] =|-----|,
%ij, 0
" A2sin2fcosp + . (A1-23)x ‘ (A3-23)x ]
+ A3(sin*0sinp+cos?f)’  xsin2Bsinpcosp’ - XsinfOcosOcos -
)17 (RR-1Hx | A%sin%fsin%p + (A1-23)x
@17) o) = xsin*@singcos g’ + A3(sin%fcos?p +cos20)’  xsinfcosOsing |’
(21— 12) (22— 22) x 120826 +
| Xxsinfcosfcosg’ X sinfcosfsing’ + A3sin2%0

a [d;] jest macierza jednostkowa 3 x 3. Wzdr (2.15) nalezy rozumie¢ w sensie wektorowym
w pewnej 6-clo wymiarowej przestrzeni u.

4
/

3. Badanie réwnan ruchu

Zbadamy warto$ci wlasne macierzy [4;;]. Rownanie charakterystyczne przybiera postaé

—&dij Oy
3.0 det {— -t —] -
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Dla wigkszosci zagadnien fizycznych mozemy przyjaé, ze A} > A% (np. dla liniowego
2

prawa i matych odksztalcen —5- = ¢). Mnozac odpowiednio przez & i dodajac do siebie

12
wiersze macierzy [A;;] oraz wprowadzajac oznaczenia
. e
1] = - }'2 }2

i korzystajqc z (2.14), mozemy (3.1) sprowadzi¢ do postaci
. 17—m, tity, tity
(3.2) det [#1t2, 13=7, t2t; | = 0.
iy, a3, 13-

Macierz w réwnaniu (3.2) ma postaé reprezentacji tensora t®t—»1, czyli  sa wartosciami -

wlasnymi pewnej diady t®t, przy czym, jak pamigtamy, t jest wektorem jednostkowym,
zatem 7 = 0 jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania (3.2), a # = 1 jednokrotnym i,
co za tym idzie, warto$ci + 2, sa dwukrotnymi pierwiastkami réwnania (3.1), natomiast
wartosci +4,, sa jego pierwiastkami pojedynczymi. RozwiazaliSmy zatem réwnanie 6
stopnia (3.1) i stwierdziliémy, Ze wszystkie jego pierwiastki sa rzeczywiste, jezeli tylko
naciag liny jest nieujemny. Jezeli dodatkowo istnieja lewe jednostkowe wektory wlasne
macierzy [A4,] tworzqce baz¢ przestrzeni u, to uktad (2.15), a zatem i (2.10), jest hiper-
boliczny [2].

Sprawdznmy wiec istnienie wektorow wlasnych oG, k=1,2,3,4,5,6), t. wekto-
réw spelniajacych réwnosci: :

6
k3 DIy = ERIP;

i=1 i=

[P = 13

o

twdrzqcych bazg w u. Jezeli /{" sa sklaQowymi wektora wlasnego przynaleznego p-tej
wartoéci wlasnej &9, to :

[[(lp) [(P)] (p)‘sU (sij
-------- s | =10,0,0,0,0,0.

3.4

( ) ol ; _E(P)(S ;

Réwnanie (3.4) sprowadza sig do nastgpujgcych warunkéw:

(3.5) ' [P = EPIP; [P = EDIP [P = DR

[lsp), [(sp), [%P)] "
(3.6) ([ 0y ]— ltsu(f“”)?])

macierz [a;;] jest macierza symetryczng i (§”°)* sa jej wartosciami wlasnymi, zatem istnieje
macierz ortogonalna [f,] okrelone wzorem:

[,Bpk]= [[;(P)] P= 192)3" k=4)576-

[0, 0, 0]

Korzystajac z (3.5) utwo'rzymy pelng macierz [[{P] (p, k=1, ...,6)

3 druga z tych réwnosci zalezy od wyboru jednostek, jednakze, jezeli da sie ja spelni¢ przy pewnyni
wyborze jednostek, to rowniez spelni¢ si¢ da przy kazdym innym.

[



232 _ A. BLINOWSKI

A0, A0S0, A, 10, 1, I

2O, 20, A0, 10, 1D, I

3.7) ) = | TR1E RIS, kI, T, 1D, T
219, LD, LIP, IR, 1P, 19

“ 2D, DI, =Dl 1P, 19, 1)

LI, LY, LI, 1P, 19, 1

Jezeli wyznacznik tej macierzy jest rézny od zera to, przy ustalonym wyborze jednostek,
jestesmy w stanje znalez¢ liniowo niezalezny ukfad jednostkowych wektoréw wilasnych
(Ch&Ciai na ogdt nie jest to uktad ortonormalny).

Odejmujac od siebie odpowiednie wiersze i kolumny macierzy fatwo dochodzimy do
zalezno$ci

‘ i 0
(3.8) det[/{P] = —oA; A2det l-~f~~].
1Pij

Poniewaz det[f;;] # 0 1 4, # 0, to wyznacznik rézny jest od zera, édy 2y # 0.
Zatem warunkiem hiperboliczno$ci ukiadu jest 2, > 0. Widzimy zatem, ze dla liny roz-
ciagliwej rownania pozostaja hiperboliczne tak diugo, jak dlugo naciag jej jest rézny od
zera. Powstaje pytanie: czy ukiad zachowuje hiperboliczno$é¢ dla liny nierozciagliwej?
Mozna by si¢ spodziewac, ze uklad pozostanie hiperboliczny, poniewaz skrajnym przy-
padkiem liny nierozciagliwej jest struna, a rownanie struny jest rownaniem hiperbolicznym.

Wykazemy tu na przykiadzie zadania plaskiego (bierzemy zadanie plaskie w celu
zmniejszenia pracochtonnodci obliczen), ze przypuszczenie to nie jest stuszne, a hiper-
bolicznos$é réwnania struny jest wynikiem linearyzacji.

W przypadku liny nierozciggliwej lewa strona rownania (2.6) bedzie rowna zeru i w wy-
niku analogicznego rozumowania otrzymujemy réwnanie ruchu (2.10) w niezmienionej
postaci, natomiast zamiast prawa konstytutywnego (2.11) otr%ymujemy warunek

ov
(3.9) =0
os t ’
(oczywiscie s = S'i F = 1). Warunek ten jest spetniony tozsamo$ciowo, wynika on bowiem
. . L OR
natychmiast z warunku nierozciggliwosci F = 55| = 1.
Warunek ten dla przypadku plaskiego mozemy zapisa¢ réwnieZ w postaci
) aRl aRz el
(3.10) a5 = COs® s T sing,

gdzie ¢ jest katem nachylenia stycznej do liny wzgledem osi x,. Przy tych oznaczeniach

' . op
uwzgledniajac, ze w tym przypadku » = 5y » Mamy:

9 cosg—osin —a-(p--f-r = o7
E co 4 2 ()S 1 = 07,
(3.11)
o sing + ocos o 41, =09
Os 4 ? os 2 2
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Widzimy, ze w ukladzie nig wystgpuje pochodna czasowa niewiadomej ¢, zatem nie mozemy
przedstawié ukladu w postaci analogicznej do (2.15), jednakze z matematycznego punktu
widzenia jest obojetne, ktora zmienng wyrdznimy (typ réwnania od tego nie bedzie zalezal).
Oznaczajac

a=cosp; [ =osing,

3.12 .
(3.12) y =sing; 0 = ocosg,
(3.13) C=4q,, QP=E(G, Uy =(q3, V3=,
oraz uwzgledniajac zwigzki
a_Rl — 0v,
as T
(3.14) .
O0R, —— 07,
as MNP T ase
otrzymujemy nastgpujacy uktad réwnan:
| S Be || . g | |,
0, -0, o o q, aqsl fi
e« . 0
0, 07 - yT’ % q> E (3127 f2
3.15 ) -1, = ,
0~y 0 0 ln| |G| |5
. 5,
0 w00 |la| [[SE] |4

gdzie wielkosci f; sg funkcjami ¢, o lecz nie ich pochodnych.
Wartoéci wlasne macierzy wspélczynnikéw sg rozwiazaniami réwnania

2fg2_ @)
(3.16) - 3 (f —7)— 0.

Roéwnanie to posiada cztery pierwiastki rzeczywiste: l/i, —]/L oraz podwdjny
o c

pierwiastek £ = 0.
Nietrudno zauwazyé, ze lewe wektory wlasne przynalezne do niezerowych wartosci
wlasnych musza spelniaé¢ zalezno§é I§” = 0.
Dla zerowych warto$ci wiasnych pierwsze réwnanie:
[9.04+19.0+1P.0+1.0=0. [P
jest spelnione automatycznie i pozostaja trzy rownania:
—lP + ol =0,

do Yo
17 S Jep < ey —
(3 ) o 11 o 12 Oy

[] [
%1947&’19) =0.
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Drugie i trzecie z tych réwnah zawiera jedynie I{¥ i [{”, przy czym wyznacznik ukladu
tych dwu réwnan jest rézny od zera:

5, — 6
(3.18) ‘detlﬁ, aJ:a#O,

wynika stad, ze I{ =15 = 0. .

Zatem wszystkie cztery wektory wiasne  maja pierwsza skiadowa réwna zeru, czyli
nie moga by¢ one liniowo niezalezne i ukfad (3.15) nie jest hi perboliczny.
Zauwazymy- natomiast ze réwnania (3.11) mozemy zapisac" w postaci

op . . .
a~-as -+ rycosp—rysing = p(v; cosp—1v,singe),
(3.19) Py )
N +ryco8p+1,8ing = o(v, cosp+v,sing).

Dla zamocowanej na koncach struny, pozostajacej w spoczynku przy pewnym stalym
naciggu poczatkowym wzdluz pewnej prostej (np. osi x, kartezjaniskiego uktadu wspot-
rzgdnych) i przy braku sit masowych, jak tatwo wykazaé, wektor malego przemieszczenia
od polozZenia réwnowagi oraz jego pochodne czasowe sg prostopadte do t z dokladnoscia
do matych wyzszego rzedu.

W zwiazku z tym z (3.19) mamy l

do
dx,
natomiast pierwsze réwnanie przybiera posta¢ liniowego réwnania hiperbolicznego o statych
wspotczynnikach wzgicdem "przemieszczenia u,, (#; = 0), mamy bowiem

=0, tj. ¢ = const,

ou,
istad
d? .
(3.20) o '71‘;;'2' — i, =0,

zatem w wyniku linearyzacji odzyskujemy wilasno$§¢ hiperbolicznodci. '
( /

4. Poprawno$¢ warunkow brzegowych na brzagu ruchomym

W wielu zagadnieniach, w ktérych rozpatrywany jest lot liny, mamy do czynienia
z wyciaganiem liny z zasobnika, rozwijaniem z bebna itp., przy czym w skali calego zadania,
wymiary zasobnika (lub bebna) sa niewieikie i mozemy je zaniedbaé przyjmujac np. dla
zasobnika x = 0, tak jakby lina przechodzita w tym miejscu przez blok lub oczko (kip).
Przy formulowaniu warunkéw brzegowych nalezy w tym przypadku zachowa¢ okre$lona
ostrozno$¢ i zdanie si¢ wylacznie na inzynierska intuicje ‘moze si¢ okaza¢ zawodne, tym
bardziej ze mamy do czynienia nie tylko z ruchomym lecz wrecz nieznanym brzegiem
(na ogét nie znamy wartoéci wspdirzednej S w punkcie przestrzennym x = 0).
~ Poniewaz mamy do czynienia z ukladem hiperbolicznym, mozemy si¢ spodziewad,
ze rozwigzanie zagadnienia metoda «krok po kroku» doprowadzi¢ nas moze, przy odpo-

~
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wiednim algorytmie, do celu. W tym przypadki nieznany brzeg mozemy budowac w trakcie
. rozwigzania i na kazdym nastgpnym kroku odcmek brzegu traktowa¢ mozemy jako dany
z kroku poprzedniego.

Powstaje pytanie — ile musimy zatozyé warunkow brzegowych, aby dla kazdego kolej-
nego kroku zagadnienie poczatkowo-brzegowe bylo poprawnie sformutowane.

Za ROZDIESTWIENSKIM i JANIENKA [2] wprowadzimy pojecie charakterystyk wychodza-
cych i przychodzacych. Niech bedzie dane réwnanie rézniczkowe charakterystyki prze-
chodzacej przez pewien punkt brzegu

4.1) | ,di = E0O(S, 7).

Rozwigzanie tego réwnania mozemy przedstawi¢ w postaci parametryczne;j
4.2) S=380), =10 :
. v . ' 27(0)
przy czym, niech parametr 0 ustalony bedzie tak aby na brzegu 0 = 0 oraz aby 20 > 0.

Charakterystyka przychodzgcg nazywamy takg charakterystyke, ktdra lezy wewnatrz
obszaru dla § < 0, w przypadku przecanym charakterystyke nazywamy charakterystyka
wychodzgca (por. rys. 2).

Jezeli na rozpatrywariym brzegu dane jest k zaleznosci

(43) Cl' (S; T, u) = 0’ .
to warunkiem koniecznym popraywnoéci sformutowania problemu (por. [2]) jest, aby
(4.9) k=n—p,

gdzie n jest liczba rownan a p—liczbar przychodzacych charakterystyk. Dla
zagadnienia p{asklego macierz naszego ukiadu ma postaé:

0, 0, -1, O
0, 0, 0, —1
) =1 e, —as, 0 o
— U, . X3, 0; 0_
. Jx ox . .
gdzie \uls 855’ quT;, Uy = X, y45x2
( oy = F2 (12u1+}.2u2 ,

Ay = F(}-% —A)uu,,

a3 = F2 —5 (Aui+ ABup).

Warto§ciami wiasnymi macierzy [A4;] sa +4, i +4,. Wyrazmy warunki brzegowe

na ruchomym brzegu przez S, 7, u. Warunek «zaczepienia w oczku» ma postac
(4.6) . v:n=0,
N ’ \
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czyli

t 15
Jako drugi zwigzek moze sluzyé np. przyjecie danej wartosci o lub tez zatozenie, ze energia
nie moze sie magazynowaé w zasobniku (niestuszne np. dla bebna o skonczonym momencie
bezwladnosci samego bebna i zwoju liny), czyli, Zze praca wykonana przez ling réwna jest
doptywowi energii wraz z ling (kinetycznej i sprezystej) plus straty na tarcie:
2

4.7) gw'v+g—7}2-'v—fv = ¢v,

gdzie v = |v|, f— modut sily-tarcia w punkcie wyjscia liny z zasobnika, czyli

2

“.8) ow(F)+o-—f = a(F),
zatem, uwzgledniajac (4.6),

Uy = _‘P(F;f)tx,
(4.9) v, = —@(F, f)ls,

) gdzie
o= ( ., w(F))

Poniewaz F wyraza sie przez u, 1 u,, zatem mamy dwa warunki brzegowe typu

C,'(ll) = 0
Zauwazymy teraz, ze rownanie rézniczkowe brzegu ma postaé
das v
. = — = @(F,
(4.10) = = 0D

pamigtamy, Zze wzdluz charakterystyk-jf

Na rys. 2 naszkicowane sa odcinki charakterystyk. Przypadek (a) odpowiada sytuacji,
gdy
CAT Y Ay > @(F, f),
natomiast przypadek (b) — odwrotnej nieréwnosci.

W przypadku (a) wystarcza nam dwa warunki brzegowe, natomiast w przypadku
(b) wymagane sa trzy warunki, czyli, oprécz (4.9), nalezaloby daé jeszcze np. kierunek
stycznej na wyjéciu z oczka. Przy warunku ¢ = const mamy analogiczna sytuacje, tj.
mozemy mie¢ przypadek (a) lub (b) i, co wiecej, sytuacja moze si¢ zmienia¢ w trakcie
jednego procesu.

Wracajgc do «energetycznego» warunku, widaé jasno, ze przy dostatecznie duzej 51Ie
tarcia bedziemy mieli przypadek (a). Jezeli zaniedbamy sile tarcia, to (4.11) przyjmie posta¢

dw

= Ew,

gdzie a(F) > 0.
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kY
Jezeli rozwigzemy (4.12) z warunkiem w(l) = 0, to otrzymamy

(4.13) W= F? f a}? dF.
F

Jednakze wyrazenie to dla dowolnego £ > 1 ma wartosé ujemna, zatem nie moZze opisywaé
gestosdcei energii.

Th
1 &YX B S el ets e
207 /a Z na,

ds as.
> 2=, o=A
NS ar ar z S;
Rys. 2

Nie istnieje zatem takie sprezyste prawo konstytutywne, przy ktérym mogiby byé
speiniony warunek (4.11) bez sily tarcia.

Fizyczna interpretacja faktu, ze w sytuacji (b) potrzebny jest dodatkowy warunek,
jest nastgpujaca: A, jest predkoscia propagacji wzdluz liny malego sygnalu «gietnego»

(wzgledem dlugosci w stanie nieodksztalconym), zatem ]/—Gjest realng predkoscia pro-
v

pagacji tego sygnalu. Jezeli predkos¢ wyplywu z «oczka» przekracza te warto$é, to «infor-
macja» o kacie nachylenia stycznej nie dociera do oczka i kat ten musi-byé w x = 0 dodat-
kowo dany, co jest do§¢ oczywiste, np. w skrajnym przypadku kiedy wypychamy line
z oczka zamiast ja wyciagac.

Pokazali$my tu, ze liczba koniecznych warunkéw «na oczku» moze by¢ rézna, a nawet
moze si¢ zmieniaé w trakcie jednego procesu. Oczywiscie zagadnienie liczby warunkéw
brzegowych nie wyczerpuje kwestii poprawno$ci zagadnienia brzegowego. Nie bedziemy
tu jednak bada¢ pozostatych warunkéw poprawnosci (por. [2] s. 95), poniewaz na ogét
by&aja one spelnione nieomal przy kazdym rozsadnym sposoble postawienia warunkow
brzegowych.

Otwarta réwniez pozostaje sprawa poprawno$ci warunkéw b?zegowych w przypadku
liny nie rozciagliwej.
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, Pesiome

O POPMVYJIMPOBKE M KOPPEKTHOCTH HEKOTOPOIr'O KJIACCA 3AIAY
10 HEJIMHEUHOW NUHAMUKE TPOCOB

PaccmaTpuBaeTcsi HenuHedHasT 33jaua OHHAMUKK PacTSHIXHMOro rubxoro Tpoca (Hamp. pasmarbl-
Balolerocss u3 KoureitHepa). IlpuBomurcst BeiBoA mudyhepeHIManbHbIX YpaBHeHHH JWHAMUKHY, aHajd-
3HPYETCS TUI YPaBHEHui, HAXOAATCA XapaKTEPUCTHKHU M YKa3blBaeTCA UX dusnueckuit cmpica. Ha ocHo-
Be ofIlelf TEOPHH THIEPOONHUYECKNX, CUCTEM DPAaCCMATPUBAETCSI KOPPEKTHOCTh ITOCTAHOBKM KpPaeBbIX
YCIIOBMH Ha TlepeMeHHOM KOHType (B TOUKE BBIXOHA TPOCA U3 KOHTEHHEpa).

Summary

ON THE FORMULATION AND THE CORRECTNESS OF SOME CLASS
OF PROBLEMS CONCERNING NONLINEAR DYNAMICS OF STRINGS

Nonlinear dynamic problem of a string with variable mass is considered. The derivation of the diffe-
rential gquations of string dynamics is given, and also the type and the characteristics of the system are deter-
mined. The physical meaning of the characteristics is pointed out. On the basis of the general theory of
hyperbolic systems, the correctness of the boundary valuc problem with the variable boundary is discussed.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZzona w Redakcji dnia 11 sierpnia 1976 r. '
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TECHNICZNA TEORIA GRUBYCH TARCZ ORTOTROPOWYCH

JERZY KUJAWSKI (BIALYSTOK) ' ,

Analize stanu naprezenia w tarczach grubych nalezy przeprowadzaé za pomoca teorii
uwzgledniajacej pelne tensory stanéw naprezenia i odksztalcenia.

Ugcislong teorig tarcz izotropowych opracowal Kaczrowski [1]. Zgodnie z ta teoria
stany naprezenia i odksztalcenia w tarczy grubej mozna okre$li¢ za pomoca funkcji na-

" prezenia, analogicznej do funkcji Airy’ego oraz funkcji w przemieszczenia powierzchni
zewnetrznych tarczy w kierunku do nich prostopadiym.

Materialy konstrukcyjne o silnej anizotropii charakteryZUcheJ si¢ tym, Zze miedzy
wspolczynnikami sprezystosci zachodza nastepujace zaleznosci 433 < A, (¢ = 1,2)
i Ass < Ay(l = 4, 5) wykazuja duzg podatnos¢ na poprzeczne odksztalcenia [2, 3]. Fakt
ten wymaga stosowania teorii usci$lonych nawet w przypadku cienkich tarcz o odpowiednio
duzej podatno$ci na poprzeczne odksztalcenia.

Klasyczna teoria tarcz moze prowadzi¢ rowniez do duzych bledéw w przypadku analizy
naprezen w poblizu otwordéw, ktorych $rednica jest nieduza w porédwnaniu z gruboscia
tarczy. .

Z powyzszych wzgleddw w pracy niniejszej przedstawimy techniczna teoric grubych
tarcz ortotropowych.

Praca stanowi uogdlnienie kinematycznej metody usciélonego obliczania grubych
tarcz o ortotropii cylindrycznej [3].

1. Roéwnania podstawowe

1.1. Podstawowe zwiqzki teorii sprezystosci. Rozpatrzmy w ramach liniowej teorii spre-
2yst6éci tarcze wykonana z materialu jednorodnego, ortotropowego i idealnie liniowo
sprgiystego Przyjmujemy, ze osie x, (¢ = 1, 2) kartezjanskiego ukladu wspdtrzednych
leza w-plaszczyznie Srodkowej tarczy, a plaszczyzny ogramczajqce tarcz¢ maja rownania
X3 = +h, gdzie 2k jest gruboscig tarczy. . ,

W celu skrécenia zapisu formul zastosowano zapis wskaznikowy i cze$ciowo kon-
wencje sumacyjna. Wskazniki oznaczone malymi literami faciriskimi 7, j, przyjmuja wartosci
1, 2, 3. Wskazniki oznaczone literami greckimi «, 8 przyjmuja wartosdci 1, 2.

W obszarze tarczy musza by¢ spetnione podstawowe zwiazki teorii sprezystodci, to
jest zwigzki Cauchy’ego i

a 1
, (1.1) : \ & ?(u,-_j+uj',-), ih,j=1,2,3, i

y Cy

[N
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rownania konstytutywne

011 Ay A A €11 023 = 2A4s 823,

(1.2) 022 | = | A2x A2z A2z || 221> 031 = 2455 €34,
.

033 Asg Asx Aszs £33 012 = 2466 €12

oraz réwnania rownowagi
(1.3) O-ij,j'}'/\,iz()y I)_/= 172)3-

Ai; (i,j=1,2,3) oraz A,, (n = 4,5, 6) sa wspoiczynnikami sprezystoéci materiahu.
Warunki brzegowe na powierzchniach granicznych x; = +/ maja postaé

(1.4 Op3 = Tp5, 033 =p5.

-
-

Rys. |1

Ponadto obcigzenie tarczy stanowig sily masowe X,. Sily powierzchniowe dzialajace
na tarcz¢ sg dowolnie zmiennymi funkcjami x,.

1.2, Pola przemieszczen i naprezei. Pole przemieszczenia w tarczy przyjmujemy w postaci
(1.5) Uy = wd+ul(1=302),  uy = [W§+ub(l =L,
C = .X3//7,

u¥(k = 0, 1) sg nieznanymi funkcjami zmiennych x,.
Z warunkéw brzegowych (1.4) otrzymujemy

1 2 A s ) I Ase h
1~ 0 a0 _ Fe L3 0 " 58
(16) : ‘u3 - us 6 A33 (uS,a G‘L’a a + 2 A33 ua.a 2/433 P3s

gdzie v, = As55/G, T, = A44/G, G jest dowolnie przyjetym poréwnawczym modulem
sprezystosci poprzecznej np. Agg-
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Ze wzgledu na przyjete pole przemieszczenia, pole naprezenia przedstawimy w postaci
0, = op+o,(1 =307,
(1.7 012 = Agsleda+eia(1-387)],
O3 = pr"‘GTaué.a(l —CZ)Ca

gdzie skladowe stanu naprezenia o,(p = 11, 22, 33) sg okreSlone przez wzory (1.2).
Sity wewnetrzne odniesione do plaszczyzny $rodkowej tarczy zdefiniowane sa naste-

.pujqco:

s Nog = h [ omdl, o, =1,2,
g

i
stad po podstawieniu (1.7) i wykorzystaniu faktu, ze /& f(l—3cj2)dcj = 0, otrzymujemy
=1

Ny, = 2hAel,
(1.9) Ny = 2hA e,
\ le = 2/1/4668?2'

1.3. Uklad réwnai rézniczkowych. Ze wzgledu na zaloZone pole przemieszczen (1.5) réw-
nania réwnowagi zostang spetnione w sensie catkowym w nastgpujacej postaci [3]:

1
(1.10) 2/7f(6aﬂ.ﬂ+6a3,3+Xa)dC =0, hj (0u3,at033,3)dC = 0.
0 0
Na podstawie (1.7) i (1.10) dochodzimy do uktadu réwnan rézniczkowych:
(1.11) Liu) = f;,
gdzie

Lu = 2/7(/4116%"‘/4666%)» ‘ L12 = L21 = 2/1(A12+A66)6%2)
Ly = 2h(Ags 07+ A2203),  Lyy = 2443 0,,
Jo = —2(p5+hX,), '

h? A,
(1.12) L= A3 GoL(VH)— Agaaa,
h 3 A4
Ly = _ﬁG[ " (A3, 01+ A3, 03)— 3IV2 > /:3 >
y )
] 3 P G h
. | 2 S _
fi= 2P3+ 8 A33VP3 2apa
h? 1 A A
214 A VZ( _:1 N E— 02[’2),

V:=17,0{+7,03.

Réwnania (1.11) sa uwikianym ukiadem rézniczkowych réwnan czastkowych acznie
ésmego rzedu.

7 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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Uklad réwnan mozna rozwikla¢ wprowadzajac funkcje przemieszczen spelniajace
nastepujace niejednorodne réwnania rézniczkowe:

(1.14) det[L;}D; = fi.
Poszukiwane przemieszczenia wyznaczamy z zaleznosci
@1 L12 L13 Lll d)l L13 ) Lll L12 ®l
(115) ul=|D, Ly Lys|, u = | Ly @y Lys |, ud =|Ly Ly, D,].
Dy Ly, Lj; Ly, @3 Ly Ly, Ly, 5
Na podstawie (1.12) i (1.14) otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
B G |, Az .y ) ) P G- 1
. —— 2 1|L, D VE-1|L,®; = — f;
(1.16) A33[36 A33( A, -0F-3|Vi+ + 12 4. 2 6/zf’
gdzie \
L, =4y, A660T+[AHA22_A12(A12+2A66)]a%82+A22A66635
L, = A}3 A6 01+ A1 Ads+ A2 AT =243 A23(A 2+ Ase)] 33 03+ A33 A66 05

W tarczach o $redniej grubosci i cienszych, w ktorych stosunek gruboéci do mniejszego
boku 2h/a < 1/5, uklad réwnan mozna uprocic.

A3a < 5 to czlon réwnania rdZniczkowego zawierajacy /1*/36 jest wielkoscia
33

Jesli

A
malg w stosunku do pozostatych, gdyz (Z) = 100"

Po jego pominieciu otrzymujemy nastepujacy ukiad réwnan rézniczkowych:

» G
12 Ajs

1
24

(1.17) Vf—l)(Lz—A33L1)¢i= =

Gdy sily powierzchniowe i masowe sa rowne zeru, funkcje rozwiklujaca @ wyznaczamy
z nastgpujgcego rownania rozniczkowego jednorodnego szdstego rzedu:

(1.18) WG vz—l)(L A L)® = 0
‘ Y ﬁ 1433 T 2 3zt - .
Réwnanije to mozna zastapi¢ ukladem dwu réwnan
1.19 2 . 12 & =0,
(1.19) . Ass 01+ Aya 05— e Az =

(403 +2B01 83+ Ca3)D" = 0
gdzie
A= (Afs_‘AuAss)Ass’
2B = Ay A33+ A2 AT3— 24,3 423(4 12+ Ass) — A1y Az2 Ass+ Ay A33(As2 +2466),
C = (A%3— A3, 433) 466,
D =P+,
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Dla tarczy izotropowej uktad réwnan (1.19) przyjmuje postaél
1—-» 24
2_ = ’ — 72772 1 —
(1.20) (V T3 hz)di 0, VIV 0,
gdzie V2 = 024 03.
Podobne réwnania otrzymat na innej drodze Kaczkowskl (por. [1] s. 873), z tym,

. . . l—» . . . . . .
ze zamiast wspoéiczynnika 1= 72 znajduje si¢ nieco wigkszy wspdiczynnik
1-v 30
1—2v h*°

Poszukiwane przemieszczenia po pominigciu sit masowych i powierzchniowych wyzna-
czamy z zaleznoS$ci '

U = (LypLy3—Li3L,,)9P,
(1.21) ug = —(Ly, Ly3—Lyy Ly3)D,
us (LyyLa2—Ly Ly)?.
Na podstawie (1.12) i (1.21) mamy
U = 4h0,[A23(A 2+ Aes) 05— A, 3(Aes 01+ Az, MNP,
(1.22), ug=>—4/762[A23(Auaf‘l‘Assa%)—Ala(sz‘l‘Ass)aﬂ@,
ud = 4h*{A,, Ase 01+ [A 11 Aza— A2 (A12+2A466)] 03 05+ A2, A6 03} D.

1.4. Warunki brzegowe. W warunkach brzegowych na pobocznicy walca ograniczajacej
tarcze moga wystepowaé w réZnych kombinacjach trzy wielkoéci geometryczne

(1.23) : Uy, Ug, Uz )
i trzy statyczne
(1'24) Gll} Gn,u Gns .

Indeksami » i § oznaczono wielkoS$ci statyczne i geometryczne w kierunku normalnej
i stycznej do brzegu tarczy.

Zaréwno warunki geometryczne, jak i statyczne mozemy speinié jedynie w sposdb
catkowy. '

Z uwagi na zaloZone pole przemieszczen otrzymaliSmy uklad réwnan rozniczkowych
Iacznie 6smego rzedu. Pozwala to spetnié po cztery warunki brzegowe na pobocznicy
tarczy. ‘

Mozemy zatem dokladniej spetnié te warunki brzegowe, ktére maja najbardziej istotny
wplyw na stany naprezenia i przemieszczenia w tarczy. '

Przyjmujemy wigc cztery wielkoéci geometryczne

(1.25) uy, Uy, Ug, U3,
i cztery statyczne
(1.26) R On > Ofsy Ons.

Gdy korzystamy z uproszczonego réwnania (1.17), spelniamy po trzy spo§réd wymie-
nionych wyzej warunkéw brzegowych. -

A
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2. Uwagi koncowe

W pracy przedstawiono techniczna teori¢ grubych tarcz ortotropowych, obcigzonych
w sposéb mozliwie ogdlny.

Teoria ta pozwala na spelnienie wszystkich zwigzkéw liniowej teorii sprezystosci dla
ortotropowego ciala tréjwymiarowego z wyjatkiem réwnan réwnowagi, ktére sa spetnione
w sensie catkowym.

W rezultacie otrzymano uwikiany ukiad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych
lacznie 6smego rzedu do wyznaczenia trzech wielkosci geometrycznych — usrednionych
po grubosci tarczy, przemieszczen 49 (« = 1,2) oraz przemieszczenia uJ powierzchni
zewnetrznych tarczy, w kierunku do nich prostopadiym.

Uklad réwnan rozwiktano, wprowadzajac funkcje przemieszezen @; (j = 1,2, 3),
metoda wyznacznikowa dla ukiadéw rézniczkowych réwnan liniowych.

Hustracja omdéwionej teorii prostymi przyktadami jest przedstawiona w pracach [3, 4].

/
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Peszwme

TEXHUYECKAS TEOPUA TOJICTBLIX OPTOTPOITHLIX JUCKOB

B paore npeacraBiieH yrouHeHHBIH cnocol pacyera TOJNCTbIX, OPTOTPOMHBIX AMCKOB, NOABEPIHY-
TBIX ACHCTBHIO IMOBEPXHOCTHBLIX CHII CO BCEMH TPEMs COCTAaBJISIOIIMMH M MaccoBbIX cuir. Ilpobnema
PELLUEHA B IIEPEMEILEHHSIX, UTO JaJI0 BOZMOMNKHOCTE TOUHO YAOBJIETBOPHTL OTHOILIEHHAM JIMHERHOH Teopuu
YIPYTOCTH, 33 MCKJIIOUCHHEM YPaBHEHIT PABHOBECHSA, KOTOPbIC OYAYT YAOBJIETBOPEHLI B HHTEPAJILHOM
CMBICIIE.

B pesysnbrare monyuena cucrema Tpéx auddepeHunabHbIX ypaBHeHHH COBMECTHO BOCBMOLO IMO-
pAOKa UL ONPENC/IeHHsT HEM3BECTHLIX (BYHKUMI nepemeltieHust. 3TO MO3BOJIAET YAOBJIETBOPUTL ue-
ThIPEM 'PAHHYHBIM YCJIOBHUSIM Ha GOKOBOH MOBEPXHOCTH IWWIMHAPA, OrPaHMUMBAIOEH AMCK. B muciax
CpeaHeH TOMUHHbBI COBMECTHBI MOPSIIOK CHCTEMbI YPABHEHMIT MOYKHO YMEHBIIHTL A0 LIECTOro IIOpAKa
nyTem OTOPachLIBAHHA MalbIX WICHOB.

Summary

TECHNICAL THEORY OF STRETCHING THICK ORTHOTROPIC PLATES
3
The paper presents an improved calculation method of thick orthotropic plates subject to the action
of arbitrary surface and body forues. The problem is solved in displacements what makes it possible to satisfy
precisely the relations of the theory of linear elasticity for orthotropic three-dimensional body, except the
equilibrium equations which are satisfied in the general sense.
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The obtained system of three eighth order differential equations allows for determining the unknown
of displacement functions satisfying three boundary conditions on the cylinder surface bounding the plate.
In moderately thick plates the equation order may be reduced tosix by disregarding the small terms of higher

order.

POLITECHNIKA BIALOSTOCKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 sierpnia 1976 r.
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DRGANIA WEASNE BELEK Z UWZGLEDNIENIEM WPLYWU SCINANIA

StAwOMIR JANECKX1 (GDANSK)

1. Wstep

W praktyce inzynierskiej, przy ocenie dynamicznego zachowania si¢ szeregu elementéw
konstrukeyjnych zastgpuje si¢ je modelami jednowymiarqwymi (prety, belki). Klasyczna
teoria tych modeli opiera si¢ na szeregu hipotez kinematycznych, bedacych w swej istocie
wewngtrznymi wigzami geometrycznymi, naktadanymi na ruch ciala jako tréjwymiarowego
oérodka ciagltego. W zaleznosci od przyjetych hipotez mozna otrzymaé rézne modele,
a na ich podstawie rézne réwnania opisujace ruch.

Przyjmowane hipotezy kinematyczne moga prowadzi¢ do modeli, ktére nie nadaja sie
do opisu zjawisk falowych, badz do modeli prowadzacych do réwnan falowych. Przykta-
dem pierwszych jest model belki Eulera-Bernoulliego, a drugich model belki Timoszenki.
Model Eulera-Bernoulliego, oparty na hipotezie plaskich i prostopadtych do osi belki
przekrojow po jej odksztalceniu, stosuje si¢ do wyznaczania najnizszych czestoci drgan
poprzecznych belek smuktych. Model ten nie obejmuje drugorzednych efektéw powodo-
wanych obrotem przekrojéw poprzecznych podczas ruchu oraz naprezeniami $cinajacymi.
Dla belek mato smuktych, posiadajacych wymiary jpoprzeczne, poréwnywalne z ich dtu-
goscig, wspomniane wyzej drugorzgdne wplywy moga mie¢ duze znaczenie, zwlaszcza
przy badaniu rozchodzenia si¢ fal oraz drgan o wyZszych czestosciach. Poprawke uwzgled-
niajaca obrét przekrojéw poprzecznych podczas ruchu belki wprowadzil RAYLEIGH,
natomiast poprawke uwzgledniajaca wplyw sil poprzecznych na ugigcie wprowadzit TiMo-
SZENKO [I]. _

Problematyka zwigzana z modelem zaproponowanym przez TIMOSZENKE zajmowalo
si¢ szereg badaczy. Charakter falowy réwnan ruchu opartych na powyzszym modelu
badano w pracach [2, 3, 4], drgania wlasne bélki w [2—13], drgania wymuszone w [14, 15,
16]. Pelniejszy przeglad poruszanych tu zagadnien zostat dokonany w [17]. W pracach
[18—21] zajmowano si¢ odpowiednim doborem, wyst¢pujgcego w réwnaniach Timo-
szenki, wspélczynnika §cinania charakteryzujacego nieréwnomiernoé¢ rozkiadu napreZen
stycznych w przekrojach poprzecznych belki. Szereg prac po$wiecono réwniez doskona-
leniu modelu. Wychodzac z tréjwymiarowej, zlinearyzowanej teorii sprezystoSci przy
ogélniejszych zatoZeniach dotyczacych deformacji- w pracach [19—24] otrzymano nowe
sformutowania teorii. '

W niniejszej pracy, opierajgc si¢ na ogdlniejszych zatozeniach dotyczacych deformacji
przekrojéw poprzecznych, podano algorytm budowania bardziej doktadnych wariantéw
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teorii drgan poprzecznych belek uwzgledniajacych $cinanie. Wyprowadzony uktad réwnan
moze byé stosowany do badania dynamicznego zachowania sie belek krétkich. Uklad ten
~w szczegblnym przypadku sprowadza si¢ do ukladu Timoszenki.

2. Spis wazniejszych oznaczen

A, I pole powicrzchni i moment bezwladnosci przy zgieciu przekrojow poprzecznych
belki,
le,, IX‘,;(J momenty bezwladnosci przekrojow poprzecznych belki wystepujace przy scina-
niu (i,j=1,2,...,R),
L, 42 dlugo$¢ i smukio$¢ belki,
0, E, G gesto$¢ materiatu oraz moduly sprezystosci podluznej i postaciowej,
1y przemieszczenie calkowite punktu materialnego znajdujacego si¢ na osi belki,
w, v, katy zgiecia i §cinania (i = 1,2, ..., R),
Q, M, H; sila poprzeczna, moment gnacy i momenty $cinania,
g, m, Ir; obciazenia zewngtrzne belki (j = 1,2, ..., R),
p, ko bezwymiarowa i wzgledna czgstos¢ drgan wlasnych,
xi, t wspoOlrzedne miejsca i czasu (kK = 1,2, 3),
€1y, #15, My bezwymiarowe charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego belki
charakteryzujace wplyw deplanacji przy $cinaniu (i,jr= 1,2,..., R),
%, funkcja deplanacji (j= 1,2, ..., R). '

3. Model Timoszenki

W celu przes$ledzenia zaloZzen przy ustalaniu modelu zgiecia belki z uwzglednieniem
$cinania i momentéw obrotowych wyprowadzimy réwnania ruchu Timoszenki [1]. Aby
tego dokonaé¢ rozwazymy elementarny odcinek belki (rys. 1, 2). Dla prostoty ograniczymy
si¢ do rozwazania odksztalcenia odbywajacego sie w jednej plaszczyZnie.

Pod wplywem obcigZen o$ elementu belki wygina sie i two'rzy z osig OX; kat

y . , o=w+y,

gdzie w, ¥ sa odpowiednio katem powstalym w wyniku zginania i $cinania (rys. 1). Przy
zatozeniu malych odksztalcen, calkowity kgt pochylenia materialnej osi belki mozna
przyjac

@) v = _6u07

gdzie ug(xs, t) jest przemieszczeniem catkowitym punktu materialnego znajdujacego si¢
na osi belki.

W teorii Timoszenki, przy utrzymaniu stusznoéci hipotezy plaskich przekrojéw, zwiazki
fizyczne zachodzace pomiedzy sitami wewnetrznymi i odksztalceniami przyjmuje si¢ na-
stepujaco:

dw

3 M = EJ
0x;

, Q= xGAy,

gdzie M, Q sa odpowiednio momentem gnacym i sila poprzeczna, » wspdiczynnikiem
§cinania uwzgledniajacym nieréwnomierny rozklad naprezen stycznych w przekroju po-
przecznym belki.
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Na podstawie rys. 2 mozna ustali¢ nastgpujace réwnania réwnowagi elementarnego
odcinka belki

00 oM

4 ohg=0, 2 40+m=0.
C) ox, T4 s +Q+
X 3" <N
Element zginany //” £\
i ‘Scinany . w'\ N
3 . 1
7 Etement
j = zqumany dx, Q+dq
) M m | Y\NMrdM
Up Ly vyl
o2y (B
’ EEREREREE
g - a 0 q %
x / =
% X%

Rys. 1. Schemat odksztalcenia elementu belki Rys. 2. Schemat obcigzen elementu belki

Kiedy obcigzenia zewngtrzne sa obcigzeniami masowymi bezwladnos$ciowymi, to wtedy
!

0, 0%w
(5) q= “QAW, m = *Q-"a‘l'z—-
Wprowadzajac bezwymiarowe zmienne
- %3 ) = Ho
(6) { = 7’ T = 7 f, u 7

na podstawie zwiazkéw (1)—(5) mozna otrzymac nast¢pujacy ukiad réwnan:
64(1) (’7‘4(0 2 62 \
e — s A =0
ot T atser T o @t =0,
)

‘e 26_21’__&( +9) =0
%C—E acz 012 wTy _ s

dla katéw zgiecia w i $cinania ¥, albo réwnanie

0*u 1 0*u 1 o%u , 0%u \
® (1 7 ) s + P =0

dla przemieszczenia bezwymiarowego u.
W napisanych wyZej rownaniach wprowadzono nastepujace oznaczenia:

L _ Ce: \? G E
9 = 2 = G 2 . 2 _
() j' '/I/Ai’ lu 7( CE) > <G 9 ’ Cg

o’
gdzie 4 jest smuklo$cig belki, natomiast ¢z i ¢ sa odpowiednio predkoécia rozchodzenia
sig fal wzdluznych i poprzecznych.

Réwnanie (8) w literaturze przedmiotu znane jest jako réwnanie Timoszenki.
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4. Uogdlniony model zgigcia poprzecznego

Przy ustalaniu modelu belki i wyprowadzeniu réwnan ruchu przyjmowac bedziemy, ze:

1) rozwazana belka jest prosta i ma stale, bisymetryczne przekroje poprzeczne;

2) belka jest wykonana z materialu jednorodnego i izotropowego, dla ktérego wazne
jest prawo Hooke’a; _

3) ruch belki odbywa sie w jednej plaszczyznie; w trakcie ruchu przekroje poprzeczne
pierwotnie ptaskie obracajg sie i deplanuja, nie zmieniajac swych wymiaréw poprzecznych;

4) odksztalcenia i przemieszczenia sa na tyle male, ze opis ruchu zostanie dokonany
na stanie nieodksztatconym belki; '

5) naprezenia styczne dzialajace w plaszczyZnie przekroju poprzecznego belki oraz
naprezenia normalne dzialajace z tego przekroju begdziemy uwazaé za istotne, natomiast
pozostate za drugorzedne i bedziemy je pomijaé przy ustalaniu zwiazkéw fizycznych;

6) rozktady naprezen w kierunku poprzecznym po szerokosci belki bgdziemy przyjmo-
waé jako niezmienne.

Zgodnie z powyZszymi zaloZzeniami skladowe przemieszczenia dowolnej czastki belki
znajdujacej si¢ przed odksztatceniem w miejscu P(x,) przekroju x; = const, mozna przyjacé
w postaci

R
(10) Uy = uy(x3, 1), u, =0, wy=—x;w(x;, )+ Zx,-(xl)yi(XJ, 1),
=1

gdzie w(xs, 1), y:(xs, ¢) s3 nieznanymi funkcjami okreslajacymi sztywny obrét i deplanacje
przekroju wzdtuz dlugosci belki, natomiast y;(x;) sa znanymi funkcjami, spetniajacymi
okre§lone warunki i charakteryzujacymi rozktad deplanacji w danym przekroju.

Znajac skladowe przemieszczenia mozemy wyznaczy¢ sktadowe tensora odksztai-
cenia. Zgodnie z zalozeniami, ograniczajac si¢ do teorii zlinearyzowanej mamy

'

R R
an ! . N\ O ' y i
£13 = 5| —@w+uo+ Z ax. Vi) faaE TXO + Xi¥is

= 1 i=1

gdzie ,,primem” oznaczono pochodna wzglgdem zmiennej Xx;.
Przyjmujac, ze pochylenie catkowite osi preta jest

R
(12) iy = w+ ) i,
=1
to niezerowe skladowe tensora odksztalcenia mozna przepisac
R ) ' R
1 "0y; ’
(13) ' €13 = 5 Z (1+ 5;:1 ))’i, £33 = —X W+ 2%1%‘-

Na skutek odksztalcania si¢ belki pod wpltywem obciazen zewnetrznych pojawiaja sig
wewnetrzne sity sprezystosci. Uwzgledniajac zalozenia dotyczace materiatu, z ktdrego
wykonana jest belka, istotne skladowe tensora naprezenia mozemy przyjac

(14) g Ty3 = 2Gey3, Tay = Eéj;.
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Przy powyzszych ustaleniach i poczynionych zaloZeniach réwnania zgigcia belki wypro-
wadzimy z ogdlnych réwnan ruchu cial smukiych opisanych dowolnymi modelami jedno-
wymiarowymi o§rodka ciagtego [26]. Wspomniane réwnania maja postac
(15) L8 —Q*+h+h =0,

0x5
gdzie H1 Q* sa wektorami uogélnionych sit wewnetrznych wystepujacych w przekrojach
poprzecznych, natomiast h i h sa wektorami obcigzen powierzchniowych i masowych
Wspomniane wektory okreslone sg nastQpUcho

H= [(Fle)Udd, Q*= | tr (FF"Grad U)dA,
A a (L3
(16)
= [ o(f—ii) Udd,
A
gdzie F, T, o, f sg kolejno gradientem deformacji, symetrycznym tensorem naprezenia
Pioli-Kirchhoffa, gestoscia materiatu i intensywnoécia rozktadu obcigZzen masowych.

Nadto tensor

cu
(17) U - aq E) )
gdzie
(18) u=®(x,q(x;, 1)).

Funkcja wektorowa @ jest funkcja znang, x jest wektorem pozycyjnym w obszarze A
przekroju poprzecznego belki w stanie niezdeformowanym, q jest wektorem wspétrzednych
uogolnionych.

Przyjmujac w rozwazanym przypadku wektor wspdirzednych uogdlnionych naste-

~ pujaco:
(19) q= Col(“o,w>71,72;---;7’k)’
sktadowe tensora U na podstawie (17) mozna napisac
' ~
: I, 0,0, ..,0
(20) Ugr=¢0, 0 ,0, ..,0
0’ T X1 X1s e XR

Wtedy ze zwiazkdw (16) dla przypadku zlinearyzowanego otrzymujemy definicje sktado-
wych sitl wewngtrznych:

0= [v3dd, M= — [x75d4,
A A
(21 _ 5
H; = fX.:TssdA, Q}k = 6,“ T(3dA,
A l

G=1,2,..,R).
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Z ogdlnych réwnan (15) otrzymujemy skalarne réwnania ruchu:
Q'+q+4 =0,

(22) M +Q0+m+m =0,

H— Q¥+ hj+h; =0,

(j=1,2,...,R).
Wykorzystujac zaleznosci (13) i (14) sity wewngtrzne (21) mozna uzalezni¢ od odksztal-
cen. Otrzymujemy .
R

R
0=6 D Sy, M=E(lo~ DI,y
i=1

i=1

(23) R
’ R Y
1]j = E(_lejw + Z [X‘XJ%')>
i=1
gdzie
ali 2
S;= |14 )da, 1= [ x3da,
. dx, .
(24) g !

Iiy, = fxﬁ(jdA> Ly, = fliljdA>
A A

(i,j=12,...,R)

sq geometrycznymi charakterystykami przekroju poprzecznego belki.
Funkcje »x;(x,) mozna dobra¢ w taki sposéb, aby dla kazdego i bylo

(25) S, = kA,

gdzie k jest pewng liczba, ktora okreslimy w dalszej czgéci pracy.
Wtedy site poprzecznag mozna napisaé jako

R
(26) . 0 = kGA Dy,
i=1
Sily wewngtrzne Q¥ wygodnie jest przedstawi¢ nastgpujaco:
gdzie '

- R
G; = GA injy,-,

i=1

1 Oy 0%
e [l ) 2
A

(i,j=1,2,...,R).

(28)
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Wykorzystujac (10), (16) i (20) oraz przyjmujac f = 0, obciazenia masowe bezwladno$-
ciowe mozna napisac:

R
g = —pAiy, m= —Q(Iw 31111,:)}:'),

/~ =9( lxl(" 2 ¥ )

(J=12,..,R),

gdzie kropka oznaczono pochodna wzgledem zmiennej t. Wprowadzajac bezwymiarowe
zmienne, sily wewngtrzne 1 obciazenia: .

(29)

C=);, T='6Z-t, u=%,
@ O-ge M= g P O
oraz bezwymiarowe parametry }
@ 1=she, s, golB

Y14
(j=1,2,...,R)

Wyprowadzone wyzej rownania (22) 1 zwiazki (12), (23), (26), (28) i (29) mozna przed-
stawi¢ w postaci bezwymiarowej.
Zwiazek kinematyczny

R
du
(2 E:w+gw
Réwnania ruchu:
Q0 _ oM~ 0H;- | =~ — —
33 —= =0 - = L —Q0-Gj+h; =0
(33) ot +q ) ar +Q0+m =0, ar + Eij i+ h; ,
GG=1,2,..., R
po pominig¢ciu obciazen powierzchniowych.
Sity wewngtrzne:
R
5o Z e o > )
yn - ac - 77:')’: ’
(34) R " X

— 1 2 N - )1 \O
H; = fa—c(—77jcz)+ Z 6,',-‘}/;'), G; = }LZ(C—Z) o Z Xij Vi

€
i =1 Vo=t



254 S. JANECKI

ObciaZzenia masowe:

R R
7= _12%, m_%(-w+2{'my.),

hj = 811 ( N+ 2, Eu)’l)

Do jednoznacznego opisu ruchu niezbedne sg jeszcze odpowiednie warunki dla sit
wewnetrznych i przemieszczen na konicach belki. W ogélnym przypadku dla sit wewnetrz-
nych na powierzchniach czolowych dowolnego modelu jednowymiarowego mamy (por. [26])

(35)

(36) H=eh, h=[pudd,
A

gdzie ¢ = +1, natomiast p jest wektorem obcigZenia zewnetrznego przekrojéw kranco-
wych; gdy p = 0, to wtedy H = 0.

W rozpatrywanym zadaniu
37 H=col(Q, M, H, ..., Hy).

Z punktu widzenia zastosowan praktyczne znaczenie maja warunki dla swobodnego,
podpartego przegubowo i utwierdzonego konca belki.

W poszczegdlnych przypadkach mamy:

/4

(38) Q =M=H;=0,
na koncu swobodnym,
(39) u=M=H; =0,
na koncu podpartym przegubowo oraz
‘ du -
40 u=——=20 ,
o ot |

na koncu utwierdzonym.

5. Przypadki szczegblne

Obecnie rozpatrzymy pewne przypadki szczegdlne wynikajace z przedstawionych po-
wyzej rozwazan.

Eliminujac z dwu ostatnich réwnan (33) sile poprzeczng wyznaczong z réwnania
pierwszego oraz wykorzystujac zaleznosci (32), (34) i (35), uklad réwnan ruchu mozna
sprowadzi¢ do postaci'

BC‘*( “’+Z’7”") aﬂaz( ‘”J’Z’“’) ”a;(“’+27’i}=

i=] i=1

R
P YR 0 N S
e\ 82 02 3
—-}, (—CTE—) 6_4'22/ %U‘}’i-f'}» ((D+ 2 ‘y,) = 0,

=1
G=1,2,...,R).




DRGANIA WLASNE BELEK 255
Ktadac w nich R = 1, 7; = ¢; = 0 otrzymujemy ukiad réwnan (7) wynikajacy z teorii
Timoszenki, gdzie

SR N 2
(42) LT 74 ax, '

W przypadku ogélniejs_zyrl tez)rii rz¢du pierwszego (R == 1), mamy do czynienia

z sze$cioma niewiadomymi Q, M, H, u, w i y. Mozna je wyznaczy¢ z ukladu réwnan réznicz-
kowych:

ou +
Ty

/ o -

L A v ../ A 72
T = o Mt B,
Oy N = £ =
o e—n? + e—n? 4,

43) _

@ _
¢ o’
oM — e %y
= T e e

0w 0%y
— 2 :
i Q+xl( )y M52 te52

(e=¢e, n=1n, n= %11)s

T

napisanych na podstawie (32) - (35) oraz odpowiednich warunkéw poczatkowych i brze-
gowych.

W dalszym ciggu wykorzystamy powyzsze rownania przy badaniu wplywu parametréw
g, 11 A na czesto$ci drgan wiasnych belki wspornikowe;.

Teorie rzedu wyzszego (R > 1) zbadamy na przykladzie drgan swobodnych harmonicz-
nych belki obustronnie podpartej przegubowo. Rozwigzania poszukiwaé bedziemy w po-

staci
“4) . w = Qcoso,lcos pr, yizl“,-cosanécosr,
o, =mn, (=1,2,...,R;n=1,2,..).

Podstawiajac je do (41) otrzymujemy ukiad réwnan algébraicznych jednorodnych: .

[ ( 72 )kz]QJfZ[ - ( n.lz)k{l]“,_o .
[“ﬂj—(l—ﬁj%—)kﬁ].@+ Z[(e,j+p2%x”) - (1‘*'5“1—;%)/‘3]11: -0,

i=1

(

(45)

=1,2,..,R)

~
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do wyznaczenia wzglednych czgstoéci drgan wlasnych

_ P
(46) n (X,?/)» >
gdzie

H = s
Wprowadzajgc macierze:
47 A = (ay), B= (b,
gdzie

2'2
ay =1, G =a 41 = —N Qiprjsr = 8ij+,u27”ij’
(48) "
2 2 2

a"; H all
b, = l+2—2, biis1 = biyq = l"”/i)"_z, bivi,jr1 = 1+8ij272

oraz wektor

(49) x =col(2, "y, I";, ... [y,

réwnania (45) mozna przepisa¢ w postaci macierzowej

(50) (A—k:B)x = 0.

Powyzszy ukiad réwnan postuzy nam do wyznaczenia wzglednej czgstosci drgan

wlasnych k,.

Macierze A i B sg symetryczne i nieosobliwe, stad wartosci wlasne réownania (50) bedg
rzeczywiste.

6. Przyklady

Wykorzystujac przedstawione powyZej réwnania wykonano obliczenia numeryczne
czestodei wzglednych

(s1) =)
. Po /n

dla harmonicznych drgan wlasnych poprzecznych belki wspornikowej wedtug teorii rzgdu

R =] oraz belki podpartej obustronnie przegubowo dla R = 1. Wielko$¢ p, jest bez-

wymiarowa czestoScia wlasna drgan poprzecznych belki wyznaczona z teorii Eulera-

Bernoulliego (bez wplywu momentow obrotowych 1 sit tnacych).

Wyniki obliczed dla R = 1 i réznych warto$ci parametréow ¢ = g,,, 1§ = %, DIZY
ustalonej wartoéci p? = x(cg/cg)® = 1/3 w funkcji smuktoSci belki 4, zostaty przedsta-
wione na rys. 3 dla belki wspornikowej i na rys. 4 i 5 dla belki podpartej przegubowo.
Przeglad otrzymanych wynikéw prowadzi do nastepujacych stwierdzeq.



DRGANIA WELASNE BELEK 257

10
K
- a9
08
a7
Rys. 3. Wplyw parametréw geometrycznych na a6 '____ ijgzg_g N
wzgledne czestosci drgan poprzecznych belki wspor- — e=0'2"rz=0/
1 L ! !
nikowej (R =1, = ?) 05,0z qo7 006 Q0B JA0M

10
k,/{)

08

06

04
02+
€0, n=0
—— 02,0702
0 ' 1 | | | |
0 002 qo4 a06 qos yA 010 006 o8 /A 010
Rys. 4. Wplyw parametréw geometrycznych na Rys. 5. Wplyw parametrow geometrycznych na
wzgledne czgstosci drgan poprzecznych belki pod- wzgledne czestosci drgan poprzecznych belki pod-
. 1 . |
partej przegubowo [R =1, u?2 = — partej przegubowo |[R =1, p? = —

3

- Momenty obrotowe przekrojéw poprzecznych i $cinanie powoduja zmniejszanie
warto$ci czestoéei drgan wlasnych. Obnizenie to jest wigksze dla belek krepych i harmonik
o numerach wyzszych. Stwierdzenie to potwierdza wnioski uzyskane we wcze$nigjszych
pracach [1, 5, 6, 10, 15].

— Wplyw parametréw & i  wystepujacych w teorii ogdlniejszej od teorii Timoszenki
(e = 0,5 = 0) na czestoci drgan wlasnych jest nastepujacy: wzrost wartoSci parametru
e powoduje podwyzszenie czestosci, natomiast wzrost parametru % ich obniZenie.

Do przeprowadzenia obliczen czestosci wzglednych k, wedlug réwnan (50) dla R > 1,
niezbedne sa charakterystyki geometryczne 7;, &;, #;; okreslone wzorami (28) i (31),
zaleznymi od funkcji deplanacji y;. Stad pierwszym krokiem jest ich wyznaczenie dla

8 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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konkretnego przekroju poprzecznego. Dla belki posiadajacej prostokgtne przekroje po-
przeczne o wymiarach b < 2A, funkcje y, powinny spelniaé nastepujgce warunki:

Logi(=x0) = —zilx),
(52) 2. Tl:&/x,:ih =0,
3. S[ = kA,

gdzie b i/ s3 odpowiednio szerokoscia i potlowa wysokosci przekroju.
Napisane wyzej warunki speiniaja funkcje okreslone wzorami

. ¢
_ 1 ‘ . (I_EZ)M
(53) %= 2/1£[|(k—1) (B—£%)+ ZJ e 1),]

. (i=1,2,...,R), '
gdzie

£= "7 fedl,—1).

Ze wzordw (28) 1 (31) oraz zaleznosci (53) dla belki o przekrojach prostokatnych mamy

Ni —(k—1)+77“),
(54) Eij = 375(1(—1)2'*‘3(1(—1) (E"+Ej)+8‘(j1),

xij = 2(k—1)+ —(k—1)2+ -——(k—l) (,c +2;)+ )2,

m
]
=5 ZZ @s+3) (m=1! - |

m=

S5
(m—-l)l (2s+3) 2s+5) °’

m=1 s5s=0

. - 1)s(m+n)
o S
(35) : &) = 22 (m—Dln—D!2s+3) "’

! - )s( )
\' ] 2m+1
"o m> 20:' (m—1)! [2S+1 - 25s+3 :I;

s=

; | min=2 () (m+n——2)
. ¢ J m-tn— — 1)
x}}’:——l— y “Z 5 1 _2(m+n+1)+ (2m+1)(2n+1)]
4 Lo Ly < m=NDn-1! | 25+1 25+3 25+5 I

gdzie

7
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Liczb¢ k& wyznaczymy z warunku niewystgpowania wewngtrznej sprzecznosci teorii
w jej szczegblnym przypadku gdy R = 1i ¢ = n = 0. Wtedy z ostatniego réwnania ruchu

(43) jest

. 2
(56) 0=, /12(“_0) y
Ce
Z drugiej strony na podstawie zaleznosci (26) okre§lajacej sil¢ poprzeczng dla R = 1 mamy
2
(57) 0=k2 (C—) y
Ce
Z poréwnania powyzszych zaleznosci i wzoru (28) otrzymujemy
- _ 1 f 0 ?
(58) k—x“—jA (1— o, dd.

Z powy2szego warunku dla belki o przekroju prostokatnym po uwzglednieniu (53) otrzy-
mujemy k = 5/6.

Identyczna warto$é we wzorze (3) okreslajacym sil¢ poprzeczng dla belki o przekroju
prostokatnym proponuje Cowper [20].

W zaleznos$ci od wartosci parametru k funkcje deplanacji x,(x;, k) maja rézny ksztalt.
Na rys. 6 wykre§lono y,(x,) dla k = 1/2,2/3, 5/6, 1 i 3/2 natomiast narys. 7 y; dla k = 5/6.

‘\ﬁ’ |

51 |xr Wo\Zoo

| L | | | ] { | |
a5 05 0 v 05

-05 0 A

' 5
Rys. 7. Funkcje deplanacji z; dla k = 5

Rys. 6. Funkcja deplanacji y,

Obraz przedstawionych rozkladéw deplanacji jest jakoéciowo zgodny z deplanacjami
dla ‘preta o przekroju kotowym, otrzymanymi na podstawie teorii POCHHAMMERA-CHREE
przy réznych stosunkach promienia przekroju do diugpéci fali [25]. |

Z poréwnania krzywych deplanacji.podanych na rys. 6 i w pracy [25] mozna wnosi¢,
ze liczba k = 2/3 proponowana przez TIMOSZENKE jest wartoscia graniczna, rozdzielajaca
deplanacje odpowiadajace falom dlugim od deplanacji dla fal dostatecznie krétkich.
Nadto obserwuje si¢, ze dla k& mniejszych deplanacja przekroju poprzecznego staje sig
mniejsza.

8+
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Majgc okre$lone charakterystyki geometryczne mozna przystapi¢ do wyznaczenia
czestoéci drgan wlasnych belki podpartej przegubowo o prostokatnych przekrojach po-
przecznych, Rozwazajac réwnanie (50) i uwzgledniajac zaleznosci (54) i (55) w przypadku
R = 1, mozna pokazaé, ze wzglgdne czgstosci drgan wlasnych &¢? nie zaleza od liczby k
charakteryzujacej rozkiad deplanacji w przekroju. W rozwazanym przypadku z (50)
otrzymamy réwnanie czestosci

N

(59) (by1b22— fz)k:"*'(ax1b22+‘722b11_zalzblz)kr%_(auazz_afz) = 0.
Uwzgledniajac (48), (54) i (55) mamy:

R 6 17 1 {0\« )
bubaz=bia = (?“) [T+7“o( 2 ) ](a ) ’
6 2\ 17 1 [an)?
(60) ay baytazb —2a,b,, = (gkz) {#2[1+ (E,,—) ]+ []—4*‘?(7) ]},

6 1 IR
vt (36) g (2]

Stad widaé, ze dla R = 1| bezwymiarowe czgstosci £ (r = 1, 2) nie zaleza od k. Podobnie
jest dla R > |I.

Wyniki obliczen w przypadku R = | wediug modelu Timoszenki (a =7 = 0) dla

= 2/3, 5/6, 1 oraz wedlug modelu uogédlnionego dla smuktosci A = 10, 25 i 50 przed-

stawiono w tablicy 1. Z przegladu otrzymanych wynikow wida¢, ze k{7 liczone z réwnan

Tablica 1. Bezwymiarowe czg¢stosci drgan k(,’,)(r = 1, 2) belki podpartej przegubowo o przekroju prostokatnym

0,97016 | 37,68564i 0,97674 | 176,55547I 0,97017 37,46993
0,89693 | 10,19062 | 0,91756 | 44,91814] 0,89707 10,13657

(v = 0.25)
. Model belki Timoszenki |¢ = 0, # = O]
! : Model
Al on e o = - k=1 uogdlniony |R = 1|
— ;,(.l) ‘ k(2) k(l) i | k‘gz)A k'('l)_' | _k.(-z) _ k'(ll) | k’(lz)
1 0,80805 | 5,79150 | 0,85327 || 6,85575  0,88094 | 7,96845! 0,85355 6,82108
2 0,57716 | 2,02709 | 0,64781 | 2,25753 | 0,69680 2,51853| 0,64951 2,24883
10 3 0,43184 1,20410 l 0,50287 | 1,29253 | 0,55642 1,40175| 0,50660 1,28879
4 0,34048 | 0,85906 | 0,40530 ‘ 0,90208 | 0,45276 0,95949| 0,41122 0,9001 1
5 | 0,27946 | 0,66984 | 0,33725 . 0,69383 | 0,38574 0,72792] 0,34533 0,69267
|
|

‘ 0,95838 30,51909 |
0,86215' 8,48140

1
2

25 3 0,75499 | 4,30453 | 0,80875 | 5,02296 | 0,84265 | 20,51761| 0,80924 4,99883
4 | 0,65833 | 2,77679 & 0,72350 | 3,15836 | 0,76677 | 11,95379| 0,72452 3,14474
5 0,57716 | 2,02709 | 0,64781 |

2,25753 | 0,69680 7,96845, 0,64951 2,24883

1 0,98899 (118,29765 = 0,99222 |147,39126 | 0,99398 | 176,55547] 0,99222 146,52850

2 0,95838 | 30,51909  0,97016 | 37,68564 | 0,97674 | 44,91814| 0,97017 37,46993
50 3 | 091356 | 14,22325 | 0,93708 | 17,34043 | 0,95037 @ 20,51761] 0,93711 17,24450

4

5

0,86215 | 8,48140 | 0,89693 | 10,19062 | 0,91756 | 11,95379| 0,89707 10,13657
0,80805 579150[ 0,85327 | 6,85575| 0,88094 7,96845| 0,85355 6,82108
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Timoszenki przy wspolczynniku k = 5/6 rekomendowanym przez CowPERA [20], maja
warto$ci bliskie w poréwnaniu z warto§ciami czgsto$ct wyznaczonymi na podstawie modelu
ogdlniejszego, zwlaszcza dla wigkszych smuklosci 2.

Wyniki obliczen w przypadku R > 1 wedlug modelu uogélnionego dla A = 10 zostaly
zestawione w tablicy 2. Na podstawie otrzymanych wynikéw widaé, ze dla kazdego R
istnieje r = 1,2, ..., R+1 galezi czgstosci drgan wlasnych. Nadto dla kazdego n przy

ustalonym r czestosci k{” maleja ze wzrostem i s ograniczone od dotu.

Tablica 2. Bezwymiarowe czestosci drgan (") belki podpartej przegubowo o przekroju prostokatnym
n t:1

R

(A =10, v = 0,25)

i
|
|

1 | 2 3 | 4 5
. | | 1
' |
0,853548 0,853541 . |  0,853541 | 0853541 0,853541
6,82108 6,81700 6,81700 [ 681700 6,81700
1 18,0939 17,7382 17,7328 17,7328
[ 31,4361 | 29,3617 29,2355
; 47,3689 41,3318
0,649512 0,649362 0,649362 ] 0,649362 0,649362
2,24883 2,24768 2,24768 2,24768 2,24768
2 4,73632 4,65047 ‘ 4,64918 4,64918
7,98125 | 7,47048 7,44027
11,9212 10,4203
0,506605 0,505992 0,505992 0,505992 0,505992
1,28879 1,28826 1,28826 | 1,28826 - 1,28826
3 2,25317 2,21696 | 221641 2,21641
| 3,63587 3,41423 3,40084
| 5,35815 4,74438
i | e S A kR S e Stae =l L AN
0,411217 | 0,409772 0,409768 0,409768 | 0,409768
0,900108 0,899814 0,899814 0,899814 0,899814
4 1,37502 1,35589 1,35560 1,35560
2,11292 1,99212 1,98488
: 3,05985 2,70088

Czgstoéei wzgledne k{” drgan wlasnych belki dwustronnie podpartej przegubowo
zaleza od stosunku u? predkosei rozchodzenia si¢ fal poprzecznych i wzdtuznych oraz od

ilorazu ¢,(1) —

T

Z uwagi na réowno$é cp,(kA) = () (k;n=1,2,..) czestosci

wzglgdne kn-tej harmoniki drgan belki o smuklosci k4, réwne sa czgstosciom n-tej har-
moniki drgan belki o smuklosci 4, dla danej galezi rozwiazan i ustalonej warto$ci u?2.

7. Uwagi koncowe

Na p"odstawie przytoczonych powyzej rozwazan i wynikéw obliczen widaé, ze przed-
stawiony model zgigcia belki umozliwia obliczenie czgstosci drgan wlasnych dla skonczo-
nego ciggu galezi rozwigzan. Dla R funkcji deplanacji przekroju otrzymuje si¢ R+ 1 galezi
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cigstosci, zaleznych od R(R+2) wspdlczynnikdw liczbowych ny, &1 %5, (i, j = 1,2, ..., R)
charakteryzujacych ksztalt i rozktad deplanacji przekrojéw poprzecznych belki. W przy-
padku szczegdlnym R = | i przyjeciu n, = £;, = 0 otrzymuje si¢ model belki Timoszenki.
Badajac drgania belki dwustronnie podpartej przegubowo o przekrojach prostokatnych
stwierdzono, Ze czgstoéci drgan wlasnych nie zalezg od liczby k charakteryzujacej rozklad
deplanacji w przekroju, w odrdznieniu od teorii Timoszenki. Najlepsza zgodnosé¢ wynikéw
otrzymanych na podstawie modelu bgdacego przedmiotem pracy i medelu Timoszenki
wystepuje przy przyjeciu liczby & = 5/6 rekomendowanej przez COWPERA.

Niezbedne jest do$wiadczalne potwierdzenie istnienia czestosci drgan wiasnych znajdu-
Jacych si¢ na galeziach r > 2 proponowanego modelu. Dalsze badania teoretyczne winny
polega¢ na doskonaleniu przedstawionego modelu poprzez wiaczenie do rozwazan wplywu
odksztalcenia poprzecznego belki i wzajemnego sprzgzenia ugieé wystepujacych w dwu
ptaszczyznach oraz na zastosowaniu tego modelu do zagadnien drgar wymuszonych i falo-
wych.,
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Pesziome

CBOBOJHBIE KOJIEBAHMA C VUETOM JEPOPMALIMY CIOBHUTA

B paBote noxazaHa HOBasi MOAENs Oaixu. IIpH NMPHHATHIX NPEAIIOIOIKEHHAX OTHOCHTENBHO aedop-
Malpiil oJIyUeHbl YPABHEHHS ABIKEHHsI. B 4acTHOM ciyuae OHM CBOOSATCS K YPABHEHHIO T HMOIIEHKH.
VuureIBas To, UTO BO BpeMsl ABMMKEHHSI MMEET MECTO HE TOJIBKO BPAIUEHHE, HO M MCKPHBIICHHE IOIEe-
peunsIx ceueHMN GasKH, COCTABIAIOWME MepemelleHuit onpedessuoTcs ypaBHeusmu (10). 3arem Ha
OCHOBaHHNH 00X 3aBucumocteil (15)—(18) Ans TOHIKMX OQHOMEPHBIX TEN, IOJNYYEHbLl YPABHEHUS ABH-
sxerust (33), onpeenenst BHyTperHHe Crtbi (34) i BHendHe Harpy3u (35) JUTst NpUHATOR MOAEIH GanKH.
IIpuBenensr pesynbTaThi BHIYMCIAEHHH COGCTBEHHBIX YACTOT ISt KOHCONMbHOK (dur. 3) M WapHHUPHO
onepToit Ganok (dur. 4, 5, tabn. 1, 2).

Summary

FREE VIBRATIONS OF BEAMS INFLUENCED BY THE SHEAR EFFECT

The paper presents a new model of tranverse vibrations of uniform beams. Basing on the assumptions
concerning the cross-sectional deformation of the beam, the motion equations are presented; a particular
case of these equations are the equations given by Timoshenko. Under the assumption that the external
loads acting upon the beam produce rotation and warpiag of its cross-sections, the components of displa-
cement are given by (10). Using the generalized equations of a slender body (15)—(18), the equations of
motion (33) for the considered model of the beam have been found as well as the expressions describing
the internal forces (34) and external loads (35). Calculation results of eigenfrequencies for two special cases
viz. the cantilever beam (Fig. 3) and the simply supported beam (Fig. 4, 5; Table 1, 2) have been presented.
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ANALIZA KRZYZOWOPRADOWEGO KONWEKCYJNEGO
REKUPERATORA FIELDA ORAZ PETLICOWEGO

An, Bn, Cn
k,___,

(Ki-p)

46,

ZE STRATAMI CIEPELA DO OTOCZENIA

JAN SKLADZIEN (GLIWICE)

Oznaczenia

wyrazy szeregu funkcyjnego zalezne od zmiennej y, podane dla rekuperatora
Fielda w [2], dla rekuperatora pgtlicowego w [3],

zredukowany wspdlczynnik przenikania ciepta od strumienia i-tego do j-tego
(kiey = k),

liczba kryterialna okre§lona zaleznoscia:

ki-;xo0y0
(K ) = — =,
(Ki-y) W,
strumien ciepla odplywajacy do otoczenia,
temperatura,
pojemino$¢ cieplna strumienia (W, = W),
wspdirzedne bezwzgledne,

Y
wspdirzedne bezwymiarowe: x = —; y = —,
Xo Yo

wymiary odniesieniowej powierzchni przeplywu ciepla,
stosunek pojemnosci cieplnych strumieni:
W, W,
o = = N
W, W,
pomochicza wielkos¢ okreslona zaleznocia:
ﬁ = a'olw
stosunki zredukowanych wspolczynnikéw przenikania ciepla; » — por. tabl. 1,
ki-o
kia'

‘max >

Ko =

. f—tmln
bezwymiarowa temperatura: 0 = ,
fya—Imin N

bezwymiarowa wielko$é okreslajaca straty ciepla do otoczenia (bezwymiarowy
przyrost temperatury jaki wystapilby w przypadku doprowadzenia ciepla
traconego na rzecz otoczenia O, do czynnika o takiej samej pojemnoéci cieplnej,
jaka ma w rekuperatorze medium ogrzewane): '

Qo
Waoltia—tmin)

AOO =

przy doplywie,

ity strumienl; § = 1 dla czynnika grzejacego,
maksymainy,

minimalny,
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o otoczenie,
$r $redni,
- w  przy wyplywie.

1. Zalozenia

— Czynnik ogrzewany plynie adiabatycznymi strugami, pomiedzy ktérymi nie ma
wymiany ani ciepta ani masy. Czynnik grzejacy albo plynie tez adiabatycznymi strugami,
albo ulega catkowitemu wymieszaniu w przekrojach poprzecznych do kierunku przeptywu.
W tym drugim przypadku temperatura medium cieplejszego jest funkcja tylko jednej
zmiennej.

— W rekuperatorze panuje stan ustalony.

— Nie wystepuje przeplyw ciepta wzdluz przegrdd.

— Wspélczynniki przenikania ciepla k;_; oraz pojemnosci cieplne W; posiadaja stale
wartosci. Tym samym stale sg liczby kryterialne (K|_;) oraz obowiazuje réwnos¢ W, = Wj.

— Nie wystepuje przeptyw ciepla przez promieniowanie.

— Z otoczeniem ma przez przegrode kontakt czynnik grzejacy.

— Temperatura otoczenia jest stala.

2. Wstep

Rekuperator Fielda i rekuperator petlicowy sa tréjstrumieniowymi wymiennikami
ciepta, w ktérych wystepuje jeden strumien czynnika grzejacego, plynacy na zewnatrz
elementdw grzejnych oraz dwa strumienie czynnika ogrzewanego. W zwiazku z tym trzeba
bra¢ pod uwage dwie powierzchnie grzejne wewnatrz wymiennika, poprzez ktére ma
miejsce przeplyw ciepta pomiedzy strumieniami mediéw. W przypadku uwzglednienia
strat ciepla do otoczenia wystgpuje trzecia powierzchnia grzejna oddzielajgca czynnik
cieplejszy od- otoczenia. Powierzchnie wymiany ciepla zostaly zastapione prostokgtami

a) , b : ¢)

| | 6
3'?% i x=0

|
'
= {_1
1 : il | 1
i @/ @ o
.| ,
i | y G/ 010 882‘;'%— [
! I O O R S " 2wy,
! ‘ [ ’ S /@ /X ) o
’ 3
|

i | | *9/
@,Qﬁ ‘11”/ 6a70) Y .
007 0@ |

Rys. 1. Rekuperator Fielda z krzyzowym przeptywem czynnik6w: a) schemat wymiennika, b) model teore-
tyczny, c) rozkiad temperatur ‘
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‘0 wymiarach xo, yo. W rezultacie rozpatrywane wspéiczynniki k;_ j sa wspdlczynnikami
zredukowanymi, réwnymi iloczynom rzeczywistych wspolczynnikow przenikania ciepta
i rzeczywistych powierzchni podzielonym przez odniesieniowg powierzchni¢ xo * yo.

- a) b)
@ )/)(
//( 8
Y x=0
Gu=1 ‘
BT 03
A 03”’/77 X} I
b ) !
|
I & ‘
y |
\No— ||
/ ‘
Ga=0 - | ¢
v a /

\
Rys. 2. Rekuperator petlicowy z krzyzowym przeplywem czynnikéw: a) schemat wymiennika, b) rozkiad
temperatur

W rekuperatorze Fielda pokazanym na rys. 1 wystepuje przeplyw ciepla poprzez
przegrody oddzielajace strumien I czynnika grzejacego od otoczenia i od strumienia 2
oraz przez przegrode oddzielajacg strumienie 2 i 3 czynnika ogrzewanego. W rekupera-
torze petlicowym (rys. 2) strumien / medium grzejacego oddaje ciepto poprzez trzy prze-
grody oddzielajgce go od otoczenia oraz od strumieni 2 i 3 medium ogrzewanego. '

3. Klasyczny przeplyw krzyzowy

W klasycznym krzyZowo\prqdowym rekuperatorze czynniki plyna adiabatycznymi
strugami i dlatego temperatura kazdego strumienia jest funkcja dwdéch zmiennych prze-
strzennych. Przy sporzadzaniu réwnan bilansu energii bierze si¢ pod uwagc elementarne
powierzchnie grzejne o wymiarach dX - dY.

3.1. Rekuperator Fielda. Rownania bilansu energii dla konwekcyjnego krzyzowoprado-
wego rekuperatora Fielda, w ktérym wystepuja straty ciepla do otoczenia, maja postaé
(wraz z warunkami brzegowymi):

W, ot
ki ot —t)+ky ot —to) = — yol 6_1,
W, ot
(1) ky ot —1) =k, 3(t,—t3) = — —_x: _5;' )

W, 0Ot
koo s3(t,~1t3) = 755—;;

! ilxmo = tias  t3lymo = taa,  Llyai(X) = fly=1(X),

4
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Po wprowadzeniu wielko$ci bezwymiarowych otrzymuje si¢:

1 ili]
(o +1)0, + “(Kl—)ﬁ—xl = %000+0,,
-2
1 00,
- %2 _ g
? (=x+1)0, KD oy #0,+0,,
0, +—— —=>=10,,
* (Ka-3) oy 2

91|x:0 =1, 03|y=0 = 0, 02|y=1 = 03ly=1-

Dla 0, # 0 ukiad réwnan (2) nie daje si¢ w prosty sposob rozwigzal. Jezeli jednak
temperatura otoczenia jest réwna temperatuyze czynnika ogrzewanego przy doplywie do
wymiennika (0, = 0), to wéwczas mozna skorzystaé¢ z metody podanej w [2] i dostaje si¢
wtedy rozwigzanie w postaci:

6, = e-oorDuDx[1 4 §An+1(}’)x"]’
n=1

(3) 02 = e—("o+‘)(K1—z)x2Bn(y)xn—l,

n=1
©
— o +1)(Kp-2)x -1
by = -0+ DEDx N0 (p) -1,
n=1

Srednia temperatura czynnika ogrzewanego przy wyplywie z wymiennika jest okreslona
zaleznoscia: '

@0 1
(4) GZWS,r = ZB"ly:O f\x""le—("o‘i-l)(‘(;-z)xdx-
n=1 )]
W pracy [2] podane sa zaleZnoéci okreslajace 4,, B, 1 C, dla rekuperatora Fielda.

3.2. Rekuperator petlicowy. ROwnania bilansu energii dla niezaizolowanego cieplnie’ kon-

wekcyjnego rekuperatora petlicowego z przeply\xem krzyzowym maja wraz z warunkami
brzegowymi postaé:

—W, ot
ki_a(ti—t)+ky_5(ti—t3)+ky_olti—to) = yoia—l{,,
W, ot
k )= -2 2
©) 1—2(t = 1) X, 0¥’
W, ot
kx—a(’x—ts) = - x: ‘(973,

tils=0 = tias  taly—o = t20, toly=1(x) = t3ly=1 ().
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Po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych otrzymuje sig:

a0,
(%+1+}f0)01+(1<7)—a?l=%000+02+;{e3,
1-2) 02
1 o '
0 +_‘——"'-_2'= »
(6) K)oy
B
? (K3_,) 0y b

01|x=0 = 19 02|y=0 = 0) 02')7:1 = 03'y=1'

Rozwigzanie uktadu réwnan (6) dla 0, = 0 po skorzystaniu z metody podanej w [3] ma

postac:
@

' . T
01 = e—("+1+"o)(1\1-2)x[1 + L\/ A"+l(y)x"]’
n=1

%) : 0, = e—(%+1+xo)(K1—z)-\'2‘

H

B,(y)x""1,

0
—
=1

el
0, = e+ 1tx0)K g)x Z C,()x" L.

n=1

Srednia temperatur¢ czynnika ogrzewanego przy wyplywie okresla wzdr:

) 1
®) Ogg = D Calymo [ X1 et 1+ &Kinx g,
n=1 " 0

W pracy [3] podane sg zaleznosci okre$lajace 4, B, i C, dla rekuperatora petlicowego.

4, Calkowite wymieszanie czynnika grzejacego >

Gdy wystepuje pelne wymieszanie strumienia czynnika grzejacego w przekrojach
prostopadtych do kierunku przeplywu, wtedy temperatura 0, jest funkcja tylko zmiennej x:
6, = 6,(x). Réwnania bilansu energii strumieni 2 i 3 nie ulegajg zmianie, nieco inng posta¢
przybiera réwnanie bilansu dla czynnika grzejacego. Aby otrzymaé to rédwnanie nalezy
wzig¢ pod uwage wycinek powierzchni grzejnej o wymiarach y, - dX. Taki sam efekt daje
scalkowanie w granicach 0+ 1 wzglgdem zmiennej y obu stron pierwszego réwnania ukiadu
(1)1 (2) lub (5) i (6).

Rownanie bilansu energii dla strumienia '/ ma tu w przypadku rekuperatora Fielda
postaé :

(2&) (Mo+|)01+‘(1<l—_2)7d?

1
= %000‘*‘ fezdy
0

Dla rekuperatora petlicowego otrzymuje sie

1 b,

1
6a A+ 1+50)0, + - —— = %0, + 0, +205)dy.
(62) Gt L)y s 0 = obo+ [ (02 +0)dy
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Pozostale réwnania ukladu (2) i (6) pozostaja bez zmian. Réwnania bilansu energii dla
strumieni 2 oraz 3 czynnika ogrzewanego rozwigzuje si¢ tak samo jak dla rekuperatoréw
bez strat [4] i po wykorzystaniu warunkéw brzegowych dotyczacych tych strumieni otrzy-
muje si¢ wzory okre$lajgce temperatury 0, i #,. Po wstawieniu otrzymanych zaleznosci
do (2a) wzglednie (6a) dostaje si¢ réwnanie rézniczkowe zwyczajne:

do

® —dx%+[ﬂ+(1<1-o)]01 = (Ki-0)bo,

gdzie f = «-0;, zalezy od rodzaju rekuperatora (tablica 1). Rozwiazanie (9) po wyko-
rzystaniu warunku 6,(0) = 1 ma postaé
(10) 01 — [1 _ (Kl—-O)eO ]e—[ﬁ+(K,_0)]x (Kl 0)60
B+ (Ki-0) B+ (Ko
Ve
Tablica 1. WielkoSci okreSlone w odmienny sposéb w rozpatrywanych typach rekuperatoréw
Wielkos¢ Rekuperator Fielda Rekuperator petlicowy
Imin 134 ‘ i 124
/ ki-2 ki~
2 e -
ka3 ki_2
O 025 03w
Ore [4] 2 l_e—(Kz—l)-(KJ—l)
max 1+ YT+4jx ctgh[(K2 .)V1/4+1/4]

Dla 6, = 0 otrzymuje si¢
(10a) 0, = e~ lB+Ki-0Ix

Bezwymiarowa temperatura czynnika ogrzewanego przy wyplywie z rekuperatora w obu
przypadkach [4] jest okre$lona wzorem:

(1) g O = 0,404,

Uwzglednienie (10) daje po scalkowaniu w granicach 0+ 1 wzgledem zmiennej x $rednig
temperatur¢ czynnika ogrzewanego przy wyplywie w postaci

max °

= ple ko |1 (Ki-0)bo
I ) LS (Rl
Dla 6, = 0 mamy '

(12a) 0, = 8 [1—e~P-Ki-0)],

e o B+ (Ki-o0)

Ilos¢ ciepla oddawana do otoczenia O, mozna obliczyé z bilansu jako réznicg pomigdzy
cieplem oddanym przez czynnik grzejacy i cieplem pochlonietym przez medium ogrzewane,
tj. ‘ ' '

(13) Oo = [Wi(1=0,lce) = Wy 61 ] (tra—msn)-
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Wielkos¢ Qo mozna rowniez okre$li¢ biorac pod uwage ilos¢ ciepla przechodzacy przez
przegrodg oddzielajaca strumieri czynnika grzejgcego od otoczenia, mianowicie

1
(14) Oo = [ kio(tia—tuin) (01 —=06)Xo yodsx.
0

Po wykorzystaniu (13) lub (14) otrzymuje si¢ wyrazenie okredlajace bezwymiarowe straty

ciepla do otoczenia:
(KI—O) ([[1 _ (KI—O)BO ] [1 —e‘ﬂ‘(’(*‘o)]—ﬂeo}.

16 = -
(15) Ao o B+(Ki_o) l B+(Ki-o)

Dla 00'= 0 mamy

_ 1 (Kio) sk
(15a) Aeo—.7 Ty e K10)]

5. Wyniki przykladowych obliczen, wnioski

Na podstawie wyprowadzonych wzoréw wykonano obliczenia, ktérych wyniki sa
przedstawione na rys. 3, 4 i 5 dla rekuperatora Fielda oraz na rys. 6,7 i 8 dla rekuperatora
petlicowego. Rys. 3 1 6 przedstawiaja spadek temperatury czynnika grzejacego wzdiuz

10 | - I , as ]
‘ 8
8] g
. .00
09l . _ L ' &=00
' o PN
= \/////
0 b e
&01 %
Z ¥,202
0,5L 4 sk
B, |
‘?T/ 172} 12
a7 - @) 021~ < ;
\T?—j »
' =0/
5°00 .
06— 8:-01 — ar- _
oc'if
FiA .
K12)= 31'91//\’)
(K-2)=08 : = 86, /%y)
i
%=
a5 ! l \ ! o | ! ] i
ao 02 04 a6 a8 x W0 o 02 04 06 08 (i) 10
Rys. 3. Zmienno$¢ temperatury czynnika grzejg- Rys. 4. Zaleznos¢ sredniej temperatury podgrza-

cego 0, = 0,(x) w rekuperatorze Fielda nia od kryterium (K,_;) w rekuperatorze Fielda
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010 T T

' I |0 ( I T
48, o= N )
9 o=t ,,’Q)' ! . o=/
B, N ) =/
NV w (Kia)709
VS @
Q #\
ark Yox
N
A9
Ok -
008)- 4 ol i
0 0
20
W)
%0
%,=07
a6+ -
‘%\\
it " O\
401 NS
05~ 800 J
B N
00 ] | | | 04 ! \ | !
8007 02 04 06 08 (K3) 10 00 0z 04 4o B x 10
Rys. 5. Zalezno$¢ bezwymiarowych strat cieb}a Rys. 6. Zmienno$¢ temperatury-czynnika grzeja-
od kryterium (K,_3) w rekuperatorze Fielda dla cego 0, = 0,(x) w rekuperatorze petlicowym

przypadku calkowitego wymieszania strumienia
czynnika grzejacego

dlugoéci rekuperatora, przy calkowitym wymieszaniu (01 = 0,(x)). Szybko§¢, z jaka
maleje temperatura 0, zwicksza si¢ ze wzrostem stosunku x, oraz w mniejszym stopniu
ze spadkiem bezwymiarowej temperatury otoczenia 0,. Rysunki 4 i 7 przedstawiaja za-
leznoéé $redniej bezwymiarowe]j temperatury podgrzania od bezwymiarowej powierzchni
przeplywu ciepla (K,_ ;) wzglednie (K, _,). Z wykreséw zamieszczonych na tych rysunkach
wida¢, ze wyniki obliczer, wykonanych dla klasycznego przeplywu krzyzowego (linie
przerywane) i dla przypadku calkowitego wymieszania czynnika grzejacego sa bardzo
zblizone. Réznice sa rzedu utamka procenta. Dla malych warto$ci kryterium (K323)
wzglednie (K,_,) wplyw strat ciepla na temperature podgrzania czynnika chtodniejszego
jest niewielki. Dla wigkszych wartoéci liczb kryterialnych wplyw stosunku x, na 0,
jest widoczny, temperatura #, ma natomiast mniejsze znaczenie. Rysunki 5 i 8 przed-
stawiaja dla przypadku calkowitego wymieszania czynnika grzejacego zaleZno$¢ bezwy-
miarowo okre$lonych strat ciepta od bezwymiarowej powierzchni (K,_;) lub (K,_,).
Z analizy zmiennodci temperatury 460, oraz 6;,, wynika, Ze straty ciepla do otoczenia
A0, sa znacznie wyzsze niz spadek temperatury 0;,, W poréwnaniu do wymiennika bez
strat.
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a5 ; g
2z 00
Br,y aef ?f =01
e
—8=8(x
051 ——6?5/()(‘(/) /—‘0‘2‘_‘
i z %=0,
-y =00\_L
s
N ‘ " d
&7
04+ .
Q3= 7
02 N
o 7
a0 ! | | !
a0 02 04 6 98 K. ,-) 10

Rys. 7. Zaleznos¢ sredniej temperatury podgrza-
nia od kryterlum (KZ_,) w rekuperatorze petli-

cowym
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ata i [
A@g -l
-1 . /%\‘
X S
012|- N
N 0,
W
YN
Y Q0
009\ %\{;Q‘ -
200
. 90~
006 .0l 0
40
003} ]
000 ! : | .
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Rys. 8. Zaleznos¢ bezwymiarowych strat ciepla
od kryterium (K,_,) w rekuperatorze petlicowym
dla przypadku catkowitego wymieszania strumie-
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Summary

ANALYSIS OF THE CONVECTIVE CROSSELOW FIELD AND LOOP
) RECUPERATOR WITH HEAT LOSSES

The convective cross-flow Field and loop recuperators with heat losses have been considered in the
paper. The usual assumptions of the analysis of convective recuperators hé've‘\been accepted.
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ANALIZA BARDZO DUZYCH UGIEC SPREZYSTYCH
SCISKANYCH OSIOWO POWLEOK WALCOWYCH I STOZKOWYCH

~WALERIAN SZYSZKOWSKI (WARSZAWA) -
1. Wstep

Analiz¢ duzych ugig¢ prowadzi sie zwykle na podstawie nieliniowej tzw. technicznej
teorii. powlok, wykorzystujac przy tym metody wariacyjne. Posta¢ ugigtej . sprezyscie
powloki jest aproksymowana ukladem funkcji z pewng liczba wolnych parametrow. -

. Rozwigzania uzyskane ta drogq sa bardzo pracochlonne rachunkowo, a w wielu przy-
padkach daja dosy¢ zasadnicze rozbieznosci w porownaniu z wynikami prac doswiadczal-
nych. Te rozbieznosci przypisuje. si¢ przyblizonemu charakterowi stosowanych réwnan.
Obecnie brak jest teorii tak dokladnej, a z drugiej strony nie nazbyt skomplikowanej
rachunkowo ktéra przy obecnym poziomie wiedzy matematycznej, pozwalalaby uzyska¢

efektywne \vymkl Dlatego szeroko prowadzone s3 proby innego podejscia do tego typu

. zagadnien. 1

Taki meklasyczny sposob rozwiagzania zagadnienia zachowama si¢ powlok walcowych
i stozkowych poddanych dzialaniu osiowych sit sciskajacych przedstawiony jest w prezento-
wanej pracy.

Utracie statecznosci analizowanych konstrukcy towarzyszy pojawienie si¢ bardzo
duzych ugig¢, a ich cechg charakterystyczng jest ksztalt podobny do pokazanego na rys. 1.

¢

Rys. |

W obydwu przypadkach, po utracie statecznosci powierzchnia . deformuje sie
-w prawie " plaskie trojkatne obszary, - polaczone - wzdluz powierzchni silnie ‘zakrzywio-
nych. Wiadomo, Ze dla typowych materialéw konstrukcyjnych dopuszczalne odksztai-

9+
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cenie sprezyste jest niewielkie. Przykitadowo, dla stali, przy przyjeciu £ = 2- 10 kG/cm?
R, = 4-10* KG/cm? otrzymujemy &,,, = 2 1073 Oznacza to, ze dopuszczalna spre-

zysta deformacja powlok charakteryzuje si¢ zmiang metryki powierzchni srodkowej mniej-
$za niz 0,2%. Jezeli taka deformacja zwiazana jest ze znaczna, tak jak na rys. 1, zmiang po-
staci powierzchni, to rzeczywista powierzchnia odksztatcona musi by¢ bardzo zblizona do
powierzchni przeksztalconej izometrycznie tzn. otrzymanej tylko przez zginanie i charak-
leryzujacej si¢ niezmiennoscig pierwszej formy kwadratowej powierzchni. W pracy poka-
zano, w jaki sposéb mozna analizowa¢ zachowanie si¢ powlok, przyblizajac rzeczywistg
powierzchni¢ odksztalcona, nie uktadem funkcji, ale pewna klasg powierzchni, tzw. quasi-
izometrycznych do powierzchni poczatkowej. .

Poniewaz w ogdélnym przypadku nie mozna zbudowa¢ powierzchni odksztalconej
izomelrycznie, ktéra jednocze$nie bylaby regularna, jako przyblizenie rzeczywistej po-
wierzchni odksztalconej F bedziemy przyjmowaé powierzchnie F. ktdra jest izometrycz-
nym przeksztalceniem powierzchni poczatkowe), za wyjagtkiem pewnego obszaru S, nie-
wielkiego w stosunku do calej powierzchni F. _

Obszar jest tak dobrany, ze cala powierzchnia F zawarta jest w klasie powierzchni
regularnych, a wigc jest ciagla i ma ciagla pochodng. Z izometrycznosci powierzchni
F—S wynika, ze jej krzywizna Gaussa jest réwna zeru, tak jak krzywizna powierzchni
poczatkowej. B

Klas¢ powierzchni quasi-izometrycznych F opisujemy skoriczong liczba parametréw
qi. ..., qx. Ich wartosci wyznaczono wykorzystujagc zasade wariacyjna Lagrange’a, ktéra
moéwi, Zze pod dziataniem danego konserwatywnego obciaZzenia zewngtrznego, spos$rod
wszystkich mozliwych konfiguracji F spelniajacych warunki brzegowe, powtoka przyjmie
taka, dla ktSrej funkcjonat W(F) bedzie stacjonarny,

W(F) = U(r)—A,(r).
gdzie:
U(F) — energia deformacji zgromadzona w konstrukeji na wskutek zmiany powierzchni
od konfiguracji poczatkowej F, do konfiguracji F.
A,,(f) — odpowiadajaca tej zmianie praca sit zewnetrznych p.
Piszac warunek stacjonarnosci w postaci

ow

ow
oq,

0: 3
oqy

Q) 0,
otrzymamy zaleznosci, ktérych odpowiednia analiza pozwala okredli¢ zaleznosci migdzy

parametrami ¢q,, ..., q; a obciaZeniem p.

~

2. Geometria powierzchni zdeformowanej

Mode! powierzchni izometrycznych, przydatny do symulacji rzeczywistych powlok
odksztatconych, pokazany jest na rys. 2.

Potrzebne do dalszych rozwazan wielkoéci geometryczne dla powloki walcowe) przed-
stawiono na rys. 3.



ANALIZA UGIEC SPREZYSTYCH POWLOK WALCOWYCH 277

Rys. 3

Przyjmujemy oznaczenia:
n— liczba elementéw romboidalnych na obwodzie, w ujeciu klasycznym odpo-
2aR

wiada to liczbie fal w kierunku obwodowym, wtedy a = P

a L. . . .
A= 5 stosunek szerokosci elementu romboidalnego do jego wysokosci;

28, — kat plaski migdzy plaszczyznami tréjkatéw, mierzony wzdluz krawedzi
uko$nych;

28, — kat plaski miedzy plaszczyznami trojkatéw, mierzony wzdluz krawedzi
poziomych.
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Po elementarnych wyprowadzeniach otrzymamy:

. . "
@ St : ﬁsm‘?frz Atg i '
1—_;(-1“+222)rg2%
0828, = ——t— o

Rys. 4 . !
W tym przypadku zaleznosci geometryczné maja bardziej ztozona postaé i sa nastepujace:

sin A—cos—
,, ng 4N
cos (p—9%) = = i |
. xg A—cosua
sin—-
n

ina Acos%—l i ' y
3 cos (p4+d3) = ——— - —
S (p+92) o q Acosu—1
sin—
n

>

A - o
1— -2l—tg£ cos(g— 05
c0820, = " __ :

= Lo T p = = — Y
: ]/1 +1g2 2 [sin? (p— 07) + (ﬁ) — Jycos(p—8%)ctg
i A n : 2N 2 ’ n
gdzie oznaczono: . B .
¢ — kat migdzy tworzaca a podstawa stozka niezdeformowanego,

T
& = 7COS(}7,
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p vsxllg___l/l+(sxna )",

/.

. 2siny
Ly = o
A—cosu

Warto zauwazyé, ze poszczegdlne wartosci katéw nie zaleza od poloZenia elementu
obliczeniowego wzgledem tworzacej. Wynika to z przyjecia pewnych geometrycznych
zalozen, wyja$nionych dokladnie w [6].

Miedzy innymi, wysokosci poszczegdlnych segmenféw romboidalnych, mierzone
wzdluz $cianki sa nastgpujace

Feosa  Feosa
b, = _'R_. e" 2R . (l—e- "R ').’_
cosy
gdzie: R — promien dolnej podstawy stozka,
b — wysoko$¢ elementu romboidalnego dla modelu powloki walcowej,
i — kolejny poziom liczac od podstawy.

Latwo przekonac sie, ze wzory (3) przyjmuja postaé (2), jezeli ¢ - —Z- (powloka walco-

wa), natomiast model z rys. 4 przechodzi w model pokazany na rys. 3.
W dalszym ciggu zajmowaé si¢ bedziemy tylko modelem powloki stozkowej. Wszystkie

zalezno$ci dotyczace modelu powioki walcowej otrzymuje si¢ przy ¢ — % Warto za-

uwazyc, ze dla wartosci

!

rﬁodel «sktada sie» tak, Ze jego wysoko$¢ staje sie réwna- zeru. Narzuca to ograniczenie
na warto$¢ 4 w postaci : '

A<

ar

Ostatecznie, z przedstawionych rozwazan wynika, ze taka czysto izometrycznie od-
ksztalcona powloka oplsywana _|€S[ za pomoca dwéch paramenow Ain.

Nastepnym etapem jest zastapienie krawedzi, wzdtuz ktorych lacza sie plaszczyzny
tréjkatne, powierzchniami silnie zakrzywionymi o bardzo matej, ale skorczonej szerokosci.
W tym przypadku przyjeto je w postaci wycinkéw powierzchni stozkowych. Obszary te
bedziemy nazywadé zebrami. Ich ksztalt dla i-tego el_ementu pokazuje rys. 5.

Wprowadzono oznaczeniar '

b, — szeroko$¢ Zebra ukosnego, mierzona przy podstaw1e dla poziomu i = 0 (przy

dolnej podstawie stozka),

b, — szeroko$¢ zebra poziomego dla poziomu i = 0,

L8]

= A,
R AT
Ccosg

i

e
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e (7]
plement
N
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[ ] g l
— 20 sine-e Tt g
Rys. 5

Dla modelu odpowiadajacego powloce walcowej zebro ukos$ne bedzie mialo stalg
szerokosé (patrz np. [4]).

Przyjmiemy bezwymiarowe wielko$ci charakterystyczne, bedgce stosunkiem najwigkszej
szerokosci zeber do ich dlugosci, to znaczy:

2, 252
MU= Lsing 2T Lsing
cosfi,

Okazuje sig, ze te wielkosci s bardzo sobie bliskie (patrz [6]) tak, ze nie popelniajac duzego
bledu mozna przyjaé

2b, cosg

I B T

W ten sposéb otrzymujemy trzeci parametr charakteryzujacy zdeformowana powierzchnig.
Otoczenie punktu powstalego z przecigcia sie teoretycznych linii zeber (rys. 6) bgdziemy
nazywali wierzcholkiem.

N\
N\

Q \ |
LA 5 ol
B 7."7 WA Ty
= e =
{311 b/.\\; \
= By o 3 l

W obszarze wierzcholka, fragmenty plaskich tréjkatéw i stozkowych zeber, a wiec
elementy o powierzchni rozwijalnej, musza si¢ tak do siebie dopasowaé, aby cala powierz-
chnia byla powierzchnia regularng. Oczywiscie, w obszarze wierzchotka powierzchnia
musi mie¢ krzywizne Gaussa rézna od zera, a wigc nie jest ona izometrycznym przeksztal-
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ceniem powierzchni poczatkowej i nie mozna jej otrzymac przez czyste zginanie. Przyjgto,
7e obszarem tym jest prostokat o wymiarach podanych na rys. 6. Wielkosci L, i L, mozna
obliczy¢, po elementarnych przeksztatceniach, jako funkcje parametrow 2, n i u. Charakter
_ugigcia pokazany jest na rys. 7.

Rys. 7

Wzdiuz bokéw AB i DC wierzcholek taczy si¢ z zebrami poziomymi, a wzdiuz AD
1 BC z parami Zeber uko$nych. Stad wynikaja warto§ci katéw podane na rysunku.
Analityczng postaé ugiecia przyjeto w postaci

2 2
Zx +Bcos% cosLLZy +Ccos%,

@) w = Asin

gdzie:

L 0 s

5 (tgd —tgd)e *
—id

L 77 ’
B =32 (tgd; +1gdp)e -,

A

i

L, - . 2usina _Tid

C = Y tg [arcsm(smgy—sm;) — éin?ﬁg_' tg ]e

Funkcja ta spelnia geometryczne warunki brzegowe, narzucone na wielkosci katéw
obrotéw krawedzi w narozach ptyty i w srodkach bokdw.

Do spelnienia pozostaja jeszcze warunki zgodnosci. w plaszczyznie prostokata, takie
aby pasowal on do pozostalych elementéw. Wobec skomplikowanego ksztaltu krawedzi
wierzchotka warunki tak sformulowane sa zbyt klopotliwe, mozliwe jest natomiast inne
podejscie. Powierzchnia otaczajaca obszar wierzcholka jest powierzchnia izometrycznie
przeksztalcong bez odksztalcen powierzchni $rodkowej, a wigc tez bez dodatkowych
napre¢zen blonowych. Te napreZenia, bedace wynikiem zmiany pierwszej formy kwadrato-
wej powierzchni pojawig si¢ tylko w obszarze wierzcholka. Ich wartoéci wyznaczymy
z jednego z réwnan teorii powlok, traktujac wierzcholek, jako powlok¢ mato wyniosla.

) =

gdzie @ — klasyczna funkcja naprezefi.

V4D = — %L(w, w)—Viw,

10 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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Warunkami brzegowymi dla funkcji @ bedzie znikanie naprezen na brzegu. Prawa
strona rownania (5), po podstawieniu zaleznoéci (4), jest znana funkcjg wspétrzednych
lokalnych wierzchotka i parametréw 4, n, i u.

Réwnanie (5) rozwigzano numerycznie za pomocg metody rdznic skonczonych,
otrzymujac, dla danych parametréow geometrycznych, wartoéci @ w danych punktach
wierzcholka. Szczegdly obliczen podano w [6].

3. Energia wewngtrzna_

Majac okreslona powierzchni¢ aproksymujaca, przystgpujemy do obliczenia zwiazane
z nig energii sprezystej. Obliczymy energie przypadajaca na jeden «segment» oznaczony
na rys. 4 literami ABLK. Wzdtuz obwodu powloki jest n takich elementéw. Bardzo wazna
wlasnoscia modelu z rys. 4 jest to, Ze energia zgromadzona w elemencie nie zalezy od jego
potozenia wzdiuz tworzacej. Dowdd tego znajduje si¢ w pracy [6]. Wobec tego, do oblicze-
nia energii zgromadzonej w calym modelu wystarczy znaleZ¢ energie zwigzang z jednym
elementem 1 pomnozy¢ ja przez liczbg elementéw. W obszarach, w ktérych krzywizna
Gaussa jest réwna zeru, energia ta bgdzie wynikiem tylko zginania. Obliczymy ja ze wzoru

©6) AU = g” (A + (D)2 + 2 (dng) (A) +2 (1 —) (A, dS,
S

gdzie S — pole powierzchni izometrycznych, Ax;, Asx;, Ax;,— zmiany krzywizny w ukta-
dzie ortogonainym (i, j); przy czym zmiany krzywizny liczymy w sposéb §cisty jako rdéznice
krzywizny powierzchni poczatkowej i krzywizny powierzchni zdeformowanej. Jako przy-
kiad podamy obliczenie energii dla elementu tréjkatnego powloki walcowej Jezeli przyjal
kierunek x wzdhuz tworzacej, to

1 1

Ax, = 0_T= xR dxy, = Axyy, = 0,
wtedy
D ab—F
AU =5~ ‘

gdzie F — pole powierzchni zeber i wierzcholkéw w jednym segmencie obliczeniowym.
Wprowadzajac wspéiczynniki bezwymiarowe, otrzymamy

272 1 14342
e * T

Dla powloki stozkowej otrzymuje si¢ wyrazenie nieco diuzsze

AUP=DzTnsin<p-tg¢p-ln<Sll;“ ]/1+(S‘/1“2“) )-(1—3),

+2y2(1+12)}.

gdzie .
- . Acosa—1| 4%2+1 4+1
B = 2 2 alrikialy
cosa_[smoc+ Asin2p, ]A2+A —u2(A*+sina+1) Y,
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Dla obszaru wierzchotka wykorzysta¢ mozna uproszczone klasyczne wzory na zmiang
krzywizny w postaci
*w 0*w
Asi= — ot sy = — -
% ox;’ . ") 0x;0x;°
gdzie w miejsce w podstawié nalezy funkcje (4).

Energi¢ blonowa zgromadzona w wierzchotku obliczamy ze wzoru
™ 40, = o | [ 12y - (1+0 L@, D)ar,
F

gdzie funkcje @ wyznaczono z réwnania (5). Wzor ostatni mozna przeksztatcié do postaci

R\ L,L,
—/;) . R2 ]s(}"n’/'hq))-

AU, = 60(1;v2)(

Funkcje /; wyznaczono w sposob przyblizony aproksymujac wyniki obliczen numerycz-
nych. Ma ona postaé

4 ‘ 8 2
I, = (%sinq)) (% +2754% 7901+ 691 + %) (l + %ﬁ/l) X

-
! X [1 (7617#—((;)727-;-51 ’u)] [1+O.12 (n—?;cosq)) ]
Blad aproksymacji, w szerokim zakresie zmiennosci parametrow n, A, 41 @, nie prze-
kraczal 5%,. Szczegdly obliczeri mozna znaleié w [6].
Prace sit zewngtrznych wyznaczono jako iloczyn sily osiowej przez zmiang wysokoéci
calej powtoki, latwa do wyliczenia przy znanej geometrii deformacji. Przedstawia sie ona
nastepujaco: :

sin2p 1+4 | A—1

1
— MR S HERW N
A, = 2nR?*ho, cosp A - sing (cosa A)sm (p+ 62)
®
t6£+5'2'
sinasin A+ g 2 -1 AP AR
# a | ey T J -1
— )

gdzie: m—liczba segmentqw wzdtuz tworzacej, - 0o — $rednie napre¢Zenia $ciskajace
w kierunku tworzace;j.

4, Analiza numeryczna

’

Otrzymali$my w ten sposéb obydwa cziony funkcjonalu energii W jako funkcje para-
metréw A, n i u.
‘Warunki (1) zapisza sie teraz'w postaci

oW oW oW
@ ; a =% =% m =%

10*
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Te trzy réwnania, po wykonaniu réiniczkowanié, przedstawiaja ukiad trzech nieliniowych

réownan algebraicznych, wiazacych pigé wielkosci bezwymiarowych n, 2, u, g

0 .
B R

W obliczeniach ukiad (9) praktyczniej jest doprowadzi¢ do postaci

R
Fl(n,,u;)",T) = 0,

(10) Fafnu 2 K] =0,

A _ GoR - i
Po = Eh —f(,u,n,),, /1)’

. . , . R . j LA .
ktéra pozwala, przy zadanej wartoscn—h— 1@, wyzhaczyc Do jako funkcje jednego z para-

metrow geometrycznych n, p, A.
Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla kolejnych wartoéci n > 3. Przykiad
uzyskanych zaleznosci pokazuje rys. 8.

J ﬁo/é‘l'ﬁ ©
02|~ R sinp /h =200
b2e /| Przybliione rozwigzanie
0201 Rsin @/h=1000
’ ' p=7/6
0,16 —
0,12 |~ R
Rsing/h =5000
p=7/2 7/3 7/6
0,08~ .
0,04 -
I | | [ | ! L7
2 4 6 8 10 12 14 16

Rys. 8

. . .. R . e o
Okazalo sig, ze przy danej wartosci - Sine istnieje pewna maksymalna warto$¢

n = n,.., dla ktérej ukiad (10) ma jeszcze rozwigzanie. Oznacza to, Ze niemozliwa jest
stateczna konfiguracja powierzchni dla n > ng,,. Sile odpowiadajaca wartoéci n = N
oznaczono py. W dalszej czgéci pokazemy, e ma ona istotne znaczenie w teorii statecz-
nofci sprezystej powlok.
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Inny wariant obliczen wykonano odrzucajac trzeci z warunkow (9). Rys. 9 pokazuje

. . . . .. R . A4H
obliczone zaleznosci dla jednej zadanej wartosci /—lsm<p: 500; e jest wzg]gdnq

zmiang wysoko$ci powloki.

4
Liniowe rozwiqzanie
2.5 :
adn R/h=575
p=7/3
osll
A /n=f9
oz[X_ ¢
"'\\ N7 R &
~———TN N 5
S \\\\. .’///
o11|- -
4H R
I | | [ ! E
\ 10 20 30 40 50 60
Rys. 9

Wykres ten pokazuje przebieg procesu deformacji powloki. Najbardziej na lewo, prawie
pionowa linia odpowiada procesowi w zakresie malych odksztalcen przed utrata statecz-
noéci. Po przekroczeniu obciazen krytycznych, powierzchnia powloki gwaltownie faluje
sie, przy jednoczesnym gwaltownym spadku obcigzenia. Liczba fal w kierunku obwodowym
spada do wartosci odpowiadajacej pierwszej statecznej postaci (1,,,.), przy dalszym wzroécie
skrécenia nastepuje przeskok na nastgpna stateczng postaé z liczba fal o jeden mniejsza, itd.
W badaniach eksperymentalnych jako wartos¢ tzw. dolnego obciazenia krytycznego podaje
sie zwykle warto$é, do ktorej zmniejsza si¢ obciaZzenie w momencie utraty statecznosci
formy pierwotnej (np. [7], [8], [9]). '

W przedstawionych rozwazaniach jej odpowiednikiem jest wiec warto$é py. Na rys. 10

L . R .
pokazano jej zalezno$¢ w funkcy»F sing.

Zwraca si¢ uwage na nastgpujace fakty:

1. Krzywe dla réznych ¢ praktycznie pokrywajg si¢. Wskazuje to na mozliwos$¢ prze-
liczenia wynikéw badan uzyskanych dla powlok walcowych na dowolne powioki stoz-
kowe. Ten wniosek byl wysuwany przez wielu autordw prac eksperymentalnych (np. [9]),
nie zostat jednak dotad wilasciwie teoretycznie udokumentowany.

2. W poréwnaniu z wynikami badan do$wiadczalnych, szczegdlnie licznych dla powltok
walcowych ([7, 9, 12]), krzywa z wykresu 10 wykazuje zadowalajaca zgodno$¢.

3. Rozwiazania klasyczne (za pomoca rownan technicznej teorii powlok) jako warto$ci
wspdltczynnika dolnego obcigzenia krytycznego podaja zawsze warto$¢ stala, niezalezna
od stosunku R/A, natomiast bardzo czula na postaé¢ funkcji aproksymujacej. Jest to jedna
z istotniejszych wad tych rozwiazan. ~
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ﬁ,;v /sz'n [
0,32 |-
024 p=a/6 /3 =2
0,16 |~
0,08 |-
‘Rsinpfh
| [ I | | | I | I i | /;
0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800 3200 3600 4000 4400

Rys. 10

Kilka ciekawych wnioskéw mozna uzyska¢ zakiadajac, ze liczba fal jest stosunkowo
duza, tak ze zaleznosci (3) mozna uprosci¢ do postaci

’ 7 }' T H
67 = 0, '—\_—"77 sing,
an .
o VIR
4, 7 o sing.

Natomiast funkcjonal energii da si¢ zapisa¢ nastgpujgco

h - = A=
(12) W = DY)/ ns (A+n*B=npoCsin*?g,
o Rsing [n 2 .
gdzie 7 = 7 (7) = 7,sing,
s % R __ |
Ps = "F Thsing  POsing .

A, B, C — funkcje tylko 2 i p.
Warunek stacjonarnosci funkcjonatu W wyraza si¢ teraz zalezno§ciami

W . W _ ow

(13) o= 7 =% g =0

Ich numeryczna analiza daje zalezno$¢ pokazang na rys. 11.
Jezeli przez P oznaczymy calkowitg site osiowg $ciskajaca, to dla powloki walcowej

sy _ 967 R, P

P = —— = 5
~ Eh, 2rEh;,

dla powloki stozkowej

oS R, P

0 _

P& = Tgh T 2mERZsing
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By Jsin o.»

6,32
0,28
024
0,20
0,16

0,12

0,08

0,04

] | | | {
0 200 400 600 800 1000 2000

Rys. 11

Poniewaz z wykresu 11 wynika

I sing s
stad
i 2 nowy| RSINP
(14) ( P = 2nEh%sin?ppi?” — )

Wzér (14) pokazuje w jaki sposéb wykorzystaé zalezno$¢ opisujaca powloke walcowy
do obliczenia sily przenoszonej przez dowolng powloke stozkowg. Mianowicie w migjsce
argumentu R, /h, nalezy przyjaé R.sing/h,, gdzie R, i h, oznaczaja promien i grubos¢
$cianki walca, natomiast R, i A, sa odpowiednio promieniem dolnej podstawy i gruboscia
$cianki stozka. , .

Parametr  w przypadku powloki walcowej mozna interpretowacé jako wielko$¢ charak-
teryzujaca ugiccie. Wynika to z analizy przekroju ugietej powtoki (rys. 12). Otrzymujemy
wtedy nastepujace zalezno$ci:

Wprowadzajac bezwymiarowy parametr ugigcia & mamy

. ’ . __fmax_anz_n



288 W. SZYSZKOWSKI

Wykorzystujac wykres na rys. 11 1 zaleznosci (15) otrzymujemy zalezno$¢ pokazang na
rys. 13.

Linig przerywang narysowano zalezno$¢ podang w pracy [10], a uzyskang droga
klasyczng. Weryfikacja doSwiadczalna (np. [7]) przemawia za liniag wyzyskang w prezen-
towanej pracy.

Rys. 13

Z przedstawionego wykresu wynika, Zze stosowanie réwnan technicznej teorii powlok
daje jednakowo poprawne wyniki tylko dla ugie¢ nie przekraczajacych okolo 20 -krotnie
grubosci powloki. 3

5. Uwagi koncowe

Przedstawiona tu analiza duzych ugie¢ powlok, polegajaca na aproksymowaniu zdefor-
mowanej konstrukcji ukladem odpowiednich powierzchni quasiizometrycznych, pozwolita
na uzyskanie wielu rezultatow znanych z badan doswiadczalnych, a ktérych nie mozna
bylo otrzyma¢ z analizy nieliniowych réwnan teorii powtok.
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Zasadnicza zaleta analizy jest mozliwo$¢ rozwazania zagadnien bez ograniczen doty-
czacych wielko$ci przemieszezen, co czyni ja bardzo uzyteczng w tych przypadkach, gdzie
ugiecia sa na tyle duze, ze znane réwnania teorii powlok nie s3 w stanie wlasciwie opisac
problemu. ‘

W prezentowanej pracy nic nie moéwi si¢ o warunkach brzegowych. Jak wykazuja
liczne badania (np. [13]), wplywaja one zasadniczo na zachowanie si¢ powloki w zakresie
matych odksztalcen (zmieniaja tzw. gérna site krytyczna), natomiast przy duzych ugigciach
(takich, jak rozpatrywane w pracy) wplyw ten jest znacznie mniejszy. Nalezy przy tym
podkresli¢, ze jest on duzy tylko dla przypadkéw praktycznie nie realizujacych si¢ w roz-
wigzaniach konstrukcyjnych. Natomiast w pozostalych, wplyw ten wraz ze wzrostem
dlugosci powloki zanika bardzo szybko. Dla przykiadu na rys. 14 pokazano zaleznosci
miedzy dolng sifa krytyczna a dlugoscia powloki walcowej L, uzyskane na drodze doswiad-
czalnej [9].

—

B

-0 =~

08

06~

04~
T —————

Z L/R>27/nA
S
“,

0,2

e [ /R > 270 /A L/R
[ | | | | | | ! [ AN
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Rys. 14

W pracy [6] wykazano, ze wplyw diugosci tworzacej powloki jest do pominigcia, jezeli
tylko «miesci sie» tam jeden rzad pofalowan o parametrach, ktére mozna wyznaczy¢ na
podstawie prezentowanej analizy. Ogranicza to klasg rozpatrywanych powlok do takich,
ktére spelniaja warunek '

L 1

sina — snfa\®
(16) L ( s +]/1+f}-'r)

> 5
R” cos g ’

gdzie: L — dlugo$é tworzacej, o, A — wielko$ci charakteryzujace deformacje powloki
o danych parametrach.
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Dla powlok walcowych warunek ten- upraszcza sie do postaci
L _ 2%
RZ
WartoSci graniczne dla R/h = 200 i R/h = 800 zostaly na rys. 14 zaznaczone liniami piono-
wymi. Widaé, ze na prawo od tych linii wartosci obciazen sa prakiycznie stale niezaleznie
od dlugosci powtoki.

Inne ograniczenie wynika ze skonczonej sprezysto$ci materiatu. Pewne wyniki wstgp-
nych rozwazan przedstawiono w [5]. Sprowadzajg si¢ one do wyznaczenia dopuszczalnej
minimalnej liczby fal n,;,, przy ktdérej koficzy si¢ proces deformacji czysto sprgzystej.
Dalsze skracanie si¢ powloki mozliwe jest tylko poprzez pojawienie si¢ przegubow plastycz-
nych tworzacych si¢ wzdiuZz zeber geometrycznych.
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' Peswome

PACYHET CXHMMAEMBIX B OCEBOM HAIIPABJIEHNY LMJIMHIPUYECKHUX
N KOHUYECKUX VIIPYTHX OBOJIOUEK ITPH BOJIBIUNX ITEPEMEMEHUSAX

B paGore npencraBiieH aHAaNM3 M3OTPONHBLIX HMJIMHIPHUECKMX M KOHMUECKHX O00ONOUEK, MOXBEp-~
THYTBIX OCEBOMY CXaTHIO. B OCHOBY MeTona B3AT BapMaLMOHHBIA NpuHumMn Jlarpamxa, B KOTOPOM HC-
TIO/B30BAHO KHHEMATHICCKU JIONYCTHMOE TIONE MepemeiieHuil. I ONpeNeIeH st STOTO LOJIA HCTIONB30-
BaHBI CBONCTBA KBA3H-H3OMETPHUHON Tpax—xcd)opmamm MOBEPXHOCTH. OTO MO3BOJIMIO PELIUTh 3afaqy
€3 OrpaHMueHHl OTHOCHTENBHO BCTHUHHBI [EPEMELIEHHUil.
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Summary

ANALYSIS OF LARGE ELASTIC DEFLECTIONS OF AXIALLY
COMPRESSED CYLINDRICAL AND CONICAL SHELLS

The paper presents an analysis of the post-buckling behaviour of isotropic cylindrical and conical
shells subject to axial compression.

The starting point of the paper is the Lagrange variational principle, the application of which consists
in assuming a kinematically admissible strain and displacement fields. The fields are determined by consi-
dering the geometry of quasi-isometric deformations of the shell after buckling. That enables us to solve
the problem with no limitation on the magnitude of the displacements.

INSTYTUT MECHANIKI STOSOWANEJ
POLITECHNIKI WARSZAWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 paZdziernika 1976 r.
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II SYMPOZJUM MECHANIKI STOSOWANEJ

W dniach 12 - 15 pa#dziernika 1976 r. odbylo si¢ w Moskiewskiej Wyzszej Szkole Technicznej im. Bau-
mana kolejne, drugie Sympozjum Mechaniki Stosowanej. Sympozja te, organizowane w ramach wspoipracy
miedzy Instytutem Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej Politechniki Warszawskiej i Wydzialem
Og6lnotechnicznym MWTU im. Baumana, odbywaja si¢ corocznie na przemian w Warszawie i w Moskwie
i maja na celu wymiang osiagnieé naukowo-badawczych oraz inspiracj¢ nowych kierunkéw badawczych
i zainicjowanie prac wspdlnych. Otwarcia obrad Sympozjum dokonat prorektor MWTU prof. K. S. KoLEs-
NIKOW. Wskazal on na celowosé takich spotkan, podkreslajac, Ze spotykaja si¢ one z duzym zaintereso-
waniem.

Obrady II Sympozjum Mechaniki Stosowanej odbywaty si¢ w trzech sekcjach.

Sekcja 1. Zagadnienia dynamiki, drgan i statecznoéci poruszajacych sig ciat sprezystych

Wygloszono nastgpujace referaty:

R. Gurowskl, E. Mzyk (PW) — Flatter pewnego modelu skrzydla o nieliniowej charakterystyce sprezystej
typu histerezowego,

W. A. SWIETLICKI, A. M. Guskow (MWTU) — Badania statecznosci dynamicznej podatnego preta w war-
stwie oleju, '

W. W. ZELENCOow, W. M. MicHow (MWTU) — Poprzeczne drgania przegubowo podpartego prefa o zmien-
nej dlugosci,

W. Lucianek, T. SzUSTER, (PW) — Drgaunia lopat przegubowego wirnika nosnego smiglowca,

F.R. GEKKER, W.W. RoMaNow (MWTU) — Warunki wystepowania «samoodkrecania sie» polqczent
gwintowych przy drganiach osiowych,

1. S. Kozrow (MWTU) — Nowe zadania modelowe mechaniki nieba i jego mechaniczna interpretacja,

M. DIETRICH, W. OZIMOWSKI, Z. WALCZAK (PW) — O bezpieczenstwie diwigu, ’

W. A. SWIETLICKI, O.S. NARAJKIN (MWTU) — Réwnania drgai nieliniowych plaskiej sprezyny spiralnej,

A. A. PozarosTIN (MWTU) — Pewne problemy drgan wymuszonych powlok wypelnionych cieczq,

J. Maryn1ak, T. Bewbowicz (PW) — Wplyw parametrdw kopstrukcyjnych kdl kierowanych na wlasnosci
dynamiczne pojazdu samochodowego,

A.N. Kotosow, W. A. ZUJEw, B. D. SEMIENOW (MWTU) — Obliczauie obcigzen dynamicznych na rolke
przenosnika tasimowego przy trausporcie pojedynczego cigiari,

H. A. Losow (MWTU) — Obciqzenia dynamiczne dzwigu mostowego przy rozruchu i hainowaniu.

Sekceja II. Zagadnienia optymizacji maszyn i proceséw

T. KopyT, W. MIERZEJEWSKI, J. WITKOWSKI (PW) — Zagadnienia koutaktu zebdw o rézuych sztywnosciach,

L. H. Reszetow (MWTU) — Racjonalne uklady konstrukcji mostéw,

W. N. Baranow, J. E. ZacHarow (MWTU) — Zagadnienia teorii i obliczania mechanizméw jednoczesnego
sterowania,

F. I. Fussiak (MWTU) — Analityczne przedstawienie niedokladnosci wystepujacych w przekladniach falowych,

G. A. TiMOFIEIEW (MWTU) — Falowe przekladnie zgbate z generatorem fali odksztalcanym zewngtrznie,

Z. Nowak, W. PoGorzeLsKl (PW) — Zastosowanie programowania dynamicznego do optymizacji para-
metréw wysiggnika teleskopowego Zurawia,

J.E. Nitusow (MWTU) — Zagadnienia optymizacji energetycznej proceséw i konstrukcji wzbudzanych
silami urzqdzer elektromagnetycznych z ograniczonym przemieszczeniem,
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A. M. Romaszko, W. H. FEODOSIEW, M. P. ALEKSANDROW (MWTU) — O optymalnym wykorzystaniu
materialdow par ciernych w mechanizmach hamowania diwignic,

1. W. Stasenko (MWTU) — Obliczenia 1h pelzanie rurociqgéw pracujgcych w wysokich temperaturach,

E. 1. Butyka (MWTU) — Przemieszczenia i sprzezenia wzdluz zadanej osi w mechanice.

Sekeja III. Eksperymentalne metody badania dynamiki i wytrzymalo$ci maszyn

J. Karkowskl, J. STUPNICKI (PW) — Techniczne zastosowania analizy propagacji obszaréw plastycznych,

B. N. Uszakow (MWTU) — Polaryzacyjno-optyczne metody badania napreien w konstrukcjach zlozonych
(kompozytach),

W. Mirsk1, J. STUBNICKY (PW) — Wplyw chropowarosci powierzchni na rozklad normalnych i styczuych
oddzialywan cial stalych,

P. K. Porow (MWTU) — Dokladnosé dynamiczna przenoszenia napedu w zebatych przekladniach falowych,

M. BuAK-ZOCHOWSKI (PW) — Pdlniszczqea metoda badania rozkladu naprezen wlasnych w glab materialu

B. JanceLEwicz, R. KRAsON, A. REIMAN (PW) -— Badania nosnosci statycznej i trwalo$ci zmeczeniowej
polgczen klejowo-mechanicznych w duralowych konstrukcjach cienkoSciennych,

W. F. Reszczikow (MWTU) — Odpornosé¢ na zadzieranie olejow przekladniowych i wplyw na niq grubosci
Sfilmu olejowego, .

A. CHUDzIKIEWICZ, J. CzAIKA, J. KisiLowskl (PW) — O analizie realizacji procesu stochastycznego w dyna-
mice maszyn,

A. W. WIErszYNsKY (MWTU) — Odksztalcalnosé spawanych belkowych konstrukcejl déwigowych w czasie
produkcji i eksploatacji. ) '
Organizatorzy Sympozjum umozliwili uczestnikom zwiedzanie laboratoriéw Katedr: Dynamiki i Wy-

trzymatosci Materialéw, Mechaniki Teoretycznej i DZwignic, a takze wystawy osiagni¢é uczelni.

Naste¢pne TIT Sympozjurﬁ Mechanjki Stosowanej odbedzie si¢ w pierwszej polowie paZdziernika 1977 r.

w Warszawie.
M. Dietrich (Warszawa)

SZKOLA «METODA WARSTWY OPTYCZNIE CZYNNEJ WYZNACZANIA
ODKSZTALCEN I NAPREZEN W KONSTRUKCJACH»
Jablonna-Warszawa, 2-11 lutego 1977 r,

W dniach 2 - 11 lutego 1977 r. odbyly si¢ zajecia Szkoly na temat zastosowan warstwy optycznie czyn-
nej w analizie odksztalcen i napr¢zen w konstrukcjach.

Metoda warstwy optycznie czynnej jest metoda mogaca znaleZé szerokie zastosowanie w instytutach
naukowo-badawczych, biurach projektowych i uczelniach technicznych. Metoda ta moze odda¢ ustugi
w procesie konstruowania i optymalizacji maszyn i urzadzen, pojazdéw i konstrukeji budowlanych; pozwala
szybko wizualizowaé pola odksztalcen i naprezen w konstrukcjach; moze stanowi¢ nowoczesne narzedzie
w reku konstruktora i badacza. Miedzy innymi metoda ta oddaje ogromne ustugi w zakresie obserwacji
tworzenia si¢ stref odksztalcen plastycznych, propagacji granic stref plastycznych oraz proceséw adaptacji
konstrukcji. Dotychczas tylko nieliczne o$rodki w kraju prowadza prace badawcze przy uzyciu tej metqdy.
Powodem tego jest miedzy innymi, brak aparatury, wysokie ceny materialéw elastooptycznych i trudnosci -
ich importu oraz brak krajowej literatury po$wieconej technice pomiar6w i analizie wynikw.

W trakcie trwania Szkoly zostaly przedstawione mozliwoéci pracy metoda warstwy optycznie czynnej
przy wykorzystaniu urzadzen badawczych budowanych w kraju i przy wykorzystaniu materialéw elasto-
optycznych sporzadzonych z krajowych Zywic epoksydowych. Ponadto zostaly zaprezentowane oryginalne,
dotychczas nie opublikowane metody analizy wynikéw.

Wyklady prowadzone byly przez pracownikéw zajmujacych si¢ mefodq warstwy optycznie czynnej od
wielu lat i posiadajacych w tej dziedzinie wlashy dorobek naukowy —z Instytutu Techniki Lotniczej
i Mechaniki Stosowanej oraz z Instytutu Chemii i Technologii Organicznej Politechniki Warszawskiej.

Program wykladéw przedstawial si¢ nastepujaco:
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doc. J. StupNICKI — Wprowadzenie, dwoéjlomno$¢ wymuszona, prawa elastooptyki, polaryskop
o $wietle spolaryzowanym liniowo i kolowo;

— Efekt umieszczenia modelu w polaryskopie o §wietle spolaryzowanym liniowo i kotowo, izochromy
i izokliny ; Optyczne stale materialowe; p

— Metody analizy wynikéw, wyznaczanie odksztalcen i naprezen gléwnych w modelach elastooptycz-
nych; )

— Polaryskop do badan metoda warstwy optycznie czynnej, przes’wietlahie normalne i sko$ne; metody
badan i rejestracji wynikéw; przyklady praktycznych zastosowan metody warstwy optycznie czynnej do
badanskonstrukcji; metody kompensacji;

mgr inz. A. Kozrowskl — Technologia wytwarzania warstw optycznie czynnych i nanoszenia ich na
konstrukcje; warstwy plaskie i powloki;

dr J. Kapkowskr'— Metody analizy wynikoéw otrzymanych metodq warstwy optycznie czynnej,
wspdiczynniki korekcyjne; metoda charakterystyk;

dr J. KapkowsKI (¢wiczenia audytor.) — Opracowanie wynikéw wykonanych badan; zbiorcze obrazy
izoklin i izochrom; wyznaczenie stalych materialowych i rozkladéw odksztalcen na brzegu; zastosowanie
wykresdw wspotczynnikow korekcyjnych;

dr J. Stowikowska — Tworzywa sztuczne na warstwy optycznie czynne;

dr J. KAPKOWSKI (éwiczenia audytor.) — Opracowanie wynikéw wykonanych badan; wyznaczenie
odksztalcen i naprezen w punktach odleglych od brzegu;

dr J. Karkowskr (¢wiczenia audytor.) — Opracowanie wynikéw wykonanych badan; opracowanie
sprawozdania.

Zajecia laboratoryjne prowadzone byly na terenie Instytutu Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowa-

/nej i polegaly na samodzielnym wykonaniu przez kazdy zespdl pieciu éwiczen o nastepujacej tematyce:

1. Odlewanie warstw optycznie czynnych plaskich,

2. Badanie wlasnosci sprezysto-optycznych materialu,

3. Nakladanie warstwy optycznie czynnej na badang konstrukcje,

4. Odlewanie powlok optycznie czynnych,

5. Przeprowadzenie pomiarow. \

Stuchacze Szkoly zostali wylonieni drogg eliminacji. Ostatecznie w Szkole uczestniczylo 41 0s6b sposrod
zgloszonych 75 kandydatow. Reprezentowali oni 32 o$rodki, w tym 16 przemystowych o$rodkéw naukowo-
badawczych i 16 instytutéw wyiszych uczelni. Poziom byl zréznicowany — w zajeciach uczestniczyl 1 pro-
‘fesor, 1 docent, 8 doktoréw, 31 magistréw inzynierébw. Powodowalo to pewne trudno$ci ze wzgledu na
réznice w przygotowaniu sluchaczy. Wszyscy sluchacze wykazali ogromne zainteresowanie tematem,
w trakcie dyskusji poruszane byly zagadnienia znacznie wybiegajace poza ramy Szkoly, a dotyczace mozli-
wofci zastosowania metody do badan bedacych aktualnie przedmiotem wlasnych prac badawczych stu-
chaczy. Omawiano mozliwo$¢ i sposoby zastosowania metody w pracach o charakterze podstawowym oraz
w budowie pojazdéw samochodowych i szynowych w budowie maszyn roboczych, w odlewnictwie, w budo-
whictwie itd.

Wszyscy sluchacze podkres$lali korzysci, jakie wynie$li dzigki uczestnictwu w zajeciach Szkoly, i sugero-
wali celowo$¢ powtorzenia jej dla pozostalych oséb, ktére nie mogly wzia¢ udzialu w Szkole ze wzgledu
na ograniczona liczb¢ miejsc w laboratoriach.

Stanislaw Bogdanski (Warszawa)

SYMPOZJA
MIEDZYNARODOWEJ UNII MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ (IUTAM)

1978

1. The Joint COSPAR/TAU/URSI/IUGG/IUTAM Symposium on Atmospheres and Surfaces of the Planets

Miejsce: Innsbruck, Austria
Data: 28 maja - 11 czerwca 1978

1
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Przewodniczacy: Dr. T. Owen, Department of Earth and Space Sciences, State University of New York,
Stoneybrook, N.Y. 11790, USA

2. IUTAM Symposium on Variational Methods in the Mechanice of Solids

Miejsce : Northwestern University, Evanston, Illinois

Data: 1978

Przewodniczacy: Professor S. Nemat-Nasser, The Technological Institute, Northwestern University,
Evanston, [llinois 60201, USA
Professor Kyuichiro Washizu, Department of Aeronautics and Astronautics, University
of Tokyo, Bunkyo-ku, Tokyo, Japan

3. IUTAM Symposium on Metal Forming Plastisity

Miejsce: Munich, BRD (moze ulec zmianie)

Data: 1978

Przewodniczacy: Professor Dr. H. Lippmann, Lehrstuhl fiir Mechanik (A), Technische Universitdt Miin-
chen, Postfach 202420, D 8000 Miinchen 2, BRD

4. TUTAM Symposium on the Physics and Mechanices of Ice

Miejsce: Copenhagen, Denmark
Data: 1978
Przewodniczacy: Professor P. Tryde, Technical University of Denmark, DK-2800 Lyngby, Denmark

5. IMU/IUTAM Symposium on Group Theoretical Methos in Mechanices
Migjsce : Novosibirsk, USSR (moze ulec zmianie)

Data: 1978

Przewodniczacy: nie jest jeszcze wyznaczony

6. JUTAM Symposium on Non-Newtonian Fluid Mechanics

Miejsce: Louvain, Belgium

Data: 1978

Przewodniczacy: nie jest jeszcze wyznaczony

1979

1. IUTAM Symposium on Approximate Methods for Navier-Stokes Problems
Migjsce: Paderborn, BRD

Data: 1979
Przewodniczacy: nie jest jeszcze wyznaczony

2. JUTAM Symposium on Optical Methods in Mechanics of Solids

Miejsce: Poitiers, France

Data: ’ nie jest jeszcze ustalona

Przewodniczacy: Professor A. Lagarde, Laboratoire de M&canique des Solides, Université de Poitiers,
40 Avenue de Rectuer-Pinzau, F-86022 Poitiers, France

3. Third IUTAM Symposium on Shell Theory

Miejsce: Tibilisi, USSR

Data: nie jest jeszcze ustalona

Przewodniczacy: Academician I.N. Vekua, President, Georgian Academy of Sciences, Dzerzinskovo 8,
Thilisi 38004, USSR

4. IJUTAM/IUGG Symposium on Monsoon Dynamics

Miejsce i data: nie sa jeszcze ustalone
Przewodniczacy: Professor Sir James Lighthill, University of Cambridge, Department of Applied Mathema-
tics and Theoretical Physics, Silver Street, Cambridge CB3 9EW, England



W nastgpnym zeszycie ukaig si¢ prace:

D. i Z. MAZURKIEWICZOWIE, Z dziej6éw polskiej mechaniki do 1918 r.
06 uCcTOpHH NOJLCKOR MexaHuKu nmo 1918 roma
On the history of Polish mechanics before 1918.

M. J. SEWELL, Pewne przykitady zastosowania teorii katastrof w mechanice
TIpumephbl MCHONB30BaHMSI TEOPMM KaTacTpod B MeXaHHKE
Some mechanical aspects of catastrophe theory

K. Grysa, Naprezenia i przemieszczenia w wirujacym walcu kolowym ogrzewanym nieosiowo-
symetrycznie na pobocznicy
HanpsokeHnss ® IepeMelieHHs B KPYLJIOM BpalLAIOIEMC UWHIMHAPE INPH HECHMMETPH-
YeCKOM HarpeBe ero GOKOBOH INOBEPXHOCTH
The stresses and displacements in a rotating circular cylinder due to axially non-symmetrical
heating of its lateral surface.

R. DoroszkIEwICz, J. LiETz, B. MicHALsKI, Inwersyjna metoda badania modeli elastooptycznych
z wigzami sztywnymi
OGpaTHBIf MeTOX MCCieJOBaHusI (DOTOYNPYTrHX MOOENEH € >KECTKHMH CBA3AMHU
Inversional method of investigation of photo-elastic models

M. Makowski, G. Szerer, Optymalne ksztaltowanie belki na podiozu sprezystym z uwzglednie-
niem ograniczen naprezen normalnych
OnTrManbHOe IPOEKTHPOBAaHKE BajIKK HA YIIPYrOM OCHOBAHMM YIPH OTPAHMYEHHH BEIHUHMHBI
HOPMaNbHbLIX HAIPSKEHMH
Optimum shape design of a beam resting on elastic foundation with normal stress restrictions.

J. KRAJIEWSKI, S. MATYsIAK, Plaskie zagadnienie kontaktowe dla o$rodka Cosseratdw w teorii
napr¢zen cieplnych
TInockast KOHTaKTHas 3ajauya ans cpensl Koccepa B TEOPHMM TEPMUUECKHX HANpPSyKeHUH
Plane contact problem of a Cosserat medium subject to thermal stresses

J. BracHuT, Optymalne ksztaltowanie preta $ciskanego przy duzych ugieciach metoda programo-
wania dynamicznego
OnNTHMaNbHOE TNPOEKTHPOBAHHE CXKHUMAEMOIO CTEPM(HA IPH OONBLIMX NPOrHbGax MeTOHOM
IHHAMHUYECKOTO IIPOrpaMMHpPOBaHHA
Optimal design of a compressed rod with large deflections by means of dynamic programming

T. SoLxowskI, Analiza procesu wyciagania wyttoczki z uwzglednieniem niejednorodnosci wywo-
tanej polem temperatury
AHayus mpouecca BBITSDKIKH ¢ YTOUHEHHEM € yUeTOM HEOJHODOJHOCTH BBISBAHHOM TemIle-
PATYPHBLIM IIOJIEM
Analysis of ironing of a cup with non-homogeneity produced by a temperature field.
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