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STAN NAPREZEN W WALCU KOLOWYM WYWOLANY PRZYLOZENIEM
STALEJ TEMPERATURY NA POBOCZNICY

KrzysztoF GRYSsA, MARIA K wIEK (PoznaN)

W pracy rozpatruje si¢ dlugi walec kolowy o promieniu a, do pobocznicy ktdrego
. w pewnej chwili czasu ¢, = 0 zostaje przylozona stala temperatura T,, mierzona od
temperatury stanu naturalnego walca. Zagadnienie rozpatrywane jest w walcowym ukladzie
wspodtrzednych r, @, z, przy czym za o$ z obrano o§ walca. Rozwazania prowadzone sa
dla punktéw walca dostatecznie odleglych od jego koficéw, w zwiazku z czym mozna
zalozy¢ plaski stan odksztalcenia. Zagadnienie jest kolowo-symetryczne, tzn. u, = u,(r, t),
u, =u, =0, 04 = 0op(r, 1), gdzie u,,u,, u, — wspdlrzgdne wektora przemieszczenia;
wskaZniki «, § moga przyjmowaé wartosci r, ¢ lub z.

Naprezenia 0,3 moZna wyrazié przez przemieszczenie u, i temperature 6 zwigzkami [1]:

au, u,
M : O = (A4+2)— -+ -2 =70,
' u, u,
@ Opp = (A+2p)— +A—=—0,
T r or
. A u
(3) . azz - 2(l+‘u) (0',-,-+0',p¢)—' )"+‘u'y0’
(4) Orp = Opz = Op; = 0,

gdzie ‘ - o
A, u —state Lamégo, y = (34+2u)a,, o, — wspolczynnik rozszerzalnosci cieplnej,
6 = 0(r, t) — temperatura punktow przekroju poprzecznego walca, mierzona od tempera-
tury stanu naturalnego. w

Rozklad temperatury & wewnatrz walca opisany jest réwnaniem przewodnictwa ciepl-
nego, [1]:. ‘ _

0? 1 0 1 o >

® (75 -5 5)0-0
gdzie ‘% — wspolezynnik przewodzenia temperatury.

Stan przemieszczen w walcu okre§la réwnanie [1]:

‘ 0? 1 ¢ 1 . o

(6 (A+2p) (’a?;?'*’?a_r__ﬁ)ur'*'Fr = Qolky +¥ 7",
. : N 00

gdzie F, — sila masowa, g, — ggstos¢, () = T
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W rozpatrywanym zagadnieniu temperatura 6 i przemieszczenie u, muszg spelniaé
nastgpujgce warunki: .

t=20
0(r,0) =0,
@) . u,(r,0) = 0,
i, (r,0) = 0.
rF = a P
0((1 t) = To,
®) (A+2u ) 6u, u, )T,

Przy rozwiazywaniu tego problemu zostana uwzglednione efekty inercyjne wynikle
ze zmiany temperatury w czasie, tzn. w odréznieniu od rozwazan zawartych m.in. w [1, 2],
w réwnaniu (6) nie pomija si¢ czlonu bezwladno§ciowego.

Prezentowane w pracy podejécie do problemu nie jest nowe, gdyz stosowali je réwniez
Mura (3] i Derskr [4]. W pracy [3] ograniczono sig tylko do wyznaczenia przemieszczefi;
w pracy [4] wyznaczono ponadto naprezenia w walcu, lecz wynik zawarty w tej pracy
obarczony jest bledem, prawdopodobnie drukarskim (wskazywalby na to poprawny tok
obliczen w cytowanej pracy). Jednakze fakt przeoczenia tego bledu w korekcie $wiadczy
o tym, ze duza liczba oznaczen uzytych do skonstruowania wyniku utrudnila zweryfiko-
wanie tegoz wyniku w poréwnaniu ze znanymi przypadkami szczegdélnymi. Ponadto
uzycie do opisu zaréwno przemieszczen w pracy [3], jak i naprezen w pracy [4] funkeji
Thomsona [6] utrudnia analiz¢ otrzymanych wynikow, o czym §wiadczy brak tejze analizy
w obu cytowanych pracach.

W pracy niniejszej podaje si¢ postaci napr¢zen o,, i 0,, dane przez liczby bezwymiarowe
zawierajace stale materiatlowe. Wplyw sil masowych F, na naprezenia pomija si¢. Pomija sig
rowniez szczegotowe rachunki prowadzace do przedstawionych dalej wynikdw, gdyz
pokrywaja si¢ one z obliczeniami przedstawionymi w _pracy [4]. W ostatniej czgéci pracy
zawarta jest analiza otrzymanych wynikéw, ‘

Rozwiazanie réwnania (5) z warunkami (7), i (8), jest nastepujace [1, 2]:

«© r
i) g

k=1 (1) ©
gdzie uy sa miejscami zerowymi funkcji Jo(u); Jo (z) — funkeja Bessela pierwszego rodzaju
zerowego rzedu.

Majac na uwadze zwigzek (9) mozna rozwigza¢ réwnanie (6) z warunkami (7),, (7)s
1(8); na drodze pokazanej w pracy [4]. Wykorzystujac nastgpnie zaleznoéci (1) i (2) moZna
naprciema o, 1 0,, przedstawi¢ w postaci nast¢pujacej:

20,(D)
LIo(T)

[ 7 ED) uiJo(@uk)J exp (—Fouf)
+4L* [ - -1 £
Z ol w) LG | pEE )

>

(10)  0,,(o, Fo) = cZyTo{; - —~25,(0)+
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. 0
S A
+ Z ﬂ,(g)sm(LFov,) 2—|—L2 ( - 7/“’:_‘_[12’”[2 2 —
2 2 X 2 2
4L i +; 1
Zﬂ,(g)cos LFo) 2+L2( — ui+ Lo o2’

21, '
(11) o, Fo) = clyTo{l - L;Og:; —28,(0) +

B Fui+L?

2 S #iJoler) mJoloms)  Jilew) | exp(—Foui)
ca 3| 2L,y T L) el IE *

\ #k—L

Z Bile)sin(LFov) J7 2+L2 (42/ 1E+ L? _C_Z)_
k=1 1k

[e0]

A v} L2 ' ui+vi 1
Borcos wron) 2o (22 3BT L,
k=1

Ms

I=1

gdzie
2 2
o ) okl e/tk _oerr, |24
5.(@) = Z 2L L
1 B
Mi (i + L) 2 2
= PR o0u2l, %"— —2c%Ll, "T"
- 2 2
2 @/1,3(1—2&)10(%—")+2c2L11 (%) .
SZ(Q) ZZ 27..2 s
M (i + L?) 2 2
et P orilo ”Tk —2c%Ll, %"
_ @Vl-fo(@_”l) 22T, (o)
' PO =2 R bt —ac (1~
A (1—202)01’1-70(@”1)+2Cz-71(01’t)
=2
@) oI D 4R —cD]
@ = rla— bezwymiarowy promien, Fo = Z—i — liczba kryterialna Fouriera, bedaca
A ) . c3 At+2
jednocze$nie  bezwymiarowym czasem, c? = —1{2/—[ = —c%’ = ?/z, 2 = —QT’M,

D . 2¢?
0o — gestosé, v, — pierwiastki réwnania Jo(¥) — % Ji(») =0,L=

rowa liczba, okreglajaca wptyw wielkosci gg, % 1 @ na wielko$¢ i charakter naprezen. Wéréd
parametréw okre$lajacych te liczb¢ znajduja sig¢ réwniez state A i u, lecz ich wplyw na .
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naprezenia lepiej charakteryzuje wyzej wprowadzona bezwymiarowa wielkos¢ ¢. Liczba L
szerzej omowiona jest w dalszych czgéciach pracy; warto nadmienié, Ze analiza wplywu
tej liczby na pewne rozwiazania problemdéw termospr¢Zystosci zawarta jest w pracy [5]
s. 420—421; J,(z) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rz¢du [6], 7,(z) — zmo-
dyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu [6].

Parametry », a, po 1 czas f wystepuja tylko w wyrazeniach dwéch liczb bezwymiarowych:
L i Fo. Liczby te zatem opisuja w pelny sposéb wpltyw wyzej wymienionych parametréw
na wielko$¢ naprezen. Cheac np. uzyskaé przejicie od zwigzkéw (10), (11) do naprezer,
uzyskanych przy pominigciu w réwnaniu (6) czlonu inercyjnego, nalezy wykonaé przejicie
z L do nieskoficzono$ci przy niezmienionym Fo. Otrzymuje sie wowczas, Ze

o0
2
llmS = v'_ = 0’5
Lo I(Q) kL:{ /.L,%
limS,(¢) = 0,5
Lo
. Li(L)
lim ———% =0,
L—co LIO(L)
im 2 im -
Lo "'12+L2 h Lo 7’12+L2 -
lim o2 2
Lo Mi(UE+L?) B M
i w efekcie
' Sl (—Fopu})
. 11 1 exp(—Fo ui
12 o ,,=42T2[—J _J ]l
(12) o LLTQG ¢y Lo 0 s (o) = Iy () PIARON

k=1

© : .
. { exp(—Fo uf)
(13) ¢f = lim g, = 4c*yT, § [#kJn(Q#k)—Jl(.uk)“‘ —Jx(Q#k)J 2 £,
L+ y 0 ,“ka(.uk)

Zwigzki (12) i (13) sa zgodne z wynikami cytowanymi w [1, 2].

Liczba L osiaga dla metali na ogét bardzo duze wartoéci, ze wzgledu na fakt, ze ¢, ~
~ 10% cm/s oraz » ~ 10~! cm?/s. Zatem L ~ 10° g, wobec czego dla niezbyt malych a
wplyw czlondw zawierajacych L w mianowniku w zwigzkach (10) i (11) na warto§¢ na- -
prezeni o,,(o, Fo), 0,,(0, Fo) jest znikomy. W tym stanie rzeczy graniczne wartosci na-

. prezen podane we wzorach (12) i (13) sg ich bardzo dobrym przyblizeniem.

Wplyw zmiany temperatury w czasie na zmiany napreZefi, wyrazajacy sig funkcjami
zaleznymi od L, moze wystapi¢ tylko wtedy, gdy L osiagnie wartoci zblizone do jednosci.
Jest to mozliwe do osiagniecia wtedy, gdy promieni @ walca jest duzo mniejszy od jednosci
lub wspélezynnik przewodzenid temperatury » duzo wigkszy od jednogci.

Majac na uwadze rzad wielkoéci liczby L mozna, dla rozpatrywanego przypadku
(metale), skorzysta¢ ze wzoréw przyblizonych dla zmodyfikowanych funkcji Bessela
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el ‘ 1
I(L) = _;/'252_[14_0(7)]'

RS
LD ~ L
Funkcje Bessela, zawierajace w argumencie liczbe L™ moZna zastapi¢ pierwszym wyrazem

ich rozwinigcia w szeregi potggowe. Mamy stad

duzego argumentu:

Wowczas

i

1 1
Si1(@) ~ S2(0) = 2 I

Ponadto pomijajac wyrazy zawierajace w mianowniku L? mozemy napisa¢ zwiazki (10)
i (11) w postaci przyblizonej:

Grp Ggr - ﬂl(@) 9-‘ /,t%—LZ 1
(14 GW} {o%} +c? yToZ {/3( )}sm(LFov,) 2+L2 (4 % ey _?)_

Dia liczb Fouriera Fo > 3 mamy exp(—Fou?) < 107¢ i warto$ci ¢% i 0%, mozna
w zwigzku (14) pomingé. Zatem pozostang wyrazenia

(e o] (e o]
o 1(Bi(0) Ly 2_ 2 1

15 _=2T§{A } For)—tt _ MR )

(15) a%’f} “7io - Bi(o) sin (L Fo) v+ L? 4 “— U+ L2t 2

Wynika stad, ze po wyréwnaniu si¢ temperatury wewnatrz walca pozostana pewne
naprezenia resztkowe o7f* i ope’. Naprezenia te nie beda znikaly z uplywem czasu, gdyz —
rozbijajac sume znajdujaca si¢ po prawej stronie zwiazku (15) na sume skonczona od
! = 1do ! = L, oraz sumeg nieskonczona od / = L, + 11 dobierajac odpowiednio L, —
mozna wyrézni¢ w obu naprezeniach czton majacy wlasnosci bardzo zblizone do wlasnosci
funkcji okresowe;j.

Uwaga powyzsza wynika z postaci réwnania

ae o) =2 1,0 = 0,

ktérego pierwiastkami sa wielkosci ¥, znajdujace si¢ w argumencie sinusa, stojacegd
pod rozwazana suma. Dla duzych wartosci », p1erw1astk1 réwnania (16) mozna dobrze
przyblizy¢ p1erw1astkam1 réwnania /

v ™
an 2&=@b—7}
ktérego postaé mozna otrzymaé, zastepujac funkcje Jo(») i J;(») odpowiednimi wzorami
asymptotycznymi [6]. Pierwiastki rdwnania (17) sg. postaci
| vy =7l+ 3r —¢ r
4 13] o

gdzie limg; =0, 0< g < L

I-sw /


file:///I2tiL
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Jesli teraz w zwiazku (15) oznaczy¢ £, = Ly, to latwo mozna zauwazyé, ze dla I
wiekszych od odpowiednio duzego Lo

: 41+3
Q[ = + WL—E,L.
Zatem, aby wspomniana suma nieskoficzona opisywala funkcje majaca wilasnoéci
zblizone do wlasnosci funkcjt okresowej, trzeba przyjaé Ly, > L.
Naprezenia o,, 1 04, dane zwigzkami (10) i (11) sa funkcjami dwdch bezwymiarowych
. . b4 . . .
zmiennych: ¢ = rfai Fo = 22 oraz dwdch liczb bezwymiarowych, stalych dla danego
jednorodnego walca: ¢ = 7% oraz L =g;‘~. WielkoSci te utworzone sa przez
siedem parametréow: r,f, 4, u, x, 0o oraz a; stanowia one podstawe wielko$ci bezwy-
miarowych okreflajacych rozpatrywane zjawisko [7] s. 58 ~59. Zatem warunki stalosci
tych czterech bezwymiarowych parametréw stanowia dla rozwazanego problemu termo-
sprezysto$ci kryteria podobienstwa [7]. Widoczne jest, ze np. statos§¢ liczb ¢ i L przy réz-
nych kombinacjach parametréw 4, u, d, x i g, moze spowodowa¢ jedynie zmiang skali czasu.
Otrzymane postaci naprezen stanowia zatem wygodne narzgdzie do badan modelo-

wych.

®
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Peswome

TEITJIOBBIE HAIIPSDKEHWA B KPYTJIOM LUWJIHMHIPE BBI3BAHHBIE
BHE3AIIHBIM MU3MEHEHHWEM TEMIIEPATYPbI HA EI'O KPAIO

B pabote npeacraBiensl HYHKIMM, ONHCHLIBAIOLME TEMJIOBLIE HANPSOKEHMUS B KPYIJIOM LMIIHHADE,
C YYETOM UHEPUMAJILHBIX 9 (EKTOB, BHITCKAIOLLME U3 U3MEHEHHST TemnepaTypr‘no ppemeHH. OTH QYyHK-
I(HH [IPeACTABJICHBI IIPH MTOMOLIM Ge3pasMepHbIX KOOPAHHAT H 5e3pasMepHbIX [1APAMETPOB, COAEPIKALIHX
MaTepHAJIbHbIC KOHCTAHTLI. Ananus pe3yJILTATOB II0Ka3aJl, B YACTHOCTH, YTO I10CJI€ BbHIPABHHBAHHA TCM-
NepaTypbl B UMJIMHAPE OCTAIOTCST HEGONIBLUKHE HANPSIIKEHMST.
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Summary

DYNAMICAL THERMAL STRESSES IN A CIRCULAR CYLINDER DUE TO SUDDEN CHANGE
OF TEMPERATURE ON ITS SURFACE

The paper presents the functions describing thermal stresses in a long circular cylinder in the case
when its surface undergoes a sudden change of temperature due to heating it to a uniform temperature 7.
These functions are found from a differential equation of this problem, the inertia effects being taken
into account. The stresses are given in terms of dimensionless variables and dimensionless numbers determi-
ned by the mechanical and-thermal properties of material. The analysis of the results shows that thermal
stresses do not vanish when the time tends to infinity.

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ -
POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zostala zloZzona w Redakcji dnia 14 lipca 1975 r.
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BADANIA ELASTOOPTYCZNE MODELI PLASKICH Z WYKORZYSTANIEM HOLOGRAFII

WosciecH SWISTERSKI (KRAKOW)

1. Wstep

W potowie lat sze§édziesiatych, gdy rozwinigto techniki holograficzne, zaczgto sto-
sowac je w dziedzinie do§wiadczalnej analizy naprezen i odksztalcen. Jedna z najczg$ciej
stosowanych do analizy naprezefi i odksztalcen technik holograficznych jest interfero-
metria.

Zasada interferometrii holograficznej zostala opisana w szeregu artykulach [10 12],
takze w kraju [13, 17].

Nowa technikg interferometrii mozna z powodzeniem zastosowaé w pierwszej i naj-
starszej spoS§réd metod doswiadczalnej analizy napreZefi i odksztalcen — w metodzie
elastooptycznej. Jak wiadomo, wykorzystuje ona §wiatlo spolaryzowane do badania
rozkladu naprezen i odksztalcen w modelach plaskich lub przestrzennych. Polaczenie
interferometrii holograficznej z elastooptyka, lub, inaczej méwiac, wprowadzenie elasto-
optyki do'interferometrii holograficznej, pozwala w wigkszym stopniu wykorzystaé fale
§wietlna jako noénik informacji.

Pelny opis fali §wietlnej wymaga podania amplitudy, fazy czestoci, stanu polaryzacji
i kierunku propagacji. Wszystkie te parametry mozna wykorzysta¢ jako noéniki informacji.
W elastooptyce konwencjonalnej rejestruje sig:

a) rozklad amplitudy,

b) czgsto$¢ (lub diugosé fali),

¢) stan polaryzacji,

d) kierunek polaryzacji.
© Przy dysponowaniu spéjnym Zrédlem fali §wietlnej — laserem, rejestracja fazy daje mozli-
wo§¢ zapisania i odtworzenia interferencyjnych obrazéw przestrzennych.

Pierwsze préby zastosowania interferometii holograficznej w elastooptyce dotycza
badania ptaskich modeli typu tarcz, w $wietle przechodzacym.

O ile konwencjonalne techniki elastooptyczne dostarczaja informacji o izoklinach
i izochromach w plaskim modelu, wykonanym z tworzywa wykazujacego dwdjtomnosé
wymuszona, to interferometria holograficzna wzbogaca t¢ informacje o izopachy, umozli-
wiajac w ten sposéb wyznaczenie catkowitego stanu napreZenia w kazdym punkcie modelu.
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2. Badanie modelu znajdujacego si¢ w plaskim stanie naprezenia

W celu uzyskania obrazu izopach uzyto stanowiska, ktérego schemat zamieszczono
na rys. 1. Przedstawiony uklad stuzy do rejestracji holograméw obiektow fazowych.
Uzyty tu laser helowo-neonowy zostal wykonany w Laboratorium Instytutu'Fizyki uJ
w Krakowie. Jego moc wynosi ok. 4 mW przy pracy w modzie TM 00, a dlugo$¢ wypro-
mieniowanej fali §wietlnej wynosi 6328 A. Wiazka $wiatla laserowego jest liniowo spola-

LASER

ryzowana w plaszczyZnie prostopadiej do stotu holograficznego. Na drodze wiazek, przed-
miotowej i odniesienia, umieszczono liniowe éwieréfaléwki zorientowane tak, by wytwa-
rzaly $wiatfo spolaryzowane kotowo i by skretno$¢ polaryzacji obu wigzek byfa taka sama.
Obiektyw O stuzy do nadania wiazce §wiatla laserowego takiej rozbieznoSci, by na ma-
téwee (dyfuzor D) uzyska¢ plamg stanowiaca tlo dla modelu M. Do badan uzyto dwu
modeli w formie plaskicly jednakowych pierécieni o wymiarach: $rednice: D = 71 mm,
d = 38,5mm, grubo$¢ ¢ = 6 mm. Piersciert z zywicy Epidian 2 — czulej optycznie stuzyt
do uzyskania jednoczesnego obrazu izochrom i izopach (rys. 3), za§ pierscien ze szkla
organicznego, metapleksu do uzyskania obrazu samych izopach (rys. 2). Obrazy na rys. 2
i 3 uzyskano metoda dwukrotnej ekspozycji: przy modelach odciazonych i obciazonych
sitami skupionymi dziatajacymi wzdtuz pionowych §rednic modeli. Do ekspozycji uzyto plyt
holograficznych AGFA-Gevaert 10 E 75. Wszystkie elementy uktadu holograficznego (stol,
uchwyty) nie wchodza w skiad zadnego z zestawdw holograficznych dostgpnych w handlu,
lecz zostaly sporzadzone w charakterze prototypdw. Wiazka odniesienia, spolaryzowana
tak samo jak przedmiotowa, odpowiada analizujacemu filtrowi w polaryskopie, w tym
wypadku z jasnym polem widzenia. Obraz elastooptyczny powstajacy w modelu jest
widoczny dopiero w procesie rekonstrukcji, przy obserwacji obrazu urojonego. Na rys. 2.
przedstawiono model z metapleksu obciazony sila P = 20 kp. Izopachy sa liniami wy-

raznie zarysowanymi i kontrastowymi. Ze wzgledu na niska czuto$¢ optyczng metapleksu
izochromy nie wystepuja. Na rys. 2 istnieje pionowa o§ symetrii, a brak poziomej. Znie-
ksztalcenie to spowodowane jest bledem liniowych ¢wieréfalowek™ . ‘

Dyskusje wplywu bledu od liniowych plytek opédzniajacych podaje AJOVALASIT [15].

Ponadto na rys. 2 zarys izopach, w okolicy gérnego punktu przylozenia sily, jest mniej
wyrazny. Wynika to z faktu jego przemleszczema si¢ podczas obc1qun1a Dolny punkt
przylozZenia sity jest nleruchomy
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Rys. 3

Ustawienie matéwki na drodze §wiatla spdjnego i spolaryzowanego niewatpliwie
pogarsza spdjno$¢ §wiatla padajacego na model, jak réwniez obniza stopiefi jego polary-
zacji. Fotografie 2 i 3 pokazuja, Ze 6w niekorzystny wplyw nie jest na tyle silny, by unie-
mozliwi¢ interpretacje obrazéw.

Na rys. 3 przedstawiono pierscienn z rys. 2. Fotografia ta rézni si¢ od poprzedniej
obrazem izochrom, natoZzonym na obraz izopach i modyfikujacym go.

W otoczeniu (tzn. obszarze modelu od m —1/2 do m+1/2) izochrom o rzedach m catko- -
witych parzystych, izopachy ciemne maja rzedy potdwkowe, natomiast w otoczeniu izo-
chrom o rzedach catkowitych nieparzystych ciemnym izochrom nalezy przyporzadkowaé
rzedy catkowite. Powstawanie tego zjawiska w elastooptyce holograficznej wyjaénili FOUR-
NEY i MATE, [7], a wczeéniej NISIDA i SarTo, [18], przy uzyciu interferometrii konwencjo-
nalnej. Autorzy ci wyprowadzili wzér na rozklad nateZenia §wiatla w obrazie interfero-
metryczno-elastooptycznym, ktdry po przyjeciu niewielkich uproszczen, moina przed-
stawi¢ w nastgpujacej postaci:

4)) J = 1+2cosm,r cosmt +cos’mr

s
/

* Cwieréfalowki liniowe do $wiatla laserowego (8 = 1582 A) Producent: HSB Meakin Ltd 9 Tredown
Rd London SE26 5QQ

{
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gdziem — rzqd' izochromy, m,— rzad izopachy.
a) Jezeli m = +2 k, gdzie k = 0, 1,2 ... (otoczenie izochrom parzystych), to wzor
na rozklad natgzenia $wiatta na plycie holograf icznej ma postaé

@ ' : . J =242cosm,m
b) Jezeli m = +(2k+1) gdzie k = 0,1,2... (obszar izochrom nieparzystych), to

wzor (1) przyjmuje postaé -

!

(3) J = 2—2cosm,x

c) Jezeli m= + (2k;—1) , gdzie k =0, 1,2 ... (miejsce, gdzie wystgpuje izochroma
poléwkowa — ciemny prazek), to wzér (1) przyjmuje postaé
) J=1,

¢

co oznacza, ze izopachy znikaja.
Rys. 4. przedstawia powiekszenie poziomego odcinka $rednicy pierfcienia pokaza-

Rys. 4

nego na rys. 3: Brak symetrii wzgledem poziomej $rednicy nie jest przeszkoda dla zzmie-
rzonego rozdzielenia naprezen gléwnych wzdluz tej srednicy, bowiem nie analizuje sig¢
kata nachylenia linii izopach-do rozpatrywania przekroju, Na podstawie fotografii z rys. 4,
przy uwzglednieniu anomalnego obrazu izopach, mozliwe jest rozdzielenie ncprezen
w przekroju poziomym. Prawo elastooptyczne mozna przyja¢ w postaci

®) / 6,— 0, =m,
za$ informacje uzyskang z obrazu izopach przedstawi¢ nastgpujaco

0y+0, = m,.
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Na zewngtrznym, nieobciazonym brzegu, zaréwno rzad izopachy jak i rzad izochromy
wskazuja te samg warto§¢ napr¢zenia gléwnego, a zatem réwnanie izopach mozZna tez
napisa¢ w postaci - oo
6) o,+0, = km,
gdzie k > 1, co wida¢ na fotografiach, gdyz prazki izopach sa gestsze. Réwnania ®)
i (6) mozna rozwiaza¢é ze wzgledu na o, i o, dla dowolnie wielu punktow badanego prze-

6
% 3t 7
[rzqd]2

7 -
|72 08 07 98 03 10

=0 A r
g,

il

Rys. 5ai b

kroju, a znalezione ich warto§ci nanie§¢ na wykres w jednostkach rzedu izochrom. Wykres
taki przedstawiono na rys. 5a. Na rys. 5b pokazano, dla poréwnania, teoretyczny wykres
0, i 0,, badz o, i 0, dla pierscienia o stosunku §rednic D/d = 2. W niniejszych do§wiad-
- czeniach stosunek ten wynosit 1,85. Charaktery obu wykreséw sg podobne.

3. Otrzymywanie izochrom i izopach niezaleinie

Ukiad stanowiska, na ktérym mozliwe jest otrzymywanie oddzielnych obrazéw izo-
chrom i izopach, przedstawia rys. 6. Jest to ukiad o 2 wigzkach odniesienia. Wiazka
$wiatla. liniowo spolaryzowanego przechodzi przez szklany biok, spelniajacy role plytki .
$wiattodzielacej. Obie powierzchnie plytki odbijaja cze$¢ §wiatla, dla obu wiazek odnie-
sienia oznaczonych r i r’. S3 one spolaryzowane kolowo, majg te¢ sama skretno$¢ i, pada-

v
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Rys. 6

jac na plyte holograficzna pod réZznymi katami, zapewniajg separacje przestrzenna ugie-
tych fal w procesie rekonstrukcji. Podczas pierwszych dwéch ekspozycji uzywa sie jedynie
jednej z wiazek odniesienia np. r. Kotowa pétfaléwke, ktéra obraca plaszczyzng pola-
ryzacji $wiatla eliptycznie spolaryzowanego o 90°, a nie zmienia stanu polaryzacji $wiatta
kotowo spolaryzowanego, umieszcza sie tak, by jedynie wiazka, odbijajaca si¢ od zwier-
cladla Z, i wchodzaca ponownie do modelu, przechodzita przez nig. Powoduje to eli-
minacje¢ izochrom, poniewaz kazda z dwéch skiadowych promienia, rozchodzacego si¢
w modelu wzdhiz kierunkéw naprezen gléwnych, doznaje op6zZnien @, i a,, a przy po-
nownym przejiciu d, i 4y, gdzie indeksy 1 i 2 sa zwiazane z kierunkami gléwnymi. Ko-
towa péifalowka wykonana jest z krysztalu kwarcu, tak, by o§ optyczna byla prostopadia
do jego plaszczyzny, a $wiatlo przechodzito réwnolegle do osi optyczne;j.

Trzeciej ekspozycji dokonuje sie przy modelu obcigzonym identycznie jak dla ekspo-
zycji drugiej, przy uzyciu wiagzki odniesienia 7’ i usunigtej kolowej potfaléwee. Sktadowe
wiazki przedmiotowej doznaja opdzniefi wzglednych 2a, i 2a,, poniewaz wigzka zacho-
wuje ten sam stan polaryzacji przy dwukrotnym przej$ciu modelu. \

Jezeli podczas rekonstrukeji uzyjemy wiazki r, to otrzymamy obraz izopach, przy
uzZyciu za$§ wiazki r' uzyskamy obraz izochrom, niezakiécony izopachami. MozZna takze
wykorzystaé ukiad z rys. 3, przy uzyciu tylko jednej wiazki odniesienia. Wéwezas po-
,migdzy druga a trzecia ekspozycja nalezy obréci¢ plyte holograficzna wokét osi lezacej
'w jej plaszczyZnie o pewien kat, tak by bylo mozliwe rozdzielenie dwu niezaleznych od
siebie obrazéw, zarejestrowanych na plycie. Umieszczenie plyty, podczas rekonstrukcji,
w poloZeniu, jakie zajmowala przy pierwszych ekspozycjach, dostarcza obrazu izopach,

a w poloZeniu odpowiadajacym trzeciej ekspozycji, dostarcza obrazu izochrom.
\

4. Rejestracja obrazu izoklin

By rejestrowac¢ obraz izoklin mozna postuzyé si¢ polaryskopem, ktéry mozna otrzy-
ma¢ modyfikujgc nastgpujaco stanowisko przedstawione na rys. 7. Likwiduje fsiq wiazke
odniesienia, a w wigzke obiektowa wstawia si¢ dwa liniowe filtry polaryzacyjne skrzyzo-
wane ze soba 1 mechanicznie sprezone: Py za ¢wieréfaléwka i przed obiektyw, a P, miedzy
model, a plyt¢ holograficzna (rys. 7.). Jednoczesny obrét Py i P, dostarcza obserwatorowi
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obrazu izoklin o parametrach okre§lonych chwilowym polozeniem P, i P,. Taki wariant
rejestracji izoklin jest nieco sztuczny i moze przysporzy¢ trudnosci interpretacyjnych
ze wzglgdu na monochromatyczno$¢ $wiatta i jednoczesne wystepowanie izochrom.
Innym holograficznym sposobem jest wykorzystanie spdjnosci $wiatla laserowego.
W ukladzie z rys. 8 kazda z dwdch wigzek odniesienia jest spolaryzowana liniowo, a ich

v

Bl

LASER p ==
T 0P DM P
LSprzcz‘eﬁ/e -

Rys. 7 Rys. 8

ptaszczyzny polaryzacji sa wzajemnie prostopadle. Swiatto padajace na model jest spola-
ryzowane kotowo, skr¢tno§¢ dowolna.

Uklad pokazany na rys. 8 jest bardzo czuly na przesunigcia plyty holograficznej-
Dla odtworzenia a posteriori obrazu izoklin nalezy wywota¢ ptyte holograficzna nie rusza.
jac jej z miejsca, jak to si¢ dzieje przy holografowaniu w czasie rzeczywistym.

Obraz modelu wytworzony w procesie rekonstrukeji nalezy obserwowaé przez liniowy
filtr polaryzacyjny. Stosownie do jego pozycji, izokliny o réznych parametrach widoczne
sa jako poOlszare linie, poniewaz w procesie rejestracji model o§wietlony byl §wiatlem
kotowo-spolaryzowanym.

5. Podsumowanie

Przedstawione wyniki badan wlasnych autora oraz opisy stanowisk zaczerpnigte
z literatury daja poglad o obecnym stanie badan w dziedzinie elastooptyki holograficznej.
Motzliwe jest stosowanie kilku wariantéw tej techniki badawczej:

a) uzyskiwanie w interferometrze holograficznym obrazu izopach oraz kojarzenie go
z obrazem izochrom i izoklin, otrzymanym z konwencjonalnego polaryskopu.

b) Uzyskiwanie w interferometrze holograficznym jednocze$nie obrazu izochrom
i izopach oraz kojarzenie go z obrazem izoklin otrzymanym z polaryskopu konwencjo-
nalnego, badz zmodyf{ikowanego wedtug rys. 7 stanowiska holograficznego.

¢) Uzyskiwanie obrazéw elastooptycznych sposobem ,,czysto holograficznym” w ukla-

2 Mechanika Teorelyczna 1/77
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dzie jak na rys. 6 i 8. Rejestracji izoklin mozna dokonaé wedtug zasady z rys. 8. Wtedy
obie-wiazki odniesienia musza by¢ liniowo spolaryzowane.

Stosumc technike elastooptyki holograficznej moZzna osiagnaé wysoka dokladno$é
* pomiaréw, ktére otrzymuje si¢ na drodze prostszej, unikajac do$wiadczalnych metod
pomiaru zmian grubosci modelu plaskiego lub stosowania przyblizonego catkowania dla |
znalezienia sumy-napr¢zen giéwnych.
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7

Peswme

NCCJIEDOBAHME IJIOCKUX MOJIEJIEM METOIOM FOIIOFPACDI/I‘-IECKOI'/'I
POTOVIIPYTOCTH

B paore mpuBeneHb! pe3ynbTaThl SKCHEPHMEHTOB NPOBEAEHHBIX C LEJIBIO IOJIYYEHHA H30Max Ha
TIIOCKOM KOJIbLIE, MOABEPIHYTOM CXKATHIO ABYMS COCPEIOTOUEHHBIMM CHIIAMH, OEHCTBYIOLIMMH BJOJb
BepTHKaNbHOro auamerpa. IlpuMeHeH meTon ronorpacduueckoit doroynpyroctn. Ha ocHoBamuu sKcne-
PHMEHTAJIBHBIX JAaHHBIX pasfesieHbl IJIaBHblE HANPSUKEHHs! B CHMMETDHUHOM cedeHuu. IlpuBemeHbl
BbIBOAB! M CPAaBHEHHE SKCIEPHUMEHTANBHLIX JAHHBIX C TeOpETHUECKUM peluendeM. IIpeacraBneHo coBpe-
MEHHOE COCTOSIHHE 3HAaHM#t B oBnacrti ronorpaduyeckoit GOTOYIPYrocTH.

Summary

PHOTOELASTIC INVESTIGATION OP TWO-DIMENSIONAL MODELS BY MEANS OF
HOLOGRAPHY

In the paper are shown the results of original experiments. They were carried out in order to obtain
the isopachic fringe patterns on a plane ring subjected to two external forces acting along the vertical dia-
meter. A method of holographijc photoelasticity is applied. The ‘experimental data obtained allowed the
two principal stresses to be separated along the symmetry line. The conclusions are drawn and a compar-
ison with the theoretical solution is made. The present state of knowledge in the field of holographic photo-
elasticity is reported.

INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW
KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Pracq zostala zlozona w Redakcji dnia 23 stycznia 1976 r.
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OKRESLENIE NIEUSTALONEGO POLA TEMPERATURY W SCIANCE PLASKIEJ PRZY
ZMIENNYM WSPOLCZYNNIKU PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

Kazmmierz Rup, JAN TALER (KRaKOW)

1. Wstep

Obecnie wickszo§¢ zagadnien przewodnictwa cieplnego analizuje si¢ przy pomocy
metod przyblizonych. Zastosowana w pracy metoda bilansu cieplnego [1], jest obok metod
wariacyjnych [2, 3, 4, 5] jedna z najbardziej uniwersalnych analitycznych metod przybli-
Zonych rozwigzywania, zaréwno liniowych, jak i nieliniowych réwnan rézniczkowych
przewodzenia ciepla. Rozwiazanie problemu wymienionego w tytule przeprowadzono
w dwéch etapach: najpierw okreélono pole temperatury w éciance przy zatozeniu stalego
wspdlczynnika przewodnictwa cieplnego przy pomocy metody bilansu cieplnego, a na-
stephie wykorzystujac metodg linearyzacji optymalnej [6] uwzglgdniono zalezno$¢ wspél-
czynnika przewodnictwa cieplnego od temperatury. Rozwigzania tego problemu mozna
otrzymaé stosujac metod¢ bilansu cieplnego i wykorzystujac transformacje [1]

14

(1.1) 0 = [ codr,

0

Rys. 1. Rozklad temperatury w $ciance plaskiej
w I fazie wnikania ciepla: I -—rozwiazanie
dokladne, 2 — rozwiazanie Goodmana, 3 — roz-
Y 30 wigzanie otrzymane w pracy
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gdzie ¢ — cieplo wlasciwe, o — gesto$é, ¢t — temperatura, lub transformacje Kirchhoffa

(1.2) 9(t) = AL [ 2oa,
090

gdzie 4 — wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego.

Sposob okreflania nieustalonego pola temperatury zastosowany w niniejszej pracy
jest nieco dokladniejszy od metody bilansu cieplnego z wykorzystaniem transformacji
(1.1) [1], co przedstawiono na rys. 1. Ponadto sposdb ten mozna zastosowaé w przy-
padku konwekcyjnej wymiany ciepta na powierzchni ciala, tj. dla warunkéw granicz-
nych III rodzaju, przy wspdlczynniku przewodnictwa cieplnego zaleznym od temperatury.
Wykorzystanie metody bilansu cieplnego w tym przypadku jest niemozliwe ze wzgledu
na nieodpowiednio$¢ transformacji (1.1) i (1.2), co przedstawiono w pracy [7].

Oznaczenia

A
a = — wspOlczynnik wyréwnania temperatury,
ce
ao,a;,a, stale,
bo, bl, bz Stale,
¢ cieplo wlasciwe,

at .
Fo= —- liczba Fouriera,

L grubos¢ plyty,

¢! temperatura, '

to temperatura powierzchni,

1, temperatura poczatkowa,
temperatura powierzchni izolowanej,
wspbirzedna,

stala,

gleboko$¢ wnikania ciepla,
wspblczynnik przewodnictwa cieplnego,
gestosé

czas.

q4D NS R XX

2. Charakterystyka metody bilansu ciepinego i metody linearyzacji optymalnej

Metoda bilansu cieplnego wykorzystuje pojecie glebokoséci wnikania ciepta 6(z) (gle-
bokosci penetracji), ktéra mozna okreli¢ jako najwieksza odlegtosé na jaka w danym
czasie wnika ciepto tzn. w odleglosci x = d(7) od powierzchni ciata temperature mozna
w przyblizeniu przyjaé réwng temperaturze poczatkowej i cieplo nie jest przekazywane
na odlegtosé wigksza niz 8(z). Pojecie gleboko$ci wnikania ciepta zostalo pierwszy raz
wprowadzone przez BIOTA [5], a takZe szeroko wykorzystywane w metodach wariacyjnych
innych autoréw np. VUIANOVICA [2] oraz LEBONA-LAMBERMONTA [4]. W metodzie bilansu
cieplnego rozpatrywane 53 dwie fazy wnikania ciepla. W pierwszej fazie wnikania ciepta
glebokos¢ penetracji jest mniejsza od grubodci ciala (plyty). W drugiej fazie «front» ciepta
osiaga przeciwlegla Sciang ciala, ktdrej temperatura ulega wowczas zmianie.
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Punktem wyjéciowym prowadzacym do caltki bilansu cieplnego jest réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego:

Jt C 0%t
,(2'1) o Yo

gdzie v—czas, a = E — wspolczynnik wyrdéwnania temperatury, x — wspétrzedna.

Nastepnie calkujac réwnanie (2.1) w granicach od 0 do d(7) otrzymuje si¢

5(z) .
Ot ot

(22) CQO de = ZE

x=6(z) Ox

Uwzgledniajac reguly rozniczkowania catki po parametrze (regula Leibniza) przeksztal-
cona zostanie lewa strona réwnania (2.1), ktéra przyjmuje postaé

6(1) ds F
(v) } _ o

d
(2.3) CQ{W f 1, Dydx—1[6(z), 7] o ot
0

Iy
x=4(z) Ox

x=0

Poniewaz w pierwszej fazie wnikania ciepla

ot
A—— =0
Ox x=38(z)
(co wynika z definicji glgbokosci wnikania ciepta),

oraz

t[o(x), 7] =1,
(réwniez z definicji glebokosci wnikania ciepla),
to réwnanie bilansu ciepla ma postaé

d ot
(2.!,4) e [61—cot,0(x)] = — 4 o o’

gdzie
(1) .
0i=co [ ndx, dla0<é()<L,
; _

¢, — temperatura poczatkowa ciala. _

W drugiej fazie wnikania ciepla gleboko§¢ penetracji jest réwna grubosci §cianki
tj. 8(r) = L i wéwczas réwnanie bilansu po uwzglednieniu faktu, ze £(x, r)|x=L = u(7)
wynika z réwnania (2.3) i ma postaé .

dby, P ot

‘ ot
(2.5) d‘L" = E Z

x=L ox

)
x=0

gdzie
L
0, = co f tdx,
]

u(r)—temperaturé. przeciwleglej §cianki.
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Nastepnie scharakteryzowana zostanie metoda optymalizacji linearnej, zastosowana
do réwnan przewodnictwa cieplnego przez VUIANOVICA [6].

W przypadku gdy wspélczynnik przewodnictwa cieplnego zmienia si¢ z temperatura
pole temperatury opisuje réwnanie

ot 0 Ot
W metodzie linearyzacji optymalnej rozwaza si¢ réwnanie liniowe, ktdre «optymalnie»
linearyzuje réwnanie (2.6):

ot 0%t
@7 @y =¥ oxt

gdzie w jest parametrem nastawialnym, dobieranym w ten sposdb, aby réwnanie (2.7)
aproksymowalo réownanie (2.6) w sposéb optymalny.
Warto§¢ w,,, réwna sig

B+C
(28) Yopt = 4

gdzie
A= fn fxl [g—;i]zdxdr,
2.9) f f l’(t) [ ] dxdr, |

Ao 0 P
C= f fl(t)[axz]dxdr,
gdzie
(2.10) 2() = ‘”‘(’)

Przedzialy calkowania zaleza od rozwazanego problemu. Dokladny opis metody mozna
znalez¢ w pracy [6].

3. Okreslenie pola temperatury

Przedmiotem niniejszej pracy jest okre§lenie pola temperatury w $ciance plaski'ej
przy nastgpujacych warunkach brzegowych:

(31) ’ t(x, T)|x=0 = lo, Top > 0

t(x, 1) |

(3.2) A e ‘x:L

=O,
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gdzie A — wspoiczynnik przewodnosei cieplnej $cianki w temperaturze ¢, L — grubo§é
$cianki oraz warunku poczatkowym
(33) tp = 0.

Wspdltezynnik przewodnictwa cieplnego materiatu $cianki okre§lony jest zwiazkiem

(3.4) A= lo(l+at),
to

gdzie & — stala, ¢ — temperatura w rozpatrywanym punkcie §cianki.

Najpierw przy pomocy metody bilansu cieplnego okreslono pole temperatury przy
zalozeniu A = A, = const, a nastepnie wykorzystujac metode linearyzacji optymalnej
uwzgledniono zmienno$¢ wspdtezynnika przewodnosci cieplnej od temperatury.

a) Analiza pola temperatury przy A = o = const. Pole temperatury aproksymowane
zostanie wielomianem drugiego stopnia:

(3.5 4(x, 1) = ap+a, x+a, x2.

Stale ao, @y 1 a, wyznaczone zostana z (3.1) oraz z warunkéw:

(3.6) 1(x, 7)), = 0,
3.7) Jonte )|
0x x=0

Zwiazki (3.6) i (3.7) wynikaja z definicji glebokosci wnikania ciepla.
Ostatecznie po wstawieniu ao, d; 1 @, do (3.5) otrzymuje sie¢ wyrazenie okre§lajace tempe-
raturg

.
(3.8) Hhix, 7) = to(l—i) , 0<x<9d,

(3.9) 1(x,7) =0, 0< x< L.
Réwnanie rézniczkowe dla okrelenia d(7) otrzymuje sie podstawiajac (3.8) do (2.4)

: dd

Po scatkowaniu réwnania (3.10) przy warunku poczatkowym 6(r)lf=0 = 0 otrzymuje sig
(3.11) = 3,464 )/ 7a.

W drugiej fazie wnikania ciepla pole temperatury réwniez aproksymowane jest wielo-
mianem II stopnia

(312) t“(x, T) = bo+b1x+b2X2.
Stale by, b, i b, otrzymuje si¢ z warunkéw (3.1) i (3.2) oraz z warunku
t(x, r)|x=L = u(7).

Po wstawieniu wyznaczonych by, b, i b, do (3.12) otrzymuje sig

2
(3.13) th(x, 7) = (to—u)(l - %) +u, Fo = Fo,.
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Temperatur¢ u(r) wyznacza si¢ z réwnania rézniczkowego otrzymanego przez podsta-
wienie (3.13) do (2.5):

du

(314 G

z ktérego po scalkowaniu przy warunku poczatkowym u(z)
nast¢pujaca zalezno$¢ na wu(r):

= 0 otrzymuje si¢

=1,

(3.15) u(r) = to[l —e 3@-Fo] Fo » Fo,.
Czas 7, wyznacza si¢ z zwiazku (3.11) po podstawieniu § = L.
Liczba Fouriera odpowiadajaca 7, wynosi Fo; = 11—2

! ..
b) Analiza pola temperatury przy A = A, (1+a’—). Podstawiajac #(x, ¥) do za-
4]

leznosci (2.9) 1 catkujac odpowiednio w granicach: x, =0, x;, = d(v) i 70 =0, 7, =
= r[x=6, otrzymuje sie
4

A= W@(T),
80 '
(3.16) B= 3(1272)3,2@(1),
_ 42, 40
C=lmar= T 3(12a)3/2] P(2),

gdzie

Ty ’g
¢(‘!’) = f Wd'f.

Po podstawieniu zalezno$ci (3.16) do (2.8) mamy:
(317) Yopt = 10(1+a)

Podstawiajac 9,,, zamiast 4, do zalezno$ci (3.11), zalezno$¢ okreflajaca pole temperatury
w I fazie wnikania ciepla (3.8) ma postaé ,

—

2
f=t|l 7x—) 0<x<9,

 Y2a(l+o)T
(3.18) , Vi2a(l+2)
1]=0 . N (SSXSL.

Przeprowadzajac analogiczne rozwazania dla drugiej fazy wnikania ciepla otrzymuje si¢
nastepujace zalezno$ci:

(3.19) | Yore = Ao (1+0)
oraz
x 2
(3.20) ’ ’"(x, T) = (10—U)(1—f) +u, F0> Fol,
gdzie

GB2) U = fo[l —e=3U+0F=Fo]  Fo > Fo,.
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IR I N ~22_
02 0.5 N ,
3 ~.
~. .
~~02 Rys. 2. Rozklad temperatury w $ciance plaskiej
0 02 0,4 08 08 X 70 w Il fazie wnikania cxc’:pla dla réznych liczb
L Fouriera

Na rys. 1 i 2 przedstawione zostaly zmiany temperatury odpowiednio w I i IT fazie wni-
kania ciepla przy wspolczynniku przewodnictwa cieplnego zaleznym od temperatury.

Na rys. | poréwnano otrzymane wyniki z rozwiazaniem dokladnym i zaleZnoémq
GOODMANA [I]

t Y 3
3.22 LA | P
¢z fo [ 1/6(1+<x)]
gdzie
y=Xx 1
2 Yar

Zalezno$¢ (3.22) otrzymano wykorzystujac transformacjg (1.1) i aproksymujac pole tempe-
ratury wielomianem 3 stopnia
3
8 =81~ L)
o(1-53).

fo

Bo = fcgdt

0

gdzie

i stosujac dalej do przetransformowanego réwnania rézniczkowego (2.1)
oY 0 oY

metode bilansu cieplnego identyczna jak w przypadku réwnania (2.1)."

4. Whnioski

Zastosowanie metody bilansu cieplnego i nastgpnie metody linearyzacji optymalnej
pozwala na latwe, przyblizone rozwigzanie nieliniowego réwnania przewodnictwa ciepl-
nego. Zaleta metody iest stosunkowo duza latwo$¢ rozwiazania nieliniowych zagadnien
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przewodnictwa cieplnego w poréwnaniu z metodami wariacyjnymi. Dokladno§¢ aproksy-
macji rozwiazania $cislego wzrasta wraz ze wzrostem o a wige przeciwnie niz w rozwia-
zaniu T. R. Goodmana [1].
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ONPEOEJIEHME HECTAIMOHAPHOI'O TEMITEPATYPHOI'O ITOJIS B IJIOCKOH
CTEHKE C NEPEMEHHbLIM KO3PPUIIMEHTOM TEIIJIONPOBOJHOCTH

IIpHMeHsst N0-0UEPETHO MHTErPANbHBII METON TEMJOBOro GalaHca W MeTO/ ONTHMAJIBHOM JIMHeapu-
3a1UH, TTOJIYUEHO NMPHGIHMIKEHHOE PaCIpENEsIeHHE TEeMIIEPaTyphbl B IJIOCKOH CTeHKE B ABYX ¢hasax mpo-
HUKAHHS TEUIa, NPpH Ko3(h(pHUUKEnTe TENIONPOBOAHOCTH, JHHEHHO 3aBHUCAILNM OT Temneparypsel. [Toay-
UeHHbIE PE3YJILTATH! YNXOBJIECTBOPUTEILHO AIIPOKCHMHPYIOT TOUHBIC PEINEHHSA.

Summary

DETERMINATION OF TRANSIENT TEMPERATURE FIELDS IN PLANE WALLS OF VARIABLE
THERMAL CONDUCTIVITY

Applying successively the heat balance integral method and the optimal linearization method, the
transient temperature distribution is determined in a plane wall with linear dependence of thermal con-
ductivity on temperature, in two phases of heat penetration. The results obtained approximate fairly
well the exact solutions.

INSTYTUT APA RATURY PRZEMYSLOWEJ

I ENERGETYKI
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 lutego 1976 r.
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O WYZNACZANIU NAPREZEN CIEPLNYCH WYWOLANYCH RUCHOMYMI OBCIAZENIAMI
TERMICZNYMI

J6zer K uB1K (POZNAN)

Oznaczenia

o, wspoOlczynnik liniowej rozszerzalno$ci termicznej,
7(€) funkcja Heaviside'a,
0(§) funkcja Diraca, _
G modut odksztalcenia postaciowego,
» wspdlczynnik przewodzenia temperatury,
A stala Lamégo,
o1y wspOlrzedne tensora naprgzenia,
t czas,
T temperatura wzgledna, odniesiona do stalej temperatury stanu beznaprezeniowego,
u; wspotrzedne wektora przemieszczenia,
x1y & wspdlrzedne kartezjanskie.

Badanie efektéw mechanicznych wywolanych ruchomymi obcigZzeniami termicznymi
w ofrodkach sprezystych stanowi istotng cze$¢ obszernej dziedziny termosprezystosci
i odgrywa duza rol¢ w praktyce inzynierskiej. Pola napre¢zen i odksztalcen w takich przy-
padkach najczgéciej sa wywolane ruchomymi zrédlami ciepla o charakterze punktowym,

¥

Rys. 1 Rys. 2

liniowym lub powierzchniowym, o zmiennej lub stalej wydajnosci w czasie. Zrédta moga
sie przemieszcza¢ w o$rodku Iub po jego powierzchni z predkoscia ©. Przyktadowo, dzia-
fanie ruchomych Zrédet przedstawiono na rys. 1, 2, 3a,b.

Z wyze] wymienionym charakterem obcigZzefi termicznych spotykamy si¢ w licznych
procesach technologicznych, np. hartowania powierzchniowego, spawania, napawania,
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Xy

Rys. 3

zgrzewania liniowego oraz przy optywach elementéw konstrukcyjnych (powloki, rury)
przez pltyny o podwyzZszonej lub obniZonej temperaturze w poréwnaniu z temperatura
elementu. Ponadto ruchome obciazenia termiczne wystepuja (obok obciazen typu me-
chanicznego) przy kazdej kinematycznej wspdlpracy elementéw konstrukcji z uwzgled-
nieniem tarcia. -

Prezentowana praca zawiera pewien przeglad dotychczas publikowanych rozwigzan
zadan termosprg¢zystosci z ruchomymx zréodlami ciepta (por. [1]-[33]). Przedmiotem
‘dyskusji sa warunki stosowania ruchomych ukladéw wspdtrz¢dnych, kolejnosei stoso-
wania transformacji catkowych do ruchomych obciazen termicznych oraz budowy roz-
wigzan réwnan termospr¢zysto$ci przy wykorzystaniu funkcji Greena.

1. Ruchome uklady wspblrzednych

Wyznaczanie naprezen cieplnych wywolanych ruchomymi obcigZzeniami termiczn&mi
sprowadza si¢ do rozwigzania podstawowego ukladu réwnan termosprgZystosci:

1. 1 '
(1'1) VZT—;T= _;Q(xh t,'U),

(1.2) GV?u;+(A+G) 0iey— (34 +2G)o,0; T = iy,
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2 2 2
széf__i_aix%_.{.;—x%, ai:(')ix,’ il=1,23
przy zadanych warunkach poczatkowych i brzegowych. Réwnanie (1.1) jest rownamem
przewodnictwa cieplnego, natomiast réwnania (1.2) sa znanymi réwnaniami przemieszcze-
niowymi.

W wigkszosci prac po$wigconych omawianym zagadnieniom, do rozwiazywania réw-
nania przewodnictwa (1.1) wykorzystuje si¢ ruchome uklady wspdlrzednych zwiazane
z poruszajacymi si¢ zrédlami ciepla. Prowadzi to do znacznych ulatwien przy budowie
rozwigzan tego réwnania. W takim przypadku, po zastosowaniu liniowej transformacji
ukiadu wspdlrzednych wedlug zwiazkow

& =xi—vi1, (1=1,23), v;=const, )

rownanie przewodnictwa (1.1) w ruchomym ukiadzie 'wspétrzednych &; ma postaé

1 T | P
(1.3) VET——(’U VGT)_;W—: —;‘Q(Eht)»
0 ) 0 .
Vi = |———, ——,
fVoE 08, 053)’ :

przy czym rozwaZzane Zrodlo c1ep}a jest nieruchome. Je§li ponadto mtensywnoﬁc zrédla -
nie zalezy od czasu, czyli Q Q(E ) oraz wplyw warunkéw poczqtkowych mozna pominaé,

or
to pochodna o = 0 i réwnanie (1.3) przyjmuje postaé

(174) ’ V?T—-%(E}-Vef’) = —%QA(E;)-

Réwnanie (1.4) odpowiada quasi-ustalonym zagadnieniom termosprezysto$ci. Nalezy
nadmieni¢, ze wigkszo$¢ prac po$wieconych ruchomym obcigzeniom termicznym do-
tyczy wlasnie zagadnien quasi-ustalonych. ,

Mozliwo$¢ stosowania ruchomych uktadéw wspétrzednych zalezy od ksztaltu i ruchu
rozwazanych Zrédet oraz od ksztaltu badanego obszaru. W obszarze nieograniczonym
i przy Zrédlach o niezmiennym w czasie ksztalcie, stosowanie ruchomych ukladéw wspét-
rzgdnych ufatwia wyznaczanie pél temperatur i naprezen. W przypadku dziatania rucho-

Rys. 4
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mych Zrodel w osrodkach ograniczonych wprowadzanie ruchomych ukladéw wspdirzed-
nych nie ulatwia procesu rozwiazywania réwnan termosprezystosci (1.1) i (1.2). Wtedy
bowiem kosztem «unieruchomienia» Zrddia ciepta brzeg obszaru staje si¢ ruchomy. Ilu-
struja to przykiady pokazane na rys. 4 i 5. W takich przypadkach przy wyznaczaniu
rozwigzan pojawiaja si¢ trudnosci ze stosowaniem transformacji Laplace’a.

z-vt=t

Rys. §

Analogiczne uwagi dotycza przypadkéw, w ktérych zmienia si¢ w czasie ksztalt geo-
metryczny obciazen termicznych, np.: gdy Zrédta ciepta typu Q = Ton(vt—r)n(t) lub
Q=T gS(R—vt)n(t), dzialaja odpowiednio na powierzchni kola o zmieniajacym  sig
w czasie promieniu » lub na powierzchni kuli o zmiennym w czasie promieniu R. Wygodniej
zatem rozwazaé obszary ograniczone we wspdétrzednych nieruchomych zwigzanych z tymi
obszarami.

2. Wykorzystanie funkcji Greena

Przy budowie rozwigzan réwnan termosprezystosci w przypadku ruchomych obcigzen
termicznych mozemy réwniez wykorzystaé metod¢ funkeji Greena. Znajomo$é odpo-
wiednich funkcji Greena pozwoli nam otrzymac rozwigzania dla ruchomych Zréodet ciepta
o wydatku zmiennym w czasie i wzgledem miejsca.

Rozwigzania réwnan termospreZystosci dla chwilowego zrédia mepla Q00(&)0(8)
w przestrzeni nieograniczonej w ukladzie wspdélrzednych & wyznaczono w pracy [31].
Rozwiazania te wyznaczono w ruchomym ukladzie wspotrzednych &;, ktéry porusza sie
ze stata predkoscia v wzgledem uktadu nieruchomego x; w kierunku osi x;. Otrzymane
w tym przypadku wyniki dla temperatury T*(£,, t) i przemieszczen u¥(&;, t) mozna wyko-

rzysta przy wyznaczaniu temperatury i przemieszczen dla zrédlta o wydatku zmiennym
w czasie w ukladzie & wedlug wzoréw

T, 0 = [O@T*E, 1—n)dr,
2.1 °’ |
u;(€i, 1) = fQ(T)ﬁ}‘(E;, t—7)dr.
0
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Jezeli ponadto Zrédio dziata na pewnym obszarze I', to temperaturg i przemleszczema
otrzymamy na podstawie zwigzkow:

T, D) = [ O, Loy G VT, £, &5, 8, Lo, Es, DAL, dL2dLs,
r

2.2) . . .
W) = [OQ, Gy Gy DFEL £, &, Ly, Lo, s, 1)dE, dC, dEs.
r

Postugiwanie si¢ funkcjami f‘*(&, 1) i u¥(&:, 1), jak tatwo zauwazyé, ogranicza si¢ tylko
do zrédel ciepla, ktére w ukladzie &; nie zmieniajg w czasie zajmowanego obszaru.

Takie ograniczenia nie wystgpuja natomiast, gdy funkcje Greena dla poruszajacych si¢
Zrodet wyznaczymy w ukladzie nieruchomym x;. JeZeli np. wyznaczymy rozklad tempera-
tury T%(x;, t;v) i naprezen of;(x;, t;v) dla poruszajacego si¢ zrodta punktowego o postaci
Q00(x;) 8(x;) 6(vt—x3)n(t), to dla zrédet liniowych typu
! 1° Q00(x,) d(x2) (vt —x3)n(t),

2° Q0 0(xy) 6(x2)m(x3 —v0) (1),
temperatur¢ i napr¢Zenia otrzymamy odpowiednio przez superpozycig

23)

Tlo(xb ¢ 7)) = f Té(xl) Xz, X3=—1U, t;v)du,
0

2.4) . o
oly (xi, 1;9) = f aly(xy, X2, X3—u, t;0)du,
0
oraz
Tzo(xi, t; 7)) = f Té(xl 3 x2’ x3_u, t’ v)du,
(2.5) v

Gij (xn > f Ojiij(xl’xZ,xB_u)t;v)du-
vl
Wykorzystujac natomiast temperature 7°(r, z, ¢;v) i naprezenia o¥;(r, z, t; v) wywolane
dZIalamem zrédla Qo 8(z) 6(vt—r)n(f), mozemy wyznaczy¢ temperature i napreZenia dla
#rédia dzialajacego na powierzchni kota o zmiennym w czasie promieniu, tzn. dla zrédia
o postaci Qy0(z)n(vt—r)n(t). Poszukiwane rozwigzania majg postaé
Ve

L/ 4 .
T(r, z, t;v) = f T(r—u,z, t;v)du,
0
(2.6) ) _‘
I"?j(” Z,1,0) = fa‘?,-(r—u, z, t;0)du.
0

W przytoczonych wyzej rozwazaniach zakladaliSmy milczaco, Zze predko§¢ ruchu

Zrédia o jest stata. W przypadku predkosci v zmiennej w czasie we wszystkich otrzymanych
. .

wzorach nalezy w miejsce vf podstawié f vdt.

O sluszno$ci stosowanej we wzorach 2.3), 2.4), (2.5), (2.6) superpozyc_u $wiadcza
prace autora oraz prace [1] i [32].

3 Mechanika Teoretyczna 1/77
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3. Stosowanie transformacji calkowych

Przy rozwiazywaniu réwnan (1.1) i (1.2) wykorzystuje si¢ najczg¢sciej catkowa tran-
sformacj¢ wzgledem wspodtrzednych miejsca oraz transformacje Laplace’a wzgledem czasu.

W przypadku rozwazania ruchomych obciazen termicznych (ruchome Zrdédia ciepta
lub ruchome warunki brzegowe) przy konstrukcji rozwigzan podstawowych, wyzej wy-
mienione transformacje catkowe nalezy stosowal z pewna ostroznoscia. Oméwimy to
blizej na przykladzie ptaskiego ruchomego Zrédia ciepla dzialajacego w przestrzeni nie-
ograniczonej. Kierunek ruchu Zrédla oraz intensywno§¢ jego dzialania opisuje wzér

a1 0(x, 1) = Qo 8ot~ X (1),

gdzie () jest funkcja Diraca, 7(u) —-funklch/Heaviside’a.
Dyskusj¢ ograniczymy do zbadania réwnania przewodnictwa cieplnego, ktére w tym
przypadku ma postaé

62

: 1 0
(3.2) Friman

7= — £ 5(0—m(0),

przy czym funkcja temperatury T, okre§lona jest w obszarze x € (— 00, +0), t € [0, + 00),
za$§ parametr v > 0. Po wykorzystaniu jako pierwszej transformacji Laplace’a wzgledem
czasu zdefiniowanej jak nastgpuje

[e0)

Tu(x,s) = [ T(x, e *dt,
0
y4i0

! T(x,f)=—2—11UT f Tu(x,s)eds, i=1 -1,

y—ig

oraz przyjeciu jednorodnego warunku poczqt’ﬁowego dla temperatury réwnania (3.2),
mozemy napisac :
d? 5. Qo 1 - %

Tp——Tp=——"——¢ ’

33 dx? Py % v

przy czym transformata zrédla ciepta (prawa strona réwnania (3.3)) wymaga, aby x > 0.
Fakt ten wyklucza stosowanie do réwnania (3.3) wykladniczej transformacji Fouriera
wzgledem x. W tym przypadku mozliwe jest zastosowanie transformacji cosinusowej
lub sinusowej, jednakze pod warunkiem, ze z géry wiemy czy funkcja T1(x, s) jest funkcjg
parzysta lub nieparzysta wzgledem x. Te niedogodno$é mozna usungé uwzgledniajac
w prawej stronie réwnania (3.3) funkcj¢ Heaviside’a w postaci 9(x).

Przedstawionych trudnogci unika si¢, jezeli do réwnania (3.2) zastosowaé w pierwszej .
kolejnosci transformacjg¢ Fouriera wzgledem zmiennej miejsca, a nastgpnie transformacje
Laplace’a wzgledem czasu. Poprawno$é tak stosowanych transformacji mozna.wykazaé
wykonujac przejécia graniczne dla v — 0 w otrzymanych wynikach, ktére w granicy sa
zgodne z rozwigzaniami dla Zrédta nieruchomego.



10.

11.

12.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.
22,

23.

25.

3=

O WYZNACZANIU NAPREZEN CIEPLNYCH 35
Literatura cytowana w tekScie

F. BRYNDZA, Pole temperatury w rurze pélnieskonczonej wywolane dzialaniem ruchomego irédla ciepla,
Dysertacja na stopien doktora nauk technicznych, Politechnika Poznanska, Poznan 1974,

. J. Ianaczak, Dynamic displacement field produced by a point source of heat moving with uniform velo-

city in an infinite elastic solid, Bull. Acad. Polon. Sci., Série Sci. Techn. 3, 12, (1964).

. A. JaAHANSHAHIL, Elastic plates subjected to movmg heat sources, Journ. Eng Mech. Div. Proc. Amer

Soc. Civ. Engrs, 4, 91, 1, (1965).

. A. JauansuaH1, Thermoviscoelastic stresses for moving temperature fields, Jour. Eng. Mech. Div.

Proc. Amer. Soc. Civ. Engrs, 2, 92 (1966).

. B. A. KonecunugHio, 1O, M. Konauo, Tesmnepanyprsie HANpadnceHusn & anu3omponHot niacmuuxe

Hazpesaemoti dsuncyugumca ucmournuxom menaa, PEKOM, 5 (1971).

. }JO. M. Konsano, A. H. Kvnux, Keasucmamuueckaa 3addua mep,uoynpyzocmu 04a noayBecKkoHeurol

naacmunky no pebpy Komopoii deusicemcsn ucmounux menaa, I1. Mex. 7, 11 (1975).

. J. KoNIEcZNY, Naprezenia w pdlprzestrzeni sprezystej wywolane przyloionq na brzegu temperaturq,

Zeszyty Naukowe PP (w druku).

. J. KrzeMIKsk1, Thermal stresses in an infinite cylindrical shell due to a moving heat source, Arch. Mech.

Stos. 3, 17 (1965).

. J. KuBix, Pole temperatury, naprezen i przemieszczen w tarczy péinieskoriczonej wywolane dzialaniem

ruchomego #rédla ciepla, Dysertacja na stopieit doktora nt., PP Poznan 1972.

J. KUBIK, Naprezenia termiczne w pélprzestrzeni sprezystej wywolane ruchomym frédlem ciepla, Rozp.
Inz, 2, 22 (1974).

J. KuBik, Jednowymiarowe dyvnamiczne pole nuprezei cieplnych wywolane ruchomym polem temperatury,
Mech. Teoret. Stos., 2, 13, (1975).

J. KuBik, Wplyw predkosci ruchu #rédla ciepla na efekty mechaniczne w pélprzestrzeni spr ezystej, Arch.

- Budowy Maszyn, 1, 23 (1976).
13

I'. C. Maxar, Hanpascenrnoe cocmoane 6 0ecKOHeUHOM YUAUHODe BbI3BAHHOE OBUIICYUSUMCA OCECUMMEIN~

puuHvIM memnepamypHusm noaem, Bonp. Mex. Peansu. Tgepa. Teha, B. 3, HayxoBa Iymxa, 42

(1964). : :

E. MELAN, Warmespannungen in eincr Scheibe infolge einer wandernden Warmegquelle, Ing. Arch.,
20, 46 (1952).

M. R. Ak1vyaMa, K. NAkKANO, Y. BaNzAl, Thermal stresses in an infinite circular cylinder exposed
to moving heat sources, Bull. JSME 7, 506 (1964).

T. NAKADA, S. HASHIMOTO, "Heat conduction in a semi-infinite solid heated by a moving heat source
along the boundary, Bull. JSME, 6, 59 (1963).

W. NOWACK!1, 4 quasi-stationary thermoelastic problem in three dimensions, BULL. Acad. Polon.

Sci., Cl. IV, 5 (1957).

W. NOWACKI, O pewnym quasi-ustalonym zagadnieniu termosprezystosci, Rozp. Inz., 3, 5 (1957).

W. Pasax, Wplyw ruchomego, gasngcego po czasie t nagrzania brzegu na pola temperatury, naprezen
i przemieszczeri w sprezystej tarczy pélnieskoticzonej, Dysertacja na stopien doktora nt., Poznad 1973,
W. PIECHOCKI, The stresses in an infinite wedge due to a heat source, Arch. Mech. Stos. 1 11, (1959).
B. . TTeteenko, K sonpocy pacnpedesenun meMnepanyyprozo noas 60 noayopaHuMeHHoid cOCmasHot

NAGCTIUHE NPU HAAUNUL QBUDICYI{E20CA TMOUEUHO20 UCTIOUNUK, YKD. Mar. XK., 4, 19 (1967).

A. C. Nopcreurayu, P. H. IIBEN, Ocecusmmempuunoe nanpascennoe cocmosnue 8 6ecKoHeuHoil yuaur-

Opuyeckoti 060A04YKe GbI3GARHOE OBUNCYUFUMCA MMeMnepamypHbin noses, TeOopHs IUIACTHH M 0BONOYeK,

Kuner 1962.

T. RoZNowskl, Non-steady state of temperature in a long clrcular cylinder with heat moving over the
lateral surface, Bull. Acad. Polon. Sci,. Serie Sci Techn., 5, 12 (1964).

. T. RoznowsKl, An axially symmetric thermoelastic problem with a moving boundary condition, Arch.

Mech. Stos., 5, 17 (1965).
T. RozZNOWSKI, Non-steady state of temperature in a long cylinder with moving boundary condition,
Bull. Acad. Polon. Sci., Serie Sci. Techn., 1, 13 (1965).



36 : J. Kusik

26. T. ROZNOWSKI, Niestacjonarne pole temperatury w pélprzestrzeni w przypadku ruchomego ogrzanid
na brzegu, Rozpr. Inz., 4, 17 (1968).

27. T. Roznowskl, The plane problem of thermoelasticity with a moving boundary condition, Arch. Mech.
Stos., 5, 21 (1969). I

28. T. RozNowsKl, Niestacjonarny przeplyw ciepla w grubej rurze ogrzanej ruchomym polem temperatury,
Rozpr. Inz., 4, 19 (1971).

29. D. ROSENTAL, The theory of moving sources of heat and its application to metal treatments, Trans. ASME,
8 (1946).

30. D. ROSENTAL, R. H. CAMERON, Temperature distribution in cylinder heated by point source moving
along its axis, Trans. ASME.

31. Z. SoBCZYNSKA, Dzialanie ruchomego punktowego irddla ciepla w przestrzeni nieograniczonej, Mech.
Teoret. Stos. 1, 7 (1969).

32. S. SzZYMANSKI1, Ruchome Zrédlo ciepla w pélnieskonczonej tarczy, Dysertacja na stopien doktora nt.,
Poznan (1972).

33. M. ZORAWSKI, Moving dynamic heat sources in a visco-elastic space and certain basic solutions for moving
sources, Arch. Mech. Stos., 2, 13 (1961).

Pesome

INIPUMEUYAHUS K OINPEIEJIEHUIO TEIIJIOBBIX HAIPSDKEHUNI
BBIBBAHHBIX IBIDKYIIMMNCA TEPMHWYECKHMMHN HAT'PY3KAMU

PaGota comep)kuT 0GCYM¢IEHHE ONMYGIHKOBAHHBIX [0 CHX IIOp PELICHUH 33034 TepMOYNPYTOCTH
¢ ABYOKYLIHUMCS HCTOYHHKOM Teruia., IIpeameToM AMCKYCCHM ABJSIOTCS BONPOCHI, XapaKTePHbIE A
IBIOKYLIMXCA HArpy30K, @ UMEHHO: B KAKUX C/IyYyasik NPHUMEHEHHE ABIKYLIEHCA CHCTEeMbl KOODAMHAT
ofsleruaer pelieHde YpaBHEHHH TEPMOYIIPYTOCTH, BO3MOMKHOCTS MOCTPOSHHS PELUEHHH C UCIIONB30BAHUEM
dbyprumil I'puHa, yCnoBHA NPUMEHEHHs WHTETPAIBHBIX NPEoOpa30BaHMIA 110 KOODAHHATAM H BpPEMEHH
NPY HCCIEXOBAHUM NOABMIKHBIX TEPMHUECKMX HANPSHKEHUI. Y

Summary
ON THE DETERMINATION OF THERMAL STRESSES DUE TO MOVING HEAT SOURCES
The paper contains a review of the existing solutions of thermoelastic problems involving the moving
heat sources (cf. [ - 33]). The discussion is concerned with the application of convective coordinate systems,

the order of application of integral transforms to moving thermal loadings, and the construction of thermo-
elasticity solutions by means of the Green functions.
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lutego 1975 r.
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1 STOSOWANA
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NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA STATECZNOSCI ORTOTROPOWEJ PLYTY
PIERSCIENIOWEJ*

ANDRZE] STRZELCZYK, STANISLAW W OJCIECH (BIELSKO-BIALA)

1. Wstep

Problem stateczno$ci phyt piérécieniowych obciazonych osiowo-symetrycznie sitami
dzialajacymi w plaszczyznie $rodkowej plyty, nie posiada rozwiazania ogélnego, mimo, ze
wielu autoréw podaje rozwiazania szczegdlne tego zagadnienia.

Zagadnienie stateczno$ci izotropowych plyt pier§cieniowych omawia si¢ w pracach
[3, 4, 6,7, 11]. W pracach [3, 4, 11], podano §cisle rozwigzania nastgpujacych przy-
padkow: 1

-praca [3] — plyta utwierdzona i obcigzona tylko wzdiuz brzegu zewngtrznego. W roz-
wiazaniu zaklada si¢, ze powierzchnia $rodkowa plyty jest osiowo-symetryczna;

praca [4] — plyta obcigzona w taki sposéb, ze napre¢zenia radialne o, i obwodowe

sg rowne:
2
rw
O, = 0g = T “Do>s

gdzie r,, — promienn wewngtrzny plerémenla r — wspéirzedna promieniowa, p, — para-
metr obciaZenia;

praca [11] — ptyta obciazona takim samym ci$nieniem na bfzegu zewngtrznym i wew-
netrznym plyty.

Rozsa, [7], podal przyblizone rozwiazanie zagadnienia dla plyty utwierdzone;j i §ciskanej -
wzdluz brzegu zewngtrznego oraz dla plyty utwierdzonej i $ciskanej wzdhiz brzegu
wewnetrznego. W pracy [6] otrzymano rozwiazanie numeryczne dla niektérych sposo-
béw podparcia przy zalozeniu, ze powierzchnia §rodkowa plyty po wyboczeniu jest osiowo-
-symetryczna.

Zagadnienie statecznosci plyt ortotropowych rozwaza si¢ w pracach [l, 5, 8, 10],
przy czym uzyskane dla poszczegdlnych przypadkdéw podparcia i obciazenia rozwiazania
przyblizone, zakladaja przewaznie osiowo-symetryczng postaé¢ wyboczenia (prace [I,
5, 10]). W pracy [8] przedstawiono przyblizone rozwiazanie zagadnienia dla plyt wzdtuz
obu krawedzi swoqunie podpartych, badz utwierdzonych. '

* Praca nagrodzona na konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym przez Oddziat
PTMTS w Lodzi w 1975 .
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2. Cel pracy

Celem pracy jest przedstawienie przyblizonego rozwiazania zagadnienia obliczania
najmniejszych wartofci obcigzen krytycznych dla plyt pierscieniowych, cylindrycznie
ortotropowych, obciazonych réwnomiernie sitami promieniowymi w plaszczyZnie $rod-
kowej plyty. Rozwiazanie otrzymane metoda energetyczng Rayleigha-Ritza, obejmuje
dwanascie sposobéw podparcia plyty, przy dowolnym stosunku ci$nienn dziatajacych na
krawedZ wewnetrzna i zewnetrzna plyty. Podano sposéb przyblizonego okre§lenia liczby
$rednic wezlowych, dla ktérej warto§¢ obcigZenia krytycznego jest najmniejsza. Przed-
stawione na wykresach i tablicach wyniki obliczen moga by¢ wykorzystane w obli-
czeniach inzynierskich. '

3. Obliczenie calkowitej energii potencjalnej plyty

Calkowita energi¢ potencjé.lnq plyty oblicza si¢ wedtug wzoru
3.1) V=, + Vi,
gdzie V, —energia potencjalna s1l zewnctrznych V, — energia potenqalna plyty spo-

wodowana zginaniem plyty.
Wielkosci V , 1 V, wyrazaja si¢ wzorami:

rz 2m
1 (ow\? 1 aw
1 ow 1 2w\ . P
63 V- 2[[[ AL 0(73+7a—02)+mﬂ,aw( )]rd@d:

gdzie M,, M, oznaczaja odpowiednio promieniowy i obwodowy moment zginajacy,
M., — moment skrecajacy, w — ugiecie plyty, r,,, r,— promiefi zewngtrzny i wew-
netrzny plyty, N,, Ny — jednostkowe sity normalne w plaszczyZznie §rodkowej plyty
w kierunku promieniowym i obwodowym.

Momenty M,, My, M,,, wystepujace w (3.3), mozna obliczyé ze wzoréw:

0*w 1 ow 1 %*w
3.4 . Mr‘= ~D, [WZ—_'_W(TW_Fr—ZW)]’
1 ow 1 0w 0w
@) - Me==Dy [77* r_ZWH’FrT)]’
7 (w
(3'6) M,y = '—2Dum(7) ’
gdzie
3
D, = E.h

12(1—v,v)
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Eoh®
Dy = 2(1=v,v) ’
Gh?
D=

v, v, — stale Poissona, E,, E;,— moduly sprezysto$ci w kierunku promieniowym
. i obwodowym, G — modut sprezystofci poprzecznej, i — grubo§é plyty.

Sity blonowe N,, Ny wystgpujace w (3.2) mozZna obliczy¢ ze wzoréw podanych
w pracy [2]: '

k +1 N . ki—1
3.7 N, =h [_IQ_‘; ok 1 Pwl P;g’:’l ok~ 1o~k —1],
o+ 1 k,—1 ’
wd'w z - pl w - -
. (3.8) Ny = k; h[%{‘— ok 1-i- 1 992"1 ok~ 1p=k: 1] ,

gdzie p,, p, oznaczaja ci$nienia dzialajace odpowiednio wzdluz obwodu zewngtrznego

rw

i wewnetrznego plyty, o, = .

— bezwymiarowa warto$¢ promienia wewngtrznego

Ey - . ..
plyty, k} = Fo—, wspolczynnik ortotropii.

Po podstawieniu (3.7), (3.8), do wzoru (3 2)i 3. 4) (3.5), (3.6) do wzoru (3.3) zgodnie-
ze wzorem (3.1), otrzymuje sig:

, 1 2n .
. ., _ D, ?w 1 ow 1 2w\ 0*w
9 =3 fof“? +”0(ETQ+?W)]W+
Pw
2 1 ow 1 o*w’ Py *2 w 2
30 T o a0 T ar [TV | Gea0 +
*I:(F le 1+F Q—kl—l _a_w : +
. de | -

2
+k |F ok 1~ F. Q"kx—l) (%‘Z_’:) ]}gd@d@,

gdzie: ¢ = ’L — promien bezwymiarowy
k2, 12 — wspolezynniki ortotropii okre§lone wzorami:
' D, 2D, '
2 2
k Dr 5 1 ,Dr +'V0,
. Puhr? . , . .

Pt = — bezwymiarowa warto§¢ obciazenia krytycznego,
i+l 1— k1t ‘
Qw . — Q ny — Pw

£ = W’ Fo= —ang o™ %=0"
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4. Okreslenie wartoSci obcigzenia krytycznego

Najmniejsza warto§¢ obciaZenia krytycznego wyznaczono metodg Rayleigha-Ritza.
Zalozono, ze funkcja w okre$lajaca ugiecie plyty ma postac:
4.1) - w = W:+cosmb,

gdzie W jest funkcja jednej zmiennej o, a m liczbg §rednic weztowych. Przypadek m = 0
odpowiada osiowosymetrycznej postaci wyboczenia.
Nastepnie przyjeto, Ze:

=n
o

a—d

i=1

=

(4.2) W=W = 2 fm@
gdzie f; sa wspdlczynnikami, a 7;(g) sa funkcjami wspdtrzedne) o.
Ponadto, zaloZzono, ze 7;(0) sa postaci:
Jj=t

(43) nl(g) = Zal.ﬁ'QH—j_l’

Jj=1
przy czym ¢ = liczba geometrycznych warunkéw brzegowych plyty, a; ; — wspdlezynniki,
ktérych warto$¢ zalezy od sposobu podparcia plyty.

Poszukiwana warto§¢ obcigzenia krytycznego wyznaczono z warunkow, ze calkowita
energia potencjalna plyty w stanie rownowagi jest minimalna, tzn.:
(4.9 0, i=12,..,n

Po uwzglednieniu w (4.4) zaleznosci (4.3), (4.2), (4.1), (3.9) i po dokonaniu odpo-
wiednich przeksztalcen, réwnania (4.4) przyjmuja postaé:

j=n
4.5) \ D=0 da i=12..n
j=1 .
gdzie
' ¢t

vii= | 3 N {1G+0—1) (+p+v0-2)=vm?] (j+a-2) (j+a—D+

1

pw p=0q=0

+L(+p—1) (+p—2po+ (i+p— K> —k2m?) (j+q =1 =)+ [(7+q—~ 1) x
X (j+q+v—2)—vom?] (i+p—1) ((+p—2)+[(+q—1D) (+9=2)+

+(j+ g~ D2 =k*m?] (i+p—1—m?)+4 (1> —ve)m*(i+p—2) (j+q—2)} X

itj+ptq-5
Xal,PaJ-qQ Jrere d99

1 t t
x5=2 [ 3 N (F e+ FomR) i+p—1) (j+q—1)+

pw p=0g=0

+him? (F ok —Fo07%)] a),,8),,0" *P 9 %dp.
Warunkiem koniecznym istnienia niezerowego rozwigzania ukladu réwnan liniowych

(4.5) jest spelnienie réwnania

(4.6) det(Y—p*X) = 0,

gdzie X = (x;,p), Y = (y,,)) — macierze kwadratowe stopnia n.
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Tablica 1. Zestawienie geometrycznych warunkéw brzegowych w zaleiznoSci od sposobu podparcia

plyty
Liczba
Nr Spos6b podparcia plyty warunkoéw Numery
+ przypadku P warunkoéw
I
I |' “ uus 4 1,2,3 4
7 7
i B 7777 )
| p777%
1 , FAN e 3 1,24
777777
11 : % 2 2, 4
v | % I ’ 72 3 2,3, 4
| p7777
\" l — 3 1, 2,3
| 77777 777777
1L
VII ' | A 1 2
| .
VIII I 2 2.3
| S
| S
X | “= 2 1,3
|
X | AN 1 1
7777777
XI | s | 3 1,3, 4
i 777 |
- | X :E | S
I 777777, Z
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Tablica 2. Poréwnanie wartosci p* z wynikami

o

Schemat || |
| ———— | ————
stat. | N
*
*
n L ? o
ew =0, ew =03 | 0.=05 | .=0,1 0w =03 | 0w =05
” - - -
1 132,00 27000 | 25,6366 126111 | 16254 ‘ 6,5361
2 120,28 26,670 25,566 108,740 | 13,613 5,5109
3 118,13 | 26,601 25,009 101,957 | 13,135 5,4403
4 117,77 26,501 25020 | 100324 | 13,127 5,4397
5 117,72 26,498 25,025 99.844 | 13,126 5,4396
Em—ey PR e s 13
6 17,708 | 26497 | 25025 99,710 | 13,126 5,4396
Wynik 117,71 26,496 25,026 99,659 | 13,126 5,440
Wg [6] ’ ’ » »

Ostatecznie problem wyznaczania obciazen Krytycznych, zgodnie z (4.6), sprowadzit si¢
do uogdlnionego zagadnienia wartosci wlasnych macierzy, ktére mozna efektywnie roz-
wiaza¢ numerycznie za pomoca elektronicznej maszyny cyfrowe;j.

5. Okreslenie wartoSci wspélczynnikéw a;,
Funkcje wspdlrzednych #;(0), wystepujace we wzorze na funkeje ugiecia W, powinny
spetnia¢ odpowiednie geometryczne warunki brzegowe plyty. ‘
Warunki te moga mie¢ jedna z mast¢pujacych postaci:

!

: R
1° (Q:v) = Z al.j@iv-”_'l =0,
=0, '
’ 1
22 () = Zal,j =0,
j=0
!
d’?;(@w) & <. i+j—2
o TH W = = P —_ ! = 0
¥ % a;.;(i+j—Dew ,
!
4° M = Za,,j(l+j—1) = (.
dp —

W tablicy 1 podano zestawienie rozpatrywanych przypadkéw podparcia plyty i przy-
porzadkowanie im ograqiczenia na funkcje wspéirzednych. Przy zalozeniu, Ze a;, = 1
wartoéci wspélczynnikéw dla i =1,2,...,n, oraz j=0,1, ..., t—1 wyznacza si¢ roz-

wiazujac n ukladéw réwnan liniowych o ¢ niewiadomych.
i
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otrzymanymi w pracy [6] (k2 =kl =1,12= 1,1 =1/3)

! 77777 e
x=10° p* % = 10° it -p*
| ew=01 | =03 | =05 | =01 | =03 | gu.=05
© 17,542 16,201 ’ 29,97 4,83 3,161 2,5772
4202 | 14809 | 25,52 437 3,157 2,4865
14,19 14801 | 2550 | 414 | 3157 | 24818
, 13,92 14700 | 25385 | 408 __'3:1107 2,4687
13,87 4692 | 25384 405 | 3,00 24661
13,858 14,691 25382 | 4,048 3,097 2,4660
13,848 14,69 25,385 4,043 ) 3098 } 2,468

6. Okreslenie liczby $rednic wezlowych

Dla okreflenia liczby §rednic wezlowych m, ktérej odpowiada najmniejsza warto§é
obciazenia krytycznego p*, zastosowano metode przyblizong, podang w pracy [8]. Zgodnie
z [8], problem sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania kwadratowego
6.1 azl+bz+c¢ = 0,
gdzie ' z = m

Dla przyjetej postaci funkeji wspétrzednych wspélczynniki a, b, ¢ sa réwne:

a=2X, Y4,
b=2X,Y,,
c=XoY,— X2 Y,

L 1 ¢ t
gdzie: Xo = IZZ‘ (Fy ¢+ Fy 07" ijay ;04,50 2do,
‘ pw 120 J=0 ‘
1t
X2 = f . -(F1 lesz Q_kl)al.ial.jQHj_de,
pw =0 J=0 .'
1 ¢ t
Yo=J G149 (= 1)+ k> +2 (i~ D]} ay.a,,50 ™ d,
pw 1=0 J=0 ,
1 ¢ tﬁ
% L] . . P
Y, = fZ Z pi(G— D+ kY +ilk*+v (- D]+
pw i=0 j=0 . !

+2@—1%) (i—1) (j— D} ay 101,02 do,
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t 1

1
= f Za iay, ;0 3o, v =

pw =0 j=0

Jako m przyjmuje sie:

62) m {O jesli réwnailie (6.1) ma pierwiastki zespolone lub rzeczywiste i réwno-

cze$nie oba ujemne, entier (]/max(zl,zz)) w przypadkach pozostalych,
gdzie z,, z, sa pierwiastkami réwnania (6.1).

7. Opis algorytmu obliczen

Celem wykonania obliczen numerycznych opracowano program w jezyku ALGOL 1900.

W programie mozna wyodrebnié¢ nastepujace zasadnicze fazy:

1. Wyznaczanie wspéteczynnikéw 4, ;. Uktady réwnan rozwigzuje sic metoda Gaussa—
-Jordana. '

2. Okreslenie liczby m — wedtug wzoréw podanych w punkcie 6.

3. Obliczanie elementéw macierzy X i Y.

4. Obliczanie wartofci wlasnych réwnania (4.6) w tym:

A. obliczanie macierzy odwrotnej do X metoda rozszerzania,

B. obliczanie wspdlczynnikéw wielomianu charakterystycznego macierzy Z = YX
metoda Danilewskiego,

C. obliczanie zer wielomianu charakterystycznego metoda Bairstowa.

Obliczenia zrealizowano na maszynie ODRA 1305 z pojedyncza precyzja (hczby
pamigtane z dokladnoscia do 11 cyfr znaczacych).

8. Analiza wynikéw obliczen

Wyniki obliczen dla przypadkéw plyty obciazonej wzdtuz brzegu wewngtrznego po-
dano w tablicach 3 -5, a dla pozostatych przypadkéw obciazenia na rys. 1 - 12. Liczby
nad krzywymi oznaczaja liczbg¢ $rednic weztowych, dla ktérych krytyczna warto$é obcig-
Zenia jest najmniejsza. Obliczenia prowadzono dla plyt obciaZzonych:

a) ci$nieniem dzialajacym tylko na brzég wewngtrzny plyty, tablice (3 -5),

b) ci$nieniem ujemnym dzialajacym tylko na wewngtrzny brzeg plyty, tablice (3 -5),

¢) jednakowym ci$nieniem dzialajacym na obu krawedziach plyty tzn. p, = p,,
(rys. 1-6),

d) ci$nieniem dzialajacym na obu krawedziach plyty, przy 'czym ﬁ—z = 1000, . co

praktycznie odpowiada obciaZeniu ci§nieniem dziatajacym tylko na zewngtrznym brzegu
phyty (rys. 7-12).

W kazdym z podanvch wyzej sposobdw obciaZenia plyty, obliczenia prowadzono
dla dwunastu schematéw podparcia plyty (patrz tablica 1). Dla kazdego sposobu obcia-
zenia i podparcia plyty obliczono warto$¢ sity krytycznej dla:
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Tablica 3. Warto$ci bezwymiarowego obcigzenia krytycznego p* = D
I |
Sposob 777777 —— e 77222773 | I A— e w7777
obcigz. J : ' ! '
m=20 mz#0
Nl i liczba m wszgdzie rowna 0 liczbg m podano pod wartoscig p*
ke e T
przyp. [p~| 021 | 031 | 041 | 051 | 061 | 071 | 021 | 031 | 041 | 051 | 061 | 0,71
| i e ]”05 | 356 | 256 | 215 3201 209 | 237
0,5 | 348 338 377 ‘ ‘ 5 7 9 | 11 15 21
401 487 686 | 1124 666 448 | 364 329 331 365
I 1,0 | 421 375 4 5 6 8 11 15
1796 | 1054 | 777 | 662 |628 | 669
2,0 | 738 530 501 560 740 1160 3 4 5 6 8 1
316 224 | 188 173 177 198
0,5 | 132 128 145 182 258 430 5 6 7 10 14 19
585 391 | 305 282 274 298
1 1,0 | 149 135 148 183 258’ 426 4 5 6 8 10 13
63 9 182 206 273 441 1468 899 | 660 552 528 542
2,0 |2 191 3 4| 4 6 8 10
110 746 60,6 | 56,6 | 54,2 | 59,2
0,5 | 253 20,9 | 21,3 | 25,0 33,§ 53,4 2 3 4 6 7 10
., 154 100 874 | 79,9 | 77,9 | 80,2
M1 1,0] 395 267 | 239 | 260 | 33,5 | 52,4 | 5 | 3 3 s p
185 175 137 | 139 142 162
20| 143 | 71,7 | 48,6 | 41,4 | 43,9 | 59,7 | S 3 3 p
113 | 750 60,6 | 549 | 54,9 | 61,0
0,5 | 102 93,9 | 102 124 162- | 282 2 3 4 5 7 10
155 101 85,6 | 83,4 | 83,5 | 93,1
v 1,0 | 143 115 114 132 179 282 1 2 3 4 5 7
184 179 | 138 142 148 165
2,0 | 378 218 173 170 205 307 1 11 2 3 4 5
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whr?
Tablica 4. WartoSci bezwymiarowego obcigzenia krytycznego p* = pT
. ! 1
Sposod 7 —= v 77— =—=p77777rm
obcigz. I I
m=20 m# 0

Nf : liczba m wszgdzie rowna O

liczbe m podano pod wartoscig p*

przyp. ,:\ 021 | 031 | 041 [ 051 [ 061 | 0,71

021 | 031 | 041 [ 051 [ 061 [ 071

0,5 |1 249 239 | 266 333 473 779

vV 10317 275 290 | 348 | 482 | 794

|
2,0 (614 423 375 411 528 836

105 857 81,5 91,0 (113 |160 |257

VI 1,0 '|104 90,1 ’ 95,7 | 116 - 161 2067

2,0 | 218 145 ‘ 129 140 178 273

0,5 6,22 3,27‘ 2,06| 1,44 1,08/ 0,840

Vil 1,0 | 257 | 12,8 | 7,84 5,42 4,02 3,13

2,0 | 138 63,4 | 36,7 | 242 | 17,5 | 134

0,5 | 43,8 | 392 | 41,9 | 50,9 | 70,3 | 115

VIII 1,0 | 88,4 | 633 | 580, 63,2 | 80,7 | 124

2,0 | 340 173 120 {103 110 147

297 | 217 ‘ 178|166 | 170 | 191
5 6 7 9 12 | 17
561 [371 |294 |261 [259 | 287
4 5 4 7 9 13
1608 (931 | 638 |515 |485 | 521
3 4 4 5 7 10
254 | 180 151 |138 [ 140 | 156
4|5 7 8 11 15

: 465 302 239 |212 |207 |225
3 4 5 6 8 11
1336 | 740 | 518 |425 |38 |393
3 3 4 5 7 8
80,4| 52,2 | 41,5 | 36,4 | 351 | 373
2 2 3 3 4 6
957 73,8 54,8 | 49,7 | 458 | 467
2 1 2 2 3 4
138 105" | 103 85,7 | 88,0 | 857
2 1 2 2 3 3
93,5 52,5 | 41,4 | 357 | 362 | 39,7
1 2 3 4 5 7
95,3| 77,4 | 555 | 49,0 | 523 | 557
1 1 2 3| 4 5
140 | 105 | 103 85,5 | 758 | 97,3
1 1 2 |2 3 4
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Tablica 5. Wartosci bezwymniarowego obciazenia krytycznego p* = D
. | e S —
Sposob 7N — T 7777777 1
obciaz. I .
m=20 m# 0
Nr\ 5 liczba m wszcdlzie réwna 07 | liszt_)c_m_podano pod w:lirﬁcqiq_.p*
przyp. |~ 0:21 | 0,31 ‘ 0,41 | 0,51 | 0,61 | 071 | 0,21 | 031 | 041 | 0,51 | 061 | 071
Lo ’ 0o | 702 | 716 | 463 | 400 | 39,7 | 424 | 477
)51 43,81 392 | 41, ; \ ;115 4 4 4 ‘ 8 10
| g ) e 1126 | 69,3 553 | 513 | 57,1 64,1
IX |1,0 | 885 632 ‘ 0| 632 80,5 | 124 3 A 4 6 E
S R | . S| SRR ,
328 |168 | 128 92,7 | 90,0 | 96,1
2,0 340 |173 | 118 [104 | 110 | 148 5 ) 3 3 & 4 5
7 . 434_ 31,7 | 26,7 | 255 | 26,4 2;;—
)5 625 327 206 | 144 | 1,08 840 3 3 4 5 6
64,6 | 41,7 | 38,1 29,6 | 29,9 | 31,6
X | 10| 257 | 128 | 784/ 542 402 314 2 ) 3 3 4
267 107 | 682 | 689 | 456 | 47,5
2,0 | 138 63,4 | 36,7 | 242 | 17,5 134 g ) 2 ) 3 3
84,9 | 60,2 50,9 | 47,9 | 49,4 | 56,5
,5 1102 93,9 | 102 124 170 282 3 4 5 6 3 11
—_— —_ B p— ’ —— - ] R
) 192 | 114 91,4 | 82,1 | 80,1 | 89,1
XI |1,0|143 |115 114 [133 |179 |274 3 3 4 5 6 3
' 673 383 [215 | 179 | 155 |16l
2,0 (378 218 173 |171 |206 | 307 5 ) 3 4 4 6
68,7 | 47,4 | 383 | 351 | 350 39,0
,51 253 | 21,0 21,3 | 250 | 33,5 | 53,5 3 3 4 5 6 8
' 90,7 | 64,3 | 56, 54,5 A
XII | 1,0 395 267 | 239 | 260 | 33,5| 52,3 ]43 | "3 3 218 36,9
1536|258 |175 |106 |109 |112
2,0 | 143 71,3 | 48,6 | 41,3 | 43,8 | 59,6 2 2 3 4 s 7
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— plyty izotropowej (k? = k* =1, %, =03, [*=1]),
— plyty ortotropowej, wzmocnionej w kierunku promieniowym

(k2 = k2 = 025, vy =01, I?=1),
— plyty ortotropowej, wzmocnionej w kierunku obwodowym
(k2 =k?*=4, =04, I?>=1).

Wartosci obciazenia krytycznego wyznaczono dia g, zmieniajacego si¢ od 0,01=0,91
co 0,1.

Przedstawiony w pracy sposéb przyblizonego wyboru liczby $rednich weztowych m,
dla ktérej warto$¢ obciazenia krytycznego jest najmniejsza, w niektérych przypadkach
okazal sie zawodny. Najwicksze bledy w wyborze liczby m wystapity dla plyty obciazo-
nej tym samym ci$nieniem dzialajacym na obu krawegdziach i podpartej wedlug sche-
matu V.

Na przyktad dla plyty izotropowej, wedtug wzoru (6.2) otrzymano m zmieniajace sie
od m =1, dla g, = 0,01, do m = 6 dla g,, = 0,91. W rzeczywistosci, najmniejsza wartos$¢
obciazenia krytycznego w tym przypadku otrzymuje si¢ przy m = 1 dla g,, = 0,01, 0,11,
0,21 i przy m = 0 dla g,, = 0,3. W innych przypadkach warto§¢ m byta wybierana prawi-
dlowo, w sporadycznych jedynie przypadkach réznita si¢ od wlasciwej o jednoé¢. .

Dla opisanych wyzej przypadkéw niewtasciwego doboru liczby m, warto$¢ najmniej-
szego obcigzenia krytycznego wyznaczono metodg prob i bigdéw. Poréwnujac otrzymane
wyniki z wynikami podanymi w znanych pracach, nalezy wnioskowa¢, ze przy uwzgled-
nieniu odpowiednio duzej liczby wyrazéw szeregu funkcyjnego, przyblizajacego funkcje W,
mozna otrzymaé wyniki z bledem wzglednym < 0.1% (przy pojedynczej precyzji obliczen,
w niektérych przypadkach, tylko dla g, < 0,8). Dla otrzymania wynikéw z bledem nie
wickszym niz 1%, wystarcza uwzgledni¢ 3, 4 wyrazy szeregu funkcyjnego. Najmniej do-
ktadne wyniki otrzymano dla plyt obciazonych od wewnatrz.

W tablicy 2 przedstawiono poréwnanie otrzymanych wynikéw z wynikami zamieszczo-
nymi w pracy [6] (rezultaty tej pracy nalezg do najdokladniejszych, jakie spotkano w do-
stepnej literaturze) dla plyty izotropowej. Badajac ciag réznic S, = pf—pr_, (p. oznacza
warto$¢ sity krytycznej uzyskanej przy zalozeniu funkcji W zlozonej z n wyrazow sze-
regu (4.2)) stwierdzono,.ze ciag ten dazy do zera przez warto$ci dodatnie. Cigg ten nie
" jest jednak $cisle malejacy. Dlatego przy ocenie doktadnoéci wynikéw nie mozna ogra-

niczy¢ si¢ do sprawdzenia wartosci jednej réznicy S,. Na przyktad, dla plyty izotropowej
utwierdzonej na brzegu zewngtrznym i obciazonej ciénieniem przyloZonym na brzegu
wewnctrznymu phyty (0., = 0,5, » = 1/3) ciag réznic jest nastepujacy: 0,071, 0,467, 0,070,
0,004. Gdyby w tym przypadku dokona¢ oceny doktadno$ci wynikéw pierwszego przybli-
~ zenia, ograniczajac si¢ do pierwszej roznicy, to w rezultacie otrzyma si¢ bledny wniosek,
ze biad bezwzgledny jest w granicach 0,1 wobec bledu rzeczywistego okoto 0,61. W wigk-
szo$ci przypadkéw najwicksza poprawe wynikow uzyskano w drugim przyblizeniu (w gra-
nicznych przypadkach biad kilkuset procent zmniejszyt sie do kilkudziesigciu procent).

s
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9. Uwagi koncowe

Z analizy uzyskanych wynikéw wynikaja nastgpujace wnioski:

A. Najmniejsza warto§¢ obciazenia na ogél otrzymuje si¢ przy zatozeniu mesymetrycz—
nej postaci wyboczenia plyty (m # 0).

B. Rzeczywista liczba §rednic wezlowych m zalezy od:

— sposobu obciazenia plyty (przy ci$nieniu ujemnym dzialajacym na wewngtrzny
brzeg plyty otrzymuje si¢ zawsze niesymetryczna posta¢ wyboczenia),

— sposobu podparcia plyty,

— bezwymiarowej warto$ci wewngtrznego promienia plyty,

— wartosci stalych ortotropii k7 i k2, (z wyjatkiem przypadkéw IX i X, mniejszym
wartosciom k3 = k2 odpowiadaja wicksze liczby §rednic wezlowych),

C. Dia malych g, zmiana m o 1 powoduje otrzymanie wynikéw rézniacych si¢ od
prawidlowych nawet o kilkaset procent.

D. Gdy ¢, — 1 1 poprawna warto§¢ m jest rzedu kllkud21e51gc1u zmiana m o kilka
jednostek nie ma wigkszego wpltywu na wynik.

E. W niektorych przypadkach przyjecie W = fin, (¢) pozwala obliczyé warto§¢ kry-
-tyczna z wystarczajaca dla celéw praktycznych dokiadnoscia. T tak dla plyty izotropowej
ip,>0,1 (dla plyty ortotropowej otrzymuje si¢ podobne wyniki): blad wzgledny nie prze-
kracza 109, w nastepujacych przypadkach plyt obciazonych:

— tylko ciénieniem wzdtuz brzegu wewnetrznego i podpartych wedlug schematu II
(tylko dla g, < 0,5), III i XII;

— ci$nieniem ujemnym wzdluz brzegu zewngtrznego i podpartych wedlug schematu
1V, VI, VIIL, X, XI, X1I;

— ci$nieniem dziatajacym tylko wzdhuz brzegu zeantrznego 1 podpartych wzdluz
schematu I, IV, X, XII;

— ci§nieniem dzialajacym z taka sima wartoécia na oba brzegi plyty i podpartych
wedhug schematu I, IV, VII, X, XII.

Poniewaz przy zaloZeniu, ze W = fim, (¢) okre§lenie wartosci krytycznej prowadzi do
prostych i stosunkowo nielicznych operacji matematycznych, mozna do obliczen wyko-
rzystaé zwykly kalkulator elektroniczny.

F. Zamieszczone w pracy wykresy pozwalaja nie tylko na okreslenie warto$ci obciazen
krytycznych, ale daja pewne wskazéwki co do wyboru p,, (szczegdlnie wazne dla plyt
podpartych wedtug schematu VII i X, obciazonych wzdluz brzegu zewnetrznego), przy
kt(’)rych plyta jest najbardziej stateczna.

G. Dla plyt konstrukcyjnie ortotropowych wzmocnionych zebrami, lepsza statecz-
nos¢ zapewnia wzmocnienie w kierunku promieniowym.

Zastosowana metoda obliczania obciazen krytycznych teoretycznie zapewnia otrzy-
manie wynikéw z dowolna dokfadnoscia. Praktycznie otrzymane rozwiazania obarczone
s3 bledami wynikajacymi z faktu, ze obliczenia prowadzono z pojedyncza precyzja. Stwier-
dzono, Ze pojedyncza precyzja pozwala otrzymywaé wyniki wystarczajaco dokladne
dla o, < 0,8. Dla ¢,, > 0,8 wydaje si¢ celowe wykonywanie obliczet z podwdjna precyzja.
Dla kompletnoéci przedstawionych wynikéw przy wykonaniu wykreséw dla g, = 0,8,
0,9 i podparciu plyty wedlug schematu nr I, wykorzystano wyniki z pracy [8].

\
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Pesome

YHCJEHHOE PEUIEHUE 3AIAYH OB YVCTOWUYUBOCTHU KOJIBIEBOH -
TIACTHHB! C HUJIMHIPUYECKOM OPTOTPOITUEN

B paGote mpuBeleHO pelUeHHe 3aJaul O KPUTHUYECKHX HATPY3Kax IJIsT KOJIbLEBBIX IUIACTHH C OH-
JMHAPHYECKON OpTOTponueil, Harpy>KeHHbIX OCECHMMETPHUHO JaBJleHHeM Ha Kpasax. Ho cux mop pe- -
HICHHUS TAKOH 3aJaud HMMEJIMCh JIMIUG JUIA HEKOTOPBIX CAyYyaeB HACPY>KEHWA M ONMPAaHMA IUIACTHHBI.
ITonyuennoe npubnmxenHoe pewsenue (Merton Penes-Purua) u UHCIEHHbIE PE3YIILTaTHI OTHOCATCA K TLla-
CTHHAM: .

— HAUpY>KeHHbIM Pa3JIHUHBLIMH JaBJICHMSIMH Ha BHYTPEHHEM M BHEIIHEM KOHTYDaX;
— uMmerolmM 12 crnocoboB onmMpaHus ;
— HM30TPOIHBLIM ¥ OPTOTPONHLIM.

IIpusenen cnocof pacuera 4YMCia Y3JIOBBIX AMAMETPOB, OTBEUAIOIIEro MPIHHMaJ’leOMy 3HAUCHHIO
KPHTHYECKOH! HArpY3HH. ‘

Summary

NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF STABILITY OF AN ORTHOTROPIC
ANNULAR PLATE

The problem of calculating the critical load of cylindrically orthotropic annular plates under uniform
pressure is solved by the Rayleigh-Ritz method. Up to now the problem was solved only under certain
loading and supporting conditions. The approximate solution presented and the numerical results of com-
putation obtained contain the following _examp]es of plates:
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— loaded by different pressures applied to the inside and at the outside edges;

— supported according to 12 various schemes;

— isotropic and orthotropic.

The method of calculating the number of diametral nodal lines corresponding to the least critical -
value was given.

INSTYTUT MECHANICZNO-KONSTRUKCYJNY
FILIA POLITECHNIKI LODZKIEJ W BIELSKU-BIALEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 marca 1976 r.
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.OBLICZANIE CHARAKTERYSTYKI DYNAMICZNEJ KONSTRUKCJI
PLYTOWO-SPREZYNOWEJ ZA POMOCA METODY SZTYWNYCH ELEMENTOW
SKONCZONYCH*’

JERZY STELMARCZ YK (L6DZ)
1. Wstep

Wzrost mocy jednostkowych i szybkobiezno$ci maszyn spowodowal konieczno$é
dokladniejszej znajomos$ci cech dynamicznych ukladéw podpierajacych maszyny, trakto-
wanych dotychczas jako idealnie sztywne.

Wtlasnoéci dynamiczne podparcia zawiera jego charakterystyka — macierz dyna-
miczna, ktdrej elementy-receptancje sa to wielkosci okre§lajace, dla widma czestosci,
stosunek przemieszczenn punktéw podparcia wywolanych harmonicznymi sitami wy-
muszajgcymi do tych sil, przy zalozeniu liniowoéci uktadu [2].

~ Receptancje — podatno$ci dynamiczne podparcia sg funkcjami parametréw ukladu
i czgstodci wymuszenia. Podatne podparcie maszyny mozna podzieli¢ na konstrukcje
podpierajacg i fundament. Konstrukcje podpierajaca stanowia elementy, poprzez ktére
mocuje si¢ maszyn¢ na fundamencie. Moga to by¢ rézne elementy: podkladki izolujace,
np. gumowe, sprezyny, skomplikowane uklady kratownic, ram lub plyty podparte spre-
zyscie.

Konstrukcja podpierajaca stanowi czesto uklad ciagly, masowy, anizotropowy, za-
wierajacy thumienie. Mozna tu przytoczyé przyklad mocowania silnika napedowego na
statku, gdzie konstrukcje' podpierajaca stanowi plyta lub konstrukcja spawana z ksztat-
townikéw i zespdl elementéw sprezystych. Podobne konstrukcje podpierajace stoso-
wane s3 tez dla maszyn energetycznych.

Konstrukcja podpierajaca izoluje drgania maszyny od podloza i jednocze$nie mody-
fikuje warto$ci czgstoSci rezonansowych ukladu maszyna—podparcie. Okreélenie cha-
rakterystyki dynamicznej konstrukcji podpierajacej pozwala na okreélenie stanu dyna-
micznego ukfadu i stanowi jeden z gléwnych probleméw dla konstruktora. Charaktery-
styke dynamiczna konstrukcji mozna uzyska¢ w wyniku obliczen i badan do$wiadczalnych?

Okreglenie charakterystyki dynamicznej w wyniku eksperymentu musi by¢ przepro-
wadzone na obiekcie rzeczywistym i pozwala stwierdzi¢ w jaki sposob bedzie si¢ zacho-
wywal juz wykonany uklad. W przypadku, gdy szkodliwe efekty dynamiczne sg wyzsze
od dopuszczalnych, wykonanie poprawek na obiekcie rzeczywistym jest zmudne i ko-
sztowne. Jednakze, prowadzac badania wielu konstrukcji podpierajacych i katalogujac
ich charakterystyki dynamiczne, konstruktor, w fazie projektowania, moze dobraé kon-

*) Praca nagrodzona na konkursie na prace z mechaniki teoretycznej i stosowanej, zorganizowanym
przez L6dzki Oddziat PTMTS w 1975 1.
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strukcje podpierajaca, zapewniajaca wlasciwa prace ukladu. W duzej liczbie przypadkéw
konstrukgji jest to jedyna mozliwo§¢, poniewaz matematyczny model obliczeniowy, z uwagi
na wierno$¢ odtworzenia ukladu rzeczywistego, uniemozliwi obliczenie charakterystyki
lub bedzie modelem uproszczonym, wnoszacym znaczne bledy.

Klasyczne metody obliczeniowe z zadowalajaca dokladnoscia pozwalaja na okreslenie
charakterystyk dynamicznych w stosunkowo prostych przypadkach konstrukcji, tzn.
wtedy, gdy mamy do czynienia z konstrukqaml podplerajqcyml dla ktorych oblicze-
niowy dyskretny uklad zast¢pczy dobrze odtwarza uklad rzeczywisty. .

Duze nadzieje w dziedzinie obliczen charakterystyk dynamicznych zloZzonych kon-
strukcji pretowych i plytowych rokuje metoda elementéw skoriczonych [1, 3, 4, 7, 9],
w szczegblnosci metoda sztywnych elementéw skonczonych [6], jednakze stosowanie
ich do obliczeft zwiazane jest z maszynami cyfrowymi o bardzo duzych pojemnoSciach
pamieci i szybko$ciach obliczen. Poza tym, stosowanie tych metod w zagadnieniach
dynamicznych stanowi dla kazdej konstrukcji osobne, skomplikowane zadanie.

W dalszej czgsci opracowania wykonane bgdq obliczenia charakterystyki dynamicznej
konstrukcji plytowo-sprezynowej przy uzyciu metody sztywnych elementéw skorniczonych
oraz dokonana zostanie weryfikacja tych obliczen na stanowisku modelowym.

2. Obliczenie charakterystyki dynamicznej konstrukcji

Analizowana konstrukcja (rys. 1) zlozona jest z plyty podpartej na czterech plaskich
sprezynach mocowanych do fundamentu. Poczymone zostaly nastepujace zaloZenia
upraszczajace:

Rys. 1

1. Brak tlumienia w ukladzie,

2. fundament, do ktérego sa mocowane sprezyny, jest sztywny,

3. podparcie plyty przyjeto jako punktowe,

4. sprezyny pracuja tylko na zginanie w plaszczyZznie x; x;. o
Uklad ten mozna przedstawi¢ schematycznie (rys.2), jako zlozony z dwdéch podukia-
.déw — plyty B i sprezyn C, ktére sa scharakteryzowane receptancjami [f] i [y]. Macierze
te zostang zapisane w dalszej czeSci tak, aby wskazniki przy receptancjach mialy ozna-
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E1 R I 1

C

Rys. 2

czenia wynikajgce z podzialu ptyty na sztywne elementy skonczone. Dlatego tez najpierw
zostanie wyznaczona macierz dynamiczna plyty. Do obliczenia receptancji ptyty metodg
SES zostanie ona podzielona na dziewigé sztywnych elementéw skoniczonych potaczonych
elementami spreZystymi. Schemat podziatu i przyjete uklady osi pokazano na rys. 3.

a * a
/2 |
[) 2 .
oA 7x,uz Xt xz X2 xJ
I |2 | vV |13
b I Jiid Vi 17/
! 5 6
X;' 4| v X’ 5 " X’ [
Xz X ‘
y-+4+— ___-___I,_.z_--____ X
|
b 4 X 15 ] p, ¢/ 1
X X1 | X XV
A X 8 X0 oF X3
X; x,f__.z xlf_f
7 8 | 9
1 -
Rys. 3

Sztywnosci elementow: sprezystych, ktdrymi polaczone sg SES, oblicza si¢ ze wzoréw
wytrzymalo$ciowych- [5] dla plyty o wymiarach axb (podzial liniami przerywanymi).
Poczatek ukladu wspétrzednych przyjeto w Srodku masy kazdego SES. Przemieszczenia
4%, 45, ..., g5 odpowiadaja wspétrzednym x7, x5, ..., xi. Réwnania ruchu wyprowadzono
w oparciu o réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju i maja postaé:

. d [oT aT AU .
(1) E(BE)—a—q:‘i‘?q?:Qs-

Energia kinetyczna wyraza si¢ wzorem v

. 1 u < .
@ T=o > N @
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Natomiast energi¢ potencjalna oblicza si¢ z zaleznosci

u P
W

3) U= —;- i E ki-e Ay T-pl)2,
1 I=1

oy

Uzyte we wzorach oznaczenia wyraZaja: r,p—numer SES (r =1,2,...,n, p=
=1,2,...,n), s— wskaznik oznaczajacy ukierunkowanie oznaczonego parametru wzgle-
dem ukladu osi s = 1,2, 3, ..., 6, | — numer elementu spr¢zystego w polaczeniu migdzy
r-tym i p-tym SES

Odksztalcenia elementéw sprezystych w ukladzie osi zwigzanych z tymi/elementami
sq rowne
C)] Ayiet = yropl_yp-rt,

Dla uzaleznienia energii potencjalnej od wspdtrzgdnych uogdlnionych, przemieszeze-
nia elementéw sprezystych nalezy wyrazi¢ w ukladzie osi zwigzanych z SES:
{Vr—p’l}l—s = [Cr_p’l]{Wr_p'l}l—m ‘
®
{yr=rys = [Cr_p'l]{Wr_p'l}4—6-

Wystepuje w nich macierz cosinuséw kierunkowych:
cos@i Pt cosgi R coslTE!
-p. 7 __ -p. 1. —p. 1. —p,1
(6) [CT™7] = | cosghT{’; cosgh d'; cosgpy ¥
cosgTP ! cosi2t cosh B!
Zalezno$ci okreslajace przemieszczenia, wyrazone w ukladzie osi zwiazanych z SES,

w funkeji wspdirzednych uwogdlnionych, wygladaja nastgpujaco:

{wr-» ’}1 _3 = {7}, 5s—[" ] {qr}“-f’ »
Q)

(WrrYas = {g}ass

Macierz wspoirzednych zamocowania elementu sprezystego do r-tego SES jest:

0 Zg—p,l’ _ZE—D.I
N r—p.l ~p, 1
®) r=»l=|—-2z5", 0, 27
| el =zl 0

Uwzgledniajac zaleznosci (2)+(8) w réwnaniach Langrange’a (1), uzyskuje si¢ 6n:
jednorodnych’ réwnaf rézniczkowych opisujacych ruch ukladu. Réwnania te mozna
zapisaé

® [MI{g}+ [H{g} = {Q}.

Macierz [H] ztozona z blokéw [H"?) jest macierza symetryczng wzglgdem gléwnej prze-
katnej. Sposéb wyznaczania blokéw [H™F] oraz usystematyzowane wzory podane
sa w pracy [6].

Rozpatrywany przypadek konstrukcji plytowo-sprezynowej przedstawia sobg uklad
przestrzenny o osiach réwnolegtych. Uwzgledniajac, ze dla takiego przypadku oraz dla
takiej konstrukcji stosuje si¢ elementy o trzech stopniach swobody — ruch wzdtuz osi x3,
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oraz obroty x4 i x5, otrzymujemy wzory (9) w formie znacznie uproszczonej. I tak macierz
cosinuséw kierunkowych ma postaé:

11, 0, 0
(10) [C]=]0, 1, Of,
0, 0, 1
a macierze mas 1 wspotrzednych uogélnionych dla r-tego SES sa:
my 0 0
(11) MT=]0 mj O |,
0 0 m§
93
(12) ‘ {7} =4
gs
* Bloki [H"™?] okre$lone sa zalezno$ciami:
13) (H"] =
— 9 XVI | 9\ XVI 9 XVI 7
N %
2 2w SISt ad
p=1 I=1 p=1 I=1 p=1 I=1
9 XVI 9 XVI 9 XvI
=1 X D ety N N pgerty e et 3N _pntniznd |
p=1 121 p=1 i=1 p=1 I=1
9 XVl 9 Xvi 9 XvI
T\ B hl
S I N A R D MW S Al S
l_p=1I=1 p=11=1 p=1 I=I _
(14) (7] =
I~ XVI XVl XVI -1
2 —kQ“"l; 2 kg"’"zg""; 2 _kg—p,lzllz—r,l
=1 =1 =1
XvI : < XvI XV1
= Z P S Z — kol ghmplrepdpporl Z 2P s lppril
=1 [=1 I=1
XVI XVI XVI
— PP Z b lplgerl 2 B T LS A S
| =1 I=1 =l A
Sity uogélnione okre§lone sa zwigzkami:
. 03
(15) {0y =0
05
Roéwnania ruchu majg postaé:
[M']0...... o] (g} (H*], [H2] .. [H"] {g'} {0}

0 [M2]...0 || {g*} (H>1, [H**] ... [H*>?] {g°} {0*}
A6) | e A .

0 0. M°1IL{g°} | L[IH>') [H>% ... [H>°] {ég} {Qg}
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lub

17) M-§+H-q=Q.
Poniewaz sily wymuszajace sa sitami harmonicznymi

(18) ' Q = Qe

to rozwigzanie ma tez posta¢ harmoniczng

(19) q = qe"".
Uwzgledniajac (18) 1 (19) w (17) otrzymujemy

(20) H-Mo?)q = Q

lub

(1) Y. q¢=(H-Mw)!-Q.
Charakteryzujaca ptyte macierz receptancji B jest réwna

(22) B = (H-Mw?)"!.

Do dalszych obliczen korzystnie jest wybraé tylko te elementy macierzy, ktére maja
znaczenie przy laczeniu podukladu plyty z innymi podukladami. Dlatego np. do pola-
czenia z podukladem sprezyn C wystarczajaca jest nastepujaca postaé macierzy:

gl.ﬁ B1.3; gln; gl,d

_ 3.5 Paas Baas Bas

@9 B Bras Brss Bras Bro |’
A Bors Bouss ﬂ_9.7; Bo.o

gdzie kazdy ze skladnikow jest stosunkiem przemieszczenia $rodka masy SES w kierunku
x3 do sily dzialajacej w tym kierunku. Oczywiicie, kazda z receptancji obliczona jest
z uwzglednieniem wlasno$ci dynamicznych plyty i obcigzenia na nia dzialajacego i cha-
rakteryzuje ja dynamicznie. Poniewaz podukiad sprezyn C jest polaczony z ptyiq w punk-
tach bedacych §rodkami mas SES, macierz piyty w postaci (23) calkowicie wystarcza
do uzyskania charakterystyki dynamicznej ukladu piyta-sprezyny i nie komplikuje dalszych
obliczen. ,

Nalezy tu dodaé, Ze dla kazdej czesto§ci wymuszenia @ macierz plyty w postaci (23)
uzyskiwana jest w wyniku obliczei prowadzacych do postaci (22), a nastepnie wybrania
tylko interesujacych nas wartoéci. Charakterystyka dynamiczna sprezyn, a wigc macierz
ich receptancji C ma postac:

. ) yu 0 0 0
0 VAR 0 0

2 =
@9 ¢ 0 0 9470

0 0 0 Y99
Wskazniki przy receptancjach zwiazane sa z punktami mocowania sprezyn do plyty. |
Charakterystyka dynamiczna ukfadu plyta-sprezyny okre§lona zostanie w oparciu o wa-
runki skladania charakterystyk podukladéw [2, 8]. Zgodnie z oznaczeniami na rys. 4
warunki ciaglo§ci sg: '
29 ®=q"=q"=q,

’



OBLICZANIE KONSTRUKCJ1 PLYTOWOQ-SPREZYNOWEJ 63

9) . b

q" ql l ql4
D T T S a1l
' B B
I e ool gl b e
9 9, % 1 |Y% e8! @8t | 2
' q?l q;l %
C Qfy G5 1 A
;‘:T‘” T C
/177777777, 7
Rys. 4
natomiast warunki réwnowagi
(26) : Q%+Q¢=Q* =Q,.
Wiedzac, Ze: -
@7 ' - o’ = B- Q7 |
(28) - q€=C Q"

uwzgledniajac (26) i (28) w réwnaniu (25) i biorac pod uwage (27), otrzymujemy osta-
tecznie

(29) q = B'+CH1Q

W ten sposéb zostala wyznaczona charakterystyka konstrukcji podpierajacej plytowo-
-spreZynowej, okre$lajaca receptancje bedace stosunkami przemieszczen na poziomie 1 do
sit wymuszajacych, wywolujacych te przemieszczenia, dzialajacych na poziomie 1. Czyli, ze

(30) A, = (B'+C L

W podobny sposéb moZna wyznaczyé pozostale receptancje konstrukcji podpierajacej.
Obliczenia macierzy dynamicznej zostaly zaprogramowane i wykonane na maszynie
cyfrowej Odra 1204.
Plyta. Obliczenia wykonano dla plyty prostokatnej o wymiarach 400x600x3mm
(2a x 2b x h) wykonanej ze stali ST5 (E = 2,1 x 10' N/m?; G = 8,1 x 10'° N/m?;» = 0,3).
Dane do obliczefi: 1. Sztywnodci elementéw. sprezystych: Elementy spre-
zyste I, IV, V, VIIL, IX, XII, XIII, XVI

k, = 52—’;:’ = 209 000 000 N/m
_ Gha
Gha
Eh*a

ks =Wm‘= 173 Nm
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Elementy sprezyste II, IIT1. VI, VII, X, XTI, XTIV, XV

Ghb
ki = ky = —— = 152000 000 N/m
2%d
Ehb
ky, = ——— = 472000 000 N/m
2a
ER*b
ke = ———— = 380 Nm
+ 7 24(1—v%a
Gh3b
ks =—— =274 Nm.
5 12a
Tablica 1
' Masy uogblnione
Numer l D i T
SES m} my 108 mh 106
P, BRSO 4 -
‘ kg Nms? Nms?
1 ‘ 2 | 3 4
1 | 0,36 300,27 675,27
2 ' 0,72 l 600,54 5400,54
3 ‘ 0,36 300,27 675,27
4 0,72 | 2400,54 1350,54
5 J 0,144 f '4801,08 10801,08
6 0,72 200,54 1350,54
if | 0,36 300,27 675,27
8 ; 0,72 600,54 5400,54
9 | 0,36 300,27 675,27

2. Masy uogélnione podano w tablicy 1.

3. Wspélrzedne zamocowania elementéw. sprezystych do SES podano w tablicy 2. .

Spreiyny. Phyta zostala podparta czterema plaskimi sprezynami wykonanymi z brazu
krzemowego CuSi3Mn E = 1,2x 10" N/m? i p = 8800 kg/m® o wymiarach 40x 3 x
% 80 mm. Traktujac sprezyny jak belki wedlug [2], obliczamy receptancje ze wzoru

31) _ (sinil+sinhll) (cos /U——cosh_/ll)—(cos M4 coshil) (sin Al —sin Ahl)
r= 2EI23(1 +cos AlcoshAl)
gdzie
Apl*w? \'*
3 =|-——] .
(32) M ( £ )

Oczywiscie, wszystkie receptancje ¥y, Y33> Y77, Yoo $a sobie réwne.
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Tablica 2
Wartosci Wartosci
Wspoirzedne zamocowania wspolrzed- Wspb6lrzgdne zamocowania wspolrzed-
nych nych
z;"P.l m Z;—p.l m
- - — . ~7 1—-2,1. ,2—1,1. —4,11. ,2—
T e R I R B At 005
bl bl
ZI=4 X, Z1-8.XIL; z4-1,11 i 22-3V; zg—z.\\r; 22-5 V1, 3-6,VI]
Z}_z,v; z?_e,vll; z?—5,vul; z;—%x; 2!24—5.le; zg—s.xl
z?_5,x1u; z?—D-XV; Z‘f—s,xv; —0,075 Zg—G.XV; ZZ—S.xll; zg—7.xll 0,05
zfl)—s.xvl 22—9-xvl; Zg—s.xvl
2201, 2-5 11 z8=2:1V. s8-4,1v 24— LI, 28-2, 111, 28-2,VI
234 IX; Z3-8, X1, Z8-3,XI, —0,15 2§ VIL, Z4=5,1V. z5—4,1V 0,1
28=7 X1l Z5=6.VIII; Z6-5.VIII
zf_s.v; z%—s,vl; zf‘z"’l; zg—s.lx; Zg—4.lx; z;—%x
z§=6 VI, z3=6, X1l 23-8,XIV 0,15 z3—6: X1, ,6—5,XIII. z5-8,XIV -0,1,
8—5, XII[. ,8—9,XVI
3~ z
1 > €1 zg—s.xl; 22‘9"{" -
24=pl . 0

Korzystajac z podanych wzordw zaprogramowano, dla przedstawionych danych,
obliczenia receptancji na maszyn¢ cyfrowa. Weryfikacj¢ metody wyznaczania charakte-
rystyki d'ynémicznej przeprowadzono dla wyznaczonych czesto$ci rezonansowych ukladu
plyta—spr¢zyny, uzyskanych jako rozwigzanie rownania czesto$ci. Rownanie czgstosci
ukiadu otrzymuje si¢ z warunku rezonansu uktadu tzn. réwnoéci

' 1
33 — =0,
(33 o
gdzie oy jest dowolnym elementem macierzy A, .

Warunek ten sprowadza si¢ do poszukiwania miejsc zerowych wyznacznika macierzy
B-'4+C™,
poniewaz w wyniku jej odwrdcenia otrzymujemy macierz A; (30). W wyniku przepro-
wadzonych obliczen otrzymano nastgpujgce wartosci czestosci rezonansowych:

W, = 185; 246; 389; 644 571,

3. Do$wiadczalne sprawdzenie metody obliczeniowej

Badania do$wiadczalne, przeprowadzone dla sprawdzenia przedstawionej metody
obliczeniowej, zawieraly test rezonansowy konstrukcji plytowo-spreZzynowej z rys. 1,
zamocowanej sztywno do fundamentu, bedacego konstrukcja spawang z ksztaltownikéw.

Schemat blokowy ukfadu pomiarowego przedstawia rys. 5.

/
5 Mechanika Teoretyczna 1/77
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3 56
4 4
F———n 1
a = + v
7

Rys. 5

Na rys. 5 oznaczono: 1— konstrukcja plytowo-sprgzynowa, 2 — piezoelektryczny
czujnik przy$pieszen typ KD-12/070222-RFT-Dresden, 3 — miernik drgag SM-231-
-RFT-Dresden, 4 — elektrodynamiczny wzbudnik drgan PR-9270/01-Philips, 5 — gene-
"rator akustyczny 12 x GO17 Tesla, 6 — czgstoSciomierz liczacy PFL-4-Zopan.

I~
[}
54
s | |
S | | |
2 | ' |
g | | | I
< . I | |
f ' | | |
L y
21 329 422 598 711 w
Rys. 6

‘Na podstawie wykonanych pomiaréw sporzadzono wykres rezonansowy przedsta-
wiony na rys. 6. '

Wyniki obliczed czgsto§ci rezonansowych wraz z ich warto§ciami zmierzonymi ze-
stawiono w tablicy 3.

Tablica 3
Czestos$é Czestosé Blad
obliczona w zmierzona w* *—o
- " 100%
rad/s , rad/s o7 :
185 211 12,3
246. 329 25,2
389 ' 422 7.8
563 598 o 5,8
644 711 9,4
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4. Ocena wynikéw i wnioski

Zgodnoé¢ wynikéw otrzymanych na drodze obliczeniowej i z pomiaréw nalezy ocenié

jako bardzo dobra. Rozbieznoéci migdzy warto§ciami w i w* sg wynikiem przede wszystkim
zatozenia punktowego podparcia plyty 1 wynikajacego z tego zaloZenia sposobu wyzna-
czenia sztywnoéci sprezyn. W rzeczy?{fstoéci polaczenie to znacznie zwieksza sztywnosé

konstrukcji w stosunku do konstrukgj

Jzyjetej do obliczen.
Duzy wplyw na dokladnoé¢ wynikéw obliczen ma liczba SES, na ktére zostanie po-

dzielona plyta. Przy podziale ptyty na SES decydujace znaczenie maja mozliwo$ci maszyny
cyfrowej, ktdra ‘mozna uzy¢ do obliczen, poniewaz wymiar macierzy receptancji plyty
jest okre$lony iloczynem: mx n = (liczba SES X liczba stopni swobody) x (liczba SES x
x liczba stopni swobody). W obliczanym przypadku macierz ta miala wymiar 27 x 27.

W oparciu o przeprowadzone obliczenia i badania mozna stwierdzié, Zze zastosowana

do obliczenn metoda SES rokuje duze nadzieje przy analitycznym wyzpaczaniu charakte-
rystyki dynamicznej pewnych rodzajow konstrukcji podpierajacych, co ma szczegdlnie
istotne znaczenie w praktyce inZynierskiej. Istotnym momentem jest duza dokladno$éé
wynikéw uzyskanych dla analizowanej konstrukcji przy znacznych uproszczeniach mo-
. delu obliczeniowego. ’

Jakkolwiek wyznaczenie charakterystykl dynamicznej dla kazdej konstrukcji stanow1

tu oddzielne zagadnienie, zreszta trudne, to latwo$¢ zaprogramowania i wykonania obli-

czef na maszynie cyfrowej calkowicie uzasadnia stosowanie tej metody.

1.

2.
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Peswome

OIPEJEJNIEHME JHUHAMUYECKON XAPAKTEPUCTHKU IIJIUTHO-

IIPYXXUHHOM KOHCTPYKIIMH METOIOM XECTKHUX KOHEUHbBIX 3JIEMEHTOB

JnHamuueckolf XapaKTepHCTUKON NONATIMBOH KOHCTPYKLUMH SIBISETCS MATpHLA k03 UIHEHTOB.

IHUHAMUYIECKON NMOAATIMBOCTH, HA3bIBAEMBIX PELIENTAHLUAMH, KOTOPbIE SBJISIOTCH QYHKIMAMHE YaCTOThI
BO30YXIeHUs M NapaMeTPOB KOHCTPYKUMH. COBpEMEHHDBIE KOHCTPYKUHM OTJIMYAIOTCS NONATIMBOCTHIO,

5*

\

\
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CIIOKHOH KOHQHMIypanueH, CIOXKHBIM pacnpefereHHeM MacChl H MKECTKOCTH 8 TaIOKe AeMI(BHPOBAHUCM.
TloaTomy AMHAMHYECKHE XaPAKTEPUCTHKU TAKHX KOHCTPYKLMIA OGBIYHO ONIPENENAIOTCS ONBITHBIM IIyTEM.

B mammoit paGoTe NpencTaBlIeH METOM pacuera NMHAMHUECKONH XapaKTEPUCTHKH IUINTHO-TIPY)KHHHOMN
KOHCTPYKLIH TIPH TOMOLUM YKECTKHX KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB. DTOT METOA MCIIONb30BaH IS ONpefeSieHHs
peuenTaHiui mmTtbl. C HCMIONB30BAHHEM PEUENTAHUMUA TOJYyUEeHa MATPHLA NUHAMHYECKHX IOAATIHBO-
crelf KOHCTPYKUMH. Boruncienuss npoBeennl Ha IBM u npoBepenbl SKCIEPHMEHTAIBHO.

Summary

THE RIGID FINITE ELEMENT METHOD OF DETERMINING THE DYNAMIC
CHARACTERISTIC OF A PLATE-SPRING STRUCTURE

Characteristics of a flexible structure is represented by a matrix of dynamic flexibility coefficients
i.e. receptances, which are functions of the excitation frequency and the structure parameters. The pre-
sent-day constructions are characterized by their high flexibility and intricate shapes, complex distribution
of masses and stiffnesses, and by their damping properties. In general, it is proposed to use an experimental
method to find dynamic characteristics of structures. The paper presents a rigid finite element method
of determining the dynamic charagteristics of plate-spring structures. The method is used to determine
the matrix of receptances of the plate. The construction is dynamically characterized by means of rece-
.ptances. The dynamic characteristics of the construction was calculated by a digital computer. The results
of calculations were verified experimentally, and the results seem to be very promising.
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ANALIZA ROZWIAZAN KINEMATY CZNIE DOPUSZCZALNYCH DLA ZAGADNIENIA NAPORU
SCIAN O ROZNYCH KSZTALTACH*

WIESLAW, TRAMPCZYNSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Wyrazny rozwdj w ostatnich latach matematycznej teorii mechaniki osrodkéw sypkich
pozwala na uzyskanie rozwigzan uwzgledniajacych zaréwno statyke, jak i kinematyke
dla szeregu praktycznie waznych proceséw. Oczywiscie nadal istnieje wiele powaznych
trudno$ci dotyczacych przyjgcia odpowiedniego modelu opisujacego rzeczywiste wlasnosci
fizyczne oSrodka lub nawet sformulowania zagadnief brzegowych dla konkretnych przy-
padkow.

Wiele efektywnych rozwiazan uzyskuje si¢ przyjmujac sztywno idealnie—plastyczny
model of$rodka oraz plaski stan odksztalcenia. Rozwiazywanie zadan brzegowychdla
tego typu zagadnien ma juz dosy¢ bogata literature (np. [1,2, 3, 4]). Mimo ze w wielu
przypadkach zauwazono istnienie ograniczen utrudniajacych uzyskanie poprawnych
rozwigzaf (np. [4, 5]), brak bylo pelniejszej analizy przeprowadzonej pod tym katem.
Zazwyczaj ograniczano si¢ do prezentowania rozwigzan poprawnych ewentualnie krétkiej
dyskusji trudnoéci w ich uzyskaniu.

W pracy pokazano ograniczenia mozliwoSci uzyskania rozwiazan kinematycznie
dopuszczalnych dla zagadnienia naporu $cian o réznych ksztaltach (odpowiadaly one
ksztattom narzedzi do robét ziemnych). Rozwazania przeprowadzono dla o$rodka waz-
kiego opisanego warunkiem plastycznosci Coulomba~Mohra ze spéjnoscia oraz stowa-
rzyszonego prawa plyni¢cia. Szersze opracowanie tego tematu mozna znaleZé w pracy
autora [6]. .

2. Statyka i kinematyka procesu

Rozpﬁtrzmy ruch o$rodka ograniczonego prostoliniowym brzegiem swobodnym
nachylonym pod katem o, wywolany przesuwaniem plaskiej $ciany tworzacej z pozio-
mem kat «; (rys. 1). Na powierzchni kontaktu $ciany, przesuwajacej si¢ z predkoscia Vo,
z ofrodkiem wystgpuje suche tarcie okre$lone wspdlczynnikiem tarcia p. Zagadnienie to
bylo juz przedstawiane w réznych pracach. W zwiazku z tym jedynie krétko zostanie
oméwiony sposéb rozwiazania.

* Praca wykonana w ramach realizacji problemu wezlowego 05.12: Wytrzymalo§¢ i optymalizacja
konstrukcji maszynowych i budowlanych.
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o, =100 o, =0.00

moc dysypowana dodatnia

H*

Rys. 1

2.1. Statyka. Stan réwnowagi granicznej opisuja réwnania réwnowagi:

do 01,

M 6xx + 6yy =0 0x dy
oraz warunek stanu granicznego Coulomba-Mohra, ktéry dla plaskiego stanu odksztat-
cenia ma postaé _ ' o

[¢)) (0x— 0y)? +473, = (0, +0,+2H)sin?g,

gdzie ¢ jest katem tarcia wewnetrznego ofrodka, za§ H wytrzymalo$cia na tréjosiowp
izotropowe rozciaganie (rys. 2). \

‘ Rys. 2
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' Wprowadzajac bodstawieniei
3 | Z" } = o(l tsingcos2p)—H, 1, = csmgsm2¢
y
gdzie .@ jest katem jaki tworzy kierunek wigkszego naprezenia gldwnego z osia x; uldad

réwnan (1) i (2) rozwiazuje si¢ metoda charakterystyk uzyskujac nastgpujace réwnania
- charakterystyk oraz zaleznoéci wzdluz nich:

dy
o= tg( iE),
@ ax — Y
do +20tgodp = y(dy ttgedy),
gdzie

e =m/4—p/[2.

2.2. Kinematyka. Ze wzgledu na zlozone wlasnoéci rzeczywistych oérodkéw sypkich
oraz brak dostatecznej ilosci badan do§wiadczalnych, dotychezas nie ma jednolitego po-
gladu na sprawe formulowania réwnan plastycznego plynigcia ofrodka. Istnieje szereg
propozycji praw fizycznych (np. [7,8,9,10,11,12]) z ktérych kazda budzi kontrowersje..
Nie wnikajac w ich przyczyny w niniejszej pracy ograniczono si¢ do analizy kinematyki
oérodka przy uzyciu prawa plynigcia zaproponowanego przez DRUCKERA 1 PRAGERA [7].

Jest ono uogdlnieniem na ofrodki rozdrobnione tzw. stowarzyszonego prawa ply-
nigcia w postaci |
(5) }"_6?,,—
gdzie A jest wspdlczynnikiem proporcjonalnosci natomiast funkqa F jest warunkiem

plastycznofci.

Réwnania kinematyki, ktére przyjmuja postaé:

ov, av,\ . ov, v, _
(a—x & )s1n2<p— ( % bR )cos2<p =0,
© | / | | o

Wy . . Vy ..
—gxi(smg—cosmp)— ay” (sing+cos2¢) = 0

rozwiazuje si¢ metoda charakterystyk uzyskujac nastepujace réwnania charakterystyk
oraz zalezno$ci wzdtuz nich:

. ’ dy ’ N
m oy = elexe),  dVitdVitg(pte) = 0.

Konsekwencja tak sformulowanego prawa jest wspStosiowo$§é kierunkéw giéwnych
tensoréow &;; i 0;; oraz ortogonalno§¢ wektora predkosci odksztalcenia plastycznego,
odtozonego odpowiednio w przestrzeni naprezen, do powierzchni plastycznoei. Ta ostatnia
wlasnos§¢ pozwala na sformutowanie twierdzeni ekstremalnych (patrz np. [13]).

*Dla znalezienia wektoréw predkosci postugiwano si¢ metoda graficznego calkowania
zwiazkow wzdtuz charaktefystyk, polegajaca na konstruowaniu hodografu, ktéra zostata
zaproponowana przez GREENA [l14]. :
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Uzyskane w przedstawiony powyZej sposob rozwiazania, w ktérych:

1) spelnione sa warunki brzegowe dla predkos$ci oraz warunki na granicy strefy pla-
stycznej i sztywnej,

2) moc dysypowana nie jest ujemna,
sa kinematycznie dopuszczalne, a wyznaczone sify stanowia ocen¢ gérna rzeczywistych
sit powierzchniowych wywolujacych plastyczne plynigcie. W przedstawionych dalej za-
daniach o uzyskaniu tego typu rozwiazan decydowato spetnienie drugiego z wymienionych
warunkéw. Sprawdzano go metoda wykre§lna zaproponowana przez FORDA [15]. Polega
ona na graficznym sprawdzeniu nieréwnofci:
@®) 0ijéy 2 0 .
we wszystkich punktach pola. Zadania w ktérych chociazby w jednym punkcie byta ona
niespelniona uwazano za niepoprawne.

Poniewaz, w tych zagadnieniach, rozwigzania kinematyczne buduje si¢ w oparciu
o uprzednio znaleziong statvke, skonstruowanie przediuZenia stanu naprezenia w obszar
sztywny [16] dla rozwigzan kinematycznie dopuszczalnych pozwala na uzyskanie roz-
wiazai kompletnych (§cistych).

3. Ograniczenia uniemozliwiajace uzyskanie rozwiazan kinematycznie dopuszczalnych

Uklad réwnan dla naprezen rozwigzywano numerycznie przy pomocy EMC Odra 1204.
Postugujac si¢ metoda Massau [17], poczynajac od swobodnego brzegu rozwigzywano
kolejno: zagadnienie ‘Cauchy’ego, zagadnienie z punktem osobliwym i zagadnienie mie-
szane. )

Wplyw na uzyskahe wyniki maja nastgpujace wielkosei: '

k [kG/cm?] — spéjno§é ofrodka (k = Htgp),

o'[°] — kat tarcia wewnetrznego,
y [kG/ecm?®] — cig¢zar objetosciowy, \
u — wspolezynnik tarcia pomiedzy $ciang a o$rodkiem,

oraz warunki zadania: ksztalt brzegu swobodnego, profil §ciany oraz kierunek jej ruchu.

W pracy ograniczono sie do analizy mozliwoéci uzyskania rozwiazan kinematycznie
dopuszczalnych w zaleznodci od ksztaltu brzegu swobodnego, profilu §ciany oraz kie-
runku jej ruchu. Pozostate wielkosci przyjmowano za stale:

y =2,25-107* [kG/em®], o0 =125, u=02 k=0,5[kG/cm?].

Ze wzgledu na brak rozwiazan analitycznych tego typu probleméw wnioski wyciagano
na podstawie obserwacji szeregu rozwiazan konkretnych zagadnien brzegowych. Nalezy
wiec do wszelkich wnioskéw podchodzi¢ z duza ostroznoscig i traktowaé je jedynie jako
mozliwo§¢ wystepowania opisywanych dalej efektow.

3.1. Wplyw kierunku ruchu $ciany napierajacej na mozliwosé uzyskama rozwigzan kmematyczme do-
puszczalnych. Podobnie jak ksztalt rozpatrywanych §cian napierajacych, przyjmujemy,
%e ich ruch odpowiadaé bedzie charakterowi pracy narzedzi do robot ziemnych. Poniewaz
w rozwazaniach teoretycznych rozpatrujemy jedynie poczatek ruchu, ogranicza¢ bedziemy
si¢ do przesuwu prostoliniowego, a ewentualnym ograniczeniom, ze wzgledu na mozliwo$¢
uzyskania rozwiazan kinematycznie dopuszczalnych podlega¢ bedzie jego kierunek.
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Kat nachylenia predkosci Vy, &2, ktérej na hodografie odpowiada wektor O'O* (rys. 1)
musi spelnia¢ warunek
(9) -Q1 < 0 < oy

(za dodatnie uwaza si¢ katy odkladane od osi x zgodnie z ruchem wskazéwek zegara)
gdzie 2, jest katem nachylenia wektora predkosci przesuwu o§rodka wzdtuz charaktery-
styki # w punkcie E, bedacej linia nieciaglosci predkosci. Dla 2, > Q punkt O* znaj-
duje sie¢ na odcinku E'A” i przesuw o§rodka wzdluz $ciany napierajacej odbywa sie do
dotu. Poniewaz przystgpujac do rozwiazania zatozono przeciwny kierunek tego ruchu,
co pociaga za soba odpowiedni zwrot naprezen stycznych na §cianie, moc dysypowana
w punkcie E jest ujemna.

Graniczna wielko$¢ kata o, wynika natomiast z charakteru rozpatrywanego pro-
cesu. Np. w zagadnieniu przedstawionym na rys. 4 a, = 0 i odpowiada katowi nachyle;lia
dolnej czesei tyzki tadowarki. Gdy £, > «, nastgpuje wciskanie w oérodek dolnej czeéei
tyzki co nie odpowiada charakterowi pracy tego typu narzedzi. W przypadku naporu
plaskich §cian (np. rys. I) o, = o.

Jezeli w zagadnieniu przedstawionym na rys. 2 zalozymy pozioma predko§¢ przesuwu
Sciany to warunek 9 jest niespelniony i moc dysypowana w punkcie £ jest ujemna. Zatézmy
wige Zze przesuw o§rodka wzdluz §ciany odbywa si¢ do dotu (przeciwnie niz poprzednio)

AK“' ,

Y
AT \
AT R
Aaumww
, _ e
éi»\ X
/Y ANNERY
tt\ \\\\ \\\\\ A W W
E ' : ' D
200
y
[cm]’

xs=000 0 =10.0

moc dysypowana dodatnia

Rys. 3

1 rozwigzmy zagadnienie od nowa (rys. 3). Dla tak postawionego zadania poprawne roz-
wigzanie uzyskuje si¢ dla
1o *<RLQ,

gdzie 2, jest katem nachylenia wektora przesuwu o$rodka wzdiuz charakterystyki B
w punkcie A4, bedacej linia nieciaglosci predkosci. Uzasadnienie obu granicznych wiel-
koéci kata £2 jest analogiczne do poprzedniego. Poprawne rozwiazanie mozna wigc uzy-
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ska¢ w zakresie katéw nachylenia wektora predkos$ci przesuwu odpowiadajacego bardziej
wysuwaniu si¢ §ciany z o§rodka nie za$§ jej naporowi.

Wynika stad, ze dla poziomego przesuwu §ciany nie mozna otrzymaé, w przypadku
przedstawionym na rys. 1, poprawnego rozwiazania poniewaz warto§¢ £ = 0 nie zawiera si¢
w zadnym z zakreséw okreS§lonych nieréwnogéciami 9 i 10.

W zagadnieniach, w ktérych kierunek przesuwu $ciany jest okre§lony z géry maksy-
malny kat jej nachylenia ograniczony jest wynikajaca z rozwiazania wielkoscia kata 2,
w punkcie E, gdyz spelniony musi by¢ warunek 9.

W przypadkach, gdy $ciana napierajaca wystaje ponad brzeg swobodny osrodka
(na rys. 1 zaznaczono to linia przerywana) w punkcie 4 dodatkowo musi by¢ spelniony
warunek (dotyczy to zagadnient, w ktérych §ciana bezposrednio styka si¢ z obszarem
uplastycznionym)

1) a¥ < 92,

gdzie £2, jest katem nachylenia wektora predko$ci o§rodka wzdiuz charakterystyki g
w punkcie 4, skad otrzymujemy ograniczenie kata nachylenia §ciany .

/

3
< R
(12) ay, 4

W przeciwnym razie, rozkiadajac predko§¢ o$rodka w punkcie 4 na kierunek normalny
i styczny do $ciany otrzymujemy skladowa normalng skierowana do §ciany.

Dalsze rozwazania dotyczace wplywu ksztaltu brzegu swobodnego i profilu narzg¢dzia
na mozliwo§¢ uzyskania rozwigzan kinematycznie dopuszczalnych przeprowadzano przy
zalozeniu, Ze kat nachylenia wektora predkosei Sciany spelnia nieréwnosei 91 12.

3.2. Wplyw ksztaltu brzegu swobodnego na moiliwo$¢ uzyskania rozwiazan kinematycznie dopuszczal-
nych. W przypadku poziomego brzegu swobodnego ofrodka uzyskiwano rozwiazania
kinematycznie dopuszczalne dla wszystkich rozpaitrywanych przypadkdéw, niezaleznie od
wielkosci obszaru uplastycznionego. Zpnaczy to, Ze niezaleznie od tego czy w rozwiazaniu
statycznym wystgpowalo tylko zagadnienie Cauchy’ego, czy zagadnienie Cauchy’ego i za-
gadnienie z punktem osobliwym, czy tez zagadnienie Cauchy’ego, zagadnienie z punktem
osobliwym i zagadnienie mieszane (co jest zalezne od ksztattu §ciany naplerajqcej)
w rozwiagzaniu moc dysypowana byla dodatnia (np. rys. 4).

W przypadku plaskiego brzegu nachylonego do poziomu pod katem o, < 0, na skutek
uwzglednienia ciezaru objetosciowego ofrodka, charakterystyki o i f w obszarze zagad-

T—f2+a.

nienia Cauchy’ego maja krzywizn¢ ujemna (K = lim AE , gdzie £ jest katem pomigdzy
. A45—0

osia x a styczng do charakterystyki w danym punkcie, a 4s odlegloscig migdzy dwoma
sasiednimi punktami. Za kierunek dodatni charakterystyk przyjeto kierunek zgodny z ich
wykreflaniem, tzn. od brzegu swobodnego). W zadaniach, w ktérych obszar plastyczny
ograniczal si¢ tylko do w/w zagadnienia moc dysypowana byla ujemna (xys. 5).

W obszarze zagadnienia charakterystycznego z punktem osobliwym zwigksza sig¢
ujemna krzywizna charakterystyk «, za$ charakterystyki B sa liniami o krzywiznie dodatniej.
W zadaniach, w ktérych obszarze plastycznym wystgpowalo zagadnienie Cauchy’ego
oraz zagadnienie charakterystyczne z punktem osobliwym, dla kierunku przesuwu $ciany
réwnoleglego do brzegu swobodnego,. zaleznie od wielkofci kata rozwarcia wachlarza
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Rys. 8 :
uzyskiwano rozwigzania kinematycznie dopuszczalne (rys. 7) lub nie (rys. 6). Dla tego
przypadku istnieje pewna krytyczna wielko$§¢ wachlarza, po przekroczeniu ktérej mozna
otrzyma¢ poprawne rozwiazdnia.

Gdy w obszarze uplastycznionym wystgpowalo takZe zagadnienie mieszane, niezaleznie
od jego wielkosci, dla tego kierunku ruchu otrzymywano rozwiazania kinematycznie
dopuszczalne (rys. 8).

O ile w zagadnieniach przedstawionych na rys. 5 i 6 moc dysypowana jest ujemna
niezaleznie od wielkosci kata 2, o tyle w przyktadach przedstawionych na rys. 7 i 8 uzy-
skanie rozwiazan poprawnych zaleZy od jego wielkosci. Narys. 91 10 pokazano rozwigzanie
tych samych zagadniefi (co na rys.7 i 8) z tym, 2e 2 = Q,. W obu przypadkach moc
dysypowana jest ujemna. : -

Dopiero dla zagadnienia naporu plaskiej $ciany (rys. 11) uzyskanie rozwiazan kine-
matycznie dopuszczalnych jest niezalezne od kata nachylenia wektora predkosci jej prze-
suwu. » ;

W przypadku plaskiego brzegu swobodnego nachylonego pod katem a; > 0, na skutek
uwzglednienia cigZaru objetoSciowego osrodka, charakterystyki « i f# w obszarze zagad-
nienia Cauchy’ego maja krzywizn¢ dodatnia. W zadaniach, w ktérych obszar plastyczny
ograniczat si¢ tylko do w/w zagadnienia rozwiazania kinematycznie dopuszczalne uzyski-
wano zaleznie od wielkoSci kata 2. W przedstawionym na rys. 12 zagadnieniu dla 2 = a;
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(przesuw réwnoleglty do brzegu) moc dysypowana jest ujemna, natomiast dla 2=,
(rys. 13) jest ona dodatnia.

W przypadkach, w ktérych w obszarze plastycznym poza zagadnieniem Cauchy’ego
wystgpowalo zagadnienie charakterystyczne z punktem osobliwym lub zagadnienie cha-
rakterystyczne z punktem osobliwym i zagadnienie mieszane we wszystkichrozpatry-
wanych zadaniach uzyskiwano rozwigzania kinematycznie dopuszczalne (rys. 14).

Przedstawione powyzej ograniczenia nie dotycza o$rodka niewazkiego. Charaktery-
styki @ w calym obszarze plastycznym sg liniami prostymi natomiast charakterystyki §:
badz sa liniami prostymi badz ich krzywizna jest dodatnia (zagadnienie charakterystyczne
z punktem osobliwym). Dla takiego o§rodka, niezaleznie od kata nachylenia brzegu swo-
bodnego, otrzymuje sig rozwiazania kinematycznie dopuszczalne. .

W przypadku brzegu swobodnego wklgstego (rys. 15) charakterystyki « maja krzy-
wizng ujemna natomiast krzywizna charakterystyk f§ jest dodatnia. Pozwala to na uzyski-
wanie we wszystkich przypadkach rozwiazan poprawnych.

Natomiast jezeli brzeg swobodny o$rodka jest wypukly, charakterystyki § maja krzy-
wizne ujemna w obszarze zagadnienia Cauchy’ego i zagadnienia mieszanego, a dodatnia

*,=100.0°

moc dysypowana ujemna

.y
[em]

Rys. 16

w obszarze zagadnienia charakterystycznego z punktem osobliwym. Krzywizna chara-
kterystyk « we wszystkich wspomnianych obszarach jest dodatnia. Powoduje to uzyski-
wanie mocy dysypowanej ujemnej we wszystkich zadaniach (np. rys. 16).

3.3. Wplyw ksztaltu Sciany napierajacej na mozliwosé otrzymania rozwiazan kinematycznie dopuszczal-
nych. Przedstawiajac wplyw ksztattu s$ciany napierajécej- na rozwigzanie rozpatrywac
bedziemy zagadnienia w ktérych swobodny brzeg o$rodka jest plaski natomiast pod poje-
ciem ksztaltu §ciany rozumie¢ bedziemy jedynie konfiguracje tej jej czg¢éei, na ktérej kon-
cza sig charakterystyki 8 (odcinek RA na rys. 4). W przypadku koniczenia si¢ ich na linii
nieciaglosci predkosci (odcinek RE na rys. 4), ksztalt §ciany znajdujacej si¢ za nia nie ma
wplywu na rozwiazanie kinematyczne.

Kat a; w punkcie 4, musi by¢ na tyle duzy, by speliony byt warunek
(13) P1Z e
(¢ — kat ¢ na §cianie w punkcie 4, ¢, — kat '¢ na brzegu w punkcie 4) gdyZz w prze-
ciwnym przypadku w polu naprezenia powstaje linia nieciagloéci. Jak pokazano w [18]

uniemozliwia to zbudowanie poprawnej kinematyki. i

"6 Mechanika Teoretyczna 1/77
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Korzystajac z zalezno$ci wzdluz charakterystyki 8 w punkcie A4
(14) do—20tgodp = 0
skad |
or = o.exp(2tge(pi~¢o)),

oraz warunku tarcia na $cianie

(15) m= ’
gdzie .
I, = —osinpsin2(p,— o),
o, = 0:(1+singcos2(p;—a))—H,

o1 ¢, — napreZenie oraz kat ¢ na Scianie,
‘0. i ¢, — naprezenie oraz kat ¢ na brzeguy,

o= ¢ —(a;~7/2),

przyjmujac: ¢; = @, 0; = 0, = ; po przeksztalceniach z (14) i (15) otrzymujemy

1—sing
réwno$é
_sin2(p.—a) _
= Trcos2(go—0) te(pe—)
skad .
(16) : w = p.—arctgu+m/2.
5
/
ol
Y px
> Px=100.0 ’
. “ Py=40.
o, =00
\\
M
=S
ylem]

Rys. 17
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Uzyskanie rozwiazan kinematycznie dopuszczalnych w przypadku naporu §cian
o krzywiznie ujemnej (analogicznie jak poprzednio za kierunek dodatni uwaza¢ bedziemy
* kierunek od poczatku ukladu wspoirzednych, na rys. 17 zaznaczono to strzalka, i K =

£

= lim gdzie &, jest katem pomiedzy osig x a styczna do $ciany w danym punkcie,

as»0 A
. natomiast ds jest odleglo§cia pomigdzy dwoma punktami) zalezne jest od wielkogel krzy-
wizny. Charaktérystyki o wychodzac ze §ciany pod zmieniajacym sie wzdiuz jej konturu
katem maja tendencj¢ do zbiegania sig, natomiast charakterystyki § w obszarze zagadnienia
mieszanego staja sie liniami o krzywiZnie ujemnej (na granicy z obszarem zagadnienia
charakterystycznego z punktem osobliwym wystepuje punkt przegiecia, np. punkt M na
rys. 17). Powoduje to uzyskiwanie mocy dysypowanej ujemnej. Uwzglednienie cigzaru

px=6000 py=2000 =000

mpc dysypowana ujemna

A . . 200 ) B

ﬁ‘\\\\
ATIRR
ﬂ\,\&\\\\\\*\
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objetosciowego ofrodka powoduje, ze istnieje pewna dla danego zagadnienia, krzywizna
krytyczna nie przekraczajac ktérej charakterystyki f w obszarze zagadnienia mieszanego’
n?aja‘ krzywizng dodatnia i mozemy uzyska¢ rozwigzania kinematycznie dopuszczalne.
Dla przypadku przedstawionego na rys. 18 numerycznie okreslona wielko$¢ krzywizny
krytycznej wynosi r, = 5500 cm przy p, = 200 cm (gdzie r, jest promieniem krytycznym).
Dla r < r, moc dysypowana jest ujemna (rys. 18), a dla r = r, jest dodatnia (rys. 19).

W przypadku oSrodka niewazkiego, w obszarze zagadnienia mieszanego charaktery-
styki «, sa liniami prostymi, a kat pomigdzy nimi a styczna do $ciany napierajacej jest
wielkoscia stala. Niezaleznie od wielkosci ujemnej krzywizny §ciany charakterystyki te
zbiegaja sie, natomiast charakterystyki f maja krzywizn¢ ujemng. Taka konfiguracja
charakterystyk powoduje, ze moc dysypowana jest ujemna. Oznacza to, ze dla oSrodka
niewazkiego mamy r, = o0 i poprawne rozwigzania moZna uzyska¢ jedynie dla plaskiej
Sciany.

przypadku dostatecznie duzej krzywizny $ciany, zardwno dla os$rodka wazkiego
(rys. 17), jak i niewazkiego, charakterystyki o przecinaja si¢ w zakresie obszaru uplastycz-
nionego co powoduje powstanie linii niecigplo§ci naprezen (odcinek MN), a to unie-
mozliwia zbudowanie poprawnej kinematyki.

W punktach 3.1, 3.2, 3.3 pokazano osobno wplyw kierunku ruchu $ciany, ksztattu
$ciany napierajacej i konfiguracji brzegu swobodnego na uzyskanie rozwigzan kinema-
tycznie dopuszczalnych. Poniewaz jednak w konkretnych przypadkach praktycznych
wplywy poszczegdlnych elementéw nakladaja sig, przedstawione w punkcie 3 ograniczenia
nalezy traktowaé jedynie jako tendencje zachowania sie rozwigzania pod wplywem oma-
wianych czynnikdéw. Np. dobierajac odpowiedni ksztalt brzegu swobodnego mozemy.
uzyska¢ poprawne rozwigzania dla $ciany o krzywiznie wigkszej od krytycznej (rys. 20).

px=6000  py=200.0

moc dysypowana dodatnia
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4. Whnioski

Przedstawiona analiza wskazuje, iz wprawdzie teoria mechaniki o$rodkéw sypkich
pozwala na rozwigzanie bardzo duzej klasy zadan, jednakze w wielu przypadkach prak-
tycznych istnieje szereg ograniczen uniemozliwiajacych uzyskanie rozwiazan kinema-
tycznie dopuszczalnych. Tak wigc ograniczenia wystgpowaly w przypadku swobodnego
brzegu nachylonego pod pewnym katem do poziomu brzegu wypuklego, Sciany napie-
rajacej o krzywiznie ujemnej oraz dla pewnych katéw nachylenia wektora predkosci
przesuwu §ciany. Wydaje si¢, Ze jedna z istotnych przyczyn tego jest przyjecie silnego
zalozenia, Ze caly material, facznie ze swobodnym brzegiem. znajduje si¢ w stanie pla-
stycznym. Prawdopodobnie w takich przypadkach wystgpuja ruchome obszary sztywne,
nie bedace w stanie plastycznym i dochodzace do swobodnego brzegu (zjawisko to zau-
wazono np. w pracy [19]). Zbudowanie rozwiazan teoretycznych w takich warunkach
jest bardzo trudne i jak dotad, tego rodzaju rozwiazan brak.
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PeéxoMe

HCCHIEIOBAHME KMHEMATHUYECKHW JOIIYCTHMBIX PEQIEHHH JJIISL
3AOAUM HAIIOPA CTEHOK PA3JIMYHOI'O NPOPHILI

B paGote npeacTaBieHbl OTPaHUYEHMA cyu.(echy}ouine 1A KHHEMATHUYECKH JOMYCTHMBIX pelleHui
3alayy O HANOpe CTEHOK, MMEIOLIMX NpOodUIb MHCTPYMEHTOB IS 3eMJISHBLIX paGor (Hamp. KOBII IO~
IpysuMKa I OTBaJ Oynbmosepa). MccnemoBanme mpoBeneHO Ha OCHOBAHMM MAaTEMATHUECKOH TEOPHUH
IUTaCTMYHOCTH AJIA BECOMON CpeAbl, YAOBIETBOPAIOWIEH yCIoBHIO lacTHuHocTH Kysona-Mopa ¢ yuetom
paboTh! Ha PACTIKEHUE U aCCOLMMPOBAHHOMY 3aKOHY TeueHusa. OCHOBAHHEM JJIST BHIBOMOB GbUT aHAIUS
YHCTIEHHBIX PELIeHHil PANA KOHKPETHEIX KPAeBBIX 3aiad. “ :

/
Summary

ANALYSIS OF KINEMATICALLY ADMISéIBLE SOLUTIONS OF EARTH-MOVING
PROCESSES IN THE CASES OF VARIOUS PUSHING WALL FORMS

In the paper kinematically admissi%)le solutions for earthmoving processes due to various buckets
of loading machines are presented. On the basis of the mathematical theory of plasticity, theoretical solu-:
tions are obtained by means of the associated flow rule and the Coulomb-Mobhr limit state, mass density
being taken into account. Analysis of numerical solutions of several boundary problems makes it possible
to draw certain general conclusions.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
PAN WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 marca 1976 r.
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NIELINIOWE DRGANIA ELASTYCZNIE ZAWIESZONYCH SILNIKOW TLOKOWYCH PRZY
KINEMATYCZNYCH WYMUSZENIACH STOCHASTYCZNYCH

Janusz KOLENDA (GDANSK)

1. Wstep

Silniki ttokowe zainstalowane na §rodkach transportu ladowego lub morskiego (zwa-
nych dalej pojazdami) poddawane sa kinematycznym wymuszeniom, wynikajacym z lo-
sowych ruchéw pojazdu na skutek nieréwnogci nawierzchni drogi lub falowania morza.
Wymuszenia te wptywaja na warto§ci parametréw drgan silnikéw, a tym samym na wa-
runki ich pracy, Zywotno$§¢ i niezawodno$¢. Wskazuje to na celowo$¢ uwzgledniania tego
typu wymuszen przy analizie drgan silnikéw. W przypadkach, gdy wymuszenia wywolane
obrotami watu silnika i zmiennymi skladowymi momentu reakcyjnego sa pomijalnie male
w stosunku do kinematycznych wymuszen, obliczenia moga by¢ wykonane w oparciu
o prace dotyczace wplywu losowych przemieszezenn fundamentéw na drgania amortyzo-
wanych obiektéw nie posiadajacych whasnych Zrédet wymuszeni (np. [1]).

: Ponizej rozpatrzono w pierwszym przybliZeniu czgéciej wystepujacy w praktyce przy-
padek, gdy wymuszenia zwigzane z praca silnika nie moga by¢ pominigte, a losowe zabu- -
rzenia wartogci parametréw drgan silnika s mate. W celu uwzglednienia nieréwnomier-
noéci obrotéw silnika oraz oddziatywania drgan na silnik, jako nieidealne zrédlo energii,
predko$é katowa silnika potraktowano jako wielko§¢ zmienna. Do obliczeri zastosowano
metode linearyzacji [2]. Ograniczono si¢ przy tym do silnikéw z cylindrami w ukladzie V,
gdyz wyniki obliczed moga by¢ latwo wykorzystane dla silnikéw o pionowym ukladzie
cylindréw i silnikéw typu bokser.

2. Réwnania ruchu -

_ Obliczeniowy schemat rozpatrywanego ukladu przedstawia rys. 1. Masa m oznacza
taczna mase silnika i sztywno polaczénych z nim elementéw (np. laczna masg¢ zespotu
pednego pojazdu samochodowego lub laczna mase zespotu silnik-sztywne sprzggto—od-
biornik mocy). Elastyczne elementy zawieszenia 1,2, ..., i,... s3 zamocowane do masy m
“oraz do konstrukcyjnego elementu pojazdu, ktérym moze* byé nadwozie samoniosace
lub rama pojazdu samochodowego, fundament zespotu pradotwérczego na statku etc.
Réwnania ruchu ukladu wyprowadzono dla ustalonego kierunku ruchu pojazdu i nie-
zmiennej w czasie ilo$ci paliwa zasilajacego silnik napedowy pojazdu, przy ktérej pojazd
porusza si¢ ze $rednia predkofcia ¥V, = const. Jako ukiad odniesienia dla pojazdu przy-
jeto uktad wspéirzednych ortokartezjaniskich XYZ, ktérego poczatek przemieszcza sig



Rys. 1. Obliczeniowy schemat ukladu: m — tgczna masa silnika i sztywno polgczonych z nim elementéw;
mo — wirujgca masa niewyréwnowazona, odpowiadajaca jednemu wykorbieniu i skupiona na osi czopa
korbowego; my,y;, — niewyrownowazona masa w ruchu postgpowo-zwrotnym, odpowiadajaca jednemu
cylindrowi i skupiona na osi sworznia tlokowego; L — diugoé¢ korbowodu; r — dlugosé ramienia korby;
ao, bo, co — wspdirzedne punktu przeciecia z osia walu prostej prostopadlej do osi walu, poprowadzonej
ze §rodka cigzkosci masy m, pierwszego wykorbienia, w stanie spoczynku ukladu i priy @ = 0, w ukladzie
wspblrzednych x, y, z; e — odleglo$é osi korbowodu od $rodka ciezkosci masy ni, ; 4, v, w — przemieszcze-
nia $rodka ciezkosci masy m w kierunkach osi x, y, z; x, y, z — osie pokrywajgce si¢ z gtéwnymi central-
nymi osiami bezwladnosci masy m w stanie spoczynku ukladu i przy ¢ = 0, nieruchome wzgledem ukladu
wspélrzednych X, Y, Z; «, B, v — katy obrotu masy m wzgledem jej giéwnych centralnych osi bezwlad-
noéci; § — polowa kata pomigdzy plaszczyznami dwoch rzeddw cylindrowych, @ — kat obrotu pierwszego
wykorbienia; X, Y, Z — uklad wspolrzednych, ktorego osie pokrywaja sic z glownymi centralnymi osiami
bezwladnosci pojazdu w stanie spoczynku ukladu, a poczatek przemieszcza si¢ w kierunku wyznaczonym
przez ruch pojazdu z predkoécia ¥, = const; ¥, — $rednia predkodé pojazdu; X, (£), X2 (1), X5 (¢), — prze-
mieszczenia $rodka ciezkosci pojazdu w kierunkach osi X, Y, Z; X4 (1), X5 (1), X (t) — katy obrotu pojazdu
wzgledem jego gléwnych centralnych osi bezwladnosci

s

[88)
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w kierunku wyznaczonym przez ruch pojazdu ze stalg predkoscia Vi, pokrywajacy sie
z ukladem giéwnych centralnych osi bezwladnoéci pojazdu w stanie spoczynku ukladu
drgajacego. W przypadku ruchu pojazdu po nieréwnej nawierzchni $rodek ciezkosci
pojazdu doznaje losowych przemieszezen liniowych X, (£), X, (t), X5 () wzglgdem poczatku
ukladu XYZ w kierunkach osi X, Y, Z i pojazd wykonuje ruchy obrotowe wzgledem swych
gléwnych centralnych osi bezwladnogci. Losowe przemieszczenia katowe oznaczono
Xa (), Xs (), X6 (2).

Przyjeto, ze uklad wspdirzednych xyz jest nieruchomy wzgledem ukladu XYZ i po-
krywa si¢ z ukladem gléwnych centralnych osi bezwladnog$ci masy m w stanie spoczynku
ukladu drgajacego przy kacie obrotu pierwszego wykorbienia ¢ = 0. W obliczeniach
uwzgledniono, ze amplitudy drgan obrotowych a, f i y masy m sa w praktyce male i w roz-
kladach funkcji trygonometrycznych tych katédw w szeregi potegowe zachowano tylko
pierwsze wyrazy. ‘

Gdy punkt zamocowania i-tego elementu elastycznego do konstrukcyjnego elementu
pojazdu ma w stanie spoczynku ukladu drgajacego wspdtrzedne x;q, y;,, zis W ukladzie XYZ, i
to na skutek losowych przemieszczen pojazdu X, () — X, (¢) punkt ten dozna nastepujacych
przemieszczen w kierunkach osi X, Y, Z:

Uy = X, — xrs+(xlscOSX6 — ¥is8inXg)cos Xs + [zisc08 X + (yisc08 X6 +
‘ + x458in X6 )sin X4 Jsin X5,
2.1 Vis = X2— Yis+ (P15€0s X+ x4, 8In X6 )OS X4 — 255N Xy,
= X3—zi5+ [2;5c08 Xy + (yi15c08 X — x5 5in X6 )sin X, Jcos Xs —
. —(xi5c08 X6 — yis5In X )sin Xs .
Rozpatrzono przypadek, gdy przemieszczenia X, (t)—Xe(f) stanowia stacjonarne i sta-
cjonarnie skorelowane procesy stochastyczne o maltych warto§ciach realizacji, znanych
charakterystykach statystycznych i o wartosciach oczekiwanych réwnych zeru. Dla ma-
lych wartosci realizacji proceséw X, (1), X5 () i Xg(t) zaleznosci (2.1) przyjmuja postac
Uis = X1 = yisXe+ 25X,
2.2) Vis = Xy + XX — 25 Xa,
Wis = X3+ yisXa— x5 Xs.
Jesli o§ x ma wzgledem osi X kosinusy kierunkowe /,, my, n,, o y wzgledem osi Y—1,,,
my, ny i 0§ z wzgledem osi Z—15, my, ny,to przemieszczenia w/w punktu w kierunkach
osi x,y i z wyniosg
‘ Uis = Ilu;s+mlv;s+nl Wis, .
2.3) Vis = Ltis+myvis+n, wis,
Wis = lytig+msvis+ny wis.
Z uwzglednieniem (2.2) otrzymuje sig
=LX +mX,+n X+ yii—myz2) Xa+ (21— 1y X35) X5+
+ (my xis— 11 yi5) X,
Vis = LX  +ma Xo +m X+ (nyyi,—myzi) Xa+ (I Zig— 13 X15) X5 +

2.4 ,
@4 + (maxis— L y15) X6,
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/ “wis = LX +myXo+n3 X+ (3 pis—mazi) Xa+ (L2, —na xi) Xs +
(m3Xis— 13 y19)Xs. :

Wspélezynniki sztywnosci i tlumienia dla elastycznych elementéw zawieszenia od-
niesiono do linlowych przemieszczen poprzecznych przékrojéw tych elementdw, gdyz
wplyw katowych przemieszczen poprzecznych przekrojéw jest przy matych z zatozenia
amplitudach drgan obrotowych masy m 1 warto$ciach realizacji proceséw X, — X znacznie
mniejszy.

Energi¢ potencjalng ¥ analizowanego ukladu drgajacego i funkcje rozproszenla energii
(Rayleigha) D wyrazi¢ mozna zatem w postaci

1 R

(2.5) V= > Z [exi(ui—wi5)? + ¢y i(0i—0i5) + coi(wi— wig) 2]+

i

+g Z U151 0+ 152 Do 70 Dl
. n=0
1 Y TR SO

(2.6) =5 [Ixi(ui_l}lis) + (0= i) + Li(wi—wig) ] + 7/7(77 )

1 /

gdzie ¢y, Cyi, €5 — Oznaczaja wspblezynniki sztywnodci i-tego -elastycznego elementu
przy odksztalceniach w kierunkach osi x, y i z, I, Iyi, [.; — wsp6lczynniki wiskotycznego
thumienia i-tego elastycznego elementu przy odksztalceniach jw., u;, v;, w;—przemieszcze-
nia punktu zamocowania i-tego elastycznego elementu do masy m w kierunkach osi x, yiz
[3], m,, — niewyréwnowazona masa w ruchu postgpowo-zwrotnym, odpowiadajaca
jednemu cylindrowi i skupiong na osi sworznia tlokowego, mo — niewyréwnowazona
masa wirujaca, odpowiadajaca jednemu wykorbieniu i skupiona na osi czopa korbowego
n% — pionowe przemieszczenie niewyréwnowazonych mas n-tego wykorbienia, wywolane
obrotem watu korbowego o kat ¢ [3] (liczac od pionowego polozenia pierwszego wykor-
bienia), ¢ — liczb¢ wykorbierl, g — przyspieszenie ziemskie, h — wspGtezynnik wisko-
tycznego tlumienia przy obrotach watu silnika.
Wspétczynniki ttumienia Iy, Iy, [;; maja na ogét male warto$ci, stad przy matych
z zalozenia warto§ciach realizacji proceséw X, (f) — X, (¢) mozna w pierwszym przyblizeniu
pomina¢ wielkoéci #;,, v;5, Wis W zaleznosci (25\6)1). Na podstawie réwnania Lagrange’a
“drugiego rodzaju, zaleznosci (2.4) — (2.6) i wyrazen wyprowadzonych w rozdziale 2 pracy [3]
otrzymuje si¢ po wprowadzeniii malego parametru. & nastgpujace réwnania ruchu w pier-
wszym przybliZeniu dla ustalonych i bliskich ustalonym standéw pracy silnika:

mu+tcu—U,y+Up = e(P1+ Z cx,u,s),
) {

. (w \’ .

2.7 mo+c,o—V,a4+V,y = e(P2_+ 2. Ciish,
7

mw+c,w— W+ W,a = e(P3'+ Z c,,w,s),

. . . f
b Gdy wartoéei iloczyndw I itis, byis, i wis nie sa w pierwszym przyblizeniu pomijalnie male,
uwzgledni¢ je mozna analogicznie, jak ponizej iloczyny cxitis, CyiVisy CztWis.
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Ix&+cxx“_Vz'v+ WyW—szV—nyﬂ—c’T(wo) = 8|-P4+ Z (cziyiwis—cyizi'vis)]a
: i
Iy‘B+ nyﬂ— WxW+ Uzu—cx,.oc—cyzy =& [Ps + 2 (cx,Z,-uis—cz,x,-w,-s)] s
’ “ i

Iz.'.};+czzy_ Uyu+ Vx'ZJ—Cyzﬂ—'C”(X = E[Pé + Z (cyixi'vis_cxiyiuis)] s
1{/5 = 8P7.
Zachowano tu oznaczenia przyjgte w pracy [3], przy czym .
P; = Rytmy (F)i+mp; (Fi)a+moQ;,  j=1,2,...,7, R;=R{.

~ Réwnania (2.7) przeksztalcic mozna analogicznie, jak w pracy [3] do postac1 odpo-
wiadajacej Jednoczgstoécmwym drganiom

6
2
.(_im+}-3,qm = .A; ¢M)(Pj+ 21 ka)
(2.8) =! k=1
"?5 = —I_P7’

gdzie

b“ =.IIZC’“" by = my 2 Cxis b1.3 =N 2 Cxis

i i i

. Y
b14 = 2 cxi(nlyis_mlzis)’ bIS = Z cxi(llzis_nlxis);

i B

bis = D, cailms Xis—117is),
i

b21 = 12_ 2 cyi, b22 = m; 2 cyl, b23 =Ny 2 cyi) !
i H

i

i

bya = chi(nzyis—mzzh)’ bys = Zc,,-(lzzis—nzx,,), \
i
! b26 = 2 Cyi(mzxis_ 12)’15),
i

. .
by =15 § Czis b3z =my 2 Czi,  baz =n; 2, Czis
1 1 i

byy = Zczi(nllyis_mszls)7 bys = Zczi(lszis_nllxi.s)’
i

i

b35 = Zczi(m:ixis_l3yis)’

i

; b41 = 2 (lscziyi__'lzcylzi)) by, =‘Zl (m3ciyi—m, Cyizi))
i - 1
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bys = Z(Hsczi)’i—nzcyizi), »
bis = 2 [Czi)’i(”s)’is“mszis)—Cini(”z)’ls—mzzis)],
bss = 2 [Czi.ViU3Zis_n3xis)_C;izi(IZZis_nzxis)],
i
bas = Z [Czi)’i(msxjs—fa)’is)—Cyizl(mzxis—lz)’is)],
i
bsy = Z (yexzi—lscyx), bsy = Z(ml CriZi— M3Cy1 X)),
bsy = Z (ny exizi—nzczixy),
bsy = Z [exizi(ny yis—my Zig) — €% (N3 yis—~ M3 Zi4)],
bss = 2 [exizilly 21—y Xis) — Carxitls 71— 3 X,
bsg = Z lexizilmy xis— 1, yio) — c.ixi(ma xis— 13 yis)],
i .
bey = Zazcyixi‘hcxi)’i), bsy = Z(mZCylxi_ml Cxi)i)s
i .
bes = 2 (2 €y11— 1y €09,
bes = Z [eyixi(ny yis— My zis) — Cxi yi(y Yig— My 2is)],
bes = Z [eyixi(laziy—naXig) — Cxryilly zis— 1y Xis)),

) .
bss = A\J [Cyixi(mz-xis_lz Yis) = Cxiyi(my xis— 1 i)l
{

Wielko$ci M, i @Y™ okre§lono w pracy [3], a 4, jest ta spoérdd czestoéel drgan wlasnych
masy m, ktorej warto$¢ jest najbardziej zblizona do warto§ci podstawowej czgstodel wy-
. muszen wynikajacych z wirowania walu silnika.

Przy braku stochastycznych wymuszed drgania masy m opisujg si¢ zaleznosciami [3]

2.9 U=+, V=705F02,0., ¥ ="¥ot0s;

gdzie uy, vy, -.., Yo 0znacza stale skladniki, wywolane stala skladowa momentu reakcyj-

nego, 0;(t) = @™ g,(t), natomiast gu(f) jest rozwiazaniem réwnan (2.8) przy X, = 0,

k=1,2,...,6. Ponizej wyznaczono ¢,(t) z uwzglednieniem wplywu proceséw X;(r).
.



NIELINIOWE DRGANIA SILNIKOW TLOKOWYCH 93

3. Rozwigzanie réwnan ruchu

W celu rozwiazania réwnan (2.8) wprowadza si¢ zamiang zmiennych wediug wzoréw
‘(3.1 Gm = Acos(p+y), Gm = —Alxsin(p+y), ¢ =20
i przeksztalca réwnania (2.8) do postaci
(3.2) A=Xe+Xr, W=VYrtYr, 8 =2Zg,
gdzie A, ¥, £2 oznaczaja nowe zmienne,
6
Xa = =g D, WP sinp+ ),

=1

6
1
YR = 8|V}.m—.Q— mzlj@}m)l)jcos((])'*'yl)],
j=

€
Zg = 7P7,
6
£ .
Xp= — M. sin(p+¥) Z(Dj(m)bijk,
Jj k=1
6
¢ T om
Yp= - W;'ZICOS@P‘*‘W) 'kzll &5 bje X - "
" Jk=

Z czlonéw oznaczonych indeksem R nalezy oddzieli¢ wibracyjne skladniki. Pltynnie zmie-
niajace si¢ wielkosci 4, ¥, £21 ¢ oznaczono indeksem p, a wielkoéci 4, ¥, 21 ¢ uwzgled-
niajace wplyw losowych oddziatywan — gwiazdks. Po odrzuceniu z cztonéw X, Yri Zg
wibracyjnych skfadnikéw analogicznie jak w pracy [4] otrzymuje sie réwnania

Ay = X5(4,, 7,2, 9),

(33) WP =, Y;(Ap’ ylp, 'Qp’ 8),
'QP = Z;(Ap, Tp, 'Qp; 8)’

natomiast réwnania uwzgledniajace wplyw stochastycznych wymuszefi przyjmuja postaé

A% = XA, W 0, €)= = L@ sin(p* +B%) = F (A%, 0%, 9% 4, 9,
(.4) Wr = YI(4", P, 9%, &) — ml;(t)cos (*+T%) = G*(4%, T, @, 9%, [, ¢),
Qx = ZIJ(‘(Ax’ Wx,er, 8) = Hx(Ax’ ylx’ Qx, 8)7

gdzie

6
() = Z &b Xx (1),

Jok=1
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Xr(A*, W*, 0%, &) = eX§ (A%, V%, Q)+ 2XE, (4%, PF, %),
YR(A®, W*, Q% &) = eY5 (A%, P, Q%)+ 2YE, (4%, P, %),
Zi(A™, P, Q% ) = eZF (4%, %, Q%)+ £22%,(4%, P*, 29).
Funkcje X%, X&2, .-., ZF, okreSlone sa zaleinoéciami (3.6) w pracy [4], przy czym o* =
= 0
Przy matych z zaloZenia wartoSciach realizacji proceséw X, (¢) odchylenia
3.5 0A = A*—4,, = T’—Y{p, 02 =0-Q,
sg' mafe. Ograniczajac si¢ zatem do liniowych czlonéw rozkladéw wedhlug poteg odéhy-
len (3.5) otrzymuje si¢ na podstawie (3.3) — (3.5).

aXR

1 04 = F¥(4p, W, 2,y 9pr £, ©) = XE(A,p, W 2, e)+6A (Ap, ¥, 02,8+

+ oW gé (A Py, @y, 0)+ 50 2R Xz 4, ¥, 200,
: oY: /
(3.6) ¥ =G4, ¥, 2,, 9y, &, &) — YE(A,, lpp, Q,, &)+ 04— R (A,,, ¥, 2, 8+
+ow ok 0T O aYR L4y ¥, 0y, ),
! azR
80 = H (A, ¥y, 82,, ) — ZR(AP, ¥, 2, e)+(5A (Ap, v, Q,,, &)+
: yow oz 0Zx B (A ¥, 2 9+ 00508 62’* £ 4y, ¥ 25,5,

Wielkosci 4,, ¥, 22, sa rozwigzaniami réwnan (3.3), przy czym ¢, = th.
W analizowanym przypadku réwnania (3.6) przedstawi¢ mozna w postaci

(.7) ' Y0+ D an¥a) = Z,(), J=1,2,3,

gdzie ' ‘ |
Yl (t) = (SA’ YZ (t) = ag’; Y3 (t) = (SQ,

L 0X§  X§ _ oX§
04, v, o9, '
@) |- E YK _ 0%
Gl =~"%4, ~ @, ", |
_0Z§  0z§  0zZf
54, 0w, o2,

. —

zZ@) = - 2M11 _E(2) [/ @t ) — o= i@t +¥R) ]
1 .
)= ———— HQpt+ %) 4 p—i(Qpt+¥p)
ZZ (t) 2ApMm1m C(t) [e ? +e P p], .

Z,(t) = 0.
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Ograniczono\ si¢ do wyznaczenia rozwiazan szczegdlnych Y;(t) spelniajacych zerowe
warunki poczatkowe, gdyz w celu otrzymania rozwigzania ogdlnego ukladu (3.7) wystarczy
" doda¢ do Yi(t) rozwiazanie ogdlne ukladu réwnan jednorodnych, ktére dla dostatecznie
dlugiego czasu ¢ dzigki istnieniu ttumienia mozna zaniedba¢.
Wyrazajac proces {(t) przez jego rozktad widmowy

(2o}

(= [ dvdp(w),

—©
gdzie ¢(w) oznacza funkcje losowa, ktdrej rézniczki spetniaja warunek
¢ (dgH(w)dp(w,)y = S, )d(w—w,)dodo,,
mozZna napisa‘é

1 o’ .
Zu(t) = - grras | [0 om0l g (a),
) 2Mm2ml _% :
(3.8) _ °
' 1 . . .
22 (t) — _2A_M_;_ { [el(DH-‘Fp)+e-—l(ﬂpl+‘1’n)]elw d¢(w)’
p n’tm ¢

przy czym { » oznacza warto§¢ oczekiwana, ¢7(w) — zespolona funkcjg sprzgzona z ¢(w),
S(¢, w) — gestos¢ widmowa procesu {(#), d — funkcje delta Diraca. Funkcja korelacyjna
procesu {(¢) wyraza SiQ zaleZznoscia

3G9 K(v) = 2 [6™b; 2K, () + )lqs""’b,k 2 i >bz,[kax (¥) + Ry (— 7)]
hk=1 Jo k=
Ir;éjk

gdzie K, jest funkcja korelacyjng procesu X,(f), R %ex, funqu korelacji wzajemnej
proceséw X, () i X,(t). Gestos¢ widmowa procesu {(¢) zwiazana jest z funkcja korelacyjna
K, (7) relacja

- o
_(3.10) - 5@ w) = 5— f K(r)e~"*"dr.
Rozwiazania szczegSlne odpowiadajace funkCJom (3.8) mogq by¢ przedstawione w postaci

G.11) Yi(r) = f yi(@,0dp(@), j=1,2,3,

gdzie yj(w, t) sa rozwiazaniami szczegdlnymi ukladu liniowych réwnan rézniczkowych
5

i+ Zal,.y,, = 2M11 ; 'w![ei(n,H o) o= it +¥p)] |
n=1
(3.12) Va2t ZaZn.Vn = - MIT}, eiwr[ei(npr4-¥’p)+e—l(n,x+wn)]’
= piimim

j’3+ Zaa,.y,,=0. M
n=1 -
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Rozwigzania y;(w, t) maja zatem postac

(3.13) yi(w, t) = Aj(w)e' @+ 4 B (w)ef=2)  j=1,2,3,

przy czym wspolczynniki 4;(w) i Bj(w) otrzymuje si¢ z réwnan (3.12) po podstawieniu
do nich (3.13). Dla rozwigzan szczegdlnych Y;(1) otrzymuJe si¢ z uwzglednieniem (3 1)
i (3.13) rozkiad widmowy

o0
(3.14) Yi0) = [ @@ty Bw)ei-o0dp(w),
za pomoca ktérego korzystajac z wlasno$ci rézniczek do(w) wyznacza si¢ funkcje kore-.
lacyjne 1 wariancje rozwigzan

0

B15) K, (1, 1) = ) [ Ax(@)d @)eets S, w)do+
4 e~ iffa— 1) ’f (B} (w)B;(w)eit: = S(C, w)dw,
(3.16) DY = [ A@PSE oo+ [ [B@PSE, o)do.

Af(w) i Bj(w) sa zespolonymi funkcjami sprz¢Zonymi odpowiedhio z Aj(w) i Bj(w).
Nalezy zaznaczyé, ze Yj(¢) sa funkcjami stacjonarnymi w szerszym sensie, gdyz ich funkcje
korelacyjne zaleza od rdznicy t,—1ty, a wartosci oczekiwane przy zalozeniu

G.17) &) =0
sg rowne zeru. Oznacza to, ze w tym przypadku
(3.18) A=Ay D =¥, Q=0 )

Dla stanéw ustalonych i bliskich ustalonym wielkosci 4, ¥, i 2, sa rozwiazaniami réwnan
0 = EXIJ;I (AIH yjpy 'Qp)+£2 ‘It22 (Ap, Tpa 'Qp)’

@19 0 = o5, (Ap, o 2,)+ 62T 52 (4, ¥ 2,),
0 = ¢Zi,(4,, ¥, 2,)+62Z5%,(Ap, Vp, £25).

W celu wyznaczenia dysypacji energii w ukladzie zawieszenia silnika mozna zgodnie
z postacia funkcji P, [3] napisaé

(B20)  ZF\(Ap Ppn 2,) 42235, (4, ¥, Q,) = _; [erT(Q,) — B(2,)— h2p— (AM)o],

gdzie r oznacza dtugos¢ ramienia korby, T(2,) — §rednig warto§¢ sity gazowej dzialajace]
prostopadle do jednego wykorbienia na promieniu r, B(2,) — §rednia warto§¢ momentu
oporowego odbiornika mocy (na sprzggle silnika), (4M), — staly skiadnik dodatkowego
momentu oporowego na wale silnika (wywolanego drganiami masy m). Przy zatozeniu (3.17)
warto§¢ oczekiwana straty mocy silnika, odpowiadajgce]j dysypacji energii w ukladzie
zawieszenia silnika, wyrnosi ‘

(3.21) dN)o) = (AM)oL2,. /
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4. Uwagi koncowe

' Wyznaczone rozwiazania dotycza kinematycznych wymuszen bedacych stacjonarnymi
procesami stochastycznymi. W przypadku, gdy wymuszenia ruchu pojazdu sa niestacjo-
narnymi funkcjami losowymi, ktére moga by¢ przedstawione w postaci iloczynu stacjo-
narnej funkcji losowej i wspélczynnika bedacego funkeja czasu, zagadnienie moze by¢-
rozwiazane podobnie [5]. Metoda zastosowana w niniejszej pracy moze by¢ przydatna do
analizy drgan silnikéw réwniez przy innych wymuszeniach stochastycznych (np. roz-
patrywanych w pracy [4]), losowych zaburzeniach charakterystyk ukfadu itp., przy czym
dla uzyskania nalezytej dokladnosci obliczenn winny by¢ spelnione warunki

04 < A,, W<V, 82<Q,

Metoda ta moze okazaé sig zatem zbyt malo dokladna przy intensywnych losowych za-
burzeniach ruchu pojazdu, co cz¢sto ma miejsce np. w warunkach transportu morskiego.
Do analizy wplywu duzych kotysan statku na nieliniowe drgania silnikéw celowe moze
by¢ zastosowanie maszyny analogowej w oparciu o stochastyczny analogowy model
falowania morza [6] i znajomos¢ funkeji przenoszenia kadtuba statku [7].

v
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Peswme

HEJWHEMHLIE KOJIEBAHUS VIIPYTO IIOOBEUIEHHLIX ITOPUIHEBBIX
JOBUTATEJEN IIPY CAYUAHHBIX KMHEMATHUECKHX BO3BY)XIEHUAX

B paGoTe paccMaTpHBaIOTCS HEJIMHEHHbIE OIHOUACTOTHRbIE KOJIe0aHUA AMOPTH3BPOBAHHBIX MIOPILIHEBBIX
ABMTATEJIE C LUIECTHIO CTEICHAMM CBOGO/IbI, YCTAHOBJIEHHBIX HA CPEJCTBAX TPAHCIIOPTA H BO3MYLLAEMBIX
Cny4aiHbIMM HEPOBHOCTAMY JOPOTH. YTJIOBasg CKOPOCTh XBUIATENA CUMTAETCA NEPEMEHHON BEJIMYHMHOM.
Tlpu nomoum meTona NUHEAPUIAIMH OTIPEEIITIOTCA KOPPEIANMOHHbIE (GYHKIHMN ¥ JUCIIEPCHH TIpUpaLLie-
HMH aMINTHTYAbI KosebaHMit, (pazoBoro yrna u yrjioBoi CKOPOCTH JBHIATEJSI, BLI3BAHHBIX CIyYalHBIMH
JBYOKEHHAMH TPAHCIOPTHOIO CPE/ICTBA.
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Summary

NONLINEAR VIBRATIONS OF E\LASTICALLY SUSPENDED PISTON ENGINES AT KINEMATIC
STOCHASTIC EXCITATIONS

The paper deals with nonlinear one-frequency vibrations of piston engines with six degrees of freedom,
elastically mounted on transport means and randomly excited in consequence of an uneven road surface.
Rotation velocity of the engine is treated as a variable. The correlation functions and dis‘persions of incre-
ments of vibration amplitude, phase angle and angular velocity of the engine, resulting from random move-
ments of a vehicle, are derived by means of the lmeanzauon method.

INSTYTUT OKRETOWY
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- 1. Wstep

Problemy budowy i zastosowania urzadzen sterujacych swobodnym lotem obiektéw
badZz hamowania i przyspieszania ruchu tych cial sa czgstym przedmiotem badan [2, 3,
9,10, 11, 13, 14, 15]. Wymienione urzadzenia stuzg do uksztaltowania z géry zadanego
toru lotu obiektu. Odpowiednie uksztaltowanie ciata pozwala na uzyskanie wymaganej
celnofci zrzutu, zabezpieczenie przed odbiciem od podioza — rykoszetowaniem, oraz
uzyskanie okre§lonej predkosci upadku. :

W pracy rozpatrzono dynamike: usterzonego obiektu smuklego spadajacego swo-
bodnie [9, 10, 11, 15], obiektu sterowanego sterem glgbokosci [13, 15] oraz obiektu z rakie-
towym urzadzeniem hamujaco-przyspieszajacym [14, 15]. Obiekty traktowano jako ciala
sztywne o trzech stopniach swobody. Otrzymany uklad réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych rzedu drugiego silnie nieliniowych scatkowano numerycznie metoda Runge-Kutta
na EMC ZAM-41 w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych [35, 37]. Dla réznych
paramétréw zrzutu obliczono tory lotu, zmiang¢ kata pochylenia 6, kata natarcia a, pred-
kosci: podtuznej U, poprzecznej W i catkowitej V..

Wprowadzajac metode zamroZonych wspotczynnikow i malych zakldcen badanie
statecznofci sprowadzono do wyznaczenia wektoréw wiasnych Z; i odpowiadajacych im
wartoci wlasnych 4; ;,, macierzy stanu R [9, 11, 12,13, 14]. Charakterystyki aero-
dynamiczne uzyskano w wyniku badaf modelowych w tunelu aerodynamicznym w Insty-
tucie Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej Politechniki Warszawskiej [9, 10, 15].
Geometri¢ i rozklady mas wyznaczono na drodze obliczed teoretycznych i pomiéréw
do§wiadczalnych. '

2. ‘Przyjete uklady wsp6lrzednych

Ruch ukladu materialnego opisuje si¢ jednoznacznie za pomoca wspdirzednych i czasu
w przestrzeni zdarzen zwanej czasoprzestrzenia [7].

Do opisu dynamiki obiektu ruchomego niezbedne sa cztery uktady odniesienia,
[5, 9, 26]:

— uklad Oxyz sztywno zwiazany z poruszajacym si¢ obiektem,

— uklad predkoSciowy Ox,y.z, zwiazany z kierunkiem przeptywu oSrodka,

— nieruchomy uklad grawitacyjny Ox,y,z; zwigzany z Ziemia,
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— uklad grawitacyjny Ox,y,z, zwigzany z poruszajacym si¢ obiektem, réwnolegly
do ukladu nieruchomego Ox,y,z,.

Chwilowe polozenie obiektu jako ciala sztywnego opisano przez poloZenie $rodka’
masy obiektu

Q) ;1 = X, -zT+y1]_‘+zlk

4

Z1

Rys. 1. Przyjete uklady odniesienia

mierzonego wzglgdem nieruchomego ukladu wspélrzednych Ox, y, z, zwiazanego z Ziemig
oraz katéw obrotu obiektu ¥, 0, @. Katy obrotu wyznaczaja jednoznacznie polozenie
ukladu wspétrzgdnych $ci§le zwiazanego z obiektem Oxyz wzgledem grawitacyjnego
uktadu Ox,y,z, réwnolegtego do nieruchomego ukitadu Ox,y,z;. Przyjete katy obrotu
sa katami quasi-eulerowskimi zwanymi réwniez samolotowme [4, 5,9]: D — kqt przechy-
lenia, 6 — kat pochylenia, ¥ — kat odchylenia.

Ruch obiektu opisany zostal w centralnym uktadzie Oxyz, sztywno zwigzanym z cialem
o osiach skierowanych, jak na rys. 1.

Sktadowe wektoréw chwilowych predkosci: liniowej V, i katowej 2 w przyjetym
ukladzie wspéirzednych przedstawmne na rys. 1 wyraZaja sig¢ zaleznoécxaml )i @.

- Wektor pr@dkOéCl liniowej V,: :

(2) V,=U-i+V-j+W-k
gdzie U — predko$¢ podtuzna, ¥V — predko$§¢ boczna, W — predko$§¢ poprzeczna.
Zwiazki kinematyczne migdzy predkosciami liniowymi x,, y;, Z, mierzonymi w ukla-

dzie nieruchomym Ox,y,z, a skladowymi predkofci U, V, W, rys. 1, maja postat,
(s, 9, 10, 29] ‘



BADANIE WLASNOSCI DYNAMICZNYCH LOTU 101

%, ru
3 nl=6N1V|
3 w

gdzie macierz transformacji A, ma postac:

_cos(ilcos‘F, sin@sinfcos¥+  cosPsinfcos¥ + |

—cosDsin¥P, +sin@sin ¥,
A, = | cosOsin¥, sin@sinfsin? +  cosPsinfsin¥ +
’ +cosPcos ¥, —sin@cos ',
sinf, sin@cosb, cos@cosh

Wektor chwilowej predkoéci katowej Q
@ Q = Pi+Qj+Rk
gdzie P — katowa predko§¢ przechylania, Q — katowa predko§é pochylania, R —kg-
towa predko$¢ odchylania. _
Predkosci katowe P, Q, R z rys. 1 sg liniowymi zwiazkami predkosei uogdlnionych
&,0,% o wspolczynnikach zaleznych od wspétrzednych uogélnionych @,0, ¥ i wyra-
Zaja si¢ nastgpujaca zaleznoscig: [5, 9, 10]

[P @
®) 0|=2,]6|
’ : | R ¥
gdzie macierz transformacji A, ma postaé:
1 0 —sin®
Ny =0 cos®@® sinDcosh |.
|0 —sin® cosPcosh

Wektory sit zewngtrznych i momentéw sit zewnetrznych dzialajacych na obiekt, rys. 2,
maja postaé: . '

Rys. 2. Sily i momenty dzialajace na pojemnik



102 J. MARYNIAK, K. MICHALEWICZ, Z. WINCZURA

— wektor sil zewnetrznych F:
(6) F = Xi+Yj+ Zk,
gdzie X — sita podtuzna, Y — sila boczna, Z — sifa poprzeczna,

— wektor momentu gléwnego m
™ ' m = Li+ Mj+Nk,

gdzie L — moment przechylajacy, M — moment pochylajacy, N — moment odchylajacy.

3. Dynamiczne réwnania ruchéw symetrycznych obiektu

Sposréd szeregu obiektéw, poruszajacych si¢ na pograniczu dwdch o$rodkéw lub
wewnatrz ofrodka, okre§lonych mianem obiektéw ruchomych [9], w niniejszej pracy
analizowano dynamike nleodksztalcalnych obiektéw swobodnych. _

Nieodksztalcalnym obiektem nazwano cialo, w ktorym dwa dowolne jego punkty nie
zmieniaja odleglo$ci od siebie. Badajac ruch rzeczywistego obiektu wprowadza si¢ na-
stgpujace zalozenia: ‘ ,

— ukiad wspéirzednych Oxyz zwiazany jest z poruszajacym si¢ obiektem i jego po-
czatek pokrywa si¢ ze §rodkiem masy ciafa,

— na poruszajacy si¢ obiekt dzialaja sily cigzkosci, aerodynamiczne i napgdu ra-
kietowego. '

Réwnania ruchu obiektu wyprowadzono w oparciu o podstawowe réwnania dyna-
miki, [7]: :

- dil, - dk. =
® o @ b g =m

Dla obiektu o stalej masie m = const otrzymano:

Ve .=\ =
oK, ~ - —
(10) . 51 +O2xK, =

Stosujac przekszialcenia [7, 9, 10] oraz rzutujac wektorowe réwnania ruchu (9) i (10)
na osie ukfadu wspétrzednych otrzymano dynamiczne réwnania ruchéw: postgpowego
i obrotowego w postac1 skalarnej [9, 10]. Do otrzymanego ukladu réwnan (9) i (10) do-
chodza: ‘
— zwiazki kinematyczne uwzgledniajace przemieszczenia migdzy uktadami grawi-
tacyjnym i zwigzanym z obiektem, (3), : :

— zalezno$é mJdey predkosciami kqtowyml P,Q, R i predkosciami uogélnionymi
b,0,¥, 3. . \
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Uklad réwnan (9) (10) oraz (5) opisuje ruch obiektu w ukladzie zwigzanym z cialem
Oxyz. Dodatkowy uklad réwnan (3) jest ukladem wigzacym réwnania obiektu w ukla-
dzie Oxyz z nieruchomym ukfadem inercjalnym Ox, y, z,.

Prawe strony réwnaf (9) i- (10) zawieraja sity i momenty sit zewng¢trznych dzialajace
na obiekt ruchomy, bedace funkcjami zmiennych opisujacych ruch i polozenie ciala U, V,
W,P,0,R, @ 0,¥. Skladowe sit zewngtrznych i momentéw dzialajacych ‘na obiekt
wyrazaja si¢ zalezno§ciami:

— sily cigzkosci
X, = —mgsinb,
11D Y, = mgcosfsin®,
Z, ="mgcosfcos P,
— sily aerodynamiczne
1 , .
P, = TQSVpr—opor,
3 . 1 2 H
(12) P, = > oSV ;C,—sila boczna,
\ 1 , :
P, = 7.(_;SV‘,Cz—sﬂa noéna,
— momenty aerodynamiczne
1 .
M, = - oSLViC, — moment przechylajacy,
1o . '
(13) M, = TQSLV‘,C,, — moment odchylajacy,
1 , .
M, = > oSLV ;C,,— moment pochylajacy,

gdzie o — ggsto§é powietrza, S — przekrdj poprzeczny korpusu obiektu, L — diugos§¢
charakterystyczna, C,, C,, C;, Cyr, C,, Cy — bezwymiarowe ‘wspélczynniki aerodyna-
miczne. B

W pracy tej szeroko przeanalizowano ruch obiektu swobodnego w plaszczyZnie Ox,; z, .
Poniewaz przedmiotem badan sa symetryczne [5, 6, 9, 23, 24, 29] ruchy obiektu, to zna-
czy, ze:

v=o,

P=R=0,

(14) -0,
L=N=o.

Biorac pod uwage zaleznosci (14), otrzymano z (9) (10) (3) (5) uklad réwnan opisujacych
plaski ruch obiektu swobodnego, ktéry po uwzglednieniu (11) (12) (13) ma postac:

‘ ’
i
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du , 1
o = —QW—gsin0 + o (X,Q+ Xy W+Xo+ Pp— Py)
dw 1
3= QU+gcost + F[(Zq+qu)Q+ (Zw+Zw)W+Zo]
d
D Myt Mo )Q+ MW M)
dt J,
(15) s Q
dr
dx, .
= Ucosl + Wsin0
dz, = — Usinf+ Wcosb,
dt
gdzie: ﬂ
Xy = — % 0S8V Z[C()cos o~ C (a)sina] ‘
Zo = — % oSV Z[C (o)cos o + Cy(o)sin «]

1
M, = TQSLV?:Cm(“),

przy czym: o = arctg%, V2 = U+ W2

Stosujac przedstawiong métod@ przeprowadzono badania dynamicznych wlasnofci
osiowosymetrycznych obiektéw zrzucanych z samolotu. Przeanalizowano trzy modele
fizyczne pojemnikéw lotniczych:

— pojemnik klasyczny swobodnie spadajacy po zrzucie z nosiciela,

— pojemnik z dolaczonym sterem glebokosci realizujacym aerodynamiczne zakrzy-
wienie toru,

— pojemnik z rakietowym ukiadem hamujqco-przyspieszajqcym.

Opis matematyczny wlasno$ci dynamicznych wyzZej oméwionych modeli fizycznych
sprowadza si¢ do wspdlnego modelu matematycznego opisujacy jednoznacznie nieod-
ksztalcalny obiekt swobodny o wigzach holonomicznych [9]. Réznice wynikajace z réZnic
konstrukeyjnych modeli uwzglednia si¢ w wektorach stanu poprzez wprowadzenie odpo-
wiednich zmiennych zwanych zmiennymi stanu. Wystepujace w ukladzie réwnan (15)
wspéiczynniki X, X,,, Z,, Z,,, My, M,, noszag nazwg pochodnych aerodynamicznych
[4,5,6,29,31, 34], a wspélczynniki Z,,, Z,,,, M, — pochodnych silnikowych [6]. Wy-
znacza si¢ je zgodnie z przyjeta w lotnictwie zasada przy badaniu stateczno$ci obiektéw
latajacych, przy zaloZeniu, ze zmiany symetryczne ruchu powoduja zmiany symetrycznych
siti moment6éw, a zmiany antysymetryczne-antysymetrycznych [4, 5, 6, 9, 10, 12, 29, 31, 32].
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Pochodne aerodynamiczne analizowanych modeli maja postaé:
— dla pojemnikéw klasycznych [10, 11]: ‘

1 W24U? S aC, fx
o= =05, T J GO
1 W2*4+U? _ aoC,
Y=oy S
X1
1 W2+U? S aczf
L=y s, ) G
(16) i
1 W2yU? 4G,
Ze= g0y S
1 WwriUr S . oC, [
+
MmO S 0
g 70U 5, P ) Grxdx,
1 W24+ U? aC,
M,=— -
. »=70 U SL o’
- dla pojemnikéw usterzonych [13]:
1 _WP+U? _[0Ch ,  0Ck 1 fx
Xq— —79 U S[ Ja IH+ Ja Tb Cl(x)xdx N
1 Ww2+U? _acC,
Xo= —ge S5,
’ 1 wetUr [ ac, oC, 1 [
Z _- Y i ZK 7[ d
a 2@ U S[ da IH_'__ do S, Ci ()x x],
(17) =
1 W24+U?% _ oC
Zy= ——p T g0z
2 ¢ U S Jo ’
1 w2tUr_ [0Cmy . 3Cme | f
M=~ ey —SL[ ot hyt o [ €y G|,
1 w2+U? . 0C,
My = U SE o ’

— dla pojemnikéw z rakietowym ukladem hamujacco-przyspiesz\ajqcym

105

pochodne

aerodynamiczne wyrazaja si¢ podobnie jak dla pojemnikéw klasycznych, a pochodne
silnikowe majg postaé [6, 14]:

(18)

qu = Is (msp - ms}l),
Zs = % oVS(Csp— Cspr),

Mtis = Isz(msH'—m:p)’
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gdzie S, — powierzchnia przekroju podtuznego pojemnika, C;(x)— funkcja zmiany
przekroju poprzecznego pojemnika wzdtuz dlugoéei, /y — odleglo§é od SC pojemnika do
0,
t

osi obrotu steru, /;,— odleglo$¢ od SC pojemnika do dyszy silnika rakietowego,

2P . . S
wydatek sekundowy gazow prochowych,zﬁsg = C, — wspélczynnik ciggu silnikéw

rakietowych.

4. Wlasnosci kinematyczne i geometryczne ruchu obiektéw zrzucanych z samolotu

Réwnania (15) opisujace ruch obiektu zrzuconego z samolotu sa réwnaniami rézniczko-
wymi zwyczajnymi rzedu drugiego, silnie nieliniowymi, o zmiennych wspdiczynnikach.
Scatkowano je numerycznie wykorzystujac metode Runge-Kutta przy czym analize nume-
ryczna przeprowadzono w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych, [35, 37].

Opracowane programy maja na celu zbadanie wplywu:

— parametréw lotu nosiciela,

— parametréw konstrukcyjnych obiektu zrzuconego, takich jak kat wychylenia
steru By, wielko§¢ sity hamujacej Py, przyspieszajacej P,, na tor lotu obiektu f(x,, z,),
zmian¢ kata natarcia «, kata pochylenia 0, predko§é upadku ¥, i inne parametry cha-
rakteryzujace ruch.

Obliczenia wykonano dla nast¢pujacych parametréw:

— predko$ci zrzutu ¥, = 100, 150, 200, 250 [m/s];

— kat pochylenia w chwili zrzutu 6, = —15, 0, 15[°];

— wartoéci sit Py = P, = 2000, 4000, 6000 [kG];

— kat wychylenia steru pojemnika fg = 0,15,30 [°];
przy zachowaniu statych warto§ci pozostatych parametrow jak np.: charakterystyk geo-
metrycznych, masowych, aerodynamicznych. '

Charakterystyczne wyniki ot}llczen dla badanych modeli przedstawiono w formie
wykreséw na rys. 3+18.

a) Klasyczny pojemnik lotniczy. Z analizy otrzymanych wynikéw obliczen [10] wy-
plywa wniosek, Ze profil toru z, = z; (x;) w istotny sposéb zalezy od predkoéci zrzutu ¥V,
rys. 3, i poczatkowego kata pochylenia 6, rys. 4. Ze wzrostem predkosci zrzutu ¥, do-
no$no$¢ pojemnika znacznie roénie, a tym samym i jego tor staje sie bardziej plaski, co
doprowadzi¢ moze przy pewnej warto§ci kata upadku 0, do rykoszetu. Podobnie wzrost
poczatkowego kata pochylenia 6, powoduje duze zwigkszenie dono§no$ci przy czym jego
wplyw na zmiang kata upadku 6, jest meznaczny, np. przyrost kata 40, = 30° pow0du1e
przyrost kata A6, =~ 0,1 rad, rys. 4.

Zmiana kata pochylenia 6 na torze ma charakter oscylacji gasnacych, rys. 5. Wazrost
predkosei zrzutu ¥, powoduje zmniejszenie kata upadku 0, oraz zwigkszenie czgstosci
i zmniejszenie amplitudy oscylacji, rys. 5. '

Z charakteru zmian kata natarcia «, rys. 6, i predkosci pionowej W, rys. 7, na torze
wynika, Ze ruch pojemnika swobodnie spadajacego jest ruchem peripdycznym, ttumionym
przy czym ttumienie silnie wzrasta z przyrostem predkosei, rys. 6 i rys. 7.
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Rys. 4. Tory lotu pojemnika dla réznych wartosci poczatkowych katéw pochylenia pojemnika
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'Rys. 5. Zmiany kata pochylenia pojemnika dla rdznych predko$ei zrzutu
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Rys. 6. Oscylacje kata natarcia pojemnika dla predkosei zrzutu Vo = 250 m/s
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Rys. 7. Oscylacje predkodci poprzecznej pojemnika dla predkosci zrzutu Vo = 250 m/s
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Rys. 8. Zmiany predkodci calkowitej pojemnika dla réznych predkodci zrzutu Vy i réoznych katdow
pochylenia 0
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Wektor predkosci catkowitej pojemnika V. zmienia si¢ jak na rys. 8. W pierwszej
fazie lotu nastepuje wyhamowanie predkosci a nastepnie zaczyna ona wzrastaé, przy czym
mozliwa do osiagniecia predko$cia w swobodnym spadku jest predkos§é graniczna.

b) Pojemnik lotniczy sterowany aerodynamicznym sterem glebokosci. Z przeprowadzo-
nych obliczen [13] wynika, Ze profil toru pojemnika sterowanego z; = z;(x;) w istotny
spos6b zalezy od predkosci zrzutu ciata. Ze wzrostem tej predko$ci dono$no$é pojemnika
ro$nie, a wiec tor staje si¢ coraz bardziej plaski, rys. 9.

Z [m]
200 y —
\ -ne
\ VD=2§0'SE 8o=0
m
Vo=750% \
100— .
0

500 1000 1500 X, [m]
Rys. 9. Wykres profilu toru lotu pojemnika dla réznych predkosci zrzutu V, i katéw wychylenia steru Sg

oM 7 2 IE g s e
i\

-q7

-02

=03

-09
0l/rad]

Rys. 10. Wykres zmian kata pochylenia 0 przy zerowym wychyleniu steru Sy = 0° i réznych predkosciach

zrzutu ¥V

Wplyw kata wychylenia steru glgbokoéci na profil toru jest maly. Przyktadowo, przy
predkosci V, = 250 [m/s] wychylenie steru o kat Afy = 30° powoduje zmniejszenie
dono$noéei o AX, = 100 [m], rys. 9. Z charakteru zmian kata natarcia « i pochylenia 0,
rys. 10, wynika, Ze ruch pojemnika na torze jest ruchem periodycznym.. Dotaczona do-
datkowa powierzchnia powoduje uniestatecznienie ruchu. Zwiekszenie wychylenia steru
o kat A8y powoduje ustatecznienie ruchu, gdyz przy malych katach f amplituda wahan

“
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ma tendencj¢ do wzrostu, natomiast przy wigkszych katach Sy utrzymuje si¢ na stalym,
choé podwyzszonym poziomie. Skuteczno$¢ zakrzywienia toru nie jest duza np. wychylenia
steru o kat A8y = 30° powoduje zwigkszenie kata pochylenia o 46 2 0,2 rad przy duzych
wahaniach. Predko$¢ catkowita usterzonego pojemnika w stosunku do klasycznego znacznie
spada, z tym, ze wzrost kata wychylenia steru powoduje wigkszy spadek predkosci, rys. 11.

e [3]

250
m bez sterow
Vo=250 5
200 : _\
— S
Py=30°

Bo=0°

row
bez sterow |

150 N ——
— V=105 | B,=30°
0 2 7 6 1[5

Rys. 11, Charakter zmian predkoSci catkowitej Ve dla réinych predkosci poczatkowych pojemnika
z wychylonym sterem i bez steru

¢) Pojemnik lotniczy z rakietowym ukladem hamujqco-przyspieszajgcym. Z analizy
otrzymanych wynikéw obliczen numerycznych [14] wynika, Ze profil toru lotu pojemnika
z, = z,(x;) w istotny sposéb zalezy od predkosci zrzutu ¥, 1 wielkoScei sit hamujaco-przy-
spieszajacych, rys. 12 i rys. 13. Dla danej sily rakietowej wzrost predkosci zrzutu powoduje

4 [m]
\ 200, =

‘\%\\
o X\

N
XX

0 250 500 760 % [m] 1000

Rys. 12. Wykres profilu toru lotu pojemnika dla predkoéei zrzutu Vo = 150 m/s i wartosci sity hamujacej
H = 2000 kG i przygpieszajqcej P = 2000 kG
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. | :
zwigkszenie donognosci pojemnika natomiast przy ustalonej predkosci zrzutu przytozZenie
wigkszej sily hamujaco-przyspieszajacej powoduje zmniejszenie dono$nosci, przy czym
istotnym czynnikiem jest czas wlaczenia silnika przyspieszajacego, rys. 12, 13. Wzrost
przedziatu czasowego migdzy czasem zakoriczenia pracy silnika hamujacego fxy, a czasem
odpalenia silnika przyspieszajacego t,, powoduje wigksze wystromleme toru, a tym samym
zmniejszenie dono$nosci (rys. 12, rys. 13).

Tnteresujacy przebieg ma zmiana wektora predkosci calkowitej Ve pojemnika na
torze, rys. 14, rys. 15. Dla poréwnania wynikéw na jednym wykresie przedstawiono
krzywe zmiany wektora predkosci dla swobodnego spadku pojemnika oraz dla lotu po-

g [m]
a
200

V=150
H=4000

750

100

A\

50
78

0 250 500 750 X, [m] 1000

Rys. 13. Wykres profilu toru lotu pojemnika dla predkoéci zrzutu ¥, = 150 m/s i wartoéci sily hamujace)
. H = 4000 kG i przyspieszajacej P = 4000 kG

Ve / %/

9 -7
/ '-5_-—

150 —_— = —18
100 \ / ____,L,———""’J’/ 7
50 :

e

H=2000

L0 2 9 -6 s

Rys. 14. Charakter zmian predkosci catkowitej ¥V, dla predkoéci poczatkowej pojemnika Vo = 150 m/s
i wartoéci sity hamujacej H = 2000 kG i przyspieszajacej P = 2000 kG
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jemnika z przylozonymi okre§lonymi wartosciami sit rakietowych Pg i P,, rys. 14 i rys. 15.
Z analizy uzyskanych przebiegéw wynika, Zze przy danej predkosci zrzutu wigksza warto$é
sily hamujacej powoduje wigckszy spadek predkos$ci catkowitej i analogicznie wigksza
warto$¢ sity przyspieszajacej powoduje wzrost predkoscei calkowitej, a w tym i predkoéci
koficowej V. Okre§lona warto$¢ sity hamujacej Py lub przyspieszajacej P, powoduje
podobne efekty hamowania lub przyspieszania przy réznych predkosciach zrzutu. Na
predkos¢ koncowa pojemnika ma wplyw przerwa czasowa Ata okreslona wzorem At, =
= tpp,— 1y, PIZy czym im ta przerwa jest wigksza tym warto$¢ predkosci koncowej wzrasta.
Wynika to stad, Ze predko$é koficowa jest suma predkosci swobodnego spadku w czasie
At, oraz predkosci rozpedzania podczas dziatania silnika przyspieszajacego, rys. 14irys. 15.

Z wykreséw przedstawiajacych zmiang kqta natarcia « na torze, rys. 16 i rys. 17,
wynika, Ze kat natarcia zmienia si¢ periodycznie, przy czym amplituda i okres wahan

[3]

750 —t=

700

50

—

H=4000

g 4 9 6 t/s]

Rys. 15, Charakter zmian predkoéci calkowitej V. dla predkoSci poczatkowej pojemnika Vo = 150 m/s
i wartodci sily hamujacej H = 4000 kG i przyspieszajacej P = 4000 kG ’

«|[rad]

A | ;
N NAAAAAAY e

7 \/ 24 3 4 5
005

Rys. 16. Charakter zmian kata natarcia o na torze przy predkosci zrzutu Vo = 150 m/s i wartosci sity
hamujacej H = 4000 kG i przyspieszajacej P = 4000 kG. Silnik przyspieszajacy dziala bezposrednio
po silniku hamujacym
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Rys. 17. Charakter zmian kata natarcia o na torze przy predkosci zrzutu ¥, = 150 m/s i wartosci sily
hamujgcej H = 4000 kG i przyspieszajacej P = 4000 kG. Silnik przyspieszajacy zostaje wlaczony po

05

10

czasie At = 2 s od chwili zakonczenia pracy silnika hamujacego

ltrs]

15
-0

o =

Rys. 18. Wykresy zmian kata pochylenia ¢ dla predkosci zrzutu ¥o = 150 m/s i wartosci sit hamujacej H

i przyspieszajacej P rownych H = P = 4000 kG wiaczanych w réznych momentach czasu

zaleza od wielkosci oraz czasu przyloZenia sit rakietowych do pojemnika. Pojemnik w czasie
ruchu ustatecznia si¢ na torze, rys. rys. 16 - 18. Szybsze wlgczenie silnika przyspieszajacego

powoduje szy

bsze ustatecznienie ruchu.

- Zmiana kata pochylenia 6 na torze ma charakter oscylacyjny, rys. 18. Zasadniczy
wplyw na wielko§¢ kata upadku pojemnika 0x ma czas wlgczenia silnika przyspieszajacego
w ustalonych parametrach zrzutu i wielko§ciach sit przyspieszajacej i hamujacej. Stwier-
dzono, ze pozniejsze wlaczenie silnika przyspieszajacego powoduje duzy wzrost (do ~ 1rad)
kata 0 w czasie swobodnego lotu pojemnika a nastgpnie powolne oscylacje ZJednoczesnym
powolnym i ciaglym wzrostem, rys. 18.

8 Mechanika Teoretyczna 1/77
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5. Wlasno$ci dynamiczne ruchu obiektow zrzucanych z samolotu

Do badania wlasnogci dynamicznych ruchu pojemnikéw lotniczych mozna zastosowaé
uproszczone modele matematyczne obiektu fizycznego. W pracy, analizujac ruchy podtuzne
obiektéw zrzucanych z samolotu, uproszczono model matématyczny tego zjawiska poprzez
linearyzacje réwnan ruchu (15) stosujac metod¢ zamrozonych wspétczynnikéw i malych
zakldcen. Przyjeta metoda zaktada, ze w ruchu obiektu latajacego wystepuja mate odchy-
lenia od okre$lonych w danej chwili warunkéw lotu. Mozna ja stosowa¢ w przypadku,
gdy lot nie zachodzi przy krytycznych katach natarcia «,, oraz gdy zmiany potlozenia
katowego sg male, [9, 10, 11].

Linearyzacje przeproWadzono w okre§lonym punkcie toru przy zalozeniu:

0 = 0,49 —kat toru,
Q = Q,+q— predkos¢ katowa pochylenia,
U = U, +u — skladowa podtuzna predkosci postepowej,

W = W,+w —skladowa poprzeczna predkosci postgpowej,

6,,0,, U, W, —kat toru; predkos¢: katowa pochylenia, predkosé podluina 1 poprzeczna
w chwili ¢;, dla §cile okre§lonego potozenia. Wartoéci te sa obliczane na drodze catko-
wania numerycznego ukladu réwnan nieliniowych (15).

Uklad réwnan rézniczkowych (15), po zlinearyzowaniu, [9, 11, 12], oraz uporzadko-

waniu, w zapisie macierzowym, ma nastgpujaca postac: ‘

(19) AX+Bx+Cx+D =0,

gdzie:
A = [a;;] — macierz kwadratowa wspélczynnikéw bezwladnosci,
B = [b;;] — macierz kwadratowa wspoélczynnikéw ttumienia,
C = [¢;;] — macierz kwadratowa wspdlczynnikéw sztywnoéci,
D = [d;j] — macierz kolumnowa wyrazéw wolnych,

przy czym

col[ITu, ITw, 4]

x = col[u, w, 19]

X

Rozwiazanie zagadnienia sprowadzono do wyznaczenia wektoréw wiasnych Z; i od-
powiadajacych im wartosci wlasnych 4; ;., = & ;. 7, ;,, macierzy stanu R wyraza-
jacej sie zaleznogeia, [9, 11, 12]:

AL S
(20) , R = [—A“C ! _A_IB].

Wyznaczenie wektorédw wlasnych Z;, odpowiadajacych §cisle okre§lonym wartosciom
wlasnym 1;, pozwala na identyfikacje odpowiednich ruchéw rozbatrywanego mode]u
fizycznego badanego obiektu. -

Rozwiazanie ogdlne ukladu réwnan (19) jest liniowa kombinacja wszystkich roz-
wiazan szczegdlnych i dla niepowtarzajacych si¢ wartofci wlasnych ma postac:.

1 ‘ Z = ZCJ Z;exp(4y, 1),

ji=1
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gdzie: )
Z; — jest wektorem wilasnym, odpowiadajacym wartodci wlasnej 4,
C; — state wyznaczone z warunkéw poczatkowych, bedacych wartosciami
zakldcen od parametréw ruchu, dla chwili ¢t = ¢,
Ajj41 — warto$ci wlasne macierzy stanu R,

. .. . 27
— czesto§é oscylacji o okresie T; = ——,
j
— wspdlczynnik thumienia, jezeli wszystkie & < 0, wahania sa tlumione,
tzn. ruch obiektu jest asymptotycznie stateczny w sensie Lapunowa,

Nj+1

é:j.i+l

T, = [n—z—czas sttumienia amplitudy do potowy,

&
przy czym liczba warto§ci wlasnych 1 odpowiadajgcych im wektoréw wlasnych Z; jest
réwna n — liczbie réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego.

Stosujac opisana metode¢ zbadano stateczno$¢ podtuzng modeli pojemnikdéw lotniczych
przedstawionych w rozdz. 4.

Postawiony problem rozwigzano przy pomocy maszyny cyfrowej. Program obliczania -
warto$ci wlasnych i wektorow wlasnych macierzy zostal opracowany oraz obliczenia
wykonano w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych [36, 38].

Otrzymano cztery warto§ci wlasne, ktére zidentyfikowano analizujac odpowiadajace
im wektory wlasne Z;:

A2 = & 2%in,, . — odpowiada szybkim oscylacjom pochylajacym &, zawsze silnie

tlumionym &, , < 0, z réwnoczesnym przemieszczeniem po-

. przecznym pojemnika lotniczego w,

23 o = &3,4+in3 4 — odpowiada poprzecznym wahaniom periodycznym o czgstosci

lub 73,4 lub przemieszczeniom aperiodycznym o, w; charaktery-
Ay =& zuje ruchy rozbiezne &3 > 0, &, < 0 lub slabo tlumione wa-
j-4. = §4 hania.

Charakterystyczne wyniki obliczefi dla analizowanych modeli pojemnikéw lotniczych
przedstawiono ma rys. rys. 19+24. Wykreflono zmiany wspélczynnikéw tlumienia &
i czgstodei oscylacji %, w funkcji czasu spadku pojemnika 2. W celu okre§lenia polozenia
pojemnika przedstawiono réwniez tor lotu z, = f(x,), obliczony w rozdz. 4.

a) Klasyczny p0]emmk lotniczy. Macierze A, B, C réwnania (19) dla klasycznego
pojemnika lotniczego maja postaé:

— macierz wspélczynnikéw bezwladnosci

mO0 O
A=]0 mo|, '
00 J
— macierz wspdlezynnikéw tlumienia
_Xu’ le_Xw’ le_Xq’
B=|-mQ+2), -Z,, —mU+Z)[,

_Mu’ _M‘w, _Mq’
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— macierz wspotczynnikéw sztywnosci

Xy
Zy
0

C:

SO O
S OO

Z analizy zmian warto$ci wlasnych, rys. 19, w funkcji czasu lotu tzn. w zaleznosei od
poloZenia na torze, wynika, Zze ruch pojemnika klasycznego w poczatkowej fazie jest
lotem niestatecznym &; > 0. W pierwszej fazie lotu po zrzucie pojemnik wykonuje po-
wolne ruchy aperiodyczne niettumione & > 01 &, < 0, z réwnoczesnymi silnie ttumionymi
oscylacjami &,,, < 0 o czestosci 1,,,. W dalszym locie nastgpuje ustatecznienie ruchu,

’iujgv
207 P 7,’2 T
-~
-~
L
15— L
- H=200m
_ P 00:00
- =
10 L =Tk
|
:0,[78' i:_\ . }, =il s i JteeiaOaTs
006 o — - + -
-
ot =~ L -
700 150 200 250 A
rao2
/—— ——
/ $34
003~ R S
0./—\«-—-\ — —
02— —[ ———— N'—— Sl e
03 | TE— \
“¢12 ~434 12 yp
100 750 200 250
700‘0’2 \\ J
|
|
750 i e //94’
_0’3 . B —— _—
2001 S
09 \
250} -
Lg5 &
Ve |=6% ,/

Rys. 19. Zmiany wspolczynnika tlumienia &, czgstoéci oscylacji 7, kata upadku 0, i predkosei
upadku ¥, w funkcji predkosei zrzutu Vo, w chwili kotcowej T = T
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N

’

T2

73— ey —— ) S 7 )
_ //77,2
v

127 = o oo o — = i

S - P V,=150m/fs |
\-\\___// 50:00
25 —
45 139 _
003{" g, 7 i [

P — N S N - =
0071 \l ¢
mf—F V0% A

\ J $39
005

' ¢
"@ 9
a19

4

024
20

150

700

50

=
4

Rys. 20. Zmiany wspolczynnika tlumienia &, czestodei oscylacji 1 i toru lotu x; = f(z,) w funkcji
czasu ¢ dla predkosci poczatkowej zrzutu Vo = 150 m/s

.

zaréwno szybkie oscylacje o czesto$ci 7y,, sa tlumione &,,, < 0, jak i wahania perio-
dyczne o niskiej czestosci 13,4 sa zanikajace £3,4 < 0. '

Wyniki przedstawione na rys. 20 potwierdzaja stateczno$¢ lotu pojemnika w koncowej
fazie spadku: &,,, < 01 &;,4 < 0. Ze wzrostem predkosci zrzutu ¥, wzrastaja szybkie
oscylacje wywolane ,,usztywnieniem’” aerodynamicznym (7, ,, ronie), przy réwnoczesnym
siimym wzroécie tlumienia (ujemna warto§¢ &,,, maleje). Zmiany tlumionych wahan

.fugoidalnych sa bardzo male. :

b) Sterowdany pojemnik lotniczy z wychylanym sterem glebokosci. Macierze A, B, C
réwnania (19) sterowénego pojemnika lotniczego wyrazaja si¢ podobnie jak w przypadku
pojemnika klasycznego, natomiast rézna jest posta¢ poszczegéinych wyrazéw macierzy.
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Analiza wynikéw wykazuje, Ze umieszczenie steru glgbokosci o przyjetych ksztaltach
i wielkosci powoduje stabe uniestatecznienie lotu pojemnika: &,,, > 0 i w pewnych fazach
lotu: &; > 0, rys. 21.

Wychylenie steru o kat Sy w niewielkim stopniu poglebia niestateczno$¢ lotu, rys. 22.
Tak przyjete stery wykazuja jednoczeénie mata skutecznosé, co jest spowodowane silnymi
wlasnosciami stabilizujagcymi brzechw i pierScieni kierujacych pojemnika klasycznego.

¢) Pojemnik lotniczy z rakietowymi silnikami’ hamujqco-przyspieszajacymi. Macierze
A, B, C réwnania (19) dla pojemnika lotniczego z rakietowym ukladem hamujgco-przy-
spieszajacym sa nastgpujace:

— macierz wspdtczynnikéw bezwladnodcei

mO O
A=|0 mO0 |,
00 J,
M2 ,
18 4
e L
72 //- 2
N
/
AN P39, "
\012 ’\\//
2 4 \ - ll \\ é P 0 2
/ T -1
UL/ \\ N/ \ [2\ é12 \ - ¢
\ 3 9 5 6| 157
\53,4 _
2 7 & - 02
NI &
7 09
.
6 \ 06
S
e | 7 2 8 4 5 Gy
\ 200 500 70 1000 X, [m]
160 N ™ ‘
\ N - wet/s]
100 AN P=H=9000[k5]]
. N \ C TA=1s
50— \ , L ! 0
X Z,00) XZ )
0 f _ |
7, .

Rys. 23. Zmiany wspolczynnikdéw tlumienia §; i wsp()lczynhikéw czgstosei oscylacji n; w funkeji czasu

spadania pojemnika dla predkosci zrzutu ¥, = 150 m/s i wartoéci sit hamujacej H i przyspieszajacej P

réwnych H = P = 4000 kG. Silnik przyspieszajacy wiaczony bezpoérednio po wylaczeniu silnika hamu-
: jacego ;
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— macierz wspélczynnikéw ttumienia
_Xua le_wa n1W1_Xq)

B=|-mQ,—2,, —Z,—2Z,s, mUl_Zq_qua s
_Mu’ _Mw, _Mq_qu>
— macierz wspélczynnikéw sztywnosci
0 0 mgcosh,
C=10 0 mgsinf,|.
00 0

Analiza uzyskanych wynikéw pozwala wyciagnaé nastepujacy wniosek. Mianowicie,
wiaczenie lub wylaczenie silnika rakietowego powoduje uniestatecznienie ruchu, przy czym
rodzaj niestatecznoci jest zalezny od momentu wlaczenia silnika przyspieszajacego:
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Rys. 24. Zmiany wspblczynnikéw tlumienia &, i wspélczynnikéw czestosei oscylacji 7, w funkcji czasu
spadania pojemnika dla predkosci zrzutu V) = 150 m/s i wartosci sit hamujacej H i przyspieszajacej P
rébwnych H = P = 4000 kG. Lot pojemnika przy dzidtajacych silnikach. hamujacym i przyspieszajacym-
wlaczonym po czasie 4f = 4 s od chwili zakonczenia pracy silnika hamujacego
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a) Przypadek wiaczenia silnika przyspieszajacego natychmiast po zakonczeniu pracy
silnika hamujacego, rys. 23. Z analizy otrzymanych warto$ci wlasnych wynika, ze ruch
pojemnika w czasie pracy obu silnikow jest ruchem statecznym: &;,, < 0 i &3,, <0,
przy czym wlaczenie silnika przyspieszajacego powoduje zmniejszenie statecznosci. Na-
stepna faza ruchu badanego obiektu jest niestateczna. Pojemnik wykonuje powolne ruchy
aperiodyczne niettumione: &3 > 0 i &, < 0, z réwnoczes$nie niethumionymi oscylacjami
&1,2 > 0 0 czgstosei y,,. W koncowej fazie lotu nastgpuje ustatecznienie ruchu. Zaréwno
szybkie oscylacje 7, ,, sa ttumione: &,,, < 0, jak réwnieZ periodyczne wahania fugoidalne
zanikaja.

b) Przypadek wiaczenia silnika przyspieszajacego w okre§lonym czasie po zakoficzeniu
pracy silnika hamujgcego, rys. 24. Analizujgc otrzymane warto$ci wlasne stwierdzono
niestateczno§¢ dynamiczna w fazie lotu po zakonczeniu pracy silnika hamujacego: £,,, > 0.
Pojemnik wykonuje niettumione oscylacje: &,,, > 0 o czesto§ci 7,,, z jednoczesnymi
powolnymi periodycznymi ruchami fugoidalnymi %, silnie ttumionymi &3,4 < 0. Wig-
czenie silnika przyspieszajacego powoduje poglebienie niestatecznosei &;,, > 0 i osigga
wieksza warto$¢. W koncowe]j fazie lotu nastepuje ustatecznienie ruchu. Szybkie oscy-
lacje 7,,, sa mocniej thumione &,,, < 0, jak réwnieZ periodyczne wahania fugoidalne sa
whaniami ttumionymi &;,, < 0. )

6. Whnioski

Przedstawione metody badania wlasno$ci dynamicznych ‘pojemnikdw lotniczych daja
ciagla informacje o ruchu obiektu na torze, w przeciwienistwie do analizy ruchu metodami
balistyki zewnetrznej, w wyniku ktérej uzyskuje si¢ informacje wylgcznie o ruchu §rodka
masy. W wyniku przeprowadzonej analizy dynamicznej ruchu obiektu smukfego wiadome
jest, ze cialo zrzucone z malej wysokosci z pokladu nosiciela uzyskuje tak maty kat upadku
Ok, ze istnieje duza mozliwo§¢ odbicia si¢ go od podloza. W zwiazku z tym nasuwa sie
konieczno§¢ zastosowania urzadzen, ktére spowodowalyby zwigckszenie kata upadku
przez wystromienie toru. Przeanalizowano zastosowanie steru glebokosci, ktérego zadaniem
/bylo zakrzywienie toru lotu obiektu bez uprzedniego wytracania jego energii kinetycznej
oraz ukladu hamujaco-przyspieszajacego opartego na wykorzystaniu silnikéw rakieto-
wych. Stwierdzono, Ze skuteczno§¢ zastosowanego steru do zakrzywienia toru lotu obiektu
jest mata ze wzgledu na to, Ze dolaczona dodatkowa powierzchnia okazala si¢ elementem
destabilizujgcym ruch obiektu. Natomiast rakietowy uktad hamujaco-przyspieszajacy
okazal si¢ skuteczny i w pelni realizuje postawione wymagania. Oczywistym jest fakt,
ze praktyczna realizacja takiego ukladu nastreczy okreSlone trudnosci. Poniewaz silniki
rakietowe charakteryzuja si¢ prawie stalym ciagiem, uklad hamujaco-przyspieszajacy
wykorzystujacy je jest malo «elastyczny» w sensie wykorzystania, tzn. warunki zrzutu
muszg by¢ SciSle okre§lone.

Wyzej oméwione uktady nie wyczerpujg wszystkich mozliwosci sterowania swobodnym
lotem obiektu. Po wszechstronnej analizie wszystkich wariantéw przedstawionymi meto-
dami mozna wybra¢ optymalny uklad sterujacy uwzgledniajac jako kryteria optymali-
zacji: mozliwosci techniczne i ekonomiczne realizacji, stopied spetienia postawionych
wymagan i inne warunki majace wpltyw na parametry urzadzenia.
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Pe3ome

TEOPETUYECKUE UCIBITAHUS TUHAMWUECKUX CBONCTB ;
ITIOJIETA OBFBEKTOB CBPACBIBAEMBIX C CAMOJIETA

B pabore paccmaTpuBaloTCsl AMHAMHUECKHE CBOUCTBA cneuyxoumx' 00BEKTOB ; CBOGOLHO MafAIoLIEro
00BEKTa C XBOCTOBBIM OllepPEHHEM, OOBEKTA C OTKJIOHEHHBIM PYJIEM BBICOTBI M OOBEKTA C PAKETHBLIM ABU-
raTesieM TOPMOMKEHUA — ycKopeHus. OOBEKT CUMTAETCA YKECTIKMM TEJIOM C TPEMs CTENEHAMHU CBODOIBI.
IMonyyena cucrema HeNMHMHERHBIX YPaBHEHHIT BTOPOrO IIOPAAKA. Y DABHEHUA HHTETPUPOBAHBI UHMCIICHHBIM
METOAOM C YYeTOM IPHUHATHIX HAYaibHbLIX YCJIIOBHH.

ITocne nuHEapU3aLMM METOJOM MAIIbIX BO3MYLUEHHI, HCOBITAHUA YCTONUMBOCTH MPHUBEAEHLI K pe-
IIEHNIO COOCTBEHHBIX BEKTOPOB H COOTBETCTBYIOLHMX UM COGCTBEHHBIXK 3HAUEHHIH.

AdpoMHAMHYECKHE XAPDaKTEPHCTHKH IMOJYUYEHbI SKCIIEPUMEHTAIBHO IIyTEM HCIBLITAHUA MOMeei
B a3pOJMHAMHYECKHX TpYyGax.

Summary

THEORETICAL RESEARCH OF DYNAMICAL FLIGHT CHARACTERISTICS OF BODIES
DISPOSED FROM AN AIRCRAFT

’ The paper deals with the dynamics of a freely falling slender body, equiped with control surfaces,
body with deflected height control surfaces, and body with the rocket type braking-accelerating unit. The
object is concerned as a rigid body with three degrees of freedom. The obtained system of strongly non-
linear, ordinary, second order differential equations is solved numerically under prescribed initial condi-
tions. Using the method of freezed coefficients and the perturbation method the stability analysis was,
reduced to finding the eigenvalues and eigenvectors. Aerodynamical characteristics were obtained as a re-
sult of model testing in a wind tunnel. )

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zlozona zostala w Redakcji dnia 21 kwietnia 1976 r.
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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETA METODA PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

JAN BracHUT (KRAKOW)

1. Wstep

Metodg¢ programowania dynamicznego wykorzystuje si¢ w mechanice nie tylko do
rozwigzywania jedno i dwuwymiarowych elementéw konstrukcyjnych, lecz réwniez do
ich optymalnego ksztattowania.

W pracy [1] rozwiazano nieliniowe zadanie statyki preta. Wychodzac z minimum
energii potencjalnej wyznaczono lini¢ ugiecia preta sprezystego, jednostronnie sztywnie
utwierdzonego, dowolnie obcigZzonego momentem i sita skupiong oraz obciazeniem ciggltym,
przy ograniczeniach geometrycznych. Stosujac programowanie dynamiczne POCZTMAN
podat [2] optymalny ksztalt belki wspornikowej o przekroju prostokatnym, stalej szero-
kosci, ze wzglgdu na minimum objetosci, przy ograniczeniach natozonych na geometrie
belki z materialu pelzajacego.

Znane s3 rozwigzania zadan wariacyjnych o pochodnych czastkowych, ktére spro-

wadzajg si¢ do liniowych réwnaf rézniczkowych typu parabolicznego lub eliptycznego,
okre$lonych na obszarach regularnych i nieregularnych [4, 5]. Préba uzycia metody pro-
gramowania dynamicznego do optymalnego ksztaltowania elementow konstrukcji pro-
wadzi do nieliniowego réwnania Hamiltona-Jacobiego lub postugujac sie koncepcja
dyskretnej aproksymacji procesu ciaglego otrzymuje sie réwnanie funkcyjne rozwiazywane
- numerycznie w sposob odmienny od bezpo$rednich obliczed maszynowych. Pomimo
wielu trudnodci [6] metoda ta posiada duzo zalet, ktére wynikaja z procesu «poszuki-
wania» rozwiazania optymalnego, a nie otrzymywania go za pomoca rachunku. Umozliwia
to pokonanie wielu trudnoSci zwiazanych ze stosowaniem zwyklego podejécia rachunku’
w\ariacyjnego. ,
- ‘W pracy [3] przedstawiono rozwigzanie dwugranicznego zadania wariacyjnego dla
preta sprezystego, jednorodnego z uwzglednieniem ograniczen geometrycznych, jako
zadanie sterowania optymalnego. Poszukujac minimum energii potencjalnej zdeformo-
wanego preta o stalym przekroju metoda réwnania funkcyjnego Bellmana, otrzymano
linig ugiecia preta dla kilku obcigZen zewnetrznych sita skupiong.

2. Sformulowanie problemu

Celem tej pracy jest préba optymalnego ksztaltowania preta przy duzych przemieszcze-
niach, z tym, Zze przedstawione zostang gidwnie szczegdly obliczen maszynowych zasto-
sowanej metody. Rozwazaé bedziemy $ciste réwnanie linii ugiecia, a jako kryterium opty-
malno$ci przyjmiemy minimum objetosci.
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Niech bedzie dany jednorodny, sprezysty pret, jednostronnie sztywno utwierdzony,
obcigzony momentem M oraz sita skupiong P w punkcie x = x,. Rozwiazan poszukiwad
bedziemy dla M # 01 P # 0. Moment M i sifa P moga przemieszczad si¢ tylko wzdluz
prostej x = xo, za$§ pret bez tarcia moze przesuwaé si¢ przez prawe zamocowanie.

Taki charakter obciaZzenia sprawia, ze dlugo§¢ / preta jest pierwotnie nieustalona
i kazdorazowo wyznacza ja wielko§¢ obciazenia. Dodatkowo zaZzadajmy, aby w stanie
réwnowagi prawy konieg prgta pozostal poziomy (rys. 1). Przy takim sposobie obcia-

Rys. 1. Sposodb obcigzenia preta

Zenia sifa P 1 momentem M nalezy znalezé przekrdj, ktéry zapewni minimum objetosci
przy spetnieniu réwnania réownowagi i warunkéw brzegowych. Zadanie to sformutujemy
ponizej w kategoriach teorii optymalnego sterowania [8]. Za§ do jego I‘OZquzanla uzyta

zostanie wersja dyskretna programowania dynamicznego.
a) Réwnanie stanu. Réwnanie stanu bedzie rownaniem réwnowagi preta, ktére w ukta-
dzie wspdétrzednych (s, ¢) mozZna zapisaé
M(s)

N r /_d(p
6y ¢ = PR ‘P—"d?-

b) Warunki brzegowe. Na sztywno zamocowanym koncu begdzie

) O =7 |

¢) Ograniczenia. Zbior ograniczen Uy bedzie zawieral ograniczenia nalozone na:

— kat, tj. a< |p| < D, a > 0, D < w/2, przy czym w calym przedziale calkowania
0 <s < 1przyjetoa = 0, 1 oraz @ = 1,54,

— geometrie preta, tj. sita 2 oraz moment M moga przesuwaé si¢ po proste_| X = xo ;
prawy koniec prgta pozostaje poziomy

! N

N | p() = 53

— 'spos6b wykonania (pret moZe swobodnie, bez tarcia przesuwaé si¢ pod sila P).
d) Funkcja celu. Niech przekrdj poprzeczny preta bedzie prostokatny o stalej wyso-

kosci. Objetos¢ jest wtedy proporcjonalna do sztywnoSci a(s). Poszukiwaé bedziemy
! ,

takiej sztywnosci a(s), aby zapewni¢ minimum objgtosci ¢o f o(s)ds to jest
0

!
@) : V* = minco f a(s)ds.
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Sposob rozwiqzania. Z. uwagi na ksztalt réwnania stanu wygodniej jest wyeliminowaé
“als) z (1) i wstawi¢ do (4). Otrzymamy réwnowazny problem, w ktérym rol¢ zmiennej
sterowania speinia¢ bedzie kat ¢. Zbiér dopuszczalnych wartoéci sterowan U, wyznaczg
ograniczenia i warunek brzegowy, to jest ¢) oraz b). Proces poszukiwania optymalnego
sterowania prowadzi¢ bedziemy ze statym krokiem dlugosci 4. Poniewaz nie znamy
dlugosci I odksztalconego preta, a zatem nie wiemy z ilu etapéw bedzie skladat si¢ nasz
proces, konieczne jest przyjecie z gory pewnej liczby etapéw. Niech kk oznacza t¢ liczbg.
Wtedy wstawiajac (1) do (4) otrzymujemy
!

. M
5 V=cf,ds.
©) o) 2

0

Zastepujac calkowanie w (5) sumag kk skladnikéw mamy

kk

-
(6) -V C()Z ﬂ,kA
— P

Dalej podzielmy caty zbiér sterowar dopuszczalnych Uy na ii czgéci, niekoniecznie réwnych.
Roéwnanie Bellmana przyjmie w naszym przypadku postad

.| M—P[xe— (x(c)+Asing,)] - }
¢) = min yc¢ A+fi_ ,
M @ =mine e foer ()
cgdzie fo =0,k = 1,2, ..., kk, P, M — stala sila i moment przyloZzony na koncu, k — nu-
mer etapu.

Rozwazmy kilka aspektéw zwigzanych najpierw z tablicowaniem funkcji f* (¢), a potem
z okre§leniem optymalnego ksztaltu a(s) i linii ugigcia y = p(x).

X (Vr(/))'*'f

i=12 it Rys. 2. Wyznaézaniq wspolrzednych wektora sta-
nu x; na etapie pierwszym (k = I)

Etap pierwszy (k = 1) @, (i) — i-ta warto§é sterowania ze zbioru Uy, ¢, (i+1) — i+ [-sza
warto§¢ sterowania ze zbioru U, x, (@, (i) = Asin(gp, (i)) — i-ta wspdlrzedna wektora
" stanu w ukladzie wspdlrzednych (x, y) na etapie pierwszym, X, (p, (i+1)) = Asin(p, (i+
+1)) — i+pierwsza skladowa wektora stanu w ukladzie wspéirzednych (x, y) na etapie
pierwszym. .

Z réwnania (7) otrzymujemy dla k = 1 nastgpujaca postaé f, (c):

M — P[xo—Asin(gp,)]
(s —D/A

® Si(o©) = Co_ A.
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W wyniku zrealizowania pierwszego kroku otrzymujemy ii wartosci f, (p,) oraz tyle
samo warto§ci x, (p,). Wartodci x, (p,) oraz f, (p,) wpisujemy do tablicy dwuwymiaro-
wej x[1, {] oraz f[1, i], gdyz be¢da potrzebné do okre§lenia §ciezki optymalnej przy ruchu
powrotnym.

Dowolny etap k. Na etapie k tablicujemy ii warto$ci fi(c) oraz ii warto§ci wektora
stanu x,(c). Niech OA,, OA4,, ..., 0A4; beda krzywymi odpowiadajacymi optymalnym
przej§ciom z punktéw A, 4, ..., A;; do poczatku ukladu wspéirzednych O. Krzywe te

X (1)
I

X
0
#uli)
Rys. 3. Wyznaczanie wspolrzednych wektora sta- ‘
nu xx(/) na dowolnym etapie k (sterowanie 0.(i) Aj AU
(D)) \l * Ar

otrzymali$my w wyniku zrealizowania k — | krokéw do tyhu startujac z punktu O. Nadajmy
sterowaniu @, ze zbioru sterowan dopuszczalnych pierwsza warto$¢ ¢, (i). Wykorzy-
stujac (7) poréwnujemy f;(c) dla krzywej OA, A z wartoscia f,(¢) dla krzywej OA, A;.
Mniejsza z nich zapamigtuje si¢. Dalej kolejno poréwnuje sie wartodei f, dla krzywych
OA;As, ..., 04;4;. Najmniejsza warto$¢ funkeji celu wybiera odpowiednia krzywa.
Niech bedzie to np. 045 A5. Wtedy wspélrzedna wektora stanu na etapie k jest wspot-
rz¢dna punktu A3. Powiemy wtedy, Ze sterowanie ¢ (i) realizuje na krzywej OA4,;A4;
minimum funkcji celu ze wzgledu na k etapéw. W pamieci stalej lub operacyjnej maszyny
zapisujemy wartos¢ sterowania g, (/), wspotrzedna x; oraz warto§é funkcji celu.

49 X (i+1)

X
%(1+7)
@, ((+7)
Rys. 4. Wyznaczanie wspolrzednych wektora sta- ) %("*7)
nu x,(i+1) na dowolnym etapie k (sterowanie gﬂﬁ(z'+7) A
Pe(i+1)) g

Po nadaniu sterowaniu nowej wartosci f; (i+ 1) € U ustalamy, na ktérej krzywej za-
pewnia ono minimum (7). Niech bedzie to OA4,4;. Wtedy kolejne wspdlrzedne na eta-
pie k wynosza: dla wektora stanu bedzie to odcinek Ox, (i+1), dla sterowania @, (i+1),
dla f; warto§é zrealizowana dla krzywej OA44A4. Etap k koniczy sig, gdy wyczerpiemy
wszystkie wartosci dopuszczalne ¢y € Uy.

Sposdb obliczania (7) na etapie k+1 jest identyczny z tym, ze zamlast 04, mamy
teraz OA4 _A3, zamiast OA, bedzie OA4 A4} itd.
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Etap ostatni. Nie znajac liczby etapéw na poczatku nalezy sprawdzaé czy warto$é
kazdej wspotrzednej stanu etapu k nie przekracza x,. Je§li x[k, i] oznacza stan i na eta-
pie k, to proces rozwiazywania (7) koficzy si¢ z chwila, gdy
® ' Ix[k, []—=xo| < &,
gdzie ¢ jest pewng stala.

Zgodnie z nalozonym ograniczeniem koniec preta powinien by¢ poziomy.
Ograniczenie to spetnimy jesli réwnoczesnie bedzie '

(10) [x[k, i1—xo| < €A (pk(i) =7/2.

Na rys. 5 zadanie to spelnia stan odpowiadajacy OA, 4;. Z chwilg osiagnigcia pro-
stej x = xo nalezy odtworzyé §ciezke optymalng odpowiadajgca na rys. 5 krzywej OA4, 4.

Rys. 5. Zakoniczenie procesu tablicowania funkcji
v celu przy ruchu «wstecz»

e
om
012
om0
, 008
008}

o4}

202

02 07 06 08 10 [ 17

Rys. 6. Optymalny ksztalt preta: 1 =P = 0,5, M = 0,35;2—P = 1,0, M = 0,70; 3—P = 2,6, M = 1,40.

9 Mechanika Teoretyczna 1/77
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Wykorzystujac zapisane wartosci funkeji celu, wspotrzednych wektora stanu oraz stero-
wania optymalnego na poszczegdlnych etapach, przy ruchu do «przodu» znajdujemy
postugujac sie (5) 1 (7) przekrdj preta a(s) oraz linie ugiecia OA4, A4;.

Rozwiazanie przeprowadzono dla x4 = 1 m, przy obciazeniu sita P réwng 0,5; 1,0;
2,0 kG i momentem skupionym M = 0,35; 0,70; 1,40 kGm. Otrzymany przekrdj opty-
malny przedstawiony jest na rys. 6. Caly przedzial sterowan dopuszezalnych zostat po-
dzielony na 40 czg¢éci. Stata warto§é kroku A4 = 0,1x,. Warto$é¢ ¢ w (10) przyjeto 0,01.
Obliczenia przeprowadzono na EMC Odra 1204.
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OINITHUMAIJIBHOE IIPOEKTHPOBAHME CTEPXKHA METOIOM
JMHAMHWYECKOrO NMPOFPAMMHPOBAHHNA

B pa6oTre NpEICTABIEHO DEIIEHHE 330adl O MHHMMH3AIMKM 06HEMa CTEP/KHS TMpPH GONBINMX nepe-
MmewenMax. 3anaya chopMyIMPOBAHA B TEPMUHAX TEOPHH YIIPABJIEHMA U PellieHa METOAOM JHHAMHUECKOTO
MPOrpaMMHPOBAHYS B JAMCKPETHOH IOCTaHOBKE. B lcauecTBe MIIMIOCTPALMM MPHUBEAEHBLI HEKOTODbIE [€-
TaNM YMCIEHHBLIX PacyeroB.

Summary
OPTIMUM DESIGN OF A FLEXIBLE BAR BY MEANS OF DYNAMIC PROGRAMMING

In this paper, the minimum-volume design of a flexible bar with large deflections is shown. The mini-
mum-volume problem is formulated as an example of the control theory and solved by using the ideas
of dynamic programming in its discrete version. To illustrate the method of solution, details of numerical
calculations are presented. i

INSTYTUT FIZYKI
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 czerwca 1976 r.
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SPRAWOZDANIE

Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
i STOSOWANEJ ZA II i III KWARTALY 1976 R.

1. Zebrania naukowe

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 21 zebrai naukowych, na ktérych wygloszono 25 referatow
o nastepujacej tematyce:

‘ Liczba
Lp. Data Prelegent Temat uczest- ! dysku-
o |' . | nikow { tantow
| Oddzial w Bydgoszczy |
1. 21.05.76 J. Przybyt " | Urzadzenie treningowe do nau- | 15 5
. czania mechaniki technicznej !
2. 21.05.76 | J. Szala Programowane badania zmecze- | 15 3
niowe elementéw maszyn
3. 07.06.76 K. Wernerowski Analiza do$wiadczalna przyspie- 16 4
szen mechanizmu krzywkowego
4, 07.06.76 | J. Gasiorowski Bezdotykowa analiza do$wiad- 16 4
! | czalna przemieszczen mechanizmu |
' krzywkowego ‘
5. 05.07.76 K. Wernerowski Analiza mechanizmu krzywko- 11 | 2
‘ wego
6. 05.07.76 S J. Gasiorowski i Bezdotykowa metoda pomiaru 11 3
predko$ci i przyspieszen mecha-
nizmu krzywkowego
/ Oddzial w Czestochowie '
7. 12.05.76 L. Tomski Stateczno$§¢ ukladéw mechanicz- 14 5
nych z wewnetrznymi wiezami
sprezystymi-
8. 21.05.76 B. Zidlkiewicz Badanie chropowato$ci powierz- 29 [ 3
chni cigcia jako czynnika zalez- | 3
nego od zmian struktury stali 45 !
9. 02.06.76 H. Zorski O podstawowych pojeciach teorii | 34 3
dyslokacji
10. 20.09.76 T. Burakowski Zasady dzialania i zastosowanie
) termowizji (wraz z pokazem) 46 | 5

9*



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

- 25.

Data
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Prelegent Temat

22.05.76

29.09.76

04.06.76

10.06.76

05.05.76

" 07.04.76

24.09.76

01.04.76

01.04.76

29.04.76

28.05.76

07.06.76

21.09.76

01.04.76

Z. Bychawski

Oddziat w Gdasnsku

J. Stankiewicz Zastosowanie kalkulatoréw elek-
tronicznych do obliczen powlok

obrotowych o zmiennej gruboéci

G. Orlik Wiasnosci statystyczne deformacji
ksztattu stalowych zbiornik6w cy-
lindrycznych

Oddzial w Gliwicach
J. Szargut Metody numeryczne w oblicze-

) niach przepltywu ciepla
Oddzial w Lodzi
J.R. Baumgarten | Identification of dynamicssystems
QOddzial w Opolu

St. Dmitruk Problemy technicznej dopuszczal-
noéci modeli w mechanice
O. Mateja Podstawy systemu programdw
metody elementéw skoniczonych
Oddzial w Poznaniu

N
Y. Pironneau | Dynamika rotoréw

Oddzial w Rzeszowie

zagranicznych
Oddzial w Szczecinie

H. Lupa i A. Stgp- | Modelowanie warunkéw brzego-
niewski wych w dynamice wéd grunto-

wych

H. Lupa i A. Step- | Twierdzenie o trzech silach skos-
niewski nych

J. Baran Zastosowanie dynamiki ruchu

przestrzennego ciala sztywnego

z wiezami do teorii identyfikacji

obiektu modelowanego ciafem

sztywnym

Z. Cywinski No$nos¢ graniczpa stalowych be-
(z Gdanska) lek hybrydowych

Oddzial w Warszawie

E. Radwanski Perspektywy zastosowania energii
", | jadrowej w przemys§le

Granice obcigzalnodci atmosfery
(Grenzen der Balastbarkeit der

Atmosphire) {

P. Grassman
(z Ziirichu)

\

‘Oddzial w Zielonej Gorze
J. Stefaniak Przeksztalcenia catkowe w mecha-
nice ciala stalego

Relacje z udzialu w sympozjach |.

Liczba
uczest- dysku-
nikéw tantow

25 5
17 4
19 3
21 4
32 6
19 4
i2 5
7 7
33 i0
17 4
}
14 8
30 4 -
15 6
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2. Sympozja

Oddzial w Poznaniu zorganizowal w dniach 28 i 29 maja 1976 r. sympozjum nt. «Drgania
w ukiadach fizycznych». Sympozjum odbylo si¢ w Blazejewku pod Poznaniem. W obradach uczestni-
czylo 106 oséb. Liczba gloséw dyskusji wyniosta 193. Wygloszony zostat jeden referat plenarny prof.
B. SKALMIERSKIEGO pt. «Zagadnienie przekroczen granic obszaréw przez sygnaly wyjsciowe dynamicznych
wielowymiarowych ukiadoéw liniowych i nieliniowych». Procz tego wygloszono 58 referatébw w trzech
sekcjach: modelowanie obiektéw dynamicznych — modele ciagle, modelowanie obiektéw dynamicznych —
modele dyskretne, drgania maszyn i urzadzen.
) Oddziat w Warszawie zorganizowal w dniach 28—29 wrzes$nia 1976 r. VII Sympozjum
Do$wiadczalnych Badan w Mechanice Ciala Statego. Sprawozdanie z tego Sympozjum zamieszczone
jest oddzielnie w niniejszym numerze MTIiS.

- 3. Seminaria

Oddzialt w Opolu zorganizowal seminarium na temat «Podstawy mechaniki o$vodka ciaglego»
prowadzone przez doc. dr. J. Kubika. Wyklady odbywaly si¢ w ciagu kwietnia i maja 1976 r. W semi-
narium wzigto udzial 17 oséb, a w dyskusjach 5. ’

Oddzial we Wroctawiu zorganizowal w dniu 29 maja 76 r. seminarium na temat «Nowe
propozycje w dzicdzinie hydrogeologicznego i geotechnicznego prognozowania odwadniania gbrotworwy».
Podczas seminarium wygloszone zostaly nastepujace referaty: mgr inz. L. Jarockr — «Niedostatki do-
tychczasowych rozw:qzan filtracji dla prognoz odwadniania goérotworw; doc. dr hab. A. Krzywicki—
«Zagadnienie filtracji w odksztalcalnym gérotworze» doc. dr hab. J. WoJCIECHOWSKI — «Prognozowame
osiadan na skutek odwadniania».

W seminarium wziely udzial 33 osoby, a w dyskusji — 7.

4. Kursy

Oddziat w Cze¢svochowie przeprowadzil kurs na temat «Holografia i jej zastosowdnie
w technice». Wygloszono 16 wykladéw. Kurs zorganizowany byt wsp6lnie z Rada Zakladowa ZNP przy
Politechnice Czgstochowskiej oraz z Instytutem Maszyn Cieplnych Politechniki Czestochowskiej. W kursie
wziglo udzial 15 oséb.

Oddziat w Poznaniu przeprowadzil kurs na temat «Termodynamiki oSrodk6w ciaglych».
Trwal on w okresie od 5 kwietnia do 14 czerwca 1976 r. W kursie wzielo udziat 30 oséb.

5. Akcjé wydawnicza ’

W okresie sprawozdawczym ukazaly si¢: zeszyt 2 o objetosci 10,5 arkusza wydawniczego i‘zeszyt 3
o objetosci 7,75 arkusza wydawniczego tomu 14 MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]J.

" Oddzial w Poznaniu wydal w bardzo starannej formie materialy konferencyjne na organi-

zowane Sympozjum nt. «Drgania w ukladach fizycznychy.

Oddzial w Gliwicach wydal drukiem tom pt. «Mechanika teoretyczna i stosowana w Poli-
technice Slaskiej. Przeglad problematyki badawczej». Gliwice 1976, s. 73.

Oddzial w Gliwicach przygotowal do druku na makietach i oddal do Drukarni Politechniki
Slaskiej zbior referatéw ogodlnopolskiego konkursu na prace do$wiadczalne z mechaniki.

Oddziat w Warszawie wydal wb. starannej formie zbiér referatéw wygloszonych podczas
vil Sympozjum Do$wiadczalnych Badan w Mechanice Ciala Stalego, o objetosci 519 stron, oraz program
zinformatorem o objeto$ci 12 stron.

t
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6. Sprawy organizacyjne

Liczbe czlonkow w poszczegdlnych Oddzialach ilustruje nastgpujaca tabela:

] |
| Stan na koniec! Stan na’ kouiecI Przybyto lub
Lp. Oddziat | ubylo w okresie -
I kw. 76 r. Il kw. 76 r.
| | | sprawozdawczym
1 | Bydgoszez ' 24 l 27 i +3
2 |«Czestochowa | 41 | 43 +2
3 | Gdansk : | 54 | 59 +5
4 | Gliwice ' 135 ! 141 +6
5 | Krakow 75 | 77 +2 -
6 | Lodz 52 ! 52 ; —
7 | Opole | 18 | v (8 —
8 | Poznan 57 | 57 —
9 Rzeszb6w 25 31 +6
10 | Szczecin 31 31 ' —
I | Warszawa 222 220 -2
12 Wroclaw 64 | 63 —1
13 | Zielona Goéra 18 19 +1
| Razem | 816 “ 838 ‘ +22

W okresie sprawozdawczym odbyly si¢ 32 zebrania organizacyjne w Oddzialach.

VII SYMPOZJUM DOSWIADCZALNYCH BADAN W MECHANICE CIALA STALEGO

W dniach 28—29.1X.1976 odbylo sie¢ w Warszawie VII Sympozjum Doswiadczalnych Badan w Me-
“chanice Ciala Stalego. Sympozjum bylo zorganizowane przez Warszawski Oddzial Polskiego Towarzystwa

Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Sekcje Mechaniki Doéwiadczalnej Komitetu Mechanikj i Fizyki
O$rodkow Ciaglych Polskiej Akademii Nauk oraz Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej
Politechniki Warszawskiej. W sklad Komitetu Organizacyjnego Sympozjum wchodzity nastgpujace osoby:
prof. dr Z. Brzoska (przewodniczacy), dr inz. L. ADAMIEC (sekretarz), mgr inz. W. MIRSKI (sekretarz),
doc. dr hab. P. JasTrRzEBSKI, dr inz. J. KarkowskI, prof. dr S. Kocanpa, doc. dr hab. J. StUpNICKI, prof.
dr W. SZCZEPINSKI.

Celem Sympozjum bylo zaprezentowanie najwazniejszych, zarébwno z naukowego jak i technicznego
punktu widzenia, kierunkéw w badaniach do$wiadczalnych. W Sympozjum uczestniczylo 150 0s6b. Wy-
gloszono 48 referatow, ktérych pelne teksty zawarte s w materialach Sympozjum.

Otwierajac Sympozjum, przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego prof. Z. BRZoskA powital w imie-
niu Komitetu uczestnikéw obrad. Kroétkie przem(’)wienié powitalne wyglosili takze: sekretarz Zarzadu
Glownego PTMTS i Dyrektor Instytutu Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej P.W. prof. M. DiE-
TRICH oraz przewodniczacy Warszawskiego Oddzialu PTMTS prof. J. Rutkowsk1. Odczytano réwniez
list przewodniczacego Komitetu Mechaniki i Fizyki O§rodkéw Ciaglych prof. A. Sawczuka skierowany
do uczestnikéw Sympozjum. Wszyscy mdwcey podkreslali znaczenie badan do$wiadczalnych dla rozwoju
Mechaniki. W swoim liScie prof. A. Sawczuk napisalf- miedzy innymi: ,,0d postepdéw mechaniki upra-
wianej i rozwijanej przez panstwa, ktdérq w skrécie nazywamy «doswiadczalng», zalezy postep w zakresie
calej dyscypliny, od teorii do zustosowan. Badania doswiadczalne w naszej dziedzinie naukowej spelniajq role
szczegélng: sq inspiraciq dla poszukiwan teoretycznych, sq kontrolg propozycji i wynikow teoretycznych.
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a zarazem sq samodzielng domeng twdrczosci, poznania i wynalazczosci. Stqd uwaga, jaka na obecnym etapie
rozwojit polskiej mechaniki skupia si¢ na probleinach doswiadezalnictwa.

Wymagania przyszlosci rozwoju gospodarczego i kulturalnego naszego kraju stawiajq przed mechanikq
odpowiedzialne zadania. Dla sprostania zamdwieniu spolecziemu trzeba stworzyé i opracowaé nowe metody
bada# zjawisk mechanicznych, wykorzystujgc zdobycze fizyki, chemii, biologii i zapewne innyclt nauk. Pomiary
odksztalcen i wytrzymalosci w wysokich temperaturach i w obecnosci sprzezen termomechanicznych, pomiary
gestosci i orientacji spekan dla celow formulowania i weryfikacji kontynualuych teorii uszkodzen i zniszczenia
stanowiq przyklady tych zagadnien, jakie stojq przed nami do rozwiqzania z uwagi na potrzeby ochrony zdrowia,
rozwoju energetyki, przemyslu chemicznego, gérnictwa i rolnictwa.” .

Obrady odbyly sie w siedmiu sesjach po$wigconych referatom okreslonych grup tematycznych.

Sesja I i II. Badania modelowe i metody badan

Sesjom tym przewodniczyli kolejno prof. S. Kocanpa (Warszawa) i prof. M. ZaAxrRzewskI (Wroclaw)

Wygloszono nast¢pujace referaly:

P. S. THEOCARIS (Grecja), The method of Caustics — a powerful experimental method for study of singular
stress fields,

Stanistaw Mazurkiewicz (PK), Zastosowanie metody $wiatla rozproszonego do badania naprezeit w dwéch
belkach obciqzonych silami skupionymi,

Andrzej DRESCHER, Stanislaw OSTAFICZUK, Stanistaw Rubpowski, Wiestaw TRAMPCZYNSKI (lPPT) Foto-
grametryczna metoda pomiaru plaskiej deformacji,® .

Marek BUAK-ZOCHOWSKI (PW), Okreslenie rozkladu naprezen wlasnych w glqb materialu metodq miejscowej
trepanacji,

Aniela GLINICKA, Przemystaw JASTRzZEBSKI, Slawomir WICHNIEWICZ (PW), Przyklad pordwnania metody
rastréw z metodq elastooptyczng,

Witold MirskI, Jacek STupNICKI (PW), Wplyw chropowatosci powierzchni na rozklad normalnych i stycznych
oddzialywan cial stalych,

Antoni BIEGus, Zbigniew KowaL (PWr), Badania modelowe sil wewnetrznych w pretach struktur z plytowq
warstwq zewnetrzng,

Tadeusz Borzgck1 (PG), Wplyw odksztalcer wykonawezych na charakterystyki wytrzymalosciowe Sciskanych
plyt cienkich z wzdluznym ukladem usztywnies,

Eugeniusz Grozik, Jan KAtwak, Andrzej KaNia, Jerzy Zawapzkl (PWr), Quasi-eksploatacyjne badania
wytrzymaloSciowe laminatowych bebnéw wirowek cukrowniczych,

Ryszard WoINAR (IPPT), Uogdlnione macierze Jonesa i ich zastosowanie w elastooptyce,

Waldemar Cupny, Zdzislaw DyLaG (WAT), Przyklad zastosowania metody elastooptycznej do badania
koustrukcji ramowej,

" Stanistaw PIETRUSZEWSKI (AR Lublin), Badania rozkladu naprezeir w podlozu sprezystym obciqzonym
dwoma stemplami, ’

Przemyslaw JASTRZEBSKI (PW), Wplyw wstepnych wydluzen trwalych na wyboczenie niesprezyste pretow
metalowych, )

Zbigniew OrroS, Aleksander Wrzeszcz (WAT), Zastosowanie pomiaréw twardosci do okreslania charakte-
rystyk mechanicznych tworzywa epoksydowego,

Witold Bobaszewski, Henryk FRACKIEWICZ, Zdzistaw TERESZKOWsKI, Stanistaw TRELA (PSw. Radom),
Badania sprezystych pdl naprezenia w wezlach be[ek cienkosciennych projektowanych za pomocq statycz-
nie dopuszczalnych pdl naprezen.

W dyskusji nad tymi referatami zabralo glos 23 mdéwcodw.
: \

*) Referat bedzie wydrukowany w Rozprawach Inzynierskich, Nr 1, 1977 r.
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Sesja LI, Zmeczenie i pelzanie

Sesji przewodniczy! doc. J. STUPNICKI (Warszawa). Wygloszono nastgpujace referaty:

A. JakowLuk, W. Ostpiuk (PBial.), Wytrzymalosé na pelzanie zeliwa sferoidalnego w niestacjonarnych
temperaturach,®’ )

Grzegorz GLINKA (PW), Wzrost peknieé zmeczeniowych w polu naprezen pozostajacych,

Tadeusz Ropakowsk! (I.Spaw. Gliwice), Wytrzymalosé zmeczeniowa zlgezy zgrzewanych tarciowo,

Stanislaw KocaNpa, Andrzej Likowski, Janusz SADOWSKI (WAT), O mozliwosci odiworzenia zmeczenio-
wego pekania w stali 0 podwyzszonej wytrzymalosci 18 G2A na podstawie badan mikrofraktograficznych,

Boleslaw DRrazZkOwIAK, Stanislaw KoOCANDA, Leopold Siexruckir (WAT), Badania predkosci rozwoju
peknieé zmeczeniowych w stali o podwyzszonej wytrzymalosci 18 G2A,

Stanistaw KocaNDA, Czestaw Goss (WAT), Badania zmeczeniowe stali 18 G2A w zakresie malej liczby
cykli zmian obcigzenia, :

Andrzej KocaNpa (PW), Badania niskocyklicznego zmeczenia stali NCIO,

Marian NOwWAK, Jerzy Zawapzk1 (PWr), Wybrane zagadnienia metodyki badan na zmeczenie poliamidéw.
W dyskusji nad referatami wziglo udzial 20 os6b.

Sesja II A i IfI A. Badania wlasnosci materialéw

Sesjom przewodniczyli kolejno prof. Z. BRzoska (Warszawa), do¢. A. JakowLuk (Bialystok) i prof.

Z. ORLOS (Warszawa). Wygloszono nastgpujace referaty: '

Stefan BALICKI, Stanistaw Dyszy (PCz.), Zastosowanie metody Scinania do szybkiej oceny jakosci stali
Sferrytyczno-perlitycznych SPW, .

Stawomir Poprawsk1 (PWr), Wyznaczanie wlasnosci anizotropowych materialéw stalych przez zastosowanie
specjalnej klasy wglebnikéw,

Irena SEOWIKOWSKA, Stanislaw GORzKOwsSKI (PW), Badania elastooptycznych wiasnosci polinretanéw,

Zdzislaw GABRYSZEWSKI, Czestaw WITKOWSKI (PWr), Zaleznosé¢ odksztalcen od naprezen w plaskim stanie
naprezenia dla zeliwa Z125, .

Andrzej Litewxa (PP), Nieprawidlowosci plastycznego plyniecia anizotropowego stopu aluminium PA4,
Feliks SEYNA, Andrzej Rupnik (IBJ-Swierk), Okreslenie zaleznosci miedzy naprezeniem i predkosciq odksztal-
cenia w temperaturze 733, 783, 843°K stali 15 HM na podstawie dlugotrwalej préby twardosci,
Stawomir PopeawsSK1 (PWr), Pordwnanie zinian modulu Younga dla aluminium AOO i Al po odksztalceniach

plastycznych wprowadzonych w temperaturze otoczenia i cieklego azotu,

Jan S1uTA, Ryszard ZucHowskl (PWr), Pomiary modulu sprezystosci wzdluznej w niskich temperaturach,
Eugeniusz SwiaTek, Kazimierz Tokarz, Jerzy Zawapzkr, Bogumil Z16exowskl (PWr), Dorazne charak-
terystyki wytrzymalosciowe wybranych polimeréw termoplastycznych w obnizonych temperaturac,
Adam Wortyczka, Marek ZAKRZEWSKI (PWr), Préba oszacowania odpornosci materialu na pekanie za

pomocq krytdium cieplnomechanicznego,
Jadwiga HALAUNBRENNER (PK), Zaleinosé wspdlczynnika rozszerzalnosci liniowej rozciqgnietego jedno-
osiowo paska gumy od stopnia deformacji prébki,
Henryk GELOWACKI (PW), Badania-podatnosci sprezystej — statycznej filcéw, wojloku, sukna, kaszmiru
i skéry irchy,
Pawel MuszyNsk1, Marek ZAKRZEWSKI (PWTr), Sposdb wyznaczania ciepla wlasciwego cial stalych w tem-
peraturach kriogenicznych, '
Lech BEDNAROWICZ (PWTr), Efekt skali w laminatach epoksydowo-szklanych :
Zdzistaw GABRYSZEWsKI, Marek Przystupa (PWr), Efekty termiczne w laminatach zbrojonych wléknem
szklanym.
W dyskusji wziel\y udzial 23 osoby.

*) Referat bgdzie wydrukowany w Archiwnm Budowy Maszyn w 1977 r,
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Sesja 1V i V. Elastoplastyka. Elastoplastyczne metody badania napreZen

Sesjom przewodniczyli kolejno doc. P. JasTrzrsskl (Warszawa) i prof. Z. BRzoska (Warszawa).

Wygloszono nastepUche referaty: '

Joanna Kruszyfska, Jacek STupNICKI (PW), Dokladnosé wymiardw modeli z zywicy Epidian 5 odlewanych
na zimno { na gorqco, :

Irena Stowikowska, Antoni Kozrowskl, Szczepan Paéko (PW), Badania I»ompozyql zywic epoksydo-
wych na modele do elastoplastycznej metody zamrazania,

Henry FESSLER, Miroslav PERLA (Nottingham, Anglia), Andrzej LiTEwka (PP), Mozliwosé wielokrotnego
uzycia tréjwymiarowego modelu w technice zamrazania naprezen,

Antoni Koztowsk1, Irena Stowikowska (PW), Badania nad komnpozycjami zywic epoksydowych do elasto-
optycznej warstwy powierzchniowej,

Waldemar Cupny, Stanistaw DoNwirskl, Zdzistaw DyLAG (WAT), Technika badai pewnych przypadkdw
obrébki plastycznej metodq optycznie czulej warstwy powierzchniowej,

Romuald Brpzinskl, Ludomir JAnkowskl, Franciszek RoMaNOW (PWr), Badania elementéw nadwozia
autobusu elastooptyczng metodq warstwy powierzchniowej,

Wactaw MiLaNowskI, Roman KoPER, Jacek Gowin, Andrzej Zpanowicz (AR Lublin), Badania naprezen
w tarczy kola samochodu ciezarowego metodq elastooptycznej warstwy powierzchniowej,

Roman Doroszkiewicz, Jerzy Lierz, Bogdan MicHALsSKI (IPPT), Tréjwymiarowe badania elastooptyczne
zapory filtrowej,

Zbigniew ORrro$, Manfred Szopa, Kazimierz TOMASZEWSKI (WAT), Badanie stam naprezenia osiowo-sy-
melrycznych polgczen kréécowych,

Roman Doroszkiewicz, Jerzy LiErz, Bogdan MicHaLski (IPPT), Elastooptyczne badama modelu prze-
strzennego -szybu i wyrobisk przyszybowych.

W dyskusji nad referatami glos zabralo 22 mowcow.

Na zakonczenie Sympozjum wystapili prof. Z. Brzoska i prof. J. Rutkowsk1. Przewodniczacy Ko-
mitetu Organizacyjnego prof. Z. BRZoskA w swoim przemoéwieniu podsumowal wyniki obrad. Oceniajac
Sympozjum od strony naukowej, stwierdzil, iz w poréwnaniu ze stanem przedstawionym na poprzednim
Sympozjum zarysowal si¢ znaczny postep w dziedzinie analizy stanu odksztalcenia i naprezenia metodami
elastooptycznymi (zwigkszono dokiadno$é pomiardw, opracowano nowe materialy, rozszerzono tematykeg
na'badania zagadnien przestrzennych). Poprawa nastapita rOwniez w metodach badania zmgczenia materia-
t6w. Dalszy rozwoj badan doswiadczalnych wymaga wiekszej aktywizacji $rodowiska. W tym celu konieczne
jest rozszerzenie form dzialania instytucji odpowiedzialnych za ten rozwdj. Jako przyklad mogg tu stuzy¢
formy stosowanec w Komitecie Budowy Maszyn PAN, np. forma pracy ciaglej.

W koncowej czeéci swojego wystapienia prof. Z. Brzoska w imieniu Komitetu Organizacyjnego
podzigkowal uczestnikom Sympozjum za aktywny udzial. Szczegblnie gorace podzigkowanie ztozyt p. H. Ro-
si%skIE) za duzy wklad pracy w przygotowanie sprawnego przebiegu Sympozjum. Takze serdeczne podzie-
kowania zlozyl prof. Z. BRzoskA od siebie dla pozostalych czlonkéw Komitetu Organizacyjnego.

Przewodniczacy Warszawskiego Oddzialu PTMTS prof. J. RUTKOWSKI powiedzial migdzy innymi,
ze Warszawski Oddzial, précz kontynuowania dotychczasowych form dziatalnosci, dotozy wszelkiej po-
mocy w organizacji nowych form aktywizacji Srodowiska. _ .

Leon Adamiec (Warszawa)

TROJWYMIAROWE ZAGADNIENIA W MECHANICE PEKANIA
KOLOKWIUM EUROMECH 77

Kolokwium odbylo si¢ w Paryzu, w Ecole Polytechnique, w dniach 6—8 wrze$nia 1976 r. Organiza-
torami byli P. René LaBBENS (dyrektor naukowy Creusot-Loire) i profesor Ecole Polytechnique D. RADEN-
xovi¢. Kolokwium bylo poswigcone zagadnieniom analizy wspoélczynnikéw intensywnoséci naprezen wzdtuz'
frontu szczeliny, okre§lonych z pomocg metod analitycznych lub numerycznych oraz kryteridw propagaciji
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szczelin w zaleznosci od ksztaltu i wymiaréw szczelin. Réwniez dopuszczone byly prace dotyczace szczelin
dwuwymiarowych w powlokach i w plytach.
Siowo wstepne wyglosil profesor P. GERMAIN. Przedstawione zostaly nast¢pujgce referaty (w po-
rzadku chronologicznym):
M. J. G. BROEKHOVEN, Zmgczenie i pekanie w przypadku szczelin o skomplikowanej tréjwymiarowej kon-
Sfiguracji,
J. LeMAITRE, Rozszerzenie koncepcji predkosci energii szczeliny na nieliniowe zagadnienia tréjwymiarowe,
D. R. OWEN | D. SHANTARAM, Dynamiczna propagacja szczelin w cialach tréjwymiarowych,
W. H. IRVINE, Analiza rozprzestrzeniania si¢ szczeliny i szybkiego pekania w grubych elementach,
D. Stann i J. G. BLAUEL, Badania doswiadczalne rozprzestr zema/ua si¢ szezelin w ppzypadku kruchych,
wydrgzonych walcéw, na skutek naprezen cieplnych,
. PortcH i B.J. L. DARLASTON, Rozprzestrzenianie si¢ szczelin od rys powierzchniowych,
G. OHLSON, Badania doswiadczalne kryteriow zapoczqtkowania szczelin w zloZonych obciqzeniach
typu 17 111,
G. BARTHOLOME | W. SCHMITT, Analiza szczelin w dyszach,
G. PEARSON, Wspdlczynniki intensywnosci naprezen w przypadku spekanych dysz,
R
F

Z G

. LaBBENS, Przyklad tréjwymiarowego pekania zbiornika cisnieniowego,

. H. BUECKNER, Podstawowe pola i funkcje wagowe dla I typu szczelin osiowosymetrycznych i eliptycznych,
A.J. CarLssoN i K. M. MARKSTROM, Zastosowanie zasady wzajemnosci dla okreslenia parametrow szczeliny,
J. HEL1OT, Funkcje wagowe w przypadku zagadnien tréjwymiarowych szczelin symetrycznych,

J. P. BENTHEM, Trdjwymiarowy stan naprezenia w wierzcholku éwierénieskonczonej szczeliny w pdlprzestrzeni,

D. BerGez, O wplywie kontaktu powierzehni szczeliny na definicje wspélczynnikéw inlensywnosci napre-
Zenla w spekanych plytach i powlokach, podejscie tréjwymiarowe,

E. SommEeRr, L. HoouLak i M. KorpisCH, Charakterystyki wzrostu szczelin czesciowych,

J. C. RADON, S:zczelina w dwuosiowym polu naprezenia,

A. QuUirk, Wplyw charakterystyki obciazenia maszyny wytrzymalo$ciowej na pekanie spekanych plaskich
pvt,

A. PELLISSIER-TANON, Program badar doswiadczalnych kryrerium niestatecznosei lupliwych szczelin w stalach
Serrytycznych w strefie przejsciowej,

J. M. BOISSENOT, Studiumn dopuszczalnosci spekarn w walcach mlynskich,

H.D. Bul, Metoda réwnait calkowych w rozwiqzywaniu zagadnief plaskich szczelin dowolnego ksztaliu,

S.N. Marm1 i J. C. MisrA, Naprezenia cieplne w dlugim walcu z nieskoriczonym szeregiem réwnoleglych
szczelin osiowosymetrycznych,

B. K. NeaLe, Wplyw ksztaltu szczeliny przy pekaniu,

1. LoTsBERG i P. G. BERGEN, Obliczanie zmmgczeniowego wzrostu szczelin wewngtrznych,

M. F.S. PereIrA, J. HEAaD i C. E. TURNER, 4naliza zagadnier szczelin tréjwymiarowych z pomoca sfan-

dardowych elementow izoparametrycznych, J
W. POTUCEK, Rozprzestrzenianie si¢ szczelin w plytach z betonu sprezonego i ich wplyw na zachowanie si¢
plyt, ’

Z. OLESIAK, O pewnych modelach szczelin z wymiang ciepla,
S. K. BHANDARI, O tréjwymiarowych teoriach spekanych szczelin,
J. M. BoissenoT, M. Dusois i J. C. LACHAT, Studium tréjwymiarowego kryterium niestatecznosci szczeliny.

Obrady odbywaly sie w Ecole Polytechnique, w historycznej sali imienia Henri Poincaré’go i trwaly

codziennie od 93¢ do 18, z przerwa na obiad (w tym samym budynku). Wieczorem pierwszego dnia orga-
» nizatorzy wydali przyjecie dla wszystkich uczestnikéw Kolokwium. Historia wielkiej szkoly matema-
tyki i mechaniki francuskiej byla widoczna na kazdym kroku. Przy wejsciu, w budynku, stoi pomnik
Laplace’a; w sali, w ktorej dyskutowaliémy zagadnienia pekania, nauke¢ pobierali uczeni tej miary, co
L. M. H. Navier, de SAINT VENANT, P. E. CLAPEYRON, J. LiouviLLE, CARNOT, E. N. LAGUERRE. Pro-
fesorami mechaniki byli tam: LAGRANGE, FOURIER, POISSON, AMPERE, MATHIEU, NAVIER, DUHAMEL, STURM,
RoY, MANDEL, a profesorami analizy matematycznej — migdzy innymi: AmPERE, POINSOT, CAUCHY,
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NaVIER, MaTHIEU, LiouviLLE, CHASLES, DUHAMEL, SturM, HErRMITE, JorDAN, HaDAMARD, P.LEVY
1 SCHWARTZ. \

Dyskusja po referatach byla fachowa i na ogd!l bardzo ozywiona. Czynny udzial w dyskusjach wzigla
grupa znanych profesoréw amerykanskich, powracajacych z Kongresu w Detft (J. DUNDURS, L. M. KEER,
S. NEMAT-NASSER). Nie przyby} profesor G. Sin, ktory zreszta mial wyglosié referat.

Obrady zamknal profesor D. RADENKOVIC, ktory stwierdzil miedzy innymi, ze w Kolokwium wziglo
udziat 55 oso6b, a referatow wygloszono 29. 20 0s6b reprezentowato Francje (9 referatoéw), 7 os6b — Wielka
Brytanig (8 referatéw), 7— RFN (4), 5— USA (1), 5 — Holandi¢ (2), 3 — Szwecj¢ (2), 3 — Wiochy (0),
2 — Szwajcarig (0), 1 — Austrie (1), 1 — Norwegie (1), 1 — Polske (1). Najwiecej prac dotyczylo analizy
(popartej weryfikacja do$wiadczalng) wspolczynnikéw intensywno$ci naprezenia, kryteriow wzrostu
szczeliny i niestateczno$ci (13 prac). 6 referatéw bylo poswieconych metodom analitycznym, réowniez
w szedciu zastosowano metode elementéw skonczonych. Metode bilansu energii zastosowalo 5 autordw,
zagadnienia zmeczenia rozpatrzono w 2 pracach, zagadnienia termiczne — w trzech.

Wydaje mi si¢, ze Kolokwium, a zwlaszcza dyskusja po referatach i wymiana pogladéw, byly intere-
sujace i bardzo pozyteczne.

Zbigniew Olesiak (Warszawa)



W nastepnym zeszycie ukaza si¢ prace:

N. Ja. CycaNowa, Zastosowanie metody Gaussa w mechanice o§rodkéw ciaglych
ITpunoxcenue npuHuuna I'aycca K MeXaHMKe CIUIOLIHOHM cpeanl
Application of the Gauss principle in continuum mechanics

R. WoiNAR, Zastosowanie formuly Liebmanna do opracowywama wynikéw badan elastooptycz-
nych ,
TpumeHenne opmynsl JInGmanHa 11 0GpabOTKM pe3yNbTaTOB (DOTO-yNPYLHX HMCNBITAHMIT

Application of the Liebmann formula to the evaluation of photoelastic measurements
W. KuUreL, S. MaTysiak, Tarcze i plyty sprezyste z wigzami liniowymi dla deformacji
Yapyrue QUCKH M IUIACTHHBI ¢ JHHEHHBIMH CBA3AMHM JUI Hedopmandy
Elastic plates with linear constraints of deformation
K. DEems, J. LiriNski, Redukcja macierzy sztywnosci, mas i tlumienia
CoKpallleHUe pa3MEPOB MATPHL, KECTKOCTH, MacC M AeMIUPOBaHUS
Reduction of the stiffness, mass and damping matrices
K. Grysa, O sumowaniu pewnych szeregbw Fouriera-Bessela
O cymMupoBaHHH HeKoTopblXx psanoB Dypne-bBeccenst
Summation of certain Fourier-Bessel series
K. Grysa, Nieustalone pole temperatury w wirujacym walcu kotowym wywolane utrzymywana
na jego pobocznicy odcinkami stala temperatura
TemnepaTypHOE TOJIE€ BO BPaUlAlOUIEMCS KPYrOBOM LMJIHMHADPE TPH 1<ycotmo nocromﬂ{ou
TEMIIEpPAType €ro GOKOBOH MOBEPXHOCTH
Non-steady state of temperature in a rotating circular cylinder due to piecewise constant tem-
perature om its surface PR
A. Buinowskl, O sformutowaniu i poprawnoéci pewnej klasy zadan z nieliniowej dynamiki lin
O ¢dopmynupoBKe M KOPPEKTHOCTH HEKOTOPOrO Klacca 3ajau Mo HEeNMHEHHOH aHHAaMHKe
TpOCOB
On the formulation and the correctness of some class of problems concerning nonlinear dy-
namics of-strings .
J. Kusawskr, Techniczna teoria grubych tarcz ortotropowych
TexuuyecKass TEOPUSA TOJCTLIX OPTOTPONHBIX JHCKOB
Technical theory of stretching thick orthotropic plates
S. JANECKI, Drgania wlasne belek z uwzglgdnieniem wplywu $cinania
CgoGofHble KoNnebaHust ¢ yueTom Jedopmauuu CABUIa
Free vibrations of beams influenced by the shear effect
J. SkLADZIEN, Analiza krzyzowopradowego konwekcyjnego rekuperatora Fielda oraz petlicowego
ze stratami ciepla do otoczenia
AHaNU3 KOHBEKLHOHHOrO peKyneparopa <Puibia M IETIEBOro ¢ NEPeKPECTHBIMH ITOTOKAMH
_ TETUIOHOCHTENEH M C MOTEPAMH Teruia
Analysis of the convective crossflow Field and loop recuperator with heat losses
W. Szyszkowskl, Analiza bardzo duzych ugi¢é sprezystych sc1skanych osiowo powlok walcowych
i stozkowych
PacueT crkpmaeMbIX B OCEBOM HaIpaBJIeHMH LMJIWHDHUECKHX M KOHMUECKHX YMpPYTuX o0Go-
JOUEK MPH GONBIIHX TIEPEMELIEHUAX :
~ Analysis of large elastic deflections of axially compressed cylindrical and conical she]ls
BIULETYN INFORMACYJINY :
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Zeszyt 1

A. SAWICKI, Z zagadnien hydrosprezystosci plyt .
HexoTtopble BOMPOCHI THAPOYNPYTOCTH IIJIMT
Certain problems of hydroelasticity of plates

W. KureL, Sterowana dyskretyzacja plyt i powlok .
Vnpasnsiemass JHCKPETH3AUMsI TUIACTHH M 0BOJIOUeK
Controlled discretization of plates and shells

H. GryBo§, Wyboczenie uderzeniowe prgta o duzej smukloSei
-YmapHoe BBINYYHBAHHE CTEPIKHA € OONBLION THOKOCTBIO
Impact buckling of a slender rod

M. RADWAKSKA, Z. WAszczyszyN, Dynamika plaskiej wiazki przewodéw przy pradach zwarciowych
JnHaMBKa TUIOCKOH CHCTEMbI 3JIEKTPOIPOBOJOB IIPH TOKAX KOPOTKOLO 3aMBbIKAHHSA
Dynamics of a plane group of conductors under short-circuit current

J. MARYNIAK, M. ZLOCKA, Statecznoé¢ boczna samolotu i drgania lotek z uwzglgdnieniem odksztal-
calnoéci gietnej skrzydet i sprezystosci ukladu sterowania
BokoBasg yCcTPOHYMBOCTL CamoOJIeTa H KoJeGaHus 3JIEPOHOB IPH usm6axoureu ge(bopmaunu
KPbUIEB NMPH HAJHMYHH YIPYTOCTH B CHCTEME YIIPAaBIIEHHA
Lateral stability of a plane and aileron vibrations, flexibility of wings of elasticity of control
system being taken into consideration .

W. MIERZEIEWSKI, Rozwiazywanie probleméw dynamiki p{yt prostokatnych na podstawie zmodyfi-

kowanej metody sit Nowackiego . . e e e

Pewrenne 3aay KHHAMMKH TIPMOYTOJIEHBIX TUTACTUH HA OCHOBE Mo;mcbnunposaﬂﬂoro Me-
toua Homauxoro

Solution of the vibration problem of rectangular plates based on a modlflcatlon of Nowacki’s
method

W. Kosikski, Analiza jednowymiarowych fal uderzemowych i przyspieszenia w oérodku niespre-
Zzystym
AHanmu3 OXHOMEPHBIX YJapHBIX BOJIH M BOJIH YCKODEHHS B HEYNpyroi ¢pene
Analysis of one-dimensional shock and acceleration waves ‘in inelastic medium

B. BieNIASz, Wplyw zastosowania kondensacji kroplowej w pojedyficzym termosyfonie dwufazowym
na wspdlczynnik przenikania ciepta przez $cianke skraplacza .
BrnnsiHue npumMeHeHHs KAIJIEBHAHOW KOHAEHCAUMH B OJHHAPHOM nByxcbasonom 'repmocncbox-xe
Ha KO3(P(HHUUHEHT TEIIONPOBOJHOCTH CTEHKH KOHAEHCATOpPA
The effect of application of dropwise condensation in single two- phase thermosxphon on the
heat transfer coefficient across the condenser wall ,

A. PIENIAZEK, W. PIENIAZEK, O pewnej nowej metodzie analizy statecznosci rozwigzan ukladéw

nieliniowych o jednym stopniu swobody e e e e

O HEeKOTOPOM HOBOM METONE aHANIM3a YCTOHUMBOCTH PelleHHM HeMHEeHHBIX CHCTEM C om{oﬁ
CTEIEHBIO CBOOOBI

On a certain new method of analyzing the stabllny of solutions for nonlinear systems with one
degree of freedom

19

13

45

83

83

95

127

137



E. WALICKI, A. TopoLiNsKI, Powolny przeplyw cieczy lepkiej w plaskim kanale o naglym lokalnym
rozszerzeniu
MennenHoe TeueHHE BSI3KON YKMAKOCTM B IMJIOCKOM KaHajle ¢ BHE3aNHbIM MECTHbLIM pacLIu-
penvem
Slow viscous fluid flow in the channel with a locally recessed walls

A. WiLczyRskI, Stateczno$é plaskiej postaci zginania belki o osi zalamanej
VY eTouMBOCTh MIIOCKOH (OpMBI M3rKda GankKy C NEpesIOMJICHHOM OChIO
Stability of plane form of bending of a beam with the deflected axis

B. Bieniasz, Graniczna moc dwufazowego termosyfonu rurowego ze wzglgdu na kryterium odry-
wania kondensatu
TIpenensHast MOIHOCTD nByxdpaaoBoro pr6qa'roro TepmocuchHa Ha YCJIOBHMS OTPbIBAa KOH-
JeHcara
Limit power of a two-phase pipe lherrnosnphon with respect to condensate liquid instability
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