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MODELE FENOMENOLOGICZNE OSRODKA CIEKLOKRYSTALICZNEGO

CzeESLAW RYMARZ (WARSZAWA)

1. Wstep

Molekuly niektdrych zwiazkéw organicznych posiadaja wydtuzony ksztatt. Gdy pozo-
stajg w stanie odpowiedniego zblizenia (zaggszczenia), moga wéwczas tworzy¢ strukture
ciektego krysztatu lub inaczej cieczy anizotropowej. Jest to oérodek, ktéry posiada zaréwno
cechy cieczy, jak i ciala stalego. Przejawia wigc on anizotropi¢ zjawisk elektrycznych,
magnetycznych, mechanicznych, a stad réwniez anizotropie zjawisk optycznych.

Anizotropie takie, jak wiadomo, wystepuja czesto w cialach statych szczegdlnie krysta-
licznych, lecz nie sa obserwowane w cieczach. Sa to bowiem zjawiska makroskopowe
stanowiace u$rednienie skomplikowanych zjawisk mikroskopowych i dlatego wystepuja
tylko w ofrodkach wykazujagcych dalekozasiegowe uporzadkowanie. Uporzadkowanie
takie nie wystepuje w klasycznych cieczach. Wynika stad, Ze stan cieklokrystaliczny jest
odmienny od stanéw skupienia — ciecz tub ciato stale, gdyz laczy w sobie cechy obydwu
tych stanéw. Dlatego jego opis makroskopowy wymaga nowych teorii modelowych.
Poniewaz ciekle krysztaly mEigq mie¢ rézng budowe wewnetrzng, dlatego modele takie
moga réwniez mie¢ zréZnicowang strukture w zaleznosci od typu opisywanego krysztatu.

Wyréznia si¢ zasadniczo trzy podstawowe typy\krysztaléw ciektych.

Krysztaly nematyczne charakteryzuja sie uporzadkowaniem kierunkowym wydtuZzo-
nych molekut. Natomiast §rodki cigzkosci tych molekut zajmuja potozenie przypadkowe
(rys. 1a).

a)

¢)

T
ot
Mot

Krysztaly cholesterolowe posiadaja wyZszy poziom uporzadkowania niZz nematyczne.
‘Mozna je traktowaé jako zbiér plaszczyzn o strukturze krysztalu nematycznego, w kto-
rych kierunki uporzadkowania zmieniaja si¢ $rubowo przy przejSciu od plaszczyzny do
plaszczyzny. W ten sposéb posiadaja one przestrzenna Srubowa strukture okresowa
(rys. 1b).
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Krysztaly smektyczne wykazuja najwyzszy poziom uporzadkowania. W tym przypadku
sq uporzadkowane nie tylko molekuly lecz réwniez $rodki ich ciezkosci, ktdre tworza
szereg rownoleglych plaszczyzn (rys. lc).

Teorie modelowe tych krysztaléw pomimo istotnych réznic powinny zawieraé réwniez
pewne ogdlne cechy wspdlne i te beda gléwnie przedmiotem naszych zainteresowan.
Chodzi bowiem o poznanie zasadniczych wlasnosci ich konstrukeji. Niemniej rozpatrywane
modele, poza ich aspektem ogdlnym, beda dotyczyly giéwnie krysztaléw nematycznych.

Nalezy podkres$li¢, ze WANG prowadzac klasyfikacje materialéw w oparciu o grupy
symetrii materiatowej (z punktu widzenia ogdlnych koncepcji teorii réwnan konstytutyw-
nych) wykazal mozliwo$¢ istnienia materialow nie bedacych ani cieczami, ani cialami
statymi [1]. Do podobnego wniosku doszed! réwniez COLEMAN [2]. Stanowi to intere-
sujacy przyklad uzasadnienia istnienia pewnego typu materialu na podstawie rozwazan
czysto teoretycznych. Stan cieklokrystaliczny zwany mezofaza zostal do$wiadczalpie
odkryty do$¢ dawno (REINITZER 1888), jednak przez wiele lat byl glownie przedmiotem
badan do$wiadczalnych [6]. Brak bylo bowiem teoretycznych §rodkéw modelowych zaréw-
no w zakresie molekularnym, jak i fenomenologicznym. Z jednej bowiem strony, trzeba
bylo opracowaé¢ odpowiednie $rodki opisu cech fizycznych cieczy, a z drugiej — $rodki
modelowe opisu (na poziomie fenomenologicznym) ciagtych pdél mikrostrukturalnych,
w ktérych mozna bylo ujaé wiasnosci zlozonej wewnetrznej budowy ciat fizycznych. '

Okres wlasciwego rozwoju modeli fenomenologicznych, ktére nas gléwnie interesuja,
przypada na lata 1950—1960. Wtedy to sformulowano zasadnicze koncepcje opisu o$rod-
kéw z mikrostruktura, a wiec o$rodkdéw z dodatkowymi (poza przemieszczeniem lub
predkoscia) stopniami swobody. Sa to prace TOUPINA [3], MINDLINA [4], ERINGENA [5]
iinnych autoréw. Stworzyly one podstawy do efektywnego modelowania zjawisk w oérodku
cieklokrystalicznym, ktéry stat sie¢ przedmiotem zainteresowan takich badaczy, jak FRANK,
ERrickSEN, ERINGEN, de GENNES, LESLIE i inni. Wymieniamy tu oczywiscie tylko nazwiska
autoréw, ktérzy zajmowali si¢ aspektami fenomenologicznymi tej teorii. Obecnie mozna
wyrézni¢ nastgpujace modele os$rodka cieklokrystalicznego: model zgigciowo-sprezysty,
modele hydrodynamiczne, modele elektrohydrodynamiczne, modele magnetohydrodyna-
miczne. Nie sa to wszystkie mozliwe modele, lecz jedynie podstawowe ich grupy. Poza
nimi istnieja modele molekularne majace czesto charakter pétfenomenologiczny (ze wzgle-
du na stosowane $§rodki modelowe) lub inne, ktére powstaja na podstawie rozwaZzan
molekularnych (patrz np. praca LUBENSKY’EGO [9]). Ogdlna sytuacje z tego zakresu przed-
stawia rys. 2.

Celem niniejszego opracowania, ktére posiada charakter przegladowo-konfrontacyjny,
jest ogdlna prezentacja poje¢ i srodkéw modelowych, ktérymi operuja powyisze teorie,
ocena zakresu ich stosowalnosci oraz przyjetych uproszczen i przyblizen. Modele te sa na
ogébt niekonsystentne, a niektére z nich prowadza do paradokséw i zjawisk niefizycznych.
Chodzi réwniez o ocene modeli pod tym katem widzenia. Powinno to stanowi¢ baz¢ do
dalszych prac w tym zakresie, a gtéwnie do usci$lenia stosowanych modeli i wyeliminowania
wystepujacych niejednoznacznosci. ‘

W ostatnich latach obserwuje si¢ znaczny wzrost zainteresowania cieklymi krysztatami
ze wzgledu na ich bardzo obiecujace zastosowanija na skale przemystowa (rzutniki obrazéw,
ekrany telewizyjne, bardzo czule mierniki temperatury, modulatory $wiatla oraz inne
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nie zbadane mozliwosci aplikacyjne). Jest to bowiem stan materiatu, w ktérym za pomoca
stosunkowo niewielkich oddziatywan zewnetrznych mozna zmieni¢ istotnie jego makrosko-
powe cechy fizyczne. Nic tez dziwnego, ze wiele zwiazkéw cieklokrystalicznych odkryto
i odkrywa si¢ w materii biologicznej, ktdra bardzo elastycznie reaguje na warunki otoczenia.
Rozszerza to znacznie zakres zainteresowan cieklymi krysztalami i wymaga poglebionego
ich badania.

7881
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| 1933-Zocher, Oseen
| 7958~ 1969 — Toupin,
I i Mindiin,
i
[
|

Erigksen,
£ringen.
Modele  creklego  krysztalu
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1
! 1
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Modele hyarodynamiczne

Sprezystoscr
Modle/ .
Ericksena-Lleslie Mode! Eringen-Lee Model Lubensky ego

Model elektrohyaro-
aynarmiczny

Rys. 2

W rozdziale drugim przedstawiamy mikrostrukturalny opis kinematyki o§rodka cieklo-
krystalicznego. W rozdziale trzecim dyskutujemy cechy modelu krzywiznowego FRANKA,
a w czwartym — modeli hydrodynamicznych.

2. Opis mikrostrukturalny kinematyki o$rodka cieklokrystalicznego

Przy budowie modeli ciagtych korzysta si¢ z zasad zachowania masy, pedu, momentu
pedu, energii, fadunku oraz z zasady wzrostu entropii, biorac pod uwage onsagerowska
postaé termodynamiki procesow nieodwracalnych. Ponadto uwzglednia sie: niezalezno$¢
relacji fizycznych od ukladu odniesienia i od wyboru ukladu jednostek. Nie oznacza to
bynajmniej, Ze wszystkie modele skonstruowane w my$l powyZzszych zasad i zalozen
modeluja realne sytuacje fizyczne. Nalezy bowiem uwzgledniaé jeszcze cechy indywidualne
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materialu przez okre$lenie odpowiednich réwnan konstytutywnych, a ponadto skonfron-
towaé wyniki uzyskane dla modelu z wynikami eksperymentu.

Ruch oérodka cieklokrystalicznego opisuje si¢ migdzy innymi za pomoca funkcji ruchu
@1 & = X,
gdzie x* jest polozeniem czastki X* w chwili 7. Najwygodniej jednak ruch takiego o$rodka
opisywaé za pomoca pola predkosci v(x, 7). Jest to znana wlasno$¢ cieczy, dla ktorej
w rownaniu konstytutywnym wystepujg gradienty predkoSci (model cieczy Stokesa).
Przy modelowaniu dynamiki o$rodka o zlozonej strukturze wewngtrznej kazdy punkt
traktowany jest jako odksztalcalna czastka. W takim przypadku funkcje f*(X? 1), badz
sktadowe pola predkosci, opisuja ruch o$rodka masy takiej czastki. Specyfikacja tych lub
innych cech czastki prowadzi do okreslenia mikrostruktury o§rodka, co oznacza, Zze poza
polem predkosci uwzglednia si¢ istnienie innych pdl mikrostrukturalnych stopni swobody.
Dla krysztatow ciekiych okresla si¢ nastepujace pola mikrostruktury:

1. Mikrostruktura osrodka mikropolarnego [5]. Oznacza si¢

(2.2) & = On(X, 1) 27,

gdzie &, 2* sa odpowiednio wektorami promieniami punktéw czastki mikrostruktural-
nej po deformacji 1 przed deformacja, zaczepionymi w $rodku jej masy. Q,, jest macierza
ortogonalna, co oznacza, Ze jedyna deformacja jakiej doznaje czastka (przypisana punktowi
X) jest jej sztywny obrét. Przyjgcie tej koncepcji oznacza, ze molekuly krysztatu cieklego
sq traktowane jako nieodksztalcalne, przy czym czastka materialna modeluje na ogdt
zachowanie si¢ nie jednej molekuly, lecz pewnego duZego ich zespotu, ktéry doznaje
obrotu jako cato$é. Tak zdefiniowana mikrostruktura jest bardzo ogdlna. Nie uwzgled-
nia ona faktu, ze krysztal ciekly zbudowany jest z wydtuzonych molekut. Okreslona jest
ona w opisie materialnym.

2. Pole direktoréw n i uporzqdkowari S. ERICKSEN przedstawia wiasnoséci mikrostruk-
turalne krysztatu cieklego za pomoca pola wektoréw jednostkowych n, ktore nazywa
«direktorami» [7]. Modeluja one skierowanie osi wydiuzonych molekut lub ich grup.
Diugoé¢ «direktoréw» pozostaje stala w czasie ruchu. ZaloZenie to podyktowane jest
gtownie wzgledami wygody opisu, lecz ogranicza mozliwoéci modelowe tak zdefiniowanego
pola mikrostruktury, gdyz traci si¢ mozliwo$¢ uwzglednienia zmian ewentualnego ruchu
obrotowego molekul wzgledem osi wydluZenia. Nalezy réowniez podkres$li¢, ze «direktory»
opisujg tylko u$rednione uporzadkowanie o$rodka cieklokrystalicznego bez indywiduali-
zacji zachowania si¢ moleku! (bez ich ruchu cigplnego), a wigc sg to §rodki modelowe,
wyraznie fenomenologiczne. Celem wzbogacenia §rodkéw opisu wprowadza si¢ ponadto
skalarne pole parametru uporzadkowania zdefiniowanego nastepujaco:

2.3) S = (sinf,

gdzie 0 jest katem odchylenia molekuly od kierunku m, a { > znakiem u$rednienia.przy
uwzglednieniu statystyki kierunkowej odchylen f(0) osi moleku! od sredniego kierunku n,
co mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposéb (por. rys. 3):

| 2 .
2.4) S = (1 ~ —sin20) f(®)sin0do.
of 3
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Gdy S = 0 wéwczas mamy do czynienia z cieczg, natomiast S = 1 oznacza idealne upo-
rzadkowanie wszystkich molekut otoczenia punktu X wzdiuz wektorédw n. Sytuacja ostat-
nia na skutek ruchéw czastek nigdy w rzeczywistosci nie wystqbuje i dlatego w realnych
krysztatach cieklych 0 < § < 1.

Rys. 3

3. Pole tensorowe uporzqdkowas. Wprowadzone pole «direktoréw» n prowadzi do
ktopotliwych sytuacji, gdy kierunki n i —n traktowane sa jako ekwiwalentne. Dlatego
DE GENNES [8] zaproponowal, aby mikrostrukture o$rodka cieklokrystalicznego opi-
sywa¢ za pomoca pola tensoréow bez§ladowych Q,;(r). LUBENSKY [9] przedstawil sposdb
wyznaczania tego tensora, wychodzac z nast¢pujacego tensora okreslonego dla molekuly «:

1
(25) ‘,'Ij = V?V}—B—é,‘j.

Po wprowadzeﬁiu tensora u$rednionego
Ry = D 05, 0)olr—r*(),

definiujemy pole tensora makroskopowego Q;;(r, f) w sposéb nastepujacy:

{Ry(r, ’)>”_l
o(r, 1)y

gdzie m jest masg molekuly, a {o(r,f)) wartoscia $rednia gestosci rozkiadu molekul
(gestosé masy osrodka cieklokrystalicznego).

Tensorowy sposoéb opisu mikrostruktury staje si¢ poréwnywalny Z opisem za pomoca
«direktoréw» i pola S, jedli zauwazy¢, ze dla jednoosiowego krysztalu nematycznego
tensor Q;;(r, 1) wyraZza si¢ nastgpujaco:

(2.6) O, 1) =

.7 Qi(r, 1) =S (’7:"7;'— é‘sij)’

gdzie S jest parametrem uporzadkowania, a n;, #n; skfadowymi «direktoréw». LUBENSKY
[9] dyskutuje rownowazno$¢ tych opiséw, lecz nie wszystkie kwestie zostaly wyjasnione
(tensor Q;; posiada 5 roznych sktadowych, a wektor n trzy). Sa to podstawowe opisy
mikrostruktury krysztaldw ciektych.
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3. Krzywiznowa teoria sprezysto$ci

W krysztale ciektym istnieje uporzadkowanie dalekiego zasiggu, co powoduje, ze
krysztal wykazuje sztywno$¢ na odksztalcenia zgigciowo-skreceniowe. Teoria opisujaca
te zjawiska zostala zapoczatkowana przez ZOCHERA [10] i OSEENA w 1933 [11], a nastep-"
nie rozwinieta przez FRANKA w 1958 [12]. Przedstawimy przyblizenie liniowe tej teorii,
zaktadajac male odksztalcenia krzywiznowe. Rozrézniamy trzy rodzaje takich odksztal-
cefi (por. rys. 4): a) odksztalcenia typu wachlarz, b) odksztalcenia skrgceniowe, ¢) od-
ksztalcenia zgigciowe.

Wachlarz
(splay)

Skrecanie

Zginanie

Jezeli wymiarowy parametr charakterystyczny odksztalcenia (promien krzywizny)
jest duzo wiekszy od diugoséci molekul, to do opisu procesu deformacji mozna stosowac
model ciggly. Oznacza to, Ze molekuly zmieniaja swoje kierunki przestrzenne bardzo
powoli w poréwnaniu np. z wymiarami ciata. Jezeli o§ z ukladu wspélrzqdnych skiero-
waé zgodnie z kierunkiem osi molekul, to skiadowe stanu deformacji dla poszczegol-
nych jej rodzajow przyjmuja postaé: '

a; = On./ox, a, = 0n,/0y dla wachlarza,
(3.1) ay = —0n,/0x, a, = 0On,/dy dla skre¢cania,
as = on,/oz, a¢ = 0n,/0z dla zginania.

PoniewaZ powyisze rodzaje deformacji sg sprezyste, stad w przyblizeniu liniowym
energia swobodna ma postaé nastepujaca:

6 6
(32) F = Zkiai‘l‘ Zk,»ja,-a_,-,
’ ' i=1 ij=1

gdzie k;, k;; sa stalymi materialowymi, ktére nalezy wyznaczy¢ do$wiadczalnie. Wyra-
Zenie (3.2) na energi¢ swobodna upraszcza' sig, gdy uwzgledniamy jej niezmienniczo$¢
wzgledem przeksztalceni charakteryzujacych symetrie o$rodka.

1. Energia F nie powinna zmienia¢ si¢ przy sztywnym obrocie oérodka wzglgdem
osi z, gdyz nie ulegaja zmianie polozenia molekut. Z warunku tego wynika, ze ky = 0,
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a ponadto rozne sg od zera tylko nastgpujace skfadowe tensora k;;: kyy, ko, ks, ky2, kaa-

2. Gdy molekuly sa niepolarne lub polarne, lecz roztozone z réwnym prawdopodo-
bieistwem w obydwu przeciwnych kierunkach, woéwczas wybér znaku wektora n jest
dowolny i energia nie powinna zmieniaé¢ si¢ przy przeksztalceniu (z zachowaniem skret-
nosci) :

n—» —n lub x'=x y =—-y, =z=-—x,

co daje nastgpujacy warunek:
3.3) ky =k, =0.
Symetria przy n — —n wystgpuje powszechnie w krysztatach cieklych.

3. Gdy w krysztale cieklym wystepuja symetrie zwierciadlane, czyli gdy krysztal nie
jest enancjomorficzny (co moze zachodzi¢ czgsto w skali makroskopowej, chociaz posz-
czeg6ine molekuly nie wykazuja takich symetrii), wowczas zachodzi zalezno$é
3.4 _ 2 =k, =0.

Ogdlnie wyraZenie na energi¢ spreZysta zapisane w formie niezmienniczej (niezaleZnej
od kierunku osi z) posiada postal

3.5 F= %k“(V-n—so)2+%kzz(n-rotn+ro)_2+%k”(n-Vn)z—klz(V-n)(n-fotn),

gdzie so = —kifkiy, to = —k,/k,,. Wynika stad, Ze energia F zalezy od n; oraz n; ;.
Poniewaz F przy stalych deformacjach stanowi potencjat dla sit wewnetrznych, stad
otrzymujemy nast¢pujace réwnanie konstytutywne:

0
(3.6) Iy = — anl-:—. = degni—kas(n-Vn)ny— B8,
Hy
gdzie ¢;; jest catkowicie antysymetrycznym tensorem, a
A = kyy(n-rotn+ty)—k,,(V-n),

B =k, (V-n—sy)—kj,n-rotn,

za§ dla wektora krzywiznowych sil wewnetrznych
(37) f, = 6F/6n,= Ae,-jknk,j+k33(n-an)nj,,-.

Zakiada sig, ze stan rownowagi dla krysztatu cieklego osiggany jest przy minimum energii
swobodnej '

(3.8) G = [ doF(n,, m,)),
v
CO oznacza, Ze
0G = 0.
Prowadzi to do nastepujacego réwnania réwnowagi:
(39) aﬂij/axj+f,~ = yn;,

gdzie y jest mnoznikiem Lagrange’a, ktéry wyznacza si¢ z warunku #%2 = 1. Analizujac
to réwnanie dochodzimy do wniosku, Ze Zzadanie, aby wektor n pozostawat jednostkowy,
réwnowazne jest zadaniu, aby wewnetrzne sily krzywiznowe h; = I1; j+f; byty réwno-
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legle do pola «direktoréw». Sens fizyczny tego Zadania nie jest zbyt jasny, a ponadto
okazuje si¢, Zze rozwiazania zagadnien granicznych dla réwnania (3.9) niekonieczne sg
stabilne (patrz [13]). Zadanie to wynika z ograniczen (wigzow) kinematycznych. Nalezy
réwniez podkrestic [13], ze przedstawiony model zawiera czton diwergencyjny w gestosci
energii F, ktory moze by¢ zawsze zamieniony na czlon powierzchniowy i dlatego zostat
on opuszczony w (3.5). Sytuacja taka stwarza jednak mozliwo$ci niejednoznacznego
zdefiniowania tensora I1;;

(3]0) H:J =H,»_,»+(7/l,»_,~k/6,\'k,

gdzie tensor /l;;, jest antysymetryczny wzglgdem indekséw j, k. Dodanie tensora ;;
do I1;; nie zmienia jednak postaci réwnania (3.9). Pomimo to interpretacja fizyczna czionu
powierzchniowego jest konieczna, gdyz inaczej struktura teoril staje si¢ niejasna. Nalezy
zajac si¢ tym w oddzielnym opracowaniu.

Efekty krzywiznowe w krysztalach cieklych sa bardzo niewielkie (stale materiatlowe
ki; sa rzgdu 107 ¢ dyn) w pordwnaniu z efektami zmiany objetosci, lecz nalezy je uwzgled-
ni¢, gdyz moga one powodowaé znaczne zmiany jakosciowe ich zachowania sie.

4. Modele hydrodynamiczne

Poza sztywnodcig zgigciowo-skreceniowa, wlasciwa dla ciat statych, krysztaly ciekle
zachowuja si¢ jak ciecze. Molekuly wydiuzone moga bowiem poruszaé si¢ do§é¢ latwo
wzgledem siebie wzdtuz wydtuzonych osi.

Temu przeptywowi uporzadkowanemu przeciwstawiajg si¢ ruchy cieplne w kierunku
poprzecznym, a zatem nalezy rozpatrywac lacznie efekty krzywiznowe z efektami hydro-
dynamicznymi. Teori¢ uwzgledniajaca polaczone efekty opracowali ERICKSEN i LESLIE
[14, 15). Przedstawimy jej zarys i ocen¢. Bedziemy operowaé¢ nastgpujacymi polami ciag-
tymi: polem gestosci masowej o, polem predkosci v, polem «direktoréw» n, polem tem-
peratur 7. Zachowanie si¢ tych pdl opisuje nastgpujacy uklad réwnan:

1. Réwnanie ciggioéci masy
“.n %deiv(gv) = 0.

Bedziemy zaklada¢, ze osrodek jest niescisliwy. ZaloZenie to dla stanu ciekfego jest w pe}hi
uzasadnione. Zatem réwnanie ciagloéci przyjmuje postaé

4.2) : divy = 0.
2. Réwnanie ruchu wynikajace z zasady zachowania pegdu

) )
4.3 TN+ —— (T4 1) =
( ) at ( 1) 6Xj( ij tu) O>

gdzie J; = pov; jest gestoscia pedu, a Tj; i 1;; sa odpowiednio tensorami naprezen odwra-
calnych i dysypacyjnych. Tensor T;; okreslony jest w sposéb nastgpujacy :
(44) le = Q?),-?)_,-—péij—nkjnk_,-,

gdzie p jest ci$nieniem hydrodynamicznym.
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Tensor t; okre$lony jest nastepujgco:

. (4.5) tij = — oy nynpding— oo n; Ni— oy n Nj— g dij— osnimydy— o dynyn;,
gdzie
(4.6) dij = Uiy
4.7 N = ni— (g n;);,
(4.8) = %’: +v-V(n),
4.9) Wi =V

Jak wynika z (4.7) wektor N okresla predkosé ruchu wzglednego «direktoréw» (wzgledem
cieczy).

Z (4.5) wynika natomiast, Ze naprezenia dyspacyjne zaleza w sposob laczny od gra-
dientéw predkosci dj;, od kierunkow «direktoréw» n; oraz predkosei ich ruchu wzgled-
nego N;. o; sa stalymi materialowymi. Stala o, mozina utozsamic¢ z klasyczna stalg lep-
kosci postaciowej i, a pozostale sg statymi lepko$ciowymi cieklego krysztatu. Jest ich pigc,
lecz tylko trzy z nich sa niezalezne. Stale te sa nastepujace: y, = a3—ay, 0oy = dg—
—as, a3. Wynika to z warunku niezmienniczos$ci obrotowej energii oraz z relacji symetrii
Onsagera. Wyznaczeniem trzech statych lepkosci zajmowal si¢ w Polsce w 1935 r. M. MiIg-
sowicz, byly one zgodne z wartosciami staltych wyznaczonymi ostatnio. Réwnanja konsty-
tutywne (4.4) i (4.5) wyprowadzil LesLIE [15].

3. Réwnanie dla «direktoréw»

o, .. .
(410) ﬁ(ln,)‘*‘ ‘ax. (In,nj)—i-ﬂ,j'j-i-f,-i-f; = yn;,

gdzie 7 jest momentem bezwladnoséci wydtuzonej (pateczkowatej) molekuly. I1;; i f; zostaly
okre$lone uprzednio [patrz (3.6), (3.7)], a [ jest wektorem lepko$ciowych sit wewnetrznych
okreslonym nastepujaco:

@.11) fi = (a3 —a2) Ni+ (a3 + atp) ;.

4. Réwnanie transportu entropii
0
“4.12) E-(gs)+V(st+T_"q) = R,

gdzie s jest gestoscia entropii, q strumieniem ciepta.
Prawo Fouriera dla krysztatu cieklego przyjmuje postac

4.13) qi = =P T j—P, T,
a produkcja entropil wyraza si¢ w nastepujacy sposob:
4.14) TR = —t;d;j—IL Ny+fiN,—T ' q; T, ;.
Zasada zachowania momentu pedu prowadzi do nastgpujacej relacji symetryzujace;j:
(4.15) Toiy—Toj+yn;  —Ilyn; y+nifj—n;fy = 0,

gdzie Ty jest tensorem naprezen odwracalnych (w osrodku bez dysypacji).
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Nalezy stwierdzi¢, ze w modelu powyzszym rownanie «direktoréw» nie posiada cha-
rakteru zasady zachowania. Wiaze si¢ z tym fakt, e nie istnieje lokalny niezmiennik odpo-
wiadajacy obrotowi «direktoréw». Prowadzi to w konsekwencji do paradoksu istnienia
skonczonej predko$ci propagacji zaburzen nieskonczenie dtugiej fali. Ponadto, pojawiaja
si¢ inne trudnosci natury modelowej. Zatozenie np., Ze «direktory» nie zmieniaja dtugosci
w czasie ruchu oznacza nieuwzglgdnianie zmiany momentu p¢du molekuly wzgledem jej
wydtuzonej osi, a wigc pominigcie jej rotacji wzglgdem tej osi.

Poréwnajmy model ERICKSENA-LESLIE z modelem LUBENSKY’EGO [9], ktdry jest wyni-
kiem rozwazan na poziomie molekularnym oraz przeprowadzonych uérednien. Réwnania
wynikajace z zasad zachowania masy, energii, pgdu i momentu pedu przybierajg posta¢:

90
(4.16) B TP = 0,
. de
4.17) ETa +J:: =0,
(4.18) 9(3”7‘-+a,-i_, =0,
oL; oM, _
(4]9) (’J\’—+ Y, +Tj,',j—0,

gdzie p; = ov; jest gestoscia pedu, ¢ ggstoscia energii wewngtrznej, J; jest gestoscia stru-
mienia energii, L;, M; sa ggsto$ciami orbitalnego i lokalnego momentu pedu, a z;; tensorem
naprgzen momentowych. Wszystkie powyzej przedstawione wielkosci makroskopowe sg
u$rednieniami odpowiednich wielkoéci mikroskopowych. Mianowicie

(4.20) o(x, 1) = Co(x, 1)) = Zamyd (x—x*(1)),
gdzie « jest numerem molekuty, a m, jej masa,

(4.21) pi = (pilx, 1)) = Zaptd(x—x(1)),
4.22) L = 5,0 x pi8 (x—x%(1)),

(4.23) M; = 210" x v 6(x—x*(1)) = o/ml;;$2;,

gdzie I jest momentem bezwiladno$ci wydluzonych molekul, v wektorem kierunkowym
molekuty, /;; makroskopowym tensorem momentéw bezwtadnodci, a £2; wektorem usred-
nionej predkosei katowej obrotu zespolu molekul. Tensor [;; okre§lony jest w sposéb
nastgpujacy:

(424) 1,-j(x, ’) = éfa((s,-j—v‘fvf)(s(x—x“(t))

lub po uwzglednieniu (2.4) i (2.6):

(4.25) Li(x, 1) = ,:7 i— 0i;—S(x, 1) |n.~(x, Nni(x, t)—%éij”-
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JezZeli bierzemy pod uwagg tylko ruch sztywny moleku}, wéwczas sktadowa prostopadia
Q do n wyrazi si¢ w sposéb nastgpujacy: :

(4.26) ‘ 2, = (nxn).

W przypadku ruchéw niesztywnych relacja ta nie-jest scista; jednak gdy zmiany przestrzen-
no-czasowe n s3 niewielkie mozna uznaé ja za zadowalajaca. Poniewaz zaloZenie n? = 1
w czasie ruchu oznacza, ze skfadowa Q réwnolegfa do n jest w przyblizeniu réwna zeru,
zatem zasada zachowania momentu pedu (4.19) przyjmuje postad

0 . OL; _
(4.27) JE [nxn]i'l'_aT'l'Tji.j =0,

2
gdzie J = @I/m( +— 3 S)

_ . 0L,
Po wyeliminowaniu a—t' za pomocg (4.18) otrzymamy

(4.28) J% [nxnl;+ & 05+ 75,5 = 0,
gdzie
(4.29) T = Tj— Eipa Xu O - )

Poréwnajmy réwnanie (4.27) z réwnaniem «direktoréw» (4.10) modelu ERICKSENA-
LEsSLIE. JeZeli przyjaé, ze mamy do czynienia z opisem przestrzennym, zdefiniowa¢ mozna
sile g; w sposéb nastgpujacy:

& = fitfi—ym
oraz zalozyé, ze I = const, wowczas otrzymamy réwnanie .
(4.30) I+ gi+I; ; = 0.

Po zalozeniu, ze J = I, pomnoZeniu (4.30) przez ixi Mk i wprowadzeniu nastgpujacych
okreslen
4.31) eij0ij = exij(igy—Iluni 1),
(4.32) 1y = eIy,
otrzymamy réwnanie (4.27).

Mozna jednak fatwo zauwazyé, ze brak jest JednoznaczneJ relacji pomiedzy g;, H
oraz o;;. Po zdefiniowaniu bowiem g;, II;; w sposéb nastgpujacy:

oF
(4.33) - &= g —yni+Bin;, j,
oF
4.34 H," = ﬂ ni,
( ) J an‘ ¥ J

gdzie B; sa dowolnymi statymi, y wyznacza si¢ z warunku n* = 1, a F jest gestoscia energii
swobodnej Franka, nie Zmieniajg si¢ zaleZno$ci pomigdzy zasada zachowania momentu
pedu i réwnaniem «direktoréw». .
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Inny model hydrodynamiczny krysztalu cieklego uzyskali ERINGEN i LEE [16]. Jest on
przykladem modelu mikropolarnego. Réwnania tego modelu sg nastgpujgce:

(4.35) ‘;—f +div(ev) = 0,
d
(436) W (ikl) + ekmnvn ’.Im + EmnVy ikm .

Jest to réwnanie mikroinercji stanowiace wyzsze przyblizenie momentowe zasady zacho-
wania masy (przyblizenie drugiego stopnia)

4.37) tiijtefi = ovi,
(438) n'iji,j+8i11|ntmn+01i = @&i,
(4.39) 0& = Qh+qi,i+4:;j(vi, j— Eipvi) + MYy i

Sa to réwnania odpowiadajace zasadom zachowania pedu, momentu pedu i energii.
Wystepujace tutaj wielkosci to 7, — gestosé¢ momentdw bezwladnosei (molekut), v wektor
predkosci katowej, mj; tensor naprezen momentowych, /; gestosci momentdw sil, o; gestosci
momentéw pedu, ktdre wyrazaja si¢ nastepujaco:

(440) o = (imln (slk - ’.lk)vk .

W modelu tym wystgpuje opis materialny. Ruch punktu materialnego, zgodnie z kon-
cepcja mikrostruktury podana w (2.1), (2:2) przedstawia si¢ nastgpujaco:

(441) X;( = xk(Xa: t) = de(Xa’ t)241~

Z modelu ERINGENA-LEE istnigje réwnieZz przejécie do modelu ERICKSENA-LESLIE
(patrz [17]). Wystarczy zalozy¢, Ze wektor jest jednostkowy oraz réwnolegly do «direk-
tora» n w konfiguracji odniesienia (chodzi tutaj o opis materialny). Wtedy

(4.42) no= & = Quly,

(4.43) Inyny = Qiy.

Roéwnanie «direktoréw» staje si¢ réwnowazne zasadzie zachowania momentu pedu, gdy
zachodza relacje podobne do relacji migdzy modelem LUBENSKY’EGO i ERICKSENA-LESLIE.
Wustepuje tu réwniez wyzej wspomiana niejednoznacznosé.

Réwnanie mikroinercji przybiera przy tych zalozeniach posta¢ zasady zachowania
momentéw bezwladnosci

(444) . 1.+1‘U,',,- = 0.

W ten sposéb mozna powiedzieé, ze modele LUBENSKY'EGO | ERINGENA-LEE sg réwnowazne,
chociaz pierwszy z nich jest przyblizony. Pelne badanie ich réwnowaznosci bedzie przed-
. miotem osobnych rozwazan.

5. Zakonczenie

Przedstawiliémy o$rodki kinematyczne oraz modele opisujace zachowanie si¢ kryszta-
16w cieklych. Podali$my przy tym tylko niezbgdne i podstawowe wiadomodci z tego zak-
resu. Istnieja bowiem obszerne opracowania przegladowe zawierajace pelniejsze prezen-

N
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tacje teorii fenomenologicznych oraz szereg glebokich rozwazan fizycznych. Szczegdlnie
warto§ciowa jest najnowsza, obszerna praca przegladowa z tego zakresu STEPHENA i STRA-
LEYA [I3].

Uwage nasza skoncentrowaliSmy raczej na krytycznej ocenie istniejacych §rodkow
modelowych. Wystepujace niejednoznacznosci w modelu ERICKSENA-LESLIE przy definicji
tensora [[;; oraz w relacji pomigdzy modelami ERICKSENA-LESLIE, LUBENSKY'EGO
i ERINGENA-LEE wymagaja odrebnego badania.

Krysztaly ciekle wykazuja niezwykle interesujace efekty powierzchniowe dopasowania
struktury uporzadkowan w warstwie przylegajacej do $cianek (do geometrii $cianek).
Sa one bardzo silne. Zagadnieniu temu po$wiecono réwniez zbyt mato uwagi (patrz [18]).
Niezwykle wazne prakiycznie sa rozwazania z zakresu efektéw optyczno-elektrycznych,
optyczno-akustycznych itp. Zagadnienia te beda przedmiotem dalszych badan teoretycz-
nych i eksperymentalnych. Niezbedne do tego celu modele elektro- i magnetohydrodyna-
miczne zostang przedyskutowane w oddzielnym opracowaniu.
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Peswme

GEHOMEHOJOIMYECKHE MOJIEJH JKUIKUX KPUCTAJIJIOB

B paGoTe mpencTaBiieHbl OCHOBHbIE (DOPMabHbIE CPEACTBA MAKPOCKONMHYECKOTO OIMUCAHHSA NOBE-
JIEHMSA WHAKUX KprcTaJuloB. O6CyxieHa TaloKe CTpyKTypa (heHOMEHONOTHUECKHX THAPOIHHAMMYECKHX
MOJiefIeil, NpHyem BLIABJIEHBI CIIYYaH MX HEIKBHBAJIEHTHOCTH M HEEMMHCTBEHHOCTH. DTO Kacaercs riaB-
HbIM 06pa3oM 3aBHCHMOCTH MEXKIY Mofensio Dpukcera-Jlecmn n mopensmu JlioGerckoro u JpuHrena-Jin
B 00JIACTH NIpHHUMNA COXPAHEHHS MOMEHTA KOJIMUECTBA NBIDKEHUA.
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Pabora mmeer 0030PHBIA XapaKTep M ABJIACTCA BBeJCHHEM B TeMaTHKY «Momenu »maKux Kpucras-
JIOBY, KOTOpast OyaeT NpeaMeTom JalbHeHIMX HCCIIEHOBaHHIA. DNeKTPOrHAPOAMHAMMYECKHE W MArHHUTO-
THAPOIMHAMHYECKHE MOJCIIH, NPEACTABIAIOMIHE CO00il pa3BUTHE MAPOJHHAMHUECKUX MOmeliei, Oyayt
o0CY»KOeHbl B OTAENBHON NYyOJIHKAUMH,

Summary

PHENOMENOLOGICAL MODELS OF A LIQUID CRYSTALLINE MEDIUM

Fundamental formal means have been presented of a macroscopic behaviour of liquid crystals. The
structure of phenomenological hydrodynamic models has also been discussed, attention being attracted
to their non-equivalence and ambiguity. This refers mainly to the relation between the Ericksen-Leslie’s
model and those of Lubensky and Eringen-Lee within the conservation principle of the angular momentum.

The work is both a review and a comparison and constitutes an introduction into the subject «Models
of liquid crystals» to which further study will be devoted. Electrohydrodynamic and magnetohydrodynamic
models, which are developed from hydrodynamic models, will be discussed in a separate publication.
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Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 21 listopada 1975 r.
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KINEMATYCZNA ANALIZA PRZEPLYWOW CIECZY NIELINIOWO LEPKOSPREZYSTYCH
STEFAN ZAHORSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

W chwili obecnej rozwdj reologii nienewtonowskich cieczy lepkosprezystych odbywa
sig w kilku kierunkach opierajacych sig¢ na trzech podstawowych podejsciach: 1) empirycz-
nym, 2) asymptotycznym i 3) kinematycznym.

W najstarszym historycznie podejéciu empirycznym zasadnicze znaczenie posiada
zgodno$§¢ postulowanych réwnan konstytutywnych z zachowaniem si¢ cieczy rzeczywi-
stych. Ograniczony charakter klasycznego modelu cieczy Newtona oraz dazenie do iloécio-
wego ujecia takich zjawisk, jak zmienna lepkosé cieczy przy réznych szybkosciach przeplywu,
efekty relaksacyjne i efekty naprezen normalnych, przeplywy wtorne w rurach o przekro-
jach niekotowych itp., doprowadzity do olbrzymiej ilosci réZnych modeli empirycznych
stosowanych przez réznych autoréw (por. np. [l, 2, 3, 4]). Niewatpliwa zaletg podejécia
empirycznego jest mozliwo$¢ uzyskania stosunkowo prostych réwnan pozwalajacych na
efektywne rozwigzania wielu zagadnien praktycznych. Zasadnicza jego wada jest brak
jakichkolwiek gwarancji, ze réwnania empiryczne dobrze opisujace wlasnosci cieczy w pew-
nych szczegblnych przeptywach okaza si¢ wystarczajaco dobre dla innych przepltywdw.

Podejécie asymptotyczne, oparte na teoretycznych podstawach mechaniki o$rodkdow
ciggtych, pozwala na uzyskanie uproszczonych réwnan konstytutywnych dla przeplywodw
wystarczajaco powolnych, opéznionych, z matymi deformacjami, malymi czgstosciami
itp. Dzigki podstawowym dzi§ pracom RivLINA, GREENA, COLEMANA, NoLLA, TRUES-
DELLA i innych badaczy (por. [5, 6,7, 8, 9]), ten sposéb doprowadzil do sformuiowania
matematycznej teorii rozwinig¢ asymptotycznych oraz do rozwiazania wielu interesujacych
zagadnien. PowaZzng wada asymptotycznego podejscia sg doé¢ silne zaloZenia ogranicza-
jace, co prowadzi do zadowalajacych wynikéw tylko przy $cistym spetnieniu tych zatozen.
W wigkszosci wypadkow konieczna jest réwniez znajomosc¢ rozwiazan odpowiednich zagad-
nien opisywanych réwnaniami Naviera-Stokesa (por. [5, 10]).

Dla ilustracji postuzymy si¢ przykladem niescisliwej cieczy rzedu drugiego (por. [5]),
ktdrej rownanie konstytutywne dosé dobrze opisuje stosunkowo powolne przeplywy cieczy
lepkosprezystych z malymi czasami charakterystycznymi (naturalnymi). Réwnanie to
przybiera posta¢ (por. np. [10])

(1.1 T(t) = —pl4+naA, —no0A,+1n,(0+0*)AT, trA, =0,

gdzie T(z) jest tensorem naprezenia, p — cisnieniem hydrostatycznym, za§ A; (i = 1,2, ...)

oznaczaja kinematyczne tensory Rivlina-Ericksena (por. [6, 5]) zdefiniowane nastgpujaco:
» A, = Vv (V)T

(1.2) Avsr = A+ AVYH (VA

2 Mechanika Teorctyczna
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przy czym v(x, () jest polem predkosci, zas kropka oznaczono materialna pochodna
wzgledem czasu. Stala materiatowa 7, posiada wymiar lepkosci, a stale 6 i 6* — wymiar
czasu (0 — charakterystyczny czas cieczy). W zaloZeniu, Ze przeplyw jest przeplywem
petzajacym (quasi-statycznym), dla ktérego pole predkoéci i ciSnienie moga byé przedsta-
wione w postaci: v = v, +v,+ ..., p = p,+p,+ ..., gdzie jedynka oznaczono odpowied-
nie wielkosci dla cieczy newtonowskiej, réownania réwnowagi prowadzg do zaleznosci
(por. [11]):

Vp —10V?v, =0,
(1.3) Vp2—10V2vy = —no0div(As(v) —AT(v) +700*divAi(y,)),
Pierwsze z powyiszych réwnan jest réwnaniem Naviera-Stokesa dla przeplywu quasi-
statycznego, drugie posiada identyczng strukturg, a jego prawa strona zalezy wylacz-
nie od v,, {j. od predkosci odpowiadajacej rozwigzaniu zagadnienia brzegowego dla cieczy
newtonowskiej. PipkiN [10] przedyskutowal przypadki, w ktérych prawa strona (1.3),
jest pewnym polem bezwirowym.

Powyzszy przyklad dobrze ilustruje rolg, jaka znajomo$é rozwigzan réwnan Naviera-
Stokesa odgrywa przy stosowaniu metody kolejnych przyblizen dla niesciéliwej cieczy
rzgdu drugiego, ktorej model jest rozwinigciem asymptotycznym réwnat konstytutywnych
cieczy prostej (por. [5,9]).

Podejscie kinematyczne, zgodne z odpowiednig klasyfikacja przeplywéw (por. [5, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18]), pozwala na wyprowadzenie uproszczonych réwnan konstytutyw-
nych przy zalozeniu szczegdlnych historii deformacji, geometrii przeplywdw itp. W litera-
turze mozna spotka¢ rézne sposoby kinematycznej klasyfikacji przeplywow (por. TRu-
ESDELL, NOLL [5] TANNER [12], LODGE [14], LODGE i WALTERS [15]); w dalszych rozwaza-
niach bgdziemy postgpowaé zgodnie ze schematem zaproponowanym przez NoLra [19]
1 rozwinigtym w pracach autora [16, 17, 18]. Zaleta takiego podejscia jest mozliwo$é
uzyskania ogdlnych dla danej klasy przeptywow réwnan konstytutywnych oraz mozliwo$é
bezposrednich poréwnan mig¢dzy réznymi przeptywami nalezacymi do tej samej klasy.
Jednakze kinematyczna analiza przeplywdw czg¢sto prowadzi do zbyt zlozonych réwnan,
zawierajgcych wigksza liczbg funkcji lub statych materialowych.

W niniejszym przegladzie omawiamy krétko rézne sposoby kinematycznej klasyfikacji
przeplywéw, a nastgpnie przechodzimy do przedyskutowania przeplywéw wiskozyme-
trycznych (PW), ruchdw ze stala historig deformacji (RSHD) i ruchéw z proporcjonalng
historia deformacji (RPHD). Dalszymi uogélnieniami bgda ruchy z naloZonymi propor-
cjonalnymi historiami deformacji (RNPHD), a w szczegdlnosci przeptywy zlozone z usta-
lonego przeptywu podstawowego (wiskozymetrycznego lub rozciggajacego) i malych
dodatkowych zaburzen o charakterze oscylacyjnym.

2. Roézne sposoby kinematycznej klasyfikacji przeplywow

oy . . . , - . gr s . 4

Rozw6j mechaniki o$rodkéw cigglych, a w szczegdnosci nieliniowych cieczy lepko-
sprezystych, doprowadzit do stwierdzenia, Ze tylko okre$lone wiasnosci cieczy odgrywaja
istotng rolg¢ w przeplywach charakteryzujacych sie szczegdlnym typem historii kinema-
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tycznej (por. TRUESDELL, NoLL [5], PipkIN [10], ASTARITA, DENN [13]). Innymi stowy,
ilos¢ informacji o wiasno§ciach danej, nawet bardzo ogélnej, cieczy jest ograniczona
1 zalezy wylacznie od tego do jakiej klasy kinematycznej nalezy rozwaZany przeplyw.
W tym tez sensie niektére rownania konstytutywne (np. nieécisliwej cieczy rzgdu drugiego)
otrzymane za pomoca metod asymptotycznych zachowuja swoja waznosé dla okres§lonych
klas przepltywéw (por. [5]).

Stosowane przez niektérych autoréw sposoby kinematycznej klasyfikacji przeptywow
sa rézne, a nawet nie zawsze prowadza do rozlacznego podzialu przeplywow. O wyborze
takiego lub innego sposobu podzialu moze decydowaé matematyczna prostota réwnan,
mozliwoé¢ wykorzystania réwnan obowigzujacych w ramach tej samej klasy do opisu
réznych przeptywdw, a nawet znaczenie danej klasy przeplywdéw w zastosowaniach prak-
tycznych. Rozwazmy kilka spotykanych w literaturze sposobéw klasyfikacji przeptywow.

Zgodnie z propozycja PipkiNa [10], wszystkie $cinajace przeplywy cieczy lepkosprezy-
stych mozna rozwaza¢ na nastgpujacym schemacie (rys. 1). Na osi odcigtych odkiada sig
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Rys. 1

iloczyn charakterystycznego czasu cieczy 0 (np. sredniego czasu relaksacji) przez czgstosé
o charakteryzujaca przeptyw, przy czym skala jest taka, Ze iloczyn ten zmienia si¢ od zera
do nieskoniczonosci. Na osi rzgdnych odmierza si¢ bezwymiarowg amplitude deformacji a.
Dla matych wartoéci fw otrzymujemy ustalone przeptywy $cinajace (por. p. 3), a dla bardzo
duzych fw — skonczone odksztalcenia osrodkéw sprezystych. Poniewaz mate amplitudy a
odpowiadajg liniowej lepkosprezystosci, w lewym dolnym rogu schematu, tj. dla bardzo
malych Ow 1 a, jest miejsce dla klasycznych lepkich cieczy Newtona. W prawym dolnym
rogu, tj. dla bardzo duzych 6w i bardzo malych a, nalezy umiesci¢ osrodki liniowo spre-
zyste. Chociaz powyZszy schemat dobrze ilustruje rolg, jaka parametry o wymiarze czasu,
a $cislej stosunek czasu charakterystycznego cieczy 6 do czasu o' — charakteryzujacego
proces, odgrywaja przy badaniu przeptywdw, niewiele potrafimy powiedzie¢ o §rodkowej
czgdei diagramu. Tutaj mieszcza si¢ wszystkie przeplywy, dla ktdrych istotne sg lepko-
sprezyste wilasnosci cieczy, a deformacje wystarczajaco duze.

Inng klasyfikacje, opierajaca si¢ na wczesniejszych rozwazaniach LODGE’A [2], pro-
ponuje TANNER [12], kt6ry dzieli przeptywy na «silne» i «stabe». Przyktadami tych klas

2%
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przeptyw6w 'sa proste przeplywy rozciagajace (PR) 1 $cinajace, opisane nastgpujacymi
polami predkosci:

]
2.1 v = EG(2ix—jy—kz), v = yiy,

przy czym G oznacza podtuzny gradient rozciagania, a y — poprzeczny gradient $cinania.
Przymiotniki «silne» i «stabe» pochodza od wzglednej zdolnosci danego przeptywu do
odksztalcania mikrostruktury cieczy, co prowadzi do istotnie réZnych pdl naprezen.
Obliczenie separacji plaszczyzn znajdujacych si¢ poczatkowo blisko siebie pokazuje,
ze w przeptywach rozciagajacych (silnych) mamy wykiadnicza zalezno$¢ od czasu (pro-
porcjonalng do exp2G(r—t), gdzie 1 oznacza aktualna chwil¢ czasu), a w przeptywach
$cinajacych (stabych) — co najwyzej algebraiczng (np. rzgdu p2(7—1)?). Wszystkie prze-
plywy mozna w ten sposob zaliczy¢ albo do stabych, albo tez do silnych. Na przykiad,
ruchy ze stala historig deformacji (por. p. 4) naleza do przeptywow stabych (por. [12]).

Bardziej zlozona kinematyczna klasyfikacj¢ przeplywéw zaproponowal niedawno
LoDGE [14] (por. takze LODGE i WALTERS [15]), dzielac wszystkie przeplywy na «$cinajace»
1 «rozciggajace» (PR). W mySl jego definicji przeptyw nalezy do klasy przeptywow $cina-
Jjacych, jesli: 1) kazdy poruszajacy si¢ element materialny zachowuje swoja objetosc,
2) istnieje jednoparametrowa rodzina izometrycznych (nierozciagliwych) powierzchni
materialnych, ktéra mozna zwiaza¢ z odpowiednim ukladem wspdirzednych konwekcyj-
cyjnych (deformujacych si¢ razem z o$rodkiem). Dalszy podziat obejmuje definicje prze-
plywéw jednokierunkowych, ustalonych, niezaleznych od czasu itp. Klasyfikacja LODGE’A
pozwala latwo stwierdzié¢, czy dany przeplyw jest «zblizony do wiskozymetrycznego»
w sensie definicji PIPKINA i OWENA [20] oraz czy jego historia jest stala (por. p. 3). Na przy-
kiad przeplyw w ortogonalnym reometrze MAXWELLA [21] charakteryzuje si¢ stalg historia
deformacji, podczas gdy przeptywy w reometrze balansowym 1 reometrze z mimosrodo-
wymi cylindrami nie wykazuja tej wiasnosci (por. [15, 18]).

Klasyfikacja kinematyczna omawiana w dalszych punktach zostala zapoczatkowana
pracami COLEMANA i NoLLA (por. [19, 22]), w ktorych w sposéb ogdlny zdefiniowano
przeplywy wiskozymetryczne (PW), przeptywy ze stala historig deformacji (RSHD) i inne.
Decydujace znaczenie przy takiej klasyfikacji posiada historia gradientu deformacji,
a §ciflej jego czesci odpowiedzialnej za czyste wydiuZenie (bez efektéw obrotu). Dla pew-
nych szczegdlnych historii deformacji, nawet ogdlna ciecz prosta COLEMANA-NOLLA
(por. [5]) o mniej lub bardziej ztozonej «pamigci» niewiele ma do zapamlqtama a jej row-
nanie konstytutywne upraszcza si¢ istotnie.

Punktem wyjscia do dalszej analizy bedzie réwnanie konstytutywne niesci§liwej cieczy
prostej w postaci nastepujacej:

2.2) T() = —pl+ ‘{y (Fi(s)), detFi(s) =

gdzie T(r) jest tensorem naprezenia, p — ci$nieniem hydrostatycznym, a funkcjonatl
konstytutywny & spelnia warunek izotropii (por. [5])

@) RO FEORO = § ROFORO), RO = RO)kmo,
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dla kazdego ortogonalnego R(s) i kazdej historii gradientu wzglednej deformacji Fi(s)
rozumianej jako

2.4) Fi(s) = F(t—s), sel0, ),

przy czym‘ gradient deformacji wzglgdem konfiguracji odniesienia w aktualnej chwili
czasu ¢ wynika z definicji

(2.5) F,(7) = Vy(x, 1), . E(1) = % (x, 1),

gdzie y,(x, 7) okreSla ruch osrodka. Pole predkosci wynika z zaleznosci
(2.6) v(x,t) = 4— X, 7)|
. . ’ - dT Xl( y Ole=t»

Prawy tensor wzgl¢dnej deformacji (tensor Cauchy-Greena) (por. [5]) definiuje si¢ naste-
pujaco: ‘

@.7) C(v) = FI(F(7), C()=F@) = 1.

3. Przeplywy wiskozymetryczne

Bardzo obszerna i geometrycznie prosta klasa przeptywdw wiskozymetrycznych (ozna-
czanych dalej skrotem PW) najwczesniej zainteresowala badaczy z uwagi na jej znaczenie
teoretyczne i liczne zastosowania w technologii, badaniach laboratoryjnych itp. (por.
[5, 23D).

Dla ilustracji wiasnoéci cieczy ujawniajacych si¢ w ustalonych i nieustalonych PW,
postuzymy si¢ przykladem prostego przeplywu $cinajacego (por. [23]), dla ktdrego pole
predkosci i réwnania ruchu przyjmuja w kartezjanskim ukladzie wspéirzednych postaé
nastgpujaca: :

3.0 v =uny, o =0 =0,
(3.2) 5({;) =x+xy(r—1t), n(x)=y, &)=z,

gdzie x jest stala szybkoscig $cinania (gradientem $cinania), a wspoirzedne (5,/17, £) wy-
znaczaja potozenie czastki w dowolnym czasie v < ¢. Historia gradientu wzgl_qdnéj de-
formacji (2.5) w postaci '

(3.3) Fi(s) = 1-sM, [M] =

oo o
o o x
oo o

gdzie [M] jest stala macierza, po wstawieniu do (2.2) i wykorzystaniu (;‘3) prowadzi do
zaleznosci ' ’

(3.9 T()+p1 = h(M).
Funkcja h jest funkcjg izotropowa spelniajacag warunek

35 . Qh(M)Q” = h(QMQT).
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dla kazdego ortogonalnego Q. Wybierajac Q w postaci

(3.6) [Ql=

o O =

0
]
0

- o o

otrzymamy dla tensora napr¢Zzenia macierz nastgpujaca:

Tll T12 0
(3.7) [T] = |72 722 0
0 0 T33

Powyzsze wyniki sa rowniez prawdziwe dla kazdego przeplywu, w ktéorym historia gra-
dientu deformacji dla wybranej czastki materialnej i chwili czasu ma posta¢ (3.3) w pewnej
ortonormalnej bazie g;. Dowodzi si¢ (por. [5,23]), Ze baza taka istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy M? = 0. Przeplywy spelniajace powyzsze warunki sa przeplywami lokalnie
wiskozymetrycznymi.

Wprowadzajac definicje trzech funkcji wiskozymetrycznych w sposéb nastgpujacy:

\ (%) = wn(x) = T'%,
(3.8) o(x) = T -T33,
o,(%) = T?2—T33,
mozemy rownanie konstytutywne (3.4) sprowadzi¢ do postaci
3.9 T(@t) = T*3 14 7(¢) N+ NT) + 0, () NNT+ 0, () NTN,

gdzie N = »~'M.

Z teorii przeplywow wiskozymetrycznych (por. [5, 23]) wynika, Ze:

1) Wszystkie dotychczas podane zaleznoéei sa stuszne dla zmiennej (obracajgcej si¢)
bazy g;; zatem funkcje wiskozymetryczne sg funkcjami materialowymi niezaleznymi od
przyjgtej bazy wspotrzednych.

2) Funkcja naprezenia $cinajacego t(x) i funkcje rdznic naprezen normalnych o, (%),
02(%) sa odpowiednio nieparzystg i parzystymi funkcjami zmiennej x.

3) Analogiczne rozwazania sg prawdziwe réwniez dla przypadku, w ktérym tensor M
(staly dla prostego $cinania), szybko$¢ » i baza g; zaleza od czasu aktualnego ?.

Ustalony PW mozna zatem zdefiniowaé jako przeplyw, dla ktérego

(3.10) - Fi(s) = R(s) (L—sM), R(0) = 1,

przy czym R(s) jest tensorem ortogonalnym dla kazdego 0 < s < o0, a tensor M w bazie g;
ma postaé (3.3),. '

Uogdlniajac powyZsza definicje na przeplywy nieustalone, mozna stwierdzié, ze dla
nieustalonego lokalnego PW

(.11) Fi(s) = R(s) (1+g()M(1)), R(0) = 1,

gdzie g(s) jest funkcja s, zalezng réwniez od parametru ¢ (por. (4.14),). Dany PW jest
przeplywem globalnie wiskozymetrycznym, jesli zalezno$¢ (3.11) jest spelniona wzdiuz
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toru kazdej czastki materialnej. W tym przypadku zamiast funkeji (3.8) wprowadza si¢
nastepujace funkcjonaly materiatowe (por. [5]):

T (29) =T
(3.12) ;i (g())=T"-T%,
s=0

5, (8(0)) = T =T,
5=

Odpowiednie réwnanie konstytutywne przyjmuje posta¢ podobna do (3.9), przy czym
zamiast funkcji wiskozymetrycznych nalezy wstawi¢ funkcjonaly (3.12).

Klasa PW znajdujaca szerokie zastosowanie w reometrii i przetworstwie polimeréw
obejmuje liczne znane przeplywy, jak przeplyw Poiseuille’a i Couette’a, przeplywy he-
likoidalne i skrgcajace, przeplyw w reogoniometrze Weissenberga itp. Nalezy jednak pa-
migtaé, Ze istniejg réwniez inne wazne przeplywy nie nalezgce do klasy PW, jak np. prze-
plywy rozciggajace (PR), przeplywy w zbieznych kanafach i dyszach, przeptywy w reome-
trach z mimosrodami itp. (por. [18]).

4. Przeplywy ze stalg i proporcjonalna historia deformacji

Istotnym uogdlnieniem klasy ustalonych PW sg tzw. ruchy ze stalg historia deformacji
(oznaczane dalej jako RSHD) zdefiniowane przez NoLLA [19] oraz COLEMANA [22]. Dla
tych ruchéw, podobnie jak dla ustalonych PW, historia deformacji otoczenia danej czastki
jest zawsze taka sama, z dokladno$cia do sztywnego obrotu.

W mysl definicji RSHD (por. [19, 16]) gradient deformacji wzgledem konfiguracji
odniesienia w dowolnie wybranej chwili 0 przybiera postaé

@.1 Fo(7) = Q(»)exp(xM), Q0) =1,

przy czym M jest stalym tensorem (zaleznym co najwyzej od parametru ?), zas§ Q — do-

wolnym tensorem ortogonalnym (np. charakteryzujgcym obrot czastki od chwili 0 do
chwili aktualnej 1).

Biorac pod uwagg, Ze
4.2) Fo(z) = F(1)Fo(r)

oraz. wykorzystujac (2.7), otrzymamy histori¢ prawego tensora wzglednej deformacji
w postaci nast¢pujacej:

4.3) Ci(s) = FT(5)Fi(s) = exp(—sL’)eX};)(/—sL),
gdzie L(1) jest obréconym.tensorem parametrycznym (por‘. [24]) oraz
@4 - L) = Q()MQ™(1).

Tensor L jest gradientem pola predkosci w obracajacym sie ukladzie odniesienia i jego
zwigzek z gradientem przestrzennym L, jest nast¢pujacy:

@.5) L (1) = Vv(x, 1) = L) +QMQ"(1).
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Dowodzi si¢ (por. [24, 18]), ze wszystkie ustalone 1 jednorodne pola predkosci, dla
ktérych L, = const, generuja RSHD, przy czym Q(z) = 1. Natomiast nie dla wszystkich
RSHD odpowiednie pola predkoéci sg ustalone i jednorodne; warunek L, = const jest
warunkiem wystarczajacym, aby L, = 0.

Klasyfikacje RSHD zdefiniowanych wzorem (4.1) mozna przeprowadzié¢ zgodnie
ze schematem Novrra [I9] (por. [18]). Otrzymujemy w ten sposéb trzy podklasy, dla
ktorych:

I—M? =0,
(4.6) H—M?>#0, M =0,
[II—M"#£0 dla »n=1,2,3,...

Podklasa (I) obejmuje wszystkie ustalone. PW, dla ktérych zawsze M? = 0 i definicja (4.1)
staje si¢ réwnowazna (3.10). Do podklasy (I1) zalicza si¢ tzw. podwdjnie nalozone prze-
plywy wiskozymetryczne (por. HUILGOL [25]), powstate ze ztoZenia niektérych pdl pred-
kosci dla zwykiych PW. Najbardziej interesujaca wydaje si¢ podklasa (III) obejmujaca
oprécz potréjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycznych (por. [25]), ustalone prze-
plywy rozciagajace (PR), przeptywy w ortogonalnym reometrze Maxwella i inne (por.[18]).
Warto rowniez podkreslic, Ze przeplywy powstajace ze zloZzenia kilku PW moga nalezeé
do kazdej z trzech wymienionych podklas. I tak np. zlozenie przeplywéw Poiseuille’a
i Couette’a daje wiskozymetryczny przeplyw helikoidalny, podczas gdy zlozenie dwéch
prostopadlych przeptywdéw $cinajacych prowadzi do przypadku czystego $cinania, réwno-
waZnego przeptywowi rozciagajacemu (PR) (por. [16, 25]).

Podstawienie (4.3) do réwnania konstytutywnego niesci§liwej cieczy prostej w postaci

@rn’ T(t) = —pl+ (5 (Ci(s)), detCi(s) =1,

gdzie ® jest funkcjonalem izotropowym, prowadzi do zaleznosci (por. [18)):

(4.8) T() = —pl+g(L), Qg(L)Q" = g(QLQ").
Twierdzenie o reprezentacji udowodnione przez WANGA [26] daje

4.9 T(t) = —pl+1(A,, A,, A,),

gdzie A; (i = 1,2, 3) oznaczaja trzy pierwsze tensory kinematyczne Rivlina-Ericksena
[por. (1.2)]. Dla wielu interesujacych przypadkow, a w szczegdlnosci, gdy wartosci wlasne
tensora A, s3 rozne, funkcja f w (4.9) zalezy tylko od argumentéw A, i A,. Mamy wéw-

czas (por. [6]):

"(4.10) T(:) = —pl+o A, +ouzA,+asA2+0,Al +a5(A As+AA)+
+as(AZA,+A,AD+0,(A AT+ AZA l)+oz,,(A2A2 +A2A%),

gdzie A; (i = 1, ..., 8) sa funkcjami wspdinych niezmiennikéw utworzonych z A, i A,.

Dila kazdego RSHD ilo§¢ niezaleznych funkcji materialowych wynosi co najwyzej
pig¢. Na przykiad dla prostego rozciagania (PR), dla ktérego A, = A%, otrzymamy

@.11) T(t) = —pl+B,(trA})A, + B, (trAZ)AZ.
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Funkeje 8, i B, wyraZajg si¢ w prosty spos6b przez funkcje materiatowe «;. Istnieje zatem
mozliwo$¢ wykorzystania réownan konstytutywnych okre$lonych dla niektorych przepty-
wéw podklasy (I1) do opisu wlasnosci cieczy w innych przeptywach nalezacych do tej
samej podklasy, np. w przeplywach rozciagajacych (por. [17, L8]).

Dalszym uogdlnieniem klasy RSHD sa tzw. ruchy z proporcjonalna historia deformacji
(por. Zauorskl [17]), oznaczane dalej jako RPHD. W zatozeniu, Zze w zaleznoéci po-
dobnej do (4.1) wykiadnik tensorowy odpowiedzialny za histori¢ czystego odksztalcenia
jest proporcjonalny do pewnej gladkiej funkcji czasu k(t), otrzymamy nastgpujacg de-
finicj¢ RPHD:

4.12) Fo(7) = Q(r)exp(k(r)M), QO =1, k@O =0,

gdzie M jest statlym tensorem, a Q(z) — tensorem ortogonalnym.
Postgpujac podobnie jak poprzednio, mozna wykazaé, ze dla RPHD (por. [17]):

4.13) Ci(s) = F'(5)Fi(s) = exp(g(s)NT)exp(g(s)N),

gdzie

(4.14) N@) = Q(OMQ'(r),  g(s) = k(t—5)—k(1).

Wprowadzajac pojecie obréconego tensora parametrycznego (por. [24]), mianowicie
@.15) L(1) = Q(M&(1)Q™(1) = N(1)k(1),

otrzymamy réwnowazng definicje RPHD:

4.16) Ci(s) = exp (li_gtsi- LT)exp (f—:; L).

Tensor L jest réwniez gradientem pola predkosci w obracajacym si¢ ukiadzie odniesienia.

Podobnie jak dla RSHD mozna dowies¢, ze wszystkie jednorodne w przestrzeni
pola predkoscei, dla ktérych fl(t) = Nk'(l), gdzie N = const, generuja RPHD, przy czym
Q(7) = 1 (por. [I7]), jesli tylko funkcja k'(t) jest catkowalna. Takze klasyfikacje RPHD
przeprowadza si¢ podobnie [por. (4.6)]. O zaliczeniu przeplywu do danej podklasy decy-
duje tensor M, N lub L. Podklasa (I) obejmuje wszystkie nieustalone PW z proporcjonalna
historig w zdefiniowanym sensie. Ruchy ztoZone z dwdéch lub trzech nieustalonych PW
beda na ogét naleze¢ do podklasy (I1j i (III). Nieustalone przeptywy rozciggajace (PR)
Z proporcjonalng historia deformacji oraz pewne nieustalone przeptywy w reometrach
nowego typu (por. [18]) znajdg si¢ w podklasie (I11).

Podstawiajac (4.13) lub (4.16) do réwnania konstytutywnego (4.7), otrzymamy

@17) T0) = ~p1+ § (g6)N) = —p1+ & (200 L),

przy czym funkcjonaty $ lub & sa réwnoczeénie funkcjami izotropowymi argumentéw
N lub L.

Twierdzenie o reprezentacji dla RPHD (ZAHORsk1 [17]) rozréznia trzy nastgpujace
przypadki: 1) A, ma trzy rézne warto§ci wlasne, 2) A, ma tylko dwie réwne wartoSci
wlasne, 3) A, ma trzy identyczne wartoéci wlasne. Na podstawie tego twierdzenia rowna-
nia konstytutywne przyjmuja jedna z ponizszych postaci:



474 S. ZAHORSKI

.18) T(0) = —pl+ §O(g<s>;AJ(r),Az<r)),
(4.19) T() = =pl+ M (£6): A1), A0, As(0).

Funkcjonaty € lub I sa réwnoczesnie izotropowymi funkcjami argumentéw zapisanych
po $redniku. Dla rownania (4.18) pozostaje w mocy rozwinigcie typu (4.10), z tym Ze od-
powiednie o; zaleza od czasu aktualnego ¢ oraz wspdlnych niezmiennikéw utworzonych
z A, i A,. Jesli funkcja k(7) zawiera inne parametry przeplywu, np. czgsto$¢ drgan, to «;
zaleza réwniez od tych parametrow.

Jako ilustracje RPHD rozwazmy nieustalony przeplyw w ortogonalnym reometrze
Maxwella (por. [21]). Poniewaz rownanie typu (4.10) jest stuszne zarowno dla przeptywu
w reometrze Maxwella (podklasa III), jak i dla przeplywu rozciagajacego (PR), funkcje
materialowe lub ich kombinacje wyznaczone dla przeplywu w reometrze moga by¢ wyko-
rzystane w sposéb przyblizony do wyznaczania lepkoéci podluznej w przeplywie rozcia-
gajacym z identyczna zaleznoscig od czasu k(7).

5. Przeplywy z nalozonymi proporcjonalnymi historiami deformacji i przeplywy zloZone

W celu dalszego uogdlnienia definicji (4.1) i (4.2) mozna zalozy¢, ze dla wielu przeply-
woéw zlozonych gradient deformacji wzgledem konfiguracji w chwili 0 przyjmuje postaé
(por. [17])

(5.1) Fo(1) = Q@exp D, (M), QO =1, k() =0,
i=1

gdzie M;(i = 1, ..., n) oznaczaja stale tensory, k;(r) — dowolne gladkie funkcje czasu,
za$ Q(t) — tensor ortogonalny. Dla tak zdefiniowanych ruchéw z nalozonymi proporcjo-
nalnymi historiami deformacji (oznaczanych skrétem RNPHD), przyjmujemy ponadto,
ze

(5.2) Fo(?) = Q(0) [ [exp(ki(dM), MM, = MM,
i=1

tzn. ze tensory M; wzajemnie komutuja.
Postepujac podobnie jak poprzednio i oznaczajac

(5.3) gis) = kit—s)—ki(t), i=1,2,..,n,
otrzymamy
(5.4) Cits) = exp( Y si)NF Jexp( D git)Ny)
. i=1 i=1

lub

oy IO T) ( D) )
5'5 Cl - - 'Li '—.7—Li ’
¢ ()= exp (, ko 1NG T
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gdzie
(5.6) Ni(t) = QUOMIQT(), Li(t) = QU)Miki(1)QT (1) = Niki(r).

Podobnie jak dla RPHD, pola predkodei z gradientami w postaci L =) lé,-(t)N,-, gdzie N;
i=1

sq stalymi komutujacymi tensorami, a k',~(t) — funkcjami catlkowalnymi, zawsze generuja
przeplywy nalezace do RNPHD. Klasyfikacje tych przeplywéw mozna réwniez przepro-

wadzi¢ badajac wilasnosci tensora L = Z/é,-(t)N,-(t). Na przykiad, dla ruchéw ztozonych
i=1

z dwéch PW, dia ktérych L2 = L2 = 0, przeptyw okreélony przez L = L'+L" nalezy
do podklasy PW, wtedy i tylko wtedy, je$li

.7 L'L" =L"L'=0.

Przyktadem takiego przeptywu jest przeplyw helikoidalny, w ktérym predko$¢ katowa
1 osiowa zalezg w réZny sposéb od czasu.

Réwnania konstytutywne dla omawianej obecnie klasy RNPHD otrzymamy pod-
stawiajac np. (5.4) do réwnania (4.7). Mamy woéwcezas (por. [17])

(5.8) T() = —pl+ N (g N), i=1,2,..,m,
. s=0

przy czym

(5.9) Q é%o (&:(); N)QT = C%) (aigi(s); %QN:'QT

dla kazdego ortogonalnego Q i wszystkich zbioréw rzeczywistych niezerowych a;. Po-
dobne réwnania obowiazuja réwniez dla tensoréw L;.

Szczegdlnie interesujacy, ze wzgledu na liczne zastosowania, jest przypadek dwoéch
natozonych .ruchéw, z ktérych pierwszy (oznaczony wskaznikiem 1) jest ruchem podsta-
wowym, najczesciej ustalonym, a drugi (oznaczony wskaznikiem 2) — ruchem dodatko-
wym natozonym na ruch podstawowy. Wéwczas

(5.10) Ci(s) = exp(g,(s)NT)C(s)exp (g, (5)Ny),

gdzie

(.11 Ca(s) = exp(g2(s)NT)exp(g2(s)N,).

Nalezy pamigta¢, ze dla przeptywSw izochorycznych

(5.12) detCi(s) = detC,(s) = detC,(s) = 1, trN, = trN, =0.

Podstawiajac (5.10) do (4.7) mozna pokazaé (por. [27, 28]), ze
(5.13) T@) = —p1+ R (g.(s), G(s); N,), G(s) = Co(s)—1,
. s=0

przy czym R jest funkcjonalem wzgledem g,(s) i G(s) oraz izotropowa funkcja argu-
mentu N, .

Dla pewnych typéw ruchéw dodatkowych, mianowicie dla historii mato réznigcych
si¢ w sensie odpowiedniej normy, mozna uzyska¢ bardziej konkretng posta¢ réwnania
(5.13). Zgodnie z zasada zanikajacej pamigci (por. [5]), jesli funkcjonat R jest roézniczko-
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walny w sensie Frécheta wzgledem G(s) w sasiedztwie zerowe] historii, bedac jednoczeéni'e
ciggtym wzgledem g,(s) i N,, to

614 R (261,6OIN) = R (£),0:N)+86 R (26160 N)+o(IGOIP),

gdzie 0gR oznacza funkcjonal liniowy wzgledem G(s) oraz

- o(IGE)I)
(5.15) o TG

Funkcjonal liniowy wzgledem G(s) moze by¢ przedstawiony w postaci catki

=0, trdg N (2,6IGE); N,) =0.

(5.16) o R (2IGE:N) = [ D(g,()5N) [G]ds
§= 0

gdzie D[G(s)] oznacza transformacje liniowa.
Dalszy postgp w rozwinigciu réwnan (5.13), (5.16) uzyskuje sie dla ustalonych wisko-
zymetrycznych lub rozciggajacych przeptywow podstawowych. Wtedy funkcjonat

‘.R (2.:(s), 0; N,) sprowadza si¢ do postaci zbliionej do (3.9) lub (4.11). Mozliwe jest row-

mez rozwinigcie wyraZenia podcalkowego w (5 16), przy czym wspodiczynniki rozwmlqcna
sa funkcjami zaréwno s, jak i »* = trNTN, (por. [27)).

Czesto ruchy dodatkowe charakteryzujgce sie matymi deformacjami wystepuja w po-
staci okresowo oscylujacych zaburzen natozonych na ustalone przeplywy podstawowe.
Mozna woéwczas rozwazaé dwa rodzaje zagadnien: 1) wplyw szybko$ci odksztalcenia
przeptywu podstawowego na dynamiczne charakterystyki (lepkoéci, moduty, podat-
nosci itp.) cieczy w przeplywie zaburzonym, 2) wplyw czestosci, amplitudy itp. zaburzen
na parametry ustalonego przeplywu podstawowego. Z punktu widzenia geometrii prze-
ptywu, zaburzenia mogg wystgpowaé w kierunku réwnoleglym i prostopadiym do kierun-
ku przeptywu podstawowego.

Na przyklad, lepkosci dynamiczne cieczy w zaburzonych przeptywach $cinajacych
sg z reguty mniejsze niz odpowiednia lepko$¢ 5(0) dla przeptywu ustalonego przy zerowej
szybkosci $cinania. Dla bardzo malych czestosci otrzymuje sie nasigpujace wartosci gra-
niczne (por. [27, 28]):

(5.17) lim ), (%, w) = d?( ) _ e )( dl“")
w—>0 nx
przy zaburzeniach réwnoleglych oraz
(5.18) lim %', (%, w) = T(}C) 7(%)
w—0

przy zaburzeniach prostopadlych. 7(x) jest wiskozymetryczng funkcja naprezenia $cinaja--
cego, a 5(») — funkcja lepkosci dla przeptywu ustalonego. Podobne zaleznoéci obowig-
zuja réwniez dla moduléw dynamicznych i wielkosci charakteryzujgcych naprezenia
normalne (por. [28, 29]).

Jak wykazali JoNEs i WALTERS [30] wplyw matych oscylujacych zaburzen na charak-
terystyki przeplywu podstawowego moze byé w pewnych przypadkach do$¢ znaczny.
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Oznaczajac przez ¢ maly parametr okreslajacy stosunek szybko$ci zmiany amplitudy
réwnoleglego zaburzenia do szybko$ci ustalonego $cinania #x, otrzymamy

oo

f’(p(s,xz).s‘zds dla ¢ = const.
J ‘

lim ALT?) = %62%3

w—0

(5.19)

A zatem zmiana $redniego napreZenia $cinajacego (T'?) jest w granicy w — O proporcjo-
nalna do kwadratu parametru £2. Podobne zmiany wystgpuja dla naprezen normalnych
oraz w przypadku zaburzen prostopadiych. Doswiadczalnie zaobserwowano (por. [30])
przeszio 10% redukcje¢ $redniego momentu obrotowego dla roztworéw poliakryloamidu
badanych w reometrze Weissenberga z zaburzonym przeplywem obrotowym.
Przedstawiona w niniejszym punkcie klasa RNPHD obejmuje wszystkie poprzednio
omowione klasy przeplywéw jako przypadki szczegdlne. Na rys. 2 podano schemat kla-
syfikacji ulatwiajacy zrozumienie relacji miedzy réznymi klasami przeptywow.

RNPHD
] e
[ ]
Male oscylacie
przeplyw ustalony RRPHD
]
1 I ]
Zaburzone Zaburzone Nieustalone Nieustalone Nieustalone
PR rw Pw PR inne
| T
| | :
| [ ASHD
L—— l -
71 r‘b‘
| B 1
Ustalone Ustatone Ustatone Ustalone
R rw oW inne
Rys. 2

Na zakoniczenie krétkiego przegladu zagadnien, poswigconych kinematycznej analizie
przepltywdw cieczy lepkosprezystych, nalezy jeszcze raz podkresli¢ ogdlny charakter ta-
kiego podej§cia. Znajomo$é kinematyki danego przeptywu, nalezacego do okreslonej
klasy, pozwala na wykorzystanie wlasciwych réwnan konstytutywnych bez zadnych do-
datkowych zalozen modelowych. Stwarza to z kolei mozliwo$¢ pordwnywania przeplywoéw
nalezacych do tej samej klasy lub podklasy. Nalezy jednak pamigtac, ze stosowanie analizy
kinematycznej do rozwiazania réznych zagadnien brzegowych jest procesem typowo ite-
racyjnym. Zalozenie okreSlonej kinematyki przeplywu, a nastgpnie stosowanie uprosz-
czonych réwnan konstytutywnych wymaga ponownego sprawdzenia warunkéw przeplywu
tacznie z warunkami brzegowymi. Réwniez rola badan do§wiadczalnych, pozwalajacych
na okreflenie odpowiednich funkcji lub parametréw materiatowych charakterystycznych
dla danej klasy przeptywdw, jest w dalszym ciagu bardzo istotna.
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Pesome

KNHEMATUUYECKHN AHAJIN3 TEUEHUSA HEJMHENHO-BSI3KO-VIIPYTON
AKHUOKOCTH

B coppemenHoil peonormi BASKO-YIPYTHX >KHIOKOCTEH MOM(HO BBINENIMTH TPH OOLIMX HOAXOHA:

. 1) ommupnueckuit moaxon, 2) aCHMITOTHUECKHI IOAX0N — NPHUMEHAEMBI [UIsT MeUIEHHBIX WM OMa3abl-

BaIOLMX TEYEHHIT, 3) KHHEMATHUYECKHIT TOAX0X, B KOTOPOM BBLIBOIASTCA YNPOLIEHHbIe (GH3UUECKHE YpaB-
HEHUA A7 OTAENIBHBIX CJY4aeB HCTOPUM Ne(hOPMUPOBAHMSA, TEOMETPHUU TEUEHHA H T. I.

B paGoTe mpencraBneH KHHEMAaTHYECKHil NOAXOX, Ha OCHOBAaHMH KOTOPOTO KOPOTIKO OTOBOPEHBI
CBOHMCTBA BHCKO3HMETPHUYECKHX TEUEHHH, TEUEHHH ¢ MOCTOSAHHBIMH H MPOIIOPLHOHANBHBIMH HCTOPHAMK
nepopMUpoBaHUST a TaloKe ApPYrux, Gojlee CIOMKHBIX TEUEHHH, BKIIOYAd TEUEHHsS! ¢ HaKJafbIBaeMoil
NPONMOPUHOHANBHOM HeTopHel nedopmupoBanusi. Psaa BoIGpaHHBIX ClIy4yaeB Teuellust paccmorpeH Gonee
HeTanbHO.

Summary

KINEMATICAL FLOW ANALYSIS OF NON-LINEAR VISCOELASTIC FLUIDS’

In the modern rheology of viscoelastic fiuids three general ways of approach can be distinguished:
1) an empirical approach, 2) an asymtotic approach applied for slow or retarded motions, 3) a kinematical
classification approach for which certain simplified constitutive equations are derived for particular defor-
mation histories, flow geometries etc.

According to the kinematical approach we briefly discuss properties of viscometric flows, flows with
constant and proportional stretch histories as well as other more complex flows, including flows with
superposed proportional stretch histories. Certain examples of particular classes of flows are discussed
in greater detail.
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1. Uwagi wstepne

Wszystkie znane obecnie przezroczyste tworzywa sztuczne wykazuja w mniejszym
lub wigkszym stopniu efekt dwdjlomnoéci wymuszonej, czyli sg czule optycznie. Czulos¢
optyczna, jaka odznaczajg si¢ tworzywa sztuczne, nie stanowi w ogromnej wigkszoci
przypadkéw przeszkody w ich uzyciu. Istnieja jednak réwniez takie sytuacje, gdy od ma-
terialu wymaga si¢ nie tylko okre$lonych wilasno$ci mechanicznych, dobrej obrabialnoscei
i przezroczystosci, lecz zada si¢ ponadto, aby mial on mozliwie najmniejsza dwéjlomnoé¢
wymuszona i pozostawal jednorodny pod wzgledem optycznym nawet przy stosunkowo
duzym obciaZeniu. Materialy takie sa w szczegélnosci potrzebne w pewnych rodzajach
badan elastooptycznych. Tak na przyklad, pewne elementy urzadzen do obcigzania
modeli elastooptycznych musza by¢ wykonywane z materialéw o mozliwie niewielkiej
czutosci optycznej. Materialy takie moga rowniez okazaé si¢ przydatne w niektérych
przypadkach do budowy prowizorycznych ukladéw optycznych.

Jesli wymagania odnosnie braku efektu dwgjlomnosci wymuszonej nie sg zbyt wysokie,
woéwezas uzy¢ moina czgsto zwyklego handlowego polimetakrylanu metylu (znanego
pod handlowymi nazwami metapleks, plexiglas, perspex i lucite). Jest to bowiem materiat
majacy czuto$é optyczna kilkunastokrotnie niZsza od czulosci optycznej typowych zywic
epoksydowych i poliestrowych, a ponadto odznaczajacy si¢ korzystnymi wlasno$ciami
mechanicznymi, stosunkowo duzg w&trzymaloéciq. (0, = 750—1200 kG/cm?) i wysoka
granicg proporcjonalnosci, dobrag obrabialnoscia, zadowalajaca przezroczystoscig 1 sto-
sunkowo niskim kosztem. . ] «

Istniejg jednak przypadki, gdy od materiatu zada si¢, by wykazywal on w tak niewiel-
kim stopniu efekt dwéjlomnosci wymuszonej, Ze nie mozna uizyé wowczas zwyklego
. handlowego polimetakrylanu metylu. Najwigksze wymagania pod wzgledem braku czu-
Yosci optycznej stawia si¢ materialom uzywanym do wykonywania modeli do tréjwymia-
rowych badan elastooptycznych metoda warstwy czynnej -optycznie.

Metoda ta, nalezaca do klasycznych metod tréjwymiarowej elastooptyki, polega na
wykonaniu modelu z materialu nieczutego optycznie i wklejeniu w miejscu rozpatrywa-
nego przekroju warstwy materialu o identycznych wiasnos$ciach mechanicznych, lecz
wykazujacego czulo$é optyczna. Przy prze$wietlaniu. tak wykonanego modelu w pola-
ryskopie elastooptycznym rejestrujemy obrazy izochrom i izoklin w analizowanym plas-

*> Badania prowadzono w Pracowni Do$wiadczalnej Analizy Naprezen IPPT — PAN
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kim przekroju modelu. Czytelnicy interesujacy si¢ 1a metoda znalezé moga bardziej
szczegdlowe informacje o nigj na przykiad w pracy [l].

W metodzie warstwy optycznie czynnej zada sie, aby czulo$é optyczna materiatu
modelowego byla wielokrotnie (100 lub wiecej razy) mniejsza niz czulo§é optyczna typo-
wych zywic epoksydowych i co najmniej dziesigciokrotnie mniejsza od czulosci optycznej
zwykiego handlowego polimetakrylanu metylu.

Jak wiadomo z literatury, zmniejszenie czulosci optycznej polimetakrylanu metylu
osiagnaé¢ mozna modyfikujac go ftalanem dwubutylu. Zwigkszajac stopniowo zawartos¢
ftalanu dwubutylu otrzymujemy material o coraz to mniejszej czulosci optycznej az wresz-
cie, po przekroczeniu pewnej granicznej wartosci, material o przeciwnym znaku efektu
optycznego".

Jednak pomimo tego, ze polimetakrylan metylu modyfikowany ftalanem dwubutylu
wykorzystywany byl przez wielu autoréw do wykonywania modeli elastooptycznych
z warstwa czynna optycznie, autorzy postugujacy si¢ tym materialem w badaniach elasto-
optycznych nie przeprowadzali na ogél jego dokiadnego wzorcowania 1 w publikacjach
ich brak jest nie tylko dokladniejszych danych odnosnie technologii wykonania i wias-
nosci uzytego materiatu, lecz najczgiciej nie podaja oni nawet dokladnego skladu tego
materialu.

W tej sytuacji autor artykulu, przystepujac do tréjwymiarowych badan elastooptycz-
nych na modelach z warstwa czynng optycznie, uznal za celowe i wskazane przeprowa-
dzenie doktadnych badan wzorcujacych materialu modelowego, majacych na celu nie
tylko wyznaczenie doraznych wilasnosci optycznych, jak i mechanicznych, lecz rowniez
wlasnoéci reologicznych w praktycznie interesujacym przedziale czasu.

Rezultaty tych badan opisano w niniejszej pracy.

2. Wlasno$ci modyfikowanego polimetakrylanu metylu

Cechy specjalnego polimetakrylanu metylu modyfikowanego ftalanem dwubutylu
nie sa jeszcze dobrze znane, w przeciwienstwie do zwyklego polimetakrylanu metylu,
ktérego wlasnosci zbadano przy réznych zakresach obciazen i1 dla ktérego zapropono-
wano kilka sposobéw opisu cech mechanicznych i optycznych [2, 3, 4, 5, 6]. Jedng z nielicz-
nych publikacji, zawierajacych nieco wigcej danych o optycznych i mechanicznych wias-
nosciach tego materiatu, jest praca [7], ktorej autorzy przeprowadzili badania kilku skta-
déw polimetakrylanu metylu o réznej zawartosci ftalanu dwubutylu. ’

Jednym z wazniejszych praktycznie spostrzezen zawartych w powyzszej pracy jest
stwierdzenie, Ze polimetakrylan metylu o znacznej zawartoéci ftalanu dwubutylu wykazuje

1 Zazwyczaj przyjmuje sie, ze dwojlomno$¢ ma znak dodatni, gdy material ma cechy dodatniego
krysztatu jednoosiowego i znak ujemny — gdy material ma cechy ujemnego krysztalu. W pracy przyjgto
odwrotna konwencje znakébw w celu uzyskania lepszej czytelnoéci otrzymanych wykresow pelzania. Przy
przyjeciu normalnej konwencji znakow zarejestrowane efekty optyczne mialyby w wigkszoséci znak ujemny
i krzywe pelzania musialyby wowczas znajdowac sie po stronie ujemnych wartosci.
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inng dwdjlomno$¢ przy $ciskaniu, anizeli przy rozcigganiu w przeciwienstwie do zwyklego
polimetakrylanu metylu, ktéry zachowuje si¢ podobnie przy rozciaganiu i $ciskaniu.
Modyfikowany polimetakrylan odznacza si¢ liniowa zalezno$cig efektu optycznego od
naprezenia w dosy¢ szerokim zakresie przy naprezeniach §ciskajacych i wyraznie nieliniowa
przy napreZeniach rozciagajacych (rys. 1).
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Rys. 1. Zaleznos¢ efektu optycznego od naprezenia dla polimetakrylanu metylu o réznej zawartos$ci ftalanu
dwubutylu, wedtug badain Lamble’a i Dahmoucha [7]

Ze stwierdzenia nieliniowej zaleznosci efektu optycznego modyfikowanego polimeta-
krylanu metylu od naprezenia wyplywaja wazne wnioski natury praktycznej.

Tak wigc w przypadku uzycia tego materiatu do wykonania modeli elastooptycznych
lub elementéw urzgdzen obcigZajacych nie jest mozliwe dobranie bezwzgi¢dnie optymalnego
skladu i przy ustalaniu najodpowiedniejszej zawartosci modyfikatora nalezy bra¢ pod
uwage konkretne warunki badania: §rednia warto$¢ i znak naprezenia w analizowanej
strefie (inna bedzie optymalna zawarto$¢ modyfikatora w przypadku przewagi napreZen
rozciagajacych, a inna w przypadku dominujacych naprezen ciskajacych), przewidywany
czas badania itd.

Badania przeprowadzone przez LAMBLE’A i DAHMOUCHA [7] rzucily ciekawe $wiatto
na wiasnoéci optyczne modyfikowanego polimetakrylanu metylu i wyniki ich sa cenne
z praktycznego punktu widzenia, nie wyjaénily one jednak w peini cech tego materiatu.
Autorzy pracy ograniczyli si¢ zasadniczo do stwierdzenia faktu optycznej nieliniowo$ci
i nie pokusili si¢ o doktadniejsze wyjaénienie reologicznych wlasnoéci optycznych zbada-
nego materiatlu. Autorzy przeprowadzali pomiary jedynie bezposrednio po obcigZeniu
1 po uptywie 10 minut od chwili przylozenia obciazenia, co stanowi zbyt krétki okres
czasu jak na potrzeby typowego badania elastooptycznego.

3
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3. Przedmiot i opis badan

Przeprowadzone badania mialy na celu:

1. Ustalenie wplywu zawartosci ftalanu dwubutylu na wlasnosci optyczne i mechaniczne
zmodyfikowanego polimetakrylanu metylu przy krétkotrwalym obcigZeniu oraz usta-
lenie optymalnej zawarto$ci modyfikatora dla okre$§lonego poziomu napreZen i warunkéw
badania.

2. Poznanie aktywnego pefzania optycznego modyfikowanego polimetakrylanu metylu
przy stalym obcigzeniu i pelzania odwrotnego. Ustalenie dopuszczalnego czasu badania
modelu elastooptycznego wykonanego ze zmodyfikowanego polimetakrylanu metylu
przy zalozonej dokiadno$ci wynikdw.

3. Stwierdzenie, czy zmodyfikowany polimetakrylan metylu moze byé uwazany za
material o liniowej charakterystyce.

4. Stwierdzenie, czy w zmodyfikowanym polimetakrylanie metylu istnieje wprost
proporcjonalna zalezno$¢ pomigdzy odksztalceniem a dwéjtomnoscia, podobnie jak
w zwyklym polimetakrylanie metylu.

Badania wplywu zawartosci ftalanu dwubutylu na wiasnosci optyczne i mechaniczne
modyfikowanego polimetakrylanu metylu podzielonego na trzy etapy. Pierwszy etap
obejmowal badania, majace na celu wstgpne poznanie cech réznych materialéw o zawar-
to$ci modyfikatora réznigcej si¢ w do$¢ szerokim zakresie?. W drugim etapie zawezono
zakres badan do kilku sktadéw, w obrgbie ktdrych spodziewano si¢ skladu optymalnego
i wytypowano dwa optymalne skiady polimetakrylanu metylu: material najodpowiedniejszy
do badania modeli z przewaga naprgzen rozciagajgcych i material najwlasciwszy dla
naprezen Sciskajacych. Trzeci etap badan obejmowal dokiadne badania reologicznych
wlasno$ci optycznych materialéw uznanych za najlepsze.

Badania pierwszego etapu przeprowadzono na dwdch rodzajach probek. Zachowanie
si¢ materialu przy napreZeniach rozciagajacych badano na prébkach o ksztalcie «wiosetka»;
dlugos¢ cz¢sci prostokatnej prébki wynosita 120 mm, za$ jej przekrdj 10 x 5 mm. Do bada-
nia wlasnodci materialu przy napr¢Zeniach $ciskajacych uzyto prébek o ksztalcie prosto-
padio$ciennym o wymiarach 40x40x 90 mm.

Badane proébki byly umieszczone w przestrzeni pomiarowej polaryskopu o rozpro-
szonym zrédle monochromatycznego $wiatla sodowego. Zadany program jednoosiowego
rozciagania realizowano za posrednictwem ukfadu dZwigniowego, zapewniajacego plynne
przykladanie i zdejmowanie obcigZenia. Badania prowadzono w temperaturze pokojowej.

Osiowe wydluzenie probek mierzono za poérednictwem ekstensometru zegarowego
Schoppera o bazie pomiarowej 50 mm i dzialce elementarnej 1/100 mm. Dwdjlomno$é
wymuszong w plaszczyZnie probki mierzono metoda kompensacji goniometrycznej
SENARMONTA. Dokladnoé¢ zastosowanej metody pomiaru efektéw optycznych wynoszaca
okoto +0,01 rzgdu iz. uwazana byé moze za wystarczajgca, nawet je$li zwazy¢, ze wartosci
rejestrowanych efektéw optycznych byly niewielkie i nie przekraczaly zasadniczo warto§ci
0,5 rzedu iz.

B Prébki polimetakrylanu metylu o rdznej zawartosci ftalanu dwubutylu wykonane byly w Zakla-
dach Chemicznych w O$wiecimiu przez p. Tadeusza Krawczyka pod kierunkiem mgr inz. Grzegorzewicza.
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Pomiary prowadzono przy skokowo wzrastajacym obciqzeniu. Program obciazenia
przyjeto taki sam przy badaniu prébek rozciaganych, jak i przy badaniu préobek $ciskanych.
Na rys. 2 przedstawiono otrzymane wykresy m(c). Warto$ci m(o) na rys. 2 i nastgpnych
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Rys. 2. Zalezno$é¢ dwodjtomnosécei od naprezenia dla polimetakrylanu metylu o réznej zawartoéei ftalanu
dwubutylu przy schodkowvm wzroécie naprezenia, wedlug badan autora

sprowadzono do jednostkowej gruboéci modelu, co pozwala na ich poréwnywalno$é.
Na rys. 3 widoczne sa krzywe zaleznoéci &(co) dla czterech spoéréd zbadanych materialéw,
wyznaczone przy napreZeniach rozciggajacych.
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R)’s. 3. Zalezno$é odksztaleenia od naprezenia dla polimetakrylanu metylu o réinej zawartosci ftalanu
dwubutylu przy naprezeniach rozciagajacych
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Analiza uzyskanych wynikéw pozwala na wyciagnigcie dwdch wnioskow:

a) Polimetakrylan metylu o znacznej zawarto$ci ftalanu dwubutylu (w granicach
od 8 do 12%) wykazuje zasadniczo w do$¢ duzym zakresie liniowa zalezno$¢ (o), tak przy
naprezeniach $ciskajacych, jak i rozciggajacych. Pozostaje to w widocznej sprzecznosci
z efektami optycznymi tego materiatu (zalezno$¢ m(o) w przypadku napreZen rozcigga-
jacych jest wyraznie nieliniowa).

b) Jak widaé¢ z wykresu &(o), zawarto$¢ ftalanu dwubutylu ma tylko nieznaczny wptyw
na cechy mechaniczne materialu. Tak na przyklad, zmianie ilo§ci modyfikatora w gra-
nicach od 10,2 do 11,29 towarzyszy zmiana «umownego modulu sprezystoéci» o okolo
59%. Jest to istotne spostrzezenie. Opierajac si¢ na nim mozna bylo bowiem w dalszym
ciggu poniechaé pomiaréw odksztalcen i ograniczy¢ si¢ wylacznie do pomiaru efektow
optycznych. Pozwolilo to na uproszczenie techniki laboratoryjnej badania.

Badania drugiego etapu dotyczyly materiatéw wyselekcjonowanych w poprzednim
etapie. Badania przy naprezeniach $ciskajgcych prowadzono, podobnie jak poprzednio,
na probkach o ksztalcie prostopadio$ciennym o wymiarach 40 x40x90 cm. W etapie
tym zbadano wlasno$ci optyczne materialdw o trzech réZznych zawartoéciach ftalanu
dwubutylu réwnych: 10,49, 10,25/ 1 10,05/. Otrzymane wyniki doprowadzily do usta-
lenia skfadu materiatu o minimalnej czutosci optycznej przy napr¢zeniach sciskajacych.
Za optymalny uznano material zawierajacy 10,29, ftalanu dwubutylu. Stwierdzono, Ze
material o tym sktadzie ma bardzo wysoka stala materialowa (K| &~ 10000 kG/cm rzad).

Badania materialéw przy napr¢zeniach rozciggajacych prowadzono na prébkach
o zbieznym ksztalcie strefy pomiarowej. Zastosowanie tych probek przyczynito si¢ do
Znacznego uproszczenia i przyspieszenia badan, gdyz przy tym sposobie mozna otrzymac
wykresy pelzania przy réznych poziomach obciazenia analizujac poszczegdlne przekroje
Jjednej proébki.

Na rys. 4 przedstawiono otrzymane wykresy zalezno$ci m(o) dla materialéw o réznych
skladach. Na rysunku tym naniesiono ponadto wykres m(o) dla handlowego polimeta-
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Rys. 4. Zalezno$¢ m(o) dla polimetakrylanu metylu o rbéznej zawartosci ftalanu dwubutylu przy stalych
naprezeniach rozciagajacych (¢ = 1 godz)
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Rys. 6. Pelzanie optyczne polimetakrylanu metylu zawicrajacego 11,29 ftalanu dwubutylu; czas badania —
32 godziny
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24 godz. od chwili przylozenia obciazenia, myp — efekt clastooptyczny zmicrzony po uplywic 6 godz. od chwili odcigzenia
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krylanu metylu, nie zawierajacego ftalanu dwubutylu. Otrzymane wykresy réznig si¢
nieco od wykreséw dla analogicznych materialéw uzyskanych w poprzednim etapie, gdyz
odpowiadajg one stalej wartosci obciaZenia, podczas gdy badania poprzedniego etapu
prowadzono przy obcigzeniu schodkowym. Za najlepszy materiat dla naprezen rozcigga-
Jjacych uznano material zawierajacy 11,2% ftalanu dwubutylu.
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Rys. 7. Pelzanie optyczne polimetakrylanu metylu zawierajacego 10,2% ftalanu dwubutylu w ciggu pierw-
szych dwéch godzin od chwili przylozenia obcigzenia
mop — cfekt elastooptyczny zmierzony bezposrednio po przylozeniu obcigzenia, ok — efekt clastooptyczny zmierzony po uplywie
2 godz. od chwili przylozenia obcigzenia
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Rys. 8. Pelzanie optyczne polimctakrylanu metylu zawierajacego 11,2% ftalanu dwubutylu w ciagu pierw-
szych dwoch godzin od chwili przyloZenia obcigzenia

Trzeci etap badan mial na celu, jak juz wspomniano, poznanie optycznych wlasnosci
reologicznych dwéch wyselekcjonowanych materialéw. Badanie ograniczono do zakresu
napreZent rozciagajacych i przeprowadzono je na prébkach o ksztalcie «wiosetka». Badano
pelzanie aktywne przy stalym obciaZeniu, przy réznych poziomach napreZenia i pelzanie
odwrotne po obcigZeniu prébki. Na rys. 5 i 6 uwidoczniono krzywe pelzania aktywnego
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1 odwrotnego dla calego zakresu badania, za$ na rys. 7.i 8 — przedstawiono w wigkszej
skali krzywe peizania aktywnego tych samych materialéw dla najbardziej interesujacego
poczatkowego okresu badania.

4. Analiza wynikéw badania

Wyraznie reologiczny charakter cech optycznych polimetakrylanu metylu modyfi-
kowanego ftalanem dwubutylu nasuwa podstawowe pytanie, czy zaobserwowane efekty
mieszcza si¢ w ramach zwigzkéw fizycznych liniowych wzgledem naprezenia. Zbadaé
to mozZna najwygodniej w oparciu o zasade superpozycji, analogiczng do zasady super-
pozycji BoLzmanNa, ktérg dla wypadku petzania odpowiadajacego jednowymiarowemu
stanowi napr¢zenia wyrazi¢ mozna wzorem

m(f) = j K.(t—vym(r)dr,
0

gdzie m jest zmierzonym efektem optycznym, wystepujaca za$ pod catka funkcja K.,
zwana funkcjg pelzanid optycznego, ma postaé

K., o aer Me mt(l ao) :
Oo
m. oznacza zarejestrowany efekt optyczny przy aktywnym peizaniu.

- Jesli zachowanie si¢ materiatu jest liniowe, wéwczas funkcja pelzania zalezy jedynie
od czasu i reprezentuje wlasno$ci optyczne rozpatrywanego materiatu. Tak wigc, dla
materiatu liniowego wartosci tej funkcji musza byé niezaleZne od naprezenia. Wynika
stad, ze cheac sprawdzié, czy badany material jest liniowy wystarczy obliczyé odpowiednie
funkcje pelzania oraz stwierdzi¢, czy sa one niezalezne od naprezenia.

Na rys. 5—8 wykre$lono przerywanymi liniami funkcje petzania dla réznych pozioméw
naprezenia. Juz pobiezna analiza pozwala stwierdzié, ze funkcje te sa wyraZnie zalezne
od naprezenia; $wiadczy to o silnej nieliniowosci materialu. Charakter tej nieliniowoéci
Jest jeszcze lepiej widoczny z wykreséw przedstawionych na rys. 9—I12, na ktérych uwi-
doczniono zaleznosci m(o) i K (o) dla kilku wybranych czaséw dla obu zbadanych mater-
iatow, W przypadku materiatu liniowego zaleznosci K (o) powinny mie¢ postaé prostych
réwnolegtych do osi x. Nachylenie krzywych K, = K.(0) moze by¢ miarg nieliniowosci.

Na zakonczenie warto zwréci¢ uwage na jeszcze jeden szczegél. W pracy ABaupa [4]
§twierdzono, ze w zwyklym polimetakrylanie metylu istnieje wprost proporcjonalna
zalezno§¢ pomiedzy odksztalceniami a dwdjtomnoscia wymuszona. Analogiczny wynik
otrzymano takze w pracy [7]. W przypadku polimetakrylanu modyfikowanego ftalanem
dWUbutylu zjawisko to nie zachodzi. Przekonaé si¢ o tym mozna wykreélajac zalezno$é
pomiedzy K. a J, (J.— funkcja pelzania mechanicznego). Gdyby zachodzila bowiem
Proporcjonalno$¢ pomiedzy odksztalceniami a dwdjtomnoscia wéwczas punkty K.—J,
Mmusiatyby leze¢ na prostej przechodzacej przez poczatek ukladu. Tak jednak nie Jest
bunkty te nie leza na prostej.
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Pesiome

HCCIEOOBAHHUE MEXAHHYECKUX W OIMTHUUYECKUX CBOYICTB
IMTOJIMMETAKPHJIIAHA METHJIA MOIUPHUINPOBAHHOI'O PTAJIAHOM
AIBYBYTUIIA

B paGote upeacrapiieHbl pesynnTaThl UCCICAOBAHMI MOJHMETAKPHIAHA METHIIA MOAUMHUMPOBAH-
Horo ¢ranaHom AByOyTuna. Liene 9TUX HCCeROBaHMI — YCTaHOBHTH BJIMSHME NMpuMeck (TajlaHa ABY-
OyTH/Ia Ha ONTHYCCKHE M MEXaHHYECKHe CBOMCTBA MaTepHasa, a TaKxe HAHTH KOJIMUECTBO (hTanaHa, Mpu
KOTOPOM MaTepHasl HMECT MHUHHMAJIBHYIO ONMTHUSCKYIO YYBCTBHTENLHOCTS. VICCeq0BaHA aKTHBHAS M 06-
paTHas NoJ3y4yecTh ABYX BLIOPAHHBLIX COCTAaBOB MAaTepHaisa B NMpPAaKTHUECKH CYUICCTBEHHOM HHTEepBalle
BpEMEHH.

\

Summary

INVESTIGATION OF MECHANICAL AND OPTICAL PROPERTIES OF POLYMETHYL
METACRYLATE MODIFIED WITH DI-BUTHYLE PHTALATE

The paper delas with the investigations of the mechanical and optical properties of polymethyl meta-
crylate modified with di-buthyle phtalate and with determination of the contents of di-buthyle phtalate
at which the material obtained reveals the minimum optical sensitivity. Also investigated was the active

and recovery creep at constant loading in the practically interesting time range for two materials of parti-
cular compositions.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 kwietnia 1975 r.
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ZAGADNIENIE MIKROPOLARNIE SPREZYSTEJ RURY GRUBOSCIENNEJ
ZBIGNIEW OLESIA K, MONIKA WAGROWSKA (WARSZAWA)

W pracy ograniczymy si¢ do rozpatrzenia zagadnien osiowo-symetrycznych w-przy-
padku walca o przekroju pierscienia kolowego. Podobnie jak to ma miejsce w klasycznej
teorii sprezystoéci, rozpatrzymy oddzielnie dwa zagadnienia: pierwsze z nich moZna uwa-
Za¢ za uogdlnienie zagadnienia Lamégo, drugie da si¢ sprowadzi¢, w przypadku klasycz-
nym, do zagadnienia skrecania. Przyjmujemy o$rodek mikropo]érny Z niezwigzanymi
obrotami. Je§li chodzi o o§rodek ze zwigzanymi obrotami to jeszcze KOITER [3] podatl
przyklad skrecania pr¢ta o przekroju kolowym, ogdlniej zagadnienie rozpatrzyl Soko-
LOWSK]1 [4, 5]. Rozwazania ogdlne dotyczace o$rodka mikropolarnego znajdujemy w mono-
grafiach NowackieGo [l]. Skrecanie pretéw pryzmatycznych rozpatrywali SmiTH [6],
IESAN [7], Ustpus [9, 10]. Fale rotacyjne rozpatrzyl NOwAcKI [2], a drgania mikropolarnie
sprezystych walcéw kolowych SMiTH [6] oraz WILLSON [8].

Przedstawione rozwigzania otrzymano nie w przypadku ogdlnym, lecz przy spelnie-
niu pewnych dodatkowych warunkéw, np. w przypadku uogdlnionego zagadnienia
Lamégo, ktére odpowiada réwnaniom rézniczkowym (2.2), zatozono, Ze spelnione sg
warunki identyczne jak w przypadku klasycznym. Okazalo si¢, ze rozwigzanie w plaskim
stanie odksztalcenia nie rézni si¢, przy identycznych warunkach brzegowych, od klasycz-
nego. Zalozenie, ze w calym obszarze walca znikaja napre¢zenia normalne o, nie prowadzi
teraz do zagadnienia plaskiego stanu naprezenia w mikropolarnej teorii sprezystosci,
lecz powoduje wprowadzenie pewnego «skrepowania» w postaci dodatkowego zwigzku
migdzy statymi calkowania. Naszym celem jest znalezienie mozliwie prostych rozwigzan
odpowiadajacych pewnym warunkom brzegowym, przy pewnych zatoZeniach upraszcza-
Jacych (np., ze u, ., u, 1 @, nie zaleza od z). W ten sposéb uktad réwnan rézniczkowych
czastkowych (1.1) lub (1.2) zostal sprowadzony odpowiednio do ukladu réwnan réi-
niczkowych zwyczajnych (2.2) lub (3.4).

Uklad réwnan (1.2) jest uogdlnieniem réwnan klasycznej teorii sprezystosci odpowia-
dajacych skrecaniu pretéw w przypadku osiowej symetrii i moze dotyczyé réwniez prze-
krojéw dwuspéjnych w odréznieniu od dotychczas rozpatrywanych jednospéjnych.
Nie zajmujemy si¢ tu jednak badaniem zagadnien skrecania lub wplywu, jaki ma przyje-
cie w obliczeniach modelu o$rodka mikropolarnego na wielko§¢ momentu skrecajacego,
.€zy teZ kata skrecania preta pryzmatycznego (np. Usipus [9, 10]). Interesowaé nas bedzie
rozkiad naprezedn momentowych i silowych wewnatrz walca wywolany dzialaniem sit
i momentéw na pobocznicy walca. Nie dyskutujemy tu réwniez, co bylo przyczyna pow-

Stania naprezen momentowych, moga one by¢ wynikiem dziatania na przykiad pola
‘ magnetycznego. ‘
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Jezeli zalozymy, Ze naprezenia momentowe u,..(a) = m,, p,.(b) = m,, dzialajace na
powierzchniach walcowych sa stale, to, przy zaloZeniach p. 4 otrzymamy, Ze rozklad
naprezen momentowych u,,.(r) i poe(r) wzdtuz promienia przypomina rozklad naprezen
normalnych w klasycznym zadaniu Lamégo. '

1. Réwnania podstawowe

W przypadku osiowej symetrii, uktad réwnan rézniczkowych réwnowagi w przemiesz-
czeniach 1 obrotach, momentowej teorii spr¢zystosci z niezwigzanymi obrotami przyjmuje
znang postaé [1], ktéra podamy tu w zmodyfikowanym zapisie:

62
(,u+oc)(B + )u +(A+pu—a)e, ,—2op, , = 0,

2

(1.1) (ﬂ"’a)(Bo aaz)uﬂr(”#-a)e +—(r%),— ,

2

0
(y+6) (Bl + F)¢0_4a970+2a (ur.z_uz.r) = 0

02
Qu-l—a)(B + 75 )uo+2a(<p, =@z =0,
62
(1.2) (y+e)(Bl+ 2 2) —dap,+(B+y—e)x, ,—20u,, = 0,

N2

2
('}’+B)(Bo+%)9’:—405‘]’:‘*"(/9‘*"7—5)”.:‘*’fx("”o),r =0,

gdzie
(13) ¢ = (u) bt E= 0P s
) 1
(]4) B0f= 7(rf,r),r,
|
(1'5) Blf= I:T(rj').rjl ’

U, A, a, B, v, € sa stalymi materialowymi.

W ukladzie wspotrzednych walcowych r, 8, z oraz przy zaloZeniu osiowej symetrii
ukiady réwnan rézniczkowych (1.1) i (1.2) sa niezalezne. Pierwszy z nich bedzie spetiony
przez wektory u = (4., 0, u,) i @ = (0, ¢, 0) przy znikajacych nastgpujacych sktadowych
naprezen sitowych i momentowych: 6,9, 0o,y G2y G0 trrs H00s Mzzs ez | Mzp. Drugi z nich
spetnia wektory u = (0,%,,0) i ¢ = (¢,,0, ¢.), a znika¢ beda nastgpujace skladowe
NapreZen: Oy, 0o, 02z, Orzy Ozpy Mros Mory Moz OTAZ Mg

W klasycznej teorii sprezystosci rozpatrywane sa trzy warianty zagadnienia Lamégo
(rury grubo$ciennej), mianowicie plaski stan odksztalcenia, ptaski stan napreZenia oraz
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rura zamknigta dnami (dot. przekrojéw w odpowiedniej odlegiosci od den). W dalszej
czgéci pracy rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki odpowiadajace ukiadowi réwnan
rézniczkowych (1.1) i uktadowi réwnan (1.2) oraz przedyskutujemy przypadki szczegdlne.

2. Rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych (1.1)

Zakladamy, Ze naprezenia sifowe i momentowe nie zaleza od wsp6irzednej z. Z odpo-
wiednich wzoréw:
= Quu, .+ e,

Op: = sty )=y o — Uy, +2a >
o = e, )= )+2a90

1 ]
Hep = 7(¢o.r— 79’0) +¢ (%,H‘ I—,%),
wynika, Ze u,, ., u, oraz g, nie zaleza od z. Réwnania (l.1) przyjma postaé nastepujaca:

(2#+Z’)Blur+(l+:u—a)uz,:r = O)
1
2.2) (u+) Bote+ 221 (), = O,

(y+¢&)B,pg—dopy—20u,,, = 0.
Rozpatrzmy teraz trzy przypadki:
a) u, = 0— plaski stan odksztalcenia,

' 1
b) 0.z = 0) Sk"‘ld (2ILL+}')HZ.Z = '—}‘T (I’ll,.)_,.,

Paa® —ppb?

b*—a*

Przypadek a). Dla u, =0, rozwigzujgc pierwsze réwnanie (2.2), otrzymamy:
U = Ar+ BJr, z drugiego réwnania wyniknie, Ze rgp = C, a z trzeciego réwnania dosta-
niemy, ze C = 0, a wigc dokladnie rozwigzanie klasycznego zagadnienia Lamégo.

Przypadek b). Biorac pod uwageg, Ze (Qu+A)u,, ., = —AByu,, otrzymamy
Z pierwszego réwnania (2.2) réwnanie B u, = 0, skad wynika u, = Ar+B/r. Drugie
i trzecie réwnanie (2.2) przyjmie posta¢ nastgpujaca:

(,u+a)("uz.r).r+2a(r(p0).r = 0’
(y+¢€) B, po—dopy—20u, , = 0.

€) 0,, = const =

2.3
Calkujac pierwsze z powyZszych réwnan otrzymamy réwnanie
(2.4) (u+o)u,, ,+20pp = II—.C,

4 nastepnie przeksztalcajac drugie réwnanie (2.3) dostaniemy

1 Cc 1
(25) Bl‘PB_IT‘pB = E-ILL—IT?’
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gdzie [? = -(ﬂ_'%ﬂ. Calka réwnania (2.5) ma posta¢ nastepujaca:
7
r r C 1
(2.6) Po = CIII(T) CZK[(T_)_E)_"

gdzie I, jest funkcja Bessela urojonego argumentu, a K, funkcja MacDonalda. Z kolei,
po podstawieniu (2.6) do (2.4) i scalkowaniu, otrzymamy

o / /

Po przeksztalceniach 1 podstawieniu do wzoréw na naprezenia, otrzymamy

Q.7 v, = L Cinrt e 2% [c1 I, (—r) +C, K, (i)] .
: 7 pt

B
Opp = 2/“(A_C3'— 72_),

C
2.8 —
@8 o=

b

o =7 +0) [cl Iy (%) —Cako (})] -2 [cln (%) +CK, (%)]

Ponadto, z zalozenia znikania ¢,,, mamy

(2.9) Qu+i)Cy = —2i4.
Z powyzszych wzorow wynika, ze stale 4 oraz B mozna wyznaczyé z warunkéw brze-
gowych o,.(@) = —p,, 0,,(b) = —ps, a niezaleznie state C, i1 €, wyznaczymy z warunkow

#:(@) = pa, po(b) = pp. Stala C wyznacza sie np. z warunku o,,(a) = ¢,, wtedy
warto$¢ liczbowa o,,(b) wynika z obliczen i nie moze by¢ przyjeta dowolnie. Rezultat
taki nie jest niespodziewany, wynika bowiem z zaloZenia o niezaleZno$ci naprezen od
zmiennej z. Jezeli p, = pp = t, = t, = 0, to rozwigzanie znowu nie réini si¢ od klasycz-
nego, z wyjatkiem by¢ moze warto$ci stalych materialowych.

Przypadek c). Wykorzystujac obecnie wzor ¢,, = const, otrzymamy

2 __ 2
2.10) e Ly LA

rozwigzujgc nastgpnie réwnania (2.2) stwierdzimy, Zze dyskusja przebiega podobnie jak
w p. b).

3. Rozwigzanie ukladu réownan rézniczkowych (1.2)

Podobnie jak poprzednio wyjdZmy z zaloZenia, Zze skladowe naprezen i momentéw na
pobocznicy 6,4, p,, oraz u,, nie zalezag od zmiennej z. Z odpowiednich wzoréw [1]:

1
(31) O = (ﬂ+a)u0.r_(ﬂ_a)7u0_2a(pz’
(32) Mrz = y(fpr,z_(pz,r)"S(wr.z_(pz,r);

1
(33) MBrr = 2y(pr.r+ﬂ7(r(pr).r+ﬂ(pz.l’
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otrzymamy, ze wtedy @,, ¢, oraz u, nie zaleza od z. Réwnania (1.2) przyjma postaé naste-
pujaca:
(w+a)Biug—2ap, , =0,

+e)Byp,—dop,+(B+y—¢c)x, =0,
(3.4) (v +e) By, — 4o, + (B

1
(y+e)Botp:—4atpi+(,8+y—e)z,:+2a7 (rug),, = 0.

Poniewaz w rozwazanym przypadku

i
(35) %= T(“pr).r’
otrzymamy, ze :
3.6) | #,=Big, #.=0.

Po zrézniczkowaniu réwnania (3.4), wzgledem r i przeksztalceniach dostaniemy uklad
réwnan rézniczkowych w nastepujacej postaci:

(3.7 2uBiug—(y+¢€)B,p.,, =0,
(38) Bl Wr_az(]jr = O’
1
(3.9) Bi@er—  0zr = 0.
Rozwiazujac réwnania (3.8) i (3.9), a nastgpnie (3.7) otrzymamy
(3.10) pr = A 1 (or)+C, K, (or),
G.11) 0ur = Ao 1, (§)+C2Kl (%)
(312) ’ P = [Az]o (_;‘)—[CZKO (%)‘FC’
. . , |
(3.13) Quuy = (y+¢) [A2/1 (-’[—)+C2K1 (%)]"’AS"" TCJ’
. 4o (u+a)(y+e)
d 2 = s [2 =R - .
gdzie ¢ oo X Ao

Z warunkéw brzegowych na sktadowg normalng naprezenia momentowego otrzy-
mamy

mg K(b)—myK(a)

(3.14) 'S Ha)K(b)—1(b)K(a)’
_ . ' m,I(b)—myI(a)
(3.15) €1 = 1@ KB~ IBYK(a) ’
gdzie

m, = ,urr(a)’ ny = ‘urr(b)9

169 = @y Byalo(ox)— L 1,(o),

K(x) = 2y + ) oKo(ox)+ %—:Kl(ax).

4 Mechanika Teorctyczna
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Po wykorzystaniu warunkow brzegowych na skladowa styczna tensora naprezen
momentowych u,,(@) = n, oraz u,,(b) = n,, obliczymy kolejne dwie state catkowania:

(3.16) fr= o
sy =
()% () (7w (7)
b a
a1y (— —nyd, —)
3.17) C, = ylc_, o ;) ’ b(/_ o
_ » .
| d (/) () (7) i (7)

Pozostate dwie stale wyznaczymy z warunku na skladowa styczna naprezenia sifowego
na pobocznicy walca o,(a) = 7,, 0,(b) = 7,. Otrzymamy

a*b?
(3.18) C, =Z—2-_—a-2-{1:,,——1:,,+[a]—[b]},
1
(3.19) a(»ﬁA3-2C) = -[;i_l_arz—-{b2rb—azra+a2[a]-—bz[b]},

gdzie przyjeliSmy nast¢pujace oznaczenie:

om e Losolal ol ) ) el
S e B R

Normaline naprezenia momentowe w kierunku osi z nie moga by¢ przyjete w sposéb
dowolny i sg okreslone poprzednimi wzorami, przyjmujgc postaé nastgpujacy:

321 2 =B AIO( ) —B- CKO(/)
wynika stad, ze u,. zaleza od r. W podobny sposob otrzymamy

(3.22) Oup = Za[A 11(1\)+c1 K. (7)]

W rozwigzaniu przedstawionym wzorami (3.10), (3.12) i (3.13) wystgpuje 7 statych
catkowania, z ktérych 6 wyznaczyliSmy z warunkow brzegowych, siddma wyznaczymy
poszukujac tylko takich rozwiazan uktadu réwnan (3.7)—(3.9), ktore zarazem spelniaja
réwnanie (3.4);. Dodatkowa stata wynika z podwyZszenia rzedu réwnania, w trakcie
rozseparowywania ukfadu, na skutek rdézniczkowania réwnania (3.4);. W ten sposdb
otrzymamy zwigzek ;

(3.23) 2043+ uC = 0.

Jezeli n, = n, = 0, stale A, i C, znikaja. Jezeli ponadto 7, = 7, = 0, rozwigzanie
uktadu réwnan rézniczkowych redukuje si¢ do ¢, w postaci podanej w (3.10); u, oraz ¢,
znikaja wtedy toZzsamos$ciowo.
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4. Rozwigzanie w przypadku p.. = const.

Rozwiazanie otrzymane w poprzednim punkcie zawierato te niedogodno$¢, ze napre-
Zenia momentowe w kierunku osi z nie byly stale, lecz dane wzorem (3.21). Zatézmy
obecnie, ze .. = const = C. Warunek ten bedzie spetniony, gdy

@) Cy+Bge. =D, f (g, = C=D.

Przy zalozeniu, ze C, i D, nie zalezq od z, otrzymamy nastepujace wzory

(4.2) Pr = C;D r+ "IT' Cy,
D

4, ~ =

( 3) P2 2'}/+/3 Z+D1,

4.4) .= GrtHC-2yD
2y+p)B

Podstawiajac powyzsze wzory do uktadu réwnan rézniczkowych (1.2) otrzymamy

; al
(4.5) (Bl+ 522)u0 =0,
(4.6) uo_z = —2(pr,
4.7 (rug),, = 2rg..
Réwnania (4.6) i (4.7) beda spetnione, gdy up przyjmie postaé nastgpujaca:

4.8) "y = .P;Q 2r=2C, Z4Dyr,
oraz gdy
4.9 29D = 2y +p)C,
skad wynika, ze » = 0. Ponadto otrzymamy
@.10) o= ———Cretc

r 4y ro v
(4.11) . = Cz4 D,

z 2y ’
@12 : 2
-12) g = ~—Crz+D,r——C,z,

2y r

@.13) e
' Ty = 7‘ 12,
1 14
4.14) Por = _fc_zclﬁ,
1

(4‘15) ‘Ltoo = —7C+2C1%‘

4
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Wynika stad nastepujacy zwiazek:

(4.16) o o Mt = —C,
ofrzymujemy réwniez, Ze:

@.17) oo = o =0, 00 = puy,..

Po wykorzystaniu warunkow brzegowych na sktadowe normalne naprezen momentowj/ch
per(@) = ma, p(b) = my otrzymamy

(4.18) 29C, = b—(if);— (my—m,),

(4.19) C= 2’41"‘532{212”71’2_,

420) = TV )
421 Moo = Vm,,l;;:r;,,az +£25' (mb—ma)%i'-

Funkcje (4.10)—(4.12) beda rozwigzaniem ukladu réwnan rézniczkowych (1.2), jezeli
pochodna skladowej stycznej naprezenia wzgledem zmiennej z przyjmie nastepujgce
wartoéci na powierzchniach walcowych:

2u b
(4.22) 0@ = s (e,
2 a?
[0 =7”?)2_df(mb—mn) |
oraz gdy
(4.23) oo = C = 2 M@ b

Stala Dy, wystepujaca we wzorach (4.11) 1 (4.12) nie odgrywa zadnej roli, jezeli warunki
brzegowe sg dane w naprgzeniach i naprezeniach momentowych. '

5. Uwagi koncowe

ZatoZzenia wprowadzone przy rozwiazywaniu poszczegdlnych przypadkéw wplywaja
na liczbg¢ mozliwych do spelnienia warunkdéw brzegowych. W przypadku a) (p. 2) mozliwe
byly do spetnienia tylko warunki na o,, (lub #,), z kolei w przypadku b) jeden z warunkéw -
na o,;, na powierzchni walcowej r = a, lub r = b, musial wynika¢ z rozwigzania, w prze-
ciwnym razie nie byloby speinione zaloZenie, Ze napr¢zenia nie zalezg od wspdirzednej z.
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Zalozenie, w p. 4, Ze pu,, = const oraz Zze wielkos$ci C; i D, sa stalymi pozwolilo na
dowolne dysponowanie tylko dwoma warunkami brzegowymi z trzech, np. u,,(a) i ().
Z podanych rozwiazan wida¢, ze przy danych statych normalnych naprezeniach momen-
towych na powierzchniach walca musza wystapi¢ okreslone napregZzenia momentowe
i styczne w przekroju poprzecznym, prostopadiym do osi walca; obok naprezen momen-
towych u,, wystapi dodatkowo skladowa styczna naprezen sitowych a,y.

Warto réwniez zwréci¢ uwage na to, ze state catkowania C, 1 C, w zagadnieniu z p. 4,
nie zaleza od stalych materiatowych, podobnie jak w zagadnieniu.Lamégo. Inaczej rzecz
si¢ dzieje w przypadku zagadnienia rozpatrywanego w p. 3, gdzie u,, zalezy od stalych
materialowych.

Na zalaczonych rysunkach podali$my wykresy naprezen momentowych pu,, i py oraz
skladowej promieniowej wektora obrotu ¢, wzdluz promienia rury, w przypadku zadania
rozpatrywanego w p. 3 i znikania pozostatych sktadowych naprezeri na powierzchniach
walcowych. Rozpatrzono cztery przypadki dla dwoch stosunkéw promienia zewngtrznego
1 wewnetrznego walca (bja = 2, b/a = 5) oraz dla naprezen momentowych gy, danych
na zewngtrznej powierzchni walca i zerowych na powierzchni wewnetrznej lub na odwrét.
Jak bylo do przewidzenia, napr¢zenia momentowe u,, zanikajg szybciej wraz z glgbo-
koscia w poréwnaniu z zagadnieniem z p. 4, gdzie charakter wykreséw jest identyczny,
jak w zagadnieniu Lamégo. Rysunki sporzagdzono we wspdirzednych bezwymiarowych,

. . 1 Co .
a normalnc bezwymiarowe napr¢Zenia momentowe (E,u,,) na odpowiednich powierz-
chniach sg réwne jednodci. Stale materialowe wynosza odpowiednio o = 107? c¢m™!,
2y =1, f=0.
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Pezome
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TPYObI, Harpy»<eHHOil M0 LMIMHAPHYECKHM MOBepXHOCTAM. OBGCY)KAEHBLI TPH CNyyasd, OTBEUAIOLIHME
o6GobuenHoit aanaue JIsme, 0GOGIIEHIIOMY KPYUEHMIO K PAaCMpEAENEHHIO MOMEHTOR, HOPMAJIBLHLIX K 00-
KOBLIM MOBEPXHOCTAM. Pe3yNbTaThi NaHb! TAKXKE B BHJE AUArpPamM.

Summary
THE PROBLEM OF A MICROPOLAR ELASTIC THICK-WALLED TUBE
Within the frames of the micropolar theory of elasticity with free rotations, the problem of a thick-
walled tube is considered under tractions applied to the cylindrical surfaces. Three cases are examined

corresponding to the generalized Lamé problem, generalized torsion and the torsion due to a distribution
of moments normal to the surfaces. The results are presented also in the diagrams.
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TERMODYNAMIKA DEFORMACJI KRYSTALITOW POLIMERU ZANURZONYCH
W NAPREZONYM OSRODKU AMORFICZNYM

LESZEK JARECK 1 (WARSZAWA)

Szeroko stosowane kalorymetryczne, dylatometryczne, rentgenowskie, mikroskopowe
1inne metody badan strukturalnych wskazujg na to, ze w niektérych polimerach mozna
mowi¢ o zjawisku krystalizacji oraz wystepowaniu struktury krystalicznej i amorficznej.
Krystaliczne probki polimeru maja zwykle strukturg polikrystaliczna, gdzie ponizej tem-
peratury topnienia wystgpuja réwnoczeénie dwie fazy, krystaliczna i amorficzna, nie bedgce
ze soba w réwnowadze termodynamicznej. Powszechnie wiadomo, ze taka czgsciowo
krystaliczng strukture posiadaja wikna, folie i inne wyroby formowane z polimeréw
zdolnych do krystalizacji.

W czasie formowania czy przetwarzania polimeréw czesto krystalizacji towarzyszy
defoxmaCJa 1 orientacja makroczasteczek tancuchowych fazy amorficznej, wywolana
dziataniem sit zewnetrznych (przy rozciaganiu, wytlaczaniu, prasowaniu itp). W takich
warunkach, w obszarach amorficznych powstaja napreZenia dzialajgce nastepnie na kry-
stality i powodujgce ich deformacje. Oczywiscie, ze wzgledu na anizotropowo$é fizycznych
1 mechanicznych wlasnoéci krystalistéw, energia oraz wielko$é deformacji zaleza od orien=
tacji tych krystalitéw w polu sit zewnetrznych deformujacych ukiad.

W jednej z weze$niejszych prac ZiaBIcKi [1] zwrdcit uwage na to, Ze wzrost rownowa-.
8owej temperatury topnienia polimeréw w warunkach orientacji molekularnej moze by¢é
wywolany nie tylko deformacja tancuchéw fazy amorficznej, ale takZe deformacja krysta-.
litéw zanurzonych w deformowanym o$rodku amorficznym. FLISI ze wspdipracowni-,
kami [2] prébowali w sposSb pétempiryczny okresli¢ energi¢ deformacji krystalitow,
lecz przewxdywane przez nich efekty sq niewiarygodnie silne. Wyniki badan przeprowa-.
dzonych przez tych autoréw nie moga by¢ brane pod uwage, poniewaz przyjeto zatozenie,
Ze krysztaly deformuja si¢ tak samo, jak faza amorficzna, co prowadzi do deformacji -
krysztajéw 102-10* razy wiekszych niz w rzeczywisto$ci.

Niniejsza praca stanowi prébe okreélenia energii swobodnej i entalpii deformacji:
Czgsci krystalicznej polimeru i zaleznosci tych funkcji termodynamicznych od orientacji
krystalitéw w przylozonym zewngtrznym polu sit deformujacych. Znajomo$¢ zaleznoS$ci
funkgji termodynamicznych od deformacji krystalitéw pozwolitaby na oszacowanie
wplywy tego efektu na termodynamike i kinetyke krystalizacji polimerow oraz na orien-
tacje krystalitw.

1. Zalozenia modelowe

Rozwazanym ukladem jest zbidr krystalitéw polimeru zanurzonych w o§rodku amor-
ficznym, Wymlary krystalitéw s znacznie mniejsze od makroskopowych wymiaréw bada- .
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nej prébki, z drugiej strony za$ znacznie wigksze od wymiaréw elementéw kinetycznych
fazy amorficznej (segmentdw statystycznych). W tej sytuacji otoczenie amorficzne mozna
traktowac jako o$rodek ciagly, w ktorym zanurzone sg drobne ciala krystaliczne. W celu
uproszczenia obliczen zatozono réowniez jednorodnos$¢ matrycy amorficzne;.

Na poziomie molekularnym o$rodek amorficzny moze mie¢ strukture usieciowang,
gdzie taficuchy polimeru lgcza si¢ ze soba w wezlach lub tez struktur¢ nicusieciowang
ze swobodnymi fancuchami (roztwory, stopy). W pierwszym przypadku faza amorficzna
ma wiasno$ci ciafa sprezystego, przy czym sprezystosé zwigzana jest gldwnie z entropig
fancuchow twoyzacych siec.

W $wietle dotychczasowych badan wydaje si¢, ze wplyw oddziatywan wewngtrz-
czasteczkowych i migdzyczasteczkowych na wilasnosci sprezyste jest stosunkowo maly
[3-8]. Znane sa réwnania konstytutywne elastycznosci polimerdw usieciowanych, wypro-
wadzone na gruncie kinetycznej teorii elastycznosci kauczukdéw, analogicznej do kinetycz-
nej teorii gazu doskonatego. W zakresie matych deformacjt rdwnania stanu sformulowane
zostaly przy zalozeniu gaussowskiej statystyki konformacji tanicuchéw [9, 18], a dla duzych
deformacji zakiadano statystyki niegaussowskie [1i-13]. Do$§¢ czgsto stosowane jest
rowniez fenomenologiczne réwnanie zaproponowane dla wigkszych deformacji przez
MoOONEYA 1 RivLINa [14, 15].

Jedli faza amorficzna ma strukture nieusieciowang (roztwory, stopy), to zachowuje si¢
ona jak ciecz lepka. Deformacja makroczasteczek tancuchowych nastgpowaé moze jedynie
na skutek lepkiego tarcia z czasteczkami rozpuszczalnika (rozcieniczone roztwory), badz
z sgsiednimi fancuchami (roztwory i stopy) podczas przeplywu.

W wyniku deformacji molekularnej migdzy koncami kazdej zdeformowanej makro-
czgsteczki dziala sila elastyczna f skierowana wzdiuz wektora h fgczacego konce fancucha
(rys. 1). Sila ta powoduje powstawanie naprgzen w zdeformowanym polimerze amorficz-
nym i okresla «lokalne» napre¢zenie p w otoczeniu jednego tancucha [16]

(1.1) p(h) = » a7 —p, X,

1)

Deformacjo

Rys. 1. Deformacja makroczasteczki lancuchowej

gdzie » jest liczba laficuchéw w jednostce objetosci fazy amorficznej. Sifa elastyczna f
zdefiniowana jest nastgpujaco:

OF(h,T) h
1.2 f(h) = —°
(1) Wy =20
gdzie F oznacza energi¢ swobodna makroczasteczki tafcuchowej, T — temperature bez.
wzgledng, p, — cisnienie otoczenia, za§ I — tensor jednostkowy.
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Dla tancuchéw gaussowskich, przy zaniedbaniu energii oddzialywan wewnatrzczastecz-
kowych, sita elastyczna jest liniowa funkcja wektora odleglosci h koncow tasicucha [17]

kT

(1.3) () = 3 b,

gdzie parametr statystyczny (/) jest $rednim kwadratem odleglosci koncow swobodnego
taficucha, k — stala Boltzmanna.

Dla laicuchéw niegaussowskich (rozklad Kuhna-Griina), z uwzglednieniem oddzia-
fywan wewnatrzczasteczkowych w przyblizeniu modelu izomerow obrotowych, wyra-
Zenic na sile elastyczng ma postaé [19]

wkr [ < [ 2\
a9 ““>="55[2A"(7@8°) ]*"

i=1

W tym wyrazeniu charakterystyka statystyczna {hg) okresla éredni kwadrat odlegiosci
koricéw laficucha zbudowanego ze swobodnie polaczonych segmentéw diugoscl ay,
zdefiniowanej nastepujgco:

(1.5) ao = lima(l, 1),

h—-0
[

gdzie a jest dlugoécia segmentu statystycznego zdeformowanego fancucha o skonczonej
dtugosci konturowej /. Wspotczynniki A; we wzorze (1.4) maja postaé rozwinigcia w szereg
wzgledem malego parametru e,, bedacego odwrotnoscig liczby segmentow statystycznych
o dlugodci g, w laficuchu

(1.6) A= D) Ayl
j=i

gdzie &y = ao/[;

3
1.63, [ p—
( ) All 29

3.« (142w)?
1.6 = 2 gin? (] — N, -5 sl (B
(1.6b) Ay = sin’ 5 (1 —cos®) [T (it cos ) wl® *

S 1 1 ., (1+2w)? }
I. =2 szl S N .
(1.6¢) Aj, 4 {5 ) (1—cos¢) (15 (14 cosg) ]’

Wyrazenia na wsp6iczynniki A;; wyprowadzono dla trzech typéw izomeréw (trans,
8auche-1, gauche-2), gdzie « jest katem warto$ciowosci, ¢ katem rotacji izomeru gauche

mierzonym wzgledem izomeru trans (potencjal rotacyjny symetryczny wzgledem izomeru
trans)

(1.6d) w = exp(—AE/kT),

gdzie AFE jest roznica energii izomeréw obrotowych. -



508 L. JARECKI,

ABBE i FLORY [20] oraz ALLEGRA i AVITABILE [2]] analizowali deformacj¢ pojedyn-
czego tancucha polietylenu stosujgc tzw. metode macierzy FLORY'EGO, lecz autorzy ci nie
uzyskali analitycznych wyrazen na cnergie swobodna czy sil¢ elastyczng zdeformowanego
fancucha. Uzyskano jedynie wyniki numeryczne.

Tensor naprezen w dowolnym punkcie polimeru amorficznego, traktowanego jako
os$rodek ciagty i jednorodny, jest $rednig tensora «lokalnego» naprezenia p wzglgdem aktu-
alnego rozktadu wektoréow koniec—koniec, W (h)

(1.7) @ = [[[pmwman.

Zakladajac afiniczna deformacj¢ tancuchow, rozumiana jako deformacje wektoréw h
(rys. 1), tensor naprezen {py ma postac szeregu [18]

<y

2 wkT [, <D 1

= — |4 T+ A4 22+ TirDeg + ... |—pol,
3 ydetT| ' hey T 5T ( o ]“

gdzie T’ jest tensorem deformacji molekularnej zdefiniowanym
(1.8a) T'= AAT,

(A — tensor gradientu deformacji).

3™y (= 1,2,3,...) s $rednimi wartoéciami dla niezdeformowanego, wyjsciowego
ukiadu rzeczywistych tafncuchéw (sieci, stopy, roztwory). Dla idealngj (stata funkcjonal-
noé¢) i monodyspersyjnej (jednakowa dlugos¢ lafcuchdéw) sieci polimeru [22, 23]

2
(L.9) Gy 2
<hgY> S
gdzie s, = 3,4, ... okresla funkcjonalno$é¢ wezla sieci.

Naprezenia pojawiajace si¢ w otoczeniu amorficznym dzialaja nastgpnie na krystality
* powodujac ich deformacje. Deformacja ta jest jednak znacznie mniejsza od deformacji
otoczenia. Wynika to z faktu, ze moduly sprezystosci krystalitow sg o trzy, cztery rzedy
wyzsze od moduldw polimeru w stanie amorficznym. Nie wnikajac w morfologie krysta-
litéw, w przewidywanym zakresie naprezen krystality mozna traktowaé jako anizotro-
powe i jednorodne ciala liniowo-sprezyste, nawet je$li uwzglednia sie nieliniowe deformacje
otoczenia amorficznego.

STACHURSKI i WARD [24] wyznaczyli do§wiadczalnie warto§ci modutéw sprezystosci
krystalitéw polietylenu zakladajac cylindryczna symetrie wlasnosci sprezystych (pigé
stalych materiatowych).

Ostatnio Mc CuLLOUGH [25] zaproponowal metodg obliczania moduléw sprezystosci
krystalitéw polimeréw na podstawie numerycznie wyznaczonych zaleznoici energii od-
dzialywan wewnatrzczasteczkowych 1 migdzyczasteczkowych od deformacji komérki
elementarnej. Autor [25] przeprowadzit obliczenia energii oddzialywan dla krystalicznych
parafin i polietylenu uwzgledniajac mozliwe defekty, sztywne, réwnolegle przesunigcia
faficuchdw wzgledem siebie, sztywne obroty tancucha i skrecenia w taficuchu. Powszechnie
wiadomo, ze metody takie mozZna stosowaé dla wyznaczania stabilnych struktur ciat kry-
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stalicznych, ale obliczone wartosci energu moga by¢ obarczone powaznym bledem, totez
warto$ci moduldw moga rowniez odbiega¢ od rzeczywistych.

W celu sformutowania warunkéw brzegowych zalozono, Ze na brzeg kazdego jedno-
rodnego ciala liniowo-sprezystego, zanurzonego w o$rodku amorficznym, dziata jedno-
rodne pole napreZzen o takie, jak w fazie amorficznej bez inkluzji krystalicznych:

(1.10) o (dX) = (p) = const,

gdzie 0X okresla brzeg ciata. W rzeczywistosci inkluzje krystaliczne powoduja zaburzenia
Jjednorodnosci pola naprezen w otoczeniu amorficznym, ale zaburzenia te moga by¢ za-
niedbane jesli krystality sa nieliczne i doé¢ male w poréwnaniu z makroskopowymi wymia-
rami calej prébki. Z uwagi na te zatozenia dalsze obliczenia bgda mialy sens dla polimerdw
0 niskich stopniach krystalicznosci.

2. Deformacja jednorodnego ciala anizotropowego

W celu wyznaczenia energii swobodnej i entalpii czgéci krystalicznej rozwazanego uktadu
nalezy okresli¢ naprezenie i deformacje w obszarze kazdego z krystalitéw. Pola tensoréw
naprezenia o i odksztalcenia e wewnatrz kazdego ciala krystalicznego dla danych wa-
runkéw brzegowych w postaci (1.10) okreSlone sa przez uktad réwnan teorii sprezystosci.

Trzy réwnania réwnowagi, przy zalozeniu braku sit masowych i znikaniu przyspieszen,
majg postaé

(2.1) . . Glj.j=0’ i,j= ],2’31

gdzie ¢, sq’.skladowjmi tensora napreZenia w zewngtrznym, kartezjaniskim ukladzie od-
niesienia. Zgodnie z powyZszymi zalozeniami zalezno$¢ migdzy tensorem deformacji e
1 tensorem naprezenia ¢ w kazdym punkcie ciala bedzie przyblizona liniowym réwnaniem
konstytutywnym

(22) _ ' e = Go.

Tensor S, wyrazony w tym samym ukladzie odniesienia co tensor na'pr@Zenia i okre$la-
Jacy podatnosé, jest tensorem czwartej walencji, stalym w obszarze ciata (jednorodnos¢).
~ Rozwiazaniem ukladu réwnan teorii sprezystosci, spetniajacym warunek zgodnosci
odksztalcen, jest jednorodne pole naprezen w calym obszarze rozwazanego ciala i takie
Jak w otoczeniu amorficznym

(2.3) 6 (x) = o (0x) = {py-

Dla izotermicznej i quasi-statycznej deformacji gestosé energu swobodneJ cial liniowo
Sprezystych obliczy¢é mozna z ogdlnego wzoru [26]

(2.4) | _ _‘ f= fc:de =—é—tr(ec),
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a gestosc¢ entalpii ze wzoru
|
(2.5) h = Ts—ftr(eo),
gdzie s jest gestoScia entropii ciata. Dla polimerdw przyja¢ mozna, Zze entropia s krysztatu

nie zmienia si¢ z deformacjg 27].

Korzystajac z rozwiazania (2.3) ukiadu réwnan teorii spr¢zystosci, prawo Hooke’a
dla rozwazanego ciala mozna zapisaé w postaci

(2.6) e = GC:(p.
Stad
@7 f = 5 0l&: D]

Podobnie mozna zapisa wyrazenie (2.5) na gesto$¢ entalpii.

Zwykle skiadowe tensora czwartej walencji & podane sa w ukladzie osi gtéwnych
(ciata ortotropowe), dlatego tez wyrazenie (2.7) nalezy przedstawi¢ w tym ukladzie.

Ciata zawieszone w fazie amorficznej moga byc¢ rdznie zorientowane wzgledem ustalo-
nego, zewngtrznego ukladu wspéirzednych, w ktdérym okre§lone zostalo tensorowe pole
naprezen (p). Wobec tego wyrazenie (2.7) nalezy stosowa¢ dla kazdego z ciat oddzielnie,
transformujac te wzory do ukiadu osi gtéwnych. Niech osie gldwne danego ciala tworzg
z ustalonym ukiadem odniesienia katy Eulera ¥, #,, #;. Przy transformacji do ukladu
osi giéwnych, skladowe tensora & przechodzg w sktadowe, ktérych wartosci sg zwykle

znane z pomiaréw doé$wiadczalnych. Rownocze$nie tensor naprezenia {p) przyjmuje
postaé

(2.8) - R@y, B, 33)<p RT('ﬁl , 9y, 93),

gdzie R jest tensorem transformacji polegajacej na obrocie do ukfadu osi gtédwnych ciala.
Po transformacji okreslonej przez tensor obrotu R wyrazenie (2.7) na gesto$¢ energil
swobodnej przyjmuje nastgpujaca postad

29) f(9) = 5 (IS RGSRORGRT).

Podobnie zapisaé mozna wzdr (2.5) na gestosé entalpii deformowanego ciata. Symbol$
okre$la tréjke katow Eulera. Zalezno$¢ energii swobodnej i entalpii od orientacji deformo-
wanego ciala w naprezonym o$rodku amorficznym wynika z zaleznosci tensora obrotu R
od katdw Eulera §.

Znajomo$¢ skiadowych tensora & charakteryzujgcego wlasno$ci mechaniczne ciala
oraz tensora naprezenia {p). panujacego w o$rodku amorficznym wystarczy do wyznacze-
nia swobodnej energii oraz entalpii ciala. Ogdlnie tensor naprezenia {p) mozna znaleié
metodami do§wiadczalnymi, ale dla odksztalcen powodujacych afiniczna deformacje lan-

\
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cuchéw fazy amorficznej znane jest réwniez analityczne wyraZenie na tensor naprezen!
W postaci {1.8). W tym przypadku dyskutowane funkcje termodynamiczne zaleza od ten-
sora deformacji molekularnej T

2.10) S=/(9;T) oraz h=hr{d;]).

3. Deformacia zbioru cial izotropowych i liniowo spreiystych

Jak juz wspomniano, polimery krystaliczne sg cialami polikrystalicznymi, zawierajacymi
réwniez faz¢ amorficzna. W warunkach izotropowych, kiedy na uklad nie dzia\lajq sily
deformujace lub kiedy deformacja jest izotropowa, rozklad katowy osi giéwnych krysta-
litéw jest rowniez izotropowy. Najczeéciej jednak, w interesujacych nas przypadkach,
wystgpuje orientacja zaréwno czeéci amorficznej (orientacja segmentdéw statystycznych),
Jjak i czesci krystalicznej (orientacja osi gléwnych), przy czym stwierdzono do$wiadczalnie,
ze orientacja krystalitéw jest duzo silniejsza od orientacji fazy amorficznej [28 - 31].

W celu wyznaczenia energii swobodnej i entalpii czeéci krystalicznej polimeru nalezy
dokonaé usrednienia tych funkcji termodynamicznych, wyprowadzonych dla pojedyn-
€zego krysztalu uwzgledniajac aktualng funkcj¢ rozkladu katowego osi gtéwnych:

@1 - Sy = [ 1948,
G2 Ky = [ h(®)x(9)d9,

gdzie »(9) jest znormalizowana funkcja rozktadu katowego osi giéwnych ciat krystalicz-
nych

(3.3 [ 2(®)ds = 1.
Dla cjat izotropowych otrzymuje si¢ w sposéb trywialny
(3.9 fy=f oraz <k =h.

Niestety, nieznane jest obecnie wyrazenie, ktére opisywaloby rozkiad katowy krystalitéw
W zaleznoéci od wszystkich czynnikéw majacych wplyw na orientacj¢ fazy krystalicznej.
Mozna wymienié¢ kilka mechanizmdéw orientacji. Jednym z nich jest mechanizm o cha-
rakterze termodynamicznym, prowadzacy do rozkladu odpowiadajgcego minimum
€nergii swobodnej catego ukladu [38]. Orientacja w roztworach i stopach moze nastgpo-
Waé takze w wyniku oddziatywan hydrodynamicznych krystalitéw z pltyngcym oérodkiem.
Ostatnio Ziapicki [32, 38] przewidzial wystgpowanie w polimerach silnego efektu o cha-
rakterze kinetycznym, zwiazanego z ograniczeniami katowymi dla nukleacji fazy krysta-
Iicznej. Efekt ten wystepuje w przypadku, kiedy elementy kinetyczne fazy amorficznej
nie s3 kuliste (wwalce, prostopadiosciany itp.). Ograniczenia te prowadzi¢ moga do silnych
Orientacji krystalitéw powstajacych z orientowanego polimeru amorficznego [33, 38).
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4. Deformacja cial o symetrii jednoosiowej

Zalozymy teraz, Ze krystality polimeru sa cialami jednorodnymi o symetrii jedno-
osiowej. Celowo$¢ przyblizenia krysztalow modelem ciala jednorodnego dyskutowali
STACHURSKI 1 WARD [24]. Wyznaczyli oni sktadowe tensora charakteryzujacego podatnosé
krysztatéw polietylenu. Tensor ten ma posta¢ tensora dla cial o symetrii jednoosiowej,
charakteryzujacych si¢ piecioma stalymi podatnosci. Jednorodnosé wiasnosci sprezystych
w calym obszarze ciala zapewnia nam stalo$¢ tensora S w kazdym punkcie tego ciala.

Orientacja ciata jednorodnego o symetrii jednoosiowej jest jednoznacznie okre$lona
dwoma katami 4, i 4, (rys. 2). Prawo Hooke’a dla cial o jednoosiowej symetrii tensora
podatno$ci mozna zapisa¢ w postaci [34]

‘ 1 .
4.1) e=k,(tro)l+k,o+k;(xTor) + o) k4 [(trc)rrT + (rTor)1 + —é—/\fsr(cr)T+crrr] ,

gdzie k(i = 1,2, ..., 5) sg stalymi sprezystosci, a r jest wersorem osi symetrii ciala.

//TZZ Rys. 2. Ciato o symetrii jednoosiowe]j i orientacji
) X By, &,

W zapisie macierzowym tensor podatnos$ci & reprezentowany jest macierza kwadra-

towq s; (i,j=1,2,...,6). Dia ciat o symetrii jednoosiowej macierz s;; okreslona jest
przez pig¢ niezaleznych stalych materialowych i ma postac:
—Sll 512 513000 ]
S;p $.2 0 0 O
s.22 0 0 O
4.2 = 33
2 Sii s4aa 0O
Sqq O
| 2(Sy1—513)_]
Dla krysztalow polietylenu STACHURSKI i WARD [24] podaja:
s1; = 1,7%107'° cm?/dyne, S35 = 0,5% 1071%.cm?/dyne,
S44 = 66,5x 107'° cm?/dyne, s12 = —0,85x 1‘0;‘° cm?/dyne,

S13 = 0,25x1071% ¢cm?/dyne.

Zwiazek migdzy skltadowymi macierzy (4.2) a stalymi k; -mozna znaleZ¢ przyjmujac
we wzorze (4.1) : o
?, =0° oraz @, =0°.
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Odpowiada to sytuacji, kiedy o$ ciata pokrywa si¢ z osia Oz zewnetrznego ukladu odnie-
sienia. Dokonujac odpowiednich przeksztalcen prowadzacych do poréwnania prawa
Hooke’a w postaci tensorowej z prawem Hooke'a zapisanym macierzowo otrzymujemy:

(4.3a) ky = 8,2,

(4.3b) ky=5$,1—512,

(4.3¢) | ks =53 +533—253— 544,
(4.3d) ko = 2(513—512),

(4.3¢) fes = 25,,— 251, +5a4.

Zgodnie z zalozeniem, na brzeg kazdego ciata zanurzonego w deformowanym o$rodku
amorficznym dziala jednorodne pole naprgzen {p)>. Z réwnan teorii sprezystosci wynika,
ze dla takich warunkéw brzegowych pole tensora naprezen wewnatrz kazdego ciala jest
Jednorodne i takie, jak na brzegu (rozdz. ).

Po podstawieniu we wzorze (4.1) tensora naprgzen w postaci (2.3) i po wykonaniu
prostych przeksztalcen gestosci energii swobodnej i entalpii ciala jednorodnego o symetrii
Jednoosiowej i orientacji osi 9,, @, wyrazaja si¢ nastepujaco:

(@4) [y, 0) = 5 () =y o (TR + K tr (B

+ky [tr (e TP + ke (tr {p) tr(rr " {p)) + ks tr(rr"(p)?) },
4.5) h(®y, 9;) = Ts—%tr(e(p)).

Wyrazenia te otrzymuje si¢, jezeli zauwazy¢, ze

(4.6) tr (e (py) = r'(pyr, (BT =<,
tr(rr"(p)?) = r’(p)?r = ((PyN)Kpyr = tr({pyrr'<p)).
Sredniq energi¢ swobodng i $rednia entalpi¢ zdeformowanych cial jednoosiowych |
otrzymamy przez u$rednienie wyrazen (4.4) i (4.5) po wszystkich orientacjach. Nalezy

wyraZenia te usredni¢ po rozkladzie katowym y(#,, 9,) wersoréw r. W stanie niezoriento-
. wanym, kiedy rozklad katowy osi cial jest izotropowy

(47) X(ﬁu 192) = 1/4TC’

Srednia energia swobodna fazy krystalicznej polimeru w przyblizeniu cial jednoosiowych
ma postaé

“.8) (> = TPt )+ Patr o),

14

5 Mecchanika Teoretyczna
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a $rednia entalpia

49) Chy = Ts— 5 [Py(tr(p))* + P tr (p)?,

Qa

gdzie p,, 0, odpowiednio gesto$¢ fazy amorficznej 1 krystalicznej;

1 1
(493.) -Pl =k1+ Ek:;"'gk‘;,

2 1
(49b) -PZ = k2+ ‘l§k3+ §‘k5

Wzory te uzyskano po scalkowaniu wyrazenia (4.4) po izotropowym rozkladzie katowym
osi (4.7) oraz po wykonaniu prostych przeksztalcen. Wyrazenia takiej postaci otrzymuje
si¢ réwniez dla cial izotropowych [35]. Usrednienie energii swobodnej i entalpii ciat po
izotropowym rozktadzie katowym osi prowadzi wigc do wyrazen otrzymanych dla ciat
izotropowych. WyraZenia (4.8) 1 (4.9) stanowia pierwszy krok w oszacowaniu tych funkcji
termodynamicznych dla deformowanych obszaréw krystalicznych polimeru.

Dla afinicznych deformacji tancuchéw fazy amorficznej, kiedy tensor naprezen {p)
okreslony jest przez tensor deformacji molekularnej I' za pomoca wyrazenia (1.8), zmiana
energii swobodnej cial odpowiadajaca danej deformacji ma w tym przyblizeniu nast¢pu-
jaca postaé:

2 0% <h® | uT
4.10 = kT oPi+PYA 2 [ =3
10 < =T, {” (PutPa)d </1o>(|/detI' )+
D |, [ trT)? trI2
po(Py+Py) | <hgy [2trT24(trT)?
+60 — ?'- — Az“@%—;‘[- V‘m —15] + }.

W numerycznych obliczeniach ggstosci energii swobodnej i entalpii deformowanych
cial o jednoosiowej symetrii wiasno$ci sprezystych przyjeto pieé stalych materialowych
podanych w pracy [24] dla polietylenu. Obliczenia przeprowadzono na podstawie ogdlnego
wzoru (4,10) dla mas czasteczkowych 10 000, 32 000 i 100 000 przy zaloZeniu jednoosiowej
1 izochorycznej deformacji molekularnej, danej tensorem:

20 0
@.11) T=|0 1/A 0|, (detT = 1),
0 0 1/2

gdzie A jest krotnoéciag wydtuzenia (4 > 1). Wyniki przedstawiono na rys. 3. Zmiany
energii swobodnej fazy krystalicznej, wywolane deformacja matrycy amorficznej, sa do-
datnie i rosng ze wzrostem deformacji molekularnej, podczas gdy entalpia deformacji

jest ujemna i maleje z wydluzeniem A. Z wykreséw przedstawionych na rys. 3 widaé, ze
- /



TERMODYNAMIKA DEFORMACI KRYSTALITOW POLIMERU 515

energetyczne efekty deformacji sa silniejsze dla polimerdw o nizszej masie czgsteczkowe;.
W obliczentach przyjeto réznice energii izomeréw obrotowych [17]:

AE = 5,1 x10™1% ergéw,
oraz gesto§¢ fazy amorficznej [37]
0, = 0,855 gfem?
t krystalicznej [38]
ox = 1,014 g/em?®.

3
T

T=410%

0°

% ¢ & 10 2 M A

Rys. 3. Zalezno§é gestosci entalpii deformacji (b) i energii swobodnej (a) od wydluzenia (jednoosiowe roz-
ciaganie) dla krysztaléw polietylenu i réznych mas czasteczkowych

5+



516 L. JARECKI

5. Podsumowanie

Oszacowane w tej pracy zmiany energii swobodnej krystalitow, wywolane napreze-
niami w o$rodku amorficznym, sa o dwa rzedy mniejsze od odpowiednich zmian encrgii
swobodnej amorficznej czgsci polimeru [18] (na jednostke objgtosci faz). Podobnie nie-
wielkie sa zmiany entalpii krystalitéw w poréwnaniu ze zmianami entalpii fazy amorficz-
nej [18]. Nalezy podkresli¢, z¢ wyraZenia na funkcje termodynamiczne dla fazy krystalicz-
nej wyprowadzono zakladajac afiniczno$é¢ deformacji molekularnej oraz ze w oblicze-
niach numerycznych ograniczono si¢ do wyrazéw drugiego rzedu wzglgdem tensora de-
formacji molekularnej T

Zalozenie afinicznosci wydaje si¢ uzasadnione dla polimeréw nieusieciowanych. W sie-
ciach lanicuchy nie zawsze deformujg si¢ afinicznie. Szczegdlnie dla duzych deformacji
sieci, efekly nieafinicznosdci i kooperacji fancuchéw moga odgrywaé znaczna role.

Podstawowa trudno$¢ w wyznaczeniu $rednich funkeji termodynamicznych czescl
krystalicznej polimeru stanowi nieznajomo$¢ rozkladdéw orientacji krystalitow.
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Peszwme

TEPMOOVMHAMLUIKA OEDPOPMHPOBAHUSA KPUCTAJIJIOB TTOJKMMEPA
TOI'PYXKEHHbBIX B HAMMPAMKEHHON AMOPDHON CPEAE

PaccmaTpiBaeTcsl COBOKYIHOCTL MEIKUX KPUCTAJ/IMTOB NOJIHMEPA, HAXOMASILMXCS B HANPSHKEHHOMH
amopdnoit cpenie. AMOpQHbI MaTepHa CUMTAETCS CIUIOLIHON CPe/IoH ¢ OMHOPOMHLIM MOJIEM HANpAH(e-
HHii, ofpeJie/IeHHbIM MO MPEANOChIKe adpuuHON AedopmMauny NOJHMEPHBLIX Lenei.

Tensop Hanpsprenuit B amopdHoM MaTepuasie MpejicTaBiied B BHOe psaa no orHoweHuo Kk (Tep),
rae I' — Tensop mosekyssipHOR mechopmanuu, a £, UMCI0 OBPAaTHOE K KOJHMUECTBY CETMEHTOB LEMH.

IMonaraeTcst, YTO KPHCTAIIMUECKHE BIJIIOUCHHST Majibl 110 CPABHEHHIO ¢ MAKPOCKOIHYECKHMH pas3-
Mepami CHCTEMBI M UTO HX IJIOTHOCTh B cMbIcie obbema mania. C JIpyroit CTOPOHbI MOYKHO NMPHHATL, UTO
Manple ¢ MaKpOCKONHUECKOH TOUKH 3PEHHST BKJIOUEHHsT CONIbLUE HMMEIOT 3HAYMTENILHO DPasMepbl, uem
KHHETHUECKME INEMEHTBI amophHOI cpenn! (cTaTHCTHUecKHe cermenThl). Tax KaK nedopmaunu Kpucran-
JIMTOB 3HAYHTENBHO MeHblue aedopmaumii amopdHbix obnacreit (otnowenue monyneit [:107%) 1o B
HCClIenyeMOm HHTepBaie HaNpsDKEHMT MOXKHO ONUChLIBATH Ae(POPMALMIO KaX<IOTO BIIIOUEHHUS 3aKOHOM
Iyka pns AHU3OTPOMHLIX TeEJI.

YpaBHeHHsT TeopuH YNPYroCTH ANA BKITIOUEHMIT pellleHb! NPH NPEANochblIKax 00 OTCYTCTBHH Mac-
COBBLIX CHMJI, YCKOPEHHIT M MPU OXHOPOIHOM TOJIC KPAEBbIX HANPSHKEHHH, NOJNYUYEHHLIM H3 PaccMOTpeHH s
amoppuoit haspl. PacCUMTAHBI ITIOTHOCTH SHTANBNMH M CBOGOMHON 9HEPTHH [UTS OJIMHOUHOTO BKITIOUEHHST
B 3aBHCHMOCTH OT €ro OpHEHTALlHH, IMOCJE YEero MPOBEAEHO YCPENHEHHE COTJIACHO paCnpCHeSIeHHIO
OpueHTaumii. PewieH npumep IUIS MOJMATHIIENA, [UISI KOTOPOrO MPHHATA OCEBAsT CUMMETPHMS YNPYIHX
CBOHCTB KPHCTaLIOB (MATH YNPYTHX NOCTOSTHHBIX).

Summary

THERMODYNAMICS OF CRYSTALLITE DEFORMATION
IN A STRESSED AMORPHOUS POLYMER MATRIX

The system of small crystalsembedded in the deformed amorphous matrixis considered. The amorphous
part of the system is treated as a homogeneous continuum with uniform field of stress controlled by the
affine deformation of polymer chains.

The stress tensor in the amorphous matrix is presented as the series expansion over (' &), where T
is the tensor of molecular deformation, €, — the inverse number of statistical chain segments. This form
of the stress tensor results from the deformation theory of the isolated chain macromolecule.

It has been assumed that crystalline inclusions are small as compared with the macroscopic dimensions
of the considered system, and their number in a unit volume is small. On the other hand, these small inclu-
sions are much Jarger than the kinetic elements of the amorphous phase (statistical chain segments).

The stress resulting from the deformation of the amorphous matrix affects the crystalline inclusions.
Deformation of the inclusions is much smaller than the deformation of the amorphous part.
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Free energy of deformation of crystalline inclusions subjected to the uniform stress field on its surface
has been calculated as a function of the orientation of crystal axes with respect to the main axes of the
stress tensor. The orientation - dependent free energy has been subsequently averaged over the orienta-
tion distribution of crystal axes.

Example calculations concerned polyethylene.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 grudnia 1975 r.
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O STATECZNOSCI WZAJEMNEGO ODDZIALYWANIA OSCYLATORA I CIEGNA W RUCHU
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ROMAN BOGACZ (WARSZAWA)

1. Wstep

Badania dotyczace stateczno$ci ukladéw ciaglych wymuszonych ruchomymi obciaze-
niami (zwlaszcza typu inercyjnego) sa rozwijane w réznych dziedzinach fizyki i techniki
zaréwno ze wzgledu na liczne zastosowania, jak rowniez ze wzgledéw poznawczych.

Badaniu ukiadéw mechanicznych tego typu poswigcono m.in. pracg [l], w ktdre]
przeprowadzono jako$ciowa analize wpltywu predkosci ruchu sily skupionej o stalej war-
tosci, przemieszczajacej si¢ wzdluz belki spoczywajacej na sprezystym podlozu na odksztal-
cenia belki. W pracach [2] i [3] uogdlniono powyzsze rezultaty na przypadek obciazenia
ukiadem rozstawionych sil skupjonych i uresorowanych mas. Autorzy pracy [3] badali
réwniez wplyw predkosci ruchu na czesto$é drgan wlasnych, jednak kierujac sig¢ wykorzy-
staniem rezultatéw w kolejnictwie ograniczyli rozwazania do wzglgdnie malych predkosci
ruchu wynoszacych ponizej 209 predkosci krytycznej, co przy przyjetych parametrach
toru i podioza nie wymagalo analizy statecznosci.

Analizie stateczno$ci ukladéw ograniczonych obciazonych poruszajacymi si¢ masami
pos$wigcono szereg prac. Do najbardziej znaczacych naleza tu prace [4 6]

Autorzy prac [4] 1 [5] przedstawili odksztalcenia belki o podpartych koncach w postaci
sumy szeregu fal stojacych, sprowadzajac zagadnienie stateczno$ci do analizy obszaréw
rezonansu parametrycznego rownania rozniczkowego zwyczajnego.

Uzyskane wyniki maja charakter przyblizony i sa niekiedy obarczone istotnym biedem.
Znany jest bowiem z doéwiadczenia fakt, ze odksztalcenia dla tego rodzaju obcigzen maja .
charakter fal biezacych, co teoretycznie rozwazono w [6] i innych pracach S. KALISKIEGO,
analizujac przypadek obciazenia o charakterze ciaglym.

Zagadnienie statecznosci, ktére prezentujemy w niniejszym komunikacie, stanowi
uzupetnienie badan dotyczacych ruchomych obciaZzen skupionych, a takZe uogdlnienie
rozwazan dotyczacych obciaZen ciaglych, takich jak ggsto, réwnomiernie roziozone oscy-
latory [6, 7], badanych zaréwno na gruncie mechaniki elektrodynamiki, jak i elektro-
nofononiki [8].

Rozwazymy zatem stateczno§¢ ukladu zlozonego z nieograniczonego ciggna, masy
skupionej i bezmasowych elementéw o wlasnosciach lepkospreZystych laczacych masg
Z ciggnem oraz otoczeniem. W niezaburzonym ruchu wzglednym masa i prostoliniowe
ciggno spoczywaja w dwéch inercjalnych ukladach wspotrzednych, zachowujgce statg od-
leglo$¢ pomiedzy masg i ciggnem.
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Analiza statecznosci ruchu tak sprecyzowanego, uproszczonego modelu ukladu,
poza aspekiem poznawczym moze by¢ przydatna do wyjasnienia szeregu zjawisk, ktdre
nalezy eliminowa¢ w pewnych dziedzinach techniki, m.in. w transporcie, widkiennictwie,
a nickiedy wykorzysta¢ np. w bardzicj zlozonych ukfadach teorii pol polaczonych [8].

W drugiej czgsci pracy sformutujemy problem podajac réwnania ruchu i warunki
brzegowe dla przypadku jedno i dwupunktowego oddzialywania oscylatora z ciggnem,
w czgdcl trzeciej podamy rozwiazanie zagadnienia oraz sposdb uzyskania réwnan charak-
terystycznych. Czgs¢ czwarta poswigcimy kryteriom 1 obszarom stalecznosci, czesé piata
analizie numerycznej dla wybranych przypadkdw, konczac prace uwagami bedacymi
podsumowaniem uzyskanych rezuliatow.

Wykaz waizniejszych oznaczen

a predkosé sprezystych fal poprzecznych w ciggnie,
by wspdtezynnik lepkosci elementu fgczacego ciggno z masy oscylatora,
b, wspblczynnik lcpkosci clementu lgczacego mas¢ oscylatora z otoczeniem,
by wspolczynnik wewnetrzncgo tlumienia ciggna na jednostke dlugosci,
bs  wspOlczynnik zewngtrznego tlumienia ciegna na jednostke dlugosci,
¢, stala sprezysta elementu lgczacego ciggno z masg oscylatora,
¢, slala sprezysta clementu taczacego mas¢ oscylatora z otoczeniem,
iy, h, wspolczynniki zanikania lub narastania fal w przestrzeni,
ky, k, liczby falowc,
L odleglo$¢ pomigdzy punktami oddzialywania oscylatora dwupunktowego z ciggnem,
m  masa oscylatora,
P, sila w elemencie laczacym mas¢ oscylatora z ciggnem,
R, Z zbiory liczb rzeczywistych i zespolonych,
T sita naciagu ciggna,
U, predkosé ruchu cigzna wzgledem otoczenia w kierunku przeciwnym do osi &,
vo  predkosé ruchu oscylatora wzgledem ciggna w kicrunku osi x, (),
W  przemieszczenic poprzeczne ciggna w kierunku osi y lub £,
x,y kartezjanski uklad wspohzgdnych zwiazany z oscylatorem,
z, przemieszczenie punktu styku oscylatora z ciggnem,
z, przemieszczenic masy oscylatora,
&9 dekrement zanikania i narastania drgan w czasie,
£ kartezjanski uklad wspélrzednych zwigzany z ciggnem,
o liniowa gesto$¢ masy ciegna,
wo czestos¢ drgan ukladu oscylator—iegno.

2. Sformulowanie problemu, réwnania ruchu i warunki brzegowe

Rozwazymy liniowy model ukladu zlozony z nieskonczonego, napigtego ciggna od-
dziatujacego z otoczeniem poprzez ggsto, réwnomiernie roztozone tfumiki oraz z oscyla-
tora (masy skupionej polaczonej z ciegnem i otoczeniem elementami lepkosprezystymi).

W niezaburzonym ruchu wzglednym masy i ciggna napiecie w elementach laczacych
jest réwne zeru. Schemat ukladu dla przypadku jedno i dwupunktowego oddziatywania
oscylatora z ciggnem ilustruja rys. la i 1b.
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Analize ruchu przeprowadzimy przy nastepujacych zatozeniach: predkosci wzglednego
ruchu wug, v, sa state. Tarcie w punktach oddzialywania oscylatora z ciggnem jest pomi-
jalnie mate. Ciegno nie przenosi momentéw gnacych. Masy elementow laczacych sg po-
mijalnie male. Nie uwzglednia sie oddzialywan grawitacyjnych.

W celu opisania ruchu ukladu w stanie zaburzenia statycznej réwnowagi oscylatora
wprowadzimy dwa inercjalne uklady wspéirzednych &, { — zwiazany z ciggnem oraz x, y
Zwigzany z oscylatorem.

Osie wspolrzednych skierujemy tak, aby sluszne byly relacje:

2.DH E—x—vot =0; (—y=0.
Przy przyjetych zatozeniach ruch ciggna opiszemy réwnaniem poprzecznych drgan struny.
Réwnanie to stuszne dla x # 0 w przypadku oscylatora jednopunktowego oraz |x| # L/2
w przypadku oscylatora dwupunktowego po zapisaniu w ukladzie wspdlrzednych x, y
przyjmie postac

W ;W linl 4 ow ow
(2.2) e — 204 axor +(7’3—02)~8'X2 +(1(/33+[34)7'é’" —0[(53+!34)7’0_/34“o]~a"v'“ =0,
gdzie N
T b; .
W= W(,r1), a*=--, ;= i=13,4).
(6, 1) o b=
Relacje pomiedzy przemieszczeniem masy oscylatora z,(f) oraz punktem styku z ciggnem
z,(t) (dla oscylatora jednopunktowego z,(r) = —W(0,r)) opiszemy nastgpujgcym
réownaniem:
da? d dz ,
(2.3) df'zz— +a(B, +/32)7j’2 —ap, 7”1’ +a*(oa, + )z, —a*o,z; = 0,
¢ b; _
ajziizﬁ ﬂjz'fjg (J=la2);

ma
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przy czym sile oddzialywania oscylatora na ciggno okre§la wyrazenie

d(z,—z7,) ]

(2.4) P ()= azm[al(zz—zl)+aﬂ1/a 7

Czyniac zado$¢ warunkowi wypromieniowania zadamy zanikania rozwigzan w nieskon-
czonosci

2.5) W(x, 1) - 0.
et

Zalezno$¢ pomigdzy oddziatywaniem oscylatora na ciggno i ciggna na oscylator zapiszemy
(2.6) Pi(t)+P,(t) =0.

Natomiast warunek cigglo$cl przemieszczen wyraza si¢ wzorami:
dla oscylatora jednopunktowego

2.7 W(0,1) = Wy(0,1) = —z,(1),
gdzie
(2.8) Wilx,1) = W(x,0|zco 1 Walx, 1) = W(x, )0

dla oscylatora dwupunktowego
WOD(—L2,t) = WO(=LJ2,1); W©O(L/2,1) = WD(L[2,1),
29 WO(—LJ2, 1)+ WO(LJ2,1) = —2z,(1),
gdzie '
WO (x, t) = Wix, 1)|-rp<x<rizs WO, 1) = W(x, |xc—rs2;
W (x, 1) = W(x, |xsrp.

Site oddziatywania ciggna na oscylator dla przypadku jednopunktowego oddzialywania
wyraza wzor

Ox 0x

natomiast dla przypadku dwupunktowego oddzialywania o elemencie laczagcym polaczo-
nym przegubowo i symetrycznie stuszny jest zwigzek

AWM AW ; W™ aw<2>)
a2 YO _ 2 e
(2.11) P,(t) = 2a @( Ee E )|x=~u2 20a ( i Ep
Uklad réwnat (2.2), (2.3) wraz z podanymi wyzej warunkami w peini opisuja zagadnie-
nie. Przystapimy zatem do okre§lenia postaci rozwigzania problemu oraz dyskusji jego
stabilnosci.

3
x=0

oW, aW§2>)

(2.10) Py(1) = a’e(

x=L[2

3. Rozwiazanie zagadnienia, réwnania charakterystyczne

Rozwigzania ukladu réwnan (2.2), (2.3) poszukiwa¢ bedziemy w postaci
3.1 W(x,1) = X(x)e;  z(t) = Bje™'; pi(t) = + Py, j=1,2.
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Po podstawieniu (3.1) do (2.2) otrzymamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne wzgledem X(x)
o rozwigzaniach w postaci

(3.2) X() = D Awes;,  r=hotiky  hokoeR; i=) 1.

Przy czym dekrementy zanikania fal oraz liczby falowe w przypadku okresowego ruchu
oscylatora okreélaja wzory:

-7 ]/77 — 4w+ ]/(77 —4(uz)z+ 16cu_[Tﬂ_ +ﬂ4(_l_:i—%)]_2_
—— 5 i- - B A
2(1-2%) 212 (1-2?)

w? V2 w[ﬂ3+ Bo(l +u)]

2 + ey == 3
-v (1—v 2)1/77 — 42 +]/(17 —4w2)2+16w2[1+ﬂ3+ﬂ4(l+uvi]2

(33) hl/Z ==

’

(3-4) k1/2 ==

gdzie A = Aga™ !, w = Im(A) = %‘)-,v =29a” !, u = usa™, n . Bav+fa(v—u).

Zgodnie z warunkiem wypromieniowania, po wykorzystaniu warunku zgodnosci (2.7)
oraz na podstawie (2.8) i (3.2) otrzymamy:

(3.5) Wu(x, 1) = Ao{H[— (= 1)"(v+ Dlexp[(r, +ik,)x+ Ao 1]+ H[(— 1)"(1 —2)] x
x expl(hy +iky)+ 201],

gdzie:
' 0 dla x>0,
\ H() = { 1 dla == 0;
(3.6) kio(l=2) 2 0; k,w<0,
3.7 h(l+2)20; h(1-9)<0 dla Rel>=0.

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia oraz zwiazki (2.7) i (2.10), otrzymamy nast¢pujaca
relacj¢ pomigdzy przemieszczeniem ciggna a sila skupiona okre§long przez (3.1) przy-
tozonawx =0

—PyAs!t

3.8 w —
(3.8) (e, 1) = a*olhy—h,+ik, —

[W (x, N Ho(—x)+ W2 (x, 1) Ho(x)],

gdzie
0 dla x <0,
Ho(x) = y1/2 dla 2=0,
] 1 dla x> 0.
Kladac w (3.8) x = 0 okre§limy przemieszczenia z,(t) dla przypadku oddzialywania
Jjednopunktowego (rys. la), ktére przyjmie postaé ‘
Pyt 'H(l—|7)l)
a? 9[111_/72+1(k1 —ko)]
Zwigzek pomiedzy obcigzeniem p(f) i przemieszczeniem z,(t) w przypadku oscylatora
dwupunktowego (rys. 1b) mozna otrzyma¢ wykorzystujagc badz liniowo$¢ ukfadu i sto-
sujac zasade superpozycji, badz (postepujac podobnie jak w przypadku oscylatora jedno-

(3.9) z,(1) =
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punktowego) zastepujac zwiazki (2.7) i (2.10) warunkami (2.9) i (2.11). Ostatecznie otrzy-
mamy
— Pye’o I s . '

] = — _ ~ | H | — L p=Un+ikpL _ s Uy +iky)L
(3.10) z,(1) Saolh, — Iy + ik, —k.) (I —lo))+ 5 +sign(1 —|o|)etr2tik2 ]
Analogiczng relacje wyrazong przez parametry oscylatora otrzymamy w wyniku spetnienia
rozwigzaniami o postaci (3.1) réwnania ruchu (2.3) oraz zwigzku (2.4). Relacja ta przyjmie
postac

Gy oz = P a2 (B ) B
. 1 a%p ayoy+ (o, +B1B) A+ Ao, Batay B+ A%

gdzie y, = om™".

Poréwnujac stronami (3.9) lub (3.10) z (3.11) otrzymamy dla ustalonych parametréw
ukiadu o;, f;, ¥, L oraz parametréw ruchu v, v rownanie charakterystyczne wzgledem A.
Réwnanie to, ktére symbolicznie zapiszemy w formie nastgpujacej relacji:

(3.12) D(4,s5) =0,
gdzie
le”Z, se8, s =Lu,vy, S=UxV, u,veR,

bedzie stanowi¢ podstawe do dyskusji statecznosci ruchu rozwazanego ukladu.

4. Kryteria i obszary niestatecznosci

Kierujgc si¢ wlasnosciami rozwigzan (3.1) zbior parametréw ruchu S podzielimy na
trzy podzbiory, ktére nazywaé bedziemy: obszarami niestateczno$ci — S;, obszarami
quasi-statecznosci — S, oraz obszarami stateczno$ci— Ss. Wiasnosci poszczegdlnych
obszaréw okreslone sa nastepujaco:

@.1) S, = {S:\’/[d}(l,s) =0,
(4.2) Se = {s:\/ 1002, 5) = 0]},
(4.3) Ss = S—(SeuS)),

gdzie z* = {z: [Re(z) > 0]}, /= {z:[Re(z) =0}. Przy czym nastepujacy zbidr
elementow

(4.4) C Su=1s\/100, 9 =0 —{s: \/ [0, = 0]}

2eRY 26(Z+—R)
nazywal bedziemy obszarami niestatecznosci o charakterze dywergentnym.
Zbiér
(4.5) Siw={s: \/ [®(, ) =0]}-Su
2e(Z+—R)
nazywac bedziemy obszarem oscylacyjnej utraty stateczno$ci. Natomiast zbidér okre$lony
nastgpujaco: _
(4'6) Slm = SI-—SId_SIO
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nazywa¢é bedziemy obszarem utraty statecznosci o charakterze dywergentno-oscylacyjnym
lub mieszanym.

Wyznaczenie explicite zbioru Sy z réwnania (4.12) jest zwykle czasochionne, a w przy-
padku réwnan algebraicznych stopnia wyzszego anizeli czwarty lub niewymiernych réw-
nan charakterystycznych mozliwe tylko w szczegélnych przypadkach.

Analize stateczno$ci ulatwia niekiedy wykorzystanie pomocniczych kryteridw statecz-
nodci, ktérych spetnienie rownoznaczne jest nastgpujacemu warunkowi:

@7 AD(L, 50) = 0= Re(1) < 0]
A

dla ustalonych parametréw ukiadu i parametréw ruchu.

W przypadku, gdy réwnanie charakterystyczne ma posta¢ wielomianu powszechnie
stosowane sa nastgpujace kryteria pomocnicze:

Kryterium Hurwitza (omoéwione m.in. w [11]) zadajace dodatnioéci wyznacznika oraz
jego gléwnych minoréw, ktdérego wyrazami sa odpowiednie wspotczynniki wielomianu.

Kryterium MicHAILOWA (patrz [11]) polega na badaniu konfiguracji krzywe;

(4.8) D, = f(P>)
danej parametrycznie dla — 0 < w < + o0, gdzie:
le = @l((u, 50) = I{e[q)(}-, so)|7.=iw = 0]7

@) B, = By, 50) = I (B2, 50)acim = 0.

Uogdlnione kryterium MICHAILOWA [7], w ktérym analizuje si¢ uksztaltowanie krzy-
wych,

(4.10) D(w,s)=0, j=1,2; wel

w przestrzeni £2 x U x V' umozliwia przejrzysty podziat parametréw na obszary stateczno$ci
i niestatecznosci.

W przypadkach bardziej ziozonych rownan charakterystycznych, w ktdrych wymie-
nione kryteria nie obowiazuja, wykorzystujemy elementy teorii funkcji zmiennej zespo-
lonej oraz metody przyblizone i technike cyfrowg. W niniejszym komunikacie, w celu
przyktadowego okreSlenia obszarédw niestatecznosci, wykorzystamy rownieZz nastepujace
kryteria pomocnicze bedace rozwinigciem uogdlnionego twierdzenia MICHAJLOWA.

Zatozmy, Ze istnieje taki zbidr Q*, 0* = O, w ktérym w = ¢;(s) (j= 1, 2) sa ciag-
tymi, jednoznacznymi galgziami @y(w, s) = 0, .

@1 [0 = )] = B, 5) = 0] dla  (w,s) e
oraz nastgpujace podzbiory:

01 = {q:[(®(9) = 0)r (g € OM)]},

s* = {s: \/ Ko, s> € 0"},

tsr\/ Ko, e 01},

S*U) — {(u, V) \/ [(u = up+Kuyj— Kug) A (v = 0o+ Kvj— Kvg) A (u, v) € S*)]}_

0<K<l

@.12)
St
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Zbiér parametrow ruchu S* posiada nastgpujace wlasnoscei:
Witasno$§é 1. Jezeli istnieje ¢° = {w°, s°), (¢° € QF) taki, ze ¢;(s°), (j = 1,2)
jest analityczna oraz spelniony jest nastepujacy warunek

(4‘13) \/ /\ [(S(l) e S*(”) A (5(2) e S*(Z)) = ((]71(5(“)—(772(5(”)((P1(5(2))—

$1,52 SID gD

—p2(s?®) < 0],

to istnieje niepusty zbiér S§ = S; n S* bedacy obszarem niestatecznosci.
Wtasno§c¢ 2. Jezeli; ¢;(s), (j=1,2) jest analityczna dla s e S¥, istnieje taki
g° € QF, ze spetniony jest warunek (4.13) oraz zachodzi

(4.14) \/ (651 € $*nS9) v (s5; € S*nSy)],
S82

to St jest podzbiorem obszaru quasi-niestateczno$ci (Sf < Sg) i tworzy granice pomiedzy

obszarami statecznosci 1 niestatecznoéci.

Powyzsze wiasnoSci sa wystarczajacymi warunkami na to, aby istnial obszar niesta-
teczno$ci oraz granica tego obszaru. .

Istnienie obszaru niestateczno$ci przy spetnionym warunku (4.13) latwo wykazaé
rozwijajac D(A, s) w otoczeniu g° w szereg Taylora. Uktad réwnan otrzymany po rozdzie-
leniu czedci rzeczywistej 1 urojonej (w przypadku aproksymacji rozwinigcia liniowym
oP; 0P, 0P;
dvg’ u®’ ow®

przyblizeniem oraz wykorzystaniu faktu, Ze € R) przyjmie postaé:

0D, o, 9D 0P, oy 0P 0) —
@.15) pos (PO et - ”W“‘*“ ) =0,
' w 0D, oD, " 0
200 ((1)—0) )—%3‘54‘ 500 ( )+ (u u ) = 0
gdzie oznaczono: & = ga*,
6_q)j_ _ 6@ (C() U, ‘Z)) z alogiczni a(bj 6;!5_,'
300 = Be ., oraz analogicznie — 5, — 5.

Wyrazenie okre§lajace dekrement narastania fali wyznaczony z powyZszego ukladu
réwnan wyrazi si¢ wzorem

(aqbl ob, oD, aqzsz)( o (acbl oD, 0D, 6¢2)( oy

° 0w°  dw® dv° ou® dw°  dw°® du°
0D \2 + 0D, \?
dw® 0w®
W szczegdlnym przypadku, w ktdrym g° jest punktem przegigcia jednej z powierzchni
- @; (punkt typu parabolicznego) o plaszczyZnie stycznej bedacej zarazem styczng do dru-
giej powierzchni, aby otrzymaé zwiazek podobny do (4.16) nalezy uwzgledni¢ trzy lub
wigcej wyrazéw szeregu. Z postaci wzoru (4.16) wynika, Ze w otoczeniu s, istnieje takie
s = s5,2ee(sy) > 0, czyli 5, € S;.
Wykorzystujac fakt, ze @(24, s) jest analityczna dla g € QF latwo wykazaé wlasno§é 2.

(4.16) & =
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Wymienione wyzej wlasno$ci oraz kryteria pozwalaja na zbadanie zagadnienia statecz-
no$ci rozwazanego przez nas ukladu. Analizie numerycznej dla wybranych przypadkoéw
pos$wigctmy nastgpng cze$¢ niniejszej pracy.

5. Analiza numeryczna

5.1. Przypadek jednopunktowego oddzialywania oscylatora z ciggnem. ROwnanie charakterystycz-
ne oddzialywania ciggna z tlumikami otrzymamy spetniajac réwnanie (2.2) rozwiazaniami
(3.1), (3.2). Przyjmie ono nastepujacg forme:

G A2+ (Bs+Ba—2ur)A—Bsur+r2@?—1) = 0.
Natomiast podstawa do dyskusji statecznoéci oddzialywania jednopunktowego oscylatora
z tlumionym ciggnem bedzie réwnanie (3.12) zapisane nastepujaco:
52 — e HO—)
(B3 +B)B3+Bat8A)0? +Biu> —2(B3 + Ba+22) Bauv +4(2— B3 — o) A]'/2
b yl[lz—’r(ﬂl—’rﬁz)l—’r-al—{—az] o _
(1 +81B2) A2+ (o B2+ ax B+, A A+ oy oy

Stosujac do (5.1) uogdlnione kryterium MICHAILOWA otrzymamy nastgpujace wyraZenie
okrelajace granice obszaru niestatecznosci:

(5.3) w, = P3ths
Ba
oraz obszar niestatecznosci
(54 U,={u:|u| > ’33;‘9“}; UxV =8P c S,
i 4

Konfiguracj¢ krzywych @, i @, [okre§lonych wzorem (4.9)] na plaszczyznie fazowej
wk~! u dla réwnania (5.1) przedstawiono na rys. 2.
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Zauwazmy, ze w szczegOlnym przypadku, gdy 3 = 0 ze wzoru (5.3) otrzymujemy znang
w literaturze warto$¢ predkosci krytycznej tlumikéw przemieszczajacych sie wzdluz
struny. Rezultat ten podany jest m.in. w pracy [10] po$wigconej analizie statecznosci
struny, ktdrej gestosé opisana jest funkcja losowa.

Obraz plaszczyzny fazowej w, v ilustrujacy stateczno$¢ oddziatywania oscylatora
z ciggnem uzyskany na podstawie réwnania charakterystycznego (5.2) dla wybranych
parametrow ukfadu przedstawiono na rys. 3 i 4.

IVI“I |
| 5120, 8,20, Bi+6;%0 |
| B30, B4=0 |
] |
| |

1 S
| \\\\
| ~
| AN
l \
\
: \
2
| | w_
X062 Oyt X p oty B2 xp B g {0+ cxz)
o+ B+ 71(BrB2) 7+ 8
Rys. 3
i
Br=B2=0
B3>0, Bs=0
I |
| |
| |
| !
| |
I |
| |
| 2
| [ | w
X (O(,fotp)
Rys. 4

Na podstawie wykresu przedstawionego narys. 3dlaju]l < 1,8, 2 0, 8, =2 0, §; - 0¢
Bs — 0 mozna wnioskowat, ze gdyby @, oraz @, okre$li¢ w przestrzeni w, u, v, to uogdl-
nione kryterium statecznoéci MICHAJLOWA byloby spelnione dla calego zakresu predkosci v
poza wartoécig v = 1 .

(5.5 {u, o>:[(lu] < ) A (@ # D]} = Ss.

EemRE — sew
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Natomiast z wykresu przedstawionego narys. 4dla f; = f, = 0, f3 > 0, B, = 0 wynika,
Ze pomimo zmiany konfiguracji krzywych @, 1 @, dla |v| < 1 obszar

(5.6) {Ku,od: [(ue R)A(Jo] < D]} = S
pozostaje obszarem statecznosci, a obszar
(5.7 {Cu, >:[we RA (0| >1)]} = S,

przechodzi w obszar quasi-niestatecznosci.

Fakt, ze warto$¢ predkosei ciggna wzgledem otoczenia nie ma wplywu na stateczno$é
wynika z braku wzglednego tlumienia ciggna (B, = 0).

W przypadku g, 2 0, #, 2 0, 5 = B, = 0 mozemy badaé stateczno$¢ oscylatora
wspoldzialajacego z ciggnem wykorzystujac kryterium statecznosci HURWITZA. Jest ono
réwnowazne warunkom:

dla |7| €1

[(oty + B B2)(1 =v2)+2(B1 + )yl (B (1 —vD) +2y,] 7! > 0,
(5.8) oty B2+ a2 B)(1 =) +2(aty + 03) p,][B, (1 —22) + 29,17 > 0,
[Coty +05) 2y + (g B2+ 02 B (1 =0 [(ety + 1 BN =) +2(8, + B2) v1] >
> alaz[ﬂ,(l—vz-FZyl]
oraz dla |v] > 1.
(5.9 B1+8, >0, o +a,>0.

Z (5.8) wynika, ze dla |o| < I ruch oscylatora jest stateczny. Pokrywa sie to z wnioskiem
(5.6) uzyskanym dla £, > 0. Podobnie, obszar (5.7) jest obszarem asymptotycznej sta-
tecznodci jedynie wtedy, gdy £,+ 5, > 0.

Na uwage zastuguje fakt, ze uksztaltowanie obszaréw statecznosci w rozwazanych
dotychezas przypadkach rézni si¢ zasadniczo od obszaréw uzyskanych w [7] dla ukladu
ggsto, réwnomiernie rozloZzonych oscylatoréw. Szereg jako$ciowo nowych efektow wynika
z analizy dwupunktowego oddzialywania pojedynczego oscylatora z ukiadem ciaglym,
Co bedzie teraz przedmiotem rozwazan.

5.2. Oddzialywanie dwupunktowe. ROwnanie charakterystyczne dla przypadku dwupunk-
towego oddziatywania z ciegnem (rys. 1b), otrzymane po wykorzystaniu zwiazkéw (3.10)
i (3.11), wyrazi si¢ nastgpujaco: .

H(1 —v?) 4 Lo~ ®i+iknly | sion(] —p?)e™ ha+ika)t

' 2y, LTy —hy+ itk — k)]

(B +B) A+ o +a,
N B 224 (o +B1B2) A2+ (o, B2+ azﬁ:)}“:aﬁz ’

Oznaczajac: A = AL, 4y, L =vy,, a;l> =»; (j=1,2), L =96, (i=1,2,3,4),

oL =0, ¢a7 'L = ¢ oraz kladac 8; = 6, = 0, co znacznie upraszcza rachunkowa

cze$¢ pracy, otrzymamy

(5.9) (140, F) A>+ [0, + 82+ (e + 0, 82) FIA? 4 [y + e+ (3¢, 85+ 2, 0,) Fl.A+
+xy%,F =0,

(5.8)

6 Mechanika Teoretyczna
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gdzie

exp( 1—/|l|) [2+exp( | I)]H(l —03)— H(fu —l)exp(I J /11)
F=Fd,v)=— = b e Sl

Y2 (02 =17 N

Szereg wnioskdow dotyczacych wplywu poszczegdinych rodzajéw ttumienia, uzyskanych
dla przypadku jednopunktowego oddzialywania, pozostaje stusznych. Aby umozliwi¢
_poréwnanie wynikéw uzyskanych dla pojedynczego oscylatora z rezultatami prac [6, 7],
uzyskanymi dla oscylatoréw swobodnych, rozwazymy bardziej szczegdlowo przypadek
2, =0, f,=p4,=0.

Jezell w (5 9) uwzglednié, ze A = a+z@ oraz zazgda¢ niezaleznego spe{mema réwnania
zaréwno przez czes¢ rzeczywista jak urojona, woéwczas otrzymamy nastepujacy uklad
réwnan:

62+ A(c,0) o+, —O*—B(c,0)0 =0

- >
(5.10) 260+ A(c, ©)0 + B(a, O)s = 0, dia fol > 1
gdzie:
2 o . 20
A(o, 0) = vl e 't (cos o —e ""cos i),
Y v+1 v—1

[+ 20
B(c,0) = wz_le j(sm o —¢ " gin o )
Va2 v+1 —1
Zauwazmy, Ze z postaci ukladu réwnan (5.10) wynika, iz ¢ jest parzystg funkcja 6.
Wystarczy wigc rozwazyé zakres @ > 0. Kiadac w réwnaniach (5.10) 0 = 0 otrzymad
mozemy zaleznosci okre§lone wzorami (4.9), ktére moga posluzyé do badania statecznosci
z wykorzystaniem wlasnosci podanych w czgéci 4. I

W celu uwypuklenia wplywu poszczegélnych parametréw na konfiguracj¢ obszaréw
niestatecznos$ci na rys. 5+7 naniesiono wyniki oszacowan przy réznych zatozeniach.

Wykresy przedstawione na rys. 5 uzyskano przyjmujac, ze

. (—A . —A)|<2
Pl =1) ” P Rl+1)| S &

ilustruja one wplyw parametréw =, y, na ksztalt obszaru, w ktérym znajdowac si¢ moze
krzywa @, dana réwnaniem @,(0,v) = 0. Na rys. 6 naniesiono obszary o(0,v) > 0
ktérych granicami sa krzywe @,. Obszary te wyznaczono wykorzystujac warunek

(5.12) 620=>A(0,0)<0

ktérego stuszno$é mozna wykazaé stosujac do réwnania (5.9) twierdzenie Rouché.
 Nalozenie obszaréw z rys. 51 6 pozwala na oszacowanie odpowiadajacego o > 0
zakresu predkosci v w zalezno$ci od », i y,. Oszacowanie jest tym lepsze, im wigksza jest
warto$¢ parametru y, oraz im mniejsza warto$¢ x, . Charakterystyczny jest fakt, ze moze
istnie¢ taka graniczna warto$¢ v = v., Ze :

Ves = {v: (Jv] > v2)}

(5.11)
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Jest zakresein statecznoéci ruchu uktadu. Latwo zauwazyd, ze jezeli », — O (np. je§li L — 0),

to v, — 1, co pokrywa si¢ z rezultatami uzyskanymi dla przypadku jednopunktowego
oddzialywania oscylatora z ciegnem.

v
15— )
. =3 1
= — 1 v ! a5
05 & / y
*:"0? = 02
10 Lo —=>
Z
% 02"
% /:5 , ();5//
65 (4
A S 7245
02 05 1 -5
. ¢ \\ ‘
R
| -t
| f | I %
0 05 10 15 2,0
Rys. §

Rys. 6

Na rys. 7 naniesiono obszary mozliwych rozwigzan niestatecznych o dekrementach:
6>0;0>01;0>02;0>05dla %, =9,=1.

Z ksztaltu wykreséw wynika, Zze wigksze warto$ci dekrementu narastania drgan sa
mozliwe przy wigkszych warto$ciach predkoéei ruchu.

Uksztaltowanie krzywych @, i @, na plaszczyZnie ©, v oraz konfiguracje zakreséw
niestatecznodci dla », = y, = | ilustruje rys. 8. '

6*
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101

! ! L 0
0 1 2
Rys. 8

Widzimy, ze w przypadku tym, typowym dla dwupunktowego oddzialywania obszar
niestatecznoéci sklada si¢ z nieskonczonej, przeliczalnej liczby zakreséw niestatecznosci
o charakterze oscylacyjnym, z ktérych pierwszy z dokladnodcia do 0,02 jest nastepujacy
1,15 < |v] <. 1,20, a pozostale naleza do zbioru 1,0 < |o| < 1,09.

Przy predko$ci v = 1 mozliwa jest utrata statecznosci ciegna, ktéra w zaleznosci od
warto$ci wspélczynnikéw ttumienia moze mie¢ charakter dywergentny lub oscylacyjny.

6. Uwagi koncowe

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze uklad oscylator-ciggno-otoczenie w ruchu
wzglednym w przypadku ciggna tlumionego tlumikami o charakterystyce S, > 0 jest
niestateczny przy predkosciach ruchu ciggna wzgledem otoczenia |ug) > a(l+B3/B4).
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Jednopunktowe oddzialywanie oscylatora powoduje utrat¢ stateczno$ci ukiadu tylko
przy predkosci wzglednego ruchu réwnej predkosci poprzecznych fal sprezystych w ciggnie.

Dwupunktowe oddziatywanie oscylatora powoduje utrate¢ statecznodci przy predkos-
ciach ruchu z ograniczonego przedzialu, w ktérym znajduje si¢ przeliczalny (dla niettu-
mionego ukfadu nieskonczony) zbidr zakreséw niestatecznoéci. Z uwagi na liniowo$é
dyskutowanego przez nas ukladu rozwigzania niestateczne narastajg nieograniczenie.
W realnych, nieliniowych ukfadach wystepowalyby cykle graniczne, ktére po przyjeciu
nieliniowych réwnan ruchu mozZna wyznaczyé stosujac procedure¢ podang w pracy [9].

Wydaje sie, ze rezultaty uzyskane dla wzglednie prostego modelu pozostang jakosciowo
stuszne dla bardziej ztozonych uktadéw tego typu i pozwolg wyjasni¢ niektdre z istotnych
probleméw dotyczacych statecznoéci.
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Peaome

Ob YCTOMUYMBOCTHU B3AUMOIENCTBUSI OCUMIIJIATOPA C HANIPSDKEHHOM
CTPYHOU B OTHOCUTEJILHOM JIBIDKEHUH

PaBoTa nocBsIlIeHa aHANM3Y YCTOHUMBOCTH CHCTEMBI, COCTOSIUIEH M3 OCHMIUIATOPA, ABYDKYLLETOCH
BIOJI» HEOTPAHMUEHHON CTPYHBI, KOTOPas B CBOIO OYePEAsr ABIMKETCHA IO OTHOLIEHHIO K OKpY>Karomleit
cpene. [TonaraeTcst, YTO CKOPOCTh OTHOCHTENBHOIO ABHYKEHHUSA IOCTOAHHA.

IpencTaBieHbl KPUTEPHHM YCTORUMBOCTH JIA CJIYy4YaeB OJHO M ABYXTOUEUYHOTO B3aMMOACHCTBHA
OCIILITOpPa CO CTpyHoit. Omnpepesiens! o6NacTH HeycToMumBOCTH. MX CTpykTypa B cirygae omHoro
OCIULISITOPA CYUIECTBEHHO OTJIMUAETCA OT CTPYKTYPB!I TAKMX OGNACTEd NI CHCTEMBI OCLMIUIATODPOB,
JBIDKYIIHXCA BAOJL CTPYHBI WM [JIA CHy4Yasd IJIEKTPOHOB, B3aUMOAEHCTBYIOMIMX C MOBEPXHOCTHBLIMMI
BOJIHAMU,
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Summary

ON STABILITY OF INTERACTION BETWEEN AN OSCILLATOR AND A TIE IN RELATIVE
MOTION

The paper is devoted to stability analysis of the system consisting of an oscillator which moves along
the unbounded tie (string). The tie and the surroundings are also in relative motion. The velocities of mo-
tlon are assumed to be constant. o

The criterions of instability are given. Existence of instability regions in the case of one and two points
of interactions between the oscillator and the tie is proved. The configuration of instability regions in the
case of single oscillator is fundamentally different from that occurring in the case of the set of oscillators
which moves along the string or in the case of electrons interacting with surface waves.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 grudnia 1975 r.
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STATECZNOSC POWLOK OBROTOWYCH O MALEJ KRZYWIZNIE POLUDNIKA, PRZY
OBCIAZENIACH ZELOZONYCH

STANISLAW L UKASIEWICZ, ANDRZE) WAWRZYNIAK (WARSZAWA)

Tematem pracy jest zagadnienie statecznosci powloki osiowo-symetrycznej o ksztalcie
zblizonym do walca, poddanej dziataniu ci$nienia zewngtrznego 1 jednoczeénie $ciskanej
osiowo. W niniejszej pracy zbadano, jaki jest wplyw zakrzywienia poludnika powiloki
na stateczno$¢ takiej powloki przy obciaZeniu ztozonym. :

Zagadnienie statecznosci powloki o ksztalcie zblizonym do walca rozpatrywane bylo
w przypadku obcigzen niezaleznych w pracach [1] 1 [2]. JednakZe brak dotychczas rozwig-
zania postawionego zadania w przypadku, gdy oba obciazenia dzialaja jednoczesnie.
Zadanie rozwiazano opierajac si¢ na rownaniach udoskonalonej technicznej teorii powtok
[3]. Rozpatrywane powloki przedstawiono na rys. 1. Ich ksztalt zostal scharakteryzowany
przez wspolczynnik 4 = R,/R,, gdzie R, i R, sa gidwnymi promieniami krzywizny, R
jest promieniem krzywizny potudnika. PoniewaZ R, <€ R,, A jest wielkoécig mala, ktéra
powinna sie zawiera¢ w przedziale —0,1 < 2 < 0,1. Przyjeto dalej, Ze rozpatrywane
powloki sg izotropowe i1 majg stala grubo$¢ oraz Ze ich promienie krzywizny sg stale
1 réwne swym $rednim wartoéciom. Gdy promien R; uznamy za staly, $redni promien
krzywizny R, powloki przedstawionej na rys. 1, obliczany jako $rednia arytmetyczna
Z promieni w przekroju 4 i B, wynosi

) th = R, = *{RA LHVI-E g1 l/—)}

2 V1-p*

gdzie @ = L/2R, jest parametrem charakteryzujacym dlugos¢ powtoki.

Ra

:‘Q
2
[

tt it et

L
RN ERE!

i

=0 A<0

Rys. |
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Zwiazana z zakrzywieniem potudnika strzatka tuku s nie powinna by¢ wieksza niZ
1/5R,, co daje warunek

L 25 _ /2R, 10
2 B il vl = OGS e
@) R R, l/sm |21
Dla |2] = 0,1 otrzymujemy L/R, € ~4,0dla 2 =0, L » . Z zalezno$ci geometrycz-
nych wynika réwniez, ze

5 [—y1—u? 1
3 = h =
) R, A S5

wtedy u? < 0,44, a wige pu? jest wielkoscia mala w stosunku do jednosci. Biorac powyisze
pod uwage mozemy zalezno$é¢ (1) uprosci¢ i otrzymamy dla Sredniego promienia krzy-
wizny i [4] <€ | nastepujacy wzor przyblizony

. 140,2522u*
@) . ‘ R, = R,- j*_‘o‘,‘srlﬂz ,
gdzie g = puA = L/2R,, 1 = R,/R,.

ZaloZenie, ze wspdlczynnik A jest wielkoscia mala, bliska zeru, pozwala przyjaé, ze
ksztatt badanych powlok nie rézni si¢ znacznie od ksztaltu walcowego. Dzigki temu w dal-
szej czg$cl pracy mozna uznad, Ze wspolczynniki pierwszej formy kwadratowej powierzchni
$rodkowej powloki sa state i réwne jednosci.

Zastosowane réwnania udoskonalonej technicznej teorii powlok maja postaé ([3]):

1

[\2
D(A—i— & + R%) w—Ad = L(w, D)+ P,

)

1 1 2 1
— A+ —— Aw = ——
Th ( + Rsz) D+Aw 3 L(w, w),

gdzie E — oznacza modul sprezystosci, # — grubos¢ powtoki, Ry, R, — gléwne promie-
nie krzywizny powierzchni §rodkowej, w — ugiecie powloki, @ — funkcj¢ naprgzen.
Sity blonowe wyrazone sa przez nastepujace zwiazki

0?Q 1 f
Ni = W + R, Q.dx,
0P 1
©) Ny =753+ Enyd)’,
0’0
Mo = e = =55
0? 0*
A= e + 27 (operator Laplace’a),
1 & 1 & 1 1 1 )
7 Ay=— 0 Lo L),
0 TR TR 7 T RR, (R1 R

*w w)a2cr> 0w 02 (62w w)a%p

Liw, ®) = [ 4 ¥ _ ARG
(w, @) (ax2+R§ 2 “axay oxoy T\ oz T RE) ax
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Gdy badamy stan réwnowagi powfoki w momencie utraty statecznosci, mozemy uznad,
Ze jej ugiecia sa w tym momencie jeszcze bardzo male, a wigc L(w, w) = 0. Wtedy jako
funkcje napr¢zen wystgpujaca w operatorze L(w, @) mozemy przyja¢ funkcje naprezen
dla stanu podstawowego, to jest stanu przed wyboczeniem si¢ powloki. Wowczas uklad
rownan (5) staje si¢ liniowy i moze by¢ sprowadzony do jednego réwnania

1 \? 1 1\*  En
I I

=“(A+m

2
D ) [”x,vax+xnyJ'y+2xXYNXy+PZ]’

gdzie »;; sa zmianami krzywizn, N;; silami blonowymi w powloce przed wyboczeniem.

Przyjmujemy, Ze brzegi powloki sa swobodne. Na powloke¢ dziala z zewnatrz stale
ci$nienie normalne p oraz obciazenie $ciskajace osiowo przylozone do brzegu, o natgze-
niu gq.

Sile blonowa N,, tatwo okre$limy z rdownania réwnowagi czesci powloki odcietej
plaszczyzna prostopadia do osi. Otrzymamy

2

(9) vi = '—q‘R'izﬁ —p 1;2'(] - 1:; ),
gdzie promienie R,, R,, r okre$lone sa na rys. 1. Promiefi R, i r jest zmienny i zalezy od
kata @. Gdy wspotczynnik 1 jest wielkoscig bliska zeru —0,1 < 4 < 0,1, promienie te
zmieniajg si¢ nieznacznie. Zakladajac, ze w przybliZzeniu sg one state i réwne swym $§rednim
warto§ciom w obszarze powloki, otrzymamy

| R
10 Nox = —ql1— — Au2| —p =2 2u?,
(10) q( 5 A ) P A
gdzie u jest parametrem odniesionym do promienia R, i charakteryzujacym diugo$é
powloki: u = L/2R,.
Jezeli w dalszej czgsci pracy bedziemy stosowaé oznaczenie R, = R wprowadzimy
wspolczynnik charakteryzujacy sposéb obcigzenia powloki i jej diugo$é

1 1
1 — —Au — Au?
(11) ¢ = pR<l 3 ) + At
wtedy N,, = —{pR. Wykorzystujac réwnanie rzutéw sit na kierunek normalny == 4+
1
+ Ny _ —p otrzymamy
R,
(12) N,, = pR(—1+10).

Okres$limy teraz réwnowage powloki przy obciazeniu krytycznym. Zatézmy, ze ungCle
powtoki okreslone jest funkcja
X . nmy
LR
gdzie m jest liczba pétfal w kierunku potudnikowym, # liczba poéifal w kierunku obwodo-
wym. -

w = fsin
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Po podstawieniu do réwnania (8) i wprowadzeniu oznaczen

~ _ pR(I1—?) _ maR R
P=—pf— =7 "~
otrzymujemy
(13) §— (A (1=22)[r? + A= 224 A
ORI iy DU Sy LY Y £ [l PR ) § po iy G ey By g L

Obcigzenie p jest funkcja dyskretnych wartoéci parametréw m i n. Najmniejsza warto§¢ p
0znaczono przez p, 1 przedstawiono na rys. 2, 314 dlay = 0,3 i k = 1075 i réznych wiel-
kosci parametréow A i .

Rysunek 2 przedstawia wykres dla { =0 i dla A = —0,1; 01 0,1. Dotyczy wigc po-
wiloki obciazonej tylko ci$nieniem zewngtrznym p.

Poniewaz krzywa girlandowa zawsze maleje wraz ze wzrostem L/mR, liczba potfal m
w kierunku tworzacej, odpowiadajgca najmniejszej warto§ci obcigzenia krytycznego py,
jest zawsze réwna jednoéci. ObcigZenie krytyczne zmniejsza sie wraz z L/R, osiagajac
przy n = 2 najmniejsza warto$é p, = 3k. Okazuje si¢, Ze powloka o dodatniej krzywiznie
(4 = 0,1) ma wyzsze obciazenie krytyczne niz powloka walcowa, za§ powloka o ujemnej
krzywiznie (A = —0,1) znacznie nizsze (szczegdlnie przy malych ). Dotyczy to przede
wszystkim powlok o wigkszej dlugos$ci L/mR > 1.
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Rysunek 3 przedstawia wykres p w zaleznosci od L/mR dla ¢ = 0,5 i trzech wielkosci
A= —=0,1; 0; 0,1. Przypadek { = 0,5 odpowiada w przyblizeniu przypadkowi zamknig-
tego naczynia poddanego dziafaniu ci$nienia zewngtrznego. Krzywe nie odbiegaja znacz-
nie od wykresow dla przypadku { = 0. A wigc obcigZenie osiowe o nateZeniu ¢ = 0,5 pR
ma niewielki wplyw na cisnienie krytyczne p,. W przypadku powloki walcowej wplyw takie-
go ci$nienie osiowego jest znikomy. Dla powlok o dodatniej krzywiznie i 4 = 0,1 obserwu-
jemy nieco wigksze niz poprzednio obciazenie krytyczne. Dla powlok o ujemnej krzy-
wiznie A = —0,1 obcigZenie krytyczne jest mniejsze. Zwiazane jest to z faktem, Ze obcig-
zenie osiowe wywoluje w powloce o podwdjnej krzywiZnie naprezenia obwodowe, ktdre
w powloce o dodatniej krzywiZnie sa naprezeniami rozciagajacymi, a dla 2 < 0 staja si¢
$ciskajacymi.

Rysunek 4 przedstawia zaleznos¢ p od L/mR przy znacznym $ciskaniu osiowym
(¢ = 10) dla czterech warto$ci wspotczynnika 4 = —0,1; 0,0; 0,05 i 0,1.

Dla diugich powlok cylindrycznych (4 = 0) wplyw ten jest znikomy. Dla krétszych
obserwujemy jednak pewne obniZenie obciazen krytycznych. Krzywa girlandowa maleje,
a wigc zawsze m = |. Krzywa ta zmienifa jednak swdj charakter, ma punkt przegigcia.
Duze zmiany obserwujemy w przypadku 4 # 0. Z rys. 4 wynika, Ze powloki o dodatniej
krzywiznie wykazuja duZzo wigksza odporno$¢ na wyboczenie niz powloki o ujemnej
krzywiznie. Dla A = 0,1 zmienia si¢ sposéb wyboczenia powloki, liczba pétfal m jest na
ogol wigksza od jednosci. Dla 4 = —0,1 mamy m = 1.

W celu dokladniejszego zbadania wplywu krzywizny poludnika na obcigzenie kry-
tyczne p, wykonano, na podstawie wzoru (13), wykresy (rys. 5, 6, 7) p, = f(4) dla trzech
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>
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Rys. 7

dlugosci powloki L/R = 1; 2; 4 i dla dwu wartosci parametru { = 0 i 10 przy » = 0,3
ik =n?/12 R?* = 10~%. Obserwujemy, ze dla powlok krétszych (L/R =11 2) i przy-
padku ¢ = 0 obciazenie krytyczne w badanym zakresie ro$nie wraz ze wspotczynnikiem 2.
Liczba fal obwodowych zwieksza sie, a m pozostaje stale i réwne jest jednosci. Obciazenie
$ciskajace o natezeniu { = 10, dzialajac na krotsze powtoki L/R = 1 i 2 powoduje obnize-
nie obcigzenia krytycznego p, dla kazdego 2. Interesujace jest, Ze dla { = 101 gdy 2 > 0,05,
zalezno$¢ p, = f(2) zmienia gwalttownie swoj charakter. Powyzej 12 = 0,05 ci$nienie kry-
tyczne staje si¢ praktycznie niezalezne od wypuklosci potudnika. Liczba pétfal w tym za-
kresie ros$nie gdy # si¢ zmiejsza. Dla powloki diuZszej L/R = 4 istnieje taki przedzial
wartoéci A, w ktdrym obcigZzenie osiowe ({ = 10) zwigksza odporno$¢ na wyboczenie
pod wplywem ci$nienia p.

Aby przeanalizowa¢ wspodlzalezno$é obcigzen krytycznych, to jest cisnienia osiowego
i normalnego, wykre$lono krzywe we wspolrzegdnych ¢ i p. W tym celu sprowadzono
wzor (13) do postaci
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(14) ;;{nz— 1+ —;—W [r2—An? 4+ A(1 —A)]}+21(1 - %/1;42) [P2— A2+ A(1=2)] =

[r2+n*+ A1+ D))
- [r24nt=2]2 ’

= k(P Hn?—1— 224 (1 —2)

e n= PRy o= 9oy
gdzxep—Eh(l 3); g = /1(1 v2).

Roéwnanie (14) okresla we wspétrzednych § i p, dla kazdej pary liczb m i n, linig prosta.
Obszar statecznosci jest zawarty w najmniejszym z mozliwych wielobokéw sktadajacych
sie z odcinkéw linii prostych odpowiadajacych réznym m i n. Na rys. 8, 9, 10 przedstawio-
no takie linie dla k = 10~3; L/R = 1, 2, 4; A = —0,1; 0; 0,1. Obserwujemy, Ze obszary
stateczno$ci zmniejszaja sig¢ ze wzrostem diugosci powlok. Wzrastaja w miarg zwigkszania
si¢ wypuklosci poludnika. Dla przypadkéw 4 = 0i 2 = —0,1 wzrost natezenia g $ciska-
nia osiowego powoduje spadek obciaZenia krytycznego p i odwrotnie. W przypadku
/. = 0,1 obserwujemy zachowania przeciwne. Powyzsze efekty zwigzane sa pojawieniem
si¢ w powloce o dodatniej krzywiznie naprezen rozciggajacych wywotanych $ciskaniem
osiowym.
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Wyzej opisane wyniki otrzymano w oparciu o réwnania (5) udoskonalonej teorii
technicznej [3]. Mozna si¢ tatwo przekonaé, ze odbiegaja one od wynikéw uzyskiwanych
na podstawie teorii DONNELLA-WrAsOWA jedynie dla powlok diuzszych i dla nizszych
wielkosci m i n.

Opierajac si¢ na réwnaniach DONNELLA-WELASOWA otrzymaliby§émy wyraZenie

(r*+n??
FEic=yra)

(r2+ An2y?

(15) b=tk 2+ I L= )]

+(1-9?)

W przypadku powtok dlugich L — oo i obcigzonych tylko cisnieniem p ze wzoru (13)
otrzymujemy p; = 3k, gdy z wzoru (15) mamy p, = 4k, co daje blad 33%.
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- W zakoriczeniu pracy chcieliby§my podkresdli¢, ze przedstawione tu postepowanie jest
jedynie przyblizone. Zaltozenie o stalosci sil blonowych w powloce jest speinione w przy-
blizeniu jedynie dla matych wartosci parametru 1. Dla wigkszych A oraz wigkszych dtu-
gosci powtok moze prowadzi¢ do duzych bleddw. Jednak wydaje sig, Ze przedstawione tu
rozwigzanie, dzigki swej prostocie, dostarcza duzo informacji o zachowaniu si¢ badanych
powlok o ksztalcie malo odbiegajacych od walca.

rex—rox
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Peszwonme

YCTONYMBOCTH OBOJIOYEK BPAIWIEHMS IMPY MAJION KPUBU3HE
MEPUIHAHA U KOMBUHUPOBAHHOI HAI'PY3KE

B paGote pelueHa 3agaua of yCTOHUMBOCTH 000JI0UeK BpalLEHHUs NPH MaJjod KPHBH3HE MEPHIHAHA
MO BHEUIHEeH NMONepeyHOH HAarpysKol B COUETAaHMM C OCEBBIM C)KaTHeM. Pe3yNbTaTbl PacueTOB Npefx-
crapiens! Ha rpacdurax. OnpemesieHO RAHAHME KPHBH3HLI MEPHAMAHA W B3aHMO3aBHCHMOCTH KPHTH-
UECKHX Harpys3ox.

‘

Summary

STABILITY OF SHELLS OF REVOLUTION WITH A SLIGHTLY CURVED GENERATOR
UNDER COMPLEX LOAD :

The stability of nearly cylindrical shells of revolution under action of axial load and external pressure
is considered. The effects of the curvature of the generator and influence of simultaneous action of the
both loads is examined in particular. The results are presented in numerous diagrams.
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ANALIZA POZAKRYTYCZNA IDEALNYCH POWLOK OBROTOWYCH O MALEJ KRZYWIZNIE
POLUDNIKA, PRZY OBCIAZENIACH ZLOZONYCH

STANISLAW L UKASIEWICZ, ANDRZE] WAWRZYNIAK (WARSZAWA)

Tematém pracy jest analiza zachowania si¢ po utracie stateczno$ci powloki o ksztalcie
zblizonym do walca kotowego, poddanej dzialaniu ci$nienia zewngtrznego i jednoczeénie
$ciskanej osiowo. Zbadano, jaki jest wplyw zakrzywienia poludnika powloki na jej prace
po utracie statecznos$ci przy obcigZeniu ztozonym. Przypadki, gdy podobne powloki
obciazone byly niezaleZnie przez ciénienie zewngtrzne, czy tez obcigZenie osiowe, byly
juz analizowane w [, 2]. Jednakze brak dotychczas rozwigzania, gdy obcigZenia dzialajg
jednoczeénie. Obciazenia krytyczne rozpatrywanych konstrukcji okre$lono w poprzedniej
pracy [3]. Przyblizone rozwiazanie postawionego zadania mozna uzyskaé¢ metoda RiTza.
W tym przypadku sprowadza si¢ ona do zaloZenia funkcji ugigcia wyboczonej powloki,
okreslenia funkcji naprezen z réwnania ciaglosci odksztatcen oraz wykorzystania zasady
minimum energii potencjalnej do okreslenia zaleznosci pomigdzy obcigzeniem a parame-
trami funkcji ugigcia. Funkcj¢ ugigcia przyjgto w postaci

mrrx
L

(1 w = fysin- +fo.

mly_‘z,\ sin% +f,sin?
Funkcja ta, zawierajac pig¢ swobodnych parametréw fo, fy, f2, m, n, odpowiada powloce
o brzegach swobodnie podpartych i dobrze oddaje ksztalt wygigtej powloki walcowej po
wyboczeniu. PoniewaZ zaleéno, Ze rozpatrywane powloki malo rdznia sie od walca
kotowego, wspdlczynnik 4 = R,/R, okredlajacy ksztalt badanych powlok jest wielko$cia
mala, bliska zeru —0,01 < 4 <0,1. Ry, R, oznaczaja gléwnie promienie krzywizny
powierzchni §rodkowej powtoki. Przyjeto, Ze promienie te sa state oraz ze wspéiczynniki
pierwszej formy kwadratowej dla rozpatrywanych powlok sg réwniez stale. Sposdb okresle-
nia $redniego promienia R, podano w pracy [3].

Roéwnanie ciggto$ci odksztalcen powloki moze byé zapisane w nastgpujacy sposéb

I 2 1
2) Eh (A+ F)@ = ——7L(w,w)—Akw,
gdzie
2w 0w 2w \? 02 92
v =2| 5 O o) | a= e

1 { 0*w 0w
AkW = (W + 1.—6}'—2) .

7e
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Po podstawieniu zatoZzonego ugi¢cia (1) do réwnania (2) i rozwiazaniu go znaleziono
nastgpujace wyraZenie dla funkcji @:

22 | 1 2rx 1 2

rin { rx ny } N

L, 1ok 2ny
@) G =T R T 2n SR

+f1f2”2r2{

rr—sini in _ —l—sin "X sin Y +
[3r, H] R R [r, n] R R
ny 2 rx

+f1R(r2+ln2)f[m—]sm§ sin—> —2f, Rr? mvc

R
x2 y2
[pR(M— l)—2—— - CpR—2 ] .

We wzorze (3) uZyto oznaczen:

[2r] = [(2r)* = 241%; [20] = [@n)*—12)?,
@ lar, bn] = [(ar)*+(bn)?—

= pLR(l —0,54u?)+0,544>,  gdzie u = L/2R, [3].

Przemieszczenie obwodowe powinno speinia¢ warunek okresowoéci. Wymaga to by
caltka
2R

o

©) ke

dy
0

byla réwna zeru.
Warunek ten moze byé spetniony tylko jako usredniony na dlugosci L,

L 2nR

! o
© 1/ Sa-
Lo o‘J oy
1 (0°D o*Pd 1 {ow)® w
g e B e e

Po podstawieniu poprzednio obliczonych wielkosci otrzymano po scatkowaniu

fo PR f%"z _L
R 8R? 2R

Petna energia potencjalna 5 ugigtej powloki

3 = U1+U2+W

Q) T L@+l +

sklada si¢ z energii deformacji powierzchrii $rodkowej U,, energii zginania U, oraz pracy
obciazenia zewnetrznego W. Praca obciazenia zewnqtrznego skiada si¢ z pracy ciénienia p
1 obciaZenia ¢

L 27R

®) Wi =—p [ [ wdxdy = —prLQ@fo+f2).
0 0
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Po wyeliminowaniu parametru f, otrzymano

2 R2 fZ 2
©) W, = —p=n RL: i [ (A +»)+ —472—]}
Praca obciazenia osiowego g wynosi
27R
(10) W, = —qf (—ugcosa+2wysina)dy,
0

gdzie u,, wy oznaczaja przemieszczenie brzegdw powloki, o — kat, jaki tworzy styczna
do potudnika w punktach x = D, L z osig powloki.
Na podstawie (1), wo = fo. Wielko$¢ u, okreslono ze wzoru

L L
ou , f L (2@ D\ 1 [ow)\® . w
(II) UO baad ; W({x - ; [ET(-B}Z——VW) e 2'( ax) +A§ ({.x.

Poniewaz kat « jest maly mozna przyja¢:cosa ~ 1, sin « ~ o = L/2R, = AL/2R. Po pod-
stawieniu do wzoru (10) otrzymano

(12) W, = —2n(CpR)LR{ [EA+vA)—»]+ %R; + {&;2 -2 sz }

Calkowita praca obcigZenia zewngtrznego wynosi
W= W, +W,.
Energia deformacji powierzchni Srodkowej okre§lona jest przez

2nR L

(13) U, = *ZE_ f[A(D)Z (I+»)L(D, D))dxdy.

Wykorzystujgc wyrazenie (3) dla funkcji naprezen @ otrzymano po scaltkowaniu

(14) U, =

ELh | 8r8ftn*  8nBftr* f2 g (9r?+n?)?
R\ 2P e NG

G +nZ)2]+ fiR 16 r*f3R*

|+ o O
R ., ,[16%%  8r2(r?+n?)(r?+n?)?
G| g+ RO
L
+ 2R (orrae- 17+ corye PRE GRyLGE-1).

Energie zginania obliczono z wzoru

27nR L

D
(15) U2=7f f[(Aw)z—(l—v)L(w,w)]a’xdy.
0 0



550 S. LUKaSIEWICZ, A. WAWRZYNIAK
Po podstawieniu wyrazenia (1) dla funkcji ugigcia otrzymano po scaltkowaniu

U — T 2N\2
(16) 2 4R3 [f( +n?)?+87r4.

Roéwnowage powloki w obszarze zakrytycznym okreslono wykorzystujac zasade
minimum calkowitej energii potencjalnej. Zasada ta wymaga by pochodne energii 3
wzgledem parametréw [, f>, m, n byly réwne zeru.

W pierwszym przybliZzeniu ograniczono si¢ do warunkow

02 03
17 —=0; —=0.
(7 a7, o,
Po wprowadzeniu nowych oznaczen
. . pR? v_m_nR_r _nh
(18) P=gpr T Tal T "TT TR

& = filh, & =fifh,

otrzymano, na podstawie warunkow (17),

7 . len®pd [ 04 , g9t [ (992 +1)2
19 r= 1+@97['[2n]2 MNP ]‘f 1+ [ [3n®, n*
P+ 1)* g2 n® [162198 892(92+ A) (1 +9%)*
Tl |27 aq+eo) | oo ¥ e T
n® (PN g (14+92)2
(L E)[On, n* T 12(1—v7) 1492
oraz
2 = A/B, gdzie
_ 649°n° 9?2 17 A
R (= *‘7”[( £ )]’5

5= [ l60° | B4 27 +1)? ]_W [(WH)Z " _<_1__+ﬁ-2>2]
[2n9]? 2[nd, n)? 2 [3n, n)? (nd, n]*

Z pierwszego réownania ukladu (19) mozna wyeliminowaé &2, wykorzystujac drugie
réwnanie, otrzymuje si¢ wtedy zalezno$¢ p = f(£,), ktéra moze byé¢ latwo przedstawiona
na wykresie.

Okre$lmy jeszcze zwigzek ledZ)’ obcigzeniem p a $rednim ugieciem powloki w stanach
réwnowagi w obszarze zakrytycznym. Srednie ugi¢cie okreslone jest wzorem

2nR L

(20) We = 27RL f f wdxdy,
0 0

co daje, po podstawieniu ugigcia (1) i scatkowaniu, wielko$¢

ér =fo+0»5f2-
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Korzystajac z wzoru (7) na fy i dzielac obie strony zaleznosci (20) przez h otrzymujemy
wz6r na bezwymiarowe $rednie ugigcie powloki
N Wi . I
2n e === pll=S(2+0)]+ —g—nff.
[

Opierajac si¢ na zalozeniach (19) i (21) wykreslono krzywe we wspdlrzednych p i e.
Dla danej powloki, dla kazdej pary liczb m i n otrzymamy inng krzywa. Nalezy przypusz-
czaé, ze stany powloki najblizsze realizujacym si¢ w rzeczywisto$ci stanom rownowagi
beda okre§lone przez linie m, n = const, lezace najnizej na wykresie p = f(&). Krzywe
réwnowagi przyjmuja wiec postaé linii girlandowych majacych najnizsze rzedne sposrod
wszystkich innych krzywych ni, n = const.

Na rys. 2—10 przedstawiono wykresy obrazujace zaleZno$¢ p = f@)dlak = h?[/12R* =
= 10-5,» = 0,3 dla réznych dhugoéci powlok i réznych wartosci £ oraz 2.

g Le
pWET\"

Rys. |
AT T T 7 -
PR =03
12R? ‘
2,0
A=0/
16
~ b
& <
“'§ 72 f | .
S R ¥
o I N N7 L~
"'g 08 l fl?/_%ﬁ \)Lr L
A 7 b=
[ e )
0,4
0.

92 04 06 g8 0 {1z 14 (6 & 20 228

7

Rys. 2

Wykresy na rys. 2—4 dotycza przypadkéw powlok obcigzonych tylko ci$nieniem zew-
netrznym p (¢ = 0) o dlugoéci L/R =1, 2, 4 i wartosci wspdiczynnika /= —0,1;0; 0,1
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Proste wychodzace z poczatku ukladu wspdlrzgdnych p = ¢ odpowiadaja $ciskaniu powlok
bez wyboczenia. Linie girlandowe, przecinajac si¢ z nimi, okredlaja punkty odpowiadajace
obciaZzeniom krytycznym p i q. Punkty te pokrywaja si¢ z wynikami metody liniowej,
obliczonymi w poprzedniej pracy [3]". Obserwujemy duzy, ustateczniajacy wptyw podwdéj-
nej dodatniej krzywizny. JednakZze im mniej wypukly, a bardziej wklesly jest potudnik
powloki, tym mniejszg tendencje do opadania wykazujg plerwsze gal¢zie krzywych gir-
landowych. Najszybciej, w obszarze zakrytycznym, maleja wigc krzywe rownowagi powtok
wypuklych (2 = 0, 1). Dla nich stosunek dolnego obciazenia krytycznego do goérnego
ma najmniejsza wartos¢. Natomiast dla dtuzszych powtok i wklestym poludniku obser-
wujemy, Ze krzywe girlandowe na pierwszym odcinku wzrastaja.

Utrata statecznosci idealnej powloki obcigzonej quasi-statycznie zwiazana jest ze
zjawiskiem przeskoku. Obsewujemy, ze o wiele wigkszemu przeskokowi przy stalym obcia-
Zeniu ulegaja powloki o wypuklym potudniku niz powloki o potudniku wklgslym. Powtoki
o dodatniej krzywiZznie wykazuja wigksze Srednie ugigcie po wyboczeniu niz powloki
o krzywiznie ujemne;j. ’

Wyboczenie powloki o ujemnej krzywiZnie moze poczatkowo przebiegaé bez przeskoku.
Po przekroczeniu ci$nienia p powloka wygina si¢ stopniowo zgodnie z przebiegiem pierw-
szej palgzi krzywej. Dopiero «przejscie na sgsiednia galaz» ma charakter przeskoku (rys.
3, 4). Jezeli po wystapieniu przeskoku obciazenie zwigksza sie dalej, moga wystapi¢ dalsze
przeskoki na nastgpne galgzie linii girlandowych. W trakcie wyboczenia powlok walco-~
wych oraz powlok o ujemnej krzywiznie poddanych dzialaniu ci$nienia zewnetrznego,
liczba pétfal powstajacych wzdluz tworzacej powloki jest zawsze rowna jednoéci. Nato-
miast liczba fal obwodowych n maleje wraz z wzrostem ugiecia é. (To samo dotyczy krot-
kich powlok o wypuklych poludnikach L/R = 1,2; A = 0, 1). Krzywa réwnowagi dla
powloki o wigkszej diugosci L/R = 4 1 wspolezynniku 2 = 0,1 ma odcinki przy m = 2.

12 T 1 IL I T T 1 1
N s - L _ -7 .
¢ == LV 03 5=2 7= 5 =0
10 == =4
IN 1 ) A==/ A=0
,\K ] o
~ 8 <3 e 3§
& N ) A= 01
S 6 s T A it —
.\:Q\ 75 K ’/j i (‘\J\\%/
il ~ Y O
N x<|<-**‘\ AR IR VI ¢
S| P I N % R 17
(15) ()
(14) =
2

7

0 049 98 12 16 20 24 28 32 3 40 99 &
Rys. 3 ’

U 5 = pRIh(1—v?), gdy k = h2/12R* = 1075 i» = 0,3 to p ~ 10%p.
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T 1 L I
= N7 -5 - L. = =
10f—k=—frz=10 v=03 L=q 3 —l—p/\’ 0
NQ&
l\‘ j .
N AW Y20
= 4 5 [ \@)/'/IA}O, 4_0 2:.0)/
1y -
: (19) ] —[ 12— (maH1d) L—""
2
0 07 06 12 16 20 29 28 32 36 40 &

2

Rys. 4

Na rys. 5—7 przedstawiono wykresy zaleznosci cisnienia p od $redniego ugiecia ¢ dla
powtok poddanych jednoczesnemu dziataniu ci$nienia zewnetrznego p i osiowego $ciskania
g, przy czym { = 10. Wykre$lono krzywe dla trzech diugosci powlok L/R = 1, 2, 4 oraz
dla trzech wartosci wspélczynnika A = —0,1; 0; 0,1.

Linie réwnowagi powlok niewyboczonych maja postaé prostych o réwnaniu & =
= p[1 =10(2+»)]. Dodatnie wartosci obciazenia p na tych prostych odpowiadaja ujemnym
wartoSciom ugigcia ¢. Oznacza to, Zze w stanie pierwotnej réwnowagi pod wplywem sci-
skania osiowego punkty powloki przemieszczaja si¢ na zewnatrz. Punkty przecigcia krzy-
wych girlandowych z prostymi réwnowagi pierwotnej, wyznaczajace wartosci gérnych
obciazen krytycznych, sa zgodne, z duza dokfadnoscia, z wynikami metody liniowej [3].
Obserwujemy, ze gérne obciaZenia krytyczne sa tym wigksze im bardziej wypukly jest

T 1 T

5 ;]’2) 'k=,LR;=/o'5 v=03 |

|, . : o
IR AN
1\
(\4
& /
S /
g, %
¢
7
g
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poludnik powtoki, lecz podobnie jak w przypadku ¢ = 0, im bardziej powloka jest wy-
pukia tym szybciej opada krzywa girlandowa w pierwszej cz¢éei. Dla linii o parametrze
A = 0,1 spadek ten jest gwaltowny, a warto$ci dolnych obcigZzen krytycznych najnizsze.
Natomiast powloka o wklestym potudniku A= —0,1 i dlugosci L/R = 4 opisana jest
krzywa réwnowagi, ktérej pierwsza galaz ro$nie wraz ze srednim ugigciem é. Z wyjatkiem
tego przypadku, wyboczenie omawianych powlok odbywa si¢ z przeskokiem (przy sta-
lym obciazeniu), ktdry nastgpuje po osiggnigciu przez obciaZenie wartosci gornego obcig-
Zenia krytycznego.

Na rys. 8—10 przedstawiono wykresy obrazujace dokladniej wplyw $ciskania osiowego
na warto$¢ cisnienia pw stanach réwnowagi. Wykresy te dotyczg powlok o dlugoci
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L/R = 2 i trzech wspoiczynnikéw 1 = —0,1; 0; 0,1. Dla kazdej powloki wykreslono linie
rownowagi odpowiadajace czterem warto$ciom parametru ¢ = 0, 3, 6, 10.

W przypadku powtoki walcowej (4 = 0) oraz powloki o ujemnej krzywiZznie Gaussa
(A = —0,1) wzrost udzialu $ciskania ¢ w obciazeniu powoduje we wszystkich stanach
réwnowagi zmniejszenie wartosci ci§nienia p.

Dla powtoki o wypuklym potudniku istnieje taki przedziat wartosci £ > 0, dla ktérego
gbrne ci$nienie krytyczne jest wigksze niz wtedy, gdy nie wystepuje Sciskanie osiowe [3].
Jednak, jak wynika z rys. 9, krzywe odpowiadajace warto$ciom { z tego przedzialu malejg
bardzo szybko na pierwszych swoich odcinkach. W pozostatych przypadkach obciazenie p-
jest tym mniejsze im intensywniejsze jest §ciskanie osiowe.

Przedstawione powyzej rozwazania dotyczyly powlok o idealnym ksztalcie, przedsta-
wionych na rys. |. Rzeczywiste powtoki zawsze sa wykonane z pewnymi niedokiadnos-
ciami ksztattu. Te niedoktadnosci zwykle powoduja obnizenie gérnych obciazen krytycz-
nych. Przypuszczalnie zmniejsza to bardzo korzysci jakie moga byé osiagnigte przez
stosowanie powlok o podwdjnej krzywiznie. Zagadnienie to wymaga jednak jeszcze
doktadnego zbadania.
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Peswome

NOCJIEKPUTHUYECKUI AHAJINU3 MIEAJBHBIX OBOJIOUEK BPAIIEHUA
P MAJIBIX KPUBHU3HAX MEPUIHUAHA 11 KOMBUHUPOBAHHON HAIPY3KE

B paGoTe npeacraBiieHO peIIEHME 3aQauM 3aKPHTHUYECKOH Aedopmauuy 06o0UeK BpaIEHMs, Ha-
XOISILIMXCSA N0 BHEUIHUM IONEPEYHBIM AABJICHHMEM M OCCBbIM CHKaTHeM. K3yueHo BaMAHME KPHBH3HDBI
MEpHAMAaHA W B3aHMO3ABHCHMOCTb KPHTHUECKHX HArpy30K B HeNMHeiiHOH obnactn. 3ajaua peuicHa
meronom Purua.

Summary

POSTCRITICAL ANALYSIS OF IDEAL SHELLS OF REVOLUTION

The analysis of the postbuckling behaviour of nearly cylindrical shells of revolution under simulta-
neous action of external pressure and axial compressive load is presented. The effects of the curvature of
the generator and the correlation of both loads in the nonlinear region are examined. The problem is
solved by means of the Ritz method.
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1. Wstep

W ostatnich latach ukazaly si¢ prace, w ktorych konsekwentnie zastosowano operato-
rowe podejscie do zagadnien wariacyjnych mechaniki i fizyki matematycznej [I - 4].
Sformutowano réwnieZz dualne zasady ekstremalne, co jest bardzo istotne w zastosowa-
niach, gdyz pozwala oszacowaé rozwiazania.

W niniejszej pracy przedstawimy mozliwosci zastosowania metody zaproponowanej
przez SEWELLA [3] do: 1) przyrostowych zagadnien brzegowych dla o$rodka sprezysto-
plastycznego z uwzglednieniem geometrycznej nieliniowosci, 2) plaskiego stanu odksztal-
cenia sztywno-idealnie plastycznego o$rodka S$ciSliwego o niestowarzyszonym prawie
plyniecia. i ~

W czgéci drugiej omoéwimy istotg tzw. swobodnej zasady wariacyjnej, zapropono-
wanej przez SEWELLA [3]. Podstawowe rdéwnania sprgzysto-plastycznego oSrodka ze
wzmocnieniem, przy uwzglgdnieniu geometrycznej nieliniowosci, podane zostaly w czesci
trzeciej. Zasady ekstremalne dla tego o$rodka podane zostaly w czgsci czwartej. W czescl
piatej podane zostaly podstawowe réwnania plaskiego stanu odksztalcenia o$rodkow
plastycznych o niestowarzyszonym prawie plynigcia, w czgSct za$§ szdstej sformulowano
zasade¢ minimum dla tego typu osrodkéw.

2. Swobodna zasada wariacyjna

SEWELL [3] operuje pojeciem swobodnej zasady wariacyjnej, ktora jest wygodnym for-
malizmem, pozwalajacym formutowaé zasady wariacyjne dla operatoréw potencjalnych.
Podamy obecnie te elementy teorii SEWELLA, ktére wykorzystamy w czgéci czwartej i szOstej.

2.1. Niech E, F bgda przestrzeniami prehilbertowskimi z iloczynami skalarnymi ozna-
czonymi odpowiednio przez (,) , ¢,>. Niech E’, F’ beda podprzestrzeniami przestrzeni
odpowiednio E, F. Na E’ dziala operator liniowy T: E' —» F. T* jest operatorem sprzg-
Zzonym, T*: F' —» E. Operator sprzegzony T* okre$la si¢ ze zwiazku (por. [5])

2.1 XA, A (x, THu) = u, Tx).

xeE’ uekF’

Zaktadamy ponadto, ze 7%* = T.
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Wezmy réwnania operatorowe
2.2) T*u =y, TIx=u,

gdzie y € E, v € F sa nie okre$lonymi na razie elementami.
Roéwnania (2.2) mozna zapisa¢ w formalnie macierzowej postaci:

o 7o [ -F

gdzie

OT*‘EII F
ro I XF' — ExF,

Przestrzen E x F jest produktem kartezjanskim przestrzeni E, F. Symbolem {,} oznaczamy
iloczyn skalarny na Ex F. Jesli

X1 X2
/11=[ l Azz[ ]; Ay, A, e EXF,
to
2.4 ' {Al,Az} = (xy, x)+{uy, uz).

Pojecia te mozna uogdlni¢ na przypadek dowolnej, skoniczonej liczby przestrzeni.

Istotnym pojeciem bedzie dla nas rozniczka Gateaux. Niech f[x] bedzie funkcjonatem
na £, f1 E' > R, R— zbidr liczb rzeczywistych. Rézniczke Gateaux okre§la si¢ naste-
pujaco:

2.5) 8f [x, h] = ;;—i;f[x+a/1]‘a=0, heE.

W przypadku, gdy df[x, h] jest — dla ustalonego x € £’ i h € E — operatorem liniowym
i ograniczonym, to

2.6) ok ) = (g{h) hek,

gdzie df/0x nosi nazwe gradientu funkcjonalu f. tatwo wykazaé, Ze
07 0 7*\[x 5070 x

2.7) T O ul o/ ul’

gdzie Q[x, u] jest funkcjonatem biliniowym

Qlx, u]l = %[(x, T*y)+<u, Txd] = (x, T*u) = {u, Tx).

‘Przedstawienie (2.7) jest mozliwe, poniewaz operator liniowy

7o

jest operatorem symetrycznym, [4].



S-sKI — 104

O FORMULOWANIU ZASAD WARIACYIJNYCH 559
W (2.2) elementy ), v byly dowolne. Do dalszych rozwazan przyjmiemy, ze elementy
te sg okre$lone przez gradient funkcjonatu H{x, u], tzn.

(2.8) m = aH/am.

Réwnania (2.2) majg teraz postaé

oH . _ oH

* _— .
2.9) T =0 .

Przykladem réwnan (2.9) sa réwnania Hamiltona mechaniki analitycznej

dp  0H dg  0H

dr — 8q’  dr  op

Z (2.7) i (2.8) otrzymujemy swobodng zasad¢ wariacyjng

(2.10) a(Q—H)/am ~ 0.

Zalezno$é (2.10) jest rownowazna nast\qujqcym wzorom

2.11) ‘ Q—-H)=0

i ' )
2.12) (T*u—-%z,éx)+<Tx—%%{, su) = 0.

Przyjmijmy oznaczenie
(2.13) Llx,ul]=Q—H.

Swobodna zasade wariacyjng mozna wéwczas iapisaé nast¢pujaco
x ' oL oL
0 = = = —— =
(2.14) cL/a[u] f <o 6L = 0 < ( e ax)+ < s au> 0,

gdzie 6 jest elementem zerowym przestrzeni £ x F.

Swobodna zasada wariacyjna pozostaje stuszna w przypadku, gdy funkcjonat nie jest
dany zaleznoscia (2.13).

Rozpatrzmy sens swobodnej zasady wariacyjnej (w pracy [3] wyjasnienia takiego nie ma).
Zalézmy, ze dane zagadnienie opisywane jest réwnaniem operatorowym Plx,u] = 0.
Jesli dla tego zagadnienia mozna stosowaé swobodna zasade wariacyjna, to fakt ten ozna-
cza, iz operator P jest potencjalny, tzn. istnieje funkcjonal L taki, ze (por. [5])

X
Plx,u] = AL/ [u] = 0.
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Zapiszmy swobodna zasad¢ wariacyjng w postaci rownan operatorowych

oL
(2.152) a7 = 0z,
oL

gdzie Og, 0f sa elementami zerowymi odpowiednio w przestrzeniach, E, F.

2.2. Ciekawy jest przypadek, gdy funkcjonat L[x, u] jest funkcjonalem siodiowym,
tzn. wklgstym ze wzgledu na x, a wypuklym ze wzgledu na u. Scista definicja brzmi na-
stepujaco: funkcjonal L jest funkcjonalem siodlowym, jezli

oL

(2.16) Llxy, ua]=Llx2, u2]— (aL' ’xx—*"Z)_<E

.X“

u,—u2>> 0,

2

gdzie przez [x,,u;1 € EX F, [xy, u,] € Ex Foznaczono pary réznych elementéw. «Siodiowosé»
jest staba lub silna w zaleznosci od tego, czy w (2.16) mamy sfabg czy silng nierdwno$¢.
Jesli funkcjonal L jest funkcjonalem siodlowym to stuszne sa nastgpujace twierdzenia:
Twierdzenie 2.1. Dowolne rozwigzanie ukiadu réwnan (2.15) minimalizuje
funkcjonat

oL
2.17 J=L—-|-—
e £
w klasie rozwiazan réwnania (2.15a).
Twierdzenie 22. Dowolne rozwiazanie uktadu réwnan (2.15) maksymalizuje

funkcjonat
oL
(2.18) K=L— <‘a_

w klasie rozwigzan réwnania (2.15b).
Twierdzenie 2.3.
minJ = max K = L[x*, u*],
gdzie [x*, u*] jest rozwiazaniem réwnan (2.15).

Twierdzenie 2.4. a) Rozwigzanie ze wzgledu na x jest jednoznaczne, jesli
funkcjonatl L jest wzgledem x $ci$le wklesty (w (2.16) mamy silng nieréwnos$¢, gdy x; # x,).
b) Rozwigzanie ze wzgledu na u jest jednoznaczne, jeéli funkcjonat L jest $ci$le wypukly
wzgledem u, czyli w (2.16) dla u; # u, nieréwno$¢ jest silna.

Przedstawione powyzej rozwazania latwo uogdlni¢ na przypadek dowolnej, skonczo-
nej liczby przestrzeni z iloczynami skalarnymi. Praktyczne zastosowania podane Zostanq
w punktach czwartym i széstym.

Uwaga. Twierdzenia 2.1-2.4 pozostaja stuszne i wledy, gdy rownanie (2.15a) za-
stapimy trzema warunkami

oL
(2.192) e <05,
(2.19b) x > 0p,

{2.19¢) , (aL, x) =0,
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zachowujac réwnanie (2.15b); mozna rowniez postapi¢ tak: zostawiamy réwnanie (2.15a),
a (2.15b) zastgpujemy przez:

oL

- > s
(2.20a) E» F
(2.20b) uzlg,
(2.20¢) <2§, u)=0.

Siodtowos¢ funkcjonalu pozwala sformuiowaé dwa ekstremalne twierdzenia dualne.
Odbywa si¢ to bez badania drugiej wariacji funkcjonalu.

3. Zwiazki podstawowe w opisic Eulera

3.1. Niech &4, 4 = 1,2,3, oznacza ustalony, krzywoliniowy ukiad odniesienia.
Wspéirzedne Lagrange’a wzgledem &4 oznaczmy przez a®, wspéirzedne Eulera przez
x'y i, a=1,2,3. W aktualnej konfiguracji tensory: predkosci odksztalcen &;; i pred-
kosci obrotéw w;; okreslone sg nastgpujaco (por. [6]):

1 1
3.1 ‘ &ij = 5 (vi,j+2,1) = 3 (dji+dyy),

1
3.2) Wij = 5 (v, j—v;.i),

gdzie d;; = v; ;, v;— wspdirzgdne kowariantne wektora predkosci przemieszezen, v; =

= 9;(x*); przecinek oznacza rézniczkowanie kowariantne wzgledem wspdirzednych x'.
Niech ¢ bedzie tensorem naprezenia Eulera, o gestoscia osrodka w konfiguracji

odksztalconej, a f/ jednostkowa sila masowa. Réwnania réwnowagi maja postaé

Zapiszmy rownania te w formie przyrostowej

(3.4 oY+ alivt— ol +of! = 0,

przy czym kropka oznacza pochodna materialna.
Wprowadzajac nominalny tensor predkosci naprezenia

3.5 § = G4 oliok, —glkot,
i uwzgledniajge te zaleznosé w (3.4) mamy
(3.6) §40f7 =0,

Predkosc sit dzialajgcych na element dS powierzchni ciala odksztalconego wynosi
wowczas

(3.7) dP} = FIdS = n;594S.

3.2. Niech 1%/ bedzie tensorem naprezenia Kirchhoffa odniesionym do konfiguracji
aktualnej.

8 Mechanika Teoretyczna
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Pochodna Jaumanna tego tensora dana jest wzorem
D+ DoV
Dt Dt

(3.8) + 'k,

przy czym pochodna Jaumanna tensora napreZzenia Eulera ma postaé [7]

i
De™ &Y — gk
Dt =

(3.9) wf— 9w,
Przyjmujemy rownanie konstytutywne podane przez HiLLa [8, 9] dla sprezysto-pla-
stycznych o$rodkéw ze wzmocnieniem, przy uwzglednieniu geometrycznej nieliniowo$ci
DtV
(3.10) “pr = K eu—e),
gdzie K" jest tensorem statych sprezystych, a ef; czescia plastyczng tensora predkosci
odksztatcen, przy czym

D D1
. 7’—17-1,-1-171,\.1 Di , gdy /71”7Dt > (),
(3.11) £'~j = 0 d | DTU 3 0
O gay - mijW <

W ostatniej zaleznodci / jest skalarng funkcjg bedacg miara wzmocnienia, za$ m;; ozna-
czaja wspolrzedne normalnej zewnetrznej do aktualnej powierzchni plastycznosci w sze$cio-
wymiarowej przestrzeni napr¢zen. Korzystajac z (3.11) mozna przeksztatei¢ (3.10) do
postaci '

o g KPe,s __Dr""
. Dyl » K" my, hm, K" m,," gdy my D > Q,
(3.12) b= K7 ey — DTV
0 »  gdy Mij—pr <0
Powyzszy zwiazek fizyczny mozna przedstawi¢ w postaci [12]
o 0E()
[ A— "
3.13) s ody
gdzie
1 ... 1 D7 . 1,
(3.14) E@) = 5 3d; = ?T:s,j—-a”e{‘su-kfa'l‘d{‘dj,‘.

4. Zasada wariacyjna w-opisie Eulera

Dla oérodka, ktérego rownanie konstytutywne podane zostato w punkcie poprzednim,
sformutujemy zasade wariacyjna, bedaca analogonem znanej z teorii sprezystoéei zasady
Hu-WasHizu [6, 10]. Zastosujemy aparat przedstawiony w czeéci drugiej.

Niech V bedzie obszarem otwartym w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Brzeg tego obszaru sklada si¢ z dwéch czgéei: S, Sp. Do rozwazan wprowadzamy dwie
powierzchnie nieciggtosci: X, X, (rys. 1). Symbolem V oznaczamy domknigcie obszaru V,
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czyli V to poprostu obszar domknigty reprezentujacy osrodek w konfiguracji aktualnej.
Wprowadzamy przestrzen prehilbertowska E, zlozona z elementéw $,d ..., (tensoréw
niesymetrycznych). Elementy te maja postaé

590 |x eV
si(x) |x e S,
@.1) $=| $9(x) |xesy.
§i(x) |xe X,
159(x) |xe X,

VealVuS,uScuZiuls

Rys. 1

Zakladamy ponadto, ze funkcje s(x), d(x), ..., x € V sa calkowalne. Iloczyn skalarny
na E definiujemy nast¢pujaco
@2 G L [davy [ $dyds,+ [§d;dSe+ [§9d,dZ,+ [ §id,dZ,.
Przestrzen F budujemy z elementéw v, w ..., postaci

2i(x) |xeV

2;(x) |x €S,
4.3) v=|9(x) |xeSk.

2;(x) |x e X,

v;(x) |x e,

Zakladamy, ze funkcje v(x), w(x), ..., x € V sa calkowalne. Wprowadzamy na F iloczyn
skalarny '

4.4 (v, Wy g f‘UjodV-i- f‘vjwdeu-i- f’vjwdeF-i-f'vjwjd):l-i-f'vjwfd):z.

Podprzestrzen E’ sklada sig¢ z tych funkeji $(x), x € V, ktére maja nastgpujace wiasnosci
(oprécz catkowalnosei):
1) sa jednowartosciowe i ciggle w

7\22 =VusS,uSruly,
2) sa nieciggle na X, tak ze skok na 2, wynosi
@.5) §9(x) = lim §9(y) — lim §¥(z),

y—rx* Zorx™

8*
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gdzie y, z 67\22, przy czym y dazy do x od strony 2%, za§ z — od strony 23; 2%, 25
oznaczaja strony powierzchni 2,
3) funkcje te posiadaja w podobszarach obszaru ¥ ciggle pochodne s%.
Podprzestrzen F’ tworza te elementy przestrzeni F, ktore sq:
a) jednowarto$ciowe 1 ciagle w

PN\Z, =VuS,uSuX,;
b) nieciagle na powierzchni &', przy czym skok na powierzchni X, wynosi

4.6) v;(x) = limo,(y)— limo;(z), yeV\ 2, zeV\Z;

y—ox*

¢) posiadaja ciagte, w podobszarach obszaru V, pochodne v; ;.
WprowadZmy operator T: E’ = F oraz operator sprzgzony T*: F' - [

v |V [ =54 v
—niv; |S, 0o 1S,
“.7n T*v = 0 Sr, Ts=| nmsY [Sg,
—m;v; |2 0 |2,
0 12, m;s | X,
gdzie n(n;) jest wektorem normalnym do S, v Sf, za$ m(m;) — wektorem normalnym
do 2, u2,, sk'ierowanym od strony ,,—’" do ,,+"".
Roéwnanie (2.1) ma teraz postac
4.8) (S, T*v) = (v, TS).

Po rozpisaniu otrzymujemy
@9) [ dv— [ #nwdS,~ [ $imwdZ, = — [oav+

+ f‘z),-n,—&‘deF+ f’v,-m,-&ijdfz.

Rozpatrzmy operator

07*0
T 0 O|:E'xXF' XE - EXFxE,
0 0O

dany zwiazkami

(4.102) T*v = 0H/0s,

(4.10b) Ts = 8H/ov,

(4.10¢) : 0= 0H/od,

gdzie
@11 HE, v, d)] = [[9d;—E@) - +ofiv)dV— [ nsivds,+
+fl:"j"vde,.-—fm;&ijlljd21+fﬁj'z)jd22.

W ostatniej zaleznosci E(d) jest funkcja okreslona wzorem (3.14); 14, v¥, FJ, h;, F/ sg
danymi wektorami.
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Roéwnania (4.10), po uwzglednieniu (4.7), (4.11) przyjmujg postaé

(4.12) v, = di; wV,
4.13) v; = v} na S,,
(4.14) v; = h; na i,
4.15) —$=ofi WV,
(4.16) n§4 = Fi* na S,
@.17) m§ = Fi nalZ,,
(4.18) 0 = sff—gTLj wV.

Sens zwiazkow (4.12) —(4.18) jest oczywisty i nie wymaga komentarzy.
Zgodnie z zalezno$cig (2.12) budujemy funkcjonat, [11]

4.19) L[S, v,d]=Q—H = (5, T*v)—HI[s,v,d] =
= [ 89(o;,i—dip) + EQ@) —of 0dV + [ §9m(wF —v))dS,—
— [ o,dSe+ [ Fmihy—v)dZ, — [ Flvgds,.
Ze swobodnej zasady wariacyjnej 0L = 0, czyli ze zwiazku [por. (2.13)] |

oL .\ /oL oL
(4.20) (a_s’ 6s) + <7v-, 6v> + (ﬁ, 6d) -0

otrzymujemy réwnania (4.12) — (4.18); moéwiac inaczej, réwnania te sg rownaniami
Eulera dla funkcjonatu (4.19).

W rozpatrywanej zasadzie wariacyjnej mamy trzy niezalezne pola: 8, d, v. Problem
mozna zredukowa¢ do dwu niezaleznych pdl. Zgrupujmy w tym celu w (4.19) wyrazy
zawierajgce tensor d 1 zastosujmy transformacje Legendre’a

Funkcjonal (4.19) przechodzi wéwczas w
422) L[5, V) = [ V0,0~ W@ —offv)dV+ [ §nw} —v)dS,~
—fl:"j"vdep-}—fjijm,(lzj—vj)dzl—fﬁjvjdzz.

Funkcjonat typu (4.22) rozpatrywal réwniez NEALE [12], ale bez uwzglgdnienia nieciaglosci.
Powréémy do funkcjonatu (4.19). Zalézmy, ze funkcja E(d) jest wypukla. Wéwcezas
funkcjonatl L jest funkcjonalem siodlowym, wklestym ze wzgledu na § i wypukiym ze
wzgledu na v i d, przy czym zmienne v i d traktujemy lacznie. Sci§le rzecz traktujac,
funkcjonal L jest liniowy wzgledem $. Funkcjonal liniowy mozna traktowaé jako stabo
wklesty. Warunek na siodtowos$é funkcjonatu przyjmuje postaé [por. (2.16)]
oL| . . )
»S1—8z ) —
1

(423) L[éh Vi, dl]_L[éz; Y2, dz]— (g
(%
ov |’

v,_v2>_(%

dl—dz) > 0.

’
2
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Z twierdzen 2.1, 2.2 otrzymujemy par¢ zadan dualnych, co ujmiemy w postaci wnio-
skow:

Wniosek 4.1. Dowolne rozwigzanie réwnania (4.10), czyli réwnan (4.12)—(4.18),
minimalizuje funkcjonal

(4.24) J = L—(%, é) = [[E@—of/vav— fﬁf'v,dsF—fﬁfv,dzz

w klasie rozwigzan réwnania (4.10a) [réwnanie to jest rOwnowazne réwnaniom (4.12)—
(4.14)].
Wniosek 4.2. Dowolne rozwiazanie réwnania (4.10) maksymalizuje funkcjonal

oL oL
(425 K=L- W,v>_ W,d> -
= [{E@-dy2E\av+ [miivpds,+ [msiihyaz
ij adlj J v i ] 1

w klasie rozwigzan réwnan (4.10b), (4.10c) [réwnania (4.10b), (4.10c) sa réwnowazne
réwnaniom (4.15)—(4.18)].

Wiemy, ze

2 = §4, stosujac ponadto transformacje Legendre’a, przeksztalcamy
)

(4.25) do postaci
(4.26) K=~ [W@av+ [ niupdS,+ [ mishdZ,.

Jesli w opisie materialnym zastosowaé niesymetryczny tensor napr¢zenia Lagrange’a,
to otrzyma si¢ formalnie takie same zasady, jak w opisie Eulera.
Uwaga. Potencjal E(d) jest wypuktly, jesli

E(d,)—E(d;)— [grad E(d2)](d, —d;) > 0.

5. Zwigzki podstawowe plaskiego stanu odksztalcenia oSrodkéw SciSliwych

W pracy [13] zostaly wyprowadzone réwnania opisujace plaski stan odksztalcenia
ofrodkéw $cisliwych. Réwnania te otrzymano z teorii tréjwymiarowej zaproponowanej
w [14].

Ogodlny zwigzek fizyczny dla izotropowego, idealnie plastycznego o$rodka ma — w przy-
padku tréjwymiarowym — postaé
Jo

5.1) o = o D), przy warunku —g{D =0, D

D #0,

gdzie o = (0y;) jest tensorem naprezenia, a D = (D;;) tensorem predkosci odksztalcenia.
Wystepujacy w (5.1) warunek jednorodno$ci implikuje istnienie warunku plastycznoéci
5.2) . F(e) = 0.

Wystepuje powiazanie migdzy warunkiem plastycznos$ci a prawem plynigcia.
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W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia prawo plynigcia ma postac

1 1
(5.3) Dy =p [oa,,— 7 (ow—g(p—— ghqwz) (Lﬂ], o, py=1,2,

3tr!/PE?

gdzie: u = g kg 1= 0; argumentem funkcji g, h, @ jest 0y, E = (Eyp, Eis),

1
Eaﬂ = Da/]— 5— trD(S,ﬁ.

NaprezZenie 0,3 wyraza si¢ wzorem

1 1
033 = —2~(0,a+»3—/1<P2—~g<P—h), 013 = 033 = 0.

Warunek plastycznoéei (5.2) ma postaé nastgpujaca:
2 2 2 l 2,2 l 2
(5.4) F(0,5) = 204500 — (00)*— | &% + ggh(p-l— 5}’ ¢* 12— 3% = 0.
Prawo plynigcia (5.3) nie jest stowarzyszone z warunkiem plastycznosci (5.4). Latwo
wykazaé, Ze potencjal plastyczny dany jest zaleznoscia

(5.5) G(0gp) = 20,p0,58— (0)* +2 | 8@+ L hp?do,+G, =0,
) B 3

przy czym G, jest stalg calkowania. Przyklady podano w [13].

6. Zasada wariacyjna dla plaskiego plynigcia o$rodkéw §ciSliwych

Sformutujemy zasad¢ minimum, ktéra charakteryzuje mnoznik plastyczny u z poprzed-
niego punktu. Oznaczmy przez £2 rozpatrywany obszar plaski o brzegu 82. Niech brzeg
ten sklada si¢ z dwu czeéci: Sy 1.S,; przez /;, I, oznaczmy linie nieciagloéci, odpowiednio
pola predkoéci przemieszczen i pola naprezenia. Przestrzen E sklada si¢ z elementéw o
O postaci

Tap(x) |x €0
op(x) | X €5,
6.1) G =| 0,5 |xeS,.
op(x) | x el
| 0ap(x) | x€ly

Iloczyn skalarny ma posta¢ podobna do (4.2). Bedziemy nadal oznaczaé go przez (, ).
Przestrzen F sklada si¢ z elementéw V o postaci

Va(x) | x e 2
Vao(x) | x €5,
6.2) V=|Vux) [x€S;.
Vi(x) | x€ly
| Va(x)_{xel,
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Iloczyn skalarny w tej przestrzeni oznaczaé bedziemy symbolem ¢, >, ma on postaé
podobna do (4.4). Latwo jest teraz podaé definicje podprzestrzeni E’, F’, wigc nie bedziemy
ich powtarzac.

Wprowadimy jeszcze trzecig przestrzen G, skladajaca si¢ z funkcji skalarnych g,
okreslonych na . Podprzestrzen G’ skiada si¢ z funkcji klasy C!. W przestrzeni G wpro-
wadzamy nastgpujacy iloczyn skalarny:

(6.3) {u, ) = [pad2, u, ieG.

PoniewaZ obecnie tensor naprezenia jest symetryczny, wiec operatory T, T* beda miaty
nieco inng posta¢ niz w (4.7); mianowicie mamy

Loy,  ovs\ | 00,45
ST 978 ) |0 — 9%
2 (axﬁ + 6xa) ox, |%
v — 1wV S, | o s
(6.4) T*V 5 s o nory | S
—mw Ve /y 0 /y
| 0 14 L M0, |15

gdzie n(#n,) jest wektorem jednostkowym normalnym do 02, za$§ m(m,) — wektorem jed-
nostkowym normalnym do /,u/,.
Wezmy dwa funkcjonaty

(6.5 Ho,V,ul =f[;—,u(G(c)-i—F(c))+XaVa]dQ—fnaoaﬂV,;“dSl-i—

t+ [ PuVadS, = [ muosghpdl+ [ BuVedl,

"1
(6.6) Halo, ] = | 5 1lG(@)~F(o)ld2
1 rozpatrzmy réownanie operatorowe
0 T* 0o c 0H,/0a
6.7) T 0 O||V|=0H,/o|V ]|+ 0
0 0 O] x 7 —0H,/0p

Prawa strona réwnapia (6.7) nie jest gradientem jednego funkcjonailu. Wynika to stad,
Ze mamy do czynienia z niestowarzyszonym prawem plynigcia.
Po rozpisaniu réwnanie (6.7) przyjmuje postac:

L(@Vu N aVﬁ) _ 8G(o) 0
T*Y = aHl " aHz - 2 aXﬂ axa 660,,; T
Jdo o V,= V¥ S,
Va=ha7 Ily
_ aoaﬂ — Xﬂ,Q’
To = oH, 0%,
= av et naoaﬂ=Pﬁ,S2)
My Oap =Pﬂ’ 12;
0= 2 —EH_Zﬁp(aaﬂ) = 0.

ou ou



O FORMULOWANIU ZASAD WARIACYSNYCH 569

Ostatnie réwnanie oznacza, ze o$rodek jest uplastyczniony w kazdym punkcie. Petny
ukiad zaleznosci opisujacych poczatkowe plynigeie plastyczne dla rozpatrywanych osrod-
kéw o niestowarzyszonym prawie piyniecia mozna zapisa¢ nastepujgco:

(6.8) T*V = %’i—‘ + %i’f ,
6.9) To= M,
6.10) 0> ‘% - 56’;?
6.11) 40,

6.12) | {ﬂ, aaIZl‘ _ _@a%} _o.

Z przeprowadzonych przez SEWELLA [3] rozwazain wynika, Ze na dowolnym rozwig-
zaniu uktadu (6.10)—(6.12) funkcjonat

oH, 0H,\| _
©.13) {u, o }— [ ur@ae,

osiaga minimum, w klasie rozwigzaii dopuszczalnych okre$lonych przez (6.10), (6.11).
Funkcjonal (6.13) charakteryzuje wigc tylko mnoznik plastyczny p (por. [15]). Powstaje
problem budowania ogdlniejszych i bardziej praktycznych zasad wariacyjnych dla osrod-
kéw o niestowarzyszonym prawie plyniecia. Zagadnienie to zostanie rozpatrzone w przy-
szto$ci, przy zastosowaniu aparatu rozwinigtego w pracach [4, 5].
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Peswome

Ob OIIEPATOPHOM IIOOXOHE K ®OPMVJIMPOBAHMIO BAPHALIMOHHBIX
TIPUHIMIIOB OJA INNIACTHUYECKUX CPE]

B paGoTe npejacrapieHo MpuMeHeHHe CBOOOIHOrO BAPHALIMOHHOTO IPHHINE KK: 1) MHKpeMEeHTaIbHOH
KpaeBoii 3afaye QI YIPYro-TUTACTHUECKO Cpebl, C YUETOM IeOMETPHUYECKON HEJIMHEHHOCTH, 2) IJ10C-
KOMY [e¢(HOPMHPOBAHHOMY COCTOSTHHIO MAEAbHO-IIACTHUECKOH Cpelbl ¢ yUeToM 00beMHBIX Jechopmauui.

Summary

AN OPERATOR APPROACH TO THE FORMULATION OF VARIATIONAL PRINCIPLES FOR
PLASTIC SOLIDS

In the paper the application of a «free variational principle» is considered with regard to: 1) rate boun-
dary-value problem of elastic-plastic solids; geometrical nonlinearity is taken into account; 2) plane
flow of perfectly-plastic, compressible solids. '
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METODA STEROWANIA MODALNEGO I JEJ ZASTOSOWANIE DO USTATECZNIANIA LOTU
SMIGLOWCA
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Oznaczenia

macierz stanu ukladu niesterowanego o wymiarach nxn,
macierz sterowania o wymiarach nxr i kolumnach by,
macierz stanu ukifadu sterowanego,

macierz blokowa Jordana,

macierz wspdlczynnikébw wzmocnienia o elementach ki,
macierz sterowalno$ci modalnej o elementach pyy,
macierz wektoréw wlasnych macierzy A o kolumnach uy,
macierz wektordw wlasnych macierzy A o kolumnach vy,
wektor wzmocnienia,

r-wymiarowy wektor sterowania,

n-wymiarowy wektor stanu,
predkosé pozioma,
predko$é pionowa,
predko$¢ katowa pochylania,
kat pochylenia,
predko$é korica topaty wirnika no$nego,
delta Kroneckera,
wartoséci wlasne ukladu niesterowanego,
warto$ci wlasne ukladu sterowanego,
sterowanie skokiem ogélnym lopaty wirnika no$nego,

U, sterowanie skokiem cyklicznym lopaty wirnika nosnego w kierunku podiuznym,
()T transponowanie,
(-)* sprzgganie.
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1. Wstep

W ostatnich latach intensywnie rozwija si¢ metoda sterowania modalnego [1—16],
ktérej prekursorem byt ROSENBROCK [17]. Wedlug okre$lenia [18] sterowanie modalne
jest synteza bezinercyjnego sprz¢Zenia zwrotnego zmieniajgcego wartosci wlasne linio-
wego stacjonarnego uktadu dynamicznego na wartoéci z gory dane. Syntez¢ prowadzi sie
korzystajac z pojecia przestrzeni stanéw [19]. Przez odpowiedni dobdr polozen wartosci
wlasnych uktadu mozna dokonaé syntezy uktadéw o pozadanych wlasnoéciach dynamicz-
nych.

Celem niniejszej pracy nie jest dokonanie przegladu publikacji na temat sterowania
modalnego, chociaz cel taki bylby calkowicie uzsadniony. W chwili obecnej brak jest
bowiem kompletnego i aktualnego przedstawienia wiedzy w tej dziedzinie.
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Praca nasza po$wigcona jest natomiast przedstawieniu sterowania modalnego w ujgciu
PORTERA i CROSSLEYA [8]. O ile nam wiadomo, ujecie to jest w Polsce malo znane, a w pelni
zastuguje na szersze upowszechnienie. Dlatego tez gidwny wysilek zostal skierowany na
wypelnienie tej wia$nie luki. Starano si¢ to uzyskaé¢ w nastgpujacy sposob:

— ujecie z [8] zostatlo uzupelnione istotnymi zatoZeniami i najwazniejszymi faktami,
bedgcymi podstawa rozwazan;

— rozwaZania te przedstawiono w uporzadkowanej i zwartej formie;

— ulozono przejrzyste algorytmy, ktérych mozliwosci obliczeniowe zilustrowano
przykiadem ustatecznienia lotu $miglowca;

— uwypuklono przydatnosé i dogodnos$¢ omdwionej metody do obliczenh na kompu-
terach;

— podano wykaz najnowszej literatury krajowej i zagranicznej z tej dziedziny.
Spodziewamy si¢ zatem, Ze przedstawiona w ten sposob praca moze byé¢ przydatna
przy projektowaniu ukladéw sterowania stosowanych w réznych dziedzinach techniki.

2. Elementy teorii sterowania modalnego

2.1. Gléwna idea sterowania modalnego. Rozwazmy ukiad opisany réwnaniem
x(t) = ax(1).
Rozwiazanie takiego réwnania ma postaé
x(t) = x(0)exp(at).
Jest widoczne, ze charakterystyka dynamiczna tego ukiadu zalezy od parametru a i ukiad

bedzie np. niestateczny, jezeli a > 0. WprowadZzmy do tego uktadu sterowanie liniowe
w postaci sprz¢zenia zwrotnego

u(t) = kx(t).
Roéwnanie ukiadu zamknigtego bedzie mialo postaé
x(t) = ax(t)+bu(t) = (a+bk)x(t).
Rozwigzanie takiego rownania dane jest wzorem
x(t) = x(0)exp(ot),
gdzie 0 = a+bk.
Charakterystyka dynamiczna ukladu zamknigtego zalezy od wartosci o. Jezeli zazg-

damy, zeby o przyjelo z géry dana warto$¢ s speiniajgca np. warunek statecznodci, to
wspofczynnik & musi speiniaé zaleZznos$¢

k = (s—a)/b.

Tak wiec dla realizacji ukladu o danej charakterystyce dynamicznej musimy wprowa-
dzi¢ do uktadu otwartego galaZz sprzgzenia zwrotnego o wspélczynniku wzmocnienia
k = (s—a)/b. Przeplyw sygnaldéw dla ukladu zamknigtego ilustruje rys. 1.
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u(t) [ A0 [ x(t)_
|
a Y
k
Rys. 1

2.2. Zalozenia ogélne. Teoria sterowania modalnego mozZe byé stosowana do wyzna-
czenia sygnalu sterujacego dla ukiadu opisywanego ukladem liniowych réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych lub czastkowych o stalych wspolczynnikach. W niniejszej pracy
rozwazania ograniczone b¢da tylko do przypadkéw ukladow o parametrach skupionych.

W rozwazaniach nie zaklada si¢ zadnej szczegdlnej postaci macierzy sterowania (por.
[1]). Macierz sterowania obrazujaca sposéb wprowadzenia sterowania do ukladu ma wiec
taka postac, jaka wynika z analizy uktadu.

Bardzo istotne jest zaloZenie szczegdlnej postaci wektora sterowania. Zaklada sie
mianowicie, Ze jest on kombinacja liniowa zmiennych stanu, okre§lona odpowiednim
wektorem wiasnym transponowanej macierzy stanu. Przyjecie tego zalozenia pozwala na
sterowanie dowolnie wybrana charakterystyka ukiadu bez oddziatlywania na pozostale.
Praktyczna realizacja tego zaloZenia wymaga jednak mierzenia, w sensie technicznym,
wszystkich zmiennych stanu.

Bedziemy rozwazaé liniowy stacjonarny uklad dynamiczny (L) opisany réwnaniem

x(1) = Ax(t)+ Bu(r).

Przytoczymy najpierw podstawowe fakty teorii sterowania modalnego [2].

Okre$lenia: 1. Niech A, = {2:2 jest wartoscia wlasng macierzy A}. Niech
Ag = A deiie zbiorem m(m < n) warto$ci wlasnych zespolonych sprzezonych. Niech
I' = {p, ..., om} bedzie zbiorem dowolnych liczb zespolonych sprzezonych. O ukfadzie
(L) méwimy, ze jest modalnie sterowalny wzgledem g, jezZeli istnieje stala macierz G
0 wymiarach rxn taka, Ze wartosci wlasne macierzy (A+ BG) naleza do zbioru o
u(d, ~ Ag). Macierz G jest nazywana macierzg wzmocnienia.

2. Jezelim = n i ukiad (L) jest modalnie sterowalny wzgledem A, to méwimy, ze (L)
Jjest catkowicie modalnie sterowalny. )

3. Méwimy, ze ukiad (L) jest calkowicie sterowalny (w sensie Kalmana), jezeli dla
dowolnego stanu poczatkowego x(0) istnieje taki wektor sterowania u(z), ktéry dopro-
wadzi ukiad do dowolnego stanu koficowego x(f,) w skoriczonym przedziale czasu (0, 7,)
(zob. np. [12]).

Twierdzenie: Uklad (L) jest calkowicie sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest calko-
wicie modalnie sterowalny.

. Wniosek: Teoria sterowania modalnego moze by¢ stosowana bezpo$rednio dla uktadéow
catkowicie sterowalnych, natomiast dla pozostalych po uprzednim oddzieleniu czeéci
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niesterowalnej. Sposdb jednoznacznego rozpoznawania czgéci sterowalnej i niesterowalnej
ukiadu zostanie podany dalej, po przeprowadzeniu niezbgdnych rozwazan.

2.3. Przypadek pojedynczych wartosci wlasnych [8]. Uklad jednowejSciowy. Przeprowadzimy roz-
wazania dla ukladu, w ktérym istniejg zaréwno zespolone, jak i rzeczywiste wartoéci wiasne.
Utozymy algorytm, ktéry pozwoli zmienia¢ dowolna liczbg warto$ci wlasnych rzeczy-
wistych 1 dowolna liczb¢ par sprzgzonych wartoSci wlasnych zespolonych. Zatozymy
przy tym, ze uklad jest catkowicie sterowalny. Przy zaloZeniu, Ze uktad jest jednowej§ciowy
(r = 1) réwnanie (L) bedzie miato prostsza postaé

2.3.1) x(1) = Ax(1)+bu(r),

gdzie A — macierz stanu o wymiarach n xn majaca rzeczywiste i zespolone pojedyncze
wartosci wlasne. :

Zakladamy, ze bedziemy zmienia¢ m(m < n) warto$ci wlasnych." W tym celu nalezy
wygenerowaé m sygnaléw sterujacych w postaci kombinacji liniowej zmiennych stanu

n

(2.3.2) si= ) gy = mix@), i=1,..,m.
j=1 .

Sygnaly te wzmacniane sg przez m czlondw proporcjonalnych o wzmocnieniu k;,”w wyniku
czego otrzymujemy sterowanie

(2.3.3) u(t) = Q k;s Zk ux(1).

Podstawiajac (2.3.2) do (2.3.1) otrzymamy réwnanie dla ukladu zamknigtego

m

(2.3.4) k(1) = (A+b > kep?)x(1) = Hx(1).

i=1

Z réwnania (2.3.4) wynika, ze efektem przyjecia sygnatu sterujqcego w postaci (2.3.2)
jest zmiana macierzy stanu A na nowag macierz H

(2.3.5) - H= A+b2k,-y,T.

Jezeli teraz za wektor p; przyjmiemy wektor wiasny v; (zob. p. 2.2), to macierz ukladu
sterowanego bedzie miata postac

m

(2.3.6) TH=A+b D k.
Poniewaz u, jest wektorem wlasnym macierzy A,‘to
.37 Au, = Lu, r=1,..,n.

Podobnie
(2.3.8) ATvy = Ayv,, s=1,..,n
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Uwzgledniajgc, ze wektory wlasne macierzy A i AT sa ortonormalne, tzn. speiniajg
Zwigzek

2.3.9) _ viu =6, r,s=1,..,n,
mozemy ze wzoru (2.3.6) otrzymaé _

(2.3.10) Huy, = Au, = Lu, dla m+l<r<n,
2.3.11) Hu; = Au+bk; = Lu+bk; dla 1<is<m.

Réwnanie (2.3.10) wskazuje, ze-dla = m+1, A, i u, sa takie same dla macierzy A
1 H. Z réwnania (2.3.11) wynika natomiast, Ze ani 4; nie jest warto$cig wlasng macierzy H,
ani tez u; — wektorem wlasnym tej macierzy, oczywiscie przy speinieniu warunku k; # 0.
Tak wiec efektem wprowadzenia do ukladu sterowania w postaci (2.3.3) jest zmiana war-
toéci wlasnych {4} i odpowiadajacych im wektoréw wiasnych {u} na wartoéci i wektory
wlasne, odpowiednio, {e} i {w}, przy zachowaniu pozostalych (i—m) wektoréw i war-
tosci wiasnych niezmienionych. Przy ustalonym zbiorze {o} realizujacym dane wilasnosci
nalezy wyznaczyé wspoélczynniki wzmocnienia k;. W tym celu roziézmy wektory b i w;
na kierunki wektorow wilasnych macierzy A (np. [20]): :

23.12) b= pu;
J=1
(2313) W; =2qij“j, l= 1,...,m.
i=1

Z (2.3.12) po wykorzystaniu (2.3.9) wynika, Ze
(2.3.14) pi=vib, j=1,
Poniewaz w; jest wektorem wilasnym macierzy H, to
(2.3.15) Hw,' = QIW,-, [ = 1, ., m

Podstawiajac (2.3.6) i (2.3.13) do (2.3.15) otrzymamy
(2.3.16) (A+b2k,v,7) Nasw=0 ay, i=1,..,m

=1 j=1 Jj=1

Przeksztalcajac na mocy (2.3.7), (2.3.9) i (2.3.12) lewa stron¢ wyrazenia (2.3.16) w na- .
stgpujacy sposéb:

n .
AZq,-juj = Z"q,jljuj, i=1,..,m,
j=1 ERCIE
m . n m n m .
bZk,v}‘qu;juj = bZk,q,-, = Z]}juj Zk,q,-,, i=1,..,m,
=1 i=1 =1 = i=1

otrzymujemy

n

2.3.17) Zq,,ljuﬁ— Zp, S k,q‘, = Q,Zq,-,-uj, i=1,..,m.

j=1 - Jj= j=1
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Roéwnanie (2.3.17) jest réwnaniem wektorowym ze wzgledu na u; i jest réwnowazne na-
stepujacemu ukladowi réwnan skalarnych:

m

(Qi—xj)‘hj_l)jzktq“ =0,
=1

i=1,..,m,
=1,..,n1.

Dla danego wskaznika ,,i”’ pierwszych m réwnan, ktére zmieniajg wartosci wlasne
ukladu, moZna zapisa¢ w formie macierzowej

Fiq; = 0,
gdzie
F = [fl; 4 = [qul,
przy czym
P =(i—4)6—piki; i,j,1=1,..,m.

Poniewaz q;# 0, to det F; = 0.
Warunek ten mozna zapisa¢ w formie rozwinietej jako

\(Qi_)"l)_plkl: —pika, ..., _plkm!
—p2ky, (0i—2)—piks, ..., —p2kn -0
‘ _‘pmkl’ —Pmkz, EERE) (Oi"xm)_pmkm

lub w formie zwartej

Jj=

(23.18) [Te-2=Dkn[[ @1, i=1, .m
Jj=1 =1 I/;Il
Z wyrazenia (2.3.18) wynika, ze
m k p .
2.3.19) YEA g =1, .., m.
( - (0i— 4

Przy zaloZeniu, ze (9;— 4;) # 0 réwnanie (2.3.19) mozna rozwigza¢ ze wzgledu na k;

[1(ei—2)
(2.3.20) ki = 2L . di=1,...,m.
pi HI (%~
Jj=

Tak wigc wspdlczynniki wzmocnienia k; moga by¢ obliczone, jezeli 1; # 4;, co zawsze
jest spelnione, gdyZz zakladaliSmy, Zze macierz stanu ma pojedyncze wartoéci wlasne oraz
jezeli p; # 0, co na mocy (2.3.14) mozna zapisa¢ jako

(2.3.21) p=VTh+#0.

Warunek ten jest réownoznaczy z Zadaniem sterowalnosci pierwszych m postaci ukladu.
O postaciach niesterowalnych informuja wspétrzedne zerowe wektora p (zob. zakonczenie
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p. 2.2). Nalezy podkresli¢, ze badanie sterowalno$ci uktadu metoda modalna jest daleko
prostsze od metody klasycznej, polegajacej na badaniu rzedu odpowiedniej macierzy.

Sterowanie otrzymamy po podstawieniu (2.3.20) do (2.3.3) 1 po uwzglgdnieniu zaloze-
nia, ze g; = v; [por. (2.3.5) i (2.3.6)] -

(2.3.22) u(t) = g"'x(1),

gdzie

(2.3.23) g= D viki .
i=1

Nalezy zauwazy¢, ze dla ukladu fizycznego sterowanie (2.3.22) bedzie rzeczywiste
nawet w przypadku wystgpowania wartosci wlasnych zespolonych. Wynika to z tego, Ze
jezeli 2; = A¥, to p; = pf i v; = v}, co jest konsekwencja wystgpowania zespolonych
warto$ci wlasnych w parach wzajemnie sprzezonych.

W celu wyznaczenia sterowania nalezy wige wykona¢ nastgpujace kroki obliczeniowe:

1. na podstawie warunku (2.3.21) wyznaczy¢ sterowalne i niesterowalne postacie
uktadu;

2. ze wzoru (2.3.20) wyznaczy¢ wspoiczynniki wzmocnienia k;;

3. ze wzoru (2.3.23) wyznaczy¢ wektor wzmocnienia g i tym samym sterowanie (2.3.22).

Podany algorytm pozwala na efektywne wyznaczanie sterowania, co zostanie w p. 3
zilustrowane przyktadem.

Uklad wielowejsciowy. Zadanie polega obecnie na wyznaczeniu wspoélczynnikéw wzmoc-
nienia k;;, w ktérych i =1, ..., m jest wskaznikiem liczby zmienianych wartodci wias-
nych, a j = 1, ..., n jest wskaznikiem liczby wejsc.

Poniewaz wszystkie zaleznosci dla ukladu wielowejSciowego (r > 1) wyprowadza sie
analogicznie, jak dla ukladu jednowejéciowego (+ = 1), przedstawimy wigc tylko najwaz-
niejsze wyniki. Dla poréwnania zachowujemy numeracje wzoréw z poprzedniego punktu
dodajac prim. Réwnanie sterowania ukiadu wielowejéciowego ma postaé

(2.3.4y x(1) = Ax()+Bu(r) = (A+ Dby D'kl )x(1) = Hx ().
J=1 i=1 '

Wspdlczynniki wzmocnienia sg wyznaczone z warunku
e

-
(91—11)*2,171'1/6‘1, —ijxka, s - = 2, Pirkim
j=1 j=1 =1
o\
—ijzkjl; (Qi‘lz)—zpjzka, ) _ijzkjm -0
j=1 j=1 j=1 :

ijkaZ’ L] (Ql_lm)_zpjmkfm
1 .

j= i=1

- ijmkjl’
- =L

9 Mechanika Tcoretyczna
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Rozwigzanie tego réwnania jest niejednoznaczne [2] 1 otrzymuje si¢ je przy ustalonym
J-tym wejsciu

” (e— &)
=1

(2.3.20) kj = — , i=1,..,m.
pjill:{ (4 —4)
1#i
Sterowanie ma postaé
(2.3.22) u(t) = gx(1),
gdzie
(2.3.23) gi= D viky, J=1,..,r

R i=1

Wzér (2.3.20)' wskazuje, ze wspolczynniki wzmocnienia moga by¢ obliczone, jezeli
pii # 01 oczywiscie przy zachowaniu zaloZenia o réznych wartosciach wlasnych. Oznacza
to, ze i-ta posta¢ moze by¢ sterowana j-tym wejSciem. Wspolczynniki pj;; sa elementami
macierzy sterowalno$ci modalnej P o postaci
(2.3.21y P =VTB,

W celu wyznaczenia sterowania dla uktadu wielowejéciowego nalezy przeprowadzié
obliczenia zgodne z algorytmem dla uktadu jednowejsciowego, kolejno j-razy dla kazdego
wejscia. Wyznaczenie wektora sterowania skiadaé si¢ bedzie zatem z j-etapdw iteracyjnych.
Na kazdym etapie obliczeri zachodzi konieczno$¢ wyznaczenia sterowania, macierzy ste-
rowalnoséci modalnej i macierzy stanu. Okreslone s one nast¢pujacymi wzorami:

sterowanie

() = N kPVOTX(1);

i=1
macierz sterowalnosci modalne;j
PO = VOTRY,
macierz stanu
HY+D) = HP+bigl, j=1,..,r-1,

przy czym H? = A,

W przypadku r > | sterowanie jest niejednoznaczne. Pozwala to na zastosowanie
dodatkowego kryterium przy jego wyznaczaniu. Moze nim by¢é np. kryterium minimali-
zacji sumy modutéw wzmocnienn w gal¢ziach sprzezenia zwrotnego.

2.4. Przypadek wartosci wlasnych wielokrotnych [8]. Rozwazymy tylko ukiad jednowejsciowy.
Rozwazania beda podobne do tych, ktére przeprowadzono dla przypadku z p. 2.3. Do wy-
znaczenia sterowania potrzebna jest postaé kanoniczna Jordana macierzy stanu, ktora
istnieje (zob. [20]) dla kazdej macierzy kwadratowej. Wykorzystujac podane na poczatku
pracy oznaczenia moZna napisal, Ze

UAV =1,
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gdzie
J=J, 1)@ ... ® J.(4).

Symbol @ oznacza sume prosta macierzy.
Blok Jordana ma postac

moy =|
0 2

J

przy zatoZeniu, ze kazdy z nich zawiera inng posta¢ wlasna, tzn. A4, # A;, i #j,i,j =
1, ...,»
Macierze U i V moga by¢ przedstawione w postaci
U =[U,,..., Ul
V = [V11 sty [/l]7
co eksponuje ich zalezno$¢ od » — réznych wartosci wlasnych. Podmacierze U; i V; 0 wy-
miarach » x 1 majg postaé
U; = [, ..., ],
) ) i=1,..,7,
Vl' = [v(ll)) sres v'(l“)]’

z ktérej wynika ich zalezno$¢ od krotnosci i-tej wartosci wlasnej. Analogiczne zaleZznosci
mozZna otrzymaé dla macierzy sterowalno$ci modalnej
p= Vb=, .., p7,
gdzie
PO = Vb = [p0, o, p01,  i= 1,
Wektor sterowania b moze by¢ przedstawiony w postaci

v

ny
- E (W
b= pyug).

i=1 j=1

Przy zatozeniu, ze pi) # 01 p{® =0,/ =m+1, ..., n;, co oznacza, ze podmacierz ste- -
rowalnoéci modalnej ma postaé '

p(i)T = [pﬁi)’ 71):'3’ 0) ""_0])
wektor sterowania mozna zapisac jako
b= piouid,
i=1 j=1
Po uwzglednieniu tych zaloZzen sterowanie przyjmuje postaé

v omg

(2.4.1) ut) = X' D EPvOTx(1).

=1 j=1

9%
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Uklad zamknigty jest opisany réwnaniem

vy mi

x(1) = (A+b > X k0viT) (1),

i=1 j=1
z ktorego wynika, ze macierz ukfadu sterowanego dana jest wzorem

v mi

H=A+b > Doyt
=1 j=1

Analogicznie jak w p. 2. 3 mozna wykazaé, ze warto$ci i wektory wlasne macierzy
A i H sa takie same w przypadku, gdy mi+1 <j<#n,i=1,...,v. Dlaj=1,..,m
warto$ci 1 wektory wlasne ulegaja zmianie. Majac dany zbidr nowych wartosci wlasnych,
nalezy wyznaczy¢ wartosci wspéiczynnikdw wzmocnienia ., co sprowadza si¢ do rozwig-
zania réwnania

F(U)q;") =0.
Rozwiazujac je ze wzglgdu na k, przy ustalonej wartosci wskaznikéw i, j, otrzymamy
(2.4.2) ROPK =1, i=1,...,v; j=1,..,m,
gdzie:

RO = [R{P, ..., RO,
P=P®..0P,
K = [K,, ..., k],

I p— 1 _1 _ 1.
. @=L 7T (0P = 2

Poniewaz macierze P i K sa niezalezne od wskaznikow i, j rownanie (2.4.2) mozna zapisac
w postaci

RPK = e.
Z réwnania tego wyznacza si¢ wspofczynniki wzmocnienia
(2.4.3) K =P 'R 'e.
Sterowanie otrzymamy podstawiajac (2.4.3) do (2.4.2).

3. Przyklad

W ostatnich latach coraz czesciej prowadzone sa prace nad wyposaZeniem §migtowcdw
w uklady stabilizacji automatycznej z powodu niewystarczajacej stabilizacji wlasnej.

Wykorzystujac wyniki rozwazan z p. 2.3 znajdziemy schemat ideowy urzadzenia ste-
rujacego dla ustateczniania wybranych postaci ruchu §miglowca. Ze wzgledu na przej-
rzysto$¢ postgpowania ograniczymy si¢ przy tym do przypadku lotu w plaszczyZnie piono-
wej. Dla tego przypadku réwnanie ruchu $migtowca ma postaé
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x{(1) = Ax(¢#)+ Bufr),
gdzie '
x(t) = [xl » X2, X3, x4]T = [LI/.QR, W/Q-Ry q, Q]T’

u(r) = fuy, w,]" = (U, U,]".

W przypadku ogdlnym $miglowiec ma sze$¢ stopni swobody. Poniewaz jednak w locie
normalnym ruchy przechylajace i pochylajace Smiglowca zwiazane sa z jego predkosciami
boczna 1 wzdluzng, to dzigki temu $miglowiec ma tylko cztery organa sterowania.

Rozpatrujgc stateczno§¢ $miglowca w locie do przodu mozna pokazaé, ze sprzgzenie
pomigdzy ruchami wzdluznym i bocznym jest stabe. Daje to podstawe do nieuwzglednia-
nia réwnania ruchu bocznego i dzigki temu ilo§¢ réwnan ruchu zmniejsza si¢ do czterech.
W locie w plaszezyznie pionowej mamy dwie mozliwosci sterowania, mianowicie U, — ste-
rowanie skokiem ogdlnym topaty wirnika nosnego, bedace bezposrednim sterowaniem silg
no$na, U, — sterowanie skokiem cyklicznym topaty wirnika nosnego, oddzialujace na
ruch wzdluzny.

Dla typowego obciazenia i typowych warunkéw lotu $miglowca macierze A i B sa
podane w [21]:

—0,0366  0,0271  0,0188 —0,4556
0,0482 —1,01 0,0024 —4,0208

A=l 01002 03681 —0707 1420 |’
0 0 1,0 0
0,4422 0,176l
p_| 3546 —7522
] =552 4,49
0 0
Warto$ci wlasne macierzy A sa nastgpujace: A, = —1,6886; A, = —0,9073; A, =

= 0,8325; 2, = 0,0098, a odpowiadajace tym wartosciom wektory wlasne macierzy A maja

postaé:
v, = [—0,0603, 0,1341, 0,0758, 1]";

v, = [-0,0529, —0,3261, 0,0141, 0,0426]T;

v, = [ 0,0758, 0,0141, 0,6505, 1];T

ve=1[ 1 , 0,0426, 0,4434, 0,299]".
Zbiér wartosci wlasnych macierzy stanu wskazuje, ze przy danych warunkach lotu
w ukladzie wystepuja dwie niestateczne postacie ruchu odpowiadajace warto$ciom 4, 1 A4.

Kierujgc sie kryterium statecznoSci Zadamy, aby obie wartosci byly réwniez ujemne. Tak
wiec zbiér {o} wartoéci whasnych ukladu zamknigtego ma postac

{o} = {—1,6886, —0,9073, —0,l1, —0,907}.
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Jak wiadomo (por. [7, 22, 23]), $Smiglowiec moze by¢ sterowany niezaleznie wielkosciami
U.iU,.Pozwala to na traktowanie ukladu jako jednowejsciowego. Wyznaczymy sterowanie
realizujgce kryterium statecznoéci dla obu przypadkow sterowania. Jest to mozliwe, po-
niewaz wektory sterowalnosci modalnej réwne

dla U.: p, = [-5,8206, 4,4157, —3,5375, —2,2525)"

dla U,: p, = [—7,9827, 6,1932, —4,8742, —3,1577|"
nie zawieraja elementow zerowych.

Wykorzystujac procedurg dla ukiadu jednowejsciowego otrzymujemy prawa sterowania
W postacl

Ud(r) = —0,0166 /2R +0,0054 w/QR +0,3402 g +0,5457 O,
Uy(1) = —0,0113 /2R +0,0040 w/QR+0,2472 ¢+0,3962 .

Wszystkie obliczenia zostaly przeprowadzone na EMC Cyber-72 wedlug programéw wlas-
nych w jezyku Fortran V.

Warto podkresli¢, Zz> ten sam efekt ustatecznienia osiagnie si¢ wykorzystujac jedno-
czesnie oba wektory sterowania przy zaloZeniu, ze kazdy z nich steruje jedng i nie tg sama
warto$cia wlasna. W tym przypadku sterowanie moze byé wyznaczone bez uzycia proce-
dury dla ukladu wielowejsciowego.

4. Zakonczenie

Z rozwiazania przyktadu mozna si¢ przekona¢ o duzej prostocie i efektywnosci zastoso-
wanego algorytmu. Trzeba jednak pamigtaé, ze przyjete kryterium ustatecznienia jest
jednym z mozliwych przy doborze zbioru wartosci wiasnych uktadu zamknigtego. Istnieja
takZe inne, rownie wazne kryteria, np. szybkos$¢ ttumienia drgan wlasnych uktadu (mierzona
czasem zmniejszania amplitudy do potowy).

Warto podkresli¢, ze stosowalnosé¢ przedstawionych algorytméw nie jest ograniczona
ani liczba stopni swobody ukladu, ani liczba zmienianych postaci wiasnych, a niejedno-
znaczno$¢ rozwigzania dla uktadéw wielowejsciowych mozna nawet dodatkowo wykorzy-
sta¢, postulujac np. minimalizacj¢ wymiaru wektora wzmocnienia.

Na specjalng uwage zastuguje fakt, ze zaproponowane algorytmy zloZzone sg z prostych
dziatan algebraicznych. Jest to szczegdlnie korzystne dla maszynowej techniki oblicze-
niowej, poniewaZz réznorodno$¢ operacji znacznie zwigksza czas realizacji obliczen. Fakt
ten nabiera istotnego znaczenia zwlaszcza przy rozpatrywaniu wigkszej liczby standw
lotu $miglowca albo przy zmienianiu duzej liczby wartoéci wlasnych.

Sterowanie modalne przedstawione w tej pracy jest ogblne, poniewaz nie zaklada sie
szczegolnej postaci macierzy wzmocnienia wystepujacej w réwnaniu sterowania u(t) =
= Gx(¢). Dzigki temu ulozone algorytmy moga znalez¢ szerokie zastosowanie nie tylko
w technice lotniczej. Jesli do ilustracji rozwazan wybrano jednak przykiad z tej dziedziny»
to dlatego, Ze zagadnienie ustateczniania lotu $migtowca nie jest u nas zbadane w stopniu
wystarczajacym. Rozwigzanie zagadnienia tego typu wskazalo na duze mozliwosci stero-
wania modalnego w tym zakresie. Oczywiscie praktyczna realizacja urzadzenia sterujacego
wedlug wyznaczonego w niniejszej pracy schematu ideowego wymagataby uwzglednienia
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wszystkich niestatecznych stanéw lotu $miglowca. Rozpatrzenie tego przypadku nie stano-
wi jednak trudnosci przy zastosowaniu omodwionej metody.
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Peszome

METOJI MOJIAJIBHOI'O YITPABJIEHHS M ErO INPHMEHEHUE
K CTABHMJIM3ALHNH MOJIETA BEPTOJIETA

B paGore npeacTaBsieHa TEOPHSA MOHAJILHOIO YNPABJCHMST CHCTEMaMH C OJHMM WJIM HECKOJILKHMM
BXOIAMH IPU COCPEIOTOUEHHBIX MapameTpax, B nocraHoBie [loprepa n Kpoccin. C nosmosio sToro
METOJa pelleHa 3a/Jaya CTabWiIM3aUMK NOJIeTa BepTOJIETA.
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Summary

MODAL CONTROL METHOD AND ITS APPLICATION TO THE STABILIZATION
" OF HELICOPTER FLIGHT

In this paper a theory of modal control of lumped-parameter systems for single- and multi-input
systems derived by Porter and Crossley is presented. The stabilization problem of the flight of helicopter
by this method is solved. -

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlpzona w Redakcji dnia 16 stycznia 1976 r.
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ZMODYFIKOWANA METODA SIE. NOWACKIEGO W DYNAMICE PLYT Z UWZGLEDNIENIEM
ODKSZTALCEN POSTACIOWYCH I BEZWELADNOSCI OBROTOWEJ

WAckAW MIERZEJEWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

W pracy [1] opisano metode rozwigzywania problemdéw dynamiki plyt wykorzystu-
Jjaca znane czesto$ci i postacie drgan wlasnych ptyt podpartych swobodnie na dwu przeciw-
legtych brzegach. Rozwigzanie zagadnieri drgan swobodnych i wymuszonych uzyskuje si¢
w niej przez rozpatrzenie drgan wymuszonych plyt zastgpczych o bardziej elementarnych
warunkach brzegowych, na czgéci powierzchni ktérych przylozone jest obciazenie uzupel-
niajace stuzace do realizacji dowolnych warunkéw brzegowych. Przyjecie tych obciazen
uzupelniajacych opisanych odpowiednio gladkimi funkcjami pozwala na efektywne obli-
czanie sit wewngtrznych w rozpatrywanych ptytach. Celem obecnej pracy jest zastosowanie
omawianej metody do problemdéw dynamiki ptyt z uwzglednieniem sit tnacych i bezwlad-
nosci obrotowej.

Dotychczas uzyskane wyniki dotyczace probleméw plyt z uwzglednieniem si tnacych
i bezwladnosci obrotowej sa nieliczne, a rozwiazywanie zagadnien dotyczacych dowolnych
warunkow brzegowych napotyka duze trudnosci obliczeniowe.  Zasadnicze trudnoéci
wystepuja réwniez i przy zastosowaniu do’takich piyt metody elementéw skoficzonych
ze wzgledu na zle uwarunkowanie macierzy sztywnosci [4].

2. Postacie drgan wlasnych plyty podpartej swobodnie na dwu przeciwleglych brzegach

Stosujgc oznaczenia przyjgte w [2] mozna zapisaé rownania rownowagi plyty drgajacej
swobodnie nastgpujaco:

D , AN ( w\y e,
' Dl vz P]_,. ( .6W.)_ on®
7[(1 nV %+(1+v)W] k*Gh wy+W = 7@

k2Gh(V*w+ D) = —phw?w,

) 0 .
gdzie @ = ?;" + ;})}” , za$ ., v, sa funkcjami obrotu. ‘

‘W pracy - [3] uzyskano. rozprzezenie powyzszego uktadu réwnan oraz wykazano, Ze
w:przypadku plyty podpartej swobodnie--na dwu przeciwleglych brzegach istnieje $ciste,
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zamknigte rozwigzanie postaci drgan wilasnych (przestepne réwnanie czgstosci mozna
rozwigzaé¢ metodami przyblizonymi):

. H
W = X,,,,,(x)sm-—bjzy,

2.2) Pemn = X1 (x)sin ’Z’ y,

1
Yymn = X (X) cos—'rl—;z y.

3. Drgania plyty wspornikowej

Zastosowanie proponowanej metody pokazane zostanie na przykladzie obliczenia
czgstosel 1 postaci drgan wilasnych plyty wspornikowej. Schemat realizacji warunkéw brze-
gowych w przekrojach y = ¢, y = b—c¢ plyty zastgpczej pokazano na rys. 1.

qm(x,y)/ ¢

b
7 9’/(X’y) CI
NLLLLL L Ldd e L el el bt x
Rys. 1

Amplitudy obcigzen uzupelniajacych ¢'(x, y) i ¢’'(x, y) zakiada si¢ w nastgpujacej
postaci:

3
G.1) g, y) = D) (@10, )+ miix, ) +mli(x, ),
i=1

gdzie g/(x, y) oznacza obciazenie normalne do powierzchni piyty, m;(x, y), mi(x, y) —
— obciazenia momentami.
Nalezy stwierdzi¢, ze do realizacji warunkéw brzegowych mozna przyjac:

3
g,y =D alx, ),
i=1

tzn. mi(x, y) = 0, mi(x, y) = 0.
Taka postaé obcigZenia, odznaczajaca sie prostota, nie jest jednak — jak to zostanie
pokazane dalej — korzystna ze wzgledu na zbiezno$¢ szeregdw opisujacych odksztalcenia.

Wi — 3-8
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Przyjeto nastepujaca budowe sktadowych obliczen:

ql(x, y) = gl fix),
(32) mii(x, y) = gl (x),
myi(x, y) = GI() Y (x).

Funkcje g/(x) sa dobierane tak, aby speilnialy konieczne warunki szybkiej zbieznosci
omdwione w pracy [1]. W przypadku funkcji Gi(y) nalezy speini¢ nastgpujace warunki:

2j+1072d
A0 g o j=0,1,2.. 01,
dy2j+1 =0

(3.3) ' PG
J = =t = P =
GiWy=c =0, o7 - 0 dia j=1,2...k.

Obcigzenia (3.2) przedstawia si¢ w postaci szeregow:

qi(x,y) = vaf;’ci,,,, X,,,,,(x)su; 5
G4 () = éuzwﬁxmmm%n
e, ) = 2L2wxwmmm%%
gdzie a¥/ — oznacza wspoélczynniki sinusowych szeregéw opisujacych gf(y), by — wspot-

czynniki consinusowych szeregéw opisujacych funkcje G{(y).
Ze wzgledu na szczegdlna budowg funkcji obcigzenia (3.2) mozna wykazaé istnienie

zwigzkow:
D X = D) HX(0),

5

(3.5) DX = D XL,

5 5

Z%w@—z%wm

. . . . h .
MnoZac pierwszy ze zwigzkéw (3.5) przez hX,, sz”T"ty, drugi przez WX,{,,sm2 —nbly,

. nm
ostatni przez X Hcos? —— =L sumujac je stronami, a nastqpme catkujac obie strony

12
powstalej réwnoséci po obszarze piyty zastepczej otrzymuje si¢ zaleznosci:

o iy
(36) . Ckn = Uxp Z Csr in’

s
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gdzie:
1
Upy = - e e I )
P, 2
ff /1 Wk,,+ E(/‘pxknﬁ'/‘pykn) dx{iy
bkn ff [(/1/‘/5,- an X.\r X ) Sinz nb X.{rl ancos b ]dXdy

Zwiazki (3.6) pozwalaja wyrazi¢ wspolczynniki cf), przy n # r przez cfl. Obciazenie (3.2)
wywoluje odksztalcenie plyty, ktdére zapisa¢ mozna nastepujgco:

Wi, ) = D) > W Wn(x, 2),

m n

3.7) Yhi(x, y) = Z Th:‘:mnm(x )

prt X,¥y) = 2,12:/%"%""(Y »).

Podstawiajac (3.4) i (3.7) do réwnan drgan wymuszonych, wykorzystujac warunek
ortogonalnosci, otrzymaé mozna zwigzki:

u -S-
(3 8) hu — c [x.lk
. mn 2 2 kn®mn >
W =Wy, P

gdzie

[r‘njk = ff [a (Wkn Wmn + kan "/’xmn) + b wykn wymn] dXdy

Podstawiajagc do réwnan opisujacych warunki brzegu swobodnego dla y = ¢ funkcje
odksztalcen opisane zalezno$ciami (3.7), (3.8) i ortogonalizujac wyrazenia stojace po
lewej stronie otrzymanych réwnan wzgledem X;.(x) otrzymuje si¢ po uwzglgdnieniu (3.6)
réwnania:

LIn
58] S g s 3 e St .
m m 'l#r
L1
(3.9) Z ZZC Z e it D, Z kl“"']"cﬁm be..u:,.t“‘rf,,,. =0,
m  n#r
3 Lirr
22& Z kl”"’ tish+ ) Y s be..un.l'nsj =0,

i=1 J 5 m  n#Er
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gdzie:
gi, = |- ﬂbn XL X dx+v ‘ (Xﬁ,,,)'Xj,t/x] sin % c,
' - 0 0

]

ri, = Lnbn J Konn X jpdx+ ’ X,’,,’,,Xj,(/x] cos ’?-c,
0 0

7

Shy = Lf (XY X dx+ —Zl fX,’,.,,Xj,z/x] cosnb—”c, .
0 0 -

Warunkiem, ktéry pozwoli uprosci¢ uklad rownan (3.9) doprowadzajac do réwnosci
cil = ¢l oraz usunie konieczno$é spelnienia warunkow brzegowych dla y = b—c jest

r

w przypadku postaci symetrycznych dobér obcigzen ¢’(x, y), mi(x,y) symetrycznych

b . . .
wzglgdem y = 5 co sprowadza si¢ do rownosci:

gi(y) = gi"(b-y),
oraz antysymetrycznych obciazen my;(x, y):
GI()) = —GHMH(b—y).
W przypadku postaci antysymetrycznych nalezy speinié:
gl = —gl"(b-»),
Gl(y) = GI'(b-)).
Ograniczajac liczbg wyrazow szeregdow

otrzymuje si¢ uktad 3L réwnan.

Rdéwnanie czg¢sto$ci wynika z'warunku istnienia nietrywialnego rozwigzania.

Znaczne uproszczenie obliczen mozna osiagnaé przy takiej konstrukeji funkeji g7(y)
i GI(»), ktéra doprowadzitaby do réwnosci wspolezynnikéw a¥ = bY. Przyjecie obcig-
Zenia w postaci:

g, ) = h N D a Wy, ),
. h3 B .. .
(3.10) e, ) = 1 31 Dl chpennx, ),

LA N TR
m;,'(.\‘, y) = ]2 21 ‘2/ anjcn{nwymn(xb y)
upraszcza zwigzki (3.8) do postaci:

1 .

iJ iJ
- _2:_2_'0" cm".
o(w*—wi,)

(3.11) Y —

10 Mechanika Teoretyczna
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Poniewaz w tym przypadku wspolczynniki 4 nie wyrazaja si¢ przez wszystkie wspot-
czynniki ¢/ k =1,2,3 ..., jak w przypadku zwiazkéw (3.8), nalezy sadzi¢, ze oprécz
uproszczenia obliczen, mozna ta droga zwigkszy¢ zbiezno$¢ szeregdw opisujacych od-
ksztatcenia ptlyty.

4. Uwagi koncowe

Stosowanie proponowanej metody wymaga znajomo$ci czesto$ci i postaci drgaa
whasnych plyt zastgpczych lub ich uprzedniego obliczenia. Natomiast jej zaletg jest mo-
zliwos¢ efektywnego zwigkszenia zbieznosci szeregdw opisujacych poszukiwane odksztal-
cenia oraz sily wewnetrzne.

Literatura cytowana w tekscie

1. W. MIERZEIEWSKI, Rozwiqzywanie problemow dynamiki plyt prostokqtnych w oparciu o zmodyfikowanq
metode sil Nowackiego, Mech. Teor. i Stos., 1, 14 (1976).

2. R. MINDLIN, Iufluence of rotatory inertia and shear on flexural motion of isotropic elastic plates, J. Appl.
Mech., 1, 18 (1951).

3. R. MINDLIN, H. DERESIEWICZ, A. SHACKNOW, Flexural vibrations of rectangular plates, J. Appl. Mech.

3, 23 (1956).

4. E. BieLEwiczZ, L. DzieMIDOWICZ-TKACZ, Pewna metoda numeryczna w teorii plyt grubych, 11 Konferencja

«Metody komputerowe w mechanice konstrukcji», Gdansk 1975.

Peaome

MOIUPHUMPOBAHHLIII METOM CHJI HOBAUKOI'O B JUHAMUKE IUIACTHH
C YYETOM UHEPUMWIM BPAMIEHHNS 11 NEPEPE3LIBAIOUIMX CHJI

B paGorte mpeacraBieno npuMcHeHHE MeToda cuil HoBauioro i npobdyieme coGCTBEHHBIX KONEOaHMI
KOHCOJIbHOH TUIACTHHBI. DTOT METON MOMKHO MPUMEHATh K PEUIEHHIO JMHAMHUECKHX 3a1ay IS IPSAMO-
YTOJIbHBIX IUIACTHH C PA3VTHYHBLIMI KPaeBbLIMH yCHOBHAMM. JIpeHMYLIECTBOM METOA ABJIACTCH BO3MOMK-~
HOCTL 3(pHEKTHUBHOIO yYBEIHUEHMSI CXOAHMOCTH PALOB, ONpeNe/IAIOIHX HCKOMbIC YCHIIMA.

Summary

THE MODIFIED NOWACKI METHOD IN DYNAMICS OF PLATES, THE INFLUENCE OF
SHEARING FORCES AND THE ROTARY INERTIA BEING TAKEN INTO ACCOUNT

This paper presents the application of the modified method of Nowacki to solving the boundary-
value problem of a cantilever plate, account being taken of the shearing forces and rotary inertia. This
method can be used in dynamic problems of rectangular plates with arbitrary boundary conditions. Advan-
tage of this method consists in the possibility of increasing the convergence of the series for the displace-
ments and internal stresses.
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TWIERDZENIE WZAJEMNE I FUNKCJA GREENA DLA UKEADOW DYSKRETNYCH
Z LOSOWYM WYMUSZENIEM

HENrRYK WALUKIEWICZ (GDANSK)

1. Wstep

W pracy [4b] sformulowaliémy i udowodnili§my twierdzenie wzajemne (typu twier-
dzenia Bettiego w teorii sprezystoéci) w zakresie dwoch pierwszych momentéw dla za-
gadnienia stacjonarnego:

(L.1) E{F()}TVE{Y(1)}® = E{F()} " PE{Y(1)}*",
(12 [ {KPEOYOKPE-9)Pds = [ {KPE)) TP KR (x—s)}0ds.

Wskazniki (1) i (2) oznaczaja dwa uklady przyczyn i skutkdéw.

Twierdzenie (1.2) dotyczy funkcji autokorelacyjnych losowych obcigzen {F(r)} i lo-
sowych przemieszczenn {Y(¢)} dla ukladéw o # stopniach swobody. Istotnym zatoZeniem
twierdzenia (1.2) bylo, Ze obciazenia dzialajace na uklad sg nieskorelowane, tzn. K{f’(z) = 0
dla k # I Nastgpnie wykazaliémy, Zze w przypadku obciazen skorelowanych mozna
zawsze za pomocg transformacji podobienstwa przejé¢ do takich wspétrzgdnych sit i prze-
mieszczen, Ze dla przetransformowanych funkcji autokorelacyjnych zachodzi twierdze-
nie (1.2).

W przypadku obciazen dowolnie skorelowanych istniala jednak zasadnicza trudno$é¢
teoretyczna: nie mozna bylo wprowadzi¢ pojecia funkcji Greena dla funkcji autokorela-
cyjnych reakcji uktadu. '

Obecnie wszystkie trudno$ci zostaly pokonane. Sformutujemy twierdzenie wzajemne
dla momentéw drugiego rzedu i obciazeri dowolnie skorelowanych. Twierdzenie (1.2)
wyniknie wéwczas jako przypadek szczegdlny. Wprowadzimy pojecie funkcji Greena
w tym ogdélnym przypadku. Wykazemy wreszcie, Zze dla obcigzen o zdeterminowanej
czgstosci nasze twierdzenie przechodzi §ci$le w dobrze znang postaé twierdzenia Mexwella-
Betti dla harmonicznych drgan wymuszonych. Dla wykonania powyZszego planu musimy
ednak nieco rozszerzyé aparat matematyczny stosowany w [4b].

2. lloczyn wewnetrzny w przestrzeni macierzy zespolonych

Wiadomo, ze zbidr przeksztalcenn liniowych pewnej przestrzeni wektorowej moze
by¢ sam uwazany za przestrzen wektorowa [1, s. 197]. Poniewaz macierze gestosci widmo-

10+
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wych s, ogdlnic biorac, zespolone, wprowadzimy iloczyn wewnetrzny w przestrzeni
n*-wymiarowej zespolonej za pomoca wzoru

2.1) (AL, [B]) = tr([A]*[B]),

gdzie [A4] i [B] sa kwadratowymi macierzami o wymiarze # x n, o elementach zespolonych.
Nawiasy lamane oznaczajg iloczyn wewngtrzny, tr(...) oznacza $lad macierzy, gwiazdka
za§ macierz zespolong sprzgZzona, transponowana, tzn. [A]* = [A]%.

Musimy przede wszystkim sprawdzié, czy (2.1) spelnia znane [l,s.139] aksjomaty
iloczynu wewnetrznego. Nalezy zaznaczy¢, ze w literaturze spotyka si¢ pewne réznice przy
formutowaniu tych aksjomatéw. Stad wynika konieczno§¢ podawania obok definicii
aksjomatow

y) X, 00 =<y, x);
2) ' Cax+By, 2y = alx, ) +p{y, z):
3) {x,x) = 0 dla kazdego x; <{x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.

X, ¥, z sa tutaj dowolnymi elementami zespolonej przestrzeni wektorowej; o i 8 sa
dowolnymi liczbami zespolonymi.
Sprawdzimy aksjomat 1):

<[A], [B]) = tr([A]*[B]) = tr([B]"[4]) = tr([BI*[4]) = <[B], [4]}; c.b.d.o.
Dla aksjomatu 2) otrzymamy: '
Ca[A)+B[B], [CD = tr((@[4]*+BIBI*)(C]) =
' = tr(@[4]* [C]+ BIBI*[C]) = atr([4]*[C])+
+Btr ([BI*[CD) = &{[4], [C]) +B{[B], [C]y; c.bd.o.
W przypadku aksjomatu 3) otrzymamy:

(4], [A]> = tr ([A]*[4]) = lay;|* +laz*+ . + lan]*+ ... +]aam]® = 0; c.b.d.o.

W powyZszych przeksztalceniach wykorzystano znane zaleznoéci; niektdre z nich beda
potrzebne w dalszym ciggu:

tr([4] = tr([4]7); tr([4]) = tr([A]); tr([4]+ [B]) = tr([4])+tr([B]);
tr(a[4]) = atr([4]).

Kreski pionowe oznaczaja moduly odpowiednich elementéw macierzowych. -

3. Twierdzenie wzajemne dla funkcji korelacyjnych

Podstawows zalezno§¢ pomiedzy macierzami gestosci widmowych na wejsciu i wyjsciu
ukiadu przyjmiemy w postaci [2, s. 158]

G0 [GP(w)] = [H(w)] [(*P(w)] [H(w)]*,
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gdzie deterministyczna macierz funkcji przenoszenia [H(w)] opisuje ukiad
(3.2) [H(w)] = (—w?[M]+io[C]+ KDY,

natomiast [M], [C], [K] sa, odpowiednio, macierzami bezwladnosci, ttumienia i sztyw-
noéci, a @ jest czgstoscia katowa.

Funkgcje korelacyjne i gestosci widmowe sa, jak wiadomo, zwigzane parg transformat
Fouriera:

KP@] = [ 6P @explion)do,

— 00

(3.3 o
()] = 5 f [K®(Dexp (= iwr)dr.

Twierdzenie. JeZzeli macierz funkcji przenoszenia [H(w)] jest symetryczna ze spo-
lona, to

34) [ AKPEIO, KO @=9Pds = [ (KPEI, [KO(r -]V ds.,

Dowéd. Zalozenie oznacza, Ze [H]= [H]T i [H]= [H]*. Utworzymy iloczyn
wewnetrzny ([GP]V, [GP]®) i wykorzystamy kolejno definicje (2.1), zalozenie, wlas-
no$é¢ $ladu macierzy transponowanej oraz wlasno$¢ dla dowolnych macierzy nxn:

tr({4] [B] [C] (D)) = (] [C] D] [4D),
35 <GP, [GVIP) = wr (IGPIOT[H]GPI[H]*) =
= tr([GPIVTHT[GPID[H) = tr ((H*[GOIPTH]GIY) =
= r([GPIPTHIGPIVHT) = ([GPIP, [GPID).

Zauwazmy, ze zaleZnoé¢ (3.5) ma charakter twierdzenia wzajemnego dla macierzy gestosci
widmowych. Zapiszemy (3.5) w postaci rozwinigtej

(3.6) GRVGRP+GFVCHRD+ L +GROGD+ L +GROCRD = (1) 2 (2).

Symbol po prawej stronie réwnosci w (3.6) oznacza przestawienie indekséw (1) i (2).
Wykonujemy teraz na (3.6) odwrotng zespolong transformacj¢ Fouriera i korzystamy
z twierdzenia o splocie. Mamy zatem

[s¢]
BN [ (KROGKED (1—5)+KEOSKHP(r—9)+ ...

- 00

FKPOEKDD(r—5)+ ... +KPO(KDPD(r—5))ds = |(1) 2 ().

Stad otrzymujemy juZ teZQ twierdzenia (3.4), c.b.d.o. _

Jezeli zalozymy, 2e KiP =0dlak #1 (k,l= 1,2, ..., n), to w réwnaniu (3.7) pozo-
stang tylko wyrazy o dwoch indeksach identycznych (autokorelacje) i (3.7) przechodzi
dokladnie w twierdzenie (1.2).
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4, Funkcja Greena
Wprowadzajac funkcj¢ Greena uczynimy twierdzenie (3.4) podstawa rozwigzywania
probleméw dynamicznych w zakresie funkcji korelacyjnych.
Niech obciazenie zewnetrzne dzialajace w i-tym stopniu swobody posiada funkcj¢
korelacyjng w postaci delty Diraca §(7):

KiP(r) = 27Cé(7), (C = const, C > 0);

zaktadamy przy tym, Ze pozostate funkcje korelacyjne obcigzen sa réwne zeru. Oznaczajgc
ten stan obcigzen wskaznikiem (1), otrzymamy z (3.4) po zmianie argumentu

@) KO = 5o [ KOEI, KOs (= 1,2, ..,n).

Macierz [KP(7—s)]V nazwiemy funkcja Greena dla funkcji autokorelacyjnych reakgji
uktadu.

Mozemy wiec sformutowaé wazne stwierdzenie. Znajomo$¢ rozwiazania dla bialego
szumu pozwala wyznaczy¢ ze wzoru (4.1) funkcj¢ korelacyjna reakcji dla dowolnego obcia-
zenia (o dowolnym rozkiadzie prawdopodobienstwa).

Whniosek ten, wedlug posiadanych przez nas informagji, jest nowy!). Wprowadzona
funkcja Greena jest na ogél niesymetryczna, spetnia natomiast warunek

“42) K D(r-9)] = [KP(s— 7).

5. Przypadki szczegélne
Przyjmiemy obciaZenie zewngtrzne w postaci

6. {F()} = {f}cos(@ot+¥),
gdzie {f} jest deterministycznym (rzeczywistym) wektorem amplitud, w, ustalong czgs-
toécia, a ¥ jest zmienng losowa o rozkladzie réwnomiernym w przedziale [—m, + 7].
Taki proces wektorowy jest stacjonarny i ergodyczny wzgledem warto$ci przecigtnej 1 funk-
cji korelacyjnych (por. [3, s. 120]).

Na podstawie realizacji procesu wyznaczymy funkcje korelacyjne (y jest wartoscig
zmiennej losowej ¥):

1

T

. 1

52 KPP = ;1m 3T ffkcos(wot+1p)ﬁcos(wot+wor+1p)dt = 7fkf,cos(coo'l:).
—00 =T

Macierz funkcji- korelacyjnych przyjmie zatem postaé
i fifes o Sid
(3 KOE] = geos @ |0 2 Ly eoso0),
Safts s S
1 Uwaga dotyczy uktadéw zdeterminowanych z losowymi wymuszeniami. W innych zagadnieniach

dynamiki statystycznej (np. w teorii osrodkdw statystycznie niejednorodnych) znane sg koncepcje stocha-
stycznych funkcji Greena.
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Znajdziemy teraz macierz korelacyjng reakcji, na podstawie relacji analogicznej
do (3.3)

(5.4) [KM(7)] = f [GD(w)]exp (i T)dew = f [H ()] [GP(w)][H ()]* exp (iwT) dw.
Ze wzoru (3.3) i (5.3) otrzymamy macierz ggstosci widmowych obcigzen

(5.5) [GPNw)] = — {fI {f}7(0(0+wo)+ S(w=—0wy)),

gdzie 6(...) oznacza delt¢ Diraca.
Podstawiajac (5.5) do (5.4) otrzymamy

(5.6) KD ()] = —( [H (=)l {f}{f}TTH (—wo)]* exp (—iwo7) +
+[H () {f}{f}T[H (wo)]*exp (it 7)).
Zauwazimy, ze
[H (~wo)] = [H(wo)] = [H (wo)]*,
oraz
[H(—wo)]* = [H(wo)]" = [H(wo)].

Wynika to ze wzoru (3.2), przy wykorzystaniu zaloZenia o symetrii [H(w)].

Rozpatrzmy przede wszystkim przypadek statyczny, tzn. w, = 0. Wowczas [H(w,)] =
= [H(we)]* = [K]™* (wzor 3.2). Pamigtajac, ze [K]™* {f} = {»}, gdzie {y} jest wektorem
przemieszczen (niezaleznym od czasu), mozemy wyznaczy¢é macierz korelacyjng (5.6)

K@) = 5 1K1 {7} UK = o D)0

przy czym wykorzystano symetri¢ macierzy sztywnosci [K]. Widoczne jest, Ze macierz
korelacyjna nie zalezy od 7. Podstawiamy powyZszq macierz do zwigzku (3.4):

o0 [ee]
1 7 . .
6D [ KO, K=l ds = [ PO, (I 5}y ds =
—o0 —00
L [FEOSOID, L SO [HO O, e P
1 (M £ 2(1) : 1$2) 15(2) ,,2(2) :
f<ff f _. . .}2‘y1 ’.}/2 s_' . >ds=
N SN oo ey, L e

1
— _4_012(1)},%(2)+fl(l)f2(l)y(12)y<22)+ +f,$“f1‘”y$.2’y‘,2)+

R [ ds = LU+ L PP 200) = 1) = Q).
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W ostatnim przeksztalceniu powyzszego wzoru wykorzystano zalezno$é znana z kombi-
natoryki

- 5
2 \ Ky ok k

. ta)? = - akiak: ... gke,
(@ +az+ ... +a;) N RV N e s

gdziek,+k,+ ... ky=2oraz k; =0,1,2, (i = 1,2, ...,9).
oo
Catke fa’s zastapiono symbolem 2x6(0). Obie strony (5.7) scatkujemy, uwzgled-
—0
niajac, Ze
o

[ 8@ax = 1.

—c0
Mnozac z kolei obustronnie (5.7) przez stala 2/% i wyciagajac pierwiastek, otrzymamy

58) IO = (T,

Otrzymalismy wiec zﬁanq ze statyki postaé twierdzenia Maxwella-Betti.
Powrdcimy teraz do wzoru (5.6), ktory przepiszemy w postaci

(5.9) [KD(7)] = %([’H(@o)] {FH{IT[H (wo)]Texp (—iwo T)+
+ [H (@)l {/}{}T[H (wo)]* exp (i, 7).

Wprowadzimy oznaczenie:
(5.10) [N1= [H (@)l {f}{/}T[H @)

Wowcezas (5.9) mozemy zapisaé w formie skréconej
1 _
(5.11) [KM(D)] = T([N]exp(—iwor)-{— [N]exp (iw1)) =

= ; (Re[N]cos(wo 7)+Im[N]sin(w, 7)).

Jezeli ‘

(5.12) Im([N] = [0],

to

(5.13) [KD(7)] = %Re[N]cos(wo 2.

Fakt ten ma dobre uzasadnienie w deterministycznej teorii drgan wymuszonych ukta-
déw z tlumieniem lepkim. Wiadomo bowiem, ze przy wymuszeniu typu (5.1) reakcje
ukladu opisanego macierza (3.2) sg nie tylko przesunigte w fazie z wymuszeniem, ale réw-
niez nie sa w fazie miedzy soba, np.

’

yicos(wot+0,)

(5.14) ()} = |);2cos((,uot+62) .

yacos(weof+0,)
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Stad, jak latwo sprawdzié, otrzymaliby$émy ze wzoru typu (5.2):
1
(5.15) KP(r) =7yk)f‘,cos(wo'r+9,—0k) k,i1=1,2,..,n.

Wystepowanie przesunigcia fazowego w (5.15) jest zgodne ze wzorem (5.11). OtrzymaliSmy
zatem interesujacy wniosek: aby skiadowe reakcji byly migdzy soba w fazie musi byc
spelniony warunek (5.12).

Przejdziemy do wyprowadzenia twierdzenia wzajemnego dla tego przypadku;

[V] jest teraz rzeczywiste, tzn.
[N] = [N] = [H(@)l{f}{/}[H (@)]*.
Oznaczajac
(5.16) [H(wo)l{f} = {J},
gdzie {y} jest zespolonym wektorem amplitud ([H(w,)] — zespolone, {f} — rzeczywiste),
otrzymamy

.17 [KM(7)] = —é— {y}{p}* cos (wofr).

Przeksztalcenia analogiczne do wykonywanych we wzorze (5.7) doprowadza nas do
zaleznosci

(5.18) OISO = ()OI G0,

Zalézmy teraz, ze macierz ttumienia [C] — [0]. Wowcezas ze wzoru (5.16) wynika, Ze

0} = 0},
gdzie {y} jest rzeczywistym wektorem amplitud. Poniewaz teraz {y} = {y}, zaleznoé¢
(5.18) przechodzi w '

(5.19) ({307 (3@ = ({127 {y})2.

Wyciagajac obustronnie pierwiastek otrzymujemy twierdzenie wzajemne dla amplitud
w zagadnieniu drgan harmonicznych. Trzeba jednak zauwazy¢, ze.w przypadku [C] = [0]
traci sens metoda widmowa, na ktérej opiera si¢ wyprowadzenie twierdzenia (3.4). Ukiad
traci bowiem wlasno$¢ asymptotycznej stabilno$ci [3].

Z rozwazan zawartych w p. 5 moZna wyciagnaé wniosek metodologiczny. Podejécie
probabilistyczne do zagadnienia relacji wzajemnej w zagadnieniu stacjonarnym dato prosty
wynik — wzér (3.4). Préba formulowania podobnych zaleznosci przy podejsciu determi-
nistycznym wydaje si¢ beznadziejna. Wskazuje na to relacja (5.18) (uzyskana ponadto
przy silnym ograniczeniu (5.12)). ’

6. Uwagi koncowe

Przedstawione rezultaty maja, naszym zdaniem, nie tylko warto$¢ metodologiczna.
Mamy tu do czynienia z pewnym nowym elementem: relacja wzajemna na losowym
(makroskopowym) poziomie rzeczywistoci. Twierdzenia (3.4) i (1.1) moga byé fatwo
sprawdzone eksperymentalnie.

~
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Pesome

TEOPEMA O B3AMMHOCTH M PYHKIIMA 'PHHA IJI51 JUCKPETHBIX
CUCTEM CO CJIIY‘{AVIHI)IMI/I BO3OEUCTBUSAMU

B pabote chopmynupoBasbl M JTOKa3aHbl TEOPEMBI O B3aUMHOCTH (Tuma Teopembl BeTTH) AN Cliy-
YaifHOM, CTALMOHAPHOMH 3alaul B IIpefleNax IByX IMepBLIX MOMEHTOB. Ha OCHOBaHHM 3THX COOTHOLe-
HMIii, BBefeHo NoHATHe (yHrumu I'puHa AN aBTOKOPPENAUMOHHBIX GyHKIME BBIXOIZHOrO IpoLecca
(npy cryyaitybIX npolueccax Ha Bxone). B paGoTe 0600lIaIOTCA pe3ynbTaThl, AOKa3aHHbIE B [40].

Summary

RECIPROCAL THEOREM AND GREEN’S FUNCTION FOR DISCRETE SYSTEMS WITH
RANDOM EXCITATIONS

The paper is dealing with the derivation and proofs of reciprocal Betti type theorems for random
problems of stationary type, within the scope of the first- and second-order moments. On the basis of these
relations, the notion of Green function for autocorrelation with respect to the system response, for the
random excitation problem have been introduced. In the paper the author discusses a generalization for
the results of the work [4b].

ZAKLAD MECHANIKI BUDOWLI
POLITECHNIKI GDANSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 lutego 1976 r.
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SPRAWOZDANIE

7 DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ ZA I KWARTAL 1976 ROKU

1. Zebrania naukowe

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 10 zebran naukowych, na ktérych wygloszono 11 referatéw
o nastgpujacej tematyce:

Liczba
Lp. Data Prelegent Temat _uczest- i dysku-
nikéw | tantéw
1 2 3 4 5 6
Oddzial w Bydgoszczy

1 22.03.76 K. Wernerowski Reoelektryczne modelowanie ana-

logowe 18 4
2 22.03.76 A. Golik Zastosowanie metody funkcji opi-

sujacej do analizy ukladéw stero-~

wania automatycznego 18 3

Oddziat w Czg¢gstochowie

3 24.01.76 J. Moszynski Energetyka za 100 lat 38 4
4 05.03.76 S. Borkowski Niektére problemy osrodkéw fi-

zykalnie nieliniowych 17 4
5 24.03.76 W. Krzy$ Zagadnienia przystosowania si¢

polaczen ciernych do obcigzen

zmiennych w czasie 47 5

Oddziat w Gliwicach

6 08.01.76 Cz. Wozniak O niestandardowych metodach

w mechanice 28 3
7 20.01.76 Z. Kaczkowski Metoda czasoprzestrzennych ele-

mentdw skorczonych 39 4

Oddzial w Krakowie

8 19.03.76 G. Szefer Kierunki rozwoju metod optyma-

lizacji 19 7

Oddzialt w Lodzi

9 15.01.76 W. Kufel Modele warstwowe grubych piyt

i powlok 22 2
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1| 2 3 ] 4 | s 6

Oddzial w Poznaniu

10 | 16.02.76 Z. Wesotowski Propagacja fal w nieliniowych
" oé$rodkach sprezystych 18 6
|
Oddziat w Szczecinie
11 | 04.02.76 E. Bielewicz Statyka powloki toroidalnej w uje-
! ciu metody elementdéw skonczo-
. { nych 26 5

2. Sympozja

Oddziat w Gliwicach zorganizowal w dniach 20—26 lutego 1976 r. XV Jubileuszowy Sym-
pozjon pod hastem «Optymalizacja w Mechanice». W Sympozjonie wziglo udzial 160 oséb, w tym 24
studentow Studenckiego Kola Naukowego. Wygloszono 49 referatéow.

3. Sesje naukowe

Oddzial w Lodzi zorganizowat w dniach 8 i 9 kwietnia 1976 r. w Arturéwku k. Lodzi Sesje
Naukowa polaczona ze Zjazdem Delegatow Towarzystwa. Podczas Sesji Naukowej wygloszono 3 naste-
pujace referaty:

1. prof. dr Jan SZMELTER — Metody komputerowe w mechanice, 2. prof. dr inz. Umirbek DzorDa-
ssEkow, rektor Uniwersytetu w Alma-Ata — Teoria plaskich mechanizméw wyziszych klas, 3. prof. dr
Witold Nowackl — Pola sprze¢zone w mechanice ciala stalego.

W dyskusji nad wygloszonymi referatami zabralo glos 12 oséb.

4. Seminaria

Oddziat w Gdansku zorganizowal seminarium na temat «Elementy analizy funkcjonalnej».
Wyklady prowadzone przez doc. B. PALCZEWSKIEGO odbywaly si¢ raz w tygodniu (1,5 godziny).

Oddzial w Gliwicach sprawowal patronat nad obradami seminarium Studenckiego Kota
Naukowego im. prof. BURZYNSKIEGO. W czasie obrad seminarium, w ktérym brali udzial réwniez uczest-
nicy odbywajacego si¢ jednoczesnie Sympozjonu «Optymalizacja w Mechanice», wygloszono 22 referaty.

Oddzial w Rzeszowie zorganizowal 4 seminaria na temat «Metoda elementdéw skonczo-
nych», ktére prowadzit doc. dr M. Bossak, oraz 6 seminaridow na temat «Metody numeryczne w zasto-
sowaniu w mechanice», ktére prowadzit mgr inz. J. SMYKLA. Srednia liczba uczestnikéw wynosila 16 0s6b,
§rednia liczba dyskutantéw 8 osob. “

S. Kursy'

Oddziat w Poznaniu przeprowadzil na przelomie lutego i marca 1976 r. kurs na temat «Pod-
stawy termodynamiki ciala stalego». Wygloszono 4 wyklady, ktérych wystuchato 29 oséb.

6. Sprawy organizacyjne

Liczbe czlonkdéw w poszezegblnych Oddziatach ilustruje nastepujaca tablica: |
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) ) . | Przybylo lub

Lp. Oddziat | Stan na koniec St‘jn na koniec ! ubylo w okresie

IV kw. 75 I kw. 76 sprawozdawczym
1 | Bydgoszcz i 24 _ 24 | —
2 Czestochowa | 41 5 41 | —
3 | Gdansk | 54 54 —
4 | Gliwice ' ‘ 145 135% —10
5 | Krakow ' 75 75 —
6 t.6dz | 50 52 +2
7 | Opole | — | 18%% +18
8 | Poznan 66 i 57%%6) -9
9 Rzeszéw 20 25 +5
10 Szczecin 31 31 —
11 Warszawa 222 | 222 —
12 Wroclaw 64 | 64 —
13 Zielona Goéra — I 18 +18
792 , 816 24

*) Liczba czlonkéw zmalala w zwigzku 2 przejéciem niektérych osé6b do nowo utworzonego Oddzialu w Opolu.
**} Z powodu braku sprawozdania dane wzi¢to wedtug listy obecnosci podczas zebrania Czionkow Zalozyciehi.
***) Liczba czlonkéw zmalata w zwigzku z przejsciem czg$ci 0s6b do nowoutworzonego Oddzialu w Zielonej Gorze.

W okresie sprawozdawczym odby! si¢ Zjazd Delegatéw PTMTS. Ponadto odbyly si¢ zebrania Zarzadu
Gléwnego 1 Glownej Komisji Rewizyjnej oraz 40 zebran organizacyjnych w Oddziatach.

SZKOLA LETNIA «LINIOWA I NIELINIOWA SPREZYSTOSC I TERMOSPREZYSTOSC»,
Jablonna, 24-29.05.1976 r.

Juz po raz drugi Komitet Mechaniki i Fizyki O$r6dkéw Cigglych PAN zorganizowal Szkole Letnia
poswigcona wybranym zagadnieniom teorii sprezystodci. Pierwsze spotkanie zorganizowane wspélnie
z Uniwersytetem Warszawskim odbyto si¢ we wrze$niu 1974 r. i bylo po$wigcone dynamicznym problemom
ukladéw sprezystych. Obecne za$ obejmowalo oprécz nieliniowych zagadnien teorii sprezystosci takze
termosprezystosé.

Injcjatorem zorganizowania Szkoly byl prof. W. Nowackl, ktory opracowal takze program naukowy
tego spotkania. ‘

Wykladowcami byli: prof. P. CHaDWICK z Uniwersytetu East Anglia, prof. W. NowackI z Uniwer-
sytetu Warszawskiego, prof. Z. WEsorLowsklI z Instytutu Podstawowych Problemoéw Techniki PAN, prof.
Cz. WoZNIAK z Uniwersytetu Warszawskiego oraz dr J. WYRWIKSK! takze z UW.

Prof. P. CHADWICK przedstawil wyktad na temat: «Termomechanika cial gumopodobnych», ktory obej-
mowal konstrukcje modelu matematycznego materialdbw gumopodobnych oraz zagadnienia szczegdlowe:
problemy termosprezyste walca (Sciskanie i skrecanie), ruchy symetryczno-sferyczne oraz fale przyspie-
szenia. Sformutowane wyniki uzupelniono analiza poré6wnawcza z rezultatami empirycznymi. Przedsta-
wiono takze dla pewnej klasy cial twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwiazan.

Wyktad prof. W. NOWACKIEGO «Podstawy energetyczne termodyfuzji» mial charakter problemowo-
przegladowy i zawieral wprowadzenie do dzialu mechaniki ciala stalego lezacego na pograniczu teorii
sprezystosci 1 chemii fizycznej. Znalazly si¢ w nim takze sformulowania wielu twierdzen ogblnych oraz
problemoéw otwartych.

W wykladzie prof. Z. WESOLOWSKIEGO pt. «Fale przyspieszenia i fale silnej nieciaglo$ci» omoéwiono
warunki zgodnosci dla powierzchni nieciaglosci, falg biegnaca, predkosci fazowa, grupows oraz predkosc
sygnalu poruszajacych sig fal silnej niecigglo$ci.
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Prof. Cz. WozNiak w wykladzie «Nieliniowa termosprezysto$é dyskretnych i ciaglych ukladéw mate-
rialnych» skonstruowal model ukladu materialnego w ramach termomechaniki analitycznej, tj. termome-
chaniki cial z wigzami termomechanicznymi. Omowit pojecia pierwotne, aksjomaty oraz przedstawit réwna-
nia podstawowe termomechaniki analitycznej. Wskazal takze na zwigzki skonstruowanego modelu z mecha-
nika niestandardows.

Z kolei wyktady dr. J. WyrwiNskIEGO «Fale sprezyste w osrodkach poddanych wiezom» zawieraty
propagacje fal sprezystych przy obecnosci wigzb6w geometrycznych i kinetycznych oraz warunki propagacji
fal w sprezystych osrodkach wiotkich.

Wyklady cieszyly si¢ duzym zainteresowaniem, o czym $§wiadczyly zaréwno frekwencja, jak i zywe
dyskusje po wyktadach. Teksty wyktadoéw beda wydane przez ,,Ossolineum” w roku przysztym.

Uczestnikami Szkoly byli pracownicy politechnik z wigkszosci o$rodkéw akademickich w Polsce
oraz pracownicy IPPT PAN, ITB, UW, WAT.

Wydaje si¢ bardzo celowe (wskazywaly na to liczne wypowiedzi uczestnikéw) kontynuowanie tego
typu kurséw, bedacych bogatym Zrdédiem informacji o najnowszych osiagnieciach w mechanice ciala
staltego.

Wieslaw Kufel (Warszawa)

UZUPEENIENIE WYKAZU KOLOKWIOW EUROMECH W 1977 R.®

Nazwa, termin i miejsce Przewodniczacy
86. The Boltzmann equation — theory and experi- Professor C. Cercignani
ment Istituto di Matematica
30 marca — 1 kwietnia 1977 Politecnino de Milano
Bologna Piazza Leonardo Da Vinci, 32

20133 Milano, Italy
87. Unsteady transonic flow on airfoils and in cascades .
11—15 kwietnia 1977

Liblice Castle .

88. Two-phase flow systems with condensation phe- Prof. D. Barschdorff
nomena Institut fiir Thermische
30 marca — 1 kwietnia 1977 Strémungsmaschinen,
Karlsruhe Universitdt Karlsruhe

Kaiserstrasse 12
7500 Karlsruhe, RFN, and
Prof. R. Puzyrewski,
Gdansk, Polska
89. Vibration control by damping
22—24 ¢zerwea 1977
Lyon ’
91. Dynamic crack propagation in solids
18—20 sierpnia 1977
Jablonna
94. Propagation of sound waves in inhomogeneous .
media and problems of identification
5—9 wrzesnia 1977
Marseille

*) Pozostate dane o tych i innych KOLOKWIACH EUROMECH sg zamieszczone w Mech, Teoret. i Stos., 14, 3 (1976).
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Nazwa, termin i miejsce
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Przewodniczacy

96.

98.

Numerical analysis of dynamic interaction of
structures with fluids
12—15 wrzesnia 1977

Swansea .
Mechanics and physics of gas bubbles in fluids

22—24 listopada 1977
Eindhoven

li

Prof. G. Vossers
Technische Hogeschool
Eindhoven

Postbus 513

Den Dolech 2

Eindhoven, Netherlands and
Prof. L. van Wijngaarden,
Enschede,

Netherlands



W nastepnym zeszycic ukaza si¢ prace:

K. Grysa, M. Kwiek, Stan napregzen w walcu kolowym wywolany przylozeniem stalej tempera-
tury na pobocznicy

TennoBbie HANPAXMEHHs B KPYIJIOM LMIMHApE BbLI3BAHHbIE BHE3AIIHLIM M3MEHEHHEM TEMIlepa-
Typbl Ha €ro Kpao
Dynamical thermal stresses in a circular cylinder due to sudden change of temperature on its
surface .

W. SwisTErsKI, Badania elastooptyczne modeli plaskich z wykorzystaniem holografii
HcenepoBanne MIOCKMX MOpelieli METONOM rosiorpacguueckoit ¢oroynpyrocru
Photoelastic investigation of two-dimensional models by means of holography

K. Rup, J. TaLer, Okredlenie nieustalonego pola temperatury w $ciance plaskiej przy zmiennym
wspdlczynniku przewodnictwa cieplnego
Omnpepnenenne HeCTALMOHAPHOTO TEMIIEPATYPHOrO MOJS B IUIOCKOH CTEHKE ¢ IEpeMEHHBLIM
K03GhGHLMEHTOM TEMUIIONPOBOOHOCTH
Determination of transient temperature fields in plane walls of variable thermal conductivity

J. KuBik, O wyznaczaniu naprezen cieplnych wywolanych ruchomymi obciazeniami termicznymi
IIpumeyaHUsT K ONpPENesSIEHHIO TETUIOBbLIX HANPSKEHHMH BbI3BAHHLIX NBHYKYLIMMHCH TepMH-
UECKMMH HArpy3Kamu
On the determination of thermal stresses due to moving heat sources

A. STrRzELCZYK, S. WoiciecH, Numeryczne rozwiazanie zagadnienia statecznosci ortotropowej
plyty pierécieniowej
UucneHyoe peuwleHue 3agauu 00 YCTOMUMBOCTH KOJBLEBOH IIACTHHBI ¢ LMIMHADHUYECKOMH
OPTOTPONHEH
Numerical solution of the problem of stability of an orthotropic annular plate

J. STELMARCZYK, Obliczanie charakterystyki dynamicznej konstrukcji plytowo-sprezynowej za
pomoca metody sztywnych elementéw skonczonych
Onpepenenne AMHAMMUECKON XapaKTEPHUCTUKH IUIMTHO-TIPY)XHHHOI KOHCTPYKLIMH METOLOM
YKECTKUX KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB
The rigid finite element method of determining the dynamic characteristics of a plate-spring
structure

W. TRAPCZYNSKI, Analiza rozwiazan kinematycznie dopuszczalnych dla zagadnienia naporu $cian
o réznych ksztattach
HccnenoBanne KMHEMATHUECKH JOMYCTHMBIX PEUIEHME JUISL 3allau¥ Hanopa CTEHOK pasjinu-
Horo npodus
Analysis of kinematically admissible solutions of earth-moving processes in the cases of var-
ious pushing wall forms

J. KoLENDA, Nieliniowe drgania elastycznie zawneszonych silnikéw tlokowych przy kinematycz-
nych wymuszeniach stochastycznych
Henunejinble KoneGaHus ynpyro NOABEPIKEHHLIX NOPLIHEBBLIX ABHraTenel Mpy ciyuyaiHbIX
KHHEMATHUECKHX BO30Y KIECHHAX
Nonlinear vibrations .of elastically suspended piston engine§ at kinematic stochastic excita-
tions

J. MaryNiak, K. MICHALEWICZ, Z. WINCZURA, Badanie teoretyczne wiasnosci dynamicznych lotu
obiektéw zrzucanych z samolotu
TeopeTnyecikue UCIBLITAHUA AHHAMHUECKHX CBOICTB MoJjieTa 00bEeKTOB cOpachiBaeMbIX C ca-
Monera
Theoretical research of dynamical flight characteristics of bodies dispodes from an aucraft

J. BracHUT, Optymaine ksztaltowanie prgta metoda programowania dynamicznego
OnTumabHOe MPOEKTHPOBAHME CTEPIKHA METOJOM AMHAMHYECKOTO INpPOrpaMMHpOBaHHA
Optimum design of a flexible bar by means of dynamic programming
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cd. ze s. II okladki

J. PIETRUCHA, Z. SzZEwczYK, Metoda sterowania modalnego i jej zastosowanie do ustatecznienia
lotu $miglowca
MeTton MOAEABLHOrO YIIPaBJICHHUs M €r0 NMpUMeHeHe K cTaluIN3alyH MojeTa BEPToIeTa
Modal control method and its application to the stabilization of helicopter flight

W. Mierzeiewski, Zmodyfikowana metoda sit Nowackiego w dynamice plyt z uwzglednieniem
odksztalceni postaciowych i bezwladnosci obrotowej
MomubrmpoBaHHLIH MeToA cuil HoBargoro B AHHAMIKE IUTACTHH C YUETOM HHEPIMM Bpalle-
HUA M OEPEpe3bIBAlOMIMX CHII
The modified Nowacki method in dynamics of plates, the influence of shearing forces and the
rotary inertia being taken into account

H. WarLukiewicz, Twierdzenie wzajemne i funkcja Greena dla ukladéw dyskretnych z loso-
wym wymuszeniem
Teopema 0 B3aUMHOCTH 1 GyHKIuH I'piHa I JUCKPETHBIX CHCTEM CO CydYaiHBIMK BO3geli~
CTBHIMHI
Reciprocal theorem and Green’s function for discrete systems with random excitations
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Cena zl 30.—

Warunki prenumeraty

Cena prenumeraty krajowej
rocznie zi 120,—
p6trocznie zt 60.—

J

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddziaty RSW ,,Prasa—Ksiazka—Ruch” oraz urzedy pocztowe
i dorgczyciele w terminach:
— do dnia 25 listopada na styczen, I-szy kwartal, I-sze pbirocze roku nastgpnego i na caly rok na-
st¢pay,
— do dnia 10 miesiaca poprzedzajacego okres-prenumeraty i na pozostale okresy roku biezacego.
Jednostki gospodarki uspotecznionej, instytucje i organizacje spoleczno-polityczne skladaja
zamdwienia w miejscowych Oddzialach RSW ,,Prasa—Ksiazka—Ruch”. :
Zaklady pracy w miejscowosciach, w ktérych nie ma Oddzialéw RSW, oraz prenumeratorzy
indywidualni zamawiaja prenumerate w urzedach pocztowych lub u dorgczycieli.

Prenumeratg ze zleceniem wysytki za granice, ktéra jest o 509 drozsza od prenumeraty krajo-
wej, przyjmuje RSW ,,Prasa—Ksiazka—Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. To-
warowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 1531-71 — w terminach podanych dla prenumeraty
krajowej.

Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwié we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz w ksig-
garniach naukowych ,,Domu Ksiazki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and addres
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona—Ruch
00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmieécie, P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to
the account of Ars Polona-Ruch in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa,
Poland. }

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajac od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik.

Zeszyty z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzadu Gldwnego PTMTS (Warszawa,
Pafac Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 14, z. 4, s. 449 — 564, Warszawa 1976, Indeks 36523
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