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O OPISIE FIZYCZNIE NIELINIOWEJ SPREZYSTOSCI MATERIALOW SYPKICH

Tomasz HUECKEL (WARSZAWA)
1. Wstep

Materialy sypkie wykazuja cechy sprezyste i plastyczne. Spr¢zys$cie zachowuja sig
w poczatkowej fazie obciazenia oraz w czasie odciazania i dociazania, kiedy stan napreg-
Zenia lezy wewnatrz powierzchni plastycznodci. Sg to procesy silnie nieliniowe nawet
w zakresie maltych deformacji. Ponadto maja one inny charakter przy pierwszym cyklu
odciazenia niz przy wielokrotnym odciazaniu i dociazaniu (por. [3]). W czasie pierwszego
odcigzania z danego stanu naprezenia zachodzg w materiale efekty mikroptyniecia pla-
stycznego i dopiero po pewnej liczbie cykli odciazania i dociazania zachowanie si¢ materiatu
jest czysto sprezyste (catkowita odwracalnoéé¢ odksztalcen przy zamknigtych cyklach od-
ciaZenia i docigzenia). Pomijajac mechanizmy stanéw przejéciowych, celowe jest w pewnych
przypadkach oddzielne traktowanie pierwszego odcigzenia oraz ustalonego odciazenia
idealnie sprezystego.

Za przyczyng tak silnie nieliniowych efektéw w materialach rozdrobnionych uwaza
si¢ na ogol znaczne zmiany gesto$ci zwigzane z deformacja materiatu, Model matema-
tyczny plastycznego zachowania si¢ cial o zmiennej gestoéci sformulowano w pracy [1].
Wplyw zmian ggstosci na sprezyste i plastyczne cechy materialéw zanalizowano w pracy
[2] zakladajac, na podstawie przeprowadzonych eksperymentdw w zakresie sprezystym,
zalezno$ci stycznych moduldw sprezystoéci od odwracalnej zmiany gestoéci. Zalozenie
takie dopuszcza wspomuiane mikroefekty plastyczne przy odciaZeniu oraz pozwala na
znaczne uproszczenie opisu materiatu [11].

W pracy pokazemy wlasnoéci prostych (tj. liniowych tensorowo) nieliniowych fizycz-
nie zwiazkéw opisujacych cechy sprezyste materialdw rozdrobnionych. Na podstawie zna-
nych warunkéw catkowalnoéci i potencjalnosci takich zwigzkéw zbadamy réZnice wystepu-
Jace przy réznych sposobach ich formulowania. Okazuje sig, Zze na ogdét znane zwiazki dla
materiatéw sypkich nie opisujg efektow czysto sprezystych; mozna je wigc odnosi¢ wytacz-
nie do pierwszego odciaZenia. Z drugiej strony wielu efektéw nieliniowych o charakterze
sprezystym nie mozZna opisaé w zakresie maltych deformacji przez zwigzki tensorowo
liniowe.

Rozwazaé bedziemy odwracalna czg$é przyrostowego zwiazku sprezysto-plastycznego,
ktdra zapiszemy w postaci

(1.1 deij = Ajjudoy
lub tez
(1.2) do; = Bijuden,

gdzie dej; jest odwracalnym przyrostem odksztalcen, doy ~— przyrostem naprezen, a A
stanowi macierz funkcji materialowych, ktéra wyznacza si¢ do$wiadczalnie, przy czym
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“jest ona, z uwagi na nieliniowo$¢ omawianych proceséw, funkcja stanéw naprezenia lub
odksztalcenia. )

Z charakteru hipotez, opartych na wynikach doswiadczen dotyczacych postaci tej
funkcji, wynikaja odmienne konsekwencje, ktore ograniczaja zakres stosowania postulo-
wanych zwiazkéw. Formutowanie tych hipotez odby_wa si¢ w dwojaki sposéb. Po pierwsze,
mozna przyjac, 2e na podstawie danych do$wiadczalnych da si¢ wyznaczyé jednoznaczna
zalezno$¢ (moduly sieczne) migdzy tensorem napreZenia o,; i tensorem odksztalcenia
sprezystego e;. Zrdzniczkowanie takiej zaleznodci daje zwigzek (1.1) lub (1.2). Po drugie,
powyZsze zaloZenie moZe by¢ niesprawdzalne do$wiadczalnie, natomiast udaje sie¢ z da-
nych do$wiadczalnych znalezienie zwiazkéw migdzy przyrostami do;; oraz de;; (moduly
styczne). Oznacza to, Ze takim samym przyrostom napr¢zenia w réznych stanach napre-
zenia (czy odksztalcenia) odpowiadajg rdzne przyrosty odksztalcenia. Tym samym, ko-
lejnych stanéw napreZenia i odksztalcenia niec mozna ze soba w ogélnosci powigzaé jedno-
znacznie.

Ponizej oméwimy, w §wietle wynikéw uzyskanych dla zwiazkéw ogdlnych, [7, 12],
wilasno$ci szczegdlnych postaci réownaf konstytutywnych majacych zastosowanie do
opisu oérodkéw rozdrobnionych (por. [8, 9, 5, 6]).

2. Wlasno$ci moduléw siecznych

W ogélnej formie zwiazek o;; = o0y;(¢;,) dla ciala izotropowego mozna zapisaé jako [4]

2.H oy = Do 0+ D e;+ D, e 61
lub /
2.2) ey = Yo 0i;+ ¥, 04+ V04045,

gdzie @y, D,, D, oraz ¥,, ¥,, ¥, sa dowolnymi funkcjami niezmiennikéw tensora od-
powiednio &;; oraz o;;. Zachowanie si¢ materialu opisane przez powyzsze zwiazki znane
jest jako sprezysto$¢ w sensie Cauchy. Procesy deformacji mogg byé w tym przypadku
dysypatywne, tzn. przy pewnych zamknietych cyklach w przestrzeni naprezen (albo od-
ksztalcen &;) material moze dysypowaé energi¢ mechaniczna (albo pobieraé ja z otoczenia,
czy zrédel pozamechanicznych, przy cyklach odwrotnych). Opis przez réwnania (2.1)
lub (2.2) moze by¢ stosowany do pierwszego odciaZenia z danego stanu napreZen, a funk-
cje inwariantéw @D, czy ¥, sg dowolne.

Szczegolng postacig zwiazkéw (2.1) lub (2.2) s3 zwiazki potencjalnej spr¢zystoscei
(w sensie Greena) lub hipersprezystoéci, kiedy zachodzi

ou
: L= . dla 2.1
(2.3) 0ij d¢l, 2.
lub
, v
& =
b= dla  (2.2),

a funkcje inwariantéw U i V sg potencjalami odksztalcen ¢j; i naprezen o;;. Rozpatrzmy
konsekwencje wynikajace z zatozenia (2.3) dla nieliniowych zwiazkéw tensorowo liniowych
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(tj., dla ktérych @, = 0, ¥, = 0), stosowanych w mechanice o$rodkéw sypkich. To ostat-
nie zalozenie pozwala rozprzac réwnania (2.1) i (2.2) na czgSci dewiatorowa i kulista.
Zapisujac np. (2.1) w formie powszechnie stosowanej, mamy (D, jest tu jednorodna funk-
¢ja &)

(2.4) Ok = K(«‘?/'.-k, o) Exks Sij = G(ew, E:m:)@:'j'
Znajdzmy pracg elementarng
(25) dU = Ukkde;'k +S,'jde;j,

bedaca w ogdlnosci forma Pfaffa. Wielko$¢ U jest tylko wtedy niezalezna od drogi catko-
wania, gdy wyrazenie Pfaffa dU jest rézniczka zupeina (dU = dU), tzn., gdy zachodzi
(2.3)1, czyli o = 0U/dery i s;; = 0U/dey;, przy czym spelnione sa zwigzki

(30,,k (3s,' (73," 8sk,
2.6 = L I = .
2:6) odei; Oepr’ dey de;;

Podstawiajac do tego ostatniego warunku zwiazki fizyczne (2.4), widzimy, Ze aby dla
materiatu opisanego przez nie istniat potencjat U, moduly K i G muszg spetniaé warunki

27 OK ehx, )l _ O[G(eiu, ci)ely]

dey;  Oepy
Podobnie, dla tensorowo liniowego zwiazku typu (2.2)
(2.8) ek = %(Ouks $i7) Okt = W(Opiy Sij) S

mozna sformutowaé¢ warunki potencjalnosci

9 el 5)ow] _ 0o, sp)s]

0s;; 00wk
Spetnienie warunkow (2.8) lub (2.9) nalozonych na moduly sieczne materiatu zapewnia,
2e zachowanie si¢ materiatu jest hipersprezyste, tzn. energia spr¢zysta nie zalezy od ko-
lejnosci poprzednich stanéw deformowania materiatu, lecz od aktualnej deformacji czy
napr¢zenia. Mozna zatem w ten sposdb opisywaé odciazanie w stanie ustalonych wia-
snosci.

Przy wyznaczaniu funkcji materiatowych dla opisu idealnie sprezystego zachowania
si¢ materialu wymagane jest wigc spetienie przez te funkcje dodatkowych wigzéw poza-
ich niezmienniczo$cia. Spelnienie tych wigzéw okresla efekty fizyczne, ktdre model moze
opisa¢ wykluczajac inne. Takie efekty wskaZzemy na przykladzie dwéch zwiazkéw kon-
stytutywnych typu (2.4) i (2.8) stosowanych w mechanice gruntéw [5, 6]. Niech zachodzi
odpowiednio '

(2.10) K=K(@), G=0G({) da (24,

do' /(0" +00) = dew
i
@.1n 2= x(onw), o =w(oy) da (2.5).
Fizyczny sens przyjecia moduldw jako funkcji gestoéci czy cisnienia $redniego jest
zwigzany z interpretacja zmiennej porowatosci w pierwszym, a sit kontaktowych migdzy
ziarnami w drugim przypadku, jako przyczyny zmian wlasnosci materiatu przy deforma-
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cji. Materialy te, jak fatwo sprawdzi¢ podstawiajgc (2.10) lub (2.11) do zwiazkéw (2.7)
czy (2.9), nie sa sprezyste w sensie Greena. Na przykiad dla (2.10) zachodzi

Okl _ o , IIG(Emen]

(2.12) 66_21 (38,(,(

Warunek (2.12) jest natomiast spelniony dla réwnaf (2.10), (2.11), gdy moduly G(ep) =
= const, czy w(oy) = const, a zatem gdy odciazZenie jest liniowe. Oba zwigzki, (2.10)
1 (2.11), mozna wigc stosowaé do opisu pierwszego odciaZenia, jeZeli zatozy sie, ze obok
odksztalcent sprezystych zachodza procesy mikroplyniecia®.

Takie opracowanie wynikéw do$wiadczen przy nieliniowych krzywych odcigZenia,
gdy tensor materialowy A;;; spelnia warunki potencjalnosci, a wigc istniejg pewne wigzy
na stale materialowe, wymaga albo sprawdzenia tego a posteriori lub zgadnigcia postaci
potencjatu sprezystego, a nastgpnie okre§lenia zwigzku konstytutywnego i wyznaczenia
jego statych z do$wiadczen.

Przyrostowe zwigzki dla materialéow nieliniowych mozna otrzymaé przez rézniczko-
wanie réwnaf (2.1) i (2.2).

W szczegdlnosei dla zwigzkdw (2.4) 1 (2.8) mamy

dow, = Adey + E;;dei;

2. dl: 2.4),
213 ds;; = Cijudey+ Dijder,,, a (24

gdzie
A = LIKE:nm'i'K,
Ok
, 0K
Ej = e ?;j,
G |,
Cijkl = _a’e’;(' ei_]+G(S‘k(S,j),
oG
Dy =———¢
0T e Y
oraz
2.14) deiy = Adowc+Eydsy g g
dejj = CTUkldskl'i_D,'de'kk,
. gdzie
n 0% = Ox
4= aU'lm Tuk+ %, Eij - Ukk?lj,
= ow dw
Cijkl = »Esu+w6;k (S,j, ‘DU — ms’j'

D Zauwazmy, ze czgsto tego rodzaju zwiagzki sa stosowane do opisu calkowitej deformacji o$rodka,
z nieuzasadnionym, jak widaé z (2.12), zalozeniem pelnej odwracalnosci odksztatceri (np. [9, 10]).
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Z powyzszych zwigzkdow wida¢d, ze zachodzi sprzgzenie izotropowych i dewiatorowych
czesci przyrostdw, tzn. przyrost ci$nienia $redniego powoduje przyrost odksztalcen de-
wiatorowych, a wzrost naprezen dewiatorowych wywoluje przyrost objgtosci. Ponadto
z uwagi na nieliniowo$¢ zwigzkow (2.4) i (2.8), mimo iz tensory o;; oraz ¢;; maja wspdlne
kierunki gléwne, tensory ich przyrostéw moga w ogdlnosci nie by¢ wspdlosiowe. Sprzezenie
to zalezy od wielkosci odksztalcen (czy naprezen), od ktérych liczymy przyrosty, a w sta-
nie naturalnym znika.

Dla pewnych materialéw rozdrobnionych sprzeZenie przyrostéw izotropowych i de-
wiatorowych jest uwazane za efekt nizszego rzgdu. Nalezy wéwczas zalozy¢, Ze dla wszyst-
kich oy, i €]; wspolezynniki E;; = D;; = 0 oraz £; = Dy; = 0. Ze wzoréw (2.12) i (2.14)
wynika wowczas, Ze )

(2.15) K= K(er), G=0Gley) 1 x=mn(ow), =awl).

Zauwazmy wreszcie, ze materialy, dla ktdérych przyjmujemy wspdélosiowoéé przyro-
stow tensoréw naprezenia i odksztalcenia e;;, wyrazajaca si¢ zwigzkami
(2.16) doy, = Adey,, ds; = Gdej;
muszg spetnia¢ warunek G = const.

Jezeli zatem zakladamy izotropi¢ materialu hipersprezystego i wspdlosiowo$é tenso-
réw przyrostéw, to nie mozemy opisaé nieliniowego zachowania si¢ materiatu przy $ci-
naniu. Podobny wniosek mozna otrzymaé z (2.14). Dodajmy, Ze zalozenie wspélosio-
wosci w sprezystym prawie przyrostowym jest bardzo konsekwentne dla zwiazkdéw spre-
zysto-plastycznych, dla ktérych nie zaklada si¢ wzmocnienia anizotropowego. Réwno-
znaczne jest to z przyjeciem, Ze proces sprezysto-plastyczny nie wywoluje w materiale
zadnej zorientowanej struktury.

3. Wiasnosci moduldw stycznych

Przyrostowe zwiazki (2.13) 1 (2.14) majg te wilasno$¢, Zze zachowanie sig¢ materiatu
wokot pewnego stanu napreZen czy odksztalcen wyznacza jednoznacznie zachowanie sig¢
tego materiatu dla wszystkich innych standéw, na réznych drogach obciaZenia czy defor-
macji, a wigc zwiazki o;;—¢j;. ' ‘

Dla niektérych materialéw rozdrobnionych takie stwierdzenie moze byé niesprawdzaine.
Obserwowalny jest natomiast zwigzek pomiedzy przyrostami doy; i dej;. Prawo fizyczne
wowczas wyraza jednoznaczng zalezno§¢ miedzy przyrostami dla danego stanu ciala.

Taki jednoznaczny obiektywny zwigzek pomigdzy wymienionymi tensorami przyro-
stéw oraz samym tensorem odksztalceri [4] mozna zapisaé przy pominchi\u nieliniowych
czlonéw wzglgdem de;; w postaci
3.D do = agd+a, 8 +o,de +ase’2+a,(e'de’ +de’e’)+ as(e'*de’ +ds’'e'?), .
gdzie ag, o, , a3 sa funkcjami niezmiennikéw

J; = 8;ck) J; = 8;18217 JI; = 8l,<n18:nl£;k;

Yo = dewx, Y) = eudeny, Yy = ex&imdem,
a oy, a4, os s3 funkcjami jedynie niezmiennikéw Ji, J3, J3. Zalézmy dla dalszych celdw,
ze zwiazki (3.1) maja postaé zwiazkéw proporcjonainych (1.2), tzn. «q, «,, @3 pozostang
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zalezne jedynie od niezmiennikéw mieszanych Y;. Woéwczas rozbijajac (3.1) na czesé
dewiatorowa oraz izotropowa otrzymamy ukiad réwnan

dO'kk = Fde;(k‘i'H,'jde;j,

3.2 p ,
3-2) ds;j = My dey+N;dey,,

gdzie F, H;;, Miju, N;; sa funkcjami tensora odksztalcen ¢;; oraz jego niezmiennikow.
Przyrostowy zwiazek typu (3.2), w ktérym wielkosci te zaleza od tensora napr¢zen oraz
jego niezmiennikow, jest rownowazny zwigzkowi hiposprezystemu.

Rozpatrzmy obecnie na przykladzie zwigzkdw (3.2) warunki, jakie musza spetniad
zwiazki przyrostowe, aby opisywaly one prawo nieliniowej sprezystosci. (Sa to warunki
analogicznc do warunkéw dla hiposprgzystosci — por. [7]). Okre§lenie jednoznacznej
zalezno$ci o;;—¢;; ze zwiazkéw przyrostowych (3.2) wymaga zalozenia ich catkowal-
nosci. Ponadto, jesli otrzymany zwiazek o;;—¢;; ma opisywaé sprezysto$é, musi spelnia¢
warunki potencjalnoéci. Rownania (3.2) stanowia, z uwagi na niezaleznos¢ ich prawych
stron od naprezen, dwie formy Pfaffa. Sa one zatem catkowalne w sposob zupeiny wtedy,
gdy tozsamosciowo zachodzi

AP/ TR < (T /']
(.3) dei; Ot~ del Dei; ’
66;.,. h ae;(l ’ ael,nn a ae;(l ’

natomiast wspolczynniki F, H;;, M;;, oraz N;; sa odpowiednimi pochodnymi czastkowymi

o 00k

0sy; 0sij

) i
AN ij — V) ~ = -

0€kk aé’“‘

3.4 F= i T
oy a0

Mijkl =

Zatem dla okre§lonych do$wiadczalnie zwiazkéw (3.2), spelniajacych warunki (3.3), mo-
zemy okresli¢ jednoznaczne zwiazki o = ow (e, €ij) oraz s;; = s;;(exy, €iy). Zwiazki te
stanowig potencjalne prawo sprezystosci, o ile elementarna praca wyrazona przez réwnanie
(2.5) stanowi rézniczke zupeina, tzn. kiedy beda speinione warunki (2.7). Poniewaz z za-
lozenia catkowalnosci wynikajg zwiazki (3.4), warunki potencjalnosci (2.7) mozna wyrazié
w postaci dalszych wigzéw na wspdlczynniki w zwiazku (3.2)

(-5 . Hi; = N Miju = Mu;.

ijs

Latwo sprawdzi¢, ze réwnania (2.13) spelniaja warunki (3.3) i (3.4) tozsamos$ciowo. Po-
dobne warunki mozna uzyska¢ dla materialéw hiposprezystych.

W $wietle powyzszego widzimy, Ze materiat przyrostowy o stycznych modutach za-
leznych od biezgcej zmiany gestosci, bedacy szczegdlna postacig materiafu (3.2) o réw-
naniach

doy = Kdey,, dsy = Gdey,

(36) ’ 7 ’ 2 ’
K = K(o'), G=G(), do'/(eot+0') = dei,

spetnia warunki (3.3) jedynie dla przypadku, gdy G = const. Podobnie dla materiatu
o modutach zaleznych od ci$nienia $redniego oy, jest on hiposprezysty tylko wtedy, gdy
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jego modul styczny jest staly, @ = const [8]. Jako przyktad mozna tu poda¢ zamknigty
program (cykl) obcigzen dla materialu (3.6), po dokonaniu ktdrego w materiale pozo-
staja odksztafcenia trwale.

Sk N

A B
sS4,
- 4 Oy
o I 0'3
kk /
o= 196(93)
X =196(9;)
O

Rozwazany przyrostowy cykl naprezen OABCO (rys. |), zawarty catkowicie wewnatrz
powierzchni plastycznoSci, skfada si¢ ze $cinania z nalozonym §ciskaniem hydrostatycznym
powodujacym zageszczenie maleriatu; cykl zamyka si¢ zdjeciem obcigZenia $cinajacego,
a nastepnie ci§nienia hydrostatycznego. Na odcinku 4B wielko$§¢ o” wzrasta, zatem wzra-
sta takze modut G, a przez to odcigzenie BC zachodzi juz przy innej warto§ci modutu,
odpowiadajgcej wigkszemu ¢’ niz w punkcie 4. Po zamknigciu petli OABCO pozostaje
wigc pewne odksztalcenie postaciowe, a ponadto magazynuje si¢ w materiale pewna ener--
gia, odpowiadajaca zakreskowanemu polu na rys. |. Przy cyklu odwrotnym, OCBAO,
energia ta przybiera warto$¢ ujemna.

Réwnania (3.2) moga by¢ calkowalne réwniez w sposdb niezupeiny. Zachodzi¢ to
moze wzdluz drég, w cewien sposéb sparametryzowanych, w przestrzeni odksztalcen.
Na przyktad w przypadku drég radialnych, gdy przy stalym &g

’ 0 ’ 0
(3.7 &yl = Eql, degy = eqdr

réwnania (3.2) sa réwnaniami zwyczajnymi o rozdzielonych zmiennych. W podobny spo-
s6b mozna stwierdzi¢, Zze praca wzdhuz tych drdg jest jednoznacznie okre§lona przez zmien-
‘ng r. Wynika stad istotny wniosek, ze prowadzac do$wiadczenic majgce wykry¢ odwra-
calno$¢ odksztalcen na zamknietych cyklach musimy z tych eksperymentéw wykluczy¢
cykle po drogach radialnych jako nieczute na efekty niepotencjalnosci.
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4. WiasnoSci pewnych nieliniowych potencjalow sprezystych

Dobér funkcji materialowych K, G czy » i w z danych do$wiadczalnych w taki sposéb,
aby spelnialy one warunki ustalonej sprezystodei jest praktycznie bardzo trudny. Znacznie
latwiej jest postulowac istnienie potencjatu sprezystego o przepisanej formie, a nastgpnie
dobieraé jego stale. Konieczna jest w tym celu znajomo$¢ wlasnodci réwnan konstytu-
tywnych wynikajacych z danej postaci potencjahu.

Rozpatrzmy tensorowo liniowa postaé réwnania (2.1) wyprowadzonego z potencjatu
U = U(J,J3;) (przez U ; oznaczono dU/dJ7)

oy = 3U, (J1, J3)+2U ,(J1, J3)J1,
{sij = 2U.2(J1,J£)C’;j-

Widzimy, Ze niezaleznie od szczegdinej postaci potencjatu U, dewiatory s;; i ¢i; sa wspél-
osiowe i proporcjonalne, natomiast wielko$ci oy 1 &4 nie sa proporcjonalne, dopdki U,
nie jest jednorodng funkcja J,. W zaleznosci od postaci funkcji U, a w szczegSlnosci U,
w przypadku czysto postaciowych deformacji, J; = 0, stan napre¢Zent moze mie¢ zaréwno
skladowa dewiatorowa, jak i izotropowg. Ten ostatni efekt (odpowiadajacy dylatacji)
jest typowy dla osrodkéw sypkich.

Przyrostowa forma zwigzkdw (4.1) jest nastgpujaca:

doy = 3[U [ +2U ,J;+2U, +2(3U.12+2U.22J{)J;]d6§,+2(3U_,2+
+2U.22J;)e;dde;d,

@.1)

42)

2 ? ’ ’ / ’?
dS,‘j =2 U_12+ S—- U.22J1)eijd8kk +2(U_226,'j€k1+ U.g 6“6["').

3

Omoéwimy whasno$ci kilku form potencjatow U.
a) Potencjal bi-eliptyczny: _
4.3) U= a Ji{+a,J2, oy >0, «,>0.

Réwnanie konstytutywne ma postaé

. I I
4J1[(°‘1+—9—°‘2)J12+ —:_;_aZJZdJ’

1 ’
ZITJ"2+J’2"] ejj-

Oy

(4.4)

Sij

Zatem dla czystego odksztalcenia postaciowego (J; = 0) nie wystepuja naprezenia hydro-
statyczne. Niemniej, nicliniowe moduly sprezystoéci zaleza zaréwno od odksztatcen posta-
ciowych, jak i objetoéciowych. Z tej przyczyny W}'Stqu_]C sprzeZenie przyrostowych efek-
téw izotropowych i dewiatorowych

doy; = 3[(12a1+ 634 )J’2+IT6ozzJZd]de,,+160(21l eydey,
#), 16 1
ds,'j = "5 O‘zJI P;jdel’(k+4a2le;jeil(TJ12+J’2d)6k161j:|d8;d'

Zauwazmy, Ze sprzezenie to dla szczegdlnych stanéw J; = 0 lub J3; = 0 znika. Potencjal
(4.3) jest wypukly z uwagi na dodatnia okre$lono$¢ w przestrzeni Jy, J34.
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b) Potencjal zlozony z paraboli i kola. Istotna trudno$¢ stanowi opisanie materiatu
wykazujacego sprzezenie dewiatorowych I izotropowych czgsci samych tensoréw oy, &i;.
Wymaga to zaloZzenia niesymetrycznych wzgledem J;, postaci potencjalu w przestrzeni
Jy iJ5,. Przyjecie w tym celu powierzchni ekwipotencjalnej, np. w formie obréconej elipsy
speiniajacej powyzszy wymdg, prowadzi do lokalnej wkleslosci potencjatu®, a takze do
osobliwosci w stanie czysto hydrostatycznym, wynikajacej z niegladkoséci potencjatu dla
J34 = 0. To samo zachodzi dla potencjaléw typu cosinusoidy itp. (rys. 2a, b). Trudnosci

Do a) W’ b)

o
AN

Rys. 2

2

te mozna omina¢ postulujac potencjal ziozony z paraboli w czgéci odpowiadajacej roz-
cigganiu oraz stycznego do niej okregu dla strefy $ciskania. Réwnanie potencjalu ma
postac (rys. 3)

N T /
(4.6) YU = —hitls g
1l —o
Ji = VI + (=) (s +ml 2,
Hza”
Yo} U=const.
J,'

Rys. 3

o, f— stale materialowe; m = 1 dla J; < 0, m = 0 dla J| > 0, cze$¢ kolowa linii ekwi-
potencjalnej (dla rozciggania) wyrazajaca si¢ dla U = U, przez réwnanie U, = B[(J;—
—¢)*+J34) = 0 o promieniu Y/ Uy,/B i $rodku okregu w punkcie J; = ¢ = « V Uo/B,

2 Zachodzi wowczas niejednoznaczno$é rozwigzania problemu brzegowego. Prowadzié¢ do tego moze
miedzy innymi pelne rozwiniecie wielomianowe funkcji potencjatu U = U(J1, J34) por. np. [12], a takic

[91.
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przecina of odcigtych J; w punkcie J| = — /' Uy/f (1 +a); natomiast czesé paraboliczna
(dla éciskania) o réwnaniu U, = B[J24—~2¢J; +c?], styczna do okregu w punkcie J;| = 0
przecina o§ J; w punkcie J| = 171/?/@» —.

Roéwnanie konstytutywne odpowiadajace potencjalowi (4.6) daje
__otJ{_i2J{ m+a*(l—m)] B

0. = R == AR —
" aJiJa+J,2 1—a?’
4.7) o
R (VR A
i —oaJiJa+J2 =2

Zgodnie z zatozeniem, proces czystych deformacji postaciowych wywoluje naprezenie
hydrostatyczne o wielkosci

o = - P --:____l ——
I—a? /7.1 = o?)
oraz odwrotnie, stan czystego $cinania wywoluje odksztalcenia objetoSciowe (rozluznia-
nie). Ponadto material inaczej zachowuje si¢ w stanie czystego $ciskania niz rozciagania.
Réwnania konstytutywne (4.7), mimo ze stowarzyszone z dosy¢ prostym potencjalem
(4.6) (rys. 3), maja bardzo zfoZona postaé; analityczne odwrdcenie tych zwiazkéw jest
skomplikowane.

5. Whioski

Whioski z powyZszych rozwazan sg nastgpujace. Przystgpujgc do matematycznej
aproksymacji wynikéw do$wiadczalnych ustalonego odcigZenia sprgZystego wykazujacego
sprzezenie efektéow dewiatorowych i izotropowych nalezy postulowal niesymetryczng
forme potencjalu sprezystego i wynikajace z niego rownania konstytutywne dopasowad
do krzywych eksperymentalnych. Potencjaly dopuszczajgce sprzezenie prowadzg do zlo-
zonych 1 trudnych w interpretacji i zastosowaniu rownan konstytutywnych. Prostsza formeg
réwnan mozna uzyskaé wprowadzajac symetryczne potencjaly, dopuszczajace sprz¢zenie
przyrostéw, poza drogami J; = 0 i J3; = 0. Najprostsze postacie réwnan konstytuty-
wnych spelniajace warunki potencjalnosci, nieuwzglgdniajace sprzgZenia, nie opisuja
niektérych istotnych efektow nieliniowych. Wydaje sie wiec celowe dla obliczen inzynier-
skich stosowanie prostych w budowie zwigzkow fizycznych o fatwej interpretacji do$wiad-
czalnej niespetniajgcych warunkéw potencjalnodci. Zastrzec nalezy przy tym dopuszczalny
zakres ich wazno$ci (drogi radialne i do nich zblizone). W pracy [2] podano konkretng
postaé takiego rodzaju zwigzkéw opierajac si¢ na wynikach przeprowadzonych do$wiad-
czen oraz przedyskutowano procedur¢ wyznaczania funkcji materialowych.

Zauwazmy, Ze uwagi odnodnie catkowalnosci oraz potencjalnosci zwigzkéw dyskuto-
wanych w p. 21 p. 3 odnoszg sie takze do zwigzkSw, w ktérych wprowadza si¢ rozmaitego
rodzaju uogélnione nieliniowe moduly Younga i zmienne wspoélczynniki Poissona [8 - 10].

Autor wyraza swojg wdzieczno$¢ Panu profesorowi Z. MRozOWI za liczne uwagi
i pomoc przy opracowaniu tego artykutu.
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Peswme

K BOMPOCY OB ONUCAHUN ®PU3UYECKN HEMWHENHOHN VIPYTOCTHU
ChIIYUYHNX MATEPHAJIOB

B pabore npuseneHbI pa3aiMyUHble BADHAHTHI (DU3HUECKHX yPABHEHHH, KOTOPBIE MOT'YT OBbITH HCIIOb-

30BaHbI [UIA ONMCAHUA CBOWCTB ChINYUHX MaTepHasoB.

Simmary

ON THE DESCRIPTION OF NON-LINEAR ELASTICITY OF GRANULAR MEDIA

Various physical laws are proposed in the paper aimed at the application to the description of granular

materials.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 czerweu 1975 r.
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O PEWNEJ METODZIE ANALIZY WPLYWU TARCIA W PROCESIE PLASTYCZNEGO
SCISKANIA PROBKI WALCOWEJ

ZozistAW M ALINOWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Jednym z wazniejszych czynnikdw wystepujacych w procesie plastycznego $ciskania
probki walcowej jest tarcie na powierzchniach pomiedzy prébkg i stemplami. Analizie
wplywu tarcia na przebicg i wyniki proby Sciskania zostalo po$§wigconych szereg prac.
Klasyczng pozycja w tej dziedzinie jest praca [5], w ktdrej zakladajac pewne uproszczenia
otrzymuje si¢, poprzez caltkowanie rownania réwnowagi, nast¢pujaca zalezno$¢ na srednie
naprezZenie 0siowe o :

1) b= (@maml), a= 02

gdzie o, jest aktualnym napreZzeniem plastycznego plynigcia przy $ciskaniu, p oznacza
wspdlczynnik tarcia, /2 stanowi biezgca wysoko$¢ krazka, a jest biezagcym maksymalnym
promieniem. Réwnanie (1) przeksztatcone do postaci

. = 2
2 _ )2 T2 X - "
@ R e R i
. . . . . i ho—h
gdzie h, i d, oznaczaja poczatkowa wysoko$é i $rednice proébki, s, = —Zi, & = 1(;1
0 0

jest aktualnym odksztalceniecm probki — moze zosta¢ wykorzystane do okreélenia wspét-
czynnika tarcia x na podstawie do$wiadczalnie wyznaczonej zaleznosci o,(s,, £). Ta meto-
da obliczono numerycznie p dla prébek aluminiowych i miedzianych w pracy [2]. Warto$ci
0o(2) mozna w tym przypadku wyznaczy¢ poprzez ekstrapolacje przyjmujac, ze o, =
= 02(S0, £)s,—00, SPOSOb ten zostal pierwotnie zaproponowany w pracy [1]. )
W pracach [4] i [6] przeprowadzono bardziej szczegétowa dyskusje problemu wykazu-
Jac, ze zalezno§¢ (1) jest stuszna jedynie wéwczas, gdy wspdlczynnik tarcia u, przy danej
wartosci a/h nie przekracza pewnej wartosci krytycznej p,, ktéra wyznacza si¢ z warunku

a 1 1\
Gdy warunek (3) nie jest spelniony, wéwczas w pewnej strefie na powierzchni prébki
obserwuje sie tarcie sczepne i wzajemny poélng materialu prébki wzgledem $ciskajacej
plyty nie zachodzi.

W dotychczasowej teoretycznej analizie zagadnienia opierano si¢ gléwnie na zalezno-
§ciach otrzymanych poprzez catkowanie réwnania réwnowagi. W obecnej pracy przedsta-
wiono odmienng metode pozwalajaca uwzgledni¢ tarcie w procesie plastycznego $ciskania
probki walcowe;j.
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2. Ogélne sformulowanie metody

Okazuje si¢, ze korzystajac z rownania bilansu pracy mozna réwniez otrzymaé odpo-
wiednie zaleznosci opisujgce proces §ciskania probki z uwzglednieniem tarcia. Pole podwdj-
nic zakreskowane na rys. | przedstawia dodatkowa pracg na jednostke objetodci probki,

.y
0z

o7
S 3 y
o 4
- Fy
c Rys. 1. Wplyw larcia na powierzchniach kontaktu
= na krzywg umocnicnia odpowiadajacy procesowi
Es Sciskania probki walcowej

wykonang dla pokonania oporéw spowodowanych tarciem podczas Sciskania prébki od
odksztalcenia ¢, do ¢,. Praca tarcia Er dla calej probki wynosi:

Er=EnV,
gdzie Ep oznacza Srednia pracg tarcia na jednostke¢ objgtosci probki, V jest objetoscia
probki.
Ogdlnie biorac Er mozna podzieli¢ na dwie czgsci
4) Er = Eyp+W.

W réwnaniu (4) Erp oznacza prace tarcia na powierzchniach pomiedzy probka i stempla-
mi, natomiast W jest pracg zwigzang z powodowaniem przez tarcie niejednorodnego
stanu odksztalcenia i naprezenia w prébee. Dzielac réwnanie (4) stronami przez V{(e,—€,)
przy zaloZeniu, ze wielko$¢ de¢ = ¢, — ¢, nie jest duza, mozna je wyrazi¢ poprzez naprezenia
w formie

(5) oy = arpt+o(W).
Réwnanic (5) moze by¢ zilustrowane w sposéb pokazany na rys. 2, gdzie
or = AC, orp=AB, o(W)= BC.
Poniewaz oddzialywanie sil tarcia powierzchniowego na rozklady naprgzen i od-
ksztalcen wewnatrz probki zalezy od jej smuklodci sq, zatem réwniez warto$¢ naprezen
(W) bedzie zaleze¢ od s,. Przy zalozeniu jednorodnego stanu odksztalcenia w prébce

podczas procesu $ciskania mozna przyjaé, ze W = 0 i cata dodatkowa praca spowodowa-
na tarciem jest dysypowana na powierzchni probki, a wiec

ET = ETP-
Uwzgledniajac powyzsze zaloZzenie mozna dla prébki $ciskanej w przedziale odksztal-
cenia od ¢, do ¢, napisaé nastepujace réwnanie bilansu pracy:
(6) P_ET = F,
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gdzie F = F, V (rys. 1) jest praca potrzebna do odksztalcenia prébki, je§li nie wystgpuje
tarcie. Rownanie to wyraza réwnos$¢ pracy wykonanej przez sily zewngtrzne i wewngtrzne,
Zgodnie z rys. 1 wielko$ci P i F mozna wyrazi¢ nast¢pujaco:

P =0 V(eb_ea)9

™ F=o,V(ey—e,).

Rys. 2. Zaleznos¢ o,(so) dla € = const. Linia |

przerywana ilustruje dyskutowany w pracy przy-

padek z niejednorodnym stanem odksztalcenia So
wewngtrz probki Sox

Podstawiajac zaleznoéci (7) do réwnania (6) oraz dzielac stronami przez V(e,—¢,) otrzy-
muje sie
E.

8 = 0o+ T .
( ) a, GO+ V(Eb—'ea)

Za pomocg ukladu réwnan typu (8) mozna okrefla¢ warto§¢ o,. Roéwniez po wypro-
wadzeniu odpowiedniej zaleznoéci na Er réwnanie to moze zosta¢ wykorzystane do analizy
wplywu tarcia na powierzchniach kontaktu w procesie sciskania probki walcowej.

3. Wyznaczanie wartosci o,

Dysponujac do$wiadczalnie wyznaczona krzywa o(so)e—const MmoZemy napisaé n réw-
nan typu (8) dla n wybranych wartosci s,. Ogolna postaé takiego ukladu bedzie naste-
pujgca:

Ery

= g _—,
ML A

Epu_y
) Oy = Go+ —— o=t
! 0 Vn——l(eb_l"a)

n—1 3
S Y1 2
" ° Vn(eb_ea)(n_l) — Op \dg B

a, w ostatnim rownaniu oznacza maksymalny promien prébki przy odksztalceniu e,.
Niewiadomymi wielko$ciami sa a¢, Ery ... Epn_y. W celu umozliwienia jednoznacznego
rozwigzania ukladu ostatnie réwnanie posiada inng konstrukcje niz pozostale réwnania.
Warto$é Ep, jest wyrazona przez znane wielkoSci o, ... o, oraz niewiadome Eyy ... Er,_y.
Na podstawie wyprowadzonej w dalszej czeci pracy zaleznoéci na Er mozna stwierdzig,

2 Mechanika tecoretyczna
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ze taki sposOb obliczania Ey, jest poprawny przy zalozeniu, ze warto$¢ wspolczynnika
tarcia u nie zalezy od s,.

Rozwigzanie wzgledem o, ukiadu (9) zawierajacego n réwnan posiada nastepujaca
postac:

n—1

2 sai—(”— l)sau
i=1

- . . e ho—h T .
Zdefiniowanie odksztalcenia probki jako ¢ = — oraz zalozenie niesci§liwosci ma-
1o

terialu umozliwia napisanie zaleznosci
(10) S0 = so(l—g,)*2.
Uwzgledniajac te zalezno$¢ otrzymuje si¢ nastepujaca posta¢ wyrazenia na og:
n—1
Z Soi— (”_ [)30”
i=1
(11) 0o = ¢
) 30"——(11— 1) il
ﬁ O n
Z postaci tego wyrazenia wynika, Ze o, nie zalezy od obj¢tosci probek. Korzystajac z wy-
razenia (11) oraz dysponujac wyznaczona doswiadczalnie w odpowiednio szerokim prze-
dziale smukiosci s,, zaleznosdcia o(sg),=const MozZna z wystarczajacg dokfadnosciag obli-
czy¢ warto$é o,.
W pracy [2] na podstawie do$wiadczalnie wyznaczonych zaleznosci o,(¢, so) dla pro-
bek aluminiowych obliczono z réwnania (2) wartosci wspotezynnika tarcia u(e, s,) postu-

g, |
kG/mm7
10 \S'OJO
8 0 - 8,439 kG/mm?,
| 1
6__
ne
2,
| Lol ‘ L So
0 0,2 04 05 06 08 10

Rys. 3. Rozklad wartosci s, wybranych w celu obliczenia 6, z ukiadu réwnan (9)

gujac sie przy wyznaczaniu ¢, metoda ekstrapolacji dla s, = 0. W obecnej pracy obli-
czono g, z wyrazenia (11) korzystajac z tych samych do$wiadczalnych zalezno$ci. Wybie-
rajac na krzywej o,(s,) (rys. 3) dla ¢ = 0,10 trzy punkty o wartosciach s, rownych 54, =
= 0,2, S92 = 0,5, 503 = 0,8 otrzymano ¢, = 8,439 KG/mm?2. Zawezajac przedzial s,
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i przeprowadzajac obliczenia dla prébek o wartosciach s, rownych So1 = 0,2, 590 = 0,4,
So3 = 0,6 otrzymano o, = 8,397 KG/mm?.

Poréwnanie wartosci o, obliczonych z wyrazenia (11) oraz okre$§lonych przez ekstra-
polacj¢ wykazuje dobra zgodno$§¢ wynikéw. Wartoéci te réznia si¢ mniej niz p6t procent.
Efektywnos¢ obliczania o, wskazuje, ze w tym przypadku przyjete zatoZenia oraz metoda
post¢powania sg prawidtowe.

4. Wyprowadzenie zaleinoSci na Ey, 6, 1

Zalezno$ci na pracg tarcia Er, Srednie napreZenie osiowe &, oraz wspdlczynnik tarcia
# zostana wyprowadzone przy zaloZeniu jednorodnego stanu odksztalcenia w probce
1 przyjeciu warunku niesci§liwoéci materiatu.

Rys. 4. Charakterystyczne wymiary powierzchni

czolowej probki: ao, ro — poczatkowe; a,, r, dla

odksztalcenia e, = e5—A4¢/2; ap, rp dla odksztalce-
nia g, = &;+./1¢/2

Poniewaz napreZenia &, sg odniesione do aktualnej powierzchni czolowej probki,
réwniez miara odksztalceri powinna byé okre$lona w stosunku do aktualnej geometrii
prébki. Definiujac odksztalcenie jako

h
12 = n -2
(12) ¢ =In—",
gdzie h, i 4 oznaczaja poczatkowa i biezaca wysoko$é, otrzymuje si¢ zalezno$é pomigdzy
poczatkowym i biezacym maksymalnym promieniem krazka w postaci
(13) a = aye”’?.

Z zalozenia o jednorodnos$ci odksztatcern wynika geometryczny zwiazek pomig¢dzy
promieniami dla odksztalcen ¢, i @,

ra
(14) Fp—1q =‘a—(”b‘ﬂa)-

a

Na rys. 4 zilustrowano charakterystyczne wymiary powierzchni czolowej prébki w stanie
poczatkowym oraz dla odksztalcen ¢, i ¢@,. Podstawiajac (13) do zwigzku (14) otrzy-
muje si¢

as fra=nle T 1)

2%
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WyrazZenie na pracg tarcia dysypowana na elemencie powierzchni prébki w trakcie
procesu odksztalcenia od ¢, do @, mozna przedstawi¢ w postaci

(16) dEy = (ry—r,)wr,dodr,,

gdzie v oznacza §rednie napre¢Zenie styczne wystgpujace na powierzchni prébki. Po wpro-
wadzeniu oznaczenia

Pp—Pa
17 A=¢ 2 -1
oraz po podstawieniu zalezno$ci (14) do wyrazenia na dE7 otrzymuje si¢
(18) dEy = Awrl2ddr,.

Stad po scatkowaniu po powierzchni probki wyrazenie na E; przyjmuje postaé
;2 3
19) E; = £ nAuoa; .

Przy catkowaniu przyjeto, Ze naprezenia styczne 7 na powierzchni probki sa stale i réwne
uos. Wyniki obliczen o i p(e), uzyskane na podstawie zaleznodci bgdgcych rezultatem
przeprowadzonej w pracy analizy $wiadcza o tym, Ze przyjecie rownosci v = uo; nie
powoduje wickszego blgdu. W rzeczywistosci, jak wynika z pracy [7], warto$ci wspdiczyn-
nika tarcia u, napr¢Zenia Sciskajacego o, i naprezenia stycznego v zmieniaja si¢ wzdiuz
promienia probki. WyrazZenie (19) zostalo wyprowadzone tylko dla jednej z dwoch po-
wierzchni kontaktu prébki. W zwigzku z tym praca dysypowana na tarcie dla calej probki
Jest dwukrotnie wicksza

20) Ey = %nA,uasaZ.

Z kolei z réwnania (8) wynika nastgpujaca zaleznos¢ na prace tarcia Ey
(21 Er = V(py—pa) (05 00).

Podstawiajac (21) do (20) oraz uwzgledniajac zaleznoéé s, = soe™ /2% otrzymuje si¢ po
przeksztalceniach ’

(o}

22 = 79

22) o T
350K

gdzie

) K= (p=pe .

Z wyrazenia (22) wynika bezpo$rednio zaleZno§¢ na wspdtczynnik tarcia u

3 05— 09
24) - =_ i

(24) 7 > soK )

Poniewaz otrzymane z zaleznosci (22) i (24) wartosci o, i 4 sa §rednimi w rozpatrywanym
przedziale odksztalcen Ap = @, —@,, ze wzgledu na dokladno§¢ wynikéw przedziat ten

nie powinien by¢ zbyt duzy.
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Okazuje si¢ jednak, Ze mozna znalez¢ graniczng wartoé¢ K w przypadku, gdy przedziat
odksztaicen Ag dazy do zera otrzymujac w ten sposéb $cista postaé zaleznosci (22) i (23).
Po podstawieniu do wyrazenia (23)

Ay A
(pa_(ps_T; ‘Pb—<Ps+T

oraz uwzgledniajac oznaczenie (17) mozna K przedstawi¢ w postaci

Agetaei2=2)
1125t 9]y _ g\ [2(@s—A0]D) *

K:

Stosujac w celu znalezienia granicznej formy K dla 4¢ — 0 regule de I’Hospitala otrzy-
muje si¢

(25) lim K0 = 2e32%,

Stad dla o, = &, oraz ¢, = @ wyraZenia (22) i (24) przyjmuja postaé

(26) 7, —umseeT0 i
B 32
1 — L p32¢
35, ¢
(27) u = 3sc =329 O'z___go
2

Wyrazenia te majg inng postaé niz odpowiadajace im zaleznoSci (1) i (2) uzyskane
metodg catkowania réwnania rownowagi. Roéznica ta wynika stad, ze przy wyprowadza-
niu zalezno$ci (20) na prace tarcia Ey przyjeto usredniong stala warto§¢ o, oraz = na po-
wierzchni czolowej prébki, podczas gdy z calkowania réwnania réwnowagi otrzymuje si¢

(28) ) r(r) = yoz(r) = ‘uo'oexpa(l —_ ai)’

a

gdzie «, podobnie jak we wzorze (1), jest réwne 2ua/h. Podstawiajac (28) do wyrazenia
(18) na dE; oraz calkujac otrzymuje si¢ zaleZno$¢ na prace tarcia w postaci

. al o?
(29) Ey = SnA,Ltooa—‘;(e“—T—a—l).

Na podstawie réwnai (21) oraz (29) mozna okre§lié stosunek g = G,/, W formie

—~ 24

30 = _R_ ’
(30) Be= o Bam D+

= 2 x

oznacza stosunek o,/o, wynikajgcy z réwnania (1). W granicy, gdy Ap — 0 wyrazenie
2A/(py— @) osiaga warto§é

24

im—— =1.
A??qu—»o

3D 1
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Stad z wyrazen (31) oraz (30) wynika, ze przy zalozeniu niejednorodnego rozkladu napre-
Zef T na powierzchni czolowej probki, okreslonego zaleznoscia (28), wielkosci f; i fx
sq sobie rowne, co oznacza, ze w takim przypadku metoda energetyczna daje te samg
$rednig warto$¢ o,, ktéra w metodzie calkowania rownania réwnowagi otrzymuje sie
z bezpoéredniego uérednienia rozkladu o,(r) po powierzchni prébki.

Z zaleznosci (26) wynika, Zze gdy u bedzie dazyé do wartosci 3s,e™%2? napre¢zenia
o, beda nieskoficzenie wzrastaé. W rzeczywistoSci przy pewnej warto$ci p, < 3soe™ 27
na powierzchni pomigdzy prébka i stemplem pojawi si¢ tarcie sczepne oraz nastgpi $cigcie
materiatu wewnatrz prébki. Korzystajac ze wzoru (26) mozna znalezé zalezno$¢ na kry-
tyczng wartosé u jako funkcje u, = f(5o, ¢). Przy przyjeciu warunku plastycznosci Treski

o

(32) e =22

wyrazenie okre$lajace p, posiada nastgpujacg postac:

(33) PR W

W przypadku gdy warto§¢ pu > u, zaleznosé (26) przestaje by¢ stuszna.

Przedstawiona w pracy metoda analizy rozwazanego problemu wynika z réwnania
bilansu pracy dla pewnego przedziatu odksztalcenia de = e,—¢,. W zwiazku z tym do-
ktadno$¢ metody zalezy od poprawnego wyboru miar napre¢Zzenia i odksztalcenia. Przy
prawidlowym ich doborze oraz przy zalozeniu u = 0 w rozpatrywanym przedziale od-
ksztalcen de jest spetniona zasada zachowania energii, ktérg mozna wyrazi¢ w nastgpu-
jacej formie:

(34) Pdh = V&,de,

gdzie P oznacza silg nacisku dziatajaca na powierzchni¢ kontaktu prébki ze stemplem.
Najczgéciej uzywana miarg napreZenia o, w analizie proby $ciskania jest miara w sensie
Cauchy’ego, tzn.

(33) 0 = limaso
gdzie sila nacisku P oraz powierzchnia 45 s odniesione do stanu aktualnego istniejacego
w procesie $ciskania. Rownanie (34) bedzie speinione jesli jednoczesnie z miarg napre-
zenia (35) zostanie przyjeta logarytmiczna miara odksztalcenia ¢ = In(ho/f).

Do analizy procesu $ciskania mozna réwniez stosowa¢ miary napr¢Zenia i odksztat-
cenia odniesione do poczatkowej geometrii prébki. Miary te mozna okresli¢ nastgpujgco:

P

(36) g = limAS°~>0 _ASo"

ho—nh
37 =" .
€p) e i
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Nieprawidiowe jest natomiast stosowanie miary naprezenia (35) odniesionej do aktual-
nej geometrii prébki jednoczesnie z miarg odksztaicenia (37) odniesiona do poczatkowej
geometrii probki. W celu pokazania wielkosci bledéw spowodowanych nieprawidtowym
doborem miar naprezenia i odksztalcenia ponizej wyprowadzone zostana, w taki sam spo-
s6b jak poprzednio, zalezno$ci okre$lajace ¢, oraz u. Dla naprezen odniesionych do
aktualnej powierzchni czotowej probki, tzn. dla zaleznosci (35), oraz dla przyjetej miary
odksztalcenia ¢ = (ho—h)/hg zwiazki te przyjmuja postaé

(38) 62 = - 09 i s
I A BERPR )
1 35, (1—¢
(39) i o= 3so(1—e)2 72200

z

Wyrazenia na ¢, oraz u dla stosowanych powyzej miar naprezenia i odksztatcenia
mozemy otrzymaé réwniez przez podstawienie do wzoréw (26) oraz (27) zwigzku pomig-
dzy logarytmiczna i aktualnie przyjeta miarg odksztalcenia

(40) @ = —In(l—¢),

w tym przypadku otrzymuje sig¢:

(41) 7. = Iu %o -
_H -
| 35, (1—¢)
(42) i o= 3so(l—e)*? L;_,‘fo _

z

Zaleznosci (41) i (38) oraz (42) i (39) réznia sig¢ wykladnikiem potegi wyrazenia | —g¢,
przy czym z powodu nieprawidlowego doboru miar naprezenia i odksztalcenia zaleZnoéci
(38) i (39) s3 mniej dokladne.

5. Wyniki obliczen przeprowadzonych na podstawie badan doswiadczalnych

Ponizej podane zostana wyniki obliczeri wspdiczynnika tarcia u, otrzymane z réznych
zalezno$ci na podstawie tych samych danych doswiadczalnych. Obliczenia wykonano
wykorzystujac dane do§wiadczalne zamicszczone w pracach  [1] i [2]. W celu poréwnania
na rysunkach przedstawiono niektére wyniki obliczen przeprowadzonych w pracach [2]
oraz [3]. Poniewaz w pracach [l, 2] oraz [3] naprezenia odniesione sa do aktualnej po-
wierzchni czolowej probki, natomiast odksztalcenia do poczatkowej wysokoSci /10', dla
uzyskania mozliwosci bezposredniego poréwnania w obliczeniach przeprowadzonych
W obecnej pracy przyjeto podobne miary naprezenia i odksztalcenia.

Rysunek 5 przedstawia wartoéci u obliczone w zakresie odksztalcen 0,01--0,15 dla
prébek aluminiowych smarowanych sproszkowanym MoS,. Poréwnanie uzyskanych re-
zultatéw wskazuje, Zze réznice pomijedzy wynikami otrzymanymi z zaleznosci (2) oraz
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(39) dia tego zakresu odksztalcen nie sa zbyt duze. Wartosci p obliczone na podstawie
zaleznoéci (42) bgda zawarte wewnatrz przedziatu wyznaczonego ze wzoréw (2) oraz (39).

0,18

0,12

0,06

| I |
0 0,04 08 o € 0

Rys. 5. Wartoéci wspblczynnika tarcia s« w funkcji odksztalcenia obliczone dla probek aluminiowych
z zaleznosci (2) —linie I i 3 oraz z zaleznos$ci (39) — linie 2 i 4, na podstawie tych samych danych do-
$wiadczalnych

Na rys. 6 przedstawiono wartoéci u w zaleznosci od odksztalcenia dla prébek mie-
dzianych w zakresie odksztalcenn od 0,05 do 0,55. Z przedstawionych rezultatéw wynika,
Ze réznica w warto$ciach p obliczonych ze wzoréw (2), (39) oraz (42) wzrasta wraz z od-

024

!
u

‘ 2

0181 _
0,12 -

3
0,061 =05

\ \ \ L l

0 01 02 0.3 04 05 € 06

Rys. 6. Wartosci wspdlczynnika tarcia g w zaleznoSci od odksztalcenia dla prébek miedzianych. Linie
1, 2, 3 wyznaczono odpowiednio ze wzoréw (2), (42) oraz (39)

ksztalceniem. Duza réZnica w warto$ciach u uzyskanych z zaleznosci (2) oraz (39) jest
spowodowana nieprawidtowym doborem miar naprgZenia i odksztalcenia przy wypro-
wadzaniu zaleznosci (39).
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Z kolei niewielka roznica w wartosciach u przedstawionych liniami / 1 2 $wiadczy,
2e obie metody daja zblizone rezultaty. W zakresie odksztaicen od 0-+0,5 réznica ta wy-
nosi §rednio 5%.

L4
mm

60|

40|—

| \ \ \ \
0 a1 02 43 04 05 € 06

Rys. 7. Zaleznoéci $rednich naprezen o, od odksztalcenia obliczone z rbéznych wzoréw dla tych samych
wartoéci p(e). Linie 1, 2, 3 wyznaczono odpowiednio ze wzoréw (1), (41) oraz (38)
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Rys. 8. Graficzne przedstawienie warunku powstawania tarcia sczcpezego. Linie /, 2, 3 wyznaczono na
podstawie zaleznosci (32) podstawiajac zamiast o, odpowiednio wzory (1), (41) oraz (38)

Wplyw tarcia na ksztalt krzywej umocnienia zostal pokazany na rys. 7. Przedstawio-
ne krzywe umocnienia obliczono ze wzoréw (1), (38) oraz (41) dla tej samej zaleznosci
1(e).

Na rys. 8 przedstawiono wyniki obliczet u; otrzymane na podstawie zalezno$ci (32)
dla wartosci o, obliczonych ze wzoréw (1), (38) oraz (41).
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6. Uwagi i wnoioski

Jak wynika z przeprowadzonych rozwazan, korzystajagc z réwnania bilansu pracy (6)
oraz wyraZenia na pracg tarcia (20), mozna dokona¢ analizy procesu §ciskania prébki
walcowej z uwzglednieniem tarcia na powicrzchniach kontaktu.

Réwnanie (6) sprowadzone do postaci (8) wyjasnia ponadto w prosty sposéb charakter
zaleznosci o,(5o);—const» IyS. 2. Przy zalozenju stalej Srednicy probek praca tarcia zmienia
si¢ w niewielkim stopniu wraz ze wzrostem s,, natomiast objetosé ¥ zwigksza si¢ proporcjo-
nalnie do s,. Stad drugi czlon po prawej stronie w réwnaniu (8) zmniejsza sig ze wzrostem
So, CO przy stalej wartosci ¢, nadaje krzywcj 0.(5¢)c=const Obserwowany do§wiadczalnie
ksztatt. ’

Zaproponowana w pracy metoda analizy pozwala oblicza¢ warto$¢ aktualnego napre-
Zenia plastycznego plynigcia oy, co nie jest mozliwe przy korzystaniu z metody catkowania
réownania rownowagi. Do$¢ duza doktadnos¢ wyznaczania ¢, z ukladu réwnan (9) $wiadczy
ponadto, Ze posta¢ zaleznosci (8) jest w tym przypadku prawidiowa.

W dalszej analizie problemu, w celu wyprowadzcnia zalezno$ci o,(o,, €, So, 4) przy-
jeto, ze praca tarcia na powierzchniach kontaktu okreslona zaleznoscig

(1) E, = g—ﬂ:A,uasag

jest réwna catkowitej dodatkowej pracy wykonanej w procesie $ciskania, okre$lonej za-
leznoscig

(ll) Ey = V(Eb_ga) (Us_ao)-

W odniesieniu do rzeczywistej proby $ciskania zaloZenie to moZe nie by¢ catkowicie
$ciste ze wzgledu na niejednorodno$¢ odksztalcenia wewnatrz prébki oraz zmienne rozkia-
dy u(r), o,(r) i 7(r) na powierzchniach kontaktu. Dodatkowym warunkiem réwnosci
pracy obliczonej z zaleznoSci (i) oraz (ii) jest prawidlowy dobdr miar napreZenia i od-
ksztatcenia. Jak wynika z przeprowadzonej w pracy dyskusji, niespelnienie tego warunku
moze powodowac dos¢ duze bledy.

Zaréwno w metodzie catkowania réwnania réwnowagi, jak i w metodzie zapropono-
wanej w pracy zaktada sig staly rozktad wspélczynnika tarcia g na powierzchniach czo-
fowych probki. W obecnej pracy zaklada sie réwniez stala warto$¢ naprezen stycznych 7
na powierzchniach kontaktu, natomiast z metody catkowania réwnania réwnowagi otrzy-
muje sig, ze dla u(r) = const t wzrasta w kierunku §rodka powierzchni czotowej. W rze-
czywistoéci, jak wynika z pracy [7], warto$ci u oraz T zZmniejszaja si¢ w kierunku $rodka
powierzchni czotowej probki.

Poniewaz zwigzki (1) i (2) zostaly wyprowadzone metodg catkowania réwnania réow-
nowagi wartoéci o, i u obliczone z tych zwiazkéw beda stanowily dolna oceng naprezen
Sciskajacych @, oraz gdrng ocene wspélczynnika tarcia u. Natomiast wartoéci o, i 4 obli-
czone ze zwiazkéw wyprowadzonych w pracy beda stanowily gérna ocen¢ napr¢zenia
$ciskajacego o, oraz dolng ocene wspdlczynnika tarcia p dla stalego rozktadu u(r) na
powierzchni czolowej probki.

Ze wzgledu na przyjete zaltozenia upraszczajgce rezultaty obu metod bgda obarczone
btedem. Opierajgc sic na danych do§wiadczalnych zamieszczonych w pracach (2] oraz [7]
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mozZna wnioskowac, ze warto$ci 4 uzyskane zaréwno na podstawie zaleznoéci (2) — od-
powiadajacej metodzie catkowania réwnania réwnowagi — jak i zaleznosci (42) — od-
powiadajacej metodzie zaproponowanej w pracy — bedg wyzsze od rzeczywistych. Ze wzgle-
du na brak bezposredniej metody wyznaczania wspélczynnika tarcia oraz ztozonos¢ innych
eksperymentalnych metod trudno jest ocenié¢ blad wartosci 4 otrzymywanych na podsta-
wie zaleznos$ci (2) oraz (42). ’

Nalezy doda¢, ze obliczanie wspdlczynnika tarcia z zaleznosci (27) oraz (42) nie wy-
maga stoSowania techniki numerycznej, co jest konieczne w przypadku korzystania z za-
leznosci (2).
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Peswome

O HEKOTOPOM METOJIE AHAJIM3A BIMSIHMS TPEHUS B ITPOLECCE
TUIACTHUYECKOI' O CKATHUS UHUIHMHAPHYECKOI'O OBPA3LIA

B paGore npescraBiieH Cnocob yueTa TpeHMsI HA IIOBEPXHOCTSX KOHTAKTAa B NPOUECCE CKATH LH-
Tiuyapuyeckoro ofpasna. AHaNKH3 NpPOBeNeH NPH IPEANOJIOH(EHHH, YTO BCST JOMOJHUTENbHAsT paboTa,
06ycnoBeHHAst TPEHHEM BO Bpemsl QehOPMHPOBAaHMsI ofpaslia, 3aTPAauHBacTCH Ha NOBEPXHOCTAX KOH-
Taxra mexkay obpasnoM H COKHMAIOLIMMH €ro LuraMnamy. B npeanosioye My oqHOpoaHoro nedopmupo-
BaHUA BbIBOOAATCA 3aBHCUMOCTH; ONPENESISIOLIHE aKTYaIbHOE HANPSIKEHHME TEKYUECTHU G, CPEMIHee oce-
BO€ HANPHKEHHE O; U KO3GDGDUUHEHT TPEHHST /.

C noMOLIBIO MOJyUEHHBIX 3aBUCHMOCTEHl BBIYHMCIEHDBI, HA OCHODE ONBITHBIX NAHHBIX M3 paGoT [1]
11 [2], sHaueHnst p(€)so=const. DTH 3HAUEHHUs CPABHEHBI CO SHAUCHMAMI /¢, TOJIyYeHHBIMH B paboTe [2]
NyTeM MHTErpUPOBAHUA YPAaBHEHHSI PABHOBECHS.

Summary

ON A METHOD OF FRICTION ANALYSIS IN PLASTICALLY COMPRESSED CYLINDRICAL
SPECIMEN

In this paper a method is presented which makes it possible to take into consideration the effect of
friction at the interfaces during compression of a cylindrical specimen. In the analysis performed it is assum-
ed that the additional work developed by the frictional effects is dissipated over the interfaces between
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the specimen and loading platens. Assuming the uniform state of strain, the relations are obtained yielding
the actual flow stress oo, the axial stress o, and the cocfficient of friction p. Making use of the relations
derived the values of p(£)so=const are computed on the basis of experimental data taken from the paper
[1] and [2]. These values are compared with the values jt which were obtained in the paper [2] as the result
of integrating the equilibrium equation.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 lipca 1975 r.
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PRZYKEAD BADANIA DOKEADNOSCI LINIOWEGO UKEADU DYNAMICZNEGO
W PRZYPADKU NIESTACJONARNYM

Jézer Ni1z1oik, NARCYZ KONDRACIUK (KRAKOW)

Wstep

Duza role w rozwoju techniki odegraly uklady automatycznego sterowania. W ukla-
dach tych mozna wyréznié obiekt regulacji oraz regulator, ktéry moze dziala¢ na obiekt
poprzez wejicia x,, X,, .., X,. Wyjscia obiektu y,, y,, y3, ---, ¥ beda mniej lub wigcej
r62nié sie od zalozonego przebiegu procesu §,, V2, Vs, ..., Jm- Problem optymalnego ste-
rowania polega na tym, by wyjécia obiektu y,, y2, V3, ---, Yu rO2nily si¢ minimalnie
(w okreslonym sensie) od zadanych przebiegdw 7,, 75, 3, ..., Jm. DO tego celu mozna
dazyé¢ w rézny sposéb:

1) poprzez odpowiedni dobér funkcji x;, x,, X3, ..., Xn,

2) przy znanej strukturze ukladu poprzez dobdr jego parametréw (niepelna synteza),

3) poprzez dobdr struktury ukladu, czyli dokonanie pelnej syntezy.

Wymuszenia, ktére dzialaja na dany uklad moZemy podzieli¢ na uzyteczne, czyli
sterujace, nazywane sygnatami, i zaklécajace, zwane szumami. Zakidcenia nie moga byé
okreslone w sposéb jednoznaczny w sensie deterministycznym i nalezy je traktowac jako
procesy stochastyczne. '

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ jedynie szczegélnym przypadkiem peinej syntezy.
Rozwaza¢ bedziemy ukiad jednokanatowy, tzn. ukiad dynamiczny z jednym wejsciem
1 jednym wyjéciem.

Doktadno$¢ dynamiczng takiego uktadu mozna zdefiniowaé nastgpujaco: niech wej-
Scie ma posta¢ X(1) = U(t)+ ¥ (1), gdzie U(t) jest sygnatem, V(¢) szumem; Z(¢) niech
bedzie zadanym wyjsciem. Wprowadzmy pewna funkcje zwang funkcja strat.

Funkcjg wagi nazywaé bedziemy pewna nieujemng funkcj¢ dwéch zmiennych Y(¢)
1 Z(1), gdzie

Y(t) = LIU()+V ()],

za$ L jest pewnym operatorem liniowym.
Funkcja wagi przyjmuje postaé
W = W{Z(t), LIU(t)+V()]}.
Wartoéé oczekiwana funkcji wagi nosi nazwe furikcji strat.

Jako kryterium dokladno$ci dynamicznej ukladu przyjmiemy minimum funkcji strat.
Przy przyjeciu funkcji wagi w postaci

W = k{Z(1)—LIU()+V(D]}? = ke?
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funkcja strat przyjmuje postaé
[re]
e2()) = fezp(s, t)de.
—
Symbolem ¢ -> oznacza¢ bedziemy warto$¢ Srednig procesu stochastycznego po zbiorzc
realizacji.

Jako kryterium doktadnosci dynamicznej ukladu przyjmiemy warunek /\ e2(t)y =
ter

= min, gdzie 7 jest czasem obserwacji uktadu dynarﬁicznego. Dodatkowo Zadamy, by
funkcja oczekiwana rdéznicy Y(t)— Z(¢t) byla tozsamos$ciowo réwna zeru.
Zadany proces na wyj$ciu ma postac

Z(1) = N[U(1)],

gdzie NV jest znanym, narzuconym przez nas operatorem.

1. Dokladno$¢ dynamiczna ukladu jednokanalowego w przypadku niestacjonarnym

Zaktadamy, ze:

1) operatory NV i L sg operatorami liniowymi,

2) funkcje U(t) i V(t) sa funkcjami przypadkowymi, ktdrych nadzieje matematyczne
sa rOéwne zeru,

3) istnieja momenty drugiego rzedu proceséw U(t), V(¢) i znane sg funkcje korela-
cyjne K, (1), 1), K,(t1, 1) 1 K(t1, 12), gdzie symbolami K, (¢, 1), K, (¢, t,) odpowiednio
oznaczono funkcje autokorelacyjne procesdw U(¢) i V(t), zas symbolem K,,(¢,, t,) ozna-
czono funkcj¢ korelacji wzajemnej proceséw U(?), V(1),

4) czas obserwacji rozpatrywanego uktadu jest skonczony i réwny T,

5) proces X () jest caltkowalny w sensie §redniokwadratowym.

Przy przyjetym kryterium dokiadnosci dynamicznej dostajemy warunek

T
(1.1) ([ 1, yxends,—z()|") = min.
0

Wprowadzona funkcja przejscia /(t, t,) zwigzana jest z operatorem L zwigzkiem

T
[ 1@, 1) Xi)dry, = LIx(n).
0
Znalezienie optymalnej funkcji przejscia I(¢, ¢,) sprowadza si¢ do rozwiazania zagadnie-
nia z rachunku wariacyjnego. W koncowym rezultacie /(¢, t;) powinna spetnia¢ rownanie
catkowe postaci [1]

s

(1.2) [ 10, 1)Koty 0)dts~Rslt1, 1) =0, 120, 0< 1y <1,

0

gdzie K.(r,, 12) jest funkcja autokorelacyjna procesu na wejsciu, zas Ry, (1, t,) — funkcja
korelacji wzajemnej wymuszenia X(¢) i Zadanego wyjscia Z(¢).
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Znalezienie optymalnej funkcji /(¢, t;) w ogdlnym przypadku jest zagadnieniem bar-
dzo trudnym. Prekursorem w tej dziedzinie mozna nazwa¢ KOLMOGOROWA [2]. Problem
rozwiazany przez niego dotyczyt ciggu przypadkowego, stacjonarnego. Zagadnienie syn-
tezy w ujeciu probabilistycznym znacznie ogdlniej postawil WIENER [4]. Podal on metode
rozwigzania rownania catkowego (1.2) przy nastgpujacych zaloZeniach:

1) procesy X(t) i Z(t) sa stacjonarne,

2) ich nadzieje matematyczne sa réwne zeru,

3) czas obserwacji ukladu dynamicznego 7 - c0.

Ogélniejszy przypadek rozwigzali ZADEH i RAGAZZINI [5] zakladajac nadzieje mate-
matyczne w postaci wielomianéw potggowych zmiennej ¢ oraz zakladajac skonczony
czas obserwacji 7.

SHINBROT [6] podatl do$é prosty sposob uzyskania rozwigzania réwnania (1.2) w pew-
nym szczegdlnym przypadlﬁu, mianowicie wtedy, kiedy funkcje K (t,, 1) 1 R..(t,3)
mozna przedstawi¢ w postaci skonczonych sum iloczynéw funkgji kazdej ze zmiennych
!y it,, tzn. kiedy prawdziwe sa réwnosci:

m

d

(13) Kt 1) = X o) pi(t), 1> 1,
el
. Hl1

(1.4) Re(ty, 13) = Z 2i(t) wit2), o2t
R Jj=1

gdzie @;(1), w;(¢) 1 x;(t) sa deterministycznymi funkcjami czasu, oraz kiedy ponadto
spefniony jest warunek

m

15 -2(pj(t')'%(IZ)_(pj(tz)"Pj(’x) = w(t;— 1),
=1

7
tzn. funkcje ¢;(¢) i ;(¢) sa takie, ze suma réznic stojaca po lewej stronie rownoéci (1.5)
Jest funkcja réznicy (£, —1,).
Poniewaz funkcja korelacyjna K, (¢,, f,) jest symetryczna, z réwnoéci (1.3) wynika, ze

m
™ '
(1.6) K (ty, 1) = _/_\_, @i(t2) wit), L <10
=1
Celowe jest rozpatrywanie probleméw z ograniczeniami (1.3), (1.4) i (1.5), poniewaz
szeroka klasa zadan z zakresu sterowania automatycznego speinia te warunki.

2. Wyznaczenie optymalncj funkcji przejscia dla ukladu calkujacego

W zagadnieniach praktycznych, przy badaniu dokladno$ci ukladéw dynamicznych,
najczedciej spotykamy sie z problemami ekstrapolacji, filtracji, rézniczkowania czy tez
ich kombinacji. W literaturze nie spotyka si¢ probleméw zwiazanych z przypadkami,
gdy operator N jest operatorem catkowania. Wiadomo, Ze jezeli na dowolny catkowalny
proces stochastyczny podziatamy operatorem catkowania, uzyskamy proces niestacjonarny.
W tym przypadku bedziemy wigc zawsze mie¢ do czynienia z problemem doboru opty-
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malnej funkcji przejécia w ujeciu niestacjonarnym. W praktyce, z takimi zagadnieniami,
gdzie operator N jest operatorem catkowania, spotykamy si¢ w przypadku Zyroskopu
catkujacego przyspieszenie liniowe obiektu, na ktérym jest on umieszczony [3].

Zyroskop taki spetia funkcje¢ przyrzadu mierzacego predkosci liniowe samolotéw czy
rakiet poprzez catkowanie ich przyspieszen. Ze wzgledu na losowy charakter sit dziataja-
cych na poruszajacy si¢ samolot czy rakietg, przyspieszenia tych ostatnich sa typowo
procesami stochastycznymi. Na podstawie badan eksperymentalnych [1] wiadomo, Ze sa
to procesy na ogot stacjonarne, ktdrych funkcje korelacyjne najczeéciej sa aproksymowane
funkcjami postaci:

a) Kx(tl > tZ) = o-fe—‘ﬂ'z—fﬂ’
b) K (ty, 1) = ae~*"2""1lcos f(1, —1,),
a
<) Ki(ty, 12) = o%e"““r“‘cosﬂ(tz—tl)+Fsmﬂlt2—t1|,

gdzie of, a, B pewne stale,

Dia wszystkich tych funkcji oraz catej szerokiej klasy innych, jak i dla operatora cat-
kowania spelnione beda warunki (1.3) i (1.4) dla funkcji korelacyjnych K. (¢,, 12), R.,(t,, 15),
jak 1 warunek (1.5).

Zajmiemy si¢ znalezieniem optymalnej funkcji przej$cia w przypadku ogdélnym, jednak
przy ograniczeniach (1.3) - (1.5).

Dla uproszczenia zapisu postuzymy si¢ symbolika rachunku wektorowego i zbiory
funkcji @;(¢), wi(¢) i x{(t), j=1,2,3,...,m oznaczymy odpowiednio jako wektory

m

(1), p(1) 1 7(1). W tym przypadku sumy postaci Z @; w; mozna traktowac¢ jako iloczyn
=t

skalarny wektoréw p i p. Wtedy (1.3), (1.4) i (1.5) mozna zapisa¢ w postaci:

@.h Ki(ty, ) = p(t) - p(t2), 1, 2 12,
2.2) Re(ti, 1) = (1)) 2(t2), 1, <12,
(2.3) @(10) p(t2) —p(t2) p(ty) = w(t, —13).
Przyjmujemy, Ze szukane rozwiazanie réwnania (1.2) mozna przedstawi¢ w postaci
(24) . U1, 1) = [I(0)-p(12)I(1—12),

gdzie /(1) i ¥(r) sa wektorami o wspéirzednych /,(2), L (1), ..., (1) T v(2), 72(1),
(1), ..., ym(2), a funkcja I(¢) jest funkcja skoku jednostkowego, tzn.

0, <0,

I, =20,

(2.5) I(1) = {

i zapewnia zerowanie si¢ funkcji /(¢ t,) dla ¢ < 1,, czyli realizowalno$¢ fizyczng uktadu.

Mozna tak okresli¢ wektory /(1) i y(t), ze wyrazenie (2.4) spetnia réwnanie (1.2).
W tym celu przepisujemy réwnanie (1.2) uwzgledniajac warunki (2.1), (2.2) i (1.6). Otrzy-
mamy

If '

(2.6) P70 = [ 1, )P0 - pldn+ [ 1, )IF() polds.



PRZYKLAD LINIOWEGO UKLADU DYNAMICZNEGO 365

Ostatnig calkg przedstawiamy jako réznicg dwoch calek w przedziatach od 0 do 7 i od 0
do ¢,. Wiec
1

QD B0 = [ 10 DFE)-Fdn+ [ 10, L)) B -
0 0

— [ 1 B pe)dr,.
0

Nastepnie przenosimy druga catk¢ z prawej strony na lewg i wyciagamy przed nawias
wspélny czynnik
l

@8) |7~ j 101, 1)- qo(zz)dzz]— 10, )P (1) -9 (1)~ 5 (1) - (1) dr

Wstawiajac (1.3) i (2.4) otrzymamy:

2.9) sz~ [0 -5 -pw)dn| = 1) [ ) wit,~n)drs.
0 0

Po obu stronach ostatniej réwnosci sa iloczyny funkcji zmiennej ¢, i funkcji zmiennej ¢.
Réwnanie to bgdzie spelnione jezeli poréwnamy te funkcje parami, tzn.:

iy

(2.10) p(t) = [ p(ewlt, - 0)dn,
0

2.11) K0+ [ W3- a(t)dn = 7(0).
0

Funkcja wektorowa (f;) podana wzorem (2.10) wyraza si¢ poprzez splot funkcji

() i w(t). Zakladamy istnienie transformat Laplace’a P(s), I(s) i W(s), funkcji w(2),

y(1) i w(¢); ponadto zakladamy, ze W(s) # 0. Stosujac przeksztalcenie Laplace’a do réw-
nania (2.10) otrzymamy

{f’(s) .

(2.12) i) = 76)

Réwnoéé ta, jako réwnoéé dwéch wektorow, bedzie spetniona wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiednie wspoltrzedne tych wektoréw bedg sobie réwne. W ten sposéb znajdziemy
transformaty Laplace’a wszystkich m wspétrzednych y;(r) wektora p(7) i stosujac od-
wrotne przeksztatcenie Laplace’a, okreslimy wszystkie nieznane funkcje yj(t),'j =1,2,3,

., m.

Aby obliczy¢ wspéirzedne wektora I(1), przepiszemy réwnanie (2.11) w postaci ukia-

du m skalarnych réwnan

Ds

(2'13) [ajl(t)+6jl]1j(t) = xi(’), i = 1)2’ ey m,

i

1

3 Mechanika teoretyczna
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gdzie

2.14) ~ ai(t) = [ vy gy,
0

a d;;, jak wiadomo, réwna jest zeru, gdy j # i, i jest réwna jednosci, gdy j = 1.

W przypadku gdy ukiad (2.9) jest ukltadem niesprzecznym, z (2.13) wyliczamy funkcje
L(1) i podstawiajac je do (2.4) otrzymamy funkcj¢ wagi optymalnego ukladu dynamicz-
nego okre§lonego réwnaniem catkowym (1.2).

Jezeli uklad (2.9) jest sprzeczny, oznacza to, ze funkcja /(t, ¢,) zostata zalozona nie-
wlasciwie. W tej sytuacji nalezy przyja¢ ja w innej postaci, mianowicie:

(2.15) 11, 1) = (1) 7 = 12)+ D) h(1) 00 ~1),
P
gdzie /(1) sa dowolnymi funkcjami wybranymi tak, aby wyrazenie /(¢) uczyni¢ mozli-

wie najprostszym; 0% (¢—t,) jest k-ta pochodng funkcji é-Diraca.
Jesli funkcja wagi jest postaci (2.15), to réwnanie (2.9) przyjmie postaé:

216 we|F(~ [ ) -FENg)d— X (1) [ 60(—~1)-Fle2)des) =
0 k 0

1y L5}

= [Ty wt=t)din+ D (1) [ 8% (t—)w (e, —t)dt,.
0 k 0

Ostatnia catka jest rdowna zeru, poniewaz ¢; < t. Natomiast druga catk¢ mozna tatwo
obliczy¢ korzystajac z wlasnosci funkeji d-Diraca. Zakladajac, ze @(¢) jest klasy C* otrzy-
mujemy

@.17) [ 00~ 1)@ dr, = P ().

Uwzgledniajac poczynione wyzej uwagi réwnanie (2.16) napiszemy w postaci

@18) B0~ [ U0 F@N - Fle)dia— D hl0)-g0(0)] =
0 k

= I(1) [ Pl w(t, ~t)dts.
0

Stad latwo widaé, ze réwnosci (2.10) i (2.11) przyjma odpowiednio postaé:

1

(2.19) P = [ 7wt —t)dn, w0,
0

(2.20) 0+ [ H0)-5E)1-w)de+ Y h(DF() = 2(0).
0 k
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Macierzowa forma uktadu réwnan (2.20) bedzie identyczna z (2.13), jezeli wektor
z elementami y;(r) zastapi¢ wektorem o wyrazach d;(¢), gdzie

@.21) () = 20— D h(DFL(1).
k

Dobierajac odpowiednio funkcje A4(¢), z ukiadu (2.20) obliczymy szukane funkcje
l;(1).

3. Przyklad

Jako przyklad znajdziemy optymalna funkcje przejécia uktadu dynamicznego, catku-
Jacego funkcje przypadkowa X(¢). Uktad jest obserwowany przez skonczony okres czasu
od 0 do T. Funkcja korelacyjna K,(7) jest okre§lona wzorem

3.1 K.(7) = a%e2, (X(1)> = 0.

W tym przypadku niestacjonarno$¢ zagadnienia, jak zostalo nadmienione w rozdz. 2,
jest zwigzana z operacjg catkowania. Szukana funkcja wagi jest okre§lona réwnaniem
(1.2), gdzie

{2
2 2

g 4
(3.2) R,u(tl , fz) — f o'ze““('l_e)df = _7e—all+7e—a(u—!z)’ t, <ty
K .

Widac stad, ze jezeli zalozymy: -
@ (1) =0, @a(t) = o=,
v () = 1, 9o (1) = oe*,
_ 9w _ O
x:(8) = ¢ x2(t) = ae s

to spemione sa warunki (1.3) i (1.4) dla m = 2. Mianowicie:
K,(t,,1,) = 0-1+oe ™t 0e™2, 1, 21,
3.3) 2
R..(t:, 1) = _ T 14 Lemtagent, 1 < 1y,
o o
réwnos¢ (1.5) za$ ma postaé

(34 ge . geMr—ge~ 2. ge™ = g2 — U] = w(r; —1,).
Stosujgc przeksztalcenie Laplace’a do funkeji v;(¢), j = 1,2 i w(t) otrzymamy

1 2002
Vo) =<, W)= W=

_s2.

3s
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Zgodnie z (2.12) transformaty Laplace’a funkcji »((#) i v,(¢) maja postaé

a?—s? . o+
CS ) = - 2
2002’ () 200

I'(s) =
Obliczajac oryginaly, otrzymamy:

o l
nn) = 262 200t

6D(1),

1 1
= —- —
pal0) = =5 80—~ 30(1),

gdzie t > 01 d(¢t) jest funkcja d-Diraca.
Aby obliczy¢ funkcje /,(¢) i /,(¢), nalezy rozwiaza¢ ukiad réwnan (2.13). W tym celu
obliczamy wspétezynniki a;(t), i, j = 1, 2, wedtug wzoru (2.14)

t
a ()= [0d, =0,
J

{
@y ()= [0dn =0,
s

[ -

1 1
—_—— — = &b —af, - —
f l 7o é(1,) o 6 (12)] ce 241, 1,

0-

I

a2 (1)

]
a;(t) = f[za : ‘(5(1)(’2)]03_a'2d’2 = —%6“".

o? 2002
&

Ukfad (2.13) ma postaé:

O.Ze—au

ll(t) = - o ’

3.5
l —at o —at
— 55¢ d() = PP
Fatwo zauwazy¢, Ze uklad réwnan (3.5) jest sprzeczny.
Zagadnienie to mozna rozwigzaé, jezeli zalozymy, Ze /,(t) = 0 i jezeli bgdziemy po-
szukiwaé funkcji przejécia w postaci (2.15).
Obliczamy d;(t), j =1, 2

— g2

—ab
e »

(1) =

d,(t) = %e‘“’—ho(t)ae‘“‘+/11(t)a<xe‘“‘—hz(t)aotle‘“‘+h3(t')cot3e‘“‘—
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Aby rozwiazanie uczynié¢ prostszym zalozymy, ze A,(¢t) = 0, k > 1. Wtedy ukfad

réwnar (2.20) przyjmie postaé:

2

g
| 1) = = e
I ——1——e‘°”-1 (1) = Te=at _p (t)ge ™
. 26 "1 o 0 .

Rozwigzujac ten ukiad réwnan znajdziemy

—al

2—e"
hor) = =
i
O.Ze—al
11(’) = T e
04

Wstawiajac obliczone niewiadome do (2.15) otrzymamy impulsowa funkcje przejicia

rozpatrywanego ukiadu

. e—ﬂr 1 2_ —at .
I, 1,) = T ‘[—;‘— 20“5(1)(’2)] + — 2'2— d(t—1,).

Minimalng wartos$¢ $rednig bledu kwadratowego mozna obliczy¢ wedhug wzoru

T

<€2(1)>mln = Kz(t, t)_ f l(ti tJ)sz(tl’ t)dtl'
: 0
Otrzymamy:
t
20'2 at 02 —2at
1P = Dot re 1] e f [ 8(11)

T

0.2

—2ae™8(1—1,)+ad(t—t )] (1 =) dty — (1 —e*)e™™ f [ — 6¢I(,) —

2a

‘-

N ,
~20e™8(t—1,)+ ad(t —t)]e " 1dt, = 72(_7(1'2— [dat+e *(9+e*T)—e 22+ at)—e~*T +2].
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Peswme

UCCIIENOBAHME TOUYHOCTH NHMHEUHOM MUHAMHYECKON CUCTEMbBI
B HECTAUMOHAPHOM CIJIYUAE

Lensio pabGoThl SBAAETCA ONpegesIeHHE ONTHMANIBHON BECOBOH (QYHKUMH ANA JMHAMMUECKOH Ci-
CTeMbl B HECTALMOHAPHOM CJIyYae, KOrfga aBToKoppenaunoHHast dyHxuns Ky(f), f,) curHana Ha BXofe
X (1) a raroxe KoppensunoHHasa GyHruuA Ry-(1y, f2) BXoaa X(f) n 3agaHHOro BbIXoAa Z(f) MMEIOT BUA

m
Kity, ) = D) @i(t)wi(ts), 4 = 1,
Jj=1

m

Ry:(ty, 12) = 2 LiIwit), 1y =1,
=1

rae @;(t), wy(t), x;(¢) nexoropble 3amannble pydrunu. IpearonaraeTcs, UTo BBLINOIHACTCA YCAOBHE

m
2 [t w;(t2) ~(t2)w;j(t2)] = w(ty—13).
j=1
Pewnien npuMep, B KOTOPOM HaiiieHa ONTHMaNbHAs BECOBasA QYHIUMSA THHAMIUECKOH CHCTEMBI, HHTErPH-
pylowiast ciryvaitnyio dyHrumo X (1) (Bua voppensunorHoit GyHiuun Ky (t) = ¢Ze—*(*), maTemaTHUeCKoe
OXKHAAHHE pPABHO HYJ/MO), KOLAAa BpeMsa HaAGMIONEHMA CHCTEMLI SIBJSETCH KOHEUHDLIM IPOMEXKYTKOM
te (0, T).

Summary

EXAMPLE OF INVESTIGATING THE ACCURACY OF A LINEAR DYNAMIC SYSTEM IN
A NONSTATIONARY CASE

In the present paper is discussed a method of calculating the optimal transfer impulse function for
dynamic system in a nonstationary case, if the signal’s autocorrelation function Ky(¢y, #2) at the input
X(¢) and the intecorrelation R,.(#y, f2) between the input X(¢) and the required output Z(r) have the
following special form

m
Kx(ty, ) = lej(’l)'l’j(’z), = 1,
j=t1

m

Rez(te, ) = D (i), 1 =1,
j=1

where @ (1), w;(¢) and x;(¢) stand for certain scalar functions. Moreover we presume the following con-
dition to be satisfied

2D (10w (1)~ 95 (1) 1)) = w (it~ 1).
J=1

An example is given of calculating the optimal transfer function for a dynamic system, which integrates
the stochastic function X(¢) (the autocorrelation function Ky(r) = o2e—2(® and its mathematical ex-
pectation are zero), in the case when the system is observed for a finite interval of time ¢ € (0, T).

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 20 sierpnia 1975 r.
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NIELINIOWE DRGANIA ELASTYCZNIE POSADOWIONYCH SILNIKOW TLOKOWYCH PRZY
SZEROKOPASMOWYCH WYMUSZENIACH STOCHASTYCZNYCH
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1. Wstep .

Rozpatrywane w pracy [1] réwnania ruchu, opisujace nieliniowe drgania elastycznie
posadowionych silnikéw tiokowych z uwzglednieniem zmienno$ci predkosci katowe;j,
oparte s3 na zdeterminowanym modelu mechanicznym, stanowigcym pewna idealizacje
realnego ukladu drgajacego. W rzeczywistych warunkach eksploatacyjnych moga wyste-
powacé zewngtrzne wymuszenia stochastyczne, jak rowniez parametry ukladu moga mieé
charakter losowy. W szczegblnoéci probabilistycznego ujecia wymagaja geometryczne
i fizyczne parametry ukladu oraz wymuszenia, zakldcenia, obciaZenia, uszkodzenia i pro-
cesy zuzycia [2]. W odniesieniu do elastycznie posadowionych silnikéw tiokowych istotne
mogga okaza¢ si¢ m.in. losowe zmiany warunkéw spalania w cylindrach, tarcia, smaro-
wania, chlodzenia i zuzycia, momentu oporowego odbiornika mocy, charakterystyk pod-
kitadek elastycznych, a takze przypadkowe ruchy fundamentéw silnikéw zainstalowanych
na §rodkach transportu.

Uwzglednienie proceséw stochastycznych wymaga traktowania drgan silnikéw jako
losowej funkcji czasu, ktérej charakterystyki nalezy wyznaczy¢ na podstawie znanych
charakterystyk statystycznych proceséw wejsciowych. Nalezatoby przy tym braé pod
uwage taczny probabilistyczny opis warunkéw zewngtrznych, procesu eksploatacji, para-
metréw konstrukcyjnych i wytrzymalosciowych, warunkéw spalania, tarcia etc., gdyz
w ogélnym przypadku nie sa one niezalezne. Na obecnym etapie badan i rozwoju teorii
ttokowych silnikéw spalinowych nie dysponuje si¢ takim opisem. Ponizej ograniczono
si¢ do rozpatrzenia drgan elastycznie posadowionych silnikéw tlokowych przy losowych
wymuszeniach, stanowiacych szerokopasmowe procesy stochastyczne.

2. Réwnania ruchu

Wykorzystujac réwnania (4.1) wyprowadzone w pracy [1], opisujace drgania wielo-
cylindrowych silnikéw rzedowych o szeciu stopniach swobody w stanach ustalonych
i bliskich ustalonym, mozna przy wymuszeniach stochastycznych napisaé¢ réwnania ruchu
W ogdlnej postaci

mi +ciu—U,y+ U, B = ¢[P,+6,(1)],
mo+c,v—V,a+V,y = e[Pr+0;(1)],
mw+c,w— Wi+ W,o = e[P3+06;(1)],
2.1 ld+ e a—V, 0+ Wyw—cuy—coB—crT(wo) = e[Ps+ 04(1)],
LB+cy, B~ Wew+ U u—coyo—cyy = e[Ps+05(1)],
Ly+c,y—Uu+Viv—c f—cea = e[Ps+ 06(1)],
1p = 8[P7+67(’)],
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gdzie:
Pj = Rj+m‘,1(Fj)l +mp2(F;-)2+mij, j = 1, 2, ...,7, R7 = RE)C).

Przyjeto, ze ;(¢) (j=1,2,...,7) stanowia szerokopasmowe procesy stochastyczne
o znanych charakterystykach statystycznych, ktdrych realizacje przyjmuja male wartoéci,
a czasy korelacji (7;),,, sa krotsze od czasu relaksacji procesu wyjSciowego, tj. spetniajg
warunek

22) (e < —

e

Pozostale oznaczenia sg takie same, jak w pracy [1].

Z wystarczajacg w praktycznych zastosowaniach doktadnoscia przeksztalcié mozna
réwnania (2.1) do réwnan opisujacych drgania okreslone przez cz¢stosci wymuszen i tg
spo$rod czgstosci drgan wiasnych 2, analizowanego ukladu, dla ktérej réznica |A;—¢)
jest najmniejsza, gdyz drgania z innymi czgsto$ciami wlasnymi na skutek ttumienia badz
wygasna, badZ moga nie by¢ rozpatrywane w pierwszym przyblizeniu [3]. Jeéli taka czg-
stoScig jest A,, podobnie jak w pracy [I] przeksztalca si¢ réwnania (2.1) do postaci

6 .
\ !
(23) am+212nqm = A/(; Z (Dg'm)[Pj+ éj(’)],
m
2.4) B = 1P+ 5,(1),

gdzie wielkosci M, 1 @™ okreSlone zostaly w pracy [1].
Przy braku wymuszen stochastycznych drgania ukladu opisane sa zalezno$ciami

(7.5 Uu=ug+o;, V=0+0z,-., ¥ =Yot+0s,

gdzie g;(t) = DY q,a(1), 4o, Vo, ..., Yo 0znaczajg state skladniki wywolane staly sktadowy
momentu reakcyjnego cr7(wo) w réownaniach (2.1), a g,(¢) jest rozwigzaniem réwnan
(2.3) 1 (2.4) przy 6;(+) = 0.

Rozwiazanie réwnan (2.3) i (2.4) przy braku wymuszen stochastycznych przedstawiono
w pracy [1]. PoniZej rozpatrzono zagadnienie wyznaczenia ¢,,(#) przy wystgpowaniu w row-
naniach (2.3) i (2.4) wymuszen J;(¢).

3. Rozwigzanie réwnan ruchu

Do rozwiazania réwnan (2.3) i (2.4) przy speinionych warunkach (2.2) mozna zasto-
sowa¢ matematyczny aparat proceséw Markowa i réwnaf kinetycznych Fokkera-Plancka-
Kotmogorowa (F-P-K) [4, 5. W tym celu stosuje si¢ zamiang zmiennych okre§lona wzo-
rami

gn = Acos(p+y),
3.0 Gm = — AAnsin(p+vp),
¢ =w

i
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i przeksztalca réwnania (2.3), (2.4) do postaci

A= eXp+eXe,
(3.2) b= eYp+eYry,

L%

d) = (‘:ZR'*‘SZF,
gdzie

6
! \' O psi
Xp= — _M,,,Z,,,'Z ™ Pisin(@+v),

Y o
Yp = Ap—w— AM A —}J P Picos(p+y),

ZR = I P7s

Xe = - M,,.l,,,Zq""')fs (1)sin(p+1y),
Ye= - M,.,Alm 2’ D™ o;(1)cos(q+v),
Zp = ! 0,(1)

CF = 7 7 »

Py = Pi(A,y, ¢, ),

A, 9, w oznaczaja zmieniajace si¢ w czasie wielkosci. Czony Xp, Yy, Zy stanowia czgsci
regularne réwnan (3.2), natomiast X, Yr, Zr sa czeSciami fluktuacyjnymi, zawierajacymi
procesy stochastyczne. W réwnaniach tych nalezy wydzieli¢ skiadniki opisujace plynne
zmiany wielkosci A4, » i w. W celu usunigcia wibracyjnych skladnikéw z czionéw X,
Yy, Zy przedstawi¢ mozna wielkosci A4, p i « w postaci

A = A X+ eU(A%, v%, 0¥, ¢),

(3.3) w = pX+eV(A%, p¥, 0¥, ¢Y),
7 w = ¥ -FeW (A%, ¥, ¥, p¥),
gdzie A%, y*, 0¥ oznaczaja wolnozmienne sktadowe, ¥ = w*1, U, V, W — wibracyjne
skladniki. '
Funkcje U, V, W nalezy tak dobraé, aby zachodzity zwigzki

AY = eXF(AY, ¥, o),
(3.4) Pt = eYR(AY, Y, o),
wX = eZE(A*, p¥, 0¥).
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Dla uzyskania rozwigzan z uwzglednieniem czlonéw drugiego rzegdu matoséci nalezy
wydzieli¢ w funkcjach U, V, Wi X%, Y&, Z¥ czlony pierwszego i drugiego rzedu matosci:
U= U, (4% y*, o, ¥)+eU (4%, v¥, ¥, %),
V= V(A% y, 0¥, %)+ eV, (4%, 9%, 0¥, %),
W = W, (4%, v*, 0¥, *) + e W, (4%, v*, 0¥, ¢¥),
X = X5, (A%, 9%, o) +eXi (4%, 9, 0¥),
YR = Y5, (A%, 9%, oY) +eY (4%, v, 0¥),
Zx = ZE (A%, vX, 0X)+eZE (A%, v*, 0¥).

Dla analizowanego ukladu otrzymuje sie

1 . \" om )
X§ = - Q?ﬂ[mf Z @™ P;sin(p* + ) dp*,
0 =t
2n 6

1 \ !
YRy = Ap—o® - '_"k‘—f Z @™ Pcos(p* +p¥) do*,
2 AX My Ay s

(3.5)

1
Z,{l m f P7d(px,
0

1 al! .
U, = ‘XZ /) (Clpsmp‘Px_blpCOSP‘Px),

()
P

I 1 .
V,= X 2; (CZPSIHPq)x_bZPCOSp(pX)’
P
_ 1 1 1 . X _ X
B

X

X
Xk, = — f[U, R(Ax p*, 0¥, ¥)+V, - (AX, v¥, o, )+
2 oy

+W, %%R (A%, 9%, 0¥, g*)+ W, ‘_3(__;_‘(; (4%, ¥, ¥, q)")]d(px,
Y%, = zl—n;z‘ [U,aa);: (A%, v*, o*, ¢*) + V, ¥ (Ax X o X))+
0
+ W, ay" (A%, v*, 0 )+ Wey a;;)— (A%, y¥, o7, q)")i “do*,
ZR, = ;R zfn [U1 602; (AX %, 0¥ ¢X)+V. 0Zn (A" ¥, o, g¥)+
b

0Z 0z '
+ Wl _'a*af‘ (Ax’ wx) wxy ‘PX) +'Wcl a?R_ (Ax’ Wx’ wx’ (px)] d(px’
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gdzie
2 6
| Y on .
by, = — W}.—f Z D™ Pysin(p* + ¢¥)sinpe*de*,
mim ey
2n 6

1 mp
N ?Aimlmof Z D P;sin(p” + ) cospp*dy*,

1 , .
b2y = = mf Z DJVE;cos(¢™ +y )sinpy” dy”,

6
-y
— (m) X X
TrAXM,,,l / > @4 P;cos(p* +p*)cos pe*de*,

j=1

1 :
bsy = 5 ( Pysinpp*dp®,
0

2n

1
€3p = _; f P cosppdp*,
-0

l .
W (A%, %, o, ¢*) = (w")z \ (b3,,smp<p +¢3,c08 pp*),

P
PJ= Pj(AX’ w/\”a)/\” (px)l -]= 1’2""’7'

W czeciach fluktuacyjnych réwnan (3.2) mozna zamiast 4, y, quodstawié A%, v,
@* i nie uwzglednia¢ skladnikéw wyzszych rzedéw malosci, gdyz sa one w réwnaniu
F-P-K pomijalne [5]. Po odrzuceniu skladnikéw wibracyjnych z czeéci regularnych réw-
hania (3.2) przyjmujg postaé

/ix

\ )
X+ X = D) O (DsinG ),
m . 1

(3.7)

s.
Ml

6
e \ !
X = eV +62YE, — L ITIN Z DY ,(1) cos(p* + %),
. mhm o

(,Z)X = EZR1+EZZR2+ ()7(1)

W réwnaniach (3.7) pominiemy ,,znaczki X’ i napiszemy je w postaci
A.=6F(A,1p,w, o, 9, €), Jj=1,2,...,6,

(3.8) ¢=EG(A, ',U,(U, (p’ 6]) 6)) j= 1:2,""6$
w=¢cH(4,y,w, d,, 8).
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Dla takiego ukiadu réwnarii mozna napisaé¢ réwnanie F-P-K dla tréjwymiarowej funkcji
gestoéci prawdopodobieristwa w(A4, v, @) [5], mianowicie

T R Ty i L
+¢&? fk{—jﬁ }d‘c]wl——a%“6<0>+ 2 fK{ ,}d‘c+
leaG }a’r+£2 _fk{‘a’c a’r]w]———[ eCH> +

+£2_‘£ K{Z—Z,F,}dw+az_£ K{%Z }dr+ 2—£ K{%g,H,l[a’r]w
" | foK{G, G.)dow| +

30 [ fK{H H}a’rw]+£ ———[ f(K{F G+ K{G, F, )drw]

39 w4, p,0)=— A

+

2 62 :
+e 6A7[ fK{F, F,}drw]

+e&?

ety s e, o] ot 2| [ oo )

+ K{H, G,})a’rw] ,

gdzie ( ) oznacza warto$¢ oczekiwang, a K{ } — funkcje korelacyjna (badz funkcjg
korelacji wzajemnej).

Przy wyliczaniu poszczegdlnych skladnikéw réwnania (3.9) przyjeto, ze d;(¢) sa nie-
skorelowanymi procesami o wartoéciach oczekiwanych rownych zeru. Przy wyznacza-
niu wartoéci oczekiwanych (F>, <G>, (H) odrzucono skiadniki wibracyjne z czeéci fluktu-
acyjnych. W wyniku otrzymano

(3.10) w4, p,0) = — ;4 {[EXR1+£ Xg2+ MZAZ Z [D™12S)(8; w)] }

d . m
— ayj{lEYRl +€2YR2 +2A—2M'§'_},Z Z [dsj )]ZRJ((SJ, (D)] }V}—

m aZW
i [W(32R1 +&2 7))+ 2M,$,72 Z [¢( 128;(9; 0))'6Aj +

2

*w
A2M2,12 Z [(p(m) ZSJ( ) S7((57,0) a -
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gdzie

1 ’ .
S;(0;, w) = 5 J {6;, 8;>coswrdr — widmowa gesto$¢ procesu J;(1),

0 0
S§7(64,0) = —217; J {04, 87.0dT, Ri(6;, w) = J {0y, 6;>sinwrdr.

Rozwigzanie réwnania (3.10) wymaga zastosowania maszyn cyfrowych.
Dla stanu ustalonego przy 6,(1) = 0 celowe moZe by¢ wyznaczenie stacjonarnej
funkgji gestosci w(A4, w), ktora spetnia réwnanie

(3.11) 0= - 6(?4 {[GXR1+5 Xp2+ an, 7L > [B]28;(5; w)] w}_

] ‘ .
— &/}{[SYM—HZYRZ AZM,,Z,l,,, S [D12R;(9; w)] w}+

6

I N, (az __1___6:)
YoMz L l[d) Y e e e

Funkcja w(4, v) powinna spetnia¢ warunki
: w(d, —m) = w4, ) =0,
3.12) ( ) = w(d, )
w(—c0,9) = w(co, ) = 0.

Rozwiazan réwnania (3.11) spelniajacych warunki (3.12) poszukiwa¢ mozna w postaci

2
(3.13) w(A,p) = Z w,(A)cos(1+%)1p, [=0,1,2,...

=0

- . . 1
Po podstawieniu (3.13) do réwnania (3.11), pomnoZeniu obu jego stron przez cos (s+ 7) 1,

$=0,1,2, .., 1 scalkowaniu po 9 w przedziale [—=, «], otrzymuje si¢ uklad zlozony
Z nieskoniczonej liczby réwnan rézniczkowych zwyczajnych o postaci

dZ

(3.14) =

+R13(A) +R25(A)w =0, s=0,1,2,...

Dla takich réwnan i funkcji gestosci (3.13) podano w pracy [6] nastepujace rozwiiy-
zanie:

14+2A4,(24%--1) ( 1
—— = COS | $+

(3.15) w(d, p) = exp(— AZ)Z wy 2m (1+24,) 7)%
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gdzie

 =2Biagt Broyt 6Bus, 4 48Byut |

2(6B1s— 4B, 25+ 72B 35+ 5Bsos+ 12B,,,— 144B,,,) ’
o]

Bie= [ exp(=A)R,.(A) H,(A)dA,

— 0

A, =

0

Boy = [ exp(—A%) Ray(A) Ho(A)dA,

—m
a H,(A) sa wielomianami Hermite’a

n

Hy(A) = (= Iyexp(4?) o

[exp(—A?)].

Znajomo$¢ funkcji gestosci w(A, ¢) pozwala wyznaczy¢ warto$ci oczekiwane {A)
1 {yp>. Warto$¢ predkosci katowej silnika w w stanie ustalonym przy d,(¢) = 0 okre§lona
jest réwnaniem

(3.16) eH({AD, {y), 0, &) = eZk, (KA, {yd, w) + 2 ZF,({AD, {y), @) = 0.

Funkcje Zz, i Zy, nie zawieraja skladnikéw wibracyjnych, stad zgodnie z postacig funkcji
P, [1] staly skladnik dodatkowego momentu oporowego na wale silnika (wywolanego
drganiami silnika przy §,(7) = 0) wynosi

(G.17) (AM)o = crT(w) — B(w) —hw— eIZF, ({AD, {p>, 0) = 125, (LA, <y, w),

gdzie ¢ oznacza liczb¢ wykorbied watu korbowego, r — dlugo$§¢ ramienia korby, T(w) —
$rednig warto$¢ sity gazowej dzialajacej prostopadle do jednego wykorbienia na promieniu
r, B(w)— $redniag warto§¢ momentu oporowego odbiornika mocy, # — wspéiczynnik
wiskotycznego ttumienia przy obracaniu walu silnika. Wynikajaca stad strata mocy jest
réwna

(3.18) (4AN)y = (AM)pw.

Warto$¢ ta moze rézni¢ si¢ od wartodci straty mocy w przypadku braku wymuszen sto-
chastycznych, odpowiadajacej rozwiazaniom réwnan (3.4) z uwzglednieniem zaleZnosci
(3.5) i (3.6). Przyktadowo, dla dwucylindrowego silnika w uktadzie V, wykonujacego
drgania pionowe, réwnania (3.4) maja, z pomini¢ciem cziondw drugiego rzedu matosci,
postaé

24%mb

A= - 2:11, [A*bl, + (2m;, 0?6+ mo) r(w™)?siny*],
2
= s[b—wx- 2 €O £ Mo 1t yicos ¥,

w* = ; [rT(wX)—B(wX) —ho* + %(Zm,,coszé+mo)Axbrwxsin wx],
gdzie m oznacza mas¢ uktadu drgajacego, m, = m,; = m,, — niewyréwnowazong masg
w ruchu postepowo-zwrotnym, odpowiadajacg jednemu cylindrowi i skupiong na osi
sworznia tlokowego, m, — wirujagca mas¢ niewyréwnowazona, odpowiadajaca jednemu
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wykorbieniu i skupiong na osi czopa korbowego, b — czgstos§é drgan wiasnych ukladu
w kierunku pionowym, /, — wspéiczynnik wiskotycznego ttumienia ukiadu amortyzacji
przy pionowych drganiach silnika, é — polow¢ kata pomigdzy osiami dwdch cylindréw.
Dla stanéw ustalonych réwnania te majq rozwigzania pokrywajace si¢ z rozwiazaniami,

jakie uzyskuje si¢ metoda usredniania [7] w pierwszym przybliZeniu

(2m,cos2d+ mg)r(w*)? !
X — p I A N A topX =— :

A ) / - l 2 b g"/’ 2m(wx_b)r
2mb l b—®)?+ ( oy ly)

gdzie predko$é katowa silnika w* okreslona jest réwnaniem
rT(w®)— B(w*)—ho* + % (2m,cos2d+my) A¥bre*sing* = 0,
tzn. staly skladnik dodatkowego momentu oporowego wyraZa si¢ zaleZnoscig
(AM)y = —»2! (2m, cos2d+ mg) AXbra¥siny.

Réwnanie (3.17) ma w przypadku pionowych drgan dwucylindrowego silnika w ukia-
dzie V postaé

(AM)o = = 5 (2myc0520+ mo)A>braosin<y),

co oznacza, Ze strata mocy (dN), przy wymuszeniach stochastycznych bedzie réznié sig
od straty mocy przy braku wymuszen stochastycznych, gdy

{AYsindy) # AXsiny*.

Réwnania (2.3) nie posiadaja rozwigzania zerowego i stateczno$¢ ruchu mozna bada¢d
W tym sensie, czy trajektorie rozwiazan przebiegaja w pewnych obszarach ograniczonych.
W tym przypadku celowe jest zbadanie stateczno$ci technicznej [8]. Zalezno$¢ (3.15)
pozwala wyznaczy¢ warunek, aby rozwigzania 4 i y dla d,(¢) = 0 pozostawaly wewnatrz
domknigtego ograniczonego obszaru E{4 < 4y, |y| < 4.}, gdy wartoéci poczatkowe
A i naleza do otwartego ograniczonego obszaru ¢ = E, a d;(¢) s procesami ograniczo-
nymi, tj. |16;(2)]] <4, 4 >0, j=1,2,..,6. Techniczna stateczno$¢ wzgledem obsza-
row E, e i proceséw d;(¢) dla ustalonego &,(1 > &, > 0) jest zapewniona, gdy prawdopo-
dobienistwo p[(4, v) € E] spetnia nieréwno$é

pl(4,p) e E] > 1~¢,

czyli

4, 42

(3.19) A [ [ wid, paddy > 1-s,.

0 -—-4d:
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4, Uwagi koncowe

Funkcje (F});. (j=1,2,...,7) w rownaniach (2.1) dotycza silnikéw z cylindrami
w ukladzie V' i fatwo mozna z nich uzyskaé¢ odpowiednie funkcje dla silnikéw o pionowym
ukladzie cylindréw lub dla silnikéw typu bokser [l]. Réwnania ruchu silnikéw innych
typéw przy szerokopasmowych wymuszeniach stochastycznych moga by¢ rozpatrywane
analogicznie, przy czym zastosowana w niniejszej pracy metoda nie naklada ograniczen
na intensywnos$¢ fluktuacji [5].
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Pesome

HEJTUHEWHBIE KOJEBAHUSA AMOPTU3NPOBAHHBIX ITOPHIHEBBLIX
OBUTATEJIEN ITPH LIMPOKOIIOJOCHBIX CTOXACTHYECKUX BO3MYUEHMSAX

B paGore paccmaTprBaloTCst O4HOUACTOTHBIE KOJEGAHMST aMOPTU3UPOBAHHBIX MOPUIHEBLIX J(BUraTeNel
C LUECTHIO CTEMEHAMH CBODOJBI NMpPH CIYUYaHHBIX BO3MYIUCHHUAX, SBIIAIOLIHUXCS IIMPOKOTIONOCHBIMH, He-
KOPPEIMPOBAaHHBIMM CTOXACTHUECKHMH IIPOLECCAMH, KOTOPbIX MaTEMATHYECKOE OXKHAAHME PABHO HYJIO.
YrioBasi CKOPOCTh OBHUraTeNsl CUMTAETCsA MepeMeHHOH BennuMHoil. dopmynupyerca ypasnenue Pox-
kepa-ITnanka-Konmoroposa st TpexmepHO#t MIOTHOCTH BEPOATHOCTH aMIUTMTY /b KoJlebaHwit, (haszoBoro
yria ¥ YrJIOBOM CKOPOCTH ABuraresisi. IIpUBOAUTCS pelueHue IJIs JBYXMEPHOH, CTALIMOHAPHONM MIIOTHO-

,
CTH aMIUTUTYABI M ($Ha30BOro yrija KonebaHuil a TAaK)KE YCJIIOBHE TEXHHYECKON YCTOHUHBOCTH paccMaTpH-
BaeMOH CHCTEMBI.

Summary

NONLINEAR VIBRATIONS OF ELASTICALLY MOUNTED PISTON ENGINES AT WIDE-BAND
STOCHASTIC EXCITATIONS

The paper deals with one-frequency vibrations of elastically mounted muiti-cylinder piston engines
of six degrees of freedom subjected to randomexcitations being wide-band non-corelated stochastic processes
with expzcted values equal to zero. Rotating speed of an engine is treated as a variable. The Fokker-Planck-
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Kolmogorov equation for the three-dimensional probability density of a vibration amplitude, phase angle
and rotating speed is formulated. The solution for the two-dimensional stationary probability density
of a vibration amplitude and phase angle as well as the condition of technical stability of the analysed
system are given.

INSTYTUT OKRETOWY POLITECHNIKI GDANSKIEJS

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 11 wrzesnia 1975 r.
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STATYKA POWLOK] WALCOWEJ ZAMKNIETEJ PRACUJACEJ W STANIE ZGIECIOWYM

STANISLAW BI1EL A K (OPOLE)

1. Wstep

Przedstawione w tym opracowaniu rozwiazanie, ilustrowane przykiadem liczbowym,
bazuje na pracy autora [5], podajacej catke¢ rownania rézniczkowego czastkowego rozwig-
zujgcego powloki walcowe. Materiat zawarty w tym artykule nawiaznje do pracy [5] od
strony zastosowan do pewnych przyktaddw obliczen inzynierskich.

Rozpatrzono powlok¢ walcowa zamknigta, obcigzona powierzchniowo, dla ktdrej
sily wewnetrzne i przemieszczenia opisano wyrazeniami ogdlnymi zaleznymi od sposobu
obciazenia i warunkéw podparcia. WyrazZenia opisujace prace powloki sa sumami ztozo-
nymi z calek szczegélnych, odpowiadajacych pracy blonowej, i calek ogdlnych dajacych
prace zgieciowa. ’ .

Catki szczegdlne uzyskuje si¢ w bezposrednim procesie catkowania funkcji obciqiér'l
powierzchniowych, natomiast calki ogdlne posiadaja ksztalt szeregdw hipertrygonome-
trycznych. '

2. Ogélny uklad rownan powlok walcowych

Wszystkie wzory i zalezno$ci podane w tym rozdziale bedg napisane na podstawie prac
autora [I, 2, 3, 4. Réwniez catka réwnania rézniczkowego rozwiazujacego bedzie podana
w gotowej postaci wziglej z pracy [5].

2.1. Opis i zwigzki geometryczne powloki. Wspotczynniki pierwszej i drugiej formy réz-
niczkowej, ich wyrézniki oraz krzywizny — gaussowska i §rednia wynosza:

gi=1, 8:=81=0, gn=g=a,
by, =0, by = by, =0, by, = a, b=0,
1

—0, H=ex=
K ’ 2a

@.1)

Symbole Christoffela drugiego rodzaju I'f; dla powierzchni walcowej sa réwne zeru.
Zwiazki sktadowych przemieszczenia z tensorem odksztatcenia blonowego maja postaé:

(2.2) wl = Yits azw.21 +wl = 2y12, azwlz—aw3 = Y22

Przecinek uzyty w wyraie.niach (2.2) oznacza odpowiednia pochodng wzieta wzgledem
zmiennej u' lub u2. .

4
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2.2. Zwiazki fizyczne. Sily i momenty

NU = NU +6HMY,

MY = MY+ ER2HNY,

2.3) ,
2Fh . —.
= = g h?(HNY
Q 3(1 _vz) b4 W.l+£ ( ),l)
gdzie & jest parametrem stalym oraz W jest suma
24) W = glw¥;.

Zwigzki odksztalcen z sitami dla parametryzacji naturalnej

1 Al 207
— s _ N22
Y11 2Eh (v va 1,
l+v =,
2.5) Y12 = V21 = g4 N2,
a 27722 11
'y22 =5 2E2 [a N —'VN ].

Zwiazki momentdw z przemieszczeniami dla parametryzacji naturalnej

S Eha? v
M= "z?«r[w?ll+7w?22]’
A ~ 1—v)Eh

(2.6) M'? =M = _%—W?n,

Eh 3 | S
—W vw,“+;2—w_22 .

Wystepujacy w (2.6) parametr o jest réwny

2.7) o= ]/2h V31— .

2.3. Calka réwnania rozwiazujacego. Catka réwnania rozwiazujacego jest suma zlozona
z calki ogdlnej w? i calki szczegdlnej w?, (patrz praca [5])
{2.8) w? = wi+w.

Calka szczegélna w® bedzie rozwigzaniem stanu bezmomentowego, a catka ogdlna moze
by¢ przedstawiona jako suma szeregu hipertrygonometrycznego.

\
M2 =

Wielkos$ci pomocnicze

Argumenty funkcji trygonometrycznych
u!
Zk = aa"T,
2.9) .
u ‘
Zi = a[m’T +nu2].



STATYKA POWLOKI WALCOWEJ ZAMKNIETEJ 385

Parametr « jest okre§lony przez (2.7), natomiast wielkosci a* i m' sa réwne

L) a4
ozk = &N I/E[V1+7+l] ’
m-é,nl// h/ +__1].
Wprowadzajac oznaczenia:
_ ’1 /_’l_-i'if___T—
o, = ]/ ) 1+t
1o/ 4
- nV‘i]/l + F - 1

= ExUp

(Slﬂn-

(2.10)

napiszemy

.10 .

3
It

Tensory trygonometryczne
A% = HiZh, A% = HiZk
2.11) BI' = KiZL, Bl = KIZL.

WiElkoéci H i K7 sg symbolami funkcji trygonometrycznych, hiperbolicznych i kolowych,
a H'oraz K’ symbolami odpowiednich pochodnych,
. sh dla i=1, _ ch dla i=1,
H = i
ch dla i=2, sh dla =2,
; sin dla j=1, cos dla j=1,
_{cos da j=2, {—sin dla j=2.

2.12)
_ -

Calka ogélna (rozwiazanie podano w pracy [5])
(2.13) W= D) oy A B

Przejscie do wspéirzgdnych fizycznych, sprowadzonych do bazy jednostkowej, umozli-

wiaja wzory:
1 .
]/ TN, 0n =1/ 2,

2.14) M= - M7 = ]/ £,
w ! = l/gw‘, w,l = wi,
Pl =Yg P, Pl = P2

Uwaga: po ij nie sumowa¢.
Symbol ,,7]” oznacza wspéirzedna fizyczna.
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3. Wyrazenia opisujace prace powloki

3.1. Stan blonowy. Stan ten jest calkg szczegdlng rozwigzania ogdlnego powtok pra-
cujacych w stanie zgieciowym. Wyrazenia opisujace wielkoéci sif, momentéw i przemiesz-
czefi beda napisane na podstawie pracy [1].

Sily blonowe

A_/zz - _J_Pa
a b
3.1 N2 = f[le-P?Z—PZ]du‘+Cl(u2),
_ (1
NIt = _— f[J (-;P?ZZ—P_ZZ)du‘+P‘]du'—u‘C,,2+C2(u2).

Wystepujace w (3.1) funkcje C, i C, zalezq tylko od zmiennej 42 i bedq wyznaczone
z warunkéw brzegowych, a wielkosci P!, P2, P3 sy danymi funkcjami obcigzen.

‘ Sktadowe przemieszczenia wyznaczymy z wyrazen (2.2) po podstawieniu sktadowych

odksztalcenia ze zwiazkéw (2.5) przy réwnoczesnym wykorzystaniu sit blonowych opisa-

nych w (3.1):

W= [ ydi' + Cy0),

- | . R
3.2 w2 an l%’;z—w,’z

du' + Co(u?),

wo = _"’[}’22—‘1 W22]

Uzyte w (3 2) kreski w' deklaruja przynalezno§¢ do stanu blonowego, a funkcje Cj, C4
zmiennej u? zalezg tylko od warunkdéw brzegowych.

3.2. Stan zgi¢ciowy. Calka réwnania rozwiazujacego jednorodnego podana w pracy [5]
umozliwia rozwigzanie ogoélnego uktadu réwnan powlok walcowych opisujacych wszystkie
wielko$ci charakteryzujace prace zgieciowa powloki. Przeprowadzajac odpowiednie ope-
racje matematyczne zwigzane z catkowaniem i rézniczkowaniem wyraZeft szeregu hiper-
trygonometrycznego znajdziemy poszukiwane wielkos$ci sit, momentéw i przemieszczen.

Sily
A 2E
N*? = — —7'£ 2 Cklu lan ’
A 2E/
N2 = _‘1_27_ Z ]/4 — Ck”j[(slﬂ A kB"’ + eka,,A"‘B"]
» 2Eh n ik Dj Ex 61 i
3.3) N = 2 Z il [A,.kB,’,' —-2— A kBﬂ:l
Gt = + o ) Cluylenfa ARBY =~ b0, AR,
-

— jl
= aa hey 6[Ck“_,AB
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Momenty
~ Eh R L E—
W= = B N = A Bl 4 26,04 BY,
~ l— Eh \ . . et
(34) A/I12 = (—2—01;)—2— I‘IC;:”j[él'ﬂ" A:.,I\B;'" — & (X,,A:,kB}',l],
422 _ Eh _ n Tl — N2 4ik RIl_ ik it
M?? = Y Chii[(1 =v)n? A By —2ve, 6, A BY].
Przemieszczenia
~ 1 A -
B 0 D e Gl Bl LB,
~ \ | 3 — .
(35) w2 = (2(:(‘112 Z 4__7_"76';(1{” IrA:lkB# 4 2_8_:1?_’ A,i’k B# ,

@3 = ZC;:”JA:,,(B;',‘
Dla wersji uproszczonej mozna przyjaé
(3.6) ' w2=0, N'=0,

poniewaz wielko$ci te sa malymi wyZszego rz¢gdu w pordwnaniu z wielko$ciami wywo-
tanymi stanem blonowym.

4. Przyklad

Dana jest powloka walcowa zamknigta o promieniu a i wysokosci /, rys. |, zamoco-
wana tylko u swej podstawy i obcigzona parciem wiatru W.

Obcigzenie przyjgto nastgpujace:
4.1) Pr=0, P?=0, P3= Wsinu’
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4.1. Stan blonowy. Wyrazenia (3.1) i1 (3.2) po podstawieniu (4.1) i uwzglednieniu
warunkow podparcia (zamocowany dolny brzeg), dadza:

_ 2 1\2
SRR .

2a I
. 1
N'Z = —Kl(l—u—)cosuz,
a I
N22 = —Zsinuz,
a
— Waul [ 1\? u' u' v [ 2a .
T _ "t _ _ el B 2
(4.2) wh=—mr (20) [(1 1)(2 )+ > ( 1) +1]smu,
2

[
2 112 2
w2 =%(2La) [v(l—ul) +%(Ta) —F] cosu?,

2 2
W = V;‘Z(%) Fsinu?,

([2+(2-”1—1) ](21—0) +3v)%+3(2+v)(2~#)lu—;+%(2;) .

4.2. Stan zgieciowy. Wyrazenia (3.3)-(3.5) dla rozpatrywanego przykladu znacznie sig
uproszcza, a sumowanie tensorowo-nieskonczone przejdzie w sumowanie tensorowe i to
tylko ze wzgledu na wskazniki j, /

' o 4Fh

gdzie
1

F=—
3

N = —(A“ —~A*")Cyy,y;6,B”,
N1z = Lh(All AP Cyyy,[6, B — B,
N2 = ZE/’ S22 (A — A2 Cyyy, BT,
ot = —-fﬁ(A“ — A2 Cyyy ;B + 8, B,
0 = — (55)2 (A" —A*")Cyyyy 6, B,
*3) M = E—f(A“—A“) Cuus;0 B,
M2 = (TZ)E}Z(A“ A2Y)Cyyy,[6, B+ B,

22 Y o
M= o,

Wow = o (41— AP Cyu (B + 8,5,

~ 24y
w? = — rdla (A“"A“)ijélBﬂ,
w3 = (A“—A“)C”UBﬂ.
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Wystepujace w wyrazeniach (4.3) stale C,,,; wyznaczymy z odpowiednich warunkéw
brzegowych, np. dla u' = 0 jest
w = wi4w? =0.
4.3. Zestawienie wynikow.

4.3.1. WielkoSci tensorowe

NI = ey
a

w 0 =0,
' Eh?

MY = MY +-5" N,
2a
w = w i,
43.2. WielkoSci fizyezne. Znajac wielkosci tensorowe (4.4) mozemy wzorami (2.14)
przetransformowaé je do wspélrzednych fizycznych zwigzanych z baza jednostkowa

N = N", N = aN'?, N = a*N??,
Q,! =04, Q,! = aQ?,
@.5) M = —aM™, M) = —a*M?,
" M) = M, M,) = aM?,
wl = wl, w,l = aw?, wyl = wi.

5. Przyklad liczbowy

W przykiadach szczegélowych przyjeto nastepujace dane wyjéciowe dla stali i zelbetu:

Stal: h=1,0 cm,
a=10 m,
!/=10,0 m,
» = 0,3,
E =2,1-10%° kG/ecm?,
W = 100 kG/m?.
Zelbet: h = 10,0 cm,
a=1,0m,
!/ =10,0 m,
y =0,2,
E = 2,0-10° kG/cm?,
W = 100 kG/m2.

Wyniki obliczen niektérych wielko$ci charakterystycznych przedstawiono na rys.
2a, b, ¢, d, przy czym linie przerywane obrazuja powloke stalowa, a linie ciagle odpowia-
daja powloce zelbet owe;.

Wykresy M), Q1, N;], N,J, w]],

i 07 dlau? = 0.

w ] sporzadzono dla u* = w/2, natomiast N,]



1390)



o Auf
10,0 10,01
90 9,0}
80 80}
-1 70 7,0t
6,0 6,01
50
Nip @
4,0
3,0
20
10
0,014
05
0,002
A\ - . -
0,81 047 T/m 0,109 0,01 7/m
Rys. 2¢
luz | o
1,0 0,04 0,33
90
8,01 80
7,0 20—
60 6,0} -
7 7
50 W 50)- Wy
4,01 40
30— 3,01~
2,01 20
10 10
05 o5t
mm‘ /77177‘
Rys. 2d

[391}



392 S. BIELAK

Literatura cytowana w tekscie

1. St. BIELAK, Ogélna teoria powlok prostokresinych pracujgcych w stanie zgieciowym, Politechnika Slaska,
Budownictwo, 33, (1973) 1-109.

2. St. BIELAK, A general scheme of equations covering rectilinearly drawn shell structures, Zastosowania
Matematyki 2, 14, (1974) 313 - 326.

3. St. BIeLAK, Solution of a general system of equations of rectilinear evolvable shells in the bending state,
Bull. Ac. Pol. Sci., Sér., Sci. techn., 2, 22, (1974) 63 - 69.

4. St. BIELAK, Ksztalt réwnania réiniczkowego czqstkowego rozwiqzujgcego klase powlok prostokresinych
rozwijalnych, Mech. Teoret. i Stos. 3, 12, (1974), 265 - 278.

5. St. BIELAK, Catka réwnania rézniczkowego czqstkowego rozwiqzujqcego powloki walcowe, Mech. Teoret.
i Stos., 2, 14, (1976) (w druku).

Pesome

CTATHUYECKUI PACUET 3AMKHYTOMN LIMJIIMHIPUYECKON OBOJIOUKU
NP PABOTE HA U3THUB

B pafore mpencrapieH pacueT 3aMKHYTON ILMUIMHAPHYECKOH 000J0uKM, paboraromieil Ha H3ruo.
BuyrpesHue CHIbl M NEpeMEIEHH ONMUCAHLI OOUIMMH BBLIPaXEHHUAMH, KOTOpbIE NPEXCTABJIAIOT COOOMH
CYMMbI YaCTHBIX MHTECPAJIOB, OTBEYAIOUIMX OE3MOMEHTHOMY COCTOSTHWIO, M ODWIMX MHTErpasioB, Onpe-
[eNAIoMMX paboTy obosnouru npu uarube. OOLMe HHTErpanbl IPEACTABISUOT COOOH MHNepTPUTOHOMETPH-
YecKHe pAAbI.

B 1oHue paGoThl npMBeAeH WACHEHHBIN IpUMep, NOsICHAeMbIil rpadHKaMH HEKOTOPLIX XapaKTePHbIX
BEJIMYMH.

Summary

STATICS OF A CLOSED CYLINDRICAL SHELL IN THE MOMENT STATE

The paper presents the solution of closed cylindrical shell structures working in the moment state.
Internal forces and deformations were described by general expressions which are sums composed of partic-
ular integrals representing the momentless state and of a general integral representing the moment state.
The general integrals have a form of hypertrigonometric series. An example given in the latter part of the
paper is illustrated by diagrams of some characteristic quantities.

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA W OPOLU

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 paidziernika 1975 r.
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DRGANIA ‘ClEGNA W PLASZCZYZNIE ZWISU Z UWZGLEDNIENIEM JEGO SZTYWNOSCI
NA ZGINANIE

Jozer Ni1zioi, ALICJA PIENIAZEK (KRAKOW)

1. Wstep

Zagadnienia dynamiki ciggna niewatpliwie naleza do waznych zaréwno pod wzgledem
zastosowan inzynierskich, jak i pod wzgigdem poznawczym. Réwnania ruchu ciggien sg
ukladami réwnan rézniczkowych nieliniowych o pochodnych czastkowych. Dodatkowo
sa to uklady réwnan o zmiennych wspdtczynnikach. Wszystko to stwarza powazne trud-
no$ci w uzyskaniu nawet przyblizonych, dostatecznie dokladnych, rozwigzain wymienio-
nego ukiadu réwnan i przeanalizowaniu ruchu ciggna, a tym samym okre§leniu interesujg-
cych nas wielkoéci dynamicznych, jak przyspieszenia, napr¢zenia dynamiczne itp.

Do znanych, najistotniejszych z tego zakresu zagadniei moZna zaliczy¢é rozwiazania
przy réznych stopniach uproszczenia, mianowicie:

1. W stanie réwnowagi of ciggna pokrywa si¢ z odcinkami linii prostej. Rozwaza si¢
nieliniowe drgania poprzeczne ciggna.

2. Rozwaza sie drgania nieliniowe ciggna o malym zwisie przy zastosowaniu hipotezy
KircHHOFFA [5] zakladajacej mozliwo$¢ pominigcia podtuznych sit bezwladnoéei i ich
wplywu na drgania poprzeczne ciggna.

3. Male drgania ciggna wokol jego poloZenia réwnowagi statycznej rozpracowane
przez ANANIEWA [1].

4. Szczegllny przypadek poprzedniego, gdzie dodatkowo pomija sie wplyw podtuz-
nych sit bezwladnos$ci na drgania poprzeczne.

Znane sa rézne przypadki rozwigzan powyzszych zagadnien, w zaleznosci od warunkéw
brzegowych, obcigzeni ciggna dodatkowymi masami itp.

Oméwione, czesciowo rozwiazane problemy, dotycza ciggien idealnie wiotkich, bez
uwzglednienia sztywno$ci na zginanie. Wiadomo, Ze warto$¢ sztywnosci wzdluznej EA
ma istotny wplyw na formy drgan ciegna [3]. W odréznieniu od struny przy odpowiednio
duzej sztywno$ci EA pierwsza forma drgaf moze byé antysymetryczna. Celowe jest wigc
przeanalizowanie wplywu sztywnoéci gietnej EI na formy i czestosci drgan ciggna, gdyz
do tej pory nie zostalo to zrobione.

Przedstawiona poniZej praca stanowi wstep do znacznie ogélniejszego zagadnienia
ttumienia drgai w liniach elektroenergetycznych. W kraju, badania eksperymentalne
z tego zakresu prowadzi Biuro Projektéw Energetycznych w Krakowie. Zaréwno w li-
teraturze krajowej, jak i zagranicznej brak jest opracowan teoretycznych z tego zakresu.
Stosowane jako tlumiki drgan petle stanowia ciegno. Odlegloé¢ migdzy punktami zamo-
cowania takiego ciggna wynosi 4,4 [m] przy strzalce zwisu 0,4 [m]. Z literatury wiadomo
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[3], ze przy stosunku strzatki zwisu do rozpigtosci podpdr mniejszym od é- (ffo < %)
mozna traktowacd ciggno jako ciggno o malym zwisie i stosowa¢ odpowiednie uproszczenia
przy analizie drgan wokdt jego poloZenia réwnowagi statycznej.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ analiza drgan wlasnych i wymuszonych ciggna w plasz-
czyznie zwisu. WeZmiemy pod uwagg ciggno zamocowane na dwdch sztywnych podpo-
rach przegubowych, ktdrego diugos$¢ jest wicksza od rozpigtosci podpdr. Dodatkowo
uwzglednimy sztywno$¢ gigtna ciggna EL

W wielu zagadnieniach praktycznych, a dotyczy to gidwnie przewodoéw elektro-
energetycznych, drgania wymuszone sa drganiami eolskimi. Tego typu drgania. wywolane
wirami Karmana byly przeanalizowane przez BOLOTINA [2], jednak przy traktowaniu
przewodu jako struny.

2. Réwnania ruchu

Na rys. 1 jest przedstawione ciggno, gdzie zaznaczono trzy jego konfiguracje: natural-
na, statyczng (w poloZzeniu rownowagi) i dynamiczna. Bedziemy uwzgledniaé tylko nie-
linlowo$§¢ geometryczng. Oprécz zaloZenia o liniowosci fizycznej pominiemy tlumienie
ciggna.

Rys. 1. Ciegno i jego konfiguracje
I/ — naturalna, 2 — statyczna, 3 — dynamiczna

Wezmy pod uwage element ds, ciggna odpowiadajacy konfiguracji naturalpej. W kon-
figuracji dynamicznej przyjmie on wielko§¢ ds’, ktora mozna znalez¢ ze zwigzku

A , 7

w ktérym T jest napieciem ciggna, 4 przekrojem poprzecznym, E za§ modutem sprezy-
stoéci Younga.

Ruch ciggna bedziemy rozwaza¢ w ukladzie kartezjanskim, Oxy, zwigzanym z pdlo-
Zeniem réwnowagi statycznej (potozenie 2 na rys. |).

Na rys. 2 przedstawiono element ciggna ds’ oraz sily na niego dzialajace. Skladowe
napiecia T, we wspolrzednych kartezjanskich Oxy, sa nast¢pujace

' = Ox — Oy
2.2 el Ay
2.2) T as’’ as’
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Przyrosty napigcia w kierunkach x, y wzdluz elementu ds’ bedg nastepujace

0 (= ox)\ ,, 0 (= dy
2.3 — T —~—]ds’, — | T=—=1ds’.
23) as'( 65') T ey (Tas') '
‘y o7
T+0—s’ds
ow?&ds’
_ s
Q
as’
oQ ,
0+Eds
o 0 v x
T mds’

Rys. 2. Sily dzialajace na element ciggna

Przy wyprowadzeniu réwnan uwzglednimy takZe sile poprzeczna Q. Jej sklad‘owe
i odpowiednie przyrosty wzdluz ds’ sg, odpowiednio:

0x ay
(24) Q>W, Q'asr >
0 oxy 0 ay
(25) a;f(Q'asl)d*s9 os’ (Q asl)d‘s .

Rozkiad sit wzdtuznych i poprzecznych na osie przyjetego uktadu wspoélrzednych przed-
stawiono na rys. 3.

]
= Ox [i]
Ta_s', %%L 5 i -
e V-dy N\ ox 8/ 9x),, X
7 Tos™ mds’ %os* W(Q W) %

Rys. 3. Rozkiad sit dzialajacych na element ciegna

Podobnie jak w pracy [7], przyjmiemy zaloZenie, ze skladowa predkoéci dowolnego
punktu ciggna na kierunek styczny do jego konfiguracji ma warto$¢ stala. ZaloZenie to
jest uzasadnione i ogélniejsze od oméwionych wezeéniej przypadkéw 1 - 4, gdzie pomijano
wplyw bezwladnos$ci w kierunku wzdtuznym.
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W celu okre$lenia <ily bezwladnosci obliczymy przyspieszenie. Wezmy skladowe pred-
ko$ci w punkcie P’

Dx Ox Ox Dy _ dy

dy
Ay 7 =y 9y 9
(2.6) o= V% o T TV e

gdzie V' jest predkoscig styczna do konfiguracji dynamicznej ciggna.

Obliczajac dalej pochodna Eulera z wyrazen (2.6) otrzymujemy skladowe przyspie-
szenia

D3x 0%x 0%x d Ox
- ’ V' P Yr
o bz =t T G TV ey ( 8s’)’
2.7
DY 3y , 0% , 0 ( , Oy
iz =z 7 e TV \V ey )

Na podstawie (2.1) otrzymujemy

, 05" 05" dso T
v ‘W—a—soat—(”ﬁ)“’

gdzie obecnie ¥V, jest predkoscia styczng do konfiguracji naturalne;j.

W zwiazku z powyZszym uklad zaleznosci (2.7) mozZna zapisaé nastgpujaco:

D2x 0*x 0*x 0 0x

ez = o TV gras, T -%;(VMTO)'
(2.8)

D%y 0%x 9*x 0 dy

= v, .
Dz = o T2o d1ds, | ° Bsq ( ® s,
. 0ix . 0%y . .
W zaleznoSciach (2.8) skladowe 2V, ———— 12V, =———, to skladowe przyspieszenia Co-
0t 0sq 0t s,

riolisa, ostatnie za§ cziony sa skladowymi przyspieszenia do$rodkowego.

Sztywno$¢ gietng EI wprowadzimy do réwnan ruchu wychodzac z réwnania linii
ugiecia zapisanego w postaci ‘

’ 12 2 1 I3
2.9) . os’ Os ds'® Os M(s )7.

((3x 2 (8y)2 3/2 _'EI
l‘as—f)“LaT

PowyZsze réwnanie zrézniczkujemy jednokrotnie wzgledem s’ i w ten sposéb otrzymamy
zalezno$¢ na sile poprzeczng Q. Zalezno$¢ te napiszemy od razu w zmiennej s, wyko-
rzystujac w tym celu zwigzek (2.1). Ostatecznie mamy

EI ox %y *x 8y)
@10 y ﬁ(ﬁkﬁs‘a— a3 B0
( * )
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Mozemy obecnie przystapi¢ do napisania réwnan ruchu. Oznaczymy przez m masg
przypadajaca na jednostkg dtugodci ciggna. Z warunku rzutéw na kierunki x i y po uwzgle-
dnieniu sit bezwladno$ci oraz zaleznosci (2.10) otrzymamy nastgpujacy uklad réwnan:

0 T ox\ o[ __E (aA 2y
sy | T dso 0so (1 'T) dso 0s3
I+ JE *JE
d3x 6})) dy 3?x d2x d ( Ox)
ISR ATAL A PN g TS i "
053 asa) asa | = ez TP 0 qas Vo a5\ b5 )|

EI ____(5)1_5_3?‘ Px oy | ox
T \* \ s, 053 053 0sy/] 0so

_ 0%y 0%y 0 ( dy
— m[g+ Ez“ +2V() 6"'23;0 + VO —as—o— VO Es—o‘ .

Stowarzyszone réwnania réwnowagi maja postaé:

d T dx\ d [ EI dx d° dy (a’y 3
dso -l- T dso dso | T ) dsy ds3 ds, (lso a'so) B
t4E ( T UuE
d?x
=mV3} s
(2.12) = 2 53 3
d T dy\ d EI (a’x) dx  dx dy dx|]
ds, T dso dsq T dse | dsd dsd dso dso |f
1+ L 1+ 1] -
AE AE

d?y
= Vz .
" (g Yo sz )

Réwnania drgan wymuszonyc_h otrzymamy przez dodanie do prawych stron réwnan
(2.11) funkcji wymuszajacych f,(so, £), f2(So, t). Otrzymamy wéwczas nastgpujacy uklad
réwnan:

(LT m\ o & (aay exo)o)
dso T 05 05 T 05y 0s3 as3 0sq | sy
0*x 0*x 0 0x -
o1 = m[ or2 +2V, 1 0ss +Vo B, (Vo as_)] +f1(s0, 1),
U oa 1w\ o[ m e dy exa) )
05, T 0so|  0so 4\ Oso 053 T 0sd Oso) Oso |
1+ —E 1+ — AE

2y Pk 9 ~
= )n[g+75—+2V0 6tay0 Vo gy (VO = )] 17350, 1)

5 Mechanika teoretyczna
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Dla liny zamocowanej, jak na rys. 1, zardwno przemieszczenia, jak i momenty zginaja-
I, / . . . .
ce w punktach s, = — 5 iS5 = 5 sa rowne zeru (gdzie / jest dlugo$cia ciggna w stanie
nieodksztatlconym), a wigc:

(2.14)

Warunki poczatkowe przyjmiemy w nastgpujacej postaci:

x(50,0) = ,(s0),  V(50,0) = @5(s0),
(2.15) dx '

dy
ar o = p3(50), ar = @4(so).

1=

3. Drgania swobodne

Przeanalizujemy obecnie drgania swobodne ciggna. Wezmiemy zatem do dalszych roz-
wazan uklad (2.12). ’

Przyjmiemy, ze wspoélrz¢dne x, y oraz napigcie T doznaja matych przyrostéw u, v, 7,
€O wyrazimy nastgpujaco:

(3.1) x=x+4u, y=y+v, T=T+r.

Wspdtrzedne x; i y; odpowiadaja potoZeniu rownowagi ciggna. Bedziemy je uwazali
za stale. Rozwazymy dalej male drgania ciggna wokol potoZenia réwnowagi. Podczas
tych drgafi napiecie w ciggnie bedzie si¢ zmieaia¢ nieznacznie. Wyraza to trzeci wzdr
w (3.1).

W dalszej analizie wygodniej bedzie przej$¢ ze zmiennej s, na s przy pomocy oczywistej
zaleznodci

T
ds = ds, (1 + ﬁ)

Po podstawieniu (3.1) do (2.12), odpowiednim przeksztalceniu i uporzadkowaniu

otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan (juz w zmiennej s):

T\0 [,.de, dx, _ou _ou T\ 0
[dxl d3y, dy, | dx; v dy, | Ou d’y, dy, | Ou v dy,

ds ds® ds | ds ds° ds | 0s ds° ds ' 0s 0s® ds
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Xy (dyl)z_ d3x, v dy, u (dyl)z_ Pu v dy,

(3.2) T4 \ds| T dst Bs ds a5 \ ds 25 s ds

c.d.
fed] dxldylav+ﬂ_('i3_va_v+%d3y1§3+ﬂa3vafv
ds ds® 0s ' ds ds® ds  ds ds® Os ' Os 0s® s

3 2 3 2 2 2,
dxl(fg)_é_u(ﬂ)]=m[au+2ljau+V2dx1+V2(7 ]

Js% \ Os ot? Ot s ds? 0s?

dy, dy, (% v

(Hﬁ) 7s [Tds'” 2RI P Tl
TV o [{dx ) @y (dxl)z v . ou dy, dx,
(” AE) E‘aﬂ(ﬁ) 7 D) i E T a
ou d%v dx, d3x, dy, dx, d3x; 0v dx, Pu dy, dx,
9s 9s ds  dsd ds ds ds 0s ds ds3 ds ds
u dv dx, (6u)2d3y,_ (au *Pv  d dy, du
T 0s® Os ds os | ds? s

os ] ds° T ds® ds os

d’x; v 0u  u dy, du  Pu v du| _
T ds3 0s 0s  ds® ds Os  0s® os os |

_ 0% v , 4%y, , 0%
_’"[g a T s TV TV e |

Podobnie, jak w [7] przyjmiemy, Ze:

dx, _ dy;
i S O
3:3) dx, du dy, v
. _ Xy Ou  dyy Qv
' AE(1+ )[ & o + ds as]’

gdzie y, ze wzgledu na przyjete zalozenie jTo < %, jest wielko$cia malg.

Po pominieciu malych wyZszego rzedu (p w potedze wyzszej niz pierwsza), wykorzy-
staniu réwnan réwnowagi oraz zaleznosci (3.3) otrzymamy uklad:

2
(1+—Z—) ol T +AE(au ;usa—v) +

E) 3 ||, T o p 3s
AE
T 0 Pv 0%u 3%u 3%u
+(1+AE) Els |¥ [ 353 ] ”’[azz 2V o T asZ]'
G.4) -
TV'a | T v u
(‘*E) En H—T'%S—’LAE(W%) +

T AE

2, 2 2
m[av VAN 6;}].

TY . 0 %
+(1+XE) Elas [as’” 353 ] RE a13s 3s

k34
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Wprowadzmy jeszcze nastgpujace oznaczenia:

T
(3.5) __’n4‘"2_‘= M, - =MV =W, —‘{~=D,
T 1+_T ds
I+ 7E AE
w — ¥V w
2 _ " — =
(3.5a) af = e 14 5 7 i

Ponadto przeksztalcimy pochodne mieszane, wystepujace po prawych stronach ukta-
du (3.4), w nastepujacy sposob:

0*u 0 { 0u 0 [ou 1 0 {ou 1 2
Y oas = 2%’((3—3) e Wa—t("aTV) =25
ot
i analogicznie
*v v
ZVW =275
Rozwiazania ukladu (3.4) przyjmiemy w postaci:
(3.6) u(s, 1) = u(s)e™,  o(s, t) = v(s)e™".

Po podstawieniu (3.6) do ukladu (3.4), z uwzglgdnieniem oznaczenn (3.5), otrzymujemy:
—2EI*sD*u+ WD*u+ AED*>u+ 3Mg*a*u+ AEypDv + '

(3.7) + AEypsD*v+ ElyD3v+ ElysD%0 = 0,
ElpsD*u+ EIyD3u+ AEwDu+ AEwsD*u— EID*v+ WD*v+3Ma*q*v = 0.

Nastgpnie dzielimy réwnania uktadu (3.7) stronami przez AE i w ten sposob otrzymu-
jemy ukiad:

1 1
(u+ 1) D*u+3uq*u+ i psD*o+ 5 pD*o+ysD*v+ypDv = 0,
(3.8) ; ;
i wsD*u+ i pD3u+psD*u+ypDu— i D*v+uD?*v+3uq*v = 0.

Uzyskanie rozwigzania ukladu réwnan rézniczkowych czwartego rzgdu o zmiennych
wspolczynnikach (3.8) nastrecza duze klopoty. W celu uzyskania rozwigzania dokonamy
przeksztalcenia wprowadzajgc zmienne & i 7 wedlug wzoréw: '

1 1
(3.9) u= E—w(s—j)n, v = 1/’(5_3)5’*‘77'

Podstawimy (3.9) do ukiadu (3.8). Po odpowiednim przeksztalceniu i pominigciu;
jako bardzo matych, czlondw zawierajacych iloczyny uyp otrzymamy

1
(u+ l)thi‘—f-3,uq2§+27 wD3n =0,
(3.10) |

I I
2 v wD3E+29DE— i D*n+uD*n+3ug?n = 0.
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Rozwigzania ukiadu (3.10) b¢dziemy poszukiwali w nast¢pujacej postaci:
&= Ae™, n = Be™.

Po podstawieniu powyZszych postaci rozwigzan do uktadu (3.10), wykonaniu odpo-
wiednich dzialan i uporzadkowaniu otrzymujemy:

I
CAl(u+1)r*+3ug’1+ B [27 1/);‘3] =0,
3.11) ; ;
A [2A1pr3+21pr] +B[-— 7r“+ur2+3uq2] =0.
Rownanie charakterystyczne ukfadu (3.11) ma postaé

I 1\ I I
) _ Ny 2|,6 3 0242 L ]e
(3.12) [(,u+l)A + (A) Y ]r +[(,u+l)pc 3 7 M4 4y A]r +
+[Ble+Dug® +9u2q*]r? +9u*q* = 0.
Po pominigciu skladnikéw zawierajacych w? otrzymujemy

1 1
(3.13) —7r6+ ll—-3 7qz],ur“+3,uqzr2+9,uzq4 = 0.
Jest to réwnanie trzeciego stopnia ze wzgledu na r2. Zbadamy znak wyréinika 9,
ktéry w koncowej formie mozna przedstawi¢ nastepujgco:

g 1y A%
(.14 9= »_[_27(7) /ﬂq6+9(-A—) (24 3u) ug* +

4
()
A
1 2 1
+3 = Gu—1-3p%q +ﬂ(#—z)]-

Jak widaé, wyréznik @ zalezy od q. Scisle okreSlenie znaku @ w zaleznosci od para-
metru g jest mozliwe tylko dla konkretnych wartodci, przy czym i tak nalezy sie liczyé
z konieczno$cig rozwigzania nierdwnosci széstego stopnia. Biorgc pod uwag¢ powyzsze
rozpatrzymy ogdlnie przypadki réznych, mozliwych znakéw 2.

Przypadek I — % > 0. W tym przypadku, ze wzoréw Cardano, otrzymujemy jeden
pierwiastek rzeczywisty oraz dwa pierwiastki zespolone sprzezone. Poniewaz pierwiastek
rzeczywisty moze by¢ dodatni lub ujemny istnieja dwie- dalsze mozliwosci:

— jeden pierwiastek rzeczywisty ujemny, dwa zespolone sprzezone,

— jeden pierwiastek rzeczywisty dodatni, dwa zespolone sprzgZzone.

Powracajac do réwnania charakterystycznego (3.13), ktére jest szdstego stopnia mo-
Zemy otrzymad:

a) sze$¢ pierwiastkéw zespolonych sprzezonych,

b) dwa pierwiastki rzeczywiste, réznych znakSw i cztery zespolone sprzgZone.

Przypadek Il — @ < 0. Otrzymamy wtedy trzy pierwiastki rzeczywiste, przy czym dwa
z nich moga by¢ dodatnie i jeden ujemny, wzglednie dwa ujemne jeden dodatni. Zatem
réwnanie charakterystyczne (3.13) bedzie miato:

a) cztery pierwiastki rzeczywiste i dwa zespolone sprzeZone,

b) cztery pierwiastki zespolone sprzgZzone i dwa rzeczywiste.



402 J. Nizior, A. PIENIAZEK

Przypadek 2 = O jest szczeg6lnym przypadkiem 2 < 0 i nie bedziemy go tutaj roz-
patrywaé.

W zwigzku z przedstawionymi wyZzej przypadkami pierwiastkéw réwnania charakte-
rystycznego, rozwiazania ukladu réwnarn (3.10) beda mialy odpowiednio rézna postaé.
Przedstawimy je obecnie, dla kazdego przypadku oddzielnie. '

Przypadek 1. Zapiszmy pierwiastki réwnania charakterystycznego w nastepujacej
postaci:
ry =a;+ib,, r, =a,—iby,
(3.15) ry =a,+ib,, ry,=a,—ib,,

i‘5=a3+fb3, r6=03—fb3.

Calki ogodlne uktadu (3.10) beda mialy postaé:

6

£= D e,
j=1
6

7N = 2 Bje"s.
j=1

State 4;i B), (j= 1, ..., 6) sa stalymi zespolonymi zwigzanymi nast¢pujaca zaleznoscia
wynikajaca z ukladu (3.11):

(3.16)

2 ! wri+2yr
B +1)rf +3uq? AT )
(3.17) 7{ = — w - - = Bi+yi,

1
/ 271prj’ —7r‘}+,urf+3,uq2

(G=1,..,6).
Rozwigzania (3.16) mozna zapisaé w postaci rzeczywistej, wprowadzajac nowe stale
Ay, Azj, Asj za pomocy zaleznosci:

1

1 . .
Ay =‘2‘(A11—1A12), A, =-2"(A11+1A12),

(3.18) L Ay =

1

A5=5

(A3, —1A32),

As

o} =

Ay (A2, +iAz2),

1 .
5 (A3, +id32),

na podstawie (3.17) i (3.15) sluszne sg zwigzki:

By = A,(B1+ivy),
(3.19)

By = A3(B3+iys), By =
Bs = As(Bs +iys), B¢ =

B, = A,(B2+1y;) = A, (B —iyy),
As(Ba+iys) = As(Bs—iya),
As(Bs+iye) = As(Bs—iys).
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Po podstawieniu (3.18) i (3.19) odpowiednio do (3.16), z uwzgl¢dnieniem (3.15), otrzy-
mujemy:
Tk = A e"Pcoshys+ Ay, e sind, s+ Ay  e®2cosb, s+ Ay, e sinb, s+
+ Ay, e"°cosby s+ A5, e™%sinb, s,
(320) 7 = (A, Bi+Arzy1)e*cosh s+ (A 1y — A fi)e"Ssind, s+
+(Az2) B3+ Az, 75)€"25c0sbys— (A1 v3 — Az, fa) e sinb, s+
+ (A3, Bs +A32y5)e‘”scosb3s—()131y5—A32ﬂ5)e“3‘sinb3s.
Stale Ay;, 4,;, As; wyznaczymy z warunkdw brzegowych, ktére po zastosowaniu transfor-
macji (3.9) przyjma postac

(H)-dt)-o o[-eft)-o

. (3‘21) (62 65) ~ 0 (6217 +2W 65)

0s? +2y as 0s? os = 0.

!
>

$=

i
F3

Przystapimy obecnie do wyznaczenia statych. Wykorzystujgc warunki brzegowe (3.21)
otrzymamy uklad sze$ciu jednorodnych réwnan algebraicznych na poszukiwane stale.
Ma on postaé:

—Lau S T
L)+A12e 2 sinb,(—»l—)+A2,e 2 cosbz(—i)+

1
—a "2" _
A e cosh, ( 3 3 3

1 1
. ! —=asl !
+AZZe 2 Slan(_E')‘*'A:ue 2 COSbg(—-Z“)-*-

—ia,l 1
+A32€ 2 Sinb:; (*— —2—) = 0,

a 1 Tal ] La 1
AIIEZ COSfbll‘*'Al_zeZ Sln?b11+A2,ez COSEbZI-i-

el 1 al ] gasd 1
+A22£’2a Sin'i'bzl‘*'A:”ez J(:()5-2—1721‘*'/43232aJ Sin5b31= 0,

1
3.22) A“[ﬂlcos(—%bll)—ylsin(——}—bll)]e 2 ll+

1 - i —ia,l
+A,, ylcos( b,1)+ﬂlsin(—-;—b,1) e ¥ 4+

1 R 1 —%a;l
+A21 ﬂaCOS i‘bz[ y3Sln —?bzl
+A 1 . 1 b 1 ] "201‘

22 )’3COS ? Basin —5 b

1 . 1 ] ——;—a;l

+ A ﬂscos + yssin —?b31

b
1
TAgzI:)/scos(—?bg )+/35sm(——b3 )I =0,
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[c.d.]

1 1 Sl
(3.22) Ay, ﬂlcos—z—bll—y,sm-z—bll)e +A,2(y,cos b, I+ﬂlsm2b I) +
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! ml

la;l 1
+A2,(ﬂ3cos by —vy;3sin— bz) 2 +A22(y3cos—-b21+

2 2

—l—aal

1 Tl .
+ﬂ351n7b21)62 +A31 (ﬂSCOSLb:;I—)lsSln-l—b:;l)ez

1
a;l

+A;, (yscos 1731+/3‘.;sm—b3 ) =0

>

. 1
Ay {[—2wb,—28,a,b, —y,(af+b%)]sm(— §~b,l) +

1 [ —-Lml
+[21I’a1“271a1b|—131(‘1%‘*'17%)]005(—?1711}6 Py

. 1
+ A2 {[2ypa,—2y,a,b, +ﬂ1(0f—b%)]sm(— "'2"'[71 [)+

1
-l

1 —
+ [2y9b, +28,a,b, +71(a%_bf)]cos(— 51711) e ?

. |
+ Ay {[—29b, —2B3a, b, — y5(a3 + b3)]sin (— 2—b21)+

1
—a,l

1 -
+[21paz—2y3azb2+/33(a§—b§)]cos(—7b21)e LS

+ Ay {[2pa;, —2y3a, b, + Ba(ad — b2)] sm( 4b21)+

1
—axl

+ [2yb, +2ﬂ3 ay by +ys(a3—b3)]cos ( — %bz 1) e 2

' {1
+ A3, {[—2y)b342ﬂsa3b3—ys(ag—bﬁ)]sm(— 71731) +

1
— a3l

+ [2yas —2ysay by + fs(a3— §)]cos‘— %bsl) e ?
) 1
+ A, {[2'pa3—2y5a3b3-—ﬂs(a§+b§)]sm(— 71731) +

1
— —asl

+[2'/)173+2ﬂsa3b3+y5(a§—b§)]cos(""—;‘bgl)e z = 0, :

1
Ay, [(—21pbl —2f.a, by —y,at+y,b?)sin 7b1 I+

. 1 & adl
+Q2ya,+B,a2—p,1b3 =2y, a, bl)c057b1 I] e?
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' .1
. (3_22) +A12l(2wa1_2y1 al bl +ﬂ1 a%—ﬂlbf)81n7b1[+
[c.d.] '

+(2pb, +y,ai—y, b7 +20,a,b,)cos 3 b l] [+

1
+ A5, [(—Zwb2—2ﬂ3azb2—y3a§+y3b§)sm 7b21+

—asl

1
+ Qya, +ﬂ3a§—ﬂ3b§—2y3a2b2)cos7bzl] e’ +
+A22[(2’(pa2—2y3a2b2+/33a_-25—/33 )Sln b2[+

l
N
+ (2yb, +y3a2—y3 b3 +2B5a,b,)cos — bzl] +

A
+ A4, [(—Zwb3—2ﬂsasb3—ysa§+y5b§)sm7b3l+

1ﬂI

1 = a3
+(21/;03+ﬂ5a§—ﬂ5b§—2ysa3b3)cos~2—b3l] e+
+A32[(“27503b3—ﬂsa§—ﬂ5 +21pa3)sm byl +

1
— 3[
+(21pb3+ysa§—y5b§+2ﬂsagb3)cos%b31] 2 20,

Warunkiem istnienia niezerowych rozwigzan tego ukladu jest zerowanie si¢ wyznacznika
utworzonego ze wspofczynnikow wystepujacych przy poszukiwanych statych. Jezeli wspol-

czynniki te oznaczymy kolejno przez ¢;; (i=1,...,6). {(j =1, ..., 6), to z réwnania
i
(3.23) Z EC1k, C2ky - Coxg = 0,

Kkika, ..., ke

gdzie sumowanie jest po wszystkich mozliwych permutacjach drugich wskaznikow
ki ky,...,ko ticzb 1,2, ...,6, za§ ¢ jest réwne +1 lub —1 w zalezno$ci od tego, czy
permutacja k,, k,, ..., k¢ jest parzysta, czy tez jest nieparzysts, otrzymujemy ciag rozwig-
zan na czgsto$ci drgan w{asnych ®,, (0, = 0,q,). Oczywiscie a,, b,, a,, b,, ay, by sa
funkcjami w.

Z zaleznosci (3.18) mozemy obliczy¢ ciggi wartoéci dla ay,, bya, Q2n, ban, A3, D3n.

Nastepnie z ukladu réwnan na stale (3.22), dla okreslonej czestoéci w wyznaczamy
ciagi tych stalych: A%,, A% ,, A5, A%,, A%, A%, (n jest indeksem gdérnym).

Po przeprowadzeniu powyzszych obliczen mozemy obecnie okre$lié postacie drgan
wlasnych, dla okreslonej czgstosci w.
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We wspotrzednych u i v sa one nastepujace:
un(s) = A%y [(pyis+9pBiwis+pyiwio)sinb, s+
+(L—pBis+yBiwiatyy wis)coshysle®+
+ AT [ —yBis+pBiwiat+ypyiwip)sinb s+
+(—pyis+py w+Hpf wp)coshy sle"t*+
+ A% [(wyss—wyswaa+pfiwap)sinb, s+
+(L—pBas+pBawaa+pyswap)cosh,s]e’s +
+ A% [(1 = B35+ 9By waa+pys wap)sinb, s+
+(—py3s+ypyswra—pfywap)cosb, s]e®> +
+ A5, [(wyss+pyswia+pBswip)sinby s+
+ (I —pBss+pBswaatpyswyp)cosbysle® +
+ A3 [(L—yPss+yPfswaa+pyswap)sinby s+
+(—pYsS+pysWaa—pBswap) cosbys]e™*,
Va(5) = AN [(—y —pwp)sindy s+ (ps+ B, —ypw, ) cosb sJe”* +
+ AT [(ps +B81 —wiap)sinb s+ (v +ypwp)cosby s]e”* +
+ A% [(—ys—ypwap)sinb, s+ (ps+ f3 —pw,,)cos b, s]e*2* +
+ A%, [ps+ By —pw,a)8inb, s+ (3 +pwap) cos by s]e2 +
+ A%, [(—ys —ywap)sinby s+ (ws+ B5s — pw, ) cos by s]e™* +
+ A3 [(ps + Bs —ywi)sinby s+ (ys +ypwsyp) cosbys]e®ss,

(3.25)

gdzie
a; W bi
Wia = —3 773> b= 3, 13>
~ af+b} © T at+b}

Rozwigzania vkiadu (3.6) wyraza si¢ zatem w postaci nast¢pujacych szeregdow:

i=(,2,3).

o)

u(s,t) = 2 1, (5) (Cpcoswyt + D, sinw,t),
(3.26) - |
(s, t) = E'u,,(s)(C,,cosw,,t+D,,sinw,,t).
n=1

W uktadzie (3.26) wystepuja stale C, i D,, ktére wyznaczymy z warunkéw poczatko-
wych, wykorzystujac w tym celu warunek ortogonalnoéci drgan wlasnych. Przeprowadza-
jac w znany sposéb proces ortogonalizacji [4] dla uktadu (3.7) otrzymujemy nastg¢pujacy
warunek ortogonalno$ci -

f 0 dla n#k,

i
(3.27) [ o+ v,0ds = [ +od)ds, dla n=k.
0
0

Warunki poczatkowe potrzebne do wyznaczenia statych sa:
u(s’ 0) = gl(s)’ 'U(S, 0) = gZ(S))

3.28 du v
(3.28) 5 = g1(s), o = FAGE
(5.0) (s,0)
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Po wykonaniu odpowiednich dzialan otrzymamy nastgpujgce zaleZnoSci na stale
C,iD,:

]
(.)f (gl un+g2vn)ds
C,, = 7 >
[ 2 +03)ds
(3.29) )
(.)f (g3 Uy +g4vn)ds
D'l = -——-l _ - - -
o, f (U2 +22)ds
0

Rozpatrzymy obecnie druga mozliwo$é wystepujaca w przypadku I, tzn.: kiedy réwnanie

charakterystyczne bedzie posiadalo cztery pierwiastki zespolone sprzgzone i dwa pierwiastki

rzeczywiste réwne lecz przeciwnych znakéw. Zapiszemy to w postaci ogdlnej:
r1=cl+id1, I‘2=Cl—id,,

(330) rs = 02+id2, rqg = C_f;_—idz,

rs = C3, re = —(C3.

Catki ogélne ukiadu (3.10) zapiszemy w postaci:

6
(3.31) §= Y Ees, 0= Her,
J=1

gdzie E;, H; dla (j = 1,2,3,4) sa stalymi zespolonymi, za§ dla (j = 5, 6) stalymi rze-
czywistymi. Wymienione stale s3 migdzy soba zwigzane nastepujaca zalezno$cia wynika-
jaca z (3.11):

I
2 i wrp +2yr;

Hy __ (u+Drf+3ug® _ _ ,
F 7 e O A
27% ~ it +3ug
(3.32)
dla j=1,2,3,4,
H, o
E_c,- | dla j=5,6.

Postepujac podobnie, jak poprzednio, rozwiazanie (3.31) moZna przedstawi¢ w po-
staci trygonometrycznej:
& = E| eYcosd, s+ E e sind, s+ E,, e cosd, s+
+ E,,e*sind, s+ Ey, chey s+ Esyshess,
(3.33) n=(E, L +E o) cosd, s—(E;y0,—E;§,)esind s+
+(E31 L3+ Ey205)e2°cosd, s— (E5y 03— Ey 2 £3)e2°sind, s+
.+E“ Cscheys— EszCsshess,
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gdzie
1 - 1 .
*2‘(511—1E12)= E,, _2_(Ell+lE12)=E27

1 . 1 ,
5 (Ezy—iEy;) = Ey, *2‘(5214‘1522) = E,,

state E;, i E;, sa rzeczywiste.
Przystapimy do wyznaczenia statych z ukladu réwnan w postaci

E, lcos(— %d11)+E12sin(—— ;—d,l)]exp(— =c 1)

1 . 1
+E,, [cos(— 5—(121) +E225m(— ~2—a’21)]exp(— 3 c21)+

+E31Ch (“"%Cal) +E325h(—%“6'31) = 0,

1
E“(cos—d1+E,2sin~;-»d11)exp(%cl1)+E21(cos dy I+ E,,sin — dzl)

x exp-l—czl+E31ch%c31+E325h%c31 =0

1 . 1 |
0 [Clcos(—-2—d11)—olsm(—7d11)]exp(— -2—c11)+

' i

+E,2[0,cos(—17 )+C,sm( 1 ) exp(—%cll)+

(3.34) .
.+E21[Cscos(—-——d2 ) ossm( ;— ) exp(—- ;c21)+

1 1
+E,, [q'gcos(——a’2 )+Cssm( 5 ) exp(—7c21)+
1

+E31C5Ch(—~031) EazCssh(—?Cal) =0,

1
lE“( 1cos—dll olsmﬁdll)+E12(olcos%d11+Clsin?d11)]exp I+

1
[Ezl(éacos a’zl—oasin%a'zl)+E22 (oacos%«d21+é3sm dl)]
1
021+E31&'5ch»—031 EJZCSSh»—cal—O

X exp—

Eyy i[ 2yd, ~ 0, (¢} =df)~2L, ¢, d,]sin (— %dxl)
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(3.34)
[c.d.]

+ [2pe, + ¢, (3 —d}) — 20, cldl]cos(— %d I)}

+E12{[21,ucl +&(¢2—-d¥)—206,c,d,]sin} -

+E;, [ZwCJCh(— %(33 ) Csc1sh(

Lo o
1
E“{[-2zpd1—al(cf——df)—Zélcldl]sm d 1+

1
! ——cll
+[Qye, + &, (c}—dD)—20,¢,d, ]cosrl— d, I]

J¢

+E12{[21pcl+4‘1(cf—df)—2olcld Isin —d, 1+

—c;(
+

1
+ [2pd, + o, (c2—d})+2¢L, ¢, d ]cos—d,l}
+E21{[ 2‘!pd2——0'3((,‘5—d%)—2€362d2]51n4d21+

1 e
+ [2yc, +E3(c3—d3)—20;5¢,dy)cos — ([21} 79y

+E22{[21pcz+§3(c§—d§)—203czd2]sm—d21+
1 Sl
Ryd, +o3(c3—d3)+2L5¢,d5]cos - d, ] +
1 , 1
+E;, 21pcgsh?c3[+ésc3ch I+
1 , 1
+E;, 2wc3ch5c3l—Csc3sh5631 = 0.

\
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Wielkoéci @, wyznaczamy podobnie, jak poprzednio. Majac w, moZemy wyznaczy¢
stale E7}.

Dla okreslonej czestosci w, postacie drgan gldwnych we wspdirzednych u i v s3 na-

stepujace:
ua(s) = B}, [(yo,s—yo,wic+E 1pwig)sind; s+

+ (1=l s+pliwi+yo,w)cosd, s]'e01‘+

+ ES [(L =9l s+ 9l wie+woy wyg)sind s+

+(—yo,s+po, wi—plwigcosd; s]e+

+E3, [(yo35—yos woc+ylswag)sind, s+

+ (L —plas+plswyc+poswyy)cosd, s]e2+

+E5 [N —wlss+9lswyc+ywos wyy)sind, s+

+ (—p038+p03 Wy — L3 wyg)cosd, s]e25 +

+ E3, l(l —ylss)chess + (V’Cs CL) Shcss]-i-
(3.36) 3

1
+ E%, [(V’Cs ?—) cheys+ (1 +Cst)Shc3S] ,
3

va(8) = E", [(—0, —pw,a)sind; s+ (ys+&; —ypw, )cosd, s]er*+
+ ET,[(ps+ &y —pw, )sind, s+ (o, +pw;g)cosd,; s]e*+
7 +E} [(— o3 —ywaa)sind, s+ (ws+ 5 —pw,)cosd, s]e2+
+ ES, [(ps+ 3 —ywy)sind, s+ (o3 +pw, ) cosd, s]e2" +

1
+ Ej, [(—wg)shc3s+(ws+éfs)chc3s] +

1
+ E3, [(ws—Cs)Shc3s—tp a—chgs] .

w powstzych wzorach, dla skrdcenia zapisu, oznaczyliémy przez w;., w;; wyraZenia:

Ci d,

e W=, i=1,2.
¢t +d? T gear TV

Wic =

Po podstawieniu znalezionych postaci drgan wlasnych do (3.26) otrzymamy poszukiwane
rozwiazania.

Przypadek II. Rozpatrzymy pierwsza mozliwo$é: gdy dwa pierwiastki réwnania cha-
rakterystycznego sa zespolone, sprz¢zone, a cztery rzeczywiste, co ogdlnie zapiszemy:

ry = e +ify, ry=e—ify,
(3.37) ry; = e, ry = —e;,

r5=es, ro— —€3.
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Calki ogdlne uktadu réwnan (3.10) napiszemy od razu w postaci trygonometrycznej:
&= G, e°cos f15+ G e*sin f1 5+ Gyshey s+ Gychey s+ Gsshey s+ Gocheys,

(3.38) 9= (G;;8,+G 20,)e*cos f15—(G110,—G,,P))e*Ssinfy s+
+ G3xyshe,s —Gyxychey s+ Gsxsshey s —Ggrschess,

gdzie
2i rd -+ 2ur;
P (w+if+3pg __ TATT
N S PP Tl At
— Vi — gl 3ug
(3.39) Ai= 1’2,

%_,='l9j, j=3;4;5,6,
1 . 1 .
G, = *2‘(611‘*‘1612), G, = > (Gu—lez),

Py, G;dlaj=3,4,5, 6 sa stalymi rzeczywistymi.
Po analogicznych obliczeniach, jak w poprzednich przypadkach, otrzymamy nastgpu-
jace postacie drgan wlasnych:
Uy(5) = G [(p0, 5~ 0, Wi+ 0wy )sin fy s+
+ (1 =9 s+ 98, wi .+, w,p)cos f; s]e®1*+
+ G121 —pd s+9d, wi +yd w,p)sin fis+
+ (=90, s+, wi . — P wy)cos f; s]e®* +

+G% [(1 —yxs5)she,s+y i‘:i che,s |+
2

+G} [—y;ie{i she, s+ (1 +1,;)91¢3~°)Ch€‘251 +
2 4

4Gt [(l —ymss)she3s+1p%che3s +
3 -

(3.40) +GY [(—y)%) shes s+ (1 +1pxss)che3s],
3

va(s) = G [(—ywis—0,)sin fi 54 (ps+ &, —ypw, ) cos [ s]e®*+
+ G, [(ps+ 0, —pw, )sinfy s+ (8; +ywy,)cos f; s]ecss +

) 1
+ G4 l(zps+x3)she2s—we—che2s +
2

1 — N
+Gh [—w—é——shezs+(ws—x3)che2s +
2

1
+ G% [(ws+x5)she3s—wseche3s +
s 1™

+G§ [—weL she3s+(ws—x5)che3s] .
3
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W celu uzyskania rozwiazan nalezy powyzsze postacie u, i v, podstawi¢ do wzoréw
(3.26).
We wzorach (3.40) oznaczono:
€y Si
Wie = —5 =, W, r=-——-—.
SR MCEYE

4. Drgania wymuszone

W celu rozpatrzenia drgan wymuszonych wezmiemy pod uwage uktad (2.13). Poste-
pujac tak samo, jak przy analizie drgan swobodnych, uktad ten przeksztalcimy do
nastgpujacej postaci, wygodnej w dalszych rozwazaniach:

( +1) 0%u + I 0% + I 631)_+ s 621)_+ ov 3 M fzu 15, 1)
w Pl ost TV T o T o TV 05t TV %8s TOAE 2 T 1S
Tl w1 du u  ou I 0% % M 0%

TV e TV ey TV e TV T A B TH T *3]?? = fa(s,1).

Calki ogélne uktadu réwnan jednorodnych zostaly wyznaczone w poprzednim rozdziale.
Calek szczegdinych bedziemy poszukiwaé¢ metoda rozktadu wedlug postaci drgan wia-
snych (np. [4]), w nastgpujacej formie:

U(S, 1) = ZII,,(S)S,,([),
n=1

4.2)

0

o(s, t) = Ev,.(S)S,.(f)-

n=1

Po podstawieniu (4. 2) do (4.1) otrzymamy:

[oo] N
/ 1y I/ o
2{[(#+1)un + 90, +psv, + — ¥ + — wsv,{" S,,—S%u,,S,,} = f,(s, 1),
@3 " '
\ 1 1 11y 1 v rr ’ X M < i
%{ [(7 1psu,, + A 1/) —77)" +1p5un +1pun +ILL‘U,, )Su_"3 ﬁ‘vnsn:l - fZ(S’ t);

gdzie apostrofami oznaczono rézniczkowanie czastkowe po s, kropkami za$ rézniczko-
wanie po /.

W celu wyznaczenia niewiadomych funkcji S,(¢), pierwsze réwnanie ukladu (4.3)
pomnozymy stronami przez u,, drugie przez v,, a nastepnie dodamy je stronami. W ten
sSposéb otrzymujemy:

o0
I 1 I n
2 {[(ﬂ + D) uy u + popu, +psvy u, + 'qw,, U+ — wsv,, U+ psuy v+

n=1
I I e I
4.4 'q)su,, Vo + — y YU, v,‘—?v,, Voo, +pup v+ uoy v, | S~

M M
P [3 AE u"uk+3 E‘U ‘Uk] } fluk+f27)k
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Funkcje u,, v, spelniajg uklad rownan jednorodnych (3.8). Mnozac jak poprzednio
pierwsze rownanie tego ukladu przez u,, drugie przez v, otrzymamy:

I I X2 r I I
4.5  (u+Du)u+ i psolVu, + VR + 15y e+ U+ i psul¥ o, +

1

I I v 1 ’ 1 2
A — YUy Vp— Vi U U+ sty Oy +pu, v+ pv, v, = —3ug (u,,uk+v"vk).

Jak widaé, pierwsze wyraZenie w nawiasie kwadratowym w (4.4) jest réwne prawej
stronie réwnania (4.5). Uwzgledniajac to i wylaczajac wspdlny czynnik przed nawias
otrzymamy:

foal
\ 3M
(4.6) Z (utntty +9,9) (_ 3ug*s,— AE = frug+f2v.
n=1

Po obustronnym przecatkowaniu po dhugoéci / i wykorzystaniu warunku ortogonal-
nosci (3.27) otrzymamy

M .
— 2 —_———— =
(47) 31uq SH AE Sn K"(t) >

gdzie

f (ﬁ Uy +f2 ,,)dS

Kn(t) - _71

f (u?+v?2)ds
6

)

Réwnanie (4.7) przeksztatcimy do postaci

“ uq*AE AE
‘ n = x 4 n — "(
(4.7a) S, + S, -3 K, (1).

Rozwigzanie réwnania (4.7a) przy identycznych warunkach brzegowych, jak dla drgan
swobodnych i warunkach poczatkowych

(4.8) S,0) =0, S,0)=0

ma nastg¢pujacg postac:

AE

4.9 S.(1) =~ 3Mq UAE

IK(T)sm[w,,(t 7)]dt =

= 3M fK (7)sinfw,(t— 1)]dt

6 Mechanika teoretyczna
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Zatem catki szczegélne ukladu (4.1) (drgania wymuszone ciggna) wyraZaja si¢ naste-
pujaco:
o0 o0 t
( z)—Z 98,0 = — > AE fK Dysinlw,(— 1)) d
uts, - — u'l( 'l( - — 3% uno n( wn( T)](T7
(4.10) - B
o0 o0 I
N= D050 =~ > Ao, [ K@ Jd
v(s, 1) = v,(5)S,(1) = mﬂno L(T)sin[w,(t— 7)dr.

n=1 n=1

Calki ogdlne uktadu (4.1) (drgania catkowite ciggna) maja nastepujaca postac:

[s 4] !
. E .
u(s, 1) = _zl u,,(s){C,,cosw,,t+D,,smw,,t— -ﬁlzn—ofl(n(r)sm[w,,(t— r)]dr},

4.11)

o)

. t
. AE .
(s, t) = E V,(5) {C,,cosw,,t+D,,smw,,t— Mo, ofK,,(r)sm[w,,(t—r)]dr},

n=1_

gdzie za u, i1 v, bierzemy ciagi funkcji, uwzgledniajac przy tym odpowiedni przypadek
rozwigzania rownania charakterystycznego.

5. Zakonczenie

Zaproponowana w pracy metoda znajdowania drgain wymuszonych liny z uwzglednie-
niem jej sztywnosci na zginanie jest metoda ogdlng. Ze wzgl¢gdu na duze trudno$ci rachun-
kowe uzyskanie efektywnych rozwiazan jest mozliwe jedynie przy uzyciu maszyn cyfro-
wych. Dotyczy to wyznaczania pierwiastkdw réwnania charakterystycznego.

W pracy przedstawiono ogdlng analize ze wzgledu na uzyskanie rozwiazan w zaleznosci
od parametréw liny. Uwzgledniona sztywnoé¢ gigtna utrudnia wprawdzie t¢ analize i nie
pozwala na znalezienie rozwiazan analitycznych w formie zamknigtej, ale daje mozliwosci
zbadania jej wplywu zaréwno na czestosci drgan wlasnych, jak i na ksztatt funkcji wlasnych.
Przy znajomosci funkcji wlasnych, przez zastosowanie uogdlnionej ortogonalizacji, pro-
blem znalezienia amplitud drgan wymuszonych nie przedstawia trudnosci.
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Peszwome

KOJIEBAHUS IIPOB OJA B ITJIOCKOCTH CBHCA C YUYETOM Ero >XECTKOCTU
HA HM3Ir'vb

B pabore pacCMOTpeHBI CBOGOJHBLIC M BbIHYM(IEHHbIE Ko:eGaHuA NpoBofa. IIpu ITOM yuTeHbI:
YKECTKOCTh Ha H3rub, cocrapnsiiomas cunbl Kopuosuca 1 ueHTpobeskHast HHepunoHHas cuna. KoneGauus
NOPOXKIAIOTCA NEPEMEHHOH BO BPEeMEHM DacnpefesieHHOH HarpyaKoii.

3amaua cBeAEHA K CHCTeMe ABYX OUQ(epeHUMaNbHLIX YPaBHEHMHA B UAaCTHbIX NPOHM3BOAHBIX UeT-
BepTHOro nopsiaka. [ pelueRus 9TUX YpaBHEHHUH HCIIOJIL30BaHb! CIIEYIOLME METOb] ! JIMHEAPH3aLHs
pa3fiesieHMe NMEPEMEHHBIX M pa3jIoyKeHHe NO TJIaBHbIM (hopmam KoseGaHuii.

AHAaIM3 NMpOBEJEH ¢ TOUKH 3peHHUA noabopa reOMeTPHUECKUX MapaMeTpoB NpoBoaa. Takoi noaxon
Gymer nojiedeH NpPH pELIEHMH creayioleit npobiaemmbl: IHHAMHUECKOrO HeMIbHPOBaHUA KonebaHuit
KaBeJIbHbIX IHEPTeTHUECKUX CHCTEM.

Summary

VIBRATIONS OF CABLE IN THE SAG-SPAN PLANE WITH REGARD
ITS BENDING STIFFNESS

In this paper the free and forced vibrations of cables are apalyscd. Bending stiffness of the cable,
the Coriolis and centripedial components of the force of inertia, are taken into consideration. Vibrations
are excited by continuous time-dependent loads. The problem is described by a set of the two partial dil-
ferential equations of fourth order. The following methods of solution are applied: linearization, separation
of variables and expansion into the series of free vibration forms. The analysis was performed from point
of view of the proper choice geometrical parameters of cables. This approach will be useful in considering
other problems like that of dynamical damping the cables sets.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 29 pazdziernika 1975 r.
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HYDROMAGNETYCZNY PRZEPLYW CIECZY LEPKIEJ W SZCZELINIE
MIEDZY WIRUJACYMI POWIERZCHNIAMI OBROTOWYMI

EDWARD WALICKI (BYDGOSZCZ)
Wstep

Laminarny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami
obrotowymi [l - 3] od dawna zwracal uwage ze wzgledu na mozliwosci szerokich zasto-
sowan praktycznych zaréwno w badaniach przeplywowych maszyn wirnikowych, jak
1 w teorii §lizgowych lozysk wzdluznych.

Ostatnio coraz wigksze zainteresowanie budza tego rodzaju przeplywy cieczy lepkiej
i przewodzacej, zachodzace w obecno$ci pola elektrycznego i magnetycznego.

W pracy [4] zbadano hydromagnetyczny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy
drgajacymi skretnie tarczami. Podobne zagadnienie — przy zaloZeniu porowatoéci jednej
z tarcz — rozwazono w pracy [10]. W pracach [5-9, 11-13] rozwaZano ustalone prze-
plywy miedzy plaskimi tarczami stanowiacymi modele wzdhuznych lozysk $lizgowych.

Prace [14, 15] zawieraja opisy przepltywéw pelzajagcych (w przyblizeniu Reynoldsa)
cieczy lepkich w kanalach pier§cieniowych w obecnoéci silnych p6l magnetycznych.

Celem tej pracy jest podanie w postaci ogdlnej rozwigzania zlinearyzowanych réwnan
ruchu ustalonego lepkiej cieczy przewodzacej o stalej lepkosci i przewodnoéci w szczelinie
miedzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi o dowolnym ksztaicie, poddanej dzia-
faniu pola magnetycznego o stalym natezeniu. Zagadnienie rozwigzano zakladajac, ze ma-

gnetyczna liczba Reynoldsa jest mala, co pozwala pomina¢ indukowane pole magne-
tyczne.

1. Réwnania ruchu
Roéwnaniami ruchu ustalonego hydromagnetycznego przeplywu cieczy lepkiej sa
nastepujace [16, 17]:
réwnanie ciggtosci

)] V.o = 0;
réwnanie pgdu

(1.2) 0(@-VYo = —Vp+uVv+Jx B;
réwnania Maxwella

(1.3) VxXE =0,

(1.4) VxB = u,J,

(1.5) V-B=0

oraz prawo Ohma
(1.6) ' J = o(E+7T x B).
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Réwnan tych uzyjemy do zbadania przeplywu cieczy w waskiej szczelinie migdzy po-
wierzchniami obrotowymi o wspdlnej osi symetrii (rys. 1), z ktérych wewngtrzna wiruje
z predkosdcia katowa w,, a zewnetrzna — z predkodeia katowa w,. Dodatkowo zalozymy,
ze wektor pola magnetycznego E(0,0,Bo) jest prostopadly do linii symetrii szczeliny.

Wprowadzmy krzywoliniowy uklad wspdtrzednych x, 0, y, przy czym of x niech beg-
dzie skierowana wzdluz linii symetrii poludnikowego przekroju szczeliny, o y prostopadle
do linii symetrii szczeliny.

Rys. |

Dokonujac w réwnaniach ruchu (1.1) - (1.6) odpowiednich przejs¢ asymptotycznych
charakterystycznych dla przeplywéw w cienkich warstwach cieczy (h < R) zachodzacych
przy malych magnetycznych liczbach Reynoldsa [3, 4, 10] mozna sprowadzi¢ te réwnania
do uktadu

Lok |,

1.7 R ox + T =0,
R’ %) %,
(1.8) —97‘05 = - 6%+#<3)1—2_6337)x’
az'l)o
(1.9) 0= /L'ay—z—GBgvo,
op
1.1 - =
(1.10) - > =0,

gdzie primem oznaczono pochodna wzgledem zmiennej x. Réwnan tych uzyjemy do zba-
dania przeplywu cieczy w szczelinie.

2. Calki réwnan ruchu

Rozwigzania réwnan ruchu powinny spetnia¢ warunki brzegowe:
@.n vx(x, £h) =0,
2.2) vo(x, —h) = R(x)wy, vp(x, +h) = R(x)w,,
(2.3) v,(x, £h) = 0.
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Ponadto na wlocie i wylocie ze szczeliny powinny byé spelnione warunki brzegowe doty-
czace ciénienia:

(2.4) . p=p., dla x=x,,

(2.5) p=p, da x=x,

gdzie przez x,, oznaczono wspdirzedna wlotu na linii symetrii przekroju poludnikowego
szczeliny, a przez x, — wspoirzedna wylotu na tej linii.

Caikujgc réwnanie (1.9) wzgledem zmiennej y | wyznaczajac stale catkowania Z wa-
runkéw brzegowych (2.2), otrzymamy

. R chky shky
(2.6) TVp = 7[(“’1 +w2)m — (o, —wz)m] ,

tutaj oznaczono dla uproszczenia

.
@7 k_%V;.

Z réwnania (1.10) wynika, ze

(2.8) p=p).

Nastepnie catkujac réwnanie ciagloéci (1.7) w poprzek szczeliny i uwzgledniajac warunki
brzegowe dostaniemy

l a +h h
W&“f%@”v

—h

=0,

a stad wynika

+h
" c,
29) f dy = =L
29) J G R(x
~h
Podstawiajac warto$¢ sktadowej prédkos’ci v, ze wzoru (2.6) do réwnania (1.8) otrzy-
mamy po scatkowaniu i uwzglednieniu warunku brzegowego (2.1) oraz zaleznosci (2.8):

1 [chky dp RR | (0, +w,)* 2
@10) v = (chkh - )E“ 12vk2{ ok | k=D
2_ .2
— (sh2kh—1) Zﬁg] - 4(;”1112k;1°2) (chky—chkh)shky+

(wy—w)? [, , 2 chkl}
0 (chaky+1) - (chkh+ D) 2 1

Po uwzglednieniu (2.10) w (2.9) i po wykonaniu catkowania znajdziemy

[A(x)_Az](pw_Bw)— [A(x)_Aw](pz—Bz)
A.—A, ’

@.11) p = B+
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gdzie oznaczono

dx

A(x) = (hkh—kR)R A, = A(x,.), 4. = A(x),

_ 0 ' RR' (C()1+CU2)2 . _
@12 B = o J S kh{m[shzkh 6kh

sh2kh
B, = B(x.), B, = B(x,).

_ 2
—4(shkh—1)thkh]+ @1 =92) [sh2k/1+6k/1—4(ch2kh+l)thkh]}a’x,

Wprowadzajac (2.11) do (2.10) wyznaczymy

- 1 pw_Bw—(pz—'Bz) Chk}’
@13 o= uRk® (A, —A,)(thkh—kh) ehkr L)

_ RR | (0 +wy)* chky
120k |~ ch?kh chikh T
4(sh2kh— 1) thkh— (sh2kh — 6kh) ( chky )]

l h2ky—1 — (sh*kh—1) =2

4(thkh—kh) chkh —
4(('01 wz) ( 2) 2
Sk (chky—chkh)shky+ Tkh ch?ky+1—
s chky  4(ch*kh+1)thkh— (sh2kh+6kh) ( chky
(Ch*kh+1)-n + ~A(thkh—Kkh) cnki !

Sktadowa predkosci v, wyznaczymy podstawiajac (2.13) do (1.7) i catkujac otrzymane
wyraZenie wzgledem zmiennej y:

_ 1 0 L' p,~B,—(p.—B;) (shky
(2.14) v, = "R‘Eiyks (A,—A)(thkh—kh) \ chkh —ky) -

R2R | (w;+w,)? R shky
- 12vk3( Achikh sh2ky—6ky —4(sh*kh—1)——=- hir
4(sh2kh—1)thkh (sh2kh—6kh) (shky
thkh—kh chkh
2(w}—w?) ., (i—w)? | |
g shky 4(ch2kh+1)thkh—(sh2kh+6k/1)(shky 3
Aleh®eh+ 1) o thich—kh cnkh ~

Réwnania (2.6), (2.11), (2.13) oraz (2.14) pozwalajg okre§li¢ sktadowe predkoéci
i rozklad ci$nienia w przewodzacej cieczy lepkiej przeptywajacej w szczelinie migdzy wiru-
jacymi powierzchniami obrotowymi w obecno$ci pola magnetycznego prostopadiego do
linii symetrii przekroju szczeliny.


file:///ctikh
file:///chkh
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3. Dyskusja otrzymanych wynikéw
Aby przeprowadzi¢ analiz¢ otrzymanych wynikéw zalozymy dla uproszczenia, ze wi-
ruje tylko powierzchnia wewnetrzna, co wyrazi sie zaleznosciami
3.1 w; =w#0, w,=0.

Wprowadzajac bezwymiarowg wspotrzedna » w kierunku prostopadiym do osi symetrii
szczeliny oraz oznaczajac

(3.2) y = /y_1 H = kh,

mozna wzory (2.6) ,(2.13) oraz (2.14) okreSlajace rozklad predkosci w szczelinie przedsta-
wi¢ w postaci

(3.3 vy = Dy fi(H; 7)),
(34 vy = Dy fLUH; )+ D f3(H; ),
(3.5) vy = Dy fu(H; )+ Dsfs(H; n)+ Dsfs(H; 1),
gdzie dla uproszczenia oznaczono
' . chHy shHy
(3.6) Si(H; ) = chH ~ shH
2 ch Hy
(§~7) S2(Hsm) = ( VR —1),
1 , ch Hy
. Hn—1—(sh? a
(3.8)  fa(H;m) = {hz [h n—1=-Gh*H-1)——p
4(sh?H = 1)th H—sh2H + 6H chry N\
4tthH—H) chH
4 l R R ch Hy
I (chHn—chH)shHy+ — SiH [ch Hn+1—(ch H+I)——hH—+
4(ch’H+1)thH—~sh2H—6H (chHy |
" 4(thH—H) chH ’
hH
(B9  fu(H;n) = { th[shzﬁn—éHn—qshZH—1)S—hHi+
4(sh*H—1)thH—sh2H+6H ( shHy )
+ thH—H (chH —Hn)| -
2 1 hH
— g ChHy—chHY + [sh2Hn+6Hn—4(ch2H+l) Schlj
L A H A DthH—sh2H—G6H (shHn _ }
thH—H cha

6
(3.10) Ss(H;n) = F(Hsth——HnshH),
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i 1 ch2H 6H+4Hsh*H—-3sh2H
(311 /"(H’")“ﬁf{(ﬁ{iﬁim[ e ShHshHn+

| OSh*Hth H=2Hth* H—4HshH (shHy
thH—H che T

ch2HchHny—chH shH
sheypr (ChHn—chH) =5 sy

[shZHr] -

shHy  4(sh2H—1)th H—sh2H+6H [ sh i
—6Hy— AP H—1) "o+ e t)hH—H“__ ( A

: chH ) sh Hn

N 4(ch*H+1)thH~sh2H—6H { sh Hy _H
- thH—H chm [

Tutaj D; oznaczaja wspotczynniki zalezne od lokalnego potozenia przekroju poprzecznego
szczeliny.

| — P B

[ \ > ] ,, 8 _

- \\\,\ iy B

— \ ‘{"-.. —14 —

\\ O
I NN )
L N o _
AN R H=00
- \ 0,8\—. “... /1"0,1 —
PR

L , N |
i 4 \"‘\\.

r4 4,§\ \. —

o o2 J 0\\\\ _

L | | | | |

=10 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 n

Rys. 2

z analizy otrzymanych wzoréw wynika, ze przeplyw w szczelinie jest wywolany przez
dwa czynniki: ruch wirowy powierzchni ograniczajacych szczeling (w analizowanym przy-
padku przez ruch wirowy powierzchni wewnetrznej) oraz przez réznicg cinien miedzy
wlotem i wylotem szczeliny.

Wzér charakteryzujacy sktadowa obwodowsa predkosci vy pozwala stwierdzié, ze profil
tej predkosci dla ustalonego potozZenia przekroju szczeliny (funkcja fi(H; 1) na rys. 2)
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zmienia si¢ od prostoliniowego dla H = 0 do krzywoliniowego dla H > 0, charakterystycz-
nego dla hydromagnetycznego przeptywu Couette’a migdzy dwiema plaszczyznami, umiesz-
czonymi w prostopadlym polu magnetycznym, z ktérych jedna jest nieruchoma, a druga
posiada lokalna predko$é réwna wR(x).

Z postaci wzordw opisujacych sktadowa wzdtuzna predkosci v, wynika, Zze gldwng
jej czebcig jest profil hydromagnetycznego plaskiego przeplywu Poiseuille’a (funkcja
S2(H;n) na rys. 3) uwarunkowany istnieniem wspomnianej uprzednio réznicy ciéniei
i ruchem wirowym powierzchni wewngtrznej.

T T e ] 114 . (1)
TSN =
I~ Vi |88 %.\’.‘ H=0,1 ]
2 e |
_ &7 - 06 4,\/'\‘\\

7/ 0N
W4 1% N
- -192 .

| | [ N

-0 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 7

Rys. 3
T T T fé T f f I
n 0,30 5 .
Q\//Q/\)‘/ég,s AN
L 020- A5 >\ -
/’Y\' ) \.
B 0,10 \. Y
-0 -08 06 -4 <02 A | | |
I I T g/ 02 04 06 08 p
Y, —-g10 .
K4y/4
Y / /7 -0 =
\ o/

~- / —{-0,30 . .

N/

~ —-~0,40 .

Rys. 4

Na glowna czg§¢ sktadowej wzdtuznej predkosci naklada si¢ przeptyw wtdrny, wy-
wolany ssacym dzialaniem wirujgcej powierzchni wewnetrznej. Powierzchnia wewngtrzna
zasysa w swoim sgsiedztwie ciecz wywolujac jej ruch wzdluzny od$rodkowy. Ruch ten
musi by¢ réwnowazony ruchem wzdiuznym do$rodkowym przy powierzchni zewngtrznej
i ruchem poprzecznym okre§lonym skladowa v, predkoéci. Przeptyw wtérny opisany jest
funkcjami f3(H; n) + fs(H; n) pokazanymi na rys. 4 7.
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-10 -08 -06 -04 02 0 G2 04 06 08 np
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— N o207, —
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| | | i |
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._../, - 0'2 —]
! o7 N
I ] \ \ 02 04 06 08 R
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| _ H=0,5 v
~0,2 J -
H=10 /
- _0,3‘ / —
= -0,4|- =7
| | | | !
Rys. 6
-0 -08 06 ~04 ~02 0 02 Q04 06 08 g
T | I T % I I | 7
-
= —1-a2 ‘1’9/’ n
\. /.H/ //
— \-- pa——— L, :—’. 5 / -
\ - 04 0%
ﬁ/
= \\__:0,6-” “40 ~
| | | | |
Rys. 7

Z przytoczonych wykreséw funkcji /; wynika, ze wzrost nat¢zenia pola magnetycznego,
wyraZajacy si¢ wzrostem wartosci H, wywiera hamujacy wplyw na wartosci predkosc.
Rozklad cisnient wzdluz iworzacej powierzchni symetrii daje si¢ przedstawi¢ w postaci
sumy dwéch skladowych: pierwszej — wywolanej ssagcym dzialaniem wirujacej powierzchni

i drugiej — bedacej skutkiem istnienia przeptywu wzdtuznego.
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THIPOMATHUTHOE TEUEHME BA3KOU JXVMIOKOCTU B 3A30PE MEXIY
BPAILAIOIIMMHCS ITOBEPXHOCTAMI BPALIEHWA

B paGote BhIBEnEeHBI GOPMYIILI, ONPEAEIIAIOLINE COCTABNAIONIME CIKOPOCTH Uy, Uy, Uy ¥ JABJICHHE p

U1 TAMMHAPHOT'O CTAMOHAPHOIO rHAPOMArHUTHOIO TEUEHHMA BA3KOH npoaonﬂmeﬁ ANOKOCTH B 3a30pe€
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N(AY BPALIAIONIUMUACA [MOBEPXHOCTAMH BpallleHHUsA. HpHMCHCHbI JINHEAPHU3OBaHHbIC YPABHEHHA [OBH-

YCEHUA BA3KOH >MAKOCTH OISk OCECHMMECTPUYHOIO TEUEHHA B CHCTEME KpHBOJU{HCﬂHle KOOpAMHAT

X,

Uy

0, y.
Pewrennsa ypapHEHMI ABIYKEHHA NPOMINIIOCTPUPOBAHbI IpachHKaMH COCTARJISIOLUHMX CKOPOCTH ¥y, Up,
IJIA TedYeHMs B 3a30pe IMEPEMEHHON TONLIHUHbLI.
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Summary

HYDROMAGNETIC FLOW OF VISCOUS FLUID BETWEEN ROTATING SURFACES OF
REVOLUTION

This paper contains formulac which definc such parameters of the steady laminar hydromagnetic flow
of viscous conducting fluid between rotating surfaces of revolution as the velocity components vy, vy, v,
and pressurc p.

The lincarized equations of motion of the viscous fluid flow for axial symmetry in the intrinsic curvi-
linear orthogonal coordinate system x, 0, y are used.

The solutions of the cquations of motion have been illustrated by plots of velocities vy, vy, vy for
the flow through the slot of variable thickness.

AKADEMIA TECHNICZNO-ROLNICZA
BYDGOSZCZ

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 5 grudnia 1975 r.
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SREDNIE NAPREZENIA W STOCHASTYCZNYM OSRODKU WIELOSKEADNIKOWYM

ANDRZE] TRZESOWSKI (WARSZAWA)

1 Wstep

Tematem pracy jest problem istnienia funkcjonalnego zwigzku miedzy $rednim na-
pr¢zeniem a $rednim odksztalceniem w stochastycznym o$rodku wieloskiadnikowym
(nazywanym tez o$rodkiem wielofazowym)."

W teorii stochastycznych osrodkéw z gltadkim rozktadem niejednorodnoéci dawno
znany jest formalny algorytm poszukiwania postaci funkcjonalnego zwigzku miedzy
$rednim napr¢zeniem a $rednim odksztalceniem (np. [4, 5]). Nie znano jednak dotychczas
matematycznych warunkéw poprawnofci tego algorytmu, a o wzorach uzyskanych ta
droga zakladano, ze obowiazuja réwniez w przypadku stochastycznych osrodkéw wielo-
sktadnikowych. W pracy podano warunki dostateczne stosowalno$ci wyzej wymienionego
algorytmu w przypadku oS$rodkow wielosktadnikowych; uzyskane wyniki obowigzuja
réwniez dla osrodkéw z gladkim rozkladem niejednorodnosci. Zaadaptowanie wspomnia-
nego algorytmu do przypadku skokowej niejednorodnosci wymagalo uprzedniego sfor-
mutowania deterministycznych warunkéw dla rozwazanych losowych pdl opisujacych
ofrodek wielosktadnikowy. W rozdz. 2 pracy podano szkic rozumowania prowadzacy
do sformutowania tych warunkdéw (§cisle ich sformutowanie podane jest w pracy [1]).

Do pracy dotagczono «Dodatek», w ktérym skonstruowano podstawowg w rozwaza-
niach funkcyjng przestrzen L,(£2x G;») oraz podano oznaczenia stosowane w pracy.

2. Diaspr¢zysty opis ciala skokowo-niejednorodnego

Rozwazmy ciato niejednorodne, nieograniczone o rozktadzie wspdtczynnikéw spre-
zystosci danym gladka funkcja e(x), x € R® i znajdujace si¢. w stanie réwnowagi:

(1) Le(x) = k(x), xeR?,

gdzie oznaczono?
Le(x) = —div[e(x) e(x)], e(x) = %(Vu+Vu') (x).

W teorii osrodkéw wielofazowych interesuje nas porownanie napr¢Zzenia T(x) = e(x) -
- g(x) w ciele niejednorodnym, z naprgzeniem Ty(x) = ¢, - 2(x) w pewnym ciele jedno-

1 «Oérodkiem wiceloskladnikowym» nazywamy klase cial skokowo niejednorodnych o takim samym
typie nicjednorodnosci.

2 Symbol ,.-” oznacza pelne nasuniecie tensora.
p .
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rodnym o wspofczynnikach sprezystosci ¢,. Np. moZzemy mie¢ do czynienia z sytuacjg,
kiedy dla tensora fluktuacji wspotczynnikdw sprezystosci wokot poziomu ¢,

c'(x) = e(x)—c¢o
istnieje pewna miara ¢ malosci odchylek taka, ze

¢(c”) < 1.
Oznaczmy
T(x) = ¢"(x) " &(x),
X(x) = divt(x),
Le(x) = —div[cy - &(x)].
W tych oznaczeniach rownanie (1) jest rownowazne réwnaniu
) Le(x) = X(x) +k(x), xeR.

W ten sposéb przedstawiliSmy niejednorodnosé przez wprowadzenie dodatkowych sif
objetoéciowych X(x) w pewnym o$rodku jednorodnym. To formalne postepowanie moz-
na zinterpretowa¢ w ramach teorii defektow. Zaldzmy mianowicie, ze noénik tensora
fluktuacji ¢”

suppc”’ = {x e R®:¢""(x) = 0}
jest zbiorem zwartym (tj. domknigtym i ograniczonym). Wtedy mozemy X(x) reprezento-
waé przez funkcjonal (dystrybucje)
3) X() = [ () Vo ,dy,

sup-p ¢’

gdzie o0, — delta Diraca. V — gradient przy rdzniczkowaniu po zmiennych x =
X

= (X, X5, X3). Calki typu X(x) rozwazane sa w teorii defektdw.® Z uwagi na symetri¢
tensora t:t(x) = 7(x)' — pole X(x), x € R® moze by¢, w jezyku teorii defektéw, inter-
pretowane jako objgtosciowy rozkiad (o gestosci t i skoncentrowany w zbiorze suppc’)
podwdjnych sit bez momentu. W ten sposdb mozemy wigc interpretowaé niejednorodno$é
jako defekt jednorodnosci. Sprezyste ciato niejednorodne z tak reprezentowana niejedno-
rodnoscia nazywane jest cialem diasprezystym [9]; tensorowa funkcja T bywa nazywana
tensorem polaryzacji [4].
Réwnanie (2) z X(x) okre$lonym formutg (3) ma rozwiazanie postaci:

@) e =Lt + [ Ulx, X)-1(x)dx’ + go(x),

R3

gdzie oznaczono L = [ Ve(z)®n(z)dS(z), S(0,1)—sfera o érodku 0 = (0, 0, 0)
S0. 1)

i promieniu R = 1, e(z) — rozwiazanie podstawowe dla operatora Lamé’go materiatu-
o statych sprezystosci ¢o, n(z) — wersor normali.

U(x, x') = VVe(x—x'), & = »;-—(Vuo-f-Vu{)), o(x) = fe(x—x')-k(x’)a’x',
R3

» Symbol A oznacza, ze bierzemy domknigcie zbioru A.
4 O ich matematycznym sensie — patrz [1, 2].
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gdzie fjest symbolem caltki w sensie wartodci giéwnej Cauchy’ego. A wiec tensor pola-
R}

ryzacji spefnia réwnanie catkowe

(5) t(x) = L(x). t(x) + f G(x, x)- 1(x)dx"+a4(x),
R3

gdzie oznaczono: L(x) = ¢”(x):L, G(x,x’) = ¢"(x):U(x, x'), ao(x) = ¢""(x)* go(x).>
Zauwazmy, ze o ile dla &(x) bedacego rozwiazaniem (1) funkcja = powinna by¢ klasy C?,
to réwnania catkowe (4) i (5) dopuszczajg nawet nieciggle tensory polaryzacji (np. kiasy
L,(G), G < R® obszar, ktérego domknigcie G jest zwarte). Mozna wigc spodziewaé sig,
ze réwnania (4) i (5) bedg obowigzywac¢ réwniez w przypadku liniowo-sprezystego ciata
ze skokowym rozkiadem niejednorodnosci, tj. opisywanym przez funkcje prosta

N
N
() = D tucta,
a=0

gdzie ¢, jest tensorem wspdlczynnikéw sprezystosci, w nieskonczonym osrodku, w ktérym
w obszarach G, (« = 1 ... N) znajdujg si¢ inkluzje o stalych sprezystosci ¢,; ¥, jest funk-
N .

¢ja charakterystyczng obszaru G, oraz G, = R3/ U G,.

a=1
Nazwijmy «odksztalceniem osrodka skokowo-niejednorodnego» symetryczna tenso-
rowa funkcje &(x) walencji 2 i klasy L,(R?) taka, Ze spelniona jest «zasada prac wirtual-
nych» dla dowolnej wektorowej funkeji v e Co(R*)®

6) fe(x)-c(x)-a(v)(x)dx = fk(x)-v(x)dx,

R3 R}

. 1 - .
gdzie oznaczono &(v) = 7(Vv+Vv‘). Definicja ta dopuszcza mozliwoéé, ze pole od-

ksztalcen 8 spetniajace (6) jest postaci
|
M e = g(u) = »2—(Vu+Vu‘),

gdzie u:R* - R® jest funkcja klasy L,(R?), ciagla, dla ktorej jest okreSlony gradient
w sensie SOBOLEWA Vu € L,(R3).

Pytamy sig, czy tak zdefiniowane odksztalcenie o$rodka skokowo-niejednorodnego
spetnia réwnanie (4) [a zatem i (5)].

W pracy [1] rozwazano ten problem w przypadku, gdy ciato zajmuje nie calg przestrzen

R3, ale ograniczony podobszar GcR® (0 < volG < ), ktérego domkniecie G jest
N

postaci G = U G,, przy czym G, n Gp = ¢ dla a % Boraz jezeli I' jest brzegiem obszaru
a=0

G, to I'nG, = ¢ dla « = 1... N. Rozklad niejednorodnosci w tym obszarze opisywany
Jest przez ograniczong funkcje tensorowg e(x)(x € G) taka, ze ¢(x) = ¢, dla x € G,. Z za-
tozen o podziale obszaru G na podobszary G, wynika wigc, Ze rozwazane sa ciata skoko-
wo-niejednorodne, jednorodne przy brzegu I" obszaru G.

® Symbol ,,:” oznacza nasuwanie tensorowe po dwu sgsiednich wskaznikach.
® Co(R?) jest zbiorem funkcji klasy C® o zwartych noénikach.
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Przy dodatkowych zalozZeniach o gladkosci brzegéw inkluzji G,, « = 1, ..., N, oraz
brzegu I, pole odksztalcen &(x)(x € G) klasy L*(G), postaci (7) i spelniajace odpowiednia
zasad¢ prac wirtualnych (uogdlniona na funkcje rézniczkowalne w sensie Sobolewa)”,
spelnia takze réwnanie catkowe [1]:

g(x) = L-1(x) + fU(x, XY (X ) dx'+ go(x),
® G

t(x) = ¢"(x) &(x) - ¢"(x)c"(2) = c(x)—c¢,.

Tensor 1. zostal podany w omdwieniu wzoru (4); U(x, x') jest tensorowa funkcja wa-
lencji 4 o osobliwosci rzedu r =3, r = ||x—x'|]; £,(x) jest odksztalceniem ciala jednorodne-
go o stalych sprezystosci ¢, zajmujacego obszar G i obcigZonego tymi samymi silami
zewngtrznymi, co rozwazane cialo niejednorodne.

Sity powierzchniowe w ciele skokowo-niejednorodnym opisywane sg symetryczng
funkcja tensorowa walencji 2, klasy L,(G) i postaci

) T(x) = e(x) - &(x),

gdzie c(x) jest funkcja rozktadu niejednorodnosci, a &(x) dane jest rownaniem (8).

3. Stochastyczny opis o$rodka wielosktadnikowego

W pracy rozwazany jest o§rodek wieloskladnikowy skladajacy si¢ z cial skokowo-
niejednorodnych [por. |, odno$nik 1)], ktérych stan opisywany jest réwnaniami (8) i (9).
Oérodek wielosktadnikowy posiada stochastyczng strukture speiniajaca nastepujace za-
fozenia: :

A. Kazde cialo niejednorodne zajmuje taki sam obszar G < R> oraz sklada sie z tych
samych liniowo-sprezystych materiatow o stalych sprezystosci ¢,, @ = 0,1, ..., N. Material
o statych sprezystoéci ¢, zajmuje podobszar G, < G, ale rozmieszczenie, ksztalt i wiel-
koSci obszaréw G, sa zmiennymi losowymi. Przy brzegu obszaru G zawsze wystepuje
materiat o stalych c,.

B. Jedyna przyczyng losowosci funkcji tensorowych opisujacych cialo lub jego stan
jest wymieniona wyzej losowo§¢ geometrii rozkiadu niejednorodnoéci w obszarze G.
Oznacza to, ze wszystkie losowe funkcje tensorowe rozpatrywaé bedziemy jako odwzo-
rowania

A:Q%xG - T,,

gdzie (£2, %, P) jest pewng ustalona przestrzenia probabilistyczna, a T, — przestrzenia
euklidesowych tensoréw walencji p nad R>. W ten sposéb eliminujemy z rozwazan
np. przypadek losowych warunkéw na brzegu obszaru G. )

C. Funkcja opisujaca rozktad sit objetosciowych w oérodku jest deterministyczna. Za-
lozenie to jest idealizacja pominigcia wplywu fluktuacji sil objeto$ciowych na odksztal-
cenie i jest doktadnie spelnione, gdy oérodki skladowe majg taki sam cigzar objetosciowy.

" W przypadku ograniczonego obszaru G zamiast wzoru (6) nalezy rozwazyé zasade prac wirtualnych
dla odpowiedniego problemu brzegowego [I]. ’
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D. Rozwazany osrodek wiclofazowy jest jednorodny statystycznie, tj. jesli
¢2xG—-T,

jest losowq'funkch rozkladu niejednorodnosci, to istnieje taki tensor C e 7,, Zz2¢ w do-
wolnym punkcie x € G warto$cig oczekiwana c jest

(Ec)(x) = C.

E. Wszystkie rozwazane losowe funkcje tensorowe sa klasy L,(2xG;») (por. Do-
datek, 2).

Jezeli w € 2 jest ustalonym zdarzeniem losowym oraz ¢ = ¢(w, x) funkcjg rozktadu
niejednorodno$ci odpowiadajgcg temu zdarzeniu (por. zaloZenia A i B), to przez ¢ =
= g¢(w,x) i T = T(w, x) oznaczamy odksztalcenie i napre¢Zenie zdefiniowane wzorami
(8) i (9) 1 odpowiadajgce funkcji ¢(w, x), x € G. Przy dowolnych w € 21 x € G otrzymuje-
my losowe funkcje tensorowe zwane «odksztalceniem» oraz «naprezeniem» w osrodku
wielofazowym

e, T:2xG - T,.

Dla uproszczenia oznaczen bedziemy losowe funkcje tensorowe A = A(w, x), (w, x) € 2 x
x G oznaczali rdwniez symbolem A = A(x), x € G.

4. Losowe odksztalcenia

Roéwnanie (8) zapisa¢ mozemy w postaci
(10) &(x) = Z(x, x') % 7(x") + £0(¥),

gdzie przyjeto oznaczenia

an Z(x,x)=1(x") = f Z(x,x)-t(x)dx = L-t(x)+ fU(x, x)-1(x)dx’.
‘ é é

Z(x,x") = Lé(x—x")+U(x, x')

oraz d(x—x') jest delta Diraca interpretowana jako jadro toZzsamo$ciowego operatora
catkowego [2].
Rozwazmy liniowe operacje:

Z:L,(G) = Ly(G),
Z(Dx) = Z(x, x) *1(x),
(12) ‘ S, A:L,(2xG,v) = L,(2%xG;v),
S(e) =" ¢,
A=U—-E)oZoS,

gdzie F — operator wartoéci oczekiwanej (Dodatek, 2), I — operator toZsamosciowy.
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Wiadomo, Zze: ||Z]| = M < o (np. [3]), ||E|l € | (Dodatek, 2). Zbadajmy, przy jakich
zaloZeniach operacja S bedzie ograniczona. Przeprowadzmy formalny rachunek:

1S (&)l = E||S(e)|]? = E J'(c”(x):(_c"(x))-(s(x)® s(x))dx <
< E [ 7" (lall e(O®e(olladx < B21]1el]]2

W powyzszych przeksztalceniach skorzystano z oszacowania przeprowadzonego w Do-
datku, p. 4 oraz zalozono istnienie liczby § zdefiniowanej w (13):

B = supessa(x) > 0,
xeG

(13) a(x) = sup{a:P(m(x) > a) > 0},

m(x) = |l¢”(x): " ().

Jezeli wigc istnieje liczba § > 0, to powyzsze rachunki sa poprawne oraz S jest linio-
wym ograniczonym operatorem z ||S|] < f; wtedy liniowym ograniczonym operatorem
Jest tez A oraz [por. (12)]

(14) 4]l < MBIII-E|| < 2MB.

Uwa ga. Rozwazmy losowa funkcj¢ tensorowa m(x) = é)c”(x).
Poniewaz l
m“(x) = m(x)'l’jklklmmnnpqpqij:
wige (13) mozna interpretowaé jako warunek naktadany na losowa funkcje m(x).
Roéwnanie (10) moze byé, w przestrzeni L, ({2 x G; v), napisane w postaci:
g(w, x) = Z(x, x):¢ (v, x)* g(w, x)+ go(X),
g(w, x) = (Z-S)(&)(w, x)+ go(x).
Stad otrzymujemy réwnanie
(15) g(x) = &(w, x)—A(&)(w, X),

gdzie A jest operatorem zdefiniowanym w (12) oraz oznaczono & = Ee. Jezeli spelniony
jest warunek (13) oraz dodatkowo

(16) 2MB < 1,
to ze wzoru (14) wynika, Ze réwnanie (15) ma rozwigzanie w postaci szeregu Neumanna

(17 e=(r+ jA")(é).‘”
nel

Uwaga. Jezeli spelnione sa warunki (13) i (15) oraz przez &' = (I—E)g oznaczymy
fluktuacje losowego odksztalcenia, to z wzoru (14)

E|lg'||* < 4M?BE|| el

8 Poréwnaj np. [4], [5]. Dotychczas nie znano jedhak warunkéw poprawnosci tego rodzaju przedsta-
wienia losowych odksztalcen.
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Poniewaz
3
3
ENAIR = Y [ E(4,)%(x)dx,
ij=1G

to warunek (14) narzuca zwiagzek migdzy momentami rzgdu 2(E(s,~j)2), a momentami
centralnymi rzedu 2(E(&;;)*) — losowego odksztalcenia e.

" 5, Srednie naprezenia

Jezeli losowe odksztalcenie mozna przedstawi¢ wzorem (17), to

o
r= c”-8= cll-’é+ ZCII.A"(E).
n=1

Poniewaz [|S-A"| < ||S]] [|[AI]" < BIIA|I" i ||A]l < 1, wiec ze zbieZnosci szeregu Z [|A]|"

n=1
o
wynika zbieznos¢ szeregu D ||S< A"|| i
n=1

@

EZ: ¢ AYE) = %; E(c"- A"®)),

skad

(18) T = ET = C-3+ ) E(¢"- A4"(®).

n=1
Zbadajmy postaé wyrazéw szeregu we wzorze (18); oznaczmy I' = I— E,
A(®)(w, x) = Z(x, x ) I'[¢" (w0, x1)-8(x;)] = Z(x, x): I'¢"(w, x1)ye(x,) =

= A(w)(x, X (x1),
A2@)(w, X) = Z(x, x)LITe" (@, x1): Z(x1, x2)3¢" (@, ;) -El(xz) =

= Z(x, x): I'[¢"(w, x1):Z(xy, x3): ¢ (w, x)]2e(x;) = Az(w)(x, X1, X)ke(xy),
A*(@)(w, x) = Z(x, x;): [ (0, x1): Z(xy, x;):1'(¢”" (@, x3): Z(x3, X3):

1 1'¢(w, x3))]3e(xs) = As(w)(x, X1, Xz, X3)58(X3)
etc.

A"@)(w, x) = A(w)(x, X2, ..., x,)58(x,) = fA,,(w)(x, Xiy oeey Xn)-8(x)dxy, ... dx,.
XG
1

Oznaczmy

(19) Z.(x, X1, .00, X)) = ® Z(xi_1, X)), Xo =X,
=1

Cn(w7 X1y woes x,,) = I, c”(w, xl)®1, (C”(w, x2)®11("' ®1’(C”(w, xn—l)®11c” X

x(w,x,,))...)]),

7 Mechanika teoretyczna
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WprowadZmy dziatanie tensorowe
0! T4n®Totnay = T,
zdefiniowane przepisem

(20) AeTy, BeTymi,=A-B=0cx(AQB),

15

gdzie znak ,,x ’ oznacza operacj¢ kolejnego zwezania iloczynu tensorowego A®B po
ukladzie o wskaznikow:

o= {(1,4n+3); (2,4n+4); ...; (4n—3,8n—1); (4n—2, 8n); (4n—1, 8n+1);

(4n, 8n+2)}.
Wtedy

E[C”((O’ x):A,,(a))(x, Xy erey x,,)] = E[Z,,(X, Xys oeey X")O(C’I(w, x)®C”(a)’ Xy veny ,,\’"))] =
= Zn(x7 Xis vens xn)°Kn(x) Xy eens xn)’

- gdzie oznaczono

©2)) K,(x, x, ..., xy) = E[¢"(w, X)®C,(w, X1, ..., x,)].

Funkcja K, jest tensorowa funkcja

n+1
Kn:XG - T4(n+1)
1

bedaca kombinacja liniowa funkcji korelacyjnych rzgdu < n losowej funkcji rozktadu
_ niejednorodnosci ¢(w, x), (w, x) € 2xG.
Ostatecznie mozemy wypowiedzie¢ nastgpujace Twierdzenie:®’
Jezeli o$rodek wielofazowy posiada wiasnoéci A-E (rozdz. 3) oraz spelnione sa warunki
(13) i (16) (rozdz. 4), to istnieje funkcjonalny zwigzek migdzy $rednim napre¢Zeniem T
a $rednim odksztalceniem e:
T(x) = Fe(x),

gdzie F jest liniowym ograniczonym operatorem w L,(G) zdefiniowanym w nastgpujgcy
sposéb:

Fa(x) = C-a(0)+ 3 Fy(x, %) x 3(x),

n=1

F,(o 50+ 806) = | Fi(r, ) 8(x)dx,
_ G

Fn(x; xn) = f Z,,(X, X1y ovrs Xno1s xn)°Kn(x7 X1y oo Xn—1> xn)dxl dxn—l’
"G
1
C = Ee(x).
Pozostale oznaczenia podane sa we wzorach (11), (19)- (2D); f_jest symbolem catki
H X

w sensie wartoéci gtéwnej.

2 Twierdzenie to obowiazuje oczywiscie réwniez w przypadku gladkiego rozkladu niejednorodnosci.
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Dodatek

1.
R?® — euklidesowa przestrzen wektorowa (réjek liczb. Przestrzen ta rozwazana jest wraz
z ustalong baza e; = (d;y, 9i», 0;3); i = 1,2, 3 (6;; — symbol Kroneckera).

P
T, = @R®> — euklidesowa przestrzeft tensoréw walencji p nad R®. Przestrzen ta rozwa-
1

14
zana jest wraz z ustalona baza ®e,, i,e{l,2,3}. Dla AeT,, A=
1

= Ay uei®e® ... ®e,®e; (zapis w konwencji sumacyjnej Einsteina) oznaczmy
Alj.u=A4;j u DlaAeT, BeT, przez A-BeT,_, oznaczamy pelne nasu-
nigcie tensorowe; np. dla p =4, g =2: A-B|;; = Al juBlu; B- Al = BljAlju-
W przestrzeni T, rozwazamy iloczyn skalarny A-B = Al;;  uBli;. . i norme
IAll, = (A~ A2
Funkcje A:G —» T,, G c R* rozwazane beda jako odwzorowania postaci A(x) =
= A ux)e®e® ... @ey®e;, A;; :G — R. Jezeli M jest pewna przestrzenia funk-
cji skalarnych okreslonych na zbiorze G i A;; € M, to pisa¢ bedziemy tez Ae M.
W przestrzeni tensorowych funkcji klasy L,(G) przyjmowa¢ bgdziemy norme

A= ([ AG)-AG)dx) "

G
2,

Niech (2, 4, P) bedzie pewna przestrzenia probabilistyczng oraz G < R? ograniczo-
nym obszarem. Oznaczmy przez /; miar¢ Lebesgue’a w R*, a przez v = Px/; miar¢ na
£2 x G bedaca iloczynem kartezjanskim miar P i/ (np. [6]).

RozwazZzmy przestrzen tensorowych funkgji

ARxG - T,

klasy L,(2x G;v). Za norme A € L,(2 x G; ») przyjmiemy liczbe

1Al = ( | A, »-A@, Do, )"

QxG
Z twierdzenia FUBINIEGO [6]

IIAIII2 = ENlAIIZ = [ 1|AlI*(0)dP(w),
2
gdzie oznaczono

AIR@) = [ A@, )-Aw, )dly(x).
G

Ogolnie biorac funkcja w — [|A]|?(w) jest okre$lona prawie wszedzie dla w € £2; w pra-
cy rozwazane beda funkcje A € L, (2% G; ») takie, ze dla dowolnego w € 2 liczba ||A]|*(w)
jest okreélona, tj. takie losowe funkcje tensorowe, Ze ich realizacje A,(x) = A(w, x)(x € G)
sa funkcjami klasy L, (G).

Dia A € L,(£2x G;v) oznaczmy

EA) = [ A, x)dP(w).
2

7%
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Funkcja x —» EA(x) nazywana jest warto$cia oczekiwana losowej funkcji A. Operacja
E:A - EA
ma wiasnoéci:
a) EA € L,(G) istnieje dla dowolnego A € L,(2 x G; »),
b) E jest liniowym ograniczonym operatorem i ||E|| < |
Zauwazmy, ze poniewaz dla A, € L,(G), A(w, x) = Ay(x) mamy [||A]l] = ||A,l], wiec
przestrzen L,(G) mozna izometrycznie zanurzy¢é w przestrzeni L, ({2 x G; »). Odpowiednio
do tego zanurzenia mozZemy operator E rozpatrywaé jako dzialajacy w przestrzeni
L,($2 x G; ). Operator E zdefiniowany wyZej i traktowany jako dzialajacy w L,(£2x G;»)
nazywa¢ bedziemy operatorem wartosci oczekiwanej.

3.

Niech (2, #, P) bedzie probabilistyczng przestrzenia. Dla skalarnej (rzeczywistej)
zmiennej losowej X = X(w), w € £2 oznaczamy:

EX = [ X(0)dP(),
2

(ElX|Hy®  1<p < oo,
sup{a: P(1X| > a) > 0}.
acR

1X1,

Ry

Liczba | X],, 1 < p < o ma (mig¢dzy innymi) whasno$¢ [7]
XYl < XL 1YL

dla dowolnych liczb naturalnych 1 < p, g, r < oo takich, ze

11 1 (1 ) )
= = .
p q I o0

W szczegSInodci, jezeli r = g = 2, to liczba |XY], moze byé oszacowana przez

XY, < XL Y-

I

Rozwazmy catke

I=E [X,x)Yw,0dy, GcR,
G

X(w, x) = ||e"(w, x):¢” (@, X)||a,
Y(w, x) = |l&(w, )@ &(w, )/3"? = |[s(w, D2,

gdzie || *]|, jest norma w euklidesowej przestrzeni wektorowej tensoréw walencji p. Oznacz-
my dla x € G ustalonego oraz w € 2 dowolnego:

X Xx(w) = X(w, x))
Yy = Yi(w) = Y(w, x).

W tych oznaczeniach i w oznaczeniach z Dodatku 3:

EX.Y) = E(yVX: Yo[) = [V X vibs < 2@ Y:Es
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gdzie
a() = |y Xl
A wigc:
= [EX,Y)dx < [@?WE(YDdy = E [ 02(x) Yo, )dx =
G G G _

AN

=F floz(x)}’(w, xp)|%dx.
G

Oznaczajac przez f istotny kres gérnej funkcji a(x), x € G ([8]):

B = supessa(x)
xeG

oraz oznaczajac dla w e 2 ustalonego, a x € G dowolnego:
Y, = Yuo(x) = Y(w, x)

mamy

J 100 Y, 0)12dx = [laX|I> < f2IYall? = 2 [ Y2(w, x)dx,
G G

gdzie || || jest norma w przestrzeni L,(G), przy czym skorzystano z oszacowania ([8])

llaYull < BlYoll.

Ostatecznie

< BE fY2(w,x)dx = f2llelll*.
G
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CPEXHUMU HAMPSHKEHUAMH H Cpeddelt Aedopmauueil; onpeaesien BU 3TOrO COOTHOLLCHHA,



438 A. TRZESOWSKI

Summary

MEAN STRESS IN A MULTI-COMPONENT STOCHASTIC MEDIUM

Media with random distribution of jump-inhomogenzities are considered. The sufficient conditions
for the existence of the functional relation between the mean stress and thc mean strain are found; the
form of this relation is presented.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlpzona w Redakcji dnia 16 stycznia 1976 r.
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I STOSOWANA
3, 14 (1970)

LIST DO REDAKCJI*

JozEF W R ANIK (BIELSKO-BIALA)

W zeszycie 2/1975 MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]J ukazala si¢
publikacja Bogdana WosiEwiczA [1], bedaca wypowiedzia na temat mojej pracy [2].
" W wypowiedzi tej zamieszczono pewne sformulowania falszywie naswietlajace tre§¢ mojej
pracy [2]; prosze wigc uprzejmie o-zamieszczenie w Waszym wydawnictwie niniejszego
listu. '

. Odpowiadajac na p. 1 pracy [1], pozwole sobie zauwazy¢, Ze ZIENKIEWICZ [3], na
s. 117, za pomoca minimalizacji calkowitej energii potencjalnej ¢ elementu skonczonego
z duzg liczba weztéw wykazuje, Ze uzyskana macierz [k*]° i wektor {F*}° (wedlug
oznaczen pracy [2] odpowiednio K i l?,,),- w wyniku formalnych przeksztalcen matematycz-
nych stanowia odpowiednio macierz sztywnosci I wektor obcigzen elementu po eliminacji
Jjego wezidw wewnetrznych, czyli superelementu. Wynika to wprost z analogii dwu relacji
(7-22)i (7 - 18) pracy [3].

W pracy [2] natomiast wykazano to samo przez zastosowanie wprost metody prze-
mieszczen.

2. Autor pracy [l] w p. 2 stwierdza, Ze okreSlenie macierzy sztywnosci K 1 wektora
obciaZen 75,, superelementu jest niewystarczajgce, a stwierdzenie to opiera na fakcie, ze brak
w pracy [2] sformulowania pewnych podstaw metody przemieszczen.

Uwazam, Ze:

a) zamieszczanie w artykutach naukowych podstaw metod od dawna znanych czytel-
nikom, zajmujacym si¢ przedstawionymi zagadnieniami, jest niepotrzebne. Na przykiad,
ZIENKIEWICZ W pracy [3] ani razu nie wspomina o zamocowywaniu weztdw, mimo Ze «ksig-
zka ta zostala napisana zaréwno dla studentéw, jak i dla praktykujgcych inzynieréw» ([3],
s. 14); )

b) metod¢ przemieszczein mozZna sformulowa¢ bez koniecznosci wprowadzania wie-
z6éw fikcyjnych w weztach, wyobrazajac sobie, Ze kolejne przemieszczenia jednostkowe wy-
wolane sg pewna okreslona grupa sil dzialajacych, ogélnie rzecz biorac, we wszystkich
wezlach superelementu. -

3) W p. 3 pracy [l] autor blednie interpretuje macierz A,, i wektor b_,,). Na s. 403 pracy
[2] mozna znalez¢ doktadne okre$lenia m.in. macierzy A,, i wektora b_,; Cale nastgpujace
po tym rozumowanie autora pracy [1] i zawarte tam jego wnioski oparte na wyzej wymie-
nionej blednej interpretacji sa zatem nieprawdziwe.

W trakcie analizowania treci pracy [1] nasunely si¢ dwa pytania:

a) dlaczego autor pracy [l], jezeli nie zrozumial tresci pracy [2], nie skontaktowal si¢
z jej autorem przed opublikowaniem swoich «wnioskéw»?

b) jak autor pracy [1] wyjasnil sobie przyczyne uzyskania w pracy [2] wynikow iden-
tycznych z wynikami w pracach [1]i [3]?

* Zamieszczajac ninizjszg wypowiedz, Redakcja zamyka polemike na poruszony temat.
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Literatura cytowana w tekScie

I. B. WostewiCcz, W sprawie macierzy sztywnosci i wektora obcigzen superelementu, Mech. Teor. i Stos.
2, 13 (1975) 283 - 286.

2. J. WRANIK, Macierz sztywnosci i wektor obciqzen superelementu, Mech. Teor. 1 Stos. 3, 12 (1974) 401 - 402,

3. O. C. ZIENKIEWICZ, Metoda elementow skonczonych, Warszawa 1972,

POLITECHNIKA LODZKA FILIA W BIELSKU BIALEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 stycznia 1976 r.
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1I KONFERENCJA «METODY KOMPUTEROWE W MECHANICE KONSTRUKCJI»

II Konferencja «Metody komputerowe w mechanice konstrukcji» odbyla si¢ w Gdanhsku w dniach
24—26 listopada 1975 1. Jcj tematyka byla kontynuacja tematyki sympozjum «Metody numeryczne w me-
chanice» (Gdarisk, 1972 r.) i konferencji «Metody komputerowe w mechanice konstrukcji» (Poznan, 1973 r.).
Organizatorami konferencji byly: Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (Oddzial
w Gdansku), Sekcja Mechaniki Komitetu Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN, Zespot Mechaniki Kompu-
terowej Komitetu Fizyki i Mechaniki Ciala Stalego PAN, Politechnika Gdanska.

W obradach wziglo udzial ponad 170 przedstawicieli wyzszych uczelni technicznych, placowek PAN
oraz biur projektowych z calego kraju. Wygloszono 90 referatow, w tym 3 problemowe i 2 informacyjnc.
Referaty te wydrukowane zostaly w materiatach konferencyjnych, przy czym referaty problemowe i infor-
macyjne — w pelnych tekstach, natomiast pozostale — w formie streszczen.

Tematyka referatow dotyczyla:

— ogoblnych zagadnien metod komputerowych (18 referatéw),

— problemoéw statyki ukladdéw pretowych i powierzchniowych (30),

— probleméw dynamiki ukifadow prgtowych i powierzchniowych (18),

-— zagadnien statecznosci (5),

— probleméw nieliniowych teorii konstrukcji (8),

— spegjalistycznych zagadnien inzynierskich (19),

— programdw dydaktycznych, z uwzglednieniem w nich metod komputerowych (4).

Referaty wygloszone na konferencji wywolaty duze zainteresowanie i wymiang pogladow. W dyskusjach
padlo lacznie ponad 300 wypowiedzi. '

Podsumowania obrad dokonal prof. J. SzZMELTER.

Dyskusja i podsumowanie sa podstawg do nast¢pujacych stwierdzen.

W stosunku do okresu sympozjum w Gdansku (1972r.) i w stosunku do okresu konferencji w Pozna-
niu (1973 r.) nastapilo upowszechnienie metod komputerowych réwniez w przemysle. Ulegl poprawie
stan informacji o programach, w czym istotna role spelnila publikacja spisu istniejgcych programow.
Nastapil wyrazny postep w zakresie operowania systemami programoéw. Wiele osrodkéw opracowalo
wlasne systemy programow.

Slabym punktem rozwoju metod komputerowych jest nadal dydaktyka w szkolnictwie wyzszym.

W zakresie wytycznych i planéw na najblizszy okres zostaly zgloszone nast¢pujace postulaty:

— nalezy nadal upowszechniaé metody komputerowe w mechanice; niecelowe wydaje si¢ dazenie
do tworzenia nowych oryginalnych systemow; nalezy dazy¢ do rozszerzenia istnicjgcych systeméw droga
tworzenia programoéw specjalistycznych;

— informacji o programach na EMC nalezy nadal poswigca¢ duzo uwagi;

— celowe jest okresowe weryfikowanie spisu programéw i tworzenie listy programow pewnych,
praktycznie przydatnych, dobrze pracujacych i z dobrymi opisami;

— nalezy wyraznie podnie$é poziom dydaktyki w zakresie metod komputerowych;

— w zakresie zastosowan praktycznych nalezy przej$¢ od poziomu analizy do poziomu syntezy wy-
nikOw i optymalizacji projektowania;

— w programie najblizszej konferencji nalezy wprowadzi¢ referat problemowy na temat metod siecio-
wych i zastosowan struktur algebraicznych; nalezy polozy¢ nacisk na rozwiazywanie probleméw nie-
liniowych oraz zapewnié wigkszy udzial matematykow;

— celowe jest rébwniez rozwinigcie zastosowan minikomputerow.

Opracowano na podstawie sprawozdania
sporzqdzonego przez wiceprzewodniczqcego Komitetu Organizacyjnego
— prof. E. Bielewicza
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WYKAZ ODDZIALOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

1. Bydgoszcz  — 85-225 Bydgoszcz, ul. Jana Olszewskiego 20,
Wyzsza Szkola Inzynierska — Zesp6! Mechaniki Technicznej, tel. 394-28, w. 73.

2. Czgstochowa — 42-200 Czg¢stochowa, ul. Zawadzkiego 60,
Politechnika Czgstochowska, Wydzial Budowy Maszyn, Zaktad Maszyn i Przerébki
Plastycznej.

3. Gdansk — 80-952 Gdansk-Wrzeszcz, ul. Majakowskiego 11/12,
Politechnika Gdanska, pokdj 166, tel. 41-40-51, w. 879.
4, Gliwice — 44-100 Gliwice, ul. Powstancow 12,

Politechnika Slaska, Instytut Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn, pokoj 24,
tel, 91-10-01, w. 3.

5. Krakow — 31-155 Krakéw, ul. Warszawska 24,
Politechnika Krakowska, Wydzial Budownictwa Ladowego, Instytut Mechaniki
Budowli (prof. G. Szefer).

6. Lodz — 90-924 L6dz, ul. Zeromskiego 116,
Politechnika Lodzka, Instytut Maszyn i Urzgdzen Widkienniczych (dr inz. Krzysztof
Dems), tel. 655-22, w. 3065.

7. Opole — 45-061 Opole, ul. Katowicka 48.
8. Poznan -— 61-138 Poznan, ul. Piotrowo 3,

Politechnika Poznanska, Instytut Mechaniki Technicznej, pokdj 509.
9. Rzeszow — 35-021 Rzeszow, ul. W. Pola 2,

Instytut Lotnictwa, Politechnika Rzeszowska im. J. Lukasiewicza.
10. Szczecin — 70-311 Szczecin, Al. Piastow 50,

Politechnika Szczecinska (doc. dr Czestaw Mickiewicz).
11, Warszawa  — 00-901 Warszawa, Palac Kultury i Nauki, pokoj 1724.
12. Wroclaw — 50-370 Wroclaw, Wybrzeze Wyspiaaskicgo 27,

Politechnika Wroclawska.
13. Zielona Goéra — 60-349 Poznan, ul. Ostroga 35,
(doc. dr Jerzy Kowalski), tel. 67-13-92.

KOMUNIKAT

O III SYMPOZJUM FRANCUSKO-POLSKIM ,,NIELINIOWE ZAGADNIENIA W MFCHANICE
OSRODKOW CIAGLYH”

Komitet Mechaniki i Fizyki Osrodkéw Ciaglych Polskiej Akademii Nauk organizuje w czerwcu 1977
w Polsce TIT Sympozjum Francusko-Polskie na temat Nieliniowych zagadnien w mechanice o$rodkow
ciaglych. Poprzednie spotkania odbyly si¢ w Jablonnej w 1971 i w Nicei w 1974, Celem organizowane;j
konferencji jest przeglad i krytyczna occna wynikéw badan w dziedzinie mechaniki przeprowadzonych
w ostatnich latach we wspoélpracujgcych osrodkach Polski i Francji. Tematyka planowego Sympozjum
obzjmowaé bgdzie w szczegblnosci zagadnienia mechaniki nicliniowej, takie jak problemy plastycznosci,
reologii, oérodkéw sypkich, pél sprzezonych, geomechaniki, problematyke metod numeryczaych w roz-
wigzywaniu zagadnien nieliniowych i doswiadczalne badania podstawowe, Liczba rcferatdéw, ktére mogg byé
przedstawione na Sympozjum jest ograniczona (15 ze strony francuskicj i 30 zc strony polskicj). Osoby,
ktore chcialyby wziaé udziat w Sympozjum, proszone sa o nadeslanie karty informacyjnej do dnia 15
pazdziernika 1976 r.

Karty informacyjne uprzejmic prosimy kierowa¢ pod adresem:
Dr inz. Tomasz HueckeL, IPPT, PAN, ul. Swigtokrzyska 21, 00-049
Warszawa.



BIULETYN INFORMACYINY 443

XVII ZJAZD DELEGATOW POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANE)

XVII Zjazd PTMTS odby! si¢ w dniach 8 i 9 kwietnia 1976 r. w Lodzi. W Zjezdzie uczestniczylo 80
0s6b, w tym 69 0s6b z mandatami delegatéw, reprezentujacych 12 Oddzialéw Towarzystwa. Otwarcia
obrad dokonal przewodniczacy Zarzadu Glownego prof. dr Z. KaczkowskI. Zauwazyl on, ze Zjazd ten
rézni si¢ od poprzednich, gdyz pierwszy raz odbywa si¢ wedlug nowego statutu, tzn. co dwa lata, oraz
polaczony jest z Sesja Naukowa. Nastgpny Zjazd, za dwa lata, bedzie juz Zjazdem XX-lecia istnienia
PTMTS. ‘

Minutg ciszy uczczono pamigé zmarlych w okresie kadencji cenionych uczonych, cztonké4w PTMTS:
prof. prof. WeADYSLAWA BoGuUsza (z Krakowa), JULIANA BONDERA (z Warszawy), ADAMA MITZLA (z Wroc-
tawia), FRANCISZKA JANIKA (z Warszawy), BOHDANA STEFANOWSKIEGO (z Warszawy), doc. dr. ZBIGNIEWA
PACZKOWSKIEGO (ze Szczecina), doc. dr. hab. ANDRZEJIA WSZELACZYNSKIEGO (z Gliwic), doc. dr. JERZEGO
CzecHOWICZA (z Warszawy). .

Na przewodniczacego obraz Zjazdu Delegatow wybrano doc. dr. Wladystawa WaLczaka (z Lodzi),
na zastgpcow przewodniczacego — prof. dr. Janusza DIETRYCHA (z Gliwic) i prof. dr. hab. Gwidona Sze-
FERA (z Krakowa), na sekretarzy — doc. dr. hab. Wandg SzZEMPLINSKA-STUPNICK A (z Warszawy) oraz doc.
dr. hab. Piotra KLeMMA (z Lodzi).

Przyjeto nastepujacy porzadek obrad Zjazdu i Sesji Naukowej:

Czwartek — 8 kwietnia 1976 r.

. Otwarcie Zjazdu. Wybor przewodniczacego, zastgpcéw przewodniczacego i sekretarzy Zjazdu.
. Przyjecie protokdtu XVI Zjazdu Delegatéw PTMTS.
. Powolanie Komisji Matki i Skrutacyjne;j.
. Zlozenie sprawozdania z dzialalnosci Towarzystwa.
. Zlozenie sprawozdania finansowego.
. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjne;j.
. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich, postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Glow-
nemu absolutorium i glosowanie nad wnioskiem.

8. Wybory: a) przewodniczacego; b) czlonkéw Zarzadu Gléwnego; ¢) Gloéwnej Komisji Rewizyjnej.

— Referat prof. dr. inz. Jana SzMELTERA pt. «Metody komputerowe w mechanice».

— Referat prof. dr. inz. Umirbeka DZoOLDASBEKOWA, rektora Uniwersytetu w Alma-Ata, pt. «Teoria
plaskich mechanizméw wyzszych klas».

Pigtek — 9 kwietnia 1976 r.

— Referat wiceprezesa PAN prof. dr. inz. Witolda NowackIEGO pt. «Pola sprzgzone w 'mechanice
ciala stalego».

9. Dyskusja i uchwalenie generalnych wytycznych dzialalnoéci PTMTS na nastepny okres.

10. Sprawy biezace i wolne wnioski.

11. Zamkniecie Zjazdu.

Ad 1. Wyczzrpano na wstepie. : _

Ad 2. Protokél poprzedniego Zjazdu Delegatéw PTMTS odybytego w dniu | czerwca 1974 r. przy-
jeto bez zmian.

Ad 3. Komisje Matke i Skrutacyjng powolano w nasthujqcym skladzie: doc. dr Andrzej AIDUKIE-
wicz z Gliwic, prof. dr Zbigniew OLESIAK z Warszawy, prof. dr Kazimierz Piszczex z Krakowa.

Ad 4. Sprawozdanie z dzialalnosci Towarzystwa w okresie kadencji ztozyl prof. dr Z. KACZKOWSKI.

Ad 5. Sprawozdanie finansowe zlozyl skarbnik — prof. dr Zbigniew WESOLOWSKI.

Ad 6. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjnej zlozyl jej przewodniczacy prof. dr St. KOCANDA.

Ad 7. Po obszernej dyskusji dotyczacej zar6wno dzialainosci naukowej Towarzystwa, jak i zagad-
nien finansowych, Zjazd przyjat sprawozdania: z dzialalnosci Towarzystwa, finansowe oraz Gléwnej Ko-
misji Rewizyjnej. Wniosek o udzielenie Zarzadowi Gléwnemu absolutorium przyjeto jednomy$inie. Nas-
tepnie doc. dr W. WaLczak zlozyt ustepujgcemu Przewodniczacemu i Zarzadowi Gléwnemu serdeczne
podzigkowanie za owocng prace.

Ad 8. Kandydatury na przewodniczacego Zarzadu Gi6wnego, cztonkéw Zarzadu Glownego i czion-
kow Glownej Komisji Rewizyjnej zglosil w imieniu Komisji Matki doc. dr Andrzej Alpukiewicz (z Gliwic).

~N oy b W N —



444 ) BIULETYN INFORMACYINY

W wyniku tajncgo glosowania na przewodniczacego Zarzadu Glownego PTMTS zostat wybrany prof.
dr Zbigniew ParszewskI, ktéry uzyskal 53 glosy. Prof. dr Zbigniew OsiNsk1 uzyskal 15 glosow.

W wyniku tajnego glosowania, w ktérym oddano 69 waznych gloséw wybrano na cztonkbé6w Zarzadu
Gloéwnego PTMTS 6 os6b:

1. prof. dr hab. Stanistaw KocaNpa (Warszawa) — 56 glosdw,

2. prof. dr Eugeniusz BieLewicz (Gdansk) — 55 ,,

3. doc. dr hab. Zenon Waszczyszyn (Krakow) — 5 ,, ,

4. doc. dr Menryk Mikoraiczak (Poznan) — 49 |,

5. prof. dr hab. Jerzy AnTtoniak (Gliwice) — 43 glosy,

6. prof. dr hab. Marek DIETRICH (Warszawa) — 43,

Na zastepcoéw czlonkdéw Zarzadu Gléwnego wybrani zostali:

7. prof. dr Jerzy Korakowski (Czestochowa) — 42 glosy,

8. dr Kazimierz Borsuk (Warszawa) — 39 glosow,

Na cztonkédw Giéwnej Komisji Rewizyjnej zostali wybrani:

1. prof. dr Z. KACZKOWSKI — 54 glosy,

2. prof. dr M. ZyCzKowskK1 — 53,

3. doc. dr hab. Wanda SzZeMLINNSKA-STUPNICKA — 48 gloséw,,
a na zastgpcow cztonkd4w Glownej Komisji Rewizyjnej:

4. doc. dr K. GRUDZINSKI — 47 glosbw,

S. prof. dr hab. S. BorRkOwsKI — 42 glosy.

W cz¢sci naukowej Zjazdu prof. dr Jan SzMELTER wyglosit referat pt. «Metody komputerowe w me-
chanice». Referat ten, ujmujacy i poréwnujacy w ogblny i przejrzysty sposéb cechy metod analitycznych
i numerycznych, wywolal ozywiong dyskusje, w ktorej zabierali gtos m.in. prof. dr W. Nowacki, prof.
dr J. DieTrycH i prof. dr G. RakowsklI. Nastepnie prof. dv inz. Umirbek DZorDAsSBEKOW, rektor Uniwer-
sytetu w Alma-Ata, wyglosil referat pt. «Teoria plaskich mechanizméw wyzszych klas».

W drugim dniu Zjazdu prof. dr Witold Nowack1 wygtosil referat pt. «Pola sprzezone w mechanice ciala
stalego». W dyskusji zabierali glos m.in. prof. prof. Z. Kaczkowskl, Z. PARSZEWSKI oraz doc. dr hab.
J. StupNICKI.

Dyskusja nawigzujaca do postawionego zagadnienia «metody analityczne a komputerowe» byla po-
waznym przyczynkiem do oceny efektywnoéci, obszardw zastosowan, roli i wzajemnego uzupelniania
si¢ obu metod przy pracach naukowo-poznawczych i stosowanych.

Powracajac do obrad Zjazdu, prof. dr Z. PArszewsk! wysung! wniosek o waiesienie do porzadku
obrad punktu dotyczacego nadania godnosci Cztonka Honorowego PTMTS prof. dr Januszowi DiETRY-
cHowl. Whiosek przyjeto jednomysinie, wlaczajac go jako 9. punkt porzadku obrad.

Ad. 9. Wniosek o nadanie godnosci Cztonka Honorowego PTMTS prof. dr Januszowi DIETRYCHOWI,
wraz ze szczegblowym uzasadnieniem, zreferowatl przewodniczacy Oddzialu w Gliwicach doc. dr J. Wou-
NAROWSKI. Po dyskusji wniosek przyjeto jednomyséinie.

Ad 10. Wytyczne kierunkowe dziatalnosci PTMTS na najblizszy okres zreferowal przewodniczacy
Zarzadu Gldéwnego — prof. dr Z. PARSzEwSKI. Przedstawil plany zorganizowania sympozjéw naukowych
oraz zebran naukowych, a w szczegdlnoéci zebran wolnodyskusyjnych — nowej formy dziatalnosci, ktéra
zdobyla sobie duze uznanie. Omoéwil rowniez plany organizowania tradycyjnych konkurséw ogdlnokra-
jowych na najlepsze prace z zakresu mechaniki do§wiadczalnej i z dziedziny mechaniki teoretycznej i sto-
sowanej, oraz scminariébw naukowych organizowanych przez poszczegbdlne oddzialy. Jako naczelne hasto
na najblizsze lata zaproponowatl stowa podsuniete przez prof. dr Witolda NowACKIEGO — wytrwalej reali-
zacji podjetych kierunkéw badan.

- W wyniku dyskusji, w ktdrej znaczng czgéé poswigcono trudnosciom finansowym Towarzystwa, wy-
sunigto wniosek o podwyzszenie skladek cztonkowskich do 100 zt rocznie. Wniosek przyjeto jednomysélnie.

Na zakoriczenie prof. dr Z. PArRszewskI podzigkowal Przewodniczacemu i Prezydium Zjazdu za
sprawne przeprowadzenie obrad, wszystkim obecnym za wklad i zywa dyskusjg, oraz wybitnym uczonym,
ktdrzy zechcieli przygotowaé referaty stanowigce istotne naswietlenie waznych i obszernych dziedzin me-
chaniki. Podzickowat réowniez p. p. H. RosiNskies i K. CHMIELEWSKIES za kierowanie administracja
Towarzystwa 1 przygolowanie organizacyjnej strony Zjazdu. Na tym obrady zakonczono.

W. Szemplinska-Stupnicka (Warszawa)
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SKEAD ZARZADU GLOWNEGO I ZARZADOW ODDZIALOW PTMTS
W KADENCJI 1976/1977/1978

. Zarzad Gléwny
Prof. dr Zdzistaw ParszEwskI (L6dZ) — przewodniczacy, prof. dr hab. Stanistaw Kocakpa (War-
szawa) — wiceprzewodniczacy, prof. dr hab. Jerzy AnTonIAK (Gliwice) — wiceprzewodniczacy, prof.
dr hab. Marek DigTRICH (Warszawa) — sekretarz generalny, dr Kazimierz Borsuk (Warszawa) — skarbnik,
prof. dr Jerzy Koraxowski (Czegstochowa) — zast. sekr. generalnego, prof. dr Eugeniusz BIELEWICZ
(Gdansk) — zast. skarbnika, doc. dr Henryk Mikotaiczak (Poznan) i doc. dr hab. Zenon Waszczyszyn
(Krakoéw) — czlonkowie ZG.

Oddzial w Bydgoszczy

Doc. dr Krzysztof WERNEROWSKI —przewodniczacy, dr Bronistaw Storkowskl — zast. przewodni-
czacego, mgr inz. Andrzej GOLIK — sekretarz, mgr inz. Andrzej TopoLINsk1 — skarbnik, mgr inz. Jan
LorkowskI —- czlonek zarzadu.

Oddzial w Czg¢stochowie
Doc. dr hab. Janusz ELSNER — przewodniczacy, doc. dr Waldemar BAcHMACZ — zast. przewodni-
czacego, dr Ryszard PARKITNY — sekretarz, dr Jézef ZAJDEL — skarbnik, dr ILech Tomski i dr Janusz
WiLCczZYNsK1 — cztonkowie zarzadu, doc. dr Ryszard CZARNECKT, dr Zbigniew SMARZYNSKI i dr Jerzy Wto-
DARSKI — zast, czl. zarzadu.

Oddzial w Gdansku

Prof. Roman KazmMIErRCzAK — przewodniczacy, doc. dr Wojciech PIETRASZKIEWICZ — zast. prze-
wodniczgcego, doc. dr hab. Mieczystaw WizmuUr — sekretarz, doc. dr Jan Kruszewski— skarbnik, dr
Edmund WiITTBRODT — czlonek zarzadu.

Oddziat w Gliwicach

Doc. dr hab. J6zef WoiNaArROWSKI — przewodniczacy, doc. dr hab. Ernest CzoGaAta i doc. dr Walery
Szuécixk — zast. przewodniczacego, doc. dr hab. Bohdan MoCHNACKI — sekretarz, dr Remigiusz Cwik —
skarbnik, doc. dr hab. Jerzy ToMEczex — czlonek, doc. dr Zdzistaw SuLimowsk1, dr Jan SktADZIEN i doc.
dr Tadeusz TYRLIK — zast. cz}. zarzadu.

Oddzial w Krakowie
Prof. dr hab. Gwidon SzEFer — przewodniczacy, doc. dr hab. Stanistaw Kasprzyk— zast. prze-
wodniczacego, doc. dr Bogdan OLszowskr — sekretarz, doc. dr hab. Wiestaw Krzy$ — skarbnik, doc.
dr hab. Zenon WaszczyszyN, doc. dr hab. Mieczyslaw ZaBawa, dr J. WapIENNIK, doc. dr Jozef Niziot
i dr J. GraBeECKI— czl. zarzadu. )
Oddzial w Eodzi

Doc. dr Wiadystaw WaALczaxk — przewodniczgcy, doc. dr hab. Piotr KLEMM — zast. przewodnicza-
cego, dr Krzysztof Dems — sekretarz, dr hab. Waldemar Kosza —'skarbnik.

Oddzial w Opolu '

Doc. dr hab. Oswald MATEIA — przewodniczacy, doc. dr Jan KuBik ~— zast. przewodnczacego dr.
Rainhold Karuza — sekietarz, dr Tomasz Dz1aDEk— skarbnik.]

Oddziat w Poznaniu

Doc. dr hab. Jaroslaw STEFANIAK — przewodniczacy, doc. dr hab. Henryk MIKOLAICZAK — zast.
przewodniczacego, dr Zbigniew MAGIERA-ULLRICH — sckretarz, dr Ryszard DzIeCIELAK — skarbnik, doc.
dr hab. Stanistaw STaNISLAWSKI — czlonek, doc. dr hab. Czeslaw CempEL — zast. czlonka.

Oddziat w Rzeszowie

Prof. dr hab. Zbigniew BycHAwsk1-— przewodniczacy, dr Wieslaw ZyLsk1 — sekretarz, mgr inz.
Jerzy LEpzINsKI— skaibnik, prof. dr Jan MADERISKI —czlonek.
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Oddzial w Szczecinie

Doc. dr Czeslaw Mickiewicz — przewodniczacy, mgr inz. Mieczystaw KoOSECKI — zast. przewodni.
czacego, dr Bozena TeECZYNskA — sekretarz, dr Jerzy HonczarReENkO — skarbnik, doc. dv Leon Was$ko —
¢zlonek. '

Oddzial w Warszawie

Prof. dr hab. Jerzy RuTtkowsk1 — ptzewodniczacy, prof. dr Stanislaw LUKASIEWICZ — zast. przewod-
niczacego, dr hab. plk. Stanislaw DUBIEL — sekretarz, doc. dr hab. Przemystaw JAsTRzEBSKI — skarbnik,
doc. dr hab. Andrzej OLipzkr — zast. sekretarza, doc. dr Andrzej TyLIKOWSK1-— zast. skarbnika, doc.
dr Jerzy MARYNIAK — zast. czionka zarzadu.

Oddzial we Wroclawiu

Doc. dr hab. Eugeniusz BrRzucHowsk1 — przewodniczgcy, doc. dr hab. Jacek WorsciecHowsk1 — zast.
przewodniczacego, dr Jerzy Bautr — sekretarz, doc. dr hab. Jeremi Sieczkowski— skarbnik, doc. dr
Barbara GaBryszewska, prof. dr Marek ZAKRzEwsKI | dr Wlodzimierz PARZONKA — czlonkowie.

Oddzial w Zielonej Gorze

Doc. dr Jerzy KowaLskl — przewodniczacy, doc. dr W. Dzik — zast. przewodniczacego, doc. dr
St. LABerR — sekretarz, mgr A. GABRYSZEWSKI — skarbnik.

KOLOKWIA EUROMECH W 1977 R.

Nazwa, termin i miejsce

Large elastic deformations of discrete
systems

13 — 15 kwietnia 1977

Balatonszemes

Processes in high temperature gases
21— 23 marca 1977
Aachen

Transonic flow in cascades
Kwiecien 1977
Liblice Castle

Two phase flow systems with condensation
phenomena

kwiecien/maj 1977

Karlsruhe

Vibration control by damping
15— 30 czerwca 1977
Lyon

Przewodniczacy

Professor J. Szasd
Technical University Budapest M{iegyetem rkp. 3.
Kmf. 35. 1521 Budapest, Hungary

Professor H.-Gg. WAGNER

Max-Planck-Institut ~ fir  Stréomungsforschung
Bottingerstr.  6/8 3400 Goéttingen,

and Prof. Oertel, St. Louis

and Prof. Adomeit, Aachen

Dr. M. PicHAL

Institute of Thermomechanics Czechoslovak Aca-
demy of Sciences

Puskinovo nam. 9 160 00 Prague 6,
Czechoslovakia

and Ing. R. Dvorak, CSc., Prague

and Dr. D. Rues, Gottingen

Professor D. BARSCHDORFF Universitdt
Karlsruhe

Kaiserstrage 12 7500 Karlsruhe,

and Prof. R. PuzyrewskI, Gdansk

Professor M. LALANNE

Laboratoire de Mécanique des Structures, Bat. 113
INSA — 20, avenue Einstein 69621
Villeurbanne, Cédex, France
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Techniques of wall measurements in fluid me-
chanics

4 — 8 lipca 1977

Nancy

Dynamic crack propagation in solids
sierpien 1977
Warszawa

Cardiovascular and pulmonary dynamics
5 —8 wrzeSnia 1977
Compiegne

Non-local theories of material media
6 -— 8 wrze$nia 1977
Jabtonna

Wave propagation in inhomogeneous media
and identification problems

Wrzesien 1977

Marseille

The dynamics of cohesive sediment transport
13 — 15 wrze$nia 1977
Swansea

Numerical analysis of dynamic interaction of
structures with fluids

Wrzesien 1977

Swansea

The constitutive equations and methods of so-
lution in viscoelasticity

20—23 wrze$nia 1977

Star4d Lesna

Mechanics and physics of gas bubbles in fluids
pazdziernik/listopad 1977
Eindhoven

Dr. G. CoGNET

Laboratoire d’Energétique et de
Theorique et Appliquée

B.P.no. 850

54011 Nancy Cedex, France

Mécanique

Prof. M. SOKOLOWSKI

Instytut Podstawowych Problemoéw Techniki PAN
Swietokrzyska 21

00-049 Warszawa, Polska

and Prof. J. CarLssoN, Stockholm

Prof. M. Y. JAFFRIN

Génie Biologique-Université de Technologic de
Compiégne B. P. 233

60206 Compiegne Cedex, France

and Dr. BARGETON, Paris

Prof. D. RoGguLa

Instytut Podstawowych Problemow Techniki PAN
Swietokrzyska 21

00-049 Warszawa, Polska

and Dr K. WILMANSKI, Warszawa

P. FiLIpPI

C. N. R.S., Laboratoire de Mécanique et d’Aco-
ustique 31 chemin Joseph Aiguier 13274 Marseille .
Cedex 2, France

Dr. K. R. DYER

Institute of Oceanographic Sciences Crossway,
Taunton, Somerset,

England

Prof. O. C. ZIENKIEWICZ

Civil Engineering Department University College
of Swansea; Swansea, England

and R.W. Lewis, Swansea

and D. R.J. OwWEN, Swansea

Prof. J. Britra

Institute of Applied Mathematics and Computing
Techniques Comenius University

Miynsk4 dolina

81631 Bratislava, Czechoslovakia

Prof. dr. G. VOSSERS

Eidhoven University of Technology

Eindhoven, Netherlands

and Prof. L. van WIINGAARDEN, Enschede



W nastgpnym zeszycie ukazg si¢ prace:

Cz. RymMARZ, Modele fenomenologiczne o$rodka ciektokrystalicznego
q)CHOMCH()JIOI‘HqCCKHe MOIENTH YKHAKHX KpHCTaloB
Phenomenological models of a liquid crystalline medium

S. Zanorski, Kinematyczna analiza przeplywow cieczy nieliniowo lepkospr¢Zystych
Kunemaruueckuil aHanu3 TEUEHMS HEJIHHEHHO-BA3KO-YNPYTroi »KHAKOCTH
Kinematical flow analysis of non-linear viscoelastic fluids

B. MiIcHALSKI, Badania mechanicznych i optycznych wlasnosci polimetakrylanu metylu modyfiko-
wanego ftalanem dwubutylu
Hccnenopanne MexanmuyecKkMX M ONTHYECKHMX CBOMCTB IONMMETAKPUIIAHA METHNIA MOJH-
¢duuMpoBaHHOTO (rasaHoM ABYOYyTHNIA
Investigation of mechanical and optical properties of polymethyl metacrylate modified with
di-buthyle phtalate

Z. OLesiaK, M. WAGROWSKA, Zagadnienie mikropolarnie sprgzystej rury grubosciennej
Pewtenue TOJICTOCTEHHOH TPYOBI B NMOCTAHOBIKE MMKPOIIOISIDHON TEOPHMH YIPYrocTH
The problem of a miclopolar elastic thick-walled tube

L. Jarecki, Termodynamika deformacji krystalitow polimeru zanurzonych w napre¢zonym osrodku
amorficznym
TepmoanHamMnka Ae)OPMMPOBAHHA XKPHCTAIJIOB TIOJIMMEPA OKPYM(EHHBIX HAIpPSHIKEHHOH
amopdHOi1 cpenoi
Thermodynamics of crystallite deformation in a stressed amorphus polymer matrix

R. BoGacz, O statecznosci wzajemnego oddzialywania oscylatora i ciggna w ruchu wzglednym
OG6 ycToiunBOCTH B3aHMOACHCTBHS OCLMJIATOPA C HANPSHIKCHHON CTPYHOIl B OTHOCHTENIBLHOM
JBIDKEHUH
On stability of interaction between an oscillator and a tie in relative motion

S. LukasiEwiCz, A. WAWRZYNIAK, Analiza pozakrytyczna idealnych powtok obrotowych o malej
krzywiznie poludnika przy obciazeniach zlozonych
TTocnepuTHUeC K aHANTN3 HIEaNbHbIX OBO0JIOUEK BPALUEHHST MPH MaJIbIX KPHBHM3HAX MEpH-
[MaHa ¥ KOMOMHMPOBaHHOH Harpyske
Postcritical analysis of ideal shells of revolution

S. Lukasiewicz, A. WAWRZYNIAK, Statecznoéc¢ powlok obrotowych o malej krzywiznie poludnika
przy obciazeniach zloZonych
Y CTOHUMBOCTb 0GOJIOYEK BPALEHUS MpH Mol KPHBHIHE MEDMAMAHA M KOMGHHMPOBAHHON
Harpyske
Stability of shells of revolution with a siightly curved generator under complex load

J.J. TELEGA, O operatorowym podejéciu do formutowania zasad wariacyjoych dla o§rodkdéw plas-
tycznych
O5 onepaTopHOM MOAX0Ae 1K (GOPMYJIMPOBAHMIO BapHAaUMOHHBLIX MPHHUMIIOB [UIA ILIACTH-
YECKHX Cpef
An operator approach to the formulation of variational principles for plastic solids

J. PIETRUCHA, Z. SZEWCZYK, Metoda sterowania modalnego i jej zastosowanie do ustatecznienia
lotu $miglowca
MeTo MOAMJIBHOTO YNPaBJIEHHMS M €ro NpHMEHEHe K CTa0MIIN3alMHM TOMeTa BEpToJieTra
Modal control method and its application to the stabilization of helicopter flight



W. MIERZEIEWSKI, Zmodyfikowana metoda sit Nowackiego w dynamice plyt z uwzglednieniem
odksztalcenn postaciowych i bezwladnoéci obrotowe;j
MonudnupoBadHblit MeTOX ¢l HoBalkore B AMHAMMKE IUTACTMH C YUETOM MHEDIMH Bpa-
INEHHS M MEepepe3bIRAIOILUX CUJIT
The modified Nowacki method in dynamics of plates, the influence of shearing forces and the
rotary inertia being taken into account

H. WAaALUKIEWICZ, Twierdzenie wzajemne i funkcja Greena dla ukladéw dyskretnych z losowym
wymuszeniem
Teopema 0 B3auMHOCTH ¥ (YHKUMH I'puHA A XUCKPETHBLIX CHCTEM CO CIIyYaWHBIMH BO3-
IEeACTBUMHU
Reciprocal theorem and Green’s function for discrete systems with random excitations

BIULETYN INFORMACYJNY



Cena zI 30.—

Warunki prenumeraty

Cena prenumeraty krajowej
rocznie zl 120.—
polrocznie zi 60.—

Prenumerate na kraj przyjmujg Oddzialy RSW ,,Prasa—Ksigzka.Ruch” oraz urz¢dy pocztowe
i doreczyciele w terminach:
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