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WEADYSEAW BOGUSZ

WSPOMNIENIE POSMIERTNE

, Dnia 4 listopada 1975 r. zmarl nagle w Krakowie prof. dr hab. inz. WLADYSLAW Bo-
GUSZ wybitny uczony, profesor zwyczajny Akademii Gdérniczo-Hutniczej im. Stanistawa
Staszica w Krakowie.

Prof. Wladystaw BoGusz urodzit sie dnia 11 kwietnia 1916 r. w Krakowie. Po ukonczeniu
gimnazjum im. B. Nowodworskiego w Krakowie studiuje na Wydziale Filozoficznym
Uniwersytetu Jagiellonskiego i w 1938 r. uzyskuje dy-
plom magistra filozofii w zakresie matematyki.

Zaraz po ukonczeniu studiéw powolany zostal do
Szkoty Podchorazych w Zambrowie. Nastgpnie jako pod-
chorgzy brat udzial w kampanii wrzeSniowej. Ucieka
z niewoli niemieckiej. Poprzez Stowacje, Wegry, Rumu-
ni¢, Turcje przedostaje si¢ na Bliski Wschod. Wraz
"z Brygada Karpacka, a nastepnie Dywizja Karpacka
przechodzi caly szlak bojowy — Libia, Egipt, Wiochy.
Walczy pod Tobrukiem, walczy pod Monte Cassino.
Wojne koficzy w stopniu porucznika. Za swoje zashugi
bojowe odznaczony zostal czterokrotnie Krzyzem Wa-
lecznych, Srebrnym Krzyzem Zastugi z Mieczami,
Krzyzem Pamiatkowym Monte Cassino, odznaczeniami
brytyjskimi The Military Medal, Gwiazda za Wojne, Gwiazda Afryki, Gwiazda Italii,
Brytyjskim Medalem Wojny 1939—45.

Po powrocie do kraju rozpoczyna prace w'Zjednoczeniu Przemystu Odlewniczego
w Krakowie, a nastepnie pracuje jako nauczyciel matematyki i fizyki w VIII Gimnazjum
i Liceum w Krakowie. Réwnocze$nie studiuje na drugim fakultecie — Wydziale Elektro-
mechanicznym Akademii Gérniczo-Hutniczej, uzyskujac "w 1952 r. dyplom inZyniera
mechanika hutniczego. Od stycznia 1950 r. pracuje az do $mierci w Akademii Gérniczo-
Hutniczej, przechodzac wszystkie stopnie od asystenta do profesora zwyczajnego.

W 1955 roku Rada Wydziahu Mechanizacji Gérnictwa i Hutnictwa AGH nadata Mu
stopien naukowy kandydata nauk technicznych na podstawie rozprawy pt. Wyznaczanie sil
wewnetrznych powodujgcych tlumienie drgarn metodq drgan swobodnych zanikajgcych dla
materialéw konstrukcyjnych. Natomiast stopien naukowy docenta (doktora habilitowa-
nego) uzyskal w 1960 r. uchwata Rady Wydziatu Gérnictwa AGH na podstawie pracy
habllltacyjnej pt. Wyznaczame obszaréw stateczno$ci melmtowych ukladéw dynamicznych.
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W latach 1960—1969 peinil funkcje kierownika Katedry Mechaniki Techniczne;j,
a nastgpnie po reorganizacji uczelni — kierownika Zaktadu Teorii Maszyn i Automatyczne;j
Regulacji. W latach 1960-—62 jest prodziekanem Wydzialu Maszyn Gdrniczych i Hutni-
czych, dyrektorem Instytutu Podstaw Budowy Maszyn, dyrektorem naukowym nowo-
utworzonego Instytutu Mechaniki i Wibroakustyki. Przez trzyletni okres (1972-—75)
byl prorektorem Akademii Gdrniczo-Hutniczej.

Na podkreslenie zashuguje Jego wszechstronna dziataino$¢. Zaréwno w pracy naukowej,
jak 1 dydaktycznej, organizacyjnej oraz w pracach dla przemystu uzyskiwal doskonale
wyniki. Mozna $miato powiedzie¢, ze stworzyl w nauce «Szkole Bogusza». Wychowat
i zgromadzil wokét siebie w katedrze zespol mtodych naukowcdw, ktdrych zainteresowat
uprawiang przez siebie dziedzing mechaniki stosowanej. Wielu z nich jest profesorami
1 docentami. Byt promotorem |5 prac doktorskich.

Szczegdlnie wybitne osiagniecia posiada w dzialalnosci naukowo-badawczej. Jest
autorem ponad 100 publikacji, w tym wielu w naukowych czasopismach zagranicznych.
Publikacje dotycza gtéwnie zagadnien drgan ukladéw liniowych i nieliniowych, dynamiki
maszyn, a takze wibroakustyki. Zajmowal sie zagadnieniami jakoéciowego badania prze-
biegéw nieustalonych w uktadach nieliniowych, statecznos$ci ukiadéw mechanicznych
i automatyki, syntezy optymalnej oraz zastosowan drgan w réznych dziedzinach techniki.
Postugujac si¢ wlasng oryginalng metoda topologiczna do badania jakos$ciowego ukiadéw
dyskretnych nieliniowych rozwiazal szereg zagadnien z drgan pretéw, maszyn wirnikowych
i ukladéw o wielu stopniach swobody.

Do Jego prac podstawowych naleza publikacje z badania stateczno$ci w sensie Lapuno-
wa i stateczno$ci technicznej. Na podkre$lenie zastuguje tutaj wykazanie, ze powszechnie
stosowane kryterium stateczno$ci w sensie Lapunowa nie jest wystarczajace do rozwigzy-
wania wielu zagadnien technicznych. Problemy statecznosci technicznej rozpracowane
zostaly przez prof. Wi. BoGusza zaréwno dla uktadéw zdeterminowanych, jak i stocha-
stycznych. '

Wyniki prac naukowo-badawczych prof. Bocusza wykorzystywane byly w przemysle.
W 1964 r. prof. BoGUSZ byt wspoétautorem realizacji projektu przesuniecia wielkiego pieca
w Hucie «Pokoj». Inne Jego prace wdrozone byly w wyniku badan prowadzonych pod Jego
kierownictwem dla gospodarki narodowej.

Przez okres 20 lat byt konsultantem naukowym Hutniczego Przedsiebiorstwa Remon-
towego. '

Prof. dr Wiadystaw BoGusz byt znanym pracownikiem naukowym na calym $wiecie.
Brat czynny udzial w duzej liczbie migdzynarodowych konferencji naukowych- organizo-
wanych w Zwiazku Radzieckim, Czechostowacji, Rumunii, Jugoslawii, Niemieckiej
Republice Demokratycznej, Szwajcarii. Wspdtpracujac $ci$le z Czechostowacka Akademia
Nauk i Stowacka Akademig Nauk, byt wspétorganizatorem miedzynarodowych konferencji
dynamiki maszyn, ktére odbywaly si¢ na przemian w Czechostowacji i w Polsce. Réwniez
byt wspolorganizatorem wielu konferencji Drgan Nieliniowych organizowanych przez
Akademie Nauk Polski, Ukrainy, NRD i Czechostowacji.

Prof. Wi BoGusz wspdlpracowal $ci§le na polu naukowym z wieloma placéwkami
naukowymi za granica. M.in. wymieni¢ tutaj nalezy Instytut Mechaniki Maszyn Stowackiej
Akademii Nauk, Instytut Matematyki i Mechaniki Stosowanej w Berlinie, Instytut Me-

‘
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chaniki Akademii Nauk Ukrainy, EMPA w Szwajcarii, Instytut Wibracji i Dzwieku
w Wielkiej Brytanii.

W pracy dydaktycznej uzyskiwal bardzo dobre wyniki prowadzac wyklady z mechaniki
ogolnej, teorii drgan oraz teorii maszyn i automatycznej regulacji. Byl niezmiernie
lubiany i szanowany przez studentéw. Z ich zyciem byl nieprzerwanie zwiazany, petniac
funkcje opiekuna grupy studenckiej, opiekuna roku, opiekuna kota naukowego, przewod-
niczgcego senackiej komisji ds. miodziezy.

Wszechstronna dziatalno$¢ prof. Wiadystawa BoGusza nie ograniczala sie tylko do prac
naukowych i dydaktycznych w AGH. Prdcz pelnienia wielu funkcji dydaktycznych i na-
ukowych w uczelni przez wiele lat byl czlonkiem Zarzadu Krakowskiego Oddzialu Pol-
skiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, przewodniczacym Zarzadu
Krakowskiego, czionkiem Zarzadu Gtéwnego PTMTIS. Byl przewodniczacym Sekcji
Ukiadéw Dyskretnych Komitetu Mechaniki i Fizyki Osrodkéw Ciaglych PAN oraz
przewodniczacym Zespotu Dynamiki Maszyn Komitetu Podstaw Konstrukeji i Technologii
Maszyn PAN. Byl réwniez cztonkiem wielu Rad Naukowych.

Aktywnie wspdtpracowat z redakcjami wielu czasopism naukowych w kraju i za granica.
Byt stalym recenzentem prac naukowych dla «Zentralblatt fiir Mathematik». Byl czton-
kiem Komitetéw Redakcyjnych — Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Zagadnien
Drgan Nieliniowych oraz Zeszytéw Naukowych AGH.

Prof. Wiadystaw BoGusz byl wspélorganizatorem Instytutu Mechaniki i Wibroakustyki
AGH oraz wspéttwdrca laboratorium wibroakustycznego.

Przez wiele lat. prof. Wiadystaw BoGusz byl czionkiem Rady Zakiadowej Zwiazku
Nauczycielstwa Polskiego, a takze przez okres S-letni byt wiceprzewodniczacym Rady
Zaktadowej ZNP przy AGH. Byl takze aktywnym dzialaczem Kota ZBoWiD przy AGH
oraz czionkiem Zarzadu Wojewddzkiego TPP-R w Krakowie.

Za swoja dzialalno$¢ naukows, dydaktyczna, organizacyjna i spoteczna odznaczony
zostal wysokimi odznaczeniami panstwowymi. Posiadat Krzyz Oficerski Orderu Odrodzenia
Polski, Krzyz Kawalerski Orderu Odrodzenia Polski, Odznake Tysigclecia, Medal XXX-
lecia PRL, Medal Komisji Edukacji Narodowej, Zlota Odznake m. Krakowa, Ziota
Odznake Zastuzony dla woj. katowickiego. Prezydium Stowackiej Akademii Nauk nadato
Mu Medal im. A. Stodoli.

Wielokrotnie prof. Wiadystaw BoGusz nagrodzony byl nagrodami ministréw. Byl
laureatem zespolowej nagrody I stopnia ministra budownictwa i przemystu materialéw
budowlanych, laureatem nagrody indywidualnej I i I stopnia ministra nauki, szkolnictwa
wyzszego i techniki.

Odszedt od nas wybitny, Swiatowej stawy uczony i specjalista. Odszedl od nas Czlowiek
pefen zapatu i inicjatywy, Czlowiek szlachetnego serca, wielki nasz nauczyciel i przyjaciel.

StraciliSmy nauczyciela, przyjaciela, opiekuna i wychowawce kilku pokolen kadry
. naukowej, inzynieréw i milodziezy studenckiej.

W naszej pamigci pozostanie na zawsze Jego szlachetno$é, prostolinijnos¢ oraz zycz-

liwos¢ dla wszystkich.
Zbigniew Engel
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SKONCZONE ODKSZTALCENIA WIOTKICH OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH POWLOK
PRZY UWZGLEDNIENIU KINEMATYCZNEGO WZMOCNIENIA MATERIALU

Jozer Wi1Lk (KRAKOW)
1. Zalozenia wstepne
W pracy [l] przedstawiono rozwigzanie ukfadu réwnan rézniczkowych, opisujacych
stan réwnowagi wiotkiej obrotowo-symetrycznej powtoki (rys. 1), sformutowanego
w oparciu o zwiazki fizyczne

. r _
' - dey = [01——;— (02+03)]d(b, de, = [02— > (03+01)J ad,

(LD _

dey = [03 - % (o, +02)] do,

stanowiace ekstrapolacje réwnan de Saint-Venanta plynigcia plastycznego na zakres skon-

czonych odksztalcen. W réwnaniach tych de , de, , de; oznaczaja przyrosty logarytmicznych
deformacji spowodowane przyrostem obciaZenia, o, , o, i 03 s3 rzeczywistymi naprezeniami

Rys. 1. Powloka przed odksztalceniem — — — i po odksztal-
ceniu —

. gléwnymi, za§ @ jest znana funkcja odksztalcen zalezng od przyjetego warunku plastycz-
nosci. Przyjgto, ze material jest plastyczny, niesci§liwy i izotropowy, obciazenie dowolne
osiowo-symetryczne, za§ powloka moze znajdowa¢ si¢ jedynie w stanie blonowym i prze-
nosi¢ tylko naprezenia rozciagajace. Ze zwiazkéw geometrycznych oraz warunkow réw-
nowagi otrzymano ukfad -

o feosp &y _ Esmp g _ & (o0 sing
02 0F ~ Tuxcosy’ dE  uxcosy’ dE  puxcosy \fu P2 x |’
- dpy _ _py Ou kcosg [ xQs \ p df
dé u 0F " uxtcosy \P2 TP Fucose

-
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za$ zwiazki fizyczne (1.1) doprowadzono do postaci

Ox du
(1.3) “(PH‘Pz)'aT +x(21)2-p1)--a7 = 0.

W réwnaniach tych niewiadomymi sa wspdirzedne Eulera zwiazane z nieruchomymi
punktami w przestrzeni x(&, 7) i y(&, 1), rzeczywiste naprezenia gtéwne p, (&, 1) i p,(&, ),
kat @(&, T) zawarty pomiedzy styczng do potudnika (po odksztalceniu) a osig x (rys. lj
oraz grubo$¢ powloki u(£, 7). Zmiennymi niezaleznymi sg osiowa wspélrzedna £ (typu
Lagrange’a) sztywno zwigzana z czastkami powloki oraz v — parametr wzrostu obcigZenia.
Wszystkie funkcje sprowadzono do wielkosci bezwymiarowych, jak na przykiad

G; .
(14) Pi= Al,, j=l)2, 3»

gdzie M jest zaloZzong staly o wymiarze napreZenia.

Széste rownanie, ktére nalezy rozpatrywaé {acznie z uktadem (1.2) i (1.3) ma charakter
algebraiczny, a jego posta¢ zalezy od zalozonej charakterystyki F(p,, p,, &, ¢€,) =0
materiatu powtoki. W pracy [l] przyjeto ja jako zalezno$¢ potegowa (1 — stala materia-
towa)

(1.5 pi = &

miedzy intensywno$ciami rzeczywistych naprezen i odksztalcenn liczonych w mierze
logarytmicznej Hencky’ego. W rozpatrywanym plaskim stanie naprezenia (p; = 0)

_ i 2 - ]
(1.6) pi=VPi+pi—pips, &= /3.-V8%+6%+6263,
],

przy czym indeks | oznacza kierunek potudnikowy, 2 — réwnoleznikowy, 3 — normalny
do powloki. Odksztalcenia gléwne wyrazaja sie poprzez pozostale funkcje nastepujgco:

I cos X
— __z,u_’ & =1In—, & =Inu,
J0x cosg

(1.7) g =In £
3

gdzie p = (&) oznacza kat zawarty pomiedzy styczna do potudnika (przed odksztalceniem)
a -osig x. Pozostale wielkoSci, ktére traktujemy jako znane, oznaczaja: Q.(x, y, ) i
Q,(x, y, ) — obciaZenia liczone na jednostke powierzchni odksztalconej powloki od-
powiednio w kierunku normalnym i potudnikowym, /"= f{¢) — funkcj¢ opisujaca zmien-
ng grubo$¢ Scianki powloki w stanie nieodksztalconym. Dla réwnan (1.2) i (1.3) podane
zostaly warunki poczatkowe

x(§,0) = x,(8), (&, 0) = p,.(§), (&, 0) = u, (%),
P(£,0) = 9,(8), pi(5,0) = p, (&), P2(&,0) = 2, (8),
zdeterminowane przez stan wyjéciowy (oznaczony gwiazdka) w powloce, w ktérym inten-

sywno$¢ napreZen osiaga co najmniej granice plastycznosci. Sformulowano réwniez pewne
typy warunkow brzegowych, dla ktérych uzyskano konkretne rozwigzania liczbowe.

(1.8)
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2. Nowy uklad roéwnan rézniczkowych powlcki

2.1. Sformulowanie problemu. Stosowanie zwigzkéw fizycznych (1.1) i w ich konsekwencji
wyprowadzonego ukladu réwnan (1.2) i (1.3) podlega zracznym ograniczeniom. Brak
zakresu sprezystego utrudnia realizacj¢ odcigzania, uniemozliwia uwzglednianie efektu
Bauschingera, jak réwniez wyznaczanie ewentualnych proceséw biernych mogacych za-
chodzié¢ w powloce podczas jej obcigzania. W niniejszej pracy proponuje si¢, aby w miejsce
zwiazkow (1.1) przyjaé inne, nowe réwnania, ktore beda uwzgledniaé sprezysto-plastyczna
charakterystyke materiatu {por. rys. 2), przy czym przewiduje si¢, ze zakres liniowego

. d F
i
y : 7 0\ & Jp
fo,” )
[ Y /,,/ c /] &
| o/ A+~ / 7
| - | !
I \ —7/
0 (&ﬁ)o (&-p)l £i \\_/{//
Rys. 2, Charakterystyka fizyczna. p; = f (&) Rys. 3. Powierzchnia plynigcia plastycznego

wzmocnienia mozna réwniez przedstawia¢ w postaci aproksymacji wieloodcinkowej blizszej
rzeczywistym wlasno§ciom fizycznym materiatu. Tak przyjeta charakterystyka pozwala
obecnie traktowaé material, tak jak przyjmuje sie to dla modelu z ogélnym wzmocnieniem
liniowym tj. wywolanym zaréwno przesuwaniem sig, jak i rozszerzaniem si¢ powierzchni
plastycznosci (rys. 3) materiatu pierwotnie izotropowego. Zakladamy tylko, dla uproszcze-
nia, ze ulegajgca przesunigciu i rozszerzeniu powierzchnia zachowuje swdj pierwotny
ksztatt. Powyzsze zalozZenia spetniaja proponowane nowe zwiazki fizyczne:

_ , ; )
de, = 1/E d01—7(5102+d03) + [0?—i(02+0‘3’) do,

[ h

2.1) de, = 1/E daz——;— (do| +dos) +[02—~—(01+0’ -‘d@,

do,

1 I
des = 1/E \_d03 -5 (do, +do,) |+ [03 — = (0?9 +o‘2’)
gdzie E jest modulem Younga, za$§ bezwymiarowe naprezenia, ktére odmierzamy wzgledem
§rodka krzywej F zapisujemy w postaci

gdzie a; oznaczaja bezwymiarowe wspdlrzedne $rodka tej krzywe;j.
2.2. Wyprowadzenie ukladu réwnan. Dla plaskiego stanu naprezen (o, = 0) oraz przy
przyjccm warunku niesci§liwosci

2.3) © de +de,+dey =0,
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réownania (2.1) mozemy obecnie zapisaé w postaci

dpl = — % 171(({62+2d53)—[)(1)md®’
4) )
d[)z = ?n1(d[,2—dl,3)_pgmd¢7
gdzie
E
@.5) "M

Réwnanie krzywej F jest rownoznaczne z warunkiem plastycznosci dla naprezen gtéwnych
i przyjmuje postaé

(2.6) F=p0—p3*—pSp3—3k* = 0,
gdzie )

‘ Pi
2.7 k=2,

Dla okreslenia ruchu $rodka powierzchni plastycznodci korzystamy z niezmienniczo$ci F
przy przechodzeniu z przestrzeni trzech naprezen gtéwnych do podprzestrzeni plaskiego
“stanu naprezenia. W szczegdlnosei zastosujemy metode SHIELDA i ZIEGLERA [2] opartg na
niezmienniczo$ci warunku plastycznos$ci wzgledem natozonego ci$nienia hydrostatycznego
€O przy pomocy zapisu sumacyjnego mozna zapisa¢ wzorem

(28) F(O’,'j"f‘ﬂéij) = F(O'ij).
W naszym konkretnym przypadku, gdy 03 = 0 mamy

[C) ' 3)
(2.9 F(oy—ay, 0,—0ay,—a3) = Flo,—a,+0a3, 0,—a,+a;,0) =

(2) , ,
= F(Ul_auaz—az) = 0’

gdzie ’
(2.10) oy = o, —ay 1 ay = oy —ds.
W wyniku przeksztalcenn (2.9) pozostaly nam obecnie tylko dwie sktadowe

' o
2.11 =L i=1,2
( ) aj Up’ J l’ 3

ktére dalej przyjmuja postaé
(2.12) " a; = c(ef—ef), ¢ =2[3c

Jest to pewien szczegdlny przypadek ogdlnego zwiazku sformulowanego' przez NOowoZy-
Lowa [3]. Symbol &f dotyczy odksztalceri plastycznych, za§ parametr wzmocnienia ¢, =
= tga (por. rys. 2) mozemy okreéli¢ z préby jednoosiowego rozciagania.

Zgodnie z zalozonym typem wzmocnienia bazujemy na do$wiadczalnie ustalonej
charakterystyce materiatu

(2.13) - k = k(zp),
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gdzie

(2.14) o = [def, del = ”V_ Vdet” +detdel+des’,

(tzw. parametr Odqvista) jest nie malejacg funkcja uplastycznienia materiatu, ktéra w przy- .
padku prostego obciazenia odpowiada intensywno$ci odksztalcen plastycznych &f. W dal-
szych rozwazaniach, z uwagi na konieczno$é zastosowania pewnych uproszczen oblicze-
niowych, bedziemy przyjmowac¢ w miejsce (2.13)

(2.13a) k = k(e]).

Celem wyznaczenia funkcji plastyczno$ci d® wykorzystujemy warunek zgodno$ci Pra-
gera
(2.15) ‘ dF = d(p8*+p3° ~pip—3k?) = 0,
z ktorego wynika, Zze koniec wektora o (por. rys. 3) powinien zawsze znajdowaé si¢ na
powierzchni plastycznosci.

Dla przyjetej charakterystyki materialu k = k(ef) mozemy na podstawie (2.1) 1 (2.14)
otrzymadé zaleznos$é
(2.16) de? = V3 kmd®,

po czym wykorzystujac zwiazki (2.3), (2.5), (2.15) i (2.16) dochodzimy po szeregu prze-
ksztalceniach do zwigzku

(pS—pR)de, —plde,
2.17 =
2.17) ao N ,
gdzie
ok
(2.18) N = 3k? l+3/2c+]/3 rrak
Obecnie, na podstawie (2.3) i (2.18) mozemy réwnania fizyczne zapisaé nast¢pujaco:
B[22 pY e e]mex [_4 s imau
-0t 3 N X ar 37 N |u o’
(2.19)
Op, |2 pz m@x 2 pipy | m ou
ot |3 N |5 3TN | W

Otrzymali§my wigc nowe réwnania fizyczne (2.19), :przy' czym zwiazki geometryczne (1.2)
i warunki réwnowagi (1.3) pozostaja nadal stuszne. W szczegélnym przypadku, biorgc

pod uwage tylko zakres sprgzysty, réwnania (2.19) moiemy sprowadzi¢ do prostszeJ
postaci

(2.20)

Ostatecznie, petny uklad réwnan rézniczkowych, opisujgcy stan naprezen i skofczonych
odksztalcen wiotkiej obrotowo-symetrycznej powloki poddanej plastycznemu plynigciu —
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przy przyjeciu najprostszej hipotezy kinematyczno-izotropowego wzmocnienia, przybierze
nastgpujaca postac:

ox & cosg dy _ & _sin_qo

0f T ux cosp’  dE  ux cosy’

de _ & On  p, .
dE T p uxcosy (f—u“ x Snep
Opy _ _ p1 Ou § COS‘P( xQs ) py df
@.21) dE T T w T cosy \P2 T Jucosgl T 7 dE
Ou _ w Opy, au Ox
dr  bm 0vr  bx Otv’
dp, _ em Ox e gm du .
0t x Ot u o0r’
gdzie
rpS 2 w4
a= /pvl (p(Z)_p(l))-l_?) b='pj¢v‘__j‘1
(2.22) ) .2 P
_ & 0_ 0 OV IS
e=g— "y (p2-ri) & N 3

Wprowadzenie wielkosci r we wzorach (2.22) pozwala na zwarta form¢ zapisu ukladu
(2.21). Przy rozwigzywaniu powloki mozemy, w poszczegbinych jej punktach, rozrézniaé
obszary uplastycznione (r = 1) oraz sprezyste i poddane procesom plastycznie biernym
(r = 0). Natomiast proces bierny odréznimy od obszaru sprezystego poprzez analize
obliczanej wielkosci p; (por. rys. 2). W tym celu drugie réwnanie spoéréd uktadu (2.20)
zastgpimy zwiazkiem algebraicznym o postaci zaleznej od przyjetej charakterystyki fizycz-
nej pi = f(e,), przy czym \

Eg, — obszar sprezysty [e; < (¢¥)°],
(2:23) P {p?‘—E(s:-*—s.-) — proces bierny [e; > (¢)°].
Tak wiec, oparcie sie na ogdlniejszych zwiazkach (2.1) wplynelo wprawdzie na bardziej
skomplikowang postaé réwnan fizycznych w uktadzie (2.21), nie ma to jednak zasadniczego
znaczenia wobec faktu zastosowania do obliczen elektronicznej maszyny cyfrowej.

2.3. Zagadnienie odciazania oraz opis fizycznej charakterystyki materialu powloki. W dalszym ciagu
bedziemy stosowad, dla poszczegdlnych punktéw powloki, okreslenia — proces czynny
i bierny, natomiast w odniesieniu do obciazenia Q — terminéw: obcigzanie i odciazanie
[4]. Procesy bierne moga wystepowaé w poszczegblnych punktach powloki (lokalne
odcigzanie) jako wynik redystrybucji sit wewnetrznych w procesie obcigzania powloki.
Typ procesu bedziemy okresla¢ na podstawie przyrostu intensywnosci naprezen (por. rys. 2)
(2.29) Api = pf—pi,
gdzie p¥ oznacza warto$¢ intensywnoéci naprezen (na powierzchni plastycznoéci) odpowia-
dajaca poprzedniej wartosci obciazenia Q, za$ p; jest wartoscia dla aktualnego obcigzenia.

Tak wigc, w poszczegdlnych punktach powloki rozwigzanej na podstawie ukladu (2.21)
moga wystgpowaé réwnocze$nie obszary sprezyste, uplastycznione, lokalnie odcigzane

\
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i wtdérnie uplastycznione. Ze wzgledu na przyjeta charakterystyke fizyczna materiatu
uklad réwnan (2.21) pozwala nam wyrézni¢ trzy nastgpujace przypadki:

a) Wzmocnienie izotropowe. Wystepuje ono, jezeli we wzorach (2.1) i (2.18) potozymy
¢y = 0, a charakterystyke materiatu k przyjmiemy wprost z proby jednoosiowego rozciaga-
nia. Dla zalozonego liniowego wzmocnienia mamy

V_l? (P + AeD)
i wtedy przy pomocy ukladu (2.21) moZemy rozwigzywaé w zasadzie te same problemy,
co przy pomocy ukfadu (1.2) i (1.3), z tym zastrzezeniem, Ze wzmocnienie potggowe jest
obecnie aproksymowane przez liniowe fub wielokrotnie odcinkowo-liniowe.

b) Idealny efekt Bauschingera. W tym przypadku translacja powierzchni bgdzie opisana
wzorem (2.11), za§ parametr wzmocnienia c¢o = tga okre§limy z préby jednoosiowego
rozciggania. Obecnie nie wystapi rozszerzanie si¢ powierzchni plastycznodei F, a wigc

dk
zr =0

(2.25) k=

(2.26)

co w praktyce oznacza, ze 4 = 0.

¢) Wzmocnienie kinematyczne materialu pierwotnie izotropowego. Ten najbardziej ogélny
przypadek mozemy uzyska¢ zakladajac réwnoczesne rozszerzanie si¢ i translacje po-
wierzchni F. Wéwczas przyjmujemy zaréwno ¢ = const, jak i 4 = const.

3. Zastosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej

3.1. Algorytm numerycznego rozwiazania. Przed przystapieniem do numerycznego catkowania
uktadu réwnan (2.21) okre$limy jego typ oraz ustalimy rozkiad charakterystyk. Kierunki
charakterystyczne znajdziemy z warunku zerowania si¢ wyznacznika

%0 0 0 %A, ‘?’Y” A
02 0 0 0 0
00 0 2 O 0
3.1 A=

= 2 =

u
- A 0
00 i O bt

00 0 0 O A
ukfadu réwnan (2.21). Jest to ukiad hiperboliczny o charakterystykach & = const (dwu-
krotna) i 7 = const (czterokrotna). Warunki zgodnoséci na liniach & = const sa naste-
pujace

_a'uA u ,dp} + au a’x
dr  bm dv " bx dv’

(3.2)
dp, em dx  gm ﬂ

dv  x dtr | u dtv’

|
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za§ na liniach © = const przyjmuja postaé¢ (I.2). Tak wigc, uklad réwnan czastkowych
(2.21) rozpadt sig¢ na dwie grupy réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére muszg byé
catkowane wzdiluz odpowiednich charakterystyk. Réwnania te bedziemy rozwigzywaé
numerycznie. Z postaci warunkéw zgodno$ci wynika, ze funkcje x, y, @, p, mozemy
wyznaczyé z réwnan (1.2), za$ funkeje u i p, z réwnan (3.2). Warunki brzegowe mozemy
postawi¢ w identyczny sposéb, jak w pracy [1], natomiast do$¢ zasadnicza réznica wystgpi
w sposobie okreélania warunkdéw poczatkowych, Warto$¢ poczatkowego obciazenia musi
by¢ tak dobrana, aby wszystkie punkty powloki znalazly sic w obszarze sprezystym.
Moga one tez przyjmowac wartosci zerowe. Uplastycznienie poszczegblnych punktéw
~ powloki powinno nastqpic’ dopiero wtedy, gdy intensywno$¢ naprezen osiggnie w nich
warto$é (p¥)o (por. rys. 2), a wiec gdy przybierze wielkosé odpow1adajch powierzchni
elipsy F.

Catkowanie réwnan czastkowych (2.21) sprowadzilismy do rozwigzywania dwdch
ukladéw zwyczajnych réwnan rézniczkowych wzdtuz kolejnych linii v = 7; = const,
J=12,3,...,n w calym obszarze D(&, 7). Obszar ten, z uwagi na zmienng geome-
tryczna, dzielimy na 2 m czg¢éci za pomocg linii £ = & =const, i =0, 1, 2, ..., 2 m prze-
prowadzonych w jednakowych odstgpach 1/2 A& = 1/2(&—&,_,). Niech w (&, ;)
przedstawia dowolng z rozpatrywanych funkcji; aby uprosci¢ zapis oznaczamy krétko
w(&i,7;) = w;. W niektérych przypadkach dla lepszego rozréznienia wskaznikéw roz-
dziela¢ je bedziemy przecinkiem. Obecnie przedstawimy przebieg numerycznego rozwia-
zywania ukiadu (2.21) opartego o metod¢ RUNGEGO-KuTTY (por. [1]. Calkowanie zwyczaj-
nych rownan rézniczkowych przeprowadzimy przy wprowadzeniu nastepujacych oznaczen
upraszczajacych zapis:

_ Ecos<p _dx B on  p, . ) _dp _
53) B " uxcosy  dE’ ¢= P1COSQ (711_~_)c— e = e E= By,
o B( ) (1 a1 du
- P2~ fucos<p ¥a d§ u de)’
5 K
) \ ! du
3'4 . = ———— Z . :’ —
( ) L'—Z-J A :20. ,BKsul—s—l.J (df )l—z.j,
(3'5) Mv(w)lj = yKv(w)U’
gdzie
Kw) = 7‘5—115 v=1,2,3,4.
(3.6)

4
Hiaj00) = 1/6 ) 0K, (Wi,
r=1

Wielkoéci y = y(») 1 w = w(») bedace wspélczynnikami we wzorach Rungego-Kutta
przybierajg warto$ci dyskretne 1/2, 1/2, 1, 1 oraz 1, 2, 2, 1, podobme jak wyrazenie
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a=a(¥) =2, 1, 1, 0. Przy przyjetych wyZej oznaczeniach proces obliczert bedzie prze-
biega¢ nastepujaco:

K(x)ica,j = Bia,j A&,
Ko(Wizaj = Eia; 48,
K(@icaj = Cias 46,
Xiyay-2.j = Xi—2, j+ M(X)i_a. js
Yivoy-2.j = Vim2,j+ M(P)i_aj»
Pirzy-2.j = Piz2.jt M, (Pia.j>

du
a =L,
(df)t_a,j e

Kv(pl)i—a.j = Dl—a.j A¢,

(P1)1+2y—2.j = (Pl)l—z,j'l'M»(PL)i-a.i
Dla v = 4 wartos$ci poszukiwanych funkeji w punkcie (&, 7;) wyznaczamy ze wzoréw

(3.7)

Xij = Xi_p,j+ H(x); 22,5,

Yij = Yie2 it HD)i-2,j,

Pij = Prozj+ H(@)iza, ),
)i = P)ic2j+H(p)ioz ;.

Pozostale funkcje wyznaczamy w oparciu o ulepszong metode Eulera (dla wspéirzednej 7):

(%)
ot it2y—2,j

6x>
A =L X)i — 5
(61 t42y-2.] ( )+27 2,F

(3.8)

i

L(pit2y-2,js

u au
— L'(p)+ L'(x )
(bm pu) bx ) i+2y—2.j-1>

| (ﬁ)
(39) ot i+2y-2,j-2 =
p2

) dm du
07 14 2y-2,j-1

u aT)i+2y—2,j—l;

. ou
Uipapo2,j = Uipay—z,j-2+ 247 (—

- (ﬂ L'(x)+
X .

6T)l+27—2.j—1a

9p2

(P2isvay-2.; = (Pz)i+2~/—2.j—2+2AT( E ) )
i+2y—-2,j—1>

gdzie pochodna

i

.
, _ de _ 1 W )
(3.10) Lw) = = = 5 Z Bir W
r=0

We wzorach (3.4) i (3.10) By, i By, sa wspolczynnikami, ktérych wielko$¢ zalezy od przyjetej
liczby k (por. [5]). Nastepnie przechodzimy do wyznaczania wartosci poszukiwanych
funkcji w punktach (&, 5, 7,), (€144, 7)), --» (62m » Tj), 2 potem na linie 7;,, = const,... ,
T, = const, aZz skonstruujemy rozwiazanie w calym obszarze D(§, 7).

i
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Rys. 4. Charakterystyki fizyczne materialu powloki: — dla ukladu réwnan (2.21), — — —dla ukladu
: (1.2) i (1.3)

WEJSCIE ‘
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x*(3.0).0*(4.0). p7(4.0). p7 (4,0)
2(3.0)=(p1)s

Prerwsze przyblizenie swobodnych worun-
kdw brzeqowych
2j=0j-1+aQ j=012. .,k

{

Ustawienie slatych warunkdw brzegowych

Ustawienie T2

wariontow

Padprogram gldwny
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o
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(o) — (007
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Rys. 5. Schemat blokowy rozwigzywania ukladu rownan (2.21)
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3.2. Program dla komputera. Schemat blokowy programu dla elektronicznej maszyny
cyfrowej przedstawiono na rys. 5. Zaktadamy, ze dla konkretnych przypadkéw rozwiazy-
wanych powlok, warunki brzegowe nie pozwalaja na bezposrednie obliczanie na brzegu
& = &, wszystkich wartosci poszukiwanych funkcji. Problem brzegowy sprowadzono wigc
do zagadnien poczatkowych (poniewaz z uwagi na znaczng nieliniowo$¢ prawych stron
réwnan rézniczkowych korzystamy z metod numerycznych sukcesywnego calkowania), za-

WEJSCIE

(pidis > (")

AN [ NIE
(oiki-r 200 % (€i-r 2 (%)°
wE ] TAK 7| TAK
0, =P Po= Py 0+Po O+ Py
O—~r 17—y o—~r o—~r
| l J ; :
Podprogram Podprogrom Podprogram Podprogram
cotkowonio colhowania colkowania cathkowonia
Pipi” piypi™ pix (5"’ o p”
Tak | NIE TAK | ME NE | Tax wE | Tk
[ P1+ Py ' P <0, Po—+ Py A
I—r Uinds I—=r 1 —~r
i i i ]
Podprogram Podprogrom Podprogrom Podprogrom
cotkawania calkowanio catkowanio calkowanio
2 K
8 k>
g <
g SloE - B g g g §
= L < K} B < K >
g S| g 3 Sy g S 8
g gl o 2 g g & §
< P a3 &, 8 8 3
- S| & 8 & & g &
I N
g J £

Rys. 6. Schemat blokowy podprogramu gléwnego przy rozwigzywaniu ukladu réwnan (2.21)

ktadajac a priori na brzegu wyjsciowym wszystkie brakujace warunki i rozwigzujac dalej
zadanie metoda pdlodwrotna. Wielkosci, ktdre dodatkowo zakladamy dla & = &, ko-
lejno na kazdej linii 7 = 7; = const, musza by¢ tak dobierane, aby kazdorazowo spel-
niane byty wszystkie warunki zadane na obu brzegach. Wymaga to zwykle przeprowadzenia
wielu préb. Iteracje te sa w pelni zautomatyzowane w programie. Przytoczone poniZej
wyniki liczbowe uzyskano przy zastosowaniu EMC Odra-1013 zainstalowanej w OSrodku

2 Mechanika Teoretyczna !
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ETO Politechniki Krakowskiej. Program wykonano w jezyku wewnetrznym maszyny
i przy maksymalnym wykorzystaniu pamieci ferrytowej. Pomimo to czasy iteracji, przy
7 = 1; = const, dla spefnienia warunkéw brzegowych wzdtuz wspéirzednej &(m = 50)
byly stosunkowo dhugie i §rednio trwaly okoto jednej godziny. Obecnie, w o$rodku obli-
czeniowym Uniwersytetu Gdanskiego opracowano (por. [8]) nowa wersjg tego programu
przy zastosowaniu EMC Odra-1204. Uzyskano tym sposobem okoto 30-krotne skrécenie
czasu obliczen. Program ten wchodzi w sklad pakietu programowego dla wiotkich powlok,
w ktérym, oprécz omawianego w niniejszej pracy ukiadu réwnan, mozna rozwigzywaé
powloki przy uwzglednieniu efektéw reologicznych wedtug trzech réznych teorii petzania
(por. [7)).

3.3. Przyklady liczbowe. Celem uzyskania rezultatéw liczbowych przyjeto powloke wal-
cowa o skonczonej dhugoéci z dwoma sztywnymi swobodnymi denkami i obciazona

¥

2_0»L S — -

N
?
7
0-064 !
104 '
=05 I Lg 7
|\\// 2
| 0
|
| q=076
[
|
|
|
[
0 as 0 o1 12 13 M fhx

Rys. 7. Forma powloki odksztalconej
réwnomiernym parciem wewnetrznym. Przy przyjeciu pierwotnej dhugoéci powloki Ly = 2,
uktad (2.21) powinien spetnié nastgpujace warunki brzegowe:
x(0, v) =1, y0,7) =0, x@2,7) =1,

(3.1H 10, %) = 2200, = 2(72?)u+1 [—Inu(l, D).
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W obliczeniach zamiast trzeciego z warunkéw (3.11) z uwagi na symetri¢ korzystamy
z zalezno$ci @(l, T) = m/2. Rezultaty obliczen przedstawione sa na rysunkach 7--16.
Wszedzie cyfra / oznaczono wykresy uzyskane z rozwigzania uktadu (2.21) dla przypadku
«a», gdzie -

A=06, m=13 1 ¢,=0;
cyfra 2 oznaczono wyniki dla przypadku «b», gdzie
A=0, m=13 1 «¢,=04;
cyfra 3 oznaczono wyniki dla przypadku «c», gdzie
A=06, m=13 i ¢,=04;

za§ cyfrg 3 oznaczono rezultaty obliczen uzyskane z rozwiagzania uktadu (1.2) = (1.3).

0 . 08
P )
08 7 7? = Pi ?
—— P /
5
: . VLA
06 e oY1 Y2
/
o
o
\ 02
02

a5 55 o6 a65 o7 075 @ 08

03 0925 09 0975 10 Yo

Rys. 8. Wykresy funkcji Q = f(uo) Rys. 9. Wykresy funkcji p; = fi(Q) dla punktu
' w $rodku dlugosci powloki

Wartosci 4, m, ¢ zostaly tak dobrane (por. [6]), aby przyjeta na ich podstawie charak-
terystyka sprezysto-plastyczna byla mozliwie dobrym przyblizeniem charakterystyki
potegowej zastosowanej w [1]. Rysunek 8 rzuca $wiatlo na zagadnienie statecznosci

X 17
5 ]
15 vz ¥

13 / ? ] ¢
| 0 / a9 ‘ &\
" Y,

P

a8

s 06 o 08 09q 05 e 07 08 a4 09

Rys. 10. Wykres x = x(Q) dla punktu w $rodku: Rys. 11. Wykres y = y(Q) dla punktu w $rodku
powloki powloki

2»
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powlok i przedstawia zalezno$¢ u (przyjmowany na brzegu swobodny warunek) od ob-
cigzenia Q. Rysunek 7 ilustruje zmiang ksztattu powloki w procesie obcigzania, rysunek 11
przedstawia, w zaleznosci od Q, przesuwanie wzdiuZz osi y swobodnego denka powloki
za$ na rys. 10 obserwujemy przesuwanie punktu w $rodku dlugosci powloki wzdtuz osi x.

e

0061 | |
02 = ””’J;;,_;l?{
YY) /;:-j 32
=2

a1s

o8 7 —
,%E— | 1 |

. AN <l R

' Q=069 ; |

, 0
0 e

-q7 S > e e |
\\< ,
02 R =r=—
-02 S E— &
7
-025
0 92 09 06 08 n W
Rys. 12. Rozklad naprezen glownych wzdluz Rys. 13. Rozklad odksztalcen gléwnych wzdluz
osi powloki 7 - . osi powloki 7

Rysunki 12 i 13 pokazuja rozklad odksztalcen giéwnych i intensywno$ci naprezefi
wzdtuz wspéirzednej %. Na rysunkach 9 i 14 przedstawiony jest wzrost intensywnosci
naprezen i odksztalcen, wybranego punktu w $rodku powloki obliczonej dla przypad-
kéw 0, 11 2, dla przypadku 2 pokazany jest na rys. 151 16 przebieg odcigzania powtloki
(od wartoéci obcigzenia @ = 0,7), a nastgpnie ponownego obcigZenia.

& 4
y 08 =

09 ) .
A N
a7 | 06 - N
02 2 3 i ceid !
gl
[7.7 7 | T I — 0.2 — & . '” \

a5 06 a7 08 094 ass 056 as7 498 499 10 uy

Rys. 14. Wykres funkcji ¢ = £(Q) dla punktu Rys. 15. Wykres funkcji Q@ = f(uo) przy oaciqiw
w §rodku powloki niu

Na podstawie przytoczonych tu wynikow moZna ;.)rzeprowadzié szereg waznych’
poréwnan. I tak poréwnujgc wyniki uzyskane z rozwiagzania uktadu (2.21) z analogicz-
nymi wynikami dla ukfadu (1.2 1 1.3) wida¢, ze najwigksze réznice wystgpuja dla stosunkowo
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malych obcigzen, a wiec tam gdzie odchylenie w przebiegu charakterystyk fizycznych jest
najglebsze. Réznice te mozna zniwelowaé przez odpowiedni dob6r charakterystyki sprezy-
sto-plastycznej, a w szczegdlnosci przez zastosowanie aproksymacji wieloodcinkowej.
Przede wszystkim jednak poréwnanie wynikéw uzyskanych dla przypadkow 7, 2, 3 pozwala
na zaobserwowanie wptywu przyjetej hipotezy wzmocnienia na rozwigzania rozwazanej

PRES
08,5 , y72
//
03 P4
06 e
w2 e

7
/
i

4

a3 09 a5 06 a7 08 @
Rys. 16. Wykres funkcji &,p; = f(Q) przy odciazaniu i powtérnym obciazaniu

powloki. Uwzglednienie translacji powierzchni plastycznoéci wplynelo na zwiekszenie
statecznosci tej powloki (rys. 8), a dla tych samych obciazeri dato, dla odksztalcen i na-
prezef, warto§ci nizsze niz przy wzmocnieniu izotropowym. Podczas préb odcigzania
i ponownego obcigzania zaznaczyt si¢ do$¢ wyraznie wplyw «historii obcigzania».
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Peswome

KOHEUYHBIE JEPOPMAUVH 'MBKUX OCECHMMMETPUYHBIX OBOJIOUEK
[IPU YUETE KMHEMATHYLECKOrO YIIPOUHEHIS MATEPUAIIA

B paBore naHa HoBas cucTema AubbepEHLHANLHBIX YPABHEHNIT JJIST OCECHMMETPHUECKHX 0G00UEK,
I(OTOprC noa BAMAAHHEM HArpy3KH MoryTt CYLUECTBEHHDBIM 06}33307\1 H3MEHSITE CBOIO nepBoHaqaanylo
q)OpMy, HCObITHIBAA P 3TOM OonpLUHE }ZLCLIJOPMHUHH. ypamleuuﬂ nJIacTHUeCKOro TCUCHMSI OCHOBaHbI
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Ha (PU3MYECKHX COOTHOILUEHMSAX, BLIBEACHHBIX U OOLUEro Cayyas YOPOUHEHHS C YUYETOM CMELUEHHST
M paclIMpPEHHA NOBEPXHOCTH TEKYYeCTH. HCIEHHbIE NMPHMEPDH! HIUTFOCTPHPYIOT METOX W MOKAa3bIBAIOT
IpaBUJIBHOCTb Pa3paboTaHHBIX ANTOPHMMOB PpELICHHS.

Summary

FINITE DEFORMATIONS OF SLENDER AXI-SYMMETRIC SHELLS MADE OF MATERIALS
OBEYING THE KINEMATIC STRAIN-HARDENING LAW

[n this paper is derived a new system of differential equations for axially-symmetric shells capable of
changing their initial form essentially under the loading. Equations based on the theory of plastic flow
are derived at a general type of hardening with translation and extension of a yield locus. Numerical exam-
ples are computed as an illustration and verification of the algorithms proposed.
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ELEKTRYCZNY UKLAD ANALOGOWY
DLA GEOMETRYCZNIE NIELINIOWYCH ZAGADNIEN PLYT O DOWOLNEJ GEOMETRII

Mieczystaw JaANOWwSKI, HENRYK KOPECK1 (RZESZOW)

Modelowanie elektryczne znalazlo szerokie zastosowanie w rozwiazywaniu wielu

probleméw wspétczesnej techniki w takich dyscyplinach, jak lotnictwo, okretownictwo,
- budowa maszyn, mechanika budowli itp.

"Zastosowanie metod analogowych uzasadnione jest szybkoScia modelowania obiektu
fizycznego oraz wystarczajaca w obliczeniach inzynierskich dokladno$cia otrzymanych,
wynikow.

Znane sa szerokie zastosowania elektrycznych analizatoréw polowych do statycznych
obliczen takich elementéw konstrukcji, jak belki, ramy, plyty i powloki, rozwazanych
Jako zagadnienia liniowe w sensie fizycznym i geometrycznym [1, 2].

Celem obecnej pracy jest przedstawienie koncepcji rozwigzywania geometrycznie
nieliniowych zagadnien plyt cienkich o dowolnym ksztalcie, dowolnie zmiennej grubosci
i dowolnym obcigZeniu, za pomoca elektryczhych analizatoréw polowych, '

1. Réwnania podstawowe

Analiza ogblnego przypadku duzych ugie¢ cienkich plyt o zmiennej grubosci z materiahu
o sprezyécie liniowej charakterystyce fizycznej prowadzi do ukiadu dwéch réwnan pod-

stawowych [3]

o* | ow) 02 0w ot [ o%w
1.1 N A S ow
(LD Fre] (D 6x2)+2 %6y (D axay)+ I (D 6y2)+

& 62w) o aw) o ow\]
T p%Y) 2% b D -
+V[ Ox? ( oy? 0x3dy ( 6x6y)+ dy? ( Ox? )]

0D 9w 02D 0w 0*d *w

= 5y ox? "7 Gxdy axdy T ox? gy T2

2 (1 a@) 02 (1 0295) 02 (L azgi)_
x>\ h ox2 dxdy \ h 0xdy 02\ h 0y?

2 (1 e\ , o (1 &0 +_aZ_(i_aZ¢ _
Tl ax2\h oy? dxdy \ h oxdy |  ay*\h ox*]|

-E[ 2w \® 2w o%w .
B Oxdy ox* oy* |’

(1.2)
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gdzie oznaczono: w = w(x, y) — przemieszczenie prostopadle do plaszczyzny $rodkowej
,, Eh3(x,

plyty, h = h (x, y)—grubo$¢ piyty, D = D(x, y) = ]2(1( y)) — sztywno$¢ gigtna plyty,

E — modut sprezystosci podtuznej materiatu plyty, » — wspoétczynnik Poissona dla tego

materialu, ¢ = ¢(x, y) — obciazenie zewngtrzne prostopadle do elementu plyty, @ =

= @(x, y) — funkcja naprezen, przez ktéra wyraZaja si¢ skladowe stanu napreZenia

ptaszczyzny Srodkowej plyty

1 ?D(x, y) 1 *D(x, y)
-2 O R Y T B S
_ 1 PD(x,»)
T T,y axdy

Rozwigzania powyzszego ukfadu nieliniowych réwnan rézniczkowych w ogdlnym przy-
padku nie sa znane. PrzybliZone rozwiazania tych probleméw uzyskano jedynie dla
niektérych przypadkéw szczegélnych [4, 3].

el

I
m-2n

T
m=Ln- m-In m-1n+1

/ T I

/N mp2 ma-l Ctimimnsl mn+2

2
msin-1 m+ln m*in+!

i

mn

ﬂ ax L\E
9y s

Rys. |

Rozwiazanie ukiadu réwnan (1.1), (1.2) bedziemy tutaj opierali na metodzie peinego
dyskretnego podziatu obszaru ptyty. Rzeczywisty kontur plyty S zastgpujemy konturem
tamanym S (rys. 1). Warto$¢ pochodnych w danym punkcie wyrazimy przez warto$§¢
odpowiednich ilorazéw réznicowych.

Przyjmujac dla funkcji dwéch zmiennych ¥(x, y) identyczny krok Ax = Ay = §
otrzymujemy przykladowo nastgpujace zalezno$ci rdéznicowe:

69’ Tm,n+l_97m.n—l
(14) R ( Ox ) n ~ 29 T
(a'{/ ~ Y’m+1,n_¥,m—-l,ﬂ
a—y nm, n - 26 ’
52Y’ Spm.n+1_2spm.n'*"y-jm-"—l ’
~ 52 ’
aﬂ’) ~ Y,m—l.n—l_l m—l.n+l—'¥,m+l.n—l+Y’"l+1n"+1
axay m,n -

44* ’

(aSy}) ~ Y,m.n+2_2¥,m.n+1 +2¥,m.n—1—![jm.n—2

o itd.
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Operatory rézniczkowe VY i V*¥ po uwzglednieniu zaleznoSci (1.4) przyjmuja znane
postacie:

- 1
(15) (szj)m. n = —6—2 (y/m+ 1,n + l}-/(_n— 1 ,n+ ij. n+1 + l}-/m,n'— 1 —4y/m.n)r

L

(S‘i [2011/,"' n 8(ljjm+ 1,0 + lI’m—] o + l]/m. n+ll]/m. n— 1) +

(1.6) (V) =

+ 2(y/m+l,n+ 1 +y,m+l »n—1 +y/m—1,n+1 + y/m—l.n—l)"*‘
+y/m+2.n+y/m—2,n+y/m,n+2+y/m.n—2] -
Wskazniki m, n oznaczaja tutaj wspéirzedne punktu nalezacego do obszaru plyty (rys. 1).
Uwzgledniajac zwiazki (1.4), (1.5), (1.6) sprowadzamy uklad réwnan rézniczkowych
(1.1), (1.2) do ukfadu réwnan réZnicowych:
(l 7) 20am,nwm.n_8(bm.nwm+ 1 .n+ Cm.nwm—l.n+dm.nwm,n+l +em.nwm.n—-1) +
+ 2( m,nwm+l.ﬂ+l +gm.nwm+1,n—l +jm.nwm—1,n+1 +km,nwm—l,n—l)+

+ lm.nwm+2,n+pm.nwm—2,n+rm. nwm,n+2 +Sm.nwm,n—-2 =

[(q)m+ t,n— 2(—Dm,n + (pm—l,n) (Wm,n+ ) 2wm, n+ Wm.n— l) -

o —

1
- ?(q)m—l,n—l _(—Dm-—l.n+1 _(pm+l.n—l +(pm+1,n+1)(Wm—1,n—1 -

'_'Wm—l,n+l—Wm+l,n—l+Wm+1.n+l)+((bm.n+1_2(pm,n+(pm.n—l)X

m ﬂ64
x(Wm+1,n_2wm.n+wm—1.n)]+ib >

(18) 20(_1m.n(pm,n _8(Brr',nq)m+1.n+5m,n(p\m—l ,n+2m.n(pm.n+l +
+ém.n(pm.n—l)+2(fm, n(pm+1.n+l +§;n.n(pm+l.n—-l +_/_.m.n(pm—l.n+l +
+kln.II@m—l.rl—])+]’71,ﬂ®m+2,ﬂ+E!ﬂ.II®III—2.H+FM,H®M,H+2+

_ 1
+sm,n(pm,u—2 = Eh 16 (wm—J,n-—l _wm—l,n+l_ m+1,n—l+

2 .
+Wm+1.n+1) - (Wm,ﬂ+l _2wm,n+ Wm.n—)) (Wm+l.n—2wm.n+ Wm—l.n)] >

gdzie g, , oznacza obciazenie zewngtrzne prostopadle do elementu plyty dzialajace na
pole o wymiarach Ax - Ay = §2 nalezace do wezla m, n,

L4+v Hyot+H,,

N L ¥y §2 = — 1= 2
am,n 1 10 D 6 b am.n l 10 H (S 3
5 1 »D - H, § 1 H,+vH
b = Iy Z oD Ty T TITXX 82 — ik A £ 4 XX 82
(19),,... 1+D2 g D 0%, b n 1+H2 g i 62,
. . _ l_ﬁi L Dyy+7"p_x;x (32 Z’ ]—Hy_é____l_ Hyy-f-VHxx (52
mn D 2 8 D ’ ’""_‘ 'H 2 8 H ’
D, 6 1 D,.+vD H. ¢ 1 H,.. +vH
dm"= v xx yy 2, = M ¢ 0 xX yy (52,
5753 p 9 4 R o M H
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Son = 14 % D"-D~Dy S+ l;” —Dz;y—cV, ] = 1+ ; H*;HL6+ l--Z—V 1;;” 82,
b = l+—%—6, ,7'"'" 1+%6,
p,,,,,,=1——ll))y—6, p,,,,,_l—zy d,
Fow = l+—%x—6, Fou,n = l+%—5,
Sorn = l—ll)—)xé, Suon = 1— 1:;-5,
przy czym
| b= 2D p R o, DGR
0*D(x, y) 0*D(x, y)
D=0 Po="pgu
(L.10) H=H(x,y) = 711—(x, », |
. - aH(g?y)" H, = aHg,y), Hyy = WTHX(;:)))_,
= ?ﬁgf-;;’-”, H, = a_fg;x »

oznaczaja odpowiednie pochodne okre$lone dla punktu m, n.
. Powyzszy ukiad réwnan réznicowych (1.7), (1.8) wraz z odpowiednimi warunkami
brzegowymi formutuje w zapisie réznicowym problem geometrycznie nieliniowej cienkiej
plyty o dowolnej geometrii (dowolny kontur i dowolnie zmienna grubo$c) oraz dowolnym
rozkladzie obcigzenia zewnetrznego.

Rozwazymy kilka typéw warunkéw brzegowych [4] przyjmujac, ze krawgdz plyty jest
réwnolegta do jednej z osi wspotrzednych x albo y oraz punkty weztowe znajduja si¢ na
krawedzi. ‘
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a) Krawed? plyty y = 0 utwierdzona na podporze nieodksztatcalnej (rys. 2).
Warunki geometryczne:

a.11) w(x, 0) = 0, a_y(x,0)=0

Win

P ms-1

/ ! ! |

Rys. 2

w zapisie dyskretnym wyraZaja sie nastepujaco:
(1.12) Won =0, W, =w_,,

b) Krawed? plyty y = 0 przegubowo podparta (rys. 3).
Warunek geometryczny oraz statyczny:

(1.13) wix,0) =0, M,(x,0) = — 66’2” (x, 0)+v = ey 0)] =0
Werp
RN e e e
m=0
m=7
Win m=2
m=3

Rys. 3

w zapisie dyskretnym wyrazaja si¢ nastepujaco:
(114) ' Wo,n = 0, Win= —W_y1
¢) Krawed? swobodna.
Warunki statyczne:
3 3
Rx 0 = D[ L% (5, 00+ 2=1)-2" (v, 0)| = 0
ay? 0x2dy
(1.15) s )
0w d*w
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w zapisie dyskretnym wyrazaja si¢ nastepujaco:
(116) W2.n_w0.n—2+2(3_1") (w—l,n_wl.n)'l'(z_”) (Wl,n+l —W_ . n+1 +
+W1,n—1_w—1.n—l) = O,
Wl.n+w—1.n_2(l+1")w0.n+1"(W0.n+1+W0.n—l) = O

d) Punkty krawedzi nieobciqzonej y = 0 maja swobod¢ przemieszczenia wzdtuz osi y.
Warunek

0?D(x, 0)
(1.17) a,(x, 0) = - — = 0
prowadzi do zalezno$ci réznicowej
(1.18) Do, s 1—=2Po,nt+DPo,uey = 0.

2. Model elektryczny ukiadu réwnan réinicowych

Opierajac sie na podstawowych prawach elektrotechniki przedstawimy schemat
elektryczny modelujgcy uklad réwnan réznicowych (1.7), (1.8).

Blok 8

(20 r

Rys. 4

Uktad analogowy (potaczenia dla jednego wezla wewngtrznego pokazane sa na rys. 4)
budujemy za pomocg czterech siatek elektrycznych. Procz typowych elementdw, jakimi
sa oporniki, wykorzystamy tutaj réwniez sumujaco-odejmujgce wzmacniacze operacyjne
(SOl = SO6) oraz generatory funkcji mnozgcych dwa sygnaly napigciowe (Gl = GS5).

Na schemacie potaczen elektrycznych wyrdzni¢ mozemy dwa zasadnicze bloki. Blok 4
modeluje cztony ukladu réwnan réznicowych (1.7), (1.8) zawierajace ugigcie w. Warto$¢
ugiecia w weztach o wspdtrzednych m, n jest proporcjonalna do potencjatu elektrycznego,
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w odpowiednich weziach siatek bloku A (potencjaly w weztach obu siatek tego bloku sa
sobie réwne). Blok B modeluje z kolei te czfony ukfadu réwnan réznicowych (1.7) (1.8),
w ktérych wystepuje funkcja naprezen @. Wartosci potencjatdw w poszczegdlnych weztach
siatek bloku B okre§laja wartosci funkcji naprezen w odpowiednich weztach plyty (tutaj
réwniez potencjaly w odpowiadajacych sobie weztach obu siatek sa identyczne).

Aby przedstawiony ukiad elektryczny okreslat faktycznie szukane wielko$ci mechaniczne
warto$ci poszczegdInych opornoéci musza by¢ rowne nizej podanym. Wartosci te okreslimy
uzywajac opornosci modutowych R, i Ry, stanowiacych rezystancje odniesienia:

R S S EL A[_é e Rh’
b N D,,+vD,, 5 b N Hyy+vHye 52
227207 D 247 2H 8 H
Ro= _ Ru | Ro_ Ry
B _Dy, L Dyy+vD,y 5? i 2B H, 1 HytvHe )
(24 20°"8 D 2 2H%°"8 H
_ 1YY o o EM
Ra= g(23, Dey 1 DyrDe ’ R”"g" 23 _'H:CS_L Hyy+vHye 5\
247 2D 8 D 24 2H 8 H
Ro— Ry - . Ry
TP Dss L DytrDus o\ T (23 Heo U HytvHa o)
247 2D 8 D 24 2H 8 H
Ry ’ - R
Rj= —— = R e
s 5 I+1 D+ D, 5+,1,__l Dsy 5 4 oj 4L HatHy o 1—v Hy o
A R > 4 D 2 H 4 H
2.1 _
( )R:_ Ry 7 Ry
! 2 |_i Q"___D~"5_l 1’_0"»'(32 , ! 2 I Hy— Y5 I- ny(sz ,
2 D 4 D ( 2 H 4 H
Ry - R
Rj= — - — R o M .
| D.+D I—» D : ! | He+H, . 1-vH ’
. 2 o e Xy §2 o Y 5 Xy g2
(Hz D 4 D(S) 2('+2 Ho ' a4 H‘S)\
Ry ‘ - Ry
R, =- caa Ri= SEuy
’ a1 _ L DxtDy 5 1=7 Dy oV , 51— L HeAHy o 1=y Hyy o,
2 D 4 D 2 H 4 H
R = — R.M_ R = EM_
2,5+ %— 25+--19
RM - E
R = ; = M
p Dy > Rp H )
25— 25— 226
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Ro= M Ro= T
X 25 x5
2,5+ D o 54 o
R, = _—Rhll) ’ 725 = EI\;{ >
= 2,5~ %
2,5 B , 7 5
R R
R5°’= R53’=RM’ R519=—_8~_l’ Rﬂﬁ=RM, RaV=TM’
(21) Rla(‘ln,n-f-l) = Rla(m,u—]) = R3./(,,,+1_,,) = Ela = ﬁ‘t'y = ﬁ:\l,
2
(Cd) = R3y(n1—1,n) = _S’RM,
Rae = Ray = Ry, }éla(rrr.ly+l) = 72la(m.n—l) = 72:!y(m+1.u) =
_ 2 _
= ylm—1,n) — _R >
R3,( 1,n) 3 M
, I _ _ | %
Rm+2.n+2 = Rm—2.11_2 = ’Q‘RM, Rm+2,n+2 = l?m_z'”_2 = ? M
Rm+2.n—2 = Rm—Z‘n+2 = RM, -}_2m+2.n—2 = }-zm—Z.n+2 = EM-
Warto$¢ oporéw R, , i R, . oraz sil elektromotorycznych E,, , i E,, , musza by¢ tak

dobrane, aby zapewni¢ zréwnanie potencjaléw w odpowiadajacych sobie weztach kazdej
z siatek obu blokéw. Symbolami @; oznaczono potencjometry liniowe realizujace mnozenie
przez state wspotczynniki, ktére odpowiednio wynosza

22 o o o _ Eh _Eh
. nwE=p Tp P Teap ™T0er T T

Na schemacie przyjeto oznaczenie weziéw w formie uproszczonej; tak np. zamiast
oznaczenia: m—2, n+2 przyjeto oznaczenie: —2, +2. Aby zachowal przejrzystosé
rysunku w siatkach obu blokéw A 1 B nie podajemy polaczen ze wzmacniaczami opera-
cyjnymi nalezacymi do sasiednich wezidw.,

Prad zasilajacy siatke¢ gérna bloku 4 modeluje obciazenie w danym wezle, przy czym
jego warto$é jest réwna

G, 0" ki

2, = AmnT
2.3) lnp = A 2

gdzie k, jest wspSiczynnikiem przeniesienia modelowego potencjalu w bloku A.
Ugiecia w poszczegblnych wezlach sa réwne :

. U )
2.4 =
( ) wm,n ku b
za$ funkcja naprezen wynosi
Vm n

(2.5) ®, , =
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gdzie U,,, potencjal w wezle m, n siatek bloku 4,
Vm.n ‘potencjal w wezle m, n siatek bloku B,
k, wspélczynnik przeniesienia modelowego potencjatlu w bloku B.

Przechodzac do modelowania warunkéw brzegowych musimy mieé¢ na uwadze fakt,
e dla weztéw potozonych na krawedzi ptyty i w jej poblizu uklad elektryczny bedzie inny
nieco niz dla wezléw wewngtrznych. Wynika to z koniecznosci spelnienia przez przemiesz-
czenia w okre$lone potencjatami U oraz funkcje naprezen @ okre§long potencjalem V,
nie tylko zalezno$ci (1.7) i (1.8), ale takze odpowiednich warunkéw brzegowych np. (1.12),
(1.14), (1.16), (1.18).

Zasada okre$lania wartoéci oporow w wezlach brzegowych z uwzglednieniem miedzy
innymi zalaman konturu przedstawiona jest szczegétowo dla plyt o stalej sztywnosci
geometrycznie i fizycznie liniowych w pracy [6]. Mozna jg uogdinié na rozwazang przez nas
plyte geometrycznie nieliniowa.!

3. Model ukladu elektrycznego dla plyty geometrycznie liniowej

W szczegdlnym przypadku, gdy rozwazania teorety(?zne ograniczymy do problemu
geometrycznie liniowego, przedstawiony schemat elektryczny upraszcza si¢ w sposéb
zasadniczy. Ze wzgledu na to, Ze ukiad podstawowych réwnan réZzniczkowych, a zatem
i réznicowych redukuje si¢ do jednego réwnania liniowego, w schemacie elektrycznym nie
pojawig sie wzmacniacze operacyjne oraz caly blok B modelujace czlony nieliniowe.

9o
5 X

—~d =}

D

4(/*%{1)
Rys. 5

Dla ilustracji przedstawimy przykfad modelowania plyty prostokatnej o sztywnosci

lintowo zmiennej w kierunku réwnoleglym do jednego z jej bokéw, obciaZonej proporcjo-
nalnie do sztywnosci i przegubowo podpartej na brzegach (rys. 5).

" Traktujac model analogowy warunko6w brzegowych jako przypadek szczegdlny ogédlnego schematu
elektrycznego, ograniczamy si¢ tutaj jedynie do omoéwienia sposobu podejécia do modelowania warunkéw
brzegowych dla plyt geometrycznie nieliniowych.
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Ograniczajac si¢ jedynie do matych ugig{é takiej plyty mozemy ukiad réwnan (1.1),
(1.2) sprowadzi¢ do postaci

a 2 D:':
(3.1) (Do+ D, y)V4w+2D, ay-v—w - 40(1 + .D(»).y).

Przy czym oznaczono:

D, .
D = Do(l + D“‘ y) sztywno$¢ gietna plyty,
4]

D, C L
qg=qgoll+ ~D—y obcigzenie zewnglrzne, normalne do elementu plyty.

m — 7 —: l
: (?0) R J mo Il
! A |
i |
Siatkal [ 0}\"2) s /f(gg) |
gorna s ;8
H& (00) ’\AH
! |
|r - ]) l {77) | Rmn
| (20) | Emn
L 1 __1 "1 I
Rm.n
! -/.0'_ >
siotka 1 | R
m;:mﬂ 10:1), (00)|_"101)!
A
| e Ry |
L A | )
Rys. 6 Rys. 7

Réwnanie réznicowe (| .7) sprowadza si¢ w tym przypadku do zaleznosci:

8
(3.2) 20ww,,,,,,—(8w,,,_,,_1+w,,,',,+,)—4(2— D*‘S)wn,_l,,,—4(2+ %‘ )w,,,+,_,.+
D6 Do
(2__1;"') (Wm 1,n—1 +W,,, 1. n+l) + (2+ fo_') (wm+l.n—1 + Wm+l.ll+1) +

D D.d q
+ wm,n—2 + wm.n+2 + (1 - - .D‘:,, ) Wm_2.n + (1 + D—;)Wm+2.n = iéd’,
przy czym D,, oznacza tu sztywnos$¢ gietna plyty w weztach wiersza m.

Ukidad potaczen elektrycznych dla jednego wezta wewnetrznego utworzony jest przez
dwie siatki (rys. 6).
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Warunki brzegowe, ktére dla podanego przyktadu opisane sg zalezno§ciami (1.13)
i (1.14), modeluja si¢ przez ukfad potaczen przedstawiony na rys. 7. Wartoéci oporéw

spelnia¢ muszg teraz nastgpujgce zwiazki:

Rb='¢—, Rcz_ '__:RM"—\_, Rd=Re=&{)
4fz4 De0 afn_ Did 78
D, D,
Ry Ry
=R = - . Ri=R, = S,
(3.3) R ) N
D"l Dm
_ Ry _ Ru e
"o 1y Db R"_l—_ Dy’ Fr = e = R
"D, D,

Opér R, , oraz sila elektromotoryczna E,, , zapewniajg réwno$¢ potencjatéw w odpowia-
dajacych sobie weziach obu siatek. Wykorzystujac wyzej przytoczone rozwazania zbudo-

Rys. 8

wano na analizatorze polowym uklad elektryczny (rys. 8), modelujacy plyte kwadratowa
dla nastepujacych danych liczbowych:
a=09m dlugos¢ boku ptyty,
ho = 0,01l m grubos¢ ptyty na krawedzi y = 0,
qdo = 0,25 MN/m?® obciazenie zewnetrzne na krawedzi y = 0,

D.a
= 4,2
Do 45 H
E =2-10° MN/m? modul spr. podl. mat. plyty,
. v = 0,3 liczba Poissona mat. plyty,

6 = 0,1 m krok siatki.
Sztywno$¢ D, na krawedzi y = 0 wynosi

Eh}

Do = [y = 00183 MN/m..

3 Mechanika Teoretyczna Y
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Wartosci rezystoréw (okreslone przez przewodnosci), pradéw zasilajacych oraz potencjaly
(odniesione do masy) w poszczegdlnych weztach podane sa w tablicy I.

Obliczony dla naszego przykiadu wspélczynnik przeniesienia modelowego (2.3) wynosi
k, = 1100 V/m.

mio®|w
P
15
g y4 AN
= N
10 V4
: N
\
\
a5 [,’ \
Il A\
, v

0 or 02 43 04 05 06 07 08 09 m

Rys. 9

Ugigcie plyty w,, » (2.4) wzdluZz prostej x = a2 przedstawiono na rys. 9.

4, Wnioski

W pracy wykazano skuteczno$¢ metody elektrycznego modelowania analogowego
W rozwiazywaniu zagadnien duzych ugigé¢ plyt cienkich. Przedstawiony sposéb roz-
wigzania pozwala na szybka identyfikacj¢ pola naprezen oraz przemieszczen dla plyt
0 dowolnej geometrii (np. plyty z otworami, zmniennej grubosci itp.).

Pordwnanie ilo$§ciowych i jakoSciowych rezultatéw otrzymanych w rozwigzanym
przykiadzie z’ wynikami rozwiqza’ﬁ analitycznych [7] potwierdza zalety przyjetej me-
tody w zastosowaniu do podobnych probleméw.

Praktyczna realizacja ukladu elektrycznego dla zagadnienia nieliniowego bedzie
celem dalszych prac.
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Pesome

DJIEKTPHUYECKAs AHAJIOI'OBAS MOJEJIb IJII TEOMETPHYECKHMX
HEJIMHENHBIX INIACTHHOK ITPOM3BOJIBHOIO KOHTYPA

B paGoTte paccmMaTpHBaIOTCA 3aaUH FEOMETPUUCCKH HEJIMHEHHBIX TOHKMX MIACTHHOK IMPOH3BOILHOIO
KOIITYpa, MJIA KOTOPBIX AaHO pelueHHe, OCHOBaHHOE Ha 3EKTPHUECKOM MOJACIMPOBAHHH.

Cucrema paspelalolHX YpaBHEHMil NpefcTaBieHa B KOHEUHO-Pa3HOCTHOM BHAE M pa3paboraHa
LA Hee dNeKTpuUecKaa momenb. Kaxk uacTHeIM cnyuait, npemcraB/ieHa CHCTEMa YPaBHEHHH M COOTBET-
CTBYIOIAA €if 3NEeKTPUUECKAA CXeMa [UIA JIMHEAHOH 3afauu. s Takoro ciayuyas NOCTpOeHa aHasorosast
JNIEKTPHYECKAST MOMEND, NPH yUeTe JIMHEHHO M3MEHSAIOWMCHCS YKECTKOCTH M JIMHEHHO NepeMeHHOH Ha-

rpyaku (HopMambHOe aBireHne). PeleH unciIeHHbIR IpUMep Ha [I0JIEBOM aHAIOrOBOM aHAIM3aTOpe THIIA
«P».

Summary

THE ELECTRIC ANALOG SYSTEM FOR GEOMETRICALLY NONLINEAR PLATES OF
ARBITRARY CONTOUR

In the paper is considered a problem of geometrically nonlinear thin plates of arbitrary contour line.
The problem is solved by the electric model method by using the system of difference equations.

A particular case is considered as this system and the appropriate electric diagram is applied to the
geometrically linear problem. The electric analog is prepared for this case by assuming linearly variables
force (normal pressure) and rigidity. The numerical example is solved by the field analyzer of the type
«R». The results of the analysis are discussed.

INSTYTUT LOTNICTWA
POLITECHNIKA RZESZOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 kwietnia 1975 r.
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CAEKA ROWNANIA ROZNICZKOWEGO CZASTKOWEGO ROZWIAZUJACEGO POWLOKI
WALCOWE

STANISLAW BIELAK (GLIWICE)

1. Wstep

W pracach autora [l1, 2, 3, 4] rozwigzanie powlok prostokre§lnych rozwijalnych
zostalo sprowadzone do jednego réwnania rézniczkowego czastkowego rzgdu dsmego,
ze wzgledu na njewiadoma funkcj¢ przemieszczen promieniowych w3, Przedstawione
w tych pracach réwnanie réZzniczkowe rozwiazujace obejmuje dowolny sposéb obciazenia
i podparcia powloki.

Przyjety matematyczny model, opisujacy pracg zgigciowa powloki, oparty zostal ha
liniowej teorii powlok odniesionej do osrodka HOOKE’A.

Poszukiwane rozwiazanie bgdzie przedstawione w postaci sumy zlozonej z calki ogélne;j,
rozwigzujacej réwnanie rézniczkowe jednorodne i catki szczegSlnej spetniajacej réwnanie
niejednorodne.

Calka szczegélna moze byé w prosty sposéb wyznaczona, gdyz jest ona rozwiagzaniem
stanu bezmomentowego, (por. pracg [1]).

Istotnym problemem przedstawionym w tej pracy be¢dzie podanie rozwigzania czesci
Jjednorodnej réwnania rézniczkowego czastkowego Ssmego rzedu.

Réwnanie rézniczkowe jednorodne opisuje pracg powloki w stanie zgieciowym z do-
kladnoécia do wielkoéci malych wyzszego rzedu —taka interpretacje fizyczna mozna
mu przypisad.

Wprowadzajac pewne wielko$ci majace charakter tensorowy ze wzgledu na sumowanie,
mianowicie funkcje trygonometryczne, hiperboliczno-kotowe z odpowiednio dobranymi
argumentami, calce ogdlnej réwnania jednorodnego mozna nadaé ksztalt szeregu hiper- .
trygonometrycznego.

2. OgéIny uklad ré6wnan

Opis geometryczny powloki walcowej oraz zwiazki geometryczne i fizyczne, podane

$3 dla parametryzacji naturalnej w oparciu o pracg [1].
2.1. Opis geometryczny. Rdéwnanie wektorowe powierzchni Srodkowej powloki walcowej

2. ¥ = a(icosu?+jsinu?) + u'k,

gdzie u', u? oznaczaja wspélrzedne krzywoliniowe na powierzchni, (rys. 1), przy czym
u' okre§la polozenie punktu na tworzacej, u> wskazuje tworzaca, na ktérej lezy punkt'.
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Wspofczynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej, ich wyrézniki oraz ich krzy-
wizny — gaussowska i §rednia sa nastgpujace:

g1 =1, by, =0,
812 =821 =0, bi2 = by =0,
822 =8 = @ by2 = a,
2.2) b=0,
K =0,
1
H=7.

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla powierzchni walcowej sa réwne zeru.

X

\)‘ //
//
2
4 !

L—o
2a

Rys. 1

2.2, Zwigzki geometryczne powloki. Zwigzek skltadowych przemieszczenia z tensorem od-

ksztalcenia blonowego przyjmuje postac -
Wl = Y11,
(2.3) a*wl+wh = 2y,
a*wh—aw® = y,,.

Przecinek uzyty w wyrazeniach (2.3) oznacza odpowiednia pochodna wzglgdem zmie-
nnej u! lub u2

2.3. Zwigzki fizyczne. Zwiazki fizyczne wiazace napreZenia z odksztalceniami, dla wersji
uproszczonej maja postaé

NY = NY L 6HMY,

@9 MY = MY+ ER*HNY,
gdzie:
N9 = 2B (oA,
@3) 4ER?
MY = — D) [(1 =)oY +vg" B,

gdzie & oznacza parametr staly.

Niezmienniki 4 i B wystepujace w (2.5) sa sumami
4= gu)’u,
B = gU@u,



CALKA ROWNANIA ROZNICZKOWEGO 231

przy czym tensor odksztatcenia blonowo-zgigciowego ¢;; mozna zastapi¢ zaleznoscig
: _ 1
2.6) Gy = o wly.

Dla powloki walcowej zwiazki (2.5) napiszemy w ujeciu dostosowanym do dalszego
wykorzystania. Z pierwszego wyrazenia (2.5) wyznaczymy skfadowe tensora blonowego
yi; W postaci nastepujacej:

[N“ vaZIV“],

711 2Eh
I+y =
(2-7) Y12 = Va1 = "ZEh"alez,
yo2 = o N2 o1
Wielkosci MY opisane drugim wyrazeniem (2.5), po podstawieniu (2.6), przyjma postaé
C oA Eha* | v
M = T [ W+ ""sz]’
A - Eh(] — '
(2.8) Mi? = M1 = _7’2((14 3,
- Eh 1
M?*? = Po® [ 11+ 2W22]
Wprowadzony w (2.8) parametr o jest réwny
R —
(2.9) ©=1 5 V30—,
Tensory sit tnacych Q° napiszemy w oparciu o prace [3] w postaci
Eh
ot = - By oy,
(2.10
) 2 Eh 2( gpyi2
Q = '—E‘i' W.2+§h (HN )_‘.

Niezmiennik W wystépujacy w (2.10) jest sumg

.1y W = ghiwd,.

Przejscia do wspdtrzednych fizycznych, to znaczy odniesionych do bazy jednostkowej
dokonujemy za pomoca, wzoréw:

Ny = ]/g_{{N”, o' =1/ o,
14 14
3 _ _ g8 arin g 88%% it
(2.12) Mll = g” M > Miz = V g“ M ’
wo = ) guw', wy! = w3,
—J=]/§_[-E_Pi5 P3_1=P3’

(po ij nie sumowac). Symbol «]» oznacza wspolrzedna fizyczna.

-
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3. Rozwigzanie rownania rézniczkowego powlok walcowych

Roéwnanie rézniczkowe, rozwigzujace powloki walcowe dowolnie obciaZone i podparte
posiada ksztalt (por. [4]).

. a\? 2a {a\*
(3.1) gilgjjgkkW.kkjjii+4(7) whin = Eh (—a—) P
Wielkoéci o i W sa opisane wyrazeniami (2.9), (2.11), a dang funkcj¢ obciazefi P opisuje
zalezno$¢
(3.2) P = ag'g" Py +8" (P — P%) u—(1 +1) Py,
Rozwigzanie réwnania (3.1) mozemy przedstawi¢ jako sumg¢ zlozona z catki ogélnej
Ww? réwnania jednorodnego i catki szczegdlnej w* réwnania niejednorodnego,
(3.3) w? = wi+ws.

Calka szczegSlna w? jest rozwigzaniem stanu bezmomentowego i moze by¢ w prosty
sposéb wyznaczona w oparciu o pracg [1]. Catke ogéIng réwnania (3.1) moZna przedstawic
jako sume odpowiednio dobranego szeregu ztozonego z iloczynéw utworzonych z funkgji
hiperbolicznych i kolowych.

Sume takiego szeregu trygonometrycznego, hiperboliczno-kolowego, mozna zapisaé
w ujeciu tensorowym, co bedzie szczegblnie korzystne dla przeprowadzenia potrzebnych

obliczen.
Wprowadzmy nastepujace wielkoSci majgce charakter tensorowy ze wzgledu na su-

mowanie.
Argumenty funkcji trygonometrycznych:

hiperbolicznej

. 1
(3.4) 2k = a[a"i‘a +ﬂ"u2],
kolowej
1
(3.5 Zh =« [m'—lzl— +n’u2].
Funkcje trygonometryczne:
hiperboliczne
56) ', {sh dla i = 1
’ " lch dla i = 2;
pochodna funkcji H®
'(3 6) _ {ch dlai=1
' " Ish dla i = 2;
kotowe
sin dla j =1
3. J =
(3.7 K {cos dla j = 2;
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pochodna funkeji K¢

a7 0 cos dla j =1
) —sin dla j = 2.
Tensory trygonometryczne:
hiperboliczne
(3.8) A = H'zi
Ay = Hzly;
kotowe
(3.9) Bon = Kz
B} = Kz,

Calce ogdblnej réwnania (3.1) mozna nada¢ ksztait
(3.10) v = D) CiyA% Bl
m,n=1

Wskazniki k, /, i, j maja znaczenie tensorowe i przyjmuja wartosci 1, 2, natomiast m, n
sg liczbami naturalnymi i oznaczajag sumowanie nieskoriczone. Wielkoéci CJif; sa stalymi,
ktére moga by¢ wyznaczone z warunkéw brzegowych.

W wyrazeniu (3.10) nie znamy wielko$ci o i f, wiemy natomiast, ze sa one zwiazane
z m', n', lub odwrotnie. Mozemy je obliczyé w dwojaki sposéb: albo rozwiazujac odpo-
wiednie réwnanie algebraiczne ésmego stopnia uzyskane ze spelnienia tozsamo$ciowego
réwnania (3.1) po podstawieniu (3.10), albo tez prosciej wykorzystujac zwiazek sily N22
Z przemieszczeniem w>. Okazuje si¢ bowiem, ze calka ogdlna ]\A/ 22 moze by¢ obliczona z cze-
§ci jednorodnej réwnania (3.1), je$li w miejsce w* podstawimy ]\? 22, Mozliwos¢ taka uzys-
kamy, jesli cze$é jednorodng réwnania (3.1) odpowiednio zrézniczkujemy i utworzymy
sume, w ktérej wykorzystamy zwiazek (por. [3])

aEh
204

A "
(311) N22 = gUW,U.
A
Calka ogélna N?2 przyjmie wigc posta¢ wyrazenia (3.10) z dokladnoécia do stalej wynie-
sionej przed znak sumy. . ’
Suma (2.11) po wykorzystaniu (3.10) przyjmie postaé

o0
(3.12) W= D ChylDMal B+ E¥ Ak Bl
m,n=1

Wielkosci D¥ i E* sg réwne

D = (&, 2= ek 1) oy [ )~ (k)]
(3.13)

1
ki __ k 1 k ]
E —2[25,121(,1 +'—az ZH'zzx'z .
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Obliczajac odpowiednie pochodne z wyrazed (3.4).i (3.5) moZemy napisaé

2
DM = (%) [()? + (8" = (m')* = (n')?],
(3.14) ;
EM = 2(%) [o*m + B*n').
Przejdzmy teraz do obliczenia sumy

(3.15) W=2g'iw,.

Rézniczkujac wyrazenie (3.12) wzgledem odpowiednich zmiennych i wykorzystujac
wielkos$ci (3.13), otrzymamy

(3.16) W= 2 Co{L(DM)? — (E¥)?)Al%, Bl + 2 DM E¥ 4%, BIL).

m,n=1
- Podstawiajac (3.16) do (3.11) oraz doprowadzajac do tonamoscx z rozwigzaniem w ksztal-
cie (3.10) otrzymamy

Dkl — 0
oo
3.17 4 aEh '
( ) N22 = — 2a4 (E“) k“_,A:rll‘n—Bmlm
m,n 1

A
skad po uwzglednieniu (3.14) dojdziemy do) wyrazenia na sife N22:

2E/1

A
(3.18) N22 =

01t A Binn
n
m,n=1
oraz uzyskamy uklad réwnan, z ktérego wyznaczymy wielkosci o* i f*, mianowicie
(@ + (97— (m)? — (n)? = 0,
3.19) Kl pk (
akmt+ p*nt = e,

gdzie ¢ moze przybieraé wartosci +1.
Przyjmujac, dla uproszczenia zapisu w dalszych rozwazaniach, m' = m i n’ = n,
deZlemy mogli rozwigzanie ukfadu réwnan (3.19) podaé w postaci

ak’=6 _Tv,,__én 1+_L_.-l_—
* m?4n? ! m2(m2+n?) ’

(3.20) o
p = ek—”—+6,ml/1+—”2:1—,
m?+n? m2(m? +n?)
~ gdzie
(3.21) 8k_{+ldlak=l lé{+ldla1=l
—ldlak =2, —ldlal=2.

Jak wigc widzimy, wielkoéci tensorowe o¥, * dla rozwigzania ogélnego musza przyjaé
wartosci tensoréw o walencji 2, aby wyczerpaé wszystkie mozliwe rozwiazania, czyli
ok przejdzie w of!, a B* przejdzie w g*.
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W niektérych szczegdlnych przypadkach, na przyklad dla powloki zamknietej, uzy-
skamy prostsze rozwigzanie, jesli przyjmiemy f* = 0. Przyjecie takie prowadzi do zwiazku
miedzy wielko§ciami 7' i n. Przy tym zaloZeniu rozwiazanie ukiadu réwnan (3.19) daje

: 1 L4
of = Ekn]/?[l/l+n_“+l]’
1 4

Przyjmujac w wyrazeniach (3.22) n = 0, otrzymamy rozwigzanie dla powloki walcowej
obcigzonej osiowo-symetrycznie

(3.23) o =g, m=23.

3.22)

4, Zestawienie wynikow
4.1, Rozwiazanie ogélne. Argumenty funkcji trygonometrycznych:
. 4!
M =0 +/3“ Zk = o m— +nu?|.

Tensory trygonometryczne:

i

. ikl - i1
A;,’:,l, = H’Zk B;]"n szk)

gkl ikl n o ki
AR — HiZK B = KzL.

Catka ogélna

lp
= Z klxjA:r’:n

m,n=1
Catka poszukiwana
w3 = W+ w3,

4.2. Rozwigzanie szczegblne — powloka zamknieta. Argumenty funkcji trygonometrycznych:

; ul
2% = adk -
1
u
=« [m’— +nu2] .
a

Tensory trygonometrycz\ne:
A¥ = H'zy Bl = Kz,
A% = H'ZY, Bi' = Kz
Catka ogélna

A ik pil

W = Z:c;;”jA',, By.
n=

1

Catka poszukiwana

e —
wd = w3wd,
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Pesome

UHTEI'PAJI TP PEPEHLHMAJIIBHOTIO YPABHEHUS B UACTHBIX
ITPOM3BOJHBIX IJIsT HWJIMHIPMYECKHX OBOJIOYEK

B paGote npexncraBied HMHTerpan Ind@epeHUHaJbHOIO YPaBHEHHSI BOCBMOIO INOPSIKA, KOTOpOe
ABJISIETCS PA3PELUAIOUIMM YpaBHEHHEM IS LMIHHAPHYECKHX obosouex.

Peiwuenye nonyueiio B BUAe AIBYX HHTErPaJIOB: YaCTHOIO, OTBEUAIOLIEr0 6€3MOMEHTHOMY COCTOSTHHIO,
1 ofllero, OTBEUAIOLIEr0 MOMEHTHOMY COCTOSIHHIO. HalieHHBIH MHTErpan gaeT BO3MOIYKHOCTh pEIIATh
AHAJIMTHYECKH UHJIHHpHUECKIe OGOJIOUKH, paboTalolHe Ha H3rnd, NpH J1000H Harpy3Ke u JIoGpIX yCno-
BHAX OnMpaHHsl, UacTHBLIM CIYUaeM TPHBEIEIIHOTO PEILICHUS SBJAETCS PAacueT NMJMHIPHUECKHX 060-
JIOUEK, 3AMKHYThIX O BCEMY NEPHUMCTDY.

Summary

THE INTEGRAL OF A PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF CYLINDRICAL SHELLS

The paper shows the integral of the eighth-order partial differential equation solving the problem of
cylindrical shells. The solution obtained is composed of two integrals: the particular integral, equivalent
to the momentless work, and the general integral describing the moment work.

The integral derived solves the general equation of cylindrical shells working in moment state under
arbitrary loads and clamped at the edges.

The problem of closed cylindrical shells represents a particular case of the solution given above.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 maja 1975 r.
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ITERACYJNA METODA WYZNACZANIA CZESTOSCI DRGAN WEASNYCH I AMPLITUD
UKEADU O SKONCZONEJ LICZBIE STOPNI SWOBODY

BoHDAN KowALCZYK, TADEUSZ RATAJICZAK (GDANSK)
1. Uwagi ogolne

Jednym z najbardziej istotnych, a jednocze$nie pracochlonnych, zagadnien numerycznej
analizy drgan uktadéw liniowych o duzZej liczbie stopni swobody jest wyznaczanie czgsto$ci
drgan wlasnych i amplitud uktadu drgajacego.

Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie to sprowadza si¢ do wyznaczanla
wartosci wlasnych i wektoréw wiasnych macierzy uktadu.

Metody wyznaczania wartoéci wlasnych i wektoréow wiasnych macierzy mozna w za-
sadzie podzieli¢ na dwie grupy [5]: a) metody bezposrednie, b) metody iteracyjne.

Metody bezpo$rednie (dokladne) pozwalaja na znalezienie dokladnego rozwiagzania
po wykonaniu skonczonej liczby dziatan, przy czym liczba tych dziatan zalezy od rodzaju
metody obliczeniowej, a nie od zadanej dokladnosci rozwiazania.

Przy stosowaniu metod bezposrednich wyznaczamy wspdtczynniki tzw. wielomianu
charakterystycznego macierzy, a nastgpnie znajdujemy pierwiastki tego wielomianu.
Wektory wlasne wyznaczamy rozwiazujac uklady jednorodnych réwnan liniowych,
Wwyznaczone przez macierz wspolczynnikéw i kazda warto$¢ wlasna [4].

Metody bezposrednie, praktycznie biorac, nadaja si¢ do rozpatrywania ukladdw
0 malej liczbie stopni swobody.

Przy badaniu ukladéw o duzej liczbie stopni swobody stosujemy z reguly metody
iteracyjre [5].

W iteracyjnych metodach wyznaczania warto$ci wlasnych i wektoréw wilasnych za
poczatkowe przybliZenie rozwigzania przyjmujemy pewien parametr pt® (wektor wlasny
lub warto§é wlasna) i wedtug okre$lonego schematu tworzymy ciag p®?, p®, ..., p™, ...
tak, aby wielko$¢ pt"*1 lepiej aproksymowata szukane rozwigzanie od wielkosci pt™.

Wynika stad, Ze w metodach iteracyjnych liczba wykonywanych dziatan zalezy od
wymaganej doktadnosci rozwigzania.

Przedstawiona w niniejszym opracowaniu metoda iteracyjnego wyznaczania wartosci
wlasnych i wektoréw wlasnych moze znalez¢ zastosowanie np. w metodzie odksztatcalnych
elementéw skonczonych, metodzie hybrydowej (jednoczesnego zastosowania sztywnych
i odksztatcalnych elementéw skonczonych) oraz w metodzie sztywnych elementéw skon-
czonych w przypadku, gdy osie ukladu odniesienia, w kierunku ktérych odmierzane sa
wspdlrzedne uogdinione, nie pokrywaja si¢ z gléwnymi osiami bezwiadnosci SES [2, 3, 6,
7, 8]. :



238 B. KowaLczyk, T. RATAICZAK

Omawiana metoda jest metodq ogélna w tym sensie, Ze nie stawiamy mnych zaloZen
odnosnie macierzy sztywnosci K i macierzy bezwladnoéci M jak tylko takich, aby macierze
te byly symetryczne i dodatnio okre§lone (co wynika z zalozen fizycznych).

Jak wiadomo [1], drgania swobodne zachowawczego ukiadu holonomicznego i sklero-
nomicznego o n stopniach swobody mozna opisaé za pomoca réwnai Lagrange’a drugiego
rodzaju

)

d(aT) o v _

ar\ ey )" a " o
i=12,...,n
W réwnaniach tych oznaczono:
1 uogdlniona wspdirzedna,
G pochodna wzglgdem czasu uogdlnionej wspdirzednej,
T energia kinetyczna ukiadu dana wzorem

(2 =7 2 Z mu‘h‘l}

i=1 Jj=1
" lub
P
3) T =™,
gdzie
(4) ‘:i = Co‘(él > 52)_"-’ én))
My, My, ... My,
(5) M — "hZI ’;'22 s ’;’2"

My Mpy ooo My,

Macierz symetryczng M nazywamy macierza bezwladno$ci ukiadu. ¥V — energia potencja-
Ina ukiadu dana wzorem

1O s L
© EEDIWN T
i=1 je=1

lub

o V= o-i"Ki,

gdzie

@®) § = col(@i@zs s n)s
[ Ky kyp oo kum |

© | e Faa |

! _ __knl kn2 kml._
Macierz symetryczng K nazywamy macierza sztywnosci ukladu.
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Mozna wykazaé [1], ze obie macierze M i K s macierzami okre§lonymi dodatnio.

Poniewaz
oT oT ~ d [ oT ~ o 5]
—e=0, ——= sy |- = , ——=Kaq,
10 % 5=V % ) &
wigc podstawiajac zwiazki (10) do (1) otrzymujemy
an M{+Kq = 0.

Rozwigzan szczegblnych ukladu (11) szukaé bedziemy w postaci

0 q:
(12) q= (7:2 = ({2 sin(w?+ @) = gsin(w! + ).
il Lo
Po zréZniézkowaniu (12)
a1 a1 |
(13) q= ‘{2 = —w? ({2 sin(w!+ @) = —w?qsin{w?+ ¢)
4 4.

i podstawieniu (13) do (11) otrzymujemy:

(14) Mg+Kg = K—w?M)j = 0

lub, poniewaz ostatnia réwno$¢ powinna zachodzi¢ dla kazdego ¢, to zwigzek (14) mozemy
napisaé w postaci

(15) (K—a2M)q = 0
lub
(16) Kq = v®Mgq.

2. Sprowadzenie réwnania (16) do postaci standardowej

Zgodnie z twierdzeniem BANACHIEWICZA symetryczne macierze K oraz M mozna przed-
stgwié w postaci
) K = HTH,,
(18) M = GIG,,
gdzie macierze H, i G, sa gérnymi macierzami tréjkatnymi.

Podstawiajac (17) i (18) do zwiazku (16) mamy
19 | HIHq=0G[Gq
Iub

H,q = o*(H])"'GTG,q,
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wzglednie

(20) Hq = 0*(H{ )" G{Gq.

Oznaczmy

@21 - x=Hq,

stad

(22) q = Hi'x.
Podstawiajac (21) i (22) do zwiazku (20) otrzymujemy

(23) x = w?(G,HTHT(G,HHx.
Oznaczmy '

(249 A = (GH{)"(GHY).
Ze zwigzkéw (23) i (24) mamy

(25) X = w?Ax

lub

(26) Ax = 7x,

gdzie

@7 2= af—z

3. Algorytm metody iteracyinej

W zagadnieniu (26) szukamy x oraz A. Poniewaz: macierz A jest kwadratowa macie-
rza rzeczywista stopnia n; A = AT; macierz A jest macierzg dodatnio okre$lona, to wy-
nika stad, ze wszystkie warto$ci wlasne macierzy A sg rzeczywiste i dodatnie.

Oznaczmy te warto$ci wlasne przez A;(i = 1,2, ..., n) i niech

(28) Ay > Ay > 2> 0.
Oznaczmy
29 G,H;' = B.

Macierz A na podstawie (24) i (29) mozemy przedstawi¢ w postaci
(30) A = B"B,
gdzie B jest gérna macierza tréjkatna. .
Macierze B"B oraz BB” maja te same warto$ci wiasne. Ze wzgledu na symetri¢ macierzy
B™B i BB te warto§ci whasne sa rzeczywiste, za§ ze wzgledu na dodatnig okre§lono$é

macierzy A sg one dodatnie.
Oznaczmy wartosct wlasne macierzy B'B (lub BB7) przez -

3D ' ‘ ki, k3, K3, .. k.
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Mamy wiec
(32) B'Bu; = kw; (i ='1,2,...,n).
Okreslmy dla wszystkich k# (i =1, 2, ..., n) i odpowiadajacym tym wartos’cioﬁ
wlasnym ortonormalnym wektorom w; nowe wektory q; przy pomocy zaleznosci
(33) By =kiqy (i=12,..,n).
Mnozgc lewostronnie zwiazek (33) przez B' mamy
(34) B™Bu, = k;BTq;, (i=1,2,...,n)

lub na podstawie (32)
kBTq = kv, (=1,2,..,n),

stad
(35) Biq;=kwy, (=12,..,n).
Mnozac lewostronnie zwigzek (35) przez macierz B mamy
(36) BBYq; = k;Bw, (i=1,2,...,n).
Podstawiajac (33) do (36) otrzymujemy
37 BBYq, = kiqq (i=1,2,...,n).
Ostatni zwigzek §wiadczy, 2e zdefiniowane zwiazkiem (33) wektory qi(i = 1,2, ..., n)

sa wektorami wlasnymi macierzy BBT.
Wektory q, tworza ukfad ortonormalny wektoréw.
Istotnie, dla dwéch liczb k; # k; mamy na podstawie (32) i (33)
kik;qfq; = uf B"Bu;,
(38) kik,afq; = vl kpu;,
ki‘liTQJ = kjuiTuj-
Stad, ze wzgledu na ortonormalno$¢ wektoréw w;, mamy:

_ 0 dla i #j,
(39) 49, _{ 1 dla i=.
Otrzymali§my wiec dwa uktady wektoréw, z ktérych kazdy sklada sie z n ortonormal-
nych wektoréw w, oraz q; (i =1,2,...,n).
Utwérzmy dwie macierze U oraz Q, ktérych kolumnami sa odpowiednio wektory
u; orazq;: '
“0) U= [u,uy, ..., u,],

Q = [qli q25 tery qn]
Za pomocg macierzy Ui Q oraz macierzy diagonalnej

1k, 0 0 ... 0]
0 £, 0 ... 0
41) K=]|0 0 k3 ... O
[0 0 0 ... k.l
mozemy zwiazki (33) i (35) przedstawié w notacji macierzowej:
42) BU = QK,
43) \ , BTQ = UK.

4 Mechanika Teoretyczna
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Utwdrzmy nastepujacy ciag macierzy:

14 B =Q,T,,
“9 B7Q, = UjR,,
BU1 = Qsz,

T —

(45) B Q2 .UZRZ’
BU,_, = Q,T,,
o S U
p = VYptps

gdzie Q; oraz U, sa macierzami ortogonalnymi, za§ T, oraz R; sg gérnymi macierzami
tréjkatnymi o dodatnich elementach diagonalnych.

Rozklad podany w zwigzkach (44)—(46) jest zawsze mozliwy, gdyz lewe strony tych
zwigzkow sg (na kazdym kroku iteracyjnym) znanymi macierzami, za$ wiadomo, ze kazda
rzeczywista, dodatnio okre§lona macierz moze by¢ przedstawiona jednoznacznie w postaci
iloczynu macierzy ortogonalnej i gérnej macierzy tréjkatnej o dodatnich elementach
diagonalnych.

W dalszej czedci pracy wykazemy, Ze jezeli p » oo, to U, -» U,Q, » Q, T,, R, » K
oraz ‘

BU = QK,

BTQ = UK, .
gdzie elementy diagonalne k;(f = 1, 2, ..., n) macierzy K = diag {k,, k, ..., k,} sa pier-
wiastkami kwadratowymi warto§ci wlasnych A, (i = 1, 2, ..., n) macierzy B'B lub ma-
cierzy BBT, za$ kolumny macierzy U oraz Q sa wektorami wlasnymi macierzy B'B i ma-
cierzy BBT,

4. Metodyka obliczen w przypadku kolejnego wyznaczania wartosci wlasnych i wektoréw wlasnych

4.1, Oznaczenia.

U, otrzymana przy p-tej

(Ph)
u“’")} i-ta kolumna (wektor) macierzy iteracji A-tej wartodci
! wlasnej macierzy A,
Q,
P C, otrzymana przy p-tej
fl(Ph)} i-ta kolumna (wektor) macierzy iteracji A-tej wartodci
b wlasnej A,
FP
. h
s{™ | wektory pomocnicze dla wyzna- {‘If”
g® | czania wektoréw uP
1§ elementy gérnych macierzy {Tp)
ri? [ tréjkatnych R,,

e™ = col{0,0,...,0,1,0,...0} wektor kolumnowy, w ktérym jedynka wystgpuje na miejscu
h — tym.
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4.2, Wzory.

4.2.1. cP-Li = BuP-4M (1 i< h<n).
j—1

422, s = cPTIR D gOsED (1< < h<n).
i=1

423, 4P =1/ (s, sy, (1 <i<h<n).

S§p")

4.24. g = > (I<igh<n).
i

(c(_P—l.h) s;ph))
4.2.5. 7);5"’)=WT, (1 <j<h<n! I<j)s
1 » 9

W =1, o =0, gdy I > .
4.2.6. 1P = dwn, (i=1,2,..,n).
42.7. b =ofPdh,  (j=1,2,..,n, <))
4.2.8. f-1:b = BTqP»,  (1<i<h<n).
j=1

420, g =1PTEP— ) WVEP, (1 <i<h<n).
I=1

42.10. 4o = yY@E"™, g™y, (1 <i<h<n).

"gph)
4211w =B . (<i<h<n)
e

(02, 70)
4212 Wi = S gy

gdy 1> j.

I<<j<shsn 1<),
wiem = . wEh =
Ji > Vi ’

42.13. 0 =4d%P, (i=1,2,..,n).

4214, rgP = wEdP,  (j=1,2,..;i <))

4.3. Przypadki szczegélne.

+ 4.3.1. Przy wyznaczaniu warto§ci wilasnej 1, jako wektor poczatkowy obieramy e®
tzn, ufPP = e®, 4
4.3.2. Jezeli p - o, to uPM > w,, ¢PP > q,, 1577 > ky, 5P > 0 (i <)), rP - k,,
rif™ - 0 (i <j), gdzie k, jest pierwiastkiem kwadratowym z A, — warto$ci wlasnej
macierzy BB i BB”, za$§ u, jest wektorem wlasnym macierzy BTB, g, — wektorem
wlasnym macierzy BB” odpowiadajacym wartoéci wlasnej 2.

4*
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4.3.3. Przy iteracji i-tej wartoéci wlasnej przyjmujemy:

ufP = ufP?» = . = w0 =P (i=1,2,..., h=-1),
SPD = gPD = | = g i-D = gl (i=1,2,..,h=1).
(P = 1P = =D = (= 1,2, .., k=),
1P = (D = =D =y <) j=1,2, ..., h=1),
diPY = diF» = | =d@Ph=D =40 (= 1,2, ..., h=1),
PO =g = . =g "V =qg", (i=1,2,..,h=1),
gy = PV = | =g h=D =g (j= 1,2 .., h—1),
FPY = pP2) = | = @D i=1,2,...,h=10),
AP0 = dPD = . = d@h=D — o (= 1,2, ..., h—1).

5. Dowdd zbiezno$ci metody iteracyjnej

Z pierwszego réwnania w zwiazku (46) mamy

“n T, =Q;'BU,_,, (U, =E),
z drugiego réwnania w zwiazku (46)
(48) R, = U, 'B7Q,.

5.1 Wykazemy indukcyjnie, Ze stuszny jest wzdr
(49) (R, T,)(R,_,T,_ ) ... (R,T)(R,T,) = Uy (BTBY.
Sprawdzamy shiszno$§¢ wzoru (49) dla p = 1.
R,T, = Ur'B7Q,Q7'BU, = U;'B"B.
Zaktadamy, ze wzdr (49) jest stuszny dla liczby naturalnej r > 1, tzn.
(50) (R, TR, T,_,) ... (R,T,) (R, T,) = U *(B"BY.
Teza.  Wzor (49) jest stuszny dla liczby naturalnej r+ 1, tzn.
D R4 Trp DR, T)) ... (R, T)(R, Ty) = Uz (BTB)+1.
Dowéd. Z (47), (48) i (50) mamy:
(52) (R, T, )U;(B"B) = U}, BTQ,,, Q;}, BU, U ! (B"B) =
= U7 (B"B)(B™B) = U (B'B) .

A wigc na podstawie zasady indukcji matematycznej stwierdzamy, Ze wzdr jest stuszny
dla kazdej liczby naturalnej p > 1.

5.2. Oznaczmy
(53) S®» =R, T,, (»r=12,..).
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Poniewaz R, i T, sg gérnymi macierzami tréjkatnymi, wiec i macierz S® jest gérna
macierza tréjkatna.

Uzywajac oznaczen (53) mozemy zapisaé zwigzek (49) w postaci
(54) Sge-H SIS = U, (B"B)?

lub oznaczajac
SMSP-D [ SBSD = ¢,

(55) U;l(BTB)p — o_p,
to znaczy
(56) (B"B)” = U,0,.

W zwiazku (56) macierz U, jest macierza ortogonalng za§ macierz &, gérna macierza
tréjkatna.
Zwiazek (56), na podstawie (30), mozemy zapisa¢ w postaci

(57) A’ = U,o,.

Ze wzgledu na fakt, iz wszystkie wartosci wlasne macierzy A sz rézne — macierz ta
ma tylko liniowe dzielniki elementarne —a wigc istnieje takie przeksztalcenie przez
podobienstwo, Ze

(58) AP = Xdiag {1}, 2%, ..., A2} X~
Oznaczmy
(59) diag{i;, 43, ..., 4} = D,
(60) . X = CH,
gdzie C jest macierza ortogonalng, za$§ H — gdrna tréjkatna,
©1) X-''= LW,
gdzie L jest macierza dolna tréjkatng o elementach /; = 1, za§ W — macierza gérna
tréjkatna.
Ze zwiazku (58), na podstawie (59), (60) i (61), mamy
AP = CHD’LW
tub
(62) A? = CH(D’LD"}D’W.

Jest jasne, ze macierz
(63) G = D’LD™’

jest macierzq doina tréjkatng o clementach:
gl'l=15 i=l:27"'7n’

A

64 .
(64 g,.jzz,.j(_'), da (>, i=2,..n

4j
Macierz G mozemy wiec zapisaé w postaci

(65) ‘ G = E+F,,
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gdzie macierz F, jest macierza istotnie dolng trdéjkatna i taka, Ze

(66) limF, = 0,

p—co
gdyz na podstawie (43)
(67) }Ln;(-fj)p= Odlai>j, i=23,..,n
Ze zwiazku (62) mamy na podstawie (63) i (65)
A? = CH(E+F,)D’W = C(H+HF,)D’W = C(E+HF,H™')HD*W

lub

(68) A? = C(E+Z,)HD*W,
gdzie

(69) Z,=HF,H™';
oraz na podstawie (66)

(70) limZ, = 0.

p—rw©
Macierz E+Z, przedstawmy w postaci
(71) E+Z, = C,H,,

gdzie é, jest macierza ortogonalng, za$ ﬁp— macierza gorng tréjkatna.
Na podstawie (70) i (71) mamy:

(72) limC, = E,
D0
(73) limH, = E.
P>
Ze zwiazkéw (68) 1 (71) mamy:
(74) A? = (CC,)(H,HD*W).

Macierz Cép jest macierza ortogonalng, macierz fI,,HD"W jest macierza gorna tréj-
katna. )

Poniewaz rozkiad macierzy AP na iloczyn macierzy ortogonainej i macierzy gornej
tréjkatnej jest jednoznaczny, wigc na podstawie (57) mamy:

(75) cC, = 0,
(76) _ H,HD*W = a,.
Ze zwiazkow (75) i (72) mamy
(77) limU, = C.
p—>0

Wniosek 1. Przy p — oo istnieje skoficzona granica ciagu macierzy {U,}.
Ze zwigzku (49) mamy

(78) (R,T )R-y Tpy) ... (RT,)(R,T;) = U A2
oraz
79) Ry Tpoy) ... (R,TLH(R,Ty) = Uzt APL,
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Stad z (78) i (79) wynika, Ze _
(R,T)U; L AP-! = U7 'A?

Tub

' (R,T)U;!, = U; A,
to znaczy
(80) U;'AU,_, = R,T,.

Wniosek 2. W granicy, przy p - o macierz R, T, jest ortogonalnie podobna do
macierzy A. -
Ze wzordow (47) i (48) mamy

T;RZ =U;_, BTQPQ;BUP’

a wiec

81 T,R; = U;_,B"BU,, )
to znaczy l
(82) ) TIR, = U}_,AU,

lub

(83) (R, T,)" = U]_,AU,.

Gdy p—

(84) (RT)" = UTAU.

Wniosek 3. W granicy, przy p — oo macierz (R,T,)" jest ortogonalnie podobna do
macierzy A.
Ze zwiazku (53) mamy, Ze

(85) R, T, = S,
gdzie
TS SR s s T
SR B SR s

(86) S? =

Na podstawie wnioskéw 2 i 3 mamy:

87 Sp[(RT)"RT] = SpA? = A3+ 23+ ... +A%
Z drugiej strony
(88)  SPIR,T)TR,T, = D 591 = D s+ D PP

1<) i=1 i<y
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Wniosek 4. Poniewazprzy p — o0

A
A -
22[#??-»A%+2%+.” + 22,
=1

(89)

to wszystkie naddiagonalne elementy macierzy S, a tym samym i macierzy R, oraz
T, daza do zera.
Ze zwiazkow (47) i (48) mamy:

TPRP = Q;IBUP—LU;lBTQP
lub
(90) T,R, = Q;lBBTQP.

Na podstawic wniosku 4 macierz R, i T, przy p — oo sa macierzami diagonalnymi.

Poniewaz na podstawie (84) istnieje lim (R, T,)", wigc przy p — oo istnieje réwniez
P>

skoniczona granica iloczynu T,R,,.

Wniosek 5. Przy p — oo istnigje skonczona granica ciagu {Q,} [wynika to z (90)].

Wniosek 6. Na podstawie wniosku 11 wniosku 5 oraz zwigzkéw (47) i (48) wynika,
ze przy p — oo istniejg granice ciggéw macierzy {T,} oraz {R,}.

Ze zwiazkow (46) 1 (47) oraz (42) i (43) wynika, ze

IimT, = imR, = K,
P00 P
gdzie macierz. K dana jest wzorem (41).

Algorytm obliczania czestoéci drgan wlasnych 1 amplitud ukiadu, opisany w rozdzia-
tach 2 i 3, zostal zaprogramowany w jezyku FORTRAN 1V (patrz rozdziat 7) i wytesto-
wany na elektronicznej maszynie cyfrowej ICL-System 4.

Dla umieszczenia wszystkich tablic (macierze i wektory) niezbednych dla realizacji
algorytmu program wymaga 2n*+n+ 1150 komérek pamigci operacyjnej i 0,5 n(n+1)
komorek na dysku roboczym. Instrukcje programowe w EMC ICL-System 4 zajmuja
okoto 90 000 komodrek pamigci operacyjne;j.

Podang w pracy metoda numeryczna obliczamy jednocze$nie pierwiastki kwadratowe
wartosci wiasnych i wektory wiasne (czestosci drgan wlasnych i amplitudy ukladu) za-
gadnienia (16). Z tego wzgledu jest ona bardziej ogdlna i znacznie szybszg od najczesciej
stosowanych w praktyce metod QR i LR, przy pomocy ktérych wyznaczamy tylko warto$ci
wlasne (kwadraty czestosct wiasnych).

6. Nowa metoda odwracania macierzy tréjkatnych

Z rozdzialu 2 niniejszego opracowania wynika, Zze aby zwiazek (16) doprowadzi¢ do
postaci standardowej Ax = Ax nalezy macierze K oraz M przedstawi¢ w postaci (17),
a nastepnie (zwiazek (24)) znalez¢ macierz odwrotna do goérnej macierzy trojkatnej.

PoniZej przedstawimy nowa metode wyznaczania macierzy odwrotnej do gornej
macierzy tréjkatnej, metode oparta na pojeciu macierzy istotnie gdrnej trdjkatne;.
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Macierz M nazywamy macierzq istotnie gérna tréjkatna, jezeli jest ona postaci:

©1) M =

Mozna wykazaé, ze macierz M jest macierza nilpotentna, to znaczy

(92)

0 my, myz myg .. m .., m

0 0 Maz Mag ... By oy Ny

0 0 0 Plyg ... My, Ny

0 0 0 0 0 Mp_ 1y n
0 0 0 0 0 0

M =0, gdy r>=n

Wykazemy nastepujgce twierdzenie:
jezeli M jest macierza istotnie gorng tréjkatna to

(93) [D+M]"! = [E- P + P2—P>+ .. +(=1)~!P-D"L
gdzie
(94) D = diag{d,, d», ...,d,}, di#0 (i=12,..

(©5)

P=D"'M.

Do w6d. Oznaczamy przez G nastgpujaca macierz

(96)

G = [D+M~!]D.

Prawa strong zwigzku (96) mozna przedstawi¢ w postaci

7 G = [D+M7][D']"" = (D7 D+M]}™* = [E+ D 'M]™*

lub na podstawie zwigzku (95)

(98)

G = [E+P]7L

249.

Ze zwiazku (95) jest oczywiste, iz macierz P jest réwniez macierzg istotnie gérna.

tréjkatng, a wiec
(99)

Z latwodcia mozZna si¢ przekonad, iz zachodzi nastgpujgca tozsamo$¢:

(100) (E+P)[E-P+P?—-P*+ ... +(—1)'"'P" ] = E+(-1)"P" =E,

gdyz P" = 0.

Pr=40, gdy r>=n

Ze zwiazku (100) mamy wigc:

(101) (E+P)~! = E=P+P2—P>4 ... 4 (= 1)yt P!

lub na podstawie (97)

(102) [E+D™'M]™ = E—P+P>—P3+ ... 4+ (=1)! Pr-1,

Mnozac zwigzek (102) prawostronnie przez macierz D™! otrzymujemy wzér (93).
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7. Schemat blokowy programu UZOWW

Nizej zamieszczamy ogdélny schemat blokowy programu UZOWW, ktdry realizuje
algorytm opisanej metody.
W schemacie blokowym uzyto nastgpujacych dodatkowych oznaczen.

n
&

stopien macierzy sztywnos$ci K i bezwladnosci M,

dana liczba rzeczywista, wystgpujaca w nieréwnoéci (¥) — patrz schemat blokowy
programu UZOWW — stanowiaca kryterium zakonczenia cyklu iteracyjnego,
macierze gorne trdjkatne,

macierze B-ortonormalne,

macierze gorne tréjkatne,

elementy macierzy T (k=1,2,...,n—1; j=k+1,...,n).

—

WYKONA] mnozenie
8u

OBLICZ macierze §,7)
ze zwigzku BU=QT

[

WYKONA] mnoZenie
8q

START

WCZYTA] z kart
n, €

WCZYTA] 7 kart
macierz
sztywnosci K

WrKONA] 71'? 0zKtAD 0BLICZ macierze U, R
K-HH ze zwigzku B'Q=UR
0DWROC E—Lv
macierz H 2., 2: "fj< .

kol jak+)

N

ZAPISZ na dysku
macierz H'
WCZYTAT 7 dysku
macierz H'

WCZYTA] z kart
macierz
bezwlednosci M

mnozenie
;

WYKONA]
H™ U

WYKONA] ROZKLAD
M=6"¢

0BLICZ 1'loczyn
B=GH

S —

UTWORZ w pamieci
operacyjnej macierz
Jjednostkowq U

L

DRUKU] czestosct
drgan wlasnych
{ formy drgan

wtasnych

Rys. 1
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Peswme

WUTEPALIMOHHBIN METO[ BBIUMCIIEHWS COBCTBEHHBIX KOJEBAHMI
U AMIUIMTY ] CHCTEMbI C KOHEUHBIM UUCJIIOM CTEINEHEN CBOBO/bI

B pafote npenacraB/ieH HOBLIH HMTEPALMOUHBIR METOA pacyeTa WacTOT H aMIIMTYA COGCTBEHHBIX
KONeGaHMI 1A CHCTEM C KOHECUYHBIM UHMCJIOM CTENEHeld CBOGOMABI.

MarpuuHoe ypaBHeHHE ﬁq = wzl\~/lq (monyueHHoe uX ypaBHeHust JarpaH>ka BTOPOTO pOAa) Ipe-
ofpasyeTcst K craHmapTHomy BuAy Ax = Ax. Mcxonst mus pacnpepenenusi Banaxesuua ansi MaTpHubl A
CTPOUTCA TOC/IEJOBATENIBHOCTS MATPHUL(, 3JIEMEHTAMH KOTOPOH SIBJISIIOTCS NMPOH3BEAEHHUS OPTOrOHAbHbIX
H BEPXHETPEYTOJILHBIX MATPHLL. [{0Ka3aHo, UTO NpeAenom TaKoi NoCseI0BaATEILHOCTH ABNAETCS IPOH3Be-
AeHye OPTOrOHANBHON ¥ AMArOHANLHOM MaTpHL. CTONGIEI OPTOTOHANLHOM MATPULILI ABNSAIOTCA HCKOMBI-
MH aMIUTUTYOaMH, 2 9JIEMEHTBI JMATOHAJTBHOM — YACTOTAMM COBCTBEHHBIX KONEGAHMIl CHCTEMBI.

IIpeanaraemplit METOA MOYKHO NPHUMEHHTH JUIST PaCueTa peabHbIX KOHCTPYKLUHMIA B COUETaHHH C Me-
ToJamy JepOpPMUPYEMBIX, YKECTKHX MJHM CHOPDHAOHBLIX KOHEUHBbIX 3/IEMEHTOB. PellleHMe TaKkMx 3anad
BO3MOYKHO JTHIUB € MOMOLLBIO 3JIEKTPOHHBIX BHIUHCIIHTENGHBIX MaliH. B paGoTe npHBeden TaioKe HOBbII
MEeTOJI O0pAllleHNA TPEYTOIHHBIX MATPUL, KOTOPBIH 06JIeryaeT NpUBeaeHHE HCXOQHOM 3a1auM K CTaHOapT-
HOMYy BHAY.

Summary

AN ITERATIVE METHOD TO DETERMINE NATURAL FREQUENCIES AND MODES OF
A MULTIDEGREE-OF-FREEDOM SYSTEM

The paper presents a new iterative method to determine the natural frequencies and modes of a mul-
tidegree-of-freedom system. The matrix equation Kq = wzl\N/Iq (obtained from the second form Lagrange
equation) is transformed to the standard form Ax = Ax. Applying the Banachiewicz decomposition to the
A-matrix, a series of matrices is generated. Every element of this series is represented as a product of two
matrices: an orthogonal matrix and an upper triangular matrix. 1t is proved in the paper that the limit
of the series’is a product of orthogonal and diagonal matrices. The columns of the orthogonal matrix are
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the natural modes, and the non-zero elements of the diagonal matrix are the natural frequencies of the
system. This method can be applied to calculate vibrations of structures by means of the fipite element
method, the rigid finite element method or the hybrid method. The method presented is a computer —
oriented one. A new method of inverting triangular matrices is also presented; this method makes the
transformation of equations to the standard form casy.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 16 mmaja 1975 r.
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ZASTOSOWANIE METODY MACIERZY PRZENIESIENIA W OBLICZENIU DRGAN WEASNYCH
UKEADU BELKOWO-LINOWEGO

FRANCISZEK JAR Z Y NSK 1, NGUYEN VAN TINH (P0OzNAN)

Wstep

Metoda macierzy przeniesienia jest znana i byla dotychczas stosowana w zagadnieniach
statycznych i dynamicznych obliczenia belek, ram i kratownic [1, 2, 3]. W artykule ni-
niniejszym omdéwiono obliczenie drgan wlasnych ukiadu belkowo-linowego przy zalozeniu

stalej sztywnosci belki na zginanie.
W zakonczeniu podano przykiad liczbowy. Wyniki otrzymane sa zbiezne z wynikami

uzyskanymi z wzorow podanych w [4].

1. Przypadek belki

Rozpatrzmy ukiad belkowo-linowy (rys. 1). Dzielac belke na przesta i wezly oraz
zakladajac, ze masy ukladu sg zaczepione tylko w wezlach 1,2,..., n (rys. 2), na mocy
[1] dla przesta i—1, { mamy (rys. 3):

A a
EJ-const 8

Rys. 1

v—b
*—r
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SWE = — WP tagh+ o Mp Ty
- =1 2E T 6EJ v
2
' L— P
(D @i of_i+ EJ M + - 2E] T,
ML = MI_, +a TE,,
TIL= TF,
oraz dla wezla i (rys. 4)
WP = wt,
@ | ol = or,
MP = MF,
T‘P = T,'L—’n,'wz W,+P1(W)
TL'L P (W)

- WZW
m; w*W;

Rys. 4

Roéwnania (1) i (2) mozemy zapisaé w postaci

_Wi_%.i.l’ +aM”7+aT,1
e T a TP TR GEJ
L _ aMf_,  a&’TL,
vi= e R
3 L 27p
aM; _ aMfl_, + a*Tt
EJ EJ EJ
aTt _ aTf ,
EJ EJ
oraz
W, a* a2
4 — — -5 Tt
) EJT[, —myo? gy PO+ g
Na podstawie réwnan (3) i (4) napiszemy réwnania réwnowagi prz¢sta i wezta w spos6b
nastepujacy:
T T | ST
—w 1 = —w
w | > 6 w
_ 1. _
@ 010510 @ —
(5) _ = . alb =FZ_,,
M 001 1 M
T 000 1 T
I v L 0 | | S T
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—Ww 1000 —-wt
? 0100 P
(6) M | ={ 0010 M albo Z? = K,Zf,
T z001m.|l T
1 i 0 T_ 1 i
w ktérych:
TV oo M=mMl, F=2T B=%p, G=morl,
EJ EJ

a EJ EJ

F, jest macierza przesta, K, — macierza wezla, w — czestoécia drgari wlasnych ukladu,
m; = pa; p — masg jednostki dtugosci uktadu, P, — silg, pochodzaca od kabla, dziatajaca
na wezet i belki.

Analogicznie moZemy napisa¢ réwnania dla innych weziéw i przgset. W taki sposéb
otrzymamy zalezno$¢ miedzy Z* (dla punktu 4)i Z} +1 (dla punktu B)

\

@® Zr, = UZ}
gdzie
©) U =F,;,K,F, ... F,K,F,.

Obliczajac iloczyn macierzy (9) mozemy pomingé¢ kolumny 1 i 3 macierzy F, poniewaz
W, = M, = 0. Otrzymamy wéwczas ’

Uy, Uy, (Ul pFutap,+ o +utap, [ @ —-W

Uy Upp (WS, prFudapa+ ... +ukp, z o
(10) Uyy Uz |UN P+ UK pa+ . + 1%, pn 1 Jo = M Uy # uji; u,-"} #* u}",-

Ugy Usaz }ﬁlj)dyi‘zﬁz + .. +U3nDn i

0 1 i L 1 ntl
albo
2 Nl R
o 1 . 1 1
gdzie
P = Col {P,(w), P,(W), ..., B,(w)},

(12) U = U®,2),

Macierze U _1 U* sq funkcjami czgsto$ci i zalezq od parametréw geometrycznych belki.
Poniewaz Mg = Wy = 0, ze wzoru (11) otrzymujemy
(13) ﬁ1320‘*'6’1“3F =0,
gdzie ,
— Uy Up2 uTx vo UL g Ule
R P R e

% . *
Uz ... u3’,|_1 Uy
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2. Przypadek liny

Stosujac ten sam tok postgpowania, co w pracy [5], znajdujemy
(14) P = AW,

gdzie W = Col {W, W,, ..., W,} jest wektorem ugig¢ weztéw liny i réwnoczesnie weztéw
belki. Macierz A jest macierzg kwadratowa, symetryczna i okres§long rownaniem

_ H, = GAf?E.F _
A= P e ©
w ktérym
T"; | 111
_ N - . 11 ...
B = —1 2 —1 c =
11 .1

EF, — sztywnos$¢ liny,

16 f2
e=1+57
gl? : : :
H, = 8—f—p021oma skiladowa naciggu statycznego liny,

g — cigzar jednostki diugosci uktadu.
Te same réwnanie (14) mozna zapisaé w postaci

(16) Zp-2 Al

Z réwnania (7) i (16) mamy

(17) P=AW,
gdzie

, e
18 . = — .
(18) A EJA

3. Macierz wspélczynnikow wplywowych

Wyznaczamy Z, jako funkcje wektora sit nastgpujaco:

(19) Z, = [§]= a(Q-P),
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gdzie Q jest wektorem sit bezwladnosci okresSlonym wzorem
(20) Q = MW,

a = a(2, n) jest macierza wplywowa miedzy Z, i sitami P, Q, «,; oznacza kat nachylenia
przekroju w punkcie 4 pod dziataniem sity jednostkowej w punkcie i belki, «,; oznacza
reakcj¢ w punkcie 4, gdy sita jednostkowa dziata na punkt i belki.

*
a;

Frel

., B
20 .
L=(n+f)a T

T

/KI/M

T\“t e
.

7;1[ H

Rys. 5

Rozpatrzmy belke 4B o statym przekroju (rys. 5). Korzystajac ze statycznych rownan
fatwo znajdujemy

at@L—ap)(L—ap)

Oy = — >

6LEJ
@) .

21 L )
Podstawiajac

L=an+l), at=ia
- do (21) otrzymamy

a® i[2n+2—i)(n+1-1i)]

%= T 57

EJ 6(n+1) ?
(22) |
n+l—i ,
(1'2[=—n_|'_1—, (l= l,2,...,n).
Na podstawie (17), (18), (19), (20) oraz (22) tatwo zauwazyé, Ze
(23) Z, = %4(Q-P) = a@W—AW)

5 Mechanika Teoretyczna
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gdzie
aS
4= g M
— if@n+2-=Dn+1-1)
24 = e em T 1=l
( ) o’ll 6(n+ l) >
o _n+ 1—i
o = Oaj n+1
Po podstawieniu (17), (23) do (13) znajdujemy
(25) U, s [a(@W—AW)]+U* AW = 0.
Po pomnozeniu lewostronnie (25) przez @’ otrzymujemy
(26) (C—B+D)W =0, .
gdzie B, C, D s3 to macierze kwadratowe okre$§lone wzorami:
B = a"U, A,
27) ' C =a'U;aq,
D = a"UKA.
Dzigki réwnaniu (26) wyznacznik czgstosci jest okres$lony
(28) det(C—B+D) = 0.

Stosujac zalezno$¢ (26) mozemy okresli¢ wektory drgan wlasnych uktadu.

Przyklad. Wyznaczy¢ czesto§¢ podstawowa drgan gietnych belki ukladu podanego
na rys. 1, z umieszczonymi na niej symetrycznie dwiema masami skupionymi m;, = m, =
=m = pa.

E
Dane: L=15m; E=21x10%kGem~2; J = 20,8cm* Ek=12, F, =
0,l cm?, g =2kGm™ . .
Proces eliminacji (8) jest okre§lony wzorem
zs = Faizi‘zili‘x zo,
skad:
5. ¢ 9 4_ 1 4 1.1
N R R TR I A TN I T T
Uxa— 1 5 1 » 1 =Ufs
4G+ —¢q* 34 g9+ —¢° 2+ —qg 1
7% 397 36 6
_5 4
_ 9 9 1 a, a
Tl 2o T e a
3 3

(13 2Hg 64f2Eka
“=Fr\ g 35a%

a, =

a® [ 64f*E,F, ﬂ)
3%a%e al’

2
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Wykonujac obliczenia (27), (28), oraz po obliczeniu a,, a, otrzymamy
427 804,11g* —8 247 115,697+ 16 548 537,18 = 0,

skad mamy dwa pierwiastki ¢, = 2,27, g, = 17.
Wobec tego czgstosci podstawowe ukiadu beda

EJ _ E] _
Wy = 1,508]/‘“‘—143 l, W, = 4,120]/‘[1,(145 L

Metoda zastosowang w pracy [4] otrzymano

EJ _ / E] _
Wy = 1,470]/‘[,1,(145 l, W, = 4,36"/ WS 1.

W ukladzie bez liny a, = a, = 0, mamy réwnanie
g*+18—16g = 0,
skad

w; = 1,095 ]/—E{t s~ w, =384 E_‘{ts".
ua ua

Wyniki te sg zgodne z rezultatem podanym w [6].

4. Wnioski

Metoda macierzy przeniesienia w zastosowaniu do ukiadu belkowo-linowego o malej
rozpigtosci jest bardziej efektywna w poréwnaniu z innymi metodami, poniewaz pozwala
na peine wykorzystanie elektronicznej techniki obliczeniowej. Giéwna jej zaleta jest to,
2e obliczenie ogranicza si¢ w zasadzie do mnozenia macierzy.

Metoda ta moze réwniez shuzy¢ do obliczenia drgan wlasnych ukladu belkowo-linowego
o duzej rozpigtosci. Wéwczas jednak macierze wystgpujace w rownaniu (28) bedg bardziej
skomplikowane i nalezatoby je rozwigzywaé drogg prob za pomoca EMC.
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Pe3some

IMPUMEHEHHE METOIOA MATPHIL] ITEPEHOCA IJIsI PACYETA CBOBOOHBIX
KOJIEBAHUI B BAJIOUHO-TPOCOBOI CHCTEME

3anaua cBOBOAHBIX KosieDaHuil B GalOUHO-TPOCOBON CHCTEME PELIAeTCsl C MOMOLLBI0 METOJA
MaTprL nepeHoca. anBOI(HTCH YUCJICHHBI npumep, noxasbmaromuﬁ XOpOILIYIO CXOMMMOCTD NPHUHATHIX
byHK1mit.

Summary

APLICATION OF THE TRANSFER MATRIX METHOD TO THE CALCULATION OF FREE
VIBRATION IN A BEAM — CABLE SYSTEM

Problem of free vibration in a beam — cable system is solved by using the transfer matrix method.
Numerical example is given and the results show a good convergence of the functions assumed.

POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 czerwca 1975 r.
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OPTYMALNE KSZTAETOWANIE WIRUJACEGO PRETA Z UWZGLEDN]ENIEM
NIELINIOWOSCI FIZYCZNEJ MATERIALU

ANTONI GAJEWSKI (KRAKOW)
1. Wstep

Sformulowane w tytule pracy zagadnienie nalezy do szerszej klasy probleméw opty-
malizacji ksztaltu $ciskanych lub rozcigganych shupéw nie ulegajacych wyboczeniu.
W problemach tych istotna jest koniecznoéé uwzglednienia sif masowych (grawitacyjnych
Iub bezwiadnoSci), ktore zaleza od nie znanego jeszcze, poszukiwanego ksztaltu.

W wiekszosci opublikowanych prac, dotyczacych optymalizacji elementéw konstrukcji,
sity masowe byly pomijane. Jako jedna z pierwszych, uwzgledniajacych cigzar wlasny
zginanych belek, nalezy wymieni¢ pracg BARNETTA [l], w ktdrej autor poszukiwal opty-
malnego ksztaltu wspornikowej belki obcigzonej wylacznie ciezarem wlasnym. Znalezione
rozwiazanie, opierajace si¢ na warunku optymalizacji otrzymanym wcze$niej w pracy [2],
jest jednak bledne. Rozwiazanie poprawne dla belki liniowo-sprezystej przedstawiono
w pracy CHERNA [3], a dla belek nieliniowo-sprezystych, sprezysto-plastycznych lub wy-
kazujacych ustalone pelzanie, w pracy GAJEWSKIEGO [5]. Optymalne ksztalty belek wspor-
nikowych, poddanych réwnoczesnemu dzialaniu obciazen zewnetrznych i sit masowych,
przy wymienionej wyzej nieliniowosci fizycznej materialu znaleziono w pracy GAJEWSKIE-
Go [4]. ’

W zagadnieniach ksztattowania §ciskanych stupdw sily masowe odgrywaja jeszcze
wigksza role. Optymalizacja ksztaltu stupéw sciskanych, nie ulegajacych wyboczeniu,
wykonanych z jednorodnego, liniowo-sprezystego materiatu byla przedmiotem pracy
Grycza [7]. Optymalny ksztalt wyznaczono w niej na podstawie kryterium najwickszej
sztywnosci. W pracy GAJEWSKIEGO [4] rozwiazano podobny problem przy pewnych
typach nieliniowosci fizycznej i niejednorodnym (pod wzgledem cigzaru wiasciwego oraz
wlasnoéci mechanicznych) materiale stupa. Wykazano, ze w przypadku jednorodnego
stupa §ciskanego, charakteryzujacego si¢ minimalnym przemieszczeniem swobodnego
korica (przy ustalonym cigZarze), jego ksztalt nie zalezy od postaci prawa fizycznego i jest
taki sam, jak w zakresie liniowo-sprezystym (jest on réwnoczesnie stupem o wyréwnanych
napreZzeniach), x

2. Sformulowanie zagadnienia

Przedmiotem niniejszej pracy jest problem optymalnego ksztattowania preta o dfugo§ci
/ z umieszczona na jego konicu x = / masa skupiong Q i obracajacego si¢ ze stala predko-
§cig katowa w dokota osi prostopadlej do preta, przechodzacej przez jego drugi koniec:
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x = 0 (rys. 1). Przyjmiemy, Ze material preta jest niejednorodny. Wowczas sita dziafa-
jaca na jednostke objetosci g(x) moze opisywaé zaréwno zmienno$¢ gestoSci materiatu
o(x), jak i niejednorodno$¢ zewnetrznego pola sit grawitacyjnych lub bezwiadnosci g(x)

2.0 q(x) = o(x)g(x).

W pewnych zagadnieniach [4], wielko$¢ g(x) moze by¢ rozumiana réwniez jako cigzar
wiasciwy.

Qu?l

Rys. 1

W niniejszej pracy zalozymy ponadto, ze material preta wykazuje nieliniowos¢ fizyczna
oraz podiuzna niejednorodno$¢ wiasnoéci mechanicznych. Zwiazek miedzy napreZeniem
i odksztalceniem wyrazimy wobec tego wzorem

(2.2) e* = F (%),
w ktérym & jest dana funkcja klasy C,,
(2.3) & = gleg, oFf = ala,,

oraz parametry o, i & s3 znanymi funkcjami zmiennej x i mozna je zapisa¢ jako iloczyny
pewnych statych materialowych i danych funkcji

(2.49) g0 = &®e(x), 0o = 0Ps(x),

o'®, £ __ pewne stale.

Nieliniowe prawo fizyczne (2.2) moze opisywaé materialy nieliniowo-sprezyste, spre-
zysto-plastyczne (bez odciazenia) oraz znajdujace sie w stanie ustalonego pelzania. W tym
ostatnim przypadku wielko$¢ ¢ nalezy rozumie¢ jako predko$¢ odksztalcenia, chociaz
w dalszym ciagu bedziemy opuszczali kropke nad &. W zwiazku z tym, pewne wielkosci
fizyczne zdefiniowane w zakresie sprezystym lub sprezysto-plastycznym, beda musialy
by¢ zastapione przez analogiczne, lecz inne wielkosci w teorii ustalonego petzania. Tak
wigc, przemieszczenie zastapimy predkos$cia, energie — mocg itp. Ponadto pominiemy
wplyw odksztalcen sprezystych towarzyszacych petzaniu oraz nie bgdziemy rozwazali
zagadnien zwiazanych ze zjawiskiem relaksacji.

Spoéréd licznych schematyzacji wykreséw do$wiadczalnych zale2n0§c1 (2.2) [80],
w przyktadach liczbowych bedziemy przyjmowali prawo potggowe
(2.5) e* = ¢*  |ub o* = ¥,

w ktérym #n oznacza catkowita liczbe dodatnia (na ogé! nieparzysta), a u = 1/n. Gdy
n =1 otrzymujemy liniowo-sprezyste zachowanie si¢ materiatu, gdy natomiast n — co
opisany jest zakres sztywno-plastyczny.
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Jako funkcje celu (koszt) mozna rozwazaé tu ogdélny funkcjonat [4]

i
(2.6) I = fzpl(x, o, 0", ...,¢e¢&,&, .. FF,. )dx
0

zalezny od zmiennej x, naprezent i ich pochodnych, odksztalcen i ich pochodnych oraz
pola powierzchni przekroju i jego pochodnych.

Jako dodatkowe warunki ograniczajgce musimy przyjaé¢ réwnanie rézniczkowe réw-
nowagi -

2.7) (6F) +qF = 0

oraz warunek ustalajacy catkowita objgtos¢ stupa
L
!

(2.8) fFa’x = V = const.
0

Réwnanie (2.8) moze by¢ zastapione przez warunek ustalajacy calkowita mas¢ stupa tylko
w przypadku, gdy masa wiasciwa materiatu jest stata

l
(2.9) o Fdx =M, o(x) = const.
0

Zagadnienie optymalizacji polega tu na znalezieniu takiej funkcji F(x), ktéra minima-
lizuje funkcjonat (2.6), przy warunku w postaci réwnania rézniczkowego (2.7) oraz warun-
ku izoperymetrycznym (2.8) albo (2.9).

3. Rozwiazanie ogélne

Postepujac zgodnie ze znanymi regutami rachunku wariacyjnego (6], (4], dochodzimy
do skomplikowanego ukfadu réwnan rézniczkowych z nieznanym funkcyjnym mnozni-
kiem Lagrange’a.

W niniejszej pracy przyjmiemy nieco inny sposéb rozwigzania zagadnienia, polegajacy
na otrzymaniu réwnania Eulera-Lagrange’a w postaci jednego réwnania rézniczkowo-
catkowego i przyblizonym jego rozwigzaniu. Sposdb ten prowadzi szybko do wystarcza-
jaco doktadnych wynikéw. .

Poniewaz odksztalcenie ¢ i jego pochodna moga byé wyrazone zawsze za pomoca
napre¢zenia o i jego pochodnej z przyjetego prawa fizycznego (2.2), zatem do dalszych
rozwazan przyjmiemy funkcjonat (2.6) w nieco mniej ogélnej postaci

!
3.1) I= [y(x,0,F, F)dx,
0

Roéwniez réwnanie rézniczkowe réwnowagi (2.7) zapiszemy w postaci waznej dla wiruja-
cego stupa o stalej gegstosci g, przedstawionego na rys. 1. (w tym przypadku g(x) = pw?x)

{
(32) o) = = 0wt + [ g F@)at].
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Przedstawiony problem minimalizacji funkcjonatu (3.1) z warunkiem (3.2) nalezy do
szerszej klasy probleméw minimalizacji funkcjonaléw typu (3.1) z warunkiem

!
(3.3) 0(x) = 91 (F)+a(F) [ 9a(C. F. F)dL,

w ktérym ¢@,, ¢, i @3 sa danymi funkcjami ciaglymi swoich argumentéw. Poszukiwana
funkcja F(x) znajduje sig¢ tu réwniez pod znakiem catki. Po prostych obliczeniach otrzy-
mujemy réwnanie Eulera-Lagrange’a w postaci

!
N dy dp, Oy dp, (f )
(3-4) TF‘?;(FF_')JF oo aF t oo ar \) BT

X

X X
Ops [ Oy d | Ops f oy _
+7ff(0 30 %)~ Lo\ ) a0 )] =
Dalszy cigg obliczen zalezy od przyjetej funkcji celu (kilka mozliwoséci przedstawiono
w pracy [4]); ograniczymy si¢ tu do minimalizacji przemieszczenia kofca stupa.

4. Minimalizacja przemieszczenia konca stupa

Bedziemy zatem poszukiwali takiego ksztaltu preta, wsréd pretéw o stalej masie (2.9),
ktory charakteryzuje sie¢ minimalnym przemieszczeniem konca x = I, rGwnym
! ! 1
@.1) = | e(x)dx = [ eo(x)F (6¥)dx = [ ylx, F(o¥)]dx
0 0 0
lub takiego ksztaltu wsrod pretow o stalym przemieszczeniu konca x = /, réwnym u;,
ktéry charakteryzuje sie minimalng masg (objetoscia).
Optymalny ksztalt jest tu wyznaczony przez ukiad trzech réwnan: (3.4), (3.2), i (2.9)
albo (4.1), ktére przyjmuja postac:

! *
@.2) [Qw21+gw2 f CF(C)a’C] 5‘7’(0*)—F2[/1+szx J 7 (.‘-’*)-dc] =0,
X 0

F

| !
@.3) o= 0w + 02 j LR ),

!
4.4) o[ Fdx=M albo

0

!

(4.5) fe(x)a’x = u,

]
gdzie M jest dang masa preta, a u; jest danym przemieszczeniem konca preta, F'(0*) =
= d¥ [da*, A jest stalym mnoznikiem: Lagrange’a.

W celu uproszczenia obliczed przyjmujemy, Ze pole powierzchni przekroju preta jest
iloczynem pewnego przekroju podstawowego F, i bezwymiarowej funkcji @(x)
(4.6) : F(x) = FyP(x)
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oraz wprowadzimy nastgpujace bezwymiarowe wielkosci:

2
E=x//, o&:—le lLt=--QFO—I,
@.7) 90 Fo’ Q
= = — = const = const
= oF. I e R onst, o, = const.

Podstawiajac (4.6) 1 (4.7) do réwnan (4.2)—(4.5) otrzymujemy:

(4.8) #(o" |1+ f Cd)(C)dC] qsz[A bk J W("*) dcj] ~0
4.9) Po* = of[1+u f co@ydc],
4
1

(4.10) [ o@ds = M

0
albo

1
4.11) [ #@"de = u.

0

W rownaniach powyzZszych stala u charakteryzuje stosunek masy preta do masy umiesz-
czonej na jego koncu; w przypadku niewielkiej masy preta w poréwnaniu z masa skupiong
0O moze by¢ przyjeta jako maly parametr. ‘

Rozwiazemy teraz uktad réwnan (4.8)—(4.11) rozwijajac niewiadome funkcje o*i @ oraz
stala /A na szeregi pothowe ze wzgledu na u, opuszczajac jednak wyzsze od drugiej po-
tegl u i
o*(&) = o§(&)+ pot(O)+p’of () + ..

(4.12) D) = Do () + uD, (5)+,u2<152(§)+

A =Ag+pd +p2d+ ... .
Funkcje # charakteryzujaca dowolne prawo fizyczne przedstawimy réwniez w postaci
szeregu potegowego malego parametru

4.13) F(0*) = F(o§)+uF ' (0§)oF+p? [9""(03‘) ol + % F''(c¥) 01*2] +
i analogicznie

@14  F'(o%) = f’(03)+#5"’(03)01‘+#2[ 9”(03)03‘+%f”'(03‘) 0’1"2] +

Podstawiajac (4.12) i (4.14) do ukladu réwnan (4.8)—(4.11) i przyréwnujac do zera wy-
razenia przy kolejnych potegach malego parametru u otrzymujemy nastgpujace uklady
réwnan algebraicznych na kolejne wspétczynniki: o¥(£), @,(8), 4; ¢ =0,1,2, ...):

F'(c®)—DiAy =0, Dy—1=0,
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4' 1 o 1
(.13 [@ods =M albo [ F(op)dt = ul,

0

0
4 1
12 X 2 2 '9:,(0-5) ’ k
F'(0§)oF=2D oD, = DA +DEE | - b di—F'(a8) | ©oLdC,
0 g

o}

1
(4.16) Boot+ 0t P, = of [ BoLdL,
4

1 1

[ode=0 abo [ F(ok)otds =0,

0 0

F(0%) 0% — 200 Ao By = B2 Ao +200 D, A, + P3N, +

4 c
~ gt * 1 % * ’ *
+2<1>0<1>1§J 7 (o8) dc+qb3§f ST (0B) A~ D, FUet)
o Po 0 P5

1
\

I
i —  FNt =T (o))t | Dotdi—F (o) [ B cdt,
3 4

1
Book+0§P, = ~P ot +of [ D LdL,
3

1 1
[ &,dt =0  albo f[?’(ag)o;‘+ —;—&""(03) o’fz]dg = 0.

0 0

Catkowe warunki (4.15);, (4.16),, (4.17)5 okreslaja stale A;; zaleznie od tego czy przyjmie-

my warunek ustalajacy mase preta czy tez przemieszczenie otrzymujemy réZne postacie
rozwigzania.

4.1. Warunek stalej masy preta (4.10). W tym przypadku mamy:

Quw?2pl? M M
— * = - — — - = —
(418) d>0 - l’ ) O_OM ’ FO 01 ’ “ Q ’
1
(4.19) D, =a+b&?, of = of(c+ds?), A, =5 08F"(0F),
gdzie
3F (08 + ot F (0F) 9F ' (6¥)+ 30¢ F''(08)
a ; I [} b = - T{ % ¥ T { ok >
6[2F ' (08)+ o8 F "' (a8)] 6[2F"(o%)+ 05 F "' (a8)]
_ 3F'(03)+20§ F " (08) d= 3F (o

T 6RF (o)) +aEF ()]

RF (o)) + o8 F ()]
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I | i )
= -4 F'(o)\5a+—b—a’| +
.= i e v
L 1 ]
+ o F'(c¥) (— ?a+ Tb-{— 2c—ac) +0§2F " (c¥) (—z—cz)] +
7o = 2 az2ap) +or ot - Lam -2 cr Laaa—pe|+
+ o)\ 73 LR R T T B
(4.20) + o8 F (o8) cd] £y

1 1

| 1
of = 03‘[—@2-*— (-;-—a+ %b—ac) + (— —z—a—ad—bc) £2 4 (— Tb—bd) 5‘],

2 1 2
— F' g™V — g2 — — 2 g
/12—/(00)( a 3ab 5b 15b)-*—

1 ! 1 1
+od F(0f) ( - «;Ta— Zs—b—ac— Tad— 7bc— de) +

1 1 1
kg ([ a2 ) 2|
+ ot F (co)(2 e’ + 3 cd+ IOd )
Dla prawa potggowego (2.5) otrzymujemy nastgpujace rozwigzania (tylko z pierwszymi
poprawkami):

14

4¢3

n+2 (l
1+

Fomsn \3 ™

. * 2n+1 1
ot = G°{l+#[6(n+l) +3(n+l) 52] + },

52)+

4.21) |
A= nag("““[l + T(n— Dp+ ],
oo M

Dokladniejsze rozwigzanie przedstawiamy w drugim przypadku.
4.2. Warunek statego przemieszezenia (4.11). Otrzymujemy tu:

(4.22) Do =1, ot¢=F_(w), Ay=F(c¥), F,= _ Qw?l
. 0 5 0 -1 1> 0 0/ 0 0_0'%-_1(&[) s

gdzie & _, oznacza funkcjg odwrotng do #.

(4.23) O = a+bi?,  of = ob(cHdE), A, = — 3 5o,
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gdzie:
TF ' (6§)+ 36 F " (c¥) b — 9F ' (6§)+ 30 F "' (c¥)
627 (0%) + 0§ F "' (o%)] — 6RF(a8)+o5 F (aP)]
- —F'(a%) d 3F'(o¥) .
~ 6RF (o)) + o5 F (o] - 6RF () + o3 F (B’
1 )
I R LI T I
+ 0 F'"(0%) La+»1—b+ic—ac +0§2F"" (o}) ch +
¢ “\2 4 2 ¢ “\2
+ | #'(c¥) —ia+ib—2ab + o3 F"(0f) —La—ic+Ld—ad—bc +
(4] 2 3 (4] (4] 2 2 2
(4.24)

o 23 2 "o 1
+ | ZF'(0®) —»Eb—b +od F' ()| — - b—

1 —d bd) + 032 F " (0F) ( )] 54},
. o 1 l 1 , 1 .
of = o¥| -D, + 5 a+ ?b—ac + —7a—ad—bc £+ —Tb—bd &1,

2 1 2 2 2
= F’ b2 Z o op_ T p2 < “ “ bd
A, = F'(c¥ ){( T b—a 3 ab 5 b*+2ac+ 3 ad+ —bc+ —b )
o8> F ' (08) F "' (0§) — 205 F'(o8) F ' (§) — o&*[F " (a¥))? ) 1 1 }
— , —cd o b
¥ 7 (o3P gyt
Dla prawa potggowego (2.5) wzory (4.22) i (4.23) daja przyblizone rozwiazanie /
3n+4 n+2
D) = I 1 -
© 1+”[ 6(n+1) 2(n+1) E]

(4.25) a*(&) = o¥| | +‘u2—(nl+—l)(_ % +§2) + ] R

n—1 |
A=nu" (1— i,u+ )
3
Dokladniejsze wyniki przedstawimy w szczegdlnych przypadkach: a) materiatu linio-
wo-sprezystego dla n = 1 i b) materiatu sztywno-plastycznego dla n — co.
a) Material liniowo-sprezysty n = 1. Po prostych obliczeniach znajdujemy stale

a=1712, b= 34, c=—1/12, d=1/4, A, =47/180,
nastepnie drugie poprawki:

10101, .
=m0 2 T ws

2

o = gy 91— 56%)
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oraz ostateczny wynik:

12 4 720 2
g*(§)=.g* 1+H_L+_l_§2 _|_Iu2 L-—Lf‘t-l-
° 12 7 4 80 16 e
Istnieje mozliwo§¢ porédwnania wynikow (4.26) z obliczeniami écistymi dla tego samego

problemu, przedstawionymi w pracy CHERNA [3], otrzymanymi tylko w zakresie linio- .
wo-sprezystym. Okazuje sie, Z2e maksymalny blad rozwigzan (4.26) dla wartosci matego

¢(£)=1+u(i i52)+u2(1°1 152+§;§4)+.‘.,
(4.26)

$(4)
781 Rozw. sciste:J—M.Chern [3] p=1n=1
Row. (4.26) p=1 n=1
171
Row. (4.27). p=1,n=00
161
15 Razw. Sciste: J =M. Chern[3] 1= 05:n=1
Row. (426), y=05in=1
74 Row. (4.27), u=05in=°

13+
ZZW

17

|
|
08 . - T r T r r r 1 1

0 05 0 ¢

Rys. 2

parametru u = 1 (dla § = 0) nie przekracza 1,8%,. Nalezy przypuszczaé, Ze rowniez
dla innych wartoéci wyktadnika n oraz innych praw fizycznych blad rozwiazania przy-
blizonego jest bardzo matly (dla do$¢ matych p np. u < 1). '

b) Material sztywno-plastyczny n — co. Przechodzac z n do nieskonczonosci obliczamy
stafe:

a=12, b=—1J2, c~ —1/6n, d~ 120, A, ~cto-0 11,

45

nastepnie drug'ie poprawki do funkcji @ i o*:

By = g (1892, 031=0
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oraz ostateczny wynik:

BE) = 1+ gp(1~E)+ @2 (1= 8 4 .,

o*E) = ok + ...

(4.27)

W tym przypadku (w stanie granicznym) mozemy otrzymac rozwigzanie $ciste przyjmujac
o* = of = const i rozwigzujac réwnanie (4.9). Poszukiwany optymalny ksztalt jest

okreslony funkcja

1ucr-e2
(4.28) ® ="
ktora dla niewielkich wartoéci 4 moze by¢ rozwinigta w szereg (4.27). Optymalny ksztalt
preta przedstawiono na rys. 2 dla u =0; ¢ =0,5;, u =10 orazdlan=11n= oo;
zalezy on w sposdb istotny od postaci prawa fizycznego.

]
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Pesome .

OIITHUMAJIBHOE ®OPMHPOBAHUE BPAIIAIOUEIOCA CTEPXKHA
C YUYETOM PU3HNUYECKON HEJWHENHOCTU MATEPHUAJIA

Ilpepmerom siBsiseTcs onTUMaIsHOe GOPMHPOBAHME CTEPHKHA JJIMHBI / C PACIONIOMKEHHOH Ha ero
KOHLe x = L mMaccoif, KOTOPBIH BPaW@ETCsA ¢ MOCTOAHHON YLNOBOH CKOPOCTHIO BOKPYT OCH, IEPIIEHAH-
KYJSIPHOK K CTEPI)KHIO U MPOXOJAWEN uepes ero Apyroi xoweu x = 0. :

IIpUHATO, UTO MaTEpHall CTEPXKHA MPOABJAET HENMHEHHYIO 3aBHUCHMOCTb MEMKIAY HANPSYKEHHEM
B AedopmaLmeil cornacHo (hU3MUEeCKOMY 3aKOHY, KOTOPBIA MOXKET OIMMUChLIBATh HENMHEHHO-YIpYTHe,
YIPYTO-MJaCTHYECKHE UM HAXONSIIUMECA B COCTOSHMM YCTAHOBUBILEHCSA MON3y4YeCcTH MaTepHasl. ITocnz
0Buiei NOCTaHOBKH 3aaui IPUHATA GYHKLMA Len B BuAe GYyHKIMOHANA, BLIPAKAIOLIETO IIepeMeLLeHe
KOHLA CTEPM(HA, a OTPAaHHYEHHE — B BHAE 3aQaHHOro obbema (B ABOMCTBEHHON MOCTAHOBKE). ‘

OnrumanbHble (HGOPMBI CTEPIKHS, MOJIYYEHHBIE ISl CTENEHHOro GH3NYECKOrO 3aKOHA NPH Pa3HbIX
3HAUEHMAX M0XA32TreNIA /7, MDKA3a4bl Ha PUCYHKe. OHM CYWECTBEHHO 3aBHCAT OT BHAA (PU3UUECKOrO
3aKOHA.
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Summary

OPTIMAL STRUCTURAL DESIGN OF THE ROTATING ROD WITH PHYSICAL
NONLINEARITY OF MATERIAL

The subject of the paper is minimal weight design of a rod of length / that carries a concentrated mass
Q at x = [ and rotates at constant velocity w about an axis through x = 0 tit is perpendicular to the rod.

It has been assumed that material of the rod is characterized by nonlinear dependance between stress
and strain. Physical law can describe nonlinearly-elastic, elastic-plastic as well as rheological behaviour
of materials.

On the basis of the general formulation of the problem, optimal design of the rod for minimum axial
displacement at x = / has been done under the constraint that the volume is equal to the given value (in
dual formulation).

The optimal shapes of the rod obtained for different values of exponent n in the case of power physical
law, presented graphically, essentially depend on the form of the physical law.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 czerwca 1975 r.
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SWOBODNE DRGANIA POPRZECZNE UKELADU DWOCH BELEK POLACZONYCH
INERCYJNYM ELEMENTEM SPREZYSTYM

ZBIGNIEW ONiszCzUK (Rzeszéw)

1. Wstep

W pracy [2] rozpatrzono poprzeczne drgania ukiadu zloZonego z dwéch réwnoleglych
belek pryzmatycznych pofaczonych niewazkim liniowym elementem sprezystym. W przy-
padku, gdy masa elementu nie jest pomijalnie mala w poréwnaniu z masami belek nie
mozna zaniedba¢ wplywu bezwladnoéci elementu sprezystego na drgania uktadu.

SaiTo i CHONAN [3] jako pierwsi rozwazyli problem drgan belek z uwzglgdnieniem
masy elementu sprezystego, przy czym element ten zostat zastapiony zespotem niezaleznych
sprezyn (pretéw sprezystych). W swoim opracowaniu ograniczyli si¢ jednak tylko do
analizy drgan dwdéch jednakowych belek.

M

A

&

Rys. |

W niniejszej pracy rozpatrzone beda drgania poprzeczné ukladu dwdéch réwnolegtych
belek pryzmatycznych (rys. 1) rézniacych si¢ geometria i wtasnosciami fizycznymi. Uwzgled-
niony tez zo§tanie wplyw bezwladno$ci elementu sprezystego na-drgania belek.

2. Réiniczkowe réwnania ruchu ukladu. Drgania swobodne

Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

a) ukiad nie jest ttumiony,

b) belki i element sprezysty sa cialami jednorodnymi,

©) element sprezysty zastepuje sie zespolem niezaleznych pretéw sprezystych rozio
ionyc|h wzdtuz belek. '

6 Mechanika Teoretyczna
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Oznaczenia dotyczace belek:
w, = w,(x,t) przemieszczenie przekrojéw gérnej belki,
w, = w,(x, t) przemieszczenie przekrojéw dolnej belki,
x wspolrzedna okre§lajaca potoZenie danego przekroju,
t czas,
! dlugo$é belki,
F,,F,,J,,J, przekroje poprzeczne i momenty bezwiadnoéci,
0;,0, masy wiasciwe,
E,, E, moduly Younga.
Oznaczenia dotyczace elementu sprgZystego:
u = u(x, y,t) przemieszczenie przekrojow preta,
y wspolrzedna okreslajaca poloZenie danego przekroju preta,
h wysoko§¢,

[

b szeroko$é,
o masa wiadciwa,
E modut Younga,
¢ = % modul podatnoéci,
E . . .
k=bc= 7b wspotczynnik sprezystosci.

Model ukiadu drgajacego przedstawiony na rys. 1 sktada si¢ z dwdch belek potaczonych
zespolem pretéw sprezystych roziozonych w sposob ciagly wzdluz belek. Prety sprezyste
wykonuja drgania podiuzne wywolane drganiami poprzecznymi belek, przy czym pomijamy
wzajemne oddzialywanie pretéw na siebie.

Rézniczkowe réwnania ruchu uktadu (rys. 1) maja nastepujgca postac:

M Ea O o r DM g =0,

@ Eszi;:TzwLeze%—pz 0,

P £,

gdzie

@) Cpnt) = —khg—;l(x'o")’ pa(x, 1) = —khg—;(x'h,’)

okreslaja reakcje jednostkowe preta dzialajace w danym przekroju x odpowiednio na
gorng i dolng belkg. . |
Geometryczne warunki brzegowe dla réwnania (3): '
(5) U, 1, D] gagy = wi(x, 1), 4052 Dl = wax, 1)
Réwnania (1), (2) opisuja poprzeczne drgania belek, natomiast réwnanie (3) — drgania

podtuzne preta sprezystego. Aby rozwigzania tego ukladu réwnan mialy charakter ogdlny,
nie precyzujemy warunkéw brzegowych dla réwnan (1), (2).
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Drgania harmoniczne ukfadu przewidujemy w postaci:

6 wi(x, 1) = X, ()T(), wailx, 1) = X,(0)T(),
Q) u(x, y, 1) = Y(x, pT(1),

gdzie

®) T(t) = Ccoswt+ Dsinwt.

Podstawiajac (7) i (8) do réwnania (3) otrzymujemy

©) ‘;22 +a’Y =0, gdzie a? = -”’;0 :
Rozwiagzanie réwnania (9) ma postac
(10) Y(x, y) = A(x)sin(ay)+ B(x)cos(ay).

Z uwagi na (7) warunki brzegowe (5) przyjmujq forme:
(11) Y(x, D) ygy = X1 (X)s Y D) |(ymy = X, ().
W oparciu o (11) wyznaczamy funkcje A(x) i B(x):
(12) A(x) = X,(x)cosec(ah)— X, (x)ctg(ah),

B(x) = X,(x).

Wobec tego
(13) Y(x, y) = [X,(x)cosec(ah)— X, (x)ctg(ah)]sin(ay)+ X, (x)cos(ay),
za$

(14)  u(x, py, 1) = Y(x, T(t) = {[X,(x)cosec(ah)— X, (x)ctg(ah)]sin(ay) +

+X, (x)cos(ay) }(Ccoswt + Dsinwt).
Poniewaz
ou
oy
’ wigc na podstawie wzoréw (4) reakcje jednostkowe preta na belki:
Pi(x, t) = —kah[X,(x)cosee(ah)— X, (x)ctglah)]T(t),
pa(x, 1) = —kah[X,(x)ctglah) — X, (x)cosec(ah)]T(t).
Podstawiajac (6) i (16) do réwnan (1), (2) otrzymujemy
E,J, XY + [kahctg(ah)—w? o, F\]X, —kahcosec(ah) X, = 0,
E, LX{V 4 [kahctg(ah) — w?p, F,) X, —kahcosec(ah) X, = 0.

(15) = a{[X,cosec(ah) — X, ctg(ah)]cos(ay) — X sin(ay) } T(t),

(16)

(7
Rozwigzah ukfadu réwnan (17) poszukujemy w postaci

(18) X, = A€, X, = A,e”.
Wprowadzajac (18) do réwnan (17) mamy

A, [ElJ r+ (kah)ctg(ah)—w?o, F\]1— A,(kah)cosec(ah) = 0,
— A, (kah)cosec(ah) + A, [E, Jor +(kah)ctg(ah) w20, F,] = 0.

/

(19)

6*
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Na podstawie (19) otrzymujemy nastepujace réwnanie charakterystyczne:

EJ,E, J,r8+ {E  J,[(kah)ctg(ah) — w? 0, F,]+ E,J, [(kah)ctg(ah) —
" (20 —w?o  Fil}r*+ [(kah)ctg(ah) —w? o, Fy][(kah)ctg(ah) —w?0, Fr]—

— (kah)f?cosec®(ah) = 0,
gdzie

Réwnanie (20) jest rOwnaniem kwadratowym wzgledem r

@D rt, = % (m=+ ]/m2—4n),
gdzie
— 2 01 F, 0:F, wk _( 1 ) t I/E
m @ (El‘ll + E2J2) hV El‘ll E2J2 Cg wh E ’
n=__ 9 w20, Fy 90, F,—wkh :(g Fi+e F)ctg(wh E w2l
E1J1E2J2 141¢24 2 141 242 E E
JeZeli
(22) n>0,
to
r{ >r3>0.

Réwnanie (20) ma w tym przypadku osiem nast¢pujacych pierwiastkow:
(23) r‘ = +k1: —kl: +ik1 —lkl +k2 —k +lk2 —ik2,
gdzie i = /-1,

4 .
4 ki, = ]/—;—[mi Vm? =4n].
A zatem catkami réwnan (17) sa funkcje:
X, = Cyshik x)+Cych(k, x)+ Cysin(k,x)+ Cycos(k, x)+
‘ + Cssh(k, x)+ Csch(k, x)+ C;sin(k, x)+ Cgcos(k, x),
X, = Dy sh(k, x)+ D,ch(k, x)+ Dssin(k, x)+ Dycos(k, x)+
+ Dssh(k, x)+ D ch(k, x)+ D4sin(k, x) + Dg cos(k, x) ,

(25)

przy czym stale C;, D,(i = 1,2, ..., 8) sa zwiazane zaleZzno§ciami wynikajacymi z rownap

(19):
D, EJ, ( ]/ ) g2 ) .
— = + +—1=a >0, 1= 19.-"14’
o q P p EJ,E,J, '

D, Elll( ]/ ) s ) ; \
—_— = " |p—- +———— )= —a <0, =5,...,8,
of q P P E\JyE;J, : /

(26)
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o I 1 3 ;[ 01F, 0. F5 ).
= e t h 2 _ B2t
p kwh]/E(Elll Ez-’z)cg(w I/E) —w (El‘ll AL

q = 2kwh ]/%cosec (a;/z]/-%),

przy czym o > o,.
Poniewaz D; = 0,C; (i=1,...,4), D; = —a,C; (j =5, ..., 8), wiec w wyrazeniach
(25) mamy tylko osiem dowolnych stalych rzeczywistych C,(i = 1, ..., 8)
X, = Cysh(k,;x)+ C,ch(k, x)+ C;sin(k, x)+ C,cos(k, x)+
+ Cssh(k, x)+ Csch(k, x)+ C,sin(k, x) + Cgcos(k, x),
X, = [C,sh{k,x)+C,ch(k, x)+ C;sin(k, x)+ C,cos(k, x)]o, +
— [Cssh(k, x)+ Csch(k, x)+ C,sin(k, x) + Cycos(k, x)]a, .
Stale C; wyznaczamy wprowadzajac wyrazenia (27) do przyjetych warunkéw brzego-
wych wynikajacych ze sposobéw podparcia koricow belek. Na podstawie o§miu warunkdéw
brzegowych otrzymamy jednorodny uklad o§miu réwnan algebraicznych na poszukiwane
state. Przyréwnujac do zera wyznacznik utworzony ze wspdiczynnikéw stojacych przy
niewiadomych (warunek istnienia niezerowych rozwigzan ukiadu réwnan jednorodnych)
dochodzimy do réwnania czgstodci, z ktdrego uzyskamy ni¢skonczony przeliczalny cigg
rozwiazan na czgstosci drgan wiasnych ukladu w,. Dla kazdej czgsto$ci znajdujemy od-
powiednie stale C,, (i = 1, 2,..., 8) w funkgji jednej ze stalych. Z (24) obliczamy ciagi
wartoséci wlasnych &, 1 k,, oraz z (26) wspotczynniki o, (przy ky = ky,) 1 ay, (przy k, = k,).
Tym samym z (27) okreS§limy postacie drgan wlasnych (gléwnych) belek X,, i X,,, za$
z (8) funkcje czasu T,
Ostatecznie rozwiazania (6), (7) rozpatrywanego problemu mozna przedstawié w na-
stepujacej postaci:

gdzie

@7)

wi(x, 1) = VXI,,(x)T ) = Z[Zl,,(x)+22,,(x)] [Cacos(wat)+ D,sin(w,?)],
n=-l n=

(28)

w06, 1) = ) XonOTut) = D) [0 Z1a(6) = 230 Z2n (X)) [Cac08(wp 1) + Dasin(eo, 1),
n=1 n=1]
u(x, y7 I) = Z Yn(x: y)Tn(t) = Z { [Zln(x)+22n(x)]cos(any)+
(29) n=1 n=1
+([‘x1nzln(x) aZnZZn(x)] cosec(a,,/z)+
[Zl,,(x)+ZZ,.(x)]ctg(a,,/z))sm(a,, y)}[C cos(w,?) + D, sin(w,?)],
gdzie

Z(x) = sh(ky,x)+ A uchlkynx)+ Agusin(k,, x) + Az cos(k p x),
Zu(X) = AguSh(ky,X)+ AsnCh(konx)+ Agnsin(k,, x) + A5 c08(k,, %),

—w1/ 2
an_wnl/E’

Ap(i =1, ..., 7) stale otrzymane w wyniku przeksztalcen statych C,,.
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Stale C,, D, okre$limy na podstawie warunkdw poczatkowych wykorzystujac wlasno$¢
ortogonalnosci postaci drgan giéwnych. Warunek ortogonalnoéci tworzymy w oparciu
o réwnania (9) i (17).

Funkcje wilasne X;, X,;, X,;, X5, spelniaja odpowiednio uklady réwnan

ElJIX(lIiV)+(gi_wizelFl)Xli_ﬁXZi =0,

30
(30) E2J2X§1iv)+(g,-—w,-ZQZFZ)XZi—f,-X“- =0,
31) E J, X{{ = —(gj—wfexFl)Xxﬁf,-ij,
E2~12X(2[jv) = —(gj_wj‘z92F2)X2j+ij1j,

gdzie

gi = kw,'h V—% Ctg (CU,'/I V—QET) ,

g = kw;h ]/% ctg (w,-/z l/_@b:) ,
(32)

Ji = koih E cosec (w-/z /E)
i t E t V E k]

3 0
Ji = kwh ]/f cosec (cu,-/z l/f)

Pierwsze z réwnan (30) mnozymy przez X, ;, drugie za$ odpowiednio przez X,; i catku-
jemy po dtugosci belek
! ! ! !
(@i—w?or F) [ Xy Xoydo—fi [ X, Xpdx = —EJ, [ X00X,jdx = —E U, [ X, X(0dx,
0 0 0 0

/ l / 1
(gi—wfngz)fXZ,ijdx—f,-fX“ijdx = —EszfXél,")ijdx = —Eszsz,ng)dx.
0 0 0 0

Po wprowadzeniu (31) do powyzszych wyrazen, a nast¢pnie ich zsumowaniu otrzymu-
Jemy

I
(@ =) [ (01 Fy X1: X+ 03 Fy Xy Xoj)dx—
0
(33) , ,
—(gl—gj)f(XliX1j+X2iX2,l)dx_(ﬁ_f:i)f(XliX2j+X1szi>dx = 0.
0 0

Postacie drgan Y;, Y; spetniaja nastgpujace réwnania:
(34) YW tatY, =0, gdzie af = wf%,

(35) YO = —atY;, gdzie af = wfi.
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Ve
Mnozgc réwnanie (34) przez Y; i catkujgc po wysokosci preta sprezystego mamy

13 I h
at [YYdy = — [Y®Oydy = —(x0Y,-v Y@~ [ vydy.
] V] V]
Podstawiajgc teraz YV z (35) otrzymujemy
h
(36) @ —ap) [ Vi¥dy = —(Y®v;- vy®)|;.
. V]

Prawg strong wyrazenia (36) obliczamy na podstawie (13)

h 1
Y&PY;=Y; Y}l))!o = GE [(gi—85) (X1:1X1j+ X2 X))+ (fi =) (X1 X2+ X X20)],

wiec
f’
(37 ((Uiz_'wlz)(’bj Y Y;dy = _(gi_gj)(XliX11+X2iX2j)_(fi“f:i)(XUij'*'leXzi)-
0
Z uwagi na (37) zalezno$¢ (33) przyjmuje postaé
{ N ]

(wP—}) [ (01 Fy X1iXij+ 0, FX:X,)) + 0b [ YiY;dyldx = 0.
0 0

Ostatecznie otrzymujemy nastgpujacy warunek ortogonalnosci:

! . h 0 dla i #j
(38) of [(91F1X11X11+Q2F2X2inj)+Qb0f YiYidyldx = y}  dlai=j,
gdzie

{ h
(39) v} = [ o) F X}+0y FoX3) +ob [ YPdyldx,
0 0
przy czym
13
h 1
(40) fY,?dy=~—_[7(ﬂjcoseczﬂl—ctgﬂj)(ijj}-Xf,-)—(ﬁjctgﬂj—1)cosecﬂj-X“--ij],
0 J . -

o
ﬂj =w; th '

Warunki poézqtkowe przyjmujemy w postaci
w,(x,0) = wo(x), w,(x, 0) = w,o(x),

(41 ow,
ot

d
= 9,0(%), ;;2 = 0,0(X),

(x.0)

(x.0)

(5,2, 0) = uo(x, 1) = wi0() + - 20(0) 1oL,
@) .
U

= (5, 0) = 01000 + - Pao() =i

(x,y,0)
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Podstawiajac (28), (29) do (41), (42) mamy

wJO(x) = __): CnXJn(x), le(x) = ZC(),,D,,X,,,(X),
3) W20 = D CaXon®),  020(x) = Y 0, D, Xp0(),
n=1 n=1

) )
3
uo(x’ y) = 2 CnYn(x’ y)’ vO(x> y) = 2 w,,D,,Y,,(x, )’)
n=1 n=1

Wykonujac odpowiednie transformacje catkowe doprowadzamy wyrazenia (43) do
postaci:

] i

2Cllf(QlFJXInXJk+Q2F2X2nX2I¢+Qbf Y, ka)’)d

n=1 0
h
= f(QIFlw10X1k+02F2w20X2k+Qbf qukdy)dx,
0

(44)

o0

anD f(01F1X1nX1k+02F2X2nX2k+Qbf Yka}’)d
n=1]

h

= f(@1F1v10X1k+02F2v20X2k+@bf Yo kay)dx

Uwzgledniajgc warunek ortogonalnosci (38) otrzymujemy z (44) wyrazenia na poszuki-
wane stale:
1

1
G = )2 f(@lFl W10X1n+02F2W20X2n+@bfu0Y d}’)
45) : 1 .
D, = on 2 f(@lF1vloX1n+02F27)20X2n+Qbf'voYnd)’)dx-
n;/n o )

h h
Po obliczeniu catek: [ uo(x, y) Y, (X, y)dy, f o (x, Y)Y, (x, Y)dy mozna wzory (45)
0 0

przedstawi¢ w nastepujacej formie:

1
1
Cy = yE f {(91 Fywyo+0bh[w, (67— anctgﬂ")—wzo(éﬁ—6"COSCCﬂ")])X1n+
"%

(46) + (02 F, w0+ 0bh[w,0(07 — 6, ctgﬂ,,)—wlo(éz——é cosecﬂ,,)])Xz,,]dx;;

D, = f (o1 F1o10+0bh[o10(57 — ducte ) —20(97 — dycosec f)]) Xin +

WnYa

+ (@2 F,0504 0bh[0,0(87 — d,ctg fa) —010 (07 — 0n cosecﬂ,,)])Xz,,}dx,
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gdzie z (39), (40)

an  7h = S les it obh(cosect, = 8,18 B)IX .= 0bh(ctgy — 800050 s Xin Xont
0
+ [0, F, + obh(cosec? B, — 6, ctg B)] X3,} dx,
przy czym

'h, ﬂnén = L

try|ro |

Ba = w, l/—v

3. Podsumowanie

A. Okredlone w pracy rozwigzania drgan swobodnych ukladu maja charakter uni-
wersalny, poniewaz zostaly otrzymane bez wprowadzenia warunkdw brzegowych dla
belek. Uzyskanie rozwigzan szczegdélnych (dla przyjetych warunkéw brzegowych) nie
sprawia trudno$ci metodycznych. OczywiScie pomoc maszyny cyfrowej jest niezbedna.

B. Warungk (22) ogranicza rozwazania wylacznie do drgan harmonicznych calego
ukiadu.

C. Przedstawiona praca jest w pewnym sensie uogélnieniem zagadnienia analizowanego
w pracy [2]. Przy zaloZeniu, Ze masa elementu sprezystego jest pomijalnie mata mamy

pi(xt) = —Ligio{ [Xz(x) sm(zh) — X, (x )Sm( 7 COS(ah)]T(t)} = —k[Xz(X)—

(a—0)

X (IT() = —k(w,—w,),
Pa(x, 1) = +k(w,—wy).
wtedy rézniczkowe réwnania ruchu opisujgce drgania belek przyjmuja postaé

0*w 0%w

Ex-hW‘;l +o.F, —aT —k(wy,—w;) =0,
0*w 0*w

E2J2 a 4 + QZFZ a 2 +k(W2 Wl) = 0

1 otrzymujemy przypadek rozpatrzony we wspomnianym artykule.

Warto w tym miejscu’ zwrdcié uwage na fakt, ze jakkolwiek uwzglednienie masy ele-
mentu sprezystego wplywa na obniZenie czgsto$ci i amplitud drgan belek, to jednak sama
forma postaci drgan wiasnych (gléwnych) nie ulega zmianie.

D. Szczegblnym przypadkiem rozwazonego zagadnienia jest belka drgajaca na inercyj-
nym podloZzu sprezystym. Traktujac dolna belke jako ciato sztywne (unieruchomione)
otrzymujemy nastepujace réwnanie ruchu belki gérnej

o*w *w

EJ, % 41 +o0Fi—= FTE

Drgania poprzeczne belki na sprezystym poditozu mozna okredli¢ na podstawie w,(x, f)
z (28) przy E,J, - . ,

E. Wydaje sie, ze przedstawiony w pracy sposéb postgpowania mozna z powodzeniem

zastosowaé do okre§lenia drgani poprzecznych ukiadéw tréjwarstwowych (wielowarstwo-

wych), w ktérych warstwa $rodkowa charakteryzuje si¢ matg sztywnoécia na zginanie.

!t kahctg(ah)w, = 0.
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LIEHHs CBOGOAHBLIX KONeGaHuit,
L

Summary

FREE TRANSVERSE VIBRATIONS OF AN ELASTICALLY CONNECTED DOUBLE-BEAM
SYSTEM

This paper deals with an analysis of free transverse vibrations of two parallel prismatic beams which
are coupled by means of an inertial elastic element. The elastic element is represented by a system of in-
dependent bars. Application of such a model makes it possible to take into consideration the effect of the
mass of the element on the vibration of beams.

In this report differential equations of motion of the system are derlved and the solution of free
vibrations is given.
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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE NIEROWNOMIERNIE NAGRZANYCH TARCZ WIRUJACYCH
Z UWAGI NA NOSNOSC SPREZYSTA I GRANICZNA

TADEUSZ L1SZKA, MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)
1. Uwagi wstepne

Przy doborze opt);malnego profilu tarczy kotowo-symetrycznej zalozymy badz spel-
nienie warunkéw réwnomiernej wytrzymatosci w calej tarczy (zakres spr¢zysty), badz
tez catkowite uplastycznienie tarczy (zakres plastyczny). Warunki te — przy przyjeciu w obu
wariantach tej samej hipotezy wytgzeniowej — sg okre§lone réwnaniami identycznymi,
ewentualnie z doktadnoscia do stalej, uwzgledniajacej wspélczynnik bezpieczenstwa oraz
mozliwe rozréznienie granicy sprezystosci i granicy plastycznoéci. Istotna rdznica polega
tu natomiast na koniecznoéci spetnienia w zakresie sprezystym réwnania nierozdzielnosci
wyrazonego poprzez napr¢zenia w oparciu o prawo Hooke’a, podczas gdy, przy zaloZeniu
idealnej plastycznoéci moze byé ono zawsze spelnione, niezaleznie od rozkiadu naprezen
(wobec zmienno$ci modutu w réwnaniach fizycznych). '

Ksztattowanie z uwagi na no$no$¢ graniczna wykazuje wigc w tym przypadku w sensie
rachunku wariacyjnego o jeden «stopien swobody» wiecej, jednak dla sprawdzenia po-
prawnoéci rozwiagzania nalezy wykazaé, ze w kazdym punkcie cialta moc rozpraszana
w stanie granicznym jest nieujemna. W wickszosci przypadkéw wirujacych tarcz kotowo-
symetrycznych ten ostatni warunek nie budzi watpliwosci.

Ponadto zakladamy, ze schemat plastycznego zniszczenia nie jest poprzedzony deko-
hezja (por. [18]).

' Przy zaloZeniu izotropii materialu sam warunek réwnomiernej wytrzymatosci, wzglgdnie
warunek plastyczno$ci, mozna tu sformutowaé dwojako [20] W sensie weZszym mozZna
przez ten warunek rozumieé¢ podwdjng réwnosc

’

o+

[ o) = a,,,={ ,

—Uo_

gdzie o,, o, sa naprezeniami promieniowymi i obwodowymi w tarczy, a oo, i 0o S8
warto§ciami granicy sprezystoéci lub plastycznoéei dla czystego rozciagania i $ciskania.
W sensie szerszym zapisujemy go w og6lniejszej postaci

(12) Orea = 00>

gdzie 6,.4 jest naprezeniem zastgpczym wedtug przyjetej hipotezy wyteZeniowej.
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Réwnanie (1.1) pozostaje stuszne dla kazdej hipotezy wytgzeniowej, natomiast wa-
runek (1.2), bedac ogdlniejszym, wymaga jednak jej sprecyzowania, a zatem ograni_czenia
siec do pewnej klasy materialow. /

Klasyczne ksztaltowanie w oparciu o (1.1) (np. podane przez KACZANOWA [14] rozwig-
zanie dla tarczy niejednorodnej) kryje w sobie jednak niebezpieczeristwo dwojakiego
rodzaju:

— przy ksztaltowaniu na no§no$¢ sprezysta rozwigzanie moze by¢ bledne, poniewaZ
moze nie spetni¢ réwnania nierozdzielnosci,

— przy ksztattowaniu na no$no§¢ graniczng, gdzie warunek nierozdzielno$ci moze
byé spetniony niezaleZnie, rozwiazanie moze nie by¢ optymalne, poniewaz wykorzystujac
warunek (1.2) mozna otrzymaé rozwiazanie lepsze w sensie przyjetego Kryterium.

Optymalne rozwiazanie mogloby by¢ réwniez uzyskane przy zaloZeniu

(13) Oreq < 00>

jednak rozwigzania takie nie sa autorom znane dla profili opisanych funkcjami klasy
C' i nie beda przedmiotem niniejszej pracy.

Rozwigzania z wykorzystaniem warunku (1.2) pozwalajg réwniez na swobodniejszy
wybdr warunkow brzegowych (np. obcigzen brzegéw tarczy pierécieniowej), ktére przy
wykorzystaniu warunku (1.1) praktycznie wynikajg z optymalnego rozwiazania.

Ksztattujgc w oparciu o (1.1) (warunek w sensie wezszym) tarcze jednorodna bez
wplywu temperatury [HUBER [3], KRZYS i ZyCzZKOWSKI [9], RANTA MATTI [13] — rozwigza-
nie podane pdZniej, wzor (6.2)] otrzymuje si¢ rozwigzanie optymalne z uwagi na no$no$é
sprezysta, gdyz latwo stwierdzi¢, Ze réwnanie nierozdzielnosci pozostaje wtedy spetnione.
Wykorzystujac szerszy warunek (1.2) otrzymuje si¢ rozwigzanie ogélniejsze, ktére jednak
w szczegblnych przypadkach (np. dla tarczy pelnej) pokrywa sie z powyZszym.

Rozwigzania takie dla tarcz niejednorodnych z uwzglednieniem wplywu temperatury,
przy zastosowaniu hipotez wytgzeniowych HUBERA-MISESA-HENCKY’EGO i TRESKI-GUESTA,
rozpatrywali GONTAROWSKIJ i CZEBAJEWSKD [4], IGNATIENKO [5], KAPKOWSKI [8] oraz
KAPKOWSKI i LUKASIEWICZ [6, 7). RANTA MATTI [13] podal pewne oszacowanie bledu
wynikajacego z przyblizonego zaloZenia plaskiego stanu napreZenia.

Zblizone rozwigzania mozna otrzymaé zakladajac schodkowy profil tarczy [16] lub
bedgcy funkcjg odcinkowo liniowa [1]. ’

Cele obecnej pracy mozna streéci¢ nastepujaco:

1. Uzyskanie rozwiazan dla parabolicznego warunku plastyczno$ci typu BURZYNSKIEGO —
StaAssI D’ALIA, " uogdlniajacego warunek HUBERA-MISESA-HENCKY’EGO oraz ocena zakresu
‘stosowalnosci uzyskanych rozwiazan,

2. Zbadanie problemu toZsamo$ci rozwigzan uzyskanych w zakresie sprezystym
i plastycznym oraz ocena dodatkowego zysku na materiale przy ksztaltowaniu na no§no$é
graniczng, w przypadku braku takiej tozsamosci.

D Hipotezg paraboliczna, stanowiaca szczegblny przypadek tréjparametrowej hipotezy Burzynskiego
formulowalo pdZniej niezaleznie wielu innych autoréw (por. Zyczkowski [19]); wiazanie jej przez nas
' z nazwiskami Burzynskiego i Stassi d’Alia jest czysto umowne.

/
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2. Przyjete zalozenia

2.1, Ptaski, kolowo-symetryczny stan naprezenia.
2.2. Male przemieszczenia promieniowe.
2.3. Materiat izotropowy
a) idealnie sprezysty Iub
b) idealnie plastyczny,
co odpowiada badaniu no$no$ci sprezystej lub granicznej.

2.4, Réwnanie hipotezy wyt¢Zeniowe]
2.1 —0tn~0o(x—1)(0,+0,)+(6? +0i—0,0,) <0, %= 00_/004,

przechodzacej w przypadku » = 1 w hipotez¢ HMH

2.2)

— 03+ (0} +0%—0,0,) <0

jest spetnione w formie réwnoéci w calej objgtosci tarczy. '

>w
- | -]
—— ! ~—]
X7/, - —~-—1 =
, T 3
= H =
; o
DR S 5
Rys. 1

.
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2.5. Granica sprézystosci (lub plastyczno$ci) oo, modut sprezystosci E i gestosé
materiatu y/g sa znanymi funkcjami temperatury T i promienia tarczy R.
2.6. Kotowo symetryczny, ptaski rozkiad temperatury. '

2.7. Wspdlczynnik cieplnej rozszerzalnoéci liniowej o, modut Poissona » oraz stala s
nie zalezg od temperatury i promienia.

]
r=R|B
g =AlB
0<f<r<l,
h(r) = H(R)/H
s0(r) = 0o(r)/oo

S = O'r/(_)'o}
Sq, = G(p/EO
_, ,waBZ
800
l .
v = J'hrdr = v —
; 2B H
Bi

3. Stosowane wielko$ci bezwymiarowe

bezwymiarowy promien,
wewnetrzny promien tarczy,

bezwymiarowy profil tarczy,
bezwymiarowa granica plastycznosci,

bezwymiarowe napre¢Zenia,

«wirowanie tarczy» (bezwymiarowa sita od§rodkowa),

bezwymiarowa objetosé tarczy, (V obj@toﬁ’c’ tarczy),

liczba Biota,
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3o . ‘ . R . .
a= ~—— bezwymiarowy wspdlczynnik rozszerzalnoéci liniowej materiatu
EcoT(1+4%) ‘
_ tarczy,
e = E/E bezwymiarowy modul spre¢zystosci,

t = T/T bezwymiarowa temperatura,
Ci(i=1,2,3,..) stale calkowania,
(Y =2afor( ), ()= 20fa(),

() oznacza pewna ustalona wartoé¢ danej wielko$ci, np. maksy-
malng. Jej przyjecie nie wplywa w sposdb istotny na wyniki
rozwazan. Z dowolno$ci przyjecia tych warto§ci wynika niemo-
zno$¢ uwzglednienia ograniczen technologicznych (typu
H, < H < H,) za pomocg takich wielko$ci bezwymiarowych.
W szczegdlnosci dla tarczy jednorodnej o stalej temperaturze
wygodnie jest przyja¢ t = e = = 50 = 1.

4. Podstawowe réwnania

Rownanie réwnowagi dla tarczy wirujacej o zmiennej grubo$ci mozna wigc zapisaé
w postaci bezwymiarowej nastepujaco:

4.1 Irs, — hs,—hrs,+hs,+hwr? = 0.

Dla zastosowanej hipotezy wytgzemowcj tatwo wykazaé stuszno$¢ nastepujacej parametry-
zacji

5, = [x, (cos&— ]/.]3 sinE) - —x)] So,
Sy = [”1 (005‘54‘ '/13"Sin§) -1 —%)]so,
gdzie %y = Y2 —n+1.

Jest to pewne uogdlnienie parametryzacji NADAI'A-SOKOLOWSKIEGO dla % # 1. Po jej
wykorzystaniu réwnanie (4.1) mozna zapisa¢ w postaci:

@.2)

. 3 K
4.3) woen V3 V3 e

r [(COSE— 1/1'3—‘ sin 5) - "2]

gdziew, = w/x,, %, = (1—3)/x,.

2 ’ ’
- ﬁsmé:—r(sm&+ —cos&) (§’+ —s—°—+t’%) —w,r?
(4]

Przy ksztaltowaniu ze wzgledu na no$no$¢ sprezystag do wyznaczenia funkCJl &(r) stuzy
réownanie nierozdzielnosci

(4.4) & = g,tre,

wigzgce ze sobg odksztalcenia promieniowe i obwodowe (g, i ¢,).
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Po podstawieniu do (4.4) prawa Hooke’a

o
R fo (s,—vs,)+at,

o
fo (5p—¥s,)+ at
i wykorzystaniu (4.2) otrzymuje si¢ ostatecznie

2 siné [s;, ¢ (_51_ é)]+/z(cos§—x2)+sin§

(4.5)

&y

(4.6) g =7,usin§—cos£ + To_?-H S0 € usin€é—cosé
at’_ 17
soe usiné—cos&’
. —1—
gdzie u = ]/3 4

Dla prostego przypadku nienagrzanej tarczy jednorodnej (t = s, = ¢ = 1) réwnanie
to redukuje si¢ do
2 sin £
4.7 =2
.7 ¢ r usiné—cosé

Przy ksztaitowaniu ze wzglgdu na nosnos$¢ graniczna spelnienie réwnania (4.6) nie
Jjest wymagane. Swobodna dotychczas funkcj¢ &(r) nalezy wtedy przyjaé tak, aby spetni¢
warunek

1
(4.8) v = [ hrdr = min,
B

czyli zminimalizowaé objeto$¢ tarczy.
Réwnanie (4.8) z warunkiem (4.3) prowadzi do réwnania Eulera-Lagrange’a?’
(4.9)  —2)/3sin&[x,(cos&+x3)]—wr?(cosé + /3 sin€)cosé +
+ [r¢5(cos &+ ;) + %3] (cos & + V? sin&)r-sofso —
5o

! = . oW _
- wr3(cos&+ /3 sin&) (7 + 5_0) =

= Er[Y3xy(1 +2,c088) —x3sin&+x5()/ 3 cos & —siné)],
gdzie so = 5o(r), w = w(r), %3 = »/x,.
Roéwnanie to dla tarczy jednorodnej (s = w' = 0), przy » =1 upraszcza si¢ do
postaci:
B 2V3_sin§+wr2(cos§-_k_uﬂ_3___s_in £)cosé
r(siné— /3 cosé). '
Warto zauwazyé, ze dla nienagrzanej tarczy jednorodnej, bez wirowania, wykonane;j

z materiatu nieSciéliwego, prawa fizyczne (prawo Hooke’a i prawo plynigcia plastycznego)
sa stowarzyszone z warunkiem HMH. Obowigzuja wtedy twierdzenia podane przez

(4.10) &

2 Patrz Dodatek A.
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SAVE’A [15], na mocy ktérych ksztaltowanie na noé§nosé sprgzys'tq i na noéno$¢ graniczng
dajg identyczne wyniki, zatem réwnania (4.7) i (4.10) staja si¢ (jak fatwo sprawdzic)
identyczne.

Ogdlne réwnania (4.6) i (4.10) wprawdzie nie sg identyczne, ale w praktyce zblizone,
co wykorzystano pdziniej w rozwiazaniu numerycznym.

5. Ustalenie warunkow brzegowych

Ksztaltowanie tarczy w oparciu o réwnania (4.3) oraz (4.6) lub (4.9) polega wiec na
wyznaczeniu funkcji &(r) i h(r) przy danych pozostatych wielkoéciach oraz danych obcia-
zeniach (sitach promieniowych) na brzegach zewngtrznym i wewngtrznym:

(.0 p(r) = h(r)s,(r))

r=1"

r=p§

Sita promieniowa na brzegu zewngtrznym p(l) wynika np. z obciazenia wieficem lopatek
i jest przy projektowaniu wielkoécia zadana. Obciazenie p(f) jest jednak zwykle zwigzane
z przemieszczeniem ze wzgledu np. na konieczno$é zapewnienia zgodnoSci odksztalcen
walu i osadzonej na nim tarczy. Postaé odpowiedniego warunku brzegowego zalezy zwykle
od wielu czynnikéw technologicznych (np. luzy lub wcisk) nie rozpatrywanych tutaj,
totez obcigzenie p(f) traktowac bedziemy réwniez jako wielko$¢ dang. Czesto przyjmuje
sie p(B) = 0, [4, 5, 8], jednak prowadzi to zazwyczaj do nieograniczonej wartosci 2(8)¥.
W przypadku tarczy peinej warunek dla » = 0 ma inny charakter:

(5.2) £0)=0, =*=,...
Rownanie to wynika z zachodzacej tu réwnosci napr¢zen obwodowych i promieniowych
(53) 5,(0) = 5.(0).

Ksztalt tarczy i wyniki projektowania zaleza od przyjetych funkgji so(r, £), e(r, t), ¢(r).
W celu przeprowadzenia szczegdlowych rozwazan zalozymy

5.4 " So

Zalozenia te beda obowiazywaé w dalszej czeSci pracy, o ile nie bedzie wyraznie zaznaczo-
ne inaczej.

» = 1.

it

[ ¢

6. Tarcza pelna

6.1. No$nos¢ sprezysta tarczy. Rownanie (4.7) ma rozwiazanie zamknigte

' p
(61) x5
r = W lub
6.2) E=0, +m, ..

3 Patrz Dodatek B.
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Warunki brzegowe dla tarczy pelnej (5.2) spetnia jedynie réwnanie (6.2), co odpowiada
klasycznemu ksztattowi tarczy o réwnomiernej wytrzymalo$ci w sensie wezszym (tu sens
szerszy sprowadza si¢ do tego jedynego rozwiazania)

(6.3) h(r) = exp(Fwr?[2),
(6.4) p(l) = texp(Fw/2) # 0.
(Dolne znaki w réwnaniach odnosza si¢ do przypadku obwodowego $ciskania tarczy —

nieistotnego w praktyce). :

6.2, No$no¢ graniczna tarczy. Warunek (5.2) dla réwnania (4.10) prowadzi do symbolu
nieoznaczonego (/0. Dla umozliwienia rozwigzania numerycznego funkcje Ah(r) i &(r)
rozwinigto w okolicy r = 0 w szeregi

E(r) = A, P2+ Ay rt+Asr+ ...,
©3) In[h(r)] = a,r2+ar*+azré+ ...,

Po podstawieniu tych szeregéw do réwnan i poréwnaniu odpowiednich wspdlczynnikéw

otrzymano
w w? 127w3
a, = —- = PR Ay a3 = ==,
3y/3 48y/3 2735y/3
(6.6) 2 3
w Tw 131w
A = —— =, Ay = —-, Az = — — -
4y/3 1443 29333

PowyZsze rozwigzanie postuzylo do wyznaczenia punktu startu dla numerycznego
catkowania rownan metoda RUNGEGO KUTTy 4 rzgdu na komputerze Odra 1204. Wyniki
przedstawiono w tablicy 11 na rys. 2, gdzie umieszczono dla poréwnania réwniez tarcze

sprezysta [réownanie (6.3)].

Tablica 1. Tarcza pelna. Rozwiazanie plastyczne i sprezyste

n=ryw £() h(y) (plast.) exp(1?/2) (sprez.)
0 0 ©1,0000 1,0000
0,2 0,00576 0,9804 0,9802
0,4 0,02242 0,9233 0,9231
0,6 0,04854 0,8357 0,8353
. 0,8 0,08193 ) 0,7271 0,7261
1.0 0,1201 0,6084 0,6065
1,2 0,1604 0,4900 0,4868
1,4 0,2008 0,3801 , 0,3753
1,6 0,2394 0,2843 0,2780
" 1,8 0,2751 0,2051 0,1979
2,0 0,3072 0,1429 0,1353

Tablica 2 zawiera poréwnanie objetosci obu tarcz przy zaloZeniu, Ze obciazenia na
brzegu obu tarcz sa takie same i wynoszg p(l1) = 1. Zysk na ksztaltowaniu tarczy pelnej
w oparciu o no$no§¢ graniczna jest tu stosunkowo znaczny i dla w = 4 (co odpowiada
jeszeze realnym fizycznie wielko§ciom) wynosi okolo 19%.

7 Mechanika Teoretyczna
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Tablica 2. Poréwnanie tarczy pelnej plastycznej i sprezystej

Tarcza plastyczna |
W = Loz PR EE oscrmendl moronpee 1

Tarcza sprezysta

hmax | v ‘ finax v
0,0 1,00 ' 0,500 | 1,00 0,500
1,0 1,54 0,606 ' 1,65 0,650
2,0 2,44 0,771 2,72 0,859
3,0 3,88 1,005 4,46 : 1,145

4,0 6,20 1,345 7,40 1,595

7. Tarcza pier§cieniowa

W przypadku tarczy pierScieniowej pozostaja shuszne rozwigzania podane poprzednio,
lecz sa one jedynie szczegblnymi przypadkami rozwiazania ogdlnego.

Dla tarczy sprezystej, wykorzystujac rozwiazanie (6.1), mozna dla w = 0 poda¢ funkcje
h(r) w postaci parametrycznej rozwigzujac réwnanie (4.3) .

V3 )
e"p(‘ M+ -
cos(§+ %) :

.1 h=C,

2(0+0)

Wykresy rozwiazan dla v = 0,5 oraz» = 0,3 przedstawiaja rys. 3 i 4. Na rysunkach przed-
stawiono réwniez sitg osiowa p(r). Nieograniczony wzrost wartosci & i p wynika z osobli-
wofci pojawiajacej si¢ w réwnaniu (4.3) dla & = n/3.
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Zamieszczone wykresy stuzyé moga do dobierania wartosci statych C, i C, z warunkow
brzegowych (5.1). Rysunki zawieraja wykresy dwu alternatywnych rozwiazan, totez nalezy
wybieraé¢ odcinki krzywych nie zawierajace punktu 4. Otrzymane rozwigzanie jest okresowe
ze wzgledu na £ o okresie 2m [rozwigzanie dla & € & < 2w jest analogiczne do zamiesz-
czonego — rozni si¢ jedynie znakiem funkeji p(r)].

b ol
[+
T £~ n/3
I
vy=0§
2»_
- E~0
| 1 ! | L e
0 ! 2 3 4 5
Rys. 3
An ol
G G2
I £—7/3
l 'v-0,3
|
|
|
- ‘|
W
\\\n
P~——
1+ \ £~0
L
AN
\
\\
~
'Pl —— £"’.7f
| I ! | L /¢
0 1 2 3 4 5
Rys. 4

Na podstawie rys. 3 mozna stwierdzi¢, ze dla v = 0,5 stosunek p(8)/p(1) musi mieéci¢
sie w przedziale (0,5--3,0). Dla » # 0,5 brak jest takich ograniczen, lecz przekroczenie
powyZszego zakresu spowoduje znaczne odstgpstwa od zalozonego plaskiego stanu na-

T
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prezenia w wyniku duzych wartosci #'(r). Nie mozna przyjmowac obciazen o przeciwnych
znakach ani swobodnego brzegu tarczy, gdyz prowadzi to do nieograniczonego wzrostu A(r)
w pewnym punkcie tarczy.*

Ze wzgledu na podobiefistwo réwnaf rozwigzanie numeryczne, ktéremu po$wigcona
bedzie nastepna cze$¢ pracy, przeprowadzono nie réznicujac programéw dla nosnoici
sprezystej 1 no$nosci granicznej. Catkowanie podstawowego ukladu réwnan przeprowa-
dzono za pomocy standardowej procedury «Runge Kutta 4» z biblioteki programéw
maszyny cyfrowej Odra 1204. Ze wzgledu na wystepujacy tu typ warunkéw brzegowych
(«1+ 1») catlkowanie przeprowadzono w dwu kolejnych etapach:

1. Przyjmujac p(1) = 1 1 kolejne wartodci &£(1) z przedziatu (0, =) obliczano p(f) dla
6 wartosci B. Czas obliczen dla 30 wartosci (1) przy dokladnosci obliczen rzedu 103
(wartosci parametrow «eps» i «eta» procedury) wynosit 25-30 min.

ko)l
3l W-4,0
=09
v=03
x=10
[p()I=1,0

e ———

Ujemne

| l

| |

| |

i |

i |

sily promieniowe ﬁ]I 8’ /B ||
|

|

|

|

'
’
e

- 27

Dodatnie
sily promieniowe ]

]
]
|

"~

l

!l

[ '~
|\,

|

0 1 2 3 4 5 6 7

Rys. §

2. Wyznaczenie funkcji A(r) i &(r) dla zadanych p(l) i p(f) wykorzystujac znalezione
uprzednio przyblizone punkty startowe dla procedury «regfalsi» stuzacej do wstrzelania
sic w dokladng warto$¢ p(B). Czas obliczen przy dokfadnoéei 1076 wynosit 4-6 min,

W wyniku dzialania programu pierwszego otrzymywano wykresy p(f) = f[E(D)],
bedgce oczywisty informmacja o mozliwosciach dobicrania wartosci p(f)/p(1). Typowy
wykres przedstawia rys. 5. Zmiana wspotczynnika » lub przyjgcie réwnan nos$noéci granicz-

4 Szczegolowa dyskusje zawicra Dodatck B,



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE NAGRZANYCH TARCZ 293

nej powodowalo jedynie nieznaczne réznice ilo§ciowe (rzedu kilku %). Z dwu mozliwych
réwnowaznych rozwigzan (np. odpowiadajacych punktom B i B’) gataz odpowiadajaca
punktowi B’ daje rozwiazania o mniejszej objetoscei tarczy, lecz o wiekszych nachyleniach
funkcji A(r) i wigkszej grubosci na wewngtrznym brzegu [4(8)]. W poréwnaniu z warto$cia-
mi p(f)/p(l) otrzymywanymi z rozwigzania klasycznego (6.3) zakres dopuszczalnych warto-
§ci zostat powigkszony, jednak przede wszystkim w gére, co jest zjawiskiem niekorzystnym.

Tablica 3. Objeto$¢ tarcz pierScieniowych przy réznych warunkach brzegowych

Tarcza sprezysta Tarcza
Ol I I y=0 y =03 »=0.5 plastyczna
1 1,5 0,9 | 1,0 0,218066 0,217832 0,217717 0,217716
2 1,5 0,9 | 4,0 — 0,103135 — 0,103121
3 1,5 0,75| 1,0 0,238141 0,237927 0,237848 0,237837
4 2,0 0,9 | 4,0 — 0,189136 — 0,189080
5 0,4 0,5 | 4,0 — 0,201452 — 0,201358
6 0,5 0,75| 4,0 — 0,139573 — 0.139417

Teoretycznie warto$¢ p(f) mozna przyjmowaé dowolnie wielka, jednak obliczenia nu-
meryczne stajg si¢ wtedy niedokladne, a w rzeczywistej tarczy zachodzi znaczne odstepstwo
od plaskiego stanu naprgzenia; totez linie przerywane na wykresie (rys. 5) przedstawiaja
przewidywany przebieg krzywych nie majacy praktycznego znaczenia. Przeliczone przy-

nk
1,0} ———— rozw. sprezyste v=0,3
A | ———=— rozw. plostyczne y
08
w=4,0 ™~
eh g=05 e
06k 3+
| e
D\
04+ 2+ “—é
w s
T -
[ 7_
¥ £ n
Q—_>
| ] 1 [ r
0 05 1,0
Rys. 6

klady ksztaltowania tarcz zestawione sa w tablicy 3, a wykresy A(r)dla przypadkéw 2 i 5
z tej tablicy przedstawia rys. 6. Zwraca uwage bardzo niewielki zysk na objetoSci tarczy dla

no§nosci granicznej — nieporéwnywalnie mniejszy niz dla tarczy petnej (tablica 2). Jest
to wynikiem innego charakteru warunkéw brzegowych [réwnania (5.1) 1 (5.2)].
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8. Poréwnanie rownomiernej wytrzymalo$ci w sensie szerszym i wezszym

Ksztaltowanie w oparciu o réwnanie (1.1) (warunek w sensie wezszym) odpowiada
przyjeciu
8.1 Er)=0, <=, ..

zamiast réwnan (4.6) lub (4.9), ktére zostaja wtedy milczaco pominigte. Wykorzystujac
réwnanie (8.1) mozna scatkowa¢ réwnanie réwnowagi (4.3)

(8.2) h(r) = C;Soexp(— fwrsg‘dr).

Roéwnanie to, podane przez KACzANOWA [14], moze wigc dawaé nieoptymalne profile
tarcz. W pewnych, szczegélnych przypadkach ksztaltowanie w sensic szerszym moze
jednak dawaé identyczne rozwigzanie. Jedynie wtedy rozwigzanie (8.2) jest poprawne.
Warunkiem koniecznym, aby rozwiazanie (8.2) bylo poprawne w zakresie sprezystym
jest spelnienie réwnania '
8.3) ﬁ«me)=“‘,
‘ dr So Usge
gdzie s, = so(r, 1), e = e(r, t), wynikajacego z rownania nierozdzielno$ci po podstawieniu
(8.1). Z (8.3) wynika wigc m.in., Ze tarcza jednorodna bez wptywu temperatury ksztalto-
wana w oparciu o réwnanie (8.2) bedzie przy odpowiednio dobranych warunkach brzego-
wych optymalna ze wzglgdu na noéno$¢ sprezysta.
W zakresie plastycznym podstawiajac (8.1) do (4.9) otrzymuje si¢ przy w = const,
x =1

so 1,8
. —wrt 20— w230 _ g,
8.4) wi 50 T2 wr 5

Roéwnanie to po mozliwym scatkowaniu

(8.5) solr) = —2'_“_6—‘:”,2'
jest warunkiem koniecznym, aby rozwiazanie (8.2) bylo poprawne przy ksztattowaniu
na no$noé¢ graniczng. :

Ze spelnienia jednego z tych réwnan nie musi jednak wynikaé poprawno§¢ rozwig-
zania (8.2), gdyz w rozwigzaniu tym stosunek obciazen p(8)/p(1l) jest jednoznacznie
wyznaczony i, co za tym idzie, dowolnie wybrane warunki brzegowe dla tarczy pierécienio-
wej nie muszag byé spelnione. Jedynie w przypadku tarczy pelnej, poniewaz warunki
brzegowe sa inaczej formulowane- [réwnanie (5.2)] spelnienie réwnaf (8.3) lub (8.5)
wystarcza dla poprawnoéci rozwiazania (8.2).

9. Polaczenie tarczy z pier§cieniem

Ze wzgledu na istniejace ograniczenia czesto zachodzi konieczno§é projektowania
tarczy tylko w czgsci swej objetosci spetniajacej wyprowadzone powyzej réwnania. Pozwala
to na uniknigcie nieograniczonej wysoko$ci tarczy otrzymanej z powyiszych réwnafi
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droga wprowadzenia dodatkowych ograniczen. Projektujac tarczg¢ ze swobodnym brzegiem
(co jest przypadkiem czgsto spotykanym) korzystne jest zastosowanie pier§cienia o «sku-
pionej» powierzchni przekroju F i pomijalnie malym wymiarze promieniowym przeno-
szacego sile promieniows pochodzaca od tarczy i obciaZenia zewngtrznego (p, — réwnego

—
~—

i p
Pz : E —— N
]

|
|
|
B

Rys. 7

w tym przypadku 0). Z punktu widzenia matematyki oznacza to dopuszczenie rozwigzan
dystrybucyjnych, gdyz pierScien taki mozna traktowa¢ jak dystrybucje &(r--p), gdzie
o jest $rednim promieniem pierScienia (rys. 7).

Profil tarczy mozZzna wigc opisaé¢ dystrybucja

©.1) I* = h(r)+ Fo(r—o).

0

Rys. 8

Z przyjetych zatozen wynika, Zze w pierécieniu dziala jedynie.napr¢Zenie obwodowe s,
(definiowane analogicznie do s, i s,), totez réwnanie réwnowagi elementu takiego pier-
$cienia (rys. 8) obciaZzonego sila promieniowa p

9.2) Fdowe® + pedp—s,Fdp = 0

moze stuzy¢ do wyznaczania przekroju F

(9.3) F=-_2

we?—s,
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W zakresie spreZzystym napreZenie s, mozna wyznaczyé z warunku zgodnodci od-
ksztalcen tarczy i piercienia. Przy zaloZeniu, Ze sa one wykonane jako jedna cato$¢ otrzy-
muje si¢

h(p) (cos £E— 1_-sin 5) +p.
9.4) F = V3

(1—v)cosé&+ 1];_; sin&—wp?

Jak wykazano w [9] w pier§cieniu takim wyteZenie jest inne niz w tarczy, co jest zjawiskiem
niekorzystnym, a nawet niedopuszczalnym, o ile wyteZenie jest wyzsze niz w tarczy.

Lepsze wykorzystanie materialu mozna osiagnaé zakladajac pelne uplastycznienie
pierScienia (ksztaltowanie na no$no$é graniczng). Réwnanie zgodnos$ci odksztalcen przy
zaloZeniu idealnej plastycznoéci przestanie wtedy ingerowaé, zatem '

=41 i
|
F h(o) (cosf— ﬁsm 5) +p;
wp?+ 1
(znaki dolne przyjmuje si¢ dla pierécienia na zewnetrznym brzegu tarczy).

W przypadku tarczy swobodnej obciaZenie piercienia pochodzi jedynie od sily pro-
mieniowej w tarczy, a zatem obciazenie p, = 0 i powierzchnia F we wzorach (9.4), (9.5) jest
proporcjonalna do /(0). Warunek brzegowy (5.1) na przeciwnym brzegu mozna zawsze
spetni¢ zmieniajac /4. Problem optymalnego ksztaltowania tarczy z dystrybucja staje si¢
dodatkowo problemem optymalizacji parametrycznej, gdzie jako parametr mozna przyjac

np. &(p) w réwnaniach (9.4), (9.5). Funkcja celu jest wtedy sumaryczna obje¢to$¢ tarczy
i pierScienia

Sp

©.5)

F=

e

1 1
i
(9.6) v = fh*rdr = f/u'dr+FQ =min, .0 =1,.
4 8 1
Préba takiej optymalizacji (przy uzyciu nieznacznie zmodyfikowanego programu nr 1) nie
dala jednak rezultatu, gdyz otrzymuje si¢ jako wielko$¢é optymalng

©.7) E@op = 73,
co odpowiada tarczy bez pier§cienia, lecz o nieograniczonej grubosci na swobodnym brzegu.
Przy ksztaltowaniu w realnych warunkach nalezy przyja¢ £(p) < m/3, tak aby spelni¢
nie rozwazane tutaj ograniczenia technologiczne (np. maksymalna wysoko$¢ pierécienia,
zgodno§¢ wysokosci pierécienia i tarczy itp.). Czesto polaczenia tarczy z pierécieniem
nie uda si¢ przy tych zalozeniach zrealizowaé, gdyz nie zmieéci si¢ on wewnatrz tarczy,
wyjdzie ze wzoru ujemna jego powierzchnia lub zbyt duze napr¢zenie s,.

10. Uwzglednienie zmiennej temperatury

Najistotniejszy wplyw z upraszczajacych rozwazania zatoZzen (5.4) ma nieréwnomierny
rozklad temperatury w tarczy wywolujacy napre¢Zenia termiczne (tylko w zakresie sprezy-
stym) oraz wywohuigcy zmienno$¢ stalych materiafowych.

\

AY
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W przypadku ksztaltowania na no$nos$¢ sprezysta mozliwe jest dwojakie postawienie
zagadnienia:

1. Przyjecie rozkladu temperatury jako funkcji znanej — wyznaczonej do$wiadczalnie
dla tarczy juz istniejgcej. Konieczne jest wtedy zaloZenie, Ze réznica pomigdzy ta tarcza
a tarczg dopiero projektowang bedzie niewielka — nie zmieniajgca praktycznie rozkladu
temperatury.

2. Przyjecie réwnan przeptywu ciepla dla plaskiej tarczy i catkowanie ich razem z po-
danymi wyzej réwnaniami. Podejscie takie, choé teoretycznie dokladniejsze, wymaga
jednak znacznie wigkszej liczby danych do$wiadczalnych (czgsto niemozliwych do wy-
znaczenia) lub tez pewnych uproszczen. Np. ogélne réwnanie przepltywu ciepta dla tarczy
(wedhug [17])

—ri't' —ht'+rBi(t—1t,)
T - i

(10.1) =

wymaga znajomosci rozktadu temperatury otoczenia #y(r) oraz wspdiczynnika wnikania
* ciepla do tarczy, ktérych w sposéb §cisty wyznaczy¢ si¢ nie da.

Przy ksztaltowaniu na no$no§é graniczna mozliwe jest jedynie podejécie pierwsze,
gdyz przy wyprowadzaniu réwnania (4.9) funkcja so(r), a zatem i temperatura traktowane
byly jako dane. Oczywiécie mozliwe jest wyprowadzenie réwnania Eulera — Lagrange’a
z réwnaniem typu (10.1) jako dodatkowym warunkiem pobocznym, choé przy ogdlnej
zaleznosci s4(r, ¢) nie bedzie ono miato rozwigzania. Wynika to z faktu, ze problem doboru
optymalnego profilu i rozktadu granicy plastycznosci s, sformulowany jak powyzej nie ma
rozwigzania dla skonczonych wartosci so(r).

Wyznaczenie rozkladu temperatury i profilu odpowiadajacych minimalnej objeto$ci
tarczy jest zagadnieniem znanym pod nazwa termofretazu (OGBALOW [11], ktéry sformuto-
watl ten problem dla cylindra, mégt dobieraé jedynie rozkiad temperatury). Uwzglednienie
zmiennej temperatury w réwnaniach no$noéci sprezystej zmieni objeto§é tarczy, a w szcze-
golnodci moze ja zmniejszyé, jednak wynik rozwigzania na no$no$¢ graniczna jest kresem
dolnym mozliwych rozwigzan. Wynika z tego, Zze rozwigzanie powyzszego problemu przy
pominigciu wplywu temperatury na stale materialowe daje si¢ rozwiazal w oparciu
o wyprowadzone rownania. Nalezy uksztaltowaé tarczg w oparciu o réwnania (4.3)
i (4.9)! a nastgpnie z réwnania (4.6) wyznaczy¢ poszukiwang temperature. Przy rozwiazy-
waniu kompletu réwnan (4.3), (4.6), i (4.9) niewiadomymi beda A(r), £(r) i ¢(r).

Przy uwzglgdnieniu zmienno$ci stalych materialowych z temperaturg [przede wszystkim
So(r, £)] problem termofretazu (zgodnie z dotychczasowymi rozwazaniami) nie daje sig
tak rozwigzad.

Mozliwe jest takZe postawienie zagadnienia termofretazu jako problemu wyznaczania
optymalnego rozkladu temperatury przy zadanym profilu tarczy. Odpowiada to doktadnie
sformutowaniu podanemu przez OGIBALOWA — wyznaczenia rozkladu temperatury za-
pewniajacego réwnomierne wytezenie materialu w calej objetosci tarczy. Dla rozwigzania
tego problemu nalezy rozwigzaé uklad réwnari (4.3) (4.6) o niewiadomych &(r) i #(r).
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11. Whnioski koncowe

W pracy przedstawiono problem ksztattowania tarczy wirujgcej w oparciu o jej no$nosé
sprezysta i graniczna. Ksztaltowanie na no$no$¢ graniczng pozwala w przypadku tarczy
petnej osiagnaé znaczny zysk na objetos¢ (do 19%). W przypadku tarczy pierscieniowej
objetod¢ jest jednak niemal niezalezna od kryterium ksztattowania (podobne wnioski
otrzymal réwniez DISTEFANO [2]). Przedstawiono i przedyskutowano pewne ograniczenia
na dobdr obcigzeri przy ksztaltowaniu tarczy. Ograniczenia te wynikaja prawdopodobnie
z przyjecia petnego uplastycznienia jako jedynego mozliwego schematu zniszczenia.
Przedyskutowano réwniez mozliwosci ksztaltowania tarczy ze swobodnym wewnetrznym
brzegiem (Dodatek B) oraz problem pofaczenia tarczy z pierScieniem usztywniajacym.
Omowiono zagadnienie doboru optymalnego rozktadu temperatury (termofretazu).

Ze wzgledu na stosowanie numerycznych metod obliczeniowych nie podano rozwiazan
w zamknigtej postaci, a jedynie pewne otrzymane rozwigzania numeryczne.

Dodatek A. Wyprowadzenie réwnan FEulera-Lagrange’a dla ksztaltowania w oparciu o no$no§é
graniczng. _

Do wyznaczenia réwnania (4.9) postuzymy si¢ ogélng metodg Eulera-Lagrange’a.
Uogélniony funkcjonal, po uwzglednieniu ograniczent (2.1) i (4.1), przyjmie postaé

1 .
(A.]) f {L(W'rg,—qh+gh+— R rh+w.rh)+
B 0
+ Aa[ny +2¢2(q, +9,) — (47 + 95 — q.9,)] +hr}dr = min,

skad, piszac réwnania Eulera-Lagrange’a kolejno wzgledem funkcji A(r), q,(r), q,(r)
otrzymuje si¢ ukifad trzech réwnan '

gy . ,
A"l ('qr_o —q4p+wlr2)_)‘qur = 0,
0o ,

A2 ! -
A2 Darh 20 4 306, = 2,4 4p) = Mirh = 0,
0
Alh_lz(xz_zqqp'i'qr) = 0,
gdzie
o.(r) .
= ——- =cosé~—— sinf —x,,
A3 7 oo(r) %, V3 :
(A3) 0,(r) 1.
= cosé+—= siné—x,

I = oo /3

a A, i A, sa mnoznikami Lagrange’a. _

Powyiszg parametryzacje zastosowa¢ mozna na dowolnym etapie wyprowadzania réw-
nania (4.9), a w szczegélnoéci juz w réwnaniu (A.1) — wéwczas otrzymaloby si¢ jeden
mnoznik Lagrange’a. Jednak ze wzgledu na konieczno$é pracochlonnych przeksztalcen
trygonometrycznych najkorzystniej jest zastosowaé ja jak najpdzniej tzn. po wyrugowaniu _
z réwnan (A.2) niewiadomych pomocniczych A,(r) i 2,(r).

4



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE NAGRZANYCH TARCZ . 299

Z réwnania (A.2;) wyznacza sie 1,(r) i podstawia do (A.2,). Otrzymuje sie wtedy uktad
dwu réwnan

(A4) ;'l(rqr _Zg —Gp+ W1"2)_’q-1rqr =0,
0 !

U(,) 7‘2—2Qr+%) ’
PN LI e’ Lk L) R PR
1( Go ”2—2qw+qr !

liniowy wzgledem niewiadomych A, i A;. Wyznaczajac A; i 4]

= r(%2_2q(p+qr) ’
== "% 7 ,

(A.5) i
(#,—2g,+q,)roglog+x,—2q,+ 4,

wir2(x,—2q,+q0) + %, (4 +qp) + 23
a nastepnie rozniczkujac pierwsze z nich i odejmujac stronami otrzymujemy po prze-
ksztatceniach réwnanie

wyr 2(%2 - 2q¢ + qr) (qr + qu - 2”2) -+ 3(qr - qq)) [(qr + qw) 73 + 2%3] -

3 =

, G0 w
— [%2(q, +9,) +2%3] (%, — 24, + 4,) 10 /00 — (¢, — 2q, +,)*wy 1 (G° + —w—) =
. (4]
= —3%:7(qpdr— 4pdr) + %3 1(qr+ qp) — 2237 (g, — 245)
z ktdérego po zastosowaniu parametryzacji (A.3) otrzymujemy (4.9).

Dodatek B. Dyskusja rozwiazan prowadzacych do nieograniczonej gruboSci tarczy.

Przy ksztalttowaniu tarczy o swobodnym brzegu lub obciazonej na obu brzegach
w jednym kierunku (do osi lub czesciej od osi) zachodzi koniecznoé¢ spetnienia w pewnym
punkcie tarczy réwnoéci (dla r = p)

(B.1) p@) = s5.(0)h(0) =0, pf<po<L

Przy tym zalozeniu réwnanie réwnowagi tarczy (4.3) posiada osobliwo§¢ i nie daje sig
wykorzysta¢ do ksztalttowania tarczy. Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne przypadek
ten wymaga glebszego zbadania i zostanie przeanalizowany dla poszczegélnych mozliwosci
wynikajacych z réwnania (B.1).

Wszystkie wystepujace poniZej wielkosci beda wartosciami odpowiednich funkcji
w punkcie r = p, totez otrzymane réwnania beda réwnaniami algebraicznymi. Jedynie
w punkcie B.2 wykorzystane zostanie rozwinigcie tych funkcji w szereg zmiennej n w naj-
blizszym otoczeniu punktu r =g (y = r—p).

B.1. ;=0 (h=0, h+# 4w, kI # +x).

Przy tych zalozeniach réwnanie (4.3) mogloby by¢ ewentualnie wykorzystane do ksztalto-
wania, gdyby mozna je bylo doprowadzi¢ do postaci symbolu nieoznaczonego 0/0. W tym
celu musi zachodzié:

"2 |
(B.2) ——_siné—g(sin§+—_cos§)5’—w p? =0.

V3 V3 ‘
Jedyna wielkoscia niewiadoma (warto$é & wynika z warunku s, = 0) jest tu &'. Wyliczona
 z (B.2) warto$¢ & mozna podstawié do (4.6) lub (4.9) (a wlasciwie otrzymanych z nich
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réwnan algebraicznych) i otrzymaé réwnanie wiazace wielkoSci przyjete jako znane, np.
przy zatozeniach (5.4) otrzymuje si¢ z (4.7) dla zakresu sprezystego

3 1+4v
2 2 _
(B.3) wo' = 7 lub  wp %"
albo z (4.10) dla zakresu plastycznego '
(B.4) wp? = +3.

Nawet, jesli dobierzemy z nich predko$¢ katowa lub promien (co nie zawsze jest mozliwe),
to i tak nie uda sie unikna¢ osobliwoéci rownania (4.3) gdyz po zrézniczkowaniu (4.6) lub
(4.9) mozna otrzymaé nastepne réwnanie algebraiczne, ktore przy przyjetych wartosciach
nie bedzie spelnione.

B.2. ss=0(0h=0, h# too)

Jezeli dopusci sie mozliwo$¢ /' = + oo tak, aby w réwnaniu (4.1) pierwszy czlon mial warto$§é
skoriczong C # 0 otrzymuje sie wtedy, rozwijajac odpowiednie funkcje w szeregi i ogra-
niczajgc si¢ do pierwszych przyblizen, nastgpujace wyraZenia:

s, = Clo+a,n+a,n*+ ...
s = A n+A,0*+ ...

(B.5)
/1’—\C/0+a17],—?___':' = . ¢ _1~+*€L+ _.ﬁ
An+ ... Ao A, T dyly=o
Po scatkowaniu
B.6 h=Cs — .
(B.6) 1 + — Al lmy-!— A1 7+
skad otrzymuje si¢, wbrew zalozeniom, A(p) =
B.3. h=0, s #0.

Przy powyzszych zalozeniach z réwnania réwnowagi otrzymuje si¢ #' = 0, a po n-krotnym
zrézniczkowaniu (4.1) wzgledem r

(B.7) A" (o)s, = flh, ', ', ...),

gdzie f jest liniowa kombinacja pochodnych funkcji /1 az do (n— 1)-szej. Metodg indukcji

matematycznej mozna stad udowodnié, Zze wszystkie pochodne funkcji A(r) sa w tym

punkcie réwne zeru. Nie wydaje sie mozliwe opisanie taka funkcjg rzeczywistego profilu

tarczy.

B.d4. Jezeli réwnoczeénie 1 = 0 i s, = 0, to rézniczkujgc réwnanie réwnowagi (4.1) otrzy-

muje si¢

(B.8) h(Q2rs,—s,w,0%) =0,

skad, jezeli wyrazenic w nawiasie jest rézne od zera, otrzymuje si¢ wynik jak poprzednio,

w przeciwnym przypadku dochodzi sie do zwigzkéw takich, jak w B.1. .
Reasumujgc: Warunek (B.1) pocigga za sobag nieograniczong warto$¢ /(p), a zatem

prowadzi do tarcz nierealizowalnych technicznie. Wyniki niniejszej pracy, poza rozdziatem

9, nie daja wiec podstaw do projektowania tarczy ze swobodnym brzegiem lub z obcigzZe-

niami w jednym kierunku. Dla rozwigzania tego problemu konieczne jest przyjecie innych

ograniczen niz w niniejszej pracy.
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Pesmome

ONTHUMAJIBHOE ®OPMHMPOBAHME HEPABHOMEPHG HAI'PETBIX
BPALIAIOWNXCA THUCKOB IO VIIPYTOMY U ITNTACTHYECKOMY
MPEINEJIBHBIM COCTOAHHAM

ABTOpamMH pa3padoTaHo GOPMHPOBAHKE BPALLAIOLIETOCA AHCKA M3 YCIOBHSA PaBHONPOYHOCTH (YIpY-
€ pELUCHHE) MIH M3 YCJOBHS MHHMMYM2 ofpeMa B IJIACTHUECKOM cocrosHuH. [IpnHATO miockoe
NpPSHKEHHOE  COCTOAHME M pPaChpefiejieHue TeMIlepaTyphl, YCJIOBHE TeKkyuectd Bykmmcroro-CraccH

I’Anns, $huaMuecKas HEOMHOPOAHOCTL AMCKA H 33BMCHMOCTL (DH3HYECKHX KOHCTAHT OT Harpesa. Ilpu
ONTHMU3AUHH HA HECYLUYVIO CIIOCODHOCTB JJIA ONpeReieHrns Ao0aBouHoH CBOBOAHON HYHKLHH TPHMEHEHO
KJIACCHYECKOE BapHAUHOHHOE HCUMCIIEHHE.
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Uncnensble pacyeThbl, BbiNoJHEHHbIe Ha DBM ,;0npa 1204, nokasanu, yto Xo1st hopmuUpoBaHHe
Ha HeCYLIY10 CIIOCOGHOCTh JAeT JIyULIHe Pe3yNbTaThl, TO HCTHHHAS PasHHLA 110 00bEMY [IOJyyaeTcs JHILb
JUIS TIOJTHOTO JRHCKa.
ITocraBneHo ycnoBHe PaBHONPOUYHOCTH B LIMPOKOM CMBICJIE M PAacCMOTPEHA KOPPEKTHOCTD YCIIOBHA
PaBHOIPOYHOCTH B y3koMm cmbicie. Iloka3aHo, uTo gomnylieHHe cBOGOHOTO Kpast HMCKA BEAET K Heorpa-
HHYEHHOI €ro TOJLIMHE. DTOro MOXKHO H30eaTh, BBOJAS COSOHHEHHE OHUCKA C KOJBLOM, HECYLUHM
paguansuyro cuny. Paccmorpena Takke mpoGnema Tepmodperarka, T.€. ONTHMANLHOIO pPACIpeleneHHs
TEMIIEPATYPbl B JHCKE.

Summary

THE OPTIMAL DESIGN OF NONUNIFORMLY HEATED ROTATING DISCS WITH RESPECT
TO THEIR ELASTIC AND LIMIT CARRYING CAPACITY

Paper describes the design of rotating discs using the condition of uniform strength (in elastic range)
* or condition of full yielding (in plastic range). Plane, axially symmetric stress and temperature distribution,
Burzynski — Stassi d’Alia parabolic yield condition were assumed; the material constants may depend
on the coordinate and temperature (natural and forced non-homogeneity). Design in plastic range had
one more free design variable and was based on classical variational calculus.

It was shown, by using an ,,0Odra 1204” computer, that plastic range design produces more optimal
discs (of less volume) but there is a very small gain with respect to the elastic design except in the case of
a full disc.

Uniform strength condition in the broader sense was assumed and the correctness of the narrower
sense condition was discussed. It was proved that free end assumption produces an infinitely large thickness
of disc. To get rid of this phenomenon the reinforcement of the disc with the ring (carrying the radial
force) was discussed.

The thermofrettage problem i.e. the problem of the optimum design of temperature distribution was
described and discussed as well.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 wrzesnia 1975 r.
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AGNIESZKA MUSZYNSKA (WARSZAWA)

W dobie dokonujacej si¢ rewolucji naukowo-technicznej niezwykle wazne zadania
spelniaja maszyny i mechanizmy; one realizuja nowe, coraz bardziej zlozone procesy
wytwdrcze, przetworcze, ustugowe. Rola maszyn i mechanizméw z roku na rok jest coraz
wigksza, zaréwno ze wzglgdu na ogromny ilo$ciowy wzrost produkcji we wszystkich
dziedzinach gospodarki, jak i jakoSciowe przeksztalcenia produkcji, dyktowane przez
wymagania nowych proceséw technologicznych i nowych zadan, jak tez wprowadzanie
coraz to nowych tworzyw konstrukcyjnych oraz materialéw przerabianych przez maszyny.
Maszyny realizuja réznorodne procesy technologiczne w ziozonych warunkach duzych
predkoéci i wielkich mocy, w rozmaitych stanach cieplnych, w warunkach duzych ci$nien
i w prozni, w §rodowiskach szkodliwych dla czlowieka. Nieustannie wzrasta intensywno$¢
i wielko§é obciazen, predkos$ci bezwzglednych ruchéw poszczegdlnych ogniw i predkoéci
wzgledne w wezlach taricuchdéw kinematycznych. Jednocze$nie rosng stawiane maszynom
wymagania dotyczace wydajnoéci, przy zagwarantowaniu wysokiej precyzji dzialania,
trwaloéci i niezawodnoéci. Obecne tendencje w tej dziedzinie mozna krétko scharaktery-
zowaé ogblnym dazeniem do wykorzystania granicznych parametréw odnoszacych sig
zaréwno do konstrukcji urzadzeri, warunkow ich pracy, dokladnoéci funkcjonowania,
prostoty obstugi, mozliwie fatwego, a co za tym idzie — taniego wytwarzania, wlasnosci
materialow wykorzystywanych do ich wytworzenia, jak i samych metod wytwarzania
poszczegllnych czgsci i zespoldw maszyn.

Skomplikowanie struktury maszyn, przy jednoczesnym podwyZszeniu wymagan
dotyczacych ich kinematycznych, a w szczeg6lno$ci dynamicznych charakterystyk po-
stawito szereg istotnych zadaf przed Konstruktorami, technologami i uzytkownikami
maszyn. Jedne z wazniejszych — zwigzane sa z zadaniami dynamicznych badan maszyn.
Agregaty maszynowe przedstawiaja zlozone ukiady drgajace o wielu stopniach swobody,
kinematycznie zamknigte, otwarte lub rozgalezione, z wigzami holonomicznymi i nie-
holonomicznymi, z elementami sprezystymi i elementami o zmiennej masie i zmiennej
bezwladnosci, z luzami w parach kinematycznych. Elementy maszyn poddane sa wymu-
szeniom okresowym, prawie okresowym, impulsowym, wymuszeniom o charakterze
losowym. Wymuszenia dzialaja najczcéciej w polaczeniu z innymi czynnikami (przy
obciaZeniu statycznym, w zlozonym stanie naprezefi, w zmiennym polu temperatur itp).
W takich warunkach duzym niebezpieczenstwem sa stany rezonansowe i dynamiczne
stany krytyczne oraz stany niestatecznych ruchéw drgajacych, przy ktérych mozliwe
jest narastanie przemieszczen, odksztalcen i naprezen. Czesto duZe zmienne naprezenia
zwiazane ze zjawiskami drganiowymi i z utratg stateczno$ci, prowadzg do zmeczeniowych



304 A. MUSZYNSKA

peknie¢ czeéci maszyn. Oprécz tego, niezaleznie od wplywu na wytrzymalo$§é, drgania
wywotluja zaburzenia w programowym ruchu elementéw maszyn, zmieniajg wlasnosci
kinematyczne ukladéw, stanowia zrédio hatasu, powodujg zakleszczanie, wywotuja udary,
zwickszone tarcie, powoduja wydzielanie si¢ ciepla, stanowig przyczyng nadmiernego
rozproszenia energii mechanicznej, a wigc obnizajg sprawno$¢, wydajno$¢ i trwato$é calej
maszyny. Ponadto drgania elementéw maszyn wywierajg -szkodliwy wplyw na ludzi
obstugujacych maszyny.

W wiekszosci agregatow maszynowych proces roboczy zwiazany‘ jest z ruchem,
ktéry powinien by¢ realizowany w wyznaczony, przewidziany sposob.

Drgania elementéw maszyn i wszystkie zjawiska dynamiczne, zwigzane z roboczym
procesem maszyny sa bardzo niekorzystne. Dlatego tez, juz na etapie projektowania
maszyny, niezbedna jest mozliwie dokladna znajomo$é wszystkich proceséw dynamicznych,
aby unikngé lub zminimalizowaé zjawiska niekorzystne.

Agregaty maszynowe przedstawiaja skomplikowane struktury zbudowane m.in.
z obwodéw napedowych, transmisyjnych, roboczych i regulacyjnych, ktdre z kolei skfadaja
sie z ogniw sprezystych, inercyjnych, hydraulicznych, pneumatycznych i wielu ogniw
o bardziej ztozonym charakterze. Z tego wzgledu, przy badaniach takich skomplikowanych
struktur, wlaéciwe jest przyjecie dwojakiego podejscia: z jednej strony, konieczne jest
szczegélowe badanie poszczegdinych elementéw struktury, z drugiej zas ujecie analityczne
calej struktury w postaci modelu wielkiego systemu, rozpatrywanie kompleksowe zaréwno
rozmieszczen cze$ci skladowych, jak i wzajemnych sprzgzen elementéw, ogniw i obwodow,
relacji migdzy nimi, przeplywow energii, przekazywania informacji itd., przy uwzglednieniu
dynamiki (zmienno$ci w czasie) wszystkich przebiegajacych w systemie proceséw.

Badania prowadzone wedhig pierwszego schematu maja o wiele dluZsza tradycj¢
i legitymuja si¢ juz ogromnym dorobkiem. W obecnych czasach, charakteryzujacych sig
jako$ciowym skokiem w rozwoju nauki i technologii, wywierajacym rozlegly wplyw na
rézne dziedziny zycia gospodarczego, spolecznego, kulturalnego, badania prowadzone
wedtug drugiego schematu stajg sie bezwzgledna konieczno$cig. W badaniach systemowych
tego typu mozliwe staje sie uwzglednienie nie tylko mechanicznych czy elektrycznych
ogniw systemu, ale réwniez ukladéw biologicznych, ekonomicznych i socjologicznych,
a wigc i ich wzajemnego oddzialywania. Ta dziedzina nauki stawia dzi§ pierwsze kroki.

Przedmiotem badan prowadzonych wedlug pierwszego schematu sa wyizolowane
elementy struktury. Elementem struktury moze by¢ zaréwno jedno proste ogniwo (me-
chaniczne lub inne), jak i ukiad skladajacy si¢ z wielu polaczonych, wspdlpracujacych ze
soba ogniw rozmaitego charakteru. Cala pozostata struktura traktowana jest jako ota-

czajace §rodowisko zewnetrzne, w okre§lony sposéb oddzialywajace na ten wyizolowany
ukiad.

Formalne ujecie zagadniefi zwigzanych z analiza dzialania oraz synteza, zaréwno
elementéw danej struktury, jak tez i wigkszych systemdw, rozpoczyna si¢ etapem m 0=
delowania [I-16]. Ze wzgledu na zlozono$¢ i réznorodno$¢ zjawisk i procesdw
wystepujacych w ukladach rzeczywistych, trzeba zaniedba¢ pewne wlasnosci tych uktadow
i rozpatrywa¢ ukfady uproszczone, wyidealizowane. W ogdlno$ci modelowanie oznacza
imitowanie rzeczywiécie istniejacego obiektu za pomoca specjalnego konstruowania
analogonéw (modeli), w ktdrych z okreSlonym przyblizeniem odtwarza sie zasady orga-
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nizacji i funkcjonowania tego obiektu, co nastgpnie umozliwia uzyskanie informacji
o samym modelowanym obiekcie. M o d el e m danego rzeczywistego obiektu (fragmentu
rzeczywistosci) jest dajacy si¢ pomysle¢ lub materialnie zrealizowaé uktad, ktéry odzwier-
ciedlajac lub odtwarzajac obiekt, zdolny jest zastepowac go tak, e jego badanie dostarcza
nowych, nadajacych si¢ do doswiadczalnego sprawdzenia informacji o tym obiekcie. Na
podstawie ujawnienia podobienstwa migdzy dwoma ukladami (modelem i obiektem
rzeczywistym), z ktérych jeden traktuje si¢ jako obraz drugiego, w procesie modelowania,
z obserwacji poczynionych w jednym ukladzie uzyskuje si¢ charakterystyki drugiego?.

W przypadku ukladéw fizycznych, modelowanie obejmuje na ogét dwa etapy: budo-
wanie modelu nominalnego i budowanie modelu matematycznego, oba etapy sa ze soba
jednak $cifle powigzane. Dla ukladéw mechanicznych, model nominalny?’ przedstawia
w uproszczony sposob strukture ukladu (przestrzenne rozmieszczenie wyidealizowanych
elementéw). Model matematyczny stanowi zbidr relacji (wzory, réwnania, nierdwnosci,
warunki logiczne itp.), wiazgcych wybrane zmienne, opisujace stan ukladu®,

Nizej oméwione zostana nieco szerzej poszczegdlne etapy modelowania oraz specyfika
modelowania ukladéw mechanicznych.

Zbudowanie adekwatnego modelu nominalnego i matematycznego wymaga zgromadze-
nia szeregu informacji o modelowanym obiekcie rzeczywistym. Informacje te
powinny dotyczy¢ zaréwno jego cech wewngtrznych i sposobu oddzialywania czynnikdw
zewngtrznych, jak i celu samych badan. Informacje takie uzyskuje sie z eksperymentéw,
z wynikéw badan modeli po§rednich (ukladéw czastkowych, uproszczonych, bez sprzezen),
wreszcie na podstawie do§wiadczenia zgromadzonego przy badaniu uktadéw podobnych.
Zbiér takich informacji o ukladzie rzeczywistym zawiera¢ powinien pojecia i relacje
bezposrednio zwigzane z dang dziedzina rzeczywistoci. Przy gromadzeniu informacji
niezbedne jest przyjecie od razu okre§lonego, formalnego systemu opisowego (na ogét
zaczerpnigtego z matematyki — reguly tworzenia zdan, aksjomatéw, zasady prowadzenia
dowodéw, zapis analityczny, tabelaryczny, graficzny itd.), ktéry umozliwia zestawienie
i poréwnywanie zbieranych informagji. )

Tak wigc, pierwszym krokiem przy modelowaniu jest zgromadzenie informacji o obiek-
cie rzeczywistym. Im wigcej wiemy o tym obiekcie, tym dokladniej, trafniej i logiczniej
mozem ywyznaczy¢ bezposredni cel badan, tym lepiej i stosowniej dobraé model, za pomoca
ktérego chcemy osiggnaé cel badan, tym dokladniej potrafimy wyznaczy¢ obszar niewiedzy
0 obiekcie rzeczywistym. '

Nastepnym krokiem procedury modelowania jest podjecie decyzji dotyczacych roz-
graniczenia zgromadzonych informacji na «wazne» oraz «nieistotne» dla danego celu lub
w danym etapie badan. Jedna z najistotniejszych jest tu decyzja o wydzieleniu, wyizolowa-
niu interesujacego nas ukladu (obiektu) z otaczajacego go $rodowiska. Oddziatywanie
$rodowiska traktuje si¢ nast¢pnie jako zewnetrzne zaburzenie dzialajace na uklad, skiero-

1 Model nie jest odbiciem rzeczywistosci, lecz tylko odbiciem aktualnie posiadanej o niej wiedzy —
stad nigdy nie moze by¢ traktowany jako co$ trwalego i nie podlegajacego zmianom.

2 zwykle nazywany modelem fizycznym.

3 Czgsto model nominalny przedstawia jedynie ilustracje modelu matematycznego, w sposob obrazowy
pomaga przy interpretacji fizycznej zmiennych stanu.

8 Mechanika Teoretyczoa
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wane tylko w jedng strong. Sprzgzenie zwrotne uwaza si¢ za nieistotne i przyjmuje sie, e
oddziatywanie badanego ukladu na srodowisko nie zmienia stanu tego $rodowiska. W ten
sposob uzyskuje si¢ wyizolowany ze Srodowiska obiekt — w postaci ukladu wzglednie
odosobnionego, ktéry stanowi¢ bedzie przedmiot dalszych badan. Operacja wyizolowania
obiektu z otaczajacego §rodowiska powinna by¢ poprzedzona gruntowna analiza, oparta
na przestankach wynikajacych gtéwnie z przeznaczenia modelu. Na tym etapie rezygnuje
si¢ bowiem z uwzgledniania niektérych sprzgzen migdzy elementami lub poduktadami.
Sprzezenia takie moga mie¢ niekiedy znaczny wplyw na zachowanie si¢ uktadu rzeczy-
wistego — zatem model bez sprz¢zen bedzie modelem nieadekwatnym®.

Posrdd informacji gromadzonych na wstepnym etapie powinny znalez¢ si¢ informacje
dotyczace zjawisk oraz sytuacji problemowych, ktére mogg mie¢ miejsce przy funkcjonowa-
niu danego ukiadu rzeczywistego. Zjawiska interesuja nas juz w fazie projektowania
ukladu. Nalezy przewidzie¢ sposob, w jaki zachodza procesy, charakterystyczne dla danego
zjawiska i na tej podstawie tak skonstruowaé i wykona¢ ukiad, aby podczas jego eksplo-
atacji procesy uznane za wazne przebiegaly w sposéb mozliwie bliski do zalozonego. W tym
celu nalezy dysponowaé zaréwno modelami zjawisk, ktdre w zakresie interesujgcych nas
proceséw, w powiazaniu ze struktura uktadu odzwierciedlaja rzeczywisto§¢ z dopuszczal-
nym bledem, jak i dysponowaé modelami warunkdéw pracy, wynikajacych z powigzania
badanego uktadu ze $rodowiskiem. W realizacji tych postulatéw, oprécz wiedzy pod-
stawowej, duza role odgrywa «bank informacji» o, sposobach funkcjonowania danej
klasy uktadéw w charakterystycznych dla nich warunkach eksploatacyjnych. Ten bank
informacji jest tworzony na podstawie wynikéw badan diagnostycznych oraz droga
identyfikacji istniejacych i dziatajacych ukiaddw.

Diagnostyczne badania eksperymentalne dostarczaja informacji o procesach mechanicz-
nych, akustycznych, cieplnych, o procesach zuzycia itp., przebiegajacych w czasie funkcjo-
nowania urzadzen mechanicznych oraz informacji o wlasno$ciach dynamicznych tych
urzadzeri, z uwzglednieniem przebiegajacych w nich proceséw. Sa to wiec informacje
dotyczgce stanu urzadzen oraz zmiennosci tego stanu w czasie. Dajg one podstawe do
prognozowania przebiegu dalszych proceséw i wskazéwki na temat ewentualnego wpro-
wadzenia modyfikacji i zmian w urzadzeniach, w celu doskonalenia tych proceséw.

Niestety diagnostyczne badania eksperymentalne nie zawsze mogg by¢ w pelni prze-
prowadzone, nie zawsze mozZna ta drogg uzyskaé wszystkie poszukiwane informacje.
Niekiedy zbadanie juz tylko statycznych wlasnosci obiektéw jest zadaniem skompliko-
wanym. ZloZzono$¢ tego zadania jest konsekwencja faktu, Zze wlasno$ci obiektéw zaleza
zazwyczaj od bardzo wielu zaréwno znanych, jak i nieznanych czynnikéw. Dodatkowsa
trudnos$cia jest jeszcze fakt, 2e wartoéci tych czynnikéw, wlasnosci samego obiektu i do-
stepne dla eksperymentatora wielkosci wyjsciowe, zalezne od wspomnianych czynnikéw,
moga podlega¢ wplywom szumdw i zakiécen. Ponadto, ze wzgledu na niewielki na ogdt,

“-Dla przykiadu, rezygnujac z niektérych sprzgzed zmienia si¢ wartodci i liczbe czestosci wlasnych
ukiadu drgajacego; jezeli celem jest zbadania drgan rezonansowych przy wymuszeniu okresowym, nalezy
skonfrontowa¢ ze sobq czg¢stosci wymuszen z widmem czesto$ci wlasnych ukladu ze sprzezeniami i ukiadu
uproszczonego. Ten ostatni moze byé przyjety do dalszej analizy wtedy, gdy warto$ci czesto$ci wymuszen
nie sg bliskie warto$ciom ,,odrzuconych” czesto$ci wlasnych, a zmiany wartosci czesto$ci wlasnych, naj- -
blizszych warto$ciom czesto$ci wymuszen sg nieznaczne. ’ '
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mozliwy zakres zmienno$ci warto$ci parametrow przy przeprowadzaniu konkretnych
badan, zebrane informacje sa jedynie fragmentaryczne. Zachodzi rowniez obawa pominig-
cia istnienia wspolzaleznosci czynnikéw wplywajacych na badana wlasno$¢ obiektu
i na zaburzenia wejSciowe od jakiego$ nieznanego przez eksperymentatora zakldcenia.
W «banku informacji» powinny si¢ wiec znalezé informacje z mozliwie pelnym opisem
okolicznosci, w jakich zostaly uzyskane.

"~ Identyfikacja jest dziedzing szersza i znacznie lepiej, w sposéb kompleksowy
rozpracowana. Ujmujac w sposéb ogdlny, domena jej jest poszukiwanie wiasciwego,
najbardziej adekwatnego modelu matematycznego obiektu rzeczywistego, na podstawie
wynikéw eksperymentu dokonywanego bezposrednio na obiekcie rzeczywistym. Wyniki
badan eksperymentalnych sa zestawiane z wynikami analizy teoretycznej modelu mate-
matycznego, z uwzglegdnieniem okre§lonego kryterium poréwnawczego (funkcja jakoéci
wybierana zgodnie z przeznaczeniem modelu). Model powinien z Zzadang dokladno$cia
opisywa¢ zachowanie si¢ obiektu pod dziataniem okre§lonych zaburzen zewnegtrznych.
Przy identyfikacji, etap budowania modelu nominalnego jest na ogét ograniczony. Proces
poszukiwania adekwatnego modelu matematycznego prowadzi si¢ czgsto metoda itera-
cyjna, z géry zakladajac postaé struktury modelu i wprowadzajac do modelu matematycz-
nego przyblizone charakterystyki ukladu rzeczywistego, wyznaczone na podstawie zna-
jomoéci wlasnoSci elementéw i sprzezen, a nastepnie modyfikujac model droga pominigcia
elementGw i sprzezeri mniej waznych, ze wzgledu na oczekiwane dziatanie uktadu (lub tez
uzupelnienia modelu). Przy zadanej dokladnosci (kryterium jakosci), zgodno§¢ modelu
i ukladu rzeczywistego osiaga sig drogg szeregu udoskonalen (zmieniajac strukture i warto-
§ci parametréw charakterystyk), ktére zakonczone zostaja w momencie, gdy blad nie
przekracza zatozonej wartoéci. Taka procedura prowadzi do uzyskania modelu uwzgled-
niajacego minimalng liczbe wlasno$ci niezbednych, aby reprezentowac zachowanie si¢
ukiadu rzeczywistego.

Oczywiscie model taki jest adekwatny do ukladu rzeczywistego tylko w sensie przyje-
tego kryterium jako$ci i przy okre§lonym, zalozonym rodzaju zaburzed zewngtrznych.
Identyfikacja jest waznym elementem modyfikacji parametrycznej i strukturalnej uktadéw
i stanowi jeden z etapdw syntezy ukladéw oraz ich optymalizacji pod katem wybranego
kryterium.

Diagnostyczne badania cksperymcntalnc i identyfikacja stanowia podstawowe zrédio .
informacji dotyczacych przedmiotéw, stanéw, zjawisk i sytuacji problemowych potrzeb-
nych przy modelowaniu ukladéw mechanicznych.

Wybér modeli zjawisk powinien byé uzalezniony od postawionego celu
badan. W modelach zjawisk winny by¢ uwzglednione czynniki wywierajace istotny wpltyw
na badane zjawiska. Rola tych czynnikéw w modelu powinna w zadowalajacy sposob
odzwierciedlaé ich role w rzeczywistoéci. Model musi by¢ przy tym zbudowany w taki
sposdb, aby mozna bylo sformulowaé, a nastepnie rozwiazac zadania, opisane w przyjetym,
sférmalizowanym jezyku matematycznym.

Modele zjawisk imituja (symuluja) prawa przyrody, ktérych nie znamy, natomiast
obserwujemy skutki ich dzialania. Przy budowaniu modeli zjawisk tworzy si¢ okoliczno§ci,
w ktdrych sprawdza si¢ te prawa. Biorac pod uwage pewne elementy wiedzy, na podstawie
obserwacji i préb, dochodzi si¢ do okre§lonych wniosk6w, ktore nastepnie, w sformalizo-

8*



308 A. MUSZYNSKA

wany sposéb ujmuje si¢ w postaci hipotez. Zalezno§¢ hipotetyczna skutkéw i przyczyn
umozliwiajaca przewidywania nowych zjawisk stanowi model przyczynowy danej klasy
zjawisk.

Sytuacje problemowe interesujq nas gldwnie w odniesieniu do szeroko
pojetego sterowania. W tej dziedzinie modelowanie jest znacznie trudniejsze. Po pierwsze
dlatego, ze na ogodt nie wszystkie mozliwe decyzje sterujace znane sg z gory, gdyz w miarg
przebiegania proceséw w ukladzie sytuacja moze si¢ zmienia¢. Po drugie dlatego, iz w tej
dziedzinie mamy najcze$ciej do czynienia z dziatalnoécig czlowieka, ktdérej rezultatem
sg decyzje, zalezne od wielu czynnikéw, istniejgcych obiektywnie i wywierajacych wplyw na
dang sytuacje.

Budowanie nominalnego modelu ukladu polega na abstrahowaniu,
dealizacji 1 upraszczaniu rzeczywistosci (standéw, przedmiotéw, zdarzen), opartym na
informacjach o ukiadzie rzeczywistym, przy uwzglednieniu okre$lonego celu. Model
nominalny danego ukladu rzeczywistego jest uktadem wyidealizowanym, o dobrze zde-
finiowanej (w przyjetym systemie opisu) strukturze i charakterystykach elementéw skia-
dowych, a takze o §ci§le okre§lonych warunkach granicznych oddzielajacych go od $ro-
dowiska zewnetrznego, ktére réwniez w $ci§le zdefiniowany sposéb moze nan oddziaty-
wac.

Dla uktadéw mechanicznych, jedna z najwazniejszych na etapie budowania modelu
fizycznego, jest decyzja dotyczgca wybofu liczby stopni swobody ukladu
Pod wplywem sil, rzeczywiste ciala podlegajg odksztalceniom i — mimo swej dyskretnej
atomowo-czasteczkowej struktury w skali mikro, w skali makro odksztalcenia te rozkiadaja
siec w sposob ciagly. Mechanika ciata stalego operuje modelami ciggtymi. Przyjmuje si¢
7e elementy ukfadu mechanicznego przedstawiaja wyznaczone geometrycznymi wymiarami
obszary, wypetnione o§rodkiem, majgcym okreslone cechy. Przy zalozeniu modeli ciaglych
ukiad mechaniczny ma nieskonczona liczb¢ stopni swobody. W przypadku zioZzonego
uktadu, przyjecie modelu cigglego prowadzi do ogromnych trudnosci nie tylko natury
matematycznej na etapie rozwigzywania réwnan, lecz juz na etapie wstgpnym, przy okre-
§laniu 1 wyznaczaniu statych fizycznych w réwnaniach konstytutywnych oraz warunkach
brzegowych. Pewne ulatwienia wprowadza si¢ zakladajac, ze osrodek jest jednorodny
i izotropowy oraz Ze odksztalcenia sa male.

Jednak w przypadku ziozonych ukiadéw zwykle stosuje si¢ catkowitg lub czg¢sciowa
dyskretyzacje®.

Istnieje szereg metod dyskretyzacji uktadéw ciagglych. Ogdlnie jednak wyodrebnié
mozna dwie grupy: metody, w ktérych korzysta si¢ z postulatu o brylach nieodksztatcal-
nych i elementach bezinercyjnych oraz metody oparte na zatoZeniu postaci drgan. W pier-

- wszej grupie metod przyjmuje sie hipoteze, ze uktad mechaniczny skiada si¢ z nieodksztat-
calnych bryt sztywnych, charakteryzowanych przez mase i momenty bezwladnoéci i z od-
ksztalcalnych, bezinercyjnych elementéw sprezystych i dysypacyjnych, przynoszacych tylko
sity wzdiuzne, reprezentujace sity wewne¢trzne miedzy poszczegdlnvmi brytami. Podzial
elementdw ukiadu na bryly sztywne i sprezyste elementy bezinercyjne jest podzialem

5w siczeg(’)lnych przypadkach postepuje si¢ odwrotnie: uklady tancuchowe dyskretne wygodniej
dla pewnych celow opisa¢ modelami ciaglymi.



PROBLEMY MODELOWANIA UKLADOW MECHANICZNYCH 309

umownym. i jednocze$nie niejednoznacznym. Jako sztywne traktuje si¢ czesto cale fra-
gmenty konstrukcyjne, jak np. zespoty pradotwoércze, sprezarki, sztywne platformy itp.
Jako elementy bezinercyjne — sprezyny, podkiadki gumowe, amortyzatory itp. Bryly
sztywne i elementy bezinercyjne mozna réwniez uzyska¢ na drodze umownego, my§lowego
podziatu elementéw ciaglych.

W drugiej grupie metod dyskretyzacji korzysta si¢ z podstawowych zasad mechaniki
(zasady prac przygotowanych, zasady D’Alemberta, zasady Gaussa, Hamiltona itd.).
Uklady ciagle charakteryzowane sa nieskonczong liczba stopni swobody, nieskoriczong
liczbg czestosci drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci tych drgan. Uklady dyskretne
maja skonczona liczbg stopni swobody, czestoéci drgan whasnych i postaci drgan®. Przy
dyskretyzacji metodami drugiej grupy wybiera si¢ pewna okre$lona liczbe postaci drgan
i odpowiadajgcych im czgsto§ci wlasnych, pozostale za§ zaniedbuje sie, ustalajac w ten
sposob liczbe stopni swobody ukiadu. Obie grupy metod prowadza wigc do podobnych
wynikéw: liczba stopni swobody zostaje ustalona, a co za tym idzie, ustalona zostaje
liczba postaci drgan i czestoéci wlasnych. Wprowadzenie idealizacji tego typu powinno
by¢ poprzedzone analiza, wyja$niajaca jakie wartoéci czestosci bedg miaty okresowe od-
dziatywania zewnetrzne, gdyz widmo czgstosci zewngtrznych wymuszen nie powinno
pokrywa¢ si¢ z widmem odrzuconych czestosci wlasnych.

Przy idealizacji prowadzonej metodami pierwszej grupy, podziat elementéw na bryty
nieodksztalcalne i bezinercyjne elementy sprezyste jest tym dokladniejszy, im wicksze
-sg réznice wartoéci sztywnosdci elementéw «bezinercyjnych» i elementéw «nieodksztalcal-
nych» oraz im wigksza jest réznica wartosci masy tych elementéw. Calkowite pominiecie
masy elementéw sprezystych w praktyce jest uzasadnione” w przypadkach, gdy ich masy
sa ponad trzykrotnie mniejsze od masy bryl. Gdy taka nieréwno$§¢ nie jest spetniona,
stosuje si¢ na ogol nastepne przyblizenie: do masy bryl dodaje sie pewng cze§¢ masy
elementéw sprezystych i w dalszych rozwazaniach traktuje si¢ je jako elementy pozbawione
masy. W celu obliczenia wartosci tej cz¢$ci, mozna zastosowaé jedna z metod przyblizonych
(rhetody energetyczne, metody oparte na poréwnywaniu czgstosci drgan wiasnych i inne)

Idealizacja polegajaca na podziale ukiadu na bryly nieodksztalcalne i bezinercyjne
elementy sprezyste jest tym dokladniejsza, im mniejsze sa wymiary bryly w stosunku do
dhugosci stojacej fali sprezystej, ktéra zawiera najmniejsza liczbe weztdw. Te ostatnie
zaleza od czestosci drgan oraz od predkosci rozchodzenia sie zaburzer sprezystych w da-
nym o$rodku.

Niekiedy bryly nieodksztalcalne w modelu dyskretnym traktuje si¢ jako masy skupione
(punkty materialne).

Dyskretyzacja mozna obejmowaé caly rozpatrywany ukiad mechaniczny lub jego
czgéei, pozostale za$ czesci (skladajace sig na ogdt z prostych elementéw, jak struny, belki,
plyty, membrany) rozpatrywac jako uklady ciagle, potaczone w okre§lony sposéb z innymi,
dyskretnymi elementami ukfadu.

W praktyce decyzja, czy dany uklad potraktowaé jako qugty czy tez jako dyskretny.
o wybranej liczbie stopni swobody, zalezy od argumentéw uzasadniajacych z jednej strony

9 Dotyczy to ukladéw liniowych i quasi-liniowych. ;
7> Blad wartosci najnizszych czestoéci wlasnych rzedu kilku procent.
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doktadno$é, a z drugiej za§ korzyé¢. Przyjeta liczba stopni swobody zdyskretyzowanego
ukiadu i spos6b rozmieszczenia zdyskretyzowanych bryl, powinny byé uzasadnione nie
tylko geometrycznymi wlasnofciami ukladu, lecz giéwnie wynikami wstepnej analizy
dynamicznej. (Dla uktaddéw liniowych .i quasi-liniowych — zestawienie widm czesto$ci
wlasnych i czgsto$ci wymuszen zewngtrznych).

Przy przeprowadzaniu procedury dyskretyzacji ukladu nalezy réwniez pamietaé, ze
dyskretyzuje si¢ jednoczesnie obciazenia (wymuszenia) zewngtrzne, zamieniajac obcigzenia
rozlozone — skupionymi sitami i momentami par sil. Przy wyborze liczby stopni swobody-
nalezy zatem kierowa¢ si¢ réwniez charakterem obciazefi zewngtrznych przyloZzonych
do ukladu.

Opisany wyzej formalizm dyskretyzacji stanowi podstaw¢ powszechnie obecnie sto-
sowanej metody elementéw skonczonych. Wraz z postgpem elektronicznej techniki obli-
czeniowej metoda ta zyskuje coraz wigksza popularnosé 1 coraz szersze zastosowania.

Nastgpnym etapem modelowania jest formalizacja proceséw przebiegajacych w ukladzie,
ktdéra prowadzi do otrzymania modelu matematycznego.

Na ogét oba etapy modelowania s3 ze sobg $ci§le powiazane. Przy budowaniu modelu
nominalnego dysponujemy dowolnoscia w podejmowaniu decyzji co do jego struktury.
Model nominalny nie jest pojeciem jednoznacznym w stosunku do danego obiektu rzeczy-
wistego. Natomiast wybér modelu nominalnego, zwigzany z wyborem zmiennych opisu-
. Jacych stan ukladu, juz w znacznym stopniu determinuje posta¢ modelu matematycznego.
. Dczywiscie adekwatno$¢ wybranego modelu do ukladu rzeczywistego, a wigc i prawidlo-
wo$¢ uzyskiwanych wynikow teoretycznych mozna zweryfikowac jedynie do§wiadczalnie —
na obiekcie rzeczywistym lub, na symulujgcym obiekt rzeczywisty modelu laboratoryjnym.

Posta¢ modelu matematycznego powinna by¢ taka, aby istniatla mozliwoéé uzyskania
rozwiazania® o zadanej dokladnosci. Niezbedno$¢ idealizacji na etapie budowania modelu
nominalnego wywolana jest nie tylko konieczno$cia uzgodnienia postawionego celu
badan z mozliwo$ciami obliczeniowymi, lecz i niezbgdnoécig otrzymania dostatecznie
prostych i latwych do zanalizowania zaleznosci, zabezpieczajgcych zadang doktadnos¢.
Przedstawienie rzeczywistosci «prziwie dokladnie» wymaga olbrzymiej, z reguly nieosia-
galnej wiedzy o rzeczywistoéci na etapie idealizacji i prowadzi nastgpnie do ogromnych
komplikacji matematycznych na etapie formalizacji. Trzeba zatem szuka¢ kompromisu
mig¢dzy dokiadno$cia modelu a naktadami pracy przy jego budowie i rozwigzywaniu.

Przy budowaniu modelu matematycznego korzystamy gléwnie z praw i aksjomatéw
fizyki, zapisanych w przyjety, sformalizowany sposéb. Korzystamy m.in. z zaleznoéci
wyrazajgcych réwnowage, opisujacych bilans sit, wydatkéw, przeptywéw, z réwnan
ciaglosci, z zaleznoéci geometrycznych.

Wybd6r zmiennych (poszukiwanych zmiennych stanu) zalezy zaréwno od struktury
modelu, jak i od postawionego celu badan. Wybrane zmienne powinny — z jednej strony
zabezpiecza¢ wystarczajaco wierny opis interesujacych nas zjawisk i proceséw przebiega-
jacych w ukladzie, z drugiej strony za$, powinny umozliwiaé otrzymanie mozliwie prostych
zalezno$ci matematycznych. «Prostota» tych ostatnich jest oczywicie pojeciem wzglgdnym,

® «Rozwiazaniem» nazywamy tu osiggniecie celu, ktéremu stuzylo modelowanie; w przypadku ukia-
déw mechanicznych najczeSciej chodzi o znalezienie charakterystyk ruchu.
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gdyz mozliwosci ich rozwiazywania, uzaleznione sa od aparatu matematycznego i $rodkow
liczacych, bedacych aktualnie w dyspozycji.

W przypadku ukladéw fizycznych (mechanicznych, elektrycznych itd.) model ukiadu
charakteryzowany jest przez $wa strukture: sklada si¢ z elementéw bedacych ze soba
w okre§lonych relacjach. W sposéb formalny stan ukiadu (modelu) opisywany jest przez
zbiér wybranych zmiennych stanu, ktore na ogét sa funkcjami czasu. Proces funkcjono-
wania tego ukladu opisywany jest przez zmiany wartosct zmiennych z biegiem czasu.

W zalezno$ci od celu badan, przy uwzglednieniu budowy i sposobu funkcjonowania
uktadu, po przeprowadzeniu operacji wyizolowania uktadu z otaczajacego go $rodowiska,
wyodrebnia si¢ wejécie i wyjécie uktadu (modelu). Sygnaty wejsciowe przedstawiajg zbior
czynnikéw zewnetrznych, ktére wymuszajg, ogdlnie biorac, funkcjonowanie ukiadu. Jako
sygnaty wyjsciowe, przyjmuje si¢ pewne procesy lub zmiany sytuacji, z reguly te, poprzez
ktére uklad oddzialywuje na otoczenie. Na taki uklad reprezentujacy rzeczywisto$¢ dziataja

Uklad badany

Zrddlo

UkTad Drgania
energii -

drgajgcy

| I

»| Przekainik |

Rys. |

ponadto zakdcenia, bgdace odzwierciedleniem zakidcen, wystgpujacych w idealizowanej
rzeczywistoéci. Jako przyczyny zakiScen traktuje si¢ réwniez wszystkie uproszczenia
dokonywane $wiadomie lub nie§wiadomie podczas idealizacji. Model matematyczny
uktadu przedstawia zbidr relacji wiazacych zmienne stanu, wyznaczajacych charakterystyki
stanu ukladu (a poprzez nie — sygnaléw na wyjsciu), w zalezno$ci od parametréw uktadu,
sygnaléw wejSciowych, warunkéw poczatkowych i czasu. Proces funkcjonowania uktadu
(modelu) opisywany jest przez zmiany z biegiem czasu zmiennych stanu pod wplywem,
w ogdlnosci zmiennych, sygnaléw wejsciowych.

Warto w tym miejscu powiedzie¢ nieco o strukturze modeli ukladéw, z ktérymi naj-
czeScie) mamy do czynienia.

Jedynymi z najczesciej spotykanych ukiadéw mechanicznych (réwniez ukladéw elek-
tronicznych 1 innych) s3 uktady samowzbu dne [17]. Schemat takiego ukiadu
przedstawiony zostat na rys. |. Dostarczana do ukfadu energia (na ogdt w sposdb ciagly,
ze stalg mocg) zostaje przeksztalcona przez element ukladu nazywany tu umownie prze-
kaZnikiem. Przekaznik sprzgzony jest z pozostalymi elementami uktadu poprzez petle
sprzezenia zwrotnego, ktérym regulowane jest jego dziatanie. Przy odpowiednim zbilanso-
waniu energii, w ukladzie takim wzbudzone sa niegasnace drgania. Przekaznikami energii
moga by¢é np. zawory dozujace okresowe dostarczanie energii do ukladow (np. wahadto
z kotwicg, wspdipracujace z obcigzonym kétkiem wychwytowym w mechanizmach zega-
rowych), tarcie suche (np. w wahadle Frouda), tlumienie materialowe (np. w wirnikach —
przeksztalcajace energi¢ ruchu obrotowego w energi¢ drgan giq‘tnych watu) i szereg innych.’
Jezeli energia dostarczana jest do okre$lonych elementéw uktadu w sposéb bezposredni —

~
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mowimy o ukladzie samowzbudnym ze wzbudzeniem bezposrednim. MozZe mie¢ miejsce
réwniez przypadek, w ktorym energia jest dostarczana droga okresowych zmian wartosci
parametrow ukladu (np. wspétczynnik sprezystosci w okresowo rozciaganej strunie lub
zmienna diugo$¢ wahadla-hus§tawka), przy zatozeniu, ze przy dokonywaniu tych zmian
zostaje wykonana praca®. W rezultacie takiego oddzialywania uklad pobudzany jest
do drgan. W odréznieniu od poprzednich, tego typu uklady samowzbudne nazywa sig
ukladami ze wzbudzeniem parametrycznym.'®. W ukiadach nie wykazujacych cech samo-
wzbudnoéci, drgania okresowe moga by¢ wzbudzane jedynie oddziatywaniem okresowych
wymuszen zewngtrznych (uklady pasywne).

Jak juz wspomniano wyzej, dla obiektdw mechanicznych giéwnym zjawiskiem, ktére
zwykle stanowi cel badan jest ruch i wszystkie zwigzane z ruchem charakterystyki. Inne
zjawiska fizyczne — elektryczne, magnetyczne, cieplne czy chemiczne, zachodzace w ukia-
dzie, czy tez w otaczajacym go §rodowisku, interesuja nas tylko pod katem wywieranego
przez nie wplywu na zmiany ruchu.

Schemat logiczny zadania, ktdérego rozwigzanie stanowi cel budowania modelu, jest
nastgpujacy: znane sa sygnaly wejsciowe uktadu (zaburzenie zewngtrzne) i jedna z dwéch
wielkosci: struktura lub sygnaty wyjSciowe. Poszukuje si¢ tej drugiej wielkosci. Gdy znana
jest struktura — zadanie jest zadaniem analizy, gdy znane sa sygnaly wyjSciowe — mamy
zadanie syntezy, na ogot duzo trudniejsze do rozwigzania.

Problematyke modelowania, przedstawiona wyzZej, mozna rozpatrywa¢ z punktu widze-
nia badan optymalnych. Zagadnienie podstawowe mozna sformutowaé nastepu-
jaco: poszukuje si¢ rozwigzania optymalnego ze wzgledu na dane kryterium i operujac
w danym, ograniczonym zakresie zmienno$ci funkcji i parametréow, ktére zostaly ujete
w modelu matematycznym ukladu. Zadania optymalizacyjne na ogdt stawiane sa tacznie
z zadaniami syntezy, przy projektowaniu lub modyfikacji urzadzen. W przypadku ukia-
doéw mechanicznych, kryteria optymalizacyjne lub wskazniki jako$ci ukiadu mogsg byé
natury technicznej (kombinacje funkcji wymiaréw, cigzaru, dokladno$ci, stabilnosci
dzialania, nieczulo$ci na zaburzenia, bezpieczenstwa, niezawodno$ci, wydajnosci itp.)
lub natury ekonomicznej (kombinacje funkgji ceny, zysku, poziomu inwestycji, spozycia,
konfortu, funkcjonalnosci itp.). Sam proces modelowania réwniez moze by¢ potraktowany
jako zadanie optymalizacyjne: zbudowaé model obiektu, ktéry w «najlepszy» sposéb
bedzie opisywaé jego zachowanie sie, przy uwzglednieniu ograniczenn stawianych przez
mozliwoséci obliczeniowe.

Ogdlny kompleksowy schemat modelowania, identyfikacji oraz syntezy ukladu me-
chanicznego mozna przedstawi¢ w postaci pokazanej na rys. 2. Uklad rzeczywisty,
bedacy obiektem modelowania czy identyfikacji, moze przedstawiaé jeden wybrany
element lub tez uktad sprz¢zanych elementéw — mechanicznych, elektrycznych, hydra-
ulicznych 1 innych. W terminach funkcjonalnosci, uklad taki sklada¢ si¢ moze z obwoddéw
napedowych roboczych transmisyjnych czy regulacyjnych.

9> Warunek ten spelniony jest tylko wtedy, gdy zmiany parametréw przebiegaja z odpowiednig
czestoscia, przy zachowaniu odpowiedniej fazy wzgledem ruchu ukladu.

10 Modelami matematycznymi ukfadéw samowzbudnych o bezposrednim wzbudzeniu sa nieliniowe
rébwnania rézniczkowe (czgsto automatyczne); modelami ukladéw ze wzbudzeniem parametrycznym sa
réwnania liniowe lub nieliniowe o zmiennych wsp6lczynnikach.
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Rys. 2

W zakonczeniu nalezy podkresli¢ wage koniecznosci przeprowadzania gruntowych
kompleksowych badar proceséw dynamicznych, przebiegajacych w agregatach maszy-
nowych. Badania takie mogé by¢ dokonywane jedynie w oparciu o wiasciwie zbudowane
modele przy uwzglednieniu specyfiki systemowego ujecia zagadnienia.
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Pesmome

HEKOTOPLIE BOIIPOCBHI MOIOEJINPOBAHUS MEXAHHUYECKNUX CHCTEM
Paora mocesueHa nmpoGnemMe MOASTMPOBAHMA MEXaHHUECKMX CHUCTeM. PacCMAaTpMBAIOTCA Takue
BOIPOCHI: MOCTPOEHME HOMHUHAJIBHOM M MaTeMaTHYeCKONH MOJeIM, CIIocobbl AUCKPETH3auMu, PoJb auar-
HOCTHUECKMX SKCIIEPUMEHTATIBHBIX HCCNIEJOBAHMA U HAECHTH(HUKALKMH, TPOG/IEMbI AHAIN3A, CHHTE33 H OI-
Tumusanmu. [loayepruBaeTcst HEOGXOMMMOCTD NPOBEAEHMS TIUATEIHHOIO KOMILIEKCHOrO HCCNEI0BAHMSA
JMHAMHAYECKUX IIPOLIECCOB, NPOTEKAIOUNX B CHUCTEMaX.

Summary
CERTAIN PROBLEMS OF MODELLING OF MECHANICAL SYSTEMS

In the paper discussed are several problems of modelling of mechanical systems such as: construction
of nominal and mathematical models, discretization problems, the role of experimental diagnostic and
identification tests, the problems of analysis, synthesis and optimization. The role of basic investigations
of dynamic processes occurring in mechanical systems is stressed. =

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 wrzeSnia 1975 r.
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MACIERZOWY ZAPIS NIELINIOWYCH ROWNAN RUCHU GENEROWANYCH
FORMALIZMEM LAGRANGE’A

ZDOBYSLAW G OR AJ (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

W wielu zagadnieniach mechaniki stoimy przed koniecznoscia konstrukcji pelnych
- nieliniowych réwnan ruchu [1], czy tez linearyzacji uktadu réwnan nieliniowych i zagad-
nieniem na warto$ci wlasne macierzy stanu. Problemy te sa stosunkowo proste w przy-
padku, jezeli rozpatrywany uktad mechaniczny lub elektromechaniczny mozZna opisaé
za pomoca niewielkiej iloSci stopni swobody, oraz gdy geometria i kinematyka takiego
ukladu nie jest zbytnio skomplikowana. Inaczej sprawa przedstawia sie dla ukladéw
o wigkszej ilodci stopni swobody i skomplikowanej geometrii ruchu. Typowym przyktadem
moze byé pojazd jedno§ladowy. Opisanie pojazdu jednosladowego bez uwzglednienia
podatno$ci pneumatykéw za pomocg tylko 4 wspétrzgdnych uogélnionych prowadzi do
bardzo skomplikowanych, nieliniowych réwnan ruchu. Tak np. réwnanie ruchdéw prze-
chylajagcych zawiera przed uporzadkowaniem rdéwnania okoto 300 skiadnikéw typu
AZ], gy cosq; singy [4, 7]. Podobnie, chociaz w mniejszym stopniu, ztozone sg pelne réwna-
nia nieliniowe obiektow latajacych z uwzglednieniem wychylefi powierzchni sterowych, czy
tez elastycznosci konstrukcji. W znanych pracach problem ten byt czeSciowo omijany
poprzez linearyzacj¢ energii kinetycznej zlozonego ukiadu mechanicznego, a nastepnie
budowg liniowych réwnari ruchu. Trzeba podkresli¢, ze postgpowanie takie nie zawsze
upraszcza prace nad konstrukcja réwnan ruchu w sposéb dostateczny. Ponadto nie mozna
wykluczy¢ bledu przy takim postgpowaniu, gdyz moze si¢ zdarzyé, ze linearyzacja energii
i nastgpnie budowa liniowych réwnan ruchu oraz linearyzacja réwnan nieliniowych dadza
inne wyniki.

Celem przedstawionej pracy jest budowa calej rodziny macierzy o nieskomplikowanych
wyrazach, a nastgpnie pokazanie, jak za pomocg przeksztaicen algebraicznych mozna
-doprowadzi¢ ukiad nieliniowych réwnan rézniczkowych do postaci normalnej, nadajacej
si¢ do numerycznego scatkowania za pomoca znanych procedur.

2. Oznaczenia stosowane w pracy

i,r,a, A, 0,4 indeksy zmienne od 1 do n,
J,J° indeksy zmienne od 1 do 3,
indeks zmienny od 1 do /|
indeks zmienny od 1 do b,
liczba réwnan wiezé6w nieholonomicznych,

o ™ X
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liczba stopni swobody ukladow,

liczba wspoirzednych uogélnionych,

wspdiczynniki transformacji prostej i odwrotnej przy przejéciu z ukladu pred-
kosci uogodlnionych do ukladu quasi-predkosci,

wspOirzedne 1 predkosci uogélnione,

quasi-wspotrzedne i quasi-predkosci,

gtowny, centralny moment bezwladnosci bryty wzglgdem osi ',

masa bryly,

sila uogdlniona odpowiadajaca quasi-wspélrzednej £,

energia kinetyczna bryly wyrazona odpowiednio w predkosciach uog6lnionych
i w quasi-predkosciach,

sktadowa predkosci srodka masy bryly w kierunku osi /,

sktadowa predkosci katowej bryly w kierunku osi j’,

trojwskaznikowe symbole Boltzmanna,

macierze kolumnowe odpowiednio predkosci liniowej i katowej bryly,
macierze pochodnych czastkowych odpowiednio predkosdci liniowej i katowej
bryly wzgledem kolejnych quasi-prgdkosci, pomnozone odpowiednio przez masg
i momenty bezwladnosci [wzory (9)],

macierze pochodnych czastkowych odpowiednio predkosci liniowej i katowej
bryly wzgledem kolejnych quasi-wspoéirzednych pomnozone odpowiednio przez
mase 1| momenty bezwladno$ci [wzory (9)],

macierze pochodnych czastkowych energii kinetycznej wzgledem quasi-predkosci
i quasi-wspélrzgdnych odpowiednio {wzory (10) i (11)],

macierz ‘okreslona wzorem (35),

macierz «reszt» przy roézniczkowaniu energii kinetycznej wzglegdem quasi-
predkoscei,

macierze wspdlczynnik6w rozkladu predkosci odpowiednio liniowej i katowej
wzgledem quasi-predkosci [wzory (12) i (13)],

wektor quasi-predkoscei,

macierze «reszt» (nie zawierajace quasi-predkosci) odpowiednio predkosci
liniowej i katowej [wzory (13)],

macierz zdefiniowana wzorem (15),

macierz zdefiniowana wzorem (16),

macierze pochodne odpowiednio macierzy Vo i Qp,

macierze pochodne odpowiednio macierzy Vg i g,

macierze pochodne odpowiednio macierzy Vp i Qp,

macierz wspolczynnikéw Boltzmanna-Hamela,

macierz sif uogblnionych,

macierze okreslone wzorami (22),

macierze A i B dla i-tej bryly wchodzacej w skiad ukladu mechanicznego.

3. Réwnania Boltzmanna — Hamela dia ukladu nieholonomicznego w zapisie macierzowym

Réwnania Boltzmanna-Hamela dla ukladu nieholonomicznego opisuja bardzo szeroki
krag problemdw spotykanych w mechanice analitycznej [2]. Mozna pokazaé, jak z réwnan
Boltzmanna-Hamela wynikaja réwnania Maggi oraz Woronca dla uktadéw nieholo-
nomicznych, zarébwno w quasi-wspdirzgdnych, jak i we wspétrzgdnych uogdinionych.
W przypadku gdy nie istnieja réwnania wigzéw nieholonomicznych, réwnania Bolt-
zmanna-Hamela opisuja ukiad holonomiczny w quasi-wspélrzgdnych. Jezeli zwiazki
transformacyjne z ukladu predkosci uogdlnionych do ukladu quasi-prgdkoéci sa
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catkowane, to wtedy réwnania Boltzmana-Hamela przechodza w znane réwnania La-
grange’a 11 rodzaju. Jednak zasadniczym powodem rozwazan wlasnie nad réwnaniami
Boltzmanna-Hamela jest fakt nastepujgacy: najwigksze trudno$ci w konstrukeji nielinio-
wych réwnan ruchu stwarzaja pojazdy kolowe i obiekty latajgce. Réwnania ruchu dla
tych obiektdow najwygodniej jest budowac¢ w ukladzie wspdirzgdnych zwiazanych z obiek-
tem, a wiec w pewnym ukladzie quasi-wspoirzednych. Najlepiej do tego nadaja sig¢ wigc
réwnania Boltzmanna-Hamela [6].

Roéwnania Boltzmanna-Hamela, na podstawie [2], zapisano nastgpujaco:

— réwnania ruchu

d (or+) _or+ o
O E(_a'wk)_ 6nk . 1 72/ '5— 0y = QF,

— réwnania wigzow

n

% .
2 Wrypp = ‘2, a,p.,G5 = 0,

2=1

-—— réwnania transformacji z uktadu predkosci uogdlnionych do uktadu quasi-predkosci

2 .
3) Wy = Z A, 54955
i=1

gdzie r,a, A=1,2,...,n, pB=1,2,..,b, k=1,2,..,1 przy czym b+/=n.
Gdy b = 0, to / = n (ukfad jest holonomiczny).
Trdéjwskaznikowe symbole Boltzmanna mozna obliczy¢ z definicji

aarrr a,
(4) yka 2 2 ( aqﬂ £ ) b/l’\ baav

0

gdzie

[be.e] = [ el ]

[@145.6]

lub tez ze zwiazkow przestawialno$ci mechaniki analitycznej [2], w postaci

) dbr,~ ddr, = D) N yr dr, br,.

n=1o0=1

ZaloZono, ze ukiady mechaniczne, do ktérych mozna stosowaé réwnania Boltzmanna-
Hamela dadza si¢ przedstawi¢ w postaci zbioru bry! sztywnych lub elastycznych, potaczo-
nych wzajemnie przegubami, i Ze ukiady takie mozna opisaé¢ za pomoca skonczonej liczby
stopni swobody. Aby nie komplikowaé zapisu, rozwazono zagadnienie dla jednej tylko
bryly sztywnej calego uktadu. Pokazano dalej, jak zagadnienie mozna uogdlnié¢ w przypadku
n bryt.

9 Mechanika Teoretyczna
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Korzystajac z twierdzenia Koeniga, energie kinetyczng bryly sztywnej wyrazono
w quasi-predkosciach

3 3
o T .1\
©) TH =M Va0
J=1

=1
Okazuje sig, 2e ze wzgledu na prostote zapisu warto niekiedy skitadowe predkosci §rodka

masy V; wyrazi¢ w innym ukladzie wspdtrzednych niz sktadowe predkosci katowej £2;..
Nastgpnie wykonano operacje okre§lone w réwnaniach Boltzmanna-Hamela (1)

3 3
oT* \’ ov.; \ 082,
L v, w2l Lo T Mt id
(7) (360,( Zl UM (?a)k + 2{ 7 6wk ’
J= £
oT* : 0 : 092
r T Mt 2,
®) omy = 2 VM Gt D g

.
I

i'=1
Wprowadzono oznaczenia:

V(]) = [Vrj]’ SZ(.]’) = [‘Qj’]’

ov.; 3 00"
VQ(k7,,)= [M J]’ QQ(k?,l)=|:'lj' j],

C) w, Jwy
N oV,; o~ 092,

Vn (k,j) - [Mi@nk ]> Szn (kyj) - [jj’ aTCk ]

W symbolice macierzowej wzory (7) i (8) przyjmuja postacé

oT* R iy "

(10) To(k) = [ka—] = Vo(r, V() +8 (r. /)2(),
aT* . . 7 M

(n To(k) = [ — ]= Vo (k DV() 48 0k, 1R

k

Okre§lono nastepnie wspdtczynniki rozkiadu predkosci liniowej i katowej wzgledem
quasi-predkosci ,

()
ow;

(1) o wun= 50 e -
Wzory (12) pozwalaja na nastepujace rozkiady pr@dkoécizl
— predkosci liniowej

V() = Ve (s Dw (@) + Ve (i),
— predkosei katowe;j
(3 Q) = 27, 1 () + L.
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P . d|[oT*
Na podstawie (10) i (13) okre§lono operacje ar ,

awk
d[oT* : oo -
= VoV + Vo (Vew+ Vi 6+ Vi) +82,Q + Qo(Rpw +Rp 60+ 85) =
= (VQVP"}‘QQQP)(;)"}'C = A(:O+C,
gdzie

(16) C(k) = Vop(k, NV (j) +Rqp(k, ) (j) +
+ Vo (kN [Vep (s 1) 0 (i) + Vip (D] +80 (k, /) [Rep (Jy ) @ (i) +Rrp ()],
przy czym
| Vor(o) = Vo)), Rarlh,)) = Lok, )),
Ver() = Vi(),  Rep() = & ()>
Ver(oi) = Vo (i i), Rpp (1) = 50, 1).

Oznaczono macierz tréjwskaznikowych symboli Boltzmanna przez T

an T(r, k, 0) = [yl
oraz macierz sil uogélnionych odpowiadajacych przyjetym quasi-wspdéirzgdnym przez Q
(18) Q(k) = [QX].

Korzystajac z oznaczen (9)-(11) oraz (14)-(18) réwnanie (1) zapisano w postaci jednego
réwnania macierzowego :

(19) AG+C-T,+TiTw = Q.

Wprowadzono oznaczenia :

(20) B(k) = —C(k)+T,(k)~T(NT(r, k, ) () +Q(k).

Z (20) wynika, Zze macierz kolumnowa B jest sumg iloczynéw macierzy, ktére zawieraja
kombinacje wspdirzednych uogdlnionych i quasi-predkoéci, nie zawieraja natomiast
pochodnych quasi-predkosei, tzn.

A =A(w,q), B=B(w,q).

Fakt ten ma w dalszych rozwazaniach znaczenie zasadnicze, gdyz pozwala na zapis ukiadu
réwnan rézniczkowych w postaci normalnej.
Roéwnanie (19) po wprowadzeniu oznaczenia (20) przyjmie posta¢ nastgpujaca:

1) A® = B.

Réwnanie (21) moze byé rozwigzane wspdlnie z réwnaniami wigzéw (2) i réwnaniami
transformacji (3). Jezeli przy prébie rozwikiania rownan (2) i (3) wzgledem g, napotykamy

!

91
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trudno$ci rachunkowe, to mozna to zrobi¢ na maszynie cyfrowej, zapisujac réwnania
(2) i (3) w postaci macierzowej. W tym celu wprowadzono nastepujace oznaczenia:

22) S B R:[J@ﬂ—l
0 [al+ﬂ,7.]
0
o

Korzystajac z (22), réwnania (2) i (3) przedstawiono za pomoca jednego réwnania
mMacierzowego
(23) z=R-q.

Z powyzszego wynika, jak zmieni si¢ postepowanie, gdy bedzie m bryt sztywnych lub
elastycznych. Wtedy nalezy dla kazdej bryly oddzielnie zbudowaé macierz A; i B;, a nastep-

nie utworzy¢ sumy
m m
A = 2 Ai’ B - ZB[.
i=1

i=1

Tak wigc uktad mechaniczny skiadajacy si¢ z m bryl sztywnych lub elastycznych moze
by¢ opisany za pomoca dwéch réwnan macierzowych
24) Ao =B, Rq=-z ,

Na zakonczenie nalezy zwrdci¢ uwage na metody rozwiazania ukiadu nieliniowego
réwnan rézniczkowych (24). Standardowe procedury w dostepnych maszynach mate-
matycznych pozwalajg na rozwiazanie ukiadu réwnan rézniczkowych nieliniowych w po-
staci normalnej, tzn. X = F(x). Doprowadzenie uktadu (24) do postaci normalnej mozna
«pozostawi¢» samej maszynie cyfrowej, stosujac przed kazdym krokiem catkowania
znane procedury na odwracanie i mnozenie macierzy. W efekcie otrzyma si¢ ukiad réwnan
rézniczkowych
(25) w=A"'B, {q=R'z

Uktad rownan (25) jest najbardziej ogélnym opisem matematycznym wilasnosei dy-
namicznych badanego modelu fizycznego.

4. Réwnania Boltzmana-Hamela dla ukladu holonomicznego w zapisie macierzowym

Jezeli uktad mechaniczny nie jest skrgpowany wigzami nieholonomicznymi, to wtedy
odpadaja réwnania wiezéw (2). Shuszne sa w zwiazku z tym nastepujace zaleznosci:
=0, [=n.

Réwnania transformacyjne (3) przyjma postac

(26) o0 =) ahr-dis
i=1

gdzie k = 1,2, ..., n przy czym '
@27y , [65,e] = [as, 07"
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Wszystkie nastgpne operacje podane w rozdziale 3, okre§lone wzorami (5)-(21),
pozostana bez zmian. Wzory (22) przyjma postac

(28) w=uw, R=]g;,

Tak wiec matematyczny opis ukfadu holonomicznego w quasi-wspéirzednych spro-
wadza si¢ do nastgpujacego ukiadu réwnan rézniczkowych:

(29) Ao =B, Rj=w.

Jest to uklad n+n = 2n réwnan rozniczkowych nieliniowych T rzedu.

5. Rownania Lagrange’a w zapisic macierzowym

Zalozono, ze macierz I'(r, k, o) okre§lona wzorem (17) jest tozsamo$ciowo rdwna
zeru. Oznacza to, ze wszystkie tréjwskaznikowe symbole Boltzmanna sa réwne zeru.
Wtedy transformacje okre§long wzorami (3) oraz (26) mozna interpretowad jako przejécie
od jednego ukiadu wspéirzednych uogdlnionych do innego ukiadu wspdirzednych uogdl-
nionych. Uklad mechaniczny moze by¢ woéwczas opisany réwnaniami Lagrange’a II
rodzaju. Energia kinetyczna (6) jest funkcja wspolrzednych i predkosci uogélnionych
1 bedziemy ja oznaczaé przez T. Ponadto spelnione sa zwigzki

(30) G = Ts G = T = @y,

Wszystkie operacje okre$lone wzorami (6)-(21), pozostaja bez zmian. Aby jednak
uktad réwnan (21), ktéry jest ukiadem réwnan roézniczkowych II rzgdu, mozna byto
rozwiazaé na maszynie cyfrowej, nalezy go sprowadzi¢ do ukfadu rzgdu I stosujac podsta-
wienie, ktdére stanowi analogie do zwigzkéw (23), w postaci

@n w=4q.

Ostatecznie otrzymano, Ze gdy holonomiczny ukiad opiszemy za pomocg wspoirzed-
nych i predkosci uogdlnionych, to matematyczny zapis ruchu stanowig nastgpujgce réw-
nania rézniczkowe I rzedu '

(32) A w)o = B w), §=ow. |
Zaznaczmy ponownie, ze sprowadzenie ukiadu (32) do postaci normalnej moze do-
konaé¢ maszyna cyfrowa wykonujac operacje odwracania i mnozenia macierzy

(33) ® =A"' (g wB(w), q=o.

6. Linearyzacja nieliniowych réwnan ruchu

Z rozdzialéw 3, 4 i 5 wynika, Ze aby zapisa¢ i rozwiaza¢ nieliniowy uktad réwnan
ruchu ukiadu mechanicznego, nalezy okreéli¢ cala rodzing macierzy na podstawie znajo-
moéci:

a) rozkiadu predkosci liniowej $rodka masy i predkodci katowej bryly,

b) réwnari wigzéw nieholonomicznych (jezeli istniejg),



322 Z. GORAJ

¢) réwnan transformacyjnych z ukladu predkosci uogélnionych do ukiadu quasi-
predkosci,
d) sil uogdinionych dzialajacych na ukfad.
Sa to nastgpujace macierze:
v, 2(j),
Volk, /), Q(k, ),
Valk, j), . Sk, j),

Ve(is £), 26(j, 1),
(B4 Ve(j), 2:()),

Vorlk,j), R0k, )),

Vre(j), 4r(j),

Ver(j, 1), S2pp(j, i),
T(r, k, ), Q(k), R(@Gr).

W ogdélnym przypadku nalezy zbudowaé 19 macierzy wyjSciowych na podstawie
“znajomoéci uktadu mechanicznego. Ponadto w celu ufatwienia zapisu programu dla
maszyny cyfrowej nalezy zadeklarowaé dalsze 5 macierzy: To(r), Tp(k), C(k), Ak, i),
B(k) i «zleci¢» maszynie ich obliczenie na podstawie znajomos$ci 19 macierzy wyjsciowych.

W najbardziej ogdlnej postaci ukiad réwnan (25) posiada nieliniowe prawe strony,
tzn.

® =AY (w,q,1)B(w,q,1),
q=R"q,1)z.
Liniowym ukfadem réwnan rézniczkowych bedziemy nazywaé uklad réwnan wy-
nikajacy z (25), zapisany w nastgpujgcej postaci:

& =A1OB(,2) = A ()D()z,
q=R1'0z.

gdzie A(t), D(), fl(t) sa macierzami stalymi wzglgdem w i q (tzn. nie zawierajacymi
w i q). Macierze te moga by¢ jednak nadal dowolnymi funkcjami czasu. Uzywajac dalej
terminéw macierze liniowe i stale, bedziemy pod tymi okresleniami rozumieli liniowo$¢ '
lub stalo$¢ wzgledem w i q bez wzgledu na zalezno$¢ tych macierzy od czasu. Ponadto
nie bedziemy zajmowaé sie¢ okre§leniem warunkéw, przy ktérych linearyzacja uktadu
réwnan jest dopuszczalna ze wzgledu na jakosciowe zachowanie si¢ rozwiazan tych réwnan.

Aby zlinearyzowaé uklad réwnan rézniczkowych (24) lub (25) nalezy z macierzy
A i R wyodrebnié czefci stale, a z macierzy B czgé¢ liniowa i stata. Z (15) wynika, Ze aby
macierz A byla macierza stalg, to macierze V,, £, Vp, p musza byé stale. Podobnie
z (22) wynika, ze aby macierz R byfa stala, to musza by¢ stale macierze:

— macierz okre§lajaca transformacje z ukladu predkosci uogdinionych do uktadu
quasi-predkoéei [wzér (3)] ~

[alc.i.])
— macierz okre$lajaca réwnania wigzéw nieholonomicznych [wzér (2)]

[al+ﬂ./1]-
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Macierz B jest nastgpujaca kombinacja macierzy wyjsciowych:
B = —~VgpV—Q0pQ—Vo[Vpp 0+ Vip] 20 [Rpp 0 +Qpp]+ VpV+ 2,2 —
—[VoV+2,2]"Tw+Q.

Azeby macierz B byla macierza co najwyzej liniowa (tzn. aby nie zawierala elementéw
kwadratowych i wyZszego rzedu) kolejne macierze musza spelnia¢ nastepujace warunki:
Vor, o, musza by¢ liniowe. Macierze te nie zawierajg elementéw statych, gdyz
Vor = Vo oraz Qqp = Qq. Nalezy podkresli¢, ze zadanie, aby macierze Vyp, 245 byly
liniowe nie jest sprzeczne z poprzednim warunkiem, aby macierze V,, £, byly stale,
pomimo ze Vop = V, oraz Qqp = ©,. Wynika to z faktu, iz warunki narzucone na
macierze wyj$ciowe tworzace macierze A i B s3 od siebie niezalezne, gdyz sa spowodowane
“réznymi zadaniami (stato§¢ macierzy A oraz liniowo$¢ macierzy B);

V, £2 muszg by¢ stale, gdyz beda minoZone przez macierze liniowe;

Vrp, 82pp muszg byé stale, gdyz beda mnozone przez macierze liniowe;

w jest liniowa;

Vier, 2pp musza byé liniowe. Macierze te nie zawieraja elementéw stalych, gdyz
Vip = Vg oraz Qpp = p:

Vo, §2o musza by¢ stale, gdyz bedg mnozone przez macierze liniowe;

Vo, &, w zaleznosci od badanego obiektu fizycznego i jego modelu, macierze te w po-
staci wyjéciowe], niezlinearyzowanej moga zawierac elementy state, lub tez moga zawierac
tylko elementy liniowe i wyZszego rzedu. Tak np. dla przedniego zestawu kotowego po-
jazdu ogumionego i'tylko dla rozwazanych ruchéw antysymetrycznych macierze te zawieraja
tylko elementy liniowe 1 wyZszego rz¢du. Natomiast dla ruchéw symetrycznych obiektu
latajacego macierze te zawieraja réwniez elementy state. Wobec powyiZszego macierze
V118, po linearyzacji, w pewnych przypadkach moga zawierac elementy stale oraz liniowe.
Jezeli macierze V,; i £, nie zawieraja elementéw statych, to macierze V i £ mnozone
lewostronnie przez Vp i £, musza by¢ stale. Gdy jednak macierze Vj; i £, zawieraja
elementy stale, to nalezy pomnozy¢ te macierze prawostronnie odpowiednio przez liniowe
macierze V i £, a nastepnie wyodrebnié¢ czeSci state i liniowe z macierzy wynikowych;

I, V,,R,,V,Q muszg by¢ stale, gdyz ich kombinacje bgdq mnozone przez liniowa
macierz w; o

Q po linearyzacji moze zawieraé tylko elementy liniowe i stale.

7. Macierzowy zapis operatora Lagrange’a dia ukiadow o prostszej geometrii ruchu

Pod okresleniem <{bryia o prostszej geometrii ruchu» bedziemy rozumieli bryle znaj-
dujaca sie w takim ruchu, w ktérym zdefiniowana ponizej macierz Ty, dla wybranych
wspotrzednych, uogdlnionych i quasi-predkoséci nie jest zbytnio skomplikawana, tzn.
nie zawiera zbyt dlugich wyrazow. Podzial na bryly o prostszej i bardziej skomplikowanej
geometrii ruchu nie jest oczywiécie jednoznaczny i zalezy od oceny komplikacji dalszych
operacji rézniczkowania macierzy Ty,.

Dla bryt o prostszej kinematyce nie warto rozpoczynaé budowy réwnan ruchu od zbu-
dowania macierzy predkosci liniowej §rodka masy i predkosci katowej. W takim przypadku
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. , d [ 0T* oT* . .
wystarczy operator Lagrange’a L = .| — ——— zapisa¢ (za pomociq macierzy)
dt \ dw, omy

nastepujaco:

d d . L.
(35) L= —d;TQ—Tn = 'E”(TQ(“(J)'FTR)“‘T” = Twa+Twa+TR—Tn,

gdzie

Tok) = [5’3—]

k.
Tou = (ki) = [9?&)—(")]

gdzie T, oznacza macierz «reszt» przy rdézniczkowaniu energii kinetycznej wzgledem
quasi-predkosci. '

Dobrym przykladem ilustrujgcym zastosowanie powyzszych metod jest konstrukcja
réwnaf ruchu pojazdu jedno$ladowego. Aby zbudowaé pelne nicliniowe réwnania ruchu
pojazdu jedno$ladowego, nalezy podzieli¢ go na trzy umowne bryly sztywne: (1) przedni
zestaw kierowniczy wraz z przednim kolem bez uwzglednienia ruchu obrotowego przed-
niego kola, (2) tylna rama wraz z tylnym kolem bez uwzglednienia ruchu obrotowego
tylnego kota, (3) koto tylne i przednie przy uwzglednieniu rzeczywistych ruchéw tych
kot wraz z obrotami wlasnymi kot (w celu uwzglednienia efektéw giroskopowych). W celu
otrzymania czlonédw réwnan wyniktych z ruchu bryly (1) nalezy zastosowaé petng metode
podang w rozdziale 3; w celu otrzymania cztonéw wyniklych z ruchu bryt (2) i sprz¢zen
pochodzacych od umownie wyréznionej bryty (3) nalezy zastosowaé uproszczona wersje
metody macierzowej, podanej w rozdziale 7.

8. Osiggniete rezultaty

Przec?stawiona w pracy metoda pozwala na zapisanie ukladu réwnan rézniczkowych,
opisujacych wlasno$ci dynamiczne uktadéw mechanicznych dyskretnych poprzez zbudo-
wanie 19 macierzy wyjéciowych. Metoda posiada dwie zasadnicze zalety w stosunku do
metody tradycyjne;j. '

1. Niektére macierze, np. Vg, sa wykorzystywane wielokrotnie w konstrukcji réwnan
(24). Ponadto mnozac macierze przez siebie operuje si¢ wielokrotnie na elementach tych
macierzy. Maszyna cyfrowa przed wykonaniem kazdego kroku w procesie catkowania
musi wczesniej policzy¢ elementy macierzy A i B. Ale dla przedstawionej metody maszyna
zrobi to tylko jeden raz. Natomiast dla uktadu réwnan rézniczkowych wyprowadzonych
tradycyjnie i rozpisanych w jawnej postaci, maszyna bedzie niektére z elementdéw liczyta
wielokrotnie ze wzgledu na powtarzanie si¢ tych elementéw. Przedstawiona metoda
skréci czas liczenia maszyny cyfrowej.

2. Wypisanie macierzy wyjéciowych bez wykonywania bardzo czasochtonnych mnozen
macierzy przez siebie daje olbrzymia oszczedno$é czasu przy konstrukeji réwnan réznicz-
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kowych. Ponadto metoda stwarza mozliwos¢ tatwej kontroli w celu uniknigcia blgdu przy
wypisywaniu réwnan. Latwo przeciez skontrolowaé nawet kilkanascie macierzy o prostych
wyrazach, natomiast prawie niemozliwe jest, by znalez¢ blad w réwnaniu, ktdre ma kilkaset
czlonow.
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Peswme

MATPUYHAST 3ANIMCL HENJUHENHLIX YPABHEHUN OBVXKEHUS,
ITOPOXIAEMBIX METOIOM JIAIPAHXKA

B pabore paccMaTpuB2aeTCA CTENEHb OCIIOMKHEHMIT, BBICTYNAIOLIMX BO BPEMsl KOHCTPYMPOBAHHS He-
. JIMHEHHBIX YpaBHEHHH OBIYKEHMSI MEXaHIYecKoll CHCTeMBbI, uMeloleil GOJblloe KONMHYeCTBO CTeneHei
CBOGOABLI U CJIOKHYIO T'eOMETPHUIO JBHYKEHHSI.

HccnemoBana rpymna »KeCTKHX WIH YIPYTHX TeJl ¢ KOHEUHBIM UMCJIOM CTerneHeil CBOOOIbI, coeau—
HEHHBIX IPH NOMOLUU 1IAapHUpOB. JIIa Takoi COBOKYIMHOCTH TeJ1 BBeJdeHa mMaTpuuHad (opma Herojom-
HBIX ypaBHEeHMiT Bonpumana-Iamens. JokasaHo, uto cucremy OubeperHaIbsbIX YpaBHEeH B Mar-
PHUYHON 3aIMCH MOXKHO NPHBECTH K HOpMaNbHOMY BUAY. Kax yacTHBIE CIyyal pacCMOTPEHbI TOJIOHOMHU-
YecKasd CHCTEMA B KBa3HCKOPOCTAX M TOJIOHOMHMUECKAA CHCTeMa, IJIA KOTOpOH BO3MOMKHA 3aIMCh NPH
nomoLM ypaBHeHua Jlarpaxska.

OmnucaH MeTOA JNHHEapu3aLMKM MaTPHUHON CcuCTeMbl ypaBHenuii. ITokazapa BO3MOYKHOCTH NpuMe-
HEHHA MATPUUHONH cucrembl RuddepelaNbHbIX YPaBHEHHH ST YHCIEHHOIO MHTErPHPOBaHHA.

Summary

MATRIX REPRESENTATION OF A NON-LINEAR EQUATIONS OF MOTION DERIVED BY
THE APPLICATION OF LAGRANGE’'S FORMALISM

The matrix form useful for the numerical calculations of the nonlinear equations of motion for a non-
holonomic system of finite number of degrees of freedom is derived by the application of the Boltzmann-
Hamel method and written in quasi-velocities and generalized co-ordinates. Advantages of the matrix
description and of the method of linearization of the equation in the matrix form are shown. In particular,
the case of a holonomic system is discussed in detail.

INSTYTUT TECHNIKI LOTNICZEJ I MECHANIKI STOSOWANEJ
POLITECHNIKX WARSZAWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 listopada 1975 r.
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SPRAWOZDANIE

7Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ ZA III I IV KWARTAL 1975 R.

1, Zebrania naukowe

W okresie sprawozdawczym odbylo si¢ 20 zebrann naukowych, na ktérych wygloszono 35 referatow
0 nastepujacej tematyce:

Liczba

Lp. Data Prelegent Temat ‘ u:z:st_-_ dysk_u-_
| nikow tantow
1 2 3 4 5 6
Oddzial w Bydgoszczy ‘
1. 09.12.75 E. Lubieniecki | Wstepnie sprezone dzwigary ! 18 4
i | skrzynkowe ze stopu aluminium i i
2. 09.12.75 A. Pek ] Analiza matematyczna pracy sta- 18 | 4
tycznej
3. 09.12.75 A. Matysiak Wspbipraca ciagtych belek pod- 18 | 7
suwnicowych ze szkieletem wybra-
nych typéw jednotarczowych hal
przemystowych
Oddzial w Czestochowie
4, 27.09.75 J. Szafran Podstawy i zastosowanie holografii 15 | 5
S’ 05.12.75 J. Kramer Plany rozwojowe sieci komunika- 35 | 10
cyjnej miasta Czegstochowy w naj-
blizszym 10-leciu
0. 11.12.75 E. Zmichorski Scieralnosé nowoczesn){ch stali 20 S
| szybkotnacych w stanie ich opty-
| malnego ulepszenia cieplnego I

Oddzial w Gliwicach

7. 05.09.75 A. A. Tljuszyn Metody aproksymacyjne lepko-
(ZSRR) sprezystosci ‘

8. 05.09.75 G. S. Szapiro Dynamiczne problemy plastycz-
(ZSRR) nosci

9. 05.09.75 W. A. Lomakin Problemy niezawodnoéci kon-

(ZSRR) strukcji



20.

21.

22.

23.

24,

05.09.75

08.09.75

08.09.75

08.09.75

08.09.75

13.12.75

13.12.75

13.12.75

13.12.75

13.12.75

13.12.75

13.12.75

13.12.75

15.09.75

29.10.75
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J. W. Niemirowski
(ZSRR)
G.S. Sih (USA)

S. Hjalmars (Szwe-
cja)

J. Miklowitz (USA)
J. Carlsson (Szwe-

cja)
J. Adamczyk

W. Cholewa

H. Knapczyk

K. Oske¢dra

K. Wylezych

A.Dragon i
A. Rézycki

St. Ochelski

A. Tarnogrodzki

Oddziat

C. R. Calladine
(Cambridge-Univ.,
W. Bryt.)

Ulo Lepik (Tartu,
Estonska SRR)

4

Zagadnienle realizacji stanb6w |

blonowych w powfokach jako

problem optymalnego projekto-

wania

Zastosowanie mechaniki pekania
w problemach inzynierskich
Analiza teoretyczna oddzialywan
w stawach kolanowych pod wp y-
wem uderzenia )
Propagacja lal w osrodku spre-
zZystym

Nowe kierunki w mechanice pe-
kania

\ Badanie liczb tarcia rozdrobnio-
| nego drewna po laminacie epok-

sydowo-szklanym

Metody czestotliwosciowej anali-
zy efektu akustycznego i drgan
dla oceny stanu maszyn

Wplyw cech konstrukcyjnych

| zderzak6éw suwnicowych na stan
| wytezenia

tworzywa  ustrojow
mostébw suwnic przy zderzeniu
Powierzchnia odksztaiconej blo-
ny jako podstawa projektowania
narzedzi do przerébki plastycznej
Lepkosprgzyste charakterystyki
gumy jako tworzywa i gumowo-
metalowego tacznika sprezystego
typu silentblock jako postaci
konstrukcyjnej przy odksztalce-
niach $cinajacych

Analiza podobienstwa dynamicz-
ncgo 1 modelowanie wlasnosci
mechanizmu wibroizolacyjnego
Metoda opisu pelzania materia-
16w anizotropowych w plaskim
stanie napr¢zenia przy obciaze-
niach wielostopniowych
Poddiwickowy i naddiwickowy
przeplyw powietrza w przewodzie

w Krakowie

Plastic analysis of shell structu-
res

Zastosowanie metod sterowania
optymalnego do rozwigzywania
problem6éw mechaniki cial od-
ksztatcalnych

20

35

13
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1 2 | 3 { 4 s | 6
S S NS e : —| -
25. 02.12.75 Tatsuo Inone (Kyo~-| O duzych odksztalceniach piyt 38 4

to Univers. — Ja- | sprezysto-plastycznych
ponia)
Qddzial w Xodzi
26. 03.10.75 R. Gasch Problems in rotordynamics | 28 5
27. 30.10.75 | W. Baraniski | O prawach bilansu mechaniki | 11 10
i oérodka ciaglego |
Qddzial w Poznaniu
28. 01.07.75 | G. Lallement Model synthesis of linear mecha- | 19 6
1 nical systems |
29. 15.09.75 I. N. Sneddon Melin transforms and its appli- 37 S
cations
30. 08.12.75 Z. Kgczkowski O czasoprzestrzennych clemen- 31 7
tach skonczonych
QOddzial w Szczecinie
31. 23.10.75 Helmut Pfau (WSI | Zastosowanie metody réznic skori- 16 5
w Wismarzc) czonych do rozwiazywania prob-
leméw dynamicznych plyt i pow-
ok
32. 13.11.75 Z. Kaczkowski Metoda czasoprzestrzennych ele- 37 7
mentéw skonczonych
33. 12.12.75 J. Filipkowski Analiza statyczna konstrukgji 17 4
(WSI w Koszalinie) | wiszacej przy uzyciu maszyny
cyfrowej
QOddzial w Warszawie
34. 01.12.75 | J. Dowkontt | O istocie ciepla 17 1
Qddzial we Wroclawiu | .
35. 18.12.75 M. Kulisiewicz Identyfikacja wilasnosci dyna- 8 8
‘ micznych konstrukcji !

2. Sympozja

Oddziat w Gdansku zorganizowal wspélnie z Komitetem Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN
Zespolem Mechaniki Komputerowej Komitetu Mechaniki i Fizyki Ciala Stalego PAN oraz Politechnika
Gdarnska II Konferencje na temat «Metody komputerowe w mechanice konstrukcji». Konferencja odbyla
si¢ w dniach 24—26 listopada 1975 r. W obradach wzi¢to udziat ponad 170 przedstawicieli wyzszych uczelni
technicznych, placbwek PAN oraz biur projektowych z calego kraju. Podczas obrad wygloszono ogélem
82 referaty. ’

Oddziat we Wroclawiu zorganizowat IV Sympozjon poswigcony reologii. Sympozjon odbyt
sig¢ w dniach 21 i 22 listopada 1975 r. z udzialem 70 0s6b. Podczas obrad wygloszono 32 referaty, w dyskusji
uczestniczyto || os6b. )

3. Konkursy

Oddziatl w Gliwicach przeprowadzil ogolnokrajowy konkurs naukowy na prace do§wiadczal-
ne z mechaniki. Zgloszono ogdtem 11 prac, z ktdérych 5 nagrodzono i 2 wyrézniono.



330 BIULETYN INFORMACYINY

Oddziat w Lodzi przeprowadzil konkurs na prace teoretyczne z dziedziny mechanlkl teoretycz-
nej i stosowanej. Nagrodzono 5 prac.

4, Kursy

Oddzial w Czgstochowie przeprowadzil w okresie od pazdziernika do grudnia 1975 r.
20-godzinny cykl wykladdw prof. dr Zbigniewa WEesorowskieGo (z IPPT PAN) na temat «Podstawy mecha-
niki osrodkdw cigglych». Wyklady poprzedzone zostaty wstgpem do rachunku tensorowego prowadzonvm
przez dra inz. R. PARKITNEGO i dra inz. L. TomskiEco. Liczba uczestnikdw wyniosla 18 oso6b, przecigtna
liczba dyskutantéw — S.

5. Dzialalno$¢ wydawnicza ,
W okresic sprawozdawczyvim ukazal si¢ zeszyt 3 o objetosci 15,5 arkusza wydawniczego i zeszyt 4.
o objetosci 5,5 arkusza wydawniczego tomu 13 MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]J.

Oddziat w Czestochowie wydal sprawozdanie z dzialalnosci Oddziatu za lata 1969—1975.
Ponadto Oddziatl w Czgstochowie oddal do druku skrypt opracowany przez dra KRzywca nt. «O wielo-
ciggowym opisie systemow wielkich».

Oddziat w Gdansku wydal streszczenia referatow 11 Konferencji nt. «Metody komputerowe
w mechanice konstrukcji».

Oddzial we Wroctawiu wydal pelne teksty referatéw orazich streszczenia w jgzykach obcych
na VI Sympozjon po$wiecony reologit.

6. Sprawy organizacyjne

Liczbe cztonkéw w poszczegblnych Oddziatach xlustrUJe nastcpumca tablica:

I . . I Przybylo lub ubylo
Lp. Oddzial Stan na koniec | Stan na koniec w okresie sprawo-
Il kw. 1975 1V kw. 1975 zdawczym
1. Bydgoszcz 22 24 +2
2. Czgstochowa 43 41 -2
3. Gdansk 53 54 +1
4. ' Gliwice 133 145 +12
5. | Krakow 76 75 -1
6. L6dz 48 50 +2
7. Poznan 58 66 +8
8. Rzeszow 20 20 —

9. Szczecin 32 31 -1
10. | Warszawa 224 1 222 -2
11. | Wroclaw 63 ’ 64 +1
Razem ! ap) | 792 +20

W okresie sprawozdawczym odbyto sie plenarne zebranie Zarzadu Giéwnego oraz
30 zebrart organizacyjnych w Oddzialach.
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WYNIKI
OGOLNOKRAJOWYCH KONKURSOW NAUKOWYCH
NA PRACE Z DZIEDZINY MECHANIKI

1. Oddzial w Gliwicach przeprowadzil ogbinokrajowy konkurs naukowy na prace do$wiadczalne
z mechaniki. Zgloszono ogdlem 11 prac, do konkursu dopuszczono — 9. Wyniki konkursu byly nastgpujace:

Pierwszg nagrode w wysokosci zt 10 000 otrzymal dr inz. Kazimierz OskEDRA (z Gliwic) za prace pt.
Powierzchnia odksztalconej blony jako podstawa projektowania narzedzi do przerdbki plastycznej.

Dwie réwnorzedne drugie nagrody po zt 6 000 kazda otrzymali: dr inz. Wojciech CHOLEWA (z Gliwic)
za prace pt. Metody czestotliwosciowej analizy efektu akustycznego i drgari dla oceny stanu maszyn oraz
dr inz. Stanistaw OCHELSK1 (z Warszawy) za prace pt. Metoda opisu pelzania materialdw anizotropowych
w plaskimn stanie naprezenia przy obciqzeniach wielostopniowych.

Dwie réwnorzedne trzecie nagrody po zl 4 000 kazda otrzymali: dr inz. Karol WyLezycH (z Gliwic)
za prace pt. Lepkosprezyste charakterystyki gumy jako tworzywa z gumowo-metalowego lqcznika sprezystego
typu silentblock jako postaci konstrukcyjnej przy odksztalceniach Scinajqcych oraz dr inz. Antoni TARNO-
! GroODZzKI za prace pt. Poddiwickowy i naddiwigkowy przeplyw powietrza w przewodzie.

Ponadto wyrézniono dwie prace bez uhonorowania finansowego: dr inz. Jana ApAMCZYKA (z Gliwic)
pt. Badanie liczb tarcia rozdrobnionego drewna po laminacie epoksydowo-szklanym oraz mgr. inz. Andrzeja
DRAGONA i mgr inz. Andrzeja ROZYCKIEGO (z Warszawy) pt. Analiza podobienstwa dynamiczuego { modelo-
wanie wlasnosci mechanizinu wibroizolacyjnego.

2. Oddzial w Lodzi przeprowadzil ogdlnokrajowy konkurs naukowy na najlepsza prace z dziedziny
mechaniki teoretycznej i stosowanej z wylaczeniem prac natury czysto doswiadczalnej.

Postanowiono nie przyznawaé nagrody pierwszej.

Druga nagrode w wysokosci zt 8 000 otrzymal dr Wiestaw KUFEL za prace pt. Modele warsiwowe
grubych plyt i powlok.

Trzy rébwnorzedne nagrody trzecie w wysokosci zt 6 000 kazda otrzymali: dr inz. Maciej KULISIEWICZ
za prace pt. Metody identyfikacji wlasnosci dynamicznych konstrukcji mechanicznych w oparcin o niesymetrycz-
1y model Duffinga, dr inz. Jerzy STELMARCZYK za prace pt. Obliczenie charakterystyki dynamicznej konstrukcji
plytowo-sprezynowej za pomocq sztywnych elementdéw skovczonych oraz mgr inz. Andrzej STRZELCZYK
i mgr Stanislaw WoJciecn za pracg pt. Nwumeryczie rozwiazanie zagadnienia statecznosci ortotropowej plyty
pierscieniowe;.

Czwarta nagrode w wysokosci zt 4 000 otrzymal dr Joachim OTTE za prace pt. Zagadnienie analizy
przeplywn plynu niescisliwego w ukladach lopatkowycl i osiowych maszyn wirnikowych.

KOMUNIKAT
O KONKURSACH NAUKOWYCH PTMTS W ROKU 1976

"I. Poznanski Oddzial PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Gléwnym PTMTS
oglasza ogélnokrajowy konkurs na prace teoretyczne z mechaniki.

Prace konkursowe nalezy przesyla¢ do sekretariatu Oddzialu Poznanskiego PTMTS, ul. Pio-
trowo 3, pok. 509 (Instytut Mechaniki Technicznej Politechniki Poznanskiej), 61-138 Poznan,
w terminie do dnia 15 paZdziernika 1976 r.

2. Czestochowski Oddzial PTMTS oglasza ogblnokrajowy konkurs na prace
z zakresu badan doswiadczalnych z mechaniki technicznej.

Prace konkursowe nalezy przesylaé do sekretariatu Oddzialu, Aleja Zawadzkiego 21 (Instytut
Obrobki Plastycznej i Spawalnictwa), 42-200 Czestochowa, w terminie do dnia 31 pazdziernika
1976 r.

Blizszych informacji udzielaja organizatorzy.

-



W nastepnym zeszycie ukaza si¢ prace:

T. HUeckEL, O opisie fizycznie nieliniowej sprezystosci materialow sypkich
XX Bonpocy 00 onucaiH (PHBHUECKH HETMHEHHOH YIPYIOCTH ChIIYUYHX MAaTepHalion
On the description of non-linear clasticity of granular media

Z. MaLinowski, O pewnej metodzie analizy wplywu tarcia w procesie plastycznego sciskania
probki walcowej
O HeKOTOPOM METO/E aHAIM3a BIIMALIHS TPCHIIA B POUECCE MIACTHYECKOT0 CHKATHs LIHMHAPH-
yecKoro odpasua
On a mcthod of friction analysis in plastically compressed cylindrical specimen

J. Niziot, N. KonDRACIUK, Przyklad badania dokladnosci liniowego uktadu dynamicznego
w przypadku niestacjonarnym
Hccnenopanne TOUHOCTH NHHEHHON JHHAMHYECKOH CHCTEMBLI B HECTaUHONApHOM Cllyuae
Example of investigating the accuracy of a linear dynamic system in a nonstationary
case

J. KoLENDA, Nieliniowe drgania elastycznic posadowionych silnikéw tlokowych przy szeroko-
pasmowych wymuszeniach stochastycznych
Henuneiinble roneGanmus aMoOpTH3MPOBAUHLIX MOPIUHEBLIX ABUraTENel NIPH LUMPOKONOJIOC-
HBIX CTOXACTUUECKHX BO3MYLLCHHAX
Nonlinear vibrations of clastically mounted piston engines at wide-band stochastic
excitations

S. BIELAK, Statyka powloki walcowcj zamknigtej pracujgcej w stanie zgieciowym
CraTyueckuil pacyer 3aMmKHYTON LWJIHHAPHUECKOH 000JIouKH IpH pafoTe Ha u3rub
Statics of a closed cylindrical shell in the moment state

J. Niziot, A. PIENIAZEK, Drgania ciggna o duzym zwisie, w plaszczyznie zwisu
J{onedanua npoBoaa B IUIOCKOCTH CBHCAa C YUETOM €0 YKECTIKOCTH Ha u3rub
Vibrations of a large-sag cable in the sag-span plane

E. WaLick1, Hydromagnetyczny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy wirujacymi po-
wierzchniami obrotowymi
CuapoMarHnTHOe TeveHHe BSI3KOH M(HAKOCTH B 3a30pe MEXKAY BPALLAIOLLMMHUCH [IOBEPXHO-
CTSAMM BpAaLLIEH H5T
Hydromagnetic flow of viscous fluid between rotating surfaces of revolution

A. TrzEsowskI, Srednie naprezenie w stochastycznym osrodku wieloskladnikowym
CpenHee HampsHKEHHE B CTOXACTHYECKM HEOJHOPOAHOM cpene
Mean stress in a multi-component stochastic medium

J. WRaANIK, List do Redakc;ji
IMTucemo 8 Pepanuo
Letter to the Editor
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SPIS TRESCI

cd. ze s. IT oktadki

T. Liszka, M. Zyczkowskl, Optymalne ksztaltowanie nierébwnomiernie nagrzanych tarcz wiruja-
cych z uwagi na no§nos¢ sprezysta i graniczng
Onrumanbaoe (POpMUPOBAHKE HEPABHOMEPHO HArPETHIX BPALUAIOIINXCH RUCKOB 110 YIIPYro-
MY M IJIACTHYECKOMY MPEENbHBIM COCTOSIIMEM
The optimal design of nonuniformly heated rotating discs with respect to their elastic and
limit carrying capacity

A. MuszyNska, Niektére problemy modelowania uktadéw mechanicznych
HexoTtopele BONpPOCHl MOAENMPOBAHHS MEXaHUUECKNX CHCTEM
Certain problems of modelling of mechanical systems

Z. GoraJ, Macierzowy zapis nieliniowych réwnan ruchu generowanych formalizmem Lagrange’a
Marpuunass 3anuch HENMHENHBIX YpaBHEHHI ABIDKENMS, NOopox«aaembIx merojaom Jla-
rpaHKa
Matrix representation of non-linear equations of motion derived by the application of La-
grange’s formalism
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Cena 21 30.—

Warunki prenumeraty

Cena prenumeraty krajowej
rocznie  zi 120.—
_pélrocznie zl 60.—

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddziaty RSW ,,Prasa—Ksiazka.Ruch” oraz urzcdy pocztowe
i doreczyciele w terminach:

— do dnia 25 listopada na styczen, I-szy kwartal, I-sze pélrocze roku nast¢pnego i na caly rok na-
stepny. '
— do dnia 10 miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty i na pozostale okresy roku biezacego.
Jednostki gospodarki uspotecznionej, instytucje i organizacje spoleczno-polityczne skladaja
zamoéwienia w miejscowych Oddziatach RSW ,,Prasa—Ksiazka—Ruch”.
Zaklady pracy w miejscowosciach, w ktérych nie ma Oddziatéw RSW oraz prenumeratorzy indy-
widualni, zamawiaja prenumerate w urzedach pocztowych lub u doreczycieli.

Prenumeratg ze zleceniem wysylki za granice, ktéra jest o 509, drozsza od prenumeraty krajo-
wej, przyjmuje RSW , Prasa—Ksigzka—Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul, To-
warowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 1531-71 — w terminach podanych dla prenumeraty
krajowej.

Biezace i archiwalne numery mozna naby¢ lub zaméwi¢ we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz w ksie-
garniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name and address
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona—Ruch,
00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie, P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to
the account of Ars Polona-Ruch in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa,
Poland.

Indeks 36523

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-

chaniki Teoretycznef i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgec od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik,

Zeszyty z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzqdu Gléwnego PTMTS (Warszawa,
Palac Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor,, T. 14, z, 2, s, 193 — 332, Warszawa 1976, Indeks 36523
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