P 0 L S K 1 E T 0O W A R Z Y S T wWw O
MECHANIK] TEORETYCZNE]J I STOSOWANE]

MECHANIKA

TEORETYCZNA
I STOSOWANA

KWARTALNIK
TOM 16 - ZESZYT 4

WARSZAWA 1978
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE



SPIS TRESCI

R. Gutowskl, Modele matematyczne proceséw dynamicznych i stateczno$¢ ruchu
MaremMaTHyecKle MOXCIT IWHAMHYECKHX POUECCOB M YCTOHUMBOCIL JIBHIKEHUSI
Mathematical models of dynamical processes and stability of motion

J. J. Wasowski, Badanie ugi¢é plyt metodg mory
Hecnenosanme m3rnGa TUIACTHH METOJOM Myapa
Examination of the deflection of plates by moiré method

J. KAPkOWwSKI, Analiza sprezysto-plastycznego jarzma polaczenia sworzniowego
VHpyTO-ITACTHYECKHIE AHATTH3 NPOYIIMH CTCDIKHEDOIO COEMHEHHST
Elastic-plastic analysis of bridge plate of pin joints

Z. Orro$, K. Tomaszewsk1, Badania odksztalcen i napr¢zen termosprezystych na modelach epoksy-
dowych metoda tensometrii elektrorezystencyjnej
Hccnenobanusa TepMoynpyrux Aecdopmauiif M HaupsDKeHMit SMOKCHIHLIX MoAeseil meTo-~
JIOM 3IeKTPOPE3UCTHBHON TEHIOMETPHM
Investigations of thermoelastic strains and stresses of epoxy models by means of strain gauges

F. Twarposz, J. ZieLnica, O statecznosci dynamicznej powloki stozkowe] przy pulsujacych sitach
podtuznych i poprzecznych z uwzglednieniem nieliniowego ttumienia materialowego
06 MMHAMHUECKO) YCTONUMBOCTH KOHWUECKOH ODONOYKH NPH NYNbCHPYIOWIHX ITPOAOJIBHBIX
¥ NOMEpPeUHBIX CAIAX C yUYTEHWeM HenuueHHoroe memudupoBaHMA Marepuana
Dynamical stability of a conical shell loaded by transversal and longitudinal forces with the
nonlinear material’s damping

J. Luczko, Optymalny dobor bezinercyjnego uktadu amortyzacji przy wymuszeniu harmoniczoym
OntumasmHell moatop GeswHepIHOHHON CHCTEMbI aMOPTH3AUMM NPK CAPMOHMMYECKOM BbI-
HY>KAEHHH
Optimal choice of non-inertial system of vibroisolation with harmonic forcing

M. ALBINSKA, A. GaJewskl, Optymalne ksztaltowanie belki wspornikowe]j obcigzonej sitami zew-
netrznymi i ciezarem wlasnym w warunkach pelzania
OrrrumaneHoe opMApOBanHe KOHCOJBHOM O8JIKH HArpy»EHHON BHEIIHMMH CHJIaM¥ H C00-
CTBEHHBIM BECOM B YCJIOBHSX IIOJI3Y4YeCTH
Optimal design of the cantilever beam loaded by external forces and by its own weight in creeping
conditions

J. WoinarowsKkI, J. SWIDER, Metoda niezaleznych konturéw bezposredniej transformacji ukladu
mechanicznego w graf przeplywu sygnatow
MeTon HE3aBHCHMBIX KOHTYPOB HEIIOCPeJCTBEHHOI TpaHCGOpMAIIMY MEXaNHYeCKON CucTe-
MbI B Ipa( CHCHAJIOB
A method of independent cycles of direct transformation of a mechanical system into a signal
flow graph

J. KoLENDA, Drgania wymuszone linii watéw z uwzglednieniem asymetrii sztywnosci gietnej i po-
datno$ci dynamicznej fundamentéw. Metoda podatno$ci dynamicznej fundamentéw linii watéw
BemyIeHHble KONeGaHU BAONPOBOAOS ¢ YUETOM aCHMMETDHH M3rHOHOR YKEeCTKOCTH ¥ Ho-
maTiyBocTm (pyRAameHToB. Merox maenrHbuKaLMM qrHAMKYecKoM momarTmMBocTH dyHAa-
MEHTOB BaJIONPOBOLOB
Forced vibrations of shaftings with asymetry of a bending rigidity of flexible foundations. Iden-
tification method of the dynamical receptances of shafting foundations

415

439

457

467

483

493

499

507

517

cd. na s. III okladki



% i 320

p O L §$ X I E T O W A R Z Y S T wW O
MECHANIKI TEORETYCZNE]J] I STOSOWANE]

MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

TOM 16 - ZESZYT 4

WARSZAWA 1978
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE



MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA

po$wigcona jest pracom przegladowym, oryginalnym naukowym pracom teoretycznym

i do$wiadczalnym, komunikatom naukowym i bibliografii najwazniejszych pozycji wy-

dawniczych. Zawiera réwniez sprawozdania z dzialalnod$ci Towarzystwa, kongresow,
konferencji i sympozjéw naukowych

®

THEORETICAL AND APPLIED MECHANICS

is devoted to surveys, original theoretical and experimental papers, scientific informa-

‘tion and bibliography of important current editions. It contains also reports on the

Polish Society for Theoretical and Applied Mechanics activities, on Congresses,
Conferences and Symposia

*
TEOPETHUYECKAA U IIPUKIAJHAA MEXAHUKA

cogepXUT 0630pHLIe PaboThl, OPUIMHANbLHDIE TEOPETUYECKME U SKCIIEPHUMEHTallb—
uple paboTbl, KpaTKMe HaydHble co0bluenus, Subanorpadryeckmne 0630pLl HOBBIX
nmeyarspix paboT, oTYETH 0 zearenkHocTH Ilonkeroro Obiuecrsa Teopermuecron
yu IIpurinagHoi MexaHMKY, CBeNeHUsI 0 HaydHbLIX KOHrpeccax M KoHGepeHumax

KOMITET REDAKCYJNY

MAREK DIETRICH — PRZEWODNICZACY,
IGOR KISIEL, JERZY MARYNIAK,
WITOLD NOWACKI, JAN SZARGUT,
JOZEF WIECKOWSKI,

ZBIGNIEW OLESIAK —REDAKTOR NACZELNY,
JACEK STUPNICKI—REDAKTOR,
ANDRZEJ SZANIAWSKI— REDAKTOR,
CZESEAW WOZNIAK — REDAKTOR,
MONIKA WAGROWSKA —REDAKTOR,
JERZY DALEK — SEKRETARZ

REDAKCIJA

00-901 Warszawa, PKIN, pok. 1724, tel. 20-02-1}, wewn, 2268

Naklad 680(585+95). Ark. wydawniczych 15,0. Ark. drukarskich 12,5 + wki, Papier druk sat.
V kl. 70 g, 70X100. Oddano do skiadania 15.VII1.1978 r. Druk ukonczono w grudnin 1978 r.
Zam. 1160/78. S-86 Cena 7t 30,—

Drukarnia im. Rewolucji Pazdziernikowej, Warszawa



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 16 (1978)

MODELE MATEMATYCZNE PROCESOW DYNAMICZNYCH I STATECZNOSC RUCHU

RoMAN GUTOWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Badanie wiasnosci dynamicznych cial rzeczywistych mozna przeprowadzaé do$wiad-
czalnie, lub teorctycznie. Badania doswiadczalne przeprowadza si¢ na istniejacym ciele
rzeczywistym, lub na jego modelu, zachowujac spefnione kryteria podobieiistwa dynamicz-
nego. Badania teoretyczne wymagaja zbudowania odpowiedniego modelu matematycznego.

Skonstruowanie modelu matematycznego proceséw zachodzacych w ciele rzeczywistym,
wymaga uprzedniego zbudowania jego modelu fizycznego. Model fizyczny nie jest odbiciem
rzeczywistos$ci, lecz aktualnie posiadanej o niej wiedzy i zawiera koncepcjg¢ opisu fizycznego
cial rzeczywistych, z uwzglednieniem strony iloSciowej, przedstawionej podstawowynil
prawami fizyki, wyrazonymi odpowiednimi formutami. Model fizyczny ciala rzeczywistego
powinien uwzgledniaé przede wszystkim te jego cechy, ktére maja decydujacy wpltyw na
zasady organizacji i funkcjonowania ciala rzeczywistego, lub zachodzacego w nim procesu.
Ograniczajac si¢ do cial statlych mozna stwierdzié, ze w chwili obecnej najbardziej rozpow-
szechnione 1 skuteczne w praktyce technicznej sa modele fi lzyczne fenomenologiczne, na-~
zywane modelami ciaglymi i dyskretnymi.

W przypadku modeli fizycznych cigglych, podstawowa role odgrywa pojecie elementu,
ktérych ilo§é jest w modelu ciaglym z zalozenia nieskojiczenie wielka. Pojecie modeln
fizycznego ciagglego nie jest jednoznaczne, zalezy ono bowiem w istotny sposéb od cech
przypisywanych samemu elementowi, jak i d charakteru oddzialywania migdzy elementami.
Czesto stosowany schemat przypisuje elementom cechy ciala sztywnego, oddziatywujacego
z innymi elementami w sposéb. opisany za pomoca modeli reologicznych, ktérych zacho-
wanie si¢ przedstawiaja tak zwane konstytutywne prawa stanu. Powstaje tu od razu moz-
liwo$é generowania bogatej rodziny modeli fizycznych ciagtych, typu sprezystego Lamégo,
lub Cosserat, lepkosprezystych itd. Dalsze wzbogacenie modeli fizycznych mozna uzyskaé
odstgpujac od koncepcji elementu jako ciala sztywnego i dopuszczajac procesy nawet
dynamiczne zachodzace wewnatrz elementu. Taka sytuacja ma na przyktad miejsce w przy-
padku oddziatywania na cialo stale obciazen szybkozmiennych, o czgstoéciach poréwny-
walnych z czgsto§ciami drgan atoméw w sieci krystalicznej ciala.

‘W przypadku, gdy jako reprezentacje modelu fizycznego przyjmujemy skonczong
ilos¢ skonczonych elementéw, traktowanych jako punkty materialne, lub ciala sztywne,
wtedy mamy do czynienia z modelem fizycznym dyskretnym, ktérego ostateczna postac
zalezy od charakteru wigzdéw, to znaczy oddzialywan miedzy elementami i otoczeniem.

. Dla kazdego modeln fizycznego mozna zbudowaé szereg modeli matematycznych,
w zaleznoéci od przyjetego wyboru wspéirzednych stanu. Pozostajac w ramach mechaniki
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newtonowskiej, najczesciej stosowanymi modelami matematyczaymi sq dla modeli ciag-
tych réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych, badz réwnania catkowe, badz
rézniczkowo catkowe, otrzymane ze skojarzemia réwnan otrzymanych metoda bilansu
i réwnania konstytutywnego stanu, za$§ dla modeli dyskretnych réwnania rézniczkowe
zwyczajne otrzymywane za pomocg metod mechaniki analitycznej.

Pomijajac szereg szczegélowych idei zwigzanych z 0gdlna teoria i praktyka modelowania
fizycznego i matematycznego proceséw mechanicznych w ciatach statych, nalezy stwierdzig,
ze badania teoretyczne uzyskanego modelu matematycznego moze si¢ odbywac badz me-
todami 1lo$ciowymi w sposéb analityczny, lub numeryczny, badZ metodami jakoSciowymi.
W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na jednej z waznych, lecz czesto niedoce-
nianych cech jakosciowych modelu matematycznego, to znaczy statecznosci, ktora dla
modeli matematycznych, w ktérych wystgpuje czas jako parametr wyrdZniony, nosi nazwe
stateczno$ci ruchu, Dla proceséw dynamicznych w ciatach statych, model matematyczny
powinien zapewniaé uzyskanie informacji o zachowaniu si¢ ciala w przestrzeni z biegiem
czasu. Statecznos¢.rozwigzan jest jedna z podstawowych cech modelu matematycznego,
opisujgcego proces fizyczny, podobnie jak istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania, gdyz
decyduje-ona o realizowalnoéci procesu rzeczywisiego, opisywanego rozwazanym modelem
matematycznym. Trzeba stwierdzié, ze dla stateczno$ci ruchu wprowadzono wiele réznych
poje¢ i definicji, a ponadto badania prowadzi si¢ za pomoca niejednolitego i réZnorodnego
aparatu matematycznego. Stan ten czgsto nie ulatwia interpretacji otrzymanych rezultatéw,
gdyz ze wzgledu na réznice co do metody i sposobu przedstawienia, przeprowadzenie ich
pordéwnania okazuje sig w wielu przypadkach trudne. Spowodowalo to powstanie sytuacji,
w ktdrej pojecie statecznosdci ruchu przestalo byé jednoznaczne i pod pojeciem tym kryja
sig rézne, czgsto przeciwstawne wilasnosci rozwigzan modelu matematycznego. W niniej-
szych rozwazaniach przedstawione zostana gldwne istniejace pojecia stateczno$ci i kie-
runki ich rozwoju, zardwno dla modeli dyskretnych jak i cigglych, z uwzglednieniem szeregu
waznych i istotnych réznic migdzy nimi,

' 2. Podstawowe pojecia teoril statecznosci ruchu. Rodzaje stateczno$ci ruchu ukladéw dyskretnych

Rozwazmy ukiad materialny, bedacy badz w stanie rownowagi, badZ w stanie pewnego
ruchu. Rozwigzaniec otrzymane na podstawie modelu matematycznego, opisujacego roz-
wazany uktad materialny, zapewniajace uzyskanie informacji o zachowaniu -sig ukladu
w przestrzeni z biegiem czasu, bedziemy w dalszym ciagu nazywali procesem.

Ogdlnie rzecz biorac, na podstawie intuicji, statecznoécia procesu bedziemy nazywali
wlasno$§¢ zachowywania przez model matematyczny danego procesu, przy dziataniu
malych zaburzen, lub inaczej niepodatno§é na male zaburzenja, ktérych nie uwzglednia
si¢ przy wyprowadzaniu réwnan ruchu ukladu. Spodziewamy sie wtedy, ze uktad materialny
bedzie mial zdolno§¢ do zachowywania wykonywanego ruchu, lub potozenia réwnowagi
przy oddziatywaniu matych zaburzen. Jezeli rozwazany proces ulega unicestwieniu nawet
pod wplywem dowolnie matych zaburzen, wtedy nazywamy go niestatecznym. Proces nie-
stateczny jest nieobserwowalny, to znaczy nie daja sie zneahzowac w rzeczywistosci, czyli
inaczej mowiac nie wystgpuje w przyrodzie.
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Przy badaniu teoretycznym dowolnego rzeczywistego zjawiska, pomijamy drugorzedne
czynniki i budujemy model fizyczny i matematyczny, bedacy naszym przyblizonym wy-
obrazeniem o tym zjawisku. Opierajac sig¢ o ten model, konstruujemy nowe modele tego
zjawiska, lub nawet modele innych zjawisk. Powstaje pytanie, czy utworzone przez nas
nowe procesy mozna zrealizowaé¢ w rzeczywistosci.

Ot6z jesli sa one stateczne, to mozliwosé taka, przynajmniej teoretycznie istnieje. Jesli
za$ ulegaja one likwidacji pod wplywem malych zaburzen odzwierciedlajacych warunki
rzeczywiste, to sg one niestateczne i nierealizowalne w rzeczywistosci. -

Z tego wzgledu, warunkiem koniecznym realizacji idealnych proceséw jest, aby od-
powiadajacy im model matematyczny czynit zado§¢ tak zwanej zasadzie statecznosci,
obejmujacej istnienie, jednoznacznosé i statecznoé¢ jego rozwiazan pod wplywem matych
zaburzen.

Nalezy rozrézniaé stateczno$¢ wzgledem dowolnie matych zaburzeri, decydujaca o mo-
.zliwodci_ zrealizowania procesu w rzeczywistosci i statecznoéé wzgledem dowolnych za-
burzen, zwiazang z oszacowaniem odchylenia procesu, od pewnego procesu idealnego,
niezaburzonego. Jednakze badanie zachowania si¢ procesu idealnego przy wigkszych
zaburzeniach ma znaczenie tylko wtedy, gdy jest on stateczny wzgledem dowolnie malych
zaburzen, to znaczy, gdy jest on obserwowalny w przyrodzie. Zaréwno jedna jak i druga
stateczno$¢, maja podstawowe znaczenie przy projektowaniu nowych obiektdw, gdyz
pozwalaja one na prognozowanie, czyli przewidywanie zachowania si¢ obiektu podczas
eksploatagji. '

Z powyzszych rozwazan wynika, ze pojeciu statecznoSci zostat nadany wyraznie sens
matematyczny, dotyczacy wiasnosci modelu matematycznego, a nie fizyczny, dotyczacy
zjawiska rzeczywistego. W tym rozumieniu pojecie statecznofci nie stosuje sie do zjawisk
rzeczywistych.. Stwierdzenie, Zze rzeczywiste zjawisko fizyczne jest stateczne Iub nie, jest
w powyZszym znaczeniu ~pozbawione sensu. W wigkszosci istniejgcych sformutowan
badanie stateczno$ci wymaga bowiem:

1) Poréwnywania jednoczesnie wystepujacego zbioru proceséw zaburzonych z procesem

idealnym, niezaburzonym.
v

2) Ustalenia sposobu mierzenia odlegltosci migdzy jednocze$nie wystepujacymi proce-
sami, zaréwno w stanie poczatkowym jak i dowolnym.

3) Okreélenia warunkdw, ktérym musza czyni¢ zado$é te odleglosei.
Realizacja tych wymagan nie jest mozliwa w przypadku zjawiska rzeczywistego, ktére
odbywa sic w sposSb jednorazowy. '

Chcac sprecyzowac lepiej pojecie statecznosci, trzeba brac¢ pod uwage specyficzne cechy
zjawiska, ktére ma opisywa¢ model matematyczny. Moze to mie¢ istotny wplyw na osta-
teczne $ciste zdefiniowanie pojecia statecznoéci. Pojecie statecznosci nie jest bowiem po-
Jjeciem wlasciwym dla fizyki jakiego$ zjawiska, lecz podlega zdefiniowaniu, w zaleznosci
od tego, jakich cech zadamy od modelu matematycznego opisujqcegé zjawisko. ’

Podamy teraz najwazniejsze definicje statecznoéci ruchu zaburzonego, ktére zostaly

zdefiniowane dla potrzeb badania réznych wilasnoéci modeli matematycznych ukladdéw
dyskretnych. ’
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2.1, Stateczno$¢ w sensic Lapunowa. RozwaZzmy rdwnanie ruchu zaburzonego w postaci

M . L~ f e, ) =,

gdzie x = col [x, ..., xa], f = col [fy, ... fu]. Zakladamy, ze funkcja f spetnia dowolne
zalozenia, zapewniajace istnienie i jednoznaczno$é¢ réwnania (1) w pewnym przedziale
(a, o).

Definicja. Rozwigzanie & = &(¢) rownania (1) jest stateczne w sensie Lapunowa
przy t — o, jesli dla dowolnego € > 0 1 ¢, € (a, o) istnieje takie 7(e, t5) > 0, Ze
1) Wszystkie rozwigzania x = x(¢) réwnania (1) wlacznie z &(¢) spelniajace warunek

() [lx(to)—E(t) < 7,

sa okre§lone w [#,, o], lub jak niekiedy mowimy, sa okreslone w przysi%os’ci
2) Dla rozwiazan tych zachodzi nierdwnoéé

@) () —EOl <& dla t€ (1, 00),
Jesli ponadto jest
@) / lim |Lx()—E(@)]| = 0

wtedy rozwiazanie &(z) jest asymptotycznie stateczne.

X
Xn

Xy

Ruys. 1 . Rys. 2

Inaczej mowiac, rozwigzanie &(1) jest stateczne, jesli rozwiazanie x(¢) dostatecznie bliskie
niego dla ¢t = ¢,, lezy catkowicie w dowolnie waskim & — otoczeniu, zbudowanym wokot
rozwiazania (). _

Gdy f(¢,0) = 0 wtedy réwnanie (1) ma rozwigzanie zerowe & = 0, zwane poloZeniem
réwnowagi. Definicje statecznosci tego rozwigzania zerowego otrzymujemy, kladac
W (2), (3), (4), §(1o) = 01 &(2) = 0.

Jesli 7 mozna dobrad niezaleznie od £, to znaczy jest ) = 7(e), to statecznosé nazywamy
jednostajna.

Nalezy zaznaczyé, Ze ze statecznoS$ci rozwigzania niezerowego &(f) rownania (1) nie
wynika jego ograniczonos¢ i na odwot. :

Przedstawiona definicja stateczno$ci w sensie Lapunowa, obejmuje przypadek klasycz-
ny, podstawowy, statecznoci wzgledem zaburzen tylko wartoéci poczatkowych. Mozna
rozwazaé rowniez stateczno§é przy malych zaburzeniach samej postaci réwnania (1), to
znaczy przy matych zmianach funkcji f(¢, x), wystepujacej po prawej stronie réwnania
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(1). Wtedy mamy do czynienia z tak zwang statecznoscia przy stale dzialajgcych zabu-
rzeniach, ktére podlega osobnemu zdefiniowaniu (definicje t¢ w zakresie niniejszych
rozwazaii pomijamy).

Warto zwrdcié jeszcze uwage na niektére specyficzne cechy zdefiniowanej statecznoéci
w sensie Lapunowa dla ukladéw liniowych. Rozwazmy réwnanie rézmiczkowe liniowe
ruchu zaburzonego w postaci

. dz
(5 T =A@z +f(2), z(to) = 2o,
gdzie A = {a;;} (i,j =1, ..., n). Zakladamy, ze macierze A(z) i f(¢) sa ciagte w [¢,, ).
Wraz z réwnaniem (5) rozwazmy réwnanie liniowe jednorodne w postaci

dx

© L= AWE, x(t) =% = %,

Uktad (5) nazywamy statecznym (lub niestatecznym) w sensie Lapunowa, jesli wszystkie
jego rozwigzania z-= z(1), sa stateczne (lub niestateczne) w sensie Lapunowa przy ¢ ~» co.
Pojecie statecznosci odnosimy tu do ukladu liniowego (5), gdyz jak mozna wykazac,
wszystkie rozwigzania ukladu liniowego sa badz jednoczeénie stateczne, badZ niestateczne.
Taka terminologia nie ma uzasadnienid dla réwnania nieliniowego (1), gdyZz niektére
jego rozwiazania moga by¢ stateczne, a inne nie. Zatem liniowy ukliad jest stateczny, gdy
przynajmniej jedno rozwigzanie tego ukladu stateczne i niestateczny, gdy niestateczne jest
jakickolwiek jego rozwiazanie. Ponadto mozna wykaza¢, ze niejednorodny uktad liniowy
(5) jest stateczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest stateczny odpowiedni jednorodny uktad
liniowy (6). Z tego wzgledu, wystarczy badaé statecznos$é tylko ukitadéw liniowych jed-
norodnych. .

Inna wazna wlasno$¢ charakterystyczna ukladéw liniowych polega na tym, ze liniowy
uklad jednorodny (6) jest stateczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde rozwigzanie x(¢) tego
uktadu jest ograniczone dla ¢ € [ty, co). Wlasnoéci tej nie ma juz uklad liniowy niejedno-
rodny (5) oraz oczywifcie uktad nieliniowy.

Mozna réwniez wykazaé, ze uklad jednorodny (6) jest asymptotycznie stateczny wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie jego rozwiazania zmierzaja do zera przy { — oo. Wiasnoé¢ ta
nie ma miejsca dla réwnan nieliniowych, dla ktdérych wszystkie rozwiazania moga dazy¢
do zera, podczas gdy rozwigzanie zerowe tego réwnania jest niestateczne.

2.2. Stateczno$¢ w sensie Lagrange'a. Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu zaburzonego
w postaci (1). Rozwigzanie ogdlne tego réwnania ma postaé x = x(z, C), gdzie ma-
cierz C mozemy wyznaczyé z warunku poczatkowego, to zmaczy x(fy, C) = x, skad
C = C(zy, xo). '

Podstawiajac tg wartoé do roniqzania ogdlnego, mamy

@) _ x =x(t;t9, Xo).

Warto§ci #4, ¥o sg tu parametrami, za§ rozwiazanie ogdlne, przedstawione wzorem
(7), nazywamy rozwigzaniem w postaci Cauchy’ego.

Definicja. Rozwiazania x(z; fy, x,) réwnania (1) sa stateczne w sensie Lagrange’a, lub
uklad (1) jest stateczny w sensie Lagrange’a, gdy maja miejsce nastgpujace wlasnosci
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1) Kazde rozwiazanie x(f; fo, xo) moina nieograniczenie przedfuzyé w prawo, to znaczy
ma ono sens w [fo, o0}, czyli jest ono okreslone w przysziosci
2) Norma kazdego rozwigzania x(z; #,, Xo) jest ograniczona w [#,, )

®) < x (1o, xo)l| < M(20, %0) = const < 0, € [t;, ).

Z definicji tej jest widoczne, Ze stateczno$¢ w sensie Lapunowa i w sensie Lagrange’a
réznia sig w istotny sposéb. Istotnie stateczno$¢ w sensie Lapunowa dla réwnad nielinio-
wych jest zindywidualizowana, to znaczy jedne rozwiazania moga by¢ stateczne w sensie
Lapunowa, a inne nie. Natomiast stateczno$¢ w sensie Lagrange’a, dotyczy wlasnosci
obejmujacej wszystkie rozwiazania réwnania nieliniowego, a wigc dotyczy ukiadu, a nie
indywidualnych rozwiazan. Nastepnie rozwigzania stateczne w sensie Lapunowa dla réw-
nania (1) nie muszqg by¢ ograniczone, co stanowi druga podstawowa réznice, miedzy
statecznodcia w sensie Lapunowa i Lagrange’a. Widaé wigc, ze ukltad stateczny w sensie
Lapunowa moze byé niestateczny w sensie Lagrange’a i na odwrét. Pojecia obu tych
statecznosci sa rownowazne tylko wtedy, gdy uktad (1) ma rozwigzania £(¢) ograniczone,
ktére sa globalnie asymptotycznie stateczne w sensie Lapunowa, to znaczy wzgledem do-
wolnych zaburzen wartoSci poczatkowych. Wtedy uktad (1) jest tez stateczny w sensie
Lagrange’a. Rowniez wszystkie uktady liniowe jednorodne, stateczne w sensie Lapunowa,
s stateczne w sensie Lagrange’a i na odwrdt.

2.3. Stateczno$é orbitalna. RozwaZmy réwnanie rozniczkowe nieliniowe autonomiczne

© - L~ f9, w0 = x.

Zakladamy, ze funkcja f spelnia warunki, zapewniajace istnienie i jednoznaczno§é
rozwiazan rownania (9) w rozwazanym obszarze wspdlrzednych stanu x. '

Niech x = x(¢) bedzie rozwiazaniem réwnania (9). Zbidr punktéw L w n wymiarowej
przestrzeni euklidesowej EZ, tworzacych rozwiazanie réwnania (9), bedziemy nazywali
trajektoria 'rozwiaczania.

Odlegto$é punktu z € E od zbioru L zawartego w tej przestrzeni okre§lamy naste-
pujgco

(10 o(z, L) = inf||z—x]].
xeL

Niekiedy dogodnie jest dla rozwiazania x = x(¢) rozwazaé zbiér punktéw L* w EJ,
odpowiadajgcych warto$ciom parametrow t, < t < oo. Zbidr ten nazywamy pdtirajek-
torig dodatnig (analogicznie okreslamy péitrajektori¢ ujemna L™).

Definicja. Rozwigzanie & = £(¢) réwnania (9) nazywamy orbitalnie statecznym przy
t — oo, jedli dodatnie péltrajektorie L+ wszystkich rozwigzaf, ktére w chwili z, sa dostate-
cznie bliskie rozwiazania &(z) sa przez caly czas f € [#,, c0) zawarte w dowolnie matym
& — otczeniu dodatniej pditrajektorii L§ rozwiazania &(z).

Inaczej mowiac, dla dowolnego & > 0 istnieje 5(e, £,) > O takie, ze jesli ||x(to — E(E)I <

<7 too(x(@), L)< edat>t,.

Jedli ponadto g(x(r), L§) — 0 przy ¢t — oo to rozwiazanie &(r) nazywamy asympto-
tycznie orbitalnie statecznym.
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Gdy na przyklad L{ jest zamknigta asymptotycznie orbitalnie stateczna trajektoria,
to trajektorie L* dostatecznie bliskie niej w chwili ¢ = £y, nawijaja sie na nia przy r — oo.

Jesli rozwiazanie £(¢) jest stateczne w sensie Lapunowa, to wynika stad réwniez sta-
teczno$¢ orbitalna tego rozwigzania, lecz nie na odwrét.

X

0

Rys. 3

2.4. Pojecie o statecznosci w sensie Poissona. Rozwazmy ruchu punktu na powierzchni
torusa. Niech ruch ten opisujg réwnania rézniczkowe

dp di _
(11) = % E——-I, _oc—const>0.
Trajektorie punktu A na torusie otrzymujemy z réwnania rézniczkowego
(12) %— =o skad ¢ =a0+C.

Rys. 4

Kazda z trajektorii na torusie, otrzymujemy z trajektorii podstawowej ¢ = «fl, przez

dodanie stalej C, wystarczy wigc zbadad strukture trajektorii podstawowej. Rozwazmy dwa
przypadki ' '

1) o = »k—_lest liczba wymierna. Wtedy trajektoria ¢ = %0 jest linia zamknigta na po-

wierzchni torusa i po wykonaniu skonczonej ilosci zwitek przechodzi przez punkt
0 = 2kn, ¢ = 2m=z pokrywajacy punktem (0, 0)
2) ajestliczba niewymierng. Aby zbadaé strukture trajektorii w tym przypadku, korzystamy
z nastgpujacego rezultatu.
Rozwazmy liczby w postaci (ne), gdzie n jest liczba catkowita dodatnia, za§ (no) czegscia
utamkowa liczby no, to znaczy 0 < (na) < 1. Dla n =1,2,3, ...,mamy ciag liczb
(@), (2), (30), ..., ktére mozemy przedstawié jako punkty w przedziale [0,1]. Je§li @ > 0
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jest liczba niewymierna, to liczby (na) dla n = 1,2, 3, ..., tworza zbidr wszgdzie gesty
w przedziale [0,l]. )
Trajektoria ¢ = af wychodzgca z punktu (0, 0) wykonuje kilka zwitek i przecina réw-

. 2 . . .
nik ¢ = 0 w punkcie (0 = Tﬂ, @ = 27z) réznym od wyjéciowego, nastepnie po wykonaniu
kilku zwitek, przecina réwnik ¢ = 0 w nowym punkcie (%,4%) 1 tak dalej. Wobec

tego trajektoria przecina wielokrotnie réwnik w punktach (%, 2k7z) . Pomijajac wartosci
bedace wielokrotnosciami 27z, mamy nastgpujace wspdirzgdne punktéw przecigcia tra-
jektorii ¢ = aff z réwnikiem (27;(—/;—), O), gdzie (5) jest czescig utamkowa liczby (%)

. . . , k .
(k =1,2,3,...). Na podstawie przedstawionego wyzej rezultatu liczby ;C tworza zbidr

wszedzie gesty w przedziale [0,27], a wigc punkty (Zn ('IEC[) , O) tworza zbidr wszedzie gesty

na réwniku ¢ = 0. RozwazZania te mozna bez zmian powtdrzy¢ dla dowolnego réwno-
leznika ¢ = ¢, zatem trajektoria ¢ = «fl jest wszgdzie gesta na powierzchni torusa.

Rozwazmy jakikolwiek konkretny ruch po trajektorii ¢ = «f na przyklad
(13) p=at, 0=t

Poniewaz ruch ten odbywa sie po trajektorii ¢ = af wszedzie gestej na powierzchni
torusa i predkos$é¢ ruchu jest stata v = ]./ 1+02? = const > 0, wiec dla kazdego otoczenia
punktu (0,0) istnieje 7 > 1, takie, ze punkt reprezentujacy A(6 = ¢, ¢ = at) nalezy do tego
otoczenia. Mdwigc potocznie rozwazany ruch ma te¢ wlasno$¢, ze punkt reprezentujacy
O powraca nieskofczenie wiele razy w kazde otoczenie punktu (0, 0), mimo Ze moze
w migdzyczasie znacznie oddali¢ sie od tego punktu. Wlasno$¢ ta nazywa si¢ statecznoscia
ruchu w sensie Poissona i jest to rodzaj statecznosci odmiennej od statecznodci w sensie
Lapunowa, Lagrange’a i statecznosci orbitalnej. Stateczno$é w sensie Poissona, znajduje
zastosowanie migdzy innymi przy badaniu wlasnosci ruchéw okresowych i prawie okreso-
wych.

2.5. Statecznos¢ techmiczna. RozwaZmy réwnanie rézniczkowe w postaci

(14) B j D, ) = %o
(5) B RGO, 1) = 20 = %

Zaktadamy, ze funkcje f i F spelniaja warunki, zapewniajace istnienie i jednoznaczno$¢

rozwigzan rozwazanych réwnafd w skonczonym obszarze
st T, X< H |zZl<H _

Ponadto niech f(¢, 0) = 0, F(14 z,) = 0. Funkcja F(¢, z) moze by¢ praktycznie nieznana,
lecz zakladamy, Ze znane jest oszacowanie tej funkcji oraz warto§ci poczatkowych zo
(16) lzoll < 28, IIFG D<) dla to<t<T.

W szczegblnym przypadku moze byé I'(t) =y = const.
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Definicja: Niech z = z(s; 1o, zo) przedstawia wszystkie ruchy opisane réwnaniem (15),
spetniajace warunek poczatkowy z(fy) = z, i ograniczenia (16).
Jesl

{17 lz(t; 1o, 2l < A(t), to<t< T,

(w szczegllnym przypadku moze byé /(f) = A = const), to proces x(f; 15, Xp), czyli
rozwigzanie rownania (14) nazywamy statecznym technicznie, wzgledem wartosci ogra-
niczed z§, I'(1), A().

Proces x(¢; t,, x,) nazywamy niestatecznym technicznie wzglgdem tych ograniczen,
jesli dla tq < f < T, chociazby jedno z rozwigzan z(1; ¢y, Zo) nie spelnia nieréwnoéci (17),
co najmniej w jednej chwili z przedziatlu ¢, < 2 < T.

Rys. 5

Istotng sprawa w tak rozumianym pojeciu stateczno$ci jest to, ze wartosci zg i 1(¢)
(lub A = const.) obiera si¢ jeden raz dla danego zagadnienia, niezaleznie od siebie oraz,
Ze zadane wlasnosci maja mie¢ miejsce w skoficzonym przedziale czasu ¢, < t < 7T, gdzie
warto§¢ T obieramy réwniez jeden raz dla danego zagadnienia.

Poréwnujac rozwazang stateczno$é techniczng na przyklad ze stateczmo$cia w sensie
Lapunowa stwierdzamy, Ze w tej ostatniej dla kazdego obszaru {2, musiat istnie¢ obszar
2%, taki, aby startujace z niego rozwigzanie pozostawalo stale (T = co) w obszarze 2.
W stosunku do statecznosci w sensie Lapunowa, stateczno$¢ techniczna ma ztagodzone
warunki, bardziej przystosowane do potrzeb praktyki.

2.6. Ogoblne uwagi o niektérych innych rodzajach statecznosel. W powyiszych rozwazaniach
przedstawionych zostato kilka pojeé statecznosci ruchu, przy czym pojecia te sa odmienne,
zatem przy badaniu stateczno$ci ruchu trzeba wyrazZnie sprecyzowad, jaka stateczno$é
podlega badaniu. Oprécz wymienionych wyzej rodzajéw stateczno$ci ruchu, istnieja
liczne ich modyfikacje oraz inne jeszcze pojecia stateczno$ei ruchu, odmienne od rozwa-
zanych wyzej. Dokonanie systematycznego i wyczerpujacego przegladu istniejacych obec-
nie poje¢ statecznosci, przekroczyloby ramy. niniejszych rozwazan.

Omoéwimy tylko ogdlnie jeszcze jedno pojecie, ktdre czgsto nosi nazwg wrazliwosci
wlasnodci rozwiazan, na zmiany strukturalno-modelowe. Aby objasni¢ to pojecie, postu-
zymy sig¢ przykladem trzech réwnan rézniczkowych w postaci '

(18) X+ pfx+a’sinx =0,
(19) X+Bx+aix =0,
20y ¥+o%x =0,

4
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Roéwnania (19) i (20) mozna uwazac za modele zastepcze, uproszczone, powstale w wy-
niku zaburzenia modelu wyjSciowego (18), czyli zaburzenia struktury ukfadu. Réwniez
réwnania (18) i (19) mozna uwazaé¢ za modele zastepcze wzbogacone, powstale w wyniku
zaburzenia modelu wyjsciowego (20). Zaburzeniom tego typu towarzyszy modyfikacja
réwnanta rozniczkowego, czyli modelu matematycznego opisujacego dane zjawisko.

Z fizycznego punktu widzenia modyfikacje takie s3 uzasadnione, jesli zmiany réwnania
rézniczkowego, polegajace na dolaczaniu lub odigczaniu matych sktadnikéw réwnania
rézniczkowego, pociagaja za sobg male zmiany rozwigzania. Przypuszczamy -zwykle,
7e tak jest, opierajac si¢ na intuicji fizycznej, jednakze przypuszczenie takie nie zawsze
jest prawdziwe, zwlaszcza dla proceséw diugotrwalych, gdyZ male zmiany réwnania réz-
niczkowego, moga w istotny sposob wplywaé na zachowanie sig rozwiazania. Je$li na
przyktad oscylacyjno$é rozwigzan jest nadrzedna cechg jakosciowa, ktéra chcemy zachowadé
modyfikujac model matematyczny, to rownania (18), (19} i (20) moZzemy uznaé za réwno-
wazine na przykiad dla matych g > 0. Gdy cechg nadrzgdna jest okresowo$é rozwigzania,
to model (20) czyni temu zado$¢, natomiast modele (18) i (19) juz nie.

Powstaje wigc zagadnienie wyodrebnienia klas rownowaznych réwnan rézniczkowych,
w sensie zachowania pewnej wlasnoéci, lub pewnego zespohi wlasnoéci W. Jest to zagadnie-
nie wrazliwosci strukturalno modelowej, nazywanej réwniez. stateczno$cia w sensie Bel-
Imana, polegajgce na tym, aby przy zastapieniu jednego modelu matematycznego innym,
wyrdzniane wlasnosci ukladu nie zmienialy sie w istotny sposéb i znajdowaly sie w zasiegu
naszej kontroli. Wrazliwo$é moze dotyczy¢ nie tylko zespotu W wiasnosci jakoS$ciowych,
lecz réwniez zmian iloSciowych pewnych wielkosci jak na przykiad zmiany wartosci roz-
wigzania, catkowitej energii uktadu, funkcji celu w procesach optymalnych itp.

Jednym z wariantéw zagadnienia wrazliwoéci nabierajacych ostatnio coraz wigkszego
znaczenia praktycznego, jest zagadnienie wrazliwodci iloSciowej rozwigzania na zmiang
parametréow, ktére przedstawimy pogladowo w sposéb nastepujacy. Niech model matema-
tyczny pewnego zjawiska fizycznego bedzie opisywany rownaniem roézniczkowym w pos-
taci
21 D =X—j(t,x,x,¢) =0, x(t;) = xo, x(25) = Xq.

Rozwiazanie réwnania (21) bedziemy uwazali za znane. Zagadnieniem, ktére chcemy
zbadad, jest wrazliwo$¢ rozwigzania x(f, ¢) na zmiang parametru ¢, to znaczy zmiana tego
rozwiazania, gdy parametr ¢ zmieni si¢ o warto§¢ de¢. W tym celu wprowadzamy funkcje
wrazliwo$ci w postaci

x(t, c+de)—x(t,c) _ ou

2 im 2t .
(2 ) u(t C) AC__,Q AC (')C

~ Na podstawie zwiazku (22) mamy przyblizona zalezno$é
(23) x(t, c+Ac)—x(t, ¢) = u(r, )de.

Jesli wiec wyznaczymy, lub oszacujemy funkcje u(z, ¢), wtedy na mocy (23) mozemy
wyznaczyé w przyblizeniu, lub oszacowad zmiane funkcji x(¢, ¢) wynikla wskutek zmiany
parametru ¢ o warto§¢ Ac. Mozna réwniez sformutowaé zadanie odwrotne, wyznaczenia

takiej zmiany 4c parametru ¢, aby odchylenie rozwiazania x(¢, ¢) powstale pod wplywem
tej zmiany, nie przekroczylo z géry zadanej wartoéci, :
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Réwnanie rozniczkowe dla funkcji #(¢, ¢) otrzymujemy, réiniczkujac rovnanie (21)
wzgledem parametru ¢ '

o0 0D % o dx o ox o _
9c 9% dc  8x dc  dx'dc  dc
Stad mamy

.odf . o of
(24) u“"gu—g;u = —a-c_—_-
Poniewaz rozwiazanie x{f, ¢) uwazamy za znane, wiec znane sg réwniez funkcje

aft, ¢) = —%, p(t,c) = ——gg, p(t, ¢) = g

Roéwnante (24) przybiera wigc postac
{25) it a(t, i+, cu =y, ).

Zwréémy uwage na to, ze dla réwnania nieliniowego (21) réwnanie réZniczkowe
wrazliwo$ci (25) okazuje si¢ liniowym réownaniem rézniczkowym o zmiennych wspdlezyn-
nikach. Waznym praktycznie przypadkiem rozwazanego zagadnienia, jest wrazliwosé
réwnania rézniczkowego o statych wspéfczynnikach, na zmiany wspélczynnikéw réw-
nania. Niech réwnanie (21) ma na przyktad postaé

(26) X+ax+bx = f(1).

Chcemy zbada¢ wrazliwo$¢ rozwigzan tego rownania, na zmiane wspétczynnika na przyk-
tad b, ktéry w rozwazanym teraz przypadku odgrywa rolg parametru c¢. Rézniczkujace
réwnanie (26) wzgledem parametru b, otrzymujemy na mocy (22) (dla b = ¢)

7 u+aid-bu = —x.

Rownanie rézniczkowe wrazliwo$ci ma wige taka sama postaé jak réwnanie (26),
lecz po prawej stronie wystepuje ten skladnik réwnania (ze znakiem minus), ktéry w réow- -
naniu wyjsciowym (26) wystgpowal wraz ze wspéiczynnikiem b.

Rezultaty badania wrazliwo$ci na zmiany wspéiczynnikéw réwnan liniowych sg os-
tatnio z powodzeniem stosowane przy pewnym rodzaju syntezy ukiadéw mechanicznych
1 elektrycznych, zwanym zagadnieniem modyfikacji ukladu. '

Sposréd omdwionych rodzajéw statecznodei uktadéw dyskretnych, dla wigkszoSci
potrzeb wystepujacych w zastosowaniach technicznych, najlepiej przystosowana jest sta-
teczno$¢ techniczna. Pojecie statecznosci w sensie Lapunowa, zawiera niejednokrotnie
zbyt ostre wymagania w stosunku do potrzeb techniki w chwili obecnej, mimo tego sta-
teczno&é ta jest w technice szeroko stosowana, ze wzgledu na najlepiej opracowane metody
jej badania. Pojecie statecznosci w sensie Lagrange’a jest bez modyfikacji, z punktu wi-
dzenia potrzeb technicznych zbyt szerokie, ze wzgledu na dowolnoéé stalej, ograniczajace;j
rozwigzanie modelu matematycznego. Niedogodnoéci powstajace przy stosowaniu réz-
nych poje¢ stateczno$ci w technice, zostaly w znacznej mierze usuniete, przez wprowa-
dzenie pojecia statecznodei technicznej, odpowiadajacej najblizej potrzebom techniki.

Nalezy zaznaczyé, ze metody badania réznego rodzaju statecznodci, wywodza sie¢ w du-
zym zakresie z metod opracowanych dla badania statecznodci w sensie Lapunowa. Tak

€
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wigc stosowanie metod badania statecznoéci za pomoca tak zwanych funkcjonaléw La-
punowa, nie oznacza zawsze, ze badana jest stateczno$¢ w sensie Lapunowa. Z tego wzgledu
zaznajomienie sig z metodami badania statecznosci réznego rodzaju, celowe jest rozpo-
czyna¢ od metod, opracowanych dla stateczno§ci w sensic Lapunowa.

3. Podstawowe roéinice migdzy statecznoscia modeli matematycznych ukladéw dyskretnych i cigglych

Norma stosowana w definicjach o statecznosci (na przyktad w sensic Lapunowa)
modeli matematycznych utadéw dyskretnych, iest miarg odleglodci migdzy rozwigzaniami,
miedzy innymi rozwigzan x(¢) od rozwigzania idealnego, niezaburzonego ¢ = 0. Istotna
sprawa jest fakt, Ze normy w przestrzeniach o skoriczonej ilo§ci wymiardw sg topologicznie
réwnowazne. Inaczej méwiac, jesli dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego, opisujacego
uklad o skoniczonej ilosel stopni swabody, stwierdzimy stateczno$é rozwigzania na przyk-
tad & = 0 wzglgdem pewnej normy, to jest ono stateczne rowniez wzgledem dowolnej
innej normy. Natomiast wlasno$¢ ta nie ma na ogél miejsca, w przypadku nieskoficzonej
iloéci wspoirzednych stanu, co odgrywa zasadnicza role w sformutowaniu i badaniu sta-
teczno$ci rozwiagzan réwnari o pochodnych czastkowych, opisujgcych dynamike oérodkéw
cigglych. Proces opisujacy zachowanie si¢ oSrodka cigglego, moze by¢ stateczny wzgledem
jednej normy, za$ wzgledem innej niestateczny. '

Drugg wazna okolicznofcig, ktdra trzeba bra¢ pod uwage przy badaniu statecznodci
jest fakt, ze w przypadku réwnan réZniczkowych zwyczajnych opisujacych ukiady dys-
kretne, wartoéci poczatkowe sa liczbami, za$ istnienie i jednoznacznoéé rozwiagzania sa
zalezne tylko od regularnoéci prawej strony f(¢, x) réwnania rézniczkowego (1). W przy-
 padku réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych, opiswjacych ruch ukladéw
cigglych, wartosci poczatkowe sg na ogét funkcjami. Istnienie i jednoznaczno$¢ oraz ogra-
niczono$¢ rozwiagzan zaleza wtedy nie tylko od regularnosci samego réwnania, lecz row-
niez od regularnosci funkcji przedstawiajacych wartosci poczatkowe.

Rozwazmy blizej to zagadnienie na przykladzie réwnania. liniowego typu hiperbolicz-
nego drugiego rzedu, opisujacego drgania poprzeczne struny lub podiuzne preta.

Pu 0% '
(28) _87_(1—372—’ 0<x<l, t>0.
Niech warunki brzegowe majg postaé
29) u(0,8) =0, wu(l,t)=0.
Zakladamy, ze warunki poczatkowe maja postaé
© Ju(x,0
(30) | ue, 0) = 90, 2400 _ e,

Stosujac formalnie metode rozdzielenia zmiennych, mozemy rozwiazanie zagadnienia
przedstawi¢ w postaci

[+ o0

.
(31) u(x, ) = 2 tuy(x, 1) = Z (A,, cosnTnat+B,,sinLlﬂ—at Sin-n—lﬂ—x.

n=1 n=1
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Funkcja ta spelnia warunki brzegowe (29). Warunki poczatkowe przedstawiamy
w postaci

1 .
u(x,0) = ¢(x) = 2 @nsin n—lnx,
n=1

du(x, 0 o .
n=1
gdzie
7
2 . 2 .
Pn =T f(p(f)smnTnfd&, Yu =T f (&) sm?&l&
0 b

Na mocy (31) otrzymujemy

l
7na

(32) Ay = P, B, =

Yn-

Formalnie zbudowany szereg (31) przedstawia rozwigzanie zagadnienia (28)-(30),
jesli szereg ten jest jednostajnie zbieZzny wraz z szeregami, ktére otrzymujemy przez dwu-
krotne rézniczkowanie (31) wzgledem x i ¢. :

Ciaglos¢ funkcji u(x, t) wynika z jednostajnej zbieznosci szeregu (31), ktmego ogdlny
wyraz jest funkcjg ciggly. Biorac pod uwage nierownosé

Jun (e, )] < |44] +1By|
widzimy, ze szereg

D14l +1B,)
n=1

jest majoranta szeregu (31), ktérej zbieinos’é zapewnia jednostajna zbiezno$¢ szeregu (31),
to znaczy ciaglosc u(x, 1). Analogicznie zbieznoéé jednostajna a wigc i ciaglo§é pochodnych

ou *u  Pu . C .
wynika ze zbieZznos$ci majorant

TR e
@ o0
an
TZ”('AH|+|BH|)’ an(lAnl‘l'anD
n=1 n=1

Wobec tego dowdd zbieznoéci szeregu przedstawiajacego funmkcie (31) i szeregdw

przedstawiajacych jej pochodne do rzedu drugiego wlacznie, sprowadza sig do dowodu
zbieznodci szeregéw

w

(33) Dk, k=0,1,2,
n=1 ‘

(34) Sy, k= -1,0,1,

n=}
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Mozna udowodnié, Ze warunkiem wystarczajgcym zbieznodci szeregow (33) jest, aby
funkcja @(x) miala ciagte pochodne do drugiego rzedu wigcznie i trzecia pochodng od-
cinkami ciagla oraz aby @(0) = ¢(l) = 0, ¢”(0) = ¢”(l) = 0.

Dla zbieznosci szeregéw (34) wystarczy, aby funkcja y(x) miata ciagta pierwsza po-
chodng i drugg pochodna odcinkami ciggla oraz aby 9(0) = (/) = 0.

Gdy wartosci poczatkowe @(x) i ¢(x) nie spelniajg wskazanych wyzej wamnkéw na
przykiad sa one tylko ciggle, wtedy u(x, ¢) nie jest na ogdt rozwiazaniem zagadnienia
(28)—(30) w sensie klasycznym. W tym przypadku wprowadza si¢ pojecie rozwiazania
uogdlnionego w sensie Sobolewa, ktére dla pewnych chwil ¢ = t* moze przybraé charakter
dystrybucji.

7 powyzszych rozwazan jest widoczne, Ze rozwigzanie réwnania rézniczkowego o po-
chodnych czastkowych, zalezy od regularno$ci warto§ci poczatkowych, co nie mialo miejsca
dla réwnan rézniczkowych zwyczajuych. Ma to istotne znaczenie dla poprawnego sfor-
multowania zagadnienia graniczmego, zapewniajgcego ciggla zalezno§¢ rozwigzania od
wartosci poczatkowych oraz dla sformutowania stateczno$ci rozwigzan w sensie Lapunowa
w przypadku ukfadéw cigglych, gdyz zagadnienia te bada si¢ przy zaburzeniu wartosci
poczatkowych. Stad jest widoczne, ze bezposrednie i bezkrytyczne przenoszenie pojeé,
definicji 1 metod dla statecznosci rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych, na sta-
teczno$é rozwigzan réwnan rézniczkowych czastkowych, moze doprowadzi¢ do zasadni-
czych nieporozumien i niejasnoéci.

Jednym z najwazniejszych zagadnien, jest jak wynika to z dotychczasowych rozwazan,
ustalenie odlegloédci migdzy rozwigzaniami zaburzonymi i rozwiazaniami niezaburzonymi.
Warunki nalozone na t¢ odleglo$¢, powinny zapewniaé miedzy innymi takie ograniczenie
stapu w chwili poczatkowej, aby proces niezaburzony byl stateczny, w sensie przyjgtej
odlegtosci. Trzeba przy tym liczyé sig¢ z faktem, Ze dowolne zaburzenie nawet bardzo
regularnego stanu poczatkowego, moze po zaburzeniu doprowadzié do takich wartosci,
ktére generuja rozwiazania.uogdlnione. Sprawa przyjecia wlasciwej odleglosci, ma wigc
dla badania stateczno$ci proceséw cigglych podstawowe znaczenie.

Rozwazmy to zagadnienie blizej, na przyktadzie réwnania struny (28) z warunkami
(29) i (30). Wprowadzamy odleglo$é migdzy procesami zaburzonymi u(x, ¢) i procesem
niezaburzonym u = 0 w postaci

0
(35) o = sup |u|l+ sup e
xe[0,] xef0,2]| Ot

Ograniczenie ¢ w chwili ¢ = 0, jest wigc réwnowazne ograniczeniu wartosci poczatko-
wych w tym sensie, Zze jeSli.g|;~o jest mate, 1o réwniez male jest wychylenie i predkosé
punktéw struny w chwili # = 0 i na odwrét. Tego rodzaju ograniczenie wartoéci poczat-
kowych, przyjmuje si¢ dla badania statecznosci w sensie Lapunowa rozwigzan réwnan
rézniczkowych zwyczajnych i dla tych réwnan, ograniczenie to pociaga za soba np. dla
oscylacyjnego rozwiazania réwnania liniowego o stalych wspdlczynnikach, ograniczenie
wychyleri i predkosci w dowolnej chwili z. Takiej wlasnosci spodziewamy sie na ogdt,
badajac stateczno$¢ ruchu.

Pokazemy, ze dla proceséw ciaglych, ograniczenie wychyleni i predkoécei 'poczqtkowych,
to znaczy odlegtosci ¢ w chwili 1 = 0, nie pociaga za sobg na ogdt ograniczonosci wychylen
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i predkosci w dowolnej chwili 7. Przyktad ten wskazuje wyraznie, Ze przenoszenie pojeé
i przyzwyczajell ze statecznosci réwnan rézniczkowych zwyczajnych, moze doprowadzié
do niepowodzenia, w przypadku badania statecznosci proceséw ciaglych.

Na mocy (31) 1 (35) mamy
2 ?a ( —A"sin$a1+ B,,cosn—lnat) .

[2e]
Z(A cos 1 at+B sm T az)
n=1

n=1

0= +

Dla ¢ = 0 mamy

o0 0

Sl

n=1 ! n=

(36) oli=o =

Niech funkcje poczatkowe @(x) i w(x)-beda takie, ze

[ ni
& A= b=

T
. . iy , < :
Wtedy szeregi w wyrazeniu (36) sa zbieine, gdyz szereg ZFJest zbiezny dla o > 1

i rozbiezny dla o < 1. Stad jest widoczne, Ze pl|,_q jest wielko$cia ograniczona i zmierza
do zera przy & — O.
Jednakze o nie jest wielkoscia ograniczona, gdyz dla wartosci ¢ = ¢* dla ktdérych

. hm N hm .
sm—Tat* =1, cosTat* =0

mamy

G8) 7 ol ,*_‘2

n=1

[va]
|/ £ 4 a & -
T Ly | na nd? [ ni?

n=1

St

Ten meoczeklwany na pozor rezultat mozna waaémc zaréwno z matematycznego jak
i fizycznego punktu widzenia.

Z matematycznego punktu widzenia, w réwnaniu (28), oprécz pochodnej wzglgdem ¢,
wystgpuje pochodna wzgledem zmiennej przestrzennej x, co nie ma miejsca w przypadku
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Natomiast odleglo$é (35) nie naktada zadnych ogra-
niczen, na pochodne wzgledem zmiennej przestrzennej x. Wobec tego szeregi przedstawia-
jace te pochodne, mogg okazag sig rozbiezne przy pewnych warto$ciach ¢, jak to ma miejsce
w przypadku rozwigzan uogdlnionych.

Z fizycznego punktu widzenia ograniczenie wielkoSci u i a—? dla ¢+ = 0, to znaczy
ograniczenie poczatkowych wychylen i predkosci punktéw struny, zagwarantowanie
ograniczeniem odleglosci w postaci (35), nie ogranicza jej poczatkowej energii potencjal-
nej, zaleznej od pochodne;j -g* Energia potencjalna przeksztalca sig podczas drgan

X

P

struny w energi¢ kinetyczng i moze spowodowaé nieograniczony wzrost ¢ dla pewnych

2 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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wartosci ¢ = t*. Oczywiscie nie dotyczy to struny rzeczywistej, lecz jest konsekwencja
przyjetego modelu matematycznego majacego powyzsze wiasnosci, ktdre trzeba braé pod
uwage przy formutowaniu i badaniu statecznoici.

W rozwaZanym przypadku energia potencjalna ma postac

!
1 u\’
39) E, = 5 J To (Ec_) dx.
Na mocy (31) mamy
(40) E =c¢ an (A,,cosnTnat—kB,,sinf[f—at) ,
n=1

gdzie ¢ oznacza stala nieialean od n. Dla ¢ =0 mamy

(41) _ E, =c > n2d2,
n=1
Dla warto$ci A4, zgodnych z (37) otrzymujemy
(42) : E, = ¢ 2/2"1
’ n=1

Szereg ten jest rozbiezny dla dowolnie malego ¢ > 0, a wigc energia potencjalna struny
E, ma w rozwaZzanym przypadku dla ¢ = 0 nieskoriczenie wielka warto$¢.

Latwo sprawdzié, ze w przypadku rozwiazania klasycznego, ograniczenia dla wartoéci
poczatkowych prowadzace do wzorédw (37) nie moga mieé miejsca i majg postaé zapewnia- -
jaca zbiezno$é szeregu (41). Zatem w przypadku klasycznym, energia potencjalna jest dla
t = 0 ograniczona i ograniczono$¢ przemieszczen i prgdko$¢ w chwili poczatkowej, po-
cigga za soba ograniczono$¢ tych wielko$ci w dowolnej chwili 7, wzglegdem przyjetej od-
legtoéci.

[}

4. Sformulowanie zagadnienla statecznosci dia proceséw ciaglych

Zalézmy, ze uklad ciagly jest opisywany modelem matematycznym, w ktérym wyréz-
niamy parametr 7 oznaczajacy czas. Takie zaloZenie obejmuje te praktycznie interesujgce
przypadki, gdy zmiana stanu ukladu odbywa si¢ z biegiem czasu. Niech rozwazany model
matematyczny ma postaé réwnania
(43) - [F](u(P, 1)) =0,
gdzie [F] oznacza dowolny liniowy, lub nieliniowy operator o pochodnych czastkowych.
Niech réwnanie (43) opisuje pewne zjawisko w obszarze ograniczonym £2 majacym brzeg I
Symbol P oznacza zbidr zmiennych przestrzennych.

Do réwnania (43) dolaczamy warunki brzegowe, ktore przedstawiamy symbolicznie
w postaci : C '

(44 u(P, Ny =0
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araz warunki poczatkowe, ktére przedstawiamy symbolicznie w postaci
(45) u(P,0) = p(P).

Oznaczenia (44) i (45) maja charakter symboliczny dlatego, ze moga one symbolizo-
waé wieksza ilo§¢ warunkdéw, w ktérych moga wystgpowaé réwniez pochodne.

Zakladamy, Ze rownanie (43) ma przy zerowych wartoéciach poczgtkowych rozwia-
zanie zerowe u(P,t) = 0, ktére bedziemy rozwazaé jako proces niezaburzony. Bedziemy
badali statecznoé¢ rozwigzania niezaburzonego, wzgledem zaburzen wartosci poczatkowych,
zakiadajac, ze samo réwnanie (43), jak i warunki brzegowe (44) nie ulegaja zmianie.

Odchylenie proceséw zaburzonych od niezaburzonego bedziemy mierzyli za pomoca
odlegloéci ¢ = p(u, t) spelniajacej warunki
1) o(u, 1) =0
2) 0(0,1) =0
3) dla dowolnego procesu u(P, t) funkcja rzeczywista p(u(P, t), t) zmiennej ¢, jest ciagla

wzgledem ¢.

Nalezy zaznaczy¢, Zze odleglos$¢ o(v, 1) nie musi spetnia¢ aksjomatéw odleglosci w prze-
strzeniach metrycznych. .

Wraz z odlegloscig o(u, 1) wprowadzamy odleglo$¢ p,(x) na ogdt rézna od gy,
spelmiajaca warunki (1)1 (2) dla ¢ = t,. Odlegloé¢ ta nie zalezy jawnie od czasu f i za po-
‘moca tej odleglosci, bedziemy ograniczali stan poczatkowy. Sposérdd wszystkich mozli-
wych stanéw poczatkowych odlegloéé g, wyodrebnia tylko te, dla ktérych pozostaje ona
ograniczona.

Stosowanie roznych odleglosci g, oznacza, Ze proces idealny, niezaburzony u = 0,
moze by¢ poddany zaburzeniom poczatkowym réZznego rodzaju, to znaczy o réznym stopniu
regularnosci. Dla konkretnego obiektu (struna,. belka, ptyta itp.) rodzaj zaburzen wynika
z charakteru jego pracy i odleglosci o i p, dla procesu opisujacego matematycznie ten
obiekt, powinny by¢ wybierane na podstawie przeslanek fizycznych. Stosowanie odleg-
foéci g, ograniczajacej stan poczatkowy, pozwala na rozpatrywanie zaburzenn wartoéci
poczatkowych o mniejszym stopniu regularnosci niz klasyczny, dopuszczajacym réwniez
rozwiazania uogdlnione.

Przy rozwazaniu dwdéch odleglosci ¢ i p, wprowadza si¢ jeszcze jeden warunek dla
odleglosci ¢ a mianowicie
4) odlegtod¢ o(u, 1) jest ciagla wzgledem odlegtosci g, (1) dlaz = ¢, to znaczy dla dowolnego
€> 011 =1y, istnieje takie n(e, £;) > 0, ze nieréwnosé g,(u) < (e, ty) pociaga za soba
nieréwnos$¢ p(u, t)|e=:, < &. Nie zakladamy natomiast, Ze jest na odwrdt, to znaczy od-
leglo§¢ o, mie musi byé ciagta wzgledem odleglo$ci ¢ dla 7 = f,. WeZmy na przykiad

(46) o= [wie, ¢, - ﬂf [uz+ Z(_@u_)]dg

3x,~
2

W tym przypadku, dla dowolnego ¢ > 0 mozna zawsze znalez¢ takie nn = 1(¢) > 0, Ze
jest g < ¢ jesli tylko g, < n(e), na przyklad 7(e) = &. Natomiast z nieréwnosci o < 7(¢)
nie wynika, Ze p, < .

T
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Definicja: Niezaburzony proces ciggly # = 0 nazywamy statecznym w sensie Lapunowa
wzgledem dwoch odleglosci g i g, w przedziale [z, c0) jedli
1) wszystkie procesy u(P,t) sa okre§lone w przedziale [z, co)

2) dla dowolnego & > 0 istnieje 7(s, #,) > O takie, ze dla dowolnego procesu u(P, t)
nieréwno$¢ o, < n(e, f,) pociaga za sobg nieréwno$¢ ¢ < & dla wszystkich 7 > ¢,.
Jesli ponadto g — 0 przy ¢ — co, wtedy niezaburzony proces nazywamy asympto-

tycznie statecznym.

W szczegdlnym przypadku moze by¢ g, = pli=r, Wiedy stan w chwili poczatkowej
i dowolnej charakteryzuja sig ta sama odlegloscia. Powiadamy wtedy, Ze stateczno$é¢ ba-
damy wzglgdem jednej odleglosci.

Definicje statecznosci wzgledem dwdch odlegloscei dla procesu ciaglego podal Mowczan
i z tego wzgledu stateczno$¢ ta bywa nazywana statecznoscig w sensie Lapunowa-Mow-
czana.

Badanie statecznosci w sensie Lapunowa, zarédwno proceséw dyskretnych jak i ciggtych
mozna przeprowadzié, opierajac sie bezpo$rednio na definicji, lecz udaje si¢ to rzadko,
dla bardzo prostych modeli matematycznych. W bardziej ztozonych przypadkach, do-
godniejsze jest stosowanie tak zwanej bezposredniej metody Lapunowa.

Metoda bezposrednia Lapunowa dla uldadéw dyskretnych jest dobrze znana i opra-
cowana. Z tego wzgledu ograniczymy si¢ do omdéwienia ogélnych aspektow tej metody
dla proceséw ciggtych.

Métoda bezposrednia Lapunowa dla proceséw ciaglych polega na wprowadzeniu
funkcjonatu V(u, t), ktéry dla dowolnej funkcji (P, t) i danej chwili czasu ¢ > ¢, jest
liczbg rzeczywistg. Odleglodci ¢ i g, 53 tez funkcjonatami tego rodzaju. Funkcjonal V rézni
si¢ od p tym, Ze zmienia si¢ on monotonicznie z biegiem czasu, za$ wlasno$é tg moze
mieé, lecz nie musi, funkcjonat p. Jesli do funkcjonatu V(u, r) podstawimy funkcje u(P, ¢)
przedstawiajaca konkretny proces, to V staje si¢ pewna funkcja czasu, ktora oznaczamy
przez V = V(¢). Analogicznie odleglo$¢ o(u, t) dla pewnego procesu u(P, t) oznaczamy
przez ¢ = o(¢). '

W celu zbudowania podstaw bezposredniej metody Lapunowa, trzeba wprowadzié
pewne okreslenia dotyczace funkcjonatu V, a mianowicie zdefiniowaé stalo$¢ i okre§lo-
no$¢ co do znaku funkcjonalu V wzgledem odlegtosci o i ciggtosé funkcjonatu wzgledem
odleglosci ¢, dla ¢ = #,. Pomijajgc szczegélowe przedstawienie tych okreslen, przejdziemy
do twierdzenia, bgdacego podstawa bezposredniej metody Lapunowa badania statecznosci
procesow cigglych wzglgdem dwdéch odleglodci.

Twierdzenie Lapunowa-Mowczana (o statecznoécl)

Warunklem koniecznym i wystarczajacym na to, aby proces niezaburzony u(P,t) = 0
byl stateczny wzgledem dwéch odlegloéei ¢ 1 o, dla ¢ = 1, jest, aby istnia. funkcjonat V
1) dodatnio okreslony wzglegdem odlegtosci g
2) ciagty wzgledem odleglosci p, dla ¢ = ¢,

3) nie rosnacy wzgledem czasu, wzdhiz dowolnego procesu zaburzonego u(P, ¢) dla
12 1.
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Jes$li ponadto jest imV = 0, to proces niezaburzony u(P, t) = 0 jest asymptotycznie

— o0

stateczny.

Zwréémy uwage, na niektére zagadnienia zwigzane z badaniem statecznosci proceséw
ciagtych metoda funkcjonaléw Lapunowa. Jak juz wiemy, do badania stateczno$ci procesu
u = 0 dogodnie jest stosowaé dwie odlegloéci p i g, Wybdr tych odlegloéci w konkretnej
postaci, zalezy od réznych, czgsto przeciwstawnych wzgledow. Jedli badamy stateczno$é
w oparciu o twierdzenie Lapunowa-Mowczana, wtedy trzeba sprawdzi¢ ciagloé¢ funkcjo-
nalu 'V wingdem odlegtosci poczatkowej g, dla t = t,. Najprosciej jest to uczynié, osza-
cowujac funkcjonal Lapunowa V, przez odlegloéé poczatkowa p, dla ¢ = t,. Jednakze
jesli funkcjonat V ma ztoZong posta¢, wtedy oszacowanie takie atwiej otrzymaé, gdy ¢,
ma posta¢ podobng do V, co nie zawsze jest dla nas odpowiednie, z.punktu widzenia
“ograniczenia stanu poczatkowego. Jesli mozna przeprowadzi¢ badanie statecznosci wzgle-
dem jednej odleglosci ¢ i ¢, = @li=r, 1 zastosowaé funkcjonal V w tej samej postaci co
odlegtoéé o, wtedy sprawdzenie warunkéw z twierdzenia o statecznoédci znacznie sig up-
raszcza, gdyz warunki (1) i (2) tego twierdzenia sa wtedy automatycznie spelnione i po-
zostaje tylko sprawdzenie warunku (3). Z drugiej strony informacja zawarta w nieréwnosci
¢ < & w przypadku gdy ¢ ma zfozong posta¢, moZe okazac si¢ malo interesujgca i nieczy-
telna z fizycznego punktu widzenia. Najbardziej interesujacy praktycznie jest przypadek,
gdy z nierdwnofci ¢ < ¢ mozna otrzymaé nieréwnos¢ |u| < M(¢, €, Py, to). Uzyskanie
takiego rezultatu jest utatwione gdy ¢ ma odpowiednia do tego celu postaé, ktéra nie ko-
niecznie jest wtedy réwnie dogodna dla innych celow, wynikajacych ze stosowania twier-
dzenia o stateczno$ci. Nalezy przy tym podkreéli¢, Zze rezultat taki moZna uzyskaé tylko
wtedy, gdy proces zalezy od jednej zmiennej przestrzennej. Jest to zwiazane z faktem, ze
ciagla zaleino$¢ samego rozwigzania od wartodci poczatkowych, nawet dla prostego linio-
wego réwnania o pochodnych czastkowych typu hiperbolicznego drugiego rzgdu, ma miejsce
tylko w przypadku jednej zmiennej przestrzennej. Inaczej mowiac, w przypadku jednej
zmiennej przestrzennej, male zmiany funkcji poczatkowych, pociagaja za sobg male zmiany
samego rozwigzania, przy okre$lonej regularnosci wartoéci poczatkowych. W przypadku
dwdch Iub wigkszej iloéci zmiennych przestrzennych, male zmiany funkcji poczatkowych
nawet o duzym stopniu regularnoéci, pociagaja za soba co najwyzej male zmiany catki
z kwadratu rozwigzania, obliczonej w obszarze przestrzennym.

Wszystkie te zagadnienia sa w istotny spos6éb zwigzane z wyborem funkcjonatu V
i odlegtodci g i g,, ktdrego dokonujemy dla zbadania statecznoéci procesu ciaglego nie-
zaburzonego u = 0.

Analogicznie do przedstawionych tu rozwazan, mozna sformulowacé teorie statecznosci
dla réwnan typu parabolicznego, opisujacych zjawiska przewodnictwa cieplnego i dyfuzji,
oraz dla réwnan typu eliptycznego, opisujacych na przykiad zjawiska réwnowagi sprezystej
cial statych. Mozna stwierdzi¢, ze najtrudniej poddaja si¢ badaniom réwnania typu hi-
perbolicznego, opisujace zjawiska dynamiczne w cialach statych.

Konstrukcje funkcjonaléw Lapunowa dla proceséw zachowawczych mozna na ogét
zrealizowac obierajac catkowitg energie uktadu jako funkcjonat Lapunowa V. W przypadku
proceséw thumionych, staramy si¢ zmodyfikowaé odpowiednio postaé calkowitej energii
uktadu, aby wykazag, ze V < 0. Funkcjonaty Lapunowa w takiej zmodyfikowane]j postaci
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nazywamy catkami energetycznymi. Modyfikacja energii catkowitej ukladu, prowadzica
do pewnego wariantu catki energetycznej, odbywa sig czesto na drodze w znacznej mierze

intuicyjnej. Dla liniowych réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych i ich ukia-

déw, opracowano réwniez bardziej systematyczne metody poszukiwania funkcjonatéw
Lapunowa, w postaci catkowych form kwadratowych. Istnieja réwniez nieliczne rezultaty,

dotyczace zagadnien nieliniowych i poczyniono pierwsze kroki, dotyczace konstrukcji
optymalnych funkcjonatéw Lapunowa, zapewniajacych najw1kazy obszar parametrow,

dla ktorych rozwigzanie jest stateczne.

Dla réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych, mozna wprowadzaé¢ rowniez
inne pojecia statecznosci, niz sformutowana poprzednio stateczno$¢ w sensie Lapunowa-
Mowczana, zwigzana z zaburzeniem warto$ci poczatkowych. Przede wszystkim mozna
rozwazaé zaburzenia warunkdéw brzegowych przy niezmiénnych wartosciach poczatko-
wych, lub tez rozwazaé jednoczeénie zaburzenia wartoéci poczatkowych i warunkéw brze-
gowych. Oprdcz tych zaburzend mozna rozwazaé dodatkowo zaburzemia samej postaci
réwnania rozniczkowego, co prowadzi do pojecia statecznosci przy stale dziatajacych za-
burzeniach. Sformufowanie pojec statecznosdcei przy wymienionych zaburzeniach wzgledem
odleglosci w sensie Lapunowa-Mowczana nie nastrgcza zasadniczych trudnoéci, dlatego
ciste ich zdefiniowanie pomijamy.

Sposréd statecznosci odmiennych od stateczno$ci w sensie Lapunowa-Mowczana
warto zwrdci¢ uwage na stateczno$¢ w sensie Lagrange’a. Model matematyczny przedsta-
wiony réwnaniem o pochodnych czastkowych linlowym lub nieliniowym jest stateczny
w sensie Lagrange’a, gdy kazde jego rozwigzanie jest okreSlone dla P e 21 ¢ € [¢,, o0) oraz
gdy spetniona jest nastgpujgca nieréwnosé

(47) o(u(P. 1)) < Dle, 1), Blc,) >0, PeQ, t€[to, ),

gdzie statla ¢ = const > 0 zalezy tylko od obszaru zmienno$ci warunkéw granicznych,
za$ p oznacza odlegto$é. W szczegdlnym przypadku moze byé @(c, t) = M(c) = const >0.
w sformulowanm (47) funkcja @(c, t) jest dbwolna, to znaczy wystarczy wykazac, Ze
Jakakolw1e1r funkcja @ ograniczajaca odlegio$é p istnieje, aby model matematyczny byk
stateczny w sensie Lagrange’a. JednakZe istnieje wiele problemdw fizycznych i technicz-
nych dla ktérych trzeba podaé warunki dostateczne przy ktérych odleglo$é o jest ograni-
czona funkcja, lub stata, na ktére natozone sa dodatkowe warunki.

Warunki te polegajg czgsto na Zadaniu efektywnego wyznaczania funkcji lub stalej
ograniczajacej i przy tym w taki sposéb, aby istniala mozliwo§¢ wplywania na ich war-
togci — na przyktad poprzez dobdr wartosci poczatkowych, wspétezynnikéw réwnania itp.
Mozna dopuéci¢ réwniez funkcje @(c,t) rosnace, lecz w tym przypadku chcemy mieé
informacje o predkosci jej wzrostu i mozno$¢ wplywania na t¢ predkosé. W tym ostatnim
przypadku, chodzi na przyklad o to, aby uklad regulacji, ktory zaczyna dziata¢ w chwili,
gdy rozwigzanie przekroczy pewien okre§lony poziom warto$ci, mial czas na sprowadzenie
rozwigzania do nowych wartosci wyjéciowych. Tak sformutowane zagadnienie statecznosci
w sensie Lagrange’a, dla ktérego naktada si¢ dodatkowe ograniczenia i zadania na funkcje
@D(t, ¢) wynikajagce z przestanek fizycznych, nosi nazwe zmodyf 1kowaneJ stateczno$ci
w sensie Lagrange’a.
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Zagadnienie statecznoSci technicznej dla proceséw ciaglych mozna sformutowaé naste-

pujaco.
Niech bedzie dane réwnanie w postaci

(48) [(Flu(P, 1))+ a(P,t) =0, Pef, tell, T]
Niech warunki brzegowe majg postaé
49 u(P, 1)+B(P, t)|r =0,

gdzie a(P, t), B(P, 1) sa funkcjami zmiennych P i ¢. Funkcje a(P, 1) i (P, t) przedstawiaja
stale dzialajace zaburzenia w obszarze {2 i na jego brzegu I".

Zakladamy, ze rownanie (48) ma dla zerowych wartoci poczatkowych oraz ¢ = 0
i B = 0 rozwigzanie zcrowe u = 0, ktére begdziemy rozwazali jako proces niezaburzony.
Pozostale rozwigzania u(P, t) sa generowane przez rézne wartoci poczatkowe, ktére
oznaczamy symbolicznie przez u(P, t,).

Stan poczatkowy i aktualny procesu bedziemy charakteryzowaé za pomocg dwodch
odlegtosci p,(u) i o(u, t). Stale dzialajace zaburzenia bgdziemy charakteryzowaé za pomoca
odlegtosci p,(a), 0s(#) okreslanych na zbiorze funkcji a(P, ¢), f(P, 1), P 82, t€ [t,, T]

Niezaburzony proces ¥ = 0 nazywamy statecznym technicznie przy stale dziatajacych

zaburzeniach o i # i danych ograniczeniach g, @,, 0« 05 gdy dowolne rozwiazanie réwnania
(48) spetnia nieréwnos¢

(50) Q(u’t) s é’, te [IO’T]’
jesh tytko
(51) Qp(u) < Op Qa(a) S Qﬁ(ﬂ) < 0p

dla dowolnych zaburzen «(P,t), (P, ), dla ktorych.istnieje rozwigzanie rozwazanego
réwnania (48) odpowiadajace wartosciom poczatkowym u(P, ¢,). Wielko§¢ g, jest stata,
za$ 0, 0«, 0p 52 Na ogot funkcjami czasu. (w szczegSlnym przypadku moga to byé réwniez
stale).

Dla modeli matematycznych procesdw cigglych formuhlje si¢ réwniez zagadnienie
wrazliwoéci strukturalno modelowej majace to samo znaczenie, jak oméwione poprzednio
dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Przypominamy, Ze chodzi tu o wrazliwo$¢ wybra-
nej grupy wiasnosci jako§ciowych, lub cech ilo§ciowych, na mate zaburzenia postaci mo-
delu, czyli male zmiany samego réwnania. Zilustrujemy to zagadnienie na przypadku
szczegdlnym wrazliwoSci iloSciowej rozwiazan prawie liniowego réwania struny, na zmiany
wspStczynnikéw czeéei liniowej réwnania.

Rozwazmy réwnanie poprzecznych drgan struny w postaci

o*u Pu du du
(52) 012 +2ﬂ——+au ka 7 fx,t,u,j_;,-—aT).
Niech warunki poczatkowe majq postaé '
ou(x, 0
(3 ux, 0) = g, 20

i niech warunki brzegowe maja postaé
4 u(0,1) =0, u(l,t) =0.
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Rozwiazanie rownania (52) z warunkami (53) i (54) bgdziemy>uwa2ali Za znane. Za-
gadnieniem, ktére chcemy zbadaé, jest wrazliwo$¢ rozwigzan réwnania (52) na zmiang
parametru ¢ réwnego o lub f lub k. W tym celu wprowadzamy funkcj¢ wrazliwosci w postaci

u(x, t,c+4c)—u(x, ¢, Cl _ Ou

(55) w(x, t,c) =Al.l:r_1'10 r =

Na podstawie (55) mamy przyblizony zwigzek
{56) u(x,t,c+4c)—u(x, 1, ¢) = w(x, t, c)dc.

Jesli wigc wyznaczymy lub oszacujemy funkcje w(x, ¢, ¢), wtedy na podstawie wzoru
(56) mozemy w przyblizeniu wyznaczy¢, lub oszacowad zmiang funkcji u(x, ¢, ¢) powstala
w wyniku zmiany parametru ¢ o warto$§¢ de. '

Wyprowadzimy réwnanie rézniczkowe dla funkcji w(x, t, ¢). RéZniczkujgc réwnanie
(52) wzgledem ¢ = a, 8, k otrzymujemy réwnanie rézniczkowe w postaci

O ARG = kg o g G e,
gdzie
—udlac=ua
: ou ou _28_u dla c=§
(58) U = s U= H = ot .
aZ

U
3;2— dlac—-k

Warunki poczatkowe i brzegowe dla funkcji @ maja postaé
©(x,0, Q) = u(x,0,0) = -2 g(x) = 0
X, :C_acu L] __30¢x_ s

ot ¢ ot = 5c ¥ =0

dw(x,0,c) 8 [c')u(x, 0, c)] 9
o T dc

(59) 3
w(0,1,0) = _B?H(O’ t,c) =0,

w(, t,c) = —aa?u(l, t,c) =0

Zagadnienie polega teraz na $cistym, lub przybliZonym rozwiazaniu réwnania (57),
lub zbadaniu wlasnosci jego rozwigzan, to znaczy na przyklad ustalenia warunkéw dosta-
tecznych ich ograniczonoéci i zmierzania do zera przy ¢ — co.

" Wprowadzamy oznaczenia

_af af af
(60) 24 = -

= P =

sy O >
du, Juy
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Wtedy réwnanie wrazliwo§ci moZemy napisa¢ w postaci

ow J*u
U’W"f"(a—'ﬂ)w = ka—xz—"i‘H

*w dw
61) 2= D~

Poniewaz rozwigzanie u(x, ¢, ¢) traktujemy jako znane, wigc funkcje (60) sa znane.
Roéwnanie wrazliwoéei (61) jest wiee réwnaniem liniowym o zmiennych wspdlczynnikach.
W przypadku liniowego réownania struny /* = 0, ktadziemy w réwnaniu (61) 1 = o =v =0
i otrzymujemy réwnanie rézniczkowe liniowe o stalych wspé}c%ynnikach, wymuszone
rozwigzaniem (lub jego pochodnymi), ktérego wrazliwo$é badamy.

W przedstawionych wyzej rozwazaniach dokonany zostat przeglad pojeciowy najwaz-
niejszych poje¢ statecznosdci ruchu, dla modeli matematycznych dyskretnych i cigglych,
z punktu widzenia potrzeb technicznych. Pominigte zostaly mniej istotne wariarity pojet
statecznodci oraz catkowicie pominigto zagadnienia statecznosci proceséw losowych, wy-
magajacych osobnego opracowania. Dla wszystkich przedstawionych tu rodzajéw sta-
tecznosci istnieja mniej lub bardziej zaawansowane metody ich badania. Metody te sg
znacznie bardziej zaawansowane dla modeli dyskretnych, niz dla modeli ciaglych. Przedsta-
wienie nawet pobieZznego przegladu istniejacych metod przekracza znacznie ramy niniej-
szego opracowania. Systematyczne zapoznanie si¢ z metodami badania statecznosci ruchu
ofrodkéw dyskretnych i ciaglych, wymaga siegniecia do Zrédlowej literatury.
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BADANIE UGIEC PLYT METODA MORY
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. Wstep

Technika mory moze by¢ uzyta skutecznie nie tylko do badania przemieszczen i napre-
zen w praskich zagadnieniach mechaniki technicznej [1], ale réwniez do wyznaczania prze-
mieszczen i odksztalcen powlok poddanych réznym obcigzeniom, W tym przypadku znaj-
duje si¢ metoda mory mape warstwicowg powloki nicobcigzonej, nastgpnie mape powloki
obcigzonej, po czym z porodwnania obydwu map wnioskuje si¢ o zasztych odksztatceniach
jej powierzchni [2].

Ta metoda z trudem nadaje si¢ do badania ugieé ptyt, gdyz na plaskiej, nieodksztalconej
plycie nie ma Zadnego uktadu linii warstwicowych, ktére ulegalyby zmianie w wyniku
jej obciazenia. Wprawdzie linie te pojawiaja si¢ w chwili odksztatcenia plyty (gdy prze-
ksztalci si¢ ona w pewna powierzchnig), jednak wobec niewielkich zazwyczaj ugigé sg one
tak szerokie i nieostro zarysowane, ze uzycie ich do celéw obliczeniowych jest polaczone
z pewnymi trudno$ciami. .

W takiej sytuacji autor proponuje bada¢ ugiecia ptyt nie metoda plaskich cigé optycz-
nych, lecz metoda przecie¢ powierzchniami, ktore juz na plaskiej ptycie daja ukiad linii,
mogacych zmieniaé si¢ w procesie zginania. Jest to swego rodzaju odmiana metody réz-
niczkowej, stosowanej w podobnych okolicznosciach w badaniach plaskich stanéw od-
ksztalcen i naprgzen [3).

2. Metoda ci¢é optycznych

Otrzymywanie map warstwicowych technikag mory polega na optycznym przecigciu
badanej powierzchni X uktadem powierzchni /1. W wyniku tego przeciecia na powierzchni X
powstaje uklad linii warstwicowych (jeZeli przyjaé terminologi¢ topograficzna), ktére po
zrzutowaniu na plaszezyzng daja warstwice poszukiwanej mapy [4]. Optyczne powierzchnie
warstwowe /1 powstajg w przestrzeni w rezultacie o$wietlenia jej dwoma punktowymi zréd-
tami $wiatla Q,, Q,, zmodulowanego dwiema siatkami liniowymi G, , G,. Dla uproszczenia
wykladu mozna przyjaé, ze siatki sa mieprzezroczystymi ekranami, w ktérych wycieto
w réwnych odstepach p uklad réwnolegtych i nieskoficzenie waskich szczelin.

Taka siatka o$wietlona przez Zrédto punktowe wytwarza w przestrzeni (w przyblizeniu
optyki geometrycznej) wspélosiowy pek plaszczyzh $wietlnych o réwnaniu

(2.1 (gcos p+mpsing)x+ (gsing—mpcosp)z—d(gcosg +mpsing) = 0,
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w ktérym ¢ oznacza odleglo$¢ siatki G, od zrédla §wiatta Q,, ktdérego potozenie na osi x
okre§lone jest odcicta o, ¢ jest katem ustawienia siatki, a parametr n =0, +1, +2, ...
mozZe byé traktowany jako numer linii siatki, a tym samym plaszczyzny §wietlnej. Orto-
kartezjanski uklad wspéirzednych xyz dobieramy przy tym w ten sposob, by linie siatek G,
G, byly réwnolegte do osi y, co bez zmniejszenia ogdinoéci pozwala na znaczne uproszczenie
rownar. '

Podobnie réwnanie peku ptaszczyzn $wietlnych powstalych z oéwietlenia siatki G,
punktowym zrédlem §wiatta ¢, polozonym na osi x w punkcie o odcigtej x = —d jest

(2.2) (gcos p—mpsing)x—(gsing + mpcose)z+d(gcosp —mpsing) = 0,

gdzie m = 0, +1, +2, ... moze by¢ takze interpretowane jako numer linii w siatce G,
lub numer plaszczyzny w peku. Na rys. 1 pokazana jest schematycznie geometria ukladu
projekcyjnego i jego elementy oraz wyjaénione zostaty wielkosci wystgpujace w réwnaniach

2.1) i (2.2).

Az

)/7 siatka

Rys. 1. Zasadniczy schemat ukladu projekcyjnego

Z przeciecia obydwu pekdw plaszczyzn powstaje w przestrzeni uklad linii prostych /,,.
Okazuje sig, ze proste /,,, nie sa luznym zbiorem nie powigzanych ze sobg elementéw, lecz
ukiadaja si¢ na powierzchniach pewnej jednoparametrowej rodziny powierzchni prosto-
kreS$lnych «1 [5]. Jej réwnanie otrzymamy rugujgc parametry m, r z réwnan (2.1) i (2.2)
~ przy pomocy warunku

(2.3) m—n ==k
zwanego warunkiem mory. Réwnanie to jest postaci

2.4 (sin2¢-—kssin?@)x?+ (sin2¢ +kscos’@)z* + + d(kssin2p—2 cos2@)z +
—d?(sin2p —kssin*p) =0,

przy czym przyjeto w mim oznaczenie

(2.5 s =plg,

za$ catkowitoliczbowa wielko§¢ k = 0, +1, +2, ... jest parametrem rodziny.
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Jak widaé, powierzchnie /1 opisane réwnaniem (2.4) sa powierzchniami prostokre§lnymi
o tworzacych [ réwnolegtych do osi y. Mozna wobec tego (2.4) uwazaé za réwnanie kie-
rownicy A powierzchni ;.
W szczegdlnosci dla k = 0 otrzymujemy z (2.4)
(2.6) x2+22—2dctg2g - z—d* =0,
co jest réwnaniem okregu o $rodku C znajdujacym si¢ na osi z w punkcie z. = d- ctg2p
i majacego $rednicg 2d - cosec2g. Mozna tatwo sig przekonaé, Ze wszystkie linie A, rodziny
(2.4) przechodzg przez punkty Q,, Q, osi x oraz przez punkt P lezqcy na osi z i majacy

wspoirzedng z, = —dtgp.
Okoliczno§é ta pozwala wprowadzi¢ nowy uktad wspéirzednych X¥Z o poczatku

w punkcie P i osiach réwnolegtych do osi ukladu xyz.

d
Rys. 2. Kierownice powierzchni A

Obydwa uktady sa w tym przypadku zwiazane zaleznos$ciami

(2.7) x=X,y=Y, z=Z-dtgyp,

W nowym ukladzie wspoirzednych rodzina kierowni;: (2.4) ma réwnanie
-(2.8) (sin2¢p—lssin?p) X2+ (sin2¢ + kscos2@) 2> —2dZ = 0,
ktére po wprowadzeniu oznaczen '

(2.9) - o? =sin2p—kssin’p, B = sin2p+kscos’p,

da si¢ napisaé zwigzle w postaci

(2.10) - o?X?2+ (2 Z2—2dZ2 = 0.

Z teorii krzywych stozkowych wiadomo, Ze jest to wierzchotkowe réwnanie elipsy 0 duzej
osi 2o potoZonej na osi Z i osi malej 28 réwnoleglej do osi X (rys. 2).
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Kiadac w (2.10) X = 0 otrzymujemy punkty przecigcia rodziny elips z osig Z. Jednym
z nich jest poczatek P ukladu wspélrzgdnyph XYZ, bedgcy wspolnym wierzcholkiem calej
rodziny, drugi ma wspolrzedna

2d

(211 Zi = sin2 @+ kscos’p

i jest funkcja parametru k. Przy & = 0 otrzymujemy okrag o $rednicy Z, = 2d - cosec2gp.
Przy & # O rownanie (2.10) przedstawia elipsy, przy czym sa one wydiuzone wzdhuZ osi
Z,gdy k < O oraz Wyd{uione w kierunku osi X, gdy k& > O (patrz rys. 2).

Reasumujac otrzymane wnioski mozZemy stwierdzi¢, ze opisany ukiad projekcyjny
generuje w przestrzeni rodzine powierzchni optycznych, ktérymi sq walce eliptyczne o two-
rzacych réwnolegtych do linii siatek (tzn. do osi ¥). Réwnanie tej rodziny dane jest wyra-
zeniem (2.8), w ktérym parametr k mozZe by¢ interpretowany jako numer powierzchni
<by, przy czym moze on przyjmowaé wartoséci dodatnie i ujemne oraz wartos¢ 0, dla ktdrej
walec eliptyczny staje si¢ walcem kotowym.

3. Wyznaczanie clementow ukladu projekcyinego

W réwnaniu (2.8) rodziny powierzchni tngcych <1 wystepujg cztery parametry ¢, d, q, p,
charakteryzujace uklad projekcyjny i ukazane na rys. | [wielko§¢ S wystepujaca w 2.8)
wyraza sig przez p, g wzorem (2.5)]. Przygotowanie ukladu do pracy polega na ustaleniu
tych wielkosci w sposéb umozliwiajacy rozwigzanie danego zagadnienia. Na przyklad kat
¢ dobiera si¢ w ten sposdb, zeby wigzki $wiatla wychodzace z obydwu projektoréw cal-
kowicie oswietlity badany obiekt, odlegto$¢ 2d miedzy projektorami powinna pozwolié
na ewentualne wstawienie miedzy nimi aparatu fotograficznego, a operowanie wielko$cia
s umozliwia zmiang stopnia ,,zageszczenia” powierzchni «l. W praktyce uklad zestawia
sie tak, by speinial tego rodzaju warunki, ale wtedy wielkosci g, 4, ¢ sa nieznane, a ponadto
nie zawsze istnieje realna mozliwo$é bezposredniego ich pomiaru. Na przykiad odleglosé
2d miedzy $rodkami projekcji Q,, 0, nie moze byé zmierzona bezposrednio ze wzgledu
na niedostepnosé¢ tych punktéw. To samo dotyczy bezpo$redniego pomiaru wielkoéci
g — odleglosci siatki od $rodka projekcji. Z tych wielkosci najbardziej dostepny jest kat
@, ktéry daje si¢ zmierzy¢ bezposrednio.

W takiej sytuacji potrzebne wielkosci mozna wyznaczyé w sposéb posredni. Jezeli
bowiem w zestawionym ostatecznie ukladzie w miejsce siatki G wstawimy okre$long fi-
gure, np. prostokat o znanych bokach a, b, za§ w miejsce badanego modelu ptaski ekran
E réwnolegly do plaszczyzny XY ukladu wspdtrzednych, to przy spelnieniu oczywistych
warunkéw prostokat odwzorowuje si¢ na ekranie jako réwnoramienny trapez o podsta-
wach a3 1 a; | wysokoéei b”. Po zmierzeniu tych wielkosci mozemy za ich pomoca znalezé
niewiadome parametry ukladu projekcyjnego. :

Podstawe rachunku stanowig réwnania przetworzenia optycznego [6, 7]

(3.1) x, = ¢ * ! = ';ey__ .
xsm<p+qcosq)

cosp xsing+gcosg’
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Uklad wspoétrzednych prostokatnych xy zwigzany jest z plaszczyzna rzucanego przezrocza,
ukdad x'y’ — z plaszczyzng ekranu. W tych wzorach g oznacza odleglo$é przezrocza
(np.’siatki G) od $rodka rzutowania Q, za$ e jest odlegloscia ekranu E od tegoz srodka.
Miedzy ptaszczyzna przezrocza a plaszczyzna ekranu zawarty jest kat ¢. Znajac wspdtrzed-
ne (x,y) punktu A przezrocza, np. wierzchotka wspomnianego prostokata, mozna przy
pomocy réwnan (3.1) obliczy¢ wspoirzedne (x’, ¥') punktu 4’. w ktdry przetworzyt sie
punkt 4 (a wigc odpowiedniego wierzchotka trapezu). W szczeg6lnosci mozemy obliczyé
elementy ay, a;, b’ trapezu ze znajomosci bokow a, b rzucanego prostokata. Jesli jednak
znamy z pomiaru boki a, b rzucanego prostokata oraz elementy ay, a;, &' trapezu, w ktéry
przetworzyt si¢ prostokat, to z rownan wiazacych te elementy mozna wyznaczy¢ parametry
uktadu przetwarzajacego. '

Po rozwiazaniu powstatego w ten sposéb ukladu réwnan wzgledem interesujgcych nas
niewiadomych, otrzymamy zestaw wzoréw pozwalajacych wyliczy¢ poszukiwane wielkosci.
W praktyce rachunek ten. wygodnie przeprowadzi¢ wedtug nastepujgcego schematu.
Obliczamy najpierw wielkosci

2 of (a;—a3)

32 A=-22_ sing, =4
(3.2) baja; ’ S bala;

w oparciu o zmierzone elementy a, b oraz aj, a;, b’ figury przetwarzanej (prostokat)
i przetworzonej (trapez). Wielko§¢ f jest ogniskows obiektywu uzytego w ukladzie prze-
twarzajacym czyli projekcyjnym. Interpretacja kata ¢, podana jest nizej. Nastepnie za
pomocg wzoru

. . 2
. sin sin
33 sing = A(pl [cosq91+A ]/1—( A(plk) ]

znajdujemy kat @ — jeden z podstawowych parametréw ukladu projekcyjnego. Z kolei
obliczamy odleglo$¢ e ekranu E od $rodka rzutowania Q wg wzoru

’ sing
3.4 =S
34 ¢ singy

oraz odleglo$¢ g srodka rzutowania Q od ptaszczyzny siatki G-
(3.5) q = Ae.

W koncu dla znalezienia odlegtoci 24 migdzy $rodkami rzutowania obliczamy odcietg
$rodka rzutowania Q wzgledem ukladu x'y’, zwiazanego z plaszczyzng ekranu E, przy po-
mocy Wzoru

(3.6) Xg = etge.

W ogdlnym przypadku poczatki ukiadéw wspdirzednych x'y’, sprzgzonych z obydwoma
projektorami, nie pokrywajy sie. Jedli odleglo§¢ miedzy nimi, mierzona wzdluz osi x jest
réwna ¢, to poszukiwana wielko§é

3.7 2d = c+2etgp.
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Dla ilustracji rozpatrzmy przykiad ukladu uZywanego przez autora do badania ugie¢
kwadratowej plyty, wymuszonych w sposéb pokazany na rys. 3. Schemat uktadu projek-
cyjno-fotogralicznego wykreslony jest na rys. 4, a jego zdjgcie przedstawia rys. 5. Funkeje
projektoréw spelniaty dwa powigkszalniki fotograficzne typu ,,Krokus 3 color” z obiekty-

2

Rys. 3. Sposob odksztalcania badanej plyty kwadratowej

wami Amar/s o ogniskowej f = 10.5 cm. W ramki negatywowe zostaly wlozone siatki
liniowe o gestosci 6 liniijmm (tzn. majace odstep miedzy liniami p = 0,0167 cm) w ten
sposob, zeby ich linie byly prostopadie do plaszczyzny rysunku. Migdzy projektorami
zarezerwowano miejsce na aparat fotograficzny, pozwalajacy rejestrowaé optyczne prze-
ciecia badanej plyty, umieszczonej na jego osi optyczne]. W celu o$wietlenia badanego
obiektu przez obydwa projektory, zostaly one obrocone o pewien kat ¢, jak ilustruje to

aparat  fotograficzny

powierzchnie A

badany model

Rys. 4. Schemat ukiadu projekcyjno-fotograficznego

Tys. 4, a nastgpnie droga regulacji ostrosci doprowadzono do powstania ostrego obrazu
obydwu siatek na powierzchni obiektu. Nalezy tu dodaé, ze ze wzgledu na nieréwnolegitodé
plaszczyzny przedmiotowej (tzn. plaszczyzny siatki) i plaszczyzny obrazowej (plaszczyzny
plyty przed odksztalceniem) ostre obrazy otrzymuje sie przy spetnieniu warunku Czapskie-
go-Scheimpfluga wymagajgcego, by trzy plaszczyzny — plaszezyzna przedmiotowa, obrazo-
wa oraz plaszczyzna gléwna obiektywu — przecigly sic wzdhz jednej prostej. Wystepu-
jacy we wzorze (3.2) kat ¢, jest katem migdzy plaszezyzna przedmiotowa a ptaszczyzng
gtéwna obiektywu.
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Parametry ukfadu projekcyjnego znaleziono w sposdb opisany powyzej. W miejsce
siatki G wstawiony zostal dokladny rysunek prostokata o bokacha =4 cmi b =5 cm
w ten sposdb, by jego Srodek leZat na osi optycznej projektora. W plaszczyZnie ekranu
E, pokrywajacego si¢ z plaszczyzng badanej plyty, prostokat ten odwzorowat sie w postaci
réwnobocéznego trapezu o podstawach a; = 20,55 cm, a; = 18,75 cm oraz wysokosci
b’ = 25,05 cm. Rachunek elementéw ukladu przeprowadzony zostat wg przedstawionego
schematu. Ze wzoréw (3.2) otrzymujemy A4 = 0,207665 oraz sing, = 0,0392409 skad
@, = 2°14'56" oraz cosg; = 0,999230.

Rys. 5. Uklad projekcyjno-fotograficzny

Nastgpnie za pomoca (3.3) obliczamy sing = 0,22735] skad ¢ = 13°8'28". Odleglos¢
$rodka rzutowania Q od plaszczyzny ekranu E jest wg (3.4) réwna e = 60,8341 cm, a od-
legtoé¢ ptaszczyzny siatki od Q, wyliczona wzorem (3.5) wynosi ¢ = 12,6331 cm. Rzutujac
prostokaty z obydwu projektoréw jednoczeénie stwierdzamy, ze obrazy ich Srodkow
odlegte sa w ptaszczyznie ekranu Foc = 4,6 cm, co pozwala wzorem (3.7) obliczy¢ od-
leglod¢ 2d = 33,00 cm migdzy $rodkami projekcji O, i Q,. Na koniec z (2.5) obliczamy wiel-
ko$¢ s = 1,3219- 1073, zamykajac tym samym proces wyznaczania elementéw ukladu
projekcyjnego.

Po wstawieniu tak uzyskanych liczb do wyrazenia (2.8) otrzymujemy réwnanie rodziny
powierzchni A |

(3.8)  (0.44279—6.3326- 10 %k)X >+ (0.44279+1.25357 - 10~ 3k)Z*—~33.00- Z = 0

3 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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7 jedhym parametrem k, ktéry mozna uzna¢ za numer powxerzchnl w rodzinie. Podobme
Z (2 11) ‘dostajemy wyraZenie e

33.00
0 44279-+1.25357 - 10~ 3k

(3.9) . ’. ’ Zk =

okreslajqce punkty na osi Z, w ktérych przecigta jest ona przez powstzac rodzmq powierz-
chni. S to wierzcholki elips A (rys. 2). Dla k = 0 otrzymujemy z (3.9) Z, = 74,5274 cm,
co jest érednica okregu Ao, tzn, $rednica walca kotowego, bgdacego jedna z powierzchni A.
Dla sasiednich powierzchni A_, oraz A, znajdujemy wg (3.9) wartosci 74,7390 cm oraz’
74,3170 cm, z czego wynika, ze odlegto$¢ miedzy sasiednimi powierzchniami mierzona
wzdhiz osi Z, wynosi 0,2116-cm oraz 0,2104 cm. Stosunek tych liczb jest réwny 1,0057,
skad wniosek, ze ré2nig si¢ one (w tym migjscu) o 0,57%.

4. Mapa przecleé optyeznych - -

Jezeli w przestrzeni powierzchni /4 umie$cimy materialng powierzchnig¢ 2 np. badang
powtoke lub plytg, to pojawi si¢ na.niej ukiad linii ¥, poWstaljich Z optycznego przeciecia
powierzchni X rodzing pbwierzchni. /L. Jeéh A X, Y,Z.k)=0 jest réwnaniem tej rodziny,
al (X,7Y, Z) = 0 rownaniem powxerzchmZ to rodzma linii; Vna powierzchni 2’ ma réw-
nania Co : :

@1 . 'A<X, ¥, 2, k) = o, 2<X', ¥, Z.)-éd- |

: ‘ i T ui rr J 4

R % b‘] *1; "“u n‘!lyggmiwmﬂ F,’l‘P L
5‘?%1 “% . Jll*iﬁnqmw ﬁ]ﬁgg i
i

f

Rys. :6.'Mapa_przecieé optycznych pochylej plaszczyzny

Rzutujqc ten uktad hnu V na plaszczyzne XY otrzymujemy ,,mapq” pow1erzchn1 )3 Tej
réwnanie

(4.2) | L WY, B =0

uzyskujemy w wymku rugowama zmiennej Z z réwnan (4.1). Nalezy pamlqtac Ze wplowa-
dzone tu pojecie ,,mapy * jest szersze od pojecia mapy, stosowanego w topografii, gdme
powierzchniami warstwowymi'sg réwnolegie i réwnoodlegle ptaszczyzny. :
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i Wezmy dla ilustrécji,prosty przyktad, gdy powierzchnia 2 jest plaszczyzna
(4.3) Z = MY+N. o

Jej mapa ma réwnanie ‘ .
(4.4) WX, Y, k) = UZXZ ﬂ2M2Y2+2M(,92N-d)Y+N(,32N d)=0

powstale z rugowania zrmenneJ Z z réwnain (2.10) i (4.3). Mape tg, otrzymana za pomoca

ukladu projekeyjno-fotografi lczr_lé_go ukazanego na,rys. 5 przedstawia rys. 6. Powstala ona
z optycznego przecigcia plaszczyzny 2 (ktérg w tym przykiadzie byla plytka metalowa)
rodzing powierzchni A wygenerowang przez ukiad projekcyjny.” W drugim przykladzie;
vkazanym na rys. 7, widzimy mapg pow1erzchm kuh uzyskanq przez autora w tym samym
uktadzie projekcyjnym. .

Rys. 7. Mapa przecu:é optycznych pown:rzchm wzorcowej

Jednakze w zagadmemach praktycznych réwnanie pow1erzchn1 2 nie jest znane. Sto-
’sumc przedstamonq metod@ otrzmeJemy mape teJ pow1erzchru w postaci obrazu IMOrowego
(jak np ‘narys. 61 7) za' pomocg ktore) ofaz “znajomoféci’ rodziny powxerzchm tngcych
/1 moZna na drodze obhczenxowe] okreéhé ksztalt poW1erzchn1 Z,’

T

-5, Wyznaczanie p'ochodnych- czéstkowyéh'

Jezeli interesujacym nas zagadnieniem bedzie rozklad mosentéw zglnajqcych 1 skreca-
Jjacych, dzialajacych w badane) plycie, to wtym przypadku poszukiwaé bedziemy druglch
pochodnych czqstkowych ‘powierzchni ﬁgl@tej, niezbednych do tego rachunku, - -~ + ¢

Przypuéémy, ze plaska plyta sprezysta staje si¢'w wyniku obquzema pewna powxerzchmq‘
Z ="Z(X,Y)izalézmy, ze iriferesuje nas przébieg momentu zginajacego wzdhiz przekrOJu
X = 0 Pochodnq CZqStkOWcL w punkcw Y+ lAYmoZna przedstaw1c w postaci o

51 : (az) L AZ s
¢ ) T AN AR R £ .YHAY Ay '

3
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Przyrost AZ obliczymy jako roznicg wartosci Z, dla dwu sgsiednich wartodci k i (k+1)
parametru w wyraZzeniu (2.11):
Z

(5.2) AZ = AZk/k+1 =Zy—Zys = m .
Sasiednia réznica jest analogicznie

Zy
(5.3) _ AZy sy = Zy—y— Zy = Wk—_l

a ich stosunek jest rowny

AZypys _ Cfs)tgptk+]
AZp s~ @Qlo)tge+k—1"

'(5.4) R =

W przypadku omawianego uktadu projekcyjnego wielkosé ta jest

354.225+k

(5-3) R= 3557k

Dla k = 0 otrzymujemy R = 1.0057, co oznacza, ze sasiednie réinice 4Z,,, oraz A4Z_,
t6znia si¢ 0 0,57%, co stwierdzili§my juz wczeéniej.

Aby zorientowaé si¢ z jakiego rz¢du wartoéciami k¥ mamy do czynienia w naszym ukfa-
dzie projekcyjnym, znajdujemy wspdtrzedng Zg plaszczyzny ekranu E, z ktora pokrywa
si¢ ptyta nieodksztalcona:

(5.6) Zy = dtgp+e = 64,6862 cm.
Rozwiazgjqc (2.11) wzgledem k uzyskamy wyraZenie

.7 k= 2d—Zysin2p  33.00-0.44279Z,
. T Zyscoshp . 1.25357-1073Z,

z ktérego po podstawieniu Zy w miejsce Zj obliczymy numer powierzchni A, znajdujacej
sig w poblizu ekranu. Otrzymujery w ten sposéb k = 53,74 z czego wynika, ze plaszczyzna
E znajduje si¢ migdzy powierzchniami <1 o numerach 53 i 54. Po wstawieniu obliczonego
k do (5.5) dostajemy R = 1,0049 co znaczy, ze w otoczeniu badanej ‘plyty sasiednie wartofci
AZ réznig si¢ 0 0,49% czyli ok. 0,5%.
Jezeli przyjmiemy, ze taka zmienno§é mozna pomingé, wtedy AZ we wzorze (5.1) bedzie
state i w naszym przypadku réwne 4Z = Zs;—Z,, = 64,8038 —64,6447 = 0,1591 cm =
= 1,59 mm. Jesli tej zmiennosci zaniedbaé¢ nie chcemy, wtedy kolejne wartosci AZ we
wzorze (5.1) otrzymujemy z pomnozenia poprzedniej przez R, ktére jako wolno zmienne
moze byé nawet w duzym przedziale k przyjete za staty wspdtczynnik. Znaczy to, Ze obli-
czajac pochodng czastkowa nalezy we wzorze (5.1) podstawiaé na AZ kolejno warto$ci
AZ, RAZ, R*AZ, R*AZ, ... dla kolejnych punktéw wykresu pierwszej pochodnej czast-
- kowej 9Z/0Y.

Przejdzmy teraz do dowolnego przekroju X, wzdhuz ktérego trzeba znalezé przebieg
pochodnej czastkowej 6Z/0Y. Dla uzyskania potrzebnych przyrostéw AZ przecinamy ro-
dzing kierownic A prosta X. Rozwiazujac réwnanie kierownic (2.10) wzgledem Z otrzy-
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mujemy dwa pierwiastki, z ktérych interesuje nas wylacznie pierwiastek wigkszy (co wynika
z rys. 2) dany wzorem

(5.8) | Zr = %[1 + ]/;Tgﬂ

w ktorym B, jest polosia elipsy A, réwnolegla do osi X (rys. 2) dana wyrazZeniem
d

ks :
sianJ]/l - (—é~~) +ksctg2ep

a Z, wyraza sig przez (2.11). Poszukiwany przyrost AZj,. . jest odlegto$cig migdzy dwiema
sasiednimi elipsami A, 1 A4, ,, mierzona wzdiuz prostej X, tzn. '

(5.9 B = -

1 1 ' x\?
(5.10) AZ]’:/’C+1 =ZF;—Zi. = AZk/k+1+ 7l2"]/ 1— (~———) —

2
/]y \2
S AN
e B+
gdzie AZy,., jest znalezionym wczesniej przyrostém liczonym wzdhuz przekroju X =0

i danym przez (5.2). Jesli dwie wielkosci By i By, zastapi€ ich warto§cia $rednig 8, wtedy
wyrazenie (5.10) da si¢ przedstawié w prostszej postaci

AT
(5.11) AZipsy = TZ"IHI ll"' l/l— (F) ]

W niektorych przypadkach mogna wprowadzié $rednia warto$é S, nie tylko dla dwu
sasiednich elips A i 44, ,, lecz dla wszystkich elips, ktore biérq udzial w tworzeniu mapy
badanej powierzchni 2.

Rozpatrzmy dla ilustracji nasz ukiad, w ktérym umieszczona jest badana plyta, be-
daca kwadratem o boku 15,3 cm. Jej najwigkszy rozmiar (przekatna) wynosi 21,6 cm,
tzn. przy ustawieniu przekatnych wzdluz osi X, Y zajmie ona na osi X przedziat od X =
= —10,8 cm do Xy = 10,8 cm. Plyta zostanie optycznie przecigta pewna liczba 4k po-
wierzchni /. Dla znalezienia tej wielko$ci rozwigzujemy rownanie (2.10) wzgledem k
otrzymujac '

2 2
(5.12) b= ZoZ~(X*+Z%)

%(chtw-X 2tgp)

okre$lajace numer powierzchni ,, przecinajacej plaszczyzng Z w punkcie X przekroju
Y =.0. Ktadac w (5.12) Z = Z; = 64,69 cm oraz X = Xy = 10.8 cm otrzymujemy
k = 43,94, co znaczy, ze ostatnia powierzchnia 4, przecinajaca naszg piytg przy naroz-
niku ma numer k = 43, a nastgpna k = 44 przechodzi juz poza nim. Poprzednio stwier-
dziliémy, ze najblizsza $rodka plyty (X = 0) jest powierzchnia k = 53, z czego wynika, Ze
plaszczyzng plyty przecina Ak = 10 powierzchni warstwowych /.
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~ Wstawiajae do wzoru (5.9) wartosci & = 53,74 oraz k = 43,94 obliczamy f(53,74) =
= 34,863 cm oraz §(43,94) = 35, 263 cm, skad wynika, ze zmiana f na obszarze badanej
plyty wynosi 48 = 0,400 cm = 4 mm, a najwigksza w naszym przykladzie wartoéc (X/§)?
jest réwna 0,094 przy koncu przekatnej.- Po rozwinigciu w szereg i odrzucenin poteg X/B;
wiekszych od 2 wyraZenie (5.1 1) przepiszemy w postaci

. ) T 1 X 2
(5.13) AZs 1 = Ak 1+ /5,

przydatnej do praktycznych obliczen. Przyjmujac wartoé¢ $rednig fi; = 35,06 cm, wzér
rachunkowy dla rozpatrywanego przyktadu przyjmie postaé

(5.14) : AZps s = AZxpep 1 (142.03 - 1074X?).
Zestawiajac otrzymane wnioski otrzymujemy wyraZenie

oz 4z 1 x\?
o) Lzl (X))
G-15) (3Y)y+-my Ay Bsi

pozwalajace obliczyé pochodng czastkowa dZ[0Y w punkcie (X, Y) powierzchni Z(X, Y)
badanej ptyty. Na ¢ ktadziemy kolejne wartoéci 1,2, 3 ... dla kolejnych punktéw przekro-
Ju X. N

W analogiczny sposob uzyskaé mozna wzor

oz Az, 1{r\
(16 (—af)ﬂw AXR[“" (ﬁ)]

dla obliczenia pochodnej czastkowej dZ/dX. Potrzebna do tego celu mapg otrzymujemy
w wyniku obrdécenia badanego modelu wokoét osi Z o 90° w stosunku do ustawienia pop-
rzedniego. Wyznaczywszy w opisany sposSb pierwsze pochodne czastkowe 0Z/0X 1 dZ/[0Y
mozemy na ich podstawie obliczy¢ pochodne drugie 02Z/0X?, 92°Z[9Y? oraz pochodnq
rmeszanq E)ZZ/BXaY potrzebne do rachunku momentéw.

6. Weryfikacja metody

‘Dla sprawdzenia opisywanej metody, wyniki otrzymane przy jej pomocy zostaty po-
réwnane z wynikami uzyskanymi w sposSb niezalezny. W tym celu przygotowano powierz-
chni¢ wzorcowa, dla ktSrej okre$lono ksztalt obranego przekroju mierzac z dokladnoscia
0,01 mm wspéirzedne Y, ¢ punktéw w odstepach 4Y = 3 mm. Powstaly w ten sposéb
wykres przekroju ukazany jest na rys. 8. Powierzchnia wzorcowa zostala nastgpnie wsta-
wiona w uklad projekcyjno- fotograficzny, ktory wyprodukowal jej mape morows, przed-
stawiong na rys. 7, na podstawie ktdorej wykreslony zostat rys. 9, na ktérym-jasne prazki
mory zastapiono liniami geometrycznymi, umozliwiajacymi wyznaczenie wspoirzednej
Y warstwic wzdhuz wybranego przekroju, w naszym przykladzie przekroju X = 0. Powierz-
chnig¢ wzorcowa umieszczono w ukiadzie tak, zeby w §rodku stykala si¢ z powierzchnia
warstwows /s,. Nastepnie za pomoca wzoru (3.9) wyliczono wartoéci Z, dla- kolejnych
wartoéci k = 54, 53, 52, ..., 44 (wzdtuz przekroju X = Q powierzchni¢ wzorcows prze-
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cina 11 powierzchni warstwowych / o tych numerach), z ktérych z kolei mozna byto
wyliczyé wspdirzedne §, =-Z,—Zs,, mierzone od wierzchotka powierzchni wzorcowej
i umozliwiajace konfrontacje z pomiarami kontrolnymi. Poréwnanie obydwu pomiaréw

tmml[g 4 T T T T T T : T

| 1 | R t ! | | | A
720 -0 -80 60 -40 <20 0 20 10 60 80  100(mmi

Rys. 8. Porowname pomiaru optycznego metoda mory (kodleczka) z pomiarem mechanicznym
(kropki)

przedstawia rys. 8, na ktérym kéleczkami zaznaczone zostaly wyniki otrzymane metodg
mory opisywang w artykule. Jak widaé, zgodno$¢ jest zadowalajaca. Nalezy jednak doda¢,
ze dokladno$é metody moze byé zwigkszona przez uzycie doskonalszego sprzgtu oraz
fotometrycznego wyznaczania linii warstwicowych z prazkéw mory ze zdjecia przeciec
optycznych. Takze liczbe warstwic mozna zwieckszy¢ uzywajac gestszych siatek do pro-
jekeiji.

Y

¢

Rys. 9. Mapa warstwicowa powierzchni wzorcowej (powstala z zastgpienia liniami prazkéw mory.
na rys. 7)
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7. Przyklad zastosowanla metody do badania plyty

Dla ilustracji rozpatrzmy przyktad pyty kwadratowej 153 mmx 153 mm, odkszta-
conej w sposéb ukazany na rysunkach 3 i 5. Mapg przecig¢ piyty przedstawia rys. 10.°
Ograniczajac si¢ do przekroju X = 0 wyznaczamy z tego zdjgcia wspétrzedne Yy punktéw
przeciecia kolejnych warstwic (jasnych prazkéw mory) z linia wybranego przekroju (tu

s PR o
e s W
fﬂoﬂ‘:ﬁ@;’* -NMMN- ity :.W
T )

A & SR
P
fa b

N

Rys. 10. Mapa przeci¢é optycznych badanej plyty kwadratowej. Tworzace walcow eliptycznych, przecina-
jacych plyte, sa rownolegle do osi Y

osig Y), a nastepnie przy pomocy wzoru (3.9) obliczamy rzedne Z; tych punktdw, kladac
kolejno warto$ci parametru k = 53,52, ..., 45. W §rodku plyty, jak wyliczyliémy poprzed-
nio, jest £k = 53,74 czemu odpowiada Z, = 648,04 mm. Ugiecie £, w punktach Y} naszego
przekroju jest wobec tego £, = Z;— Z, i wykreslnie przedstawione jest na rys. [1.

Immi[e T ' T 3Z/0Y

= /

2 '01/-0\( . Jo 0.3
o2

10} -|oa
1o

8- -[01

x ’x/ “_0‘2 '

6 -l-03
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2 -

o , ; : Yimm|

-160 50 0 50 700

Rys. 11.- Wykres ugigcia (koleczka) oraz wykres pochodnej (krzyzyki) w przekroju. AC(X = 0) badanej
plyty kwadratowej :
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Wyniki obliczefi zestawione sg w tabliéy 1.

Tablica 1. Wyniki obliczen dla plyty kwadratowej

k Yy Zy Lk AY A7 0Z|oY | Y+ —A—Y R'AZ
i : 2

45 —87.90 661.06 14.20 [ 5.41 —1.66 —0.3068 —85.2«
46 —82.49 659.40 12.54 6.09 —1.65 —0.2709 —79.4
47 —76.40 657.75 10.89 6.08 —1.64 —0.2697 —73.4
48 —70.32 656.11 9.25 6.09 —1.63 —0.2676 —67.3
49 —64.23 654.48 7.62 743 —1.62 —0.2207 ~—60.5
50 —56.80 652.86 6.00 8.12 —1.62 —0.1995 —52.7
51 —48.68 651.24 4.38 10.82 —1.60 —0.1479 —43.3
52 —37.86 649.64 2.78 14.87 —1.60 —0.1076 —30.4
53 —22.99 648.04 1.18 22.99 —1.18 —0.0513 —11.5
53.74 0.00 646.86 0.00 21.64 1.18 0.0545 10.8
53 21.64 648.04 1.18 15.55 1.60 0.1029 29.4 1.60
52 37.19 649.64 2.78 .| 10.14 1.60 0.1578 42.3 1.61
51 47.33 651.24 4.38 8.11 1.62 0.1997 51.4 1.61
50 55.44 652.86 6.00 7.44 1.62 0.2177 59.2 1.62
49 62.88 654.48 7.62 6.76 1.63 0.2411 66.3 1.63
48 69.64 656.11 9.25 6.76 1.64 0.2426 73.0- 1.64
47 76.40 657.75 10.89 4.74 1.65 0.3481 78.8 1.65
46 81.14 659.40 12.54 5.41 1.66 0.3068 83.8 1.65
45 86.55 661.06 14.20 \

Rys. 12. Mapa przecieé¢ plyty kwadratowej przy drugim ustawieniu plyty (tworzace walcow sa teraz
réwnolegle do osi X)
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Przyrosty AZ zostaly tu obliczone jako réznice AZ = Z,—Z,_.,, ale to samo mozna
byto otrzymaé wzorem R'AZ, gdzie AZ = Zs3—Zs54 = 1,591 mm, R = 1,0049 (patrz §5),
ktadgc na ¢ wartosci 1,2, 3, ... dla kolejnych k = 53,52, 51,...45. Sa one podane
w ostatniej kolumnie tablicy 1 w celu poréwnania ich z warto$ciami 4Z z kolymny 6-¢j.
Obliczajac przyrosty AZ wzorem R‘AZ nie musimy wielokrotnie wyliczaé Z, ze wzoru
(3.9), co znacznie skraca proces obliczeniowy.

Po obliczeniu przyrostéw /Z oraz AY znajdujemy za pomoca (5.1) wartoéci pochodne;j
czastkowej 0Z/0Y, podane w tablicy 1 w kolumnie pod tym nagtéwkiem. Jej wykres nanie-
siony jest na rys. 11, Jak wida¢, wyliczone punkty ukladaja si¢ wzdhuz linii prostej, majacej
wspolezynnik kierunkowy 0,366, skad wniosek, ze druga pochodna czastkowa jest stata
i rowna 0*Z[0Y? = 0,366.

Dia otrzymania pochodnej czastkowej 6Z/6X badany obiekt nalezy obrécié wokdét
osi Z o kat 90° i cala procedurg powtdrzyé. W rozpatrywanym przyktadzie orzymano -
mape przecieé, przedstawiona na rys. 12. Jak wida¢, warstwice sg liniami réwnolegtymi,
Z czego wynika, Ze zginanie jest walcowe. Jedynie w pewnym otoczeniu punktéw B, D
podparcia ptyty widoczne jest -zaburzenie tego przebiegu. Widaé nastepnie, ze §rodek
plyty (oraz znaczna czgéé jej przekatnej BD) obniZony jest o ok. AZ /2 = 0,8 mm w sto-
sunku do punktéw podparcia B,D.

8. Podsumowanie I streszczenie

W artykule opisano metode badania ugieé piyt metodg przecigé optycznych powierz-
chniami walcowymi, wygenerowanymi w przestrzeni przy pomocy ukladu. pfojekcyjnego,
zaprojektowanego i zbudowanego przez autora. Uklad jest prosty w budowie i moze byé
wykonany niewielkim kosztem z elementéw dostgpnych na krajowym rynku fotograficz-
nym. Przy jego pomocy moznabadag ugiecia phyt i powlok dowolnie obcigZzanych, przy czym
rozmiary badanych obiektéw moga zawieraé sie w szerokich granicach od kilkunastu
centymetréw do kilku metréw, co pozwala wykorzystywaé metode w warunkach natural-
nych bez koniecznosci modelowania. W artykule wylozono w zarysie teori¢ powstawania
powierzchni optycznych oraz mechanizm optycznych przecieé. Podane zostaly wzory
umozliwiajace zastosowanie opisywanej metody do praktycznych zagadnier mechaniki
stosowane]. Dla ilustracji doé¢ szczegdtowo opisano przykiad zginania plyty, a w celu
weryfikacji metody, wyniki otrzymane przy jej pomocy poréwnano z wynikami niezalez-
nego pomiaruy.
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Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego 1205 — | Wytrzymalo$é i optymalizacja konstrukcji
maszynowych i budowlanych™, koordynowanego przez IPPT PAN.

Peswome

HMCCIIENOBAHME U3THEA TIJIACTUH METOIOM MYAPA

B paGoTe NpeACTaBEHO HCIOb3OBAHKHE METONA IIPOEKUMOHHOTO Myapa B HCCIENOBANWH H3ruda
HATPY>(EHHBIX INAacTHd. Ha [I0BEPXHOCTH Mccnedyemoi nIacTHHbI IPOSUHPYRTCA ABE JIMHEHHbIE CETKH
C TIOMOUIBIO ABYX NPOeKTOpPoB. VI3 nanorkenwa ux oOpasLOB ITONyYaerM MYapoBYIO KADTHHY, KOTOPYIO
MO>(HO PACCMOTPUBATE KaK KapTy AehOPMUPOBAHHON NIIACTHHLI, @ MyapOBbIE OJOCHI KK JIMHII YDOBHA,
KOTOPLlE TOJYYAIOTCS B PE3yJIbTATe IIEPECEUCHMA MCCIIenyeMOi INACTHHBI CeMeHCTBOM IIOBEPXHOCTEH,
KOTOPBLIMK B PACCMOTPHMBAEMOM Clyuae OblIM 3JMNTHYECKHe LMTMHAPDLI. YKAa3aHo, KAK H3 TOJyYeHHol
KapThl MOMCHO OHNEPMATh HE TONBKO KPHBYIO MPOIKGa TIacTHILI B JAHHOM CEUEHHM, HO TAIOKE JITOPY
USrHGAIOLIEro MOMEHTa. B paBoTe NpencTaBICHO TEOPHIO ONTHUESCKHX CEUCHUI METOAOM IIPOEKLIHOHHOTO
Myapa, ONHMCAHO IPOCKIMOHHO-hOTOrpadHYecKyIo YCTAHOBKY M DacCMOTPEHO MAETANbHO TIPUMED, UTO

B HTOre I03BOJIAET NPHMEHUTE NAHHLIM METON K PELUCHHIO DAMA IPAKTHYECKHUX 3243 IIPHKIATHOM Me-
XaHHKH. ’

Summary

EXAMINATION OF THE DEFLECTION OF PLATES BY MOIRE METHOD

The application of projective moiré to the study of the deflection of plates is presented in the paper.
By means of two projectors two linear gratings are projected onto the surface of the tested plate, where
from their supérposition a moiré is produced. The moiré fringes can be interpreted as the contour lines
obtained fom optical sectioning of the plate by a family of contouring surfaces and hence the moiré can be
regarded as the contour map of deflected plate. A special case, in which the contouring surfaces are elliptic
cylinders, has been discussed: It was shown, how to obtain not only the shape of deflection of the plate in
a chosen cross section, but also the distribution of bending moment. The theqry of moir€ optical contouring
is presented in the paper, the projective-photographic setup is described and an illustrative example is

discussed in detail, what permits immediate application of the method to the problems of applied mecha-
nics.
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Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 5 lutego 1978 .

Praca uzyskala I nagrode w ogélnopolskim konkursie na prace doswiadczalng w mechanice, organizo-
wanym w 1977 r. przez Oddzial Czestochowski PTMTiS
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ANALIZA SPREZYSTO-PLASTYCZNA JARZMA POFACZENIA SWORZNIOWEGO
Jacek KAPKOWSKI (WARSZAWA™)

1. Wstep

We wspolczesnym projektowaniu konstrukcji uwzglednia sig réwniez plastyczne wiasnoéci
materiatu, z ktérego jest ona wykonana. W pewnych fragmentach ustroju dopuszcza si¢
powstanie odksztalcen trwalych je$li ze wzgledu na lokalny charakter stref uplastycznio-
nych nie prowadzi to do zniszczenia konstrukcji jako calo$ci. Postgpujac tak, mozna bar-
dziej realnie oceni¢ rzeczywista nosnosé konmstrukcji, czyli zaprojektowaé ja w sposéb
bardziej racjonalny. Jako no$no$¢ graniczng przyjmuje si¢ takie obciazenia konstrukciji,
przy ktérych doznaje ona tak duzych odksztalcen, Zze mozna traktowaé ja jak mechanizm.

Dla elementéw o ztozonym ksztalcie rachunkowe wyznaczenie nos$nosci granicznej
metodami teorii plastycznofci jest czgsto utrudnione. Korzysta si¢ wtedy z obliczen przy-
blizonych dajacych dolna oceng no§nosci granicznej. Obliczenia te oparte na jednej z zasad
ekstremalnych teorii plastycznoéci polegaja na wbudowaniu w kontur elementu zestawu
statycznie dopuszczalnych pdl naprezen. OczywiScie kombinacji takich statycznie do-
puszczalnych pdl naprezefi mozna dla danego przypadku dobraé wiele i dla kazdej z nich
otrzymuje si¢ inna dolna ocene no$nosci granicznej. Najblizsza rzeczywisto$ci bedzie na-
turalnie najwigksza z tak otrzymanych ocen dolnych. Przy skomplikowanych ksztaltach
elementéw dobdr statycznie dopuszczalnych pdl naprezen dokladnie odwzorowujacych
kontur jest bardzo trudny, a czesto niemozliwy. Dlatego tez dokladna warto$é nosnoéci
granicznej uzyskuje si¢ droga do§wiadczalnej analizy sprezysto-plastycznej pracy elementu
konstrukcyjnego.

W teorii nosnosci granicznej, uwzgledniajac tylko koncowy stan obcigzen konstrukcji,
pomija si¢ analiz¢ stanéw obciazen poprzedzajacych jej zniszczenie. Takie postepowanie
moze okazaé si¢ niewystarczajace w przypadku obliczeni konstrukcji poddanych dziataniu
obcigzen zmiennych, w szczegdlnodci powtarzalnych. Proces rozwoju odksztaicern plas-
tycznych moze przebiega¢ w rézny sposéb. Ogdlnie méwiac, konstrukcja, w ktdrej wysta-
pity odksztalcenia plastyczne nie powraca po obciazeniu do stanu wyjéciowego. Pozostaje
w niej pewien stan odksztalcen i zwigzany z nim stan naprezen resztkowych. Przy ponow-
nych cyklach obcigzenia o tej samej wielkosci konstrukcja moze zachowywaé si¢ w dwojaki
sposéb:

a) podczas kolejnych cykli obciazenia powstawaé beda niemalejace przyrosty odksztat-
cen plastycznych, w konstrukcjach po dostatecznie duzej liczbie cykli nastgpuje zniszczenie
przyrostowe, w wyniku nieograniczonego wzrostu odksztalcen konstrukcji;

*» W badaniach do$wiadczalnych brali réwniez udzial Jan Rembisz i Jan Zacharzewski (Rzeszow)
w ramach pracy przejiciowej wykonywanej w Politechnice Warszawskiej.
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b) przy obcigzeniach cyklicznych, réznoimiennych, odksztalcenia trwale mogy po-
zostaé¢ ogramiczone, ale w wyniku cykli odksztatcen plastycznych przeciwnych znakdw
wystepuje zmeczenie plastyczne (niskocyklowe — po kilku do kilku tysiecy cyklach
obcigzenia).

Okredlenie warunkdw, ktére zapewniajg, Ze w konstrukcji nie wystapia opisane me-
chanizmy zniszczenia jest przedmiotem teorii adaptacji (przystosowania si¢) konstrukeji
do obcigzen zmiennych. Obliczenia wedlug teorii adaptacji istotne sa dla konstrukcji
wykonanych z materiatéw, dla ktdrych w stanie plastycznym zalezno$¢ naprezenie —
odksztatcenie jest nlejednoznaczna

MozZzna powiedzie¢, Ze konstrukcja przystosuje sie¢ do obcigzen cyklicznie zmiennych
]es’li zajdzie jedna z dwdch ewentualnosei: . _

1. naprezenia resztkowe, powstajace w trakcie cykli poczatkowych, redukuja naprezenia
wypadkowe w nastepnych cyklach tak, ze reakcja konstrukcji na kolejne cykle obcigzen
bedzie czysto sprezysta i nie wystapia w niej nowe odksztalcenia trwale;

2. naprezenia resztkowe, powéta}e w poprzednim cyklu obcigZen, spowoduja taki
redystrybucje naprezen wypadkowych, ze w kolejnych' cyklach odksztalcenia plastyczne
beda coraz maiejsze. W wyniku tego sumaryczne odksztalcenia plastyczne bedg dcuyly
do pewnych warto$ci skonczonych.

W 'niniejszej pracy zawarte sg wyniki badan dosw1adcza1nych dla jarzma po%qczema
sworzniowego o zadanym ksztalcie. Jest to element konstrukcyjny stosowany wtedy,
gdy dwa fragmenty konstrukcji polaczone sa sworzniem, przy czym na ogét zaklada sie,
7e sworzen umieszczony jest suwliwie w jarzmach. Jako przyklad ksztaltu jarzma wybrano
ksztatt okucia gtéwnego skrzydta samolotu. Do wyznaczenia obszaréw plastycznych zasto-
sowano metode elastooptycznej warstwy powierzchniowej [1], ktéra pozwala na badanie
stanu odksztatcern w konstrukciji przy obcigzeniach powodujacych lokalne przekroczenie
granicy plastycznodci. Doswiadczenia przeprowadzono w dwdch etapach:

a) badania przy wzrastajacych obciaZeniach jednokrotnych (na modelu duralowym),
majace na celu obserwacjg propagacji obszarow plastycznych i wyznaczenle nosnosci
granicznej; :

b) badania przy obcigZeniach powtarzalnych (na modelach stalowych) majace na celu
okreslenie procesu przystosowania sie (adaptacji) elementu dla danego poziomu obciazen.

‘Wainiejsze oznaczenia

R. granica plastycznosci dla stali [MN/m?]

E; modul sprezystosci dla stali [MN/m?]

vy liczba Poissona. dla stali
R, umowna granica plastycznosci dla duralu [MN/mZ]

Es; modut sprezystosci dla duralu [MN/m?]

va liczba Poissona dla duralu

m rzad izochromy .

k wartos¢ izochromy WYZNaczona przez cechowanie elastoptycznej warstwy powierzchniowej;

_ my rzad izochromy granicznej wyzna.cza_;qce_; granicg obszaru plastycznego

n liczba cykli obma‘zema powtarzalnego

n, liczba cykli obcigZenia potrzebpa do przystosowania

P sila obcigzajaca jarzmo- [N]
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P, sila przyjeta jako umowna wartos¢ nosnosci granicznej jarzma [N]

P:pr no$noé sprezysta — sila, przy ktoérej wystepuja pierwsze odksztalcenia trwate [N}
P, no§nosé graniczna jarzma wyznaczona dodwiadczalnie [N]

Py teoretycznie okre$lona dolna ocena nosnosci granicznej jarzma [N]
Poziom obciazenia okre§la si¢ nastgpujacymi wspoélczynnikami:

P . . .
g = ? wspoOlczynnik obcigzenia statycznego
o . .
- Papr o = Py
Qspr Py pl P
Py , . - ;. / , .
f= 7 wspoblczynnik zwickszenia no$nosci granicznej wedlug [2]
T L .
P . .
p= 7 wspolczynnik obcigzenia powtarzalnego
spr )
Jak latwo stwierdzi¢, miedzy wspélczynnikami p i ¢ zachodzi zaleznoéé
q
D= -
qspr

2. Badanie przy obciazeniach jednokrotmych

2.1. Przygotowanie modelu i badania wstepne. Model jarzma wykonano z duralu PA-6 o gru-
boéci 7-mm wedtug rysunku 1. Model ten ze wzgledéw technicznych (prostota uktadu
obciazajacego) zaprojektowano w ksztalcie zestawionych razem dwdch symetrycznych
czesci, odpowiadajacych konturowi jarzma, Ksztalt jarzma jest wigc taki, jak na przykiad

Rys. 1

potéwka modelu po lewej stronie plaszczyzny symetrii. Oddziatywanie sworznia przedsta-
wiono na rysunku 1 jako site skupiong. Model jarzma po wypolerowaniu. i wytrawieniu
pokryto obustronnie (dla uniknigcia zginania) elastooptyczna warstwg powierzchniowa
o gruboéci 2 mm z zywicy epoksydowej. W celu wyznaczenia parametréw charakterystyki
materialu modelu przeprowadzono $cisla prébe rozciagania na znormalizowanych préb-
kach dziesigciokrotnych. Srednie wartoéci parametréw fizycznych wynosza:

Roz = 226][MN/m?]; E, = 7,1.10*[MN/m?); »; = 0,33.

Wykonano réwniez pomiary czuto$ci pokrycia.na prébkach rozcigganych, wykonanych
z duralu z naklejong elastooptyczng warstwa powierzehniowa. Odksztalcenia prébek
mierzono tensometrami mechanicznymi. Wyznaczona warto$é izochromy wynosifa;

k = 1,08-1073[1/rzad izochromy].
dla $wiatta o dhugodci fali 1 = 447 nm
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Rys. 2a
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2.2. Przeprowadzenie doswiadezenia. Model jarzma poddawano rozciaganiu (jak na rys. 1)
przy niewielkich przyrostach wspéiczynnika g. Jako warto§¢ odniesienia (umowna no$no$é
graniczng jarzma) przyjeto sile wynikajaca z jednoosiowego rozciggania jarzma w przek-
roju A-A napreZeniami réwnymi granicy plastycznoéci (Ry2). Dla poszczegdlnych poziomdéw
obcigZenia rejestrowano fotograficznie obrazy izochrom w §wietle monochromatycznym
(1 = 447 nm) spolaryzowanym kolowo. W rezultacie otrzymano peiny obraz rozwoju
izochrom w trakcie procesu obcigzenia (rys. 2). Po kazdych kilku etapach obcigzenia, od-
cigzano model, rejestrujgc takZe izochromy wynikajace z resztkowego stanu odksztalcen,

2.3. Analiza wynikéw. Wyznaczenie granic obszaréw plastycznych przeprowadzono me-
todg podang w pracach [1], [3]. Przy warunku plastycznodci Hubera-Mizesa i dla zastoso-
wanego materiatu modelu, granica ta jest izochroma o rzedzie

_ 140,33 226
7,1-10%-1,08-1073 0,933

Mgy 4,2.

Obraz granic obszaréw plastycznych pokazand na rysunku 3, dla réznych pozioméw
obciazenia okreslonych wspolczynnikiem g. Nalezy tu dodaé, ze warto$§é tego wspdtczynnika
skorygowano, uwzgledniajac udziat elastooptycznej warstwy powierzchniowej w przenosze-

Rys. 3

niu obciazenia dzialtajgcego na ;nodel. Wyniki wskazuja, ze najbardziej intensywny rozwoj
obszaréw plastycznych wystepuje w kierunkach I i II. Pierwsze odksztalcenia trwale po-
jawiajg sig na brzegu otworéw w kierunku I przy wspdlczynniku obciaZenia

qspr = 0,53,
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Analizujac wedrowke granicy obszaru plastycznego wzdiuz kierunku I otrzymano noséno$é
graniczng okre$long wspoiczynnikiem

qm = 1,21,

przy ktérej uplastycznienie obejmuje caly przekrdj jarzma ponizej otworu (kierunek I).

Pola 1 : stan graniczny

Pola II: stan graniczny
py= 0,84 Opt
PT-—O'27 Gpl

,.-IJ’I,I///////‘V/I/I "
Y, 77777
/ ey,

;o | ,"'%A»/ \\\ % //

Pola Ill: &=0,620), A,,,”yl/// ’/// % i
! i

o=-0,48 Opi
Pola IV: stan graniczny

81“ 0,42 Upl

S2=-0,72 oy

Rys. 4

Dla poréwnania przeprowadzono analiz¢ noénoéci granicznej jarzma metoda statycznie
dopuszczalnych pdl naprezen [4]. Na rysunku 4 przedstawiono taki zestaw nieciaglych
pol naprezen, ktéry dal najwyzsza oceng dolng ro$noSci granicznej. Wynosi ona:

(qpl)T = 0775

Na rysunku tym zakre§lono obszary zerowe (wolne od naprZcﬁ). Wspotezynnik zwigksze-
nia noéno$ci granicznej w stosunku do pola z rysunku 4 wynosi zatem

121
f— "(’)"7—5 - 1,6].

4%
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3. Obciazenia powtarzalne

Do badania przy obcigZeniach cyklicznych powtarzalnych przygotowano modele
jarzma ze stali ST-3. Zastosowano ten material, poniewaz wykazuje on niejednoznaczng
zaleznodé o —e przy ¢ = R,. Jak wiadomo [5], [6] proces przystosowania elementu kon-
strukcyjnego polega na tym, Ze po okre§lonej liczbie cykli takiego samego obcigZenia dla
wspéltczynnika p > 1 nastgpuje stabilizacja obszardw plastycznych. Przy nastgpnych cyk-
lach zasieg obszaru uplastycznionego nie zwigksza sig 1 nie wystepuja nowe odksztalcenia
trwate.

3.1. Przygotowanie modelu i badania wstepne. Modele jarzma (wg rys. 1) wykonano z blachy
o gruboéci 5 mm. Blacha poddana zostala obustronnemu struganiu i szlifowaniu, aby
uzyskaé gladka powierzchnie o odpowiednich wiasciwoéciach odbijajacych $wiatlo. Po
wycieciu ksztaltu, powierzchnie modelu wytrawiono i pokryto elastooptyczng warstwa
powierzchniowa o grubo$ci 2 mm. Parametry fizyczne materiatu modelu wyznaczono na
znormalizowanych probkach dziesigciokrotnych. Wyznaczono wielko$ci:

Re = 208[MN/m?]; E, = 2,18-105[MN/m?]; v, = 0,30.

3.2. Przeprowadzenie doswiadczenia. Model jarzma poddawano rozciaganiu w tych samych
uchwytach, ktére uzywane byly przy badaniu modelu duralowego (rozdz. 2). Na modelu
naniesiono kierunki I i 1T najbardziej intensywnego rozwoju obszaréw plastycznych wyzna-
czone w poprzednich badaniach. Badania prowadzone byty w ten sposdb, ze przyktadano
obcigZenie o pewnym wspéiczynniku p = 1, rejestrowano obraz izochrom, nastepnie
model odciazano i powtarzano wielokrotnie taki cykl przy tym samym wspotczynniku p.
Analiza wynikéw pozwolita zatem okresli¢ liczbg cykli, po ktérych granica obszaréw
plastycznych przestawata si¢ przesuwad. Jest to liczba cykli (n,) potrzebna do przystoso-
wania si¢ jarzma przy danym poziomie obciazenia. W dalszym ciggu doswiadczenia
zwigkszano wspolczynnik p i przeprowadzano cala procedurg jak poprzednio.

3.3. Oméwienle wynikéw. Otrzymane wspotrzedne granicy obszaréw plastycznych w kie-
runkach I i IT pozwolity na zbudowanie wykreséw przystosowania przedstawionych na
rysunku 5. Wida¢ z nich, Ze dla rdznych pozioméw obciazenia liczba cykli potrzebnych
do przystosowania jest rézna. Na ogot n, wzrasta wraz ze wzrostem wspoétczynnika p.
Dla wspoélczynnika p < 1,6 przystosowanie jarzma zachodzi podczas pierwszego cyklu
obcigzenia. '

Poréwnujgc rysunek 3 1 Sb mozna stwierdzi¢ pewne réznice w potozeniu granic obsza-
réw plastycznych dla modeli duralowych i stalowych. Na ogdt obszary plastyczne w mo-
delu duralowym maja wiekszy zasieg niz w stalowym. Wynika to z malej doktadnosci od-
czytywania izochromy granicznej w modelach wykonanych z mickkiej stali. W tym bowiem
przypadku izochromy sa nieregularne, maja ksztatt ,,postrzepiony”. Nie ma to jednak
wplywu na okreélenie stabilizacji izochrom, czyli na ustalenie liczby cykli (n,) potrzebnej
do przystosowania. .

Nalezy tu dodaé, ze préby okreslajace przystosowanie jarzma przeprowadzono w spo-
s6b uproszezony. Zasadniczo dla kazdego poziomu, obcigZenie powtarzalne powinno by¢
realizowane na nowym modelu, aby wyeliminowaé wptyw ,,pamieci materiatu”. Ze wzgle-
dow technicznych préby wykonywane byly na jednym modelu. W celu sprawdzenia pra-
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Rys. 5

w1dlowoéc1 wynikéw wykonano dodatkowe badania na nowych modelach dia kilku wybra-
nych pozioméw obciazenia. Te badania potwierdzily poprzednie wyniki (odnoénie liczby
cykli n,), co $wiadczy o tym, Ze rezultaty dotyczace innych wspétczynnikéw p mozna réw-
niez uzna¢ za wiarygodne.
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Pesome

YIIPYTO-TUIACTAYECKUN AHANIM3 IIPOYIIMH CTEPXHEBOI'O
COEINMHEHMST

B paBote npencraBneskbl pe3ynsTAThl 3KCIEPUMEHTALHBIX MCCHENOBAHMHA TPOYINHH CTEPIKHEBOro
COoeHHEHH S, TIOABEPracMBIX OHOKPATHHM M LIMIUTHIECKHIM HArpy3Kam. AHaIU3 paclIpocTPaHeHHs Iua-
CTHYECKMX 06acTeil [POBOJUTCHA METOHOM OIITHYECKH AKTHBHBIX INOKPBITHHA. OlpefesieHsl TPaHMIbL
WACTMUeCHUX Ofnacrelt s BOSPACTAIONMMX YPOBHE! HATDY3KH, a TAKKE PA3BHTHE IUTACTHUECKHX
obnacreif OC/e OUepeNHBIX LUHUKII0B. DTO [a0 BO3MOXKHOCTH OUPERENEHMsT YHCHA IHKJIOB, IIOCie KO-
TOPOrc WCCNENyeMbIi SIEMEHT NPHCOOCOONKBaeICH K HAaHHOMY YPOBHIO UMKIXYECKOK HATPYSKM.

Summary

ELASTIC-PLASTIC ANALYSIS OF BRIDGE PLATE OF PIN JOINTS

The subject matter of the paper are the resuits of experimental analysis of a bridge plate of pin joints
subject to a single and a repeated load. The growth of plastic regions was studied by the method of photo-
elastic coating. The boundaries of the plastic regions were determined for increasing load levels as well
as the development of the plastic regions due to succesive load cycles. This enables the number of cycles
to be determined, after which the structural element tested is adapted for a repeated load of prescribed
Intensity.

POLITECHNIKA WAR%ZAWSKA
Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 5 lutego 1978 r.

Praca uzyskala Il nagrode w ogdlnopolskim konkursie na prace dos$wiadczalng w mechanice, organizo-
wanym w 1977 r. przez Oddzial Czestochowski PTMTiS., .
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BADANIA ODKSZTALCEN 1 NAPREZEN TERMOSPREZYSTYCH NA MODELACH
EPOKSYDOWYCH METODA TENSOMETRII ELEKTROREZYSTENCYJNEJ

ZBIGNIEW ORLOS, KAZIMIERZ TOMASZEWSKI (WARSZAWA)
Streszczenie

W pracy opisano badania odksztalcen termospreZystych przeprowadzonych metoda
tensometrii elektrorezystencyjnej na modelach wykonanych z tworzywa epoksydowego.
Badania realizowano w dwu etapach. W pierwszym wyznaczono odksztalcenia catkowite,
w drugim okre$lono odksztafcenia pozorne. Réznica wymienionych odksztaicen stanowila
poszukiwane odksztalcenia termosprezyste. Przeprowadzono analize obcigzen cieplnych
modelu oraz towarzyszacych im odksztalceni i naprezen termosprezystych w stanie stacjo-
narnym i niestacjonarnym przy dwéch predkoS§ciach zmian temperatury ofrodka obcigza-
jdcego cieplnie model.

Wykaz wazniejszych oznaczen

E modul sprezystosci podiuznej
» wspolczynnik Poissona
o wspOlezynnik rozszerzalno$ci cieplnej liniowej
T temperatura
AT przyrost temperatury
r czas
¢ odksztalcenie jednostkowe
& odksztalcenie calkowite
& odksztalcenie pozorne
0 maprezenie
oy, 0, wspblczynniki przejmowania ciepla
A przewodnos¢ cieplna
o gestosé
¢p cieplo wiaciwe

!
a= . wspolezynnik wyroéwnywania temperatury
' 0
l.a I-a
B = T‘ (B2 ~ T’ liczby Biota

ar .
Fy = B liczba Fouriera

~

charakterystyczny rozmiar modelu

k stala tensometru

B wspélczynnik termiczonych zmian rezystancji drucika temsometru
¥ wspolczynnik odksztalcenn pozornych ’
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Wykaz indekséw do ozmaczen

m model
p prototyp; kierunck podiuiny
r kierunek obwodowy
x,y, z wspbirzedne prostokatne
S plyn
w §cianka
1 oérodek czynny obciazer cieplnych (alkohol etylowy)
2 ofrodek bierny (powietrze)
cz czujnik tensometryczny

1. Wstep

Analiza odksztalcen i naprezen termosprezystych prowadzona jest zaréwno na drodze
teoretycznej jak i do§wiadczalnej. Prace teoretyczne [1], [2] oraz obliczenia wykonywane
coraz czgbciej przy wykorzystaniu metody elementéw skoficzonych [3], [4] obejmuja
dotad przyklady wyznaczania naprgzen w ukladach o prostej geometrii, a w bardzo matym
stopniu rozpatruja zagadnienia przestrzenne termosprgzystosci. Rozwigzania teoretyczne
tych ostatnich sa do§¢ skomplikowane, a obliczenia wymagaja duZego nakladu pracy.

Wéréd prac doéwiadczalnych majacych najszetsze znaczenie praktyczne w badaniach
odksztalcen i naprgzen termosprezystych znajduje sig metoda elastooptyczna [5], [6]
imetoda tensometrii elektrorezystancyjnej. Metoda tensometryczna stosowana jest do badan
odksztalcen termosprezystych obiektdw rzeczywistych (prototypdw) [7] i w coraz szerszym
stopniu w badaniach modelowych [8], [9], [10]. Jako material modelu stosuje sie tu zy-
wice epoksydowe charakteryzujace sig¢ niska przewodnoscig cieplng 4 i wysokim wspét-
czynnikiem rozszerzalno$ci cieplnej « w stosunku do obiektéw prototypowych.

2. Zalozenia badan modelowych

Teoria podobiefnistwa stawia badaniom modelowym odksztalcenn i naprezen termo-
sprezystych szereg warunkoéw, ktére winny byé spelnione by zostalo zrealizowane podo-
biefistwo cieplne i podobienistwo pél naprezen miedzy modelem i prototypem. Rozktady
temperatur w modelu 1 prototypie przy okre$lonych warunkach brzegowych bgda podobne,
je8li odpowiednie liczby bezwymiarowe beda jednakowe dla modelu i prototypu [6].
I tak liczby Biota od strony o§rodka czynnego obciaZajacego cieplnie model i proto-

typ

(1) (B) = o am
(1b) (B), = JPT%J

r
winny byé réwne

(19 (Bm = (Bi)p
1 analogicznie od strony ofrodka zwykle biernego, otaczajacego model i prototyp.
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W warunkach badan zmiennych w czasie obmqun cieplnych winna by¢ spetniona réwnosé
liczb Fouriera (Fy):

Qa) (Fom = i”}zi
(2b) | (Fo = 22,
(20) ) (Fo)m = (Fo)p .

Odpowiednie zwigzki podobienstwa dla przestrzennego stanu odksztalcern i naprezen
termosprezystych [11] maja postaé: dla odksztaicen
& ( +7'p) (1 =wy,): Up* (A Tw)p

(3) \ ‘ —‘-':—m— B (1 _"Vp) ’ (1 +1’m) * %y, (A Tw)m

i dla naprezen

(4) _gg_ — EF(I -—vm) 0y (A Tw)p
' Om N E,,,(l —-”Vp) SOy (Zl Tw)m -

3. Zalozenia badan tensomefrycznych

Pomiary tensometryczne przeprowadzane na modelach z tworzyw sztucznych o niskiej
przewodnofci cieplnej wymagaja uwzglgdnienia niepoZzadanego faktu grzania sig siatki
rezystancyjnej i lokalnie materialu modelowego. W zwiazku z tym po wstgpnych badaniach
tego zjawiska ograniczono prad zasilajacy czujniki pomiarowe do 0,00125 mA (U = 0,3 V).
Ponadto zrealizowano automatyczne przetaczanie punktéw pomiarowych i rejestracje
wynikéw pomiaréw.

W badaniach odksztalcenn termospreZystych metoda tensometryczng istotnym jest
problem zapewnienia kompensacji cieplnej dla czujnikéw elektrorezystancyjnych pomia-
rowych. W pracy zastosowano metode badan odksztalcen, ktérag realizowano w dwoch’
etapach. W pierwszym etapie rejestrowano odksztalcenie calkowite ¢, w danym miejscu
powierzchni modelu. Odksztalcenie to w dowolnym kierunku x mozna okre$li¢ wzorem:

5) (eo)s = —é—[cfx—v(o‘y+ az?] + 0y - AT + (% _

We wzorze (5) pierwsze dwa czlony stanowia algebraiczna sume odksztalcenia wywota-
nego naprezeniami termosprezystymi oy, o, i o, oraz odksztalcenia wynikajacego z roz-
szerzalno$ci cieplnej materiatu modelu. Ostatni czlon wzoru (5) wyraZa wplyw zmiany
z temperatura wspc’)}czynmka rezystancii siatki przewodzacej czujnika oraz jej rozszerzal-
nosci cieplnej liniowe;j.

W drugim etapie okre§lono odksztalcenia pozorne &' dla czujnikéw, w prébie, w ktorej
realizowano réwnomierne ochtadzanie (ogrzanie) modelu z czujnikami tensometrycz-
nymi:

acz) AT, .

(6) g = (—g+am—ac,)-ATw.
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Latwo stwierdzié, ze réznica odksztalcenia catkowitego i odksztalcenia pozornego dla
danego czujnika pomiarowego daje poszukiwane odksztalcenie termosprezyste:

@) x = (E)x—6%

lub wyrazone w naprezeniach w uktadzie wspdlrzednych x, y, z

® bx = 1 [ox—n(6,+ 02

4. Material modelowy

W badaniach zastosowano materiat modelowy oparty na zywicy epoksydowej Epidian §
(E-5) utwardzanej na zimno trOJeternoczteroammaC (Z-1) i plastyfikowanej ftalanem dwu-
butylowym (FDB). Sklad wagowy kompozycji byl nastgpujacy:

E-5 100 cz.w.
FDB 20 cz.w.
Z-1 10 cz.w.

Kompozycja ta umozliwita uzyskanie modeli przestrzennych o stosunkowo duzych roz-
miarach. Zalozono badanie odksztalcerd termosprezystych na modelach w zakresie tem-
peratur obnizonych od +20°C do —25°C. Wybdr takiego zakresu temperatur mial na
celu zmniejszenie podatnoéci na pelzanie mechaniczne materialu modelowego.
Przeprowadzono badania charakterystyk mechanicznych E i (») oraz wspotczynnika rozsze-
rzalnosci cieplnej a | wspotczynnika wyrdwnywania temperatury a. Stwierdzone dla modutu
sprezystoSci podtuznej i wspdlczynnika rozszerzalnosci cieplnej zalezno$ci od temperatury
mozna wyrazi¢ w postaci liniowej:

Q) E =3500-21,6 T [MN/m?]
(10) o = 0,000080 +0,0000005 T [deg™!],
gdzie: T w °C

W rozpatrywanym przypadku materialu modelowego i przedziatu temperatur okres-
Iono wspolczynnik Poissona » oraz wspolczynnik wyréwnywama temperatury a, uzyskujac
wartosci '

v = (0,39,
a = 0,00088 cm?.57!

5. Odksztalcenia pozorne

Zalezno§¢ (6) na odksztalcenia pozorne mozna wyrazié w postaci:

U2y & =y AT,
gdzie
(llb) - Y = %'Farn_‘x‘cz

‘

Warto$¢ wspdlczynnika odksztalceni pozornych y moze byé okre$lona w badaniach wzor-
cujacych, na probkach z materialu modelu badz bezposrednio dla czujnikéw tensometrycz-
nych naklejonych na modelu. W pracy zastosowano okre§lenie wspSlczynnika odksztal-
cefi pozornych dla czujnikéw naklejonych na badanym modelu. '
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W badaniach wybranego modelu, potaczenia plaszcza walczaka z kréécem, na ktdrym
naklejono 48 czujnikéw tensometrycznych RL5/120, w kilku prébach okreslono odksztal-
cenie pozorne dla wszystkich czujnikéw pomiarowych. Stwierdzono w badaniach rozrzut
warto$ci wspdtczynnika odksztalcern pozornych dla poszczegdlnych czujnikéw oraz za-
leznoé¢ wspdlczynnika odksztalcen pozornych od temperatury (rys. 1). Zmienno§é wspét-
czynnika odksztalceii pozornych od temperatury przyblizono zaleznoécia liniowa:

(12) vi = (yo)i+a, T [deg™']
[1/deg] “TSr
0,000060
| L
"‘. .
proba 1
oy proba3a_; 4.05.77
proba3b’ (3, p577) Préba2ig nago3g
(2£.0577) - h8.0577)] "
] | ! ! 0'000019 | | Tar
-6 -12 -8 ) 0 L 8 FIC N

Rys. 1. Zaleznoé¢ wspolczynnika odksztalcei pozomnych od temperatury p¢r = v (Tir) dla czujnikéw
naklejonych na modelu polaczenia walczaka z kroécem )

Rys. 2.
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gdzie: T — temperatura w °C,
i — wskazZnik oznaczajacy pojedynczy czujnik tensometryczny.
Dla badanego modelu i zbioru czujnikdw uzyskano:
(Vo)s: = 0,000039 [deg™'] w temperaturze 0°C,
a a, = 0,000000296 [deg~2].

6. Badanie odksztalcen termosprezystych w modelu polaczenia rury gruboSciennej z plaszczem walczaka

Na modelu polaczenia ptaszcza walczaka @360/23320/380 z kroccem 128 J@100/130
naklejono 48 tensometréw RL 5/120 po stronie wewngtrznej w glownych plaszczyznach
symetrii (rys. 2 i rys. 3). Ponadto naklejono miniaturowe termoelementy Cu-Konst

¢|r128
#[ 100

Rys. 3. Schemat rozmieszczenia tensometrow w polaczeniu walczaka z kroécem.
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o grubosci drucikéw 0,2 10,15 mm po stronie wewngtiznej i zewngtrznej modelu dla re-
jestracji pola temperatur w poblizu tensometréw jak i ogélnego rozktadu temperatur.

Do rejestracji odksztalcen wykorzystano zestaw tensometryczny Bruel i Kjaer (1516,
1542, 1543), dzielnik napigcia, woltomierz cyfrowy (V530, V533), przetwornik do dru-
karki (prod. NRD, 3511a) i drukarke (prod. NRD, 3534b).

UKLAD REJESTRACJI TEMPERATUR drukarka przetwornik
drukarka i J J
UKELAD REJESTRACH | woltomierz
| ODKSZTALCEN cyfrowy
il
przetwornik kor%‘:aEnSGior dzielnik
3 . napigciowy
11 | LT
woltormnierz ' X mostekT
cyfrow ensomefr
4 Y B-K
przetgcznik Tm ' przetgcznik skrzynka
auto- % plytka auto- rozdzielcza
matyczny 0°c E;L Kompensacyjno matyczny [-
termos:  termos g
{ L <
W Cujconst
o RI5/120_
moda : plytka
| wzorcowa
U
r UKtAD OBCIAZAIACY

CIEPLNIE MODEL

T 1 J v
i regulator nadajnik :
i temperatury programu

Y

chtodnica

}UKLAD REGULACY |
| TEMPERATURY J

Rys. 4. Schemat stanowiska badawczego

Dla okreslenia temperatur  wykorzystano przelgcznik automatyczny 50-punktowy
(prod. NRD SG 151 typ 12001), woltomierz cyfrowy (V530, V533), przetwornik do drukarki
(3511a) i drukarke (3534b).
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Rys. 5. Widok stanowiska badawczego
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Rys. 6. Rozkiad temperatur na §ciance zewn¢trznej modelu w gléwnej plaszczyznie obwodowej walczaka

Model obcigzono cieplnie za pomoca alkoholu etylowego specjalnie ochladzanego
o regulowanej predkosci zmian temperatury o = ATy, |4t o$rodka obcigzajacego cieplnie
model. Schemat i widok stanowiska badawczego pokazano odpowiednio na rys. 41 5.
Badania modelu potgczenia plaszcza walczaka z kréécem przeprowadzono przy dwoch
predkosciach ¥ i ¥y, zmian temperatury o§rodka | V¢ = AT, |At = —0,030 [deg- s™']
it Vpr, = —0,050 [deg-s™'].
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Rozkiad temperatur na Sciance modelu po stronie zewngtrznej w stanie stacjonarmym
uzyskany z trzech préb badania odksztatcen calkowitych w gidwnej plaszczyznie symetrii
modelu pokazano przykladowo na rys. 6.

W celu okre§lenia odksztaicen termosprezystych wyznaczono wpierw odksztalcenia
pozorne w stanie stacjonarnym i niestacjonarnym (Vy # Q) przy zastosowaniu wprowa-
dzonej zaleznoéci:

T, + T,

AP

(13) g = l('}’o)i‘i'an

gdzie: 7, 1 T, poczatkowa i koncowa temperatura §cianki (7', dla éhwili czasu 1),
Przebieg poszukiwanych wartosci odksztalcenn termosprezystych przy predkosci Vi, =
= —0,030 [deg- s '] pokazano przykiadowo na rys. 7.

E,}

0.0024/-

0.0020 -

0.0016|

0.0012| -

00008|-

0,0004

AT, /At=-003deg 5"

-30- ATy,

-s0- - N

Rys. 7. Przebieg w czasie odksztalcen obwodowych &, w kréécu w glownej pl. podluznej przy ATy [At
=—0,030 [deg.s™']

NapreZenia termosprezyste o, i 0, odpowiednio w kierunkach wzdhiznym i obwodowym,
wyznaczone z badaf tensometrycznych okre$lono z zaleznoSci:

1
OP = E (£P +”V€l) )
(14) "

1
o, = E (.51“‘1’517)

gdzie: E,, — modul sprezystoéci podiuznej dla temperatury $cianki od strony ofrodka 1
&p, & — odksztaicenia termosprezyste odpowiednio w kierunkach wzdluznym i ob-
wodowym.
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Wartosci naprezen uzyskanych w badaniach tensometrycznych odniesiono umownie dg
naprezenia oyeqr.e Wyznaczonego dla wewngtrznej Scianki kroéea (k) przy statych E i g
niezaleznych od temperatury [1]:

_ Es'r Ol (A Tw)k ( _ 2b2 b
(15) ‘Uteoret - _2—(1 ——'V)-ll’lb/a . b ln

g2
gdzie: b i a zewnetrzny i wewngtrzny promiefi krééea, bfa = 1,28,
Ey,, og, — wielkosci okreslone z wyrazefi (9) i (10) dla éredniej arytmetycznej temperatury
C 1 . .
$cianki krééca T, = T(Twl+Tw2) w oddaleniu od potaczenia z powloka

walcowa, .
(4T,), — przyrost temperatury Scianki krééca w oddaleniu od polaczenia z powloka.

\ R

.

ol-leoreL

=\

0 05 10 1.5
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1 1,5
V 6p/o-leore!‘

Rys. 8. 0p/0core: W glownej plaszezyinie podluinej w stanie stacjonarmym

Na rys. 811 przedstawiono rozkiad stosunku ¢/o0,.,,e Wyznaczonego na podstawie
wynikdw trzech serii badan. Zwracaja uwage podobne rozktady odpowiadajacych sobie
naprezen niezaleznie od orientacji gtéwnej plaszezyzny walczaka oraz nizsze wartoSci
naprezen w oddaleniu od wezla kréécowego. Zagadnienie ostatnie rozpatrywano za po-
mocg metody elementéw skonczonych dla wycinka rury grubosciennej. '
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Rys. 10. 0p/Creorer. W K1OECU 1 01/Creorer. W pOWloce walcowej W glownej plaszezyznie obwodowe] w stanie
stacjonarnym
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Rys. 11, 0,/Ceorer. W kroéeu i op/0eorer. w powloce walcowe] w gldwnej plaszczyznie obwodowej w stanie
stacjonarnym

Analiza rozkladu naprezen w wycinku rury grubosciennej prowadzona za pomoca
metody elementéw skonczonych przy zmiennoéci £ = E(T) i o = o(T) jak w eksperymen-
cie wykazata nizsze wartoéci naprezed na brzegw wewngtrznym w stosunku do obliczert
przy przyjeciu Eg = consti o, = const. Przy bfa = 1,47 uzyskano na brzegu wewnetrz-
nym (00)ery, wry/ Oreorer’ = 0,87. Mniejsze wartofci naprezern w powloce walcowej (pw)
wynikajg z uzyskania przyrostu temperatury w powloce (4T),, wzglednie nizszego od
wartosci oczekiwanej tzn. w przybliZzeniu proporcjonalnej do grubodci §cianek powtoki
walcowej i krééca przy podobnych warunkach wymiany ciepta. Zagadnienie to jest écisle
zwiazane z realizacja przeplywéw czynnika obcigZajacego cieplnie model i wynikajacych
stad warunkéw przejmowania ciepta miedzy plynem i modelem.

7. Analiza wynikéw badania naprezer termospreiystych w stanie niestacjonarnym

Dla przebiegéw odksztalcen termospregzystych w stanie niestacjonarnym okre$lono
maksymalne wartoéci odksztalceri odpowiadajace chwili ustalenia sig temperatury oSrodka
obcigzajacego aieplnie model. Napr¢zenia obliczono ze zwiqzkéw (14). Stwierdzono za-
leznoé¢ zmian wartoSci naprgZen przy wzrofcie predkosci zmian temperatury o$rodka
obciazajacego cieplnie model. Rozktady naprezen uzyskane w stanie stacjonarnym maja
podobny charakter jak w stanie niestacjonarnym co przykladowo ilustruje rys. 12. War-
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Rys. 12. 0,/Cteorer. W KLOECU § 0/C eorer. W powloce walcowej w gldéwnej plaszezyZnie obwodowe] w stanie
) stacjonarnym i niestacjonarnym

tosci napreZen o, W stanie niestacjonarnym (4T, /At # 0) odniesiono w danych punktach
pomiarowych do wartosci uzyskanych w stanie stacjonarnym Gagsw, staci,

(16) guT/D'da.fw. stacy.
22
641, " ]
e/ 8120
Sdcdw slaji
20 -

AT, /At
0 -003 -005ldeg-s]

10 - 1

Rys. 13, 0o [0dosw, stacj. = f(vr = ATy | A1) .

S
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Usrednione wyniki wartodci stosunkéw okre$lonych z zaleznoéci (16) dla dwdéch predkosci
Vy, = —0,030 [deg-s™'], i V¢, = —0,050 [deg- s™1] pokazano na rys. 13. Z rysunky
widaé, ze wspdlezynnik wzrostu napreZzen w dowolnym punkcie jest proporcjonalny do
zmian predkosci osrodka obcigzajacego cieplnie model.

E/Ek—’i T T T

T T/ T T
|

05 i L !
o] 02 0.4 0.6 08 1,0

Rys. 14. E/E: = f[(T,— T)/(T,—Tv)] w modelu i w prototypie
Przentesienie wynikéw badan modelowych na prototyp jest mozliwe przy wyko-

rzystaniu réwnosci liczb Fouriera (F,). Mozna wykaza¢, ze predko$¢ zmian temperatury
w prototypie wyrazi si¢ zaleznoScig

I
(17 Vr, = U,
tP
>
co przy: a,, = 0,00088 cm?s~?

a, = 0,10 cm?, s~!

inlly) = 5

daje Vr, = Vi, 4,454 _

Wobec stwierdzonych zmian modutu sprezysto§ci podiuinej E = E(T) w funkcji tem-
peratury, jak réwniez znanych zmian modulu sprezystodei podhuznej materiatu prototypu,
istotne jest okre$lenie rénic charakteru zmian modutu E w funkcji temperatury dla modelu
i prototypu. W tym celu stosunek E[E, w funkeji (T,— T)/(T,— T3) (gdzie T, poczatkowy
parametr, &, T, — kofcowe parametry procesu cieplnego), dla prototypu i modelu. Na
rys. 14 przedstawiono powyisze zaleznodci, ktére wykazuja duze podobienstwo zmian
modutu sprezystoéci podtuzne] w funkcji temperatury. '

8. Whnioski

Przedstawiona metoda badan odksztalcen 1 naprezen termosprezystych pozwala na
analize odksztalced i naprezen stacjonarnych i niestacjonarnych w modelach epoksydo-
wych, w ktérych tatwo jest zrealizowaé obciaZenie cieplne podobne jak w prototypie.

Nalezy podkresli¢ zalety badan modelowych w stosunku do badan obiektéw proto-
typowych gdyz mozna tu uzyskaé wartosci odksztalcenn o rzad wyzsze niz w prototypie
(por. wzér 3) oraz mozliwo$é rozszerzenia skali czasu (por. wzory 2 i 17).

Metoda tensometryczna moze by¢ zastosowana do badania obszaréw obiektow prze-
strzennych trudno dostgpnych jak tez do badan wewnatrz §cianek modeli.
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Pezmoume

WCCHENOBAHUSI TEPMOYIIPYIUX HEGOPMALIAN U HAIIPSDKEHWI
IMOKCHIHBIX MOIEJIEN METOLOM OJIEKTPOPE3HCTHBHOM
TEH3OMETPHU

B pafore npencTaBIIeHBI MCCIENOBAHHA Tepmoynpyrux redopmaiii Mopeneil M3 3IOKCHOHOMR
cmonbl. C IOMOIIBIO NPOBOJIOUHBIX JIaTYHKOB CONPOTHBIIEHHS ObIM BeOEHBI HCCIEJOBANUSA JUIA JIBVX
OTHENIBHLIX PANOB u3Mepenmit nedopmamit. B mepBoM 3rane onpefelIeHO CyMMy TEPMOYODYIHX M Ka-
Kymuxes pedopmanmit, Bo BTOPOM — TONBKO KA yLuuecsi. PasHoCTh MEXTY HUMH SBJISETCHA MCKAEMbIMU
Tepmoynpyramu nedopmanuamy. IlpefcraBicHo aHanu3 TENNOBOW HATPY3KH MOACITM M HEKOTOpPbIE pe-
SyNBTATH WCCHENOBaRM AedopMAMil M HANDSDKEHMH s JBYX CKOPOCTEH MepemMeH TeMIepaTyphl Ten-
JIOBOM HarpyaKu. " ‘

Summary

INVESTIGATIONS OF THERMOELASTIC STRAINS AND STRESSES OF EPOXY MODELS BY
MEANS OF STRAIN GAUGES

Paper presents investigations of thermal strains measured by strain gauges cemented to the surface
of epoxy models. The investigations were performed in two stages. At the first one the sum of thermal and
apparent strains was measured, at the second one, the apparent strains were determined. The difference
of the above mentioned strains yields the required thermal strains. The analysis of thermal loadsgof the
model as well as the corresponding thermal strains and stresses in the stationary and transient state, was
presented for two speeds of temperature changes of the thermal loading.

WAT
Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 5 lutego 1978 r.

Praca uzyskala III nagrode w ogdlnopolskim konkursie na prace doswiadczalng w mechanice organizo-
wanym w 1977 r. przez Oddzial Czestochowski PTMTiS
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O STATECZNOSCI DYNAMICZNEJ POWEOKI STOZKOWEJ PRZY PULSUJACYCH SIEACH
PODLUZNYCH I POPRZECZNYCH Z UWZGLEDNIENIEM NIELINIOWEGO TEUMIENIA
MATERIALOWEGO

FERDYNAND TwWARDOSZ ! JERZY ZIELNICA (POZNAN)

W pracy niniejszej zajmiemy si¢ zagadnieniem stateczno$ci dynamicznej cienkoécienne;j
powioki w ksztalcie stozka Scietego, swobodnie podpartej na obu brzegach. Powloka ob-
cigzona jest sitami podiuznymi N(¢} i wszechstronnym réwnomiernym ci$nieniem p(z)
zmieniajacymi si¢ okresowo w czasie. Uwzgledniono przy tym wplyw nieliniowego thi-
mienia na rezonans parametryczny. Rozwazania prowadzone nizej beda oparte na wy-
nikach pracy [3] w ktérej zagadnienie to zostalo do$¢ obszernie omdwione.

1. Réownanie rozniczkowe ruchu

Problem stateczno$ci dynamicznej powloki stozkowej przy uwzglednieniu thumienia

wg hnpotezy Dawidenkowa sprowadza sig¢ do analizy rozwigzan nastqujacego réwnania
rézniczkowego [3):

(L.1) s 02, [ = 21 @005 O (=T,

w ktérym

p2nsingy
= 40 +v)[(1 +v)? +m?
12 JU) = .(94ohn11)§[((ez“+'1'l)>i‘ l]ff s(bg,(z Py, t)ePt*sinm zcosn;p do, dz
ag

oznacza funkcje ttumienia, a parametr ¢ moZe przybieraé dostatecznle male dodatnie war-
tosci.

W réwnaniu (1.1) przyjeto nastepujace oznaczenia:

(1 3) Qnm = wmn (1 -

> )—-czgstoéé drgafi swobodnych powloki obcizZzonej statymi
krnin

sitami podiuznymi Ny < Nirms 1 réwnomiernym stalym
cinieniem zewnetrznm po < Prrmms

(L.4) 2ty = —P*_ — wspbtczynnik pulsacji,
Prrmn—Po :
(1.5) x = w = &——'stosunek obcigzen zewnetrznych,
(1) Po
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N(t) = Ng+N,cosOt
(9 p() = po+p,cosOt
(1.7) i, = ,
_ D - “Dy[mt 440, —1)Pmi —miK + (1 =y (Ko + Ka](L+2 ) [(1+7,)* +mi)
stoh(1 =) [(1 —»,)*+ mi|(e= T+ =T) "
Ectg y(1+v1)[(1+1l,)2+m, 1(e* " —1)[B, (ml'pl+m?)+B (mi+v, m,+v1+vf)

stom, v, (¥ +,n2)(82(1+v1);z__])

4Ectg P+ )+ )+ mi) A_ (n, @, +D,)e* + $y—n, D,
siom, (ez‘””l"‘—l) O +n—D24+m: o (- —1)2+mi

okresowo zmienne obcigZzenie zewngtrzne,

D, (n, +2) > D, (2, -2) }
= — czesto§é d 1 h
TS ) + o) —nl+l)2+m1 Z¢ ¢ drgan wlasnyc
powloki nieobciazonej sitami zewngtrznymi,
(1-8) Prron =
_ A(1 —dvD)[(1+29,)° +4mi][(1 —22,) +4m]]
T ds tgy (e 1) (m} + 203 =3y, — 392 —0,5)(1 —2» ) [(1 ~ ;)2 +4m3)
T An(1 — e TR (29, 4 D[+ D2+ An ] Qmi+ 22 —2r—1)
% [D(l—C’z(,.l_l)ll)[m1+4('yl“—1)277’11 K1+(1—'V1)K’) +K3]
sth(l—»;)[mi+ (1—»)%]
n Ectg?y(e™* —1)[Bi(mivi +”1?)+Bz(m1+7’1’71f+”?+”ﬂ_ _
myvy (mi+v3})
4Ectg2y[ (D iy +Dy)e?n# n Dy—n, D, ’+ Dy +2)e*
m, witn, —=1+mi  y—n—1)2+mi| (i +n+1)>+mi
D,(n,—2)

———— > | — obcigzenie krytyczne przy réwnoczesn dziatani
T o, ) ]} & yty przy ym dziataniu

sit podiuznych 1 wszechstronnego obciazenia zewnetrznego,
. przy czym _ .
@, = 0,252m, (1+v)B,+[(1 +v,)* —m}—nilB.,},
Dy = 0,5{2m;(1=2v) B+ [(1 +4v, —9})—ni+mi]B,},
.B — gm_? +’V1 I“'%)amn 41}1(1 _—2‘”1)]71%ﬂmu
! mn+16’n11}1 mn

_ nl\[(1~2’pl)amn+4vl(ml+"l '—'v%)ﬂnm]
(1.9) B, = o, + 1610373 ’

""I
Oyn = (M3 +n3)? =201 ++Hr2+2(1 -3 m3+ (2 —1)2,
ﬂ"l’; = n1%+n%+1_7%,
= n kra77] S

Y, = ., Ry = m, =——, u=In->=,

2 siny’ _ 4 sy

>

n—liczba fal po obwodzie,
m — liczba pétfal w kierunku tworzace;.
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Poniewaz sily thumienia nie sa wielkie w stosunku do sif sprezystych, a amplituda har-
monicznego wymuszenia jest mala (zagadnienic geometrycznie liniowe), w zwigzku z tym
mozemy rozwazang powtoke traktowaé jako stabonieliniowy ukiad niezachowawczy i dla
wyznaczenia drgan zastosowa¢ metode asymptotycznych rozwinie¢ wzgledem poteg
malego parametru [1], [2].

2. Okreslenie gléwnego obszaru rezonansowego

Rozpatrzymy drgania w otoczeniu podstawowego rezonansu, ktéry w przypadku pa-
rametrycznego pobudzania zachodzi dla czgstoéci @ zawartych w pewnym otoczeniu war-
tosci

O = 2mq,
6 — czestos¢ okresowego wymuszenia, w, — czesto$é drgan wilasnych.

Zajmiemy si¢ wyznaczeniem podstawowego obszaru rezonansowego. Granice tego
obszaru w pierwszym przyblizeniu okre§lono z warunku [3]: ,

27

Q0 14—t

0% J J(acosy)cosypdy —

5T

1 [ 1= . 2 o\
—_— 2-—_.,,,_,_" -
€ i Yo [Of J(acosw)smzpzhp] < (29) < 1+

27

£ = / 2 L
+m0f J{acosy)cosydy+e¢ l/ 2 - a294 [J-J(acosz/))smz/)dep] .

Dla konkretnego okreslenia obszaru rezonansowego nalezy obliczyé funkcje thumienia J
(acosy). W tym celu musimy przyjaé¢ wartoéci wspdtezynnikdw i, 7 (wzér 3.4 w [3]). Wiel-
kosc ite zalezg od rodzaju materiatu z ktérego wykonana jest powloka. Na przykiad dla
stali { = ] = 3. Wstawiajac te wartosci do (1.2) otrzymamy po scalkowaniu

Ao [(tv 2 4mil | 3 | AR (=) ) 382 )L
stohm2(e*d+or—1) | .16 T \TETE T 0 7

§1
31 _ Ah°n 1—»? /3 3| _ ctgyh
_Z[_'— st (_2( Eh ) Ds+ 15 6 )]+Z[+ s3 A x

1—2»2\? (1= h? ] [ nih® ( 2+2v)
X(( Bl )D5+ g 2] |- 7| T Blltm) Pt

+ %IIHDS)” @ = Jy)a,

(2.2) :7(&0087/)) =

gdzie
_ Enl(1+cosy)®—27] B~ Ek[(1+cosyp)® —2%]
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k, n oznaczaja tutaj parametry petli histerezy odpowiednio przy $cinaniu i rozciaga-
niu.
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Wspélczynniki D; (i = 1, 2, ..., 8) wystepujace w powyzszej funkcji sa zalezne od statych
materiatu, wymiaréw powlokii od liczb i i n. Ze wzgledu na bardzo ztozong i rozbudowany
postaé, wspoiczynnikéw tych nie podajemy. )

Po podstawieniu wyrazenia (2.2) do (2.1) uzyskamy

2

2 27 .
2.3) | +i2£~ f.:I( vy cosp dip — & p2~£-<f?(w)si11wdw)2< 9 < I+
' w07 ) T ¥ w20\ 20

‘ 27 2
. (128 = 2 a4 = . 2
+ ;Q—Z-O J(p)cospdp+e M= —gr 0 J(p)sinpdy| .

Na podstawie (2.3) mozna sporzadzié¢ wykres obszaru rezonansowego dla réznych amplitud

. . . 6
a w trojwymiarowym ukladzie wspolrzednych 200 b

3. Przyklad liczbowy I wnioski

Jak wynika z rozwiazania, analizg zagadnienia sprowadzono do wyznaczenia granic
pierwszego obszaru niestateczno$ci, tzn. obszarn odpowiadajacemu najnizszej czgsto$ci
drgann wiasnych i najmniejszej sile krytycznej powloki. Uwzglednienie tiumienia mate-
riafowego znacznie wplywa na zmiejszenie obszaréw niestatecznoici wyzszych rzedéw,
co wobec duzego nakiadu pracy przy wyznaczaniu wspolczynnikéw thomienia w pelni
uzasadnia przyjete tutaj zalozenia. Dla zilustrowania otrzymanych wynikéw i wyciagnigcia
wiioskow przytoczymy szereg przykiadéw liczbowych. Zaktadajac konkretne wymiary
powloki, wspdlezynnik = (1.5) oraz stale materialowe, obliczymy wpierw statyczng sile
krytyczng py,mm (L8) i czestosé drgan wlasnych ukladu nieobcigZonego @, (1.7). Przyj-
mujac poy i p, wyznaczymy wspdtezynnik pulsacji u,,, (1.4) i érednia czestosé drgan swo-
bodnych £2,,, (1.3) ukladu obcigzonego statymi sitami podtuznymi i poprzecznymi Np i pg.

2m _, 2n =
Z kolei obliczamy funkcje: | J(w)sinpdy, [ J(y)cospdy, wehodzace w sktad zaleznodci
V] 0

(2.3), wykorzystujac wzor (2.2). Po scatkowaniu otrzymano wyrazenia algebraiczne, po-
siadajace jednak bardzo zloZong i rozbudowana postac, dlatego tez przy ich obliczaniu
postuzono sie maszyna cyfrowa. Do ostatecznego ustalenia granicy dolnej i gérnej gléw-
nego obszaru rezonansowego wykorzystano zaleznosé (2.3).

Celem podanych przykladéw liczbowych jest zbadanie wpltywu podstawowych para-
metréow geometrycznych i materialowych powloki na ksztalt i przebieg granic obszaru
niestatecznoéci. Zrealizowanie tego problemu umozliwiaja przedstawione wykresy (rys. 1
do 7). Jako wspdlne dla wszystkich analizowanych przypadkéw przyjeto nastepujace dane:
E = 2-10°kG/cm?), v = 0,3, o = 0,000008(kGs?/cm*), » = No/p, = 4, natomiast po-
zostate parametry zaznaczono na wykresach.

Na rys. 1 przedstawiono Krzywe obrazujace obszary rezonansowe we wspdlrzednych

@ .
200 M dla réznych amplitud a. Tutaj oczywiScie @ oznacza czgsto§é drgan obciaZenia
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wymuszajacego, £2 — czestoéé drgan powloki pod obciazeniem. Dla analizowanej powloki
uzyskano sife krytyczna pod obcigZeniem statycznym py, = 0,0384 (kG/em?) (przy m = 1
i n = 19) oraz czesto§¢ drgan wilasnych o = 142,2(s™!). Przyjeto £2 = 0,9 w. Z wykresu
widaé, ze w miarg wzrostu amplitudy obszar rezonansowy zmniejsza si¢, wraz z przesu-
waniem sig¢ w kierunku wigkszych wartodci wspéiczynnika pulsacji x i mniejszych war-

tosci

20 Po przekroczeniu pewnej amplitudy granicznej nie nastapt dynamiczna utrata

statecznosci dla tej powloki.

Na rys. 2, 3, 4 sporzadzono wykresy w ukladzie tréjwymiarowym u, a. Celem

o

55,
tych wykreséw bylo zbadanie wplywu parametréw tlumienia petli histerezy & i %, odpo-
wiednio przy §cinaniu i rozciaganiu. Stwierdzono, ze wspStczynnik & nic wplywa w sposéb
istotrly na zmiane ksztaltu powierzchni ograniczajacej obszar rezonansowy. Rys. 2, 3, 4

k =16310
n~ 4860
a=0,05-107[cm)]
52‘ 51 =200 [cm]
Sy= 432 [cm)

h=0,4 [cm)

[ ! ! | L Ok
0 100 200 300 400 500 600 [s71]

Rys. 5

przedstawiaja kolejno powierzchnie obszaréw rezonansowych przy wzrastajgcej wartosc
wspoiczynnika 7, przy innych parametrach stalych. Wzrost 7 wywoluje zmniejszenie sig¢
obszaru dynamicznej niestatecznosci poprzez jego ,,skrécenie” w kierunku malejacych
amplitud 1 przegiecie ku dotowi, co wyraznie widaé na wykresach.

Kolejnym etapem analizy bylo zbadanie wplywu zmiany kata wierzchotkowego 2y
na przebieg granic obszaréw dynamicznej niestatecznoéci. W tym celu sporzadzono wyk-
resy 51 6, gdzie na osi pionowej odniesiono kat y, a wzdluz poziomej — §rednig czgstos§é
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) 4 ;
s0f- k= 16310
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L d
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Rys, 7

krytyczna sity wymuszajacej Oy, uzyskana po przeksztalceniu zaleznosci (2.3). Analize
przeprowadzono tutaj w dwdch wariantach. W pierwszym zmieniano kat y przy stalych
pozostalych parametrach (rys. 5), a w drugim zachowano staly $redni promieri powloki,
re, = 0,5(sy +s;)siny = const (rys. 6) i dlugo§¢ tworzacej [ = s, —s; = const. Z wykre-
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séw widac¢, ze w miare wzrostu kata y szeroko§¢ obszaréw rezonansowych maleje. Przy
zachowaniu stalego promienia §redniego istnieje pewien optymalny kat wierzchotkowy,
przy ktérym czgstoé¢ krytyczna jest najwigksza, co wynika z rys. 6. Zwiekszenie wspol-
czynnika pulsacji u powoduje rozszerzenie obszaru niestatecznosci, tak jak i zwigkszenie
amplitudy sily wymuszajacej p,. W kolejnosci zbadano wplyw zmiany dhugosci tworzacej
(poprzez zmiang s,) na granice obszaréw niestatecznoéci, przy innych parametrach statych.
Analize te ‘podaje rys. 7, z ktérego wynika, ze wraz ze wzrostem diugosci tworzacej nie-
liniowo maleje czesto$€ krytyczna &y, przy nieznacznym zmniejszeniu szerokosci obszaru.

Przeprowadzona analiza numeryczna daje mozliwosci wlasciwej oceny doboru para-
metréw geometrycznych i materialowych przy projektowaniu powlok stozkowych obcigzo-
nych dynamicznie wszechstronnym ci§nieniem réwnomiernym i sita podtuzng. Dokonujac
poréwnania z analiza stateczno$ci dynamicznej powloki stozkowej przy analogicznych
zatozeniach, lecz bez uwzgednienia thumienia mozna zauwazy¢, Zze tlumienie wplywa wy-
raznie na zmniejszenie si¢ obszardw dynamicznej niestatecznosci np. przy wzroscie kata
wierzchotkowego (rys. 5), czyli odwrotnie niz to mialo miejsce bez tlhumienia (por. [4]).
Nasuwa si¢ tutaj rowniez uwaga, ze w przypadku uwzglednienia thumienia materiatowego
rezonans zachodzi dla matych wartosci amplitud. Przy wigkszych wartosciach amplitud
tlumienie materialowe nie odgrywa zasadniczej roli.
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Pezwome .

OB IUHAMMUYECKOH VCTOMUMBOCTH KOHUYECKOM OBOJIOUKH
NP IVIBCUPYIOWHX MPONOJIBHBIX W ITONEPEYHLBIX CHIIAX
C YUTEHMEM HEJWHENHOIO TEMIIGHUPOBAHNA MATEPHATIA

B pafore npencraBneHo aEanM3 DHHAMIIECKON YCTOMUYMBOCTH TOHKOCTEHHOM OBOJIOUKH B BHLAE
YCEUEHHOTO KOHyca, CBOGOMHO omeproro Ha xpasx. OGoyouka Harpy»KeRHa NPOMONbHOM cumoil N (f)
H BCECTOPOHHBIM [aBneHueMm p(!) H3MEHAIOIMMCH NEePRONMYECKH BO BpemeHH. Ha OCHOBE IMIIOTE3BI
JaBUAeHKOBA YUTeHO BIMAHVE HEIHHEHHOTO AcMGbHPOBAHHA HA mapamerpyyeciani pesomanc. Ompe-
JENEHO PR3OHAHCHBIE OONACTH M MCCHENOBAHO BIIMIHHE OCHOBHBLIX (DHU3HUECKHX ¥ TEOMETPMYECKHUX TIa-
PaMeTPOB Ha JMHAMHUECKYIO HEYCTOWUHBOCTh. '



492 F. TwarDOSZ, J. ZIELNICA

Summary

DYNAMICAL STABILITY OF A CONICAL SHELL LOADED BY TRANSVERSAL AND LONGI-
TUDINAL FORCES WITH THE NONLINEAR MATERIAL’S DAMPING

The papzr deals with the dynamical stability analysis of a thin-walled truncated conical shell, free
supported at the edges. The shell is loaded by the longitudinal forces N(#), and the external uniformly
distributed hydrostatic pressure p(1), changing periodically with time. Supporting on the Davidenkov’s
hypothesis the influence of the material damping to the parametric resonance was taken into account.
The main resonance areas were derivated, and the influence of the basic physical and geometrical para-
meters to the dynamical instability was investigated.
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1 STOSOWANA
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OPTYMALNY DOBOR BEZINERCYJNEGO UKEADU AMORTYZACJI PRZY WYMUSZENIU
HARMONICZNYM

JaN Luczko (KrakOw)

1. Wstep

W pracy rozwazono ustalone drgania ukladu liniowego wymuszanego harmonicznie,
reprezentujacego klase ukladéw mechanicznych typu: obiekt-amortyzator-otoczenie.
Zalozono, ze uklad amortyzacji jest bezinercyjny i okreélono jego optymalne parametry
przy przyjeciu stosownego kryterium jakosci dziatania ukiadu wibroizolacji. Uklad me-
chaniczny strukturalnie traktowany jest jako zespét czwdrnikéw potaczonych tancuchowo

[11, [2]). Podobny sposdb podejicia do zagadnienia wibroizolacji mozna znaleZzé w pracach
Gureckiego i Mazina [3], [4].

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozpatrzymy ustalone drgania pasywnego uktadu liniowego przedstawionego na rys, 1.
Ukiad A przedstawia obiekt (narzedzie wibracyjne) poddany wymuszeniu kinematycz-
nemu lub sitowemu, element S ukfadu jest amortyzatorem natomiast ukiad B reprezentuje
otoczenie (cztowiek — operator, zamocowanie obiektu). Celem dalszych rozwazan bedzie
dobranie ukiadu amortyzacji w taki sposéb, aby przekazywanie drgan z obiektu na oto-

P lw)

. Xa{jw

_ Piiw) D) . Pylio) [ Ps(jw)

A MAG e BECON pyvom BN
Rys. 1

czenie bylo minimalne. Bedziemy uwazaé, Ze elementy A, S i B ukladu mechanicznego
sa co do struktury, czwérnikami polaczonymi tahcuchowo [1]. Zalozymy ponadto, ze sa
one liniowymi uktadami pasywnymi o dowolnej liczbie stopni swobody, okreSlonymi przez
odpowiednie macierze przejicia [2]. Stan wibracji w dowolnym punkcie ,,k&” ukladu
(k = 1—5) okredlimy przez wektor gy(jw) = [Pi(jw), x(jw)]" przy czym Pi(jw) i xp(jw)
sa transformatami sity i przemiészczenia w rozpatrywanym punkcie uktadv. Pomigdzy
dwoma dowolnymi punktami zachodzg zwigzki:

(2-1_) q(jo) = Fi_i1(jw)qi(jo)
(22) Fk——n(jw) = FI-—n(jw)Fk—l(jw)

6 Mecch. Teoret. i Stos. 4/78
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0ZNnaczymy:
(2.3) ' Fio(jo) = A(jo)  Fr_3(jw) = S(jo)  Fi_s(jw) = B(jw)

przy czym A(jw), S(jo), B(jw) sa kwadratowymi macierzami przejécia ukiadow A, S i B.

Kryterium jakoéci dziatania ukladu amortyzacji zostanie przyjete jako zalezne od
przyspieszenia (jw)x,(jw) dowolnego punktu ukladu B i przemieszczenia wzglednego
amortyzatora xs(jw) — x, (jw). Wprowadzimy wielko$ci bezwymiarowe odnoszac przyspie-
szenie punktu ,,4” do przyspieszenia (jw)*xP(jo) tego samego punktu, obliczonego dla
sztywnego polaczenia uktadéw A i B, za§ amplitude ruchu wzglednego amortyzatora do
amplitudy x;(jw) ruchu swobodnego obiektu A (uktady A i B niepolaczone). Przyjmiemy
funkcjonal w postaci:

—w’x,,(jml 2 :

x3(jw) —x, (jo)
—w?xP(jw)

(2.4) J= + <)

3

gdzie 2 = 0 jest wspoiczynnikiem wagi.

Tak wybrany funkcjonat (24) zapewni nam wigc z jednej strony minimum przyspiesze-
nia pewnego punktu nalezgcego do otoczenia (np. czlowieka-operatora) Iub obiektu, jeli
zamienié rolami uklady A 1 B, za$ z drugiej strony bedzie minimalny ruch wzgledny amor-
tyzatora co jest pozadane ze wzgledu na ograniczenia konstrukeyjne i eksploatacyjne na-
lozone w praktyce na uklad amortyzacji.

3. Synteza ukladu wibroizolacji

Zalozymy dalej, ze uklad amortyzacji jest ukladem bezinercyjnym, okreslonym w zwigz-
ku z tym przez macierz przejécia o elementach:

(3.1) 51,(w) = s23(Jw) = 1 515(jw) =0 s3,(jw) = [CHjwb]™t,
gdzie wspdlczynniki ¢ 1 b okreslaja odpowiednio wlasnodci sprezyste i tlumiace ukladu
amortyzacji. Sa one zalezne od czesto$ci wymuszenia w oraz od pewnych parametréw
pi(i = 1,2, ..., r), ktérych iloé¢ jest zalezna od struktury przyjetego amortyzatora
(3.2) ¢ =clw,pysPa, .- Pr),

b =b(w,py;pas-.- Dr)-

Przykladowo dla modelu Voigta-Kelvina (rys. 2a) zaleznoéci (3.2) przyjma prosta postaé:

c=p; b=p,
za$ dla modelu standartowego (rys. 2b) otrzymamy:

- w’p3 _ 3
e e ,

Problem optymalnego ‘doboru uktadu wibroizolacji sprowadza si¢ wiec do znalezienia
wspolczynnikéw p; (i = 1,2, ... r), dajacych minimum wyraZenia (2.4) przy' warunku
nieprzekroczenia przez wielko§ci |x4(jo)| i |x3(jw)— x,(jw)| odpowiednich warto§ci gra-
nicznych |x3(Ge)] 1 |x3(jw)|.
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Rozwazymy przypadek wymuszenia kinematycznego (n = 1) i silowego (n = 2).
Uklad BSA, przedstawiony na rys. 1, moZna zawsze sprowadzié¢ do ukiadu nieobciazonego
sifa na koficu Ps(jw) =0 (m = 1) lub sztywno zamocowanego xs(jw) =0 (m = 2).
Wykorzystujac te warunki brzegowe mozZna ze zwigzku:

(3.3) gs(jo) = BSAq,(jw)

znaleZé impedancjg (sztywnos¢ dynamiczna) Z, (jw) lub admitancje (podatnoéé dynamiczng)
Y,(jw) w punkcie ,,1”” ukiadu. Otrzymamy nastgpujace zaleznoéci dla wymuszenia kine-
matycznego lub sitowego:

(3.4) P, (o) = Z,(jo)x, (jo),
(3.5) x,(jo) = Y, (jo)P, (jw).
a) o8 b) P
’*J\/\/\/\/V\/\/\/* W\N\/_—\
1t —*_ﬂ*—ﬂ/\/\/\/\J '
P2 P2 P3

Rys. 2

Korzystajac ze wzordw (2.1), (2.2), (2.3) oraz (3.4) lub (3.5) mozna wyrazi¢ wszystkie
wielkoéci wystepujace w wyraZeniu (2.4) za pomoca danego wymuszenia kinematycznego
lub silowego. W zalezno$ci od zamocowania uktadu (m = 1,2) i przyjetego rodzaju
wymuszenia (n = 1, 2) funkcjonat (2.4) przyjmie postac:
(3.6 I = K& (jo))? + AKZ- <, (o) |?
przy czym:

!

K"!"'UCU) — alnbml +a2nbm2
X 3
¢ Aynbm1S11+rnbn1S124+ 01002521+ 2nbma S22

(3.7)

Anby1(S11—~ 1)+ Qb2 say

W mm (]CU) — .
Xy—X *
e b1 S11 4+ A2ubmi S12+ 10Dy 521+ 020010y S22

gdzie ay(jo), bi(jo), si;(jw) ( =1,2; j =1,2) sa elementami odpowiednich macierzy
przejscia A(jow), B(jow) i S(jw).

Jak wida¢ w wyrazeniach (3.7) zawarte s3 parametry znanych ukladéw A i B oraz szu-
kane parametry c(w,p,,...-p.) 1 b(w,p,, ... p,) okrelajace optymalny amortyzator.
Jezeli wspdiczynniki ¢ i b zwigzemy liniowo z nowymi zmiennymi y i z poprzez funkcje
czestosci:

1" (@) p3" (@)
(3.8 ¢ = —(’i.l—— b= 2

b pr@r " T P
gdzie:

(39) (prim(w) = Re(alnbmz)Re(alnbml +a2nbm2)+Im(alnbm2)Im(a1nbm1 + aznbmz) 3
(310) ‘P'ﬁm(w) = Im(al nbmz)Re(alnbml + aznbmz) _Re(alnbmz)lm(alnbml + zp bmz) E
(B.11) y"™w) = }alnbml +aanm2,,

6
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to wielkosci wystepujace we wzorze (3.6) wyraza sie zwigzkami:

n 2+ [p"(@)P2?
(3.12) e = (1'+y§2+{7¢""’gw;12(1+z)2’
K G = = O
T (1+2)*+ [ (@) (1 +2)*
przy czym:
z warunku ekstremum wyrazenia (3.6) wynika, Ze minimum zostanie osiggnigte dla:
(3.13) y=z=241 120

Wykresy optymalnych wartosct [K. o[ 1Kz, w funkcji parametru ¢ zZwigzanego z A
réwnoscia: o

, _ e
314y =15,

zostaly pokazane na rys. 3.

A
Hkss ks
1,0 1,0
S :
o8}~ %, N Ho8
&
0,6/~ o8
0,4 . 04
[
0,2|- i —0,2
i
|
! | I L
0 0,2 04 0,6 08 p 10
Rys. 3

Majac zadane ograniczenie na amplitude wzglgdnego przemieszczenia amortyzatora
moZna z rys. 3 odezytaé wielko§é obnizenia przyspieszenia w zadanym punkcie uktadu B
w stosunku do jego wartosci granicznej oraz warto§¢ parametru . Korzystajac ze wzoru
(3.14) mozna obliczyé 2, a nastepnie wyznaczyé ze zwiazkow (3.8) optymalne wartosci
wspolczynnikdw ¢(w) i &(w). Parametry p;(i = 1,2 ... r) okre$lajace uklad amortyzacit
muszg spetnia¢ zwigzki (3.2) przy obliczonych wartosciach c(w) i &(w). Istnieje tudla r > 2
pewna dowolno§¢ doboru wspétczynnikdw p;. ' | ,

Istotng wydaje si¢ by¢ uwaga, Ze rozwigzanie optymalne w dziedzinie zmiennych y i z
jest niezalezne od struktury uktadu BSA, zalezy. ono tylko od tego w jakiej proporcji chcemy
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obnizy¢ przyspieszenie X, i przemieszczenie wzgledne x3—x, w stosunku do odpowied-
nich warto$ci granicznych. Nalezy zauwazy¢, Ze na skutek zaloZenia pasywnosci ukladu,
funkcja 5" (w) jest stale wigksza lub réwna zeru i w zwigzku z tym optymalne rozwigzania
sg stuszne- w obszarze czgstosei, dla ktdrych:

(3.15) @i"(w) = 0

co uwarunkowane jest zadaniem aby wspdiczynnik sztywnosci c{w) byl wigkszy od zera.
Obszary wyznaczone nieréwno$cia (3.15) w ktérych to mozliwe jest obnizenie warto$ci
przyspieszenia jak | przemieszczeniaw wzglednego amortyzatora ponizej odpowiednich
wartoéci granicznych mozna by nazwaé obszarami ,,pozarezonansowymi’’.

Whioski

Z przeprowadzonych rozwazan i wynikéw konicowych nasuwajg sie nastepujace wnioski:

— zrys. 3 wynika, Ze nie mozna jednocze$nie dowolnie obnizyé wartoéci przyspieszenia
rozpatrywanego punktu ukladu B i amplitady ruchu wzglednego amortyzatora,

— obniZzenie wartosci przyspieszenia i przemieszczenia wzglednego nie zalezy od przy-
jetej struktury ukiadu amortyzacji przy zaloZeniu, Ze jest on bézinercyjny,

— w przypadku, gdy czesto$¢ wymuszenia znajduje si¢ w pewnym zakresie czgstoscei,
ale jest ustalona, wskazane jest takie dobranie struktury ukladu amortyzacji, aby
-wspéiczynniki c(w) i b(w) byly w tym zakrésie funkcjami czestosci mozliwie blis-
‘kimi funkcjom okreslonym wzorami (3.8),

— w zakresie czgstoSci, dla ktérych nie jest speiniona nieréwno$¢ (3. 15) nalezy przyjaé
.¢ = b =0 (praktycznie spre¢zyny bardzo migkkie). :

— jezeli ukdad pracuje w powyzszym zakresie czgstosci to mozna go sprowadzié do
pracy w obszarze (3.15) dwoma sposobami:

— przez nieznaczng zmiang parametréow ukiadéw A i B, bez naruszenia wiasciwe]
pracy uktadu, tak aby nieréwnos¢ (3.15) zostata spetniona,

— przez wprowadzenie do “ukladu amortyzacji elementéw inercyjnych lub przez
dotgczenie réwnolegle inercyjnych ukladéw dodatkowyech (np. ukiad wibroizolacji
z kompensacja [5]).

Rozwazania przeprowadzone byty dla ukiadéw liniowych, jednak mozliwe jest zasto-
sowanie uzyskanych wynikéw w przypadku wystepowania w ukladzie odpowiednio matych
nieliniowosci po uprzednim ich zlinearyzowaniu. Metoda rozwiazywania zagadnienia wibro-
izolacji moze byé¢ analogicznie zastosowana przy przyjeciu innych modeli ukladéw wibro-
izolacji 1 innych kryteriéw jakoS$ci ich-dziatania.
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Praca wykonana zostala w ramach problemu wezlowego 05.12 — |, Wytrzymalo$é i optymalizacja konstrukcji
maszynowyeh I budowlanych®, koardynowanego przez IPPT PAN.

Pesome

OIITUMAJIBHLIN ITONEOP BE3VIHEPLIMOHHON CHUCTEMBI AMOPTHU3AUNU
Py TAPMOHNYECKOM BBRIHY )KIOEHMM

B paGore NMPHBOAHTCA METON ONTHMAJLHOIO NOHOOpa DE3UHEPLHOHHONK CHCTEMBI aMOPTHU3ALIMMA [T
HEKOTOPOr0 KNACCAa MEXAHHUECKWX CHCTEM C yCJIOBHCM, YTODLI YCKOPCHWE B 3a0AHHOH TOUKE CHCTYEMbI
OBLIO MUHHMANIEHOE TIPH ONHOBPEMEHHO OrDaHHYUEHHOM aMIUTUTYAE OTHOCHTENDLHOrO NBHMKEHH amOpTH-
saropa. [ToyyeHO OTHOIMCHMS OIpeelsirole KOI(HAMEHTEI HECTKOCTH H 3aTYXAHUA CHCTEMBI aMop-
TH3ALMU B (DYHKIHUH YACTOTLY BBIHYXIEHHS X IIapaMEeTpOoB ONPENeNnfAIOIUX HCCAeROBAaHHYIO CHCTeMy,
Onpeneneno oOnacTi NMPHMEHAEMOCTH MMOXYUeHHBIX (DOPAYJL.

Summary

OPTIMAL CHOICE OF NON-INERTIAL SYSTEM OF VIBROISOLATION WITH ﬁARMONIC
FORCING

Paper presents the way of optimization of noninertial system of vibroisolation represented by stiffness
coefficient e(w) and damping coefficient b(w). The following criterion of optimization was assumed: when
the amplitude of the relative motion of the vibroisolation system is limited, acceleration of chosen point
of the vibroisolated system should be the minimum. Coefficients c¢(w) and b(w) were carried out as the
functions of excilation’s frequency and parameters of vibroisolated system. Range of application of the
obtained results was determined.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INST. MECH, I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 grudnia 1977 r.
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OPTYMALNE KSZTAETOWANIE BELKI WSPORNIKOWEJ, OBCIAZONEJ SIEAMI
ZEWNETRZNYMI I CIEZAREM WEASNYM, W WARUNKACH PELZANIA*

MALGORZATA ALBINSKA, ANTONI GAJEWSKI (KRAKGOW)

1. Uwagi wstcpne

Elementy konstrukcyjne (np. belki, plyty) obcigzone wylacznie sitami zewnetrznymi
lub wytacznie cigzarem wlasnym rzadko wystgpuja w praktyce; na ogdt sity masowe sta-
nowia dodatkowe obciazenie, ktore jest pewn m utamkiem obcigZenia zewnetrznego.
W wiekszoéci opublikowanych dotychezas prac, dotyczacych optymalnego ksztaltowania
belek (z reguly liniowo-sprezystych) sity masowe, zalezace od poszukiwanego ksztaltu
elementu, sg pomijane. W szeregu nowszych prac ([1], [2]) podj¢to probe znalezienia
optymalnego ksztattu belki wspornikowej, obcigZonej wylgcznie cigzarem wiasnym.
Niestety, przedstawione rozwigzania sa bledne. Poprawne rozwigzanie zagadnienia przed-
stawiono w pracy J. M. CherNA [3]; otrzymano je w oparciu o zasad¢ minimum wzajemne;j
energii potencjalnej R. T. SHIELDA { W. PRAGERA [4], waZnej tylko w przypadkach materiatu
liniowo-sprezystego. W pracy A. GAJEWSKIEGO [5] rozwigzano analogiczny problem opty-
malizacji ksztaitu belki wspornikowej, znajdujacej sie w niejednorodnym polu sil grawi-
tacyjnych (a wiec obcigZzonej tylko cigzarem wiasnym). Uwzgledniono réwnieZ nielinio-
woéé fizyczna materiatu, opisujaca materialy nieliniowo-sprezyste, sprezysto-plastyczne
lub pozostajace w stanie ustalonego pelzania. W pracy wyznaczono optymalne ksztalty
belki przy warunku wyréwnania naprezed, 1 warunku -ustalajacym ugigcie swobodnego
konfica belki. Wykazano, Ze we wszystkich badanych przypadkach, optymalny ksztalt
zalezy od postaci prawa fizycznego.

Prébe znalezienia optymalnego ksztaltu belki obciaZzonej sitami zewnegtrznymi i cigza-
Tem wlasnym podjeto w pracy A. GAIEWSKIEGO [6], w ktérej przedstawiono przyblizone
rozwigzania, otrzymane metodg malego parametru. Obliczenia przeprowadzono przy wa-
runku wyréwnania naprezen w skrajnych wiéknach belki oraz przy warunku minimali-
zacji ugiecia swobodnego kofsica belki. Zalozono przy tym, Ze cigZzar wlasny stanowi maty
utamek obcigZenia zewngtrznego.

W niniejszej pracy przedstawimy rozwigzanie analogicznego zagadnienia optymalizacji
ksztaltu belki wspornikowej, jednak otrzymany warunek konieczny istnienia ekstremum
rozwiazemy numerycznie dla dowolnego udzialu cigzaru wlasnego w obcigZeniu catkowi- .
tym. ’

* Praca wykonana zostala w ramach problemu weztowego 05.12 pt. ,,Wytrzymato$¢ i optymalizacja
konstrukcji maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez Instytut Podstawowych Probleméw
Techniki Polskiej Akademii Nauk.
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Uwzglednimy réwniez nieliniowoéé fizyczna matefialu, zakladajac nieliniows zalenogs
miedzy napre¢zeniem i odksztalceniem. Przyjete dalej nieliniowe, potegowe prawo fizyczne
pozwoli opisa¢ materialy pozostajace w stanie ustalonego pelzania [7], nieliniowe-spre-
zyste lub sprezysto-plastyczne (bez odcigZenia). W przypadku materiatéw pelzajacych,
w przyjetym prawie fizycznym symbol ,,&” oznacza prgdkoéé odksztalcenia (2), a ugiecie
kofica belki w(0) nalezy zastapi¢ predkoscig ugiecia (w).

2. Sformulowanie zagadnienia

W niniejszej pracy ograniczymy si¢ do rozwazania belek wspornikowych, o prostékat-
nym przekroju poprzecznym, wysokosci 22 i szerokoéci b, wykonanych z materiatu nie-
jednorodnego, opisanego potegowym prawem fizycznym:

o de

n~1
— & = ——, n— liczba mnaturalna
(O’O )-’ dar’ ?

o

0o

2.1)

£
)

w ktérym przyjgto, ze funkcje: e4(x) i 0(x) sa znane i okreslaja niejednorodno$é wytrzy-
malosciowa materialu. W dalszym ciagu pracy bedziemy opuszczali kropke nad &.

X dx,

Rys. 1

Punktem wyjécia do dalszych rozwazan bedzie podstawowa zalezno$¢ predkosci krzy-
wizny belki od momentu zginajacego (lub zalezno$é odwrotna), ktéra w przypadku prawa
(2.1) przyjmuje postaé [6]:

2n+1 " EQ(x)
2. % = -1 - n
(2.2) % ( - ) ) M*"sgnM,
gdzie M* oznacza bezwymiarowy moment:
N
. - [M(x)]
2.3 * = __'__
(2.3) M 2bh20o(x) .

Roéwnocze$nie zalozymy, ze belka obcigzona jest sitami rozlozonymi o intensywnosci
p(x), oraz, ze cigzar whadciwy belki jest réwny g(x) (rys. 1). Wéwcezas moment zginajacy
sktada sig. z dwdch czgéei: 1). skladnika pochodzacego od obciaZenia zewnetrznego oraz
2). skladnika zaleZznego od cigzaru wlasnego, a tym samym od poszukiwanego ksztaltu:

@4y . M) = My + | qOF Q) (x—0) 5,
0

gdzie: F(x) oznacza pole powierzchni przekroju poprzecznego belki (F = 2bh).
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Celem pracy jest znalezienie takiego sposobu zmiany wysokosci belki wzdluz dhagosci
h(x) (przy stalej szerokosci b), szerokosci b(x) (przy stalej wysokosci) lub wysokosci i sze-
rokosci (gdy sa do siebie proporcjonalne: b(x) = ah(x)), aby okreslona funkcja celu

przyjmowata warto§¢ minimalna, przy warunku ogramczajqcym ustalajagcym catkowity
CIQZaI' belki:

(2.5) fq(x)F(x)dx =W = const.
0

W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do minimalizacji predkosci ugiecia swobodnego
konica belki. Pewne rozwiazania przy innych funkcjach celu otrzymano metoda malego
parametru w pracy [6].

Korzystajac ze wzoru (2.2) predkosé ugiecia konica belki mozemy wyrazi¢ nastepujacym
funkcjonatem:

!
(2.6) w(0) =(2”:1) f ‘9/;’((")) M* sgn Mx -

W dalszym ciggu zaloZzymy, Ze obcigzenie zewnetrzne ma taki sam zwrot jak ciezar wlasny,
tzn. ze moment nie zmienia swojego znaku i jest stale dodatni. Wobec tego we wzorach
(2.2)—(2.6) opuscimy znak modutu i przyjmujemy: sgnM = +1.

Jako parametr optymalizacji przyjmiemy pole powierzchni przekroju F(x), co pozwoli
ujednolici¢ tok obliczen dla wszystkich trzech wymienionych przypadkéw (zmiany' sze-

rokoéci, zmiany wysokoéci i przypadku gdy: b = «h). Po prostych obliczeniach funkcjonat
(2.6) mozna przedstawié w postaci:

@.7) w(0) = cf SofM” L

g Funty

w ktorej nalezy przyja¢ w poszczegdlnych przypadkach:
1. & = const., b = b(x) (zmienna szerokosc)

2n+1

u=1, »=0, C=( ) I+,

" 2. b =const., h = h(x) (zmienna wysokosc)

p=2 wv=1, C=_(2”};H

) 12bo) + 1.

3. b(x) = ah(x) (przekroje powinowate)

uw=32, v=1p2, C= (2”:1

) I(2a)n+Di2,
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3. Warunek konleczny istnienia ekstremum funkcjonalu (2.7)

W celu znalezienia ksztattu belki #(£), minimalizyjacego funkcjonat (2.7), przy izo-
perymetrycznym warunku ograniczajacym (2.5), utworzymy pomocniczy funkcjonat:

(LM
oo OT FBF

@3.1) T =

d£+11[1 fl q©F@&E-W|,
0

(A, — mnoznik Lagrange’a),
i obliczymy jego pierwsza wariacjg:

O’ Fyn+v+1

3.2) =C f foEM"- [nFaMi(ﬂn+v)M5F]d§+1'11 f qOFdE,
. 0
‘Obliczajac wariacje dM ze wzoru (2.4):

3
(3.3) OM = I* [ q(y) 6E(m) (£ —n)dy,
Q

podstawiajac ja do (3.2) i wykonujac catkowanie przez czesci, otrzymujemy :

1 1
2 n—1
0J% = C(n12 | %d&) ( [ gora) -
. & Q0

(3.4 _c(nlz fl %d&)( f Eandf)
§o
ofM

gdzie: £, i A, sa dowolnymi statymi.
Pierwsza wariacja funkcjonalu (3.1) jest zatem réwma zeru, gdy przyjmujemy, Ze stala
£y = 1 oraz gdy spelnione jest réwnanie:

. &
g M
6.5 [ =& dn+(un +)
i

goEM™ — 3
o gFREAEvEl T O
ktore stanowi warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonah: (3.1).

W celu uproszczenia zapisu, zmienno$¢ ciezaru wlasciwego belki ¢(&) opiszemy za
pomocg pewnej znanej bezwymiarowej funkcji K(£), moment zginajacy, pochodzacy od
obcigZenia zewnetrznego M, (&), za pomoca znanej funkcji m(€), pole powierzchni przekroju
za pomoca poszukiwanej funkcji @(£), oraz wprowadzimy bezwymiarowa staly € wedtug
nastepujacych zaleznoS$ci:

(3.6) q = 4oK(), M,= Myam(§)y, F= F,0(8), €= lquFolMpO'
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Wprowadzajac wyraZenia (3.6) do réwnan (3.5), (2.4), (2.5) otrzymujemy odpowiednio:

7
eo&[m(&)+e ({ K() D(n) (E—1)dn]"

&7 HRED @+ -
g\ L sl +e KO- g)ac] -
= el ,un+v)éf SHIBE)T 0= i
£
(3.8) M(E) = M, [m(@)+e [ K@) € ~myan],
| 1 y
- (3.9) Oj KE D@ =W, gdzie: W=,

A, — jest mnoznikiem Lagrange’a.

Uwiktane réwnanie catkowe (3.7) i warunek izoperymetryczny (3.9) pozwalaja na wyz-
naczenie poszukiwanego ksztattu belki @(£) i stalej «1,, przy czym rozwiazanie to moze byé
znalezione tylko na drodze numeryczne;j.

4. Numeryczne rozwigzanie zagadnienia

W celu rozwiazania zagadnienia postuzono sig¢ metodg kolejnych przyblizen, przedsta-
wiajac réwnanie (3.7) w postaci:
.1 D(E) = FIP ()],
w ktorej F oznacza pewien znany operator. :

Zakladajac funkcje @o(£) przyblizenia zerowego i podstawiajac ja do prawej strony
réwnania (4.1) otrzymujemy pierwsze przyblizenie; nastepne przyblizenia obliczamy ze
WZoru:

@.2) @yyy = FIOE)], i=0,1,2, ...,

przy czym jako kryterium zbiezno$ci rozwigzania przyjmujemy nieréwnosé :
Dy — Dy

4.3 [Piss =P < A

@3 . :

obowigzujaca dla kazdej wartodci £.
Ostatecznie réwnanie (3.7) przeksztatcono do postaci:
1

£
Em(&)+e [ DD E—myan)’ T

(44 D¢ = -
p  pmmre[oO@-0d]

Santv [Bm]
&

: . .
w ktdrej przyjeto, ze material belki jest wytrzymato$ciowo jednorodny i ma staly ciezar
whasciwy tzn.: &, = const., 0o = const., K(§) = 1. Réwnanie to w szczegélnym przypadku:

A+ n(n—£)dy
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m(f) =& p =1, »=0, n =1 przyjmuje posta¢ rOéwnania zamieszczonego w pracy
J. M. Cherna [3].

Obliczenia numeryczne przeprowadzono na maszynie CYBER 72; jako dane wejéciowe
programu przyjmowano: 1. bezwymiarowy cigzar belki W, 2. parametr € charaktery-
zujacy udziat ciezaru wiasnego w obciazeniu catkowitym (€ = 0 — belka obciazona tylko
silami zewnetrznymi, € — oo — belka obcigzona tylko cigzarem wilasnym), 3. parametr n
charakteryzujacy prawo fizyczne (7 = 1 — material liniowo-sprezysty, n — o0 — materiat
sztywno-plastyczny), 4. krok catkowania: A& (po wykonaniu testéw dokladnosci przyjeto:
A& = 0,01).

1 § ! i i i 10

1.0 -
@lﬁl/@(‘l)‘ RZE 7 T T i 6. -
€=b.n=
09}~ -
e=0. n-dowo!ne// 08
08}- / . 08 e=6.n=1
£=1. n=A /
87y ) 07
/. I .
0} ; 08~ i
//
05 05|~ -
€:=1,n=5 /
04/ - oul-
/
03 / ol i
/
ol // | sl |
oal- 4 . ) i
y/ , . 03

L | */eE Z x/1=§

0 01 02 03 0L 05 06 07 08 03 10 0" 01 02 03 04 05 OF 0‘47 35 5970
Rys. 2 Rys. 3

Stosowana metoda obliczed okazala sie wystarczajaco szybko zbiezna, co pozwolilo
na wyznaczenie poszukiwanego ksztattu z duza dokladnoscia. Przyjmujac np. 4 = 10-¢
funkcje @(&) otrzymano po o$miu iteracjach; wéwczas czas typowego przebiegu nie prze-
kraczal oémiu minut pracy procesora centralnego. '

Obliczenia wykonano dla belki o stalej wysokosci i poszukiwanym sposobie zmiany
szerokodci b(x), tzn. dla: 4 = 1 i» = 0, obciaZonej: 1. sita skupiong P dzialajaca na swo-
bodnym koficu (rys. 2, 3 1 4) i 2. sitami rozlozonymi o stalej intensywnoéci p(x) = const
(rys. 51 6). W obu przypadkach wyznaczono zaleznosci ksztaltu belki od parametru »
przy ustalonej wartosci € oraz zaleznosci od parametru € przy ustalonym n.

Na rys. 2 zilustrowano wptyw postaci prawa fizycznego (wyktadnika n) na optymalny
ksztatt belki zginanej sila skupiong i cigzarem wiasnym. Dla pordwnania mna rysunku
zamieszczono réwnieZ ksztalt belki zginanej wylacznie obciazeniem zewnetrznym; ksztalt
ten nie zalezy od postaci prawa fizycznego poniewaz minimalizacja ugigcia w punkcie dzia-
tania sily skupionej jest réwnowazna minimalizacji pracy sit gewnetrznych [6]. Podobny
charakter posiadajg krzywe przedstawione na rys. 3, przy czym mozna zauwaiyé‘, 7e przy
wigkszym udziale cigzaru wiasnego w obcigzeniu catkowitym wplyw wykiadnika n w prawie
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Wrggam T T

T T 0 T T T
e=1.n=1 Iz " 620, net
‘09 = 09~
’H ’ €=3.n=1 e=1,n=1
0.8 7 . 08"
=10 n=t /4 €=1,n=5
0.7 T 07|~ E
T €=1, n=100
06 - 0.6] 4
051 & CER . .
04— - Q4l- -
0.3 — 03|~ ~
02|~ 7l 02| 1
o - 01|- -
! T 5 ¥/ lsk
1 ' i N . .
¢ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 -0 03 02 03 04 05 06 07 (5 03 10
Rys. 4 Rys. 5
19 T T T -
BLEN/ 11 P ‘
09(-
N
0.8 . -
07|~ P
06|~ ’ €=6.n=1
0s|- ' -
0.4(~ £=6,n=15
03~
0.2~
04~ -
x/1=§

’ " 1 . H
0 0] 02 02 04 05 06 07 08 09 10
Rys. 6

fizycznym, na optymalny ksztalt jest znacznie mniejszy. Na rys. 4 zamieszczono wykresy
ksztattu optymafnych belek liniowo-sprezystych (n = 1) dla réznych wartoéci parametru €.
Uwzglednienie cigzaru wilasnego istotnie wplywa na ksztalt optymalny, przy czym wy-
kresy otrzymane dla wartoéci € > 10 praktycznie nie réznia si¢ od wykresu dla € = 10.

Podobny charakter maja rozwigzania przedstawione na rys. 5 i 6, dotyczace belki ob-
ciazonej sifami réwnomiernie roziozonymi. Dla poréwnania zamieszczono na rys. 5 ksztatt
“belki liniowo-sprezystej bez uwzglednienia ci¢zaru wlasnego (e = 0). Ksztatt ten zalezy od
wykiadnika n [6].
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PeawomMme

OTITUMAJILHOE (bOPMHWPOBAHWE KOHCOJIbHON BAJIKM HAI'PYXXEHHOM
BHEUWHHMH CHJIIAMH W COGCTBEHHBIM BECOM B YCJIOBUAIX
TION3YYECTU

OcoBuol Temoit paboThl ABJIAETCA ONTHMAIbHOE (POPMIPOBAHHE KOHCONIBHON BANKA € IPAMOYIons-
HbLIM TIONEPEUHbIM CEUEHHMEM, HADYI)KEHHON BHELIHUMYE paclpelenEHHbIMA CHIAMH, 4 TAKIKE CHIIaMK OT
coGereeHHoro Beca. Ofcy»KnaoTcest Gaikv HArOTORIEHHbBIE U3 MATEPHANA HEOZHOPOAHOTO IO COXPOTHB-
JIEHHIO, OTMCAHHOFO CTENEHHDLIM (DH3MUECKMM 3aKOHOM. OTOT 38KOH ABNAETCS CYIIECTBEHHBIM IS
MATEPHANOB B COCTOSIHHH YCTAHOBMBIUEHCS MOJI3YYECTH, HENHHEHHO-YIPYIUX HIH YIPYTO-TLIaCTHUHBIX.
B paGote oGHapyyKeHb! onrrviManbubie hopMp! GaJIOK C EpeMEHHOH UIHPHHON, HarPYIKEHHLIX COCPEe0To~
YEHHOI Ha IKOHIIE CHJIOI a TAKOKe CHIIaMK PaBHOMEDHO pachpeenEHHbIMHU C IIOCTOAHHON HHTEHCHBHOCTDIO -

HiccnenoBaHo Talke BIIMSAHHE II0Ka3aTeNsl ,,#° CTENEHHOr0 3aKOHA Ha ONTHManbHblE (DOPMBI.
Bonpoc pewéd ¢ HCIIONB30BaHUEM KITACCHUECKHX METOJOB BAaPHALOHHOTO HCYUCIEHMS, 8 Pe3yJIbTaThl
HYMEPUUECKHX PAacU&TOB MILIKOCTPHUPOBAILI Pa3JIMUHLIME DHCYHKAMH.

Summary

OPTIMAL DESIGN OF THE CANTILEVER BEAM LOADED BY EXTERNAL FORCES AND BY
ITS OWN WEIGHT IN CREEPING CONDITIONS

There was investigated the optimal design of the cantilever beam with rectangular cross-section, loaded
by the uniformly distributed external forces and by its own weight. There were taken into account beams
of the inhomogeneous material, described by the power physical law. This law works in the steady state
creep and for the materials non-lineary elastic and elastic-plastic. There were found the optimal shapes of
beams with varying width, loaded by the force acted on the end of the beam and by the uniformly distri-
buted force with constant intensity. There was also examined the influence of an exponent ,,n”” in the power
law on the optimal shape of cantilever beam. The problem was solved on the basis of classical variational
calculus. The results of numerical calculations are presented on numerous figures.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT FIZYKI

Praca zostala zloiona w Redakcji 12 grudnia 1977 r.
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METODA NIEZALEZNYCH KONTUROW BEZPOSREDNIEJ TRANSFORMACJI UKEADU
MECHANICZNEGO W GRAF PRZEPEYWU SYGNALOW

J6ZEF WOINAROWSKI, JERZY SWIDER (GLIWICE)
. Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm konstruowania graféw przeplywu sygnaléw zlo-
zonych ukladéw mechanicznych. Zaproponowane konwencje o znakach i sposobie roz-
-plywu sygnatéw zmiennych przepltywowych ,s(p) i zmiennych biegunowych ,s(p) poz-
walaja na bezposrednie modelowanie zlozonych uktadéw mechanicznych grafami prze-
plywu sygnatéw. Metode transformaciji ukladu w graf przeptywu sygnaléw zilustrowano
na przykiadzie modelowania ukladu mechanicznego o mieszanej strukturze. Praca jest
rozwinigciem metod modelowania podanych w [1].

1. Wstep

Grafy przeptywu sygnaldw znalazly szerokie zastosowanie w analizie i éyntczie uktadow
elektrycznych i elektronicznych [2, 3]. W ukiadach mechanicznych do niedawna grafy
przeplywu sygnatéw nie byly wogdle stosowane [4].

Systematyczne studium modelowania zlozonych ukladéw mechanicznych za pomoca
graféw i liczb strukturalnych mozna znalezé w pracy [S]. W innych pracach modelowanie
uktadéw mechanicznych grafami przeplywu sygnaléw potraktowane jest marginesowo.
Np. w jednym z rozdzialdw ksiazki [3] autorzy podaja metode tworzenia graféw przeptywu
sygnaléw ukiadéw mechanicznych przy traktowaniu elementéw tych ukladéw w postaci
czwérnikédw. Sam sposéb laczenia czwSrnikéw w przypadku modelowania uktadéw me-
chanicznych o mieszanej strukturze? wymaga jednak duzej uwagi i jest czasochtonny.

W artykule [6] W. N. Fjedorowicz wprowadzil sposéb modelowania drgajacych
uktadéw mechanicznych za pomocs tzw. ,,dZwigni sprzezer”. W metodzie tej konstruuje
si¢ doskonale sztywne laczniki, polaczone przegubowo z elementami uktadu w ten sposéb,
ze pod wplywem dzialajacych sit mogg one wykonywa¢ jedynie ruch postgpowy. Skonstru-
owane tak modele nie moga by¢ uzyte do bezposredniej transformacji w graf przeptywu
sygnatéw. Aby dokonaé takiej transformacji?’ w pracy [1] ten sam autor wprowadza ko-
rekte do zaproponowanej metody budowy modeli z ,,dZwigniami sprzgzen™. Przedstawiona

D Por. str. 452 w [7].
® Rozumianej jako przejécie z ukladu mechanicznego wprost do grafu przepltywu sygnaléw z pomi-

ni¢ciem etapu wypisywania réwnan rézniczkowych ruchu badZ konstruowania posrednich graféw czwor-
nik6w elementow. :
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tam metoda konstruowania graféw przeplywu sygnaldw uktadéw mechanicznych jest
jednak bardzo nieprzejrzysta. Mozna stwierdzié, ze zastosowanie jej do modelowania
zlozonych ukfadéw mechanicznych o mieszanej strukturze staje si¢ wrgcz niemozliwe,
Jezeli natomiast zamiast konstruowania modelu z ,,dZwigniami sprzezef’ — przyjac
biegunowy, niezorientowany'graf ukladu [5], to transformacja do grafu przeplywu sygnatéw
znacznie sie upraszcza.

W niniejszej pracy przedstawiono algorytm konstruowania graféw przeptywu sygnaléw,
ztozonych ukladdéw mechanicznych, dla ktérych istnieja grafy biegunowe pierwszej ka-
tegorii [5]. Opracowany algorytm stanowi rozwinigcie metody modelowania podanej
w pracy [l].

W szezegdlnoscei, przedstawiony sposéb budowy szkieletu grafu przeptywu sygnaléw
oraz zaproponowane konwencje:

— o znakach sygnaldw,

— 0 sposobie rozptywu sygnaldéw zmiennych przeplywowych ,s(p),

— o sposobie rozptywu sygnaldw zmiennych biegunowych ,s(p)
umozliwiajg konstruowanie graféw przeptywu sygnatéw ztozonych uktadéw mechaniczych.
Opracowana metodg zilustrowano na przykladzie budowy grafu przeplywu sygnaldw
uktadu mechanicznego o mieszanej strukturze.

2. Sposéb budowy szkieletu grafu przeplywu sygnaléow

W prezentowanej metodzie graf przeptywu sygnatéw ukladu mechanicznego tworzy
sic w dwu etapach. Konstruuje sig szkielet grafu, a nastepnie, zgodnie z przyjetymi kon-
wencjami dokonuje sie domknigcia tworzonego grafu przepltywu sygnatdw. Szkieletem

% 1X2
Q 8

Rys. I. Graf biegunowy ukladu mechanicznego z drzewem tworzacym (o pogrubionych galgziach)

grafu przeplywu sygnaléw ukladu mechanicznego nazwiemy zbiér wszystkich weztéw tego
grafu polaczonych jedynie galeziami o transmitancjach w;(p) € W(p) lub \wi(p) € , W(p),
gdzie: wi(p) i ,w;(p) sa odpowiednio sztywnoscia i podatnoScia dynamiczna i-tego elemen-
tu uktadu, W(p)i , W(p) odpowiednio zbiorem sztywnoéci i zbiorem podatnosci dynamicz-
nych elementdéw ukiadu, p — argumentem przeksztalcenia Laplace’a. Dla przedstawienia
sposobu uzyskania szkieletu grafu przeptywu sygnaléw rozwazymy uklad mechaniczny,
ktérego graf biegunowy X pokazano narys. | [5]. ’
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W celu skonstruowania szkieletu grafu przeptywu sygnatéw uktadu mechanicznego na-

lezy:

1.
2.

I
Wybraé w grafie biegunowym X ukladu drzewo tworzace Lagrange’a® X.

Przedstawi¢ kazda krawedz ,x; grafu X w postaci dwdjnika d;, a jego koricom przy-
porzadkowaé wlasne zmienne — biegunowa si(p) i przeplywowa ,s:(p), spetnia-
jace réwnania biegunowe elementu:

18:(p) - wilp) = 25:(p),
lub

25¢(p) - ywi(p) = 15:(p)-
Przyporzadkowa¢ linii poziomej, reprezentujgcej poziom odniesienia, korice ,s:(p)
wszystkich biernych dwdjnikéw d; ukladu oraz wezly odpowiadajace zmiennym prze-
pltywowym wzbudzenia.
Wyznaczyé liczbe cyklomatyczna i grafu X, ktdéra okrefla liczbg poziomdw nie-

zaleznych konturéw®
B o=n,—n;+1,

gdzie:

1, — liczba krawedzi grafu X,

n; — liczba wierzchotkéw grafu X.
Przyporzadkowaé liniom reprezentujacym poziomy niezaleznych konturéw korce
reprezentujace zmienne biegunowe ,s;(p) wszystkich biernych dwéjnikéw ukladu
i wezly zmiennej biegunowej odpowiadajace wzbudzeniu ukladu.
Kazdemu poziomowi przyporzadkowaé wezty ,5:(p) tylko tych dwdjnikéw, ktdre
w grafie biegunowym X tworza jeden niezalezny kontur zamknigty.

c . [l) E
A s B
O— 1 |7—-————0 (L,S;
|
’i"__'_‘_ 152 1523 h%s Snt_1Satn 150 B
b o
d, di,2 d, da,3 da d; dp-1 dn,n |dn
—o—-———ﬂ——-——o—-————i—-——- —~— —_—————— —_— —_— -

250 25 251,2 252 252,3 283 25§ 25n-1 25n-1,0 284 7

[y

Rys. 2. Szkielet grafu przeplywu sygnaldw

L, I, .., 7 —poziomy niezaleznych konturow,
A, B, C, D, E— wspdlne punkty sgsiadujacych niezaleznych pozioméw o tej samej zmiennej
biegunowej si. '

¥ Por. str. 34, 35 w [5].
* Odpowiadajacych ,,dZwigniom sprzezed™ proponowanym w pracy [1].

7 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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i
Uwaga 1. Zmienne biegunowe ;s;(p) galezi wybranego drzewa X grafu X winny sta-

nowié wspdine punkty poziomdéw mniezaleznych konturéw.

Uwaga 2. Kaidy punkt przyporzadkowany poziomowi odniesienia oraz kazdy punkt
przyporzadkowany poziomowi niezaleznych konturéw repezentuje tylko jeden sygnat
zmiennej przepltywowej ,s;(p) lub zmiennej biegunowej ;5,(p).

Dla ukladu mechanicznego, ktérego graf biegunowy X przedstawiono na rys. 1 utworzono,
zgodnie z podanym sposobem, szkielet grafu przeptywu sygnatéw (rys. 2).

W celu umozliwienia domknigcia utworzonego szkieletu grafu przeplywu sygnatéw
nalezy wprowadzi¢ wspomniane we wstgpie trzy konwencje:‘

— o znakach sygnafdw,

— 0 sposobie rozptywu sygnaléw .s(p),

— o sposobie rozptywu sygnaldw ,s(p).

3. Konwencja o znakach sygnalow .

Znaki sygnaléw s(p) i ,s(p) szkieletu grafu przeplywu sygnaléw uwarunkowane sa
przyporzadkowaniem poziomow niezaleznych konturéw do ,,przekazujacych’ lub ,,przyj-
mujacych’ ruch. ,,Przekazywanie ruchu” odbywa si¢ w ukladzie we wspdlnych punktach
(A, B, C, D, Brys. 2) sasiadujacych pozioméw. W kazdym z tych punktéw jeden z pozioméw
jest przekazujacym a pozostale — przyjmujacymi ruch. Poziom ze zmienng ,s(p) odpo-
wiadajaca wzbudzeniu ukladu jest zawsze ,,przekazujacym”.

W takim ujeciu konwencje o znakach sygnatéw mozna zapisaé nastgpujaco:

W szkielecie grafu przeplywu sygnatéw uktadu mechanicznego nalezy przyporzadkowac:

— znak plus

wszystkim sygnatom ,s(p) i .5(p) odpowiadajacym wzbudzeniom uktadu,
wspblnym weztom nalezacym do poziomdw przyjmujacych ruch,

— znak minus :

wszystkim pozostalym sygnaldm (),

— sygnatom ,5(p) dwdjnikéw modelu dynamicznego znaki przeciwne do znakdéw

odpowiadajacych im sygnaldw ,s(p)™.

4, Konwencja o sposoble rozplywu sygnalow

Wszystkie sygnaly reprezentujace stan modelowanego ukladu mechanicznego rozply-
wajg si¢ w grafie przeplywu sygnaléw gateziami:
— pierwszego rodzaju ,x;(,s, ;5) (gatezie rozplywu zmiennych biegunowych),
— drugjégo rodzaju ,x;(25, »5) (gakezie rozplywu zmiennych przeplywowych),
— trzeciego rodzaju ,x;((5, »8) lub ,x;(zs, &) (galgzie sztywnoéci lub podatnosci
dynamicznych elementéw ukladu mechanicznego).

% Dla sygnaldow 2s(p) odpowiadajacych wspolnym punktom sasiadu}qcych poziomow niezaleznych
konturéw nalezy ustali¢ tyle znakow ile pozioméw laczy dany wezet.
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Transmitancje galgzi pierwszego i drugiego rodzaju sa réwne 1 lub —1 w przypadku
jednorodnych. zmiennych ;s(p) i »s(p) opisujacy ukiad lub + R w przypadku niejedno-
rodnych zmiennych® s(p) i ,s(p), gdzie + R jest wspolczynnikiem ujednorodniajacym
zmienne [8].

4.1. Konwencja o sposobie rozplywu sygnaléw »s(p). Zmienne ,s(p) wchodzace w niezalezne
relacje rozplywu sygnaléw wybiera si¢ zgodnie z nastgpujgca zasadg:” ,,Dla kazdego
punktu wspdlnego poziomdw niezaleznych konturéw szkieletu grafu przeplywu sygnaléw
w realcje rozptywu sygnaldw ,s(p) wehodzi zmienna wezta wspdlnego i wszystkie pojedyn-
cze sygnaly polaczonych poziomdéw.

Konwencj¢ o sposobie rozptywu sygnaldw »s(p) mozna zapisaé nastepujaco: :

— kazdy z weztéw zmiennych ,s(p) moze mieé tylko wchodzace lub tylko wychodzace
galezie >x(2s5, 29),

— wezel ziniennej »s(p) posiada wychodzace galezie ,x,(5s, »5) tylko wtedy, gdy wcho-
dzi do niego gataZ ,x (,s, »5) transformujaca sygna{ zmiennej biegunowej ,s na
sygnal zmiennej przeptywowej ..

— wezly sygnaléw wzbudzenia stanowia Zrédia w konstruowanym grafie,

— patezie ,x(z8, »5) moga mie¢ znak plus gdy tacza sygnaly o tych samych znakach
lub znak minus — gdy 1gczg sygnaly o réznych znakach,

— transmitancje galezi ,x(» 5, 18) 1 ,x(;5, 25) maja zawsze znak plus.

Rozplyw sygnaléw w niezaleznych zbiorach zmiennych ,s(p) dokonuje si¢ zgodnie z podana
konwencja, po uprzednim przyjeciu w kazdym ze zbiordw jednego z wezldw jako upustu.
Upustami moga by¢ tylko te wezly, ktérych zmienne przeptywowe odpowiadaja galeziom

!
wybranego drzewa Langrange’a X grafu biegunowego X uktadu.

4.2. Konwencja o sposobie rozplywu sygnaléw ,s(p). Konwencje o sposobie rozptywu syg-

naléw ,s(p) mozna zapisa¢ nastepujaco:

— galezie ,x(,5, ;5) lacza sygnaly tylko jednego poziomu niezaleznych konturdw,

— kazdy z wezldw (x; zmiennej biegunowej , s(p) moze mie¢ tylko wchodzace lub tylko
wychodzace galezie ,x(ys,,s),

— wezet zmiennej ;s(p) posiada wychodzace galezie ,x(,s, ,5) tylko wtedy, gdy wchodzi
do niego gataz ,x(5s, ,5) transformujaca sygnal zmiennej przep}ywowej 28 na sygnat
zmiennej biegunowej ,s.

— wezly sygnaléw wzbudzenia 1s(p) stanowig zrédia w tworzonym grafie,

— gakezie ,x(;s, 15) maja znak plus gdy lacza sygnaly o roznych znakach lub znak
minus — gdy lacza sygnaly o tych samych znakach.

5. Przyklad transformacji ukladu mechanicznego o mieszanej strukturze w graf przeplywu sygnaléw

Celem zilustrowania zaprezentowanej metody otrzymywania grafdw przeplywu syg-
natéw ztozonych ukladéw mechanicznych rozwazymy ukiad pokazany na rys. 3.

© 6 Por. str. 276 w [51.

7 Mozna stwierdzié, ze podana w pracy [1] metoda ,,gry kombinatoryjnej” wyboru laczonych zmiennych
25(p), w przypadku zlozonych ukladéw mechanicznych o wielu stopniach swobody, jest bardzo uciazliwa
i pracochionna.

7*
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Uklad ten przedstawiono w postaci niezorientowanego grafu biegunowego X (rys. 4),
Postepujac zgodnie z algorytmem podanym w punkcie 2 skonstruowano szkielet grafy
przeptywu sygnaldow przyjetego modelu ukfadu mechanicznego. Uzyskany szkielet wraz
z przyjetymi znakami zmiennych przedstawiono na rys. 5.

Zgodnie z przyjeta konwencja o sposobie rozptywu sygnatdw, dokonano domknigcia
konstruowanego grafu przeptywu sygnalow galeziami »x(ys, 18) i 2x(25, 28). Uzyskany graf

V2

Rys. 3. Uklad mechaniczny o mieszanej strukturze

przedstawiono na rys. 6. Po dokonaniu zwarcia wspdlnych punktéw (A, B, C, D) oraz
po odrzuceniu linii reprezentujacych poziomy niezaleznych konturéw (I-+1X), graf prze-
plywéw sygnaléw modelowanego ukiadu mechanicznego przyjmie postaé pokazana na
rys. 7. :

Rys. 4. Graf biegunowy ukladu mechanicznego pokazanego na rys. 3 (z pogrubionym drzewem Lagrange'a)

! .
Zauwazmy, Ze wybrane na rys. 4 drzewo X jest jednym z trzech moZliwych drzew

Langrange’a grafu ). Zatem, przedstawiony na rys. 7 graf przeplywu sygnatéw, jest réw-
niez jednym z trzech graféw mozliwych do uzyskania przedstawiona metoda dla mode-
lowanego ukladu mechanicznego. :
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Rys. 5. Szkielet grafu przeplywu sygnatéw ukiadu mechanicznego
I., I, ..., IX — poziomy niezaleznych konturow,
A, B, C, D —wspdlne punkty poziombéw niezaleinych konturdw.
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Rys. 6. Graf przeplywu sygnalow ukiadu mechanicznego
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Rys. 7. Przeksztalcony graf przeplywu sygnaléw ukladu mechanicznego

6. Uwagl koncowe

Rozwdj metod modelowania ukladéw mechanicznych za pomocg maszyn analogowych
pociaga za soba konieczno$é opracowywania bezposérednich metod sporzadzania progra-
moéw. Jedna z nich jest metoda graféw przeptywu sygnaldw. Zaprezentowana w niniejszej
pracy metoda modelowania ztozonych uktadéw mechanicznych utatwia konstruowanie
ich graféw przeplywu sygnatéw. '

Skonstruowany graf przeplywu sygnaléw mozna wprost zastosowa¢ do opracowania
programu dla elektronicznej maszyny analogowej, a wykorzystujac ogdlna regule redukeiji
Masona — wyznaczy¢ poszukiwane transmitancje operatorowe 1 charakterystyki czesto-
tliwosciowe analizowanego ukladu mechanicznego. W przeciwienstwie do innych metod
opracowany sposob tworzenia grafu przeptywu sygnaldw nie wymaga znajomosci modelo-
wania ukiadéw mechanicznych grafami czwdrnikowymi.

Zaproponowana metoda niezaleznych konturéw wyboru niezaleiznych zbioréw zmien-
nych ,s(p) jest przejrzysta i nie wymaga konstruowania modelu ukiadu mechanicznego
z dzwigniami sprzgZen. Jest to istotne przy modelowaniu grafami przeptywu sygnalow
zlozonych ukladdw mechanicznych o mieszanej strukturze. Prosty sposéb transformowania
uktadéw mechanicznych w grafy przeptywu sygnaléw metods niezaleznych konturdw,
moze zacheci¢ do szerszego ich stosowania w analizie i syntezie ztozonych ukladdéw.
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Peaome

METOI HE3ABUCHMBIX KOHTYPOB HEITOCPENCTBEHHOU
TPAHCPOPMAUMM MEXAHHYECKON CHCTEMEI B I'PA®D CHUTHAJIOB

B pafoTe MpencraBieH AJITOPATM KOHCTPYMPOBAKUS rpad)OB CHTHANOB CIIOMKHBIX MEXAHMUESCKHX
cucreM. Ilpeanorennnle KOHBEHIMK O SHAKAX ¥ coco0e nepeiauyl CHTHANIOB JI0CJIeAOBATENLHBIX Iepe-
MEHHBIX 5 (P) ¥ IAPAILIENEHBIX NIEPEMEHHEIX 15(p) HAI0T BO3MOXKHOCTh HEMOCPEJCTBEHHO MOJE/IMPOBATh
CIIOXKHBIE MEXaHNYECKHe CUCTeMBI rpadamut curranoB. Meron TpaHchopmayy cucteMul B rpad curma-
JIOB MJUZIOCTPHPYETCA H2 IpHMepe MOAETUPOBAHMSI MEXaHWYECKOH CHCTeMbl CMEINAHHOH CTDYKTYDBI.
Hacromuas paGora sBISETCS pasBUTHEM METONOB MOMEIMpPOBAaHMA NMPUBEACHHBIX B [1].

Summary

AMETHOD OF INDEPENDENT CYCLES OF DIRECT TRANSFORMATION OF A MECHANICAL
SYSTEM INTO A SIGNAL FLOW GRAPH

The paper deals with an algorithm of the construction of flow graphs of signals for complex mechani-
cal systems. The suggested conventions with signs and the-division of the signals of the through-variables
25(p) and across-variables 45(p) make it possible to model directly complex mechanical systems by means
of signal flow graphs. The transformation method of the system into a signal flow graph has been ilustrated
on the example of modelling a mechanical system of a mixed structure. The presented paper is a further
development of the modelling methods dealt with in publication [1].

POLITECHNIKA SLASKA -

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 grudnia 1977 r.
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DRGANIA WYMUSZONE LINII WALOW Z UWZGLEDNIENIEM ASYMETRII SZTYWNOSC
GIETNEJ 1 PODATNOSCI FUNDAMENTOW
METODA IDENTYFIKACJI PODATNOSCI DYNAMICZNEJ FUNDAMENTOW LINII WAERLOW

Janusz KOLENDA (GDANSK)
1. Wstep

Analiza drgan linii waléw wymaga z reguly uwzglednienia podatnoéci filmu olejowego
w tozyskach i konstrukeji podpierajacej linie watow. Literatura dotyczaca tego zagadnienia
nie obejmuje przypadku, gdy linia waldw zawiera odcinki o zrdZnicowanych giéwnych
centralnych momentach bezwladnosci przekroju poprzecznego. Przypadek taki wystepuje
np. w liniach waltéw zawierajacych waly korbowe, ktérych analize drgan prowadzi si¢ po
zastapieniu walu korbowego modelem zlozonym z mas dyskretnych i prostych odcinkow
watu. Zalozenie o jednakowej sztywnoSci gigtnej w plaszezyinie wykorbienia i w plaszezyz-
nie prostopadtej do plaszczyzny wykorbienia ograniczalo dotychczas przydatno$é tego
modelu do obliczen drgan gigtnych. Przedstawiony w niniejszej pracy matematyczny opis
drgan linii waldw nie wymaga spelienia takiego zaloZenia.

€

.

| 1 d 2|03~4'! ___N—Q}N—1

/ ‘ [ i}

. XZV 1§ 2% JL n-1 . n

3z b
N

Al

N

A O

_\:

MAAM

Rys. 1. Schemat analizowanego ukladu. ¢ — Zrédlo napedu; b — sprzeglo elastyczne; ¢ — sprzeglo kot-
nierzowe; d — lozysko §lizgowe; f'— sila wymuszajaca; n — liczba lozysk; N —liczba odcinkow oblicze-
niowych linii waléw; « = const — predkos¢ katowa wirowania 1inii watow

\

Zapewnienie nalezytej doktadnosci informacji o podatnosci filmu olejowego 1 konstruk-
cji podpierajacych linie waldw nie jest w praktyce zagadnieniem zamknigtym. Charakte-
rystyki filmu olejowego sa nieliniowe. Utirudnia to dokladne obliczenie podatnosci filmu
dla warunkdéw eksploatacyjnych, gdyz zalezy ona m.in. od nieznanych a priori reakcji
w Yozyskach. Wyznaczanie dynamicznej podatno$ci konstrukeji podpierajacej przy pomocy
wzbudnikéw drgah zwiazane jest z mankamentami [1], a dla niektdrych konstrukcji jest
trudne badZ niemozliwe do zrealizowania. Dotyczy to zwlaszcza przypadkéw, gdy tozyska
sa wbudowane, jak to ma miejsce np. z lozyskiem stewowym watu §rubowego, wbudowa-
nym w sekcje rufowg statku. W niniejszej pracy zaproponowano posrednig metode wyzna-
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czania dynam‘icznej podatnosci konstrukcji podpierajacych linie watéw (tacznie z filmem
olejowym) na przykladzie uktadu przedstawionego schematycznie na rys. 1, ktérej stoso-
wanie moze by¢ w pewnych przypadkach bardziej celowe.

Oznaczenia macierzy stosowane w tekscie

a={a}={a,a,..,q,.., 4, = (@) = [a; | —macierz kolumnowa,
as as
a, ay
A=[aq | =[a.a,..,4, . .,4_]=]|a 0 | — macierz diagonalna,
a
0 "a,
A=[A; 1= A, Az, s dj, . A= 4, 0] — macierz blokowo
, 42 diagonalna (kwadratowa),
0 A,

A; = [anly = [ai] — macierz dotyczaca i-tego odcinka linii waldw,
A = [au)m, — Macierz o wymiarach m xn,

A = [ay], — macierz kwadratowa stopnia n,

AT — transponowana macierz A.

2. Opis drgan linii waléw przy wymuszeniach okresowych

Analizowany uktad traktowany jest 3’ako liniowy. Zaklada sie, ze kolo zamachowe,
sprzggla kolnierzowe itp. elementy stanowig masy dyskretne. Przyjeto, ze gtdwna centralna
0$ bezwiadnosci kazdego odcinka linii watéw pokrywa sie z osig obrotu, Zaktada sig takze,
7e wektory reakcji dzialajacych na wal w toZyskach przechodza przez §rodki cigzkosci
przekrojow poprzecznych watu w polowie diugosdci tozysk (przy czym dhugosé tozyska nie
musi by¢ mata w poréwnaniu z dtugoscia danego odcinka watu, gdy podatno$ci dynamiczne
wyznacza si¢ jak w p. 3).

Lini¢ waldw podzielono na szereg odcinkéw obliczeniowych. Podzialu dokonano
w przekrojach, gdzie wystgpuja sity skupione (reakcije tozysk badz sity wymuszajace),
w przekrojach przechodzacych przez $rodki ciezkosci mas dyskretnych oraz w miejscach
taczenia odcinkéw o rdéznych stalych materiatowych. badz odcinkéw rézniacych sig kie-
runkami gldwnych centralnych osi bezwiadnosci przekroju poprzecznego. Przyjeto kon-
wencje znakow jak na rys. 2. Osie x;;, X2, X3 stanowia lokalny uklad wspétrzednych
i~tego odcinka, wirujacy wraz z odcinkiem. Osie x5, x;3 sa réwnolegle do odpowiednich
gtéwnych centralnych osi bezwladno$ci przekroju poprzecznego i-tego odcinka. O$ Xy
pokrywa sie z osig obrotu linii watéw i z glownymi centralnymi osiami bezwladnoéci
odcinkéw. Zaklada sie, ze wektory uogdlnionych sit zewnetrznych, giéwne centralne osie
bezwladno$ci mas dyskretnych i gléwne osie sprzggla elastycznego pokrywaja sig z odpo-
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wiednimi osiami lokalnych ukiadéw wspdlrzednych. Wplyw obcigZef roztozonych nie

jest w niniejszej pracy rozpatrywany.
Wielko$ci odnoszace sie do poszczegdlnych przekrOJow odcinkéw oznaczono nastepuja-

co:
l=0 Xy =X Xi1 =1i (i=1,2,...,N;a=1,2,...,6)
tio = {Mioa} Uix = {Uixa} Uy = {uix} — macierze kolumnowe uogdlnionych
‘ przemieszczen,
Pio = {Pioa} Pio = {Pixa} Pu ={pua} ~— macierze kolumnowe uogdlnionych sit
wewnetrznych, ‘
X =14

Jfi ={fi.} — macierz kolumnowa uogdlnionych sit zewnetrznych,
M = [ my,_| — diagonalna macierz bezwiadnoSci masy dyskretnej,
= [T ¢fy_| — diagonalna macierz sztywnoS$ci sprzegla elastycznego.

'}1 |
X.1=X-~-
- i P’, U B m ! X: 11
1 ix1 : Q ] | 1+,
) us . .' tl| 'f--] \ 'ﬂ I
|x34vulxrz Uixg i i)

i , b 1,06
Byyor

Pi+1,02

Pies,08
1 _—
Pi1,0¢

Pi«1,03

Pits

Rys. 2. Schemat obliczeniowy dla dwdch odeinkéw walu o odpowiednio réwnoleglych osiach lokalnych

ukladéw wspéirzednych. fi, — uog6lniona sila zewngtrzna, dzialajaca na i-ty odcinek obliczeniowy walu

w korficowym jego przekroju w kierunku «; /i — dlugosé i-tego odcinka; pyo — uogblniona sita wewngtrzna

w koficowym przekroju i-tego odcinka w kierunku o; pr+ 1,04 — uogélniona sia wewngtrzna w poczatkowym |

przekroju (74 1)-go odcinka w kierunku «; iz — uogdlnione przemieszczenie w przekroju x i-tego od-
cinka w kierunku o

Ograniczajac si¢ do technicznej teorii drgan belek [2], rdwnania drgaf i-tego odcinka
walu napiszemy w postaci:

1
i

2.1) Uiyt Qualipee =0, a=1,...,4, ()= 3()

gdzie Qy, jest liniowym operatorem rézniczkowym ze wzgledu na z.miermq przestrzenna
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Nig = X
E) & N ( I, o*
Qiy = — (_{7);6_):7’ Qir = 71—0_);-—5;4_’
2.2 4 52
| EL J _ C .
Qis = (7{9“)[ ox*” Qe = (Z)l ox?

E; — modut Younga (dla --tego odcinka), o; — gestos¢, 4; — pole przekroju poprzecznego,
(I)i, ([3); — gtéwne centralne momenty bezwladnosci przekroju poprzecznego, C; —
sztywnoéé skretna jednostki dtugosei wahu, (Ig); — moment bezwladnodei jednostki dtu-
gosci watn wzgledem osi obrotu.

Warunki brzegowe dla linii watdw przedstawionej na rys. | majg postaé:
(2.3) Prog = Thiglligw, o =1,..,6,
(2.4) Poie = F Ny Unia F Chg nga-
Przy podwojnych znakach ,,+” i ,,—" dolny znak dotyczy o = 5, 6. W przekrojach,
w ktdrych dzialaja skupione sily zewnetrzne i w przekrojach przechodzacych przez srodki
ciezkosci mas dyskretnych, spelnione sg warunki:

@ .5) {l’uu = Uik, 0u»
Die = Pit xxoaiﬁw
Upg = Uiy 1,00 '
o | ..
Pita T Pivy,0utMiality.

Warunki (2.5) i (2.6) dotyczg przypadkdw, w ktdrych osie lokalnych ukiaddw wspél-
rzednych i-tego oraz (i+ 1)-go odcinka wahi sg do siebie odpowiednio réwnolegle — tzn.
gdy odcinki te wykazuja kolowa symetri¢ sztywnosci gigtnej lub ich gidwne centralne osie
bezwladnosci przekroju poprzecznego sg do siebie odpowiednio réwnolegte. W przeciw-
nym przypadku nalezy zestawi¢ analogiczne warunki po odniesieniu wielkosci dotyczacych
i-tego odcinka do lokalnego uktadu wspotrzednych (i+1)-go odeinka. Dla uproszczenia
pominieto w (2.6) wplyw sily ciezkosci i-tej masy dyskretnej; moze on byé uwzgledniony
jak fi« w (2.5). "

Znane zewngtrzne sity wymuszajace oznaczymy w odrdZnieniu od reakcji tozysk do-
datkowo indeksem gérnym ,,w” i zapiszemy je w postaci:

.7 = Z(f,-f;""')Costh+f,~;"2“')sinva)t), y=20,1,2,...; a=1,..,6,

gdzie » = const — podstaw‘owa czgsto$§¢ wymuszen.

Przyjmiemy, e czestos$c w jest rowna predkosci katowej wirowania linii waléw (co z reguly
zachodzi w praktyce dla uktadéw bezprzektadniowych).

Analogicznie przedstawimy nieznane wielkosci :

(2.8) ' fra = 2 (fiMcosyw! + F2Msinvet),
v
~ .
2.9 Uirg = }_l (uilcosywt +utsinvor),
v

{2.10) Pixa = Z (plcosvwr+ piPsinver).
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Podstawiajac (2.9) do réwnan (2.1) i uwzgledniajac, ze

_ I
Uixs = —Uixs,

Uixg

¢
= Uixzs

521

otrzymuje si¢ znane rozwigzania [2], ktdre wraz z rozwigzaniami dla » == Q zapisa¢ mozna

w postaci macierzowej:

.11 Uy = 5’ C®(alcosrwt +a?Wsinvwt), v =0,1,2, ...
gdzie:
| al® = {al®), @ ={a®}, ¢=12, ..,12

— macierze kolumnowe wspdiczynnikow rozwigzan dla »-tych harmonicznych,

x1 0 0 00 0 0 0 000
00 x* x%2 x1 0 0 0 000
C© 00 0 0 00 x? x? x 100
e 00 0 0 0O 0 0 0 0 x I ’
00 0 000 —3x* —2x -1 000
| 003x22x10 0 0 0 000 |,
CiY = TN (CN;)
)
[ cos A®x sin ALx 0 0 .0 0
0 0 cos 1§ x sin A$x chA%x shA9x
(c, = 0 0 0 0 0 0
! 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
|0 0 — APsin APx A9cos APx APsh AP x l‘;’ehl‘;’x_
[ o 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
(o), = cos AP x sin A{x chA{x shAQx 0 0
N 0 0 0 0 cos AMx sin APx
ADsin A% — APcos APx —APshAPx —APchiPx 0 0
0 0 0 0 0 0
0 % . % Ao %
(A = rvw (f)l’ (A9 = (vw) (ﬁ);

() = (w) (AQ) ()i =vw(§)?

W dalszej czgéci pracy pominieto indeksy (») w wyrazeniach A8, 237, 497, A%,

3
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Sity wewnetrzne zwigzane sg z przemieszezeniami u;,, relacjami:

Pixy = EiAiticy,  Pixa = "Ei([z)i”;.’vlz: Pixz = —Ei(la)iu;;’as

2.12 ’ r7
( ) Pixa = Cillithixas  Pixs = Ei(l3)itiys,  Pixe = —Ei(l)ittia .

W wyniku uwzglednienia postaci rozwiazafi (2.11) i relacji (2.12) otrzymuje sig:

(2.13) Dix = %_: AP (alWcosvwt +ai®sinvwt),
gdzie:’
[E4 0 0 0 00 .0 0 00 0 O
0 0,—6EI, O 00 O 0 00 0 0O
o 00 O 0 00 —6E, 0 00 0 O
=10 0 0 0 00 O 0 00cCL O]’
00 0 0 00 6ELx 2Eb 00 0 0
| 0 0 —6ELx —2EL, 00 0 0 00 0 0],
Ai(;) = [(A(i;))J(A(iQ)Z]’
v£0
(A‘:?)l =
| —EAA,sind,x EALcoslx 0 0 0 0 7
0 0 —EIL,23sind, x EILAjcosd,x —EIlL,A3shd, x —EI,A3chi,x
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ’
0 0 0 0 0 0
| 0 0 EI, A3cosdyx EIL Ajsind,x —El,M5chh, x —EI, %shlzx_(l)
(42 =
B 0 0 0 0 0 0 ]
0o 0 0 0 0 0
—EIA3sinAsx  ElsA3cosAsx — ELA3shl,x —EIA3chlsx 0 0
0 0 0 0 — CIAsinAx CLAcoSAx
—El325cosdsx —ElA%sindsx ElA2chAsx  EIl A%shA;x 0 0
B 0 -0 0 0 0 R

W celn ulatwienia dalszych obliczen przeksztalcimy wyrazenia (2:7), (2.8), (2.11) i (2.13)
do postaci: '

(2.14) Sl = ) fuoexp(uet), p= oy =y, oy =1,0,1, .oy,

g

@15 fia = D, f®exp(juot),

Y
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(Q.16) Ui = 2 uexp(juwt), ul = CLaP, v =|ul, o = L),
u .

(2.17) Pix = 2 piexp(uwt),  pld = AR,

2

gdzie:

1 ) B .
St = 2 IO+, RO = 2O, o) = (fwm) — i),
1 . ’ 1 .
S = T’z—(ﬁ‘l"(”) +ifE), = fil®, W= ?(ﬁé(”)—]fiﬁ(”)),

1
df? = @), d = a®,  dp =2 (@ —jal?),
j— jednosé urojona.
Po podstawieniu wyrazed (2.15)—(2.17) do warunkéw (2.5) otrzymuje sie:
(2.18) afd = BPu+ FOf,
gdzie:
[ ={f}, a=1,..,6,

F = [h(r?]mxs,

1 T !
B = — e B = B = — o
e M sEnas T T
1 . 1 1
OSSN 1 S SN N
& 6(EL)i+1 6d 2(E13)i44 T (CL ey
M= el M=M= s, W= kY = s
v (EAZ)i 41 0 b0 AEL A1y’ w0 k0 2(EL AR
1 , 1 1
) = —H) = e Ky = = e, M = —

v0 vi0  2(BIp A4 90 vi0  2(ELADi41’ oo’ (CLA)is:

" Pozostale elementy macierzy F{ sa zerowe.
Macierze B{” moga by¢ traktowane jako macierze przej$cia, wiazace wspotczynniki u-tych
“harmonicznych rozwiazan dla dwéch sqswdmch odcinkdw walu. Maja one blokowo dia-
gonalna, postaé:

(2.19) B = [—35 vees Bf2 112, |

(Ed):
Bﬁ» = (EA)1+1
I 1

0
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(2.19) (ED); 6 00l
[cd] HED)i4y
3(EN):  (BD)
B 0 0|,
s i (EDi+1 (EDisg
32 2, 10
I 7 i 1wy
(Cls)i 0
B (CL)isy
l; 1
cos A,/ sin A,/
By = o » K
ve0 | —eWsin A,/ ecos A d |
ePcos Al ePsin Al ePch Al e{’sh Al
B —ePsindl ePcos Al ePsh Al e§ch Al
e eyrcos Al ePsin Al ech Al eWsh M|
—esin A ePcos Al esh Al e§chil |y
. cosAd  sinAd ]
240 - | —esin Ayl elcos Al oy
(8(”))- (EAlr)l. ((,,)) _i (EIAZ)I.
n (EA)"r)i-i-l ’ l Z(EI)‘ )t+1
1 (EI1?), , A (ED3);
M), — - ¢y, — ,
) 2 2EIMD,, (@3 2001 | 2(EIR®)is,
ey = AR, (e, = (CIA
T T 2(E) (CIA)ie

przy czym dla B nalezy podstawié [ =1,, A = A, oraz dla BY:l =1, 4 = 1,.
Wykorzystujac wzdr (2.18) dla przypadku, gdy (s—1) dalszych odcinkéw obliczenio-
wych obciaZzonych jest w swych kofcowych przekrojach sitami skupionymi, otrzymuje si¢:

), =

(2.20) B+ BY),

+Bi2s-1B

). ¢
B;?S—IBR’{?.\—Z 1Bf5r)s 2 - Bi?lF'(v)f"u)_*"

)
(,’) . va+)2Fl(:-)l i;-:-l+

AN CHFR S

W obliczeniach drgan linii waléw przypadki takie moga mieé miejsce wéwczas, gdy wplyw
niektSérych mas dyskretnych (np. sprzegiet kotierzowych) jest zaniedbywalny, natomiast
reakcje tozysk nie moga byé pominigte. Liczba macierzy B®, mnozonych przez siebie
wedtug zaleznos$ci (2.20), moze byé wéwczas znaczna. Macierze B maja jednakze te do-
godng wlasnoéé®, ze dla odcinkéw watu o jednakowych statych materiatowych zalezno$é

D Przyjecie liniowego modelu tlumienia wewngtrznego w linii waldéw oraz uwzglednienie wplywu na
drgania gigtne statych sit poosiowych, odksztalceri postaciowych od sit poprzecznych i momentéw sil
bezwladnosci obrotu nie eliminuje tej wlasnosci.
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(2.20) redukuje si¢ do postaci:
(2_21) a?’i)s _ B,(’;)g 1, a‘i“)+B‘ et trlF(v)f(y)+B(+c—1 i+2F( )f;(#) +F(v)f;(”)
Macierze B{)s_1 itk powstaja z macierzy B{" przez podstawmm_e
(&) = (€)= () = () =1, (e8)i = (¢§); =0
i zastapienie /; przez

p=lt+s-1
L.

p=i+k
Nalezy zaznaczyé, ze wlasnodci tej nie posiadaja spotykane w literaturze macierze przejécia
dla wektoréw stanu utworzonych z elementéw o tym samym wymiarze [2]. .
Przy wystgpowaniu masy dyskretnej réwnania okreSlajace macierze kolumnowe
wspoStczynnikéw af?; maja na podstawie warunkdéw (2.6) i wyrazens (2.16), (2.17) postaé:
(2:22) ‘ af)y, = Blai®,
gdzie:
B = B,
BL) = BP+ B, v+#0.
Macierze B{%, BY sg identyczne jak w (2.19), natomiast

@23)  BP =B, .., B9,
. [0 0
! | m{cos 4,7 mPsin A, 1y’

[ —m®sin, ] mPcosA, ] m@Pshi, ] mchi,l
—mPcosi, ] —m$sind,l —m$Pchi,l —m$Pshi,l

By = .
2 mPsin Al —mPeosi,l —mPshi,l —mPchl,l| ’
| m$cosA, ] mPsind, ] mPch Al m$shAyl g
R [ 0 0 .
B = iy |
| mPcos Al mPsin Al gy

Macierze BfY otrzymuje sie z macierzy B{ zastqplenlem m przez m%>, m$ przez mP
oraz A, przez As;. Oznaczono tu:

mip = OOy mia(w)” ¢ = M0
CUEAA e T (BLA)d EL )it
ms) = mia(vw)* me = mys(vw)? @ = mie(vew)®

- = 5 m .
(CLAisr’ (BLA%)isa ! (ET323) 141
Ukazana powyzej wlasno$é iloczyndw macierzy B{” nie dotyczy iloczyndw typu fii‘”)-fi’?’,
B®. Eg(v) j;(v) B®,

Relacje poledzy macierzami kolumnowymi a{?; oraz a{ dwdch polgczonych ze soba
odcinkéw waléw o réznych stalych materialowych opisuja macierze przejécia Bf” (2.19):
(2.24) a, = B{Pa.

-

8 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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Wyprowadzone powyzej zaleznosci odnosza si¢ do ruchomych uktadéw wspéirzednych.
W celu uwzglgdnienia oddzialywania konstrukcji podpierajacej lini¢ waléw przyjeto nieru-
chomy ortogonalny uklad wspdtrzednych X, X,, X5 (rys. 1), ktérego o X, pokrywa sie
z osig obrotu linii waldw. Osie X;, X5 sa w chwili 1, = 2kn/w, k =0, 1, 2, ... odpowiednio
réwnolegle do osi x;., xi5 lokalnych uktadéw wspdtrzednych tych odcinkéw obliczenio-
wych, dla ktérych () = (Ia);. Osie x;;, x;; lokalnych uktadéw wspétrzednych tych od-
cinkdw, dla ktérych (13); # (13);, moga w ogélnym przypadku nie by¢ w chwili #, odpo-
wiednio rownolegle do osi X,, X5. Niech zatem J; oznacza kat obrotu lokalnego ukiadu
wspotrzednych i~tego odcinka obliczeniowego w stosunku do uktadu X, X5, X5, mierzony
w kierunku wirowania waléw w chwili ¢,.

Dla uproszczenia opisu wprowadzono cigg indekséw 1, 2, ..., n (n— liczba lozysk),
odpowiadajacych kolejnym podporom tozyskowym. Amplitudy u-tych harmonicznych
nogdlnionych reakcji tozysk i przemieszczeri watu w miegjscach podpoér tozyskowych w lo-
kalnych uktadach wspotrzednych oznaczono

@, LA ul), s VT a=1",6.

Analogiczne wielkosci w ukladzie X, X,, X; oznaczono

1(5): "‘7./;55); ﬁ({:z)s AN} al(llﬂ?'
Zatem w dowolnej chwili ¢ zachodzg relacje:
(2.25) o=y, fi=1Lfi, i=1,..,n,

gdzie:

i = Z uMexp (juwt), @ = {ig},
"

U = Z u{Pexp (juwr), ui = {uf},
A

Ji= D) fpexpGuony, B = {f),
n

fi= D) f®exp (juar),

H

Y
g
[

{rid},

| 0 0
Oy =", I;_J, T =10 cos(wt+d;) —sin(wt+4§;)1.
0 sin(wz+6;)  cos(wt+dy)
Macierze Il; mozna przedstawi¢ w postaci: '

(2.26) 10, = Iexp(~ jor) + I+ T exp(jor),
=0, 0, (=i, iy, 1= i, 0,
1 0007 100
O; = sexp(=j6)[0 1 —j|, fi;={0 00|,
0,/ 1 000
.1 0 0O
I = Zexp(j8n|0 1 J
2 .
0 —j1
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W .celu wyprowadzenia zaleznosci obejmujacej » tozysk tworzymy macierze:
(2.27) I = flexp(—jcot)+f1+ erxp(jcot) ,
i=rfde, 0= e O=rTle i=1.,n

Dynamiczne wiasnosci konstrukgji podpierajgcej linig watéw mozna okreéli¢ przy po-
mocy macierzy podatnos’ci dynamicznej tej konstrukeji:

D(#) = [D(I‘)]Gn) ’,] = l, R
DI = [Wffder 528 = Loai = s vy 10,1

gdzie d%), jest wartoscia ilorazu amplitudy u-tej harmonicznej przemieszczenia w miejscu
i-tej podpory tozyskowej w kierunku « i amplitudy u-tej harmonicznej wywolujacej to prze-
mieszczenie sily, przylozonej w miejscu j-tej podpory lozyskowej w kierunku g:

(2.28) d(.u)ﬁ — ullt)(f(#))—
Jak latwo stwierdzi¢, zachodzi przy tym?®
(2.29) dijey = dijzpexp(—j2e{jup),

gdzie dfh; moze byé okreslone w znany sposéb [2]:

2.30) - diRs = uf&’exp[j(th+e,‘j&ﬁ)] [fJ Pexp (jror)] 1

), ,‘f——rzeczywiste amplitudy przemieszczenia i sily (w ukladzie X,, X,, X3),
&5 — kat przesunigcia fazowego, wywotanego tlumieniem w konstrukcji.
Tworzymy macierze kolumnowe: :

e = {gl(ﬂ)}, f(#) = {fi(#)}’ u® = {ul(#)}’ f(‘“) = {fl(”)}’ i=1,...,n.

Ogblna zalezno§é pomiedzy macierzami kolumnowymi F® i & ma postad:
(2.31) e = D(mf(u)_

Zalezno$é ta nie obejmuje wplywu podatnosci filmu olejowego w tozyskach. W celu
uwzglednienia podatnosci filmu rozpatrzymy wat na dwéch podporach, ktérego schemat
obliczeniowy przedstawiono na rys. 3. Film olejowy traktowany jest jako niewazki, dlatego
sila oddzialywania watu na film w danym ‘tozysku jest réwna sile dzialajacej na podporg
tego lozyska.

Zachodzi zatem oczywista zaleznos$é:

) +f1dz1 +fzdzz = lz oy,
przy czym amplituda ugiecia filmu pod wplywem sily fo = ;“‘)exp(iywt) wynosi
) = f99(cr+jpwbs) ™,

) Zastosowane w niniejszej pracy przedstawienie wielko§ci harmonicznych przy pomocy dwoéch
wirujacych w przeciwnych kierunkach wektoréw na plaszczysnie zmiennej zespolonej i rozszerzenie pojecia
macierzy ‘podatnoéci dynamicznej na uwjemne warto§ci o jest zwigzane z postacia macierzy I7 (2.27).

8°
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gdzie b,, ¢, — wspolczynniki zlinearyzowanych charakterystyk tlumienia lepkosciowego
i sztywnosci Filmu olejowego w lozysku 2. Mozna wige napisac:
g = ﬂ”)dﬁ’? + f';(#)d%) +f 5wy
i analogicznie dla podpory I
i = fidp+ i) + /10y,

gdzie d¢? i d¥ sq zespolonymi podatnoéciami dynamiczanymi filmu olejowego w tozyskach
112
d® = (ci+juwb)™t, =12

lo=Ggr

Rys. 3. Schemat przemieszczenia walu z uwzglednieniem podatnodci filmu olejowego | konstrukeji pod-

pierajacej. by, bs, €), ¢, — wspdlczynniki tlamienia lepkosciowego 1 sztywnofci filmu olejowego w lo-

zyskach 1 i 2; dyy — wspblezynniki podatnosci dypamicznej konstrukgji podpierajacej (i,j = 1,2); f2

sila dynamicznego oddziatywania watu na film olejowy w lozysku 2; /y, /, — wysokoéci filmu olejowego

w lozyskach 1 i 2, %, — przemieszczenie walu w miejscu podpory 2; 7z, — ugi¢cie filmu olejowego w lo-
zysku 2 pod wplywem sily /3

Uogdlniajac powyisze rozwaZania mozna zamiast (2.31) napisac:

(2.32) W = Puofun
gdzie D rézini sig od macierzy D tym, Ze jej elementy na giéwnej przekatne] 54 réwue”:
(2.33) 442, = A9+ (Cra-+juwbi) ™.

Poczynajac od zaleznofci (2.28) sity w lozyskach traktowano jako sily dzialajace na
podpory lozyskowe 1 film olejowy, a uprzednio — jako reakcje oddzialywujace na wal.
Do dalszych rozwazaf stosowaé bedziemy zatem zamiast (2.32) zalezno$¢:

(2.34) W = — pufu,

gdzie f® jest ‘macierza kolumnowa amplitud u-tych harmonicznych reakcji dzialajacych
na wal w lozyskach, w ukladzie X,, X5, X;.

3 Lub J‘,ﬁ‘&a = d, + () + jrobld)~!, gdy wspbiczynniki sztywnosci i tlamienia filmu zaleza
w istotny sposéb od czestosci wymuszen. '
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7 zaleznofci (2.25)—(2.27) i (2.34) wynikaja réwnania:

(2.35) a0 4 @ + Hu® = — DOIIf D 4 1O T] f Oy,
9 4 T + TTu® = — DOIIf O IO I,

M2 4 [Ty O+ Tu® = — DEOAIf D41 fD L T,

.........................................................

© 529

Rozpatrzymy ogélny przypadek, gdy analiza drgai winna obja¢ harmoniczne rzedu do
r-tego wiacznie. Odrzucajac z réwnan (2.35) harmoniczne rzgdu wyzszego od r i tworzac

macierze kolumnowe

U = (w0, L u D, u®, u®, ), [0 = (fED, L fED O i re)

otrzymuje sig:

(2.36) UPu®” = ROF,
gdzie:
RIS .,
nian
I
u® = TRV ,
nin
T 1
_ | ] PP
—f)(—")f_[ ﬁ(—r)ﬁ
b(—r+1)f1 b(—r+1)ﬁ 5(_”_1)1![
DI DEDIT DI
RO = — ot BOT BT
PO BOR Bt
o . . .
Dr=of D”(r—l}ﬂ D=1

Doy

P

A6n(2r+1)
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Pozostale bloki macierzy U® i R" sa zerowe. Z rownania (2.36) otrzymuje sie®:
| (2.37) Y = (UM)~LRD [0,

ZaleznoSci (2.35)—(2.37) ukazuja sprzgzenie kolejnych harmonicznych sit i przemieszczen,
co uniemozliwia wyznaczenie sumarycznego rozwigzania jako superpozycji rozwigzan
dla kazdego rzedu harmonicznej drgan. Mozliwosé taka istnieje w przypadku, gdy wszystkie
odcinki linii watéw wykazuja kotowa symetrie sztywnosci gigtnej (I, = 75). Analize drgan
mozna wowczas prowadzi¢ w nieruchomym ukiadzie wspdirzednych, wykorzystujac zamiast
(2.37) zalezno$¢ (2.34). Ponizej przedstawiono schematycznie sposéb wyznaczenia 1ozwig-
zan z wykorzystaniem zalezno$ci (2.37).
Warunki brzegowe (2.3) i (2.4) mozna dla konkretnej linii waldw przedstawi¢ w postaci:
A(")a‘{‘) =0, ) :
(2.38) B® 4 S BUIF )
BY g +j=Z:B, AGEE |

gdzie macierz A" wyznacza si¢ z warunkéw (2.3) przez wykorzystanie zaleznoéei (2.16)
i (2.17) (dla x = 0), macierze B®, ZS‘](”) i BY powstaja w wyniku wymnozenia odpowiednich
macierzy przejécia dla calej linii watéw, / jest liczba punktéw przyloZenia zewnetrznych
sit wymuszajacych, przy czym
Y@y = {(f279%}, a =1, ..., 6-macierz kolumnowa amplitud -

u~tych harmonicznych sit wymuszajacych w k-tym punkcie linii watéw,
Tworzac macierze kolumnowe

ay = {af™", ..., a5 P, a®, a‘fl), s afl,

T = (2O, (" o (P71},

S = (fwen e Fw©) fud) o fROY

mozna na podstawie (2.38) napisac:

!
N By, =o,
k=1

'

(2.39) APa =0,
(2.40) BV 4 B f(r)_!_E(r)Z‘W(r) -0,
gdzie:

[ 4® N B T

AD B
4(") = A(O) ._B(r) — _§(0)
A B
- A" {e2r+1yx12¢2r41) B B® |eri1yx12@r+1)

“ Wykorzystujac ortogonalnoéé macierzy IZ mozna (U®)~* otrzymaé z macierzy U przez zastapienic
II, IT macierzami transponowanymi 17T, I1T.
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ﬂﬁ(r) . ~‘E(") ]
B pre¥

B = B B B = )
BW BWw

| _ B(r)_G(z-'+1)x6n(2r4-l) | BY_|s@aratyxsi@r+1)

BO = [BYBY ... Bloxss,  BO = [BOBY .. BYlexs.
Pozostate bloki macierzy 4™, B, B i B™ s zerowe.

Z kolei nalezy wyrazi¢ ™ w funkcji niewiadomych /' i g‘l’). Gdy i-ty odcinék obli-

czeniowy podparty jest na swym koncu j-tym lozyskiem, to macierz kolumnowa amplitud
p-tych harmonicznych przemieszczen w tym przekroju walu jest réwna:

(2.41) Ul = CPaP = CN, 0a,.
W wyniku wyznaczenia a{® w funkeji af” i wprowadzenia ciagu indekséw 1,2, ..., n dla

kolejnych tozysk, zalezno$¢ (2.41) przyjmie postaé:
_ J l_” _
(2.42) ud = CMa + Z Cip f 4 Z CTO ),
i=1 . k=1 :

-gdzie [} jest liczba punktéw przylozenia wymuszen zewnetrznych na odcinkach podpartych
tozyskami 1,2, ..., j. Kojarzac zaleznosci (2.42) dla j = 1,2, ..., n otrzymuje sig:

(2.43) u® = COGY + COL 4 T T,

gdzie macierz C® ma wymiar 67 x 61 i jej posta¢ zalezy od rozmieszczenia punktéw przy-
lozenia wymuszenr zewnetrznych, natomiast

e & 0
C® = cP|. N E,' o) cP C(”g
CP onxrz e o ol

Zatem dla wszystkich rozpatrywanych harmonicznych
(2.44) 4® = COgP 4 COFOLTO fro,

gdzie:

~

. S ey A n
CO =[7C®, ..., CHD COCD, ..., CO_|enar+1ys

i
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N Ral
cw cw

—_ =0 (0
o = c© , c©
: cw M

oy
I

C |enrs nx12¢r+ 1)

r
_ )_ 6n(2r+1yx 61(2r+1

-

Pozostale bloki macierzy C® i E‘* ) sq zerowe. Z zaleznoei (2.37) i (2.44) otrzymuje sie:
(2.45) £ = P(’)@"')g_({) + é(r) sy,
gdzie:

P® = [(UM)~1R® - CO)1,

Z zaleinoéci (2.39), (2.40) i (2.45) wyznaczy¢é mozna macierz a{:

A
2 /o,

: -1 0
(246) Q(f)°= [B(r) +§(r)P(r)5(r)] [__ (é(r)P(r)zv(r) + E(r)) L

po czym korzystajac z macierzy przejécia i zaleznosei (2.16), (2.17), (2.45) — parametry
drgan wymuszonych wszystkich odcinkow linii watéw.

3. Wyznaczenie wspélczmﬁik()w podatnoéci dynamicznej

Podobnie jak dla ukladu rozpatrywanego w [1], poszukiwane wspdiczynniki podat-
noici wyznaczy¢ mozna na podstawie wynikéw pomiaréw drgan linii watéw przy znanych
wymuszeniach., Na wstepie wyznaczymy odpowiednie zaleznoéci dla przypadku, gdy linia
waldw zawiera odcinki wykazujace asymetrie sztywnofci gigtnej, a znane wymuszenia
dziatajq‘przy wirowaniu watéw. W tym celu wykorzystamy ogdlne wyraZenia, wynika-
jace z zalezno$ci (2.25), (2.27) i (2.34): '

(3.1 U = (U150,
3.2) f(r) = U");f"),
(3.3) " = ém_f"m’
gdzie:
DO = Do, DD HO pD LR P

Z réwnafi (2.44) 1 (3.1) otrzymuje sie:
(3.4) Zm = @m)—l [(U®)=1g® — E"’g‘{’ - E(r);fwm].
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W wyniku podstawienia (3.4) do warunku (2.40) mozna wykorzystujac warunek (2.39)
napisaé:

(35) ") = K(')(L(r)u(r)+M(r)fw(r))
gdzie: .
é(r) —1 0
KO = | 2oy goreon-1ge , LO = - BEY(FPN=1 (11N -1 >
B® —BM(CO)TIC? f1a@rsny ABOCOY U [122r4 1yx6n2-+ 1)
(5o 20 0]
MO —
B(r)@;(r)) 1C(r) B(’ 12(2r+1)x61(2r+1)

Z zalezno$ci (3.2), (3.4) i (3.5) wynika: _
(3.6) f(') = U® (é'(’))" 1{[([/("))— 1__ E(')K(r)L(r)] g0 _ (E(r) +COROM (r))fw(r)}_

Je$li macierz kolumnowa amplitud znanych sit wymuszajacych w i-tym wariancie pomia-
rowym oznaczZymy przez g ¥M);, a macierz odpowiadajacych im amplitud przemieszczen
walu w lozyskach przez (#);, to macierz zawierajaca poszukiwane macierze podatnosci
dynamicznej konstrukcji podpierajacej (facznie z filmem olejowym) wyznaczyé mozna z za-
leznosci:

(3.7 é(') = ﬁ(r)(f(r))—x,

gdzie: ‘

FO = [ (s ... FVenars 1)

U = (@), @)z -.. @ )sncars b
(_]F(r)) y = UOCO)~1 {[(UD)~1 ~ COXDLOVED),; ~ (Ev(r) + COROM®)(f7),}.

Relacje (2.29) i (2.30) pozwalajg zmniejszy¢ wymiary macierzy w zaleznosci (3.7) i niezbedna
liczbe wariantéw pomiarowych z 6n(2r+1) na 6n(r+1) (tj. na podstawie pomiaréw wys-
tarczy wyznaczyé macierz D™ = —[~D® DM 13‘12__]6,,(, +1)-

- Zaklada si¢ przy tym liniowa niezalezno$§¢ macierzy kolumnowych (f My, dlai=1,2,...,
on(r+1). W szczegSlnosci mozna to uzyskaé dysponujac jednym #rédlem sit wymuszaja-
cych, przyktadajac je kolejno w I = n punktach linii watéw®, w kierunkach odpowiada-
jacych oo =1, ..., 6 i z czestoSciami 0, w, 2w, ..., Fo.

W przypadku, gdy przy pomiarach linia waléw nie wirnyje, réwnaniami wyjSciowymi
do podobnego wyprowadzenia zaleznosci okreslajace; macierz podatnoéci D® sg wyraZema
(2.34), (238) i (2.43) dla p =, 4® = u®, fO = O,

Gdy wszystkie odcinki linii waléw wykazuja kolowa symetrig sztywnosci gigtnej i ana-
liza prowadzona jest przy wirujacej linii waléw w nierpchomym uktadzie wspéirzgdnych,
wykorzysta¢ mozna zaleznosci (2.34), (2.38) i (2.43) dla u = v z zamiang «® na &® i f®
na f® oraz odniesieniem znanych sit wymuszajacych do nieruchomego uktadu wspot-
rzg¢dnych. \

® Przy zmianach punktéw przylozenia sit wymuszajacych macierze Ch, 0, ¢ KO L0 § MO

nie ulegaja zmianom, gdy podzial linii waléw na odcinki obliczeniowe (p. 2) uwzglednia wszystkie te
punkty.
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4. Uwagi koncowe

W celu zachowania ogdlnosci rozwaZan nie uwzglgdniono w niniejszej pracy, ze wplyw
_podatnoéci fundamentéw przy drganiach skretnych linii watdw jest pomijalny i odpowied-

nie elementy macierzy podatnosci dynamicznej poza gléwna przekatna sa réwne Zeru,
a na gtéwnej przekatnej — zredukowane do czionéw dotyczacych wplywu filmu olejowego
w tozyskach. To samo dotyczy drgan podtuznych linii waléw gdy fundament nie przejmuje
sit poosiowych, np. przy braku lozyska oporowego. Elementy macierzy podatnosci dy-
namicznej odnoszace si¢ do drgan gigtnych moga by¢ wyznaczone na podstawie 4n(r+ 1)
wariantéw pomiarowych, a przy ograniczeniu si¢ do drgan poprzecznych — na podstawie
2n(r+1) wariantéw (przy czym zrdodtem statej sity wymuszajgcej w ruchomym ukiadzie
wspoirzednych moze byé osadzona na wale niewyrdwnowaZzona masa, wirujaca wraz
z walem). Pomiary przy wirujacym wale maja te zalete, ze wlasnosci tworzacego sic wéw-
czas w lozyskach klina smarnego sa bardziej zblizone do analogicznych wtasnosci w wa-
runkach eksploatacyjnych, niz charakterystyki walstwy oleju smarnego w lozyskach przy
nieruchomym wale,

Przedstawiona powyzej metoda 1denlyf1kacy podatnoéci dynamicznej konstrukgji
podpierajacej tacznie z filmem olejowym wymaga pomiaréw przemieszezen watu w tozys-
kach wzgledem nieruchomego ukiadu wspéirzednych. Jeden ze sposobdw realizacji tego
zadania mozZe polega¢ na réwnoczesnej rejestracji wzglednych przemieszczen watu w tozysku
{mierzonych np. czujnikiem bezkontaktowym) i drgaii obudowy lozyska oraz na zsumo-
waniu wynikéw w/w pomiardw, odnoszacych sie do tego samego kierunku wzgledem nie-
ruchomego uktadu wspdlrzednych.
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Pesome

BBIHVKIEHHLIE KOJIEBAHUA BAJIOIIPOBOJOB C YUETOM ACHUMMETPHH
W3CHUBHOM JKECTKOCTH M IIOTATIUBOCTH ©YHIAMEHTOB. METOQN
HUIEHTHOUKALMKM IVMHAMWYECKON ITODATINBOCTH ®YHIAMEHTOB
BAJIOIIPOBOOOB

Pabora wacaercs xonedanuit BaJIOI‘II:)OBO}.'IOB IIPH NEPHOJUYECIKUX BOSMYLIEHUSXK, C YUETOM IOJAT/H-
BOCTH MacCJIAHOrO CJIOSI B IOMINAIHUKAX ¥ (pyHoameHTa. BriBemenHnbie 3aBHCHMOCTH OTHOCATCS K Heco-
TIDSHEEHHBIM MBTHGHBIM, KDYTHIIHEBIM I IPOMIONLHBLIN KONCGAHIAM, ONMCAEBIM TuHelEMA Arddepen-
IMAIIBHBIMY YPABHEHHAMK B YACTHBIX TPOM3BOMbIX. IIpM 3TOM He TPeOyerca CHMMerpust M3THOHOHA
siecToCTH, ISt yMeRbIISNHS Pa3MEPOB MATPHL] CHCTEMB] IIPHMEHAIOTCS MATPHLLI IIEpeXxoja, CBa3bIBa-
1oure 103H@UITHeRTL] pellleHnil COCeIHNX YUACTKOB BaJIONPOBOJa. Lakpe MaTpullbl Nepexopa HpOLIE
MATPMI] IIEPEX0Jd CBASLIBAIOIIAX BEKTODhI NEPEMENIEHMIt H YCWIMH, a HX YMHOMKEHME MO)KeT GLITh
B CJIy4Yae YYACTKOB C OSHHAKOBBIMA (DHSHUCCKHMM MAPAMETPAMK 3AMEHEHO CYMMMPOBAHHEM apTyMEHTOB
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yHICLHI, HAXOASLUXCS B 3THX MATPULAX. PelleHIe TOMyyaeTcsT U3 CUCTeMb] CONPFYKEHHBIX MATPHUHDIX
yPABHEHHIl, OTHOCAIIMXCSI K BCEM PACCMATPURAEMLIM I'aPMOMHUECKHM COCTABJITIOUIHA.

IIpescTaBifieTCs METOM, OTIPENCIICHHs 1<02(DGMUIHERTOB OMHAMAUECCKON TOMATIHBOCTH yHIAMERTA
BMECTe .C MACTISIHBIM CJIOEM HA OCHOBC PE3YJIBTATOR M3MEpelti 1conebannii BanodpoBoia IIPH U3BECTHBIX
BO3MYILEHHAK, MPUKIA/(LIBAEMbIX B MOBLIX TOUKAX BaJIOIPOBOJA.

Summary

N

FORCED VIBRATIONS OF SHAFTINGS WITH ASYMMETRY OF A BENDING RIGIDITY ON
FLEXIBLE FOUNDATIONS.
IDENTIFICATION METHOD OF THE DYNAMICAL RECEPTANCES OF SHAFTING
FOUNDATIONS '

In this paper the periodically excited vibrations of shaftings are considered with the fiexibility of an
oil film in bearings and of a foundation taken into account. The derived formulae are concerned with un-
coupled bending, torsional and longitudinal vibrations governed by linear partial differential equations,
for which the symmetry of a Lending rigidity is not assumed. The size of system matrices is reduced by
means of the transfer matrices related to solution coefficients for adjacent shaft pieces. Such transfer mat-
rices have simpler form then ones related to state vectors and their multiplication in the case of shaft
pieces with equal physical properties can be replaced by adding arguments of functions cxisting in these
matrices. Solutions are obtained from the set of coupled matrix equations relating to all the harmonics
considered.

The identification method of dynamical receptances of a foundation together with an oil film is pre-
sented which is based on measurements of shafting vibrations caused by known excitations being put in
arbitrary shafting points.

POLITECHNIKA GDANSKA
INSTYTUT OKRETOWY

Praca zostala zlozona w Redakeji 16 stycznia 1978 r,
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OKRESLENIE UGIEC LEPKOPLASTYCZNEJ PLYTY PROSTOKATNEJ OBCIAZONEJ
IMPULSEM CISNIENIA

WIESEAW WOJEWODZKI, ANNA PERDZYNSKA (WARSZAWA)

4

1. Wstep

Istnieje wiele prac dotyczacych dynamicznych problemdw cienkich plyt niesprezystych
o warunkach kolowej symetrii. Wyczerpujgca bibliografia tych opracowan nie jest naszym
celem. Wymienione zostana tylko niektére prace. Pierwsze rozwiazania w ramach
klasycznej teorii plastycznosci podali WaNG, Hoprxins [1], Horkins, PRAGER [2], WANG
[3]. Nastepnie uwzgledniono niektére z dodatkowych czynnikéw jak: wlasnosdci spre-
zyste materialu, wzmocnienie, lepko$é i zmiany geometrii. Uczynili to: Durry, Ky [4],
WITMER, CLARK, BALMER [5], FLORENCE [6], JONES [7], WiErZBICKI [8—12], LEpix [I13],
PERRONE [l4]. Obszerna rozprawa WIERZBICKIEGO [IS] poswiecona dynamice powlok
i plyt lepkoplastycznych podaje analityczne metody wyznaczania deformacji, metody
oszacowania ugieé, omawia wplyw réznych czynnikéw decydujgcych o przebiegu pro-
cesu dynamicznego, oraz przeglad dotychczasowych osiagnigé. Istnieje nieporéwnanie
mniej rTozwigzan plyt o dowolnym ksztalcie. Przyczyna lezy w zlozonosci fizycznej
i matematycznej problemu. Dynamiczny warunek plastyczno$ci musi byé wyrazony
w conajmniej tréjwymiarowej ﬁl‘zestrzeni sit wewngtrznych. Uniemozliwia to prostg
linearyzacje prawa plynigcia. Rdwnania rdézniczkowe rzadzace problemem stajg sie
bardziej skomplikowane niz w przypadku kolowej symetrii. Uwzglednienie wymienio-
nych juz dodatkowych czynnikéw komplikuje problem jeszcze bardziej. Cox i MORLAND
[16] jako pierwsi podali rozwigzanie dla plyty kwadratowej. Podobny problem z uwzgled-
nieniem lepkos$ci materialu byt rozpatrywany w pracy WIERZBICKIEGO [L7]. JONES, URAN,
Texin [18] badali eksperymentalnie prostokatne plyty utwierdzone na krawedziach
wykonane z aluminium i miekkiej stali obcigzone impulsem ci$nienia. Stwierdzono is-
totny wplyw zmian geometrii i lepkoéci materiatu na zmniejszenie przemieszczen. W pracy
[19] Jones uwzglednit efekt zmian geometrii podajac uproszczong teorie idealnie plastycz-
nych plyt dowolnego ksztaltu. Podane wyzej rozwiazania [16], [19] jak réwniez rozwiazanie
Baka, NIEPOSTYNA [20], bazujgc na teorii linii zalomdw, przyjmuja ustalone pole predkosci,
a tym samym narzucaja koficowy ksztait odksztatconej plyty. Stwierdzono doswiadczalnie,
2€ w procesie dynamicznym deformacja plyty charakteryzuje si¢ znaczng zmiang postaci
pola predkoSci przemieszczen. W pracy WOJEWODZKIEGO, WIERZBICKIEGO [21] wogdl-
niono teori¢ WIERZBICKIEGO dotyczaca. konstrukcji powierzchniowych o osiowej symetrii
na przypadek plyt o dowolnym ksztalcie. Jako przyklad rozwigzano prostokatna plyte
utwierdzong na obwodzie, obgigzona idealnym impulsem cisnienia, Celem niniejszej
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pracy jest szczegélowa analiza w ramach zatozen [21] procesu deformacji i okre§lenie
koncowych ugieé plyty prostokatnej o krawedziach zamocowanych przegubowo, obcig-
zonej dynamicznie. Zbadany bedzie wptyw lepkosci materiatu, ksztattu i wielkoéci impulsu.
Koncowe ugiecia bgda wyznaczone przy zastosowaniu dwoch sposobdw spetnienia kry-
terium odcigzenia. W wyniku przejécia-granicznego podane beda wyniki dla plastycznoéci
idealne;j.

2. Roéwnanie ruchu lepkoplastycznej plyty

Roéwnanie ruchu plyty ma postaé, [21]
(2.1) W4 apd*y—(P—P¥)u =0,

gdzie w— oznacza przemieszczenie normalne, V*W = w,,.ps jest operatorem Laplace’a,
g = 4kh?|(3yw), k = oolY3, u = 2hp, 0o — oznacza granice plastycznosci materiah,
y — lepkos¢, ¢ — ggsto§¢ materiatu, za§ 2/t jest gruboscig plyty. Przecinkiem oznaczono
rézniczkowanie wzgledem wspdlrzednych kartezjanskiego ukladu x,, (o, 8 =1,2),
a kropka wzgledem czasu ¢. Przez P(x,, t) oznaczono cisnienie przylozone do plyty, a przez
P* jej nos$noé¢ graniczng.

Rdéwnanie powyzsze wprowadzone zostalo w oparciu o zlinearyzowane prawo lepko-
plastyczno$ei, przy pominigciu odksztalcen sprezystych i zatozeniu matych ugieé. Obo-
wigzuje ono tylko w obszarach plastycznego plynigcia. Granice miedzy sztywnymi obsza-
rami, ktore moga wystepowac w pkycie, a lepkoplastycznymi okres§lamy z warunku od-
cigzenia, w = 0. Réwnanie (2.1) wraz z warunkiem odcigZenia opisuje plastyczne i lepkie
efekty, propagacje stref sztywnych i zmiang postaci pola przemieszczen. Réwnanie to
mozna wzglednie szybko rozwiazaé i wyznaczy¢ trwale ugiecia plyty.

3. Metoda rozwigzania

Piyta prostokatna o krawedziach przegubowo zamocowanych jest obcigzona réwno-
miernie roztozonym na calej powierzchni impulsem ciénienia dowolnie zmiennym w czasie
i dziatajacym w kierunku normalnym do jej powierzchni, rys. 1, 2. Lepkoplastyczna de-
formacja wystapi, jezeli w chwili ¥ = 0 bedzie P > P*. Gdyby przez caly czas P=pF
to plastyczna deformacja plyty bylaby nieskoriczenie powolna i nie pojawityby sie sily
inercji 1 efekty lepkie. W przypadku przedstawionym na rys. 2 nalezy rozpatrzyé dwie fazy
ruchu plyty.

Faza 1. 0t < 7.

Réwnanie ruchu plyty ma postaé
(3.1) L(W) = W+ og Vv — (P()— P*)Ju = 0,
gdzie nos$nosé graniczna plyty obcigzonej stalym i réwnomiernie rozloZzonym na calej
powierzchni ciénieniem wynosi
Ppr o 24 Mo A* b
a

32 = e —— = Oh> =
(32 by 3+1/2% —1/3)?)° Mo o ’

= 1.
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Przyjmujemy, ze nieodksztalcona plyta jest plaska, zatem warunki poczatkowe sg naste-
pujace:

(3.3) wix,y,0) =0  w(x,»,0) = 0.
Warunki brzegowe sg okre§lone przez '

2
W(O,y, t) =07 "d_‘ﬁ(,o’zy, t) =0,
ox
2
w(a, y, ) =0, Fwia,y, 1) w(;x,zy, 2 0,
(34) 2*w(x, 0,1)
W, 0,0) =0, Tl g
ay
' *w(x, b, 1)
w(x,b,t) =O: T = 0.
vl
-
e B n s
20 (14 18 |2
21 |15 18 _!3
2 6 0 g4
23 117 I 5
24 mﬂs X gy ‘
| o . e
Rys. 1. Wymiary plyty Rys. 2. Impuls ci$nienia

Pole predkosci ugigcia spelniajace warunki brzegowe (3.4) przyjmujemy w postaci szeregu:

-

o0 o0

. Q . nax |, mmy

(3.5) wix,y,t) = 2{ _Z?A,,,,.(t)snn——a—sm 5
n=1 m=

Funkcy; amplitudy A,,,,,(t) wyznaczamy metodg Galerkina:

(3.6) ffL(w)sm smlexdy =0, k,I=1,2,3...
Otrzymane z (3.6) réwnanie rézniczkowe ma postaé
(3.7)  Aun(O)+ CamAun(t) = Gan(P(1)—P*) = 0
gdzie
(3.8) Com = (m?a®+n2b?)? “4 , G = j—z,
b : nmus
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a wskazniki n i m przyjmujq tylko wartoéci liczb catkowitych nieparzystych. Rozwiazujac
réwnanie (3.7) metoda uzmienniania statych i wykorzystujac pierwszy z warunkéw po-
czatkowych (3.3) do wyznaczenia stalej catkowania otrzymujemy funkcje amplitudy

G""l
(3.9) A"m(t) = C [D","([)_}_P*(e—cnml_l) D"m(o)e—Cnml]
gdzie
(310) Dmn(t) = Cm"e—c""'lfP(t)éC'“"’d[.

Catkujac (3.5) z uwzglednieniem (3.9) i drugiego warunku poczatkowego (3.3) otrzymujemy
nastepujace pola ugigé:

Gl w(x,y,1) = ZE

(P* ,.,,,(0))(1 —e=Cmt) 4

IH

+(Yn(8) = ¥ (0))Cp— P* C,,,,,r]sm—sm m;z){,

gdzie
(3.12) Yom(t) = [ Dyn(@)dt.

"Ruch ptyty moze zakonczyé si¢ jeszcze pod dzialaniem obcigzenia w przedziale czasu
T, — 17, gdzie 7, jest czasem, w ktérym funkcja P(¢) przyjmuje warto$é obciaZenia granicz-
nego P*.

Warunek odcigzenia
(3.13) wix,y,t;) =0
mozna spetnié w dwojaki sposéb. Pierwszy sposob dopuszcza ujemne wartoéci amplitud
predkosci ugiecia. Stosujgc ten sposob nalezy zbadaé czy w poszczegdlnych punktach
plyty warunek (3.13) jest speiniony dla czaséw 7, < # < 7. W tych punktach, w ktérych
ten warunek jest spélniony koricowe ugiecia obliczamy wedlug (3.11). W pozostatych
punktach plyty ruch zakonczy si¢ w fazie II. Drugi sposéb uwzglgdnienia tylko dodatnie
wartosci funkeji amplitud A4,,,(f). Zatem stosujac ten sposéb amplitudy nastepnych postaci
Aum(t), dla ustalonego problemu brzegowego, beda réwne zero dla czasu ¢ > tpy, gdzie
tram jest okreslone przez réwnanie A, (frm) = 0, ktére po uwzglednienin (3.9) ma postac

(314) . Dnm(t)f"m +P* (e—cnmfjnm_ ]) _D"m(())e—cnml,rnm =3 0_

W konfcowym okresie deformacji istnieje tylko pierwsza posta¢ A4,,(r) i w czasie fy, wszyst-
kie punkty plyty zatrzymuja si¢ jednoczesnie. Jezeli wyznaczony z (3.14) czas #7,, bedzie
mniejszy od 7z, oznacza to, ze ruch plyty zakonczy si¢ w fazie I. Koncowe ugigcia wyznacza
si¢ wtedy z (3.11).

Faza IT, 7 < ¢.

W tej fazie ruchu P(t) = 0, ale plyta bedzie odksztalcata si¢ dalej zanim energia kine-
tyczna wprowadzona uprzednio przez dzialanie obciazenia nie zostanie rozproszona w lep-
koplastycznej pracy. Réwnanie ruchu plyty w tej fazie jest nastgpujace:

(3.15) - L(W) = iv+oo VHv+P*[u = 0.
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Pole predkoéci ugigeia przyjmujemy jak poprzednio, w postaci (3.5). Dalej postepujemy
analogicznie jak w fazie I.

Réwnanie rézniczkowe amplitudy ma postaé (3.7) z podstawieniem P(z) = 0.

Spelniajac  warunki ciagtosci

(3.16) wi(x, v, ) = wnlx, », 7), wi(x, y, 1) = win(x, y, 7),

gdzie indeksy I i II odnosza si¢ odpowiednio do wielkosci fazy pierwszej i drugiej, obli-
czamy stale calkowania i ostatecznie otrzymlijemy

G""l
(3.17) Amm(t) = T[(Dmn(r)ec"'"r'i‘Pﬂ: _D"”'(O))G—Cnm!._P*],

(3.18) Wix, ¥, t) _ZZAmu(t)Sm X o mny

n=1 pr=

G19) wley, 0= 2 2 o (D,,".(O) P* — D, () eCrmt)

X G—C""' t. p# C,,,,,f + (Ymn(T) - Ynm(o))cmn + Dmu(T) - Dnm(o) + P*] sin nzx sin mZy

Dla tych punktéw plyty, ktére nie zatrzymatly sie w fazie I stosownie do pierwszego spo-
sobu speinienia kryterium (3.13) czas zatrzymania i koncowe ugigcia oblicza si¢ korzysta-
jac z (3.18) i (3.19). Natomiast stosujac drugi sposéb spelnienia kryterium odciazenia czas
koficowy amplitudy A,, dla tych numeréw wskaznikéw n i m dla ktérych nie zostat usta-
lony w fazie I wyznacza sig przyréwnujac (3.17) do zera. Otrzymujemy

1 D, (7)eCrm™+ P* — D, (0
(320) frum = In @ ;* ©
Chwila #;, ; obliczona z tego wzoru jest czasem zakonczenia ruchu plyty. Koficowe ugiecia
obliczamy korzystajac ze zwigzku (3.19).
Dyskusje réznych kryteriéw odciazenia dla zlineryzowanych réwnan lepkoplastycznosci
i interpretacje energetyczng podanych dwéch sposobdw spelienia (3.13) zawiera praca
WIERZBICKIEGO [23]. Pierwszy sposéb dopuszcza przeplyw energii z nizszych do wyz-
szych postaci predkosci przemieszczenia, drugi sposéb takiej transmisji nie dopuszcza.
Obecnie rozpatrzymy trzy predkosci szczegdlne, a mianowicie obciazenie plyty prosto-
katnym, tréjkatnym i idealnym impulsem ci$nienia.

¢

4. ObclaZenie prostokatnym Impulsem ci$nicnia

W podanej w poprzednim rozdziale metodzie rozwigzania nalezy uwzglednic, ze P(1) =
= P = const, rys. 3. Otrzymujemy:

Fazal. 0<r<g .

4.1 A1) =5 Gom (P—P*)(1—e=Cm1),

H

9 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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mmy

42)  wix,p.0) = 22 Ot (B — P¥)(e=Crmi 4 Gyt — 1)sin " sin ™

"

h=

Faza Il. z< 1t

4.3) Ap(t) = g’"" [(FeCan_F_*_ P*)e'c"""—P*],

@4  wa, y,r)—zz [ (B P Peme) g~ —

n
n={ m=I|

— p¥ tC,,,,,+PrC,,,,,+P ]sm xsmmzy
ol
B
P I
(.
] T

Rys. 3. Prostokatny impuls ci$nienia

Czasy zakonczenia ruchu, punktéw plyty wedlug pierwszego sposobu speinienia kryterium
odcigzenia okreéla si¢ przez przyréwnanie do zera prawej strony réwnania (3.5) z aktualng
amplituda (4.3), a koficowe ugiecia z (4.4). Natomiast wedlug drugiego sposobu spelnienia
kryterium przyréwnujac (4.3) do zera otrzymujemy

1 PeCrmt — P P*

4.5 lnm = I~

Dla r > ty,n amplitudy wyzszych postaci wynosza zero. Podstawiajac (4.5) do (4.4) otrzy-
mujemy wzor na koncowe ugiecia plyty

PeCrmt—— P4 P*\  pmx . mmuy
4. — P* .
4.6)  wy(x, y) E g anm (P Cpm—P*In Yo sin——sin—

n=1 m=

Na zakofczenie tego rozdziatu podamy wyrazenia (4.5) i (4.6) w przypadku idealnej
plastycznoéci tzn. gdy ¥ — 0, odpowiada to zgodnie z (3.8) Cyp — 0. Otrzymujemy

. Pt I =
(47) fpf =3L]]3°tfnm = F = F’ I = PT,
1\ 8P(P— P
— 1 nnx ., mwy
4.8 =1 - 5 \! 7 nwx
( ) wpf y_.]i:;w - /./:.ll nZP*/,L . SII] 2 sSin A
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5. Obcigzenie tréjkatnym impulsem cisnienia
W tym przypadku, rys. 4
.1) P@) = P(l - %)

Zgodnie z rozdzialem 3 otrzymujemy:

Fazal, 0<r<.

. _ Gnm P_ px F —Chpmt F‘
(52) A’”"(t) B C'"" ‘(P P TCnm )(1 -e )_ ?t] ’
(-3) w(x,y,1) = § 2 G P—pP* 4 . (Comt+e=Cmn? — 1) —
. > anm TCnm nm
n=1 m=1

- Pr? i X o MRy

—ZTC ]sn sin 3
Zaleznie od wielkoSci przytozonego impulsu odcigzenia moze nastapi¢ w przedziale czasu
1, — 7, gdzie 7, = (P—P¥) [P jest czasem, w'ktérym obcigZenie osigga wartoéé nosnosci
granicznej P*.

Rys. 4. Trojkatny impuls cinienia

Zgodnie z pierwszg mozliwoscia spefnienia kryterium odcigZenia badamy, dla ktérych
punktéw plyty. w(x, y, t} = 0 w przedziale czasu t; — 7. W tych punktach, w ktérych wa-
runek ten zachodzi ruch ustaje i trwale ugi¢cia moga byc obliczone z (5.3). W pozostalych
punktach ruch zakoficzy si¢ w fazie IL

Stosujac drug1 sposéb spelnienia kryterium odciazenia, dla kazdej pary n i m szuka
si¢ takiego czasu T, <ty < T, aby amplituda A,.(¢;mm) byla réwna zeru. Zadanie to
mozna rozwiazaé graficznie. Przyréwnuja,c . 2) do zera otrzymujemy réwnanie okreéla—
jace t,-,,,,, w posta01

(54) g~ Chmlsim = l—rnmt_fnm,
gdzie ‘
(5.5) r Plz

m = >
i P—P*+P|(7Cpn)

dla kaZdego nim. Dla kazdej z uwzglednianych wartosci n i m, po obliczeniu wspéiczynni-
kéw C,p 1 P, MOZna znaleZ¢ drugi poza punktem (0,1) punkt przecigcia krzywej @~ Chm! fnm
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Z prosta 1 —rpmteam. Jezeli odcigta punktu przecigeia bgdzie zawarta w granicach 7, — v to
?rum bedzie poszukiwanym czasem. W przypadku istnienia w okresie dziatania obcigzenia
trum < 7 dla wszystkich wskaznikdw n i m, ugigcia koncowe w poszczegdlnych punktach
plyty znajduje si¢ przez podstawienie fr,m, do (5.3), a rozpatrywanie fazy ruchu po zdjeciy
obciazenia staje sig zbedne. Z uwagi na szybka zbieznosC szeregu wystarczy w obliczeniach
uwzgledniaé niewielkg liczbg wyrazow.

Faza II. 1<t

n P_ ) . e
(56) Anm(t) = (C}, i {[ 7C (GC'""r—1)—P+P"‘:]e“‘cﬂ'"’—P'[‘},
T\ G [[ 5 2 |
(5‘7) W(x, J’, t) = Z Z C2 {I:P—‘P* —_ TC"‘P (gcllmf___ I)Je—C,,,,,l___
n=1 m=1 fhn nm ,

— P*Com i LT Gt P*Ysin 7 i T
2 a b
Postgpujac wedhug pierwszego sposobu spelnienia kryterium odciazenia, w punktach,
w ktérych trwale ugigcia nie zostaly znalezione w fazie I, bada sig dla jakiego czasu
w(x, y, t) = 0. Wykorzystujgc ten wynik, ze wzoru (5.7) obliczamy koncowe ugiecia.
Korzystajac z drugiego sposobu spelnienia warunku odcigzenia czas koficowy amplitu-
dy, dla tych »n i m, dla ktdrych nie zostal ustalony w fazie I, oblicza sig ze wzoru
. 1, P(eSm™—1)|(zCom) — P+ P*

(5.8) tam = 1 o

AY

Czasem zakonczenia ruchu plyty bedzie czas ¢, ;. Koficowe ugigcia stanowia sume wyrazéw
wyznaczonych przez podstawienie Z,, < 7 obliczonych z (5.4) do szeregu (5.3) 1 typm > T
z (5.8) do (5.7).

PrzejScie graniczne do plastycznodcl idealnej. Faza 1. Jak widaé z réwnania (5.4) nie moZna uzy-
ska¢ jawnego wzoru na #,, aby nastgpnie obliczy¢ granice dla y — oo (jest to réwnow-
azne C,, — 0). Postapimy zatem w sposéb nastepujacy: '

Wyznaczamy z (5.4) wielko§é P:

P*(l — e—Cmnffmn)
(A= 1/(xCrp))(1 —e=Comtsamy —t . [T °

a nastgpnie obliczamy prawg strone tego wyraZenia gdy ¥y — oo. Otrzymujemy wzor

(5.9) ' P=

27 P*

(5.10) Pyt

Z ktdrego znajdujemy interesujgcg nas zaleZnoéé czasu zakornczenia ruchu sztywno-plas-
tycznej plyty od wartosci przyloZzonego obciazenia tzn.

_ 23(P—P%)

(5.11) tor 5
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Dla t = t,; okre$lonego przez (5.11) w przejéciu granicznym z wyrazenia (5.3) otrzymujemy
wzOr na trwale ugiecia

(=] (o]
! 37(P—P¥)2— . )
(5.12) W,y = limwy Z 2 Goum T(P—P*)ty; Gin T G _
yoee n=1 m=1 67'- ' a b
22 32(P P*Bz: 1 . nmx . mmy
——sin sin .
n=1 nr= 37.62P2 nm a b

Faza II. Wyrazeniom (5.8) i (5.7) okre§lajacym czas zakonczenia ruchu i trwate ugiecia
w przypadku sztywno-plastycznej plyty, (y — o) nadajemy postaé
Pz I Pt
tyy =1li tnm='—="_y 1=—";
(513) rf vim S 2 pP* p* 2

[}

——sin sin
32 P*p nm a b

o — -
, 12P(3P—4P¥) 72 1 ¢
(5.14) Wpr = limw, = Z 20GP—4PY) 77 MY sin 7Y
y—+00

n=1 m=1

Z wzoréw (5.11) i (5.13) wynika, ze dla obcigzenia P =2P* czas zakorniczenia defor-
macji bedzie rowny okresowi dzialania obciazenia =, a przy wiekszym obcigzeniu ruch
plyty zakonczy sie w fazie II.

6. Obciazenie idealnym impulsem cisnlenia

Zagadnienie to mozna rozwigzaé obliczajac granicg ostatecznych wzordw otrzyma-
nych dla obciazenia prostokatnym impulsem, przy = daZzacym do zera i rosnacej wartosci

T
P, przy czym, iloczyn TP pozostaje staly i rowny wielko$ci impulsu 7 = lim f P(t)dr 1ub,
=00

jak to zostato pokazane w tym rozdziale, przez uwzglednienie dziatania idealnego impulsu
w warunkach poczatkowych

6.1) (x, 3, 0) = % = Vo, wx,7,0) =0.

Warunki brzegowe pozostaja bez zmian i sa okreslone przez (3.4). Réwnania ruchu i am-
plitudy sa dane przez (3.1) i (3.7) z podstawieniem P(z) = 0. Aby rozwigza¢ réwnanie
rézniczkowe amplitudy wykorzystuje si¢ pierwszy warunek poczatkowy (6.1) tzn.

_ __I__ nmx nmy
6.2) e, ,0) = Vo = - = Z ZA,,,,,(O)sm sin "7

n=1 m=1

Wspdlczynnik A,,(0) znajduje si¢ mnozac stronami (6.2) przez sin fex sin—b;—y i catkujac

w obszarze plyty. Wynosi on

16

(63) A,,m(O) = 72 V() = GnmI)
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a rozwiazanie réwnania rozniczkowego amplitudy ma postac¢

(6.4) A"m(t) = g"m [(CnlnI+ P*) e—Cnml__ P*] .

nm

Pola predkosci przemieszczenia i pole ugie¢ okreslone jak w punkcie 3 maja;postac’

(6.5) Wo(x, 1) = Z Z A1) sin " 5in 72
n=1 m=
m o.% nm maty
(6.6) w(x,y,t) = Z [ Cp+ PR)(1 =Gty — PHC Jsin T sin ™72

= =

Podobnie jak w popirzednich punktach czas trwania deformacji i trwale ugigeia piyty
wyznacza sig stosujac dwa sposoby spelnienia kryterium odciaZzenia w(x,y, t,) = 0.
Wedhig sposobu dopuszezajgcego ujemne wartosei amplitud 4,,(f) okredla sie, zalenie
od wspéirzednychx i y, czasy #; dla ktérych zwigzek (6.5) przyjmuje warto$¢ zero. Nastepnie
tak otrzymany czas zatrzymania si¢ poszczegélnych punktéw plyty podstawia sie do
(6.6) i ustala koficowe ugigcia wo(x, y, frnn). Druga mozliwoé¢ znalezienia poszukiwanych
wielkoci polega na obliczeniu #7,q, dla ktorych kolejne amplitudy A,n,(1) bgda miaty war-
to$€ réwna zeru i na tej podstawie okreslenie koncowych ugigé punktéw plyty. Przyréwnu-
jac (6.4) do zera otrzymujemy czas

1 P*4IC,
(67) ffnm = C -In _‘1_)}, _7"_’

az (6.6) po uwzglednieniu (6.7) pole trwalych ugie¢

[o=]

o0
Y G (I—— P P*+IC,,,,,)Sill nmx L My

\
(6.8) we(x, y) = Z:H c. - In P b

Dla n = m =1, przy uwzglednieniu ozpaczefi podanych w poprzednich rozdziatach,
otrzymuje si¢ z (6.7) czas zakoficzenia ruchu calej pyty tzn.

b*\?
— 4 —_—
373 bye 4V ooh? (1+ )
(6.9) tp = — Sl 14 -
b? 31/3 P*b%y
2n*c o h? 1+—a—2

oraz z (6.8) pierwszy i zarazem decydujacy wyraz szeregu koficowych ugieé plyty

(6.10) we(x, y) =

41/3 b* P . :
24y36 y:z 5 (Vo*v- zjfil)smﬂ;—sm%y.
n8ooh? (1 + }1—2) )

Dla plastycznosci idealnej tzn. y —» 00 wzory (6.7) i (6.8) majg postac

(6.11) rpf‘= “mtfnm

y—r o0 P*,

I =uV,,
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(o] o]
o \ ’Gym . nmx . mmy _
(6.12) wpf—llrnn 2, TapE-sin—sin—= =

'—nlml

7. Wynikl numeryczne i ich analiza

Ze wzglgdu na symetri¢ szukane wielkosci ugieé i predkoéei ugieé liczone sg w weztach
ortogonalnej siatki jednej czwartej powierzchni plyty, rys. 1. Do obliczet numerycznych
przyjeto stale mechaniczne i geometryczne, tabl. 1, takie jak w [18,21].

Tablica 1. Stale materialowe | geometryczne plyty

o9 0 2h ‘ a b Y
kGs?
[kG fcm?) - [cm] [cm] fcm] [s7!]
cm
50
2376,38 8,37 10~ 0,2489 7,62 12,859 200
10000

Wpiyw sposobu spelnienia kryterium odciazenia. Rozwigzanie problemu poczatkowo-brze-
gowego przy statych granicach procesu deformacji wedtug pierwszego sposobu spelnienia
warunku odcigzenia prowadzi w koncowej fazie ruchu do wyznaczania pewnej powierz-
chni rozdzielajacej obszary o dodatnich i ujemnych predkosciach ugigcia. Z uwagi na przy-
jety model materiatu ujemne predkoéci sa fizycznie niemozliwe. Zatem ten sposéb moze by¢
stosowany w przypadkach, jezeli wszystkie punkty plyty zatrzymuja si¢ w waskim prze-
_ dziale czasu. Na rysunkach 5-8, 18 przedstawmno wykresy ugieé, predkoéci ugigé srodka
plyty i czasy zatrzymania sie poszczegolnych punktéw plyty obliczone wediug pierwszego
i drugiego sposobu spemienia kryterium odcigzenia. W tablicy 2 podano koificowe ugigcia
i czas deformacji §rodka plyty prostokatnej i ptyty kwadratowej (9,898 x 9,898 cm) o réw-
nym jej polu. Widaé, e ugiecia predkoéci i czasy zatrzymania si¢ poszczegdlnych punktdw
plyty réznia si¢ o kilka procent. Powierzchnia koricowych ugieé wyznaczona stosownie do
drugiego sposobu speinia kryterium ma bardziej wyréwnany ksztatt. Zastosowane szeregi
sa szybkobiezne. Pierwszy wyraz jest decydujacy w okreSleniu predkosci ugigé i ugigé
trwatych. Powoduje to mata réznice w wynikach uzyskanych przy zastosowaniu obu spo-
sobéw spelnienia kryterium.

Wplyw ksztaltu impulsu. Jak wynika z wykresdw zmiennoéci amplitud predko$ci ugigcia
w czasie, rys. (9—11) poczatkowy ksztatt funkcp zalezny jest od rodzaju obciaZenia, na-
. tomiast w fazie ruchu plyty po zdjeciu obciaZenia i przy obciaZeniu idealnym impulsem
krzywe maja ten sam charakter. Przy obciaZeniu prostokgtnym impulsem ciénienia wykres
amplitud predkosci ugigcia, (rys. 9) i samych predkoéci ugigé w czasie (rys. 6) punktow
plyty jest rosnacy do czasu zdjecia obcigzenia. Punkt ¢ = 7 jest ostrzem na wykresie, _
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pierwsza pochodna i krzywizna zmieniaja znak. Dla obcigZenia trdjkatnym impulsem ci$-
nienia funkcje amplitudy predkosci ugigeia rosng w czasie od zera osiggajac maksimum
przed konicem dzialania obciaZenia, a nastepnie maleja do momentu osiggnigcia okreslonej
warto$ci ujemnej, (rys. 10). Moment zdjecia obciazenia, r = 7 jest punktem przegiecia

femlfw ! ! a r | T b] ] ({'J}Jsek]
0,3

0,2

0,1

400

[em] i[}Jsek]

0.3
_
o2k 40
L // -
L 7 Z
0,1 360 sek
/At . r// 253usek ~400
ylem]
1 l \ 1 1 1 l l 1 I
Q 1,285 3858 6629 0 1,285 3,858 6,429°
ylem)

Rys. 5. Koncowe ugiecia i czas zatrzymania punktow plyty polozonych na przekroju x = a/2 Linia prze-

rywana oznacza wartofci obliczone wg pierwszego sposobu spelnienia kryterium odciazenia a linia ciagla
wg drugiego sposobu

a) Obciazenie prostokatnym impulsem P = 21,002 kGjem?, 7 = 200 ps., y = 200 st

b) Obcigzenie prostokatnym impulsem P = 21,092 kG/cm?, T = 200 us., y = 50 s.*
c) Obciazone tréjkatnym impulsem P = 42,184 kGjcm* v = 200 ps., ¥ = 50 5.7}
d) Obciazenic idealnym impulsem ¥, = 15,24 m/s., y = 50 5,7t

Im/sekl| ws ‘ r T r

12l faza dziatania
obcigzenia

faza ruchu po zdje-|
ciu obcigzenia

ol |

5 _

5 _
\

\ ! | L AL

0 100 200 300 [}Jsek]

Rys. 6. Zmiana predko$ci ugiecia $rodka plyty w czasig. Obcigzenie prostokatnym impulsem P=
= 21,092 kG/cm?, 7 =200 us, » =50 s~'. Linia przerywana oznacza wartoéci obliczone wg pierwszego
sposobu spelnienia kryterium odciazenia, a linia ciagla wg drugiego sposobu
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15~ faza dzialania faza ruchu po zdjeciu |

obcigzenia "~ obcigZenia
2
gl-
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I T \
\\/ \
gl O T \
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Rys. 7. Zmiana predkosci ugigcia §rodka plyty w czasie. Obcigzenie tréjkatnymi impulsami P == 42,184;
19,854; 14,061 kG/cm? 7 = 200 ps, p = 200 s~*. Znaczenie linii jak na rys. 6

[ ]
m/sek)|w, T i ! i
B
‘\\\
N
12| \\ -
N
N
AN
5 \\\ 220056k’
A
AN
6l \ \\'ﬁ'=5059k
\\ |
3 \ \ o Rys. 8. Zmiana predkosci ugigcia $rodka plyty w czasie.
\\ \\ Obciazenie idealnym impulsem ¥V, = 15,24 m/s. War-
' ! ! CNLN toici obliczono WE Dierwszego sposobu spehienia
0 100 200 {psek

kryterium odciazenia

Tablica 2. Koricowe ugiecia i czas deformacjl §rodka plyty prostokatnej i kwadratowej
o réwnych polach

P

Obcigzenie prostokatnym

Obcigzenie trojkatnym

Obcigzenie idealnym

impulsem | N impulsem impulsem
P = 21,092 kG/cm? P = 14,061 kG/cm? Vo = 9,525 m/s
Plyta Plyta Plyta Piyta Piyta Plyta
prostokatna | kwadratowa | prostokatna | kwadratowa | prostokatna | kwadratowa
*
Czas deformadji 443 506 122 151 217 257
Srodka plyty -
[us] 405 448 117 142 191 212
*
Koficowe ugiecia| 02814 0,3604 0,60503 0,00876 0,1143 0,1311
§rodka plyty
[em] 0,2642 0,3221 0,00496 0,00878 0,10795 0,1191

* Wielkoéci nad linig przerywana podane sq wg. pierwszego sposobu spelnienia kryterium odciaZenia,
a wielko$ci pod linia przerywana wg. drugiego sposobu.

[549]
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T T I

nm )
faza dziatania
obcigzenia

T T T T

faza ruchu po zdjeciu
obcigzenia

15 -1

—— §=2005eK"
——— = S0sek?”

! |
200

| !
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Rys. 9. Zmiana amplitud 4. w czasie. Obcigzenie prostokatnym impulsem ci$nienia P= 21,092 kGfem?,

7 = 200 ps
Im/sek)[ Anm ! T T T T T tm/sekl A ] ror T
fczq' &‘:Izicﬂ’qnic (qu fu'chu po zdjgciu 24 ]
5k obcigz. obcigzenia | 7=2OOSek"1
2 ——— 7= 508k |
12 7=50sek’ | 18 7]
15 T
& i 2 -
- fAn _
B~ i
3 N -
Az A
° \ L4 =13 t ! I | T~ ¢
0 100 260 300 [psek] 0 100 200 300 Tpsek]

Rys. 10. Zmiana amplitud Am W czasie. Ob-
cigzenie trojkatnym impulsem ci$nienia P =
= 42,184 kG/em?, v = 200 pus

Rys. 11. Zmiana amplitud A,, w czasie. Ob-
cigzenie idealnym impulsem cifnienia Vo =
= 15,24 m/s

wykresu, nastgpuje tu zmiana krzywizny. Charakter wykresu predkosci ugigcia (rys. 7)
jest podobny do wykresu amplitud, przy czym maksimum predkoéci ugiecia wystepuje
w chwili zréwnania si¢ biezacej wartosci obcigZenia z obciazeniem granicznym P¥, (przy
brzegu plyty moga pojawié si¢ niewielkie odchylenia od tej zasady).

Przy obciaZeniu idealnym impulsem wykres amplitud, (rys. 11) i samych predkosci ugigé,
(rys. 8) jest w catym przedziale czasu malejacy. Dla réznych funkcji obcigzenia otrzymuje
sie podobne wykresy koficowych ugieé punktéw lepkoplastycznej plyty. Przy tej samej
wartoéci impulsu wigksza warto§é korcowych ugie¢ uzyskuje si¢ dla impulséw, ktore
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maja wiekszg poczatkowa warto$¢ obcigZenia (wigksze ugigcia przy obcigZaniu idealnym
impulsem, mniejsze dla obcigZenia tréjkatnego w czasie, a najmniejsze dla obciazenia
prostokatnym impulsem ciénienia), (rys. 12). W przypadku kotowych plyt z materiatu
sztywnoplastycznego wplyw ksztaltu impulsu na ugigcie koncowe byl analizowany przez
PERZYNE [24]. Stwierdzono niewielki wplyw, malejacy ze wzrostem stosunku Pax/ P*.

[em]| wg T l !
0,00 — : 1
idealny :
A tréjkatny
0,075~ impuls impuls _
—_—
.
7
/ -
0050~ P PR
4y
// K prostokgtny
Y\ impuls
0025 / /" .
/-
wd
N/ 7
Z/ | T - {
0 . 50 100 150 [JJSEk]

Rys. 12. Ugi¢cie §rodka plyty w czasie przy tej samej wielkos$ci impulsow (wg drugiego sposobu spetlnie-
nia kryterium odciazenia) y = 50 s.7. ObciazZenie idealnym impulsem ¥ = 9,525 m/s; trojkatnym im-
“pulsem P = 39,686 kG/cm?, = = 100 us i prostokatnym impulsem P = 19,843 kG/cm?, 7 = 100 ps.

Wplyw wielko$cel impulsu. Zmiana wartoSci przylozonego obciaZenia lub czasu dziatania
ma decydujacy wplyw na wielko§¢ i ksztalt powierzchni koficowych ugigé oraz czas za-
konczenia ruchu plyty. Niewielkie zwickszenie wartosci obcigzenia lub przediuzenie czasu
dzialania powoduje duzy wzrost ugieé i jedhoczeénje wydluzenie czasu ruchu plyty (rys.
13, 14). Przy wigkszych wartosciach impulsu ksztatt powierzchni koficowych ugigé jest mmniej

T T T T T T
[eml| wg faza ruchu po zdjec]lu

obcigzenia

;0,300 foza dziatania
obcigZenia

P=42,184 kG/cm?

0,225
04501~ -
-
0azsk ey i 2 -
g 2P"= 19,854 kG/cm
P = 14,061 kG/cm? | ¢
0 - 100 200 300 [psekl

Rys. 13. Ugicgcie $rodka _plyty w czasie (wg drugiego sposobu spelienia kryterium odcigZenia). ObcigZenie
trojkatnymi impulsami P ='42,184; 19,854; 14,061 kG/cm?, 7 = 200 ws. y = 200 s.”'.
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lem]| we T [ f
250 -~
20 |- -
Vo= 65,368m/sek
1,5 —
W0 .
15 Vo=15,24 m/sek .
. Vg =9,525 m/seic
I L | | Lt

0 100 300 400 500 BLO |psek]

Rys. 14. Ugiecie §rodka plyty w czasie (wg drugiego sposobu spelnienia kryterium odcigzenia). Obciazenie
idealnymi impulsami ci$nienia ¥, = 65,368; 15,24; 9,525 m/s. y = 50 s.”L.

T I I T I
" ;
£/ Yq=9,525m,/sek ﬂ‘
1,0 L N
081 T
Yo =15,24m/sek ' J
0.6
.O,Z. ’— 1
=65,368m /sek
0,2[— I
| 1 Y
0 1,285 3,858 6429 [cm]

Rys. 15. Ksztalt powierzchni koficowych ugigé plyty (wg pierwszego sposobu spelienia kryterium od-
ciazenia). Przekrsj §rodkowy x = 3,81 cm. Obciazenie idealnymi impulsami ciénienia Vo = 65,368;
15,243 9,525 m/s. y = 200 s.”%.

tagodny, a w punkcie srodkowym krzywizna ma wigksza wartos¢, (rys. 15). Wystgpujace,
przy matych wielkodciach impulsu, lokalne maksima powierzchni koficowych ugigé w oko-
licach brzegu plyty przy wiekszych jego warto$ciach znikaja wraz z powigkszeniem ugie¢
punktu $rodkowego. Specjalne znaczenie ma wielko$¢ impulsu w przypadku pyty obcigzo-
nej tréjkatnym impulsem cisnienia. Dla plyty sztywnoplastycznej przy przylozeniu w chwili
¢t = 0 poczatkowego obciazenia 2P*, czas zatrzymania plyty bedzie réwny okresowi dzia-
tania obciazenia. Przy mniejszych wspétezynnikach lepkosci dla zréwnania tych czasow
potrzebna jest nieco wigksza warto$¢ poczatkowego obciazenia (stosujac drugi sposéb
spetnienia kryterium odcigzenia). Stwierdzono, ze zwiekszenie warto$ci impulsu nieznacznie
pogarsza zbiezno§¢ szeregdéw ugigé i predkosci ugiec.



OKRESLENIE UGILC 553

Whplyw lepkosei materialu. Zmniejszenie wspodlczynnika lepkosci materialu p zmniejsza
ugiecia plyty i skraca czas jej ruchu. Zilustrowano to na rys. 16 w ogdélnym przypadku dla
obcigzenia idealnym impulsem ci§nienia, a w przypadkach szczegdlnych na (rys. 5, 17, 18)
Dla wiekszych wspéiczynnikéw Jepkosci, a szczegélnie dia plyty sztywnoplastycznej po-
wierzchnia odksztalcona moze mied nieco inny ksztatt (zamiast jednego maksimum w $rod-
ku plyty pojawiaja si¢ dwa lub cztery maksima lokalne w poblizu jej brzegéw), rys. 18.
Wplyw lepkosci na wielko$¢ amplitud i predkos¢ ugiecia punktu $rodkowego pokazano
na (rys. 8, 9, 11). Szeregi ugigé staja si¢ wolniej zbiezne dla wigkszych wspdlczynnikdw
lepkosci.

ST 1 T T T T 1 T

1.0 rozwigzanie dlag = co
¥

0,8 A= p*/Icnm -

06~ -
o /= BN 1)

02F ~
ngley) S,y 220- 20 tntes /) S o
T 1 11 1
0 1 2 3 i E3) 6 7 8 9 10

Rys. 16. Wplyw lepkosci materialu na zmniejszenie czasu deformacji i koficowych ugig¢ plyty (wg. dru-
giego sposobu spehienia kryterium odcigzenia), Obciazenie idealnym impulsem ci$nienia.

fcml[ wg T I L T T
sk trojkatny impuis
03 P=42,184 kG/cm -
T=200 psek
0,30 o
0,25 -
idealny impuls
Yo=15,24m/5eles /]
0,20~ / / —
-
7 y/ 7 =200selk
05— / ————F = S0sek!
/ Y/ //
00 / / y prostokatny impuls -
/ Vi P =21,092 kG/crr?
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Rys. 17. Ugiecie $rodka plyty w czasie (wg drugiego sposobu spelnienia kryterium odciazenia) dla y = 50
i 200 s~
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Wyniki zamieszczone w tabl. 2 dla plyt o jednakowym polu prostokatnej i kwadratowe;j
wskazuja na duzy wplyw wzajemnych proporcji wymiaréw liniowych plyty na wielkos¢
koficowych ugieé. Réwniez poréwnanie z plyta utwierdzona [21], chociaz wykraczajace
poza male ugiecia, wskazuje na duzy wplyw warunkow brzegowych na wielko$¢ prze-
mieszczen.

'
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x =3,81cm %z1,27cm
T T T | [ T T 1 i T T .
lem]| w; & =100005ek” te|[psei]
- 7=10000s50k™ 800
_ — 600
200 sek’
= i 400
i e e |
50sek’! 200
N | | | L0
0 1285 3,858 6,429 D 1,265 3,858 629
ylem]
przekedj
y =6,429cm y=1,285¢cm
T f T T T | I I I
lemli we ig ilpsek]
0,3 4 —1800
=200sek-" L T =10000sek 600
02 — '
L —400
i 200 sek’’
0,1 - 7
— 50sel~1200
0 | 1% | .1 ) x]o
{cm] O 1,27 3,81 [cen]

Rys. 18. Koncowe ugiccia i czas zatrzymania punktow plyty (wg pierwszego sposobu spetnienia kryterium
odcigzenia dla y = 50, 200 i 10000 s~ Obciazenie idealnym impulsem cisnienia Vo = 15,24 m/s. Linia
ciagla oznacza ugiecia a przerywana czas zatrzymania
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Pesome

ONIPENEJIEHME IPOIMBOR BASKOIJIACTHUUYECKOM IPIMOYIOJIBHOV
TUTACTUHKW HATPY)KEHHOW OEMCTBUEM VIMIIYIILCA JABJIEHKSI

B cratee NpUBONMICA pelleHHe YPABHEHWS ABMKCHUA BAZKONIACTHYECKOH IPAMOYTOIBHOR nna-

CTHHKM C IHAPHUPHO ONEPTHIMKM KPasMH W HArPYXKEHHOII PaBHOMEPHO paclpe/eIEHHLIM IOIEPeUHbIM
HMIOYNECOM HaBnexus. PaccMoTpero o0mMi CiTyuail HArPY)KEHHsT HABJIEHHEM B3pBIBHOTO THIIA, & TAKKE
ocofeHHbIE CIyYay KaK HarpyyKeHue IPSIMOYTONBHBIM, TPEXYTONBbHELIM M UAEaJILHBIM HMIIYJIBCOM HaBne-
. OcraTounble Dporufel OnpeNeNieHo NPHMeHsss ABa CrocoObl MCIONHEHMS YCHOBUMM Ppasrpy3xu.
VlcerenoBaso BIMAHKE BA3KOCTH MATePUANIa, BINIMHe (POPMBI i BEJHUHMHLI HMIYIECA JABJIEHIT HA pas-
BHTHE nporecca NedopMEDOBarMsI K BENHYHHY 0CTATOUHBIX npormtos. IMomyweHo Taxske peLUCHIe AL
YKECTHO-ILJIACTHIECKOU IITACTHHKM, SBIIAIOLICECS Pe3YJIBTATOM IIPENENLHOIO IEPEXOXA B PelICHMIX
BA3KOIUIACTHUCCKON I11aCTHHKH.
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Summary

DETERMINATION OF DEFLECTIONS OF A VISCOPLASTIC RECTANGULAR PLATE UNDER
PRESSURE IMPULSE

The solution of the motion equation for a viscoplastic plate is presented. The plate is hinge-supported
on all edges and subjected to a uniformly distributed transverse impulse. The genera! case of the blast type
pressure is considered together with such particular cases as the rectangular, triangular and perfect impulse.
The final deflections are determined by using two ways of satisfying the unloading criterion. The influence
‘of viscosity of the material as well as of the shape and the magnitude of the applied impulse on the process
of deformation and on the permanent deflections is investigated. The solution for a perfectly plastic plate
is also obtained as a limiting case of the viscoplastic solution.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
INST. MECH. KONSTRUKCJI INZYNIERSKICH

Praca zostala zlozona w Redakcji 17 stycznia 1978 r.
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ANALIZA MOZLIWOSCI PRZYSTOSOWANIA SIE PEWNEGO TYPU OSIOWO-SYMETRYCZNEJ
KONSTRUKCJI POWEOKOWEJ POPRZEZ LOKALNA UTRATE STATECZNOSCI JEJ
" POWIERZCHNI

WALERIAN SZYSZKOWSKI (WARSZAWA)
1. Wstep

Gdy w konstrukcji powlokowej wystepujg naprezenia $ciskajace, bardzo wazne zna-
czenie ma analiza stateczno$ci ukladu. Jego charakterystyka, tj. zalezno§¢ obciazenia od
odksztalcen najczgéceiej cechuje si¢ (rys. .1) istnieniem punktu A odpowiadajacego stanowi

“ g, MS) p

fp,u

Rys. 1

utraty statecznoéci pierwotnego ksztaltu powloki. Jest to zwigzane ze spadkiem no$nosci
ukladu rozumianej jako zdolnoéci do przenoszenia zadanego typu obcigzenia, Dlatego,
przede wszystkim w praktyce inzynierskiej, parametry ukiadu sa tak dobierane, Zzeby

f

strefy lokalrej utraty statecznosdci

Rys. 2

powloka pracowata w pierwszym zakresie charakterystyki (0OA), tzn. zachowywala swdj
pierwotny ksztalt. Istnieja jednak uklady (rys. 2), dla ktdrych utrata statecznosci pier-
wotnego ksztattu nie jest niebezpieczna i nie ma decydujacego wplywu na noénoé kons-
trukeji, w tym przypadku zaleznej w gléwnej mierze od wilasnoci wytrzymalo§ciowych

10 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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materiatu (granica plastycznofci, wytrzymato$¢ dorazna). W takich przypadkach obli-
czenie obciazen krytycznych (punkt A) jest mniej wazne, natomiast bardziej istotna jest
analiza zachowania sie powloki po utracie statecznosci.

Teoretyczne obliczenia obcigzen krytycznych w zakresie matych odksztalcen wigzg
sie z analizg liniowych réwnan teorii powltok i sa merytorycznie proste, chociaz rachunkowo
skomplikowane [l]l Natomiast analiza zachowania si¢ powloki po utracie statecznogci
polega najczeciej na rozwigzywaniu rownan nieliniowych, nieporéwnywalnie bardziej
skomplikowanych. W wielu przypadkach [2] analiza taka prowadzi do wynikéw sprzecz-
nych z do$wiadczeniem, co przypisuje si¢ gldwnie przyblizonemu charakterowi samych
réwnaif i ich rozwigzania. Dlatego tez préby innego podejscia do tych zagadnien sa ciggle
aktualne. '

Taka nieklasyczna uproszczona metode oparta na analizie tylko pewnego usrednio-
nego stanu blonowego przedstawiono w prezentowanej pracy. Wykazano, ze w powlokach -
pewnego typu (rys. 2), przy utracie statecznodci nie nastgpuje obnizenie no$nosci konstruk-
cji. Zjawisko takie mazwano przystosowaniem si¢ konstrukcji poprzez lokalng utrate sta-
tecznofcei. Jego praktyczne wykorzystanie pokazano na przykladzie konstrukcji inzy-
nierskiej.

2. Podstawowe zaloZenia

Zajmiemy si¢ teraz powloka obrotows, pracujaca w znanym osiowo-symetrycznym
stanie napregzef blonowych, dla ktorej utrata stateczno$ci przejawia sig w postaci periodycz-
nych pofalowai powierzchni powstajacych w pa$mie réwnoleznikowym (rys. 3).

Rys. 3

Przemieszczenie w(s, ¢) mierzone prostopadle do powierzchni poczatkowej powloki
przedstawimy w postaci sumy dwdéch skladnikéw.

(1 w(s, @) = w,(s)sinnp+wy(s).

Pierwszy czlon jest przemieszczeniem periodycznym ,,réwno roziozonym” na zewnatrz
i wewnatrz powloki mierzonym od powierzchni przesunietej wzgledem poczatkowej na
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odleglodé wo(s). Skiadnik w,(s) bedziemy nazywali skladows lokalea przemieszczenia,
natomiast sktadnik wg(s) skiadowa globalna.

Zaktadamy, Ze ugigcia powloki sg tak duze, iz na zmiang jej ksztaltu pomijalny jest
wplyw odksztatcen w jej ptaszczyznie §rodkowej (jest to tzw. przeksztalcenie izometryczne
powierzchni, czgsto wykorzystywane w teorii powlok [3]). Przy tym zaloZeniu mozna na
podstawie znajomodci tylko funkcji w, (s) i liczby fal w kierunku obwodowym », wyznaczyé
sktadowe globalne przemieszczenia. Zasadno$¢ takiego podziatu polega na tym, ze w prak-
tycznej, przyblizonej analizie, ksztatt funkcji w, (s) jest zwykle duzo latwiej zalozy¢ np. na
podstawie obserwacji. Pozwala to wyznaczy¢ ,,globalng” zmiang geometrii powtoki
(wo» #o), ZWigzang z powstaniem nowego ,usrednionego” stanu naprezen blonowych.
Ten nowy stan blonowy jest bardzo istotny jako, Ze powinien zapewnié¢ réwnowage sta-
tyczng elementow zdeformowanej powloki. Sledzqc charakter zmian tego stanu mozna
wpioskowaé o mozliwosci przystosowania si¢ konstrukcji.

Natomiast periodyczny skiadnik w, powoduje powstanie tylko lokalnych stanéw ugie-
ciowych 1 przy zaloZeniu idealnej sprezystosci materiaty mozna przyjaé, Zze nie ma on
wplywu na noénosé¢ konstrukcji. W praktyce ugiccia moga by¢ tak duze, ze szczegdlnie
w miejscach maksymalnych zmian krzywizny, moze zosta¢ przekroczony zakres odksztal-
cen sprezystych. Wtedy nabieraja znaczenia wlasnosci plastyczne materiatu lub w przy-
padku zmiennych obciazen, mozliwos¢ lokalnego przystosowania si¢ konstrukeji w kla-
sycznym sensie, tzn. poprzez powstanie w tych miejscach odpowiedniego stanu naprezen
resztkowych hamujgcych propagacje trwatych odksztatcen.

3. Rozwazania geomefryczne

Rozpatrzmy fragment powierzchni powloki obrotowej, pokazanej na rys. 4. Zaleznosé
miedzy odksztalceniami liniowymi plaszczyzny §rodkowej a przemieszczeniami przedsta-
wiaja si¢ nastepujgco:

) o =l OU W +_1(ﬁ"’_)2
© T 30 1, 27\ 30
1| ov aw
3) &y = 7[—&; +ucos® —wsin® + —— (&p) ]
Poniewaz Ar = —ucos@+wsin®, mozemy druga zalezno§¢ napisa¢ w postaci

T dp ™ del |’
Z warunku izometrii (¢, = 0) mamy

1 (ow\* | oo
4 ! =n|u-| +5-.
) Ar 2r (Btp) * o

Obliczmy teraz ,$rednia’” na obwodzie zmiang wymiaru r (rys. 3)

25 Zna

— 1 1 ow v
= — = — ‘——d -
r 27«:0f‘4rd¢ 4mer f (aq)) G +J o 4
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Drugi czlon wobec periodycznodci funkeji () jest doktadnie réwny zero i ostatecznie

1 aw\?
—— w
®) A= T (%) -
0

Dla funkcji ,,w” w postaci (1) mamy

— n®w?
(© Ar=—=.
Z drugiej strony dla skladowych globalnych przemieszczenia mamy zwiazki
(7a) Ar = wosin® —uycos0,

1du, w1 (dwo ’

(75) wae T\ T

Druga zalezno$é¢ wynika z warunku izometrycznoéci w kierunku potudniowym (g = 0).

Ay

Rys. 4

Uklad réwnan (7) pozwala na wyznaczenie funkcji #, i w, mianowicie mozna go spro-
wadzi¢ do réwnania

1 [dwg dw, d —.
(8) ﬁ(d—@—) 086 +- Wsm@—%wotg@sm@ =5 —(4r)+Artg®,
lub
dwe l/ cos® )
) 0 = —rltg@(l— 1-2-—=— 20 [ tg@s @—— @(Ar) vtg@]

Wyznaczenie funkcji w, z tego réwnania wymaga catkowania numerycznego, np. za po-
moca procedury Runge-Kutty.

tatwo zauwazyé, ze podkreflony sktadnik jest znacznie mniejszy od jednosci i jezeli
rozwiniemy wzgledem. niego wyrazenie pod pierwiastkiem, otrzymamy w miejsce réwnania
(9) zalezno$¢ uproszczona

(10) D

P —==8In@ + wytgOsind = 70 (AF)-*—Etg@.
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Jak widag, jest to zlinearyzowane réwnanie (8), Ktore mozna bylo otrzymaé bezpoérednio
zaniedbujac w réwnosci (7b) czlon nieliniowy.
Rozwiazaniem réwnania (10) jest funkcja

(11) prev- i os@f d@+Ccos@

gdzie: C — stala calkowania.

Dla zorientowania si¢ w charakterze przyblizenia rozwiazano nastgpujacy przyklad.
Idealnie wiotka czasza potkolista pod wplywem sity P odksztalca si¢ w ten sposdb,

ze jej ,,$rednia” powierzchnia tworzy powierzchnig stozkowa (rys. 5).

/////// /// S %// // St

///

o \/6
w

Rys. 5

Wszystkie parametry tej deformacji mozna wyznaczyé w sposéb &cisty, a mianowicie:

(12a) Ar = R %@1—1+cos@1],
|
- T A2
(12b) wo = R %0100501—cos@1+1-—]/1—(-:;-) @lsin@]],
| ;
- T A2
(12) 4y = R| 20,50, —sin®, + e 0,000, |.
. | 7T 11

Sprawdzenie doktadnosci réwnatt (9) i (10) polegalo na poréwnaniu rozwigzan uzyskanych
za ich pomoca (w miejsce Ar podstawiono wyrazenie (12a)) ze $cistymi wyrazeniami (12b)
i (12¢). (Rys. 6).
Widaé, ze réwnanie liniowe daje duze réznice w okolicach wierzchotka stozka.
Przejdziemy teraz do okre§lenia nowych promieni krzywizn zdeformowanej powloki
{osiowo-symetryczna deformacja globalna).
Krzywizna poludnika: -
Zgodnie z definicja krzywizna pohudnika powierzchni poczqtkowej jest rowna

L _dw®
Ry ds
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rozw. linlowe
———— rozw. ciste

meemanenns rozw. nieliniowe

-0,2

=b,6

~wg [12]
THwglo]

-1,0

-1,2

Rys. 6

dla powierzchni zdeformowanej mamy

(13) | é=i(l+£).

Bardzo istotne jest dokfadne okre§lenie kata 9.
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Na podstawie rysunku 8 mamy:

dwy

—=+tu
ae 0
(14) tgh = ———— .

dw+ud@

=W O

dstdu

Rys. 7

Krzywizna réwnoleznika:
Na podstawie rys. 9 mamy

r—4r = sin(O@+73),
L4
stad
= sin®
(15) R, = (R,—wo+ugctg0d) FCESOR

i
|
.

Rys. 9 .

563

Wzory (13), (14) i (15) sa stuszne dla dowolnie duzych przemieszczefi. Latwo sprawdzic, ze
dla przyktadu pokazanego na rys. 5 podstawiajac w miejsce w, i u, wyrazenia (12b) i (12c)

otrzymuje sie:

8 = %_6—@1,

1 1 dg
_— = 1+ =O,
R, R‘P( dQl)

— R

Ro = (%—01)
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Czyli dokladne wyraZzenie na krzywizny powierzchni stozkowej. Przy umiarkowanych
przemieszczeniach wyrazenia (14) i (15) mozna uprosci¢ do postaci:

1 dwg
(16) P =R a0
= sin®@
un R, = Ry ror )
Jezeli jeszcze zalozymy,'Ze 9 < @ otrzmujemy jeszcze prostsza zalezno§é
_ 1
(18) _ Ry = R“°1+19tg@'

Wzory powyzsze zostang wykorzystane do okre§lenia nowego stanu blonowego odpowia-
dajacego globalnym przemieszczeniom powtoki.

4, Analiza skorygowanego stanu blonowego

Majac okre§lona geometri¢ zdeformowanej powtoki, moZna przystapi¢ do wyznaczenia
odpowiadajacego jej ukladu statycznego. Na rys. 10 pokazano odcigta cz¢éé powloki przed
ipo deformacji (polegajacej na utracie statecznosci $cianki).

e
— T —
= =N
. \\ __Ar
. . -
/ A
/ P \
'/ \
vof e — | —— —— _
o / s \
No 9
(2
Rys. 10

Przed deformacja wydatek naprezein Ng wyznaczymy z zaleZznoSci

P
No = 27rsin®’

po deformacii
(19) ' No = r

ar\ . ’
2oy (1 - Tr) sin(d+0)
Jezeli mamy do czynienia z przypadkiem, gdzie obciazenie P w czasie deformacji nie
zmienia sie lub zmienia bardzo nieznacznie a poza tym Arfr < 1, wtedy moZna napisaé

— 'sin®
(20) N@ = N@m.
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Jezeli dodatkowo |#] <€ O, to
— Neg
@b No % T gecigd
Dla wyznaczenia naprezen obwodowych wykorzystaé mozna warunek réwnowagi elementu
na o§ prostopadia \do powierzchni

N, Ne
_ 4= = (S)
R, TR 7
stad
_ Mo\
(22) N, = (p— —_—O)Rq,_
Ro

Analiza zachowania si¢ konstrukcji polega na zbadaniu, jak zachowuja sie stosunki
No/Np i N,JN, w funkcji parametréw odksztalcenia ukladn. Z punktu widzenia mozli-
wosci pracy konstrukcji po lokalnej utracie stateczno$ci interesuja nas gidwnie zmiany

ﬁ N'./Ni

noénoé¢ wyczerpana

-

s
mozliwoéé przystosowania sig

o,

Rys. 11

lp A/
'w = wosinng sin(mmx/L) _/
] p— . — —

Wo

\j

2R 0
Rys. 12

naprezen Sciskajacych. Jezeli N, jest éciskajaca skladowg stanu blonowego, stosunek
N;/N; moZe by¢ monotoniczna rosnaca lub malejaca funkcja parametru przemieszezenia.
(Rys. 11). (JT/}— ta sama skladowa po deformacji).

W przypadku (a) nalezy uznaé, e no$no§¢ graniczna zostala wyczerpana juz w mo-
mencje utraty stateczno$ci, natomiast w przypadku (b) decyduje o tym druga skladowa N;.
Jezeli N; > 0 obcigzenie mozna zwigkszy¢, az do wartosci wynikajacych z wytrzymatoscio-
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wych wiasnoéci materialn (np. granicy plastycznosci). Przykladem charékterystyki (a)
moze byé pokazana na rys. 12 Sciskana powloka walcowa dla ktdrej

2
o _ ("W ., mMAX
Ar (2R) Rsin T

ATMBx i N@
8 = _

T 7= 3"
W, nWg
2nR[l (—_ZR ) ] 1 (—ZR )
Konstrukcja zachowujaca sig wg charakterystyki (b) zostanie przeanalizowana w przy-
ktadzie podanym ponizZej.

5. Inzynierski przyklad analizy

Przeanalizowano zachowanie sig cienkoSciennego zbiornika na wode, pokazanego
na rys. [3. Wynik klasycznych obliczeri wytrzymato$ciowych pokazano na rys. [4. Na sku-
tek skokowej zmiany krzywizny potudnika w okolicy polaczenia cze$ci sferycznej i to-

wymiary w [m]

Rys. 13

roidalnej jest strefa duzych Sciskajacych naprezen obwodowych (rys. 14), efektem czego
bylo pojawienie wig obwodowych pofalowan (rys. 15) juZ przy napehieniu zbiornika do
okoto polowy projektowanej pojemnoéci. Praktycznym celem analizy bylo wykazanie,
czy mozliwe jest jego pelne obciazenie i jak bedzie zachowywal sie zbiornik w dalszej
fazie napelniania. Ugigcie powloki przyjgto w postaci ‘

(s —50)

23) W = f,c08 37

cosn@+wo(s)

gdzie: |s—so| < L
so =10 m
L=15m
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a) ] 7™ %o
rid 20
. L 7
’y‘
—10
. Ro /‘,
B 0
b torus | sfera . N [kG/m]
) | Ne _
Ng 1000
s / No
- ] H 0
Iv'wg teorii —-1000
i moment. ]
/ —]-2000
|
| —-3000
wg teorii l N No —1-4000
bfonowe] | ¢
—~5000
Rys. 14

Wartosci s, i L zostaly zalozone w oparciu o nastgpujace przestanki:

— zaobserwowano do$wiadczalnie, Zze taka mniej wigce] szeroko$é stalg (2L) ma strefa
utraty stateczno$ci, natomiast zmiana obcigZenia powoduje tylko zmiang glebokosci
pofalowan, '

— obszar pofalowan periodycznych przedstawiony funkcja (23) pokrywa sig z obszarem

duzych obwodowych naprezes élciskajqcych (rys. 14).

Wtedy '

T ) % TaL

oo Lo als—so)

N strefa utraty statecznodci

VLT
=5

" Rys. 15

Postugujac si¢ zaleznos$ciami (11), (13), (18), (21) i (22) wyznaczono nowe parametry stanu

odksztalcenia i napreZzenia w funkcji wielkosci n-fy, (rys. 16—18).

- Widaé, ze wzrost przemieszczen zwiazany jest przede wszystkim ze spadkiem obwodowych
naprezen $ciskajacych. Na wykresie 19 pokazano zale?nos$é ]_\/'q’,‘{“"/N;.?‘“" w funkcji parametru

przemieszczenia. Na razie nieokreSlonym pozostaje poziom, na jakim ustalg sie ostateczne

przemieszczenia. Warto zauwazyé, Ze ze wzrostem wyrazenia n-f, ksztatt »,globalny” powltok

zbliza si¢ do elipsoidy obrotowej wpisanej w :gabaryty powloki (rys. 20).
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Naprezenia zredukowane stanu blonowego dla powloki elipsoidalnej sa prawie jedna-
kowe na calej powierzchni a wigc ten ksztalt jest bliski optynralnemu dla tego typu obcig-
zenia. Na rys. 17 1 18 pokazano dodatkowo parametry dla takiej wlasnie elipsoidy (ozna-
czone indeksem ,,&”). Wartoé¢ n-f, = 4,93 odpowiada przypadkowi, gdy przemieszczona
,,globalna” powloki jest styczna do elipsoidy w punkcie C.

Os—m = ———— =

No/No

0,8

0,6

0)4' . .
02l Nr(;ax/Nn‘;ax

] | | L ! | n-fo
0 1 2 3 4 5 6 [m)

Rys. 19

Praktycznie, koncowy stan przemieszczen i naprgzen mozna oszacowad nastgpujaco.
Naprezenia obwodowe w strefie wyboczonej nie moga byé wigksze od naprezen, ktdre
zdolna jest przenie§¢ w tym kierunku pofalowana powierzchnia powloki. Te “ostatnie
mozna oszacowal zastepujac wycinek rzeczywistej powloki wycinkiem powloki walco-
wej o promieniu R = 3,5 m (rys. 21).

Rys. 20

Taka powloka po utracie statecznosci moze przenie$¢ obciaZenie réwne tzw. dolnemu
obcigzeniu krytycznemu, ktére na podstawie [1] jest réwne N§, = 0,16 E/R = 960 kG [cm.
Wtedy A_f,p/Np = 0,343 co na podstawie wykresu 19 daje n-f5 = 3,1 m. Na podstawie [4]
mozna dla tych parametréw powloki oszacowaé ilo§é fal w kierunku obwodowym, po-
winno byé n 27 45. Stad koficowa wartoéé maksymalnej strzatki ugiecia powinna by¢ réwna
Jfo = 6,7 cm a stan naprezen taki, jak na rys. 18 (linia kropkowana).

Przewidywania przedstawione powyzej zostaly sprawdzone doswiadczalnie. Po na-

petnieniu zbiornika do projektowanej objeto§ci zaobserwowano maksymalne ugigeia
rzgdu 6--8 cm [5].
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d
Nkr

Rys. 21

6. Uwagl koncowe

Przedstawione powyZej rozwazania pozwolily w bardzo prosty sposéb przeanalizowaé
rozwdj przemieszczen konstrukcji po lokalnej utracie statecznoéci pierwotnej jej postaci.
Mimo, ostabienia $cistosci analizy, poprzez przyjecie na zasadzie tylko intuicji wielu up-
roszcezen 1 zalozen, uzyskano jednak wazne wnioski (przede wszystkim jakosciowe) do-
tyczace zachowania si¢ powloki.

Waznym faktem przemawiajacym za stusznoécia tych zatozen byty wyniki ekspery-
mentu przeprowadzone na rzeczywistym zbiorniku, ktory przy obciazeniu zachowat SIQ
zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi.

Nalezy podkreéli¢, ze czeéé wyprowadzonych zaleznoéci (zmiana promieni krzywizn
i nowe sily btonowe) jest shuszna niezaleznie od wielkosci przemieszczen i wlasnoéci ma--
terialu i moze by¢ z powodzeniem stosowana np. do analizy plastycznego plynigcia osio-
wo-symetrycznych konstrukcji powlokowych. -
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AHAJIN3 BO3MOXHOCTHY ITPHUCIIOCOBJIEHIA HEKOTOPBIX
OCECHUMMETPHUUHELIX OBOJIOUEK ITOCJE IIOTEPU YCTOMYHNBOCTH

B pa6ore mpencTasieHo aHANM3 MOBENEHMs OCECHMMETPHUHBIX OBOJIOUEK IIOCe NOTEpH YCTOHN-
BocTH. IToxa3aHo, Wro Uit HEKOTOPbIX OBOJIOWEK MX CIOCOBHOCT IUIsk HAIPYSKH HE 33BHCHT OT IIOTEPH
ycroituwBocTi. Bonblume mepemelienusi CBA3IHHBIE ¢ IIOTEPIO YCTOMUMBOCTH CTaONIM3HPYIOTCS MAMO
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yBENHUEHMST HArpyais. DT0 BO3HHMKAET H3 TOrO, UTO 000JIOUKA NPHCNOCOGIACTC [0 HOBBIX YCJIOBHIA
paBoThbi. AHanM3 OCHOBAH HMA YCCIENOBAHUM TOJIHKO HEKOTOPOro MeMODAHHOrO COCTOSHMS CBA3AHHOTO
CO CMEHOH reomeTpust 0DOJIOUNKH.

Summary

THE ANALYSIS OF ADAPTATION POSSIBILITIES OF SOME AXISYMMETRICAL SHELLS
AFTER LOCAL BUCKLING

The behaviour of axisymmetrical shells after buckling is considered. It is proved that local loss of sta-
bility of some structures does not reduce their carrying capacity i.e. shells can adaptate themselves to the
new work conditions. It means that the large displacements connected with buckling establish themselves
after some time and do not manifest tendency to increase. The analysis is based only on investigations of
some average membrane state depending on the change of the shell geometry.
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OPTYMALIZACJA POLOZENIA PODPOR BELKI SZTYWNO-PLASTYCZNEJ OBCIAZONEJ
IMPULSEM PREDKOSCI

JAAN LELLEP (WARSZAWA)

1. Wstep

Optymalizacji potoZenia podpory dodatkowej dla belek obciazonych statycznie po§wie-
cone sg prace (1), (2). W (1) rozwazane sa belki sprezyste i plastyczne, natomiast w (2)
belki sztywno-plastyczne.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé uktad podpér dodatkowych dla belki sztywno-
plastycznej obciazonej dynamicznie (impulsem predkosci poczatkowej). Przedmiotem
pracy bedzie optymalizacja polozenia podpdr posrednich z uwagi na minimum naj-
wigckszych przemieszczen koncowych. Rozwazane jest rowniez zagadnienie dualne: zna-
le#¢ najmniejsza objetoéé belki przy zachowaniu warunkdw, Ze najwieksze przemieszczenia
koncowe nie przekraczaja danej wartodci. W tym celu w prostokgtnym uktadzie wspdi-
rzednych Oxpy rozwazamy belke o dlugosci /. Niech w jednym koncu (przy x = 0) belka
bedzie utwierdzona, a w punktach x = ¢, (k =1, ..., 1) i x =/ swobodnie podparta.

Przy uzyskiwaniu rozwigzan stosowana jest zasada ekstremalna Tamuza (6). Rozwazad
bedziemy belke wykonana z materialu sztywno-plastycznego. Zakltadamy, ze w chwili
czasu ¢ = 0 kazdy punkt belki z wyjatkiem punktéw podporowych ma predko$é poprzecz-
na v, = const. UwaZzamy, ze przemieszczenia i odksztalcenia sa male w pordwnaniu ze
stata wysokoscig A belki. Przy tych zalozeniach ugiecia belek swobodnie podpartych iut-
wierdzonych badane byty w pracach (3), (4).

2. Sformulowanie problemu

W pracy wygodniej jest korzysta¢ z bezwymiarowych wielkosci:
3 .

- ~ P __ AU
S ST, M S
(2.1)
oobh?t _ oobh?W

o2’ VT a3z

gdzie M oznacza moment zginajacy, W — przemieszczenie w kierunku osi Oy. Wielkos$¢ o,
jest granica plastycznoéci przy jednoosiowym stanie napreZenia, u masa na jednostke
dfugosci, natomiast b — szerokosé belki. Uwzgledniajac (2.1) sformutujemy zagadnienie

11 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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w nastgpujacej postaci. Nalezy wyznaczy¢ taki uklad sy, ..., s, ktéry minimalizuje 1) §red-
nie przemieszczenie konicowe, 2) objeto$¢ belki V = /bh przy ograniczeniu, ze przemiesz-
czenia koficowe nie przekraczaja danéj wartoéci W,, 3) najwigksze przemieszczenie koni-
cowe. Mamy wigc trzy typy kryteriéw jakosci:

1

(2.2) Ty = [ i),

0
2.3) J, = V przy ograniczeniu wy(§) < W,,
2.4 J; = max wy(é),

0<sf<l

gdzie ws(£) oznacza przemieszczenie koncowe. _

Dla okre$lania przemieszczen stosujemy zasad¢ Tamuza (6). Zasada ta stwierdza, ze
w kazdej chwili czasu v przy$pieszenia rzeczywiste, wybrane z klasy przyspieszen kine-
matycznie dopuszczalnych sa punktami stacjonarnosci pewnego funkcjonat, ktéry w da-
nym przypadku ma postaé:

1 n
(25) - J = f—;'[“}(E, T)]zdg'_ Zm(fzn T)[WI(E’ T)]E=EJ-
’ 0 i=1

W (2.5) 1 w dalszym ciggu pracy

) . '
0 =505 0= 205 ety = Ulemtyro—emgroo

W pracy bedziemy stosowad - wskazniki i, J, k.
Umdwmy sig, ze jesli nie pokazano jakie warto$ci one przyjmuja, to i =0,..., 057 = 1,...
n—1; k=0,..,n-1.
W omawianym zagadnieniu warunki kinematyczne sa nastepujace:
1. warunek poczatkowy (wygodniej jest oznaczaé sq =0, 5,09 = 1)

(6 WE,0) =1 jedli £#s, E#1,
2. warunki brzegowe

2.7 W(si, 7) = .iv(l, 7) = w(s;, 7) = w(l, ) =0.

3. Okreslanie przemieszczen koncowych

3.1. Faza poczatkowa. Jak wiadomo (3), (4), przy dynamicznym odksztalcaniu belek
sztywno-plastycznych predko$é przemieszczenia jest odcinkowo-liniowa funkcja &. Na
~ rysunku 1 pokazano rozklad predkosci dla czgbci belki w przedziale s; < & < sipa-
Punkty 92i4+2(7), 2:41(7) odpowiadaja niestacjonarnym przegubom plastycznym. W pun-
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ktach tych bezwymiarowy moment zginajacy m = 1. Na podstawie rysunku 1 mozemy
zapisaé: '

E—5;
dla Si < < H
N2i+1—S; § S i
@G.1) w(, 1) = 1 dla 7341 < &< Nottas
E—s5;
— dla 70 € & < Sy
N2i+t2—Si+1

Wzér (3.1) zapewnia spelnienie warunku poczatkowego (2.6), jesli

B2 | N2i+1(0) = 55, 72142(0) = 544,

Rys. 1

Z (3.1) otrzymujemy rozklad przyépieszen
N2i+1 (7) (5i — &)

("72i+1—~5'i)2
(33) W, 1) = 0 , dla 7314y < & < Maivas

i piaa(9) (5100 = 6)
M2i42—Sit1)?

dla 5; < & < 1344,

dla 92442 < & < Si41.

Poniewaz w punktach & = 5, muszg istnie¢ stacjonarne, a w punktach & = 7,;,,(7),
& = m,142(7) — niestacjonarne przeguby plastyczne, mamy

(3.9 m(sy, ) = —1, mMaiy1, T) = M(Nai42, T) =1, m(1l, v} = 0.
Podstawiajac (3.3) do (2.5) i uwzgledniajac (3.4) otrzymujemy funkcjonat J w postaci

1 E Nais1 [ 12 ]
3.5 J = { ip— ———— |+
( ) Na2i+1— 51 M2i+1 N2i41—51

7'721+2 [ 12 . ]} 7:’2n+2
—TNa2i+2 {{—
Sit1

2
Nat+2—Si+1 L N2i+2— (M2n+2—Sns1)

Przy poszukiwaniu wartoci stacjonarnej dla ~(3.5) mozemy zauwazyé, zeJ = J(7y, ..., Nant2)-
Rzeczywiscie, z (3.1) 1 (3.3) wynika, Ze

L e
"(5 ) 772[+l (Si—f)
w T) = .
2 w2
P T —— dla iv2 < €< sy
N2i+2 Gisi—0) N2i+2 i+1

dla 51 € & < N3i41,

11*
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Mnozniki typu w?/(s;—&), wystepujace w ostatnim wzorze wykazuja, ze odpowiednie pole
przyépieszen jest kinematycznie dopuszczalne. Mnozniki te nie podlegaja wariacji w (2.5).
Poszukiwanie wartosci stacjonarnej funkcjonatu (3.5) prowadzi wiec do ukladu réwnan

rézniczkowych =0 (n=1,...,21n+2). Rozwigzujac ten ukiad i speiniajac warunki

d
Mn
brzegowe (3.2) otrzymujemy
Nap41(T) = Sk+1/12—7:’ Nak+2(T) = Sk+1“]/12—T-
"]2n+1('f) = 5n+1/12T, ‘7)2n+2(7) = 1_1/@-

Rozpatrzmy czg$¢ belki migdzy podporami s, i 5. W przedziale tym faza poczatkowa
ruchu konczy si¢ w chwili 7,, ktéra wyznacza si¢ z réwnania 7,4 (7)) = 9254 2(78).
Z uktadu (3.6) otrzymujemy

(3.6)

1 - |
T = %(Sk+l — 5%, oy = ?(Sk + 8%+ 1)

_ U—sy? . = stY2
6(3+2y2) To1+y2

3.7

n

gdzie o = 9zx41(70)-
Dla wyznaczenia przemieszczen mamy zwiazek (5):

T

(3.8) wE. ) = O+ [ W&, .

4l .
We wzorze (3.8) t*(&) oznacza bezwymiarowy czas w ktérym w przekroju x = &/ pojawia
sic przegub plastyczny. Funkcja ta ma postaé

SE-s? da s <E<a,

1
ﬁ(f'sk+1)2 dla o < &< 841,

39 7:(£) = 1
_,1,_2_(5_ S)? dla s < &<,
<1y da o, <é<I

Wykonujac catkowanie w (3.8) i uwzgledniajac (3.1), (3.6), (3.7) i (3.9) mozna wyznaczyé
przemieszczenia w dowolnej chwili poczatkowej fazy ruchu. Przemieszczenia koncowe tej
fazy sa

(3.10) W(E, ) = %(skﬂ—g)(g—s,‘) dla 5 < &< Sihts
. [‘1‘12-’(5—.9“) [S11—§+ 4(1——S'n—l] d]a Sn < § < Bny
W(E; Tn) ={ 1 2(2i+l/)2
| Lo {_14,—”"_ dl <e<l.
l 6 ( 5) E +V§ a oy
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Nalezy podkresli¢, ze czas w ktérym konczy si¢ faza pierwsza moze by¢ rézny dla réznych
czgscel.
3.2. Faza koncowa. W tej fazie ruch belki opisany jest predkosciami

Wi (T)
(3.11) w(t, 1) =

< dla 5 <§&< o,
i

-5
Wi ('L’) S'“ dla o < &< 5041,
i+1

gdzie w;(t) oznaczaja pewne poszukiwane funkcje czasu 7. Zalezno$¢ (3.11) pozwala
okresli¢ rozktad przySpieszen. Funkcjonal (2.5) ma w tym przypadku postaé

n—1

— L ") 2( - 8wk(T) } 2 (1 n) .1« 3+2l/2
J“g{G[“k(T)] (Sk+1 S_k)‘*‘ Sert—s, +[ ()% - 3G+ 21/2) +v "(T)*_l—s

Otrzymujemy stad uklad réwnan rézniczkowych na poszukiwane w;(7):

Wi(7) (Ser1—5)*+24 =0,
(3.12) . ) i,
wa(t) (1 —35,)2+33+2)/2) = 0.
Warunki poczatkowe dla uktadu (3.12) s3 nastgpujace:
(3'13) wk(Tk) = Tk, ".V;‘(Tk) = 17 K = O; s N

Zagadnienie (3.12), (3.13) ma nastgpujace rozwigzanie:

l 12(1‘ = Th)
wi(7) = =GBt~ 1) — -
(3.14) ' 2 C s

_33+2)2)

W,,(T) = ":12—(31“_ n) 7(1 s )2 ( 2 2

Czas trwania ruchu v = 0; w przedziale (s, s;4,) nalezy wyznaczy¢ z warunku w;(6;) =
=0.
Z (3.14) wynika, ze

(3.15) 61 =3'L','.

Po scatkowaniu rownania (3.11) z uwzglednieniem (3.7), (3.10), (3. 14), (3.15) otrzymujemy
przemieszczenia koncowe

st p G- E-s)  dla s < E<a,

1
O g == dla %< < s
(3.16) wi(®) =

1 (I—S")(fs—s")
- 2 - = dl n = < ns
ERPA 2(2+1/2) Pomsesa
L gy Umsd( dl £< 1
g 2<1+V2) tomseS
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Przemieszczenie koncowe dla przypadku jednej podpory dodatkowej pokazano na
rys. 2. Krzywa 1 odpowiada potozeniu podpory s = 0,54, druga s = 0,7.

30
w102

4. Optymalizacja polozenia podpér posrednich

4.1. Minimalizacja éredniego przemlieszczenia koncowego. Rozwazmy kryterium (2.2), ktore
przy uwzglednieniu (3.16) ma postaé

! n-1 .
7 8(1—s,)"
- J, = — i —5:)3 — .
“.1) . N TT [Zj_o Geems)' 4703 J
88 12

Warunkami koniecznymi na extremum funkcji (4.1) sa réwnosci

(s5=si-1)*= (41— 5)* =0,

_ 2
(42) (Su —Sn—l)2 - ﬂ—s’l—)’:’ = O
- 3422
Uklad (4.2) prowadzi do wyniku
(4.3) s = 3&-._ i
1+(Q2n+1))2

W przypadku n = 1 mamy s; = 0,54.
Ekonomig tego projektu wyrazamy ilorazem

1
-‘ Of w(&)dé

e, = —

1
[ wy(&)de
0

gdzie w,(r) oznacza przemieszczenie koficowe dla belki na dwdch podporach (w tym
przypadku w (4.1) mozna przyjac s; = 0). Warto§¢ e; wynosi

T Hrear 27
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Z praktycznego punktu widzenia powyzszy wskaznik ekonomii wynikajacy z poréw-
nania belek o réznej liczbie podpdr jest o tyle znieksztatcony, ze nie uwzglednia kosztu
budowy dodatkowych podpdr. Uwzglednienie tego typu kosztéw wykracza poza ramy
niniejszej pracy. Mozna jednak poréwnywaé belke optymalna z belka o tej samej liczbie
podpdr ustawionych w réznych odlegtoéciach. W tym przypadku koszt budowy podpér
jest niejako wyeliminowany, a odpowiedni wskaznik ekonomii wynosi

8(3+2)/2) (n+1)°

b B+nGH2Y2)I [+ Qn Y2
Wielkosci e, i E, odpowiadajace kilku wartosciom »n podano w tablicy 1. Tablica ta
zawiera réwniez wspdlczynniki s 1 s', ktére w nastgpujacy sposob okreslaja wspdirzgdne
podpor poréwnywanych projektéw :

Sk = s(k+1), s, =50+,

Z tablicy 1 wynika, ze wielkos¢ E, przyjmuje wartosci bliskie jednosci. Oznacza to, Ze
$rednie przemieszczenie koncowe belki stosunkowo matlo zalezy od zmiany polozenia
podpor.

Tabela 1
n 1 2 |3 s s e
o | t
e 0,2121 0,0895 0,0491 0,0309 t 0,0213 l 0,0155
E, 0,9814 0,9832 0,9856 0,9877 ‘ 0,9892 i 0,9905
e, 0,4605 0,2991 0,2215 0,1759 0,1458 | 0,1245
E, 0,9210 0,8974 0,3860 0,8793 0,8748 l 0,8715
0,5000 0,3334 | 0,2500 0,2000 0,1667 | 0,1429
% ©0,5395 0,3504 0,2595 0,2060 0,1708 | 0,1459

4.2. Minimalizacja objetoscl belki przy ograniczeniu na przemieszczenta. Wyznaczamy wartosé
minimalna wysokosci belki przy warunku, Ze przemieszczenia koficowe nie przekraczaja
danej wartoéci W, (kryterium (2.3)). Wariacji poddawaé b@dznemy tylko wysokos¢ przy
stalej szerokosci.

W tym celu we wzorach (3.7), (3.14) i (3.15) zgodnie z (2.1) zastapimy w; —» W;ih?, 7, —
- t;h?, 0, — 3t;h%. Mamy zagadnienie nastepujace: znalezé minimum funkcjonalu
J, = h przy warunkach

1
2457 * (k1K) < Wy,

1 (1 ~5n)
31 3+2/2 <

Dla rozwiazania tego zagadnienia wprowadzamy funkcjonat

n-1
-3 1 (1 —sn)?
(4.5) J.=h+ ; to Ay [”2—4' (sj+1 — Sj)z - w*hz] + 4, [3(3+2]/2) W*h2 R

“.9)
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gdzie ;- > 0 oznaczaja niewiadome mnozniki Lagrange’a, takie, ze

1
(46) ]-J [54— (Sj+l —Sj)z—w*hz] = 0_

Minimalizacja funkcji (4.5) prowadzi do ukladu

A1 (=8 0)=25(s41—55) = 0,

@.7) B n(msw) — A A=)
. \‘ —ln(\n ¥ l) 3+2l/2 0,
(4.8) 12k ) 4w, = 0.

i=0
Z uktadu (4.7) 1 (4.8) wynika, ze we wszystkich zwigzkach (4.4) zachodzi znak réwnosci.

Rzeczywiscie, jesli na przyklad pierwsza nieréwno$é (4.4) ma postac

1
LY 5T < wh?,

J 100 h/1 ' ’ ' ’ T

Rys. 3

to zgodnie z (4.6) A, = 0iz (4.7) wynika, ze albo s; = 0 albo 4; =0(j =1, ..., n). Przy-
padek pierwszy jest nieuzasadniony z punktu widzenia [izycznego natomiast drugi po-
woduje niespelienie réwnania (4.8). Mamy wiec w (4.4) znaki réwnoéci. Teraz (4.4) jest
réwnowazne (4.2) i (4.3). Przy tym optymalna wysoko$¢ belki wynosi

h= {Y3W, [1+Qh+1)Y2)}*.

Zalezno$¢ wysokosci belki od W, dlan = 1,2, 3 pokdzano na rys. 3.
Ekonomi¢ ksztaltu okres§lamy wzorami e, = h/h, 1 E, = hfF, gdzie I jest wysokoscig
belki jednoprzestowej, a 2" — wysokoécia belki o n+1 réwnych przgstach. Zaréwno
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h, jak i B’ sa takie, Ze maksymalne przemieszczenia w obu belkach wynosi W,. Mamy
woéwczas

1+y2
L I+ Qh+ 12 2 = (At e

4.3. Minimalizacja maksymalnych przemleszezen kohcowych. Uwzgl@dnlenle (3.13)—(3. 16) po-
zwala przeksztatci¢ kryterium (2.4) do postaci

_ L 2 (1 _'S'n)z
“.9) Js = mfx{2_4(sk+l'_sk) > W}

Mozna oczekiwaé, ze funkcjonat (4.9) osiaga minimum, je$li maksymalne przemieszczenia
w przedziatach (si, 8k, ;) 5a sobie réwne. Mamy wiec

1 1 .

2—4(31“—31)2 = ——‘(Sj—sj-x)z,
(1 _Sn)z

3(3+21/2)

Ostatni ukiad jest réwnowazny (4.2), zatem rozwiazanie optymalne (4.3) odpowiada tez
kryterium (4.9).

1 2
2—4(6‘,,-—.8,,_1) .

5. Zakonczenie

~ W pracy rozwigzano zagadnienia wyznaczenia optymalnego polozenia uktadu dodat-
kowych podp6r belek sztywno-plastycznych obciazonych impulsem predkosci z uwagi
na minimum a) §rednich, b) maksymalnych przemieszczen koncowych, ¢) objgtosci belki
przy ograniczeniu przemieszczen koncowych. Wykazano, ze we wszystkich przypadkach
podpory dodatkowe maja te same optymalne poloZenia.

Autor pragnie podzi@kbwac’ Prof. A. Sawczukowj i mgr H. Stolarskiemu za okazang
pomoc i rady przy opracowywaniu pracy. -
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Peawome

OIITUMW3ALIVISE PACITOJIOXKEHMA JONONHUTELHLIX ONOP YIFYL
UMIIYJILCHO HATPYXXEHHOM XECTKO-IIJIACTUYECKOM BANKE

PaccmaTpuBaeTcst uaru® IKECTKO-TINACTHYECKOI GaNKK TOABCPYKEHHOH NeHCTBHIO MIHOBEHHOrO HA-~
JaNbHOrO MMIIyJbca. Bania maxonurcsi Ha n+2 Onopax, M3 KOTOPBIX ABE 3aKPENAIOT KOHLbI Gaiiu.
Pemrena 3afava OUPE/ENEHMsI PACIIONIONKEHHA JOTIONHUATENBHBIX ONIOD, IMPH KOTODOM OCTATOUHAIE IXpPO-
THOBL TPUHMMAIOT MHHHMATIBHbIE 3HAYeHUs. PaccMoTpeHa i oOpaTHaa 3afaua HAXOIXKACHUA MHHMMAJILHON
TONIHHB! GanKy OpH OPAHMUEHMHM Ha OCTATOWHEIE HPOrHoBLI.

Summary:

OPTIMAL LOCATION OF ADDITIONAL SUPPORTS IN THE CASE OF A RIGID-PLASTIC BEAM
LOADED IMPULSIVELY -

An impulsively loaded rigid-plastic beam resting on n+ 2 supports is considered. Two supports fix
the ends of the beam. Three optimization criteria are formulated. Optimal location of the additional supports
is found under condition that permanent deflection of the beam attains the minimal value.

The minimum volume problem is studied in the case of constrained deflections. It is found that the addi-
tional supports have the same optimal locations in the all considered cases.

IPPT
PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lutego 1978 r.
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1. Wstep

Dwa stykajace si¢ ciala maja zbiory punktéw lezace jednocze$nie na obu powierz-
chniach ograniczajacych te ciala, Cze$¢ wspdlng powierzchni cial tworzaca skonczony
obszar zastgpuje si¢ zazwyczaj wycinkiem plaszczyzny stycznej do cial. W takim styku
mozliwy jest wzgledny ruch translacyjny (poélizg) i obrotowy (wirowy) wokdl normalnej
do powierzchni styku. Wzglednemu ruchowi cial przy zaloZeniu wzajemnego docisku
sitami skierowanymi wzdhiz normalnej do powierzchni styku towarzysza .opory tarcia
suchego. Uwzgigdnia sie je przez wprowadzenie do opisu ruchu, sit tarcia oraz momentu
sit tarcia. _

Struktura geometryczna powierzchni ciat (t.zw. chropowato$c) jest ukiadem elementéw
geometrycznych powierzchni o okre§lonym ksztalcie, rozmiarach oraz rozmieszczeniu
wzniesien i wglebieri. Najczesciej chropowatoéé powierzchni jest $ladem obrébki mechanicz-
nej lub zuzycia i zalezy od rodzaju obrébki (struganie, toczenie, szlifowanie itd.), wlasnoéci
narzgdzia i obrobionego materialu, jak réwniez od warunkéw i parametréw obrébki.
Chaotycznie roztozone nieréwnoéci majg. pewna ogdélng kierunkowo$é, ktéra na ogét
pokrywa sie z kierunkiem S$ladéw obrébki. Mowimy o anizotropowej strukturze geo-
metrycznej powierzchni gdy ma miejsce wyrazne ukierunkowanie usytuowania wzniesief
i welebieni. Struktura izotropowa powierzchni to ukiad nieréwnosci nie wykazujacy okres-
lonego ukierunkowania. '

Tarcie suche towarzyszace poslizgowi zalezne od kierunku §lizgania na skutek anizo-
tropowej chropowatoéci jednej ze stykajacych si¢ powierzchni, nazwano tarciem anizo-
tropowym [1, 2, 3]. Cechg charakterystyczna uktadéw z tarciem anizotropowym jest to,
iz kierunek sity tarcia nie pokrywa si¢ z kierunkiem poflizgu, z wyjatkiem kierunkéw
zwanych giéwnymi. W przypadku tarcia izotropowego kierunek sily tarcia zawsze jest
przeciwny kierunkowi $lizgania. \

Uwzglednienie kierunkowosci tarcia (zwlaszcza gdy anizotropia jest do$¢ wyrazna)
jest szczegblnie wazne w przypadku ruchu, poniewaz istotni¢ zmienia przebieg zjawiska.
Tarcie anizotropowe nalezy uwzglednié tak w ruchu translacyjnym, jak i obrotowym do-
okota osi prostopadlej do chropowatego styku.

Wplyw tarcia ortotropowego (gdy kierunki giéwne sa wzajemnie ortogonalne) na
ruch translacyjny punktu materialnego i bryly sztywnej przedstawiono migdzy innymi

* Praca wykonana w ramach planu badah MR I/26, temat 09.3
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w [1, 2, 3]. Pewne szczeg6lne przypadki ruchu wirowego dla prostych ksztaitéw obszaru
styku oraz tarcia izotropowego oméwiono w [!, 4, 3].

W niriejszej pracy rozszerzono opis tensora tarcia Coulomba [6] przez sformutowanie
reprezentacji tensora dla przypadku styku powierzchni o izotropowej i anizotropowej
chropowatoséci, jak réwniez styku dwéch powierzchni o réznych anizotropowych struk-
turach geometrycznych. Korzystajac z tak wprowadzonego opisu tarcia anizotropowego
sformutowano wektory sity i momentu tarcia podczas wirowania.

2. Sily tarcia w styku powierzchni o izotropowej i anizotropowej chropowatosci

Zalézmy, ze sity tarcia suchego podczas wzglednego poSlizgu ciata o izotropowej
chropowatoéci po powierzchni ciala o dowolnej chropowatoéci okre§lone sg przez zbiér
czterech wielko§ci w;; (i,j = 1,2) zwanych wspdlczynnikami tarcia, docisk wzajemny
cial N oraz wersor wektora predkosci po§lizgu v. Przyjmijmy model tarcia suchego wg
Amontonsa i Coulomba zakladajacy liniowa zalezno$¢ sity tarcia od wersora predkosei
wzglednej i od wielkosci docisku.

o

Rys. 1. Rozktad sil tarcia 7e = peN 1 Ty = ugN Rys. 2. Analogia sit tarcia z plaskim stanem
na kierunki pomiarowe naprezen

Podczas poslizgu w dwdch dowolnych kierunkach O& i On nalezy okre§li¢ wielko$é
i kierunki dziatania sit tarcia Ty = ueNi T, = p,N. Z rozkladu sit tarcia T} i T, na kierunki
O& i On wyznacza si¢ wielko§é wsp6lczynnikéw tarcia py (7,j = 1, 2) dla danego styku
rys. 1. Kierunki pomiarowe tarcia O i On nalezy zorientowa¢ wzgledem ortogonalnego
uktadu odniesienia Oxy, zwigzanego z powierzchnia jednego z cial, poprzez katy &x i &,
rys. 1. W szczegélnym przypadku kierunki pomiarowe mogg by¢ wzajemme ortogonalne
i pokrywac si¢ z zatozonym ukladem odniesienia Oxy.

Zatézmy, ze silg tarcia podczas przesuwi odcinka ds w kierunku nachylonym do osi
x-6w ukfadu odniesienia pod katem o, mozna przedstawi¢ jako sume dwéch sit tarcia
powstatych przy przesuwaniu rzutéw tego odcinka na osie uktadu O&n w kierunkach réw-
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noleglych do O& i On. Wzory niezbedne do opisania stanu sit tarcia, przy powyzszych
zatozeniach, sa analogiczne jak zwiazki miedzy napreieniami na bokach tréjkatnego
elementu wydzielonego z napigtej plaszczyzny, o bokach rownoleglych do osi ukiadu
O&n (rys. 2). Naprezenia catkowite p, na boku ds réwnowaza si¢ z naprezeniami na bokach
ds ¢ 1 ds, roztozonymi na sktadowe réwnolegle do kierunkéw O& i 0. Poniewaz nie ko-
rzystamy z warunku réwnowagi momentéw, dlatego sformulowane zwiazki miedzy na-
prezeniami dotycza niesymetrycznego stanu napreZenia. NaprezZenia p, okrefla relacja

Q1) pe =V (0 + (1),
gdzie
'l 2 2
(22) o, = os(eaTey [oecos?(ox—&y) + 0,c08% (0, —&,) +
+ (T + Tg,) cOS(0 — £x) cOS (3 — )],
1 1 1
2.3) T, = m[ 0,8inQa, — 2¢,) — 5 0¢ sin(2eo, —2€,) —

+ T, 8in (o, — &y) cOS (0 — £5) — Tyesin(a . — £5)cos (e, — ey)] .

Wystepujace w (2.2) i (2.3) oznaczenia zilustrowano na rys. 2. Ponadto zachodza naste-
pujace zaleznosci

. n
(2‘4) éx = ax—é'x,. 6)! = 7 _a_\'+ 6y7
ind :
(2.5) dsy =500 g 080
siny siny

Naprezenie calkowite p, odchylone jest od kierunku normalnego do boku ds o kat f,

(2.6)

o
Korzystajac z analogii miedzy napre¢Zzeniami w plaskim stanie napigcia a sitami tarcia,
calkowita sitg tarcia podczas po$lizgu w kierunku «, okresla wspéiczynnik tarcia opisany
jak (2.1), gdzie za py, 0s, Tye, sy, 0y podstawiono odpowiednio pa, tyy, 12, H21 1 a2,

1
cos(ex+e,)

@7 Mo = {[#110032(ax—3x)+ﬂ22 cos? (a,— &)+

| .
+ (ul 2+ p2)cos(ax — ex)cos (o, — &,)]* + [ 5 M1t sin(2ot,—2¢,)+

1 %
+ py2 Sin(ae— £x)cos(u, — &,) — p21COS(0t: — £x)5in (0, — £) — 5 Haz sin(2a,, —2ey)] }
Siig tarcia zbacza z kierunku ruchu o kat f okreslony podobnie jak (2.6).
1
2.8) tgf= [~ =ty SInRoty —28,) — ty 2 sin (o, — &x)cos(or,— €,) +
. 1 , '
+ a1 cos(ot, —gx)sin(e, —&,) + 5 H22 sm(2a,—2e,)] [pe1,co82(ax—&5) +

+ (U + #21.)005(0‘::_ £,)COS(0t, — £,)+ f2 2c08% (o, —&,)] 7!
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Wielkodel ue i 8 umozliwiaja wyznaczenie skladowych sily tarcia w uktadzie Oxy podczas
poslizgu w kierunku «,. Zgodnie z opisem zaproponowanym w [6] skfadowe sily tarcia
okreslajg réwnania

(2.9) T = —NQUv;, i,j=1,2

gdzie, QY sa clementami reprezentacji tensora tarcia Coulomba Q, v; skladowymi ko-
wariantnymi wersora predkos$ci poslizgu v. Je$li polibaze tensora tarcia Q tworza bazy
vkiaddw odniesienia (Oxy) k; (i = 1,2) i ukladu pomiarowego (0517) e (j=1,2)to'
reprezentacja macmlzowq tensora tarcia

(2]0) Q = Quki®ej, I,] = 1,2
jest macierz

,uu COSE,+ 24 8iNE, y,COSE,+ 22 sing,

N cos(ex+¢€,) cos(ex+¢,)
(2.11) [0¥] = -. .
M21COSEy+ iy 1 SINEx fhs,COSE,+ 1) SINE,
cos(ex+&y) cos(ex+¢y)

gdzie, cos (&x+¢,) # 0. Wektor sity tarcia przy docisku N zgodnie z [6] zdefiniowany jest
réwnaniem

(2.12) T=—-NQv="Tk; i=1,2.
Sktadowe kowariantne v;, wersora predkosci poslizgu.w bazie ¢;(j = 1, 2) sa postaci
(2.13) [vfl = [cos(ax—&x),cos(a,—e )", j=1,2.

Wiasnoéci tensora tarcia anizotropowego o reprezentacji (2.11).

1. Tensor tarcia anizotropowego moze mie¢ dwie, jedng lub zero rzeczywistych wartosci
wlasnych i tyle samo wektordw wilasnych.
Dowdd: Korzystajac z transformacji bazy e; (j = 1,2) do ukladu odniesienia Oxy
otrzymujemy reprezentacje tensora tarcia w postaci macierzy [Q™*] (i, k = 1 , 2) 0 naste-
pujacych elementach :

o = cos(el+sy) [,u“coszex+(,ulz+u21)sineycosex+y22sinzsy],
_ 0'? = CF(:——FE_;)—[ ! (ﬂl1Sln2€x+/£2281n28},)+/A120088xCOS£y+/A2151n8x81n8y], '
g
0% = mi—_'_—g;) [ ! 4y 5in2e, + 1y ,8in26,) + 112 Sine,sine, +,u2100saxcosey],
02 = m [161,sin?eg+ (pey 2 + o 1)5iNE, COSE L+ 15 COS%E, ).

Wartosci wlasne tensora tarcia okresla réwnanie
(2.15) det(Q—A) =0,
Po rozpisaniu (2.15) otrzymujemy réwnanie kwadratowe

(2.16) A= A(QM +022) 401 Q2020 = 0.
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O liczbie rzeczywistych wartosci wlasnych tensora tarcia decyduje wyrdznik réwnania
(2.16). Tensor tarcia anizotropowego posiada dwie rzeczywiste wartosci wlasne i dwa wek-
tory wiasne gdy

2.17) 4 = (0" ~0*)?+4020* >0,

jedna rzeczywista warto§é wlasna i jeden wektor wiasny gdy 4 = O oraz nie ma wartosci
wiasnej ani wektora wiasnego gdy 4 < 0.

Jesli ponadto elementy Q™*(i, k = 1, 2) reprezentacji tensora tarcia speliaja warunki:

(2.18) ' ol = Qéz i Q2 =02 =0,
to zgodnie z réwnaniem .
2.19) (A=Q')2 =0,

tensor ten ma warto$¢ wiasng podwdjng réwna Q'* a jego wektorem wlasnym jest dowolny

“wektor. Taki tensor kulisty opisuje tarcie izotropowe w styku ciat.

2. Tensor tarcia o reprezentacji (2.11) gdy #12 = pay oplsuje 0gdlny przypadek tarcia
ortotropowego.

Dowdd: Reprezentacja macierzowa tengora tarcia typu (2.14) jest w tym przypadku

macierz symetryczna. Istniejg dla tego tensora dwie rzeczywiste warto$ci wiasne a od-

powiadajace im wektory wlasne sa wzajemnie ortogonalne.

Na prostych przykladach ruchu punktu materialnego po chropowatej plaszczyzinie
zbadano miedzy innymi wplyw na ruch sily odpowiadajacej czgéci antysymetrycznej
tensora tarcia. Rozpatrzono trzy rézne przypadki struktury geometrycznej powierzchni
ruchu. Przypadek gdy chropowato§¢ ma charakter izotropit g,y = p22 = 0,05, py, =
= u,, = 0. Gdy struktura geometryczna powierzchni jest anizotropia bez kierunku gtéw-
nego i, = 0,04, uy, = —0,09, p,, = 0,05, u,, =0,10. Badano réwniez przypadek
ortotropii odpowiadajacej czesci symetrycznej tensora tarcia anizotropowego jak w przy-
kiadzie poprzednim. Wspdélczynnikami tarcia dla cze$ci symetrycznej tensora tarcia sa
p1 = 0,04, p, = py = ~0,02, p,, =0,10. Przyjeto, Ze pomiaru wspdiczynnikdw
uy (1,7 =1, 2) dokonano w kierunkach osi uktadu odniesienia Oxy zalozonego na po-
wierzchni ruchu (e, ¢, = 0). Ukfad nieliniowych rézniczkowych réwnan ruchu rozwia-
zano metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Zbadano tor punktu poruszajacego si¢ po ptaszczyZnie zgodnie z réwnaniem

(2.20) mj =T,

gdzie, m jest masa punktu, q = [¢', 4%]7 wektorem polozenia, T wektorem sity tarcia.
Roéwnanie (2.20) po rozpisaniu jest postaci

vy I S

) o q oy P11 M2 1/(41)2._'_('42)2
' | s

2 A

R N sl | N Co ol

ijgto mas¢ punktu 1 [kg] a docisk réwny ci¢zarowi punktu materlalnego Ruch wywo-
tany zostal warunkami poczatkowymi q, = 0, 4, =2 (k;+kz) [m/s]. Na rys. 3 przedsta~
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wiono tory punktu w przypadku izotropii, ortotropii i anizotropii. Odlegtosci miedzy
punktami odpowiadaja jednakowym przedziatom czasu At = 0,2 [s]. Tréjkatami oznaczo-
no miejsca zatrzymania si¢ punktu. W przypadku izotropii punkt porusza sig¢ w kierunku
zgodnym z kierunkiem predkoSci poczatkowej qo. W przypadku ortotropii tor punktu

[
[]Ty
B
4 —
anizotropow,
2 —
J ! L ! | Lt
0 2 4 6 g [m]

Rys. 3. Tor punktu o danej predkosci poczatkowej poruszajacegd si¢ po chropowatej plaszczyznie

I)]

1 ] \ ] g X
2

0 4 6 8 [m]

Rys. 4. Tor punktu poruszajacego si¢ po chropowatej plaszczyZnie pod dziataniem statej sity

zakrzywia si¢. Sifa tarcia odpowiadajaca czeci antysymetrycznej tensora tarcia anizo-
tropowego powoduje jeszcze wigksze zakrzywienie toru punktu niz ma to miejsce w przy-
padku sily tarcia odpowiadajacej tylko czesci symetrycznej tego tensora (czyli w przypadk
ortotropii). ’
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Analizowano réwniez tor punktu podczas ruchu opisanego réwnaniem
(2.22) mij =F4+T,

edzie, F = (k;+k;) [N] jest stala w czasie sifa czynna, rys. 4. Przyjeto zerowe warunki
poczatkowe oraz mas¢ punktu 0,5 [kgl. W przypadku izotropii tor punktu pokrywa sie
z kierunkiem dziatania sily czynnej. Dla ortotropii tor punktu odchyla sie od kierunku
dziatania sily F. Sila tarcia odpowiadajgca czeéci antysymeirycznej tensora tarcia anizo-
tropowego powoduje wigksze odchylenie prostoliniowego toru od kierunku dzialania
sily ¥, w poréwnaniu z przypadkiem sily tarcia odpowiadajacej czeéci symetrycznej tego
tensora.

3. Sily tarcia w styku powierzehni o roznych anizotropoewych chropowatosciach
Na obu stykajacych si¢ powierzchniach wyznacza sie ortogonalne uklady odniesienia.
Przesuwajac to samo ciato o izotropowej chropowatoéci po powierzchni kazdego z cial
okresla sie wspdtczynniki tarcia w;j (7,7 = 1,2). Ponadto nalezy zorientowaé kierunki

()

A (2)
s Y
(P} (P
Y T 7
mn (2)
k, ¢/ k,
[¢)]
. ) o <
2! e, &
(p * 0
& (p) (eP) _[K I<| X
- J' 1 ; =< A LF
.. J— {2)
0 (p) (p) K
Ex k, X 1
R T (2)
N \\ X
~a.
Rys. 5. Wersory baz ukiadéw odniesienia i po- Rys. 6. Wzajemne usytuowanie ukiadow odnie-
miarowego p-tej powierzchni sienia po zetknieciu ze soba powierzchmi (1) i (2)

pomiarowe wzgledem ukiadéw odniesienia. Z wyznaczonych wielkodci u;;, &y i &, W oparciu

m @ o
o (2.11) tworzy si¢ reprezentacje macierzowe tensoréw tarcia Q, Q odpowiednio dla po-

wierzchni (1) i (2).
Wprowadzimy nastepujace oznaczenia wersoréw baz uktadéw odniesienia Oxy i ukfa-
déw pomiarowych O&n stykajacych sie powierzchni (1) i (2), rys. 5.
A M W .
(k_[)‘kZ)E(‘kl)9 (e1’e2)E(ej), J’l=l92

@) @

G0 @ @
(klﬂkZ)E(kL):'- (els e2)E(eJ)9 J,L"_—l,z

12 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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Zachodza nastgpujace zwiazki transformacyjne miedzy wersorami baz ukladéw Oxy
i O&n,

(3.2) ej=CJl'k17 j71=—l>2

(3.3) e, =Crtk,, J,L=1,2
gdzie wspéiczynniki transformacji tworza macierze
M (]

. COSE, SINEy. ((l:)

(3.4) Cl=1 o ol=%
| sing, cosg, |
@ . @]

. COS&y SIEx (é)

5 Crl = =

(3.5) [CF] o o
Lsmsy cose, |

Kat wzajemnego usytuowania uktaddéw odniesienia po zetknigciu ze soba obu powierzchni
oznaczamy przez ¢, rys. 6. Ma miejsce nastepujacy zwigzek transformacyjny miedzy
wersorami baz ukladdw odniesienia

(3.6) k, = Bik;, i,1=.1,2

gdzie macierzg wspdtezynnikdw transformacii jest

. i ‘cosp —sing
» 3.7 [B1] = [sincp cos g

Zwigzek transformacyjny miedzy skiadowymi kowariantnymi wersora predkosci poslizgu
zapisanymi w ukladach odniesienia powierzchni (1) i (2) ma postaé

(3.8) vg = Bkv,, K,n=1,2.

Zatézmy, Ze sita tarcia w styku zetknligtych ze soba powierzchni podczas ich wzglgdnego
poélizgu, przy danym docisku réwna jest iloczynowi ,,wspdlczynnika zlozenia™ 1 sumy
sit tarcia wzigtych dla kazdej powierzchni z osobna,

D (2
(3.9) T = 2(T+T).

2

Sity S_Il‘)i SI‘) odpowiadaja tarciu podczas przesuwania w danym kierunku poslizgu, przy
ustalonym docisku, po kazdej z powierzchni tej samej prébnej powierzchni o izotropowej
chropowato$ci. Wspéiczynnik » nazwano wspdlczynnikiem zlozenia, zapewnia on zgodno$é
z obserwacja wielkoéci sity tarcia opisanej wzorem (3.9). Warto§¢ wspdiczynnika x» nie
ma wplywu na opis, powstalej w wyniku zloZenia powierzchni, kierunkowodci tarcia.
Dla styku dwéch jednakowych izotropowych powierzehni % = 0,5.

Reguia (3.9) jest hipoteza rozktadu sit tarcia w styku cial i wymaga weryfikacji ekspe-
rymentalnej. : ’

Tensory tarcia zwigzane z powierzchniami (1) i (2) przedstawimy w postaci

) iy .
(3.10) Q = 0Yk;®e; = QCIk®@ky, i,j,k=1,2

2) :
(3.11) Q = 0Vk,®e; = QVC¥,Qky, I, J,K=1,2.
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Uzyskany w wyniku ztoZeniz powierzchni tensor tarcia niech bedzie zwiazany np. z po-
wierzchnia (1),
(3.12) Q =0"k,®k,, r,s=1,2.
Zgodnie z definicjq sif tarcia (2.12) réwnanie (3.9) moZna zapisaé nastepujaco
(1) (2)(2)
(3.13) —NQv = —=(NQv+NQv),
. . @ i . - - .
gdzie, v = Y1 v okreslaja ten sam wersor wektora predkosci poslizgu zapisany w bazach
powierzehni (1) i (2). W dalszej czeécei korzystamy z opisu tensordw tarcia w polibazach

utworzonych z baz ukladéw odniesienia Oxy. Wobec tego réwnaniez wersory predkosci
wystepujgce w (3.13) nalezy przedstawi¢ w bazach ukiadéw odniesienia.

(3.14) v=V=vk, V=vik, LL=1,2

Po podstawieniu (3.10), (3.11) i (3.14) do réwnania (3.13) otrzymujemy
(3.15) 070,V'k, = 2(QUCH 0K+ 0™ CEo e vEky),
stad

(3.16) Q*vik, = #(QUCiv ki + QY CFveky), i j Kk, Lr,s=1,2 ILJ, K,L=1,2.
przy czym by, 0y 1 Oxr sa symbolami Kroneckera.

Wykorzystujac zw1qzk1 (3.6), (3.8) oraz fakt, ze v, = v, k, = k;, réwnanie (3. 16) otrzy-
mamy Ww postaci

(3.17) Qv k; = %(Qi’icjkvkki+Q”C§B§VKBHH).a Lk, [,J,K=1,2.

Stad elementy reprezentacii tensora tarcia po ztoZeniu ze soba powierzchni (1) i (2) okres-
lone sa nastgpujgco

(3.18) ik = n(QUCH+OYCEBEBY), 1,k I,J,K=1,2.
Zgodnosé wskaznikOw z zalozonym opisem (3.12) uzyskamy podstawiajac
(3.19) ors = 8to50%, i k,r,s=1,2

Elementy reprezentacji tensora tarcia (3.12) mozna réwniez przedstawié w zapisie macie-
rzowym,

am e
(3.20) [Q] = %[QC+B"QCB]

LoWm @
gdzie, [Q] i [Q] sa macierzowymi reprezentacjami tensoréw tarcia powierzchni (1) i (2),

~ ) ® » . (® (P (p) (p) . ()T
125 1COSex + M2y Slnsy K2 COSEy + M22S810E,
(p) (P, p) (P
(p) cos(ex +&y) cos (ex + &)
(3.21) [Q] = , p=1,2
() (7 (» . (» » (@ .
M2y COSE, +/4611 SINEy H22 COSE,y +,uuSln8x

cos ex + ay) cos((ex + e,,)
oraz

(3.22) BT = cosp sing
' _ —~sing cosg|”

12*
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Rozpatrzymy dla przykiadu pewne szczegdlne przypadki tensora tarcia w styku zet-
knietych ze soba powierzchni. Jesli zostang ztoZone ze sobg dwie powierzchnie o réznych

(O ONE )

izotropowych chropowatosciach, przy zatoZeniu &, ¢,, &¢, &, =0, to reprezentacjs ma-
cierzowa otrzymanego tensora tarcia izotropowego jest

(1)

(2)

W @,
(3.23) [Q] = #[pI+ wBIB] = %(u + u)I,
gdzie X jest macierza jednostkowa. Gdy ztozy si¢ ze sobg powierzchnie o réznych ani-
zotropowych chropowatosciach to w wyniku otrzymuje si¢ tensor okreslajacy tarcie ani-
zotropowe w danym styku. Réwnania (3.18) i (3.20) umozliwiaja przedstawienie rep-

.. . . . . [t T
rezentacji takiego tensora tarcia w postaci macierzy [u;] (7,7 = 1, 2). Elementami macie-

@y (1) @ @

rzy reprezentacji dla przypadku &, ¢, &, & =0, sa

[(1)

(¥) @ @ . Lo @ .

P11 = % Lﬂn+uucosz¢+uzzsm2¢+ g(mzﬂtzl)smhpl

) [ @ Lo o .

f12 = 2|12+ 112C08% @ — Uy 8in? p — “2—(,11111—‘,11122)5”12‘?1 )
(3.24) i .

) »w oo ., o L, Lo @, . ]

fay = 7| by — Ug2SINTQ - U35 COS q)——z—(ml-yzz)st(p )

) v @ ., o ., 1o @, . |

Haz = 5| 122+ 11 SIOCQ + 1220087 ¢ — 5 (12 + p21)sin2g ).

Jak latwo zauwazy¢ w przypadku skladania powierzchni o réznych ortotropowych struk-

)] 1) 2 2)
turach geometrycznych, w (3.24) nalezy podstawié ,(uu = ‘(uu oraz ,(u)lz = ‘(uu a otrzy-

many wowczas tensor tarcia w ogdlnym przypadku okresla tarcie ortotropowe.

4. Sily tarcia w styku wirujacych wzgledem sicbie powierzehni

Zatézmy, ze styk dwdch ciat jest obszarem plaszczyzny oraz, ze ruch wzgledny ciat
jest ruchem wirowym z wersorem predkodci wirowania o, woko6l normalnej do styku.
O§ wirowania przechodzi przez punkt E styku zwany érodkiem wirowania. Niech n jest
wersorem normalnej do styku, tworzacym z baza k;(i = 1, 2) uktadu odniesienia w plasz-
czyznie styku, prawoskretny uklad wersoréw.

Na skutek ruchu wirowego czgstki cial kontaktujace sic w punkcie P styku S maja
wzgledna liniowa predko$é przemieszczenia. Wersor tej predkoséci wraz z wzajemnym do-
ciskiem i1 wspSlczynnikiem tarcia okre§la tarcie suche w punkcie P, opisane wektorami
sity tarcia Tp i momentu tarcia M, wzgledem osi wirowania., Tarcie suche towarzyszace
wirowaniu nazywa sig¢ tarciem wirowania. Uzywa sig rowniez takich nazw jak obrotowe,
kretne, wiertne, wiercenia obrotowego [1]. Polozenie punktu P styku S wzgledem $rodka
wirowania E, okre§la wektor r = [r!, r2], rys. 7. Wersor liniowej predkosci dowolnego
punktu styku na skutek wirowania z wersosrem predkodci katowej @ = wn = = In, opisuje
nastgpujace réwnanie
(@.1) @xr

v
| x £l

j=12

= ijj:
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gdzie sktadowymi v/ sa
4.2) A Y —
V) +(r?)? V(') + (r?)?
Wektorem sity tarcia Coulomba w punkcie P styku S w ktérym panuje docisk
N(r) jest

(4.3) Tp= -N(r)Qv=Tik;, i=1,2

v

)

K, -

@

( K, x  Rys. 7. Pole wersordw predkosciliniowe]j w styku podczas
E ! wirowania z wersorem prg¢dkosci katowej w.

Niech reprezentacja macierzows tensora tarcia Q o polibazie utworzonej z baz uktadu
odniesienia, jest macierz [Q*] (i, k = 1, 2) ktorej elementy okresla réwnanie (3.18). Wow-
czas skltadowymi sily tarcia Tp sa,

(4.4) TL = —N()Q™*v/ = —=N(ORw, i,j,k=1,2
gdzie

r? , rt
@3 &=~ ey Y e er

r’ rt

R o e D o T
Momentem sily tarcia Tp wzgledem $rodka wirowania jest
(4.6) M; =rxTp = M;n,
gdzie
@.7 My = —N(@)R3o,
48) Rp=gu U o OO peigny
VP + (D2 Y2+ (2 INCORENCOR

Caltkowite tarcie panujace w styku S mozna opisaé_wzorami

4.9) T= [TpdS = Tk, i=1,2
S

(4.10) - M = | MpdS = Mn,
. S
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gdzie sktadowymi wektorow sa

N.
i
(%]

(4.11) Ti= [ ThdS = —oR,
S

(4.12) M= [ MpdS = —oR>.
S
Wielkosci zdefiniowane wzorem

(4.13) R = [NmRS, =123
S

gdzie R; okreflajg réwnania (4.5) i (4.8) nazywamy charakterystykami tarciowymi styku.
Opisuja one wplyw wielko$ci niezaleznych od ruchu takich jak rozklad i wietkosé docisku,
typ tarcia oraz ksztalt obszaru styku na wielko$§¢ sily 1 momentu tarcia wirowania.

PowyzZsze ogdlne rozwazania zilustrujemy rozpatrujac przypadki szczegdlne. Zatézmy
jednakowy docisk na calej powierzchni styku N(r) = N = const. Wdwczas charakte-
rystyki tarciowe maja postac

Rl =N(_Q11A1+Q12A2),
(4.14) R* = N(—Q*4,+0*4,),
R® = N[Q"' A3 +0%2 A~ (0" +0*)4s),

gdzie
) 1
4.15 Al = —;_i:ds, A2= ——_—r_—:]S
( ) Sf v 2 + (r9)? _ s{ ]/(rl)z_l_ 22 d
232 1)2
—:—:(‘r:)*a" s, Aa = f —/——n(rz—n
V()2 +(r?) § YD+

. f R
Wspolrzedne punktéw styku (r?, r2) nalezy podaé w przyjetym ukladzie odniesienia Oxy
zwigzanym z powierzchnig jednego ze stykajacych sig cial. Przy tym mozliwy jest przy-
padek gdy (r', r?) sa wielkoéciami stalymi w czasie. Mozna wdwcezas, w celu ulatwienia
obliczen, wyznaczyé pomocnicze wielkosci A; w ukladzie osi symetrii styku S zgodnie
z (4.15) a pastepnie przetransformowaé do zaloZonego ukladu Oxy. Obowiazuje na-
stepujgce przeksztalcenie '

A, = Ajcosyp+ A;siny,
A, = —Aisiny+ A4;cosy,
4.16) Ay = Ajzcos?p~+ Agsinp+Agsiny,

Ay = Ajsin?p—+ Agcos’yp —Assiny,
As = Y(A4— A3)sin2p+ Ascos2y.

gdzie o jest katem miedzy uktadem osi symetrii a ukladem odniesienia 0xy. W tablicy 1
podano wielkoéci 4,(i =1, ..., 5) dla kilku wybranych ksztaltéw obszaru styku. MozZliwy
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Tabl. 1. Wspolczynniki charakterystyk tarciowych styku
#
. 2., ¥ .
A Asiny rsinz siny 0 0
{ cos * p2sin Y cosy 0
A, 2 0
i 2 a 3, 75 .2
4,22 4 3(17—“}}70(:052, ) v Ang a{[aby%ﬁﬂ _b%n(;ﬂ/%ﬁ1)+2a[n(a+ygf41)}5m N
g | gy grosnoenn [ ET ST E )50 A E
+[a’h —a—in-aln ! a2+4)+2b Nt G+ cos t//}
Al pa@z . 3, 12 /et 37,16 2,
A 4 oo’y L +sinvcoszy) Lre? A ROV B Binl § VT 2000 (2B s
1T < 6 3 +f'lzb}/§;’+1-11307(Tftﬂ’f;x»1+263(0‘\/%+‘}/§{+1]]5"'>C$’.}
402 4.3 < | S [apy e ot VBT - 38 (YT )+
As FUsn2Y £ rsindsin2y 0 “ S , &
+3ao£n(7+yg_zn)]5mz;//
I}
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jest przypadek w ktérym wspoirzedne punktéw styku sg funkcjami czasn r! = ri(s),
r2 = r2(¢) a jednocze$nie styk S zachowuje swoj ksztalt i wymiary w kazdej chwili czasu £
Wtedy wspéirzedne (r', r?) mozna przedstawi¢ jako funkcje kata wirowania ¢ zetknigtych
ze sobg powierzchni, #' = ri(p), r? = r?(p). W tym przypadku, wygodnie jest policzyé A}
w ukladzie osi symetrii i nastgpnie przetransformowaé do uktadu Oxp korzystajac z (4.16),
gdzie p = @. W ogoélnym przypadku wspoétrzedne punktéw styku sg funkcjami czasu a styk
zmienia podczas ruchu swdéj ksztalt | wymiary. Nalezy wdéwczas w oparciu o obserwacije
okresli¢c wspdirzedne punktdw styku jako funkcje czasu.

5. Wiasnosci sil tarcia podczas wirowania

1. Calkowita sita tarcia T w styku S jest zerem gdy ruch wzgledny jest obrotem wokot
_tzw. bieguna wirowama [7] bedacego punktem przecigcia si¢ co najmniej dwoch wza-
jemnie ortogonalnych osi symetrii danego obszaru styku S. Dowdd: W tym przypadku
Ay 1 A, sa zerami, stad réwniez R! = R?2 = 0.

2. Sila tarcia odpowiadajaca czgsci antysymetrycznej tensora tarcia nie ma wplywu na
wielko§¢ momentu tarcia wirowania. Dowdd: Czgé¢ symetryczna tensora tarcia ani-
zotropowego. Q o reprezentacji [Q*] (i, k = 1,2) ma postaé

Qll _;_(QIZ_}_QZI)
(4.17) Q1=
E (_QIZ_‘_QZI) Q22

Wektorem momentu tarcia wirowania w przypadku tarcia anizotropowego przy zalo-
zeniu N(r) = N, jest

(4.18) M = —N[Q" 43+ 04, —(Q*+0*Dds5]0

za$ w przypadku tarcia ortotropowego odpowiadajacego czegSci symetrycznej tensora
tarcia anizotropowego

(4.19) M = ~N[Q“A3+Q“A4—2-%—- (Q12+Q21)A5] o

Tdentyczno$é wektoréw momentu tarcia (4.18) i (4.19) wskazuje na brak wplywu czgsci
antysymetrycznej tensora tarcia na ruch wirowy.

Sformulujemy opisy sit tarcia w prostych przypadkach izotropii t ortotropn gdy styk S
zachowuje podczas ruchu ksztalt i wymiary a wsp6lrzedne punktéw styku sa wielkosciami
zaleznymi od kata wirowania ¢. Zatézmy, ze uklad odniesienia Oxy zwiazany jest z nieru-
chomym podlozem o izotropowej lub ortotropowej chropowatosci. Niech wirujace ciato
posiada izotropowa chropowato$é. WspStczynniki tarcia p;(i,j = 1, 2) w styku okreslono
podczas poSlizgdw w kierunkach osi ukfadu odniesienia. Wobec tego charakterystykami
tarciowymi styku sa nastepujace wielkoéci: dla styku powierzchni izotropowych

4.20) Rl = —uNA,, R>= —uNA,, R3=uN(4;+4,),
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dla styku powierzchni izotropowej z ortotropowsg

R' = (—p; A +uy5 A2)N,
(4.21) R? = (=g, A, + s A2)N,

R® = (uy Ay+par Ag—2u,2 4s).
Zgodnie z powyzszymi zatozeniami, korzystajac z wzoréw podanych w tabl. 1, okre$lono
wektory sily 1 momentu tarcia podczas wirowania. Dla wirujacego odcinka o diugos$ci /
w przypadku izotropii

T = uNlow(sin gk, —cospk,),
4.22) M= —1~,uNlla),
2

w przypadku ortotropii

T = Nlo[(p, 15 —py2cos @)Ky + (1, 5inp— 2, cos p)k,],
(4.23)

M= — %le(y“sin2<p—ylzsin2¢+y22coszq7)a).
Dla kota o promieniu p w przypadku izotropii

4.24) T=0, M= ——:;:—yNazQ3w,

(wynik ten jest zgodny z uproszczona analiza znana z literatury np. [4, 5]), natomiast
w przypadku ortotropii

4.25) T=0 M= - %nQ3N(‘LL11+‘u22)a).
Dla kwadratu o boku a w przypadku izotropii
(4.26) T=0, Mz -0,3826uNa*w,
w przypadku ortotropii i |
427y T=0, Mz —Na3[0,2938(x,,sinp+ pu,,c08%p)+
+0,0888(u,  cos?@+ p,25in’g)]o.

Wprowadzony opis tarcia wykorzystano do obliczenia ruchu sztywnego ciata stykaja-
cego sig z chropowata plaszczyzia i wirujacego wokot osi przechodzacej przez §rodek masy
podstawy ciata o ksztalcie prostokata. Przyjeto ukitad odniesienia zwigzany z podstawa
wirujacego ciala. Wobec tego wspélrzedne punktéw styku oraz wymiary styku nie zaleza
od czasu. Wielkosci wspolczynnikéw tarcia zgodnie z (3.24) zaleza od kata wzajemnego
usytuowania chropowatoéci stykajacych si¢ powierzchni, w analizowanym przypadku

od wspolrzednej wektora kata wirowania (). Zalozono anizotropowa strukturg geometrycz-

. . . 1 n (1
ng powierzchni podstawy ciala ‘(u)u = 0,12, 2),2 = 0,04, p; = 0,05, ,u)zz = 0,07 oraz

anizotropowa strukture ptaszczyzny ruchu ,(L%)u = 0,04, fli)u = —0,09, ﬁ)z . = 0,05, ﬁ)zz =
= 0,10, po zlozeniu powierzchni ze soba (¢ = 0,5) otrzymano tarcie anizotropowe.
Rozpatrzono réwniez przypadek zetknigcia powierzchni o jednakowych: izotropowych
strukturach geometrycznych p;, = pa, = 0,05 lub g,y = flas = 0,07 i pu; = pay =0.

13 Mech. Tcoret. i Stos, 4/78
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Nieliniowe rézZniczkowe réwnanie ruchu rozwigzano metoda Rungego-Kutty czwartego
rzedu.
Zbadano przebieg predkosci wirowania ciala poruszajacego sig¢ zgodnie z réwnaniem

(4.28) Fp =M,
gdzie
(4.29) M= —NR*o, o= I—:}f*'

I'jest momentem bezwladnosci ciata wzgledem osi wirowania, ¢ wektorem kata wirowania,
M wektorem momentu sit tarcia, R® = R3(p) charakterystyka tarciowa styku w funkcji
kata wirowania. Postaé¢ R® wyznaczono Korzystajac z 45, 4, 1 As podanych dla prosto-
kata w tabl. 1 (gdy v = 0) oraz wzordw (4.14) i (3.24). Rozpatrzono ruch ciata o podsta-
wie @ =2 [m], b = 0,05 [m], masie m = 5 [kg] oraz docisku réwnym cigzarowi ciala.-
.Ruch wywotany zostal warunkami poczatkowymi @, =0, ¢, = 3,5 n-[1/s]. Na rys. 8
przedstawiono wykres predkoéci wirowania dla przypadku styku idealnie gtadkiego

.
(4] ¢
41 \
ideainie gladka

0

[s]

Rys. 8. Predko$¢ wirowania bryly stykajacej sie z chropowata plaszczyzna podczas ruchu wywolanego
predkoéeia poczatkowa

(bez udziatu tarcia), styku o izotropowej chropowatosci (¢ = 0,05) 1 styku o anizotro-
powej chropowatosci. Tréjkatami oznaczono moment zatrzymania si¢ ciata. Krzywoliniowy
charakter wykresu predkosci wirowania dla styku anizotropowego wynika z réznic migdzy
sitami tarcia na kierunkach ekstremalnego tarcia.

Analizowano réwniez przebieg predkosci wirowania podczas ruchu opisanego rowna-
niem :
(4.30) Ip = M+M,,

gdzie M, = (0,725n [Nm)] jest stalym w czasie momentem sil czynnych. Ruch rozpoczgto
bez warunkdéw poczatkowych., W tym przypadku przyjeto cialo o podstawie a = 0,6 [m],
b = 0,2 [m] i masie oraz docisku jak poprzednio. Na rys. 9 przedstawiono wykres pred-
kosci wirowania dla styku idealnie gladkiego, o izotropowej chropowatosci (4 = 0,07)
i anizotropowej chropowato§ci. Wplyw sil tarcia na charakter zmienmnosci predkosei
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wirowania jest znaczny dla malych predkosci, w miare wzrostu predkosci staje sie coraz
,mniejszy. Zmienno§¢ momentu si} tarcia wirowania wynika ze zmieniajacych sie wielkosci
sif tarcia w miar¢ zmian kata wirowania.

[ @

Ny

| | \v !
¢ & 8 [s]

-

Rys. 9. Predko$é wirowania bryly stykajacej si¢ z chropowatq plaszczyzng podczas ruchu wywolanego
statym momentem wirowania
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Pesome

CUJIBI TPEHHSA KYJIOMBA TIPY BPAITEHMIH

B paBore npencrasnero o6ofienrne TeHsopa Tperasi Kynomba [6] mna ciryyas KOHTaKTA TIOBEPXHO-
CTefl O MSOTPONHON W AHM3OTPONHOW UIEPOXOBATOCTH, 4 TAKOKE IS CIyYas KOHTAKTA IOBEPXHOCTEH
O Pa3HbIX AHW3OTPONHBIX ILIEPOXOBATOCTAX.

Crenaso IpHMepHbIe pacyerb! TPAEKTODHI TOUKM ;:Bpmcymeﬁca IO IUIOCKOCTAX O PAa3HBIX LIepo-

* '

XOBaTOCTAX.

B paGore mawo ONpeieNeHHE BEKTOPOB CRIbI H MOMEHTA TPEHMA NPH BPANECHUM KAK BEII{IMHLI
3ABMCATIMX OT XAPAKTEPHCTHK TPEHMA IOBEPXHOCTH KOHTAKTA M €JMEMYHOTO BEKTOPA CKOPOCTH Bpale-

_ 13
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wun. [Ipy 9TOM NPHHESTO BO BHHUMAHHE IPOM3BONLHYIO (hOPMY [IOBEPXHOCTH KOHTAKTA M TPON3BOJBHbINA

“THI TpeHUA. A BbIGPAHHBIX CIIy4YaeB KOHTAKTAa ONpPENSNEHO BEKTOPLI CHJI TPEeHWs IpH BPAalICHUW.
CrenaHo IMpHMEPHBIC PACUEThI CKOPOCTH BPALIEHHS TBEPJOIO Teia KOHTAKTUPYIOMIETO TPAMOYIoi-

HEIM OCHOBaHHEM C IUTOCKOCTAMY O MAeabHOH, M30TPOITHOM, ¥ aNW30TPONHON LUEPOXOBATOCTH. .

Summary

COULOMB FRICTION FORCES DURING ROTATION

Tn this paper thc description of the Coulomb’s friction tensor [6] is extended to thc case of contact
between surfaces, with isotropic and anisotropic roughness and to the case of the contact between surfaccs
of various anisotropic roughness.

Numerical calculations of trajectories of a point over surfaces of various roughness have been made.

The vectors of force and moment of friction during rotation are defined as quantities depending on the
frictional characteristic of the contact surface and the rotation speed versor. The definition is valid for any
form of contact and any kind of friction. Vectors of the friction forces during rotation have been calculated
for selected cases,

Numerical calculations of the rotation speed of a solid body with a rectangular base being in contact
with an ideal surface, and with surface with isotropic and anisotropic roughness have been made.

PAN
NSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH GDANSK

Praca zostala zioiona w Redakcii 13 marca 1978 r.
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XVIII ZJAZD DELEGATOW I SESJA NAUKOWA Z OKAZJI DWUDZIESTOLECIA POLSKIEGO
' TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
1958—1978

Otwarcle zjazdu

Zjazd odbyt si¢ w dniach 9—11 marca 1978 r. w Ustroniu Zawodziu. Przewodnictwo Komitetu Ho-
norowego Zjazdu objat Prezes PAN prof. dr Witold Nowackr.

W skiad Komitetu Honorowego weszli:
prof. dr Jarema MaAciszewskt — Kierownik Wydzialu Nauki Oswiaty KC PZPR,

prof. dr Sylwester KALISKI — Minister Nauki, Szkolnictwa Wyzszego i Techniki,

prof. dr Jan KACZMAREK — Sekretarz Naukowy PAN

prof. dr Maciej NALECZ — Sekretarz Naukowy IV Wydzialu PAN,

prof. dr Jerzy NAWROCKI — Rektor Politechniki Slaskiej,

prof. dr Waclaw OvrszAk — Dyrektor Miedzynarodowego Oférodka Nauk Mechanicznych w Udi-
ne,

prof. dr Jan RYCHLEWSKI — Sekretarz Naukowy III Wydzialu PAN,

prof. dr Waclaw Sakwa — Sekretarz Naukowy Oddzialu PAN w Katowicach,

dr Zdzistaw Gorczyca — I-szy Z-ca Wojewody Katowickiego,

prof. dr Zdzisltaw Parszewski — Przewodniczacy PTMTS.
W imieniu gospodarzy — Gliwickiego Oddziatu PTMTS otwarcia Zjazdu, powitania gosci i delegatow
dokonal Przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego doc. dr Jézef Wojnarowski.

Pierwsze uroczyste posiedzenie

Na pierwszym posiedzeniu, prof. W. Nowacki, zwracajac si¢ do zebranych, stwierdzit m.in., ze ,,Wéréd
specjalistycznych Towarzystw Naukowych PTMTS zajmiuje miegjsce wyjatkowe polegajgce na tym, Ze
jednoczy przedstawicieli wielu podstawowych dziedzin mechaniki.

Mechanika, kontynuowal méwea, przeszla w okresie powojennym powazng droge rozwojowa. Szczy-
ci¢ si¢ moze wieloma wybitnymi przedstawicielami, ma duze osiagniecia badawcze, brala udziat w rozbu~
dowie przemyslowej kraju. Na jej rozwdj sklada sig wiele czynnikédw i w naszym gronie mozemy sobie po-
wiedziet, Ze cele, ktore przed 20 laty wysungli zatozyciele PTMTS, a ktére polegaja na rozbudzeniu zainte-
resowan naukami dziedziny mechaniki w wielu ofrodkach kraju zostaly spelnione.

Mam zaszczyt i przyjemno$é wystgpowaé przed Szanownym gremium jako Prezes PAN, instytucji
popierajacej usilnie spoleczny tryb pracy naukowej, a jednoczes$nie wystepuje jako goracy entuzjasta wszyst-
kich form dzialalnoci Towarzystwa, jako jego wspoélzatozyciel, wspotuczestnik wielu sympozjondw i obrad
oraz jako czlonek, ktéry mial zaszczyt otrzymad czlonkostwo honorowe.

Z tytulu mego urzedu chciatbym przekaza¢ od Prezydium PAN z okazji obchodzonego dzisiaj jubi-
leuszu serdeczne gratulacje Wladzom Towarzystwa za piekny rozwoj PTMTS, ktére w okresie 20 lat wkro-
czylo dzialalnoscia do 13 odrodkédw regionalnych, podjelo bogata tematyke badawcezy i stato si¢ juz bardzo
widocznym elementem polskiego krajobrazu naukowego i polskiej techniki.
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Wszystkim zastuzonym czionkom Towarzystwa serdecznie gratulujg¢ cennych inicjatyw i osiagnigtych
wynikow pomnazajacych dorobek nauki i zaséb wiedzy spolecznej.

Towarzystwa naukowe sa bliskimi partnerami PAN i naturalnym sojusznikiem w rozbudzaniu twor-
czosci naukowej i rozpowszechnianiu nauki w spoleczenstwie. Do dzialalno$ci Towarzystw, PAN przyklada
duza wage. Dlatego tez Zywimy szczera troske o zapewnienie im dobrych warunk6w rozwoju, 0 umocnienie
ich pozycji spolecznej i wiaczenic ich do systemu nauki polskiej zgodnie z ich oryginalnym wkladem™.

W zakonczeniu Prezes PAN Zyczyl Towarzystwu dalszego rozwoju pozylecznego dla nauki, naszej
gospodarki i wciaz zwigkszajacego si¢ udzialu w tak pozytecznym spolecznym ruchu naukowym.

Referat pt. ,,Dwudziestolecie PTMTS” wyglosil przewodniczacy Zarzadu Glownego prof. Zdzistaw
PARSZEWSKI. W swoim wystapieniu omowil on dzialalno§¢ PTMTS na przestrzeni jego istnienia. Podkreslit
dalekowzroczno$é czionkdw zatozycieli, ktérych idea powolania Towarzystwa w dniu 13 marca 1958 roku
przemienila sie w bogata dzialalno§é naukowa w zakresie organizowania zebran naukowych, sympozjo-
now, konkurséw monotematycznych, dyskusji i wydawnictw. Podsumowujac na tym zjezdzie osiagniecia
ubicglego dwudziestolecia mowcea dodat, ze nalezy si¢ spodziewad, ze nast¢pne dwudziestolecie dezie row-
niez okresem dalszego rozwoju Towarzystwa i wzrostu liczebnosci czionkow,

Przemoéwienia powitalne wyglosili: JM Rektor Politechniki Slaskiej prof. Jerzy Nawrocki, Kierownik
Wydziatu Nauki i Oswiaty KW PZPR w Katowicach mgr inz. Krzysztof Jedrzejewski, Sckretarz Naukowy
Oddzialu PAN w Katowicach prof. Waclaw Sakwa, Czlonek Zarzadu Gidwnego Polskiego Towarzystwa
Elektrotechniki Teoretycznej i Stosowanej prof. Wiadystaw Kolek oraz Rektor Miedzynarodowego O$-
rodka Nauk Mechanicznych (CISM) w Udine prof. Waclaw Olszak.

Ponadto zostaly odczytane telegramy gratulacyjne, nadeslane przez profesorow J, Dietrycha i M. Ja-
nusza — cztonkow honorowych PTMTS, J. Kaczmarka — Sekretarza Naukowcgo PAN oraz A. Saw-
czuka — Przewodniczacego Komitetu Mechaniki PAN.

Scsja przedpoludniowa pierwszego dnia zjazdu

Na drugim posiedzeniu referat pt. ,,Badania do$wiadczalne konstrukcji inzynierskich w ujeciu teorii
-sterowania” wyglosil prof. Roman CresieLsk1. Referat dotyczyl zastosowania eksperymentu czynnego
w zagadnieniu identyfikacji konstrukcji budowlanych. Przedstawiajac w nim sposoby realizacji badan dos-
wiadczalnych konstrukcji budowli autor opisat réwniez proby identyfikacji stopniowej potaczonej z ko-
rekta modelu przez stosowanie tzw. eksperymentu cyfrowego. W dyskusji nad referatem glos zabrali: pro-
fesorowie A. Oledzki, R. Gutowski, J. Giergiel oraz B. Skalmierski. .

-Sesja popoludniowa pieryszego doia zjazdu

Na éesji te] wygloszono dwa referaty. W pierwszym referacie pt. ,,Zagadnienia mikropolarnej termo-
prezystosei” prof. W. Nowackr przedstawil zagadnienia teoretyczne mikropolarnej termosprezystosci,
a takze perspektywy dalszego jej rozwoju. Podkreélit on, ze o ile termosprezystosé w ciele Hooke’a jest
doskonale opanowana i istnieje dla niej cala petna zwarta teoria, to termosprezysto§é w ciele Cosseratow
liczy sobie zaledwie 12 lat i po raz pierwszy zostala opracowana przez autora. Wychodzac z bilansu energii
oraz nierownosci Clausiusa-Duhema wyprowadzono zwiazki konstytutywne dla naprezef silowych, mo-
mentowych oraz entropii. W ostatniej czeici pracy autor omoéwil zasady prac wirtualnych, twierdzenic
o jednoznacznosci rozwiazan oraz twierdzenie o wzajemnosci prac. Podal rowniez przypadki szczegolne.
Konkludujac stwierdzit, Ze teoria oSrodkéw polarnych ogdlnie, a osrodkéw mikropolarnych w szczegolnosci,
wymaga dalszych badan.

Prof. Wiadystaw Kowrex w referacie pt. ,,Metody badait poznawezych i problemy technicznych zastoso-
wan elektrotechniki™ przedstawil historyczny rozwéj elektromechaniki i wykazat, ze formalizacja elektro-
mechaniki jako dyscypliny naukowej nastepowala w oparciu o sformalizowana juz znacznie wezesniej i doj-"
rzaly syntez¢ mechaniki teoretycznej. Wskazal rowniez na wspolezesne problemy elektrotechniki i korzysci
wynikajace z wzajemnego przenikania sie metod dwéch dyscyplin, mechaniki i elektrotechniki. W dyskusji
nad referatami zabrali glos profesorowie: S, Borkowski, R. Gutowski, B. Skalmierski, Z. Waszczyszyn
i doc. J. Wojnarowski. '
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Obrady XVHI Zjazdu Delegatéw

W drugim dniu Zjazdu odbyly si¢ obrady XVIII Zjazdu Delegatow PTMTS. W Zjezdzie wziglo udzial
78 delegatoéw przedstawicieli 13 Oddzialow Towarzystwa. Obrady otworzy! przewodniczacy Zarzadu
Glownego prof, Z. Parszewski. Nastgpnie uczczono minutg ciszy pamigé cztonkoéw Towarzystwa zmarlych
w czasie minionej dwuletniej kadencji.

Na przewodniczacego Zjazdu powolano doc. J. Wojnarowskiego, gospodarza Zjazdu i Przewodnicza-
cego Komitetu Organizacyjnego Zjazdu. Na wiceprzewodniczacych Zjazdu wybrano profesoréw E. Brzu-
chowskiego (Wroctaw) i J. Elsnera (Cz¢stochowa). Na sekretarzy Zjazdu wybrano docentéw E. Czogale
z Gliwic oraz A. Tylikowskiego z Warszawy.

Przyjeto nastepujacy porzadek obrad:
. Otwarcie Zjazdu. Wybbr przewodniczacego, zastqpcow przewodniczacego i sekretarzy Zjazdu.
. Dokonanie wyboru czlonkéw honorowych PTMTS.
. Przyjecie protokolu z XVII Zjazdu Delegatéw PTMTS,
. Powolanie Komisji Matki i Skrutacyjnej.
. Ztozenie sprawozdania z dziatalnosci Towarzystwa.
. Ztozenie sprawozdania finansowego.
. Sprawozdanie Glownej Komisfi Rewizyjnej.
. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Glow-
nemu absojutorium i gtosowanie nad wnioskiem.
. Wybory:
a) Przewodniczacego,
b) Czlonkoéw Zarzadu Gléwnego,
¢) Glownej Komisji Rewizyjnej.
10. Dyskusja i uchwalenie generalnych wytycznych dzialalnosci PTMTS na nastgpny okres.
11. Sprawy biezace i wolne wnioski.
12, Zamknigcie obrad Zjazdu. ¢
Ad 1. Pierwszy punkt porzadku dziennego wyczerpano na wstepie.
Ad 2. Prof. Z. Parszewski zreferowal szczegdlowo dwa wnioski Oddzialu Warszawskiego o nadanie
godnosci czlonkéw honorowych profesorom Zbigniewowi Brzosce i Zbigniewowi Kaczkowskiemu.
W dyskusji nad wnioskami glos zabral prof. R. Ciesielski i doc. J. Wojnarowski. Kandydatury
przyjeto jednomyslnie. Nastepnie Przewodniczacy — prof. Z. Parszewski, Wiceprzewodniczacy —
prof. J. Antoniak i Sekretarz Generalny — prof. M. Dietrich dokonali uroczystego wreczenia
dyploméw nowo wybranym Czionkom Honorowym. Profesorowie Z. Brzoska i Z. Kaczkowski
w krétkich przemoéwieniach podzigkowali za zaszczytne wyrdznienie.
Ad 3. Protokol z poprzedniego XVII Zjazdu Delegatow PTMTS, odbytego w dniach 8 i 9 kwietnia 1976 r.
w Lodzi, przyieto po wniesieniu porawek przez prof. Z. Olesiaka i doc. E. Radwariskiego.
Ad 4. Komisje Matke i Skrutacyjng powolano w nastgpujacym skladzie: doc. A. Ajdukiewicz (Gliwice),
doc. S. Dubiel (Warszawa), prof. J. Kruszewski (Gdansk), prof. J. Stefaniak (Poznan) oraz prof.
M. Suchar (£.6d2).
Ad 5. Sprawozdanie z dzialalnosci Towarzystwa za okres kadencji, tzn. za lata 1976 i 1977 ztozy! Prze-
wodniczgcy prof. Z. Parszewski. Omoéwil on dzialalno§é Towarzystwa w poszczegdlnych latach. -
W roku 1976 liczba czionk6w PTMTS wzrosla o 48 osdb (6%). Zebran organizacyjnych odbylo si¢
105. W ramach dzialalnoéci rzeczowej zorganizowano 46 zebrad naukowych z 55 wygloszonymi
z nich referatami, z udzialem 957 os6b i 228 dyskutantow. Sympozjondw i sesji naukowych odbyto
sig¢ 5. Liczba seminariéw wyniosta 14, kurséw 4, ogolnopolskich konkurséw 2. Pozycji wydawni-
czych wydano ogdlem 8, w tym kwartalnik ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana™ oraz 5 pozycji
materialow konferencyjnych. Szczegédlnie ozywiona dziatalno$§¢ prowadzily Oddziaty w Czgsto-
chowie, Gliwicach i Poznaniu.
W roku 1977 liczba czlonk6w wzrosta o 44 (5,2%). Zebran organizacyjnych odbylo sig 71.
Zebran naukowych odbylo sie 62 z 68 wygloszonymi na nich referatami, 1105 uczestnikami i 290
dyskutantami. Sympozjonow, konferencji i sesji naukowych odbylo si¢ 5. Seminariow — 6, kur-
sow — 5. Ogoélnokrajowych konkurséw naukowych — 2, Przy tym wydatnie wzrosta liczba zglo-
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Ad 6,
. Sprawozdanie Gloéwnej Komisji Rewizyjnej ztozyl jej Przewodniczacy prof. Z. Kaczkowski.
Ad 8.

Ad

~1

Ad 9.

Ad 10.
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szonych na nie prac. Pozycji wydawniczych ukazato si¢ 8, w tym kwartalnik ,,Mechanika Teore-
tyczna i Stosowana™ oraz materialy konferencyjne, kursowe i inne.
Sprawozdanic finansowe za lata 1976 i 1977 ztozyt Skarbnik dr K. Borsuk.

W dyskusji nad sprawozdaniami zabrali glos: dr W. Pietraszkiewicz, prof. R. Ciesielski, doc.
E. Radwanski, prof. I. Kisiel, prof. J. Elsner i doc. J. Wojnarowski. Oméwiono sprawy dotyczace
dalszego rozwoju dzialalnoéci Towarzystwa, oplacania skladek czlonkowskich oraz wykorzystania
funduszu nagréd konkursowych. Wymieniono nazwiska aktywistow sposrod wladz Towarzystwa,
dzigki ktorym PTMTS zawdziecza swe osiggniecia. Po dyskusji wniosek Glownej Komisjia Rewi-
zyjnej o udzielenie absolutorium ustepujacemu Zarzadowi Gidéwnemu przyjeto, przy wstrzymaniu
od glosowania 0s6b, ktore wchodzily w sklad bylego Zarzadu.
Przewodniczgey obrad poprosit Komisje Matke o przedstawienie kandydatow. W imieniu Komisji
Matki i Skrutacyjnej, ktora ukonstytuowala sig nastepujaco: prof. J. Stefaniak — przewodniczacy,
czlonkowie — doc. A. Ajdukiewicz, doc. S. Dubiel, prof. J. Kruszewski i prof. M. Suchar, zabral
glos prof. J. Stefaniak, ktory z kolei poprosit o glos prof. Z. Parszewskiego. Zabierajac glos w imie-
niu ustgpujacego Zarzadu prof. Z. Parszewski stwierdzit, ze Zarzad Gloéwny na zebraniu w dniu
27 lutego br. wysunat kandydature na przewodniczacego PTMTS prof. Z. Olesiaka, ktéry wyrazil
zgode. Na dzisiejszym plenarnym zebranin Zarzadu Gidéwnego odbytym przed obradami Zjazdu
Delegatéw wplyneta jeszcze kandydatura prof, M. Dietricha. Doc. E. Radwanski wnidst formalne
zastrzezenie, ze kandydatury do wiadz Towarzystwa powinna zglasza¢ Komisja Matka, a nie
ustepujacy Zarzad. Przewodniczacy Komisji wyjasnil, Ze po tych uwagach Komijsa Matka zglasza
w/w kandydatury na przewodniczacego Zarzadu Gltéwnego. Doc. B. Krajewski zglosit z sali kan-
dydature prof. Z. Kaczkowskiego. Prof. Kaczkowski dzigkujac za zaufanie odmowit kandydowa-
nia na przewodniczgcego. Wyniki glosowania byly nastqpche na oddanych 78 waznych gtosow
przy 1 wstrzymujacym sig

prof. Marek DIETRICH otrzymal 43 glosy,

prof. Zbigniew OLESIAK otrzymal 34 glosy.
Prof. M. Dietrich w serdecznych slowach podzigkowal za wybranie go przewodniczacym PTMTS.
Stwierdzit przy tym, ze przyjmuje to wyroznienie jako najwyzszy zaszezyt naukowy, ktoéry go do
tej pory spotkal. Z kolei Komisja Matka zglosila nast¢pujgce kandydatury do Zarzadu Gléwnego:
prof. E. Biclewicza, (Gdansk), dr K. Borsuka (Warszawa), doc. H. Mikotajczaka (Poznan),
prof. J. Rutkowskiego (Warszawa), doc. W. Szemplinska-Stupnickg (Warszawa), doc.
W. Walczaka (E6dz), prof. Z. Waszczyszyna (Krakéw), doe. J. Wojnarowskiego (Gliwice). Prof.
M. Dietrich zaproponowal do Zarzadu Giéwnego prof. Z. Olesiaka (Warszawa), oraz doc. A.
Tylikowskiego (Warszawa). Prof. A. Oledzki zglosil kandydature doc. E. Radwanskiego (War-
szawa). Prof. J. Elsner zglosit kandydature doc. W. Bachmacza (Czgstochowa), natomiast doc.
S. Kasprzyk zglosit do Zarzadu prof. K. Biernatowskiego (Wroclaw). Ponadto Komisja Matka
zgtosity kandydatury do Gidéwnej Komisji Rewizyjnej w osobach: prof. S. Borkowskiego, doc.
K. Grudzinskiego, prof. Z. Parszewskiego, prof. Z. Kgczkowskiego, prof. G. Szefera. Przed przys-
tapieniem do glosowania zastepca przewodniczacego obrad wyjasnit, ze zgodnie ze statutem nalezy
wybra¢ 9 czlonkéw Zarzadu Gibwnego i 2 zastgpcow. Do Glownej Komisjii Rewizyinej nalezy
wybra¢ 3 czlonkow i 2 zastepcdw. Komisja Matka i Skrutacyjna przeprowadzita tajne gtosowanie,
w wyniku ktérego wybrano nastepujace osoby: do Zarzadu Giéwnego —prof, E. Bie-
lewicza, prof. Z. Olesiaka, dr K. Borsuka, doc. W. Walczaka, prof. Z. Waszczyszyna, doc. H. Mi-
kolajczaka, doc. J. Wojnarowskiego, prof. K. Biernatowskiego, doc. A. Tylikowskiego oraz na
Zzastepcow czlonkb6w Zarzadu Gléwnego— doc. W. Bachmacza i doc. E. Rad-
wariskiego, do Gloéwnej Komisji Rewizyjnej— prof. G. Szefera, prof. S. Borkow-
skiego, prof. Z. Kaczkowskiego oraz na zastepcow Gloéwnej Komisji Rewi-
zyjnej— prof. Z. Parszewskiego i doc. K. Grudziaskiego.
W dyskusji nad generalnymi wytycznymi dzialalnoéci PTMTS wzieli udzial kolejno: doc. J. Woj-
narowski, prof. Z. Olesiak, doc. K. Wernerowski, prof. W. Krzys, prof. S. Lukasiewicz, prof.
Z. Brzoska, doc. W. Bachmacz, prof. Z, Parszewski.

Migdzy innymi mobéwcy zaproponowalj:
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— prowadZi¢ ciagla informacje dla cztonkéw Towarzystwa o odbywajacych sie konferencjach
ogolnokrajowych i zagranicznych,

— rozszerzy¢ liczbe czlonkoéw na osoby pracujgce naukowo w przemysle,

— wykorzysta¢ istnienie Towarzystwa do rozwijania kontaktow migdzynarodowych,

— wystapi¢ do Polskiej Akademii Nauk z wnioskiem o ufundowanie stypendium dla miodych
doktorantdéw specjalizujacych sig w dziedzinie mechaniki,

— wykorzysta¢ dotychczas uzyskiwane mozliwosdci wyjazdow zagranicznych i ksztalcenia mlodej
kadry w formie osobistego porozumienia z o$rodkami zagranicznymi, np. przy okazji organi-
zowania migedzynarodowych sympozjonow.

Postanowiono, ze Zarzad Giéwny wystosuje podziekowanie do tych Instytucji, ktdre
udzielity pomocy w czasie prac zwigzanych z przygotowaniem Zjazdu.

Podsumowania dyskusji dokonal nowo wybrany Przewodniczacy Zarzadu Gtownego PTMTS—
prof. Marek Dietrich. Stwierdzil on, ze cele dzialainoéci Towarzystwa wynikaja z jego dotychcza-
sowego dorobku. Moéwca podkreslil, ze uchwaly i glosy w dyskusji przeprowadzonej na Zjezdzie
beda wytycznymi dzialalnosci i Zarzad Glowny bedzie realizowal przyjety plan pracy. Nie ulega

- watpliwosci, dodal, Zze trzecba obecnie rozszerzy¢ dzialalno§¢é Towarzystwa na zwickszenie kon-
taktow zagranicznych oraz zwrocié uwage na zaistniala zmiiang sytuacji w rozwoju mechaniki

i specjalnie zaja¢ si¢ jej dziedzinami stabo rozwijajacymi si¢. Zgodnic z propozycja prof. Z. Par-

szewskiego nalezaloby si¢ zaja¢ sprawa wigkszego rozwijania niechaniki teoretycznej. Do realizacji

wysuni¢tych zamierzen, Zarzad Giéwny bedzie chcial wykorzysta¢ sile moralng jaka ma Towa-
rzystwo przez swa bezinteresowna prace i dzigki temu bedzie si¢ staraé sprostaé aktualnym potrze-
bom. Wzmocni¢ réwniez nalezy dzialalnosé¢ organizacyjna, a w dziatalnosci finansowej wychodzi¢

z zalozenia efektywnosci, a nie oszczednoéci. By¢ moze, ze proby zidentyfikowania zmian i aktual-

nych potrzeb przyczynia si¢ do nadania jeszcze wiekszego znaczenia naszemu Towarzystwu, szcze-

gblnie ze wzgledu na potrzebe aktywizacji rzetelnych postaw i bezinteresownosci jako istotnych
warunkOw zaangazowania spolecznego, bez ktorego wlasciwie pojeta nauka nie moze istnieé.
Ad 11, Przedstawiciele wladz Towarzystwa i delegaci zlozyli scrdeczne podzigkowania Oddziatowi Gli-
wickiemu 2za nadzwyczaj sprawne i wymagajace poniesienia wielu trudéw, zorganizowanie Zjazdu

Delegatow polaczonego ze Zjazdem Dwudziestolecia oraz podkreélali, ze opracowany znaczek

Towarzystwa i przygotowane materialy uswietnily obrady.

Ad 12. Zamkniecia obrad Zjazdu dokonal jego Przewodniczacy doc. J. Wojnarowski. Podzigkowal on
: w serdecznych stowach wszystkim referujacym, ktérzy skladali sprawozdania, dyskutantom,
czlonkom Komisji Matki i Skrutacyjnej oraz wszystkim uczestnikom za przybycie i zywy udzial

w obradach Zjazdu. Na tym obrady XVIII Zjazdu Delegatéw zakonczono.

Sesje przedpoludniowe trzeciego dnia zjazdu

Na czwartym posiedzeniu wygloszono trzy referaty:

Prof. Waclaw OLszak w referacie pt. ,,0 ewolucji formulowania kryteriow plastycznosci” przedstawil his-
toryczny rozwoj kryteriébw plastycznosci poczawszy od ujecia klasycznego, w ktorym formuluje sie je przy
zalozeniu struktury izotropowej i jednorodnej danego materialu, az do ogdlniejszego, uwzgledniajacego
efekty reologiczne wystepujace juz od samego poczatku procesu odksztalcenia. Wskazal réwniez, ze nas-
tepny krok polegaé bedzie na uwzglednieniu zmiennosci w czasie i przestrzeni pol naprezenia i odksztal-
cenia. Prof. Marek DIcTRICH w referacie pt. ,,Metody stocliastyczne w mechanice maszyn” przedstawil
aktualne metody stochastyczne rozwijane we wszystkich podstawowych dziedzinach nauki, stosowanych
w budowie maszyn. Wskazal takzZe, Zze nalezy spodziewad si¢ rowniez sformulowania zasad racjonalnej
syntezy maszyn na gruncie dynamiki stochastycznej. Prof. Czestaw Wozniax. w referacie pt. ,,Osrodki
ciqgle z wiezami i ich uogdlnienia, podstawy teorii i przypadki szczegdlne” przedstawil probe sformulowania
mechaniki o$rodkéw ciaglych z wiezami wewngtrznymi. W swoim wystgpieniu pokazal, ze choc teoria
moze wydawaé sie do§¢ abstrakcyjna, to w swoich aspektach praktycznych obejmuje szereg problemoéw juz.
znanych, ale skonstruowanych w spos6b nie sprzeczny wewngtrznie i moze prowadzi¢ do nowych teorii w-
zakresie tworzenia modeli roznych konstrukcji. W zakoriczeniu autor rozwazyt réine przypadki wigzow
prostych i nieprostych.
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W piatym, ostatnim posiedzeniu, referaty wyglosili:
Prof. Roman GuTOWSKI pt. ,,Modele matematyczine proceséw dynamicznych i stateczno$é ruchi. W swym
wystapieniu autor omowit zagadnienie modelowania matematycznego proceséw dynamicznych i statecz-
nosci ruchu oraz zwigzki migdzy tymi pojeciami. W dalszych rozwazaniach prelegent przedstawit glowne
istniejace pojecia statecznodci i kierunki ich rozwoju, zaréwno dla modeli dyskretnych jak i ciagtych, z uw-
zglednieniem szeregu waznych i istotnych réznic migdzy nimi. Szczegblna uwage poswiecit analizie statecz-
noéci, jako waznej charakterystyki jakosciowej modelu matematycznego. Prof. Stefan WISNIEWSKI w re-
feracie pt. ,,Problematyka nekowa termodynamiki i niektérych dziedzin techniki cieplnej w Poisce w latach
1968—1978" oméwit dorohek wyzszych uczelni z termodynamiki technicznej wraz z teoria wymiany ciepia,
teorig spalania i teoria silnikéw cieplnych i chiodnictwa.
Doc. Jozef Woinarowsk1 w referacie pt. ,,Grafy [ hipergrafy w systemowym modelowanin ukladéw mecha-
nicznych” przedstawil probe systemowego ujecia metoda modelowania ukladéw mechanicznych za pomoca
-graféw i hipergrafow oraz liczb strukturalnych. Pokazal oraz uzasadnit metodg prowadzenia cksperymentu
numerycznego i dynamiki liniowych i ciaglych ukladéw mechanicznych za pomoca grafow i liczb struktu-
ralnych. Sformulowane w referacie problemy oraz przedstawione przykiady moga przyczynié sie do dal-
szych uogélnieh i zastosowan grafow i hipergraféw w modelowaniu ukladéw fizycznych.

W dyskusji nad referatami gtos zabrali: prof. W. Olszak, prof. R. Ciesielski i prof. J. Szmelter.

Zakonczenie obrad sesji 20-lecia

Po zakonczeniu ostatnie) sesji przewodnictwo objal Przewodniczacy Zarzadu Gidéwnego prof. M. Diet-
rich. Stwierdzajac, ze Zjazd 20-lecia dobiega korica, zwrocit sie do delegatéw z zapytaniem o ewentualne
uwagi i glosy dyskusji. i .

Pochlebne opinie o rozwoju mechaniki wygtlosili profesorowie R. Ciesielski i W. Olszak.

Prof. R. Ciesielski zabierajac glos stwierdzit: ,,Moje wrazenia ze zjazdu i sesji s3 nad wyraz optymis-
tyczne. Dowiedzielismy si¢ tutaj o wielu nowych i interesujacych problemach z dziedziny mechaniki. Wy-
.dawaloby si¢, Ze po pewnym uplywie lat nowe informacje powinny by¢ bardzo ograniczone, a tutaj w czasie
obrad przekazano caly szereg pigknie ujgtych nowych zagadnien i kto byt §wiadkiem tej sesji, niewatpliwie
wychodzi podbudowany, zaréwno w postepach polskiej mechaniki, jak i tym, ze pigknie one tutaj mogly
by¢ referowane. Zeby to wszystko moglo nastapié, ktog musiat nadaé zjazdowi pewna oprawg i o tym teraz
-chcialbym powiedzie¢. Wiemy z jakimi réznymi trudnosciami i kiopotami wiaze si¢ organizowanie tego
typu zjazdow i sadze, ze bede wyrazicielem opinii wszystkich Pafstwa — tutaj konkretnie my$my w dele-
gacji krakowskiej to sobie uchwalili i zostalem upowazniony do tego, zeby podzigkowaé organizatorom
- juz nie tylko. stereotypowo za to, ze podjeli i zorganizowali Zjazd, ale ze zrobili to z takim wyczucien,
z taka delikatnoscia i tak dyskretnie. Chcialbym nawet zaproponowaé forme podzigkowania. Proszg wigc
Zarzad Gléwny, aby pisemmie i w imieniu XVIII Zjazdu Delegatéw przekazal pisemne podzigkowanie
na rece przewodniczacego Komitetu Organizacyinego i wszystkich jego czlonkédw, dlatego ze kazda dobra
robota powinna by¢ w moim rozumieniu skwitowana i wpisana do kronik Towarzystwa i w ogole do kronik
tego ruchu, wielkiego ruchu, jakim jest mechanika w Polsce”. '

Zabierajac z kolei gtos prof. W. Olszak calkowicie przylaczyt si¢ do wypowiedzi swojego przedmowcey.
Dodat przy tym — ,Nie tylko Krakéw, ale sadze, ze wszyscy uczestnicy wysoko oceniaja organizacje
i goscinno$é gospodarzy. Chciatbym jeszcze w szczegdlnosci podkreslié — stwierdzil — ze mechanika jest
nauka, bo czasem slyszy sig glosy przeciwne. I wlagnie tutaj — dzieki Zjazdowi mielismy okazje nie tylko
przekona¢ sig na ilu frontach, nowyeh frontach ona post¢puje naprzod, ale takze zaobserwowac, Ze nie tylko
w mechanice pogtebiaja sie dziedziny otwarte, ale réwniez pojawiaja sie nowe pola, nowe dziedziny, nowe
‘wartoSci poznawcze, ktdre prawie wszystkie trafiaja pdzniej do zastosowan”.

Na zakofczenie Przewodniczacy Zarzadu Gléwnego prof. M. Dietrich catkowicie przytaczy! sig do stow
-swoich znakomitych przedméwcow. Przewodniczacy ZG wysoko ocenit zaréwno pracg Komitetu Organi-
zacyjnego, jak i przemilg atmosfere Sesji 20-lecia PTMTS. Wyrazajac podzickowanie wszystkiny uczestni-
kom Zjazdu, szczegblnie podziekowal prof. W. Olszakowi, ze nie baczac na trudy podrézy przyby} wprost
z Udine i wiozyl tyle trudu, aby by¢ tutaj z nami. Na jego tez rece ztoZyt podzigkowanie dla calego Komitetu
Honorowego z Prezesem PAN prof. W. Nowackim na czele — mi.in. za to, Ze swoja obecnoéciq_ i udziatem
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w sesji naukowej Zjazdu 20-lecia PTMTS uéwietnit jego obrady. Wyrazajgc przekonanie, ze za dwa lata
spotkamy si¢ na kolejnym zjezdzie delegatow Towarzystwa, Przewodniczacy Zarzadu Glownego zamknal
obrady.

Uwagi koncowe

Na Zjazd Delegatow i Sesje Naukowa z okazji 20-lecia PTMTS wydano drukiem program i streszczenia
referatow, biuletyn o 20-letniej dzialalnosci Gliwickiego Oddzialu PTMTS, wykonano znaczek Towarzys-
twa oraz talerz okoliczno$ciowy, ktory symbolicznie obrazuje dwudziestolecie i 13 Oddzialéw Towarzystwa.
Wykonano takze dekoracje dla nadania wlasciwej oprawy Zjazdu. Teksty referatow bedg drukowane w Me-
chanice Teoretycznej i Stosowanej. W pracach nad przygotowaniem Zjazdu i Sesji Naukowej dzialal Ko-
mitet Organizacyjny w nastepujacym skiadzie: Przewodniczacy — doc. J. Wojnarowski — Przewodniczacy
Zarzadu Oddzialu Gliwickiego PTMTS, czionkowie —.prof. J. Antoniak, — V-ce Przewodniczacy ZG
PTMTS, inz. Stanistaw Marniok — Dyrektor Fabryki Sprz¢tu Ratunkowego | Lamp Gorniczych ,,Faser”,
prof. S. Borkowski, doc. E. Czogala, dr inz. R. Cwik, doc. B. Mochnacki, dr inz. J. Skiadzien, doc. Z. Su-
limowski, doc. W. Szuscik, doc. J. Tomeczek — czlonkowie Zarzadu Oddzialu Gliwickiego PTMTS.

Ukonstytuowanie si¢ zarzadu gléwnego PTMTS

Na pierwsiym zebraniu odbytym w dniu 10.111.1978 r. nowo wybrany Zarzad ukonstytuowal sie

nastgpujaco:

Prof. Marek DIETRICH — Przewodniczacy (z wyboru)
Prof. Eugeniusz BIELEwWICZ — Z-ca Przewodniczgcego

Prof. Zbigniew OLESIAK — Z-ca Przewodniczgcego

Doc. Jézef WOINAROWSKI — Sekretarz Generalny

Doc. Andrzej TYLIKOWSKI — Z-ca Sckretarza Generalnego
Dr Kazimierz BORSUK — Skarbnik

Prof. Zenon Waszczyszyn — Z-ca Skarbnika

Prof. Kazimierz BIERNATOWSKI,
Doc. Henryk MIKOLAICZAK,

Doc. Wiadystaw WaLczax — Czlonkowie Zarzadu
Doc. Edward RADWANSKI,
Doc. Waldemar Bacumacz - — Z-cy Cztonkdéw Zarzadu.

Jozef Wajnarowski (Gliwice)

MIEDZYNARODOWE TOWARZYSTWO MECHANIKA — MATEMATYKA

W dniach 12—17 wrzeénia 1977 r. odbylo sie w Kozubniku drugie Sympozjum poswigecone kierunkom
rozwoju zastosowan matematyki czystej w mechanice (trends of application of pute mathematics to me-
chanics). Pierwsze sympozjurm o tej tematyce odbylo sig w roku 1975 w Lecce (Wiochy), a nastepne odbgdzie
si¢ w Edynburgu, we wrze$niu 1979 r.; kolejne regularnie, co dwa lata, w réznych krajach.

Na Sympozjum tym wygloszono 26 jednogodzinnych referatow, a uczestniczyli w nim matematycy
i mechanicy z 15 krajéw, wérod nich uczeni zagraniczni tej miary co P. GERMAIN, J. L. Lions i A. LicH-
NEROWICZ Z Francji, W. T. KoITer z Holandii, K. Wasuizu z Japonii, E. KrRONER i I. MULLER 2z RFN,
K. B. BROBERG ze Szwecji, M. Kac ze Stanéw Zjednoczonych A.P., T. B. BinsamIN i 1. N. SNEDDON
z Wielkiej Brytanii, D. GRAFU i G. FICHERA z Wioch oraz G. 1. BareneraTT, I A. Kunin, W. D. Kup-
RADZE i O.A. LADYZENSKAJIA z ZSRR.

Na zebraniu w dniu 14 wrzeénia 1977 r. zostalo zalozone Migdzynarodowe Towarzystwo Mechanika —
Matematyka (The International Society for Interaction of Mechanics and Mathematics). Lista czlonkow
zalozycieli Towarzystwa zawiera 109 nazwisk uczonych z 17 krajéw (Belgia, Czechostowacja, Francja,
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Holandia, Irlandia, Japonia, Kanada, Meksyk, NRD, Polska, RFN, Rumunia, Stany Zjednoczone A. P.,
Szwecja, Wielka Brytania, Wiochy oraz ZSRR).

W wyniku wyborow pierwszym prezesem Towarzystwa zostal profesor WrroLD Nowacki. Przez okres
pierwszej 4-letniej kadencji siedzibag Towarzystwa bedzie Polska. Do wladz Towarzystwa zostali wybrani
nast¢pujacy profesorowie:

T. B. BENJaMIN (W. Brytania) — Wiceprezes,

H. Zorsx1— Sekretarz i Skarbnik,

J. BrirLa (Czechostowacja), G. FICHERA (Wiochy), P. GerMAIN (Francja), W. T. KorTer (Holandia),

E. Kréner (RFN), W. D. KuPrADZE (ZSRR), A. Licunerowicz (Francja), O. A. OLEINIK (ZSRR),

R.S. Rivuin (St. Zjedn.), H. J. WEINITSCHKE (RFN) — czlonkowie Prezydium.

Do Towarzystwa moga naleze¢ pracownicy nauki z dziedziny matematyki i mechaniki oraz instytucje
lub towarzystwa naukowe, przy czym dla czlonkéw indywidualnych wymagana jest rekomendacja uczo-
nych, czlonkoéw Towarzystwa, przynajmniej z dwoch krajow.

Towarzystwo w poczatkowym okresie swej dziatalnosci podjeto szereg inicjatyw na polu organizacji
konferencji, publikacji i wymiany mi¢dzynarodowej. M.in. publikowany bedzie regularnie Biuletyn To-
warzystwa.

Podstawowyimn celem Towarzystwa bedzie uaktywnienie dzialalnosci w dziedzinie podstaw mechanik i
i metod matematycznych (nowoczesnych), na styku matematyki czystej i mechaniki.

Zbigniew Olesiak

NOWE CZASOPISMO Z DZIEDZINY MECHANIKI

W czerwcu 1976 r. przedstawiciele Akademii Nauk Bulgarii, Czechostowacji, Niemieckiej Republiki
Demokratycznej, Polski, Wegier i Z.5.R.R. postanowili powota¢ do zycia nowe czasopismo naukowe p.t.
wAdvances in Mechanics” (Uspiechy Miechaniki).

Gléwnym celem wydawnictwa bedzie rozwijanie.miedzynarodowej wspdlipracy w dziedzinie mechaniki
teoretycznej i stosowanej. Prace ukazujgce si¢ w kwartalniku bgda drukowane w jezyku angielskim lub ro-
syjskim.

Redaktorem Naczelnym ,,ddvances in Mechanics” zostal prof. Jan RyYCHLEWSKI, Przewodniczacym
Komitetu Redakcyjnego profesor Ju.. A. IszLiNski (ZSRR). W skiad Konaitetu Redakeyjnego wchodza
przedstawiciele wszystkich wymienionych powyzej Akademii Nauk. Z ramienia Polskiej Akademii Nauk
sg to profesorowie Witold Nowackii Witold GurkowskI.

KOLOKWIA EUROMECHU W ROKU 1979

Podajemy dalszy ciag listy kolokwidow Euromechu, tytuly zamieszczamy w jezyku angielskim.

112 Bracketing of eigenfrequencies of continuous structures, 21—23 lutego 1979, Métrafiired, Wegry, prze-
wodniczacy prof. A. BOSZNAY, Department of Technical Mechanics Faculty of Electrical Engineer-
ing, Technical University, Budapest, Goldmann Gyérgy tér 3, H-1111 Budapest XI, Wegry.

113 Air flow over hills and mountains, 2—5 kwietnia 1979, Monachium, RFN, przewodniczacy prof. J. EG-
GER, Meteorologisches Institut, Arbeitsgruppe Theoretische Meteorologie, Umvelsnat Miinchen,
Theresienstr. 37, 8000 Miinchen 2, RFN.

115 Mechanical behaviow: of anisotropic solids, 19—22 czerwca 1979, Grenoble, Francja, przewodniczacy
dr J. P. BOEHLER, Institute de Mécanique, Université Scientifique et Medicale de Grenoble, B.P. 53
Centre de tri, 38041" Grenoble-Cédex, Francja oraz prof. A. SAWCZUK, Warszawa.

116 Laminar separation and transition and their possible connection with cavitation, 28—31 maja 1979,
Wageningen, Holandia, przewodniczacy dr ir J. H.J. VAN DER MEULEN, Nederlands Scheeps-
bouwkundig Proefstation, Postbus 28 6700 AA Wageningen, Holandia oraz prof. dr it J. L. VAN
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W. Korex, Metody badail poznawczych i techniczne problemy elektromechaniki
MeTonel HCCNENOBAHME M TEXHWUECKMe NpobIEMBI 3JIEKTPOMEXAHNKY
Methods of investigation and technical problems of electromechanics

J.  KasperxIEwicz, Wytrzymalo$é i odksztalcalno§é graniczna przy rozcigganiu fibrobetonu
z widknem. stalowym

l'Ipo'{Hoc'rL H NPEACNILHBIC YUIMHCHUA IIPH PACTSIMKEHUH 6erona ApMHPOBAHHOI'O KOPOTKHUMHK
CTANBbHLIMH BOJIOKHaAMM

Tensile strength and ultimate strain in steel fibre reinforced concrete

G. Szerer, L. Mixuiskl, Optymalne ksztaltowanie dyskow wirujacych 2z zastosowaniem zasady
maksimum Pontriagina
ITpumenerme npunipna Makcumyma IloETpArHHa ¢ oNTHMANM3AUHE BPAWAIOILHXCA [THCKOB
Optimal design of rotating discs by using Pontriagin’s principle

W. OstacHowicz, J. TARNowsk], Analiza drgan waldw wirujacych obcigZzonych silami osiowymi
Anammz wonefaHuil BpallalolUMxCs BaJioB HATPY)KEHLIX OCEBLIMH CHIaMH
Analysis of vibrations of rotating shafts loaded by axial forces

A. Gawepzxi, A. GARSTECKI, Optymalizacja pier§cieni sztywno-plastycznych z wiezami geo-
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ONTHMANBHOE IIPOEKTHPOBAHNE MIACTHUCCKHX KOMEL MPH TeOMETPHUECKHX OrPAHHYEHMIK
Optimal plastic design of rings with geometric constraints
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HBIX 060JI04eK

Some problems of optical design of the axially symmetrical shells in membrane state

T. KuZzmicewicz, J. MARYNIAK, Stateczno$é dynamiczna obiektu latajacego odwijajacego z po-
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HuHamuuecKass yCTONIUBOCTD JIETAIOLero 0GbeKTa pazBUBAIONIETO U3 OOpTa KaHaT
Dynamical stability of a flying object with a cable’s uncoiling system

J.  KovrenDA, UsciSlony opis drgan wymuszonych linii watéw z uwzglednieniem asymetrii sztyw-
no&ci na zginanie i podatnosci fundamentéow
Vrounenuple ¢HoOpMynbl pacyeTa BBIHYIKAEHHLIX KOJeGaHMH BAJIOIPOBOAOE C YUETOM aACHM-
MeTpun W3rHOHOM YKECTKOCTH M NMOMATNMBOCTH (DYyHIaMEHTOB
A more precise description of forced vibrations of shaftings with flexural rigidity asymmetry
on flexible foundations

E. Wzroparczyk, O przestrzennych frontach fal naprezenia w izotropowym osrodku sprezystym
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On spatial fronts of stress waves in isotropic elastic medium
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Random vibrations of shaftings with flexural rigidity asymmetry on flexible foundations
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