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Linje wptywowe.

Dr. inz. Profesor
(Artykut nadestany przez inz.
Dla dowolnego preta ptaskiej kratow-
nicy (rys. 1).
Tkhk £ Mi = 0 e (1)
W tem réwnaniu  oznaczaja: Tk — sita
w precie k, hk — odlegto$¢ punktu i od osi
preta k, i — biegun, wzgledem Kktorego bie-
rzemy momenty, Mi — moment sit, przytozo-
nych z prawej lub z lewej strony od preta Kk,
wzgledem bieguna i. Przy sile ruchomej mo-

ment M,
ruchomej.

zmienia si¢ ze zmiang potozenia sity

Oznaczmy odcietg punktu i przez ait od-
cietg punktu przytozenia ruchomej sity P przez
odcietg lewego konca przedziatu, w ktérym
znajduje sie pret k, przez b, prawego konca —
przez c.

W najogolniejszym wypadku mozemy mie¢
nie jedng site P, lecz ukiad sit PIt P2 P3..,P,
potaczonych niezmiennie, jak np. pocigg, wéz,
walec drogowy itp. Poniewaz suma momentéw
sit sktadowych rowna jest momentowi sity wy-
padkowej, przeto, w niczem nie zmniejszajgc
og6lnosci zagadnienia, mozemy rozpatrywacd
jednag tylko site réwng wypadkowej i odlegtosé
jej od lewej podpory oznacza¢ bedziemy przez £
W praktyce kierunek ruchomych sit sktadowych
potagczonych niezmiennie jest prawie zawsze
wspolny (kierunek pionu), wiec wypadkowa tych
sit bedzie sumg algebraiczng X P sit skia-
dowych.

Obieramy uktad wspoétrzednych £ i t). Od

osi £ odmierza¢ bedziemy rzedne 1 funkcji,

ktorg okres$limy w sposéb nastepujacy: Z row-
nania (1) mamy:
T Mi
e ht
W najogdlniejszym wypadku, gdy mamy
uktad sit potgczonych niezmiennie, M; = [Pf(i),
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gdzie jest sumg algebraiczng (wypadkowg)
uktadu sit, a / (£) — jest pewng funkcjg cha-
rakteryzujacag potozenie wypadkowej wzgledem

bieguna i. Po podstawieniu otrzymamy:
Tk = SP «f®
hk

Przyjmujac oznaczenie:

= Yk otrzymamy: Tk = XP e« \yk

Z tej ostatniej réwnos$ci widzimy, ze funkcja rk
daje wielko$¢ 7* przy = /. Skad wynika,
ze jezeli obliczymy szereg kolejnych wartosci ™
dla rozmaitych potozen sity 2 P = 1, to dla
otrzymania rzeczywistej sity Tt w precie k, przy
okreslonem potozeniu uktadu  sit, nalezy
rzedng i\k, odpowiadajacg potozeniu wypadkowej
uktadu pomnozy¢é przez wielko$¢ wypadko-
wej 2 P. Funkcje tj* noszg nazwe funkcyj wpty-
wowych, wykresy tych funkcyj — linij wpty-
wowych. W najogdlniejszy spos6b mozemy
zaznaczy¢, ze tj* jest funkcjg £ a, b, c ftj.
! (Z, en, b, c).

Rozpatrzmy teraz ptaskg kratownice mo-
stowg na podporach A i B (rys. 2 a). Podpora
A stata, podpora B ruchoma. Poniewaz Kkra-
townica znajduje sie w rownowadze, wiec
i kazda jej cze$¢ wydzielona dowolnie po-
mys$lanym przekrojem znajduje sie w rowno-
wadze pod dziataniem sit do niej przytozonych.
Sity te bedag sie skiadaty z sit zewnetrznych
i sit zastepczych, tj. takich, ktore trzeba przy-
tozy¢ do osi przecietych pretow, aby niemi
zastgpi¢ dziatanie prawej odcietej czesci kra-
townicy na lewg i odwrotnie.

ij* =
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Zajmiemy sie okre$leniem sity osiowej
w precie czwartym. Prowadzimy przekréj mn.
Obieramy biegun w wezle Il. Z warunkow
rownowagi lewej cze$ci kratownicy, napiszemy

réwnanie momentéw:
T4h4a+ Mn + = 0

W rownaniu tem jest to suma momentéw
belek podiuznych i szyn jezdni. Belki podiuzne
i szyny sa to belki ciggte wieloprzestowe i przy
4 = an}i* 5= 0. Jak wiadomo =z teorji belek
ciggtych n jest funkcjg trzeciego stopnia wzgle-
dem £ wiec celem uproszczenia wzorow wpro-
wadzamy zatozenie, 0 tj., ze szyny
i belki podituzne skiladajg sie z szeregu belek
wolnopodpartych w weztach A-11-1V-VI-VI/I-X-B.
Przy takiem zalozeniu momenty bedg funkcjami
linjowemi odcietej £ czyli najprostszemi ze
wszystkich funkcyj wptywowych.

ze =

Kilka uwag wystarczy, aby okresli¢ te
funkcje dla dowolnego preta dowolnej ptaskiej
kratownicy. Powr6émy do okre$lenia sity osio-
wej w precie czwartym. Zadanie zawsze mo-
zemy sprowadzi¢ do takiego przypadku, ze
w rownanie momentdw wejdzie moment jednej
tylko sity zewnetrznej, a mianowicie, moment
reakcji prawej lub lewej podpory. Rzeczywiscie,
jak juz zaznaczyliSmy, uktad sit potgczonych
niezmiennie sprowadzi¢ mozemy do jednej sity
wypadkowej, jezeli sita ta jest z lewej strony
przekroju m n, to napiszemy rownanie momen-

tow dla prawej czesci kratownicy, na Kktérg
dziataja sity zastepcze w przecietych pretach
i reakcja prawej podpory. Poniewaz biegun

obralisSmy w wezle Il, w kréorym przecinaja sie
kierunki dwuch zastepczych sit w pretach $ i #,
przeto w rownanie wejdg momenty tylko dwuch
sit, z ktorych jedna jest niewiadomg sitg za-
stepczag w precie 4, a druga
podpory.

reakcjg prawej

— T4 h4d— Rp(/ — an) = 0

Reakcja RP jest funkcjg zalezng od poto-

zenia P. Biorgc sume momentéow dla catej
kratownicy wzgledem lewej podpory A, otrzy-
mamy :
RpL- P£= 0
skad Rp = Rj£ po podstawieniu
PE au
T4 = - 1 -
hk
Zaktadajac P
W - Y )

h4 |
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Jezeli sita jest z prawej strony prze-
kroju mn, to napiszemy réwnanie momentéw
dla lewej cze$ci kratownicy:

T4 h4d + R/ au = 0

Z rownania momentéw dla catej kra-
townicy wzgledem podpory B:
— RI+ P/ — £ = 0 R = P (I -1-J
Po podstawieniu

T4 = — 11 - |
Zaktadajac P = 1
ai

" T ®)

Wzor 2 przy £ = 0 i wzor 3 przy
£= 1 dajg dla t4 wartos¢ ™ = 0. Przy
i = au oba réwnania dajg dla i\4 jedng i te

samg wartos$c:

au au
Y4 = — 1 _

h4 I

skad wyptywa wazny wniosek, ze obie gatezie
linji wptywowej przecinaja sie zawsze pod bie-

gunem. Mozemy wiec zrobi¢ wykres tej linji
wptywowej (rys. 2 b). Z trojkatéow linji wpty-
wowej mamy:
1 an
t = — = — 1
94 au h4 I
_ = i
tgP = an
- tga+ tgP =

OtrzymaliSmy ostatecznie nastepujace wzory
linji wptywowej:

dla lewej cze$ci kratownicy

an
v = ~ Ti7 11 _ |
dla prawej czesci kratownicy
an
“# ha |
Z tych wzoréw widocznem jest, ze przy
di > 0 i a < | wartosci Sg zawsze ujemne,
skad wniosek, ze wzér ten jest stuszny dla pre-
téw I, 4, 8, 12, 16, 19 i 23 pasa gdérnego kra-
townicy. Jezeli zatozymy, ze a, < 0, czyli

ze a- przyjmuje warto$¢ ujemng — a-, to z po-
przednich wzoréw otrzymamy:

£ [. N 4
n - 17 1 + 7T
dla lewej czes$ci kratownicy < 0
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Z
dla prawej czesci kratownicy y* > O

czyli, ze funkcja wptywowa zmienia znak.

Naprzyktad y* zmienia znak dla preta 5.
Jezeli sita jest wlewo od przekroju, to:

+ T5h5 — Rp (a0 + /)

"= -5 - (" +Jr) >°
Jezeli sita jest wprawo od przekroju, to:
— T- h. Rla,= 0
a.

Dla dowolnego krzyzulca zero funkcji yw*
ma odcieta, ktdrg mozemy okresli¢ z zaleznosci
geometrycznej trojkatéw (rys. 2 c)

_ . - _Yd . - b@ * 2
Zj-t)<+z,z- l})+?jc’t\b >0

a, (Z—b-d)

1+

Z+ — b—d
abD

Dla przypadku a,, — oc, tj.
zostate prety w przekroju sa rownolegte,
przecinajg sie w punkcie niewtasciwym:

gdy dwa po-
czyli

Po okres$leniu punktu zerowogo linji wpty-

wowej, mozemy dodatnig i ujemnag cze$¢ linji
wpltywowej rozpatrywa¢ jako dwie oddzielne
linje wptywowe o przestach 4 i 2= Z— 24.

Jak widzimy z powyzszych rozwazan, gdy
a, znajduje sie w przedziale o < a, < Z t* za-
chowuje znak, gdy a, znajduje sie poza prze-
dziatem 0 — Z czyli a < 0 lub a > Z
fik wogdle zmienia znak. Jezeli chcemy unikngé
pretéw o zmiennym znaku, musimy nadac¢ kra-
townicy taki ksztatt, zeby dla dowolnego preta
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dla lewej czesci kratownicy:

M= = as2dv+ Z (4)

dla prawej cze$ci kratownicy:

. g (m-4)

(5)

Wykres linji wptywowej patrz rys. 3b. Jezeli
mamy juz linje wptywowa krzyzulca 9, to mo-
zemy linje wptywowa stupka r7 okredli¢c row-

niez z réwnowagi wezta IV. Biorgc sume rzu-
tdw na o$ pionowa otrzymamy:

gdy sita stoi w wezle IV
T)sina + T7= 1

skad
T7 = 1 — Ta sin a,
wiec
M= 1 — Ynsin @ e, (6)
gdy sita znajduje sie zewnatrz przedziatu 1l — VI
Tr, sina + T7 = 0,
skad
T7 — — TO sin a,
wiec
g7 = — YO SiN @ i (7)

Poniewaz dla lewej czesci

a
Z)/ hg

kratownicy

0 < ci < Z
dla prawej
Rozpatrzmy teraz kratownice pokazang na
rys. 3a. Dla okreslenia sity osiowej w stupku, % —_— 1+
np. T7, mozemy zrobi¢ przekréj pochyty «mfmn. z/ h,
1 obraé¢ za biegun 0. Z réwnania momentéw wiec z wykresu linji wptywowej krzyzulca T9

wzgledem punktu 0 otrzymamy:

(rys. 3 c), mnozac jej rzedne zgodnie z réwna-
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niem (7) przez — sin a, otrzymamy wykres linji
wptywowej stupka T7 (rys. 3d), ktoérg trzeba
jeszcze skoregowac¢ w przedziale Il — VI zgodnie

z rownaniem (6) i doda¢ 1 do rzednej
— t)9 sin a pod weztem IV. Poniewaz przy przesu-
waniu sie sity = | od wezta Il do IV lub od
VI do IV sita w wezle IV wzrasta linjowo od
zera do jednosci, przeto prowadzac proste ef
i fg otrzymamy ostateczny ksztatt linji wpty-
wowej stupka Tj. Nie trudno udowodnié¢, ze
punkt / lezy na przedtuzeniu prostej Bg.

Proste przeksztatcenie wykazuje identycz-
nos¢ tej linji wpitywowej z linjg wplywowsq
otrzymang z réwnania momentdw; rzeczywiscie,
np. dla lewej cze$ci kratownicy:

= 1+

sin a,

poniewaz

ho
a + 2d

sina=

wiec

a+ 2d’
co jest identyczne z rédwnaniem (4)

Powréémy jeszcze do kratownicy poka-
zanej na rys. 2 a. Obierajac biegun w wezle III,
otrzymamy réwnanie momentow dla preta Teo.

T6he + Mm = 0,

z ktorego dla lewej cze$ci kratownicy
%=1 7
dla prawej czesci kratownicy

— am
%_ h« 1 I

Poniewaz sita = |/ nie

w wezle Il (przy urzadzeniu jezdni dotem),
wiec taczac linjg prosta rzedne odpowiadajgce
odcietym weztow Il i IV (rys. 2 d), otrzymamy
linje wpitywowag preta To w postaci tamanej
A e f B. Widzimy wiec, ze gdy rzut bieguna
i lezy miedzy weztami jezdni, to linja wpty-
wowa nie ma wierzchotka pod takim biegunem.
Odwrotnie, gdy rzut bieguna lezy w wezle
jezdni, to linja wptywowa posiada wierzchotek
pod biegunem, jak to mieliSmy np. dla preta T4,

moze stangcé

dla ktérego biegunem byt wezet 11 nalezacy
do jezdni.
W rozpatrzonych powyzej przypadkach,

mianowicie w pierwszym i czwartym biegun
byt w granicach rzutu poziomego preta, w dru-

gim i trzecim biegun byt poza granicami rzutu
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poziomego kratownicy, nalezy wiec jeszcze
rozpatrzeé¢ przypadek, gdy biegun jest w grani-
cach rzutu poziomego kratownicy lecz poza

granicami rzutu preta.

mz
w2 M2 VANt
a) A a V /’
O Ajj PP !
e f
f
Q € i -4 | mMIflUT’ Mmmmmm#*»
Rus. 4
Dla preta T7 kratownicy pokazanej na

rys.
dla lewej czesci kratownicy

4 a rownanie linji wplywowej bedzie:

dla prawej czesci kratownicy

"= hT 1.~

Poniewaz pret 6 jezdni jest przeciety,
wiec réwnanie lewej czesci linji wptywowej be-
dzie stuszne w przedziale A — II, prawej —
w przedziale IV — B. +taczac punkty e — /,
otrzymamy ostatecznie linje wptywowg preta T7
(rys. 4 b). Widzimy wiec, ze gdy biegun
wlewo od rzutu poziomego preta,
tek linji wplywowej lezy
czes$ci linji wplywowej z pionem poprowadzo-
nym przez lewy wezet tego pzedziatu jezdni,
ktory zostat przeciety odpowiednim przekrojem.
Gdy biegun lezy wprawo od rzutu poziomego
preta, to wierzchotek bedzie na przecieciu pra-
wej czesci linji wpltywowej z pionem poprowa-
dzonym przez prawy wezet przecietego przedziatu
jezdni (rys. 4 c).

lezy
to wierzcho-
na przecieciu lewej

Nalezy jeszcze
wszystkich pretow
wnetrzny kratownicy
I~ an

kratownicy.

zauwazy¢, ze bieguny dla
stanowigcych kontur ze-
lezg zawsze w przedziale
o, czyli w granicach rzutu poziomego
Dla pretow kraty bieguny lezg

Rus. 5
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wog6le poza granicami przedatu o — I, lub Te b0 — T5h5 + Mi — O0;
nawet w nieskonczonosci, chociaz mogg by¢
wypadki, ze bieguny pretéw kraty leza w gra- T- = hs (Teh6 - Mi)

nicach I ~ a ~ o, jak to jest pokazane na
rys. 5.

Jezeli chodzi o linje wptywowag dla mo-
mentu gngcego w dowolnym przekroju belki
wolnopodpartej, to, poniewaz biegun obrany
w tym przekroju lezy w granicach rzutu belki,
wiec wierzchotek linji wplywowej lezy pod bie-
gunem i linja wplywowa ma zawsze postac

tréjkata (rys. 6).
m

Rzedna wierzchotkowa:
- a 1

Gdybysmy zmieniali a w sposéb ciagty,

to maximum ™= bedzie przy a =

Wierzchotki linji wptywowej dla momentu gna-
cego, lezg na paraboli drugiego stopnia.

Gdy biegun lezy poza granicami Kkra-
townicy, mozemy zadanie sprowadzi¢ do takiego

przypadku, Zze biegun pozostanie w granicach
[/~ a”™ o

“SLI]TE 1 IILLIXUX"-------

Naprzyktad dla okreslenia t\s (rys. 7) obie-
rzemy biegun w wezle I

Nastepnie obierzemy biegun w wezle III.

Mm
— Teh + Mm = 0; T0 — hr
po podstawieniu
T Vm F%B MiJd;
PH = — 1" ﬁ( ™
Linje wptywowa ds otrzymamy jako
roznice rzednych dwuch linij wptywowych
h6é .
wmiii i AMi pomnozong przez —
u 1p=/
a Lo i
/, / -
-f£f) Ul ftw seiir_ad

H i ir ¢ [T
Rus. 8.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek, ze diugos¢
belki jest wieksza od odlegto$ci | pomiedzy
podporami. Belki takie noszg nazwe Dbelek
wspornikowych, a czesci I, i 13 — wspornikow
(rys. 8 a). Jezeli £ zmienia sie w granicach
I~ i~ o, to dla dowolnego preta kratownicy

funkcje tj* s nam wiadome. Poniewaz wspor-
niki stanowig jedng calo$¢ ze Srodkowa czesScig
belki, a y* jest linjowg funkcig i, wiec aby
otrzymac¢ linje wptywowsag belki wspornikowej
wystarczy przedtuzy¢ skrajne odcinki linji wpty-
wowej do przeciecia sie z linjami prostopadierni
poprowadzonemi przez konce wspornikéw. Jest
zupetnie oczywistem, ze dla otrzymania rzednych
linji wptywowej na wspornikach bedziemy ko-
rzysta¢ ze wzorow otrzymanych dla belki
zwyklej o rozpietosci /. Dla przyktadu roz-
patrzmy linje wpitywowg momentu gnacego
i dowolnego preta belki dwuwspornikowej.
Rownanie linji wptywowej momentu gnacego Mi
bedzie:

wlewo od przekroju i

£
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wprawo od przekroju i

1

‘M

przy ? = — [, ign= — /i

przy i = It + U, KM=
Ten sam rezultat otrzymamy obliczajac moment
gnacy dla przekroju i w zatozeniu ze ruchoma
sita = 1 stoi w punkcie C, czyli przy £= —

Rzeczywiscie:

e = — 1 ¢ (/t + a) + Raa;
RA - -t -+1 _ , + 4,
co zresztg odrazu jest widocznem z wykresu

linji wptywowej dla reakcji Ra (rys. 8c). Po

podstawieniu, otrzymamy
'+4 =- K I

m

1 stanie w punkcie D:
al

Analogicznie, gdy sita =
fIMD = —

Rownanie linji wptywowej dla dowolnego

preta kK w zatozeniu ze a < O0: d

dla cze$ci kratownicy w lewo od przekroju nin

dla cze$ci kratownicy w prawo od prze-
kroju mti
przy i = — |llt = — j 1+T
orzy i = |+ 12 Tk= —2p-
odcinki ef i g h sg przedtuzeniem linji wpty-

wowej w przedziale /4 5.
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belek,
i dwuch

Przy uktadzie ztozonym z Kilku
jak np. jednej belki dwuwspornikowej

m

Kysja

belek podwieszonych (rys. 10), dostatecznie po-

taczy¢ punkty d —e i / — g, aby otrzymad
linje wptywowa dla catego ukiadu.
5ti S
s1jh <1l
PT -A
| minA— il iWinm
Rus /1.

Na rys. 11 pokazane sg linje wpltywowe
trzech pretéw przesta Srodkowego takiego
uktadu ztozonego.

Pret 14.

— Tu h4 — Rp (/ — avm) = 0

i < arai; >, = - jf- 1 - av«'
n 14 /
Tu h4d4 + R/ avm = 0
e > av,n; i,. = -
v 11
Pret 15.
Tishl® — Rp(/ — a) = 0
N *
« < a; iis = u- I
1115
- t16hi5 + R/l a=0
£ > a, N5 = a
’ his
Pret 16.

Tio h16 —

Rp (/ — ayn) = 0
£< awn; nb= r- avn

nie 17

T,ghl0 + R/ avn = 0
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avn
£> awh; 6 fie 1

rozwazania i przyktady wyczer-
linjach wptywowych naj-
statycznie wyznaczalnych.

Przytoczone
pujg zagadnienie o
prostszych uktadow

RozpatrywaliSmy powyzej przypadek obcig-

zenia sitg skupiong, obecnie wezmiemy pod
uwage obcigzenie ciggte nierownomierne, ktore
jest pewng funkcjg odcietej x, p = f (x). Mo-
ment w przekroju i w odlegtosci a od lewej

podpory (rys. 12) bedzie:

aRa_£

Mi =

'«<alit — %) I

Reakcje Ra okre$limy z roéwnania momentow

wzgledem prawej podpory B.

Ral —~ f () (/ — x) dx = 0;

Ra = 4~ J M N ~ x) dx

Po podstawieniu:

Mi = -—J f(x)(/-x)dx — " f(x)(a—x) dx =
= [f(z)-f(@)-fT~\-£ { (xX)(2Z—x) dx +
+ N~ P (x) 2a - x)y dx. , . . (8)

Jezeli p = const.,, czyli obcigzenie jest

rownomierne, to /’ (x) = 0

1 -

z

pla

Mi = pro,
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gdzie w pole linji wptywowej. Ciezar wtasny
kratownicy jest funkcig a, wiec moze byé ujety
wzorem (8). W praktyce ciezar witasny kra-
townicy przyjmujg réwnomiernie roztozony.

Rus. 13

sit w pretach lub mo-
linij wptywowych,
ustawi¢ w sposo6b
13 widocznem

Przy okres$leniu
mentéw gnacych zapomoca
trzeba ruchomy uktad sit
najbardziej niekorzystny. Z rys.
jest, ze
N Ri

T =il Pk% =

Przy przesunieciu uktadu sit o A X sita T
otrzymuje przyrost

i T= R i7)+ Ri %+ R3IAV3+ R4A
ATi = A X tgas

AT = Ax [Rjtgax+ R2tg a, - R8tg a3 - R4tgaj
AT= Ax 2 Ri tgg

kryterjum najniekorzystniejszego ustawienia jest
zmiana znaku przyrostu A T, co jest mozliwe
tylko naskutek zmian wielkos$ci RIi.

Sity osiowe w pretach kratownicy, po-
trzebne do okreslenia przekrojéow pretéw, obli-
czamy zapomocg Wzoru:

S=p W — w2) + T
p — obcigzenie rdéwnomierne na jednostke
dtugosci
w, — dodatnie pole linji wplywowej
WI — ujemne pole linji wptywowej
T — sita od obcigzenia ruchomym uktadem

sit skupionych.



