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funkcja, opisana tablicami rys. 3-8a,b, bez uwszglednienia pozycji nie-
okreslonych ma postac
Y = Ry X005+ X 0y 05 = (%) +¥3) (¥ +y)

a po ich uwzglednieniu

Y = E¥3 X8y == & (X +8)
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Rys. 3-8, Minimalizacja funkeji niepelnyeh

Inna funkcja, przedstawiona na rys. 3-8c, dzigki kratkom z nie-
okre§long warto$cia moze byé zapisana w postaci wzglednie prostych
wyrazen

=X NNy NN N+ R X
albo
Y= (w3 ) (Vg Fa5) (w2 +8) (v +3, +73)

Z faktu, Ze funkeje niepelne maja zwigkszone mozliwosci minima-
lizacji, wynika koniecznoé¢ gruntownej analizy kazdych zalozei.

3.L.5. METODA QUINE’A-MC CLUSKEYA

Przy wigkszej liczbie zmiennych, gdy metoda Karnaugha staje si¢
ucigzliwa, dogodnicj jest stosowaé metody Quine’a-Mc Cluskeya.

Algorytm minimalizacji Quine’a polega na stosowaniu dwéch
operacji:

— sklejania niepelnego Ax+Ax = Ax+ A5 + A
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oraz

— pochlaniania A+Ax = A+Ax = A

Jezeli w postaci kanonicznej sumy przeprowadzi si¢ wszystkie
sklejenia niepelne, a nastgpnic — wszystkie mozliwe pochlaniania, to
uzyska si¢ postaé prostszq, tzw. postal skrécongq.

Sens operacji sklejenia niepelnego najlepiej wyjaéni przyklad.
Gdyby do funkcji

s Y = Xy X303 + 2, X385 2, 83 X3 + X ¥, &5
zastosowaé regule sklejania zwyklego, wdwezas po sklejeniu pierwszego
i ostatniego skladnika vzyskaloby si¢ formute
Y = N ¥y ¥ NNy Xy Xy Xy
w ktorej nie ma czlonéw sgsiednich. Jedli natomiast do tego samego
wyrazenia zastosowaé regule sklejania niepelnego, uzyskuje sie
Y = X0+ Xy Xy + ¥ %5 K Xy Xy + 8, Xy X + & §r 85 +8y Xy 05
skad, po uwzglednieniu pochlaniania
Y = KXy Xy Ny X, N,

Tak prosty rezultat powstal dzieki trzykrotnemu wykorzystaniu ostatniego
skladnika pierwotnej postaci; zastosowanie sklejania niepelnego i po-
chlaniania uwalnia od koniecznoéci analizy wyrazenia pod katem zwielo-
krotnienia jego skladnikéw.

Dla dalszych rozwazan przydatne beda nastgpujace okreslenia.

Implikant funkcji f to taka funkcja g (tych samych argumentéw),
ze dla wszystkich kombinacji wartodci argumentdw, jesli g =1, to
if= 1. Mdwi si¢, ze implikant g pokrywa (czes¢ lub wszystkie) jedynki
funkcji f.

Implikant prosty to iloczyn G (zmiennych x), ktory jest implikantem
i ktory, zmniejszony o dowolng literg, przestaje by¢ implikantem. Skoro
kazda funkcja moze byé przedstawiona w postaci kanonicznej sumy,
obejmujgcej wszystkie kombinacje, dla ktérych f = 1, to moze tez byé
przedstawiona w postaci sumy wszystkich prostych implikantéw, ktére
z pewnoscig pokrywaja wszystkie jedynki funkeji. Mozna wige napisaé

1

f=2.6:

przy czym [ oznacza liczbe wszystkich prostych implikantéw.

1.
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Fatwo zauwaiyé, ze postac skrdcona, uzyskana przez stosowanie
algorytmu Quine’a, jest wlasnie sumg wszystkich prostych implikantéw
danej funkcji, gdyz zawiera wszystkie nieskracalne iloczyny pochlania-
jace postaé kanoniczng. Kazdy prosty implikant reprezentuje w postaci
skréconej jeden albo dwa, albo cztery itd. skiadniki postaci kanoniczne;j.
Czesto sig zdarza, ze ktory$ z prostych implikantéw reprezentuje przy
tym te pelne iloczyny, ktére juz s3 reprezentowane przez inne proste
implikanty. Usunigcie takiego prostego implikanta z formuly opisujacej
funkeje nie zmieni oczywiscie jej wartosci, jako Ze nadal skladnik postaci
kanonicznej bedzie reprezentowany. Jesli w postaci skréconej funkeji
usunie si¢ wszystkie zbedne proste implikanty, to uzyska si¢ postaé,
zawierajaca najmniejsza liczbg najprostszych (nieskracalnych) skladni-
kéw, a wigc postaé minimalng. Niekiedy upraszczanie postaci skroconej
mozna przeprowadzi¢ kilkoma réznymi sposobami; uzyskuje sig¢ wowezas
tzw. postacie koricowe (nieredukowalne), z ktérych co najmniej jedna jest
postacig minimalng.

Poszukiwania minimalnego zbioru prostych implikantéw, ktérych
suma réwna jest funkcji, dokonuje si¢ zwykle za pomocy taw. lfablic
implikantow, pokazujacych, ktore proste implikanty pochlaniajg posz-
czegélne skladniki postaci kanonicznej. Zasady postepowania wyjasni
przykiad. Funkcja

Y= By XXy + Xy Xy Xy X, XXy + 2y X Xy + Xy Xy Xy + X, Xy X5
po przeprowadzeniu wszystkich operacji sklejania niepelnego i pochia-
niania przybiera posta¢ skrdcong
Y = X X3+ X X+ XX+ X X, + 2,8, + X X,

W celu zbadania, czy jest to posta¢ minimalna, buduje si¢ tablice
(tybl. 3-1), ktérej kolumny opisuje si¢ wszystkimi skladnikami postaci
kanonicznej K;, a wiersze — wszystkimi sktadnikami postaci skréconej
Gj. W tablice wpisuje si¢ znak wyrdézniajacy (np. x w miejsce, ktérego
wspolrzedna G; pochlania wspdtrzedng K;, a nastgpnie wybiera' sig
minimalng liczbe tych prostych implikantéw, ktére pokrywaja znakami
% wszystkie kolumny. Z tabl. 3-1 uzyskuje si¢ dwie takie mozliwosci,
ktérym odpowiadaja dwie postacie nieredukowalne:

y = xl x3 +E] }Ez"'xzﬁ_a
Y = X%+ X005+ X, Xy
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Tablica 3-1
Tablica implikantdw

Skladniki sumy Kj

X1%2%3 F1Xax3 X128 XXX Ryxa¥a X1Xax%z
g XyX3 x x
- X%z X b X
E‘ -:E;xg x x
8 x:iz x %
g XaXx; X X
o X% X X

Obydwa te rezultaty maja takg samg liczbe liter, a wigc oba moga
byé uznane za postaci minimalne.

Powyisze rozwazania dotyczyly przetwarzania kanonicznej postaci
sumy w minimalng postaé normalng sumy. Zupelnie podobnie mozna
kanoniczng postaé iloczynu przetworzyé w minimalng postaé normalng
iloczynu. Prostemu implikantowi odpowiada wéwczas prosty impli-
cent — suma (H) zmiennych x taka, ze jesli H = 0, toif = 0. Niepelnego
sklejania dokonuje si¢ wg zaleznosci

(A+x)(A+%) = (A+x)(4+x)4
pochlanianie natomiast polega na stosowaniu wzoréw
A(A+x) = A(A+7) = 4

Przejécie od postaci skréconej do postaci koricowych i postaci
minimalnej odbywa si¢ wedlug podobnych zasad jak dla implikantow.

Metody Quine’a i Karnaugha shuza do tego samego celu i, jak latwo
zauwazy¢, istnieje migdzy nimi duzé podobieristwo, Implikantom odpo-
wiadajg grupy jedynek w tablicy, implikanty proste — to najwigksze
z mozliwych typowe grupy prostokatne, natomiast implicenty — to
grupy zer. Réznica polega na tym, Ze zamiast tablicy implikantéw (im-
plicentéw), w rugowaniu zbednych grup w tablicach Karnaugha pomaga
geometryczny obraz tych grup i jego analiza. Na przyklad funkcja
z ostatniego przykladu moze byé wpisana do tablicy, w ktérej moina
wyodrebnié szeéé 2-kratkowych grup jedynek (postaé skrécona), ale
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do objecia wszystkich jedynek wystareza tylko trzy odpowiednie grupy,
co oczywiscie jest zgodne z wynikami uzyskanymi wyzej.

Zastosowanie metody Quine’a w podanej postaci jest latwe nawet
przy duzej liczbie zmiennych, ale wymaga Zmudnego wypisywania
bardzo dlugich formul (po niepelnym sklejaniu), w ktérych latwo o po-
mylke. Dlatego tez w praktyce dogodniej jest stosowaé (takze w przy-
padku wykorzystywania maszyny cyfrowej) podang przez Mc Cluskeya
odmiang¢ metody Quine’a.

Minimalizacje kanonicznej postaci sumy metodq Mc Cluskeya
przeprowadza si¢ w nastgpujacej kolejnosci.

1. Wszystkie pelne iloczyny wchodzgce w sklad postaci kanonicznej
wypisuje si¢ w formie kolumny liczb binarnych, piszage 0 zamiast ¥,
oraz 1 zamiast xj.

2. Drugg kolumng tworzy sie z liczb pierwszej kolumny, dziclge
je na grupy indeksowe. W pierwszym wierszu wypisuje sig¢ liczbe zlo-
zong z samych zer (jesli wystepuje ona w kolumnie I), nastepnie grupe
liczb o jednej jedynce, grupe o dwdéch jedynkach itd. Poszcezegdlne grupy
nalezy wyraznie oddzielié. Przy pewnej wprawie kolumng z podzialem
na grupy mozna tworzy¢ wprost z formuly logicznej, omijajac etap 1.

3. Nastepna kolumna powstaje z rezultatéw sklejert liczb kolumny
drugiej, przy czym obowigzujg nastepujgce zasady:

a) skleja si¢ wyrazenia nalezgce do sgsiednich grup;

b) sklejane czlony moga si¢ rézni¢ tylko na jednej pozycji, a przy
sklejeniu (@ 0 b) z (a 1 b) powstaje (a-b), ktéry to wynik wpisuje si¢ do
kolumny, stawiajac przy sklejonych wyrazeniach poprzedniej kolumny
odpowiedni znaczek (np. V);

c) kazde wyrazenie moze byé¢ sklejane dowolng liczbg razy;

d) nalezy wyczerpaé wszystkie mozliwosci sklejeri;

e) wyniki sklejen grupy z indeksem 0 z grupg z indeksem 1 oddziela
si¢ od wynikéw sklejen grup indeksowych 1 i 2 itd. — tworzac nowe
grupy;

f) wynikéw powtarzajgcych si¢ mozna nie wpisywaé.

4. Nastepne kolumny powstaja z poprzednich przy zachowaniu tych
samych zasad. Nalezy pamietaé, ze wyrazenia sgsiednie (ktére trzeba
sklei€) musza mie¢ kreski na tych samych pozycjach. Na przyklad
z (11-0-) i (10-0-) otrzymuje sie (1--0-). Tworzenie nowych kolumn
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przerywa sig, gdy w ostatniej kolumnie nie mozna juz przeprowadzié
zadnych sklejen.

5. Wyrazenia, ktdre nie podlegaly sklejeniu (ze wszystkich kolumn),
zamienia si¢ na postaé literowa przez operacj¢ odwrotng niz w p.l1.
Litery odpowiadajace kreskom opuszcza sig. Na przyklad (10-0-) oznacza
x,x,x, itp. Otrzymane wyrazenia sg prostymi implikantami funkcji,
a ich suma tworzy postaé skrécong.

6. Buduje si¢ tablice implikantéw i wybiera wszystkie postacie
nieredukowalne.

7. Sposréd postaci nieredukowalnych wybiera si¢ minimalng, Na
przyklad funkcja

Y = X XXy Xy + Xy XIX Xy Xy Xy X3 Xg + Xy Xy X3 Xy + Xy Xy X3 Xy +

2, 20, 303 X4 + 2y Xy X3 Xy + &y &3 Xy Xy + X0 Xy Xy Xy

moze by¢ zapisana i przetworzona w nast¢pujjcy sposib:

0001 V. 0001V 001V  --01
0100 V 0100V  -001V 01—
0101 V. 1000 V. 010-V  -10-
oo v — 010V  1-0-

0111 v 0101 Vv -100 Vv
1000 V 0110 V 100- Vv
1001 Vv 1001 V 1-00 V
1100 v 1100 v —

1101 Vv —_— 01-1 v
o111 Vv -101 V

1101 v 011- Vv

1-01 Vv

110- Vv

Stad postaé skrécona funkeji
Y = Xaty +Ey Xy + 2, X4 + X, Xy

Odpowiednia tablica implikantéw (tabl. 3-2) jest przedstawiona —
dla odmiany —ze wspdlrzednymi w postaci zero-jedynkowej. Dla
ulatwienia wyznaczania postaci minimalnej oznaczono w tablicy gwiazd-
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kami te proste implikanty, ktére sg niezbedne, gdyz jako jedyne obejmuja
niektére kolumny (z jednym tylko krzyzykiem) i te kolumny, ktére sg
objete implikantami z gwiazdka. Poniewaz w tabl. 3-2 wszystkie kolumny
zostaly objete trzema implikantami z gwiazdka (tzw. =zasadniczymi

Tablica 3-2
Tablica implikantdw

0001 | 0100 | 010t | 0110 | ottt | 1000 | 1001 | 1100 | 1101
--01* » J ¥ 3 X
01--* x X X x
-10- x » x x
1-0-* ® X * x
- L] - - - ) L] - - -

implikantami prostymi), wigc czwarty jest zbedny i minimalna postaé
normalna funkeji to
P = Xydy+X, %, +x, x5
Przy minimalizacji funkcji niepelnych etapy 1 do 5 wykonuje sig
jak dla funkeji pelnych, z tym ze oprécz skladnikéw postaci kanonicznej
do dzialafi wigcza si¢ réwniez kombinacje odpowiadajgce nieokreslonej
wartoéci funkeji. Tablicg implikantéw (p.6) buduje sie natomiast tylko
dla skladnikéw obowigzujgcych.
Na przyklad
Y =X Xy Xy + X Xy X3 Xy + X Xy Xy Xy + X, X X3 X0 + 8, X383 %, +
2y 0,832, + (%, X x324)
0010 Vv 0010 Vv 001- Vv -01-
0011 Vv 1000 V -010 Vv

0101 v —— 100
1000V 0011V  ——
1010 V0101 011 V
111V 1010V 101- V
o)y —— L]
1011 v 1-11

1111 v
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Posta¢ skrécona
y = §1x2§3 .‘L‘4 +‘t| 5224 +x1 xjx“ +§213

Z tablicy 3-3 wynika, Ze jest to jednocze$nie postaé minimalna.

Tablica 33
Tablica implikantéw funkcji niepeinej
0010 0011 o101 | 1000 | 1010 1111

0101 * X
10-0 * X X
1-11 » *
~01- = ® X X

L] - - - - -

W bardzo podobny sposéb minjmalizuje si¢ funkcje zadane w postaci
kanonicznej iloczynu lub funkcje, ktérych postaé minimalna ma by¢,
z jakich$ wzgledéw, iloczynem sum. W takich przypadkach w punkcie
1 podanego wyzej algorytmu minimalizacji metodg Mc Cluskeya wszyst-
kie czynniki postaci kanonicznej iloczynu wypisuje si¢ w postaci kolumny
liczb binarnych, piszgc 1 zamiast ¥; oraz 0 zamiast &;. Dalsze etapy wyko-
nuje sie jak poprzednio i tylko tablica redukeyjna jest tu tablicq implicen-
téw, a od postaci zero-jedynkowej przechodzi si¢ do postaci normalnej
iloczynu.

Minimalizowana wyzej funkcja o 9 skladnikach (tabl. 3-2) moze by¢
wyrazona za pomocg pozostalych 7 skladnikéw, tworzgcych postaé
kanoniczng iloczynu, a wige pierwsza kolumna bedzie zawierala te liczby
czterobitowe, ktére nie weszly w sklad tamtej kolumny

0000 V 0000 Vv 00-0 -01-
0010 Vv — —_ —
0011 v 0010 Vv 001- V 1-1-
1010 Vv — -010 Vv
1011 V 0011 Vv —
1110 Vv 1010 Vv 011 V
1111 v — 101- vV

1011 Vv 1-10 v

1110 v —

—_— 1-11 Vv

1111 v 111- Vv
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Posta¢ skrdocona
¥ = (% +25 + ) (x5 +55) (¥, +23)

jest réwniez, jak wynika z tablicy implicentéw (tybl. 3-4), postacig nor-
malng minimalng.

Tablica 3-4
Tablica implicentéw

| o000 | ooto [ o011 | tot0 | 1011 | 110 | 111
00-0 * X X

-01- * X X X X

11— * X X X X
- . . L. . . B .

W przypadku funkeji duzej liczby zmiennych wypisywanie wielu
kolumn jest ucigzliwe i latwo powoduje bledy, dlatego bardziej wskazane
jest poslugiwanie si¢ zapisem dziesigtnym. Ogolne zasady sg takie jak
wyzej, a kolejnoéé czynnosci moze byé nastepujgca:

1. Okreéla si¢ indeksy poszczegélnych liczb, opisujacych postaé
kanoniczng iloczynu lub sumy, i wypisuje kolumn¢ z podzialem na grupy
o jednakowych indeksach. Liczby odpowiadajjce pozycjom nieokreslo-
nym s3 traktowane tak jak pozostale.

2. Druga kolumna powstaje z pierwszej w wyniku sklejania, przy
czym obowigzuja nastepujgce zasady:

a) skleja si¢ liczby nalezace do sgsiednich grup,

b) sklejane liczby muszg si¢ réznié o 2¥(k = 0,1,2, ...),

c) liczby mozna sklejaé tylko wéwezas, gdy liczba z grupy o wigkszym
indeksie jest wigksza,

d) wynik sklejenia @ z b zapisuje si¢ w postaci a,b (¢) — przy czym
¢ jest réznicg miedzy a i b,

e) kazda liczba moze by¢ sklejana dowolng liczbe razy,

f) nalezy wyczerpaé wszystkie mozliwosci sklejer,

g) wyniki sklejeri dzieli si¢ na grupy, jak poprzednio, a wyraZenia
powtarzajace si¢ nie s wypisywane.

3. Nastepne kolumny powstajg z poprzednich przy zachowaniu
tych samych zasad; dodatkowo réznice umieszczone w nawiasach skle-
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janych wyrazeri musza byé jednakowe, a wynik ma w nawiasie nie jedng,
lecz kilka réznic. Na przyklad 1,3 (2) 15,7 (2) daja 1,3,5,7 (2,4), natomiast
1,3 (2) z 5,9 (4) nie skleja sie.

4. Wyrazenia, ktérych nie udalo si¢ skleié, odpowiadaja prostym
implikantom (implicentom) funkcji. Tworzy sie z nich tablice i ruguje
wyrazenia zbedne, wybierajac postacie minimalne.

5. Wyrazenia nieredukowalne zamienia si¢ na posta¢ binarng a na-
stepnie literows, zgodnie z nastepujacymi zasadami:

a) wypisuje si¢ w postaci binarnej pierwsza liczbe wchodzjeg
w skiad implikantu (implicentu);

b) na pozycjach, ktérych waga' réwna jest podanym w nawiasie
réznicom, pisze si¢ zamiast zera — kreski; np 1,3 (2) to: a) 001, b) 0-1,
natomiast 0,2,4,6 (2,4) to: a) 0000, b) 0—0;

c) poszczegélnym pozycjom zero-jedynkowym przypisuje si¢ od-
powiednie litery.

Przykladem postepowania moze by¢ minimalizacja funkeji

(xy, %2y X3 ,%8) = 2.0, 1, 2, 4, 5, 10, 12 (8, 14)]
01112 2 21 3—indeksy

0V 01 (1)V 0, 1, 4, 5 (1,4)
= 02 (2)V
1V 04 (4V 0,2 810 (28)
2V 08 (8)V .
gy 0, 4, 8,12 (4,8)
8V 1,5 (4)V
- 2,10 (8) V
5V 45 ()Y 8,10,12,14 (24)
10 V 4,12 (8) V
12 V 8,10 (2) V
= 8,12 (4) V
My ———
10,14 (4) V
12,14 (2) V

1\ Zawsze przy tych zamianach wystepuje naturalny kod dwéjkowy o wagach
1, 2, 4, 8 itd.; waga pozycji 1 jest 2L i
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Przy takim zapisie prostych implikantéw wypelnianie tablicy
(tabl. 3-5) jest bardzo latwe — po prostu krzyzyki nalezy postawié
w miejscu, gdzie numer kolumny wchodzi w numer wiersza przed na-
wiasem.

Tablica 3-5
Tablica implikantdw

e | 2] 2 4 5 10| 12
0,45 09 * X X X X
0, 2, 8,10 (2,8) * X X X
0, 4, 8,12 (4,8) x X b -
8,10,12,14 (249 x x

- - - L] L .

7Z tablicy 3-5 wynika, ze minimalizowana funkcja moze by¢ przed-
stawiona .w postaci:

0,14, 5 (1,4) 0,1, 4,5 (1,4
0,2,8,10 (2,8) Iub 0, 2, 8,10 (2,8)
0,4,8,12 (4,8) 8,10,12,14 (2,4)
to znaczy
0-0- 0-0-
-0-0 lub -0-0
—-00 1--0
skad
Y =X Xy XX+ Xy
lub

Y =X Xy XXy 2, Xy

Jesli zadana funkeja jest opisana za pomocg symbolu [ ] (odpowied-
nik postaci kanonicznej iloczynu), postgpowanie rézni si¢ tylko w ostat-
nim etapie; przy przechodzeniu do postaci literowej symbolom 0 i 1
odpowiadajg nie ¥ i x, lecz— odpowiednio x 1 ¥, a wynik ma postaé
iloczynu sum.



3.1.. Zasady ogdlne 109

3.1.6. FUNKCJE SILNIE NIEOKRESLONE

W praktyce czgsto wystepuja funkcje o wielu zmiennych lecz sto-
sunkowo niewielu kombinacjach, dla ktérych funkcja jest okreslona.
Stosowanie tablic Karnaugha jest wéwczas niemozliwie ze wzgledu na
liczbg¢ zmiennych, natomiast stosowanie metod Quine’a-Mc Cluskeya
nie pozwala wykorzystaé silnej nieokreslono$ci funkcji gdyz kombinacje
nieokredlone uwaza si¢ tam wstepnie za okreslone, a wigc trzeba prze-
twarzaé dlugie kolumny liczb. W takich przypadkach moze byé celowe
zastosowanie metody upraszczania wyraZeri na podstawie poréwnania
kombinacji, dla ktérych funkcja przybiera warto$¢ 0 z kombinacjami,
dla ktérych funkcja jest réwna 1.

Przede wszystkim — dla funkcji silnie nieokre$lonych trzeba zmo-
dyfikowaé metody ich zapisu tak, by unikngé koniecznoéci wypisywania
wielu pozycji odpowiadajgcych wartosci nieokreslonej. Mozna to zrobié
podajgc skladniki obydwu postaci kanonicznych np.

J’(x“ Xz X3y x-t) - 2 [01 1,8, 12('")] - H[(4l 5,6 ()]
lub wypisujgc te same liczby w postaci dwéch zbioréw; pierwszy (F*)
okresla kombinacje, dla ktérych funkcja jest réwna 1, drugi (F°) — kom-
binacje, dla ktérych funkcja jest réwna 0. Wszystkie pozostale mozli-
wosci obejmuje zbiér F* — kombinacji o nieokre$lonej wartoéci funkeji.
Rozwazang funkcje mozna wigc zapisaé:

Fl(xl! Xay X3, xd) = {Os 1) 8) 12} Fo(xh Xay X3y x‘) — {4' 5 :6}

lub w postaci zero-jedynkowej

0000
P [ Fo-(gigi’)
=% o

S toa 0110

Poréwnanie elementéw zbioréw F' i F° pozwala zauwazy¢, Ze w tym
konkretnym przypadku:

— wszystkie elementy F, zaczynajg si¢ od 0, natomiast dwa ele-
menty F! — od 1, mozna wigc te dwa elementy zastgpié jednym, o po-
staci (1---), majac pewnoéé, ze w tak utworzong grupe nie wchodzi
zaden skladnik F°:
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— cechg odrézniajacg dwa pierwsze skladniki F' od wszystkich
sktadnikéw F° jest 0 na drugim miejscu, mozna je wigc zastgpi¢ wyra-
zeniem (-0--).

Z rozwazai tych wynika, Ze funkcj¢ mozna przedstawi¢ w postaci

|
o
Fmiu S ("0__)
czyli y = x, +%,.

Wyprowadzanie wyrazenia logicznego nie od F', lecz od F° daje taka
samg postaé, gdyz cechg charakterystyczng skladnikéw F° jest czlon
01 na poczatku, a wigc wyrazenie (01--) obejmuje F° i nie obejmuje F*

S = (01--)
czyli y = x; +%;.

Jak wynika z tego przykladu, uproszczenie funkcji silnie nieokreslonej
moze byé przeprowadzone przez takie przeksztalcenie postaci F* lub F°,
by otrzymane wyrazenia zawieraly tylko pozycje istotnie odrdézniajgce
skladniki F* od skladnikéw F°. Wyszukiwanie odpowiednich postaci
moze by¢ przeprowadzone w nastepujacej kolejnoscei.

1. Buduje si¢ tablice, ktérej wiersze odpowiadajg skladnikom F°,
a kolumny — skladnikom F' (lub odwrotnie) wypisanym w postaci
zero-jedynkowe;.

2. W tablicg wpisuje si¢ (w postaci dziesigtne;j) liczby, odpowiadajgce
pozycjom, na ktérych symbol wiersza i symbol kolumny réznig sig;
np. na przecigciu wiersza (0110) i kolumny (1100) nalezy wpisaé 1,3.

3. Dla kazdego wiersza (kazdej kolumny) wypisuje si¢ minimalne
zbiory takich liczb, ktére wystepujg we wszystkich kolumnach rozpatry-
wanego wiersza (lub we wszystkich wierszach rozpatrywanej kolumny),
np. w wierszu

1,2-23-24
takim minimalnym zbiorem bedzie 2, a w wierszu
1,2-23-34

minimalne zbiory to 1,3; 2,4; 2,3.

4. Jedli wéréd wypisanych zbioréw minimalnych sg zbiory o mniej-
szej (niz w pozostalych) liczbie liter, nalezy sprawdzié, czy nie mozna
ich zastgpi¢ innymi zbiorami spoéréd wypisanych.
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5. Poniewaz minimalne zbiory okreslaja te pozycje wyrazenia
zero-jedynkowego, ktére nie mogg byé zastapione kreskami, wybiera sie
sposréd wypisanych zbioréw takg ich rodzine, by obejmowala wszystkie
elementy F* Jub F°.

6. Na podstawie uzyskanych liczb dziesigtnych odtwarza sig uprosz-
czong posta¢ zero-jedynkows wypisujgc tylko te pozycje, ktére wchodzg
w sklad zbioréw wyréznionyck;' a pozostale zastepujac kreskami. Z tej
postaci przechodzi si¢ do postaci literowej wg zasad stosowanych po-
przednio.

Przyklad wyrazniej przedstawi kolejne czynnosei tego algorytmu,
Niech zadanie polega na zminimalizowaniu funkcji, zadanej praez F* i F©

0100101 1000101
Foisl] SOOI i [ 1011110
1010110 1101110
1110101 1110111
Tablica 3-6
Talllica niezgodnosci
Fl
-’ 1000101 1011110 1101110|1110111
0100101 1,2 1,234, 671, 4, 67[1, 3, 6, |1;426)
1000110 6,7 3.4 2, 4, = i [
1010000 e 4,56 2,3,4,5,6 2, 567|547
1010110 3, 67 4 2,34 2 7|47 ;
1110101 2,3 2, 4, 67 34, 6,7 —6 |2,6;3,6
2,7 4 4 2,6; 6,7

Wypelnienie odpowiedniej tablicy (tabl. 3-6) nie przedstawia Zadnych
trudnodei. W celu uzyskania uproszczonej postaci normalnej sumy
nalezy przeanalizowa¢ kolumny, wyszukujge zbiory minimalne (wg p. 3).
53 to

27-4-4-206; 6,7
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a odpowiednie formy zero-jedynkowe, to

2= (0-==1)
4 - (1)
gy SR

2,6 - (-1-—1-); 6,7 - (——-11)
Zadna z postaci odpowiadajgcych pierwszej i czwartej kolumnie
nie obejmuje wyrazen drugiej i trzeciej kolumny, wige zbiér 4 nie moze
by¢ zastapiony przez inne. Wynikajg stad dwie mozliwe postaci uprosz-

czone:
-0-—-1
) (et
0 P

czyli y = X, a9 + 2y + 22 %6,
lub

CZ}’H y= szq + x4+ Xg X7,

Aby uzyska¢ uproszczong postaé normalng iloczynu, nalezy prze-
analizowa¢ w podobny sposéb wiersze tablicy, Zbiory minimalne to,
odpowiednio

1-47-5-47-26; 3,6
lecz miejsce zbioru (1) moze zajaé zbidr (2,6), o takich samych symbolach
jak w ostatnim wierszu, a zamiast zbioru (5) mozna przyja¢ (4,7). Otrzy-
muje si¢ wigc rodzing niezbednych zbioréw

26-47-47-47-2,6

ktérym odpowiada postaé
A, (e %
ngu = (___0__0)

czyli y = (¥, +&6)(x4 +x4). Jest to wyrazenie jeszcze prostsze niz otrzy-
mane poprzednio.
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Przedstawiona wyzej procedura prowadzi do rozwigzad quasi-
optymalnych, gdyz— dla uproszczenia — uwzglednia tylko minimalne
zbiory liczb, wystepujacych we wszystkich kolumnach albo wierszach
(p- 3)- Rozwigzanie optymalne uzyskuje si¢ rozpatrujgc wszystkie takie
zbiory i wybierajgc spoéréd nich minimalny zestaw, obejmujacy wszystkie
elementy F* albo F°.

3.2. UKLADY Z ELEMENTOW STYKOWYCH ALBO
Z ELEMENTOW I, LUB, NIE

3.2.1. FAKTORYZACJA

Przy poréwnaniu urzgdzen o zblizonych parametrach technicznych,
bierze si¢ gléwnie pod uwage dwa czynniki: niezawodnodé i koszt.
Dobry projekt powinien byé rozwigzany wedlug tej wersji, ktéra zabez-
piecza kompromis miedzy kosztami a niezawodnoscizg. W typowych
ukladach przelgczajacych, w ktérych niezawodnoéé nie jest zwigkszana
przez dublowanie sprzetu, zwykle optymalng w rozwazanym sensie
wersje uzyskuje si¢ przez minimalizacje liczby elementéw i ich wejsc,
a wigc powstaje problem minmimalizacji ukladu.

W realizacjach stykowych minimalnym bedzie uklad o najmniejszej
liczbie zestykdw, a zatem opisany funkcja o najmniejszej liczbie liter.

W realizacjach bezstykowych mozna wyodrebni¢ dwa przypadki:

— gdy uklad buduje si¢ z elementéw dyskretnych (diod, tranzy-
storéw itp.) uklad minimalny zawiera najmniejszg liczbe tych elementéw
(dla ulatwienia obliczeri wprowadza si¢ niekiedy jednostk¢ poréwnawczg:
diod¢ — 1D, a wéwczas tranzystor to np. 3 diody: 17" = 3D itd.);

— gdy uklad buduje si¢ z gotowych blokéw, uklad minimalny
zawiera najmniejszq mozliwg liczbg blokéw, a przy réwnej ich liczbie —
wybiera si¢ uklad mniej obciazajgcy sygnaly wejsciowe lub wyjsciowe.

Opisane wyZej metody minimalizacji funkeji umozliwiajg uzyskanie
funkcji o minimalnej liczbie liter, ale w postaci normalnej sumy lub
postaci normalnej iloczynu, Tak okreslone funkcje s3 wygadng postacig
dla dalszych modyfikacji, majacych na celu uzyskanie postaci, opisujace
uklad minimalny. Sposéb dalszego przeksztalcania wyrazen zalezy
w duzym stopniu od rodzaju stosowanych elementéw i opiera si¢ gléwnie
na wylgczaniu przed nawias czgéei wspélnych i stosowaniu praw rozdziel-

8 Uklady cyfrowe automatyki



