3. SYNTEZA UKEADOW KOMBINACYJNYCH

3.1. ZASADY OGOLNE

3.1.1. ZAPIS FUNKCJI

Synteza ukladéw przelgezajgeych to zespdl czynnodci, ktére na
podstawie zaloZefi dotyczacych dzialania ukladéw — doprowadza ja
do schematu logicznego ukladu, przy czym schemat ten powinien za-
wieraé tylko elementy przewidzianego typu i spelniaé pewne wymagania
optymalnoéci. W przypadku ukladu kombinacyjnego schemat logiczny
mozna jednoznacznie opisa¢ rodzing funkcji przeljczajgcych

J”i=fl(xll X2y ceny xn) 1= 1; 2:'"’ m
wige za cel syntezy mozna uwaza¢ uzyskanie tych funkcji o odpowiedniej
postaci.
Zalozenia dotyczgce dzialania ukladu najczesciej s3 podawane w po-
staci opisu slownego, tablicy wartosci funkcji lub wykresu czasowego.

Opis slowny funkcji realizowanych przez uklad musi jednoznacznie
okresli¢ przypadki, w ktdérych sygnaly wyjéciowe majg wartosé 0 albo 1.
Przykladem poprawnego opisu moze byé zdanie: ,,zaprojektowaé uklad
z elementéw I, LUB, NIE o trzech wejiciach x,, x,, x5, wyrozniajgcy
sygnalem y = 1 przypadki, gdy na wejsciu pojawi si¢ liczba dwdjkowa
nieparzysta lub podzielna przez 3 (x; odpowiada pozycji najmniej zna-
czacej)”.

Tablica wartosci funkeji to zestaw wszystkich mozliwych wartosei
sygnaléw wejsciowych i odpowiadajgcych im wartosci sygnaléw wyjécio-
wych. Dla ukladu zadanego powyzszym opisem slownym tablica wartodei
funkeji ma np. postaé:

6*
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Dla ulatwienia podano tu z boku odpowiednig liczbe dziesi¢tng.

Tablica jest bardziej konkretng i pelng postacig zapisu funkcji niz
opis stowny i dlatego czesto z opisu slownego przechodzi si¢ do tablicy,
sprawdzajac przy tym, czy posiadane informacje o funkcji s3 pelne i wy-
starczajg do wypelnienia wszystkich pozycji. Niekiedy zdarza sig, ze
wartosé funkeji przy pewnych kombinacjach sygnaléw wejéciowych jest
dowolna lub nieokre§lona, np. gdy z jakich$ wzgledéw takie kombinacje
wejéciowe nigdy w rzeczywistosci nie wystepujj. Funkcja nosi wowczas
nazwe funkcji niepelnej (niezupelnej, nie w pelni okreslonej), a w jej tablicy,
w odpowiednich pozycjach kolumny y, stawia si¢ kreske.

Wykres czasowy jest rzadziej spotykang postacig zapisu ukiadu kom-
binacyjnego, ale niekiedy bywa pomocny. Na rys. 3-1 przedstawiono
przebiegi dla funkcji niepelnej (nieokreslonej wartosci ¥ odpowiada linia
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Rys. 3-1. Wykres czasowy ukladu kombinacyjnego

przerywana). Zwykle zaklada si¢, Ze przypadki nie pokazane na wykresie
dotyczg nieokreslonej wartogci y i dlatego rysujac wykres nalezy uwzgled-
nia¢ wszystkie kombinacje robocze. Latwo zauwazy¢, ze wykres czasowy
czytany z géry w dét dla okreslonej chwili ¢ opisuje jeden wiersz tablicy
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wartosci funkcji, wige i miedzy tymi postaciami zapisu istnieje pelna
réwnowaznosc.
3.1.2. POSTAC KANONICZNA FUNKCJI

Ogolna posta¢ funkcji przelgczajacej mozna zawsze rozbi¢ na dwa
sktadniki lub czynniki, wg zaleznosci:

f(xls Xy veey xn) = 'f(l! Nay veny xn) +§I f(O, Koy veey -‘-‘n)
.f(xl:l Kay oony xﬂ) = [xl +f(0! Xy eeny -‘:u)] [»\.'1 +f(11 Nay ey xn)]
Prawdziwoéé tych zwigzkéw mozna latwo sprawdzié, podstawiajac
obustronnie dwie mozliwe wartosci x,: 0 i 1. W podobny sposob kazdy

z otrzymanych skladnikéw (czynnikéw) mozna dalej rozlozyé wzgledem
innej zmiennej, np.

F@g, %2y 00y 23) =

=y a0 F (1, 1, g, oo @) 2, X0 (1, 05 25, ooy a0) +

+Ey 23 (0, 1, %y ...y ) 45y Fp £ (0, 0, s, ..., 20),
Jesli operacje te¢ przeprowadzi si¢ dla wszystkich zmiennych x, to

rezultatem przeksztalcenia bedzie zaleznosé
oty a3 vory ) = 285 a1, Toag B4
Fa Xy e Xy X f(L, 1, .., 1,0)+

o Xy o Ty F (1,0, iy O) Ty Xy v B (0,0, <5 0) (3-1)

Podobnie, z rozkladania na czynniki otrzymuje sie

f(xlxz, sany x,,) = [xl +x2+ van +xu+f(0) 0’ very 0)}[‘”1 +x2 + ..
A Xy AT AS(0,0, ..y 0, 1)] oo [ +Fn e
AT AT, L, s DI Tt SR L L sa ] G2

W tych bardzo waznych zaleznosciach wystepuja pewne prawidlo-
wosci, ktore tatwiej bedzie okreélié wprowadzajgc dodatkowe oznaczenia.
Iloczyn wszystkich argumentéw funkcji (z negacjami lub bez) bedzie
nazywany zloczynem pelnym i oznaczany przez K z odpowiednim indeksem.
Indeks jest liczbg dwdjkowg (lub réwnowazng — dziesi¢tng) utworzong
przez przyporzadkowanie kazdej zmiennej x; symbolu 1, a zmiennej ¥; —
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symbolu 0. Tak wigc iloczynowi pelnemu x,x, odpowiada indeks (11),
czyli 3 i symbol K, pelnemu iloczynowi ,x,%; — indeks (010), czyli
2 i symbol K, itd.

Suma wszystkich argumentéw funkeji z negacjami lub bez bedzie
nazywana pelng sumq i oznaczana przez D z indeksem. Indeks tworzy sig
tu odwrotnie niZ przy #loczynie pelnym — przyporzadkowujgc zmiennej
¥;—0, a zmiennej ¥;,—1. Sumie pelnej x, +a, odpowiada wige indeks
(00), czyli 0 i symbol D,, natomiast sumie pelnej ¥, +x, +%, — indeks
(101), czyli 5 1 Ds.

Symbole K; i D, jednoznacznic okredlajg iloczyn pelny 1 sumeg pelng,
gdy jest znana liczba zmiennych ».

Réwniez wartod¢ funkcji dla konkretnych wartosci argumentéw
dogodnie jest oznaczy¢é symbolem «, z indeksem w postaci liczby dzie-
sigtnej, odpowiadajgcej wartosciom argumentdéw, np.

f(1,1) = a f(1,0,1) = us itd.
Whprowadzajac te oznaczenia, wzory (3-1) 1 (3-2) dla funkeji dwéch
zmiennych mozna zapisa¢ w postaci

Sy, 25) = 22, f (1, 1) 2,2, (1, 0) 4+, 2, (0, 1)+

3
+§1§3'f(0, 0) = K;-m3+K;-ot;+K1-a1 +Kg'ao == ZKPG;

J (@1, %;) = 1 +2,+£(0, 0)] [y +5, +£(0, D][F; +22+f(1, 0)]
[ 4% +f(1, 1)] = (Do + o) (Dy +oty) (D2 + o3) (D3 + t3) =
3
=[] @i+
Podobnie dla # zmiennych -

2n_1
g %2 0y ) = Z - K; (3-3)
L :
j(xl.l X2y cony 3-) = ]___!: (CC;-{-D;) . (3.4)

Symbol 3’ oznacza tu sume logiczna; a [] — iloczyn logiczny.
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Powyisze zaleznodcei umozliwiajg latwe przejécie od tablicy wartoéci
funkeji (lub innego réwnowaznego zapisu) do wyrazenia logicznego,
Tablica przedstawia kolejne wartodei ;.. Poniewaz 0-K; =0 oraz
1+ K; = K;—do przedstawienia funkcji wg zaleznosci (3-3) nalezy
wypisaé sume tych K, dla ktérych o; = 1. Dla podanej wyzej tablicy
bedzie to wyrazenie

Y(wy, a9y ¥3) = Ky + K3+ Ks + Kg + K7
czyli
Y = B X, %3 + X, 8, K3 + 2 Xy X3+ 20, 20, X5 + Xy Xy Xg

Formule takqg mozna otrzymaé bezpoérednio z tablicy, biorge pod
uwage jedynie te wiersze, dla ktérych y = 1, i przypisujgc wartodciom
x; = 0 zmienng ¥;, a warto$ciom x; = 1 — zmienng x;. Tak utworzone
iloczyny pelne nalezy dodaé. Uzyskana postaé funkcji nosi nazwe postact
kanonicznej sumy. Z zasad jej tworzenia wynika, ze kazda funkcja moze
mie¢ tylko jedng takg postaé.

Przy przedstawianiu funkcji wg zaleznoéci (3-4) nalezy zauwazyc,
2¢ 04Dy =D;, 1+D; =1, wiec w odpowiednim wyrazeniu nalezy
wypisa¢ iloczyn tych Dy, dla ktérych «; = 0. Dla rozpatrywanego przy-
kladu bedzie to wyrazenie

y(xn *2, -‘”s) =Dy-D, Dy
czyli
¥y = (x1 "l“x; +x3) (xl +32 +x3)(51 -I-.:\:; +x3)

Formule takg mozna otrzymaé bezpoérednio z tablicy, biorgc pod
uwage jedynie te wiersze, dla ktérych y = 0 i przypisujac wartosciom
a; = 0 zmienng a;, a wartoéciom a; = 1 — zmienng ;. Tak utworzone
pelne sumy nalezy pomnozyé. Uzyskana postaé funkeji nosi nazwe postaci
kanonicznej iloczynu i réwniez jest jedna dla kazdej funkcji.

Postaci kanoniczne czgsto zapisuje si¢ w skrécie, w postaci zbioru
indekséw (bez K i D) z odpowiednim symbolem operacji, np.

y(xli X2, x)) = Z (1’ 3: 5: 6: 7)

oraz

(%, %2 x3) = H 0,2,4
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Dla funkeji bez wartosci nieokreslonych, wystepujgce w tych dwdch
postaciach liczby indeksowe muszg wyczerpywaé wszystkie mozliwe
wartoéci od 0 do 2"—1, co umozliwia tatwe wyznaczenie jednej postaci
na podstawie znajomosci drugiej (przez uzupelnienie liczb). Na przyklad

jesli - (%) = 2 (O1), to y,(xy, 42) =[] (2, 3)
jesli - ya(ay, apy %) = [1(4,5,7), to ya(xy, @5, 25) = 2. (0, 1, 2,3, 6)
itd.

Gdy funkcja jest niepelna, indeks odpowiadajgcy kombinacji nie-
okredlonej. moze wystapi¢ zaréwno w jednej postaci jak i w drugiej,
gdyz y moze wéwezas by¢ zaréwno 0 jak 1 1. Oznacza si¢ to zwykle przez
wzigcie odpowiedniego skladnika w nawias. Na przyklad z rys. 3-1 otrzy-
muje si¢

Y, %) = 2 [2, (1)), czyli  y(wa;) = %+ (%, %,)

oraz

¥, %) =100, 3(1)], cayli  y(xy, %2) = (3 +) (%, +72) [(x, +72)].
Warto jeszcze zwrécié uwage na latwg interpretacje otrzymywanych
opisanymi metodami wynikéw w rachunku zdari. Uzyskang wyzej funkcje.
Y =x%+%x,
mozna czyta¢ w nastepujacy sposob:
wy=1l gdyx;=1lix,=0lubgdy 2, =01 x,=1"
Odpowiada to dokladnie sytuacji na rysunku. Tak wiec — odwracajac

czynnoéci — mozna z rysunku lub tablicy otrzymaé formule logiczng,
wykorzystujgc rachunek zdan.

3.1.3. ZASADY MINIMALIZACJI FUNKC]JI

Jesli w skiad syntetyzowanego schematu logicznego majg wchodzié
elementy I, LUB, NIE, to uzyskane podanymi wyzej metodami postaci
kanoniczne umozliwiajg juz utworzenie takiego schematu. W tym celu
nalezy do negowania zmiennej uzyé elementu NIE, do uzyskania ilo-
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czynu pelnego oraz iloczynu sum pelnych — elementéw I, a do uzyska-
nia sumy pelnej oraz sumy iloczynéw pelnych — elementu LUB. Jak
tatwo policzy¢, realizacja otrzymanej wyzej postaci kanonicznej sumy (dla
przykladu ze str. 87) wymaga 3 elementéw NIE, 5 elementéw I, 1 ele-
mentu LUB, natomiast odpowiednia postaé¢ iloczynu moze by¢ zrealizo-
wana z 2 elementéw NIE, 3 elementéw 1.UB, 1 elementu I.

Mozna przypuszezaé, Ze druga wersja bedzic tafisza i prostsza, a wige
lepsza.

Pomijajac szezegélowe problemy optymalizacji ukladu mozna stwier-
dzié, ze na ogol uklad o mniejszej liczbie elementdw jest tariszy i bardzicj
niezawodny, a sposréd dwdich ukladéw o takiej samej liczbie elementow
logicznych lepszy jest ten, ktéry operuje mniejszg liczby sygnalow (mniej
wejsé majg w sumie wszystkie jego elementy). Tak wigc, niezaleznie od
zastosowanych dalej elementéw schematu logicznego, bardzo waznym
etapem syntezy jest poszukiwanie takiej postaci funkeji przelgczajgcej,
w ktorej wyst¢puje minimalna liczba liter (tzn. zmiennych lub ich negacji).
Proces poszukiwania tej postaci minimalnej nosi nazwe minimalizacji
funkcji i opiera si¢ na tzw. regulach sklejania:

Ax+Ax = 4
(B+wx)(B+x) =B

w ktérych A i B — zmienne lub funkcje przefaczajace. Reguly te mozna
wyrazié nastgpujaco: suma lub iloczyn dwéch wyrazen roZnigeych sie
migdzy soba tylko na jednej pozycji — znakiem negacji, mogg by¢ za-
stapione jednym wyrazeniem, bez litery stanowigcej réznice. Na przy-
kiad:

XX+ 4, X =X (0n+E) =yl =

EI x1x3 +Elx1§3 = El.\-'z
(rer +%2 +x3) (¥ +%; +33) = X, +5

Wyrazenia podlegajace sklejaniu nazywane s3 wyraseniami sqsiednimi.
Jesli w otrzymanych postaciach kanonicznych funkeji takie wyrazenia
sgsicdnie wystepujg, to postaé kanoniczng mozna uprosci€, z wyrazng
korzyécig dla realizacji technicznei. Postaé kanoniczna sumy z przykiadu .
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zaczgtego wyze) mozna zminimalizowad w nastepujacy sposob:
P = X XNy X XN A Xy N 8 XX+ X NaXy =
= () X;0 + &, Xy 03) 4 (¥ 0505 0, Xa05) + (V) 028 8, 3505) =
= Ny ¥y A0 XNy = Ny AN

Aby utworzyé pary wyrazei sgsiednich, wpisano tu dwukrotnie
iloczyn x,x,x3, ale jest to dozwolone, gdyz w algebrze Boole'a A A+
+A, wigc kazdy skladnik moze si¢ powtarzaé, bez zmiany wartosci
funkeji.

Przeprowadzajac sklejanie w postaci kanonicznej iloczynu (dla tego
samego przykladu) otrzymuje si¢

3 () (3 T ) (Fy 6 ) = () (03 +-33)

7 zasady rozdzielnodei (1-13) wynika, Ze obydwa te wyniki sg sobie
rowne, a do realizacji prostszego z nich sg potrzebne clementy: 1 x LUB,
1 xI. Réznica migdzy realizacja postaci kanonicznej i postaci minimalnej
jest wige bardzo duza.

W wyniku sklejania uzyskuje si¢ wyrazenia, ktore juz nie sg posta-
ciami kanonicznymi, ale zachowujg posta¢ sumy iloczynéw oraz iloczynu
sum. Wyrazenia tego typu przyjeto nazywa postacjq normalng sumy
(normalnq postaciq alternatywnq) i postaciq normalnq iloczynu (normalng
postaciq koniunkcyjng).

W przypidku zloZzonych funkeji wielu zmiennych wyszukiwanie
wyrazeni sgsicdnich i sklejanie w sposob podany wyzej staje si¢ bardzo
ucigzliwe, zwlaszcza Ze dla otrzymania postaci minimalnej trzeba do-
kona¢ wszystkich mozliwych sklejen. Istniejg inZynierskie metody uprasz-
czajgee procedurg minimalizacji, gdy liczba zmiennych nie przekracza 6
lub gdy liczba wyrazéw zadanej postaci kanonicznej nie jest zbyt duza.
W innych przypadkach rozwigzan minimalnych trzeba szukaé z pomocy
cyfrowych maszyn matematycznych.

3.1.4. METODA KARNAUGHA

Metoda tablic Karnaugha (zwana tez metodg kart Veitcha) ulatwia
sklejanie przez takie usytuowanie na plaszezyZnie wyrazed postaci ka-
nonicznej, aby wyrazenia sgsiednie podlegajace sklejeniu byly umieszezo-



