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zaczgtego wyze) mozna zminimalizowad w nastepujacy sposob:
P = X XNy X XN A Xy N 8 XX+ X NaXy =
= () X;0 + &, Xy 03) 4 (¥ 0505 0, Xa05) + (V) 028 8, 3505) =
= Ny ¥y A0 XNy = Ny AN

Aby utworzyé pary wyrazei sgsiednich, wpisano tu dwukrotnie
iloczyn x,x,x3, ale jest to dozwolone, gdyz w algebrze Boole'a A A+
+A, wigc kazdy skladnik moze si¢ powtarzaé, bez zmiany wartosci
funkeji.

Przeprowadzajac sklejanie w postaci kanonicznej iloczynu (dla tego
samego przykladu) otrzymuje si¢

3 () (3 T ) (Fy 6 ) = () (03 +-33)

7 zasady rozdzielnodei (1-13) wynika, Ze obydwa te wyniki sg sobie
rowne, a do realizacji prostszego z nich sg potrzebne clementy: 1 x LUB,
1 xI. Réznica migdzy realizacja postaci kanonicznej i postaci minimalnej
jest wige bardzo duza.

W wyniku sklejania uzyskuje si¢ wyrazenia, ktore juz nie sg posta-
ciami kanonicznymi, ale zachowujg posta¢ sumy iloczynéw oraz iloczynu
sum. Wyrazenia tego typu przyjeto nazywa postacjq normalng sumy
(normalnq postaciq alternatywnq) i postaciq normalnq iloczynu (normalng
postaciq koniunkcyjng).

W przypidku zloZzonych funkeji wielu zmiennych wyszukiwanie
wyrazeni sgsicdnich i sklejanie w sposob podany wyzej staje si¢ bardzo
ucigzliwe, zwlaszcza Ze dla otrzymania postaci minimalnej trzeba do-
kona¢ wszystkich mozliwych sklejen. Istniejg inZynierskie metody uprasz-
czajgee procedurg minimalizacji, gdy liczba zmiennych nie przekracza 6
lub gdy liczba wyrazéw zadanej postaci kanonicznej nie jest zbyt duza.
W innych przypadkach rozwigzan minimalnych trzeba szukaé z pomocy
cyfrowych maszyn matematycznych.

3.1.4. METODA KARNAUGHA

Metoda tablic Karnaugha (zwana tez metodg kart Veitcha) ulatwia
sklejanie przez takie usytuowanie na plaszezyZnie wyrazed postaci ka-
nonicznej, aby wyrazenia sgsiednie podlegajace sklejeniu byly umieszezo-
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ne blisko siebie, a wige byly sgsiednimi réwniez w sensie geograficznym.
Dla funkeji # zmiennych kazdy skladnik postaci kanonicznej moze mieé
skladnikéw sgsiednich. W tabeli o postam stosowanej wyzej kazdy wiersz
ma tylko dwa wiersze sgsiednie, a wigc wykorzystanie tego sasiedztwa
do minimalizacji ogranicza si¢ do, praktycznie biorac, malo waznego
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Rys. 3-2. Tablice Karnnugha: dwdéch, trzech, cazterech i pieciu zmiennych

przypadku funkcji dwéch zmiennych, Jeéli jednak podobng tabele przed-
stawi si¢ w postaci zestawienia o dwdch wspélrzednych, to liczba sgsia-
doéw geograficznych wzroénie do czterech, Przyklady tablic Karnaugha
przedstawiono na rys. 3-2. Kazda kratka tablicy odpowiada jednej
kombinacji warto$ci zmiennych wejsciowych. Kod tych kombinacji jest
dobrany tak, aby sgsiednie kratki réznily si¢ wartoscig jedne;j tylko zmien-
nej, a wige by odpowiadaly im sgsiednie wyrazenia. Kod o takich wlasno-
$ciach byl przedstawiony w p. 1.3 jako kod Graya. Do opisanej tym
kodem tablicy wpisuje si¢ symbole, odpowiadajgce wartosci funkeji dla
odpowiednich kombinacji zmiennych wejéciowych. Aby ulatwié to wpisy-
wanie w przypadku, gdy funkeja jest zadana w postaci liczb dziesigtnych,
na rys. 3-2 wpisano do tablic odpowiednie liczby.

Jedli w dwéceh sgsiednich kratkach wypelnionej tablicy Karnaugha
znajdujg si¢ jednakowe symbole (0 albo 1), to odpowiadajgce tym krat-
kom wyrazenia mozna skleié, co odpowiada usunigciu litery, ktéra w ra-
mach sklejanej grupy zmienia wartoé¢. Takie sasiednie kratki tablicy,
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Rys. 3-3. Przyklady sklejanin w tyblicach trzech zmiennych
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Rys. 3-4, Przyklady sklejania w tablicach czterech zmiennych
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tworzgce pary, laezy si¢ linig dla zaznaczenia mozliwosei sklejania, Na
rys. 3-3a, b, ¢ pokazano kilka wersji usytuowania takich par w przypadku
funkeji trzech zmiennych. Gdy wyréznione kratki zawierajg jedynki, za-
miast odpowiadajgcego im wyrazenia Ax+ Ax mozna przyjaé A; jesh
zawicrajy zera — zamiast (B+a) (B+%) mozZna przyja¢ B. Jesli na
przyklad na rys, 3-3a w zakredlonym obwodzie wystepuja jedynki, odpo-
wiada to wyrazeniu
X Xy Ny + X N Xy = Xy (X + %) X3 = XXy

Taki sam wynik mozna otrzymaé bezpodrednio z tablicy, poniewaz
w ramach wyréznionej grupy x, = 0, x; = 1, natomiast x, jest zerem
lub jedynky, co oznacza, Ze moze by¢ usunigte. Poniewaz wylgczaniu
jedynck z tablicy odpowiada funkcja o postaci ,,suma iloczynow™, wige
rezultat uproszczenia bedzie iloczynem, przy czym symbolowi 0 odpo-
wiada ¥, a symbolowi 1 — x.

Jedli w zakreslonym obwodzie na rys. 3-3a wystgpuja zera, odpowied-
nie wyrazenie mozna przedstawi¢ w postaci

() + 22 +&3) (%, + 3, +7;) = &, +¥;5

To samo otrzymuje si¢ bezposrednio z tablicy pamigtajac, Ze argument
zmieniajgey warto§¢é w ramach rozwazanej grupy jest odrzucany i Ze
wynik lgczenia zer bedzie sumg, przy czym symbolowi 0 odpowiada x,
a symbolowi 1 — &.

Dwie kratki tablicy tworzgee parg o jednakowych symbolach mozna
sklei¢ z inng parg o takich samych symbolach, jesli obie pary tworza
prostokat lub kwadrat (rys. 3-3d, e, f). Obowigzuja wéwezas zaleznosci

(Axyx; +Axy 85) + (A% 3, + A%, %) = A
[(B+w, +a5) (B +x, +%,)] [(B+%, +&,) (B +%, +%,)] = B

Jednakowe symbole objete prostokgtem mozna wige opisaé iloczynem
(jesli te symbole to jedynki) lub sumg (jedli to zera), w ktére wehodzg
tylko litery o wartodciach nie zmieniajacych si¢ w ramach tej grupy. Na
rys. 3-3 podano wyniki sklejania, przy czym na pierwszym miejscu
umieszczono wyrazenia opisujgce grupe jedynek, 4 na drugim — grupg
zer.

Zupelnie podobnie opisuje sie grupy 2- i 4-kratkowe w tablicach
czterech zmiennych (rys. 3-4). Nalezy pamigtaé, ze przeciwlegle krawg-
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dzie tablicy mozna uwazac za jedng lini¢ — stgd grupy dzielone: géra-dél
lub lewo-prawo. Dwie grupy 4-kratkowe mozna sklei¢ zc soba, jedli
w tablicy tworzg prostokat (rys. 3-4e, f).

Tablice pigcioargumentowe skladajg si¢ z dwu tablic czteroargu-
mentowych, wewngtrz ktérych obowigzujg te same zasady sklejania co
poprzednio. Kazda kratka oprécz czterech sgsiadujacych bezposrednio
ma jeszcze pigta kratke sgsiednig, usytuowang symetrycznic wzgledem
osi tablicy. T'ak wigc sklejane mogg by¢ wszystkie kratki lezace symetrycz-
nie wzgledem pionowe;j osi, dzielacej tablice. Kilka przykladéw pokazano
na rys. 3-5.
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Rys. 3-5. Przyklady sklejunia w tablicach picciu zmiennych
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Tablicg szesciu zmiennych uzyskuje sie z dwéch tablic pigeiu zmien-
nych, a sklejanc moga byé zaréwno kratki lezace symetrycznie wzgledem
osi pionowej jak i wzgledem osi poziomej. Dalsze zwigkszanie tablicy
bardzo utrudnia wyszukiwanie ywyrazeri sasiednich i metoda staje sie
nieprzydatna,

Pokazane na rys. 3-3, 3-4 i 3-5 przyklady laczenia symboli w grupy
umozliwiajg wysnucie ogélnego wniosku: grupa 2-kratkowa zmienia dwa
czlony w postaci kanonicznej — jeden usuwa, drugi zmniejsza o jedna
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litere; grupa 4-kratkowa zmienia cztery czlony postaci kanonicznej —
trzy usuwa, a czwarty zmniejsza o dwie litery itd. Wynika stad, ze im
wigksza jest grupa polgczonych kratek, tym lepszy efekt minimalizacji.
Przyklady — by nie gmatwaé rysunku — pokazuja tylko grupy rozlaczne,
ale nie jest to konieczne — grupy mogg mieé kratki wspélne.

Minimalizacja funkecji wpisanej do tablicy Iarnaugha moze byé
przeprowadzana w nastepujacej kolejnosci:

1. Nalezy zdecydowaé, czy bedzie si¢ wybieraé grupy zer czy grupy
jedynek. Decyzja ta czesto zalezy od posiadanych elementéw (bedzie to
wyjasnione nizej), jesli natomiast elementy nie wprowadzajg ograniczen,
nalezy Iaczy¢ w grupy te symbole, ktére dajg prostsze rozwigzanie. Nie-
kiedy mozna to przewidzie¢ z géry (gdy np. jednych grup jest wigcej
niz innych), ale czesto trzeba sprawdzié obie mozliwosci.

2. Wéréd wybranych symboli (0 albo 1) poszukuje si¢ mozliwosci
utworzenia najwigkszej grupy (lub grup), np. 16-kratkowej, a jesli takiej
nie ma to 8-kratkowej itd. Wybrane symbole lezgce poza wydzielonymi
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Rys. 3-6. Minimalizacja funkcji

grupami lgczy si¢ w grupy mniejsze, przy czym mozna lgezyé kratki juz
raz wykorzystane, jesli pomoze to w powiekszeniu grupy. Symbole,
ktérych nie mozna polgezy¢ w zadna grupe, zakresla si¢ réwniez, jako
grupy 1-kratkowe.

3. Wyodrebnione w tablicy grupy opisuje si¢ postaciy normalng,
redukujac wyrazenia wg podanych wyzej zasad. Jedli w tablicy istnieje
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grupa, ktérej wszystkie kratki nalezg tez do innych grup, to trzeba usunaé
nadmiar, pozostawiajgc tylko grupy niezbgdne.

Jedli istnicje wigeej niz jedna mozliwosé laczenia w grupy, nalezy
wybraé bardziej dogodng ze wzgledu na obcigzenie obwodow wejdcio-
wych ukladu.

Powyzsze zasady zostang zilustrowane kilkoma przykladami.

Zadanie wyrdzniania trzybitowych liczb nieparzystych lub podziel-
nych przez 3 mozna opisaé tablica Karnaugha z rys. 3-6a, b, w czym
pomocna moze byé tablica wartosci dziesigtnych z rys. 3-2b. Wyszuka-
nie maksymalnych grup nie sprawia tu zadnych trudnoéci 1 na podstawie
rys. 3-6a otrzymuje si¢

Y= Ny4a N,
a na podstawie rys, 3-6b
¥ = (xy +a5) (%2 +3)

Nieco trudniejsza jest minimalizacja funkcji czterech zmiennych,

np. zadanej w postaci dziesigtnej

(g 2, 23, %8) = 2. (0,1, 3,4, 5,6,9, 10, 11)
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Rys. 3-7. Minimalizacja funkcji

Z pomocy tablicy z rys. 3-2¢ wypelnia si¢ tablice Karnaugha (rys.
3-6¢, d), z ktérych — po utworzeniu maksymalnych grup — otrzymuje
si¢ normalne postaci minimalne

Y = Xy %3+ ¥ x4 + X 43Ty +X, X85
oraz
Y = (%) +%) (% + x5 +ag) (¥ + 33 + %) (3 +2, + %3 +xy)

W przypadku funkeji opisanej tablica z rys. 3-7a, 4-kratkowej grupy

jedynek nie nalezy uwzgledniaé w wyrazeniu minimalnym, wiec
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Y =X XXX X X X5 H XXX,
Latwo sprawdzié, ze druga postaé minimalna to
Y = (% 23 +x4) (%) +2, +23) (%, +3, +%2) (3, + 33 +4)

Na rysunku 3-7b przedstawiono funkcje, ktéra (w przypadku uzy-
skiwania postaci normalnej sumy) mozna zminimalizowaé do dwdéch
roznych postaci:

Y =R X 08 HE AN
albo
Y =X X3+ X, 003+ X530

Gdy funkcja jest zadana w postaci kanonicznej, jej wpisanie do tablicy
Karnaugha nie nastrecza wigkszych trudnosci, jako ze kazdemu czlonowi
takiej postaci odpowiada jedna kratka tablicy. Jesli natomiast funkcja jest
zadana w postaci niekanonicznej normalnej (np. otrzymanej z opisu
slownego), to poszczegélnym jej czlonom przypisuje si¢ odpowiednie
grupy kratek tablicy — zaleznie od liczby zmiennych funkcji i danego
czlonu. Zasady s3 oczywiscie takie same jak przy czynnosciach odwrot-
nych, opisywanych wyzej. Na przyklad po wpisaniu do tablicy (rys.
3-7¢) funkcji

¥ = (@) (w1 +22 +3)(F; +22 +2) (%, +x2+73)
okazuje sig, ze ostatni czynnik tej postaci jest zbedny, gdyz odpowiada-
jace mu kratki tkwig juz w innych czlonach, wiec
Y= (5:3 +§4) (xl +a, +‘1:4)(El +x, +x4)
albo

y = El E4+x2-54+x253 +:¢1§3x‘

Rozwazane wyzej przyklady dotyczyly funkcji w pelni okreslonych,
dla ktérych wszystkie kratki tablicy zawieraly symbol 0 albo 1. W przy-
padku funkcji niepelnych, w kratkach o nieokreslonej wartosci funkcji
stawia sie kreske 1 kratki te mozna dolaczaé zaréwno do grupy zer jak
i do grupy jedynek, byleby uzyskane grupy byly najwicksze. Na przykiad

7 Uklady cyfrowe automatyki
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funkcja, opisana tablicami rys. 3-8a,b, bez uwszglednienia pozycji nie-
okreslonych ma postac
Y = Ry X005+ X 0y 05 = (%) +¥3) (¥ +y)

a po ich uwzglednieniu

Y = E¥3 X8y == & (X +8)
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Rys. 3-8, Minimalizacja funkeji niepelnyeh

Inna funkcja, przedstawiona na rys. 3-8c, dzigki kratkom z nie-
okre§long warto$cia moze byé zapisana w postaci wzglednie prostych
wyrazen

=X NNy NN N+ R X
albo
Y= (w3 ) (Vg Fa5) (w2 +8) (v +3, +73)

Z faktu, Ze funkeje niepelne maja zwigkszone mozliwosci minima-
lizacji, wynika koniecznoé¢ gruntownej analizy kazdych zalozei.

3.L.5. METODA QUINE’A-MC CLUSKEYA

Przy wigkszej liczbie zmiennych, gdy metoda Karnaugha staje si¢
ucigzliwa, dogodnicj jest stosowaé metody Quine’a-Mc Cluskeya.

Algorytm minimalizacji Quine’a polega na stosowaniu dwéch
operacji:

— sklejania niepelnego Ax+Ax = Ax+ A5 + A



