
. i [ 0 6 ,

Z E S Z Y T  Nr. 2. T O M U  U. 1929 R O K .

AKADEMJA NAUK TECHNICZNYCH

D« STANISŁAW BEŁZECKI
EM. PROFESOR POLITECHNIKI WARSZAWSKIEJ

Równowaga sił sprężystości 
w belce pryzmatycznej

R Z E C Z  P R Z E D S T A W IO N A  N A  POSIEDZENIU 

W Y D Z IA Ł U  M A T . FIZ. A K A D E M Jl N A U K  TE C H N IC ZN Y C H  
DNIA 20 CR U D N IA  1928 R.

W A R S ZA W A  — 1929
S K Ł A D G Ł Ó W N Y  W  K S I Ę G A R N I  G E B E T H N E R A  I W O L F F A



Biblioteka Narodowa
Warszawa

30001005409687

RÓWNOWAGA SIŁ SPRĘŻYSTOŚCI W BELCE 
PRYZMATYCZNEJ.

C ZĘŚĆ I.

Hiatorja zagadnienia. Francuska Akademja Nauk ogła­
szała to zadanie, jako temat do nagrody, w latach od 1848 
do 1858, lecz bez skutku 1).

W roku 1855 w XIV tomie Mem. des savants etrangers, 
a w roku 1856 w J. de Liouville S. II T. II ukazały się znako­
mite prace Barre de Saint Venant'a, w których autor daje 
rozwiązanie dla ciała pryzmatycznego, lub cylindrycznego w tym 
przypadku, kiedy =  N2 =  Ts =  0 w każdym punkcie ciała. 
W roku 1862 Clebschs) uogólnia obie prace de St Venant*a 
w jedno zadanie de St. Venanta i daje rozwiązanie odwrotne­
go zadania iV5 =  7\ =  T2 =  Q. W roku 1890 E. Mathieu, 
składając cztery zadania płaskie, daje rozwiązania szczególne 
prowadzące do nowych funkcyj, które stanowią jakby pierwszy 
krok w kierunku funkcyj fundamentalnych.

W roku 1891 W. Stiekłow3), stawiając pytanie, jakie siły 
powinny działać na skrajnych krawędziach cylindra, aby każda 
prosta równoległa do osi cylindra w stanie nieodkształconym, 
przekształcała się w algiebraiczną krzywą trzeciego stopnia,

*) E. M athieu. L ’ćlasticitć 1890 T. II.
*) W . S tiekłow . „O  rów now adze ciat cy lin d ryczn ych ". Charków  (w jęz. 

rosyjskim ).
*) C lebsch . „T heorie  der Elasticitat fester K orper" Leipzig.



stwierdza, że powinny działać te siły, które stanowią rozwią­
zanie zadania St. Venanta, We wszystkich tych poszukiwa­
niach zakładano, iż cylinder lub pryzmat są pozbawione cię­
żaru własnego '). Łatwo znaleźć funkcje, które czynią zadość 
formalnie równaniom równowagi wewnątrz ciała, trudność po­
lega na tem, żeby te funkcje spełniały założone warunki na 
powierzchniach granicznych ciała; w naszym przypadku na 
powierzchniach x  =  +  b , y  — +  h , z — +  l.

W dalszym ciągu będę rozpatrywał belkę pryzmatyczną 
nieważką.

Oznaczenia. Trzy stosunkowe wydłużenia , ~—
dx d y ' ćz

będę oznaczał przez o, a2 a,; trzy zmiany kątowe —  4 - — ,
dy dz

ow . dli du , d v
dx ' dz' dy ax ^rzez ™ ^ ’ Przestrzenną rozszerzal-

S u . d v . d w  _ 
n° ’dv 'dy d z PTZeZ ' naPr^żenia sil sprężystości normal­
ne do krawędzi oznaczamy przez: , N2 , a naprężenia sił 
tnących oznaczamy przez 7*,. T3, Ts . Te wszystkie oznacze­
nia stosował G, Lame.

S. Bcłżccki:

W p ływ  ciężaru w łasnego stanowi zadanie niezależne i łatwe d o  roz-
wiązania,

SBNf
"<>odO
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X — _____ J______. £
(1-Hi) (I—2i))

d2 d2 d2 D ziałan ie-------1---------1-------będę oznaczał przez A ,
dx‘ dy2 dz2

a działanie —  +  +  2 ( + T T T i )dx4 ely4 <)z4 \djcłć>y dx2dz2 d fd z2)

przez AA . Ni i 7}, wyrażone w odkształceniach, będą:

»r , ^  ̂ du „  [ dw , d v \n,= x e+2|t—j r,=p.(—+ —)
»r . ^  ̂ (>y „  ( dw . du\ 

_ . dw _  I du , dv\ 1 r-a,, = xe+2,.—
£  —  moduł Young'a; ■»] —  liczba Poisson'a.

W spółczesny stan teorji sprężystości '). Teorja od­
kształceń i teorja naprężeń stanowią dwa działy, którym są 
poświęcone albo oddzielne monografje '), albo rozdziały Me­
chaniki teoretycznej *). Teorja sprężystości rozpoczyna się od 
ustalenia funkcjonalnej zależności M  ,7/ (1 = 1 .2 ,3 ...)  od a, i P(. 
Opierając się na zasadzie zachowania energji i na drugiem 
prawie termodynamiki, dochodzą do wzorów na M i 7) wyżej 
podanych (Green 1837. Thomson 1855. Poincare 1892 r.) i wię­
cej ogólnych (Cauchy 1828), które uwzględniają zależność 
Ni T, od N,° T,\ t. j. od tych naprężeń, które były w ciele do 
momentu, kiedy na ciało zaczęły działać dane siły zewnętrzne. 
W obecnym stanie nauki nie możemy jeszcze korzystać z wzo­
rów Cauchy’ego, lecz posługujemy _się wzorami Greena, De­
dukcja Greena i Thomsona oraz doświadczenia Voigt’a po 
twierdziły empiryczne prawo Hooke’a, które przeszło do historji 
(Voigt. Allgemeine Formeln. Wied, Ann. 1882 str. 273).

Przedmiotem nauki jest ciało idealnie (doskonale) spręży­
ste (Perfectly elastic solid). Dla ciał fizycznych zbliżających

*) Po głębszym  nam yśle zd ecydow ałem  się w p row ad zić ten paragraf
i będę  się na n iego p ow oły w a ł w  tej pracy  i w  następnych.

*) E. F . Cosserat „C orps dfeformables“ Paris 1909.
*) A p p el. „T raitć de m ćcanique rationelle1*.



się do tego wzoru ciała idealnie sprężystego stosują także ter­
min: „ciało wzorowo sprężyste".1)

Powstaje jednak pytanie, czy przy takiem ujęciu ciała 
teorja sprężystości może być stosowana do szerszej grupy ciał 
i do szerszej grupy zjawisk.

Teorja sprężystości wskazuje np„ że stosunek szybkości 
fal podłużnych do szybkości fal poprzecznych równa się /3  , 
przy założeniu, że liczba Poissona jest równa 1/v  Zóppritz
i Geiger ustalili na zasadzie wielu doświadczeń, że ten stosu­
nek dla fal sejsmicznych na powierzchni ziemi równa się 1,788. 
Z jednej strony „Perfectly elastic solid" — z drugiej skorupa 
ziemi, z jednej strony — 1,732, z drugiej — 1,788.

Bardzo zajmujące są inne wyniki prac tych uczonych. 
Potwierdzają one zgodność badań skorupy ziemi na podstawie 
teorji sprężystości z doświadczeniami'). Wyniki te mogą ośmie­
lić inżynierów do szerokiego stosowania tej nauki w dziedzinie 
zjawisk, z któremi inżynier ma do czynienia.

R ó w n a n i a  r ó w n o w a g i .

+ i Z L + i Z L  +  o .  x =  o
dx dy dz 
dT, , dN2 , dT\ , 

i i + - i i + ^ + ° - Y=<>  (il 
i Ł + i ! L + i ^  +  „ . z = 0  

dx dy óz

w których o oznacza gęstość materji, zawierają sześć niewia­
domych funkcji Ni i 7/ . Zapomocą wyżej podanych wzorów 
na Ni i Ti , równania te sprowadzają się do następujących:

(X [i) - — [- [i, A u -j-  0 • X  =  0 
dx 

(>• +  iJ0 ~  +  H-.Az' +  a. Y = 0  (b) 
dy
r)Q

(?. -j- [i)------1- [i. \ w —{- a . Z  =  0 
dz

4 S. B chcck i:

')  Prof. Karasiński: „W ytrzym ałość tw orzyw ".
J) G alicyn . V orlcsungcn  iiber Scism om cfrie. Petersburg 1912 r, G . H. Dar- 

w in. P roc. R. S. (różne lata i różne tomy)



Całki tych równań dają ogólne rozwiązanie zadania. 
Wprowadzając średnie obroty około osi X, y, z, które ozna­
czymy przez 2wy. 2w,_. 2x0,. otrzymamy inną formę tych
równań

,>-+2,i,E+,‘[£2W!~iH +a-*=0 
(*+M̂+i4£2»>-IH+o'y=0 tcl
(>. +  \yy  2wt -  ± 2 * ]  +  »■ 2  =  0

Oprócz tego, w ogólnym przypadku, mamy trzy równa­
nia dla granicznych powierzchni

^•Hs+S)“* W)

l , tn, n — są to kosinusy kątów, które tworzy normalna do 
powierzchni granicznej z osiami x , y , z.

—  oznacza pochodną względem normalnej,
dn , 

a v =  u .l  +  v .m  +  w. / i .

Grupa (d) w naprężeniach wyraża się tak:

N i. I -{- Tt . ni -f- T2 . n =  Px 

Ts . l +  N2 . m +  Tx . n =  Py 

T i . l + T i . m  +  N t . n ^ P *

Różniczkując, łatwo dowieść, że 

AA w =  AA u  =  AA ©  =  0; A 0 =  0; AA A// =  AA 7/ = 0  

(3>> +  2^) 0 =  M  +  ^ 2  +  ^3.
*
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a zatem

+  ^  +

Całkowanie równań (b). Gdy założymy, że

e = - _ £ - . 4 F .

to równania (b) dadzą nam:

v-‘ A ( u —  ; r ) = 0  u =  —  4 - PV d x ]  dx

[t.A ( v  —  = 0  Stąd v =  —  4 - Q 
\ d y l  d y

* - * [ w - d£ ) = o  w=d£ + «

P, Q i /? są funkcjami, z których każda czyni zadość 
równaniu A P = A Q  =  A/? =  0 (Laplacea)

6 Ś. Befżecld:

(e)

e = ^ +  +1?) ( {)

Podstawiwszy w (b) pochodne wyrażenia (f) i wartości 
u , v , w z wzorów (e), otrzymamy:

£[(>• +  21*) AF +  p. +  ji) *] =  0

~  [P +2 ft) A /*+ (X  +  ,i)*] =  0
dy

ć z  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ~  ^

Zakładając
AP = ------L + J i . . A *)

») AAF=0,
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*

uczynimy zadość równaniom (b)

e  = — £------ 4

ó2/7 , X , , „  dP
ćx" ■ - ' [ ■ - S - + r F 5 - ' + !

»— [-S-+rfe-+>g]
[■w+S+SI

^2 =  !Ł ĵ 2

7*, =  V- |s

d2/ 7 . „ dP]
+  T -  +dc . dz dx dz

d'F .  óQ , dPl
dx.dy dy\

Zadania sprowadza się w ten sposób do całkowania równań 
d'-U , db* , d'U
dx2 dy~ dz2

których całki dadzą P , Q i /?, a następnie do całkowania 
równania

# F  d'F d'F I X +  !t \ 
dx°- dy- dz2 { X +  2[W

Podobne równania spotykamy jat teorji ciepła.

Naszem zadaniem będzie sprowadzenie tego zadania do 
całkowania równań znacznie prostszych.

Postarajmy się znaleźć sześć funkcji M  i Ti takich, któ- 
reby czyniły zadość równaniom (a), równaniu A (Ny 4" A/j -|-/V,) = 0
i warunkom A A 7/ =  0**). Z równań (a) otrzymamy:

*) o
“ ) C . R. 1928 Nr. 22,



S. B ełżecki:

dy +  *

dTs ÓT,
dx dz

OT, +  d r t

7/U = 1 ,2 , 3) są to dowolne funkcje powyżej wymienionych 
zmiennych. Warunek: A (JVt -f- jV, -f" N,) =  (3X +  2«x) A0 =  o .

Oczywistą jest rzeczą, że

ASM  =  SAM .

Istotnie:

AMX =  X A8-}-2n■A —
.̂*,-

A =  X A 0 4- 2|J- A —  
dy

A A/s =  X A 0 -f- 2,u- A —  
dz

SAMl = 3X A 0 -| -2 H .A ^  +  - ^  +  ̂ j = (3X+2i1)A0 =  AIM

Wykonywując działanie

<?ł
d;t dy <?z 

otrzymamy równanie

A(m  +  M + M 3).

[A A ^  +  —  .A  7 ',] +  —  [AA T2+  —  -A 7,1 j .
< ?*U  v  * y d y [ xr dy* xt +

+ £ [ “  T' + - h i T' ] “  * | s [ ^ + f * + H “ 0 IB)



Trzy funkcje

7S =■ ł l  (2) • ^ry +  (z ) ' fjty

Tt =  <J», (.y). Fxl+ *4 Cy). /«  (gj
T , = ^ [ x ) . F ly + ^ ( x ) . f ty

takie, w których
i i  F „  =  i i  F „  =  i i  /%, =  0: i / „  =  i / „  -  i / „  =  0 .

a <J>/ są dowolne funkcje swoich zmiennych, czynią zadość rów­
naniu (B), jeżeli A^t =  Ay, =  Atp, =  0.

Działanie A nad iloczynem u .v  daje: 
w i a i  a , o / du dv , du dv . du dv\

Zastosujmy to do iloczynu <!>, (a). Ffc :

A l«W (“ ) • Ffr] =  (a) A •A*< W

Ponieważ
(* )  ( « )  n

— d f ~  =  — 3 T ~ = _ 3 i~  =  ̂ '

2 ( * t .  * ’ + * ! . * : + * ! .  * : ] = o ,
\ dx dx dy dy dz dz)

a zatem
A7/ =  A [<Jy (a). Ffo +  <j)/+i («)/p7] =  ł /  («) A/rpY -f- 

+  Fft A ł  (a) +  ł/+« (a) A/fr  + /?y  A ł'+» (a) •

Warunek

AA7~i =  0 = 4 * /  (a) AA/7̂  +  2A «J>/ (a) A - f -  F^  AA <J>, (a) -f* 

+  ^ /-ł i (a) • AA/p.f +  2A /p 7 . A^/+ i (a) + Ą t  . AA (*) ■= 0 ,  

przy założeniu, że

a a /^ t =  o i a / Pt =  o .

będzie spełniony, jeżeli

Równowaga sił sprężystości w belce pryzmatycznej 9



A <|i, («) =  O i AA «!>/+i (a) == 0 .

t. j. «J»i (a) może być tylko linjową funkcją cc, zaś nie może 
być wyższą od 3 stopnia funkcją a .

Funkcja T3 nie może być funkcją z ,  Tt — funkcją y ,  
a Tt — funkcją x  wyższą od 3 stopnia.

Ponieważ funkcje i f<Ą są to funkcje tylko dwóch 
zmiennych z  kombinacji X, y , z  po dwie, to ogólne zadanie 
sprowadza się do takiej kombinacji trzech zadań płaskich, 
któraby czyniła zadość równaniu (B).

Zadanie płaskie jest zupełnie określone równaniami:

dN, . dTi 
d i  ó p

10 Ś. Beiżecki:

i warunkiem A (Ni - f  M  + j) =  0, który można zastąpić wa­
runkiem A A Ti = 0

Normalne naprężenia Ni i M  + t powinny być uzupełnione 
dowolnemi funkcjami, które we współrzędnych Kartezjusza 
będą linjowemi funkcjami, jedna a , druga P. Te trzy równa­
nia określają ogólne rozwiązanie zadania płaskiego.

W naszym przypadku mamy trzy równania równowagi (a)
i równania A I  Ni =  0 , razem 4 równania dla określenia 6 funk­
cji Ni i Tt . Warunki A A 7} =  0 potwierdzają tylko, że obrane 
funkcje na Ti nie przeczą równaniom równowagi ciał izotro­
powych. Z tego wynika, że rozwiązanie czyni zadość wszyst­
kim warunkom, ma duży obszar zastosowania, a w jakim ono 
jest stosunku do ogólnego wyżej otrzymanego rozwiązania,
o tem będzie mowa w następnej pracy.

Rozwiązanie polega na takiej kombinacji trzech zadań 
płaskich, która czyni zadość równaniu (B). Zadanie płaskie, 
dzięki pracom E. Mathieu'go, M. Levy’ego, Ribiere'a, Mesna- 
ger'a i Kołosowa można uważać za wyczerpane.

Będę oznaczał przez (k ,u ) funkcje

\[A +  Bu) e* ■u -j- (C - f  Du) e —* •"]



k — liczba, u — jedna zc zmiennych x, y, i.

= *. r ̂  + ! i +Buy ^ -  u-

j ^ . u ) ^  =  ^ A - j  +  B u y -  +

n

+  ( - 1  r ( c + j + D u ) e - » \

Funkcja
u) cos (kv) . lub F = l [ k ,  u) sin (kv)

spełnia równanie:
AAF =  0

Funkcja

v J_ u)cos(kv) — f  ~ k [k .u ) co s(kv)du —
k du J

= / =  S [B «* "+  D e - * “) cos (kv)

czyni zadość równaniu
A / = 0

Wyrazy

2 (B eku Ą -D e -* " ) ,  lub £ 1-4* Sh (to) +  ^  &1

będę oznaczał przez | j  *

Jeżeli belka jest wolnopodparta na dwóch podporach, to

N7d zd x Ą - j  f  Tl d x d y +  j f Tl dx d y = 0
I  =  /  Z =  — /

j ^ N t dxdy  albo równa się zeru. albo równa się sile przeto

f  CNi .y .dxdy*= Q

Równowaga sił sprężystości w belce pryzmatycznej 11



Jeśli belka ma końce zamocowane, to

12 S. Bełżecki;

j ‘jViydxdz  =^0; j  j'rldxdy =  0;

W/. 

'+-jłr£

3

r=-K

Reakcja podpory na powierzchni 
y  =  — h może być rozwinięta w 
szereg Fourier'a:

(od 0 do / — X, jV3 =  0 t na dłu*
y  =  h

gości X przyłożona reakcja pod­
pory)*).

Wzory na Ti przedstawimy w takiej postaci. 

Tt =  $ 1  W  2 (m, y ) (cos mx +  sin mx) +

+  ł j  W  S  (— ) (cos qy 4- sin qy)
X

T 3 — ł j  (^ )s  («. x) (cos nz -f- sin nz) +

+  ł ł  (^) S  (-^-) (cos rx - f  sin rz) 

r, =  W l(^ .^ )(c o s ^ z + s in p z )  - f

+  łe (•*) Ti (— ) (cos SZ sin sz) .

(h)

*) Są to warunki R ibićrc 'a .
W arunki zam ocow ania  końca belk i używ ane przez St. V enant‘a są 

takie: Przy
x — y — z — 0
U = V = W = 0
ÓW ÓW
dy
dv

~dx

dx

=  0

W arunki te m ogą b y ć  różne, b y le  by  belka  jako ca łość  została p ozb a ­
w iona sze iciu  stopni sw obody.



W tych wzorach i we wzorach na Ni (/ =  1,2,3) mamy 
do rozporządzenia sześć funkcyj <|»/ , w każdym wyrazie szere* 
gów £ (k, u) (cos hv -f- sin kv) po cztery dowolne stałe i w -każdym

wyrazie szeregu £  (“ ] (cos łv  -f- sin tv) po dwie dowolne stałe.

Oprócz tego mamy trzy funkcje <p/ ( /= 1,2,3) i sześć wiel­
kości m, n, p, q, r, s .  Wszystkie te wielkości powinny być 
określone z danych warunków granicznych. Warunki te są 
określone przez siły, które działają na belkę i rodzaj podpór.

Pierwsze wyrazy w wyrażeniach na Ti będę nazywał bi- 
harmonicznemi, drugie harmonicznemi. Będę korzystał z wia­
domych wzorów na rzuty głównego wektora L i głównego mo­
mentu Al sił zewnętrznych działających na krawędzie bęlki. 

Na krawędzi z =  l

Równowaga sił sprężystoici w bcicc pryzmatycznej j i

Lx = —  J  J*T2 dx dy

Ly— —  j J 7', dydx M ,=  f j  1

Lz — 1 j  N2dx dy
H f '

Na krawędzi y  — h

L’x=  — j '  j 'T ,d z d x ; M x =  f  [’(TJi — N2 z) dz dx

L’y =  — j '  p v 2 dz dx  ; M y =  [’ p7Vz — TlX) dz dx

L’x— — J  J T t dz dx ; M x =  _ j' ( ’(T%h -  N ,x ) dz dx

Na krawędzi X =  b

L"x=  — f'J jV , dy dz ; M"x =  J* y  —  Ttz) dz dy

L"y= —  j' f  T3 dy dz ; M \  =  J  J~[N^z — T2b) dz dy

L "y = — f  [* T3 dy dz ; M \  «= j ' ^(Nxy  — T,b) dz dy,

|BN5



Pokażemy jak stosować wzory (/t) do rozwiązania po­
szczególnych zadań i jakie kategorje zadań można rozwiązać 
zapomocą tych wzorów. *)

1, Zbadamy biharmoniczne wyrazy ogólnych wzorów 
na Ti, w założeniu, że ?i =  <?j — ¥s =  0.

Ponieważ funkcje $2/+i są linjowe, to założymy najpierw:

7~, =  S (m,y) cos (m z),
T2=  Z [n, *) cos (nz),

Ti — ^ [p ,y ) cos (pz).

Normalne naprężenia będą:

jV j=  —  £  —  T" (m-^) sin im x ) 4" ^ n sin (nx) ( (n<x) dx •m dy J

A =  sin [mx] j'[m,y) dy-\- Spsin [p x )^ (p ,y ) dy

N3 =  — S  — ~  (n.y) sin (« z) — S £  —  A  («,^) sin [pz) 
n dx p dy

14 S. Bcłżecki:

Trzy momenty skręcające:

(7\jc — T2y) dx dy =  0 . 

(r sr — Ttx) dz dx — 0 . 

[T^y — Tsz) dz dy == 0 .

//«

//■
Dwa dowolne Ti możemy przyjąć jako równe zeru i otrzy­

mamy wówczas zadanie płaskie.
Załóżmy np.

r, = S [(>1 + fl<7) «"*+ (C +  Dy) e- mĄ cos (m z).

’ ) P on iew aż mam na celu  ogólnq  teorję. w ię c  szczegó łów  nie będę 
podaw ał. S zczeg ó ły  patrz w  cytow anej niżej m ojej pracy  i m ojej Teorji 
sprężystości 1913. W yd. Stud. P olitech n ik i Petersburskiej.



a otrzymamy:

=  2 j  ^  +  By j  emy — ( C+  ~  + ° y j  e~."v \ sin (mz),

/Vj =  — 21 -f- —  -f- m? — ( c — —  +Z)<yJr-"oJ sin (mz), 

Przesunięcia

® =  [ (A~ ~  +  By^e™y+ | c +  sin(mz)-f-

+  r r —  ^  +  D e ~my) sin (mz)!X 4-u  J

W ~  2^ [(^^~ ~m — ~~ +  j  cos (mz)—

— —7 — {B en,y +  D e~my) cos (mz) \ ^
* +  V- I

Zbadamy teraz, czy można jedno z Ti przyjąć jako równe 
zeru nie robiąc żadnych założeń co do M .

Założymy np.:

Tt =  S (m,y) cos (mx) ,
^  =  0 .
r, =  £  [n ,y] cos (nz)

Â i =  —  2  —  ~  . >») sin [mx) 
m dy

N2 =  %m  sin [mx] J (m ,y) dy -}- S sin (nz) j (n ,y ) dy

W, =  - E — Ź -(n .y )*m (n z) 
rt qy

« =  —  f(^v,— >.0 ) r f x+? i Cy .  z)
2hJ
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*) W  takiej postaci dałem  rozw iązanie w r. 1905 „Izw , Sobr. I. T. S ,“



w =  —  f(/Va — A0)</z-f <p3(*,.y) 
2jiJ

^ L  =  J L f / ^ _ x ^ W z + ^
dx 2 p-J \ dz dz I dz

ś z = ±  n ™ i _ x M\d z + dK
dz 2\>- J \dz dzj dz

Ponieważ

^ 5  - ^ ł - n  
dx dz

to

16 S. Beiiccki:

Prawa część ma postać

ł i ( y  • * ) + $ ! ( * . ? ) ,
lub jest funkcją tylko y  / lewa ma postać

a . z [£ [Bem? -f- De~my)) sin (mx) - f  $x [ (̂Le^y -j- N e~ ny)\ cos [nz]

Równanie to będzie spełnione dla:

?i =<f3 — B =  D — L =  N  — 0.

t, j. kiedy deformacja jest poprzeczną, co będzie uwidocznione 
poniżej.

Przyjmując, że jedno z Ti jest równe zeru, musimy zro­
bić pewne założenia co do normalnych naprężeń, jak to uczy- 
de St, Yenant.1)

2 Zadanie St. Venant’a

Założymy Nl =  A/, =  T, =  0.

Ponieważ powinno być AS Ni =  0 , to A Nt =  0 zaś T2 i 7\ 
niezależą od z .

') C zy  ten w arunek jest k op icczn y . o  tem będzie m ow a w  drugiej 
pz«ści tej pracy,



Założymy przeto:
Ti= S  [An Sh (wy) 4- B„ Ch (ny)) cos (/ijc) ,
Tl =  s  (CCT Sh (mx) - f  Dm Ch (mx) ) cos [my), 
jV3 =  z [2 n [An Sh (ny) - f  Bn. Cli [ny] ) sin (nx) -{-,

-f- -  m (Cm Sh (mx) -(- Dn Ch (mx)) sin (my)].

Przy x  =  +  b, T3 =  0 ; przy y  =  +  h, Ti =  0 . |/ł =  ^ . m =  •

Takie rozwiązanie jest mylne, bo T2 i 7\ nie mogą być 
innemi funkcjami X i y  od tych, które są objęte wzorami (g) 
Ten przykład wskazuje na doniosłość wzoou (B) i ostrzega 
przed niedostatecznie obmyślonem traktowaniem zadań Teorji 
Sprężystości.

Z poprzedniego wynika, że biharmoniczne wyrazy na 7/ 
mogą być użyte do rozwiązania zadań płaskich.

3. Założymy teraz, że 4.
Ti — zY. (m,y) cos (m x),
T2= y l ( n , x )cos (nz),

Tl = x 'Z  (p,y) cos (pz),

M  =  — 'z S ------(m,y) sin (mx) -\-y 2 n sin (nz) I (n,z) d x ,
m dy J

Nj =  z 2  m sin (mx) j (m,y) dy -j- x  Zp sin (pz) j (p,y) d y ,

=  — y Z  —  4~[n.x) sin [n,z) — x  £  — ~^-[p.y)ain (pz). 
n ox  p dy

Rzuty wszystkich wektorów są równe zeru, rzuty momen­
tów są różne od zera. Wzory obejmują kalegorję zadań na 
gięcie i skręcanie wywołane tylko momentami.

4. Zbadamy teraz harmoniczną część wzorów na 7/.
T» =  «|>2 U) -  Am Sh (m.v) cos (my),
Ti =  <h (>') -  Bn Sh (nz)cos (nx),
Ti =  «|»6 M  -  Cp Sh (py) cos (pz).
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Odpowiednie wyrażenie na Nt są następujące:

Nt =  ł 2 (z) S Am Ch (mx) sin (my) — S Bn Ch (nz) sin (nx) ,
== — [z] 1 Am Ch (mx) sin [my) +  <j>6 (a :) I  Cp Ch (py) sin (pz), 

Ni =  <!f i (y)'Z Bn Ch (nz) sin (nx) —  $6 (x) S Cp Ch (py) sin (pz) .

Charakterystyką zadań ujętych harmoniczną częścią wzo­
rów na Ti jest to, źe przestrzenna rozszerzalność równa się 
zeru, (S W /= a 0  =  O). Taka deformacja nazywa się poprzeczną.

Jako szczególny wypadek zadań tej kategorji rozpatrzy 
my taki

Ti =  ł j  [z] A0, 

Tt =  * t (y)B  o.

=  41* (-*0 C<> i

Wszystkie Nt są równe zeru.
Skoro nadamy / -f- 2 ogólną formę a u-\-$u}, to wszystkie 

rzuty wektorów staną się równe zeru. Otrzymamy więc trzy 
skręcania około osi przechodzącej przez początek współrzęd­
nych.1)

Inny przykład poprzecznej deformacji otrzymamy za­
kładając:

T2 =  E [Am Ch (mx) -)-• Bm Sh (mx)) cos (mz) ,
Tx =  l  (C„ Ch (ny) +  Dn Sh (ny) ) cos (nz).

Odpowiednie wyrażenia na Nt są:

Nt =  l  (Am Sh (mx) -f- Bm Ch (mx)) sin (m z),

N2 =  S (C„ Sh (ny) +  Dn Ch (ny)) sin (nz), 

jVs =  — [S (Am Sh (mx) +  Bm Ch (mx)) sin (mz) -f- 

+  1 (C„ Sh (nz) 4- D„ Ch (ny) ) sin (nz) ] .

') W  przypadku A 0 =  B 0 =  C0 deform acja  będzie  jednocześn ie p o - 
dtużną. O dpow iedn ie  przeaunięcia będ^: u =  o -y t , o =  axx \ 10 =  o.Xy  ; /  =  a-xyt



Przesunięcia będą:

|<4m Ch (mx) - f  Bm Sh (/nx)j sin (mz)l ,

v— ( Cn Ch («)') +  Dn Sh (ny) j sin (nz) j ,
w =  — {^ m ^  (mJC) 4" Ch (/7uc)| cos (mz} -f-

+  H ( C„ Sh (ny) -f- D„ Ch (ny) J  cos (nz)j .

Zakładając Nt =  0 przy y  = — h, m = n =  —  i obiera-
2 /

jąc początek spółrzędnych w punkcie X — — b, z  =  — /,  
otrzymamy belkę wolnopodpartą i zgiętą w płaszczyznach 
yoz  i zox .

Otrzymane rozwiązanie stanowi prostą kombinację dwóch 
zadań płaskich.

2 x 0 i 2 wy 0 f 2 z — 0 •

Przy wielkich A wyraz [Sh (ny) -{- Th (mh) Ch (ny) ] dąży 
do e"y , przy y  =  —  h dąży do zera. Przesunięcia v  i naprę­
żenia na powierzchni y  =  — h dążą do zera, a przy y = y  
wzrastają. Przy dostatecznie wielkiem h belka przestaje być 
zgiętą, lecz naprężenia w niej wzrastają.

Przykład ściskanej belki otrzymamy zakładając:

r 31 (Am Ch (my) - f  Bm Sh (my) ) cos mx)

72 =  0,
7\ =  X (C„ Ch (ny) - f  D„ Sh (ny)) cos (nz) ‘ )

=  — X (Am Sh (my) -f- Bm Ch (my) ) sin (mx),
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')  A lb o :
Tl =  'Z (ny) ( sin (n . z) -J- cos  (n z )), 
7 j  =  2  (my) ( sin (mz) - j -  cos  (m z)). 

Patrz C. K . 1928 N 12 1-e Sem. p. 732.



2C Ś. B ełzecici: 140

N2 =  l  (Am Sh (my) -f- Bm Ch (my) ) sin (mx) - f  
+  2 (Cn Sh (ny) +  D„ Ch (ny)) sin (nz) ,

Nz =  — 2 (C„ Sh («y) +  D„ Ch (ny) ) sin («*).
0 =  0 .

Przesunięcia będą:

«  =  —-  —  ^ m S h  (my) - f  Bm Ch (my)j cos (mx) j

v =  —  f  S  —  U *  Ch (my) - f  Bm Sh (my)) sin (nut) +
2[J- L m \ '

4- S  {Cn Ch (ny) +  Dn Sh (ny)j  sin (nz) j  ,

w — —-  ~  Sh (ny) -f- D„ Ch (ny)j cos (nz) j  ,

Założymy
i4m =  Cn —— 0 ,

Nl — Q, x  =  ± b ,

=  0 , z — ±  1.

Otrzymamy belkę ściskaną; główny wektor jest pochylony 
do osi współrzędnych. Przy ^ =  0 i dowolnych x  i z  jest v =  0,
2 wx =  2 wy =  2 wż =  0. Deformacja jest jednocześnie podłużną
i poprzeczną.1)

Przy danej sile, a zatem danych B  i D  możemy określić 
taką wysokość belki, przy której N2 będzie równem granicy 
sprężystości (graniczna wysokość).2)

’ ) u, o. w są pochodnem i funkcji:

/•== —  I ~ S h m y  -\-Bm  Climy) sin mx - (-  V  —Z Cu Sh ny -f- 
2aL m n

- } -  Dn Ch ny) sin n*” J .

Ł) Tą graniczną w ysok ość otrzym ują zw yk le  rozpatrując ściskanie lin ­
iow ego  elem entu ds.

N ieskończenie małe przyrosty p o  odkształceniu  będą:

8 ds — op df -j" P • O



5. Zakładając <!f2i+z(u) =  u oraz
Tt — y  I  Am Ch (mx) cos (mz) ,
T1= x I B n Ch(ny) cos (nz) .

Otrzymamy:
jYj =_y 2 ,4m Sh sin (m z).
N2 =  x l  Bm Sh (ny) sin (nz),

Ns= — [ylLAm Sh (mx) sin (mz) - f  x  £ Bn Sh (ny) sin (nz) ]
S M  =  0 .

Wszystkie wektory są równe zeru; momenty są różne od
zera.

Określając przesunięcia otrzymamy:

—Ch (mx) sin [nz) — Sh [ny) sin [nz) 1 .
2^1 ■*“ “  m — ^ n 2 J

v ~  — Ch [ny) sin [nz)— Sh [mx) sin [mz)\ ,
2\>-l ■ n —— m-

w =  —  \y ' y  ,-^ L Sh [mx) cos [mz) —  Sh [ny) cos [nz) 1 .
2 [J- L m  ̂ n

2w x ^ 0 ;  2 wy o ; 2 w . .# 0 .

Pozostaje zbadać biharmoniczne wzory w założeniu, że 
?/ są różne od zera i ogólne wzory t. j.

wzory Ti =  $2/+i F[<t, £) - f  $2/+? / (* ,  P).
Badanie tych wzorów podamy w części II i III.
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dzieląc przez pJt otrzym am y:

odv as -cos<f--------
dx p

W  przypadku ściskania as <  0 .  Jeże li początkow a krzyw izna była  
rów na zeru, to:

J_  _  A/ 
p _  EJ'

C ałkow anie tego równania, patrz „T r. de Fonctions cllip tiqu es“ Hal- 
phen T. II.
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W ogólnym podanym wyżej, rozwiązaniu równań (b) 
wzory na Ti i M  składają się z części biharmonicznej i har­
monicznej. W naszych wzorach każde Ti i Ni ma analogiczną 
formę. Taka forma wzorów jest charakterystyczną dla ciała 
izotropowego.

Myśl przewodnia autora była bardzo prosta.
Równania równowagi w formie (a) wyrażają równowagę 

w danym punkcie dowolnego środowiska ciągłego. Żeby to 
środowisko było izotropowe, powinien być spełniony warunek 
^ (M  +  ^ 2  +  N3) =  0. Ten warunek będzie spełniony jeśli 
Ti będą związane równaniem (B). Nadając Ti formę składa­
jącą się z części harmonicznej i biharmonicznej, uczynimy za­
dość równaniom (a) i (B), przy dowolnych funkcjach <|»/. Dru­
gą charakterystyką ciała izotropowego jest to, że każde Ti jest 
biharmoniczną funkcją. Ten warunek określa dowolne funkcje *)

Powyższe rozważania doprowadzają do następujących 
twierdzeń.

1. Operując biharmoniczną częścią wzorów na Ti w za­
łożeniu fpi =  0 , możemy dowolne dwa 7/ przyjąć równe zeru, 
co doprowadza w rezultacie do zadania płaskiego. Przy fun­
kcjach <̂ 2 1 -fi równych jedności momenty skręcające dookoła 
dowolnej osi spółrzędnych są równe zeru. Przy funkcjach «J>2»'-f-1 
równych odpowiednio z, y, x  rzuty wektorów wszystkich sił są 
równe zeru, czyli belka podlega działaniu momentów sił zew­
nętrznych.

2. Niemożna założyć, że dowolne 7/ =  0 (przy <p/ =  0) nie 
nakładając żadnych warunków na normalne naprężenia. Przyj­
mując jedno z Ti równe zeru, musimy, podobnie jak to zrobił 
St. Venant, o odpowiednich dwu normalnych naprężeniach również 
założyć, że są równe zeru, lecz wówczas otrzymujemy rozwią­
zanie w funkcjach harmonicznych.

3. Harmoniczna część wzorów na Ti charakteryzuje de­
formacje poprzeczne, Przy takiej deformacji można o dowol- 
nem Ti założyć, że jest równe zeru.

Wszystkie zadania poprzecznej i podłużnej deformacji 
zawarte są w harmonicznej części wzorów.

’ ) S tosow anie tych równań poza  granicam i sprężystości bez uw zględ­
nienia fizycznych  charakterystyk tego stanu będzie pozbaw ion e  nie tylko 
ścisłości, lecz  i sensu. (Przykład 2).



C Z Ę Ś Ć  II.

Badanie biharm onicznych w yrazów  w założeniu, że 
dow olne funkcje <p/ tą różne od aera.

W poprzednich przykładach zakładaliśmy, że dowolne 
funkcje <pt , ę2 i <ps są równe zeru. Jeśli funkcje te są różne 
od zera i każda z nich czyni zadość równaniu A<f/=^0, to 
otrzymamy inne wnioski.

1. Załóżmy np.

Tt =  l {(Am - f  Bm y ) e"y +  (Cm -f- Dm y) e~”>'} cos (mx),

T2 — l  {(En - f  Fnx) enx +  (Kn +  Lnx) e~nz)  cos (nz),

r, =  S {(A f„+  Npy) er» +  (QP+  RPp) e~ry) cos (p z).

Odpowiednie M  będą:

~  + 5m y

— -f- Dmy  | J sin (/tza:)-}-

sin [nz) +  <p, ( ^ , z ) ,

/
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N* =  2  } ( ^ - ~  +  Bmy^ e”> -

-  ( c m +  ~  +  sin(WJC) +

—  (Q/» * f  ~  -jh Rp y j  e~  "  J sin (pe) - f  <p2 (x, z) ,

— | Kn — -f- Ln x^ e sin (nz) -j-

—  (Qp —  —  +  # p yj e ~ pĄ sin (pz) - f  ę, (*. J ').

Przestrzenna rozszerzalność

0 =  ~  12  (— ^  +  )sin (mx) - f3a +  2|ł I "” 1 \ m m /

+  2  ( ^  ̂  Sn <wz> +

4 - ^ ( — sin (pz) —
P P I

— j  |?i (y. 2 ) - f  <?2 (*, 2 ) - f  <p, (x, y )  j j  .

Przesunięcia otrzymamy jako funkcje <?j, dla określenia 
których mamy trzy warunki, a mianowicie dane zgóry funk­
cje Ti.

Dowolna funkcja <?,• zależy tylko od 7} i wyraża się 
wzorem
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?i («. P) =  —
2 ( X + p )

Jeżeli Ti jest funkcją harmoniczną, to

J  d a  J

Ponieważ <p/ jest funkcją harmoniczną, to

f > +J%d“=0-
W naszym wypadku

<p, fr ,* ) = -------—  V  /—( %  eP>>+RP e Sin (pz) ) .

<?, (a :,  * )  = -----------—  ^  I

'f3 (* .y ) =

^ [ F n e ^ Ą -U e -^ J sin («*) j

"  m>j sin (w a :)|  ,

‘ ) O kreślenie dow oln ych  funkcyj cp,-; 

M amy:

e  =  _
2). +  2[J.

Rzuty przesunięć:

d^c - f -
rdT, dx

J  d j f 1 dz

f £ Z *
J

r f y - j -
rdT\
1 dz

dy

p ? r , dz -{- ( dł dz
J 1 dy

1
3X -J - 2!*

_____1 r - 2 ( X  +  | t f  f  f  +  ^ „ _ _ L
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0 =  — ■ [ 2  ^  (Bm emy+ D'»e~my]j s»n (mx) +

4 -  2  7  (Fn *“  + Ln e~nx) sin (wz) +

+ 2  ■— [np er* + RP e~pŷ sin (pz) . 
Przesunięcia będą:

“ = i [ 2 { i ( ‘4“ + - v + s "

-- - (cm — — 4- Dm j’) e - my] cos
m \ m I j

+ * * ) « - +

4~ 4" ~ n' 4- Ln £_njrj sin («z) 4"

4- ~^- 1— ~  [Bm emy 4- Dm e-myjcos (mx) -f 

4- 2  “ enx — Lne-**J sin («*)jj ,

+ £ * * { / *  * ' + / * * ' } ]
« = ±  r _ ? e + r t  i r p > v +  r

2[4 3X4-2^ u  J dx ■> dz y  ] '  3X4-21*
2(X4"lŁ)

y '

3X 4 - 2(1

3X 4- 2|*

I T, <ix 4- | j ^ d x d y

+ j T' d z + n d̂ d z d y

j | ?i 4y 4- pPi^y J|:

+

? »4 -
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2Bm +  Bmy
m

j  emy 4*

- f  |cm + D my ]j e - my jsin (mx) +

+27F -T £+H cW+
+  |Q/) _{_ I B p. 4 - Rpy  j e-py j sin (pz) +

i X [ NT1 J -  (Pm — Pm e -w )  sin (ffi.r)4-

Ą- 2 ~ T  ePy ~~ Rp e ~Py  ̂ S‘n ^  } J ’

= r  ę * i±  r
2^1 3). 4-2:*-l i  j  W  J j d z d y  \

] 2().+(i) y a«Pi ____ L  s J
3X+2ą Ć[y 3X4-2^

X

+

*i -

3X4-2p- '  dx 3X4- 2tŁ
+ j d- t z + n d- £ dzdy 

3>.̂ P£ 4
Poniew aż

• e + s ) - ’ - - -
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— ~~ +  Ln x  j  e~nx J cos  (nz) -f— ~  L „ x ^  e n* j  cos (nz) - f -

+ Z ~ { ( ^ + f L + ^ » ' -

( q ,  * +  .y j  < ? - » j  cos  (pz) - | -

1 *  +  l « i  2  n* [F« e + L" e
n*J cos

—  ^  { ^ p epy Ą- RP e -r y  J cos (pz)j  | .

=  0 ;

7 j  =  / * „  ; 7 j =  FyZ

r m & -  o - f f v
J J dzdy J  J dzdx

.^
73

-

8* II o II

s
rl

S
a-

HII•3

■ja 
i ^

r  ( d' T' d z .
J J dy’  J  d y

w ięc

W  p od ob n y  sposób  określim y ?2  > ? s  :

*». x \ótx , . 1



Normalne naprężenia są funkcjami;—-—  =  2^(t] — liczba
X - f lt

Poisson'a).
Wszystkie obroty są różne od zera.
Przyjmując różne warunki graniczne otrzymamy rozwią­

zanie szeregu zadań. Takie badania nie przedstawiają żadnych 
trudności *) i nie w chodzą w mój program. Dowolne Ti możemy 
przyjąć równe zeru, przyczem <fi będzie również równe zeru.

2. Załóemy np.

7-, =  ^  j(/lm +  Bm y) ("y  +  (Cm +  Dr, y ) cos (mx) ,

T* =  0 .

{(*« +  L*y) + N" y ) cos («z ) .

Normalne naprężenie będą:

(Cm — —  - f  Dm y j e~ my\ sin (mjc) -j- <pt (y,z) .
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w  razie

a zatem

ap, X \*T> . d-Tx
dydz H -jtl[ dz’  1 dy2

jrs II= 0. ?! =  0.

dy

') Patrz m ój kurs T eorji Sprężystości 1913 (w yd. Studentów  P olitech ­
niki Petersburskiej).
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JV2 =  ^  J|/4*----- Bmyje”* —

— (C i-f-  4- Dm y j e r  "yj sin (mx) -f-

— ~  +  N„ y j  e ~ nA  sin (nz) -f- ę2 (x, z ) .

^ .  =  - 2 { ( Ri +  7  + U y \ e - > -

Z ogólnych wzorów otrzymamy odpowiednie ?/

? i (y - 2;  =  —  2  ^  ^  -  "■")s in  (,lz)  - 

? j ^ , z ; = o ,

? » =  — r - r -  X  (—  ć’mj' + —  sin f a * ) .>. 4- [ i -----\ rn m /

9 =  -  r - ? -  ,-mjA sin (m* ) _
X -{- ji. \  m m ] •

~  r-T — ŷ >.(— e"y + —  £-''■>') sin (nz).

Przesunięcia będą:

“ =  £  12 —  ( * • + — + B-  y) e"y-2 u- J m \ m I

— (Cm — +  Dm .y | e - m>\ cos (mx) —

-  r j —  2 (Ą cos ( « * )I •A - f - f * / n 2 m* /



+ 1c m - f  +  Dm y j e-"y\  sin (mx) -f- 

+  | M „ +  +  A’n y J e -" * }  sin (iHZ) +

+ ^ 2 ^^^-""'-') “ H'
w = TMK‘+  ̂+ L'y)e"’-

— U l„—  ^  +  Nn y j e -  v } cos [nz) —

-------—  'S\  —  {Lne ny-\-Nne - c o s  [nz] .
n \ I

w  nie zależy od X, u nie zależy od z, a zatem 7'2 =  0
i 2wy =  0.

Załóżmy:

Tt =  Tl =  0 przy y  — ± h

T, =  0 „ y — — h

r. i z l
m =  — ; n =  —  ; 

2 b 21
te warunki pozwolą nam określić Am, Bm i Cm w funkcji Dm\ 
Kn i Ln i Mn w funkcji Nn. Pozostałe współczynniki Dm i Nn 
określimy, rozwijając dane dowolnie funkcje dwóch zmiennych 
rzeczywistych w szeregi,1)
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*) Ta kwestja będzie  om ów ion a  w  części III.
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Belka jest zgięta naprężeniami W, i ściskana napręże-
V =  h

niami Nl = o l i iVj =  ę , .

Wektor naprężeń N2 jest zrównoważony sumą wektorów
y  =  /t

I ) ^  dxdy  i j f T^dydz.

Belka jest podparta w czterech punktach.
3. Załóżmy jeszcze

7", =  1 {(/!m - f  Bma:) «"* - f  (Cm - f  Dmx ) e~ m*} cos [mz) .

Tl =  S \[Kn -f- Lny) e"y -J- [Mn -f- Nny ) e - n>) cos {nz). 

Otrzymamy:

=  V  ~  - f  Bmx  J  c mx—

— e ~ m x  | sin (/722) +  ?i (.V.* ).

^ = 2  { ( ^ — 7 -  +  L» y )

—  j  <?-"> |  sin [nz] +  ęa [x, z) , 

Ni =  — ^ y ,  ~  +  Bmx  j

— [ c m— ~  Dmx ]j e~mx  ̂sin [mz]—

— -f* j e~ny | sin (nz).



Z ogólnych wzorów otrzymamy:

? 1  h'< z) =  —  'ąy_, — iLn e"y+  Nn c-"y) sin (nz)

?2 (*, z) =  — — —  (flm<’m-t +  Dme~mx) sin (mz) ,
X-)-[)• — J OT

? » (x.y) =  o .

0 = --------- 1----- [2 V  + —  r —  \ sin (mz) +
3X +  2(łL ^ \ m  m /

+ 2 [(̂  )J sin +
+  — — >  —  (Z?mf>m* - f  Dme - mx) sin(mx) +

X - f -n  J m

Ą— —  ^  — (L„ e"y +  Nn t r ny) sin (nz) =  
n J -v

— - [ 'V 1—1-  (BmemX +  Dmc~mx) sin (mz) - f
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M~(M rn

+  Y —  *"y +  e~ny) sin (nz)
n

u =  —  \ y \ —  ( U . - — +  * - * )  * » *  +
2v\ —  m |\ m I

2 D ,+  ( c m- f  ? ^ = -  - f -  D mx j  * — * j  sin (mz) - f

A _ V J -
X-f- p - m 2

(Bmemx — Dmc~mx) sin (mz)

v  —
1

y
2 ” -

H- (A1m+  ~  +  iV«^j ^  } sin («z) - f

4— -  ^  —  (Z.., —  Na ) sin (nz)
X f - u -----n-
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u nie zależy od y, o nie zależy od X, a zatem

7i =  0 , 2wz =  0 .
\

Założymy następujące warunki graniczne:

=  0 przy x  — 0 i x  — 2b

Tt =  0 przy y  =  +  h

Afj =  0 przy X —  0

A/, =  0 przy y  =  — h.

Belka jest zgięta w dwóch płaszczyznach.
Przesunięcia U przy danem JC są funkcją tylko z ,  przesu­

nięcia o przy danem y  są także funkcją tylko z .

Określenie współczynników Dn i Nn i w danym wypadku 
sprowadza się do zadania o rozwijaniu dowolnych funkcyj 
dwóch zmiennych rzeczywistych na szeregi.
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Założenie, że dowolne funkcje są równe zeru sprawia, iż 
biharmoniczne funkcje stają się harmonicznemi i obydwa za­
dania T2 =  0 i r , =  0 sprowadzają się do zadań wyżej roz­
patrzonych.

Zakładając 7\ =  0 , otrzymamy bezpośrednio z ogólnych 
wzorów odpowiednie wzory dla danego wypadku.
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