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ROWNOWAGA SIt SPREZYSTOSCI W BELCE
PRYZMATYCZNEJ.

CZESC I.

Hiatorja zagadnienia. Francuska Akademja Nauk ogta-
szala to zadanie, jako temat do nagrody, w latach od 1848
do 1858, lecz bez skutku 1.

W roku 1855 w XIV tomie Mem. des savants etrangers,
a w roku 1856 w J. de Liouville S. Il T. Il ukazaty sie znako-
mite prace Barre de Saint Venant'a, w ktoérych autor daje
rozwigzanie dla ciata pryzmatycznego, lub cylindrycznego w tym
przypadku, kiedy = N2= Ts= 0 w kazdym punkcie ciata.
W roku 1862 Clebschs) uogdlnia obie prace de St Venant*a
w jedno zadanie de St. Venanta i daje rozwigzanie odwrotne-
go zadania Vb= 7\ = T2= Q. W roku 1890 E. Mathieu,
sktadajac cztery zadania ptaskie, daje rozwigzania szczegolne
prowadzgce do nowych funkcyj, ktore stanowig jakby pierwszy
krok w kierunku funkcyj fundamentalnych.

W roku 1891 W. Stieklow3, stawiajgc pytanie, jakie sity
powinny dziata¢ na skrajnych krawedziach cylindra, aby kazda
prosta rownolegta do osi cylindra w stanie nieodksztatconym,
przeksztatcata sie w algiebraiczng krzywa trzeciego stopnia,

* E. Mathieu. L’¢lasticit¢ 1890 T. II.

* W. Stiektow. ,O réwnowadze ciat cylindrycznych". Charkoéw (w jez.
rosyjskim).

*) Clebsch. ,Theorie der Elasticitat fester Korper" Leipzig.
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stwierdza, ze powinny dziata¢ te sily, ktdre stanowig rozwig-
zanie zadania St. Venanta, We wszystkich tych poszukiwa-
niach zaktadano, iz cylinder lub pryzmat sg pozbawione cie-
zaru wihasnego ). tatwo znalez¢ funkcje, ktore czynig zadosé
formalnie réwnaniom réwnowagi wewnatrz ciata, trudno$¢ po-
lega na tem, zeby te funkcje spetniaty zatozone warunki na
powierzchniach granicznych ciata; w naszym przypadku na
powierzchniach x = + b,y —+ h, z—+ 1.

W dalszym ciggu bede rozpatrywal belke pryzmatyczng
niewazka.

Oznaczenia. Trzy stosunkowe wydtuzenia , ~—
dx dy' ¢z
bede oznaczat przez o, a2a,; trzy zmiany katowe — 4- — |
dy dz
ow . di du ,dv
dx ' dz' dy ax ”rzez ™ ~ " Przestrzenng rozszerzal-
Su.dv.dw

n° dv ‘dy dzPTzZez ' naPr~zenia sil sprezystosci normal-

ne do krawedzi oznaczamy przez: , N2 , & naprezenia sit
tnacych oznaczamy przez 7*. T3, Ts. Te wszystkie oznacze-
nia stosowat G, Lame.

Wptyw ciezaru witasnego stanowi zadanie niezalezne i tatwe do roz-
wigzania,

SBNf

"<odO
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Dziatanie d2 1 &2 1 dzbede oznaczat przez A,
2

dx dy2 dz

adzafanie 7. g 9u" 2ldney  dxaizzt GfdZY

przez AA.Ni i 7}, wyrazone w odksztatceniach, beda:

P, = x@ + 2 r,=p. (L +)

X— J £
»r NN Y, (dw . du\ (1-Hi) (1—2i))
—_ ; dw Il du , dv\ 1 r-
a,= Xe+2— -
£ — modut Young'a; = — liczba Poisson'a.

Wspotczesny stan teorji sprezystosci '). Teorja od-
ksztalcen i teorja naprezen stanowig dwa dzialy, ktéorym sg
poswiecone albo oddzielne monografje '), albo rozdziaty Me-
chaniki teoretycznej *). Teorja sprezystosci rozpoczyna sie od
ustalenia funkcjonalnej zaleznosci M ,7/ (1=1.2,3...) od a i R
Opierajgc sie na zasadzie zachowania energji i na drugiem
prawie termodynamiki, dochodzg do wzoréw na M i 7) wyzej
podanych (Green 1837. Thomson 1855. Poincare 1892 r.) i wie-
cej ogolnych (Cauchy 1828), ktére uwzgledniajg zaleznosé
Ni T, od N,° T\ t. j. od tych naprezen, ktore byly w ciele do
momentu, kiedy na ciato zaczety dziata¢ dane sity zewnetrzne.
W obecnym stanie nauki nie mozemy jeszcze korzysta¢ z wzo-
row Cauchy’ego, lecz postugujemy _sie wzorami Greena, De-
dukcja Greena i Thomsona oraz doswiadczenia Voigt'a po
twierdzity empiryczne prawo Hooke'a, ktore przeszto do historji
(Voigt. Allgemeine Formeln. Wied, Ann. 1882 str. 273).

Przedmiotem nauki jest ciato idealnie (doskonale) sprezy-
ste (Perfectly elastic solid). Dla ciat fizycznych zblizajgcych

*) Po gtebszym namys$le zdecydowatem sie wprowadzi¢ ten paragraf
i bede sie na niego powotywat w tej pracy i w nastepnych.

*) E. F. Cosserat ,Corps dfeformables* Paris 1909.

*) Appel. ,Trait¢ de mécanique rationelle®.
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sie do tego wzoru ciata idealnie sprezystego stosujg takze ter-
min: ,ciatlo wzorowo sprezyste".])

Powstaje jednak pytanie, czy przy takiem ujeciu ciata
teorja sprezystosci moze byé stosowana do szerszej grupy ciat
i do szerszej grupy zjawisk.

Teorja sprezystosci wskazuje np, ze stosunek szybkosci
fal podtuznych do szybkosci fal poprzecznych réwna sie /3 ,
przy zatozeniu, ze liczba Poissona jest réwna W Zoppritz
i Geiger ustalili na zasadzie wielu doswiadczen, ze ten stosu-
nek dla fal sejsmicznych na powierzchni ziemi réwna sie 1,788.
Z jednej strony ,Perfectly elastic solid" — 2z drugiej skorupa
ziemi, z jednej strony — 1,732, z drugiej — 1,788.

Bardzo zajmujgce sa inne wyniki prac tych uczonych.
Potwierdzajg one zgodno$¢ badan skorupy ziemi na podstawie
teorji sprezystosci z doswiadczeniami'). Wyniki te moga oSmie-
li¢ inzynierow do szerokiego stosowania tej nauki w dziedzinie
zjawisk, z ktdremi inzynier ma do czynienia.

Rownania rownowagi.
DL Ll oxe
dx dy dz
dT, , dN2 , dI\ ,
i+ -ii+ " + °-Y=<> (il
it +ilL +i”~ + ,.2z=0
dx dy 0z
w ktdérych o oznacza gesto$¢ materji, zawierajg szes¢ niewia-
domych funkcji Ni i 7/ . Zapomocg wyzej podanych wzoréw
na Nii Ti, rébwnania te sprowadzajg sie do nastepujgcych:

X [-—[[i,Au-j-0eX= 0
dx

G+ W~ + H.AZ+ a.Y=0 (b)
dy

@.-j- [i)QQ--l- [i\wfa.z=0
dz

') Prof. Karasinski: ,Wytrzymatos$¢ tworzyw".
J) Galicyn. Vorlcsungcn iiber Scismomecfrie. Petersburg 1912 r, G. H. Dar-
win. Proc. R. S. (rézne lata i rézne tomy)
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Catki tych rownan dajg ogo6lne rozwigzanie zadania.
Wprowadzajgc $rednie obroty okoto osi X, y, z, ktére ozna-
czymy przez 2wy. 2w, . 2x0,. otrzymamy inng forme tych

>HAEH [E2M- i H +a*=0
(CHVMHAED>-IH+0Y=0 ¢

=+ \y 2wt- £2*] + »m2 =0

réwnan

Oprocz tego, w ogolnym przypadku, mamy trzy réwna-

nia dla granicznych powierzchni

NeHs+9) W

I, tn, n — sg to kosinusy katéw, ktére tworzy normalna do
powierzchni granicznej z osiami x ,y , z.
— oznacza pochodng wzgledem normalnej,
a dn v= u.l+ v.m + w./i.
Grupa (d) w naprezeniach wyraza sie tak:
Ni.l-{-Tt.ni-f- T2.n= Px
Ts. I+ N2.m+ Tx.n= Py
Ti.l+Ti.m + Nt.n"P*

Rézniczkujac, tatwo dowiesé, ze
AAw= AAu= AAO© = 0; A0 = 0; AAAIl= AA7/ =0
B>+ 200= M + "2 + 3.
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a zatem

Catkowanie rownan (b). Gdy zatozymy, ze

e=-_£-.4F.

to réwnania (b) dadza nam:

v-‘A(}J—al)’(]):O u= &4-P
t.A (v — =0 Stad = — 4-
[ {v dyl 3 v dy Q (e)
*-*[w- f)=0 w=df + «

P, Qi /? sa funkcjami, z ktérych kazda czyni zados$¢
rownaniu AP=AQ = A/?= 0 (Laplacea)

e = A 4 +1) )

Podstawiwszy w (b) pochodne wyrazenia (f) i wartosci
u, v,w z wzorow (e), otrzymamy:

E[(>=+ M AF+ p.+ ji)*]= O

~ [P +2ft) A/*+(X+ ,i)*] = 0
gy [P 210 A (X + )]

Zakladajac

») AAF=0,
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*

uczynimy zados¢ réwnaniom (b)

»— [-S-+rfe-+>(Q]
[mwW+S+SI

oo w927 . Pl
= EI? gz T T gz

d'F . 6Q . dPI

eV Gydy ay\

Zadania sprowadza sie w ten sposob do catkowania réwnan
da-u , db* , d'U
dx2 dy~ dz2

ktorych calki dadzg P, Q i /?, a nastepnie do catkowania
rownania

#F d'F d'F I X+ It \
ax°- dy- dz2 { X+ 2[W
Podobne réwnania spotykamy jat teorji ciepta.

Naszem zadaniem bedzie sprowadzenie tego zadania do
catkowania réwnan znacznie prostszych.

Postarajmy sie znalez¢ szes$¢ funkcji M i Ti takich, kté-
reby czynity zados$¢ réwnaniom (a), rownaniu A(Ny4" A/j-]-/V,) =0
i warunkom AA 7/ = 0*). Z rébwnan (a) otrzymamy:

# 0

“) C. R. 1928 Nr. 22,
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dy + *

dTs oT,
dx dz
OoT, + drt

7/U=1,2,3) sag to dowolne funkcje powyzej wymienionych
zmiennych. Warunek: A (Mt -f- jV, -f*" N,) = X+ 2 A0 = 0.

Oczywista jest rzecza, ze

ASM = SAM .

Istotnie:

AMX= XA8-}-2nmA —
Nx_

A = XA04-2PA—
dy

AAs= XAO -f- 20 A—
dz

SAMI = 3XA0-]-2H. AN+ -~ + N j= (3X+2i)A0 = AIM
Wykonywujac dziatanie
A + M +M 3.
d;tdy <z (m 3

otrzymamy réwnanie

[AAN + — AT ]+ — [AAT2+ — -AT1j.
<?*U v *ydy[xr dy* xt +

FE[® T+ -hiT]® *] s[~+fc+H “0IB)
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Trzy funkcje
7S=mtl (2) ™ ry + (z) 'fity
Tt= 3(y). I+ *4Qy)./« (]
T,="[x).Fly+ ™ (x).fty
takie, w ktérych
iiF,=10iF,=1i/%,=0:1i/, =1il, - il, = 0.

a <Jsa dowolne funkcje swoich zmiennych, czynig zado$¢ row-
naniu (B), jezeli A~t= Ay,= Alp,= 0.

Dziatanie A nad iloczynem u.v daje:

w i ai a ,0/du dv , du dv . du dv\

Zastosujmy to do iloczynu < (a).Ffc:

AW (*) =Ffr] = (@A eA*< W
Poniewaz

(*) (© n
— df-= —3T~=_3j~= ~°

2 (%t F o Lk k]

* ] -
\dx dx dy dy dz dz)

o,

a zatem
A7/ = ARY(a).Ffo+ 9+i(«)/p7 = H (<) AlpY-f-

+ Fft At (a) + H+« (@) Alfr +/?7y Ab+» (a) =
Warunek
AAT~i = 0=4% (a)AAIT + 2A (@) A -f- FAAAG (a) -
+ Albi(a)eAAlp.f+ 2AIpT7.AN+i(a) + A t.AA (*) m=0,
przy zatozeniu, ze
aalt= o i alPt= o.

bedzie spetniony, jezeli
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Ag («) = O i AAdS+H(a) =0 .

t j. <i (@ moze by¢ tylko linjowag funkcjg cc, za$ nie moze
by¢ wyzszg od 3 stopnia funkcjg a.

Funkcja T3 nie moze by¢ funkcjg z, Tt — funkcjqy,
a Tt — funkcjg x wyzszg od 3 stopnia.

Poniewaz funkcje i f<A sg to funkcje tylko dwdch
zmiennych z kombinacji X, y, z po dwie, to ogdlne zadanie
sprowadza sie do takiej kombinacji trzech zadan ptaskich,
ktéraby czynita zado$¢ réwnaniu (B).

Zadanie plaskie jest zupelnie okreslone réwnaniami:

dN, . dTi
di op

i warunkiem A(Ni -f M +j)= 0, ktéry mozna zastgpi¢ wa-
runkiem AATI =0

Normalne naprezenia Ni i M +t powinny by¢ uzupetnione
dowolnemi funkcjami, ktére we wspotrzednych Kartezjusza
beda linjowemi funkcjami, jedna a, drugaP. Te trzy réwna-
nia okreslajg ogdlne rozwigzanie zadania ptaskiego.

W naszym przypadku mamy trzy réwnania réwnowagi (a)
i rownania Al Ni = 0, razem 4 réwnania dla okreslenia 6 funk-
cji Nii Tt. Warunki AA7} = 0 potwierdzaja tylko, ze obrane
funkcje na Ti nie przeczg réwnaniom réwnowagi ciat izotro-
powych. Z tego wynika, ze rozwigzanie czyni zado$¢ wszyst-
kim warunkom, ma duzy obszar zastosowania, a w jakim ono
jest stosunku do og6lnego wyzej otrzymanego rozwigzania,
0 tem bedzie mowa w nastepnej pracy.

Rozwigzanie polega na takiej kombinacji trzech zadan
ptaskich, ktéra czyni zado$¢ roéwnaniu (B). Zadanie ptaskie,
dzieki pracom E. Mathieu'go, M. Levy'ego, Ribiere'a, Mesna-
ger'a i Kolosowa mozna uwaza¢ za wyczerpane.

Bede oznaczat przez (k,u) funkcje

\JA+ Bu)e*mu-j- (C-fDu)e—*e"
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k— liczba, u— jedna zc zmiennych x, vy, i.

=*r~ +1i1+Buy ™ - u-

j~u)r =~ A -j + Buy-+

+ (-1 r(c+j+Du)e-»\

Funkcja
u) cos (kv). lub F=1[k, u) sin (kv)

spetnia roéwnanie:

AAF= 0
Funkcja
vd_ u)cos(kv) — f ~k[k.u) cos(kv)du —
k du J

= /=S [B«*"+ De-**)cos (kv)

czyni zado$¢ réwnaniu
Al=0

Wyrazy
2(BekwA-De-*"), lub £ 1-4*Sh (to) + ~ &1

bede oznaczat przez | | *

Jezeli belka jest wolnopodparta na dwoéch podporach, to

N7dzdxA-j fTldxdy+ j f Tldxdy=0

1= zZ= —|/

j~ N tdxdy albo rowna sie zeru. albo roéwna sie sile przeto

f CNi.y.dxdy*=Q
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Jesli belka ma konce zamocowane, to

Jj'jMiydxdz =70; j j'rldxdy = O;
r=-K
Reakcja podpory na powierzchni

= — h moze by¢ rozwinieta w
szereg Fourier'a:

W. (od 0 do /— X, jV3= 0t na diu*
y=nh

"+-jirE gosci X przytozona reakcja pod-
pory)*).

Wzory na Ti przedstawimy w takiej postaci.
Tt= $1 W 2 (m,y)(cos mx+ sinmx) +
+ WS (3)(cosay 4. sin qy)
T3 —tj ()s (« x) (cos nz -f- sin nz) +
. (h)
+ H (") S (™) (cosrx -f sin rz)
r, = WI(~.N)(cosNz+sinpz) -f
+ te (=9 Ti(—)(cosSZ sinsz).

*) Sa to warunki Ribiérc'a.

Warunki zamocowania konca belki uzywane przez St.

Venant'a sa
takie: Przy

X—y—z—0

Uu=v=W=0

ow ow

dy dx

dv

= 0
~dx

Warunki te moga by¢ rézne, byle by belka jako cato$¢ zostata pozba-
wiona szeiciu stopni swobody.
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W tych wzorach i we wzorach na Ni (/= 1,2,3) mamy
do rozporzadzenia sze$¢ funkcyj ¥, w kazdym wyrazie szere*
gow £ (k,u) (cos hv -f- sinkv) po cztery dowolne state i w-kazdym

wyrazie szeregu £ (“ ] (costv -f- sintv) po dwie dowolne state.

Oprocz tego mamy trzy funkcje <p/(/= 1,2,3) i sze$¢ wiel-
kosci m, n, p, g, r, s. Wszystkie te wielkosci powinny by¢
okreslone z danych warunkéw granicznych. Warunki te sg
okreslone przez sily, ktore dzialajg na belke i rodzaj podpor.
Pierwsze wyrazy w wyrazeniach na Ti bede nazywat bi-
harmonicznemi, drugie harmonicznemi. Bede korzystat z wia-
domych wzoréw na rzuty gtéwnego wektora L i gtdwnego mo-
mentu Al sit zewnetrznych dziatajgcych na krawedzie belki.
Na krawedzi z = |

Lx= — J J*T2dx dy
Ly— — jJ 7,dydx M,=fj1
Lz — 1j N2dx dy

Na krawedzi y — h

L'x= — j'"j'T,dzdx; Mx= f [(TJi— N2z) dz dx
Ly= — j' pv2dz dx ; My = [ p7Vz — TIX) dz dx
Lx——J JTtdzdx; Mx= j" ("(T% - N,x)dz dx

Na krawedzi X= b

L"x= — f'JjV, dydz; M"x= J* y — Ttz) dz dy
L'y= —j' f T3dy dz; M\ = J HN*z— Th) dz dy
L"y=—f [*T3dy dz ; M\ «= j'(Nw»y — T,b) dz dy,

IBN5
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Pokazemy jak stosowa¢ wzory (/t) do rozwigzania po-
szczegOlnych zadan i jakie kategorje zadan mozna rozwigzaé

zapomocag tych wzordw. ¥
1, Zbadamy biharmoniczne wyrazy ogolnych wzorow

na Ti, w zalozeniu, ze ?i = g —¥= 0.
Poniewaz funkcje $2/+i sg linjowe, to zatozymy najpierw:
7~ = S (m,y) cos (mz),
T2= Z][n,*) cos (nz),
Ti — ~[p,y) cos (pz).

Normalne naprezenia beda:
Vji=— £ = g;(m-“) sin imx) 4" ~nsin (nx) J( (h=x) dx

A sin [mx] j'[m.y) dy-\- Spsin [px)”(p.y) dy

N3= —S —~ (n.y)sin(«z) — S £ — A («”) sin [pz)
n dx p dy
Trzy momenty skrecajgce:
//( Njic— TZ) dx dy= 0.

(rsr — Ttx) dzdx — 0 .

// TNy — Tsz) dzdy =0.

Dwa dowolne Ti mozemy przyjac¢ jako réwne zeru i otrzy-
mamy woéwczas zadanie ptaskie.
Zatézmy np.

I, = st i) <%+ ct B)e-MAcos (m2).

') Poniewaz mam na celu og6lng teorje. wiec szczegdétéw nie bede
podawat. Szczegdty patrz w cytowanej nizej mojej pracy i mojej Teorji
sprezystosci 1913. Wyd. Stud. Politechniki Petersburskiej.
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a otrzymamy:
= 2j N + Byjery — (C+ ~ +°yje~."v\sin (mz),
Nj= —21 -f-— -f- M — (c— — +Z)yJr-"0J sin (mz),
Przesuniecia
®= [(A~ ~ + By?™e™y+ | c+ sin(mz)-f-
t e N+ De~mjsin (mz)‘!J
W~ 217 [(A~ ~m — ~+ j cos (mz)—
— —7— {Beny + De~ny)cos (mz) \ ~
*+ [
Zbadamy teraz, czy mozna jedno z Ti przyjac jako réwne
zeru nie robigc zadnych zatozenn co do M .

Zatozymy np.:

Tt = S(m,y) cos (mx) ,
N=o.

r,= £ [n,y] cos (nz)

A= —2 .>) sin [mXx)

m ~dy
N2= %m sin [mx] J(m,y) dy -}- Ssin (nz) j (n,y) dy

W,= -E — Z-(n.y)*m(nz)
rtqy

«= — f(™v,—=0)rfx+?iCy. 2)
2h)

*) W takiej postaci datem rozwigzanie w r. 1905 ,(lzw, Sobr. I. T. S,*
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w = — f(/Va— A0)</z-f 48(*,.y)

2jid
A"NL=JLFf/IN_xX~"W z+ "
dx 2p-J \dz dzl dz
§z=+ n™ i_xM\dz+dK
dz 2=J \dz dzj dz
Poniewaz

N5 =N }-n
dx dz

to

Prawa cze$¢ ma postaé
ti(fy =*)+$1(*.?7),
lub jest funkcjg tylko y / lewa ma postac
a .z [£ [Bem? -f- De~ny)) sin (mx) - f $x [N(Le™y -j- Ne~ry)\ cos [nz]
Roéwnanie to bedzie spetnione dla:
?1=<f3—B= D—L= N—O.

t, j. kiedy deformacja jest poprzeczng, co bedzie uwidocznione
ponizej.

Przyjmujac, ze jedno z Ti jest réwne zeru, musimy zro-
bi¢ pewne zatozenia co do normalnych naprezen, jak to uczy-
de St, Yenant.])

2 Zadanie St. Venant'a
Zatozymy NI= A/, = T,= 0.

Poniewaz powinno by¢ ASNi= 0, to ANt= 0 za$§ T2i N\
niezalezg od z.

'Y Czy ten warunek jest kopicczny. o tem bedzie mowa w drugiej
pz«$ci tej pracy,
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Zatozymy przeto:
Ti=S [AnSh (wy) 4- B,, Ch (ny)) cos (fijc) ,
TI= s (CAsh (mx) -f DmCh (mx) ) cos [my),
jV3= z [2n[AnSh (ny) -f Bn. Cli [ny] ) sin (nx) -{-,
-f- - m (CmSh (mx) -(- DnCh (mx)) sin (my)].

Przy x= + b, T3= 0; przyy =+ h, Ti= 0. A= » .m= -

Takie rozwigzanie jest mylne, bo T2 i 7\ nie moga by¢
innemi funkcjami X iy od tych, ktore sa objete wzorami (g)
Ten przyktad wskazuje na doniostos¢ wzoou (B) i ostrzega
przed niedostatecznie obmyslonem traktowaniem zadan Teorji
Sprezystosci.

Z poprzedniego wynika, ze biharmoniczne wyrazy na 7/
moga by¢ uzyte do rozwigzania zadan ptaskich.
3. Zalozymy teraz, ze 4
Ti — zY. (m,y) cos (mx),
T2=yl(n ,x)cos (nz),
TI=x"Z (p.y) cos (pz),

<
I

—'zS ------ém ,y) sin (mx) -\-y 2 nsin (nz) | Sn,z) dx,
m dy

Nj

z 2 msin (mx) j (m,y)dy-j-x Zp sin(pz) j (p.y)dy,

—vyZ — 4~[n. i —X £ — ~"[p.y)ai .
y - OX[n X) sin[n,z) —x 5 dy [p.y)ain (pz)

Rzuty wszystkich wektoréw sg réwne zeru, rzuty momen-
tow sg rézne od zera. Wzory obejmujg kalegorje zadan na
giecie i skrecanie wywotane tylko momentami.

4. Zbadamy teraz harmoniczng czes¢ wzoréw na 7/.
T»= ¢2U) - AmSh (mv) cos (my),
Ti= <h(>)- BnSh (nz)cos (nx),
Ti= ¢6M - O Sh (py) cos (pz).
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Odpowiednie wyrazenie na Nt sg nastepujace:

Nt= +2(z) SAmCh (mx) sin (my) — S BnCh (nz) sin (nx),

==— [z] 1 AmCh (mx) sin [my) + $6¢:) | CpCh (py)sin(pz),

Ni = £i(y)'Z BnCh (nz) sin (nX) — $6(x) S Cp Ch (py) sin (pz) .

Charakterystykg zadan ujetych harmoniczng czescig wzo-
row na Ti jest to, Ze przestrzenna rozszerzalno$¢ réwna sie
zeru, (SW/=a0 = 0O). Taka deformacja nazywa sie poprzeczna.

Jako szczeg6lny wypadek zadan tej kategorji rozpatrzy
my taki

Ti= }j [z] AO,
Tt= *t(y)Bo.
= 4F (*0 Goi

Wszystkie Nt sg réwne zeru.

Skoro nadamy /42 og6lng forme au-\-$u}, to wszystkie
rzuty wektoréow stang sie réwne zeru. Otrzymamy wiec trzy
skrecania okoto osi przechodzacej przez poczatek wspotrzed-
nych.]

Inny przykiad poprzecznej deformacji otrzymamy za-
ktadajac:

T2= E[AmCh (mx) -r» BmSh (mx)) cos (mz),
Tx= 1 (C,,Ch(ny) + DnSh (ny)) cos (nz).

Odpowiednie wyrazenia na Nt sa:
Nt = | (AmSh (mx) -f- BmCh (mx)) sin (mz),
N2= S(C, Sh(ny) + DnCh (ny)) sin (nz),
jVs= — [S (Am Sh (mx) + BmCh (mx)) sin (mz) -f-

+ 1(C, Sh(nz) 4- D,, Ch (ny)) sin (nz) ].

'Y W przypadku AO= BO= CO deformacja bedzie jednocze$nie po-
dtuzng. Odpowiednie przeaunigcia bed”™: u= o-yt, o= axx \10= oXy;/ = a-xyt
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Przesuniecia beda:

[<AmCh (mx) -f BmSh (/nx)j sin (mz)l ,
v— (OnCh () + Dnsh(ny) ] sin(na) |
W= — {*"m~ (mQ 4" Ch (f7uc)] cos (mz} -f-

+ H ( C, Sh(ny) -f- D,, Ch (ny) J cos (nz)j .

Zaktadajac Nt= 0 przy y= —h, m =n= ?/ i obiera-

jac poczatek spotrzednych w punkcie X ——b, z= —/,
otrzymamy belke wolnopodparta i zgieta w plaszczyznach
yoz i zox .

Otrzymane rozwigzanie stanowi prostg kombinacje dwdch
zadan ptaskich.

2 x 0i2w 0f2 z—O0O-

Przy wielkich A wyraz [Sh (ny) -{- Th (mh) Ch (ny)] dazy
do ey, przy y = — h dazy do zera. Przesuniecia v i napre-
zenia na powierzchni y = — h dazg do zera, a przy y=y
wzrastajg. Przy dostatecznie wielkiem h belka przestaje by¢
zgieta, lecz naprezenia w niej wzrastaja.

Przyktad sciskanej belki otrzymamy zaktadajac:

r31 (AmCh (my) -f BmSh (my) ) cos mx)
72= 0,
\= X(C, Ch(ny)-f D, Sh(ny))cos (nz) *)
= — X(AmSh (my) -f- BmCh (my) ) sin (mx),

) Albo:
Tl = 'Z(ny) (sin (n.z)-J-cos (nz)),
7j = 2 (my) (sin (mz)-j- cos (mz)).

Patrz C. K. 1928 N 12 1-e Sem. p. 732.
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N2= 1 (AmSh (my) -f- BmCh (my) ) sin (mx) - f

+ 2 (CnSh (ny) + D, Ch (ny))sin (nz),
Nz= — 2 (C, Sh («y) + D,, Ch(ny)) sin («*).
0= 0.

Przesuniecia beda:

« = — — ~"mSh (my) -f BmCh (my)j cos (mx)]j
v= — fS — U* Ch(my)-f BmSh (my))sin (nut) +
3L m\ '

4-S {Cn Ch (ny) + DnSh (ny)j sin (nz)j ,

w— — ~ Sh (ny) -f- D,, Ch (ny)j cos (nz)j ,
Zatozymy
idm= On—o,
NI—Q, x= b,
=0,z—=+ 1

140

Otrzymamy belke Sciskang; gtéwny wektor jest pochylony
do osi wspotrzednych. Przy ~ = 0 i dowolnych x iz jest v= 0,
2wx= 2wy = 2wz = 0. Deformacja jest jednoczes$nie podituzng

i poprzeczna.)

Przy danej sile, a zatem danych B i D mozemy okresli¢

takg wysokos$¢ belki, przy ktorej N2 bedzie réwnem granicy

sprezystosci (graniczna wysokosc).2
') u, 0. w sg pochodnemi funkcji:

fo=— 1 ~S hmy -\-Bm Climy) sin mx -(- V —ZCu Sh ny -f-
2aL m n

-}- Dn Ch ny) sin n*"J.

B Ta graniczng wysokos$¢ otrzymuja zwykle rozpatrujac Sciskanie lin-

iowego elementu ds.
Nieskonczenie male przyrosty po odksztatceniu beda:

8ds— opdf -j" P=O
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5. Zakladajac Hi+z(u)= u oraz
Tt—y I AmCh (mx) cos (mz) ,
T1= x I B nCh(ny) cos (nz) .

Otrzymamy:
jYj =_y 2,4mSh sin(mz).
N2= x | BmSh (ny)sin (nz),
Ns= — [yILAmSh (mx) sin (mz) -f x £ BnSh (ny) sin (nz)]

SM = 0.
Wszystkie wektory sg réwne zeru; momenty sg rozne od

Zera.

Okres$lajac przesuniecia otrzymamy:

—Ch (mx) sin [nz)— ) Sh [ny) sin [nz) ‘% .
~n

271 &% m —
vV~ — Ch[ny) sin [nz)— Sh [mx) sin [m2)\ ,
Al . [ny) sin [nz) - [mXx) sin [mz)
w= — \y'y ,-~L Sh[mx) cos [mz) — Sh[ny)cos[nz) 1.
2B m ~n

2wx”N 0 ; 2wy 0; 2w ..#0.

Pozostaje zbada¢ biharmoniczne wzory w zatozeniu, ze
?/ sg rozne od zera i og6lne wzory t. j.

wzory Ti= $2+i F<t, £) -f $2+?2/(*, P).

Badanie tych wzoréw podamy w czesci Il i Il

dzielagc przez pJt otrzymamy:

W przypadku S$ciskania as < 0. Jezeli poczatkowa krzywizna byta
réwna zeru, to:

J Al

p _ EJ
Catkowanie tego rdéwnania, patrz ,Tr. de Fonctions clliptiques” Hal-
phen T. Il
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W ogdlnym podanym wyzej, rozwigzaniu rownan (b)
wzory na Ti i M skladajg sie z czesci biharmonicznej i har-
monicznej. W naszych wzorach kazde Ti i Ni ma analogiczng
forme. Taka forma wzoréw jest charakterystyczng dla ciata
izotropowego.

Mys$l przewodnia autora byta bardzo prosta.

Rownania réwnowagi w formie (a) wyrazaja réwnowage
w danym punkcie dowolnego $rodowiska ciagtego. Zeby to
srodowisko byto izotropowe, powinien by¢ spetniony warunek
A(M + "2+ N3 = 0. Ten warunek bedzie spetniony jesli
Ti beda zwigzane réwnaniem (B). Nadajac Ti forme sklada-
jacg sie z czesci harmonicznej i biharmonicznej, uczynimy za-
do$¢ rownaniom (a) i (B), przy dowolnych funkcjach <}/. Dru-
ga charakterystykg ciata izotropowego jest to, ze kazde Tijest
biharmoniczng funkcjg. Ten warunek okresla dowolne funkcje %

Powyzsze rozwazania doprowadzajg do nastepujgcych
twierdzen.

1. Operujgc biharmoniczng czescig wzorow na Ti w za-
tozeniu fa= 0, mozemy dowolne dwa 7/ przyja¢ roéwne zeru,
co doprowadza w rezultacie do zadania ptaskiego. Przy fun-
kcjach <21-fi réwnych jednosci momenty skrecajgce dookota
dowolnej osi spotrzednych sg réwne zeru. Przy funkcjach @&2»+1
rownych odpowiednio z,y, x rzuty wektoréw wszystkich sit sg
rowne zeru, czyli belka podlega dzialaniu momentéw sit zew-
netrznych.

2. Niemozna zatozy¢, ze dowolne 7/= 0 (przy 9= 0) nie
naktadajac zadnych warunkéw na normalne naprezenia. Przyj-
mujac jedno z Ti réwne zeru, musimy, podobnie jak to zrobit
St. Venant, o odpowiednich dwu normalnych naprezeniach réwniez
zalozy¢, ze sg réwne zeru, lecz wéwczas otrzymujemy rozwig-
zanie w funkcjach harmonicznych.

3. Harmoniczna cze$¢ wzoréw na Ti charakteryzuje de-
formacje poprzeczne, Przy takiej deformacji mozna o dowol-
nem Ti zatozy¢, ze jest rédwne zeru.

Wszystkie zadania poprzecznej i podiuznej deformaciji
zawarte sg w harmonicznej czesci wzordw.

') Stosowanie tych réwnah poza granicami sprezystosci bez uwzgled-
nienia fizycznych charakterystyk tego stanu bedzie pozbawione nie tylko
Scistosci, lecz i sensu. (Przyktad 2).



CZESC 1L

Badanie biharmonicznych wyrazéw w zatozeniu, ze
dowolne funkcje ¢ ta rézne od aera.

W poprzednich przyktadach zaktadaliSmy, ze dowolne
funkcje t, e2i 95 sa rowne zeru. Jesli funkcje te sg rozne
od zera i kazda z nich czyni zado$¢ réwnaniu A<f/="0, to
otrzymamy inne wnioski.

1 Zatézmy np.

Tt= 1 {(Am-f Bmy) e"y+ (Cm-f- Dmy) e~">}cos (mx),
T2— 1 {(En-f Frx) erx+ (Kn+ Lix) e~rg) cos (nz),

r,= S{(Af,+ Npy) er»+ (QP+ RPp) e~ry)cos (pz).

Odpowiednie M beda:

~ +5’ny

— -f-Dny | J sin (ftza:)-}-

sin[nz) + @ (™,z),
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N*= 2 }(~ -~ + Bmyre'>-

- (em+ ~  + sin(\WJC) +

— QM *f~ -jhRpyj e~" Jsin(pe) -f §2(%, z) ,

— |[Kn— -f- Lnx™ e sin (nz) -j-

— (Qp—— + #pyj e~PAsin(pz)-fe, (*.J').

Przestrzenna rozszerzalnos$é

0=~ qav opt* 7™ " m Jsin (mx) -
+2 (~ N Sh -+
4 -~ (— sin (pz) —
P P |

—i 1Piy.2)-f <2(*2) -f . y)ij -

Przesuniecia otrzymamy jako funkcje <?j, dla okres$lenia
ktérych mamy trzy warunki, a mianowicie dane zgéry funk-
cje Ti.

Dowolna funkcja < zalezy tylko od 7} i wyraza sie
wzorem
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X

?i («. P) = —2(X+p)

Jezeli Ti jest funkcjg harmoniczng, to

J da J

Poniewaz < jest funkcjg harmoniczna, to

f> +Pd=0

W naszym wypadku

Qfr,*) = -——- — V. /—(% eP>>+RPe Sin (pz)).
<2 (@ *) = e — ~ G "[FnerA-Ue-~Jsin(«*)j
"f3(*y) = "y sin (wayy

‘) Okreslenie dowolnych funkcyj -

Mamy:
dnc - rdT, dx
J djf 1dz
dT\ 1
e = _ fEZ* rfy.j- r dy
2.+ 21 ldz 3X -J- 21*
Z -{- z
] t G &y

Rzuty przesuniec:

1r-2(X + |tff f + o



26 S. Betzecki: 146

0= — I[2 N (Bmemy+ D'»e~myjfj s»n (mx) +

4-2 7 (Fn* + Lne—-l’))sin (wz) +
+ 2 g+ RN .
RzesLngoa bech
“=i[2 {i(4+-v+s”
—- cm—m4-D1j|)e-r;;|as
+ )« -+
& &~n4ln £0jsSn@ 4"

4~"-1— ~ [Brayd De-mos(y-f
42 *  ex—reddn(@j,

+£**{/* *'+/**'}]

«=xr ?e+rtirp>v+r Mm&/'%m-
2[4 3X4-27U J dx » dz y ]' 3X4-21*" °

I T,<ix4- |j~dxdy

3X 4- 211
+j T'dz+n & dzdy

Cro i A )
3X 4- 2I*j |?1 4y 4- pPinNy J]:
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2Bm + By | eny 4*
m
-f Jcm + D nmy ]Je-ny jsin (mx) +

2 7F-TEH oM

+ |Q) { IBp.4-Rpyje-py jsin (pz) +

i X [NTU- (Pm —Pme-w) sin (ffi.r)4-
A-2~T ePy~—~Rpe~-Py~Sn~  }J°
= rexiz r
2721 3).4-2%li j W Jjdzdy \
120.+() ya®i L s J i
3X+23 ({y 3Xx4-2n
+
X

3X4-2p- ' dx  3X4- 2tk
+ jdtz+n d£f dzdy

SNPE4

Poniewaz

e o + S)-’---

27
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— ~~+ Lnx4 e~ cos (nz) -f-

Yj <?-»j cos (pz) -|-
1*+ |«i 2

n*J cos
n* [Fce + L"e

{~"pepy A- RPe-ry Jcos (pz)j | .

= Ol
7j= I*,; 7] = Fyz
r m & - 0 - f f
J J dzdy J J dzdx
™ * v
~ o o = - ©
<. %)
.
r (d' T'dz.
JJ dy J dy
wiec
w

podobny sposéb okre$limy ?2 >?s :

o X XX, 1
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Normalne naprezenia sg funkcjami'>ﬁt= 2™ (g— liczba

Poisson'a).

Wszystkie obroty sg rozne od zera.

Przyjmujac rézne warunki graniczne otrzymamy rozwig-
zanie szeregu zadan. Takie badania nie przedstawiajg zadnych
trudnosci ¥ i nie w chodzg w moj program. Dowolne Ti mozemy
przyja¢ réwne zeru, przyczem <fi bedzie réwniez réwne zeru.

2. Zaléemy np.
7-= "~ jilm+ Bmy)("y + (Cm+ Dr,y) cos (mx),
T= 0.
{(Fe+ L*y) + N"y) cos («z).

Normalne naprezenie beda:

(Cm— — -f Dnyj e~m\sin (mjc) -j- $(y.z) .
ap, x \*T> . d-Tx
dydz H-jtl[ dz= 1 dy2
W razie
£ ==0.?21=0
a zatem

dy

') Patrz mo6j kurs Teorji Sprezystosci 1913 (wyd. Studentéw Politech-
niki Petersburskiej).
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M=

N
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A J|/a*——Bmyje’ —

— (Ci-f- 4-Dmyj er "yjsin (mx) -f-

— ~ + N,yj e~mA sin (nz) -f-e2(x, z).

-2 {(Ri+7 +Uy\e->-

Z ogo6lnych wzordw otrzymamy odpowiednie ?/

2i(y-2 = — 2 n N-'msin (lz) -
?jN,z;=0,
o X I sinfa).
- r-7- ,-MjA sin (m*) _

X i \'m m ]~

~ r-T—y* {—e'y+ — £"®>)sin(nz).
Przesuniecia beda:
TR (e By

— (Cm— + Dmy ] e-nm\cos (mx)—

2B el
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+ lem-f + Dmyj e-"y\ sin (mx) -f-

+ |M, + + AnyJde-"*}sin(H) +

+ND /\/\/\_""-_') “H
WET MK+

—Ul,—”~ + Nnyj e-v}cos[nz) —

------- — 'S\ — {Lnery-\-Nne- ¢ 0 s [nz]
n \ I
w nie zalezy od X, u nie zalezy od z, a zatem 72= 0
i 2wy = 0.

Zatézmy:
Tt= TI= 0 przy y —+h
Tl = O 'T) y e h

i ozl

m =

r.
2 b 21

te warunki pozwolg nam okreslic Am Bmi Cmw funkcji Dm\
Knilni Mn w funkcji Nn. Pozostate wspétczynniki Dmi Nn
okreslimy, rozwijajac dane dowolnie funkcje dwéch zmiennych
rzeczywistych w szeregi,)

* Ta kwestja bedzie oméwiona w czesci Ill.
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Belka jest zgieta naprezeniami W, i S$ciskana napreze-
V= h
niami NI=ol i iVj= e,.
Wektor naprezen N%tjest zrownowazony sumg wektoréw
y:

I )~ dxdy i j f Trdydz.

Belka jest podparta w czterech punktach.

3. Zatozmy jeszcze

7= 1{(/'m-f Bma) «"* -f (Cm-f Dnx) e~n¥F} cos [mz).

Tl = S\[Kn-f- Lny) e"y -J- [Mn-f- Nny ) e - r») cos {nz).

Otrzymamy:
=V ~ -f Bnx J Cnx—
— c-mx | SIN ([72) + 2?0 (V.¥).
A= 2 (M= T-+ Loy)
— j <>">| sin [nz] + ealx, z) ,
Ni= — 7y, ~ + Bnx j
— [cm—~ Dnx ] e~mx”sin [mz]—

— -f* J e~ry Isin (nz).
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Z ogo6lnych wzoroéw otrzymamy:

71 h'<z) = — 'y, — ilney+ Nnc-"y) sin (nz)
?2(*,2) = — — — (flmtt+ Dne~nx¥ sin (mz) ,
X)-D= — 3 or
?»(X.y) = 0.
0= -memeeee 2 Vv + — r— \sin (mz) +
3X+ 2#L *\'m m

2

+ —— > — (2Bt -f Dne - n¥) sin(mx) +

X -f-n Jm

A—— N — (L,e"y+ Nntrny)sin (nz) =
n J v

—-['V & (BnenX+ Dnt~nK) sin (mz) -f

M~(M m
+Y — 'y + e~ry) sin (nz)
n
U= — \Ny\— (U .- — 4+ *_¥) xpx 4
2v\ Y m (|\ m )I >
+ (cmf;R:'- -f- Dmxj *— *j sin (mz) -f
A _V J - (Bmenx— Dnt~mnx sin (mz)
Xf-p -m 2
1
v = y
27-
H- (Al ~ + VNN }sin («z) -f
4—- N — . — Na sin (nz
S — € ) sin (nz)
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u nie zalezy od y, o nie zalezy od X, a zatem
7i= 0, 2wz= 0.
Zatozymy nastepujgace warunki graniczne:

= 0 przy x—0ix—2b
Tt= 0 przyy = + h
Afj= 0 przy X— 0

Al,= 0 przyy = — h.

Belka jest zgieta w dwdéch ptaszczyznach.

Przesuniecia U przy danem ICsg funkcjg tylko z, przesu-
nigcia o przy danem y sa takze funkcjg tylko z.

Okreslenie wspotczynnikéw Dn i Nn i w danym wypadku
sprowadza sie do zadania o0 rozwijaniu dowolnych funkcyj

dwdéch zmiennych rzeczywistych na szeregi.
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Zatozenie, ze dowolne funkcje sg réwne zeru sprawia, iz
biharmoniczne funkcje stajg sie harmonicznemi i obydwa za-
dania T2= 0 i r, = 0 sprowadzajag sie do zadan wyzej roz-
patrzonych.

Zaktadajgc "\ = 0, otrzymamy bezposrednio z ogo6lnych
wzoréw odpowiednie wzory dla danego wypadku.



PRACE AKADEMJI NAUK TECHNICZNYCH W WARSZAWIE

Nr. Tom Rok Cena

1

Rok

1925

1927

1927

1928

1928

1928

1928

1928

1928

1929

1925 Broniewski Witold. Opér elektryczny i rozszerzalnos¢
metali. WarSzZawa, 26 Stl ..o ee e ae e eeeeeeenes 3.00

1925 Matakiewicz Maksymilian. Ogoélna formuta na $redniag

chyzoé¢ przeptywu w tozyskach rzecznych i kanatowych,
LWOW. 98 STI ..ttt ettt sttt 18.00

1926 Huber Maksymiljan, Kryterja statosci réwnowagi i ich
stosunek do statyki uktadéw sprezystych, Lwoéw, 57 str. 4.00

1928 W eigel Kasper, Nowa metoda wyréwnywania tryangula-
cyjnych sieci wiedcowych. LWOW. 22 Stro...iiinniiininieneens 2.00

1928 Thullie Maksymiljan i Chmielowiec Alfons, Napre-
zenia drugorzedne w belkach kratowych, Lwéw. 64 str. . . 6.50

1928 W eigel Kasper, Badanie formut empirycznych przy po-
mocy szeregbéw Taylora, LWOW, 16 STl ... 1.50

1929 Zo rawski Kazimierz, Cztery przyczynki z zakresu kinema-
tyki cial sztywnych. Wazszawa, 119 Str.....i v 8.50

WYDAWNICTWA AKADEMJI NAUK TECHNICZNYCH

Mierzejewski Henryk, Polskie placowki badawcze, Warszawa 8°.

L35 4 DX St ittt 5.50
Mierzejewski Henryk, Podstawy mechaniki ciat plastycznych.

Warszawa 8° 108  Str....ccccoiiiiiiiiiiiiiees seeee eeeeeitni ettt er et 8.50
Grabowski Lucjan, Radiotelcgraphische Bestimmung der geogra-
phischen Lange von Lemberg, LWOW 4° 45 S Tr . . 8.00
Witoszynski Czestaw, Travaux de 1'Institut Aeorodynamique de
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