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BOZDZIAL XI. PERSPEKTYTE STOICTANA,

Przedmiotem psrspektywy stosirare; jast‘wykreéle-
nie rzutéw érodkowych figur, ktsrrah razuty prosto-
kgtne sg dane, 2z uwzgledrnieniem anatomiczny~h i fi-
zjologicznyéh wtasciwosci oka oraz warunkdéw prak-
tyoznego wykonania rysunku.

§110. Stotek i kolo wyrafnego widzenia, Jezeli,

jak to zwykle mieé chcemy, ptaszczyzna rzutér =
jest pionowg, a oko, w srodku rzutiw o urieszozo-
ne, jest skiercwane na punkt gidwny & | to wy-
rafnie widziane mogg byé te tylio figury, ktére
zrajduja sié wewngtra stoZké;obr:towego, majgcego
za 08 pfdst@ ores , 8 klérego tworzgce sg od tej
osi odchylone pod katem nie wiékszym od 30° . Pod-

stawg tego stoiku wyraZnego widzenia bedzie na pta-

saczyZnie rzutéw kolc o drodku 9 ktdrego pro-
mied bedzie réwny mniej wigcej potowie promienia
koka oddalenia /co odpowiada odchyleniu tworzgcej
stozka od osi ol = M«"?’f = SN A Jeze~
1li perspektywa figury ma wywotad zludzenie rzecazy-

wistosdci to rzut figury musi byé zawarty wewnatrz

tego kotla, zwanago kolem wyrainego widzenia. Brzegi

obrazu perspektywicznego, majgcego zwykle ksztalt
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prostokata, nie powinny w 2adnym razie byé prostemi
zewnglrznemi wzgledem kota wyrainego widzenia,
§111. Wybér kota oddalenia, Punkt giéwny ¢ obie-
T

ramy zazwyczaj w poblizu &rodka prostokgta przezna-

czonego na obraz perspektywiczny. JeZeli przypuscimy,
ze normalne oko ludzkie widzi wyraZnnie tylko takie
przedmioty, ktdére znajdujg sig od niego w odlegiodei
nie mniejszej od 25 cm., to stad wynikatoby, Ze pro-
mied kola oddelenia nie powinien byé mniejszy od RS
cm. Wniosek taki bykby zbyt pospieszny, Bez wytpienia
nalezy uznaé zasadg, Ze cbraz perspekiywiczny najlep-
s5z¢ wywrze wrazenie, gdy oko bgdzie umieszczone w
§rodku tzutéw, Nie jest to wszakze bezwuglednie ko-
nieczne, wiemy z dodwiadeczenia, Ze pray oglidaniu o-
brazu mozemy zmieniaé w dosé znacznych granicach
punkt widzenia, nie dostrazegajgc. powstaigeej z tego
powodu nisepoprawnofci obrazu. Prayczyna tego jest
oczywiscie psychologicanej. natury.

Pobudki psychologicznej, natury sprawiajy rdéwniez,
%e uwazamy za poprawny kazidy obraz, ktdry jest f[éu~
rg podobny do obrazu perspektywicznego i to nawet
wtedy, gdy z powodu znacznego zmnie jszenia obrazu
/& wige i oddalenis/, oko nie mogtoby znajdowaéd sig

w srodku rzutéw, lezacego wtedy na zbyt matej odle-
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gtodci od piaszczyzny obrazu, aby z tego punktu mogly
byé wyraZnie widziane figury w niej wykreslome. Koo
oddalenia moze wige hyé dowolnie malem pod warunkiem,
aby zmnieiszeniu normalnego oddalenia cdpowiadalo
proporcionalne zmniejszenie wymiaréw figury, kidra
ma by¢ odwzorowana, |

§112. Linja przyziemna, horyzont, punkty oddale-

nia Jedng z ptaszczyzn poziomych zwiemy plaszcayz-

ng przyaiem-

ny; jej dlad

/@ nazywamy

linj@-pfzy—
S

ziemng, jel

... prosty zbie-
gu % - ho-

ryzontem /Rys.
221/ .0dlegtosé
tych dwéch
Rys. 224. | prostych #

nazywamy wy-
sokosciyg horyzontu, jest ona réwna wysokodci $rodka

rzutéw, t.j. oka nad ptaszczyzng przyziemng. Wyso-
kogé horyzontu obieramy wige zazwyczaj w granicach
730 - 200crm. w tej skali - w jakiej wyobrazanmy

sobie zmniejszong figure, ktéra odwzorowaé pragniemy,
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skala ta nie moze byé wigksza od tei, ktéra odporia-
da zmniejszeniu normalnego promienia kota oddalenié
/25 cm./ Horyzont 7 przechodzi przez punkt gléwny

O, , albowiem plaszozyzna przyziemna » % jest
prostopadla do pleszczyzny rysunkn. Punkty przecig-
cia D, i D; kola oddalenia z horyzontem nazywaja
" sig punktami oddalenia; 83 to punkty miarowe pfo— '

stych prostopadlych do plaszozyzny rysunku, & wiac
majacych punkty zbiegu w punkcie g2éwmym €, . Pro-
ste majace punkty zbiegu w punkcie D, lub D, , sa
prostemi poziomemi tworzgcemi kat 45 =z plaszczyzng
rysunku, |
§113. Perspektywa, figury, ktérej rzuty prosto-

kgtne sy dane. Niech bedg dmme, w skali 1 : 50,
rzuty prostokatne obelisku /Rys.222/, mamy wykreslié

jego perspektywe w zalozeniu, %e plaszcazyzna rzutiw -
P Jest plaszczyth pionowg, ktérej Slad pbziomy
na ptaszczyfnie priyziemnej ozyli linja przyziemna,'
jest prostag Ao , przechodéaca przez jeden 3z wiers-
cholkéw o5, podstawy obelisku; - bédzie to zarazen |
rzut poziomy %’ horyzonta y , ktérego wysokosd
riechaj bedzie #= 748 Ocm./w skali 1 : 50/. Oblerz
my na =R punkt o'=p ktéry uwazajmy za

* rzut poziomy punktu gtéwnego & lczgoego na

[ 3
o s - O > = = o -

GEOMETRIA WIKRESLNA N.173. nrkusz 17-ty,
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horyzoncie 42 . Ze Srodka O podstawy obelisku
spuéémy prostopadls na ,® 4  , wyznaczmy jej spodek
O, oraz punkty A i S. , w ktérych przekatne
rzutu poziomego obelicku przecinajg prostag A
Wykresliwszy linje prayziemns /2 1 horyzont £
/W= 780¢m/, obieramy na horyzoncie puzkt O | od
ktérego w jedny ktérpkolwiek strong /np. w lewo/ od-
mierzamy oddalenie & = 0,0, =400cm. /w skali 1:50/.
Pierwszem zadaniem naszem bgdzie wykredlié w plasz-
czyénie ,bzé 4 aibo lepiej w »Z. /b’/i do niej
réwnolegtej /§104/, rzut poziomy®obelisku. W tym ce-
lu wyznaczmy na /7’t punkt A7, ktéry jest spodkiem
prostopédlej spuszozone] z ¢, na % i od punktu
i odmierzmy na /J: odcinki PO, = PO
LS =P S PSS 3 O OERN G
Polgczmy C&." O, i ©* D, ,-przeciécie tyoh pro~-
styoch wyznacgy rzut Srodkowy O punktu & ; proste
IR Wi o bedg Srodkowemi rzutami przekatnych
rzutu posiomego obelisku, punkt zbiegu pierwszej z
nich mose byé wyznaczony ( @%/ , punkt zbiegu dru-~
giej }est niedostepny. Na rzutach srodkowysh piostych
0S8, i O 52 trzeba teraz wyznaczyé rzuty Srod-
kowe wierscholkéw czterech kwadratéw, z'ktérych skia-
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da sie rzut poziomy obelisku. Najtatwiej tego dokonad
zapomocg punktéw miarowych ZZ i U, tyoh prostych
/$103/, znajdziemy je, odmierzajac na 2" odoinki

e -8, A So' 0y =83 0 1 taczac a0’ i

I I

Wyznaczywszy rzuty srodkowe wierzcholkéw & kwa-

dratéw, sprawdzimy doktadnosé wykreslenia, wyznacza-
jae na horyzoncle punkt @z , w ktérym powinny sie
przecigé rzuty osmin réwnoleglych bokéw tyoh kwadra-.
téw, punkt @; , w ktérym powinny sie przeciaé rzu-
ty pozostalych bokdw, jest niedustepny. Wykreéimy te-
raz perspektywe kwadratu lezacego w plaszozyénie przy-
ziemnej » # zapomocs punktéw Q// i @ orasz
réwnolegtych do 7 , wychodzgcych z wierzcholkéw
rzutu takiego samego kwadratu lezgcego W ptaszozyinie

b/ . Hastepnie w punkeie «5/ wystawmy prosto-
padla do /bl ; poniewaz lezy ona w plaszozyinie ry-
sunkd, odmierzamy ne niej od punktu «5, wysokosei
wezystkich wierzcholkéw obelisku. Zaczao otrzymane
w ten sposéb B&nkty z punktemr zbiegu @/ , otrzy-
mamy na prostbpadkyoh do A , wystawionych W wierz-
cholkach figury lezgce} w plaszczyﬁnie /757"/é s poto-
wo pozosfaiych wierzchotkéw obelisku, drugg potowg

nierzoholk6éw otrzymamy zepomocg tyoh samych prosto-
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padlych oraz punktu Qe . &

§114. Punkty zredukowane. Jak to powiedzielisdmy

w §110, perspektywa rysowanej przez nas figury nie

powinna wykraczaé poza obrgb kola wyraZnego widzenia
ktérego srodkiem jest punkt gtéwny ¢ |, a promiet
jest niewiele wigkszy od polowy oddalenia. Oczywis-
cie jest pozgdanem, aby wszystkie wykredlenia po-
trzebne do wykonania tej perspektiywy mogty byé usku-
tecznione w obrebie ptaszczyzny rysunku, dla tej per
spektywy przeznaczonym. 0t6z punkty oddalenia &, i
D, oraz punkty zbiegu i $lady réznych prostych le
%g poza tym obrgbem; wskaZemy przelo wykreSlenia,
ktére pozwols nam obyé sig bez tych punktdw, - inne-
mi stowy zastapimy punkty £ i 2 oraz niedostepne
punkty zbiegu i $lady punktami zredukowanemi. Prazy-

puéémy, 2e mamy wyznaczyé rzut &rodkowy punktu 4
lezgcego w p#aszezyinie A2 7%  na danej odleglosci
@ od punktu Ao 1inji przyziemnsj /2 . ¥ tym
celu nalezaloby postgpié tak jak w § poprzednim po-

stgpilismy dla wyénaczenia punktu ¢ : polaczyé
As O odnierzyé od punktu Zo w jedng lub drugg
strong prostej ® odcinek #Zo/4) = & | polacayé
punkt /Z) z tym z dwéch punktéw 2D, lub Da
ktéry lezy po przeciwnej stromir prostej L. @
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riz punkt /4 ) ; punkt przecigoia prostych 4 0/
4] D
jest rzutem

punktu <
/Rys.223/.
Wykreslenie

to zawodzi,

gdy jeden
choéby z
dwéch punk-
téw D, i
/47) 1lub
Dz KZV

jest niedc-

R ys 223

stepny; postspimy wtedy jak nastepuje: Odmierzmy na
horyzoncie #Z od punktu gtéwnego </ w jednz lub
. L D, Dz 1
drugs strone odcinki O, 3 1 O, 3= réwne np.
trzeciej czedci oddalenia ¢, D, ; od punktu o
/4)
ndmierzmy odcinek /7o 3 réwny trzeciej czefci odcin-
@& ‘ Dy
ka AN AT 18 ; jest oczywistem, 2e prosta %‘qj g,
przecina prosty Ao O, w tym samym punkcie &~ , w
ktérym jg przecina prosta (4] D. . Potrzebne do
. - ’ 2 {47 :
wyznaczenia punktu 4 opunkty F i 3 lozg w

obrebie kotn wyrmémepgo widzenia,
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Przypudémy teraz, ze dany jest rzut &’ prostej
A , ktérej ¥lad S leizy w obrebie kola wyra‘fnego
widzenia, a ktérej punkt zbiegu @  lezy poza jego
obrgbem /Rys.224/ mamy znaleZé punkt miarowy Z- 1lub
7, tej pro-
stej nie korazy
stajgc w
tym celu z za-

dnego punktu

lezacego na-

zewnytrz ko-

ta wyrafnego

widzenia, Gdy -

by to ograni-

czenie nis by-

Rys 22 4. - Y0 nam narzu-

cone, znaleZ-

libyémy punkt Z na horyzoncie w przecigoiu z okre-
giem kota zakreslonego z punktu zbiegu @  promie-
niem @ O , przytem punkt O |, t.j. kitad Srodka

rzutéw O lezy teraz na kole oddalenia. Aby unikngé
punktéw @ i C» , ktére leig poza obrgbem kola
wyraznego widzenia, dzielimy & S na kilka, n?. na

trzy czééci réwne i z punktu.‘ﬁg prowadzimy rdwuole.-
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g1g do & : otrzymujge na horyzoncie punkt % kté-
rego odlagloéﬁ od O Jest trzecig czebciy odle-
glodci punktu Q’ 0/ . Punkt 2% Taczymy 2
punktem %5’ ktdrago odlegtodé od & jest trze-
cig ozqécia oddalenisa, pocgzem promzeniem €%§ 92;,
z punktu. Q/§ zakredlamy koto przecinajace horyzont
w punkcie 74 . Punkt ten bedzie od ¢ trzy razy
blidej niz Z; , co wynika ste'}d,' ze figury JQ'(ZZ
i % Q/; 4 7"} sgq podobne; Srodkiem podobies -
stwa tych figur jest Os , a stosunek podobierdstwa
réwna sig 3 . Aby wigo znelesé punkt Z. odmierza-
my na horygonoie oggiﬁek 2,7, réwny co do wiel-
kodoi i znaku trzy ‘wzietemu odcinkowi O 744
ten sposéb wazystkie punkty w tym wykredleniu uzyte
znalazly siq wewngtrz kola wyraZnego widzenia, -
STORKT 1

czZES8¢ IV, KRZYWE

¥ RZCHENIE DRUGIEGO STOP -
NIk,
- %

ROZDZIAL XII. SZEREGI I PEKI RZUTOWE.

§.115, Okreslenie geometrji rzutowej. Istota
e

wozystkich metod geometrji wykredlnej, jak to zauwa-

- #yliémy duz @ ¥ 1, polega ne przeksaialceriu danej
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figury przestrzennej na figuré plasks zapomoca kolej-
Vnych dwéch ozjﬁﬁoéci: rzucania i przecinanie. Zanim
przystapimy do dalszego rozwiniécia metod geometrji
wykredlnej, trzeba blizej poznaé te wlasmodei figur,
ktére zostaja zachowane przez rzuty i przecigcia,

Do takich nalezy przedewszystkiem wzajémna przynales-
nodé slementiw geoméﬁrycznych /punktéw i prostych,
prostych i plaszczyzn/, Jezeli punkt A lezy na
prostej & , to prosta A rzuoajgoa punkt 4 g
dowolnego punktu C 1lezy w plaszezyfnie 53 rzuca-
jacej z tego samego Srodka rzutéw prosty 4 , jeze-
11 prostg 4 lezgcs w plaszezyZnie 5B przetniemy
ptaszczyzng jakgkolwiek, to punkt A , w ktérym
plaszczyzna sieczna przecina prostg &4 leiy na pro-
stej A , wedlug ktérej ta sama plaszczyzna przeci-
na plaszczyzng /S . Typowemi twierdzeniami, doty~
ozgcemi wlaénoéci zachowujgoych sig¢ przez rzuty i
przeciecia, sg twierdzenia o tr63k4tach Desargues a
/8§75, Rys.167/. Istota tych twierdzed polega na ist-
‘pnieniu t. ZW, konflguracjl Desargues a, t.j. figury

-plaSKISJ, zlozgggj z lo_punktéw 1 10 prostych w ten
sposéb, ze przez kazdy punkt przechodzg 3 proste i
na kazdej prostej leza 3 punkty. Jezeli z jakiego-
kolwiek punktu 2 rzucimy wszystkie te 10 punktéw
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i 10 prostych, to otrzymamy figure 2lozona z 10 pro-
stych 1 10 ptaszczyan wychodzacych z punktu 2 w ten
sposéb,. ze przez kazidg prosty przechodzié béd@ 3
piaszczyzny i w kazdej plaszczyZnie lezed bédq 3 pro-
ste. Stgd przekonywamy sie o prawdziwosci tﬁierdzeﬁz

TII. Jezeli krawgdzie dwéch tréjscianéw o wspélaym
wiérzcholku lezs parami w 3 ptaszczyznach przecho-
dzgcych przez jedng prosta, to ich Sciany przecinajg
sig parami wedtug 3 prostych jednej ptaszczyzny.

IV. Jezeli Sciany dwéch tréjscianéw o wspblaym
wierzcholku przecinajg si¢ parami wedtug 3 prostych
;jednej plaszéﬁjzﬁy, to ich krawedzie lezg parami w 3
ptaszczyznach przechodzgeych przez jedng prostg,

Nawzaiem, przecinajac te figure, zlozong z 10 pro-
stych i 10 p%aszczyzn wychodzgcych 2z jednego punktu,
ptaszczyzng jakgkolwiek, otrzymalibydmy figuré, 2z kté-
rej wnioskowalibyémy‘o prawdziwosci twierdzenia I i
IT § 78, Twierdzenia o tréjkatach Desargues'a wyrazajg
wigc wiasnodé, zachowujgcy sig przez rzuty i przecig-
cia,

Czedé geometrji, ktdrej przedmiotem;jest badanie

wiasnodci niezmieniajgcych sie przez rzuty i przeciecia

nazywa sie geometrjg rzutowy,

§116. Geometrim rzutowa piaska i’ geometrih rzutowa
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wigzki., Seometria plaska bade wiasnodeci figur ztozo-
nych z punktdéw i prostych jednej plaszczyzny; przed-
miotem geometrji wigzki sg wkasnodci figur zto4onych
z prostych i plaszezyzn przechodzgcych przez jeden
punkt, Twierdzenia o tréjkatach Desargues‘a /§79/ na-
leéa do geometrji plaskiej, twierdzenia o tréjsdcia-
nach Desargues'a /$115/ nalezg do geometrji wigzki,

Z kazdego twierdzenia geometrji rzutowej plaskie]
mozna bezposrednio otrzymad odpowiednie twierdzenie
geometrji rzutowej wiazki, zastgpujac wyrazy oznacza-
jacé punkty i proste odpowicdniemi wyrazami oznacza-
jacemi rzucajgce je proste i plaszezyzny, i nawzajem.
Niema wiec potrzeby rozwijeé niezaleznie obu geome-
tfji, wystarczy zajaé sig geomatrjg rzutowg plasksg,

w ktérej jest dana tatwosé dokladnego ilustrowania

my$li zapomocg rysunku,

§120. Dwoistodé w gaometrll przestrzeni, Istnieje
inny jeszcze ZW1azek pomled A tW1;£hzenlam1 geome -
trji rzutowej ptaskiej 2 twierdzeniami geometrji rzu-
towej wigzki, pozwalajgcy z kaidego twierdzenia jed-

nej z nich wyprowadzié bezpodrednio pewne twierdze-

nie drugiej. Zwiyzek ten nazywa sie wzajemmnoscia i
oparty jest na nastgpujgce] zasadzie, zwanej zasads

Awsistodei geomstrji przesirzeni:
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Jeseli prawdziwe jest pewne twierdzenie, dotycza-

ce wzajemnej przynaleznosci punktéw, prostych i pta- °

szozyzn, to bedzie prawdziwe inne twierdzenie, doty-

czgca tej samej wlasnodci, w ktérej zamiast pojecia

"punkt" figurowaé bgdzie pojecie "plaszczyzna" i

nawzajem;

Tek np. twierdzenia Desargues'a I i IV, II i
III 95 wzajemne, z twierdzenia I /§75/ otrzymali-
bydmy IV /§115/ zastepujac pojecie;

t wisracholek pojeciem dciana

tréjkat § LA tré6jécian
prosta - prostﬁ

| bok . krawédi

| punkt " plaszozyzna.

§118. Dwoistosé w-geometrji ptaskiej i w geome-

trji wigzki. Jezeli prawdziwe jest pewne rzutowe

twierdzenie geometrji plaskiej, to na zasadzie §116
prawdziwe byé musi twierdzenie geometrji wigzki, o-
trzymane przez zastgpienie pojécia "punkt " pojéciem'
"prosta™ i pojécia "prosta" pojeciem "ptaszczyzna®,
Ale wtedy na zasadzie §117 prawdziwe byé musi twier--
dzenie geometrji ptaskiej, otrzymane przez zamiané

w tym ostatnim twierdzeriu pojecia "plaszczyzna® po-

jaoiem "punkt", stgd wynika, Ze :
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prawdziwe byé musi.twierdzemie geometrji ptaskiej
ot rzymane przez'iastapianie w danym twierdzeniu geo-.
metrji ptaskiej pojécia "punkt " pojéoieﬁ "prosta®™ §
pojecia "prosta™ pojeciem "punkt™, | |

W geometrji ptaskiej istnieje wiéc'rdwniez gasada
dwoistosci polegajaca na wzajemnodci pojeé “punkt® i.
"prosta™ /np. ﬁwierdgenia I 3 II §87 o:tréjkq-
tach Desargues'a, , | | ' :

Tak samo dowodzimy, Ze w geometrji wigzki istnieje
zasada dwoistodci i polegajaca na wzajemnosci pojeé
"prosta™ i "plaszozyzna” /mp. twierdzenia IIT i IV
$115 o tréjscianach Desargues'a/,

§119, Dwustosunek 4 punktdéw jednej prostej.
Niech bedg na pfostej 2 /Rys, 225/ dwa stale punkty

A 1.5 gzwane

/ 3 Fig / . pierw@n i dru-
/ ‘//f‘@ - gim punktem
7 Ry gtéwnym oraz

punkt zﬁienny
M, zwany
punktem podzia-

tu, Uwazajmy
zwrot od 4# do
5B za dodatni;

zZmierzmy dowolnaj
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jednostka odcinki AN 1 BAM | uwasajgc kuidy z
nich za dodatni, jezeli posiada ten sam wzrct oo A5,

W przeciwrym razie uwaiajmy go za unjemny. Stosunek

gt LI
LM

nazywamy stosunkiem podziatu punktu M wzglédem

punktéw #Z i B . Kaidemu punktowi 4 prostej
/£ odpowiada okreslona liczba, mianowicie jego
stosunek podzialu, liczba ta jest zresztg niezalesna
od tego, czy zwrot A28 cay BA uznalidmy za do-
datni., Stosunek podzialu jest ujemny dla wszystkich
punktéw lezgcych miédzy 2 1B, gdyi wtedy 4H
i BAM , rniesaleinie 0d vwaw:, maj. przecimne zna-
ki - jest on deodatvi dla wszystkich punktdésn lez,-
cych znewnytrz odcinka A8, giyz wtedy AM i BM vua.-
la sawsze ten sam znak, Zbadajmy, w jaki sposch zmie
nia s8iq stosunek ¢, gd; # prazebiega prosty &

T fym celu poprowadimy przez punkty # i B réw.
nolegte @ i 5 w dowolnym Xierunku i obrawszy na
obu tych prostych ten sam zwrot dodatni, odmierzmy
ne 5 odeinek AFB,=+7 i potgeamy 5, 2z punk-
tem /M ; odlegtosé punktn Z od punktu 4, , w
ktérym 5, /# ©przecina < bédzie co do wartosei
bezwzglednej i znakn réwoa ¢ ; gdys
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L] | . /9/4 -
=5, AA, =

Gdy /M =znajduje s.?'.e w /A , A4, =#=0; gdyv M
posuwa sié od 4 ku.érodk'owi 2 odeinka 47 ,"/u'
pozostaje ujemne i osigga w punkcia @O warﬁoéé P
'pomiédzy O i B pozostajgc ujemne wzracta nie-
ograniczenie co do wartosci bezwzgledney i w punk-
cie B staje sig * 0o gdyz prosta 5,/ jest
wtedy réwnolegla do @ . Dla wszystkich punktéw
Zewnétrznych wzglédem odcinka A B MK jest, jak to
iug zaznacéyliémy lieczby dodatnig, przytem dla
Puhktéw lezacyeh po stronie punktu & A jest
zawarte pomiédzy * LA Z , natominst dla punk-
téw lezgeych po stronie punktu 4, 4¢ posiada war-
Aoded pomiedzy O i+7 . ¢dy M oddala sié rie-
Ogranlc enie w jedny lub drugg strone Z?/V staJB
Big réwnolegla do P i AR, = =7 Tak wige:

Jeseli na prostej » dane si dwa penkty 7 15

“to kazdemu nunktowi 4  tej nroste1 odpowiads jedna

jedyna liczba algebraiczna, mlanowicle stosunek po-

dziatu 4 punktu /A _wzgledem punktée 4 i B

Nawzajem, kazdej /dodatniej,lub ujemnel{ liczbie

v odpowiada wtedy jeden jedyny punkt # prosfei

L, ten mwianowicie, ktéreso stosunkiem vodziakn



R4

wzglédem punktéw 4 i B jest .

W samej rzeczy, pdprowadﬁmy przez /4 i B réw-
nolegle 2 i 3w dowolnym kierunku i obrawszy na
obu jednakowy zwrot dodatni odmisrzmy na nich od-
cinki 474, £ X£B, , ktérych stosunek co do war-
tosci bezwzglednych i znaku réwny jest _# » prosta
4,25, przecina o w punkcie szukanym /4 |

Fiechaj beds teraz /rys.226/ dwa punkty # i # |
ktdryc.h stosunki podzialm wzgledem punktéw giéwnych
A iB5 niechaj bedg i 4~ . Iloraz Ay
nazywany dwustosunkiem /stosunkiem anharmonicznym/
4-ch punktéw 4 BZMN . Jest on dodatni, gdy # i
AN albo leza oba wewngtrz albo oba zewngtrz od-_
ocinka Z5, t.j. gdy pary punktéw ABIiMY sig
nie przegradzajg, - jest on u;]emny, gdy Jeden zZ
punktéw # i & lezy mledzy punktami 4 i B ,-' a

drugi poza niemi,

AN
Dwustosunek ./l- B,{,q By Oznaczamy symbolem

/4 BM/V/przestrzegajac Soisle okreslonego nas-
tepstwa liter/. W symbolu tym pierwsza i druga 1i-
tera oznacza pierwszy i drugi punkt gtéwny, trzecia
1 czwarta - pierwszy i drugi punkt podziatu. Jezeli
wigc na prostej” » obierzemy 4 punkty 2,5, MW  tq

/HBM/V/ oznaoéa dwustosunek g//g = Z/jVV , pod-
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czas gdy np. /BMALN) oznecsatby dwustosunek

. BA . BN
MmAa T MmN

Poniewa: 7 4 liter mozna ulozyé 24 priectn-
wier, wige 4 punkty prostej P wyznaczaig 24
dwustosunki, ktére jednak niewszystkie sg riézne

W samej rzeczy wartosé dwus tosunku

AN
(ABNMY) R

nie zmieni'sie przez;nastepw}amewprﬂestawienia
[ABMN) = (MNAB)= (¥MEBE) =(BANM)

gdyz

AM . AN _ MA ., MB __NE . NE __BN, K BH
BM BN NA' NB MB "'MA AN EM’

stad wynika:

Dwustosunek 4 punktéw nie zmienia Bwej wartod-

ci, gdy zmienimy jednoczednie porzgdek punktéw -

zasadniczych i porzgdek nunktdw pedziaXu, lub gdy

punkty podziaiu uccyniry. punktami zasallriczemi

i nawzajem,
Jezoelivz poéréd 4 punktéw 4,8, M, M pros-
te;j 7 trezy np, 42,8 17/ uwaiaé bedziemy za sta-

te, a czwarty 4  za zmiemny, to gdy pumkt 4
przobicgad bedzie prostg P , dwustosunek;éyl?/VAﬁg

= d—‘)] : ﬁ” o ~ L ~ . (]
T BM ' BN nosigdzie kolejno wazystkie

O e, W g 4 9P e gy

GECNBTRIn #7KRESIN: Rr 173 LArkusz 18-tv.
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wattodeci od -©0 do +c©0 | Gdy bowiem wartosé

‘R

pierwszego stosunku A * jest stala i rézna

HJV

nk

,B
od zera, wartodé drugiego ¥ zmienia 8ig
w sposéb ciggly, otrzymujge kolegno wszysthkie war-
todci Liczebne, Iloraz ) =\§¥- -musi zatem réw-
niez zmie-
/ niad¢ swg war-

£ o6 w gra-
niczach c¢d

5{ 5 -0
v 7 i
Nawzajem,

N5 / jeseli dane-
£ i 4 sg 3 punkty
! | A,8 imMm
4 &) 226. proatej A ,

to kazdej

liczbie A odpow1ada6 bed21e jeden jedyny punkt

N tej prostej, ten mianowicie, dla ktérego
dwugtosunek (4 B MN)-A . W samej rzeczy, priez
puukty 4 1 B poprowadimy réwnolegle & i 4
odmierzmy na @ takie dwa odoinki AM, 1 AN
aby a9 = A, polaczmy MM, , wyznaczmy punkt

’

P , w ktérym MM, przecina 5 , wreszmoie
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potaczmy 24, , ktéra przstnie » w szukanym
purkcie & . Gdyz

am _ AM , AN _ 4N
BHM BB e Bl

skgd

_AM LAY _ AM
/ﬂE’/’L’V/-BM.By =~ A

¥ ten sposéb dwustosunek /ZBMY) danych 4 punk-
téw proste} )b roze byé sprowadzony do stosunku
podzialu. ¥ tym celu /rys.241/ wystarczy poprowa-
dzié przez 4 i B réwnolegte & i & 1 2z obra-
nego na A punktu 2 rzucié punkty &/ i 4 na
prostg & , otrzymujge na niej odcinki 24 § 44
ktérych stosunek =/ ZBMN).

Gdy pﬁnkt 4 jest punktem niewladciwym prostej
A , to dwustosunek /7 B2MN) staje sie¢ stosun-
kiem % , gdyz wtedy stosunek """“"f

420, Grupy harmonicane punktéw. Szczegblnie wai-
nym jest ten przypadek, gdy cztery punkty .7, 5,
M, N lesy na prostej /b w taki sposdéb, ze dwu-
stosunek /4 BMY) = - ,

Stosunek podzialtu punktéw MLy / ﬂm
i V~ zzy' 8g wtedy réwne co do wartodci bezwzgled—

nej, lecz przeciwnie co do znaku /&« = -V ), tak 3¢
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jeden 2 punktéw &/ i /4 dzieli zewngtrznie od-
cinek #5 w tym samym stosucku, w kiérym drugi
dzieli go wewngtrznie. 0 punktach 4, B, M,V
méwimy, ze tworza grupg harmoniczng, ¢ punktach
Mo

nek A B , albo Ze sz harmonicznie sprzezone

, méwimy, zZe dziely heorronicanie odei-

wzgledem punktéw 7 i 5 . Przestawienie liter
A i B w dwustosunku /ZB MY J)<-7, zmieniajac
katdy ze stosunkéw &« i / s jegc odwrotnodé,
nie zmieni ich ilorazu, podobnies przestawienie
liter /#/ i & , zmieniajgc # na 2 ey na 4
nie zmieni réwniez ilorazu /,‘j& = -7 | Poniewaz
wreszoie dwustosunek /47 B M/ nie zmieni gie
i wtedy, gdy litery/ i /4 postawinmy przed 1li-
terami 4 i B, wiec:

Jezeli punkty M i 4 sg harmoniczuie sprag
zone wzgledem punktéw Z i 5B /dziels hermonicz-
nie odcinek # B /, to nawzajem punkty 4 i &
sy harmonicznie sprzgione wazgledem punktiéw A i 4
/dziela harmonicznie odcirnek 44 /, nie¢ potrze-
ba przytem zwracaé uwagi na to, kidry z punkidw
kazdej pary A B i MY jest pilerwszy. Poniewas
pary A B {1 M/N wzajemnie sle przegradzajs,
méwimy wigc poprostu, ze pary puskiéw A 5 i MY
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przegradzajg aig harmonicgnie,

Jezeli jedna para punktéw sprzgzonyoch, np., 45
jest dana, to kazdemn trzeciemu punktowi &/ pros-
tej A4 B odpowiada jeden jedyny z nim sprzgiony

czwarty harmonicznie punkt 4~ |, Aby go wyznacazyé

stosujemy wykredlenie § 119, przez punkty Z 1.5
/rys.227/ kreslimy
w dowolnym kierunku

/ réwnolegte @ { &

/B 5 na prostej & od-

NG //—-*‘—’ mierzamy w przeciw-

pro 7 ne strony réwne od-
R -  cinki GM. 1 AN
4

dowolne j dlugosci
Bys 227 /wtedy Zz= =7 /

i punkt 2 | w kté-~
rym M, M przecina b5 , Yacaymy z 47 , prosta
N1 P przetnie A w czwartym harmonicznym punkcie
N, _

Gdy punkt <7 jest punktem niewlasdciwym proste]

R i) , to punkt 4 musi byé érod- .
kiem odeinka 4B / #=-7). Kaidy odoinek jest

przez swéi frodek i punkt niewladciwy podzielony

harmonicznie. -
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=)

Gdy punkt /7 przystanie do punktu 17/<)W=0/
albo do punktu .BK/IF-’-‘OO/ , to i punkt A& pray-

stanie do punktu 4 /¥ =0)

wzgl., do punktu B

/V=709), Jezeli dwa punkty grupy harmonicznej

Schodzg sig w jednym punkcie, to jeszcuze jeden

punkt tej grupy upada w tym punkecie.

§ 121. Dwustosunek 4 promieni, wychodegcych z

Jjednego punktu,

Niechaj z punktu 2 wychodzg 4 proste &, A5, »
i 7 , lezgce w jednej plaszosyZnie. Dokola punkta

7~ oraz na kéZdej z prostych @,4, 2 i 72 gbie-

Rys. 2275,

rany zwroty dodat-~
nie 1 uméwnmy sie,
o kat /A 5)<T
uwazaé bedziemy
za dodatni, jegeli
dodatnig strong
prostej & trge-
ba obrécié o ten
kgt w dodatnig
strong, aby ona
nrzystala do do-
datniej strony

prostej & . War-
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tosé wyrazenia

son [am) . were [@r2]

nazywamy dwustosunkiem /stosunkiem naharmonicz-
aym/ 4 promieni @, &, 72,7 , Wartodé ta jest

Zreszty niezalezna od powyisze] umowy; W gamej
rzeczy, zmiana zwrotu na ktérejkolwiek z prostych
2, 5, 7272, 72 powoduje zmiang znaku w dwéch wy-
razach tego dwustosunku, a zmiana zwrotu dokola
punktu #~ powoduje zmiang znaku wszystkich czte-
rech wyrazdw. {

Dwustosunek /Z B 72 72/ jest dodatni, gdy pary
promieni &4 { 7727 s8ig nie przegradzajg, -
ujemny, gdy te pary sig przegradzajg. Podobnie
jak w dwustosunkach 4 punktéw mamy:

fahmn)=(tmrar)= remba)=[Ea& )
Aby wyznaczyé dwustosunek /@ 2 7272/, poprowads-
my./rya:228/ réwnoleglg do prostej A |, kiéra
niechaj praetnie proste &, 72 i 72 w punktach
7, M ¢V | 7 tréjkgte PANM  many

s (Rrre) . _AM

z tréjkata PAN:

gen Rre) _ _BY
~dv72 (/b 72) AP
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dzielac te proporcie stronami otrzymamy:

M/m/: 7 [ar] A
Fon (hn) | son/dn) ANV

S @ B e 7)<

skgd atwy sposéb wykreslenia prostej 7z , gdy
3 proste 2,5 { 72 oraz dwustosunek /@.5 7% 72/
8g dane. |

§ 122. Grupy harmoniczne promieni. Szczegdl -

nie wainym jest praypadek, gdy 4 proste @, 7%

7¢  przechodzy przez punkt £ , w taki sposéh,
ze dwustosunek /@ % 77 n]-‘ = 25 Kéwimy w tym

przypadku, e te 4 proste tworza grupe harmonicz-

ng, lub Ze proste 72 { 72 harmonicznie dzielg

kat /2 A/, albo ze s3 spraeions harmonicznie

wzgledem prostych @ i A . Podobnie jak w gru-
pach harmonicenych punktéw atwo okazaé, ze
przestawierio liter & i A 1lub 772 i 72 1lub
obu liter @ A 1z obu 1iterami. 772 72 nie zmieni
dwustosunku /@ B2 7/, tak ze bedzie motna o
dwéch parach promieni « 3 1 7es grupy harmo-
nicznej poprostu powiedzieé, 2e sig harmonicznie

przegradzajs.
Jeseli jedna para pronmieni sprzeionych jest

dana, np. @4 , to kazdemu trzooiemu promienio-

wi 772 odpowiada jeden jedyny z nim sprzgzony
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czwarty harmoniczny pro-

mied 72 . Aby go wyzna-
/ czyé /rys.229/ stosuje-
my wykredlenie § 121,
prowadzimy rdéwnolegla
do A4 , ktéra przecina
progte @ i 772 w punk-
tach 4 i 7/ | po-
osem odmierzmamy AN =AM

/wtedy jg§%=-2// i

By 228,

tgcaymy PN = 7C.

Z wykredlenia tego wynika, e dwa boki 772 i 72
tréikcta PM NV 8y eprzione harmonicznie wzgle-
dem &rodkowei @ | odpowiédajacej trzeciemu boko-
wi i réwnoleglej & do tego boku z przeciwlegle-
go mu wisrzcholka £ . Jak wiadomo, gdy srodkowa
tréjkata jest jago wysokodcig, to jest zarazem
jego dwusieczng; stid wniosek, Ze dwusieczne kg-
téw, ktdére tworzy dwie przecinajace sig proste,
harmonicznie je przegradzajs. Jak wiadomo, te dwu-
siecegne sg wzsjemnie prostopadle; nawzajem mozna

dowiedé, ze gdy dwa promienie sprzgione & 1 A

grupy harmonicznej /2 5 772 72) sy wzajemnie prosto-

o
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padle, to 85 one dwusiscanemi kgt éw mi

“D

» o _"
dzy proste-

CFh= a E . . . = 2 3
mi 77t i 72 ., Poprowadfmy Siecang o  prostopadle

do &« , a wige réwnolegle do B 1 niechaj ta

sieozna przetnie promienis
(o]

tagh' 7,58 , M

wynika, Ze sprze-
zony z nim punkt
A jest $rodkiem
odc inka MW

5 128/, Préjkat
Y jest réwno-

ramienny, gdyz wy-

Ry.s. 230, sokoéé A4 jest
zarazem §rodkowy,
musi wigc ona byé réwniez i dwusiecazng kata M24
Prosta & do niej prostopadia jest wtedy dwu-
sieczng kata praylegtego.

g lZS._TEIERDZENIW. Dwustosunek jest wlasnodcig
rzutowg to jest zachowuie 3ig¢ przez rzuty i prze -
clgeia, Wiech bedg 4 punity #, 5, 4 1 N /rys.
231/, letyce na prostej # oraz punkt & nig le -~
23cy na niej, Polycamy A4, P5, PM | PN PLO -

stemi 2,8, 72 i 72 ; trzsha okazad, ze [HABMAN/-
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=/@ % e n), Przen 4  poprowadimy réwnolegls
do A przecinajgcs
proste 772 i 7 w punk-
tach M, 1 A7 . Ha
zasadzie § 119 /rys.226/

stosunsk

L (g BMI);

na zasadzie § 121
/rys.228/ ten sam sto-
sunek = /@ B 722 7/

skyd wynika, Ze

VSl 237

[ABMY) = f@oomn), c.fodo

q ézozegélnoéoi, grupa prostych rzucajgeych gru-
pe harmoniczng punktéw oraz grupa punktéw przecie-
cia grupy harmonicznej prostych, jest harmoniczna,

Jezeli 4 punkty 4, 5,M,d, prostej » rzucimy z
~ dowolnego punktn 2 na prosty Ao, otrzymane w ten
sposéb punkty 4/, 3, M, N, rzucimy z dowolnego
punktu. #  na prosty p. 1 t.d., to /HBM/V/=
=/4,B,MV,) =(A: B‘zMg/}’L/....Zastosujmy ten wnioaek
do grup harmonicznych,

& 124, Wasnodci harmonicane czworoboku i czworo-

kata zupslnego.
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Figura utworzona przez 4 proste &4, 2,C, d,
ptaszczyzny, 2z ktérych zadne 3 nie praschodszy
przez jeden punkt, oraz przez 6 punkiiw przecig-

cia tych prostych po dwis, nazywa sig czworobo-

kiem zupelnym @« bcaf . Proste @, b,¢,& nazywajg

gig bokami, punkty ich przecigcia <, 5B, C,

D, &, 7 nazywajg sig wierzcholkami czworobc-
kv zupelnego. Dwa wierzcholki nie lezzsce na wspél-

nym bekun nazywajg siq przeciwleglemi, Proste 5,

77 ‘i 72 , tacsacoe wierzcholki przsciwlegle 4

iB ,c i , Z iF nazywsja sie przekyt-
nemi /rys.232/.

Rzuémy czwlérke
punktéw 4, 5B, M,
4, =z punktu £
na prostg 77
Otrzymane w ten
gposdéb purkty
D, P, ¥ stano-
wig czwérke, kté-~
rej dwustosunek
(CDPY) msi
byé réwny dwu-
stosunkowi
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/A BMy)  #% 128/, Punkty &2, 55 4 rzuémy
z punktu £ = powrotem na prosfa‘/b . Otrzymamy
penkty B, &£, M & |, ktérych dwustosunek
/f’j’ﬁ/a,/)’/ musi byé riwny /¢ D P/V/ . ¥ ten
8posdb:

JABMH)=CD Py) = (BAMN,

- al
ale >

(FBMY)

[(BH L) =

tak, ze
S5 BN .7
poniowai zad /ABMY/ nie mote dyé réwny +7
gdyi wtedy punkty#Z i 47 musialyby przystaé do
siebis, wige:
[ ABMN) =~T

to znaezy, cswirka ABMY jest harmonioczna.

¥ szworoboku zupelnym punkty przecigcia jedned

nraekatnei z dwiema innemi sg harmonicanie snrzeso-

i » 3

ne wzgledem wiernmcholkéw na tej przekybnej leigoyoh.

et
|
|
o
44}
P
o
N
pede
D
¥
6]
.3

wiasnodci csworoboknu, mozna za
nomoey sanego tylke linjaiu znaleté na proste] A
pkt N sprzeizony harmonicenie % danym punktem M

wzglgden dwéch innych danych punkiéw A 18 te}

<
'

. 108
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samej prostej. Przez punkt /rys.232/ prowa-
dzimy dowolmng prosts 72 i obieremy na niej dwa
punkty Z {7 ktére 25czymy z punktamiZ § B |
tworzac czworobok @ dcal o przekatnych » i 7
trzecia przekstna 72 przecina &2 w punkcis szu-
kanym 4/
# szczegdlnosci dany odeinek 4 B ROoZemy po-
dzielié na polowy zapomocy samego tylko linijatu,
jezeli danu jest prosta 7 réwnolegta do A5
a wige jezeli dany jest punkt niewlaéoiwyzng pros-
tej ZB | Obrawszy na 7 dwa punkty £ § &
I poYyczywszy je, jek poprzednio, z punktami < §
B, otrzymamy Srodek odeinka 4.5 zapomocs,
przekatnej 772 caworoboku zupelnego 4ca . Na-
wzajen, jezeli dany jest na prostej ~ jakikol-
wiek odcinek podzielony na polowy, to mozna przez
punkt jakikolwiek £ boprowadzié réwnolegly do

V4 zapomoog konstrukeji linjowej, t.j. zapomocy
samego tylko linjalu,

Figura utworzona przez 4 punkty <, 5B, &  D.
plaszczyzny, z ktérych zadne 3 nie lezg na jednej
prostej, oraz przez 6 prostych, lgczgeych te punk -

by po dwa, nazywa siq czworokatem zupelnym #5C D

Punkty 7, B, C, D nazyvwajg sig wierscholkami,
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proste je 2gcrane &, 5, €, A 3,/6 nazywajg
sig bokami czworokata zupelnego. Dwa boki nie
przcchodzzce praez wspélny wierzcholek nazywajg
sie przeciwleglemi. Punkily B M iV prrecie-
cia bokéw przeciwlegkych @ Ab,cd i %/[ nazywaja
sie punktami przekgtnemi /rys.233/.

Czworokat zupeiny jest figurg plaskg wzajemng
wegledem czworoboku zupelnego; bokom, wierzchol-
kom i przckgtaym pierwszege odpowiadajg wierz-
shoYki, boki i punkty prazekgitne drugisgo i na-
wzaiem, Na zasadzie dwoistosci moglibysmy przeto
wnincskowaéd o prawdziwosci nastepujgcego twierdze-
nia:

A czworokgeie zupeinym proste lgozgce jeden

punkt przekgtny £ dwoma innymi sg harmonicznis

gpragzone wzgledem bhokéw przez ten punkt przecho-
dxng,

-

syen,

'8

| &

A
G

f:.‘ .

Dowdd tego twisrdzeria méglby byé réwniez na

il
oy

Asady

E’!

e dwolstodoi wywnioskowany z dowodu twier-

!»

-

ds

L)

gnia o czworoboku zupelnym, proéciej jednak
rmozna je okazad jak nastgpuje: Niech bedzie

/rye.233/ czworokat zupelny # 5 C D , niechaj
punkty 2, M 1 // bedy punktari przekstnemi

tego czworoksta, dowiedziemy, Zze cewérka prostych
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& f 77¢ 72 jest harmoniczna., Zauwaimy czworobok
zupelny ¢ olef, ktérego jodng z przekstnych jest
/b . Na zasadzie twierdzenia poprzedniego czwdr-
ka punktéw QAR N/ jest harmorniczna, stsd wynika,
ze czwérka prostych o b 7, rzucajacych te punk-
ty £ pucktu 2  jest harmoniczna,

§ 125, Czwérki perspektywiczne. Méwimy, ze

cewérka purktéw A BCD lezaoych na prostej
ﬁ//?/ﬂz?é”ﬁ// Jest perspektywicena g cmwiérkg
prostyoh a b & , wychodzgoyeh z punktu

FP/Pra s C’OZ//, jezeli proste 2, 4, ¢ 41 ‘&
przechodes od-

powiedrio przez
punkty 2,5, C
iD , tek 3e
punkty 7, 2,
1 £ g praeciy.

ciemi prostej b

prostemi @, 5, ¢
i of , a proste
X,5h, i &
Rys 253, rzucajg punkty
4,8,C i D

z punktu 2
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*/rya,.R34/,
Prosta © nagzywa sig pod-
stawg czwérki p /ABcD)
“punkt 7~ nazywa sig wiersz-
cholkiem czwérki P,/@5caZ)
Perspektywicznodé czwérek
P /ABCD) i FPraelbcd)
oznacsamy symbolem
P (BBCD) =~ Plebcot)
Na zasadzie § 123, jeizeli te ozwérki sg perspekty-
wicene, ‘to dwustosunki AZZF2CD/ 1 VY 6’6'?/83, réwne,
¥éwimy, ze ozwérki punktéw B, /Z,5B Cr D)4
/}Q (B2 By C, D, )ss perspektywicszne’

P, (2, B, C D) = Po (A2 Bz Co D)
jezeli istniejs czwérka /2 o oL/, ktérej pros-
te laczgy odpowiednio punkty <, i Z; , B i B, ,
4R A W D. 1 Dz , tek, te obie czwérki punk-
téw sg ‘przeoiecia'mi te] samej czwdrki prostych.

Punkt ~ nezywa sie drodkiem perspektywy cawérek
P /A, B, 550/)1‘ V3 /94 B, &Q-,)/rya.?ﬁ?)/. ¥éwimy,
de ozwérki prostych 2 /@ 2. ¢ &) P (G By O )
83 perspektywicsne

B //4, 4 C Q/]// ~ Eﬂxz. /;4 Ce d&/,

GEOMETRIA WYKRESLFA.Nr.173. = Arkuss 19-ty.
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jezeli istnisje czwdrka

Vi (4T B R ktdrej
punkty sg cdpowiednio
prazecigeiami prostych &«
SR AR S Y e A B
A,i a5, tak, %e obie

czwdérki prostych rzueaja

te samg czwdérke punkidw,

Prosta & nazywa sig osig
perspektywy caworek B /@5, C. d/l B [ By 2 o)

/rys.236/. Na zasadzie { 123, jezeli
B B.B.CDJT P, (A 5,0H), o (A, B C D, )7 /. 5, b&p)
jezeli P/,Xv c, ol 5 Ry, ko

/Z, ,dd/*ﬁ4é&ﬁ 6‘//&/1

§ 126. Szeregi i peki perspektywiczne., Niechaj

bedzie prosta & i purnkt 4 na niej nie lezgoey
/rys.237/. Wiedzy punktami prostej ® 1 prostemi,
wychodzgcemi z punktu ~ ﬁoéna ustalié odpowied-
niosé doskonala, tJ takg, 2e kazdemu punktowi &
prostej /P odpowiadaé bedzie jedna jedyna prosta
& , wychodzijca z punktu b mianowiocie, ktd
ra przez punkt 4 przechodzi, - a kazdej proste]
A , wychodsgcej z punktu & odpowiédaé bedzie
na prostej # jeden jedyny punkt & , ten mianowi-
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cie, kt6ry lesy na proste} b . Méwimy wtedy, ze

szereg punktéw » /Z3...) jest perspektywiczny
z pekiem prostych Z/@5b../

, CO oznaczamy

P (EAB.. )= Prab..) |

Prosta » nazywa sig podstawg szeregu 2 573)
punkt 7 nazywa sig wierzchotkiem peku 2 /2 4..)
Jezeli M,H, @ i & g jakiemikolwisk czterema
punktami szeregu /Jﬂ?ﬁ’], a proste 772,72, 2 i 7
odpowiadajg im w peku -faﬁéé-n,]-, to czwdrki
ﬁ//‘i/)’d?z?j i P/mﬁyf/ sg perspektywiczne
tak, Ze

//‘1/1’&/’?} = /m%?:/‘/

Nieoh bedy teraz w plaszczyénie fysunku dwie
proste 2 1 P2 /rys.238/. Migdzsy punktami prostej
Bl punktami prostej A2 mozna ustalid od-
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powiedniocséd doskonaltg, t.j. taka, Ze kazdemu
punktowi -/ prostej » , odpowiadaé bedzie
jeden jedyny punkt <7z prostej /%, 1 nawzajem,

kazdemu punktowl 5, prostej Zz odpowiadadé bg-
dzie jeden jedyny punkt 5 prostej & . W tym
celu obieramy w plaszczyZnie rysunku punkt jaki-
kolwiek /~ , mie leZaocy na 2adnej 2 prostyéh/b,
i 22, { umawiamy siq, 2e kaidemu punktowi pros-
tej & , nmp. punktoii A, , bedzie odpowiadal tenm
punkt 4> prostej 2. , ktéry leiy na proste]
PA, , a katdemu punktowi prostej Z: , mp.
punktowi 5; , odpowiadad bedzie ten punkt Z
i)rostoj fs , k¥6ry lesy na prostej /~5,, tak,
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, gczace pary punktéw odpo-
wiednich Z,i H; , B/i B. ... przechodzié
beds zawsze przes punkt ~ . W ten sposéd zaréwno
szereg 7, (/4.5,...) jak szereg P (A2 5. )jest
nerspektywicany z tym samym pekiem prostych

Pla k.. ) . Uewimy wiedy, e smeregi B (A.Z..)
i b, /#4:3,..)85 perspektywicgne, co oznacsamy

Py [P B ) = g (e By
Proste /21 /2 nazywajg sie podstawami tych

ze proste @, &...

szeregéw perspektywicznych, - punkt 7 nazywa sie
$rodkiem ich perspektywy. Jezeli ¥, 4, &, i A

8 jekiemikolwiek czterema punktami prostej 2. ,

& punkty 4, 4;, @, 1 &, odpowiadaja im na prostej
Pz “w ezeregach perspektywicznych A, (4,8 .. )=
F (4 B;,...j, to czwérki punktéw

yZ /M, R, A’,/ i Je /M2 Vo Qi 7, )88 perspekty-

wiczne, tak, %e na zasadzie § 13 /42 /4 @ R, )=
= /My Ny Q. 7] 7 okreslenia szeregéw perepekty-

wicznych 2, (A, B,.)1 Py (s B,z...)wynika, ze punkt

przecigeia podstaw A, i AZ; odpowiada samsemu S0- :

bie; jezeli wige punkt tem zaliczymy do szeregu
/,»,//7,3,_,,/ i oznaczymy np. literg <, , to gdy
ter sam punkt ealiczymy do szeregu Y. (5B

winnidwy go oznaczyé literag 2

— Pl |
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Niechaj beda wreszcie w plaszczyinie rysunku
dwa ﬁunkty 2 i A /rys.251/. Miedzy prostemi,
wychodzgcemi 2 punktu /7 i prostemi, wychodzgce-
ri z punktu /7 , mozna ustalié odpowiedniosé
doskonals, t.j. taka, ze kazdej prostej & , wy-
chodzacej # punktu /7 , odpowiadaé bedzie jedna
jsdyna‘prosta @, , wychodzgca z punktu /2 i na-
wzajem, kgzde] proste] b, , wychodzsce] z punktu

2
wychodzgea z punktu /7 . ¥ tym celu kredlimy w

, ‘odpowi adaé bgdzie jedna jedyna prosta o
ptaszczyfnie rysunku prostg jakgkolwiek A2 , mnie
‘p-zechodzacy przez zaden z punktdw 2 5 Laam i Ui
wiamy sie, 2e kazdej prostej, wychodzace] 2 punktn
#Z , np, prostej @, , bedzie odpowiadala ta
prosta @. , wychodzgca 2 punktu 5, ktéra prae-
chodsi przez punkt » &,, a kaidej prostej, wycho-
dzgcej = punktu /42 , np. prostej <2 , odpowiadaé
bedzie ta prosta A, , wychodzgca z punktiu i
ktéra przechodzi przez punkt » 4, , tak, Ze
punkty - & B, - przeciecia par prostych odpo~
wiednich @i @z , A, i 4 ... lezed heds zowsze
na prostej A . W ten sposéh, zardwno ek 2 [ 5 -.)
jak pek B [@s A, ...) , jast perspektywiczny z tym
semym azeregiem punktdiw 5 (4B, -/ . Eéwimy
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wtedy, e peki A/ A /) i A /”z % ... )8q N

spektywiczue, co oznaczanmy

B b o) 7= P S )

Hoyty SRl 022 nazywajg sie wierzcholkami

pékéw perspektywicznych, prosta 2 nazywa sie
osig ick perspektywy. Jezell 72,, 72, 9,1 25 83
Jakienikolwiek czterema prostemi, ﬁyohodzqcemi
z punktuw ‘%, a wychodzgce z punktu 42 proste
7y, 725, 9. 1 2, odpowiadajg im w pgkach per-
spektywicanyeh 2 /2. 4.)i B (& 5.J), to
czwérki prostych 2/ 7, 7, g 2)i B /Me 72: %o 7))
s perspektiywiczne, tak ze /72 72, 9,25/ = /772, 72. 9, ;|
Z ckreslenia pékéw perspektywicanych 2 /& 45,..)
i B /a, 4. ..)] wynika, e prosta Z B , luczy-

ca oba wierzcholki odpowiada samej sobie; jezeli

wige prosts te zalicaymy do pekn 2 /2. 3,.. )

i oznaczywmy np., literg 2z, , to gdy tg samg pros-
ty zaliczymy do pgku 23 (R hb,..) winnidmy jg
oznaczyé litsrg Z..

§ 127, Czwérki i szeregi rautowe. Nicchaj
czabrka punktbw /o /MY QAR bédzie perapekty-
wicana z czwlrky prostych Z/m=g2/ Jrys.240/,
na zasadzie § 125 dwustosunki /4 W Q&) ¢ frerege!
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B3 réwne. WyobraZmy sobie teraz, 2e prosta Vi
wrag z legacemi ra niej punktami M, 4, & i 2
gostanie w dowolny sposdb ze swego miejsca prze-
sunigta, poniewaz na skutek tego przesunigcia
wzejemne odlegtosci punktéw #, 4, & { A qje
zostang 2ﬁienione, wiéo dwust osunki ﬁrzn}f/i

(M QAR)  woigs jeszeze beda réwne, choé
czwirki te wogéle przestang byd perspektywicznemi,
Tak samc staloby sie, gdybYémy nie russajgec
- ogwérki punktéw /a/yﬁf@z?/ poruszyli & miejsca
czwérke prostych 2/ 7 Qr/

Podobnie2, jezeli z dwéech perspektywicznych

czwérek punktéw », /2%, @ 2)i P2/ Ny Gy B,)
jedna przeniesiong zosta-
nie w inne miejsce, to
parspektywicznodé tyck
czwlrek wogdéle zostanie
zatrécona, choé dwusto-
sunki /7 4, 4, B /i

(M, Ve Gy ) pozostang
Rys. 240 réwne. Méwimy, se dwie

czwérki punktéw;
PO QE)L o, (Mo Ve Q. B,) albo 26 dwie
cswlrki prostych ~/7z 7, g, z/)i A 77, 722 e 2/
albo 2e eméfgt punkt w Vi //‘1/7@-5’/- i cewérka
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prostych P/ ﬂga’“/ sg rzutowe, jezeli dwusto-
. sunki (M, @, B) i (M Vs Gy Bo)es réune. -
Czwérki perSpek%ywiczne sg przeto zawsze rzutowe,
ale czwérki rzutowe mogs nie byé perspektywiczne.
Rzutowos§é czwirek oznaczaﬁxy symbolem >< , np. pi-
szemy

ZD//WZ/?ZI;' 7,-//77 2 /m& 73&9’1—7:,]

Nisohaj bedg w paszczyénie rysunku dwie pros-
te . 1 /. . Na prostej A, obierzemy trzy punkty
#A,,B, i C , ana prostej 2, trzy punkty 4, 3,
i & . Mi,‘edzz‘r punktami prostej/, a punktami pro-
stej A, ustalimy odpowiednio$Sé doskonalg w ten
sposéb, ze
1/ punktowi 4/ prost. &, odpowiada punkt Ay pros-~

tej ]J,z, i nawzajem,

2/ punktowi B, prost. A~ " " 5. pros-
tejpytnawzajen,

3/ punktowi ) prost. Ay S8 " (C, pros-
tejpyenanzajem,

4/ kasdemu innemu punktowi /#, prostej ®, odpowia-
daé bedzie taki punkt #z prostej P, e dwusto-
sucki /4 B, 1) 1 [A: By, M) s réwne.

Tak ustalona odpowisdniodé miedsy punktami pro-

stej /7)/ & punktami prostej 2: nazywa sig rzuto-



\
At
pa)

k2

-— ~—n

woscig szeregéw Vil /4. B, &) 2 A2 5 .../

CO oznaczamy:

/.7/ /17/ 5/6’;"'/ 7‘—//?4 /ﬁz Bzﬂé /

1 méwiny, 2e te szere gl 84 rzutows.

¥ ten sam sposéh ckreglamy rzutowos$é dwéeh pe-
kéw

~ ﬂz, B, .../’; Tf:—? /ﬁ'.e, By €. n-/}

i rzautowodd peku i szere 22U

P/ééﬁ.../‘ﬂ“/b/;qga"'j

Rzutowosd dwlch szeregdw /pekim, szeregu i peku/

jest okresloxa praez 3 ktérekolwisk pary elementdw

odrowiednich.

Jezeli wychodzye z jakiegokolwisk peku }”,4ﬁéqu
przetniexy go dowolng proats & , to otraymany
perspektywiceny z tym pekiem ezereg /ZI/GR,Z?nﬁ-w);
rzucajge ten szereg s domolnegn punktu, obraymany
pek 72 /é¢ Sy Ce / » perspektywiczny z szersegiem

ﬁ,g, (A1 B Cfv,}i pekiem /7 /621/5/ 6”;/,‘ przeci -
rajgc pek 2 dowolng presty 2. , otrz
reg /hz » ELéry bodzie pevspektywicany sz pekien &
i szeregiem %/ , als ktéry wogéle nie hedzie jué
perspektywiczny z pekiem &7 , choé bgdzie weig

jeszcze z nim rzutowy; postepu ijac w ten sam sposdh
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dalej, otraymywsaé bgdsiemy na zmiang to pek,
to szereg, ktéry bedzie rzutowy z kazdym poprzed-

nim pekiem lub szeregiem, ale perspektywiczny bg-

2

dzie tylko z ostatnim pgkiem 1 z ostatnim szere-

giem, Wyrazamy to krétko, méwiye

Rzutowodd zachowuje sig przez rzuly i przscig-

cia, perspeklyvicznodd wogdle zatraca gig praez

rzuty 1 prascigela, .
§ 128, TUIDRDZENTA: 1. Jezeli 3 proste «, A

i ¢ paku -F74§:76’m/przechoa 5 praez 3 odpowiada-

jace im punkty #,B8 i € rzutowego z tym pekiem
szeregu 7a/§?zaezv], to ten pek i swereg sy per-

gepektywiczne., W same] reeczy kazida cawarta prosta

77, wychodsgca a punktu £ /rys.241/ musi
przejdé wtedy przez

odpowiadajgey jej

punkt /4 | na pros-

tej 2 istnieje

/5/5/

ﬁyﬁh? ﬂa % M

bowiem joden jedyny
punkt 4 | dla kté-
rego dwus vosunek
/8 BC/ bytby

réwny dwustosunkoni

Rys 241,

/22 hem) 18 120/,
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II. Jezeli w dwéch szeregach rzutowych punkt

przecigeia Z podstaw @ 1 F. odpowiada samemu
sobie Z2s2.52Z,

to te szercgi sy perspektywicz-
ne. Niechai 7,1 A , B, i B,

bedy dwiema pa-
rami punktéw, odpowiadajycych sobie wzajemnie
¥ rzutowodci danej /rys.242/.

Polgosmy punkty 4, 1 £+ oprosts « , punkty

Bys 242,

5, i B, prostg B ; oznaczmy punkt przeciecia
prostych @ 1 4 1literg /A ; polyesmy wreszoie

. punkt -~ z punktem =Z prostg z . Poniewaz pro-
ste X, 5 1 2 peku ZF/ZBz..)przechodss przes
odpowiadajgce im punkty Z, 5 i 2  szeregu

y //2713,2,...} , wige na zasadzie trierdzenia I
pek P/a j z ... / 1 szereg o, (4158, 2,. )sg perspek -
tymiczne; poniewaz te same proste @, 2 i z

- 2 i RS ~ -
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przechodss przez punkty H., 8: 1 Z; sseregu
- e (s B:Z;) \wiéc na mocy tego samego twierdze-
nia pek P/ﬂéz...]i szereg g (4,3, 2;.. )85, pers-
pektywiozne, tak ze szeregi &, AB,2, .. ) i

y 2 [y By Zs -/ 85 perspektywiczne z tym samym
pekiem Pra 52--/, a wigo 8y perspektywiczne ze .
' obg,.

I1I. Jezeli w dwéch pekach rzutowych prosta <, ',

Yiczzen wierschotki &7 i & , odpowiada samej

sobie € =2, = Z, | to te peki sg perspektywics-
ne. Niechaj @, 1 @, A 1 5, bedyg dwiema parami

prostych odpowiadajgeych sobie wzajemnie w rzutowos.

ci danej /rys:243/. Osnsczmy punkt przecigcia pro-

styoh @,i @z1literg 4 , punkt przeciecia pro-
stych A, 1 Az literg B , pclycamy punkty Z 1§
B prostg A ; oznacsmy wreszcie liters _Z
punkt przecigecia prostych #» i =z | Poniewaz punk-
ty 2,8 3 2 szeregu/ﬂﬁgz-"/ lezy na odpo-~
wiadajgcych im prostych @,, 4 1 Z, peku j?ﬂé,zzj
wige na zasedzie twierdzenia I szereg » /ZZZ..)
i pek 2 (2. 5 Z,../ sy perspektywiczne; na tej sa-
mej zasadzie szereg ﬁﬁgz---/jest perspektywiceny
z pekiem 7 /@1 /4 Z:.) skad wynika, %e peki

Ve /a, YA PR N (%1 By Z, ) By perspekty -

wiczne,
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