
ROZDZIAŁ XI. PERSPEKTy^i-. STOJAKA. 

Przedmiotem perspektywy stosorarej j e s t wykresie 
nie rzutów środkowych f i g u r , których rzuty p r o s t o 
kątne są dano, z uwzględnieniem anatornicznych i f i 
z j o l o g i c z n y c h właściwości oka oraz warunków prak
tycznego wykonania rysunku. 

§110. Stożek i koło wyraźnego widzenia. Jeżeli, 
jak to zwykle mieć chcemy, płaszczyzna rzutór i° 
j e s t pionową, a oko, w środku rzutów O umieszczo
ne, j e s t skierowane na punkt główny O/ f to wy
raźnie widziane mogą byó te t y l ! o f i g u r y , "które 
znajdują się wewnątrz stożka ob^jtowego, mającego 
za oś prostą 0 0/ , a którego tworzące są od t e j 
osi odchylone pod kątem nie większym od 3CJ * . Pod
stawą tego stożka wyraźnego widzenia będzie na pła
szczyźnie rzutów koło o środku 0/ t którego pro
mień będzie równy mniej więcej połowie promienia 
koła oddalenia /co odpowiada odchyleniu tworzącej 
stożka od o s i °C = a#c&/r i " £6*30'/, Jeże
l i perspektywa figurjr ma wywołać złudzenie r z e c z y 
wistości to rzut f i g u r y musi byó zawarty wewnątrz 
tego koła, zwanego kołem wyraźnego widzenia. Brzegi 
obrazu perspektywicznego, mającego zwykle kształt 
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prostokąta, nie powinny w żadnym r a z i e być prostemi 
zewnętrznemi względem koła wyraźnego widzenia, 

5 1 1 1 . Wybór koła oddalenia. Punkt główny 0/ obie
ramy zazwyczaj w pobliżu środka prostokąta przezna
czonego na obraz perspektywiczny. Jeżeli przypuścimy, 
że normalne oko lu d z k i e widzi wyraźnnie t y l k o t a k i e 
przedmioty, które znajdują się od niego w odległości 
nie mniejszej od 25 cm. to stąd wynikałoby, że pro
mień koła oddalenia nie powinien byó umiejszy od 25 
cm,. Wniosek t a k i byłby zbyt pospieszny, Bęz wątpienia 
należy uznać zasadę, że obraz perspektywiczny n a j l e p 
sze wywrze wrażenie, gdy oko będzie umieszczone w 
środku rzutów,. Nie j e s t to wszakże bezwzględnie ko
nieczne, wiemy z doświadczenia, że przy oglądaniu o-
brazu możemy zmieniać w dość znacznych granicach 
punkt .widzenia, nie dostrzegając: powutaiącej z tego 
powodu niepoprawności obrazu. Przyczyna tego j e s t 
oczywiście psychologicznej natury. 

Pobudki psychologicznej natury sprawiają również, 
że uważamy za poprawny każdy obraz, który j e s t -f/gu-
rą podobną do obrazu perspektywicznego i to nawet 
wtedy, gdy z powodu znacznego zmniejszenia obrazu 
/a więc i oddalenia/, oko nie mogłoby znajdować się 
w środku rzutów, leżącego wtedy na zbyt małej odle-
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głości od płaszczyzny obrazu, aby z tego punktu mogły 
być wyraźnie widziane f i g u r y w n i e j wykreślone. Koło 
oddalenia może więc być dowolnie małen pod warunkiem, 
aby zmniejszeniu normalnego oddalenia odpowiadało 
proporcjonalne zmniejszenie wymiarów f i g u r y , która 
ma być odwzorowana, 

§112. L i n j a przyziemna, horyzont, punkty oddale
n i a Jedną z płaszczyzn poziomych zwiemy płaszczyz

ną przyziem
ną; j e j ślad 
Jo nazywamy 
linją prz y 
ziemną, j e j 

_ prostą z b i e 
gu - ho-

ą/S 221. 

ryZoniem /Rys 
221/.Odległość 
tych dwóch 
prostych JV 

nazywany wy-
sokośpią horyzontu, jest cna równa wysokości środka 
rzutów, t . j . oka nad płaszczyzną przyziemną. Wyso
kość horyzontu obieramy więc zazwyczaj w granicach 

SO - ZOO-ctn. w t e j s k a l i - w j a k i e j wyobrażamy 
sobie zmniejszoną figurę, którą odwzorować pragniemy. 
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skala t a nie może byó większa od teł -t która odpowia-
da zmniejszeniu normalnego promienia koła oddalenia 
/25 cm./ Horyzont /% przechodzi przez punkt główny 
O/ t albowiem płaszczyzna przyziemna f> & j e s t 

prostopadła do płaszczyzny rysunku. Punkty przecię
c i a i -Ąa koła oddalenia z horyzontem nazywają 
się punktami oddalenia; są to punkty miarowe pro
stych prostopadłych do płaszczyzny rysunku, a więc 
mających punkty zbiegu w punkcie głównym O/ . Pro
ste mające punkty zbiegu w punkcie JO>' l u b -Ae , są 
prostem! poziomemi tworzącemi kąt 45 z płaszczyzną 
rysunku. 

Perspektywa, f i g u r y , której rzuty p r o s t o 
kątne są dane. Hiech będą dane, w s k a l i 1 ; 50, 
rzuty prostokątne obelisku /Rys.,222/, mamy wykreślić 
jego perspektywę w założeniu, że płaszczyzna rzutów 

f j e s t płaszczyzną pionową, której siad poziomy 
na płaszczyźnie przyziemnej c z y l i l i n j a przyziemna, 
j e s t prostą Jb przechodzącą przez jeden a wiera-
chołków podstawy obelisku; — będzie to zarazem 
rzut poziomy ^ horyzontu %r , którego wysokość 
niechaj będzie frs ?#Oc?n./n s k a l i 1 : 50/. Obierz 
my na fi * fc punkt Ot,'*iP , który uważajmy za 
rzut poziomy punktu głównego # , leżącego na 

WIKRBSLHA N.l?3. Arkusz 17-tir 
tt 1 
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horyzoncie Ą . Ze środka O podstawy obelisku 
spuśćmy prostopadłą na fi i , wyznaczmy j e j spodek 

Oo oraz punkty i £*. w których przekątne 
rzutu poziomego obelisku przecinają prostą fi 

wykreśliwszy linję przyziemną fi i horyzont 
/ V 5 / / t o / , obieramy na horyzoncie punkt ć// , od 
którego w jedną którąkolwiek stronę /np. w lewo/ od
mierzamy oddalenie ol * O/D, ̂ Ą<?0<r?n./y s k a l i .1:50/. 
Pierwszem zadaniem naszem będzie wykreślić w płasz
czyźnie fi , albo l e p i e j w foZ. fi*Si do n i e j 
równoległej /§104/, rzut poziomy**obelisku. W tym ce
l u wyznaczmy na fi punkt J=>A , który j e s t spodkiem 
prostopadłej spuszczonej z O/ na fi i od punktu 

f*' odmierzmy na fi* odcinki J** 00* " y° Oa ' 

P*S,X =JPS,, - JPS4 j O.* O* - Oo0 . 

Połączmy O.* O/ i O* -D/ t przecięcie tych p r o -
styoh wyznaczy rzut środkowy O' punktu ? ; proste 

O £/ i &'JSA będą środkowemi rzutami przekątnych 
rzu t u poziomego o b e l i s k u , punkt zbiegu pierwszej z 
nich może być wyznaczony {Gt'*) 9 punkt zbiegu dru
g i e j jeat niedostępny. Na rzutach środkowych prostych 

O £/ i O trzeba teraz wyznaozyć rzuty środ
kowe wierzchołków czterech kwadratów, z których skła-



Syf. 2 22. 
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da się rzut poziomy obelisku, Najłatwiej tego dokonać 
zapomooą punktów miarowych £ i U/ tyoh prostyoh 
/§103/, znajdziemy j e , odmierzając na fi* odcinki 
J* o/=J, o i o/ • & o i ł ą o z ą o o/o' i : 
Oz 0< , 
Wyznaczywszy rzuty środkowe wierzohołków 4 kwa

dratów, sprawdzimy dokładność wykreślenia, wyznacza
jąc na. horyzoncie punkt <2z , w którym powinny się 
przeciąć rzuty ośmiu równoległych boków tych kwadra
tów, punkt @j , w którym powinny się przeciąć r z u 
ty pozostałych boków, j e s t niedostępny. Wykreślmy t e 
raz perspektywę kwadratu leżącego w płaszczyźnie przy* 
ziemnej fi & zapomooą punktów Q* % Qz, oraz 
równoległych do &B , wychodzących z wierzohołków 
rzutu takiego samego kwadratu leżącego w płaszczyźnie 
fi Ą . Następnie w punkcie wystawmy p r o s t o 

padłą do fi ; ponieważ leży ona w płaszczyźnie r y 
sunku, odmierzamy na n i e j od punktu *>/ wysokości 
wszystkich wierzchołków obelisku. Łącząo otrzymane 
w ten sposób gUnkty z punktem zbiegu **> , o t r z y 
mamy na prostopadłych do fi , wystawionych w w i e r z 
chołkach f i g u r y leżącej w płaszczyźnie fi & ,- poło
wę pozostałych wierzchołków obel i s k u , drugą połowę 
wierzchołków otrzymamy zapomooą tyoh samych p r o s t o -
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padłych oraz punktu «^ . ^ 
§114. Punkty zredukowane. Jak to powiedzieliśmy 

w §110, perspektywa rysowanej przez nas f i g u r y nie 
powinna wykraczać poza obręb kola wyraźnego widzenia, 
którego środkiem j e s t punkt główny Oj ( a promień 
j e s t niewiele większy od połowy oddalenia. Oczywiś
ci e j e s t pożądanem, aby wszystkie wykreślenia po
trzebne do wykonania t e j perspektywy mogły byó usku
tecznione w obrębie płaszczyzny rysunku, d l a t e j per 
spektywy przeznaczonym. Otóż punkty oddalenia &s i 
Ą . oraz punkty zbiegu i ślady różnych prostych l e 

żą poza tym obrębem; wskażemy przeto wykreślenia, 
które pozwolą nam obyó się bez tych punktów, - inne-
mi słowy zastąpimy punkty -2?, i 2>z oraz niedostępne 
punkty zbiegu i ślady punktami zredukowanemi. P r z y 
puśćmy, że mamy wyznaczyć rzut środkowy punktu 3 

leżącego w płaszczyźnie f> & na danej odległości 
# od punktu Bo l i n j i przyziemnej jfo , W tym 

c e l u należałoby postąpić tfik iak w § poprzednim po
stąpiliśmy d l a wyznaczenia punktu # : połączyć 

Bo 0/ odmierzyć od punktu Bo w jedną lub drugą 
stronę prostej fi odcinek. BofSl) = # • połączyć 
punkt (H) z tym z dwóch punktów B, lub £>z , 
który leży po przeciwnej s t r o n i r p r o s t e j /3<> OJ 
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fi 

p, J i 
1 1 *C 1 ••• 

niż punkt /fi) ; punkt przeoięoia prostych fiof&Ji 

ffij P< 
j e s t rzutem 
punktu fi . 

/Rys.223/. 
Wykreślenie 
to zawodzi, 
gdy jeden 
choćby z 
dwóch punk -
t ów -E>s i 
/'fiJ lub 
J>2 i /&/ 

j e s t niedo
stępny; postąpimy wtedy jak następuje: Odmierzmy na 
horyzoncie h od punktu głównego &/ w jedną lub 
drugą stronę odcinki 0/ "3T i O, równe np. 
t r z e c i e j części oddalenia O/ JD, ; od punktu fio 
odmierzmy odcinek 3 równy t r z e c i e j części odcin
k a fi»/fi) * 3 ; j e s t oczywistem, że prosta ^ "jf 
przecina prostą fi0 O/ w tym samym punkcie fi/ , w 
którym ią przecina prosta /fi/ . Potrzebne do 

a' ^ ÓSJ wyznaczenia punktu fi punkty 3 i 3 leżą w 
obrębie koła wyraźnego widzenia. 

J?yj, 2 23 
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Przypuśćmy t e r a z , że dany j e s t rzut prostej 
<Cl t której ślad J leży w obrębie koła wyraźnego 
widzenia, a której punkt zbiegu Q>'. leży poza jego 
obrębem /Rys.224/ mamy znaleźć punkt miarowy X lub 

7 i t e j pro
s t e j nie korzj 
stając w 
tym c e l u z ża
dnego punktu 
leżącego na-
zewnątrz ko
ła wyraźnego 
widzenia. Gdy
by to ograni
czenie nie by
ło nam narzu
cone, znaleź

libyśmy punkt -Z* na horyzoncie w przecięciu z okrę-
giem koła zakreślonego z punktu zbiegu Q promie
niem Q 00 t przytem punkt <2» , t.j„ kład środka 
rzutów O leży teraz na kole oddalenia. Aby uniknąć 
punktów Q' i Oo t które leżą poza obrębem koła 
wyraźnego widzenia, dzielimy O, $ nn k i l k a , np. na 
t r z y części równe i z punktu /s prowadzimy równolc-
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głą do otrzymując na horyzoncie punkt /3 , któ
rego odległość od O/ j e s t trzecią częścią odle
głości punktu <2 od &/ . Punkt łączymy z 
punktem °y/3 , którego odległość od O/ j e s t t r z e 
cią częścią oddalenia, poozem promieniem 
z punktu ®/$ zakreślamy koło przecinające horyzont 
w punkcie T'A . Punkt ten będzie od t r z y razy 
bliżej niż T, , GO wynika stąd, że f i g u r y JQ.'<ZT, 

są podobne; środkiem podobień
stwa tych f i g u r j e s t O/ t a stosunek podobieństwa 
równa się * . Aby więc znaleźć punkt '"27• odmierza
my na horyzoncie odcinek w ?* równy co do w i e l 

ka ̂  _ 
kości i znaku t r z y 'wziętemu odcinkowi O* , w 
ten sposób wszystkie punkty w tym wykreśleniu użyte 
znalazły się wewnątrz koła wyraźnego widzenia.-

C Z E Ś Ć IV. K R Z Y W E , S T O Ż K I I 

P O W I E R Z C H N I E D R U G I E G O S T O P 

N I A , 

ROZDZIAŁ X I I . SZEREGI I PBKI RZUTOWE, 

$.115. Określenie geometrii rzutowej. I s t o t a 
wszystkich metod geometrji wykreślnej, jak to zauwa-
•żyliśaiy już w 4 1, polega na pjcze&satałceniu danej 
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f i g u r y przestrzennej na figurę płaską zapomooą k o l e j 
nych dwóch czynności: r z u c a n i a - i przecinania. Zanim 
przystąpimy do dalszego rozwinięcia metod geometrji 
wykreślnej, trzeba bliżej poznać te własności f i g u r , 
które zostają zachowane przez rzuty i przeoięcia. 
Do t a k i c h należy przedewszystkiem wzajemna przynależ
ność elementów geometrycznych /punktów i prostych, 
prostych i płaszczyzn/. Jeżeli punkt fi leży na 
pro s t e j h , to prosta b rzucająca punkt fi z 
dowolnego punktu C leży w płaszczyźnie J3 rzuca
jącej z tego samego środka rzutów prostą & , jeże
l i prostą °̂  leżącą w płaszczyźnie 13 przetniemy 
płaszczyzną jakąkolwiek, to punkt fi , w którym 
płaszczyzna sieczna przecina prostą ot leży na pro
s t e j h , według której ta sama płaszczyzna p r z e c i 
na płaszczyznę . Typowemi twierdzeniami, doty-
ozącemi własności, zachowujących się przez rzuty i 
przecięcia, są twierdzenia o trójkątach Desargues'a 
/§75, Rys.167/. I s t o t a tych twierdzeń polega na i s t 
n i e n i u t.zw. k o n f i g u r a c j i Desargues^, t . j , f i g u r y 
płaskiej, złożonej z 10 punktów i 10 prostych w ten 
sposób, że przez każdy punkt przechodzą 3 proste i 
na każdej prostej leżą 3 punkty. **eżeli z jakiego
kolwiek punktu P rzucimy wszystkie te 10 punktów 



- 266 -

i 10 prostych, to otrzymamy figurę złożoną z 10 pro
stych i 10 płaszczyzn wychodzących z punktu JP w ten 
sposób,.że przez każdą prostą przechodzić będą 3 
płaszczyzny i w każdej płaszczyźnie leżeć będą 3 pro-
ste. Stąd przekonywamy się o prawdziwości twierdzeń; 

I I I . Jeżeli krawędzie dwóch trójścianów o wspólnym 
wierzchołku leżą parami w 3 płaszczyznach przecho
dzących przez jedną prostą, to i c h ściany przecinają 
się parami według 3 prostych jednej płaszczyzny. 

IV. Jeżeli ściany dwóch trójścianów o wspólnyrm 
wierzchołku przecinają się parami według 3 prostych 

' jednej płaszczyzny, to i c h krawędzie leżą parami w 3 
płaszczyznach przechodzących przez jedną prostą. 

Nawzajem, przecinając tę figurę, złożoną z 10 pro
stych i 10 płaszczyzn wychodzących z jednego punktu, 
płaszczyzną jakąkolwiek, otrzymalibyśmy figurę, z któ
r e j wnioskowalibyśmy o prawdziwości twierdzenia. I i 
I I $ 75. Twierdzenia o trójkątach Desargues'a wyrażają 
więc własność, zachowującą się przez rzuty i przecię
c i a . 

Część geometrji, której przedmiotem j e s t badanie 
własności niezmieniających się przez rzuty i przecięcia 
nazywa się geometrją rzutową. 

§116. Geometrją rzutowa płaska i " geometria rzutowa 
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wiązki. Geometrja płaska bada własności f i g u r złożo
nych z punktów i prostych jednej płaszczyzny; przed
miotem geometrji wiązki są własności f i g u r złożonych 
z prostych i płaszczyzn przechodzących przez jeden 
punkt. Twierdzenia o trójkątach Desargues1 a /§79/ na
leżą do geometrji płaskiej, twierdzenia o trójścia-
nach Desargues*a /$115/ należą do geometrji wiązki. 

Z każdego twierdzenia geometrji rzutowej płaskiej 
można bezpośrednio otrzymać odpowiednie- twierdzenie 
geometrji rzutowej wiązki, zastępując wyrazy oznacza
jące punkty i proste odpowiodniemi wyrazami oznacza-
jącemi rzucające je proste i płaszczyzny, i nawzajem. 
Wierna więc potrzeby rozwijać niezależnie obu geome
t r j i , wystarczy zająć się geornatrją rzutową płaską, 
w której j e s t dana łatwość dokładnego i l u s t r o w a n i a 
myśli zapomooą rysunku. 

§120, Dwoistość w geometrji p r z e s t r z e n i . Istni-eje 
inny jeszcze'związek pomiędzy twierdzeniami geome
t r j i rzutowej płaskiej a twierdzeniami geometrji rzu
towej wiązki, pozwalający z każdego twierdzenia j e d 
nej z n i c h wyprowadzić bezpośrednio pewne twierdze
nie d r u g i e j . Związek ten nazywa się wzajemnością i 
oparty j e s t na następującej zasadzie, zwanej zasadą 
dwoistości geometrii przestrzeni;. 
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Jeżeli prawdziwe j e s t pewne twierdzenie, dotyczą
ce wzajemnej przynależności punktów, prostych i pła
szczyzn, to będzie prawdziwe inne twierdzenie, doty-
oząca t e j samej własności, w której zamiast pojęcia 
"punkt" figurować będzie pojęcie "płaszczyzna" i 
nawzajem. 

Tak np. twierdzenia Desarguesfa I i 17, I I i 
I I I są wzajemne, z twierdzenia I /§7V otrzymali
byśmy IV /§115/ zastępując pojęcie: 

wierzchołek pojęciem ściana 
trójkąt " trójścian 
prosta " prosta 
bok n krawędź 
punkt " płaszczyzna. 

§118. Dwoistość w geometrji płaskiej i w geome-
t r j i wiązki. Jeżeli prawdziwe j e s t pewne rzutowa 
twierdzenie geometrji płaskiej, to na zasadzie §116 
prawdziwe być musi twierdzenie geometrji wiązki, o-
trzymane przez zastąpienie pojęcia "punkt" pojęciem 
"prosta" i pojęcia "prosta" pojęciem "płaszczyzna". 
Ale wtedy na zasadzie §117 prawdziwe być musi twier
dzenie geometrji płaskiej, otrzymane przez zamianę 
w tym ostatnim twierdzeniu pojęcia "płaszczyzna" po-
jąoiem "punkt", stąd wynika, że ; 
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prawdziwe byó musi»twierdzenie geometrji płaskiej 
otrzymane przez zastąpienie w danym twierdzeniu geo-
m e t r j i płaskiej pojęcia '•punkt" pojęciem "prosta" i 

W geometrji płaskiej i s t n i e j e więc również Zasada 
dwoistości polegająca na wzajemności pojęć "punkt 0 i 

tach Desargues'a, 
Tak samo dowodzimy, że w geometrji wiązki i s t n i e j e 

zasada dwoistości i polegająoa na wzajemności pojęć 
"prosta" i "płaszczyzna" /np. twierdzenia I I I i IV 
§115 o trój ścianach Desarguesfa/, 

§119, Dwustosunek 4 punktów jednej p r o s t e j . 
Niech będą na prostej p /Rys.225/ dwa stałe punkty 

pojęcia "prosta" pojęciem "punkt". 

"prosta" /np. twierdzenia I i I I §87 o'trójką-

/ 
/ 

4*> 

i 
a i & zwane 
pierwszym i dru
gim punktem 
głównym oraz 
punkt zmienny 
M , zwany 
punktem podzia
łu. Uważajmy 

JZy/f. 225. zwrot od A do 
za dodatni: 

zmierzmy dowolną 
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jednostką odoinki fiM i 3/4 - uważając każdy z 
nich za dodatni, jeżeli posiada ten sam wżrot co A3 \ 
w przeciwnym r a z i e uważajmy go za ujemny. Stosunek 

Al* * M 

y -BM 
nazywamy stosunkiem podziału punktu M względem 
punktów fi i 3 Każdemu punktowi M p r o s t e j 
p odpowiada określona l i c z b a , mianowicie jego 

stosunek podziału, l i c z b a t a j e s t zresztą niezależna 
od tego, czy zwrot fi 3 czy 3 fi uznaliśmy za do
dat n i . Stosunek podziału j e s t ujemny d l a wszystkich 
punktów leżących między fi i 3 , gdyż wtedy fi/% 
i 3JĄ , niezależnie oó. oyowy, B*$« przeciwne zna
k i - j e s t on dodatni d l a wszystkich punktów itż^-
cych zewnątrz odcinka 3 3 , gdyż .vtedy fi/i t 3/4, ma
ją zawsze ten sam znak. Zbadajmy, n j a k i sposób zrrie 
n i a się s t o s u n e k ^ g d j /i przebiega prostą fi 

W tym c e l u poprowadźmy przez punkty fi i 3 rów-
noległe & i ź> w dowolnym kierunku i obrawszy na 
obu tych prostych ten sam zwrot dodatni, odmierzmy 
na h odcinek 3 3 , = '* J i połączmy 3 , z punk
tem M i odległość punktu fi od punktu fi/ , w 
którym 3 , /i przecina -OU % będzie co do wartości 
bezwzględnej i znaku równa ̂ cc , gdyż 
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-BB, BM ^ 

Gdy A? znajduje się w fi , fi fi) gdy// 
posuwa się od/? ku środkowi O odcinka fi JS , 
pozostaje ujemne i osiąga w punkcie wartość ; 
pomiędzy O i . 2 ? pozostając ujemne wzrasta n i e -
ograniczenie co do wartości "bezwzględnej i w punk
c i e -B staje się - O o , gdyż prosta J5tM j e s t 
;vtedy równoległa do & . Dla wszystkich punktów 
zewnętrznych względem odcinka fiBy& j e s t , jak to 
już zaznaczyliśmy liczbą dodatnią, przy tern d l a 
punktów leżących po stronie punktu JE? . yfc j e s t 
zawarte pomiędzy * oo \ + ~ź , natomiast d l a punk
tów leżących po stronie punktu fiy ytc posiada war-
.tcści pomiędzy O i +4 . (Idy M oddala się n i e -
ograniczenie w jedną lub drugą stronę, J3,M s t a j e 
się równoległa, do Jo i fifi,=j#=+f< Tak więc: 

Jeżeli na prostej ft dane s-. dwa prnkty fi i B 

to każdemu punktowi M t e j prostej odpowiada, jedna 
jedyna l i c z b a algebraiczna, mianowicie stosunek po
działu /U punktu/*^ względem punktów^ i J3 

nawzajem, każdej /dodatniej lub ujemnej/ l i c z b i e 
Jk- odpowiada wtedy jeden jedyny punkt -M p r o s t e j 
/o . ten mianowicie, którego stosunkiem podziału 
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względem punktów fi i 3 j e s t ^/gf* 
W samej rzeczy, poprowadźmy p r z e z - i 3 rów

noległe ^ i 3 w dowolnym kierunku i obrawszy na 
obu jednakowy zwrot dodatni odmierzmy na ni c h od
c i n k i A/J, i fi fi/ , których stosunek co do war
tości bezwzględnych i znaku równy j e s t ^/t , prosta 
fi'/przecina/b w punkcie szukanym M ę 

Niechaj będą teraz /rys.226/ dwa p u n k t y i & , 
którycłi stosunki podziału względem punktów głównych 
3 i niechaj będą ,yU i . I l o r a z 
nazywamy dwustosunkiem /stosunkiem anharmonicznym/ 
4-ch punktów fi 3AlJV . J e s t on dodatni, gdy A2 i 
B albo leżą oba wewnątrz albo oba zewnątrz od
cin k a fiB t . j . gdy pary punktów BM \ A2 // się 
nie przegradzają, - j e s t on ujemny, gdy j.eden z 
punktów M i /V leży między punktami B i 3 % a 

drugi poza niemi., 
Dwustosunek *A.*ytf WM'~BJV oznaczamy symbolem 

//3 B Al tf /przestrzegając ściśle określonego nas
tępstwa 1-iter/. W symbolu tym pierwsza i druga l i 
t e r a oznacza pierwszy i drugi punkt główny, t r z e c i a 
i czwarta - pierwszy i drugi punkt podziału. Jeżeli 
więc na prostej." p obierzemy 4 punkty rf,3,M,/V t to 

' /a /*& /i /z /fi BMB/ oznacza dwustosunek - t pod-
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czas gdy np. {BjyfiJ?) oznaczałby dwustosunek 
JLŁ 
MB " MAT 

Ponieważ z 4 l i t e r można ułożyć 24 p r z e s t a 
wień, więc 4 punkty prostej J° wyznaczają 24 
dwustosunki, które jednak niewszystkie są różne 
W samej rzeczy wartość dwustosunku 

nie zmieni się przez następująca prze stawienia 
» {MATAB) - {ASMBJ3) '/BAA^Ai^ 

gdyż 
AA^.J1J?_ Mfl . MB _ J/B . ^gyT, ,g/y 
.5/4 " y?vV ~ ' #3 ~ MB ' AiĄ " SJJf ' Ji/i ' 

stąd wynika; 
Dwustosunek 4 punktów nie zmienia swej wartoś

c i . ,qdy zmienimy jednocześnie porządek punktów • 
zasadniczych i porządek punktów ppdgiału, lub gdy 
punkty podziału uczynir.y punktami sasadniczemi 
i nawzaiem. ii 

Jeżelirz pośród 4 punktów A,B, M 9 JV pros
t e j fi t r z y np, ̂  YB i uważać będziemy za s t a 
łe, a czwarty Jf za zmienny, to gdy punkt 
przobiegać będzia prostą fi , dwustosunek 

~ ~3AT ' BA? posiądzie łtolĉ no wszystkie 
GECKETRJa HIKRESLNA.Nr. 173. Arkiisz_JJL=tŁ. 
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waft ości od - co do + 0 0 . Gdy bowiem wartość 
pierwszego stosunku ' jjfji j e s t stała i różna 
od zera, wartość drugiego ^ = jf// zmienia się 
« sposób ciągły, otrzymując kolejno wszystkie war
tości li c z e b n e . I l o r a z ^ = * ^ musi zatem rów

nież zmie
niać swą war 
tość w gra
nicach od 
+ ©o d o 

- 0 0 

jS/S 226. 

Nawzajem, 
jożeli dane 
są 3 punkty 
fi, B i ją 

p r o s t e j fi , 

to każdej 
l i c z b i e ^ odpowiadać będzie jeden jedyny punkt 
If t e j p r o B t e j , ten mianowicie, d l a którego 

dwustosunek {ABMtf)sJ. . W samej rzeczy, przez 
p u n k t y ^ i JB poprowadźmy równoległe OL i 2> , 
odmierzmy na OL takie dwa odcinki fiM* i BJ// 

aby " , połączmy M M* , wyznaczmy punkt 
P , w którym MM* przecina *6 , wreszcie 
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połączmy , która przetnie fi w szukanym 
punkcie B . Gdyż 

JJM JMi, . BB A/f 
B/1 ~ BJ* J B/f BP 

skąd 
//j7*A4tv) AM y/i/f - ~\ & B / V / f J = — : — . -Jl 

W ten sposób dwustosunek /ABAl/f) danych 4 punk
tów prostej fi może być sprowadzony do stosunku 
podziału. S tym c e l u /rys.241/ wystarczy poprowa
dzić przez A i B równoległe # i & i z obra
nego na /ó punktu >° rzucić punkty M i -/K na 
prostą CZ t otrzymując na n i e j odcinki BAt, i AB 
których stosunek * /ABAl/f). 

Gdy punkt " je s t punktem niewłaściwym prostej 
/> , to dwustosunek /A BA1 łfJ s t a j e się stosun-
kiem ^ ^ , gdyz wtedy stosunek j3/jf~ 

12Qr Grupy harmoniczne punktów. Szczególnie waż
nym j e s t ten przypadek, gdy cztery punkty Aj B, 
Al y B leżą na prostej w t a k i sposób, że dwu
stosunek /ABM//J * - Z 

Stosunek podziału punktów Al i /Y '• j#? 
1 '* są wtedy równe co do wartości bezwzględ
n e j , l e c z przeciwnie co do znaku /^A - ? J , tak żc 
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jeden z punktów M i W d z i e l i zewnętrznie od
cinek fiB w tym samym stosunku, w którym drugi 
d z i e l i go wewnętrznie. 0 punktach fi, B; M, "JV 
mówimy, że tworzą grupę harmoniczną, o punktach 
•M i // t mówimy, że dzielą harmonicznie o d c i 
nek fi B , alho że są harmonicznie sprzężone 
względem punktów fi i B . Przestawienie l i t e r 
fi i 3 w dwustosunku /fiMMl/J-zmieniając 
każdy ze stosunków At i P na jego odwrotność, 
nie zmieni i c h i l o r a z u , podobnież przestawienie 
l i t e r Si i Jf , zmieniający& na V i P na 
nie zmieni również i l o r a z u ^ - - Z' . Ponieważ 
wreszoie dwustosunek /fi/3/4//) nie zmieni się 
i wtedy, gdy l i t e r y - ^ i /}/ postawimy przed l i 
t e r a m i - ^ i B t więc: 

Jeżeli punkty i // są harmonicznie sprzę
żone względem punktów fi i B /dzielą harmonicz
nie odcinek AB /# to nawzajem punkty fi i B 
są harmonicznie sprzężone względem punktów At i // 
/dzielą harmonicznie odcinek M& /, nie p o t r z e 
ba przytem zwracać uwagi na t o , który z punktów 
każdej pary fi B i Si// j e s t pierwszy. Ponieważ 
pary fi B i Si// wzajemnie się przegradzają, 
mówimy więc poprostu, że pary punktów fi B i Sttf 
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przegradzają się harmonicznie. 
Jeżeli jedna para punktów sprzężonych, np. AB 

j e s t dana, to każdemu trzeciemu punktowi M pros
t e j fi B odpowiada jeden jedyny z nim sprzężony 
czwarty harmonicznie punkt -A? . Aby go wyznaczyć 
stosujemy wykreślenie £ 119, przez punkty fi i fi 

/rys.227/ kreślimy 
w dowolnym kierunku 
równoległe i £> ( 

na prostej od
mierzamy w przeciw
ne strony rćwne od
c i n k i fiMt i AM 

fiyj. 227. 
dowolnej długości 
/wtedy ~ f 

i punkt fi , w któ
rym MiM przecina x5 , łączymy z M % p r o s t a 
//f P przetnie fi w czwartym harmonicznym punkcie 

Gdy punkt Bi j e s t punktem niewłaściwym prostej 
fi /P f h~f ) , to punkt fi musi być środ- . 
kiem odcinka fiB /y#=-/)a Każdy odoinek j e s t 
przez swój środek i punkt niewłaściwy podzielony, 
harmonicznie. 
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Gdy punkt M przystanie do punktu fi(s°) 
albo do punktu J B * ° ° J , to i punkt M przy
stanie do punktu fi /r - OJ wzgl. do punktu P 

= + oo) % Jeżeli dwa punkty grupy harmonicznej 
schodzą się w jednym punkcie, to jeszcze jeden 
punkt t e j grupy upada w tym punkcie. 

$ 121. Dwustosunek 4 promieni, wychodzących z 
jednego punktu. 

Niechaj z punktu P wychodzą 4 proste A, m 

i U , leżące w jednej płaszczyźnie. Dokoła, punktu 
P oraz na każdej z prostych m \ n> obie

ramy zwroty dodat
nie i umówmy się, 
że kąt 
uważać będziemy 
za dodatni, jeżeli 
dodatnią stronę 
pro s t e j CC t r z e 
ba obrócić o ten 
kąt- w dodatnią 
stronę, aby ona 
przystała do do
datniej strony 
prostej h . 9ar-

J?yj. 22S. 



- 279 -

tość wyrażenia 

nazywamy dwug Łosunkiem /stosunkiem naharmonioz-
aym/ 4 promieni Ct, ^J N . Wartość t a jest 
zresztą niezależna od powyższej umowy; w samej 
rzeczy | zmiana zwrotu na którejkolwiek z prosty oh 
°Lj <b, ?n, -n powoduje zmianę znaku w dwóch wy

razach tego dwustosunku, a zmiana zwrotu dokoła 
punktu powoduje zmianę znaku wszystkich c z t e 
rech wyrazów. 

Dwustosunek & m j e s t dodatni, gdy pary 
promieni i m ?z aię nie przegradzają, -
ujemny, gdy te pary się przegradzają. Podobnie 
jak w dwustosunkach 4 punktów mamy: 

Aby wyznaczyć dwustosunek faJbttnJ^ poprowadź
my / r y s : 228/ równoległą do prostej ć> , która 
niechaj przetnie proste ?n i 9Z w punktach 

ff , S4 *' JV . S trójkąta FAM mamy 

^HŻn fM-rn) m /3M 
f/> BP 

z trójkąta BJĘ Jfi 
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dzieląc te proporcje stronami otrzymamy: 

( a *™ n ' -tom ' -f*n/2ńj ' JUT 9 

skąd łatwy sposób wykreślenia p r o s t e j ?l , gdy 
3 proste , żb i ^ oraz dwustosunek foL&miz) 

są dane. 
$ 122. Grupy harmoniczne promieni. Szczegól

nie ważnym j e s t przypadek, gdy 4 proste &*9 **** 
Tls przeohodzą przez punkt , w t a k i sposób, 

że dwustosunek /cc Jb ?n ?i)= ~ ~f . Mówimy w tym 
przypadku, że te 4 proste tworzą grupę harmonicz
ną, lub że proste m i ?z harmonicznie dzielą 
kąt h), albo że są sprzężone harmonicznie 
względem prostych OL i /6 . Podobnie jak w gru
pach harmonicznych punktów łatwo okazaó, że 
przestawienie l i t e r cc i h lub TTZ i lub 
obu l i t e r OL Jb z obu l i t e r a m i W Tt* nie zmieni 
dwustosunku f-cc fc-rnizj, tak że będzie można o 
dwóch parach promieni ct & i ^z^- grupy harmo
nicz n e j poprostu powiedzieć, że się harmonicznie 
przegradzają. 

Jeżeli jedna para promieni sprzężonych j e s t 
dana, np. ot, i , to każdemu trzeciemu promienio
wi TW odpowiada jeden jedyny z nim sprzężony 
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czwarty harmoniczny pro
mień* 71 . Aby go wyzna
czyć /rys.229/ s t o s u j e 
my wykreślenie § 121, 
prowadzimy równoległą 
do h , która przecina 
proste i w- w punk
tach fi M po-
czem odmierzamy A fi=AM 

J> P Cj 
/wtedy HM 

łączymy F/f - ^ -

2 wykreślenia tego wynika, że dwa boki tn* i H 

trójkąta PM fi są sprzężone harmonicznie wzglę
dem środkowej cc t odpowiadającej trzeciemu boko
wi i równoległej h do tego boku z przeciwległe
go mu wierzchołka JP . Jak wiadomo, gdy środkowa 
trójkąta jes t jego wysokością, to j e ^ t zarazem 
jego dwusieczną; stąd wniosek, że dwusieczne ką
tów, które tworzą dwie przecinające się proste, 
harmonicznie j s przegradzają. Jak wiadomo, te dwu
sieczne są wzajemnie prostopadło; nawzajem można 
dowieść, że gdy dwa promienie sprzężone g i 
firupy harmonicznej /u h mn-) są wzajemnie p r o s t o -
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padłe, to są one dwus iecznemi kątów między prosto-
mi m j -n, % Poprowadźmy sieczną -cf prostopadle 
do cc t a więc równolegle do ̂  i niechaj ta 
sieczna przetnie promienia u, fc, m, \ rc w punk
tach H,B°°,A1 i B / r y s . 2 3 0 / . Punkt B °° j e s t 

niewłaściwy, skąd 
wynika, że sprzę
żony z nim punkt 
fi j est środkiem 
odcinka 
/§ 120/. Trójkąt 
Z ^ / y T i e s t równo-

a 

ramienny, gdyż wy
sokość B*fi j e s t 
zarazem środk.ową, 

musi więc ona byó również i dwusieczną kąta MB/r 
Prosta Jb do ni e j prostopadła j e s t wtedy dwu
sieczną kąta przyległego. 

§ 123. TWIERDZENIE. Dwustosunek jest własnością 
rzutową to j e s t zachowuje się przez rzuty i prze 
cięcia. K i ech będą 4 punkty fi, 3, M i / r y s . 
231/, leżące na prostej p oraz punkt B nie l e 
żący na n i e j . Połączmy PB, PB, BM i PAT p r 0 „ 

stemi mi n, ; trzeba okazać, że fBBPljYj^ 
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- /'a Z -m nj^ przez fi poprowadźmy równoległą 
do & , przecinającą 
proste i ^ w punk
tach M' i M . II a 
zasadzie § 119 /rys.226/ 
stosunek-

na zasadzie § 121 
/r y s . 228/ ten sam s t o 
sunek * /cc % *n J 

skąd wynika, że 

/fiBMJy) = /a Z *n ?tj , c.&of.ó. 

W szczególności, grupa prostych rzucających gru
pę harmoniczną punktów oraz grupa punktów przecię
c i a grupy harmonicznej prostych, j e s t harmoniczna. 

Jeżeli 4 punkty fijBjMrfij prostej p rzucimy z 
dowolnego punktu P na prostą fi* , otrzymane w ten 
sposób punkty fi\ j 3,, M/} Jf^ rzucimy z dowolnego 
punktu P' na prostą fii i t.d. , to ffi&Sl/fJ* 

** ffi/B/M/fit) - /fiz 3Z ^ fij.... Zast o su j my ten wniosek 
do grup harmonicznych. 

§ 124. Własności harmoniczne czworoboku i czworo-
_ka_ta zupełnego. 
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Figurą utworzona przez 4 proste £, <L'f 

płaszczyzny, z których żadne 3 nie przechodzą 
przez jeden punkt, oraz przez 6 punktów przecię
c i a tych prostych po dwie, nazywa się czworobo
kiem zapełnym <%/5co£ . Proste <z,b,ef^ nazywają 
się bokami, punkty i c h przecięcia 9 J3, Cj 
Dj fi, fi1 nazywają się wierzchołkami czworobo-
ku zupełnego. Dwa wierzchołki nie leżące na wspól
nym boku nazywają się przGoiwleglemi. Proste fi, 

W, i 4t , łączące wierzchołki przeciwległe fi 

\ fi % Ć i D , fi i fi nazywają się przekąt-
nemi /rys„232/. 

Rzućmy czwórkę 
punktów fi,B> Mj 

fi, z punktu £ 
na prostą ^V 
Otrzymane w ten 
sposób punkty C9 

D? fi*, fi" stano-
x> »ią czwórkę, któ-

--jjffi—\jyT~ "' r e 3 dwustosunek 
fif.&JR/Tj musi 
być równy dwu-
stosunkowi 

</r fi 
By*. 232 

file:///jyT~
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//? 3 Ą /rj /§ 125/. P u n k t y ST rzućmy 
z p u n k t u s g powrotem na prostą fi> . Otrzymamy 
p u n k t y JB7&,Sł3 ff , ktćrych dwustosunek 
fBJZMSTj m U Q i ^& równy fć Z> P/fJ . W ten 

sposób: 

f/lBM£fJ = fĆZ> P/f) - {SfiMjfJ, 

ale 
/B/z/y/r) - ~ , 

tak,że 

ponieważ zaś 
f/lB M Jf) n i e może być równy + / 

gdyż wtedy punkty/^ i musiałyby przystać do 

s i e b i e , więc* 

{'/? BM/fJ = ~ 1 

t o z n a c z y , czwórka BBfiJV j e s t h a r m o n i c z n a . 

W cz w o r o b o k u zupełnym p u n k t y przecięcia j e d n e j 
J2Ziji; kątne j z _dw iema i n n e roi są h a r m o n i c z n i e sprzężo -
no względem _w|g^ao^pj^ćg ga * e . i przekątnej leżących, 

Fa z a s a d z i e t e i własności cz w o r o b o k u , można z a 
pomocą samego t y l k o linjału znaleźć na p r o s t e j 
pKt ff sprzężony h a r m o n i c z n i e z danym punktem M 

względem dwóch i n n y c h danych punktów fi i J3 t e j 
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samej p r o s t e j . Przez punkt B /rys.232/ prowa
dzimy dowolną prostą i obieramy na n i e j dwa 
punkty B \i B , które łączymy z punktam iB i B . 
tworząc czworobok a. fi ć cc* o przekątnych fi i 
t r z e c i a przekątna ^Z- przecina/;? w punkcie szu
kanym /f , 

,Y szczególności dany odcinek BB możemy po
dzielić na połowy zapomooą samego tyl k o linjałtt, 
jeżeli dana je s t prosta U- równoległa do BB % 

a więc jeżeli dany je s t punkt niewłaściwy^ pros
t e j BB . Obrawszy na dwa punkty B \ B 

i połączywszy j e , jak poprzednio, z punktami B i 
.3 , otrzymamy środek odcinka BB zapomocą 

przekątnej ??c czworoboku zupełnego &&Col. Na
wzajem, jeżeli dany j e s t na prostej fi j a k i k o l 
wiek odcinek podzielony na połowy, to można przez 
punkt jakikol w i e k B poprowadzić równoległą do 
fi zapomooą k o n s t r u k c j i l i n j o w e j , t . j . zapomocą 

samego t y l k o linjału. 
Figura utworzona przez 4 punkty B, 3 > Ć i Z). 

płaszczyzny, z których żadne 3 nie leżą na jednej 
p r o s t e j , oraz przez 6 prostych, łączących te punk
ty po dwa, nazywa się czworokątem zupełnym /?3Ć3 , 

Funkty fij3jĆ> £> nazywają się wi erzohołkaaii , 
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proste j© łączące <*>> *>. ć> e>f, nazywają 
st8 bokami czworokąta zupełnego. Dwa boki nie 
przechodzące przez wspólny wierzchołek nazywają 
się przeciwległe rei. Funk ty P, i W przecię
c i a boków przeciwległych oe,&,{?cti C/• nazywają 
się punktami przekątnemi ,/rys.233/, 

Czworokąt zupełny j e s t figurą płaską wzajemną 
względem czworoboku zupełnegoj bokom, wierzchoł
kom i przekątnym pierwszego odpowiadają w i e r z 
chołki, boki i punkty przekątne drugiego i na
wzajem. Ha zasadzie dwoistości moglibyśmy przeto 
wnioskować o prawdziwości następującego twierdze
n i a ! 

W czworokącie zupełnym proste łączące jeden 
punkt przekątny z dwoma innymi są harmonicznie 
sprzężone względem boków przez ten punkt praecho-
daącyoŁu 

Dowód tego twierdzenia mógłby być również na 
zasadzie dwoistości wywnioskowany z dowodu t w i e r -
dzenia o czworoboku zupełnym, prościej jednak 
można je okazać jak następuje: Niech będzie 
/rys.233/ czworokąt zupełny /?JE?Ć JD , niechaj 
punkty I>

) M i IV będą punktami przekątnemi 
tego czworokąta, dowiedziemy, że czwórka prostych 
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cc & -m- ?t j e s t harmoniczna. Zauważmy czworobok 
zupełny cf ol eB\ którego jedną z przekątnych j e s t 
fi . Ua zasadzie twierdzenia poprzedniego czwór
ka punktów O.B///H j e s t harmoniczna, stąd wynika, 
że czwórka prostych ocfimn, rzucających te punk
ty z punktu P j e s t harmoniczną. 

% 125. Czwórki perspektywiczne. Mówimy, że 
czwórka punktów BCZ) , leżących na pros t e j 
fifrfćBCiy/ j e s t perspektywiczna z czwórką 
prostych Ot h Ć cl , wychodzących z punktu 
Pfpfci&ecćjjt jeżeli proste a>yZ, C i c£ 

przechodzą od-

y / 
t 

/o 

V 

powiędnie przez 
punkty B,B, Ć 
i JD , tak że 
punkty BjJŚj Ć 
i J> są przecie 
ciami p r o s t e j ^ 
prostemi &9 £j d 
i Ót , a proste 
^ jo, ^ i 
rzucają punkty 

^ i i ) 
z punktu /? 
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Jt^j. 234. 

/rys.234/. 
Prosta f i nazywa się pod-

stawą czwórki /o /#&ćU>j 

' punkt P nazywa się wierz -
ohołkiem czwórki P /bĆc£J 

Perspektywicznośd czwórek 
/3/%&ĆZ>J i P 

oznaczamy symbolem 
Jb fJ?3CZ)J 7? £ ćotj 

Na zasadzie § 123, jeżeli te czwórki są perspekty
wiczne, to dwustosunki /fi&Ć2)J\ równe. 

Mówimy, że czwórki punktów 
/j^zBz C&ZUjsą perspektywiczne 

fi>,/fr,£, Ć, D,J 7? fi*. <Olz J&t <?± B±) 

jeżeli i s t n i e j e czwórka P/a&ćoćJ^ której pros
te łączą odpowiednio punkty W) i S?z , B/ i - Ą , 
^/ i CJZ, $ D, i JDz , tak, że obie czwórki punk
tów są przecięciami t e j samej czwórki prostyóii. 
Punkt P nazywa się środkiem perspektywy czwórek 
fi, B,C,2),)x fit /&zAĆ*D±)/Tjm.Z\W. Mówimy, 
że oawórki prostych P fa, Z,ć,<*,)i 7\ /a^ &± tf^) 

są perspektywiczne 

3 A< Ą & <£'J 7V K 'At Ą dj, 

GEOMETRJA .'1IKRBSINA.Hr. 1 ?;3. Arkusz 19-ty. 



jeżeli i s t n i e j e czwórka 
p f/i 3ć?J>J t której 

punkty są odpowiednio 
przecięciami prostych. -
i a* , &, i 4 , & i , 

ol; \ % tak, że ohie 
czwórki prostych rzucaj~ą 
tę samą czwórkę punktów, 
Prostay& nazywa się osią 

perspektywy czw orek /? <?< <>t'Ji f% &z c&J 

/ r y s . 236/. Na zasadzie >\ 123, jeżeli 
fi,f//,8,Ć.J>,/z/>i fa&*C*Ą), to /fi* 9, C, Ż>,j=/Ź34.£* C*Ą) 

jeżeli J?fa. 6, C,OĆ,JK ' 

f <z, cr, c£,J* fai Ąi & *£*J. 

% 126. Szeregi i pęki perspektywiczne. Hi eoh aj 

ąy* 235. 

będzie prosta fi i punkt P na n i e j n ie leżący 
/rys.237/. Między punktami p r o s t e j /& i prostemi, 
wychodzącemi z punktu V 2 3 , można ustalić odpowied-
nioóć doskonałą, t . j . taką, że każdemu punktowi A 

p r o s t e j fi odpowiadać będzie jedna jedyna prosta 
(Z , wychodząca z punktu P , ta mianowicie, któ 

ra przez punkt A przechodzi, - a każdej prostej 
h , wychodzącej z punktu P , odpowiadać będzie 
na prostej fi jeden jedyny punkt •£> , ten mianowi-
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c i e , który leży na prostej o. Mówimy wtedy, że 

ffyf. 236. J?yJ 257. 

szereg punktów fi j e s t perspektywiczny 
z pękiem prostych 7*/a &... J f 0 o oznaczamy 

/o ^ B ... J'TR8 ~P> ) 

Prosta fi nazywa się podstawą szeregu /? 
punkt ~P nazywa się wierzchołkiem pęku P &...) 

Jeżeli M,W, 0. i & są jakiemikolwiek czterema 
punktami szeregu /#'J3.*)% a proste ^ > j f i ^ 
odpowiadają im w pęku P/h/t...J t to czwórki 
fi/SŹ//Q7?) i P/™,7z%irJ są perspektywiczne 
t a k s że 

Niech będą teraz w płaszczyźnie rysunku dwie 
proste fi> i fiz /rys.238/. Między punktami p r o s t e j 
/>/ i punktami p r o s t e j fi* można ustalić od-
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powiednicńó doskonałą, t . j . taką, że każdemu 
punktowi fi' prostej fit , odpowiadać będzie 
jeden jedyny punkt fi z p r o s t e j i nawzajem, 
każdemu punktowi p r o s t e j odpowiadać bę
dzie jeden jedyny punkt -Ę* prostej fi/ . W tym 
c e l u obieramy w płaszczyźnie rysunku punkt j a k i 
kolwiek J> , nie leżąoy na żadnej z prostyob jfo, 

1 fi* p i umawiamy się, że każdemu punktowi pros
t e j fi, , np. punktowi fi, , będzie odpowiadał ten 
punkt fi*, prostej fi± , który leży na p r o s t e j 
Pfi/ , a każdemu punktowi prostej fit » np. 

punktowi JBZ , odpowiadać będzie ten punkt 
p r o s t e j fit , który leży na prostej P^z* tak, 
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że proste , łączące pary punktów odpo
wiednich fi, i ĄĄ , Bi i Ą • ••• przechodzić 
będą zawsze przez punkt P . W ten sposób zarówno 
szereg fi, fifi/B, - J jak szereg fiz /A* Be j e s t 
perspektywiczny z tym samym pękiem prostych 

P/&&...J . Mówimy wtedy, że szeregi fi* /fi,3,.-) 

i /AzBj, -Jsą perspektywiogne , co oznaczamy 

Proste P' i fi z nazywają się podstawami tych 
szeregów perspektywicznych, - punkt B nazywa się 
środkiem i c h perspektywy. Jeżeli M,aBt9 <£/ i B, 

są jakiemikolwiek czterema punktami p r o s t e j fi/ , 

a punkty BzjBZ3 Qx i Bz odpowiadają im na prostej 
fiz w szeregach perspektywicznych fi/ fifi/ B, . .JTT 

fiz /Bz BZ •••)T to czwórki punktów 
fi, /M/M ą, 3/J i fiz/AlzBz Q.*Bz)*Qk perspekty
wiczna, tak, że na zasadzie § 123 /Al, /// Q, B,J~ 

= fiMz Az Q*fiJ Z określenia szeregów perspekty
wicznych fi, /B/B/...)i /żz/fiifiz-J^ynikeLt że punkt 
przecięcia podstaw />* i fiz odpowiada samemu so
bie ; jeżeli więc punkt ten zaliczymy do szeregu 
fih/fi* B,...J i oznaczymy np. literą Z/ , to gdy 

ten sam punkt saliczymy do szeregu fiz ffizBz-.J 

winniśmy go oznaczyć literaą Z^ 
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Niechaj będą wreszcie w płaszczyźnie rysunku 
dwa punkty JP< i 7* /rys.251/. Między prostemi, 
wychodzącemi z punktu P i prostemi, wychodząoe-
mi z punktu t można ustalić odnówiedniość 
doskonałą, t . j . taką, że każdej pros t e j <%/ , wy -
chodzącej z punktu P , odpowiadać będzie jedna 
jedyna prosta &z , wychodząca z punktu f% i na-
wzajem, każdej prostej b2 , wychodzącej z punktu 
Jz , odpowiadać będzie jedna jedyna prosta , 

wychodząca z punktu P, . W tym c e l u kreślimy w 
płaszczyźnie rysunku prostą jakąkolwiek fi , n i e 
p-zechodzącą przez żaden z punktów P i Pz . i uma
wiamy się, że każdej p r o s t e j , wychodzącej z punktu 
P , np. prostej , będzie odpowiadała ta 

prosta &z , wychodząca z punktu Pz , która prze
chodzi przez punkt fih&/t a każdej p r o s t e j , wycho
dzącej z punktu /? , np. p r o s t e j &z , odpowiadać 
będzie t i p r o sta /£/ , wychodząca z punktu ^ , 
ktćra przechodzi przez punkt fi £>* , tak, żc 
punkty B,przecięcia par prostych odpo
wiednich ^ / i « 4 ą i / j .... leżeć będą zawsze 
na pr o s t e j fi . W ten sposób, zarówno pęk fj fa, ...) 
jak pęk 1* faz -J , j e s t perspektywiczny z tyra 
samym szeregiem punktów fi/fi'B, - J . Mówimy 
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wtedy, że pęki PI fa, i Pi faz4r*v/8ą per
spektywiczne, co oznaczamy 

Punkty P/ i % nazywają się wierzchołkami 
pęków perspektywicznych, prosta fi nazywa 3ię 
osią i c h perspektywy. Jeżeli m*,/1" f< i 2/ są 
jakiemikoiwiek czterema prostemi, wychodzącemi 
z punktu P , a wychodzące z punktu Pi proste 

V&z* n23 f± i ̂  odpowiadają im w pękach per
spektywicznych P, A i . J i Pz /oc*K-)\ to 
czwórki pros tych P f-m, 2^J \ fi (itiz n* 

są perspektywiczne, tak że f^n, rz, c?, &) ~/^^^^^ 

Z określenia pęków perspektywicznych P /a-,£,...J 

i Pz &Z.J wynika, że pro s t a P , łączą
ca oba wierzchołki odpowiada samej sobie; jeżeli 
więc prostą tę zaliczymy do pęku P, 2>,... J 

i oznaczymy np. literą Zy , to gdy tę samą pros
tą zaliczymy do pęku :J%winniśmy ją 
oznaczyć literą z z . 

% 12?. Czwórki i szeregi rzutowe. Hit. oh aj 
czwórka punktów fi fM/f ĄR) będzie perspekty
wiczna z czwórką prostych P/tnnfrj/ry3.240/ , 
na zasadzie § 125" dwustosunki /Ą /f QR) i fatif*} 
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są równe. Wyobraźmy sobie t e r a z , że prosta p 
wraz z leżącemi na n i e j punktami Mj^y & i J? 

zostanie w dowolny sposób ze swego miejsoa p r z e 
sunięta, ponieważ na skutek tego przesunięcia 
wzajemne odległości punktów M, Jl^, Q \ R nie 
zostaną zmienione, więc dwustosunki /?K-npf)\ 

jeszcze będą równe, choć 
czwórki te wogóle przestaną być perspektywicznemi. 
Tak samo stałoby się, gdybyśmy nie ruszając 
ozwórki punktów /o/fa/fGl?) p o r u s z y l i z miejsca 
czwórkę prostych Pfifn, TV $ rj. 

Podobnież, jeżeli z dwóch perspektywicznych 
czwórek punktów fi, foź, M fiz //Hz Jy^ Q* P*) 

jedna przeniesioną z o s t a 
nie w inne miejsce, to 
perspektywiczność tych 
czwórek wogóle zostanie 
zatraconą, choć dwusto
sunki fs*,sr, a, j?,Ji 

pozostaną 
Ryj. 240. równe. Mówimy, że dwie 

czwórki punktów: 
p,/4t,M <?,P,Ji fiz./SizJfz albo że dwie 

ozwórki prostych Pfasn,^, *lj i PL f-m* nz&i 2%) 

albo że czwórka punktów To ffl/fĄft) i czwórka 
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prostych Pf?ri ?iy ̂ J są rzutowe^ jeżeli dwusto-
sunki //*, /V, QV 12,J i fMz #z QZ /ZZJBĄ równe. -
Czwórki perspektywiczne są przeto zawsze rzutowe, 
ale czwórki rzutowe mogą nie być perspektywiczne. 
Rzutowoóć czwórek oznaczamy symbolem ~7<r , np. p i 
szemy 

71, fi, J -7T 1% /Wz, 7ZŁ f^^ij. 

Niechaj będą w płaszczyźnie rysunku dwie pros
te fi, i fi*, . Na pr o s t e j fi/ obierzemy t r z y punkty 
fi/ , fi, i fi, , a na p r o s t e j fiz t r z y punkty ^ 3Z. 
i ć£ . Między punktami pr o s t e j fi, a punktami pro
s t e j fiz ustalimy odpowiedni ość doskonałą w ten 
sposób, że 
1/ punktowi^/ prost.fi, odpowiada p u n k t y pros-

^ e J Pz i nawzajem, 
2/ punktowi Bs prost, fi* " " B& pros

t e j f>z tnawzajem. 
3/ punktowi d, prost, fit " n. pros

t e j ^nawzajem. 
4/ każdemu innemu punktowi pr o s t e j fi/ odpowia
dać będzie t a k i punkt fiz p r o s t e j fiz , że dwusto-
sunki f fi, B, Ć,AL,J i /fiz fiz £k ĄzJ są równe. 

Tak ustalona odpowiedni ość między punktami pro
s t e j J*/ a punktami prostej fiz nazywa s i c rzut o-



wością szeregów fi, fa/ &,£...)% 7oz f'Bz B* Ć,...J 
00 oznaczamy: 

p, /#< B, Ć, v l 75 /fe -S* & -) 
1 mówimy, że t e s z e r e g i są r z u t o w e . 

Sf t e n sam sposób określamy rzutów o śó dwóch pę
ków 

pj ftz, A & - J ^-'M i i & ...J 

i rzutówośd pęku i śzeregu 

f/a & e.-.J-Tsr /o /§ B ć...). 

Rzutowość dwóch szeregów /pękdw, szeregu i pęku/ 
j e s t określona p r z e z 3 którekolwiek pary elementów 
o d p o w i e d n i c h . 

Jeżeli wychodząc z j a k i e g o k o l w i e k pęku / ? fa>£,C,,} 

p r z e t n i e m y go dowolną prostą , t o otrzymamy 
p e r s p e k t y w i c z n y z tym pękiem s z e r e g J>, /fi< BsC.) • 

rzucając t e n s z e r e g z dowolnego p u n k t u , otrzymamy 
pęk /&tźt, , p e r s p e k t y w i c z n y z s z e r e g i e m 

fit,/BiBi pękiem /a,%r ; p r z e c i 
nając pęk dowolną prostą , otrzymamy s z e 
reg ., który będzie p e r s p e k t y w i c z n y z pęki e n ^ 
i s z e r e g i e m P/ , a i s który wogóle n i e będzie już 
p e r s p e k t y w i c z n y z pękiem fi , choć będzie wciąż 
jeszcze z nij? rzutowy.; postępując i t a n sam sposób 
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dałoj , otrzymywać* będziemy na zmianę to pęk, 
to szereg, który będzie rzutowy z każdym poprzed
nim pękiem lub szeregiem, ale perspektywiczny bę
dzie t y l k o z ostatnim pękiem i z ostatnim szare -
giem. Wyrażamy to krótko, mówiąc 

Rzutow ość zachowuje się przez rzuty i przecię
c i a , perspek t./ vi i i tgnóś ć wogćle zatraca się przez 
rzuty i,przeklęcia, 

| 128. TI7I5RD2BNIA; 1. Jeżeli 3 proste 
i C pęku P/d ,h <?"••./przechód są przez 3 odpowiada
jące im punkty fiy 3 i C rzutowego z tym pękiom 
szeregu fi) /fi3 T to ten pęk i szereg są per
spektywiczne. W samej rzeczy każda czwarta p r o s t a 
w , wyobodząca z punktu 3 /rys,241/ musi 

przejść wtedy przez 
o dp owi ad aj ący j e j 
punkt M , na pros
t e j fi i s t n i e j e 
bowiem joden jedyny 
punkt M , d l a któ
rego dwustosunek 
/fiBĆMj byłby 
rów aj dwustosunkorti 

[ah cm) /$ i2o/. 
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I I . Jeżeli w dwóch szeregach rzutowych punkt 
przecięcia Z podstaw ft> i ftc odpowiada samemu 
sobie Z^z>~Zz,t to te s z e re g i są perspektywie z -
ne. Niechaj Bi i Jl2, , B, i będą dwiema pa
rami punktów, odpowiadających sobie wzajemnie 
* rzutowości danoj /rys.242/. 

Połączmy punkty /? * i flz prostą (Z , punkty 

S/Jt. 242 Syf. 2*3. 

JBf i 3± prostą /j ; oznaczmy punkt przecięcia 
prostych GL i fb literą P \ połączmy wreszcie 
punkt P z punktem Z prostą z . Ponieważ pro
ste OC9 h \. z pęku P/& JSz-.•)przechodzą przez 
odpowiadające im punkty f? 9 B i J? szeregu 

p , (J2/J8/j&. .) , więc na zasadzie tr.ierdzenia I 
pęk P fa, z •••) i szereg to {A/B> Z,..^^ perspek-
tywiczne; ponieważ te same proste fcjsb i z 
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przechodzą przez punkty flz, Bi i Zz szeregu 
fiz /BzZz-Jt więc na mocy tego samego twierdze
n i a pęk P/a£z.*.)^ szereg 7oz /$%ĄŹ.njaą p e r s 
pektywiczne, tak że szeregi jfi, 

fii /Az Sz Zz J są perspektywiczne z tym samym 
pakiem P/a- £z>~J, a więc są perspektywiczne z e . 
robą. 

I I I . Jeżeli w dwóch pękach rzutowych prosta 2/ , 

łącząca wierzchołki P \ PL t odpowiada samej 
sobie z s z, = z & t to te pęki są perspektywicz
ne. Kieohaj &>/ i , ^ i /fe będą dwiema parami 
prostych odpowiadających sobie wzajemnie w rzutowoś 
c i danej /rys;243/. Oznaczmy punkt przecięcia pro
stych i &*, literą A , punkt przecięcia pro
stych jb, i hi literą £ , połączmy punkty fi i 

B prostą fi ; oznaczmy wreszcie literą Z 

punkt przecięcia prostych fi i z . Ponieważ punk
ty fi y -P i Z szeregu 7° /ftSZ—) leżą na odpo
wiadających im prostych a,, fi, i Z, pęku P fakZiJ 

więc na zasadzie twierdzenia I szereg /J& & Z...) 

i pęk P Z , J są perspektywiczne; na t e j s a 
mej zasadzie szereg fóBZ...) j e s t perspektywiczny 
z pękiem faZ*~X s k ^ d wynika, że pęki 

są perspekty
wiczne. 
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