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§ 129. Wyznaczenie elementów odpowiednich d^óch 
rautowych szeregów, albo pęków, albo szeregu i pęjkn. 

I sposób, a/ Uiechaj będzie dowolna ilość p r o s ­
tych <Źj ć7 oł} ó j / . - . wychodzących % punk> 
tu , a na pr o s t e j fi niechaj będą 3 punkty 
fi, 3 i C , które mają odpowiadać prostym et, 
h i C w rzutowości FfiaJbc^fi^SCj/rys.244/. 

Wziąwszy skrawek papieru, którego jedna krawędź 
je s t prosta, i przyłożywszy go tą krawędzią do p r o s ­
t e j fi odetnijmy na skrawku punkty J7> & i C? , 

poczcHł odjąwszy 
go od prostej fi , 

3 z tik a j my t ak i e go 
położenia tego 
s k r a w k a , aby jpróś-
te <X, % i C p r z e -
chodziły odpowied­
nio przez punkty 

u9 i C. Gdy 
to z o s t a n i e osiąg­
nięte, odetnijray 

na skrawku punkty 2),JSf, P> * w których proste 
U, e, przecinają jego krawędź, pcozeai przyło­
żywszy skrawek znowu do prostej fi ten sposób, 



- 303 -

aby punkty fi, fi i Ć przystały do zrobionych 
poprzednio anakdw, przenieśmy odcięte na skrawku 
jounJciy 2)^ £ , fi• na prostą- fi . 

b/ tf t a k i sam sposób postąpić możemy, gdy mamy 
wyznaczyć proste &y 'Jr%v » odpowiadające 
punktom fi, fi, fi.** w rzutowości fi/fiBĆ...)^ 

^JP /ct £ a...) . Przyłożywszy skrawek do prostej 
fi odcinamy na nim punkty fiy B ? '& J & / £J 

fipocaem szukamy takiego położenia skrawka, 
aby punkty fi?B} fi , leżały odpowiednio na pros­
tych Cł,jb i Cf :i Gdy to zostanie osiągnięte, 
przenosimy zaznaczone na skrawku punkty B, fi, fi... 

na papier i łączymy.je z punktem fi* . 

o/ Hiechaj na prostej fi/ dana będzie dowolna 
ilość punktĆR fi/, B/? fi/* B/j firj fi/.... 
a na prostej fiz niechaj będą dane 3 punkty; BXX BĄ 

i C*. , które mają odpowiadać punktom fi,, B, \ Ć, 

B rzutowości fi/ /ffi/B/Cf/..j7c fiz, /fiz B±ĆZ...} obraw­
szy jakikolwiek punkt fs , nie leżący na p r o s t e j , 
połączmy go se , wsz.yatkierai punktami Jfi/^ 3, y C,, 

fis, fi, .... .-Weźmy *aojiu sjcrawek papieru, przy­
łóżmy jego krawędź da proste j fiA , odetnijmy na 
kra:»ędai punkty fit, Bx i Cfz , i szukajmy takiego 
położenia skrawka,, aby odcięte na jego krawędzi 
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punkty leżały odpowiednio na prostych 
i P* 0/ , wtedy proste & D/3 P,£/,P,If... wyznaczą 
na t e j krawędzi punkty Dz,2?^y P z , które 
pozostaje t y l k o przenieść na prostą fiz . 

d/ Niechaj z punktu P wychodzi dowolna 
ilość prostych CL,} Ąj cjj cł,} e^Jfj , a z punktu 

Pz niechaj wychodzą 3 proste ^ , któ­
re mają odpowiadać prostym CC, , fo, \ C, * r z u t o ­
wości; PI fzJ?cJ%/#zĄ 4 -J. Ułożywszy w do­
wolny sposób skrawek papieru, odetnijmy na jego 
krawędzi punkty /3, B> Ć, J), P.... f v któ­
rych proste Ca «ro e,,jf.„ przecinają 
tę krawędź, poczem umieśćmy ten skrawek w t a k i 
sposób, aby proste ccithz i ^ przechodziły przez 
punkty^ 7, S i Ć ; wtedj proste, łączące punkt 
2% % pozostałemi punktami J J?> P*••• 

będą odpowiadały w danej rzutowości prostym 
d,t e, , ... pęku P fcz,ó,ć,...) 

I I sposób. Ze stanowiska p r a k t y k i kreślarskiej 
sposoby powyższe są bardzo użyteczne, gdyż przesu­
wając w tę lub o^ą stronę skrawek papieru z odcię-
terai na jego krawędzi punktami Jj?, 2? i C % może­
my po k i l k u próbech z dostatecznem przybliżeniem 
umieścić te punkty odpowiednio na prostych 



i C/ . Ze stanowiska t e o r j i rozwiązania te nie mają 
wartości, gdyż nie wskazują t u t a j w j a k i sposób moż­
na sprawić, aby 3 dowolne punkty danej prostej upad­
ły dokładnie na 3 dane proste, wychodzące z jednego 
punktu. Wskażemy przeto inne wprawdzie mniej prak­
tyczne, ale za to ścisłe sposoby rozwiązania tych s a ­
mych zagadnień, przytem okaże się, że do i c h z a s t o ­
sowania wystarczy użyci© samego ty l k o linjału /kon­
strukcje linjowe, zagadnienia I stopnia/. 

a/ Hiechaj będą 
/rys.245/ dwa sze­
r e g i o podstawach 
fi, i pz , których 
rzutowość j e s t da­
na zapomocą 3 pav 
punktów odpowifd-
niohtf, i fiz , B, i 
Bz „ & i €*.. Po­
łączmy które - k o l -
wiek dwa punkty od­
powiednie np. fl, i 

fiz i na prostej B, fiz obieramy dowolnie dwa punkty 
B, i pz . Z punktu P* rzućmy szereg 

pj{fi,3rĆ'* •)> a a punktu szereg pz fetzB* Ć* .J 

GEOMET RT A~WIKRESLHA„ Nr. 173. Arkusz 20-ty. 
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i uważajmy w pękach o wierzchołkach fi i 1% za o d ­
powiednie te proate, które rzucają odpowiednie punk­
ty szeregów fi* i pz . Pęki fi i są r z u t o w e , 
gdyż są one perspektywiczne z rzut o w e m i aseregami * 
fos /fi /3, C,...) TT fiz. faz &z, £<, są one n a d t o 
perspektywiczne, gdyż prosta łącząca wierzchołki 
3 3^ odpowiada samej sobie /cZ, Odpowiednie 

proste pęków fi i 3* muszą się więo przecinać na 
jednej prostej / o s i perspektywy tych pęków/; będzie 
ona wyznaczona przez dwa jakiekolwiek s w o j a punkty 
np. przez .3 -fi* £>zi C - Cz- - Proste każdej i n ­
nej pary przecinać się muszą na p r o s t e j 3 d s jbt 

Aby więc wyznaczyć punkt Mz , odpowiadający punkto­
wi M, , łączymy fi,Mi e mi * wyznaczamy punkt 

-m, — Al , łączymy ~ ^z i wyznaczamy punkt 

Ponieważ punkty fi, i 1% są dowolnymi punktami 
pro s t e j 3/ Bz • przeto dogodnie będzie wsiać punkt 
3, w punkcie 3z , a punkt ł% w punkcie 3i / r y s . 
246/, osią perspektywy pęków fi i /% będzie pros-
ta^łącząca punkt (? przecięcia prostych 3 J 3^ 
i 3 z 3/ z punktem 3 przecięcia prostych /3, ćft 

i fit Ć/ J dwa punkty M, i Mz są. odpowiednie w sze 
regach p/{3, 3, C, ... j Tfy&z /fiz 3Z ćz...J 



- 30? -
jeżeli proste fit /i z i fizMt przecinają się 

w punkoi® któ­
rymkolwiek M 
o s i fi . 

Jeżeli sze­
regi rzutowe 
fi i fiz, nie 
są perspekty­
wiczne, to 
punkt przecię­
c i a Z podstaw 
fi, i fit nie 
odpowiada same­

mu sobie. Jeżeli ten punkt zaliosymy do szeregu fi, , 
oznaczając go literą >X/ , to punkt odpowiedni 
znajdziemy stosując regułę ogólną: trzeba na prostej 
fit wyznaczyć t a k i punkt , aby proste fiz X> i 
fi/ Xz przscinały się na prostej fiz . i.le 
fiz % fiz j j ^ m u s i być przeto takim punktem pros­

t e j ^ , aby prosta fi'/ dz, przecinała prostą p*. 
na prostej fi , t . j , JL^ & JS> pi, . Jeżeli punkt Z 
zaliczymy do szeregu fiz , oznaczając go literą Y& , 
to punkt odpowiedni Y/ będzie leżał w przecięciu 
prostych fi i fi, , tak że; . 
punktowi przecięcia podstaw dwóch szeregów rzutowych 

- < £ — — — ^ > 

y* & *z % Ą <?z 
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odpowiadają w obu szeregach, punkty, w których oś 
perspektywy przecina podstawy, i nawzajem; 
oś perspektywy dwóch szeregów rzutowych /'J* i/5*. 
łączy punkty ^z i /̂ , odpowiadające w obu sze­
regach punk t owi t^/ ~ JKt przecięcia podstaw /3>p* , 

Ponieważ każdemu punktowi jednego z dwóch sze­
regów rzutowych, np, albo Yz odpowiada 
w drugim jeden jedyny punkt Jz. s względnie V/ , 

więc oś perspektywy nie zależy od tego, czy wier z ­
chołki pę/ców P i Pz obierzemy w punktach A* i 
Az, , B, i Mt , i & > M, i i4 ... . Stąd 
wynikaj 

Jeżeli wierzchołki pierwszy, t r z e c i i piąty 
3Z6Ściokąta A/Bz.Ć,Az By Cz leżą.na prostej fiy , 

a wierzchołki; d r u g i , czwarty i szósty na prostej 
fiz * |g punkty A9 B i C przecięcia boków 
"przeciwległych" sześciokąt& B/ Cz i Bz, > JJ/Cj, 
i Az & , Ai BJ. i Ai. B, , leżą na jednej pros- v 

t e j /& . 
Jest to zresztą przypadek szczególny twierdze­

n i a Pascala o sześciokącie wpisanym w stożkową, 
o którym niebawem będzie mowa. 

Rzutowosó dwóch szeregów n a danych podstawach 
%>/ i pz jest wyznaczona. przez, oś perspektywy & 
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o r a z jedną parę 
gdyż oś p e r s p e k t y w y j e s t równoznaczna z dwiema pa- • 
rami punktów o d p o w i e d n i c h ; Ji* 

Jeżeli p u n k t y niewłaściwe p r o s t y c h A \/Jz nie 
odpowiadają sobie w z a j e m n i e , to oznaczmy literą R, 

punkt odpowiadający w s z e r e g u P/ punktowi n i e ­
właściwemu fiz- s z e r e g u ft^ , a literą punkt 
odpowiadający w szeregu fiz punktowi niewłaściwe­
mu Q/ s z e r e g u fi* . Punkty fi* i Ąz nazywają 
się punktami wzajemnemi szeregów fit i fi*, . Ponie­
waż dwustosunki ( fi' B, G./"*/?*J i (fi* Bz Ąz JfyTy 

są równe, więc Jr/~fJ 55 /§ 119/, stąd wynika 
B/B/ Bz de. f $/&/ - £ 1 , <*Ą ; ożyli 

Ilocz y n odległości dwóch punktów odpowiednich 
fi/ i fiz od punktów wzajemnych B, i ót^ j e s t l i c z 
bą stałą. 

Jeżeli punkty niewiaŚoime obu szeregów rzutowych 
odpowiadają sobie w z a j e m n i e , to gdy oznaczymy l i t e ­
rą (2, 0 0 punkt niewłaściwy prostej fi, , wypadnie 
oznaczyć literą U z punkt niewłaściwy prostej/??*. 
I i echa j fi* i fiz. ; ^/ i Bz , </< i ^ będą 
trzema parami punktów odpowiednich tych szeregów; 
dołączając czwartą parę punktów odpowiednich <?/ °° 
i Qz °° , możemy aapisaćj 
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skąd 
Br C, JJz Cl, 
B, C, Bi ćz. 

Mamy tedy wniosek: 
Jeżeli punkty niewłaściwe dwóoh szeregów 

regi są "podobne*, to stosunek odległości 
dwóoh którycbkolwiek punkt< SM jednego szeregu do 
odległości odpowiadających im punktów drugiego 
szeregu j e s t liczbą stałą. 

b/ Hiech będą dwa pęki o wierzchołkach fi i J% 

których rzutowośó j e s t dana zapomocą 3 par pros­
tych odpowiednich i &*. # £, i Bz , i 

/r y s . 2 4 ? / . Przez 
punkt przecięcia 
którychkolwiek 2-ch 
promieni odpowied­
n i c h , np. cc, i &z " 
poprowadźmy dowol­
nie dwie proste fi, 
i fiz i uważajmy 
w szeregach fi, i fiz 
za odpowiedni© te 
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punktyj k i 4 r a leżą na odpowiednich prostych pę­
ków ./? i Pi . Szeregi p, i fi^ są rzut owe, 
gdyż są ona perspektywiczne z rzutowemi pękami 
P, fa, £s e, ...J TT- ̂  / ś ^ ̂  ^ ..y* są one nadto 
perspektywiczne, gdyż punkt przecięcia podstaw 

/&/ fiz odpowiada samemu sobie ( Jł/ = /2*J. Odpo­
wiednie punkty szeregów fi i pz muszą-przeto 
leżeć na prostych przecinających się w jednym 
punkcie /środku perspektywy tych szeregów/, bę­
dzie on wyznaczony przez dwie którekolwiek pros­
te przez esi przechodzące, np. przez & 5 3/ <3z\ 

Ć ś Ć, Ćz , Punkty odpowiednie każdej innej 
pary leżeć suszą na p r o s t e j , wychodzącej z punk­
t u h Ć 5 P . Aby więc wyznaczyć prostą ., 
odpowiadającą prostej m>/ , wyznaczamy punkt 
fi, KI, * M, , łączymy P/4, = m , wyznaczamy 
punkt pA <m i łączymy Fi Mi = m*,. 

Ponieważ proste fi, i fiz są dowolnemt p r o s t e -
tti, wyprowadź onemi z punktu &z , przeto do­
godnie będzie uczynić fi, » &z i a ̂ / / r y s . 
248/. Środkiem perspektywy szeregów ̂  i /^ bę­
dzie punkt P , który jes t przecięciem prostej 

ć t łączącej punkty ac, i prostą i> , 
łączącą punkty asT> i °Lz ć, -% dwie proste ^/ 
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i *Kx. są odpo-
więdnie w pękach 

TT- 2% (ctz&i 
jeżeli prosta , 
łącząca punkty 
<%/ 'rtit i cci <m, prze­
chodzi przez środek 
perspektywy P . 

Jeżeli pęki r z u ­
towe P i -^2 nie 
są perspektywiczne, 

to p r o s t a z , łącząca wierzchołki P i Pi , nie 
odpowiada samej sobie. Jeżeli tę prostą zaliczymy 
do pęku P/ , oznaczając -ją literą Jf* , tp prostą 
odpowiednią znajdziemy, prowadząc z punktu PL 

taką prostą JŁ, , aby prost a , łącząca punkty u i X 

i tXz przechodziła przez punkt P . Ale 
&t, JC, = P; JCz, musi być przeto taką prostą, wy­

chodzącą z punktu Pt , a,by prosta, łącząca punk­
ty a,, Xi, i Pg, przechodziła przez punkt * , 
t . j . Jtz = . Jeżeli prostą Z zaliczymy do 
pęku ?\\ * oznaczając ją literą J/& , to prosta 
odpowiednia y, będzie' łączyła punkty P i P? 
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prostej łączącej wierzohołki dwóch pęków rzutowych 
odpowiadają w obu pękach proste, które łączą śro­
dek perspektywy z w i erzohołkami i nawzajem 
środek perspektywy pęków rzutowych & i jjg j e s t 
przecięciem prostych *^ i ̂  , odpowiadających w 
obu pękach prostej S* =Jfz\ , łączącej wierzchołki 

fi i fit . 
Ponieważ każdej prostej jednego z dwóch pęków 

rzutowych, np. X* lub _X 5 odpowiada w drugim 
jedna jedyna prosta , wsgl. J// , więc środek 
perspektywy nie zależy od tego, czy za podstawy 
szeregów p/ i pz\ obraliśmy proste cc, i czZt 

i ht , C/ i ^ / i Stąd waiosek: 
Jeżeli b o k i ; pierwszy, t r z e c i i piąty Eześcio-

boku ŹJL ^ / f f ^ / l ^ przechodzą przez punkt i ? a 
bok i : d r u g i , czwarty i szó-sty przez punkt ^ , to 
proste /5 i C , łączące wierzchołki ''przeciw­
ległe" sześoiokąta k/Ci, hz Cr , c^/Cz i CLtC,* 

CC/ fcz j t pr2̂ .-chodzą przez jeden punkt ̂ g >. 
J e s t to zresztą przypadek szczególny twierdzenia 

Brianchona o sześcioboku opisanym na stożkowej, o 
którym niebawem będzie mowa. 

^Izutowośó dwóch pęków o danych wierzchołkach fi 
i Pz j e s t wyznaczona przez środek perspektywy JF* 
OTaz_jeclną parę CC/ i OLz prostych odpowiednich. 



- 314 -

gdyś środek p e r s p e k t y w y j e s t równoznaczny- z d w i e ­
ma p a r a m i p r o s t y c h odpowiednich X' i JCL X ij£ 

D«?a p o z o r n i e rośne wz&jssme t w i e r d z e n i a : 
o szeóoiokącie, którego wierzchołki leżą na 2«*oh 

rzeczy samej tern sam.em twierdzeniem, którego i s t o ­
ta p o l e g a na i s t n i e n i u t . sw. k o n f i g u r a c j i Pascala,' 
złożonoj z 9 punktów i 9 prostych w ten sposób, 
że przez każdy pun k t przechodzą 3 proste i na każ­
dej prostej leżą 3 punkty. 

§ 130. Zast0 3cwanie. Zastosujmy twierdzenie o 
sześcioboku >x,h^ćr & Cj^ , którego b o k i 
i ćt prz»chodzą przez punkt fi , a b o k i &*j/6ł 
i Ćz, przez p u n k t fit, , do rozwiązania zagadnienia: 

Połączyć punkt C/ z niedostępnym punktem prze-

prostyoh p* i fiz i ó sześcioboku, którego bo 
k i przechodsą przez dwa punkty P, i , są w 

cięcia p r o s t y c h 
a i fi, / r y s . 249/ 

proste: pierwszą 
w kierunku dowol 
nym fi do pu n k ­
t u fiz na p r o s -
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t e j ou t drugą w kierunku dowolnym ** do punktu. 
•Ą, na pr o s t e j Z punktu Bz wyprowadźmy rów­

noległą do Ć* Bz do punktu B/ na pros t e j /b , 

a z punktu Bz równoległą do Ćf* Bz do punktu 
fis na p r o s t e j &> , Z punktu ^/ wyprowadźmy zno­
wu równoległą do Ć/fiz i z punktu /z7/ równoległą 
do Ć, Bz ; połąozmy wreszcie punkt €f* z punktem 

, w którym przecinają się ostatnie dwie pro­
ste. Powiadam, że prosta Cz p r z e j d z i e przez 
punkt CZ /b ; W samej rzeczy, w sześoioboku 
fi'/3z Ć'BzB, &z boki pierwszy, t r z e c i i pią­

ty przechodzą przez punkt P' °° t a bafcu, d r u g i , 
czwarty i szósty przez punkt , skąd wynika, że 
proste, łączące przeciwległa wierzchołki tego 
sześcioboku fi* fiz , $? Bz i Ćz przechodzą 
przez jeden punkt. 

Zagadnienie to można też rozwiązać na zasadzie 
twierdzeń o trójkątach Desargues^ /§ 75/. Z punktu 

óv /rys.250/ wyprowadzamy znowu jakiekolwiek 
dwie proste, pierwszą do punktu &t na pro s t e j ć£ 

drugą do punktu &/ na pr o s t e j £ i łączymy punk 
ty fi, i B, •, Przez dowolny punkt Bz p r o s t e j cz 

prowadzimy równoległą do H,B/ do punktu B*. na 
pr o s t e j h i równoległą do fit/ (?/ , a z punktu 



- ale 

B^ równoległą do By Ć?/ \ wracacie łączymy punkt 
d, z punktem Cfz , w którym się przecinają dwie 
ostatnie proste. Irójkąty B/BrC/i BzB\ ć^są. 

trójkątami Desargues ?a, gdyś odpom ejdnie i c h boki 
przecinają się 
w trzech punk­
tach niewłaści­
wych, które, jak 
wiadomo, lezą na 
jednej prostej 
/mianowicie na 
prostej niewłaćś-
ciwej/. 

Z ty ok dwóch 
rozwiązań pierw­
sze j e s t bardziej 
praktyczne, 
zwłaszcza, jeże­
l i się posługuje­
my r a j szyną i po 
n i e j ślizgającą 

to wskazuje rys.251. 



§ 131. SZEREGI RZUTOWE NA WSPÓLNEJ PODSTAW TB 
I PgKI RZUT 0% 35 O WSPÓLNIM WIERZCHOŁKU. Ponieważ 
dwustosunek czterech elementów szeregu lub pęku 
zachowuje się-przez rzuty i przecięcia, więc przez 
dowolną ilość rzutów i przecięć dochodzimy zawsze 
do szeregu lub pęku rzutowego z pierwszym s z e r e ­
g i en lub pękiem. Przypadkiem szczególnie ważnym 
rzutowości dwóch azersgów lub dwóch pęków będzie 

g^y podstawy szeregów lub gdy wierzchołki pę­
ków 4rsystają do si e b i e /są zjednoczone/. Zdarza 
się t o np. wówczas, gdy wyszedłszy z pewnego sze­
regu o podstawi© p, , po pemej l i c z b i e rzutów i 
przecięć p r z e t n i e m y pęk Pn-?t prostą fi/ ; wtedy 
na p r o s t e j fi} będą leżały dwa szeregi rzutowe 
fi,/(j?/&, Ć{+<rJ ~*~fi< I podobnież o o 
do pęków: może się zdarzyć, że wyszedłszy z pewne­
go pęku o wierzchołku Pj , po pewnej l i c z b i e 
przecięć i rzutów, rzucimy szereg z punktu 
P ; wtedy punkt P będzie wspólnym wierzchoł­

kiem dwóch pęków rzutowych JP, fćZ, £, ... J 7T 
P (&h 4* Ć^-.J Takie dwa szeregi rzutowo na 

wspólnej podstawie lub pęki rzutowe o wspólnym 
wierzchołku, jak każde wogóle rzutowe szeregi lub 
pęki, są wyznaczone przez 3 pary elementów odpo-
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s i e d n i c h , a i s wykreślenia podane w poprzednim 
artykule^ służące do wyznaczania elementów odpo­
wiednich w tym przypadku zawodzą. 

Niechaj będą na prostej fi/z, /rys,252,/ 3 pary 
fi/ i 3, i 3z , Ć/ i punktów, które 
wyznaczają d*a szeregi rzutowe /Ose /3/ 3, ćf/...J^" 

yrfóz /fi*, fiz C*---J ; aby wyznaczyć dla punktu At, 

pierwszego sze­
regu odpowiada­
jący mu punkt 
Mz drugiego, 
rzućmy z dowol­
nego punktu 3% 

punkty fiz,3Łi <j 
na dowolną pros­
tą jbz i znajdź­
my na tej pr o s ­
t e j t a k i punkt 

, że punkty 
31/ i Mi odpo­

wiadają sobie rzutowo w szeregach fo,z //?, 3, t?...J ~7r 
~*~ foz, /3 z &t Cfź>*>.J , poczem rzućmy punkt Mz 

z punktu Iz na fi>/z ; otrzymany m ten sposób 
punkt Aiz j e s t szukanym, gdyż /| 138/ 
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* /fi, 8, M >cj = &L ? i t l j 

a na mocy § 123 

(Bi £i Wt C'ZJ~ {fi* fiz Mz ? 0 j 

skąd wynika; 

{fi, % M. C, ) = (#z Bz Mz ć*)x 

Opierając się na zasadzie dwoistości znaleźli­
byśmy analogiczne wykreślenie l i n j o w s , pozwalające 
odnaleźć prostą triz, odpowiadającą da&ej prostej 

w dwóch pękach rzutowych o wspólnym wierzchoł­
ku P. 

§ 132. BŁEMfTI POD^JTO. J e i w l i w dwóch azere-
gach rzutowych na wspólnej podstawie, - albo w 
dwóch pękach rzutow2i^^ 
3 pary alemeatów odnowi ednioh są zjednoczone L to 
n E z i st k i e pary elen eątóg odp_ow_i e dni eh są zjedn oc żo­
nę i t ; j . te s z e r e g i , wzgl. pęki, śą identyczne.-
W Samej rzeczy, n i och będą np. dra szeregi rzutowe 
na wspólnej podstawie ft/z. i niech punkty fi, i fiz 
będą zjednoczone w punkcie ^ t e j p r o s t e j , punkty 
fi- i & w punkcie fi- , a punkty 6 Ł / i ^ » 
punkcie, ó̂  . Jeżeli punkty fit/ i stanowią 
jakąkolwiek inną parę punktó* odpowiednich, to na 
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z a s a d z i e § 127 

f/J, 3, M, Ć,J - /Az #z MzĆżJ 

f/i 3 M, ćj - fB ćj. 

skąd w y n i k a , że p u n k t y M' i . są i de nt v o zne. 
Jożełi więc dwa s z e r e g i rzutowe n a wspólnej p o d ­

stawi© / a l b o dwa pęki rzutowe o wspólnym wierzchoł­
ku/ n i e aą i d e n t y c z n e ^ t o mogą mieć* najwyżej dwie 
p a r y elementów o d p o w i e d n i c h z j e d n o c z o n y c h ; t . j . na 
wspólnej p o d s t a w i e fi/z istnieją najwyżej dwa punk­
t y f/z, i <7/z. / z e wspólnego wierzchołka **Z wy­
chodzą najwyżej dsrie p r o s t e ^/z i J/z / 1 które 
odpowiadają samym s o b i e . Punkty f/z i J/z nazy­
wamy pu n k t a m i podwój nomi szeregów r z u t o w y c h 
fi/z f/f*3'C/...) ~x~fisz f/¥*&*Cz p r o s t e */z i J/z 
nazywamy p r o s t e m ! podwójnemi pęków r z u t o w y c h 

JF/Z (GL, f), C.J T Pz- f(Zz -~J 

Wykreślenie podane w a r t y k u l e poprzednim d l a wy­
z n a c z e n i a p a r y punktów o d p o w i e d n i c h dwóch szeregów 
r z u t o w y c h na wspólnej p o d s t a w i e nie da się zastoso-
wać" do w y z n a c z e n i a punktów podwójnych tych szeregów. 
Do tego c e l u służy t.zw. wykreślenie Steinera. 

H i ech będą n a wspólnej podstawie 70,^ / r y s . 253/ 



dwa s z e r e g i f których rzutowośó jest określona z a ­
pomooą trzech par punktów odpowiednich fi/ i fiz , 
fi, i , Ci C'z . Wykreślmy dowolne koło 

k i obrawszy na jogo obwodzie punkt Pz , rzuć­
my z niego wszystkie te punkty; proste rzucające 
& i uz t 70/ i j i f •••£«, wyznaczają dwa 

pęki rzutowo o wspólnym wierzchołku Z punk-
tu ^7/ , w którym prosta przecina koło,rzuć-
my punkty Ą j Ą i J proste rzucające A / , 

vz y... s na zasadzie znanego twierdzenia o kątach 
wpisanych w koło, opartych na tym samym łuku, two­
rzą ze sobą te same kąty, co proste 
tak. że pęki P,z %± Ą ...) i fi,' /a Z % z <7Z'...) 
są równe, a więc, oczywiście, rzutowe. Podobnież 
z punktu fi z. , w którym prosta #ż przecina koło, 
rzućmy punkty fi, , 5, i 'ć'f ; proste rzucające: 
8f*0 tworzą ze sobą te same kąty, 00 

proste ^ , tak że pęki fiz /a, Z, c, .,,) i 
Mi /*'j>! c,'...J są równe, a więo: oczywiście r z u ­

towe. 
Ponieważ 

Pn f a, & k ...) sjz /«^ 'Zn st... J 

W l ę C fi*/*"''*!*',..) z* 

frlOMSTR-JA mRE3LKA.Br,i?3. Arkusz 21-szy, 
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JP yS. 253. 

pęki te jednak nie tylko są rzutowe, ale i perspek­
tywiczne, albowiem prosta, łącząca wierzchołki 
i J3ź odpowiada samej sobie w tych pękach a-*). 

S t ą d wynika, że punkty przecięcia promieni odpowied­
nich C ćź,..., w>f ... leżą na jednej 
pro s t e j jb , która jjest za.tem wyznaczoną przez dwa 
którekolwiek z tych punktów, np. przez 
i 3 » Ct cz . Aby wyznaczyć jakąkolwiek inną pa-



rę prostych, odpowiednich, wystarczy połączyć do­
wolny punkt Al' prostej B 'ć * fi % punktami 
i Si , 

Stąd wynika, że d l a wyznaczenia punktu -filz , 
który w drugim szeregu odpowiada punktowi Ąfy 

pierwszego szeregu, należy postąpić jak następuj 
Połączyć punkty Ć,, &*, S Z i ^ i fit, 

z punktem 7^. prostemi <%,j Z>,, c,, aZf 2>ZJ i m, 

wyznaczyć punkty fi!, Bf, C}, fi*, Bi, f i i S*J , 

w których te proste przecinają koło ; połą­
czyć fi/'Bi ' i i i fiiB,'s j wyznaczyó 
punkt źź7o!^B' ; połączyć fi/ ^i s i 

Jii, Ć/ « <3 ; wyznaczyć punkt <?ićf " C' 
połączyć B/C/^ fi ; wyznaczyć punkt ^ *A2 
połączyć Al'fi/'^?nU\ wreszcie wyznacayć punkt 
m>zfi - Al z 

Trojakie może byó położenie pr o s t e j /o wzglę­
dem koła & ; albo może to być prosta zewnętrzna 
względem tego koła, albo styczna do niego, albo 
wreszcie jego sieczna. Przypuśćmy, że prosta fi 
przecina koło /t w dwóch punktach l/z i *//z> 
Każdy z tych punktów wyznacza z punktem <Bz proi 
tą, która odpowiada samej sobie w pękach r z u t o ­
wych ; 
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Bz /a, &, C . . J 7?z >-J 

P u n k t y 7/z i , w których t a k wyznaczone 
p r o s t e ^ i przecinają prostą ftą , są 

zatem punktami podwójnemi szeregów r z u t o w y c h 
/B/B,. ^/#* 0i Czr.J. Jeżeli p r o s t a 

Jp j e s t styczną do koła K. , t o punkty I!z i 

J/Z ; a więc i p u n k t y f,z i J% 8 ą z j e d n o ­
c z o n e ; i s t n i e j e więc wtedy t y l k o jeden punkt p o d ­
wójny t y c h szeregów. Jeżeli w r e s z c i e p r o s t a p 

j e s t zewnętrzną względem koła fc , to punkty pod­
wójne n i e istnieją w c a l e . 

W wykreśleniu pówyższem zawarte już j e s t o c z y ­
wiście w y z n a c z e n i e p a r p r o s t y c h o d p o w i e d n i c h orsz 
p r o s t y c h podwójnych i dwóch pęków r a u ­
towych o wspólnym wierzchołku f/z ! 

'ffz /<*< A ć, ...J 7!~/& Ja* ix c\ ...) 

Wyznaczenie punktów podwójnych dwóch szeregów 
r z u t o w y c h n a j a k i e j k o l w i e k podstawi© /S^ o r a z wy­
z n a c z e n i e p r o s t y c h podwójnych dwóch pęków r z u t o ­
wych o j a k i e k o l w i e k Fierzchołku J^i , da się usku­
tecznić zapom<.oą jednego j e d y n e g o koła st % leżące­
go w płaszczyźnie t y c h podstaw i wierzchołków. Wy­
kreślenie t o n i e wymaga zatem użycia c y r k l a ; jeżeli 



— 3Ć£ 5 — 

tylko, w płaszczyźnie rysunltu raz na zawsze wy­
kreślone jes t jakiekolwiek koło /zwane kołem 
Ste inera/. 

§ 133. ZASTOSOWANIE. Wykreślić trójkąt wpisa-
MMMMIMMMK ^ — - —• • '• • w . , • 

ny w trójkąt SyNPi opisany na trójkącie O-RyŚ . 

Ha boku /W* /rys.254/ obierzmy trzydo.wolue 
punkty B, i £ ; rzućmy je z punktu <2 na bok 
MN ; ctrzyTiay;* punkty Bt/B^i ^ rzućmy z 
nunktu /? na bok /YB , wreszcie tak otrzymane 
punkty fij, B3 i C'3 rzućmy jeszcze raz z punktu 
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$ na bok MI9 \ ponieważ szeregi 
fi / 3/ C, ... i fi ^ Bi, ,., 

^ 3*A-> i A 
A'j B3 ó>r i fi? fi* Cy... 

są perspektywiczne /środkami perspektywy są k o l e j ­
no punkty d t fi i %

/S/ /, więc szeregi 
fi, 3, Ć,... i #y By Ć¥... 

3ą rzutowe na wspólnej podstawie fil fi \ zadanie 
sprowadza się więc do wyznaczenia punktów podwój­
nych f,i i J,i tych szeregów i ma 2, 1 lub 0 
rozwiązań /zagadnienie I I stopnia/. 

j 134. SZEREGI I PĘKI INWOLUCYJNE. Niechaj będą 
dwa szeregi rzutowe na wspólnej podstawie fi/z. Każ­
dy punkt /V nrostej fi,* może byó zaliczony bądź 
do pierwszego, bądź do drugiego szeregu. Jeżeli 
punkt JV zaliczymy do pierwszego szeregu i ozna­
czymy go literą fi/ , to w drugim szeregn będzie 
mu odpowiadał pewien punkt, który oznaczymy literą 
fiz , Jeżeli ten sam punkt zaliczymy do drugiego 
szeregu i oznaczymy go literą fi*, , to w pierwszym 
szeregu będzie mu odpowiadał pewien punkt fi/ , 
lit dr/ wogóle będzie różny od punktu fiz . Eoże się 
wszakże zdarzyć, że punkty fi* i fi, przystaną do 
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s i e b i e w pewnym punkcie fiT prostej fiu ; wówczas 
mówimy, że punkty// i /V odpowiadają sobie pod­
wójnie, co o z n a c z a , że punktowi M odpowiada zaw­
sze ten sam punkt JV , niezależnie od tego, do któ 
rego z dwóch szeregów zaliczymy punkt M . 

Podobnież d l a pęków. Koże się zdarzyć, że w 
dwóch pęk ach r z u Towych o wspólnym wierzchołku fiz 

dwie proste #z i ite , wychodzące z punktu fi/z 
odpowiadają sobie podwójnie, t . j . że prostej rrL 
odpowiada zawsze t a sama prosta ^ , niezależnie 
od tego, do którego z dwóch pęaów prostą m- z a l i ­
czymy. Dowiedziemy teras twierdzenia: 

Jeżeli w dwóch s z e r e g a c h rzutowych na wspólnej 
podstawie, albo w dssćch pękach rzut owych o wspól­
nym wierzchołku dfta elementy odpowiednie odpowiada-
2 § s°foie podwój n i e , to każde dwa elementy odpowied­
nie odpowiadają sobie podwójnie^ 

Niech będą np. dwa szeregi rzutowe na wspólnej 
podstawie i niech i s t n i e j e jedna para punktów odpo­
wiednich fit i fis , które odpowiadają sobie podwój­
n i e , tak że jeżeli 

fi, * 3x to fiz -B, 

Trzeba okazać, że wtedy każda para punktów odpo­
wiednich, np.. C, i t?z odpowiada sobio podwójnie, 
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t . j . że jeżeli 
73, = Ćj, to Z>z * ^ 

O t ó ż na zasadzie $ 127 

f/7, 3t C Z),J = /yZ* ^ 
kładąc na mocy założenia 

otrzymamy 
/ y ^ y J , CJO^/zSsJl, Z), y£ ) 

c z y l i 

t . j . 

. fi,Z>, m &,J>, ! ^ 2>4J, 

yf / y/, y x 

co oznacza, że stosunki podziału punktów i D 

względem punktów fi , i fi, są równe, skąd w y n i k a , 
że s Z>̂  ; c.h. d.o. 

Dwa szeregi rzutowe na wspólnej p o d s t a w i e fi,z 

w których jedna, a więc w s z y s t k i e p a r y punktów o. 
powiednich odpowiadają s o b i e podwójnie, nazywają 
się inwoluoją na p r o s te j Ł Każdemu punktowi 
p r o s t e j p/z , odpowiada j e d e n jedyny punkt fcojj s 
mej p r o s t e j , o którym mówimy, że jnst s tamtym i a. 
wolucyjnie sprzężony. 
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Pgnifiwaz rzutowość dwóch szeregów j e s t wyznaczo­
na przez 3 którekolwiek pary punktów odpowiednich, 
więc iiiw o l u c j a n& pr o s t e j p/z , będzie y^yznacz ona 
przez dwie którekolwiek pary punkt ós sprzężonych 
/h i fi* \ -By i 2?z. \ każda a tych dwóch par bo­
wiem, po przestawieniu j e j elementów stworzy nową 
parę punktów odpowiednich ty c i , dw;v*ch. szeregów r z u t o ­
wych, które stanowią inwolucj§; 

fi/z f& m Bz BZJ *r'/?J /Bz Bz fi/B/J 

Dwa pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku fiz , / 
w których jedna, a więc wszystkie pary prostych odf 
pcwiednich odpowiadają sobie podwójnie, nazywają 
8 * 9 inwolucją dokoła punktu fisz , Każ de j p r o s t e j , 
wychodzącej z punktu fi* , odpowiada jedna jedyna 
wychodząca z tegoż punktu prosta, o której, mówimy, 
że j e s t z tamtą inwoluo,yjnie aprggjona. 

Inwolucja dokoła punktu fiz j e s t wyznaczona . 
przez którekolwiek dwie pary prostych sprzężonych 
Qt>t i C;'z i /5> i hz, j po przestawieniu bowiem \v 

elementów jedttaj z tych par otrzymamy nową parę 
prostych odpowiednich ty oh dwóch pęków rzutowych, 
które stanowią inwolucję: 

fiz /u, &/ az £zj fiz fa* £Ż &< 
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135. Własności inwolucyjne czworokąta, i 
czworoboku zupełnego, Niechaj będzie dana inwolu-
Oja, t . j . t akie dwa rautowe szeregi na wspólnej 
podstawie p/^ , że dwa punkty tej prostej odpo­
wiadają sobie podwójnie, tak że jeśli w jednym z 
nich przystaną do s i e b i e punkt By pierwszego 
szeregu z punk.tern Cz drugiego szeregu, to w dru­
gim przystaną do s i e b i e punkt B^ drugiego szeregu 
z punktem Cy pierwszego. Rzutowośó tych dwóch sze­
regów j e s t wyznaczona przez 3 pary punktów A/ \ A# 
Bj i Bz s & \ ć*, , przy tem druga i t r z e c i a 
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para są ziednoczone w dwóch punktach B 5 ^ i 
j5!g * / r y s . 2 5 5 / , Wyznaczmy na prostej 

punkt sprzężony inwolucyjnie z jakimkolwiek 
danym punktem t e j samej p r o s t e j . Stosując wy­
kreślenie § 133 / r y s . 252/ trzeba najpierw, jak wie­
my, z dowolnego punktu J% rzucić punkty Ą j 
i Ćz na dowolną prostą . Poprowadźmy tę pr o s ­
tą przez punkt B, = <?z i obrawszy gdziooolwi*k 
punkt J\ » rzućmy z niego punkty ^ i ^ 
na prostą ; otrzymawszy punkty J^ZjS4\Cz ~ 
Znajdźmy teraz punkt fit z , odpowiadający rzutowo 
punktowi M w szeregach: 

W tym c e l u znajdźmy oś perspektywy tych szere­
gów, Łączy ona, jak wiadomo /§ 129^ I I a/ punkty 
odpowiadające w obu szeregach punktom przecięcia 
podstaw 33/z&1 ; ot&ż punktowi B4 odpowiada , 
punktowi ó^ odpowiada *v ; osią perspektywy b^dzi 
zatem prosta Bź Ć,=fj % j^by otrzymać punkt , 
odpowiadający rzutowo punktowi fil/ \ łączymy ton 
ost a t n i z którymkolwiek punktem szeregu fi>i , np. 
z punktem B z ; punkt przecięcia M prostej M,fi^ 
z osią perspektywy fi łączymy z punktem /?, ; pro 
sta fil M/ przecina fik w punkcie fiłz . Pozo staj e 
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rzucić punkt Mz z punktu Jz na fi/z , aby o t f z j -
mać szukany punkt Mz . 

Zauważaj czworokąt zupełny M Pt fi*<Ałi, którego 
dwa przeciwległe boki jfo i przechodzą przez 
punkty B% & & i -&.< » <̂  . dwa inne fiiMz i 

/!? - przez punkty i Bz , jeden s po­
zostałych przez fif/ i a drugi przez fiź± . Stąd 
Iwierdzenio• 

Boki przeciwległe czworokąt a z up e ł. n g g o prze g i -
naią prostą w trzech parach punktów i n a o l u c j i . 

Ka zasadzie dwoistości wnioskujemy o słuszności 
twierdzenia wzajemnego. 

Proste, rzucaiące z dowolnego punktu wierzchołki 
przeciwległe czworoboku zupełnego stanowią trzy pa­
ry prostych i n w o l u c j i . . 

Własności harmoniczne czworoboku i czworokąta 
zupełnego /§ 124/ są ty l k o przypadkiem szczególnym 
własności, inwolucyjnych tyoh f i g u r . Tak np. 3 pary 
punktów sprzężonych inwolucyjnie fi' i , ^ 
^/ i ./Ks stayą się dwiema parami punktów sprzę­

żonych harmonicznie fi i B t Stf i fi , gdy 
punkty pierwszej pary fi- i fiz zostaną zjednoczo­
ne w punkcie fi , a punkty urugięj pary -B, i Ą 
w punkcie ; prosta fi t przecinająca czworokąt 
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Ć fi DI' , przechodzi wówczas przez dwa jego 
punkty przekątne fi i 3 /rys.255/. Punkty te 
3 4 punktami podwójaemi i n w o l u c j i , którą czworo-
kąt fifi Dfi wyznacza na prostej fi \ przegradza­
ją one harmonicznie każdą, parę punktów Jy i , 
gprzężonych iawolucyjnie. 

Opierając się, na. własnościach inwolucyjnych 
czworokąta zupełnego, można za pornooą konstrujecj i 
l i n j o w s i wyznaczyó punkt sprzężony z jak i m k o l ­
wiek danym punktom w w i n w o l u o j i , wyznaczonej 
przez dwie pary punktów sprzężonych fi* i fik , fi/ 

i fiz ' Przypuśćmy, żo ha prostej j& /rys,,258/ 
dana są dwie pa­
ry punktów inwo­
l u c y j n i e sprzężo­
nych fit i fiz , 

J%/ i J5\ oraz 
Aby punkt fi/ 

znaleźć punkt Cz 

'<& na m sprzężony, 
poprowadźmy przez 

fit prostą jaką­
kolwiek i weźmy na n i e j dowolne dwa punkty M i 

. Połączmy punkt z punktami należącerai 



do par różnych, .ip. z 3 z i 3/ , a punkt z po-
zostałemi punktami tych par 3/ i l?z ; w utworzo­
nym w ten sposób czworokącie M/V3Q poprowadźmy 
szósty bok -PO. ; w przecięciu jego z prostą fi 

otrzymamy szukany punkt Cz . Jeżeli jedna z dwóch 
danych par punktów sprzężonych inwolucyjnie ^ i 

3 z , -i?/ i JSJIJ , np, y?'/ i fiz j e s t zjednoczona 
w punkcie podwójnym f/z , to drugi punkt podwój­
ny inw o l u c j i , . fi/z , znajdziemy, jako punkt sprzę­
żony harmonicznie z punktem Z/z względem punktów 
drugiej pary 3, i 3z . 

Podobnież, opierając się na własnościach inwo­
lucyjnych czworoboku zupełnego można podaó konstruk 
cję linjową pros t e j &z , sprzężonej z daną jaką­
kolwiek prostą <?/ w i n w o l u c j i wyznaczonej przez 
dwie pary prostych sprzężonych i ccz , /&, i Źz. 

Możemy zresztą to zagadnienie sprowadzić do po­
przedniego, opierając się na t e j zasadzie, że inwo-
l u c j a zachowuje się przez rzuty i przecięcia.-
Jeżeli jedna z dwóch danych par prostych sprzężo­
nych inwolucyjnie U, i Of,z9 i &z , np. &/ i cc^ 

j e s t zjednoczona na prostej podwójnej -t>/z , to 
drugą prostą podwójną i n w o l u c j i , J/z , z n a j d z i e ­
my jako prostą sprzężoną harmonicznie z prostą, t/z 

względem prostych drugiej pary hr. i fiz 



§ 136. Zastosowanie koła Steinera do wyznaczenia 
.elementów sprzężonych i podwójnych danej i a w o l u c j i . 
Konstrukcja elementów sprzężonych i n w o l u c j i za po­
mocą czworokątu i czworoboku zupełnego /rys.256/ 
nie zawsze j e s t praktyczna, a już wcale nie da się 
zastosować do wyznaczania elementów podwójnych. -
Ponieważ inwolucja j e s t przypadkiem szczególnym 
rzutowości dwóch szeregów t a wspólnej podstawie 
lub dwóch pęków o wspólnym wierzchołku, można więc 
do n i e j zastosować koło Steinera /§ 135, rys.253/. 
Niech będą / r y s , 257/ na prostej dwie pary 
punktów sprzężonych inwolucyjnie 71* i Az , B, i Ą | 
mamy 1/ wyznaczyć nową parę punktów sprzężonych &, 
i Cz i 2/ wyznaczyć punkty podwójne Pz i Jn 

tej i n w o l u c j i . Obrawszy na dowolnem kole k punkt 
/ i , rzućmy z niego punkty A/sfii^BA Bz . Pros­

te rzucające &»*9 %, i &t wyznaczają dwa pęki 
rzutowe s%...J^/Źifa*&&..)o wspólnym wierzchoł­
ku fsz . Zastosujmy do tych pęków wykreślenie 
§ 127. Wyznaczywszy punkty A^Az, Bf i Bi , 

w których proste i przecinają koło, 
znajdźmy punkt przecięcia prostych /?/&/ i 

Bz Bi i punkt przecięcia prostych Bi &/ 

i fi,'Bz , a następnie połączmy punkty €f*A ć* 



prostą fi . Aby wyznaczyć nową jakąkolwiek pa] 
punktów sprzężonych <̂v i ê- łączymy dowolny 
punkt 3' prostej fi z punktami Bf i fiź ; punkty 
ć! i dl i w których proste Bz B' 13/B' p r z e c i -

na ją koło, rzucamy z punktu na prostą p/Z . 

Punkt 3 ' prze -
cięcia prostych 
B/ Cz i Bi Ć/ 

leży również 
na p r t S t a j fi . 

f sajBBj rzeczy, 
osk i 
B/fiBlB/Bl C/ćl.../ 

i 
3ź/£/3zB;cić,:..j 

są rzutowo, a 
prosta 1 łą­
cząca i c h w i e r z ­
chołki, odpowia­
da w n i c h samej 
sobie, skąd wy­
n i k a , że pęki 

te są perspektywiczne, proste 3/3/i Bz fiz, 3,31 
i 3/fi/ t B/Ćj i Bić/ przecinają się zatem parami 
w punktach Ć'/ Ć' i 3' , leżących na jednej p r o s t e j 

j?yS- 257. 
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/ o s i perspektywy tych pęków/. Zauważmy teraz dwa 
trójkąty fi/Ś/Ći i MM Ćf \ są to trójkąty 
Desargues'a /§ 75/, gdyż hoki i c h przecinają się 
parami w punktach fi, fi', ć' , leżących na pros­
t e j /> ; stąd wynika, że wierzchołki tych trójką­
tów fi/ i fiz , fi/ i X.J?$ , Ćt i leżą parami 
na prostych przeohodząoych przez jeden punkt fi9. 

Aby więc znaleźć nową parę punktów sprzężonych 
d i Ćz t wystarczy; 1/ wyznaczyć punkt fi , j a ­

ko przecięcie prostych fi!fiz i fi/ JS^ \ 2/ z punk 
tu Z3 wyprowadzić jakąkolwiek sieczną do koła & 
i 3/ punkty przecięcia t e j siecznej z kołem <?/ 
i ć2 rzucić z punktu fiz na proBtą p . Jeżeli 
punkt Z 5 j e s t zewnętrznym wsglę4«m koła <t , to 
rzuty punktów zetknięcia f/2 i J/z atyoznyoa, 
wyprowadzonych z punktu fi* do koła, są punktami 
podwójnemi fi* i J/Ą . Punkty takie nie i s t n i e ­
ją* gdy ^ j e s t punktem wewnętrznym koła i są 
zjednoczone, gdy P leży na okręgu, f a l e z y więc 
Odróżnić 3 rodzaje i n w o l u c j i ; hyperboliozna o 2-oh 
odrębnych elementach podwójnyohP pąrazoliozna o 
zjednoczonych elementach podwójnyok i - ejuimtyya^Mi -
baz tych elementów. 

Gi^TBJA""ilKRSŚLIA. I r . 173. Arkusz 2 1 - f i . 
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W wykreśleniu powyższem zawarte już jest oczy­
wiście wyznaczenie par prostych sprzężonych i 
&z oraz prostych podwójnych t/z i J/z inwo-

łucji dokoła punktu P,z . Zastosujmy jeszcze 
to wykreślenie do wyznaczenia prostokątnej pary , 
prostych sprzężonych danej i n w o l u c j i . I tym c e l u 
wystarczy wyprowadzić z P średnicę koła; proste 

n, i nz , rzucające z punktu Pz końce M' i 
t e j średnicy będą wzajemnie prost opadł ero. proste-
mi sprzężonemi. Jeżeli punkt P loży w środku O 
koła ft , to oczywiście każda sieczna a niego wy­
chodząca j e s t średnicą, wszystkie pary prostych 
sprzężonych są prostokątne; 
• W i n w o l u c j i dokoła punktu albo wszystkie pary 
prostych sprzężonych są prostokątne, albo t y l k -
jedna. 

Jeżli inwolucja dokoła punktu j e s t hyper-
b o l i c z n a /rys.257/, to prostokątna para prostych 
sprzężonych n, i w z d z i e l i na połowy kąty mię­
dzy prostemi podwójnemi -C/z i jtz . Wynika to 
z równości łuków jfeJĄ i ;VŹM ' 1 J/z j«J. 
Inwolucja, której wszystkie pary prostych sprzę­
żonych są prostokątne, nazywa się prostokątną, 
21iptyczną tę inwolucja, zakreślają ramiona kąta 



prostego, gdy ten obraca się dokoła swego w i e r z ­
chołka; są to więc 
dwa pęki równe o 
wspólnym wierzchołku 
i zwrocie, w któ­
rych proste odpo­
wiednie są wzajemnie 
prostopadłe / r y s . 
258/. 

Jeżeli punkt P 

j e s t niewłaściwy, to 
łuki odcięte na okręgu przez sieczne z tego punk­
tu wychodzące są równe. Hyperboliczna inwolucja, 
która temu położeniu punktu P odpowiada, nazywa 
się symetryczną; proste podwójne są wzajemnie pros 
topadłe; są one ćwusiecznemi kątów między każdemi 
dwiema prostemi sprzężonemi /rys.259/. Inwolucja 
t a jest więc utworzona przez dwa pęki równe o 
wspólnym wierzchołku i zwrotach przeciwnych. Dwu­
sieczne kątów między prostemi podwójnemi stanowią 
parę sprzężonych prostych prostokątnych t e j inwolu 
c j i . 

Zagadnienie wyznaczenia pary prostokątnych proz 
tych sprzężonych in w o l u c j i j e s t przypadkiem szeze-
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gółnym zadania. 
Dane są dwie 

inwoluoje na 
wspólnej podsta­
wie albo o współ-

7> c 

nym wierzchołku; 
znaleźć parę aprzę 
źonych elementów 
zarówno w•jednej. 

259, ; jak i w drugiej 
inwolucj i . 

Hiech będą np. dwie inwolucje prostych o wspól­
nym wierzchołku: 

J/a, a. Z, & ) i S ftć' <źcć'J. 

Ha dowolnym kole , przęchodzącem przez J wy­
znaczmy punkty fi,j J?t, 3,s JT*, Ć, Óf, JD % D' 

w których proste u,, h, f ć:J ć', c£ i d' 

przecinają to koło. Wyznaczmy punkt P jako p r z e ­
cięcie prostych fi, fiz i 3,3* oraz punkt O. 
jako przecięcie prostych dC> i Dl?'* Jeżeli 
prosta P CC przecina koło k w punktach M, i M4 \ 

to proste Jfil=-m, i ^ są sprzężone zarówno 
w pie r w s z e j , jak w drugiej ł.u.solucji. Zagadnienie 
nie ma więc rozwiązania tylko wtedy, gdy prosta-Z3*? 
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j e s t zewnętrzną względem koła. Łatwo się przeko­
nać, że wówczas punkty zetknięcia Bą i s t y c z ­
nych do koła, wyprowadzonych z punktu fi* , prze­
gradzają punkty zetknięcia fi \ fi stycznych, 
wyprowadzonych z punktu Q_ \ skąd wynika, że zagad­
ni e n i e nie ma rozwiązania jedynie wtedy, gdy obie 
inwolucje są hyperboliczne i gdy elementy podwój­
ne jednej z nich przegradzają elementy podwójne 
dr u g i e j . 

% 137. ląwoluoja hyperboliozna, paraboliczna i 
eliptyczna., W artykule poprzednim nazwaliśmy inwo­
l u c j e hjperboliczną, paraboliczną lttb eliptyczną, 
zależnie od tego, czy ma dwa, jeden, lub ozy nie 
ma żadnego elementu podwójnego. Okażemy ter a s , jak 
nie wyznaczając elementów podwójnych możemy jednym 
rzutem oka rozpoznać, którą z tych trzech i n w o l u c j i 
wyznaczają dwie pary elementów w n i e j sprzężonych. 

Hiech będzie na prostej fi/z inwolueja fi,£z B,2^. 
/ t . j . inwolucja wyznaczona przez pary punktów sprzę-
żonyoh Bi i fi* , i? / i Ą /. Ijjwcluója t a j e s t 
utworzona przez dwa szeregi rzutowe fi/* ffi/fizB, fi^J-* 

~*~ fi/z ffiz fi/Bz £/) w ten sposób, że każdemu punktowi 
prostej fi/z odpowiada w obu szeregach ten sam 
punkt. Punkty wzajemne B/ i <*U tych szeregów 
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/ § 129, I I a/ aą przeto zjednoczone w pewnym 
punkcie O t który nazwiemy środkiem i n w o l u c j i 
3, 3Z . 3 / Bz , Ponieważ i l o c z y n odległości 
dwóch punktów odpowiednich B , i Bz lub 3, i 3Z 

lub 3/ i ćz od punktów wzajemnych 3, i <£z 

j e s t liczbą stałą, więc 
Ilo c z y n odległości punktów sprzężonych od 

środka i n w o l u c j i j e s t liczbą stałą 

O /-} , ' OJ3z =• OB, GB* * OC, • OĆz * -•• • 

Przypuśćmy najpierw, że ta l i c z b a j e s t dodat­
n i a i-Je** . Punkty sprzężone np. fi/ i fiz , mu­
szą leżeć po t e j samej stronie środka i n w o l u c j i 

O , a więc albo obydwa po prawej, albo obydwa 
po lewej jego st r o n i e . Prócz tego łatwo dowieść, 
że każde dwie pary punktów sprzężonych się nie 
przegradzają, t , j . że oba punkty jednej pary l e ­
żą wewnątrz lub oba zewnątrz punktów drugiej pa­
ry. Jest to oczywiste, gdy pary fi/ i Bz oraz 3/ 

i A leżą po przeciwnych stronach środka inwolu 
c j i O /rys.260/. Przypuśćmy więc, że pajry fi/ i 

fiz oraz C% i 

c % &z o BJ leżą po tej samej 
•O Ct o—-o O o— v * 

s t r o n i e środka i n -
ByS. 2 60. 

wolnej i ó; , Ponia-
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waż O £, • O z = Oć, • o Ćz więc jeżeli Ćs leży 
bliżej punktu O niż A/ , to Cz musi leżeć 
dalej niż Az od punktu @ i naodwrót, gdybyś 
leż&ł dalej niż A' od punktu ^ , to ^ leżałby 
bliżej niż ^ p tak że jedna z tych par punktów 
obejmie zawsze drugą. Z powyższego wynika, że 
gdy punkt pewien ^/ porusza się w jedną stronę 
prpstej ftjz , to sprzężony z nim punkt Mz po­
rusza się zawsze w stronę przeciwną. 

Zupełnie inaczej rzeczy się mają, gdy i l o c z y n 
odległości punktów sprzężonych od środka inwolu-
o j i j e s t liczbą ujemną - ,£ . Punkty sprzężone 
muszą oczywiście leżeć po przeciwnych stronach 
środka inwoluoji ^ . Łatwo dowieść, że każde 
dwie pary punktów sprzężonych się przegradzają. 
W samej rzeczy, jeżeli punkt -A/ leży bliżej od 
środka i n w o l u c j i O t niż punkt A/ , to punkt 

&z musi leżeć dalej od O 9 niż Aa , tak że, 
gdy B, loży między AJ i Az , to Bz musi 

leżeć na zew­
nątrz odcinka 
A/Az / r y s . 
261/. Gdy zatem 
pewien £unkt /Y* 

fi, -B, O /fi B> 

SyjS. 2SŹ. 
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porusza się w jedną stronę prostej fin , to sprzę­
żony s nim punkt Mz porusza się w tę samą s t r o ­
nę. 

Przypuśćmy wreszcie, że i l o o z y n odległości każ-
dyoh dwóoh punktów sprzężonych od środka i n w o l u c j i 
równy j e s t zeru. Ponieważ i l o o z y n dwóoh l i c z b t y l ­
ko wtedy j e s t zerem, gdy przynajmniej jedna z tych 
l i c z b j e s t zerem, więc wszystkie punkty prostej 
fi/z są sprzężone ze środkiem inwolucj i O . Punkt 

ten j e s t więo także sprzężony sam ze sobą i może 
uchodzić za punkt podwójny t e j i n w o l u c j i , zresztą 
jedyny. i 

Jeżeli punkt podwójny i n w o l u c j i fi, fiz fi, ^z 

oznaczymy literą I,z , to d l a jego wyznaczania 
mamy równanie: 

• 

Of* ' OI/Z * oii = stałej . 

Równanie to będzie miało dwa p i e r w i a s t k i r z e ­
czywiste i odrębne t y l k o wtedy, gdy t a stała bę­
dzie liczbą dodatnią j 0f,z * -/£ . Jeżeli stała 
jest liczbą ujemną, to punkty podwójne nie i s t n i e -
ją; gdy stała j e s t zerem, punkt podwójny j e s t j e ­
den t y l k o , mianowioie środek i n w o l u c j i . A zatem: 

Iftgpluoja punktów j e s t hyperboliozną, gdy któ-
rgfo&łwiek ćw4« »»rj wazakUw sprzężonych się nie 
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przegradzają, e l i p t y c z n a zaś, gdy te pary się 
przegradzają. 

Inwolucja prostych j e s t hyperbołiczna, parabo­
l i c z n a lub e l i p t y c z n a , zależnie od tego, czy inwolu-
c j a punktów, wyznaczona przez nią na dowolnej pros­
t e j j e s t hyperboliczna, paraboliczna lub e l i p t y c z n a . 
Stąd wynika, że w i n w o l u c j i hyperbolioznej prostych 
pary prostych sprzężonych się nie przegradzają 
/rys.262/, w i n w o l u c j i e l i p t y c z n e j te pary się p r z e ­

gradzają / r y s . 263/, 
w i n w o l u c j i parabo­
l i c z n e j wszystkie 
proste są sprzężone 
z jedną jedyną prostą, 
która j e s t zatem rów­
nież sprzężona sama 
ze sobą i może ucho-
dzić za prostą pod­
wójną, zresztą jedyną. 

$ 138. Inny sposób wyznaczenia elementów sprzężo­
nych i podwójnych i n w o l u c j i . Na t e j własności każdej 
in w o l u c j i punktów, że i l o c z y n odległości punktów 
sprzężonych od środka i n w o l u c j i j e s t stały, można 
oprzeć wykreślenie par punktów sprzężonych i podwój-
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nych. Hieoh będą na pros­
t e j jo dano dwie pary 
punktów B' 1 Bz T B/i BĄ 

przegradzających się 
/r7s.264/ lub nie / r y s . 
265 i 266/, Poprowadźmy, 
dwa przecinające się wsa-
je mnie koła <-r- i & do­
wolnego promienia, jedno 
przez punkty Bi i fiz 

drugie przez B, i Bz , Połączmy punkty /V i 
prseci ęcia 
się tych 
kół; powia­
dam, że pro­
s t a M // 
wyznacza na 
prostej fi 

środek inwc-
łucji O . 

I samej r z e ­
czy, s punktu 
P do każdego 
z tych kół 
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wychodzą dwie sieczne fi i fiti/P ; i l o c z y n odległoś­
c i punktu *< od punktów przecięcia każdej siecznej 

z kołem ma byó 
stały, przytom 
dodatni, gdy 
punkt O leży 
zewnątrz koła, 
ujemny, gdy O 
leży wewnątrz 
niego. Mamy 
zatem w każdym 
przypadku*. 

O fi, • O fik* OM- O// - OB, • OJS>z ; 

co możliwe tylko wówczas, gdy punkt Q j e s t środ­
kiem i n w o l u c j i . Chcąc otrzymać na.prostej fi parę 
punktów sprzężonych, prowadzimy przez punkty /% i 
JY jakiekolwiek koło & ; punkty C, i Ćz , w 

których ono przecina prostą /& są sprzężone* -
V samej rzeczy; 

OC-c?/?* =<?/*•<?/?^ stałej, 

Z wykreślenia powyższego wynika, że punkt ze­
tknięcia prostej fi i kołem przeohodząoem przez 
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punkty M i Jfi , i stycznem do fi j e s t punktem 
podwójnym i n w o l u c j i . 

Jeżeli pominiemy przypadek paraboliczny, jako 
już wyczerpany, to zagadnienie wyznaczenia punktów 

podwójnych 
inwolucj i 
albo ma dwa 
rozwiązania, 
albo n i e ma 
żadnego.-
Jeżeli miano­
wicie punkty 
Al i fi l e ­
żą po t e j sa 
mej str o n i e 
eżeli zaś 

to 

JfyJ. 2 66. 

prostej p , to mamy dwa rozwiązania. d 

leżą one po przeciwnych stronach prostej fi 

nie i s t n i e j e żadne. Ale punkty fii i M leżą wtedy 
i t y l k o wtedy po jednej st r o n i e fi , gdy pary fi, 

i fiz , J5j i fiz się nie przegradzają; po przeciw­
nych zaś tyl k o wtedy, gdy te pary się przegradzają. 

Jeżeli inwolucja na prostej fi j e s t h y p e r b o l i c z -
na t . j . jeżeli każde dwie pary punktów sprzężonych 
się nie przegradzają, a i l o c z y n odległości punktów 
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każdej t a k i e j pary od środka i n w o l u c j i j e s t liczbą 
dodatnią +Jc2

 t to znajdziemy punkty podwójne, 
odmierzając od środka i n w o l u c j i po obu jego s t r o ­
nach, odcinek Of/Jt " OJ/z -t/c . Odcinek ten znajdziemy 
jako styczną do jednego z kół, przechodzących przez 
punkty Al i W / r y s .265 i 266/. W samej rzeczy, 
wiadomo, że jeżeli z punktu zewnętrznego O do ko­
ła poprowadzić styczną i Bieczną fi , to 
styczna 0£ j e s t średnią proporcjonalną między 
całą sieczną 0/1/ . i j e j odcinkiem zewnętrznym 
O fi*. , c z y l i : OJ*= O/J/ >QĄZ ' +4 ; OJ~M/. 

Odmierzając tedy styczną O/f na prostej fi po 
obu stronach punktu O • otrzymamy dwa punkty pod­
wójne I,z i J/z . Będą to oozywiście punkty z e­
tknięcia kół, przechodzących przez punkty i # 
i stycznych do prostej fi . Punkty t e , jak już wie­
my, przegradzają harmonicznie każdą parę punktów 
sprzężonych fi/ i Hz , 3 * i 3Ą , <?/ i C/z. 

Szczególnie łatwem j e s t wykreślanie par punktów 
sprzężonych w i n w o l u c j i symetrycznej, t . j . t a k i e j 
i n w o l u c j i h y p e r b o l i c z n e j t której jeden, punkt pod­
wójny jest niewłaściwy. Punkty sprzężonefi, i fiz 

są symetryczne względem drugiego punktu podwójnego 
który wraz z pierwszym, t . j . z punktem niewłaśoi-



wym, przegradza je harmonicznie. Są to więc dwa 
szeregi ^równe" na wspólnej podstawie i o zwrotach 
przeciwnych, 

Dla wyznaczenia par prostych sprzężonych inwolu-
c j i dokoła punktu P oraz d l a wyznaczenia prostych 
podwójnych, gdy one istnieją, t . j , w przypadku inwo-
l u c j i h y p e r b o l i c z n e j t z a leca się przecięcia dwóch 
danych par prostych sprzężonych i &zt fi, i /śe 
prostą jakąkolwiek fi i sprowadzenia zadania do wy­
znaczenia par punktów sprzężonych, wzgl. punktów 
podwójnych, i n w o l u c j i na prostej fi) , wyznaczonej 
przez pary punktów i fis. , JSi i -̂ e , w któ­
rych prosta fi przecina proste % &z t £/ i A> , 

Jeżeli w dodatku sieczna Ib będzie równoległa do 
jednej z czterech danych prostych, np. do , to 
prosta ki z nią sprzężona wyznaczy na siecznej fi 

odrazu środek i n w o l u c j i O t przez co zn a l e z i e n i e 
nowych par punktów znacznie zostanie przyśpieszone. 
Proste C, i , rzucające z punktu P punkty C/ 

i Ćz , będą parą prostych sprzężonych; proste £g 
i p rzucające punkty podwójne Z$ i »A2 będą 
prostemi podwójnemu Proste te przegradzają harmo­
n i c z n i e każdą parę u, i a*ą i ,bA t C, % c'i 

prostych sprzężonych. 
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I s t n i e j e wszakże jeden przypadek i n w o l u c j i 
e l i p t y c z n e j dokoła punktu, w którym n i e t y l k o pary 
prostych, sprzężonych mogą być bezpośrednio łatwo 
wyznaczono, ale który nawet nadaje się do tego, 
aby wykreślanie par punktów sprzężonych każdej 
i n w o l u c j i e l i p t y c z n e j na prostej było do niego 
sprowadzona. Mam na myśli inwolucje prostokątną , 
w której proste sprzężone są do s l a b i e prostopadłe 
/§ 126. Rys:259/. Jeżeli na prostej p /rys.267/ 
dane są dwie pary przegradzających się punktów 
sprzężonych & i fiz , fi' i fiz , to łatwo zna­
leźć jeden z dwóch punkt ós fi* lub 9 z któ­
rych odcinek fi/fiz oraz fi/ B^ widać pod kątem 
prostym, W tym c e l u na fi/ fiz oraz na B, B«> zakreś­
lamy koła jak na średnicach i niech P będzie 

jednym z dwóch 
punktów pr z e ­
cięcia się 

Jty-jg. 2 67. 

tyoh kół. Pro­
ste Pfi/ i P!fiz 

oraz Pfi/ i fifi± 
są prostopadłe, 
wyznaczona-
przez te dwie 
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pary prostopadłych prostych inwolucja nie może 
zatem różnić się od i n w o l u c j i prostokątnej perspek­
tywicznej z daną inwolucja punktów. Jeżeli chcemy 
znaleźć punkt Cfz , sprzężony z dowolnym punktem 
0/ , łączymy PCł i w punkcie <P wystawiamy do 
PĆ, prostopadłą, która przet n i e prostą p w szu­
kanym punkcie (?z . Łatwo spostrzegamy, że wykreśle­
nie to nie różni się zasadniczo od wykreślenia, 
podanego na Rys.264. 

S 139. Punkty i proste urojone. I przypadku i n ­
w o l u c j i e l i p t y c z n e j równanie d l a wyznaczenia odleg-
łośoi punktów podwójnych od środka i n w o l u c j i 

07,1 - -A* 

ma dwa p i e r w i a s t k i urojone Qf/z ~±&'t ; możemy wte­
dy powiedzieć, że same te punkty podwójne są u r o j o ­
ne. 

W przypadku hyperbolicznym, t . j . gdy pary punk­
tów sprzężonych, wyznaczające inwolucję, się nie 
przegradzają, te dwie pary, jak t o widzieliśmy, 
pozwalają i s t o t n i e wyznaczyć punkty podwójne, które 
nawzajem wyznaczają inwolucję. W w i e l u zadaniach 
możnahy zatem niewątpliwie zastąpić te dwa punkty 
przez dwie pary punktów sprzężonych i n w o l u c j i hyper-
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h o i i c z n e j , przez owe punkty podwójne wyznaczonej. 
N a t u r a l n i e , takie zastępstwo nie miałoby żadnego 
praktycznego znaczenia, gdyż naogół ni© upraszcza­
łoby, a raczej utrudniałoby każde zadanie, A t o l i 
inaczej rzeczy się mają w przypadku i n w o l u c j i e l i p ­
t y c z n e j ; t u t a j punkty podwójne są urojono, t . j , 
jako punkty w dotychczasowem rozumieniu nie i s t n i e ­
ją. To, oo byłoby dziwactwem w przypadku hyperbo-
licznym, staó się może, jak zobaczymy, pożytecznem 
uogólnieniem w przypadku eliptycznym. Zastępując 
bowiem termin; inwolucja e l i p t y c z n a na p r o s t e j " 
przez termin "punkty urojone" osiągnąć możemy, dzię­
k i daleko idącej a n a l o g j i między punktami rzeozywis-
temi i nrojonami, pożądaną jednolitość i prostotę 
w brzmieniu wielu twierdzeó i nieocenione wskazówki 
przy rozwiązaniu l i c z n y c h zadań. Jeżeli zatem na 
prostej fi dana jest inwolucja e l i p t y c z n a , np. 
przez dwie pary przegradzających się punktów sprzę­
żonych Ąt i fi\ , B' i -Bz , to powiemy, że da­
ne są na t e j prostej dwa punkty urojone sprzężone, 
mianowicie punkty podwójne t e j i n w o l u c j i . Podobnież, 
jeżeli dokoła punktu P dana j e s t inwolucja e l i p ­
tyczna, np. przez dwie pary przegradzających się 
prostych sprzężonych <*> i , h i hz , to powiemy 

GEOMETRIA. IfKRESLHA. TJr 1 Arkusz 23-oi. 
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że dane są wychodzące z tego punktu darie proste 
urojone 3przężone. 

Jeżeli inwolucja e l i p t y c z n a dokoła punktu P 

j e s t w perspektywie z inwolucja /oczywiście także 
eliptyczną/ na pros t e j p , to mówimy, że proste 
urojone, określone przez inwolucję dokoła punktu 
P , oraz punkty urojone, określone przez inwo­
lucję na prostej fi , należą do s i e b i e wzajemnie 
/albo że proBte urojone "przechodzą" przez punkty 
urojone, albo że punkty urojone "leżą" na prostych 
uroj onych/. 

W ten sposób przez każde dwa punkty urojone śpfifa 

przechodzi jedna prosta rzeczywista /mianowicie 
podstawa i n w o l u c j i , która je określa/ i nie skoń­
czeni e wiele par prostych urojonych sprzężonych; 
nawzajem, na każdych dwóch prostych urojonych sprzę­
żonych leży jeden punkt rzeczywisty /mianowicie 
wierzchołek i n w o l u c j i , która te proste określa/ 
i nieskończenie wiele par punktów urojonych sprzężo­
nych. Każdy punkt rzeczywisty można "połączyd" z 
każdemi dwoma punktami urojonemi, sprzężonemi, r z u ­
cając z pierwszego inwolucję określającą dtva dru­
g i e ; proste, łączące te dwa punkty urojone z punk­
tem rzeczywistym będą rzeczywiste i zjednoczone 
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ty l k o wtedy, gdy punkt rzeczywisty leży na pod­
stawie i n w o l u c j i , określającej punkty urojone. 
Nawzajem, każda prosta rzeczywista "przecina" 
każde d^ie proste urojone sprzężone w punktach, 
które będą rzeczywiste i zjednoczone t y l k o wtedy, 
gdy prosta rzeczywista przechodzi przez wierzcho­
łek i n w o l u c j i , określającej proste urojone. 

Na zasadzie przytoczonych wyżej własności mog­
łoby się zda?/aó, że punkty i proste urojone mają 
wogóle wszystkie te same własności, co.punkty i 
proste rzeczywiste. Przed tak daleko posuniętą 
identyfikacją należy jednak przestrzedz: analogja 
między utworami rzeczywistemi a urojonemi nie do­
tyczy wszystkich tych własności, które zależą od 
uporządkowania elementów /np. przegradzanie lub 
nieprzegradzanie dwóch par elementóxy/; dzięki t e ­
mu np, pojęcie odcinka i kąta urojonego nie może 
być geometrycznie określone. Wiele natomiast 
własności punktów i prostych rzeczywistych, a mia 
nowicie t e , które dotyczą wzajemnego należenia 
punktów i prostych zachodzą również d l a punktów 
i p r o 9 t y o h urojonych, dzięki czemu w y n i k i , doty­
czące elementów rzeczywistych dadzą się nieraz 
uogólnić d l a elementów urojonych. 
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§ 140., Proste jednorodne i punkty kołowe. Ha 
szczególną uwagę zasługują proste urojone sprzę­
żone, określone przez inwoluoję prostokątną doko­
ła jakiegokolwiek właściwego punktu. Są to t.zw. 
proste jednorodne. Wszystkie one przechodzą przez 
dwa urojone sprzężone punkty niewłaściwe, które 
nazywamy punktami kołowemi i które są określone 
przez t.zw. inwolucję absolutną na prostej n i e ­
właściwej, t . j . przez inwolucję kierunków wzajem­
nie prostopadłych. Jak zobaczymy później, przez 
te punkty urojone przechodzą również wszystkie ko 
ła leżące w płaszczyźnie uważanej, zarówno rzeczy 
wiste , jak urojone. 

ROZDZIAŁ X I I I . 

STOŻKOWE I STOŻKI. 

§ 141. Pespektywicznośó dwóch układów płaskich. 
Rzucając figurę fi , leżącą w płaszczyźnie s$ 
na płaszczyznę Jr z punktu O , nieleżąoego na 
żadnej z tych płaszczyzn, otrzymujemy figurę fi 

która z figurą F znajduje się w pewnym związku 
geometrycznym, polegającym na tem, £e 
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