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5 prowadzimy koło Steinera i z jego pomocą wyzna
czamy proste podwójne dwóch pęków rzutowych o 
wspólnym wierzchołku 5, których proste C/ 

i a,z\ ł>'iy CĄ. są równoległe do prostych a/3 fo} ć, 
i <*z9 ćz. 

i <J prowadzimy 
styczne w tych kierunkach do stożkowej; łącząc każ-

_ oc TCO 

dy z tych punktów niewłaściwych / i */ z punk
tami 3, 4 i 5 otrzymamy dwa pęki rzutowe, których 
środek perspektywy ó? j e s t punktem przecięcia obu 
stycznych szukanych, t . j . środkiem stożkowej. Pros
te Z i J , poprowadzone przez punkt O * & i e -
runkach / i V są asymptotami, dwusieczne 

et i £> kątów między niemi są osiami stożkowej. 

R O Z D Z I A Ł XIV. 

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA. 

§ 135. Kolineaoja środkowa dwóch układów prze
strzennych. Niech będzie płaszczyzna S , którą 
nazywać będziemy płaszczyzną k o l i n e a c j i , punkt O 

który nazwiemy środkiem k o l i n e a c j i i dwa punkty /?/ 
i Hz , leżące na dowolnej prostej 0 1 , wychodzą-



4 

/ 

A 

cej z punktu O / l u b dwie płaszczyzny-A / i A*Ą > 

przecinając się według p r o s t e j , leżącej w płasz-^ 
czyźnie /S /rys u 350/. Dane powyższe wyznaczają 
dwa układy /dwie f i g u r y / przestrzenne Fi i $J 

w ten sposób, że: 
1/ każdemu punktowi, 

prostej lub płaszczyź
nie układu fi odpo
wiada jeden jedyny 
punkt, prosta lub- płaaz-
ozyzua układu Bz. i 

nawzajem. 
2/ Punktowi, p r o s t e j 

i płaszczyźnie, należą
cym do s i e b i e w jednym 
układzie, odpowiada 
punkt, prosta i płasz
czyzna drugiego układu, 

które również do s i e b i e należą. 
3/ Punkty odpowiednie leżą parami na prostych, 

przechodzących przez środek k o l i n e a c j i O . 

4/ płaszczyzny odpowiednie przecinają się para
mi według prostych, leżących w płaszczyźnie k o l i 
n e a c j i j> . 

x tyS: 



5/ Proste odpowiednie leżą parami w płaszczyz
nach, przechodzących przez środek k o l i n e a o j i O 

i przecinają się parami w punktach leżących w 
płaszczyźnie 0 i 

&f Każde dwa szeregi odpowiednich punktów, 
każdo dwa pęki odpowiednich płaszczyzn lub pros
tych są rzutowe. 

środek k o l i n e a o j i oraz wszystkie punkty płasz
czyzny k o l i n e a o j i , - płaszczyzna k o l i n e a o j i oraz 
wszystkie.płaszcżyzny, przechodzące przez środek 
k o l i n e a o j i , proste, przechodzące przez środek ko
l i n e a o j i oraz proste leżąoe w płaszczyźnie k o l i 
n e a o j i , odpowiadają same sobie. 

Płaszczyzna R/ , która odpowiada w I ukła
dzie płaszczyźnie niewłaściwej, z a l i c z o n e j do 
XI układu (Rz°°) oraz płaszczyzna O.z , któ
ra odpowiada w I I układzie płaszczyźnie niewłaś
c i w e j , zalieaonej do I układu ( O./ / - nazywają 
się głaszezyznami wzajemnemi; są one równoległe 
do płaszozyz&y k o l i n e a o j i $ i mają tę własność, 
że odległość jednej z n i c h od środka k o l i n e a o j i 
O i odległość drugiej od płaszczyzny kolinea-, 

c j i JS są odcinkami równej długości i ^r#eoiw~ 
nogo zwrotu, Kolin e a o j a środkowa w p r z e s t r z e l i 



może być wyznaczona przez swój środek O t płasz
czyznę /S i jedną z płaszczyzn wzajemnych -/?/ 
lub O. z . Jeżeli płaszczyzny wzajemne 
są zjednoczone /w równej.odległości między środkiem 
i płaszczyzną k o l i n e a o j i / , to k o l i n e a c j a nazywa się 
inwolucyjną; w t a k i e j k o l i n e a o j i każdemu punktowi, 
płaszczyźnie lub pr o s t e j odpowiada ten sam punkt, 
płaszczyzna lub pr o s t a , niezależnie od tego, do któ
rego układu tamten punkt, tamtą płaszczyznę lub pr o 
stą zaliczymy. 

K o l i n e a c j a środkowa w p r z e s t r z e n i ma zastosowanie 
w płaskorzeźbie perspektywicznej i w t e a t r a l n e j 
sztuoe dekoracyjnej. 

$ 186. K o l i n e a c j a ogólna dwóch układów przestrzeń-
nyon. Z dwóoh układów przestrzennych I', i Jz , któ
re są w k o l i n e a o j i środkowej, przesuńmy jedGn w do
wolny sposób. Z 6-oiu warunków, którym czyniły z a 
dość t e układy, niektóre, mianowicie 3, 4 i 5 nie 
będą wogóle w nowem położeniu układów spełnione, na
tomiast pierwszo dwa i o s t a t n i pozostaną w swej 
cy. 0 układach t a k i c h mówimy wciąż jeszoz:*, ż© są 
w k o l i n e a c j i , która jodn&fc nie będzie już wogóle 
środkową; mówimy wtedy, że układy J% i są w ko-
Xineao j i ogólnej. 

KO-
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Ko l i n e a c j a ogólna dwóch układów przestrzennych 
j e s t wyznaczona przez 5 par punktów lub 5 par płasz
czyzn odpowiednich z tern zastrzeżeniem, żeby żadne 4 
z tych punktów w żadnym układzie nie- leżały w jednej 
płaszczyźnie /a więc także żadne 3 na jednej p r o s t e j 
wzgl. żeby żadne 4 z tych płaszczyzn w żadnym, ukła
dzie nie przechodziły przez jeden punkt /a więc tak
że żadne 3 przez jedną prostą/. 

W samej rzeczy, jeżeli np. punktom A/, B,3 (?Ą 

S, układu Jf, odpowiadają punkty M 

i £ z układu fiz , to dla każdego punktu prze
s t r z e n i M, , zaliczonego do układu fi/ , znajdzie 
my punkt odpowiedni Mz w układzie J% w sposób 
następujący; Poprowadźmy przez punkt Mi i prostą 
B, C, płaszczyznę B, Ć, Ai, , którą oznaczymy l i t e 
rą "1/ , prosta B, C, będzie osią czwórki płasz
czyzn B, CtAr, 3,<7,D,y B, C, £, i &, (7, Af , • • T, 
możemy więc wyznaczyć płaszczyznę 'fiz. , która z 
płaszczyznami Bz Ćz Az r Bz C* Z>z, 3*Cz tworzy ten 
sam dwustosunek; poprowadźmy następnie w układzie 
fi/ płaszczyzny fi, B, AJ, s (fi i A, B, AJ, = % 

i wyznaczmy w t a k i sam sposób płaszczyzny Jfiz i Vz 
układu. Jfiz ; punki przecięcia płaszczyzn Tz ' (fiz 

i Vz będzie szukanym punktem filz. 
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§ 187, K o r e l a c j a dwóch układów przestrzejnnjoh,. 
Kołineacja ogólna dwóch układów przestrzennych 
naprowadza nas na nowy związek geometryczny dwóch 
układów przestrzennych, zwany korelacją, a polega' 
jacy na następujących własnościach: 

nys 3'S-t 

1/ każdemu punktowi układu // odpowiada j e d 
na jedyna płaszczyzna układu £z .; każdej płasz
czyźnie układu F4, odpowiada jedna jedyna płasz-
ozyzna układu i nawzajem, 

2/ punktowi i płaszczyźnie, należącym do s i e b i e 
w jednym układzie odpowiadają płaszczyzna i punkt 
drugiego układu, które również do s i e b i e należą; 



sta,d wynika, że każdej pr o s t e j jednego układu 
/która łączy dwa jego punkty/ odpowiada prosta 
drugiego układu /która j e s t przecięciem odpowied
n i c h tamtym punktom płaszczyzn/, 

3 / każdej czwórce punktów jednego układu odpo
wiada czwórka płaszczyzn drugiego, która j e s t z 
tamtą rzutowa i nawzajem; wogóle każdemu szeregowi 
punktów jednego układu odpowiada pęk płaszczyzn 
drugiego i nawzajem; każdej czwórce /pękowi/ pr o s 
tych jednego układu odpowiada rzutowa z nią czwór
ka prostych drugiego układu. 

"Ko l i n e a c j a " taka będzie wyznaczona przez zało
żenie odpowiedni ości wzajemnej 5 punktów j a k i c h k o l 
wiek fi,, B,, C, £>, i £, układu B/ z 5 płasz
czyznami drugiego układu A ZjBz , Cit Dźi Ez z tem 
zastrzeżeniem, żeby z tych 5 punktów żadne 4 nie 
leżały w jednej płaszczyźnie, ani żeby z tych 
5 płaszczyzn żadne 4 nie przechodziły przez jeden 
punkt, 

_i_M-§__ ffkład biegunowy prząst rzenny. Niech bę
dzie czworościan B, fiz BA By /którego ściany ozna
czymy l i t e r a m i ; A, = fizfisńv,Jiz^/}jfiyJI,,J\3-fiyfi,fiz 

i A vs fisrfifia , punkt ja k i k o l w i e k B , nie leżą
cy na żadnej ze ścian /a wisc i ńa żadnej z krawę-



d z i / i płaszczyzna 3 , nie przechodząca przez 
żaden z wierzchołków / a więc i przez żadną z k r a 
wędzi/ czworościanu, B, Az Aj Ay/ry;sc 352/. Na mo
cy poprzedniego' artykułu odpowiedni ość punktów 
A, Az Ad A-y i. B płaszczyznom A/, Az, A3fAv 

i B wyznacza korelację dwóch układów p r z e s t r z e n 
nych. K o r e l a c j a t a ma tę własność, że każdemu punk
towi odpowiada zawsze t a sama płaszczyzna i każdej 
płaszczyźnie ton sam punkt / a więc i każdej -pros
t e j t a sama prosta/ niezależnie od tego, do które
go układu tamten punkt, tamtą płaszczyznę /tamtą 
prostą/ zaliczymy* 

Własności t e j do
wieść można w podob
ny sposób, jak do
wiedliśmy a n a l o g i c z 
nej własności ukła
du biegunowego płas
kiego. /Śf4ó~/. 

J9s Te dwa układy ko
relacyjne można prze-

J?ys. 352. m to uważać za jeden 
jedyny układ p r z e 
strzenny, w którym 



zachodzi wzajemne podporządkowanie punktów płasz
czyznom i płaszczyzn punktom. Układ ta k i nazywa, 
się hieguno'?łyiaf płaszczyzna podporządkowana 
punktowi nazywa się jego płaszczyzną 'bi egunową, 
punkt podporządkowany płaszczyźnie te;] biegunem-. 

Ponieważ punktowi i płaszczyźnie, należącym 
do s i e b i e , podporządkowane są płaszczyzna i punkt 
również do si e b i e należące,, więc mamy twierdze
n i a ; 

Jeżeli punkt & leży w płaszczyźnie bieguno
wej punktu S t top, łaszczyzna bieguno^a punktu 
C* przechodzi przez punkt . 
Jeżeli płaszczyzna C przechodzi przez biegun 

płaszczyzny JB , to biegun płaszczyzny C leży 
w płaszczyźnie J3 . 

Stąd wynika: 
1/ płaszczyzną biegunową punktu przocięcia 

3 płaszczyzn Aj J3 i C_ j e s t płaszczyzna po
prowadzona prsez i c h blaguny fi, fi i i na
wzajem, biegunem płaszozyzny przechodząoej przez 
3 punkty fi.fi i óy j e s t punkt przecięcia i c h 
płaszczyzn biegunowych ArSj C, 

2/ Bieguny płaszezygn, przechodzących przez 
jedną prostą leżą na drugiej i nawzajem: 

http://fi.fi
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płaszczyzny biegunowe punktów, leżących na j e d 
nej pro e te j , p rz ech o da ą przez drugą. 

Dwie p r o s t e t mające tę własność, że bieguny 
płaszczyzn przechodzących przez jedną, z nich leżą 
na. drugiej nazywają się prostemi wzajemnifi biegu -
aowemi 

Dwie piaszozyzny mające tę własność, że biegun 
jednej z n i c h leży na d r u g i e j , nazywają się płasz
czyznami /bieguno w o/, sprzgżonemi. Dwa punkty, z 
których jeden leży w płaszczy-źnie biegunowej dru
gi ego, nazywają się punktami /biegunowo/ sprzężone-

m i ; dwie proste, z których każda pr z e c i n a bieguno
wą d r u g i e j , nazywają się prostemi /biegunowo/ sprzę-
żonemi. 

Układ biegunowy przestrzenny wyznacza w każdej 
płaszczyanie pewien układ biegunowy płaski, a doko
ła każdego punktu pewien układ biegunowy wiązki. 

Tak np. biegunową punktu fit , leżącego w płasz
czyźnie P j e s t w t e j płaszczyźnie ślad m płasz
czyzny biegunowej H punktu M , biegunem pros
t e j , leżącej w płaszczyźnie P3 j e s t w t e j 
płaszczyźnie ślad fit p r o s t e j z nią biegunowej *i 
Układ biegunowy przestrzenny wyznacza na każdej 
prost e j pewną inwolucję punktów/zwaną inwolucj a 
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biegunową jąa_ prost©j/ i dokoła każdej prostej 
pewną inwolucję płaszczyzn /zwaną inwolucja biegu
nową dokoła t e j p r o s t e j / . Niechaj będzi© np. na 
podstawie in szereg punktów ITZ SA/, ZrjSź/,../\ płasz 
czyzhy biegunowe tych punktów przechodzą wszystkie 
przez prostą biegunową n , tworząc dokoła n i e j 
pęk płaszczyzn n {Kz&z, M±,,.<J rzutowy z szere
giem mYJ?/, Żjj-M^i) , jeżeli przecięcia tych 
płaszczyzn z podstawą m oznaczymy l i t e r a m i 
Jfx, Zz, M2... to szeregi mfff,,l^M,,.-) i 
in fjf** Z>z,M*...ij będą rzutowe. Otóż każde dwa 
punkty odpowiednie tych szeregów, np, A* i Bz od
powiadają sobie podwójnie, - jeżeli bowiem z a l i c z y 
my punkt do I szeregu, to punkt odpowiedni 
znajdziemy w przecięciu podstawy sn z płaszczyzną 
biegunową punktu KĄ , która musi przejść przez 
punkt A, t gdyż płaszczyzna biegunowa punktu fi/ 
przechodzi przez punkt KĄ, 

§ 189. Czwórościany biegunowe. Czworościan 
fi/ fi z fis fi* ma tę osobliwość, że 1/ każdy w i e r z 
chołek j e s t biegunem przeciwległej ściany, 2/ p r z e 
ciwległe krawędzie, np. fi'Az i Aj fi* są prostemi 
wzajemnie biegunowemi i 3/ każde dwa wierzchołki, 
każde dwie ściany i każde dwi© krawędzie nieprzeciw 
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ległe są sprzężone. Czworościan t a k i nazywamy 
biegunowym. Czworościanów biegunowych j e s t n i e 
skończenie wiele. D la otrzymania któregokolwiek 
z n i c h postępujemy jak następuje; Obieramy dowol
ny punkt M ' i znajdujemy jego płaszczyznę b i e 
gunową M , w płaszczyźnie M obieramy dowol
ny punkt Jf. i znajdujemy jego płaszczyznę b i e 
gunową JV , na mocy poprzedniego artykułu musi 
ona przejść przez punkt .M • na pros t e j przecięcia 
płaszczyzn M i N obieramy dowolny punkt P 
i znajdujemy jego płaszczyznę biegunową <P , któ
ra; musi przejść przez prostą Al A7 • przez punkty 
M, Ar i P prowadzimy wreszcie płaszczyznę Q 

której biegunem będzie punkt przecięcia płaszczyzn 
M f JV i P , Czworościan M ATP ą będzie 
biegunowy. Oczywiście ten sam układ biegunowy 
przestrzenny, który określiliśmy zapomooą czwci*o-
ścianu biegunowego A, Az fis fiy punktu JS i j e*;o 
płaszczyzny biegunowej B , można określić zapo
mooą każdego innego czworościanu biegunowego 
M JVP Q jakiegokolwiek punktu P i jego 
płaszczyzny biegunowej i ? . 

% 190. Trzy rodzaje układów biegunowych p r z e 
strzennych. Kiech będzie układ biegunowy wyznaozo-
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ny przez czworościan biegunowy fit fiz fis fiy oraz 
4 

płaszczyznę biegunb wą J3 dowolnego punktu JS , 

przy tern punkt -3 nie leży na żadnej ze ścian, 
a płaszczyzna J3 nie przechodzi przez żaden z 
wierzchołków tego czworościanu. Hastręcząją się 
dwa pytania: 

1/ Czy i w j a k i c h warunkach mogą istnieć rzeczy 
wiste punkty i_płaszczyzny sprzężone same ze sobą 
t . j . punkty leżące we własnych płaszczyznaoh biogu 
nowych i płaszczyzny przechoasące przez własne bie 
guny ? 

2/ Jeżeli takie punkty i płaszczyzny istnieją, 
to czy mogą istnieć rzeczywiste p ro s t e sprzężono 
same ze sobą, %. j : . przystające do własnych pros ty c 
biegunowych, których każdy punkt byłby zatem sprzę 
żony sam ze sobą ? 

Aby na te pyt ara a odpowiedzieć, zauważmy, źe 
czworościan biegunowy fit fit fi3 fi?<izie\i przestrzeń 
na 8 obszarów, a których jeden ty l k o bywa skończo
ny /nazywa on się objętością czworościanu/, cztery 
mają. z tą objętością po jednej ścianie wspólnej, 
a 3 mają z nią dwie przeciwległe krawędzie wspólne 
Ponieważ punkt B nie leży na żadnej ścianie cz*o 
rość łanu, więc może on należeć ty l k o do jednego 
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obszaru, ponieważ płaszczyzna B nie przechodzi 
przez żaden wierzchołek, więc może ona t y l k o d l a 
jednego Gbszaru pozostać obcą. Przypuśćmy np. że 
punkt JB leży wewnątrz objętości czworościanu /co 
zresztą przez obiór odpowiedniego czworościanu b i e 
gunowego zawsze można sprawić/ Położenie płasz
czyzny S względem obszaru, w którym znajduje się 
punkt, może byó t r o j a k i e : 

1/ Płaszczyzna J ? nie pr z e c i n a żadnej krawędzi 
czworościanu między jego wierzchołkami /rys.353/. 
Ha każdej krawędzi inwolucja biegunowa j e s t wtedy 
e l i p t y c z n a , gdyż ślad każdej krawędzi na płaszczyź
n i e , łączącej punkt S % przeciwległą j e j krawę
dzią, leży zawsze między wierzchołkami, a ślad j e j 
na płaszczyźnie JB leży poza wierzchołkami, tak, 
że te dwa punkty sprzężone przegradzają wierzchołki 
na każdej krawędzi. Jeżeli wyznaczymy płaszczyznę 
biegunową dowolnego punktu M , to się pokaże, że 
t a płaszczyzna n i e przenika do obszaru, w którym 
się znajduje punkt M . I takim więc układzie b i e 
gunowym nie istnieją punkty, któreby leżały we włas
nych płaszczyznach biegunowych, tembardziej nie 
istnieją proste, przystające do własnyoh prostych 

GEOMETRIA 5TKBBSŁHA. Br.173. Arkusz 33-oi. 
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biegunowych. Ha wszystkich płaszczyznach i dokoła 
wszystkich punktów układ biegunowy /płaski lub 
wiązki/ j e s t jednostajny, - na wszystkich i dokoła 
wszystkich prostych inwolucja biegunowa j e s t e l i p -
tyczna. 

2/ Płaszczyzna JB przooina 3 krawędzie czworo
ścianu, wychodzące z jednego wierzchołka/rys. 35V. 

IłyS 3S3 Kyjg. 35±. 

Na tych trzech krawędziach inwolucja biegunowa j e s t 
h i p e r b o l i o z n a , na trzech pozostałych - e l i p t y c z n a . 
Na pierwszych trzech krawędziach istnieją przeto 
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po dwa rzeczywiste punkty podwójne, t . j . sprzężo
na saiae ze sobą. Istnieją wtedy zatem punkty r z e 
czywiste leżące we własnych płaszczyznach bieguno
wych, natomiast nie istnieją proste rzeczywiste, 
łctóre by były własne mi swe mi biegunowemi, W samej 
rzeczy, zauważmy, że na ścianie A/fizfij układ b i e 
gunowy przestrzenny wyznacza biegunowość płaską 
jednostajną; gdyby istniała prosta, która j e s t 
własną swoją prostą biegunową, to j e j ślad na 
płaszczyźnie fi / A z fi3 byłby punktem sprzężonym 
z samym sobą, t a k i punkt w układzie jednostajnym 
nie i s t n i e j e . I jednych płaszczyznach i dokoła 
jednych punktów biegunowość j e s t jednostajna, -
w innych płaszczyznach i dokoła innych punktów mo
że ona być niejednostajna, i płaszczyznach przecho
dzących przaz własne bieguny, t . j . sprzężonych 
z sameai sobą, staje się ona inwoluoja eliptyczną 
prostych sprzężonych dokoła bieguna. W samej r z e 
czy, w każdej płaszczyźnie TM , przechodzącej przee 
własny biegun M , biegunowe <x, h, C"... punktów 
fl, B , C, ... t e j płaszczyzny przechodzą przez 
punkt M , tak że w płaszczyźnie TYL dokoła 
punktu M i s t n i e j e inwoluoja prostych sprzężonych 
a, MA; ,l,Aź fi; ć, MC^ ... Inwoluoja t a j e s t 
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i 

e l i p t y c z n a , gdyś w przeciwnym r a z i e istniałyby 
proste sprzężone same ze sobą: byłyby to proste 
podwójne t e j i n w o l u c j i . 

3/ Płaszczyzna JB przecina 4 krawędzie czworo -
śoiann biegunowego /rys.3-^5/, np. fiifizf fi$fiv, fis fis, 

fi!jj fi% . Ha tych czterech krawędziach inwolucja 
biegunowa j e s t 
h i p e r b o l i o z n a , 

y na pozostałych 
dwóoh - e l i p t y c z 
na. Podobnie jak 
w przypadku dru
gim, istnieją 
więc i t u t a j 
punkty leżące we 
własnych płasz
czyznach bieguno
wych, ale oprócz 
tego istnieją tak 
że proste sprzę

żone same ze sobą, t . j . przystające do własnych 
swych prostych biegunowych. 1 samej rzeczy, niech 
punkt / będzie jednym z punktów podwójnych inwo
l u c j i biegunowej na krawędzi fi,fiz , a punkt /' 
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niechaj będzie jednym z punktów podwójnych inwolu
c j i biegunowej na krawędzi przeciwległej fis , 

tak że punkty J i I' są punktami sprzężonsai 
z samemi sobą i leżą na prostych wzajemnie bieguno
wych fi,fiz i B3 fi* . Płassozyana I fis fiv j e s t 
płaszczyzną biegunową punktu I / g d y ż punkt / j e s t 
samosprzężony i l e ż y na p r o s t e j A/fiz/1 podobnież 
płaszczyzna I'fi,Az j e s t płaszczyzną biegunową punk
t u / ; prosta //' j e s t prostą przeoięoia tyoh 
dwóoh płaszczyzn i zarazem łączy i c h bieguny, j e s t 
te zatem prosta sprzężona sama ze sobą. We wszystkich 
płaszczyznach i dokoła wszystkich punktów bieguno
wość j e s t niejednostajna z wyjątkiem płaszczyzn i 
punktów samosprzężonyoh, gdzie biegunowość staje się 
hiperboliozną inwolucja biegunową dokoła bieguna 
w płaszczyźnie biegunowej. Proste podwójne t e j inwo
l u c j i są prostemi samosprzężonemi, z każdego więc 
punktu samosprzężonego wychodzą i w każdej płaszczyź
nie samospraężonej leżą dwie proste samospraężone. 

§ 191. Powierzchnie drngiego stopnia. Ogół punk
tów, płaszczyzn i prostych, rzeczywistych i urojonych 
które w daajMi przestrzennym układzie biegunowym są 
samoar^ęzone, nazywamy powierzchnią drugiego step-

, a i a L Punkty samosprzężone nazywamy punktami t e j po 
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wierzchni, przechodzącse przez nie własne i c h płaśs-
ożyzny biegunowe nazywamy płaszczyznami styoznemi 
do t e j powierzchni w tyoh punktach; proste sa_osprzę~ 
żone nazywamy tworzącemi powierzchni. Punkty po
wierzchni są to więc punkty podwójne i n w o l u c j i b i e 
gunowej na ja k i e j k o l w i e k p r o s t e j r z e c z y w i s t e j , płasz
czyzny styczne do t e j powierzchni są to płaszczyzny 
podwójne i n w o l u c j i biegunowej dokoła j a k i e j k o l w i e k 
p r o s t e j r z e c z y w i s t e j . Ha każdej prostej r z e c s y w i s t s j 
leżą dwa punkty powierzchni drugiego stopnia / r z e c z y 
wiste , urojone, sprzężone lub zjednoczone/, w któ
rych t a prosta " p r z e b i j a " pomierzeniu ę, prze3 każdą 
prostą rzeczywistą przechodzą dwie płaszczyzny s t y c z 
ne / r z e c z y w i s t e , urojone, sprzężone lub zjednoczone/, 
wyrażamy to krótko mówiąc, że powierzchnie drugiego 
stopnia 3ą powierzchniami drugiego rzędu i drugiej 
klasy. P rosta nazywa się sieczną, zewnętrzną lub 
styczną zależnie od tego, czy inwolucja biegunowa 
na n i e j j e s t hiperboliosna, e l i p t y c z n a lub parabolicz 
aa t . j . czy p r z e b i j a ona powierzchnię w dwóch punk
tach rzeczywistych, urojonych sprzężonych lub zjedno
czonych. I każdej płaszczyźnie i 3 dany *-ład bieguno 
mf pi-zostrsenay wyznacza'pewien układ biegunów* &&a-
k i : jednostajny, niejednostajny lub zwyrodniały / i n -
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wołucję biegunową/. Stożkowa tego układu płaskiego 
/urojona, rzeczywista lub zwyrodniała/ j e s t prze
cięciem powierzchni drugiego stopnia płaszczyzną 
J% . Każda płaaaosyana "przecina" powierzchnię . 

drugiego stopnia, według stożkowej. Płaszczyzna na
zywa się seime-trzną. sieczną lub styczną, zależnie 
od tego, czy układ biegunowy t e j płaszczyzny j e s t 
jednostajny lub zwyrodniały t . j . czy przecina ona 
powierzchnię według stożkowej urojonej, rzeczywis
t e j lub zwyrodniałej /dwie proste urojone sprzężo
ne lub rzeczywiste/. Wszystkie styczne do po
wierzchni w danym j e j punkcie leżą w płaszczyźnie 
stycznej i stanowią inwolucję biegunową dokoła 
punktu zatknięcia. Dokoła każdego punktu P dany 
układ biegunowy przestrzenny wyznacza pewien układ 
biegunowy wiązki; jednostajny, niejednostajny lub 
zwyrodniały, Stożek t e j biegisnowosci /urojony, r z e 
czywisty lub zwyrodniały/ nazywamy stożkiem o p i s a 
nym na powierzchni z punktu B* . Z każdego punktu 
można opisatS na powierzchni drugiego stopnia stożek 
drugiego stopnia. Punkt nazywa się wewnętrznym, ze
wnętrznym lub leżącym na powierzchni, zależnie od 
tego, czy układ biegunowy wiązki dokoła niego j e s t 
jednostajny, niejednostajny lub zwyrodniały, t . j . 
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czy stożek z niego na powierzchni opisany j e s t uro
jony, rzeozywisty lub zwyrodniały / d ^ i e proste uro
jone, sprzężone lub rzeczywiste/. 

Miejsce geometryczne punktów zetknięcia tego 
stożka z powierzchnią drugiego stopnia j e s t stożko
wą. I saraaj rzeczy, punkty zetknięcia płaszczyzn 
stycznych wyprowadzonych z punktu /*! , t . j . i c h b i e 
guny, leżą w płaszczyźnie biegunowej M tego punktu 
/§ 167/, ogół tych punktów zetknięcia stanowi zatem 
stożkową, według której płaszczyzna AT przecina po
wierzchnię. Nawzajem płaszczyzny styczne w punktach 
stożkowej, leżącej na powierzchni, przecinają się w 
biegunie -/V płaszczyzny t e j stożkowej, powłócząc 
stożek drugiego stopnia, opisany na powierzchni. 

Zarówno kontur rzeczywisty, jak i kontur w i d z i a l 
ny rzeczywistej powierzchni drugiego stopnia j e s t 
stożkową. Pierwszy j e 3 t raiejsoem punktów zetknięoia 
powierzchni ze stożkiem opisanym na n i e j ze środka 
rzutów, drugi j e s t przecięciem tego stożka płaszczyz
ną rzutów; ponieważ stożek ten j e s t drugiego stopnia, 
więc jego przecięcie j e s t stożkową. 

Płaszczyzna biegunowa j e s t a i e j s o e a geometrjGzne® 
punktów sprzężonych harmonicznie z biegunem względem . 
puak^w, w których sieczne, wychodzące z tego biegu-
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M 

na przebijają powierzchnię. Wyprowadźmy z bieguna/^ 
sieczną , która p r z e b i j a powierzchnię w punk
tach B i J3 , a płaszczyznę biegunową 7YT w punk
c i e W" / r y s . 356/. Punkty fi i B są punktami pod-
wójnemi i n w o l u c j i biegunowej na sieoznej Ti , a punk* 
ty fii i JV są w t e j i n w o l u c j i sprzężone, bo punkt 
sY leży w płaszczyźnie biegunowej punktu M . Otóż 
wiadomo /§ 145/, że punkty podwójne i n w o l u c j i hiper

bol i cznej prze
gradzają harmo
n i c z n i e każdą 
parę punktów 
sprzężonych. 

Jeżeli więc 
z danego punk
tu M poprowa
dzimy 3 j a k i e 
kolwiek sieczne 

leżąoe w jednej 
płaszczyźnie 

/rys.356/ i na każdej z nich wyznaczymy punkt ^ 
sprzężony harmonicznie z punktem /# wtedy punk -
tów A i JB , w których t a sieczna p r z e b i j a po
wierzchnię, to JYJVJf będzie płaszczyzną bieguno

wy & 



C *j ' J 

wą punktu M . 
Przez każde dwa pjrgjgieo_ia płaskie powtergchoi 

dru^ie^o stopnia przechodzą dwa stożki drugiego 
stopnia. Hieohaj dwie płaszczyzny O, i prze
cinają powierzchnię drugiego stopnia według atoż- ; 
kowych /c, i /cz /rys.357/, niechaj O.' i B.' bę-
clą biegunami płaszczyzn Q i JZ ; połączmy te 
punkty prostą p , która niechaj p r z e b i j a pi&ss~_ 
ozyzuy O. i IŁ w punktach <2 i B. . Prsez 
prostą p poprowadźmy dowolną płaszczyznę s i e c z 
ną j P /np, płaszczyznę konturu rzeczywistego po
wierzchni/, która przetnie powierzchnię według 
stożkowej Jc , a płaszczyzny O. i JR. według 
prostych B,B, i BzBz , które Bą biegunówemi 
punktów O- i i ? ' względem stożkowej £ , Wy
kreślmy punkty przekątne PI i fi czworokąta zu
pełnego B,B,BzBz wpisanego « .stożkową; na 
zasadzie % 178 punkty /^ i // leżą na pr o s t e j 

O.'R' *p „ Powiadam, że punkty PI \ JW są 
stałemi punktami t e j p r o s t e j , t . j . nie zależą od 
płaszczyzny i 3 „tak źe gdy płaszczyzna sieczna 
P obraca się dokoła pr & s i e j p \ punktj te 

ni© zmieniają swego położenia,, w" sarriej rzeczy punk
ty te są: 1/ sprzężone w i n w o l u c j i biegunowej da-
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O.' 

Ryj. 33/. 
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nej prze a dwie pary stałych punktów Q> ® i % 

2/ sprzężono harmonicznie względem punktów Q i B. 
/t„ jo sprzężone w i n w o l u c j i Liperbolie.zne j , któ
re j punkty O. i fi są punktami podwójnemi/, co 
wynika z własności czworoboku zupełnego o bokach 
fi/fiz, SłzB,, B,BZ i Bz fi, , którego MzY 

j e s t jedną przekątną, a fi i B, \ Bz są dwiema 
innemi przekątnemi. Punkty M i JV są przeto 
wspólną parą punktów sprzężonych dwóch i n w o l u c j i 
i jako takie mogą byś wyznaczone niezależnie od 
płaszczyzny P . Znalezione w ten sposób punkty 
Al i Jf są wierzchołkami dwóch stożków, z któ
rych każdy przechodzi przez stożkową Ac, \ Jc^ , 

Z twierdzenia tego wynika ważny wniosek, że 
przecięcia powierzchni drugiego stopnia płaszoayz -
nami równoległemi są stożkoweai podobnemi, - są to 
bowiem zarazem przecięcia równolegle stożka drugie
go stopnia. Jeżeli więc np. pewne przecięcie po
wierzchni drugiego stopnia j e s t kołem, to wszyst
k i e przecięcia do niego rówaoległe są kołami. 

Twierdzeniem wzajsansa do powyższego będzie: 
Krzywa prsenikania dwóoh stożków opisanych na po -
wierzchni &?MgiQgo stognia składa gig z dwóoh sfcoż-
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§ 192o Środek, średnice, osi e , stożek asympto
tyczny . Biegun płaszczyzny niewłaściwej nazywa się 
środkiem powierzchni drugiego stopnia; płaszczyzna 
biegunowa każdego punktu niewłaściwego nazywa się 
płaszczyzną średnicową; prosta biegunowa każdej 
prostej niewłaściwej nazywa się średnicą. Wszystkie 
płaszczyzny środnicowe i średnice przechodzą przez 
środek, albowiem bieguny tych płaszczyzn i bieguno
we tych prostych leżą w płaszczyźnie biegunowej 
środka, t . j . w płaszczyźnie niewłaściwej. Odcinek 
s i e c z n e j , zawarty pomiędzy punktami p r z e b i c i a po
wierzchni nazywa się cięciwą i gdy nie zachodzi 
obawa dwuznaczności, to cięciwę leżącą na średnicy 
nazywamy poprostu średnicą. Środek powierzchni j e s t 
zarazem śrcdkien każdego przecięcia powierzchni 
płaszczyzną średnicową i środkiem każdej średnicy. 

Jeżeli wierzchołkiem czworościanu biegunowego 
j e s t środek powierzchni, to krawędzie tego czworo
ścianu wychodzące ze środka, aą średnicami sprzężo
ne mi. Cięciwy równoległe do jednej z trzech średnic 
sprzężonych są płaszczyznami dwóch pozostałych p r z e 
cięte na połowy; płaszczyzny sieczne równoległe do 
dwóch średnie sprzężonych są przez trzeoią p r z e b i t e 
w środkach stonkowych przecięcia. Płaszczyzny styczne 
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w końcach jednej z 3~ch średnic sprzężonych są 
równoległe do płaszczyzny dwóch pozostałych średnic. 
Każde dwie średnice sprzężone powierzołmi są z a r a 
zem średnicami 3przężonemi stożkowej, według któ
r e j płaszczyzna tych średnic pr z e c i n a powierzchnię. 

Można dowieść, żo w powierzchniach 2-go stopnia 
o środku właściwym i s t n i e j e zawsze układ trzech 
średnic sprzężonych wzajemnie prost opadłych /dowód 
musi t u t a j hyc* pominięty/; każdą z tych trzech śred
ni c nazywamy osią powierzchni; punkty, w których oś 
p r z e b i j a powierzchnię nazywamy wierzchołkami. Płasz
czyzna dwóch którychkolwiek o s i j e s t d l a powierzchni 
płaszczyzną symetrji prostokątnej; każda z o s i j e s t 
osią symetrji prostokątnej. Jeżeli przecięcie pros
topadłe do jednej z os i j e s t kołem, to wszystkie 
prsecięcia do n i e j prostopadłe są kołami i powie? rzch-
n i a nazywa się obrotową; wszystkie średnice pro s t o 
padłe do o s i obrotu są osiami t e j powierzchni. 

Stożek opisany aa powierzchni drugiego stopnia 
z j e j środka nazywa się stożkiem asymptotycznym t e j 
powierzchni, z którą posiada wspólne osie. Sto&ko^e 
zetknięcia tego stożka z powierzchnią leżą w płasz
czyźnie niewłaściwej. Każde dwie tworzące tego stożka 
są asymptotami stożkowej, według której płaszczyzna 
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tych tworzących przecina powierzchnię, 
$ 193. K l a s y f i k a c j a powierzchni drugiego stop

n i a. ff § V9Q odróżniliśmy 3 rodzaje układów biegu
nowych przestrzennych z&lcżnie od tego, czy i s t n i e 
ją punkty, płaszczyzny i proste samosprzężone. -
fta te j zasadzie dzielimy powierzchnie drugiego 
stopnia na urojone, krzywokreslne i p rostokreślne. 
Druga zasada k l a s y f i k a c j i polega na zachowaniu się 
tych powierzchni względom płaszczyzny niewłaściwej, 
która Tiiożo dla tych powierzchni byó zewnętrzną 
/ e l i p s o i d y / , sieczną / h i p e r b o l o i d y / lub styczną 
/paraboloidy/„ 

§ 194, Powierzchnie urojone odpowiadają układom 
biegunowym I rodzaju, gdy płaszczyzna biegunowa 
pusktu, leżącego wewnątrz czworosoianu biegunowego, 
nie przecina żadnej jego krawędzi, wszystkie punk
ty t e j powierzchni i wszystkie płaszczyzny do n i e j 
styczne są urojone. Każdy /rze c z y w i s t y / punkt j e s t 
względem t e j powierzchni wewnętrznym; każda płasz
czyzna, i prosta - zewnętrzną. Środek, średnica i 
osie są t u t a j , jak zresztą zawsze, rzeczywisto. - . 
Ponieważ płaszczyzna niewłaściwa j e s t względem t e j 
powierzchni zewnątrzną, możemy przeto powierzchnię 
urojoną uważać za elipsoidę. 

/ 
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§ 195, Powierzchnie krzywokreslne odpowiadają 
układom biegunowym I I rodzaju, gdy płaszczyzna 
biegunowa punktu, leżącego wewnątrz czworościanu 
biegunowego przecina t r z y jego krawędzie. Punkty 
samosprzężoae stanowią punkty t e j powierzchni, 
płaszczyzny samosprsężone są styczne do n i e j ; 
istnieją zatem t u t a j zarówno rzeczywiste jak i 
urojone punkty leżące na powierzchni i płaszczyzny 
styczne do n i e j . Natomiast nie istnieją w tyoh 
układach rzeczywiste proste samosprzężone, t . j . 
rzeczywiste tworząoe powierzchni. Z pośród prostych 
rzeczywistych jedne są zewnętrzne względem po
wierzchni /jeżeli inwolucja biegunowa j e s t na. n i c h 
e l i p t y c z n a / , inne są sieczne /gdy inwolucja b i e 
gunowa j e s t na n i c h h i p e r b o l i c z n a / , jeszcze inne 
są styczne do powierzchni /gdy inwolucja biegunowa 
j e s t na n i e j paraboliczną/. Przez sieczną nie moż
na poprowadzić do powierzchni r z e c z y w i s t e j płasz
czyzny stycznej /bo inwolucja biegunowa dokoła 
siecznej j e s t e l i p t y c z n a / ; przez prostą zewnętrzną 
przechodzą dwie płaszczyzny styczne /bo inwolucjr. 
dokoła n i e j j e s t h i p e r b o l i c z n a ; płaszczyzny te 
zostaną zjednoczone, gdy prosta zewnętrzna stan i e 
się styczną. Styczne do powierzchni w którymkolwiek 
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j e j punkcie leżą wszystkie w płaszczyźnie s t y c z 
n e j i stanowią dokoła punktu zetknięcia e l i p t y c z 
ną inwoluoję prostych sprzężonych, Z pośród rsą
czy wis tych punktów, n i a łożących n a p o w i e r z c h n i , 
jedne są wewnętrzne /jeżeli układ biegunowy wiąz
k i dokoła n i c h j e s t jednostajny/, i n n e zewnętrzno 
/gdy t e n układ j e s t niejednostajny/, 2 każdego 
punktu zewnętrznego można opisać na p o w i e r z c h n i 
rzeczywisty stożek drugiego stopnia; n a t o m i a s t 
stożek opisany z punktu wewnętrznego jes t u r o j o n y 

2 pośród rzeczywistych płaszczyzn, któro nie 
są styczne do powierzchni, jedne są zewnętrzna 
/jeżeli układ biegunowy płaski j e s t na nich ledjio-
8 t a j n y / e inne są sieczne /gdy ten układ j e s t n a 
nic h nie j e d n o s t a j n i / e Każda płaszczyzna sieczna 
przecina powierzchnię według stożkowej rzeczywis
t e j ; płaszczyzna zewnętrzna powierzchni nie prze* 
oina lub raczej przecina ją według stożkowej uro
jonej. Płaszczyzna biegunowa punktu zewnętrznego . 
je s t sieczną; płaszczyzna biegunowa punktu we
wnętrznego j e s t zewnętrzną. 1 

a/ Powierzchnia drugiego stopnia, d l a k t o r a j 
-»«-<-»<—-—•——• » 

GSOMSTEJa WIKRSSLNA, Hr.l73 c arkusz 34 -ty 
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płaszczyzna niewłaściwa j e s t zewnętrzną, t . j , któ
re j środek j e s t punktem .wewnętrznym, nazywa się . 
el i p s o i d e a . Wszystkie średnice, a więc i osie są 
si e o z n e a i , wszystkie wierzchołki są rzeczywiste, 

JX-y*>' v~ osio«e są nierów
ne/ , obrotowe / j e 

żeli dwie oięoiwy osiowe są równe/t a wśród nich 
e l i p s o i d spłaszczony, wydłużony i kulę, zależnie 
od tego, czy oś obrotu j e s t krótsza, dłuższa lub 
równa każdej z dwóch o s i równych. 

3 e l i p s o i d z i e trój osiowym istnieją dwa ustawie
n i a , których płaszczyzny przecinają powierzchnię 
według kół. l i e o h a j będą dane w rzutach prostokąt
n y c h / r y s . 359/ t r z y osie , B,B& i e l i p -

wszystkie prs,8eię-
o i a płaskie s l i p -
soidu są elipsami 
- rzeczywisteai 
luk urojonemi; 
stożek asymptotycz
ny j e s t urojony. 
0&rókalamy e l i p 
soidy trójosiowa 
/ j * z e i i cięciwy 

Ryj. 3^S. 
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soićta i przypuśćmy, że B,Bz >3Z Ze śród,-* 
ka O zakreślmy kulę o średnicy równej średnioj 
osi £'-Bz; j e j pionowy kontur rzeczywisty będzie 
kołem, przecinająoora kontur pionowy e l i p s o i d u w 
punktach _D,3DZ} B, i j0z , leżących x& średnicach 

D, i>4 i % s £ z , przez każdą z tych średnio 
i oś B, £ z poprowadźmy płaszczyzny X) i K 

Przecięcie k u l i 
płaszczyzną £> 
je s t kołem, a pnąc 

-

cięcie e l i p s o i d u 
tą saaą płaszczya-

-

ną j e s t elipsą, 
która z tya kołas 
ma wspólne punkty 
2>f, B* i Bz 
i styczne v punk-
tach 3, i f & 
więc j e s t a n i e a 
identycsas.3 /§ 16'?' 
pł asz czysns ..O 
i wszyatkie plftes* 

oayzny do n i e j równoległe przecinają powicrash 
nie według kół; tak samo płaszczyzna £ i wssyet-

r. Ji"J? 
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k i e płaszczyzny do n i e j równoległe. Dotyczy to n i e -
t y l k o płaszczyzn siecznych, ale i zewnętrznych /koła 
urojone/ i w szczególności stycznych / i n w o l u c j a pros 
tokątna'prostych sprzężonych/, których punkty ze
tknięcia z powierzchnią nazywają się punktami koło-
we mi powierzchni i mogą byó otrzymane w przecięciu 
e l i p s y £ . Ć, C\t średnicą sprzężoną bądź ze 
średnieą D, Dz /punkty "A", i //V /, bądź ze śred
nicą JfrJFjt /punkty f f z i Ks /. f e l i p s o i d z i e 
trój osi owym istnieją dwa układy prseeięó kołowych, 
w e l i p s o i d z i e obrotowym t y l k o jeden, prostopadły 
do osi obrotu, w k u l i każde przecięcia płaskie 
je s t kołem. W e l i p s o i d z i e trój osiowym istnieją 
4 punkty kołowe, w obrotowym t y l k o dwa /wierzchoł
k i o s i obrot\i/, w k u l i wszystkie punkty powierzch
n i są wierzchołkami i punktami kołowemi. 

K W Powierzchnia 
krzywokresIna dru
giego stopnia, d l a 
której płaszczyzna 
niewłaściwa j e s t 

_4 _ ^ 
KyjS. 3 60 

sieczną, t . j . któ
rej środek j e s t 
punktem zewnętrz-



- 533 -

nym, nazywa się hiperboloidekt dwnpowłokowym., -
Z każdych trzech średnic sprzężonych, • więc i z 
trzech o s i , t y l k o jedna j e s t sieczną; h i p e r b o l o i d 
dwu/powłokowy posiada t y l k o dwa wierzchołki rzeczy
wiste. Stożek asymptotyczny j e s t rzeczywisty.-
Każde przecięcie powierzchni płaszczyzną i set po
dobne do przeoięcia stożka asymptotycznego tą samą 
płaszczyzną, gdyż pierwsze z tych przsoięć j e s t 
zarazem przecięciem stożka, który przechodzi przez 
przeoięcia Hiperboloida płaszczyzną niewłaściwą 
i który jos t przesuniętym równol«gle stożki®^ 
asymptotycznym. Stąd wynika, że płaszczyzna, któ
ra przecina stożek asymptotyczny według koła, prze
c i n a w ten sam sposób i h i p e r b o l o i d dwupowłokowy. 
Powierzchnia ta posiada zatem wogóle 4 punkty ko
łowe, która w h i p e r b o l o i d z i e obrotowym zostaną 
zjednoczone w dwóch jego wierzchołkach-. 

c/ Powierzchnia krzywokreślna drugiego stopnia, 
d l a której płaszczyzna niewłaściwa jes t styczną, 
nazywa się paraboloidem eliptycznym. Z trzech ooi 
tylk o jedna j 3 s t właściwa. Każde przecięcie parabo-
l o i d u eliptycznego j e s t elipsą, z wyjątkiem prze
cięć równoległych do o s i , które są parabolami.-
Paraboloid e l i p t y c z n y posiada jeden wierzchołek, 



są * wierzchołku. 

61. 

dwa układy prze -
cięó kołowych i 
dwa punkty kołowe, 
które wyznaczyć 
można podobnie 
jak d l a e l i p s o i d a , 
t . j , z a pomocą ku
l i podwójnie 
stycznej. Szczegól
nym przypadkiem 
paraboloidu e l i p 
tycznego j e s t para 
boloidr obrotowy, 
którego dwą punkty 
kołowe zjednoczono 

§ 196. PQ~ 

Ryj. 3 6 Z. 

wie rzohnie pr ost o -
kreślne odpowiadają 
układom biegunowy® 
I I I rodzaju, gdy 
płaszczyzna biegu
nowa punktu leżące
go wewnątrz czworo-
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śoianu biegunowego przecina 4 jego krawędzie. 
Jak widzieliśmy w § 190 istnieją wówczas n i e t y l -
ko punkty i płaszczyzny, ale i proste s&aosprzę-
żonę, zwane tworzące mi powierzchni. Każdy punkt 
t a k i e j p r o s t e j j e s t punktem powierzchni, każda 
płaszczyzna, przechodząca przez taką pros tą', j e s t 
styczną do powierzchni. Z pośród innych prostych 
p r z e s t r z e n i jedne są styczne, inne zewnętrsne 
łub sieczne, zależnie od tego, czy inwoluoja 
biegunowa j e s t na nich paraboliczna, e l i p t y c z n a 
lub h i p e r b o l i c z n a . I przeciwieństwie do po#iei*zoh 
n i krzywokreślnych przez prostą zewnętrzną nie 
można przeprowadzić płaszczyzny stycznej rzeczy
w i s t e j , a przez sieczną przechodzą dwie ta k i e 
płaszczyzny. Wszystkie punkty p r z e s t r z e n i , nie 
leżące na powierzchni, są względem n i e j zewnętrz
ne, t . j , z każdego punktu można opisać na po
wierzchni rzeczywisty stożek drugiego stopnia; 
wszystkie płaszczyzny, które nie są styczne, są 
sieczne, t . j . każda z nioh przecina powierzchnię 
według stożkowej rz e c z y w i s t e j . 

Niechaj prost& et / r y s . 363/ będzie tworzącą 
powierzchni prostokreślnej. Wszystkie punkty t e j 
prostej leżą na powierzchni, gdyż i c h płaszczyzny 
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biegunowe przechodzą przez n i e ; wszystkie płaśz-* 
ezyzny, przechodzące przez tą prostą są styczne do 
powierzchni, gdjż i c h bieguny leżą w nich. Popro
wadzaj przez tworzącą ^ jakąkolwiek płaszczyznę 
P . Przetnie ona powierzchnię według stożkowej; 

ponieważ zaś prosta cc wchodzi w skład tego 
przecięcia, więc ową stożkową mogą być t y l k o dwie 
przecinające się proste; .jedną z nich j e s t p rosta 
# , drugą niechaj będzie prosta & , p r z e c i n a 

jąca prostą # w pewnym punkcie P , który j e s t 
pmiktem zetknięcia płaszczyzny P z powierzchnią, 
Prosta Jł j e s t tworzącą powierzchni; gdy płasz- r 

cayzna P obraoać się będzie dokoła p r o s t e j « , 
tworząca & opisywać będzie powierzchnię, p r z e c i 
nając tworzącą ci w coraz to nowym punkcie fi 

zetknięcia t e j płaszczyzny z powierzchnią. Poszcze
gólne położenia tworzącej fi: l,m.„są wszystkie 
skośne ze sobą, bo gdyby dwie którekolwiek z tych 
prostych np. Jc i t , się przecinały, to ponieważ 
k&żda z n i c h przecina prostą C Ł , więc wszystkie 
3 prosta ct, Jc i / leżałyby w płaszczyźnie P , 

.która w t@u sposób przecinałaby powierzchnię dru
giego stopnia według 3 prostych, co niemożliwe 
/byłaby to bowiem krzywa 3 rzędu/. Jeżeli płasz-
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ozyznę JP obracać będziemy dokoła p r o s t e j & , 
to tworząca ^ opisywać będzie powierzchnię, 
przecinając tworsącą -A & coraz to noyrym punkcie 

Pt zetknięcia t e j płaszczyzny z powierzchnią; 
poszczególne położenia tworzącej a.: a, /b, 

będą wszystkie skośne ze sobą. I ten sposób na 
powierzchni prostokreślnej leżą dwa układy tworzą
cych A,?,?™,...; a, Jb, mające tę własność, że 
każde dwie tworzące, należące do tego samego ukła
du, są skośne, a każde dwie tworzące, należące 
do układów różnych, przecinają się tak, że przez 
każdy punkt powierzchni przechodzą i w każdej 
płaszczyźnie stycznej leżą dwie tworżące, należą
ce do różnych układów. 

Hiech będą trzy proste skośne a, 6 i C / k i e 
rownice/ i . niechaj prosta X /tworząca/' porusza 
się w ten sposób, że w każ dem położeniu przecina 
wszystkie trzy proste ot, & i C /ślizgając si§ 
po n i c h / ; powierzchnia opisana przez tworzącą A 

będzie powierzchnią prostokreślną drugiego stopnia, 
Jeżeli obierzemy tr z y dowolno położenia tworzącej 
Jc : ił-, Z i irt , o których wiemy, że są skoś
ne, i będziemy p o r u s z a l i tak prostą Ct t aby ona 
w każ dem położeniu przecinała wszystkie t r z y pros-



te -k t £ i -W , to tworząca cc opisze tę saiaą 
powierzchnię prostokreślną. Powierzchnię prosto
kreślną można przeto utworzyć przez "ślizganie" 
pro s t e j CL po trzech prostych wzajemnie skośnych: 
Jc, l i m . 

l a każdych dwóch tworzących tego samego układu, 
np, na tworzących & i ó , tworzące drugiego 
układu k s l, ~m,.„ wyznaczają szeregi rzutowe.-
i samej rzeczy, przez którąkolwiek tworzącą C 

pierwszego układu oraz przez wszystkie przecinają
ce ją tworzące drugiego układu: Jct i, m,... wyznaczony 
j e s t pęk płaszczyzn o o s i £ , który na tworzących 

U i & daje dwa szeregi perspektywiczne, a 
więc rzutowe. Powierzchnię prostokreślną drugiego 
stopnia można przeto utworzyć, łącząc odpowiednie 
punkty dwóoh szeregów rzutowych o podstawach skoś
nych. 

Nawzajem dokoła każdych dwóch tworzących pierw
szego układu, np, dokoła tworzących <*> i o , tworzą 
0 6 drugiego układu: Jc3 l', ftt,... wyznaczają pęki 
płaszczyzn rzutowe. I samej rzeczy na którejkolwiek 
tworzącej Ć pierwszego układu przez wszystkie 
przecinające ją tworzące drugiego układu: £, 
wyznaczony jest szereg punktów o podstawie £• , któ 
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ry wraz z tworzącomi cc i h wyznacza dwa pęki 
płaszczyzn perspektywiczne. Powierzchnię prosto-
kreślną można więc' jeszcze utworzyć przez p r z e c i 
nanie się odpowiednich p'łaszezyzn dwóch rautowych 
pęków płaszczyzn o osiach skośnych. 

a/'' Powierzchnia prostokreślna drugiego stopnia 
nazywa się hiperboloidem j e dnop ow X ok owy #, jeśli 
płaszczyzna niewłaściwa j s s t względem n i e j s i e c z 
ną / r y s . 363/. Hiperholoid jednopowłokowy utworzo
ny zostanie przez "ślizganie" prostej cc po 
trzech prostyoh skośnych Je, l^łfk/L nie równo -
ległych do jednej płaszczyzny. W samej rzeczy 
p r o s t a , która łączy punkty niewłaściwe prostyoh 
K i £ , nie przecina wówczas pr o s t e j /rz , 

żadna przeto prosta niewłaściwa nie może być two
rzącą, skąd wynika, że płaszczyzna niewłaściwa 
nie może być styczną do powierzchni. H i p e r b o l d i d 
jednopowłokowy można utworzyć, łącząc odpowiednie 
punkty dwóch szeregów rzutowych niepodobnych o pod 
stawach skośnych, - gdyby bowiem szeregi te były 
podobna, to i c h punkty niowłaśoiwo odpowiadałyby 
sobie wzajemnie, tak że prosta niewłaściwa byłaby 
tworząca, a więc płaszczyzna niewłaściwa byłaby 
styczną. Z pośród trzech średnic sprzężonych, a 



więc i z pośród trzech o s i , dwie są siecznemi; 
stożek asymptotyczny j e s t rzeczywisty, każda jego 
tworząca j e s t równoległa do jednej z tworzących 
hipe r b o l o i d u każdego układu. Tak samo jak w po
wierzchniach krzywokresinych istnieją i t u t a j dwa 
układy przecięć kołowych; płaszczyzny przecinające 
h i p e r h o l o i d według kół przecinają jego stożek -
asymptotyczny według kół sp ółs rod ko wyoh. Wszystkie 
4 punkty kołowe są wszakże urojone, albowiem śred
n i c a sprzężona z dwiema wzajemnie prostopadłemi 
średnicami przecięcia kołowego, przechodzącego 
przez środek powierzchni, nie p r z e b i j a powierzch
n i w punktach rzeczywistych, H i p e r h o l o i d jedno-
powłokowy stania się obrotowy, jeżeli oba układy 
przecięć kołowych zostaną zjednoczone, powierzch
n i a taka aoże być utworzona przez obrót p r o s t e j cc 

dokoła nieprzścinającej j e j o s i o t a j e j s t o 
żek asymptotyczny powstanie przez obrót p r o s t e j 
równoległej do cc i przecinającej oś w spodku 
wspólnej prostopadłej do p r o s t e j ct i o s i O-

V Powierzchnia prostokreślna drugiego stopnia 
nazywa się paraholoidem hiperbolicznym, jeżeli 
płaszczyzna niewłaściwa j e s t do n i e j styczną / r y s . 
364/0 Jak każda płaszczyzna styczna ma wtedy płasz 
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czyzna niewłaściwa dwie tworzące wspólne z po-
wierzchnią^ każda z innego układu. Ponieważ wszyst
k i e tworzące właściwe I układu przecinają tę z tych 
tworzących niewłaściwych, która należy do I I ukła
du, a wszystkie tworzące I I układu przecinają tę 
z n i c h , która należy do I układu, więc tworzące k.&& 
djsgo układu mają wspólne ustawienie. Paraboloid h i -
perboliczny może przeto byĆ utworzony przez ruch 
p r o s t e j , ślizgającej się po trzech prostych równo
ległych do jednej płaszczyzny, wszystkie położenia 
tej tworzącej będą równoległe do innej płaszczyzny. 
Paraboloid h i p e r b o l i c z n y utworzyć można jeszcze, 
łącząc punkty odpowiednie dwóch szeregów podobnych 
/albo równych/ o podstawach skośnych; w samej r z e 
czy p r o s t a , łącząca i c h punkty niewłaściwe, j e s t 
wówczas tworzącą, a przechodząca przez nią płasz
czyzna niewłaściwa j e s t styczną. Z t r z e c h o s i t y l k o 
jedna pozostaje właściwą. Płaszczyzny, przechodzące 
przez tę oś w danych dwóch ustawieniach są zwyrodnia 
łym stożkiem asymptotycznym t e j powierzchni. Każde 
przecięcie paraboloidu hiperbolicznego j e s t h i p e r 
bolą, z wyjątkiem przecięć równoległych do o s i , któ
re są p a r a b o l a l ń t . Paraboloid h i p e r b o l i c z n y j e s t 
jedyną powierzchnią drugiego stopnia, która nie po-



Biada przecięć kołowych i która zatem nie może 
być obrotową. 

§ 19?. Powierzchnie drugiego stopnia zwyrodnia-
• I I — i II i 1 1 1 " — - — - • ' • II i . , Sn/_ . . „. mm .. — - — - — • - •• - .JtŁ— , i, 

łe. Układ biegunowy przestrzenny określiliśmy zapo
mocą czworościanu biegunowego /*7 /fiz fis fiv i płasz
czyzny biegunowej 3 punktu jakiegokolwiek fi 

z tem zastrzeżeni^., że punkt fi nie leży w żadnej 
ze ścian, a płaszczyzna nie przechodzi przez 
żaden z wierzchołków czworościanu fi> Az fij fiv 

* 
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Odrzućmy teraz te zastrzeżenia. 
Przypuśćmy najpierw, że płaszczyzna biegunowa 

3 punktu jakiegokolwiek J3 przechodzi przez 
jeden z wierzchołków czworościanu biegunowego np, 
przez J3 * , układy biegunowe płaskie na ścianach 
zawierających wierzchołek A? będą zwyrodniałe, 
na ścianie zaś A/£z &J układ biegunowy płaski 
może być albo jednostajny, albo niejednostajnym-
Płaszczyzna biegunowa każdego punktu przecho
d z i przez Ab , natomiast biegun każdej płaszczyz
ny M j e o t nieoznaczony, może to być mianowicie 
dowolny punkt pewnej prostej &&• „ przechodzącej 
przez flv o I ten sposób układ biegunowy p r z e 
strzenny 3 t a j e się układem biegunowym wiązki doko
ła punktu Ay ; zależnie od tego, czy ten układ 
będzie jednostajny lub niejednostajny, powierzch
n i a tego układu będzie stożkiem urojonym lub rzeczy-
wistym. Ody płaszczyzna S przechodzi przez dwa 
wierzchołki czworościanu biegunowego Ay i A/ t ta 
j e s t przez krawędź fiyfi/1 stożek ten zniekształca 
się do dwóch płaszczyzn urojonych sprzężonych lub 
rzeczywi stych, przecinających się według krawędzi 
A y Ar... 
Stożek urojony lub rzeczywisty oraz dwie płasz-
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ozyzny urojone, sprzężone lub rzeczywiste stanowią 
powierzchnie drugiego rzędu /bo każda prosta prze
b i j a ją w dwóoh punktach/, i klasy zerowej /bo 
przez dowolną prostą nie można wogóle do n i e j wy
prowadzić żadnej płaszczyzny stycz n e j / . 

Przypuśćmy następnie, że biegun 3 j a k i e j k o l 
wiek danej płaszczyzny J3 leży na jednej ze 
ścian czworościanu biegunowego, np, na ścianie 

& i Mzńi* Układ biegunowy przestrzenny s t a j e się 
wtedy układem biegunowym płaskim na t e j ścianie; 
zależnie od tego, ozy ten układ j e s t jednostajny 
czy niejednostajny, powierzchnia t e j biegunowości 
j e s t stożkową urojoną lub rzeczywistą. Gdy punkt 

3 leży na jednej z krawędzi czworościanu b i e 
gunowego, np. na Ą ^ / , to stożkowa zniekształca 
się do dwóch punktów urojonych sprzężonych lub 
rzeczywistych, leżących na t e j krawędzi. Stożkowa 
urojona lub rzeczywista oraz dwa punkty urojone 
sprzężone lub rzeczywiste stanowią powierzchnię 
drugiej k l a s y /bo przez każdą prostą można do n i e j 
przeprowadzić dwie płaszczyzny styczne/ i rzędu 
zerowego /bo dana prosta wogóle j e j nie p r z e b i j a / . 

GlouiTRJA""iTIRBSLHi. fir.173, i r k u s a 35-ty. 



gfcr^ctająo powyższe mozoray podzielić po-
wlarzsanie dragi ego stopnia jak następuje; • 

Powj er schni e krzyw ok rejs !_",€_. 

X. Powierzchnia / e l i p s o i d / urojona. 
t, l l i p s o i d rzeczywisty. 
3. h i p e r h o l o i d dwupowłekowy. 
4. £araboloid el i p t y c z n y . 

Powierzchnie prostckreślne. 

6. Hi p e r h o l o i d jednopowłokowy. 
'6, Farafcoloid h i p e r h o l i c z n y . 

U^POWIBBgCHHIB DRUGIEGO I I I . POWIERZCHBIB DRUgTJSJ 
fc&SDB I KLASY ZEROWEJ. 

7, Stożek urojony. . 
®s 2 płaszczyzny u r o j o 

ne sprzężone. 
90 Stożek raaczywisty. 

10. Dwie płaszczyzny r z e 
czywiste. 

KŁASI I RZSDU ZEROWEGO. 

11. Stożkowa urojona. 
12. Dwa punkty urojono 

sprzężone. 
13. Stożkowa rzeczywista. 
14. Dwa punkty rzeczywis

t a . 
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