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§ 163. Twierdzenie. Stozkowa jest wyznaczons

_—

praes 4 swoje punkty i styczng w jednym % nich,

albo przes 4 swoje styozne i punkt zetknigoia na
jednej z nich,

Nioohaj beds 4 punkty 4,5, € i D /rys.
292/, & ktérych 2adne 3 nie leig na jednej pros-

tej i prosta 4« , przechodzaca przez punkt v e
Tréjkat praekgtay /7 /7 czworokata zupelnego
ABCD wraz s punktem /7 i styczng & wy-
Znacza. uklad biegunowy, dla ktérego ten tréjkgt
jest tréjkatem biegunowym, a prosta < jest bie-
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gunows punktu /7
Stozkowa tego ukiadu
musi przejsé cosywis-
cie przez punkt A

i byé sfyczna do pros-
tej @ /§ 149/, ale
bédzie ona przechodzi -
ta takze przez punk-
ty B,¢ 1 D , ktére.

89 8przeione harnmonioz-

nie z punktem /2
wzgledem punktéw <M
it M N 4 N,, P 1 E , awige sy punktanmi
podwéjnemi inwolucji bisgumowych na preatych
AB, A¢ & A D
§.164. Stoskowa rzeczywista, iako rzut kola.
Poniewaz okredlenie stozkowych, podane w § 149 jest

rzutowe, wigo rzutem kazdej stogkomej jest stozko-

wa, w szczegolnofci, rzutem kota jest stoikowa. -

DowiedZmy teraz, 2e i nawzajem: kasda stozkowa rze-

ozywista moZe byé uwsazana za rzut immej atozkowe]

rgeczywiste), w szczegdlnodei za rzubl kota, W tym

celu wystarczy dowiesé, ze kaida stolkown raeczywis-

ta jest w kolineacji z kolem,




Fiech bédzie stozkowa
£ /rys.293/; w do-
wolnym je) punkcie
S poprowadémy do
0 niej styozna 7 i
wykreélmy jakakol-
wiek inng stozkows
lub koto A2 styoszne
do prostej @ w tym
samym punkcie S
Na prostej < obie-

ramy jeszoze 3 punk-
ty 4,81 € i po-
prowadémy g nich
stycsne @i 4,

h ihby,c iG
do stozkowaj £ i
do kola A2 . Tréjka-
ty a:d Cri @222,
-8 tréjkgtami De~
sargues'a /gdys ich
boki przecinaja sieQ

parami na proste]

J /, wigo proste
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A,y BB,i C.C; | Ygozace paremi ich wierz-
chotki, przechodsg przea jeden punkt O , Jezeli
ten punkt ucaynimy Srodkiem kolinescji, prosig o
jej osia, 2 punkty 4. i Az uwatad bedziemy za
pexe punktéw odpomed.uloh w tej kolineacji, to ko-
iu A, styosznemu do prostych @2, 2., 2 i <
i prazechodzgcewu przez punkt s odpowiadad be-
dzie stozkowa stycana do prostych ., 2., F/I O
i przechodzgoa przez punkt .5 , s wigo na zasa-
dzie § 163 identyczna ze stozkowg A

$ 165, Zastosowania, I. Zadanie, Bykredlid stos-
kowa £, , ktéra odpowiada danema kotu 4 , w ko-

lineac ji danej. Mofemy to zadanie wyrazié np. w tej

formie: Wykreglié rzut drodkowy kola, leigcego w

danej p}:aszczyznie 79, . Wysnacamy ktad O $rod-

ka rautéw; bedsie to drodek kolineacji kola A,
ze stozkowg A2, = bedzie osig tej kolineaoji,
92 jedng z prostych wzajemunych; wykreélmy druga,
of wzajemng 2 /8§ V9/. Odrdgnimy 3 przypadki:
e/ Koto A, przecina prosts wzajemng 7

stozkowa 42 pruecina prosty niewZagciwg 2.~ ;
jest to wige hiperbola /rys.294/. Siycznym = i Z
do kota A w punkiach przecigcia tego kola & osig

s RN odpowiadaja asyaptoty 72 i Z hiperboli
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/§ 156/; ich przecigeie //, jest drodkiem hiper-
boli; dwusieczne ka,téw pomigdzy asymptotami sg
osismi @, i H; hiperheli /8§ 159/; wyzmacsmy
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wierzohotki #:1i A; hiperboli, t.j. praecigoia
osi poprzecznej <. gz hiperbola; bedg im odpowia-
daty punkty 7, i A , w ktérych prosta & prze-
tnie koo M Lbj wyznaczyé punkty hiperboli,
lezgce na ktérejkolwiek Sredniey ¢ , kredlimy
proaty odpowiednig ¢, , znajdujemy punkty prze-
cigoia tej prostej z kotem 4, , i rzucamy te
punkty na ¢ z punktu O . Styczne do hiperboli
we wszystkich wyznaczonych punktach odpowiadajg
styczsnym do kola w punktach odpowiednich.

b/ Koo A, nmie przecina prostej wzajemej

2, ; stoskowa A2 nie preecina prostej nie-
wtadciwej 2% _; jest to elipsa /rya.295/. Dwom
ktérymkolwiek srednicom sprzézonym elipsy odpowia-~
dajg biegunowe wzgledem ko2a dwéch punktéw Sprzg-
zonych prostej 27 . Aby. wiéo wykreélié pare dred-
nic sprzgzonych szﬁ.kanej e]:ipay; obierzmy na pros-
tej 7, dwa punkty ktérekolwiek X i Y { po-
prowadZmy z nich styozne do kota; tréjkat praskat-
ny /t.3. tréjkat, ktérego bokami sg praekztne/
osworoboku zupelnego w ten sposéb utworzonego bé-
dzie tréjkatem biegunowym wzgledem kola /§ 161/;
jednym jego bokiem jest prosta 7° ; dwa inne nie -
ohaj przecinaja kolo w punktach A A5, B,
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| proste 4. A: 1 B: B, odpowiadajgce prostym
A,A/ i B, B’ beda Srednicami elipsy w tych punk-
tach; na kazdej innej Srednioy elipsy znajdziemy
dwa jej punkty, kreslac odpowiednig ocigoiwe kola

i rzncajgc jg z punktu @ na tg érednicp; stycs-
ne w dwéch korcach k&idej Srednicy By réwnolegle
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i odpowiadajg styosnym do kola w koficach odpowied-
niej oiéoiwy. Y
o/ Koo A, jest stycsne do prostej wzajemne}
7, ; stozkoma A: jest styczma do proétej nie-

wtadociwej 27; ; jest to parabola /rys.296/. Promief
kolineacji, rzucajgcy punkt zetknigeia & kola X

z prosta wzajemng 7, ma kierunek §rednic, a wiec
i osi paraboli, aby wykreslié oé paraboli wystarcsy
wyznaczyé je) wierzcholek. W tym celu kreslimy pro-

: s ' r..
& SRR

=
) E,".’ o
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mief kolineacji 94&’ prostopadly do 2% .
w punkcie Z/ zejds siq wszystkie siscsnme kola,
ktérym odpowiadaja siecszne paraboli sprzesone %
osig, a wigc prostopadle do niej; w szczegdlnosai
stycznej do kola s punktu 2, odpowiada styozna
do paraboli w jej wierzcholku, a punktowi zetknig-
cia 4. g kolem odpowiada wierzcholek parabsli

A2 . Aby znalezé parg punktéw- paraboli, ktére sa
symetryczne wzglédem jej osi, rzucamy ze &rodka
kolineacji na‘odpowiedniq siecZng paraboli punkty,
w ktérych sieczna z punktu_}ﬁﬂ' wyprowadzona prxe-
ocina kolo, | -

IT. Jezeli Srodek rautéw albo &rodek kolineacji

O stanie sié punktem niewladoiwym, t,j. jezeli:
rzut stanie sig réwnolegly,-a kolinéloja powinowact -
wem, to prosta wzajemna 2, stanie sie prosty nie-
wlasciwg, tak, Ze kazdej stozkowsj 4 odpowiada w
tem powinowactw}e stozkowa tego samego rodzaju; hi»
perboli hiperbola, elipsie elipsa, paraboli parabo.
la; w szczegélnodei kolu odpowiada zawsze elipsa
/rzutem réwnolegtym kota Jest zawsze elipsa/;greq.
nica kola pracksztatoa sie na Sredniceq elipsy,“ dro’
dek kola na $rodek elipsy, drednice spragione kolas
t.j. jakiekolmiek dwie Jego Srednice wzajemnie

o, 4 e e o

GEOMETRIA WYXRESLNA.Nr. 173 Arkusz 27.ay,


http://fflSKE3LEA.Hr
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prostopadle¢, na Srednice sprzezone elipsy. Na tem

mozna oprzed wykredlenie osi elipsy, ktérej dane

8 dwie drednice sprzezome (' C i 2.2/, Praes
jeden z kofcdw < grednicy ¢ ¢/ /rys.297/ pro-
wadiimy prosth'ﬁ rémnolegla do sredniey 2, 2/;
bedzie to stycznn do elipsy, w punkeie ¢ /§157/.
Nastqpnle prowadzimy kote X. stycsme do o w
punkcie €/ o frednmi-
cy réwnej D D/,
kolo to bgdzie w po-
winowactwie 2 elip~
8g, przytem osig
powin0waotwé jest
prosta o | a kieru-
nek powinowsctwa wy-
ZR&CZOny bédzie
przes dwa punkty od-
powiednie M, i A,

| Kazde] parze &redmio
 1y& 297 kola wzajemnie proz-
| topadlych odpowiada
apart érednio spraqzonyoh ollpuy, aby wiec znalesé _
juklekolu1ek dwie Srednios sprzgizome elipsy, pro-
'wndzigy g6 Srodka kota //: dwie proste wsajemie

préstopadlo i Yaosymy érodek elipsy /4. ze Slademi
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tych prostych na - . Aby wyznaczyé osis elfpsy,
t.j. tekie Srednice sprzéédne, ktére bylyby wzajem-
nie prostopadle, znajdziemy na o punkt /2 jedma-
kowo odlegty od M, i M. , g tego punktu sakreélamy
koo, przechodzgce przes /. i M, i wyznacsymy
punkty Z i B , w ktérych to koto prsecina prostg
- ; proste M,/7 i M/B 83 osiami elipsy. Wiera-
cholki elipsy znajdziemy prowadzac preez kofce 4.
i B, &rednic sprzééonyoh kola réwnolegle do A1 4,
poczem odmierzamy 04 = 04, i 0B/ - 0B
W roszdzisle XV posnamy prostszg jeszoze konstrukeje
osi elipsy.

ITI. Praypudémy teraz, e osig powinowactwa kola
z elipsg jest wielka oé elipsy A A5 =Ra /rya 298/,
ktéra jest Zaragem
dredniog kola 4., Kie-
runek powinowactwa jest
wtedy prostopadly do
wielkie] osi, a réwno-
legty do male]j
B, 5B, =25, cecha po-
winowaotwa /$ 140/ réw-
na jest stosunkowi
B.9 4

e

B, 0 <« . Obrawszy
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punkt jakikolwiek /= na kole  A: , znajdimy od-
powiadajacy mu punkt elipsy ~ . Jest to taki

punkt prostej /2 Q@ prostopadlej do “Zz Zz, se

;TQQ 3 ,‘%’a’o . Polgosmy 7 O , poprowadimy ze
drodka O kolo A, o promieniu réwnym malej ‘
pétosi 5 O i wyznacazmy punkt 5~ , w ktérym
50 'przecina koo 4, . Réwnolegla do A= Ha

z punkta Z wysnaosa ma /2 7 szukany punkt
elipsy 2 . Aby wiec wykreslié punkt jakikolwiek
elipay, ktérej 'daia Hz24:4 B, B’ sa dane, sakres--
lamy na osiach kota 4Z:i /£, o wspélnym éredkn O ; |

p———

wyprowadzamy s punktu O  dowolmng prosts i 3 punk-
téw prz‘eoiqcia jel s kolami X, i /: prowadszimy
réwnolegle do osi 42 4741 B, B/, Punkt przeciecia
tych dwéch prostych bedzie punktem elipsy ~. Elip-
sa ta bedzie w powinowactwie nietylko z kolem AX.,
ele i 2 kotem A ; osig tego drugiego powinowactwa
jest mala 06 elipsy 5, B/ , kierunkiem powinowact-
wa - kierunek wielkiej osi 4#2/4: , & cechg powino-

&2 O b

waotwa stosunek 7,0 5 . Aby wykreslié styosznd

P do ‘oli'psy w punkcie 7~ , prowadzimy w punkcie :
#2 styczng P2 do kota A= i punkt przecigoia .5
tej styocznej z osia AZ: Z: laosymy z punktem 2 ;
albo prowadzimy w punkcie ./~ styczna 2 do kola

K, 1 punkt przeciscia 7~ tej stycznej z osig 5,4

. |
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tqozymy z punktem ~

7 punktu 2  poprowadfmy réwnolegls ¢ do
£ o i niechaj ta réwnolegla preetnie osie
B, B’ i A:4, wpunktech 2 i N . % réwno-
leglobokéw 0B PM i OB PN  wynikw, ze
PN <0P ~a i PN=0F 5% ; tak, te /M,
i P 8g punktami, ktérych wzajemne odleglosoi na
zmiemnej prostej C =3 stale, praytem punkt -7
pozostaje zawsze na osi B, 5/, punkt /' na osi
A2 A5 , & punkt 7~ na elipsie, ktérej péi-
osie 8 PM=a i FPHN=5 o5

Jezeli wiéc odcinek #Z A4 porusz a si§ w ten

sposéb, ze punkt /7  posuwa sig po prostej 72

a punkt #/ po prostopadlej do niej prostej zzz
to kaizdy inny punkt £ prostej /4 zakredla
elipsg o osiach 22Mi 2PN | leigoych na pros-
. tyoh 72 i 22 . 3 '

~ Na tem twierdzeniu opiera sig 'konstrukcja t.ew,
ocyrkle eliptycznego, t.j. narzedzia, sluigcego do
kreslenie elips o danych osiach. Prymitywnenm takiem
narzgdziem moze byé skrawek papieru, ne ktérego |
prosto obcigtej krawedzi odmierzomo odoinki A=<
W) AL s Vlykreéliiszy dwie proste wzajemnie
prostopadte, ukladamy skrawek w tem sposéb, aby
punkt /7 lezal na jednej z tyeh prostych, a A



- 422 -~

na drugiej, wtedy /° bedzie punktem elipsy o osiach
Ra 1 25 . Zmieniajac polozenie skrawka wyznaczymy
dowolna ilosé punktéw elipsy.
§ 166, Stoski drugiego stopnia. 0gél prostych,

rzucajgoych punkty stozkowej £ 2 dowolnego punktu

nie lezgcego w jej plaszczyZnie oraz ogél plasdczyzn :

razucajgoych styczie do tej stozkowej z tego pumktu

nazywamy stogzkiem drugiego stopnia. Stozkowa Vs nazy -

wa sie kierownicg stozka; drodek rzutéw nazywa sig

frodkiem albo wierzcholkiem stozka; proste, rzucajg-~

ce z wierzcholka punkty kierownioy nasywajg sie two-
ragcemi stozks; wszystkie inne proste, wychodzgce @

wierzcholka nazywajg sig Srednicami stozka; ptasz-

ozyzny raucajgce z wierzchotka styczne do kierownicy

nazywajg si@ p2asgozyznami stycznemi do stozka;

wszystkie inne plasgczyzny, przechodzgce przesz wierz-

cholek,'nazywaja sig piaszozyznami Srednicowemi stos-

ka. Na kagde]j plaskozyénie stycznej lezy jsj tworzgca

getkniecia ze stozkiem; przez kazidgq tworzgcg przecho-

dzi jej ptaszczysna styczna ze stozkiem.
Stezki drugiego stopnia sg; tem w geometrji wiggzki,

osen sg stozkowe w geometrji ptaskiej. Odpowiadajg

ono dwoidcie stoskowym. i mogg tak jak ome byé okreélo-

ne zapomocg ukladu biegunowego wigzki, t.j. takiego

ua&jennogo podpprzqdkowania prostych i plasscsyza

o

e e aah
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wychodzgeych z jednego punktu, Ze prostej i ptasz-
czyZnie do siebie naleigoym podporzgdkowane sg .
ptaszczyzra i prosta réwniez do siebie nalezycse
/plaszczyzna biegunowa prostej i prosta biegunowa
ptaszczyeny/. Uklad taki bylby wyznaczony przez
tréjécian tiegunowy 04, A= A3 i ptaszczyzng biegu-
néwa 06 jakiejkolwiek f)rostej OB , z tem za-
strzezeniem, 2eby piaszczyzna 94 nie przechodzi-
Ya przes zadag klréwqdé, a prosta 95 nie leiala
na zadeej Solenie tréjéciamu O A, 7245, Takie nie-
zaleine od geomeirji plaskiej okreslemie stozkéw
drugiegd stopnia, o ile miatoby na celu wiasmodoil
rzutowse tych'stozkéw, nie jest konisczne, gdyz
,wszygtkie t? wlasnodci odpoiiadaja dwoidoie rzutowym
wiasnodcion stozkowym.

QKazda plaszczyzha, przechodsqca przez wierzcho-
Yok stogka /plaszczyzna drednicowa/ przecina go wed -
tug dwéch tworzgoych; rzecaywistych, urojomych lub
zjednoczonych, ktére raucajg rzeczywiéte, urojone
lub zjednoczone pumkty praecigoia kierownicy stogka
przez 8lad plaékczyzny sieczﬁej na plaszczyZnie
kierownicy. Stgd wynika, Ze kazda prosta /z wyjat-
kiem Srednio/ przebija stozek drugiego stopnia w

dwéch punktach, rzeczywistych, utrojomych apréezonynh
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lub zjednoczonych, Jezeli bowiem przez dang prostg

i wierzbhélek.atoéka prowadzimy plaszczyznq sredni-
aowg; to punkty przebicia dang prostz bgdg punkta-

mi, # ktéryeh ta prostd przecina dwié rzeczywiste,

urojoneé sSprzezome; lub zjednoczone proste przecig-
¢ia stoska plaszczyang &rednicows,

FTZeéiécie atoika drugiego stopnia plaszczyzng .
nieprzechodzgeg przez wierzcholek, jest ocaywiscie
i rzﬁtem.kierownioy
%z wierzcholka na
plaschyzmé Sieozny.

Stozkowa ta jest

hiperbolg, elipsg

lub parabolg, zalez-

nie od tego, czy

piaszczyzna Sredni-

cowa O réwnolegla

do piaszcayzny siecz-

- nej s przecina

stozek wediug pros-

tyoh rzeczywistyoch,

ufojonych Sprzezo-

nych lub zjednoczo-

nych. W samej rzecsy,

gdy ptaszozyzma dred-
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nicowa OZ réwnolegla do plaszczyeny sieczmej

A przecina stozek wediug dwéch tworageych rze-
czywistych # i ¢ /rys. 299/, to stozkowa przecie-
oia, ktéra jest miejscemgeometryosnem punktéw prae—
bicia plaszosyzny .5 tworzgcemi stozka, bedzie
miata dwa rzeczywiste punkty niewlasciwe, mianowicie
punkty o iV § ktérych te tworzgce prasbija-
ja ptasazczyzng ﬁg , bedzie to gatem hiperbola, Je-

zeli plaszczysna érednicoma @ 77 /rys. 300/, réwno-
. legla do plasz-
| czyzny siecznsej
- A7 nie ma ge
stozkiem Zadnej
. tworzgoej rze-
czywistej, to
‘Ptaszczyzna 5
przecina wszyst-
kie tworzgoe
w punktach wktas-

ciwyeh; stozkowa

praecigcia nie

ma zadnego punk-

T g, tu niewladoiwego,

Rys. 300.

Jest to wigo
elipsa., Gdy wreass.
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oie plaszozyzna Srednicowa réwnolegia do_»y jest
styczng do stozka /rys.301/, t.j. ma z nig dwie
zjédnoczone tworzyce wspdlne, bo piasmcayzna 15
przecina wezystkie tworzyce w punkiach wlaéciwych
z wyjagtkiem tej jedmej; przecieciem jest przeto
stoékowa, posiadajgca dva zjedmoczcne punkty nie-
wiadciwe, ozyli parabola.

Z powyzszego wynika, Ze nisma zasady do roaréz-
niania trzech rodsajéw =tozkdéw wladoiwych drugiege
stopnia, tak jak
rezréznialiémy Lrzy
recdzaje stolxowych.
.W geomelrji wigski
wtaldciwej nie
istnieje bowiem sle-
ment, ktéryby w nie}
odgrywal taks role,
jakq odgrywa prosta
niewtasciwa v geome-
trji ptaskiej. Kaz-
dy stozek drugiego

stopnia o wierzchol-

ku wtadoiwym moze
byé przecigly wediug
hiperboli, elipsy
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ludb paraboli;‘kazda'wiée z tych krszych moze byd
wsieta za kierownioce tego stoska, '
Inaczej rzeczy siq majg’ze stozkami, ktéryoh

wierzcholki sg punktami niewladciwemi, czyli & wal-

cani, Pomigdzy elementami wigzki ﬁiewlaéciwej znaj -
| duje sie jeder niewlasdciwy, mianowicie plaszezyzna
niewtadciwa, Plaszozyzna ta edgrywa.w goometrji wigs-
ki niewlagciwej té samg roleg, cc prosta niewtaSciwa
w geometrji plaskiej. Dlatego tez walsc drugiego
stopnia moze Dbyé hiperbdiiczny, eliptyczny lub para-
boliozmy, zaleinie od tego, czy ptaszcayzna niewlpé:
ciwa przecina go wediug dwéch tworagsych nieﬁlaééi-
wych rzeczywiastych, urojonych‘SPrzééonych lub zjed-
noczonych, Kazde przeoiécie plaskie walsca hiperbo-

licsnego jest hiperbola, ktérej asymptotami sy prze-

cigoia plaszczyzny sieczng pimszczyzn asymptotyocs-
aych t.j. stycénych do walca w mieskodozonosci, po-
dobﬁieﬁ kazde przeoi§cie walca eliptycznego jest
elipsg, a kazde przecigeie waloa parabolicznego jest
parabolyg. |
§ 167. Osie i przeciéoia kotowe stozka drugiego

étopnia.—ATrdjécian;.rzucajacy z wierzcholka stozka
tr6jkat biegunowy kierownicy, jest tréjScianem biegu-
nowym; kasda jego $ciena jest ptaszozyzns biegunowg
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przeciwleglej mu krawédzi. Mozna dowies$é /dowdd
musi tutaj byé pominiety/, Ze istnieje jedem i
wogéle tylko jedem tréjdcian biegunowy o krawg-
dziach i §ocianach wzajemnie prostopadiych. Kazda
z tekich trzech krawedzi nazywa sig osig stozka
drugiego stopnia; jest to §rednica, majgoa te wias-
nosé, Ze biegunowa plaszcayzma Srednicowa jest do
| niej prostopadta. Plaszczyzma ktérychkolwiek dwéoh
osi jest dla stoika plaszozyzng symetrji prostokgt-
nej, kazda z osi jest osig symetrji prostokgtne]
stoéka. Dla stozkéw rzeczywisiych jedna z osi jest
wewnalrzng, a pozostate sg zewnétrzne, t.j. przez
dwi ¢ osie moZna poprowadsié do stozka plaszcayzny
styczne rzeczywiste, a przez trzecig takiej plasz-
ezyzny poprowadzié nie mozna. Jeteli jedna 2 trzech
osi np. oé:wewnétrzna jeast dana, to pozostate dwie
-znajdziemy prowadzao.przez wierzoholek réwnolegle
do.osi jakiegokolwiek przeciqcia, ktérego plasz-
ozyzna jest prostopadta do osi damej. Gdy to prze-~

cigcie jest kolem, to atozek nazywa sig obrotowym

i posiada opréos 0si wewngirznej zwanej osig obro-

tu, nieskoficzenie wiels oei sewngtrznych; kazda

prosta prostopadta do osi obrotu w wierzcholku ta-

kiego stoika jest jego osig zewnetrzng..
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W stozku nieobrotowym /tréiosiowyn/ istniejs
dwa ustawienia ptaszczyzn przecinaja,oych stozek wed-

ug k6t tak, 2ze kierownica kazdego stozka drugiego

stopnia /obrotowego lub tréjosiowego, ale nie zwy-
rodniatego/, moze byé kolo.
¥ samej rzeczy niech bgdzie w rzutach prostokat-

nych stozek /rys.302/, ktérego kierownica jest elip-

 @g o osiach 4 Az { B/ B: , otrzymang W przeciQ-
ciu stozka plaszezyzng prostopadlg do osi wewngtrz-

nej.

ay z niego kulq styczna do tworsgoych 544 SA2 .
Pionowy kontur rzeczywisty tej kuli jest kolem, le-
zacem w plassozyinia SB,8B; o promieniu A8 = A5,
réwnym odleglofci punktu A  od tworsgoych S 4, 1
S A2 , Potgozmy punkty (, § C:oraz D, 1 Das

Obrawszy na tej osi punkt jakikolwiek A , opisz-

w ktérych to kolo przecina tworsaoe SB,4 8Bzt
przez cieciwy ¢, C» i D: Dz przeprowadimy plasa-
osyzoy C i D , prostopadle do plaszczyzny S BB
Przecigoie kuli plaszozyzna C jest kolem, & prze-
oigoie stozka t5 samg plaszozyzng jest stozkowy, kté
" ra z tym kolem ma wsp6lne: 4 punkty CsCas Sy Sz
i styczne w punktach S 4 )5':2, ktére B3 prizecieoiem
ptaszczysny - C s plaszczyznami stycaznemi w tych

punktach do stozka i saragzem do kota, Stozkowa ta |

i
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na niej wzajemnie bisgunowe,

jest przeto iden-
tyczna z kolem

/§ 163, 2/, Plasa-
czyzna C i wszyst-
kie plaszczyzny do
niej rdéwnolegle
przecinajg wige sto-
zek wedtug k6, tak
samo plaszczyzna D
i wazystkia piasz -~
czyzay 4o niej
réwnoleg?te,

. $168. Czworokat

wpisany w s8tozkowy \

i ozworobok opisany

Zastosujmy metode bie-

gunowych wzajemnych /§ 153/ do obu twierdzes § 161

/rys.303/. Figurg biegunowo wzajemng wzgledem czwo-

rokata supelnege /4 .B,A:2253,jest czworobok zupekny

@, b @& b5,, ktérego boki sg styczne do stozkowej

w punktach 4, Bry A21 B-

. Blegunowe punktéw prze-

kgtnych czworokala sg przekginemi czwpruboku; tr6j-

kat, ktérego bokami s3 te przekatne bedzie przeto

identyozny z tréjkgtem biegunowym /M V7, Poniewaz
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przeciwlegle boki czworokata przechodza parami

przez punkty M, i 7P , wigc bieguny tych bokéw,
t.j. przeciwlegte wierzcholki czworoboku lezg para-
mi na biegunowych punktéw 4,4 i P t.j. na bo-
xach NP, PMi MWV tréjkata MNP , Stad twier-
dzenie: Punkty prieciécia dwéoch par bokéw, praeciw~

leglych czworokgta gupelnego wpisanego w stoikowy

oraz bieguny dwéch pozostalych bokéw lezg na jednej
prostej. ' '

Stosujge metodé biegunowych wzajéﬁnych do dru~
giego twierdsenia § 160 otrzymamy twierdzemie wza-
Jomne:

_Proste, 1gc33ce dwie pary wierzchoikéw przeciw-

legtych czworoboku zsupelnego opisanego na stozkowej

oraz biegunowe dwdéoh pozostalych wierzchoikéw prze-
chodzg przez jeden punkt,

§ 169. Stozkowa rzeczywista,- jako mieigoe.punktdw
'przeoigcia prostych odpowiednich dwéoh-pekéq,rzuto-.

wych. Twierdzenie I. Peki prostych, raucajgoych punk-
ty stozkowej z jakichkolwiek dwéoh jej punktéw sg
rzutowe. Niechaj bedg dwa jakiekolwiek punkty stoz-

kowej 5 i Se , % ktérych rzucamy wszystkie punk-
ty tej samej stoskowej /nie wylsczajgo punktéw 5 i
S2/; traeba dowied6, %o feki o wierscholkach 5
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i S , W ktérych odpowiedniemi prostemi s3 pros-
_te'ax i «: , rgucajace ten sam punkt #Z stozkowe]
85 ;zutowo /r_ys.304/. Niechaj @ bedzie jakimkol-~
 wiek stalym punktem stozkowej, a # zmi,ax:mym jej
punktem; wyznaczmy punkty # i / , w kt6rych
proste  S.A 4§ S:4A praecinaja odpowiednio proste
5201 5,0 ; w czworokgcie zupelnym wpisanym
§, 82 A0 dwie pary przeciwlegiych bokéw .5,/
i‘.j’.aﬁ , 501520
przecinajg siq w
punktach & i & ;
skad wynika, Ze
proata /4 prae-
ehodii przes bie-
gun S boku 5.5z
t.j. przez punkt
przecigcla stycz~—
nych o i Z2 w
punktach L e ,-5;
Gdy punkt 4 opisu-

je stozkowa, proste

X, i @2 rzica}y-

cs ten punkt z punk-
téw S, 4 S twoxrzq
dwa peki, z ¥térych taidy jest perspektywiczay 2z pe-

GEOMBETRI L ?I‘IKRESLEA. A1y . 173. Arkuaz £8-my,

o
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kiem utworazonym przez obracajgcyg siz dokela punk-
tw S prosta MV péki_»y/i S2 sg przeto rau-
towe. Zpuwazmy, ze punkt S jest srodkiem perspek-
tywy pékdw S 4. <52 tak, te prostej, lqozadej
wierzchoki 5, i 5. tych pekéﬁ i zaliczonej do “
jednego 2 nioh,lpdpowiada.w drugim styczma do stoz-
kowsj w jego wierzcholku. | |

~ Pwierdzenie II /odwrotne/. Miejscenm geomotryos -

nem punktéw przecigoia prostych odpowiednich dwéch

pekéw rzutowych jest stoikowa, Niech beds dwa peki

rautowe /ale nie perspektymiczne/: S, /a 5,4 ..)
i Sa/@sBbece..) /ry8.305/, 2 ktérych odpowiednie
proate przécinaja siq w punktach 4#, 5, C..
Wyznacamy Srodek
perspektywy 5
tych.pekéw /8 129,
IT b/. Jest to, jak
wiadomo, punkt praze-
~ocigela prostych ¢
i & , z ktéryeh
pierwsza lgcay pymk-
bty & =a.qi O, =aze,
a druga punkty |
B, ca. Byl Bi=asp,




- 430 -

Potacamy punkty . i S prostg < , a punkty S
L/ prosts “: . Na zasadzie § 173 przes punkty
A,58, 8, iS5, praechodzi jedna jedyna stetkowa,
ktéra jest atycena do prostéj ») ; na zasadgie zaf
- poprzddniege twierdzenia peki, raucajgce z punktéw
S i Sz wasystkie punkty tej stozkowej sg razuto-
weo; rautowedé ta moze by& wyznaczopa przez 3 ktfra-
kolwiak pary prostych odpowiednich, np. przez pary
@iy y A A DR e TN et skgd wynika
. 28 te peki sg identyczne z pekami-danemi-
Jezeli peki S, i Sz s8g persﬁektywiozne, ko

miejsoe geometryozne punktéw przecigeia prostych

odpowiednich jest stozkowg zwyrodnialy, sleiong 2
prostej S, éQ , lgezace] wierscholki pekéw 1 osi
perspektywy A tych pekéw. |
'Na zasadzie obu powyzszych twierdzed mozna roz-
“wigzaé zadania: T
Wykreslié dowolng ilodé punktdw stbékbwqiL;ggggz
ohodagee] przez 5 danych punktdw /5 ktéryoh zndne 3

nie lezg na jednej prosisj/, albo przechodzhyced

PYZO% .Qh dane punkty i stycZnej w jednym z nich -

do danej prostej, albo: przechodzacej pruez 3 dune
punkty i styoznej w dwéch 2 nich do damych prestvub.,

— ——

1. Niech beda dazepunkty .5',,,5’:”/9, B A T frva.-
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305/. Zadanie bedzie rozwigzane, gdy wskazemy, jak
na dowolnéj prostej <. , wychodzacej % punktu 5
wyznaczyé széaty punkt stoikowej O . Obracajac
bowiem prosty <, dokola punktu S, anajdziemy do-
wolng ilosé punktéw stogkowe]. ;

Obiersmy punkty S, i Sz za wisrazcholki pj}kdw
rzucajgoyoh punkty stozkowej. Trazy pary prosiycr
A Al 0, S SR e TR T 5, SR A A E B, 1
wyznaczaja rzutowosé pekéw S @ B8.¢ ) Sy (@ B2en..)
ktére przds przecigcie odpowiednich promieni utworzg
stotkows, prsechodzgcyg przez wezystkie 5 danych
punktéw. Aby na prostej - &, , wychodzgoej 2 punktu

S, wyanaozyé nowy punkt 'stoikowei D , odnajdzie-
wy w pekn Sz prosta <. , odpowiadajgca prostej
of,; punkt D Dbedzle przecigoiem proatych &£, i <, .
Wysnacsmy wieo najpierw Srodek perspektywy 5 tyoh
pekdw, jako przooiécio prostej & , lgczacej punkty
@ b2 i @b , 3 prosta C , laezaca punkty
@, Ca i a,c ; poprowadimy naatépnie prostg d :
laczace punkt D, ®4: &, g punktem S 1 prmecinajgeg
prosta @, w punkcie 2/ ; prosta S22/’ prgecina
prosta o, w szukanym punkcie 2 . Zauwaimy, ze
proste 5SS, i SSa 8g stycanemi o i 7, do stes-
kowej w punktach S, 1 .5 |



~ 437 -

2/ Riechaj bédz—; dane punkty 4,5, Sooi Se

oraz styczna 9 w punkoie 25 /rys.306/. Polgos-~
my punkty S, 1 S: & punktami Z 1 B prosteni

&, B i ai h: ; prosty S, S: oznaczmy lite-
rag 72 ; rzubowosd pékéw S, 1 52 jest wysnaczo-
na przez 3 pary prostych odpowieddich </..4, i
Qs D> Ta /gdy2 proste] lq,ckaca.j wierzcholki 5, i

S: i zaliczonej do peku Sz odbowiada w peku

S, styczna I, do stoikowej w punkc ie S/,
8rodek perspektywy
jest przecigoiem stycz-~
naj o, 2z prostg 5B, 5,
ktéra Yg0zy punkt prze-
cigcia prostych . i 5,

2 punktem przecigcia

proatyoh @.:i 2,
Chogo otrzymaé jaki-
kolwiek nowy punkt
stozkowej C  wypro-
wadzamy z punktu .5
dowolng prosty, ktéra

niechaj prsetnie pros-
ta @ w punkcie (¢, , a prosty @: w punkacie
(s ; proste S, ¢4 Sa ¢ beds parg prostych
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odpowiednich pékéw nsl?i S ,.a__wiéc ich punkt

- przecigeia - bedzie punktem stozkowe]j. .

-3/ Niechaj beda 3 punkty stozkamej .5,, S:i A
orag stycane -u, 1 Zz w punktach S, i S2/rys.
307/.. Punkt przecigcia .S styczmyoh i %3
bedsie Srodkiem perspektywy pekéw rzutowjch, rzu-
cajgeych & punktdéw S i Sa punkty stozkows],
rautewosé ta jest wyznaczona przez 3 pary prostych:

&, F,,tr A &s,9z, £y, giys proatej &, 522 =7,
saliosonej do jednego z tych pgkéw odpowiada stycsz-

ne w wierzchetku

drugiego. Prowa-
dggc tedy 2 punk-
tu &5 dewolna,.

" prestyg 4 kt6-
ra praetnie pros-
te & i Z:zodpo-
wiednio w pu.nk'tach
B, i Bz, etray-
.mamy punkt stoz-
kowej &5 , jako
przecigoie pros-
tych S.Bas = A
i S2 B 25,
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§ 170. Zastosowanie. Wykredlié hiperholé, ma —
lgc asymptoty = i 2 oraz jeden punkt hiperbo-

11 A . Asymptoty, jak wiemy, uwazad moink za
s%yczne do stozkowej w jej punktach niewlaéﬁiw)‘ﬁh.
Yamy wieé poprowadzié stozkowg przez punkt A4
i punkty niewtadoiwe S, i Sz, w ktéryoh ma
ona byé styczng do prostyech = i £z [rys.308/.
Laczge punkt 4 2z punktami niewladciwemi & i S,
t.j. kredlge z pu.nktu'ﬁ‘ réwnolegte 2-i 2: de
prostych -J, i Z i prowadzgo 2 punktu S = '-7/2‘2-
dowolng prosta & #najdziomy na ﬁioj punkty
B, i B, , ktére polgczéno gnowu & puliktami nie-

S Buerl B OB
il o
/ % BT
2
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wiadciwemi S. i 2 dadzy proste 4. i 4. , a ich
przecigcie bgdzie punktem hiperboli 2 . Zauwaémj;
ze przekgtna 4 B réwnoleglobokn 4 5,525,
jest przez prostg 4 w punkcie ¢ podzielena na
potowy. Ot6s punkt O jest réwniez érodkiem od-
cinka A B’ prostej A5 , zawartego migday
asyuptotami, albowiem tréjkaty 7 5.5'i #B.5
s4 podobne. Stgd wynika, te S A4~ BB/ '
Na kazdej siecsznej hiperboli, odcinki miedsy
krzywg a jej asymptotami sg réwne. '

¥ szczegblnodoi, gdy punkty 4 1 B zo?tana,
#zjednooczone w punkcie 4 /rys, 309, t.j. gy
sieczna 45 stanie siq styczng do hiperboli w
tym punkeie, to odoinki M 4’ 1 M B’ beds réwne,
t.]. Punkt getknigoia styosnei 2 hiperbels jest
srodkien odeinka tej styosnej, zawartegomigday
aayiiptotami,

Majga tedy asymptoty
i styczng »z do hiperbo-
1li, mozemy natychmiast
znalefé jej punkt ze-
tkniqoia # . Fawzajem
przesz kazdy punkt hiper-

boli // mozemy poprowa~
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dzié styozng 2z w tym punkcie. W tym ocelu wy-
starczy punkt dany M potgezyd ze Srodkiem hi-
perboli S /t.j. s punktem przeoiécia asymptot/;
na przeduzeniu prostej S/  odmierzyé po stro-
nie punktu  odcinek M .S =M.S; praez punkt S’
poprowadzié réwnolegla do jednej = asymptot , np.
do Z: i punkt przeciéoia A’ %e§ réwnoleglej
z drugg asymptotg < polgecayd z punktem <

Te dwie wlasdciwodci pozwalajg szybko i dektad-
nie wykredlié hiperﬁolq, gdy dane s3 jej asymptoty
i jeden punkt wladoiwy 4 /lub jedna styczna 2 ,
gdyz wtedy snajdujemy natychmiast punkt zetknieoia

A /. Prowadzimy mianowicie przez punkt /7 jakg-

kolwiek sigczng, ktéra niechaj przetnie asymptoty
w punktach 7 1 B’ /rys.310/ i od punktu B’ od-
mierzamy odoinek BB SRy kazdym % punk-
téw w ten spoadd oiraymanych prowadzimy oczywidcie
styosna, a majgo dostateosns ilosé punktéw i stycz--
nych wykreslimy stozkowy s nalezytg dokladnodocisy.

§ 171, Stozkowa rzeczywista, jako obwiednia pros-
tych 2g0z3cych punkty odpowiednie dwdch szcrogdw -

rzutowych.

Twierdzenie £é Sgeregi punkxéwgprzooiéoia styoznyo

do stezkowej s jakiemikolwiek dwiema styocaznemi sg
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rzutowe /rys.311/. Nieech bgdg dwie styczne do stos-.
kowej 7 i J2,; trzeba dowiedé, e szeregi o pod-
stawach <, i J: , w ktéryeh odpowiedniemi punkta-
mi 7, 1 /A mg punkty przeoi§eia stycznych 7, i
8 tg samg styczng & , 8sg rzutowe. Fiechaj o De-
dzie jaka,kolwiek stalg styozng do stozkowsj; oznacs
my jej punkty przeoiécia ge styczuemi - i - 1li-
terami 9.1 O: ; prosta @ nischaj bedzie zmien-
ng styozng do stotkowej; nieohaj ta prosta przecina
styczne - i 2 w punktaeh 4. i Z. . Polacamy
A0, § A G ; w czworebeku supelnym opimanym
9,9 o proste 4, O & /@ Raosy prasociwlegle
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wierzoholki, skad wynika, £e ich punkt przecigoia
P 1leiy na biegunowej T punktu 4,725 S t.3.

e : =
na prostej lgosqcej punkiy setknigoia S i 7Tz
styeznyoch & i J2 . Gdy prosta & "powlbozy"
stozkowg, punkty Z,i 4. tworsa dwa szeregi, =
‘k'idryoh kazdy jest w perspektywie z szevegiem utwo-
rzony® preesz porussajaoy sig na proate] = punkf P,



- 444 -

szeregi J/ i Ja: 8y przete rsviews. Zauwaimy,
¢o prosta S, 7: jest osig perspektywy tych szere-
géw, tek, ze punktowi przeciécia podstaw o, i 7.,
galiczonemu do jednego z tych szeregdéw, odpowiada
w drugim punkt zetkniécia podstawy drugiege ze
stozkowgy. .

Twierdzenie II /odwrotne/. Qbwiednig proastych

23cz30ych punkty odpowiednie dwéch Szeregdw rzuto-

wych jest stoikowa. Niech bgdg dwa szeregi rzutowe
/ele nie perspektywicsne/: v,/4,38,6..)1 92(H:B. &...)
/rys. 312/, ktérych edpowiednie punkty 2gcaymy pros-
temi «, 3, ..
Wyznacamy o8 pers-
pekiywy @ tyoh

szeregéw. Jest to,
jak wiadomo, prosta
Y3c830a punkty &
i ¢ , z ktéryeh
pierwszy jest prze-
cigeiem prostych
A+ B2 § A28 , a

drugi prostych 4-C2

i H2C: | Wyznacamy

punkty 7= i

TTy Ta Na zasadzie
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§ 173 istnieje jedna i tylko jedna stozkowa styocz-
na do prostych &, A, 9 { J2 i praechodzgca
przez punkt S ; na zasadzie za§ poprzedniege
twierdzenia szeregi punktéw przeciécia styocznych
9, i T2 ze wszystkiemi stycznemi do stoikowe]
8y rzutowe; rzutowosé ta jest wyznaczona przez 3
ktérekolwiek pary punktéw odpowiednieh, np. przez
pary 4 i A2, B/i Bz , S 1 S2=.5, skad
wynika, Ze te szeregi s3 identyoczne 2 szeregami
daneni, |

Jezeli szeregi i J2 =g perspektywiczne,
to ohwiednig prostych 1gcsgcych punkty edpowiednie
jest stozkowa zwyrodniata, zlozona 2 punktu 7, T2% S
i $rodka perspektywy #  tych szeregéw.

Fa zasadzie obu powyzszyoch twierdzed moina ros-
wigzaé gadania; 1 ,

Wykredlid dowolna,-iloéé stycsznych do stoskowej,

styocsnej do pigciun danych prostyoh /2 ktérych iadnme
3 pie praechodsg praes jeden punkt/, albo: styosnej
do 4 danych prostych i majgcej 8 jedng & nich dany
punkt zetknigeia, albe: styosmej do 3 danych pros-

tych i majgoyoh & dwiema s nich dane punkty se-

tknigcia, :
1/ Niech bedg dane stycgzne <, 74,4,,6 i o
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/rys, 372/. Zadanie bedzie rozwigzane, gdy wska-
zemy, jek z dowolnege punktu D, , lezgcego na
styosnej < , wyprowadzié széstg styczmg & do
stozkowej. Zmieniajgc bewiem polozenie tego punktu
na stycznej -7, , asnajdziemy dowoina, iloéé styez-
nyoh do tej stozkowe]. '
Obierzmy styesne 7, i J2 2za podstawie szere-
géw wyznacsonydpries styczne do stoskowej. Jezeli
styczne @, » 1 ¢ przecinajg styosng - w
punktach #,,B:1i ¢, , a styczng vz w punktach
Ay By i C2 , to te trzy pary punktéw wyznacss

rautonosd szeregow

9 (B, B,C...) 7 Tz [(AeBallbe.),

kt6re przvz polgczenie odpowiedniech punktéw ﬁtworza,
stozkows styoczng do wszystkich 5 danych proatyah. |
Aby z punktu D, , lezgcego na styczmej < , wy-
I'prowadzié nows styosng o , odnajdziemy w szeregu
72 punkt D2 . odpowiadajacy punktowi D, ;
at.yozna &  taezy dwa punkty ‘odpowiednie D; i Da .
Wykreslmy wigc najpierw e perspektywy ¥ tych
Széregén‘,' lgos30c punkt 5 przeci§cia. prostych
A Bz i 4A228, g punktom ( przecigoia
prostyoch 4. C24i Az (,. Wysnaczmy nastepnie
punkt D praecigcia pr.ostych A2 D/ 5 I 1 po-



lacamy A, D
AEl

szukang styoina

prostych

wg przecina styczme -,
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; punkt 2Dz bedzie przecigoiem

i 7

24

tknigoia ze stezkowa

2/ Bischaj beds dame styczne a, Py I i 0

¥

punkt zetknigois

; prosta

stycsnej

wiednich 4,27,

i1 A2 Py S»

D, Ds bedzie;
. Zauwazmy, ze o8 perspektywy
i < w punktach ich gze-

oraz
/rys,313/. -
Wyznacsmy punk-
ty 7., 58/1 4,
B2, w ktérych
proste @ i 4
przecinajg <,

i J2 ; punkt
J; Jz; ognacamy
liters S
rezutowosé sze-
regéw I, i I,
jest wyznacsona
przez 3 pary
punktéw edpo-

/gdys punktowi

przeciqeia podstaw ¥, 1 . , saliczonemu do sze-

regu
cia Btyosnej o

102y punkt &

odpowiada w szeregn

punkt ge tk.n.iq_ -

g0 stoékeiq/. 0é perspektywy <

g 'punktsm przecigela prostyoh
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A, B:1 A: B, . Chege etrzymad jakakolwiek nowg
styozng do steikowej, obieramy na prostej v dowol-
ny punkt ¢ i Ygosymy go s punktami £, i e
prostemi ¢ i ¢ ; punkty U, 2 i T: & Dbeds
parg punktéw odpdwied.nioh szeregéw 7. i J2, a
wiqoc prosta, ktéra je polao:y, quzie stycang ¢
do stoikewej.

3/ ¥iechaj wresszcie béda, 3 styosne =, i @
oras punkty zetknieoia S, i Z: na styosnych =%
{ J2 /rys.314/. Prosta S, 7: bedzie osis perspsk-

tywy szeregéw, kté-

77\{% rych podstawanmi sg
/ \\ . ; 'tycme s i d,a P
s %
’ punktami odpeowied-
\ B,
/ A niemi kazde dwa
A AR L
i TR e punkty tych prestyc
) i TS, \ :
B 2 /op. A, i A2/, kté
/ /’1), 5¢\\ 73
Ay g re lezg na tej sa-
Rys 514 mej stycznej @ .

Obrawszy tedy na
prostej S, 7z dowolny

punkt B i lzosgo go s punktami 4§ 4. otrzymamy
proate 5, i 5, , ktére przecinajg podsteawy < i
J, w punktach odpowiednich Bz i B, tych azere-
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géw; prosta 5,5, bedzie stycang dc stoikowe].
$ 172. Zastosowania. I, Wykredlié parabolg, ma-
- .M

jao jej 4 styczne @, 5,2i T ., Poniewaz prosta

niewlagciwa jest styesna do parabeli, wiee mamy
wéwczas 5 danyeh stycznyeh do stezkose].

/II. Wykredlié paraboly, majgc jej dwie styczne

9, i 7, wrez 3 punktami zetkniecia S, i 72 /rys.
315/. M&ﬁy teraz dane trazy styczne /-7.> 72 i pros-
te niewtasciwa <« =/, oraz punkty zetkniecia na
atyoznych & i .. Stosujge rozwiazanie ogélne
obieramy na pros.
te) S Zz dowol ~
ny punkt 8 i
Yaczge go z punk.
tami niswlagci- _
wemi 4, i /A
prostych <, i 1&_f
/t.j. prowadzge

& punkia 5 réw-
nolegte do atyca-
nyeh I i </,

otraymary na

prostych 3,1 .

B gy S, - wn Sme e fUe D AR

GEOMETRJA WYEKRESSLNA. Nr.173. Arkusz 29-ty.
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punkty B i B ; prosta 5,5, jest styscang

de parabeli.- Prosta, acssoy punkt = 7 =

ge dredkiem O eigoiwy S, Z; jest drednies
apraezong z cieciwg S 7z i jej kierunek jest
punktem zetkniécia parabeli g prosts niewladeiwg
/a wi§c jest drodkiem parabeli/. Laczac ten punkt
z punktem 5 , t.j. prowadage BM /0S5, etray-
mamy na prostej & jej punkt zetkniecia /¥

& parabels. Przesuwajac punkt 5 po prostej S 7z
wysnacsymy potrzebns 1led6 punktéw i stycsnych
parabeli,

IIP, Wykredlié hiperbole, majac jej asymptoty

9,1 P93 oraz jedng stycsng « . Zadanie to resz-

wigzaligmy jusz w § 170, ale prodoiej jeszcze mozna
jeo reozwizzaé, ste
sujgo rozwigzanie
ogbélne /rys.316/;
Osig perspektymy

szeregéw <, i I,

jest teraz prosta
nisewlageciwa; obie:

ramy na niej

punkt doﬁolny,t.j
jakikolwiek kie-
runek 5% i
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punkt ten laczymy z punktami 4, i fze, w ktérych
gtyozna < przecina styosme < i . ; innemi slo0
wy % punktéw <, i A:; prowadzimy w-dowolnym kis-
runka dwie réwnolegle A, i 4. ; punkty 5, i 5.,
w ktSrych te preste przetng = i -9, , Yaczymy no-
wa styozng 5 . W ten sposéb mezemy otrzymaé do-
wolng ilosé stycsnych. Prowadzgc przez Srodek ¥
 odcinka z9’£§‘:r6wnolegla do ebranego kierunku

B

na kazdej nowej stycznej &

, etrzymamy zarazem punkt zetknieeia A4

7 tego wykredlenia wyciagamy wniosek:
Pola tréikatéw, ktére dowolna atyczna do hiper-

‘boli tworzy z jej asympiotami, sg stale.

W eamej rzecay tréjkaty 4.4. 5. i 5, 5, A
maja dwa wierzcholki 4, i B: , a wigc i bok 4.5
wepbélne, trzecie zaf wiersohelki 721 5, 1leza na
réwnolegtej do tego beoku; sg to 2atem tréjkaty row-
nowazne. Odejmujgo po tréjkacie 4,5 Z: od kazde-
g0 3 tych tréjkatéw /waglednie odejmujac kazdy
tych tréjkatéw od tréjkata A, SB[/ otraymamy
tréjkaty réwnowazne LA, S i B/ B.S .

Wasnodé ta gnajduje swéj wyraz w réwnaniu hi-

perboli, odniesionej do asymptot. Z dowolnego punk-

tu /A hiperboli /rys.317/ poprowadimy réwnolegle
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de asymptet uwazanych gza osie npdlrzédnyoh; utworzy
sié wtedy réwnoleglobek S.& 4 ) , ktérego pole
jest pelewy pela tr6jkata 4, 4.5 ; to omtatnie
saf jeat stale, t.j. ed pelezenia punktu # na

~hiperbeli niezalezne. Stad
SA - SY sen (7, 9:) = atalej.

Oznaczajge, jak gwykle .ff-/r?-gl’,- 5’7=] i zauwa-
] Zywszy, ze kat
/3, 32) jest staly,

2 maiy réwnanie hi-
// perboli, odniesic-~.
Y%"W_aﬁﬂf nej do esymptet:
j?, // \ . A Y = stale].
k7. Tamaky
"’;-j G, § 173. Twier-

By FTT dzenie Pascala, -

W szedciokgcie wpi-

sanym w stozkows

beki przeciwlegle przecinajg sie¢ parami w trszech

punktach, lezgoych na jednej prostej. Niech bedaie
szedciokat A, B.C, A2 B, (> wpisany w stoskows

/rys.318/; trzeba dowiedé, ze punkty A 4" i A/

w xtdrych sig przecinajg pary bokéw przeciwleglych
Bl e By RGOS T LA S A By LBy
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lezg na jednej
prestej. - -
Z dwéoh wierz-
cholkéw niesg-
-~ siednich i nie-
przeciwleglych,
np. 3 5 i &
rzuémy pozosta-
te 4 wierzchol-
ki: Az> G2 B
" .1 €/, Na zasa-
daie twierdze-~
nie I § 169

" preste rsucajg-

" oe te 4 punkty
3 punkidw 5,
i (., stanowia dwie ozwérki rzutowe
By (@i a/5/¢/)L Cora @8] ¢”/) . Prastnij-
my pierwszg czwérke prosts 4, 5, , a drugs pros-
ta A2 ¢, ; otrasymamy dwie czwérki punktiw
Ay A B, & i Ay A B | ktére nie tyl-
ko beds rzutowe, ale nawet peraspektywiczmne, be
punkt przeciecia podstaw  Z: odpdwiada w tych
ozwérkach samemu sobie. Stad‘nynika, e punkty od-
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powiednie 2./ 4 A~ , B i B’ , & i & less
na proztych przecinajaeych si§ w jednym punkcie,
mianowicie w $rodku perspektywy Z~ tych dwéech per.
spektywiesnych ozwérek punktéw. Innemi slowy, pros.
ta A/ A,” praschodzi ﬁrzez punkt przeciecia pros-
tych B,8°i ¢ ¢/, t.j. praez punkt Z , tak,

e 3 punkty 2 4/ i A/ leig na jednej prostej,
c.b.d.d.

Twisrdsenis to pozostaje w swej moey, gdy w
szefciokgcie wpisanym w stozkowg jedna, dwie lub
trey pary wierzcholkéw sgsiednich zostang zjedno-~
caone, przez co szesc iokagt wyrodnieje i staje sie
wpisanym pieciokatem, oczworokgtem lub tréjkatem,

a swyrodniale hoki stajg sie stycznemi dozstozko-
wej w wierazcholkach zjednoczonych.

1/ Praypuéémy najpierw, ze w szeSciokgoie wpi-
sanya 4,58, (A, B ¢, [rys.319/ jedna para msgsied-
nioh wierscholkéw jest sjednocaona; asatéimy mp,,
te wierzcholek (% przystaje do 5, , tak se Bzef~
ciokgt zniekasztalca sie na piqdiokat<wpiaany
A4 B O A2 B: , w ktérego jednym siersechotku

(5.) dana jest styozna.
W pieciokacie wpisanym w stogkowsg punkty nrze-

‘oigcia dwéeh par niesasiednieh bokéw oraz punkt




- 455 -

przecigeia pigtego

boku ze styczng w

praeciwlegiym mu

wieracholku, lezg .

na jedmej prostej.

],"/,5', 378.

%/ Zaléimy po-
wtére /rys.320/,
ze w szedoioksecie
wpisanym
A, By 4, B, G dwie
pary saaiednish

wiarzeho2kéw, np.

B, i B, ; zostaly zjednoszone. Figura staje

gig wpisanym caworokatem /4, .5, A, B i twierdze-

nie Pascala przeksgtalea sie¢ na znane nam dobrse

twierdzenie o ezworokzeie wpisanym § 168, ktére mos

na sformulowadé jeszcze tak:
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W _czworokgcie wpisanym w_stoskowsy punkty prze-

giscia bokdéw przeciwlegiych oraz punkty przeciedia

slycanych w wierzcholkach przeciwlegtych lezg na

jednej proste]j.

3/ Niechaj wreszeie w szedciokycie wpisanym
A, By A, B & [rys.321/ trzy pary sgsiednich
wierzcholkéw 4, i By, ¢, i A2 , B, i (& zo-
stang zjednoczone w punktach 4. ¢ i 5, , Mamy
wtedy do czynienia z tr6jkatem wpisanym w stozkows,
w ktérego wierzchotkach dane 85 styczns..

W tréjkgcie wpisanym w stozkows punkty przecie-

cia bokéw ze stycznemi w wierzcholkach tym bokom

przeoiwleglych, lezgq na jedmej prostej.

Na zasadzie
powyzszych wnios.
k6w mozna rozwig-
zaé zadania:

1/ Jezeli da-
ne s 5 punktdéw
stozkowej, to
mozna w kazdym
z nich poprowa-'
dzié atyczna
/wn.1/4
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2/ Jezeli dane sy 4 punkty stoskowej i styczna w
jednyi %z nich, to mozna wykreélié styczne w kazdym
z trzeeh pozostatyoch /wniosek 2/;

3/ Jezeli dane s 3 punkty stozkowej i styozne
w dwéch z nich, to mozna wykreéiié atyczng w trze-

eim wierzchotku /wn.3/."

§ 174. Twierdsenie odwrotme i jego zastosowanie.

Zaréwno twierdzenie Pascala, jak i wymienione wy-
zej 3 wnioski mogg bydé odwrécone. Tak np. prawdziwe
jest twierdzenie: '

Jezeli przesiwlegle boki szésSciokglia przecinajg

sie parami w trzeeh punktach jednej prostej, to

stozkowa przechodzgea przez 5 jego wierzchotkéw,

przechodzi takze przez, szdsty,

Na zasadzie tego twierdzenia mozna wyznaczyé do-
wolny szésty punkt stozkowej, ktérej 5 punktiw
1, 2, 3, 4i 5 sg dane /rys.322/. Szukamy wierzchol-
ka 6 szedoiokgta wpisanego, ktérego pozostale wierz-
cholki 1,2,3,4 i 5 oraz bok 67 # & jest dany. Wie-
my, 2e boki przeciwlegle 12 1 45, 34 1 61, 23 i 56
przecinajg sié w trzech punktash I, II i III, lezg-
eych na jednej prostej /osi Pascala/. Polgezywszy
punkty 12 i 45 znajdziemy w przeeiéciu tyeh prostych
punkt I, w przeciqbiu prostej 34 z 67 e & znajdzie-
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my punkt IX, prosta I- II jest osig Pasoala A ,
na ktérej musi le-
zed punkt III. -
Bedzie to ocozywig-
2 7 cie punkt; w kté~

M aTe
AN o
o = 1 rym prosta 23

przecina prostg

2  laezac go

z punktem 5,‘otrzy-
memy w przecieeiu

2 prosty 61 = &
punkt szukany ITY.

Rozwigzanie nie

ul ega istotnej zgmia
nie, gdy dwa ktére-=
kolwiek z danych
punktéw, np. 4 i 5
8g zjednoczone, t.j. gdy dane sg 4 punkty: 1,2,3 i
45 oraz styczna w punkeie 45 /rys. 323/, albo gdy

dwa punkty 2 1 3, oraz dwa inne 4 i 5, 83 zjednooczo-
ne, t.j. gdy dane sg 3 punkty 1, 23 i 45 oraz styez-
ne w punktach 23 i 45 /rys, 324/,



§ 175, Twierdzenie Brianschona, W szefcioboku opi-

sanym na stozkowej, wieracholki.przeciwlegle lezg

parami na trzeech prostych, przeshodzgoych przez je-

den punkt. Nieoh bedzie szedciobok @, 3, ¢, @: 3, ¢,

opisany na stozkowej /rys.325/, trzeba dowiedé, ze
proste 2, "1 a’ , ktére lgczg pary wie rzcholkéw
przeeimleglych: 4, &z 1 2, ¢ , @ i 20, 2.5
i @, 4, przechodzg przez jeden punkt. Na dwéeh bo-
kach niesgsiedniéh i nieprzeciwlegtych, np. na 3, i
&5 , pozostale 4 boki «;, @, 5 i  wyzneezajg
dwie czwérki punktéw #; g’ B! ¢/ i A4 B/,

ktére na zasadzie twierdzenmia I § 171 s3 rautowe. -
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