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i;ﬁ_gﬁgg Proste jednorodne i punkty kolowe. Na
sz02egdlng uwage zaslugujs proste urojone sprae-
zone, okredlone przez inwoluojé prostokqtné doko-
ta jakiegokelwiek wladciwego punkiun. Sg to t.azw.

proste jednorodne. Wsaystkis one przechodzg przes

dwa urojone sprzeéone punkty niewladciwe, ktére

naiyvamy punktami kolowemi i ktére sy okredlone

preez t.gw. inwolucje absolutng na prostej nie-
wladoiwej, t.j. przez inwolucjé kierunkéw wzajem-
nie prostepadlych. Jak zobaczymy péiniej, przesz

te punkty urojene przechodss réwnies wszystkie ko-
a lezigce w plassczyZnie uwazanej, zaréwno rzecsy-

wisle, jak urojonme,

ROZDZIAL XIII.

STOZKOWE I STOZKY.

$. 141, Pespektywicznosé dwéch ukladéw piaskich.
Reucajgo figure /4, lezgog W plaszczyénio'xf

na plaszczyzneg 2 z punktu ¢ , nielezacego na
3adnej z tych plaszezyzn, otrkymnjemy figuré e,
ktéra z figurg 7 snajduje aié w pewnym zwigzku
geometryosnym, polegajacym na tem, fe
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1/ Kazdemu punktowi figury # odpowiada jeden
jedyny punkt figury 4 i pawzajem, kazdemu punk-
towi figury £ odpowiada jédeﬁ'jedyny punkt figu-
ol ] :

2/ Kazdej prostej figury /# odpowiada jedna
jedyna prostea figury # 1 nawzajem, kazdej pros-
tej figury 4 odpowiada jedna jedyna prosts figu-
ry £, '

" 3/ Punktewi 1 proste], nalesacym do siebie w jed-
nej z tych figur, odpowiadajg punkt i prosta drugie}
figury, ktére rdéwniei do siebie naless. :

4/ Punkty odpowiedmie lesa parami na prostych,
prsechodzacych preez jeden punkt /mianowicie przez
punkt O/ 1

5 Proste odpowiednie przecinajg mig w punktach
leiabioh na jednej proste] /mianowicise na prostej
priecigeia 7 plassczyza S i 2 /.
~ Oozywista, ze kaidy punkt i kazda prosta plass-
ozsyzny .5 moga byd salicsome do figury 7 , a kaidy
punkt i kasds prosta plassczyzny /7~ mogg byé zali-
osone do figury 4 . Tak resszerzone péjeoia fignr
plaskich nasywajs sie ukisadami piaskiemi < { 7
Zwigzek goometryosny dwéoh ukladéw plaskich, ledg—_
oych w. réinmych plassozysnach, pelegajasy uﬂ powy -




= oaes

szych S-giu wlaghoéciach, nazywe sig ich perSpek—

tywicznodcig; o ukladach FNALE méwimy, 2e =g

w perspektywie. Z rozwazafi rozdzialu poprzedniego

wynika, ze kazdemu szeregowi lud pekowi jsdnego
uktadu odpowiada perspektywiczny a wige i rauiowy
z nim szereg lub pek drugiego ukladu. Prosfej_nien
wXasciwe] 7‘” ukladu / odpowiada w uktadzie Z
prosia ¢, , ktéra wogéle jest wiasoiwa; jest to
6lad na plassozyinie /~ plaszozyzny prowadzonej
przez punkt ¢ réwnolegie do plaszozyzny 5 ;
prostej niewtadciwej 2 = ukladu 4 odpowiads
w uktadsie # prosta 2 , ktéra jest sladem na
plaszezyinie S ptaszcgyzny poprowadzensj przez
punkt © réwnolegle do piaszczyzny 2 °.

$ 142, Kolineacja srodkowa dwéch uktadéw praskich
Jezeli uklad plaski 4  rgucimy z dwéoh réinych
punktéw O i O na te samn plaszozyzng A~ , to

otrzymamy w tej plmszegysnis dwa uklady plaskie /4

i /2 , ktére sa w zwigzku scharakteryzowanym
przez te same 5 wlasnoSci wymienionych w artykule
poprzednim, Zwigzek ten nazywamy kolineasjg Srodko-
wa ukladéw 7 i 2 /§§ 76 - 80/. Srodkiem tej
kolineacji jest punkt O , w ktérym prosta O O:
przebija plasuzczyzng /~ ; preez tem punki przecho-
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dzg wszystkie prosteJlgdzace punkty odpowiednie
dwéch uktadéw: 4, i A, , B, i B, .- ; ogi
tej kolineacji jest 8lad < plaszezysny 5
uk¥adu /4 na paszozyZnie ./~ ; na prostej T
lezg wszystkie punkty przecigcia proatych odpo-
wiednich dwéch ukiadéw: @ i . , 4, i &, .
Kazde dwa szeregi odpowiednie, ktérych podstawy
nie prgechodzg przez &rodek kolineacji ¢ , sa
| perspektywiczne, a wige 1 rzutowe; srodkiem ich
perspektywy jest punkt o ; kazde dwa peki odpe-
wiednie, kt6rych wierzcholki nie leiy na o8i ke-
lineacji < , sg perspektywiczne, a wigc i rzute~
we, - osig ich perspektywy jest prosta U . $rodek
kolineacji © oraz wszystkie punkty osi kolineacji
3 odpdﬁiadaja same sobie; 0f kolineacji oras
: wszystkie proste, przechodzgce przez drodek koli-
neacji ¢ /promienie kolineacji/ odpowiadajgq sa-
- me sobie. Prostej niewlasdciwej 2;“’ ukladu - 4
odpowiada prosta ¢, ; prostej niewzaciwej 7~
uk2adu /2 odpowiada prosta 70 ; proste 9.1 Z

nazywajg 8ig prostemi wzajemnemi; s3 one réwnoleg-

¥e do osi kolineacji i maja tg wlasnodé, ze
odlegtodé jednej z nich od Srodka kolineacji i od-
legtosé drugiej od oei kolineacji 84 odoinkami riw.
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nej dugodci i przeciwnsgo zwrotu /§ 79/.
" Jezeli jeden z dwéch punktéw O i O» | 3 kté-
rych rzmcamy uklad /# , np. punkt O jest kie-

runkiem prostbpadlym do plaszozyzny dwusiecinej
kata dwudciennego migdazy piaszezysnamt 2~ i S
to raut /2 uk’lad‘u, /' 4 tego punktu jest kladem
uktadi # na plassczyzng 7/~ dokbls Slada

Z dwéoh ukladéw, bedasyoch w kolineacji érodkowej;
mozna zawsze jeden ktérykolwiek z nich uwazaé za
ktad ukladu, ktérego rzutem jest drugi. '

Kolineacja &rodkowa jest wyznaczona preez swéj

§rodek O , swejg 08 U i jedng parg punktdw
odpowiednich 4, i /7, , lezgeych na prostej, prze-
chedzgcej przesz drodek O , albe przez jedng parg
proatych edpowiednich &, i &, , przecinajgoych sie
w punkcie, lezacym na osi < . W szozegélnosci ko-
lineacja $rodkowa bgdzie wyznaczona p'rzez érodek O,
of < i jedng z prostych wzajemnych. 7. 1ub 2
/8 79/, - |
Pary punktéw odpowiednioh 7, i ., B, i 5.,
4 i Cz , lezgcych ha tym samym proniieniu koli-
neacji » /rys.268/, tworza dwa szeregi rzutowe
na wspdluej podstawie A
B A B Jo o (B O i)
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Srodek kolimeacji O i punkt o , w ktérym
promiend keli-
neacji &
przecina es
‘kolipeacji, sg
punk tami edpo<
wiédniemi tyoh

sgeregiw; =

W samej rzecsy
niéchaj koli-
neacja érodko-

wa bedzie dana

przez swéj fro-
dek O , 08
iy dwa punk-

ty odpowiednie
¢q,.1 A, , lezgce na prostej /7 , praechodzg -
cojiprzez punkt O . Aby wyznaczyd punkty
T Ay , .odpowiadajgoe w tej kolinea-
cji punktom 2&,, (), ... prostej & e
obierzmy najpierw punkt jakikolwiek M, , Die.
lezacy ani na osi ¥ , ani na prostej » i wjb
znaczmy punkt odpowiedni 7, ., W tym celu po-
Ygozmy punkty 4. 4 /M, 1 punkt A | w ktérym

= 4
23+ s g R N R P o ] sl o Bl go el o e B
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prosta 4, /M, przecina o8 T , polsczmy z
punktem /4, ; prosta /4 A, przetnie promied
kolineacji O , w szukanym punkcie /7. Aby
znalefd punkty 5., ¢, .. odpowiadajgce punk-
tom 5.,0,,.. polaczmy te ostatnie punkty z
punktem 4, i punkty 5, ¢, .. , w ktérych
proste M, 5, M.C .. przecinajg o8- <7 , po-
Yaozmy z punktem A, ; proste M. 5, /7;C. '
prezetng promief kolineacji » w szukanych
puﬁkta&h BN e . Szeregi- A4, 5,C,..
B T e 13 2 s (Coir VT wiéc perspektywiczne 2z tym
 samym szeregioxﬁ A, B,C.. , a wigo sg rzutewe
ze sobg.

Dwustosunek OS5 A,/4:) jest dla kazdej
kolineacji Srodkowej liczbg stalg, b.j. nieza-
lezng ani od prostej /-, na ktére] leig oba
punkty Z, 1 /A, , ani od potozenia samych
tych punktéw na proatej » . W samej rzeczy,
oznaczyszliters 7  punkt, w ktdérym prosta

O M, M, przecina o8 kolineacji i swasdywsay,
ze dla kazdyoh dwéch punktéw odpowi ednich A,
fe A THa By T R Ba istnieje punkt osi
Tl , ktéry jest drodkiem perspek-
tywy oswérek 0SS A, Aei OT MM, , 05525,
G QT M M
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mamy
(0S8 A A) (0SB, B, )=(0T M M)

§artos§é A tego dwustosunku nazywa sig cechg
kolineacji drodkowej, -~ jsst to wartodé stesunku,
w ktérym od wzajemna 77 dziell odleglosé srodka

O od osi 0 /giys (OSSR Rs = ;—% /, albe
w ktérym o wzajemna ¢. , dzieli odlegloéé os8i o
od §rodka O /gdyez (05@7Q.) = e/

Tek samo dowiedlibydmy, Ze pary prostych odpe-
wiednich <. i @. , A i oy , ¢ i e , wyche
.dzgeych 2 tego samego punktu 5 osi kelimeacji,
tworzg dwa péki rzutowe o wspdélnym wi erzcholku J':
Sla. b e ..) ™8 (@ 5:.¢:..), prayten dwustosunek

(oo a, ) , glzie » = 045  jest liozbg
statg, réwng zresztg tej Bé.mej iiczbie A -, kté-
ra jest wartodcig dwustosunku [0S 4, H2). '

Jezeli cecha kolineacji drodkowej -2 - e

to ta kollneacja nazywa sie inwolucyjng. Na kazdym

promieniu kolineacji punkty odpowiednie 47, i A2 ,
7oA e sg wéwczas sprzgzone inwolucyjnie,
tak ze kazdemu punktowi P odpowi ada jédon jedyny
punkt, niezalezany od tego, ozy punkf 7 galiczymy
do uktadu # , ozy do ukladu Fz .- Podobniez pa-
" ry prestych odpowiedmich @, i @z, A, 1 5.

.



S T

wychodzgoych z ltego essmego punkiu -~ oesi, Bg
% inwolucji, tak ze kazdej prostej A& odpowiada
jedna jedyna prosta, niezalezna od tege, do kté-
rego ukladu tamtg prosta zaliczymy. W szczegdélnod-
oi, prostej niewtassiwej odpowiada jedns jedyna
presta wzajemna ¢; =2 | ktéra lesy podredka
migdZzy érodkiem a ¢5ig Kolinssoji. Kaide dwie pa=
fy punktéw odpowiednich tworzy ozworokat supelny
| /ry8.269/, ktérego

. jedan punkt preekgt~
| ny jest drodkiem,
a drugi lezy na osi
kolineacji; kazde
dwie pary prostych
odpowiednich tworzg
caworobeok zupeiny,
ktérego jedna prze~

'katna jest osig, a
druga przechodal
prges drodek koli-
neadji. Dwa uklady ptaskie w kolinsacji inwolu-
cyjnej stanowig wladciwie jeden Jedyny uklad plas-~
ki, ?térego.zardwno punkty, jak proste, sg parami

- aprzgiene,
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$ 1432_Kolineacja ogélna dwéch ukladéw plas~
kich, Niech beds dwa uklady ptaskie P2 s o
speiniajace wszystkie 5 warunkéw § 141, a wieo

perapektywiczne), jeieli nie ledg w jednej plasz-
~czy£nie, lub w kelinsacji érodkowa}], jééeli lezg
w jednej plaszczyénie. Nie tykaisc jednege z tych”
ukiadéw przeniedmy drugi w dowolny sposdb;

2 O warunkdéw, ktérym te uklady czynily zadesé,
ostatnie dwa nie beds wogbéle w nowem polezeniu
tych uktadéw speinione, pcdczas gdy pierisZe trzy
pozostang w swsj mocy, nies ustanie réwnieg rzuto-
wodé edpowiednich czwérsk, szeregéw i pekéw, -

0 uktadach takich méwimy weigs jeszoze, ze 53 W
kolineacji, ktéra jednak nie bgdzie juz wogdle

Srodkows; ta estatnia jest przypadkiem szczegél-~
nys cwej kolineasji ogélnej. -

Do kolinescji ogdlnej dwéch uktadéw plaskich
mozemy dojgé na lunej ijeszaze drodze. Niech bedg
dwa uklady perspektywiczme £ i 4 ; rzucajac
jeden z nich np. /F: 2z dowelnego punktu na do-
wolng p!aszezyzné, etrzymamy uklad Z; , ktéry
z ukladem i nie bedzie juz wogéle w perspek-
tywie, chob pozestanie z nim w kelineacji egdlnsj.
Kelinsacja ta zostanis zreszts zachowang pe do-
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wolnej.ileéci kolejnych rzutéw kazdege z ukladdw
% i F, .- Pedobniez, wychodzge z dwéoh ukladéw
F i 7 , znajdujacych sie w kolineacji £redke-
wej 1 przeksztalcajge drodkowo-kolirneacyjnie w do-
wolny sposéb jeden lub oba ukiady 4, i ., , otray-
mamy nows uklady, ktsre bedy ze sobg w kolineac ji
ogélnej, | '

Kolineacja ogdlna jest wyznaczona przez 4 pary

punktéw albo 4 pary prostych .odpowiednich z tem

zastrzezeniem, geby zadne 3 z tych punktéw w sadnym
uktadzie nie lezaly ma jednej prostej, waglednie,
aby Zadne 3 z tych prostych w Zadnym ukladzie nie
przechodzily przez jeden punkt.

Innemi slowy, kolineacja ogélna jest wyznaczona

przez odpowiedniodé dwéch ozworokgtdéw lub dwéch

ozworobokéw zupeinych. W samej rzeczy, niech bedg

np. dwa czworokgty zupelns 4.8, D, i A258.0 0, ,
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léiaoa w jednej lub w réznych ptaszezyznach
/rys.270/; jezeli zalozymy, Ze punktom ., By C
i 0, pierwszego ukiadu odpowiadajg punkty 4., 5.,
€, i D drugiego ukladu, to kazdemu punktowi
M, , lezzoemu W piaszcazysZnie czworokats A.5,0 D
i zaliczonemu do I ukladu odpowiada jeden jedyny
punkt M. , lezgoy w ptaszczyénie czworokgta
As Bs O Dy i naleiacy do uktadu II. Polaczmy
punkt /2 z dwome ktéremikolwiek wierzcholkami
czworckata 4 5/ (D,  np. 8 4.1 B . Punkty
te beds wierzchotkami dwéch czwirek
s AR R B, /4 ¢ D M)
Wyznaczmy w ukiadzie IX.proste Az /2 1 By M,
odpowiadajgce prostym 4./, i B, M, w czwir-
kach rzutowyoch
A [ B D, M) 7 Az (B: €2 Do M) ¢

B/ A, & D, M) T B (A2 & Dy M)

punkt przecieoia prostych 4.2, 1 B:/2 E)‘fzbe-
dzie odpowiadal punktowi /7, , ktéry jest przecig-
ciem prestyah'odpowiédnich A M i B Mr.

§ 144, Korelacia dwéoh uk¥sdéw plaskioh. Koli-

e e et

peacja dwéoh ukleddw ptaskich naprowadza nas na no-

wy swigzek geometryozny dwdch ukladéw plaskich zwa-
ny korelacja, polegajacy 22 nastgpujgoych wtasnoé-
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ciach:

1/ Kazdemu punkiowi uktadu /# odpowiada jedna
jedyna prosta uktadu £, ; kazdej prostej ukladu
' F, odpowiada jeden jedyny punkt ukladu 4 i
nawzajem,

2/ Punktowi i prostej, naleisgoym do siebie
w jednym ukladzie, odpowiada prosta i punkt dru-
giego uktadu, ktére réwniez do siebie naleis.

3/ Kazdej czwéroe puﬁktdw jednsgo ukladu oedpo-
wiada ozwdrka prostych drugiego, ktéra jept z nig
rzutowa i nawzajem; wogdéle kasdemu szeregowi punk-
téw Jednego ukladu odpowiada pek prostysh drugiego
1 nawzajen.

"Korelacja" taka bedzie wyznaczona przes zatode-
nie odpowiedniodci wzajemne] 4 punktdw jakichkol -
wiek I ukladu 4 , B, , ¢ i D _» & 4 proste-
mi drugiego ukladu @, &, & i & |, g tem jo-

dynem zastrzezeniem, zeby z tych 4 punktéw Zadne
3 nie lezaly na jedne) proatej, ani 2 tych 4 pros-
tych Zadne 3 nis przechodszily przez jeden punkt;

innemi sYowy przez zalozenie odpowijedniofci ozwa-~

rokata zupelnego A, 5, B, %2 czworobokiem

gupelnym @, 3, o &-.
§ 145, Uklad biegunowy. Niech bedzie tréjkat




~ 369 -

A, A2 As /ktérego hoki oznaczymy literami:

@ s A2y, @z 54,4, 7 @s=4,4: /, punkt jakikol-
wisk 5 nie lezacy na Zadnym z bokéw i prosta
nie prmechodzaca przez zaden z wierzcholkdw tega
tréikata /rys.271/. Wa moey poprzedniego ariykeiu
cdpow iedniogd
punktéw 4., Z-
A; i B 1 .ros-
tyeh @@,
i 4 wyznaoza
korelacje dwdeh
uktadéw pias-
kich, lezacych

w tej same]

plaszczyinie.
Korelacja ta
ma te wiasnoéé,
%ze kazdemu

punktowi tej

plaszczyzny odpowiaaw zawsze ta sama prosta, &

kazdei prostej ten sam punkt, niezalezinie od tego
J 1 al p ) E 8 3

do ktérego vkladu tamtsn punkt albo tamtsy prosts

zaliczaymy.

D S e i o e PVs Qe A W THs SED

GEOMETRI A SYIZRESLNA.Br, 172, hrtuen P44y,
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Przedewszystkiem wlasnodé ta dotyczy punktéw
4,y Asy As, B 1 prostych a.,a@,, @, 5 . Jegse~
1li zaliczymy punkty 4,, A., A; i A do I ukla-
du, to na mooy zalozenia odpowiadajg im proste

@ , @, @& 1 b5 . Jezeli te punkty zalioczymy
do II ukladu, uwazajgc je za przeciqocia prosiych
:ias;, @sia, a i @, 4.8 1 A:B
to odpowiadad tym punktom béda w I ukladzie pros- -
te Ygozace punkty 7. i As , A;i A , A/ 1 Ae,
7% 2 W , & wiéc te same proste «., @,,

%3 1 A

Stad wynika, Ze te samg wtasnodé posiadaé bedg
punkty &,, B. i Bs , w ktéryoch prosta 45
przecina boki #., @, i &; +tréjkata 42, 4. 4; ,
oraz proste 4,, b, 1 5H; , ktére 1gczg punkt 7 -
z jego wierzcholkami 4., A2 i A3 . Skoro howiem
punktom 7., 72, 4A; i B odpowiadajg w obu
uktadach te same proste «.,2.,@; i 5 , to pros-~
tym 4.8=h, A:8=5,, A:58 =5, odpowiadaé mu-
sgg w obu ukladach te same punkty & b5,

X H 7By ¢ a; b =75;.

Te¢ samg wlasnodé rozszerzymy teraz na wszystkie
punkty, lezgce na ktérejkolwiek z prostych .an, s,

@s i & i na wszystkie prosts, przechodzace
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przez ktérykolwiek z punktéw 7., 4., A5 i 5.
Tak np. poniewas punktom 4, #s; i 5, odpowiada-
jg w obu ukladach te same proste ., &, T
wieo kazdemu punktowi prostej @ odpowiadaé
bedzie w obu ukladach ta sama prosta 7z , prie-

chodzaca przez punkt 4/ w ten sposéb, aby
a, /ﬂzﬂj BIM// = ﬂ,/d; Z; 46/?72//,

ereszcie te samg wtasnodé posiadaé bedg wszyst-
kie inne punkty i proste ptaszczyzny. Polgcamy np.
punkt jakikolwiek 2 , nie lezaoy na zadnej z '
prostych &, &:, @5 1 b =z punktami /,i 4. pros-
temi 2. i M. . ; poniewai na mocy poprzedniego
ustepu, prostym tjm w obu ukladach odpowiadajg te
same punkty ©~ i 2 , wigo punktowi Z odpowia-
daé musi w obu ukladach ta sama prosta 777 =2.

Te dwa uklady korélacyjne mozna przeto uwazaé
z8 jeden jedyny uklad ptaski, w ktérym zachodzi
wzajemne podporzgdkowanie punktéw i prostych
prostym i punktom, Uklad taki nazywamy biegunowym;

prosta » podporzgdkowana punktowl # , nagywa
sie jego biegunowg; punkt /~ , podporzadkowany |

prostej A nazywa sig jej biegunem,

Poniewas punktowi i prostej, nalezacym do siabie

podporzgdkowane s3 proste i1 punkty rdwnies de sie-
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bie nalezgca, wigc mamy twierdzenie:

Jezeli punkt C lezy na biegunowej punktu 5 ,

to biegunowa punktu ¢ przechodzi przez punkt 5 .

Jeieli prosta ¢ przechodzi przez biegun pros-

tej 4 , to biegun prostej ¢ lesy na prostej

_'.é_L

Stad zaf wynika, 2e biegunows punktiu przecig-

cia prostych 72 i 7 jest prosta, 1402808 ich
biaguny / i1 /V i nawzajem biegunem prostej, la~

czgcej punkty #/ i /&  jest punkt przeciecia
ioh biegunowych 772 i 72,
§$ 146 . Punkty i proste sprzgione. Inwolucja

biegunowa, Proste 5 i ¢ ', majace tg wiasnosé,

e biegun jednej 2z nich lezy na drugiej /a wtedy
biegun drugiej lezy na pierwszej/, nazywajg sig
prostemi biegunowo sprzgzonemi; punkty B i ¢ ,

& ktérych jeden lezy na biegunowej drugiego

/a wtedy drugi lesy na biegunowsj pierwszego/,

nazywaja éie punktami bieénnowo Bﬁrzézonemi.
Niechaj bedzie szereg punktéw A,, J,, M, ..

na podstawie » /rys.272/; biegunowe tych punktéw

£,, (,,m,..  przechodzid bedg wszystkie przez
biegun prostej » ; oznaczmy literami A.:,Z,, /...
punkty, w ktérych proste 4./, , 72, ... przecinajg
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prosta 7% . Poniewaz
P L M) PR L ) T o e D Ma)
wiéc
O A(AL M) T e L M)

Latwo'okazaé, ze kaz-
~de dwé punkty odpo-

wiednie tych szeregiw
rzutowych na wspdlne]
podstawie odpowiadajg
sobie podwéjnie. Za-
liczmy np, punkt /T,
do I szeregu; punkt

odpowiedni znajdzisuny

w przecigoid proate]
Rys. 272. /2 8 bilegunowy punk-
‘ tu A= ; ale na mooy
_ I twierdzenia poprzed-
niego artykutu biegunowa punktu /A, przechodzi
przsz biegun prostej £, , to jdst prass punkt A ;
w ten sposéb punkty A i A2 odpowiadajg sobie
podwéjnie, skad juz wjnika, e kazde dea punkty
odpowiednie Z, i L2 , /V, §3. s odponin-

dajg sobie podwéjnie, tak ze dwa szeregi rzulowe
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PAE LM He Le M2 ) 4 p (s Ly Mo L)
stanowig inwolucje punktéw /§ 136/. Mamy wigo
twierdzenie: |

W ukiladzie biegunowym na kazdej prostej punkty

biegunowo sprzgzones stanowig inwolucje i wzajemnie:

dokola kazdego punktu proste biegunowo sprzezone

stanowig inwolucje. W ten sposéb, uktad hiegunowy

wyznacza na kazdej prostej i dokota kazdego punktu
pewng inwolucjq, zwang imwolucjg biegunowg, tak

ze punkty lub proste sprzesone biegunowo sg zara-

zem spragione w inwolucji biegunowej.

Inwolusia bieguriowa sis dowolneéj prostej x jest

~ perspektywiczna z inwolucjg biegunowg dokola biegu-

na. P tej prostej, jezeli bowiem punkty A, i A,
e LN Tra .  stanowia pary punktéw sprzgzo-

nych inwoiuoji biegunowej na prostej # , to ich
biegunowe £ { A. , {1 Z... stanowigce pary
prostych sprzééonyoh inwolucji biegunowej dokoia
punktu 7 ., przechodsg odpowiednio przez pary
punktéw sprasgzomych A, i &, , Laafa s,
inwolucji biegunowej na prostej ». |
8 147, Tréjkaty biegunowe. Poniewaz proste «. .
@, i «@; 83 biegunowemi punktéw /4, , HF: i A, ,
wigec kaide dwie z tych prostych i kazde dwa 2 tych.
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punktéw sa ze sobg biegunowo aprzééone. Tréjkat
A, A: A; nma té osobliwodé, e kaidy jego wierz-
chotek jest biegunem przeciwlegtego mu boku, kazde
dwa jego wierzcholki i kazde dwa'jego boki sg4 sprze-
zone: Pr6jkat taki nazywamy tréjkgtem biegunowym. -

Tréjkaté6w biegunowych jest ooczywisoie nieskorczenie
wiele, Dla otrzymania ktéregokolwiek z nich postg-
pujemy jak néstepuje; Obieramy dowolnis punkt itgs
| znajdujemy jego biegunowg 72z ,na prostej 7z obie-
ramy dowolnie punkt 4/ i znajdujemy jego biegunowa
72 , ktéra na mooy twierdzenia § 143 przejdzie
przez punkt /7 , wreszcie lgczymy punkty # i 4
prostag 2 ; bédzie to na zasadzie § 145 bieguncwa
punktu 2~ , w ktérym sié przecinajg proste min
Tréjkat M IV P bedzie tréjkatem biegunowym. Ocsy-
wiscie ten sam uklad biegunowy, ktéry okredlilismy
zapomocg tréjkata biegunowego 47/ /72 4; , punktu
B i jego biegunowej 4 , mozna okredlid ZAPOMOCH
kazdego innego tréjkata bisgunowege MW P jakie-
" gokolwiek punktu Q 1 jego biegunowsj g.
§ 148. Uklady biegunowe jednostajne i niejeduo-

: stggigi_ﬁiaoh bedzia uklad biegunowy, wyznacacny
p?zez tréikat biegunowy /7,42 /A oraz bieguncwg
h  punktu dowolnego &5 , przytem punkt 5 afe



=SERDIACH =

lazy n2 zadnym z bokéw, a prosta & nie przecho-
dzi przez zaden z wiesrzcholkéw tréjkata 4,42 As.
Fréjkat ten dzieli piaszczyzne na 4 obszary, z kté
rych jeden tylko bywa skorfczony i nazywa sié whe -
dy polem tréjkgta, a trazy sy nieskodczone /rys.
273 1 274/, Poniewaz punkt j?‘ nie moze lezed na
zadnym z bokdéw tréjkata, wiéc musi on nalezeé tyl-
ko do jednego z 4 obszaréw ptaszczyzny, poriewas
prosta &4 nie moze przechodzié przez zaden wiars
cholsk, wiec musi ona przenikaé do‘trzeoh ohsza-

" réw, dla oczwartego pozostajac obeg. Wobsc tego
wzgledne polozenie punktu 5 i prostej & moze
byé tylko
dwojakie:
albo pros-~
ta A nie
przenika

do obszaru,

w ki6rym

lezy punkt
Yo fs o o

nie prze-~

cina obhwo-

du tego

obagarn
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/rys.273/, albo prosta A przenika do obsszaru,

w ktérym znajduje sig punkt 5 t.j. przecina
obwéd tego obszaru /rys.274/. Pierwszy przypadek
zachodzi np. wtedy, gdy punkt 5 znajduje sié

w obszarzs IV, t.j. wewngtrz trdéjkata biegunowégo,
a prosta A nie przenika do obszaru IV, %.j. nie
przecina obwodu tego tréjkata /rys.Z?&V.; Inwolu-
cja biegunowa jest wtedy na wsszystkich trzech bo-
kach tréjkata 2 ./A2HAs eliptyczna, gdyz na kaz-
dym boku dwa punktly sprzézone przegradzajj wiers-
cholki na nim lezace. Jezeli wyznaczymy biegunows
/2 dowolnsgo punktu P , to siq pokaze, Ze ta

biegunowa nis przenika do'obszaru, w ktérym sié |



= Shapes
znajduje punkt L same j rzeczy, zauwasmy,
ze rzut ktéregokolwiek wierzcholka tréjkata bie-
gunowego z punktu # na bok przeciwlegly oraz
punki, w ktérym biegunowa » ten bok prZeciha,
84 9przézone /edys proasta 4.7P jest biegunowg
punktu @« » /, a wiéc w danym razie sg t® punkty
na kazdym 2 bokdéw przez wierzcholki przegrodzone;
poniewaz zaf rzuty wiesrzcholkéw lezg sawsze na
obwodzie obszaru, w ktérym lesy Sradek rzutéw 7 ,
wigc prosta ®» tego obwodu nie przetnie, t.j. nie
przeniknie do obszaru, zawierajgocego punkt Z
Mozemy wiéc twierdzié stanowczo, ze w takim ukla-

dzie biegunowym nie istniejg punkty rzeczywiste,

ktéreby lezaly na wtasnych biegunowyech.

Ukiad Biegunpwy taki nazywamy jednostajnym,
albowiem inwolucja biegunowa jest wtedy na kazdej
prostej i dokola kazdego punktu jednego rodzaju,

mianowicie eliptycana,

Drugi przypadek bedzie mial miejsce witedy np.
gdy punkt 5 2najdsie sig w obszarze IV, t.j. we-
wnatrz tréjkata biegunowego, a prosta & nie omi-
nie tego obszaru, t.j. przétnie obwéd tréikgta,
praytem dwa jego boki zostaag przex nig przeciQte
wewnqtranie, & trzeci zewngirznis /rys.274/. Jest

n v -
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ocaywistem, ze inwolucja biegunowa na tych dwéch
bokach, ktére sa'przeoiéte wewnétrznie prZes pros-
ta 4 , bédzio h{perboliczna, RNa piérwszyoh dwéch
bokach istnieja zatem po dwa rzeczywiste punkty
podwéjpe, AT sprzézone same zZe sobg, & wiéo lezg -~
 ce na wiasnych biegunowydh, Natomiast na trzecim
boky tréjkata biegunowego nie istniejg punkty rze-
czywiste, leZzce na wtasnych bisgunowych. Uktad

biegunowy tak okreslony nazywamy niejednostajnym,

albowiem inwolucja przezeld wyznaczona na réznych
prostych i dokoia réznyoch punktéw nie jest jednego
rodzaju.

5*149 Okreslenie stozkowyoh 0gél punktéw i

prostych, rzeczywistych i urojonych, ktére w danym

ukladzie biegunowym Sy Sprzgzone same 2e sobg, na-

zywamy gstozkowg.

Punkty samosPrzezone nazywamy punktami stoikowej

tego uktadu; przechodzgce przez nie wtasne ich bie-

gunowe nazywamy stycznemi do stozkowej w tyoh punk -

tach, Punkty stozkowej sg to wigc punkty podwéjne
inwolucji, ktdra dany uklad bisgunowy wyznacza na
jak1ejkolw1ek proste; rzeczyw1sto;, gtyczne do stoz-
kowej sa to proste podwéjine inwolusji, ktéra tem
uklad wyznagza dokola jakiegokolwisk punktu rzecszy-
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wistego. Na kazdoj,pfostej rzeczywistej lezg dwa
punkty stozkowej: rzeczywiste, urojone, sprzézo-
ne lub zjednoczome; z kazdego punktu rzecaywis tego
wychodzg dwie styczZne:; rzeczywiste, urojonme, sprze-

zone lub zjednoczone. Innemi stowy, kazda prosta

"przecina® stozkowg w dwdéch punktach /rzeczywistycl

odrghnych, rzeczywistych zjednoczonych lub urojo-

nych sprzezonych/; z kaidego punktu moZna do stoz-

kowej wyprowadzié dwie stycazne /rzeczywiste odrgb-

ne, rzeczywiste zjednocaone lub urojone sprzezone/.

Wyrazamy to krétko, méwigs, 2ze stozkowe sa krzywe -

mi drugiego rzedu i drugiej klasy.

$ 150. Stoszkowe urojone i rzeczywiste. W ukla-

dzie biegunowym jednostajnym wszystkie punkty
stozkowe] i wszystkie styczne do stozkowej sg uro-
jone, gdyz inwolucja biegunowa na kazdej prostej
rzeczywistej 1 dokola kazdego punktu rzecsywistego
jest eliptyczna. Stozkowa takiego ukladu jest wige
urojona; méwimy, Ze kazda prosta rzeczywista "prze-
cina™ jg w dwéch punktach urojonych sPrZonnyoh
i ze z kazdego punkiu rz ecayw1stego "uychodza" do
nle3 dwie siyczne urojone sprzezone.

W uktadzie biegunowym niejednostajnym istniej&

punkty i styczne stozkowej zaréwno rzecsywiste,
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jak urojone; dowiedziemy, ze punktéw i stycznych
rzeczywistych jest nieskorfczenie wiele. Niechaj
bedzie w danym ukladzie biegunowym punkt S ke
ry lezy na wtasnej swej biegunowej <. /rys:R75/;
moze to byé np. punkt podwéjny hiperbolicznej in-
wolucji biegunowej na jednym z bokéw tréjkata bie-
gunowago. Weimy na prostej <. dowolny ?unkt A, ;
jego biegunowa «, pizeohodzié musi przez punkt '
S, ; W same} rzecay wiemy, 2e jezeli biegunowa

punktu 5. /t.j. prosta J. / praechodzi przez

punkt /4, , to nawzajem biegunowa punktu 4,
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/t.j. prosta @, , przechodzi przez punkt ~S. /
/8 145/. Punkty A, i S. s zatenm sprzézone,
gdjé biegunowa jednego /4,) przechodzi przez
drugi /S./) . W ten sposéb inwolucja biegunowa

na prostej Jo jest paraboliczna, wszystkie bo-

wiem punkty prostej ow. s5 spragizone z jednym
jedynym punxtem e A ktéry jest punktem podwéj-‘
njm tej inwolucji, zresztg jedynym, y ==
Inacze] sié rzecsy majga z prostg @ . Nie prze-
chodzi ona przez wiasny biegun, inwolucja bieguno-
wa nie jest wiéc na niej paraboliczna. Poniewaz zat
ta inwolucja ma jeden pﬁnkt podwéjny S. , musi
ona byé hiperboliczna i mieé gzatem jeszcze drugi
punkt podwéjny S, . Punkt ten jest sprzéﬁony sam
ze sobg, t.j. lezy na wtasnej biegunowej J, , kté-
ra Zreszta nusi przejé& przez punkt 2/ |, gdyz jei
biegun S, , lezy na biegunowej punktu 4, , t.j.
na pfostej @, . Jezeli na prostej J. obierzemy
inny punkt 42 , ktérego biegunowa &@: prazecho-
dzi zatem znown przez S- , to na prostej <@ ‘
znajdziemy, jak poprzednio, drugi punkt podwéjny
S , ktéry jest sprzééony z samym sobg, t.j.
lezy na wlasnej swej biegunowej 7. , przechodzg-

cej przex A . W ten sposéb w danym mniejednostaj- |
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nym ukladzie biegunowrm kazdemn punktowi 4. pros-
tej -, spr&ééonej sanej ze sobg podporzgdkowany
byé moze punkt S, sprzgiony sam zo sobg, bl
leﬁgcy na wiasnei biegunowej T+ . Polozenie
punktu S%n i prostej 7. zalezy zatem wylgoznie
od poXozenia punktu /7~ na prostej ¥. .

Jezeli sobis tedy pomyslimy, Ze pewiem punkt
gsmienny /A popréaz punkty 4., G2 As, Av..
porusza sié w sposéb ciggly po proestej v. , "opi-
sujge" té prosta, to punkt zmienny & poruszaé
sig bedaie pOpTzZes ﬁunkty S5 1S e SE AR

réwnies w sposéb ciagly, "opisujac” stozkowy rze-

czywisty. Jednoczeénia zaf prosta zmienna < ,

poruszajac FiQ w sposdb ciggly poprzez prouue Ty

A "

Ty Ty Fya Ty "p 0“15CZ¥5" bedzie to sami‘?

stozkowg, Stozkowa rzquywlsta_Jest "miejscem gB0-"

w1ednig" powtdczgee] jg pr ogt93= Gdy punkt zmienny
A , opisujgc prostsg Jo |, przeszediszy przez
jej punkt niewlasciwy, powréci z przeciwmej stro-
ny do punktu Se , to i punkt gmiemny S , opisu-
jgo stozkowg powrdci do punkin Se . Stozkowa

rzeozywista jest przsto krayw zamkniety,
8 151, Stozkows zwyrodniale. W § 145 okresli-
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lidmy uktad biegunowy zapomocg trdéjkata biegunows -
g0 A, A As i biegunowej 4  punktu jakiego-
kolwiek 5 2z tem zmstrzezeniem, 2e punkt 5 nie
lezy na zadnym z bokéw, a prosta A nie prze -
chodzi przez zaden z wierzcholkéw tréjkata

Ar A2 As . -0drzubny teraz to zastrzesenia.

Praypusémy najpierw, ze biegunowa & punktu

jakiegokolwiek _5  przechodzi przez jeden z
wierzchotkéw tréjk@ta.biegunowego, np, préas 2,
/rys.276/. Jest oczywistem, Ze inwolucja bieguno~
" wa na bokach @
i a; bedzie para-
boliézna, na trze-
cim zad boku albo
hiperboliczrna, al-
bo eliptyozna.
¥ kazdym praypadku

biegunowa dowolne-~
go punktu /7 moze

byé wyznaczona i

przejdzie przez
punkt 42/ ; nato-
miast biegun dowol -

pej prostej 72 jent nieosnmozony; moze to by
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mianowicie dowolny punkt lezacy na biegundWéi
punktu <& 72 Jeze11 inwolucja blegunowa na
_prostej @  , a wigo i dokola punktu A, jest bi-
ﬁefboliozna, to wszystkie punkty lesace na pros-
t&ch podwéjnyoch tej inwolucji sg samosprzézgﬁe;

te dwie proste ¢ 1 J i wsazystkie punkty mna mich

lesgce stanowiag zatem stoikowa rzeczywistai/ryﬁ.

276/. Jezeli inwolucja biegunowa na prostej

i dokola punktu /7, jest eliptyczme, to i wtedy
urojone punkty, lezgce na urojonych prostych pod-
wéjnych tej inwolucji sa samosprzqione; te dwie
urojone proste samosprzééone oraz wszystkie na nich
lezgce punkty stanowis zatem stozkowa urojona,
ktérej jednym punktem rzeczywistym jest /-

Dwie proste rzecszywiste i dwis proste urojone

spriezone 8g kraywg drugiego rzedu /bo kazda pros-
ta rzeczywiata przecina jg w dwéch punktach/ i kia-

sy zerowej /bo 2 dowolnego punktu nie moZna do niej

wyprowadaid zadnej stycanei/.

Przypusddémy nastépnie, %6 biegua 5 jakiejkolwiek
danej proste] A lezy na jednym o bokdéw tréjkata
biegunowego, mp, na @ /rya.277/; jest occzywislien,
2e fnwolucja biegunowa na bokach @z 1 &; bgdzie

parabolicsna, na trsecim med boku &, =lbo Lipsr-

GEOKETRIA FTKRESINA.Kr.173 -
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boliczna, 2lbo

eliptyczna. W kazdym

YA, B, przypadku biegun do-
Vah wolnej prosktej 772
< x ~ moze byé wyzanaczony
///// 5, i leiy zawsze na
-5/4éh“;_~‘_ '?i\\\ R, @, ; natomiast
T B A T \\*k: biegunowa dowolnego
/// = punktu 7 jest
/4; Zys 277 - nisoznaczona; moie

to byd mianowicie

dowolna prosta,
przschodsges przez biegun prostej 4,/ . Jezeli
inwolucja biegunowa na prostej &, jest hiper-
boliczna, to wszystkie proste,‘przachodzqce przez
punkty podwdjne tej inwoluc ji sg samosprsézone,
te dwa punkty - i o oraz wszystkie pros-
te przez nie przeohodzacé stemowig zafem gtogkowg

rzeczywisty /rys.277/. Jezeli imwolucja bieguno-

wa na prostej a, jest eliptyczna, to i wtedy
uvrojone proste, przechodzgce przez urojone punkty
podwéjne tej inwolucji sg samosprkeéona; te dwa

“urojome punkty sprzeiome i wszpstkie przez nie

przechodzace proste stanowig zatem stozkowg urojo-
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ng, ktérej jedyng stycazng rzeczywislag jest /-
Dwa punkty rzeczywiste i dwa punkty urojone

sprzezone sg krayws drugiej klasy /bo z kazdego

punktu rzeczywistego wychodzg do niej dwie styecz-

ne/ i rzedu zerowego /bo dowolna prosta jej nie

przecina/,
§ 152, Proste zewngtrzne, sieczne 1 stycanse,

Prosta, na ktérej uk*ad biegunowy wyznacza inwolu-

cle eliptyczna, nazywa sig zewnegtrzng wazgledem

stozkowej tego ukladu. Prosta zewngtrzna “przeci-
na" zatem stozkowa w dwéch punktacb.urogonych Sprze-
zonych m1anow1cla w punktach podwéanych inwolucji
eliptycznej, wyznaczonej przez ukiad biegunowy na
tej prostej. Wzgledem stozkowych urojonych wszyst-
kie proste sg zewnétrzne.

Prosta, na ktérej inwolucja biegunowa jest ni-/
perboliczae, nézyea sig sieczng stozkowej tego
ukkadu, |

Kazda sieczna "przecina" stozkowg w dwdch punk-
tach rzeczywistych, miancwicie w punktach podwdj-
nych inwolucji biegunowe]j.

Prosta, na kidrsej inwolucja biegunowa jest para-
boliczng, jest styczua do stoizkowej /§ 149/. Na

styczne]) lszy jel,a jedyany punk$ samosprzézony, xtd-
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ry jest jej biegunem i nazywa sie punktem ze-

tknigeis toj styczmej ze stozkows. Wsaystkie inne

proste, przechodzgce przez punkt zsetknigcia, sg
sieczune, bo gdyby yrzezeﬁ przechodzila prosta ze-
wngtrzna, to nie mégiby na niej lezed purnkt rzeezy-
wisty stogkowej.

Jezeli inwolucjé paraboliczng uwagad bedziemy
za przypadek "graniozny" imwolucji hiperboliczmej,
to mozemy powiedzieé, ze styczna ma ze stozkowg
dwa punkty wspdélne, ktére zostaly "zjednoczone"

w punkcie zetkniecia. Styczng do stoikowej w danym
jej punkcie 5. /rys.275/ mozemy przeto uwazad za
granice sieczne} przez tem punkt przechodzacej,
gdy drugi jej punkt przecigcia ze stozkowa nie~
ograniczenie zbliza sie do punktu So.

) 153. Punkty wewngtrzne, punkty zewnotrgne i

punkty lezgce na stozkowej. Pumkt, dokola ktérego

uk2ad biegunowy wyznacza inwolucje eliptycszmng, na-

zywa sig wewnelrznym wzgledem stozkowej tego ukiadu,

Z punktu wewngtrznego wychodzg do stoikowej dwie
styczne urojone sprzezone, mianowicie proste pod-
wéjne imwolucji esliptyczmej, wyznaczonej przez

uk¥ad biegunowy dokola tego punktu. Wzgledem stozko-

wych urojonych wszystkie punkty sy wewngtrzne,
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Punkt, dokoZa ktérego imwolucja biegunowa

jest- hiperboliczna, nazywa sig zewngirzaym wiglie-
dem stozkowej tego ukiadu. Z punkiu zawnétrzgego
mozna do stozkowe} wyprowadzié dwie styozne rzecay-
wiste; 83 to proste podwéjne imwolucji hipertclicz-
nej, wyzmaczonej dokola tego punktu przes wkiad
biegunowy, .

0 punkcie, dokcta ktérego inwolucja bis gunowa

jest paraboliczua, méwimy, Ze leiy na s togkovei. -
Przez taki punkt przechodzi jedna jedyna prosia
samosprzgzona, kidéra jest jego bisguncwa i nazywa

sig siyceug do sfozkowej w tym punkcic. Wauzystkie

inne punkiy leZgce na stycasnej s3 zevwmqtrzne, bo
gdyby lezat na nie] punkt wewngtrzﬁg, to nie mogke-
by przezes przéchodzié zadna styczna rzeczywista,
Jegeli inwolucie parabolicsng uwazad bgdsienmy
26 priypadek npraniczny” inwolugji hiperboliczus},
to moZemy powiodaled, is8 % punkin leigoego na sleé-
kowej wychodszg do niej dwis miyczpe “"zjednposzums’.
Punkt zetkniscia stozkowsj 8 dang prosig
/rys.275/ wmozemy przeto uwazas za granieq punkiu
zewnetrznego, was tej proste) lezacegd, gdy druga '
stycsna, & togo punkiv do stozkowe] wyoRodggoe,

nieograniczenie zblizez sig do slycznej . o,.
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Jezeli z punktu zewnétrznego /M wyprowadzimy
do stozkowej dwie styczme v i o , to prosta
ktéra lgezy punkty setknigoia 5 i 5 /rys.278/
jest biegunowg punktu A . ¥ samej rzeczy, biegu-
nows punktu
przecigcia
dwéch prostych

< i ¥ lgo0sy
ioh bieguny
i S /§ 145/,
Nawzajem punkt
przeciecia |

stycgnych ¥ i

o jest biegu-~
nem prostej,
taczgce) ich
pnnkty zotknig-
cia S i S , gdyz biegun prostej 772 jest prze-
cieciem biegumowych dwéch pumktéw tej prostej. -
Punkty podwéjne inwolucji biegunowej ma prostej 77z
83 przeto punktami zetknigcia stozkowej zs styocgzne-
mi, wyprowadzonemi do miej = bieguna prostej 77z ,
1 nawzajem, proste podwéjne imwolucji biegunowej

dokola punktu /M =g stycsmemi do stozkowej w
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punktach przecigcia jej przez biegumows pumktu /7.

Jegeli stozkowa jest rzeoczywista, to biegunowa

punktu zewnetramego jest sisczma, & biegunowa

punktu wewngtrzrsgo jest prosta zewnstrzng, co wy-

nika styd, ze inwolucja biegunowa na prostej 72
jest w perspektywie z inwolucjs biegunowg dokoia
bieguna prostej 7z /§ 146/. Poniewaz uklad biegu-
nowy jest wtedy mniejednostajay, wiec w kazZdym
tréjkqoié bisgunowya na dwdch bokach iawolusja
biegunowa jest hiperboliczna, a na trzecim elip~
tyczna, %.j. dwa boki sg siecaznemi, a trsmeci pros-

tq zewnglitang, skad wynika, ze w kazdya tr6jkacis

bieguncwym stozkowej rzesczywistej dwa wisrmchoiki

83 zewngtrzne, a trzeci jemt wewngtrznym punktem

tej stozkowej.

Kazda prosta, przechodzgss preesz punkt we-

wnetrzay stogkowsj rzecaywiste] jest sieczng. -

¥ samej rzeoszy, utwérzmy tréjkat biegunowy, kté-
rego bokami niechaj badgq: prosta » , przechodzs-
ca przez dany punkt wewnqirzny /7 , biegumowa #2
tego punktu i bleguzmowa 22 punkiu prgecigcia
/Y prostyoh ® i 7t , Poniewas biegunowa /72
punktu wewngbtranego /A jest prosly zewngtrang,
wigec oha pozostaie boki /P 17/7 musig byé sless~

aemi,



- 392 -

W podobny sposéb moizpa okazaé, Ze kazdy punkt,

lefacy na prostej zewngtrznej wzgledem stozkowe]

rzeczywistej jest zewngtrzny.

Natomiast proste, wychodzgce z punktu zewngirzne-

go mogs byd sieczne, styczme lub zewngirzne: punkty

lefgqoe na Biecznej mogy byé wewneltrzne, zewngirzne

lub lezed na stozkowe].

Wszystkie proste, przechodzgce przez punkt stoz-
koeej, 84 siecznemi z wyjgtkiem styczmnej /§ 149/;
wozystkie punkty stycznej, z wyjgtkiem punktu ze-
tknigcia, s3 zewnétrzne, bo ich biegunowe sz siecz-

nemi ,

$ 154, Ketoda biegunowych wzajemnych., Zasada dwo-

igtodci w geometrji pZaskiej polega, jak wiadomo

/8 118/-na tem, 26 jezeli prawdziwe jest pewne rzu-
towe twierdsenie geometrji ptaskiej, to musi byé
pramdziwe pewne inne twierdzenie, otrzymane przez
zamiang w tamtem twierdzeniu pojecia: "pnnktﬁ poje-
ciem “prosta" i nawzajem pojeoia "prosta™ pojeciem
"punki®, Uklad biegunowy plaski pozwala urzeozywist-
nid zasade Jdwoistodei, t.J. wykreslidé figure, ktéra
jest wzajemna wggledem danej figury plaskiej, a to
przez zamiang kazdego punktu na jego'biegunowa i kaz-
dej prostej na jej biegun, przez co kazdy punkt i



prosta do siebie nalezgce zostang zastgpions
Przez biegunows i biegun réwniez do siebie nalezg-

ce. Dwie figury w ten sposéb mobie wzajemnie pod-~

porzgdkowane nazywamy biegunowo wzajemnemi. -

Istniejg praytem figury, np. tréjkagty biegunowe,
ktére praystajg do wtasnyoh swych figur bieguno-
wych., Do takiohlnaleéy przedewszystkiem stozkowa
danego ukiadu biegunowego. Jezeli przeto odnajdzie-
my jakgkolwiek rzutowg wiasnodé stozkowej, to sto-
sujgc biegunowosé, ktéfa postuzyta do okreflenia
tej stozkowej,'otrzymamy pewng inng wiassnodé rzuto-
wy toj samej stozkowej. /W ten sposéb zostalo np.
odkryte twierdzenie Brianchona/. Metoda biegunowych
wzajemnych niema bespodredniego zastosowania do |
miarowych wlasnosci figur /réwnodé odcinkéw, katdw
i p6l, prostopadtodé i réwnoleglodé prostych i wo-
géle te wtasnodci, ktére zalezg od elementéw nie~
wtagciwych i od inwolucji prostokatnej/.

$ 155, Trzy rodzaje stozkowych, - Stoskowa nasy-
wa éie hiperbolg, elipsg ;ubAparabolq, zaleZnie od

tego, . czy inwolucja biegunowa na prostej niewtasci-
we] jest hiperboliczna, eliptyczna lub paraboliczna,
t.j. zaleznie od tego, ozy prosta niewlasoiwa jest

Ssieczng, prostg zewngtrzng lub styoczng. Wszystkie

e
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stozkowe urojone /a wiec i dwie proste urojone
sprzgzone/ By elipsami; dwis proste rzeczywiste
néleéy zalicayé do rodzaju "hiperbola™, jezeli te
proste przecinajy sie w punkcie wlagciwym; do ro-
dzaju "parabola", jezeli sg réwnolegie lub zjedno-
czone. Dla dwéch punktdéw rzeczywistycsh lub urojo-~
nysh sprzezonych, ktére s krayws rzgdu serowego,
w tej klasyfikacji niema miejsca, albowiem prosta
niewtadciwa tej stozkowej nis przecina. |

.§ 156. Srodek, érédnica, &symptoty._Bieguﬁ pros-—

tej niewlasciwej mazywa sig drodkiem atozZkowe], a

bisgunowa kazdego punktu niewiasciwego nazywa sigq
§rednicy., Wazystkie érednice stoikowej przechodag
przez jej sSrodek, albowiem bisguny &rednic lezig na
biegunowej drodka, t.j. na prostej niewtadciwej.

Srodak gtozkowej jest pﬁnktém zewnétrznym w hi-
perboli /bo jego biegunowa jest sieczng/, wewngtrz-
nym w elipsite /bo jego biegunows jest prosty 26 ~
wnqtrzng/. W paraboli drodek jest punktem zetknig-
cia sgozkowej z prosty niewladciwg /bo jego bieguno-
wa, t.j. prosta niewlasciwa jeat stycazng do stosko-
wej/. Srodek wige jest punktem wlafciwym w hiperbali
i elipsie, -~ niewlasdciwyn w peraboli, Wszystkie

8rednice paraboli ss rdvaolegie.
P ” g
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Inwolucja Sredric sprzgzonych, t.j. inwolucja
biegunowa dokota érodka jest w perspektywie z in-
wolucjg bieguﬁowa na prostej niewiasciwej /§ 146/
a'wiéc jest ona hiperboliczng w hiperbeli, eliptycz-
ng w elipsie. Prosie podwéjne inwolucji drednio

sprzeszonych nazywajg sig asymptotami, sg one rzeczy-

wiste, odrgbne i wtasciwe w hiperboli, rzecaywiate,
zjednoczone i niewlasciwe w paraboli, urojone
spfzezone w elipsie, 2 okreélenia tego wynika, ze
asymptoty sg to styczne do stoikomej, wyprowadzone
2 jej Srodka; punkty zetknigcia sg to bunkty prze -
cigoia bisgunowej srodka, t.j. prostej niewladciwej,
ze stozkowg /§ 153/. Moglibyémy wigo okre§lié asymp-
toty, jako styczne do stozkowej w purktach, w kté-
rych stozkowa ta jest przecigta przez prostg nie-

wiadciwg. Punkty te nazywamy kierunkami asymptotycz-

nemi,

] hiperboli asymptoty przegradzajg harmonicznie
kazdg pare drednic sprzgionych /§ 138/,

2 dwéch srednic sprzezonych hiperboli jedna jest

Biecgna, & druga prosty zewnetrzng., W samej rzeozy,

dwie frednice sprzezone wraz z prosts niewladciwg
‘tworzg tr6jkat biegunowy; otéi wiadomo, se jeden

2 bokéw kazdego tréjkata biegunowego zawsse jost



- 396 ~

proatg zewnétrzna, a dwa 83 siecznemi /§ 152/.
Poniewaz prosta niewiadciwa jest wzgledem hiperbo-
1li siecszng, wiéc z dwéch pozostalych bokéw jeden
musi byd sieczng, a drugi prdsta zewnétrzna.
Poniewaz érodek elipsy jest punktem wewnétrznym,

wiec wazystkie drednice elipsy sg siecznemi,

Odcinek siecznej, zawarty migdzy punktami prze-

cigcia jej ze stozkows, nazywamy cigciwg stoikowg.

Jezeli nie zachodzi obawa dwuznaoznodci, to cigoi-
we przechodzscg przez drodek, t.j. lezacy na sred-
nicy, réwniez nazywamy érednicg. Lepiej wszakie
nazywaé jg cigoiwg grodkows.

§ 157, Wiasnodci harmoniczne bieguna i bisguno-
wej. Niechaj bgdzie punkt / , nie lezgcy na
stoskowej, i jego biegunowa #z /rys.R79/. Przes

punkt /7 popro--
wadimy jakgkolwiek
sieczng 2z ; inwo-
lucja bisgunowa

na te} prostej

jest hiperboliczna
/8 152/, a punkty
podwéine tej inwo-

lucji 7 1 B s4

Ry 279,
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to punkty przeciecia siecznej 72 ze stoskowy;

otz wiemy /§ 138/, ze punkty podwéjne inwoluoji
hiperbolicznej przegradzajg harmoniocznie kazdg pa-.
r§ punktéw sprzezonych. Jedng z takioch par stanowig
punkty # i A , z ktéryoch pierwszy jest biegunenm,
a drugi lezy na jego biegunowej. Stgd twierdzenie:

Biegunowa jest miejscem geomezryoznen punkt éw

8przezonych harmonicanie z biegunem wzgledem punktéw

®» ktérych sieczne wychodzgce z biegupa przecinajg

stozkows,.

/Stosujgo do tego twierdzenia zasadé dwoiatodol
znajdziemy twierdzenie wzajemne:

Biegun jest punktem spotkania prostych sprzéﬁo—

Lyoh harmonicznie z biegunowy wzgledem styoznych,

Wyprowadzonyck do stozkowej z punktéw zewnetrznych

biegunowej/.

Jezeli wigo z danego punktu poprowadzimy
dwie jakiekolwiek sieoczne 72,72 i na kazdej 2 nioh
wyznaozymy punkt /4 | sprzezony harmonicznie z
Punktem /7 wzgledem punktéw # i 5. , w ktéryoh
ta sicozna przecina stozkowg, to prosta AN bé-
dzis biegunows 22z punktu /7 , Jezeli punkt /7
jest zewnétrzny, to jego biegunowa sz przecina
8toikows w punktash .5, S , ktére sa punktami
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zetknigoia stycznych o , o, wyprowadzonych do
stozkowej =z bieguna A /rys.R78/.

Jezeli punkt /7 jest punktem niewlasciwym
/rys,280/, to jego biegunowa jest Srednicy, siecz-
. ne wychodzgoce z punktu A~ 83 wéwozas réwnoleg-
te; punkty A, ¥ sprzééone harmonicznie & punktem

N s érodkami ciéciw AB, AB,.. ., A wigo:

Srqﬁki cigoiw réwnoleglych lezg na Srednioy..

"Cigeciwy te sg sprzgione ze srednicy, bo prgzecho-
dzg przez biegun srednicy, ktéry jest kierunkiem
tych cigciw,

| Kazda Srednica

dzieli cleciwy z nia

Ssprzezone na polowy.

Stagd wynika, ze
kazda srednica jesat

dla astozkowej osmig

symetrji /wogéble
ukoénej/.
Wéréd cieciw sprzq-

2onych z dang Sredni-

cg znejduje sig takse
édrednioa. Poniewsaz

ka2de dwie Srednice



- 399 -

przecinajg sig w &rodku stozkowej, wiec

drodek stozkowei dzieli kazda cisciwg Srodkowsg

na _polowy. Jest to zatem érodek symetrji stozkowej.

Dwie Srednice sprzeZone majg te wlasnodé, zZe

katda z nich dzieli cigoiwy réwnolegle do drugiej

na- poiowy.

Styczne w kofcach drednicy sg réwnolegie do

oieciw 2 nig spfzqﬁonyoh. Opierajac sig na tej

ostatniej wiasnodci, wyznaczyd mozna punkt zetknig-
cia na stycznej, poprowadzonej do wykreslonej stos-
" kowej. Jest to punkt, w ktérym te styoczna przecina
prosta, 1aczgca srodki dwéch jakichkolwiek cieciw
do stycznej réwnolegiych. '

§.158, Osie i wierzcholki, Srednica prostoﬁgdla

do proatych z nig sprzgzonych nazywa sig osijy;

jest to wiec dla stozkowe] oé sym;trji prostokgtnej.
W elipsie i hiperboli osig jest kazda z dwéch Sred-

- nio sprzgzonych wazajemuie prbstopadlyoh; hiperbola
me zawsze dwie osie; elipsa ma dwie, albo nieskoﬁ-
czenie wiele kK gdyz /§ 145/ w inwolucji eliptycznej
dokota punktu albo wszyéikie pary prostych sprae-
zonych sg prostokgtne, albo tylko'jedna. Osie elip-
8y i hiperboli moga byé wykreslone, jezeli dane sg

dwie pary Srodnic sprzgzonych. W szozegblnodci osie
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hiperboli sg dwusiecznemi katdéw pomigdzy asympto-
tami,

Punkty, w kiéryoh oé przecina stozkows, nazywamy
jej wierzcholkami.‘Gdy nie zachodzi obawa dwuznacz-
nodcl, to odcinek osi, zawarty pomiedzy rzeczywis-
temi wierzcholkami naziwamy réwniez osig, lepie]
wszakze nazywaé ten odcinek cigeiwg osiowg. W elip-~
sie kazda srednica, a wiéc i kazda o8, przecimna
stozkowg w punktach rzeczywistyck; elipsa posiada
zatem 4 wierzchotki rzeczywiste /élbo nieskorczenie
wiele/; wigksza z cigoiw osiowych elipsy nazywa sie

wielka, mniejasza malg osig elipsy. W hiperboli jed-

na tylko o8, zwana poprzeczng, przecina stozkowg
w punktach rzeczywistych, hiperbola posiada zatem
2 wierzcholki rzeczywiste i 2 urojone sprzesone.
Parabola posiada jedng tylko o6 wladoiwg i jedsn
wlagoiwy wierzcholek; za drugg 06 naleiy uwasaé
prosts niewtadciwg, ktéra jest Srednicg sprzezona
s 03ig wlafciwg.

§ 159. Kolo jako stoikowa. Okazemy teraz, e
91;;;;, w ktérej inwolucje biegunowa dokota §rodka

jest prostokgtna, jest kolem. Niech # i B bedg
dwoma punktami takiej elipsy. Srednica prostopadla
do cigeiwy A B jest 2z nia sprzgiona, a wige jg



SRR

dzieli na polowy. Tréjkat 04 B /rys.281/ jest
réwnoramienny, gdyz jego wysokodd jest zarazem
Srodkows, skgd wynika 04 =05 Wazystkie
punkty tej elipsy ag zatem jednakowo odlegls od
érodka; elipsa ta jest wige kolem. Kazde dwie Sred-
nice wiajamnie prostopadie é&'sprzqzone; kazda dred-
nica kota jest jegd osig, kazdy punkt kola jest je-!
| go wierzcholkien.

- Proste podwéjne inwo-
lucji érednic sprzezornych
t.). urojone asymptoty
kola s3 prostemi jedno-
rodnemi /§ 140/. Wazyst-
‘kie kola leéﬁoo w jednej

VR 8 :
Rys. 2 ptaszczyfnie przechodzg

przes punkty kolowe tej
ptaszcazyzny /§ 140/; kolo mose byé okreslone rzuto-
wo,Ajako stozkpwa przechodzgca przez punkty kolcws.

Rod okreflenie "ké1" podpadaja przeto réwnies
te wszystkie stozkowe urojome, w ktérych inwolucis
dokola rodka jest prostokatna, przschodzg one bo-
.wiem réwniez przez punkty koXowe. Mogg ons byé ckres-
lone np. prses tréjkat biegunowy O 4, 7z /rys. 282/,

(o)

ktérego jeden bok A, ° A

- jeat prosta niowladci-

O Ve A e e s a—-

GEOMETRTIA WYZREQTNA R+ 172 Arkuazr 28.%w
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wa, s dwa inme 8g wzajemmie prostopadle, oraz przez
biegun 5 ibiegﬁnowq b prostopadlsg do 025
lecs nie przenikajaca do dwiartki, w ktérej lezy
punkt B . Proste jednorodne naleiy uwazaé za kolo
gwyrodniale, .

§ 160. Hiperbola réwnoboozna, Hiperbola, w kté-

‘rej inwoluOJa érednlc Sprzqzonych jest symetryczna
l/§ 148/ nazywa sig réwnobooznq, jej asymptoty sg
dwusiecznemi katéw
dwéch jakichkolwiek

Pl drednic sprzeiomyoch,

TAG”,

E o' T a wigo 85 wzajemnie

g prostopadle /ryas,283/;
| %§\ jej osie, jek w kazdej
\ - sressts hiperboli, s

-

dwusieoznemi katdéw
migdzy asmptotami. -
Hiperbola r&wnoboczna
jest stozkowg z wielu
wzgleddéw analogiozng

do kola, |

| g 161l. Czworokgt zu-
peiny wpisany w sioiko-
wg i caworobok supelny
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opisany na stozkowej. Niechaj wierzcholki czworo-
kata zupelnego 4,5, A. B. leig na stozkowsj
/rys.284/, Potzozmy punkty przekgtme M, VL P,
Powiadam, ze tréjkat M/VP jest biegunowy.

W samej rzeczy, kaidy bok tego tréjkata jest
bicgunows przeciwleglego wierzchotka, (Okazemy np.
ze bok N/ jest biegunowg wierzcholka /7 ¥ tym
celu wystarczy dowiedé, ze punkt /7, jest sprzezo-
ny harmonicznie z punktem /7 wizgledem punktéw 2,
i Az , a punkt /7, wzglédem B, i B. . Zeuwasmy

ogworabok zupelny o bokach .58, B A, HF. 5.
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i PB:A , ktérego przekstnemi sg A Hus B Bed
NP ; w ozworoboku tym punkty przeoiécia preekat -
nej A, A, z przekagtnemi 5.5, 1 N7 8 apragzo-
ne harmonicsnie wzglédem wie rzcholkéw, le2acych na
A, A /7§ 124/, t.j. punkty M i M, przegradsa-
jg harmoniosznie punkty #Z, 1 /4. , podobnies punkty
przecigoia przekatnej 5. 5. z praekgtnemi 4.4
i VP ay aprzézone harmonicznie wzgledem wiers-
ocholkéw, lezgoych na B, B2 t.§. p\inkty Vi R T
przegradzaja;'h'z;.'rmonicznie? punkty B. i B, o.b.d.qd.
Tak wigo memy twierdzenie:

Tréjkat, ktérego wie rzacholtkami s3 punkty prse-~

katne caworokgta znpélnegp, wpisanego w stoikowg,

Jest tréjkgtem biegunowym.

Jozeli Jednym £ trzech punktéw przekatnyoh c2W0~
rokgte wpisanego jest §rodek gtozkowej, te dwa po-~
zostale punkty przekatne sg kierunkami érednio
sprzééonyoh. Stad wniosek: Ramiona kata wpisanego

opartego na drednicy stozkowej majg kierunki dred-

nic sprzgzonych /rys.285/. Na tem mozna oprzeé wy-

kredlenie pary drednic sprzeiomych, jezeli dana
jest np. jedna of 1 jeden punkt stozkowej.
Zupeinie tak msamo moglibydmy na zasadzie dwoistosd

ol dowiedé twierdzenia wzajemnego, ktére brzmi:
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Tréjkat, ktdrego

bokami 85 przekygtne

czworoboku zupeine -

go, opissnego na
Btoskowej, jest tréj
katen biegunowym
/rys.286/.

Jozeli z trzech

przekainych ozworo-
boku opisanego jedna

jest prostg niewlad-

2yS. 286.

Clwg, t.j. jedeli cazwordbok opisany jest réwncles? o

bokiem, to dwie pozostale przekatne sg Srednicaui
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sprzqzonemi /rys.287/. Na tem polega sposéb wykred -

lenia pary srednic sprzgionych jakiejkolwiek wy-

kredlonej stoskowej.

$ 162. Wyznaczenie bie-
guna i biagﬁnoﬁej wzgleg - -
dem wykreslonej stozkowej
/np. wzgledem kolaf;: -
W zadaniach tyoh przypus-

oimy, ze stozkowa jest
wykreslona, t.j. 2e moze-

my z nalezyta dokzadnos -

cig bezposrednio wyzna-
ozyé punkty przecigcia -

- jakiejkolwiek siecznej

z¢ stoikowg oras poprowadzié z kazdego punktu ze-
wnétrznego do niej obie styczne. Natomiast praypusz-
ozemy, iz poprowadzenie stycznej w danym punkcie
wykredlone}] stozkowej i wyznéozenie punktu getknig-
oia danej styoznej s takg stozkows naleis do zedaf,
ktdrych begpodrednio 2z nalezytyg dokladnodocig rozwig-

‘286 nie umiemy. _
Riech bedzie punkt / /rys.288/, nie leigcy na

stozkowej; aby wykredlié jego biegunows, Browadéimy

¢ niego dwio jakiekolwiek sieczne, ktére niechaj
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przeclnaaa stozkowq w punktech 4,

wierzcholka, Jezell punkt

289/, to punktyzetknigecia

Rys 289.

i4,, B/ § 5
[} ozworokaoie zupe!nym
A.B, A B, punkt M jest
jednym z punktéw przekat-
nych; 2gczgc 7.5, i 4. 5
oraz A:B: i HsB, gy.
znaczymy dwa pozostaie
punkty przekgtne & i 7,
prosta P jest biegu-
nowg punktu A |, gdyz
kazdy bok tréjkgta biegu-
nowego MNP jest blegu-
nowg przeciwlegtsgo mu

M

stycanyoh ¥ i Z g nie-

jest zewngtramy /rys.

go wyprowadzonych g5 punk-
tami, w ktéryoh biegunowa
punkta /7 przecina stoi-
kowg /§ 152/. Wykredlenie

~ powyisze daje przeto w tym

przypadku rozwigzanie za-

dania: Wyznaczyd na dansj

atyczﬁgj 7 4o wykregla-

nej stozkowej jej puakt
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‘zetkniqqiu %z tg stozkowgy.
' Niech bedzie prosta 772 /rys.290/, ktéra nie
jest styczng do stozkowej; aby wyznaoczyé jej bie-

gun obieramy na niej
dwa punkiy zewngtrsne
C, i C: 4 prowadzi-
| Imy z nich styozne «.
§ @ - O BRBE |
W czworoboku mipélnyu
 a. b ax b, prosté m
jest jedng z praekat-

nych: 150230 wierzchol.
ki D, § Do, Z, § £

otrzymemy dwie pozo-

Rys. 290

stale przekatne 72 i » ; ich punkt przeciscia

M jest biegunem prostej #zz , gdys kaidy wierz-
cholek tréjkata biegunowego o bokach 72,722 i 7
jest biegunem przeciwléglego mu boku. Jezeli pros-
ta 7272 jest siecang /rys.291/, to styosne w
punktach przecigoia jej ze stoztkows 5 i 7 praze-
cinajq'ailq w biegunie ‘prostej ne /§ 152/. ¥Wykres-~
lenie powyZsze daje przeto w tym przypadku roswig-
zanie zadania; W danym punkcie 5 wykreélons;
" stozkowej wykreslié do niej stycsns. '
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§ 163. Twierdzenie. Stozkowa jest wyznaczons

—_—

praes 4 swoje punkty i styczng w ednym 2 nich,

albo przes 4 swoje stycsme i punkt zetknigcia na

jednej z mnich,
Niechaj bedg 4 punkty 4, B, € i D [rys,
292/, & ktérych 2adne 3 nie leig na jednej pros-

tej i prosta <« , przechodzzoa przez punkt Ais
Tréjkat praekgtay /Y /7 czworokata zupelnego
ABCD wraz s punktem /7 i styczng & wy-
Znacza. uklad biegunowy, dla ktérego ten tréjkgt
jest tréjkatem biegunowym, a prosta < jest bie-
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