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F £ R S P E K T I l A . 

ROZDZIAŁ n i l , PROSTA. PUNKT I PŁASZCZYZNA. 

§81 Punkt główny i koło oddalenia. Niechaj będzie 
płaszczyzna rzutów P i punkt 0 na n i e j nie leżący 
zwany środkiem rzutów. /Rys.175/. Płaszczyznę rzutów 
P uczyńmy płaszczyzną rysunku, aby położenie środ-

ka rzntów 0 było względem t e j płaszczyzny wyzna
czone, niechaj będzie dany jego rzut prostokątny 0 
na tę płaszczyznę oraz odległość d punktu 0 od 
n i e j . 
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Obierzmy zatem /Rys, l?6/, : na^łaszczyźni e rysunku 
punkt 0^ zwany punktem głównym-•,i z tego punktu j a -
ko środka, promieniem"równym odcinkowi d /cddale-
n i e / zakreślmy koło, które nazywać będziemy kołem 
oddalenia. Gdy dane jest koło oddaleni?, to wyznacz
my środek rzutów 0 , wystawiając A środku 0̂  kcła. 
prostopadłą do iego płaszczyzny i . odmierzając na n i e j 
w kierunku oka promień koła oddalania d . 

§82, Promieni o i płaszczyzny rzucające.. Każda 
prosta wychodząca ze środka rzutów. 0 nazywa się 
promieniem rzucającym. Punkt M /Rys,175 i 176/ , 

w którym promień rzucający jakikolwiek p r z e b i j a 
płaszczyznę rzutów P , nazywa- się siadem promienia 
rzucającego. Prosta OyF j e s t rzutem prostokątnym 
promienia rzucającego OM , kąt Ô M 0 ss jU j e s t 
zatem nachyleniem promienia rzucającego do płasz
czyzny rzutów, Jeżeli dane j e s t koło oddalenia i ślad 
promienia rzucającego, to wyznaezymy-nachylenie jego 
yVL • wykreślając prawdziwy kształt i wielkość trój
kąta prostokątnego 0i M 0 . Możemy aobie przytem 
wyobrazić, że trójkąt ten przez obrót dokoła Ol M 
przewrócony zostanie napłaszczyznę rzutów. Aby go 
wykreślić s tym położeniu wstawiamy w punkcie Oj 
promień koła oddaleni* prostopadły do 0-, M. i łączymy 
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jego koniec z punktem M , kąt 0^ M (°) 
je s t nachyleniem jM> promienia O M do płaszczyzny 
rzutów P . Wszystkie promienie rzucające, których 
ślady M znajdują się na okręgu koła spółśrodkowego 
z kołem oddalenia, mają to samo nachylenie v# do 
płaszczyzny rzutów, nachylenie to należy bowiem, jak 
to wynika z powyższego wykreślenia, jedynie od odle
głości punktu M od punktu głównego 0-̂  . Jest ono 
większe od 45° , gdy punkt M znajduje się wewnątrz 
koła oddalenia, równe 45° , gdy ten punkt znajduje 
się na okręgu koła oddalenia, mniejsze od 45° , gdy 
punkt M leży nazewnątrz koła oddalenia. 

Każda płaszczyzna przechodząca przez środek rzutów 
0 nazywa się płaszozyzną rzucającą. Prosta m , we
dług której płaszczyzna rzucająca przecina płaszczyz
nę rzutów P , nazywa się śladem płaszczyzny rzuca-
jącej /Rys.177 i 178/, Z punktu głównego 0^ spuśćmy 
prostopadłą O^H na m i połączmy spodek j e j H ze 
środkiem rzutów 0 , na zasadzie twierdzenia o 
trzech prostopadłych prosta 0 H j e s t prostopadłą 
do śladu m , j e s t to zatem l i n j a największego^ 
spadku płaszczyzny rzucającej, a kąt 0^ H 0 SB JH 

j e s t kątem linjowyra kąta dwusiecznego między płasz
ozyzną rzutów i płaszczyzną rzucającą. Kąt ten wy-
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kreślimy z łatwością, kreśląc prawdziwy kształt i 

Ryj. 177 

>"1 

o, 
--o 0 

wielkość trójkąta pro
stokątnego 0-j_ H 0 * 
Możemy sobie przytem 
wyobrazić, że trójkąt 
ten, obraoając się 
dokoła 0-̂  H , przewró
cony zostanie na płasz
czyznę rzutów. Przez 
punkt główny 0^ pro
wadzimy zatem dwie 

7?yj. 179 proste: jedna 0^ H 
prostopadła, druga 0-^(Qj równoległa do śladu m, 
poozem łączymy spodek prostopadłej H z końcem /O/ 
promienia leżącego na równoległej, kąt. 0^ H (0)xyll 
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je s t szukanym kątem dwuściennym t . j , nachyleniem 
płaszczyzny rzucającej 0-m do płaszczyzny rzutów P„ 
Nachylenie to jest zależne jedynie od odiegłośai 
śladu m od punktu głównego 0-̂  ; wszystkie zatem 
płaszczyzny rzucające, których ślady są styczne do 
tego samego koła spółśrodkowego z ̂ ołem oddalenia, 
Kają to samo nachylenie. J e s t ono większe od 45° f 

równe 45° , lub mniejsze od 45° , zależnie od t e 
go, czy to koło j e s t mniejsze od koła oddalenia, 
p r z y s t a j e do niego lub też j e s t od niego większe.. 
Inaczej mówiąc { płaszczyzna rzucająca j e s t do płasz
czyzny rzutów nachyloną pod kątem większym od 45°, 
równym 45° lub mniejszym od 45° , zależnie od t e 
go, czy j e j ślad przecina koło oddalenia w dwóch 
punktach różnych, j e s t styczny do koła oddalenia lub 
tego koła nie przecina. Płaszczyzny rzucające, któ
rych ślady przechodzą przez punkt 0^ , są prostopa
dłe do płaszczyzny rzutów P 

Z pośród płaszczyzn rzucających na szczególną uwa
gę zasługuje płaszczyzna R /Rys.179/ równoległa do 
płaszczyzny rzutów P ; j e s t to tak zwana płasz-
czyzna z n i k a n i a , j e j ślad r j e s t prostą niewłaściwą 
płaszczyzny P 

§83. Rzut Środkowy punktu i p r o s t e j . iJiech będzie 
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jakikolwiek punkt p r z e s t r z e n i L , różny od punktu 
i 

0 . /Sflad A 1 promienia rzucającego 0 A nazywa 
się rzutem środkowym punktu A . Stąd wynika, że 
każdy punkt p r z e s t r z e n i A /z wyjątkiem środka r z u 
tów 0 / wyznacza swój rzut środkowy A' , natomiast 
rzut środkowy A1 punktu A nie wyznacza tego punk
t u , wszystkie bowiem punkty promienia rzucającego 
0 ką mają ten sam rzut środkowy A' , 

Niech będzie jakakolwiek prosta p r z e s t r z e n i a , 
nie przechodząca .przez środek rzutów 0 .. Siad a' 
płaszczyzny rzucającej 0a nazywa się rzutem środ
kowym prostej a Jeżeli prosta przechodzi przez 
środek rzutów, t . j . jeżeli jes t prostą rzucającą, 
to rzutem j e i j e s t punkt, a mianowicie ślad t e j pro
s t e j rzucającej. Y? każdym przypadku prosta wyznacza 
swój rzut środkowy, natomiast rzut środkowy a' pro
s t e j a nie wyznacza wogóle t e j p r o s t e j , wszystkie 
bowiem proste płaszczyzny rzucającej 0-a' mają ten 
sam rzut środkowy a' . Wyjąte/Ć stanowią jedynie pro
s t e , których rzut j e s t punktem, t a k i rzut wyznacza 
bowiem prosta rzucająca, której j e s t śladem. 

Jeżeli, punkt k leży na prostej a , to rzut A* 
tego punktu leży na rzucie a 1 t e j p r o s t e j . Ale nie 

GEOMETRIA WYKRESLNA 1173. Arkusz 14-ty-
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nawzajem, bo jeżeli rzut punktu k leży na rzucie 
p r o s t e j a , to można stąd wnosić t y l k o , że punkt 
A leży w płaszczyźnie rzucającej prostą a. 

Rzutem każdej p r o s t e j , leżąoej - płaszczyźnie z n i 
kania R , j e s t prosta niewłaściwa r płaszczyzny 
rzutów P ; rzutem każdego punktu leżącego w płasz
czyźnie z n i k a n i a , j e s t punkt leżący na prostej r , 
ta okoliczność tłomaczy nazwę "płaszczyzny z n i k a n i a " , 
gdyż rzuty wszystkich f i g u r leżących w t e j płaszczyź
nie leżą na prostej niewłaściwej płaszczyzny rzutów, 
t . j . jak się czasem mówi, "znikają" w nieskończoności. 

§84. Odwzorowanie prostej zapomooa j e j śladu i 
punktu zbiegu. Widzieliśmy, że rzut środkowy punktu 
nie wyznacza tego punktu; aby więc punkt wyznaczyć, 
trzebct by o nim posiadać inną jeszcze wiadomość, up. 
znać odległość jego od swego rzutu. W szczególności 
wyznaczone będą przez swoje rzuty te punkty, o któ
rych wiemy, że leżą w płaszczyźnie rzutów, albo w 
płaszczyźnie niewłaściwej, Pierwsze, które oznaczać 
będziemy l i t e r a m i Ś, S - i'tSofS0 ł przystają do swoich 
rzutów, rzuty drugich oznaczać będziemy l i t e r a m i 

Q', QJ y 0.3 . Otóż każda prosta właściwa ma j e 
den punkt w płaszczyźnie rzutów, zwany śladem g , 
oraz jeden punkt w płaszczyźnie niewłaściwej, zwany 



kierunkiem O.. 

Ślad i k i e r u 
nek, jak wogó-
l e każde inne 
dwa punkty, 
wyznaczają pro-
stą4 Widzimy 
zatem, że każda 
prosta będzie 
wyznaczona 
przez rzuty 
S i O.' tycb 
dwóch swoich 

punktów. Punkty S 
i # jako rzuty punk
tów pros t e j a , mu
szą leieó na j e j rzu
c i e a 1 , który zaten 
j e s t przez te dwa 
punkty wyznaczony. 
Punkt S j e s t punk
tem p r z e b i c i a płasz-
ozyzny rzutów P pro
stą daną a /Rys.180 
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punkt Q t jako rzut punktu niewłaściwego prostej 
& , j e s t punktem, w którym równoległa do ^ , 

prz«z punkt O poprowadzona, p r z e b i j a płaszczyznę 
rzutów. Nawzajem punkty /f i wyznaczają prostą 
& : j e s t to równoległa do O poprowadzona 

przez punkt . Punkt nazywamy punktem 
zbiegu prostej Cc , możemy zatem powiedzieć, że 
prost?i j e s t wyznaczona przez swói ślad J i swój 
punkt zbiegu Q' Myjatok stanowi ten przy
padek, gdy ślad i punkt zbiegu, przystając do s i e 
bie leżą w nieskończoności, prosta a jest wtedy 
równoległą do P i przez swój rzut a' nie j e s t do
statecznie wyznaczoną /§83/ 0 Gdy punkty S i Q 
przystają do s i e b i e , ale nie leżą w nieskończoności, 
prosta a j e s t rzucającą. 

§85. Odwzorowanie punktu. Aby teraz wyznaozyó po
łożenie punktu A .którego rzut A1 j e s t dany, po
prowadźmy przez A jakąkolwiek prostą a i wyznacz
my j e j ślad S i punkt zbiegu Q . /Rys.180 i 181/, 
Trzy punkty 3 , Gi i A1 wyznaczają punkt A , 
albowiem wyznaczają prostą a i prostą 0 A1 , któ
re leżąc w płaszczyźnie rzucającej prostą a , wyzna
czają punkt przecięcia A tych dwóch prostych. Tak 
więc punkt p r z e s t r z e n i A będzie wyznaczony przez 
swój rzut Ar oraz ślad S i punkt zbisgu Q' pro
s t e j , na której leży. 
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Trzy płaszczyzny; płaszczyzna rzutów P , płasz
czyzna niewłaściwa O. i płaszczyzna z n i k a n i a H , 
wyznaczają na każdej prostej t r z y punkty S , • i 
R , które są zjednoczone t y l k o na prostych równole
głych do P „ Z wyjątkiem tedy tych prostych każda 
prosta zostanie podzieloną, przez płaszczyzny P , O. 
i R na t r z y części , z których 
o s t a t n i a j e s t skończoną, dwie zaś pierwsze są n i e 
skończone. Rzuty tych trzech części są to odcinki 
$Q' , Q £' i RS i z tych pierwszy t y l k o j e s t 

skończony, Punkty, które leżą między. £ i Q , t . j . 
punkty leżące d l a widza, którego oko znajduje się w 
środku rzutów, za płaszczyzną rzutów, mają swe rzuty 
na odcinku £Q : punkty leżące mi ędzy i & t . j . 
za widzem mają swe rzuty między punktami & i R 
t . j . poza punktem zbiegu # , wreszcie punkty leżące 
między R i £ , t . j . między widzem i płaszczyzną 
rzutów,, mają swe rzuty między punktami Jł' i £ , t . j 
przed śladem £ , Teoretycznie rzeczy biorąc, punkty 
wszystkich tych trzech rodzajów równie dobrze są wy-
znaozone przez swoje rzuty na pro s t e j £ @ ; jeżeli 
jednak dbaó chcemy o to, aby rzuty punktów i prostych 
czyniły na widzu, którego oko jes t umieszczone w ćrod 
du rzutów, wrażenie punktów i prostych, od których 
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pochodzą, to jedynie punkty, których rzuty znajdują" 
się na odcinku +> Q uczynią zadość temu wymaganiu. 
Płaszczyznę rzutów obieramy bowiem na odległości 
najwyraźniejszego widzenia od środka rzutów /około 
£5 om./, niektóre zatem punkty leżące między okiem 
a płaszczyzną rzutów będą leżały zbyt b l i z k o oka, 
aby mogły byó wyraźnie widzianej punkty zaś znajdu
jące się za okiem zgoła widziane byó nie mogą. Tak 

więc będzie wskaż anem 
J"~c?/&0 obierać w t a k i sposób 

płaszczyznę i środek 
rzutów, aby f i g u r a 
przestrzenna, którą 
odwzorować pragniemy 

Kyj. 18Z znajdowała się za 
płaszczyzną rzutów, 

Oczywiście nie da się często uniknąć, aby pewne po
mocnicze punkty wypadły w jednym z dwóch innych -ob
szarów, na które przestrzeń została podzieloną 
przez płaszczyzny P , O. 

Go się tyczy prostych równoległych do płaszczyz
ny rzutów, to ponieważ 41ad i punkt zbiegu t a k i e j 
p r o s t e j są zjednoczone w nieskończoności /f>84/, 
więc d l a j e j wyznaczenia potrzeba innego j e j punktu 
k . /&•»*$&&'«/Oprócz rzut u a ł t a k i e j prostej 



trzeba podać ślad Śt i punkt zbiegu Q, prostej ja
kie j k o l w i e k #/ , która ją przeoina. 

§66, Odwzorowanie płaszczyzny zapomooą j e j śladu 
i prostej zbiegu. 

Są wszakże dwa rodzaje prostych, wyznaczonych do
statecznie przez swoje rzuty: proste leżące w płasz
czyźnie rzutów P i proste leżące w płaszczyźnie Q , 

t , j . proste 
• 

niewłaściwe.. 
Pierwsze mają 
ślady nieozna
czone, punkty 
zbiegu niewłaś 
ciwe, drugie 
mają punk:ty 
zbiegu n i e o z 
naczone, a 
ślady niewłaś
ciwe. Z pro

stych tych obu rodzajów korzystamy d l a odwzorowania 
płaszczyzn. 

Na każdej płaszczyźnie $ i s t n i e j e prosta ^ 
przecięcia z płaszczyzną rzutów, c z y l i ślad, oraz pro 
ata niewłaściwa <jf , c z y l i ustawienie t e j płaszczyzn; 

Myj, 1*3. 
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Ryt. y/^. 

Rzut pierwszej prostej przystaje do n i e j ; aby o t r z y 
mać rzut drugiej c z y l i 
prostą zbiegu /kraniec/ 
(jf, płaszczyzny £ , 

trzeba poprowadzić pła
szczyznę rzucającą rów
noległą do $ /Rys<l83/ 
ślad t e j płaszczyzny 
rzuoająoej będzie pro
stą zbiegu płaszczyzny 

JS . Siad i prosta 
zbiegu ^ płaszczyzny 

są oczywiście równoległe. Nawzajem, dwie proste 
równoległe -4 i ^ płaszczyzny rzutów /Rys,184/ wyz
naczają płaszczyznę jS ; będzie to mianowicie płasz
czyzna poprowadzona przez <f równolegle do płaszczyz-
ny Of\ 

Jeżeli proste "3 i y są zjednoczone, to płasz
czyzna j e s t rzucająca, t . j . przechodzi przez środek 
rzutów O ; wyjątek stanowią jedynie płaszczyzny, 
których ślady i proste zbiegu są zjednoczone w n i e 
skończoności; są to płaszczyzny równoległe do płasz
czyzny rzutów. Dla i c h wyznaczenia potrzeba podać j e 
den ach punkt j a k i k o l w i e k , leżący na prostej p r z e b i -
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ja.jącej płaszczyznę daną 

ROZDZIAŁ IX. ZA GA DNIENIA POŁOZS1IIA... 

f 87. Prosta leżąca w danej płaszczyźnie Jeżeli 
prosta leży w płaszczyźnie ^ ^ , to j e j 
ślad Ś leży ńa si a d z i e $ a punkt zbiegu na 
prostej zbiegu płaszczyzny. Aby więc w danej pła
szczyźnie <J poprowadzić prostą jakąkolwiek, Wy

starczy obrać na śladzie & dowolny punkt £ , a ńa 
prostej zbiegu <f' dowolny punkt Q ; prosta $Q' 
będzie leżała w płaszczyźnie $ . Aby przez prostą 
$ Q poprowadzić płaszczyznę jakąkolwiek, wystarczy 
przez $ poprowadzić dowolną prostą 4 > a przez 0. 
prostą do n i e j równoległą , płaszczyzna <Jy bę
dzie przechodziła przez prostą Są'. 

§88. Prosta przecięcia dwćch płaszczyzn danych. 
Wiech będą /Rys. 185/ dwie płaszczyzny <fł i ?*> 
mamy znaleźć i c h prostą przecięcia. Ponieważ prosta 
szukana je s t wspólna obu płaszczyznom, więc j e j ślad 

<H musi byó punktem wspólnym obu śladom i , a 
punkt zbiegu # punktem wspólnym obu prostym zbiegu 
Qt -O . Zauważmy, że d l a rozwiązania tego zadania 
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nie korzystamy 

-5W. 

koła oddalenia. 
W zadaniach t e j ka-
t e g o r j i , zwanych 
zadaniami położenia, 
będziemy odtąd opu
s z c z a l i koło odda
l e n i a , stwierdza
jąc przez to, że 

rozwiązanie tych zadań wyda się p oprawne ni d l a oka u-
mieszczonego gdziekolwiek w p r z e s t r z e n i , 

§89. Punkt p r z e b i c i a płaszczyzny prostą. Niech bę-
dzie /Rys. 188/ płaszczyzna <f $ i prosta, w n i e j nie 
leżąca . Aby wyznaczyć punkt p r z e b i c i a płasz-

, poprowadźmy przez tę 
ostatnią płaszczyznę 
jakąkolwiek <f/ jt, . 
W tym c e l u prowadzi
my przez prostą 
dowolną <7/ , a 
prsea •* prostą do 
n i e j równoległą ^. 
Wyznaczmy prostą 

s 

czyzny <? ̂  prostą 

186. 
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według której płaszczyzny f i -pi$f się przecinają 
punkt przecięcia t e j prostej z daną prostą /$ Q bę-

•'"* n 
dzie rzutem szukanego punktu n 

§90, Proste przecinające się. Jeżeli dwie proste 
się przecinają, to 
wyznaczają wspólną 

\QjL_ płaszczyznę; ślad 
\ 

ar 

t e j płaszczyzny łą- • 
czy ślady danych pro-

^ 3 stych, a prosta z b i e -
Xjyf gn płaszczyzny łączy 

punkty zbiegu tych 
\ rt> prostych; wiemy jus, 
\ że ślad i prosta 
\ zbiegu płaszczyzny 
\ w muszą byó równoległe, 

j A V?* 
\ \ Tak więc warunkiem 
jiys. 7#8. 'koniecznym i dosta

tecznym .przecinania się dwóch prostych 
JS,• Q; t /$% Qz /Rys, 18?/ j e s t ten, aby prosta , 
która łączy punkty zbiegu &/ i @z była równoległa 
do pros t e j -3 , która- 'łąoay ślady jS/ i Sz tych 
P rostycn. 

Wen win ii mji j n niiiiTe _ (imn i j r r y p n dfr 1 szczególne : 

file:///QjL_
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1/ Odcinki // <?/ i ^ są równe, równoległe 
i w te Bame zwrócone strony /Rys.188/, Ponieważ wtedy 
proste ? X fz i $ = <?/^ będą równoległe, więc 
prostej/,0/ i Sz Qz się przecinają. Rzut punktu 
i c h przecięcia j e s t punktem niewłaściwym, zatem sam 
punkt przecięcia leży w płaszczyźnie znikania 
1 nawzajem, jeżeli punkt przecięcia dwóoh prostych l e 
ży w płaszczyźnie znikania P , to odległość punktu 
obiegu od śladu na obu rzutach sa równe i rzuty te są 

równoległe, 
vffif 2/ Rzuty a/ 

-i/. 
' , s y a. v 

i OL z obu prostyoł 
/K leżą na t e j samej' 

3 J \ ~ P u s t e j , t . j . c z t e 
ry punkty ^ , 

leżą na 
prostej /Rys. 189/ 

Proste się przecinają albowiem leżą w t e j samej pła
szczyźnie rzucającej, wyznaczenie rzutu punktu prze
cięcia jednak zawodzi, albowiem punkt przecięcia r z u -
tów OL/ i OL z j e s t nieoznaczony. Poprowadźmy przez 
prostą £, 0./ płaszczyznę jakąkolwiek <3/f/ , a 
przez prostą /S^ Q% płaszczyznę jakąkolwiek *^ fz 

/ / 

Trzy płaszczyzny: v / fl, , <f# <^'z i płaszczyzna 
rzucająca <S , przecinają się po dwie według trzech 
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prostych przechodzących przez jeden punki, który j e s t 
punktem szukanym, albowiem dwie z tych prostych s"a 
to ^ ^ i & «i# Jego rzut ^ lezy w przecię
c i u prostej -4=^' z prostą , według, Któ
re j przecinają się płaszczyzny pomocnicze <fr ̂ / i 

§91. Froste równoległe. Ponieważ proste równole
gło mają wspólny punkt niewłaściwy, więc rzut tego 
punktu.czyli i c h punkt zbiegu j e s t wspólnym punktem 
i c h rzutów, proste równoległe mają zatem punkt z b i e 

gu wspólny, Nawzajem 
dwie proste, mające 
punkt zbiegu wgpólny 

~j\ ^ S ^ ^wnoległe, 

Ryj 190. gdyż każda z nich j e s t 
równoległa do prostej 

rzucającej O GL* . w szczególności, prostemające 
punkt zbiegu w punkcie głónym ^' są prostopadłe 
do płaszczyzna rzutów. 

Aby przez dwie proste równoległe 
/Rys 190/ poprowadzić płaszczyznę, łączymy ślady X 
i S% P r o a t ą -4 , która będzie śladem i przez wspól
ny punkt zbiegu Q równolegle do prowadzimy pro-
stą & t która będzie prostą,zbiegu szukanej płasz
czyzny , 



§92. Proste i płaszczyzny równoległe. Prosta rów
noległa do płaszczyzny ma swój punkt zbiegu na pro
s t e j zbiegu płaszczyzny, W samej rzeczy, prostą rów
noległą do danej płaszczyzny nazywamy prostą równo

ległą do ja k i e j k o l w i e k 
prostej t e j płaszczyz
ny. Otóż prosta jakakol 
wiek J 0.' /Rys, 191/ 
płaszczyzny ' $ ma 
swój punkt zbiegu 

0.' na pro s t e j zbiegu <X płasaozyzny, a prosta 
$t <?/ równoległa do $Q ' ma z nią.punkt zbiegu 
ó? wspólny, który zatem leży na ^ . Nawzajem 

prosta zbiegu y płaszozyzny równoległej do pro
s t e j przechodzi przez j e j punkt zbiegu Q . 
W szczególności płaszczyzny równoległe do ^ ł , t. 
j . prostopadłe do płaszczyzny rzutów mają proste 
zbiegu przechodzące przez punkt główny . 

•§93, P ł a o z y z n y r ó w n o .1 e gł e. Ponieważ płaszczyzny 
równoległe mają wspólną prostą niewłaściwą, więc 
rzut t e j p r o s t e j , c z y l i i c h prosta zbiegu, j e s t obu 
tym płaszczyznom wspólną. Płaszczyzny równoległe ma
ją prostą zbiegu wspólną. 

$94*. ZADANIE. Przez dany punkt poprowadzić p i o -
stą równoległą do pro s t e j danej. Niech będzie pro-
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sta '+> Q oraz punkt fi , dany pns.es swój raut A 
leżący na rzucie Cl, prostej J/ Q> /Rys. 192/j rzut 

szukanej prostej otrzymamy przez połączenie punk
tu fl z punkted: <2 \ pozostaje wyznaczyć jedynie ślad 
-$z t e j p r o s t e j . Ponieważ prosta szukana leży z prostą 
X <?/ -w jednej płaszczyźnie, więc j e j ślad otrzymamy, 
prowadząc przez X równoległą do 0. Q; do przecięcia 
z rzutem • Zauważmy, że w zadaniu tym punkt $ nie 

, był potrzebny, do 
A " wyznaczenia bowiem 

\ , / prostej #2 wystar-
, / V" . /„ cza znać kierunek 

•.jjS. X prostej dane j , 
.̂ 4 ' \ który j e s t całko

wicie wyznaczony przez j e j punkt zbiegu Q . Uwaga 
ta w równej mierze dotyczy i. następnego zadania. 

§95, ZADANIE. Przez prostą daną poprowadzić pł&sz-
pgyznę równoległą do innej prostej danej. Przypuśćmy, 

^'/ Q/ że przez prostą 
f •/ $ 0. mamy prze 7 

prowadzić płasz-
yi ozyznę równoległą 

do prostych, któ-
~*S3- rych kierunek j e s t 

http://pns.es
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wyznaczony przez dany i c h punkt zbiegu /Rys.193/ 
Prosta zbiegu f szukanej płaszczyzny musi przecho
dzić przez 0. , gdyż prosta $ @ ma leżeć w t e j 
płaszczyźnie, musi on jednak przechodzić również i 
przez , gdyż proste, których ten punkt jest punk
tem zbiegu, są równoległe do tej płaszczyzny; prosta 
zbiegu <f będzie to zatem prosta # U / . Siad ~d szu
kanej płaszczyzny otrzymamy prowadząc przez £ rów-
noległą do ^ . 

§96, ZADAIIIE> Przez punkt dany poprowadzić płasz
czyznę równoległą do płaszczyzny danej. Przypuśćmy, 
ze przez punkt mamy poprowadzić płasz

czyznę równoległą do 
płaszczyzny, której pro-
sta zbiegu ^ jest da-
na /Rys. 194/. Poprowadz

isz ^ "~- my najpierw przez punkt 
/} jakąkolwiek prostą 

Być. 19 Ł J " 
równoległą do t e j płasz
czyzny. W tym c e l u obie

ramy na J dowolny punkt , łączymy go z M i 
wyznaczamy ślad J/ t e j prostej jako przecięcie pro
s t e j Q.i H z równoległą do $ poprowadzoną 
przez punk.t $ . Punkt >i je s t jednym z punktów 
śladu -3 płaszczyzny szukanej, gdyż płaszczyzna t a , 
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jako równoległa do danej, przechodzić musi przez pro
stą Si Q<:\ Prosta zbiegu szukanej płaszczyzny 
przystaje do prostej zbiegu f , ślad zaś % będzie 
równoległą do 9 poprowadzoną przez 

$97. ZADANIEo Przez daną prostą i punkt na n i e j 
nie leżący poprowadzić płaszczyznę. Miech będzie pro

sta /$ Q /Rys. 155/ 
oraz punkt ti) 

poprowadźmy prze
zeń prostą Jz Q 
równoległą do SO.' 
/§94/, poczem 
przez proste rów

noległa poprowadźmy płaszczyznę 
/§91/. 

§98. ZADANIE. Poprowadzić prostą przez dwa punk
ty dane. Niech będą dwa punkty i (fl^ySz QJZ) 

/rys.196/, prosta a, 4TĄ będzie rzutem # szukanej 
p r o s t e j , mamy znaleźć j e j ślad, i punkt zbiegu. 
Przez punkt *fj i prostą iS2 Qz poprowadźmy płasz
czyznę; prosta At Az będ z i e leżała w t e j płaszczyź
n i e , t . j . będzie miała ślad na śladzie -tf . a 
punkt zbiegu na prostej zbiegu ^ t e j płasz
czyzny, Prowadzimy z<?texR przeć W' równoległą, do 

Ją J 



A ak i 4 i 
płaszczyznę 

f ' , której 
ślad <f wyzna
czy na rzucie 

ślad ^ , 
a prosta zbiegu 
^ punkt 

zbiegu <2 szu-

HOZDZIAŁ X. ZAGADNIENIA MIAROM. 

ffiSj* Kłady f i g u r , leżących w płaszczyźnie rzuca
jącej. Zagadnienia dotyczące prawdziwej wielkości i 
kształtu f i g u r dają się łatwo rozwiązać, jeżeli te f i 
gury leżą w płaszczyźnie rzucającej. Należą t u prze-
dewszystkiem dwa zadania. 

l/Wyznaczy6 kąt między dwiema danemi prostem!. 
Przez środek rzutów O poprowadźmy do danych prostych 
/przecinających się lub skośnych/ proste równoległe 
OQ'f i O di /Ry8.197/, traaba znaleźć wielkość 

kąta miedzy tami prostemi. W tym c e l u obróćmy płaez- *j 
czyznę rzucającą #4/3/dokoła j e j śladu aż do 
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przez proste równoległe 

kanej p r o s t e j . 
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p r z y s t a n i a z płaszczyzną rzutów ^ . Ponieważ punk
ty O./ i Qz przy tym obrocie nie zmienią swego poło
żenia, wystarczy zatem wyznaczyć kład środka rzutów 
O na płaszczyznę . Z punktu głównego O* spuść -
my prostpadłą na ślad <?/ O.z i połączmy spodek 
t e j prostopadłej fi ze środkiem rzutów O . jfa mocy 
twierdzenia o trzech prostopadłych prosta j e s t 
również prostopadła do «/ i taką pozostanie po do
konanym kładzie płaszczyzny ^ ^ ' ^ ' n a / 3 , tak, że 
kład Oo punktu O będzie leżał na pro s t e j OJf .Punkt 
ten będzie zatem wyznaczony, jeżeli znajdziemy praw
dziwą długość odcinka O/f , który j e s t promieniem o-

brotu punktu O . 
Odcinek ten j e s t 
a t o l i przeciwpro-
stokątną trójkąta 
prostokątnego 00, Jf 
którego obie przyprą. 
stokątne są dane, 
jedna 0,ff j e s t 
odległością punktu 
głównego 0/ od 
śladu Q* O.z , dru
ga # 0 j e s t oddale
niem d. 

Oo > 
r ~" -
j \ 

s 
d \ 

/ 

197. 
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Syć. 193. 

Jeżeli zatem 
/Rys.198/ 
poprowadzimy 
promień ko
ła oddalenia 
równoległy 
do i 
koniec tego 
promienia (o) 

połączymy z 
punktem 
a następnie 
odmierzymy 

odcinek {O)H na prostej od punktu If , 
to otrzymamy kład 0* punktu . Łącząc ten punkt 
z <?/ i <2i otrzymamy kąt szukany V*- Q, OQ Q.'Z' 

2/ Wyznaczyć odległość między dwoma punktami da
ne mi . Mpżemy przypuścić, że oprócz rzutów fi, 4 jf^ 
danych punktów M) i /?Ą dane są ślad i punkt zbiegu 
prostej a , która je łączy /§98/. Płaszczyznę r z u -
oającą Od obróćmy dokoła j e j śladu # aż do p r z y s t a 
n i a z płaszczyzną rzutów Z* /Rys.184 i 200/. Sposo
bem przed chwilą wskazanym znajdźmy kład O* punktu 
O . W płaszczyźnie Ó7#leżą dwie proste równoległe; 



- 229 -

oą'i a, 
oraz proste 
rzucające 
Ofl, i Ofiz ; 
po dokonanym 
kładzie płasz 
ozyzny O cg. 
punkt O 
upadnie na 
Oo , punkty 
S> Q,A/ i Az 
nie zmienią 
położenia, 
proste 0« Q' 
i ' (a) jako 
kłady pros
tych równo
ległych oą' 
i (X, pozo
staną równo
ległe. Jeżeli 
tedy połączy
my Ood' f to 
prosta 
poprowadźora 
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przez S równolegle do 0o O.' będzie kładem pros
t e j ct ; proste zaś 0o J?/ i 09Jiz wyznaczą na tym 
kładzie punkty Cfli) i fflz)'', któryoh odległość 
j e s t szukaną. 

§ 100. Kłady f i g u r leżąoyob w płaszozyźnie j a 
ki e j k o l w i e k . Ha zasadzie § 80 rys.171 kład f i g u r y 
płaskiej i j e j rzut środkowy są w k o l i n e a c j i , któ
re j osią j e s t ślad płaszczyzny f i g u r y , jedną z 
prostych wzajemnych j e s t ślad płaszczyzny rzucają
cej równoległej do płaszczyzny f i g u r y , a środkiem 
k o l i n e a c j i j e s t kład środka rzutów dokoła tego śla
du. Mając więc rzut z?'.? ̂ ' f i g u r y płaskiej fi£ĆA 

/rys.201/ oraz ślad -t* i prostą zbiegu j e j 
płaszczyzny, wyznaczamy kład /#/ (&) f") fX>) t e j 
f i g u r y na zasadzie k o l i n e a o j i j której Osią j e s t *t£ 

f 
jedną z prostych wzajemnych j e s t $ , a kład Oa 

środka rzutów O j e s t środkiem k o l i n e a c j i . 
$ 101. Zadania miarowe, dotyczące f i g u r leżących 

w danej płaszczyźnie -ó <fi ' . Jeżeli zadanie dotyczy 
f i g u r y leżąoej w danej płaszczyźnie <* f , to moż-
naby je rozwiązać zapomooą trz e c h kolejnych czyn
ności : 

1/ kładu danej f i g u r y płaskiej na płaszczyznę 
rzutów, Z/ rozwiązania zadania w t e j płaszczyźnie 
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i 3/ powrotu uzupełnionej przez rozwiązanie zadania 
f i g u r y do pierwotnego j e j położenia. Metoda taka 
byłaby jednak zawiłą i wymagającą dużo miejsca, któ
re niezawsze mamy do dyspozycji. Byłoby pożądanem 
umieć bezpośrednio rozwiązywać zadania dotyczące 
f i g u r leżących w danej płaszczyźnie, t . j . kreślić 
w płaszczyźnie Oj' tak jak kreślimy w płaszczyźnie 
rysunku. I tym c e l u potrzeba i wystarcza umieć r o z 
wiązać zasadnicze zadanie wykreślne georaetrji płas-
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k i e j , dotyczące f i g u r leżących w płaszczyźnie o y , 
jeżeli zarówno te f i g u r y , jak i elementy stanowiące 
rozwiązanie tych zadań są dane lub mają byó wyzna
czone zapomocą swych rzutów środkowych. Rozwiążemy 
więc zadania następujące:' 

1/ Z danego punktu do danej prostej poprowadzić 
równoległą. 

2/ Mając jedno ramię i wierzchołek kąta równego 
danemu, wykreślić drugie jego ramię. 

3/ Z danego punktu na daną prostą spuścić pros
topadłą. 
. 4/ Dany kąt podzielić na połowy. 

5/ Dany odcinek podzielić na k i l k a części rów
nych. 

6/ Na danej prostej od danego j e j punktu odmie
rzyć odcinek równy danemu. Wszystkie te zadania ma
my rozwiązać nie kładąc płaszczyzny na płasz
czyznę rzutów. 

§ 1Q2. Zadania płaskie zasadnicze dotyczące ką
tów. Pierwsze z powyższych zadań" zasadniczych r o z 
wiązaliśmy już w § 91 rys.190. Aby rozwiązać zada
n i a 2, 3 i 4 dotyczące kątów, zauważmy, że dwie pros< 
to &J i &i przecinając się w punkcie fi tworzą kąt, 
którego prawdziwa wielkość równa się kątowi & 
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/rys.202/. Pray-
puśćmy t e r a s , 
że zapomooą r z u 
tów d! i fi' dane 
są- w płaszczyź
nie jedno 
ramię i wierz
chołek A kąta 
równego danemu 
kątowi y ; mamy 
wykreślić rzut 
drugiego ramie
n i a tego kąta 
/rys„202/. P r z e -
dłużmy <2/ do 
przecięcia z ^ 
w punkcie fi/, 
połączmy fi/ & 
i odmierzmy kąt 
( 2 : & = ^ 

wreszcio połącz-
my Q z A s 

Prawdziwa w i e l 
kość kąta mie-
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dzy prostymi OLti będzie jr , 

Jeżeli w płaszczyźnie /rys.203/ dana j e s t 
p r osta CŁ i punkt P /zapomooą rzutów cz'\ PJ /% 

to na t e j samej zasadzie możemy z punktu P spuś
cić prostopadłą p na prostą cc . Wyznaczymy punkt 
zbiegu 0.' p r o s t e j Cl i wykreśl i i^^kąt prosty 
O.' Oo Q/ » połączymy Ql P prostą p , która będzie 
rzutem szukanej prostopadłej. 

Ody chcemy kąt B /dany zapomooą rzutów swych 
t f m 

ramion u i /podzielić na k i l k a części równych 
/rys e 2 0 4 / , znajdujemy punkty zbiegu # ' i jego 
ramion i podzieliwszy kąt Q,'o0 d!na części równe 
wyznaczamy na pros t e j abiegu punkty Qi9 • •• 
P r o s t e , które łączą te punkty z punktem fl' są r z u 
tami prostych dzielących kąt a'J na części rów
ne. 

Jako zastosowanie powyższych zadań zasadniczych 
rozwiążmy zadanie następujące: Dany j e s t rzut /]'£' 
odcinka /?B , leżącego w płaszczyźnie o pros t e j 1 

zbiegu i' ; wykreślić rzut środkowy wielokąta 
(jt g &,6>8) foremnego, zbudowanego w t e j płaszczyź
nie na odcinku PB jak na boku. 

Ślad płaszczyzny może nie być dany, gdyż nie 
j e s t on potrzebny w żadnym z wykreśleń Rys.190, 202, 
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RyjS. 2 os. 

203 i 204. Punkty zbiegu &' "boku AB /ryfl.205, 
206, 207/ połąozmy z kładem O0 f środka rzutów, 
odmierzmy kąt prosty Q 'Oo (2/ , podzielmy go na 

2, 3 lub 4 ozę-
śoi równe i po
prowadźmy p r o s 
te 2,3,4,5.,. 
w porządku wska
zanym przez i oh 
numery. 

Każdy czworo-
kąt może byó 
uważany z a rzut 
środkowy kwadra
tu, i samej rze
czy, w danym 
czworokącie 

208/wy znacz my 
punkty U/ i di 

w których p r z e 
cinają się jego 
boki przeciwleg
łe i uważajmy 

j?yfi.206. t e Punkty zr, 

O, 

m m 
I I s I \ 

2M j a * ytr' 
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punkty zbiegu boków kwadratu, prostą % -Q* <?i 

xys. 20*. 

za prostą zbiegu j e 
go płaszczyzny, a 
punkt Qs , w którym 
przekątna & p i z e o i -
na ^ , za punkt z b i e 
gu przekątnej tego 
kwadratu. Punkty 0o 

i 0<> , które są p r z e 
cięciem koła opisanego 
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na <?/ Q.i t jak na średnicy z kołami obejmującemi 
kąt 45° i opisanemi na nim (?/ Q3 są kładami 
środka rzutów dokoła Punkt główny # może 
byó jakimkolwiek punktem obranym wewnątrz 09 ó7/; 
jeżeli w szczególności 0/ leży na ', to płasz 
ozyzna kwadratu j e s t prostopadłą do płaszczyzny 
rzutów. 

$ 103. Zadania płaskie zasadnicze, dotyczące 
odcinków, punkty miarowe. 

1/ Leżący w płaszczyźnie <s q ' odcinek fi & .któ
rego rzut fi J3']e3t dany, podzielić ma części rów
no, t . j o wyznaczyć rzuty Al}, Al* > punktów 
Aź/ , Al z J JVJ dzielących ten odoinek na częś
c i równe, nie kładąc odcinka na płaszczyznę rzutów. 

*—V 
M Jfz Jfa AT* Ab /fz A$ Sy sfj-

J?yf. 2.03. J2yJ 210. 

W tych warunkach użyoie c y r k l a n i e prowadzi do 
c e l u , albowiem rzuty równyoh odcinków naogół nie są 
równe. Tylko na śladzie <i płaszczyzny 'oraz na 
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prostych do niego równoległych rzuty równych odcin
ków są równe i podział odcinka leżącego na jednej 
z tych prostych mógłby byó dokonany zapomooą c y r k l a . 
Otóż wiadomo, iż podział jakiegokolwiek odcinka na 
części równe może byó zapomooą równoległych sprowa
dzony do podziału innego odcinka, leżącego na p r o s 
t e j o dowolnym kierunku. Przypuśćmy np., że mamy 
podzielić odcinek fi\J5f na 5 częśoi równych /r.209/, 
a l e warunki od nas niezależne nie pozwalają na uży
cie c y r k l a na prostej o kierunku & , natomiast uży
c i e jego na p r o s t e j o kierunku -0 n i e podlega żad
nym ograniczeniom. Przez jeden z końców fi odcinka 

fi B prowadzimy prostą o kierunku , na której 
odmierzamy cyrklem 5 dowolnych równych odcinków 
BJY/ , MJY*jAŹACj/hATyi sVysYrt poczem przez punkty 
jV,,jYą, Ws i f/y prowadzimy równoległe do prostej 
BsVr , które wyznaczą na odcinku AJ3 punkty po

działu M,,MZ,M3 i My. 

Ten sam sposób zastosujemy do po d z i e l e n i a leżą-
cego w płaszczyźnie -4% odcinka £B , którego rzut 
fi'Bf j e s t dany /rys e 2 10/. Ponieważ na proBtej fi£ 

użycie c y r k l a j e s t niemożliwe, natomiast możemy go 
użyć na każdej pr o s t e j równoległej &o<f#f't przeto 
przez fi' prowadzimy równoległą do $ i odmierzamy 
na n i e j od punktu fi pięć jakichkolwiek równych 
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odcinków ft,Nz , Nzf/3 , #s#* i , wy
znaczamy punkty zbiegu Q* p r o s t e j SMs- i łączy
my z nim punkty M, J/* > J/3 i AV % proste te wy
znaczą na fi '3' rauty Aff,Sit,Mj i Al* punktów 
podziału M*,Mz, Aij i Al * . 

2/ Dany j e s t rzut p r o s t e j i punktu na n i e j l e 
żącego, wyznaczyć.rzut odcinka danej długości od
mierzonego na prostej od danego na n i e j punktu.-
Możemy przypuścić, że ds&a j e s t płaszczyzna, w 
której prosta leży, gdyby bowiem były dame t y l k o 
ślad i punkt zbiegu p r o s t e j , to dwie równoległe w 
dowolnym kierunku przez te punkty popie wadzono wy

znaczyłyby 
taką płasz
czyznę . 
Oczywiście, 
zadanie to 
nie może byó 
rozwiązane 

• zapomooą od
mierzenia da. 
nego odcinka 

cyrklem, gdyż w perspektywie długości odcinków ule-
gają wogóle zmianie. I s t n i e j e wszakże jedna prosta 

jgyj 2 i i 
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płaszczyzny % mianowicie ślad <5 , na której pc 
wyższe zadanie mogłoby byó rozwiązane bezpośrednio, 
a więc zapomooą c y r k l a , Otóż powiadam, że odmierze
nie odcinka danej długości na jednej p r o s t e j może 
byó zapomooą prowadzenia równoległych sprowadzone 
do odmierzenia tego samego ocinka na innej p r o s t e j . 
Przypuśćmy, że mamy odmierzyć odcinek danej długoś
c i cH- na prostej # od punktu fi , ale d l a pewnych 
względów użycie c y r k l a na tej p r o s t e j nie j e s t moż
l i w e , natomiast możliwe j e s t ono na innej p r o s t e j 

tS /rys„21lA Prowadzę dwusieczne t, i Ą kątów 
wyznaczonych przez proste * i & i przez punkt fi 

prowadzę prostopadłą do jednej dwusiecznej ^ , a 
więc równoległą do drugiej ^ ; od punktu fi/ 

otrzymanego w ten sposób na p r o s t e j % odmierzam 
zapomocą c y r k l a odcinek d do punktu J3/ • wreszcie 
przez punkt -5/ prowadzę znów równoległą do ^ do 
przecięcia z prostą &, w punkcie & . Odcinek 
równa się odcinkowi fi/ = d'. Ten sam c e l możemy 
oczywiście osiągnąć, jeżeli z punktu fi poprowadzi
my równoległą do dwusiecznej ^ , a otrzymawszy na 
prost e j -2 punkt fil z , odmierzmy na n i e j ocinek 

do punktu & z i przez ten punkt poprowadzimy 
jeszcze raz równoległą do dwusiecznej 2^ . Do r o z -



wiązania tego zadania wystarczy posiadać kierunek 
jednej lub drugiej dwusiecznej kąta fa-fJ. 

Przeprowadźmy to samo wykreślenie w perpekty-
wie /rys,212/, Niech £ będzie śladem a Q punk
tem zbiegu prostej Ź , a fi rzutem punktu fi 
na n i e j leżącego, od tego punktu na pr o s t e j 0 od
mierzono odcinek danej długości ; trzeba zna
leźć rzut B końca tego odcinka. Poprowadźmy 

Byj. 2 i Z. 

przez prostą dowolną płaszczyznę -s*$ i bez
pośrednie odmierzenie odcinka ci zapomocą c y r k l a 
G^»'fr?JA ~lri?&X\$KX?.V1~. Arkusz 16-ty. 
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możliwe j e s t jedynie na p r o s t e j -3 płaszczyzny -tf £ 
albowiem t a prosta znajduje, się w płaszczyźnie •rzu
tów, t . j . w płaszczyźnie rysunku. Jak to s t w i e r d z i 
liśmy powyżej, d l a rozwiązania zadania wystaroza 
znad kierunek jednej z dwusiecznych ^/ i kątów 
°C i 180-^ które tworzą ze sobą proste # i ̂  . 

Kierunek ten w perspektywie j e s t wyznaczony przez 
punkt zbiegu T, lub 7ź tych dwusiecznych; aby te 
punkty na pros t e j zbiegu ' otrzymać, trzeba, jak 
wiadomo, odnaleźć najpierw kład 0o środka rzutów, 
a następnie kąty ~jr i ^B^f odmierzyć po obu 
stronach wspólnego ramienia Oo <2.' . Aby tego doko
nać, z punktu Q jako środka, promieniem równym 
00 Q' , t. j t odległości punktu zbiegu pr o s t e j 

od środka rzutów O , zakreślamy koło; punkty T, 
i 7jj , w których to koło przecina prostą zbiegu 
^ ' , będą szukanemi punktami zbiegu dwusiecznych 

kątów •=•£ i ItfO-taC. W samej rzeczy, trójkąty 
00 & 7~, i 0o d'Tz są równoramienne, stąd zaś wy
ni k a , że kąt <2'0oT, równa się połowie kąta z e 
wnętrznego 7z # Oo , kąt zaś #'Om Tz równa się 
połowie kąta zewnętrznego T, Q O0 . Ale kąt 
Tz <2'Oo -^80e-X , a'kąt Z Q'O, ̂ oC , jak tego 
dowiedliśmy w § 102. 



Punkty T, i TŁ t przy których pomocy można od
mierzać dowolne odcinki na prostej a oraz na pros
tych do n i e j równoległych, nazywają się punktami 
miarowemi prostej & / l u b mniej t r a f n i e : punktami 
d z i e l e n i a / . Koło o środku & i promieniu Oo &' 

nazywamy kołem miarowem prostej :t punkty miaro
we prostej # , leżące na prostych zbiegu wszyst
k i c h płaszczyzn przechodzących przez tę prostą, 
leżą na okręgu tego koła. Zauważmy, że koło odda
l e n i a j e s t kołem miarowem prostych prostopadłych 
do płaszczyzny rzutów. 

Znalazłszy punkty miarowe /zazwyczaj jeden z 
ni c h t y l k o bywa dostępny, jeden zresztą tylko j e s t 
wogóle potrzebny/, łączymy jeden z n i c h , np„ T, 

z punktem J3* i otrzymujemy w przecięciu z # 
punkt fl/ ; odmierzamy od tego punktu na prostej -3 

odcinek U, B/ * al i punkt j3* łączymy z X , o t r z y -
mując w przecięciu z &> szukany punkt Z? . 

To samo wykreślenie posłużyć może do rozwiązania 
zadania odwrotnego: Znaleźć prawdziwą długość od
ci n k a , którego rzut na danej p r o s t e j *Ś Q' j e s t da
ny. Będzie ono miało pra ewagę prostoty i oszczęd-
nośoi miejsca nad rozwiązaniem podanem w § 111, 
a opartem na metodzie kładów. 
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§ 104. Zastosowanie powinowactwa do wyznaczenia 
punktu przecięcia prostych, których rzuty p r z e c i n a 
ją się pod małym kątem.. Wyznaczenie punktu, 
w którym przecinają się proste S, <2f i Sz &z \ 
leżące w płaszczyźnie <ff s t a j e się tem mniej do-
kładnc, im odległość prostych i ^ j e s t mniej
sza. Dla podniesienia dokładności wyznaczenia tego 

punktu, kreś
limy prostą 

w do
statecznie 
w i e l k i e j od
ległości od <fi' 

73^~' /rys.213/ i 
obrawszy na 
<J * punkt $, 
łączymy go z 

Sł , poczem przez Sz prowadzimy równoległą do 
S/ i która przetnie w punkcie J j * > Po

łączywszy S, i Sz , wyznaczmy punkt A'* 

przecięcia tych prostych. Punkty & i M są od
powiednie w powinowactwie wyznaozonem przez oś ^ A 

oraz parę punktów odpowiednich St i S/ . Prosta 
poprowadzona przez B równolegle do Si S,K musi 

RJJ 213. 
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tedy przejść przez punkt & , ktćry w ten sposób 
zostanie wyznaczony jako punkt przecięcia t e j pro
s t e j z którąkolwiek z dwóch prostych S, Qt lub 

j 105. Proste i płaszczyzny prostopadłe. 
ZADAME 1. Dana j e s t płaszczyzna rzucająca 

Oj/ l wyznaczyć prostą rzucającą do n i e j prosto
padłą, c z y l i ; Wyznaczyć punkt zbiegu O.' prostych 
prostopadłych do płaszczyzn o danej prostej zbiegu 

Trzy proste /rys„214 i 215/: prosta największe
go spadku Off płaszczyzny Op f oddalenie O o, 

i prostopadła OO.' leżą w jednej płaszczyźnie 
prostopadłej do ^ ' . W ten sposób powstaje trój
kąt prostokątny & & & , którego znamy wysokość 

0 0/ oraz jeden z odcinków przeoiwprostokątne j , 
mianowicie O/ff j j e s t to odległość punktu głów
nego 0/ od prostej zbiegu ^ . Przewróćmy trój
kąt OQ' n a płaszczyznę rzutów dokoła prostej 

0//V i wykreślmy go w tem położeniu; punkty 
&9 0/ i d' t jako należące do 03i obrotu nie zmie 
nią przytem swego położenia. Aby wyznaczyć punkt 
szukany O.' , spuszczamy z punktu głównego na ^ 7 

prostopadłą, spodek j e j Jł łączymy z końcem (o) 
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równoległego do J promienia koła oddalenia i 
w punkcie {O) wystawiamy prostopadłą do fff°) 

Ryt- 2fS. 

ąy/s. 2 / i . 

Punkt O.' leży w przecięciu t e j prostopadłej z 
prostą 

ZADANIE 2. Dana j e s t prosta rzucająca O Q ; wy
znaczyć płaszczyznę rzucającą do nie i prostopadłą, 
c z y l i : Wyznaczyć prostą zbiegu / płaszczyzn pros
topadłych do prostych o danym punkcie zbiegu &' . 

Rozwiązanie polega oczywiście na wykreśleniu 
kłafln te po same-ro trójkąta nrostokątnego łf O Q.r 
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z tą jedynie różnicą, że nie punkt O. , ale punkt 
/Y j e s t szukany /rys,205 i 215/. Prosta zbiegu <fr' 
j e s t prostopadłą do 0/ 0. % poprowadzoną przez tf. 

ZADA.NI3 3, Przez daną prostą , di poprowadzić 
płaszczyznę prostopadłą do danej płaszczyzny -3fi' 

Prosta zbiegu 0, szukanej płaszczyzny musi prze
chodzić przez punkt zbiegu danej p r o s t e j /$87/ 
oraz przez punkt zbiegu O.' prostych prostopadłych 
do płaszczyzny o prostej zbiegu fy' , będzie to z a -
tem prosta łącząca oba te punkty; ślad zaś bę
dzie prostą poprowadzoną przuz /5/ równolegle do 

ZADANIE 4. W danej płaszczyźnie <J, ff/poprowa-
dzió prostą, która przecina daną prostą £ O.' i . 
je s t do n i e j prostopadła. Punkt zbiegu <?/ szukanej 
p r o s t e j musi leżeć na prostej zbiegu ^/ danej 
płaszczyzny /§ 87/ oraz na prostej zbiegu ^'płasz
czyzn prostopadłych do prostych o punkcie zbiegu 
d ; będzie to zatem punkt przecięcia obu tych 

prostych; ślad £i będzie punktem, w którym równo
legła do Q 'Q' , poprowadzona przez £ przocina 

ZADANIE 5. Przez dany punkt /fi', £ QfJ poprowa
dzić prostopadłą do płaszczyzny danej . Wyzna-
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czymy najpierw prostą zbiegu ^ płaszczyzn pro s t o 
padłych do prostych o punkcie zbiegu 0/

 s poczem 
przez punkt poprowadzimy płaszczyznę o pros 
t e j zbiegu ' /% 96/ i jeżeli potrzeba, wyznaczymy 

punkt, w którym -
ta płaszczyzna 
przecina prostą 
J Z'/% 89/. 

§ 106. Kąty 
dwuścienne, Zada
nie . Znaleźć w i e l 
kość kąta dwuśoien-
nego dwóch płasz-

sys. 2/6. czyzn, których 
proste zbiegu %/ 
1 %g są dane. J e 

żeli z jakiegokolwiek punktu np. ze środka rzutów 
spuścimy prostopadłe i 0 Oz na obie płaszczyzny, 
to kąt między tymi prostopadłymi równy j e s t kątowi 
dwuściennemu tych płaszczyzn lub z nim spełniający. 
Znajdźmy przeto /rys.216/ ślady Q/ i promieni, 
rzucających prostopadłych do tych płaszczyzn /§ 105/, 
z a d . l / , poozem wyznaczmy kąt 0./ O Oz przez kład trój
kąta Cli 0 0.z dokoła <?i /$ 99/ 
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§ 107, Kąt pr o s t e j z płaszczyzną. Zadanie. Zna
leźć wielkość kąta prostej z płaszczyzną, jeżeli 
i c h punkt zbiegu <?/ i prosta zbiegu są dane.-
Kąt pro s t e j z płaszczyzną j e s t dopełnieniem kąta 

prost e j z prosto
padłą do płasz
czyzny. Jeżeli 
<2/ j e s t punktem 

zbiegu danej pro 
s t e j / r y s . 217/, 
a ty' prostą z b i 
gu danej płasz
czyzny, to z n a j 
dujemy najpierw 
punkt zbiegu 
prostopadłych 
do płaszczyzn o 

pro s t e j zbiegu ^ , a następnie wyznaczamy kąt mię
dzy prostemi, których punkty zbiegu są 4 / i Q' ; 

kąt dopełniający będzie szukanym kątem «£. 

§ 108. Odległość prostych skośnych. J e s t to dłu 
gość wspólnej prostopadłej przecinającej obie pros 
te. Aby ją otrzymać, poprowadźmy płaszczyznę J do 
obu prostych równoległą /rys0.218/ i przez każdą z 

RyS- 217. 
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tych prostych poprowadźmy następnie płaszczyznę 
prostopadłą do ,$ . Przecięcie tych płaszczyzn 

będzie prostą prze
cinającą obie dane 
proste i do każdej 
z nich prostopadłą. 
Aby się przekonać, 
że i s t o t n i e odleg
łość fl/flz j e s t n a j 
krótszą między pros-
temi OL, i OLg, t po
prowadźmy przez te 
proste płaszczyzny 
równoległe do 

odcinek ^/Ąjest najkrótszą odległością tych płasz
czyzn; każdy inny odcinek, łączący jakikolwiek 
punkt p r o s t e j OLz z jakimkolwiek punktem pro s t e j OL, 

byłby pochyły do obu tych płaszczyzn, a zatem 
dłuższy od odcinka fi>flz . 

Niech będą/rys.219/ dwie proste A i £z &i ; 

prosta ^ je s t prostą z b i e g u płaszczyzn do 
obu tych prostych równoległych. Wyznaczmy punkt 
zbiegu Q prostych do płaszczyzn tych prostopad
łych /§ 105 z a d . l / i zapomocą t e j c punktu wykreśl* 
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my proste zbiegu 
i fi i śla

dy <?* i płasz
czyzn przechodzą
cych przez 
wzgl,A p r o s 
topadłych do 
płaszczyzn o pro
s t e j zbiegu Q, . 

Prosta prz e-
cięcia tych płasz
czyzn przecina 
obie proste w 
punktach 'Ąt i Ą , 

których odległość noże byó znaleziona np. zapomooą 
jednego z punktów miarowych pr o s t e j $3 Q* 

§ 109. Zastosowanie. Zadanie. Wykreślić rzut 
środkowy prostopadłościanu, jeżeli dane są punkty 
zbiegu Q!9 Q.'z i Q-a oraz długości jJŁgjjj i & k r a 
wędzi wychodzących z wierzchołka leżącego w danym 
punkcie /$ płaszczyzny rzutów. 

Ponieważ WJ$Ą i Qj /rys.220/ są punktami 
zbiegłi trzech prostych wzajemnie prostopadłych, więc 
:^'.^.t,. 0*ówxijr - będzie leżał na prostopadłej 
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7T/S. 2 2O. 

spuszczonej z Qs na Q/ Q'z oraz na prostopadłej 
Qr K spuszczonej z <2/ na Qz Qj ; j e s t to więc 

punkt przeoięcia tych dwóch prostopadłych . Promień 
koła oddalenia O, {Oj znajdziemy w przecięciu pół
k o l a opisanego na QjfY z równoległą do <2/ Qz wyprowa 
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dzoną z punktu głównego 0/ . 2akreślająo z punktu 
H koło promieniem fi(O) /albo o p i 

sując na &z półkole/ wyznaczymy na Q3 fi 
kład &o środka rzutów dokoła &/ ; koła z a 
kreślone z punktów zbiegu <2 / i &Z promieniami 

wz g i . 4i Oo wyznaczą na punkty 
mi arowe- T, i U, prostych o punktaoh zbiegu <2, 
wzgl, Q z , koło zaś zakreślone z punktu QJ pro
mieniom Q3 roj / 

odległości punktu zbiegu 
Qj od środka rzut ów/wy znaczy na $j punkt mi a 

rowy V/ prostych o punkcie zbiegu $3 . Odmierz
my od punktu odcinki <2 i & na równoległej 
do Qt Q z , a odcinek C na równoległej do 
Qz %J , łącząc końce tych odcinków z punktami raia 

rowemi 9 i V/ t otrzymamy na prostych 
J Q,' s S ei i J&J punkty Jf' 9 & ' i Ćł

3 

które są rzutami wierzchołków prostopadłościanu l e -
żącemi na krawędziach wychodzących z wierzchołka 
pozostałe wierzchołki wyznaczymy' bez trudności zapo-
mocą punktów zbiegu Q/ 9 &ź i krawędzi 
prostopadłościanu. -. 
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