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czESE V.

KRZYWE I POWIERZCHNIE ¥ 0GOLROSCI.

ROZDZIAL X¥, KRZYWE PRASKIE.

§ 198. Erzywa plaska jako miejsce i jako obwied-

nia, Przy badaniu stoikowych rzeczywistych rozwaza-

lidmy te krzywe z dwojakiego stamowiska: albo jako

miejsce geometrycene, poruszajace sig wedlug pewnsgo
prawa punktu, ktéry fe krzywg opisuje, albo jako
obwiednie¢ poruszajacej sig wediug pewnego prawa

prostej, ktéra te krzywsg powldczy. Ta dwoistoss
okredlenia tej samej krzywej nie ogrenicza sig by-
najmniej do stoskowych, ale dotyczy wogéle wazyat-
kich krgywych p2askich., Kazda krzywa placka jest

garazem miojsoem i obwiednig,

@dy krzywsa A uwezamy za miejsce porussajacego
g8ig punktu, to modemy dla kazdego polozenia tego
punktu /% pewnemi wyjatkami, o ktérych zaraz hodzis
mowa/ okred§lié prostq przes ten punkt praochodsgeq
i zwang styosng do krzywej 4 w tym punkocis,

2 podrdéd polozed poruaza;qoego gieg punktu obiers-
my jedno stale 4 /Tys. 365/ oraz drugle gmienne 5

i polgoaymy AZ 5= . Gdy pankt 5 szblizaé sig bg-



- 548 -

dzie do punktu 4
popr=ez punkiy

B, Bs, By..
krzywej, tak Ze od-
cinek 475 maleé
bédzie- .ni ebgranioze -
nie, to siecznst

G =LB), I =AB;,4=A B,
it.d. be-da, stanowi-~

4 Zys. Jé65

, : 1y cigg prostyoch peku
4 . Prosta ¥ , ktéra jest graniosg ciggu tych
siecznyoch, gd.y odcxnek A B dg2y do zera, nazywa
sig styoang do kray-
wej % w punkcie 4

punkt £ nazywa sig
joj punktem zetknig-

oia z krazywy.
Moge si¢ zdarayé,
o 1 j)unkt B , opisu-
Jaoy krzyws, prsej-
dzie przez ten sam
punkt plaszosyzny D
dwa lub wigoej raay
/ry;.,@?ﬁ? ; punkt ta-
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ki nazywa sié puni:ten podwéinym wzglédnie 2 -

krotnym. Wogéle punkt ruchomy B za pierwsaym ra-
zem nadejdzie do punktu 2  poprzez inne punkty
niz za drugim razem, w punkocie podwéjnym mamy tedy

wog6le dwie styozne, w punkcie sz -krotmym, -
22__styosznyoh, '

Gdy krzywa kX  uwaiamy za obwiednig poruszaja-

cej sig prostej, to mozemy dla kazdego poloZenia
tej prostej
/% pewnemi wy-
jatkami, o kté-
rych zaras bé-

& i i
i : = dzie mowa/,
~ \—Dz ~ okredlié punkt
na tej proste]
N : 1eéq6y i zwany

Rys. 367 punktem ze-

tknigoia tej
prostej & krzy-

wgy 4
Z posréd polosed porussajgcej aie prostej obiers
my jedno stale < /rys,366/ oraz drugie zmienne
5 i wyznaczmy punkt przeoiqoia b=, Gdy
proste 4 zblizaé siq bedsie do prostej < po
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przez polozenia 4, b,, A, ... tak, ze kgt
/@ h) maleé bédzie nieograniczenie, %o punkty
S, =alb, Scak, Sscak i t.d. 'bégia, stanowily
oigg punktéw prostej @ . Punkt 7 , kiéry jest
grauica ciaggu tych punktéw, gdy kat (2 4/ dazy
d0 zera, nazywa sié punktem zetkniecia prostej «

z krzyea X , prosta @4 nasywa sig styczng do
krzywej w tym punkgie.

d,g d.‘l

ATy

RyS. J68,

¥ose aié zdaréyé,’ te prbsta_[, , powléozgoa
krzywg, przystanié do tej samej proste] ptasszczyz-
ny & dwa lub wiéoej razy /rys.368/, prosta teka
razywa sie styczng podwéjng, wzglednie 7 krot-

ng. Wogble prosta ruchoma 5 & pierwszym razem
praysta&nie do prostej <  po przejdoiu innyeh po-
Toiod niz za drugim ragem, na styoznej podwijnej
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lezeé tedy beds wogéle dwa punkty zetkmigoia, na
stycznej 7z -krotnej -2 .pﬁnkfdw zetknigeia.

| Mozemy odtad uwaéaé, ze krzywa X% powstaje jed-
noczeénie obu sposobami: jako miejsse poruszajgcego
sig punktu i jako obwigdnia stycznej w tym pumkoie.
Wyobraimy sobis, ze_punkt“,7' poruszsa 8ig po pros-.
tej 7 , podozas gdy ta prosta obraca sig jedno~ .
czesnie dokola punktu 7 , W kaidem poloieniu punk-
tu 7 oprosta 7 jest styosng do kraywej w tym
punkcie; w ten sposéb, gdy punkt 7 opisuje krzyws,
prosta Z jednocsednie jg powldosy,

- Gdy np. tniemy papier nozycami, to punkt spotka-
nia sié dwéch ostrzy noiye, trzymenych w prawej re-
06, posuwa sié wzdius prostej, podczas gdy lews re-
¥ ka nadaje kart=
6e papieru ruch
obrotowy dokola
tego punktu,
dychodzi to na
to samo, jak- .
gdyby papier
byZ'nieruchomy,

a prosta prezez

nozyce wycinana

Zys J69
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obracala si@ dokola tego punktu w przeciwng strong.
Jezeli w pewnym punkcie 4  krzywej /rys.369/ '-
ani ruch punktu X7 po prostej ¢ , ani obrét tej
prostej dokola punktu 7 nie zmienia zwrotu, t.j.
gdy' punkt 7 przechodzi na prostej Z z jednej
sf.rony punktu # na druga, a jednocmesnie ta pros-
ta przechodzi z jednej stromy prostej a ra drugs,to
punkt #Z i styczana 2 nazywaja sig punktem gwy-

ozajnym i siyczng swyczajng krzywej. Pakie sg np.

wezystkie punktiy Tuku, wycinane go nozycami z papie-
tu, jééeli w éiggu wyoinani& ruch nozye nie zostal
gabraymany, & karika papieru byla obracana woigs

w t§ samg stromg. Y okreilenia punktu aWyozajnego
wynika, 2¢ punkty krzywej nieskodoczenie mu bliskie, :
& po obu jego atromach lezgoe, znajdujs sig po tej
gamej stronie styoznej, strond ta nazywa sié.strdng
wklgstodoi krzywej w punkcie 2.

Jegzeli punkt 7 przechodzi na prostej Z przes
punkt / 2z jednej jego strony na drugs, podozas
gdy prosta i zatrgymuje si§ W poloieniu z :
aby natychmiast zmienié zwrot obrotu na przeciwny,
to punkt /  jest punktem przegigqcia krzywej, |

a styozna 4 w tym punkocie jest styczng p_;‘zegié-

cia. Przy wyoinaniu papieru noiycami otrzymamy teki -
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punkt w ohwili, gdy nie przerywajac prawg rekg
ruchu nozyc, zmienimy lewg rékq nagle zwrot obro-
tu kartki papieru.

Jest rzeczg oczywistg, 2e punkiy krzywej nie-
skofczenie bliskie punktu przegigeia, a po obu
Jego stronach lezgce, znajdujg sie po przeciwnych
stronach styoznej przegigeia; styeczna ta przecho-
dzi zatem w punkoie przegigoia z jednej strony
krzywej na drugs. |

Jezeli prosta Z nie przestaje w pewnem poto- ,
¢eni. 27 , obracad sig w te sams woigz strong,
podogas gdy punkt 7 , dokola ktérego jej obrét
sig odbywa, zatrzyma sié w punkeie /7, , aby zmie~
nié zwrot swego ruchu na tej prostej, to prosta 2 ,

ﬁazyﬁa sig styozng zwrotu, a punkt <, punktem

zwrotu 1 rodzaji, Zapomoag krajania papieru nosyoas<
mi trudniej taki pnnkf_otrzymad, poniewas nosyce
krajq w jedng tylko strong; nalezaloby wigo, do-
'szedlszy do punktu /7, i przerwawszy krajanie,
wykonad dodatkowo obrét papieru o 180°, pocsenm,
rozpoczawezy krajanie, obracad pap1er w te sana
strong, co poprzednio,

Wreszole moie sig zdarzyd, Ze w pewnej chwili
jednoczednie ulegaja iatrzym;niu i doznajd gniany
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zwrotu zaréwno ruch punktu 7 wzdiuz prostej Z ,

jak 1 obrét prostej Z dokola punktu 2o Punxt
v s | k*érym to nastqpuJG nazywa sig punktem

zwrotu IT rodzaju albo. dziobem. Dziéb krazywej

jest przeto zjednoozonym punktem przegigoia i
punktem zwrotu I rodzaju. Aby otrzymaé taki punkt
na krzywej wyoinahqj_noéycami 2z papieru, naleza-
loby dosiaglézy punktu Z; , przerwaé krajanie,
wykonaé obrét papieru o 1809Q POCZem, TOZPOCIAW-
szy krajamnie, obracaé papier w pfzéoiwnq étroné'
ni% poprzednio, ‘

Punkty i styozne: podwéjné. wielokrotne,
przegiécia i zwrotn'nazywamy punktami i stycsznemi
osobliwemi. Z samego'ok;eélepia tyoh elementéw

krzywej wynika, Zze pomiedzy punktami i stycznemi
osobliwemi istnieje wzajemnodé dwoista,

Wzajemnemi sg nﬁénowicie;-punkt podwéjny i
styczna podwéjna, punkt przégiécia i styczna
zwrotu, punkt zwrotu i siyczna przegiécia.

§ 199, Koto krzywizny. Poniewas krzywa £ po-

wstaje przez obrét prostej Z dokola jej punktu

/" , ktéry sig na niej jednoczednie porusza,
wigc wszystkie wlasnoéeci krzywej w pohlizu dane-
go jej punktu A zalezeé muszg wylaczmie od
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ilorazu szybkosei tych dwéoh ruchéw w chwili, gdy
punkt 7' przechodzi praez punkt # , t.j. od
 krzywizny £ w tym punkcie. Ujmiemy to okresle-
nie nisco Scidlsj.

Niech beda na krzywej 4  punkt zwyozajny A
i punkt jakikolwiek #, /rys.370/. Poprowadfmy
w tych punktach styczme @« i =, . DXugodé wy-
prostowanego tuku /4 /4, oznaczamy przez 7
naturalng miare kata /@ %,/ oznsczany przez
Krzywizng - érednig krzywej 4  miedazy punktem

A i A, nazywamy iloraz;

' K = £
Gdy punkt 4, zblizaé
g8iqg bedzie ku pumkto-
wi 4 , toluk @
beduie malal mieogra-
niczenie, jednoczesénie
maleé bedzie nieogra-
niczenie kat ~  kté-
ry jest funkcja tuku

7 . Krzywigng rzeozy-

 wistg kraywej A w
punkoie 4 nazjwa siq
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granioca i_lorazﬁ _ _ﬂZ , 8y @ dazy do zera,

ozyli ;
. “ra) 5.
A = lire. F- T o ?
J=0

Rieskofczenie malejgoy tuk &7 ndzywémy

elementem kraywej 4 ; zalezny od niego, nie-
skofczenie malejacy kat <& 7" migdzy styocznemi |
w koficach elementu &7 nazywamy katem styczmo-

_éo_i_.;illc_)zemy wigo powiedzied, Ze krzywizng w punk-
| 'oie. A krzywej nazywa sié iloraz kata styosznodoi
przez odpowiadajgoy mu element krzywej w punkoie
A . W-punkcie przegigeia / kat styozmoéoi
 a7=0 , awieo krzywizna w tym punkcie A= 2
. W punkcie zwrotu I redzaju A, : &V =0; A = 00,
Wéréd krzywych pias~
kioh jest jedma, ktérej
krzywizna w'kaidym punk-
.cie jest stata; jest to
 kolo. ¥ samej .rzec'zy,
niéoh bgdzie kolo .0
/fys.37]./ promienia 2
i na nim dwa punkty 2
i A/ , oraz styozne @

[

@; w tyeh punktach,
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kat miédzy to;mi_ sty_cznémi 7= katowi °C ‘migdazy
promieniami punktéw 4 i A, , tuk A4 =T = 2L

a wigc krzywizna érednia

._{-Lc-—z'
Vs R T e S .. alid

Gdy 4, =zblizad sié bedzie nieograniozenia do.
# 1 krzywizna Srednia dgzyé bedmie do krzywizny
rzeczywistej w punkcie 4 , wartodé 3‘{ jako
liczba stala nie ulegnie zmianie, tak, e kizyiiz-.

na rzeczywista w punkcie 4 ;

1 -
Hoam

Krzaywizne kola w kazdym jego punkcie jest prze-

to liczbg stalg i réwna sig odwrotnodci promienia
koia. . | |

Przypusémy teraz, ze mamy krzywg 4 , ktérej
krzywizng rzeczywistg A w zwyczajnym jej punk-
cie Z obliczylidmy na zasadzie jej réwnania, bio-
rac pochodng kgta i w_zglédem uku o . Zamiast
notowaéd otrzymang licgbe 4 moglibysmy 'ﬁanotowaé
jej odwrotnodé, t.j. podaé promief kola tej samej
krzywizny, oszyli t.zw. promied krzywizny w punkcie/:

ey
b G Y
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Jezeli koo to wykredlimy w ten sposéb, by jego
okrag przechodzil przez punkt A , by jego stycz
na w tym punkcie praystala do stycznej @ kraywej

X i by punkty nieskodfozemie bliskie punktu #

na krzywej &

i na kols £ 1lezaly po tej.
samej stronie wspélmej styczme] # , to te dwie
krzywe posiadhé béda, we wsp6lnym punkecie 4
wspélng styczng a i wspélng. kréywizne AL, Aby
wyznaczy& grodek /7 kota XA , wystawmy w punk-
cie 4  do styczmej &  prostopadlsy, azyli

t.zw. normalng krzywej 4 w punkecie 4 i po

stronie wkleslofci od punktu 4 odmierzmy na tej
normalnej promier krzywizny 2= T(,!‘ . I otrzymanego
w ten spos6b punktu 2 za;kreélmy koto %, pro-
mieniem reF-ahA ; koo to nazywamy kolem krzy-

wizny, jego Srodek / - érodkiem krzywizny w punk-

cie A4

0 kazdem kole, ktére ma z krzywa X wspélny
punkt # i wspélng 2 nim stycang & , mozamy po-
wiedzied, Ze ma & t3 krazywy wspalno dwa punkty,.
zjednoczone w punkcfe 4 . Hi&j soem geome trycznem
rodk 6w tyoch k6t jest normalna <¢ krzywe] A w
~ punkcie 4 ; wéréd tyoh k62 jedno, mianowicie ko-
1o krzywizny 4, , ma 2 krzywg A nadto wspélng
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krzyuizné =g i“dziéki temu lepie]j od wazyst-
kich inﬁych przylega do krzywej £ w poblizu
punktu Z . Koo 4 ma zatem z krzywa 4
wspélne przyngjﬁniej‘3 punkty zjednoczone w punk-
cie 4# . Stzd wynika nastépujace czysto geome-
. tryczne okresdlenie srodka promienia i kola krzy-
wizny; | |
Poprowadémy do krzywej £ w punkcie &

sticzna {Z. i obrawséx na krzywej £  inny
punkt jakikolwiek 42 - poprowadzimy kolo, prze-
chodzgce przez punkty A4 i A: ores styczne do

a . Zblizajmy teraz punkt 2 do punktu #
i w kazdem poloiemiu punktium Az wyznaczajmy kola,
przechodzgoe przez 2 i f72 i styczme do <« ,
rodki tyoh k6 A A A" lezeé beds
oczywiscie na normalnej 72 . 3rodkiem krzywisny
krzywej- £ w jeoj punkcie #Z nazywa si¢ punkt

A  normalmnej 22 , ktéry jest granicg ciagu
punktéw &) A% A7. . gdy odainek 44,
dgzy do zera. v

Gdy dwie kraywe £ i 4, maja 7, 3, 5.

i wog6le nieparzysty ilosd¢ punkiéw wspélanych, to
punkt opisujaoy jedng z tych krzywyeh po przejéciu
przez wazystkie punkty wspélne musi wydoatad aié

na drugs atrohé drugie ] kreywej. Ponjewas knlo



krzywizny ma z krzywg
przynajmniej trzy

% punkty zjednoczone
wspélne, wigc bedzie
ono wogdéle przecho-
dzié w punkcie 4
Zz jedne] strony krzy-

4444

42 v wej 4 na drugg
 Rys 372 /rys.372/, podobnie

jak styczna w punkcie
przegiécia przechodzi 2z jedne]j sﬁrony krzywej na
drugg /rys.369/.

Gdy dwis krzywe £ i 4, majgq 2, 4, 6... |
wogdle parzysts ilodé puuktéw wspélnyoh, to punkt
opisujgey jedng z tych krzyquh po przejsciu przesz
wszystkie punkty wspélne musi pozostaé po tej sa-
mej stronie drugiej krzywdj. otéz na'krzngj ®moga
sié zdarzyé takie punkty zwyczajne A , Ze kolo
krzywizny, wyznaczone, jak zaweze przez punkt 4/

i dwa'punkty nieskoriczenie mu bliskie xq,'i ;EQ
/1ys.373/ przecina ja jeszcze w jednym punkoie
nieskoiczenie bliskim 4y . Punkty, posiadajgce

te wlasnodé, nazywaja_ai§ wierzcholkami krzywej,

PoniewaZ promied krazywizny jest odwrotnoscig



krzywizny rze-
czywistej, zatem
w punkcie prze-
gigoia promieh
krzywizny jest
nieskoiiczenis
wielki, koo

krzywizny znie-

ksztalaa gig do

~prostej, a mia-

Iy,S'. JZ 3.

nowicie ‘do. styoz-~
nej prz@gzecla, w punkcie zwrotu I rodzaju krzy-
wzzna jest nieskoﬁczona, promied krzywizny réwny
wige jest zeru; koto krzywizny wyrodnlege do
punktu, a mianowicie do punkiu swrotu, ,
S8 200, Ewoluta i ewolwenta. Gdy punkt z‘ opi*
suje krzywg 4 , to drodsk kreywizny opisuje ine

‘ng krzng, zwapg odwijajgog albo ewolutg krzywej
£ , Nawzajem, krzywa A nazywa sig odwinigta

albo ewolwentsg krzywej.

Ewoluta jest miejscenm geometrycanem drodkiw
krzywizny ewolwenty, ¥ punktach zwrofu swoluta do-
tyka ewolwenty; punkty o#oluty, ktére bdpowiadaja
punkton praagiécia ewolwenty, lezg w nisgkoiczonod-

i ol A e, A S

GEOMETRIA WYKRESLWA, Nrl73. arkusz 36- ty. _
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oi.

Ewoluta krzywej £ moze byé jednak inacze]
jeszcze okfeélona.'w punkcie # krzywej /rys.374/
popromadimy normalng 2 , %.j. prostopadls do
stycznej 7 . Na tej normalnej 22 lezeé bédzie
érodek krzywizny A , odpowiadajacy punktowi /4 .
Wesmy inny jeszoze punkt krzywsj 4/ i poprowadimy
w nim normalng 22 ; drodek krzywizny /A, ; odpo-
wiadajgoy punktowi A4, , leizy na 22, . QOznaczywszy
punkt przeoiécia
normalnych 22z i 22
przez X , zblizaj-
ny punkt #/ nie-
ograniczemie do
Q punktw 4 ; Srodek
N krzywizny 4, , le-

2qc wcigz na normal-
nej 72, , zblizaé

siq bedzie nisogra-

Zy7. 37%.

niczenie do srodka /7 , leigcego na 2z , Dzigki
temu punkt Q <réwniez zblizaé sig musi do A ,
tak, ie graniog punktu Q , gdy 4, zbliza sie
nieograniogenie do # , jest frodek kraywizny A
kriywej X w punkeie Z . Gdy tevasz p\mkt'ﬂ opi~-
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sywad bédzie krzywg £ , to nmormalna 72 w tym
punkcie pow2dczyé bedzie krzywg 4 , ktéra jest

miejescem geometrycznem Srodkéw krazywizny, czyli

ewoluty krzywej 4 . Ewoluta jest obwiednig mnor-

malnych ewolwenty.

Pochodzenie nazw: ewoluta = odwijajgca i ewol-
wenta = odwiniéta tlomagzy nastépnja,ce rozwaga-
nie; .

Wefmy na krzywej £ /rys,375/ dowolng iloéé
punktéw, ktére oznaczmy w kolei ich nastepstwa
Ay Aa, Az, Ay .. . ; Jezeli odlqglo_éci kaz -
dygh dwéoch punktdéw sasiedii,oh maleé bedzie nie-
ograniczenie, to kesdy x Iukéw 2, 4., A, 4;,-

e moins bedaie uwazaé za odoinek
prostej, albo za uk kola przechodzgcego przes
dwa kodce kazdego luku krzywej i jeszecze jeden
punkt na.stepny, popelmajac przytem blad nieskof-
czenie maly rzgdu wyzszego nii pierwszy. W érodku
odoinka /4, /4. wystawmy do niego prostopadisg 72, ,
w §rodku odeinka Az As wystawmy do tego odoin-
ka prostopadls ﬂ:. i t.d, Preste 22, 7., 22,
przetng kazda naetepna w punktnoh Koy Hay Koo
Otrzymamy w ten sposcéb linje amangy, ktérej wiere-
cholkami bgdg te punkty, a bokami proaste rz, 2., %, ;
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 2amenn ta zblizad sig bedzie do pewnel kraywej £ g

gdy tawena A, /4:4;Ay.. - zdlizaé sig bgdaie do
-k.rzywéj A . Obcinki A.4.:,9.A43,4,Av... stawaé
sig bedy elementami- krzywej £ , prostopadle
P S VL jej normalneni, a zarazem stycz-
neni do krzywej £ " . Grenics wiéc linji 2awanej
A= A B Ay, bedzie ewoluta krzywej 4

¥ dowdlnym punkeie’ O  ostatniego boku tej Ia-
manej umocujumy nié gietks i mierozciygliwg i napreg-
zywszy nawifmy j3 na linje lamany A, A, A,., drugi
zad koniec tej niéi & prazymocowanym do nisgo oléw-
kiem umie§émy w punkcie .7, i pastepnie odwijaj-
my naprezong nié, dopéki jej koniec nie przystanie
do punktu #; . Koniec nici opisze Xuk-kola o
§rodku ‘A, , ‘przechodzgcego przez punkiy '

Ary Ay, A : koto to stunie sie¢ kolem krzywis-
ny w ptmkc’s‘ié A, ,-gdy te trzy pun.kty'zbliéaé 8ig
beda do siebie ni-eogranicienie; Niesgkoedczepie maly
Iuk tego kola migdzy punkiami 4. i A: nig by~
dzie wtedy rézni¥ sig od Tuku kraywej miedzy temi
punktami. Odwijajac ‘dalej nié tak, ahy jej kamiec
przenidst s_ié z punktu Z3 do punktu 2., wykre-
§1limy zmowu tuk kola o drodku Az , ktére przecho-
-dzi przez punkty A,y HAs i Ay i ktére stanis
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si¢ kolem krzywigny w punkcie #; , gdy te tray
punkiy zblizg sié do siebie nisograniczenie; dzig-
ki temu tuk tego kola miedsy punktami Z; i Ay
nie bedzie sig w granicy réinil od fuku krzywej

Ay ) Postépujac dalej w ten sposdéb, przakonamy
Bie, 2e miejsce Srodkéw krazywiztny A , lub co to
samo, obwiednia normalnych danej krzywej 4 ,
jest krzywg majges t¢ wlasnodéd, 2e nié na nig na-~
winiéts.i w jednym jeoj punkcie umocowana, drugim
SWYR kbﬁcen opisaiaby krzywg A , gdyby ten ko-
niec w poczgtkowym swym potozeniu przystal do jed-
nego & jej punktéw,

Kaédy bok linji 2awmanej 4, 4, 4; .... A~ réwua

siqQ oczywigcie rdéinioy promieni ké2, ktérych érod-
kari 83 kofice tego boku. Ozneczywszy te promienie

odpowiednio literami 2, 7, 7, ... 7%,
namy : |

A2 =2 = s

Az g =2 T 2

AsHy =7y -2 ;

Hiy o ks T2 5 H 5

Dodajgaa te réwnodoi stronami, otrzymamy tamangy:
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W e A B e SR e e

- ez L

"y TP ey T 2 T 7% 5
czyli: obwéd 1linji lemmmej A~ A, A; Ay .. Hn =
réinidy promieni ké2, ktérych drodki s3 kodcami
tej zamanej. Przechodzae do granicy, mauy fwier-
dzenie: ,

Diugodé Tuku ewoluty réwna sig rézmnicy promie-

ni krzywizny ewolwenty w punktach odpowiadajgeych
koﬁcon tego Tuku,

Stad wynika mozliwosé rektyfikacji 2ukéw tych
krzywyoh, dla ktérych ewolwenty umiemy wyznaczad
promienie krzywizny, Zrobimy z tego péiniej miytek
dla oykloidy.

Na zapsadzie powyzszego therdzenla nozliwg
jest inna jeszcze interpretacja ewolwenty. Zosta~
nie ona mianowicie opisana przez punkt Z prostej

n , boczgcej sig bez podlizgu po kraywsj £
Bwolwenta nalezy zatem do kraywych, ktére opisuje
punkt sziywno swigzany z krzywg toczgog éié beg
poSlizgu po innej krzywej statej. O krzywych tych,
zwanyoch ruletami, bedzie mowa w $ 202.

Kazda krzywa posiada nieskoiczenie wiele ewol -

went, kazdy bowiem punkt stycznej, powldozgcej te
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krzywa opisuje ewolwente. Wszystkie te ewolwenty
posiadajg wspélne normalne, ktdrych odcinki, za-~
warte migdzy dwiema ewolwentami sg réwne, Krzywe,

posisadajgce te wiasnodd, nazywamy réwnoleglemi,

§ 201. Ewolwenia kola. Z rozwazad poufzszych

wynika, ze dla wykreslenia ewolwenty dansej krazywe]
trzeba umieé wyprostowaé dowolny jej tuk., Zadanie
to mozna naogdél rozwigzaé tylko w przyblizeniu,
Jezeli mamy np, wyznaczyé dlugoéé wyprostowanego
tuku 4 5 krzywej danej & /rys.37¢/, to obiera-
my na nim pewng iloéélpunktéw R 2
i nastepnie na prostej @ od punktu £’ odmie-
rzamy cigciwg 4 7 do punktu 7’; od punktu 7~
cigoiwg 7.2 do punktu 2  i-t.d, ¥ tem sposéb
zastépujemy Tukd T, 22 cigciwami
te] samej nazwy; oczywista, ze diugosé iuku ~#5
bgdzie wyznaczona tewe dokladniej /praynajmnisj w
teorji/, im wigcej punktéw posfrednich weimiemy po-
gigdey punktami #Z i B . Wykredlenie bedzie
tatwiejsze, gdy punkty 7, 2, 3,.. bedy tak obra--
ne na krazywej, 2e wszystkie cigeiwy 77, 272,
BT s z wyjgtkiom moze ostatniej 74 .7

“ady rdévwne.



Gdy krzyws, kté-
rg maxy wyprosto-
waé,‘jeét_kolo lub
jego czgsé wymier-
n&, wtédy najlepie]
zestosowad 8posdb
Kochafiskiego, kté-~

7’239557;’910:712:.;14 !
Rys. 376 ry ma te osobli-

| wosé, ze daje sie
wykreélié jednyr otwarciem cyrkla., W kodcu 4
§rednicy 45 /rys:377/ kredlimy stycszng do ko- -
ta, Poprowadziwszy promied pod katem 30° do Sred- |
nicy # B , odmierzamy od punktu ¢ , w ktérym
ten promiefi przecina styoczmg odcinek cD=5r
Odcinek £2 , jak latwo obliozyé = 3, 7475 5%
2 quladndécia do 0,0001 2 ., Przy wyprostowaniu
okrggu o srednicy 77z, blad jest mniejszy od
0,7 74, . a wigc jest znaczmie mniejszy nis

bigd, ktéry dziéki niedoktadnofci narzedzi kredlar.
gkich popelniamy np. przy wyznaczanin punktu prze-~
cigecia dwéch prostych. _ '

Wykreslmy mp. ewolwente kola. Niech bgdzie ko-
Yo # /rys.378/; poprowadimy do niego stycang
w punkcie ¢ i od tego punktu odmierzmy oa niej

B



dlugosd okregu, wyzmaczong mp. Sposobem Kochad -
skiego. Podzielmy nastqpnie okrgg kota ~ oi'a.z
wyprostowang jego dtugodé & na jednakowg ilodé
réwnyoh czgéci, mp. na 72 ; w punktach z, 2,
3, ... 77 . Ba stycznej w punkcie 7 odmi'erzmy
odcinek 7/ -07 & ].'. V27 wyprostowanego okrqg-
gu; punkt /  bedzie punktem ewolwenty kola,

& iolo o §rodku 7 i promieniu 77 bedzie ko- .
Tow krzywizny tej ewolwenty w pumkcie / ; po-
dobnies na styeznej w punkcis <2 odmierzamy od-
cinek 24 =02 % 7 2/,3 “wyprostowanego okrg-

gu; punkt 7  bedzie zmowu punktem ewolwenty;

kolo o srodku <Z i promieniu < 7 bedzie ko~



- 97l =




- 97

b4V ]

2em tej krzywizny w punkcie i Pﬁstéyujacs ¥
ten sposéb, dejdziemy do puuktu 44 |, poczea dla
wyznaczenia dalszyoh punkidw wysiarczy na umorual-
nyoh 77, 27, 34, ... cdmnierzad d?hes.;su @& Wyprog-
towanego okrégu. ‘,

Bwolwenta kola sklada sig wiaciwie ¢ dwéch
'ga}:ézi symnatryczaych wsgﬁ.édsm frednicy o~ /dru-
ga z tych gnlogi wykresiona jest linjg prmrywa;
ng/, tek 28 Xrzywas ta peosiada jeden punkt zwrotu

0 . i1 nieskorcgenis wiels punktéw podwéjinych

2N )iz 5 L leéacych ng osi sywetrii
po obu stromach drodka #Z ., Qedzi sig zauwaiyé,
29 prezog obrét ewolwenty kola dokola drodka 4
otrzymujemy owolwehté réwng i réwnolegls; odleg-
todaig tyoh dwdch kirzywych jest mianowicie wypro-
stowany uk kola 7/ , odpowiadsjscy kgqtowi obro-
tu, Jest to wiasnosé wyrdimiajgos ewolventq kola
od wsgystkich immych krzywych plaskich,

§ 202. Rulety. Niech bgda w plasscayfmie ry-

sunku dwie linje lamane: (-45C2 .. i
i e 4 e T o odpowisdnich réwmych bo-

kach, tak 2e A58 =A'F; Bce=-50'; ¢2 = D).,

/rys8,379/, Niechaj dva odpowiednis boki tych ta-
ganych, np, ZC i &'’ bheda gzjednucsons; pray-

-
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pugémy nadie, ze 2 lamang ¢’ zwigzany jsst

_ azﬁywno cpunkt jakikolwisk M ., Obrécémy lamang
‘ ¢’ Aﬁraz %z punkiem A/ dokola (=¢’ o kgt
jD’CﬂZ):;Z* tak, 2eby bok ' p’ praysta? do
2D  ; punkt M ohréei sig dokoa ¢ réw-

“niez o kgt o~

¢ e i zajmie po2oie-~
A, b E"/" ""‘u”j o
i i nis punktu 4,
M i . .
e Sl 2 s Nastepnie obréémy
: = p a @
N, < s / iy /7
s e Y, P B 3 pad Z TAS
A }Q:Qf/qy’ ; tamang wra
Nl A e 2 &7 i
,y»\;gfg;ﬁdz_égfj“ %z punktem # @¢-
=¥ D-l’,’ £ : y
P T = 77 s
,'70““/“72:’ ;-"\ kota D= D, e kqt
(5

7 &> Z'DZ =8 tax,
zeby bok 0, z’
Pl aracyx preystal do 27
puskt 47  gwigzany sziywao z 2amang Z° obréeci
sig dokole 2D o kgt 4 i zajmie polozenie A7, .
. Gdy pestepowad bedgismy @ ten sposéb dalej, to-
ozge tewsny . pe ¢ bez poslizgu, punkt

bedzie cakredlal Tuli kéX, ktérych $rodki bedy

81 praerosié od wisrzeholka do wierzcholka iama~
R$j J ., a kgty drodkowe beds za kazdym ragzem
sumg kaidw spelniajyeysh odpowiednie katy oba 2a-
manjah.
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Niech béda w plaszczyinie rysunku dwie kraywe

# i X' /rys.380/, z ktérych pierwsza jest sta-
ta, a druga ruchoma, i niechaj w pewnej chwili |
krzywe te bedg styczpne w punkcie 4 ; praypudémy
znowu, e z krzywa ruchomg 4  zwigzany jest
sztywno punkt jakikolwiek /1 | Wpiszmy w kazdg
BLara z tych kraywych,
poczawszy od
wspélnego ich
punktu 4 , 2a-
mang 0 bokach
réwnych; przytem
wsp6lng dtugosé _“
bokéw mozemy
obraé dowolnie

mala. Im mniej-
sza bedzie ta
> diugodé, tem bar-
. | dziej amene ¢
i ¢’ zblizaé siq beds do krzywyoh £ i £ . Gdy
z amanemi £ i O postépowaé'bedziemy tak jak
poprzednio, to punkt / gzakredlad bedzie tuki kél,
ktérych drodki béda w kazdorazowym punkcie wspél-~
nym Yamanych £ i Gk Gdy d2ugosci bokéw maled
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beda- nieograniczenie i tamane ¢ i £’ zblizaé

sié béda do krzywyck £ i £’ , to drogs opisana

przez punkt AA{nzbliZaé sié bgdzie do péwnej kray-

wej ¢ , slbowiem punkty 7, #,, ,,... stang

-siq nieskodczenie bliskie. Méwimy wtedy, ze krzywa
&’ , zwana tworzges, tocay sié_bez poélizgu po

krzywéj &£ , swanej kierownica, Z okreslenia krzy-

we} tworzgcej wynika, ze dtugosei tukéw miedsgy
punktem zetkniéoia-krzywej tworzgeej z kierownicg
a punktami tyoh krzywych, ktére do siebie niegdys
przystawaly lub z czasem przystawaé béda, muszg
byé réwune, Krzy&a opisana przez punkt # |, sztyw-
no zwigzany z krzyws tworsacs, nazywa sig ruletg.
Nieskoficzenie malé odeinki M M, M, My, M, 1, .
mozemy uwazaé z& elementy krzyws j, wyznaczajgoe
kierunki styoznych do rulety w punktach 7, 47,
M, ... . Prostopadla wystawiona do odoinka ~4, :
W jego Srodku, przechodsi przez punkt ¢ y gdy
punkt /4, . §blizaé sié bédzie nieograniczenie do
punktu 4 “; proatopadla ta stenie sig nomalng
do rulety w punkeie # ., Stad twierdzenie:; Normal- -
na do rulety przechodzi przez kazdorazokapunkt

zetkniecia krzywej tworgacej z kierowniog.
203. Cykloidy. Wspomnielidmy poprsz
$ 203, ¢y y. #sp my poprzednig
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/S 200/, ze kezda krzywa plaska moze byé uwatans
Z8a ru«ete, dla ktorea krzywa tworzgca jest prosta,
& kierownicyg -~ ewoluta danej krzywe3. Czgsto jednsk
dogodnie ] bgdzis za krzywa tworzgeg wzaigd inng

- kraywy, np, kolo. .

- Szezegélnie waznemi sg rulety, opisane przez
punkt zwigzany sztywno z kotem, toczaoym'sié po
proste}. Krzywe w ten sposéb powstale nazywamy

ogélnie_gykloidami.»Jqéeli przy tem punkiem opisu-

jacym jest punkt nalezgoy do okregu kola tworzgce-
go, cykloida jest zwyczajng, gdy jest nim punkt

zewnetrzny tego kota, mamy oykloide skurczong;

punki wewnat*zny kota tworzgcego op:suae oykloidg

wyoiggnigts, _
Wykredlmy oykloide zwyozajng i zbadajmy jej’

wtasnofici. Niech bgdzie koo £ , ktére tocay sig
po prosiej & /ryé.BBl/;ﬂmamy wyk rodlié krzagywg
opiseng przez punkt, nalezacy do okrggu koia X

W ciggu jsdnego obrotu kota punkt 4?2 raz i tylko
raz bedzie punkiem zetknigoia kola tworzgcego £ -
2z kierownicy »  , Pen punkt # obierzmy z& poczq-'
tek oykloidy. Po jednym obrocie punkt opisujgey
Znowl St&alb sig punktem Aetknlgcla M odlegtossé

MM na zasadzie okredlenia rulety, réwna sig
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dtugoéei okregu kota £ |, Po drugim zupelnym
obrocis kola punkt opisujacy znowu stanie sig punk-
tem zetkniecia /?‘Xf’i t.d., przytem ksztait krzy-
wej pomieday dWOma sgsiednimi punktami zetkmigeia
bedzie taki sam. W ten sposéb cykloida jest krzyws
per3odyozna, ztosona z mieskofczonej ilodei réwnych
zwoj6w. Wystarozy zmtem wykreslié i zbadaé jaden
taki zwéj M M7

Wykredliwszy koto #  styczne w punkeis /7 do
prostej » , odmierzmy odcinek MM réwmy dlu-
gosoi okregu kota £ . Podsielmy okrag koia orss
jego wyprostowans dlugodé M M" na jednakows ilogé
réwnych czedeci, np. na 6, w punkiach 0, 1, Raysa
4 i 5, waglednie 0, I, II, ITI, IV i V. Ryzraozmy
punkty oykloidy, odpowiadajace %6, et Tk
obrotu koia. '

Zmiane potczenia purktu /7 , gdy koto 4 toozy
sie po prostej #» cd punktu O do punktu 4
zawdzieczamy dwom jednoczesnym ruchom; obrotowi
punktu A  dokola §rodka A o k&h;‘?é i przeau-
nigeiu ocatego kola, a wieo i punktu / .o odoinek

07 . Aby wiec wyznaczyé poloienie nunktu M pe

7% ocalego obrotu; moZemy najpierw obréoié pumkd

“GEOVETRIA SYKHESLNA. Nr,1?3.  Arkusz 37-ry.
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/M  dokoia nieruchomego érodka 7 o kat 7%
przez co punkt // dostanie sige do punktu 7
potem zad przesunaé punkt 7 ; réwnolegle do 2
o odcinek 74, = 07 = £ | Polgozmy Yz i /Y,
punkt /%, jest wierzchotkiem réwnolegioboku, zbu-
dowanego na odoinkach 27 i 07 ; wyzanmozymy
go wieec najproSciej, wyprowadzajsc z prnkta <
odcinek /7,  réwny i réwnolegty odcinkowi 07
Podobniez aby wyznaozyé punkt 2., w ktérym
punkt opisujgoy znajdme sie po %/ obroin, ..bu--
dujmy réwnolaglobok na odoeirkach 22 i O7F t.j.
s punktu /7 wyprowadgzimy odoinek réwny i réwro-
legly odcinkowi ¢<2 . Punkt M; znajdzienmy,
wyprowadzajge z punkiu {/7‘ ‘odeinek # .3 # 03
i t.d.

¥ykredlmy styczne w tak otrzymanych punktach

M, My My, My, .., ¥ tym celu zauwazmy, Ze na
zasadzis ogélnego, wszystkich rulet dotycezacego
twisrdzenia /'§ 202/ normalne do oykloidy w tych
punktach przechodzié muszg przes kazdorazows punk-
ty zetkniecis kots % =z prosta » , beda to
wigo proste MO, M. 7, M. A, M; 4,
stycznel za, jako proste do nich prostopede, beds,
prostemi M 7, M, 7T, M. T, M3 75, ... '
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Wykreslmy teraz koto 4 , réwne kotu £ i
styczne do niego oraz do kierownicy 2 w tym sa-
mym punkcie ¢ ; réwnolegle do 2 poprowadimy
styczng ' do kola £ i zal6smy, 2e kolo to
toczy sie po prostej 2 " ; jezeli punktem opisujg-
cym bedzie punkt 4 =AM | to krzywa przezef
opisena bedzie oykloidag ¢  , réwng oykloidszie

¢ i prsesunietg o 7 w kierunkw prostej 2
io 27 wkierunku do niej prostopadlym. -
Dowiedziemy, ze oykloida ¢  jest ewoluta oykloi-
ay o

Gdy kolo 145., obréoi sié o % oalego okrégu,
to punkt opisujgoy zakresli tuk A4, oykloidy

¢’, paupkt 7, , otrzsymamy, jsk popreednio,

obracajgc najpierw punkt /7 dokola nieruchomego
§rodka 4’ o kat s , przez co punkt A dosta-
nie s8ig¢ do punktu 7w p.oi'.em zaf przesuwajac
punkt 7' réwnolegle do » ° o odeinek
7K, =0 T =07 = T Pfrosta' A,7*% jest mor-
malrg do cykloidy ¢’ w punkcie A, , prosto-
pedia za$ do niej prosta /1,7 jest styozma do
tej krzywej. . '

ot M. 7 i 7 A, stanowis jedng prosts,
ktére] Srodkiem jest punkt g 'A wiéc normalna
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M,7 do oykloidy ¢ jest zarazem styczﬂq do
oykloidy ¢’ ; ta osiatnia kraywa jest przeto
obwiednis normalnych do pierwsszej, czyli jej ewo-
iutq; |
- Aby wiéo wyznaosyé frodek krzywizay A, W punk -
cie <, oykloidy ¢ , wystarczy na normalnej

M, 7 od pﬁnktu 7/ odmiersyd /X, =41/

Promie# kraywishy cykloidy réwna 319 podwojpnej

normalnej.
Dzieki tej wtasnofei cykloidy bardzo mala iloéé
" punktéw wystarcza do dokladnego jej wyznaczenia.

Zauwazmy, $e punkt //  jest punkiem gwrotu oyk-
loidy ¢ , gdy2 promied krsywigny w ﬁymjpunkcia
=0 , punkt : jest wiersoholkiem aykloidy;
w samej rgzeozy, koto krzywizny dla tege punktu |

leﬁy z obu jego strom po te] same]) stronie kray-
wej, gdyZ prosta /Vaﬁﬂ jest osig symetrji oyk-
loidy. |
Na sasadzie dowiedziomego w § 200 twierdZenia,
dIngodd 2luku ewoluty réwna sie réinicy promieni
krzywiznj ewolwenty w punktach, odpowiadajsoych |
koficom tego uku. Stad wynika, #e mp. mk A4, =
odoinkowi M, A, = 2 A7’ . iuk oykloidy, mie-
reony od jej wiorzoholka.=Apodwoioneiﬁoieciwie
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cdpewiédaj&cega mu 2uku kola tworzscego. W sSzoze~
g6lnosel xuk A /KA, =AM, =42 stad wniosek:
~ Dtugosé jednego'zwan cykloidy zwyczajnej jeat
oztery rasy wigks?a od drednicy kola tworzacego.
§ 204. Epicykloidy i hypeoeykloidy, Gdy koo
toczy sié po statem kole 4 , to punkt zwigzany

sztywno z kolem ruchomem opisuje epicykloide lub

kypooykloide, zaleznie od fego, cay kota A i 4,

83 siyozne zevnetzznig.lub wewnetrznie; kazda z
tyoh krzywych moze byé zwyczajmg, skurczong lub wy-
ciagnieta, zalesnie od tego, ozy punkt opisujgey
lezy na okrégu, na zewngtrz lub wewnatirz toczgcego

sig kola, Miqdzy temi krzywemi, a cykloidami istnie-
je daleko idaoa snalogja. W szozegélnodci zauwaimy, '
ze ewoluta epi = lub hypooykloidy zwyozajnej jest
sp6t8rodkows i podobng epi = 1lub hypoeykloids. -
Opierajgoc sie na tej wlasnodci mo2na z tatwodcis
wykreslié te krzywe. Na rys. 382 przédstawiono jeden
zwé j opicykloidy zwyczajnej w tym zatozenin, Ze pro-
miefi tworzgcego koita jesat czwartg ozefcis promienia
kola kierownioaego[ '

$ 205. Elipsa jako hypooykloida. Pwierdzenie.
Gdy kolp o' o promieniu 7 toczy sie weinatrg ko~

‘3a_©0 o promiemiu 27 , to kasdy punkt naleig-
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oy do okregu kote O’ opisuje $rednice kola O

/9 ozasie jednego zupelnego obrotu kota ¢’ kazdy
punkt /M jego okregu raz i tylko raz jest punktem
zetknigeia obu k6% /rys.383/. 0d tego polozenia
rozpooczniemy badanie krzywej, ktéra_opisnje punkt
M . Punkt ten jest obdarzony dwoma ruchami obro-
towemi o przeciwnych zwrotach: dokota érodka o’

| | i dokola Srodka O
Poniewaz obwdéd ko~
1a O jest dwa
razy mniejszy od
obwodu kota O
wigo szybkosé obro-
towa punktu
dokota ¢’ jest
dwa ragzy wigksza
niz jego szybkosé

obrotowa dokola
0, Bowe poYoze~
nie jakie - kolwiek #, punktu ~ moze byéd prze-
to znalezione w taki sposéb: OSfdémy punkt /7 do-
xota 0' o kat jakikolwiek << , poozem obréfimy
go w przeciwng strong dokola O o kat £ ; jest
cozywistem, ze po wykonaniu tych dwéch obrotéw
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punkt // pezostanie na srednicy ¢
Pwierdzenie. Gdy koto ¢ o promieniu 7 toomy

sig wewngtrz kota ¢ o promieniu 22 . to kai-

dy punkt sztywno zwigzany z kolem o’ opisuje
elipse spélérodkows z kotem @ . Punkt /7 satywno
swmigzany z kotem O° /rys, 384/ polaozmy ze rodkiem

tego kola i niechaj prosta ¢’/ przetnie kolo R
w punktach 2 i @ , Pray toczeniun sie kola o’
wewna,tri kota ¢ punkt 7~ , na zasadzie powyism ego
twierdzenia, opisuje prosta @7 ; na tej samej
zasadgie punkt.
R opiéuje
prostg 9Q
Poniewaz pros-~
te 0P §{ 0R
‘85 wzajemnie
prostopadle, a
punkt & | ja-

ko sztywno zwig-

‘ zany £ kolem ¢’
y,s'. 384 - jest stalym
| punktem dredni-
oy P& , "wiéo
ten punkt opisuje eligsé 0. osiach 02 § ©Q ,
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ktérych diugoédei Bﬁ_- R R

W samej rzeczy, punkt opisujagey # jest stalym
punktem prostej, ktérej dwa inne stale ﬁunkty' 7
i Q élizgaja sie po ramionach kata prostege
PoQ. |

§ 206. Wyznaczenie osi elipsy. Pelaczmy punkt

ze Srodkiem elipsy O i znajdémy Srednice eprazeszo-
ng ze frednicg 9 /rys.385/. W tym celu zauwas-
my, ge, normalna do kaidej rulety prsechodzi przesz
chwilowy punkt setknigaia krzywej tworzacej z krzy-
_ wg kierowniczg
lon THR = ' ' /8 190/; normal-
| ' na do elipay
w punkcie M
praeschodzi te-
dy przesz punkt
7 getknigeia
k6t 0 i 07,
0t62 wiemy, ze
rednica sprze-
Zona z dang
drednics OM

jest réwnolegia

do atyoznej w



e i | i i a e Sy il

punkcie 7 /§ 162/, & wiec jest prostopadla do
no.rmalnej M7 | 7 punktu O spuszczamy tedy
prostopadts ¢S5 na M7 . 0S8 jest éredniog
sprzeiong z OM ; saby wyz.nadzyd Joj dlugosé, za-
uwazmy, e pray toczéniu kota O’ wewngtrz kota O
punkt S pozostaje na OS5 , punkt 7 na O 7
a odlegtofoi “ S i M7 nje ulegaja zmianie.

' Elipsa opisana przez punkt // powstaje wigo réw-
niez i w ten sposéb, 2e prosta MST porusza -sié
élizga,j.a,c siq punktem S po prostej 25 , a
punktem 7 po prostej O 7.

Aby wigo znalefé koniec /¥ 4rednicy O
trzeba wykredlié prostas S Z w takiem polose-
niu, zeby punkt 7 wupsd: na. ¢ , wtedy punkt A
zajmie szukeme poloienie 4/ . QOdmierzajgec wigo
na prostej O S odeinki O =ON, =AT ,\ wyzna-
ozymy Srednice AN, |, sprzeiong & MM

Bawzajem, wykonujac to samo wykreélenie w po-
rz@dku odwrotnym rozwigizemy zadanie:

Majgc dwie ‘érednioe spmézone MM, i NN

wykreslié osie elipsy. |

% kofica  érednicy MM, /rys.386/ spuszcsa-
my prostopadls na grednice A/, i cdmierzamy na
tej prostopadlej od punktu M jedng 1lub drﬁga

”,* ———

bom—
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strone M7 = 0N ; na 07 .zakredlamy kolo jak
na érednicy i Srodek tego kota ¢  1gczymy z /M,
Niechaj prosta OM vprzecina koto ¢  w punk-
tach £ i. Q@ ; odmierzajac na prostych 9@
i 0P odeinki 0F4 =04, =MPi 05 =05, -4,
otrzymamy osie elipsy 44 i &3

§ 207. Srodki krzywizny elipsy w jej wierzchol-

kach., Twierdzenie. Normalna“do elipsy w jej pnnk-

cie jakimkolwiek /Y przecina osie elipsy w ta-
kich punktack A 1 L , 3e

Y i LI oty

] /11[ él 24
Niech elipsa bedzie opisang przesz punkt /¥

sztywno zwia;zany z kotem O’ , toczgoym sig we-
wngtrz dwa razy wiekszego kota O /rys.3sly.
Wyznaczmy osie, Ya0z50° O M i prowadzge OZF |
i 0Q , Prosta 7 bedzie normalng do elipsy
w punkcie /7 . Oznacemy literami £ i Z  punk-
ty, w ktérych ta normalna przecina osie 7~ i

Oq . Trzeba dowiedd, ze: -

MH _ MPE
M7 M aq?

Zaunwazmy, 2e czworokagt 0P 7@ jest prostoks-
tem, tak t¢ Q 7/ P/ . Pola tréjkatéw M /AP




ﬁ'_/ B S 387
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i M ZLP o wsp6l-
B nym wierzcholkun 7
i podstawach M A

\ i 717 , leigcyeh

JY\H’ na tej samej prostej,

majg sig¢ jak te pod-

_// stawy:

MA _JdMAFP
M 7 4 MLP

Ays 388

Ale tréjkgt #2127
jest réwnowainy =z
tr6jkgtem A 7Q , tak, Ze:

MIE 4 MEP M P c.b.d.d.
ML 4 M TR M Q2 :

Na twierdzeniu tem oparte jest wykredlanie
drodkéw krzywizny w wierzchotkach elipsy /rys.388/.
ZnajdZmy najpierw $rodek krzywizny /7 w wierz-
cholku 47 .. Jest to taki puﬁkt osi A A" , wkt6-
rym jg przecina normalna elipsy w punkcie nieskori-
ozenie bliskim punktu # ; otés ta normalna, jak

kazda inna, przecina osie A4° i BB’ w takich

Y
punktach A i 2/  de: SHE< 4.

AL =40 =a;

; ale

skqd
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6.?
P S A

Szﬁkaja,c §rodka krzywizny 4, w wierzchotku 5,

znajdziemy:
\ <
it R
<l
Bxad BH:F

Punkty 4 § /A, znajdziemy w przecieciu obu
08i z prosiopadly spuszczons na cigoiwg Z5 g
punktu ¢ | w ktéryx sig Przecinajs styczne w
wierzcholkach 4 i 3 ; g samej rzeosy, & tréj-
katéw pododbnyoch 405 i cAx mamy:

LA et OB o LA R = L.
A o4’ 5 s A @
t tréjkatow zaé 05 i Cz
4
SH . 98 " Bh e mas &5

B 245 - I AR . o R
Wyznaczywszy punkty 57 i X/ syme tryczne

2 punktami 4 i A, wzgledem osi A4y BE

1 wykreéliwszy cztery kola krzywizny, mosemy w

wielu razach obejdé sig bez 1nnyoh punktéw 1lud

8tyoznych elipsy.
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