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PERSPEEKTY®A

ROZDAIAE VITI, PHROSTA, PUNET I PLASZOZYZNA,

§81. Punkt gléwny i koo oddalenia. Niechaj bedzie
K

plaszczyzna rzutdw. P 1 punkt O na niej nie leigey

zwany srodkiem rzutéw. /Rys.175/. Ptaszczyzne rzutéw

P uczyrimy plaszczyzng rysunku, aby polozenie srod-
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Bys 278 7. 176

ka rzutéw O Dbyto wzgledem tej ptaszczyzny Wyzna-
czone, nieschaj bedzie dany jego rzut prostokainy 0l
na tg plaszczyzng oraz odleglo$é & punktu 0 od

riej.
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Obierzmy zatew /Rys.176/; na.plaszczyinie rysuoku

punkt 0 zwzny punkten gréweym.i z tego punktu ja-

ko $rodka, promis¥ienm réwnym odeinkowi d /oddale-

nie/ zakredimy kolo, ktére nazywaé hedziemy kolem

oddalenia, Gdy dane jest koto oddalenir, to wyznacz-

my $rodek rzutéw 0 , wystawiajae w Srodku 0, kcia
prostopadly do jego ptaszczyzny d. edmierzajac na nief
w kierunku oka promiesd kola oddalenia d .

§82. Promienis i ptaszczyzny T4u0aj5ce. Erzda

prosta wychedzaca zs ércdka rzutéw 0 nesywa sig

promieniem rzucajgcym. Puskt N /Rys.175 i 176/,

w ktérym promiesf razucajscy jakikolwiek przebije

ptaszcayzng rzuliw P , nazywa.sie Sladem premienia

rzucajgcego., Prosta O,M jest rzutem prostokainym

promienia razucaigcegc OM , kak -OIM 0 = 4 jest
zatem nachylsniem promienia rzusedjmcego do plasz-
ézyzny reutdéw, Jezeli dane jest kodo oddalenia i $lad
promienia rzucajgcego, to wyinaczymywna@hylenie jego
J% , wykredlajgc prawdziwy ksztalt i wielkodé tréj-
kgta prostokytnego 0; M O . MoZemy sobie przytem
wyobrazid, zZe tréjkat ten przes obrdét dokola 01 M
przewrécony zoutsuie napteszcayene rzutdéw, Aby go
wykreslié w tym pologeniu wyetawiamy w punkcie, 0

promiex kola od&alenia ppostapadly;do 01 N i Iaczymy;
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jego koniec 79/ =z punktem H , kgt 0, M (9
jest nachyleniem At promienia 0 M do plaszczyzny
rzutéw P . VWszystkie promienie rzucajgce, ktdérych
§lady M znajdujg sig na okregu kola spdlérodkowego
z kotem oddalenia, majg to samo nachxlenie Sds
ptaszczyzny rzutéw, nachylenie to nalezy bowiem, jak
to wynika z powyZszego wykredlenia, jedynie od odle-
gtodoci punktu M od punktu géwnego 0, - Jest omo
wigksze od 45° , 2dy punkt M znajduje sig wewnatrz
kota oddalenia, réwne 45° , gdy ten punkt-znajduje
si¢ na okregu kola oddalenia, mniejsze od agt gdy
punkt M leiy nazewngtrz kola oddalenia.

Kagda plaszczyzna przechodzgca przez drodek rzutéw

0 nazywa sig plassozyzng rzucajgcg. Prosta m | we-

dtug ktérej plasgzcazyzna rzucajgoa przecina plaszczyz-
ne rzutéw P nézywa sié §ladem plaszczyzny rzuca-
jacej /Rys.l77 i 178/, 2 punktu gtéwnego _Oi spusémy
prostopadlg O;H na m i polgozmy spodek jej H =ze

§rodkiem rzutéw O , na zasadzie twierdzenia o
trzech prostopadlych prosta 0 H jest prostopadls
do sladu m , jest to zatem linja najwiekszego
spadku ptaszozyzny rzucajgcej, a kat 0y H O 5 #«
jest kgtem linjowym kqta dwusiecznego migdzy plasz-
ozyzng rzuléw 1 ptaszczyang rzucajzes. Kat ten wy-
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kreflimy z tatwosdoig kredlac prawdziwy ksztalt i

Rys. 177 _ Rys. 278

wielkodd tréjkgta pro-
stokgtnego Ol q 05
=l /////’i Mozemy sobis przytem
wyobrazié, 3e tr6jkat
ten, obracajgc sié

dokoia 0; H , przewré-

cony zostanie na ptasz-

ozyzng rzutéw., Przez

: punkt gldwny 0y pro-

A
~ ; /
. 6// }/Q//

wadzimy satem dwie
Rys. 279 proste: jedna 0y H
prostopadta, druga 0, ¢a) réwnolegla do $ladu m,
poczem tgczymy spodek prostopadtej H 2 kofcem /0/
promienia lesgcego na réwnoleglej, kat 0; EH (0)5910
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jest szukanym kgatem dwudciennym t.j. nachyleniem
ptaszczyzny rzucajgcej O-m do plasﬁozyzny rzutéw P,
Nachylenie to jest zalezne jedynis od odieglosai
8ladu m od punkiu gidwnego 0y 3 wszystkis zatem
plaszceayzny rzucajgoe, ktérych slady sg styczue do
tego samego kola spétsrodkowego z\&olem oddalenia,
majg to samo nachylenie. Jest ono wigksze od 45° ?
réwne 45° , Llub mniejsze od 459 , 28leznie od tg-
g0, ozy to koto jest mniejsze od kola oddalenia,
przystale do niego lub tez jest od niego wigksze,,
Inaczej méwige : piaszczyzna rzucajgca jest do plasz-
czyzny rzutdéw nachylona pod kgtem wigksaym od 450,
réwnym 450 i1ub mniejszym od 45° , zaleznie od te-
go, czy jej 8lad przecina kolo oddalenia w dwéoh !
punktach réznych, jest styczny do kota oddalenia lub
tego kota nie przecina. Piaszczyzny rzucajice, kté-
rych $lady przechodzg przez punkf, 0y » sa prostopa-
dle do paszcayzny razutéw P

Z poSréd plaszczyzn rzucajacych pe szczegflng uwa-
ge zastuguje plaszczyzna R /Rys.179/ réwnolegla do
ptaszczyzny rzutéw P ; jest to tak zwana plasz-

czyzna znikania, jej.élad r jest prostg niewZasdciwa

ptaszczyzny P
283. Rzut Srodkowy punktu i prostej, Niech bedzie
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jekikolwiek punkt przestrzeni 4 , rézny od punktu
0 .Slad A' promiemia rzucajgcego O L nazywa

sig rzutem Srodkowym punktu A . Stagd wynika, ze

kazdy punkt przestrzeni A /z wyjgtkiem drodka rzu-
t6w O / wyznacze swéj rzut srodkowy A" , natomiast
rzut Srodkowy A' punktu A nie wyznacza tege punk-
tu, wszaystkie bowiem punkty promienia rzucajgcegu
0 A' majg ten sam rzut érodkowy A'

Niech bedzie jakakolwiek prosta przestrzeni =a ,

nie przechodzgca przez drodek rzutéw O . Siad a!

ptaszczyzny rzucajgcej 0a nazywa sig rzutem drod-

kowym prostej a . Jezell prosta przechodzi przez

Srodek rzutdéw, t.j. jeseli jest prosty rzucajacy,
to rzutem jej jest punkt, a mianowisie §lad tej pro-
stej rzucajacej. W kazdym przypadku prosta wyznacza
swéj rzut drodkowy, natomiast rzut srodkowy a' pro-
stej =2 nie wyznacza wogéle tej prostej, wszystkie
bowiem proste ptaszczyzny rzucajgcej O-a' majy ten
sam rzut drodkowy a' . Wyjgtek stanowig jedynie pro-
ste, ktédrych rzut jest punktem, taki rzut wyznacza
bowiem prosta rzucajgca, ktérej jest &ladem.

Jezeli punkt A lezy na prostej a , to rzut A

tego punktu lezy na rzucie a' tej prostej. Ale nie

GEOMETRJA WYKRESLNA "N-173. Arkusz 1l4-ty.
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nawzsjem, bo jeseli rzut punktu A& 1lezy na rzucie
prostej a2 , to mozna sftgd wnosié tylko, ze punkt
A lezy w ptaszczyinie rzucajycsj prostsg a.

Rzutem kazdej prostej, lezacej ~ ptaszczyfnie zni-
kania R , jest prosta niewladciwa r pltasazczyzny
rzutéw P ; rzulem kazdego punktu lezgcego w plasz-
czyfnie znikania, jest punkt lezgcy na prostej r ,
ta okoliczno$é ttomaczy nazwg "plaszczyzny znikania®,
gdyz rzuly wszystkich figur leZscych w tej plaszesyi-
nie leza na prostej niewlasciwe]j plaszczyzny rzutéw,

t.j. jak sie ozasem méwi, "znikajg" w nieskodezonoéci.

§84. Odwzorowanie prostej zapomocsg jei $ladu i

punktu zbisgu. Widzielidmy, ze rzut frodkowy punkiwu

nie wyznacza tego punktu; aby wigc punkt wyznadzyé,.
trzeba by o nim posiadaé inng jeszcze wiadomosé, up,
znaé odleglosé iego od swego rzutu. ¥ szczegblnodci
wyznaczone bedg przez swocje rzuty. te punkty, o kté-
rych wiemy, Ze lezg w plaszczyZnie rzutéw. albo w
Plaszczyénie niewtasdciwej, Pierwsze, kidre oznaczaé
bedzieg¥?}§terami Ay 51,852,534, przystaja do swoich
rzutéw, Trzuty drugich oznaczaé bedziemy literami

Q; @', @2, Qs . Ot6z kazda prosta wladciwa ma je-

den punkt w plaszczyZnie rzutéw, zwany dladem S

oraz jeden punk} w piaszczyinie niewlasciwsej, zwany



kierunkiem &.

$1ad 1 kieru-

nek, jak wogé-
le kazde inne

dwa punkty,

wyzneczajg pro-
stg, Widzimy
zatem; Ze kazda
prosta bedazie
WyZnaczona
przes rzuty

s 1 @ tych
dwéch swoich
punktéw, Punkty S

i @ jako rzuty punk-

téw prostej a , mu-

8%3 lesed na je} rzu-

oie a' , ktéry zaten
jeat przez te dwa
punkty wyznaczony.
Punkt S Jjest punk-
tem przebicia plasz-
ozyzny rzutéw P pro-
gta dang a /Rys.180C



- Ri2 -

punkt Q' » Jako rzut punktu niewtadciwego prostej
@ , jeet punktem, w kioérym réwnolegta do <
przez punkt € poprowadzona, przebija plaszczyzne
rzutéw. Nawzajem punkty 7 i@’ wyznaczajy prosty
@ : jest to réwnolegla do C’Qf' poprowadzona
przez punkt 5 . Punkt Q’ na;ywamy punktem
zbiegu prostei @ , mozemy zatem powiedzied, ze
prosta jest wyznaczona przez swdi $lad 7 1 swéj

punkt zbiegu @ . Wyjatek stancwi ten przy-

padek, gdy slad i punkt zbiegu przystajac do sie-
bie lezz w nieskorczoncdci, prosta & Jest wiedy

réwnolegts do P i przez swéj rzut a' nie jest do-
statecznie wyznaczong /$83/, Gdy punkty S i Q
przyateja do siebie, ale nie leza w nieskofczZonodci,
prosta a ijest rzucajgeqg.

- §85. Odwzorcwanie punktu. Aby teraz wyznaczyé p-

Yozenie punktu & , ktérego rzut A' jest dany, po-
prowadZmy przez A jakakolwiek prosty 2 1 wyznacz-

my jej §lad S i punkt zbiegu @ . /Rys.180 i 181/,
/

Trzy punkty S , Q@ i A' wyznaczajy punkt A

albowiem wyznaczajg prostg =a i prostg O A’ kté-

2

re lezge w ptaszczyZinie rzucajgcej prostg a , wyzna-
czajy punkt przecigecia A tych dwdch prostych, Tak
wigo punkt przestrzeni A bedzie wyznaczony prazez

gwéj rzut i' oraz &lad S i punkt zbiegu Q@' pro-

stej, ra ktdérej lezy.




~ 213 -

Trzy plaszczyzny: piaszczyzna rzutéw P | ptasz-
czyzna niewtadciwa & i ptaszczyzna znikania R ,
wyznaczaja na kazdej prostej trzy punkty S , Qg
R , ktére sg zjednoczone tylko na prostysh rdwnole-
gtyoch do P . Z wyjatkizm tedy tych prostych kazda
prosta zostanie podzislony przez piaszczyzny P, Q
i R na trzy czefei SQ , & i 25 , z ktérych

ostatnia jest skoriczong, dwie zad pierwsze sg nie-

skodczone, Rzuty tych trzech czgdci sy to odoinki
SQ , @2 i BRS , z tych pierwszy tylko jest |
skoficzony, Punkty, ktére lezg miedzy. S Qs A
punkty lezace dla widza, ktéregc oko znajduje sie w |
drodku rzutéw, za plaszczyzng rzutdéw, majy swe rzuty |
na odoinku S Q I; punkty lezace migdzy Qi £ L i

za widzem majs swe rzuty migdzy punktami _Ql 1 & |

t.j. poza punktem zbiegu <2’, wreszcie punkty lezgce
miedzy & i S, t.}. miedzy widzem i p}aszozyzng

rzutéw, majy swe rzuty miedzy punktami B! A= St
przed $ladem .S . Teoretycznie rzeczy biorsc, punkty

wszystkich tyoh trzech rodzajéw réwnie dobrze sg Wwy-

- / L]
snaczone przez swoje rzuty na prostej S & ; jezeli

jednak dbaé choemy o to, aby rzuty punktéw i prostych

czynity na widzu, ktérego oko jest umisszczone w Erod:

du rzutéw, wrazenie punktéw i prostych, od ktérych

Y il = : o e i) S e T St Y » e—

.
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poshodza, to Jedynie punkty, ktéryoh rzuty znajduja‘
819 na odcinku S uozynia zadodé temu wymaganiu,
Plaszczyzne rzutéw obieramy bowiem na odleglodci
najwyragniecjszego widzenia od Srodka rzutéw /okoto
25 om./, niektére zatem punkty lezace miedzy okiem
a ptaszczyzng rzutdéw béda lezaly zbyt blizko oka,
aby mogly byé wyrainie widziane; punkty zas znajdu-
jace sig za okiem zgola widziane byé nie mogy. Tak
wige bédzie wskazanem

Q™ obieraé w taki sposéb

piaszozyzng i srodek
rzutéw, aby figura

przestrzenna, ktéra

odwzorowaé pragniemy

Rys. 182, znajdowala sig za

- ptassczyzng rzutdw,

Ocgywidcie nie da sig eczesto unikngé, aby pewns po-
moonicze punkty wypadiy ® jednym z dwéchk innych ob-
szaréw, na ktdre przestrzed zostala pcdzielong
przez pilsszczysny B Q iy A

Co éie tyocsy prostych réwnoleglych do plaszczyz-~
ny rzutéw, to poniewaz dlad i punkt zbisgun takiej
prostej sg zjednoozone ® nieskoficzonocdci /$84/,
wiéc dla jei wysnaczsuia polrzsba innsgo Jej punkin

. /Ryes¥8 . Oprbos rentw . a' takiej prostej



trzeba poded $iad S 1 punkt zbiegu ¢/ prostej ja-
kiejkolwiek &, , ktéra jg przecina.

866, Odwazorowanie plaszcgyzny zapomoca jei 4ladu

i prostej zbiegu.

Sa wszakie dwa rodzaje prostych, wyzmnaczonych do-
stateocznie przez swoje rzuty: proste lezgce w ptasz-

czyfnie rzutéw e proste lezgce W ptaszozyénie Q j

s t.j. proste
T \\\\\_ niewtasciwe.
st

Plerwsze majg

§lady nieozna-
czone, punkty
zbiegu niewltasd

J)’

ciwe, drugie
maja punkty
zbiegu nieoz- -

naczone, a
§1ady niewlad-
BT ciwe. Z pro-
stych tych obu rodzajéw korzystamy dla odwzorowsnia
ptaszcayzn.
Na kazdej plaszozyinise AS {stnieje prosta .
przscigeia & plaszezyzna rzutéw, czyli dlad, oraz pro

ata niewladciwa ?’, czyli ustawienie tej plaszczyza

= " o e s

o S s ¢ B i . —

4o S



- 216 -

Rzut pierwszej prostej przystaje do niej; aby otrzy-
‘ maé rzut drugiej cazyli
/7///’——‘\\\\\ ' prostg zbiegu /kranisc/

g’ Zl ptaszczyzny S ;

trzeba poprowadzid pra-

o U 8z0zyzng rzucajgcg réw-
nolegly do ,JV /Rys.183/

G $§1ad tej plasazczyzny
\\\\\\\\_#’/////// rzucajgoej bedzie Pro= .

stg zbi?gu-plaszozyzny

b

Rys 184, S . Slad ¥ i prosta
' zbiegu Q’i ptaszezyzny
,SV 83 oczywidcie rdwnolegle. Nawzajem, dwie proste
réwnolegle < i 9’ ptaszczyzny rzutdéw /Rys.184/ wyz-
naczajg plaszozyzné AY ; bédzie to mianowicie ptasz-
czyzna poprowadzona przez < rdéwnolegle do ptaszczyz-
ny 6)9”:"

Jezeli proste @ i ?/ sa zjednoczone, to ptasz-
czyzna jest rzucajaca, t.j. przechodzi przez drodek
rzutéw O ; wyjatek stanowig jedynie plaszozyany,
ktérych $lady i proste zbiegn ss zjednoczone w nie-
skodczonodci; 8 to ptaszczyzny réwnolegle do.plész‘
czyzny rzutéw. Dla ich wyznaczenia pctrzeba podaé je-

den-ich punkt jakikolwiek, leZzaoy na prostej przebi-
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/ ’ e
jnjacej plaszczyzng dang /Ay, d A /

ROZDZIAY IX. ZAGADWIENIA POROZENTA,

887, Prosta lesgca w denej plaszcayinie. Jezeli
prosta S Q lezy W ptaszozyZnie < ?l ; to je)
§lad- & lety na $ladzie & , a punkt zbiegu @ na
proste] zbiegi ¥’ ptaszezyiny. Aby wies w danej pla-

szczyfnie I g' poprowadzié prosts jakgkolwiek, wy=
starczy obraé na $ladzie < dowolny punkt .5 , a na
prostej zbiegu 71 dowolny punkt Q' ; prosta J°@’

bedzie lezata w plaszczyZnie 4?’ . Aby przez prosts
,5’@/ poprowadzidé plaszozyzné jakakolwiek, wystarczy
przez A5 poprowadzié dowolng prosta < , a praez @
prosts do niej i‘éwnole'glad 71 , ptaszczyzna 471be-
dzie przechodzila przez prosta /-5/4 : ok ;

_f,ﬁ@__,_ Prosta przeciegcia dwéch plaszozyzn danych.
Niech beds /Rys.185/ dwie ptaszczyzny I/ 9/’ i T2 75

~mamy znaleZé ich prosty przecigcia. Poniewaz prosta

szukana jest wspélna obu ptasuzczyznom, wige jej Slad

A wusi byé punktem wspélnym obu . §ladom - i Tz , a
Jc p

punkt zbiegu q punktem wspélnym obu prostym zbiegu

!

9/ < 72 . Zeuwazmy, 2e dla rozwigzania tego zadania :

5 Sveet— —e



nie korzystamy z
kota oddalenia.

¥ zadaniach tej ka-
tegorji, zwanych
zadaniami polozenia,
bgdziemy odtad opu-

szczall koo odda-

lenia, stwierdza-

Fys. 783.

jac przez to, ze
rozwigzanie tych zadaf wyda sig poprawnem dla oka u-

mieszczonego gdziekolwiek w przestrzeni.

§89. Punkt przebicia plészczyzn rosta. Niech be-
E y b

i e oo s

dzie /Rys.1B6/ plaszczyzna <79ﬂ i prosta w niej nie

lezaca S & . Aby wyznaozyé punkt przsbicia plasz-
/ /

czyzny < g prostg S € , poprowadzuy przez te

g'\ ostatnig ptaszczyzneg
“\ o’ :
//&Q jakakaolwiek '7/}C,c
g’ ; XQi ¥ tym celu prowadzi-
e N T J \
Ag-" My Przes prostg
J, S //
e Ll dowolng <, , a
Jﬁ\ //( | przez & prosty do
\ / . » ?
\é 2y, 286, nisj réwnclegla ¢, /
® o
¥yzracimy prostsg J &
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wrdiug kiérej plaszozyzny 49’ i 9, 7/ SIQ przec1na1<”
punkt przecigoia tej prostej z dama prosta Af<? be -
dzie rzutem sz ukanago punktu £4.

§90, Proste przecinajace sie. Jezeli dwie proste

sie przscinajg, to
wyznaczajg wspélng
plaszczyzne: dlad

tej pteaszczyzny lg-
czy élady danych pro-

stych, a prosta zbie-

gu plaszeczyzny laczy
punkty zbiegu tych

&y N prostych; wiemy jug,
AT S ze $lad i prosta
\\ \\ zbiegu piaszczyzny
\\J. \\gf | muszg byé rémmolegle,
1me%é“m_~~"_"““\< Tak wiéc wérunkiﬁm
Ays. 248,

koniecznym i dosta-

fecznym przecinania

sig dwéch prostych

/7

LY i Bt i ;
S, 0, Sz Qe /Rys,187/ jest ten, aby prosta ¢ ,
: -
ktdra Yaozy punkty zbiegn @ 3 @y byla réwnolegla

do prostej -g |, ktdédra Ygcmy Slady A ,JE tych
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1/ Odeinki 5, @/ i 55 @2 s réwne, réwnolegle
i w te same zwrécone strony /Rys.188/. Poniewaz wtedy
proste J = ,5'; J}_ i QIE @/472/ bedg rdéwnolegle, wiec
proste J,. @/ i 5 @5 sie przécinajq. Rzut punktu
ioh przecigcia jest punktem niewlasciwym, zatem sam
punkt praeciecia lezy w plzszczyinie znikania Vo'
I fawzajem, jézeéli punkt przecigciam dwéech prostych le-
zy w ptaszczyZnie znikenia 2 | to odleglogé punktu
sbiegu od $ladu ne obu rzutach sz véwne i rzuty te sy

réwnolegie.

o7
'dl:*‘f o ] /
P | \\ "'// Rz'uty Q/
/ / . (4 = L -
€§</ ek A i @2 obu prostyol
» l s lezg na tej samej’
i o AR AWt S . :
b Q?(:f“zﬁé R prostej, t.g.cztt
i vy punkty S, . @
N /
Ry 188, Sz i 921ezq na

prostej /Rys,189/
Proste sie przecinajg albowiem leig w tej samej pla-
szczyinie rzucajgeej, wyznaczenie rzutu punktu prze—~
cigcia jednsk zawodzi, albowiem punkt przecigcia razu-
tow @/ i Jl,e jest nieoznagzony. Poprowadémy Przez
prosty 5, @ ptas 8202321 jekgkolwiek I, 0/ , @
przez prostsa .Jé Qg piaszezyzng iakakolwiek I, fz/
Trzy plaszozyzx}y: ol g,/ , Y3 9,3’ 1 ptaszezyzna

rzucejsca 12 , przecinajg sig no dwie wedtug trzech

B s - ——— e =



2i1
. "“ e

prostych prrenhodz>uych przez jeden punki, kiéry jest
punkien ,zukanvm 11bow1cm dwie z tych prostych sa
to S Q/ gt J& z . Jego raut A’ lezy w przecie-
ciu prostej I= 71 z prosts ,S'Ql , weddiug, kid-
rej przecinaja sie plaszcsyzny pbmocnicze-ﬂkﬂf i
Jdg j?é E

_ﬁgl; Froste réwnolegle. Poniewas proste réwnole-

gto majg wspélny punkt niewtasciwy, wiec rzut tego
punktu czyli ich punkt zbiegu jest wspéluym punktem

feh rzutdéw. Proste réwnolegle maja zatem punkt zbie-

\Qé/ . gu wspllny. Nawzajew /
7’ dwie proste, majqoé
punkt zbiegu’WSpélny
4 Q sa réwnolegle,

gdyz kazda z nich jest
AT réwnolegia do ﬁrostej

rzucajace j o]’ . ¥ szczegélnoéci, proste,'majch
punkt zbiegu w punkcie gldénym 0, sa prostopadte
do piaszczyzna rzutdw,

Aby przez dwie proste réwnolegle S @/ i S Qé
/Rys.190/ poprowadzié plaszozyzné, taoaymy éladynﬁ
i S, prosta -0 , ktéra bedzie Sladem 1 przez wspél -
ny punﬁt zbiegu Q’ réwnolegle de < prowadzimy pro-
sts j’ , ktéra deZle prostg,zbiegu szukanej plasz-

czyzny,
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roste 1 plaszeayzny rdéwnolegle. Prosta réw-
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czyzny w%a swéj punkt rhiegu na pro-
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vzny. % samej rzaczy, prosts réw-

o

nolegls do danej pl szczyzny nazywamy prosts rdwno-

y legka do jakieikolwiek
Z’ ///j77’ prostei tej plaszcayz-~
ﬁ-'(////’ / 2 B
TN o ny. © 0tée pfosia jakakol
i | wiek S @ /wsll/
RyS 797 plaszczyzny ’9,‘7 ma

A
swéi punkt zbiegu
Q" ns ';;‘rz,:stéj b iegu 9 piaszozyzny, & prosta
S, & réwnolsgta do € ma z niz punkt zbiegu
¢  wepéliny, kt\;ry zatem lezy na ¢ . Nawzajem
prosta zbiegu j?l ptaszozyzny rdéwnolegisj do pro-
0dzi przez jej punkt zbiegyi @

LS. ; 0
¥ saczegélnosdci piaszczyzny rdéwnolegle do @y t.

3
j. prostopadls do ptaszeczyzuy rzutéw majg proste

zhiegu przechodzgce przez punkt gidwny Or

2

§93, Ptaszoayzny rdéwnolegle. Poniewai plaszczyzny

e e e T

réwnolegle majs wepdiug prosts niewladciwg, wige

rzut tej prostej, eczyli ich prosta zbiegu, jest obu

tym ptaszczyznom wspélna, Ptaszcsyany rdéwnolegle ma-

ja prosts zbiegu_ggpé*gg:

$94. ZADANTE. Przez deny punst poprowadzié pro-
sty réwnolegts do prostsj dansj. Niech bedzie pro-




cta SQ° orez punkt A , dany pegea swdé} razut A’
lezgey na raucie 4%/ proste] S0 /Rys.122/; rzut
<2é szukanel prostej otrzymamy prsez potaczenis punk-
'hlquz punkten: Ql'; pozostaje wysnaczyd jedynie &lad
¥, tej prostej. Poniewaz prosis szukana le2y % prostg
S, @' w jednej ptaszezyfnie, wige jej $lad otrzymany,
prowadzgc praes S, réwnolsgls do Q'@ do przecieoia

,' -
z rzutem Zp. Zauwazmy, #e w zadanin tym punkt;f nie

: ; byl potrzebny, do
= _\g S N s e ™ St ol 96.{_' g 2 7
* ///’ wyzpaczenia bowiem
. 2 :
\\ = e /Q/ prostej %2 wyster-
aé/)ié’ fé, czea znaé kierunck
f¢§L~~~-~§r~—-— prostej danej,
e l—s_'x IS‘; \ ey
< By 792

ktéry Je*t caltko-

wicie wyznaczony przez jej punkt zbiegu @ Uwaga
ta w réwnej mlffnc dotyozy i nastegpnsgc zadania,
§90, JADANIE. Przez prozts dang poprowadailé plasz-

zng réwnclegls do innej prosited danej. Przypusémy,

@ @/ e przez prosts
7z : T /oy
7 /-/ S @ mamy prie-
A prowadzié plasz-
= 7;; ozyzneg réwnoleglyg
/’ _&S’I

do prostych, kté-
rych kierunek jest


http://pns.es
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wyznaczony przez dany ich punkt zbiegu CZI/Rys,193/L
Prosta zbiegu ?’szukanej plaszczyzny musi przecho-
dzié przez @ 7T gdyz prosta @ ma lezed w tej
plaszczyZnie, musi on jednak przechodzié rdéwniez i
pi‘zez Q/,, gdyz prcste, ktérych ten punkt jest punk-
tem zbiegu, sg réwnolegte do tej ptaszczyzny; prosta
zbiegu Q/'bedzie to zatem prosta PR e
kanej ptaszczyzny otrzymamy prowadzgzc przez S réw-
nols gty do ?,, :

§06. ZLDANIE. Przez punkt dany poprowadzidé ptasz-

- —
czyzng réwnolegls do plaszczyzny danej. Przypusémy

o ¥

se przez vunkt A /A, SqQ) mamy poprowadzié plasz-
czyzne réwnolegta do

A ptaszczyzny, ktérej pro-

S sta zbiegu ?’I jest da-

na /Rys.194/. Poprowads?-

my najplerw przez punkt

A  jakgkolwiek prostg

réwnolegts do tej prasz-
czyzny, W tym celu obie-
: / / ’
ramy nz ¢ dowolny punkt 3 , laczymy go z 4 i
wyznaczamy Slad ,Jz tej prostej jako przecigcie pro-
/ 4 / /
stej @R, 4 =z réwnolegtg do Q Q@ poprowadzong
przez punkt S . Punkt S jest jednym z punktéw

gladu U plaszczyzny szukane]j, gdyz plaszczyzna ta,
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jako réwnolegta do danej, przechodzié musi przez pro-
éta S @/ . Prosta zbiegu szukanej plaszczyzny
przystaje do prostej zbiegu f’l , §lad zad 7 bedzie
réwnolegta do ¢ poprowadzong przez S

807, ZADANIE, Przez dang prosta i punkt na niej

nie lezacy poprowadzié ptaszczyzne. Niech bedz1é pro-
sta S /hys.195/
oraz punkt/ﬂ /f’/ ‘?/

/ /
@,,///,/ poprowadimy prze-
4q 4
X/ zefi prostg ,52 ¢
£l - £
N

NN

-
—

i réwnolegts do J@

Rys 795 /894/, poczem
przez proste réw-

g y
nolegt« S i Se @ poprowadZmy ptaszczyzne d?'/
/891/. |

298 ZADANIE Poprowadz1é prosts przez dwa punk-
ty dane, Niech bedg dwa pun.kty /H,,JVQ' i /ﬂz,ﬁfa Qe)
/1ys,196/, prosta 1 /7.2. bgdzie rzutem @ szukgne;;
prostej, mamy znaleZé jej £lad, i punkt zbiegu..

Przez punkt 4, i prostg S Q{ poprowadZmy plasz-

cZyzneg; prosta A 4, bedzie lezalta w tej plaszczyé
nie, t.j. bedzle miata &lad S na éladzxe oo |
punkt zbiegu Q7 na prostej zbiegu 5? tej ptasz-

czyzny Lrowadv1my zatem vpreec s rownolegia 4o

WA . me e Gy R LA W e e G B <l WY S e S s SR @ s e .

ATOMETRT: WYRRTATH™: 1 179 L =y L S
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KA przesz proste réwnolegle S Q; i@

| 1 plaszczyzng

3 9", ktére]

élad < wyzna-

0zy na rzucie
@’ $lad J

a prosta zbiegu
" punkt

zbiegn @ szu-

kenej prostej.

ROZDZIAL X. ZLGADNIENIA MTAROGE,

&99. Ktady figur,K lezgcych w plaszczyinie rzuca-
Jaéej. Zagadnienia‘dotyczaoe prawdziwej wielkodeci i

kasztaltu figur daja sie 2atwo rozwigzaé, jezeli te fi-
gury lezs w plaszozyZnie rzucajgcej. Nalezg tu prze-
dewszystkiem dwa zadania,

;[Wyznacgyé kgt miedzy dwiema danemi prostemi.

Przez 4rodek rzutéw O poprowadémy do danych prostyo}
/praecinajacych siq lub skodnyoh/ proste réwnolegle
0@, { 9@: /pys.197/, trseba snalefé wielkosé
‘kata migisy $emi prostemi. ¥ tym celu obréémy plasz- 34
cayzne fz‘uoa_jgca, ﬂ'da'qa’dokola jej 4ladu Q/Qzaz do *
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przystanla 2z plaszczyznq rzutéw - il . Poniewaz punk-
ty Qi @ Przy tym obrocie nie.zmienig swego poo-
zenia, wystarozy zatem wyznaczyé klad srodka rzutéw
O na plaszczyzne 2 . Z punktu gléwnego O« spudé -
my prostpadls 0,4 na §lad @, @; i polgozmy spodek
tej prostopadtej Z ze drodkiem rzutéw ¢ . YNa mocy
twierdzenia o trzech prostopadiych prosta 07 jest
réwniez prostopadla do @/ Qz i takq pozostanle po do-
konanym ktadzie plaszozyzny 0€-@;na 2 , tak, ze
ktad 0 punktu O bedzie lezal na prostej 04 . Punkt
ten bedzie zatem Wyznaczony, jezeli znajdziemy praw-
dziwg dlugodé odcinka 04 , ktéry jest promieniem o-
| | brotu punktu &
Odcinek ten jest
'.atoli‘przeoin}o-
stokgtng tréjkata
prostokgtnego 00 &
ktérego obie prEypre

stokgtne sg dane,
Jedna O, A jest
odleglodcig punktu

gtéwnego O od
éladu @, Q,z/ , dru-
ga aajesf oddale -
niem o,

-
-
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Jezeli zatem
/Rys.198/
poprowadzimy
promied ko-
ta oddalenia
réwnolegly
do @,/ @% 1
koniec tego

promienia /9)

potaczymy 2z
punktem Z

a nastgpnie

R y.S. 195,

. odmierzymy
odeinek (0/A  ne prostej O & od punktu Z
to otrzymamy ktad Oo punktu O . izczge ten punkt
z @ i Qs otrzymamy kgt szukany 9= @, 0 @3-
2/ Wyznaczyé odleglodé midey dwoma punktami da-

nemi, Mozemy przypuscié, ze opréez rzutéw 4, < 4,
danych puhktdw A, i /A; dane s3 s§lad i punkt zbiegu
prostej @ , ktéra je tgczy /§98/. Plaszczyzne rzu-
cajacg 0% obréémy dokola jej dladu @ az do prZysta;
nia z plaszozyzng rzutéw 2 /Rys.184 i 200/. Sposo~
bem przed chwils wskazanym znajdfémy k2ad 9 punktu

@ . W ptaszczyinie O@ le2g dwie proste rdwnolegle:
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OQ,i a:”

oraz proste

_rzucajace

04, i 04, ;
po dokonanym
kiadzie ptasz
ozysny O«&
punkt O
upadnie na
O. , punkty
S, Q.4 1 A
nie zmienigy
potozenisa,
proste O, @’
i /&) jako
ktady pros-
tych réwno-
leg?ych 9@~
i @ pozo-
stang réwno-
legte, Jezeli
tedy polgczy-
ny Q7 | to
prosta /a/

poprowadzona
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przez S réwnolegle do o q’ b&dzie k2adem pros;
tej @ ; proste zaé O /4, i 0.4, wysnaocss na tym
ktadzie punkty /4./) i /4:)", ktéryoh odleglosé '
jesf szukang,

~ § 100. Ktady figur lezgoych w plaszozyfnie ja-
kiejkolwiek. Na zasadzie § 80 rys.1l7l klad figury
ptaskiej i jej rzut érodkowy sg w kolineacji, kté-

rej osig jest élad ptaszozyzny figury, jedna z
progtych wzajemnych jest dlad ptaszoezyzny rzucajg-
cej réwnoleglej do ptaszczyzny figury, a érodkiem‘
kolineacji jest klad érodka rzutéw dokola tego dla-
du. Majac wigc rzut 4'BCD'tigury praskiej A0
/rys.201/ oraz élad ¥ 1 prostg zbiega ¢~ jej
plaszozyzny, wyznaczamy klad [4/) (B)/€) (D) te}
figury na zasadzie kolinemcji, ktérej osig jest -g, |
jéd.ua, z prostych wzajemnych jest 9' , & ktad ¢4
drodka rzutéw ¢ jest drodkiem kolineacji. »

§ 101. Zadania miarowe, dotyozgce figur lezgoych

w danej p2aszczyinie U 2' . Jezeli zadanie dotyoazy

figury lezgcej w damej ptaszcaydnie ¥ ¢ ’, to moz~
naby je rozwigzaé zapomocg trzech kolejnych czyn-
neédoi: ‘

1/ ktedu danej figury plaskiej na plaszczyzne

rzutéw, &/ rozwiyzania zadania w tej ptaszozyénie
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c)

2y 207

i 3/ powrotu uzupelnionej przez rozwigzanie zadania
figury do pierwotnego jej polotenia, Metoda taka
bytaby jednak zawilg i wymagajacqg duzo mie jeca, kté
re niezawsze mamy do dyspozycji. Byoby pozgdemem

~ umied bezpofrednio rozwiazywaé zadania dotyozace
figur lezgoych w denej plaszozyéfnie, t.j. kredlié

w plaszczyinie <’QJ tak jak kreSlimy w ptaszozyinie
rysunku. W tym celu potrzeba i wystarcza umieé roz-
wigzad zasadnicze zadanie wykreflne geometrji plas;
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kiej, dotycz’a,ce figur lezgoych w plaszczyZnie 47/,
jezeli zaréwno te figury, jak i elememty stanowigce
rozwigzanie tych zadafd sg dane 1ﬁb majg byé wyzna-
czone zapomocy 8wych rzutéw Srodkowych. Rozwigzemy
wige zadania nastgpujgce:-

1/ Z danego punktu do danej prostej poprowadzié
réwnolegty.

&/ Majac jedno ramié i wierzcholek kgta réwnego
danemu, wykre§lid drugie jego ramig. |

-3/ Z danego punktu na dang proéta spudcié pros-
topadlg, |

4/ Dany kat podzielié na polowy.

5/ Dany odoinek podzielié na kilks czedoi réw-
nych, :

6/ Na danej prostej od danego jej punktu odmie-
rzyé odcinek réwny danemu. Wszystkie te zadania ma-
my rozwiaiaé nie ktadge plaszczyzny'-djyl na plasz-

czyzng rzutéw,

§ 102. Zadania plaskie zasadnicze dotyczgce k&-

téw, Pierwsze z powyzszyeh zadai zasadniczych roz-
wigzalidmy juz w § 91 rys.190. Aby rozwiazaé zada-
nia 2, 3 i:4 dotyczace katéw, zauwazmy, ze dwie pros.
“be M, i &, przecinajae sié w. punkcie #Z ‘tworzg kat,

L e - o0 / ,
wtdrege prawdziwa wielkodé réwna sie katowi €, Jo @
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/rys.208/. Prgj-
puéémy teras,

&6 Zapomocy rau-

téw @ i.A’ dane
Sy W piaszczyfi-
nie d?'jedno
ranig 4, i wiera-
cholek 47 kata
réwrego danemu
kstowi ¥ ; mamy
wykre§lié razut
drugiego ramie-
nia tego kata
/rys.202/. Prze-
druzmy @, do
przecigcia 2z 7’ '
w punkoie @/,
potgczny @, 0o

i odmierzmy kat
Q 0 Qe=%

-wreszcie potacz-

my Q4 = %
Prawdziwa wisl -

kodé kata mie-
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dzy prostymi & i @: bedzie ¥ .

Jezeli w plaszozyénie 77'/rys 203/ dana jest
prosta € i punkt P /zapomoca rzutéw @i P’ /,
to na tej samej sasadzie mozemy z punktu -/~ spné-
cié prostopadtg » na prostag « . Iyznaozymy punkt
zbiegu Q' prostej @ i wykredliwspkat prosty
Q’'0s @ , polacsymy /7P prostg » , ktéra bedzie
rzutem szukane] ‘prostopad2ej.

Gdy choemy kat 4 /dany zapomocg rzutéw swych
ramion @’1 @/ /podzielié na kilka ozedod réwnych
/rys,204/, znajdujemy punkty zbiegn @ i &/ jego
reamion i podzieliwszy kat @ ‘o @/ na ozééci réwne
wyznaozamy na prostej abiegu ¢  punkty 0,’, Qg
Proste, ktére 13083 te punkty z. punktem A’ 8g rzu-
tani prostych dziela,cyeh ka,t (@ 2,) na ozeéoi réw-
ne. '

Jako zastosowanie powyziszych zadad zasadnicgych

rozwigsmy zadanié nas‘tqpuj-qoe; Dany jest rzut 425’
odoinka # B , lesgcego w plaszozyfnie o Proste)j_g
zbiegu g’ wykredlié rzut érodkowy wielokata
/(= 4¢,6,8) Poremnego, sbudowanego w tej pleszozys-
nie na odoinku 4 B jak na boku, ' |

81ad plaszozyzny moze nie byé dany, gdyz nie
jest on potrzebny w zadnym z wykredlerd Rys.190, 202,
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203 1 204, Punkty zbiegn Q' boku 4.5 /rys,205,
206, 207/ polaozmy z kladem O» , 8rodka rzutdéw,
odmierzmy kat prosty G'CL'Q;{, podzielmy go na

Bys- 206

2, 3 lub 4 ozeg-
§oi réwne i po-
prowadémy pros-
te 2,3,4,50...

~w porzgdku wske.

zanym przez ich
numery.

Kasdy czworo-

kgt moze byé

uwazany ga rzut

grodkowy kwaira-

tu. W samej rze-

~ozy, w danym

' czworokaoie

ABCDrye.
208/wyznaczmy
punkty @1 @2
"ktdryoh prze -

oinaja siq jego

boki przeciwleg-

~le i uwaiajmy

te pﬁnkty z2n



- 236 -

14 / /
punkty zbjegu bokéw kwadratu, prosts ¢ =@, dz2

"\
A

TS

I/ 7 7 ’ \ \ /
Q% 4 Qi\/ 4’.#\ @2\ - \@
\\-{ 3 2/ P \/3 7/5/0 ///

& \\\7’J - Al

za prostg zbiegu je-
go plaszczyzny, a
punkt Qs , W ktérym
przekatna 4 2 prz eoci-
na 7', za punkt zbie-
gu przekgtnej tego
kwadratu. Punkty O

i Oox , ktdre sg prze-

nigniem koXa opisanego
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"na @/ Q; , jak na Srednioy 2z kolami obejmujgcemi
kgt 45° 1§ opisanemi na nim Q, Q,’ -~ 83 kladami
drodka rzutéw ¢ dokola 9,. Punkt gtéwny &, moze
byé jakimkolwiek punktem obfanym wewngtrz 0:;
jezeli w szczegélnodei O/ lezy na ?l, to ptasz-
ozyzna kwadratu jest prostopadlg do ptaszozyazay

rzutéw,

$ 103. Zadania pltaskie zasadnicze, dotyczace

odoinkéw, Punkty miarows,
1/ Lezgcy w plaszczyfnie i’ ‘odcinek A B Jto-

rego rzut 4 B'jest dany, podzielié ma czedoi réw-

ne, t.j. wyznacayé rzuty M), M3 5 L5 o punktébw

M, ,‘/’13 s Ms ..o+ dgielgcych ten odecinek na czes-

c¢i réwne, nie kl'ada,c' odcinka na plaszcazyzne rzutéw.

W tych warurkach uzycie cyrkla nie prowadzi do
celu, albowiem rzuty réwnych odcinkéw naogét nie sg
réwne. Tylko na dladzie < plaszozyszny ﬂ}"oraz na
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~prostych do niego réwnoleglych rzuty réwnyoch odcin-
kéw 8y réwne i podzial odcinka lesgcego na jednej
g tych prcstych m6g2by byé dokonany zapomoog cyrkla.
Oté2 wiadomo, i3 podziat jakiegokolwiek odcinka na
czééci réwne moge byé zapomoog réwnolegtych sprowa-
dzony do podzialu innego odoinka, leZgcego na pros-
tej o dowolnym kierunku., Praypusémy np., se mamy
podzielié odoinek <5 na 5 ozgfci réwnych /r.209/,
ale warunki od nas niezaleine nie pozwalajg na ugy-
. oie cyrkla na prostej o kierunku & , natomiast uzy-
cle jego na prostej o kierunku @ nie podlega zad-
nym ogi-aniczeniom. Przes jeden z koficdw /4 odoinka
AZB prowadzimy prostqg o kierunku @ , na ktérej
odmierzamy cyrklem 5 dowolnych réwnych odcinkéw
AN 5 NNy y Ve Vys My Nyi Ny Ny, poczem przez punkty
N, N, Vs i Ay prowadzimy réwnolegte do pmsatej
BANs , ktére wyznacza na odoinku 45 punkty po;
dzialu M, , M., M, i My, | '
Ten sam sposéb zastosujemy do podzielenia iezq,-

cego w plaszozyinie 47lodoinka A5 , ktérego rzut
A ‘B’ jest dany /rys,210/. Poniewas na prostej 2.5
uzycie oyrkla jest niemosliwe, natomiast moZemy go
ugyé na kazdej prostej réwnolegtej do /¢ £ przeto
przez 4’ prowadeimy réwnolegls do ¢ i odmie rzamy
na niej od punktu 4’ piéé jekiohkolwiek réwnych
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odéinkéw 24, NNy, NaNy, Ns Ny 1 Wr¥s, wy-
znaczamy punkty zbiegu Q' prostej B4+ i laeay-
my z nim punkty 4., ¥z, #2 1 M , proste te wy-
znaczg na 4 B’ rauty Al,',/.%,/’!.f' i My punktéw
podziatu A, ,Me, My i My

2/ Dany jest iznt;prostel_i_gunktu na niej le-
$acego, !lgnaqug,rzut odoinka‘danaj_glugoéoiAgg:

miergzonego ns prostej od danego na nie] punktu. -

Motemy przypuscié, 2Ze dama jest plaszozyzna, w
ktérej prosta lezy, gdyby bowiem by!y dame tylko |
§lad i punkt sbiegu pmstej, to dwie réwnolegle w
dowolnym kierunkﬁ przez te punkty poprowadzone wy-
' znacgyiyby |
takg ptasz-
ozyzng 79’ .
Oczywidoie,
gadanie to
nie m;n'ze byé

rozwigzane

. gapomocg 0d-
. mierzenia da-
| nego odoinka
oyrklem, gdys w perspektywie dlugoéoi odoinkéw ule-
gaja wogéle smianie. Istnieje wazakie jedna prosta
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ptaszczyzny o ¢’, mianowicie §lad ¥ , na ktérej po.
wyzsze zadanie mogloby byé rozwigzane bezposredmio,
a wiec zapomocg cyrkla. 0té6z powisdam, ze odmierze-
nie odcinka danej dtugodci na jednej prostej moze
byé zapomocs prowadz'enia réwnolegtych sprowadzone
do odmicrzenia tego samego ocinka na innej prostéj.
’-:P'rzypuéémy, %6 mamy odmierzyé odcinek danej dtugos-
ci & na prostej @& od punktu #Z , ale dla pewnych
wzglédéw uzycie cyrkla na tej prostej nie jest mos-
liwe, natoriast mozliwe jest ono na innej prostej
I /rys.kll/. Prowadzé dwusieczne Z, i Z; katéw
wyz'lnaczonych przea proste % i U i przez punkt 4
prowadze prostopadla do jednej dwusiecznej 2 , a
wigo réwnolegts do drugiej &3 ; od punktu 4,
otrzymanego w ten sposéb na prostej @ odmierzam
zapomocg cyrkla odcinek & do punktu 5, , wreszcie
przez punkt 5, prowadse znéw réwnolegls do %  do
przecieoia z prosts @ w punkcie B . Odocinek 45
réwna sie odcinkowi 4, B,=4/, Ten sam cel mozemy
oczywidcie osiggnaé, jezeli z punktu /< poprowadzi-
. my réwnolegls do dwusiecznej Z , a otrzymawszy na
prostej @ punkt /Z; , odmierzymy na niej ocinek
& 4o punktu B2 i przez ten punkt 'poprowadzimy
jeszoze raz réwnolegls do dwusiecznej Z . Do roz-
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wigzania tego zadania wystarcay posiadaC kierunek

jednej lub drugiej dwusiecznej kata raa).
Przeprowadfry to samo wykredlenie w perpekty-

wie /rys.212/. Niech 5 bedzie dladem a @  punk-

tem zbisgu prostej ¢ , & A" rzutem panktu 7

na niej lezgcego, od tego punktu na prostej & od-

mierzono odcinek danej diugosdci o ; trzeba zna-

lesé rzut S’ kohica tego odeinka, Poprowadfmy

-

przez prosta S®' dowolna plaszczyzné <4 ‘s bez-

podrednie odmierzenie odcinka a’ zapomocg oyrkla

— - —. — m. v NG e n R AR

GEOXRTRia NYFRESINA.Xz.172,  Axkusz lé-ty.
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mozliwe jest jedynie na prostej o plaszezyzny 4;/;
albowiem ta prosta znajduje. sié w ptaszczyinie rzu-
téw, t.3i. w ptaszczyinie rysunku. Jak to stwierdzi-
lidmy powyze), dla rozwigzania zadania wystarcza
znaé kierunek jednej z dwusiecanych ez katéw
ol i 780-L ', ktére tworsg ze sobg proste & i 7 .
Kieru;lek ten w perspektywie jest wyznaczony przez
punkt zbiegu 7 lub 7z tych dwusiecznych; aby te
punkty na prostej zbiegu ¢~ otrzymad, trzeba, jak
wiadomo, odnaleié najpierw ktad ¢, $rodka rzutéw,

a nastepnie kagty ~°§ i “’%"‘C odmierzyé po obun

stronach wspélnego ramienia O Q. Aby tego doko-
naé, z punktu @ jako &rodka, promieniem réwnym
0, @ , t.j. odlegtodci punktu zbisgu prostej @
od érodka rzutéw O , zakred§lamy koto; punkty 7
i Lo LW ktérych to koo przecina prostsg zbiegu
?' , beda szukanemi punktami zbiegu dwusiecznych
katéw o€ i 780 -L. W samej rzeczy, tréjkaty
A X ) & ‘7, sg réwnoramienns, sta,d': zad wy-
nika, ze kat @ 0,7, réwna sig polowie kata ze-
wnetrznego Z R 4, , kat za§ @0, 7z réwna sig
potowie kita zewnetrznego 72 @'C. . Als kat
72 @ 0. 780, ' kat 7, @00 ==L, jak tego
dowiedlidmy w ¢ 102,
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Punkty Z; i 7, , pray ktérych pomocy mozna od-
mierzaé dowolne odcinki na prostej @ oraz na pros-
tych do niej réwnolegiych, nazywajg sig punktami

miarowemi prostej @ /lub mniej trafnie: punktami

dzietenia/. Koto o rodku & i promieniun 0 &’

nazywamy kolem miarowem prostej & ; punkty miaro-

we prostej & , lezgce na prostych zbiegu wszyst-
kich ptaszczyzn przechodzgeych przez té prostsg,
lezg na okrggu tego kola., ZauwazZmy, 2e koto odda-
lenia jest kolem miarowem prostych prostopadtych
do plaszczyzny rzutéw.

Znalazlszy punkty miarowe /zazwyczaj jeden z
nich tylko bywa dostgpny, jeden zreszta tylko jest
wogéle potrzmebny/, Yaczymy jeden z nich, mp. 7/
z punktem Z° i otrzymujemy w przecigciu z o
punkt /42, ; odmierzamy od tego punktu na prostej o
odcinek A, 5B,=d i punkt 5, tgozymy z Z ,otrzy-
mujac w przeciéciu z @ szukany punkt 57,

To samo wykredélenie postuzyé moze do rozwigzania

zadania odwrotnego: ZnaleZé prawdziwg diugodé od-

cinka, ktérego rzut na danej prostej S @&  jest da-
ny. Bedzie ono mialo przewage prostoty i osaczed-
nodol mie jsca nad rozwigzeniem podanem w § 111,

a opartem na metodzie kladéw.
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§ 104. Zastosowanie powinowactwa do wyznaczenia
——— -

pu_nktu przeciecia prostych, ktérych rzuty praecina-

ja sig pod malym kgtem., Wyznaczenie punktu,

w kt6rym przecinaja sig proste @FT JESB RNy

lezgce w plaszczyfnie 67’ staje sig tem mniej do-
/

kYadne, im odleg2odé prostych @ i £ jest mniej-

gza. Dla podniesienia dokladnodci wyznaczenia tego

punktu, kref-
limy prostg
49 w do-
~ = statecanie
7 P s wiolkiej od-
/ //H Rt / e 4
. , i legtosci od ¢
s i D —,s;‘{? /rys.213/ 1
Bys 213

obrawszy na
g punkt AS;x : »
Yaczymy go z
L - poczém przez ) prowadzimy réwnolegtg do
S, 57, ktéra przetnie ¥ w punkeie 3 ., Po-
1gczywsay 55Q 1 8 @ , wyznaoczmy punkt Z77
przeciécia tych prostych. Punkty A1 A sg 0d-
powiednie w powinowactwie wyznaczonem przez o ﬁ"

X

oraz pare punktdéw odpowi ednich Sr i S, . Prosta
/X X
poprowadzona przez A réwnolegle do 555, musi -
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tedy przejéé przez punkt A’ , ktéry w ten segséb
zostanie wyznaczony jako punkt pmeciecia tej pro-
stej z ktérakolwiek z dwéch prostych 5, €/ 1ub

S @z .

¥ 105. Proste i plaszozyany prostopadle.

ZADANIE 1. Dana jest plaszczyzna rzucajgca

Oq’; wyznaczyé prosty rzucajgcs do niej prosto-

padla, czyli; Wyznaczyé punkti zbiegu @’ prostych

prostopadtych do ptaszczyzn o danej prostej zbiegn

. 2 ) o~

Trzy proste /rys.214 i 215/: prosta najwigksze-

go -spadku 97 plaszczyzny 0¢’, oddalenie 24
i prostopadta Z€° lezg w jednej plaszczysnie
prostopadzej do Q’ . W ten sposéb powstaje tréj-
kat prostokatny & 7 & | ktérego znamy wysokodé
00, oraz jeden z odcinkéw przeciwprostokatnej,
mianowicie 0//4Z ; jest to odlegloSé punktu gléw-
nege ¢, od prostej zbiegu 9/. Przewr6émy tréj-
kgt A OQ na plaszczyzne rzutéw dokola proste]
0,/ i wykredlmy go w tem poloZeniu; punkty
g, 0,14 Q' , jako nalezace do osi obrotu nie zmie-
nig praytem swego poléléenia. Aby wyznaczyé purnkt
szukany @Q° 5 spuszczamy z punktu gléwnego na ¢’
prostopadlg, spodek jej /7 1laczymy z koficem (9/

3
P v



e

réwnolegtego do y/ promienia kola oddalenia i

w punkcie /0) wystawiamy prostopadls do 9/ .

Punkt @ lezy w przeciéciu tej prostopadiej =
prostg O, /Z.

-

ZADANTE 2. Dana jest prosta rzucajgca O0Q ; wy-

iznaczyé vtaszczyzng rzucajgcg do niej prostopadls,

czyli; Wyzneczyé prostyg zbiegu ¢ 4 ptaszczyzn pros-

" topadlych do prostych o danym punkcie zbiegu @7 .

Rozwiszanie polege ocsywiscie na wykreslenim
¥tadu tern samepo tréikata prostokstnego A O Q’;'!_
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z tg jedynie réznica, 2ze nie punkt Q’ |, ale punkt

/7 jest szukany /rys.205 i 215_/. Prosta zbiegu 9’

jest prostopadla do ¢ € , poprowadzons przez Z.
ZADANTE .36 Przez dang prosts 5, Q," poprowadzié

ptaszczyzne prostopadlg do Qanej pla-szgzyzny ﬂg’.
Prosta zbiegu Q,’ szukeme] plaszczyzny .musi prze -
~chodzié przez punkt zbiegu. 4, danej prostej /$8%/
oraz przez punkt zbiegn q’ prostych prostopadlych
do plaszczyzny o prostej zbiegu 7’ , bedzie to za-
tem prosta gczgca cbha te punkty;‘élad za8 I, be-

dzie prostg poprowadzong przez S, réweolegle do

9

ZADANIE 4. W danej plaszczyfnie -, 2, poprowa-

dzié prostg, ktéra przecina dang prasts S @i

jest do niej prostopadla. Punkt zbiegu Q/ szukane]j

prostej musi lezeé na prostej zbiegu 2/' danej
ptaszczyzny /% 87/ oraz na prostej zbiegu Z,plasz--
czyzn prostopadlych do prostych o punkcie zbiegm

Q. bédzie to zatem punkt przeciécia obu tych
prosiych; dlad A bedzie punktem, w ktérym réwno-
legla do ¢ ‘Q/ , poprowadzona przez S przocina -
/. N

ZADANIE 5. Przez dany punkt /4, 5, Qf//poprowa—_

dzié prostopadts do plaszozyzny damej wg’. Wyzna-
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czymy najplerw prostgq zbiegu g"plaszczyzn prosto-

padlych do prostyzh o punkecie zbiegu. @’ , poczem

v¥zez punkt /45 & @é}popr0wadzimy plaszezyzné 0 pros-,

tej zbiegu 7//§ 96/ i jezeli potrizeba, wyznaczymy
punkt, w ktérym -
ta plaszczyzna

przecina prestg

S 7889/,

§ 106, Katy

—-————-
—————

dwudcienne,. Zadd-

nie. Znalesé wiel-
koéé k'a,t'a dwudcien.
- nego dw6éch plasz-

czyzn, ktérych

prost e zbiegu %/

i %z 8g dane. Je-
zeli z jaklegokolwiek punktu np. ze §rodka .rzatiéw

spuécimy prostopadte 7€,/ i ¢ @z na obie plaszezyany
to kat miedZy tymi prostopadlymi réwny jest kagtowi
dwusciennemu tych pla.azczyzn lub z ninm spelnia;)a,oy
ZnajdZmy przeto /rys.216/ d1lady @/i Qz promieni.
rzucajgoych prostopadlych do tych piaszczyzn /§ 105/,,
zad.l/, poczem wyznaczmy kgt Q//O Qéprzez kad tréj-
kata @/ 0Q; dokota Q, Q2 /$ 9Y/.



-.2%9 =

§ 107. Eat prostej z ptaszozyzng. Zadanie. Zna-
lesé wielkosé kata prostej z plaszozyzng, jezeli

ich punkt zbiegu @,/ i prosta zbiegu _?’ sg dane. -

Kat prostej 2z plaszczyzng jest dopelnieniem kgta
prostej z prosto-
pedlg do plasz-
czyzny. Jezeli

Q/ jest punktem
zbiegu danej pro-
stej /rys.217/,

a ?7 prostg zbie

gu danej plesz-
czyzny, to znaj-

dujemy najpierw

punkt zbiegu R’
prostopadlych

do plaszczyzn O
prostej zbiegu g/, a nasteénie wyznaczamy kgt mig-
dzy prostemi, ktérych pﬁnﬁ'ty zbiegu 8 Q1 4,
kat dopelniajgcy bedzie szukanym kétem L.

§ 108. 0dlegtosé prostych skodnych. Jest to dtu-

—

goéé wspélne] prostopadlej przecinajgce} obie pros-

te. Aby ja otrzymaé, poprowadimy plaschané S do
obu prostych réwnolegla /ryémzla/ i przez kaidg z
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tych prostych peprewadZmy nastepnie ptaszczyzneg
prostopad?s do ASV. Przecigcie tych plaszezyzn
bedzie prosts prze-

-\\____\\~__~‘£j\ cinajgcg obie dane
“SA proste 1 do kazdej
/,—f/’d i z nich prostopadig.

TR a8 () Aby sig przekonaé,
ze istotnie odleg-

|
|~ | : €L
%”' | 066 4,42 jest naj-

Z/:—_“*LZ::?#] kr6tsza miedzy pros-
/;5/" ot i  orlRG A e O
Rys 277 prowadiny przez te

proste plaszczyzny

réwnolegte dO_Ay :
odoinek #4./jest najkrétsza odleglodcis tych ptass-
czyzn; kazdy inny odcinek, 1jczgcy jekikolwiek
punkt prostej @, z jakimkolwiek punktem prostej &,
bytby pochyty do obu tych plaszezyzn, a zatem.
dtuzszy od odcinka 4,42 .

Niech ona /rys.219/ dwie proste S &1 S 47,2 ;
prosta Q’- Q/ @eJest prostg zbiegu plaszezyzn do
vbu tych prostych réwnolegtych. Wyznaczmy punkt
zbiegu erprostych do ptaszczyzn tych prostopad-
Yyoh /§ 105 zad.l/ i zapomocy tege punktv wykresl-
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my proste zbiegu
g i, G2 i alag
dy 9 i <2 plasz-
czyzn przechodzg-
oych przez J &/
wzgl. e @;i pros-
topadtyoh do
plaszozyzn o pro-
stej zbiegu f/ :
Prosta J3 € prze-

cigcia tych plasz-

¢czyzn przecina

obie prate w

punktach 4, i 4,
ktérych odlegtosé moze byé zualeziona np. Zapomocs,

y

14
Jednego z punktéw miarowych prestej S Q.

§$ 109. Zastosowanie. Zadanie. Wykre§lié rzut

grodkowy prostopadloéoianu,gjeéeli»dane 83 punkty

zbiegu @/, @s1i Q) oraz dlugofei & A i C kra-

wedzi wychodzaageych 2z wierzcholka lezgcego w danym
punkcie .5 - plaszczyzny rzutéw,
Poniewa: @ s®2 i @) /rys.220/ ss punktami

zbiegu trzech prostych wzajemmie prostopadlych, wige
ouad. galwny Oz bediip legal na prostopadls Q}‘H,'
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spusgozonej £ @7 na @, @, oras na prostopadlej

@] X spussceonej s @/ na @: Q; ; jest to wige
punkt prseciqcia tych dwéoh prostopadlych . Promied
kota oddalenia ¢ (0J/ snajdziemy w prsecigsiu pél-
Xola opisanego na Q37 ¢ réu'nolo.glg do @/ @: wyprowa,
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dzong z punktu gtéwnego U . ‘Zakreslajao z punktu
A kolo promieniem Z (9 /albo opi-
sujgc na @, Qé p6tkole/ wyzpaczymy ra @, &
ktad o ‘éro&ka rzutéw dokola Q/ @*’: ; kota za-
kreélone z punktéw sbiegu Q, i Q2 promieniari
Q; Oo wzgl. Qz 0o wyznaczg na @7 @2 punkty
miarowe Zy 1 U5 prostych o punktach zbiegn &/
wzgl. Q2 , kolo zaé zakres$lone z punkta QJ,‘ rro-
mieniem Q;l 07 / = odleglodei punktu zbiogu

Q3 od &rodka rzutéw/wyznaczy na Q> & punkt mia-
TOwy 7 prostych o punkcie zbiegu @a{ . Odmierz-
my od punktu S odeinki @ i A na réwnolegle]j
o @ Q2 , & odcinek € na réwnolegltej do

Qs Q; , tgczge kodce tych odoinkéw z punktami mia-
romemis wlyis oy =dry Vs 2s otrajmamy na prostych
S, 5 8 Qs i S5 puinkbp et
ktére sy rzutami wierzcholkéw prostopadlodcianu lé-
zgceni na krawedziach wychodzgcych z wierzcholka S :
pozostale wierzcholki wyznaczymy bez trudnogci zapo-
mocg punktéw zb"iegu Q@] s @2 i @} krawgdzi
.prostopadtodcianu. - ol
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