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§ 129. Wyznaczenie elementéw odpowisdnich dvéch

rzutowych sgersgdw, albo pgkdéw, albo szeregu i pegku.
I sposéb. a/ Riechaj bedzie dowolna‘iloéé pPros-

T W R A Ry i S wychodzgeych & punk .

by AT, fang prostéj / niechaj bedg 3 punkty -

A, B i C , xtére majy odpowiadad prostym @,

A 1 ¢ w rauntowosci Hebe.)xpABC.)  rys. 244/ .
Wgigwszy skrawek papieru, ktérego jedna krawed?
jest prosta, i przyozywszy go tg krawedsiy do pros-

tej o odetnijmy na skrawku punkty 7, 5 1 &
poczem odjgwazy

go od proste] & ,
szukajmy takiego
pofozenia tego
skrawka, aby precs-

tea, ® 1 ¢ prze-

GhOdZily Odpowiedm.

e nio przes punkty
__ﬂ¢_+~+—4~fr“f‘§ff:]“—
Frlaz e 22 4, 5 iC. ody

%
[

RyS. 244 to noctanie osigg-
| nigte, odetnijmy
na skrawku punkty 2,4, #... , w ktérych proste

al,e,./fh przecinajg jege krawedZ, pcooszem pravlo-

zywszy skrawsk znomu do prostej ® w tem sposdh,



Sanaias

by punkly 7, .5 4 C prazystaty do srobionych
poprzednio snekdw, preeniedwy ondcigte na skrawku
/9(/7-2,.(‘{'{}/ D, £, F na prosty &

o/ ¥ taki san sposéb postgpié mozemy, gdy mamy
wyznacsyd proste &, €, F.. , odpowiadajgee
panktom 2D, 4, F... w rzutewodci ]o/ﬂBé',..]?
FP /@ b c...) . Praytozywszy skrawek do prostej
#  odcinamy na nim punkty #, 5., 2, &,

<A pocrenm sgukamy takiege polozenia skrawka,
aby punkty £, 5, € , lezaly odpowiednio na pros-
jeh @&,% i ¢ . Gdy to zostanie osiggnigte,
prazenosiny zaznaczone na skrawku punkty 2,4, Z.
na papier i Igczymy js 2 punktem 2 .

o/ qu,nu;; na prostej . dana bedzie dowolana
ilcéé punktéw 4,, &, &/, D/, f,_, b7 RN
& xna proste] /A, nischaj bedy dane 3 punkty: 2, By
i Cp , xtére mejg odpowiadaé punktom 4, 5 i &

& rzutowondei 2, /17/3/6’. / X Py (A B, &5 Obraw -

szy jakikolwiek punkt £ , nie lezzcy na proste;,
puigogmy go ze wanysiiienml punktani ./9’,_, 3,5, L, D,
Wit e .- Jodmy rnowu skrawek papieru, pray-

¥0zmy jego krawedsd do prost tej A, , cdetnijmy na
krascdai punkiy ./9’2, 2, d 5";, » 1 esukajmy takiego

poiozenla skrawka, aby odcigls na jege kramedazi
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punkty lezaly odpowliednio na prostych /?Aé, 2B
i 2 C, , wtedy proste 2D, BE,EF. wyznacug
na tej krawgdzi punkty D, 4, , 75,... , ktére
pozoataje tylko przeniedé na preasty A,

d/ Biechaj % punktu Z wychodzi dowolna
iloé6 prostych @., 4;¢q, &, €,/ .., a s punktu
A niechaj wychoday 3 proste @, 4 i & , kté-
re rajg odpowiadad.prostym & , &, i & w rauto-
wodci: B /2. %0, )R (@’ & ). Utoiywszy w do-
wolny sposéb skrawek papieru, odetunijmy na jego
krawedzi punkty 4, 5,¢, D, £, #F... | wkté-
rych proste «., A, o, &, e, f.. prsecinajy
te krawgdZ, poczen umiesémy ten skrawek w taki
s8po3déb, aby proste @,, 5,1 ¢; przechodzily pries
punkty 7, & 4 C ; wtedy proste, lgozace punkt |

7, 1 pozostatemi punktami 2., £, F ..
bgdy odpowiadaly w danej rzutowosci prestym

d/, 6,,/,[,,, pﬂku E /a/ &IC”/---/

IT sposéb. Ze astanowiska praktyki kredlarskiej

sposoby powyzsze s; bardzo uzyteczne, gdyz przesu-
wnajge w tg lub owy strong skrawek paplieru g odocig-
temi na jego krawgds{ punktami <, 5 { Cy, moze -

my po kilku prébech x gﬁstatgcznem preybliZenien

umiescié te punkty odpowiednio na prostych <, 5,



1 ¢ . Ze stanowiska teorji rozwigzania te nie majg
wartodci, gdyz nie wska:uja tutaj w jaki sposéb mos-
ra sprawié, aby 3 dowolne punkty damej prostej upad-
1y dokladnie na 3 dane proste, wychedzgce z jednego
punktu; WskaZemy przeto lmne wprawdzie mmnisj prak-
tyczne, ale za to $cisle sposoby rozwigzania tych sa-
ﬁych zagadnied, przytem okaie 2ig, 4e do ich zasto-
sowania wystarezy uzycie samego tylko linjalu /kom-
strukcje linjowe, zagadnienia I stopnia/.

&/ Niechaj bedg

Z /rys.245/ dwa sze-
M ; ~
/‘i\\ regi o podstawaoh
71 g g\\? i By, ktérych

rzutowodé jest de-
na zapomocé 3 pa:
punktéw odpowird-
nieh 4.1 4., 5,1
By Ot i ERa
Tyczmy ktére - kol-
wiek dwa punkty od-

powiednis np. 4, i

ﬁyﬂf‘?#é'

A2 i ne prostej A, A, obleramy dowolnie dwa punkty
/5 i B . 7 punktu Z rzuémy szereg :
/’//{7/31 c,...), &g punktu F, szerag P ﬁzﬂzdz---)

G o B e o A e " n W

GEOMETRTA WYKRESLEA.NT. 173, Arkusz 2(C-ty.
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i uwazajmy w pekach o wierzcholkach /7 1 A& za od-

powiednie te proste, ktére raucejs ocdpowisdnis puunk~

ty szavegéw 2 i 2. , Peki Z i A =y rzutowe,

gdyZ 84 ome perspekiywiczme z rzutowoenl szeregami -
) .

Jo. (BB, L /w/oz/ﬁw*

perspektywiczne, gdyz prosta tsczaca wisrzcholki

2 7. odpowiada samej sobie /&, = &)/, Jdpowiednie
proste pegkéw 5 1 A nuszg sie wig¢c przecinad na
jednej proste] /osi perspektywy tych peké®/; bedzie
ona wyznaczona przez dwa jekiekolwiek swois punkty
np. 'praez B =5, 5.1 (' =c. ¢, . Proste kazdej in-
nej pary przecinaé sig@ muszs na prosis] & = 5,
Aby wigc wyznaczyé puankt #, , cdpewiadsjacy punkto-
wi 2, , Yacaymy £ /M, = 772, , Wysnaczamy p.&.,k?'

p e, 2 M, Ygcaymy 7 M= oy 1 wyzosozsmy punkt
P2 7723 = My,

Poniewaz punkty /~ i 72 83 dowolpnemi punktami
prostej .47z, przeto dogodnie bgdzie wzigé punki
/S w punkois Z: , a 'pnnkt 7z w punkcie & /rys.
246/, osig perspektywy pekéw 7 { 2 bgdsis prcs;
ta;%laczaca punkt przeciécia progtysh A,.5,

i A2 B, = punktem B przecigcia pmst.voh A
i Ay ¢, ; dwa punkty A, i M; 83 odpowiednis w Sze-
regach /b//ﬁr Biiky o f N P ‘Az B, (?.g,.../
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jezeli proste A,/ M. i A2  przecinaja sig
| W punkoie kté-
rymkolwiek &
osi A

Jezell sze~
iegi rzutowe
/o 1 f¢ nle
83 perspekty-~

wiogne, to

punkt prsecig-

cia £ podstaw
/3/ i ﬁ.{, nie

odpowiada same -
mu sobis. Jezeli ten punkt zalicsymy do szeregu /. ,

oznacgajgoe go literg A7 , to punkt odpowiedni Az
‘znajdziemy stosujgc rsgule ogélng: trzeba na proste]
/?2 Wyznaczyé taki punkt-il, aby proste P 0 A |
A/, A2 prazescinaly sig na prostej B» . kle
Az A2 A wasi byé przeto takim punktem pros-
tej [Pz, aby proste 4. 42 przecinala prosts %=
na prostej » , t.j. Sz =& po . Jezeli punkt Z
zaliczymy do Bzeregu Mz , oznaczajgs go literg k; :
to punkt odpowiedni Y, bedzie lezal w przeciegcin
prostych # 1 A, , tak ge;
punktowi prrzecigcia podstaw dwdch szeregéw rzutowych




/
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A

odpewiadaja w obu gzeregach punkty, w kidrych od

perspektywy przacina podstaewy, i nawzajem;

of parspektywy dwoch szersgéw rzubowych *. i %,

tsezy punkty 42 i & , odpowiadajsce w obu sze-

regach punktowi o, =¥, oprzeclscis podstaw A Da .

Poniewaz kazdemu punktowi jednego z dwéch sze-~
regéw rzutowych, np, A, albe Vi odpowiada

1

w drugim jeden jedyny punkt 4= , wazglednie 27
wige of perspektywy nie zalezy od tego, czy wierz-
cholki pekéw 2 i /2 obisrzemy w punktsch & i
LIS T . P A e G AN T TR e
wynika;

Jezeli wierzcholki pierwszy, trzeci i piaty
szefciokyta £/ B €42 B, C2 1sis na prostej 2

?

a wierzchotki: drugi, czwarly i szésly na prostej
Pz, to punkty 7, B i C przecigeia bokéw
"praeciwlegliych" szefciokyla 5/ e i B L7, L

i A2 & , £, 8.1 As B, , less na jedunej prog-

tej & .
Jest to zreszty przypadsk szczegbdlny twierdze-

nis Pascala ¢ szsdciokgein wpisanym w stozkows,
o ktérym niehawsm bgdzie mowa,

Rzutowoéd dwéch szeregéw na danych podstawach
Pr i /P2 jest wyznaczona priez 08 perspektywy'/g




oraz jedng pare 4, i e pupktéw odpowiednich,

gdys of perspekiywy jest réwnozanaczna z dwiema p&- -

W

. 2 - q s b | “ - y .
rami punktéw 0&?0%1&&&16&3 Kbk Foadian R

-

Jezeli punkiy nieWiasciWwe prostych 2 i /Z: nie
odpowiadajg sobie wzajemnie, to oznaczmy literg A,
punkt odpowiadajaoy W szerege A punktowi nie-

&0

7JL s B litera @z punkt

!!‘

wiadciwemn 7~

m
o

vaY

o /h4 pucktowi niewlasciwe-

e @/°  szereg: Fo- . Punkty Zy i @ nazywajg

OQPOWIanjun W SZeve

FW'
6y

L d

sig punktami wzajemnemi szeregiw O s A Fonie-

wat dwustosunki [ 4- B, G ~2./ i (Ay By Qs T 7

- _C?/J?/ b= -ﬁl, @L ™
85 réwne, wiqe Zom - = w. /¥ 179/, stad wynika
G B B @ = BrBEr-Be @ oz7li

‘Iloczyn odlegicdei dwéok punktéw odpowiednich

4, i XA, od punkbéw wzajemnyoh R, i &2 jest lice

bg stalg.

Jezeli punkiy niswisgoliwe obu szersgés rzutowych
odpowxada3q sobie wzajoumnis, to gdy oznaczymy lite-
rg @, °° punki niswiadsiy prostej A wypadnie
oznaczyd liters @z punkt niewladoiwy prostej Zs.
Bieohaj & i &z , B 1 5, ¢» i @ beda
‘{.rzema parani punkiow odpowiedaich tych szereglv,
dOquZ&)%G czwarty parg punktéw odpowiednich @ "

Paeh s J .
@ , moiemy napisaé;



- 310 -

/17/ B, @/m) =ﬂ92 B szo/
skad

A, Cr _ KAz Ce
7 T - _/JJ 779/

Mamy tedy wniosek:

Jezeli punkty niewladciwe dwéoch szereglw

rzutowych odpowiadajg sobie wzajemnie, to te sze-

regi sg "podobne®, to stosunek odleglosci
dwéoh ktérychkolwisk punktéw jednego szeregu do

ndleglodei odpowiadajécyeh im punktdw drugiego

szeregu jest lioczbg stalg.

b/ Niech bgda dwa peki o wierscholkavh &7 i 5

ktérych rzutowosé jest dana zapomocg 3 par pros-
tyoh odpowiednich @/ i @, & i by , € i &o

' | /rys.247/. Przes
punkt przecigcia
ktérychkolwiek Z-gh
promieni odpowied-
nich, np. @, i %,
poprowadémy dowol-
pie dwie proate V2
i A i uwwazajmy

w szeregech B, 1 %

za odpowiednie te
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punkty, kiéra lefg na odpowiednich prostych pe-

k6w Z i 7 . Szevegi m, 1 B, sg rzutowe,

gdyz sy one perspektywicazne z rzutowemi pekami
VAL I ] = B [ by L / sg one nadto

persrpektywiczne, gdyé punkt przecigecia podstaw

<

J2: Pz odpowiada samenmu sSobie /A 2 A/ Qdpo-~

wiednie punkty szeregéw & 1 /= muszg przeto
lezeé ma proetych przecinajgoych sig w jednym
punkcie /drodku perspektywy tych szeregéw/, beg-
dzie on wyzrneczony przoez dwie ktérekolwiek pros-
te przezef przechodzyce, np. priez 4 5 5, Sz

¢ £ C . Punkty odpowiednie kazdej inne]
pary lesed =muszy na prostej, wychodggcej z punk-
tu AC =/ . hby wigc wyznaczyé prostg 2y
odpowiadajgca proste] =2, , wyznaczamy punkt
P, =, Tacaymy £/, = 72, wyznaczamy
punkt P2 772 =M i ‘Igonymy £ M = 7724,

Poniewaz proste #, 1 2 sy dowolmemt proste-
mi, wyprowadzonemi z punktu &, @: , przeto do-
' godnie bgdzie uczynié /@, s& i pr =& /i')s.
248/ . Srodkiem perspektywy szeregéw & i Z;  bg-
dzie punkt & , ktéry jest przeciqeciem prostej '

¢ , zaczacej punkty @&, d.1i @:4, prosts 6
Ygqczgeg punkty @, Cz i Xz ; dwie prqéte 72,
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i 7722 sz odpo-

wiednie w pekaéh
VT IR s

7 5 (X2 by Cr...)

jezeli prosta #72 ,

Yhczgca punkty

@, 71 X 77, Prae-

chodzi érzez Srodek

- perspektywy 2 .

Jezeli peki rzu-~

towe 7 i 42 nie

g8y perspektywicszne,

to proata z , laczaca wierzcholki Z i 7 , nie
odpowiada samej sobie. Jezeli tg prostg zaliczymy
do peku & , oznaczajac jg litera 47 , to prosty
odpowiednig znajdziemy, prowadzac z punktu 2
takg prostg J: , aby prosta, laczaca punkty o
i. @, Mo przechodzila przez punkt 7~ . Ale

Xe A, 22; Mo musi byé przetc taks prostay, wy-
chodeyog z punktu 72 , aby prosta, lsczgce punk-
ty- @ J¢ i 7 przechodzila przez punkt
t.j. Lo
peku /3 , oznaczajge ja literg _% , to prosta -

PA . Jszeli prostg Z zaliczymy do

odpowiednia _¥ bedzie lgczyls punkty 2 i &

tuk, 231 .
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prostej laczgce] W’PIZPhOIkl dwbch pekiw rzutowyoh

cdpowiadajg W obu pekach proste, ktére Igczg §ro--

dek perspekiywy 2 w1e'zcbolxam1 i nawgajem

§rodek perspektywy pekiw rzutowych £ 1 72 jest

przecigciem prostych de i ¥, , odpowiedajgoych w

obu pekach proste] Ar = Sy, 250 zaoej wierzcholki
AR T

Poniewaz kazde] prostej jednego 2 dwéoch pekéw

rzutowych, np. 4 lub % -, odpowiada W drngxm
jedna jedyna prosta Jz , wagl. Y, , wige grodek
perspektywy nie zalezy od tego, czy za podstawy
szeregéw P 1 Pz obraligémy proste &, i &z, /3,
i by, O i Czy 72, T 772 ... Stgd wniosek:

Jezeli boki: pierwszy, trzeci i piaty szefcio-

boku &by Cr@yk Cpraechodzy przez punkt Z , a

boki: drugi, czwarty i szé-sty‘przaz punk?t AN

proste a, A i ¢ , 18023C wierzcholki "przeciw-

legte" szedciokata B/ Ce, Bslry &€t 1 @zl ,

&/ 52 i @y Hr , Dprze .chodzg przez jeden punkt Vi

Jest to zresztsg przypadek azczegblny twierdzenia
Brlanohona 0 czescloboku opieanym na stozkowej, O
ktérym niebawen bedzie mows.

Bzuhowoéé dwéch pekéw o danych w1erzuholkach VS
1 Vg jest wyznaczona Drzez g§rodek perspektiywy 7=

oraz 3ednqﬁparqﬁczll ICZL prostych odpowiednich,




L33
-}
S

gdys &rodsk perspektiywy lest réwnozna wcsny % Gwie—

ma parami prostych odpowisdnich QR = ) it A
Dwa pozornis régéne wzajome ‘twierdzenis:

o szeboliokgeis, ktérego wierzcholki leig pna 2-ch

prostych 2, 1 P, 1 o szefoioboku, ktérego bo-

ki przechodzg przes dwa punkty &~ i % , 8y w

rzeczy samej tem samen twisrd zeniem, ktérego iasto-

ta polega pa istaieniu t.sw, konfiguracji Pascala,

zXctone) z 9 punktéw i ¢ prostyck w tea spoadb,
Ze prazes k&zdy punk® przechodzg 3 proste i na kaiz-
dej promtej lsig 3 punkty.

§ 130, Zastosowanie. Zastosujmy twierdzenie o

szedciokoku X/ B, ¢, @e A, Oz , ktérego boki @, 4

i ¢, praschodza przez punkt 77 , a boki @4
i ¢ prsez punkt 2 , do rozwigzania zagadnienia:

Polgozyd punkt C oz niedostigpunyn punktem prze-~

clgcia prostych
a i 5 /rys.249
7 punktu wy -

prowaddimy dwie
proste: pierwszg

w kisrunku dowol -

aym & 7 do punk-
tu 4: na pros-

e
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tej @ , drugg w kierunku dowolnym 2% do punk tu.

B, na prostej @ .. Z punktu 4z wyprowadémy réw-
nolegty do €. Bz do punktu B, na prostej & ,
a z punktu B2 réwnolegia do C¢; A2 do punktu -
A, pa prostej @ , % punktu B/ wyprowadimy zno-
wu réwnolegta do C £z 1 z punkiu A, réwnolagls
do ¢, B: ; potgozmy wresszcie punkt C° z purkten

C: , w ktérym przecinaja sié ostatnie dwis pro-
ste. Powiadam, 3e prosta ¢, €y przejdzie prze:z
punkt @ 4 . ¥ samej rzeczy, W szescioboku

A,8, 0,222, 2 boki pierwszy, traeci i pia-
ty przechodzg praes punkt L2ERS , B bo]\;u‘, drugi,
czwarty i szésty przez punkt 7, skad wynika, %e
proste, Igczgoe przeciwlegis wierzchoiki tego
szedcioboku A Az , B Bz i €, C: przechodss
przez jeden punkt.

Zagadnienie to‘hozna tez rozwigzaé na zasadzie
twierdses o tréjkatach Desargues'a /§ 75/. % punktu

C;, /rys.a50/ myprowadzamy Znowu jakiekolwiek
dwie proste, piérwszg do punktu 4/ na prostej @ |,
drugg do punktu B, ne prostej & i tacaymy pm-
ty 4. i B, . Przez dowolny punkt 4. prostej &
prowadzimy réwnolegla'do A,Bs do punktu Z: na
prostej A i réwnolegls do A,C; , » 2z punktu

e —r o



-

* B, réwnolegksg do B, &y #regzeie lacazymy punkt

J

¢, z punktem (2., w ktérym sig¢ przecinajs dwie

ostatnie prosts. Tréjkaty 4, 8,41 ALt B losg

tréjkatami Desargues’'a, gdys odpow ednie ich beki

Rys. 25L

fo wskazuje ys.291,

przecinajg sie
w trzech pank~
tach niewladoi
wych, ktére, jak
wiadomeo, lelg na
jedne] prostej
/miengwicie na
proste] niewias-
ciwei/.

2 tydr dwéch
rozwigsald pierw-
8Ze jest:bardziej
praktyczne,
zwlaszeza, jeie~-
li sig postuguje~

my rajezyng 1 po

s s gy v
niej dlizgsjgcy
sly ekierky, ijak



131, SZERBEGI RZUTOWE Hi # WSPOLNE] PODSTANIE

m
..f...__._.___—- e i

i PZKT RZUTONE O ?uP\hﬁYL WIFRZCEQLKU, Poniewaz

dwustosunek caterech slementéw szeregu lub peku

zachowunje £ig przed rzuty 1 przeci gcia, wigs przex

dowolng ilodé rzutéw i przecigé dochodzimy zawsze
do smeregn lub peku rautowego z pierwsaym szere-
gien lub pekilen. Przypadkienm szozegllnie waznym
rzutowasei dwdch azereglw lub dwéech pekéw bedzie
“on, gdy podstawy szeregéw lub gdy wierzcholki pe-
Wéw | raystajag do siebls /sa zjednoczone/. Zdarza
sig to np. wléwczas, gdy wyszedlszy 2z pewnego 8ze-
regu o podstawie 2 Po pemméj lipzbie Tzutéw i
przeciglé przetniemy pek /-, prosta Jr wtedy
ne prostej &, beda lazay dwa szeregil rzutowe
/o,/f/ 7, &, / ™ %, [ 2 B wz/ 1 podobniez co
do pekéw: moze 51§ ndarzyé, ze wyszedlszy 2z pewne-
go  peku o wisracholku £ , po pewnej liczbie
przecigé i rzutéw, rzucimy szereg 7,_, =z punktu
Fira T wtedj punkt Z#7 bedzis wsp6élnym wierzchol -
kiem dwsch pekéw rzutowyeh B L By o SR
K33 !ﬁ'[&kﬂnén Coz- /Z #akie dwa szeregl rzutowe na
wspélnej podstawie lub peki rzutowe o wspélnym
wierzohotkun, jak kazde wogdle rzutowe szeregi lub

peki, 85 wyznaczone pIzez 3 pary elementéw odpo-
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wiadnich, als wykreélernia podane w poprzsdnim
artykule, sluzgoe do wyznaczania slementéw odpo-
wiednich w tym przypadku zawocdzg.

Niechaj bedq na proste] . /rys.252/ 3 pary
A, & A2, B, i Bz, €, i €z punktéw, ktére
wyznaczajs dwa szeregi rzutoma J2z [+ B Co. )7

7T)ﬁzz,4éﬁ et CQ'Z/ ; &by wyznaczyé dla punktan /%,
pierwszego sze-
regu odpowiada~
jacy mu punkt
Mz drugiego,
rzuémy z dowol -
nego punktu 2
purkty 4., Bi s
na dowolng pros-
iq/bé i.znajdz-
ny na tej pros=
fej taki punkt
M3 , ie punkiy
M, + M odpo-
wiadsja schie rzutowo w szeregach 7o, ﬂq,a,c'.../-;r

’T'/bz’///7éf2?£ 02:"/2, pcczem rzuémy punkt 7
z punktu %% na fore dtrzymanj.u ten sposéd
punkt . jest szukanym, gdyz /§ 138/




8kgd wyaika:

7 e 4 ) ol /~’/_ s
(BB MC )= [ B, My Co)

Opierajac sig aa zasadzis dwoistodci znalefli-
bydmy snalogiczne wykredienie linjows, pozwalejgce
odnalefl prozty 7722, odpowiadajacy deme] prostej

7720w dwdch pgkach rzutowych o wapdlnym wierzchod

3§ 132, ELEWINTY POD#OIHE. Jekeii w dwéch azere-

_gach rzutowych na wspdélmej podstawie, ~ albo w

dwich pekach rzutowych ¢ wspélunym wierzchoZku, -~

elemsnldéw odoowi ednich sg zisducczone, to

eIy almjeﬂfg“'ﬂ pov itednich 8y zjednoczo-

e, t.j. te saevegi, wagl. pgki, ea identyoszme, -

% samel rzeczy, niozh bgda np. deas szeregi rzubowe
na wspdlnej podstewie P»,» 1 niach punkty &, i Az
bedy zjednocuone w punkcie 4 tej prostej, punkty
Z: 1 Bz w punkeie &£ , a puskty <0 i Low
punkeie € . Jeszeli punkty 7, i /M, stamowia
jakakolwiek inag parq punktéw odpowiednich, to na

.



zasadzis § 127

//H/ E/M/Cl//} = /ﬂz 5.5 M.z, C/z,/

//H.BM/d/:/ﬁBMzc’/
skad wynika, ze punkty 2+ i Mz s3 identyczne.
Jozell wigc dwe szeregi rzutowe na wspélnej pod -
stawie /albo dwa pgki rzutowe o wsp6loym wierzchol-

kw/ nie sz identyczne, to mogg mieé najwyiej dwie

pary elemsntdéw odpowiednich zjedroczonych; t.j. na

wepblnej podstawie M.z istniels najwyzej dwe punk-~
ty Jiz i /2 [/ze wspélnego wis rzchotka 7z wy-
chodzg najwyiej dwis proste sz i Jaz /. ktére
odpowiadaia samym sogie. Punkty 2 1 S nazy-
wemy punktami podwljnemi szeregéw rzufcwych

Jorz (BB C...) 7P (B lo ) proste €z i Ju

nezywamy prostemi podwéJneml pekéw rzutowych
ﬁ-&(@:/ﬁ, d/ /T-Bb/a'zécdé /

Wykreélsnie pcdane w artykule poprzednim dla wy~-

znaczenia pary punktéw odpowiednich dwéch szeregéw
rzatowych na wspdluoe] podstawie nio da sig¢ zastoso-
waé do wyznaczenia punktoéw podwéunych tych saeregdw.

Do tego celu stuzy t.zw, wykreslenis Steinera.

Niech begds na wspbluej podstawie o /rys.253/‘
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dwa szeregi, ktérych rzutowodé jest okreélona za-
pomocs trzech par punktdw odpowiednich 42 i 4z |

., ¢ i . . Wykredlmy dowolmne kolo
A1 obrawsz& ne jego obwodzie punkt 7 , rzué-

S i

my z nisgo wazystkie te punkiy; proste rzucajgce

@ i «wz, A, i A, , ¢ 1 <. wyznaczajg dwa
peki rzutowe o wspélnym wierzcholku 270 N punk -~
fu A

s s, s L /
my punkty 7, B,1 ) ; proste rzucajace 2., 4.

2

w ktérym prosta < przecina koto,rzué -
@;,”. ,. na zasadzle znanego twierdzenia o katach
wpisanyeh w koo, opartych na tym samym ZTuku, two-
rzg Zze soby te same katy, co proste «., 4, <., ..
tak, 2o peki P2 /2, a..) i A j@l Bi ) .)
84 réwne, s wige, oczywiscie, rzutows., Podobnieg

z punktu Z; ', w ktérym prosta «, przecina koo,
rzuémy punkty 4, , 3 i ¢ ; proste rzucajyce:

4 s

e "5/1 .

Fore

@, twerzg ze soby te same katy, oo
, tek e peki 3 2. 50 ..)1

= / /7 ' 'Y : . ) &
Aj /R,,éfa,.n// 85 réwne, a wigo oczywidoie rzu-

proste a.,, 3, ¢,.
tows,
Poniewasz
‘/D/_e /z/ 5.' a-"/ a3 ﬁ& /a¢ Z; "’,8 vitd /‘ :

WiQG / 4 : 71 iy
g e s/l ) 7 R Sy B e )

A Atea Sy Wewn Gias WM AYE Maw Dy wme ’

GHOMETRJA WYKRESLRA. Nx.173. Arkvsz 2l-szy,



‘qui te jednek nietylko sz rzutowe, ale i perspek-
tywiczne, albowiem prosta, Ze;cza,cé. wierzcholtki 4,/

i Z; odpowiada samej sobie w tych pekach /2, = w;‘//,
Stad wynika, ze punkty przecigcia promieni odpowied-
nioh 4.3:, ¢ ¢, o mj.. leis na jednej
prostej » , ktéra jest zntem wyznaczong przez dwa
ktérekolwiek z t)}ch punktéw, np. przez ¢ :.3, 4.
R

i

¢/¢c; . Aby wyznaczyé jekgkolwiek inng pa-



T Sl =

rg prostych odpowiednich, wystarczy polgcazyé do-
wolny punkt 7’ proétgj 2?2’276 z punktami 4
i4;

Stad w=yaika, Ze dla wyzpaczenia punktu <% |
ktéry w drugin szersgu odpowiada punktowi %,
plerwszego szeregu, nalseiy postapié jek nastepuje:

Polaczyd punkty 4,5, ¢, %, B, 000 LR
z punktem /7, prostemi @, 3,, ¢, @, 4,01 7, ;
wyznacayé puskty 42/, 5/, ¢/, 4/, B, &i M/,

w ktérych te proste przecinajg kcto A ; potg-

czyé A5 = A1 K4,/ B’ 5" ; wyzpacayé

punkt 4, 4.5’ ; potacsys Z/C = o/ i
A8 =¢a ; wyznaczyé punkt o ¢’ = ¢’

potgczyé 2?’0J5iﬁ> ; Wyzuaczyd punkt Z%/% A7,

polaezyé N A< 22l ; wreszcie wyznacuyd punkt
"y P L

Trojakie moze byd polozsnie prostaj » wzgle-
dem kota A ; albo moze to byé prosta zewnetrzna
wzgledem tego kola, albo styczna do miego, albo
wreszcie jego sieczna. Praypusémy, Ze prosta 2
przecina koto £ w dwéch punktach . i s .
Kazdy z tych punktéw wyzracza z punktem % pros-
ta, ktéra odpowiada samej sobie w pgkach rzuto-
wych:
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P (7 B, E. ) T TG [ By o)
Punkty /., i < , w ktérych tak wyznaczoae
proste 7, i ; przezinajg prdéta e, 8§
zatem punktami podwéjnemi szersgéw rzutowych
P (BB G ) 7 Py [y B &), Jeieli prosta
2 jest styczng do kota A , to punktiy SO
Jos ; a wiec i punkty . i Jp sa zjedno-
czone; igtnieje wige wtedy tylko jsden punkt pod-
wéjny tych szeregéw. Jeizeli wreszcie prosta »
jest zewngtrzny wzgledem koa A , to punkiy pod-
wéjne nie istniejg wecale.
W wykredleniu powyzszem zawarte juz jest oczy-
widcie wyznaczenie par prostych odpowiednich ora
rostych podwéjnyca <,z i ;fw dwdch pekdéw rau-~

towych o wspdélnym wierzchotku 7%
PP [ G o B i ) T LNy B i)

Wyznaczenie punktdw podwéjnych’dwéoh szeregbw
rzﬁtOWych na jekiejkolwiek podstawie %, oraz wy-
znaczenie prostych podwdjaych dwéch pekdéw rzuto-
wych o jakimkoiwiek wierzchotku /7 ', da sie udku-
tecznié zapomuicyg jednego -jedynego koita £ , lezgce-
go w ptaszczyénie tych podstaw i wierzcholkiw, Wy-

rreglenie to nie wymaga zatem uzycia cyrkla; jezeli
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tylko w ptaszczydnie rysﬁnxu TaZ Da Zawste Wy -
kredlone jest jakiekolwisk koo /ewane koler

Steinesra/.

§ 133. ZASTOSOUWARIE. Wykreglié tréjkat wpisa-

R

ny w tréjkgt A4 Pi opisany na tréjkgcie @AFS .

Rys. 2354

¥a boku M /rys.254/ obierzmy trzydowolne
punkty 4,, 5. i Lty rzuémy je z punktu @ na bok
ML ; chrzyamsans punkty p, Bl ¢: rzubmy =z
punktu A na ok A F , wreszcie tak otrzymame
punkty 4, B, i €5 rzuémy jeszcze ragz z punktu
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S na bok M/ ; ponisewai szeregi
=Tl kA i 2.5 B Copin
T By Lyey - Vit o Fg BB
s Bl Wiy A4 By G

sg perspektywiczne /drodkami perspektywy sg kolej-
no punkty € , 7 i°s /, wige szeregi
_/7/.3/ 55 i ﬂVEyCYy...

85 rzutowe na wsp6loej podstawie /& ./~ ; madanie
gprowadza sig mige do wyznaczenia punktdw podwdj-
nyeh /i J: tych szeregéa i ma 2, 1 lub 0
rozwijzadl /zegednienie II stopnia/.

_§413§; SZEREGY I PEKI IRWOLUCYJNE. Niechaj bedg
dwa szeregi rzutowe na wapélnej podstawie 7., Kaz- '
dy punkt /# prostej »,, moze byé zaliczony bgds

do pierwszego, badZ do drugiego szeregu. Jazsli

punkl 4/ gzaliczywy do plerwszego sZeregu i ozna-
czymy go litsra 4, , to w drugim szeregn bedzis
mu odpowiadal pewien punkt, ktdéry oznaczymy litsrg
Az . Jezsli toxn sew punkt zaliczymy do drugisgo
szoregu i ognaczymy go literg 5y , to w pierwszym
gzeregy bgdzie mu odpowiadal pewien punkt 5/ |

%t6ry wogble bedzie réiny od puuktu Z2 . Hoze sig

wennlkie zdarzyé, se punkty Z: i 5 przystanmg do
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siebie w pewnym punkcie # prostej 2z ; wéwozas

méwimy, e punkty # i 4 odpowiadajg sobie pod-

wéjnie, co oznacza, Ze punktowi /¥ odpowiada zaw-
sze ten sam punkt . , niezaleznie od tego, do kté
rego z dwéch azeresgéw zaliczymy punkt /¥ .
Podobniez dla pekéw, Noze siq zdarzyé, Ze w
dwéch pekach rzutowych o wspélaym wierzcholku /Z
dwie proste »z i 72 , wychodzace z punktu /7
odpowiadajg sovis podwéjnie, t.j. 2e prostej 772
odpowiada zawsze ta sama presta 7?2 | niezaleznie
od tego, do ktérege z dwdch pekéw prostyg 772 zali-
czymy. Dowiedziemy teraz lwicrdzenia:

Jezeli w dwdch szmersgach rzuiowych na wepdlnej

podstawie, albo w dwich pekacl rzutowych o wspdl-

nym wigrzchoiku dwa slementy odpowiednie cdpowiada-

jg sobie podwédjnie, o kazde dwa elementiy odpowied-

nie odpowiadalg sobie podwdinis.

Nieoch badg np. dwa szeregi rzutowe na wspélnej
podstawie i niech istnicje jedna para punktéw odpo-
wiaednioch A, i #Z. , ktére odpowiadaig sobie podwdj-
nie, tak ze jezell

S ..34, to ./'9,3 = 5,

Trzebe okazad, Ze wtedy zazda para punktiw odpd—

i

wiednich, np, ¢, i . odpowiada sobis podwéjnie,
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t.j. 2e jezeli
s O, ta 'L o Des =%
0t6z na zasadzie § 127
/ﬁ;'B/aD//z /-/7—2326)/2-2&/
ktadgc na mocy zalozenia
./9_;5_3/,' —B»é E"ﬁ/’ [{/c E.D/

otrzymamy |

(BB, D)) B A, D D)
czyli

R i . o P s
B/C B D, LD a A Dy

Cad
A& AD;
3/[5 =, ‘7)«1

co' oznacza, ze stosunki podzialu punkiéw & i 2,
wzgledem punktéw 7,1 B, sy réwne, skyd wynika,
e C, =D, , c.b.d.0.
Dwa szeregi rzutowe na wspéinej podstawie &, ,
W‘Ktérych jedna, a wigec wszystkie pary punkcéw 08 ~
powiednich odpowiadajg sobie podwdjnie, nsaywais

3l9 inwolucjy na prosisj A . Kazdenn punktoui

prostej M. , odpowiada jeden jedyny punki te] sa-

mej prestej, o ktérym méwinmy, ze jest 2 tembym in-
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Peniewaz rzutowosé dwéch szeregéw jest wyzmaczo-

]

na przez 3 ktjrekelwisk pary punktdéw odpowiednich,

(ol

.‘

acsona

wigo inwoluc)a ne prosisi P2 , bedzie wmyzn

-

przez dwie ktérckolwiek pary punkidw spreeionych

A 142y B i A» ; kazda z tych dwéch par bo- |

wiem, po przestawieniu je] elsuentdw stworzy nowg

N

“YITLK T E oA e m A NG % 3 P (PN S, S ~ v A S v o
parg punkitéw clpowiednich tych dwish. szsreglée rauto-
X E 4"{ i -"-. Py ,\ P -?-(\--’\"' 21 "’:.l,‘
WJ Gﬁ, & 55 6 [ l:i.. VL’: < G 3 RACTRS WSV < 3“ =

oo [#r By F2By) W P [(Fe Be 5/

Dwa peki rzutows 0 WQpé nym wisrzcholku j?z
W ktérych jedana, 2 wige wazystkis pary prosiych od-
powicsdaich odpowiudajg soble podwéjnie, nazywalg
B

ie inwolucja dokoiza punkiu 5 Kaidej prostej,

3 o A p i, et = i Sk -
wyochondzace] =z punkta 472 | odpewiada jsdna Jedyn&

punkiu p

4

o
-t
]
8}
bl
ot
el
"
<
=
Vo
Yo,
A
i)
Le]
e iy
=
Lu
ﬁ

1 7 : .
e o YL o an s e w T aeerne
¥y ¢ l!.."[u ALEe iR i 1,3 A7 5

L2 v -

z¢ fost z Ytanmby inwolusyinie sprrezona.

Inwoluaja dokcta punkbu 72 68t wysnaczona |

przez ktdrskoleiek dwie pary prostych sprzgzonych |

3 v 7 v 7. I} - . \
&, § Gz, L, i 52 ; po prasstawieniu bowiem A
slementow jisdue) z {tych par olraymamy aowg Targ
C

IS LA L T clAicd S Sl
':.-"}-L d.'-’%’ ()(.;i; +H :j oW T2y goay h 3

Aoy S T T sy gL 2= =

prosbych odpowisdnich Uy
2. < 4 2 e Ty T o

ktdre stenowis imwolucig:

T ), " i oo - 7 7
/ '39 //c’(,' s /5 ;) Lz A”J’z,/ I / 72 /‘2’2 Vs &, é/../
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130, W2asnosci inwoiucyjre czworoksta i

czworoboku zupelnego, Nischaj] hedzis dana inwolu-

cja, t.3. takie dwa riutowe szeregi na wspdblnej
podstawie m®,, , Ze dwa punkty te]j prostej odpo-
wiadajg sobie podwdéjnie, tak ze jedli w jadﬁym z
nich przystang do siebie punkt 5, pierwszego
ezercgu z punktem (2 drugiego szeregu, to w dru-
gim przystanyg do siebie punkt B, drugiego szeregu
z punktem ( pierwszega. Rzutowosé ty¢hldwdoh sze -
regéw jest wyznaczoma przez 3 pary punktéw 4, i 4,

Y

B, i B:, € 1 €z, przytem druga i trzecia

3 ’
%53
‘-._‘vb\
S =
o
\\
816'3 ‘\\‘8}"’/ M, /.9/ _ﬁz gz
ﬁ/z \~ j\ / ! ,"/
-\ / ) ’/
/V/“\ - ) .
LA \\'1\(/
’ \ Al Tt

\ / SO =< llg \1
\ // ///\ |
=S ’ i \ t
!
t
1
t
: |
A
Ry 5. 2585 o

A
/"’

B T I P gy
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para s zisdnoczons w dwéch punktach 5= ¢% i

B, =< /rys.255/, Wygznaczmy na prostej Az
punkt MMy stzézony inwolucyjnia z jakimkolwiek
danym punktem 4, tej samej prostej. Stosujgc wy-
kredlenie § 133 /rys.252/ trzeba najpisrw, jak wie-
my, z dowolnego punktu /Z rzucié purkty .7, , B
i C% na dowolng prostg ,611 . Poprowadzny te pros-
tg prrez punkt 5 =C% i obrawszy gdziesolwisk
purkl A , rzuémy z aiego punkty He, £ i C,
na prosta A ; otrzymawszy punktyﬂ:éf{iﬂz/EB/?Q.
Znajdfmy teraz punkt ; , odpowiadajgoy rzutowo

punktowi /7 w szeregach:
Pory [ BBl ) T Pk s B )

B tym celu znajdémy of porspektywy tych szere-
géw, kgczy ona, jak wiadomo /§ 129, II a/ punkty
odpowiadajgce w obu szsregach punktom przesiecia
podstaw B, =C:; otéz punktowi 5 odpoviada T
punktowi (5 odpowiade € ; osig perspektywy bedzie
zatem prosta Bz /5% . Aby olrzyuaé punkt i |
odpowiadajacy rzutowo punktowi A, |, Igozymy ter
ostatni z ktéryckolwiek punktem szeregu/ﬂﬁ{ , BP.

z punktem.ﬁ?é . punkt przecigcia 47 prostej .73
z osig perspektywy » 1gcaymy z punktem 4, ; pro-

/ - / n d
sta /& /4, przecina Pz w punkcie 4z . Pozostsje
' l



332

A

rzucié punkt 42 =z punktu % na %z , avy otrzy-
mad szukany punkt A, .
> 4 4 /7 J .
Zauwainy crworokat zupelny M A A M, ktérege

dwa przeciwlegis boki A 1 /ag praechodzy przoz

= /

[N
&
i
AR

punkty 5 dws inns A5 i

5 Vi J A -
. i A ~ przez punkty £, i “z |, jeden £ po-

T Y e N Y g
gzestalych prezes <4, |, & drugi przez /7, . Stad
twierdzenis:

Boki przeciwlegte czworokgta mupelnego przeci-

najg prosta w trzech parach punrktdw inwolucii.

Fa zassdzie dwolstogol wsaicekujeny o slusznoscei
twierdzenia wzajemnego.

Proste, rzucajgce z dowolmege punktu wierzcholixi

prezeciwlsglte czworoboku zupeinego stanowig troy ja-

ry prostych inwolue ji.

Biacposci harmonicsne cgworoboku i caworokgta
zupeinego /§ 124/ sq tylko przypadkiem szczegllanym

-

wiagnogci inwolucyjnych tych figur, Tak np. 3 pary

punktéw spreezonych inwolueyjnie </ i £ |, B i3
M, i Nz stajg sig dwiema parami punktdw aprzg-
zonych harmopiczanie 4 1 8 , & i & | gdy
punkiy picrwszed pary £, i 4, zostans zjednocno-
ne w punkcis 4 | a punkty drugiej pary 5. i B

w punkcis & ; prosta » , przecinajgca czworokat



C 7 DZE | prrechodzi wéwczas przes dwa jego

Rerte

punkty przskatne 4 B /rys.e585/. Punkty te

Sy pupktami podwdinemi inwolugii, Etérg caworo-

ket (7 D4 wyznacza na prostej » ; przegradaa-
ja‘cne harmonicznis kazds pars punktéw A~ i &

spraezonych iawolucyinie,

Opierajac 8ig na wiasno$ciach inwolucyjnych

caworokgte supelieego, mozna za pomocy Bopmstrukejil

0 2 ~ g 2 .
Linjowel wyznacaid na¢k‘ L, sprzgiony =z jekimkol-
wick danym punktem ¢ w inwoluoii, wyznaczonej
press dwie pary punktéw sprzezonych £, i 72

B, . Przypudény, 2e na prostej » /rys, 238/

ankt £ . Aby
znaleté punkt £

T
$

Z nim sprziony,

poprowadimy prreg
¢, prosta jakg-

kolwisk 1 wefmy na niej dowolme dwa punkty # i

e L Poiaczmy punkt / & punktami nalezgcemi

-

“ 9



do par réznych, ap. 2 F2 i 5, , a punkt 4/ z po-
zostalemi pucktami tych par #Z, 1 5, ; w utworzo-
nym w ten sposéb caworokacie AV ¢ poprovwadimy
szésty bok A& ; w przecigeiu jego z prosty @
otrzymamy ssukamy punkt (2 . Jezeli jedna z dwéch
danych par punktéw sprzezcnych inwolucyjnie Ar g

A, , B, 1 Bz ,wp. 2, i 7z jest gsjednoczona
w punkcie podwdjnym Zz, to drugi punkt podwéi-
ny inwolucji, J2 , snajdziemy, jako punkt sprze-
zony harmonicgnic z punktem /,z wzgledem punktiw
drugiej pary 5, 1 D,

Podotnies, oplerajgc siy na wlasnosoiach inwo-
lucyjnych caworohoku zupelnego mozna podad konstruk.
cje linjowg prostej ¢ , sprzezonej % dang jakg~
kolwiek prosta ¢, w inwolucji wyznaczouej prizes
dwie par& prostych sprzezonyck &, 1 «. , A i Z..
Mozemy zresztg to zagadnienie sprowadazié do po-
przedniego, opierajac sie na tej zasadzie, ze inwo-
luc ja zachowuje sig przez rzuty i przecieoia.-
Juzeli jedna z dwéch danych par prostych sprzezo-
nych inwolucyjnie @&, i @&:, A i bz , np. 4,1 &,,
jest zjednoczona na prastej podwéjnej <z« , to
diﬁéq proatq podwdjna inwolucji, /ﬁz -, &rajdzie-
my jako prosta sprzgiona harmonicznie z prosta 2

' -
wzgledem prostych drugie] pary hr i A
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§ 136, Zastasowgnie kola Steinera do wyznaczeuia

golementéw sprzezonych i podwdjnych danej imwolucji.

Konstrukcja element 6w sprzesonych inwolucji za po-
mocqg czworokatu i czworoboku zupelnego /rys.256/
nie zewsze jest praktyczma, a juz wcale nie da sieg
zastosowaé do wyznaczania elewmentéw podwéjnych. -
Poniewa inwolucja jest przypadkiem szczegélnym
rzutowosci dwéch szeregéw va wspblnej podstawie
lub dwéch pekéw o wepélnym wierzcholku, mozna wige
do niej zastosowaé koto Steinera /§ 132, rys.253/.
Niech bedg /rys.R57/ na prostej 2,2 dwie pary -
punktéw sprzgzonych inwolucyjnie £ i A2 , B, i 5,
mamy 1/ wyznaczyé nowg parg puaktéw sprzezonych &
i (% i 2/ wyznaczyé punkty podwéjne Zz i Ja
tej imwolucji. Obrewszy n2 dowolnem kele A puukt
/72, rzuémy z riego pankty #Z, 4.,,Bi B, . Pros-
te rzucajgce s, <., 5 i 4, wyznaczajg dwa peki
rzutowe 3 /2. 5,5;.. /% 2 (s /Lé,/o wspélnym wierzchol-
ku 7z . ‘Zestosujmy do tych pekéw wykreslenie
§ 127. Wysnaczywszy punkty /7/,/ A B34 B
w ktérych proste 2,,4,, 5 i 5, przecinajg kolo,
znajdsmy punkt przecigeia ¢ prostych 4.5/ i
Ay B 1i punkt przecieeia ¢’ prostych 27 5’
i #/B; , a nastepnie polgozmy punkt_y & i



prosta A . ABy wyznaczyé nows jakakolwiek parg
punktéw sprzezonych ¢ 1 (% , tgcaymy dowolny
puzkt 57 prostej %z punktani 25 zqu'; punkty
G A ehabh sen ktérych proste AQ<5”ﬁﬁﬁfZ?’przeci-
najg koo, rzucamy 2 punktu /72 na prosts 2,
Funkt 4 ' prze-
cigaia prostych
By B
lezy réwniez
na pristsj 2 .

W =amsj rzscay,

-

g
)-'.E;.. 1

BBE & et
i
B (B E )

8y rzutows, a

prosta 87, 1g-

6z4ca ich wierz-

chotki, odpowia-

da w nich samej
Rys 257 sobie, skad wy-

‘ nika, ze peki
te =g perspektywiczne, proste B7 1 B4 Bi!
i &5, Bl 1 B prrecinajs sig zatem parami

w punktach &, ¢ i £’ | lesacych na jednej prostej
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/osi perspektywy tych pekéw/. Zauwasmy teraz dwa
tréikaty A2,/ B/C3 i A B: € ; 88 to tréjkaty
Desargues'a /§ 75/, gdyz boki ich przecinaja si§
parami w punktach f?;g?j'cf/ » le2goych na pros-
tej » ; stad wynika, &e wierzcholki tyeh tréjka-
tow 2 1 Hi , B/1 BS, € i ¢i leis paremi
na prostych przeohodzgoych przez jedenm punkt <,

?

Aby wigc znalefé nowg parq punkt éw sprzqzonych
¢ i ¢, wystarcay: 1/ wyznacsyé punkt Z~ , ja-
ko przecigcie prostyoh 4. 4. i B 55 ; 2/ s punk
tu 7 wyprowadzié jakakolwiek sieczng do kola «
i 3/ punkty przecigoia tej siecznej z kolem a’

i €2 rzucid z punktu % na prosta 2 . Jedeli
punkt ~ jest zewnqtrsaym wigledesm kola £, to
rzuty punktéw zetknigcia Ja i S astyozayoh,
wyprowadzonych z punkty 7 do kota, s3 punktami

_ podwéjuemi J» i 2 . Punkty takie mnie istnie-
ja, gdy /7~ jest punkiem wewnqtrznym kola i sa
zjednoczone, gdy /~ lezy na okregu, ¥aleiy wiqo
0drésnié 3 rodzaje inwolueji: hyperbeliczma o 2-oh

odrebnych eleientach podwdjnyéﬁ,__ngrulqliczna 0

zjednoczonych elementach podwéjmych i eligivesms -
baz tych elementéw,

T S G S Gn e o any o §B

GEQMETRIA WYERBSLENA. Nr.173.  Arkuss 28-gi.
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¥ wykredleniu powyzszem zawarte juz jesl ocay-

widecie wyznaczenie par prosiych spragizonyck & i

¢> oraz prostych podwéjnych <z 1 /.. inwo-
lucji dokoXa punktu .2, . Zastosujmy isszcze

to wykreédlenie do wyznaczenia prostoksinej pary

prostych sprzgzonych danej inwolucji. ¥ fym celu

- wystarczy wyprowadzié z /~ drednicg kole; proste
7, 1 7, , rzucajgce z punktu /7 keroe A 1 %
tej drednicy bedy wzajemnie prosto
mi sprzgzonemi. Jezeli punkt /~ lezy w drodku ¢
kola £ , to oczywidcie kazda sieczua z niego wy-
chodzgca jest Srednics, wszystkie wary prostiych
sprzgzonych s8g prostokagtne:

¥ inwolucji dokoZa purktu albo wszystkie pary

prostych sprzezonych sg nrostokatns, albo tylk.

_jedné.
Jezli inwolucja dokola punktu'.ﬁ% jest hyper-

bolicana /rys.257/, to prostok;tna para prostych
sprz@ionych 72, { 72 dzieli na potowy katy mig-
dzy prostemi podwéjmemi <. i /.2 . ¥ynika Yo
z réanodei tukéw NV, J. i N S /9MQCZJ¥L[4/2
Inwolucja, ktdrej wszystkie pary prostych sprze-

tonych Bg prostokytne, nazywa sie prostokging,

&liplyozng te inwolucjgq zaskredlajg ramiona kgts
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prostego, gdy ten obraca sig dokcla swego wierz -
chotkea; sg to wige
dwa peki réwne o
wspélnym wierzcholku
i zwrocle, w kté-
rych proste odpo-
wiednie sg wzajemnie
prostopadle /rys.
258/ .
Xy 8. 257  Jezeli punkt A~
jest niewltadciwy, to

Yuki odcigte na okrggu przez sieczme z tego punk-
tu wychodzzee sa réwne. Hyperboliczna inwolucjs,
ktéra temu potozeniu punktu .~ odpowiada, nazywa
sig symetryczng; proste podwdjne B85 wzajemnie pros-
topadle; sg one dwusiecznemi katdéw migdzy kazdemi
dwieme prostemi sprzgZoremi /fys.ZSé/._Inwolucja

ta jest wigo utworzona przez dwa peki réwne o

wepdélnym wierzcholkun i zwrotach przeciwnych. Dwu-

sieczne katéw migdzy prostemi podwéjnemi stanowig
pare sprzgzonych prostych prostokgtnych tej inwolu-~
cji. | ‘
Zagadnienie wyznaczenia pary prostokgtnych pros-
tych sprzezonych inwolucji jest przypadkiem szess -~

-
A /3.' r
gy
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gélnym zadania,

Dane sg dwie

inwolucije na

M Jed
M A2 wsp6lnej podsta-
7, V4 .
2R ) =L wie albo o wspél-
- /, o L T nyn wierzcholku;
i e znalefé pare sprza.
K = c’B&, zonych elementdéw
e

zardwno w.jednej,

Zy$ 259 . isk i w drugiej

inwolucji.

Niech bedg np. dwie inwolucje prostych o wepél-

nym wierzchoiku:
S e B 5 )\ S [P aZal).

Na dowolnym kole £, przechodzacenm prz ez A Wy -
znaczmy punkty 4, Z,, 5,5, ¢, &, D i D’
8 5 O s B
przecinajg to koto. Wyznaczmy pupkt /~ jako prze-
cigeie proétych A+ H, 1 B, B, oraz punkt &
jako przecigeie prostych <¢¢’ i D p’ ., Jezeli

w ktérych proste =, =,

prosta ~ Q przecina koto 4 w punktach M, i M, ,

to proste SN =v2, £ SM, =7, 8a sprzgione zaréwno
w pierwezej, jak w drugie] iawolucji. Zagag.nienie
nie ma wigo rozwigzania tylko wtedy, gdy prosta ~@

|
1



e e

jest zewnétrzng wzgledem ko2a. Ratwo sig przeko-
naé, ze wéwczas punkty zetknigeia 7z i .z stycz-
nych do kola, wyprowadzonych z punktu /~ , prze-
gradzajs pupkty zetknigeia /< i A stycznych,
wyprowedzonych z punktu @ ; sksd wynika, ze zagad-
rienie nie ma rozwigzania jedynie wtedy, gdy obie
inwolucje s3 hyperboliczne i gdy elememty podwdj-
ne jednej z.nich przegradzajg elementy podwéjns

drugiej.

§ 137. Iawolucja hypsrboliczna, paraboliczna i

eliptyczna. W artykule peprzednim nazwalidmy inwo-

lucje byperboliczng, paraboliczng lub eliptyczng,
zaleznie od tegeo, czy ma dwa, jeden, lub czy nie
ma zadnego elementu podwdjnego..OkaZemy teraz, jak
nie wyznaczajgo elementdéw podwéjnych mozemy jednym
rzuter oka rozpoznad, kiérg z tych trzech imwolucji
wyznacza)g dwie pary elemontém w niej sprzgzonych. }
Niech bedzie na prostej /.. inwolucja 4,7:5.5.
/t.3j. inwolucja wyznaczona przez pary punxidéw pprze-
zonych 4, 1 A, L 2R Ir_vw_oluc;'.a ta jest
utworzona przez dwa szeregi~rmutowe‘/aefé%zfazB,EQJW‘
A Fos /B4, 5. B,) w ten sposéh, ze kazdsmu punktowi
prostei M., olpowiada w obu szsregach tem sam
punkt, Punkty wzajemne &, i &. tych szeregéw

e - o i
o S S

ew -
s - - e T et i —
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/ § 129, II &/ ss przeto zjednoozope w pewnym

punkcie ¢ , ktéry nazwiemy érodkiem inwolucjii

A, Hy . B, B . Poniewaz iloczyn odlegiosdci
dwéch punktéw odpow{édnich A, i As: luvb B, 1 B,
lub ¢, i (> od punktéw wzajemnych &, i &
jest liczbg statg, wige

Tloczyn odlegiodci punktdéw sprzezonyeh cd

grodka inwclucji jest liczbg stalg

O 'Oﬂe = 08, iaBs =R QCH T

Przypudédmy najpierw, ze ta liczba jest dodat-
nia *4° . Punkty sprzgizone np. 4 i 4z , mu-
szg lezeé po tej samej stronie srodka inwolucji

O , a wige albo obydwa po prawej, albo obydwa
po 1ewej jego stronie. Pr6ecz tego %tatwo dowiedd,
ze kazde dwie pary punktéw sprzezonych sig nie
przegradzajg, t.]. Ze oba punkty jedns] pary le-
2g Wewnatrz Lub oba zewnagtrz pupktsw drugic] po-
ry. Jest to ocaywiste, gdy pary &, 1 AL: oraz 5
i B lezg po przeciwnych strorach grodke inwolu-
0ji O /rys.260/. Przypusémy wisc, 2s purv 4, i

Az oraz & i &

L A, o L, B leks po te) fanej

O o - O O— = ——

gtronie S8rodkxa in-

wolueji ¢, Ponis-



R o T

wat 04, 05, =090, - 0> wige jezeli C. leiy
blizej punktu ¢ niz £ |, to C2 musi lezeé

dalej niz 72 od punktu ¢ i naodwrét, gdyby &

lezal dalej niz 4/ od punktu €@ , to C: leialby
lizej niz 4 , tak z¢ jedna z tych par punktéw
obejmie zawsze drugs. & powyiszego wynika, Ze

gdy punkt pewien /4 porusza sig w jedng stroneg

nTzgzony £ nim punkt M. po-

m
lLi

proatej Y Z o
rusza sie zawsze w stron ny przeciwng.

Zupelnis inmcze] rzaczy sig majg, gdy iloczyn
odlegicéci punktéw sprzegionych od grodka inwolu-
6ji jest licebg ujemng -4 . Punkty sprzezone
mugzg oczywifcie lezed po przeciwmyoh stronach
grodka imwolucii © . Latwo dowiesdé, ze kazde

dwie pary punktéw sprzeionych sig¢ przegradzajs.-

¥ samej rzeczy, jezeli punkt B, lezy blisej od
drodka imwolucji €@ , miz punkt #- , to punkt
Z, musi lezsd dalej od @ -, niz Zz , tak ze,
gdy KB, leiy mieday &, i Az , to Bz musi
lo2eé na zew-
ngtrz -odcinka
A Az [rys,
261/. Gdy zatem

pewien punkt /1,
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porusza sig w jedna strone prostej ®. , to sprze
zony % nim punkt M, porusza si§ w te samg stro-
. neg.

Przypusémy wreszoie, 2ze iloczyn odleglodci kas-
dyoh dwéoh punktéw sprzezonych od érodka inwolucji
réwny jest seru. Poniewaz iloozyn dwéoh liczb tyl-
ko wtedy jest zerem, gdy przynajmniej jedna z tych
liczd jest zerem, wi§0 wazystkie punkty proatéj

/P2 8g sprsqsone ge drodkiem inwolucji ¢ . Punkt
ten jest wigoc takze sprzezony sam ze sobg i moze
uchodzié za punkt podwéjny tej inwoluoji, zresztg
jedyny.

Jazeli punkt podwéjny inwolucji 4/ 4= B, B,
oznaczymy liters .z , to dla jego wyznaczania

mamy réwnanie:
0/ 0Ly =0/; = statej .

Réwnanie to'quzio mialo dwa pieriiastki rzZe -
czywiste i odrebne tylko wtedy, gdy ta stala be-
dzie liozbg dodatnig */fe; 0,= 24 . Jezeli stala
jest liczbg ujemng, to punkty podwéjne nie istnie-~
ja; gdy stals jest zerem, punkt podwéjny jest je-
den tylko, mianowicie rodek inwolucji. A zatem:

IpFoluc je punktéw jest hyperboliczng, gdy kté-

rebeluick dmie pary punkiéw sprzgionych 8ig¢ nie
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przegradzajsg, Qliptyczna zaf, gdy te pary sie
przegradzajg.

Inwolucja prostych jest hyperboliczna, parabo-

liczna lub eliptyczna, zaleznie od tego, ozy inwolu-

oja punktéw, wyznaczona przez nia na dowolnej pros-
tej jest hyperboliczna, paraboliczna lub eliptyczna.

Stad wynika, Ze w_inwolucji hyperbolicznej prostych

pary prostych sprzeZonyoch sig nie przegradzajg
/xrys. 262/, w inwolucji elipiycznej te pary sig prze-

gradzajg /rys.263/,

w inwolucji parabo-

licznej wazystkie

proste sg sprzezone

z jedns jedyng prosta,

ktéra jest zatem réw-

nie2 sprzgzona sama

ze sobg i moze ucho-~

dzié za prostgq pod-
wéjng, zresztg jedynsg.

$ 138. Inny sposéb wyznaczenia elementéw sprzgzo-

nych i podwéjinych inwolucji. Na tej wlasnofci kazdej

inwolucji punktéw, ze iloczyn odlegtoci punktéw
sprzzonych od $rodka inwolucji jest staly, moina

oprzeé wykreslenie par punktéw sprzezonych i podwdj-



nych. Niech bgds na pros-

tej p» dens dwie pary
o punktéw 4/ 1 Z2 | 5,1 5,
przegradzaﬁ%oych sig
/rys.R64/ lub nie /rys

72
265 i 2‘6”5’/, t}l\_!l_, u“ﬂ(‘. ...an
&, & i
/ 4 VQ\\ dwa przecinajace sig Wit
- \ i DT L ) P
Rys L53 jemnie kota ¢« i b do~

p.

wolnego promienia, je
przez punkty 4, i “z ,
drugie przez B, 1 B , Potgezmy punkty # i 4
przecigeil

. =aig tych

-

01 ; powxan

h-l

uam, Z8 Dro-
ste M L

WYINBACZA LA

prosts

‘l_k

i
drodek inwc-

lucii ©

g e e
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wychodzg dwie sieczne » 1 /74 ; iloczyn odleglos-
ci punkiu @ od punktéw przecigcia kazde] sieczne]
z kolem ma byé
staly, praytem
dodatni, gdy
puckt 7 lezy
zewngtrz kola,
ujemny, gdy ¢

lezy wewngtrz

niego. Mamy

zatem w kazdym
przypadku:
0F, OLfla= QM- OF = OB,  OF, ;

co mezliwe tylko wéw 2885, gdy punkt ¢ jest drod-
kism inwolucji. Chege otrzymaé na.proste] /R  perg
punkide sprzgionyclh, prowadziamy praez punkty /4 i
4 jekiekolwiek kolo ¢ ; punmkiy & iy
ktérych ono przecina prosig /2 84 Sprzeions. -

¥ same] rzecay:

&

4

C/ ‘/-,-,/ ’ {,/) ‘,',(',’ = C]_/q'y, (7_./,)7“' Stfﬁ}&j s

Z wykregleuia powyizszego wynika, 2e punkl ze-

tknigcia prostej A =z kolem prrechodzzocem przez
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punkty # 1 4 , i stycznem do & jest punktem
podwéjnym inwoluc ji.

Joezell pominiemy przypadek paraboliczay, jako
jug wyczerpany, to zagadnienie wyznaczenia punktéw
podwdjuych
inwolucji
albo ma dwa
rozwigzenia,

albo nie ma

zadnego. ~
| Jezeli mieno-
] wicie punkty
M i ja-

28 po tej sa.

mej stronie
prostej P, to mamy dwa rozw1gyan1a jezeli zad
lesa one po przeciwnych st onach proste; e
nie istnieje Zadne, Ale punkty A i A lezg wtady
i tylko wtedy po jednej stromie » gay pary A,
if. , B, 1 5> sié nie przngadzaja; po przeciw-
nych zad tylko wtedy, gdy te pary sig przegradzajs.

Jezeli inwolucja na prostej & jes! hyperbolicz-

na t.j. jezeli kaide dwie pary punktéw sprzgionych

sig nie przegradzaja, & iloczyn odleglosci punktéw



- 349 -

kazdej takiej pary od drodka inwolucji jest liczbg
dodatnig + 4%, to znajdziemy punkty podwéjne,
odmierzajge od érodka imwolucji po obu jego stro-
nach odcinek J/ =0/, =*4 . Odcinek ten znajdziemy
jako styczng do jednego z ké1, przechodzgcych przez
punkty # i/ /rys .265 i 266/. W samej rzeozy,
wiadomo, ze jezeli z punktu zewngirzmego © do ko-
2a poprowadzié styozmg - i sieczng ¥ , to
styczna 0 jest érednig proporcjonalng migdzy
calg sieozng 94, .i jej odoinkiem zewnétrznym

O KRz , oayli: 05°%=04,08,= +4% 08 </4/,
Odmierzajagc tedy styczmg O& na prostej 2 po
obu stronach punktu ¢ , otrzymamy dwa punkty pod-
wéine /2 i 2 . Beds to ooczywidcie punkty ze-
tknigcia k61, przechodzacych przez punkty /~Z i ¥
‘1 styoznych do prostej ® . Punkty te, jak juz wie-
my, przegradzajg harmonicznie kazds parg punktéw
sprzezonyoh 2, i A. , B, i B , ¢ 1 (b,

Szozegélnie latwem jest wykredlanie par punktéw

gprzqzonych w inwolucji sxmetrlggnej, t.j. tekiej

inwolucji hyperbolicznej, ktérej deég.pnnkﬁ_pod-
wéiny jest niewladoiwy. Punkty sprzezone 4. i A4,
83 symetryczne wzgledem drugiego punktu podwéjnego;!
ktéry wraz z pierwszym, t.j. z punktem niewlasoi-
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wym, przegradza je harwonicznise, Sg to wigc dwa
szeregi "réwne" na wspolnej podstawie i o zwrotach
przsciwnych,

Dla wyznaczenia par prostych sprzeionych inwolu-
cji dokota punktu ./~ oraz dla wyznaczenia prostyoh
podwéjnych, gdy one istnieja, t.j). w praypadku inwo-
lucii hyperbolicznej, zaléca sie przecigcia dwéch
danych par prostych sprzgizonych @, i @2, 5. i 4
prbst@ jakakolwiek /2 1 sprowadzenia zadania do Wy -
rnaczenia par punktéw sprzezonych, wzgl. punktiéw
podwéjnych, inwolucji na prostej % , wyznaczonej
przez pary punktéw £, 1 A. , B, i Bz , w kt6-
rych prosta 2 przecina proste & i @:, 4 i 4
Jezeli w dodatku sieczna @ bedzie réwmolegia do
jednej z cztersch danych prostych, np. do 4, , to
prosta 4, z nig Sprz§zora wyznaczy na siecznej &
odrazu §rodek inwolucji ¢ , przez co znalezienie
nowych par punktéw znacznie zostanie prayspieszons,
Proste ¢, i Ca, rzucajace z punktu 2 pﬁnkty 4/
i C, , beds para prostych sprzeionych; proste ¢z
i Jaz , rzucajace pankty podwéjne 2 1 Sz bgda
prostemi podwéjnemi. Proste te przegradzajg harmo-
picznie kazdg parg @ i @, 4 i .f-’?,g‘ , &1 L

prostych sprzezonych.



Istuiejs wszskie jeden przypadek imwolucji
eliptycanej dokola punktu, w ktdérym nietylko pary
prostych sprzeionych mogs byé bezpodrednio 2atwo
wyznaczone, ale ktdry nawet nadaje siq do tego,
aby wykreslanie par punktéw sprzeionych kazdej
‘inwolucji eliptycznej na prostej bylo do niego

sprowadzone., Ham ne wydli inwolucje prostokatng ,

w ktére] proste zprzgyzone sg do sisbie prostopadie
/$ 126, Rys:258/. Jeizeli na prostej 7 /rys.267/
dane sy dwie pary przegradzajjcych sig punkidw.
pragzenych 42 1 A2 , B, 1 Fz , to tatwo zna-
e4é ieden z dwéch punkiéw A~ lub € , z kté-
rych odcinek 4,42 oraz 5,5, widaé pod katem
stym., ¥ tym celu na 4, 42 oraz na 5B, 5, zekres-
lamy koZe jak pa grednicach i niech 2 Dbedzie
jednym z dwéch
punktéw prze-
SRy S A
S ; clecia gie
7 /\\\. \ rn]
, H e tydh k6, Pro-
Bk :&ﬁfﬁz ,éh ‘\\%; B ste P4 i FA,
£ N oraz F5,i 7B,
83 prostopadile,

®YZNACZ OnaL

przez te dwis
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pary prostopadiych prostych inwolucja nie mozs
zatem réznié sig od inwolucji prostokatmej perspek-
tywicznej z deng inwolucjgq punktéw. Jezeli chcemy
znale£é punkt C%2 , sprzezony z dowolnym punktem

¢, tyczymy PC, i w punkcie # wystawiamy do
P¢, prostopadls, ktéra przetnie prostg » w szu-
kanym punkcie (% . Latwo spostrzegamy, ze wykredle-
nie to nie rézmi sig zasadniczo od wykreslenia,

- podanegc na Rys, 264.

§ 139. Punkty i proste urojone. W przypadku in-
wolucji eliptycaznej réwnanie dla wyznaczenia odleg-
Yosci punktéw podwéjnych od drodka inwolucji

075 = - 47

ma dwa pierwiastki urojone OZz =247 ; moiemy wte-
dy powiedzieé, 2e same te punkty podwdéjme s3 urojo-
ne.

W przypadku hyperbolicenym, t.j. gdy pary punk-
t 6w sprzézonych, wyznaczajgce inwolucjg, sig nie
przegradzajg, te dwie pary, jak to uidiieliimy,
pozwalajg istotnie wyznaczyé punkty podwéjne, kiére
Lawzajem Wyznaczajg inwblucje. ¥ wielu zadaniach
moznaby zatenm niewgtpliwie zastapié te dwa punkty
przez dwie pary punktéw sprzezonych inwolucji hyper-
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bolicznej, przez owe pgnkty podwdéine wyznaczouej.
Naturalnie, takie zastepstwo nie mialoby zadnsgo
praktyczrego znaczenia, gdyz naogil nie upraszoza-
Yoby, & raczej utrudniatoby kazde zadanie. Atoli
inéozej rzeczy sig majg w prazypadku inwolucji elip-
tyoznej; tutaj punkty podwéjne sz urojone, t.j.

jsko punkty w dotychczasowem rozumiqniuknie istnie~
ja. To, co byloby dziwactwem w prazypadku hyperbo-
licznym, staé sié moze, jak zobaczymy, poZytecznem
uogélnieniem w przypadku eliptycznym. Zastepujae
bowiem termin: inwolucja eliptyczna na prostej"
przez termin "purkty urojone™ osiagnaé mozemy, dzig-
ki daleko idgcej analogji miédzy punktami YZOOZYWiS -
temi i urojomemi, pozadany jednolitodé i prostote

w brzmieniu wielu twierdzeX i nieocenione wskagéwki
pray rozwigzaniu licznyoh zadal, Jezeli zatem na
pros tei ,5 dana jest inwolucja eliptycazna, np.
przez dwie pary przegradzajgoeych 8ig punktéw sprze-

sonyoh #, i #, , B, i B. , to powiemy, ze da-

ne 83 na tej prostej dwa punkty urojone sprzeions,
mianowicie punkty podﬁéjne-tej inwolﬁoji. Podobniez,
jeteli dckola punktu Z~ dana jest inwolucja elip-
tyczna, np; przez dwie pary przegradzajgcych sié
prostygh spraééonych @ i @,,b5 i b, , to powiemy
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2e dane sy wychodzyce z tego punktu dwie proste

urojone sprzezone,

- Jezeli inwolucja eliptyozﬁa dokota punktu A~
jest w perspektywie z inwolucjs /oczywiscie takze
eliptycans/ na prostej » , to méwimy, ze proste
urojone, okredlone przez inwolucjg dokota punktu
£ , oraz punkty urojenme, okredlome przez inwo-

lucje na prostej /2 , nalefs do siebie wzejemmie

/albo ie proste urojone “"przechodzg" przez punkty
urojone, albo Ze punkty ufojbne "leza" na prostych
urcjonyeh/.

¥ ten sposdéb przez kazde dwa punkty nrojone;fvﬁi
przechodzi jedna prosta rzeczywista /mianowicie
podstawa inwolucji, ktéra je okredla/ i nieskod-
czenie wiele par prostych urojomyoch sprzgzonych;
nansajem, na kaidych dwéoh prostych urojenych sprze-
zonyoch lezy jeden punkt rzeczywisty /mianowicie
wierzcholek inwolucji, ktéra te proste okreéla/
i nieskodczenie wiele par punktéw urojonych sprzeszo-
nyoch. Kazdy punkt rzeczywisty moina "polgczyd" z
kazdemi dwoma punktami urojonemi, sprzezonemi, rgu-
cajac z pierwszego inwolucjé okreslajgcg dwa dru-
gie; proste, laozagg te dwa punkty urojone z punk-

tem rzeczywistym beda rzeczywiste i zjednoczone
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tylko wiedy, gdy punkt rzeczyﬁisty lezy na pod-
stewie inwolucji, okredlajgcej punkty urojene.
Nawzajem, kazda prosta rzeczywista "przecina®
kazde dwie proste urojone aprzézone w punktach,
ktére béda rzecuywiste 1 zjednoczone tylko wtedy,
gdy proéta rzeczywista przechodzi przez wierszcho-
tek inwolucji, ckredlajgce] proste urojone,

Na zasadzie przytoczonych wyzej wlasnodci mog-
toby siq zdawaé, Ze punkty i proste urojone maja
woglle wszystkié te same wlasnosci, co. punkty 1
prosts rzeozywisté. Przed tak daleko posunigta
identyfikacja naleiy jednak przestrzedz: analogja
miedzy utworami rzéczywistemi a urojonemi nie do-
tyczy wezystkich tych wlasnogoi, ktére zalezg od

uporzgdkowania elementéw /np. przegradzanje lub

nieprzegradzanie dwéch par elementow/; dzieki te-
mu np, pojécie odoinka i kata urojonego nie mozge
byé geometrycznie okredlone, Wiele natemiast
wtasnogei punktéw i prostych rzeczywistyoh, a mia-

nowicie te, kt6re dotycza wzajemnego nalesenia

punktéw i prostych zachodza réwniei dla punktdw
i prostych urojonych, dzigki czemu wyniki, doty-
ozgce elementiéw rzeczywistych dadzy sig nieras

wogélnié dla elementéw urojonyoch,
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i;ﬁ_gﬁgg Proste jednorodne i punkty kolowe. Na
sz02egdlng uwage zaslugujs proste urojone sprae-
zone, okredlone przez inwoluojé prostokqtné doko-
ta jakiegokelwiek wladciwego punkiun. Sg to t.azw.

proste jednorodne. Wsaystkis one przechodzg przes

dwa urojone sprzeéone punkty niewladciwe, ktére

naiyvamy punktami kolowemi i ktére sy okredlone

preez t.gw. inwolucje absolutng na prostej nie-
wladoiwej, t.j. przez inwolucjé kierunkéw wzajem-
nie prostepadlych. Jak zobaczymy péiniej, przesz

te punkty urojene przechodss réwnies wszystkie ko-
a lezigce w plassczyZnie uwazanej, zaréwno rzecsy-

wisle, jak urojonme,

ROZDZIAL XIII.

STOZKOWE I STOZKY.

$. 141, Pespektywicznosé dwéch ukladéw piaskich.
Reucajgo figure /4, lezgog W plaszczyénio'xf

na plaszczyzneg 2 z punktu ¢ , nielezacego na
3adnej z tych plaszezyzn, otrkymnjemy figuré e,
ktéra z figurg 7 snajduje aié w pewnym zwigzku
geometryosnym, polegajacym na tem, fe
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