
Przez dany punkt M fi" prowadzimy płaszczyznę 
prostopadłą do <&'G>* , wyznaczamy j e j punkt p r z e 
biorą prostą a'a" i łączymy ten punkt z punktem 

J O Z D 2 1 H I I , 

Z M I A N A P Ł A S Z C Z Y Z N R Z U T Ó W . 

$18. RZUT PUNKTU NA PŁASZCZYZNĘ PROSTOPADŁA 
-•5H»=SJ!Ł-.=!KS»Ł-= » * | 

DO ŁUB Pz . 
Nieraz bywa użytecznym rzut f i g u r y na płasz

czyznę różną od i 2 ? i Pz . Często się zdarza np, 
że niektóre proste i płaszczyzny f i g u r y są pros-
topadłe do jednej lub do obu płaszczyzn rzutów, 
dzięki czemu rzuty niektórych prostych są zjedno
czone. Iprawdzie rzuty tak położonej w p r z e s t r z e 
n i f i g u r y zwykle łatwiej mogą byó wykreślane; tym 
tru d n i e j zato wyobrazić sobie figurę na podstawie 
tych rzutów. Z drugiej znów strony, l i c z n e z&gad -
n i a n i a geometrji p r z e s t r z e n i łatwo mogą być r o z 
wiązane wykreślnie, gdy pewne części f i g u r y zajmą 
szczególne położenie względem płaszczyzn rzutów,, 
gdy np. pewna płaszczyzna f i g u r y p r z y s t a j e do jed 
nej z płaszozyzn rzutów lub j e s t do n i e j równoleg 
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ł,a, albo gdy pewna prosta j e s t do jednaj z tych 
płaszczyzn prostopadła. W jednym i drugim przypadKu 
por^danem j e s t z n a l e z i e n i e rzutu f i g u r y na nową 
płaszczyznę rzutów, mającą względom t e j f i g u r y 
pewne położenie szczególne. Ponieważ każdą figurę 
uważać możemy za zbiór punktów połączonych prostemi 
i płaszczyznami, wystarczy zatem umieć znaleźć 
rzut jednego punktu na nową płaszczyznę rzutów. 
Jak zobaczymy niebawem, można się przytem ograni
czyć do płaszczyzn prostopadłych do /? l u b 7% . 

Niechaj będą dwie płaszczyzny rzutów Ę i P* 

/Rys.59/, i c h prostą przecięcia, c z y l i oś rzutów 
oznaczymy X,z \ jedną którąkolwiek z dwóch części, 

na której oś Jhz d z i e l i 
każdą z tych płaszczyzn 1 

uważać będziemy za dodat
nią, oznaczając ją f 

lub +£z . Niech będzie 
punkt p r z e s t r z e n i B , 

ktćrego r r :uty oznaczymy 

i \ 
1 V * : v 
• • 1 t 

]4l 1 

Rys. 59. 

jak zwykle B' i B" ; rzędne tego punktu będą 
fl,zB\ B^B"; każdą z nich uważać będziemy za 
dodatnią, gdy leży na dodatniej półpłaszczyżnie 
rzutów; w przeciwnym r a s i e uważać ją będziemy za 
ujemną. 
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Kieob będęie teraz nowa płaszczyzna rzutów J$ 
prostopadła do P$ ; l e j ślad p i erwszy oznaczymy JCj 
1 nazwiemy krótko nową osią. D z i e l i ona płaszcsyz-
nę i C na dwie osęśoi; os-naozmy przez *JFJ tę z 
ni c h , która leży pó t e j samej stronie F* , oo +Pi 
2 punktu fi spuśćmy prostopadłą na płaszczyznę P3 

j e j spodek fit* nazwiemy trzecim rzutem punktu fi 
J e s t oczywiste, że fi" ~ fi/3 fi'" i że t a równość 
j e s t prawdziwa n i e t y l k o oo do wartości bezwzględne, 
ale i oo do znaku, Przytem zarówno jak i fi/j fi' 
j e s t JL do Xf3 , Obróćmy teraz Pf dokoła £3 tak, 
aby t a płaszczyzna przystała do P? ; będzia to 
możliwe dwoma sposobami; po t e j s t r o n i e nowej o s i , 
po której upadnie zróbmy napis,,«? ; będzie 
to strona dodatnich t r z e c i c h rzędnych /Rys,- 60, 61, 
62, 63/» Oczywiście przeciwna strona nowej o s i ba-

A" dzie przeznaczona 
0 
1 

i . d l a dodatnich pierw-
1 \ szych rządnych- wzglę-

2 \nu \ dem nowej o s i ; może-
i 
: \ .Um . my więc t u t a j umieś-cić napis /Crńeść^ 

my również napisy i 
/P^S 60. O 1 • 
ns . \ ó po obu stronach 
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Aby zna-le£ć t r z e c i rzut punktu & , którego 
rzut pierwszy fl' i drugi fi" są dane, należy z 
punktu H' spuścić prostopadłą BH/3 na nową oś 

&3 i na t e j prostopadłej od punktu B/3 przeoię-
o i a j e j z nową osią odmierzyć co do wielkości i 

co do znaku odcinek 

• i t v 
' A 1» 

0Ĵ/// 

•z 

Ryj. 62. 

fi 

2 

o-

żeli r>unkt ć̂ aidi Sie w 

przy tein każdy r, t j o h 
z tych odcinków bę
dziemy uważali za 
dodatni, jeżeli 
punkt R" , względnie, 
^"będzie się znajd. 
wał po t e j s t r o n i e 
odpowiedniej o s i , po 
której znajduje 3ię 
napis 3 wzgl. 2 
- za ujemny w prze
ciwnym r a z i e . 
Rysunki 60, 61, 62 
i 63 przedstawiają 
wykr ssiema t rz 90 i ego 
rzu t u punktu , je 

I. l i ; 111 lub IV 
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l v - ' ' 

I 

A * 

ćwiartce. 
Zupełnie tak samo postępować będziemy, jeżeli 

nowa płaszczyzna rzutów P3 będzie prostopadła dc 
Pz . Oznaczmy znowu przez +1% tę część płaszczyz

ny , która 
\ znajduje się po 

t e j samej s t r o n i e 
płaszczyzny r£ cu 

. Umieś^ry 
n a p i s ^ J ^ po t a j 
st r o n i e nowej o s i 
J&s , po której 
ma upaść *jĘ: bę
dzie to strona do
datnich t r z e c i c h 
rz ędny oh_, oczyw iś
c i e strona p r z e 
ciwna, będzie przez 
naczona d l a dodat
n i c h drugich rzęd
nych względem no
wej o s i . Aby wyzna 

J?yj. 63. 

A 

csyć t r s e c i rzut punktu punktu B , spuśćmy z 
punktu B prostopadłą. B"nZ3 tia nową oś i na tej 
prostopadłej od punktu Bza przecięcia j e j z nową 
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osią odmierzmy oo do wartości bezwzględnej i co do 
znaku odcinek fii3 fi'" * fi-tzfi.' 

Dwa rzuty B'B"' lub A"fi'" tak samo dobrze wyzna-
ozają punkt B , jak dwa rzuty B B* . Jeden z dwóch 
danych rzutów punktu A zastępujemy w ten sposób 
przez nowy r z u t , podczas gdy inny pozostaje niezmie
niony. 

Wyznaczenie nowego r^utu odbywa się przeto według 
następującej reguły. 

Aby otrzymać nowy rzut punktu, spuszczamy z rzutu? 
który n i e ma uledz zmianie, prostopadłą na nową oś 
i na t e j prostopadłej odmierzamy od punktu przecię
c i a z osią odeinot równy oo do wartości i znaku 
odległości zbytecznego r z u t u od dawnej o s i . 

Odległość nowego rzu t u od nowej o s i * odległości 
zbytecznego rzutu od dawnej o s i . 

i ten sposób, dane rzuty punktu B n a j R i 7% , 
możemy zastąpić rzutami jego na jedną z tych płasz
czyzn np. na J~z , oraz na płaszczyznę do n i e j pros
topadłą, przytem wyobrażamy sobie, że płaszczyzna 
Jf przez obrót w jedaą lub drugą stronę dokoła swe
go ślaiu na płaszczyźnie zostanie na n i o j r o z 
postartą. 
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S 19- RZUT PROSTEJ I ŚLAD PŁASZCZIZHT HA S-OIBJ 
PŁASZCZYŹNIE; RZUTÓw PROSTOPADŁEJ DO H LUB J-j , 

Gdy chcemy wyznaczyć t r z e c i rtfut p r o s t e j ct'cc0

i to 
łączymy t r z e c i e rzuty dwóch jakichkolwiek punktów 
t s j p rostej /Rys.65/. Punktami tymi mogą być w 

szczególności /Rys,66/ 
ślad na płaszczyźnie,, 
który ma pozostać n i e 
zmieniony, era* śJ.ad 
na newsj płaszczyźnie 
rzutów. Rzut tego os
tatniego punktu loży 
oczywiście w przecię
c i u nowej o s i ż tyra 
rzutom p r o s t e j , który 
nie ma u l 9 d z zmianie, 

CC / 

\ 
i i i * ' 

X / 4 & 

2 K 

4 , 

-'3 
Ar 

4 
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Aby wyznaczyć ślad płaszczy sny <J> <J* na nowel 
płaszczyźnie rzutów 7$ prostopadłej do 77} lub P&i 

nałoży znaleźć t r z e c i rzut p r o s t e j przecięci a 
pła**?-/y3ny -a, z B3 . fi t$m c e l u n a j l e p i e j 
skorzystać ze śladów $ i & t e j pr o s t e j /Bys,6'V 
Ślady -4, i -jf, lub 4̂ i równie dobrze wy^nacz«ją 
płaszczyznę ^ jak ślady -3, i <SZ . 

A, 20. ?ŁAS^C.?Y2KA RZUTĆff 3 0 0 2 pośród płasz-
czyżn rautów prostcpadłyeh dc fi lub 7% wyróż
niają się t e , któro są do obu tych płaszczyzn, 
a więc i do os i JTiZ prostopadłe. Płaszczyzny takie 
nazywamy boczneai / r y s v 6 3 / . Płaszczyzna boczna Jf 

przecina 7? i 7% według-prostych 7Cf3 i t 

których każda może uchodzić za nową oś rzutów, 
należnie od tego, czy płaszczyznę 7r\ iąz^ostr/Ąjriiy 

na płaszczyźnie 
c ',y na płast -

" T i 

• • 

0 

r...:h. r...:h. 

i 

m m 

pryśnie 7% 
1 oranie prostopad 
łe proste J'/z 

*%13 i J7zi 
a*i : ywarny c zase m 
.,oa:Vaitt£ spółr»ęd-
aych, loh punkt 
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przecięcia O początkiem spółrzędnych, a pierwszą 
drugą i trzecią rzędną każdego punktu - spółrzęd-
nymi tego punktu. 

Płaszczyzna rzutów boczna j o s t szc".ególnie uży
wana wtedy, gdy w gr*3 wchpdzą yłessozyzny pros t o 
padłe do o a i . Trzecie rzuty f i g u r , leżących -n t a 
k i c h płaszczyznach są tym figurom ró^nc, podczas 
gdy dwa pierwsze i c h r z u t y , leżąc na zjednoczonych 
śladach płaszczyzny, f i g u r tych należycie nie wy
znaczają. W szczególności korzystamy z płasr.czyzny 
bocznej rzutów d l a rozwiązania zadań, dotyczących 
prostych prostopadłych do o s i . 

Niech będzie np„ / r y s , 69/ prosta EJB , leżąca 
w płaszczyźnie prostopadłej do o s i , a, więc nie wy
znaczona, prze./ swoje rzuty CL* i , które leżą 

na zjednoczonych śla
dach płaszczyzny. Przy 
puśćmy, że dane są 
rzuty B'B"l B'£" 

punktów B \ J3 t e j 
p r o s t e j , mamy wyznaczy 
pierwszy rzut C punk 
tu C , leżącego na 
t e j p r o s t e j , gdy drugi 
jego rzut C j e s t da-
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ny. Obierzmy za nową płaszczyznę rzutów, płaszczyz
nę, w której dana prosta leży, a za nową oś ślad 
<X*3 t e j płaszczyzny na Fi . Wyznaczywszy zapo-

mocą punktów \ J3 t r z e c i r z u t ccm prostej 
cc , znajdziemy trzooią rzędną C" C'" punktu C ; 

odmierzając ją zaś na od punktu O według 
zwykłej umowy znajdziemy szukany punkt u .1 szcze
gólności znajdziemy tym sposobem ślady i £z 
p r o s t e j J3 

Albo niech, będą dwie proste Ct i ł> i pr z y 
puśćmy, że jedna z n i c h , np. OC leży w płaszczyź-
ule prostopadłej do o s i i dana j e s t przez swoje 
ślady Si i Ss, , <iruga zaś p r o s t a b n i e leży 
w t a k i e j płaszczyźnie i dana j e s t przez swojo rzuty 
h i /ryso70/<. Proste ot i ,6 nie mogą byó 

równoległe; aby się 
przekonać, ozy się 
przecinają zważmy, 
że jeżeli punkt 
wspólny C tych pros
tych i s t n i e j e , to 
jego drugi rzut musi 
byó punktem, w któ
rym się przecinają 
drugie rzuty p r o s 

i e . 70. 
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.tych a i b t. j , punktem ĆT 

4 

/>4 i 

^ I 

a' 

a-

Z' 
8", 

TT 
i i 

Mając drugi raut 
punktu & \ leżą
cego na prostej 
CC $ musimy na 

nasadzie jj>opr*e<d-
niego zadania 
znaleźć jego r:>ut 
pierwszy C , 
Jeżeli punkt C 

leży w ptzeeię 

Się przcHinają 

Cłu pierwszych 
rautów oc i t 

to proct.6 ct i <b 

W przeciwny na raz i o są one skośne. 
Albo jeszcze niech będą dwie proste i /ó , l e 

cące w płaszczyznach równoległych, a do o s i prosto
padłych /rys,71/. Proste i /o nie mogą się prze
cinać; aby się przekonać, ozy są one równoległe, wy-
znaczmy i c h rzuty CC i /o na dowolną tr^eoią 
płaszczyznę, np. ns płaszczyznę boczną rzutów. Jeże
l i C%'"//&'" f to d//b t j 8 Ż e l i i b~ 

przecinają, to « i i> są skośno. 

$ 21. RZUTI POgKTg HA DOWOLNA P U S Z C Z Y K . Zmiana 
płaszczyzny rzutów noże następować k i l k a k r o t n i e , 
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przy ten nowa płaszczyzna, rzutów ma byó zawsze p1 c^--
topadła do poprzedniej. więc B ma byc" przeto* 
padła do 2? lub 7? , 7? cle 7? , 7? do Ą i t ftj 
Ua rys., 72 prrodstawiona j e s t dwukrotna zmiana 
piasrezyzny rzutów; F$ J- Ę % J^J^, Znajdują..-, 
rzuty punktu na płaszczyzny prostopadłe do każdora -
zowych płaszczyzn rzutów, można znaleźć rzut tego 
punktu na dowolną płaszczyznę /S , której ćlady -t, 

i są dane, przy tern wystarcza zawsze dwukrotna 
^niana płaszczyzny rzutów. Rozwiążmy tedy 

ZADAIIIB. Dane są pierwsze i drugie rzuty punktó • 
_Jł 9 C oraz ślady <fz płaszczyzny *• 
żnĵ lcjlć rzuty danych punktów na płaszczyznę 

bartą w płaszczyźnie rysunku. Znajdźmy np..rzut 
punktu A na płasz
czyznę yS ; tak 
samo wyznaczymy 
rzuty wszystkich 
inny oh danych 
punktów. Poprowad-

\ prostopadłą do Jp Ryt. 73 

4> B'" i do O , :* n-ięc 

G S O I L S T R J A tfIKRESLNA. • ̂ 73. 
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prostopadłą do prostej i c h przecięcia ; J e j 
pierwszy ślad f£ oznaczmy przez J13 , będzie on 
prostopadły do <f> ; drugi ślad c% będzie pros
topadły do osi J^z . Obrawszy J3 za nową płasz
czyzna rzutów, a więc j e j ślad ź% <?a nową oś J/s 

znajdźmy ślad '33 płaszczyzny /_) oras rzut 
punktu A względem nowej o s i . W nowym układzie 
płaszczyzn rzutów & *s śladami płaszczyzny 
będą proste ^ i , rzutami punktu fi punkty 
A fi. Aby t eraz znaleźó rzut punktu ^ na ^ , 
obieramy ją za nową płaszczyznę rzutów, a j e j ślad 

za nową oś , poczera znajdujemy czwarty 
rzut fi punktu jfi , spuszczając \ p*mkt,u fi" 

prostopadłą na nową oś i odmierzając na n i e j od 
punktu fió¥ odcinek n równy 0 0 do wartosoi 
i znaku odległości zbytecznego rzutu JB. od dawnej 
c s i X/3 . Punkt fi' j e s t rzutem punktu fi na ^ 
gdy t a płaszczyzna po obrocie dokoła zostanie 
rozpostarta na płaszczyźnie rysunku. 

Chcąo na danej płaszczyźnie "P* otrzymaś rzu 
4y fi g u r y danej przez swoje pierwsze i drugie r z u 
ty, trzebaby pofctąpió w ten sam sposób z każdym 
punktem f i g u r y , np, z, każdym wierzchołkiem danego 
wielościanu. 

1 
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$ 22, RZUTY WIBLOŻOIABÓw'. Zalana płaszczyzn r z u 
tów służy częstokroć do wyrazistszego przedstawienia 
wielościanów, których rzuty zostały początkowe wy
kreślone w założeniu szczególnego położenia wielo-
ścianów względem płaszczyzn rzutów. Jak już wspomi
naliśmy w § i7 łatwość wykreślenia nie i d z i . +,u w 
parze z łatwością odtworzenia f i g u r y w wyo*.ralni, 
rzuty wielośćianu wogóle tym łatwiej w y k r o i l i i , im 
bardziej wyjątkowe j e s t jego położenie względem 
płaszczyzn rzutów; tym tr u d n i e j zato na za&adzie 
tych rzutów odtworzyć go w wyobraźni. P^zt'- jedno-
lub dwukrotną zmianę płaszczyzny rzutów, r »ł:żenie 
wyjątkowe względem płaszczyzn rzutów zostaje z n i e 
siono. 

Zanim damy odpowiedni przykład, słów M l.ka powie
dzieć mu o i my o k r e a l o n i u rzutów w i t l .ścianów. Raut 
wielościanu j e s t wyznaczony, j e - . o l i znalezione są 
r z u t y wszystkich jego wierzchołków i j o z a l i o każdym 
wierzchołku wiadomo, z którymi z pozostałych w i e r z 
chołków łąozą go wychodzące z niego krawędzie. Aby 
rysunek uczynić bardzie j poglądowym, przypuszczamy, 
że wielościany są nieprzezroczyste. Jeżeli oko unieś 
cimy na dostatecznie wielkic-j odległości od płasz
czyzny rzutów po dodatniej jej s t r o n i e , to jedne k r a 
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wędzie, ściany i wierzchołki będą wi d z i a l n e , inne 
będą zasłonięte; rzuty krawędzi wićkielnych kreś
limy linją oiągłąi rzuty krawędzi zasłoniętyeh -
- linją przerywaną. Każda ściana ograniczona wy
łącznie krawędziami widzialnemi j e s t w i d z i a l n a , 
każdy wierzchołek, przez który przechodzi krawędź 
widz i a l n a j e s t widzialny. Na każdym wielościanio 
i s t n i e j e l i n j a łamana zamknięta, wogóle skośna, 
której bokami są krawędzie wielośuianu i która od
granicza częśó widzialną powierzchni wialościacu 
od części n i e w i d z i a l n e j ; l i n j a ta nazywa się kon -
turem prawdziwym; rzut zaś t e j łamanej nazywa się 
konturem widzialnym. 

Rozważania nasze ograniczymy do wielośoianów 
wypukłych, t . j . t a k i c h , których powierzchnię do
wolna pro s t a , Da żadnej z jego ścian nie leżąca, 
p r z e b i j a najwyżej * dwóch punktach. Proste rzuca
jąca przebijają zatem wielościan wogóle w dwóch 
punktach; wyjątek stanowią te proste rzucające, 
które przeohodzą przez punkty konturu prawdziwe
go, stykając się w tych punktaoh z wielośćianem,-
Tworzą one graniastosłup prosty na danym wielościa-
nie opisany; kontur widzialny j e s t to przecięcie 
togo graniastosłupa płaszczyzną rzutów. Bardzo łat-
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wo z pośród rzutów wierzchołków i krawędzi wy uv,r~ 
ni<* t a , które stanowią kontur widzialny, rzaty bc -
wiem wszystkich innych wierzchołków i krawędzi mu
szą się znąieid wewnątrz niego. 

Gdj wyznaczony został kontur w i d z i a l n y , znajdzie
my, które krawędzie i wierzchołki są w i d z i a l n e , j e 
żeli określimy widzialność lub niewidzialnośó j e d 
nego choćby wierzchołka, którego rzut znajduje się 
wewnątrz konturu; wszystkie bowiem krawędzie, wycho
dzące z wierzchołka widzialnego, nie leżącego aa 
konturze, będą wid z i a l n e ; a zatem widzialne będą 
też wierzchołki, do których one prowadzą; krawędzie 
z tych wierzchołków wychodzące będą znów widzialne 
i t.d„ Tym sposobem, od r z u t u dowolnego wierzchoł
ka widzialnego wewnątrz konturu dojdziemy widział 
nemi krawędziami do wszystkich wierzchołków kontu
ru; pozostało krawędzie będą niewidzialne. 

Aby znaleźć ten jeden nie leż^oy na konturze 
wierzchołek wid z i a l n y , można rozumować tak: widział 
nym napewno będzie ten wierzchołek, którego, odleg
łość od płaszczyzny rautów j e s t największa, n>e mo
że on być bowiem zasłonięty przez ż idną Ścianę ni e -
loaoianu. Otóż odległość punktu od jednej pta:?C 7 ) ?-
ny rzutów równa jest- rz jdne j te.»o pinkt.J na dru
g i e j płaszczyźnie rputów; przeto widzialnym na jw l -
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nej płaszczyźnie rzutów jeat napewno ten wierzcho
łek, którego rzędna na drugiej płaszczyźnie rzutów 
j e s t największa. 

Weźmy teraz przykład następujący: 
ZADANIE. Wykreślić rzuty dwunastośoianu rombowego 

o danej osi w położeniu jakimkolwiek. 
Dwunastościanem rombowym nazywa się wielośoian wy 

pukły, ograniczony przez 12 płaszczyzn, przechodzą
cych przez krawędzie sześcianu lub ośmiościanu forem
nego w ten sposób, że kąty dwuścionne, które każda z 
tych płaszczyzn tworzy z przyległemi ścianami sześ
cianu l u b ośmiościanu, 3ą równe. Rzuty tego w i e l o -
śoianu będzie niezmiernie łatwo wykreślić, jeżeli 
jedna oś ośmiościanu, z którego powstaje dwunasto-
śoian rombowy, j e s t prostopadła do Pt , druga pros
topadła do , a t r z e c i a równoległa do JSz . Wtedy 
rzutem dwunastościanu na każdą z płaszczyzn rzutów 
j e s t kwadrat o danej przekątnej, podzielony l i n j a m i 
środkowemi na cztery kwadraty /rys:74/. Każdy z 12 
równych odcinków t a k i e j f i g u r y j e s t rzutem dwóch 
krawędzi, z których jedna jest w i d z i a l n a . 

Aby otrzymać rzuty tego wielościanu na płaszczyz
ny ja k i e k o l w i e k , wprowadzamy płaszczyznę 2^ 1 Pz i 
znajdujemy, stosując regułę § trzeote r^uty 
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wszystkich 14 wierzchołków B B C Ai JY 

P . Z pośród punktów Ąm B" sV'" 7=>'u 

wybieramy najpierw t e , które połączone odpowiednio 
utworzą wielokąt wypukły w ten sposób, że wszystkie 

Rys. 74. 
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puzostsło punkty, znajdą się wewnątrz niego. Wielo
kąt ten będzie konturem widzialnym na płaszczyźnie 
Pi . Zauważmy t e r a z , że punkt Jł'" będzie napow -

no w i d z i a l n y , bowium druga rzędna punktu fi , t . j . 
fizj fi" Je*t największa: łączymy tedy punkt fi'" 

l i n j a m i oiągłcmi z sąsiednimi wierzchołkami * 
Al'" fi" i , Punkty /'" i lożą ua konturze 
widzialnym, Ą i & wwnątrz niego, Te ostatnie 
dwa puukćy łączymy znowu l i n j a m i ciągłemi z sąsied
ni orni wierzchołkami ^3' fi " i Bł" \ które leżą na 
konturze widzialnym Rzuty pozostałych krawędzi, 
jako n i e w i d z i a l n e , kreślimy l i n j a m i przerywanemi. 

Możemy teraz wprowadzić jeszcze jedną płaszczyznę 
rzutów Pv , prostopadłą do P3 \ przytem w naszyn 
przykładzie obraliśmy nową oś tak, aby stanowiła cna 
przedłużenie o s i . Postępując tak aamo jak po
przednio znajdziemy 14 czwartych rzutów wierzchołków 

73'" /f'" P/y. "Utworzywszy znowu wielokąt 
wypukły, ogarniający wszystkie te punkty, znajdziemy, 
że z pośród punktów nie leżących na konturzo f punkt 
M napewno j e s t w i d z i a l n y , gdyż jego t r z o o i a rzęd
na je s t najwięknza. Łącząc ton punkt r, sąsiednimi 
wierzch a łJkaoi fi" & r l punkt P*" s sąsiednimi 

i L , a tflts o s t a t n i s t- , dojdziemy w tę 
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sposób krawędziami widrialnemi do kontura. Rzuty 
pozostałych krawędzi są niewidzialne. 

1 2 3 . ZASTOSOWANIE ZMIANY PŁASZCZYZN RZUTÓW DO 
Z/i DAŃ MIAROWYCH. Zadaniami mia.rowemi nazywamy zada
n i a , dotyczące wielkości odcinków i kątów f i g u r geo
metrycznych- Zmiana płaszczyzn rzutów j e s t jednym 
z najpotężniejszych środków, służących do rozwiąza
n i a tych z ad aj!. Większość zadań miarowych da się 
mianowicie łatwo rozwiązać, jeżeli przez zmianę 
płaszczyzn rzutów zdołamy sprawió, by pewne części 
f i g a r rozważanyoh miały względem nowej płaszczyzny 
rzutów położenie szczególne. K i l k a przykładów to 
wyjaśni, 

„ZADANI Ł. Znaleźć1 kąt, który prosta łącząca punk-
j * ! śł B" j J9' B" tworzy z płaszczyzną oraz 
gzajeamą odległość tych punkrtów. Niech nową płasz
czyzną rzutów Jj będzie płaszczyzna rzucająca pros
tą HJ3 na ; nową osią Jfts będzie wtedy pierw-
szy rzut B' B \ T r z e c i rzut P' JB'" odcinka RB 

j e s t temu odciskowi równy, albowiem prosta JJB 

przystaje do swego trzeciego rzutu. Kątem p r o s t e j 
Z I* będzie kąt p€* , który ta prosta 

^worzy ze swym pierwszym rzutem, & więc będzio to 
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kąt prostej " -° z prostą 

ZADANIB, Znaleźć odległość 
punktu £'/]" od płaszczyzny 
^ tf* . Zadanie to rozwiązuje 
się nader łatwo^ gdy płasz
czyzna JS j e s t prostopadła 
do jednej z płaszczyzn rzutów 
np. do P /rys.76/. Odległość 
punktu B. od płaszczyzny /S 

j e s t wtedy równa odległości 
rzutu punktu fi od śladu 
płaszczyzny A$ . Poprowadźmy 

ByS. 77. 



tedy nową płaszczyznę rzutów Ą , prostopadłą do 
7f i do £ ; a więc prostopadłą do ?< /rya.7?/; 
pierwszy ślad t e j płaszczyzny będzie nową osią Xti . 
Znajdźmy t r z e c i rzut A" punktu A oraz t r z e c i 
ślad % płaszczyzny ^ \ odległość punktu /3* od 
śladu -pj będzie szukaną odległością # • 

ZADANIE. Znaleźć odległość danego punktu ^ ^ 
od danej proste,i a>'cc". Ody dana prosta j e s t pros

topadła do płaszczyzny 
rzutów / r y s . 78/ , wtedy cd-
ległość punktu B od n i e j 
równa jest odległości rzutu 

. pktui R od śladu/a zarazem 
Rys.7f. rzutu/ prostej ot, . Otóż 

przez dwukrotną zmianę płaszczyzny rzutów można 
sprawić, że nowa płaszczyzna rzutów P* będzie pro
stopadła do danej prostej &> . Odtunek, który łą-
c*tfó będzie czwarty rzut A'" punktu B z czwartym 
rzutem Ct'y p r o s t e j W będzie szukane odległością. 

Za trzecią płaszczyznę rzut-P3 weźmy płaszczyznę 
rzucającą daną prostą cc 'a," na Pt / r y s . 79/, a więc 
fca oś J5i ireżmy rzut a' prostej cc , tak że proc 
ta CC leżeć będzie w płaszczyźnie Pj , przystając 
do swego teieciego r z u t u t H«ut ten znajdziemy 
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łącząc pierwszy ślad & /który j e s t zarazem swoim 
trzecim rzutem 
*Jj / z trzecim 
rzutem drugiego 

!e . Za 
czwartą płasz-
ozyznę rzutów 
weźmj j a k a k o l 
wiek płaszozyznę 
prostopadłą do 

m y 
Cl ; oś t*** 
będzie zatem j a 
kąkolwiek proa-
topadłą do a 

Ponieważ P& leży 
w. *3 i j e s t prostopadła do , więo j e j czwartym 

/ł' ,,,, 

rzutem ^ j e s t punkt, w którym a przecina oó 

JCiv . Znalazłszy według znanej reguły t r z e c i , a 
później czwarty rzut punktu' M , połączymy fl'ya,"'-t 

będzie to szukana odległość 
ZADANIB, Znaleźć edległość dwóch prosty oh skoś

nych Q>' #>" i b'fo" , Odległością dwóch prostych 
skośnych nazywamy najkrótszy z pośród odcinków, któ~ 
re łączą punkt jednej prostej z punktem drugiej -
Łatwo okalać, żo t a k i odoinek musi być prostopadły 

JtyS. 79. 
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do każdej z dwóoh danyoh prostych. Niech bowiem 
odcinek B JB , który łączy punkt B prostoj &> 
2 punktem B prostej £ będzie najkrótszy. P r z y 

puśćmy,, że nie jeat on 
prostopadły do , wtedy 
odoinok prostopadłejs 

spuszczonej z punktu £ 
na Ot byłby krótszy od 
fi\B • co przeczyłoby za 
łożeniu. Wyznaczenie od-

/ 
o. 

ij\ ( 

L / ~> n 

Być. tO. 

Ti 

o 
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ległośoi dwóch prostych skośnych j e s t nader łatwe, 
gdy jedna z danych prostych, np. & j e s t pros
topadła do płaszczyzny rzutów fi /rys„S0A 

W samej rzeczy, każdy odcinek prostopadły do 
j e s t wtedy równoległy do płaszozyzny rzutów, tak 
że rzut każdego odcinka prostopadłego do cc \ któ-
rego jeden koniec leży na CC , a drugi na b , 

j e s t temu odcinkowi równy i łąozy r z u t cc pros
t e j cc z tym lu b owym punktem rzutu prostej 

b * Najkrótszym więc z tych odcinków będzie ten, 
który j e s t prostopadły do b. 

Niech będą dane rzuty cc Cv \ & a dwóch pros
tych skośnych i b /rys.81/. Za trzecią płasz
czyznę rzutów J~3 obieramy płaszczyznę rzucającą . 
prostą CC na fi t osią U/s będzie przeto rzut 

CC p r o s t e j Cc . Wyznaczmy t r z e o i rzut cc pros
t e j Ct . Ponieważ ta prosta leży w płaszczyźnie 
P3 , więc j e j pierwszy ślad S, j e s t zjednoczony 
ze swym trzecim rzutem <<->/ ; połączywszy go z trze
cim rautem drugiego śladu otrzymamy czm . 

Aby otrzymaó t r z e o i rzut p r o s t e j b łączymy t r z e 
c i e rzuty dwóch dowolnych j e j punktów. £a ta k i e 
punkty możemy obraó np. ślad pierwszy 77 i ślad 
t r z e o i ^ . Pierwszy rzut T5 punktu 77 j e s t 
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oczywiście przecięciem rzutu 7) z nową o*iąJ7j*tZ.' 
T r z e c i jego r z u t , c z y l i sam ślad Z* otrzymamy 
odmierzając na prostopadłej wystawionej do J* w 
punkcie Tj odcinek równy co do wielkości i znaku 
odległości zbytecznego rz u t u T3" od dawnej o s i J/z . 
T r z e c i rzut 77* śladu 77 leżeć będzie na nowej 
osi w spodku prostopadłej, spuszczonej na nią z T* . 

Za czwartą płaszczyznę rzutów H obierzmy płasz
czyznę prostopadłą do Gt" \ nową osią JJV będzie 
jakakolwiek prostopadła do a" . Hajdogodniej po
prowadzić ją przez ślad 71 prostej h , gdyż wte
dy w tym samym pmikcie będzie leżał również czwar
ty ślad Ty p r o s t e j h . Spuszczając z punktu T/" 

prostopadłą na nową oś Mir 1 odmierzając na n i e j 
od punktu przecięcia j e j z tą osią odcinek równy 
co do wielkości i znaku odległości zbytecznego 
rzutu 77 od dawnej o s i J/3 znajdziemy czwarty 
rzut T, śladu 77 . P r o s t a TV T, j e s t czwarty* 
rzutem b'y prostej b . 

Ponieważ prosta leży w płaszczyźnie 7% i 
jest prostopadła do 7% t więc j e j czwarty rzut 
j e s t punktem, w którym U' p r z e c i n a oś Jar ę Dłu
gość odcinka prostopadłej spuszczonej z punktu cc* 
na prostą jfr j e s t równa odległości prostych skoś
nych cc i b % 
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R 0 Z D Z T A . Ł I I I . 

OBROTY I ŁLLJjf, 

$ 2 4 ^ Ruch obrotowy. Zmiana płaszczyzn rzutów mia
ła na c e l u nadanie f i g u r z e przestrzennej innego poło
żenia względem płaszczyzn rzutów. Cel ten może być 
wszakże osiągnięty inną jeszcze drogą. Zamiast, zmie
niać płaszczyzny rzutów, pozostawiając figurę n i e r u 
chomą w p r z e s t r z e n i , możemy postąpić przeciwnie; po
zostawiając bez zmiany płaszczyzny rzutów, możemy 
zmienić położenie f i g u r y w p r z e s t r z e n i , 

f s z e l k a zmiana położenia figury sztywnej może być 
dokonana zapomocą dwojakiego ruchu; przesunięcia rów
noległego lub obrotu dokoła o s i . Przesunięciem równo -
ległem nazywa się ruch, w którym wszyStkiq punkty f i 
gury nakreślają odcinki równe, równoległe i w jedną 
zwrócone stronę-, oczywiście, rzuty wszystkich punktśr 
fig u r y zakreślają na płaszczyznach rzutów również od
c i n k i równe, równoległe i w tę samą zwrócone strono. 
Przez t a k i ruch rzuty f i g u r y n ie ulegają zatem "mia
n i e ; zmienia się t y l k o położenie tych rzutów na 
płaszczyźnie rysunku. Inaczej mają się sprawy z r u 
chają obrotowym. Każdy punkt f i g u r y zakreśla łuk koł̂ i. 
którego płaszczyzna j e s t prostopadła do osi obrót'; 
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i którego środek 0 leży na n i e j ; promieniem koła, za
kreślonego przez i ^ k i k o l w i e k punkt figur y j e s t jego 
odległość od osi obrotu; wszystkie te promienie na
kreślają rdwne kąty f , Obrót f i g u r y j e s t przeto wy
znaczony, gdy dana j e s t oś obrotu O, jego *wrot ora' 
wielkość kąta obrotu T . 

s?25. QBR6T FIGURY DOKOŁA OSI PROSTOPADŁEJ DO JSDNEJ 

Z PŁASZCZYZN RZUTÓW, przedstawienie obrotu W rzutach 
prostokątnych st a j e się nader proste, jeżeli oś obrotu 
j e s t prostopadła do jednej z płaszczyzn rzutów, gdyż: 
wtedy rzuty wszystkich punktów f i g u r y na tę płas^":1— -
nę obracają się dokoła rzutu o s i p kąt równy katowi 
obrotu ¥ , tak że rzut całej f i g u r y obraca się dokoł 
rz u t u o s i o kąt f . I i ech będzie np. dany punkt fi'fi" 

/Rys. 82/ oraz, oś o 'o* pro
stopadła do fi . R»ut 
poziomy O 0 s i j e s t punkter 

- odległość punktu fi od QF<> 

O j e s t równa i równole
gła do odcinka fi'O Gd) 
punkt fi obróci się doko
ła o s i O o kąt Y* , to 
rzut fi obróci się doko-

* 9 punktu o ten sam kąt 7* i zajmie położenie punktu 

GEOUBTRJA TORJŁSLKA Ń? i73. Arkua* 6-ty. 

0" 
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A» , Rzut pionowy fi'' punktu B porus-9 się po pro
s t e j równoległej do X , bo odległość p u n k t u ^ od P 

nie ul*ga zmianie„ Nowe położenie punktu ^"będzie t e 
dy i punkcie By przecięcia prostopad>cj do X z punk
tu B, T równoległą do X wyprowadzona z punktu B 

D l i " n a l e p i e n i a więc rzutów nowego położenia f i g u r y , 
obróconej o kąt / dokoła osi prostopadłej do 7? t r z e 
ba obrócić pierwsze rzuty wszystkich j e j punktów o ten 
sam kąt dokoła pierwszego śladu osi O , przesuwając 
jednocześnie drugie rzuty tych punktów po równoległych 
do XiZ . Gdy natomiast f i g u r a obraca się o kąt dany 
dokoła o s i prostopadłej do , trzeba drugie rzuty 
wszystkich j e j pnnktów obrócić dokoła drugiego śladu 
oei O o kąt dany, przesuwając jednocześnie pierwsze 

• -

i oh r"uty po równoległych do , 
Rozwiążmy np. następujące 
2M)MTTB. Trójkąt fi'B'C\ B"g"C"obrócić dokoła 

os i O' o" prostopadłej do P? o kąt dany Y_ ./Rys.83/, 
Na mocy powyżsaej reguły należałoby przedewszystkiem 
obrOiĆ punkty B'B' i € \ kąt *f dokoła punktu <?\ 
Aby odrazn wykreślić nowe położenie trójkąta fi' B'C 

po dokonanym obrocie jego wierzchołków, odniesiemy 
punkty B' t J3' i C do odpowiednio obranej p r o s t e j rn> 

znajdując rzuty tych punktów na nią oraz odległości 
tych rantów od stałego punktu t e j p r o s t e j . Za taką 
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prostą najdogodniej j e s t obrać równoległą do *X przez 
punkt O poprowadzoną, a za stały punkt na n i e j obra
ny uważać sam punkt O . Obróćmy teraz prostą Wt o kąt 

T do położenia Wl, wraz ze znajdująoemi się na nie} 
punktami 1, 2 i 3. 
i % nowych położeń 
tych punktów li ; 

£t i 3 wypro
wadźmy odcinki 
J,B'I%2,B: i 
3, prostopadle 
do Wt! i równe od
powiednio odcinkom 
1ń', ZB' i i c \ 
Drugie rzuty punk
tów A , B i C 

w nowym położeniu otrzymamy w przecięciu równoległych 
do Xiz , wyprowadzonych z punktów B , &" i C z pro 
stopadłymi do n i e j spuszczonymi z punktów B, t B/ i Ć, 

_^26T zastosowanie do zadań miarowych obrotu f i g u r _ 
dokoła o s i prostopadłej do /? lub do Bz. . 
Najczęściej kąt obrotu / nie Jest dany, natomiast 
trzeba daną figurę obrócić dokoła danej o s i o t a k i kąt, 
aby pewna p r o s t a ; l u b pewna płaszczyzna stała się równo-
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legła lub przystała dc jednej z płaszczyzn rzutów, Tym 
sposobem możemy znajdywać pr&wdziwą wielkość i kształt 
niektórych f i g u r , gdy bowiem prosta jest równoległa do 
jednej z płaszczyzn rzutów lub do n i e j p r z y s t a j e , to 
rzut każdego odciaka prostej na to płaszczyznę równa 
się jego naturalnej wielkości, podobnież, gdy płaszczy
zna j e s t równoległa lub przystaje u o jednej z płasz
czyzn rzutów, to każda f i g u r a W płaszczyźnie położona 
nie zmienia się w swoim rzucie co do wielkości i kształ 
tu. 

Zn a j d i my np, prawdziwą długość odcinka B 23 , któ
rego rzuty są dane /Rys,84/ Obróćmy płaszczyznę rżuoa-jj 

jącą poziomo prostą BB 

dokoła prostej fi B'? Oo 

t a k i kąt, aby odcinek 
AB stał się równoległy 
do Be, . ™tedy rzut jego 
poziomy stanie się rów
noległy do d/z ; aby 
więc otrzymać nowe poło
żenie punktu TB 

zakre ślmy z punktu B 

ĄJ*'** '& koło promieniem B'B\ 

**z do przecięcia tego koła z prostą równoległą do d/% z 
punktu A wyprowadzoną. Rzut pionowy punktu B będzie i 
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się posuwał po równoległej do Xi , nowe położenie^/ 
punktu B"otrzymamy zatem w przecięciu t e j równoległej 
z linją rzędnych punktu M , Odcinek J7"B" będzie 
prawdziwą długością odcinka AB , jego nas* nachylenie 
do o s i X będzie prawdziwą wielkością kąta <=>£ pros t e j 
* B r. płaszozyzną 7? 

Znajdźmy jeszcze kąty i - p r o s t e j a z płasz
czyznami rzutów, gdy dane są ślady *$* i prostej 

a /Rys,85/. fi tym cfe* 
l u obróćmy płaszczyznę 
rzucającą poziomo p r o 
stą CL dokoła pros t e j 

Sz rzucającej po
ziomo ślad Sz , aż do 
pr z y s t a n i a t e j płasz
czyzny do fi, . Punkt 
S/ » opisując łuk ko

ła o środku A przeniesie się na oś X do punktu (&J\ 
punkt Sz , jako punkt o s i obrotu nie zmieni swego 
miejsca. Kąt «Ą prostej Ci z płaszczyzną & je3t to 
kąt t e j prostaj ze swym rzutem Ct\ po dokonanym obro
c i e kąt ten leży na 7\ - j e s t to kąt prostej fuJ z 

osią X . W ten sam sposób znajdujemy kąt prostej 
CZ a płaszczyzną 7% . 

Do zadania powyższego sprowadź* się 
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ZKD1 in.2, Znaleźć kąty ^ i »/& płaszczyzny j# 3| 

a T i i a s z ^ y n a m i rzutów. /Rys. 86/ Znajdźmy np. kąt 
płaszor.yzny ^ ^ w 
płaszozyitną ^/ . Popro 
wadźmy w płaszczyźnie 
>̂ ^ prostą najwięk

szego spadku ?2v i kąt 
t e j p r o s t e j ze swym 
pierwszym rzutem j e s t 

kątez iiaiowyai szukanego kąta dwuściennego. Pierwszy 
:*zuf: prostej li, j e s t , jak wiadomo, prostopadły do -3/, 

spodek jego na <f/; j e s t tedy pierwszym śladem 3/ pro 
s i e j *n, ; drugi ślad 3Ą leży na -o* w przecięciu z 
linją rzędnych punktu Sz , w którym n* przecina oś 
Xx . Przenosząc ślad £/ na oś X/z za pomooą obrotu 
dokoła i łącząc tak przeniesiony punkt &> *e śla 
dem 4 , otrzyaamy prawdziwą wielkość ^ 
kąta J3/ . W podobny sposób znaleźlibyśmy kąt */% 
płaszczyzny z 7^ . 

§27. Obrót f i g u r y dokoła prostej j a k i e j k o l w i e k , 
Przypuiićmy te r a z , że mamy obrócić figurę daną o 

kąt dany Y> dokoła prostej j a k i e j k o l w i e k ^ ' ^ ^ Wy
sta r c z a wskazać, jak enaleść nowe położenie jednego 
jakiegokolwiek punktu f i g u r y , np. punktu B. . Za porno 
cą podwójnej zmiany płaszczyzny rzutów możemy sprawić 
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że oś obrotu. O będzie prostopadła do nowej płaszczy ~ 
ny rzutów P¥ \ obróciwszy wtedy punkt £ dokoła os. 
o kąt Lf , znajdziemy t r z e c i i czwarty rzut fi," i fi, 
punktu fi w nowem jego położeniu; powracając do p i e r 
wotnych płaszczyzn rzutów znajdziemy pifiHszy i drugi 
rzuty tego punktu, 

Niech więc będzie dany /Rys.87/ punkt fi" A \ pro
sta O*o", której ślady oznaczmy przez <S, i . S»i 
trzecią płaszczyznę rzutów obierzmy płaszczyznę rzuou 
3acą prostą O pozi'>?o, t«k. ze oś U/3 przystaje do 

Z 

9 

o"- a" 

Syf-
- - AA"-t" 

l i — I 

Ji. 
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rzutu ° - Trzeci rzut O prostej O otrzymamy łą-
rV ę/m /v 

cząc ślad *>/ z trzecim rzutem /->̂  drugiego śladu Oz 

który znajdziemy, odmierzając na proptepadłeij do 0 & 
punkcie odległość drugiego śladu od zbytecznej 
osi J/z „ Trzeci zaś rzut punktu A otrzymamy, od
mierzając na prostopadłej spuszczonej z B na cd 
punktu przecięcia j e j z tą osią odległość zbytecznego 
r * i i t u B od dawnej o s i Xi , Za czwartą płaszczyznę 
rzutów obierzmy jakąkolwiek płaszczyznę prostopadłą 
do O t tak, że osią będzie jakakolwiek p r o s t o 
padła do . Czwarty rzut prostej ® będzie 
punktem, w którym t a nowa oś przecina O , Czwarty 
rzut y^/ punktu znajdziemy odmierzająo na pr o s t o 
padłej do Jsł spuszczonej z B odległość zbytecznego 
t - j , pierwszego rzutu B tego punktu od dawnej o s i , 
t , j . od J/3 . Punkt B j e s t teraz odwzorowany zapoao-
cą swych rzutów & i , a prosta ° prostopadła 
do *!* za pomocą swych rzutów K i u Jeżeli więc 
obrócimy B dokoła O o kąt *f , podczas gdy B"f 

przesunie się po równoległej do \ to otrzymamy 
rzuty B, B, nowego położenia Bt punktu B . Od
rzućmy teraz płaszczyznę B} , następując ją przez 
płaszczyznę prostopadłą do Ę , tak, że nową 
osią będzie JLĄ , a dawną, t. j . zbyteczną <Xsy . 
Spuszczaj-ąc z B, prostopadłą na J/3 \ odmierzając 



na n i c i od punktu, przecięci*, z Z3 o.di€Lrłpi<5 zbyt ocz
nego t . j . czwarto go rzutu A7 punktu A, ;.znajdziemy 

fi i' a Zastąpmy teraz płaszczyznę P$ prze- płaszczyz
nę PZ prostopadłą do F? , i . j , wpTOwadźmy nową od ^ 
Spuszczając z A prostopadłą na ^ i odmierzając: ua 
n i e j od punktu przecięcia j e j z X<- odległość • by-
tccznego t jh trzeciego r z u t u 4 " od dawnej o s i , t . j . 
od ^ r otrzymamy A" ?ara rzutów -A i fi <,dwz., -
rowuje położeni o punktu A po obrocie jego o kąt ¥ 
dokoła prostej O , 

JgB . Kłady płaszczyzn,, łlfędey obrotami f i g u r doko
ła o s i j e s t jeden przypadek, zasługujący na s z c z e ^ l -
łowe omówienie, Je3t to cbrótpiaszczyzny dokoła swe
go siadu, jeżeli kąt obrotu j e s t kątem nachylenia 
tej otaszcisyzny do płaszczyzny rzutów lub jego speł
nieniem. Po takim obrocie płaszc^ysna oczywiście 
przystanie do jedne,-) z płaszczyzn rzutów i f i g u r y w 

danej płaszczyźnie położone w naturalnym swym kształ
c i e i wielkości ukażą się na t e j płaszczyźnie rzutów. 
Taki obrót nazywa się kładem danej płaszczyzny na jed 
ną z .płasr.o&yzii rsutów. 

1 pewnych przypadkach azc"3gó*lnych dokonywaliśmy 
już kładów p^assazysn tmkim kładem było np. znale
z i e n i e rzutu punktu AA n a trzecią płaszczyznę 
rzs*ów Pj prost opadłą do P, lub , Był to b">,; .1-a 



obi \ '•łaszdzyany wraz R leżącym na n i e j punktem 
B'" o kąt prosty dokoła fij śladu «fe lub . 

Fc-octaje nam t u t a j zbadać kład płaszczyzny nie pro-
sfcopć̂ ł-ej do tej płaszczyzny rzutów, na którą, przez 
obrót dokoła odpowiedniego śladu, mamy kład wykonać, 

Niech płaszczyzna S będzie dana za pomocą pierw
szego swego śladu <*> oraz rzutów B'B punktu Ą j 

n i e j leżącego /Rys„88/«, Mamy obrócić punkt & dokoła 
-6, o joden z kątów między płaszczyznami 5 i P, . 

/ 

tak żeby punkt fi znalazł się w płaszczyźnie P . 2'. 
nową płaszczyznę rzutów wegniemy płaszczyznę, w 
której dokonywa się obrót punktu fi , tak że nową os 

będzie prostopadła spuszczona z. punktu B na <f-
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Trsęcira rzutem p u n k t u ^ będzie punkt JłV , otrzyma
ny przez odmierzenie drugiej rzędnej punktu-^ od 
punktu fi na r-i o •topruf e j w nim wystawionej do X/i , 
trzecim rzutem prostej <f/ , t * j , o s i obrotu będzie 
punkt, fi o , w którym Xs przecina <*/ , Punkt 4' bo
dzie sąrSiżoii kł*dcm punktu fi leżąoegc na 7f doko-ta 
siadu X/j t e j płaszczyzny ną 2?F,cd$2*s gdy pierw-
F**y rzut będzie się poruszał ,po X/s , : r z e c i 
rzut fi , c z y l i sam punkt ^ obrad*l!5 się bęi*ie d o 

koła fi» dopóty, dopóki nie ii).a1 i z i e w pia3zc*y*-
n i t 7? , t.j.,, na o;*! X# , Oba rauty, plerwssy - trze 
c i punktu ^ będą zatem zjednoozon? w punkoie /fi 
' którym koło pr*ez. punkt fi"' zakreślone przycina Jt/Js 

Punkt / fi / fost kładem punktu fi fi" na płaszczy2.ha 
dokoła śladu & . 
Zauważmy, że kąt fi fi„ fi'" j e s t rątem r l s ? z • 

czyzny 2 płaszczyzną J? , nie zależy wi f̂ o on od 
obioru punktu >? w płaszczyźnie Z kąta tego ko -
rayatamy d l a wyznaczenia kładn punktu fi , gdy płas.:-
ozyzna $ dana j e s t za pomocą obu śladów 1?s i t 

a punkt A -a pomocą pierwszego swego rautu 71 . 
/Rys.89/. Możnabv wprawdzie znaleźć najpierw drugi 
rzut fi" punktu A , l e p i e j jednak postępować-jak 
następuje. Obrawszy jakiko l w i e k punkt płaszczyzny JS 

np. punkt M śladu tfcg , wyznaczmy kąt ^ prze* kł d 



Ai AU M / / / 

ca odcinku 
trójkąta prostokątnego M Mo M pocze/i 
fi B» wykreślmy trójkąt podobny do trójkąt 
% tym celu prze* fi o kreślimy równoległą 

do Mo M , a prze 
fi' równoległa do 
4, / przeciw prosto
kątną BQ Hot rz r Dianę 
go w ten sposób 
trójkąta fi Bo/1 

odmierzamy o'd pani-. 
tu^<> ca fi'B° 

w jedną lub drugh 
stronę tego punkt; 

Sposobu tego użyć możemy dla rozwiązania Badami;, 
odwrotnego., 

Dane są ślady t7/ -tfe płaszczyzny oraz kład /fi / 

punktu fi w n i e j leżącego; znaleść rzuty punktu fi 
Znajdźmy najpierw, jak poprzednio, kąt , k re ś -

ląc trójkąt prostokątny &"' /Rys. 89/. Z punktu 
/ fi / spuśćmy prostopadłą /fi / fio na ślad i 
przez punkt poprowadźmy równoległą do M*H i od
mierzmy na n i e j od punktu fio odległość punktu Bo 0 d 
śladu ^ . Z otrzymanego/ tą drogą punktu fi"' popro
wadźmy równoległą do wtedy w przecięciu j e j z 
prostą /fi/ Bo otrryir^my r*ut poziomy 77 Mhjac 
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poziomy znajdziemy natychmiast rzut pionowy, zważywszy, 
za odcinek fl B j e s t drugą rzędną puuł.tu M /na r y 
sunku nie wy z łxaĉ  :on o punktu B ' /. 

Za pcm,oc-ą powyższego wakreślenia można znale i t kład 
drugiego śladu płaszczyzny 4, <f% t a , Tń Lym 
c e l u wystarcza znaleźć kład dowolnego punktu 71 tego 
śladu i połączyć punkt /Ti / % punktem £ , który 

leżąc na osi obrotu <f/ , nie ulega zmianie, /Rys„90/ 

t>.eos kład siadu można otrzymać jessoze prościej /Ry 
927. Zauważmy, ge odcinek /V*f - • jeżeli tody 
z punktu /:;' nruści my prostopadłą na , to w pr z e 
cięciu tej prostopadłej z kołem zakręćłonem z punktu 
/5" promieniem ^ A ' otrzymaty punkt / /. Eąt mię
dzy śladem J/ • kładem śiedu j e s t naturalną w i e l 
kością kąta <3~ między śladami. 



— 5 7 « * — 

Z powyższego wynika nowy sposób kreślenia kładu 
punktu fi leżą-

M/JJ? oego w płaszczy* 
O ' 

nie danej z» po-
moną dladó* ^/ i 
<te Pr^YpuśJ 
my, ż** dbcy je s t 
pierwszy raut fi' 

punktu fi Te\-prowadźmy pr*'*z punkt fi l i n j C poziomą /£> płaszczyzny 
^ż j j o j rzut pierwszy przechodzi przez -/S7' 

równoległe do "3?/ ; j e j rzut drugi jeet równoległy do 
i Wyznaczywszy drugi ślnd 7% t e j p r o s t e j , znajdźny 

jego kład / TV / na fi? , Prosta fjb / poprowadzona, 
prze* /SV / równolegle do j e s t kładan prostej po
ziomej fi , na której leży punkt fi , Jeżeli *«teir 
z punktu fi spuścimy na <f/ prostopadłą, to w prz e c i e 
o i u j e j z prostą / fi / otrzymamy szukany kład / fi f, 

$29, Zastosowanie kładów do zadań miarowych, 
ZADAKIE, Wyznacsyó prawdziwą wielkość kąta między 

dwiema prostomi i b b" /Rys.93/, Kio zmnie i ora
jąc ogólności zagadnienia, możemy założyć, że dane pro 
ste się przecinają, gdyby bowiem było inaczej,wtedy 
obrawszy dowolny punkt p r z e s t r z e n i fi , popr o w a d z i l i 
byśmy przezeń proste równoległe do danych i szukalibyś 



my wielkości kąta między nimi. Wyznaczywszy pierwsze 
ślady S* i % da
nych prostych -: łą
cząc je prostą,Z^aj-
dziewy ślad ^ ptaas-^ 
ozy»ny tych prostych 
Wykonawszy kład 
punktu fi t a j r l * 3 i 
czynny na i łą
cząc / fi / z 5, i 

, otrzymamy 
kład szukanego kąf 

Wykreślony przy t e j sposobności rzuty dwusiecznej 
kąta między prostymi « i ,5 . W tyci c e l u d z i e l i n y )fó 
)' na połowy i wyznaczamy punkt D' , w którym dwu
sieczna / o? / prz e c i n a ślad ; następnie wyznaczamy 
drugi rzut D* punktu D i łączymy fi'P' oraz ^ & 

ZADANIEn Wyznaczyć prawdziwą wielkość kąta dwu
ściennego między dwiema płaszczyznami i j j ^ j i 
Zadanie to możnaby sprowadzić do poprzednego, spusz-
onająo z dowolnie obranego punktu prostopadłe na dane 
płaszczyzny i szukając prawdziwej wielkości kąta tych 
dwuch prostych. Będzie to kąt równy albo spełniający 
względem kąta dwuściennego danych płasiczyjn. Ale moż 

&yś 93. 
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na znaleźć bezpośrednio prawdziwą wielkość kąt» 1 i ni o 
wego płaszczyzn danych W tym c e l u należy przeciąć 

obie płaszczy:: 
ny /S i T 

/Rys ,94/ dowoi 
ną płaszczyzną 
V eros t opadł, 
do pr o s t e j prz 
cięcia S T i 
wykonać kład 
otrzymanego w 
przecięciu kąt 
na & l u b Pt 

dokoła odpo
wiedniego śla

du u< lub U* płaszczyzny tego kąta, Ticrwszy ślad u 
t e j płaszczyzny j e s t tedy jakąkolwiek oroetą prostopa 
dłą do rzut u prostej przecięcia płaszczyzn 
i ti 5e , Ni echa j ta prosta przecina ślady <t< i * 

punktach & i % , Punkt ., w którym płaszczyzna 
1/ przecina krawędź ot- kąta dwuściennego S* j e s t ' 
spodkiem prostopadłej spuszczonej z punktu ff^&.U* na 
Cl t t . j . wysokością trójkąta & T* Pl \ Jeżeli t e ~ 

dy znajdziemy t r z e c i rzut Ol /a zara^tim kład/ proste 
OL na płaszczyznę fj rzucającą poziomo tę prostą i 



obrócOn* dokoła S*c£<> jSladu a ' to odległość punktu 
If protfUj a" ^ędzi* szukaną wyrokością. Odmie
rzał^ ją od p a r k i ^ aa <tf'i tą*»*ao otrzymany w ton 
spnśćJ* punkt / B ł Sf i 7"/ otrzymamy kład 
JjfBJZ -tkanego Itufc* li0-1 owego ^ 

Ślady pł*szc?fzny dwusiecariej kąta dwuioieuiego 
S T ntrjynany dei&lJtf kat *f u». »0*owy, wygi^owająo 
pwakt Z ) ' , w którym d*u3ieozna katt* r przecina U>, 

iąafcąc punkt M % prostą // t która pr z e c i n a r.& 

X x punkcie ¥ i wresscie łączce punkt f z* śladem 
Ł4 prostą J£ , Płaszczyzna *5 y* U s t jedną z 

t*i*ch płastfciy.n dwttsitfc*njoh k**;* dwuśoie*>*:oi»y ftąa* 

że w płaszczyźnie < -Ąduna Jost f i g u r a p-vst: 
kreślna jakaiolwLek tp cz*rrokąt fiB CD aa pomc 
są jvdneg« »Ł 3wyoa -i%t'j«v. up.. pesiouego B'B'C'B 
3aaie'£libyiiii.y prawdziwy kształt i wielcośó tego ctwo-
•okąta wyznacza jao^ł^d; w^zystkish jego wierzchołków 
na płaszczyznę W , nie jak się to *ar*z okaże, po 
wyznaczeniu kładu jednego z n i c h up, B , wyznaczenie^ 
pozostałych tc stanie znakomicie uproszczone. £rve-

Vrk J3a 7-m,. 
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dłużmy bok M'JS' do przecięcia ze śl a d e m ' w punk
ci e ; Punkt ten przy obrocie pozostanie nieruchom 
my? j a k o punkt leżący na osi obrotu; jeżeli więc po
łączymy go z punktom , to otrzymamy kład pros
t e j nty . Spuszczając z punktu Ą prostopadłą na 

, otrzymamy w przecięciu z prostą /^/^ punkt 
f&) , W podobny sposób znajdujemy kład punktu ^ ; 
przedłużamy B d o przecięcia z O/ w punkcie >3 ; 
łączymy pun k t * z punktem fSj i spuszczamy z C' 

prostopadłą na ; przeoięcie t e j prostopadłej z 
prostą da nam punkt fćj . Wyznaczamy j e s z 
cze w t a k i sam sposób punkt /^V, to j e s t przedłu
żamy C £' do przecięcia z t*> w punkcie ? , łą
czymy {£)3 i wyznaczamy przeoięcie t e j prOstej z 
prostopadłą spuszczoną z .Z)' na "3> . Jako spraw
dzian dokładności wykreślenia służyć będą proste 
JJ'Z>' i /Mj(,D), f/Ufcj, 3'D' i /^ y / ^ v 
które parami winny się przecinać na osi obrotu 

Na t e j samej własności rzutów i kładów f i g u r pro-
stokreślnyoh oprzeć można rozwiązanie zadania od
wrotnego. Weźmy przykład następujący: 

Maiąo ślady J£/£k płaszczyzny oraz — rzut boku 
D^cąta foremnego w' -/.iej leżącego, wykreślić rzuty 
tógg 5-Kąta / r y s , 96/, 
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Wyznaczmy na
przód kład /V 
fBj danego 
boku BB na 
płaszczyznę J~P. 
W tyra c e l u łą
czymy wyznaczo
ny zwykłym spo
sobem /§2<P/kład 
punktu B z 
punktem / , w 
którym dany 
rzu t fi B prze -
c i n a ślad /̂ 

. . i z punktu B' 
spuszczamy prostopadłą do <ti , która prz e t n i e pros

tą w punkcie fB), . l a ' odo inku ffiJ/Bj kreślimy 
foremny 5-kąt //?)]/B)YCJ0)0H niechaj punkty 2,3, 
4 i 5. będą przecięciami boków fB){Cj9 {CjfrJ, ($£) 
i 0)YA)ZS śladem . . Za powocą tych punktów oraz 
prostopadłych spuszczonych z wierzchołków pięciokąta 
wyznaczymy wierzchołki fCjf&J i /Bj I rzutu te,?o 
5-kąta. Dla sprawdzenia dokładności wykreślania 
stwierdźmy, że przekątne kładu i rzutu 5-kąta SB 1 T 
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się przecinać na ślrdzie <>/ . Wyznaczenie I I r z u 
tu 5-kąta nie sprawia żadnych trudności jeżeli sko
rzystamy z I I rzutów punktów 1, 2, 3„ 4 i 5. 
§ 31. Powinowactwo teometryozne. Rzut i kład f i 

gury płaskiej na tę samą płaszczyznę są w pewnym 
szczególnym związku geometrycznym, który ma ważne 
teoretyczne i praktyczne znaczenie. Związek ten po
lega na nartępującyoh pięciu faktach: 

1- o. Każdemu punktowi pierwszej f i g u r y odpowia
da jeden jedyny punkt drugiej f i g u r y i nawzajem, 

2- o. Każdej prostej pierwszej f i g u r y odpowiada 
jedna jedyna prosta drugiej f i g u r y i nawzajem 

3- o. Punktowi i prostej , należącym do siebie w 
pierwszej figurze odpowiadają w drugiej punkt i pro
sta również do siebie należące. 

4- 0. Punkty odpowiednie leżą na prostych równo
ległych i 

5- o. Proste odpowiednie przecinają się w punktach 
jednej p r o s t e j . 

O dwóch figurach czyniących zadość tym pięciu 
warunkom mówimy, że są w powinowactwie geometrypa
ne m, Kierunek prostych, które łączą punkty odpowied
nie nazywa się kierunkiem powinowactwa, prosta, na , 
której przecinają się pro. te odpowiednie nazywa się 
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Powinowactwa. 
W naszym przykładzie / r y s . 96/ 5-kąty /&)(&){(!/&)/$ 

i 'CD'£' są tt powinowactwie, którego osią 
je s t ślad -cO , a kierunkiem kierunek do t e j o s i 
probtopadły. Ale na tym samym rysunku many jeszcze 
inny przykład f i g u r w powinowactwie, mianowicie 

\ A i m 

i mmmm 

Ryj. 96. 
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dwa rzuty / I i fi "3"C"&"£" pięoiokąta 
fi&C Z) & . f samej rzeczy, jeżeli za punkty 

odpowiednie tych f i g u r uważać będziemy dwa rauty, 
np, fi' i fi" tego samego punktu fi , a za pres te 
odpowiednie dwa rzuty, np. 'fi*J?9 i A^Jfte] samej 
prostej fi 25 t leżącej w płaszczyźnie -*z , to 
punkty odpowiednie leżeć będą na prostych równoleg
łych, mianowicie na l i n j a c h rzędnych, proste zaś 
odpowiednie przecinać się będą na z jednoczonych 
rzutach prostej ot7

 t według kt d r e j ̂ iaszozyana 
>̂ <j przecina drugą płaszoayznę dwusieczną. 
Prosta ci ~oc jest tedy osią powinowactwa, k i e 

runek l i n j i rzędnych kierunkiem powinowactwa; k i e 
runek ten n i e jest wogóle prostopadły do o s i powi
nowactwa. 

Opierając się na t e j własności rzutów prostokąt
nych fi g u r y płaskiej możemy z łatwością "stwierdzić, 
cay dany Za pomocą swyoh rzut ów.wielokąt jeet płas
k i czy skośny. Jefceli j e s t ptaśkl., to o^dpowiednie 
boki i przekątne jego obu rzutów wusżą 'się spotykać 
na p r o s t e j , - jeżeli jes t i n a c z e j , to j e s t on skoś
ny. Jlielokąt płaski będzie więc a^pełaip wyznaczo
ny , Jeżeli dany bęiaie, jeden jego W u t , np. pierw
szy , oraz drugie rzuty trzech jego wierzchołków; 
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przytem drugie rzuty pozostałych wierzchołków mo
gą byó wyznaczone bez pomocy śladów r * płasz
czyzny tego wielokąta. Niech będzie np. dany 
/ r y s . 111/ rzut ^'^'^-^"pięciokąta płaskiego 
BBCAB oraz rzuty B" B" i ^ " t r z e c h jego 
wierzchołków. Znajdźmy punkty przecięcia # 
prostych B'C'i JTC\ C'B'i C"B", B'B>lB'B* 

punkty te muszą leżeó na jednej prostej & , któ
ra będzie osią powinowactwa dwóch f i g u r . Otóż raająo 
oś powinowaotwa i jedną choćby parę punktów odpo
wiednich /a więc i kierunek powinowactwa/, możemy, 
jak to wynika z rysunku, d l a każdego punktu i d l a 
każdej prostej jednej f i g u r y znaleźć odpowiadający 
punkt lub prostą w d r u g i e j . . 

Przy t e j sposobności odkryliśmy mimochodem nas to 
pujące twierdzenie; Jeżeli wierzchołki fi. i fi'j, 
_B' #L trójkątów B'B'C i B"B~jr 

leżą parami na traech prostych równoległych a" 

i C'\ to boki B1Ó']B"ĆS Cfi' i C<f% B/B'i B"B" 

przecinają się parami w traech punktach fi-B?*& 

jednej p r o s t e j . W samej rzeczy, jeżeli B 'B'C ' i 
fi"B" C" uważaó będziemy za rzuty prostokątne 
trójkąta BBĆ T to pwikty B m fi'"\ £* muasą lv-
żeć na ajednoofconyrrt I i I I raucie p r o s t e j t 

według której płaszczyzna ABC przecina I I *>iasz 
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czyznę dwusieczną. Do stwierdzenia tego powróciłem 
jeszcze, otrzymując je jako wniosek z twierdzenia 
o trójkątach Desarguesła. 

Ryj. £9. 
Figury r powinowactwie otrzymujemy zawsze, gdy 

tą samą figurę płaską flBĆDJ! rzucamy równoleg
l e na tę samą płaszczyztę rzutów JF* W dwóch różnych 
kierunkaoh i' i 1' / r y s . 97/. 1 sawej rzeczy rzuty 
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B [ B i fi" B" C" są wtedy w t a 
kim związku, że punkty odpowiednie B i B t B' 

1 B"... leżą parami na prostych równoległych, wed-
ług których płaszczyzny równoległe do O i do 6 , 
a przechodzące przez punkty B,B... przecinają 
P ; proste J3'C i £"C", C'J>' i C"2>"...:. 
przecinają proste BC> C'Z) .... a w i ę 0 i s i e b i e 
wzajemnie na śladzie ^ płaszczyzny £ . 

Jeżeli kierunek ('*. j e s t prostopadły do jednej 
2 płaszczyzn dwusiecznych kąta dwuściennego 
to jr'B"C'D"jest kładem f i g u r y B3CD... 

na y° ; jeżeli w dodatku 1'lP* , to f i g u r y 
fi'B'C£)'..... i fi"B"C"D"~- można uważać za rzut 
i kład f i g u r y fiBCB... na /rys..9aV. 

Rozdział IV. 

Przesuwanie równoległe osi rzut ów1 

_§ 32. Przesuwanie f i g u r g kierunku prostopadłym 
do I płaagngygŁwy dwusiecznej. W § 24 stwierdziliśmy 
już, że gdy f i g u r a doznaje przesunięcia równoległe
go, to oba j e j rzuty zostają przesunięte równoleg
l e , przez co zmienia się jedynie położenie tych 
rzutów na płaszczyźnie rysunku. 
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