§ 175, Twierdzenie Brianschona, W szefcioboku opi-

sanym na stozkowej, wieracholki.przeciwlegle lezg

parami na trzeech prostych, przeshodzgoych przez je-

den punkt. Nieoh bedzie szedciobok @, 3, ¢, @: 3, ¢,

opisany na stozkowej /rys.325/, trzeba dowiedé, ze
proste 2, "1 a’ , ktére lgczg pary wie rzcholkéw
przeeimleglych: 4, &z 1 2, ¢ , @ i 20, 2.5
i @, 4, przechodzg przez jeden punkt. Na dwéeh bo-
kach niesgsiedniéh i nieprzeciwlegtych, np. na 3, i
&5 , pozostale 4 boki «;, @, 5 i  wyzneezajg
dwie czwérki punktéw #; g’ B! ¢/ i A4 B/,

ktére na zasadzie twierdzenmia I § 171 s3 rautowe. -
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Rzucajae plerwszg czwlrke
/i panktéw z wierzcholka
@, 4, , & druga 3 442 ¢,
otrzymamy dwie ozwdrki
prostych «, @,/ 4, ¢,/ i
@, x5 ¢, ktbre aie-
tylko beds rzutowe, ale
"nawet perspekiywiczne,
bo prosta @, , lgazaca
wierzeholki, odpowiada w
tych czwérkach samej so-

(

bie. Stad wyniks, zZe pros- -

Qe 5/ @2 % c, ﬁzl

te odpowiednie a,)i @7, &
Zys. 325 P NS S

i 4", ¢/4i ¢, przecina-

ja sié w punktach lezgeych
na jednej‘ prostej, mianowiocie na osi perspektywy &
tych dwéoh perspektywicznych czwlérek. Innemi slowy,
punkt @, @,"lesy na prostej, lgczacej punkty 4, 38,7

A4 gl t.j‘. na prostej 2 , tak ze 3 proste: », @~

i @ przechodss przez jeden punkt <~ , co b.d.o.
Twierdzenie to pozostanis w mocy, gdy w szefcio-

boku opisanym na stozkowej jedna, dwie.lub trz{y pa-

ry bokéw sgsiednieh zostang zjednoozone, przez co

szesoiobok wyrodnieje i staje siq-opisahym p.iécio—
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bokiem, czworobokiem lub tfdjkatem, a zwyrodniaie
- wierzchotki stajg si§ punktami zetknieeia na bokash

zjednoezonych. | |

1/ PTZypuéémy
najpierw, ze w
szedcioboku opisa-
nym <, Ay & Xz B,C,
/rys.326/ jedna
para sgsiednieh
bokéw jest zjedno-

ozona, z&lézmy np.
ze bok ¢; przysta-
je do & tak, e szedciobok @ B, @, B, C,pree-
ksztatea si§ na pigciohbok opisany <, 3, ¢, «. 4,
na ktéregc jednym boku &  dany jest punkt ze-
tknigoia 4 ;.

¥ pieciobokun dpisanym na stoskowej, proste, 2a—

ozgoe dwie pary niesgsiednich wierzoholkéw oraz

prosta, ktéra lgczy piaty wierzcholek z punktem z6-

tkniecia na przeciwleglym mu boku, przechodzg przez

. jeden punkt. ;
2/ Z3trézmy powtére /rys.327/, ze w szedeiobokn
opisenym @, 5; ¢, @, 5 C: dwie pary sgsiednich bo-

kéw, np. & ¢, 1 A 2 zostaly zjednoozone. Pigura
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staje sie opisanym czworobokiem @, 2: @4 i twier-

dzenie Brianchona przeksztaloa'si§ na znane nam

dobrze twierdzenie o czworoboku opisanym /§ 168/,
kt6re mozna wyrazié
jeszcze tak: W ozwo-

roboku opisanym na

stozkowe j proste,

¥30z3ce viarzcholk@.

przeciwlegie oraz

proste, t3czgoe

punkty zetkniecia na

bokach preeciwlegltych,

przechodzy przez je-

den punkt.

3/ Niechaj wresz-
cie w szedciobokn
opisanym ., 5; ¢, &z A, ¢» /rys.328/ tray pary sgsied
nich bokéw «.i A:
g i @, A1 C
zostang zjednoczone
na bokach %> %1 &,
Mamy wtedy do czy-
nienia z opisanym na

stozkowej tréjkgqtem,
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na ktérego bokach dane s punkty zetkniécia.

W tréjkacie opisanym na stozkowej proste 1gozace

wierzcholki 2z punktami zetkniecia na bokach tym

wierzcholkom przeciwlegtych, przechodzs przez jeden

punkt,
Na zasadzie powyzszych wnioskéw mozna rozwigzaé

zadania; |

1/ Jezeli dane sa 5 stycznych do stozkowej, to.
mozna na kazdej z nich wyznaczyé punkt zetknigoia
/wn.1/. |

2/ Jozeli dane sg 4 styczne do stozkowej i punkt
zetkniécia na jednej z nich, to mozna wyznaczyé
punkty zetknigcia na kazdej z trzech pozostalych
stycznych /wn.2/.

3/ Jezeli dans sg 3 styczme do stozkowej i punkty
zotkniecia na dwéch z nich, to mozna wyznaoczyé punkt
zetkniecia na trzeciej stycznej /wn. 3/,

§ 176. Twierdzenie odwrotne i jego zastosowanie.

Odwracajac rozumowanie, siuzace do dowodu twierdze-
nia Brianchona, dowodzimy twierdzenia odwrotnego:

Jezeli proste, Yaczace przeciwlegle wierzcholki

szescioboku przechodzg pjzez;ipdenApunktl to stozkowa

styczna do pieciu jego bokéw jest styczng takie do

széstego.

Na zasadzie tego twierdzenia mozna wykredlié dowol
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ng sz6sts stycang do stoikowej, ktérej 5 astyeznmych
1, 2, 3, 4 i 5 83 dane /rys.329/.
| Szukamy boku 6

szedcioboku opisa-

nego, ktérego pozo-
state boki 1, 2, 3,
415 orag wierzoho-
tek 61 = D  jest
dany. Wiemy, ze
wierzcholki przeciw-
legte 12 i 45 , 34

i 61, 23 1 56 lezg
parami na pros-
tych I, II, IIT,
przechodzgoych

ﬁrzez-jeden punkt /punkt Brianchona/. Polgozmy
punkty 12 i 45 proatg I, a punkty 34 i 61 =D
prosts II; punkt przeciecia prostych I i II jest
punktem Brianchona B , przez ktéry przejsé mu-
- 81 réwniez prosta III; taczy ona oczywiscie punkt
23 z punktem 5B ; w przecieciu jej z prosts 5
otrzymamy punkt 56, ktéry wraz z punktem 61 =D
wyznaozy szukang styozng 6.

Rozwigzanie to moie byé zastosowane réwnies i

wtedy, gdy jedna lut dwie pary danych styczayc.
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83 zjednoczone, t,j. gdy dane sg 4 styczne i punkt
zetknigcia na jednej z nich, lub gdy dane sa 3 stycz
ne i punkty zetkniecia na dwéch z nich, Styoczne, na.
ktérych dane sg punkty zetknigoia opatrujemy po-
prostu dwoms numerami kolejnemi np. 56, dany punkt
zetknigcia na tej stycznej uwazamy za punkt prze-
cigcia stycznyeh 5 i 6,

$ 177, Twierdzenia Staudta. Majac 5 punktéw,

albo pieé stycznych rzeczywistych stozkowej, moze-
my na zasadzie twierdzer Steinera lub Pascala i
Brianchona wykredlié dowolng ilodé nowych punktéw

i stycznych stozkowej - przytem z 5 danych punktéw
mogs, kazde dwa byé zjednoczone /wtedy dana jest
styczna w tym punkcie/, albo z 5 danych stycznych
mogs kazde dwie byé zjednoczone /wtedy dany jest
punkt zetknigcia na tej stycznej/. Powstaje pyta-
pie, - czy mozna wyznaczyé stozkows /t.j. wykredlié
dowolng ilodé jej punktéw i stycznych/, jezeli z po-
miedzy pigciu danych jej elemamt6w /5 punktéw lub

5 stycsnych/ dwa, albo dwa i jeszoze dwa,-sg urojo-.
ne spragione, - t.j. jezeli zamiast dwéoh punktéw
rzeczywistych dama jest biegunoua-inwoiucja elip-

tyczna na prostej zewngtrznej, albo jeszeli gamiast

e SR iy ety At SR T Wy

GEOMETRJA JYKRESLNA., Nr.173, Arkusg 30-ty;
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dwéch stycznych rzeczywistych dana jest biegunowa
inwoluecja eliptyoczna dokola punktu wewnetranego ?

OdpowiedZ na to pytanie daje twierdzenie Staudta.

1. Punkty, w ktérych dwa boki tréjkata wpisanego

w stoskows przecinaja prosta sprzeizong z trzecim

bokiem ss sprzesone. - Niech bedzie /rys.330/ tréj-

- kat 4B wpi-
sany w stozkowg
i niechaj punkt

S bedzie bie-

gunem boku 43,
Poprowadimy
przez punkt 5
jakgkolwiek pro-
stg & ; trzeba
dowiesé, ze
punkty M 1 4 ,
w ktéryoh ta
prosta przecina

_boki BCY AC

sa biegunowo
: sprzezone, Po-
Yposry B/ ; prosta’ BN jest sicozng stoikowej 1

prizecina ja zatem jeszcze w jednym punkocie 2 . Po-
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taczmy A-D ; powiadam, 2e 42D przechazi przez
punkt A/ . W samej rzeczy, - w czworokgcie zupeinym
wpisenym 4 52 dna punkty przekatne M i & i bie-
gun boku “Z-Z muszg lezeé na jednej prostej /§ 168/,
s j- trzy proste 4D, BC {1 S/ muszg przechodzid
przez jeden punkt A . 0t6z punkty M i NV, jako
wierzcholki tréakqta biegunowego sg sPrzqzone
II./0dwrotne wzgledem I/. Jezeli dwa wierzcholki
tréjkgta 1eza na stozkowej, a przeciwlegle im boki

przecinajsg prosts, sprzezong 2 trzecim bokiem w punk-

tach sprzesonych, to trzeoi wierzcholek trdjkata lezy

takze na stozkowej. Niech beds dwa punkty stoikows}

A § B [rys.331/, a na prostej » , przechodzg-
cej przez biegun S prostej A 5 niech hedg darnel
punkty biegunowo spreezone M i A ; trzeba do- ;
wied6, ze proste Z /i BM przecinajg sie w punk-
oie C , ktéry leszy na stozkowej. Przypudémy, Ze jest
inaczej, t.j. &6 punkt C nie leiy na stozkowej.- ‘
W takim razie prosta AN | ktéra jest sieozng /bo
przechodzi przez punkt stozkowej < i joest. ré6zna |
od styoznej 4 5 / musialaby przeciaé stoskows w
pewnym punkcie ¢, réinym od C . Polgozywszy B,
otrzymalibydmy na prostej ®# pewien punkt 12 .
ktéry bylby réiny od /7 i na zasadzie twierdzenia I

gpragiony 8 / , co mie jest mosliwe.
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III. /Wzajemne wzgledem I/. Proste, ktére 2aczg

dwa wierzchotki trdéjkata opisanego na stozkowej z

punktem sprzezonym z trzecim wierzcholkiem, sa Sprze-

Zone.

By Ll A

Niech bedzie
tréjkat SV /rys.
332/ opisany na stoz-
kowej i niechaj &
bedzie biegunowsy
wierzcholka,AY,_-
Obierzmy na prostej

< punkt jakikolwiek
P ; trzeba dowiesé,
ze proste 72 i 72 |
ktére rzucajg punkt
P z wierzoholkéw eV
8§ 8sprzezons., Punkt

7 , w ktérym pros-

ta 2 przecina styczng & , jest punktem zewnetrz-

ayn /§ 152/, moina wieo z niego wyprowadzié jeszoze

jedng styczmq < . Powiadam, e prosta 772 prze-

ohodsd przez punkt 4 , w ktérym & przecina

atyczng @ . W samej rzeczy, w czworoboku zupelnym
opisanym @ AC A dwie przekagtne 272 i 72 i biegu-



~ 469 -~

nowa J wierzchotka S muszg przechodzié przez

jeden punkt 2 /§ 168/, t.j. trzy punkty £, ¥ i
P nmusza lezeé na jednej prostej 7z . Otéz pros-

te Z#2 i 2 , jako dwa boki tréjkata biegunowego,

83 Sprzezone.

IV./Odwrotne
wzgledem IYI i wza-
jemne wzgledem II/.
Jezeli dwa boki tréj-

kata B3 styozne do

stozkowej, a'proste,

rzucajgce przeciwleg-

e im wierzohoiki

z punktu sprzeionego

%z trzsecim wierzchol-

kiem 83 sprzazone,
to trzeoci bok tréika-
Rys 332 ta jest takie atyczny

do stoskowe]j.

Niech beds dwie styczne do stozkowej & i 5
/rys.333/ oraz dwie proste sprzezome 22 i 2 | wy-
chodzace z punktu 7 , lezacego na biegunowsj o
punktu @ 5 ; trzeba dowiedd, se prosta < , ktéra
taezy punkty @« /2 i b2 jest styczpng dla gtoixo-

-

wej. Przypuddmy, 2e jesl inaczej, .3, £e¢ prosta C.
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nio‘jest styczna do stozkowej. W takim razie z
‘punktu @2z , ktéry jest zewngtrzmy /$§ 152/, mozna-
by wyprowadzié do stozkowej pewns styczns ¢’ réi-
ng od ¢ . Prosta #¢ rgzuoajgoca punkt 2¢ "z
punktu 5 bylaby réina od 272 i na zasadzie
twierdzéﬁia ITY sprzézona Z 2 ., 80 hie jest'mozli-.
we. 1 T

§ 178. ZADANIE.
Wykredlié stoﬁkowgt

majac biegunowg v
danego punktu S ',
inwolucje bieguno-

wa na o lub do-
kota 5 , Orag
jeden pumkt A~

s¥oikowe].

. Jezeli dana im-

iolucja jest hi-

- perboliczna, to

“-"prosta T jest

sieczns, & punkty podwéjne S, i s tej inwoluoji
‘éa‘rzoozywistemi punktami ‘stozkowej, proste zad: 7
i T, , ktére je laoza z biegmem .5 prostej - 8

‘rzeczywistemi stycznemi do stozkowej w tych:puank
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tach, Jezeli dana imwolucja jest eliptyoczmna, to

7 jest prosty zewnetrzma, a punkty podwéjne in-
wolucji sg urojonemi sprzezonemi punktami stozko-
wej, proste zas podwéjmne perspektywicznej inwolu-
ocji dokota hieguna S 85 urojonemi stycznemi w
tych punktach. Rozwijzanie w obu razach jest jedna-
kowe, przypudémy jednak, ¢e dana inwolucja jest
eliptyczna,

Niechaj beds dane: punkt #Z stozkowej, biegu-
nowa < danego punktu S, ana prostej 7 dwie
przegradzajgce sig pary punktéw sprzezomych A i
A’, L i L’ /rys.334/. Polaczmy Z<5 { niechaj
prosta 4S5 przetnie biegunowa <@ w punkoie /¥,
Wiemy, ze biegunowa o jest miejscem geometrycz-
nem punktéw harmonicgzntie sprzezonych z biegunem
S wzgledem punktéw przeciecia stozkowej z siecz-
nemi , 'vychodza‘oeni z tego bieguna /§ 156/. Wyznacz-
" iy tedy punkt A’ sproesony harmonicsnie z punktem
A wggledem S 1 M ; punkt A  bedzie punktem
stoskowej. Polaozmy #4 i #Z A’, powiadam, ze punkt

B , w ktérym te proste sie przecinajg, jest
punktem stozkowej. W samej rzeczy, dwa wisrzchol-
ki 4 1 4 tr6jkata A4 3 leia na stoikowej, » -
pregeciwlegle im boki 4 B i AR prsecinaja
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prosts, sprzezonsg z trzecim bokiem A #° tego
tréjkgta w punktach sprzéﬁonyoh; na zacadzie twier-
dzenia IT § 177 trzeci wierachotek B lezy réw-
niez na stozkowej. Podobniez punkt B’ , w ktérym
sie przecinajg proste 44 i1 A A lesy réwniez na
stozkowej. Kazda para punkt 6w 8przqédﬂych prostej

<J pozwala w ten sposéb wyznaczyé dwa nowe punk-
ty stozkowej. Na zasadzie wtasnodci czworoksta
H'ﬁiB-B',‘ wpisamego w stozkowa, wynika, e pro“s-
ta B3 'przechodzi przez punkt S /§ 161/, oo
pozwala odrazu wykréélié gstyczne w punktach B

B’ ., Punkt przeciecia tych si;ycznych N jest
biegunem prostej FB’; leiy _oﬁ pna 7 , albowiem
biegﬁn prostej ¥ lezy na BB’ Bedzie to za-
tem punkt sprzezony z punktem 4 , w ktérym pros-
‘ta BB’ przecina 7 i jako'taki moze byé wyna-
legziony. : ; N

Aby wigc po wyznaczeniu punktéw B i B’ sgyb-
ko znaieéé dostateczng iloéé dalszych punktéw i
styoznych najlepie] postqpowaé tak:
Polgczmy B 5’1 niechaj prosta BB’ przetnia

- o wpunkeie 4 ; wyznaczmy punkt 4’ SprzeZony
-2 N polgczmy go 2 A T X qua, to styozne
B0 e Korzystajac ¢ punktdw Bprzqz.onych V.4



~ 474 -

i /7, znajdémy dwa nowe punkty stozkmej € i-¢”
bedg to, jak wiemy, punkiy przeciecia prostych A4
i AWV oraz AN'i AN, Poryozmy CC7 i niechaj
prosta CC’ przetnie U w punkecie 5 ; Wyznaczmy
punkt 22 sprzezony 2 </ i potgczmy go z € i

¢’ ; otrzymamy w ten sposéd styozme ¢ i ¢ w "
punktack € i ¢, W tem sposéb postepujemy da-
lej: a wiéclkorzystajao z punktéw Z i 27 wy-
znaczmy dwa nowe punkty 2 i 2D | potacamy 2207
it.d.

Jezeli dana prosta 7 Dbedzie prosta niewlagdof-
wg, & inwolucja dokola bieguna .5 /érodka stozko-
wej/ bédzio prostokgtna, to stozkowa bedzie kolem, |
odoinki 4 S5i 4’5 stang siq réwne, a proste 4/

1 AH oran AA 1 AA prostopadle; odnajdu- -
jemy wiee znang wlasnodé kola, polegajyocs na tem,

2o 2 punkiéw jezd okregu widad éredﬂioé A4’ pod
kqten prostym, 2 f .

Do tégo samego zadania moina sbrowadzié rozwig-
zanie zadania wzajemnego:

Wykroélié stoskowa, majsc biegum S danej pros-
tej & , inwolueje biegunows dokola 5 /lub na o /
oraz jedng styozmg < stozkowej. W tym celu wy-

starccy wyznaosyé punkt zetkniecia 4  na styczpej



ook i A A0 A

@ [rys.33%/. Wyznaczywszy punkt A~ ', w kt6-
rym @ przecina o , polaczymy punkt <4 |, sprze-
sony z M’ , % biegunem  prostej] I ; w
przecieciu prostych @ i M5 leiy punkt 4

§ 179. ZADANIE. Wykredlié stozkowa, majac jej
3 ﬁunkty 1, 2 i 3 oraz inwolucje bisgunowg na da-

nej prostej < . Zadanie to d atoby sie sprowadzié

do poprzedniego, gdybysmy zdolali wyznaczyé biegun
S prostej o . Moglibysmy wtedy bowiem uwazaéd
za dane: biegunowsg T danego punktu S, inwolu-
cje biegunowg na @ /lub perspektywicezug z nig
inwolucje biegunows dokota S / oraz jeden punkt
atozkowej, naprz. 1. Dla wykreflenia bieguna pros-
tej < wystaroz; znaleZé biegunowe dwéch punktdéw
tej prostej, mp.
punktéw 2 i & |
w ktérych proste
12 i 13 przecina-
ja < /rys.33%/.
Aby wykredlié bie-
gunowsg 72 ‘punktu

M gwazmy, e do
tej prostej muszg
nalezeé; 1/ puakt
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24, spragzony harmonicznie z A wzgledem
punktéw 1 i 2 , 2/ punkt 77 sprzezony z M
w danej inwolucji biegunowej. Podohniesz bisguno-
wa ¢ punktu 4 lsesy punkty 4 i N g

‘ktérych pierwsay Jest harmonicanie sprzezony z

& wzgledem 1 i 3, a drugi jest sprzezony z A4
w danej inwolucji biegunowej. Przeciscie prostych
- M7t i 72 jest biegunem 5 prostej MW = 7,

Jezeli dang prosta o bedzie prosta niewag -
ciwa, a dana na niej inwolucja biegunowa bedzie
inwolucjg kierunkdéw prostopadlych, t.j. gdy stoz-
kowa stanie sie kolem, to stosujye podane rozwig-
zenie, odnajdziemy znang konstrukcje Srodka koia,
ktérego dane sg trzy punkty 1, 2°1 3, W samej
rzeozy punkty & i A stang si¢ niewkadciwe,
punkty A, 1 N bedg zatem drodkanmi cigeiw 12
i 13. Aby wiec znale%é biegun prostej niewtas ciwej
wzgledem kola t.j. jego érodsk, nalezy w érodkach
cigoiwy 12 i 13 wystawié do nich prostopadte i
wyznaczydé ich przecigcie; jest to powszechnie zZna-~
- ne wykreslenis Srodka kota, opisanego na t:éjkgoie
123.

Ta sama konstrukcja da sie zawtosowad réwnies

wtedy, gdy 3 podréd trzach danych puskiéw rzeozy -

TR e R i SR g i
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wistych dwa, mp. 1 i 2, sg zjednoczone, t.j. gdy
dane =g dwa punkty 1 i 2, styczna w jednym 2z nich,
np. = 1 oraz imwolucja hiegunowa na prostej 3

Riegunowa »2 punktu |, w ktérym dena styoz-
rzecina - , praechodazi wtedy przez purnkt 1.
upetnie w taki sam sposéb rozwigzalibysmy za-
denie wEs jemne ;

Wykreslidé stoizxowy, majueg 3 styozme 1, 2 1 3
oraz iawolucje blegunows dok6é6ia danego punktu S 3
przytem z podrdd stycznych rzecaywistych 1, 2 i 3
dwie mogtyby byé zjednoszone, t.j. mogy byé dane
dwie styczme, punkt zetkuigcia na jednej z nich

oraz inwolucja bieguncwa dokola danego punktu J5 .

§ 180. ZADANIE. Wykreslié stozkows, majgc jeden
jej punkt A oraz dwie inwolucje bisgunowe na

dwéch prostych @ i nf'a ¥ykreslmy ns prostych

o i 7 punkty S 1 7 , ktére sa sprzezone -
w danych inwolucjzch z punktem 72 przeciecia
prostych ¥ i 2 ; prosta 5 7 bedzie bieganowy
' punktu Z . Jezeli oznaczymy literami Z i C
punkty przecigcia siecznej R ze stozkows, to
na zasadzie twierdzenia I Staudta proste A.581 AC
przetng zaréwno prosta J , jak { prosts Z w
punktach sprzezonych, skgd wynika, ée proste 4.5
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i A C stanowia par§ prostych sprzeizomych zar(w-
Do w inwolucji:rzucajqcej z punktu /Z inwolucje
biegunowg na prostej < , jak i w inwolucji, rzu-
cajgcej z tego samego punktu inwolucje biegunows
nu prostej Z /§ 136/.

Tak samo rozwigzujemy zadanie wzajemne:

Wykredlié stozkowa, majac jej styozng 7 oraz

dwie inwolucije biegunowe dokota dwéch punktéw S
AT ~

Ze wszystkich dotychczas rozwigzenych przypad-

kéw wynika zatem:

Stoskowa jest wyznaczona przez 5 punktdw lub

przez 5 styczmyoh, ktére mogg byé rzeczywiste lub

parami urojome, sprzesone lub zjednoczons.
§ 181. ZADANIE, Wykredlié elipse, majgsc parg
érednic sprzesonych A5 i €D  /rys.336/.

Poprowadziwezy przez punkty Z i B réwnoleg-
le do (D , a praesz punkty & & D réwnolagle
db A5, otrzymamy réwnolag2obok, opisany na stos -
kowej Wystarcay wykreélié tuk elipsy, zawarty po-
miedzy punktami 4Z 1 € ; pomostals czeéé krzy-
wej mozna wykreéllé na zasadzie symetrji ukodne]
wzgledem Srednic Z 2 i C.D oraz na snsadzio sy
- metrji wzgléden §rodka & Zauwaimy tréikat ‘
S T UT, xtérego w1erzoholek & . jest punktem
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. D
By S. JI36.

niewtadciwym Srednicy 4~ .5 ; biegunowa = wierz-
chotka .9 jest prosts AC ; obrawszy na niej
punkt dowolny /7~ , rzuémy go z dwéch pozostalych
wierzéhp,lkéw 1 7T na boki przeciwlegte & 7

i SU ™ 1 potaoemy rzuty 7, i 7, ; prosta 47
bedzie styczng do afoquwej. Poniewaz w czworoboku
_ opisenym o wierzchodkach U 7, U, i 7 znemy

. punkt zetknigoia D wa boku 7 U7, wige
prosta D7 wysznsczy na przeciul'egtyn bokn 7. 7/
punkt zetknieoia 2D, /§ 175, 3/. Przes'nwaja,’o‘ punkt
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P  wzdius odecinka # € otrzymamy dowolng
ilodé stycznych i punktéw Yuku elipsy miedzy punk-
tami Z i € . Wykreslenie powyisze ma te wazng
zaleteg, ze wszystkiec punkty pomocnicze zawarte ssg
wewnglrz réwnolegioboku opisanego na elipsie. ,
§ 182, Wiasno$ci ogniskowe stozkowych. Punkty,

dokota ktérych inwolucja biegunowa jest prostokat -

ng, nazywamy ogniskami. Urojone sprzezone proste

podwéjne tej inwolucji, t.j. proste jednorodne
wychodzace 2 ogﬁiska 8z sityczne dc stozkowej. Jak
wiemy, wazystkie proste jednorodne przechodzg przez
:punkty kotowe, ogniska sa to wiec punkty przecigcisa
dwéch par stycznych urojonych, wyprdwadzonych do
stozkowej z obu punktéw kotowych. Sityczne te tworzg
czworobok, ktérego dwe wierzcholki sy punktarme ko-
"Yowemi, a pozostale cztery - ogniskami stozkowej.

~ 8rodek kota jest ogniskiem, albowiem inwolucja
biegunowa dokola tego punktu jest prostokstmng. Jak
zobaczymy niebawem, w Srodku kola 85 zjednoczone
wszystkio cztery jego ogniska. ,

Aby znaleié rzeczywiste ogniska stoskowej, ktérs

nie jest kolem, ustalmy kilka wasnosci ognisk, kté-
re wynikajg # ich okredlenia..

1/ Poniewas imwolucja biegunowa dokola kazdego
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ogniska jest prostokatna, a wiec eliptyczmg, wise

kazde ognisko rzeczywiecte jest punktem wewnetrznym

stozkowej .

2/ Kazde ognisko rzeczywiste musi lezeé na osi

stozkowej. W samej rzeeszy, niechaj punkt wewnetrzny

F  bedzie ogniskiem. Potgozmy go ze Srodkiem ¢
stozkowej. Na zasadzie okreslenia ogniska, prosta
sprzezong % pi'osta‘ F o= @ winwolusji biegunowej
dokola #  jest prosta «’ prostopadia do # 0 .
Srednica # 0 ma wiec té wlasnodd, ze jedna, a
wigc wszystkie cigeiwy z nig sprzezone sg do niej
prostopédle, Jest to wiec of stozkowej.

3/ Poniewaz ognisko /# jest punktem wewnatrz -
nym stozkowej, wieec o8 £ O ', na ktérej ono lesy,
musi przecinad stozkows; jezeli zatem stozkowa jest

hiperbols, to rzeczywiste oemiska moga tyvlko lezed

na osi poprzecznej.

Niech bedzie stozkowa o §rodku wiadciwym t. 3,
elipsa lub hiperbola /rys.337/, i niesh # badzie
Je} ogniskiem. W wierzchotkach #Z i A’ 6 w kté-
rych 0§ £ O oprzecina stozkows, poprowadémy stycs.
ne £ i & ; 24 to proste réwnolegte do osi 4
a wige prostopadte do osi @& =44’ Poprowadiny

e e B wve Gy S

GROMETRIA JYRRESLNA. Nr.173.  Arkuss 31-szy.
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_.trzecig styoczng
jakgkolwiek o
i zastosujny
twierdzenie ITI
Staudta /§ 179/

do opisanego na

stozkowej trojkg-
o v 27’ . Bie-
gunowy wierzchol-
ka t¢’ jest oé
Zy.s. 337 AA' ; proste,

ktére rzucajg po-

NE Tt zostale dwa wierz-
ohodkd - 7 7 T g kazdego punktu osi Z 4 sy
sprzezone, a wiec na zasadzie okreslenia ogniska,
wzajemnié prostopadte. Styd twierdzenie:

Odoinek styoznej ¥ , zawarty pomiedzy styczne-~
wi 7 i ? wwierzchotkach # i A’ stozkowej,

jest widziany & kaidego ogniska lezacego na osi AL

pod kstem prostym,

Nawnzajem, jezeli isiriigje na osi A A punkt F

8 ktérego odcinek styoznej zawarty pomieday styoz-
nemi w wierzchotkach Z i A’ widziany jest pod
katem prostym - to ten punkt jest ogniskiem. Albo~
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wiem na zasadzie twierdzenia IV Stauwdta /8§ 177/
prosteo 22 § ¢

: /rys.337/ 84 uproe
c’/ -7, =, o

0 L: - .
7 Zone , punkt 4
£ @ 47 . i ;
5 ' posiada zatem te
/ E.__J__ ; ol a -
B e 2 2 G £ la wlasnodé, Ze dwisg
¢ / ea’' i mn /
a wige wszystkie
b = i? - il "~ pary proatych
Rys. J3& sprzezonych prze -

zen przechodzgeych
: Sq prostokutins,
Wyznaczmy ogniska elipsy /rys.338/, ktérej dane
sy 4 wieracholki: 4, #5, B i 3B . Szuksjmy naj-
pierw ognisk, leZscych na wielkiej osi. Poprowads-
my w wierzcholkach 4 , Z'i B styczne R
7 ., Plerwsze dwie 8y réwnalegke do & B., trzs-
cia jest réwnolegta do 4 4’ . Szukanme ognisks
béda, punktami osi 4 4’ , z ktérych odoinek <€’
gtycznej o widziany jest pod.katem progiym, -
Jeozeli tedy na odoinku €€ =44 zakreslamy koo 4 ,
Jak na éredniey, to punkty przeciscia tego kcla
2 osig A A’ bedg ogniskami, Na osi £7 leigs dwa
ogniska rzeczywiste 7~ i # ' , albowiem promies

kota & jest wiekszy nis odleglogé jogo €rodka
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od osi 44’

Aby znale#é oguiska, lezzce na matej osi B 3,
t rzebaby wyznaozyé)punkty przeciecia tej osi z ko-
tem 4 , zakreslonem na prostej <£¢, , jak na i
§rednicy. Punkty te Bédq urojone sprzﬁéone, albo-~
wiem promief kota £ , jest mniejsazy od odlegiosdci
jego srodka od osi ZB5,. Ogniska, lezgce na osi
B B, 33 znatem urojone sprzgéone;

Jezeli osie A A’ i BB, sy réwne, t.j. gdy

elipsa jest kolem, to wszystkie czatery ogniska sa

zjednoczone w
§rodku kota, al-
bowiem kaide z
k6t £ i £

jest stycune do
jednej z osi A4’
i B B,.

Rzeczywigte

ogniska elipsay

83 to zatem punk-
ty. ktére lozg
na wielkiej osi
po obu stronach
érodka w odleglosei ¢ = /a?-54° ; jezsli, jak
zwykle, oznaczyny OA4 =a, 0B-=5h.
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Aby wyznaczyé rzeozywiste ogniska hiperboli
/rys.339/, poprowadZmy w wiergcholkasch - Z i A’ osi
poprzecznej styczne ¢ i S , 8 za trzecig stycz-
ng uwazaimy asymptote o |, ktéra niechaj przecina
tamte styczne w punktach ¢ i ¢’ . Na odeinku €¢’
zakredlmy kote A  jak na érédnicy, punkty jego
przecigcia z osig 4 4’ béda, ogniskami /& i F’ z
Hiperbola posiada zatem réwniez dwa i tylko dwa
ogniska rzeczywiste. (Odleglodci tych punktbw od
érodka ¢ réwne sg promieniowi kota £ , t.j. po-
Yowie odcinka ¢ C’ |, Jezell przez analogjé'z elip-
sg dlugosé odeinka A4 € oznaczymy przez A , to

c= Va?+ h?

Dla wyznaczenia
ognisk paraboli
/rys.340/ popro-
wadimy w wierzchol-
ku wasoiwym 4
styozng Z ; styezm-

na % w wierzohol-

ku niewladciwym jest
prostg niewtasciwg,
Jezeli dana jest
styczna jakekolwiek
%, presiinajsca



- 486 -

Z w punkcie € i posiadajgoa kierunek 7
‘to ogniskiem bedzis taki punkt £ osi Hﬂ’w, z
¥térego C ' widaé pod katem prostym. Jezeli
w punkeie &f ﬁystawimy do prcstop&dlﬁ.ﬁm ]
to punkt 7, w ktérym 2z przecina 7777 R Ty
dzie ognickiem paraboli. Poniewas z katdego inne-
go punktu wladciwego osi AA’”odoinek €€ byt-
by widziany pdd kgtém réznym od prostego,-wieo
punkt £  jest jédynem rzeczywistem i wiaboiwem
ogniskiem pafabo1i

Bisgunowe ognisk nazywaja sie kicrownicami,

W elipeie i biperboli istniejs dwie kierownice
rzecsywiste, 83 to proste zewnetrzne, symetryozne
_wagledem &rodka i prostopadte do osi /wielkiej w
elipsié, poprzeoznej w hiperboli/. ¥ paraboli
istnieje tylko jedna kierownica wiadciwa; jest to
prostopadla do osi w punkoie syme trycznym z ognis-
kiem wzgleden wierzcholka.

"Twiardzsnie I* Stosunek odlegiosci punkidéw stoz-

'kéqyph od ogniska i jego biegunowej /kiercenicy/
ieét staiy -Weémw dwa jekiekolwiek punkty stozkowe]
| JV,i Mz /rys. 341/ niechaj sieczna 47/l przetnie
b;agtmowa d ogniska Z /kierownice/ w punkcie
P bzegunoua 7# punkte /~ orzejdzie przez
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ognisko £ i przetnie sieczng /7. /2 w punkcie

Q , ktéry jest harmonicznie sprzgzony z /~ wzgle-
dem M, i M, ; proste FP i F Q jako sprzeione
i wychodzgce z ogniska sg wzajemnie‘prostopadle.
Czwérka prostyeh 7 /M, M, P Q) , rzuoajsca har-
moniczng czwérke
M, M, PR jost
harmoniczng; po-
niewaz zas proste
gpragions &2
i FQ sg wza-

jemnie prostopad-

Yo, wiec 8y one

Ry S. 377 dwusiecznemi kg-
téw miedzy proa-
temi A, 1 F/M,,
w tréjkacie FM M. - 7P jest jedng z dwusisczuych

2 f’ﬁ o PM/ 5 .MI-DI )
kata & , awiec Fa * Fm, ~ M,p, + Przesta-

wiajgc wyrazy érednie w proporcji, ztozomej ze
stosunkéw pierwaszego i trzeciego, otrzymamy:
Fﬁ_fl = _i"/‘h

M, D, M. D, c.b.d.o.

Wartodé tego stalego stounku nazywamy mimosro-

dem stozkowej i oznaczamy liters € ; bilorye
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punkt /7, w jednej z wieracholkéw stozkowej zat-
wo obliczyé, ze dla elipsy i hiperboli € =%,
glzie ¢ jest odlegloscig ogniska od $rodka stoz-
kowej i réwna sié VaZ-3* dla elipsy, a Va®+3°
dla hiperboli,. ' '
Twierdzenie II. Suma odleglosci kazdego punktu -

6lipsy od obu jej ognisk réwna sie wielkiej osi

A A’=2a; réinica odlegtodei kazdego punktu hi-
' : perboli od obu

7 =il jej ognisk réw-

na sie osi po-

przecznej A/4-2a

Z2 twierdzenia I

wynika zardéwno

b F J dla elipsy, jak
2" {2 dla hiperboli
~. /xys.342/

Egt
’——J'o 7 )2 MF 2 _MF’ el 4

MD T MD T &

stad dla elipay:

. QT AT o od?
EBys 342 MD +MD X

‘a4 dla hiperboli:

MF -MF’ .,
MD-MD a

i
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ale dla elipsy:

2

MD+MD 66 =206 = 2%
gkad 3
MP+MF'= 28 &=~ 2a,

a dla hiperboli
2
MD-MD =66 =206 <= 2%>
skad
MF-MF' =28 & - 2a

Twierdzenie III. _Styczna 772 i normalna 72

w kazdym punkcie 1 elipsy lub hiperboli ss dwu-

siecznemi kgtdéw miadzy prostemi, ktdére 2geczg punkt
M =z ogniskami. Poprowadémy FH L MFi F'HLMP

/rys.343 / powiadam, ze punkt Z lezy na kierow-

nicy /# /%.j. na biegunowej ogniska /, a punkt
' na kierownicy £’ /t.j. na biegunowej oénis-

ka ' /. W samej rzeoczy, biegun prostej ~Z musi
lezeé ma biegunowej punktu /7, , t.j. na stycznej 22
i na proste] :FZY . ktéra jest sprzééona z prosts
FERL jest.to wige punkt 7 ; poniewaz punkt #
lezy na biegunowej F M punktu A , wiec punkt

H musi lezeé na biegunowej punktw # |, t.j. na
klerounloy ,/ . Zauwazmy, e na zasadzie twierdze-
M . . , V4
nia”II_ ﬁ;:, = ﬁ, ; Poniewaz zag %1‘{%‘;"-:
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wiec

MF M
MF MH'

czyli

MF MF’ y;
= o L Sl it
b Cod, & 7 ot

skad o , ¢o0 dowcdzi twierdzenia.
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Twierdzenie IV, Gdy kat prosty F A M porusaza

sie w ten sposéb, e jego wierzcholek A opisuje
koo, a jedno ramig #A przechodzi przez punkt &

rie lezgoy na okregu tego koia, to drugie ranie

A M powléozy stozkowy. Stozkowa ta jest elipsa,

gdy punkt a lezy wewngtrz kola, a hiperbols, gdy

punkt & leizy zewngtrz niego.- Niech bedzie elip-

aa lub hiperbola o ognxskaeh iy e s przechodzg-
ca przez punkt /7 /rya 344/. ¥a prostej # /M od
punktu /7 odnmierzamy odcinek ME=MF Lak, zedby
"F’¢  réwnalo 'sié 2 a .Gdy punkt /7 opisuje
atoskowg, punkt & opisuje kolo o prorieniu 2a
dokola ogniska F’ /kolo kierownioze/; przeto punkt
A , ktéry jest srodkiem odcinka # & , opisuje
kolo o promieniu @ dokola érodka ¢ stoikows]
/koto gtéwne/; prosta A /1 , xtéra jest dwusieczng
kata ZF M6, jest przeto styoeng do stoikowsej w
punkeie 7.

Pwierdzenia YIT i IV prawdziwe sq takze w prazy-
padku paraboli, jezeli za drugie ognisko 7’ parabo-
1i uwazaé bedziemy jej punkt niewlaSeiwy.- Niech #Z
bedzie wierzcholkiem /wiaésiwve/ paraboli, 0
styczng w tym wierzecholku, 772 - styozna jakakol-

wlek, ktéra niechaj przecina od parsboli w punkoie

s

= i L i



Rys. 344

N , a stycang £ w punkeie /A /rys.345/.
Aby wyznaczyé punkt zetknigcia 7 na stycanej 2

wykredlmy biegunows punktu A/ | Bedzie to prosto-
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padta do osi, wy-
\/ = .
\ stawiona w punkoie
¢ S
k

I e P symetrycaznym
; < Freo
7> z NV wzgledem 4 ;
i punkt / bedzie
£
ﬁ/ N\ et przeto symetrye ny
 EE A 3 z & wzgledem A
Z?j,j'. 345. o o

Ognisko # znajdzie.
my w przecieé: in osi =z prostbpadla‘ do 77z , wystawio-
ng w punkeie 2 . Przez A poprowadimy réwnolegly

M F'®do osi, t.j., prosts w kierunku ogniska nie-
wladciwego. Tréiket /M AN jest réwnoramiemny /bo

MHE=NE i AFLMY /, skad wynika ¥=oC+ 2
L wiec:

Styczna 772 i normalna 72 w kazdym punk-

cie /M paraboli sg dwusiecznemi kgtdéw, ktdére two-

rzy réwnolegta M F'% do osi 2 prosty MF , Yacza-

ca punkt # 2z ogniskiem,

Gdy kat prosty F A M porusza sig w ten sposéb,

%0 jepo wierzcholek A opisuje prostg £ |, a jedno

ramie # /A przechodzi przez punkt & | nie lezaey

na prostej 4 , to drugie ramie powldozy parabole,
§ 183, Twierdzenie Desargues'a. 1. Punkty, w kté-

ryeh dowolna sieczna przecina stozkowa, oraz punkty,
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w ktérych ta sieczna przecina boki przeciwlegle

czworokgta wpisanego w stozkowy, stanowig 3 pary

punktéw sprzezonych inwolucji. Z wierzcholkéw praze-
ciwlegtych Z i ( cazworokata wpisanege 452
/rys, 346/ rzuémy pozostale 4 p\inkty_st;).ﬁkowej
A,H, 51 D , Na zasadzie § 169, I cawdrki
prostych rzucajgcych te punkty %z wierzcholkéw 4
o5 84 rzutowe, przeoiécie tych czwérek.prosta

/2 stanowié przeto bedzie dwie czwérki punktéw
- na wspllmnej podstawie;

POHEHLZM) = p/HH ML)

’ A 7 Ale druga z
tych czwérek
jest rzutowa
2 czwlrks
A I M
/bo dwustosun-
ki AL
S i (A
83 réwne, skad

: wynika:
ﬁ/ﬁﬁ]ﬁ77me%Y%U
Poniewaz punkty 4 i A’ odpowjadaja acbie w
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.tych czwérkach podwéjnie, wigo wszystkie inne pary
punktéw odpowiednich, a wiee Z i L' , & i N’
réwniez odpowiadajg sobie podwéjnie, t.]j. su‘w in-
wolucji /§ 136/ c.b.d.o. /Inwolucji tej nie nalesy
oczywiécie.mieszaé z inwoluc jg biegunowy na prostej
pf. / |

Pwierdzenie powyzsze pozostanie w mooy jeszcze-
wtedy, gdy sieczna » stanie siélstyézna do stoz-
kowej. W punkcie zetkniecia zostang wtedy zjedno-
czone oba punkty A i A, skad wynika: |

Punkt zetknieccia stycznej ze stozkowy jest jednym

z punktéw podwdinyck inwolucji, ktérg na tej stycanej

wyznaczalyg boki przeciwlegle dowolnego czworoksgta

wpisanego w stoékowa.

Posluguaqc sig zasady dwoistosci dowiedlibydmy
twierdzenia wzajemnego /rys. 347/,

1T, Styczne_yyprowadzone do stozkowej z dowol-

nego punktu zewnetrznego oraz proste, rzucajace

z tego punktu wierzcholki przeclwlegle czworoboku

opisanego na stozkowel, stanowig trzy pargﬁ rostych

sprzgzonych 1nwoluc;1

Twierdzenie Dasargues'a,»podobnie jak twierdzenie
Pascala i Brianchona wyrasajs zalesnosdé linjowg
migdzy 6 punktami lub_6 stycznemi stoskowej. Dlatego

tez na tych twierdzeniach mozna oprzeé jeszcze jo-
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den sposéb wykredlemia linjowego stozkowej, prze-
chodzycej przez O danych punktéw lub stycznej do
& danych prostych.

§184. Zagadnienis

2-go stopnisa. Wyﬁha-

czenie stoikowe]

przez 9 jej slemen-

téw tego samego ro-

dzaju jest zagadnie
niem, ktére w kazdy:
przypadku ma jednb

i tylko jedno rozwi_a::.

zunie i da sie usku

tecznié zapomocg
konstrukeji linjo-
wej t.j. bez uzycia
cyrkla i ekierki. Méwimy o takich zagadnieniach,

ze 8y pierwszego stopnia. Ponizej podajemy kilka

przyktadéw zagadnien drugiego stopnia, t.j., ta-

kich, ktére majg wogéle dwa rozwigzania. Zagadnie-
nia te wymagsajg uzycia cyrkla, a zapomocg kon-
strukcji linjowej dadzg sié rozwigzaé jedynie wie-
dy, gdy w plaszoczyinie ry%unku namy wykredlone ko-
2o w dowolnem zresztag polozeniu i dowolnej wielko-
goi /Steiner/.
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ivkredlid stoikowg, przechedzgcs przez 4 dane

pumkty 4,5, ¢ i D i stycznag do danei prostej

—1
¥

Zadaule to sprowadzi sie do zadania juz rozwig-
aanegoe: "Wykreglidé stozkowy, przechodzacg pPraes
5 danych punkidéw, jezeli zdolemy na styczmej wyzna-
czyé punkt zetkniecia 7 . Zauwazmy, Ze cawore-

kg

wagsadzie artykulu poprzedniego punkt zetkniecia na

v

B
4.
B

J?i?éﬂDyrysa34a/ jest wpisény w stozkows; na

styozse] o jest przeto jedmym z dwéeh punktiw 3
podwéinych inwoluoji A A L L ktérs wyznaczajan
boki przesiwlegle czworokata 4 B (D . Zalezmie
od tego, ozy inwoluc ja ta jest hiperboliczna, pa-
raboliczna lub eliptyczna, znajdziemy dwa, jedno .
lub "zero% rogwigzai.

Zupeinie tak samo rozwigZemy zadanie wzajemnc:

IT. #Aykredlié stozkowa gtyczng do czterech da~

nych proatych o, h,04 oA i przechodz3ca przesz
dany punkt J . Punkt S gozymy z wierzchotka-

- mi przeciwleglemi czworoboku opisanego « 4 ¢ &

1 zapomocy koZza Steimera gmnajdujemy proste pod-
- w6jne inwolucji, przez te dwie pary prostych doko-
ta punkia 5 wyznaozonej. |

GEOMETRJA WYKRESLNA. Nr.173.  Arkusz 32-gi.
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ITI. Znale%¢ punkty przeciscia prostej ze sto&-

kows, wysmaczong prgez 5 punktéw 1,2,3,4 1 5;lub

g punktu S wyprowadzié styosme de stozkowej,

wyznaczonej przez 5 stycznych 1,2,3,4 i 5,

Zastosujmy to zadanie do nastgpujacego'prlypadku
szczégélnego.

Wykredlié asymptoty stozkowej,_dangj Zapomoos,
S5-ciu punktéw 1,2,3, 4 i 5 /rys.349/. W tym ocelu

nalezy najpierw wyznaczyé punkty, w ktérych prosta

niewlasciwa przecina stoikows, a pé4niej w tych
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punktach poprowa-~
dzié styoczne
/% 155/. Dla roz-
wigzania pierwsze
. czééoi.zadania
tworzymy peki rzu
towe
7/, % 6. )72 (a2,
ktére rzucajg z
punktéw 1 4 2
wszystkie punkty
stozkbwej. Proste
&, 1 a;, 51 4,
¢: i C: wygnaaza.
ja na prostej
niewlasciwej 3 pa.
ry punktéw t. 7§,
kierunkéw odpo-
wiednidh; nalezy
snaleZé kierunki
podwéjne t,j.
asymptotycane. ~
Preez punkt jaki-
kolwiek np., przez
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D prowadzimy kolo Steinera i z jego pomocs Wyzsna-
oczamy proste podwbéjne dwéch pekéw rzutowych o
wspélnym wierzcholku 5, ktérych proste Gns B 25

i «,, 4,, ¢/ sa réwnolegie do prostych a, 4, ¢,
QY e Ay 2 ‘

Znalazlszy kierunki /7 i  prowadzimy
gtyczne w tych kEierunkach do stozkowe); %yozac ka:’a—-
dy z tych punktdéw niewlasciwyck /i T punk -
tami 3, 4 i 5 otrzymamy dwé peki rzutowe, ktérych
drodek perspektywy ¢ jest punktem przeciécia obu
stycznych szukanych, t.]j. érddkiem_stoékowej. Pros-
L AR J , poprowadzone przez punkt @ w Kie -
runkseh /< i /O 85 asyrptotami, dwusieczne

e g 1D katéw miedzy niemi sg csiami stozkowej.

ROZDZTIAZL XIV.

POWIERZCENIE DRUGIEGO STOPNIA.

§ 185. Kolineacja érodkowa dwéch uk2addw prze-
Btrzennych. Niech bedzie p2aszczyzra ,S , ktéra

nazywaé bedziemy plaszozyzng kolineacji, pumkt O
ktéry nazwiemy Srodkiem kolimeacji i dwa punkty A,
i A, , lezace na dowolmej prostej < , wychodzg-
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