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ROZD2ZTIAL PO K

KRZIWE SKOSEE.

§ 208, Krzywa skoéna, jako miejsce poruszajace-

go sie punktu, Nazywamy krzywg skosng albo wichro-

watg miejsce geomelryczne poruszajacego sie wedlug
~ pewnego prawa punktu, o ktérym wtedy méwimy, 2e opi
suje te krzywa. Styczna do krzywej skodnej 4

w danym jej punkcie /4  nazywamy granice potozenia
prostej, kgczacej punkt #/ =z innym punktem 5
krzywej, gdy 5 2zbliza siq nieograniczenie do #
punkt # nazywa sie punktem zetknigcia stycznej Z

z krayws A . Mose sig sdarzyé, ze punkt 7 opi-

sujgoy krzywg A przejdszie wigoej niz raz jeden
przez pewien punkt D ; krzywa bedzie miala wtedy
wigcej niz jednsg styczna; w tym punkcie; punkt taki
nazywamny podwéjnym, potréjnym, iogdlo 72 ~krotnym

punkten krzywej skodnej
Rzut krzywej skodnej 4 2z dowolnego punkiu ne
dowolna plaszczyzné jest oozywiscie krzywg plasks
k' ; rzut stycznej Z w punkcie 4 krzywej £
jest styczng Z  w punkcie 4’ krzywej £ . Razut
punktu podwéjnego krzywej skosnej 4 jest eozy-
widcie punktem podwéjnym krzywej ptaskiej £ ' ; nie



- 593 -

kazdy jednak punkt podwéjny krzywej £’ jest rzu- -
tem purktu podwéjnego krzywej & ; punkt podwdiny
i wogéle 72  ~krotny powstanie na krzywej £ zan-
sze wtedy, jezeli promied rzucajgey przecina dwa
lub wogéle ¢ razy kraywa 4.

Kazda plaszozyzna przechodzgca przes styczng %
nazywa sig plaszozyzng styczng kraywej skodmej &£
' Plaszoszysna styczna ma zatem z krayws £ pfzynaj-
mniej dwa nieskoficzenie bliskie punkiy wspélne. -
8ré6d ptaszezyzn stycznych w kazdym punkcie krzywej
jest jedna taka, ktéra me z krzywg 4 3 punkty
nieskofozenie bliskie wepélne, Przez styczng 7
i przes punkt € kraywej X poprowadimy plasz-
czyzng; jezeli punkt ( bedzie sig zblizal nie-
ograniczenie do punktu #, , w ktérym. Z jest
styozna do krzywej £ , to polozenie plaszezyzny Zal
dgzy8 bedzie do pewnsj plaszcazyzny L' , zwanej
plaszozyzng foifle styczng, ktéra z krzywg £

bedzie miala przynajmniej trzy punkty nieskorczenia
bliskie wspélne.
Plaszozyzng Scidle styczng w punkcie 4 krzywe]

skosne ] X _ nazywany graniceg poloZemia plaszczyzny

przechodzgoej przez 4 1 dwa inne punkty 8 i C

krzywej, gdy oba te punkty nieograniczenie zbliz=é

o Wy A A o S

GEOMETRJA WYKRESINA, Nr.173, Arkusz 38-nmy,
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sie beda do punktu 4.

Mozemy sobie teraz wyobrazié powstanie krzywej

X % sposéb nastepujgey., Punkt 7 porusza sie

po proste] %z , podczas gdy ta prosta obraca sie

os
Zi

w plaszczydénie 'I' dokola punktu , & plasz-
czyzna ‘|  dokoa proste] Z | Jezeli w pewnym
punkcie 4 , podczas gdy punkt 7 opisujacy
krzywg przezef przechodzi nie zmienia sie Zaden
ze zwrotdw tych trzech ruchéw, to punkt A  nazy-

wamy punk R Zwyczajnym krzywej Jezeli punkt 7
372 ] ‘

w pewnym punkcie /£ zmienia na prostej Z zwrot
swego ruchu, podczas gdy ani prosta Z  ani ptasz -

czyzna "I’ nie zmienia zwrotu swego obrotu, to

punkt Z nazywa sig punktem zwrotu; jezeli prosta
z= doszedtsazy do pewnego poiozenia Z zmienis
zwrpf swego obrotu dokola punktu 7 , podczas gdy
ani punkt 7 nie zmienia gwrote swego ruchu na
prostej Z , ani plaszozyzna I° zwrotu swego
obrotu dokola prostej ¢ , to prosta ¢ nazywa sie

styocsna przegiscia, a JG] punkt zetkniec1a 25

z kreywg 4  punktem przegigcia. Gdy wreszcie w

pewnem polosenin &  plaszczyzna T gdoznaje zmia-
ﬁy gwroty swego obrotu dokola prostej Z , podczas
gdy saréwno punkt 7  , jak prosta Z | zachowuis



J——

- 595 -

gwrot dotyohcxaaowegovruéhn, to plasseaysna K

nazywa sig¢ piaszczyzng zwrotu,

§ 209. Krzywizna i skrecenie kraywych skodnych,

% powyzszego wynika, ze wszystkie wlasnofci kraywe]

X w poblizu danego jej punktu # puszg smalezeé
od dwéch wielkodci: od ilorazu szybkosci obrotu
prostej 7  prezes szybko$é punktu 7 , csyli kray.
11521_4% i od ilorazu szybkosdci obrotu plaszczyan§

7T przez szybkosé puhktu 7, czyli od skrgce-
pia 7 w tym punkcie krzywej. Ujmiemy tb<okreélé~

nia nieco doislej.

Podobnie jak dla krzywyoh ptaskich /§ 799/ na-
zwieﬁy krzywizng Srednig krzywej A miedsy punk-
tem zwyozsajnym 4 i punktem jakimkolwiek /7, ilo-

TALZ

"

7

/f/":

gizie 7 jeat dlugodois wyprostowanego tuku 74, ,
a‘ A kgtem stycznych f: i 2 w'ﬁych punk -
tach. Gdy punkt 4, zbliiaé sie bedzie nieograni-
ozenie do punktu 4 , to uk < Dbedsie malal
nieograniczenie, jednoczeénie atoli maleé begdzie
nieograniczenie kat i , ktéry jest funkcjg Xuku

< ., Krzywizng rzeczywists krzywej A  w punkcie

A  naszywa sie granica ilorasu ;2; , gdy 7 da-
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¢y do zera, czyli:

X : =¥ :
L sz.dzo odT

Nieskoficzenie mals jgcy Tuk Ao nazywamy ele -

mentem krzywej skofne] A4 zaieiny od niego nie-

v

skoficzenie malejgcy kat <& 7 nazywamy katem styes-

pofci. Podobnie jak dla krzywych piaskich, krzywiz-
na w punkoie 4  krzywej skofnej A jest to ilo-
rag kata styoznosci przez odpowiadajgey mu element
krgywej w punkcie 7 ., W punkcie gzwrotu &

o3 =0 ; =02 w punkcie prregiecia < i

c_Z?ﬁ= O Tz g

Skreceniem dredniem krzywej skosnej 4 pomig-

dzy punktem gwyczajnyr 4~ i punktem jakirkolwiek

/4, naasywamy iloras
o

S B
gdzie o , jak poprzednio, jest diugodcig wyprosto-
wanego ukn # /4, , a2 & j.est katem plasszczyzn
Soifle stycznych w punktach 4 i 4/ ., Gdy luk o
maled bq.dzie nieogranicgzenie, to zalezny od niege
kat & réwniez maleé bedzie nieograniczenie. -

Skrgoeniem rgeczywistem w punkcie 4 nacywamy gre-

nicg ilorazu '9A , gdy 7 dazy do zera, osgyli
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“g=0

Nieskofiozenie malejgoy kat < ¢ nacywamy kgtem

skrecenia; mozemy tedy okreslié skrgoenie Z kray-

wej X wpunkcie 4 jako iloras kata skrecenia
przez element krzywe} w punkcie ~#

Przez trazy punkty 4, 8 i ¢ krzywej skosnej £
ﬁyznaczone jest kolo, ktére leszy w plaszozyfnie 45
gdy punkty 5 i C dgzyé beds nieograniczenie do
punktu #Z , to plaszcsyzna 4 FC daiy do piass-
cgyzny doidle stycsznsj, kolo zad ~Z B dazy do
kota 4, , ktérego krzywigma reeczywista /C = 2,
jest ta sama, co krzywizna w punkoie #  krzywej

A . Kotc to nazywany kolem krzywizny w punkcie

4, jego frodek ~ Srodkiem kreywizny, jego pro-

mief - promieniem krzywismy 2z - ;?f 3

$§ 210, Bormalna giéwna i binormalna, Plaszoryszna

prostopadla do stycsnej ¢ w punkcie # kraywej

skodnej A nazyws sig@ ptaszczyzng normalng w tym

- punkcie. Kazda prosta w tej plaszczyinie przez

punkt < przechodzgca nasywa si¢ normalng. Sréd

nich dwie 85 szezegélnie wazne, Jedna 72 , leizgoa

w plaszczyénie doidle stycznej nazywa sie@ normalng
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giéwng; ne niej to lezy drodek krzyﬁizny; druga
A prestepadla do paszczyzny Scisle styeznej,

nazywa sie binormalmg. Trzy proste: &»22i A

8g wzajemnie prostopadie i twofza uklad prostokat -~
ry spéirzednych, szeczegélnie dogodny do badania
wiasnosci krsywej W poblizu punktu 4 , Plass-

czyzna Z7z jest écidle styosmna, plaszosysna 5722

normalng, plaskczyzna 5¢ nagywa sSig plaszczjana
rektyfikaoyjnsg. |
Rzut krzywe] £ pa plaszczyzng scifle styozng

jest kraywg o tej samej krzywifnie w punkcie #
rsut krzywej A na plaszczyzng normalng jest
krzywg, dla ktérej punkt 4  jest punktem zwretu;
rzut krzywej £ qa plaszczyzné rektyfikacyjng
jest krzyws, dla ktérej punkt # jest punktem
przegiecia,

§ 211. Powierzchnie rozwijalne. Powierzchmig

proastokresing nazywany niejsoe geometryosne proste]j

A » porusszajgcej siq wedliug pewnego prawa., Po~
8z0z6 gélne potoienia prostej r nazywajga sie two-
rzgoceni powierzchni prostokresdlnej.- Powierzehnie

prostekredlne dzielimy na powierzchnie rogwijalme

/ap. stodki i walce/ i skedme, czyli wichrowate .

/mp. hiperboloid jednopowXokowy i parabeleid hiper-
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boliczny /§ 196/. _
Powierzchnia prostokredlna nazywa sie roswijal-
ng, jezeli jej tworsace sgq stycsne do krzywej skos-

nej 4 , ktéra nasywa sie krawedzig zwrotu po-

wierzchni rozwijalnej. Weimy na krsywej skodnej 4
-/rys.389/ nastep-
“stwe punktdw
Ay By Hry Hsseo
pelads&& punkty
A LA ;A1
D a o W
prostemi «, &/,
7 PRSI kazda
£ tych prostych
przecina poprzed-
nig i nastiepng.
Katy ,/z«./,
(& &z )y (@2 &)
beds misly te

wiasnodé, ze kazdy

£ nioch ma £ po-

przednim i z nas- .
tepnym jedrno ramig wspélne, Obréémy plaszczyzng
(X&) dokota & tak, zeby ta plaszcaysna prey-

. drv
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gtata do plaszcezyzny kata /4 2:) ; w ten speséb
trzy proste 4, &,1 X: leizeé bgdg w jednej plasz=
csysinie; obréény naatépnie té plaszczyzng dokola
72 t&k, 2eby przystala do plaszczyzny kgta
/@ #3), w ten sposéb cztery proste; <, 2., 2
i <7 bedg lezaly w jednej plaszczyfnie; obraca-
jac ja dckoia &3 do przystania z plaszczysna,
(a; &y/ otrzymamy 5 prostych: &, 2,, &, &,
i @y w jednej pitauszczyZnie i tak 'postqpujmy da-
lej, dopéki wasystkie proste nie beda lezaly w
jednej ptaszozyfnie. 0 powierzchni wieloscienne]
a, &, &, , ¥, .. wéwiny wtedy, ze zostala rozwi-
nigtg . — Jezeli liczba punktéw 4, 4., A.,..
na krzywej £ gzwigkszmad sié bédzie nieogranicze-
nie, podozas gdy ich odleglodeci < A4,, 4.4,
e LT b maleé beda niesograniczenie, to pros-
te @, «

7y

stycznych £, £ ,°%., ... , 8 powierzchnia

Harpin B gblizaé sie bedg do

wielodcienne @ «, &, &;... do powierzchni
rozwi jalnej, ktérej krawédzia. gwrotu i)édzie krzy-
wa skofna % , Postepujac % nieskodiczenie maXemi -
Xatamis. (Bl )y (EFn) (425, ..

tak samo, jak pestepowalidmy z katami /@ 2/, °
(@ @), (@&, a;),.. mozna be-
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dzie "rozwingé®" powierzchnieg rozwijalng krzywej £ .

Powierzchnia rozwijalna kriywej skoénej sktada
si¢ 2 dwéch powlok, stycznych wzajemnie we wszyst-
kich punktach krawédzi gvrotu, W samej rzeczy,
przecigeie tej powierzchni jakgkolwiek p2aszozyzng
- nie przechodzacs preez zadng 2 tworzaeych jest kray-
wg plasky, posiadajgca w punkcie przecigeia % krsy-
wg skedng punkt gwrotu I rodzaju. Stgd nazwa: kra-
wedZ zwrotu, ktéra dajemy krzywej skednej.

Przez rozwiniqcie powierzchni wieloéciennej

La a, X ay ... zaden z odcinkéw 4 4., 4,4,
T S v b , ani zaden z katéw 2,/
/a, @.j, [H: &), ... nie uleg! oczywidcie

zmianie, PodobnieZ przez rozwinigcie powierzchmi
rozwijalnej 2aden z elementéw, ani zaden z kgtéw
stycsnesei krzywej skodnej nie doznal zmiany; krzy-
wa skosdna przez takie rozﬁiniécio przekss talca Bié ~
przete na kreywg plasks o tej samej dlugoéci i tej
same] krzywiZnie w kazdym 2 jej punktéw, Jedynie
skrqcenie stalo sig¢ dla wszystkich jej punktéw réw-
nem geru,

Jako powierzchnie rezgwijsalne pewszechnie sznane
prayteczyé megemy steiki i walce, krawédé zwrotu
redukuje sié w tych pewierschniach de punktu w2as-

TRt — e

SN e T AR 3 gy i e -
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ciwego dla stoezkéw, niewtasciwege dla walcdw,

Jezeli z dowolnege punktu < wyprowadziny réw-
nolegle de stycaznych &, Zé,lzi,.n krzywej skos-
nej £ , Yo utwerzymy powierzchunig, ktéra sig

nazywa stoskiem kierunkowym kraywej 4 ', Plass-

czyzny styczne de tego stozka sg réwnelesgle do
plassozyzn dcisle stycznych krzywej skednej. Ste-~
2ok kierunkewy kreywych piaskich redukujb sig de
plaszcayszny.

Powstanie krzywej skeduej mezemy w inny terasz
rozumieé speséh. Niechaj plaszczyzna T perusza
sie wedlug pewnege prawa; prosta przeciécia dwéch
peteses A i B , poruszajgcej sié plaszczyzny
daty de pewnej granicy ¢ , gdy polezenie B
gbliza sié nieegraniczenie deo vt ; granicg tg

jest tworzgca pewierzchni rezwijalnej. Punkt prze-

cigcia trzech potesesi A , B i C , poruszajgcej
sig plaszczysny dazy réwnies de pewnej granicy. 7 ,
gdy potezenia B i C zblizaja sie nieogranicaenie
do A . granicg tg jest punkt krawedzi zwrotu 7.
Pewierzchnie rezwijalne sg figurami wzajemnemi
wzgledem krzywych skosnych. Podcgas gdy krzyws skod-

ng uwazamy za miejsce porussajgcege sie punktu, pe-

wierschniq rozwijalng uwaZamy za obwiednig poruszajgq-
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cej sie plaszczyzny; styoznyn kraywej skosnej
edpomada;]a, tworsace powierzchni roswijalnej;
plaszczyznom Scisle stycznym skesdnych odpowiadajg
punkty krawédzi gzwrotu powiergchmni rozwijalnej.
§ 212, Linja Srubowa, Fajprostszym preykladem

krzywej skoénQJ jest linja Srubowa,
Niech bedzie walec obrotowy S o o0si 00
xierowniecy A i promieniu 2 /rys. 394 . Wadluz

tworzgcej 45 poprowadfmy plaszcryzng stycang

o5 t.'j. poprowadimy plaszcayzne prees AB i
przez styczng 4.  do kierowniey ‘A w punkcie
4 . Poprowadimy prses punkt # w plasscsys-
nie S, prostag Jo nachylomg do X< pod katem
of , poczem "nawirmy" p!aszczysne So na po-
wierzchnig walca; podozes gdy 4, nawinie sig na
xierownice 4 , prosta 7. nawinie sie na po-
wierzohnig walca, tworzge krsyws ckosng, kiéra

naswiesy linja Srubowg. Linja Srubowa jest to

wige kraywa, lezzca na powi erzchni walca obrotowe-:
'go, ktéra po rozwinigeiun powierschni praeksgtaloa
sie na prostg.- Powstanie linji Srubowe] mozna
rogsunrieé jeszcze inacze]. Hieohaj plaszczyzna ,So
‘wraz & wykreSlong na niej praostg Jo toczy sie

po powierschni walca bezs podlizgu, wtedy 7. jest

atyczng do powierzchni waloa w coras to nowym
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punkcie: miejsce geometryczae tych punktdw ze-
tkniecia na powierzchni walca jest linjg drubowg.
¢dy S. toczy sie po 5, 4. toczy sig po 4>

@ Jo po o , praytem 4. jest weigs stycang
do £ , a J. do ¥ ; punkt 4 kredéli w ptasz-

cayfnie kierownicy ewolwsnte kola /&€ 201/,

WeZmy ma <o punkt jakikolwiek & , kiérego
rzutem na 4- niechaj bedzie punkt Jp ; gdy S
toczge sié po powierzchni walca obréeci sie o kat

% , kt6rego wyprostowany Xuk na kierowniocy
= A P, te /. przystanie doe 27, a R do

7 . W tem polozeniu prosta J. bedzis styczna
do < w punkcie £~ ; diugodé jej migdzy punk-
tami <~ i T bedzie réwna - 42 | reut jel
ﬂ/P' = #P =2 5, Hachyler;is stycznej 7d
do plaszezyzny kierownicy pozostanis réwnem o
kat o nazywa sie Spadkieh linji drubowej. Odei-
nek A 7 = PP =2z |, 7 tréjkata L2757
x =ﬂ2,’-é_.,c=r/‘féo('—- #rZy ¢ ; t.j. waniesienie

Z jest proporcjonslme do kata obrotn . Spét-

cgynnik proporcjomalmofei 2. - f‘f}"’f nazywa sie

parametrem linji drubowej, jest to wartodé stalego

stosunku Z/f . Na zasadzie powyzszego mozemy
okredlié 1inje Srubowg jako miejsce geometryoczne
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punktu porugszajgcego sié ruchem jedmostajnym sa
pfostej % , podezas gdy z ruchem jednostajnym
obraca sie dokota réwnolegtej do niej prostej do”
Parasetr Z. jest stosunkienm tych dwéch szybkodei
jednostajnych. Gdy kat % stanie sig réwnya 2.7,
to punkt # znajdsie sig na tworzgcej 45 w punk-
oie 4/ ., (Qdcinek % - .94, jest przesunieciem
w kierunku 08i, odpowindajacym calemn obrotowi;

- 42 L nazyws 8ig skokiem linji &rubowej. Z réwna-
nia 2 =/%: Y mewy, kladge 2% s 24,27
skad &, = 245 ; dlatego to % nazywa sig

tez zredukowanym skokiei linji érubowej.

Przez skok i spadek linja $rubowa nie jest
Jeszcze calkowicie wyanaczona, odrdézniamy howiem

linje -Srubowe prawo- i lewoskretne. Linja srubowa

nazywa sig prawoskretng, jezeli dla widza umiesz-
czonsgo wzdiuz osi walca punkt 2 posuwajae sig
ku dotowi obraca sie w kierunku wskagéwki zegara,
W przeciwnym raéie jest lewoskretna,

Plaszczyzna 8cisle styczna w punkcie 2~ linji
srubowej jest machyloma pod katem - do plasz-
ogyzny kierownicy. W samej rsecgy, utwérzmy stosek
kierunkowy linji drubowej; w tym celu z dowolnego

punktu przestrzeri nale sy wyprowadzié réwaolegte
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do jej stycznych; poniewaz zad wszystkie styczne
sg nachylone pod tym samym kgtem o< do plaszcazye-
ny kierownicy walca, wige te réwnolegle utworszg
'g&ozek obrotouy. Kierowniéa tego stozka bedzie
kierownica samego waléa,‘jezeli wierzoholek stozka
/7 obierzemy na osi w odleglodci ,<€§_4P=j%,
od ptaszczyzny kierownicy; Plasszczysny styczne do
tego stozka, nachylons do plaszozyzny4kierownicy
pod katem C | Bg réwnolegle do plmsazcsyzny Scid-
le stycznych linji érubowej /§ R11/. Jezeli tedy
przes styczna'-d! przeprowadzimy plaszczyzne pro-
stopadlg do Agg , &8 wige machylong do ptasz-
czyzny kierownicy pod katem & ., to bedzie to (
plaszczyzna Scifle styosna w punkcie 7 ., Prosto-
padia do o . lezgca w tej plaszcsyinie, cayli |

normalna giéwoa w punkcie Z , musi zatem przeci-

naé o8 i byé do niej prostopadlsg., Na tej normalnej
gléwnej lezy Srodek krzywizsmy @ dla punktu & ;
aby wyzmacsyé promied krzywizny, zauwaﬁn;; ze kray-
wisma linji drubowej w punkcie Z~ , musi byé ta
sama, co krzywizna przecigcia waloa plaszczyzng 4
8cifle styczng, albowiem te dwie krzywe majg précs
punktu 2 jeszcze dwa nieskoriczenie mu bliskie

punkty wspélne. 0t6z przecigcier walca tg plasz-
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ozysng bedzie elipsa, dla ktérej punkt /~ jest
wierzcholkiem malej osi; ozmaczajge @ i & p62-
osie elipsy i zwaéywszy; be A~z b gnajdziemy

promiedi krzaywiamy
< <

a_____,___t
j’:z—-wz,(y

promief krzywizay linji érubowej jest przeto
wielkodcig staly., Wlasnosé teg dzieli linja grubo-

wa % kolem i prosty, ktére zresztg mogs byé uwa-
zane za przypadki szczegdlne linji Srubowej, gdy
L0 lubgly o .- |
Srodki krzywizny linji drubowej le2g na innej
linji drubowej Z ,. ZWanej wzajemms, o tym sa- ”
mym skoku, krsywidnie i skregcie, ale o réZmym pro-
| mieniun i apadku.
Aby iyznac'zyé pro-

o mief krezywizny {°
% _ linji &rubowej
v G N\ 2, w jei pﬂhkcie £t
‘———r?'_—’[”’; | kredlimy tréjkat
-prostokgtny 44X
Rys 997 "/rys.'391/, ktérego
prayprostokgtna
A

» & kat do niej praylegly AHH =<,
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A _ . ;
wtedy 7% = Z»¢ ; budujge na 2% tréikat
prostokatny z tym samym katem przylegiym o<

ot raymamy
e e =t iE
BER) T o cov el
Odcinek F .7 -2 jest promieniem walos, na kté-

rym lezy linja Srubowa wzajeﬁna Z , a kat
ARMK =L, = F -« jest jej spadkiem; wyznaczajgo
w ten aam sposéb promief krzywizny 5;?@- 'taj dru-
glej linji drubowej, znajdziem& ten sam co poprasd-
nio odeinek »# 2, - P . Gdy e 7, 7 = linje
grubows wzsjerme sg wtedy réwﬁo i symetryoczne wzgle-
dem wspélnej osi,

Styczne <. do linji &rubowej = tworzg po-

w1erzchniq rozwijalng, ktérej krawqdzia zwrotu jest

Zoh Przecigcie te] powierzohni plaszczyzng kierow-
nioy t.j. jakgkolnisk plaszczyzng prostopadls do o:zi
jest ewolwents kola. Punkt # jest tym punktem ewol-

wenty, & ktérego wychodzg dwie jo] galezie do siaebie

styczne: jest to punkt zwrotu. Na drednicy 42 lasy

nieskoﬁczenie wiele punktéw podwéjnych ewolwenty

/% 207/, @dy przetniemy powierzchnie rozwijelng pros-
topadle do osi na wysokodsei Z od piaszesyzny kie-

rownicy, to otraymamy w przecigaiu te samg ewolwente

-——-‘—---.. e eou

GIOMBTRIA WIERESINA. Nr.173. Arkusg 39-ty,
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kole, ale obrécong o kgt 7 - _ii . Punkt zwrotu
4 oeraz punkty podwéjne 2., Dz > zakredlajs
wigo linje érubows o tym samym skeku ~2 . Miejsce
geome tryczne punktu zwrotu stanowi linjé drubows
dang; poniewaz w kasdym punkcie pedwdinym ewolwenty
k@la‘przocinaja sig dwie tworsgce powierzchni ree-
wijalnsj, wiéc mie jsce geometrycene kazdego punktu

pedwéjnege jest linjg samoprzenikania tej powierzch-~

ni. Ha powierzchmni rbzwijalnej linji Srubowe) lesdy
zaten nisskodozenie wiele drubowych sameprzenikania
powierzchrni o tym samym skoku i skrgcie.

$§ 213, Zadanie. Wykredlidé rzuty prosfekatne linji
drubowej ;fauosqutngj, ktérej od jest prestopadlyg

de X , jezeli dane ss promisi walca 7 i skekZ .

/rys.392/. Rzut peziemy .4 1linji drubowej jest
kierowning walca., Prgypuédmy, Ze linja drubowa jest
kierownicg waloa, Przypusémy, Ze linja drubowa prze-
bija P, w punkois O (kierownioy. Pedzielmy kis-
rowricg na dowolrng iledé, np. na 12 oiqédi réwnych

i penumerujmy punkty pedzialu, poozynajac od 2 w,
strong przeciwng ruchowi skazdwki zegara., Na taky "
samg ilodé oczedol réwnych podzielmy skok linji Sru-
bowej, odmierzony na osi walca od punktu O” i po-

numerujmy punkty podzialu, poczynaiso od tego punk-



- 611 -

tu, Wystawiajge w kazdym g punktiw podzialu kie-~
rownicy linje rzedng i prowadzac przesz odpowi sdni
punkt podziau skoku réwnolegls do 0osi razutéw, wy-
gneczymy drugie rzuty dowolnej ilosci punktdéw 1i-
nji srubowsj. Dla wyznaczenia st yoznych wityéh punk-
tech wykreslmy ewolwenté kierownicy, obierajac
punkt zwrotu-w punkeie O’ | Prowadzac w kazdym
z punktéw podzialu kierownicy siyczng do niej, wy-
gnaczymy na ewolwencie X, punkty, ktére sg pierw-
szymi dladami stycznych do Srubowych w tyoh .jej
punktach, ktére odpowiadajg punkiom podziatu ki~
rownicy; aczac drugie rzuty punktéw linji srubowej
£ drugiemi rzutami odpowiednich pierwszych §laddw
wyznaczymy drugis rzuly szukanych stycanych.
Siyczna do srubowych w punkcie 6 jest réwno-
legia éa E ; kgt jej drugiego rzutu z osig rsu-

t6w jeat przeto spadkiem <€ 1linji Srubows}. Pro-

wadgac preez A réﬁnolcglq do v“ , wyznaosymy ne

osi parametr 4 /7 1linji drubowej; w samej rseosy:
AH = }‘é« & = A -, Prostepadla de &7

w punkois /7  wyznacgza odeinek £ %, -7 ; jesi

te promief walca, na ktérym lezy linja drubewa wzz-
jenna { o tym samym skoku, promieniu krsywisuy

i skrgcie. Qdcinek 2 7, jest promieniem Krzywis-
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ny obu tych limji érubowych..
S 214. Zadanie. Wykreslié rzuty punktu 2
linji Srubowej prawoskretnej o esi prostepadiej do

£, _oraz rzuty stycznej w tym punkcie, jezeli

danse s 75, 2 i ¥ /rys.391/. Prypugémy znowu,

Ze puukt, w kt6xym linja Srubows praedija /2 jest
punktam kierownicy najblizseym osi’ L2 . Odmierg-
my w sirong przeciwmg ruohom wekazéwki zegara kgt

¥, ktérego jednym ramienien jest 470’ ; punkt

2", w ktérym drugie ramie tego kgqta przecina
klerownwe, bgdzie pierwszym rzutem punktn 7,
¥ punkcie 2’ peprowadsmy slyczng do kierewnioy;
odmierzmy na niej 2’7- . punkt 7 jest
plerwszym éladem stycznej do érubewej w punkeie /7.
Aby wyznacsyé wysekosé Z punktu 2 , odmierzmy
ns osi 42 od punktu 5”7 odeimek 27 ; druga
przyprostokgtna tréjkgta prostekgtnege, ktérege
jedna przyprestokatna =?“-f, 2 kgt do niej pray-
legty jest << bedzie réwna szukenej wysekodci,
Lyozge punkt B2 TS otrzymamy drugi rzut

" stycsnej ?—‘

Bs mooy pewyzazego wykredlenia gnajdziemy tatwe

réwnanie drugiege reutu £ linji érubowej £
Cbrawszy za ogie apdlrzqdnych'prosto Z i X | ma-
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my dla pusktw P /Z,a): W= P'@ = 7 zin ¥
z tr6jkgtéw zaé podobnych: z : %2, = 2 /% » skad
zx 4.5
=

Rugujac ¢, otrzynamy £ = ez 3= ; jest to

réwnanie sinusoidy, Rzutem-prostokatnlm linji éru-

bows] ma plaszczyzng réwnoleglg do esi jest sinu-

soida.

 "".Mosna stwierdzid latwo, Ze rzutem réwnolegiym
ukognym linji drubowej na plaszczyzng kisrownioy,

t.j. na plaszezyzng prostepadls do osi walca jest

cykloida. W samej rzeczy, tworzemie linji Srubowej
m@éemy rozumied w ten speséb, ze punkt 7~ porusaa:
si¢ z szybkodcis stala, na okrggu ko2a 4 , ped-
czas gdy ptaszczyzna tego kola przesuwa'%ia réwnie sz
z szybkoscig stalsg w kierunku do tej plaszczyzny
prostepadlym. Jezeli rzucimy ukoénie punkt ruchemy
7 pa plaszozyzng 2 , te jege rzut 7 bedsie
w ptaszczyfnie 2P, wykonyial jednoczednie dwa ru-
chy jednostajne: 1/ ruch na obwedzie kolg {%/ :
ktére jest rzutem ukednym koxa 4 = szybkedeisg
réwng sgzybkedci punktu 7~ na tym kole, i 2/ ruch
postepowy wraz g kotem 4. 'z szybkedcig, ktéra
jest rzuten szybkodci ptaszezyzny kola £ ., Jeseli
tar zskreslony przez punkt 2~ na kole 4v jest

b

1
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w danym edstepie czssu réwny odcinkowi, ktéry w tym
samym czasie przebiegs drodek kola, to krayws opi-
sana przez puwnkt 2. jest cykleids zwyczajng, nas-

tapi to wtedy, gdy promiemie rzucajace punkt /7 gg

nachylene de F, ped katem < ., Jezeli machylenie
promieni rzucajgcych jest > | to cykleids jest

skurczena, jezeli to nachylenie jest « ¢ , to oyk-

loida jest wyciggnigta,

Uyniki tego rozwaZanie mozna wyrazié w nastepu-

jacy spesdéb: Cienism linji Srubowej na plasszczyénie

- & o ; A4 L4
kierownicy, rzucenym przez promienie rdéwnelegle,

jest cykleida awyczajna, skurczena lub wyciagnigta,

zaleznie ed tege, czy nachylenie promieni gwietlnych

do plaszczyzny kierownicy jest réwne, wigksze lub

xniejsze od spadku linji drubewef,

§ 215, Keneide £ruby i pewierschmia drubowa o

estrym gwincie. Powierzchnis rezwijalna linji $rube-

we] jest prazypadkiem szczegéluym powierzchui drube-
wych prostekredlnych, powstalych przes ruch drabewy
preste] jakiejkelwiek, Waine znaczenie prakiycszne

rajq przedewszystkiem t¢ powierzchnie prestekredlre
skesne, w ktérych twerzgea przecina of /powierzchnie
srubowe zamkniete/. Jeieli twersgoe 83 preytem pros-

tepsdle de esi, te powierzchnis nazywa sie¢ keneidg
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sruby. Jest te pewierzchnies utwerszena praes normal -
ng giéwng linji drubewej, proste 7/, 27, 34,..
/rys,393/ s tworzgcemwi tej powierzchni. Ma ona zZas-

tosowajie w Srubach o plaskim gwincie, powstajgoym

przeé ruch Srubowy prestokgta, ktdrego plaszczyzna
prezechedel przez o8, a jeden = bokdw jest do niej
réwnelegly i réwna sié wysekesSci skoku., Jezeli two-
rzges preecina o8 ped kgtem ostrym, te utworzona
przéz rach 8rubowy tej prostej powierzchnia nazywa

silg pewierzchnig Srubewg ¢ estrym gwincie, nazwanej

tak dlatege, 2e ma ena zastesowamie w Srubach o

ostrym gwincie. Nasywamy tak figury powstate przez

ruch érubeowy tréjkata, ktérego plaszczyzna przeeﬁe-
dzi przez eod, a pedstawa jest de niej réwnelegla i
réwna sié wysekedci skoku,

_Zadanie. Wykreslié rzuty préstqkqtne powierzchni

grubewej o osirym gwincie i wyznacayé przeciecie jei

plaszozyzng prestopadlg do esi. 08 dzieli powiersoh-

nie na dwie powleki: gérng i delng; jezeli of jest
pioenowg. Wykredlimy jeden skek delnej powtoki po-
wierschni drubewe] e estrym gwincie. Niechaj od « &’
/rys.393/ bedzie prostopadia de /7 & prosta vo”
niech bedzie twerugeg powisrzchni réwnelegly de A ,
¢ nackyleniu 6 do 2, Twerzaca tz przecina ed o
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w punkcie #'4° , a P przebija w punkcie s,

STV niechaj bédzie jednym skekiem lezgcej na
pewierzchni linji §rubowej; skok ten podzielmy na
12 réwnych czeSci w punktach 7,2, 3,... 77 , przes
xtére pr@wadzimy twerzgce pewlerzdhni twerzgce te
wyzneczaja na esi 2 edoinki 97, I, I, ... 7,17,
réwne 22 wysekesci skoku . & . Dla prestety
wykreflenia obraikémy punkt A  w jednym z punkiéw
pedzidlu wysekesci skeku.

Kazda plasscegyzna przechodsgeca pfzez of & prze-~
cina powierzchnig wedlug dwéch ukiadéw prostych réw-
nolegtych; w tej plaszczyinie, ktcéra jest réwnoleg-
ta do 52 , prosté'jodnege<ukladn'sa réwnelegle de

s proste drugiege ukladu de 7 Punkty prze~
ciécia Dsy Day .o, prestych jednege ukladu

g prostemi drugiego leig na linjach srubowych zwa-~

njch krawgdziami samoprzenikania powierzchni; wzdIuz
tych linji pewlwka gérna przecina pewleke delng pe- .
wierschni, Przetnijmy pewierzchnie piaszczyzng Ly
prestoﬁadla do esi « ., Krzywa przecigcia bedzie
mie jscem geemetryoznem punktéw, w ktérych tworzgce
przabijaja plaszczyzne Ay 0téz edleg2edé punktiu
przebicia plaszozyzny oY ktérakelwiek tworzgcg ed
esi jeat proporcjenalna de: odleglofoi tej plassczyz-
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ny od punktu, w ktéfyn ta tworzgea przecina ef,
ta zaf jest prepercjonalna de kata 7, ktéry ed-
pewiada 2ukewi Srubewe] S 77 pomigdzy plaszceyzng

g? i tworzgeg. Krzywa plaska pssiadaj@éa te wlag-
nedé, se edleglesdé dowolna jej punkin ed pewnego
 stalege punktu jej plaszczyzny jest prepercjenalna
de kata, cakredlenege przez promien wedzgoy tego

dewslnege punktu, nazywa sig spiralng Archimedesa.

Pak wiges przeciecie pewierzchni Srubewej e ostrym

gwincie p2aszczyzng prestepadls do osi jest spiral-

ng Archimedesa.

§ 216. Krzyws przenikania dwéch pewierzchni.

Jégg;g—zj;ajczeéciej w praktyce spetykanych zagad-
nied jest wyznaczenie krzywej pfzenikania dwéch po-
wierzchni, et oda egélna pelega na praecinaniu ebu
pewierzchni ukladem plaszczysn pemecmicsych deged-
nie ébranych i wyzmaczeniu krzywyeh przecigcia tych
ptaszozyzn & kazdg pewierzchnia; punkty wspélne ebu
tych krsywych piaskich s zarazem wspélne obu pe-
wierzchniem, a wiéo nalezg do krxywej przenikania,
Jezeli np. jedrea lub ebie dane powisrzchnie 83 |
'stozkani.lub walcami, te najlepiej za plasz zyazny
pemocnicze weiagé plassosyzny przechedzace przez

- oba wierschelki; wtedy krsywa przecigciz kaidei pe-
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wierzchni % ktdrgkelwiek D2assmczyzng siecgng
skxadné siq bedzie z dwdch prostych. Jezeli mp.
danemi powisrzchnismi sg kula i pewierzchmia dru-
givge stepnia, posiadajgca przeciecia koiowe

/elipseida, paraboleida eliptyczna, ebies hyperbo-

loidy/, te plaszczyznami pomecniczymi beds plasg-

czyzny przecigd keiewych i t.d,

Zadanie. Wyznaczy¢ rzul linji przsnikanis dwéch

stozkéw, ktérych kierownice 4 i %2 85 kelami

leZzgoymi w ptaszezyinie rysunku, jezeli dane sy

nadte rzuty /prestekatne, ukodns lub drodkowe/

wierzcholkéw 5 i o oraz élad < prestej

Sl plaszczyfnie rysunku /rys.3%94/,

Poprewadémy pek plasszczyzn e esri w= ,S"/,S‘:,, A
8lady tych plaszczyzn beds promieniami, wychedzg-

cemi g punkin ,Y . Oczywidcie w grg wchedzmg tylke

te promicnie, ktére przecinsjg oba kola pemecni-
cze;_jééeli tedy poprowadzirmy £ .5 styczne de ebu
kéZ, te korzystad bedziemy g tych tyik@ promieni,
ktére znajduja sig migdzy promienismi » i ¢
atyoznemi de jednege, & siecensmi wiglodem drugie-
ge kola ., Yegs przytem zajdé 4 prazypadki: 1/ Obie
styczne do jednege z k6% Bg sieczne wazgledem dru-~

glege kela. Méwimy wiedy, Ze przenlkanie jest zu-

b
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petne; krzywa przenikania sklade si¢ s dwéch gale-
zi, nie majacych wspélnege punktu, 2/ jedna ze

stycznych de 4, przecina /4, , a druga jest ze-
wnetrezng wzglgdem 4. ., Wtedy méwimy, ze przenika-

nie jest czedciewe; kreywa przenikania stanewi jedng

jedyng krzyws. 3/ Keta 4. i %; maja jedng wspélng
styczng, wychedszacy = o ; krzywa przenikania pe-
siada jeden punkt pedwéiny i 4/ kela £, i %: majg
ebie styczne, wychedzgce 2 S wspélne; krzywa prze -
nikanis pesiada dwa punkiy pedwéjne i rezklada sie
ne dwie przecinajgce sig¢ stezkewe, leZgce w réznych
ptaszogyznach,

Przypusdémy np. /rys.394/, Ze przenikanie jest
csgéclewe, t.j. 2o styczna & de A; preecina 4
w punktach ©~ i1 7%, a styczna ¢ de 4/ przenmi-
ka 4, w punktach %, i & ., Aby wyznaozyé 4 punkty
krzywej przenikania, lezgce w jednoj,plaszczyéﬁio pe-
necniczej,. prewadziny & S premief jakikolwiek 472 ,
ktéry niechaj bedgie éladem tej plaszczyzny,; eznacery
literami &, #,, M;i M, punkty, W ktérych 272
preecina keta 4 i X2 ., lacsge M, i M: s S .
etrzymawy rzuly dwéch twerzgcych 772, i 772: | wedlug
ktéryoh plassozysna <772 przecina stezek S, s 1a-
ozgo M; i My g Ja/ , otrzsymamy pedebniei rzuly
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tweregqoysh ¢y 1 772, | wedlug ktéryéh ta sam
pisceceysna priecina steiek S ; punkty 4, 5, C

i D , wedlug ktérych 7272, i 22 przecinajg 772;4 77z,
8g punktemi linji przeunikania. Aby w ktdrymkelwiek

g tak straymsnych punkiéw, ap. w # poprewadgié
styczng de kruywej, zauwaimy, 2e ewa styczna musi.
lezeé w kaide] & ebu piaszczyzn stycanych, ktére me2-
pa peprowadzid de steskéw §, i 5. w ich punkoie
wspéluym <7 ., Sladami tych plészczysn sa slyczne 2,
i 4 de kierewnio £, i Z: w punktach Mz i M3;
punkt 7= a; @; jest §ladem szukanej styosnej: pres-
ta 47 jeet wiec jej rantem. Dla ssybkiege i dek-
22dnege wykreflenia krzywej przenikania zaleca sig
przedewszystkiem wysnaczenis 1/ punktéw 2, 2, &

i @ , wktérych kreywa jest styozma do tworzgoych
P 2y 90 & 9, ¥ punktéw B, B 075 vV

i ¥, w ktéryeh kraywa jest styczna do konturu rze-
czywistego obu stoﬁﬁéw.'

Zadanie, Wysgnaczyé rzut krzywej prienikania dwéeh

walcéw, ktérych osie“sg réwnolegle do E /rys.39%/.

Zadanie to rézni mie od poprzedniego tylko tem, ze
wierzcholki obu ataﬁkéw 85 niewlasciwe. Za plaszozysny
pomocnicze obieramy plaasczysny réwmolegle do osi obu

welcéw, t.j. do el Vykredliwszy rzuty walodw na
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plasgezysny B, i B, prostopadte do F | WY ZNACZY -~
my plerwsse rzuly tworsaoych 2., 72,, 22, i 272, , wed-
tug ktéryoh jakskolwiek plaszczyszna S réwnolegta
do F7 , przecina jeden i drugi waleoc. Punkty 2,3,
¢ i D, wktbryoh tworzace 2,i 2z, prascinaia
tworsgce 22, i 722, nelezs do kraywej przenikenia,
Rogwinawszy powiersahnig boczna jednege z walctw
wyznaozamy na niej z atwodcig punkty 4, 5., <
i D., nalezgoe do'rozu_rinilqc:i-a krzywej przenikania,
Jezeli osis dwéch powierachni obrotowych sig
przecinsja, to krgywa ich praenikania moze byé wy-
snaczona za pomocg kul pomocniczysh o wspélnym $rod-

ku w punkoie przecigeia osi /metoda kul/.

¥ykreslmy np. pierwszy rzut krsywej przepikania
dwéch walcéw o osiach @ i 4 |, preecimmjgeycd sie
w punkeie ¢ /rys.395/. Przypuadmy, ze plmszczyzna

@ & jost réwnolegta do P . Rula jakekolwiok o
drodku O prgzscina oba waloe wedlug két, ktérych
plaszczyany sy prostopadle do P, , a wige ktérych
~ rauty sa prostemi, lgczacemi punkty przecigcia kon-
‘tura widzialnego kuli z konturami walodw. Punkty
wspélne obu koom sg wspélme obu walcom, a wige na-

Ty ST . Gun By e R,

GEONETRJA WIKRESLNA. Nr.173. Arkusz 40-ty.
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to oczywidcie punkty przeciéaia rzutéw obu kox.
Mosna Yatwo okazaé, #e rzutem kraywej przenikania
w tym przypadku jest hiperbola, dla ktérej rauty

osi walcéw sa 4rednicami sprzgzonemi,




=1 V=TDG ! -

RO0zZDZYAL XVII.

_O POWIERZCENIACHE OBROTOWICH.

§ 217, Pojécie ogélne o powierzchniach. Plasz-

czyzny styczne, styczne giéwne. Punkiy hiperbolicz-

nel paraboliczne i eliptyozne. Przez ruch proste]

utworzyé mozna oczywiscie tylko takie powierzchmnie,
na ktérych lezy nieskofczenie wiele prostych, jak
stozki, . walce, powierzchnie rozwijalne, hiperboloid
jednopowlokowy, paraboloid hiperboliczny, konoida
~ éruby, powierzchnip drubowa o ostrym gwincie i has
Wezyastkie te powierzchnie obejmujemy wspélng namwgy |

prostokreslnych. Stanowia one prazypadek szczegllny

porierzchni krzywokreslnych, utworzonych ogélnie

przez ruch krzywej plackiej lub_skoénej,'qué nie-~
gmiennej, bgdZ zmieniajacej swéj ksztatt w époséb
ciagly wedlug danego prawa,

Riech bédzie na powierzchni /z punkt-jakikol-
wiek 2~ . Polaosymy go z jakimkolwiek innym punkiem
5 tej powierzchni i zblizajmy 4~ do 7 na ja-
kiejkolwiek krzywe}, lezzcej na powierzchmi i iacza-
cej punkty ~ i 77, Granicé potozenia prestej /77,
gdy &7 zbliza sié nieograniozenie'do 7 , nagwieny

stycsng Z do powierzchni w pnnkoibifp. Jest to
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wigo prosta, majgca 2z powierzchnig dwa punkty
zjednoczone wspbélne. Kaida plaszezyzna, przecho-
dzaca.przeé styceng Z przetmie powierzchnié
wodlug kraywej plaskiej styczmej do ¢ w punkaie
zetkniécia =i

W kazdym punkcie 7 powierzehmi /7 istnieje
nieskofczenie wiele stycznych z, Ty ST albo-~
wiem w punkcie /~ przecina sié nieskodczenie wie-
le kraywych lezgoych na /7 , Dowiedziemy, Ze wszy-
stkie te styczne lezg w jednej ptaszczysnie, W sa-
mej rzecsy obierzmy dwie jakiekolwiek styczne w
punkcie Z : Z, Z; i poprowadimy plaszczyzng

Ts= f}ti . Przecina ona //  wedlug krzywej

styczne] zaréwno do 4 5‘j&k do Zz w tym samym
punkcie 72 . Punkt tem jest przeto punktem pod-
wéjnym /wegl. punktem odosobnionym krzywej prze-
oiécia i kazda prosta Za szém.lezaca-v piasz -
‘czyfnie T 1 przechodzgoa przez punkt <~ ma z tg
krzyws, a wigec 1 & powierazchnig dwa pﬁnkty zjedno-
omone wspélne; jest to viéo styczna do powierzchni
/l w punkcie A .

Ptaszczyzna ' , w ktérej lezg wszystkie
styczne do powierzchmi /7 w punkecie ~ , nazywa
sig plassozyzng styczng do /7 w tym punkcie. -
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Prosta prostopadla do 7" w punkcie 7 naszywa sig -
normalng do powierzchei w punkcie 2 ., -
2 posrdd stycznychk do powierzohnirl7 % punkoie

P wyréiniamy dwis, zwane styoznemi gkéwnemi,

ktére majg jus mie dwa, ale tray zjednoozome punk-
ty wspélne z kraywg przeciécia, e wiéc i z powierzch
nig /7; - Kazda 2 niéh:jest granicg pologenia
sieoznej, kidra 2zezy punkt podwéjﬁy_}’ 2 punktenm

F, lub /73 jednej z galézi krzywej przeoiéeia,_
gdy te punkty zblizajg sié niecgranioczenie do /7~ .
Razda piaszozyzna przechodzgca przez jedng z tych
stycznych przecina powierzchnié wediug krzYwéj, kté-
ra w punkcie Z ma punkt'przegiécia.

Styczne gidéwne mogg byé albo rzecszywiste i rézne
/punkt .}’.jest wtedy punktem podwéjnym krzywej
przeoiéoia{, albo rzeczywiste i zjednoczone /purkt

7 jest wtedy punktem zwrotu/, albo urojone sprzé—
zone /punkt 2 jest wtedy punktem odosobnionym
krzywej przeciéoia/. W pierwsgym przypadku punkt ~
nazywa sié punktem hiperbolicznym powierzchni, w

drugim - paraboliocgnym, w trzecim - punktem eliptycz-

nym, _
§ 218. Pojgcie ogélne o powierzchniach obroto-

wych.’ Réwnolezniki i poludniki. Jezeli krzywa ptaska
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lub skodna A& , sztywno zwigzama z prosta <« |,
obraca sig dokota niej, to powierzchmnia prsez ruch

kraywej & utworzona nazywa sig obrotowa . Prosta

¢ nazyws sig osig powierzchmi. Kazdy punkt ~
kreywaj tworzgcej A opisuje kolo, ktérego piasz-
czyzna jest prostopadla do osi <« 1 ktérego Srodek -

na niej lezy. Kolo to nazywamy réwnoleznikami.

Powierzchnie obrotows sa najpospolitsze z po-
wierzechni spotykamych w technice i w 2yociu codzien-
nym, %e wspomnimy tylko niezliczone ciala otrzymane
ne tokarmi i kole garmcarskim,

Ze sposobu, w jaki powstaje powierzchmnia obroto-
wa, wynika, Ze przez obrét dokota osi @ przesuwaé
sig ona bedzie sama w sobie, Ze zatem moZe ona po-
wstaé przez ruch obrotowy kazdej wykreslonej na niej
krzywej, ktéra przecina wszystkie réwnolezniki. -

% szozegélmnodci powst anie ona prezes obrét kraywej
przeciecia powierzchni ngSzozyznq przéchodnaca praes

o§. Krzywa take nazywa sig poludnikiem powierzchmi.-

Poniewaz przes obrét o 180° ptaszczyzna potudnika
powraca do swego polozenia pierwotnego, prsechodszac |
przez poloienie wszysikich innych poludnikéw, wigo
wszystkie poiudniki sg réwne i~kaidy z nich jest sy-

metryosny wzgledem osi.

"~ Pregez swojg 08 1 potudnik powisrschaia obrot owa
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jest wyzpaczona. Przez kazdy punkt powierzchmi
przechodzi jeden réwnoleinik i jeden poludnik;
przecinajg sié one pod katem prostym, gdyZ piasz-
czyzna kazdego poiudnika przecina kazdy rdéwnoleznik
prostokgtnie, _

Piaszozyzna stycsna do powierzchni obrotowej w
danym jej punkcia_f” jest jak zawsze, wyznaczona
przez dwie jakiekolwiek styczne do powierzchmi w
tym punkcie, a wiéc przes styoczng do réwnolesnika i
stycang do poludnika przechodzgcego przes punkt -,

Plaszczyszny siyoczne do powierzchni obretowej w
punktach jednego poludnika 8g prostopadle do ptasz-
czyzny tego potudnika, albowiem przechodzg przes
prostopadle do niej styczne do réwnoleidnika. Piasz-
cz&zny te powldozg walec, rzucajgey powierzohni§
obrotowq w kierunku prostopadtym do plaszczyzany po-
Yudnika,

Jezeli o8 jest prostopadla do B, to poludmik,
ktérego ptaszczyzna jest réwnolegla do 13 , nazywa
‘siépoludnikien gléwnym. Jest on komturem rzeczywis-

tym pionowym powierzchni obrotowej; konturem wi-
dzialnym pionowym jest réwny mu rzut pionowy tego
potudnika, '

Poniewas przez obrét dokola osi piaszczyzna

styczna do powierzchni obrotowej prazystanie do
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innej plaszozyzny styozmej, a punkt zetknigeia po-
zostanie na tym samym réwnolezmiku, wige:

Pinszozyzny styczne do powmierzchni obrotowsj

w punktach jednego rdwnoleinika powiéezg naogli

stozek obrotowy, ktérego osig jest @& , a tworzg-

comi 83 siyczme do poXudnikéw w punkéach priecie-

cia ich 2 tym réwmoleznikiem,

¥ dwéch wypadkach atoli stozek ten wyrodnieje:
1/ gdy styczna do poiudmika j@ét:rdwnolegla do
osi; wiedy plaszczysny styczme powidosg walec &
punkty zetkniéoia losg ma réwnolefmiku meximum
/réunik/ lub winimum /kolo ﬂzyjna/g'sa to kontury

raeczywiste posiome, réwns sressia konmturom wi-
dzialnym poziomym; 2/ gdy styczma do poiudnika
jest prostopadta do osi, wtedy pieszczyzny styczms
sg zjednoczone w plaszezydnie prostopadlej do

osi,

§ 219. Reguty punktu lezgcego na powierazchni

obrotowej. Zadanie. Powierzchnias obrotowa jest da-

na preesz rzut posiomy osi prostopadlcj do 5 ,

orags przet rzubt plonowy poludnika gidéwnego /kontur

pionowy/. Majge jeden rzut punktu lezgoego ma po-

wierzchni wyznaczyé rzut drugi. Fiech -A7I/rys,
397/ bedzie rzutem pionowym poitudnika gldéwnego,
a’'a” rsutami osi obrotu; préce tego dany jest
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jeden rzut, np. P” punktu # , lezacego na po-
wierzchni. Przez P” poprowadimy réwnolegis do
A1z -

: bec’ule to rzut p:tonowy réwnolezmka 7z

przechodzgcego przez ~ . Odeimek A M" jsst pro-
mieniem tego réwnoleznika; jezell przeto z punktu .

@’ zekre§limy tym promieniem koo, to otrzymamy
rzut pozid'my réwnoleznika #7¢ . Linja rzgdnych
punktu P’ wyznacza na #¢ dwa punkty Pl 2
kt6re s poziomemi rzutami punkiéw powierzchni, ma-
.Jaoych 27 zm rzut piomowy. Gdyby dany byl rzut
pogiomy 2  punktu powierzchmi, a nalezaio znalesd
rzat piomowy 2~ , to obrdciwsay 7’ dokota 2’
do potozenia Z; i wyznaczywszy <, mna poludniku
gtéwanym, kreélimy.rznt pionowy réwnoleznika /22 ,
na ktérym linja rzédnych panktu #~ wyznaczy punkti
P

Plaszczyzna styczua S do povneuchnl w tak Wy -

gnaozonym jej punkeie 7 bedzie okreslona ‘przez
prosta posiomg A oraz prostsg na;mekszego spadku

P s przechodza,ce przez punkt £ ; /9 jest stycz-
ng do m’ , /J” jost réwnolegia, do osi 72 .

o lm PTMS ; aby znaleif 2"
punktu 7 do przystania 2 poludnik'iem giéwnym 1

, obracamy poludnik

i
w nowem poozeniu punktu Z prowadzimy do nlego

~qtyczna, punkt jej przeciqcla O g osig &
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przy obrocie pozostaje besz ruchu, zatem O”F"=r2”

81ad poziomy I/ plaszczyzny styczne.j ,«51=/WZ beg-

dzie styczny do kota, sakreélonego w plaszczyinie
P, prsez slad .S, prostej 02 i réwnolegly do

2

§ 220. Punkty przebicia powierzchni obrotoweL

prostg.Zadanie. Wyznacayé punkiy przebicia danej po-
wierzchni obrotowej prostg 4'4” . Niechaj po-

wierzohnia obrotowa bedzie dana za pomocs osi @ &~
i poxudnika gtéwnego £ "/ rys.397/. Wysnaczmy rzut
pionowy krzywej, wedlug kitdrej plaszozysna B, rau-
oajgos posiomo prosta & prsecina powierzohnig. -
Reut poziomy tej krzywej prsystaje do sladu poziome-
go plaszcsyzny B t.j. do 5" biorac na &’ réime
punkty Q' , gnajdziemy ma zasadzie poprzedniego
artykutu punkty @ nalezace do ssukanego piomowego
rzutu krsywej praecigeia. Rozwia,zanie zadania znacs-
nie gostanie utatwione dzigki symetrji krzywe) prze-
cigoia; oéiq tej symetrji jest prosta C przeoiécia
plaszdzyzny B, , % ptaszcsyzng ' , prazechodsacs
przez oé prostopadle do B,. Rsut pionowy /7 punk-
tu /7 , ktérego pogiomy rzut 5’z 3% bedzie
najwyiszym lub najniZsgym punktem krzywej, w kté-
rym styczna jest rdunolegla do £ , a jej rsut
pionowy réwnolegly do J/z ; w pnnktaoh Y e
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réwnika styczne bédq prostopadle do 472. Styczne
w innym jakimkolwiek punkcie & krzywsj przecié—
cia znajdziemy jako przaciécie pteszcayzny 5,
z piaszoeasyzng styczng do powierzchni w punkcie Q;
rzul pionowy tej stycznej otrzymamy prmez polacze-
nie punktu ®” z rzutem pionowym punktu, w ktérym
5’ przeéina §lad ¢, plaszceyzny stycznej do
powierzchni w punkcie & . Rzuty pionowe punktdw
przebicia = D powierzchni prosts 2 béda,
punktemi, w ktérych A" przecina razut piondwy krzy-
wej przeciécia; rzuty poziome tych punkiéw wyznaczo-
ne zostang na 4’ praes 1inj§ rzédnyoh punktéw 7
S ' |

§ 221. Przeoiécie powierzchni obrotowej piassz-

ozyzng styozng., Zadanis.

Powierzchnig utworzong przez obrét kota dokoia

prostej zewngtrznej lezgcej w jego plasaczyfnie, -

przecigé plaszozyang styczng do. tej powierzschni w

danym jej punkcie hiperboliczmym A'A” . Wysnaceyé

styczne giéwue w punkcie # . Poludmikiem tej po-

wierzchni zwanej pierscieniem kolowym sg dwa koka

O i 0, , symetryczne wzglgdem osi ﬂrﬂzl/rys.398/.
Niechaj o @’&” bedzie prostopadta do 2 i nie-
chaj dany bedzie rzut poziomy 2 punktu 4 , lezg-

6620 na powierschni, znajdziemy 4~ i wyzneczmy 1i-

-
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njé poziomg 272" illinjé najwiékszego spadku 2222’
orag dlady o i 7. plassczyzay styosmej ~7¢ . Za-
uwazng.przedowazystkioh, 2e 72 jest osig symetrji
krzywej; dziéki czemn 20§ jest osigq symetrji pros-
tokatnej, a 22" osig symetrji ukoénej rzutéw krzy-
wej przeciéoig. Kazdemu pumktowi i stycznej krsywej .
przeciéoia odpowie przeto punkt i styoczna symetrycz-
na. Obrawszy dowolnie rzut poziomy 272’ réwnoleznika
77t i znalazlszy jego rzuty pionowe 72" i m2 ", wy-
znaczymy odrazu 4 punkty krzywej przeciécia My M,
M* 1 M", jako punkty, w ktérych réwnolezniki 22
i ﬁ”}'przecinaja plaszczyzné styczng . 7: ., Stycz-
ne w tych punktach béda prostemi, w ktérych plassz-
ozyzny styczne do pierdciemia prsecinajg piasaczys-
ng J,7:; . Dla szybkiego wykredlenia rzutéw krzywej
szczegélnie pomocne béda punkty 7 i & , ktére
lezg na osi symetrji, punkty 3, 4,3 i 6 | lesa-
ce w ptaszogyfmie poludmika gléwnego, punkty 7, d,
g i 70 , leigoce w plaszcsyinie réwnika oraz
punkty 77 i 72 1leigce na najnizsaym réwnol et -
niku. Styczne w punktach 7, 2, 77 i 72 sg linja-
‘mi poziomemi plaszczyzny I, I rzuty'poziome
stycznyoh w punktach 7, £, ¢ i 70 sg styczne-

mi do réwnika wzglednie do kola szyjnego; wreszcie
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rauty pionowe stycznych w punktach 3, 2o IANG
8a styosnemi do pcludnika gicéwnego. Styczne do obu
gatazi krzywsj, przecinajyoych sig w punkcie pod-

wéinym < A7 ag styozmemi gléwnemi.

o e sl



§1.
§ 2.

L
§ 4.
§ 8.
§ 6.
§ 7.

§ 8.

§ o.

$ 10,
§ 11.

- 640 -

SPIS TRESCI.

¥STEP.

Wstep .

Elementy niewltagciwe .

czgéd L,

Rzuty prostoksgtne.

Rozdzisl XI. Punkt, prosta i piaszczyzna,

Rzuty punktdw wiasciwyeh .

Rzuty prostej . . o e U A
Rzuty punktu, lsZgcego na prostej denej
S1ady prostej . o e e
Punkty w ktérych prosta przebija ptasz-
cayzny dwusieczne , .

Polozenia szozegélne prostych wzglédem
ptaszezyzr rauiéw . . B et
Hzglédne poXozenie dwéch prostych

w przestrzeni .

Odwzorowanie plaszczyzny zapomocg Sladdéw

Polozenia szczegblne plaszcayzn wzgledem
' Sl

piaszezyzn rzutéw 2

str.

)

. 14

18

.9
. &1
. 23

. R

30

§ 12. Rzuty prostej lezgcej w danei plaszczysniedd



- 641 -

§ 13. Rauty punktu lezgoego w danej plaszozyinie 38
| §_l4. Slady plaszozysny ‘praechodzgce] prres
dane proste i punkty . . . . . . . SR RIth.
§ 15. Prosta przeciécia.didoh~p1aszozyzn e e AR
§ 16. Punkt przebicia plaszcsyany prosta . . . . 49
§ 17. Proste i plaszczyzny prostopadte . . . . . 50
| Rozdzial II. Zmiana plassosysn rautéw.

§ 18, Rzut punktu na plaszozyzne prostopadlq
do, 57 30D B i B ah ek B e EiA Mty hr e
§ 19. Rzut proate; i §1ad ptaszozysny na nowej
plaszoayZnie rzutéw prostopadlej do 77 -

el B v S e e S T S R,
§ 2o. Plaszciyzny rzutéw bocgne . . . . . . . . .6l
§ 21. Rzuty punktu na dowolng plaszozyzme .. . . .64
§ 22. Rzuty wielodSociandéw ., . . . . . . . . . .. .67
§ 23. Zastoaowanie'zmiiny plaszozyza rzutéw do

zadad miarowych . . . . . . .4 . . . . . 73

Rozdzial TII. Obroty i kiady.
§ 24. Ruch obrotowy . . . . . .. 3 v T A
§ 25. Obrét figury dokola“ogi prostopadlej do

do jednej z plaszozyzn rzutéw .. . . . . . B8l

- § 26. zastosowanie do zadag niarowych obrotu.
figur dokota osi prostopadle; do Zlub do 2 83

R G Gy APS GRS G S G G G G Sw Gk I G Gn AN

CEOMETRJA WYKRESLNA | Arkusz 41-szy.



- 642 -

§ 27. Obr6t figury dokola prostej jakiejkolwiek 86

§ 28, Klady plaszozyzn . . . . . . . . . . . . . 89
& 29. Znstosowanie ktadéw do zadafi miarowych . . 94
§ 30. Krady figur paskich . . . . . . . ... . 97
§ 31. Powinowactwo geometryeczme. . . . . . . . .100

Rozdzial IV, Przesuwanie réwnolegle osi rzutdw

§ 32. Przesuwanie figur w kierunku prostopadiym
do I plaszozyznj dwusieoznej . . . . . . .105

§ 33. Odwzorowanie elementéw geometryoznych

8 pominigoiem os8i rzutéw . . . . . . . . ,107
el SR u Tl S G P e Sy e R e o o]
VERTNEEA VE Vb R DI R S RS R ) e SIS L T
REDee ZRAdARTR b, | o [ T AL R e SO R e e
SeATs chadanda s 7 o0 eI S S S e L
TR PN DTG e G R S Pl T P T 1
$ 39. Zadanie miarowe . . . . . . . . ., . .. 0115‘
DEd0.. Zadande U0 SO AR R e
OB TN T R O RS R e A I B I 1
§ 42. Kyt dwuscienny dwéch plaszozyzn damych . ,120
SRS CZadania- o R R AR R T R AR
RLAL, Zadente T, e D R DR T T Led

__0zgs¢ 11

Ak e o nometria,

Roadzial V. Aksononetr;a prostokstna.
§ 45. 2alety i wady rzutéw prostokgtnyeh . . . ,126




§ 51.
§ 52,

§ 93,
§ 54,

§ 57.
§ 58,

§ 59.
& 60.
§ 61.
§ 62,
§ 3.

§ 64,

- 643 -

. Istota aksonogetrj%‘.', ST T i b e S N
. Twierdzenie Polke'go . . . . . . . . . . 129

. Aksonometrje ukoéne ogélne . . . . . . . 130
. Aksonometrje specjalne . . . . . . . . . 132

. Zwiggzek aksonometrji»proetokatnej z metodsg

reutéw prostokgtnyeh . . . . . . . .,. . 133
Tr6jkat dladéw i rauly osiowe . . . . . . 136
Rzuty odcinka danej dlugosci, leZacego na
osiach spélrzédnych RO IR IR SR < ST oo Ly <.
Podzialki katowe . . . . . . . . . . . . .142
Wykredlenie rzutu aksonometrycznego figury,
ktérej rzuty prostokgtne B3 dame . . . . .144

R . Harunki korzystnego wrazenia r*s akso-~
§ 56,

nome ryczhego 146

Rzut izometryczny . o o 148

Rozdzial VI. Rauly nkoane

Odwzorowanie punktu . . . . . . . . . . . 193
Raut ukéény figury, ktérej razuty prosto-

| . . 156
Pergpektywa wojskowa . . . . . . . . . , 156

e e LA
Pierwsza i druga plaszczyzna rzutéw . . . 159

katne s3 dane . . . . . . . . .
Tréjkat rautowy .

Przeniesienie réwnolegte osi. . . . . . . 161
Zwigzek rzutéw ukosénych danej figury

z jej rzutami prostokgtnemi . . . . . 162

Zadania pozosenia . ss it ane vLGE



- 644 -
§ 65. Zadenie miarowe . . . ... . .. ... . .165

§ 66. Proste i ptaszczyzny prostopadle . . . . 170

Rozdzial_VII.-Przeoiecia i przenikania

wielosoiantw.

§ 67. Prazebicie wielossianu prosts . . . . . . .174
§ 68. ¥#sajemne przenikanie dwéoh wielosciamnéw. 176
§ €9. Przenikanie szedcianu i osmiodcianu,
foremnego o osiach wzajemnie réwnoleglych 176
§ 70. Przenikanie dwéoh ostrostupéw . . . . . . 178
§ 71. Przenikanie dwéch gr#niastoslupdw 1lub |
ostroslupa z graniastostupem . . . . . . .183
§ 72, Przecchie wielo$cianu piaszczyzng .
jakakelmiex, | . o T n o onl SLUT T eh
§ 73. Rozwinigoie powierzohni graniastoslupa . .187
§ 74. Przecigoie ostroslupa ptaszozyzng . . . . 191
§ 75. Préikaty Desargues'a . . .. . . . . . . .192
§ 76. Kolineacja drodkowa . . . . I G | L
§ 77. Plgury homologiczne jako rzuty srodkowe
' tej samej fig. ptask. z dwéch punktéw na
té samg plaszezyzme . . . . . . . . . . . 190
§ 78. Wysnaczenie kolineacji . . . . . . ., . .196.
§ 79. Proste wzajemne . . . . . . . . . . . . . 198,
§ 80. Rzut s$rodkowy i klad figury ptaskiej . . .200 !



645 -

czESS 1II.
Perasapektywa.

Rozdzial VIII. Prosta, punkt i plaszozyzna,
§ 81, Punkt gléwny i koo oddalenia . . . . . . .204
§ 82. Promienie i plaszozyzny rzucajgoe , . . . ,200
§ 83. Rezut Srodkowy punktu i prostej . . . . . . 208
$ 84. Odwzorowanie prostej zapomoca jej $ladu

i1 punktu zbiegu ... . ... Lol Lo, L LR2L0
§ 85, Odwzorowanie punktu . . . . . . . . . ., . .,212
§ 86. 0dwzorowanise plasscEyzny zapomoog jej Sladu

i proste] zblegn o ... 2ty Sl L ok b aWeRdsd
Rozdzial IX. Zagadnienia poloZenia.

§ 87. Proste lezgce w danej plaszozyémie. . . . .217
§ 88, Prosta przeoiéoia dwéoh plaszocezyzn danyoh 217
§ 89. Punkt przebicia plaszezyzny prosty . . . . 218
§ 90. Proste przecinajgce sié T Y s TR e SR
§ 91. Proste réwnolegte . . . . . . . . . . . . .22
§ 92. Proste i plaszoezyany rdinolegle I i ¢ L

§ 93. Pilaszczyzny réwnolegle . . . . . . . . . . 222
8104, BRARNLE. - % b e e O R e
r05. Zadande . ;. o o A e
§7 96 - Zadanie U7, L o EL NI S NS R et
/9%, Zadanie . . ...V et SRR O R

§96. Zadamie . . .. ......... CitqnEes



§ 99.

§ 100.

§ 101.

§ 102.
§ 103.

§ 104.

§ 105.
§ 106.
§ 107.
§ 108,
§ 109,

§ 110.
§ 111,
§ 112,
§ 113,

§ 114,

- 646 -~

Rozdzial X, Zagadnienie miarowe.

Ktady figur lezgcych w plaszczyfnie

25
o

rEUCAJE00J . . . . - . . . . . .
Ktady figur lezgcych w ptaszczyZnie
jakieikolutek « sidh ulibia it A AL B
Zadania miarowe, dotyczace figur lezacych

w dane} plaszozyinie $R AT Rl L aal
Zadanie plaskie zasadnioze,dotyczgce katéw 232
Zadanié plaskie zasadnicze,dotyoczace

odocinkéw., Punkty miarowe. . . . . . . . . .237
Zastosowanie powinowactwa do wyznaczenia
punktn przeciéoia prostych, ktérych

rzuty przecinajg aié pod matym kgtem . . ., 244

Proste i plaszozyzny prostopadle. Zadania 245
Katy dwuéoiemne. Zadanie. . . . . . . . . .248
Kgqt prostej z ptaszczyzng. Zadanie, , . . .249
Odlegtoséé prostych skodmych . . . . . . . .249
Zastosowanie. drdanie, . i novl o S s o
Rozdziat XI. Perspektywa stosowans.

Stosek i kolo wyraZnego widzenia . . .. , . 2D4
Wybér kota oddalenia . . . . . . . . . . . 285

Linja przysiemna, horyzoht,punkty,oddalenia2562
Perspektywa figury, ktérej rzuty :
proatokgtne sg dane . . . . . . . R -
Punkty zredukowane . . . . . . ... . . . 26}



UL 647 -

c2E8¢ 1v.

Krzywe ,stozki i powierzcechni e

drugileego gstopnia,

Rozdziat XII. Szeregi i paki rzutowe;

§ 115, Okreélenie geometrji rzutowej. . . . . . .264
§ 116. Geometrja rzutowa plaska i geometrja
rzutowa wiggki . . . . . ... . . .. .. .266
§ 117. Dwoistosé w geometrji przestrzeni., . . . .267
$ 118, Dwoistodé w geometrji ﬁlaskiej'i W geo-
_ MOt TIE  WLABEE T L v i e v Riges
§ 119. Dwustosunek 4 punktéw jednej prostej . . .269
§ 120. Grupy harmeniczne punktéw . . . . . . . . 275
§ 121. Dwustosunek 4 promieni, wychodzgoych
, 2z jednego pumktu S A S A i Rt
§ 122, Grupy bharmoniczne premiemi . . . . . . . .280
§ 123. Twierdgenie . . . . . . ., . ., . . . .. ., 282

§ 124, Wlasrosci harmoniczne czworoboku

i czworokata zupelnego : . . . . . ... . .283
§ 125, Czwérki perspektywiosne . . ., . . . . . . 288
§ 126, Szeregi i peki perspektywiozne S Sl e 200
§ 127, Cawérki 1 sseregi rzutowe . . . . . . . ., 295
§.228, Twiexdgenie . Lol . bt st b ol s gog
§ 129. Wyznaczenie elementéw odpowiednich dwsch

rzutewych szeregéw, albo pekdw, albo

szeregu i pekn . . . . . . . RSN

L e SR Tk e SR, -



§ 130.
§ 131.

§ 132.
§ 133,
§ 134,
§ 138,

§ 138.

§ 137.
§ 138,

§ 139,

§ 140.

- 648 -

- Zasatosowanie . . . . . . . . .. SRR ]

Sgeregi rzutowe na wspélnej podstawie,

i peki rzutowe o wapélnym wierzcholku 317

Blementy podwéjne . . . . . . s, B1D
Zastosowanie . . . . . . W . 43R0
Szeregi i peki inwolnoyjne o T 1y P 326
#itasnodol inwolusyjne osworokata

i csworoboku gupelnego . . . . . . . . . 330
Zastosowanie kola Steinera do wyznacze-
nia elementéw sprzézonyoh i podwéjnyoch
danej imwoluweji . . . . . . . . . . L URe#3950
Inwolucja hiperbolioszna, parabeliczna

I eliptyoRna ' . . . W e e ki 341
Inny spoaéb wyznaczenia elementéw
sprzgzonyoch i pedwdjnyoh inwolucji . . .345
Punkty i proste urejone . . . . . . . . 352
Proste jednorodne i punkty kolowe . . . 356

Rogdzia2 XTIT, Kolineacja i biegunowosd.

§ 141

¢ 142,
'§ 143,
§ 144,
§ 145,
§ 1486,

Perspektywicznodé 2-ch ukladéw plaskioch 356~
Kolineacja drodkowa 2-ch uktadéw ptask. 358

‘Kelinecacja og6lna dwéoch uk2adéw ptaskioch365

Korelacja dwéch uk2adéw ptaskioh . . . .367
Uklad biegunowy . . . . . . i g 24368
Punkty i proste sprsezemne . . . . . . . 372

B LT B L o I o Sty e



e ¢
=
S
(90

§ 149,
§ 150.
§ 151.
§ 152,
- § 183,

§ 154.
§ 155,
§ 156,
§ 157,

§ 158,
§ 159,
§ 160.
§ 161,

§ 162.

§ 163,
§ 164,

- 649 -

Préjkaty biegunewe . . . . . . . . . 7
. Uktady biegunowe jadnostajne i
i niejednostajne, . . . .. . . . . .
Okreslenie stozkowych ., . . . . . . .

Stozkowe urojone i rzéozywiste el

Stozkowe zwyrodn1ale U T o A

Proste zewngirzne, sieczne i stycane .

Punkty wewngtrsne, punkty zewnetrane
i punkty lezgce na stozkowej . .

Metoda biegonowych wzajemnyoh . . . .

Tray rodzaje stotkewysh . . . . . . .

Srodek, Srednioca, asymptoty .
Wlasnodoi harmonicazne bieguna
i biegunowej . . .

Osie 1 wierzchoitki . .

Koto jako stozkowa . . . . . . . . .. o

Hiperbola réwnobeczna. .

Cazworekyt zupeiny wpisany w stozkowsy,

i osworobok zupelny opisany na stozkowej402

Wyznaczenie bieguna‘i biegunowej
wzgledem wykredlonej stozkowej .

Twierdzenie . .

Stozkowa rzeozywiata'jako rsut kola .

406

. 409
. 410



§ 1685,
§ 166.
§ 167.
¢ 168,
§ 169.

8§ 170.
§ 171.

U S B B

172.
173,
174,
175.
§ 176,
8§ 177,
§ 178,
§ 179,
§ 180,
§ 161,
§ 182,

Zast o ONBAT AL oy L b it b R T S AT

Stozki drugiego stopmia. . . . . . . . .422
Osie i przecigcia kolowe stozka drugiego

SEOpD G et W00 T BT Dt P e b e e v
Czworokat wpisany w stogkowg i czworo-

bok opisany na niej wzajemnie biegunowe 430
Stozkowa rzeczywista, jako miejsce

punktdéw przecigcia prostych odpowiednich
dwéch punktéw rzutowyeh . . . . . . . . 432
Zastosowanie, . . . . . . . . . . . . .. 439
Stozkowa rzeczywista, jako obwiednia

progtych 1jcagcych punkty odpowiednie

dwéch szeregdéw rzutowycsh . . . . . . . 441
Zastogowanie . . . .. .o WL a0 . L4489
Twierdzenie Pascala . . . . . . . . . . 482

Twisrdzenie odwrotne i'jego zastosowanied 57
Twierdgenie Brianchona . . . . . . . . .459

Twierdzenis odwrotne i jego zastosowanied63

Twierdzenie Stavdta . . . . . . . . . . 465
ZadBaial im0 Sl gl o SO L dib PR ri e FRRE A
AROBAIR il T SR T s s et LeE )
ZEganTet st e, e Nt AT SN e S
AN 1 Gl RN b R S R It R O A b

Wlasnosci ogniskowe stozkowych. . . . . 480



§ 183,
§ 184,

€ 183,

§ 186.

L I~ A R v

e

§ 193.
% 194,
§ 195.
§ 196,
§ 197,

b, i i

187.
188.
189,
190.

191,
§ 192,

- 601 -
Twierdsenie Desargues'a . . . . . . . . . 493
Zagadnienia 2-go stopnia . . . . . . . . .406
Rozdzia? XIV. Powierzchnie drugiego stopnia
Kolineacja érodkowa dwéch ukladdiw
praestrdennyoh T, U E R e L Dl
Kolineacja ogélna dwéch ukiadiw
przestrzennyeh . . . . . . . . . . . . . .9503
Korelacja dwéoh ukladéw przestrzemnych . .505
Uktad biegunowy przestrzemny . . . . . . .9306
Czworosciany biegunowe . . . . . . . . . .910
Trzy rodzaje uktadéw biegunowyoh 5
przestrzennych . . . . . . . . . .. . . 9Ol1
Powierschnia drugiego stopnia . . . . . 017
$rodek, drednice, osie, stozek asympto-
ey L T o e A R R
Klasyfikacja powierzochni drugisgo stopnia 527
Powierzochnie urojone . . s s . . . 027
Powierzchnie krzywokreélne‘. T ey B AChR R
Powierachnie prostokreslne . . . . . . . .034
‘Powierzehnie drugiego stopnia awyrodniale 543



- 692 -

czEt v,

Krzywe 1 powiergchnie w o g.d 1=

nosoc i,

_Rozdzia? XV. Kraywe plaskie.

§ 198, Krsywa plaska jako miejsce i jako

obwiednia ', %", U e S A R B8 57 -2, ¢
§ 199. Kele krzywisgny . . . . . . . .. .. . . 554
§ 200, EBwoluta i ewolwenta . . . . . . . . . . .561
§ 201. Ewolwenta koa . . . . . . .. ... . . 568
0o R 1 5 A P B LY g i e BT G
203. Gyl dilyon 15, o mALp e i s RS T
204, Bpioykloidy i hypooykloidy . . . . . . . 582
200. Elipsa jako hypooykloida . . . . . . . . 982
206, Wysnacsenie oai elipsy . . . . . . . . . 586

UN R DY Sh B Oy b

207, §rodkiikrsyvizny elipsy w jej :
~ wierschotkach . . . . . .. ...... 588

Rozdzial XVI.'Krzywe'skoéne.

208. Kraywe skoéme . . . . . . . ...... 592
209. Krzywizna i skrgcenie krzywych skodnych 595
210. Rormalne g2éwna i binormalna . . . . . . 597
211, Powierschnie rosgwijalme ., . . . . . . . .598
212, Linja érubowa . . . . . . ..., . .. . .603

N

R W A



§ 213,
§ 214,
§ 215,

§ 216.

- § 217,

§ 218
§1219.
§ 220.

§ 2%1.

- 653 -

Zadanie o L g L . . .610

JZAGANTE. L ik s v b e e SSRGS AT

Konoida sruby i powierschnia Srubowa
o ostrym gwinocie . . . .. ... . .. . 615
Krzywa przenikania dwlch powierzchmi 619

Rozdzial XVII; 0 powierzchniach obrotowysh,

Pojgoie ogélne o powierschmniach. - 8237.
Praszozyzny styozne, styczne giéwne,

Punkty hiperbolioszns, paréﬁoliozne |

i eliptyozne Nk e RE SN i et PR MO
Pojéoie ogélne o powierzchnisach i
obrotowych. Réwnolesniki i potudniki. .629

Rzuty punktu lezgcego na powierzchni 2

632
obrotowsj . . >
Punkty przebicia powierzchni obrotowej
prosts . S & B35
Przeciqoie powiserzchni obrotowej

placzosyezny styogng . . . ., . .. . .636.,.

e S

Y- T --".\fEJ P'

wbotnicze §
_y




	sggw23 - 0592
	sggw23 - 0593
	sggw23 - 0594
	sggw23 - 0595
	sggw23 - 0596
	sggw23 - 0597
	sggw23 - 0598
	sggw23 - 0599
	sggw23 - 0600
	sggw23 - 0601
	sggw23 - 0602
	sggw23 - 0603
	sggw23 - 0604
	sggw23 - 0605
	sggw23 - 0606
	sggw23 - 0607
	sggw23 - 0608
	sggw23 - 0609
	sggw23 - 0610
	sggw23 - 0611
	sggw23 - 0612
	sggw23 - 0613
	sggw23 - 0614
	sggw23 - 0615
	sggw23 - 0616
	sggw23 - 0617
	sggw23 - 0618
	sggw23 - 0619
	sggw23 - 0620
	sggw23 - 0621
	sggw23 - 0622
	sggw23 - 0623
	sggw23 - 0624
	sggw23 - 0625
	sggw23 - 0626
	sggw23 - 0627
	sggw23 - 0628
	sggw23 - 0629
	sggw23 - 0630
	sggw23 - 0631
	sggw23 - 0632
	sggw23 - 0633
	sggw23 - 0634
	sggw23 - 0635
	sggw23 - 0636
	sggw23 - 0637
	sggw23 - 0638
	sggw23 - 0639
	sggw23 - 0640
	sggw23 - 0641
	sggw23 - 0642
	sggw23 - 0643
	sggw23 - 0644
	sggw23 - 0645
	sggw23 - 0646
	sggw23 - 0647
	sggw23 - 0648
	sggw23 - 0649
	sggw23 - 0650
	sggw23 - 0651
	sggw23 - 0652
	sggw23 - 0653

