LB =

Prezesr dany‘pimkt‘; AA* prowadzimy plaszczygné
prostopadlg do «'2“ , wysnsozamy jej punkt pree-
bicia prosta a'a’ § 2aczymy ten punkt z punktem
ArB o,

ROZDZI L i STy

ZMIANA PLASZCZYZE Rzu10w.

§18 RZUT PUNKTU N& PLASZCZYZNE PROSTOPADLA
DO 7 LUB ~ .

Nie:az bywa uzyteceznym rzut figury s piasz -
orysng rétng od B 1 2 Czesto sig sdarsa np.
ze niektére proste i plaszcryzny figury ssg proa-
topadte do jedmej lub do obu ptasezczyzn rzutiw,
dzigki cremu rzuty niektéryon prostych sg zjedno-
ozone, Wprawdgie rruty tak polozonej w prrestrze-
ni figury zwykle latwiej mogg byé wykreslane; tym
trudniej zato wyobrazié sobie figur§ na podstawie
- tych rzutéw, Z drugiej znéw stromy, liozne zs&gad -
nienéa geometrji przestrzeni latwo mogg byé roz-
wiaz8no wykredlnie, gdy pewne czedci figury zajmg
azczegélne potozenie wzglédem plasycéyzn rzut 6w,
gdy np. pewna plassczyzna figury przystaje do jed-
nuj 2 ptaszozyen rzuléw lub jest do niej réwnoleg-
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*a, albo gdy pewna prosta jest do jednsj z tych
plaszcezyzn prostopadta, W jesdnym i drugim preypadkv
pozidanem jest rnalezienie rzutu figury na nowg
| pkaszczyzné rrutéw, majgcy wzglédem tej figury
pewre potozenie szczegélne. Poniewaz kazdg figureg
- uwasadé mozemy 78 zbiér punktdéw polgozonyoch prostemi
i ptaszezyznami, wystarcsy zatem umieé znalezé
rzut jednego punktu na nowg plaszczyzné rzutdw,
Jak 7zobaczymy niebawem, mozna sié'przytem ograni -
czyé do piaszozyzn prostopadiych do &7 1lub /7.
Niecha] bédq dwie plaszezyrny rrutéw 2 i 4%
/Rys.59/, ich prosta przociécia, czyli oé rzutoéw
oznaczymy ;. ; jedng ktérgkolwiek z dwéch czgsoci,
| na ktérej o8 L2 dezieli
kazdg =z tych plaszczyszn

uwazad bedziemy za dodat -
nig, oznacsajaoc jg + R
lub *%% . Wiech bedzie
punkt prrzesatrzeni A ,

Rys. 59

ktérego rzuty oznaczymy
jak zwykle A i A” ; rzedne tego punktu bedg
H,zﬁli A, A"; kaida z nich uwazaé bedziemy za
dodatnig, gdy lezy na dodatniej pélplaszozyinie
reutéw; w przeciwnym razis uwaiaé ja'bédzieny za
ujemns,

E e S g



- 06 -

Niech bedzie teraz mowa plaszozyzna rzubéw /3
pzostopadla do /7 ; jej élad pierwszy ozmmozymy.j

i nazwiexy krétko nowg osia. Degieli ona plaszosyz-

ne /5 npa dwie ozgdoi; ognacwmy prrez *53 te z
nich, ktéra lezy po tej samej stromie /7 , co *&2
z punktu 4/ spusémy prostopadls na plaszozyzng 53
jej spodek /A“ nazwiemy trzecim rrutem punktu Z
Jest oczywiste, ze A, A=A, A" i e ta réwnodé
jest prawdziwa nietylko co do wartofci bezwzgledne
ale i oo do znaku, Prrytem zaréwno 4,4 jak i /4
jest L do r3 ., Obréémy teraz /3 dokola s tak,
aby ta plaszozyzna preystata do /~ ; badzie to
mozliwe dwoma sposobami; po tej stromie nowej osi,
po ktérej upadnie +A) =rébmy napis, 3 ; bedzie
to strona dodatnich trzecich rzédnych./Ryscﬁo, 8L,

62, 63/, Oozywifcie przeciwna strona nowsj osi bg-

Vi - dzie prreznaczona
©
S dla dodatrich pierw-
&\ :
ik szych rzadnyoll wrgle-
!
A S dem nowoj osi; moze-
1 -

et RN my wige tutaj umied-

r3
cié napis,,7 ,Umieds.

e
SN
N \\
Lo
.
(3 ] \\

py réwanief napicy 7
2,

1 < pe chu stronaseh

Y
\’\J
s
o
S

dawnagi rai A7,
v
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Aby mna-lesd trreci rzut punktu 4

rzut pierwszy A7 i drugi i

punktu #° spuscié prostopedls

7% 1 na tej prostopadlej od

sia jej z nowg osig odmiersyd
HII ‘
RARCY e
l'l '.‘\ ’/J’
ge | '/(.l*f‘??/g
| bers \
R
2 o 4
7 A,
3
ﬁ9¢154
_///v"\ H,j
= —-’I’///‘ \
o~ &
A% E \
3 |H/z \\\
—
‘ \
]
T
| i
v a”
Rys 64
zeli ten punkt ansjduje

<

, ktérego
g3 dans, nalezy 7

17?13 na nowg Os

punktu 772 prrecie-
d

ao do wielkoseci 1 -

co'do gznaku odcinek
ﬁ/;?H”/ =H/2 ﬂ/;
przyten kazdy =—tyoh

z'tych odcinkdéw bg-
driemy uwazali ze
dodatni, jezeli

punkt 77,

A" vedzie sie rnajdc-

wrglodnie.

nal po tej stromnie
odpowiednisej osi, po
kt6rej znmjduje sig
3 wegl., R

~ 73 Ujemnny W prre-

napis

ciwnyn razia.
Rysunki 60, 61, 62
i 63 przedstswiaja
wrkresienat rraciegd
rzutn paskia

. 1 tie

gie W, LTI Inbeas
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éwiartce.

Zupelnie tak sauo postépowaé béd?iemy, Jezeli
nowa piaszorzy~na rzuldéw 11?; de'rle p;ostouadla dc
Y I Oznaczmy znowu nvﬂez +/3 te ozedé plasrerys-

ny & ,.kiéra
=y ' znajduje sig po

tej samej strcuie

\ pleszeryrny 5 oo

/ﬁxﬁb *£) . Umiedémy
=

---_--...’.--.‘.-—{r
5 8
Xy

PR L napis,,J” po taj

\

N

gtronie nowaj osi
Rys 63, Azs , po ktérej
ma upasé +F3: be-

R
w
Co

2L dzie to stroma do-.
' —““ 3 »~
: “‘“%;‘ datnich trzecirch
4 i R -
: / g rzgdnych, oczywid -
2 pla 4
/ cle strona prre-

TN
i / Oiwni,bedzie przes.
i / naczon® dla dodat-
LA nich drugich rzed-
Rys. 64. nych wzgledem no-
wej osi. Aby wyzna.
bZYé trzeci rzut punktu gunktu 4 |, spusémy 2z
pusktn /7 prostopedls A /z2s na nowa of i na tej

prostopadlej od punktu Aas prrecigeia jej z nowsg



0s8ig odmierzmy co do wartosci bezwzglédnej i co do
znaia odcinek Ay A = A4

Dwa rzuty 447 lub 4A°A” tak samo dobrze wy~na-
czajg punkt # , jak dwa rzuty A A2’ . Jeden 7 dwéch
danych rzutéw punktu 4 rastepujeny w ten sposéb
przez nowy rzut, podezas gdy inny porostaje niezmie-.
niony. :

Ayrnaczenie unowcge rzutu odbywa sié'przeto wedlug
nastépujacej reguly. |

Aby otrzymad nowy rzut punktu, spuszczamy z‘rzutu;
ktéry nie ma uledz zmianie, prostopadls na nowg of
i na tej prostopeadlej odmierzamy od punktu przecig-
cia z osig odcinmek réwny oo do wartosci i znaku
odlegZosoi zbytecznegd rzutu od dawnej osi.

Odlegiodé nowego rzutun od nowej osi = odleglodai

zbytecznego_rgﬁtu'od dawnej osi.
¥ ten sposéb, dane rrzuty punktn 4 na 5~ i A .

mozemy zastipié rzutami jego na jedng = tych plasz-

ormyzn mp. na /7 , oraz na plaszczyzng do niej pros-
topad2g, przytem wyobrazamy sobie, Ze piaszozyzne

/45 przez obrét w jedng ludb drugs atroné dokola swo-
go $lalu na plaszcryinie /7 szostanie na niej roz-

postarta.
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§ 19. RZUT PROSTE} I S14D PRASZCZYZNY ML

NOWEJ

alrde
LU

PLA

ZYZNI¥ PZUTOW PROSTOPADLEI D0 Z LUB 2

Gdy chceny wyznaczyé Lrzecil

Yaczymy trzecie rzuly dws

tej prostej /Rys.68/, P

&

dch
nirs

P
i
i I
@ ’_’/’/ :
” // }(
S0 !
el !
2 T
i }
R ik
T~
\\\/\\\\.: 7

Rys. 65
Vs
ﬁ//,{
it
" t
2 S |
i i .
: {
SR gl
'/ \ \5“‘ \‘l.é’
\ I/’.-‘ N el
\ /' .\A’
/’f'l”"\w-. N
4.~ 2r T
./'3 ,_,::
JL Y. /;\’)ﬂ

-,

L ¢

J&
am]

;ut proste] @ ’a”’, t
kichkolwisk punktiéw

i tymi mogg byé w
gzozegblnodci /Rys. 66/
g§lad na ptasrezyiniz,

it6ry me porostaé nie-

rmioniony, craz glad
L& newsj plasmeryinise
rzutéw, Rzutl tego os-~
tatniego puaktu lezy

cerywifcie w proeciy-~
cin nowej osi z tym

rzutem prostej, kicéry

nis ma uledz zmionie.
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Aby wyznaczyé élad plaszezysny 3 J: na nowe]
rezyinie rautow A orostopadiej do 2 I nhiies
8144y znalesé trzeci rzubl prostej prmciqc:‘é
diparosynny 9, S, 2 A, % tvm celn msjlepie]
skorzystad ze &ledéw 5 i 5. tej prostsj /Rys.67/
gﬂady 49 1 =5 1ab .'5,?, : 93 réwnie dobrze wysnecenujg

pLlaszonyrne ) jek dlady o 1 e

20. PLASZC77ZR: RZUTCW BOCOEA. 2 posSréd plasz
cuysn riubéw prostepadiyek do A lub A2 wyréi-
2 g

nimja sig te, ktérs sg do cbu tych plumsrozyzn,
a wige I do osi J’,z prostopadle. Paszeryzny takic

valeinie od tege, ory plaszczynng A irggpe trif}fm
zc7yanis

| e b £ '

_"J “:I i iemnie prostopad-
;i o | ' nasywamy czasem
i “JY\N‘ : copiagmi spéirred-

Rys. 68, ' zych, fch punkt
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przecigcia 0 poczgtkiem spbéirzednych, a pisrwsza,

drugg 1 trzecig rzedng kazdego punktu - spbirzed-

nymi tego punktu.

Plasrcryzna rzutéw boczna jesi szcregdlnie uzy-
wana wtedy, gdy w gré wohodrs plessozyzny prosto-
padle do oai. Trzeocle rzuty figur, leizeych w ta-
kich plaszczyznach s5 tym figurom réwne, podcras
gdy dwa pierwsze ich rzuty, lezao ns zjedncczomych
éladach plaszozyzny, figur tych naleZycie nie wy-
znaczajy. W szczegblnodci korzystamy z plasmcryzny
boceznej rzutéw dla rozwigzania zadart, dotyczgcych
prostych rrostopadlych do osi,

Niech bédzie rp. /rys.69/ prosta A5 , lezgca
w ptaszczyinie prostopadlej do osi, a wige nie wy-
smaczona priez swoje rzuly a’i a’, ktére leig
na zjednoczonych &la-
dach plaszczyzny. Przy-

puéémy,'ze dane 8g

reuty ALY . BEL
2 punktéw 4 i 5 tej
prostej, mamy wyznaczyé
plervery rzut ¢’ punk-
o lezgoego na
T s tej prostej, gdy drugi

€9, o
éys jego rzut C jest da-



ny. Obierzmy za nowg piaszenyzne rzutéw, plaszomyz-
né, v ktére] dang prosta le2zy, a za nowg o élad
£23  tej plaszcnyzny na /2 . Wyznaciywsey sapo-
mocg punktéw 7 i 5  trezeci rzﬁt."a_‘” proste}

¢ , zmajdziemy trzooig rzédna,_ ¢’ ¢” " punktu € ;
odmierrajac jg za$ ma @  od punktu ¢ wedlug
zwyklej umowy znajdziemy szukany punkt Cﬂ.l' EzZcze~
gélnodeci znajdziemy tym sﬁosobem §lady J, - g5
preste; A5 _

Albo niech beds dwie proste & i & 1 pmy-
Puéémy, ze jedna z nich, np. & 1leiy w piaszerys-
Bie prostopadlej do nei i dane jest przer swoje
Slady S, 1 5o, druga zad prosta & nie leiy

v takiej ptaszczyZnie i dana jeat przem swojo rauty

b7 ,;-Z)// /rys.70/. Proste &« i 5 nie mogg byé
0 réwnolegle; aby sig
*531\\ Przekonaé, ozy sig
a” \\.
: NeEe prrecirnajg zwaimy,
“ é“‘@--«\‘i . p ;
z S e joZeli punkt
A4% Al 9 Pl 2 -
7 y =5 wspélny C tych pros-
| ' tych istnieje, to
‘5\6'“\1L | jego drugi rzut musi
;f }\ byé punktem, w kté-
Bys. 70, " ; T§m sig przecinajg

drugie rzuty pros-



tych @ 1 b t.j. puktem €7, Majac drugi rzat

punktu C | lezg-

] gl : cego na prosted
,gtr-___i“_‘_i"of/\"\\j\?m & , mucimy na
Il é%\f\ rasadzie popr-ad-
5 ZES L ¥¥§% _ niego zadamia
2 ;?'f 1 oL S znaleszé jego raut
lﬁ’lL nierwszy (7
il gwi Joieli punkt C7
| lezy w przecie-
S b

| cin pierwszych
Rys. 71 reatsw & 1 B
to proste & 15
sié przccinaja. W prreciwnywm razio sg ome skoéne.
Albo jeswmcrs niech bedg dwie proste & i B , le-
face w plarzozyrnach réwnolegtyck, a do osi prosto-
padlych /rys.?1/. Proste « i 4 nie mogs sig prre-
cinaé; aby sié przekonad, ory sg one réwnoleglte, wy-
enaczmy ich rruty «” 1 A" na dowolng trrecig
plas:azyzné, Ap. us ptaszcrny~ng boczny rzutéw. Jese-
H a”/56" , to @tb |, jezeli @” i &” sig

przeciaajg, to & i A sy skodno.

§ 21. RZUTY PUNKIU Ni DOWOLNA PLASZCZTZNE. 2wmiana

ptaszcgyzny rzutdéw moze nastgpowaé kiilkakrotnie,
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przytem mowa plaszezysna rzutéw ma byé zewsze pro-
topadla do poprzedniej. Tek wiéc A wa byé prosto-
padta do 2 1ub (& , 2 do A, 2 do” 14
Na rys, 72 prredstawiona jest dwukrctaa zmiana
pPlas-cryrny rzutéw: AR 2L %L, Znajdrjac
rzuty punktu ma ptaszozyzny prostopadie 4o kazdara -
zZowych piasvczyzn rzatéw, mozna maalefé rzut tego
punktu ma dowolrg ptasmczyrne .5 , ktérej $lady o

i1 <, usg dane, praytem wystarcza zawsze dwukrotae

"aiana praszoryzny rzutéw. Rozwigémy tedy

ZADANIB., Dans sg pierwsze i drugie rzuty punktis:

/L RNCE 2l oraz $lady -, v. plaszczyznv 5 ;

Za°1c£¢6 reuty danych punktéw ma plaszczyzneg S,

oetarty w paszesyfnie rysunku. Znajdémy np.. rzut

4 /1 punktu A na p{gsp..
' )
e \\

4. gv czyzng J ; tak

~o

S8AmMO WYy:;D&oZYRYy
nuty wszyotkich
innych danych

punktéw, Poprowad:
< g hy plaszizyzng
/9/0 A /ff_fz/
| prostopadlg do 2
\H”’ i do ..«S', x wige

el gl T R SN

L GEOM3TR) A4 nxassau H$173. hrkusy 5.1y,
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prostojadtg do proste] ich prrecigcia 9, . Jej
pierwszy dlad &5 gznaczmy prezez A7 , bgdeie on
prostopad}y de <, ; drugi £lad Z2 bgdzie pros-~
topadty do osi Ji2 . Obrawsry /3 7za nowg plasz -
czyzo, rzutém, a wigs jej S led ek A nowg of < .
znajdZmy 8lad J; plaszozyzny S oraz rout A"
punktua A w7zgledem nowe] o08i. ¥ newym ukladzie
prszozyzn rzutdéw 2 55 gladeni plaszeczyzny S
hedy proste < i s | rputami punkte 4 punkty
A"A”, Aby teraz 7nalefé rzut punktu 7 na L5

obieramy jg 7a nows plaszozyzne rzutéw, a jej Slad

?

53 »a nowg o8 A3y , Poczem znajdujemy crwarty
reat A7 punk tu TR, spusrazaigc gz pwnkiu &
prostopadly na nowg 04 1 ocdmiérzajgc na ni;j ad
punktu Asy  odcinek /Isv /q”’réwny co do wartosdui
I znsku odleglodci zbytecznego rzutu A" od dawne j
csi A . Punkt A7 jest rzutem punktu A naty,
gdy ta plaszc~yzna po obrocie dokota <5 gomtanie
rozpostarta na plaszcryinie rysunka.

Chcac na danej plaszczysfnie & 72 otrzymad rzu-
4y figury danej prsez awoje pierwsze i drugie rzu-
ty, trzsebaby postgpié w ten sam spopéd 2 kazdynm
punktem figury, np. 2z kazdym wierzoholkiem danago

nielodcianu,



Al e

§ 2. RZUTY WIELOSCIANOW. Zniana plaszczyzn rzu-

téw 8luzy czestokroé do wyrazistszego prredztavienia

wielosciandw, ktérych rzuty zostaly poczatkcwe wy -
kredlone w nalozenin szczegélnego pototeuis wielo-
Sciendéw wzglédem plaszezyzn rautéw. Jak jui wsponi-
nalidmy w § 77 latwoéé wykreflenia nie idzi. %u w
perze z tatwodocia odtworrenia figury w wynhiratni;
rzuty wielodcianu wogble tym atwiej wykresiis, im
bardziej wyjatkowe jest jego polozenie wrgiedem
Plasrcryzn routéw; tym trudniej =ato na zasadzie
tych rzutéw odtworryé go w wyobrafni. Prze~ jedno-
lub dwukrotng vmiané ptaszczyzny rzutdw, .lczenie
WyJatkowe wrgledem plaszczyzn rzutéw zostaje rnle~
Sions.

Zanim damy odpowiedni przyklad, siléw Filka powie-.
dzied musimy o kredleniu rrutéw wiel.dcimidu. Rsut
Wielodcianu jest wyznaczcny, jeoli znale:ione sg
rzuty wazystkich jego wier~cholkéw i jnZali 0 kaddyn
Wierzcholku wisdomo, 7z ktérymi 7z pozsstalych wiers-
cholkéw 23024 go wychodzgce z niego kréwedzie. Abdy
Iysunek uczynié bardziej pogladowym, przypusscranmy,
86 wielodciany sy nieprzesrocayste. Jezeli oko umies-
cimy na dostatecznie wielkisj odlegtosci od plasz-
¢2yzny rzuléw po dodatnisj jej stronie, to jedne kra-



ARTo2) A

‘wedzis, Sciany 1 wierzcholki beds widzialme, inne

bedag zaéloniete; rzuty krawgdzi widrielnych kred-

- 1limy linjq cinglyq; rzuty krawedri -~astoaigtych -

- linjg prrerywang., Katda éciana ogranicrona wy-
lacznié kroewgd-iami widzialnemi jest widzialua,
kaidy wierzchclek, przsz ktéry przeckodwi kraweds
widzialna jest widrialny. Na kazdym wielodoiani:

. istnieje linja 2amana -emknigta, wogéls gkoéna,
ktérej bokami sg krawed~ie wislofcianu i ktéra ud-
‘gr&nicza 02§éé widzialng powier~chui wieloscianu
0d czgdci nlewidrialnej; linja ta nazywa 3iQ kou-

turem prawdziwym; rzut zas tej lamanej na~ywa zig

konturem widzialnym.

RozwaZania nasze ograniczymy do wieloSociandw

wypuklyoh, t.j, takich, ktérych powierzchnig do-

wolna prosta, na 2adnej = jego Scian nie lezgca,
przebija najwyzej w dwich punktach. Proste rzuca-
jaca prrzebijajg zatem wieloscian wogéle w dwéch
punktach; wyjatek stanowia te proste rzucajgoce,
ktére przechodzg przez punkty konturu prawdriwe-
go, stykajgc sige w tych punktach » wielodcianem, -
Tworzg one graniastoslup prosty na danym wielogcia-
nie opisany; kontur wid-ialny jest to prrecigecie
togo graniastoslupa plaszczyzng rzutéw, Bardzo lat-



- 69 ~
wo 2z podréd r~utéw wierzcholkdw i krawedzi wy:o:-
nié to, ktére stanowig kontur widzialny, rzuty oc-
wien wezystkich innych wierzchoikéw i krawgdzi mu-
87g 8ig ~ualefZé wowngtrz niego.

@dy wynracwony zostal kontur widzialny, snajdzie
my, ktére krawgdzie 1 wie;zcholki 8y widzinlne,je-
2eli okreélimy widzialno&d lub niewidzialnodd jed-
nego choéby wicrrchotka, ktérego raut gnajduje sig
wewngtrz konturn; wezystkie bowiem krawgdzie, wycao
dzgoce z wierzcholka wid~-{alnego, nie leZgcego ra
konturze, béda widzialne; a zatem widzialne bzdy
tez wierzckhoiki, do ktdfych one prowadzg; krawgdzio
g tych wierzcholkéw wychodzgce bedg znéw widzialne
i t.d. Tym sposobem, od rzutu dowolnego wierzohcl-
ke widzialnego wewngtr~ kontnuru dojdziemy widzial-
nemi krawed-iami do wa~rystkich wierzoholkém kontu-
ru; pozostat; krawedrie bedg niewidzialne.

Aby znalesé ten jedsn nie lez3oy na konturze
wisrzcholek wid~-ialny, moina rorzumowad tak: widzial
Dym napewno bedzie ten wierzcholek, ktérego. odleg-
1066 od plaszozyzny rrutém jest najwigkeza, nie mo-
26 on byé bowism 7as?onie+y przes 2 \dng doi ang nie«
lodcidnu. 0téz odleglof$é punktu od jednej plarrovyz-
ny rzutdéw rémna jest rzidnej teso punkfﬁ na dru-
gie} ptasreryinie rrutéw; przeto widzialnym na jod-

(= R

R T
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nej'pkaszczyﬁnie.rzutdw Jest napewno ter wisrzcho-
tek, ktérego rzédna ra drugiej plaszczyznie rrutiw
jost najwiéksza.

WeZmy teraz przyklad nastgpujgoy:

ZADANTIE. Uykreélié rzuty dwunastodcianu rombowego
o danej osi w poloieniu jakimkolwiek,

Dwunastofcianem rombowym nazywe sig wielnfoian wy.

| pukly, ograniczony przez 12 ptaszc~yzn, przechodzg-
cych prze~ krawédzie szedoiann lub oémiodcianu forem-
négo w ten spoadd, te katy dwudcienne, ktdére kasda -
tych ptaszozyzn tworzy z przyleglemi scianami s»ed-
olanu lub odmiodcianu, sg rdéwue, Rzuty tego wielo-
Soianu bedzie niczmiernie atwo wykreslié, jezeli
Jedna o8 ofmioscianu, # ktérego powstaje dwunasto-
éofan rombowy, jest proetopadla do £, , druga pros-
topldlalﬁo A , a trrecia rdéwnolegla do Az . Wtedy
rrutem dwunastodcianu na kazdg z plaszceryzn rzutém
3 jest kwadrat o danej przekatmej, podrielcony linjami
‘; drodkowemi na cztery kwadraty /rys:74/. Kazdy = 12
réwnych odcinkéw takiej figury jest reutem dwéch
krawgdzi, = ktérych jedna jest widzialna,

Aby otrryna$ rzuiy tego wielodcianu na plaszerye-
ny jakiekolwiek, wprowadzamy pxaszczyzné 72 s
znajdujemy, stosujac regule § 77, trrecie rruty
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wezystkich 14 wierrschotkéw 42 B C -.... My
P . % poér6d punktéw A B" ... =%
wybieramy najpierw te, ktére polgczone odpowiednio

utworzg wielokgt wypukly w ten spoaéb, ze wazystkie

/V

- e e
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puznstealo punkty. znajdg sie wewngtrz niego. Wiclo-

kat tea bedzie konturem widzialnym na ptaszczyZnie

7 . Bauwaszny teraz, 2e punkt A4 bedrie napew-

no wid»ialny, bowiem druga r~edma punkte 7 |, t,j,

”

L5 A fert najwigksza: lgesymy tedy punkdt A

o

P74
linjami oiascmi z sgsiednimi wierrchotkami
1
L T = w - o, ; P
MeET 1 A7 pankty /i /M7 leg ua konturna

“widsialnym, £ i & woriglrs niego. Te ostatnis
dwa puukty Igczymy znowu 1injami.§iaglemi 7 sgsied- :
niowi wiernchotkami B” A7 1 D" , ktére leig na
konturze widzialnym. Rzuty pcrostaiych krawedzi ..
jako niewidzialne, kredlimy linjami prrerywanemi.
Mozemy teraz wprowadzidé 5eszcze jedna plaszcryzneg
reatéw ~, , prostopadtg do A ; preytem w nas~yrc |
preykladzie obralidmy nowg o tsk, aby siarowila cna
preedIngeris osi Lz . Postépujac tak samo jak po-
przednio znajdziemy 14 czwartych reuféw wierrsholkdéw
A" B” ... " P”. Utworzywsry snowu wielokgt
nypukly, ogarniajacy wszystkie te punkty, znajdziemy,
26 7 podrféd punktéw nie lezasych na konturso, punkt
Ve napeano jest wideialny, gdyz jego trzaoia‘rz§d~
na jest najwieksza. Lacrao ten punkt 5 sasiednimi
slerzchodkami 47D 1 P”; punkt A 2 pywicdniud
v i

v 1 : Y
ST 1 4, e ten ostatni 8 €7, dojduiemy w is

‘
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Bpos6h krawedziami widrialuoemi do konturu. Rzuty

pozostatych krawedzi sg niewidzialne.

§ 23, ZLSTOSOWANIE ZVIANY PRASZCZYZN RZUTOw DO

ZADAR MIARQWZCH. Zacaniami miarowemi nezywamy zada-

nia, dotycrgce wxelkoso: odcinkdw 1 kgtéw figur geo-
metryormy.h. Zeiena plaszcezyzn rzutéw jest jednym

% najpotéZnierzych §rodkéw, stulgeych do rozwigza-
nia tych zadad, Wiekszcéé radaf miarowych da sie
mianowicie fatwe rozwigzad, jezeli przes ~miang
DYaszozyzn rrutéw zdotamy sprawié, by pewne czesci
tigar rozwazanych mialy wzgledem nowej piaszczyzny
rrutéw potozenie szczegélne. Kilka przykiaddw to
wyjadni,

ZADANIE. Znalafé kat, ktdry prosta taczgca punk-

e

Ly g4 A" 3+ BB tworzy 2 plaszozyzng ~  orar

Wralemlx ndlegtosé tych punktéw. Niech nowg ptasz-
crzy=ng rouldw /4 bedzie plaszoryzna rrzucajaca pros;
ta A3 na 2 ; nowa osia A7s bedzie wtedy pilerw
ary reut A5 . Treeci rzut A" B” odoinka A5
jest temu odeinkowi réwny, aldbowiem prosta A5
preyetajo do swego trreciego rzutu. Kgatem proste]
AR o 2 badrie kat oz, ktéry ta prosta

tworey s swym plerwezym vyubtem, a wige bedzie to
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kat prcste] A= 7z prosta
B” A’ B.

H/I ZADANIE. Znalesé odleglosé
f “E' :3, punktu 44”7 od piaszczyzny
A b st o J2 . Zadanie to rozwigzuje
43 :;i'c"/\“\‘:g” s8ig nader 2atwa, gdy plasz-
- RBys 75 cgyzna S jest prostopadle
‘ do jednej z ptaszozyezn rzutiw
3 np. do 7~ /rys.76/. 0dleglosé
_S‘g‘ LT punktu A od plaazezyr.ny,f
K b jest wtedy réwna odleglodci

-
4 “‘w#ﬁ\ reatu punktn /7 od éladu
; pileeveryrny W5 Poprowad£my
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tedy nowg plaszczyzné reutéw /72 , prostopadlg do
2 id S, = wieo prostopadla do o /rys.77/;
pPlerwszy $lLad tej plaszozyezny bédzie nows osig J7s .
Znajdfmy trzeoi reut 4” punktu 4 oraz trzeci
8lad ; plaszezyzny S ; odlegtosé punktu A “ ad
8ladu J; bedrie szukang odleglofeis <.

ZADANIE, Znalei;ﬁ odlegtofé danegc punktu /7'/9"_

od dane} prostej @ '«”, @dy dana prosta jest pros—

topadta do plaszczyzny
rzutéw /rys. 78/, wtedy cd-
) = legtodé punktu 4 od niej
i réwna jest odleglofel reulu
\¥ I & | g
Y’ ﬂ\l . phtu A od Sladu /a rzarazem
Ry S 78, rzutw/ prostej < . 0téz

Przez dwukrotng zmiane plaszczyezmy rzutéw mozna

Sprawié, fe nowa plaszcazyzna rzutéw 4 bedrie pro-
stepad2a de dsne i preste} @& /a”. Odainek, ktéry 23-
czyé bedwie crwarty rzut 4’7 punkta A g cewartyn
reutem @ prostej @ bedzie szukang odleglescisy.
Za trrecip plasrcsyzng rzut.fgweimy plaszczyzne
Trucajgcg dang prostg @« @’ ne A /ryﬂ.79/,l a wige
we 0f o wezmy rzut w’ prostej @ , tak Ze proc-
ta @ 1leze6 bednie w plaszozyénie 2 , przyatajac

do swsgo trseciego rzatu 2 ”. Brut ten rnajdziemy
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Ygezge pilerwszy £lad S /ktéry jest 7arazem swo’m
' trzecim rzutem
A5M7 z trzecim
! rzutem drugiego
8ladu Ag”. Za
ozwartg pitasz-

ozyzng rzutéw 4

wesmy jakakol-
wiek plaszoryrne
prostepadlg do
CZM; o8 A3y
bed»ie =atem ja-
kgkolwiek pros-

topadlg do #

Poniewaz & leiy

w /3 1 jest prostopadta do 7, , wige jej ozwartym
rzutem <& jest punkt, w ktérym «” prrecina o$
L3y . Znalaglsezy wedlug znanej reguly trzeci, u
péZniej czwarty rznt punktu 4 , petgorzymy Vil
bedzie te¢ szukana odleg!oéd a.
ZADANIE. Znaleéé edleglodé dwéch prostych skod-
nyeh @'@” 1 557 | Odlegtodcig dwéch prostych

skosnych narywamy najkrétezy = pefrdd edcinkém, kté-
re tgczg punkt jednej prostej # punktem drugiej. -
datwe okavad, fo taki edoinek musi byé prestepadly

N TR R SRV I SRR M A £ R T T T T AT FIEW, ' 1
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do kazdej = dwéoh danych prostych. Niech bowiem
odeinek 4 5, ktéry lacry punkt 4 prostej &
z punktem 5 prostej b bedzie najkréiazy. Pray-
| i puéémyg e nie jeat on

l prostopadly do « , wtedy
odeinek prostopadlej,
spusrezonej z punktu 5
na & bytby krétszy od

AB | co prrecnyloby za-

tozeniu. Wyrnacrzenie od-

Nt
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legtofoi dwéehr prostych skodnyoh jest nader tatwe,
gdy jedna 7z danych prostych, .Inp,' @ jest pros-
topadta do ptaszozyzny rzutéw 2 /rys.8(/.
W samej rzeczy, kazdy odoinek prostopadiy do&

jest wtedy réwnolegly do pasge~yeny. rzutdéw, btak

2e rzut katdego odeinka prostopadlegc do @ , kté-
rego jeden konieec lezy na & , a drugi sa &
Jest temu odeinkowi réwny i 202y rzut tzll pros-
tej & 2 tym lub owym punktem fzutu &’ promtej
b . FBajkrétazym wige z tyoh odeinkéw bgdzie ten,
ktéry jest prostopadiy do Al

Niech begdg dare rzuty a'a”; bbb dwéoh pros-

tych skodnyeh @ i O /rys.8l/. Za trzeoia plasz-
czyzne rzutéw /3 obieramy piaszczyzné T2uca;§0g -
prostg @ na 4~ , osig As bedzie przoto rzut
@' prostej & . Wyenecemy trzeei rzut 2 “pros-
tej & . Ponlewaz ta proata leiy w ptaszoryidnie

~ , wieo jej pilerwszy Slad S, jest zjednoczony
ze swym trzecim rzutem 45;///; poigozywssy go z trze
cim r-utem drugiego sladu .J:g'” otrzymémy 24T
Aby otrgymaé trzeci rzut prostej 6 1lgozymy trre-
cie rzuty dwéch dowolnych jej punktéw. Za takie
punkty motemy obraé np. 6lad pierwszy 7, i 6lad
treeol 77 . Plerwszy rsut 7y punktu A jost

d A
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oczywiscie przecigeiem rzutu 4 [ nowg osig =)’
Trroci jego rzut, ozyli sam §lad 73 otrzymamy
odmierzajgo na prostopadlej wystawionej do 7 w
punkcie 7}/ odzinek réwny oo do wielkofoi i =znaku
odlegtosci zbyteoznego rzutu 7,  od dawnej cai -z .
Trzeoi rzut 7, &ladu 7, lezeé bedzie na nowej
o8i w spodku prostopadtej, spuszczonej na nig z 7.
Za ozwarta plaszozyzng rzutéw /7 obierzmy plass
Czyzné prostopadla do «“; nowg osig s bedzie
Jakakolwiek prostopadia do @ . Najdogodniej po-
Prowadzié Jg preez élad Z; prostej & , gdyz wte-~
dy .w?tym saf'mym punkcie bednie lezal réwniez crwar-
by 81ad” 7, prostej & . Spuszczajge z punktu 7 ”
prostopadlq ne nowg o s i odmierzajgo na niej
od punktu przecigcia jej z ta osig odcinek réwny
€0 do wielkosci i znaku odlegtogei zbytecznego
rzutu 7 od dawnej cei % znajdz_iemy onwarty
reat 7, §ladu 7 . Prosta 7y erjest c’éwartym
rzutem O ‘prostei B !

Poniewai prosta @ 1lezy w plaazcéyz’:nie Vet

[ 2L

jest prostopad2a do 4 , wige jej ozwarty rzut a”
jest punktem, w ktérym @ przecina o J3r ., Dlu-
8086 odcinka prostopadtej spuszozonej z pumktu @”
na prosta & jest réwna odlegtodei prostyoﬁ skod -~
nyech @& i A, |



OBROTY I KLiDY,

§ 24. Ruch obrotowy. Zmiana plaszeryzn rzutéw mia-

ta na eelu nadanie figurze przestrzennsj innego polo-

zenia wzglgdem plaszezyzn rzutéw, (el ton moze byé
wezakze osiagniéﬁy inng jeszcze drcgy. Zawlast zmie-
niaé ptaszozyesny rzuléw, pozostawiajgc figure nieru-
chomg w praestrzehi, mozeny poustapié przeciwnie: po-
roctawiajge bez zmiary plaszozyrny rruldw, mozemy
zmienié potozenie figury w przestrreni.

Wszelka zmians potozenia figury sniywnej moze byé
dokonana zapomoocg dwojakiego ruchu; przesuniegoia réw-
nalegtego lub cbrotu dokola osi. Pizesunigoiem téwng -
legtem nazywa sig ruch, w ktérym wozystkis punkty fi-
gury rakredlajg odcinki réwne, rdéanoleglte i w jedny
zwrécone stronég oczywiscie, rzuty wwzystkich punktér
figury ~akreflajg na ptaszeryznach rzutéw réwniez od-
cinki réwne, réwnolegle i w tg samg zwréeone strons.
Przez taki ruch rzuty figury nie ulegajg »atem ~mia-
nie; zmienia &ig tylko potoienie tych rzutéw na
plasrozyZnie rysunku. Inaczej maja sié-aprawy 7 TU-
chem obrotowym. Kazdy punkt figury zakregla tuk koia.
ktérego plaszezyzna jest piostopadla do osi obrect:
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i ktérego drodek 0 lezy na nie]; promieniem kola, »a-
kredlonego pr7e~ iskikolwiek punkt figury just jego
qdlegloéé od 0si obrotu; wsrystkie te promienie »a-
kreslaja réwne katy 7’ » Obrét figury jest preeto wy-
znaczony, gdy dana jest of obrotu O, jego »wrot ora~
wielko$é kata obrotu ¥ .

Aﬁgéi_OBRGT FIGURY DORKOXA 0SI PROSTOPADLEJ NO JEDNEJ
Z PLASZOZYZN RZUTOW. Przedstawienie obrotu w rzutach

prostokatnych staje sig nader proste, jezeli o6 obrotu

Jest prostopadla do jednej » plrsrozyzn rrutéw, gdyi
wiedy reuty wszystkich punktéw figury na té plas~n-v~ -
ne obracajg si¢ dokola rrutu osi o kat réwny k-towi
obrotu 7ﬂ, tak Ze rrut calej figﬁry obraca sie doko?l:
reutu osi o kat /. Wiech bed-ie np. dany punkt 44"
ox. /Rys.B82/ oras oé OZJ”prom
stopadta do & . R~ut

| poriomy O osi jest punkten

5’ . odlegto$é punktu 7 od o:°

E E § o jest réwne 1 réwnole-

? f é gta do odoinka 4°0°  ggy

i purkt 4 obréei aie doko-
Rys 82, \\\ 5 t ta osi O o kgt ¥, to

reut A obréci sie doko-
2 punktu o tem sam kgt 7 i rajmie polotenie punktn

GEOHF{TRJA WIKRLS'LNA He173. Arku? 6-ty. -
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A’ . BReut pionowy 4" punktu A porus~s sie po pro-
stej réwnoleglej do X , bo odleglosé punktu Z od &~
nie ulzga zmianie, Wowe polozemie punktu 4 bedzie te=
dy ~ junknie Ai” prreciecia prostopudrsj do A = punk -
131 /7/ » réwnolegty do A uyprovadzona'? punktu 7 e

Dla »nalerienia wige rrutéw moweso potozenia figury,
cbréconej o kat 7 dokola osi prostopadtej do 7~ trze-
ba obrécié pierwsze rruty wszystkich jej punktéw o tenm
aam kat dokola pierws-ego 6ladu osi O, prresuwajge
jednoo~efnie drugie rruty tych punktéw po réwnoleglych
do %2 . Gdy netomiast figura obraca sie o kat dany
dokola osi prostopadlej do 2 , tr-eba drugie rruty
wezystkich jej panktéw obrboié dokola drugiego &ladu
ogi O0”7n kuyt dany, prﬂesuwajqc.jednooveénie pierws~e
ioh reuty po réwnoleglych do iz,

‘Rorwigsmy np. nastepujace

ZADANIE. Tréjkat 4 B’ A'B"C” obrécié dokota
osi 0° 0” prostopadtej do ~ o kat dany ./Rys.83/,
Na mooy powyismej reguly nalezaloby prredewszystkiem
obrétis punkty 7B 1 C'o kgt ¥ dokota punktu O .
Aby odra-u wykredlié nowe poloZenie tréjkata A'BC’
po dokonanym obrocie jego wierzcholkéw, odniesiemy
punkty ~’, B'1i C do odpowlednio obranej prostej 772,

»najdujge rruty tych punktéw na mig oraz odleglodoi

tyoh reutéw od stalego punktu tej prostej. Za taks



prostg najdogodniej jest obraé réwnolegls do A przez
punkt 67'poprowadzona, a va staly punkt na niej obra-~
ny uwazaé sam punkt o’ Obréémy tera= prostg 772 o kat

7 do potozenia 7wglwraz ze znajdujqcemi si¢ na niej

punktami 1, 2 1 3,
i = nowych polozei
tych punktéw 7. ,
2 1 I wypro-
wadZmy odcinki
14,88, i
3157prostopadle :
do 72§ réwne od-
powiednio odcinkom
1A e ds 3
Drugie rruty punk-
téow A , B i1 C

W nowym potozenin otrzymamy w prrzecigeiu réwnolegltych
do Lz, wyprowadzonych z punktéw A" B“Y '« pro

Stopadlypi do niej spuszozonymi z punktéw ¥ , Bic

sae, Zestosowanie do zadai miarowyech obrotw figﬁr

dokola osi prostopadtei do /7 1lub do 2

Naihzeéciej‘kat obrotu 7 nie $est dany, netomiast
trreba dens figure obrécié dokola danej osi o taki kat,

aby pewna prosta.lub pewna plasrzczyzna stala sie rdéwno-
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legla lub prrystala dc jednej ~ ptaszc-yzm rzutdéw. Tym
sposobem mozemy ~najdywaé prawdziwg wielkosdé i ks=talt
nicktérych figur, gdy bowiem prosta jest réwanolegta do
jednej 7z plaszczyzn rzutéw lub do niej prgystaje; to
rzut kazdego odcinka prostei na to pltasrzczyzne réwna
sie jego naturalrej wislkosci, podchniez., gdy plaseczy-
»ra jeat réwnolega iub preyctaje do jedne] = plasz-
cryzn rzutéw, to kazda figura w plaszczysnie polozona
nie zrmienia sie¢ w swoim rzucie cc do wielkosci i ks~tat
tu,

Znajdfmy np. prawdziwg dlugosé odciaka AR TR g

r

rego rruty sg dane /Rys.84/ Obréémy plusrcny”ne rruca-,

A jacg poziomo prostg 425
dokola prostej AA= Oo
taki kgt, aby odcinek

do /Z . Wtedy r7ut jego

\ AL gtal sie réwnolegly
e

Nid

poziomy stanie sig réw-

nolegty do Az ; aby

\ |
\é wiec otrzymaé nowe potot
N senie B, punktu 5,
. ﬁ »eakre §lmy ~ punktu A2
i RN R A koo promieniem 45
a4 do przecigcia tego kota » prosta réwnolegly do Az »
punktu #Z wyprowadsong. Rrut pionowy punktu 5 béd?ie ’
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sig posuwal po réwnolegtej do 4z , néwe poloZenie 5°
punktu 5" otraymamy satem w przecigoin tej réwnolegle]
7 1linjg r~ednych punktu B’ . 0dcinek 45" bedeie
prawdsiwg dlugodcig odcinka Z5 , jego zad nachylenie
do osi 4 bedzie prawdziwa wielkodois kgqta =& proste]
A5 ptaszozyzng 7

| Znajdémy jeszcze katy o<, § 2 prostey & = plasz-
ogyznami rgutéw, gdy dane s $lady S i S proste]

53 & /Rys.BS/. W tym ct-

/ : W ey Al N 0 !
/a/// \\ 1u obréémy ptapzosyrne
e :0/// \\ rzucajacs poriomo pro-

2 /SM Jé o stag & dokola prostej
A ,5’ ”7/,«52/ So S2 rrucajgcej po-

-7 ziomo §lad JS» , az do
przystania tej plasz-

czyzry do /A3 e Punkt

g S, , opisujso tuk ko-
a o drodkn Sz przenicsie sig na of ¥ do punktu /4/;
punkt S, , jako punkt osi obrotu nie zmieni swego
miejsca. Kgt <, prostej & z plaszoszyzng 7 jeét to
kat tej prostaj ze swym rzutem a’; po dokonanym obro-
cie kat ten lezy na /2 - jest to kat prostej (@)
oslg & . W ten sam sposéb znajdujemy kgt =<z prostej
A = plaszczyeny /3 . :

Do zadania powyisgzegc sprowadea slg
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Z4DINTZ, Znalesé katy % 1 /% plaszesyzny o 7
2 piaszoryeonami rzutéw. /Rys.86/. Znajdimy np. ka,t./f/ '

p2aszoryzny o 2
ptaszosyzng </ . Popro-
wadfmy w plaszoeyznie

-9, J2 prosta najwiek -
szego spadku 72, i kgt

tej prostej ze swym

pisrwszym rzutem jest
‘kater linjowyz :rzuksnego kate dwusciemmego. Pierwsuy
- mzul prostyl 92, jest, jak wiadcmo, prostcpadly do 7,
spndek-jego ne 7, jest tedy pierwszym §ladem 5 pro- -
sted 72, ; drugi $lad J% lezy na Jy w przecieoiu gz
linje fzqdnych punktu ,SZ , W ktorynm 7, przecina o4
Ax . Prgemosrac 8lad J, na o /2 za pomooa obrotu
dokola .J{ i tacrzac tak przemiesiony punkt S, re £la-
dem 2 , otrzyuamy prawdziwg wielkodé ,f; (S J)Se
xata A, . W podobny sposéb znaleéllbyémy kat J9
ptasgczyzny + J2 z A3 .

1‘527. Obrét figury dokola prostej jakieikolwisk,

‘Przypueémy teragz, 2e mamy obrécié figure dang o
‘kat dany d dokota prostej jekiejkolwiek 0’0" wy-
starceza wskagaé, Jak gnaledé nowe polozenies jednego
11k1egokolw1ek punktu flgury, np. punktu A , Za pomo-

ca podwéinej zmiany plaszczyzny rzutéw mozZemy sprawic,
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e 0& obrotu U bedzie presiopad¥a do mowej plaszezy~-
ny rrutéw 5 ; obréciwszy wtedy puokt Z dokols osi
o kat ¥ , ~najdriemy trzeci i oczwarty rzut A7 14"
punktu 7 w ndwem jego poYoseniu; powracajac do pnier-
wotnych plaszozyzn rzutdw zn.ajdr.ier:‘,y pkrecny 1 drugd
‘rzuty tego punktu,

Wiech wiec bednie dany /Rys.87?/ punkt 4 4 " i pre~
sta 00", ktérel élady oznaczmy prres S, 1 ony B
treecia plaszozyzng rzutéw obisrzmy plasrczyzrQ TZUcH-

jacg prostg O porinro, tek, 75 o8 Ars przystejs do

S
e 8
A’ / . o
Q /” : ~
§ - V s
\ AL 1
./
1.7.?" a J'Zi’ \
P ’ :
P H .: ¥ i b
2 - i } PR it \
——— S e e e _.: e S v D st ..L':‘;. i iy e { -
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rrutu ¢ Tr%eci rzut C7M'prdstej O otrgymamy ta-
czac Slad S, 2 trrecim reutem ﬁ%w drugiego §ladu JS2
ktéry znajdziemy, odmierzajgc na prostcpadiej do 0«
punkoie 5> odleglodé drugiego $ladu od zbyteoznej
osi Az . Trzeci za§ reut punktu < otrzymamy, od-
mierzajgc na prostopadlej spuseczonej » A ne Lz cd
punktu przecigoia jej » tg osis odleglosdé zbytecezmegc
rentu 7" od dawnej osi 2z . 2a czwartg plaszezyzng
rzutéw obierzmy jakgkolwiek plaszozyzné prostopadig
do O, tak, 2e osia s bedzie jakakolwiek prostc-
padla do 0” . Cawarty reut O prostej O bedzie
punktem, w ktérym ta nowa o8 prgzecina o Sgwart:r
rrut 4’ punktu Z znajdziemy odmierzajac na prosto-
padlej do Ay spus¢cozonej 2 A% odlegloéé zbytecznago
t.j. pierwszego rzutu e tego punktu od dawnej osi,
t,§. od A3, Punkt /2 Jest teraz ovdwrmorowany rapomo-

V4

cg swych rzutdw A g Jql’, 2 prosta ¢ prostopadia
do /7 =a pomoss swych rzutiw 0”3 O T, Jezell wige
obrécimy 7" dokota 0" o kat ¥, podozas gdy 47
przesunie sig po réwnolcgtej do Ay, to ot rzymamy
rzuty A nowego potozenia /- punktu 7 . 04d-
rzucmy teraz plaszozyezne 5 , =astepujac j3 preer
plasgory-ne 7/, prostopadls do 5 tak, %e nows
o8ip bed=ie ~1% , &8 dawng, t 1. =zbytecrng d&y y

V4

Sruszozajgo ¢ A,

?h-_-ﬁll-sd...r_ W ol G e S .

i e S A ST AR TN B S trr—— et

prostopadls na A2 i odmierzajac
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pa niei od punktu prrecigeia z 'ﬁs odletoéé zbhytoez-
nego L.3. czwartago rzu a A punktu A, ; znajdziemy
A” . 7astapmy teraz plasnczyzne /A prgez plaszozyz=-
a¢ A prostopa qu do ~ , t.j. wprowadémy nowg of e
Spuszezajac = A prostopadla na J; i odmierzajgc na
ni

0

3 od punktu przeciQ01a iej = A odlegtcdé ~hy-

b ad

4 V4 . ] : o
ecznego t 3. lrzeciego rezute 4, od dawnej osi, t.j.
: \ 3 /” ' L8 T n :

Gad 3, a{.wymamy ﬁ/ 5 Para rzutdw ﬁ/ 1 ﬂ LAWZ . -
rowije pofoZenis punktu # po obrocie jego o kat 2f

dckola prostej O .

N T

{28 . Ktady ptaszczyzun. Miedzy obrotami figur doko-

ta osi jost jeden przypadek, zestugujacy na szozegd-
Yowe orniwienis. Jest Yo cbrétpiaszeszyrny dokola swe-
go aladu, jezeli kgt obrotu jest katem nachylenia
i} piaszomyzny do ptasgzezyzny rauidw lub iego spe? -
nieniem. Po takim obror ¢ prasecyyszna ocmywiscie
Przystanie do jedme) = plaszozyzn rzubéw i figury w
danej ptaszozyinie potozore v naturalnym swym ksztal-
cie i wielko$ci ukazg sie na tej ptusszozyinie rzutéw.
Taki ocbrét nazywa sig kladew denej plaszozyeny na jed
Ny z plaszozyzn rzutdw,

¥ pewnych srzppadkach szc-egilnych dokonywalidmy
Ju¢ k¥adéw plasseryen _Takim kladem bylo np. znale-
zienis reutu pnnktu.fg&g” na trrzecigq plasroeyzne
”’“*6' }3 prﬂﬂ*cpad’a do A~ 1uwd XA . Byt 16 havlen

T et g
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nbist U tusrogyany A wrar lezaoym na nisj punktem
A" o kat prosty dokots *=3 sladu J% lub A
Pevosctajs nam tutaj =zbadaé ktad piaszczyzny nte pro-
stap:1tej do vej ptaszozyrny routéw, na ktérg, prrer
corét dokole odpowiedriego Sladu, mamy kiad wykonaéd,

Nisch plaszuzyzua O bedzie ‘dana za pomoos pierwe
87€g0 8Wego $ladu < oras, rzutsw 442" ponktu A w
niaj lezacego /Rys.88/, Mamy obrécié punkt 7 dokoia
Jd, o jedsn = kgtéw miedzy plasrazyrnami BugLeE)

Rys 88

tak 2eby punkt £ znalas) sig W plaszezysnie 7 | =

nowa ptaszczyens rzutéw 5 wesniemy plaszczyzne, w
ktévej dokonywa sie obrét punktu // , tak ze nowg osig
A3 bedzie prostopadia spuszczona z punkta A na -
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Trzenim rruten Hunkte 2 bgdzie punkt 427, streyms -
ny prrez odmierzenie dArugiej rzednej punktnﬂ qd
punktu s na pin:toprdtej w nim wystawionej do Ara ,
trrecim reutem prostej o, t.j. osi obrotu bedzie
punkt ﬂ,, , W ktéoym A3 rrzegcina I, , Punki A7 by-
dnis zarazom kisdem pusktv 4 lezgoege nn 43 dokuvda
sladu Ay tej niaszegyzny ne & _, [edsczas gdy prevw-
ray rmut A7 badeis sie poruszal po A3, trzect

rout A

"W

, eevli sam punkt 4, obrac3€é sie Lelzie du--
kcta Ao dopéty, dopéki nie zrailzie =:9 w plaszcuiys-
nie 5 | L. 5. nt oows s . Oba .:;.;‘xty, plerwsgy . trze
ci. punktu 4 "qua, zater 7jednocrone w punkcie //47 °

v ktérym kole priez runkt A" zakreé§lone przeciva AL,
Punkt /4 / fost klmlem punktu AA” na ptas=zczyzd?
47 dokols élada o ,

Zanwazmy, 2e kat A, A" = jest Fytem prissz..
Cﬂ:f"»ny. S z plsszszyzng 7 . nie zaleiy wieco on od
obioru punktu /7 w ptasrczyznia S . z kata tege ko-
vzystaumy dla wyganaceenia kladu punktu 4 |, gdy pies:-
ogyena S dane jest za pomocg obu $ladsw I i e ,
a punkt 4 g pomocy plerwszage swego rzutu AR
/Rys.89/, Moinaby wprawdzie znaleZé najpierw drugi
reat Z” punktu 4 , lepiej jednak postepowaé-jak
nastepuje, Obm-szy jakikolwiek punkt ptaszezyzuy S
ap, punkt # $ladu o , wyzneacezmy kgt /B, prreg k¥ d
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MM 1" tréikata prostokatnego M M. M pocrea

va ndeizku 4 Ao wykredlmy tréjkat podobny do triikats

M Mo /'7”1 . % tym cein vrzez 7o kredlimy réwnolegils
do Mo A a pree=

/ - A7 réwnclegla do

s L g, ; przecingrosio-

L}

Sz
5 / For , katng A, Aot r7. nane
X it A (24 go w ten aposdh
i tréskatn 4 Ao A"
odmierzamy od pawk -
2 tudo na A2 o
AL " w iedng lub drugn

Bys 9. et .
S dtrong to7o vunki:.

Sposobu tego 12yé mozemy dls rogzwigzania rzadayi.
‘odwrotnego.
Dans sa $lady -, J2 plasszceyeny oraz kied / A /

punktu Z w niej leisomgo; znalesé rzuty punktu A

Znajdémy najpierw, jak poprzednio, kat S , Kreg-
lgo tréjkat prostokatny M Mo P17 /Rys.89/. Z punktu
/ A / spubémy prostopadls /4 /A na lad < i
preez punkt Ao poprowadimy réwnolegls do Me/M™ § od-
miersmy na nisj od punktn A. odleglosé punktu Zo od
§ladu ¥ . Z otrzymaregs ty drogs punkta 4 popro-
wadimy réwnoleglsg do I wtedy w przociéciu jej =
prostg 74/ Ao otreyramy reut poziomy £ Mainc
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poziomy =r+jdziemy natychmiast rout pionowy, zwaiyws~y

zs odcinek /# A" jest drugg rredng puuktu 4 /na ry-
sunku nic wyruacrcono punktn 47,

Za pemnch powyszszego wakredlenia moina znalcic klad
drugiegc 4ladu J; plaszozyzny & Je¢ ra /) . W iym
celu wystarcra znalefé k¥ad dowolnego punktu M tego

$izdu i potaoxyé punkt /M / = punkiem S , ktéry
lezgc na osi obrotu -J, , nie ulege zmianis. /Rys. 90/

2z k28d $iadu -, moina otraymaé jesscze prosciej /Ry
7 . £l Tl e S

91/. Zauwarwy, ie odeinek /14 = /M5 ; Jezeli tedy
ponkte /] srufcimy prostopadla na 7. , to w prre-

cleciu tej rrostopsrdied 2 kolam rmakreflonsu z punktu

Y ~v . ¥ . '
A promisnien 5N streymany punkt /Y /., Eat mie-
dzy $lsdem o 1 xledem Aledu -0 jesl naturalna wiel

kobcig katn G~ aigdey &ladami,



- 'K W=

2 powyzszego wynika nowy sposéb kreslenia ktadn
punktu 7/ leza-

. = 7 oego w plaszozy? -
- 274" p g0 W plaszoz;
7 - . s
: : nie danej za po-
12 d PLa :
A7 X T mong $ladéw T/ o
= b, ] \\)5\/7’ Jd2 . Prayousds
\~\>\// ‘:’; v N ) | 1
/M)’\\ K N7, my, 2o dsry jes?
A pierwsay rzut A’
s 92, 1B \
%4 ) punktu 4 Ta.

prowad?my prre= punkt /Z linje poriomg A plaszor,szny
% T2 ; joj reut pierwsey @ preochodsi prree 4’
réwnolegte do 7 ; jej rzut drugi jest rdwnciegly dg
Az , Wyrumozywszy drugi &1sd // tej prostej, =znajdémv
jego ktad /.~ / na /7. Prosta /A / poprowadnuuia
przez [/ / réwnolegle do 7, jest ktadem prostej pc-
~ziome}] O |, na ktérej leiy punkt A . Jsieli raten
» punktu 4 spudcimy na o prostcpadls, to w przecig-
ciu jej = prosty / # / otrzymamy szukany ktad / 42 /.

§29, Zastosowanie kladéw do zadad miarowych,
ZADANIE, Wyznaczyd prawdeziwg wielkoddé kata miedry
dwiema prostemi & 'a” i _5/5” /Bys.93/. Fie »mniejo-a-

jac ogélnodoi zogadnienia, mozemy walozyéd, %e dane pro-

ste siq przecinaja, gdyby bowiex bylo inaczej,wtedy
obrawszy dowolny punkt prrestrzeni 4 poprowadzili-

bysmy przered proste réwnolegle do danych i szukalibys-



ny wielkodoi kata migedzy nimi. Wyznacsywszy pierisze
§lady S 70 aa-
nych prostyeh ¥ g~

ozgc js prostz.zuaj-

dziemy dlad ¥ plasz-
ezy~ry tych prostyol
fykoaswazy wlad
punktuﬂ ted plase
czyrny na /7 i lg-
crac /4 /2 S, &
7, , otrzymemy
ktad sgukanego kst
K

Wykredlmy przy tej sposobnodci rzuty dwusiecznej

kata miedezy prostymi @ 1 O ., ¥ tyd celu dzieliuy k3
7" na pozowy i wyrmaczumy punkt D’ , w ktérym dwu-

Biecena / & / przecina élad = ; nastépnie WY ZNnoczany
drugi rgut 2" punktu D 1 gozymy ﬁ'.D.' orag 7' D7,

ZADANIE, Wyenaczydé prewdziwg wielkodé kata dwu-

Sciennego miedey dwiema plaszczyznami I J2 i A

4adanie to moinaby sprowadzié do poprzednego, spuse-
ozajac z dowolnie obranego punktu prostopadte na dane
Diaszozyzny i szukajgo prawdziwej wielkodci kata twch
dwuch prostyoh..Bédzie to kgt réwny albo spelniajacy

wegledem kata dwusciennego danych piaszczyzn. Ale moz
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na znaleﬁé bezpcdrednio prawdziwg wie;kbéé Eats Tinio-
wego ptaszczyzn danych. W tym celu nalezy prrecigd
obie plaszcry:-
ny AY i)y

/Rys. 94/ dowol-

L srostopadl:
do prostej prze
cigcia J; |

wykonaé kiad

otrrymanego w
. przecigoin kata
na 2 lud B
dokola odpo-

wiedniego §la-~
du ¢ lub &, plaszeryzoy tego kgta, Tisrwszy 4lad 4
tej praszsczyezny jeét tady inkakolwiek prostsa prostopa-
d1s do rrutu @’ prostej przecigcia plasscryzn < Je
e éz, Niechai t= prosta prrzecina §lady . i Z w
punktach o i 7, . Puakt /7 , w ktérym plaszosyzna
U prrecina krawodf o kate dwusciennego Joia, jest”
spodkiem prostopadlej spuszozonej =z punktu-ﬁfftzzé na
A . t.i. wysokodois tréjkata . 77 A | Tezell te-
dy znejd~iemy treeci rzut a”/a zararen ktad/ proste

A na plaszcnyzne -5? rzucajgog poziomo tg prostay i



- 27

chedeOnz doknla Swegd fladu < : ~ 'to odlegtodé punkiu
7 od prodtej @ Ledzie 3zvkang wyrokodoia. Odmie-
rzejac ja od p.m.k!-x.zy aa 2 i tiozas otraymany w ten
8pogéb punkt 1A 7 [ .S: i 7 otrzynany kilad

So (7)) 7] grukianegs Uabx linicwego & .

,‘j]ady plssrcgzzey &wusiecosmej kata dwudoiennego
E strzymany dgiclac kat ¥ pa polowy, wyzanzamaige
punkt Vs , W Ftérym dwusieozna kata ' przecina (4,
Inovzgc pankt D 5; presta v, , ktéra prrecima -5
A w punkcie Vi wraszcie laczae punkt ¥V 9s fladenw

e proata ¥ . Plaszesyzna ¥ V2 dept jednw
uch prassczysn dwusiecznysn ka%a dwudciantogy rlease

Cayen .S i T

23, K?ﬂ figur plagkich. PrgyLuéémy terar Ri-
/, ze w Plaszczyfaic < Jaduva jost figurs prost:.
Avelna iskatolwiek rp. ozwerokal HABCD - ga p.omc-,
SR .dasge me swych _cwbéw, np, pamiomego 4 RC D

s0aly£liby say prawdziwy; ks-talt { wielcoéé tego cevo-

o

"okgte wy=neszsjao kled; wszystkish jego wierzehgolkéw
L plasrosywrag <4 , nle jek sig Lo rarax okeze, pe
Wyzasczeniu kladu jeainngs z nich vp, Z , wygiecvenie,
pozcstalysh zcstanie znakomicie U roszoZone, £rve-

itend L XY

YEOXTIRIA WLIRISNA N 173 Nrkais 7-m;.
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dtuzmy bok A5’ do przeciéc@g ze #fladem ¥, w punk-
cies 7 . Punkt ten Lrzy obrocie pozostanie nieruchow
my, jako punkt lezicy na oéi obrotu; jeseli wiec po-
tagczymy go z punkiom /A) , to otrzymamy klad pros-
tej Az . Spuszezajyc 2 punktu B proutopadla na

i o otrzymamy w vrzecleclu z prostq.ﬂﬁ/z'punkt

(&) . W podobny sposéb znajdujemy ktad punktu € ;
przedluzamy B¢ do pmeciéoia z. 7, w punkcie R,
lg0zymy punkt 2 7z punktem AEQ i spﬁszczamy z ¢’
prostopadlé 7% 7, - przeoiecie tej prostopadlej z
prosté"ﬂﬂ/‘g da nam punkt &/ . Wyznaczamy jesz-
cze w taki sam sposéb punkt /2/, to jest przediu-
zamy C D’ do przeciecia z 7, w punkeie 3, 1a-
czymy /6'/31 wyznaczamy przeciedle tej proatej z
prostopadls spuszczong z 2  na 7 . Jako spraw-
dzian dokladnodci wykreélenia sluzyé bedy proste
A'D 1 /4)p), £°C" i [A)C), B'D' i (5)(D)
ktére paraml w1nﬁy si¢ przecinaé na osi obrotu

Na t93 samej wlasnoéci rzutéw i ktadéw figur pro-

stokreslnych oprzeé mozna rozwiqzanie‘zadaﬁia od -
wrotuego. WeZmy przyktad nastepujgoy:

Majec $lady 7, 72 plaszozyzny oraz £ raut boku

G-kata foremnego w niej lezgcego, wykreslié rzuty

taga B-kgta /rys, 96/,




Ryznaczmy na-
prz6d kiad /7

(B) danego

boku # .5 na

plaszozyzng 5
_5 W tym celu 13-

CZyMy WYZRAczZo-
ny zwykiym spo-
sobem /$28/k1ad
punktu 4 3z
punktem 7 , w
ktérym deny
rzut A5 prge-

cina §lad <

.. 1 2z punktu B’

BpPusgzozamy prostopadis do o, |, ktéra przetnie pros-
ta /4)7 w punkcis /B) . %a odoinku /4)/B) kresdlimy

Yoremny S-kat /47)/5)/c) (1) /F)i niechaj punkty 2,3
4 i 5 de& przecieéiani bokéw /23&434]4302V; (DE)
i ﬂﬁbéﬁ)zq 6laden ‘7§;.'Za pomocs tych punktéw oraz
.PrOéﬁbpgdlych spuszczonych z wieracholkéw pigeiockata
Wyzndézihy wiereohotki /ZZ}/Zb’i (&)1 rzutu tego
O-kata. Dla sprawdzen:a dokladnmooi Wykreslenia

SfWierdémy, ze przekytne ktadu i reutu S-kata wirnv
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sig przecinaé na éledzie <% . Wyznaczenie II rzu-
tu 5-kata nie sprawia zadnych trudnod$ci jezeli sko-

rzystamy z IT rzutéw punktéw 1, 2, 3, 4 i O.

$31. Powinowactac ;eometrycane, Rzut i krad fi-
éu;;—;}askieJ na t¢ samg plaszczyzng sS3 w pewnym
szczegllnym zwigzku geomelrycznym, ktéry ma wazne
teoretyczne i praktyczne znaczenie. Zwigzek ten po-
lega na nactepujgcych pigciu faktach:

l-0. Kazdemu punktowi pierwszej figury odpowia-
da jeden jedyny punkt drugiej figury i nawzajem,

2-0. Kazdej prostej pierwszej figury odpowiada
jedna jedyna prosta drugiej figury i nawzajem.

3-0. Punktowi i prostej, nalezgcym do siebie w
pierwszsj figurze odpowiadaja w drugiej punkt i pro-
sta réwniez do siebie nalezgce.

4-0. Punkty odpowiednie lezy na prostych réwno-
legtych i

9-0. Proste odpcwiednie przecinajg sie w punktach
jednej prostej.

0 dwéch figurach czynigcych zndosé “ym pigciu

- warunkom méwiry, Ze sg w _powinowactwie geometryoz-
nem. Kierunek prostych, ktére aczy punkty odpowied-

nie nazjwa sie kierunkier powinowactwa, prosta, na

ktérej przecinajg sig pro:ite odpowiednie nazywa sig
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9513 powinowactwa,
¥ naszyn prayktadzie /rys. 96/ 5—katy/01thVZVAQM$
1 2 B'C°'DE sa w powinowactwie, ktérego osig

Jest $lad o, , a kierunmkiem kierunsk do tej osi

Prostopad?y, ale na tym samym rysunku many jeszcze

1nny przyktad figur w powinowactwie, mianowicie
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dwa rauty 4'B'C D&’ 1 4'BC'D'E” pigoiokata

ABECHE . T samej raeczy, ‘jezeli za punkty
odpowiednie tych figur uwagaé bgdziemy dwa rzﬁty,
ap. 47 i A" tego same go. punktu 4 ., a za proate
odpowiednie dwa rzuty, np, #' B 1 Z7 3" tej samej
prostej 4 & , leigcej w plaezozytnie < <2 , to
punkty odpowiednie lezeé bgdg na prbstyoh rdwnoleg-
iych, mianowicie na linjach rzednyoh, proste zas
~ odpowiednie przecinaé sie beddﬁna_zﬁbdnoozonibh‘
rzutach prostej of , wedlug ktdrej Pplaszosyzna

7, 93 przecina druge plaszozyzng dwusiegzng.

‘Prosta d;d'jest tedy osig powimgwactwa, kie-
runek 1linji rzqdnyoch kierunkiem pow1nowaotwa, kie-~
runek ten nie jest wogdéle prostopadly do osi powi-
nowactwa,

Opierajgc sie na tej wlasnosgi rautdw prostokat-
nych flgu*y plaskiej mozemy z Yatwofgig stwierdzié,
czy dany #a pomoca swysh: rzutéw wrolbk%} Jest plas-
ki czy Skodny. Jeleli jest pthdktujto odpowiednie
boki i przekatne jego obu fzufllw mu&ﬁa ‘sie spotykaé
an prostej, ~ jezeli jest inaczej, to jgét on skod-
ny. Kielokat plaskx bedsie Eaec mgp.la1p ngtnnozo~
ny, ieaelx dany bedzie jeden jege-raut, hp. plerw-

8zy, ‘oraz drugie rzuty trzech jego ‘wierzoholkéw;
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Przytem drugie rzuty pozostalych wierzcholkéw mo-
4 by¢ wyznaczone bez pomocy sladéw 9 92 plasaz-
czyzny fégo‘wielokata. Nieoh bgdzie np. dany
/tys, 111/ rzut ﬂ'ﬁ’abf'piéoiokata ptaskiego
ABCDE oraz rzuty 27 B” 1 € trzech jegn
wierzchotkéw, Znajdémy punkty przecigcia [qrBc”
prostych B'C'y B'C” ; CEY CHE" A B AB7
punkty te muszy lezeé na jednej proste] g{'af’” kté-
ra bedzie osig powinowactwa dwéch figur. 0t6z majgo
08 powinowactwa i jedng choéby parg punktéw odpo-
Wiednich /= wiéc 1 kierunek powinowactwa/, wmozemy,
Jak to wynika z rysunku, dle kaidego punktu i dla
kazdej prostej jednej figury znaleZé odpowiadajyey
punkt lub prostyg w drugiej. |
Przy tej sposobnosci odkrylismy mimochodem nastg
‘Pujace twierdzenie: Jezeli wierzchotki Z i &7,
B’ i B 0’1 C” tréikstéw £ BC 1 H7BC”
lezg parami ra traech proatych. réwnolegiych @”g*
1 _e”, to boki BO, BC 7 1 9% BB AB”
rzecinajg sie parami w trazech punktech F“Z2*
jednej proatej. W samej rezeczy, jerell 4 B¢’ i
ALBeE” nwa;ad b§ﬁziomj z4 rzuty proastokyine
Lréjkyta ABC , to punkty A7 F7 €Y muezy 1e -
%eé na rsjédnoozonym 114 11 rsucie prostej &
wedug ktérej ptasucayzna ALEC€ griecina 11 l3?.?\.:52.‘

t

P
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czyzng dwusieozny. Do stwierdzenia tego powréeimy
jeszcze, otrzymujae je jako wniosek z twierdzenia

o tréjkatach Desargues'a.

Rys 98. .
Pigury v powinowactwie otrzymujemy zawsze gdy
tq samg figurq plaska HBL'D[ ..... rzucamy réwnoleg-
le na tq samgy plaazczyth rzutdw P w dwéch rdtnych
kierunkach £ 1 [/~ /rys. 97/, W samg] rzecay rzuty
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A Big Dligt» 1A BYE Bl sg .wtedy w ta-
kim zwigzku, 36 punkty odpowiednie &' i 42", &’
i A&”. leig parami na prostych réwnoleglych, wed-
Yug ktérych plaszozyzny réwnolegle do ' idoe 7,
& przechodzgce przes punkty Z,5... przecinajg

Przecinaja proste -5C, CD... 4 wigo i siebie
Wzajemnie na $ladzie I plaszozysny LS'.

Jezeli kierunek ¢~ jest prostopadly do jednej
2 plaszozyzn dwusiecznyoch kqta dwudciennego .5 2,
to #°B¢c’D”.... jest kladem figury 4 5C0...
na A ; jezeli w dodatku £/~ , to figury
B D . 1 ARG D - ol ok T T
i ktad figury ABCD ... na P /1ys.98/.

Rozdziat IV.
e

Przesuwanie r6wng;eglg 08i gu_t_g_w

§ 32. Prazesuwanie figur w kierunku prostopadlym
do T plaszcéyznx dwusiecznej. W § 24 stwierdzilismy

Juz, ze gdy figura doznaje przeswniesia réwnolegte -

€0, to oba jej rzuty zostajg przesunigte réwnoleo-

le, przez oo zmienia siq jedynie potozenie tyck

rzutéw na plaszozyZnie rysunku.
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