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kreślono np. w rzucie izometrycznym schodki złożo
ne z trzech s t o p n i , do których z obu stron 3/le
gają dwi© ściany. 

Podział A CL 7-S J>odz*«ł*«. /S'.Srt- 4-.4r.ca. 

ROZDZIAŁ H . RZUT! "UKOŚNE, j 

§57. Odwzorowanie punktu. Przypuśćmy t e r a z , że 
płaszczyzna rzutów JP j e s t równoległa lub nawet 
przystaj e do jednej z płaszczyzn spółrzędnych, np. 
do ZJC ]ub £jf , kierunek zaś rzutów j e s t ukoś
ny względem t e j płaszczyzny. Wtedy mamy do czynieni 
z aksjpmetrją ukośną, zwaną też rzutami ukosnemi , 

http://4-.4r.ca
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perspektywą równoległą iub kawalerska. Każda f i g u r a , 
położona w płaszczyźnie do n i e j równoległej będzie 
odwzorowana w naturalnej wielkości i kształcie. Dwie 
spółrzędnfl każdego punktu figur y (Jt i albo X 
i $) odwzorowują się w naturalnej wielkości, t r z e 
c i a zaś spółrzędna /'¥ lub / alega skróceniu 
wzgl. wydłużenia, zależnemu od kąta , pod którym 
padają promienie rzucające na płaszczyznę 'J?\ Aby 
zatem wykreślić rzuty osiowe, trzeba w płaszczyźnie 
rysunku wziąć dwie osie prostopadłe Jf i Z albo X 
i y przecinające się w punkcie V /Rys,141/ i z t e 

go punktu wyprowa
dzić w dowolnym k i e 
runku prostą, która 
będzie rzutem ukoś-" 
nyn. t r z e o i e j osi y 
albo Z , Na tyra rzu 
cie osiowym weźmiemy 
dowolny odcinek OM, 

uważając go za rzut 
ukośny odcinka zna
nej długości /np.jed 

n o s t k i długośoi/ leżącego na t r z e c i e j o s i . iSając 
spółrzędne OL , b i C jakiegokolwiek punktu Jr , 

,9 

a 1̂ 
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odmierzamy na os i JC od punktu O spółraędną Ci w 
naturalnej wielkości do punktu ^5 , * tym punkcie 
wystawiamy prostopadłą do o s i %X więo równoległą 
do o s i z) i od punktu Jy odmierzamy na n i e j rów
nież w naturalnej wielkości spółraędną C do punktu 
F* " % wreszcie z punktu Z 3 prowadzimy równoległą 
do j i od punktu * odmierzamy na n i e j odoinek 
F* , który tak się ma do spółrzędnej & ( jak 

odoinek OM* do prawdziwej długośoi odcinka O Al 
leżącego na o s i y . W ten sposób spółrzędna śb ule 
ga skróceniu /'lub wydłużenin^w stosunku ^crćpoC , 
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gdzie °£ j e s t kątem promieni rzucających z płasz
czyzną rysunku. 

j y^Ljjggj; ukośny f i g u r y , której rauty prostokąt-
ile są dane. 

Wykreślmy rzut -okólny słupa kamiennego, którego 
rzuty prostokątne były podane na rys.131, przypusz
czając, że skrócenie na osi , t. j . ,C&^oC - -jg 
/ r y s . 142/. Sposób wykreślenia różni, się od sposobu 
podanego w §54 tem j e d y n i * , że d la wykonania rysun
ku potrzebna j e s t redukcja, zupełnie aresztą dowol
na, jednego t y l k o wymiaru. 

$59. Perspektywa wojskowa. Raut ukośny będzie 

jeżeli płaszczyzną rzutów jes t płasKozysna UJf ( to 
rzut nazywa się perspektywą wojskową. Rzut ten otrzy 
mujemy bezpośrednio z rzutu poziomego t . j . z planu 
f i g u r y , wyprowadzając ze wszystkich jego punktów 
l i n j e w dowolnym kierunku i odmierzając na nich wy
sokość tych . /Rys,143/. Perspektywa wojskowa j e s t 
jedną z najprostszych f,etod odwzorowania f i g u r &a> 
nych w rzutach prostokątnych; podobnie jak » rzucie 
isoraetryoznym /§56/ możemy z, rysunku bezpośrfednio 
wybierać prawdziwe wyuiary spółrzędnych każdego 
punktu, n i e s t e t y jednak obrady otrsymano są w znacz 



15? 

ń}-ę stopniu 
aniekształcone. 
^ j B O ^ Trój kąt 

rzutowf : t niechaj 
będzie punkt j a 
kikolwiek Z/ nic 
leźrący w płasz -
ózyźhie rysunku, 
t . j , w płasz-
czyźnie aksono-
m e t r j i J~* /Rys. 
144/j niechaj 
punkt ^ ' będzie 
rzutem pr o s t o 
kątnym, a punkt 

rautem u-
kośnyn punktu 
U na płasą--
ozyznę Z 3 / R ys. 
144 i 145/. 
Przez punkt U* 
poprowadźmy j a -
V.ąk olwiek prostą 
/nap. pionową/ 



w płaszczyźnie P i odmierzmy na t e j prostej odcinek 

/ 

/ 
/ 

V 

Łr (U)równy odległości V & punktu U od płasz-
B 8 y « n , P. 

Punkt (PJ możemy uważać za kład punktu 
dokonanym jego obrocie dokoła osi leżącej w P i 
przechodzącej przez tV* . Trójkąt & /Vj 
nazywa się trójkątem rsatowya stosunek fi V« (0m 

- sC&Óf o£ razywa się skróceniem rzutu ukoś-
nsgojprzez podanie taki«go trójkąta kąt oć, , a więo 
i kierunek rzutu ukośnego j e s t wyznaczony. Trójkątów 
rzutowych j e s t oczywiście nieskończenie wiele , ten 
sam rzut ukośny może być określony przez trójkąty 



rautów* różne co do położenia, wielkości i kszi^łtu. 
Aby trójkąt był rzutowym wystarcza bowiem, by jeden 
jego bok był równoległy do stałego kierunku oraz by 
stosunek tego boku do jednego z pozostałych równał 
się s&rĆjf.oC'. Przez podanie któregokolwiek trójkąta 
rzutowego odległości wszystkich punktów od płasz
czyzny rysunku są wyznaczone, jeżeli dane są i c h 
rzuty; prostokątny i ukeśny. Niech będą np. rzuty fi" 

i HM pewnego p u n k t u , /Rys. 145/, kreśląc na od
cinku fi trójkąt jednckładny z trójkątem r z u t o 
wym, t / j ; trójkąt o bekach odpowiednie równoległych 
do boków trójkąta rzutewtgo, wyznaczmy odcinek 
fi ffijt który j e s t prawdziwą edległośoią punktu fi 

od płaszczyzny rysunku, t . j . ed punktu fi" 

ft61. Pierwsza i druga płaszczyzna rzutów, opro
wadźmy teraz nową płaszczyznę rzutów prostopadłą do 
-< którą nazwiemy pierwszą płaszczyzna rzutów i 
oznaczymy literą J/ . Będzie ona wyznaczona przez 
swój ślad XfZ na dotychczasowej płaszczyźnie rzu -
tów J"* , którą od t e j c h w i l i nazywać bodziemy drugą 
płaszczyzną rzutów i oznaczymy przez 7% . Mając 
rzut ukośny fi* i rzut prostokątny A na drugą 
płaszczyznę rzutów, można z łatwością tnaleść rzut 
ukośny JJ44 rzutu prestokątnego fi na pierwszą płasz 
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czysn£ rautów. Z punktu 7/ opuśćmy prostopadłą na 

C?" \ \J3J< 

\ 

\ 
i 

• Srr! 

0 4 ^ 2 /Ry s . 146/ 
1 na odo inkach A ^ 
i ^ obudujemy 
równoległobok; 
czwarty wierzoho-
łek HM. tego rów-
nolefrłoboku będzie 
szukanym punktem, 
^awsa-jerc, mając 
rzut ukośny i 

rzut ukośny JIM, pierwszego rzutu A , może/oy *aa-
leźć rzut drugi fi . lii tym c e l u z punktu P*"o-
wadzimy równoległą do boku (Jx ̂  trójkąta rzu t o 
wego, z punktu przecięcia f/j( t e j równoległej z 
osią dz wy:.-.tawi«my do n i e j prostopadła, na Której 
odmiorzamy /Ij jl" " A r A s . i/rosta $ ™ jest 
równoległa do płaszczyzny rysunku JFZ , satfcto j a j 
rzut ukośny fi-^ j e s t j e j równy i do m e j rów
noległy. Gdy nie będzi.« zachodziła obawa pomiesza
n i a punktu p r z e s t r z e n i f? z jego rzutem ukośnym fiti, 
oraz pierwszego i z u t u $ z rzutem.ukośnym p i t r w -
szego rzutu fi u , będ?.i i my opuszosali wskaźnik »% 

tfidzi&y zatem, że zamiast odwzorowywać punkt 
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zapocą pary punktów fiu fi" leżących na prostej 
o stałym kierunku 17* 17*', możemy go odwzorować aa 
pomocą pary punktów fi CC , fi « , łażących na pros t e j 
o stałym kierunku prostopadłym do os i . Odcinek 
7l'u -Au j e s t przytem równy i równoległy do pierwszej 
odległości punktu fi 

Tak pojęta metoda rzutów ukośnych ni» j«st d l a 
nas nową; stosowaliśmy ją wielokrotnie d l a objaśnie
n i a wykreśleń metody rzutów prostokątnych. 

ŁSSfa P r z e n i e s i e n i tu równoległe o s i . 2 wykreślenia 
podanego w f poprzednim d l a z n a l e z i e n i a rzutu 
wynika, że praez p r z e n i e s i e n i e równoległe os i Jfa 

drugie odległości punktów odwzorowanej w rzutach 
ukośnych figury powiększają się lub zmniejszają o 

ten sam odcinek. Jeże
l i zatem dane są rauty 
ukośne 7^ i 7*u f i g u 
ry Jr , to p r z e n i e 
s i e n i e równoległe o s i 
L//Z nie ma wpływu ca 

żaden z tych rzutów u-
kośnych, natomiast dru-

/3" 

17 

X. 

fil 
o 

gi rzut ul«ga prze 
n i e s i e n i u w kierunku równoległym do ^717 aą odie-
GEOKETRJA HIKRESLNA. Nr.173. Arkuaa 1 1 - t j . 



głość fi* Mjf Podobnie, jak w rzutach pro-
srLokalnych onu.Szc2.anvy z&iem .'i&zwycr.j.j 6ŁS f 
wprowadzamy ją w miarę potrzeby, licząc się z 
jaknajgodniejszym j e j dla naszego ofclu położeniem. 
Kierunek osi Ji/z jest wyznaczony, gdy dane są r z u 
ty ukośna fi , ^ jednego choćby punktu , albo
wiem pierwsza odległość Bfi tego punktu, B więc i 
j e j rzut ukośny Bu fiu , jest do osi pro
stopadły / r y s . 147/.. 

§63. Związek rzutów ukośnych danej fi&u_rJL-g.._ j e j 
rzutami, nrostok^tnemi. Jeżeli dane są rzuty ukośne 

Fu i K figury B t oraz trójkąt rzutowy:lf*v$tf9 

to możra znaleść j e j rzuty prostokątne J i 7* i 
to w sposób znacznie- prostszy', niżby to siało miej
sce w akoonometrji prostokątnej. Poprowadzimy do
wolną prostopadłą do pros t e j łączącej rzuty ukośni-.. 
jakiegokolwiek punktu B i obrawszy ją za oś Jfy , 

wyznaczymy drugi* rzuty B punktów B % 

B /§61/, poczem zapomocą trójkąta rz u t o 
wego znajdziemy pierwszo rauty tych punktów, jak 
to widzimy na rys,148. 

Kawzajniii, gdy dane są rzuty prostokątne **> B 

ii£ury fi , to otrzymamy j e j rzuty ukośne w spo
sób następujący; Obrawszy trójkąt rzutowy P^l/fł/J 
i oś JK/z , z pierwszego rzutu B każdego punktu 

http://onu.Szc2.anvy
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fi prowadzę równoległą do fi/) 1/ , a z punk
tu fix , w którym rzędna przecina J/z rów
noległą do \ w przecięciu tych dwóch rów-
nol&głych otrzymym rzut ukośny fiu pierwszego 
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rzutu f* . Wystawiając w tyra punkcie odcinek rów
ny i równoległy do pierwszej, odległości fi* £ 

punktu fi , otrzymam rzut ukośny fiu punktu . 
Pierwszy rzut i jego rzut ukośny fu są 

w powinowactwie, którego osią j e s t , a k i e r u n 
kiem - kierunek boku trójkąta rzutowego; 
jeżeli f j e s t figurą płaską, to drugi rzut f 

j e s t w powinowactwi* z rzutem ukośnym fu , któr«go 
osią j e s t drugi ślad płaszczyzny f i g u r y f , a 
kierunkiem - kierunek boku ^ trójkąta r z u t o 
wego. Wreszcie, podobnie jaki/«io"t>/?ometrj i p r o s t o 
kątnej tak i w rzutach ukośnych, i fu są w 
powinowactwie, którego osią j e s t ślad , a 
kierunkiem - kierunek prostopadły do o s i X/z . 

§64. Zadania położenia. Podobni* jak w rzutach 
prostokątnych, pro s t a może być edwzorowana przez 
dwa jakiekolwiek swoje punkty, a płaszczyzna przez 
dwie jakiekolwiek swoje proste, przecinające się 
lub równoległe. Wiele zadań da się rozwiązać szcze
gólnie łatwo, jeżeli punktami, wyznaczającymi pro
stą /& , i prostemi wyznaczającemi płaszczyznę £ 
będą ślady X i wzgl. ^ i .Rys. 149 przed
stawia płaszczyznę -4, *i wraz z leżącym na n i e j 
punktem P , którego rzut ukośny P j e s t daoy, a 

A ukośny P' jego pierwszego rzutu j e s t wyznaozo-



ny * pomocą jednaj s dwóch prostych głównych fi lub 

_/* . /Rys.150/ przedstawia wyznaczenie śladów płasz 
czyzny,, która j dwie proste TH i n są dane fmm ':nnj/ 

. Rys.151 prz*dstawia przecięcie dwóch płasz
czyzn j. Przykłady tts wskazują, że 
rozwiązanie zadail położenia za pomocą śladów j e s t w 
rzucie ukośnym n i t co prostsze nawet-, niż w rzutach 
prostokątnych /Tor Rys.38 ,• 40, 42/. 

%G5. Zadanie miarowe, Jakkoi.vifek możnaby wszyst
k i e zadania miarowe sprowadzić do rzutów prostokąt
nych #63/, będzie wogule prościej rozwiązywać te z a 
dania bezpośrednio, jak to okażą następujące prz y 
kłady. 

1/. wyznaczyć prawdziwą długość odcinka, którego 
rzuty ukośne B B . BJB&Ą dane. Poprowadźmy / r y s . 
149/ oś Xi prostopadle do Bfi przez B i zapo-
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mocą trójkąta rzutowego wyznaczmy fi* , fi oraz 
prawdziwą długość odcinka 75 73 po
czym wykonajmy kład trójkąta prostokątnego B Bfi" 
dokoła B B" na B? ; w tym c e l u na prostopadłej 
wystawionej w B do B fi" odmierzamy B "Bo ~ B^cBJ^ 
odcinek BBo jtst prawdziwą długością odcinka 
(Jlk, 4 1B% 

Do zadanie powyższego sprowadza się następujące 
z a d a n i a ^ 

2/ Ha pr o s t e j &'Jod danego na n i e j punktu 
odmierzyć dany odcinek g£ . Poprowadźmy 

/Rys. 152/ oś JT/t 

przez B prosto 
padle do BB' i 
obrawszy na & & 
dowolny punkt BB' 
wyznaczmy jak po
przednio kład 73Be 

odcinka ffi B} A'B'J, 

Odmierzywszy na 
B fio od punktu 
B odcinek BCS 

- ci, poprowadźmy 
« punktu Co równoległą de 9 która *»ra«ta$« 

Tjtyfi 7S2. 



71, 

'A 

4t w 

! \ 

7 ' L - - - — 

/ 

Si 

a. 

\ 
\ 

T 
!4r 

/ 

/ 

w punkcie C$ adcineft fi!Ć,/]'C)'jest szukanym, 
3/ Kład płaszczyzny, wyznaczonej przez dwie prze

cinające się pro
ste. /Syznaczonie 
kąta dwóch pro-

e'" 
\ styoh/. Niech bę-
\ dą dwie* proste 
j # a ' i x5 ̂  
/ przecinające się 

w punkcie CC 
/Rys. 153/, popro
wadźmy os* J/t 

prostopadle do 
C C 

t> o i wyznaczmy 
elady 

prostych i >(5 . Dokoła p r o s t e j = Ti . 

która jes t drugim śladem płaszczyzny <2 & , doko
najmy kładu i,«j płaszczyzny, punkty 
jako nal*ząc«3 do osi obrotu pozostaną nieruchome, 
wystarczy wyznaczyć kład punktu CC. 

Znajdźmy najpierw f r u g i rzut t/ tego punktu 
oraz odległość jego C"{Cj od . Na pr o s t o 
padłej C"/V do śladu "fz. odmierzamy od punktu 

odległość punktu O od śladu ~&z , wyzna-
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czoną jako przeoiwprostokątną trójkąta prostokątne-

tern dwóch danych prostych. 
4/ Kłady f i g u r płaskich, larunkeim koniecznym i 

dostatecznym, aby dana w rzutach ukeśnych f i g u r a 
była płaska, jet f t , aby j e j rzuty ukośne i 
były w powinowactwie, oś powiniwactwa j e s t rzutem 
ukośnym pierwszego śladu płaszczyzny fi g u r y 3/to 

/§63/. Jeżeli ten warunok j e s t spełniony, to z n a j 
dziemy prawdziwy kształt i wielkość f i g u r y zapomo-
cą j e j kładu na 1% dokoła śladu j e j płasz-
czyzny. W tym c e l u /Rys.154/ — przez rzut ukoś
ny Cu, jednego z wierzchołków pierwszego rzutu 
f i g u r y prowadzimy oś JC/t. , wyznaczamy drugi ślad 
<fz płaszczyzny fig u r y i sposobem wskazanym w a r -

tykule poprzednim znajdujemy kład fio innego które -
gokolwiek wierzchołka f i g u r y , Zapomocą powinowactwa 
f i g u r , którego osią j e s t <?z , a k i e 
runkiem - kierunek p r o s t e j &u A , wyznaczamy 
pozostałe punkty i proste kładu 
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§66. P r o a t g i płaszcz y a ny pros t o p ao ł a , 

\ i 

Zadanie I , Do danej płaszc^£&£_J*cym j e j punkcie 
wystawić prost opadłą danej długości, Możemy przy-

puścić, że pła
szczyzna j e s t 
dana sta pomocą 
swego drugiego 
śladu **** , osi 

jf/ł i rzutów 
ukośnych fi a, t 

fiu 3®j punkty 
fi ; jeżeli bo
wiem płaszczyz
ną byłaby dana 
w inny sposób, 
np, zapomooą 

dwóch swoich prostych, a punkt fi t e j płaszczyzny 
zapomocą jednego ze swych rzutów ukośnych np, / f ^ , 
to obrawszy dowolnie oś *X't , moglibyśmy wyznaczyć 
ślad i drugi rzut ukośny nu punktu si Przez 
punkt A poprowadźmy płaszczyzno Jf prostopadłą do 
-4* /rys.2 55/, w t e j płaszczyźnie leżeć musi szu
kana pro3topadł«- /o , której drugi ślad Ti musi 
leżeć na drugim śladzie płaszczyzny , t.j« na 
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prostopadłej spuszczonej z punktu fi na . 
Obróć-my płaszczyznę ^ dokoła - j e j śladu p 

na i wyznaczmy kład 2} punktu 21 ; p r o s t a ^ 
będzie kładem l i n j i największego spadku płasz-

/// jrt f/i 
ozyzny danej, p r o s t a ^ da n i e j prostopadła 
- kładem szukanej prostopadłej, a punkt 2% , w 
którym/' przecina/O - drugim śladem prostej/^? , 
Łącząc A . otrzymamy rzut ukośny fiu. , łącząc 
Iz &«, otrzymamy /oa. Trójkąt 77u 72 fi j e s t 
rzutowym, odmierzywszy na p 71 MJW CC I poprowa-
dziwszy 3 23t* //fi fi* otrzymamy 73*. , którego 
rzędna IB'*23u wyznacza na /ou punkt J3'«.. 

Zadanie I I . 2 punktu na płaszczyznę 
(fiu Mn Cu> fiu23u ̂ /spuśoid _prost opadłą. Przez punk t 
^ * poprowadźmy oś */&e i wyznaczmy drugi ślad 
płaszczyzny fi23Ć t poosem na mocy poprzedniego z a 
dania wykreślmy rzuty ukośna iu iu prostopadłej h 

wystawionej w punkcie 23 do płaszczyzny fifiC 

/ r y s . 156/, Z punktu Ju 2"** poprowadźmy prostą 
fiu 2>H // i u % u , Punkt p r z e b i c i a QuQu prostej 
Tb z płaszczyzną 2223C wyznaczymy według 
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•i, 

Ryj lś~6-

Zadanie I I I . Do danej prostej gu d'u przez da
ny punkt fiu, fi'u poprowadzić płaszczyznę prosto
padłą. Przez puakt Au fiu. / r y s . 157/ poprowadźmy 
prostą fiu f równoległą do <Zua/t i obrawszy 
oś J l ? wyznaczmy drugi ślad t e j p r o s t e j , 
wyznaczywszy drugi rzut fi " oraz odległość 
A YfiJ p u n k t u j od f*, , wykreślmy trójkąt pros
tokątny w którym dana j e s t wysokość 
S fi 9 fi- {fi) i jeden z odcinków przeoiwprosto-
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kątnej , mianowicie fi P^ . Prosta <TZ prostopadła 
do / } " w punkcie j e s t drugim śladem szukanej 

płaszczyzny, pierwszy śxad tf> znajdziemy np. zapo-
mocą l i n j i czołowej jfa , przechodzącej przez 
punkt Pu Bu. 

/ 
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£O^DZIA^JIŁ^JRZj;"IgOIA I PRZENIKANIA flIEŁOŚCIANÓ* 

A 67. P r z e b i c i e wiełościanu prosta, Metoda ogól-
n&, według której wyznaczamy punkty p r z e b i c i a wie
lościanu prostą daną, polega na poprowadzeniu przez 
tę prostą płaszczyzny pomocniczej i wyznaczeniem 
rzutów wielokąta, który j e s t przecięciem wielościa
nu ową płaszczyzną. Punkty, w których dana prosta 
przecina obwód tego wielokąta, należą zarówno do 
prostej danej, jak do powierzchni wielościanu, są 
to więc szukane punkty p r z e b i c i a . Obiór płaszczyz
ny pomocniczej zależeć* będzie woge'lc od wielościanu 

i od metody, któ
rą j e s t odwzoro
wany. Najczęściej 
posługujemy się 
jedną z płasz
czyzn rzucających 
daną prostąv Na 
rys, 158 wy znaczy
liśmy w ten sposób 
punkty p r z e b i c i a 
d ane go w rz uc i e 
ukośnym ośmiością-
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nu foremnego tfBCDSż*' prostą Płaszczyzna 
pomocniozą jes t t u t a j płaszczyzna # , rzucająca 
prostą # poziomo, przecina ona oćmioacian według 
czworokąta M> -3 C/M, punkt/ M i ^ , w któ
rych 6C p r y c i n a obwód tego czworokąta są szuka
ne iai punktami p r z e b i c i a . Podobnież d l a wyznaczenia 

punktów, w których 
3 prosta a ^ p r z e b i j a 

oś mi o sc i an f o r e mi y 
dany w rzutach prosto
kątnych , p rowadzimy 
/ r y s . i 5 9 / płaszczyznę 
rzucającą prostą Oi 
pionowo, uyanp.oKamy 
r z u t p o z i o my 6 -k ą t a 
przóeifcią, a następ
nie punkty M ' i Jf ' 

w których ć£ przecina 
jego obwód, 1/ pewnych 
przypadkach dogodniej 

je&t obrad iz . płaszósyząę pomocniczą, której p r z a -
oi©< te - * i ilośoianem jes t wielokątem możliwiŁ n a j -
prostszym. Jeżeli np. sziika-mj punktów, w których pros 
ta p r z e b i j a ostrosłup lub graniaatosłup, to nafdogod-
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n i e j będzie zastosować płaszczyznę przechodzącą 
przez wierzchołek ostrosłupa, względnie płaszczyz
nę równoległą do krawędzi bocznych graniastosłupa 
/ r y s . 161 i 162/. . 

§ 68. Wzajemne przenikanie dwóch wielośćianów. 
Do zagadnień o p r z e b i j a n i u wielościanów prostomi 
sprowadzają się zagadnienia wzajemnego przenikania 
się wielość ianów. Jeżeli dwa wielościany mają częać 
objętości wspólną, mówimy, że się przenikają, 
i s t n i e j e wtedy jedna lub k i l k a l i n j i łamanych zam
kniętych, leżących aa obu wielość ianach; wi e rz ;ho 
k i tych łamanych są punktami p r z e b i c i a ścian j e d 
nego wielościanu przez krawędzie drugiego. Figurę 
•przenikania dwóch wielościanów można wyznaczyć dwo
ma sposobami; 1/ albo wyznaczając przecięcie k»zdej 
ściany jednego wielościanu z drugim i uwzględniając 
ty l k o te części każdego przecięcia, które leżą we
wnątrz obwodu t e j ściany. 2/ albo wyznaczając punk
ty p r z e b i c i a jednego wielościanu krawędziami dru
giego i nawzajem, a następnie tak łącząc te punkty, 
aby połączone punkty leżały na t e j samej ścianie, 
zarówno r,- jednym, jak w drugim wielość l a n i e . 

§ 69. Przenikanie sześcianu i ośmiościanu forem
nego o osiach wzajemnie równoległych. Niechaj będzie 
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dany w r z u c i e ukośnym ośmiościan foremny o osiach 
BBś, BBji CC, oraz sześcian AfifĆZ>,£<£ć'y 

którego krawędzie są odpowiednio równoległe do 03i 
ośmiościanu /rys.160/. Wyznaczmy najpierw kwadrat 
f9 2, według którego płaszczyzna ścianyD£,B/£ 
przecina ośmiościan i uwzględnijmy tę tyl k o częśó 
tego kwadratu, Jttóra leży wewnątrz ściany J>£,Bt£. 

7?yf. 760. 

GEOMETRIA OTRtfŚLNA.Nr.173. Arkusz 12-ty. 
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Postępując w ten sam sposób ze wszystkimi i n 
nymi ścianami sześcianu otrzymamy figurę p r z e n i 
k a n i a , złożoną z jednego 14-kąta skośnego, 2-oh 
trójkątów i jednego kwadratu, 

§ '70. Przenikanie dwóch ostrosłupów. Niech 
Wz KlMJYP i WyńBCDZ / r y s . 161/ będą r z u t a - '« 
mi dwóch ostrosłupów, prosta p niech będzie r z u 
tem prostej przecięcia płaszczyzn £/ i $z , w któ
rych leżą podstawy ABĆ£>£\ XL MNP tych ostro
słupów, a punkty X i rzutami śladów prostej 

na płaszczyznach $/ i Sz .obojętną jeat 
przytem rzeczą, czy mamy do czynieniami z rzutami 
prostokątnemi, ukośnemi lub nawet środkowemi. Wy
znaczmy punkty, w których krawędzie ostrosłupa 
Wt przebijają ściany ostrosłupa oraz punkty, 
w których krawędzie ostrosłupa J7z przebijają 
ściany ostrosłupa ^ , Przez oba wierzchołki W, 
i poprowadźmy płaszczyzny pomocnicze, przecho
dzące zarówno prz6z krawędzie jednego . jak przez 
krawędzie drugiego ostrosłupa. Przecinają one każ
dy ostrosłup według trójkątów o wspólnym wi e r z 
chołku M lub ^- i o podstawach, które są ślada
mi tycn płaszczyzn na j$, lub Sz . lykreślmy n a j 
pierw w płaszczyźnie X ślad płaszczyzny praecho-





dzącej przez krawędź W/" i wierzchołek J/z, . -
H tym c e l u łączymy najpierw punkt Si z punktem^ 
wyznaczamy następnie punkt Ao t w którym prosta 
X przecina Jo , poczem łączymy punkt AJ i AZ- . 
Prosta Ao $ z j e s t śladem płaszczyzny^ J/ZA na /S^; 
łącząc wierzchołek % z punktami A i f w 
których ta prosta przecina obwód BLMft P otrzyma
my trójkąt W2 A A'' przecięcia płaszczyzny tY, Wk A 

z ostrosłupem J/z , a punkty A, i Ai , w którycl 
krawędź A£ ̂  przecina obwód tego trójkąta, są 
punktami p r z e b i c i a ostrosłupa #2 krawędzią W» A . 

i ten sam sposób znajdziemy punkty B, i 3^ oraz 
£ i C i , w których krawędzie KB i J/t C prze

bijają ostrosłup . Krawędzie J/t B i A^-^ nie 
przebijają go wcale, albowiem ślady płaszczyzn 
przez te krawędzie przechodzących nie przecinają 
obwodu jego podstawy. Znajdźmy teraz punkty, w któ
rych krawędzie ostrosłupa J/z przebijają o s t r o 
słup J/t , Łączymy punkt Sz z punktem f* i prze
dłużając prostą $z K &o przecięcia z /t> w punkcie 

Bo , a później łącząc ten punkt z St , otrzymamy 
ślad płaszczyzny J/,h'zB na £ x , który przecina 
obwód pierwszej podstawy w punktach B i K ;p ros-
te Wi B i WiK" przecinają krawędź J/ĄB* punk-
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tach fi. i fCjt. , które są punktami p r z e b i c i a o s t r o 
słupa J/ krawędzią Wz f£. Podobnież znajdziemy 
punkty Z, i Zz , Si, i Mz , ff, i J/z , w których 
krawędzie h^Z, ł/zJVihzJ/ przebijają ostrosłup 
}>/, ; krawędź Wz P nie p r z e b i j a wcale ostrosłupa 
W, 

Tak więc mamy 14 punktów p r z e b i c i a : 
B, Az By JBi ft Ź & Zfz 
L< Z z M, Mz JV< JYZ . 

Ponieważ boki l i n j i p rzenikania mają le«eć na 
ścianach obu ostrosłupów, więc łączyć należy t y l k o 
te punkty, które lezą aa te j samej ścianie zarówno 
w picrwazyo, jak i w drugim ostrosłupie. Każdy ze 
znalezionych. 14 punktów leży na trzech śoianach, 
fcfcćrych j e s t przecięciem, jak to uwidoczniono w nas-
tępującym wykaz i e: 

a HA 3 Wzfttf WzKP W,BC 
Az W, AB m '/r Wz BI T ¥z LM WzBl W.BJS 
B, W,BC ATP lx ł/zLM WzKź ff,Cb 
Bz W,BĆ MAB f/£Jfp\ My H M K fi£ 
Ć, T/,BĆ JĄMAJ WzLM ty* CD 

Cz MBĆ W* Xl Wz W, AB 
B, JĄ BP W/BB Jfz T/z J/P WzMJT 



- 182 -

Aby znaleźć punkt, z którym należy połączyć Tit , 

weźmy dwie jego ściany do dwóch ostrosłupów nale
żące, u$.f/,fiB i /J£yJ£°, i szukajmy śród pozosta
łych punktów takiego, któryby leżał na tych samy oh 
ścianach: będzie to punkt M . Ale punkt ten leży 
również na przecięciu ścian szuka
my więc śród pozostałych punktów takiego, któryby 
leżał na obu tych ścianach; będzie to punkt B/ | 

Punkt ten leży również na przecięciu ścian I/*BC\ 
drugim punktem na tych samych obu ścianach 

leżąoym będzie . Punkt Nz leży prócz tego 
na ścianach W/BCi WzMJ/% na tych samych dwóch 
ścianach leży punkt ^ / . W ten sposób możemy po
stępować dopóty, dopóki nie dojdziemy z powrotem 
do punktu /i/ , co może nastąpić albo po wymienie
n i u wszystkich pozostałych punktów, albo też może 
z pominięciem niektórych z pośród nich. 5? pierwszym 
przypadku mówimj, że przenikanie >est oaęściowef 

w drugim zupełne. II naszym przykłazie mamy p r z e n i 
kanie częściowe; wszystkie 14 punktów dadzą się 
ustawić w t a k i sposób, że każdy punkt należy połą
czyć z następnym, a o s t a t n i z pierw szyk; 

J/, B, JYZ C* MZ Z Z ć* Jfz B z & fi* Z, AJ;/ 
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Figurą przenikania j e s t przeto 14-kąt skośny; 
d l a zdecydowania, który z boków tego 14-kąta j e s t 
w i d z i a l n y , służy zasada oczywista, że t y l k o t a k i 
bok j e s t w i d z i a l n y , który leży na wi d z i a l n e j ścia
nie pierwszego i na widzialnej ścianie drugiego 
ostrosłupa. 

| 71. Przenikanie dwóch graniastosłupów lub 
ostrosłupa z graniastosłupem. Ten sam sposób mo
że byó zastosowany do wyznaczania figur y p r z e n i 
kania dwóch graniastosłupów lub ostrosłupa z gra-
niastosłupeai, jeżeli zauważymy, że graniastosłup 
można uważać za ostrosłup o wierzchołku niewłaś
ciwym. Płaszczyzny pomocnicze przez ten wierzcho
łek przechodzące stają się równoległe do krawędzi 
graniastosłupa. Przypuśćmy np. /rys.1612/, że mamy 
wyznaczyć figurę przenikania graniastosłupa f o 
remnego o podstawie kwadratowej JIBĆP) , leżącej 
w z ostrosłupem foremnym sześciokątnym o 
wie rz chołku W W" i podstawie KlM^PQ , leżą
cej również w Pt . Płaszczyzny pomocnicze będą 
to płaszczyzny, przechodzące przez Jf i równo
ległe do krawędzi graniastosłupa, a więc prosto
padłe do Pi . Pierwsze ślady tych płaszczyzn 
będą to proste wyprowadzone z W do wszystkich 
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10 wierzchoł
ków obu podstaw* 
Pierwsze rzuty 
punktów p r z e b i 
c i a krawędzi 
bocznych o s t r o 
słupa ze ścia
nami gr a n i a s t o 
słupa są to 
punkty, w któ
rych pierwsze 
rzuty tych k r a 
wędzi p r z e c i n a 
ją obwód podsta
wy gr a n i a s t o 
słupa, pierwsze 
rzuty punktów 
p r z e b i c i a k r a 
wędzi bocznych 

graniastesłupa ze ścianami ostrosłupa będą to oczy
wiście wierzchołki AB ĆB podstawy graniastosłupa. 
Aby wyznaczyć drugie rzuty tych punktów, wyznaczamy 
drugie rzuty prostych przecięcia ścian ostrosłupa 
z płaszczyznami pomocniczymi, przechodzące mi przez 

Ryjs. '162. 



krawędzie ostrosłupa, jak to wskazuje rysunek. 
Wszakże wyznaczenie punktu JJ, byłoby nader niedo
kładne, gdyż proste 

przecinają się 
poi bardzo małym kątem. 9 takim przypadku obracamy 
prostą J/Do dokoła wysokości ostrosłupa o t a k i 
kąt, aby wyznaczenie na n i e j punktu i ? / dało się 
dokonać z dostateczną dokładnością* poczem powra
camy z prostą wraz z wyznaczonym na n i e j 
punktem do położenia pierwotnego. Użycie obro
tu byłoby zresztą zgoła nieuniknione, gdyby prosta 
W\D była równoległą do l i n j i rzędnych. 
§ 72. Przeoięcie wielościanu płaszczyzną jaką

kolwiek. Niech będzie wielością, np. ośmiościan 
foremny o osi prostopadłej do JRt /rys.153/, mamy 
wyznaczyć rzuty oraz prawdziwą wielkość przecięcia 
tego ośraiościanu płaszczyzną if/ ^z . Sa nową płasz
czyznę rzutów jflf weźmy płaszczyznę, której pierw
szy ślad, c z y l i nowa oś Xj , j e s t prostopadły do 
<J/ . Znajdźmy t r z e c i rzut ośini ościami oraz t r z e 

c i ślad płaszczyzny tf/-c^ , a to zapomocą punk
tu JĄ , wziętego dowolnie na drugim śladzie *3Ł . 
Trzecie rzuty przecięcia leżą w punktach 1m-Zm 3 

•7 J i o na śladzie ~3s \ stąd znajdziemy pierw
sze , a wreszcie drugie rzuty wierzchołków wielokąta 



Rjtf. 163. 
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przecięcia. Prawdziwą wielkość i kształt przecię
c i a znajdziemy, kładąc płaszczyznę <7/<* dokoła tr, 
na Pt. 

| 73. Rozwinięcie powierzchni graniastosłupa. 
Niech będzie dana, leżąca w płaszczyźnie JF? podsta
wa JłSĆD graniastosłupa pochyłego, pierwszy rzut 
B fi/ jego krawędzi bocznej PB, oraz wysokość 
graniastosłupa . /ry s , 1 6 4 / . Jeżeli powierzch
nię boczną graniastosłupa rozciąć według jednej z 
jego krawędzi bocznych, np, według CC/ i rozpo
strzeć kąty dwuścienne, to t a powierzchnia s t a j e 
się polem płaskieia, złożonem z 4-~ch równoległobo-
ków, Pole to nazywa się rozwinięciem powierzchni 
bocznej graniastosłupa. Aby je wykreślić p r z e t n i j 
my przedewszystkiem graniastosłup płaszczyzną pros 
topadłą do krawędzi bocznych i znajdźmy prawdziwy 
kształt i wielkość tego przecięcia. Ślad /̂ płasz
czyzny siecznej będzie jakąkolwiek prostą prosto-
padła do fi fi/ /§ 17/. Pierwszy rzut szukanego prze 
cięcia będzie z podstawą BBCB w-powinowactwie , 
którego osią j e s t -3/ , & kierunkiem kierunek 
p«Utu BBł , W samej rzeczy, podstawa fiBĆD\ 
rzut B^Bz Cu Bi. są rzutami równoległymi tego sa
mego 4~kąta płaskiego fiz Bx CzĄ/S «W. Dla wyzns 
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czenia więc tego rzutu wystarczy znaleźć rzut 
jednego wierzchołka tego 4-kąta, np. fiz . Obrawszy 

fi fi / za oś X/i, znajdziemy fi, , odmierzając 
fi'fi"= \ Bfi" j e s t drugim rzutem i zarazem 
rzeczywistą długością krawędzi flj]/. 

Spuszczając z punktu £ prostopadłą TIOL fi fit , 

znajdziemy drugi ślad t % płaszczyzny s i e c z n e j , a 
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punkt Bi , w którym ton ślad prz e c i n a AB" 
będzie drugim rzutem szukanego punktu fiz , rzędna 
punktu a z wyznaczy na BB, pierwszy rsut B % 
tego punktu. 

Kład przecięcia AzBz Cz Ą na F*i j e s t w powi
nowactwie z jego rzutem/§ 35/, przytem oś i k i e 
runek powinowactwa zostają te same. Aby więc wy
znaczyć prawdziwą wielkość i kształt tego przecię
c i a , wystarczy znaleźć kład jednego jogo wierz
chołka, np. Bz = W tym c e l u odmierzamy na AB,' 
od punktu $ odcinek £{Bg.)=SB£. Łącząc punkt 
fBz) z punktami / i i , w których boki BB i 
BD podstawy AB CD przecinają <ł , otrzymamy 
dwa boki fBz)/BĄ)\ (fiz) tBz) szukanego kładu, dwa 
pozostałe boki znajdziemy również aapomooą powino
wactwa z podstawa, fi 3ĆD. 

Na dowolnej pr o s t e j p odmierzamy teraz / r y s . 
1 6 5 / obwód 4-kąta AzBz&Ęk, w punktach fizBz CĄ 

i - Ą wystawiamy prostopadłe do i odmierzamy 
na n i c h odcinki fiz fi, BZ3Y CzC \DzD równe odpo
wiednio prawdziwym długościom odcinków t e j samej 
nazwy na krawędziach graniastosłupa. Jeden z nich 
Bfi z równy j e s t odcinkowi fi Az > inne znajdujemy 
w t a k i 3am sposób na pr o s t e j A fi,' zapomooą równo.-4 



ległych, do az fiz , wykreślonych w końcach B0,C, i BQ 

Odmie rany t:iraz na prostych A fiz, BB* , ĆCz 

i 2 > Ą odcinki AA*,BB,9 ĆĆ, i Z>2>, równe praw
dziwej długości krawędzi, t . j . odcinkowi - / f - ^ 
/ r y s , 164/, wielokąt j e s t r o z w i 
nięciem powierzchni bieżnej danego graniastosłupa. 

JLŚL: Przecięcie ostrosłupa płaszczyzną. Hiech 
będzi a / r y s . 166/ w płaszczyźnie F* podstawa ABĆ&£ 

ostrosłupa i niech /S będzie rzutem jego wierzchoł
ka ~J> na płaszr 
esyznę 7-* , 
prosta nie -
chaj będzie na 
n i e j śladem 
płaszczyzny, 
a punkt fij r z u 
tem punktu fi, , 
w którym t a 
płaszczyzna prze
c i n a krawędź 

i wa(«y zna
leźć rzut przecięcia fi, B, Ć, B, ostrosłupa płasz
czyzną £ . Trzy płaszczyzny^ j$ i JfiB p r s e -
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cinają się po dwie według prostych przechodzą
cych przez jeden punkt, który nazywamy punktem 
przecięcia tych 3 płaszczyzn. Dwie z tych pros
tych są to ^ i , t r z b c i a % a więo 
i jej- rzut , musi zatem przechodzić przez 
punkt if , ».', którym BB przecina . Punkt 3/ 

znajdziemy przeto n sposób następujący: Przedłu
żamy J3 do przecięcia z w punkcie 7 , z 
którym łączymy punkt ^ , prosta l^t p r z e c i n a 
$ J3 W punkcie <&/ . Tak samo znajdziemy następ
ny punkt C, t gdyż proste 3Ć i B* ćt muszą się 
również przecinać na prostej <f , i tak kolejno 
wszystkie inne D/ »£i ; d l a sprawdzenia dokładnoś
c i rysunku stwierdzimy, że proste-^/ Bi \ £ £ 
przetną się na pros t e j <f * 

§ 75 f Trójkąty Dęaargues'a. Niech będą / r y s . 
16?/ dwa trójkąty Bi B, Ć, i BzBz C*t których wierz
chołki HJ i MŁ , B, i Bz , & i zł leżą parami 
na prostych B/ Bz , B / Bz 1 t przechodzą
cych przez jeden punkt S'. Jeden z tych trójką
tów, ap, Bi Bi & możemy urażać za podstawę o s t r o 
słupa trójkątnego /czworościanu/, punkt £ może
my uważać za rzut prostokątny wierzchołka tego 
ostrąsłupa na płaszczyznę trójkąta BBC ^ wtedy 
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trójkąt Az Bj> C 2 będzie rzutem prostokątnym trójkąta 
A B C , którego wierzchołki leżą na krawędziach 0-
strosłupa. Płaszczyzna trójkąta A 2 B 2 Cg musi prze-
oiąó płaszczyznę trójkąta Aj B\ C] według pewnej 
prostej s , na której spotkać się muszą boki 
i Ag Bg , B i C x i B 2 C 2 , C l Aj i C 2 A£. Stąd t w i e r 

dzenie : 
I. Jeżeli w i e r z 
chołki dwóch trój 
kątów leżą parami 
na trzech pro
stych przechodzą
cych przez jeden 
punkt, to boki 
tych trójkątów 

• przecinają się 
parami w trzech 
punktach jednej 
p r o s t e j . 

Być. 767 Nawzajem niech 
będą dwa trójkąty 

A-jBjCi i A 2 B 2 C 2 , których boki A]Bi i A 2 B 2 , B ] C l i 
^ 2 ^ 2 « C]_Ax i C 2 A 2 przecinają się parami w trz e c h 
punktach 1, 2 i 3 pros t e j s . Jeden z tych trójkątów 
GE0METOA~WYKJS5LŃA N-173. Arkusz 13-ty 



np, A 2 B 2 O 2 możemy uważać za rzut prostokątny trójką
t a ABC leżącego w płaszczyźnie S przecinającej płasz
czyznę trójkąta A^BiCl według prostej s , przytern 
boki A]B| i AB , B 1 C 1 i BC , ĆlAj. i CA przecinają się 
parami w tych samych punktach 1 , 2 i 3 . Prowadząc 
płaszczyzny przez każdą parę tych prostych, otrzyma
my ostrosłup trójkątny o podstawie A^B^Ci , na któ
rego krawędziach będą leżały wierzchołki trójkąta 
ft.BG ; rzuty tych wierzchołków t . j . punkty A 2 , B# i C 2 

będą zatem leżały na rzutach krawędzi Shi , S B 1 i 
SC-L , t . j , na prostych S'Ai , SBX i S*Cl , Stąd. twier 
dzenie: 

I I . Jeżeli boki .iw*ch trójkątów przecinają się pa
rami-w trzech punktach jednej p r o s t e j , to wierzchoł
k i tych trójkątów- ]sżą parami na trzech prostychjprze 
chodzących przez jeden punkt 

^?6„ Kolineacja środkowa. Figury ABC DE i AjBjCiDt 
rys. 166 albo A^B-^ i T7a 1 6 7 B ą w P e w n ym 

szczególnym związku geometrycznym, który zasługuje na 
bliższe zbadanie. Związek ten polega na następujących 
5 faktach; 

1/ Każdemu punktowi pierwszej f i g u r y odpowiada j e 
den jedyny punkt drugiej f i g u r y i nawzajem, 

2/ Każdej prostej pierwszej f i g u r y odpowiada jedna 
jedyna prosta drugiej f i g u r y i nawzajem, 

3/ Punktowi i prostym należącym do s i e b i e w pierw-

http://ft.BG
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szej figurze odpowiadają w drugiej punkt i prosta 
również do si e b i e należącei 

4/ Punkty odpowiednie leżą na prostych, przechodzą
cych jprzez jeden punkt, 

5/ Proste odpowiednie przecinają się w punktach 
jednej p r o s t e j , 

0 dwóch figurach czyniących zadość tyra 5 warunkom 
mówimy, że są w k o l i n e a c j i środkowej, albo że są homo
logiczne. Punkt S1 , w którym spotykają się proste, 
łączące punkty odpowiednie, nazywa się środkiem? k o l i -
n e a c j i , prosta s , na której przecinają się proste 
odpowiednie, nazywa się osią k o l i n e a o j i . Jeżeli śro
dek k o l i n e a c j i stanie się punktem niewłaściwym, to 
k o l i n e a c j a staje się powinowactwem, jeżeli oś k o l i n e -
a c j i stanie się prostą niewłaściwą, to k o l i n e a c j a 
staje się podobieństwem środkowem, jeżeli zarówno 
środek jak oś są niewłaściwe, to k o l i n e a c j a staje 
się przesunięciem równoległem. 

§ ? 7 „ Figury homologiczne jako rzuty środkowe t e j 
samej fig.płosk.z dwóch punktów na tę samą płaszczyznę. 
Figury homologiczne otrzymierny zawsze,gdy figurę płas
ką A B G D ... rzucamy na tę samą płaszczyznę P z 
dwóch różnych punktów i S 2 /rys.168/. W samej r z e ~ 

» czy, rzuty k\ B-j_ C± D-̂--. i Cg Dg... są wtedy w t a -
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kim związku, że punkty odpowiednie i Ag , i B2 
... leżą parami na prostych, według których płaszczy
zny S^SgA , SiSgB^.. przecinają płaszczyznę P ; 
proste te przechodzą oczywiście przez ślad S pro
s t e j S^Sg na płaszczyźnie P , Proste odpowiednie 
AjB] i A^Bg , B^Cj i B 3 C 2 . . przecinają proste AB , 

$78. Wyznaczenie k o l i r . e a c j i . Figura homologiczna 
z daną figurą A| Bj[ D|. .. j e s t wyznaczona, jeże
l i dane są: środek k o l i n e a c j i S , oś k o l i n e a c j i J 
oraz jeden punkt A^ lub jedna j r c s t a a^ drugiej 
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f i g u r y , albo t r z y punkty Ag , B 2 i O 2 lub t r z y pro
ste ag , bg i cg drugiej f i g u r y , co wychodzi żresz 
tą na to samo, gdyż trójkąty A-^B^C^ i A 2 B 2 C 2 względ
nie a^b-^c^ i a£b2C2 są trójkątami Desargues'a, które 
wyznaczają oś i środek k o l i n e a c j i . 

Niechaj więc oprócz środka S i o s i s będą da
ne na pr o s t e j wychodzącej z S dwa punkty odpowied
nie A l i Ag , aby znaleźś punkt drugiej f i g u r y , odpo
wiadający jakiemukolwiek punktowi M]_ pierwszej f i g u 
ry /Rys.169/ łączymy A^ H]_ i wyznaczamy punkt Mo , w 
którym t a prosta przecina s • prostej A^ Mo odpowie 
da prosta A 2 Mo przecinająca 'ją na osi s i przecho 
dząca przez Ag, punkt Mg musi leżeó na pros t e j h^Vo 
oraz na pr o s t e j SMi , j e s t to wiec punkt przecięcia 
t;ch dwóch prostych. 
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Jeżeli zamiast punktów A-̂  i Ag będą dane proste 
a-̂  i ag przecinające się na os i s , to aby znaleźć 
prostą drugiej f i g u r y odpowiadającą j a k i e j k o l w i e k 
p r o s t e j mi pierwszej f i g u r y /Rys,170/, łączymy punkt 
a^ m̂  2 M>L ze środkiem S i wyznaczamy punkt prze
cięcia Mg t e j prostej z ag ; łącząc punkt Mg z 
punktem Mo , w którym m̂  przecina s , otrzymamy 
prostą mg. 

Punkt S oraz wszastkie punkty leżące na prostej 
6 ; prosta s oraz wszystkie .proste wychodzące z 
punktu S , odpowiadają samym sobie. -

§79. Proste wzajemne. Wyznaczenie k o l i n e a c j i zapo-
mooą środka i o s i oraz dwóch prostych odpowiednich a^ 
i ag będzie szczególnie dogodne, jeżeli jedną z tycł 
danych prostych będzie prosta niewłaściwa. Ponieważ 
ta prosta może być uważana za daną, więc wystarczy 
wtedy oprócz os i i środka podać jedną prostą lub 

Ti , która odpowiada bądź w pierw s z e j , bądź w dru
g i e j f i g u r z e p r o s t e j niewłaściwej, z a l i c z o n e j bądź do 
drugiej f i g u r y /oznaczamy ją wtedy Qt / bądź do pierw-
szej /oznaczamy ją wtedy literą 7% /, Proste /«? , 
2^ nazywamy prostemi wzajemnemi, są one oczywiście 
równoległe do o s i s , gdyż każda z n i c h przecina s 
v punkcie niewłaściwym. Kolineącja j e s t przeto wyzna-
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ezona, gdy dane są 3 środek i oś k o l i n e a o j i oraz j e d 
na z prostych wzajemnych. 

Niech będą np, dane S , s i r]_ , mamy znaleźć 
prostą mg odpowiadającą danej proetej m-̂  or^z punkt 
$2 odpowiadający danemu punktowi Ni . 

jl . u & ZŁ-:.^------ — 

¥2% 
4 __ r r r . - \ 

v f *̂  

Wyznaczmy /Rys. 171/ jak poprzednio punkty m^r^nFll 
i m^ssM , w których prosta m]_ przecina r^ i s , 
punkt M odpowiada samemu sobie, jako punkt leżący 
na osi k o l i n e a o j i , punkt Rg będzie przecięciem pro
s t e j S R| z prostą r§* t . j . z prostą niewłaściwą; 
będzie to więc kierunek p r o s t e j S R^, Prosta mg wy
chodzi przeto z punktu UJ i posiada ten sam k i e r u 
nek co prosta S R^ , to znaczy j e s t do n i e j równoległa 

Aby znaleźć Ng , odpowiadający danemu punktowi 
N-̂  , prowadzimy/t>/&tf/#dowolną prostą »x * znajdujemy 
jak poprzednio prostą j e j odpowiadającą m2 » punkt 



- 200 -

będzie przecięciem prostach S N| i mg. 
W szczególności jeżeli punkt je s t niewłaści

wym pros t e j m̂  /Rys.172/, to odpowiadający mu punkt 
QZ p r o s t e j mg należy do pros t e j wzajemnej JĄ * 

która w ten sposób może byó wyznaczona. 
Aby więc wykreślić prostą wzajemną 9* » jeżeli 

dane są s , S i r g wyznaczamy punkt 6aj odpowia
dający punktowi niewłaściwemu prostej j a k i e j k o l w i e k 
m̂  . W tyra c e l u kreślimy najpierw prostą mg /równole
gła do S R] przez M /, łączymy S Q \ / t , j . przez 
S prowadzimy równoległą do m̂  / i w przecięciu z 
mg otrzymujemy punkt Q g . Równoległa do s popro
wadzona przez Q g j e s t prostą wzajemną f g . 

Z równoległoboku S Rj_ U O, g wynika: 
Odległość jednej z prostych wzajemnych od środka 

kolinęacji S i odległość drugiej od osi k o l i n e a o j j 
s są odcinkami równej długości l e c z przeciwnego zwro 
tu. 

$80. Rzut środkowy i kład figury płaskiej. Dwa rzu 
ty f i g u r y płaskiej na tę samą płaszczyznę P będą w 
k o l i n e a c j i środkowej , także wtedy , gdy jeden / a l e 
t y l k o jeden/ z dwóch punktów i Sg j e s t niewłaści 
wy. Przypadek ten je s t szczególnie ważny, gdy punkt 
ten j e a i kierunkiem "pTcst̂ rpadłym-'do iednef z rf>!aer«-
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czyzn dwusiecznych kąta dwuścier-nego S P . Rzut f i 
gury A B G D ... 
z tego punktu 
niewłaściwego 
jest poprostu 
kładem j e j na 
płaszczyznę 
P przez obrót 
dokoła s /Rys. 
173/. Stąd wnio
sek, że rzut 
środkowy f i g u r y 
płaskiej i j e j 
kład na płasz
czyznę rzutów 
są w k o l i n e a c j i 
środkowej. Osią 
t e j k o l i n e a c j i 
j e s t ślad s 
płaszczyzy S , 
środkiem j e s t 

kład środka rzutów $i dokoła śladu r i płaszczyz
ny R poprowadzonej "przez równolegle do/3^"-^; 
Ś t s i r i jak wiadomo//77/ wyznaczają k o l i n e a -
cję f i g a r * i Bl Di ... i *2 B2 G&.Bg ... 
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Na zasadzie powyższej własności możemy wyznaczyć 
prawdziwą wielkość i kształt przecięcia ostrosłupa 
^1 ^1 ®1 ^1 D l ••* płaszczyzną S ,.nie kreśląc r z u 
tów prostokątnych tego przecięcia. 

Niech S-[ i Ŝ ' będą rzutami prostokątnymi ostro 
słupa, którego podstawa k± 0]_ D-j_ Bj_ leży w płasz
czyźnie ?i /Rys. 174/. Przez S-j_ poprowadźmy płasz
czyznę r^ rg równoległą do s-^Sg i zróbmy kład t e j 
płaszczyzny dokoła r ^ wraz z leżącym w n i e j punktem 
S^. Kład przecięcia ostrosłupa płaszczyzną s^Sg j e s t 
w k o l i n e a c j i środkowej z podstawą jjh Bj. 
ostrosłupa, osią t e j k o l i n e a c j i j e s t ślad S]_ , środ
kiem S jeat kład punktu , a prosta r^ je s t 
jedną z prostych wzajemnych. Przedłużmy bok A-j_ B-̂  ; 
do przecięcia z proste:ni -z, i 2; w punktach y i jp x • 

prowadząc przez "/ prostą równoległą do 2?,f 
otrzymamy prostą odpowiadającą pro-stsj fi/ 2$/ • n a 

której proste *?fi* i S&/ wyznacza, punkty /Jz i 
fiz szukanego kładu. Pozostałe punkty Ć* t n\ \ 
JFą znajdziemy na t e j zasadzie, że boki C, i 
fi z , i ^ , Z?,JT, i 

przecinają się na o s i . 
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