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Syjt. 32 3. 

§ 175. Twierdzenie Frianohona. W sześoioboku o p i ­
sanym na stożkowej, wierzchołki przeciwległe leżą 
parami na trzeon prostych, przechodzących przez j e ­
den punkt. Niech będzie sześciobok a, c, az cz 

opisany na stożkowej /rys.325/, trzeba dowieść, że 
proste fij a, i a, t które łączą pary wie rzohołków 
przeciwległych: ź, Cz i %z ć, , e,az i Cłz ć,, a,Ą 

i Uz A, przechodzą przez jeden punkt. Na dwóch bo­
kach niesąsiednioh i nieprzeoiwległych, np. na &z i 

Ch^ , pozostałe 4 boki aZj a,, Ą i C, wyznaczają 
dwie czwórki punktów #'z flf J3j C/ i fiz"&"B,*C,9, 

które na zasadzie twierdzenia I § 171 są rzutowe.-
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V 

Rzucając pierwszą czwórkę 
punktów z wierzchołka 

a* 4 » 8 drugą z <̂  , 
otrzymamy dwie ozwórki 
prostych a/ ć/ i 

'Ujt 2>" i które n i o -
t y l k o będą rzutowe, a l e x . 
nawet perspektywiczne, 
bo prosta az » łącząca 
wierzchołki, odpowiada w 
tych czwórkach sase j so­
bie. Stąd wynika, że pros­
te odpowiednie a! i &>,"t &, 

i t ć', i ć, przecina 
ją się w punktach leżących 

na jednej p r o s t e j , mianowicie na o s i perspektywy p 

tych dwóoh perspektywicznych czwórek. Innemi słowy, 
punkt <#/leży na p r o s t e j , łączącej punkty £,żb," 

i ć'C, t . j . na prostej p , tak że 3 p r o s t e : ^ a, 

i przechodzą przez jeden punkt P3 , co b.d.o, 
Twierdzenie to pozostanie w mocy, gdy w szeóoio-

boku opiBanym na stożkowej jedna, dwie lub t r z y pa­
ry boków sąsiednich zostaną zjednoczone, przez co 

Jłys. 32S. 

szesoiobok wyrodnieje i s t a j e się opisanym pięcio-
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bokiem, czworobokiem lub trójkątem, a zwyrodniałe 
wierzchołki stają się punktami zetknięcia na bokach 
zjednoczonych. 

1/ Przypuśćmy 
najpierw, że w 
sześcioboku o p i s a ­
nym £>z ć* &z h,Ci 
/rys.326/ jedna 
para sąsiednich 
boków j e s t zjedno­
czona, załóżmy np. 
że bok ?z p r z y s t a ­

je do fi* tak, że sześciobok &rbz Ć* &z £, <?z pras -
kształcą się na pięciobok opisany <z, e, a* ^ 0 

na którego jednym boku dany j e s t punkt ze-
tk n i ęo i a % Cz . 

W pięoioboku opisanym na stożkowej, proste, łą­
czące dwie pary niesąsiednioh wierzchołków oraz 
pros t a , która łączy piąty wierzchołek z punktem z e ­
tknięcia na przeoiwległym mu boku,, przechodzą przez 
jeden punkt. 

2/ Załóżmy powtóre / r y s 327/, że w sześcioboku 
opisanym a, ć, az Z>, Cz dwie pary sąsiednich bo­
ków, np. i ht zostały zjednoczone. Figura 
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sta j e się opisanym czworobokiem &z #z 4- i t w i e r ­
dzenie Briancbona przekształca się na znane nam 
dobrze twierdzenie o czworoboku opisanym /§ 168/, 

które można wyrazić 
jeszcze tak: W czwo­
roboku opisanym na 
stożkowej proste, 
łączące wierzchołki 
przeciwległe oraz 
proste, łączące 
punkty zetknięcia na 
bokach przeciwległych, 
przechodzą przez j e ­
den punkt. 

3/ Niechaj wresz­
c i e w szeóoioboku 

opisanym ot, &A & **> / r y s . 328/ t r z y pary sąsied­
nich boków U* i &Ą , 

#/ i Uz , 4 ł <?z 
zostaną zjednoczone 
na bokach C,. 

Mamy wtedy do cz y ­
n i e n i a z opisanym na 
stożkowej trójkątem, 

Rys. 328. 
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na którego bokach dane są punkty zetknięcia. 
W trójkącie opisanym na stożkowej proste łąoząoe 

wierzchołki z punktami zetknięcia na bokaoh tym 
wierzchołkom przeciwległych, przechodzą przez jeden 
punkt. 

Na zasadzie powyższych wniosków można rozwiązać 
zadani a; 

1/ Jeżeli dane są 5 stycznych do stożkowej, to 
można na każdej z ni c h wyznaczyć punkt zetknięcia 
/wn.l/. 

7J Jeżeli dane są 4 styczne do stożkowej i punkt 
zetknięcia na jednej z ni c h , to można wyznaczyć 
punkty zetknięcia na każdej z trzech pozostałych 
stycznych /wn.2/, 

3/ Jeżeli dane są 3 styczne do stożkowej i punkty 
zetknięcia na dwóch z n i c h , to można wyznaczyć punkt 
zetknięcia na t r z e c i e j stycznej /wn. 3/. 

§ 176. Twierdzenie odwrotne i jego zastosowanie. 
Odwracając rozumowanie, służące do dowodu twierdze­
n i a Brianchona, dowodzimy twierdzenia odwrotnego: 

Jeżeli proste, łączące przeciwległe wierzchołki 
sześoioboku przechodzą przez jeden punkt, to stożkowa 
styczna do pięciu jego boków j e s t styczną także do 
szóstego. 

Na zasadzie tego twierdzenia można wykreślić dowol 
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ną szóstą styczną do stożkowej, której 5 stycznych 
1, 2, 3, 4 i 5 aą dane /rys.329/. 

przez jeden punkt /punkt Brianohona/. Połączmy 
punkty 12 i 45 prostą I , a punkty 34 i 61 - D 
prostą I I ; punkt przecięcia prostych I i U j e s t 
punktem Brianohona B , przez który przejść mu-

• s i również prosta I I I ; łączy ona oczywiście punkt 
23 z punktem JB ; w przecięciu j e j z prostą 5 
otrzymamy punkt 56, który wraz z punktem 61 = B> 
wyznaczy szukaną styczną 6. 

Rozwiązanie to może być zastosowane również i 
wtedy, gdy jedna lub dwie pary danych stycznych 

Szukamy boku 6 
sześcioboku opi s a ­
nego, którego pozo­
stałe boki 1, 2, 3, 
4 i 5 oraz wierzcho­

wym. 32 9. 

łek 61 s -D j e s t 
dany. Wiemy, że 
wierzchołki przeoiw-
ległe 12 i 45 , 34 
i 61, 23 i 56 leżą 
parami na pros­
tych I , I I , I H , 
prz schodzących 
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są zjednoczone, t . j . gdy dane są 4 styczne i punkt 
zetknięcia na jednej z n i c h , lub gdy dane są 3 stycz 
ne i punkty zetknięcia na dwóch z nich. Styczne, na 
których dane są punkty zetknięcia opatrujemy po-
prostu dwoma numerami kolejnemi np. 56, dany punkt 
zetknięcia na t e j stycznej uważamy za punkt p r z e ­
cięcia stycznych 5 i 6. 

§ 177, Twierdzenia Staudta. Mając 5 punktów, 
albo pięć stycznych rzeczywistych stożkowej, może­
my na zasadzie twierdzeń Ste i n e r a lub Pasoala i 
Brianchona wykreślić dowolną ilość nowych punktów 
i stycznych stożkowej - przytern z 5 danych punktów 
mogą każde dwa być zjednoczone /wtedy dana j e s t 
styczna w tym punkcie/, albo z 5 danych stycznych 
mogą każde dwie być zjednoczone /wtedy dany j e s t 
punkt zetknięcia na toj stycznej/. Powstaje pyta­
n i e , - czy można wyznaczyć stożkową / t . j . wykreślić 
dowolną ilość j e j punktów i stycznych/, jeżeli z po­
między pięciu danych j o j elementów /5 punktów lub 
5 stycznych/ dwa, albo dwa i jeszcze dwa, są u r o j o ­
ne sprzężone, - t . j . jeżeli zamiast dwóch punktów 
rzeczywistych dana j e s t biegunowa inwoluoja e l i p ­
tyczna na prostej zewnętrznej, albo jeżeli zamiast 

liOMETRJA WIKRESLNA. Nr. 173. Arkusz 30-ty. 
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dwóch stycznych rzeczywistych dana je s t biegunowa 
inwolucja e l i p t y c z n a dokoła punktu wewnętrznego ? 
Odpowiedź na to pytanie daje twierdzenie Staudta. 

1. Punkty, w których dwa boki trójkąta wpisanego 
w stożkową przecinają prostą sprzężoną z trzecim 
bokiem są sprzężone. - Niech będzie /rys.330/ trój­

kąt BB C wpi­
sany w stożkową 
i niechaj punkt 
0 będzie b i e ­
gunem boku -fiJB. 
Poprowadźmy 
przez punkt £ 
jakąkolwiek pro­
stą /& ; trzeba 
dowieść, że 
punkty M i Jf , 
w których ta 
prosta przecina 
boki SC i JJĆ 
są biegunowo 
sprzężone. Po-

łąozmy S Jf • prosta S// j e s t sieczną stożkowej i 
przecina ją zatem jeszcze w jednym punkcie -Z> . Po-
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łączmy fifi ; powiadam, że BB przechodzi przez 
punkt M , W samej rzeczy, - w czworokącie zupełnym 
wpisanym fi B ĆB dwa punkty przekątne M i B i b i e ­
gun boku BM muszą leżeć na jednej p r o s t e j /§ 168/, 
t . j . t r z y proste B J> , B C i £ JV muszą przechodzić 
przez jeden punkt M , Otóż punkty M i J\T , jako 
wierzchołki trójkąta biegunowego są sprzężone. 

II./Odwrotne względem I / . Jeżeli dwa wierzchołki 
trójkąta leżą na stożkowej, a przeciwległe im boki 
przecinają prostą, sprzężoną z trzecim bokiem w punk -
tach sprzężonych, to t r z e o i wierzchołek trójkąta leży 
także na stożkowej. Niech będą dwa punkty stożkowej 
B i B /rys.331/, a na prostej p , przechodzą­

cej przez biegun $ prostej B B niech, będą dane Z 
punkty biegunowo sprzężone Al i Ar ; trzeba do­
wieść, że proste fi Jv i BM przecinają się w punk­
c i e £ , który leży na stożkowej. Przypuśćmy, że j e s t 
i n a o z e j , t . j . że punkt £ nie leży na stożkowej.-
W takim razie prosta B fi t która j e s t sieczną /bo 
przechodzi przez punkt stożkowej fi i j e s t różna 
od stycznej fi 8 f musiałaby przeciąć stożkową w 
pewnym punkcie £ , różnym od £ . Połączywszy BC?J\ 
otrzymalibyśmy na prostej fi pewien punkt #f , 
który byłby różny od M i na zasadzie twierdzenia I 
sprzężony z B , co nie j e s t możliwe. 
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I I I . /Wzajemne względem I/. Proate, któro łączą 
dwa wierzchołki trójkąta opisanego nn. stożkowej z 
punktem sprzężonym z trzecim wierzchołkiem, są sprzę 
żone. 

Kioch będzie 
trójkąt Si/7 / r y s . 
332/ opisany na stoż­
kowej i niechaj & 
będzie biegunową 
wierzchołka $ , -
Obierzmy na prostej 
•3 punkt jakikolwiek 
P \ trzeba dowieść, 
że proste HZ i łl , 
które rzucają punkt 
P z wierzchołków^'^ 
są sprzężone. Punkt 
T , w którym pro s ­

t a H przecina styczną h , j e s t punktem zewnętrz­
nym /% 152/, można więc z niego wyprowadzić jeszcze 
jedną styczną d . Powiadam, że prosta TTt p r z e ­
chodzi przez punkt X , w którym d przecina 
styczną ot . W samej rzeczy, w czworoboku zupełnym 
opisanym ahćd dwie przekątne m> i i biegu-
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nowa -3 wierzchołka $ muszą przechodzić przez 
jeden punkt P /§ 168/, t . j . t r z y punkty./, V i 
P muszą leżeć na jednej prostej /2Z . Otóż pros-

jako dwa boki trójkąta biegunowego^ te m i n 

są sprzężone. 
IV./Odwrotne 

względem I H i wza­
jemne względem I I / . 
Jeżeli dwa boki trój­
kąta są styczne do 
stożkowej, a proste, 
rzucające przeciwleg­
łe im wierzchołki 
z punktu sprzężonego 
z trzecim wierzchoł­
kiem są sprzężone, 
to t r z e c i bok trójką­
t a j e s t także a tyc zny 
do stożkowej. 

Hiech będą dwie styczne do stożkowej OL i *h 

/rys,333/ oraz dwie proste sprzężone i & , wy­
chodzące z punktu P , leżącego na biegunowej <t. 

punktu a h ; trzeba dowieść, że prosta ć , która 
łączy punkty a n i hm j e s t styczną d l a st o r k o ­
wej. Przypuśćmy, że jest i n a c z e j , t . j . że prosta Cs 

J?yj. 3 32. 
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n i t j e s t styczną do stożkowej. W takim r a z i e z 
punktu & n t który j e s t zewnętrzny /§ 152/, można-
by wyprowadzić do stożkowej pewną styczną C' róż­
ną od C . Prosta ?n' rzucająoa punkt ^ C z 

punktu -Ę byłaby różna od 7?Z i na zasadzie 
twierdzenia I I I sprzężona z n , 0 0 nie j e s t możli­
we. 

• § 178. ZADANIE. 
Wykreślić stożkową, 
mając biegunową g 
danego punktu $ , 
inwoluoję bieguno­
wą na <s lub do­
koła £ , oraz 
jeden punkt A 
stożkowej. 

Jeżeli dana i n ­
woluoja j e s t h i -
perboliozna, to 
prosta tf j e s t 

sieczną, a punkty podwójne J, i t e j i n w o l u o j i 
są rzeosywistemi punktami stożkowej, proste zaś ^/ 
i -6z , które je łączą z biegunem £ p r o s t e j są 
rzaczywistemi stycznemi do stożkowej w tych punk-

JtyS. 3 3 3. 
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taoh. Jeżeli dana inwolucja j e s t e l i p t y c z n a , to 
je s t prostą zewnętrzną, a punkty podwójne i n ­

wo l u c j i są urojonemi sprzężonemi punktami stożko­
wej, proste zaś podwójne perspektywicznej inwolu­
c j i dokoła bieguna /> są urojonemi stycznemi w 
tych punktach. Rozwiązanie w obu razach j e s t jedna-
kowe, przypuśómy jednak, że dana inwolucja j e s t 
e l i p t y c z n a . 

Niechaj będą dane: punkt A stożkowej, biegu­
nowa danego punktu 0 , a na prostej tr dwie 
przegradzające się pary punktów sprzężonych /£ i 
K' , Z i Z'/rya.334/. Połączmy Aj i niechaj 
prosta A$ przetnie biegunową w punkoie Si i 

Wiemy, że biegunowa ts j e s t miejscem geometrycz-
nem punktów harmonicznie sprzężonych z biegunem 
0 względem punktów przecięcia stożkowej z siecz -

nemi, wyohodząoemi z tego bieguna /§ 156/. Wyznacz­
my tedy punkt A sprzężony harmonicznie z punktem 
** względem $ i M ; punkt A' będzie punktem 

stożkowej. Połąozmy Alt i AK''• powiadam, że punkt 
B , w którym te proste się przecinają, j e s t 

punktem stożkowej. W samej rzeczy, dwa wierzchoł­
k i A i A' trójkąta AA'& i e 2 ą n a stożkowej, • 
przeciwległe im boki A 'B i B B przecinają 
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prostą, sprzężoną z trzecim bokiem fi fi tego 
trójkąta w punktach sprzężonych; na zasadzie twier­
dzenia I I § \77 t r z e c i wierzchołek fi leży rów­
nież na stożkowej. Podobnież punkt B' , w którym 
się przecinają proste fifi'\ fi & leży również na 
stożkowej. Każda para punktów sprzężonych prostej 
<f pozwala w ten sposób wyznaczyć dwa nowe punk­

ty stożkowej. Na zasadzie własności czworokąta 
AA' B B' t wpisamego w stożkową, wynika, że pros­
t a BB p r z e c h o d z i przez punkt $ /% 161/, oo 
pozwala odrazu wykreślić styczne w punktaoh -B i 
B . Punkt przecięcia tych stycznych fi j e s t 

biegunem pro s t e j BB'- leży on na ^ , albowiem 
biegun prostej leży na BB . Będzie to z a ­
tem punkt sprzężony z punktem fi , w którym pros­
t a BB' przecina M i jako t a k i może być wyna­
le z i o n y . 

Aby więc po wyznaczeniu punktów B i B ' szyb­
ko znaleźć dostateczną ilość dalszych punktów i 
stycznych, n a j l e p i e j postępować tak: 

Połączmy BB' i niechaj prosta B B ' przetnie 
-3 w punkcie ; wyznaczmy punkt fi sprzężony 
z fi i połączmy go z & i & ••["••, będą to styczne 

% 1 . Korzystając z punktów sprzężonych B* 



- 474 -

i , znajdźmy dwa nowe punkty stożkowej C i 
będą t o , jak wiemy, punkty przecięcia prostych BB 
i BB\ fi'B. Połączmy CC' i niechaj 
prosta CC przetnie -a w punkcie B* ; wyznaczmy 
punkt B sprzężony z B i połączmy go z C i 

; otrzymamy w ten sposób styczne C i m ~ 
punktach Ć i C , w ten sposób postępujemy da­
l e j : a więc korzystając z punktów i B/

 % vry-
znaczmy dwa nowe punkty B i & ' ~ połączmy 2>J>' 
i t.d. 

Jeżeli dana prosta ^ będzie prostą niewłaści­
wą, a inwolucja dokoła bieguna £ /środka stożko­
wej/ będzie prostokątna, to stożkowa będzie kołem, 
odcinki B £ i fi j$ staną się równe, a proste BB 
i fi B' oraz fiB' i B B prostopadłe; odnajdu- • 
jemy więo znaną własność koła, polegającą na tern, 
że ź punktów jego okręgu widać średnicę B7B' pod 
kątem prostym. 

Do tego samego zadania można sprowadzić rozwią­
zanie zadania wzajemnego: 

Wykreślić stożkową, mając biegun danej pros­
t e j g , inwolueję biegunową dokoła /? / l u b na g / 
oraz jedną styczną stożkowej. W tym c e l u wy­
starczy wyznaczyć punkt zetknięcia B na stycznej 
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cc /rys.334/. Wyznaczywszy punkt w któ­
rym co przecina <s , połączymy punkt Ai % sprzę­
żony z M' , Z biegunem £ prostej -3 ; w 
przecięciu prostych cc i Si £ loży punkt A . 

§ 179. ZADANIE. Wykreślić stożkową, mając j e j 
3 punkty 1, 2 i 3 oraz inwolucję biegunową na da­
nej prostej . Zadanie to dałoby się sprowadzić 
do poprzedniego, gdybyśmy zdołali wyznaczyć biegun 
JS! prostej <S . Moglibyśmy wtedy bowiem uważać 

za dane; biegunową -3 danego punktu $ , inwolu­
cję biegunową na -3 / l u b perspektywiczną z nią 
inwolucję biegunową dokoła $ / oraz jeden punkt 
stożkowej, naprz. 1. Dla wykreślenia bieguna pros­
t e j t7 wystarczy znaleźć biegunowe dwóoh punktów 

tej p r o s t e j , np. 
punktów & i Sf % 

w których proste 
12 i 13 p r z e c i n a ­
ją ^ /rys.335/. 
Aby wykreślić bie­
gunową m punktu 

zważmy, że do 
t e j p r o s t e j muszą 
należeć; 1/ punkt 

Syf. 35S 

A 
\ 

X 
\ 

\ 
\ 

3 
\ 

K 



- 476 -

sprzężony harmonicznie z fil względem 
punktów 1 i 2 , 2/ punkt sprzężony z 
w danej i n w o l u c j i biegunowej. Podobnież bieguno­
wa punktu fi? łączy punkty /fi/ i t z 
których pierwszy j e s t harmonicznie sprzężony z 
Wi. względem 1 i 3, a drugi j e s t sprzężony z 
w danej i n w o l u c j i biegunowej. Przecięcie prostych 
Zn i n j e s t biegunom £ prostej fi0fs W 
Jeżeli daną prostą if będzie prosta niewłaś­

ciwa, a dana na n i e j inwólucja biogunóWa będzie 
inwolucją kierunków prostopadłych, t . j . gdy stoż­
kowa stanie się kołem, to stosując podane rozwią­
zanie, odnajdziemy znaną konstrukcja środka koła, 
którego dane są tr z y punkty 1, 2 i 3, W samej 
rzeozy punkty M \ jfi staną się" niewłaściwe, 
punkty Mr i -A/ będą zatem środkami cięciw 12 

i 13, Aby więc znaleźć biegun prostej niewłaściwej 
względem koła t . j . jego środek, należy w środkach 
cięciwy 12 i 13 wystawić do n i c h prostopadłe i 
wyznaczyć i c h przecięcie; j e s t to powszechnie zna­
ne wykreślenie środka koła, opisanego na trójkącie 
123. 

Ta sama konstrukcja da się zastosować również 
wtedy, gdy z pośród trzech danych punktów r z e c z y -
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wistych dwa, np, 1 i 2, Śą zjednoczone, t . j . gdy 
dane są dwa punkty 1 i 2 , styczna w jednym z n i c h , 
np, ń 1 oraz iriwolucja biegunowa na prostej 3 

Biegunowa m, punktu M , w którym dana s t y c z ­
na przecina , przechodzi wtedy przez punkt 1. 

Zupełnie w t a k i sam sposób rozwiązalibyśmy z a ­
danie wzajemne: 

Wykreślić stożkową, mającą 3 styczne 1, 2 i 3 
oraz inwolucję biegunową dokoła danego punktu fi , 
przy tern z pośród stycznych rzeczywistych 1, 2 i 3 
dwie mogłyby byó zjednoczone, t . j , mogą byó dane 
dwie styczne, punkt zetknięcia na jednej z n i c h 
oraz inwolucja biegunowa dokoła danego punktu J . 

_§ 180. ZA PAN l i i i . Wykreślić stożkową, mając jeden 
j e j punkt fi oraz dwie inwolucję biegunowe na 
dwóch prostych o i g . Wykreślmy na prostych 
<S i c punkty $ i T , które są sprzężone 

w danych inwolucjach z punktem P przecięcia 
prostych ^ i ^ \ prosta £ T będzie bieganową 
J> punktu P . Jeżeli oznaczymy l i t e r a m i M i C 
punkty przecięcia siecznej p ze stożkową, to 
na zasadzie twierdzenia I Staudta proste fi Bi AĆ 
przetną zarówno prostą t7 , jak i prostą £ w 
punktach sprzężonych, skąd wynika, ze proste fi fi 
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i JJ Ć stanowią parę prostych sprzężonych zarów­
no w i n w o l u c j i rzucającej z punktu B inwolucję 
biegunową na prostej "P , jak i w i n w o l u c j i , r z u 
cającej z tego samego punktu inwolucję biegunową 
nu prostej t /§ 136/. 

Tak samo rozwiązujemy zadanie wzajemne: 
Wykreślić stożkową, mając j e j styczną 1 oraz 

dwie inwolucję biegunowe dokoła dwóch punktów S 
i T. 

Ze wszystkich dotychczas rozwiązanych przypad­
ków wynika zatem: 

Stożkowa j e s t wyznaczona przez 5 punktów lub 
przez 5 stycznych, które mogą być rzeczywiste lub 
parami urojone, sprzężone lub zjednoczone. 

§ 181. ZADANIE. Wykreślić elipsę, mając parę 
średnic sprzężonych fii C£> /rys.336/. 

Poprowadziwszy przez punkty fł i J3 równoleg­
łe do ĆZ) , a przez punkty C i JD równolsgłe 
do M£ , otrzymamy równoległobok, opisany na stoż­
kowej. Wystarczy wykreślió łuk e l i p s y , zawarty po­
między punktami Ji i C ; pozostałą część k r z y ­
wej można wykreślić na zasadzie s y m e t r j i ukośnej 
względem średnio J? J3 i ĆZ> oraz na zasadzie sy 
m e t r j i względem środka C . Zauważmy trójkąt 

S T IZ , którego wierzchołek j e s t punktem 
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niewłaściwym średnicy fiJ5 ; biegunowa f*. w i e r z ­
chołka ytf j e s t prostą fi C ; obrawszy na n i e j 
punkt dowolny fi* , rzućmy go z dwóch pozostałych 
wierzchołków 1/ °° i T na boki przeoiwległe & T 

i p 1/ 0 0 i połączmy rzuty CV, i 77 ; prosta P> T, 

będzie styczną do stożkowej. Ponieważ <v czworoboku 
opisanym o wierzchołkach U00 T, V, i Ty znamy 
punkt zetknięcia P> na boku T V *~ , więc 
prosta DP wyznaczy na przeciwległy* boku U, 77 
punkt zetknięcia JD/ /§ 175, 3/. Przesuwając punkt 
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wzdłuż odcinka fi Ć otrzymamy dowolną 
ilość stycznych i punktów łuku e l i p s y między punk­
tami fi i C „ Wykreślenie powyższe ma tę ważną 
zaletę, że wszystkie punkty pomocnicze zawarte są 
wewnątrz równoległoboku opisanego na e l i p s i e . 

§ 182. Własności ogniskowe stożkowych. Punkty, 
dokoła których inwoluoja biegunowa j e s t prostokąt­
ną, nazywamy ogniskami. Urojone sprzężone proste 
podwójne t e j i n w o l u c j i , t , j . proste jednorodne 
wychodzące z ogniska są styczne do stożkowej. Jak 
wiemy, wszystkie proste jednorodne przechodzą przez 
punkty kołowe, ogniska są to więc punkty przecięcia 
dwóch par stycznych urojonyoh, wyprowadzonych do 
stożkowej z obu punktów kołowych. Styczne te tworzą 
czworobok, którego dwa wierzchołki są punktaw*/ ko~ 
łowemi, a pozostałe cztery - ogniskami stożkowej. 

Środek koła j e s t ogniskiem, albowiem inwoluoja 
biegunowa dokoła tego punktu jeet prostokątną. Jak 
zobaczymy niebawem, w środku koła są zjednoczone 
wszystkie cztery jego ogniska. 

Aby znaleźć rzeczywiste ogniska stożkowej, któro 
nie j e s t kołem, ustalmy k i l k a własności ognisk, któ 
re wynikają z i c h określenia, 

1/ Ponieważ inwoluoja biegunowa dokoła każdego 
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ogniska j e s t prostokątną, a więc eliptyczną, więc 
każde ognisko rzeczywiste j e s t punktem wewnętrznym 
stożkowej. 

2/ Każde ognisko rzeczywiste musi leżeć na o s i 
stożkowej, W samej rzeczy, niechaj punkt wewnętrzny 
F będzie ogniskiem. Połączmy go ze środkiem O 

stożkowej. Na zasadzie określenia ogniska, prostą 
sprzężoną z prostą FO = cc j/inwoluoji biegunowej 
dokoła P j e s t prosta cc' prostopadła do Fo , 
Średnica FO ma więc tę własność, że jedna, a 
więc wszystkie cięciwy z nią sprzężone są do n i e j 
prostopadłe, j e s t to więc oś stożkowej. 

3/ Ponieważ ognisko F j e s t punktem wewnętrz­
nym stożkowej, więc oś FO , na której ono leży, 
musi przeoinać stożkową; jeżeli zatem stożkowa j e s t 
hiperbolą, to rzeczywiste ogniska mogą t y l k o leżeć 
na o s i poprzecznej. 

Niech będzie stożkowa o środku właściwym t . j . 
e l i p s a lub h i p e r b o l a /rys.337/, i niech F będzie 
j e j ogniskiem. W wierzchołkach M i H ' , w któ­
rych oś F O przecina stożkową, poprowadźmy srtycs 
ne £ i i ; są to proste równoległe do o s i t 

a więc prostopadłe do o s i ot =J?J]\ Poprowadzimy 

GBOMETBJA JIKRB3LNA. Nr.173. Arkusz 31-szy. 
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trzecią styczną 
jakąkolwiek -a 
i zastosujmy 
twierdzenie I I I 
Staudta /$ 179/ 
do opisanego na 
stożkowej trójką­
t a *tć' . B i e ­
gunową wierzchoł­
ka ti' j e s t oś 
fi fi' \ proste, 
które rzucają po­
zostałe dwa wi e r z ­

yć J./ / 

ohołki 3c i $t z każdego punktu o s i fifi są 
sprzężone, a więc na zasadzie określenia ogniska, 
wzajemnie prostopadło. Stąd twierdzenie: 

Odoinek stycznej , zawarty pomiędzy styczne-
mi / i £ w wierzchołkach fi i fi' stożkowej, 
je s t widziany z każdego ogniska leżąoego na oai fifi' 
pod kątem prostym. 

Nawzajem, jeżeli i s t n i e j e na o s i fi fi' punkt fi 

i którego odcinek stycznej zawarty pomiędzy s t y c z -
nemi w wierzchołkach fi i fi' widziany j e s t pod 
kątem prostym - to ten punkt j e s t ogniskiem. A l b o -
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338. 

wiem na zasadzie twierdzenia IV Staudta /% 17?/ 
prosto n% *K 
/ r y s , 337/ są aprst 
źone, punkt iT 
posiada zatem tę 
własność, że dwie 
/ a> a,' i mn / 

a wio o wszystkie 
pary prostych 
sprzężonych p r z e ­
zeń przechodzących 
są prostokątne. 

Wyznaczmy ogniska e l i p s y /rys.338/, której dane 
są 4 wierzchołki: fi, fi'3 fi i By . Szukajmy n a j ­
pierw ognisk, leżących na w i e l k i e j o s i . Poprowadź­
my w wierzchołkach fi , fi' \ J3 styczne t, % 

tr , Pierwsze dwie są równoległe do B B/ t t r z e ­
c i a j e s t równoległa do BB' . Szukane ogniska 
będą punktami o s i fi fi' , z których odoinek CC' 
stycznej <s widziany jeet pod kątem prostym. -
Jeżeli tedy na odcinku CC =fifinakreślamy koło Jc , 
jak na średnicy, to punkty przecięcia tego koła, 
z osią fi fi' będą ogniskami. Na o s i fifi'leż% dwa 
ogniska rzeczywiste f i F" , albowiem prcwieri 
koła Jc j e s t większy niż odlogłogd jego środka 
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od o s i fi fit 
Aby znaleźć ogniska, leżące na malej o s i B £, 

trzebaby wyznaczyć punkty przecięcia t e j o s i z ko-; 
łem & t zakreślonem na prostej ĆC, , jak na 
średnicy. Punkty te będą urojone sprzężone, albo ­
wiem promień koła i. , j e s t mniejszy od odległości 
jego środka od osi BJB,, Ogniska, leżące na o s i 
£ 3 , są zatem urojone sprzężone. 

Jeżeli osie fi fi' i BB, są ró*no, t,j„ gdy 
e l i p s a j e s t kołem, to wszystkie cztery ogniska są 

zjednoczone w 
środku koła, a l ­
bowiem każde z 
kół Jc i Jc, 
j e s t styczne do 
jednej z o s i BB' 

iBB,. 
Rzeczywiste 

ogniska e l i p s y 
fiyj. 3 39. są to zatem punk­

t y , która leżą 
na w i e l k i e j o s i 
po obu stronach 

środka w odległości C = j/a z - hz ; jeżeli, jak 
zwykle , oznaczymy O fi - a, OB - b. 
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Aby wyznaozyć rzeosywiste ogniska h i p e r b o l i 
/rys.339/, poprowadźmy w wierzchołkach Ą i R* o s i 
poprzecznej styczne ^ i ć , a za trzecią s t y c z ­
ną uważajmy asymptot©, -tf , która niechaj przecina 
t a r t e styczne w punktach C i C „ Na odcinku CC 

zakreślmy koło A jak na średnicy, punkty jego 
przecięcia z osią fi fi' będą ogniskami F i Fł . 

Hiperbola posiada zatem również dwa i t y l k o dwa 
ogniska rzeczywiste. Odległości tych punktów od 
środka O równe są promieniowi koła Jc , t . j . po­
łowie odcinka ćC . Jeżeli przez analogję z e l i p ­
są długość odcinka fi Ć oznaczymy przez b , to 

C* /«* * hz . • '^;^Mł^K^^ 
Dla wyznaczenia 

ognisk p a r a b o l i 
/rys.340/ popro­
wadźmy w wierzchoł­
ku właśoiwym fi 
styczną £ ; s t y c z ­
na ^ w wierzchoł­
ku niewłaściwym j e s t 
prostą niewłaściwą. 
Jeżeli dana j e s t 
styczna jakakolwiek 
<i , przecinająca 

Rys. 3 4 o. 
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£ w punkcie C'- i posiadająca kierunek ć//0° 
to ogniskiem będzie t a k i punkt F o s i fifi/oc', z 
którego ĆC 09 widać pod kątem prostym. Jeżeli 
w punkcie C wystawimy do prostopadłą m , 
to punkt F , w którym m przecina fi fi' ̂  t bę- ! 
dsia ogniskiem p a r a b o l i , Ponieważ a każdego inne­
go punktu właściwego o s i odoinek Ćt"00 był­
by widziany pod kątem różnym od prostego, więc 
punkt F j e s t jedynem rzeczywistem i właściwem 
ogniskiem p a r a b o l i . 

Biegunowa ognisk nazywają Bię kierownicami. 
W e l i p s i e i h i p e r b o l i istnieją dwie kierownice 
rzeczywisto, są to proste zewnętrzne, symetryczna 
wzglądem środka i prost opadłe do o s i / w i e l k i ajj w 
e l i p s i e , poprzaoznej w h i p e r b o l i / . W p a r a b o l i 
i s t n i e j e t y l k o jedna kierownica właściwa; j e s t to 
prostopadła do o s i w punkcie symetrycznym z ognis-
kiera względem wierzchołka. 

Twierdzenie I. Stosunek odległości punktów stoż­
kowych od ogniska i jego biegunowej /kierownicy/ 
j e s t stały, leżmy dwa jakiekolwiek punkty stożkowej 

fi, i Mz / r y s . 341/ niechaj sieczna / ^ p r z e t n i e 
biegunową d ogniska F /kierownicę/ w punkcie 

P ; biegunowa p punktu P p r z e j d z i e przez 
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ognisko jr i przetnie 3ieczną &z w punkcie 
61 , który j e s t harmonicznie sprzężony z P wzglę­
dem M, i Mz ; proste F' P i P O. jako sprzężone 
i wychodzące z ogniska są wzajemnie prostopadłe. 
Czwórka prostych P {S4, S4ZP Qj , rzuoająca har­

moniczną czwórkę 
M, Piz P O. j e s t 
harmoniczną; po­
nieważ zaś prost 
sprzężone PP 
i P O. są wza­
jemnie prostopad 
łe, więc 84 one 
dwusieczneitii ką­
tów między pros­
tem! h/t, i PM* 

w trójkącie fiSź,Mi - . ^ j e s t jedną z dwusiecznych 
kąta P , a więc f-jfĄ - jr^ ; p r z e s t a ­
wiając wyrazy średnie w p r o p o r c j i , złożonej ze 
stosunków pierwszego i t r z e c i e g o , otrzymamy: 

PM, m PMz 
M,2>, M,Dz o.h.d.o. 

Wartość tego stałego stounku nazywamy miraośro-
dem stożkowej i oznaczamy literą € ; biorąc 
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punkt Mi w jednej z wierzchołków stożkowej łat-

gdzie ć j e s t odległością ogniska od środka stoż­
kowej i równa się / c t z - d l a e l i p s y , a 
dl a h i p e r b o l i . 

Twierdzenie I I . Suma odległości każdego punktu • 
e l i p s y od obu j e j ognisk równa się w i e l k i e j o s i 
fi/l^źci-i różnica odległości każdego punktu h i - . 

wo obliczyć, że d l a e l i p s y i h i p e r b o l i £ = -fi , 

p e r b o l i od obu 
j e j ognisk rów­
na się osi po­
przecznej JJM = 2oi 

Z twierdzenia I 
wynika zarówno 
d l a e l i p s y , jak 
dla h i p e r b o l i 
/rys.342/ 

V 

i 

stąd d l a e l i p s y : 

KyS. 342, 
MB' 

a d l a h i p e r b o l i : 
M F - M F" 
H & - fi2' CL > 

CL . 
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ale d l a e l i p s y : 

MJ) + MD' - *• 2 04 * 2 Ij? 

skąd _j 
MF+MF'* ££'£ - 2 ay 

a d l a h i p e r b o l i 

skąd ~ 
MF~MF' - 21%- - 2*. / 

Twierdzenie I I I . Styczna ^ i normalna 
w każdym punkcie e l i p s y lub h i p e r b o l i są dwu­
sieoznemi kątów między prostemi, które łączą punkt 
fi z ogniskami. Poprowadźmy Fffl fiFi F'/ł'JMP 

/rys 8 3 4 3 / powiadam, że punkt ff leży na kierow­
nicy Jr / t . j . na biegunowej ogniska F /, a punkt 

ff' na kierownicy jf' / t . j . na biegunowej ognis­
ka F' /. W samej rzeczy, biegun p r o s t e j ff F musi 
leżeó na biegunowej punktu M, | t . j . na stycznej J7z 
i na prostej F/f , która je s t sprzężona z prostą 
^-Af ; j e s t to więc punkt ff \ ponieważ punkt F 

leży na biegunowej Ffi punktu Zf , więc punkt 
H musi leżeó na biegunowej punktu F ( t . j . na 

kierownicy _/ . Zauważmy, że na zasadzie twierdze-
m a I. - ; ponieważ zae /^'~Jijf'9 
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MF 
MF" 

Al II 
Mff' 

skąd t oo dowodzi twierdzenia. 
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Twierdzenie 17. Gdy kąt proaty FK'M porusza 
się w ten sposób, że jego wierzchołek K_ opisuje 
koło, a jedno ramię Źjff przechodzi przez punkt F_ 
nie leżąoy na okręgu tego koła, to drugie ramię 
JK_ M powłóozy stożkową. Stożkowa t a j e s t elipsą, 
gdy punkt fi* leży wewnątrz koła, a hiperbolą, gdy 
punkt J*1 leży zewnątrz niego. - Nie oh będzie e l i p ­
sa l u b h i p e r b o l a o ogniskach r i r przechodzą­
ca przez punkt M /rys.344/. Na p r o s t e j f'M od 
punktu M odmierzamy odcinek M&^Słf tak, żeby 
?'G równało się 2 cc .Gdy punkt M opisuje 
stożkową, punkt & opisuje koło o promieniu 2cc 

dokoła ogniska fi" /koło kierownicze/; przeto punkt 
fit , który j e s t środkiem odcinka fi fi , opisuje 

koło o promieniu oc dokoła środka Q stożkowej 
/koło główne/; prosta fi M , która j e s t dwusieczną 
kąta fiMó , j e s t przeto styczną do stożkowej w 
punkcie M• 

Twierdzenia I I I i 17 prawdziwe są także w p r z y -
padku p a r a b o l i , jeżeli za drugie ognisko f parabo­
l i uważać będziemy j e j punkt niewłaściwy.- Niech fi 
będzie wierzchołkiem /właaciwri/ p a r a b o l i , t 

styczną w tym wierzchołku, nc - styczną jakąkol­
wiek, która niechaj p r z e c i n a oś p a r a b o l i w punkcie 
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Ky,?. 3 4 4. 
// t a styczną k w punkcie łf / r y s , 345/, 

Aby wyznaczyć* punkt zetknięcia fi na stycznej Tri , 
wykreślmy biegunową punktu M , Będzie to p r o s t o -
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padła do o s i , wy­
stawiona w punkoie 

~ P symetrycznym 
z </V względem P \ 

punkt M będzie 
przeto symetryczny 
z M względem fiC . 

Ognisko P znajdzie-
my w przecięciu o s i z prostopadłą do iaz , wystawio­
ną w punkcie ... Przez M poprowadźmy równoległą 

M P'°°^ o s i , t . j . prostą w kierunku ogniska n i e ­
właściwego. Trójkąt Pfit JVjest równoramienny /bo 

M K * ATK i ffPJ. fiUf /, skąd wynika Y=*fi*j9t 

A więc: 
Styczna zn i normalna g każdym punk­

c i e M p a r a b o l i są dwusieoznemi kąt ówf które two­
rzy równoległa M P' do o s i z prostą M P , łączą-
cą punkt PI z ogniskiem. 

Gdy kąt prosty PłfM porusza się w tęn sposób, 
że jego wierzchołek łf opisuje prostą fi , a jedno 
ramię P{£_ przechodzi przez punkt P , nie leżący 
na prostej k. , to drugie ramię powłóczy parabole, 

$ 183. Twierdzenie Desargues^. I . Punkty, w któ­
rych dowolna sieczna przecina stożkową, oraz punkty. 
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w których t a sieczna p r z e c i n a boki przeciwległe 
czworokąta wpisanego w stożkową, stanowią 3 pary 
punktów sprzężonych i n w o l u c j i , Z wierzchołków prze­
ciwległych fi i d czworokąta wpisanego fiBĆJD 
/ r y s . 3 46/ rzuóray pozostałe 4 punkty stożkowej 
KiKl £ i _D .Na zasadzie § 169, I czwórki 

prostych rzucających te punkty z wierzchołków fi 
i d są rzutowe; przecięcie tych czwórek prostą 
fi stanowić przeto będzie dwie czwórki punktów 

na wspólnej podstawie: 

fi fi/T/f 'M l V ; 

Ale druga z 
tych czwórek 
je s t rzutowa 
z czwórką 
B'fi Z'M 

/bo dwustosun-
k i Kfi"MZ' 

i zrzcz'Ą 
są równe, skąd 
wynika: 

fi filfX'lsi') 

Rys. 3 bs. 

fifZfZf'ZZl'J -K- fi f/f'/fZ'BiJ. 

Ponieważ punkty Zf i Zffi odpowiadają sobie w 



tych czwórkach podwójnie, więc wszystkie inne pary 
punktów odpowiednich, a więc L i X , Śł i /V' 
również odpowiadają sobie podwójnie, t . j . są w i n ­
w o l u c j i /§ 136/ c.b.d.o. / I n w o l u c j i tej nie należy 
oczywiście mieszać z inwolucja biegunową na p r o s t e j 

Twierdzenie powyższe pozostanie w mocy jeszcze 
wtedy, gdy sieczna p stanie się styczną do stoż­
kowej. W punkcie zetknięcia zostaną wtedy zjedno­
czone oba punkty -ff i K' , skąd wynika: 

Punkt zetknięćia stycznej ze stożkową j e s t jednym 
z punktów podwójnych i n w o l u c j i , którą na t e j stycznej 
wg znacząją boki przeciwległe dowolnego czworokąta 
opisanego w stożkową. 

Posługując się zasadą dwoistości dowiedlibyśmy 
twierdzenia wzajemnego /rys.347/. 

I I . Styczne wyprowadzone do stożkowej z dowol­
nego punktu zewnętrznego oraz proste, rzucające 
z tego punktu wierzchołki przeciwległe czworoboku 
opisanego na stożkowej, stanowią t r z y pary prostych 
sprzężonych i n w o l u c j i . 

Twierdzenie Desargues'a, podobnie jak twierdzenie 
Pascala i Brianchona wyrażają zależność linjową 
między 6 punktami lub 6 stycznemi stożkowej. Dlatego 
też na tych twierdzeniach można oprzeć jeszcze j e -
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den sposób wykreślenia liniowego stożkowej, p r z e ­
chodzącej przez 5 danyoh punktów lub stycznej do 
5 danych prostych, 

§184. Zagadnienie 
2-go stopnia. Wyzna­
czenie stożkowej 
przez 5 j e j elemen­
tów tego samego r o ­
dzaju j e s t zagadnie 
niem, które w każdyj 
przypadku ma jedno 
i t y l k o jedno rozv?ia 
z anie i da się usku-

%y$. 347. tecznió zapomooą 
k o n s t r u k c j i l i n i o ­
wej t . j . bez użycia 

c y r k l a i e k i e r k i . Mówimy o t a k i c h zagadnieniach, 
że są pierwszego stopnia. Poniżej podajemy k i l k a 
przykładów zagadnień drugiego stopnia, t . j . t a ­
k i c h , które mają wogóle dwa rozwiązania. Zagadnie­
n i a te wymagają użycia c y r k l a , a zapomooą kon­
s t r u k c j i l i n j o w e j dadzą się rozwiązać jedynie wte­
dy, gdy w płaszczyźnie rysunku mamy wykreślone ko­
ło w dowolnem zresztą położeniu i dowolnej wielko­
ści / S t e i n e r A 



- 497 -

•Iw Wykreślić stożkowa, przechodzącą przez 4 dane 
jpuakty fi, J3fi i £> i styozną do danej p r o s t e j 

^ . ?M-:fi: . /.î O^M^liH 
Zadanie t o sprowadzi się do zadania już rozwią­

zanego; ''Wykreślić' stożkową, przechodzącą przez 
5 danych punktów/' jeżeli zdołamy na stycznej wyzna-
osyć punkt zetknięcia T . Zauważmy, że czworo­
kąt fi B CDf ty s e 348/ j e s t wpisany w stożkową; nm 
zasadzie artykułu poprzedniego punkt zetknięcia na 
s t y c z n e j t f j e s t przeto jednym z dwóch punktów 
podwójnych i n w o l u c j i KK'LL \ którą wyznaczając 
boki przeciwległe czworokąta B B C'J) . Zależnie 
od tego, ozy inwoluoja t a jest h i p e r b o l i c z n a , pa­
r a b o l i c z n a lub e l i p t y c z n a , znajdziemy dwa, jedno 
lub "zero1' rozwiązań. 

Zupełnie tak samo rozwiążemy zadanie wzajemne; 
I I . wykreślić stożkową styczną do czterech da­

nych prostyę.h > ? i °^ i przechodzącą przez 
flany punkt £ . Punkt £ łączymy z wierzchołka­
mi prsociwległemi czworoboku opisanego <% & C o£. 

i zapomooą koła S t e i n e r a znajdujemy proste pod­
wójne i n w o l u c j i , przez te dwie pary prostych doko­
ła punktu $ wyznaozonej. 

GBSETRJA~W1'KREŚLNA. Nr. 1 7 3 . Arkusz 3 2 - g i ,. 
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Być. 3* 

I I I , Znaleźć punkty przecięcia prostej ze stoż­
kową, wyznaczoną przez 5 punktów 1.2.3.4 1 5;lub 
z punktu 0 wyprowadzić ctyozne do stożkowej, 
wyznaczonej przez 5 stycznych 1,2,3,4 i 5. 

Zastosujmy to zadanie do następującego przypadku 
szczególnego. 

Wykreślić asymptoty stożkowej, danej zapomooą 
5-oiu punktów 1,2,3, 4 i 5 /rys.349/. W tyra c e l u 
należy najpierw wyznaczyć punkty, w których pro s t a 
niewłaściwa przecina stożkową, a później w tych 
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punktach poprowa­
dzić styczne 
/$ 155/. Dla r o z ­
wiązania pierwsze 
częśoi zadania 
tworzymy pęki r z u 
towe 

które rzucają z 
punktów 1 i 2 
wszystkie punkty 
stożkowej. Proste 

i a2, h, i 4 , 

&/ i 6* wy zn aa za 
ją na prostej 
niewłaściwej 3 pa* 

r y punktów t . j . 
kierunków odpo­
wie dni oh ; należy 
znaleźć k i e r u n k i 
podwójne t . j . 
asymptotyczne.-
Przez punkt j a k i ­
kolwiek np. przez 
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5 prowadzimy koło Steinera i z jego pomocą wyzna­
czamy proste podwójne dwóch pęków rzutowych o 
wspólnym wierzchołku 5, których proste C/ 

i a,z\ ł>'iy CĄ. są równoległe do prostych a/3 fo} ć, 
i <*z9 ćz. 

i <J prowadzimy 
styczne w tych kierunkach do stożkowej; łącząc każ-

_ oc TCO 

dy z tych punktów niewłaściwych / i */ z punk­
tami 3, 4 i 5 otrzymamy dwa pęki rzutowe, których 
środek perspektywy ó? j e s t punktem przecięcia obu 
stycznych szukanych, t . j . środkiem stożkowej. Pros­
te Z i J , poprowadzone przez punkt O * & i e -
runkach / i V są asymptotami, dwusieczne 

et i £> kątów między niemi są osiami stożkowej. 

R O Z D Z I A Ł XIV. 

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA. 

§ 135. Kolineaoja środkowa dwóch układów prze­
strzennych. Niech będzie płaszczyzna S , którą 
nazywać będziemy płaszczyzną k o l i n e a c j i , punkt O 

który nazwiemy środkiem k o l i n e a c j i i dwa punkty /?/ 
i Hz , leżące na dowolnej prostej 0 1 , wychodzą-
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