- 500 -

7 prowadzimy koo Steinera i z jego pomocs Wyzna-
oczamy proste podwbéjne dwéch pekéw rzutowych o
wspélnym wierzcholku 5, ktéryoch proste &) 4, ¢/
i «,, 4,, ¢, s réwnolegie do prostych a, 4, ¢,
L e P |

Znalazlszy kierunki /7 i  prowadzimy
gtyczane w tych Eierunkach do stozkowej; %aoczac kar?;—-
dy z tych punktdéw niewlasciwych /7 i VAT punk -
tami 3, 4 i 5 otrzymamy dwé peki rzutowe, ktdérych
drodek perspektywy ¢ jest punktem przeciécia obu
stycznych szukanych, t.]j. rodki em stozkowej. Pros-
te 2 i J , poprowadzone przez punkt @ w kie«
runkach /% i /. 85 asyrptotami, dwusieczne

WA katéw miegdzy niemi sg csiami stozkowej.

ROZDZTIAZL ZXIV.

POWTERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA.

§ 185. Kolineacja érodkowa dwéch uk2addw prze-
Btrzennych. Niech bedzie p2aszczyzra ,S , ktéra

nazywaé bedziemy plaszozyzng kolineacji, pumkt O
ktéry nazwiemy §rodkiem kolineaciji i dwa punkty /A,
i A, , lezace na dowolmej prostej <2 , wychedzg-
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cej z punktu O /lub dwie plaszozyzny.fi: i A,

przecinajac sig wedtug prostej, lezgcej w plasz-

czyénie A; /rys.350/. Dane powyzsze WyZDnaczajg

- » - 1 -
dwa uktady /dwie figury/ przestrzenne Fy=dmi g,

w ten gposbb, Ze:

/d

AR

& <oy / ol 7///
G N e
\

N

s
~ /

X)ns'. 350,

1/ kazdemu punktiowi,
prostej lub praszeays-
pie uktadu &

wiada jeden jedyny

odpo-~

punkt, prosta lub. plass-
ozyzua ukladu £y i
nawzajem,

2/ Punktowi, proste]
i plaszozyfnie, naleia-
oym do siebie w jednym
uktadzie, odpowiada
punkt, prosta 1 plasz-

czyzna drugiego ukladu,

ktére réwniez do siebie naleza.

3/ Punkiy odpowiednie lezg parami na pros tych,

przechodzgcyoh prz ez Srodek kolineacji O .

4/ Piaszozyany odpowiednie przecinajs si¢ para-

mi wedlug prostych, lezacych w plaszczysnie koli-

neacji ,S g



% Proste odpowiednie lezg parami w ptaszcayz-
nach, przechodsgeych przez Sredek kolimeacji O
i przecirajsg sié parami w punktach lezgoyoh w
plaszosyinie 5

6/ Kaide dwa szeregi odpowiednich punktéw,
kazde dwa peki odpowiednich ptaszczyze lub pros-
tych 83 rzutews, ' -

Srodek kolineasji oraz wszystkie punkty piass -
czyzay kolineacji, ~ plaszczyzna kolineacji oras
wszystkie.ptaszcsysny, przechodsgce prsez srodek
kolineacji, proste, przechodzgee przez srodek ko-
lineacji oraz proste lezaoce w piasgcezyinie koli-
neacji, odpowiadajy same sobie,

Plaszozyzna KR, , ktéra odpowiada w I ukta-
dsie plaszczyZnie niewtadciwej, zaliczonej do
II ukladu ( R,/ oraz ptaszezyama Rz , kté-
ra odpowiada w II ukladzie plaazézyznie niewtas-
eivej, zalicsomej do I ukiadn ('CQ/°$)~ nazywaja

‘tniqulaszezyznami 'zaigynémi; 83 ome réwnoleglte

do plassoiyzny kolineacji A; i majg te wiasnosé,
43¢ odleglesé jednej = nich od érodka kolineasji

O { odlegtodé drugiej od plasszozysmy kolinea-
eji Ag 85 odoinkami rfwnej dlugosci 1 prgesiw-’
nogo swrotu, Kelimeacja Srodkowa w prassirzond -
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moze byé wyznaczona przez Swij drodek <@ |, pimgz-
czyzng S i jedna z Plaszozyzn wzajemnych A,
lub Q: . Jezeli Plaszozyzny wzajeme 2, i Q,
85 zjednoczone /w réwnej odlegtodci niedzy drodkiem
i plaszczyzng kolineacji/, te kolineacja nazywa sie
lnwolucyjnq, w takiej kollneacji kazdemu punktowi,
Piaszozyfnise lud preste] odpowiada ten sam pankt
Plaszczyzna lub prosta, niezaleznie o4 tego, do kté-
rego ukiadu tamten punkt, tamts plaszezyzne iub pre-
sty zaliezymy,

~ Kolineacja $rodkowa w przestrzeni ma zastosowanis
w p2askorzesdie perspektywicznej i w teatralnej
sztuce dekoracyjnej.

§ 186, Kolineacja ogélna dwéch ukladsw przestrzen-

nych, Z dwéch ukiaddéw przestrzennyekh £, i 7, kté-

Ye 33 w kolineacji Srodkowej, przesuimy jeden w do-
wolny sposéb, Z 6-ciu warmnkéw, ktérym czynily za-
dodé %e uktady, niektére, mianowicis 3, 4 i 5 nig
beda wogéle w nowenm pofozeniu ukiadéw spelnione, ns-
tomiast pierwsze dwa i oBtatni pozostans w swej mo- .
Cy. 0 ukladach takich néwiny woigsz Jesgozs, ie sy

W kolineacji, ktéra Jodnak nie bedzie jus wogdle
Srodkows; méwimy wtedy, ie wrlady A 1 4, 85 w ko-

lineacji _ogblnej.
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Kolineacja ogéloa dwéch ukraddw przestrzennych
jest wyznaczona przez 5 par punktéw lub 5 par plasz-
czyzn odpowiednich z tem zastrzeZenism, zeby zadne 4
z tych punktéw w Zadnym ukladzie nie lezaly w jedns]
plaszczyinie /a wige takze zadne 3 na jednej prosteil
wzgl. &eby zadne 4 z tych plaszcz:;u W Zadnym ukie-
dzie nie przechodzily przez jeden punkt /& wigc tak-
2o Sadne 3 przez jedng prosty/.

¥ samej rzeczy, jezeli ap. punktom 4Z,, 7,, ¢,

Z, ukiadu #, odpowiadajg punkty £,, 5., ¢, Zs
i /£, ukiadu /£, , to dla kazdego punktu prze-
strzeni A/, , zaliczonego do uktadu /#, |, znajdzie
my punkt odpowiedni A, w ukiadzie 7; w sposéb
nastgpujgey: PoprowadZmy przez punkt A7, i prosts
s IkE plaszozyzné B, M, , ktérg oznaczymy lite-!
ra 7, , prosta B/ €/ hedzie osig czwérki plasz~f
czyzn 5, A, B8,4D0,, B, &, 1 B, M,=7T

mozemy wige wyzmaczyé plaszczyzng “z , kiéra z U
plaszczyznami By o 2, Bs (2 Dsy, B: (G £, tworzy ten h
sam dwustosunek; poprowadZmy nastepnis w ukladzie

7, paszczysny & A, M, U, i H, B =V
1 wyznaczmy w taki eam sposéb ptraszezyzny [/, i V.
wkladu £ ; punkt prascigeia plaszcazyun 7., [/,

1 V. bedzie szukanym punktem A7,



- 909 -

u

87. Korelacia dwdoh uktaddw przestrzennych,

e A

Kolineacja ogélna dwéch ukZaddw przestrzennych

.‘.\..

naprowadza nas na NOWy zwigzek geometryczny dwdch

vkiaddw pvybn;rzsnnych, zwany korslacjg, a polega-

jacy na nastezpujgeych wrasnodgciach:

1/ kazdemu punktowi ukladuw # odpowiada jed-
na jedyna plaszczyzna ukladu F:  ; kazdej plasz-
czyZnie ukiadu 7 odpow1ada jedna jedyna Elasz—

czyzna ukiadu Fz i nawzajem.

2/ punktowi i plaszczyfnie, nelezzoym do siebie

w jednym ukladzie odpowiadajy piaszczyzna i punkt

drugiego ukadw, ktdére réwniez do siebie naleza;

= - o . -......MLI,

Q




stgd wynike, Ze kazdej prostej jedrego ukladu
/ktéra taczy dwa jego punkiy/ odpowiada prosta
drugiego uktadu /ktéra jest przeciéﬁiem pdpowied ~
nich tamtym punktom nias”*zyzn/,

3/ kazde] czwlree punkidw jednego ukiadu -odpo-

wiada czwérka plaszozyzn drugiego, ktira jest 3z

tamtq rzutowa 1 nawzajem; wogéle kazdemu szaregowi
punktdéw jednego uktadu odpowiada pek plaszeayzn
drugiege i nawzajem; kazdej czwdrce /pgkowi/ pros-
4ych jednesgo ukiladu odpowiada rzutowa z nig czwér-
ka prostych drugiggo ukiadu. |

"Rolinsacja" taka bedsie wyznaczona przez zato-
“zenie odpowiedniosci wzajemnej O punktéw jakichkol-
wiek 4,, 8,, €, D, i £, ukladu # 2z 5 pltasz-
cayznami drugiego uktadu Az, B,,C:,D,i F, 1z tem
zastrzegeniem, 2eby z tych 5 punkidw zadne 4 nie
lozaly w jednej pimsscsyfnie, ani Zeby z tych
O ptaszczyzn zadne 4 nie przechodzily przez. jeden
punkt. | :

$ 188. Dkiad biegunowy przastrzenny. Niech bg-~
dzie czworodciam 4, 4. 4s Ay /[ktérego éciany ozna-
caymy literami: A, s 4 AsAv, A:58:AvH:, A= Av .4,
i Ay=s 4. 4:4:, punkt jekikolwiak & , nie legg-
oy na Zadnej ge dcian /a wige i na zadnej s krawé~




dzi/ i plaszczyzna B , nis przechodzges przesz
zaden % wierzcholkéw /a wiéc i przez Zadng z kra-
wgdzi/ czworoscianu A4, 4. A Av/rys.352/. Na mo-~
¢y poprzsdniego artykuiu odpowiédniaéé punkt 6w

As A2 Ay Ay 1, 5"_ plaszezyznom A4,, A,, A; A,

i B wyznacza korelacjé dwéch ukladéw przestrzen-
nych. Korelacja ta me ¥é wiasnodé, ze kazdemu punk ~

towi odpowiada zawsze ta sama plaszezyzna i kazdej

plaszozysnie ten sam punkt /a wigc i kaidej ‘pros-

tej ta sama prosta/ niezaleznie od tego, do ktére-

go ukladu tamten punkt, tamts plagzozyzne /tamts

prostg/ zalicazymy,

W2asnosci tej do-
wiedé mogra w podob-
ny sposéb, jak do-
wiedlidmy analogicz-
nej wtasnosci ukla-
du bisgunowego pias-
kiego. /$ 745/

Te dwa uklady ko-

relacyjne mozna prze-

to uwwazaed za jeden

jedyny ukilad prze-

L
-

strzemny, w kXtérym



zachodzi wzajemns podporzgdkowanie punktéw piless.-
czyznom i piaszeczyzn punktom. Tkad taki nazywa

sig¢ biegunowynm, plaszczyzna podporzgdkowana

punk towi nazywa sie jego plaszczyzrg biegunowg,

punkt podporzadkowany ptaszczyinis te] biegunem,

Poniewaz punktowi i plasszozyinis, naleigeym
do siebie, podporzsdkowans sa plaszosyzna i punkd
réwniez do siebie nalezgce, wiec mamy twierdze-
nia; 53 s

Jezeli punkt ¢ lesy wgpl&szczyéhie bisguno—

woj punktu B |, to plaszczyzne biegunowa punktu
¢’ przechodzi przez punki 5

Jezeli piaszczyzna C przechodzi przez bisgun .

]

plaszeayzny B , to biegux plaszczyzny € lezy

w ptaszozysnie B

Stad wynika:
1/ ptaszczyzng biegunowg punkiu przecigeis
3 ptaszezysn A, B8 1 C jest plaszczyzna po-

prowadzons przez ich bieguny 4, B i ¢ i na-

wzajem, biegunem ptaszczyzny przechedzhoe] praez
3 punkty Z,8 i ¢ jest punkt przeciecia ich

piaszczyzn biegunowych A,Bi C,

2/ Bieguny plaszczayszn, przechodzgeych przes

jedng prosta lezg za drugis) i nawzajem:

. T P,


http://fi.fi
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nlaszozyzny bisguncowe vunktéw, lezgoych na jed-

-

nej prostej, przechodsy przes dregs.

Dwie proste, majace tg wiasnosé, e bieguny
plaszczyan pv”Uuhrd ycb srzez jedns z rich lezg

na. drugisj nazywaja sig prostemi wzajemie biegu-

nDOWexn emi,

Dwie plaszozyany majgoe tg wtasncéé, Ze bisgun

jednej z nich lezy na drugiej, nazywajs sie plasz-

szyznami /bisgunowe/, BPIEG snonemi. Dwa punkly, 2

ktd rych jeden lozy w ptaszozy-4nie biegunowe] dru-

O'J

iega, nazywaja-s;e punktami /biegunowo/ Sprzeione-

wi; dwie proste, z ktérych kazda przecina bieguno-

— et et e T

wg drugiej, nazywaja gig prostemi /biegunowo/_sprze.

hisiindimnuiue I

Uktad biegunowy przesirzenny wyznacze w kazdej

plas aq4c11:;1:‘ pewien uklad biegunowy ptaski, a doko-
2a

kazdego puskbtu pewien uklad biegunowy wigzki.

Pak np. biegmowg punktu /7 , lezacego w plasz-
czyénie £  jest w tej pleszczyinie §lad 77z plasz-
CZYZLY biegtmowej M  punktu # , biegunem pros-
tej #¢ , lezace] w ptaszozydnie P jest w tej
plaszozyfnie dlad /7 proste] 2 nig biegunowej 22 .

Uklad biegunowy prsesirzenny wyznacza na kazdey

prostej pewns inwolucje punktéw /zwans inwolucja
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bisgunows na prostej/ i dokola kazdej proste]

pewng inwoluc jg plaszezyzn /awang inwoluo jg biegu-

nowg dokoia tej "proste;j_/, Fiechaj bedzie np. n=

podstawie 27¢ szereg punkidw ze /A, L)y plasg-
czyzhy biegunows tych punktéw przechodzg wezysikie
przes prosts biegunows 2 , tworzac dokola niej
pek plaszczysn 2/ A, 1, M,,.) reutowy z szere-
giem ze /%, L,, M,..)] , jetell przecigcis tych
pleszezyzn z podstawg 22  oznaczymy literami
L ATV -, Yo szeregl /A, LM, .-) 1
m (A, Ly, My,.\) bedg rzutows, 0t62 kasde dwa
punkty odpowiednie i;yeh pzeregéw, np, A, i A, od-
powiadajs sobie podwéjnie, - jeseli bowiem zaliczy-
_my punkt A, do I szeregu, to punkt odpowiedni
znajdziemy w przeciéciu podstawy #¢ g plaszczyzng
biegunows punkiu A, , ktéra musi przejéé prazez
punkt A, , gdyz plaszozyina biegunowa punktu 4,
przechodzi przez punkt A,. '

§ 189. Czworodciany biegunows. Czworoscian
A Az ﬁs—ﬂy ma te osobliwodé, ze 1/ kazdy wierz-

chotek jest biegunem przeciwleglej &cieny, 2/ prze-
ciwleg2e krawedzie, np. #- 42 i HAs; Av g prosteni
wzajemnnie biegunowemi i 3/ kazde dwa wisrzcholki,

kazde dwie Sciany i1 kaide dwis krawgdzie nieprseciw-



BT

lagle sy Sprzegione, Czworofcian taki nazywamy

biegunowym. CGzworosciandw biegunowych jest nie-

skodczenie wiele, Dla otrzymania ktérsgokolwisk -

z nich postépujemy Jak nestepujs; Cbieramy dewol-
ny punkt 4 - { znajdujemy jégo plaszczyzne bie-
gunowg M , w plaszozyfnie M obieramy dowol-
ny punkt 4 i znajdujemy Jego ptaszczyzne bie-
gunowg V' | na mocy poprzedniege artykuiu mu51
ona przejéé przez punkt A i na prostej przecigeia
plaszcz.yzn M AN obieramy dowolny punkt 2

i unajduJemy Jego pkeszczyzne bisgunowa £ , kté-
ra musi przejsé przez prostg M N ; przez punkty
Ny I TP prowadzimy wreszcie plaszczyzne Q@
ktéraj biegunem bedzie punkt przecigcia plassozyzn
M e A R B i MNPQR bedzie
biegunowy. QOczywidcie ten sam ukZad biegunowy
przestrzenny, ktéry okresliligmy zapomoca czwcro4
Sclanu biegunowego A1 B2 s Ay punktu B i jeuo |
piaszczyany biegunowej 5B |, mozna okredlié .1po-
mocg kazdego innego czworodcianu bi egunowego

MN PR Jakiegokolwiek punktu X { jega
piaszczyzny biegunowej 2.

| ‘§ 190, Trzy rodzaje ukladdéw biegunowych prze-

' Strzennych. Niech bgdzie ukYad biegunowy wyznagszo-




1
{_:
4]

f

uy przez czworodciem biegunowy A, T2 A3y oreg
A

piaszezyzne. biogunowg dowolnsgo punkiu 5

~»

L4
ol ad v-*'-—,v)- - K4 D S R ‘l (Er‘r £ '}r. = ﬁ-ﬁ‘.l‘
Prayrvem DUNKL & nie 1leZ2y na z&dng) &g sgian,
g T T 5 Yt TN
a piaszczyzsna L5 nie przechodzi przez Zaden z

1/ Czy i w jakich warvnkach mogy istnied rzeéczy-

wiste punkiy i plaszczysny sprzezone sams zs

t.3. punkty leZgce we wlasnyoh plaszezyzmach bisgu-
Y 1Y F‘l"t m X O e T BT ~ gy E Py o oo -y ¥ ' - b
[pOwycso L VIASZQRTZANRY DYZECROUZGCE DIZBOZ WA ARLRC 018 -

2/ Jezeli takie punkty i plaszczyzny istnieis,

to czy mogg istnied rzeczywiste proste sprzgzons

same ze sobg, t.3j. przystajace do wilasnych prostych

biegnncwych, ktdérych kazdy punkt bylby zatem sprze-
zony sam ze sobg 7

Aby na ts pytenia odpowiedziel, zauwazmy, 2ze
czworcScian biegunowy 4, A2 /43 H,dziell przestrzen
na £ obszardw, s kidrych jeden tylke bywa skodczo-

ny /nazywa on si¢ objetodcig czworosScianu/, cztery

maja 2 ta objetodcia po jednej écianie wspélnej,
a 3 majg z nig dwis przeciwleglses krawmedzie wspdlns.
Poniewas punit B nie leiy na 2adnej écianie ezwow

roéciﬂnu EIQC moze on nalezeé¢ tylko do jednego
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ohszarh, poniewaz piaszczyzna B nie praechodai
przez zaden wierzcholek, wiéo moze ona tylko dla
jednego obszaru pozostaé obcg. Przypusémy np. ze
punkt 5 ‘leiy wewnatra objetosci ocezworodcianu /co
zreééta przez obiér odpowiedniego czworofcianu bie-
gﬁnowegorzgwsze mozna sprawic / Potozenie piasz-
‘ozyzny 5 wzglédem obszarn, w ktérym znajduje sig
punkt, moze byé trojakie:

v Plaszcayzna 5 nie przecina sadnej krawgdzi

czworoscianu migdzy jego wierzcholkami /rys.353/.
Ka kazdej krawgdzi inwolucja biegunowa jest wtedy
~eliptyczna, gdyz 8lad kazdej krawqedzi na plaszcayi-
nie, lgczzcej punkt 5 gz przeciwlegla jej krawg-
dzig, lesy zawsze migdzy wierzchotkami, a 8lad jej
na ptaszczysnie S leisy posza wierzcholkami, tak,
ze te dwa punkty sprzqzone przegradzajg wierzcholki
na kazdej krawgdzi. Jezeli wyznaczymy plaszczyzne
biegunows dowolnego punktu A/ , to aie pokasge, ze
ta plaszozyzna nie przenika do obszarw, w ktérym
si¢ znajduje punkt M . W takin"ieo ukladzie bie-
gunowym nie istniejg punkty, ktéreby lezaly we wlas-
nych plaszozyznach biegunowych, tembardziej nie

istniejg proste, prazystajgce do wiasmnych prostych

- W Gue wn dmp sy Gbn S s

GEOMETRJA WYKRESLNA. Nr,173. Arkusz 33-ci.
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biegunowych, Na wazystkich ptaszczyznach i Jdokola
wszystkich punktéw ukiad tiegunocwy /pkaski lub
wigzki/ jest jednostajny, - na wszystkich i dokola
wszystkich prostych inwoluc ja bisgunowa jest elip~
tyozna,

2/ Plaszozyzna /3 przscina 3 krawgdzie czworo-

dcianu, wychodzgce z jednego wierzcholka /rys.354/.

Wa tych trzech kréwedziach inwolucja bieguhowa jest
hiperboliczna, na trzech pozostatych - eliptyczna,

Na pierwszych trzech krawedziach istniejg przeto
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po dwa rzecaywiste punkty podwéjne, t.j. sprzgic-
ne same ze sobs. Istniejg wtedy zalem punkty rze-
czywiste lezgoce we wlasnych ptaszcayzanach bieguno-
wych, natomiast nie istniejg proste rzeczjwiste,
ktdreby byty wtasnemi swemi biegunowemi. W samej
rzeczy, zauwaimy, %e na fcianie 4,4 :4; uktad bhis-
gunowy przesirzenny wyznacza biegunowodd plaskg
jednustajng; gdyby istaniata prosta, ktdéra jest
wiasng swojé prostg biegunowy, to jej $lad na

p aszozyénie A+ A2 Az bylby puﬁktem SprEgzonym

%2 samym Sobg, a taki punkt w ukladzie jedmostajnym
nie istnieje. W jednych ptaszezyznach i dokola
iednych punkidéw biegunowodé jest jednostajna, -

w ianych piaszczyzuach i dokola innych punktéw mo-
Ze ona byd niejednostajna. W ptaszezyznach przecho-
dzaéych przez wlasns bieguny, t.j. sprzegzonych

z Samenmi sobg, staje sié ona inwolucja eliptyczng
prostych sprzezonych dokola bieguna. ¥ samej rze-
czy, w kazdej plaszezyénie M | przechodzycej pfzez
wiasny biegun ~ , biegunowe «, &, .. punkiéw

Aoy By O tej plaszozyzny prazechodzy przes
punkt A |, tak 2e w ptaszozyfnie M dokola
punktu A istnieje inwolucja prestych sprzezonych
QAL TS B MR S OslC Inwolucja ta jest
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eliptyczna, gdyz w przeciwnym razie istnialyby
proste sprzeione same ze s0bg: bylyby to proste
podwéjne tej inwoluweji.

3/ Plaszozyzma S przecina 4 krawedzie ozworo-

éoiaﬁu,biegnnowego /ry8.335/, wp. A, R., AsHy, 4,4,
A.A, . Na tych oczterech krawgdziach inwolucja
biegunowa jest
hiperboliczna,
na pozostalych
dwéch - éliptyoz—
ra, Podobnie jak
w przypadku dru-
gim, istniejg |
wige i tutaj
punkty legace we
wiasnych pitasz -
cgyznach bibgnno-

wych, sle oprécz'

tego istniejg tak

' Ze proate sprae-
.- sone same ze sobg, t.j. prezystajgce do wiasnyoh

+ 8wych prostyoh bisgunowych. ¥ samej rzeoczy, niech

bl punkt / bedzie jednym & punktéw podwéjnych inwo-
°‘lncji biegunowej na krawgdzi #./4, , a punkt /’
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niechaj bédzie Jednym z punktéw podwéjnych inwolu-
cji biegunowe] na krawgdzi praeciwleglej <5 &v
tek se punkty J 1 /7 85 punktami sprzeionemi
zraamemi sobg i leiq na prostych wzajemnie bisguno-
wyeh Z,/4,4% A;A, . Prassosysna LA, Ay jest
Plassosyzng biegunows punktu ./ /gdys punkt Z jest
samosprzezony i leiy na prostej 4.4./, podobnies
Plaszozyzna /'A,/A, jest plasscsyzmg biegunows punk-
ta / ; prosta 77/’ jest prosta przeciecia tyoh
dwésh piaszozyzn i garazem 2302y ich bieguny, jest
to zsaten prosta Sprs§20na sama ze 80b3. We wszystkich
plassozyznach i dokola wszystkich punktéw bisguno-
wosé jest niejednostajma z wyjgtkiem plaszczysa i
punktéw samosprzeionych, gdzie bisgunowodd staje sis
hiperbolicsmg inwolucjg biegunowg dokola bisgena
w plaszczyfnie biegunowej. Froste podwéjme tej inwo-
luc ji sy prostenmi samosprzqiénemi, 3z kazdego wige
punktu samosprzqzonego wychodss i w kaidej plaszozyi-
rie samoaprzezone] laéa dwie proaste samosprsgione.

§ 191. Powierschnie drugiego stepnia. 0g6l punk-
téw, plaszozyzn i prosiych, rzeozywistych i urojoanych

ktére w dany= przestrzennym ukladsie biegunowys ag

aamoapxSQZone pasywany powiersohnia d-ugiege stop-
aia, Punkty samosprszgzone nasyvany punktami tej po-




- 918 -

viergehni, presechodzgse przesz nie wiasne ich plass-

czyzny biegunowse nazywamy pisaszczyznami siycznemi

do te) powlerzchal w tych punktach; prosts samosprze-

zone nazywamy tworzgcemi powierzchni. Punkty po-

wisrschnl sg to wigo punkty podwéjne inwolucji bie-
gunowsj na jakiejkolwiek proste] rzecazywistej, plass-
oayeny styozne do tej powlerszchni 83 to plaszssyany
podwéjne imwwclucji biegunowej dokola jekiejkolwiek
prosisj rzecsywistej. Na kazdej proste] rzeczywiste)
legy dwa punkiy powilerzchmnl drugiege stepnia /rzeczy-
wiste, urojons, spreezone lub zjednoczone/, w kté-
rych %a prosta "przebija® powierzohnig, przes kazdg
prosty rieczywisty prxecﬁadza dwie piaszcmyzny siycz:
ne /rzeczywiste, urcjone, sprzgeione lub zjednoczone/,
Wyrazamy to krétko méwigc, 2e powierzchnie druglego

stopnia 85 powlerzchniami drugiego rzedu i drugiej

klasy. Prosta nazywa sig sieczang, zewngtrzng lub
gﬁzgggg_zalaénia*da tego, czy inwolucja bisgunowa

na niej jest hiperbolinzné, eliptycana lub parabolicsz
ra t.j. csy przebija ona poﬁieféchnie w dwdéch punk-
tach rzeczywistych, urojoenych Sprﬁqadﬁych lub zjedno-
ozonych. # kaizde) plaszczyinie = danf @kfgd bieguno
¥y praestraenay wyimacza pevwien ukiad biegunowy grag.

ki: jsdnostajny, niejsdnostajny lub zwyrodniaty /in-



wolucjo hiegunowy/. Stozkowa tego ukladu plaskiego
/urojona, reecxywista lub swyrodniala/ jest prze-
cigeiem powierzchni drugiego stopnia plssszceysng

2 . Kagda piasscsysna "przecina® powierzchnie

drugiego stopnis wediug stezkowej. Piaszozysna na-

syws Siq zewneirzns, sieczng lub stycsng, zalesnie

od tego, czy ﬁklad biegunowy tej pilaszczyzny jest
jednostajﬂy iub zwyrodnialy t,j. czy przecina ona
poWierzcinig wediug étoékowej urojonej, rzeczywis-
tej lub zwyrodniale] /dwie proste urojome sprzgio-
re lub rzeczywiste/. Wszystkie styczme do po-
wierschui w danym jej punkcie leiy w plaszczyénie
stycgne] i slenowig inwolucje biegunowsg dokota
_punktu zetkrigeia. Dokola kaidego punktu £ dany
uktad biegunowy przestrzenny wyznacza pewien uklad
bieguanowy wiazki: jodnostajny, niejednostajay lub
zwyrodnialy. Stozek ie] biegunowodci /urojony, fzef

czywisty lub szwyrodnialy/ nazywamy stozkiem opisa-

nym na powierzchni z punktu 7~ . % kazdego punktu

mozna opissad na powierzchni drugiego stopnia stoZek

drugiego satopnia, Pankt nazywa 8ig wewnelrznym, ze-

wpolranym ludb leZgoym na powierazchni, zaleznie od
togo, egy uklad biegunowy wigski dokoia niego jest

jednostajny, niejednostajoy lub zwyrodaiaty, t.j.
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czy stofsk s niego na powieriehni opisany jest ure-
jony, rzeoazywisty lub szwyrednialy /dwie proste uro-
jone, sprzgzone lub rzecazywiste/.

- Miejsce gecmetiryczne pnnktéw'zetkniqcia'tego

stozka 2 powierzohnig drugiego stopnia jest stosko-

wg. W samsj rzecsy, pnnkty zetknigoia plaszezyzn
styoseych wyprowadzonych z punktu /2 , ¢.j. ich bie-
guny, le%a w plassczyinie biegunowej M tego punktw
/8 187/, ogét tych punmkiéw zetknigeia stanowi zatem
stodkows, wediug ktérej piaszozyzma M przecima po-
wierachniq. Fawzajem plaszczyzny styczme w punk tach
stoikowéj, lezgqcej na powierzchnil, przecinajg sie w
biegunie /7 plaszczyzny tej stoskowsj, powidozgo
stozek drugiego stopnia, opisany na powierzchni.

. Zaréwno kontur rzeczywisty, jak i komitur widzial-

ny rzecgywistej powierazchmi drugiego stopnia jest

étozkova. Pierwszy jest miejsoem punktéw zetknigoia

powlerzchni ze stockiem opisanym na nisj ze drodka
rzutéw, dragi jest przeciqgoiem tego stogka plaszcayz-
ng rzutdéw; poniewai stozek tem jest drugiego stopnia,
wige jego przecigoie jest stozkowy,

Plaszqzyzha biegunowa jest miejscem geometrycsmem

punktéw sprzgionych harmonicznie z biegunem wzgledem

punktéw, w ktéryoch sieczne, wychodegce z tego biegu-
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ne przebijajs powierzchnie. Wyprowadimy z bieguna /M

sieczng ?¢ , ktéra przebija powierzchnig w punk-
bach Z 1 B | a plaszczyzné tiegunowg ™M w punk-
cie /V /rys.356/. Punkiy 4 i B sg punktami pod-
wéinemi{ inwolucji biegunowej na sieczmej 22 , a punk.
ty M 1 NV 8y w tej inwolugji sprzéione, bo punkt
/N leiy w ptaszozyinie bieguncwej punkta /M . 0t6z
wiadomo /§ 145/, &e punkty podwéjne inwolucji hiper.
bdlicznej prze-

gradza ja harmo-

4 nioznie kazdg
A
//<iﬁ;v/ parg punktiw
/,z//fkyé / sprzezonych.
0 ANy Jezell wi
- W
’ g /{H\\\/ Z -
/S v /Ff/ } & danego punk-

tu M poprova-
dzimy 3 jakie-
kolwiek sieczne

R, R, 7 nie

lezgoe w jednej

piaszozysinie
/rys.356/ i na kaidej z nich wyznacsymy punkt 4/
spriqzony harmonicznie z punktem /¢ witedy punk-~
téow 4 1 B , w ktérych ta sieozna przebija po-
wierschnig, to AV /N /A  bedaie plaszczyzng bieguno-



wg punktu M |

Przez kxazde dwa przscigcia piaskie powlerzchni

drugicgo stopnia praechodzy dwa stozki drugisgo

stopunia., Niechaj dwie pleszosyzny Q@ i R prze-
cinajg powierzchnig drugiago stopmia wedimg 3t0&~ _
komyeh A, & K, /rys.257/, siechaj Qi & ve-
dg biegunami plaszczysn @ i A ; polgeczmy fte
punkiy prosty ya Etdra niechaj ﬁrzabija Vi8S ~
czysny @ i R w punktech & i R . Prizez
prosig P poprewadéumy dowolng piaswczyzug siecz-
ng P /up. plaszozyzng konturu rzeczywistego po-
wisrzchni/, ktéra praetnic powierzchnie wediug
stoskosej A , e praszeazysay @ i < wedlug
prostych /4,8, i A:B: | kibre sg biegunowemi
punkt 6w Q" i R’ wzgledem stozkowe] £ , Wy-
kreslmy punkty przekytne M i AN czworokats zu-
pelnege A.B, HA. B, wpisanego w stotkowy; na
zasadzie § 178 punkty /7 1 AN lezs na prostej
Q'R’=p | Powiadam, ze punkty M i & gy
staleunl punktami te] prostej, t.j. nie zalezg od
plassczysny P, tak e gdy plasszcuyzna sieczna
5 obraca siq dokoia proste] jb , punxty te

T

nie zmieniajy swego pofosenia, W Samej rzeczy punk-

ty te 83: 1/ sprzezone w imwolucji biegunowsj da-
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nej przez dwie pary stalych punkidw @, @'{ R, &7,
f sprzézona barmonicznie wzgledem punkidw & i &
/t.}. sprzezone w imwolucji hiperbolicznej, kté-
rej punkty @ i XA s punktami podwdéjnenmi/, co
wynika 2z wiasnofci cazworoeboku szupeinsgc o0 bLokach
A/ A2y Ay B,y B, B, i B: A , ktérege MHy
jest jedng przekatng, a 4,5 1 A: 23, s; dwiema
innemi przekgtmemi. Punkiy A i./V' s przeto
wspélng parg punktéw sprzezonych dwéch imwolucji
i jako takie mogg by¢ wyanaczone mniezaleznie od
plaszczyzny [ . Znalezione w ten sposéb punkty
M i /N 8y wierzcholkami dwéch stoskéw, z kt6~
rych kazdy przechodzi przez stozkowsg 4, i &£ .
% twierdzenis tego wynike wainy wuniosek, Ze

przecigcia powierzchni drugiego stopnia piaszczys-

nami réwnoleglemi sg stofkowemi podobmemi, - 8g to

bowiem garazem przeciecia réwnolegie stozka drugie-

go stopnia. Jeieli wigec np. pewne praccigcie po-

wierzchni drugiego stopnia jesgt kolem, t0 wszyst-

kie przeciecia do niego réwnolegie sg kolami,

Twierdzeniem wsajemnem do powysiszsgo bedzie:

Krasyva praenikania dwdch stogkow opissnych na po-

wiergohni drugiego stopnies sklada sig z dwéch stoz-

b i
kowrzh,
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§ 192, Srodek, Srednice, osie, stozek asympto-

tyczny. Biegun plaszezyzny niewlagciwej nasywa sie

frodkiem powierzohni drugisgo stopnia; paszczyzna
biegunowa kazdego punktu niewiasciwego nazywa sig

ptaszczyzng srsednicowsy; prosta biegunowa kazdej

prostej niewladciwej nazywa sig Srednicg. Wszystkie

plaszczyzny Srednicowe i drednice przechodzg przes
érodek, albowiem bisguny tych plaszezyzn i bieguno-
wo tych prostych leig w plassczyinie biegunowej
érodka, t.j. w plaszozyénie niswlafciwej. Odcinek
siecznej, zawarty pomiédzy punkiami przebicia po-
wiergchni nazywa sig cigciwg i gdy nie zachodzi
obawa dwuznaczunogci, to cigoiwe leZgcg na Srednioy
nazywamy poprosiu drednics, $rodek powierschni jest
z&r&zam‘érodkiem kazdego przscigeia powierzchni
pitaszcayzng Srednicowg i grodkiem kaédaj gérednicy.
Joisll wierzohoikiem czworodcianu biegunowego
jest drodek powierzchrni, to krawgdzie tego ozworo-

Scianu wychodsgce ze srodka, sg drednicami sprzgzo-

nemi. Cigoiwy rdwnolegis do jednej z trzech srednic
sprzgzonysh sg élaszczyznami dwdch pozost alych prze-~
ciete na poiowy: plaszczyzay.sieczune réwnolegte do
dwéoh Sredanic pprzgizonych s3 przez trzeoig prazebite

W srodkach stoikowych przeciecia, Plaszczyzny stycane
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w kodcach jednej 2z 3-ch Srednic spraeionych 34
réwnolegte do plaszozyzny dwdch pozovt alych Srednic,
Kasde dwie Srednice sprzezonme powierzehni sg zarn-
zenr sredoicanl sprzezonemi stoakowog, wed2ug kid-
rej plaszczyzna tych srednic przecina powierazchais.
Mozna dowiesé, Zis w powierzchniach 2-go stopnis
o drodku wiadciwym istniejs zawsze uklad trzech
grednic sprzezonych wzajemis prostopadlyéh /dowdd
mugi tutej byéd pominigty/; kazdg z tych trzech £red-
nic nesywany osig powierzchni; punkty, w ktéxrych of
przebija powierzchnie nazywamy wierzcholkami. Plasz-
czyzna dwfch ktérychkelwiek osi jest dla powierzchni
Pieazczyzng symetrji prostokgtnej; kazda z osi jest
-osia-symetrji prostokatnej. Jezeli przeciecis pros-
topadle do jednej & osi jest kolem, o wazystkie

praecigoia do niej prostopadle Bs kolsmi i powicrzch-

pia nazywa s8ie obrotowg; wszystkie Srednice prosto-
padie do os3i obrotu g3 osiami tej powierzchni,
Stozek opisany na powierzchmi drugisgo stopnia

- % jsj drodka mazywa sig stozkiem asymptoiycznym tej

powierzchni, & Xtérg posiada wspélne osis. Stoskowe
getknigoia tego stozka g powierzchniag le2g w plasg-
ceyfnie niewtasciwe). Kazde dwie tworzgce tego stozka

83 asymptotami stozkowsj, wediug ktdrej p2aszcgyzna
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tych tworzgeych przecina powisrzchnig,
g 193, Klasyfikacja powierzchni drugisgso stop-

nis, @ § 190 odréinilidmy 3 rodzaje ukiadéw bicgu-

nowych przestruzennych zslesnie od tego, czy istnie-
ja punkty, pleszozyazny i proste samosprzezone. -
¥a le] zasadsie dzielimy powierzchnie drugiego

stopnia na urojome, krzywokreslne i prostokreslns.

Druga zasads klasyfikacji polega na zachowaniu si
J P g .
tych powisrachni wagledam plaszczyany niewlagciwej,
tora moze diw tyck powierzchni byé zewnetrzng

k
/elipsoidy/, sieczny /hiperboloidy/ 1lub styczug

ﬁfléé; Powierzchnic urojons odpowiadajg ukYadom
bicguncowynr I ro&a'gu, gdy plaszczyzna biegunowa
punktu, lezgcego wewnsbrz caworosoianu bisgunowego,
nie przecina zadne] jego krawgdzi. Wezystkie punk-
ty te) powierzehni i wozystkie plaszozyzny do niej
atycane 83 urcjons. Keidy /rzeczywisty/ punkt jest
wzgledem tej powierazchni wc"LQt“"nym, kaida plasa-
czyzhe i prosta - zewngtrazng. Srodek, $rednica i
osis sy tutaj, jak zreszty zawsze, TZ&bA)WLStG
Poniewaz plaszczyzna niewladciwa jest wzgledem tej
powierzehni zewngtrzng, mozemy praeto powisrzchnie

urojong uwaiadé za elipsoide.
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$ 195, Powierzchmie krzywokredlme odpewiadaja

uktadom biegunowym II rodzaju, gdy plaszozyzna
biegunowa punktu, lezzcego wewnglrz czworodcianu
biegunowego przecine trzy jego krawedzis, Punkty
samosprzézone stagowig punkty tej powiergzehni,
piaszczyzny samosprzézone sg stycene do niej,
istniejy zatem tutaj zaréwno rzeczywiste jak i
urojone punkty lezsce na pcwierachni i pXaszoszyzny

styczne do niej. FHatomiast nie istniejg w tych

ukkadaéh rgecaywisie proste samosprzezone, t.j.
rzeczywiste tworsqce powierzchmni, 2 podréd prostyck

rzeczywistych jedne sa zewnglirene wzgledem po-

wierzchni /jezeli inwolugja bisguncwa jest na nigh
eliptyczne/, inne sg siecane /gdy inwolucja bie-
gunowa jest ma nich hiperboliczna/, jeszcze inne
sq styczne dc powierachni /gdy inwolucja bisgunowa
jest na nisej parsbolicszny/. Praes sieczng nie moz-
na poprowadszié do powierzchni rzeczywislej pilasz-
ceyzny stycznej /ho inwolucja biegunowa dokoila
siecznej jeét eliptyczna/; przez prosty zewngtrzng
przechodza dwie'pl&szczyzﬁy styczne /bo inwolucjs
dokota niej jest hiperboliczna;.plaszczyzny te
zostang gjednoczone, gdy prosta zewngirzna stanie

sig stycsng. Styecsne do powierschni w ktérymkolwiek
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j punkeis lezg wszystkie w plaszczyinie stycz-
nej i stanowig dokotas punktu zetkniecia elipiycz.
ng inwelhsje prostych spragizonych. 7 pesrdd rams~
caywistych punxuéw nis lszaeych na powlsrzchni,

jedne sg wewngtrzne /jezeli wklsd biegencwy wizz.

ki dokota nich jest jeduostajny/, inne zewnglirauc
J JRBY/ 3
/gdy ten uklad jest nisjednostajny/. % kazdego
punktn zewnglrznego mozna opisad na powierzchui
rzeczywisty stozek drugiego stopria; natomiaist
stozek opisany z punktu wewnelrznego jest urojouy
2 posréd rzeczywistych ptaszczyzan, ktére nie

sg styczne 4o powierzchni, jedne sz zewnebtrans

/jezeli uklad biegunowy ptaski jest ns nich jedno-
stajny/, inne sy sieczne /gdy ten uklad jesht na
nich niejednostsjny/. Kasda plaszczyzna siecgna
przecina powierzchnis wsdiug stozkowej rzeczywis-

tej; pitaszozyzra zZewngirzna powierzchui nie prze-~

cina lub raczej przecina ja wedlug stoikowsj nro-
jonej. Plaszcaysna biegunowa punktu zewnetrznego
jest sieczngy; plaszczyszna biegunowa punkiu wo-

wanetrznego jest zewngirzna, \

ik
ad

8/ Powierzchnia drugiego stopnia, dla kiérsj

Ry Swy L Gl e S My SBu G LT WA

GEOMETRIA WYKREhLHA Rr.173, Axrkusz 34.%7.
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piaszesyzna niswlasciwa jesi zawngtrznag, t.3i. kité-
rej érodsk jeot punkien wewngirznyn, nazywa zig

glipsciden. Wszystiie Srednice, & wige i osis sg

glecznemi, wgzystkie wierzcholki s3 rzeozywiste,

wazystkie przecig-
eia pitaskis slip-
soldue 85 slipsami

- reecsywisteni

leb wrojonemi;
stobek asymptétycﬂ-
ny jest urojony.
Qérdiniemy elip-
soidy tréjosiowe

/jedeli oigeiwy

e2ic¥e 53 nisrdw-

ne/, obrotowe /je-

%ali dvie cigoiwy csiowe sz réwne/, 2 wéréd niech
alipseid splsszesony, wydiunzony i kule, zaleznie
od tego, czy of obrotu jest krétsza, diuisza lub

réwnsa kazéej & dwéch oei réwaych,

% elipeoidsgise tkdjoazowgm istnisjs dwa ustawie-
nia, ktérych piasaczyzny przecinajg powierzchnie
weding kd2. Niechaj beds dane w rzutach prostokst-

nyok /rye, 30 tray osie A.4., B.B, i ¢, elip-
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soidun i quéémg, @ A,HA228.8: 20, %e drod--
ka O krnélmj kulg o #rednicy réwnej Srsduici

o8i 5,5, jej pionowy konlur rzeczywisty bedais
kotem, przscinajacem kontvr picnowy elipecidu =
punktash 2,,0, £, i Z, , lezasych ne drednicach
D, Dy 3 E.ZE, , przez kazdg z tych dredaie
i o8 B B, poprowadimy plaszozyzny DD i FE .-
Przecigcig kuli
piaszczyzns [
jest kolam, a prze-
sigcis elipmoidn

ta samg piamzoayz-

ng jﬁﬁt el: ¥

3w
i
&S

ktdra z tym kotan
ma wapllne puunkiy
D,y D2, B, i Ja
i styczne w punk.
tach B, 1 5., »

wige jest % nism

identycsna /$ 1697
= y = 3

v+

ptaszczyzna .2

| i Wiz yatkie plase
oayzny do niej rdwnolegle przecinajg wigs powicredkh-

wodiug k62, tazk samc plesmezyzna F o4 s Ddr -1 A
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kie ptaszezyzny do niej réwnolegle. Dotyczy to nie-
tylks pZaszozyzn siecznych, ale i zewagtrznych /kxola
urcjons/ i w szozegbéblnodci stycznyech /inwolucja pros-
tokgtna prostych sprzesonych/, ktérych punkty ze-

tkuiegcia z powierzchnig nazywajs sig punktami kolo-

wenmi povierschmi i mogg byd ctrzymene w przecigeiu
elipay X4 .4, ¢ ¢: 4#Arednica sprzeiona badi zse
drednies 0, D, /punkty &, i A, /, badf ze dred-
nieg %, Z%; /punkty A, i As /. ¥ elipscidzie
tréjosiowyr istniejgq dwa uklady pfseeieé kotowych,
w elipscidzie obrotowym tylke jeden, prostopadiy
do osi obrotu, w kuli keide przecigcie plaskie
jost kolem. W e¢lipsoidzie tréjosiowym istniejs

4 punkty koXowe, w obrotowym tylko dwa /wierzchol-
ki osi obrotw/, w kuli wszystkie punkty powierzoh-
ni sz wierzeholkami i'punktami kotowemi.

b/ Powierzchnia
krzywokreslna dru-
giego stopnia, dla
ktérej plaszczyzna
niewladciwa jest
cieczry, t.j. kté-
-re) 8rodek jest ‘

punktem zewngtrz-
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nym, nazywa sig hiperboleidewm dwupowiokowsmam, -

Z kazdych trzech drednic gprzezonych, & wige i z
trzech osi, tylko jedna jest sieczng; hiperboloid
dwupowlokowy posiada tylko dwa wierscholki rzecZy-
wiste. Stozek asymplioiyczny jest rzecuywisty. ~
Kazde przecigcie powierzohni plasscezyuing jesi po-
dobne do'przaci@cia stozka asymptolyczuwege s sang
plaszesyzns, gdy: pisrwsze z tyoh praecigd jest
zarazem praecigcien stozka, ktdry przechodsi Driex
przsciecia hiperboloidu plaszszyzng niewiasc iwg
i ktéry jest przesunietym réwnolegle stoikien
agymptotycarym. Stgd wynika, 2ze plaszczyzna, Ktd-
re preecina stozek asymplotyczny wediung koism, prze-
cina w ten sam spcséb i hiperboloid dwupowlolowy.
Powierzchnia ta posiada zatem wogdéle 4 punkiy ke~
Iowe, kt6re w hipsrboloidzie obrotowyn zostong
zjednoczone w dwéck jego wierscholkach.

e/ Powierszochnia krzywokres$lna drugiegs stopnia,

dla ktérej plaszcsyzna niewlasciws jest siyousns,

nazywa sig paraboloidem eliptyczmym. % trzech osi
tylko jedna jest wladciw;. Kazde praecigcie parabo-
loidu eliptycznego jest elipsg, & wyiagtkiem prze-
cigd rownolegtych do osi, ktére 8y parabolami. -

Paraboloid eliptyczny poaiada jeden wierzcholak,



dwa ukiady prze-
cigé kolowych i

dwa punkty kolowe,
ktére wyznacayé
mozna podcbnie

jak dla elipseidue,
t.j. za pomocg kKu-
li'pcdwéjnie
stycznej. Sscregdl-
nym praypadkienm
paraboloidu elip-
tysanego jest para-

ktérego dwa punktiy

kolowe zj6dnocozone

(2]
+J

§ 19 Q-

wisrzchnie prosto-

kredélns odpowiadaja
ukzadom bisgudnowym
I1I rodamiw, gdy

plaszezyzna biegu-
nows punkiu ladgoe-

£0- wewngira Caworo-



ficianv biegunowsgo przecine 4 jego krawedzis
Jak widzielidmy v § 190 istnieis wéwczas niaiglw

ko punkty i piaszezyzny, ale i proste samncesprzg-

zone, zwans twourzgcemi powierzchni, Kaiﬂg punkt

tokis] prostej jest punktiem 30ﬁiﬁ;h“h 11, kazda
d o i &

3
-«

plaszczyzna, przechodzaca prgez taks prosig,jest

styczng do powisrzohni. Z posréd inmych prostych

¥

przeostrzeni jedre sy styczne, inne zcewngtrsne
lub sieozne, zaleinis od tege, ezy inwolucja

biegunowa jest ns nich paraboliczaa, eliptycazna

lub hiperbolicana, ¥ przeciwielistwie do powierzch-

ni krazywokredlnych przez prostg zeswngtrzng nie

1 o &

nozona przeprowadzidé plassczyzny styc nej rasczy-

3

g prazechodzy dwie tekis

"

]

wistsej, a przez sisc

[

plaszczyzny. Wsaystkie punkty przestrzeni, nis
lezgee sa powierzehni, sg wzgledem niej zewngirz-
ne, t.j. 2 kazdeoge punkiuw mozZna opissd na po-
vierschul rzeczywisly stozek drugiego sbepuis;
wozystkie piaszezyzny, kidre nie sg SB]GSﬁﬁ, REY
gisczne, b

wedlug stozkowe] rzﬁ%zywistejq

Riechaj prosts @ /rys.363/ bedsie tworzges
powierzchni prostokredlinej. Hssystkie punkiy te]

-

prostej letg na powierzchni, gdyz ich piaszcazyzny



bisgunows przechodzg przez nie; wszystkie plass-

ceyzny, preechodzzce przez tg prosig sy stycsne do
povisrachni, gdysz ich bieguny lezs % nick. Popro-
wadémy przez tworggeg K 'jakakolwiak ptaszczyzng

£, Przetnie oma powierzchnig wedlug stozkowej;

peniowaiz zad proa*a « wcheodzi w skiad tego
przeoigecia, wige owg stozkowsy mo byé tylko dwie
preocinajace sig prosie: .jedag 2 nich jest prosta

@ , drugs viechaj bedzie prosta £ | przecina-
igom prosly < w pewnym punkcie £ |, kiéry jest

punkten zetknigeia plaszczysny P gz powierzchbnia.

0
H
,r_.\
{'l
Ly
®
o

jost tworzace powierzchni; gdy piasz--
csysne 2 obrasad sig bedzis dokela prostej « ,
twnrzaca‘zf opisywad bedzie powierzchnig, przeci-
najgc tworzges @ w coraz to nowym punkcie <2
zotinigeia te) plaszczyzny z powierszchniy. Poszeze-
gélne poXozenia tworzgoej A : 4, /,7z. 85 wszystkie
skofne ze sobg, bo gdyby dwie ktérekolwiek z tych
prostych np. £ i 7, sig przecinaly, to poniswag
kazda 2 nich przecina prostag <« , wieo wsszystkie
3 proete @, £ i [ leisalyby w plaszcayinis 2 ,

téra w Len sposdéb przecinaiaby powierszechni¢ dru-~
glsge etopnia wedlug 3 prostych, oo niemosliwe

2

i
/oy

T
v
o

gby to bowiem krzywa 3 rzqdw/. Jeieli plasz-
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ezyzng 4 obracaé bedziemy dokols prostej £
to tworzgea <« opisywad bedzie powierzghmnig,
przecinajge tworzgey A w coraz t0 mowym punkcie
/% getknigoia iej piamszozyzny z powierzchnia;
poszczegblne polozenia ﬁwarzacaj a: a, 5, 0C,..,
beda wszystkie skoéne ze sobg. ¥ tem sposéb na
powierzcani prosickreflnej leig dea uklady tworzg-
eyoh 4,7 s,.; a,h, . wBajace lg wlasncééd, ie
kazde dwie tworzgce, nalezgce do tego samego uklae-
du, sg skosne, a kazde dwie itworzgce, nalezacs
do ukiadéw rézmnych, przecinajy sie¢ tak, Ze przez
kazdy punkt powierzchai przechodza i w kazds)
ptaszczyénie siycznej lezg dwis tworugce, nalezg-
ce do réznych ukladéw,

Niech bedg trzy proste skcdne @, & i ¢ /kie-
rownice/ i niechaj prosta 4 /tworzgce/ porusza
sig w ten sposcéb, se w kaidem polozeniu przecina
wszystkie tray proste &, & i € /dlizgajac sig
po nich/; powierzchnia opisana przes tworzacg £
bedzie powierschnig prostokredling drugiego stopnia,
Jezeli obierzemy trzy dowolze pofoiZenia tworzgcej
k: A, . i ze , o ktérych wiemy, 2e sy skod-
ne, i bedziemy poruezali tak prcsly & , aby ons

w kazdem poloZeniu przscinais wazystkie trzy pros-

B S T L
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Vol ki bt R 10 , to tworageca « opisze tg sang
pqwiarzchniq prostokredlng. Powierzchnig prosto-

Kredlng mozna preeto utworayé przez "glizganis" .

prostej a po trzech prostyck wzajemnie skodnych:
TR WY e A
Wa kazdych dwéch tworzgeych tego samego ukiadu,

pp. ne tworsgeych 4 i b , tworzgee drugiego

vktadw 4, J, #z,.. wyunaczajg szeregi rzutowe, -

% samej rzeczy, przez ktSrgkolwiek tworzgeg ¢C

pierwszego ukiadu oraz praes wszystkie przecirajg-

ce jg tworzgce drugiego ukiadu: A4, /, 7z,.. @yInaczony

jest pek piasaczyzn o 08l <& ktéry na tworzgeych
@ i & daje dwa szeregi perspektywiozne, a

wiec rzutowe, Powierzchnig prostokreslng drugiego

stepnia mozna przeto utworzyd, 1g0zqc odpowiednie

punkty dwéch szeregdw rzutowych o podstawach skos -

nyoh.
Nawzajem dokola kazdych dwéch tworzgoych pierw-

szego ukladu, np. dokola tworzgeych < i b5 - tworzg-
ce drugiego ukisdu: £, /, #e,.. wyzneczejg pekil
ptaszczyzn rzutowe. ¥ samej rzeczy na ktérejkolwiek
tworzgecej ¢ pierwszego ukladu przes wszystkie
przacinajgce jg tworzace drugiego ukladu: 4, 7, »e,..
wyznaozony jest szereg punktiw o podstawie & , ki6
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ry wraz z tworzgcemi & i 4 wyznacza dwa peki

kreslng mozna wigc jeszczs utworzyé prezez praeci-

nanie sig odpowiednich plaszeayza dwéch rzuiowych

pekéw plaszozyzu o osiach skosnych,

a/ Fowierzchnia prostokresdina drusiego stopnis
= W o

nazywea sig hiperboloidem jedmopowiokowym, jesli

plaszczyzra niewladciwa jest wzgledem niej siecz-
ng /rys.363/, Hiperboloid jsdnopowdokowy uvtworzo-
ny zostanie przez "S$lizganie" prostei & po

trzesoh prostyoh skofnysh 4, 7, 77¢,.. nie rdwno-

leglych do jedns] piaszczyzny. ¥ saus] rzeczy

prosta, ktéra acsy punkiy niewlasciwse prosiyoh
4% i Z , nie przecina wéwczas prostej ~2 ,
zadna przeto prosta niewladciwa nis moze byé two-
rageg, skad wynika, Ze piaszczyzua nlewladciwa
nie moze byé styczng do powierzchni. Hiperboléid
jednopowXokowy mozna utworzyé, lacszac odpowiednie
punkty dwéch szeregdéw rzutowych niepodobnych o peod
stawach skodnych, ~ gdyby bowiem szersgi te bLyily
podobns, to ich punkty niewtadciwe odpowiadaiyby
sobie wzajemnie, tak Ze prosta niewlafciwa bylaby
tworzacq, a wige plaszezyzna niewtasjciwa bylaby

styczng. 2 podréd trzech Sreduic sprzezonych, a
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wige i z poérdd trzech osi, dwie B gigczneni;
stozek asymptotyczny jest rzeczywisty, kazda jego
tworzgoa jest réwnolegia do jednej 2 tworzagcych
hiperbcloiﬁu kasdego uktadu., Tak samo jak w po-
wierzshnisch kraywokreslnych istniejg i tutaj dwa
wkiady przecieé koXowych; plaszczyzny przecinajace
hiperboloid wediug kdél przecinajsy jego stozek
asymptotyczny wediug kél spé1érodkowych, Wszystkie

4 punkty kolowe g wszakie urojone, albowiem dred-
aios gpragiona z dwiema wzajemnie prostopadieni
drednicani przeci¢ ia kotowego, przechodzgcego
przez érodek powierzchni, nie przebija powierzoh-
ui w punkiach razeczywisiyeh. Hiperboloid jedno-

powokowy stanie sig obrotowy, jezeli oba uklady

przecigé kolowych zostang zjednoczonse, powierzch-~
pia taka moze byé utworzona przez obrét prostej a
dokola nleuwveolna3ac j jej osi o , a jej sto-
sek asymptotyczny powstanie przez obrét prostej
réwnolegtei do @ i przecinajgce] of w gpodkun -
wsp6luej prostopadlej do prostej a« i osi 0.

b/ Powiarzohnia prostokreslna drugiego stopnia

nazywa sig parab0101dem hiperbolicznym, jeieli

pilaszczyzna piewladciva jest do niej styozng /rys.

364/, Jak kazda plaszczyzna styczna ma wtedy piasz-
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czyzna niewtadSciwa dwie tworzyce wspdlme z po-~
wierzchnig, kazda z innego ukladu. Poriewai wazyst-
kie tworzace wiasdciwe I ukladu przecinajg tg 2z tych
tworzgecych niewtasSciwych, ktdéra nslezy do II ukla-
du, a wszystkie tworzgce II ukladu przecinaja tgq

g nich, ktéra nalesy do I ukladu, wige tworzace kaé
dego uk2adn maja wspdlne ustawienie. Paraboloid hi-
perboliczny moze przeto byé utworzony przez ruch
proste], dlizgajace} aié po trzech prostych réwno-
legiych do jednej piaszczyzny, wszystkie polozenia
tej tworzgcej bedy réwnolege do imnej plaszczyzuy.
Paraboloid hiperboliczny uwtworzyé mozna jeszoze,
tgczgc punkty odpowiednie dwéch szeregéw podobmych
/8albo réwnych/ o podstawach skodnych; w samej rze-
oay prosta, lgczaca ich punkty niewladciwe, jest
wéwczas tworzgcy, A przechodzasa prgez nig piasz-
czyzna niewlagciwa jest styczng. Z trzech osi tylko
jedna pozostaje wlasdciwg. Piasszczyazny, przechodzgce
przez tg o4 w danych dwéch ustawieniach sg zwyrodnia-
tym stozkiem aeymptotycznym tej powierzchni. Kazdse
przecigcie paraboloidu hiperboliéznegc jest hiper-
bolg, 2 wyjgtkiem przecigé réwnoleglych do osi, kté-
re sg pérabola}ni. Paraboloid hiperbeliczay jest.

jedyng powierzehnig drugiego stopnia, ktéra nie po-



E/J. 364.

aiada przecigd kolowych i kidra zatem nie moze
byé obrotows.
4§ 197, Powierzohnie drugiego stopnia zwyrodnia-

;g#_ﬂkla@_biegunowy przestrzenny okredlilidmy zapo-
mocs czworoScianu biegunowego 4.4, 4; Ay 1 plasz-
ozyzny biegunowej B punktu jakisgokolwiek 5

z tem zastraeseniem, te punkt 5B nie lezy w Zadnej
sc fciam, a piaszozyznea 5 nie przechodzi prses

taden z wierzcholkéw czworodciamu 4 4. 4; Ay
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Odrzudmy teraz te zastrzsienia,
Przypusdémy najpierw,-ée ptaszczyzsa biegunowa

B punktu jakiegokolwiek 5 przechodzi przez
jeden z wierzchoikdéw csworoscianu biegunowego np.
przez /7, , uklady biegunowe ptaskie na Scisnach
zawierajgcych wierzcholek Z» bédg zwyrodniale,
na Sciarie zad /4, 4. #s; ukiad biegunowy plaski
moze byé albo jednostsjny, albo niejednostiajny. -~
Plaszczyzna biegunowa kazdego punktu < przecho-
dzi »nrzez Ay , patomiast biegun kazde] plaszczyz-
ny IM  jest nisozmaczony, moze to byé mianowicis
dowolny punkt pewnej prostej #Z2 , przechodzacej
 przez Ay ., ¥ ten sposéb uktad biegunowy prze-
strzenny staje sig ukladem biegunowym wiggki doko-
1a punktu 44 ; zaleznie od tego, czy ten uklad
bedzie jednostajny lub nisjednostajny, powisrzch-

nia tego ukladu bedzie stozkiem urojonym lub rzeczy-

wistym. Gdy plasaczyzna B przechodzi przez dwas
wierzeholki czworcscianu biegunowego “Zyi 4, , to
jest przez kraweds AyA,, gtossk ten znieksztalea

sie do dwdch plasgzczyzn urojonyoch sprzgionych lub

rzeczywi stych, przecinajsoych sig wsdlug krawedzi
Ay 2, "

Stozek urojony lub rseozywisty oraz dwie plasz-
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ozyzny urojone, sprzgzone lub rzeczywiste stanowig
powierzchniq drugiego rzedu /bo kasda prosta prze-
" bija ja w dwéoh punktach/ i klasy zerowej /bo

przez dowolng prosta nie moina wogéle do niej wy-
prowadsié zadnej praszczyzny styoznej/.
Przipuéémy_naatepnie, o biegun 5B jakisejkol-

niek danaj p1ass¢zjzny B 1leiy na jednej ze
§cian czworodoianu biegunowego, mp, na fdcianie

A A2 A;. Uklad biegunowy przestrzenny staje sig
wtedy ukladem biegunowym ptaskim na tej dcianis;
zaleznie od tego, ozy ten uklad jest jednostajny

ozy niejednostajny, powierzohnia tej bieguncwedci

jest stozkows urojong lub rzeczywista. Gdy punki
B leiy na jednej z krawgdzi oczworodoianu bie-

gunowego, up, na /4, , to stoikowa sniekssztaloa

sig do dwdgh‘punktdw urojonych sprzeszonych lub

rzeczywistych, leigcych na tej krawegdsi. Stozkowa

urojona lub rzeczywista oraz dwa punkty urojone

sprzeione lub rzeczywiste stanowis powierzchnig

drugiej klasy /bo przez kazdy prosta mozna do niej

przeprowadzié dwie plaszczyzny styczne/ i rzedu
gerowego /bo dena prosta wogéle jej nis przedbija/.

o= [ s
A S W W o ST

GROMETRJA WYERESLNA. Er.173, -Arkusg 35-1y.
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Biredzcsajac powyisze moiemy podsielié po-

wigsrzchnie dragiego etapnia jak haatqpnja: -

‘1. POYIBWACENIE DRUGIEGO RZEDU I DRUGIEJ KLASY.

_Powierzchnis xrzywokreflme. )

. Powierzchnia /elipaseid/ urojons.
Elipsoid rseczywisty. -
Y iperboloid dwupowlekowy.

P’MEMH

Paraboloid eliptyczny.

Powierzchrie prostckreslnme.

&. Hiperboloid jednopowlokowy.
&. PFaraboloid hiperboliczny.

I1. POWIERZCHNIE DRUGIEGO III. POWIERZCHNIR DRUGIRJ
BZEDU I KLASY ZEROWEJ.  KLASY I RZBDPU ZEROWEGO.

7. Stozek urojomy. . 11, Stotkowa urojona,
_8. 2 plassoayzny urejo- 12. Dwa punkiy wrojone

~ ne sprzgione, ‘ épezezono.

9. Stotek rzecsywisty. 13, Stoikowa rzevsywista.
10. Dwie planzosysny rse- 14. Dwa punkty rzeozywis-

czywiste, te.
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