
ROZ D Z I A Ł X X X V I I . 

Mierzenie spółczynnika samoindukcji. 

Najprostszy s p o s ó b wyznaczenia spó łczynn ika samoindukcji zwojnic polega 
na zastosowaniu wzoru, wyrażającego opór ca łkowi ty zwojnicy dla prądu zmienne­
go, a mianowicie: 

J/V2 + O w L ) 2 , 

gdzie r oznacza opór omiczny zwojnicy, 
0 — liczbę zmian prądu na s ekundę , 
L — spó łczynnik samoindukcji . 

Przez badaną zwojnicę przepuszczamy prąd i pod nap ięc iem e, poczem, 
oprócz siły i napięc ia p rądu , mierzymy jeszcze moc prądu W i l iczbę zmian prądu 
na s e k u n d ę z. 

W e d ł u g prawa Ohma: 
. e 

. ~~ j/r8 + (s * Lf ' 
a w e d ł u g prawa Joule 'a 

W = i2 . r. 

Z tych dwuch równań otrzymamy: 

T L_ l / l 
Wyrażając W w watach, e w woltach, i w amperach, otrzymamy L w henryach. 
Jeżel i nie chodzi o pomiary bardzo dok ładne , to m o ż n a s to sować zwykłe źró­

dła prądu zmiennego, nie wytwarzające siły elektromotorycznej ściś le sinusoidalnej, 
albowiem sk ładowe napięcia o większej l iczbie ok re sów na s e k u n d ę wywierają 
wpływ bardzo mały na wynik i tego pomiaru. 

Powyże j wyłuszczony s p o s ó b wyznaczania spó łczynn ika samoindukcji może 
być stosowany również w tym razie, gdy zwojnica ma rdzeń że lazny — o ile o p ó r 
obwodu magnetycznego zmienia się w stopniu nieznacznym w danych warunkach 
magnesowania żelaza. l ) 

M o c prądu, zmierzona watomierzem, stanowi w tym przypadku moc, k tó ra prze-
W 

twarzą się na c iepło nietylko w drutach zwojnicy, ale i w żelazie. Wyraz . 2 

') Patrz rozdział X X V , § 3. 
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oznacza wtedy t. zw. opór omiczny czynny, nieco większy od rzeczywistego, wy­
raz zaś: 

W2 

oznacza pewną siłę e lekt romotoryczną , nieco mniejszą od rzeczywistej elektromoto­
rycznej siły samoindukcji . 

Rys . 413 wyobraża układ wektorów: e — napięc ie na końcówkach zwojni­
cy, i — prąd, ir = Oc — omiczny spadek napięcia , Es = bc — rzeczywistą siłę 
e l ek t romotoryczną samoindukcji . 

M o c prądu W wyraża się tu wzorem: 

W = e . i . cos 'f, h 
przeto: ^ ^ \ ~ ~ ~ ^ ^ F ] 

— r - = e . COS tp. ^^N. i"s s*»«. 

Na wykresie e . cos tp wyraża się d ługo- x s ^ j 
ścią Oa, wyraz zaś: . 

l/e2 - ^ 
t i2 Rys. 413. 

d ługośc ią ab. 

Jeżel i więc spó łczynn ik samoindukcji obl iczymy według wzoru: 

_1 , 
~ z % . i l 

W2 

r2 ' 

to spó łczynn ik ten będzie się równał spó łczynnikowi samoindukcji pewnej zwojnicy 
bez żelaza, k tóra ma opór omiczny równy oporowi czynnemu zwojnicy z żelazem. 

Jeżel i chodzi o wyznaczenie bardzo ma łego spó łczynn ika samoindukcji, to 
w praktyce po równywa się zwykle taką zwojnicę z inną, mającą wiadomy spół­
czynnik samoindukcji , przez włączenie obydwuch w układ mostka Wheatstone'a, 
zasilany naprzemian p rądem zmiennym i s t a ł y m . l ) 

') Szczegóły sposobu takiego porównywania spólczynników samoindukcji znajdzie czytelnik 
w przytoczonej poprzednio książce p. K. Drewnowskiego. 



R O Z D Z I A Ł X X X V I I I . 

Badanie własności magnetycznych żelaza. 

Badanie techniczne żelaza pod względem jego własnośc i magnetycznych po­
lega przedewszystkim na okreś len iu strat, ponoszonych skutkiem histerezy i prą­
d ó w wirowych, a ponadto na wyznaczeniu krzywej, wyrażającej za leżność indukcji 
magnetycznej w żelazie od liczby amperozwojów, p rzypada jących na jeden centy­
metr średniej l inj i magnetycznej. 

1. O k r e ś l e n i e strat . W celu okreś len ia strat w żelazie stosuje się obecnie 
najczęściej przyrząd, zbudowany przez Epsteina (rys. 414), z łożony z czterech je­

dnakowych rdzeni że laznych , 
utworzonych z p a s k ó w blachy 
że laznej , wyciętych z dużych 
arkuszy blachy w połowie 
wzdłuż kierunku walcowania 
i w polowie wpoprzek. Dłu­
gość każdego paska wynosi 
500 mm, s ze rokość — 30 mm. 
Wszystkie cztery rdzenie ważą 
razem 10 kg. Ze względu na 
izolację paski że lazne przeło­
żone są paskami papieru. Na 

rdzenie nasadza się zwojnice, po 150 zwojów w każde j , i przepuszcza się przez nie 
prąd zmienny o 50 okresach na s e k u n d ę . 

Siłę p rądu dobieramy w taki s p o s ó b , ażeby w żelazie powsta ła indukcja 
magnetyczna o war tośc i maksymalnej, wynoszące j raz 10000, a drugi raz 
15000 g a u s ó w . 

Za pomocą d o k ł a d n e g o watomierza okreś l amy moc prądu p łynącego do zwoj­
nic, amperomierzem mierzymy siłę prądu, a woltomierzem napięc ie , w celu kontro­
lowania gęs tośc i l inji magnetycznych. J ed n o cześn i e wyznacza się częs tość zmian 
prądu za pomocą przyrządu , opisanego w rozdziale XXXII I , lub też oblicza się ją 
w e d ł u g l iczby ob ro tów p rądn i cy na minu tę , dostarczającej prąd zmienny. Jeżel i 
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prądnica obraca się z prędkością n ob ro tów na m i n u t ę , i l iczba b i e g u n ó w indukto 
ra jest p , to l iczba zmian prądu na s e k u n d ę oblicza się ze wzoru: l ) 

Z 
p . n 

60" 

N a rys. 415 wskazany jest układ połączeń przyrządu Epsteina P , z przyrzą­
dami pomiarowymi: amperomierzem A, watomierzem Wi woltomierzem V. Z le­
wej strony rysunku wskazana 
jest p rądn ica prądu zmienne­
go, s t anowiąca źródło p rądu . 

Wymierzywszy zawczasu 
o p ó r zwojnic p rzyrządu P, 
obliczamy moc prądu , prze­
twarzającą się na c iep ło w zwoj­
nicach. T ę moc odejmujemy 
od całej mocy, wskazanej przez Rys. 415. 

watomierz; reszta s t anowić będzie straty w żelazie, pows ta ł e skutkiem histerezy 
i p rądów wirowych. 

W y c h o d z ą c ze wskazań , odczytanych na woltomierzu, ł a two można obl iczyć 
gęs tość l inj i magnetycznych w żelazie na podstawie rozumowania n a s t ę p u j ą c e g o : 2 ) 

Napięc ie e na końcówkach przyrządu jest prawie r ó w n e sile elektromoto­
rycznej samoindukcji , albowiem o p ó r omiczny zwojnic jest niewielki , a kąt <p 
znaczny. Jeżeli więc nie chodzi o pomiary bardzo d o k ł a d n e , to można przyjąć, że 
c r ówna się Es, a wtedy w e d ł u g wzorów rozdziału X X V § 3 otrzymamy: 

e = — E. 

m . N, = e . 
2 Ti 

sin 
2 Ti t 

gdzie m oznacza l iczbę zwojów wszystkich zwojnic przyrządu (rys. 414), A7,—stru­
mień magnetyczny w żelazie w chwil i t. Z tego równania : 

N = e 
m 

1 
Z Ti 

Jeżel i zaś oznaczymy przekrój poprzeczny rdzenia że l aznego przez S,8) a ma­

ksymalną indukcję magne tyczną w żelazie przez B, to: 

N= B . S, 
a więc: 

B = 
1 

m . S ' z .n 

') Przy przejściu drutu, w którym wzbudza się prąd indukcyjny, od jednego bieguna do 
następnego odbywa się zmiana kierunku prądu. 

' ) Uzasadnienie niektórych powołanych tu twierdzeń znajduje się w rozdziale X X V § 3. 
•j Przekrój określa się podług ciężaru i wymiarów blach. Ciężar właściwy przyjmuje się 

7,7 dla żelaza zwykłego i 7,5 dla nakrzemionego. 
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Ponieważ woltomierz wskazuje napięc ie czynne w woltach, przeto chcąc 
o t r zymać B w jednostkach bezwzględnych , należy wprowadz ić war tość czynną na­
pięcia, wyrażoną w jednostkach bezwzględnych: 

e . l / T . 10° 

albo: 
e 

m . S . z 
B = 0,45 

1 

z 11 

. 10s 

Przy bardziej dok ł adnych obliczeniach, zamiast e, wprowadzić należy w ten 
wzór wie lkość E,. Et obl iczyć można z trójkąta (rys. 416), w k tó rym e, Ir są 

znane, a kąt cp znajduje się ze wzoru: 

COS B = w 
e i 

Rys. 416. 

gdzie W wyraża moc prądu, wskazaną przez wa-
tomierz, a ei — moc pozorną. 

Jako wynik omawianych tu pomiarów, otrzy­
muje się s t ra tę w watach na 1 kg żelaza. 

W praktyce fabrycznej często stosowane są obecnie sposoby porównawcze . 
Straty w żelazie nieznanym wyznaczają się przez p o r ó w n a n i e ze stratami w żelazie 
normalnym, uprzednio dok ładn ie zbadanym. 

2 . Wyznaczanie krzywej magnetyzmu w żelazie. Krzywa magnetyzmu 
wyraża za leżność indukcji magnetycznej w żelazie od l iczby amperozwo jów magne­

sujących, które przypadają na 
r ' o . £ » - v 1 cm l inji magnetycznej w że-

SZZSZfl . o^Nji l az ie . 2 ) Na jdokładn ie j szy spo­
rej s ó b wyznaczania takiej krzy­

wej opiera się na zastosowaniu 
galwanometru balistycznego. 

Żelazo bierzemy w kształcie 
p ierśc ienia (rys. 417). Pier­
ścień ten owijamy dwoma zwoj­
nicami n ieza leżnemi . J edną 

J^&f z nich zasilamy prądem z ba-
| ^ J terji Bx przez opornik Rx, 
w w amperomierz At i przełącz­

nik P j , za pomocą k tó r ego mo­
żna zmien iać kierunek p rądu 
w tej zwojnicy. Druga zwoj-

Rys. 417. 

') Spółczynnik 0,45 zależy jeszcze od kształtu krzywej napięcia i może różnić się od poda­
nego o parę odsetków. 

2) Patrz rys 63 i 64 na str. 64. 
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nica, znajdująca się na pierśc ieniu , łączy się przez o p ó r r i zwojnicę pomocniczą 
z galwanometrem batalistycznym. Wewnąt rz zwojnicy pomocniczej znajduje się 
d ługa i wazka zwojnica, zasilana p rądem z baterji B2 przez opornik B2, ampero­
mierz A2 i przełącznik P 2 , za pomocą k tó rego można zmien iać kierunek prądu 
w tej zwojnicy. 

Ażeby wyznaczyć krzywą magnetyzmu w żelazie pierścienia , trzeba przede-
wszystkiem przewzorcować galwanometr balistyczny. W tym celu puszczamy prąd 
do zwojnicy d ługie j , mającej vi zwojów i za pomocą przełącznika P2 odwracamy 
kierunek prądu; wtedy przez indukc ję w zwojnicy krótkie j o liczbie zwojów vi' 
powstaje chwilowo prąd, wywołujący odchylenie galwanometru balistycznego. 

Galwanometr ten różni się od zwykłego tym, że ruchome jego części mają 
dość znaczną masę , skutkiem czego okres jego wahań jest dość d ługi . Pierw­
sze odchylenie galwanometru balistycznego jest proporcjonalne do tej ilości elek­
t ryczności , jaka przezeń przep łynę ła . 

Oznaczmy prąd w chwil i t przez it, odchylenie galwanometru przez a , a sta­
łą przez C ; otrzymamy wtedy wzór. 

i 
f i , . d t = C . a (a) 

Oznaczmy dalej siłę e lek t romotoryczną , wywołaną w zwojnicy krótkiej przez 
E, spó ł czynn ik samoindukcji obwodu przez L, a opór ca łkowi ty obwodu, w który 
jest włączony galwanometr balistyczny przez B; wtedy na zasadzie prawa Ohma: 

E , - L . d i \ = i i . B . 
dt 

Mnożąc to równan ie przez dt i całkując w ciągu czasu tx, kiedy przeb iega ł 
prąd chwilowy, otrzymamy: 

t, L 1, 

fEt • di — fL • dii = B . fit . dt; 
o o o 

i, 
czyl i , uwzględnia jąc , że I L . dit — o, pon ieważ w chwil i o i w chwil i tx prąd ró-

o 
wna się zeru, otrzymamy. 

<i t, 
/'Et . d t . = R . fit.dt, 

o 

albo, ze względu na r ó w n a n i e (a): 
i, 

JE, .dt = B . C . a . . (b) 

Oznaczmy teraz s t rumień magnetyczny, powsta jący w długie j zwojnicy pod 
wpływem p rzeb i ega j ącego w niej p rądu it, przez Nt; wtedy: 

w d N, ,, 
Et = — . m" 

d t 

/'Et.dt — - [N]m". 
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Prąd indukcyjny w obwodzie galwanometru powstaje skutkiem odwrócen ia 
kierunku p rądu , a więc i strumienia magnetycznego w długie j zwojnicy. Oznacz­
my s t rumień magnetyczny w chwili o przez ( + A 7 ) , to w c h w i l i będzie on ( — A 7 ) , 
wtedy z poprzedniego równan ia otrzymamy: 

u 
\t = 2N.m". fEt . di 

Uwzględnia jąc zaś równan ie (b), otrzymamy: 

2 N . m" — R C . a : 
skąd: 

2 m 
Albo też, zakładając , że: 

R C 

gdzie TT oznacza w danych warunkach stałą, otrzymamy: 

AT ^ 
A 7 = — „ - . a.. 

m 
W e d ł u g wzoru, wyprowadzonego na str. 75, s t rumień indukcji magnetycznej 

wewnąt rz d ług ie j i cienkiej zwojnicy wyraża się wzorem: ') 

4 TC . m'•'. i 
A = . s. 

Mając zaś A 7 i ot, obl iczymy K z wyrazu: 

N. m" 
K = 

Znajdując szereg odchy leń o. przy różnych A 7 , m o ż n a sp rawdz ić , o ile w da­
nych warunkach doświadczen ia wie lkość K jest stałą. 

Mając w ten s p o s ó b wywzorcowany galwanometr, puszczamy prąd z ba-
terji Bx do zwojnicy, nawinię te j na p ie rśc ien iu że l aznym, i za pomocą prze łączni ­
ka P 2 odwracamy kierunek tego prądu, zachowując o b w ó d galwanometru bali­
stycznego bez zmiany. Wtedy w zwojnicy drugiej, nawinię te j na p ie rśc ien iu i po­
łączonej z galwanometrem bal is tycznym, powstanie siła elektromotoryczna i n ­
dukcj i , k tó ra wywoła chwilowo prąd w obwodzie galwanometru balistycznego, od­
chylający go o kąt a ' . 

Z poprzednich w y w o d ó w wypada, że kąt ten będzie proporcjonalny do stru­
mienia magnetycznego w żelazie , k tóry przy odwrócen iu kierunku prądu w zwoj­
nicy m a g n e s u j ą c e j , zmieni ł swój kierunek. Oznaczmy ten s t rumień przez A 7 ' ; wte­
dy związek pomiędzy strumieniem A 7 ' a odchyleniem galwanometru balistycznego 
wyrazi się wzorem: 

V = — 
m. 2 

') Zwojnica nie ma rdzenia żelaznego, więc, w jednostkach bezwzględnych elektromagne­
tycznych |l s= 1 . 
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gdzie K oznacza stałą, o t r zymaną z powyższego wzorcowania, a m2 — l iczbę zwo­
jów zwojnicy na pierścieniu że laznym, połączonej z galwanometrem balistycznym. 

Z tego wzoru m o ż e m y obliczyć A 7 ' . Mając zaś przekrój poprzeczny pierście­
nia że laznego S', ł a two też obl iczymy indukcję m a g n e t y c z n ą B w żelazie 
ze wzoru: 

Oznacza jąc d ł u g o ś ć ś r edn iego obwodu pierśc ienia przez l', a prąd przez J, 
otrzymamy liczbę a m p e r o z w o j ó w zwojnicy magnesu jące j , p rzypadającą na jednost­
kę d ługośc i ś rednie j l inj i magnetycznej, ze wzoru: 

J . mx . 

• >•-: ' V ' 
D l a un ikn ięc ia większego b łędu, z powodu niejednostajnej indukcji w prze­

kroju poprzecznym pierśc ienia , na leży s tosować p ie rśc ien ie o przekroju pros tokąt ­

nym; bok k ró t szy przekroju, skierowany wzdłuż ś redn icy pierścienia , może wyno­

sić najwyżej część tej ś rednicy. M o ż n a także w p r o w a d z a ć p o p r a w k ę na nie­

jednostajny rozkład indukcji magnetycznej przy obl iczaniu d ługośc i ś redniej l inj i 

indukcj i . 

Wyznaczenie wielkości B i y , - 1 przeprowadza się przy szeregu p r ą d ó w 

stopniowo wzras ta jących, a jako wynik tego badania wykreś la się krzywą, wyraża­
jącą za leżność indukcj i magnetycznej w żelazie od tej l iczby amperozwo jów zwoj­
nicy magnesu j ące j , jaka przypada na jeden centymetr średniej l in j i magnetycznej. 

Uk ład przyrządów, podany na rys. 417, daje także m o ż n o ś ć wyznaczania cał­
kowitej krzywej histerezy, jeżeli zamiast odwracania kierunku p rądu , zmien iać bę­
dziemy stopniowo, skokami, siłę prądu m a g n e s u j ą c e g o i przez odchylenie galwano­
metru balistycznego mierzyć przyrost strumienia magnetycznego. 

W praktyce fabrycznej rzadko bywa stosowany s p o s ó b badania wyżej poda­
ny; najczęściej p o r ó w n y w a się tam tylko żelazo gatunku nieznanego z że lazem 
znanym. Do takiego p o r ó w n a n i a uznano obecnie za najwłaśc iwsze sposoby, opar­
te na p o r ó w n y w a n i u p rądów indukcyjnych, wywoływanych za p o m o c ą strumieni 
magnetycznych, przebiegających przez p o r ó w n y w a n e ze sobą paczki blach że­
laznych. 
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D o k ł a d n o ś ć p o m i a r ó w . 

1. P o j ę c i a i wzory z a s a d n i c z e . Przy wszelkich pomiarach należy zda 
wać sobie sp rawę z tego, jak wielki jest błąd, k tóry p o p e ł n i a m y przy pomiarze, 
wykonanie bowiem pomiaru z zupe łną dok ładnośc ią jest rzeczą niemożl iwą. 

Należy tu rozważyć pomiary dwojakie: pomiar prosty pewnej wielkości zapo-
mocą jednego przyrządu mierniczego, a na s t ępn ie pomiar z łożony, przy k tó rym 
wielkość n iewiadomą znajduje się przez obliczenie jej z k i l k u innych wielkości , 
wyznaczonych przez pomiar prosty. 

Rozważmy przedewszystkiem pomiar prosty. Oznaczmy war tość rzeczywistą 
pewnej wielkości przez A, a war tość , o t rzymaną z pomiaru, przez A'; wtedy 
różnica 

A - A' = x 
stanowi błąd bezwzględny pomiaru. 

Liczba zaś : x 
A = V 

stanowi błąd względny. Znaczenie praktyczne ma oczywiście przedewszystkiem 
błąd względny. 

Jeżel i mamy do czynienia z pomiarem z łożonym, to wie lkość A, s tanowiąca 
przedmiot pomiaru, jest funkcją szeregu innych wielkości , mierzonych bezpo­
średnio . Oznaczmy te wielkości przez u, V, z i t. d.; wtedy: 

A = f {u, v, z...). 

Błąd p o p e ł n i o n y przy wyznaczeniu wielkości A wynika z ca łego szeregu błę­
d ó w p o p e ł n i a n y c h przy mierzeniu wielkości u, v, z... 

Oznaczmy narazie b łędy w pomiarze poszczegó lnych wielkości przez A A , 
A M , At ; i t. d., wtedy 

AA = f [(u + A u), (v - f A v ) , (z -\- As ) — | — f(u, v, z —) . 

P o n i e w a ż b łędy dobrych p o m i a r ó w są zwykle niewielkie i wynoszą najwyżej 
setne części odpowiednich wielkości , wyraz 1A m o ż e m y uważać za różniczkę 
i nap i sać : 

a A -
 dJ^i±i •) du + ll^^A d v +

 sf(u, « ? . * • • • ) . d g + , , . i ) , 

du ' d v ' dz 1 ' 

Q f fol 2 ) 
') — \ ' — — oznacza funkcję pochodną od f(u, v, z ...) wziętą według zmień-

ff 11 nej u przy założeniu, że inne zmienne nie ulegają zmianie. 



dA 
Błąd względny będzie zatem: . 

Za łóżmy teraz, że funkcja f ma pos tać następującą: 

A = um . v" . zk , 
wtedy: 

d A vn.z1... .m.nm-1 .du + um.zk... .n.vn~l.dv Ą-um.v"... k . z ^ . d z . . . 
A um , v n . z k ' 

albo: 
dA du . dv , dz . 

= m \- n 1- k h • • •. 
A u ' v 1 z ' 

Wzór ten wskazuje, że błąd względny , pope łn i any przy okreś lan iu wielko­
ści A, równa się w tym przypadku sumie b łędów względnych , pope łn i anych przy 
mierzeniu wielkości u, v, z..., p o m n o ż o n y c h odpowiednio przez potęgi , w któ­
rych te wielkości wchodzą w skład funkcji, wyrażającej wie lkość A. 

Stąd wynika ważna wskazówka praktyczna. Jeżel i np. po t ęga m jest l icz­
bą całkowitą, to odpowiedni wyraz we wzorze błędu o g ó l n e g o będzie m razy więk­
szy od samego błędu przy pomiarze wielkości u. Jeżel i natomiast po tęga » 

jest u ł amkowa , i r ówna się np. — , to odpowiedni wyraz we wzorze błędu o g ó l n e ­

go będzie p razy mniejszy od błędu, p o p e ł n i o n e g o przy pomiarze wielkości v. 
Wobec tego wielkości , wchodzące w sk ład funkcji w po tęgach większych od 

jednostki, powinny być mierzone z większą dokładnośc ią , niż wielkości , wchodzą­
ce w skład fukcji w po tęgach jednostkowych lub mniejszych od jednostki, np. pod 
pierwiastkiem. 

Rozwa ż m y jeszcze inny przykład funkcji, mianowicie: 

A = . u - \ - v J

r z - \ - . . . . 
Wtedy: 

d A = du -\- dv - J - dz - j - . . . . , 

a zatem: 
dA d u - j - dv -{- dz + . . . . 

A = u -\- v - j - z 

W tym przypadku błąd bezwzględny w oznaczeniu wielkości A znajdujemy 
przez dodawanie b łędów bezwzględnych w pomiarach poszczegó lnych wielkości . 
Jeżeli znaki b łędów są zgóry niewiadome, a więc jeśli błąd może być dodatni lub 
ujemny, to dla obliczenia największego możliwego błędu na leży przyjąć dla wszyst­
kich b ł ędów znaki jednakowe. 

D l a os iągnięc ia j akna jwiększe j dok ładnośc i przy pomiarach, należy warunki 
pomia rów tak wyb ie rać , aby błąd wzg lędny był jaknajmniejszy. 

Poprzednio mie l i śmy wzór: 
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D A - , d u + m^miA .dv + j / M f P ; 

skąd błąd wzg lędny będzie : 

d A 3 f (u,v, z...) du 3 f (u, v, z...) dv 
~~AT~ 3M ' f(u,v, z...) dv ~" /(«, v, z...) 

+ 3f (U, V, z...) . _. ds 
3 z f (u, v, z...) 

d A 

Jeś l i 2 m a ° y ć jaknajmniejsze, to i każdy ze sk ł adn ików powinien być 

jaknajmniejszy, s łowem, pomiar na leży p rzeprowadz ić w warunkach, gdy funkcje: 
_ J 3f(u,v,s...) 1 Sf(u,v,z...) 1 9 Ą t t , i ) , s - ) d 

f(u,v,z...)' 3u ' f(u, v,z...)' sv ' f(u,v,z...)- ' ' c ' 

mają war tość minimum. Ł) Jeżel i funkcja nie ma war tośc i minimum, to na leży obrać 
takie warunki pomia rów, aby war tość jej była możl iwie małą. 

2. D w a rodza je b ł ę d ó w . W ś r ó d b łędów, pope łn i anych przy pomiarach, 
na leży od różn iać dwa rodzaje błędów: b łędy systematyczne i b łędy przypadkowe. 

Błędy systematyczne są to takie błędy, które wynikają z jakichkolwiek sta­
łych n iedok ładnośc i w samym przyrządzie mierniczym, albo też powstają pod dzia­
łan iem czynn ików zewnę t rznych , wpływających na wskazania p rzyrządów. 

Błędy zaś przypadkowe wynikają g łównie z powodu n iedoskona łośc i wzroku, 
s łuchu i uwagi ludzkiej , a nadto także pod dzia łaniem czynn ików zmiennych, wy­
wołujących n i edok ł adność wskazań przyrządów i zmienia jących się w ten s p o s ó b , 
że trudno dostrzedz w tych zmianach jakąkolwiek wyraźną prawid łowość . 

Jako przykład tych dwuch rodza jów b łędów można przytoczyć błędy, spoty­
kane przy pomiarze siły p rądu amperomierzem. N i e d o k ł a d n o ś ć we wzorcowaniu 
przyrządu wywołuje b łędy systematyczne, albowiem amperomierz wskazuje stale 
zbyt mało , lub też zbyt wiele; natomiast błędy, p o p e ł n i a n e przez n i edok ł adność 
spos t rzeżen ia po łożenia wskazówki są błędami przypadkowemi i za leżnie od oko­
l iczności mogą być dodatnie lub ujemne. 

Innego rodzaju b łędy systematyczne wyn iknąć mogą pod wp ływem czynni­
ków postronnych. Jeżel i np. mierzyć będz iemy prąd s ta ły amperomierzem elektro­
dynamicznym i nie zwróc imy uwagi na wpływ pola magnetycznego ziemskiego, to 
przy takim p o s t ę p o w a n i u pope łn i ać będz iemy również błędy systematyczne. 

D l a usun ięc ia b ł ędów systematycznych, n iezbędną jest rzeczą wykryć ich 
przyczynę . Usku teczn ić to m o ż n a rozmaicie, za leżnie od okol icznośc i . Jeżel i 
przyczyna tkwi w złym wzorcowaniu przyrządu, to wykryć to ła two, po równywając 
ten przyrząd z innym przyrządem, dok ładn ie j szym. Jeżel i natomiast przy pomia­
rze m o ż n a się spodz iewać w p ł y w ó w postronnych, to trzeba p r ó b o w a ć zmien iać wa­
runki, w jakich odbywa się pomiar. 

') Patrz przykład odnajdywania warunków takiego minimum w rozdziale X X X V , § 4. 
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Niektórych b łędów systematycznych można un iknąć zupe łn ie , usuwając 
wpływ czynnika, k tóry je wywołuje . Błąd jednak, wynikający np. z n i edok ładno­
ści wzorcowania przyrządu, może być tylko zmniejszony. Przeprowadza jąc wzor­
cowanie j akna jdok ładn ie j , m o ż e m y zmnie jszyć go do pewnej granicy, lecz nie mo­
ż e m y u s u n ą ć go całkowicie . 

B łędów przypadkowych usunąć niepodobna. Można je tylko zmnie j szyć 
przez skupienie uwagi i zastosowanie urządzeń pomocniczych dla zwiększenia do­
k ładnośc i wskazań . Przy odczytywaniu wskazań przyrządów wskazówkowych , na­
leży zważać , ażeby kierunek od oka do wskazówki był p r o s t o p a d ł y do powierzchni 
skali ; jeżeli zaś pod wskazówką znajduje się lusterko, to przy odczytywaniu po ło­
żenia wskazówki na skal i , wskazówka powinna p o k r y w a ć swój obraz w lusterku. 

W o g ó l e przy pomiarach dążyć na leży do otrzymania j akna jwiększego odchy­
lenia każdego przyrządu mierniczego, a to dlatego, że błąd względny jest odwrotnie 
proporcjonalny do war tośc i bezwzględne j odczytanego wskazania. Wyjątek sta­
nowią tu tylko wskazania, odczytywane na skali prostej, stosowanej przy przyrzą­
dach ze zwierc iadłem. N a rys. 418 widzimy 
odpowiedni układ przyrządów, gdzie L ozna­
cza zwierc iadło , umocowane na części ru­
chomej przyrządu mierniczego, S — skalę 
z p o d z i a ł k a m i , T— l une tę . 

Oznacza jąc wskazanie na skali ab 
przez 8, od leg łość osi lusterka od skali 
przez /) i kąt odchylenia lusterka od poło­
żenia równo leg ł ego do skali przez a , otrzy­
mamy na zasadzie prawa równości ką tów 
padania i odbicia promienia świe t lnego: 

skąd: 

~j) ~ tang 2 « , 

8 = D i tang 2 a . Rys. 418. 

Wzór ten stwierdza, że wskazanie S nie jest proporcjonalne do a , i że tylko 
przy niewielkich odchyleniach lusterka można bez pope łn i en i a wielkiego błędu, 
uważać a za proporcjonalne do S. D la zdania sobie sprawy, jakie odchylenia 
czynią zadość p o w y ż s z e m u warunkowi, poda ję tu, w e d ł u g Kohlrauscha, kró tk ie ze­
stawienie l iczb, jakie odjąć na leży od wskazań odczytanych na skali , a żeby otrzy­
m a ć wielkości ściś le proporcjonalne do kąta n. Wskazania na skali i od leg łość D 
podane są w jednostkach jednakowych: 

1000 
1400 
1800 
2400 

50 100 150 200 250 

0,04 0,33 1,11 2,60 5,02 
0,02 0,17 0,57 1,34 2,61 
0,01 0,10 0,35 0,82 1,59 
0,01 0,06 0,19 0,46 0,90 
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Z tego zestawienia wynika, że przy skali milimetrowej i najczęściej stosowa­
nej odległości lunety od zwierciadła, wynoszącej 1000 mm, najodpowiedniejsze 
odchylenia wynos i ć powinny około 100 mm, wtedy poprawka będzie zaledwie 
0,33%. Takie właśnie odchylenia stosowane są najczęściej w praktyce. 

Jeżeli zaś zachodzi konieczna potrzeba zastosowania większych odchyleń , to 
trzeba albo zwiększyć odleg łość skali i lunety od lusterka, albo też wprowa­
dzić poprawki. 

3 . W y r ó w n y w a n i e b ł ę d ó w . Zmniejszenie wpływu b łędów przypadkowych 
na wynik ostateczny m o ż e być os iągnię te przez powtórzen ie wielokrotne pomiaru. 
W praktyce przy pomiarach niezbyt dok ładnych zwykle powtarzamy pomiar trzy albo 
pięć razy, przy pomiarach zaś bardzo dok ładnych — 10 razy i więcej. Średnia aryt­
metyczna ze wszystkich wyn ików takich p o m i a r ó w wyraża war tość najprawdopodob-
niejszą mierzonej wielkości . ') O ile warunki wykonania p o m i a r ó w pozostają bez 
zmiany, d o k ł a d n o ś ć pomiaru będzie tym większa, im więcej razy powtó rzymy 
pomiar. G d y mamy wynik i szeregu pomia rów jednej i tej samej wielkości , to dla 
oceny war tośc i tych pomia rów pod względem błędów przypadkowych miarodajne-
mi są: błąd średni p o s z c z e g ó l n e g o pomiaru i błąd wartości ś redn ie j . Dla tych 
dwuch błędów wyprowadzimy wzory, za pomocą k tórych można je obl iczać. 

Oznaczmy przez R rzeczywistą war tość mierzonej wielkości przez At, A2....A„ 
wartości , otrzymane przy poszczegó lnych pomiarach, wtedy średnią war tość otrzy­
mamy ze wzoru: 

A = A 1 + A i + . . . . + A ^ . . . . . . . . ( a ) 

Błędy poszczegó lnych p o m i a r ó w będą: 

Ti — .*4| — ś£j , 
IŁ 2 — ££"2 J 

R - A„ — x„. 

Średnim błędem poszczególnego pomiaru nazywamy wyraz: 

=±f-
n 

(b) 

Pon ieważ l i c z b : x t , x.>....xn nie znamy, z tego więc wzoru obl iczyć s 
nie możemy. 

Wyprowadzimy wzór inny. Za łóżmy: 

.1 - A, = a,. 
A — A2 = a 2 

A — A„ = a „ . 

') O prawie błędów czytelnik znajdzie wiadomości w książce p. A . B. Danielewicza: „Me­
toda najmniejszych kwadratów". Tam też przytoczony jest dowód powyższego twierdzenia. Z te­
go dzieła zaczerpnąłem sposób wyprowadzenia dalej podanych wzorów. 
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Wtedy, oznaczając dowolne spos t rzeżen ie znaczkiem ~k, otrzymamy: 

X\ = R — A\, 
Ax = A — ax. 

Z tych dwuch równań wynika , że: 

Xx — R — A -\- a\. 

Różnica R — A stanowi błąd średniej wartości, otrzymanej z rozważanych po­
mia rów wed ług wzoru (a). 

Oznaczmy ten błąd przez S, wtedy: 

R — A = S. 
x x = S + a x (c) 

Z tego wzoru m o ż e m y o t rzymać dwa r ó w n a n i a w s p o s ó b nas tępujący : 
P o d n o s z ą c obie strony równan ia (c) do drugiej po tęg i , otrzymamy: 

xx

2 = S2 4- 2S a x 4- a.x

2. 

Jeśl i n takich równań , napisanych dla poszczegó lnych spos t rzeżeń , dodamy 
odpowiedniemi stronami, to otrzymamy: 

x 2 + x2

2 + . . . . + x 2 = n . S2 + 2 S («i + a, - j - . . . . + a„) + 
+ * 2 + a2

2 + . . . . + an

2. . (d) 

Z wyrazów dla poszczegó lnych wielkości «>. wynika: 

a i + « 2 + + *„ = A — Av -\- A — A2 + A —Ai, 

więc: 
a i + A 2 + • • • • +

 a<> = n A — ( 4 i 4- A2 + • • • • + A«) • 

Ze wzoru (a): 

Ax -h A2 + . . . . -i- A„ = n . A, 
przeto: 

«i + «s + . . . . + o, = 0 . 

Uwzględnia jąc war tość sumy czynn ików a>. i używając symbolu X dla ozna­
czenia sumy, otrzymamy z równan ia (d): 

s xx

2 = n . s2 -p i: o*.,.2, 
stąd: 

X xx

2 „ , i i a-2 

W e d ł u g wzoru (b): 

przeto: 

S2 + 
n u 

~ X ) 2 = s2 

ii 

s2 = S 2 + . . . . . . (e) 
1 n 

Podstawy naukowe elektrotechniki. 26 
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Z równan ia (c) otrzymamy jeszcze równan ie inne. Dodajmy odpowiedniemi 
stronami wszystkie równan ia (c), napisane dla różnych spos t rzeżeń , k tórych liczba 
jest n, otrzymamy wtedy: 

Xi + x2 Ą- . . . - j - x„ — n . S -\- a x -\~ a 2 -4- . . . -f- a „ . 

W e d ł u g poprzednio podanego dowodzenia: 

przeto: 
Z X). = n . S. 

P o d n i e ś m y teraz obie strony tego równan ia do drugiej po tęg i , wtedy otrzy­
mamy: 

X X\2 + 2 X x^ . a?x = n J . S2. 

W równości tej suma: £ :»x2 ma wszystkie składniki niewątpl iwie dodatnie, 
w sumie zaś : 2 S a : f . xk będą sk ładnik i dodatnie i ujemne, pon ieważ błędy rzeczy­
wiste bywają dodatnie i ujemne; wobec tego m o ż e m y twierdzić , że wyrazy w tej 
sumie do pewnego stopnia znos ić się będą; korzysta jąc z tej okol iczności , przyj­
mujemy w przybl iżeniu , że: 

S Xv, . xx — 0 , 

wtedy, pozos tawia jąc oznaczenie S dla b łędu średnie j war tości i mając na wzglę­
dzie, że będzie to teraz war tość p rzyb l iżona tego błędu, otrzymamy: 

albo: 

W e d ł u g wzoru (b): 

S xx

2 = fi2 . S2, 

— 11 . S 2 . 
n 

ii 
przeto: 

S J = 7 ! . /S 2 (f) 

Z dwuch równań : (e) i (f) znajdziemy: 

( n - 1 ) ' 

| g 
- 1 " 

Za pomocą tych wyrazów obliczamy s— przybl iżony błąd ś redni każdego 
pomiaru i S — przyb l iżony błąd najprawdopodobniejszej wartości wielkości mie­
rzonej. ') 

') Prócz togo odróżniamy jeszcze wartości błędów prawdopodobne. O tycli wartościach 
czytelnik może zasięgnąć wiadomości w książce poprzednio wspomnianej p. Danielewicza. 
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Rozważmy jeszcze przypadek pomiaru z łożonego . Dla wyznaczenia pewnej 
wielkości A, mierzymy k i lka innych, a l t a 2 . . . a,„. Za leżność A od a l , a 2 . . .am 

wyraża się, biorąc ogó ln ie pewną funkcją: 

4 = f («i » « 2 • • • • °») • 

Błąd przy wyznaczeniu wielkości A oznaczymy przez x, a przy pomiarze 
wielkości a1, a2 i t. d. przez x t , x.2 i t. d. 

Wtedy w e d ł u g § 1 niniejszego rozdzia łu: 

_ df df df 
dai 1 3a2

 2 a a„ 

Po podniesieniu obu stron r ó w n a n i a do drugiej po tęg i , otrzymamy: 

Jeżel i pomiar każdej wielkości a x , a 3 i t d. powtarzamy po n razy, to po­
wyższych równań otrzymamy n, a dodając te równan ia odpowiedniemi stronami 
i dzieląc przez n, znajdziemy wzór dla k w a d r a t ó w b łędów ś redn ich . Ze wzglę­
du na pewne p r a w d o p o d o b i e ń s t w o otrzymywania b łędów dodatnich i ujemnych, 
przyjmujemy: 

Wtedy: 

a przeto: 

P r z y k ł a d I. Za łóżmy, że mamy funkcję: ! ) 

A =-= a x . d3. 

A, ć j i a2 są ś redn iemi war tośc iami , otrzymanemi z pomia rów, wtedy: 

3.4 34 

więc: 
3ax

 2 3a2
 1 

P r z y k ł a d II. Za łóżmy , że mamy funkcję: 

A = »j -f- a 2 . 

') a/', rt2 wyznaczamy za pomocą pomiaru prostego. 
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-4, a , i a., są ś redniemi war tośc iami , otrzymanemi z p o m i a r ó w , wtedy: 

więc: 
8= ± + 

4- B ł ą d n a j w i ę k s z y i najmniejszy pomia ru . G d y uwzg lędn imy b łędy sy­
stematyczne i błędy przypadkowe, to suma tych b łędów wskaże nam całkowi ty 
błąd pomiaru. 

Suma arytmetyczna wszystkich b łędów systematycznych i na jwiększego mo­
żl iwego błędu przypadkowego, stanowi tak zwany błąd graniczny, od k tó rego nie 
może być większy żaden błąd pomiaru. 

Oznaczmy całkowity błąd pomiaru przez X , s u m ę b ł ędów systematycznych 
przez x, a błąd przypadkowy wartości ś rednie j przez S, wtedy: 

X = x + S. • 

Wykonywa jąc pomiar bardzo starannie i powtarzając go wielokrotnie, może­
my o t r zymać 8 bardzo małe, zawsze jednak będzie : 

X> x. 

Najmniejszy błąd możliwy do os iągnięcia przy pomiarze jest zawsze większy 
od błędu systematycznego, k tó rego wdanych warunkach pomiaru usunąć nie można . 

Większa część p o m i a r ó w elektrotechnicznych ma tak wielkie b łędy systema­
tyczne, że b łędy przypadkowe przy starannym wykonaniu pomiaru są znikomo 
małe ; wtedy powtarzanie wielokrotne pomiaru nie daje możnośc i zmniejszenia po­
p e ł n i a n e g o b łędu, dlatego też, jak to w s p o m n i a ł e m poprzednio, tylko w wyjątko­
wych przypadkach warto powtarzać pomiar więcej , niż np. trzy razy. 

Rozważmy przykład pomiaru oporu mostkiem Wheatstonea przy zastosowa­
niu prostych skrzynek oporowych. Takie skrzynki , jak to podano w § 5, wzorcu­
ją się z dok ładnośc i ą do 0,2%. W tych warunkach doprowadzanie wartości błę­
d ó w przypadkowych do setnej części procentu nie ma ż a d n e g o praktycznego 
znaczenia. 

Pozatym zachodzą często wpływy postronne, k tóre nieraz nie dają się usu­
nąć i wywołują b łędy znacznie przewyższające d o k ł a d n o ś ć odczy tań badacza. Do 
takich w p ł y w ó w przy pomiarze oporu mostkiem Wheats tonea należą prądy termo­
elektryczne, wywołujące niespodziewane odchylenia galwanometru i zmniejsza­
jące wskutek tego wielokrotnie d o k ł a d n o ś ć p o m i a r ó w . 

5 Dane l i c z b o w e . Ażeby ułatwić wymiarkowanie, jaką mianowicie dok ład­
ność os iągnąć się daje przy pomiarach elektrycznych, przytaczam tu szereg l iczb, 
wyrażających błędy względne , p o p e ł n i a n e przy wyznaczaniu różnych wie lkości . 

Wie lkość wzorca oma. s p o r z ą d z o n e g o z rtęci, znaną jest z dok ładnośc ią 
do 0,02%. 

I lość srebra, wydzielonego przez prąd o sile jednego ampera w ciągu sekun­
dy, znana jest z dok ładnośc ią do 0,05%. 
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Siłę e l ek t romotoryczną ogniwa normalnego Westona wyznaczamy z dokład­
nością do 0,02%. i ) 

Wielkość o p o r ó w normalnych z manganinu wyznaczamy z dok ładnośc ią od 
0,015 do 0,021 

Wielkość o p o r ó w w skrzynkach oporowych dok ładnych podaje się zazwyczaj 
z dok ładnośc ią do 0,05%, w skrzynkach zaś prostych z dok ładnośc ią do 0,2%-

Kondensatory wyrabiane są z rozmai tą dok ładnośc ią . D o k ł a d n e kondensa­
tory mikowe o po jemnośc i od 0,5 do 0,001 \>, F dają się w y k o n a ć i wymierzyć 
z dok ładnośc ią od 0,5% do 5%, a to za leżnie od po jemnośc i . 

Dok ładne kondensatory z izolacją pap ie rową wymierzane są z dok ładnośc ią 
do 5%. Kondensatory techniczne papierowe mają zwykle po j emność , okreś loną 
z dok ładnośc i ą do 10%. 

Dok ładne amperomierze i woltomierze ze skalą zwierciadłową, o ile są w do­
brym stanie, dają wskazania z b łędem w granicach od 0 do \ %. Skale w tych 
przyrządach zaopatrzone w zwierciadła, mają takie podzia łk i , że wskazanie mo­
żna odczy tywać przy małych odchyleniach z dok ładnośc ią około 2%, a przy więk­
szych odchyleniach z dok ładnośc ią oko ło 0,15%. 

Przyrządy pomiarowe techniczne, mianowicie: amperomierze, woltomierze 
i watomierze, wskazują zwykle z b łędem, wynoszącym od jednego do k i l ku pro­
cent. Skale w tych przyrządach mają podzia łki zazwyczaj dość duże , a wskazów­
k i z grubemi końcami , skutkiem czego przy małych odchyleniach odczytywanie 
wskazań możl iwe jest z b łędem od 2% do 10%, przy znacznych zaś odchyle­
niach •-- z b łędem od 0,5 do \ % . 

L i c z n i k i pracy prądu u w a ż a n e są za zdatne do użytku , gdy błąd wynosi od 
=fc 12% do ± 6,6% przy zmianie siły prądu g ł ó w n e g o od 0,1 J do J, gdzie J 
oznacza prąd normalny, dla k tó r ego l icznik zos ta ł zbudowany. 2) 

') Siła elektromotoryczna ogniwa Westona wyznacza się przez porównanie z napięciem na 
końcach znanego oporu, prąd przepływający przez ten opór mierzy się za pomocą wyznaczania ilo­
ści srebra, wydzielonej z roztworu azotanu srebra w określonym czasie. 

2) Błędy dopuszczalne w licznikach określają szczegółowe przepisy, wydawane przez zarzą­
dy elektrowni i inne instytucje. 



U Z U P E Ł N I E N I E . 

R O Z D Z I A Ł X L . 

Zasady rachunku wektorowego, w zastosowaniu do 
rozważania prądów zmiennych. 

1. O k r e ś l e n i a z a s a d n i c z e . Za leżność od czasu pewnej wielkości zmiennej 
w czasie m o ż n a wyrazić analitycznie i wykreś ln ie . Jeżel i wielkość ta zmienia się 
sinusoidalnie, to wyrażen ie matematyczne jest nas t ępu jące : 

~ . I 2ict \ 
Vt = V • S1» ( f + <f) • • (a) 

lit — war tość wielkości // w chwil i t, 

y — war tość maksymalna tej wielkości , 

T — okres zmiennośc i , 

<p — kąt s tały. 

i — czas—zmienny. 

Linję krzywą, wyrażającą taką funkcję we wspó ł rzędnych p ros toką tnych y i i, 
nazywamy sinusoida. 

Sinusoida może być wykreś lona za pomocą wyznaczania poszczególnych punk­
tów w s p o s ó b nas tępujący . Rozważmy przypadek, gdy cp — 0: 

Bierzemy odcinek O A (rys. 418), k tó rego d ługość wyrażać będzie w pewnej 

y 

I E 

\ A 
I E 

W 0 0 \ t 
V 0 

i) /lii 

Rys. 418. 

skali war tość m a k s y m a l n ą wielkości y, a więc //, i z ak ł adamy , że ten odcinek znaj­
duje się w po łożen iu , wskazanym na rysunku, t. j . pod kątem a wzg lędem linji po-
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ziomej. Rzutem tego odcinka na kierunek pionowy będzie odcinek OB, za leżność 

k tó rego od d ługośc i odcinka OA wyraża wzór: 

OB = OA . sin a. 

Z a ł ó ż m y n a s t ę p n i e , że odcinek OA ob racać się będzie jednostajnie z p rędko-

kątową ~ ~ około 

niu OAt; w takim razie: 

2 « . 
ścią kątową = około punktu O i że w chwil i zero znajdzie się on w położe-

2TC . 

a = rp -t, 

a więc: 

ÓB=0~A sin^p- . . (b) 

Z równan ia (a) na str. 406 przy tp = 0, wypada: 

2TC t 
Uti—y'-. sin —Y~ • 

Porównywa jąc to równan ie z poprzednim r ó w n a n i e m (b) i mając na uwadze, 

że O A wyraża y, wnioskujemy, że OB wyraża yt. 

Korzystając zaś z tego, że rzut odcinka OA na kierunek pionowy wyraża war­
tość wielkości y w danej chwi l i , z ła twością znaleźć można szereg p u n k t ó w si­
nusoidy, wyznaczając dla różnych war tośc i czasu t rzuty odcinka OA na kierunek 
pionowy i odkładając t jako rzędne , a OB = yt jako odcię te . 

Jeżel i mamy dwie wielkości sinusoidalnie zmienne y i / / o jednakowym 
okresie zmiennośc i , os iągające war tość m a k s y m a l n ą nie j ednocześn ie , to wyra­
żenia matematyczne dla takich wielkości będą: 

. 27lt 
Vt = V • sin T , 

, • 2 TC . (t ± T) 
yl = u' . sin . 

Drugi z tych wzorów można nap i s ać inaczej, mianowicie: 

2 TC t 2 TC T 
T / ( - = y . sin 

2TCT 
albo, o z n a c z a j ą c — ^ przez tp, mamy: 

2TC t 
Vt = V • sin J 7 ± <pj 

N a rys. 419 wykreś lone są dwie sinusoidy za p o m o c ą wyznaczania rzutów 
o d c i n k ó w 0.1' i OA, obraca jących się z p rędkośc ią j ednakową . O d c i n k i te two­
rzą kąt tp, k t ó r y nie zmienia się przy ich obrocie. 
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W ten s p o s ó b otrzymane sinusoidy wyrażają za leżność od czasu dwuch wiel­
kości y i y' zmiennych sinusoidalnie, które można wyrazić wzorami: 

- . 2 %t 
yt = y • sin ~ , 

, --, . I 2 TC t \ 
ył=rtf.sin T — tpj. 

Pon ieważ wielkość y już przeszła przez war tość zero, gdy y' staje się zerem, 
mówimy , że wielkość y wyprzedza y'. Odpowiednio do tego widzimy na rysun-

y 

/ x"— 

1 ( 
\ \ 0 7 \^ \ ; / / 

Rys. 419. 

ku, że odcinek OA w ruchu wyprzedza odcinek OA'. Sinusoida zaś, wyrażająca 
z m i e n n o ś ć wielkości wyprzedzające j , jest p rzesunię ta wstecz wzdłuż osi czasu, przy 
takim bowiem położen iu wzajemnym, rzędne tej sinusoidy wcześniej niż sinusoidy 
drugiej p rzechodzą przez odpowiednie fazy, np. war tości zerowe, maksymalne i t. p. 

Można również mówić , że wielkość y' spóźnia się względem wielkości //; wy­
raża to oczywiście to samo, co orzeczenie, że y wyprzedza wielkość y'. Odpo­
wiednio do tego sposobu wyrażenia , z rysunku widzimy, że odcinek OA' spóźnia się 
względem odcinka OA. 

Kąt tp nazywa się różnicą faz wielkości y i / / ' . 
M o ż n a jednak różnicę faz wyrażać także w częściach okresu. Kąt 2 ic odpo­

wiada ca łemu okresowi T, więc kąt tp będzie o d p o w i a d a ł pewnej części okresu, 
która wyraża się u ł a m k i e m : 

2 i r " 

it 1 
T y m sposobem jeżeli np. tp = , to różnica faz wynosi część okresu, 

przy tp — JE pół okresu i t. d. 

Z powyższych rozumowań widzimy, że dla wykreś len ia sinusoid, wyrażają­
cych wielkości sinusoidalnie zmienne, znać musimy: d ługośc i odc inków, wyrażają­
cych war tośc i maksymalne, kąty, wskazujące różnicę faz pomiędzy poszczegó lnemi 
wie lkośc iami , i d ł u g o ś ć okresu; te dane wystarczają wtedy, gdy nie chodzi o to, 
od kiedy ma być l iczony czas przy wykreś lan iu sinusoid. Opiera jąc się na nich, 
można wyrażać wielkości sinusoidalnie zmienne o jednakowym okresie za pomocą 
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Rys. 420. 

Rys. 421. 

odc inków, wykreś lonych pod pewiiemi ką tami , jeden względem drugiego, np. 
OA, OA', OA" (rys. 420); d ługość tych o d c i n k ó w wyraża wartości maksymalne 
odpowiednich wielkości , a kąty tp i tp' wyrażają różnicę faz. 

T a k i s p o s ó b wyobrażan i a wykreś lnego ma jednak tę złą s t ronę , że kąt pomię­
dzy dwoma odcinkami nie jest 
wielkością j ednoznaczną . 

Dwa odcinki a i b (rys 421) 
tworzą pomiędzy sobą dwa różne 
kąty tp' i tp", k tó rych suma = 180°. 
Otóż , jeżeli mowa o różnicy faz, 
to niewiadomo, k tóry z tych ką­
tów ma tę różnicę wyrażać . 

D l a uniknięc ia tej dwuznacz­
ności oznaczamy kierunek odcin­
ków, mianowicie zaopatrujemy 
je na rysunku w strzałki (rys 422). 
T a k i m odcinkom o kierunku ozna­
czonym nadano nazwę wektorów. 
Różnicą faz będzie tu kąt tp po­
między wektorami, wybrany w ta­
ki s p o s ó b , ażeby oba kierunki 
wychodzi ły z wierzchołka kąta, 
jaki tworzą. 

Właściwie i tutaj m o g ł a b y Rys. 422. 
być mowa jeszcze o kącie 360°—tp 
i t. p., ale tego rodzaju kąty na 
wykresie sinusoid odpowiada ją temu samemu ich po łożen iu , natomiast dwie si­
nusoidy, p rzesun ię t e o 180°, będą zupe łn ie różne . 

D l a nadania wektorom zupe łn ie ok reś lonego znaczenia fizycznego, zachodzi 
jeszcze kon ieczność założenia , jaki kierunek wielkości zmiennej będzie przyjęty za 
dodatni, a więc np. przy sile prądu elektrycznego, pły­
nącego przez l a m p k ę (rys. 423), k tóry z k i e runków p rądu , 
adcb, czy też bcda, będzie u w a ż a n y za dodatni? Je­
żeli zaś chodzi np. o nap ięc ie na lampce c,ic, to jaki 
kierunek nap ięc ia przyjęty będzie za dodatni, od d do c, 
czy też od c do d ? 

Nadto na leży jeszcze zwrócić uwagę na tę okolicz­
ność , że w praktyce mamy bardzo rzadko do czynienia 
z war tośc iami maksymalnemi rozważanych tu wielko­
ści, p rzeważn ie zaś z wie lkośc iami czynnemi, t. j . z pierwiastkami kwadratowymi 
z przeciętnej kwadra tów. 

. Z rozdziału I wiemy, że war tość czynna wyraża się wzorem: 

A 

Rys. 423. 

y 

/ 2 
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można więc przyjąć, że wektor wyraża również, aczkolwiek w pewnej odmiennej 
skali , war tość czynną. 

Z powyższego rozumowania wynika , że, zakładając pewien dodatni kierunek 
dla siły prądu, napięcia lub siły elektromotorycznej i t. p., m o ż e m y w przypadku 
zmiennośc i okresowej tych wielkości , wyrazić je za pomocą wektorów, poprowa­
dzonych pod pewnemi względem siebie ką tami . Długośc i tych wek to rów wyraża­
ją w pewnej przyjętej skali wartości czynne odpowiednich wielkości , kąty zaś po­
między wektorami wyrażają różnicę faz. l ) Skala dla wek to rów wielkości jedno­
rodnych na danym wykresie musi być oczywiście dla wszystkich wektorów je­
dnakowa. 

Przy stosowaniu wektorów do wyobrażan ia wielkości sinusoidalnie zmien­
nych, kierunek w przestrzeni pierwszego wektora jest dowolny; n a s t ę p n e zaś we­
ktory powinny być poprowadzone wzg lędem pierwszego pod pewnemi kątami , 
stosownie do różnicy faz. 

Jeżeli dla jakichkolwiek powodów wypadnie zmienić kierunek dodatni, przy­
jęty przy wykreś lan iu wektorów, pamię tać należy o tym, że odpowiedni wektor 

zmieni się wtedy również na odwrotny, albowiem war­
tości dodatnie s taną się wtedy ujemnemi i odwrotnie. 

Jeżeli więc np. wektor A (rys. 424) wyraża prąd 
p łynący w obwodzie lampy (rys. 423), przy dodatnim 
kierunku p rądu adcb, to w razie zmiany kierunku do­
datniego na bcda, wypadnie wyrazić ten sam prąd za 
pomocą wektora B (rys. 424). 

S p o s ó b przedstawiania za pomocą wek to rów wiel-
p y s kości sinusoidalnie zmiennych ma nader ważne znacze­

nie ze względu na u ła twienie w dodawaniu i odej­
mowaniu tych wielkości w tym przypadku, gdy okresy tych wielkości są je­
dnakowe. 

2- D o d a w a n i e w e k t o r ó w . Dajmy na to, że mamy dowolną liczbę wekto­
rów (rys. 425 \ np. yl, yu, yll] i v / I V , k tóre wyrażają wielkości zmienne sinusoidal­
nie, kąty pomiędzy temi wektorami przedstawiają różnicę faz pomiędzy po-
szczegó lnemi wie lkośc iami . 

S u m ę g ieomet ryczną takich wektorów s tanowić będzie wektor, k tó rego dłu­
gość równa się d ługośc i zamyka jącego boku wielokąta , utworzonego z wek to rów 
sk ładowych w ten s p o s ó b , że strzałki wszystkich wek to rów sk ładowych są zwró­
cone w jedną s t ronę , np. w kierunku ruchu wskazówek zegarka. Wektor, wyraża­
jący s u m ę , ma s t rzałkę zwróconą w s t ronę odwro tną względem strzałek innych 
wektorów. 

N a rys. 426 wektor y jest sumą wektorów yy, yn, ym, ylv. M a on tę wła­
sność , że suma algebraiczna rzutów wek to rów sk ładowych na pewien dowolny 

') Jeżeli wielkość IJ, wyprzedza ,//2, to wektor y, kreśli się dalej o kąt różnicy faz w kie­
runku odwrotnym względem ruchu wskazówek zegarka, ponieważ ten kierunek przyjmujemy jako 
kierunek dodatni obrotu wektorów. 
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Rys. 425. Rys. 426. 

kierunek równa się rzutowi wektora, wyraża jącego sumę , czyl i wektora wypad 
kowego. 

Z rys. 426 widzimy, że : 

od = o a - j - a b -Ą- b e — cd. 

Wektory wyrażają wielkości sinusoidalnie zmienne o okresie jednakowym 
przeto suma rzu tów tych 
wek to rów na kierunek pio­
nowy będzie wyraża ła s u m ę 
war tośc i chwilowych tych 
wielkości . 

Ta suma rzutów równa 
się, jak widzie l i śmy, rzuto­
wi wektora wypadkowego, 
więc rzut ten w każdej 
chwi l i będz ie wyraża ł s u m ę 
wartości chwilowych powyż­
szych wie lkości . Z tego wy­
nika, że suma szeregu wie l ­
kości sinusoidalnie zmien­
nych jest wielkością również 
sinusoidalnie zmienną i że 
wektor, wyrażający tę s u m ę , jest wektorem wypadkowym, otrzymanym przez doda 
wanie gieometryczne wek to rów sk ł adowych . 

Jeżel i wektory sk ładowe wyrażają w pewnej skali wartości czynne wielkość 
sk ładowych , to oczywiście wektor wypadkowy będzie 
wyraża ł w tej samej skal i war tość czynną sumy. 

Taką s u m ę war tośc i czynnych danych wielkości , 
dla od różn ien ia jej od zwykłej sumy algebraicznej, na­
zywamy s u m ą g ieomet ryczną . Szczególnie ważne zna­
czenie, przy zastosowaniu dodawania wek to rów do prą­
d ó w zmiennych, ma ten przypadek, kiedy suma równa 
się zeru; wtedy, jak widać z rys. 426, y będzie = 0 
i wielobok wek to rów sk ładowych będzie zamknię ty . 

3- O d e j m o w a n i e w e k t o r ó w . Różnicą gieome 
t ryczną dwuch wek to rów / / i y" [rys. 427 (a)], nazywa­
my wektor y, s t anowiący s u m ę wek to rów y' i (—y") 
[rys. 427 (b)j. 

Ła two spostrzedz, że wektor, otrzymany przez po­
łączenie k o ń c ó w wek to rów y' i y'' [rys. 427 (c)], ze 
strzałką, zgodną z odjemnikiem y", wyraża również su­
mę y' + (—y"), a więc jest różnicą wektorów y' i //". 

N a podstawie podobnego rozumowania, jak przy dodawaniu, ł a two przyjdzie 
my do wniosku, że różnica dwuch wielkości sinusoidalnie zmiennych jest wielko 

•y 
-r 

Rys. 427. 
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ścią również sinusoidalnie zmienną i wyraża się za pomocą wektora, s t anowiącego 
różnicę g ieomet ryczną wektorów wielkości sk ładowych . 

4. R o z w i ą z y w a n i e r ó w n a ń . Mając w ten s p o s ó b okreś lone dzia łania doda­
wania i odejmowania, m o ż e m y zes tawiać równan ia gieometryczne i przekszta łcać 
je tak, jak równania algebraiczne, mając oczywiście na względzie zawsze znacze­
nie s y m b o l ó w ( + ) , (—) i (==). 

Co do znaku równośc i , należy pamię tać , że w rachunku wektorowym równymi 
nazywamy takie wektory, -które mają nietylko równe d ługośc i , ale zarazem ten 
sam kierunek w przestrzeni. 

Zaznaczyć w końcu wypada, że jeżeli chodzi tylko o powzięcie pewnego wy­
obrażen ia o rozważanych wielkościach, albo też o niezbyt dok ładne obliczenia, to 
w tych przypadkach m o ż n a śmia ło s tosować rozwiązywanie wykreś lne równań 
gieometrycznych. Natomiast tam, gdzie chodzi o wynik i możl iwie dok ładne , war­
tość wielkości niewiadomych znajdujemy za pomocą trygonometrycznego rozwią­
zywania t ró jką tów na podstawie wykresu przyb l iżonego . 
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