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GIEOMETRJA WIKREŚLNA. 

Nr.I. Zadania i cele g i e o m e t r j i wykrealnej. 

Rozwiązać t e o r e t y c z n i e * zadanie g i e o -
metryezne - znaczy to sprowadzić je do zadań, po­
przednio już rozwiązanych. Drogą kolejnych redui; 
c j i-Mochodzimy do k i l k u najprostszych zadań, swa-
nych zasadniczemi, od których wszystkie inne są 
uzależnione. Te zasadnicze zadania są następujące; 

1) przez dwa punkty poprowadzić prostą, 
2) znaleźć punkt przecięcia się 2-ch prostych 

na płaszczyźnie, 
3) wykreślić koło,mając jego promień i środek, 
4) przea t r z y punkty poprowadzić płaszczyznę, 

.„ 5) znaleźć linję przecięcia się dwuch płaszczyzn. 
P r a k t y c z n e rozwiązanie zadań gieometrycz-
nych zależy od tego jedynie, czy umiemy praktycznie 
rozwiązać zadania zasadnicze. 
Otóż 3 pierwsze zadania dają się z łatwością ro z ­
wiązać przy pomocy ołówka,cyrkla i linjsłu,jednak 
2 pozostałe zagadnienie wymagałyby do praktycznego i 
rozwiązania niezmiernie misternych i kosztownych 
przyrządów. Jednym słowem powiedzieć muBimy, że 
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kreślić na płaszczyźnie potrafimy, w p r z e s t r z e n i 
zaś - n i e . Można jednak użyć pewnych wybiegów, 
które nam pozwolą o d w z o r o w a ć w ten spo­
sób f i g u r y przestrzenne, żebyśmy mogli z całą ści­
słością poznać i c h wymiary, rozwiązywać zadania 
przestrzenne, wreszcie odtworryć te f i g u r y w wyob­
raźni. I to właśnie ma na c e l u gieometrja wykreślna. 
Już w starożytności znano niektóre s tych sposobów; 
w średniowieczu posługiwano się d l a tych celów per­
spektywą, w czasach nowożytnych dokonywano coraz to 
nowych w tym kierunku ulepszeń, aż wreszcie w roku 
1795 matematyk f r a n c u s k i Gaspard Monge wydał dzieło 
"Geometrie d e s c r i p t i v e " , w którym częściowo już 
przedtym znane metody w jedną całość naukową połą­
czył i matematycznie uzasadnił. 

Nr.2. Metoda rzutów;rzuty punktu,prostej i kąta. 
Wyobraźmy sobie w p r z e s t r z e n i dowolną stałą płasz­
czyznę P ( r y s . l ) i również dowolny,stały punkt C, 
nie leżący, na t e j płaszczyźnie. Płaszczyznę P nazy­

wamy płaszczyzną rzutów,punkt 
C - środkiem rzutów. Jeżeli 
teraz chcemy wyznaczyć położe­
nie iorolnego punktu A w 
p r i e r - t r z e b i , łączymy punkt A 

środkiem rauAśw prostą, 
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punkt p r z e b i c i a pł» F przez prostą. AC nazywamy r z u ­
tem środkowym punktu A. Ponieważ każdą f i g u r a uważać 
można jako zbiór punktów,więe znalazłszy rzu t y środ­
kowe wszystkich punktów t e j figury,otrzymamy na pł. 
P figurę płaską, którą nazwiemy rzutem środkowym da­
nej f i g u r y . Jeśli w p.C umieścimy oko, to na pł. P 

otrzymamy obraz danej f i g u r y , który na raoźe 
to utrwalić, poczym figurę & poza płasac»yxny co2N-

•w -

nąć - wtedy oko nie zauważy braku saoej figury,gdyż 
będą je dochpdziły te same promienie od r a u t i w , 
które do niego przedtem dochodziły od oryginału,, 
Na rzutach środkowych polega teorja. perspektywy; 
my t u t a j złudzenie rzeczywistości, a l e tupeł&ą «aia<~ 
nę wymiarów przedmiotu, co nie j e s t dogodne dlii o%-
lów technicznych Przypuszczamy więc,te punkt C ed&fcl* 

się od pł. P; w takim r a z i e promienie idące od C, 

zbliżają się do położeń od s i e b i e równoległych i,gdy 
p.C znajdzie się w nieskończoności, promienie staną 
się do s i e b i e równoległe, rzuty zaś w ten sposób 
otrzymane,noszą miano rzutów równoległych,przyczem 
są prostokątne, jeżeli są wszystkie prostopadłe do 
pł. P. Stąd wynika następujące określenie: r z u ­
t e m p r o s t o k ą t n y m d a n e g o p u n ­
k t u n a p l a s a c a y i n ę d a n ą a a -

z y w a m y j o d e k p r o * t * p & d 1 * j 
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a t e g o p u n k t u n a t ę. p ł a s z ­
c z y z n ę s p u s z c z o n e j . 
Przypuśćmy, że stałą płaszczyznę ? w p r z e s t r z e n i 

obieraemy aa płaszczyznę 
rzutów ( r y s s 2 ) . Chcąc zna­
leźć rzut na tę płaszczy­
znę punktu A prowadzimy 
AA* JL. P, a spodek t e j 
prostopadłej ~ Af będzie 
rzutem prostokątnym p.A. 

W podobny sposób można, snaleźć rzut punktu C, któ­
rym będzie C . Łącząc punkty A i C, otrzymamy odci ­
nek AC i postaramy się znaleźć rzut tego odcinka 
na pł.P. Oczywiście rzutem tym będzie miejsce g i e -
ometryczne rzutów wszystkich punktów odcinka AC, 
które leżą w płaszczyźnie prostopadłej do P, po­
prowadzonej przez AC i zwanej płaszczyzną rzucającą. 

czyzna t a przecina ni% z pł.P. Według p r o s t e j , 
Jącaącej rauty końców odcinka AC, c z y l i według 
A* C , które będzie władnie żądanym rzutem odcinka, 
fięc r z u t e m p r o s t o k ą t n y m o d -
e i n k a j e ś t o d c i n e k, ł ą c z ą c y 

u t y k o ń c 6 # . o d c i n k a d a>n e g o . 
Opierając, się na tym, dojdziemy do wniosku, że rzutem 
odcinka AB. przecinającego płaszczyznę P, j e s t 
A'Bł ' i t t d , 
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Łatwo teraz dowieść będzie następujące: 

TWIERDZENIE I . R z u t o d c i n k a j e s t w. o-
g ó 1 e k r ó t s z y o d s a m e g o o d c i n -
k a (od swego oryginału) 

Dany j e s t odcinek AB 
i płaszczyzna rzuton 
P ( r y s . 3 ) . Znanym już 

sposobem znajdujemy 

rzut A'B' i na p l a s z - j 
c z y l n i e rzucającej 

A'A BB' prowadzimy 
AB̂ j A \ W takim 

r a z i e utworzy nam się A ABtJ& 3 prostokątny u *~ : 

wierzchołka B^ . Wiadomo, że w A - c i e prostokątnym 
przyprostokątna jest krótsza od przeciwpeostokątrse j , 

c z y l i : A B , < A B a l e A B ^ A ^ , więc A!B '<AB 
e.b.d.d. 
W szczególnym przypadku^ jeśli prosta dana j e s t rów­
noległa do płaszczyzny rzutów r z u t o d c i n k a 

r ó w n y j e s t o r y g i n a ł o w i . 
Rzeczywiście j e ś l i na płaszczyznę P (Rys.4) rzucimy 

A B ] | P t o płaszczyzna rzucająca A A B B * bę­
dzie prostokątem, a stąd wnosimy, że 

1 



- 8 -

A 
Jeżeli wreszcie prosta dana 
j e s t - L -ła do płaszczyzny 
rzutśw P (rys.5) - A B X ? , 
to j e j rzutem j e z t oczywiś­
c i e punkt (A 1 B \ K 
Jeżeli na p r o s t e j AB (rys.3) 
weźmiemy dowolny punkt C,to 

jego r z u t leży ©esywiście na r z u c i e A* B' w punk-

— T — o d c i s k a - A'B'. Jeśali pro-
1 r y s 5 stą AB przedłużymy aż do prze­

cięcia się z pł.P w punkcie 
S, to ten punkt jeat śladem danej p r o s t e j . Więc 
ś l a d e m d a n e j p r o s t e j n a 
p ł a s z c z y ź n i e d a n e j j e s t 
p u n k t p r z e c i ę c i a t e j p ł a s z ­
c z y z n y p r z e z t ę p r o s t ą . 
Ponieważ ślad pros t e j leży na płaszczyźnie P , 
więc ślad j e s t jednocześnie swoim własnym rautem. 

A: 

3 

c i e C1 ; p» C d z i e l i w takim 
stosunku odcinek AB, w jakim 
J s i e l i raut punktu - C - r z u t 
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Nr 4 3. Rzuty na dwie prostopadłe do s i e b i e 
płaszczyzny. 
Jak wiadomo, chcąc znaleźć rzut danego punktu na 
płaszczyznę rzutów, należy z tego punktu spuśćić 
na tę płaszczyznę prostopadłą, a j e j spodek będzie 
rzutem punktu; stąd widzimy, że punkt wyznacza w 
zupełności swój rzut - czyli,każdemu punktowi od-
powiada na danej płaszczyźnie jeden r z u t . 
A l e , gdybyśmy m/jąc rzu t punktu, c h c i e l i znaleźć 
sam punkt, to byśmy tego uczynić nie mogli: należa­
łoby z rzut u punktu na płaszczyźnie wystawić pro­
stopadłą do n i e j i gdzieś na t e j l i n j i musiałby 
leżeć punkt żądany; a l e w którym miejscu,z której 
strony płaszczyzny i na j a k i e j od n i e j odległości, 
o tym rzut punktu nie daje pojęcia, więc samemu 
rzutowi na jedną płaszczyznę, odpowiada nieskończo-
nośó punktów, leżących na jednej p r o s t e j . Możnaby, 
obrawszy jednostkę długości, zamierzyć odległość 
punktu od płaszczyzny, a umówiwszy się oznaczyć 
odległości ponad płaszczyzną znakiem + ( p l u s ) , 
a pod płaszczyzną - (minus), pisać te l i c z b y , 
oznaczające odległości, wraz ze znakami, obok r z u -
tu. Tak np.niech płaszczyzna papieru będzie płasz­
czyzną rzutów (r y s . 10), a punkt A'(-4) rzutem 
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jakiegoś punktu A. Chcąc go 
znaleźć w p r z e s t r z e n i , należy 
z punktu A' wystawić prostą, 
.prostopadłą do P i na t e j oro-

r y i . \0 
;* s t e j odmierzyć 4 jednostki dłu­
gości pod płaszczyzną P. Ta metoda rzutów, podają­
ca, obok samego r z u t u , wskaźnik co do ofległości 
punktu od płaszczyzny, zwie się metodą rzutów ce­
chowanych i ma zastosowanie w t o p o g r a f j i . 
Oczywiście, rzut odcinka na jedną płaszczyznę rów­
nież nie wyznacza w zupełności położenia tego od­
cinka w p r z e s t r z e n i , będzie on bowiem leżał gdzieś 
na płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny rzutów 
poprowadzonej przez dany r z u t - odcinków zaś 
ta k i c h może być nieskończenie wiele ( Wyjątek w tym 
wypadku stanowi rzut p r o s t e j , prostopadłej do płasz­
czyzny rzutów, którym j e s t punkt - wyznacza on 
bowiem w zupełności położenie t e j p r o s t e j ) . 
Aby za pomocą rzutów prostokątnych wyznaczyć poło­
żenie punktów lub prostych, używamy zwykle metody 
rzutem na dwie płaszczyzny prostopadłe. Wyobraźmy 
sobie mianowicie, że do znanej już płaszczyzny P^ 
( r y B . l l ) , którą nazwiemy pozirmą płaszczyzną rzutów 
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wystawiliśmy drugą pro­
stopadłą do n i e j płasz­
czyznę Pg - pionową pła­
szczyzną rzutów;obie te 
płaszczyzny przecinają 
się według prostej x, 
zwanej osią. 
Przypuśćmy teras,że dany 

j e s t jaki&^punkt A, leżący wewnątrz kąta dwuścien-
nego 1 ^ x 1 ^ - n takim r a z i e można znaleźć jego i 
rzuty na obie płaszczyzny; wystawiamy więc 
i A A ' I R ; . A j e s t rzutem p.A na poziomą płasz­
czyznę rzutów i nazywa się rzutem poziomym p.A, 
A zaś j e s t jego rzutem pionowym; odległość A A * 
zwie się pierwszą, a AA" drugą odległością p. A 
od płaszczyzn rzutów. Teraz przez A A i A A p r o w a -
dzimy płaszczyznę A A A a 

o której twierdzimy, 
że 1) j e s t prostopadła do pł. H - "bo A A ! J L Ę 
i 2) j e s t prostopadła so pł. - bo A A J J F J 
z tego wynika, ze pł. A A A 0 A " j e s t prostopadła 
również d l a l i n j i przecięcia się pł^szcsyan P i P 
P i A A A , A l x , a więc odwrotnie,* ,jeet prostopa­
dłe do t e j płaszczyzna, a aa tym x l i x l . A A * 
inaczej mówiąc: kąt X A . X * i i kąt A'A.X * A. 
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(jawo robok A A A t t A j e s t prostokątem,mamy więc 
A 0 A " |j A A i A c A j AA.Widzimy tedy, że na płasz­

czyznach rautów mamy obie odległości, które wyzna­
czają położenie punktu w p r z e s t r z e n i . Ponieważ j e d ­
nak chcemy mieć oba rzuty punktu na jednej płasz­
czyźnie, więc dokonywamy kładu jednej płaszczyzny 
na drugą. Mianowicie obracamy płaszczyznę I p do­
koła o s i x dopóty,dopóki nie przystanie do 

(rys.12) wszystkie punkty i 
l i n j e , które się na n i e j z n a j ­
dowały, nie ulegną amianie po­
łożenia i ujraymy je teraa w 
naturalnym kształcie na płasz­
czyźnie rysunku. Oba rauty pun 
ktu, które mamy przed sobą w 
zupełności wyznaczają położę^ 

nie punktu w p r z e s t r z e n i . Gdybyśmy c h c i e l i go wskrze, 
sić, należałoby z powrotem <gl, Ę doprowadzić do 
prostopadłości a Ę , obracając pł. dokoła 
o s i x; następnie z p. A ' wystawić prostopadłą do 
pł. Pi z p . A - prostopadłą do T\ te dwie pro-
padłe będą leżały w jednej płaszczyźnie, prosto­
padłej do x, punkt i c h przecięcia będzie tp punkt 

A! 
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żądany, przyczym t y l k o jeden, bo dwie proste,leżące 
w jednej płaszczyźnie przecinają się w jednym punk­
c i e . W zupełnie podobny sposób znajdujemy r z u t y od­
cinka na dwie płaszczyzny. Niech po doprowadzeniu do 

• 

przystania obu płaszczyzn (rys.12) rzutem poziomym 
odcinka będzie A B , a jego rzutem pioniwym A j B " 
Chcąc wskrzesić ten odcinek, którego rzuty są dane. 
obracamy płaszczyznę Ę dokoła o s i x dopóty,aż s t a ­
nie s ię pł. 1} -LT? następnie przez r z u t 
przesuwamy płaszczyznę.prostopadłą do Jł."!? i przez 

A l B " - płaszczyznę prostopadłą do pł. . Obie 
te płaszczyzny przetną się według jednej. żądanej 
właśnie, p r o s t e j . 
Jeżeli punkt leży wewnątrz prostego kąta dwuściennego 
utworzonego przez dwie pół-płaszczyzny rzutów, to 
oczywiście zawsze i bez żadnej trudności można zna­
leźć jego rzuty prostokątne. Co jednak uczynić, jeśli 
punkt leży zewnątrz tego kąta?. 
W takim r a z i e przedłużamy obie płaszczyzny Ę i ~Ę* 
za i pod oś x; cała przestrzeń podzielona zostanie 
na 4 kąty d\-;u5vci.enne, noszące miano ćwiartek (rys.13) 
Kąt dwuścienn,/• zawarty między połowami płaszczyzny 
poziomej przed osią i pł.pionowej nad osią,zwie się 
1 ćwiartką - zawarty między pł.poziomą za osią i 
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pionową nad: osią zwie się I I ćwiartką; _ między pł. 
poziomą za osią i pionową pod osią zwie się I I I 
ćwiartką; ~ między pł.poziomą przed osią i piono­
wą tfad osią zwie się IV ćwiartką. 

j ^ _—,— ^ . 

Umówiono się d a l e j odległości od płaszczyzn przed 
osią i nad osią uważać za dodatnie; odległości zaś 
od płaszczyzn za osią i pod osią - za ujemne. Stąd 
też pochodzi oznaczenie półpłaszczyzn znakami plus 
( + ) i minus ( - ) 

Przyjmując powyższą umowę, zauważymy, że: 
punkt położony w I ćwiartce ( A A ) ma pierwszą-od­
ległość ( A * A J dodatnią, drugą ( A * ^ ) dodatnią 
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punkt położony n I I ćwiartce ( A ^ ma pierwszą od­
ległość ( A ^ A f c ) ujemną, drugą ( A ^ A ^ ) dodatnią, 
punkt położony w I I I ćwiartce ( A 5 ) ma pierwszą od­
ległość ( A 5 A ^ J ujemną, drugą ( A 5 A j ) ujemną 
punkt położony w IV ćwiartce ( A j ma pierwszą odle­
głość ( A „ A * ) dodatnią, drugą ( A , A " ) ujemną. 
Jeżeli te r a z , jak zwykle przez odległości każdego 
punktu poprowadzimy płaszczyznę, to wartość tych 
odległości otrzymamy na płaszczyznach: poziomej i 
pionowej. Chcąc teraz otrzymać odwzorowanie punktćw 
na jednej płaszczyźnie, obracamy płaszczyznę pozio­
mą dokoła o s i X dopóty; aż jedna płaszczyzna pr z y ­
stanie do d r u g i e j ; obracamy mianowicie w tym k i e r u n ­
ku,' żeby + Ę padło na~]-£ . 
W tym r a z i e rzuty punktów, leżących we wszystkich 
czterech ćwiartkach" odwzorują się, jak wskazuje 
rys.14. 

X < Z rysunków 13 i 14 '. 
• ! ; widzimy, że.: 
' • ! ; - 3, punkt leżący w 1 ćw. 

. ,—,;,f • ; . , L _ r — i • 

; < ;; ,1 | mis rzut poziomy A H 

! ! ! ! pod osią, pionowy 
Av< "S j tK> ry&M A±nsd osią. 
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punkt leżący w I I ćw. ma r zut poziomy nad 
y. II : 

osią, pionowy A Ł nad osią; pun^t leżący w I I I 
ćw. ma r z u t poziomy A ' , nad osią, pionowy A 5 pod 
osią. 
punkt leżący w cw.IV;* ma r zut poziomy A v pod osią 
pionowy A " pod osią. 
A" więc, odwrotnie, jeżeli dany będzie punkt, którego 
np.rzut poziomy j e s t nad osią, a pionowy pod osią, 
to będziemy mogli twierdzić z całą pewnością, że 
punkt ten znajduje się w I I I ćwiartce. Należy 
przytym podkreślić, że rzu t y jednego punktu muszą 
się znajdować ra jednej p r o s t e j , prostopadłej do o s i . 
Należy teraz rozważyć k i l k a szczególnych przypadków 
położeń rzutów punktu i odpowiadających im położeń 
punktu w p r z e s t r z e n i . Jeżeli jeden rzut punktu np. 

_ _ i 

poziomy leży na o s i - jj>^ r y s . 14 - a rzut p i o ­
nowy mp. nad osią - J 3 a - t o , aby znaleźć punkt JB 

w p r z e s t r z e n i , doprowadzamy pł. Ti-J do prostopadło­
ści z pł.Trj, ; następnie powinniśmy z p. JB^ wysta­
wić prostopadłą do Ę ponieważ jednak 1&% leży 
na osi,więc prostopadła b i d z i e lażała na Jj* , czy­
l i będzie nią B a ] 3 ^ ; po tym należy łoby z p. B Ł 

wystawić prostopadłą aż do przecięcia się z poprzed­
nią 

http://cw.IV;*
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prostopadłą, a punkt i c h przecięcia byłby żądanym. 
Ponieważ jednak leży na „ więc j e s t 
jednocześnie żądanym punktem , fctory leży na 
płaszczyźnie pionowej . Stąd wniosek: 
p u n k t k t ó r e g o j e d e n - r z u/t 
l e ż y n a o s i , z n a j d u j e s i ę 
n a j e d n e j z # ł a b z e Z' y z n r z u-
t 6 w . / , 
Tak np. punkt, którego rzutem są. punkty 
/rys.14//leży na 
J e ż e l i o b a r z u t y . p u n k t u- 1 e-
ż ą n a o s i , t o ' p u n k t o c z. y -
w i ś c i e r ó w n i e ż m u s i l e ż e 04 
n a o s i . 
Rozpatrzmy.przypadek, kiedy rzędne punktów /rzędne-
mi punktu nazywamy odcinki na płaszczyznach rzutów, 
wyrażające obie odległości punktu/ są obie równe 
/rys.15 - punkty B,,Dj / - to j e s t kiedy rzuty pun­
k t u są symetryczne względem osi rzutów, co j e s t 
możliwym t y l k o wtedy, jeżeli punkt loży w płaszczyz-
nie dwusiecznej prostego kąta dwuściennego, utworzo-* 
neg[o przez płaszczyzny rzutów. Takich płaszczyzn 
dwusiecznych może być dwie; dzieląca na połowy ćwiar­
t k i I i I I I - pierwsza płaszczyzna dwusieczna 
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/pł.X54 rys.13/ 1» dzieląca aa, połowy ćwiartki I I i 
IV - druga płaszczy 

A* 

r" 
i 

1 6 : 
-13 

zna dwusieczna /pł. 
D Ł rys.13/. 

Otóż przypomniawszy 
sobie nasze spo­
strzeżenia co do 
3tosunku między po­
łożeniami rzutów 
punktu wzgiędem o s i 
a położeniem punktu 
w przestrzeni., zau­

ważymy, że: pv-\kt J)± o rzutach. D 4 i D ^ leży w 
1 płaszczyźnie dwusiecznej 1 ćwiartki; punkt 
i leży w 7. płaszczyźnie dwusiecznej I I I ćwiart­
k i . Jeżeli punkt będzie leżał w I I płaszcz-, dwu­
s i e c z n e j , to tym samym będzie się znajdował w I I 
lub XV ćwiartce, a zatym jego rzuty muszą leżeć 
oba nad /w I I ćw./ lub pod /w IV ćw./ osią, ponie­
waż zać powinny być na t e j aamej odległości od o s i , 
więc znajdują się w jednym punkcie - D ? ł i J j a 

są więc rzutami p, leżąoeg-o w I I pł. dwusiecż-i 
nej I I ćwiartki / r y s . 15/; Dt, i D H wyobrażają r z u ­
ty P* X) t t , położonego w I I pł', dwusiecznej IV ĆW; : 
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Z powyższego rozważania wynika, że: p u n k t , 
k t ó r e g o r z u t y s ą s y m e t r y ­
c z n e w z g l ę d e m o s i , l e ż y w 
p i e r w s z e j p ł a s z c z y ź n i e d w u ­
s i e c z n e j ; p u n k t , k t ó r e g o 
r z u t y p r z y s t a j ą d o s i e b i e , 
l e ż y w 2 - e j p ł a s z c z y ź n i e 
d w u s i e c z n e j . 

Ur. 4. Wyznaczenie położenia prostej w prze­
s t r z e n i . Prosta, podobnie jak punkt, j e s t wyznaczo­
na w p r z e s t r z e n i przez swoje dwa rzuty: poziomy i 
pionowy. Jeżeli mianowicie 2 punkty w p r z e s t r z e n i 
dano przez swe rz u t y , połączymy, to otrzymamy pro­
stą, której rzutami będą łącznice rzutów jednoimien 
nych tych punktów. Stąd wynika, że rzutami l i n j i 
p r o s t e j są również proste i że każda prosta może 
być odwzorowana przez swoje rzut y ; a zatyn, odwrot­
n i e , każde dwie jakiekolwiek proste wogóle wyzna­
czają położenie prostej w p r z e s t r z e n i , jeżeli jed­
ną z nich-przyjąć za rzut poziomy, a drugą - za 
pionowy. > 

ffyjątek stanowi tutaj przypadek, gdy dwie płasr 
zny rzucająca, popi okadzone pr""- rauty »stuj 
przystaną do s i e b i e , c a y i i b<*« orzy>y . %;ą 
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