
A B i A'D" oraz 
B C i 3 C .znajdujemy punk

ty 1 i 2, należące do o s i powinowactwa, łącząc je 
ze sobą otrzymamy ową oś - s„ 
Przedłużając do przecięcia się z £ bok OD , o t r z y 
mamy punkt 3, przez który musi przechodzić odpowied
n i rzut pionowy tegoż boku; ponieważ jeden punkt 
rzutu pionowego boku CD mianowicie wierzchołek C 
jest dany, więc łącząc p,3 z C , otrzymujemy prostą 
na której musi leżeć pionowy rz u t boku CD; pionowy 
rzut p. D znajduje się na prostopadłej do o s i , pod-
ni e s i p n e j z punktu D ; rzut tedy D znajduje się 
w punkcie przecięcia wykreślonych prostychc W podo
bny sposób wykreślimy rzut E . Otrzymaliśmy w ten 
sposób,. łącząc dane i znalezione wierzchołki,źą'3 -y 
pionowy r z u t ; sprawdzeniem dokładności kreślenia 
jest spotkanie się na o s i powinowactwa przedłużenia 
boku, znalezionego wprost przez połączenie wykreślo
nych wierzchołków z przedłużeniem odpowiedniego bo
ku / w danym wypadku przedłużeń boków 33 Ę i D Ę / 

§ 8. Rzuty wielośćianów, 
Wielościanem w. y p u i ł y i nazywamy t a k i w i e l o -
ścian, który jakakolwiek prosta p r z e b i j a n a j w y-
ż e j w d w ó c h p u n k t a c h . 
Wielościan, który jakaś prosta może przebić coej 
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niż 2 razy zwie się n i e w y p u k ł y m. 
Oczywistym j e s t , że każdy w i e l o ^ s c i a n niewypnkły moż
na podzielić aa części, będące wielkościanami wypukłe-
mi i d l a tego będziemy rozważali t u t a j wyłącznie wie-
lościany wypukłe. Aby znaleźć rzu t wielościana,należy 
znaleźć rz u t y jego wszystkich wierzchołków,tak,żeby 
zewnątrz nie znajdował się żaden pozostały r z u t w i e r z 
chołków, otrzymamy wielokąt, który zwie się* k o n 
t u r e m w i d z i a l n y m np. ABOHIDE / r y s . 8?/. 
Co się tyczy widzialności pozostałych krawędzi, to 

wystarczy znać t y l k o jedea 
jego wierzchołek widział-* 
n7» gdyż krawędzi, z a i e -
go wychodzące są również 
wi d z i a l n e . Przypuśćmy t e 
dy, że wiemy,, iż wierzcho
łek C jest w i d z i a l a y ; 

w takim-razie są widzialne krawędzie CB, CD i CH. 
Pozostałe /oprócz konturu/ krawędzie będą już w t & y 
n i e w i d z i a l n e . 
Zapoznawszy się z temi zasadaiczemi własnościami wie
lość ianu, rozwiążemy szereg zadana dotyczących się 
wielośćianów. 
Zadanie XXV. Mając wysokość i bok podstawy ostrosłupa 
foremnego, którego podstawa spoczywa aa jednej z 
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płaszczyzn rzutów, znaleźć jego r z u t y . 
Przypuśćmy, ze dany j e s t ostrosłup sześciokątny. 

Ponieważ podstawa 
jego spoczywa np. 
aa poziomej płasz-
czyźnie rzutów, 
więc na rysunku 
przedstawia się 
w swym n a t u r a l 
nym kształcie i 
wielkości: na
leży z?* tym pod 
osią x wykreślić 
6-cio kąt foremny 
ABCDEP o danym 

boku /r/o.88/. Spodek wierzchołka tego ostrosłupa 
leży oczywiście w środku wielokąta; punkt więc W j e s t 
rzutem poziomym wierzchołka - ten sam jednak punkt 
je s t środkiem podstawy wielokąta -0. 
Kontur ABCDBF j e s t zawsze w i d z i a l n y , ponieważ zaś 
wierzchołek W j e s t n a d płaszczyzną poziomą,więc 
krawędzi: 0A,0B .... są rown?eź widzialne. 

Jak założyliśmy, podstawa ostrosłupa leży na po
ziomej płaszczyźnie rzutów, zatym j e j rzut pionowy 
musi się znajdywać na o s i , prowadzimy tedy z wierz-



chołków podstawy i j e j środka prostopadłe do osipc, 
których spodki stanowią i c h r z u t y pionowe A,B,.... 0 

Ponieważ w danym ostrosłupie wysokość j e s t prosto
padła do płaszczyzny podstawy, tym samym do płasz
czyzny poziomej,więc j e j r z u t pionowy przedstawia 
się w swej naturalnej wielkości i kształcie; należy 
tedy z p. U wystawić prostopadłą do o s i x i na 
n i e j odmierzyć żądaną wysokość do p.W .Łącząc punk 
ty A',B',.... z p.W otrzymamy rzut, pionowy. Widzialnym 
j e s t kontur W AD*; có się tyczy widzialności pozo-
stałych krawędzi,to należy sohie*uprzytomnić,które 
wierzchołki są w i d z i a l n e , jeżeli staniemy przed po-
mym r%utem ostrosłupa - okazuje się, iż punkty B i C. 
Stąd wynika, że prćcz konturu są jeszcze widzialne 
krawędzie W B i W C. 

Zadanie XXVI. Wykreślić r z u t y sześcianu o danej 
krawędzi.przy założeniufżeijego podstawa spoczywa 
na jednej z płaszczyzn rzutów. 

Ponieważ ho kami 6-cifb-
nu są kwadraty o danej 
krawędzi, wî ęc nalany 
na poziomej n><płasz
czy zriie rzutów wsjk^sś-
liĆ t a k i kwadrat,który 
będzie przedstawiał 
Todstawę ABCL w j e j 

vt9 



naturalnym kształcie i wielkości /rys.89/, a j e d 
nocześnie, ponieważ wszystkie krawędzi są wzajem
nie do s i e b i e prostopadłe, będzie poziomym rzutem 
5 ^ 0 ^ górnej podstawy sześcianu-. 
Rzut pionowy dolnej podstawy A B" CD" leży, analo
g i c z n i e do poprzedniego zadania,na o s i x, rzu t zaś 
górny podstawy Ę F ^ H w odległości krawędzi szes-

• cianu od o s i . Widzialność poszczególnych krawędzi 
rozstrzyga się analogicznie do poprzedniego zadania 
Zadanie XXVII. Dany wielośćian przeciąć płaszczyzną 
prostopadła do jednej*z płaszczyzn rzutów. 
Kreślimy w sposób już znany rz u t y np.ostrosłupa f o 
remnego 6-kątnego,którego podstawa spoczywa na po
ziomej płaszczyźnie rzutów /rys.90/ oraz ślady pł. 

• np.prostopadłej do pionowej. Mamy więc: ostrosłup 
WABODEP i płaszcz. $ ; chcemy znaleźć rzu t y 
i kształt f i g u r y , utworzonej przez przecięcie 
się ostrosłupa z płaszczyzną |5 , Rzut pionowy 
t e j f i g u r y musi leżeć na śladzie pionowym płasz
czyzny- zawarty j e s t mianowicie między kontu
rami ostrosłupa, rzuty pionowe zaś.wierzchołków 
posiada w punktach przecięcia się s z rzutami k r a 
wędzi. Mając już rzut pionowy żądanej f i g u r y i 
proste, iia Ictsrych mus*ą leżeć rzu t y poziome -jej 
wierzchołków mianowicie, rzuty poziome krawędzi -



znajdujemy szukany rzut poziomy A i B i ^ J ^ E J V 

A"by znaleźć prawdziwą wielkość znalezionego w. r z u 
tach sześciokąta,posługujemy się metodą kładu płas 
czyzny danej. .ira j z leżącą w n i e j figurą np. na po 
ziomą płaszczyznę rzutów;otrzymujemy w *;en sfposob 
naturalną wielkość i kształt w:.ilokąta (^)fo$§..,X* 



Zadanie XXVIII. Ośmiościan o danej krawędzi prze
ciąć .jakąkolwiek płaszczyzną, 
Wykreślmy naprzód rzuty eamielcianu e danej krawę
d z i ; najdogodniejszym do wykresu "będzie t a k i e jego 
położenie,gdy 8-ścian ma es* prostopadłą do jednej 
z płaszczyzn rzutów,lub gdy jedna z jego ścian spo
czywa na płaszczyźnie rzutów. Przypuśćmy pierwszy 
przypadek i załóżmy,że oś 8-ścianu j e s t prostopadła 
np.do płaszczyzny . • 
Ponieważ 8-ścian można sobie wyobrazić,jako połącze-
nie dwóch foremnych ostrosłupów o złączonej podsta
wie,więc środek kwadratu, stanowiącego tę podstawę, 
j e s t zarazem spodkiem wysokości każdego z ostrosłu
pów; oś, jak założyliśmy, j e s t X -ła do "PŁ , więc pł. 
złączonych podstąp jes t || -ła do T? i r z u c i się 
na nią w swej naturalnej wielkości i kształcie.Jeże
l i tedy na wykreślimy kwadrat o boku równym da
nej krawędzi,to jego wierzchołki: A*,B , C ,D , / r y s -
91/ będą poza rzutami odpowiednich wierzchołków 8-
ścianu, zaś środek kwadratu - rzutem 2-ch pozosta
łych wierzchołków: E i F , przyczym każda z prze
kątnych jes t rzutem 4-ch bocznych krawędzi 8-ścianu. 
Chcąc wykreślić rzut pionowy załóżmy, iż wierzchołek 
E spoczywa na T\ , w takim r a z i e jego rzut pionowy 
znajduje się na o s i rzutów,wysokość zaś 8-ścianu 
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'jest do n i e j prostopadła i równa się przekątnej 
kwadratu A B ' C D , gdyż B-M*a j e s t bryłą f o 
remną i posiada 3 równe* sobie o s i e , » których dwie 
rzucają się w naturalnej swej wielkości 88 i~J właś-
nie jako wspomniane przekątne.^ 
Wierzchołki 

A',B",C" I X oczywiście znajdują się 
w odległości połowy t e j przekątnej od o s i x 1 2 - oś 
tę oznaczamy wskaźnikiem 12 /jeden,dwa/, gdyż j e s t 
prostą przecięcia płaszczyzny J F J i f j j 

Wykreśliwszy rzuty 8-ścianu AB....F , prowadza
my jakiekolwiek ślady płaszczyzny ,£>, , ^ która ma 
przeciąć nafazą bryłę,, Aby rozwiązać to .zadanie,spro
wadzamy j e do poprzedniego, t...j. do przecięcia bry
ły płaszczyzną p r o s t o. p a d ł ą do jednej z 
płaszczyzn rzutów. W tym ce l u zwrócimy się do n i e 
zmiernie doniosłej w goometrji wykresinej metody 
z i i i a n y, , p, ł a s z c z j z n r z u t ó w i , 
pozostawiaj ąc, jak w tym wypadku płaszczyznę fit "bez 
zmiany, odrzucimy całkiem pionową płaszczyznę i? 

wraz z rzutem, na n i e j będącym i zastąpimy ją przez 
inną płaszczyzna.pionową znajdującą się w dogodniej-
szym dla danego zadania położeniu. Ponieważ jedynym 
warunkiem, Obowiązującym do poprowadzenia no^ej 
pHąssęzyzny pionowej, j e s t t y l k o j e j prostopadłość 



do r£ , więc każda prosta, znajdująca się w n i e j , 
może być uważana, jako ślad nowej płaszczyzny, pio-, r 

nowej, dokoła którego obrócimy ją aż do•przystania 
z . Ponieważ chcemy rozpatrywane zadanie sprowa
dzić do poprzedniego, więc należy tak dobrać ślad 
nowej płaszczyzny, którą nazwiemy V\ , aby ślad 
danej płaszczyzny, \ t był do niego prostopadły,, ; 

Zadosyćuczyniwszy temu warunkowi, otrzymamy jedno
cześnie nową oś x 1 3 - gdyż j e s t ona prostą prze
cięcia płaszczyzn Fj. i F5 . Dokoła t e j nowej o s i 
XĄZ obracamy nową płaszczyznę dopóty, aż przy 

s t a n i e ona do F"̂  - wtedy otrzymamy na n i e j rzut 
naszej bryły, którego wierzchołki będą się oczywi
ście znajdowały na prostopadłych do x 4 S , opusz
czonych na nią z wierzchołków rzutu poziomego. 

Odległości wierzchołków nowego rzutu równe są 
odległościom wierzchołków bryły od JF5J , ponieważ 
zaś płaszczyzna f j pozostała bez zmiany, więe te 
odległości również się n i e zmieniły i równe są po
przednim odległościom wierzchołków pionowego rzutu 
od x 4 4 . 

Stąd wynika, że, a b y z m i e n i ć 
p ł a s z c z y z n ę r z u t ó w n a l e ż y 
1 w i e r z c h o ł k ó w r z u t u n i e z mie-
n i o n e g o o p u ś c i ć p r o s t o p a d ł e 
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n a n o w ą o ś i n a . p r z e d ł u ż e n i u 
t y c h p r o s t o p a d . ł y c h o d m i e 
r z y ć p o c z ą w s z y o d n o w e j o s i 
o d p o w i e d n i e o d l e g ł o ś c i ó d 
d a w n e j o s i w i e r z c h o ł k ó w z b y 
t e c z n e g o r z u t u . 

Aby jeszcze w naszem zadaniu znaleźć ślad da
nej płaszczyzny na | J obieramy na ^.do
wolny rz u t M jakiegoś punktu M ,znajdujemy jego 
rzu t poziomy M - oczywiście będący na o s i - i,-w 
myśl powyższej zasady, na przedłużeniu prostopadłej 
M M J L x ^ odmierzamy od o s i ̂ c n ode inek, równy M - M ; 

otrzymamy punkt M • , należący do śladu danej płasz
czyzny na » Ponieważ jeszcze jeden punkt tego 
śladu był już dany - punkt przecięcia $ z :*ł3 -
więcj łącząc je ze sobą, znajdujemy ślad $ . 
Mamy wtedy przeciąć bryłę, daną prze% dwa r z u t y : 
AB'. . . F' i A B . . ]?"' płasseryzną, daną przez 
ślady: $% , przyczym płaszczyzna /$s) j e s t 
prostopadła do jednej z płaszczyzn rzutów, mianowi
c i e do ; zrobić to potrafimy - otrzymujemy 
dwa rzuty, f i g u r y , według której przecina się bry-
ładana ą płaszczyzną daną: 1 o oras 
% Z\ ... 5 - mając zaś rzut poziomy, możemy z' łat -

wopcią znaleźć rzut pionowy na rx'. 4 Z 0. 
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Zadanie XXIY. Przebić jakąkolwiek prostą foremny 
5-kątny graniastosłnp prosty przy założeniu, że j e d 
na ze ścian bocznych graniastosłupa spoczywa na po
ziomej płaszczyźnie rantów, jeśli dana j e s t krawędź* 
podstawy i krawędź boczna. 
Wykreślimy naprzód poziomy rz u t graniastosłupa: 
ponieważ jedna z jego ściaa bocznych leży na t 
więc możemy ją wykreślić w naturalnym kształcie i 
wielkości, jako prostokąt ABFJJ, o wymiarach, da
nych w warunkach zadania /rys.93/, Co się tyczy 
rzutćw pozostałych wierzchołków graniastosłupa, to >. 
muszą one leżeć na przedłużeniach AB gdyż 
dany graniastosłup j e s t prostym. Aby znaleźć te, 
rzut y obracamy w wyobraźni 5-kąt foremny, będący 
podstawą graniastoałupa, dokoła jego boku AB, aż 
przystanie on do P d , przedstawiając się w swej 
naturalnej wielkości i kształcie. Innemi słowy, 
budujemy na odcinku AB, jako na boku, 5-kąt f o 
remny. 
Nalfeży sobie w tym celu uprzytomnić, jak na odcin
ku a, jako na boku /rys.92/, zbudować 5-kąt f o 
remny ? Przypuśćmy, że j e s t nim f i g u r a AB....E, 
przeprowadźmy przekątne AC, BE,EC i zauważmy, że 
są one sobie ró̂ rne i , przypuśćmy, równe x. 
Przez p:.prr«wad?erie ,prz kątnych utworzył sia, 1 kąt 
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ABCE, który j e s t wpi
sany w koło, opisane na 
5-kąeie / gdyż wier z 
chołki A,B,E,C, leżą 
na tym k o l e / , W takim 
r a z i e możemy tu zasto
sować twierdzenie 
?tolomeusza i napisać:* 

- lub te£, podstawiając war
tości: H 2 a c\ 

x - a x + au2 ; skąd % - a,x - a - U 
rozwiązując względem x: 

":X=T+V?^r 

/znak minus przed pierwiastkiem odrzucamy, gdyż 
yą* -z, \ a 
| + ̂  / 2 J mielibyśmy zatym na x war
tość* ujemną/. 
Ze wzoru / l / wynika, że przekątna 5-kąta foremne
go równa gest sumie: połowy jego boku i przeciw-
prostokątnej trójkąta prostokątnego, którego przy-
prostokątne romie odpowiednio połowie boku 
5 i całemu bokowi. 

areślamy naprzód wspomniany trójką-t ABP i, doda
jąc do jego przeciwpro3tokątnej FB odcinek, równy 
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-a 
• • znajdujemy przekątną x. • ,, „ .• . , 

Mając tedy bok 5-kąta-ą- i jego przekfną x, B łat
wością znajdziemy, wierzchołki pozostałe 5-kąta w 
punktach przecięcia się luków, zatoczonych; z wierz
chołków A i B promieniem = :< : D ; « wierzchołka 
A promieniem L X- i B , promieniem"- 3t : ( J »z wierzchni 
ka A promieniem = a, i 'B fromienieia = x:.E. 
Wróómy teraz do naszego zadania i , nie wykreślając 
już l i n j i i łuków pomocniczych, budujemy na odcin
ku AB, jak na boku, *5-kąt foremny ABCDSF /rys.93/. 
Po otrzymaniu podstawy w kładzie, wracamy do j e j 
naturalnego położenia, obracając ją z powrotem do
koła boku AB„ Wtedy rzut każdego wierzchołka podsta-
wy porusza się- po prostopadłej do o s i obrotu - AB- -
a'» g Q y podstawa przybierze- swe poprzednie położenie, 
rzu t y j e j wierzchołków będą leżały w punktach prze
cięcia się przedłużenia AB z poprowadźonemi prosto-
padłemi - otrzymujemy w ten sposób punkty C,jJłIt}\-
a, ponieważ dany graniastosłup j e s t prosty, więc 
również h',i', k'. 
Te same punkty moglibyśmy znaleźć-po wykreśleniu 
wierzchołka /C/, na podstawie s y m e t r j i . 
Wykreślmy teraz i-sut pionowy: rz u t y A , B Ę i ,Q 
leż^na o s i , gdyż, w myśl założenia, wierzchołki A, 
B,F,G leżą «a i j . Co sr? tyczy .oieri^^ych od l e g -
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łości pozostałych punktów, - od czego bezpośrednio 

są uzależnione r zuty pionpwe - to są one oczywi

ście odpowiednio równe: (ĘjE^D)^', (Ć)C'. Mając zaś 

r zu t podstawy A B . . .E'wykreślimy, jako mu równy 

r zu t F - C - K " . r ' * ' 

wykreśliwszy w ten sposób oba r zu ty graniastosłupa, 

prcrr'.'łr:imy jakąkolwiek prostą / a.' , aT / i znaj 
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dziemy punkty p r z e b i c i a graniastosłupa przez tę 
prostą. 
W tym ce l u prowadzimy przez daną prostą pomocniczą 
płaszczyznę rzucającą np. poziomo - j e j śladem po
ziomym j e s t w takim r a z i e prosta a» ; znanym spo
sobem znajdujemy poziomy - l' 7! 5 r z u t w i e l o 
kąta, według którego przecina siębryła z płasz
czyzną pomocnicze a t prowadząc l i n j e rzędne wier z 
chołków tego wielokąta, znajdujemy jego rzut p i o -
nowy -i Z 2 . Jeżeli teraz rpwnież zna- . 
»ya sposobem wyznaczymy punkty /p} , T ? / i 
f Z X / , /.którycb prosta / a \ a V p r s e -
b i j a wielokąt pomocniczy, tó zadanie będzie rozwią
zane, gdyż punkty te znajdują się jednocześnie na 
prostej danej i na powierzchni bryły danej. Jeśli 
umówimy się przedstawiać części p r o s t e j ; skryte 
za bryłą, linją kreskowaną, a znajdujących się 
w b r y l e nie oznaczać wcale, to otrzymamy rzuty 
rozwiązania, jak na rys.93. 
Zadanie XIX. Gran i ast osłup dany przeciąć jakąkol-
wiek płaszczyzną. 
rVzy puśćmy, że dany j e s t gran i as to słup 4-kątny 
t a k i , że jego podstawa spoczywa na poz,pł.rzutów, 
zaś krawędzi boczne są równolegle do pion,pł.rau-
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tow; tów; gdyby tak nawet nie było, t o , zmieniając 
odpowiednio płaszczyzny rzutów, możnaby doprowadzić 
do powyższych warunków każdy graniastosłup. Ponie
waż krawędzie boczne są -łe do , więc i c h r z u 
ty poziome są jj -łe do o s i x,'zaś pionowe odwzo
rowują się w swym naturalnym kształcie i wielkości, 
przyćzym są nachylone do o s i x pod takim kątem, 
.j a k i tworzą z płasz. , krawędzi boczne. 7tykreś-
liwszy tedy kolejno: postawę graniastosłupa ABCD na 
pł. , jego rzut pionowy A.JD...I1 oraz rzut po
ziomy /rys.94/, prowadzimy ślady 
ja k i e j k o l w i e k płaszczyzny i postaramy się znaleźć 
wielokąt j e j przecięcia z danym graniastosłupem. 
Można to uczynić w ten sposób, że znajdziemy k o l e j 
no punkty p r z e b i c i a płaszczyzny / ^, $z / przez każ
dą z krawędzi graniastosłupa; łącząc otrzymane w 
ten sposób punkty, znajdziemy żądany wielokąt prze
cięcia. Postąpimy jednak i n a c z e j : znajdźmy mianowi
c i e punkt p r z e b i c i a płaszcz, /, $Ł/ przez jedną 
tylk o krawędź danego graniastosłupa, np. przez k r a -
wędź .AE. W tym ce l u prowadzimy płaszczyznę, rzucają
cą AE powiedzmy pionowo /ślad pionowy przystaje 
do rautu pionowego prostej A t , , siad pionów,/ 
j e s t _L -ły do c?>i x,' i znajdujemy prostą, według 
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której przecina się przeprowadzona płaszcz, z płasz. 
daną / 34, $x

, / : znajdziemj w ten sposób, znanym spo
sobem prostą / p',]?" /W punkcie przecięcia się j e j 
z krawędzią rozpatrywaną leży, jak wiadomo punkt 
p r z e b i c i a ( A 4 , A t ) płaszcz. ( , ? Ł ) przez krawędl 
AE. Zamiast teras analogicznie do powyższego znajdy
wać punkty p r z e b i c i a płaszcz. ( s 4 , $ Ł ) przez pozosta
łe krawędzi, szukamy boku wielokąta przecięcia, wy
chodzącego ze znalezionego punktu ( A^., A 4 ). W tym 
c e l u przeprowadzamy następujące rozważanie: ponieważ 
bok podstawy graniastosłupa,. AB leży,podług założe
n i a , na pł. prosta zaś, którą chcemy wykreślić, 
musi-się znajdywać na pł. ( $ 1 ; $ 4 ) l przyczym wiadomo, 
iż płaszczyzny nie są do s i e b i e równoległe, więc pro
s t a AB z prostą szukaną muszą się przecinać - punkt 
zaś przecięcia oczywiście leży na p r o s t e j , według 
której przecinają się te płaszczyzny, c z y l i na j e j 
śladzie. Stąd wynika następujący sposób z n a l e z i e n i a 
np. poziomego rzutu szukanej p r o s t e j : przedłużamy 
bok A B aż do przecięcia się z $Ł w punkcie 1,przez 
który musi przechodzić poziomy r z u t szukanej p r o s t e j ; 

A1 

wykreślamy go, łącząc punkty A A i 1 i przedłużając 
łącznicę do przecięcia z bokiem B F w punkcie B t : 
odcinek A / Ą j e s t wł uśnie szukanym. W podobny spo
sób kreślimy bok J*}% / . zn?4ćująp punkt 2 w p-ze 



cięciu się $4 z BC; analogicznie otrzymujemy bok 
Ć 4D^ ; co się tyczy boku A j . , to można go 

wykreślić, łącząc wprost punkty A t i D 4 , pr,zyczym 
sprawdzeń iemdokładności kreślenia, będzie spotkanie 
się A t i J ! z AD na śladzie ^ w punkcie 4. Prze
chodzimy teraz do wykreślenia rzutu pionowego prze
cięcia. Otrzymać go można w dwojaki sposób: albo 
prowadząc l i n j e rzędne wierzchołków poziomego rzutu 
wielokąta przecięcia, albo też, znajdując pionowe 
rzuty 1 ,2" ,.. punktów 1 i 2,... Punkty 1. ,2 ,.. 
leżą na o s i x, gdyż punkty 1,2,..., znajdujące się. 
na śladzie $4 , leżą, tym samym na płaszcz. T\ . 
Rzuty pionowe bokćw wielokąta przecięcia muszą,oczy
wiście, przechodzić prze z'te punkty, i ponieważ 
jeden wierzchołek pionowego rz u t u przecięcia-Al" 
już mamy, więc wykreślenie całego pionowego rzutu 

A., JJi \JŁ J J t n i e przedst awi s ż adnych trudności. 
Postaramy się jerzc z e znaleźć rozwinięcie bocznej . 
powierzchni graniastosłupa. 
Będą je stanowiły 4 r-ównoległoboki, d l a wykreślenia 
których potrzebne są po 3 elementy każdego z n i c h : 
mianowicie., dbie podstawy i wysokość. Ponieważ na
sze położenie grania st osłupa j e s t t a k i e , że jego 
boczne krawęfdza rzucają się na pion.pł. rzutów w 



swej naturalnej wielkości, zaś podstawę rz&ca się 
również w naturalnej wielkości na poz.pł» rzutów, 
więc dwie pierwsze wielkości, niezbędne do zbudowa
nia żądanycb równoległoboków, mamy dane wprost z 
rysunku. Aby znaleźć teraz wysokość równoległoboków, 
przetnijmy nasz graniastosłup płaszczyzną prostopad
łą do jego krawędzi, przechodzącą np. przez wierzcho 
łek A. W tym celu przez p.A prowadzimy ślady płasz
czyzny pomocniczej: U A E ( już zresztą poprowa
dzone przedtym w innym .celu) i l Ł J - A E . Odcinki 
śladów l 4 i \ p t zawarte między konturem graniastosłu-
pa, są rzutami przecięcia prostopadłego. Boki o t r z y 
manego w ten sposób przecięcia prostopadłego są szu-
kanemi wysokościami. Aby je otrzymać w naturalnej 
wielkości obrócimy płaszczyznę ( , b Ł ) dokoła śla
du Ł aż do pr z y s t a n i a z t\ t . j . dokonamy kładu pł. 
( \ x, t Ł ) na pł j~J p co p r z y j d z i e z największą łat
wością, gdyż równoległe do o s i x, poprowadzone z 
wierzchołków peziomego rzutu wielokąta są już, jako 
rzuty krawędzi graniastosłupa wykreślone. Otrzymamy 
w ten sposób czworobok ABoC.D0 ł który będzie właś
nie szukaną prawdziwą wielkością przekroju prosto
padłego. Boki czworokąta s£ to 4 wysokości równoleg
łoboków. Ponieważ wszystkie boki prostopadłego prze-



cięcia grania st o słupa są prostopadłe do jego krawę
d z i , te zaś er ".tnie 3ą dof s i e b i e równoległe, więc 
na rozwinięciu bocznej powierzchni należy obwód t e 
go przecięcia wykreślić na jednej p r o s t e j . Przypuść
my, żeśmy grania ot o słup przecięli według krawędzi AE. 
Od dowolnego tedy punktu prostej xy (rys.95) odmie
rzamy o d c i n k i : a b s A B 0 j bć« B 0 C Q \ CdL C 0T3 0i da\D 0 A. 
Wystawiając teraz w punktach: a,b,... prostopadłe 
do xy, otrzymamy proste, m ktąrych muszą się z n a j 
dować "krawędzie gran i as to słupa. Zamiast jednak wy
kreślać rozwinięcie całej powierzchni bocznej gra-
niastosłapa, wykreślimy tyl k o rozwinięcie powierzch
n i t e j jego części, która jest zawarta między pod
stawą dolną ą wielokątem przecięcia graniastosłupa 
przez płaszcz. ( «ł4 , £te ). W tym c e l u odmierzymy od p. 
a na wstawionej prostopadłej odcinek A A , 

b 



w górę; od p. b w ten sam sposób odmierzamy bb 1 rów
ne odcinkowi krawędzi JB^Fl» zawartemu między siadem 
t Ł a punktem • Analogicznie znajdujemy punkty: 
c t i i t wreszcie odmierzamy raz jeszcze odcinek aa*. 

Łącząc punkty: a<, V, ,..., a,, otrzymamy rozwinięcie 
obwodu wielokąta przecięcia graniastosłupa płaszczy
zną ( $4, $t ). Odmierzając pod prostą xy od tych 
samych, co poprzednio, punktów,odcinki, równe odcin-
kom krawędzi, zawartym między \ h a dolną podstawą 
graniastosłupa, otrzymamy rozwinięcie obwodu t e j 
dolnej podstawy, po połączeniu ze sobą wyznaczonych 
w powyższy sposób punktów. Gdybyśmy c h c i e l i znaleźć 
rozwinięcie całej bocznej powierzchni, to należało
by nad prostą xy odmierzać od c i n k i krawędzi,zawarte 
między \ % a górną podstawą graniastosłupa. 
Zauważmy jes z c z e , że. poziome r z u t y : wielokąta prze
cięcia graniastosłupa płaszczyzną ( $Ą , $Ł ) oraz 
podstawy, znajdują się w powinowactwie gieometrycz-
nym, gdyż i c h punkty odpowiednie - wierzchołki - l e 
żą na prostych równoległych - (krawędziach grani a 
stosłupa), zaś* proste odpowiednie - boki - spotyka
ją się na jednej prostej -^(poziomym śladzie). 
Zadanie XXXI.Ostrosłup, którego podstawa spoczywa 
na jednej z płaszczyzn rzutów,przeciąó jakąkolwiek 
płaszczyzną. 
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Przypuśćmy, że dany j e s t ostrosłup 4-kątny o.podsta
wie, spoczywającej na lPt , niech jego rzutem pozio
mym będzie WABCD, pionowym - WABMC, tD" (rys.96) 
Poprowadźmy jakąkolwiek płaszczyznę ( g M $x ) 9 Aby 
znaleźć* wielokąt przecięcia j e j . z ostrosłupem, po<-
stępujemy analogicznie do poprzedniego zad a n i a : 
znajdujemy punkt p r z e b i c i a ( D^.,D4 ) płaszczyzny 
( ^ ) przez krawędź WD, prowadząc płaszczyznę "V-
pomocniczą ( T̂ ,\;̂ ")» rzucającą tę krawędź np« pozio-
mo. Mając punkt J J ^ przeprowadzamy następujące rozu
mowanie : 
Ponieważ bok podstawy AD leży na poz.pł. rzutów 
' T?t , zaś bok szukanego wielokąta przecięcia - w pł. 
,( $1 t )»,pwzyczym jeden z wierzchołków tego w i e l o 
kąta - D t - znaleźliśmy, wi^c przedłużenie tego 
boku wielokąta, który przechodzi przez JjĄ ; musi 
przecinać się z przedłużeniem boku AD w punkcie, 
wspólnym d l a płaszczyzn i ( 0^,^) - wiec na śla
dzie poziomym płaszczyzny - W sposób już znany 
z poprzedniego zadania, wyznaczamy tedy punkty: 1,2.. 
i wykreślamy poziomy r z u t A ^ B ^ D ^ żądanego 
wielokąta przecięcia. 

Ponieważ wierzchołek D 4pionowego r z u t u wielokąta 

GIEOMETRJA WIKREŚINA CHEMIKÓW. 
Arkusz 9-ty. 





Ponieważ wierzchołek U L pionowego rzutu wielokąta 
znaleźliśmy poprzednio, więc znajdując punkty 1",2", 
z łatwością wykreślimy cały rzut pionowy A \ B \ C*Ł DR

Ł 

Zauważmy teras,iż podstawa naszego ostrosłupa ABCB 
oraz poziomy rzut wielokąta przecięcia - A[B^C,'D^ 
pozostają ze sobą w pewnym związku, a mianowicie: 
1/ odpowiednie boki tych f i g u r - np. A'3^ i AB -
spotykają się na jednej prostej /e^/. 
2/ odpowiednie ich punkty - ftp. A'̂  i A - lożą ra 
prostych, wychodzących z jednego punktu /W1/. 
Widzimy, że jest to zależność, b a r d z i e j ogólna, uiż 
powinowactwo geometryczne. Nosi ona miano k o l i n e a c j i 
środkowej i polega na czterech następujących wła-

• ściwościach: 
1) każdemu punktowi jednej f i g u r y odpowiada jeden 

i t y l k o jeden punkt d r u g i e j . 
2) każdej prostej jednej f i g u r y , odpowiada jedna 

i t y l k o jedna prosta d r u g i e j . 
3) punkty odpowiednie tych f i g u r leżą na prostych, 

wychodzących z jednego punktu, 
4) proste odpowiednie tych f i g u r spotykają się w 

punktach, leżących na jednej p r o s t e j . 
Punkt,z którego wychodzą wspomniane proste, zwie się 
środkiem k o l i n e a c j i (w danym wypadku p„ W). 



- 132 

Prosta, na której spotykają się proste odpowiednie, 
nosi miano o s i k o l i n e a c j i (w danym wypadku s 4 ) . 
Proste na których się znajdują punkty odpowiednie, 
nazywamy promieniami k o l i n e a c j i (w danym wypadku 

W'A, WB, ) 
' Gdy środek k o l i n e a c j i o d d a l i się w o g , wtedy pro
mienie k o l i n e a c j i stają się do s i e b i e równoległe 
i k o l i n e a c j a przechodzi tym sposobem w powinowactwo 
. gieometryczne, które więc j e s t t y l k o szczególnym 
przypadkiem k o l i n e a c j i . 
Z powyższych spostrzeżeń wynika, że, zarówno w przy
padku k o l i n e a c j i , jak powinowactwa, wystarcza znać 
t y l k o : środek i oś k o l i n e a c j i (ewentualnie k i e -
runek promieni i oś powinowactwa), aby,* znając 
jedną figurę i jeden punkt d r u g i e j , wykreślić tę 
drugą figurę. 
Wróćmy jeszcze do naszego zadania i znajdźmy ro z 
winięcie powierzchni bocznej ostrosłupa, która 
oczywiście będzie się składała z trójkątów e> 
wspólnym wierzchołku. Podstawy tych A -tów są już 
dane w zadaniu, gdyż podstawa ostrosłupa, spoczywa
jąc na P i , przedstawia się w swej naturalnej wiel
kości. Należy tedy znaleźć prawdziwe długości 
krawędzi bocznych, które będą właśnie szukanerai 
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bokami AA-,ów. W tym c e l u każdą z krawędzi bocz-
* 

nych obrócimy dokoła o s i pionowej, przechodzjącej , 
przez wierzchołek, aż krawędzie te staną się równo
ległe do pł, P 2, na którą rzucą się one w swej na
t u r a l n e j wielkości. Podczas tego obrotu, poziomy 
rzut każdej krawędzi będzie zataczał łuk koła o C • 
środku Wł dopóty, aż łuk ten przet n i e się z peostą 
|| -łą do o s i x, przechodzącą przez p.W*. W tym 

samym czasie r z u t pionowy W" nie zmienia swego po
łożenia, zaś rzuty pionowe wierzchołków podstawy 
poruszają się po o s i x, przybierając końcowe po
łożenia w punktach B* , C" , Prawdziwymi t e 
dy długościami krawędzi * są odcinki W*B" , WCJ}... 
Mając więc t r z y b o k i każdego aAA-ów, tworzących 
boczną powierzchnię, wykreślamy ją w ten sposób,iń, 
obrawszy dowolny punkt W, wykreślamy przy nim, 
jak przy wierzchołku szeregAA-ów, z których każ
dy sąsiedni ma jeden bok wspólny z poprzednim. 
Otrzymujemy w ten sposób rozwinięcie bocznej po
wierzchni WAB.... D )rys.97). 
Zadanie XXXII. Znaleźć wielokąt przenikania dwuch 
graniastosłupów. 
Jeżeli krawędzie jednego wielościanu przebijają 
ściany drugiego i nawzajem,to mówimy, że w i e l o -
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ściany te się przenikają, przyczyni przenikanie 
może zachodzić częściowe lub zupełne, zależnie 
od tego, czy wszystkie ściany wielcścianów są 
wzajemnie przez krawędzi p r z e b i t e : Łącząc ze sobą 
w odpowiedni sposób te punkty p r z e b i c i a odcinkami 
p r o s t e j , otrzymamy wielokąt pr z e n i k a n i a , jeden -
w wypadku przenikania częściowego, lub dwa - jeśli 
przenikanie j c E t zupełne, Mdzimy więc, że znajdy
wanie wielokątów przenikania sprowadza się do wy
znaczenie punktów p r z e b i c i a ścian jednego w i e l o 
ść ianu przez krawędzi drugiego. 
Przypuśćmy, że dane są 2 grania?tosłupy 4-kątne, 
pierwszy - o o s i pionowej, drugi q o s i równoległej 
do o s i zuiów„ Rzut poziomy pierwszego - a , b ' c , d l 
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(rys.98) będzie naturalną wielkością jego podsta
wy, zaś punkty a^b',... będą rzutami jego bocz
nych krawędzi. Oba rzu t y krawędzi drugiego g r a -
niastosłupa będą oczywiście równoległe do o s i x; 
przypuśćmy, iż rzutem bocznym drugiego g r a n i a s t o -
słupa j e s t kwadrat f" d n ' g" •h"; •. 
Maj"ąc rzut boczny znajdujemy rzuty poziomy i • 
pionowy graniastosłupa, obracając płaszczyznę 
boczną rzutów dokoła swego śladu poziomego, do
póki nie Stanie się prostopadłą do o s i rzutów. 
Ponieważ ściany boczne graniastosłupa abcd są 
pionowe, zaś krawędzi boczne graniaetosłupa efgh 
- poziome, więc rzuty poziome punktów p r z e b i c i a 
tych ścian przez t e krawędzi znajdziemy odrazu 
w punktach przecięcia boków prostokąta a'Vc'd^ 
przez r z u t y poziome krawędzi e,f,g,h f . W ten spo
sób znajdujemy punkty: 1 - w punkcie przecięcia 
d'cł z f ( d l a prostoty znaczki u góry przy c y f 
rach opuszczamy), 2 - w przecięciu d'c* z e', 
4 - w przecięciu d'c' z g* (punkty 2 i 4 przy
stają do s i e b i e , gdyż rzu t y e* i g' również do • 
s i e b i e przystają). 
Przedłużając c'd' do przecięcia się z h',otrzy
mujemy punkt 3, który już leży poza ścianą gra-
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« 

<niast;osłupa. Wreszcie * przecięciu c , b ' Z h' wy
znaczamy punkt 13, a w przecięciu a'dł z f punkt 
14. Prowadząc l i n j e rzędnych znajdziemy pionowe r z u 
ty znalezionych punktów. Chcąc znaleźć" wielokąt 
przenikan i a , połączymy ze sobą otrzymane punkty, 
prayozym łączyć* można t y l k o t a k i e punkty, które 
leżą na jednej i t e j «ame j źciardc tek jednego, 
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jak drugiego wielość ianu... Tak więc ponieważ: 
na ścianie od ( i j e j przedłużeniu) leżą punkty: 

0 | / • • • . / . 1,2,3,4,3 i 
f g ' 1,4,3 

' f 6 - 1,2,3. ;;(] . .. ' 
łączymy ze sobą punkty: 1 i 4, 1 i 2, 3 i 4, 3 i 2, 
Jednak punkt 3 leży już poza ścianą cd, więc od
c i n k i prostych 34 i 32, począwszy od krawędzi c, 
nie należą do wielokąta przenikania. Znalezione-
mi więc teraz bok mi tego wielokąta są o d c i n k i : 
45, 41, 21, 26. ^ 
Ponieważ: 
na ścianie bc leżą punkty: 13, 5, 6 
* V " hg f " 13, 5 
'f^. v

 N. " he '.. » • - 13, 6 . ; ; 
łącaymy punkty: 5 i 13 oraz 6 i 13. 
Otrzymaliśmy tedy wichrowaty wielokąt przenikania 
1-4-5-13-6-2. Analogicznie otrzymamy również dru
g i wielokąt:7-8-11-14-12-10, Co się tyczy w i d z i a l 
ności boków wielokątów, to przyjmiemy za zasadę, 
że widzialnym j e s t t y l k o t a k i odcinek, który łą
czy dwa widzialne punktyj jeśli choć jeden z tych 
punktów widzialnym nie j e s t , to odcinek również 
etaje się niewidzialnym. Ponieważ w danym wypadku 
otrzymaliśmy 2 wielokąty przenikania, więc prze
nikanie j e s t zupełnem. 
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Zadanie XXXIII. Znaleźć wielokąt przenikanie o s t r o 
słupa z graniastosłupem o wspólnej o s i . 
Przypuśćmy że obie bryły mają oś wspólną pionową, 
przyczym obie mają za podstawy nierówne kwadraty o 
bokach,nachylonych do s i e b i e pod kątem 45°. W takim 
r a z i e i c h r z u t y przedstawiają się,jak na rys.99. 
Ponieważ ściana mq graniastosłupa j e s t pionowa,więc 
tzut poziomy punktu-jej p r z e b i c i a przez krawęd^ź 
ostrosłupa WA znajdziemy bezpośrednie w punkcie 1. 
Prowadząc linję mędną, znajdujemy r z u t pionowy t e 
go punktu. Dzięki aymetrji obu wielościanów wzglę-
dem wspólnej o s i , punkty 2,4,3 - leżeć będą na pro
s t e j równoległej do o s i x, poprowadzonej przez 
punkt 1, Chcąc znalez'ć punkty, w których krawędzi 
graniestosłupa przebijają ściany ostrosłupa, popro
wadzimy przez jedną z tych krawędzi,np. przez m 
płaszczyznę pomocniczą jakąkolwiek; płaszczyzny 
rzucającej prowadzić w tym wypadku n i e można,gdyż 
m _LĘ r . Za taką płaszczyznę pomocniczą n a j l e p i e j 
obrać płaszczyznę S przechodzącą przez wierzchołek 
W ostrosłupa i krs^ędż* m. W przecięciu j e j śladu 
s i z AB otrzymamy jeden z wierzchołków wielokąta 
p r z e n i k a n i a , będącego na podstawie - 5. Znajdujemy 
r z u t pionowy punktu 5 i„ łącząc go z W", otrzymamy 
w punkcie przecięcia t e j łącznicy z krawędzią m 
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punkt 6. 
Korzystając zno
wu z symetrji 
obu wieloócianów 
względem wspól
nej o s i , wyzna
czymy punkty 
7, 9, 8 prowa
dząc przez p.6 
równoległą do 
o s i x. 
Aby się dowie
dzieć, które 
ze znalezionych 
punktów należy 
ze sobą połą

czyć, aby otrzymać wielokąt przenikania., układamy 
i) as t ę pu j ąc a t ab e Ikę: 

punkt I. leży;na ścianach WAB i WAD ostrosł„oraz na 
mq g r a n i a s t . 

2 
3 
4 H I 

WAB i WBO " mn 

WBC 3 WCD " np 
WCD :i WAD " pq 
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punkt 6 leży na ścianie WAB ostr.oraz na mn i mq gran 
» 7 • " WAD • " " pq i mq -

8 1 " ' WCD n " n np i pq " 
" 9 " " WBC " " " mn i np " 

Odszukajmy teraz takie pary punktów, ktćre leżą na 
jednej i t e j samej ścianie graniastosłupa oraz 
ostrosłupa. Widzimy nap.że punkty 1 i 6 leżą na 
WAB oraz na mq; 6 i 2 - na WAB oraz na mn.i t . d . 
W ten sposób znajdujemy zamknięty wielokąt wichro
waty: 1-6-2-9-3-8-4-7-1. / 
Drugi wielokąt przenikania znajduje się na podsta
wach naszych brył i będzie się na r* z odwzorowy
wał w pos t a c i odcinka-prostej. Widzimy więc,że w 
tym wypadku ma również miejsce przenikanie zupełne. 

§ 9. RZUTT KOŁA. 

Jedyną linją krzywą, dotąd rozważaną j e s t okrąg 
koła. J e s t to jak wiadomo, miejsce geometryczne 
punktów, jednakowo odległych od jednego punktu 
stałego. 
Zadanie iULX.IV. Znaleźć rzut prostokątny okręgu ko
ła. Wie mamy, oczywiście, na myśli rzutów ciała, 
leżącego w płaszczyźnie prostopadłej, lub równo
ległej do płaszczyzn rzutów, w pierwszym bowiem 

http://iULX.IV
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