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punkt 6 lezy na $cianie WAB ostr.oraz ba mn i mq grem

" oW i WAD " m " pq i mq "
n g " Wep " n " gp i Pq "
;L T SREe . WBC " ey on d.nplt?

Odszukajmy teras takie pary punktéw, ktére lezs na
jednej i tej samej Seianie graniastosiupa eraz -
estrestupa. Widzimy nap:Ze punkty 1 i 6 lezs na
WAB oraz na mg; 612 -~ na WAB oraz na mn.i t.d.
W ten sposéb znajdﬁjemyizamkniqty wieloksat wichre-
waty: 1-6-2-9-3-8-4-7-1.

Drugi wielokst préenikania gnajduje si¢ na'podstqe
wach naszych bry i Bqdzie sieg pa-Pz odwzorowy-
wal w postaci odcinka -prostej. Widazimy wiec,ze w

tym wypadku ma réwniez miejace przenikanie zupeine.

§ 9. RZUTY XOA.

Jedyna linjs krzyws, dotad roswazang jest okrag
kota, Jest to jak wiadomo, mie jsce geometryczne
punktdw, jednakowo odlegiych od jeénego punktu
statego. _

Zadanie XXXIV. ZnaleZé rzut prostokstny okrggu ko-

3&.'Nie mamy, oczywiscie, na mySli rzutéw cials,
lezacego w piaszczyfnie prostopadiej, lub réwno-

legtej do plaszcszyzn rzutéw, w pierwszym bowiem


http://iULX.IV

ST 1

wypadku otrzymalibySmy w rzucie ~ prosts, w drﬁgim
kolo réwne danemm; przypuszczamy natomiast, ze plasz-
czyzma koia naéhylona jest do plaszczyzny rzutéw
pod pewnym danym kgtem. Preypudémy, ¢ plasszczyzna
kola jest L -a do P, w takim rasie kat & ,jaki
tworzy z osis x pionowy $lad s, bedzie réwny kqtbwi
linjowerm kgta dwuéciennego; jaki tworzy plaszezysz-
ne kola -S- 3 plaszczyzna P,. Chcéé znaleié rzut ko-
ta na pt. P, (rzut na P, ' jest prosts),cbréémy plass-
czy%. 5 dokola fladu s, o kgt oL - czyli dokomajumy
klsdu p S na p:.P, . JeSli praypudémy,ze drednica
kola = 2a, przystaje do s, , to kladem pSiokregu beg- .
defe ABA, (rys.100). Na tym pélokregu obiérsemy sobie
dowolny punkt M; opu$émy = niego M, | 8, i zauwa-
symy, 2e zalesznie ad polozenia'punktu M wzgledem OB,
.ezyli zaleznie od wielkodci odeivka OM, , odcinek
MM, zmienia swag wartodé, poczawszy MM, = a, gdy
punkt M lesy w B, do MM, = 0 , gdy p. M lezy w A.
Jezeli za poeszgtek ukladu- spdirzednyeh prostokat-
nych obierzemy p. 0, z& osi spéirzednyeh proste OA

i 0B, to punkt M bedzie wysnacsony przes dwie swe
spfirsedne: ¥ M = ¥ i OM, - %.

Prgypudémy tiraz, ze powracamy z kladu p. D do

jej mormalnego potczenia: w takim razie p. B,

i
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zakredla Iuk pkregu kola o drodku 0 i promieniu OB

W przeeigein
sie tego iuku
ze $ladem s,
znajdujehy
rzut pionowy
B punktu

B w jego

pierwoinym
poiozeniu.

Prowadzae

linje rzedns

gnajdujemy

rzut pbziomy

‘Aw,i : B'-.tegoz punk-

- tu. Podobnie
wykre§lié mozna rzuty M' i M" pierwotnego polozenia
punktu M. | ¢
Zauwazymy, ze 0B' < OB i M M' < MM - ezyli zé
rzuty tyeh samych pubktdw okregu blizsze sa Sredniey
w normalnym potozeniu, niz w ktadzie.

Oznaczymy: ¥B" = a i rzut tego odcinka ma prostsg

0B - 0B' = b, widzimy, ze: b = aCoscl , czyli
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ooooooo

MM = XM Y, zas M, M= y. W takim razie
y=YdosoL lub, pedstawiajge wartoé (1):

cogol = = (1). Podobaiez oznaczymy:

Stgd wynika, ze aby otrzymeé rsut jakiegokolwiek
punktu kols, trzeba z odpowiedniego punktu dredniey
wystawié do niej rostopadls, przedlusiyé j5 do prse-
cieeia gz okregien kola i zmnlegszyé te péluqclwq
| pewnym statym stosunkn - -% . Lgezaec rzuty szeregu ta-
kich punktéw linjs et agia,otrzymamy przyblizony rzut
kota. Chose przekonaé sig,jaka krzywe jest rzut kola,
piszemy réwnanie kola, odnosSnie do obré::;ego ukladu
spétrzednyeh : | '
Emaiya s
praenoszac ¥ na jedng strong: Ni=a-opgile S MG
ale z (2) mamy: .‘y"-_- %;Yz podsf.awiaj ac samiakt Y
wartodé (3): ‘

2
A —bﬂ,-(az- x*)
po otworzenm nswiasow i sProwadzenm do wspélnego
mianownika: a,"y k- BWx® inaczej:
| b'x"+a'y'=a iy
‘dzielac obie strony przew ab : *
_Z%J i '}}fS’* R ¢ ‘ &

o, amn mma - ot s e % J);;UE] % @//
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Otrgymalis$my rémente elipsy, wige prostokginym

rzutem kola jest elipsa.

Opierajase sig na tym, ze razutem koi= jest ellpsa
otreymu jemy nasthnagcy eposddb jej wykreslaniz: na
odeinku AA', jak pa Sredniey, wykreélamy oqug.iola
(rys.101), nastepnie prowadsimy szefeg poteigoiw,
prostopadiysh do AA' i-swniejszemy je w pewnym sta- g
i1ym stosunku. Otrzymane w ten spoaéb punkty péieie-
. ciw laozymy krayws, ktéra bgdzie szukang elipsg. |
Kofice redniecy poziomej (A i A') oras kpdee pkréco-
ne j éredﬁicy .plo-
nowej (B i B') na-
sywamy wierscholke-
mi eliﬁsy.

Odcinek AA' swie

sie osia wielks,

zad HB' - gg;ﬁ_

mals elipay Kolo_
' 'wykreﬁlone na osi

wielkiej, jak na

4 Dt e érednisy nosi

miano kola wielkiego -~ na osi malej koia malego,
Elipsg wykre§lié mozna jeszeze w ten sposdb, ze
poszukujemy punktéw elipsy, odpowiadsjjseyeh szere-
gowi punkidw ns kole, wykreslonym m AA‘. ;



- - 140 -

Prsypusény, te aheemy gnaleié punkt elipay, odpow1a—
dajaey punktowi M kois. W iym gelu iaezymy p.M s
kraficem € pionowej dredniecy kola, proweadsimy przes
punkt D prseeigeis fdredniey AA' = CM i przeg wiers-
¢hotek elipay B* prosts, ktére w p.¥, prsesiccia
sie MM, da nam sszokeny punkt elipsy.

Poniewes elipsa ma dwie osi symetrji - AA' 1 BB' -
wice, majge jeden punkt elipsy (mp.lM }, mozne #na-
lezd 2 symetryeznsgs do niego, ktére znéw dadza no-
wy punkt elipey, jako symetryesny do nich. Za pomocs
wizo jedna] konstrukeji snalefd mozna cztery punktiy
élipsy. |

Jeszese inny spesédb wykreflania elipsy da nam roz-
wigzanie nastepujacego sagadnienia: |
IZaduuio XXXV, Poprowadzié styeznq do elipsy w uanym
l_jkpunkcie.

W warunkash rzadania wystaresy mieé dana: of wielks

(wiece kolo wielkie), orasz ten punkt‘elipsj, praes
ktéry ma prsechodzié zadama styesna - gdys tym 8po-
sobem elipsa jest wyiﬁaczona w supeinofei, Mamy tsc
dy ' dans oS AA' i punkt elipsy M (rys.102) - -ghoemy
poprowadsié styesna do elipsy w punkcie K.

W tyn celu wykredlamy na osi AA' ka® - jelkie {
znaaduJemy na nim punkt I',e&po!ladajq;} p. M ellpsy

GEOMETRJA WYXRESINA CHEMIXKOW. LR ok e
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Zauwazmy tefaz i% poniewaz nseza elipea moze byé
ukazana, Jako rzut koia wielkiego, wigc dwie te krzy—
we znaj&ugq.81q w pominowactmie geometrycsnym, prey-
csém osiq'poﬁinoﬁactwa jest prosta AA' i ponievag
delej styczna do kola jestftb'granica polozenia
nroste;,-ktéra Isczy dwa nieskodiczenie zblisajace

s punkty kota, wigc styczae do kola i elipsy, prze-
pxowadzone w odpowiadajscych sobie wzagemnle pnaktach
réwnies znajdujs. sig w povwinowactwie, o tej samej,
¢o popruednio,osi powinowactwa,
Stad wynike, iz, jesli w p. i’ poprowadzimy styczns
do koke i prrediusymy jg do pr$aci@cia 7 przed1u~.
sons AA' v p. 8, to przesz tea punkt prrechodaic
wiwnies wosi stycana do elipsy w p.M. .Laczac tedy
pupity § i° M -~ otrzymamy 28dang styczna, Szereg styaz
rych pop sonych ®w ten spos6b w kilku punktach
irzywed , ktérq chcemy wykredlié, niezmiernie uluthl

jed wykcedlenie.
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Opierajac sig na tym, iz kolo i elipsa zrajdujg
si¢ w powinowactwie, mozemy wykreflaé poszcsegfl-
ne jej punkf:, jefli jeden z punkidw eiipsy jess
dany. | §i _
Przypusémy, ® dany jest punkt M, nalesacy do
elipsy, obieramy na kole wielkim p. N' i znajdu-'
jemy odpowiadajsacy mu punkt elipsy w sposddb nassg-
pujacy: laczymy punkty M' i N', przedluzamy M'N*' do
proecigcia sig z osig wielka w p.D, lsgczymy puhkty
D iM - wprzecigeln sig s DM 7 prostépadia do osi,
opﬁszczon§ na ni§ z p, N' znajdujemy sgukany punkt
N, nalezacy do elipsy.-

Wiemy jusg, ze,zmniejszaj%cszereg réwnolegiych
cigciw kola w pewnym stosunku, znajdujemy punkty,
nalezace dplelipsy; teraz dowiedziemy.

TWIERDZENIE VIII. Powigokssa jac

réwnolegite cigciw Y kola w

stalym stos upgku otrzymanm y

punkty elipsy.

Napiszemy réwnanie elipsy:

S s B
Arrpe i

Wiemy, se jefli sume k!adratG' dwuch wielkodci = 1,
to moina przyjaé ze:
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L 2' 2
Soy e QOB Q
o

2

TCayli  x=%a Cos @
Syt bd»mkq

[}

rownania te nazywamy parametrycznemi réwnaniami ellgA

sy; podwéjny znak, otrzymany po wyciagg enieciu pier-
wiastkéw, zawdzigczamy symetrji elipsy.

Nakreﬂlamy teraz dwa spbifrodkowe koia o Promieniach
réwaych odpowiednis polowie wielkie] (czyli 2) i ma-
tej o1 elipsy _-b-_ (rys. 103), oraz® znajdZmy dwa
ich punkty - M’
i M", nachylone
do osi AA' pod
katem @ . |
Jeéli za poczg-
tek ukladn spéi-

rzegdnych oble-

‘ rzemy p. 0, -z
kiesranki dodatni osi ~ proste 0A' i OB, to, poniewaz
andivagdne p M (MM, L &A' i MM, .1 OB) maja

w'iasroécr = OM OM. cos ({): & cos Q

= ('}‘]“."i.?;. - OM - PinQ s T i@

wieg p.M nalezy do elipsy.
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Widéjmylﬁédy;IZe punkt M otrzymaé mosna, zmniej-
szgiqc cdcthek M'M, w stosunku &
szajac odcinek M M, w stosunkn. B ¢.,v.d.d,

A
‘Najdogodniejszym sposobem kredlenia punktiw elipay

lub tez,powisk-

?

jest spoééb usyty przes nas przy dowodzeniu powyz-
szego twierdzenia. . | 3
Miahowicie'oﬁieramy ns kole wielkim i malym elipsy
2 punkty N" i " lezace na jedne] prostej, przecho-
‘dzgcej’ przez p.0, nastepnie prowadz1my NN A
& przez p. N - rownoleglq do AA' - w przecigciu
tych dwéch prostychmotrzymngemy ssukany p.N, nale-
zgcy do ellpsy

\ % 10. S\t o 2.8k

e

:Powierzchnig stozkows nazywamy powierschnie, powsta-

1a z ruchu prostej - (tworsscej)- ktéra przechodszi

-przez jeden punkt staly -~ (wierzcholek,érodek) -

a 8ligga sie po'jakiqiuolwiek krzywe j (kierownicy).

Teraz zajmiemy sig¢ stoskamd (kotowemi - 2-go rzgdu)
ktorych kierownica jest kolo i rozw1Qaemy
Zadanie XXXVI, Wykredlié rzuvl prostego stozka ko-

towego o podstawie, spoczywejgcej w P,

Do rozw1qzan1a tego zadamie wystarczy mied danq

k1erown1cg i wierzcholek stogka.

Poniewas of stozka prostege jest .l. ~3a.do podsta-
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