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Artykut ten posSwiecam w hotdzie
Politechnice Lwowskiej.

Kilka uwag, dotyczacych teorji pretow
krzywych.

O$ preta — odcinek luku kota; grubos¢ 2e (w kierunku pro-
mienia /) jest stata; szeroko$¢ w kierunku osi z jednego rzedu
z grubodcig. Zadanie dwuwymiarowe.

8§ 1. Odksztatcenia i przesuniecia.

Zmienny promien / wskutek odksztatcenia otrzyma przyrost or,
przyrost ten jest przesuniecie /.

Element tinjowy ds= rd'f po odksztatceniu bedzie:
ocis— ordy  rody.
Przesuniecie wywotane zmiang kata przy zachowaniu wielkosci r
vV—r.dp
Stosunkowe wydtuzenie:

ods_ ™~ __u dv
ds Js r 1 rdy

Zmiana kata (dr, ds1

dr *© és'
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a poniewaz wierzchotek kata przesuwa sie i przy przesunieciu v
kat sie zmienia, to

B_dv . 1 du \Y

Noodr r dp r

Przestrzenna rozszerzalno$é

g_du . u . 1dv
dr r r d<g'

Naprezenie normalne do cylindrycznych powierzchni oznaczam
przez R, normalne do przekroju preta (ptaszczyznami roz) przez 4>,
styczne przez T.

Dla réwnowagi elementu dr.rdy w kazdym punkcie preta po-
winny by¢ spetnione réwnania

1 o> . 2T ,dT , c.
T-2"r+ T+ *+agSmp= 0 ., I>

/?— <, dR , 1. dT
Nr+ ¥+ 7 N~ % 3gCosh e E - qNq>

0— gesto$¢ materjatu, g — przyspieszenie sity ciezkosci.
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W ciele izotropowem:

* xe + ZpifiL+ J..*"
\r

1r twp

/7=>0 + 2"

R=F=2(X+ p) o0

i i i] — wspébiczynniki Lame’go.

Poniewaz charakterystyka ciata izotropowego jest A0= Q to
i \F= 0, czyli

1dF dF 1 cT-F
Af=4t+d 7 + iP + 75-5? - O

Trzy réwnania |, Il i lll okre$lajg trzy funkcje 4), R i T.

§ 2. Historja zagadnienia.

Do roku 1881 byto tylko szczegélne rozwigzanie G. Lame’go,
ktére odpowiada T—O0. W roku 1881 prof. Gotowin (lzwiestja St.
Peterburgskago Technologiczeskago Instituta 1881 r.) datl szczegoélne
rozwigzanie dla T~O. W latach 1889 (C. R. T. C. VIII Nr. 11)
i 1901 (C. R. T. C. XXXII Nr. 6) Ribiere dat rozwigzanie w postaci
szeregOw; rozwigzanie to byto niepetne. W roku 1905 (C. R. 10 Av-
ril, page 1016) datem peitne rozwigzanie, catkujgc réwnania I, Il i lll.
Jak sie okazato, petne rozwigzanie rdzni sie od rozwigzania Ribiere’a
tylko o catki G. Lame’go. W 4 Heft Zeit. fur Math. und Ph. (4-go
stycznia 1906 r.) A. Timpe ogtosit prace pod tytutem ,,Probleme der
Spannungsverteilung in ebennen Systemen einfach gelost mit Hilfe
der Airyschen Funktion”, w ktorej daje petne rozwigzanie zadania,
Ribiere korzystat z szeregdéw, ktore wskazal G. Lame w swoim kur-
sie Teorji Sprezystosci. A. Timpe, jak widaé z tytutu jego pracy,
korzysta z witasnosci funkcji Airy. Jezeli funkcja W czyni zado$¢
rownaniu AAH”=0, to

1 dw , 1d2w
r dr r2 dep2 (2)
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dodajac (a) i (b) otrzymany:

frome Doy g WO EW LA,
RS T T Tar tofe o2 =+ 120,

Korzystajac z catki réwnania AALF, danej w proc. Lond. Math.
Soc. (1899) przez J. MicheFa i stosujgc metode inwersji, A. Timpe
otrzymuje T, u, v.

W roku 1926 w An. des P. et. Ch. p. Caguot, rozwigzujac za-
danie ,,Barrage en voutes”, dochodzi do wniosku, ze catki Ribiere'a
z moim dodatkiem nie wystarczajg do rozwigzania tego zadania*
a p. Mernager dodaje kilka uwag co do zadania.

§ 3, Cel tego artykutu.

1. Udowodnié¢, ze rozwigzanie, podane w 1905 r. w C. R.

Avril, p. 1016, jest og6lne, 2. Wykaza¢ mylno$¢ pogladéw p.p. Ca-
guot i Mesnager, 3. Uzupetni¢ wskazéwki p. A. Timpe co do do-
wolnych statych, kosztem ktérych moga by¢ zrealizowane warunki
zamocowania na oporach, 4. Da¢ rozwiazanie w kilku wypadkach,
5. Udowodni¢, ze tak zwane granice Euler'a sa szczegélnym wypad-
kiem wiecej og6lnego zadania o zgieciu pretéw krzywych, 6. Roz-
szerzy¢ granice stosowalnosci twierdzenia Betti-Maxweira.

8§ 4. Catkowanie réwnan I, II. 111

Z rownania | i Il otrzymamy:

rJ%d+TJ)d/\w+t) +t/ 11ldr+fs>

funkcja /7= ( 4>-f-~) pswirna czyni¢ zado$¢ réwnaniu Ill. Wypet-

10
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niajac nad F operacje 0,, "F otrzymamy:
ad'T d3r d2T ~ dT , d21dT
rec 4+ 1037+ ess dr- dr*de2\dr 1 dr

V.

Stosujac drugag metode Poissona, co w danym wypadku jest
miarodajne, otrzymamy:

T= {Ar’ 2+ f ~ + -~-2 =Sin (mop) =/(/-) Sin my

albo
T=\NAVmMm2-f 5Vmf Cos (Axwp = /j (M Cos flicp,

albo jeszcze
T=f{r) Sin my-\-f1[r] Cos mo.

Poniewaz te calki spetniajg rownanie (IV) przy dowolnem m,
zatem

r=y  Ame—z<anee N ¥m-T P¥2 Sin Ap-j-  /j (r) Cos mp.

Odpowiednie 4* i /? beda:
M=00 on
Dm

$H= /A ST m ftn  rm+2 Cosmo ¥
WeL #
oo fi H

* = [ fim—=2__ 2, | m4-2Ca. Dm
Y m m rm rm2 Cos my
m=1

m=00
/?-l- b= F = i + ~j.Cos mp= 2(X+ n)O0.

0 jest funkcjg harmoniczna.

Kazdy z wyrazéw szeregu posiada po cztery dowolne state
z wyjatkiem wyrazéw, ktore odpowiadajg m= 1.

Te ostatnie jak i catka Lame'go posiadajg tylko po trzy do-
wolne state.

*) Ograniczam sie tylko f (r) dla skrécenia wzoréw,
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Otrzymane catki odpowiadajg T ==0.
Przy 7'=0 mamy dwie dowolne funkcje

$+= ()

O i 7(?).

R—y f&Wdr.

Podstawiwszy do Ill, otrzymamy:
3rf )+ 5r-f"(r)+ rT” ()= 0.

a zatem:
* = CrfC 2to + ©

/?=Ci+ C2(/c—1)— -
F=2C1+ C2(liir— 1)

/()= Q+ Q .«

Dodajac te catki do poprzednich, otrzymamy petne rozwigza-

nie, ktére niczem sie nie r6zni od rozwigzania J. Michel’la —
A, Timpe, ktore jest og6élnem rozwigzaniem.

§ 5. Stosowanie.

Zadanie 1. Na powierzchni r= a T =R — 0\ na powierzchni

r—b [b>a) R= h= Const; T= 0.
Na skrajnych przekrojach sg spetnione warunki

= 0; v, Cos q,-}- WSin q,= 0.
r,

-

t=fn
Pret i jego obcigzenie sg symetryczne wzgledem osi Y; 1, —
kat pochylenia skrajnych przekroi, ktére sg oparte na ptaskich pod-
porach. Wskutek symetrji V musi byé funkcjg nieparzysta 9, Il —
parzysta. Warunek
v, . Cos ?,,+ U, .Sin €9,= 0

na skutek zamiany qn na — <h nie zmienia sie.
Zatozymy:
N = Cl1-\-C2Inr-\-"2-\-I13Br-{-y —~ ) Cos ®
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R=CI-\-C2(Inr— 1)— +y + Cos 9

+ N+ Sin @

® 2 lafc " A~AMr  1)"2(25r-}—j Cos
/

Dla spetnienia danych warunkéw na powierzchniach, C\, C3,

£ i D powinny by¢ takie

badnb — a2na hb2
Q _C2 a2 — A* ro1 a2—A2
_ h.q®b2
€= ®o2 7 /1) 'az—q b2
D= 5a%2

£= _5(a2+ ™)

a zatem:

a%
bm a 2 6 2 a 26 2]
a1l — b 2 ' (\r/f t8 8 - COSO
n__r \b~Inb— a-Ina ab2 , b} .
R- C* +Inr~ r(cr+¥) 'In a)+
i hb-_ 1 +B a2+ b2 . ad2
+ a2— b2 rr """""" r !
a2+ b2 . ad2
7 =5 Sin <&

Okreslimy wektory i momenty tych naprzezen

- . *__ . * =
= (<& T*— (bTdr; M*= Lx>r dr

b2— a2— [a2+ b2In Cos ¢-)- hb



tatwo zrozumieé fizyczny sens zadania. Na powierzchni r—b
dziatajg naprezenia R —h, ktére sa zréwnowazone wektorami hb

i momentami b L\\Z ------ élp°_ o In _;J\_

Na skrajne przekroje 9= 9« i 9 — — 9« dziatajg pary propor-
cjonalne do C2, i wektory réwnolegte do osi X wzajemnie zréwno-
wazone.

State C2i B sa okreslone warunkami

-)-
& 0J VhCos 9h-FMisin n—o0: o ST
dl’ r=r* 2

Okre$limy u i v :
u= 2_1 Qr-j-Cxr(nr—2) }—y -f-( ~ f-Elm —  Cos 9 —
-
—on "+ (\'er-+=Cr @/r—3}+ 2(Br+ £ Inr) Cos 9;| -f-
Z 1A aj

(Cos9-(-9Sin9) -fASin9+ Cos 9

X+
1
2L
D . .
Zr@ S|n9——-A o (2 Sin 9— 4Cos 9) Ar
Zatozywszy:
t M/UE— a2 X 2
X+ u a2- b2 X-j- B

— ;27(—|] (a2—Db")Inr —

2 (X-F- ) " 2r2

— (a2+ i2 (Cos 9+ 9Sin9)=/2(r, 9
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13X -|—5~ [¢] t2 | 2» n fi 7~ n Sin y_j_
2F +rt o4 K )+ 2 ,1- )=
-r (a2+ i2 U (2Sin@- ? Cos?) =/3(r, ?)
otrzymamy:
il = u- Qi A, X+ p. Py (rr ~
w= XM oraas /30 2
" 2a X-f-a 74-873(r )
A—Bi=D=0.
Z warunku = 0, otrzymamy
r r=To
?=<fn
in?
2_—- (tsci+ 5|f ?H(a2+ IZ) I 82>V ca+ rf jlsﬂ"’
..J— ~ b k.
2t + X
Z warunku Cos ¢+ M,Sin 9,= 0, otrzymamy
figr? — k( ?2 " + s 2% {2(re _ o /IiM 11—
=M o
/162 ot fl+ f£_ 2a2)
i tng ¢ .
a2— i 2(X—{—=2p 2 a+ A
Skad okreslimy fi w funkcji h, a zatem C2.
Zadanie jest kompletnie rozwigzane.
Poniewaz konce preta sg calym przekrojem w kontakcie z pod-
porg, to naprezenia w okolicy podpory — podobnie jak w zadaniu
St. Venant'a — nie bedg odpowiada¢ rzeczywistosci; stosujgc zasa-

de St. Venant'a, otrzymamy Sciste rozwigzanie dla wszystkich prze-
kroi preta, z wyjatkiem przekroi blizkich podpor preta.
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Teorja $cista wymagataby w danym wypadku rozwigzania za-
dania Cerruti-Hertza. Poniewaz pret i obcigzenia sg tu symetryczne,
to dla spetnienia warunkéw St. Venant'a dos$¢ dwuch dowolnych

statych. Moment wzgledem punktu lr= osi preta

m - m

R_ .R_  R[a-\-b)
_q> y 4

jest funkcjg

Poglady wygtoszone w A. d. P. et Ch. 1926 r, — IV przez p,
Caquot'a sg mylne. Czwarte zadanie, o ktérem wspomina p. Mes-
nager jest nierealne: Mys$l ograniczenia sie do absolutnie niezmien-
nych podpér, wypowiedziana przez Poncelet w potowie zesziego
stulecia, zamieniona zostata inng, a mianowicie warunkami St.
Venant'a, przy ktérych podpora moze sie odksztatca¢. Warunki
St, Venant'a sg to warunki, ktdére pozbawiajg pret wszystkich sto-
pni swobody, jako ciata niezmiennego. Te warunki bedg spetnione,
jesli we wzorach na przesunigecia dowolne state A, B, C (patrz
A. Timpe) zalozymy rdéwnemi zeru. Takie zalozenie wyraza, ze

a-tb
punkt r ——2— ,?= —

jest nieruchomy, a element linjowy dr, przeprowadzony przez ten
punkt nie obraca sie okoto osi rownolegtej do osi OZ. Swoboda
drugiego konhca preta, opartego na podporze jest zalezna od kon-
strukcji podpory. My zatozymy, ze ten koniec jest zamocowany, t.j.
ze warunki
Igvz u= W =0
r fli 4

sg spetnione. Pozostaje jednak pytanie, w jakim punkcie, t.j. przy
jakim r one sag spetnione i czy sg spetnione w jednym punkcie

Zwykle zakladajg, ze sg one spetnione w punkcie r= —~-

Dla cienkich pretow takie zatozenie jest— prawdopodobnie —
bliskie od rzeczywistosci, dla pretdw grubych o tym punkcie powi-
nno decydowaé¢ doswiadczenie, albo rozwiagzanie zadania réwnowagi
dwoch ciat sprezystych, dotykajgcych sie wzajemnie, w danych gra-
nicach. Te warunki nazywam dla skrocenia warunkami St. Venant'a,
unikajac bezsensownej terminologii, zapozyczonej od rosjan ,,zbedne
ustalenia". Terminologja ta byta w Rosji zrédiem dos¢ zjadliwych
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dowcipéw. Zadanie o naprezeniach miejscowych (w okolicy pod-
pory) oczekuje rozwigzania. Czy warunki St. Venant a sa spetnione
w punktach

a-\-b . i
®=ZLpn. r= m——, czy w jednym z punktéw
+ »
at», f a niewfa('jao\mo.

Dla pretow cienkich réznica tych zatozeh nie moze znacznie
wpltywaé na rezultaty; dla pretéw wogdle moze byé wyrazng;, przy
obcigzeniu niesymetrycznem warunki mogg by¢ rozne dla prawej
1 lewej podpory. Zaktadajgc te warunki w punktach

i NN . i zs . .
r=a, }ubr= —-— mozemy okregli¢ granice, w Kktoérych sg za-
warte rzeczywiste naprezenia. Rozstrzyga tu doswiadczenie.

Zadanie 2. Zmodyfikujemy warunki poprzedniego zadania na
takie:
R= 7= 0 przy r= a; przy r=b i x —o0, R—hO0 zostang nam do
rozporzadzenia trzy dowolne state B, E, C. .

Na powierzchni r= PN R=C2 g+ Z 7 Cos<p; T—F Sin

Rzutujgc na osie iy, otrzymamy dla rzutu na o$ x:

px = Sin 9(2 F Cos 9-)- C2q)

px— nie moze zmienia¢ znaku, to jest nie moze by¢ naprezeniem
rozciggajagcem, a zatem powinno by¢:
2F-)>-C@J—0.
Zostang nam dwie dowolne state, ktore okresSlimy z warunkéw
St. Venant'a. Jest to zadanie Gotowina.

Zadanie 3. Dla pretow o wielkiej rozpietosci ciezar wilasny
2 eag") moze wywota¢ naprezenia, z ktéremi trzeba sie liczy¢.

Zatozymy:
$=C-(-BC-{-af) r.Cosf
R= C-J (Cr-f-ag) r.Cos 9
T= C'r. Sin?
)2e grubos$é¢ preta ¢ — gesto$¢ materjatu. g — przyspieszenie sity ciez-

kosci; 2 e ¢ g — jednostkowy ciezar preta.
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Czynig one zado$¢ rdéwnaniom |, Il i I
Dwie dowolne state okre$limy z zarunkéw St, Venant'a.

Zadanie ogélne. W ogllnym wypadku naprezenia na po-
wierzchni r= b moga by¢ zadane dowolnie. Mam na wzgledzie
tylko praktycznie ogdlny wypadek obcigzenia sklepien mostéw ka-
miennych, nad ktérym sie zatrzymam.

W mostach kamiennych sklepienie jest obcigzone sitg ruchoma,
miedzy ktérg a sklepieniem mamy szereg posrednikéw, jak szyny,
podkiady i rézne konstrukcje nad sklepieniem, czasem ciato sypkie-
Uogodlniam te rézne wypadki, zaktadajgc, ze pomiedzy sklepieniem
a sitg skupiona (wektorem) posrednikiem jest ciato sprezyste, ciagte,
ograniczone z jednej strony sklepieniem, z drugiej ptaszczyzng réw-
nolegtag do ZOX. Sita skupiona wywotuje w Srodowisku normalne
naprezenia

R= A~ /\rOS/\ cfb= T—0 (hipoteza)

T na powierzchni dotyku srodowiska i sklepienia. Rzut napre-
zeh R na 0§ O Y, wziety na calej powierzchni pdicylindra réwno-
wazy site P.
k2
C Cos = —n= P.;:/?= — Cos4>

r. * nr
- 2

Na pryzmat a'b’d" dziatajg sity: Rr'd'f i reakcja sklepienia
R'bdy i Thd<

Stosunek r—rgy—gf jest sinus kata miedzy r" i rd 9

Z warunkéw réwnowagi elementu a'b*d" (patrz rys. 2), otrzy-
mamy:

T= R Cos @-(- 6 Sin (P-f- <P)cceviiiiiiieiiessecee e . (fl)

R'= RCos (?+ < (Cos'"—Sin? Cos?)

T i R sg réwne zeru, kiedy ? + '"I'= ™' to iest kiedy r jest stycz-

ng do powierzchni sklepienia. Przy A =0
T= RSinpCos <

R*"= R Cose (1 — Sin 9Cos ')
przy @— &= 0O
T=0o-R" = R.
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Rys. 2,
Poniewaz

£-}-r Sin &= X
rcos$= b 1—Costg JrhO0O—yIl-\-ho; (yt-j-y)= b

Wzory (a) i (b) mozemy przeksztatci¢c na funkcje X i £ Kazda
z nich zawiera¢ bedzie wyrazy parzyste i nieparzyste wzgledem
a i £ Funkcje te czynig zado$¢ warunkom Dirichlet'a, a zatem mo-
ga by¢ rozwiniete w szeregi,

m — CO m - CO

/?I:r%ZZ. () Sin m P-(- m2—2f' N Cosm

= i -f- - 2 i
T X2f2(r) Sinmcp-f ‘2/. () Cos ni @
Dla spetnienia warunkéw zamocowania mamy trzy grupy catek
+= C-\-C2Inr -]- -=?
R= CxA-Coflur—1) - ~ (1)
T=0



W pierwszej grupie mozemy zatozy¢ j'?=0przy r= a\ R=0,
lub /?=Const. przy r=b.

Dowolng statg C2 mozemy okres$li¢ z warunku d7’r\ = 0 przy

= % ,r — a—-f;b

2

W dwodch ostatnich grupach (2) i (3) T i R wyrazajg sie jedna-
kowemi wzorami, a zatem mozemy zatozyé T= R =0 przy r= air=b
Dowolne state B i Bl okre$limy z warunkéw — przy ?= <h i

f = ~o0~ rzuty przesungé¢ na osie X i Y sg réowne zeru. Warunki za-
mocowania dwoch koricéw sg spetnione zatozeniem A =B =C = 0
(pt, A. Timpe) dla podpory ?"= = e i wyzej przyto-

czonemi Hla potipory cp=(pn, r= 21

Fizyczny sens zadania jest oczywisty, kiedy okreslimy wektory
i momenty, jak w zadaniu pierwszem.

Ocena hipotez. Tablica 1-sza zawiera wartosci normalnych na-
prezen dla wypadku Gotowina.
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Naprezenia obliczone: a) za pomocg wzorow Gotowina, b) w za-
tozeniu hipotezy zachowania ptaskiego przekroju i ¢) w zatozeniu
hipotezy linjowej funkcji dla normalnych naprezen. Z tej tablicy'wy-
nika, ze hipoteza zachowania ptaskiego przekroju jest dobrg hipo-
tezg dla pretéow krzywych.

8 6. Zginanie pretow cienkich, (dla ktérych zmiane krzy-
wizny wywotang $ciskaniem mozna nie uwzgledniac)*),

Przyblizona metoda polega na catkowaniu réwnania

w1 oo w7t =0
albo =/(cp)
Zatozymy
2, P H Mo
f(?)= — T2\~"rj X - jri~y— TT]~) = ~ T2 —
= —r03a [sin?—nl— c6s?) — m].
a-f-b
0= -J— =m

u= sin? 1Q -FJ V(2 cos? dqj-I- cos 2 Jc— 3~ (2 sin A<

— USin V Cos ?,

(7 i K przesuniecia w kierunku réwnolegtym do osi A i Y.

ANT= Cos? |CX+ JV (?) Cos?J?j—Sin? Jc2— j ~ (?) Sin? a?j

przy ? = 0, x~=j=0;Q = 0,u0= C

1l
V)

przy ? 2, , u,= 0;

ff/i
O N I N ()
./ n

*) Oznaczenia § 6 i nastepnych sg niezalezne od oznaczern 8§ 1—S5.
(*) Nalezy odrézni¢ a b i ¢ od promieni a i b.
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+ 4" (?n Cos ? + Sin? — 96°s)i p= 14—

Dla okreslenia liczb m i n mamy] jedno rdéwnanie (*), drugie
otrzymamy z warunku

r<in
st2" = 1/ (?)

1}
o

« = -——- gy- |—m4-« + n PW,.ho= -
M jest linjowag funkcjg P.

Catkowanie $cistego réwnania

1

—by— o
P r0 ax y—¢ )

w wypadku symetrycznego preta symetrycznie obcigzonego sitg 2P:
Rézniczkujac (**) , otrzymamy:

d 1 \= a dx— bdy,

1
Mnozac przez — i catkujgc w granicach <, i §D

1 o- qy-\rb on
ayr{£

/i | yiF jest wektor sit, $ciskajacych pret. styczny do odksztat-

conej osi preta.



Obierajgc za jednostke sity site —-L *)
ra2

JT — TT = 7 2-Sin*. = 2¢ _r
! 0 re { Sin q, f ro2

W roéwnaniu (*) x i y sg wspoOtrzedne odksztatconej osi:

= 75 F°U + “)—b (y-3v) —¢

Przy @= 0;x = u= O«/— 0O;u =

~ U — m P -n P i]0); 7j0 = A

Mol= — (W) ,0— MO

Przy = e, ,*= /, U= o0vy,=
Sin 9,

Vi= o @—mp-f-pX

Mr}=-HoO0-M 0'+P.I—H (L-Cos?n _"j =

— A0+ P/ _/7/ {’\ S—_Cg)s?n
in?,

Podstawiony do (***)
11— mP PX 2 l—mP—nPy0 2= 2PX

Skad otrzymamy

"— p —m-- e m) {2ml — X2

*) Dowolna sita

Pi = PIEJi

Stosunek sit przy jednakowym r0
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2 ]1— P(m+ n'q0) |

Przy rl0= @= O

_ 2mX—X
V= 2n
Przy L
" /2 1Im —X2
V=°°n.=
Przy P> Pi! 7o urojone.
\%
Rys. 3.

Zalezno$¢ miedzy fjO i B wyraza sie algebraiczng krzywa trze-
ciego stopnia, krzywa ma asymptoty réwnolegte do osi a , dwie ga-
tezie w ¢wiartce dodatnich i ujemnych Bi ri0i punkt podwoéjny w nie-
skonczonosci. Krzywa w ¢wiartce dodatnich vni B ma wierzchotek

(r/o= cva).

W przedziale @= 0 i B= krzywa bardzo mato odchyla sie
od prostej, Max. odchylenie w wierzchotku krzywe;j:

2Xm—Xx* |t 0 2 Xrmr— X2
N I\ 1 P a—
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W przyblizeniu to odchylenie mriejsze od A 2) _—)2
n

Dla pretéw, dla ktérych réznica ta zmniejsza sie

T
z przyblizeniem <, do — . W przedziale 8= O i B= 13 mozna

obra¢ takie (3 przy ktdorem ta rdéznica nie bedzie przekraczaé¢ zgéry
zadnej wielkos$ci. Krzywata jest podobna do tej, ktdra otrzymujemy
eksperymentalnie przy rozcigganiu preta. Wierzchotkowi krzywej
odpowiada (Commencement de la striction, Flussgrentze,)

Zatozymy tak mate, ze # mozna odrzuci¢ w pordéwnaniu
z rQ, wtedy:
= P(2Xm—X)
i0 2n (1 —mp3

bedzie proporcjonalne do @ jesli moze by¢ odrzucone w po-
rébwnaniu z 1. Przy 70 nie malych ta proporcjonalno$¢ 7|0 do 3 jest
dobrem przyblizeniem dla B skonczonych, W innym artykule przy-
toczytem, ze S$cista teorja sprezystosci okresla stosunek szybkosci fal
podtuznych do szybkosci fal poprzecznych jako 3, w zatozeniu, ze
liczba Poisson’a réwna sie i/i. Zéppriz i Geiger ustalili z wielu do-
Swiadczen, ze ten stosunek dla fal seismicznych na powierzchni ziemi
jest rowny 1,788. ocisla proporcjonalno$¢ 70 do B zachodzi teore-
tycznie dla 7j0i @ bardzo matych w zatozeniu wzorowej sprezystosci.
Proporcjonalno$¢ nie formalna lecz o bardzo dobrem przyblizeniu
moze by¢ przyjeta dla 70i P nie matych. W stosowaniu do ciat re-
alnych moze ona by¢ ustalona w dos$¢ szerokich granicach i potwier-
dzona eksperymentalnie.

Przy P= (3 —— O, to jest sptaszcza sie element linjowy w wierz-
Po
chotku (= 0), wedtug terminologji Niewegtowskiego formuje sie point

meplat.

Przy wzrastaniu [B ponad (3§ sptaszczeniu ulegajg sasiednie ele-
menty do pewnej granicy B= (@ ktore okreSlamy z drugiej catki
réwnania



22

25&
Zatozymy
ay + b=
/1+3''2
Stad
|7a* + 63— if*
y ar — t-

Oznaczymy —1 przez [i.

Poniewaz
/£ 1 a2— *3
fH a by' A-P—1t2{« j/3*+ P —t-~bt}

+
a2— 62— a2-f- bl Ja2j_fd—p

Bedziemy bada¢ zjawisko giecia w fazie, kiedy [i0 pozostaje
robwne zeru.

t dt
-=J”~ VvV 2P .£-T*" 2 /7f

t
_ b . a -v/™ orr.ar
" 03+ 621 2?>-+ a2+ 63'2-1J iy

T= 2[a- \-b2— t-) (t— b)

Symbolem ~ oznaczamy sume catek w granicach monotonnej,
zmiany t.

Okre$limy te granice:

Zatozymy y" > o0
Przy y’ a \%5< 0

max. t= |[-tfA- b2
Przy 9= 0, t= b

W razie _y» < Ogt i ?:( sq mniejsze od zera.
w
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Catkujgc (**) w granicach tn— 10 otrzymamy z nich:

tn

to
z ktérego okreslimy vO
Zatozymy t—az

Vi+ n +

- n
+21 + — *— rglz!
1+ " 12(1+n’)U VvZ Ji/l z |

n Vi+ ,a
Z= (I-f-«3—22 (2—n)
Obierajgc nowg zmienng pu (funk. Weierstrass’a)

pa—— {3z—n} ——-

Dla pierwiastku wielomianu otrzymamy

= (3 113z )1
3 V4
e2= —2nm——
3 j/4i

*s= (-3~ T+~ -b-«)-f-
3 1/4

ANM+N2 + e3— 0

Oznaczymy dwa okresy funkcyj eliptycznych przez w i wx
i zwazajgc ze

pu= ex; p(wW+ wij= e2; pwx= B

"+ n J+ X & W+ y

1+ 2 ¥4l
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Sin?l= - — (?i— amplituda)
~y__
e2>pu,, > c3
poniewaz plin< e2i >n

Sin<,-j"nCos 3,> n

Sin '®,
1— Cos tx

AT T

Prostrzy wzdér otrzymamy korzystajagc z warunku

f dx\/T+y'2= rC0h

0

poniewaz
s a0N b A
VidyN=3 2P ahy_ a1y
I t,
Jdx\/'T+y*= 1l yL
to
3_
Zaktadajgc t= az, a zatem z= — \4 3 otrzymamy
r /+ n2 /Z-|-X 3

=i idUe r
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Powyzej otrzymalismy, ze
Sin<?,,
1 — Cos

W razie n= "_“i“rm -, pu=e2; W,= W-f~»

i/a r0@,= Ri4w

Przy takiem zatozeniu X= o, pO= o i p,= of t.j. kiedy sita P
osiggnie warto$¢ okreslong liczbg p2nastapi sptaszczenie elementéw
linjowych na koncach preta.

Zatozymy a —0; n— 1, to jest zatozymy, ze pret prosty jest Sci-

skany sitg H; t—bz

4 2
™ 3 i 3 — I
3] 4' 3] 4
mod. £2— . £3—0
Okresw= , K \K=\-====== = m:w=
V —e% J [F1— k-sin24 n
27711
Ze wzoru
3
ylbraqn= \2 i4 — O
2 t-
N
Otrzymamy

li= *AM (L= 2
o )

Warto$¢ P= P2 odpowiada w precie prostym S$ciskanym sile
Euler’a, przy ktorej moze powsta¢ giecie preta. Przy B [ druga

pochodna zmienia znak — < 0O, i réwnowaga jest juz niestateczna.
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Zachowanie znaku * jest warunkiem statecznosci réwnowagi. Dla

sit okreslonych liczbami Pi> @3> 0 opdr preta przeciw dzialaniu sit
jest spezysty, t. j. w przyblizeniu przesuniecia v0 sg proporcjonalne
do sit*)

Korzystajac z przytoczonych wzoréw i zmieniajgc n od nu ktére
odpowiada P= Pi do n2 odpowiadajgcego P= P2 mozemy wykreslic¢
krzywg *)<>=/ (P) dla P2>P>Pi<

Catoksztatt giecia preta wyraza sie krzywag analogiczng krzy-
wej, ktorg kres$li przyrzad przy rozcigganiu preta.

Tak zwane granice Euler'a sa rezultatem badania catki réwna-
1\4_I\4
pr ei
jako funkcyj porametréw.

= -[Py + MO).

BadaliSmy catke bardziej og6lnego rdéwnania, w ktérem

ma oi =0

M

~JFJ~ax— by —c i otrzymaliSmy wiecej ogélne rezultaty. Badanie

pierwszej catki wskazalo wyraznie granice sprezystego oporu pretow"
W uktadach pretow o potgczeniach sztywnych

Mj—o\X By Ci, )

*) Wyniki teoretyczne byly sprawdzone w laboratorjum optycznem Politech-
niki Petersburskie;j.
**) Dla pretow niewazkich ogélna forma momentu — jak wiado-

mo — jest linjowa funkcja wspotrzednych, wyrazna przy zamoco-
wanych koricach. Dla pretéw wolno opartych moment zalezy — ce-
teris paribus — od kata pochylenia stycznej na podporach i od

rodzaju podpér (ich formy i tarcia na podporach). Dla pretéw pro-
stych przy statej odlegtosci miedzy podporami, musimy zatozy¢, ze
ditugos¢ preta jest nieokreslona w wypadku przesunie¢ skonczonych.
W danym wypadku:
— = agu— X)-\-ytng~,; .
5 = A= X)-\-ytng ]
$»— kat pochylenia stycznej na podporze,
P
a EIJ



t. j. ma taka samg forme, lecz zamiast 3(*\ ~ musimy catko-

waé réwnanie:

X/ 1\ M 1 7
ol EJ Eiop
< — wektor, w — pole przekroju, — liczba Poisson’a.
Stosowanie réwnania 3 j = *) do pretdw o skonczonej

grubosci moze doprowadzi¢ do nie realnych wnioskdéw i jest zupet-
nie bezwartosciowe. Dla inzyniera majg wartos$¢ tylko granice spre-
zystego oporu pretéw. Badaniu tych granic dla pretdbw o nie matej
grubosci poswiece nastepny artykut.

Okresli t di = — i st k
reslimy teraz [3 dla 9 3«ul ) i stosune o2

*) Do jakiej grubosci mozna stosowaé¢ te roéwnania decyduje zgoda teorji
z doswiadczeniem.

Poniewaz — = 0, to
Pn

Po": 2a RZ Sin g, — ing <p,,; :

a zatem :

yoing<dn= y —2 (2Sin q@,— tng ) —

21 )
— |2 Sin @,— thgpj. > /2

[/=X—rSincpn; X— odlegto$¢ miedzy podporami, r— promieh cy-
lindra podporowego].
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3.6

n—2,14451 n= 1,00000
k= Sin0= 0,216438 fe= Sin 0= 0,382678
0= 12°m499 0= 22°,499
a= 1,94096 a= 1,10090
pun= e2= —0,90065 pu,, = e2= — 0,41998
e5= — 1,04031 e3= — 0,68092
F= 1,58972 F = 1,63352
\ey—e3= 1,72663 i/e! — es = 1,33485
w= 0,92071 w= 1,22375

= 0,87266 ?,= 1,57080
— = 1,05506 —= 0,77906
<P« 2%

|~-j2= 0,60700

p2= 5,61028 p2= 3,0598

1
max.P przy Cos q,= 2-: 0,793 ; ?,,= 37°32
V

EJ FJ
Przy takim kacie pochylenia P < 0,9 ; przy ®5=37°32'jpP >: 09~

réwnowagi by¢ nie moze, jesli pret jest cienki.
Tarcie na podporach zwieksza P, odchylajac wypadkowa od
normalnej w kierunku P. Rzeczywiste P bedzie zawarte w granicach

2£7 7
-p->P> 09 p-. Ta analiza, oparta na catkov/aniu roéwnania

1 Af
—%r ~ 0, jest miarodajna tylko dla pretéw cienkich.

Te przyblizone dedakcje dadzg nam moznos$¢ definicji preta
cienkiego przy zginaniu. Dla preta danej grubosci bedziemy zwie-
ksza¢ / do takiej wartosci przy ktorej kat ?n= 37@2' bedzie kry-
tycznym katem dla réwnowagi preta. Wogole ten stosunek bedzie
bardzo maly. Najmniejsze tarcie na podporach zwieksza P . Obszer-
niej o tern w nastepnym artykule.
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Uwaga: Wskazemy przy tej sposobnosci na btedy drukar-
skie w Exercices Le Gendre'a T. Ill: p. 363 zamiast E(0 = 22° o=
= 78°) = 1,3107285082 powinno by¢ 1,3197285082; p. 380 — zamiast
f(0 = 44°) = 80°) = 1,5890649280 powinno by¢ 1,5980649280;
p. 404 — zamiast F(0 = 71°, = 61°) = 1,291796493 powinno by¢
1,297196493.

Przyblizone wartosci na [ (z omytkg do Kkilku procentéw)
mozna otrzymac¢ w bardzo prosty sposob.

We wzorze
(du\
j (r0+ wu)2-f* 2
D 32

(r0 )2+
m

Zatozymy y-= 0 przy = 0, a poniewaz dla tego punktu

1
o

to

. _ 97%0
0+ = 3TO =

Korzystajac z wyzej podanego wzoru na u, otrzymamy:

Za pomocg tego wzoru otrzymamy

przy o, = — przy ¢,= —

p2— 5,8 P2= 2,86

Q
Stosunek ~_dla > 9n N jest blizki do 0,6.
r2 2 4

granica sprezystego oporu preta

W takim stosunku sa -
granica oporu preta

Dla inzyniera realng warto$¢ maja granice , granice sq
matowartosciowe.

Wnioski. 1. Dwie metody catkowania wskazane w 8§ 2i 4
daja identyczne rezultaty, ktére sg og6élnym rozwigzaniem dwuwy-
miarowego zadania dla pretéw okreslonych jak wyzej.
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2. Szczegblne wypadki (zadania od 1 do 4) nie nastreczajg
zadnych trudnosci.

3. Dla spetnienia 6 warunkéw zamocowania koncéw preta
mamy dowolne state A, B, D (A, B, C u A. Timpe) i B, BIl, C2
w catkach G. Lame’go i dwu catkach, ktére odpowiadajg ni — 1.

4. Hipoteza zachowania ptaskiego przekroju jest dobra dla
pretobw o normalnej grubosci. *

5. Twierdzenie Betti-Maxwell'a dla cienkich pretow moze by¢
stosowane w granicach ~ >~ >0, a nawet Pi—h> 0.

6. Stosowanie rownania o/ ~-j=-~dla pretow o skonczonej

grubosci jest niedopuszczalne.

7. Granice sg bardziej pozadane niz granice [R.

P. S. do § 6.
Pret cienki (prosty) jest okreslony wzorem

P= E.(0~
w zatozeniu:

a) L. N6— Const. (Ti— 0, w ——az, u= bx, v= cy)

b) przekroju prostokatnego (v= Iq—-
3

2e grubos¢ __ /12 N3
/ dtugosé x|/ E

Dla stali zlewnej

*) Normalna gruboscig preta nazywamy taka, przy ktérej normalne napre-
zenia w przekrojach preta, wywotane dziataniem sit na powierzchnie preta i na
jego mase. beda najmniejsze.



267 31

W innym artykule okreslitem dolng granice dla preta~0,05
(dla st. zl.).

, ) F-1 o 12e \
Stosujgc wzér P= ~ do pretow — = 0,05 otrzymamy

Na prawie w 3 razy wiekszym. WogoOle doswiadczenie decyduje
0 granicach stosowalnosci wzoréw teoretycznych. W dziedzinie, tak
zwanego wyboczenia, jest duzo wzoréw nic wsp6lnego z teorjg nie
majacych.



Tabela poréwnawcza naprezen obliczonych w/g wzoru prof. Gotowina i w/g wzorow (1) i (() (opublikowana w 1906 r.)

2e = 0,25 m.

- = 69,266 + 196,817 In —----- 127,552~ + — 141,460— .+ 124,303 — + 77,149 Ai; Cos 0 =A B Cos 0.
ry r2 1 ri r
* 7.3 B Cos0 dla 0= $= _
N N Af r 196,817 In— —127,552]]- A —141460 — 124,303-y  77,149%] B T dla 9 =
ri
0° 5° 10° 40° 45° 0° 5 10° 40°
0 0 1,0000 0 — 127,5520  —98.286  _ 1414600  124,3030 77,1490 + 59,992  + 59,992 + 59,764 + 59,081 + 45956 + 42221 + 1706 + 1478  + 0795  — 12,336
1 0.0417 1,0417 8.0957 — 1175443  —40183  _ 1473589  119,3270 68,2499 + 40218  + 40,218 + 49,065 + 39,607 + 30,809 + 28,439 + 0035 —0,118 —0576 — 0,374
2 0,0833 1.0833 15,6885 — 108,7502  — 23,796 _ 1532436 114,765 60,7357 + 22268  + 22,268 + 22,183 + 21930 + 17,058 + 15746 — 1528 — 1,613 — 186 — 6,738
3 0,1250 1.1250 23,1811 — 1007817  — 8335 __ 1501425  110,4914 54,1840 + 5533 + 5533 + 5512 + 5449 + 4238 + 3912 —2802 —2823 — 288 — 4,097
4 0,1667 1,1667 30,3946 — 937062 + 594  __ 1650414 1065423 48,5794 — 9920 — 9920 — 9882 — 9769 — 7599 — 7,015 —3966 —3928 —3816 — 1645
5 0,2083 12083 37,1896 — 873651 19091 _ 4709261 1028743 43,7327 — 24319 24319 — 24227 — 23950 — 18629 — 17,196 — 5228 — 5136 — 4,859 4 0,462
6 0,2500 1,2500 439185  — 81.6333 T 31551 41768250 99,4424 39,5002 37882 —37882 —37.738 —237,307 —29019 — 26787 —6331 —6,187 —5756 4 2,532
. M. M
$= . R r 10z (t)
4>*= NO= — {2,5000— 1,8386 Cos 0} 2e 2er o l
X X M
0= + Ri Ry 7% 10z
M = AfO— Ns — (2,3473 — 1,5625 Cos 0 }— "0 m'0 N N z r / dla U= 2 2er0 1t
0° 50 10° 40° 45° 0 5 10° ®
0 — 0,1250 1,0000 + 4,396 + 4,180 + 3,564 — 8,392 — 11,610 + 1605 + 1368  + 0,690 — 12.482
1 — 0,0833 1,0417 + 2812 + 2,674 + 2,280 — 5,369 — 7.428 + 0,021 —0,138 —0594 — 9,459
2 — 0,0417 1,0833 + 1,353 + 1,287 + 1,007 — 2,584 — 3575 — 1437 — 1525 — 1777 — 6,674
3 0 1,1250 0 0 0 0 0 — 2791 —2812 —2874 — 4,090
4 0,0417 1,1667 — 1,257 — 1,195 — 1,019 + 2,399 + 3319 — 4048  — 4,007 —3893 — 1791
5 0,0833 1,2083 — 2,425 — 2,305 — 1,966 + 4,629 + 6,404 —5216 —5117 —4840 + 0,539
6 0,1250 1,2500 — 3516 — 3,344 — 2,851 + 6,713 + 9,288 — 6307 —6.156 —5725 + 2,623
<i>! MI
= 5= 2 (?)
e
X
N N K dla 0= - 4>R v K ,
z r i 2e i 'z
0° 5 10° 40° 45° 0° 5 10° 40°
0 —0,1250 1,0000 + 3,907 + 3716 + 3,168 — 7,460 — 10,320 + 1261  + 1,042  + 0411 — 11,826
UWAGA. Najwiekszy btagd w/g wzoru (t$ w poréwnaniu ze wzorem Goto-
1 — 0,0833 1,0417 + 2,604 + 2,476 + 2111 — 4,972 — 6,878 —0,042 —0198 —0646 — 9.338

wina jest réwny 9% (W4,0 = 40°).

Najwiekszy btad w/g wzoru (<) w poréwnaniu ze wzorem Gotowina 2 — 0,0417 1,0833 + 1.303 + 1,239 + 1,056 — 2,488 — 3.442 — 1,343 — 1,435 — 1,701 — 6,854
jest réwny 30°/0 (NO;0 = 5°).

3 0 1,1250 0 0 0 0 0 — 2,646 — 2,674 — 2,757 — 4,366
Dla wszystkich naprezen mniejszych odfjednosci ré6znic nie obliczano,
poniewaz obydwa wzory (t) i (t') dajg wielkie btedy* wskutek matej 4 0,0417 11667 — 1303 — 1,239 — 1,056 + 2.488 + 3442 — 3,949 —3.913 — 3813 — 1878
wielkosci ‘¥ Jednak i w tym wypadku naprezenia obliczone w/g 5 0,0833 1,2083 — 2604 — 2476 — 2111 + 4972 + 6,878 — 5250 — 5150 — 4,868 + 0,604
wzoru (1) sa blizsze do obliczonych w/g Scistego wzoru. Roéznica w/g
wzoru (t) stanowi, naprzyktad dla NO i 0 = 0° 40%, podczas gdy rézni- 6 0,1250 1,2500 — 3,907 — 3,716 — 3,168 + 7,460 + 10.320 — 6,553 — 6,390 — 5.925 + 3,094

ca w/g wzoru (t') wynosi 220%.

45°
— 15,865
— 11,744
— 8,050
— 4,423
— 1.061
+ 1,892

+ 4,764

dla O=

45°
— 16,028
— 11,846
— 7,985
— 4,418
— 1,099
+ 1,986

+ 4,870

dla 0=

45°
— 15,120
— 11,678
— 8,242
— 4,800
— 1.358
+ 2078

+ 5.520
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Rok
1925

1927

1927

1928

1928

1928

1928

1928

1928

1929

1929

1929

1929

1930

1930
1930

WYDAWNICTWA AKADEMJI NAUK TECHNICZNYCH

Cm i
Mierzejewski Henryk, Polskie placowki badawcze. Warszawa 8®
135 mfm DX Sl ettt bbbt b et bbbt b e sheaea
Mierzejewski Henryk, Podstawy mechaniki ciat plastycznych,
Warszawa 8°%, 108 StI. i 8.50
Grabowski Lucjan, Radiotelegraphische Bestimmung der geogra-
phischen Lange von Lemberg, LWOW 4° 45 Str.......ie 8.00
Witoszynski Czestaw, Travaux de 1'Institut Aerodynamigue de
Varsovie, 4° 72 Str..ieeieieeeee e 6.00
Grabowski Lucjan, O odwzorowaniach ptaskich wiernokatnych
elipsoidy obrotowej w ktérych pewien wybrany potudnik odwzorowuje
sie jako linja prosta, LWOW, 4° 8 Str......eneeees 2,00
Groszkowski Janusz, Metoda kompensacyjna kontroli statosci fali,
Warszawa, 8°, 62 str. (Rozprawa doKtorska).............nnn e . 5.00
Rolinski Jozef, Badania nad asocjacjag w cieklych dielektrykach,
Warszawa. 8°, 60 str. (Rozprawa doKtorska)...........iniiin e , 4,50
Krupkowski Aleksander, Badania nad stopami niklu z miedzig,
Warszawa, 8°, 88 str. (Rozprawa doKtorska)..............iies cenee 7,50
Burzynski Wilodzimierz, Studjum nad hypotezami wytezenia,
Lwoéw, 8° 191 str. (Rozprawa doKtorska).........ccieiniinncnniincees 9.00
Grabowski Lucjan, O konwergencji potudnikowej w odwzorowaniu
Roussilhe'owskiem elipsoidy, LWOW 4° 28 Str........c.iiininnies s
Prace Zakladu Metalurgicznego Politechniki Warszawskiej, (Bro-
niewski i Sliwowski; Broniewski i Hackiewicz),
To 1, 8% 108 Sl 4.00
Huber Maksymiljan T. Probleme der Statik technisch wichtiger
orthotroper Platten, Warszawa, 8° 165 Str......ciiniinnneenenns e 8.50

Szczeniowski Bolestaw, Nowa metoda wyznaczania przewodnosci
cieplnej materjatéw izolacyjnych. Warszawa, 8°, 48 str, (Rozprawa
AOKEOTSKA). ..ttt ettt ettt fenees
Jacy na Wactaw, Zagadnienia budowy i eksploatacji drég zelaznych,
Warszawa 8°%, 225 Sl . 12.00
Ziemiecka Jadwiga, Nitryfikacja i zyznos$¢ gleby, Poznan 8° 32str. 2.00
Prace Zakfadu Metalurgicznego Politechniki Warszawskiej T. |l

(A. Krupkowtki, Mechaniczne wtasnosci miedzi), 8°, 190 str. , . 9.50



PRACE AKADEMJI

Nr

Tom Rok

44.

1925

1925

1926

1928

1928

1928

1929

1929

1931

1931

Broniewski Witold, Opor elektryczny i rozszerzalno$¢
metali, Warszawa, 26 Sl o
Matakiewicz Maksymilian, Og6lna formuta na $rednig
chyzo$¢ przeptywu w tozyskach rzecznych i kanatowych,
LWOW, 98 STI.....ciiiiiiiiiiicieiritietn et
Huber Maksymiljan, Kryterja statosci réwnowagi i ich
stosunek do statyki uktadéw sprezystych, Lwow, 57 str,
Weigel Kasper, Nowa metoda wyréwnywania tryangula-
cyjnyCh sieci wiencowych. Lwow, 22 str, . e,
Thullie Maksymilian i Chmielowiec Alfons, Napre-
zenia drugorzedne w belkach kratowych, Lwéw, 64 str. .
Weigel Kasper, Badanie formut empirycznych przy po-

mocy szeregOw Taylora, LWOW, 16 Str........ o

Zorawski Kazimierz, Cztery przyczynki z zakresu kinema-

tyki ciat sztywnych, Warszawa, 119 Str..........n.

Betzecki Stanistaw, Réwnowaga sit sprezystosci w belce

pryzmatycznej, Warszawa. 35 Str........,

Matakiewicz Maksymiljan, Formuta na $rednig predkosé
dla tozysk naturalnych i wielkich spadkéw. Lwow str, 24,
Matakiewicz Maksymiljan, Badania nad zwigzkiem mie-
dzy predkoscig $rednig profilu a najwieksza predkoscia po-
wierzchniowg w tozyskach sztucznych, Lwow, str. 56,

Drukarnia Gospodarcza. Warszawa, ul. Wspélna 54. Telefon 266-07

NAUK TECHNICZNYCH W WARSZAWIE

Cmm*

2,00

6.50

..8.50

4,00



