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ROZDZIAL VI

ZASADA PRAGY PRZYGOTOWANEJ,

§ 73. PQJECIE PRACY. Gdy mamy dwa wektory A~ i
@ ~, tworsgoe zs soba kat 7/ , to jak wiadomo

/8 12/, ich ilooczynem wektorowym nazywamy wektor
VP & réwny pod wzglédom wielkodei P Q& scred*
Natomiast ILOC ZIELk ﬁxALOROWYH wektordw Z~ i &
nazywad bedzismy skular 23<Q Pcd wzglgedem wielko-
ol /ktéra go calkowicie okreél&/ iloczyn tem jest
réwny P Qcost

Pierwazy z nich zale2y od porzgdku czynnikdv
podox&s gdy drugi jest ad tego porzqdku niezaleznya
Czyli VEA=-VAP s Pé? = Il\.:myn wek ~
torcég wystepuje w mechanice pod nazwg MOMENTT, e
& iloczyn skalarowy pod nazwg PRACY

PRACA ELEMEHTARNA Przypuéémy, ze na punkt /7 ,
naleigoy do jakiegos ruchomego cials, dzlaka gils
£ , %e przesungio siq nieskodozenis mato i punkt
/7  %ajgl nowe poloéenie /7, nieskofcgenie blis-
Eie od piermotnego. Wieskofczsnie male przesunigoie
% 7, o;naozymynprzaz }aZS’ i nagwienmy PRbeU-
NIBGIEM ELEMENTARNEM punktu 7 . Gdy kat (77, “As) .
osnmcgymy przes 7% , to iloosyn skalarowy AL =
= Pdls.cost* nazywamy pracy elementarng sily
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i g
V5 na drodze i R Preypuddmy,

f,/—"

ze F< 2, W tekim razie cos?> 0 { AL > O

osyli praca elomentarna sily 7~ jest dodatnla.
57
@y = - , to cosd*=0 , awige i &L =0

t.zn. gdy siia jest prostopadla do przesunigcia
ﬁlamantarn_go, to praca jej jest noram, Wresscie,
g7
gdy > 5, ke éosF<0 § i & <0 asyli ujen-
na.

Preypusdémy, %6 punkt

/4;5/f /7 odbyl skofiosong drogq
(< 3 od punktu /7 do ¥ 1 4e
5~ 'wAg na tej drodse dsialala mi:
P , ktére mose by é
Rys. 77. gmienna pod wsgledem wiel-

kofoi i kierunku.
Podzislmy droge«A/”V na nieskofozenie male
elementy. Na kazdym z nich sita 2 wykonywa prace

2 elementarng. Gdy ssumuje-

—N“\\\\¥ - ny te wszystkie prace,
/7!/////’HE N to °tri¥m8mi prace catko-
witg sily ~ na drodse
Ry S, B MN .

e S A S . W ™

x/ Przosnnieoio /77,  jest nisskofozenie ma-
e, wigec moina uwazadé, f£e podogas niego sila
gle gmienia sig ani a0 d&o wielkogfci, ani oo do
ierunka,
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'I atatyce bedziemy misli do bzyniernia tylko
7 pruc4 alemontarnﬂ.
$ 74. T‘IERDZENIE ZASADEIGZE 0 PRACY ELBMENTAR-

w.
1/. Praypusémy, ze ma punkt /7 dzisia pewna
liczba o R

nych w prrzeatrzeni.

, . sseq.s dowolnie rozloZo-

Wysnaosmy ich-wypadkows i osnaczmy ja przsz X
Przypuédmy, ze punkt /7 dosnal nleakoiczenxe male -
go prnesuniecia s =7, 1 e kgty (}3 el ,)
(7, &/s) /Z’ oéf“/ 5§ odpu&asdnir r¢wnﬂ 2,

&i, &; ... .%". Ba sasadszie paragrafu § mogemy
napisad; “j" Hg
= ('Oﬁ’ya *'F ’05/ +P(‘0:ﬁ7 T ﬁra.:,-z,p’

s enofgo obydwie sirony praes MZS'otrzymamy,:_,

a75 ('05/ AT as. :(NWQ A s m,wa+ = 7 (/hwﬂ{:r -f”

Réwnanie /1/ wyrata twierdzenie, o kidrs cho-
dsio, & mianowicle. SHMA PRAC ELEHEHTARHIQE S1IL
SKZADOWYCH JEST ROWEA PRACY ELEMBNTAGNE] SILY WI-
PADKOWEJ, _ '

I1/. Przypuiémy, te na /7 dzia&a sita /~ § 2o
ten punki dosnal dwéeh nieskoficzenie maiyoh grsﬁsu-

igd najpierw 7/, = &{5; o nasuep:ie A, ﬁ7 &is
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A

Gdy polgczymy punkty ~ 1§ /7, , to odeinek
| A, =d.s nozemy uwazad

- & praesunigois wypadkowe
1

52 P tantych dwéch /&&73 H 5/3 /v
S ds .5 Canacsmy katy (s, ) /s, 7

“ /5\4/5 2) odpowiednio
SR prees / / 7¢
Biora,o rsuty wazystkich przesunigé na kierunek
aally £ otrsymemy;
| A5, costk+ dls, cOSth +. . = As cosd*
Pomdzmy obydwie mtromy tej rdwnoéo* preez ~
to hedmemy mieli; .
R ds, cosd + Pdls, cost =P s cos?
Stgd wynika twierdssnis takie: SUMA PRAC RLEMEN-
TARNICH SIZY FA PRZESWNIBCIACH SKZADOWICH JEST
B(SWNA PB.LGI ELEMENTABNEJ TEY SILY 7Y PRZESHNIECIU
HPADKQWEH Twierdzenie to dotyosy cosywiscie do-
| wolnej licsby przesunigé skladowych,
$ 75. ABALITYCZYE 4TRAZREIE PRACY BLEVENTARNEJ .

Fisch bedzie prostokatay uklad wap6é2rsqdnych i
punkt ~7/Z, v,Z) w tye ukladsie. Dajmy na to, e
oa ten punkt /7 dsials sita 7 . Rosléimy jg na
3 skladowe ., /), 72 w kierunkach osi i pray-
puéémy, ée punkt /7 dosnal nieskafozenis matego
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priesunigeis do pumktu /7, (".’C 7 J{:?, % f'é,:f-e/,

z +&z ) . I tego wynika, Ze reuly preesunig-
ofa ~///, na kiérunk_i o8l =, 9,z =g odpowied-
nic réwne Adx,dy, dz . Gdy pruce sily ~
na prsesunigein /7, ogmeckywy prasz &7 , to
ns sﬁsadz_ie plerwszego iwierdesaia par.poprze-
dsa jaoego:

AL =R dx +Bdy+2dl= . . . (7
§ 76. PRACA ELEMENTARRA SIi CENTRALNYCH. Prasy-

pné"ﬁny,, e na ruchomy punkt 4/ ’ deiala sita ~° ,
ktéra moze sig zmieniad pod wegledem wielkodoi,

ale ktérej linja dzialania prrechodzi woigs przes
nierschomy punkt (/ . Taka sila nasywa siq CBN-
TRALF4, a punkt O - SRODKIBM SILY CENTRALEEJ.
l)daazhy pracq elemsatarag AL sily A~ pi‘:y
nieskofiosenie malem prsesunigoiu punktw /~ .-
Obiersmy w tym oselu prostokgtny uklad wspéirsqd-
nych s poozgtkiem (7 1 osnmozmy wspélrzedne punk-
tu 7/ w tym ukladzie przez X, Y. Z . Dalej ox-
uoimy odlegtoéé (/7 prezez 2° , a kgty kierunko-
we linji O/ prues o(,/ﬁ’ i 7°

¥a sasadsie wzoru /1/ par.poprzedzajgcego, moge-
my napisaéd: :

&L = Pcosod d.x+Pr aya/y + Pcas/&/z ,



e poniewad

‘2: 3
EBBel= w7 5 s
wigo

STt jg/q;raézv‘igflwich%j g
Wi&dogo; &a 2“2%JZ£+¥/2+£1ﬂ skgd po &Zréinies-
Kowanin ' |

Cralr = Poadx 2 S APz A ok
lub
rdr =xde v dy s Az ey
Podstawiajqo do /1/ samiast wyrasenmia w licx-
niku nawiasu jogo wartedd s /2/ otraymamy.
AL = pafy RO R
Taka jest wiqo praca elementarma sily central-
nej. Znak jej saleiy od spaku osyamikéw .~ {
iy {TRYY)
8iXa centralna mote byé odpyshsjasm lub pray-
ociggajqoa.
a piorwszyilprsypad&u uwaiapy jg 22 dodatinig,
% drugim sa ujemng. Gdy =~ wsrasts; %o a2 jest
dodatnien, Gdy zaé 77 meleje, to zﬁﬁf'jeﬁt
njemne, § preypadku szozegblnym, giy 7 poso~
sta;o statem, o dr=0 i praca o// josut

seronm,



Praypuddmy, 2e do nieruchomego punktu O jest
przymocowany punkt /7 aapdmoag sanure aieros-
oiggnlnego, to naprgfenie tegn suznura jest silg
centralng. Nsprgzenie to nie wykona jednak preacy,
bo cdlegloid 0/~ nie ulega amianie. Gdyby ssnur
byt rosociggliwy, fo naprééanie mogioby wykoxaé
prace.

Roswiggzane sadanie jest ssosegdlaym praypad-
kiom pewnego sadania ogélniejssego, do ktérago
praystapimy obecnie. _

Nieoh bedg dwa punkty ~, i 4, , ktére mogs
naleieé do jednega ciata lub do résnych. leeg~
toié miqdzy tymi punktami cznaczanmy prees 77 .
Preypuédmy, Ze duialaja na nie dwie sily réwne 1
odwrotnie skierowane, kazda z nich niech bedsie
réwna /< . Znajdaiemy snaq prac elementaraych
tych ai¥ < . Obiersmy w tym celu prostokatny
uktad wspélrlédnych i osnacsmy wspélrs¢dne punk-
téw 4. 1 /7, w tyn ukladsie prses X . , ¥
Z; i =, , Y, , Z, & katy kierunkowe proste]

Ay A7, praes aC,ﬁ, / . Prasa elementarna
AL, sity P , prsylozonej w /7 , jest oosy-

wiécie, réwna

AL =FPcosd da, +Peoss 2y, *Pfos/‘dﬁz,
g
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1ub .
&glli==jC7205v(cib;vﬁfqiﬁhﬂaz,+(zgyiz%b/u,6£/
Tak samo dla sity /~ , praylozomej w 7,
znajdziemy: -
Ejlz- e /Cosolc/x “ o830 f(’&;/‘&/zéj (5
Dodajac, /4/ i /5/ otrzymamy:

7 o 7 Z 7 - 7 . il -
AL AL =iz, - A, 2, Jeosd ey —cy, Jcosp iz, 200877 &
wyrazeniu w nawissie madamy inng postad. Wia-
doml 26 Tzzﬁz}’-rajz*[-% _9’2,/)2 +/Zz "Zz) ¢ Bt&d
po sréiniczkowaniu:
e rolr =2/, 2 Nl ~ Az )2y -4, iy, - Ay ) o/, ~Z bz )
- WPAY
X, =T =205 5 Y, ~Y, = zﬂ.cosya 52 e P cos g
wigo
K=l 2, -z, Jeosk (el o~y Jeoss ol %, Jros
. % 2, 7
co podstavizige dc /6€/ etrzymemy:

SR 75 —~ 7 .
AL+l = B 2l o o )
Gdy =ity 7’ a3 cdpyohejgeemi, Go uwazamy je

sa dodatnis, Sdy sué aily eg prayciggajgoesmi -

to & viesve. ¥ praypedku, gdy = jest stale,
o 7 7 i prase elemendsras 31y &  Jest
garem. Gly punkt /7, np. jest nisruchomy, to
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praca sity 7~ , przylosomej w tym punkcie jest
zeren i o, = Pdr.

2 tego wida& ze wzér /3/ jest sgczegélauym
przypadiien wsoru /7/. i e

§ 77. PRACA ELEMENTARNA SILY, KTORBI. PUNKT PRZY-
'LQZENIA OBRAGA SIE DOKOEA (SI.

Rogpatrzmy najpisrw pruypadek szozegblny. Pray-

‘puédmy mianowicie, e siln dziuia w plassozyinie

V] ' pruthpadTej do osf
cbrotu. nieoh o obrolu
06};3,.:19 px:_o_st,‘.opadlg np.

do piasaczxény rysucku
i préecina,jq w punkcie
O , uad sila 7~ niech

.ijs.‘ 74'.

; bedzie prayiozona w
punkcia /7 , odlegtym o i~ od O . Qsnansmy kgt
/QD:EK} praes * ,xﬂadaﬁmy pn;kﬁoii A~ nieakéﬁf
czenis make przeauniqéie, 2 mi&nOwieie obréémj g0
o nieskoozenie maly kal Ay =70, okdiu punktu
; _ : R
| Poniewas droga.punktn /7 jeau résma 5{@/
s kat migday tg drogag #» nmil; F josk (‘ﬁy—'zg/
WIQQ 0;[/ =7 7 5(,/ S ot

goprqu&éumf % punkiw (¢ prostopadlsg do kieruzkun
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) i 0ZNFCZ/1Y :
gity i diugesc tej proatopadleg przes o« 1i wle-

dy o=21 57 # i AL = =Poa.d ¥ AleFa jest to
moment /7 sily 7~ wzglgdem punktu O , wige
aﬁl==1475if” t.gn. praca elementarna sily

jest w danym razie réwna iloczynowi 2z momentu tej

siky wzgledem punktn ¢ 1lub waglgdem o=i obrotu
przoz kat ‘obrotu dokola osi. Zalb A uwaiamy

za dodatai, jedli dla palrsgosge 2 kofica momentu
punkf /4  obrfeil sié w kierunku ruchu wskaséw-
ki zegara,

Zejniemy sié teraz

= = .
i i;v preypadiiem ogélnym.
o ;/4?’ Troypusémy, ze punkt
| A , na ktéry dziala
| sita 7 , akierowana
. e S
5% AETRELE DR jakkolwisk w przestrze

e "z ni obrécil sig okoio
| csi Z o kgt LY.
Rys. 75 :

Wyznacsyé pracg
elementarng sity /2

Poprowadﬁmy przesz puntt 4/ plaszozysng pro-
stopuadlgq do ozi ohrota i przypuéémy,.ée ta plasz -
osysna przecina o w punkuie O . Dalej prxéz
prosta .2z~ réwnoleglg do Z |, pruechcdzgoeg -


http://pun.it
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prees /7 ores praes limje dzialemia aily ~ po-
prosadémy p?assosy:nq, Przetnie cna plaszssyzne
77 wedlug prostej, ktérs omnhesymy praes
Besléimy sile /° na skladowa 2 1 £, w kieramku
Z 1 Z7 . Prasa slementsrna sity 7~ jest réw-
B2 sumie prme elementarayeh 8il Z, i 2 ; leass
prass elementarna sily 7~ jeat xerer, ho jent
ena prosiepadls do ptassesyszay 7 , 2 wisa i do
przesunig¢sia, a z fego wynika, %6 preaea slementer-
Ba sily 7 jeat réwna praey elementarnaj sklode-
wol 72 exyli Aol =/7. 4/ gdsie /7 ommacza mo-
ment tej skladowej wzgledem pumktan O , &lbo mo-
ment wity P wagledem osi »

78. TWIERDZENTS, 2rzypedémy, se na punkt
dziala uk?ad, sdoiony = 8i2 2. ... i dajmy na

2273 >

to, %6 te mily 24 v réenewsdze. W takinm razie su-
ma& prae elementarnysh tych pil na kaidenm preesu-
nigsin jest merem. Joui to pravie ossywiste. Iatot.
nie: suma tyeh prae jest réwns preey elementarne}
sily wypadkewej, ale ta wypadkowa jest gerem,wies
praca przes nig wykonsna takie jest Lerem, -

Odwrotnie: JEZBLI PREY XAZDEM PRAESUNIRCID SU-
‘MA PRAC BLEMENTARNICH WSZYSTKTCN 514, DZIARAJA-~
CYCH NA PUNKT C’ JgST ZBREM, 70 TE SILY Si W

e e A~

STATYKA. Arvkuse 15-fy.
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ROWNOWADZE.
Dajmy na to, &6 prey danem szlcgeniu, sily
K Lol . dgzialajgee na puakt O posia-

dajs wypadkowg réing od gera, Gdy nadamy punkto-
wi O nieskoficzenie male praesunigcie w kierun-
ku tej wypadkowej, to wykona ona pracq rééng.od
gera, 60 jest spreectne 2 galozeniem.

79. PRZIKLADI, 1/ Na réwni pochytej zupelnie
gladkie} i tworzaoe] @ posiomem kat o , lefy
sigzar & , ktéry chce-
my utrzymaé w réwnowa-
dze za pomocg 8i1y R
tworzace] z{réwnia kgt
P Chodzi o wyzna-~
ozenie tei sily 7~ .
Préoz sil P 1 A ne

elezar ﬂ*lala takée

RYsS. 76.

reakcja rbvni R ; poniewaz réwnie jent ealko-
vigie giadka, wige ta reakeja jest do réwni pros-
topedin, . :
Te 3 Bity 2, & i R sanw réwnowadze, & 2
tego wynika, e przy wezelkiem przesunigeiuv suma
ich prae eéiementaranych jest gerem. Aby nie wpro-

wadzié niesmsnej reakeji & cblﬂxvmv kierunsk
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przesunigoia tak, aby praca jego byla przytem ze-
rem. Takim kierunkien jest linja najwiékszego spad.
ku réwni, Dajmy wiec ciééarowi nieskofczenie male
przesuﬁiécie dz « tym kierunku, Praca siiy P jest
P d;:. cos3 , & praca sily @ wynosi-@ dz sind

a wige Fodz coss = @. Az sindk =0 skad
}°='§L££55£. Aby znaleZé reakoje < musimy nadad

Cb%ﬁ

oigzarowi jakie§ inne przesunigoie, np, w kierunku
prostopadlym do sily 7. Preypusémy, ze to przesu-

nigoie jest réwne &v . Latwo anajdgiemy, ze:

cosl+/3)

cos 3
. II/. Na gladki drut, wygiéty w ksztatcie para-

R.dY cosp -Q.dy. cosl+3)= O skgd R=Q
ik &

boli, ktérej oé jest pionowa, a wierzcholek zwréco-

i ek : ny ku gérze, nawleozo-
{ no 2 cigg¢kie pierdoie-
173 '
| nie.

I

W ognisku ~ para-

boli umieszoezono blo-

-czek, przeg ktéry

przerzucony) sznur, -

@ys.77.

Kofce sgnura preymo-
sowano do pierdcieni. Jakie powinny byé
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eiézary Q, 1 &, pierfeieni, aby w poloZenin
réwnowagi ieh odleglodei od ogniska byly odpo-
wiednio réwne 7; i 7; |

Poprowa&émy g kazdego z pierdcieni prostopad-
le do kierowniey paraboli. Dlugosei tyoh pros-
topadlysh 8§ réwne'odpowiédnio takie 7, 1 7

Na lewy pierdcied diialaja sity: ciezar & ,
naprezenie sznura S5 1 reakejs drutn &, /nor-
galna do drutu, bo jest on ealkowieis giadki/.
Pak samo na prawy pierdfcied dzialaja: oiezar & ,
naprezenie szpura S5 1 reakcja rormalna drutu
R,

Kaidy & pisréeieni ma byé w réwnowadsze, &
wieo sunmy prae elenontarny;h gi*? @&,, 5 1 A,
orag &, , 5 i R, musgg byé‘zerami. Aby nie
wprowadzaé reakeji /<, {.732 przesunieﬁy pler-
deienie na drueio, esyli w kierunkach normalnyeh
do tyeh rcakaji Przypuéémy, ze prsytem promie-
pie 7, & 7, otrsymujs prayrosty &7, i dr,
Prace sily &, jest réwna Q, dr, , edyt
rant preesunieeia na kierunek Bity =dr , a
praes eily .5 wynosi - 5. dr, , edys jest to si-

?a centralna, wige

R, dr,-S. A, =0 . _ . ¥, B inary., BN T
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Tak samo dla prawego pierdolenis gnajdsienmy:
Q24¥5'~51a93=67...... ek
271 'mamy: R=.5 , a8 /Y @, =, wiee
&, = |
I tego wynika, fe oisiary pierbcieni muass
byé réwne i o wéwozas bedg one w réwnowsdge
w kaidem poloZeniu.
B80. CYATA SZTYIWNE.

Dowiedfémy, Ze: jszeli uklad

gil, dsialajaoyoh.

as oialo ssiyene jest w réwnowadze, to suma prae

elementarnych tysh sil - jest zerem na kagdem

preesunigeliu,

Fraypusdémy wieo, Ze na eialo sstywne dzialajg
eily /2,7 ,FE, .. . posostajgce w ySwnowadse.
Nozewy waniaé, 2e oisle eklada sie = oddsielnyoh
oxgBteonek i & kasda s mioh wywiers na kagds in-
ng 8129 prayoiagajaoy lub odpychajseg. Bily te,
8ily wewngtrasns, podlegsajs prawa skeji i reakoji:
Jezeli jedna z osgstecsek wywiera na drugs pew-
nq 8i%e, to 4rugs wyviera na picrvszg sile réwag
i odvrotna; Fadajmy oialu jakiegolwiek przesunie-
cie elementarne. Na piorwsgs osgsteoxke deintajg
niektdre sily sewngtrsne, osyli amiektérs =z sil
(2, e = SN préoce tego pewne 8ily we-

wvoetrane. Poniewair ozgstegsia Jest w réwnowadse,
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preeto na owem preesumieciu suma pras tych
wszystkich 8i? zewngtrsaych i ueinqtrlnynh e -~
zoem jest réwna geru; toz samﬁ dotyczy osastecs-
ki drugiej, trzeciej i t. d. & tégo wynika,
te¢ suma prac elementaraych wseystkich il se-
wnetrsnyoh i wewnetrsmyoh dziélajacyoh na oia-
20, na owem przesunigoiu jest serem. Leog sums
prac elem. sil wewnetrznyoh jest ssma prgez sie
réwna seru, bo odleglodé pomigdsy dwiema osg-
stecskari oiala sstywnego nie gmienia sie pod-
ozas praesuniecia, a poniewat te czastecski wy-
wieraja na eiebie aily réwne i odwrotme, przeto
suma prac elem. takiej pary 8il jest zerem i to
gamo dotyesy kaidej inne) pary sil wewnatrzsnych.
K4:i¢e agma prac elem. ail zéwnﬁtx;nyoh'
F,F,E,. .. jest réwna geru,

2273 0

81, Twierdgenie odwrotne. Jezeli guma prao

elenentarnych #i2, dsislejacych na cialo sstyw-

ne jest na kaiden przesuniecim réwna zeru, to
sily te sg w réwnovadse, |
Prsypuﬁth‘naprsdd, e na eialo agtywne dzia-
tajg tylko dwie sily Z { 7, , preylofone odpo-
wiednio w punktackh </, i 4, , 1 Ze suma prac
olonentarnybh-tyohnsii jest zerem na kaidem prze-

sunisoiu.



-~ 231 -

¥adajmy cialu takie prezesuniecie elementarne,
aby punkt A, pozostawal przy tem w spokoju, o8y~
1i obréémy cialo nieskoficsenie malo okolo punktw
A, . 8ita F, =nie wykona sadnej pracy, bo jel
punkt preylozenia nie doznal prrzesuniecia, a 8 te-
go wynika, 2o praca elementarna sily £, jest se-
rem /bo suma prao- 8il F 1 F, jest serew/, co
jest mozliwe tylko wtedy, gdy sila ta jest prose-
topsdla do drogi. Ale, gly punkt /7, poszostaje
nierﬁohomym, to przésnniaoie punktu /7, lezy na
powiersohni kuli, o promienin réwnym H,7, 1 rod-
Xu /7, , tak wiec sila £, posostaje woig? normal-
ng do kazdego przegnniqoia na tej kuli, & & tego
wynika, 20 sila /, dziala na promienin 7, A, .
gdy snéw punkt /7, bedzie nieruchomy, s punkbowi
/I, nadawaé bedziemy nrsesuniggia to tak samo '
wypasdnie, 2e sits 7 musi lezeé‘na proated /. A,
A satem sily A i.]z.dzialaja na jednej_prostej.

Nadajry dale) cialﬁ nieskofiosenie nale pPree-
guniscie &5 w kierunku 47 A, , to na zasadsie
galozenia bedzienmy mogli napisaé: }70[5+]96[s 0
a stad /2 =~/ ozyll sizy F, i F =8a réwne i
odwrotne, B prées tego wiadomo, e dsimtaja nd

jednej prostej.



- 232 -

Z tego wynikw, e ®ily te 55 w réwnowadse.

Praypusémy teras, Ze na ocimlo sztywne dziata-
Ja sily /), /A, R, . .1 %e prsy kaidem przesuniecin
suma prec elementarnych tych sil jest réwna se-
ru. Dowzadémv, %6 83 OnRe W réwnewadza

Jezell tenm uktad sil niec jest w réwnowadege,
to moina go zréwnowniyé, dodajac doAA jeszosze
dwie sity <, i <, , 0o wynika stad, 2e uklad
LB By By, 11 1 000 siq sprowadsié do dwéoh
8it, Ték wiec na cialo sztywne dzialajs sily
s &2 2 1Y ....7.,ﬂifﬁ§po¢68tg3ace w réwnowa-
dse, a satem na kaidem przesunieciu elementarmem
éuma ioh pran elementaraych jest zerem, Ale suma
prac elementarnych si) 2, 7,2 ... . jest wédlug
galozenia sams przek sie véwna weru, a zatem su-~
ms prac elementarnyoh si} X,, B, jest prsy kas-
dem prsesunieoiun réﬁna sorn; aibsego gnowu wynika,
ne gasadsie twierdsenia poprredsajgcego, 2e KX, <,
gle réwnowaséa, Sity te wigo nie mogly wywrseé
tadnego skutka i dany uk2ad si? Yo oV

jest w réwnowadse.

2’,3)......

82. Warwpki réwnowagi, wyprowadscna s zasady

pracy praygotowansj. Gdy preyjmiemy sasade pracy
przygotowaneﬁ za dowisdmions, to stad dedsiemy
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ﬁogli Wyprowadzié anene jug poprgedmioc kryterja
réwnowagi:

Przypudémy, 2e na oialo sztywne dsiala uklag,
zYozony 8 8i) 2,7, 5, ... ... 4% te sidy té_
ag w réwnowadze; ¢ sasady pracy przygotowanej
wynika, 260 suma ich prac elemsentarnych jest sme-
rem przy kazdem prsesunieciu. Przesnﬁm} cialo
‘réwnolegle w kierunku dowolnej prostej X o Az,
Punkty preyloienia wezystkich sil dosznejs jedna-
" kowyoh przesunieé X i suma prac elementaraych
wagystkich 8il bedzie réwna EZEZ.cfx:=c7 , gdzie
Z. osnsoge rzut sity / na prosts X ; leos
Az jest wepélnym osynnikiem wezystkich wyrazéw
tej sumy, a s tego wprost wynika, se; & 2 =O..
osyli, 2e jesli uklad si} dzialajscych na cialo

sziywne jest w réwnowadze, to suma rsutdéw tysh

812 na kaidy kierunek Jeat zersem.

Cbrédmy teras ocia2o okolo dowolmsj preatsy =z
o kat Zi?/ . Praga elementarne sily /~ praytem
wykonana jest réwan /7 co/¥ , gduie /7 jeat
aomentenm sily 7 wsgledem c2i Z . A gatenm
Zp.ds=0
Leos &Y jest wspblnyw agymnikiem, s = tego
wynika, 26 Z/7=0 , osyli: jeteli uklad sil,
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dsialajaeych na cialo sztywne Jest w réwnowa- .
dge, to sume momentéw wezystkxioh 8i) tego ukla-

du wzgledenm dowoinej 08i Z jest zerem.

83. Prayklady. 1/ W plaszozyZnie pionowe;

Jest ustawiona jednorodna sztaba, o ci¢larze @
kg. 1 dtugofei 24 . QOpiera sie ona o pionows,,
gtadka Soiame¢ i pozioma, gtadks podlogs.

' Aby réwnowaga sztaby by-
ia gachowana uraadzoﬁo'tak:
do kofca /7 sgtadby prazymo-

COWBNO BEAUTr, DrESpProwadszo-

Q BOo go preeg otwér, wyrobio-

l ny w Scianie i przerzucono
Rys.78. i
‘ przes bloczek. Do kofoa

sgnura przyosepiono cieiar 7’ . Wyznacsayé polote-
nie rdwhbwagi sgtaby. Zadanie aprowadza sie do
spelezienia kqta_zﬂ ] jaki tworazy asztsba 2 po-
ziomem w polozeniu 2émnowagi.

Na setabe dzialnjs nastepujace sily: cleiar &
preylozony w drodku 5 sztaby, napreienie szmnra
w punkoie /7 réwne sile ~ reskcja mormalna 2,
podtogi w punkeie 7 i reakeja normalna A, daia-
ny w punkcie 5 . Aby nie wprowadzaé do rachunkn
reakeji A, i R, , o ktére tymczasem nie chodsi,
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wefmiemy przesuniecie takie, aby punkt /7 poru-
szal 'éi;_po podXodze, a punkt B po Scianie.
Oznaczmj odleg2odé punkte /7 od éciany prsez

Z , & odleglo$é punkﬁu S od podi6gi przes Y .
¥ takim rasie prsesunieoie punktu </ bedsie réw.
ne Jx , a przesuniecie S5 — dy . Praca elem.
sity 7 jest ~Fc/x Jenak 'minus”,’bo gdy X
otreymuje przyrost dodatmi, to 7 iykonywa' pra-
ce ujomnq/ . Reut przesum‘qcia punktn S na kieru-
nek sity & jest réwny Ay , & vieg praca sily
@ wynosi — QLY.

Sity <, i X, nie iykonajq pracy, & zatem

= e A € RS o PR e SN
Wyrasimy X i Y w funkoji /* . Poniewas -

x =2acos? y=a sint,
skgd

Adx =-2a sindds; dyv= &.costtd S

Podstawiaiao te wartogel w /1/ otrzymanmy:
Z@%ﬁ-———‘
Prey pomocy t03 gaae metody znajdsieny reakcje
R,i R,. ¥ tym celu wefmiery przesurniecie dy
cale} aztaby w kierunku pionowym, Praca sily 7

pray tem przeaunlqoin jest réwna O . Praca re-
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akeji R, jest réwna R,y » & praca 2ily
G wynosi -G dy |, wige R,y -0 v =0
skad 2, =@ . |
Pak eamo, biorac prrzesuniecie poziome /2~
381s§ setaby otrzymamy;
R, lx ~P oz =0
skad
R, =~
ITY. G2adka jedrorodoa sstaba, o dugodei 2
opliera sie jednym swoim kodoem o plonows 4oiape
{ spoozywa na pewnu} gtadkiej krzywes, Jaks po~
#inna byé ta kraywa, adby réwnewagsra bris zashowa-
na w kazdem polozenin sztaby,
Obiorzmy prostokagt -
ny uklad wspé2rzednyck
5 - w 8p0a6b taki: za of
Q?z {&’////, Y  wefmy £lad éciany
na ptaszosyfnies rysun-
Q

ku, a poszatek ukladu

= O -~ dowolnie na tej
osi. Oznaczmy wsp6l-
. /?ys. 79. it
rsedne punktn S w tya

uk2adsie prsez =, v.
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Wa sztabe deialaja 3 sily: sila ciasenia &,
reakcja dciany <, i1 reakcja gzukane} krzywej
R, . 6dy przesuwamy sztabe tak, aby koniesc /7

przesuwal sie po doie-

nie i aby sztaba pozo-

T  gtawala w zetknieciu
z krzyws, to prace si?
R, 1 X, sa merami;
aby i praca sity & by-

la zerem, to érodek

ciezkodef .5 powinien

pozostawaé na proste]

qué. 80.

poziomej. Obieramy te
prosts gza of X , a lin3q éciany za of ¥ . Owe
" trsy sily musszg przocinaé gsie w jednym pankois,
prowadzgc wieo z punktu 7 , w ktérym siq prze-
oinajg @ i 7, , prostopadlsa do sztaby,otrzy-
mamy punkt sgukanej krzywej 5 .

Wysnaczymy jego wspéirzedna w funkcjach kg-
ta # , ktéry sztaba tworgy z osig X

= 0C = ABcos —-HD cosP= AScos't*
ostatecznie

R B e G Wiy wCB=BS s b=SD 5inP=F5Sin't
ostateosnic '
Y= sim P
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To 35 réwnania parametryczne sgukanej krzywej,
Pcdnoszqe je do potagt /2 I dodajge, otrzywamy:

7

Py g

Jest to réwnanie zstroidy. A wiec szukana linje
powinns bBye ta kﬂzywa."

I11. Sztaba 75 o dtugodol « opiera sig jed-

nym kodcem /7. o pionows éciane, a drugim(7B/ o
A7 pewng krzyws. Jaks po-
g\\ 3 winna byé ta krzywa,

; \\\; aby réwnowaga zachodzi -
' éb—._m‘?'”m-- R przy wszelkich golo-

é \<\ Zenisch sztaby.

é G Znajdgieny, jak po-

z

= B przednio, Ze srodek

cigekodei .5 npowinien przy przesuwaniu seztaby po-
zostewad ne pewnsl prostej poziomej, ktérs obierimy
58 o8 X . QGdy oznaczymy weplirredne punktu B
/38 0§ Y obisrsmy 4lad Soiany/ przez X i Y | @
kgt migdey sstabg a poziomem praez * |, to otrzy~
B . ,

X = &costt; v=b.5cmi* glzie 4 =755

5S4 0 réwannia paramstrycsne elipey. A wisc szu-

kang kreyws jest elipam, ktérei osi letg na osisoh



- Gad -~

wapbirzednyck i sg odpowiednio réwne 2a i <
84, UkZad ciel srtywnych, Nieoh bedzie uklad
zotony z cial sstymnyeh 7 ,5,C, . ... .1 prey-

puéémy, e na uklad ten dzialaja pewne sily %o -
wnetrzne oraz wewnetrame, |

Jodli preytem uklad jest w réwnowadze, to

przy wszelkich przesumiqoiach suma prac elemen-

tarnych wscystkich 8il gewnetrsnyoh i wewnelrs-

myoch jest zarem.

istotrie: gdy uklad jest w réwnowadse, $o kek-
de z cial, ﬁg niego neleigeych, jest w xSéwnowa-
dze, a zatem ‘réwnowaia 2ig wssystkie sily, ktdre
dszinielg np. pa ofalo ~ . Gdy nadamy ukladowi
jaking przsauuiécia to susa prac elementarnych
sit, dgialajacych na oialo /7 bedsie zerem. Tak
BRI dowiedzieny, %8 1 =mima pvag elementarnych
si? dziatajgeych na ciato 5 , jeat zerem § &, 4.
Qtrzymanmy tym sposobsm tyle rdéwnad, ile jest
cial w ukladrie, a dodajac stronami te réwnania
enajdesieny, Ze suma prac elem, wazystkich sil
dziakajaojﬁh aa ukiad /saréwna ﬁi1 2oantrznych.
jak { wewnetrsnyoh/ jest zermnr,

Dowiedziemy tei twierdzenis ddwrotme: *ell

géna prac elesmertarnych wszyetkick si2, !riala-
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Jaoych na uklad cial jest szerem przy kaidem

preesunigoiu, tc uklad jest w réwnowadze,

Hozemy nadaé ukladowi takie samo przesunigeise,
eby wesystkie ciala z wyjatkiem & zostaty w spo-
koju, a w takim ragie wykonajg prace tylko siy
dzialajgoe na oiato 4 , i suma tych prac wedlug
satozenia jest zerem. Tak wiec prey kazdem prze- |
sunigciu cisla <7 suma prac elem. =il na nie
dzialajacych jest zerem, a zatem ciato /7 jest
w réwnowadze, Tak samo dowiedziemy, 26 ciala
Z?,CZ.. ..Ba w réwnbwadze, a wisc i caly uklad

Jest w réwnowadze.

85. Przesuniecie doszwolone i przesuniecie

wyobrazalme, Gdybyémy'pray tworzenin réwnaf mu-
sieli uwzglédnié waxystkie sily, deialajgee na
uktad, to byXobdy to‘wdelce 2iedogodne. Zwykle na-
dajemy ukadowi takie przesunigecle, adby do réwnag
nie wessly sily, o ktére w zadaniu nie chodz{, -
Istnieje pod tym wzgleden paewna, metoda ogélna,
Praypudday, se-ukiad cial jest nieswobodny, t.
En., %ze moZe sig poruszad tylko w pewlien okredlo-
ny Bposdh. A wi§o Bp. mozs ai§ egdarzyé, 3e niekté-
re 8 cial ‘ukladu sy osadeone na nieruchomych
osiaoh pewae punkty inaych mogg sie posuwad po
pewn, ch linjacﬂ” lub $u pewnych ponorzahmachlt;:
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Wogéle mogsg zachodzié miédzy régnemi cialami
uktadu oraz ciatami innemi réine polgozenia., Mo-
zemy nadad uk2adowl takie prresuniegcie, aby polg-
czenia nis sostaly naruszone. Takie przesuniecis

nazyws sie doawolonem. Jedli natomiast nadamy

uktadowi takie prresunigeie, Ze pewns polsozenia .
zoatajg preez to smiesione, to méwimy o prazesu-

nigciu wyobrazalnmem. Niekiedy trzeba si¢ uciekad

do tych preesunieé wyobrasalnych, gdy chodzi o wy-
gnacgenies reakcjil lub naprezed sznuréw nierozecig -
galnych, ale najozescie] stosujemy przesuniecia
dozwolone. Wéwozas pewne kategorje 81l nie wykona-
Ja pracy i nie wejdg do rdwnas,

Wyszozegélnimy najwasniejsze z sil, kﬁé;e nie
wohodzg do réwnania pracy przygotowanej prsy prse-~
suniqciach dozwolonych:

1/ Presypudéey, ze punkt /7 jednego ¢ cial mo-
ze sié poruszaé na pewnej lipji lub pewnej po-
wierschni gladkiej. W takim razie ta linja lub po-
wierzchnia wywiera na cia!o‘reakcjé normalng R 1
jedli nadamy vkladowi przesuniecie doswolome, to
punkt < prresunie sig po te} 1inji lub po po-
wi'ergchni i reakcja /R nie wykona prasy. Jedli

STATYKA . Arkuss 18-ty
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linja lub powierszchnia s5 chropowate, to ® wyko-
na prao; i1 prey przesunieciu dozwolonen,

2/ Prrzypuéémy, ze pewne ociato uk2adu jest osa-
dzone na nieruchomej osi. 08 wywiera na cisalo pew-
ng reakoje R . Prey przesunieciu dogwolonem
/obrét dokoda osi/ punkt prsyloZenia tej reakcji
nie preesunie siQ,a wiéc praca jej jest serem,

3/ Dws ciala ukladu sg polacsone a POmOCH PrEe -
gubu. W przegubie dzialaja na cials reakcje réwne
i odwrotne i prsy kaidem przesuni§cin dozwolonem
prace ich bedg réwne i odwrotme. Z tego wynika, ze
suma prac elementaraych reakcji w przegubach jest
gerem,

4/ Prrypuddmy wreszole, 26 dwa ciama uklsdu sg
polaozone w punktach /7, i /~/, sznurem nierorcizgal -
nym, |

¥ punkcie 4, i1 //, dzialajg wiec naprezenia
sgnura réwne i odwrotne. Przy dogwolonem przasunié-
oin odleg20dé 4/, /7, nie ulega zmianie, a wisc i su-
ma prac elementarnych si} .5 jest zerem, |

B86. PRZYKZADY. 1/ W punkocie /7 pionowej glad-
kiej dciany jest zawiasa, okolo ktére]j moﬁe si.9

obracad sztaba /5 . Ta sztaba jest polacsona pree-
gubowo z inng sztabg BC , ktéra koficem C opie-
ra sie o gtadka podloge. Dtugodé kazdej sztaby ject



-~ 243 -

=24 , a ciesar kazdej @ kg. Srodki oieikodoi
sgtab osnaczamy przez .5, ¢.S./sztaby s5 jednorod.
ne/. Sztaba A5 tworsy z posiomem kat o | a -
sztabe 5C - katv/B . Oznaczmy jesszoze odlegtod$
punktu /7 od podlogi przes & . Aby réwnowaga
sztab w opisenym polozeniu byla zachowana przy-
k2adamy do punktu C
posgiomsy siIQ.ZD ; ma-
my wyznaczyd to sile.

Na uklad zloZony
ze satab 75 i BC
dzialaja sity P, Q
/wm S,/ i & /uss, /,
a précz tego résme

NN

Rys. &2

reakcje: reakcja sawiasy ~ | reakoja podlogi w
purkeie C 1 reskoja w prregubie 5

Ale 2mdna g tyoh reaksji nié wykona prascy prey
przesuniecin doswolonym, a wiec trrzeba sie racho-
waé tylko g siltami Z, & /Jw S5, / 1 R /;-52 /.
Gdy nadamy ukladowi przesuniscie doswolone /prey
tem punkt C° bedzie sie porussal po podlodse/ 1
jedli osznaceymy odleglogé punktéw .5, i S5, od pod-
Yogi prEes % i &, , w odleglofei OC przez = ,
to suma prac elem. i} prry tem preesunisciu be-
dzie:
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P dx-Qdy-Qdglae P odx +Q(cly, +cld, ) =0

ale A4 +cly, jest to résmiczke od (v, +Y, )
a wigo: '
Pdx +Qd(y +%,)=0. . . .(2)
Wyrasimy X, , %, W funkeji £ iv/3 . Dtu-
godé X Jjest ocgywidcie réwna rgutowi figury
ABC  na podloge, & wieo:
X =20.c05K + 20 cosp=RofcosA +C05/3)
skad ’ -
c%r=—2a[ﬂﬂdﬂkhﬂ%ﬂ§d___ [@
Tak gamo Y, jest rsutem figney CHBS, , a %
reutem (.5, na $ciang, = wiec
= 61(55720<*‘2\5573/3/. Sar : A&

Y= oS5B (4)
78 dodajge /3 1 /4/ otrzymamv

NN
i

Y +Y = (5L -fjszﬂ/_) ‘
skad

4+, )= alcoslald+3CosBalp). . . . . (5)
Podstawiajae /2/ i /B/ do /1/ szmajdsienmy:

[Rcosk ~2Pscnd)dL =/2]~756'7’Zﬁ eI G (‘05/3/6?3/6‘)
Zueiddmy jeszoze saleinosé katdw L« i»/e

W tym celn wefmy reut figury 7BC as kierunek

pilonowy, obtryymamy:

2 50mK +2 o 5.4'%/3 = b
skad
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2098 ok OZC'( = 605/3 021/3
‘o] (%4

&
atad i z /6/ L Y - S
tad i = /6/ otreymamy: 7 %273“{?65
&
Gdy /= *%r‘ , to AP=0 , a wieo w tym

razie réwnowaga zachodzl sama prges sle.

dy chcemy znalefé, jakg silte naledy przyloiyé
w C , aby sztabs tworzyla linje prosts, to sza-
kimdamy oL =/3 , & Wtedy P =0° .

Lafina nita nie mofe wiec utrsymad w tym rasie
réwnowagi, _
i1/, Prssas kolenkows sklada sig & posiomej bel-
ki lub piyty, posiadajacej n2 kodoach suwaki,
ktére moga sieg
41izgaé po piono-

wych dcimmach. -

Cate urgadzenie

jest symetryczne

wzgledem plasz-

czyzny pionowed.

N2 belce 83
o % urieszogone dwie

rych sg osadsone
dwie jednakows
sstaby. Koroce

Rys. £3.
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tyoh asztab Yacs4 sle za pomoca przegubéw z dwie-
ma tekiemi camemi sztabami, ktérych kofice sa
osadgone w zawiagash urgsdsonych pionowo pod gér -
nemi. Pomiedzy plyts sﬁwajaeq sie a druga plyts
nieruchomq wstawia sie cialo, ktére ma byé spra-
fowane, a nastépnie naciskamy na przegaudby. Wsku-
tek tego sgtaby bédq mialy terndencje do wyproato-
wania sie, co spowoduje sgniecenie ciaia.

Praypusémy, o0 kazda Qo sstab ma dlugodé «

i tworsy & poziomem kat ¥ . Chodsi o to, 2z ja-
kimi si2ami posiomemi ~ trzeba dsialaé ne pree-
guby, aby wywrsgeé na cialo site & .

Osnacemy odlaglodé zawias dolnyoh od géraych
prezee Y , odleglodé przegubbéw przes = , a od-
leg2odd /stala/ miedsy zawiasami dolzemi /lub gér-
neri/ przes 5

6dy nadamy ukladowi przesunigeoie doswolone,
to bedsiemy sie musieli rachowaé tylke s pracs
8127 { @ . Suma tych prac jest réwna

~Qay ~-Pclac=0Q . . . . . ./2/

Wyramy X {1 Y w fumkoji 7 . Poniewas z
jest to suma rsatéw sstab na kiermnek posionmy
plus odleg2osd 5 , wieo

e R s ) M P R S X

Tak samo & , jako suma rzutéw sstadb na kie-

SRS ST O PO T PP Ly
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runek pionowy jest réwne:
v=2a.5cm*. . . . .. .(3)
%2 /2/ i /% manmy:
dx=—2c 509200 F
cly = 2c cosPa

Podstawiajac te wartodocl w /1/ otrsymanmy:
2

£5 Tgr |

lwzﬂqwtéd wzy% jest O [P« &R.

II7/. Cztery sztaby jednakowe <5, BLC, OO

/74 8y polgozone gtadkimi prsegubami w punk-
taoh 7,5, C 1 2 , tworss wieo romd, Kaida
zo sutab waiy Ol kg. Romb ustawiony jest tak, 2e
joge prazekatnia AC  jest piomem i punkt /7
opiera sie un podstawie pozioyej. W tem poloienin
nie zachcdzi rownowaga, ale aby ona miala miejsoce
polgogono nierozciggalnym sunurem punkty 5 12D
- Chodsi o wyzmacszenie
napresef S5 , dsiala-
jaoych w szaurge 52 .
Yusimy nadaé ukiadowi
takie przesuniecie,
aby napresenia S5 wy-

konaly prace. VW tym
celu jest rmeozxs ko-

nfeceng oddalié 1lubd

e BByt g g

. - —— B i P e e e i s e b
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zbliéyé punkty & i 2 , a poniewaz sznur jest
nierozciggalny, wiec to przesunigcie jest ﬁy-
obrazalne, Przypuﬁémy, ze punkty B i 72 oddali-
Iy sie. W takim ruzxe prace wykonajg tylko na-
prqzenla St 1 ciezary &,

Oznacemy odleglodd S przez L , a odleg-
tod4 pionows .5, o4 // przes Y . Pray wy-
mienionem przesualqciu X wgrofnie o Az , a -

¥ o dy

Sity @ /w S, 1 .5, / wykonajg prece -2 R &y,
zad ity R /w S, i .5,/ - 2.3.Qdy . Sity
S jeko centralme, wyicnijg prace S ol x
Wiéo:

-20dy-2330dy-5dx=0
skad
ey s R e L AT R B S S S
Oznacemy dany kat misdey 5// 1 AL  przes

2,
Poniewaz £ jest to suma rzutéw sztadb na
kierunek poziomy, a 4% - na piomowy, wige
x=2a sindf; v=%cost”
Stgd
Adx = 2ccostF o, dy=-%5 scrdFold
Stad i £ /1/ otrsymany:

A9'=,2623§y&¢
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87. Réwnowaga trwals i chwiejna. Hisch bedzie

P
L)
jakikolwiek nktad sgXozony z cial 4, 6 ~7, A

-22 GO s

8rodki ciezkodel tych cial oznacgmy przes .5, ,

S,, S, . . .., zad eigisry ich preezs &, ,4,,4,, ...
Preypusémy, 2e uklad ten jegt taki, fe prsv prze-
supicciu doswolonem prace wykomywiis tylke sily
cigzonia.

PoprowadZmy jakgkolwiek plaszozyzne pozionrg;
osnacemy ja prezes /7~ , a odleglodé punktdw 5, |
.6;‘,53].. ...0d niej prase ¢, ,v,,Y,, ... Gdy nadamy
uk?adowi nieskoricusnie male przesaniecie, to suma
prac elementarmnych 8id ciezkofei bedmie:

-Q,dy, QR dy, -~ .. Sy
i te suma jest rerem, Jedli ukiad jesl w riwnowsa-
dee,

Preypuddmy, Ze =wady cial ukiadu sa: 772, 772
wiec: ,

Q1=77’7,12f7;’) (:~?2z.:7722%5 Q; 577736?" S L TSR
/(ﬁi osnacza tu wepdlozynnik proporcionalacdei/.

Gdy do wyrarenia /1/ prsyréwnaneapgo do zera pod-
stawimy zamiast O,, &, , .. .. _ich wartadei o /2/, %o
otreynany:

1, Ay +rm,0ly + 0l =0
albo, pomiewast 772, 772, .. 83 to wlelkodci siate

AL /,.7-771 by, L "‘,“'"7 T }

[P

z | )

. S -
i o LA ¥ 1 -
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Ale suma résniczek jest réwna rdiniczoe sumy ,
wigo:
ci??oz,eg * P72, Y * 772 /) o

Wyrazenie, stojace w nawiaale, praedstawia mo-
mént_statyokny'ukladu wzgledem plasgosysny
Moéehyffenu'moméntdwi nadaé'inna postad. Osnsozay
w'iym oelu Srodek cigzkodoi calego uk2adu prses
5, odlegtods jego od plaszosysny A  pixes Y
a-masé catego ukladu preez./7 , to jak wiadcmun:

LTy =772 Yy +772, Y + 772, 6 + . . . . ..
wige
| d(r19,)=0
a 40 /7 jest stalg, to Ly =0

A wiéc aby uklad cial by? w réwnowadze koniscs -
nem jest, aby &Y =0 . Jak sobie wytlomaceyéd
otrzymany wynik ?

Praypudémy, se uklad posiada tylko jedem sto-
pied swobody, t.sn., e podosas ruchu kazdy punkt
musi posostawaé na jednaj okredlomej linji. Tos
samo dotycey i drodka oieikodei ukladu, Pozostaje
oR na pewne] 1iiji‘i réwnowaga ukladu zachodai,

&4y 059’ =0 , osyli gdy wielkodé U, osigga ma-

! ximum lub ninimum, lub innemi gstowy, p&y érodek
oieskodei ukladu tgjnqi;ﬁpoloéonie na*wyzaze lud

najnisase. Jedli 1stnxeje jeden stopiaf swobody,
‘HEEUI.HIIIII.IIIEIHHE*¢“ﬁHmIH!Inmmﬂﬁﬂnmmnimﬂﬂﬂnlliﬁnﬂui
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to polozenie ukiadu daje sieg okreslié za powoos
jednej znanej wielkodoi. Wielkodé to nazywamy
wep62reedng uktadu,

Dajmy na to, Zs pewien kgt F jest takg wepél-
rezodny, Wiedy polozenie drodka-cigikodsi ukltadu |
galosy tylko od kgte # czyli .%,=/f/if) . Jod-
1i pragniemy znaleié polozenie réwucwag! uklada,
to trzeba snalezé wartosd o/ s r:;:-wania/)/ﬁ/=0
i ten kat wyznaosy calkowicie B3zukane pcioZenie.

Zachodzi za2salnicza réinioca miédzy przypadkiem
gdy ¢ osigge maximum i gdy osigga minimum. RéZ-

nioca ta jest natury dj-
o | namiognej i tylko na sa-
\wﬁ///w . ZZD sadzie rozwaZzad dynamiog-
Ay D nych da sie dcidle usza-
gadnié. Bedziemy musieli
popreestaéd na dowodeie
RyS. 85. .
maiej dcisiym,
Preypudémy ,%e éro-
dek oigikodci ukladu 8ajal polosenie najniisze
w /7 . Gdy nadamy ukladowi male przesuniecie, to
drodek ocigezkodei jego dojdsie do wyizszego polotenia
A, . Zostawmy nastepnie uklad samemu eobie. Nie

gostanfie on wiedy w réwnowadze, a sacznis 3ig po-
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a3

rugzaé i bedzie opadal. Jego frodsk siezkosded
bedzie sig zblizal do pol2ozenis /~ ozyli do po-

tozenia réwnowagi. ¥éwimy, Ze w polozeniu tem

réwnowaga jest truala.

Przypudémy terazm, se Grodek cigzkodei nk2adu
zajal polosenie najwyisze: w punkcie 5 . Gdy
nédamy uk¥adowi male przssunigecie, to Srodek cigz.
kodci zajmie niZsze poicienie 5B, . Jedli pozo-
stawiny uk}ad samewn aobie, to bynajmniej nie
bedzie on dazyz do pisrwoltnego yoloﬁenia réWno ~
wagli, ale bedzie sig od niego cdohylakl. Mdéwiny

wtedy o réwnowadze nistrwalej lub ohwiejnej. Gdy

tor drodka cigikofei post ada punkl prao agigoia /|
to réwniegz zachodzl rdwngwaga. Jesli prresuwamy
Srodek olegskodel 2 puﬁktﬁ 2 do 2, , to chocias
begdzie on usitowal wrioid do punkia 2 | jednak
wracajge ale zatrzyux #ig w tym polozeniu, 2le
przejdzie prasz nie i hedzie elg dals) zachowy-

wal tak, jak w praypadin réwnowsgl chwiejnej,

g

Gdy torom drodie cigikodel jast proata posio-
ma, to Y, stale jest zsrem, a o taepgo wynika,

e uklad wcizz jest w réwnowadze ivasalej. Méwimy
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uk¥adu jest “rwaia, gdy érndek cigzkodei tepgo
ukiadu zajzule polozenie najniisse, Ale kazde

ciatc mozna uwszad ze uklad, zlozony 2z osaste-
ozek satywnych, & wige twierdzenie to dotyezy
i tekich cial niesztywnych, jak ptyny, sgnury
o e

Fiech wigo Lgdzis cff"ki azuur jwdnorodny
lub tadcuch, zawiseszony w punkitack < § B .
Gdy jest oa w rdéwnowadze, to fworzy ladouchowg
pospolity. Czumezmy dXugeéé scnura przes [ .
Pomigdzy punktami ~/ § 5 mozna poprowadzid
nieskodnzenie wiele linji o diugodei / i sznur
moze utworzydé kazdg z nich, ale = réwnowvadze
jest tylke wtedy, gdy tworzy kestenoide pospoli-
t5. Z tego wnosimy, Ze 2 tyck wszystkiokh linmji

katenoide poasisds najniiej polozony Srodek cies-

kodoi,
Poprowadimy jeszoze jakgd prosta £ , nie
prezecinajgcy fhadnej 2 tyoh lin}i o diuwgosei /
i potozong niiej od nick i ebrdfmy oalg figure
tej prostej, in dtworxy sig seurag powiersohni,
Ka zasadzie tgierdeenia Guldinu wielkodd kaidej
'tych powiersokal jest réwna dlugodei twcrugeed,

7

réwnej ¢ , pomnoione] przet droge frodka ofesko-
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doi. 4le Srodek oigzkodai katenoidy pospolitej
lezy najrizej, a wigc najblizej prostej, a z te-

g0 wynika, 2e powierzohnia zatoozona przez taks

katenoide jest mniejszy od powierszohni zatoczo-

nej przez kaida inng linje o dlugodei (
88. Przyklad. W okragly otwér, srobiony w

plycie pozionej, wstawiono gladki prosty stozek
kolowy, o wysokofei ~ i kacie pray wierzohol-
¥u 2oC , 8rednica otworu jest réwna 22 . Wy~
gnaczyé potogenie rédwnowagi stoika.

Polozenie tn dajs sig

okre§li4 zs pomocy jed-
nej wielkodei np. 22 po-
moog kata csi scozka 2

pogiomen. Oznaczmy ten

kat przesz £ Wiadomo,

2e Brodek oigikcéei S

ﬁys. &6

stozka leiy na jego wy-
Bokodci w odleglofiei 1/4 od podstuwy. Ospaczmy
odleg2odé tego Srodka od plyty preez Y i
gnajdimy ¢ w favkeji # '

Z wiergzohotka // stoika poprowadimy proasto-
padlg do plyty i spodsk tej proatopsdlej osnacs-

my prees £ . Rzutem /5 na kisrunek pionowy
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jest v+ /AFE , & %@ A5 =% A wi;c:

Y+AE = Yok simdf . . . . (1)
A% & tr6iketa FZ27 jest réwne

AE = AD Scr (PF-L)
Zad z tréjkata ~7B7Z nanmy:

gD  S{12 (P +L)
2r 50712
Z tego wynika, Ze 27 = '2f54¢2ﬁ£:§Ci27/vka

Podstawiajao te wartodé do /1/ otrsymamy:

A . 272 577 (Prot) 577 (P-L)
Y= Yk simtf— =L ‘”ng -

Znajdémy przy jakich wartodciash A osiggna

paximum lub minimum

) Pt JCOS Bal)ecos (- a[/ﬂﬂ//j
2_7%3 3,k casyQ—Zz/ 592 (f-4)jCo éan e

Po uprossoseniu wypadnie:

' 27 s5¢ 2
= %”4 cosd - 5¢72 24

6‘
Przyréwnajmy te pochodng do zera.

7
Ccos %//4/’2 42545;272&) o
i jako odpowiedzi otrsymujemy: 1/ cost=0 Bkad

3A 415(71

; : St 2K
F = TJZ— albo 2/ 7 ~ 7 2x-C skad sc7 A= Jh.5c72

.l

Jedli temu ostatniemu réwnaniu csyni zadodd kat
Yt to ozynl tez zadosé ,97’/"’” , & wiec ogélen
otrsymujemy 3 polozenia réwnowagi. Ale zachodzi pew-
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pgraniczenie, We wzorze na s/72.4%  lieznik
wusl uy7 zmnlejsey od mianownika,

72 2K pdy JF/.5¢r7 o0 > ST

fG 7 PNIR S8
adnn potofenie réwnowagi.

2y znelezione po2cieniam
tye gelu
v wazgledenm o

a wiec

2

rédsnowagi czy te2 chwieine.
znajdziery drugs pochodng

Zunijdziemy
Qé’zy T :_3_/_77____5677,: AR cos 2
a&ﬂ‘w' & $5¢72 2L

- 2 R T :

Lym weorse galosymy 2= 5, to otrsymamy:

Ly ' IA 4T

T2 4 si12K
Bdy to wyrazenie jest dodatnie
& wieo potoZenie réwnowagi jest

to Y oslag-

neto minimum,
trwale. Zachodzi to, gdy /G > FA 572 il
W tym ragie istniejg wige 3 polozZenia rdéwnowa

gi drodkowe trwale i dwa boozne chwiejne.
Gdy natomiast /G« 3 5c77 2L, to jest

tylke jedno polofenie rdwnowagl i praytem rdéwno-

wage jest chwiejna.
0000~~~ S (e e\ S

v
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