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R O Z D Z I A Ł VXII._ 

ZASADA PRACY PRZYGOTOWANEJ. 

I 73. POJĘCIE PRACY. Gdy. mamy dwa w e k t o r y / 3 i 
6L tworząoe ze sobą kąt Ir , to jak wiadomo 
/$ I V , i c h iloczynom wektorowym nazywamy wektor 

VP. Ci równy pod względem wielkości P- O, scnt^ 

Natomiast l|,OCZYN|;M.SKAJ,0|iOaiYM.wektorów P \ a 
nazywać będziemy s k s l a r P. 61 . Pod względem wielko­
ści /która go całkowicie określa/ i l o c s y a ton jeBt 
równy P Q cosi?'. 

Pierwssy z n i c h zależy od porządku czynników, 
podczas gdy drugi j e s t od tego porządku niezależny. 
.Czyli. VP.a = ~\/GiP a Pa =&.F>. i l o o a y a wwky. 
torowy występuje w mechanice pod nazwą MOMENTU, 
a i l o c z y n skalarowy pod nazwą PRACY. 

PRACA_EIiElgNIARNA^ Przypuśćmy, że na punkt P , 
należący do jakiegoś ruchomego ciała, dziada siła* 
P , że przosunęło się nieskończenie mało i punkt 
F7 tfajął nawe położeni© Pź nieskończenie b l i s ­

k i e od pierwotnego. Hi©skoiic£snie małe przesunięcie 
P7ŹPJZ oznaczymy-przez ol S i narwiemy PRZESUW­

NI BC IBM ELEMENTARNEJ punktu P? . Ody kąt (Pjdś):. 
oznaczymy przez it- , to i l o c z y n skalarowy dL = 

== Pd5.cos?f nazywamy pracą elementarną siły 



£16 •-

ze 
P 

EL 
2 

na drodze PPX ~r". przypuśćmy, 
, w takim r a z i e cos 

ożyli praoa elementarna siły P j e s t dodatnia. 
to cos a więo i dL =0 

W: 

dl 

t.zn. gdy siła j e s t prostopadła do przesunięcia 
elementarnego, to praoa j e j j e s t serem, Wreszoie, 

to cost/ć-O i dL <O ożyli ujem­
ne. 

Przypuśćmy, ze punkt 
P odbył skończoną drogę 
óftŁ punktu/V do AR i że 
na t e j drodze działała s i ­
ła P , ktćra może być 
zmienna pod względem wiel­
kości i kierunku. 

Podzielmy drogę PIN na nieskończenie małe 
elementy. Ha każdym z nich siła P wykonywa pracę 

elementarną. $dy zsumuje­
my te wszystkie prace, 
to otrzymamy praoę oałko-
witą siły P na drodze 
PIN . 

Źyś. 71. 

s. 72 

aj Preesunięoie PP± j e s t nieskończenie ma­łe, więc można uważać, że podczas niego siła P 
nie zmienia się ani co do wielkości, ani oo do kierunka. 
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W atatype będziemy m i e l i do c z y n i e n i a t y l k o 
z pracą elementarną. 

}_7i. TWIERDZENIE ZASADNICZE 0 PRaOY EL3KENTAR-

V . jPrsypuśćmy, że ma punkt P dzis-ła pewna 
l i c z b a sił Ę> P3 , • • dowolnie rozłożo­
nych w p r z e s t r z e n i . 

lyznaczmy ich'wypadkową i oznaczmy ją przez 7S 
Przypuśćmy, że punkt P doznał nieskończenie małe­
go przesunięcia cis -BP* i że kąty (Ą, ds)3 

fPzi dś/j (P3 3 są odpowiednio równa ^ 3 

? / l p ?Ą t •• - 4^ • 5a zasadzie paragrafu 5 możemy 
napisadj 

Z? cos $ cosiĄ ->• 2=j cos fl3 <• •"• -l&ćfst?' ' 
a mnożąc obydwie strony przez ^.S" otrzymamy; 

Pj.ds. cost/t +PZ . ds. cosĄ +Ę. cis. cosi$+ • ^Mi^.mfM/ 
Równanie / l / wyrażą twierdzenie, o które cho­

dziło, a mianowicie: SUKA PRAG &LKKESTARHICH SIŁ 
SKŁADOWYCH JEST RSwNA PRĄCI BLEMBNTASNBJ SILI WY­
PADKOWEJ. 

I I / , Przypuśćmy, i e na /7 działa siła P i że 
ten punkt doanał dwóch nieakonozenie n*£yo& prassu-
nieć, najpierw BPi ^ ds± , a następnie P^^-dś^ 
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7? ys. 73 

Ody połączymy punktj P i /7j , to odcinek 
/T/Tg ~ ds możemy uważać 
za przesunięcie wypadkowe 
tamtych dwóea / ds* i dsz /, 

Ganaozmy kąty {ds^PJ/Ps^Ą 
odpowiednio 

przez iĄ,Ą,2?'.-

Biorąc rzuty wszystkich przesunięć na kierunek 
siły P otrzymamy: 

ds* cosĄ + dsz cosz?z +. . = ds.cos^ 
Pomnóżmy obydwie strony t e j równości prsez PD , 
to będsiemy m i e l i ; 

P. dsx cosĄ +,Pd^rz cosi^z =P. ds. cosz^. 
Stąd wynika twierdzenie takie'; SUMA PRAC ELEKEN-
TARNICH SILI NA PRZSSUMI$CIACE SKŁADOWYCH JEST 
RÓWNA PRĄCI ELEMENTARNEJ TEJ SILI NA PRZEStTNISCIB 
iSTPABKOWEM. Twierdzenie to dotyosy oczywiście do­
wolnej l i c c b y przesunięć składowych. 

% 75. ANALITYCZNI flYRAJENIE PRACY ELEMENTARNEJ. 
Niech będsie prostokątny układ wspćłrsędnyoh i 
punkt P{X, y,z) w tym układzie. Dajmy na to , że 
na ten punkt PI działa siła P . Rosłózsay ją na 
3 składowe P^, Pz w kieruakaoh o s i i p r s y -
pasómy, że punkt P ' dosaał aieskodosenie małego 
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pnesunięcia do punktu r/^ ( X + ctxy y tóL <-/, 
z + dz ) . Z tego wynika, że rauty przesunię­

c i a F7F7X na ki e r u n k i o s i x,y,z są odpowied­
nio równe dx, dyy dz . Gd? pracę siły 
na praesunięcia oznaczymy prssez dL , to 
na sasadsie pierwszego twj srdsonia par.poprzo-
dzejąoego: 

dL ^ / j r -s-I^dy+I^ dz 'fyj 

j 76. PRAGA ELEMENTARKA SIŁ cpTRALSYGH. Pray-
puzony, że na ruchomy punkt /7 daiała siła F , 

która może się zmieniać pod względem wielkości, 
ale której l i n j a działania przechodzi wciąż praea 
nieruchomy punkt O \ Taka siła nazywa śię CBN-
TRALI4, a punkt O - ŚRODKOM SIŁT (JMTB4LBKJ. 
fyaaaoaay pracę elementarną dL siły F' pray 
nieskodosenie mai es praesunięciu punktu F 

Obieramy w tym oelu prostokątny układ współrzęd­
nych B początkiem O i oanaoamy współrzędne punk­
t u / 7 w tym układzie przez X, y'P Z . Dalaj oa­
naoamy odległodd O FI praea ż" , a kąty kierunko­
wo l i n j i OF praea o(.,J5 i ^ . 

l a aaaadaie waoru /!/ par,poprzedzającego, może.-
ay napisać: 

dL F^cosydx'+ F^c os/3dy + Fc osf-dz, 



& ponieważ 
cc ^/ 

c a s a C = j r - y C o & f i - y c o s r - Ą — 

więo 
ł 

fiadoao, as / • * - j r - e ' V * - ' S * , stąd po asrdżnios-
kowaniu 

ćrdr - źoc.dsc +2&.d&+<2zd& ... 
l u b 

r. dr « sc dcc +</.dy +z. <dz 
Podstawiająo do /U aaml&st wyrażania w H o r ­

n i k u nawiasu jogo wartość" s /2/ otrsymamy; 

uL ~ Z? dr . . . * <<V 
Taka j e s t więo praoa elementarna siły o e n t r a l -

nej. gnak j e j sależy od snaku osynaikóa i° i 
dr . 

Siła oeatralna BOŻO byó odpyoh&jąoa l u b pray-
oiągająoa. 

1* pierwszy*, prsypadku uważany ją sa dodatnią, 
w drugim sa ujemną. Ody T wzrastaj 'to dr j e s t 
dodatniea. Ody zaś T aalfcje, to clr joat 
ujemne* f preyp&dku szczególnym, gdy T pozo-' 
st a j e stałeś, to drpO i praoa ĆJ^Z j e s t 
serem. 
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praypadday,, że do nieruchomego punktu O j e s t 
przymocowany punkt /? s&pomocą sanurn nieroid-
oiągal&ego, to naprężenie tego sznura j e a t siłą 
centralną, naprężenie to nie wykona jednak pracy, 
bo odległość OP nie ulega zmianie. Gdyby sznur 
był rozciągliwy, to naprężanie mogłoby wykonać 
pracę. 

Rozwiązane zadanie j e s t szczególnym przypad­
kiem pewnego sadanfa ogólniejszego, do którego 
przystąpimy obecnie. 

I i e e h będą dwa punkty PI i P Z , które mogą 
należeć do jednego ciała lub do różnych*. Odleg­
łość między tymi punktami oznaczamy przez T 
praypuśómy, że działają na nie dwie siły równe i 
odwrotnie skierowane, każda z nich niech będzie 
równa 7ź . Znajdziemy słiaę prao elementarnych 
tych sił* B * Obierzmy w tym c e l u prostokątny 
układ współrzędnych i oznaczmy współrzędne punk­
tów /7* i /Tj, « tyra układnie praes cc ̂  9 ^ 
Zj i sc^ zz a kąty kierunkowe p r o s t e j 
/7t $ z praes <oC PJ3 7 ^ - Praca elementarna 
dZ,^ siły P , przyłożonej w /7 , j e s t oczy­

wiście, równa . -
dŁ - P cos cCd^+Pc os/3 d±/^ ^Pcosfo/z', 
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lub 

djjt =JP(cosoC.dxj + fos/3 d ą +cosfdzJ.. pcj 

5Pak asmo d l a a iły P , przyłożonej w /T^ 
znajdziemy: 

d P z = -JP( coso/ elxz +. cosys dfys cosfdz^J'. 

Dodaj ąc#/4/ i /5/ otrzymamy: 

wyrażeniu w nawiasie nadamy inną postad. Wia­
domo, że rz^fxrxjz*{;^-yz)z '{Zz-z^)*- stąd 
po irćinioakomaala: 

$ r. dr -2(x9 -.rjfdsc, -d^+zfa %J/d% -ds/J *2{zx -zjfdz/dzj 
a m 

x , -x^ = 2*.cosc/L • yx r.cosjs, z3 - z z -r. cosf. 

*dr -0X4 ~dxz)cosc( ddi/* -d</jcos/3pdz,-dzjco5f 

co podstawiając dc /6/ btirs^maay: 
p'' ' dLj + dL^ %P. dr. . . . .'. .(7) 

Sdy siły 'P są odpyohającemi, to uważamy je 
sa dodatni?., $dy sad siły są przyoiągająoemi -
to TĘ& t^es-rc i*. ?f przypadku, gdy r j e s t stałe, 

" ^ / f v f.? i prasa elementarna siły P j e s t 
serem. Gdy punkt Pz. np. j e s t nie ruchomy, to 
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praoa siły P , prajłożonej w tym punkcie jest. 
serem i <?^X^ = Boli". 

Z tego widać, ze wzór /3/ j e s t szczególnym 
przypadkiem wzoru ,/7/. 

% 77. PRACA ELEfeTOAMA SUJ, KTÓHSJ. PUKKT P W -
i " ' — i - : i 1 

ŁOŻŁNIA OBRACA SIĘ BOKOM OSI. 
Rozpatrzmy najpierw przypadek szczególny. P r z y ­

puśćmy mianowicie, że sił?& działa w płaszczyźnie 
prostopadłej do o s i 
obrotu. Hiieoh od obrotu 
będaie prostopadła np. 
do płasacjŁyzny rysunku 
i przecina ją w punkcie 

O 9 zaś siła P niech 
będaie prayłożona w 

punkcie P , odległym o T od O , pana/samy kąt 
przez v . Bailajiuy punktowi P nieskoń-

czenie małe przesunięci 8, a mianowicie obróćmy go 
o nieskończenie mały kąt d?-/7t?/7i około punktu 

o . 

Ponieważ droga-punk tu. fy j e s t rdwaa r. dy 

a kąt między tą drogą v\ s i l . * P jeafc ~ fij % 

więc dL -B. r. df. sen fi. 

Poprowadźmy % punktu O' prostopadłą kieruaku 



siły i długość t e j prost opadł ep^Trze z CC i wte­
dy cć- r. sc?z P i dL = ~M a . d f. Ale Pa j e s t to 
moment PI siły i° względem punktu. O % więc 

dL = JYłdyf 9 t.zn. praca elementarna siły 
je s t w danym r a z i e równa iloczynowi s momentu t e j 
siły względem punktu O lub względem o s i obrotu 
przes kąt 'obrota dokoła os i < Kąt ^ ^ uważamy 
za d o d a t n i } jeśli d l a patrzącego z końca momentu 
punkt P obrócił się w kierunku rucnu wskazów­
k i zegara„ 

Zajmiemy się teraz 
przypadkiem ogólnym, 
przypuśćmy, że punkt 
P , na który działa 
siła P , skierowana 
jakkolwiek w p r z e s t r z ^ 

-x n i obrócił się około 
ca i z o kąt df. 

Wyznaczyć pracę Rc/S. 7S. 

siły e l emen tam i 

Poprowadźmy przez pun.it P płaszczyznę p r o ­
stopadłą do o s i obrót; fl i przypuśćmy, że ta'płasz­
czyzna p r z e c i n a oś • punkaie O , J)alej praez 
prostą Z,7 równoległą cło ^ f przechodzącą • 

http://pun.it
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prze* B oraa prs#a l i a j e działania miły F po­
prowadźmy płasaoayeaę. Pr*«taia ona płassesyznę 
F według p r o s t e j , którą oznaczymy pr%es sc 
słóamy eiłę F aa składowe i P^ w kleranka 

i Praee ełaaoatama siły F j e s t rów­
ne susie prac elementarnych sił P^ \ Pz \ łeoR 
preea elementarna siły j*»st »ar«&r bu j e s t 
ona prostopadła do płascoayaay F , a więc i do 
przesunięcia, a a tego wynika, że prasa elementar­
na siły P j e s t równa prasy ełeaantarnej składo­
wej Be ożyli dcL =-FI• olf gdzie oznacza mo­
ment t e j składowej względem puaktu O , albo mo­
ment siły P względea o s i ż; . 

78. TWIERDZEŃ, Przypalmy, ze na punkt F 

działa układ, złożony z sił I?,PZ .. . . i dajmy na 
to, że te siły Są U rd-aaswadze. I takim r a z i e su­
ma prac elementarnych tyoh sił na każdoa przesu-
nięein j e s t zerem. Jc$t to prawie oczywiste. Istot­
n i e : BUma tych pras $est równa pracy elementarnej 
siły wypadkowej, ale t a wypadkowa j e s t zerem,więc 
praca przez nią wykonana także j e s t eer«a.-

Odwrotnie: JEŻELI PRZY KAZBIK PRZESUNIĘCIU SU­
MA PRAC BLBMBBTARHTCH WSZYSTKICH SIŁ, DZIAŁAJĄ­
CYCH NA PUNKT O JSSf ZBREM, TO TE SIŁY SA 9 
S2ATOA. Arkusz 15-ty. 
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RÓWNOffADZB. 
Dajmy na t o , że przy danem założeniu, siły 

12,1^,7^, , działające na punkt O , p o s i a ­
dają wypadkową różną od zera. Gdy nadamy punkto­
wi O nieskończenie małe przesunięcie w k i e r u n ­
ku t e j wypadkowej, to wykona ona pracę różną od 
zera, eo j e s t sprzeczne z założeniem. 

79. PRZYKŁADY, 1/ Na równi pochyłej zupełnie 
gładkiej i tworzącej z poziomem kąt aC , leży 

ciężar & , który chce­
my utrzymać w równowa­
dze za pomocą siły P , 

tworzącej z równią kąt 
J3 . Chodzi o wyzna­
czenie t e j siły P „ 

Prócz sił P i O- na 
R

y
s 7&

 ciężar działa także 
reakcja równi fc ; ponieważ równia j e s t całko­
wicie gładka, więc t a reakcj a j e s t do równi pr o s ­
topadła. 

T© 3 siły P
?
 O- i P są w równowadze, a z 

tego wynika, że przy wszelkiom przesunięciu suma 
i c h prao eleiaent&raych j e s t zerem. Aby nie wpro­
wadzić nieznanej r e a k c j i P obierzmy kierunek 
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przesunięcia tak, aby praca jego była przytern ze­
rem. Takim kierunkiem j e s t l i n j a największego spad 
ku równi. Dajmy więc ciężarowi nieskończenie małe 
przesunięcie dcc w tym kierunku. Praca siły P jegt 
P. dx. cos/3 , a praca siły O- wynosi - GL. doc.ącncCt 

a więc P. olx. cos/3 - G.dsc. sćn.cK. - O \ skąd 
P= —Cosj3 ' ^ y znaleźć reakcję 72 musimy nadać 
ciężarowi jakieś inne przesunięcie, np. w kierunku 
prostopadłym do siły P , Przypuśćmy, że to przesu­
nięcie j e s t równe dy . Łatwo znajdziemy, że; 

K. dy. cosjs - Q. dy. COS(^J3)= O skąd 72 = 0. £
c
§łsj^ 

I I / . Ha gładki drut, wygięty w kształcie para­
b o l i , której oś jest pionowa, a wierzchołek zwróco­

ny ku górze, nawleczo­
no 2 ciężkie pierście­
nie. 

f ognisku P para­
b o l i umieszczono b l o ­
czek, przez który 
prze rzuć onj) sznur. -
Końce sznura przymo­

cowano do pierścieni. Jakie powinny być 

7?ys. 77. 



ciężary Qź i Qz pierścieni, aby w położeniu 
równowagi i e h odległości od ogniska były odpo­
wiednio równe 2; i 2"z . 

Poprowadźmy z każdego z pierścieni prostopad­
łe do kierownicy p a r a b o l i . Długości tych pros­
topadłych są równe odpowiednio także Tź i rz 

Ha lewy pierścień działają siły: ciężar Qx , 

naprężenie sznura & i reakcja drutu /nor­
malna do drutu, bo j e s t on całkowicie gładki/. 
Tak samo na prawy pierśoień działają: oiężar 62^, 
naprężenie sznura s i reakcja normalna drutu 

Każdy z pierścieni ma byó w równowadze, a 
więo aumy prae elementarnyeh sił Qż9>5 i Ą 

, oraz Qz , S i Rz muszą byó zerami. Aby n i e 
wprowadzać re a k o j i 7ZX l 7?z przesuniemy p i e r ­
ścienie na dr u c i e , ożyli w kierunkach normalnych 
do tych r e a k c j i . Przypuśćmy, że przytem promie-
nie rt A r, otr«,aują p r * y r o 8 t T dr, 1 d r , . 

Praca siły Q2 j e s t równa Qź d?\ , gdyż 
rzut przesunięcia na kierunek siły - d r , a 
praoa siły S wynosi - S . d r ź , gdyż j e s t to s i ­
ła ce n t r a l n a , więc 

Qx. d r t - S. d r t = O fr) 
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?ak samo d l a pra^eg© p i e r d o l e n i a znajdsieay: 

Qz. aćr2 - S. d2\ =• O (z) 

2 /l/mamy: ć^-;? , a a / 2 / ^-'^ » 

2 tego wynika, se ciężary pierścieni smażą 
być równe i że wówczas będą one w równowadze 
w każdem położenia. 

80. CIA U S2HWIIB. 
Dowiedźmy, że: jeżeli układ sił, działających 

ną ciało satywne j e s t w równowadze, to susa prac 
elementarnych tych s i ł - j e s t cerem na każdem 
przesunięciu. 

Przypuśćmy więc, że na siało satywne działają 
siły P i 7 P ż , pozostająca w równowadze. 
Możemy uważać, że ciało składa się z oddzielnych 
ciasteczek i ze każda z ni c h wywiera na każdą i n ­
ną siłę prayciągająoą lub odpychającą. Siły t e , 
siły wewnętrzne, podlegają prawu a k c j i i r e a k c j i : 
jeżeli jedna z cząsteosek wywiera na dragą pew­
ną siłę, to druga wywiera na pierwszą siłę równą 
i odwrotną, badajmy ciału jaki®golwiek przesunię­
c i e elementarne. Ha pierwszą oaąsteoakę działają 
niektóre siły zewnętrzne, c z y l i niektóre z sił 
P, P^, Ę, . . . . i prócz tego pewne siły we -
waętrsne. Ponieważ cząsteczka j e s t w równowadae, 
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przeto na owem przesunięciu suma prao tych 
wszystkich sił zewnętrznych i wewnętrznych r a ­
zem j e s t równa zeru; toż samo dotyczy cząstecz­
k i d r u g i e j , t r z e c i e j i t . d. Z tego wynika, 
że suma prao elementarnyoh wszystkich sił ze­
wnętrznych i wewnętrznych działających na o i a ­
ło, na owem przesunięciu j e s t serem. Leoz suma 
prao elem. sił wownętrznyoh j e s t sama przez się 
równa zeru, bo odległość pomiędsy dwiema czą­
steczkami oiała sztywnego nie zmienia się pod­
czas przesunięcia, a ponieważ te cząsteczki wy­
wierają na s i e b i e siły równe i odwrotne, przeto 
suma prao elewu t a k i e j pary sił j e s t zerem i tt> 

samo dotyozy każdej innej pary sił wewnętranyoh. 
Afwipc suma prao elem. aił zewnętrznych 
P2>PZ,P3,. . . j e s t równa zeru. 

81. Twierdzenie odwrotne. Jeżeli anma prao 
elementarnych sił, działających na oiało sztyw­
ne j e s t na każdea przesunięciu równa zeru, to 
siły te są w równowadze. 

PraypndAny^naprzód, że na oiało sztywne d z i a ­
łają tyl k o dwie siły Ę i P z , przyłożono odpo­
wiednio w pruaktaoh i . P^ , i że suma prao 
elementarnych- tyoh, sił j e s t serem na każdem prze­
sunięciu. 
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Nadajay ciału t a k i e przesunięcie elementarne, 
aby punkt fJ£ pozostawał prsy tem w spokoju, czy­
l i obróćmy ciało nieskończenie mało około punktu 

Pi i Siła P± nie wykona żadnej pracy, bo j e j 
punkt przyłożenia nie doznał przesunięcia, a e t e ­
go wynika, że praca elementarna siły j e s t s e­
rem/bo suma prac sił Pt i P^ j e s t zerem/, co 
j e s t możliwe t y l k o wtedy, gdy siła t a j e s t pros­
topadła do drogi. A l e , gdy punkt flt pozostaje 
nieruohomy»s to przesunięcie punktu Pz leży na 
powierzchni k u l i , o promieniu równym PźPz,i środ­
ku ./7i , tak więc siła Pz pozostaje wciąż normal­
ną do każdego przeąunięoia na t e j k u l i , a z tego 
wynika, że siła Pz działa na promieniu Pt Pz . 

Gdy znów punkt Pz będzie nieruchomy, a punktowi 
Fi nadawać będziemy przesunięcia, to tak sarao 
wypadnie, że siła P4 musi leżeć na pr o s t e j FtFłz 

A zatem siły F i -działają na jednej p r o s t e j . 
Nadajmy dalej ciału nieskończenie małe prze­

sunięcie ols w kierunku Pi Fz , to na zasadzie 
założenia będziemy mogli napisać: Pols+P2.ds• = O 

a stąd P^~PZ c z y l i siły PŁ i P^ są równe i 
odwrotne, a prócz tego wiadomo, że działają na 
jednej p r o s t e j . 
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Z tego wynika, że siły te są w równowadze. 
Przypuśćmy te r a s , że na siało sztywne działa­

ją piły . i że przy kaśdem przesunięciu 
susa prao elementarnych tych sił j e s t równa ze­
ru. Dowiedźmy, źe są on© w równowadze. 

Jeżeli ten okład sił ni© j e s t w równowadze, 
to nożna go zrównoważyć, dodając doń jeszcze 
dwie siły P, i 7?

z
. , oo wynika stąd, źe" układ 

PX , PZ , Ę, ...... . , daje się sprowadzić do dwóch 
sił. Tąk więo na ciało sztywne działają siły 
Pt 7 Pz , P3 . .R,,/^pozostające w równowa­
dze, a zatem na kaźdem przesunięciu e l ementaroem 
suma io h prac elementarnych j e s t zerem. Ale suma 
prao elementarnych sił B>Ę,Ę,.. . . j e s t według 
założenia sama przez się równa zeru, a zatem s u ­
ma prac elementarnych sił Rx , Pz j e s t przy każ-
dom przesunięciu ró*na zeru, z czego znowu wynika, 
na zasadzie twierdzenia poprzedzającego, że RX,PZ 

się równoważą. Siły te więo nie mogły wywrzeć 
żadnego skutku i dany układ sił P L 7 P Z 7 P 3 ? . . . . . . 

j e s t w równowadze. 
S2. Waranki równowagi, wyprowadzone z zasady 

praoy prsygotowanej. Ody przyjaiemy zasadę praoy 
przygotowanej sa dowiedzioną, to stąd będziemy 
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mogli wyprowadzić* anane juz poprzednio k r y t e r j a 
równowagi: 

Przypuśćmy, że na oiało sztywne działa układ, 
złożony s B i ł p_, Pz, P3 , % se siły te . 
są w równowadze; z zasady pracy przygotowanej 
wynika, że suma i c h prac elementarnych j e s t se­
rem przy każdem przesunięciu. Przesolimy oiało 
równoległe w kierunku dowolnej pr o s t e j cc o dcc . 

Punkty przyłożenia wszystkich sił doznają jedna­
kowych przesunięć dcc i suma prac elementarnych 
wszystkich sił będzie równa PI^ . dcc- O , gdzie 
P^ osnaosa rzut siły P na prostą oc ; l e c z 
dx j e s t wspólnym ozynnikiem wszystkich wyrasćw 
t e j sumy, a z tego wprost wynika, że; ¥> PL = 
osy1 i, że jeśli układ sił działająoyoh na ciało 
sztywne j e s t w równowadze, to suma rautów tych 
sił na każdy kierunek jeat zerem. 

Obróćmy teras oiało około dowolnej p r o s t e j z 

o kąt d/ . Praca elementarna siły P^ prartem 
wykonana j e s t równa PIclf , gdsie M jeat 
momentem siły P względów o s i Z . k zatem 

Lecz df j e s t wspólnym czynnikiem, a z tego 
wynika, że EM = O , o a y l i i jeżeli układ sił, 
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działających na ciało sztywne, j e s t w równowa­
dze , to sama momentów wszystkich sił tego ukła­
du względem dowolnej o s i z j e s t zerem. 

83. Przykłady. 1/ S płaszczyźnie pionowej 
j e s t ustawiona jednorodna sztaba, o ciężarze O. 

kg. i długości 2oc . Opiera się ona o pionową, 
gładką ścianę i poziomą, gładką podłogę. 

Aby równowaga sztaby by­
ła zachowana urządzono tak: 
do końca B sztaby przymo­
cowano staur, przeprowadzo­
no go prses otwór, wyrobio­
ny w ścianie i przerzucono 

ii
3 r 

przez bloczek. £o końca 
sznura przyczepiono ciężar P . Wyznaczyć położe­
nie równowagi sztaby. Zadanie sprowadza się do 
z n a l e z i e n i a kąta fi , j a k i tworzy sztaba z po­
ziomem w położeniu *£wnowagi. 

Ha sztabę działają następujące siły: ciężar & 
prdyłożony w środku S sztaby, naprężenie sznura 
w punkcie Ę równe s i l e P , reakcja normalna P 

podłogi w punkcie P i reakcja normalna Bz ścia­
ny w punkcie B . Aby nie wprowadzać do rachunku 
r e a k c j i 7Żt i Rz , o ktÓTe tymczasem ni e chodzi, 
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weźmiemy przesunięcie t a k i e , aby punkt B poru-
ssał się po podłodze, a punkt B po ścianie. 
Oznaczmy odległość punktu B od ściany przez 
x t a odległość punktu £ od podłogi przez V . 
W takim r a z i e przesunięcie punktu B będzie rów­
ne dx , a przesunięcie S ~ dy . Praca elem. 
siły P j e s t ~Bdx Żsnak "minus*1, bo gdy x 

otrzymuje przyrost dodatni, to P wykonywa p r a ­
cę ujemna/. Rzut przesunięcia punktu S na k i e r u ­
nek siły O- j e s t równy dy , a. więc praca siły 

GL wynosi - O- dy. 
Siły BŹ i BZ n i e wykonają praoy, a zatem 

~P.dx - Q.dy - O . . . 

Wyrazimy x i y w f u n k c j i fi . Ponieważ 
32 - 2 CC COsft > y ~ OC. S67Z fi , 

skąd 

d x =-~ 2a sin^.dfi; dy=cc.co$fi.dfi 

Podstawiając te wartości w /!/ otrzymamy: 

Przy pomocy t e j sasej metody znajdziemy reakcję 
BT i BZ . 1 tym c e l u weźmiemy przesunięcie 
całej sztaby w kierunku pionowym. Praoa siły P 

przy tern przesunięciu j e s t równa O . Praca r e -



a k c j i Ę 2 j e s t równa R t . d y t a praca eiły 
Q> wynosi ~ 61 cly > ffieo Ęń p£y -Q. d y - O 

skąd Bz - O. . 
Tak Bamo, biorąc przesunięcie poziome dcc 

całej sstaby otrzymamy: 

skąd 
7?z d a ~P. dcc = O 

RZ=P 
H. Gładka jednorodna sztaba, o długości 

opiera się jednym swoim kodcem o pionową ścianę 
i spoczywa na pewnej gładkiej krsyw«j. Jaką po­
si a n a być t a krzywa, aby równowaga była sachowa-
na w każdem położeniu sztaby. 

Obiarzray prostokąt-
ny układ współrsędnycb 
w sposób t a k i : z* oś 
y weźmy ślad ściany 

na plassozyźnie rysun­
ku, a początek układu 
O - dowolnie na t e j 

o s i . Oznaczmy współ­
rzędne punktu S w tym 

. Rys. 79. 

Układzie przez cc u 
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o 

R 

c s 
, \ w 
,A \ Zr 

^ N // • Ni, ...... 
/ 

l a sztabę działają 3 siły; siła ciążenia Q , 
reakcja ściany 7Żk i reakcja sznkanej krzywej 
Hz . Gdy przesuwamy sztabę tak, aby koniec B 

przesuwał się po ścia­
nie i aby sztaba pozo-

x stawała w zetknięciu 
z krzywą, to prace sił 
Z?* i 75^ są zerami; 
aby i praca siły Ci by­
ła zerem, to środek 
cięźkośoJ S powinien 
pozostawać na pr o s t e j 
poziomej. Obieramy tę 

prostą za oś sc , a linję ściany za oś y . Owe 
t r z y siły muszą przecinać się w jednym punkcie, 
prowadząc więc z punktu D , w ktdrym się p r z e ­
cinają Q i 73T \ prostopadłą do sztaby,otrzy­
mamy punkt szukanej krzywej B , 

Wyznaczymy jego współrzędne w funkcjach ką­
t a , który sztaba tworzy z osią SC . 

oc = OC = 0B cos & = /7D COS¥= rfScos3^ 
ostatecznie 

oc - a cos3^- y --cB-BSsor?.?BsDsinz?BF5scB^ 
ostateoenie 

Kl/S. 80. 

y•= a sen 3 ł 
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Tc 3ą równania parametryczne szukanej krzywej. 
2, 

Podnosząc je do potęgi /3 I dodając, otrzymamy; 
% 2A 2>'3 

cc t y =? a 
J e s t to równanie s s t r o i d y . A więc szukana l i n j a 

powinna być tą krzywą. 
1X1. Sztaba BB o długości cz opiera się j e d ­

nym kojcem (P) o pionową ścianę, a drugim/^/' o 
pewną krzywą. Jaką po­
winna by6 ta krzywa, 
aby równowaga zachodzi -
ła przy wszelkich poło­
żeniach sztaby. 

Znajdaiensy, jak po­
przednio, że środek 

u*9fc*u««i o powinien przy przesuwaniu sztaby po­
zostawać na pewnej pr o s t e j poziomej, którą obierzmy 
sa oś X , Gdy oznaczymy współrsędne punktu B 
/aa oś y obieramy ślad ściany/ przez X i y t a 
kąt między sztabą a poziomem praez , to o t r z y ­
mamy ; 

X = x.co5 2^ , y - h.sćn gdzie b * B S 

Są io równania parametryczne e l i p s y . A więo szu­
kaną krsywą j e s t e l i p s f t , której o s i leną na osiaoh 



* 289 -

współrzędnych i są odpowiednio równe Za i 2 cc , 
84. Układ ciał sztywnych. Hi eon będzie układ 

złożony z oiał sztywnych B ,B,C, i przy­
puśćmy, że na układ ten działają pewne siły ze­
wnętrzne oraz wewnętrzne. 

J e d l i przytern układ j e s t w równowadze, to 
przy wszelkich przesunięciach suma prao elemen­
tarnych wszystkich sił aewnętranyoh i wownętra-

j e s t zerem. 
I s t o t n i e : gdy układ j e s t w równowadze, to każ. 

de z ciał, do niego należących, j e s t w równowa­
dze, a zatem równoważą się wszystkie siły, które 
działają np. aa olało R * nadamy układowi 
jakieś przesunięcie to suną prao elementarnych 
sił, działających aa oiało B będzie zerem. Tak 
samo dowiedziemy, śs i suaa pi^o elementarnych 
sił działających aa oiało B , j e s t serem i t , i . 
Otrzymamy tym sposobem t y l e równań, i l e j e s t 
ciał w układzie, a dodając stronami to równania 
znajdziemy, że suma prac elem, wszystkich sił 
działających aa układ /zarówno sił zewnętranyoh, 
jak i wewnętrznych/ j e s t s e r w . 

Dowiedziemy też twierdzenie odwrotne: *edłi 
suma prao elementarnych wszyetkiofc sił, itriała-
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jąoyoh aa okład ciał j e s t terem przy każdero 
przesunięciu, to układ j e s t w równowadze. 

Możemy nadać układowi t a k i e samo przesunięcie, 
aby wszystkie ciała z wyjątkiem R zostały w spo­
ko j u , a w takim r a z i e wykonają pracę tyl k o siły 
działające na ciało B , i suma tych prao według 
założenia j e s t zerem. Tak więc przy każdem p r z e ­
sunięciu ciała fy suma prao elem. sił na nie 
działających jest zerem, a zatem ciało B j e s t 
w równowadze. Tak samo dowiedziemy, że ciała 
B, C, . . . . są w równowadze, a więc i cały układ 
j e s t w równowadze. 

85. Przesuniecie dozwolone i przesunięcie 
wyobrażalne. Gdybyśmy przy tworzeniu równać mu­
s i e l i uwzględnić wszystkie siły, działające na 
układ, to byłoby to wielce niedogodne. Zwykle na­
dajemy układowi t a k i e przesunięcie, aby do równań 
nie weszły siły, o które w zadaniu nie ohodzi.-
I s t n i e j e pod tym względem pawna metoda ogólna. 

"Przypuśćmy, że-układ ciał j e s t nieswobootny, t. 
sn., że może się poruszać t y l k o w pewien określo­
ny sposób. A więo np. może się zdarzyć, że niektó­
re z.ciał układu są osadzone na nieruohomych 
osiach, pewne punkty innych mogą się posuwać po 
pewnych l i n j a c h l u b po pewnych powierzchniach i tł-
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Wogóle mogą zachodzić między różnemi ołałami 
układu oraz ciałami innemi różne połączenia. Mo­
żemy nadaó układowi tak i e przesunięcie, aby połą­
czenia nie zostały naruszone. Takie przesunięcie 
nazywa się dozwolonem. Jeśli natomiast nadamy 
układowi t a k i e przesunięcie, że pewne połączenia 
zostają przez to zniesione, to mówimy o przesu­
nięciu wyobrażalnem. Niekiedy trzeba się uciekaó 
do tych przesunięć wyobrażalnych, gdy chodzi o wy 
znaczenie r e a k c j i lub naprężeń sznurów nierozcią-
galnych, ale najczęściej stosujemy przesunięcia 
dozwolone. Wówczas pewne kategorje sił nie wykona 
ją praoy i nie wejdą do równań. 

Wyszczególnimy najważniejsze z sił, kfcóre n i e 
wchodzą do równania praoy przygotowanej przy prze 
sunięciach dozwolonych: 

1/ Przypuśćmy, że punkt fi jednego z ciał mo­
że się poruszać na pewnej l i n j i l ub pewnej po­
wierzchni gładkiej. W takim r a z i e t a l i n j a lub po 
wierzchnia wywiera na ciało reakcję normalną 
jeśli nadamy układowi przesunięcie dozwolone, to 
punkt fJ przesunie się po t e j l i n j i l ub po po-
wferzchni i reakcja R. nie wykona praoy. Jeśli 

STATYKA. Arkusz 16-ty. 



- 242 -

l i n j a lub powierzchnia są chropowate, to 72 wyko­
na pracę i przy przesunięciu dozwolonem. 

2/ Przypuśćmy, że pewne ciało układu jest osa­
dzone na nieruchomej o s i . Oś wywiera na ciało pew­
ną reakoję R . Przy przesunięciu dozwolonem 
/obrót dokoła o s i / punkt przyłożenia t e j r e a k c j i 
nie przesunie się,a więc praca j e j j e s t zerem. 

3/ Dwa oiała układu są połączone za pomocą, prze­
gubu. W przegubie działają na ciała reakcje równe 
i odwrotne i przy każdem przesunięciu dozwolonem 
prace ioh będą równe i odwrotne. Z tego wynika, że 
suma prao elementarnych r e a k c j i w przegubach jest 
zerem. 

4/ Przypuśćmy wreszcie, że dwa ciała układu są 
połączone w punktaoh B* i Bz sznurem nierozciągał-
nym. 

W punkcie Bt i Bz działają więc naprężenia 
sznura równe i odwrotne. Przy dozwolonem przesunię­
c i u odległość B Bz nie ulega zmianie, a więo i su­
ma prac elementarnych sił & j e s t zerem. 

86. PRZYKŁADY. 1/ V punkoie B pionowej gład­
k i e j ściany j e s t zawiaBa, około której może się 
obraoać sztaba BB . Ta sztaba j e s t połąozona^prze-
gubowo z inną sztabą BC , która końcem C opie­
ra się o gładką podłogę. Długość każdej sztaby j e s t 
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- 2- et , a ciężar każdej O- kg. środki oiężkości 
sztab oznaczamy przez Bxi Ą/sztaby są jednorod­
ne/. Sztaba. BB tworzy z poziomem kąt Bi a 
sztaba BC - kąt 3 . Oznaczmy jeszoze odległość 
punktu B od podłogi przez £> . Aby równowaga 
sztab w opisfanym położeniu była zachowana przy­

kładamy do punktu C 
poziomą siłę B \ ma­
my wyznaczyć tę siłę. 

Na układ złożony 
ze sztab BB i BC 
działają siły B, a 
/w ss / i a /w S& /, 

a prócz tego różne 
reakcje: reakcja zawiasy B , reakcja podłogi w 
punkcie C i reakcja w przegubie B . 

Ale żadna z tyoh r e a k c j i n i e wykona praoy przy 
przesunięciu dozwolonym, a więc trzeba się racho­
wać t y l k o z siłami B7 ĆZ /* S, / i ć2 /*>*/. 

Gdy nadamy układowi przesunięcie dozwolone /przy 
tem punkt C hędzie się poruszał po podłodze/ i 
jeśli oznaczymy odległość punktów S± i Sz od pod­
łogi przez yt i &z , "W odległości ć?ćv przez t 

to suma prac elem. sił przy tem przesunięciu bę­
dz i e : 

Fys. 8Z. 
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-jp dx - Qd% - O. ds/z lub B. d x + (2(dy+clyz) =o 

al© +dyz j e s t to róźnicaka. od (yx*!/z) 

a wi ęo: 
i ? doc +Od(y +</J =o W 

fyrasimy ct,</t/yz w f u n k c j i ot i y 3 . Dłu­
gość x j e s t ocaywiście równa rentowi f i g u r y 
BBC na podłogo, & wiec: 

x = 2ct. COSot + 2 et cos/3 = 5 dfcdśai + cosp) 

skąd 
^ / r r = - 2 ct(st?z-./d<£ *Stnydji) . . . (z) 

Tak samo yt j e s t rautem f i g u r y CBSt t a 
rantem c 0 ' ^ na ścianę, a więc 

yy - a (son et + z sc 7-1/3J . . . (3) 

yz - dcBcnh . . . . (4) 

Zaś dodając /3/ i /4/ otrsym&ray: 
ys + </, = cc (stticB +3 strip) 

skąd 
d(%}%)= a,(cos<£dct-f- 3Cos/3 dpj (sj 

Podstawiając /2/ i /5/ do /!/ snajdaiemy: 

(GLCOSct- 2BóC?l<£) doL = (2BS671J3 - 3(2 COSj3Jd/3 .. .(S) 

Znajdźmy jesaoa© należność kątów ot i y3 
W tya c e l u we^ray rs.ut f i g u r y BBC na kierunek 
pionowy, otrzymamy: 

^? « Jc7toC + 2 CC - b 
skąd 
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COSaColoC = CO5./3 0Ć/S 
J ';'«/ :• 

stąd i z /6/ otrzymamy: jF== 
5v $dy y ? 

V 

, to Jz:?= , a więo w t y * 
ra z i e równowaga zachodzi sama przez stę. 

Gdy che a my znaleźć, jaką silę naloty przyłożyć 
w C s aby sztaba tworzyła linję prostą, to za-

ny ot -yd , a wtedy JP - ^ . 
. dna siła nie może więo utrsyraać w tym r a s i e 

równowagi. 
IX/. Prasa kolankowa składa się z poziomej b e l ­

k i lub płyty/ posiadającej na końcach suwaki, 
które mogą się 
ślizgać po piono­
wych ścianach.-
Całe urządzenie 
jest symetryczne 
względem płasz­
czyzny pionowej. 
Ka belce są 
umieazoBone dwie 
zawiasy, w któ­
rych są osadzone 
dwie jednakowe 
sztaby. Końoe 

-Rys. 83. 
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tych sztab łączą się «a ponooą przegubów z dwie­
ma takiemi sanem! sztabami, których końce są 
osadzone w zawiasach urządzonych pionowo pod gór 
ne s i . Pomiędzy płytą suwającą się a drugą płytą 
nieruchomą wstawia się ciało, które na byó spr a ­
sowane, a następnie naciskamy na przeguby. Wsku­
tek tego sztaby będą miały tendencję do wyprosto 
wania się, co spowoduje zgnieoenie ciała. 

Przypuśćmy, żo każda ze sztab ma długość cc 

i tworsy s poziomem kąt 17 . Chodzi o t o , z j a ­
kimi Siłami poziomami P trzeba działać na prze 
guby, aby wywrzeć na oiało siłę & . 

Osnaosmy odległość zawias dolnych od górnych 
przez y , odległość przegubów praes cc. , a od­
ległość /stałą/ między zawiasami dolnerai / l u b gó: 
nemi/ przez b . 

Gdy nadany układowi przesunięcie dozwolone, 
to będziemy się n u s i e l i rachować t y l k o z pracą 
sił,:P i d , Suma tych prao j e s t równa 

- a d y - P . ciec = O : /W 

Wyraźmy cc i y w f u n k c j i TT . Ponieważ cc 

j e s t to suma rzutów sztab na kierunek poziony 
plus odległość h t więo 

cc = 6 +2 ci cos zł (z) 
Tak sano y , jako suma rzutów sstab na k i e -
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ranek pionowy je s t równe: 

y = 2 cc. sen zł1 

Z /Z/ i /3/ mamy: 
(3) 

oloc - - Z cc. sc H Ad-ft 
cly - Zcccosz^dz? 

Podstawiając te wartości w /!/ otrzymamy: 
a 

(My v~ j e s 

P~~Tg& 
t ć ~- , to tgp j e s t /O cP^a 

T/ Cztery sztaby jednakowe PB,BC, CB 

i BP są połączone gładkimi przegubami w punk -
taoh B,B9 C i B , tworzą więo romb. Każda 
ze sztab waży & kg. Romb ustawiony j e s t tak, że 
jogo przekątnie PC j e s t pionem i punkt P 

opiera s i a ..a podstawie poziomej. W tern położeniu 
nie zachodzi równowaga, ale aby ona miała miejsoe 
(łączono nierozciągalnym sunurem punkty B i Z) . 

Chodzi o wyznaczenie 
naprężeń & , działa­
jących w sznurze BD , 

Musimy nadać układowi 
takie przesunięcie, 
aby naprężenia S wy­
konały pracę. W tym 
ce l u jest rzeczą ko­
nieczną oddalić lub 

a ar 1 
•i yp X \ 
P® y\ 

7?ys 8*4. 
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zbliżyć* punkty B7 i B , a ponieważ sznur jest 
nierozciągalny, więo to przesunięcie j e s t wy-
obrażalne. Przypuśćmy, że punkty 23 i D o d d a l i ­
ły się. W takim r a z i e pracę wykonają tyl k o na-
prężenia B i ciężary 62. . 

Oznaczmy odległość BB przez X , a odleg­
łość pionową Sz od B przes y . Przy wy-
mienionem przesunięciu x wzrośnie o dx , a 
y o dy . 

Siły Q> /w Ą i ^ / wykonają pracę -20>dyf 

zaś siły 62. /w ^ i ̂  / - 2.3.Q.dy . Siły 
Jś" jako centralne, wykonają praoę S.dsc 

Więo: 
- 2.0.dy -2.3.(2. dy - Sdoc =o 

skąd 
S. dx. - 8 Q dy =0 n J 

Oznaczmy dany kąt między S'B i BB przez 

Ponieważ JC jo s t to suma rzutćw sztab na 
kierunek poziomy, a 4/J/ - na pionowy, więc 

x - Za. sin i?.; y-^-cos?^ 
Stąd 

dx - 2 ot cos if. d f i ) d'J - - ;r 5<J>Z ̂  
Stąd i z / l / otrzymamy: 

,5 = ZGutiffi. 
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87. Równowaga trwała i chwiejna. B i ech będzie 
jakikolwiek układ złożony z ciał fji f -0Z *9 f73} .... 
środki ciężkości tyoh ciał oznaczmy przez S± ? 

SZa S3\ , zaś ciężary i c h przez Qj, C7Z . <3S\ . . . 

Przypuśćmy, źe układ ten j e s t t a k i , że prs r p r z e ­
sunięciu dozwolonem pracę wykonywają t y l k c siły 
ciążenia. 

Poprowadźmy jakąkolwiek płaszczyznę poziomą; 
oznaczmy ją przez B , a odległość punktów St 9 

&z '9 ŚSi od n i e j przez ty, yz ^ <%3 ...;\{ Gdy nadamy 
układowi nieskończenie małe przesun i e c i e , to suma 
prao elementarnych sił ciężkości będzie; 

-&j cly^ -Qzdyz - Qjdy3- ; W 
i t a suma j e s t zerem, jeśli układ jOBt w równowa­
dze . 

Przypuśćmy, masy ciał układu są: m£? mz , . .. 

więc: 
a^m^, a^mz(f, Qj -?n3g/. . . .(z) 

/ ̂  oznacza t u współczynnik proporcjonalności/. 
Gdy do wyrażenia /!/ przy równano *»o do zera pod­

stawimy' zamiast Oź,C2Z3 ic"- •••:/, tę 
otrzymamy; 

rnt d^ + rńz d<sz * rrij dą + - O 
albo, ponieważ> mŁ t mz> • •- s $ to wielkości etałe 

d(mt % 1 + 'dftn%. - u?) *d/y? V\ \4 • • ~ o 
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Ale suną różniczek j e s t równa różniosce sumy, 
więc: 

d(mt yt * ii?2 yz * 7?2j ę/j -i ) = o 

Wyrażenie, stojące w nawiasis, przedstawia ma­
sa ant statyczny układa względem płaszczyzny F 

Możemy temu momentowi nadaó inną postać. Osnapsmy 
w tym c e l u środek ciężkości całego układu prses 
& , odległość jego od płasaozysny F prses ¥Q 

a masę całego układu przez FI , tc jak wiadomo: 
pf¥0 = T^ij y* *"r?iz y*, *• 77?j % + 

w i ęo 

a że F7 j e s t stałą, to d'yo -Ó 
A więo aby układ ciał był w równowadze koniecz­

nem j e s t , aby dyo - O . Jak sobie wytłomaczyć 
otrzymany wynik ? 

Przypuśćmy, że układ posiada t y l k o jeden s t o ­
pień swobody, t.s n . , że podczas ruchu każdy punkt 
musi pozostawać na jednej określonej l i n j i . Toż 
samo dotyczy i środka oiężkości układu. Pozostaje 
on na pownej lińji i równowaga układu aaohodzi, 
gdy dy0 = O , ożyli gdy wielkość i/0 osiąga ma-
ximum lub minimum, lub lunemi słowy, gdy środek 
oiężkośoi układu najmuje położenie najwyższe l u b 
najniższe. Jeśli i s t n i e j e jeden s t o p i a i i swobody, 
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to położenie układu daje się określić za pomocą 
jednej znanej wielkośoi. Wielkość tę nazywamy 
współrzędną układu. 

Dajmy na t o , że pewien kąt 2^ j e s t taką współ-
rzędną. Wtedy położenie środka ciężkości układu 
zależy tyl k o od kąta / c z y l i ya^/ft^J . Jeś­
l i pragniemy znaleźć położenie ró- io«agi układu, 
to trzeba znaleźć wartość z r ^ n a n i a f($J=0 

i ten kąt wyznaczy oalkowioie szukane położenie. 
Zaohodzi s a a a l n i c z a różnica między przypadkiem 

gdy yo osiąg* raaadmum i gdy osiąga minimum. Rdż-
nioa t a j e s t natury dy­
namicznej i t y l k o na z a­
sadzie rozważań dynamioz-
nyoh da się śoiśle uza­
sadnić. Będziemy m u s i e l i 
poprzestać na dowodzie 
mniej ścisłym. 

Przypuśćmy ,że śro­
dek ciężkości układu zajął położenie najniższo 
w /7 . Gdy nadamy układowi małe przesunięcie, to 
środek ciężkości jego dojdzie do wyższego położenia 
Y7Ś . Zostawmy następnie układ samemu eobie. Wio 
sostanie on wtedy w równowadze, a zaczais się po -
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ruŁiaać i będzie opadał. Jego środek ciężkości 
będzie się zbliżał do położenia /7 ożyli do po­
łożenia równowagi. Kówimy, źe w położeniu tem 
równowaga j e s t trwała. 

Przypuśćmy ter a s , że środek ciężkości układu 

zajął położenie najwyższe: w punkcie 3 . Gdy 
nadamy układowi małe przesunięcie, to środek cięż-
kości zajmie niższe położenie Bx i Jeśli pozo­
stawimy układ samemu sobie, to bynajmniej n i e 
będzie on dążył do pierwotnego położenia równo­
wagi, a l e będzie się od niego odchylał.. Mówiiiy 
wtedy o równowadse nietrwałej lub chwiejnej. Gdy 
to r środka ciężkości posiada punkt przegięcia 27 , 
to również zachodzi równowaga. Jeśli przesuwamy 
środek ciężkości z punktu JD do Ba , to chociaż 
będzie on usiłował wróoió dc punktu V , jednaj 
wracając nie zatrzyma t?ią w tym położeniu, ale 
pr z e j d z i e przez nie i będzie się d a l e j zachowy­
wał tak, jak w przypadku równowagi chwiejnej. 

Ody torom środka ciężkości j e s t prosta p o z i o ­
ma, to d yo s t a l e j e s t zerem, a z tego wynika, 
że układ wciąż jes t w równowadze iłej. M6wijinv__ 
wtedy o równowadze ohojętaej. 

2 powyższych rozważań wynika, ze równowaga. 
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układu jes t trwała, gdy środek ciężkości tego 
układu zajmuje położenie najniższe,, Ale każde 
ciało można uważać za układ, złożony z oząste-r 
czek sztywnych, a więc twierdzenie to dotyczy 
i t a k i c h ciał niesztywnych, jak płyny, sznury 
i t.d. 

Ki ech więo będzie ciężki sznur jednorodny 
lub łańcuch, zawieszony w punktach Ń i 3 1 . 
Gdy j e s t on w równowadze, to tworzy łańcuchową 
pospolitą. Oznaczmy długość scnura. przez l 
Pomiędzy punktami n i J3 można poprowadzić 
nieskończenie wiele l i n j i o długości l i sznur 
może utworzyó każdą z n i c h , ale w równowadze 
je s t t y l k o wtedy, gdy tworzy katenoidę p o s p o l i ­
tą. 2 tego wnosimy, że z tych wszystkich l i n j i 
katenoida posiada najniżeJ_położony środek cięż­
kości . 

Poprowadźmy jeszcze jakąś prostą X , nie 
przecinającą ładnej z tych l i n j i o długości l 
i położoną ai f i e j od n i c h i obró>$*y całą figurę 
te j p r o s t e j , to utworzy się sswrog powierzchni. 
Ha zasadzie twierdzenia Quldf.n\* wielkość każdej 
z tyoh powierzchni j e s t równa długości tworzącej, 
równej l , pomnożonej przez d:irogę środka ciężko-
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s o i . Ale środek ciężkości katenoidy p o s p o l i t e j 
leży najniżej, a więc najbliżej p r o s t e j , a z t e ­
go wynika, że powierzchnia zatoczona przez taką 
katenoidę j e s t mniejszą od powierzchni zatoczo­
nej przez każdą inną linję o długości Z . 

88. Przykład. I okrągły otwór, zrobiony w 
płycie poziomej, wstawiono gładki prosty stożek 
kołowy, o wysokości h i kącie przy wierzchoł­
ku 2cL , Średnica otworu j e s t równa 2 2* . Wy­
znaczyć położenie równowagi stożka. 

Położenie to daje się 
określić za pomocą j e d ­
nej wielkości np. za po-
mooą kąta o s i scożka z 
poziomem. Oznaczmy ten 
kąt przez $ . Wiadomo, 
że środek ciężkości & 

Ko/s. 8G. 

stożka le&y na jego wy­
sokości w odległo/ioi 1/4 od podstawy, Osnaczmy 
odległość tego środka od płyty przez y i 
znajdźmy y w f u n k c j i fi . 

Z wierzchołka fł stożka poprowadźmy prosto­
padłą do płyty i spodek t e j prcatapadłej oznacz­
my przez £ . Rzutem BS na kierunek pionowy 
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je s t y? FE , a że PS - h więo: 
y+FE = 3Ah sćnrf C*J 

BE z trójkąta BED j e s t równe 

PE - PD sin {ił -cCj 
Zaś z trójkąta PSD mamy: 

Z tego wynika, ze = sen 2ÓL 

Podstawiająo tę wartość do /!/ otrzymamy: 

Znajdźmy przy j a k i c h wartościach i?, y osiąga 
mazimum lub minimom . 

Po nproszozenio wypadnie: 
dy -3/,hcos^-^^~^ 

Przyrównajmy tę pochodną do zera: 

i jako odpowiedzi otrzymujemy: 1/ cost/ -O Skąd 

tr - -g- albo 2/ 5 m 55c"^ sk^d SĆ?ZI/1= -pTcr— 

Jeśli temu ostatniemu równaniu czyni zadość kąt 
J" , to ozyni też zadość BI , a więc ogółem 
otrzymujemy 3 położenia równowagi. Ale zaohodzi pew 



»e ograniczenie. We ozorze na siii.tr l i c z n i k 
nnsi » :i.e jszy od mianownika, a wice 

/ ^ ; v i i . 5 / f i 2 ^ , gdy 3hsi<??2cC> JGT \ 

to i s t n i e j e t y l k o jedno położenie równowagi. 
Chodzi jeszcze o t o , czy znalezione półcienia 

równowagi są trwałe czy też chwiejne. W ty» oe l u 
znajdziemy drugą pochodną y względem ir . 

Znajdziemy: 
dzy 3/7.SĆ717J1 _ Tr.r. cos 2$ 
c7?JLZ"~ ' 4 sen Zj£ 

Jeśli w tym wzorze założymy z ^ - ^ r , to otrzymamy 

3,h Al-

Gdy to wyrażenie j e s t dodatnie, to y osiąg­
nęło minimum, a więo położenie równowagi j e s t 
trwało. Zachodzi t o , gdy /Gr 7 3h 3Ć7ZZoC . 

W tym r a z i e istnieją więc 3 położenia równowa 
gi środkowe trwałe i dwa boczne chwiejne. 

Gdy natomiast /Gr <s 3n.se 7Z 2c/i t to j e s t 
t y l k o jedno położeni® równowagi i przytea równo -
waea i e s t chwiejna. 

http://siii.tr
http://3n.se
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