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Nowszy rozwój mechaniki ciał plastycznych.
Napisał IT. Mierse-jewski, Prof. Politechniki Warszawskiej.

Zastosowania teorji krzywych poślizgowych,

Hencky z wzorów (10) i (11) wyprowadził wnio-
sek, że krzywe poślizgowe dla ciała szczególnie
plastycznego są zawsze linjamiprostemi, two-

rzącemi układ prostokątny lub promieniowy. Tak je-
dnak nie jest, na co zwrócił uwagę Prandtl, wykazując
różnorodność układów krzywych poślizgowych. Co-
prawida układy prostolinjowe stanowią zasadnicze
rozwiązania omawianych równań, a właśnie
PranidtlH) w r. 1920, a więc na kilka lat przed Hen.
cky'm, postawił hyootezę, że przy wciskaniu pła-
skiego stempla w płaszczyzną obszar oidlkształceń
plastycznych charakteryzuje promieniowy układ
krytycznych nanre-żeń stycznych. Na ten [przykład
Prandtl'a zwrócimy specjalną uwagę, gjdyJż był on
walżnym krokiem, naprzód w nowszej teorji plasty-
czności i pobudził do badań dloświadczallnych w t&)
dziedzinie.

Rys. 9.
Wciskanie płaskiego stempla w pólpłaszczyznę (Prandtl).

Niech AB oznacza odcinek półpłaszczyzny, ob-
ciążony równomiernie steimiplem, który stopniowo
wtłaczamy w mateirjał plastyczny, Mamy tu do czy-

nienia z zagadnieniem idwluwyrniarowem, Pod ciś-
nieniem stempla materiał jest spychany na boki,
przyczem następuje zgniot w .sektorach ACD i BCE.
"W trójkątach ADF i JSJ5"G mateirjał jest wypycha-
ny ku górze, Wedlkiig schematu przyjęte.go przez
Pranidtl'a, lin!je prądu można przedstajwić tak, jak
po prawej stronie, zaś irajelctarje naprężeń głów-
nych — jak po lewej istronie rys, 9,

Z chwilą, gdy uznamy za słuszny w danym wy-
padku schemat odkształcenia, zaproponowany przez
Pranidtra, z łatwością ustalimy równania równowa-
gi tak wewnątrz obszaru plasłyozneigo, jak i na po-
graniczu z obszarami siprężyisitemi, Można przytem
pójść dialej i iprzedistawić zmiany w zaproponowa-
nym .schemacie, jakie wynikać muszą z .przejścia od
ciała szczególnie pila.styczn.eigo do mąterjału, podle-
gająceigo stwardnieniiu. Można również uogólnić za-
gadnienie, rozpa-
trując stłaczanie
zapomocą stempla
płaskiego profilu,
przedstawionego

na rys. 10. Prandtl
przewiduje przy-

tem schematy
zgniatania, nie róż-
niące się zasadni-
czo od tego, jaki
widzimy na rys, 9.

Rys. 10.
f Układ odkształceń dla profiluj

łamanego (Prandtl). z"

*) Dalszy ciąg do str. 476 w Ws35 z r, 1926,
8) L, iP.ra<ndtl. Uelber die BindrinigutKgsfestigikeit (Har-

te) plastisohcT Batustoffe tunid die Fcstigfceit dter Schneiden
ZAMM,, 1, 1921, 15,

Ciału szczególnie plastycznemu, odlpowiadają sekto-
ry ACD i BCE. Sektory AD' 6" i symetryczny doń
BCG' odpowiadają przypadkowi, gdy mamy Aa
czynienia ze stwardnianiem materjału.

We wszystkich tych schematach mamy do czy-
nienia z promieniowymi układami krzywych pośli-
zgowych. Dopiero po wykryciu przez Hencky'ego
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zadziwiająco prostycli własności geometryczno-róż-
niczkowych uikładiu krzywych poślizgowych, Prandhl
doszedł do wniosku, że obok układów prostolinjo-
wych, w grę Wiejąc mogą układy, złożone z cykloM,
rpirali logarytmicznych i innych krzywych, Opiera-
jąc się ciągle na swej metodzie nawpółempirycznego
ustalania schematów odkształceń plastycznych,

Prandtl wkrótce zaproponował
szereg układów krzywych pośliz-
gowych dla ważnych technicznie
przypadków, których zbadaniem
doświadczalnem zajął się bezpo-
średnio Nadai ")1 0),

Układ krzywych poślizgowych,
powstających przy wciskaniu cy-
lindrycznego trzpienia w grubo-
ścienny pierścień z miękkiego że-
laza (rys, 11), składa się, jak to
wyjaśnił Prandtl, ze spirali loga-
rytmicznych, tworzących kąty
45° z promieniami. Krzywe izo-
statyczne n ) tworzą natomiast
w tym wypadku układ promie-
niowy. Jak to łatwo sprawdzić,
oba założenia Hencky'ego są tu
spełnione, gdyż w spirali loga-
rytmicznej promień krzywizny
równa się długości łuku, odmie-
rzanego od środka. Przy sposo-
bności należy zauważyć, że tym
samym założoniom odpowiadają
układy cykloid.

Jednym z możliwych rozwiązań może być też
tukła'd, przedstawiony na rys. 12, a dotyczący wtła-
czania płaskkigo stempla w płytę niezbyt grubą
w stosunku do szerokości stempla. Pramdtl przypu-
szcza mianowicie, że przez analog ją z pizykładem
podanym poprzednio (rys, 9) ,zgniot zachodzi w Sek-
torach ACD i BCE, w których mamy do czynienia
z (promieniowym układem krzywych poślizgowych,
Możemy przypuszczać, ie wobec niewielkiej grubo-

ści płyt zgniot po-
suwa się ku dołowi,
przyczem układ
krzywych poślizgo-
wych składa się ze
spirali logarytmicz-
nych, przecinają-
cych się ortogonal-

ni*, W pewnej chwili zgniot dochodzi do spodu
płyty, która zaczyna być rozpychaną .na dwie strony,

Przy ściskaniu Wódka z matei-jału plastycznego
pomiędzy dwoma sztywnemi płytami jest ipnawdo-
podobnem powstanie układu krzywych poślizgo-
wych według rys, 13, Jeśli klocek jest szeroki w po-

Rys. 11—1

Rys. 15.

°) L. Pra»dtfl. Anwendungsbeis piele zu einem Henicky-
sohen S»tz Oiber das plastische Gteichgewiicht. ZAMM, 3,
1923, 401. L, Prandtl, S.paJinungsyerteilunig in plastischer
Kdrpero, Proc, Ccraugr, Applied Mechanics, DeMt, 1925.

1 0) A, Nadal Uber dic Gleit- und Verzwei;gu:ngisfla-
chen einiiger Glrichgewichts/ustande triUsamer Masstn und
die Nachspaamuaiigen btleibend verzerrter Korparm. Z. f, Phy-
sik, 30, 1924, 106.

L i ) ' A, Mesnager. Napr^że-nia ci&l stałych %v postaci
widziaŁnej. Odbitka z P*z, Teohn.

równaniu z wysokością, a powkrzchnie płyt są szor-
stkie tak, że poślizgi zachodzą jedynie w materjale
plastycznym, przypuszczalny układ będzie taki, jak
na rys, 14, Taki układ można sobie wyobrazić w oło-
wianej płycie, ściskanej pomiędzy dwoma płaskiemi
blokami karaiennemi o szorstkich powierzchniach
oporowych.

Badania doświadczalne.
Badania doświadczalne pokigają przedewszy-

stkiem na obserwowaniu powstawania bruzdek po-
ślizgowych na powierzchni odkształcanych próbek.
Pierwsze obserwacje w tym kierunku zawdzięczamy
Liiiders'owi, systematyczne badania L, Hartmann'o-
wi, W ostatnich czasach dawniejsze metody uzupeł-
niono nowymi sposobami wykrywania odkształceń
trwałych w pierwszej fazie ich powstawania.

Metoda L. Hartmann'a l a) polega na obserwo-
waniu układów bruzdelk, występujących na gładko
odipolerowanej i zilekka utlenionej powierzchni
próbki, poddanej określonemu odkształceniu. Po-
czątkowo cząsteczki tlenku tworzą czworokątne pi-
ramidy, których podstawy zajmują określone poło-
żenie względem kierunków izostatycznych. W miarę
wzrostu obciążenia piramidy lokalne łączą się w u-
grupowania w postaci linji. Doświadczenie wykazu-
je, że otrzymany układ linji jest niczem innem, jak
układem krzywych poślizgowych, W swej pracy
Harlmann podaje różnorodne przykłady tych ukła-
dów dla poszczególnych kształtów próbek i różnych
metali.

Bezpośrednia obserwacja odpolerowanej po-
wi&rzdhni pióbki daje dobre wyniki, gdyż bwizdki
po-ślizigowe wyraźnie się zaznaczają«na tle błyszczą-
cem. Fotoigralja natomiast nie oddaje należycie wy-
pukłości i bruzdek poślizgowych. Jedynie zdjęcia
stereoskopowe uwydatniają należycie nierówności
powierzchni, Nadai, rozwijając pewne metody
Prandtra, zastosował z powodzeniem do zdjęć fo-
tograficznych sipecjalne oświetlenie próbki, pole-
gające na wywoływaniu jaskrawych kontrastów 1 8 ) .

Rys. 16.

Zgniatanie
słupka

z przewler-
conemi na

krzyż otwo-
rami (Nśdal)
Por. z rys. 17.

Jest to t, zw, metoda Toppler'a, Odnośny schemat
oświetllenia przedstawia rys. 15. Układ optyczny
stanowi źródło światła L w postaci małej lampki
luikowej, przeiporika F, umieszczona w ognisku so-

I=) L. Hartmann. Sur le irićcatiisme de la deformation
permanente dans les m6taux soumis a rextension, C. R,
152 (1911), 1005, 1084, 1233. .

l a ) A. Nadai, Beoiba&hlumgen der Gleitiflachenibildung
an plastischen Stoffen., Ptoc. ImtfcTn. Congr. for Applied Me-
chanics, Delft, Także Schweizerischc Bauzettung. 1924, 157,
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czewki skupiającej, następnie duiża soczewka S o
dużej odległości ogniskowe,), wreszcie przeponka P.,
umieszczona w ognisku tale soczewki S, jak i so-
czewki kamery fotograficzne)] K. Jeśli powierzch-
nia próbki jest płaska i głaldka, na matówce otrzy-
mujemy małą jasną plamkę światła, Jeś'H wszakże
na próbce .są bruzidki i wypukłości, to manipulując
odpowiednio przepomkami, można otrzymać obrazy
kontrastowe powierzchni próbki. Omawiana meto-
da pozwala wykrywać niewielkie nawet 0'dks'ztał-
cenia .powierzchni, Rys, 16 przedstawia zid'jęcie słup-
ka prostokątnego z miękkiego żelaza, przewierco-
nego w dwuch miejscach (rys. 17) i poddanego
zgniataniu wzdiłuż krawędzi najdłuższej, Od obu
otworów rozpoczynają się poiślizgi, dochodzące do
powierzchni próbki, przyczem kontrastowe oświe-
tlenie umożliwia rozpoznanie układu z rys, 17,

Rys. 17.

Schemat zgniatania słupka z prze-
wierconymi na krzyż otworami.

Rys, 18 i 19 przedstawiają zldjęcia, otrzymane
przez Nadai'a, dotyczące przypadków obciążenia,
podanych na rys. 11 i 13, Próbka pierwsza była wy-
konana przytem z miękkiego żelaza, diruga zaś z pa-
rafiny. Wadzimy, że odpowiadają one sobie wzajem-
nie.

Rys. 19.
Zgniatanie klocka parafinowego

(Nadai). Por- z rys. 13.

Rys. 18.Wciskanie prze-
bijaka w otwór (Nadai).
Materjat: miękka stal.

Por. z rys. 11-

Obok wymienionych metod, polegających na
obserwowaniu powierzchni odkształconej plastycz-
nie próbki, stosowane są często i inne, zapożyczione
z techniki metalograficznej. Tak Więc zgniot można
dtoskonale wykryć na podstawie wyżarzenia próbki
i wywołania rekrystalizacji 1 4) (

Na szczególną uwagę zasługuje metoda Fry ;L5)
wytrawiania próbek, dająca możność subtelnego
wykrywania zigniotu. Fry wykazał na szeregu pró-
bek, odpoWiadającyoh różnorodnym typom od-
kształcenia plastycznego, że zasiąg odkształceń jest
znacznie większy od tego, jaki można wykryć, po-
siłkując się metodami dawniejszemi. Dla przykła-
du weźmy wciskanie cylindrycznego stempla w blok
z miękkiego żelaza. Po 6-o godzinnem wyżarzaniu

**) W. Broniewski, Zasady metalograf]!, 204,
l n) A. Fry, Kraft\virku«igsfilgureii m Flusseisen, Aange-

stellt durch ein aeaeis Aetizverfahre,n, Ktwppschę. Monate-
hefte, 2, 1921, 117,

przy temperaturze 730° następuje rekrystalizacja
w .obszarze, ograniczonym przez dwie dość prawi-
dłowe półkule (rys. 20). Materjał znajdujący się

Rys. 20 Wciskanie stempla cylindrowego w pół
płaszczyzną. Próbka wyżarzona (rekrystaliza-

cja) i wytrawiona według metody Fry.

tuż pod środkową częścią stempla nie podlega od-
kształceniu plastycznemu, jak to można wnosić z te-
go, że nie podlega on rekrystalizacji,. Trawienie
według metody Fry wykazu!] e j&dlnak w tym wy-
padikiU głęboko sięigające odkształcenia, znacznie
słabsze coprawda, niż w obszarze, podlegającym re-
krystalizacji, ale wykazujące wyiraźną prawidło-
wość.

Dość bogaty materja'1 doświadczalny zebrany
przez Nadai'a wykazuje zgodność schematów, za-
proponowanych przez Rrandtl'a z doświadczeniem.
Można taż uważać powyższe schematy za interpre-
tacjję wyników doświadlczeń w myśl ogóllnyoh zało-
żeń teorji Prandtil'a i Hefnckyego. Ale nie można
tego powiedzieć o wszystkich, doświadczeniach, Jest
rzeczą charakterystyczną, że wyniki doświadczenia,
mającego na celu stwierdzenie, czy przy wtłaczaniu
płaskiego stempla w półipłas>zcxyznę powstaje u-
kład, przedstawiony na rys, 9, nastręczają bodaj
najwięcej wątpliwości, co do słuszności nawipółem-
pirycznej metody PrandWa.

Nadai wykonał adnośne doświadtzienia w ten
sposólb, że pomiędzy dwie żpłaiskie próbki w postaci
klocków włożył blaszkę i poddał następnie całość
zgnieceniu zapomocą prasy hydraulicznej (rys, 21),
Wobec znacznych w stosunku do iblaszlki wymia-
rów próbek otrzymuje się układ odkształceń, od-
powiadaj jacy nieiwielkiemiu zagłejbieniu płaskiego
stemlpla w półlpiaszczyznę, I otóż otrzymał on wy-
raźny obszar zgniotu, ograniczony przez dwa okrę-
gi kół, przechoidzących przez punkty, odpowiada-
jące krawędziom stempla, a któ-
rych środki znajdowały się w po-
bliżu środka storcowej płaszczy-
zny stempla-Pas ten w kształcie
półksiężyca odpowiada ściśle
układowi odkształceń, jaki wy-
prowadzić można na podstawie
klasycznej teorji sprężystości,
Mianowicie jeśli przeprowadzi-
my szereg kół, przechodzących
przez punkty A i B (rys. 9), któ-
rych środki będą leżały na osi sy-
metrji stempla, to, badając układ
naprężeń przy odkształceniu
sprejżystem łatwo przekonać się, że na kaiżdem z
tych kół naprejżeinia sityczne będą posiadały stałą
wartość. Maksymalne wartości naprężeń stycznych
otrzymuje się wówczas, gdy prosta AB stanowić

Rys. 21.
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będzie średnicę koła. Można coprawda, rozipatru-
jąc dalszy przebieg odkształcania plastycznego,
wykazać w danym wypadku, że istnieje tendencja
ku osiągnięciu układu krzywych poślizgowych
PrandtTa, ale -doświadczenie tego nie stwierdza.

Wniosek z dotychczasowych badań dtaświad-
czalnych można wyprowadzić taki, że metoda
PranditFa nie daje w większości wyipaldików pew-
nych rozwiązań i często prowadzi do sprzeczno-
ści1"), wskutek nieustalenia warunków brzego-
wych. Wydaje się nam, że jedyną właściwą meto-
dą rozważania -układów sprężysto-plastycznych,
których przykłady były podane poprzednio, a któ-
re dotyczą .początkowej fazy odkształcania pla-
stycznego, jest przytjęcie ogólnej zasady, że stano-

wią one „wynaturzanie'1' (zwyrodnienie) układu
sprężystego. Przy traktowaniu tych zagadnień na-
leżałoby również na pierwszy plan wysunąć bada-
nie układów odkształceń sprężystych, a nie ukła-
dów naprężeń. Jeśli ta jedyna z punktu widzenia
fizycznego metoda nie znalazła dotychczas zastoso-
wania, to 'dlatego, że na przeszkodzie stanęły tu
trudności matematyczne. 0 ile nie przezwyciężono
ich dotychczas dla zagadnień płaskich (dwuwymia-
rowych) lub osiowo-symetrycznych, o tyle rozpa-
trywanie układów sprejżysto-plastycznych, jako wy-
naturzonych układów sprężystych, okazało się mo-
żliwem w zagadnieniu skręcania plastycznych prę-
tów pryzmatycznych.

(D ,e. n.)

Wykresy do projektowania żelbetowych słupów
uzwojonych, ściskanych osiowo.

Napisał Ins. R. Zegarowslci.

Jakkolwiek projektowanie żelbetowych słupów
uzwojonych nie przedstawia zbytnich trudności,
posiłkowanie się wykresami znacznie ułatwia

to zadanie.
W Przeglądzie Technicznym z r. 1924 (Nr 25

i 26) prof, M. Thullie podał tabelki, rozwiązujące to
zagadnienie w ramach przepisów Ministerstwa Ro-
bót Publicznych. (Tymczasowe Przepisy Budowy
i Utrzymania Mostów Drogowych 1920 r. i Przepisy
dotyczące obliczeń statycznych w budownictwie
lądowem, 1923 r,)- W podobny sposób można wy-
konać wykresy, które bardzo przejrzyście ilustrują
zależność elementów składowych słupa uzwojonego
od jego nośności.

A, P r z e k r ó j k o ł o w y .
Do obliczania słupów uzwojonych o przekroju

kołowym, przepisy podają wzór na przekrój zastęp-
czy:

= i,25.ir +15A* + 30 Au MB
86

(1)

gdzie P oznacza siłę ściskającą, działającą na osi
słupa, oj — naprężenie ściskające w betonie, Ar—
pole przekroju rdzenia betonowego wewnątrz uzwo-
jenia, Az—pole przekroju uzbrojenia podłużnego,
Au — pole przekroju fikcyjnego pręta podłużnego,
o objętości uzbrojenia poprzecznego na tej samej
długości słupa, które dla pręta uzwojenia o polu
przekroju Ao na średnicy rdzenia Dr i skoku S wy-
nosi :

Aa o
(2)

Ponieważ uzbrojenie poprzeczne, jak wynika ze
wzoru (1), jest dwa razy lepiej wyzyskane niż uzbro-
jenie podłużne, należy przy ekonomicznem projekto-
waniu dać uzbrojenie podłużne jak najmniejsze,
a mianowicie według przepisów 0,008 pola pełnego
przekroju słupa:

J z = 0,008^6 (3)
a o ) H. Henćky. Ulber einige statisch. bestimmitc Falle

des Gileicth.jJewichtG in (plastischen Korcem. ZAMM., 3, 1923,
241.

Przyjmując, że pole przekroju rdzenia betono-
wego wynosi ift pełnego przekroju słupa

Ar = Q,15Ab (4)

można ustalić granice zawartości uzbrojenia po-
przecznego w słupie. Dolną granicę daje warunek,
ażeby nośność słupa uzwojonego była równa noś-
ności słupa nieuzwojonego o tym samym przekroju
betonu, lecz o uzbrojeniu podłużnem, równem uzbro-
jeniu sumarycznemu Az -\-Au;

Ab-f 15 [Az + Au) = 1,25 Ar-\- 15 A, + 30 Au.

Podstawiając w to równanie wartość z równania (4),
otrzymuje się:

Aamla — 0,00417 Ah . . . . (5)
Górną granicę otrzymuje się z warunku przepi-
sów, ażeby pole przekroju zastępczego słupa nie
przekraczało podwójnego pola przekroju rdzenia
betonowego:

1,25 Ar ~f-15 Az -j- 30 A,, «= 2 Ar.

Podstawiając w to równanie wartości z równań (3)
i (4), otrzymuje się;

AUmax= 0,01415 Ai (6)

Zależność Aa od Ab otrzymuje się z wzoru (1)
po uwzględnieniu równań (3) i (4), mianowicie:

30 ob

0,03525 Ab (7)

Zależność tę wyrażono na wykresie I, przyjmu-
jąc jako oś rzędnych wartości Au w cm2, jako oś od-
ciętych wartości Ab w cm2, przy różnych wartościach

P
, również w cm2. Na osi odciętych zamiast Ab wy-

pisano średnicę Db w cm, odpowiadającą tym prze-
krojom słupa. Po prawej stronie wykresu podano
pole przekroju uzbrojenia podłużnego słupa At, wy-
noszące w myśl równania (3) 0,008 pola pełnego
przekroju słupa.


