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‘Nowszy rozwo6j mechaniki ciat plastycznych.”

Napisat prof. H. Mierzejewski, Warszawa.

eorje plastycznoséci, bedace w ostatnich czasach
przedmictem ozywionych badan teoretycznych i
doswiadczalnych, sa traktowane dotychczas wy-
tacznie z fenomenologicznego punktu widzenia, Struk-
tura fizyczna materjatu plastycznego tylko posred-
nio jest uwzgledniana w mechanice 01'aia plastycz-
nego. Pomimo ze specjalisci zdaja sobie doskonale
sprawe ze znaczenia, jakie mialoby nawmzan'ie bez-
posredniej facznosci pomigdzy dwoma odmiennemi
stanowiskami, brak danych doswiadczalnych z jed-
nej strony, za$ trudncsci matematyc.zng z drugiej,
przesuwaja proby nalezytego postawienia mechaniki
ciala quasi-izotropowego ku dalszej przysztosci. To-
tez, o ile jest mowa nie o poszczegblnych zagadnie-
niach zwigzanych ze zjawiskami plastyczncséci w me-
talach (np. odksztalcenia pojedyriczych krysztatow
metalowych, struktura wléknista, fluktuacje naprezen
lokalnych na pograniczu krysztatéw, podioze fizycz-
ne zjawiska stwardnienia), a o ogélnych rozstrzasa-
niach, dotyczacych réznorodnych ukiadéw naprezen i
odksztalceri w cialach sprezysto-plastycznych, musimy
pozostawaé na klasycznym gruncie makroskopowego
traktowania zjawisk fizycznych, chociaz zdawalibys-
my sobie sprawe z ujemnej strony tego stanowiska,
Punktem wyjécia teorji plastycznosci jest nale-
zyte sformutowanie t. zw. warunku plastycznosci, kto-
ry w przypadkach zlozonego uktadu naprezen odgry-
wa te sama role, co granica plastycznosci w prébie
rozciggania lub sciskania. Okreslajac starannie waru-
nek plastycznosci, stwarzamy pojecie ciata plastycz-
nego, a temu tworowi myélowemu przypisujemy pe-
wne wyidealizowane wiasnosci fizyczne, wzorowane,
dodajmy od siebie, na wlasnosciach metali plastycz-
nych. Ustalenie warunku plastycznoéci ogranicza za-
kres zagadnienia, przeciwstawiajac mechanike ciat

1) Artykul niniejszy jest oparty na obszerniejszej pracy

autora, przygoiowanej do druku, a traktujacej teorje plastycz..

nosci w ujeciu matematycznem,

W .

plastycznych teorjom réwnowagi i ruchu cial sypkich,
potplynnych oraz cieczy bardzo lepkich. Przy ckre-
$laniu warunku plastycznosci, postugujemy sie rézne-
mi hypotezami wytrzymalosciowemi, polegajacemi na
tem, ze wytrzymalo§é przy zlozonym uktadzie napre-
zen uzalezniamy w ten czy inny sposéb od spélczyn-
nikéw, jakie nam daja zasadnicze préby na rozciaga-
nie i $ciskanie.

Nie bedziemy, dla braku miejsca, omawiaé tych réz-
nych hypotez wytrzymatosciowych, jakkolwiek jest to
zagadnienie podstawowe ‘dla teorji plastycznosci. Nie-
ktore z tych hypotez posiadaja obecnie tylko histo-
ryczne znaczenie, Wlasnoéciom metali plastycznych,
jak np. miekkiej stali, odpowiada dobrze hypoteza
najwiekszego naprezenia stycznego (prawo J. Guesta)
w swej postaci klasycznej, lub zmodyfikowanej nieco
przez A, Becker'a, na podstawie znanych doswiadczen
wykonanych w uniwersytecie w Illinois, Otrzymane
na podstawie tych hypotez wartosci naprezen krytycz-
nych niewiele réznia sie¢ od tych, jakie nam daje ener-
getyczny warunek plastycznosci, zaproponowany przed
laty przez Beltrami'ego (1885), a ktéry nieco péz-
niej zostal, najzupelniej niezaleznie od Beltrami‘ego,
pcdany i uzasadniony przez M. T. Hubera. Energe-
lyczny warunek plastycznosci stal sie podstawa waz-
nej metody matematycznej rozwiazywania zagadnien
z zakresu teorji plastycznosei®).

?) Zdajac sobie sprawe z donioslej roli potencjalu sit spre-

zystych w zastosowaniach teorji sprezystoéci, znakomity wlo-

ski uczony Eugemnjusz Beltrami pierwszy wypowie-
dzial mysl, ze o wytrzymalosci ciata stalego decyduje przede-
wszystkiem praca odkszlalcenia. Rozprawa Belirami‘ego: Sulla
condizione di resistenza dei corpi elastici, zamieszczona w
Rendiconti Instituto Lombardo, 11, 18, 1885 jest mi nieznana.
ale z cytat o tej pracy wnioskuje, ze Beltrami nie ustrzegt
sie przed bledem, polegajacym na tem, ze za miare wytezenia
materjalu przyjal on catkowita wlasciwa prace odksztalcenia,
a nie wlasciwa prace odksztalcenia postaciowego, jak to uczy-
nit prof. Huber. O pracy tego ostatniego patrz: A. i L. Féppl.
Drang und Zwang. Tom I, str, 47,

A
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Ze wzgledu na zastosowania, jest rzecza poza-
dana przyjmowaé hypotezy najprostsze, sprawdzaja-
ce jednak dane do$wiadczalne z dostatecznem przy-
blizeniem. Dla jasnego orjentowania sie w hypote-
zach roboczych, jest rzecza celowa poslugiwaé sie wy-
kredlnem przedstawianiem ukladéw naprezen krytycz-
nych, jak np. obwiedniami Mohr'a w zagadnieniu dwu-
wymiarowem °). Ponizej podajemy )ednq z takich me-
tod pogladowych.

Jak wiadomo, uklad naprezen w danym punkcie
ciala jest w zupelncéci okreslony przez kierunki i
wartosci naprezen gtownych. Niech w trc’)'jwy‘mia‘ro-
wym ukladzie naprezenn o), 9,15, oznaczaja napreze-
nia gléwne, uszeregowane poczynajac od najwieksze-
go naprezenia rozcipgajacego (dodatniego), a konczac
na najwiekszem $ciskajacem (ujemnem). Przypomnii-
my scbie, ze w przypadku, gdy 5,>3,>15;, najwiek-
sze naprezenie styczne ($cinajace), zachodzi w pfla-
szczyznach, tworzacych kat =/, z kierunkiem pierw-
szego i trzeciego naprezenia gtdéwnego, stanowigc polowz

)

O tej wartosci najwiekszego naprezenia stycznego na-
lezy stale pamigtaé przy rozpatrywaniu diagraméw,
ilusirujacych rézne hypotezy wytrzymalosciowe.

=%

réznicy pomiedzy temi naprezeniami: Tpox = > ( 1

cego lub sciskajacego, polem naprezern podkrytycz-
nych byllby kwaidrat, ograniczony przez proste 5,=—=-¢
i gy = o Hyrpotezq St. Venant'a, ze o wytrzy-
maloéci decyduje wydluzenie wlasciwe mater]aiu ilu-
struje romb (rys. 1). Hypoteze Hubera przedstawia
elipsa (rys. 2), za$ szescicbok wpisany w le elipse
odpowiada hypotezie Guest'a.

Byloby rzecza ciekawa i wazng poréwnaé na pod-
stawie tych diagramow omawiane hypotezy w $wietle
badan doéwiadczarlnych nie pozwala nam jednak na
{c brak miejsca. Oka/aloby si¢ przytem, ze zapropo-
nowane przez Mohr'a pominigcie wplywu posrednie-
go naprezenia glownego o, i sprowadzenie tym sposo-
bem zagadnienia wytrzymalosci metali plastycznych
do zaleznoséci w ukladzie dwuwymiarowym, bylto po-
sunieciem zbyt $mialem. W rzeczywistosci dopiero
przedstawienie powierzchni naprezen kyytycznych w
przestrzeni tréjwymiarowej, daje wlasciwy poglad na
roznorodne hypotezy wytrzymalosciowe.

Rys. 3 zapoznaje nas z przedstawieniem hypotezy
najwiekszego naprezenia stycznego, jako miary wy-
tezenia materjatu. Obszar naprezen, pozostajacych po-
nizej granicy plastycznosci, jest szesciokatnym pryz-
matem prawidlowym, ktérego cé jest jednakowo po-
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W uktadzie spétrzednych prostokatnych o, 5,15,
kazdy punkt w zasadzie charakteryzuje pewien u'kiad
naprezen; nie wszystkle jednak punkty posiadaja kon-
kretne znaczenie fizyczne. Odksztalcenie plastyczne
nastapi, gdy zespét wartoéci naprezen normalnych
osiagnie wartosci krytyczne:

g ——— ('53]k {1)

Warunkowi plastycznosci, czyli tej czy innej hypo-
tezie roboczej, odpowiada pewna okreslona powierzch-
nia. Jegli punkt znajduje sie wewnatrz obszaru, ogra-
niczonego ta, pow1erzchmq, mamy do czymema z ukla-
dem naprezen, pozostajacych ponizej granicy plastycz-
nosci, ktorym odpowiadaja odksztalcenia sprezyste,
w znacznej mierze odwracalne.

o) = [sl]k, Gy — ((—’]k’

Gdy mamy do czynienia z dwwwyrmarowym ukta-
dem naprezen, granica dopuszczalnych naprezen nor-
malnych jest pewien cbwdd zamkniety. Jesli przy]qh-
by$émy hypoteze najwiekszego naprezenia rozciagaja-

’)Otto Mohr Abhandlungen aus dem Gebiete der Tech-
nischen Mechanik, Berlin 1914,

chylena wzgledem trzech osi spélrzednych. Bokami
tego pryzmatu sa plaszczyzny:
o, —0,=d06;0,—0;=5;6; — G =16.

(2)
Jegli przejs¢ do hypotezy Hubera i Hencky'ego, to
pryzmat nalezaloby zastapi¢ walcem kolowym, opisa-
nym okolo pryzmatu. Réwnanie tego walca kolowego
jest nastepujace:
15, o — 3
Istnieje réznica w sformulowaniu warunku pla-
stycznosci przez Hubera i Hencky’ego, jest ona wszak-
ze raczej natury formalnej. Huber uwaza m1anow101e,
ze jesli ol—|-02+03 >0, czylijes§limamy do czynienia z roz-
szerzeniem objgtosciowem materjalu, np. przy wszech-
stronnem rozcigganiu, woOwczas miara wytqzema jest
calkowita wlasciwa praca odksztalcenia, a nie wla-
éciwa praca odksztalcenia postaciowego, W pierw-
szym oktancie dodatnim, gdy 5, >0, 5,>0, 5,>0, naleza-
foby wowczas zastapié e kotowy pételipsoida
obrotowa. Huberowi szlo mianowicie o to, by w hy-
potezie swej uwzgledni¢ mozliwosé pekniecia przy
wszechstronnem jednorodnem rozciaganiu, czego nie
daje hypoteza najwiekszego naprezenia $cinajacego
(por. rys. 3). Hencky potraktowal te sprawe formal-

G, Gy — 03 03 — 03 3; =62,
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nie, usuwajac a priori wplyw pekniecia z teorji pla-
stycznoéci, Opart sie on na znanych doswiadczeniach
Griffith'a *) 1 Joffe'go, kitore wykazaly, ze powstrzy-
manie powstawania peknigé przesuwa granice wy-
trzymaloéci ,,technicznej” ku t. zw. fizycznej, prze-
wyzszajace] kilkaset razy pierwsza.

Ze wzgledu na réznorodne wlasnosci metali pla-
stycznych i stosownie do charakteru zagadnienn mate-
matycznych, w teorji plastycznosci nie poprzestaje-

my najednejz omawia-
6 nych hypotez, a stosu-
jemy badz jedna, badz
druga. Jest to stano-
wisko stuszne, jesli
uwzglednimy, ze teor-
ja plastycznosci ujmu-
je 'zjawiska ze strony
makroskopowej, czyli
do pewnego stopnia
przyblizonej. Najczes-
ciej przyjmujemy, Ze
Wyadtuzenia dla ciala plastycznego
Rys. 4, Tmex — ki pomiiaiatc
przytem zjawiska
stwardniania. Granice
sprezystoéci utozsamiamy z granicg plastycznodci, tak iz
diagram rozciagania w tych warun_k’af:h przedstawilby
sie w ksztalcie jak na rys. 4. Po dojsciu do granicy pla-
stycznoéci, materjal wyciagalby si¢ pod statem obciaze-
niem (Prandtl). Tak wyidealizowany materjal na-
zywamy cialem szczegélnie plastycznem.

Neprezenia

Uklad krzywych poslizgowych.

Na podstawie warunku plastycznoéci, mamy te-
raz ustali¢ trajektorje naprezen gl()wnych,, tak nor-
malnych, jak i stycznych, w obszarze zgniecionym Pla-
stycznie. Boussinesq °), jeszcze w T. 1871, ustgwld row-
nania rézniczkowe linij izostatycznych, czyli trajek-

toryj glownych napre¢zen normalnych dla ciala szcze-
gélnie plastycznego, odpowiadajacego warunkowi
Tresca —— St. Venant — Guest: Tmex = const. Nie

stracity one po dzi§ dziedr swego zasadniczego zna-
czenia. Ale wyniki wazniejsze z punktu W}ld;enla lacz-
noéci pomiedzy badaniami teoretycznemi 1 doswiad-
czalnemi otrzymat Hencky ©), znajdujac nader proste
i ciekawe wlasnoéci geometryczno-rozniczkowe krzy-
wych poslizgowych dla ciata szczegélnie plastycznego.
Punktem wyjscia rozumowan Hencky'ego byt po-
glad, ze najwlasciwszym ukladem spéirzednych, do-
pasowanym najlepiej do charakteru 'zaga‘dmema', jest
uklad krzywych poslizgowych, przecma]acyc’h sie or-
togonalnie. Ukfad powyzszy mozna otrzymac z ukla-
du trajektoryj izostatycznych Boussinesq a. Tworza go
mianowicie przecinajace si¢ izogonalnie pod katem 45°
trajektorje Boussinesq'a. Wtasnosci kr'ZYWYCh posli-
zgowych Hencky otrzymat bezposrednio na podsta-
wie warunkéw réwnowagi elementu plaszezyzny, ogra-
niczonego krzywemi poslizgowemi (rys. 5),

") A, A. Griffith. The Theory of Rupture, Proceedings
of the First Interdational Congress for Agplied Mechanics.
Delft. 1925.

5) Boussinesq. C. R, 74, 1872, 242—245, Zwraca uwa-
g¢ fakt, ze w rozprawach Akademii paryskiej z tych czaséw
St'adf: byl uwzgledniany dzial plastykostatyki i plastylkodyna-
mrki,
") H. Hencky. Ueber einige statisch bestimmte Falle
gz; Gleichgewichts in plastischen Kérpern. ZAMM, 3, 1923,

']
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. Ul“dad naprezen w danym przypadku jest nie-
zmiernie prosty. Naprezenia normalne sprowadzaja
sie do t. zw. cisnienia hydrostatycznego, za§ napre-
zenia styczne dla ciala szczegélnie plastycznego w
chwili przekraczania granicy plastycznosci posiadaja
warto$¢ Tmax= K. Przy ukladaniu réwnarni réwnowagi

nalezy baczy¢ na to, ze kazdemu naprezeniu styczne-
mu odpowiadaja dwie sktadowe: jedna z powodu
zmiany kierunku, druga za$ z powodu zmiany diu-
gosci elementu krzywolinjowego.

Wprowadzamy dwie funkcje /.1 /ig spéirzednych
punktu, okreslone w sposéb nastepujacy:

do 16
ho=|grad | =i hy=|gradf|= é};m e ()

Oznaczmy teraz katy d¢.idps w zaleznosci od funkeji

h. i Iy Mamy, odrzucajac wyzisze potegi malych
wielkosci:
din, dB edn, 241
dfu Eei '—ai,j . ——d71|; = hg **a'ﬁm = hﬁ a—ﬁ(z—) .adz. . [2)
_ ong dw . Cdng ( s
dy,’l =T '.(i;lu —h R I, 0 Fﬁ) d}f AR [3)

W kierunku wzrastajacych wartosci parametru «
mamy:

— 501 (pdng) +pdndes— Lk dngdo,— &

(dna) dg = 0.

Po wprowadzeniu wartosci dn., dna, dp, i dys
z réwnan poprzednich, otrzymujemy:

Py _ L) ,i(,l,,)] S s
[@(hﬁ) P aa(hﬁ +2Ca§ T dadfi=0.

Po wykonaniu rézniczkowania, wzory upraszczaja
sie. Otrzymujemy:

: s 2 (1
dla kierunku dn, . . .o +2khy TB(K)= 0. . (4)

ap 2/ 1
. *al? -+2kh, G_a—(h_g)— 0. = (5)
Po pomnozeniu pierwszego réwnania przez da,
drugiego przez df i zcalkowaniu wzdluz krzywych § i 2,

otrzymamy:

dla kierunku dng . .

a2

v, < il
a2

pﬁz'_pih=2k[‘?3]ql MRS S W
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Wynika stad wazne prawo: Przy posuwaniu sie wzdluz
jednej z krzywych poslizgowych, $rednie cisnienie
hydrostatyczne p wzrasta o wartosé, réwna iloczynowi
spolczynnika wytrzymatosci 2k, odpowiadajacego gra-
nicy plastycznosci, przez kat, wyrazony w mierze teo-
retycznej, o jaki obréci sie styczna do krzywej po-
slizgowej, wzdtuz ktérej poruszamy sie.

Niemniej wazny wynik otrzymujemy na podsta-
wie warunku ortogonalnoéci krzywych poslizgowych.
Warunek ten Hencky sformulowal na drodze czysto
geometrycznej, rozpatrujac o$miokat (rys. 6), utwo-

-9

Rys. 6.

Rys. 7.

rzony przez styczne do krzywych po§lizgowych w pun-
ktach ABCD. Na mocy znanych twierdzefi z geome-
trji elementarnej, mamy:

— @t 5 + a5 e+ 5 —

— (¢p)ar + é = 2x,

skad znowu

@ 3 -
%] Z—I—[%] 2 —0, i wreszcie po przej-
a] 81
$ciu do nieskonczenie malych:
3 ]
S (dpp)da 4 “95 @de)dp=0 . . . (8)

Po wprowadzeniu wartosci d¢. i dop z wzoréw
(2, 3) mamy:

2 2 /1 o 271
5[ h, 90-'. (7&;)]4_ ’ai,a’ [h,} ag(E)] =0,
skad na podstawie wzoréw (4, 5) wynika:
ar, a1 2 9 S
@V@Mﬂ—ﬂwm—ﬁhmﬁﬂ—
3
=5§(d’\“a]—-0 REENT ) )

Po zcalkowaniu ostatnich wzordéw, otrzymujemy:

« B
[’P.@] =0 ['?«] ‘=0
al B1
Uklad krzywych poslizgowych « i § posiada te wia-
sno$é, ze kat pomiedzy stycznemi do dwoéch dowol-
nych krzywych tego samego p¢ku w punktach prze-
ciecia ich przez krzywa poslizgowa z drugiego peku
nie zmienia sig. Wlasnoéé powyszsza jest niezalezna

. (10)

od wielkosci odstepu pomiedzy krzywemi poslizgowe-
mi (rys. 7).

Aby zapoznaé sie blizej z charakterem krzywych
poslizgowych, wprowadzmy do wzoréw promienie
krzywizny R. i R3s krzywych ¢ i 8. Mamy:

dx ag

Aoy = —— 1 =
=B | TR,

]

afj [d"P’J] = Ov

2
Poniewaz  (dgs) =0 oraz przeto

2 ( 1

31"WR—«)=O; )=0.

2 1
mamy: 36 (ha R

Po wykonaniu rézniczkowan i podstawieniu we wzo-
ry wyrazen (2, 3), otrzymamy

il _1,) 1 des 0:
en, \ R, R, dng
()41 g,
ang \Fa) VR " dn. "
SN a_l),,.
skad wreszcie “37:; =1; 9"2 = 1. Wzory powyz-

sze zyskuja na jasnosci, jesli zastapi¢ dn. przez ds;
i dng przez ds.. Wynik ostateczny bedzie:

:‘\Rﬁ 1 2R,
asa ng . as[{

=gk £, AT IR i)

czyli, ze: Promien krzywizny (&) krzywych, naleza-
cych do jednego peku (§), w punktach przeciecia sie
ich z dowolna krzywa, nalezaca do drugiego peku (),
zwieksza si¢ przy posuwaniu sie po ostatniej krzy-

a2
wej (#) o dlugo$é przebieganego tuku krzywej [.Sa]{

B1
(rys. 8).

Y
Q&Q' Rﬂz =Rp, +[5(ﬁ’2

Rys. 8.

Omawiane wlasnosci geometryczne uktadéw
krzywych poslizgowych pozwolily wytlomaczyé pew-
ne zaobserwowane zdawna uklady t. zw. linij Lii-
ders'a i Hartmann'a 7).

(D. c. n.).

) L. Hartmann, Distribution des deformations dans
les metaux soumis a des efforts, Paryz 1896; takze C. R. 118,
1894, 520 i 738.




