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Z TEORYI SPRĘŻYSTOŚCI. 
Napisał H . Czopowski, inż 

Z powodu a r t y k u ł u inż. K . G R A B O W S K I E G O : „ P r a c a od
ksz ta łceń zesk ładów że laznobe tonowych przy zginaniu" 1 ) po
zwolę sobie wyraz ić k i l ka myśl i , tyczących się podstaw, obra
nych przez autora tego a r t y k u ł u dla przeprowadzenia rachun
ku; autor w swej pracy zaznacza, iż zaczerpnął to podstawy 
z teoryi pomieszczonych w dzie łach prof. H , M U L L E R A - B U E -
S L A U , uwagi więc moje s tosować się będą również do tego 
źród ła . 

D o obliczania sys temów statycznie n iewyznacza łnych 
posiadamy dwie metody, mające charakter ogólny , teorye 
przesun ięć wyobraża lnych (jak je trafnie nazwa ł p. K . G . ) 

i teorye najmniejszości pracy. Pod względem zasadniczym 
teorye te są równoznaczne : gdy pierwsza z nich głosi, iż np. 
różn iczka (ściślej mówiąc waryacya) pewnej funkcyi r ówną 
jest zeru, t. j . $U — 0, druga teorya podchwytuje znaczenie 
tej różniczki i twierdzi, iż funkcya minimum,— ażeby zaś 
to minimum wyprowadz ić , należy znowuż wziąć dU = 0. 

Wzajemny stosunek tych dwóch twierdzeń jest ten sam, 
j ak i mamy w dynamice pomiędzy tak zwanem drugiem rów
naniem L A G R A N G E ' A i r ó w n a n i e m H A M T L T O N ' A . Obiedwie 
wyłuszczone teorye podają nam tę samą myśl , lecz tylko 
w innem oświet leniu; zastosowanie tej lub innej z tych teoryi 
zależy właśnie od oświetlenia, w jakiem nam się przed
stawi dane zagadnienie; n i epowinn i śmy więc uprzedzać się 
do jednej z tych teoryi na niekorzyść drugiej, lecz korzys tać 
z n ich stosownie do potrzeb, u ła twia jąc sobie w ten sposób 
rachunek. Uprzedzenie to spo tka łem w literaturze niemiec
kiej na niekorzyść zasady min imum pracy, którą uzasadn i ł 
i wp rowadz i ł do teoryi sprężystości C A S T I O L I A N O . W e wszy
stkich zagadnieniach gdzie z łatwością przychodzi ująć nam 
pracę w m a t e m a t y c z n ą formę, nadaje się do zastosowania 
teorya min imum pracy. 

Ze zbyteczną k o n s e k w e n c y ą stosuje prof. M U L L E R -
B R U S L A T teorye przesunięć wyobraża lnych do wypadków, 
w k t ó r y c h z ła twością otrzymamy rezultaty, s tosując teorye 
C A S T I G L I A N O ; szczególniej ta różnica uwydatnia się przy obli
czeniach zeskładów różnorodnych , dla k tó rych otrzymujemy 
wzory nadzwyczaj złożone (złożoność ta j e d n a k ż e nie prze
szkodzi ła inż. K . G . d o doprowadzenia rachunku do założonego 
celu). Mojem zdaniem, dzisiejsza teorya sprężystości znaj
duje się jeszcze w średniowiecznych powijakach. Najpierw 
jest ona zamknięta - w oddzielną p rzegródkę , odłączającą ją od 
rodziny nauk przyrodniczych, nie poddając jej ogólnym pra
wom energetyki. Początek j uż zrobiono, twierdzenie L A -
G H A N G E ' A O przesunięciach wyobraża lnych , jak również twier
dzenie H A M I L T O N ' A o min imum pracy, znalaz ły j u ż swoje miej
sce w dziedzinie sprężystości , lecz j a k ż e niechętnie są te me
tody stosowane, szczególniej do zesk ładów ciągłych (jednoli
tych lub różnorodnych) , gdzie jednak mogą być stosowane 
z wielką korzyścią. P r zy t em zauważę , iż spotykane przeze 
mnie w podręcznikach „dowodzenia" twierdzeń o przesunię
ciach wyobraża lnych , są nieścisłe, dużo w tych dowodzeniach 
się zamilczą i p rześ l izgnąwszy się pomiędzy t rudnośc i ami 
wyg ła sza się p rędko ostateczne twierdzenie. 

Do tego sposobu dowodzenia zaliczam w y k ł a d prof. 
H . M U L L E U - B R E S L A U ' A w dziele „Die neuren Methoden i t. d.", 
gdzie na str. 21 w twierdzeniu wyg łoszonem wspomina: „nie
wiadome X są niezależne" , nie popar ł szy tego poprzednio ża-
dnem wyjaśn ien iem; jest to twierdzenie, k tó re wys tępu je 
w r ó w n a n i a c h M A X W E L L ' A ( tamże, str. 23) tylko w innej for
mie zewnęt rzne j . Jest w tem dowodzeniu coś niedopowie
dzianego, "coś milcząco przy ję tego do rachunku. 

Pomija jąc te n iedokładnośc i , zobaczmy w j a k i sposób 
dzisiejsza teorya sprężys tośc i oblicza naprężen ia , wys tępu jące 

w pewnym punkcie ciała sprężys tego , na które działają pe
wne siły. Teorya ta uczy nas, iż w obranym punkcie wys tę 
puje 9 sił (niewiadomych), pomiędzy k tó remi zes tawić można 
6 równa l i r ó w n o w a g i , na s t ępn ie wys tępu je G odksz ta łceń , 
wynika jących wskutek sprężystości ciała; na zasadzie tej osta
tniej własności możemy zes tawić 6 r ó w n a ń pomiędzy odksz ta ł 
ceniami i naprężen iami ; nas t ępn ie ze stosunku geometryczne
go pomiędzy przesunięc iami i odksz ta łcen iami możemy zesta
wić 6 r ó w n a ń ; razem więc posiadamy 18 zmiennych (nie
wiadomych) i 18 r ó w n a ń ; bez t rudnośc i dają się te r ó w n a n i a 
z r edukować do 15-tu z 15-tu niewiadomemi, lecz dalsze 
uproszczenia są niemożliwe. Do powyższych równań docho
dzą jeszcze r ó w n a n i a wyrażające warunki k rańcowe . W ten 
sposób zadanie w zasadzie jest rozwiązane; należy tutaj po
dziwiać wie lkość tego gmachu i mi s t e rność jego wykonania . 

Z żalem musimy j e d n a k ż e wyznać, iż powyższe r ó w n a 
nia nie mają żadnego praktycznego zastosowania, ze względu 
na t r u d n o ś ć ca łkowania , j aką się w nich spotyka. Zdaniem 
mojem, powyższy sposób traktowania zadania nie odpowiada 
dzisiejszym pog lądom energetycznym; a może i stąd pocho
dzą wspomniane t rudnośc i analityczne. K a ż d e m u , kto prze
ją ł się dzisiejszemi pojęciami energetycznemi, nasuwa się 
pierwsza myśl zreformowania powyższego rachunku przez 
przejście od pojęcia siły do pojęcia pracy. J a k ż e ten rachu
nek przeprowadzić? 

W odpowiedzi na to pytanie pozwolę sobie wypowie
dzieć swoje przypuszczenie, oparte na osobistej in tu icy i . 

Wychodzę z założenia, iż energie sprężys tą mierzy się 
l a 2 

wzorem -JJ- „ ł , gdzie V oznacza objętość rozpatrywanego 
Li T-J 

ciała, a zaś jest wielkością charak te ryzu jącą t ę energię i by
najmniej nie oznacza ani naprężenia ciągnącego, ani cisnące
go, ani przesuwającego,—jes t to charakterystyka danej ener
gi i , jak temperatura w energii cieplnej lub prędkość v w ener
gi i kinetycznej i t. p.; z energią k ine tyczną energia sp rężys ta 
posiada nawet podobieńs two wyrazu energii: - v2 . m. 

Li 
G d y na pewne ciało sprężyste działają siły lub momenty, 

to dzia łanie to polega na udzieleniu wszystkim cząs tkom da
nego ciała energii sprężys te j : każda więc cząs tka będzie 

posiadała : cT • • energii sprężys te j , cała zaś energia da

nego ciała będzie r ó w n ą : A - 4 / E 
• d V, gdzie E może 

') Por. Przegl. Techn. „Vj4 K i - 4 7 

być f unkcyą spó ł rzędnych , lub też wielkością stałą, zależnie 
od tego, o ile dane ciało jest pod wzg lędem sprężystości róż-
norodnem lub też jednorodnem; dla każdego więc ciała funk
cya ta jest z góry oznaczona, zadanie zaś polega na odnalezie
niu funkcyi o=/(as, y, z), jeżeli przez x, ?/, z oznaczymy współ
r zędne punktu rozpatrywanego. 

W celu oznaczenia tej ostatniej funkcyi , uogóln iam zasadę 

minimum pracy i twierdzę iż w danym wypadku: Q j ^ d V 

minimum* jako ograniczenie poszukiwanej funkcyi , należy 
wprowadz ić do rachunku tę okoliczność, iż uogó ln ione n a p r ę 
żenia ~> są w równowadze z si łami działającemi (zewnęt rzne-
mi); r ó w n o w a g a ta znajdzie swój wyraz w pewnych równa
niach, wiążących siły działające z naprężen iami . Te ostatnie 
r ó w n a n i a wraz z powyższym wyrazem na min imum, oznaczą 
nam funkcyę : a=f(x, y, z). T a k się przedstawia, w mojem 
widzeniu, przyszła droga rozwiązywania z a g a d n i e ń z dzie
dziny sprężystości . Możemy w t y m przebiegu rachunku za
mienić zasadę minimum pracy na zasadę przesunięć wyobra
ża lnych , lecz w takim razie tę osta tnią zasadę należałoby 
przeis toczyć , gdyż , mojem zdaniem, nie odpowiada ona dzisiaj 
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w zastosowaniu do sprężys tośc i swojemu celowi, brak jej 
ogólności , brak jej rzu tnośc i . 

Mając na uwadze wygłoszone tu ogólne pojęcia o ener
g i i sp rężys te j , postaram się naszk icować rozwiązanie zada
nia, postawionego w wyżej przytoczonej pracy inż. K . G R A 
B O W S K I E G O ; zastosowanie to nie może mieć tak ogólnego za
kresu, j a k i j a p o w y ż s z y m wyja śn i en iom nada ł em, lecz w każ
dym razie pozwoli nam mieć p rzyb l i żony obraz przyszłe j 
teoryi sprężystości , j a k i m j a go widzę, na tle dzisiejszych 
pojęć energetycznych. 

Do obliczenia p r zy jmę jako wiadome nas tępu jące wzo
ry i twierdzenia, tyczące się teoryi sprężystości . 

1) Praca odksz ta łcen ia g r a n i a s t o s ł u p a *): 

A -
1_ CP^dx 
2 J EF - i - f 

aa.F.dx 
E 

1 

2 ~E 
V. 

2) Różn iczka pracy p o d ł u g siły daje wyd łużen ie w kie
runku tejże si ły. 

3) Naprężen i a w systemie wys tępują takie, iż cała pra
ca odksz ta łcen ia jest min imum (twierdzenie C A S T I G L I A N O ) . 

Obserwując część I — I I zeskładu że laznobe tonowego 
(por. rys. 5 Przegl . Techn. r. z. Nk 21, str. 255) w y o b r a ż a m so
bie (jak to czyni p. K . G R A B O W S K I ) t ę część jako zbiór pry-
zmac ików o przekrojach: dBc, dBf i dF; na przekroje tych 
p r y z m a t ó w działają nap rężen i a rc, r/ i p; praca odksz ta łcenia , 
każdego z p r y z m a c i k ó w , na zasadzie wyżej wyłuszczonego 
twierdzenia, będzie r ó w n a : 

v 2 

2e e 

. dVc, 2e«. 
dV, oraz 2 /•: 

dv, 

stosownie do tego, czy rozpatrujemy pryzmacik betonowy 
czy też żelazny. 

Cała więc praca rozpatrywanego przekroju: 
A = S (prac oddzielnych). 

Zamienia jąc s u m ę na całkę , gdzie funkcyajes t ciągłą i pozo
s tawia jąc znak sumy, gdzie funkcya ulega przerwie, otrzy
mamy wyprowadzone przez inż . K . G R A B O W S K I E G O r ó w n a 
nie (21)2). 

Z tego ostatniego r ó w n a n i a otrzymamy bezpośrednio 
r ó w n a n i a (35)3) lub (29)4), gdy podstawimy odpowiednie wy
razy za rc, rt i p, wyprowadzone przez inż. K . G R A B O W S K I E G O , 
lub też wyprowadzone przeze mnie na innej drodze i pomiesz
czone w dalszym ciągu niniejszego a r t y k u ł u . Statycznie nie-
wyznaczalnemi wie lkośc iami są tutaj: rc, rt i p; dla ich ozna
czenia autor powyższej pracy zas tosował twierdzenie N A -
\ 'M- ;R 'A, lecz również dobrze m o ż n a zas tosować j edną z teoryi 
sprężys tośc i o systemach statycznie niewyznaczalnycb, j ak 
to niżej w y k a ż ę . W ten sposób rachunek zasadniczo jest 
ukończony , niema j u ż więcej w danem zadaniu wielkości 
statycznie niewyznaczalnycb. 

P o n i e w a ż autor zas tosował w swoim rachunku twier
dzenie N A V I E R ' A , stosowanie więc dalsze teoryi sprężystości , 
w celu obliczenia pracy odksz ta łceń , jest, mojem zdaniem, 
zbyteczne, co też wykazuje powyższe wyjaśn ien ie . 

r M 3Af 
R ó w n a n i e (§ l l ) 5 ) : J~j • d-g- • dx=0, jest prostem za

stosowaniem min imum pracy i nie wymaga ż a d n y c h uprze
dnich przygotowawczych r a c h u n k ó w , g d y ż praca zginanego 

rM2 

prę ta : A — \—jdx. R ó w n i e ż obliczenie S„, w § 7'') jest 
bezpośredn im wynik iem wyżej wyłuszczonego twierdzenia 
drugiego. 

Zdaniem mojem, zastosowanie twierdzenia C A S T I G L I A N O 
w danem zadaniu uprośc i łoby niepomiernie rachunek anali
tyczny i nada łoby wzorom matematycznym większą przej
rzys tość . 

W myś l przytoczonego wyżej pog l ądu na przebieg ra
chunku, w y p r o w a d z ę wzory dla rc, rt i p, s tosując t eo ryę naj-
mniejszości pracy i pomi ja jąc twierdzenie N A V I E R ' A . 

W tym celu obieram osie r zędnych tak, ażeby tf = 90°, 
t. j . ażeby Q dzia ła ło w k ierunku osi T (rys. 2, Przegl . Techn. r. z. 
j \» 16 str. 195); na dany więc przekró j działa s i ł a i \ r i moment J!/. 
Przez o i E oznaczam naprężenia i wspó łczynn ik i sprężys tośc i 
w danej cząstce przekroju, a i E mogą więc oznaczać: rc, rt, p 
względn ie : sc, st i E; pon i eważ zeskład przekroju jest nam 
znany, przeto e jest znaną funkcya zmiennej y, a zaś jest nie
zmienną funkcya y; na odnalezieniu tej funkcyi polega n i 
niejsze zadanie. Jako zasadę rozwiązania zadania stawiam 
twierdzenie, iż praca odksz ta łcen ia w danym przekroju ma 
być min imum; AV postaci matematycznej myś l ta w y r a ż a się 
za pomocą nas tępu jącego r ó w n a n i a : 

jj 2 ~~~ • A / ' . A w = min imum . . . . (1), 

gdzie A / ' o z n a c z a c z ą s t k ę przekroju, A M zaś wysokość pry
zmatu. 

W a r u n k i dalsze, k t ó r y m o jako funkcya zmiennej y 
winna odpowiadać , dają nas tępu jące r ó w n a n i a statyczne: 

M— £ o . y . A /" = 0 (2), 

N— S a . A / , = 0 (3). 

Rozwiązan ie zadania powyższego należy właśc iwie do 
rachunku waryacyjnego. lecz ze wzg lędu na p ros to t ę funkcy i 
m o ż e m y je t r a k t o w a ć jako zwyk łe zadanie na min imum z ró
wnaniami warunkowemi; w celu rozwiązan ia mnożę każcie 
z r ó w n a ń warunkowych przez n ieokreś lone współczynnik i p i (/, 
dodaję wszystkie t rzy r ó w n a n i a i po z różn iczkowan iu sumy 
p o d ł u g niezależnie zmiennej a o t r zymuję : 

° . A / ' . A n — p . y . A / ' - q . A / = 0 

skąd 

'•) Por. Podręcznik niemiecki „ l l i i t te" ; wyd . 18-te, Berlin1902, 
•;/.. I, str. 348. 

,2) Por. Przegl . Techn. JSE 21 r. z., str. 256. 
3) Por. Przegl . Techn. fi, 24 r. z., str. 293. 
*) Por. Przegl. Techn. Ku 23 r. z., str. 287. 
n) Por , Przegl . Techn. JSTa 24 r. z., str. 291. 
°j Por. Przegl. Techn. fŁ 23 r. z., str. 285. 

a - A ii 

W , 

(5). 

Pods tawiam tę wielkość w (2) i (3) i o t r zymuję : 
1 - 2 At 1 

u—. - s 
A n 

N-

q . y . d / '=0 

q .df === Q . 

(6) 

(7) 

A n 

Se . -p -ydf— - -— 
A n * ' A n 

P o n i e w a ż p i q są wielkości s ta łe , chociaż dotychczas 
nieoznaczone, m o ż e m y więc wynieść je przed znak S, wyrazy 
zaś pod znakiem £ m o ż e m y rozbić na grupy przekrojów be
tonowych i że laznych. 

Zamiast więc znaków £ oznaczyć możemy: 

£ e . y°-. df= e0fyic* .dBcĄ- Efy? .dF + 
+ s/ . J'yM- • dB - j - . . . = e c . Ix . . . . 

Zs.y.df= Befyt. dBc + Efyf. d F + 

+ tffyu . d Bt + . .. = ec. Sx . . . . 

£ s . df=sefdBe+ E/dFĄ-e,. fdB, + . . . = s,. Q . 

Pods tawia jąc te oznaczenia w (6) i (7), otrzymamy 

(8) , 

(9) , 
(10). 

M — 

N-

_1_ 
A n 

A n 

P 

P • ec 

1 
A n 

1 
A 11 

.q.Bc.8x = 0. 

<1 • £c 
0. 

Z tych ostatnich d w ó c h r ó w n a ń oznaczymy: 

P 

<1 

A n 

e. 

M Sx\ 
N Q 

l i M\ 
Sx N 

l i 
[ # 
l i 

sx 

a 

(11) , 

(12) . 

(13) , 

(14) . 

Pods tawia jąc te war tośc i w r ó w n a n i e (5) i rozumie jąc 
kolejno pod o nap rężen i a w różnych częściach danego zeskła
du, otrzymamy r ó w n a n i a 10-to, wyprowadzone przez inż. G R A 
B O W S K I E G O na innej drodze '). Przypuszczenie N A V J . E E ' A zos ta ło 
postawione i sprawdzono dla belek jednol i tych, stosowanie 
zaś tego przypuszczenia dla zesk ładów r ó ż n o r o d n y c h wyma
ga nowego potwierdzenia. 

Wyżej przytoczone przeze mnie dowodzenie pozwala 
na sprawdzenie tego przypuszczenia, z a r ó w n o dla belek jedno-

f) Por. Przegl . Techn., ,Ni> 18 r. z., str. 220. 
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l i t ych jak i różnorodnych; przytem zauważę , iż tego dowo
dzenia nie spo tka łem w literaturze technicznej, pozwolę więc 
sobie zaliczyć je do osobistych moich zdobyczy. 

Zakończa jąc powyższe uwagi o stronie teoretycznej 
pracy inż. K . G R A B O W S K I E G O , uważam, iż wyprowadzone przez 
niego wzory oznaczone numerami 5 1), 10 2), 29 3 ) , 3 2 4 ) z odpo-
wiedniemi objaśnieniami powinny wejść do podręczników 
technicznych, jako wzory nadające się do praktycznego 
zastosowania. 

W powyższy sposób wyłożoną me todę obliczenia zasto
suję jeszcze do p r ę t ó w jednoli tych jak również do zesk ładów 
różnorodnych , pracujących na skręcenie . W t y m celu ozna
czam przez: 
Md— moment pary sił, działający w płaszczyźnie skręcenia; 
TP — naprężen ie przesuwające w punkcie danego przekroju, 

oddalonym od ś rodka ciężkości tegoż przekroju o p; 
Gp — współczynnik sprężystości na przesuwanie w punkcie, 

w k t ó r y m rozpatrujemy T P . 
N a zasadzie r ó w n o w a g i m o m e n t ó w powinno być: 

Md-fxf.df.p = o7~. . . . (15) . 

Praca p r ę t a ca łego o długości h przedstawi się przez wzór: 

m ^ ^ - t m • • • • • i m 

Mnożę poprzednie równan ie przez w s p ó ł c z y n n i k a , dodaję 
je do równan ia pracy i różniczkując p o d ł u g t», otrzymam: 

Gt 

. A / ' , h — p . df. p = 0 

skąd: 
P • 

a 
P L p _ 
h 

(17) , 

(18) . 

Podstawiam rp w r ó w n a n i e na moment, wtedy: 

s tąd: 

Md-^fGp.p*.df = 0. . . . . (19), 

P J%-(Sdf 
h 

Podstawiamy w r ó w n a n i e (18) i otrzymujemy: 

_ Md 

Tp fGp.?Kd~f ?-p * • 

jeżeli G„ jest wielkością stałą, t. j . G?--=G, to 

(20). 

(21); 

(22), 

g d z i e / p - d / ' = Jr 

Pods t awia j ąc ten ostatni wyraz w (16), otrzymamy: 

, l ^ J f ' 1 . , , 1 MKh 1 h . M m a . a = yZ p < j ~ G A / - h = Yt-r&ww- 2• gj ( 2 3 ) -

Z a pomocą r ó w n a n i a (21) możemy obliczyć naprężenia 
we wszystkich punktach przekroju skręconego prę ta , nie sta
wiając żadnych p rzypuszczeń apriorystycznych ro do rozkładu 
naprężeń , ani też ogran iczeń co do jednorodności m a t e r y a ł u . 

Poruszywszy temat skręconego prę ta , pozwolę sobie za
j ą ć u w a g ę czytelnika oryginalnym rezultatem pod wzg lędem 
rachunkowym, j a k i o t r z y m a ł e m z nas tępujących rozumowań . 
P r ę t p racu jący na skręcenie uważać będę jako zwój d r u t ó w , 
przebiegających ś rubowo w koło osi p r ę t a . P rzek ró j drutu 
oznaczam przez A f ką t pochylenia sk rę tu względem płaszczy
zny przekroju oznaczam przez tp, naprężen ie w drucie dz ia ła 
jące równolegle do stycznej sk rę tu , t. j . działające w kierunku 
osi drutu—przez op, na s t ępn ie przez p oznaczam odległość środ
ka drutu od osi p rę ta , t. j . od osi zwoju, l oznacza rzeczywi
stą d ługość drutu, h - wysokość p rę t a (z natury zadania h jest 
dane), tp przy jmuję dla wszystkich d r u t ó w za k ą t s ta ły , choć 
dotychczas nieoznaczony; z tych dwóch wielkości wynika , 

iż l = —— t. j . jest wielkością stałą, 
sin tp ' 

') Por. Przegl. Techn. H 18 r. z., sir. 219. 
2) Por. Przegl. Techn. Ns 18 r. z., str. 220. 
3) Por. Przegl. Techn. N i 23 r. z., str. 287. 
*) Por. Przegl. Techn. Na 23 r. z., str. 287. 

Z r ó w n o w a g i sił wypada: 

Md--L(G?. L\f). cos. tp.p = 0 . . . (24), 
gdzie o p . A / ' p rzeds tawia siłę w kierunku osi drutu, mnożn ik 
cos tp zamienia tę siłę na rzut tejże siły na przekrój p rę t a , 
mnożn ik zaś p wyraża r amię momentu. R ó w n a n i e (24) jest 
analogiczne do (15). 

Wyraz pracy takiego p rę ta jest nas tępujący: 

2 Z J 

. A / ' . / 
(25), 

t. j . suma prac oddzielnych d ru tów, gdy każdy z nich obcią

żony siłą a p . A f. P o d s t a w i ę więc w (25): l = . — i otrzymam: 

P o s t a w i ę sobie teraz zadanie oznaczenia ap w k a ż d y m 
drucie; jest to zadanie statycznie niewyznaczalne i rozwiążę 
je za pomocą teoryi C A S T I G L I A N O 5 ) ; w t y m celu mnożę (24) 
przez współczynnik p, po dodaniu z (26) różniczkuję p o d ł u g o0 

i o t rzymuję : 

/ ; - 2 . ^ " ^ - A / , - c o s ! p - p = a • • • ( 2 7 ) ' 

skad cos tp . sin te 
* af =vp . ; * h ^ * . f i . ; Ę . . . . (28). 

Podstawiam tę os ta tn ią war tość w (24) i o t rzymuję : 

„ , cos2tp.sintp , 

skad h. M, 
p — 

c o s 3 t p . s i n t p . 7 ? . i : ( A / ' . p2) 
Podstawiam w (28): 

(29) 

(30) . 

h_J£i__ 
° p cos'2tp.sintp . , E . E ( A / \ p 2 ) 

po skróceniu . Md 

cos tp. sin te „ Y - ! j K
 ( 3 1 ) i 

cos -.p . S ( A / ' , p2) • P (32); 

P o r ó w n y w a j ą c to ostatnie r ó w n a n i e z (22), widzimy 
wielką analogię w rozkładzie naprężeń w przekroju obydwóch 
p rę tów: mianowicie naprężen ia rosną w stosunku do działa
jącego momentu i w stosunku do odległości od ś rodka prze
kroju; jest pewna tylko różnica w mianownikach, k t ó r e cha
rak te ryzu ją u k ł a d geometryczny obydwóch p rę tów. 

W y r a z S ( A / , p2) oznaczę przez Is i znaczenie dla op 

z (32) pods tawię w (26); otrzymam w ten sposób wyraz dla 
pracy, j aką wykonywa nasz p r ę t podczas dz ia łan ia Md: 

h 
A = 

po skróceniu: 

.4 = 

2 ' E 

h 

2 • P' 
A f 

1 

2 " E 

ponieważ: £ p 2 . A / ' = Is: 

A = 

cos 2 tp . J s

2 ' sin tp 

Ml E p 3 . A / 

Is

2 ' cos2tp . sintp 

h. Mi 

(33); 

(34); 

(35). 2E ,It. cos 2 tp . s in tp 
W ca łem tem zadaniu tp pozos ta ło nieoznaczone i m o ż n a 

mu n a d a ć dowolną wielkość; j a wyszukam t aką wie lkość 
dla tp, ażeby praca skręcenia była min imum; w t y m celu na
leży ażeby: 

D A - 0 
dtp ' 

co będzie w y p e ł n i o n e gdy: 

d (cos2 tp. sin tp) 
d tp 

= 0; 

po z różn iczkowaniu tego wyrazu: 

— 2 cos tp . s in 2 tp - f cos3 tp = 0 (36), 

5J Por. „Obliczenie l i n drucianych" inż. II Czooowskie<-o iako 
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skąd 
t g 2 <p = 

z czego wyn ika , iż również powinno być s in 2 cp = --

COS (C 5 2 m — 

1 
3 

oraz: m = 35° 15'; podstawiwszy te znaczenia 

w (35), otrzymam: 

^4«i -— 
h 

(38). 
2IS.E. 

1 
3 I' 3 

Skoro p o r ó w n a m y ten ostatni wyraz z (23), t. j . z wyrazem pra
cy p r ę t a c iągłego pracującego na skręcenie , to praca tego osta
tniego będzie iden tyczną z pracą p r ę t a z łożonego, gdy //. i M,i 
będą r ó w n e , n a s t ę p n i e gdy lp = I, i jeżel i 

G ' E Ą ' V s ( 3 9 ) ; 

po wykonaniu dz ia ł ań otrzymamy z ostatniego wzoru 
G — E. 0,385, co się w zupełności zgadza z rezultatami do
świadczeń (por C. B A C H . Elas t ic i ta t u. Festigkeit , str. 288, 
oraz „Hi i t t e" , wyd . 18-te, cz. I , str. 348). 

Ten ostatni rezultat l iczbowy jest dla mnie zaciekawia
j ącym; czy to prosty zbieg l iczb, iż wspó łczynn ik sprężys tośc i 
w ten sposób sk ręconego zwoju d r u t ó w jest r ó w n y liczbowo 
wspó łczynn ikowi sprężys tośc i na przesuwanie p rę ta c iągłego, 

czy też może u w a ż a ć ten rezultat jako pewne świa t ło na roz
k ład naprężeń , wys tępu jących w pręcie c iągłym, p racu jącym 
na skręcenie? 

Teorya sprężys tośc i uczy nas, iż: 

m 

10 
G ~ 2 (m- f l )^ ' 

gdzie m jest liczbą zdobytą na drodze doświadczeń i równą 

gdy tymczasem liczba ta wypada również z powyższego ra
chunku; bowiem pods tawia jąc znalezioną wa r to ść 

2 2 , . 10 
—— = zr-. j—r otrzymamy również m = —r- . 

3 . j / 3 2 ( m - f l ) ;i::[,ri 3 
Że m dla różnych m a t e r y a ł ó w jest różne, w po

w y ż s z y m zaś rachunku jest ono s ta łem, nie będzie to 
zarzutem przeciwko możności obliczenia m na drodze teo
retycznej, g d y ż różne m a t e r y a ł y pos iadają różne stopnie 
sprężystości , a p rzy ję ty przeze mnie uk ład jest idealnie spręży
sty: do tej doskonałośc i sprężyste j zbliżają się metale, dla 

k tó rych znaleziono m = ig - . Nie chcę przez to powiedzieć , 

iż otrzymany rezultat jest wynik iem jak ichś ogólnie jszych 
praw, rządzących rozk ł adem naprężeń , lecz zaznaczam, iż po
wyższa argumentacya nie zaprzecza tej możl iwości . 

Silnik gazc 
Sposoby regulowania sp rawnośc i w si lnikach wybucho

wych dają się podzielić na trzy zasadniczo od rębne grupy: 
P ie rwszy i najstarszy sposób polega na opuszczaniu pe

wnej ilości w y b u c h ó w odpowiednio do zmian obciążenia. Za 
sposobem t y m przemawia oprócz prostoty konstrukcyjnej 
przedewszystkiem ta okol iczność, że skład mieszaniny palnej 
i s top ień jej zgęszczania pozostaje bez zmiany przy wszystkich 
obciążeniach s i lnika, a zatem proces termiczny odbywa się 
zawsze w jednakowo korzystnych warunkach. Zalety te mu
szą być jednak okupione znaczną n ierównością biegu maszy-

Rys . 1. 

wy Mees'a. 
I dnym z d w ó c h nas tępu jących sposobów: albo przez zmienia

nie ilości doprowadzanego gazu palnego lub cieczy, przy
czem ilość wsysanego powietrza pozostaje bez zmiany, albo też 
przez d ławien ie (n. Drosselung) gotowej mieszaniny palnej, 
przyczem skład jej nie ulega zmianie. K a ż d y z tych dwóch 
sposobów ma swoje wady i zalety. Z a pierwszym (regulo
wanie jakościowe) przemawia wzgląd , że s topień zgęszczania 
ł a d u n k u prawie nie zmniejsza się ze spadkiem obciążenia ,— 
zato z drugiej strony s łabe mieszaniny trudno się zapalają , 
wskutek czego przy nieznacznem obciążeniu bieg s i lnika staje 

R y s . 2. 

ny i ko ła zamachowe wypada ją nadzwyczaj ciężkie; wsku
tek tego sposób ten znajduje obecnie zastosowanie prze
ważn ie ty lko w si lnikach powozowych, a w s ta łych — coraz 
rzadziej i ty lko dla nieznacznych wielkości . 

Regulowanie 1. zw. precyzyjne, daje się os iągnąć je-

') Por. „Dio Gasmasehine, Banart Mees, mit vereinigter M i -
sclmngs- und Fii l lut igs-Regelung", v. Fr . Freytag (Zeitsnhrifb d. Ver. 
deutscher Ingenieure 1905, JSa 24). 

się n i e p r a w i d ł o w y m i często całe ł a d u n k i uchodzą na zewną t rz 
niespalone. Tak więc teoretyczna doskona łość cyk lu , uwa
runkowana silnem zgęszczaniem, nie ty lko nie przynosi w tym 
wypadku żadne j korzyści pod wzg lędem wyzyskan ia pal iwa, 
lecz przeciwnie, poniżej pewnej oznaczonej granicy si lnik wy
łącznie w ten sposób regulowany wogóle biedź nie może . 

Z tego też powodu w nowszych konst rukcyach s i l n ików 
gazowych znajduje coraz częściej zastosowanie drugi z wy
mienionych sposobów: regulowanie ilości wsysanej mieszani-


