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Obliczenie lin drucianych.

Napisal H. Czopowski, inz.

‘W poprzedniej mej pracy !), w 1-m oddziale zatytulo-

wanym ,,Obliczenie lin drucianych, pracujacych na ciagnie-

nie‘‘, obliczylem wzor na naprezenia wystepujace w oddziel-

nych wléknach obcigzonej liny; postaé tego wzoru jest na-
stepujaca: :

Sr=P.p; .t (Ul
gdzie S kg oznacza naprezenie w k-tem widknie; :

o jest wielkoscig charakteryzujacg uklad i wlasciwoseispre-
zyste materyalu, z ktérego dana lina jest zbudowana;
wielkosé ta przedstawia sig w postaci:

Po == jo fPEC+ ' B cos® B/ 4" f1' E" cos® B’ cos® B |

1 2
+ Z'III flll EI'I COS:{ BI cossg'l COS3 BIH o) ( ),
gdzie <, f, K, oznacza ilos¢ wldkien, przekrdj w mm? oraz
wspoélezynnik sprezystosei w kg/mm? k-tego widkna,znaki
° 7 '"it. d. odnoszg sig do wiékien prostych, raz skre-
conych lub dwa razy skreconych i t. d.

pr jest to wielkos¢ charakteryzujgea uklad geometryczny

k-tego widkna w danej linie 1 posiada postacé:

Cpr=cos?By’ lub pr=cos?@ cos?’ f

lub  pr=-cos®By . cos? B’ . cos? B’ (3
w zaleznosci czy rozpatrujemy widkno raz, dwa razy, ezy tez
trzy razy skrecone.

Przy obliczeniu powyzszego wzoru przyjmowalem, iz
na ling w kierunku jej osi dziala jedynie sila zewngtrzna P,
przyjalem nastepnie, ze suma momentéw w danym przekroju
liny, wywolywanych przez naprezenia we wiéknach, jest réw-
ng zeru.

__ Na zasadzie tych zalozeti wytworzylem sobie uklad sil
dzialajacych w jednowymiarowej przestrzeni, t. j. w kierunku
osi liny; uklad ten okazal sig statycznie niewyznaczalnym,
dla okreslenia wigc naprezen zastosowalem teorye CastieriaNo.
; Dla uogdlnienia danego zadania przypuszczam obecnie,
iz na koniec liny dziala nie tylko obcigsenie P, lecz i pewien
moment M, dzialajgcy w koncowym przekroju liny.

_ W praktyce przypadek ten wystepuje, gdy np. koniec
liny prowadzony jest w kierownicach.

Ten ogdlniejszy sposéb traktowania zadania pozwoli
okreé}xé: wielko$¢ momentu wywieranego przez ling na kie-
rownice; _Wlel_koéé kata, o ktéry obréci sig koniec liny, w ra-
zie, gdy bedzie on swobodny; oraz odwrotnie, bedziemy po-
stawienl w moznosci okreslenia budowy liny w zaleznosei od
zgdania czy dana lina ma sig obracaé czy tez nie. :

W celu rozwigzania tego zadania, bede korzystal z twier-
dzeti A.CASTIGLIANO 0 minimum pracy, jak réwniez z twierdzen,
iz pochodna pracy podlug sily daje przesunigcie danego we-
zla w kierunku tejze sily, oraz iz pochodna pracy podtug mo-
mentu, daje: kat obrotu przekroju, w ktérym dziala dany
moment.

Biorg najpierw pod uwage ling, posiadajacs raz skreco-
ne widkna i duszg jako widkno proste.

Przy kreceniu tej liny okolo jej csi, we wiéknach skre-
conych wystqpujg pewne naprezenia ciggnace, w duszy zas
wystepujg oprocz naprezenia ciggnacego, jeszcze naprezenia
skregcajace; przyjqcie. do rachunku tych ostatnich naprezen
nie przedstawia pod wzgledem teoretycznym zadnych trudno-
éci, w, danym jednakze rachunku naprezet skrecajacych, wy-
stepujgcych w duszy, nie wezme pod uwage; rachunek wige

1y Por. Przegl. Techn. r. 1904: Nr. 2 (str. 13), Nr. 4 (str. 41)
i Nr. 6 (str. 78); z r. 1905: Nr. 2 (str. 17) i Nr. 4 (str. 45). -

nizej wyprowadzony, Scisle biorge, bedzie odpowiadal linie
bez duszy, lub linie o duszy, ktérej przekroje bez pracy mo-
gg sig obraca¢ (np. przekroje duszy konopnej, dla ktére]
FE a wige i G mozna przyjaé=0, w poréwnaniu £=20000 dla

:| metali), rachunek ten bedzie rdwniez scisly dla lin o duszy

metalowej, lecz gdy kierownice nie pozwalaja tej linie sie
obracad. : ,
Réwnania statyczne takiej liny bedg nastepujace:
: P—XSJ‘COS' @L=O . 5 5 (-‘:)
oraz M —X 8 sin B =0 . ok
gdzie r;oznacza odleglosé srodka k-tego widkna od srodka liny.
Poniewaz dla okreslenia £ niewiadomych posiadamy
tylko dwa réwnania, uklad wigc tej liny jest statycznie nie-
wyznaczalny i w celi okreslenid pozostalych niewiadomych
w ilosei (k—2) zastosuje twierdzenie o minimum pracy od-
ksztalcenia. Na zasadzie tego twierdzenia poszukujemy mi-
nimum wyrazu, w ktérym jest (¢—2) niezaleznie zmiennych.
Wyraz na prace odksztalcenia danej liny posiada postaé:
1 oS¢k :
e 1 I E; (6))
dla ktérego rownania (4) 1 () odgrywajg role réwnan warunko-
wych. Dla rozwigzania tego zadania mnozg réwn. (4) przez
wsp6lezynnik nieokreslony ., oraz réwn., (5) przez takiz wspol-
czynnik p.,, dodaje nastgpnie te réwnania do (6) iotrzymuje
wyraz:

= d : S I
o2 5 fi By

—|—p,1[P— %Skcosﬁk] —+

+ u, [M — % 8, sin Bx rk] = minimum . . (7).
1

W tem ostatniem réwnaniu wszystkie Sy sg niezaleznie |
zmienne, rézniczkuje wige je kolejno podlug Sy i otrzymuje:
oN  Sily

3—Sk=m—pl cos Br — posin B =0 . ®),
skgd:
Si Iy '
= 1oon i —+ o sin By 7y ).

Podstawiajac w to ostatnie réwnanie kolejno: & —
1,2, ...1, otraymamy < takich réwnan, ktére lacznie z réwn.
(4) i (5) dadzg nam (¢4 2) réwnah z (¢ + 2) niewiadomemi,
gdyz oprécz niewiadomych Sk, posiadamy jeszcze dwie nie-
wiadome .y Oraz ..

Obecnie zajme sig okresleniem wartosci dla p, i dla p.,,

w tym celu w réwn. (9) podstawiam §' = 1 mnozg je

cos B

przez cos [, otrzymuje wtedy:
Sy 1 ;

iy = b 008t Bk sin B 08 B/ 7! . (10),
nastgpnie obiedwie strony tego ostatniego réwnania mnoze
przez czynnik: cos B . i/ E) 1 otrzymuje:

S’ cos B . 1 =y, . cos By i By

4 py sin B cos? B ' fil By . (11);

podstawiajge kolejno: k=1, 2, . . . 4, otrzymamy ¢ takich
réwnal, a zsumowawszy je wszystkie, otrzymamy:

'ZiSk’cos Bk':plicos?‘ﬁk'ﬂ'Ek'—l—
e - S st :

+ S sin B¢ cos? B 7 fi' By « (12).
1
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Zauwazymy, iz £ Sk.cos B = P, i nastgpnie w celu | .
? cos f; (P— );.Sk cos ) | |cosB; cos B

skrécenia pisowni oznaczg:

i 8 B | S, = | .- : -
% cos* By i By =4 . . . . . . .(3) [ sin B, 7, (M—); Sy sin B ) | | sin B, r, sinB, 7,
oraz Ssin B .cos? &/ ' i BEY=B . . . . (14). Nastgpnie réwn. (6) przedstawié moge w nastgpujacy
l 3b:
Po uczynieniu tych podstawien réwn. (12) przybierze Spose ) |
POstaé: N — _,1_' ﬂ i [ Sl_ll_‘_i §'22£2’ (25)
P.l=p, . 44p, B . . . . . (1B). 05 Ll "2 LE TS LB .
Uczynimy podobnez przeksztalcenie réown. (10), azeby ) ey - N
modz wprowadzi¢ do rachunku réwn. (5): w tym celu mnozymy Dla otrzymania wydluzenia liny winienem znalezé iP

rc')wn._(lQ) przez czynnik (§in Bk. 7',,..fk.Ek)inastqpnie_sumu‘]emy i przytem winienem zauwazyé, ze: Sy, dla k — 3, 4. .4, sa funk-
Wszyst_k}e TOMDEnIY; ktore_powst_.anq PO pods'ta,wwnlu: k= cyami P, zas S 1.5, sq funkeyami S; dla k= 3, 4..7,jak to
1,2..71otrzymamy po lewej stronie w ten sposob otrzymanego wskaznja réwn. (23)i (24); mozemy wige napisa, iz pochodna
réwnania wyraz: X Spsin Bz 7y, ktéry na zasadzie rown. : L :
(5) = M; podstawiwszy wigc te wartosé, otrzymamy: e aN By N a5 N d Sy N 48, (26)

2 7 . a H 4

| M= Py ¥ sin Bk' cos? Bk, ?'k’ fk' Ek,—l" _d P ‘ S"' apP ) @ Sl aPp ¢ Sz d P
+-p, & sin? 8 cos B 2 f By . . . (16). | 89zie: k=3,

t. j. Sk oznaczajg naprezenia w nadliczbowych pretach, mé-
wige w znaczeniu poje¢ statycznie niewyznaczalnych ukla-

Czynnik przy p, oznaczylismy juz przez B, czynnik zas
przy p., oznaczymy obecnie przez C, t. j. przyjmiemy:

! . ; N o = ; .. 9N 1
C=2Xsin?fcos Bl i By . . . .(17), dow. Na zasadzie minimum pracy wiemy,iz: 35 =0; a wigc
WO
rownanie wiec (16) otrzyma postac: po wykonaniu rézniczkowan otrzymamy zamiast réwn. (26):
I M=p, .B+p, C. . . . . .(18) VOV _ Sl as 8l ds, e
Z réwnan wige (15) 1 (18) lacznie mozemy obliczyé p., ' AP % RE "@EYE P - (BT,
1ifie; & WERCZROWNALI ; Z réwnan (23) 1 (24) znajde:
A+ yp, B= Pl = r
I-’qBiMC—Ml | dSl=_ EHML_ @S2=~ sin B, 7 (28)
t1 | e - . dP cos B, cos G| 4P | cos B; cosf, '
otrzymamy: PB| |4AB P.C-M.B isin B, v, sin B, 7, sin 3, 7, sin {3,7, '
py =l yelilpel= l A O—RB 19), ! “
‘ ‘ Po podstawieniu w réwn. (27) tych ostatnich wyrazéw
p, =1 AP\ | 4B et A.M—B.P (20). | oraz wartosei dla S i S, z réwn. (9), otrzymamy zamiast (27):
P |BM|'|BC 4.C— B, i

l X =([J.ICOS{3, o 51nf, 7 )sing,yr,— (i cosB, + pusingyr, )sin B, r,
i cocf .sinf, .7, —sin B, . cos B, . 7,
l

Po podstawieniu tych wartosci w réwn. (10), otrzyma-
my wartosci dla wszystkich ;. :

Zadanie wige okreslenia naprezen we widknach liny po-
siadajace] najwyzej rozkrecone widkna i obeigzonej silg P
imomentem M — uwazam w ten sposéb: za rozwigzane.

Przystapie obecnie do okreslenia wydluzeniaikgta skre-
cenia tej liny.

W tym celu korzystam z twierdzenia uzasadnionego dla
ukladéw sprezystych przez Casmigriano, iz pochodne pracy =l
odksztalcen podlug sily lub momentu dajs wydluzenie liny
w kierunku tejze sily lub dajg kat skrecenia przekroju liny,
lezgcego w plaszezyznie tegoz momentu. Dla przeprowadze-

(29).

Zauwazymy w tym wzorze, iz mnozniki przy ., sg
identyczne i z odwrotnymi znakami, a wiec wyraz z czynni-
kiem ., zamienl sig na zero; zebrawszy nastgpnie mnozni-
ki przy By W jeden wyraz, zauwazymy, iz jest on identycz-
ny z licznikiem, tak, iz w koncu otrzymamy:

Na zasadzie takiegoz rozumowania mozemy w tenze spo-
séb okreslic kat ¥ obrotu liny i zamiast réwn. (26) mozemy

nia tego rachunku korzystam z wzoru (6), wyrazajgcego ERpE
prace odksztalcen przez niezaleznie zmienne S, P, M, gdzie e aN_ 81 ) d 8, + Sy 1y . a8, . (30)
k=1, 2,...7; czastkowa pochodna tego wyrazu podiug P daje A ey e R R e s A i

wartosé p,, pochodna za$ podiug M daje p.,; czyli p, przed- | z réwnah zas (23) i (24) otrzymamy:

stawia wartos¢ wydluzenia liny, ., za$ kat skrecenia prze-

kroju liny d 8, d S,

i Y - ! =77 = €08 By; 2

Postgpowanie takie jednakze uwazam za niezupelnie sci- a M d M

sle pod wzgledem matematycznym i wskutek tego przeprowa- Po podstawieniu tych wartosci w réwn. (30), otrzyma-

dzq ten rachunek metodycznie. . - my analogiczny wzér do wzoru (29):
W wyrazie 6-ym na prace odksztalcenia posiadam (A—2)

niezaleznie zmiennych, dwie zaé zmienne sa okreslone przez 3 — — ;€080 --r,8inf 7 ) cosBy + (1, COSE, + pys1nBy17) COSB,

=cos B; . . .(3L).

réwn. (4) i (5), nazwe¢ te dwie zmienne S,1.8,, z rdwnan e ] . (82);
wiee (4) i (5) mc;gaz byé okreslone S, i S, przelz S, gdzie: & = - gk i .sm '{39 WPy

3,4..72. Réwnania te (4) i (5) dadzs sie napisaé w nastepu- | Po uczynieniu odpowiednich skréceh otrzymamy:

Jacy sposéb: $=pp - . . . . . .(33):

8§, cos B, 48, cos {32::13——'2 Sgpecos B . . (21),
3 e

Po uzasadnienin wiee, iz A =y, oraz iz & = p,, mo-
J ‘ zemy z (19) i (20) napisac:
Sy sinBr,+8ysinfyr,=M— X S;sin B 1 . (22),
: 3

rei| £B A B
skad: SO M I TRG o - A (EE
| Pt | |
(P—2X SycosfBy) cosB, | | cos.B;, cosf _, 4P| . |4AB
8, = h ok : . @ | "= B | ‘ BC ! 50
(M —X S, sin By 7y) sinf,7r, sin @; 7, sin f,7, ' (. n)
3




