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Prawa mechaniczne spadania i utrzymywania ciał w powietrzu. 
Napisał H . Czopowski, inż. 

Zadanie I . N a ciało swobodnie spadające w powietrzu 
i posiadające p rędkość w danym momencie = v0, zaczyna 
dzia łać s t r u m i e ń powietrza w kierunku odwrotnym jego 
spadkowi; należy: 1) obliczyć p rędkość , j aką pos iadać będzie 
dane ciało po przejściu drogi x; 2) znaleźć miejsce, w k t ó r e m 
ciało dane zostanie zatrzymane w swym biegu; 3) oznaczyć 
warunki , w jak ich zatrzymanie się (zawiśnięcie) ciała może 
nas tąp ić i 4) oznaczyć energ ię , t. j . p racę na sekundę , j a k ą 
trzeba zużyć, ażeby dane ciało módz za t r zymać . 

Oznaczenia (por. rys.): 
G kg oznacza ciężar spadającego ciała, 
A — powierzchnia rzutu poziomego tego ciała w m2, 
a — przekrój poziomy strumienia powietrza w m 2 , 
v0 — prędkość spadającego ciała, w chwi l i , gdy s t r u m i e ń po

wietrza zaczął n a ń dzia łać , w ?n/sek., 
vx—prędkość tegoż ciała w odległości x od miejsca,w k t ó r e m 

pos iadało p rędkość w0, w m/sek., 
/ •—największa p rędkość , j a k ą dane ciało mogłoby o t r z y m a ć 

przy swobodnem spadaniu w powietrzu, 
c—prędkość strumienia powietrza, działającego na dane cia

ło, w m/sek., 
=9,81 m/sek., 

7 = 1,293 ky/mz, ciężar właśc iwy powietrza, 
R c iśnienie, jakie wywiera s t r u m i e ń powietrza na pła

szczyznę, pionowo umieszczoną wzg lędem kierunku te
goż strumienia, w kg; p rzy jmuję , iż: R—m . c, gdzie: 

m, oznaczając m a s ę uderzającego powietrza, jest: 

•m = 9 
(<L spółczynnik za leżny od k s z t a ł t u uderzanej przez stru
mień powierzchni), a więc inaczej: 

R ac (por. „ T e c h n i k " str. 306); 

jeżeli zaś płaszczyzna posiada p rędkość vx w kierunku przeci 
wny in strumieniowi, to w takim razie: 

R <r • 7 
2 . 5 

a . (c + Vjt) 

Chcąc rozwiązać powyższe zadanie, u w a ż a m , iż mowa 
w niem jest o początkowej prędkości va, końcowej vx i o s i
łach G i R, k t ó r e na dane ciała działają; dla połączenia więc 
tych wielkości w równan ie , stosuję twierdzenie z energii k i 
netycznej, iż różnica energii kinetycznych, jaka powstaje 
przy przejściu pewnego ciała, będącego w ruchu, z jednego 
położenia do drugiego, r ówna jest pracy wszystkich sił, dzia
ła jących na to ciało; w naszym wypadku różnica tej ener-

.. 1 G , 1 G 
S " - I 7 " ' 2 
ciało (por. rys.) = 

9 
praca zaś, j aką w y k o n y w a dane 

X 

f\° - 27 / { A ~ a ) V ' ~ a 2g{V* + C)2] • d X ' 
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| \G-^(A-a)vx

2-a^(vx + c)2 

W celu zca łkowania tego r ó w n a n i a , różniczkuję je po 
d ł u g x, dzielę przez G i oznaczam dla skrócenia p isowni : 

± L J L 
2</Cr p 

po przeprowadzeniu tych dz ia ł ań o t r zymuję : 

(2); 

. A — a , a , , . , 1 dvx 

1 _ V 2 {v + c ) 2 = „ — — 

P P g dx 
mnożę to ostatnie przez p i rozwiązuję p o d ł u g dx 

g_, vxdvx 

P 

dx 

• (3); 

(4)-(p—ac2) — 2 acvx - Avx

2 

Zca łkowan ie wyrazu powyższego uskuteczniam p o d ł u g 
wzoru (21), zamieszczonego w „ T e c h n i k u " str. 76, t. I; we 
wzorze t y m : 

(a)=p—ac2; ( 6 ) = - a ć ; (c)--=-A; a = 0 ; p = l . (5), 

po podstawieniu: 
9 

x— • %A 
łn [(p — ac2) —2 acvx — A v2} — 

ac f 
"AJ 

dvx 

-A-

a 

1 

(p—ac2) - 2acvx—Avx

2 

x 

\L—V 

• (6). 

Całkę , znajdującą się po prawej stronie tego ostatniego 
równan ia , rozwiązuję p o d ł u g wzoru (20), zamieszczonego 
w temże miejscu „Techn ika" , a więc: 

dv~ ac /' 
" T . | ( p • ac2) — 2acvx — Avx-

ac 1 — (ac + Avx - - ar ts-
A V-a2c2-A(p -ac2) V- a2c2-A(p—ac-) 

Podstawiam tę os ta tn ią ca łkę w (6), przenoszę .1 na le
wą s t ronę r ó w n a n i a i o t r zymuję : 

Ag 1 , r 1 
—-x -

P 
1 -j- _g (8) 

(p - - ac2) — 2acvx — Avx

2 

— (ac + Avx) 
V-a2c2—A(p-ac2)'aitg W-a2c2- A(p-ae2) 

Sta łą wie lkość B oznaczymy, gdy przyjmiemy pod 
u w a g ę , iż d la x = 0 jest vx=va{ oznaczeniu w ten sposób 
wielkości B i podstawieniu w (8): 

A9 1 in\(P~- ac") ~ 2 a c v a — Avo 
~p~ ~ g [ (p — ac2) — 2acvx — A 

Żl] ™ L r r g _^™±A»A a r t g ^ ^ ^ g L 1 (9). 
v2\ y-a2c2—A(o-ac2) L V-a2c*—A(p-ac2) K — o V - A ( p - a c 2 ) \ 



360 PRZEGLĄD TECHNICZNY. 1905. 

W celu dalszego uproszczenia tego wzoru, obydwa w y 
razy na arcus m o ż e m y połączyć w jeden na zasadzie wzo
ru (6) str. 63 t. I „Techn ika" ; przytem dla skrócenia pisowni 
oznaczam: 

i o t r zymuję : 

ar tg 

A (p — ac2) = p (10) 

— (ac + Avx) 
Vp 

= artg 

= ar tg 

ar tg 

.vn—v.. 

(ac + Av0) 
Vp 

Vp 
(ac 4- Avx) (ac -4- Av0) 1 + 

p 
A . Vp(v0—vx) 

p 4 (ac + Avx) (ac - j - Av0 

Pods tawia jąc to ostatnie r ó w n a n i e w (9), o t r zymuję 

( U ) 

Ag 
x _1 /n r ( p ~ac^ ~~2 a c v ° ~~ A ̂ 'l 

2 L(p — ac2) — 2acvx- AvA 
r A - vx) i 
lp + (ac + _ v x ) (ac Ą- Av0)\ 

ac 
77= ar tg 
V p 

(12) 

t. j . wzór, k t ó r y daje nam zupełną odpowiedź na pierwszą część 
postawionego zadania: dla każdego x m o ż e m y obliczyć vx 

lub też odwrotnie. 
N i m przys tąp ię do rozwiązania drugiej części zadania, 

obliczę wielkość k, g d y ż będzie ona nam pot rzebną . 
P o d ł u g okreś lenia tej wielkości 

h = limes [vx]x=OQ ; 

gdy przytem v0 == 0 i c — 0, po podstawieniu tych warto
ści w (12): 

_T x]r i ^ ^ - ^ i r • • • • (13); 
;c będzie = oo, jeżeli p -

z r ó w n . (2): 

po podstawieniu: 

W o g ó l e oznaczać będę: 

gdzie 

—=00* V—M 

Ak2 — O, a więc z tego ostatniego: 

P o uproszczeniu: 

Ag -In 
c + 2 p 

y-
ac' 

A_ 

•p2 G~ 
ac 

ac 
-,_ arte; 

rP?J/ 

(ac2—p2 67) 4- oc p f i 
(18). 

Jeże l i wogóle przedmiot spada jący ma być zatrzymany 
w swym ruchu, x0 powinno mieć w a r t o ś ć rzeczywis tą i do
datnią ; mając ten warunek na uwadze, o t rzymamy odpo
wiedź na trzecią część naszego zadania; z powyższego bowiem 
warunku w y n i k a , iż powinno b y ć : 

ac2 — P2 G > O a więc (19); 

warunek ten wystarcza, ażeby spadające ciało by ło zatrzy
mane przez s t r u m i e ń powietrza, k tó r ego p r ę d k o ś ć = c i prze
krój = a. 

W y p r o w a d z ę obecnie wzór , gdy a=A, t. j . gdy przekró j 
strumienia r ó w n y jest powierzchni rzutu poziomego danego 
ciała; a więc podstawiam: a = A; łącznie z poprzedniemi 
przypuszczeniami, że: 

vx = O, 

o t r z y m u j ę 
P 

skąd Vp 

gdzie i 

po podstawieniu w (18): 

A^G, 

.i$VAG, 

= K - 1 ; 

2gG 

' III ,/G 
A 

G_ 
A 

(15) . 

(16) , 

Ay 
[i2G 

1 
In 

c + 
a 
A 

Ac 

Ac 
7=F, a r t S i[iV AG 

' i - l / 2 g -

Ac2 — fG 

I ^ J A G : ] / ^ 

(Ac2-[i2G)+Ac^J/-G 

(20); 

wprowadza j ąc do rachunku wielkość Ic i rozdzieliwszy l i czn ik i 
i mianownik i przez A, po u p o r z ą d k o w a n i u otrzymamy: 

Au _ x _ i to|£±Ł 
4 ) * c — 

np. dla: 0 = 9,81, 7 = 1,293, ^ = 2; wypada [5 = 2,75. 
P r z y s t ę p u j ę do drugiej części zadania: odległość punktu, 

w k t ó r y m spadający przedmiot zostanie zatrzymany, od 
punktu , w k t ó r y m zaczął dz ia łać s t r u m i e ń powietrza, ozna
czam przez xu; z rozumia ł em więc jest, iż dla vx--0, gdy x = „0; 
pods tawia jąc te war tośc i w (12), otrzymamy wzór dla xu. D la 
p r z y k ł a d u w e z m ę wypadek, gdy v0 = k; a więc w (12) podsta 
wiam: 

vx = 0; v0 = k=$j/®-; p _ _ P - P » ( _ ; p=A(ac2-$2G)-a2c 

i o t r zymuję : 

(p 2 £ — ac2)—2 ac p V — - p 2 0 

" ik a r t g 
(c 2 — k2) + eh. (21). 

F u n k c y a urojona, ze względu na swój sk ład , daje rze
czywiste wielkości ; m o g ę ją więc zamien ić na funkcyę hyper-
boliczną lub logary tmiczną ; dla jednol i tości funkoyi wpro
wadzam funkcyę l oga ry tmiczną i o t r zymuję '): 

f2GX°~~ 2 l n 

ac 

V p 
artg 

(p867 — ac2) 

A.vv$yG
A 

p + ac [ac + A p J/j 
(17). 

2 - . 
k2 • xn 

, \c + 2k 
l n [ 7 2 - F • c 

« + k 
/• [ c (c+/,-)-2 F 

(22). 

') Podług „Technika", str. 68, wzór (15): 

artg 
(e3 —/i)2)-f-<.7,-

r i + i 
/ „ ( « • • ' - / ' ) + <* 

1 _ 
(ca

 — A») -ł- c/V _ 

In c (c 4- i) 
2 [_ c (c -+- h) — 2 fc2 

dzielę obie strony równania przez (i) i otrzymuję: 

(c + k) 
H-fc)—2JL»_I 

(24) 

(25); 

i r. v -\ i , r (•(<• + /,) i 
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"W danym wypadku wystarcza uczynić 
c >• k. . . . • • (23), 

ażeby x0 p r z y b r a ł o skończoną i rzeczywis tą w a r t o ś ć (dla 
c — k, x0 — oo). 

Ażeby o t r z y m a ć pewien obraz, z j a k ą prędkością x0 od
dala się od oo i zbliża się do wielkości skończonych , przy 

zmiennym stosunku , przeprowadzę, p r z y k ł a d cyfrowy; 
te 

w t y m celu piszę: C = YJ . k, gdzie 7]>1; dla różnych wielko
ści Yj obl iczyłem w nas t ępne j tablicy war tośc i dla prawej 
strony r ó w n a n i a . W p r o w a d z a j ą c war tość YJ W r ó w n a n i e (22), 
o t r zymuję z niego: 

2 £ x 

p • x o - 2 _ ]_ 

Yj2 - f Yj 
(27). 

N a zasadzie tego ostatniego wzoru obl iczyłem nas tępu
jącą t a b l i c ę : 

dla - ^ Y J - 1,00 1,01 1,10 1,50 2,00 5,00 10,00 20,00 

oc 0,868 0,572 0,292 0,169 0,030 0,012 0,008 

t0 *m oo 2,107 1,006 0,571 0,203 0,035 0,009 0,002 >) 

k 

9_ 
h 
W e ź m y p rzyk ł ad , w k t ó r y m : /c = 5,00 m/sek., to: 

d la ł ] = l ,00 1,01 1,10 1,50 2,00 5,00 11,00 20,00 
xn •= oo 1,106 0,726 0,370 0,214 0,038 0,015 0,010 TO 
t0 = oo 1,075 0,503 0,286 0,102 0,018 0,005 0,001 sek. 

') to obliczyłem z wzoru (44), w końcu niniejszej pracy. 

J a k widz imy z tej tablicy, x0 przybiera, przy małe j 
war tośc i YJ, w a r t o ś ć skończoną; a więc np. przy p rzewyżce c 
nad k o 1% otrzymujemy dla xu wielkość pod wzg lędem prak
tycznego wykonania zupełn ie możl iwą. 

W celu obliczenia energii, jaka potrzebna jest do wy
tworzenia strumienia powietrza, w y c h o d z ę z ogó lnego wzoru: 

E: 

gdzie 

po podstawieniu: 
m = 

m . c 
~2~ 
Y ac 

9 
L). 

2 i ' 
E = 

2 
'(ac* 

Dla wypadku, gdy v0=k, a —A, c = f\k 

1_ ^A 
2 " 2g E YJ3 k3 

a po podstawieniu z (15) k2 — -~ . 9 G 

E = 
G.k 

YJ3 hgm/sek. 

(28). 

(29); 

(30). 

Wie lkość więc pracy mechanicznej na s e k u n d ę strumie
nia , z a t r zymującego przedmiot spada jący , jest wielkością 

zmienną dla t egoż przedmiotu i zależną od stosunku j-; 

stosunek zaś ten za leżny jest od miejsca, w jakiem spadający 
przedmiot ma się z a t r z y m a ć , lub od czasu, k iedy ma się za
t r z y m a ć . (D. n.). 

Oświetlenie elektryczne wozów i pociągów dróg żelaznych. 
Napisał Edwin Hnuswald, profesor Pol i techniki we Lwowie . 

(Ciąg dalszy do str. 336 w Na 27 r. b.). 

Pozostaje teraz do rozpatrzenia zachowanie się u k ł a d u 
podczas u ż y w a n i a lamp. Połączenia zmieniają się wówczas 
z powodu przestawienia prze łącznika na „ jasno" , w sposób 
przedstawiony na rys. 22. Przerwane są teraz połączenia 
między przewodem i oporami pv Snil tudzież ś rubką elektro
magnesu. Baterya G2 dołączoną jest na ł adowan ie jak po
przednio, baterya zaś 67, jako w y r ó w n a w c z a bezpośrednio do 
lamp. 

Zaczni jmy znowu od tego stanu, w k t ó r y m się uk ład 
znajduje podczas stania pociągu. W tak im razie zmiennik C 
łączy obie baterye równoleg le przez opór Sn w i d e ł k a m i po 
prawej ręce leżącemi. Podczas jazdy nas tąp i podobnie jak 
j u ż opisano włączenie p r ądn i cy przez lewe wide łk i zmien
n ika U, a przy pełnej jeździe zasila p r ądn i ca baterye 6?2 przez 
opór Sn, lampy przez opór Si i przez zwoje regulatora dro
gą Pi*;. Sm. Regulator tak pracuje, aby przez nawinięc ie p1 

przechodzi ło stale 4,5 amp.; g łówną część p r ą d u dla lamp do
starcza p rądn ica , podczas gdy baterya w y r ó w n a w c z a dodaje 
ty lko nieznaczną część, np. { ca łego zapotrzebowania lamp. 
N a rys. 21. i 22 podane są l iczby wskazujące ile a m p e r ó w 
przechodzi przez g ł ó w n e odgałęz ien ia w pewnym okreś lonym 
przypadku. 

W t y m systemie odbywa się więc podczas jazdy zasila
nie lamp przeważn ie wprost z p rądn icy , przy równoczesnem 
ł a d o w a n i u drugiej bateryi; un ika się więc straty energii przez 
transformowanie p r ą d u w p ły t ach a k u m u l a t o r ó w i zachowuje 
się prawie całą po jemność obu bateryi jako zapas na prze
stanki lub toż w razie nieprzewidzianych zaburzeń . 

N a rys. 23 podane są połączenia wszystkich części uk ła
du, potrzebne przy montowaniu. 

D I C K podaje w jednym ze swoich opisów nas tępujące 
obliczenie napięc ia p rądów, krążących w poszczególnych od
gałęz ieniach , dla wagonu drogi żel. Aussig-Tepl i tz , oświet lo
nego 22-ma lampami po 8 świec, k t ó r y c h zużycie p r ą d u wy
nosi 2,5 w a t t ó w na 1 świecę H E K N K R A przy nap ięc iu normal-

nem 35 v. K a ż d a baterya ma 18 ogniw i 40 amp.-godz. po
jemności przy rozbrajaniu p r ą d e m 7 amp. L a m p y te zużywają 

, 2 2 . 8 . 2 , 5 i n c w ięc p r ą d u ^ — — —12,6 amp. 

Teraz m o ż n a obliczyć prąd p ł y n ą c y wprost z p r ądn i cy 
do lamp przez opory p, = 0,6 S, Sm = 1,17 l i i przez opór Sj = 
— 1,45 Q. Spad napięc ia wynosi przy s t a ł y m prądz ie i = 
= 4,5 amp. i oporze pi -4- Sm — 1,77, 

4,5 .1,77 w 8 v. 
P r z y t y m samym spadzie 8 v. przej ść może przez opór, 

8 v 

przed lampy włączony (Ą), prąd it — \Ą*Q ~ 5,5 amp. Oba 
p r ą d y 4,5 4- 5,5 = W amp. idą więc z p rądn icy do lamp; po
trzebne jeszcze do uzupe łn ien ia ia = 12,6 — 10 = 2,6 amp. po
chodzi z bateryi 67j; obciążenie jej jest więc bardzo nieznacz
ne, co przyczynia się do ut rzymania wysokiej s tałości na
pięcia . 

P r ą d z u ż y t y przez lampy I — i -\- i\ Ą- *w 
gdzie i = 4,5 amp. jest p r ą d e m regulatora, 

i\ — 5,5 „ „ „ przez opór $/, 
ia „ „ bateryi Gv 

G d y oznaczymy przez c 0 napięc ie bateryi 67,, 
przez r„ jej opór w e w n ę t r z n y , 

a przez e( napięc ie w sieci lamp, 
to mamy e, = ea — /'„ ra. 

Napięcie e; można praktycznie u w a ż a ć za s ta łe , bo >a ra 

jest bardzo mało g łówn ie z powodu małości oporu wewnę t r zne 
go a k u m u l a t o r ó w Sta łość napięc ia lamp będzie więc dzięki 
zastosowaniu tej bateryi nawet wtedy zapewnioną , gdy na
pięcie biegunowe p rądn i cy zmieniać się będzie w granicach 
od 36 do 45 v., co nas tąp ić może podczas samoczynnego od
łączania , względnie dołączania si lnicy do sieci. 

P r ą d ładujący baterye 672 zależyć będzie od jej przeciw-
napięc ia i od oporu w obwodzie, k t ó r y m o ż e m y sobie wyo
braz ić ca łkowicie skupiony w Su — 0,2. Jeże l iby więc np. 


