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H. Czopowski, Prof. Politechniki Warszawskiej.

Stéw kilka o

W podrecznikach ,,Wytrzymatosci' oblicza sie zwykle
odksztatcenie preta, obcigzonego mimosrodkowo wzdiuz osi, na
podstawie wzoru przyblizonego 1:e=y" i otrzymuje sie od-
chylenie f konca takiego preta l):

(- — IV
\ccgs al ) @
) S : L -\j~Y
gdzie m oznacza mimosréd sity obcigzajacej P; = yE_J.

| — dbugo$¢ preta, jednym koncem umocowanego.
Réwnanie to autorzy interpretujg zwykle w ten sposéb,

ze, w razie gdy azZ= T nastepuja jakie$ nagte zmiany w od-

ksztatceniu, o ktérych przytem w rozmaity a dosy¢ niejasny
sposdb sie wyrazajg, przypisujagc przytem odpowiedniej sile
jakie$ nieciggte dziatanie ; site te szczegOlnie wyrdzniajg jako
site, ktéra ma wywota¢ odksztalcenie niepomiernie nieskoncze-
nie wielkie; site te nazywajg sitg Eulera lub krytyczng.

X

Zastanawiajac sie jednakze nad zjawiskiem mimosrodko-
wego obcigzenia ze stanowiska fizycznego 2, autor niniejszego
postawit wniosek, ze nieciggtosci w zjawisku tego odksztatce-
nia nie nalezy sie spodziewaé¢, t. j. ze pret, obcigzony mimo-
srodkowo réwnolegle do osi, powinien sie giaé (w granicach
wytrzymatosci i sprezystosci) z powiekszaniem sie sity obcia-
zajacej — bez jakiejbadz nieciggtosci nawet w miejscu PE.

W celu przeto S$cistego zbadania przebiegu tego wybo-
czenia obliczytem odchylenie f kohca preta prostego, obcigzo-
nego mimosrodkowo réwnolegle do jego osi, stosujagc do tego
wzor Scisty dla q i otrzymang w ten sposéb funkcje elip-
tyczng wyrazitem liczbowo dla obranego preta z r6znemi mimo-
$§rodami (m) i przedstawitem wykresy (P, f) dla réznych m na
rys. 2-gim. Z wykreséw tych nie wida¢, azeby wartos$¢ sity
Pu (pochodzgca od wywolywata jakie$ nieciggte Ilub
niepomierne odksztalcenie ; nalezy przeto sadzi¢, ze odksztatce-
nie to ma charakter ciggty, charakter zwykiego giecia, rozpo-
czynajacego sie od P—0, ./= 0, i zadne ,,niebezpieczenstwo"
na granicy P=PE nie grozi pretowi takiemu, o ile nie prze-

") Timoszenko: ,Wytrzymato$¢l str. 335: ,Skoro P zaczyna
sie zbliza¢ do Pe i t. d.“. Foppl Ill. 1905, str. 328. Miller-Breslau:
Die neueren Methoden, 1913, str. 360. — R. Mayer: Die Knick-
testigkeit, 1921, str. 6, 24. — C. Bach i wielu innych.

Autor niniejszego referowat w lutym b. r. te sprawe
tytutem: ,Warunki fizyczne powstawania wyboczenia sprezystegol
na zebraniu naukowem Warszawskiego Tow. Politechnicznego.

wyboczeniu sprezystem.

kroczymy granicy sprezystosci lub wytrzymatosci *). Do obli-
czenia przyjatem pret o przekroju 12x1 m/m, o dtugosci 100 m/m,
umocowany jednym koncem, (rys. 1).

Rys. 2.

Na skutek tego wyniku stawiam nastepujace
odnoszgce sie do sprezystego wyboczenia preta,
mimosrodkowemi :

1. pret prosty, obcigzony mimosrodkowo roéwnolegle do
osi, bedzie sie giat w sposob ciggty; o sile wiec Eulerowskiej
mowy by¢é w tym razie nie moze;

2. warto$¢ sity Eulerowskiej, przy obcigzeniu mimosrod-
kowem, nie stoi w zadnym faktycznym zwigzku z wytrzyma-
toscig preta, a jedynie — w tym razie — miarodajng wiel-
koscig (przy tych samych zresztg warunkach) — jest wielko$¢
mimosrodu ;

3. jedynie stusznem obliczeniem wytrzymatosci pretéw ob-
cigzonych osiowo w praktyce konstrukcyjnej, jest obliczenie
na podstawie znajomos$ci mimosrodu.

Na te sprawe zwracat juz uwage prof. Dr. M. T. Huber
w Przegladzie Technicznym 1907 r. w pracy pod tyt. , O wy-
trzymatosci stupowil

Wptyw wielkoSci mimos$rodu na wytrzymato$¢ preta uwi-
doczniony jest na rys. 3-cim, na Ktorym umieszczono wykresy
(odksztatcen) (P, /, m) z rys. 2-giego w powiekszonej skali
dla odksztatcen z dodaniem wykresow (naprezen) (P, /, m)
z réwu. : P P

whnioski,
z obcigzeniami

dla cr=6 Zc¥mym2 Spoétrzedne punktow przeciecia sie odpowie-

) Zwrdce tu przytem uwage na zgodno$¢ charakteru obli-
czonych wykreséow (rys. 2) z takimiz wykresami, otrzymanemi
droga doswiadczen przez roznych badaczy (poréwn. np. rys. 405
u Timoszenki ,,Wytrzymatos¢,, na str. 336); zgodnos$¢ ta stwierdza
z jednej strony, ze prety, z ktérymi robiono doswiadczenia posia-
daly mimosrody (inaczej zresztg w wykonaniu jest niemozliwe) ;
z drugiej strony — przyjawszy, ze w tych pretach musiat by¢
mimosrod, wskazuje na zgodno$¢ rachunku tu proponowanego z do-
$Wihdczeniami. Przyjawszy np. w doswiadczeniach Kirscha (Zft.
d. V. D. Iny. 1905) dla preta 1-go mimosrod m= 1w/m, to wyniki
jego doswiadczen sa zgodne z obliczeniem.



66

dnich wykreséw, t. j. wykreséw z temi samemi odsrodkami m,
wyrazaja wielkosci sit i odchylen, przy ktérych dany pret
otrzymuje dane naprezenie ff=6 kglmim'L Jak z rys. tego sadzi¢
mozna, geometryczne miejsce tych punktéw (wykres obcigzen
bezpiecznych) przedstawia linje zblizong do prostej i prawie
prostopadtg do osi f 1), co wskazuje na potrzebe znacznej znizki
z powigkszeniem mimosrodu obcigzenia P, w celu utrzymania
tej samej wartosci a.

Poniewaz nie spotkatem sie w literaturze mi znanej
z obliczeniem odksztatconej preta mimosrodkowo obcigzo-
nego na podstawie dokiladnego wyrazu dla promienia krzywizny,
przytocze przeto wytyczne punkty tego obliczenia.

Réwnanie momentéw jest, jak zwykle, nastepujace (rys. 1):

1
— = a2(m+f—y); gdzie a2= (1)

EJ "’
Po zrézniczkowaniu tego rdéwnania wzgledem (7 ), w
y i po przemnozeniu nastepnie tej réznicy przez — i po zcatko-

waniu od ¢ do e0 i od x do x0, podstawiwszy przedtem dy=
= ds,sin x, otrzymamy :

o2(cost-cost0) + 27 -2, (2)

gdzie litery ¢ i x oznaczajg promien i kat nachylenia stycznej
z osig * w dowolnym punkcie krzywej; e0 1x0 — w obcigzo-
nym koncu danego preta.

Z rownania 1-go dla y=f mamy:

po podstawieniu tej wartosci w réwn. 2-gie otrzymamy :

-L -,2 a2(cos x—cosTO)+ a4»2 (4)

d
skad, podstawiwszy ¢= ag/i zwazywszy, ze ditugos$¢ preta po-
0
zostaje stata =J 2 otrzymamy:

r * A dx
“ Jo V2(cosx—cosTO)+ a2ml

* (&

* Roéwnanie tej prostej mozna obliczy¢ w przyblizeniu, ru-
gujac z rown. (0) i (1) wielkos¢ m, i zastgpiwszy nastgpnie cos ul
dwoma wyrazami szeregu, na jakl rozwiniemy ten wyraz, otrzy-
mamy rowanie prostej. Mozna rowniez obliczy¢ punkt gorny tej
prostej (Pe, fjs) z niej rown (b) podstawiwszy w nim P=Pe\
m=0; punkt dalszy za$ obliczymy z warunku m=00; P=0, t. j.
przyjawszy, ze na koniec preta dziata para sit o momencie (P.m)—
=cr W\ odksztatcona bedzie tukiem kota o promieniu p i dtugosci I\
z geometrycznych przeto stosunkéw obliczymy fa(rys. S-ci); a wtedy
z réwnania tej prostej i rown. (b) obliczymy przybllzona wartosé
dopuszczalnego P dla dowolnego m.

* W obliczeniach przyblizonych warunek ten zwykle jest
pomijany i wskutek tego utarto sie mniemanie niestuszne, ze dla

Azeby sprowadzi¢ te funkcje do postaci funkcji eliptycz-
nej pierwszego rodzaju, przedstawimy :

— 2 cosr0+ a2»i2= —2 costl', (6)
sll<a‘dJ _SineTo_ sin2- f(0+ _aZmZ; Lo @)
po podstawieniu tej wartosci w réwn. 5-te, otrzymamy:

1 1 dx
2a .
sin- sm'
(8)
«0 sin2V

Nastepnie wprowadzimy nowg zmiennag,
pujgcem roéwnaniem :

okreslong naste-

T
sin
-------- -=*sin @ (9)
sin”L
2
i po jej podstawieniu otrzymamy zamiast 8-go
1 Crm dx
/= 1
Xn cos (p (10)
Z 9-go dla t=0, otrzymamy o= 0; za$ dla x—x0
otrzymamy :
sin =8iN0; e, 1)
sin
po zrozniczkowaniu nastepnie 9-go, otrzymamy:
2sin
ar — T .cosce,d (x (12)
cos —
2
a po podstawieniu tych wartosci do réwn. 10-go, otrzymamy:
1 f
1- dlp 13)
a
Cos -

po podstawieniu nastepnie w to rownanie z 9 go wartosci

z
cos otrzymamy :

1 <P dy

- (19
j  ~NMl—sin2” -sin29

Catka ta daje sie obliczy¢ z tablic Legendreal).

Po podstawieniu nastepnie wartosci a i po oznaczeniu
wartosci catki powyzszej literg e otrzymamy z 14-go :

Réwnanie daje zwigzek pomiedzy (P, /,
obliczy¢ zwigzek (P, /), gdy dane jest m,
warto$¢ niezaleznej zmiennej f; azeby z tego obliczy¢ catke e,
nalezy wyrazi¢ x0' i 90 zmiennemi / iw. W tym celu wyru-
gujemy z réwn. 1-go i 4-tego promien Q, a otrzymamy zwigzek

w). Azeby przeto
obierzemy dowolng

obliczenia odchylenia z réwnania y= f (1—cos ul) nie posiadamy
warunku; jezeli jednakze uwzglednimy warunek, ze dtugo$¢ preta

L+ \y,Ddx =1,

to obliczymy odchylenie f i naprezenia; oczywisScie wartosci te
beda przyblizone, gdyz przyjeliSmy do obliczenia 1 :p Obli-
czajgc odksztatcong jako warjacje potencjatu, otrzymamy réwna-
nie rézniczkowe 4-go rzedu, a warunek dtugosci preta jest jednym
z warunkéw obliczenia statych.

* Korzystatem do tego obliczenia z tablic, podanych w dziele
L. Levy, ,,Précis élémentaire de la theorie des fonctions elliptiquesL

jest stata, przyjagwszy np. w postaci skonczonej



pomiedzy: m, /, j, t i 1,, a po podstawieniu odpowiadajacych
obu wartosci: y=0, r= 0, otrzymamy réwnanie:

adr/+i»j2=2 tt2(l —cosTO)+ adw?2 . (16)
z ktérego po skréceniu przez a2 i po przeksztatceniu trygono-
metrycznern :

sin*”"N--fas/(/+2») a7)
po podstawieniu tej wartosci w réwn. 7-me napiszemy:
sin2\ =i “2(/+»02; sinY =ta(yt+m), . (18)
z 11-go wreszcie po podstawieniu wartosci z 17-go i 18-go
otrzymamy :
. 2 [([+2«t) . :
in' = "Nheaaemo i =- 19
sin"" g = l?naczej‘cos(po S (19)
2 ktorego obliczymy ¢® z wielkosci obranych / i m.
o TA . i
Warto$¢ sin R wchodzacg w catke eliptyczng (réwn. 14-te)
mamy juz wyrazong wielko$ciami f, m w réwn. 18-tem skad :
U /+|, /m ~1/7 X [ N B
N ' . . ! <20)

réwniez nie-
przeto zastosu-

Poniewaz jednakze w ten wyraz wchodzi
znana wielko$¢ a (P bowiem jest szukane),

jemy do obliczenia jej wartosci metode iteracji. W tym celu
do obliczonej juz (z réwn. 19-go) wartosci g9 i dowolnej, lecz
Przypuszczalnie bliskiej obranemu odchyleniul), wartosci kata

Vi wypiszemy z tablic Legendre’a wartos¢ catki, ktérg przyj-

miemy za pierwsze przyblizenie i oznaczymy jg literg ; Z tej

Wartosci i z réwn. 15-go obliczymy al=Ei:l; a majac te
AN

Warto$é, obliczymy z 20-go doktadniejszg wartos$¢ sin -/(:3. Gdy

N

Warto$¢ sin A ustali sie, obliczymy z réwn. 15 go P, odpo-

/Whadajgce obranej wartosci / i danej m; w ten sposob obliczone
postaty wykresy w rys. 2-gim 3-cirn. Dla r6znych celéw rachun-
kowych potrzebne bywajg wzory przyblizone, ktére obliczymy ;
azeby n. p. obliczy¢ przyblizony wzér (P, /, m), rozwiniemy

A

°&ke £ (rown 15-te) w szereg do wyrazu sinZ\Z wigcznie.

(ol

C<Po . %’ ) ; .. X 1Cnro
e=" (1+£sin2 .sin29pdp- gO-Hisin2—~" sin2~"", (21)

") Mozna jg obliczy¢ ze wzoréw przyblizonych.
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c= <o+ 1sin2Y [—t sin 008 %0+ | Od; (22)
xJ
a wiec z dokladnoscig do sin27 wigcznie:
e2= @2+} <omin2Y W% —gll®cos<Rym - (23)

Podstawimy w nie z réwn. 18-go sin £ , @ nastepnie obli-

czymy z 15-go:

ej r [+»02 , B \
P= 7|£ oI 702+ 10>0~Ep7l ‘-(----A----'(‘\‘IOGAI]I“%O:(DD@ F(24O
PrzenieSmy wyrazy z P na lewa strone réwnania, a otrzy-
mamy :

P\1~ i*Po (Fo—&iri R -0BF)= TT?202 « (25)

zwazywszy, ze drugi wyraz w nawiasach zwykle jest znacznie
mniejszy od jednosci, napiszemy z dokladnoscia do wartosci

ff+ m\2 .
wyrazu I—— 1" wigcznie:

p=7r-902[1+4+-9%"'9) -siny,0-cos™-(~:— j ] (26)

W szczegolnych przypadkach :

Jah
1. dla m= 0, z réwn. 19-go mamy (Po’\-’Arj a wiec z 26 :

(27)

jezeli przytem / = 0, to P=P£; sita PE jest przeto sita, przy
ktorej rozpocza¢ sie moze wyboczenie, o ile jaki§ czynnik ze-
wnetrzny wyprowadzi dany pret ze stanu réwnowagi ;

2. dla/= 0; 0i“O zréwn. 19-go bedzie: (p0—0, a wiec
P=0; niema przeto w tym razie sity krytycznej, co tez i z do-
ktadnego obliczenia wynika ;

w-Lvay A
—J 0, to:

EJ . m
P— ar cosi —-——--;
I f+m”

w tej postaci wzor ten jest wyprowadzony w podrecznikach
bezposrednio z warunku 1:e=y"™; z niego tez otrzymujemy
wzor (a). Wzory przyblizone na wyboczenie mimosrodkowe
rozpatruje prof. M. T. Huber w przytoczonym wyzej artykule,
oraz przytacza odnos$ng literature.

(28)

Prof. Dr. Otto Nadolski.

Uzdrowienie i organizacja polskich panstwowych Zakiladow zdrojowych.

Obok naprawy Skarbu, a wasciwie roéwnolegle z nig,

, rugiem, niemniej waznem zadaniem chwili dzisiejszej, jest na-

Prawa administracji w poszczeg6lnych jej gateziach, aby do-

N yoiiczasowe jej braki nie sparalizowaly wyczerpujgcych spote-

C®nstwo wysitkow. Ponadto czas najwyzszy, aby pomysleé

° Utrwaleniu warunkdéw, ktoreby umozliwity state utrzymanie
Qansowej réwnowagi panstwowej.

Wazne w tym dziale do spetnienia zadanie przypada
Panstwowym przedsiebiorstwom i panstwowym zakiadom prze-
mystowym. Dobre, sprawne i ekonomiczne ich funkcjonowanie
Przyczyni¢ moze Panstwu powazne dochody, zmniejszajac ko-
~oczno$¢é ciagtego uciekania sie do sruby podatkowej i ciagtego
~ys$lania coraz to nowych podatkéw ; zte natomiast i nieeko-
nomiczne funkcjonowanie takich przedsiebiorstw, powiedzmy od
7azu, wynikajgce najczesciej z nieodpowiedniej organizacji, nie-
tgltrlﬁo ze niszczy dany majatek panstwowy, ale ponadto, deficy-

swemi podkopuje réwnowage budzetowg Panstwa. Przy-
, na duza skale, stuzy¢ mogag nasze koleje panstwowe,
~°i'ych  wtloczenie w ogdlng administracje panstwowa, daje

rezultacie deficyty, ktére w koncu roku 1923 dochodzity do

30 miljonéw ztotych polskich miesiecznie, podcinajgc tem samem
zupetnie réwnowage budzetu Panstwa.

W dyskusji o panstwowych zakiladach przemystowych
wysuwa sie przedewszystkiem kwestja, czy Panstwo moze sie
zajmowac¢ wogole prowadzeniem podobnych zaktadow i przed-
siebiorstw. To, co dzi$ okreSlamy mianem etatyzmu panstwo-
wego, to juz w okresach najwiekszej potegi panstw staro-
zytnych, miato bez pordéwnania szerszy zakres dzialania niz
dzis. Wychodzac z zatozenia szeroko pojetego interesu publicz-
nego, wigczyli n. p. Rzymianie, budowe i utrzymanie wodo-
ciggéw dla miast — do obowigzkéw panstwa. Olbrzymie, imponu-
jace do dzi$ zalozenia wodociggowe, stawne akwedukty, do
dzi$ spetniajgce w wielu miejscach swe zadania, rozrzucone po
catem terytorjum tego imperjum, budowato i utrzymywato
wtedy panstwo, w interesie zdrowotnosci miast. Z biegiem
czasu, w miare rozwoju spoleczenstw, przechodzita znaczna
cze$¢ panstwowych dawniej agend gospodarczych z rgk panstwa
na spoteczenstwo i jego lokalne organizacje. | dzi$ jednak,
znaczng ilo$¢ zadan gospodarczych musi spetnia¢ nowozytne
panstwo, przyczem wiele z nich ma charakter wybitny przed-



