Szkic propedeutyki gieometrji.

Naszkicowany tu program propedeutyki gieometrji, rézniagcy sie
w rysach zasadniczych od stosowanych obecnie sposobéw nauczania,
jest jedynie pomystem, niewyprébowanym w praktyce i nawet nieopra-
cowanym w szczegOtach, a przeto nie moge twierdzi¢, ze dalby sie
on przeprowadzi¢ w rzeczywistosci. Do ogtoszenia go drukiem skia-
nia mnie ta okoliczno$¢, ze propedeutyka gieometrji pozostaje jeszcze
w fazie tworzenia sig, a wiec nawet pomysty o charakterze utopijnym
mogg by¢ pod pewnemi wzgledami uzyteczne.

Nalezy odroznia¢ propedeutyke od elementarnego kursu gieo-
metrji, jaki bywa wykladany w szkotach ludowych, rzemieslniczych
it d W takim kursie elementarnym nalezy liczy¢ sie bardzo $ci-
Sle z przysztemi potrzebami praktycznemi uczniéw; nalezy da¢ im pe-
wien catoksztatt wiedzy gieometrycznej, zawierajgcy wiadomosci naj-
niezbedniejsze dla rolnika lub rzemiesInika.

Propedeutyka oczywiscie moze istnie¢ tylko w tych szkotach,
w ktérych po niej nastepuje kurs systematyczny gieometrji; kurs ten
uwzglednia, lub powinien uwzglednia¢, w dostatecznej mierze wyma-
gania, ktore stawia szkole zycie praktyczne, a zatym propedeutyka
moze wcale nie liczy¢ sie z takiemi wymaganiami.

Nie jest rowniez rzeczg konieczng ani nawet wskazang wzorowacé
sie w propedeutyce na tradycyjnym kursie systematycznym, opartym
na Elementach Euklidesa. Zasadniczo odmienne zadanie powinno by¢
rozwigzane w zasadniczo odmienny sposéb, a zadaniem tym jest nie
udzielenie uczniowi pewnych okreslonych wiadomosci, lecz stopniowe
ksztalcenie jego wiadz umystowych, wszczepianie w jego organizm
umystowy pewnych prostych pojeé i skojarzen pojeciowych, odgry-
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wajacych w gieometrji role zasadnicza, wreszcie wzbudzenie w nim
zamitowania do tej gatezi nauki.

Sadze, ze w propedeutyce, pojetej wedtug niniejszego programu,
potaczenie catkowite (fuzja) gieometrji ptaszczyzny z gieometrjg prze-
strzeni bytoby niepraktyczne.

W poczatkach nauki uczehA jeszcze nie jest zdolny do mysSlenia
pojeciami og6lnemi, a przytym wyobraznia jego jest jeszcze bardzo
staba; dla tego tez przedmiotem poznawania moze by¢ dla niego tyl-
ko figura konkretna, narysowana, a $rodkiem poznawania — dostrzega-
nie bezposrednie, zmystowe. Stad wynika, ze na pierwszym stadjum
nauki gtdwng role powinno odgrywaé doswiadczenie czyli rysunek.
Uczen rysuje figure, czynigcg zado$¢ warunkom, doktadnie okreslo-
nym w zadaniu, i spostrzega, ze figura ta posiada pewnag wilasciwosc
nieoczekiwang, w owych warunkach niewyinieniong. Oczywistg jest
rzeczg, ze ten tryb nauczania nadaje sie przedewszystkim do gieome-
trji ptaszczyzny.

Z czasem uczen przyzwyczai sie do poje¢ ogolnych. Gdy bedzie
mowa o trojkacie, to juz bedzie myslat nie o trojkacie konkretnym,
wykreslonym na papierze, lecz o okre$lonym rodzaju figur, posiada-
jacych pewne wiasnosci spélne. Zrozumie on przytym, ze wilasno-
§ci figur mozna wykrywaé¢ zapomocg rozumowania, a jednocze$nie
rozwinie sie jego wyobraznia przestrzenna. Wtedy dopiero czas jest
przystagpi¢ do gieometrji przestrzeni, postugujgc sie przytym w duzym
zakresie Swiezo zdobytemi Srodkami poznawania.

Z uwag powyzszych wynika, ze metody dydaktyczne w gieome-
trji ptaszczyzny i gieometrji przestrzeni powinny byé rdzne, a zatym
i zakresy nauki w obu tych dziatach nie beda analogiczne. Dla tego
tez sadze, ze najlepiej roztozy¢ caty kurs na dwa dzialy, z ktoérych
pierwszy bedzie poswiecony wytgcznie gieometrji ptaszczyzny, drugi
za$ przewaznie gieometrji przestrzeni.

Szkic niniejszy dotyczy jedynie dziatu pierwszego.

Z uwag powyzszych wynika, ze w dziale tym gtownym S$rodkiem
do poznawania prawd gieometrycznych powinno by¢ spostrzeganie
bezposrednie i doSwiadczenie, ktdre czyni uczen, wykreslajagc figury;
dopiero stopniowo w umys$le jego powstawa¢ bedzie idea, ze do
tych samych prawd prowadzi i inna droga, droga rozumowania, pe-
whniejsza, a zarazem dogodniejsza i krotsza dla tego, kto umie po niej
chodzi¢. Stad wynika, ze przedewszystkim uczenn musi zdoby¢é pewng
wprawe w kre$leniu, i na to wypadnie poswiecié sporo czasu ipracy.

Od samego poczatku uczniowie powinni kreslic przy pomocy
cyrkla i ekierek na papierze, rozpietym na tablicy rysunkowej. Rysun-
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ki mogag by¢ wykonane w otéwku, ale trzeba wszelkich staran doto-
zy¢, aby byly mozliwie dokladne i aby przytym swym wygladem ze-
wnetrznym sprawiaty przyjemne wrazenie. Tylko przy porzadnej ro-
bocie i pewnej dbatosci o strone estetyczng rysunku uczniowie moga
polubi¢ czynnosci kreslenia.

Jakkolwiek gtownym celem poczatkowej czeSci propedeutyki ma
byé wprawa w kreSleniu, to jednak, dobierajgc odpowiednio ¢wi-
czenia, mozna osiagngé przytym inne, a raczej dalsze cele, a mianowi-
cie mozna doprowadzi¢ uczniéw do zrozumienia, ze w tworach gieome-
trycznjrch zachodzi pewna jednostajnos$¢, czy prawidtowos$¢, mozna
zaostrzy¢ ich ciekawos$¢ i wzbudzi¢ cheé¢ do blizszego poznania owej
prawidtowosci. Nauka kreslenia bytaby nudnag praca, gdyby nie od-
staniata uczniowi—przynajmniej w oddali—nowych horyzontow.

Prace kre$lenia mozna roztozyé na pewne czynnosci lub dziata-
nia elementarne, i, jak sadze, bedzie najprosciej wprowadza¢ dziata-
nia te po kolei, przerabiajagc na kazde z nich odpowiednie ¢wiczenia,
podobnie jak w nauce rachunkéw przechodzi sie po kolei dodawanie,
odejmowanie i t. d. Wedtug mego widzenia rzeczy kreSlenie daje sie
w sposOb naturalny roztozy¢ na cztery takie dziatania; omowie je po
kolei, przytaczajgc jednoczes$nie przyktady odpowiednich déwiczen.

Dziatanie pierwsze. Wykres$lanie prostych przez dane
punkty istycznych do kota z punktéw zewnetrznych.

W kresleniu szkolnym zwykle przeprowadza sie¢ styczng z punk-
tu do kota przy pomocy innego kota, ktérego S$rednicg jest odcinek,
zawarty pomiedzy danym punktem i Srodkiem kota danego. Konstruk-
cja ta jednak jest uzyteczna tylko w tym razie, gdy chodzi o wyzna-
czenie punktu zetkniecia, wykreslanie za$ samej stycznej jest w zasa-
dzie takim samym dziataniem, jak tgczenie linjg prosta punktu dane-
go z innym punktem danym, i moze by¢ wykonane z wielkg dokitad-
noscig bez zadnej konstrukcji pomocniczej. Zreszta, uwazajgc punkt
za koto o promieniu zero, mamy prawo uwaza¢ drugie z tych dzia-
tan za-szczego6lny wypadek pierwszego. Z tych wzgledéw t3cze te
obydwa dziatania w jedno.

Odpowiednie C¢wiczenia na to dziatanie mamy w rdznych kon-
strukcjach linjowych gieometrji rzutowej; mogga one, jak sadze, w wy-
sokim stopniu zaciekawi¢ uczniow, a przytym kazde z nich zawiera
w sobie prdébe doktadnosci rysunkéw. Przytocze dwa takie ¢wi-
czenia.

1 PoprowadZz dwie dowolne proste, a i b, i oznacz ich punkt
przeciecia literg 0. Przez inny punkt dowolny P poprowadZ trzy
nowe dowolne proste i oznacz punkty przeciecia pierwszej z a i bod-
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powiednio przez A1li BIf drugiej —przez A2 i B2, i trzeciej—przez
431 B Wyznacz nastepnie punkt przeciecia M prostych Aj/i, i A2B,
a takze punkt przeciecia N prostych AZB3 i AB2 Proba. Punkty
M, i O powinny leze¢ na linji prostej.

2. Na okregu kota obierz szes¢ dowolnych punktéw A, B, C -D
E i F, i wyznacz punkt przeciecia M prostych AB i DE, punkt prze-
ciecia N prostych BC i EF, wreszcie punkt przeciecia 0 prostych CD
i FA. Proba. Punkty M1IN i O powinny leze¢ na linji prostej.

Dobrych ¢éwiczen tego samego typu dostarczajg twierdzenia De-
sargues’a, twierdzenie Brianchona i inne.

Dziatanie drugie. Odktadanie odcink6éw o danej dtugo-
§ci na prostej ituk6w o danej cieciwie na okregu (lub
wogole na krzywej).

Niektore sposoby wykreslania krzywych, czy to jako miejsc gieo-
metrycznych, czy to jako obwiedni, bedg tutaj odpowiedniemi i inte-
resujgcemi ¢wiczeniami. Oto przyktady.

1. Poprowadz dwie dowolne proste a i 6, przecinajgce sie
w punkcie O na prostej a odetnij 10 réwnych odcinkow OAt, AXA2,

, a takze odetnij na prostej b 10 rownych odcinkéw OBIf
BtBiy BtBs... BO9B10, i wreszcie poprowadz proste AtB10, A2B9,
A)Bb... A1Bt.

Ostatecznie zarysuje sie wyraZznie parabola, jako obwiednia tych
wszystkich prostych.

2. Poprowadz dwie dowolne proste a i b, a takze obierz do-
wolny punkt My poprowadz nastepnie przez M Kkilka prostych, ktore
przetng odpowiednio prostg a w punktach Au A2IA3..., za$ prostg b—
w punktach Bx,B,,, B3... Odetnij na pierwszej w strone punktu M od-
cinek BXN X rowny AXM, na drugiej odcinek B2N2, rowny A2M i t. d.

Punkty NINiNv..M zarysujg tutaj gateZz hiperboli. Mozna dalej
pokaza¢ uczniom, jak zuzytkowaé punkty NIt N2.. do wyznaczania
punktow dalszych, a takze, jak przej$s¢ do drugiej gatezi. Do dziala-
nia tego daje sie rowniez zaliczy¢ ¢wiczenie nastepujace:

3. Drabina, stojgca na podiodze i oparta o Sciang, zaczyna sie
zsuwac. Wykres$li¢ 10 réznych potozen drabiny.

Obwiednig tych potozen bedzie krzywa, zwana astroida.

To samo zadanie mozna wyrazi¢ w innej interesujgcej formie.

Do wiezy o danej szerokos$ci ma by¢ wniesiona przez drzwi dra-
bina danej diugosci. Jakg wysoko$¢ powinny mie¢ drzwi, aby to by-
to mozliwe.

Uczen powinien wykresli¢ drabine w pewnej liczbie potozen, tak
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aby astroida zarysowata sie wyraznie. Przeciecie tej krzywej z przed-
nig $ciang wiezy wyznacza najmniejszg mozliwg wysoko$¢ drzwi.

Dzialanie trzecie. Dzielenie odcinka prostej lub tuku
kota na czes$ci réowne.

Dziatanie to powinno by¢é wykonywane przy pomocy Szeregu
prob, czyli przyblizeh stopniowych, jak sie to robi w praktyce, i nie-
ma wcale potrzeby wprowadza¢ znanych konstrukcji, uzywanych
w szkole; konstrukcje te sg nietadne i dajg naog6t wyniki niedoktadne.

Cwiczenie 1 Wykresli¢ trojkat i jego $rodkowe. Proba.
Srodkowe powinny przej$¢ przez jeden punkt.

2. Na bokach AB, BC i CA trojkata wyznacz odpowiednio punk-
ty Clt At i Br tak, aby AC~AB, BA1=2BC i CBI=\CA. Préba.
Punkty C1, At i Bt powinny leze¢ na linji prostej.

Odpowiednie ¢éwiczenia mozna uktada¢, positkujac sie twierdze-
niami Cevy i Menelaosa; dobrym ¢éwiczeniem bedzie takze budowanie
wielobokéw foremnych, wpisanych w koto, a takze wykreslanie tro-
choid, a przedewszystkim cyklojdy i rozwijajacej kota, jako obwiedni
uktadu kot.

Dzialanie czwarte. Przeprowadzanie prostych réwnole-
gtych i prostopadtych do danych.

Naturalnie dziatanie to powinno by¢ wykonywane zapomocg prze-
suwania ekierki a nie zapomocg niepraktycznych konstrukcji, stosowa-
nych w kresleniu szkolnym.

Cwiczenie 1 Wykreslié rownolegtobok i jego przekatnie.
Préba. Punkt przeciecia przekatnich powinien by¢ Srodkiem kazdej
z nich.

2. PoprowadZ proste a i b, przecinajace 'sie w punkcie O. Na
pierwszej z nich odetnij rowne odcinki OAt) AtA2, A2A3..., przez punk-
ty Aly A2, A3.. poprowadz proste rownolegte i wyznacz ich punkty
przeciecia Blt B2y B3.. z prostg b. Préoba. Odcinki OBI} BIBA B2By..
powinny byé réwne.

Dobremi ¢éwiczeniami bedg rowniez: wykreslanie elipsy przy po-
mocy dwuch kot spotsrodkowych, wykreslanie paraboli, jako miejsca
gieometrycznego punktéw, jednakowo odlegtych od ogniska i kierow-
nicy it d.

W ciggu tej nauki znajdzie sie do$¢ sposobnos$ci, aby zapoznac
ucznidw z rozmaitemi nazwami, czesto uzywanemi w gieometrji, jak
Srodkowa trdjkata, wysoko$¢ trdjkata, rownolegtobok, romb, prosto-
kat, przekatnia i t. d.

Gdy uczniowie nabyli juz pewnej wprawy w kreSleniu, i gdy
wsérdéd nich rozwineto sie pewne zaciekawienie do przedmiotu, czas
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jest przejs¢ do drugiej czesci propedeutyki. Ta druga cze$¢ po-
siada juz charakter systematycznej nauki o wiasnosciach figur gieome-
trycznych, jakkolwiek ro6zni sie catkowicie od trybu nauczania, opar-
tego na Elementach Euklidesa.

Zaczynamy od poje¢, znanych uczniom z obserwacji codziennej,
a mianowicie od symetrji osiowej i symetrji $rodkowej, nastepnie
przechodzimy stopniowo do poje¢ coraz ogélniejszych, jak pokrewien-
stwo, podobieristwo, a wreszcie kolineacja. Na tym tle wystapig w spo-
s6b zupetnie naturalny rozne wiasciwosci trojkatdw, czworobokow
i kot, ale, wybierajgc materjat, nie nalezy zapomina¢ ani na chwile, ze
w propedeutyce chodzi¢ powinno nie o pewng okreslong sume wia-
domosci, lecz jedynie o ksztatcenie pewnych wtadz umystowych.

Symetrja osiowa. Przedewszystkim wskazujemy uczniom
przyktady symetrji w najblizszym otoczeniu (symetrja okna wzgledem
linji Srodka, symetrja lisScia wzgledem widékna Srodkowego i t. d.), na-
stepnie pokazujemy im, jak majac o$ symetrji i punkt Aif wyznaczy¢
punkt A2} symetryczny do punktu Al} albo odpowiadajgcy . punktowi
APbDalsze twierdzenia o symetrji i wyptywajgce z nich wnioski uczen
powinien poznawa¢ gtdwnie droga wiasnego dostrzegania.

Zaczynamy od zadania nastepujacego: wykresli¢c dowolny trojkat
AIBICI i symetryczny don trojkat A2B2C2 wzgledem dowolnie obranej
osi symetrji. Juz to pierwsze proste zadanie zawiera obfity materjat
ksztatcacy. Tak wiec uczen powinien da¢ odpowiedZ na szereg pytan,
opierajagc sie przytym na do$wiadczeniu rysunkowym, a takze w pew-
nej czesci na wiasnej intuicji i wyobrazni. Przytocze szereg takich py-
tan dla przyktadu.

1 Gdyby trojkat pierwszy byt ruchomy, czy mozna byloby
tak przesuna¢ go w piaszczyznie rysunku, aby przystat do trdjkata
drugiego?

2. Czy mozna trojkaty symetryczne doprowadzi¢ do przystania
i jak?

3. Gdyby jedna strona papieru byta biata a druga czarna, to
czy moznaby wyciete tréjkaty doprowadzi¢ do przystawania tak, aby
a) stykaty sie biate strony, b) aby stykaty sie czarne strony i c¢) aby
czarna strona stykata sie z bialg?

4. Czy mozna wyciag¢ jeden z trdjkatow, odwréci¢é go na dru-
ga strone i wstawi¢ doktadnie w powstaly otwdr?*)

*) Przypuszczam, ze uczniowie zdolniejsi (a moze i wszyscy) bedg mogli wska-
za¢, w jakim wypadku szczegélnym odwr6cenie takie bedzie mozliwe. Dotyczy to
réwniez pytan poprzedzajacych.
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5 Pragniemy tak odwrécié tablice (lub zwierciadto), aby obecny
brzeg prawy znalazt sie po lewej stronie i odwrotnie. Jakie przerdb-
ki potrzeba w tym celu uskuteczni¢?

6. Pragniemy (pewne okreslone) drzwi odwroci¢ w taki sposdb,
aby obecna strona zewnetrzna znalazta sie wewnatrz. Jakie przerdbki
sg potrzebne?

7. Wyznaczy¢ punkty przeciecia odpowiadajgcych sobie bokdéw
trojkatow AIBICI i AB2C2. Proba: punkty szukane powinny lezeé
na osi symetrji.

8. Gdzie lezg punkty, odpowiadajgce samym sobie, i dlaczego
odpowiadajgce sobie proste przecinajg sie na o0si?

9. Jakie proste odpowiadajg samym sobie (promienie symetrji)?

10. Czy jest prosta, ktorej wszystkie punkty odpowiadajg sa-
mym sobie?

11. Wykres$li¢ Srodkowe (lub wysokosci) obu trojkatéw, prze-
chodzace odpowiednio przez wierzchotki Ax i A2 i sprawdzié, czy te
proste odpowiadajg sobie.

12. Poprowadzi¢ dowolng prosta ml przez punkt AXx i wyzna-
czy¢ odpowiadajacg jej prostg m2.

13. Obraé¢ dowolny punkt M na boku BC i wyznaczyé odpowia-
dajagcy mu punkt M2, postugujgc sie tylko linjalem.

14. Wyznaczy¢ jedynie przy pomocy linjalu prostg ra2, odpo-
wiadajgca danej prostej w,, ktéra nie przechodzi przez zaden z wierz-
chotkéw trojkata AIBICI.

Przechodzimy nastepnie do wykre$lania wielobokéw symetrycz-
nych i két symetrycznych.

Przy wykre$laniu wielobokéw uczen powinien postugiwaé sie
w rownej mierze obiema zasadniczemi wiasciwosciami figur syme-
trycznych; pierwsza z nich polega na tym, ze dwa odpowiadajgce so-
bie punkty lezg na jednym promieniu symetrji, a druga —ze dwie od-
powiadajace sobie proste przechodzg przez jeden punkt osi symetrji.

Zwrbce tu uwage, ze koto znowu nastrecza sposobno$¢ do licz-
nych zagadnien, rozwijajacych intuicje gieometryczng i wyobraZnie
przestrzenng ucznia. Przytocze dwa dla przykiadu.

1 W ogrodzie sg urzadzone dwa klaby okragte i symetryczne
wzgledem $ciezki. Naokoto jednego biegnie chtopiec w kierunku ru-
chu wskazéwki zegara; naokoto drugiego klombu biegnie inny chio-
piec, przyczym obaj przebiegaja w kazdej chwili przez odpowia-
dajace sobie punkty. Czy drugi chiopiec obiega swdj klomb w kie-
runku ruchu wskazowki zegara, czy w odwrotnym?

2. Dwa jednakowe zegarki potozono tarczami jeden na drugim.
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Czy wskazowki obracajg sie w zgodnych kierunkach, czy w odwrot-
nych? Jezeli przystajg, dajmy na to, godziny trzecie, to czy przysta-
ja i inne?

Gdy zasadnicze pojecia teorji symetrji staly sie juz wiasnoscia
umystowg ucznia, nalezy zastosowa¢ nabytg wiedze do badania wita-
snosci réznych figur. Tak np. uczen tgczy symetryczne punkty
i A2: punktem B, potozonym na osi. Powstaje tym sposobem troj-
kat rownoramienny AIBA2, odpowiadajgcy sam sobie. Teraz juz uczeh
bez pomocy mierzenia, a wiec drogg rozumowania lub intuicji odkry-
je zasadnicze wiasciwosci takiej figury, a mianowicie ze ramiona sg
réowne, ze wysokos$é jest zarazem $rodkowa i dwusieczng i t. d.

Dalej uczen wykres$la koto, ktérego Srodek lezy na osi symetrji,
i znajduje, ze koto takie odpowiada samemu sobie. Doprowadzi to
odrazu do waznych twierdzen jak np., ze promien, prostopadty do cie-
ciwy, przechodzi przez jej $Srodek, ze styczna jest prostopadta do pro-
mienia, przechodzacego przez punkt zetkniecia i t. d.

Tag samag drogg uczen dojdzie tatwo do poznania wiasnosci pro-
stokata, kwadratu, rombu i t. d.

Twierdzenia te uczen powinien zdobywaé, o ile mozna, samo-
dzielnie, a pomoc nauczyciela bedzie polegata gtdwnie na stawianiu
pytan i krytyce odpowiedzi. Z poczatku uczen bedzie opieral swe
wnioski gtdwnie na intuicji, lecz nalezy usSwiadamiaé go stopniowo,
ze droga ta jest zawodna i ze dopiero zwigzek logiczny pomiedzy no-
wym twierdzeniem a poprzedzajgcemi, ktérych prawdziwo$¢ nie ulega
watpliwosci, moze by¢ dowodem dostatecznym.

Symetrja Srodkowa. Poswieciwszy do$¢ czasu symetrji
osiowej, moge juz pobiezniej traktowac¢ rozdziaty dalsze, tymbardziej,
ze bieg nauki we wszystkich bedzie podobny do opisanego.

Naprzdd wiec uczen wykres$la dwie figury symetryczne, przeko-
nywa sie doswiadczalnie, ze odpowiadajace sobie proste sg réwnole-
gte; tatwo bedzie doprowadzi¢ go do zrozumienia, ze pomiedzy tym
faktem i samym pojeciem symetrji S$rodkowej zachodzi zwigzek lo-
giczny. Mianowicie punkt przeciecia dwuch prostych symetrycznych
odpowiadatby sam sobie, gdy tymczasem oczywiscie tylko $rodek po-
siada takg witasnosc.

Potym nastepujg pytania o przystawaniu figur symetrycznych,
nadajace sie szczeg6lnie do C¢wiczenia wyobrazni przestrzennej np.
w rodzaju nastepujgcego: Kktoéra godzina na tarczy zegarowej odpo-
wiada (w symetrji) piatej; ktora odpowiadataby pigtej, gdyby tarcza
posiadata 24 podziatki i t. d.
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Syinetrja $rodkowa znowu doprowadzi ucznia do poznania wita-
sciwosci pewnych figur, jak np. rownolegtoboku i kota.

Pokrewienstwo. Trzymajac sie zasady, aby przechodzi¢ od
wypadkéw szczegdllnych do coraz og6lniejszych, rozpoczniemy od po-
krewienstwa prostokatnego, wskazujac réznice pomiedzy tym pokre-
wienstwem a symetrjg osiowg. Dwa odpowiadajace sobie punkty fi-
gur symetrycznych leza w jednakowych odlegtosciach od osi symetrji,
gdy tymczasem kazdy punkt jednej z figur pokrewnych jest |92 albo
2, albo 294 t. d. razy odleglejszy od osi pokrewiefistwa niz odpo-
wiadajacy punkt drugiej. Liczbe te nazwiemy spéiczynnikiem
pokrewienstwa.

Uczniowie rozwigzujg naprzéd zadanie takie: dana jest 0o$ pokre-
wienstwa, spoiczynnik pokrewienstwa (np. 1V2) i trojkat wy-
kresli¢ pokrewny trojkat A2B2C2. Zadanie to ujawni odrazu wazny
fakt, ze odpowiadajgce sobie proste schodza sie na osi pokrewienstwa,
i uczen z tatwosciag zrozumie, ze tak by¢ musi, bo punkty osi odpo-
wiadajg same sobie.

Dalsze zadania nalezy juz dawa¢ w innej, dogodniejszej formie:
dana jest o$ pokrewienstwa, figura AIBICI.. a takze punkt A2 figury
pokrewnej, odpowiadajagcy punktowi Al, wykre$li¢ owg figure po-
krewng.

Pokrewienstwo prostokatne daje bardzo dobrg sposobnos¢ do
zaznajomienia ucznia z elipsg i jej zasadniczemi witasciwosciami. Obie-
ra on $rodek kota na osi pokrewienstwa i wyznacza pewng liczbe punk-
téw, odpowiadajacych punktom okregu, czyli punktéw elipsy, a takze
pewna liczbe prostych, odpowiadajgcych stycznym do kota, czyli stycz-
nych do elipsy. Tych punktow i stycznych powinno by¢ tyle, aby
elipsa zarysowata sie wyraznie. W c¢wiczeniu tym uczniowie poznajg
ksztatt elipsy, dowiedzg sie o jej $rodku, Srednicach i osiach, przeko-
najg sie z ftatwoscig, ze elipsa jest symetryczna wzgledem $rodka
i wzgledem kazdej osi, ze duza o$ jest najdtuzsza ze wszystkich $red-
nic, a mata o$ najkrétsza i t. d.

Przypuszczam, ze po tym wszystkim uczniowie dadzg juz sobie
rade z zadaniem takim: dane sg obie osi elipsy i prosta a3l wyzna-
czy¢ punkty przeciecia tej prostej z elipsg. Uczehn obiera duzg o$
za 0$ pokrewienstwa, wykresla koto, odpowiadajgce elipsie, i prosta
ait odpowiadajgcg danej prostej a2, i wreszcie wyznacza punkty M2
i N2, odpowiadajgce punktom MI i NIt w ktdrych prosta al przecina
okreg.

W podobny spos6b dadza sie rozwigza¢ rdzne inne zadania, do-
tyczace elipsy, gdy ta jest dana za pomoca osi; np. wykresli¢ stycz-
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ne z danego punktu, wykres$li¢ styczne, rownolegte do prostej da-
nej, wykres$li¢ cieciwe, ktdérej S$rodek lezy w punkcie danym i t. d.
W konhcu nalezy zapozna¢ uczniow z pokrewieristwem uko$snym, w kto-
rym promienie pokrewiedstwa nie sg prostopadte do osi.

Podobienstwo. Jak od symetrji osiowej przeszliSmy do po-
krewieAstwa, tak samo zupetnie od symetrji S$rodkowej przejdziemy
do podobienstwa (jednoktadnos$ci). Uczen, wykreslajagc odpowiadajgce
sobie figury, poznaje, ze odpowiadajgce sobie proste sg réwnolegte,
ze trdjkatowi réwnobocznemu odpowiada trojkat réwnoboczny, kwa-
dratowi — kwadrat i t. d.

Sadze, ze dopiero w tym miejscu nalezy wprowadzi¢ pojecie ka-
ta i poda¢ sposoby mierzenia katow. Gdy uczen przyswoi sobie w do-
statecznej mierze pojecie podobienstwa, to poczuje sam, ze do zu-
petnego opisu witasciwosci figur podobnych potrzebny jest nowy wy-
raz. Tym sposobem wyraz zjawi sie dopiero wtedy, gdy odpowiada-
jace mu pojecie zarysowato sie juz do$¢ wyraznie w umys$le ucznia.
Wypowie on teraz sam owga wtasciwos¢ zasadniczg figur podobnych,
a mianowicie, ze odpowiadajace sobie katy sg rowne.

Podobieristwo doprowadzi znowu do interesujgcych twierdzen
i zagadnien, jak np. zagadnienia, dotyczgce spolnych stycznych do
dwuch kot.

Kolineacja. Na poczatku wyjasniamy, czym sie rézni koli-
neacja od pokrewienstwa i podobienstwa. Promienie pokrewienstwa
byty réwnolegte, gdy promienie kolineacji schodzg sie w jednym
punkcie — $rodku kolineacji; w podobienstwie odpowiadajgce sobie
proste sg réwnolegte, w kolineacji takie proste schodzg sie na osi
kolineacji.

Opierajgc sie na tych wskazéwkach, uczen wykre$la figure, od-
powiadajacqg kwadratowi i foremnemu szeSciobokowi i przy tej pracy
poznaje droga dos$wiadczalng, ze dwum rownolegtym prostym i bt
odpowiadajg przecinajace sie proste a2 i b i ze punkty przeciecia ta-
kich prostych, jak at i bt, lezg wszystkie na jednej prostej, réwnole-
gtej do osi. Korzystajgc z tych twierdzen, wykre$la dalej figure, od-
powiadajaca sieci kwadratéw albo sieci szeSciobokéw. Przy odpo-
wiednim doborze danych wypadnie piekna perspektywa posadzki.

Uczniowie poczujg sami, ze pomiedzy kolineacjg i obrazami per-
spektywicznemi, znanemi im z fotografji, rysunkéw i t. d. zachodzi
Scisty zwiagzek, nalezy wiec im opowiedzie¢ w ogd6lnych zarysach, jak
postepuje malarz, aby osiggng¢ dobra perspektywe linjowa, jak po-
wstaje panorama okragta, jak mozna osiggna¢ perspektywe w ptasko-
rzezbie (fotografje ptaskorzezb Wita Stwosza mogg tu by¢ doskona-
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temi ilustracjami), jak powinna by¢ urzadzona scena pod wzgledem
perspektywy i t. d.

Z tym wigzg sie w sposdb naturalny interesujace szczegéty z hi-
storji perspektywy, jak np. o braku zmystu perspektywy u Egipcjan,
0 perspektywie w rzymskich malowidtach $ciennych i nowoczesnych
badaniach nad tg sprawa, o powstaniu perspektywy za czaséow Odro-
dzenia i t. d.

Wszystkie te rzeczy, odpowiednio wytozone, moga, jak sadze,
w wysokim stopniu zainteresowac ucznia, rozszerzy¢ jego widnokrag
umystowy i daé mu Swiadomo$¢ tego, ze gieometrja istotnie utatwia

zrozumienie otaczajacego Swiata.
Z. Straszewicz.



