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Przedmowa autora

W r. 1912 w numerze Kkwietniowym czasopisma
~Wektor" ukazat sie méj artykut p. t. ,Szkic propedeutyki
geometrji“. Charakteryzowatem w nim w nastepujacych
stowach cel i metody propedeutyki:

.Nalezy odréznia¢ propedeutyke od elementarnego
kursu geometrji, jaki bywa wyktadany w szkotach ludo-
wych, rzemie$lniczych i t. d. W takim kursie elementar-
nym trzeba liczy¢ sie bardzo $cisle z przysztemi potrzebami
praktycznemi ucznidw, trzeba da¢ im pewien caloksztatt
wiedzy geometrycznej, zawierajacy wiadomosci najniezbe-
dniejsze dla rolnika i rzemie$Slnika. Propedeutyka oczy-
wiscie moze istnie¢ tylko w tych szkotach, w ktoérych po
niej nastepuje kurs systematyczny geometrji, kurs ten
uwzglednia, lub powinien uwzglednia¢, w dostatecznej
mierze wymagania, ktére stawia szkole zycie praktyczne,
a zatem propedeutyka moze wecale nie liczy¢ sie z takiemi
wymaganiami.

Nie jest réwniez rzeczg konieczng ani nawet wskazang
wzorowaé¢ sie w propedeutyce na tradycyjnym kursie sy-
stematycznym, opartym na Elementach Euklidesa. Zasadni-
czo odmienne zadanie powinno by¢ rozwigzane w zasa-
dniczo odmienny spos6b, a zadaniem tem jest nie udziele-
nie uczniowi pewnych okreslonych wiadomosci, lecz stopnio-
we ksztalcenie jego wihadz umystowych, wszczepianie



VI

w jego organizm umystowy pewnych prostych poje¢ i sko-
jarzen pojeciowych, odgrywajacych w geometrji role za-
sadnicza, wreszcie wzbudzenie w nim zamitowania do tej
gatezi nauki.

W poczatkach nauki uczen jeszcze nie jest zdolny do
mys$lenia pojeciami ogdlnemi, a przytem wyobraznia jego
jest jeszcze bardzo staba; dla tego tez przedmiotem pozna-
wania moze by¢ dla niego tylko figura konkretna, naryso-
wana, a $rodkiem poznawania — dostrzeganie bezposrednie
zmystowe. Stad wynika, ze w pierwszem stadjum nauki
gtownag role powinno odgrywaé¢ doswiadczenie czyli rysu-
nek. Liczen rysuje figure, czynigcg zado$¢ warunkom do-
ktadnie okreSlonym w zadaniu, i spostrzega, ze figura ta
posiada pewng witasciwos$é nieoczekiwang. Z czasem uczen
przyzwyczai sie do poje¢ ogoélnych. Gdy bedzie mowa
o trojkacie, to juz bedzie myslat nie o tréjkacie konkretnym,
wykreslonym na papierze, lecz o okreslonym rodzaju figur,
posiadajgcych pewne witasnosci wspolne. Zrozumie on
przytem, ze witasnosci figur mozna wykrywa¢ zapomoca
rozumowania, a jednocze$nie rozwinie sie jego wyobraznia,
przestrzenna".

Dzietko niniejsze jest wykonaniem programu, naszki-
cowanego w owym artykule, z pewnemi zmianami, ktore
nawinely sie podczas pracy. Sklada sie ono z trzech czesci.
W czesSci pierwszej uczen nabiera wprawy w dziataniach
wykresinych, ale nie jest to tylko nauka kreslenia. Chodzi
tu o inne cele, dalsze. Przedewszystkiem uczeh przyswaja
sobie najprostsze pojecia geometryczne, jak punkt, linja
prosta, linja krzywa, styczna, proste réwnolegte, prosto-

padte i t. d.,, powtdre przekonywa sie, ze w tworach
geometrycznych zachodzi pewna piekna prawidtowos$¢, co
powinno zaostrzy¢ jego ciekawos¢ i wzbudzi¢ cheé¢ do

blizszego poznania tej prawidtowosci. Czes$¢ druga, poswie-
cona symetrji osiowej i Srodkowej, juz ma charakter bardziej
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oderwany i logiczny. Uczen poznaje tu przewaznie droga
rozumowania gtéwne wilasciwosci najprostszych figur,
mianowicie tréjkata, kwadratu, prostokata, réwnolegtoboku,
okregu i t d. Cze$¢ ostatnia dotyczy geometrji przestrzeni.
Aby zachowaé jednolitos¢ metody, aby i tu wiasny rysu-
nek ucznia byt gtownym Srodkiem ksztatcenia, trzeba byto
wprowadzi¢ pewien rodzaj odwzorowywania ptaskiego
przestrzeni. Uwazam, ze najodpowiedniejsze do tego celu
sg rzuty réwnolegte ukosne. Sag one latwiejsze od rzutéw
prostokatnych, jezeli nie wychodzi sie po za pewne rozsadnie
zakreslone granice, a do tego daja obrazy plastyczne,
przemawiajace zywo do wyobrazni, co nie tylko ulatwia
nauczanie, ale dostarcza uczniom pewnego zadowolenia
estetycznego. Uczen wykresla rzuty prostopadtoscianu,
czworoscianu, pryzmatu, dzieli je na czesci, wykresla siatki
i w ten spos6b poznaje najwazniejsze witasciwosci figur,
ztozonych z punktéw, plaszczyzn i prostych.

Staralem sie, aby wymagania, stawiane wyobrazni
ucznia, wzrastaty stopniowo, a zatem paragrafy koncowe
sg pod tym wzgledem najtrudniejsze. Dotyczy to zwiaszcza
par. 37, w ktorym obok rzutu uko$nego wprowadzam rzut
prostokatny, skutkiem czego powstaje odwzorowanie pta-
skie, okres$lajace utwdlr przestrzenny catkowicie. Jeszcze
trudniejsze sg paragrafy 38, 39 i 40, w ktdérych jest mowa
0 perspektywie. Moga one stanowi¢ prébe catej metody.
Jezeli uczniowie istotnie zrozumieja, jak. w gtéwnych rysach
powstaje perspektywa obrazu, to mozna bedzie uwazaé, ze
cel nauki zostat catkowicie osiggniety.

Kazdy paragraf sktada sie z krétkiego wyjasnienia,
ktére ma da¢ nauczyciel, oraz pewnej liczby pytan, roz-
szerzajacych zakres udzielonej wiedzy, izadah. Na pytania
uczniowie powinni odpowiedzie¢ mozliwie samodzielnie,
zadania majg rozwigza¢ wykre$lnie. Kres$lenie jest tu rze-
czg podstawowa i wymaga szczegbélnych staran ze strony
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nauczyciela. Uwazatbym za pozadane, jakkolwiek nieko-
nieczne, aby wszystkie rysunki byly robione w klasie pod
okiem nauczyciela. Jednocze$nie nauczyciel powinien kon-
ferowac¢ z poszczegdlnymi uczniami, kontrolowa¢ ich robo-
te, dawa¢ wskazdéwki praktyczne, pomaga¢ w zrozumieniu
zadania.

Kreslic nalezy w zeszycie, zrobionym z grubszego
papieru, tak aby mozna byto wyciera¢ guma. Kazdy uczen
powinien posiada¢ najwazniejsze przyrzady rysunkowe,
a mianowicie dobry otéwek Nr. 4, dwie ekierki i dwa
cyrkle, jeden z otéwkiem do kreslenia okregéw i drugi
z ostremi koncami do odmierzania. Dostatecznem bedzie
wykonywaé rysunki w otdéwku, i nie trzeba zapominaé, ze
samo kreslenie jest tu nie celem, lecz $rodkiem do naby-
cia wiedzy geometrycznej. Swojg droga uwazam za rzecz
bardzo waznag, aby uczniowie utrzymywali swe przyrzady
starannie, kreslili doktadnie i czysto. Sa to warunki nie-
zbedne, aby kre$lenie byto pracag przyjemng i zajmowato
niezbyt wiele czasu, a do tego spetnienie ich bedzie miato
niewatpliwie dodatnie skutki wychowawcze.

Warszaiva w grudniu 1920.



|.  Dziatania wykresine

L. Przyktadam ekierke do tablicy i prowadze krede
wzdtuz brzegu. Tym sposobem otrzymuje na tablicy linjg
prosta. Moge jg przedtuzy¢ w jednym i drugim Kkierunku
az do brzegdw tablicy; mogtbym przedtuzyé jg jeszcze dalej,
gdyby tablica byta wieksza. Brzeg ekierki jest réwniez
linjag prostg. Widzimy tu naokoto wiele linji prostych.
Tak wiec brzegi tablicy sg linjami prostemi. Sciana tgczy
sie z podtoga wedtug linji prostej, inaczej moéwiac, linjg
przeciecia $ciany i podiogi jest prosta. To samo mozna
powiedzie¢ o Scianie i suficie. Ni¢ dobrze wyciggnieta
tworzy linje prostg i t. d.

Niektére proste nazywamy pionowemi, lub krétko
pionami. Najdoktadniej otrzymamy pion w sposéb naste-
pujacy: bierzemy kawatek sznura i w jednym jego koncu
uwigzujemy jaki$ ciezarek, np. kawatek otowiu. Taki sznur
z ciezarkiem na koncu stanowi przyrzad bardzo uzyteczny.
Nazywa sie on zwykle réwniez pionem albo otlowianka.
Postugujg sie nim wcigz rzemieslnicy, azwitaszcza murarze
i cieSle. Gdy trzymamy nieruchomo wolny koniec, i cieza-
rek sie nie buja, to sznur tworzy wiasnie linje prostag
pionowa. Pionowa takze jest linja przecigcia dwoch Scian,
wiele linji pionowych widzimy takze w oknach i drzwiach.

Précz pionowych odrézniamy jeszcze proste poziome.
Pozioma np. jest linja przeciecia $ciany z podioga, Ilub
$ciany z sufitem. Roéwniez w oknach i drzwiach widzimy
wiele linji poziomych.

Przyktad 1. Czy mozna narysowa¢ na $cianie prosta pio-
nowg i prosta pozioma?

Prz. 2. Czy mozna narysowa¢ na podtodze prostg pozioma
i prostg pionowg?

Na podtodze nie mozna narysowaé prostej pionowej, nato-
miast kazda prosta, narysowana na podtodze, jest pozioma.



Prz. 3. Czy mozna narysowac na tablicy pochytej prostg po-
ziomg i pionowa ?

Prz. 4. Czy mozna narysowa¢ linje prostg na powierzchni
rury ?

Prz. 5. Czy mozna narysowa¢ linje prostg na powierzchni
globusa lub kuli?

2. Rysuje teraz na tablicy od reki inng linje. Kazdy
widzi, ze nie jest ona prosta; nazywamy jg linjg krzywa.
Linje krzywe posiadajg najrozmaitsze ksztalty i nazwy od-
rézniajace. Kresle np. linje krzywa zapomocg cyrkla.
Nazywa sie ona okregiem kola, lub krétko kolem. Linje
te spotykamy na kazdym kroku Tak np. kotem jest obrzeze
szklanki, talerza, lub wazonu. Kazdy zna koto wozu lub
roweru, koto miynskie, kota pasowe w fabrykach i t. d,
wszystko to jednak sg przedmioty, a nie linje, a dopiero
brzeg takiego przedmiotu jest linja.

Trzymajmy nieruchomo korice ciezkiego sznura, albo
lepiej tancuszka, tak aby ten zwisat swobodnie; utworzy on
linje krzywa, ktéra pod wzgledem ksztattu roézni sie bardzo
od kota. Krzywa taka nazywa sie tancuchowg. Druty tele-
graficzne, rozwieszone na stupach, tworza linje tancuchowe.

Kazdy widziat, jak woda wytryska z sikawki lub
weza, ktorym sie polewa ulice. Jezeli strumien wybiega
pochyto, to tworzy on w powietrzu linje krzywa, ktéra
zowie sie parabolg. Taki strumien fsktada sie z kropelek
wodnych, i kazda kropla, wypadiszy z otworu sikawki,
obiega calg te linie az do ziemi. Inaczej moéwiac kropla
zatacza w powietrzu parabole.

Prz. 1. Czy mozna na globusie narysowaé¢ okrag kola?

Mozna. Okregami sa linje, zwane réwnoleznikami i po-
tudnikami. Réwnolezniki sg rézne, pod wzgledem wymiaréw, jedne
Wiegksze inne mniejsze. Najwiekszy réwnoleznik, cr.yli rownik, jest
co do wymiaréw réwny potudnikowi. Kota wiekszego od réwnika
lub potudnika na globusie nie mozna nakreslic. Najwieksze koto
moznaby otrzymaé W spos6b nastepujacy: zawigzujemy na globu-
sie ni¢ tak, aby byta dobrze wyprezona. Ni¢ taka posiada Wiasnie
ksztatt najwiekszego kota, jakie na globusie jest mozliwe. Jezeli
powierzchnia globusa jest bardzo gtadka, to bywa trudno umoco-
waé ne niej nic.

Prz. 2. Czy mozna kresli¢ kota na powierzchni rury?

Mozna, ale tylko jednej Wielkosci.

Prz. 3. Rzucamy W goére jakis ciezki maty przedmiot, np. kulke
otowiang lub kamien, wogdle moéwiac, pocisk. Jaka droge obiegnie
pocisk?



Pocisk, rzucony pionowo w gdére, obiega linje prostg, a rzu-
cony ukos$nie, obiega parabole, jak kropla wody w strumieniu,
wytryskujacym z sikawki. Kropla ta jest takze pociskiem.

3. Znacze na tablicy kreda punkt. Aby go odrézni¢
od innych punktéw, ktdre moznaby tak samo odznaczy¢ na
tablicy, pisze obok niego litere A; bedziemy go nazywali
spunktem A”. Podobnie nazywamy pewnag wie$ Dagbrowa,
aby ja odro6zni¢ od wsi innych. Przykladam teraz ekierke
do tablicy w taki sposéb, aby brzeg przeszedt przez punkt
A, i kresle linje prostg. Mowimy, ze ta prosta przechodzi
przez punkt A, lub ze punkt A lezy na tej prostej. Usta-
wiwszy inaczej ekierke, moge przez A przeprowadzi¢ dru-
ga prosta, potem trzecig i t d. Mozna przez punkt prze-
prowadzi¢ ile chcac prostych, dowolng liczbe prostych.

Obieram teraz na tablicy dwa punkty A i B i przy-
ktadam tak ekierke, aby prosta przeszta przez obydwa.
Bedziemy ja nazywali prosta AB, cze$¢ zas$ jej, zawartg
miedzy punktami A i B, odcinkiem AB. Wykreslam
jeszcze cze$¢ okregu kota, albo tuk kotowy, pomiedzy
punktami A i B. Przytozywszy do A i B konce tancuszka,
moglibysmy otrzymaé¢ linje tancuchowa, prowadzacg od
A do B. Wogole mozna pomiedzy A i B przeprowadzi¢
bardzo wiele najrozmaitszych linji krzywych.

Wyobrazmy sobie, ze z punktu A wyszta mucha
i dazy do punktu B. Jezeli pragnie ona doj$s¢ do B jak
najpredzej, to powinna wedrowaé¢ nie po zadnej z tych
krzywych, lecz po prostej AB. Gdyby obrata inng droge,
to wedrowka jej trwalaby diuzej. Mucha moze tego nie
rozumieé¢, bo stworzenie to nie odznacza sie rozumem, ale
ludzie, budujac droge pomiedzy dwoma miastami, starajg
sie, aby biegta ona wzdtuz linji prostej, bo wéwczas podroz-
ny najpredzej przejdzie z jednego miasta do drugiego. Jezeli
droga zbacza od linji prostej, omijajac skaty, parowy lub
bagna, to podrézny powiada, ze musi naktada¢ drogi. Droga
prosta jest zawsze najkrotsza. Gdy zaciggamy sznur do
bielizny pomiedzy dwoma hakami, to sznura wyjdzie naj-
mniej, gdy jest nalezycie wyciggniety, czyli gdy tworzy
linje prosta.

Prz. 1. Na placu, porostym murawg, pragniemy wygracowac

$ciezke, przebiegajaca pomiedzy punktami A i B, potozonymi na
obwodzie placu. Jak to uczyni¢?
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Naturalnie $ciezka powinna by¢ prosta. Whijamy w A i B
krotkie mocne kotki ido jednego z nich przywiazujemy koniec dtu-
giego sznura. Sznur przeprowadzamy przez plac, wyprezamy nale-
zycie i drugi koniec przywigzujemy do drugiego kotka. W tein
sposéb otrzymamy linje prosta, wzdtuz ktérej nalezy gracowac.

Prz. 2. Od przystani, potozonej nad jeziorem, odbija t6dka
i ptynie do gospody, stojacej na przeciwlegtym brzegu. Jak po-
winien kierowaé t6dka sternik, aby jak najpredzej dojechaé¢ do celu?

t 6dka powinna dazy¢ linjg prostg, ktérg mozna W mysli po-
prowadzi¢ od przystani do gospody, czyli powinna W kazdej chwili
stanowi¢ jakby odcinek tej prostej. tatwo zrozumieé, ze dla ster-
nika dziéb tédki powinien wcigz wskazywaé na gospode.

Prz. 3. Objasni¢, jak strzelec powinien trzymac strzelbe, aby
trafic W cel?

Kula jest pociskiem i biegnie po paraboli, jezeli jednak
odlegto$¢ od celu jest niewielka, to cze$¢ paraboli (tuk paraboli),
zawarta miedzy strzelcem i celem, jest' stabo skrzywiona, bardzo'
mato roézni sie cd prostej, i mozna jg w przyblizeniu uwazaé¢ za
prosta. Uwazamy Wiec, ze kula biegnie linjg prostg, stanowigca
przedtuzenie rury strzelby. Kula trafi w cel, jezeli owa' prosta przez
cel przechodzi. Strzelec powinien tak ustawi¢ strzelbe, aby muszka
zastaniata mu cel, gdy patrzy jednem okiem przez wyciecie ce-
lownika. Jezeli cel jest odlegty, to wéwczas paraboliczna droga
kuli odchyla sie znacznie od linji prostej, i strzelec powinien
mierzy¢ w punkt, potozony po nad celem.

Prz. 4. Czy druty telegraficzne silniej zwisajg w zimie, czy
W lecie?

Wriadomo, ze drut kurczy sie pod wplywem zimna, a wydiu-
za po ogrzaniu. W lecie drut, przebiegajacy pomiedzy dwoma
stupami, jest dtuzszy i zwisa silniej. Gdyby drut wyprezyé Wiecie
zbyt silnie, tak aby utworzyt linje prostg, to pekt by on z rastaniem
mrozu, nie mogac sie kurczyé.

4. Obieram na tablicy trzy punkty A, B i C, a na-
stepnie wykreslam proste AB, BC i CA. Otrzymatem trzy
proste, i kazdy z obranych punktéw jest potgczony z dwo-
ma pozostatemi.

Obieram jeszcze czwarty punkt D i tacze go z kaz-
dym z trzech pierwszych punktow, t j. wykreslam proste
DA, DB i DC. Teraz kazdy z czterech obranych punktéw
jest potgczony z kazdym z pozostatych, i wszystkich pros-
tych jest szesc.

Gdybysmy obrali jeszcze piaty punkt E i potaczyli go
z kazdym =z poprzednich, to otrzymalibySmy cztery nowe
proste, i wszystkich prostych bytoby 10. Tak samo znaj-
dziemy, ze pomiedzy szeScioma punktami mozna przepro-
wadzi¢ 15 prostych i t. d.



Jezeli mamy trzy punkty A, B i C, ale C lezy na
prostej AB, to wowczas oczywiscie mozemy pomiedzy temi
punktami przeprowadzi¢ tylko jednag prostg. Mozna powie-
dzieé¢, ze w tym razie proste BC i CA leza na prostej AB,
lub Ze te trzy proste lezg razem.

Prz. i. Obliczy¢ bez rysunku, ile mozna przeprowadzi¢ pros-
tych pomiedzy dziesiecioma punktami. Odp. 45.

Prz. 2. Mamy cztery punkty, ale trzy z nich leza na jednej
prostej. lle mozna pomiedzy temi punktami przeprowadzi¢ prostych?

Tu dwie proste lezg na trzeciej a wiec bedzie o dwie mniej
prostych réznych, niz w przypadku ogélnym, t j. gdy zadna tréjka
nie lezy na jednej prostej.

Prz. 3. Mamy 11 punktéw, z ktoérych dwie trojki lezg na
prostych. lle mozna pomiedzy temi Wszystkiemi punktami przepro-
wadzi¢ prostych réznych. Odp. 51

Prz. 4. Nakres$li¢ plan ogrodu, w ktérym powinné byé 10
prostych alei, na kazdej alei po 3 fontanny, a wszystkich fontann po-
winno by¢ 9. Fontanny mozna oznaczy¢ matemi kétkami lub krzy-
zykami, a aleje linjami prostemi.

Rozumie sig, jedna fontanna moze naleze¢ do kilku alei,
a Wiec sta¢ na ich zbiegu. Kazdy powinien sam gltowe tama¢, jak
rozstawi¢ fontanny, ale jezeli kto na zaden sposéb nie bedzie mogt
nic wymysleé, to niechaj zrobi tak: Niech ustawi na jednej pros-
tej W jednakowych odstepach trzy fontanny, i oznaczy je cyframi
1, 2i 3. Wprost naprzeciwko nich, réwniez na jednej prostej w réw-
nych odstepach, powinny stangé¢ fontanny 4, 5i 6. Fontanne 7
nalezy umiesci¢ na zbiegu aleji 16 i 34, fontanne 8 na zbiegu 24
i 36 i wreszcie 9 na zbiegu 14 i 35. Jest jeszcze inny rozkiad,
iadniejszy.

5. Przeprowadzam na tablicy dwie linje proste,
me sie przecinajg. Punkt przeciecia lezy na jednej i na dru-
giej, jest ich punktem wspélnym. Kresle teraz dwie inne
proste. Te nowe proste sie nie przecinajg; nie przecietyby
sie nawet wtedy, gdybym kazdg z nich przediuzyt az do
brzegéw tablicy. Gdyby jednak tablica byta wieksza, to
po odpowiedniem przedtuzeniu i te proste by sie przeciety.

Moge jednak wykresli¢ takie dwie proste, ktore by
sie nie przeciety, gdybym je nie wiem jak przediuzyt. Na-
zywamy takie proste réwnolegtemu Roéwnolegtemi sg prze-
ciwlegte brzegi tablicy, réwnolegtemi sg szyny kolejowe,
jezeli je uwaza¢ za linje, rownolegte sg takze dwie proste
pionowe.

Kresle teraz trzy proste, dobierajgc je tak, aby prze-
ciety sie w obrebie tablicy. Przy jednej z nich pisze litere

Linje



a, i bedziemy ja nazywali prostg a, drugg nazwiemy prostg
b, trzecia prosta c¢. Podobnie nadajemy rzekom dla
odréznienia rozmaite nazwy; jedng nazywami Wartg, druga
Narwig, trzecia Dunajcem. Punkt przeciecia prostych a ib
bedziemy nazywali punktem ab; précz niego mamy tu
réwniez punkty bc i ca. Razem trzy punkty przeciecia.
Prowadze jeszcze czwartg prosta d; przecina ona kazdg
z trzech poprzednich, i powstajg trzy nowe punkty przecie-
cia da, db i dc. Razem wiec mamy sze$¢ punktow.
Gdybym  wykresli! jeszcze pigtg prosta, to przybylyby
cztery nowe punkty, i wypadioby wszystkiego dziesieé
punktéw przeciecia. Tak samo znajdziemy, ze szes$¢
prostych przecina sie w 15 punktach i t. d.

Jezeli mamy trzy proste a, b i c, ale c przechodzi
przez punkt ab, to woéwczs oczywiécie istnieje tylko jeden
punkt przeciecia. Mozna powiedzie¢, ze w tym razie punkty
bc i ca lezg na punkcie ab, lub ze te trzy punkty leza
razem.

Piz. 1 Wiemy, ze dwie proste pionowe sg zawsze réwnolegle.
Czy réwniez i dwie proste poziome muszg by¢ réwnolegle?

Prz. 2. Czy prosta pionowa moze byé réwnolegta do pros-
tej poziomej?

Prz. 3. Czy na powierzchni rury (cylindra) mozna nakresli¢
dwie proste réwnolegte?

Piz. 4. Obliczy¢ bez rysunku, W ilu punktach przecina sig
12 prostych. Odp. 66.

Prz. 5. Mamy cztery proste, ale trzy z nich przechodzg przez
jeden punkt. lle jest wszystkiego punktéw przeciecia?

Prz. 6. Mamy 10 prostych, z ktérycfi dwie tréjki przecho-
dzg kazda przez jeden punkt. lle jest Wszystkiego punktéw prze-
ciecia? Odp. 41

6. Nizej podane przyktady nalezy wykresla¢ z naj-
wiekszg starannoscig. Otdéwek powinien byé dobrze zao-
strzony, aby kreslone linje bytly ostre i wyrazne; trzeba
go trzymaé nie pochyto, lecz prawie prostopadle do papieru.
Punkt znaczy sie na papierze lekkiem nakiuciem igty, lub
konca cyrkla. Nakiluwajac nalezy trzymac igte prostopadle
do papieru i stara¢ sie o jaknajwieksza doktadnos$¢. Jezeli
np. znaczymy punkt przeciecia dwoéch prostych, to nalezy
koniec igty dokladnie ustawi¢ na tym punkcie. Gdy mamy
przez taki punkt przeprowadzi¢ prostg, to naprzéd przy-
ktadamy ekierke, a nastepnie probujemy, czy otéwek przy-



stawiony do brzegu ekierki, zapada w naklucie; inaczej
kreslona prosta moze przejs¢ obok punktu.

Kto bedzie sie trzymat tych wskazéwek i utrzymywat
rysunek czysto, temu kres$lenie sprawi przyjemnos¢; bedzie
to dla niego raczej rozrywka niz praca. Brudas i niedba-
luch nameczy sie, namartwi, straci mase czasu, a pomimo
to rysunki jego beda niedoktadne i brzydkie.

Prz. 1 Przez punkt S poprowadzi¢ trzy proste a, bi c;
na pierwszej obra¢ punkty Ai i A,, na drugiej BLi B3 Wreszcie
na trzeciej C, i C,. Nastepnie wyznaczyé¢ trzy punkty przeciecia
(1) prostych AjBj i A,B2 (2) prostych B1C1i B2C2 (3) prostych
ClJAj i C2A2

Proba doktadnosci. Jezeli caly rysunek bedzie zrobiony
doktadnie, to trzy wyznaczone punkty beda lezaly najednej prostej
linji.

Nalezy tak dobra¢ te punkty i proste, aby catly rysunek
zmiescit sie na papierze i nie zajmowat zbyt Wiele miejsca. W tym
celu najlepiej jest naprzéd wykona¢ go na brudno na kawatku
niepotrzebnego papieru, od reki, ale starannie. Gdyby przytem
szukane punkty przeciecia wypadly zbyt daleko, to trzeba zrobié
nowg probe, zmieniajac stosownie potozenia punktéw A,, A, B,
i t. d Dopiero majgc gotowy szkic udany, mozna przystapi¢ do
roboty na czysto. Uwaga ta dotyczy i dalszych zadan.

Prz. 2. Na prostej s obra¢ trzy punkty A, B i C; przez pier-
wszy poprowadzi¢ proste a, i a2 przez drugi proste bl i b, Wreszcie
przez trzeci proste Cj i c2 Nastepnie wykresli¢ trzy proste, tgczace
(1) punkty albl i a,62 (2) punkty blci i 6, (3) punkty
i c22a3 Préba doktadnosci. Te trzy proste powinny przej$é
przez jeden punkt

Prz. 3. Przez punkt O poprowadzi¢ dwie proste a i b,
a przez inny punkt P trzy proste. Prosta a przetnie owe trzy
proste odpowiednio w punktach A, Aad A3 a prosta b W punktach
BIf Bj, B3 Wyznaczy¢ punkt M, W ktérym przecinajg sie proste
AB2 i ABIL a takze punkt N, W ktérym przecinajg sie proste
A2B3 i A2 Préba: punkty M, N, O powinny lezeé¢ na jednej
prostej.

Prz. 4. Na prostej 0 obra¢ dwa punkty A i B, a na innej
prostej p trzy punkty. Punkt A taczy sie z owemi trzema punk-
tami odpowiednio zapomocg prostych au a2 a3 apunkt B zapomoca
prostych bu b2 b3 Wykresli¢ prosta m, ktora tgczy punkty
i @i, a takze prosta n, tgczaca punkty atbz i a3& Proéba:
proste m, n i 0 powinny przej$¢ przez jeden punkt.

Prz. 5. Nakresli¢ okrag kota i obra¢ na nim szes¢ punktéw
A, B, C, D, E, F. Te punkty niekoniecznie majg leze¢ W jedna-
kowych odstepach, lub nastepowaé po sobie w porzadku Wymie-
nionym. Nastepnie wyznaczy¢ trzy punkty przeciecia (1) prostych
AB i DE, (2) prostych BC i EF, (3) prostych CD i FA.
Proba: punkty te powinny lezeé¢ na jednej prostej. Odkryt to



blisko trzysta lat temu (w r. 1639) szesnastoletni chiopiec Blaise
Pascal, i dlatego tez owg prostg matematycy nazywaja linjg Pas-
cala. Pascal dzieckiem nauczyt sie geometrji bez niczyjej pomocy,
a w Wieku dojrzatym byt nietylko znakomitym matematykiem, lecz
i jednym z najwiekszych pisarzéw Francji.

Prz. 6. Wykres$li¢ trzy okregi w ten sposéb, aby kazdy
z nich przecinat dwa pozostate, i przeprowadzi¢ trzy proste, taczace
punkty przeciecia (1) pierwszego okregu z drugim, (2) drugiego
z trzecim, (3) trzeciego z pierwszym. Préba: te tr?v proste
powinny przej$¢ przez jeden punkt.

7. Kresle na tablicy okrag kota. Ten punkt, w kto-
rym tkwito nieruchome ostrze cyrkla, nazywa sie Srodkiem
kota, a kazda prosta, przechodzaca przez $rodek, Srednica.
Obieram na zewnatrz kota punkt A i prowadze przezen $red-
nice, t. j. tacze go ze Srodkiem. Widzimy, ze $rednica prze-
cina okrag w dwoéch punktach, posiada z nim dwa punkty
wspo6lne. Ustawiam znowu ekierke w laki sposdb, aby
brzeg jej przystawat do $rednicy, i obracam ja zwolna
okoto punktu A. Linja brzegu przecina wcigz okrag, ale
w miare oddalania sie jej od Srednicy, punkty przeciecia
lezg coraz blizej jeden od drugiego, zblizajg sie do siebie,
gdy ekierka sie obraca. Wreszcie punkty te sie spotkaty.
Zatrzymuje w tem potozeniu ekierke i kresle prostg. Prosta
taka zowie sie styczng do kola. Poniewaz punkty przecie-
cia sie zeszlty, zatem styczna posiada z okregiem tylko je-
den punkt wspdélny. Mozemy réwniez powiedzie¢, ze dwa
punkty wspdlne leza teraz jeden na drugiem, albo lezg ra-
zem. Ow punkt wspélny nazywa sie punktem zetknigcia
prostej z kotem.

Oczywiscie przez A mozna poprowadzi¢ jeszcze dru-
ga styczna do kola po drugiej stronie Srednicy. Kazda
prosta, przechodzgca przez A pomiedzy stycznemi, przecina
okrag w dwdéch punktach. Inne proste, przechodzace przez
A, lecz nie lezgce pomiedzy stycznemi, nie przecinajg wcale
okregu.

Gdy nawiniemy cze$¢ sznura na koto, np. na obrecz,
ktéra bawig sie dzieci, a pozostatg cze$s¢ wyprezymy, to
ta druga cze$¢ tworzy prosta, styczng do kota. Pasy na
kotach pasowych, jezeli sg dobrze wyprezone, tworzg stycz-
ne do tych kot szyna jest styczna do kota wagonu i t. d.

Bardzo jest tatwo wykresli¢ doktadnie prostg, prze-
chodzacg przez dany punkt A i styczng do kota, zwilaszcza



jezeli A nie lezy na okregu. Jezeli A lezy na okregu, to
sprawa jest trudniejsza, ale i w tym razie przy starannosci
mozna osiggna¢ niezta doktadnos¢. W przysziosci pozna-
my sposéb utlatwiajacy to dziatanie.

Prz. 1. Nakresli¢ okrag i przeprowadzi¢ don sze$¢ stycz-
nych a, b, ¢, d, e, f; nastepnie wykres$li¢ trzy proste, taczace (1)
punkty ab 1de, (2) punkty bcief, (3) cdifa. Proba: proste owe
przejda przez jeden punkt.

Te wiasciwosé kola odkryt francuz Brianchon; dlatego to
6w punkt zowie sie punktem Brianchona.

Prz. 2. Na okregu obra¢ punkt, napisa¢ przy nim dwie litery
A, B i przeprowadzi¢ W nim styczng. Proécz tego obra¢ na okregu
jeszcze cztery punkty C, D, E, F. Wreszcie wyznaczy¢ trzy punkty
przeciecia (1) prostych AB (t. j. nakreSlonej stycznej) i DE, (2)
prostych BC i EF, (3) prostych CD i FA. Préba: te trzy punkty
lezg na jednej prostej.

Nalezy przyktad ten poréwnaé¢ z przyktadem 5 W paragrafie
poprzedzajgcym. Kazdy zrozumie, ze w przykiadach tych mamy
jedno i to samo zadanie; cata réznica polega na tem, ze tam punkty
A i B lezaly z osobna, a tu leza razem.

Prz. 3. W dwéch punktach okregu nakres$li¢ styczne; przy
jednym z nich napisac¢ litery A, B, przy drugim C, D. Proécz tego
obra¢ na okregu jeszcze dwa punkty E, F i wyznaczyé trzy punkty
przeciecia (1) prostych AB i DE, (2) prostych BC i EF, (3) pro-
stych CD i FA. Prdba: Wszystkie trzy punkty lezg na jednej prostej.

Prz. 4. W obranym punkcie okregu wykres$li¢ styczng i na-
pisa¢ przy niej dwie litery a ib. Précz tego przeprowadzié¢ jesz-
cze cztery styczne ¢, d, e, f, wreszcie wykreéli¢ trzv proste, 13-
czg:e (1) punkty ab (t. i. obrany punkt zetkniecia) i de, (2) bc i ef\
(3) punkty cd i fa. Préba: te trzy proste przechodzg przez jeden
punkt.

Przyktad ten rézni sie od 1 W par. niniejszem tem tylko, ze
tam styczne a i b lezaly z osobna, a tu lezg razem.

Prz. 5. W dwoéch punktach okregu nakreéli¢ styczne; przy
jednej napisa¢ litery a, b, przy drugiej ¢, d. Précz tego nakresli¢
jeszcze dwie styczne e, f, i przeprowadzi¢ trzy proste, taczace
(1) punkty ab i de, (2) punkty bc i ef, (3) punkty cd i fa.
Préba: wszystkie te trzy proste przechodzg przez jeden punkt.

Prz. 6. Wykresli¢ koto i obra¢ naze»natrz niego punkt P.
Przez P poprowadzi¢ dwie proste a ib, przecinajagce okrag; pierw-
sza przetnie go W punktach Alt A2 druga w Bl B2 Dalej wyzna-
czy¢ punkty przeciecia (1) prostych A A i A2B2 (2) prostych
AjBj i A2B1Y wreszcie potgczyé te punkty linjg prosta; przetnie
ona okrag w punktach M i N. Proéba: styczne w punktach M i N
przejda przez punkt P.

Prz. 7. Wykreséli¢ koto oraz przecinajgca je prosta p. Nap
obra¢ dwa punkty A i B nazeWnatrz kota. Z pierwszego wycho-
dzg styczne at, a2 z drugiego bu b Dalej wyznaczyé proste, 13-
czace (1) punkty al byi a2b, (2) punkty a, b2i a2 bt. Przetng
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sie one w punkcie, z ktérego wychodzg styczne m i n. Préba:
punkty zetkniecia stycznych m i n lezg na prostej p.

8. W przyktadach tego paragrafu trzeba bedzie za-
pomocg cyrkla odmierza¢ na linji prostej, albo na okregu
zagdane diugosci. Nalezy uwazaé przytem, aby ustawiaé os-
trze cyrkla doktadnie na linji, a nie z boku. Wszelkie uchy-
bienie pod tym wzgledem odbija sie silnie na doktadnosci
rysunku.

Prz. 1. Wykres$li¢ dwie proste ai b i oznaczy¢ ich punkt
przeciecia cyfrg 0. Odmierzy¢ od tego punktu na kazdej prostej
po 10 réwnych odcinkéw (odcinki na jednej prostej niekoniecznie
maja by¢ takie same, jak na drugiej), i punkty podziatu oznaczy¢
cyframi 1, 2, 3... 10. Wreszcie potgczy¢ linjami prostemi punkt 1
prostej a z punktem 10 prostej b, punkt 2 prostej a z punktem 9
prostej b, punkt 3 pr. a z punktem 8 pr. b i t d.

Po skoniczeniu kazdy zobaczy, ze te wszystkie proste sg
styczne do pewnej linji krzywej; moéwi sie, ze ta krzywa jest ich
obwiednia. W tym razie obwiednig jest znana juz nam parabola.

Prz. 2. Drabina, stojaca na podtodze i oparta o $ciane, za-
czyna sie zsuwaé. tatwo pojaé, ze linja drabiny pozostaje Wcigz
styczng do pewnej linji, czyli ze istnieje obwiednia Wszystkich po-
tozen drabiny. Wykresli¢ tyle potozen drabiny, aby owa obwied-
nia zarysowala sie wyraznie.

Rysujemy to Wszystko w bocznym widoku, a Wiec podtoge
bedzie wyobrazata prosta pozioma, a $ciane prosta pionowa. Moz-
na je tatwo wykresli¢ przy pomocy ekierki. Rowniez i drabina
bedzie wygladata, jako odcinek prostej Nalezy sie stara¢, aby
wykreslone proste byly jednostajnie roztozone, podobnie jak proste
w poprzednim przykitadzie, bo inaczej rysunek bedzie nielad-
ny. Obwiednig jest w tym razie linja, zwana astroidg czyli krzy-
wa gwiazdzistag. Nazwa pochodzi stad, ze z czterech gatezi tej
krzywej tworzy sie rodzaj gwiazdy o czterech rogach.

Prz. 3. Wykreséli¢ dwie proste a i b i obra¢ pomiedzy niemi
punkt M. Poprowadzi¢ nastepnie przez M prosta, ktéra przetnie
proste a i b odpowiednio W punktach A, i B, wreszcie odmierzy¢
na tej prostej W strone punktu M odcinek B, Miréwny A, M. Tak
samo poprowadzi¢ przez M druga prostag A2B2iw powyzszy spos6b
wyznaczy¢ punkt M2 i t. d. Wyznaczyé tych punktéw M] M2 Mg
i t. d. tyle. aby wyraznie zarysowata sie linja krzywa, na ktorej leza.

| tu nalezy sie staraé, aby wyznaczone punkty krzywej leza-
ty w odstepach mniej wiecej jednakowych. Do wyznaczenia dal-
szych punktéw mozna uzywaé¢ M; lub M2i t d. zupetnie tak samo
jak punktu M. Krzywa, ktérg tu otrzymujemy, nazywa sie hiperbola.

Prz. 4. Nakresli¢ okrag i styczna do niego w obranym pttnli-
cie O. Na tej stycznej, poczynajac od O, odmierzy¢ pewng liczbe
réwnych odcinkéw, a punkty podziatu oznaczyé¢ literami An As, Aj
i t d Roéwniez na okregu, znowu od O, odmierzy¢ te sama liczbe
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takich samych odcinkéw i punkty podziatu oznaczy¢ literami B,,
B2 B3i t d Koto powinno by¢ do$¢ duze, a odmierzone odcinki
tak mate, aby luk OB! prawie nie ré6znit sie od odcinka proste;j.
Nastepnie wzig¢ w cyrkiel diugos¢ OAi i z punktu Bi (inaczej
moéwiagc, z B, promieniem OA,) zatoczy¢ tuk, potozony nazewnatrz
okregu. Tak samo z punktu Bj promieniem OA, zatoczy¢ tuk, tak
samo z B3 promieniem OA3i t d.

Owe tuki potgcza sie i utworzg razem linje krzywa, ktéra
nazywa sie rozwijajaca kota. Nazwa ta ma uzasadnienie nastepu-
jace. Wyobrazmy sobie, ze na kolo nawinigta jest nié, i ze koniec
jej znajduje sie wiasnie W O. Wezmy teraz za ten koniec i odwi-
jajmy ni¢, utrzymujac ja w naprezeniu. W takim razie koniec za-
toczy wiasnie takg krzywa.

Prz. 5. Poprowadzic¢ styczng do kota i odmierzy¢ na niej i na
okreeu réwne odcinki zupetnie tak samo, jak w przyktadzie poprze-
dzajacym. Nastepnie zatoczy¢ tuki (1) z punktu A, promieniem OB,,
(2) z punktu A2 promieniem OBs, (3) z punktu A3 promieniemOBa3it. d.

Zobaczymy, ze te wszystkie tuki sg styczne do pewnej krzy-
wej, czyli ze istnieje obwiednia tych tukéw. Obwiednia ta nazywa
sie cykloidg. Gdyby narysowane kolo toczyto sie po stycznej, to
punkt O zataczatby wiasnie te cykloide.

Wezmy wewnatrz kota jaki$ punkt M. Gdy koto sie toczy
(wyobrazamy go sobie, jako kragzek), to i ten punkt M zatacza
pewna linje, tak zw. cykloide skrécong. Mozna jg narysowaé¢ tak
samo, jak poprzednio, tylko ze z punkéw O, A,, A2i t. d. nalezy
zatacza¢ luki odpowiednio promieniami MO, MBU MB2i t. d. Je-
zeli punkt M obierzemy nie wewnatrz, lecz nazewnatrz kota (mo-
zemy i tu uwazaé, ze jest on ztgczony z toczacem sie kotem) to
wypadnie tak zw. cykloida wydtuzona. Jest to tadna krzywa, two-
rzgca rodzaj petlicy.

9. W kresleniu geometrycznem wypada czesto dzieli¢
odcinki na dwie, trzy lub wiecej réwnych czesci. Mozna
to uczyni¢ predko i dokladnie w sposdb nastepujacy.

A C £ £ D

Fig. 1

Przypusémy, ze mam podzieli¢ odcinek AB na dwie réwne
czesci, czyli wyznaczy¢ Srodek tego odcinka. W tym celu
stawiam jedno ostrze cyrkla w punkcie A, a drugiem usituje
trafi¢ w szukany S$rodek. Wydaje mi sig, ze tym S$rodkiem
jest punkt C, a wiec tu ustawiam drugie ostrze. Robie
teraz prébe; obracam cyrkiel okoto drugiego ostrza tak,
aby pierwsze znalazto sie znowu na naszej prostej, po
stronie punktu B. Gdyby istotnie punkt C byt szukanym
Srodkiem, to pierwsze ostrze przypadioby doktadnie w B.



Ale w tym razie omylitem sie; odcinek AC jest wiekszy od
potowy, a skutkiem tego pierwsze ostrze stanie w punkcie
D, poza punktem B; a wiec otrzymalem nadmiar BD.
Pozostawiam drugie ostrze w C i zmniejszam rozwartos¢
cyrkla tak, aby pierwsze staneto w $rodku nadmiaru BD.
Robie druga probe; przenosze znowu jedno ostrze do A
i prébuje, czy odlegto$¢ pomiedzy ostrzami jest réwna po-
towie odcinka AB, a gdyby wypadt nadmiar, to podziele
go znowu na potowe i t. d. Przy ktdérejS probie ostrze
moze stanaé¢ nie na B, lecz przed tym punktem; zamiast
nadmiaru otrzymujemy niedomiar. W takim razie powigksza-
my rozwarto$¢ cyrkla, stawiajgc ostrze w Srodku owego
niedomiaru. Po kilku takich prébach znajdziemy doktadnie
srodek odcinka AB. NajczesSciej juz druga proba prowadzi
do celu, a nieraz nawet pierwsza.

W zupelnie podobny sposéb dzielimy odcinek na trzy
rowne czesci. Rozumie sie, w tym razie nadmiar lub nie-
domiar dzielimy nie na po6l, lecz réwniez na trzy czesci.

Gdy potrzeba podzieli¢ odcinek na cztery roéwne
czesci, to dzielimy go naprzéd na pot, a nastepnie kazda
potowe znowu na p6ét. Na pie¢ czesci dzieli sie podobnie,
jak na trzy; aby podzieli¢ na sze$¢ czesci, dzielimy naprzod
na trzy, a dalej kazdg cze$¢ na potowe i t. d.

10. W nastepnych przykiadach bedziemy uzywali
kilku nowych nazw, ktore trzeba naprzéd wyjasnic.

Obieram na tablicy trzy punkty A, B, C i tacze
linfjami prostemi AzB, BzCiCzA. Powstaje tym
sposobem figura, zwana trdjkatem. Punkty A, B, C zowia
sie wierzchotkami tréjkata, a proste AB, BC i CA jego
bokami. Czesto jednak bokami nazywamy nie cate proste,
lecz tylko odcinki ich, zawarte pomiedzy wierzchotkami.

Obieram teraz cztery punkty A, B, C, D i lacze je
prostemi AB, BC, CD, DA. Otrzymana figura zowie sie
czworokgtem, obrane punkty wierzchotkami, a przeprowa-
dzone proste bokami. Précz tego proste (czesto rowniez
odcinki) AC i BD nazywajg sie przekatniami. Podobnie
powstaje pieciokat, szesciokat i t. d.

Prz. 1. W trojkacie podzieli¢ na pét kazdy bok, i potgczyé
$rodek z przeciwlegtym wierzchotkiem. Otrzymane proste zowig
sie sSrodkowemi tréjkata. Probamwszystkie trzy Srodkowe przejda



przez jeden punkt. Nalezy jeszcze sprawdzi¢, ze cze$¢ kazdej
$rodkowej, zawarta pomiedzy owym punktem wspélnym a wierzchot-
kiem, jest dwa razy wieksza od czesci pozostatej.

Ten punkt przeciecia S$rodkowych nazywa sie Srodkiem
ciezkosci trojkata. Posiada on rézne ciekawe wiasciwosci. Jedng
z nich mozna okaza¢ W sposéb nastepujacy. Wycinamy dos$¢ duzy
trojkat z cienkiej blachy, z deseczki lub sztywnego kartonu,
i przyczepiamy don W jakimkolwiek punkcie, potozonym wewnatrz
lub na obwodzie, koniec nici. Drugi koniec nici umocowujemy
W jakim$ punkcie nieruchomym tak, aby tréjkat zawist w powietrzu.
Zauwazymy, ze po pewnych wahaniach ustawi sie on w potozeniu
pionowem, a 6w $rodek ciezkosci znajdzie sie na linji prostej,
stanowigcej przedtuzenie nici. Jezeli natomist przyczepimy nié
W samym $rodku ciezkos$ci, to bedzie mozna ustawié¢ tréjkat W poto-
zeniu poziomem, a takze w jakimkolwiek tikosnem.

Prz. 2. Wykres$li¢c czworokat ABCD, oraz jego przekatnie.
Nsstepnie potaczy¢ linjami prostemi (1) $rodki bokéw AB i CD,
(2) srodki bokéw BC i DA, (3) srodki przekatni AC i BD. Proba:
Wszystkie proste przejda przez jeden punkt.

Prz. 3. Na odcinku AB wyznaczy¢ tak punkt C, aby czes¢
AC byla dwa razy wieksza od czesci CB.

Prz. 4. Na odcinku AB wyznaczy¢ tak punkt C,Eaby czes¢
AC byta trzy razy mniejsza od czesci CB.

Prz. 5. Na prostej AB po stronie punktu B wyznaczy¢ tak
punkt C, aby odcinek AC byt pie¢ razy W;ekszy od ¢wierci odcinka
AB, innemi stowy, aby AC bylo" réwne 5 AB.

Prz. 6. Wykresli¢ tréjkat ABC i na bokach jego wyznaczy¢
trzy punkty, a mianowicie: (1) na boku AB punkt C, tak, aby
AC,= C, B, (2 na boku BC punkt A, tak, aby CA,=3 A,£, (3) na
boku CA punkt B, tak, aby CB,=3 BjA. Wreszcie potaczyc
linjani prostemi wyznaczone punkty z przeciwlegtemi wierzchotkami
trojkata. Préoba: owe trzy proste przejda przez jeden punkt.

Prz. 7. Na bokach AB, BC, CA trbjkata wyznaczy¢ odpo-
wiednio purkty C, A, B, tak, aby AB= 3 ACIL BA,= 2 BC,
CA = 2 CB,; z nich punkt A, lezy nazewnatrz odcinka BC po
Stronie punktu C. Proba: owe trzy punkty lezg na jednej prostej.

1. Wiemy juz, ze prosta, przechodzaca przez $rodek
kota, zowie sie $rednicg, (par. 7). Tak samo nazywa sie
czesto odcinek tej prostej, zawarty wewnatrz kota, a czesé
Srednicy, zawartg pomiedzy S$rodkiem i punktem okregu,
nazywamy promieniem. Oczywiécie promienn jest réwny
potowie $rednicy. Dla kazdego jest rzecza jasnag, ze
wszystkie promienie jednego i tego samego kota sa réwne,
a takze wszystkie Srednice sg rowne.

Biore teraz na okregu dwa punkty A, B i tgcze je
linjg prosta. Ten odcinek AB nazywa sie cieciwg, a cze$¢
okregu, zawarta pomiedzy punktami A i B, jak juz wiemy,
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nazywa sie tukiem kota. Nazwy te sg dobrane bardzo
trafnie, bo podobienstwo do tuku, z ktérego strzelali dawni
tucznicy, i do jego cieciwy jest oczywiste.

Wyznaczam jeszcze na okre-
gu trzeci punkt C w taki sposéb,
aby cieciwa BC byta rowna AB.
W takim razie i tuk BC jest row-
ny tukowi AB. Znaczenie tego
powiedzenia jest nastepujace.

Pig 2. Wyobrazmy sobie, Zze odcieto
cze$¢ kola, zawartg pomiedzy
cieciwg BC a okregiem, i przytozono jg do czesci AB
w taki sposéb, ze cieciwa BC przystata do cieciwy AB.
W takim razie ituk BC przystanie catkowicie do tuku AB.
Przypus¢émy teraz, ze mamy tuk AC podzieli¢c na
dwie czesci réwne. W tym celu potrzeba wyznaczy¢ taki
punkt B, aby cieciwy AB i BC byly réwne. Inaczej
moéwigc, gdy umieszcze jedno ostrze cyrkla w A i drugie
w B, a nastepnie obroce cyrkiel okoto B, to pierwsze
ostrze znajdzie sie w C. Punkt B zowie sie S$rodkiem
tuku AC. Naturalnie ten $érodek +tuku nalezy odrézniac
od $rodka kota. Srodek tuku wyznacza sie zapomoca
szeregu prob, podobnie jak S$rodek odcinka. Kazdy teraz
juz sam sie domysli, jak mozna podzieli¢ tuk A B na
wiekszg liczbe czesci np. na trzy. Do tego trzeba na owym
tuku wyznaczy¢ takie dwa punkty C i D, aby cieciwy A C,
C D i DB byly rowne. Daje sie to rowniez uczyni¢ za-
pomoca szeregu prob.

Prz. 1. tuk AB podzieli¢ na pdl i srodek luku potaczy¢ ze
$rodkiem kola. Sprawdzi¢ nastepnie, ze otrzymany promiehn po-
dzieli! takze na pdl cieciwe AB.

Prz. 2. tuk A B podzieli¢ na trzy réwne czes$ci i punkty
podziatu potgczy¢ ze $rodkiem kola. Sprawdzi¢ nastepnie, czy
otrzymane promienie podzielity cieciwe A B na réwne czeSci.

Prz. 3. W koncach cieciwy AB poprowadzi¢ styczne do
kola i ich punkt przeciecia potaczy¢ ze srodkiem kola. Nastepnie
sprawdzi¢, ze otrzymana prosta przechodzi przez $rodek luku A B
oraz przez Srodek cieciwy A B.

Prz. 4. Nakres$lic dwa kola (niekoniecznie jednakowe)
i oznaczy¢ punkty przeciecia okregéw literami A i B. Potgczy¢
nastepnie linjg prosta S$rodki kol i sprawdzi¢, ze ta prosta dzieli
na p6l obydwa tuki A B, a takze cieciwe AB.



12. Zobaczymy teraz, jak mozna dzieli¢ na réwne
czes$ci nie tuk kota, lecz caty okrag. Przedewszystkiem
jest rzeczag jasng dla kazdego, ze $rednica dzieli okrag na
dwie rowne czesSci. Gdy kazda z tych potowek podzielimy
w sposéb znany znowu na p6t, to caly okrag podzieli sie
na cztery réwne czesSci, nastepnie mozemy go podzieli¢
na osiem czesci i t. d.

Szczego6lnie tatwo okrgg daje sie podzielic na szesé
rownych czesci. Czynno$¢ ta opiera sie na pewnej cieka-
wej i waznej wiasciwosci okregu. Zataczam koto, a na-
stepnie, nie zmieniajgc rozwartosci cyrkla, stawiam jedno
jego ostrze w punkcie A na okregu, a drugie réwniez na
okregu w punkcie B, zatem cieciwa AB jest réwna pro-
mieniowi. W takim razie tuk AB jest dokiadnie réwny
szostej czesci okregu. Istotnie, gdy odmierze, poczynajac
od punktu A, sze$¢ takich cieciw, to ostrze cyrkla znowu
powrdéci do punktu A.

Gdysmy podzielili okrag na sze$¢ réwnych czesci, to
znaczac co drugi punkt podziatu, otrzymamy podziat na
trzy réwne czesci. Na pieé¢ czesci dzieli¢ okrag jest trud-
niej. Mozna to uskuteczni¢ zapomoca szeregu prob, jak
przy podziale tuku.

Na okregu obieram trzy punkty A, B, C i lacze je
linjami prostemi; otrzymuje wiec trojkat, ktorego wszystkie
wierzchotki lezg na okregu. Mowimy, ze trojkat taki jest
wpisany w koto. Jezeli tuki AB, BC, CA sa réwne,
innemi stowy jezeli wierzchotki dzielg okrag na trzy réwne
czesci, to trojkat nazywa sie foremnym. Oczywiscie
w trojkacie foremnym wszystkie boki sg réwne; dlatego
tez tréjkat taki zowie sie takze rownobocznym.

Podobnie czworokgt nazywamy wpisanym w koto,
jezeli wszystkie cztery wierzchotki lezg na okregu. Jezeli
przytem tuki, oparte na bokach, sa réwne, t. j. jezeli wierz-
chotki dzielg okrgg na cztery réwne czesci, to czworokat
nazywa sie foremnym lub kwadratem.

Moze by¢ roéwniez pieciokat, wpisany w koto i pie-
ciokat foremny i t d.

Prz. 1. Wpisa¢ w koto trojkgt foremny i w wierzchotkach
poprowadzi¢ styczne; otrzymamy wéwczas nowy tréjkat, utworzony
przez te Irzy styczne, oraz trzy mniejsze tréjkaty; bokami kazdego



z tych ostatnich sa dwie styczne i cieciwa. Sprawdzié, ze wszyst-
kie te tréojkaty sg réwnoboczne.

Prz. 2. Wykres$li¢ szesSciokat foremny ABCDEF, wpi-
sany w koto. Przedtuzyé¢ nastepnie kazdy bok w obydwie strony
az do przeciecia z dwoma bokami nieprzylegtymi, a Wiec przedtu-
zy¢ bok AB do przeciecia z bokami CD i EF, a bok BC do
przeciecia z bokami DE i FA it. d. Utworzg sie dwa duze tréjkaty,
lezagce jeden na drugim; wykreslony sze$ciokagt jest ich czescia
Wsp6lng. Précz tego powstanie sze$¢ mniejszych tréjkatéw. Sprawdzi¢,
ze te wszystkie trdjkaty sa réwnoboczne.

lle razy bok duzego tréjkata jest wiekszy od promienia?

Prz. 3. Podzieli¢ okrag na sze$¢ rownych czesci i Wpunktach
podziatu przeprowadzi¢ styczne. Proéba: w powstatym $zescio-
kacie boki powinny by¢ réwne, i wszystkie wierzchotki powinny
leze¢ na nowym, wiekszym okregu, zatoczonym z dawnego $rodka.
Méwimy, ze szesSciokat ten jest opisany na kole pierwszem.

Prz. 4. Wykresli¢ kwadrat, wpisany w koto, a nastepnie
inny kwadrat, ktérego bokiem jest przekatnia poprzedniego. lle
razy przekatnia drugiego kwadratu jest wieksza od boku pierwszego?

Prz. 5. Wykreséli¢ kwadrat, wpisany w koto, a nastepnie
inny kwadrat, ktérego przekatnia jest bok pierwszego.

Prz. 6. Wykresli¢ foremny pieciokat, wpisany w kolo; na-
stepnie przedtuzy¢ kazdy bok jego', az do przeciecia z dwoma
innemi nieprzytegtemi. Powstanie ciekawa figura, ztozona z pieciu
odcinkéw. Wyszediszy z ktérego$ punktu jednego z tych odcin-
kéw, mozna obej$¢ jednym ciggiem Wszystkie odcinki i powrdcié
do punktu wyjscia. Dawniej nazywano jg pentagrammag i uzywano
do réznych guset i czaréow.

13. Juz dawniej, w paragrafje 5, byla mowa o linjach
rownolegtych, teraz zobaczymy, jak sie linje takie wykresla.
Mam tu prosta nt
i punkt N, a pra-
gne przez N po-
prowadzi¢ prosta
réownolegtg do
m (fig. 5). W tym
celu ustawiam
ekierke ABC w
taki sposob, aby
bok AB dokta-
dnie przystawat
do prostej m. Na-
stepnie ustawiam
drugag ekierke
DEF tak, aby jej bok DF przystat do boku AC. Przyci-
skam teraz mocno drugg ekierke do tablicy lub papieru



szeroko rozstawionemi palcami, aby sie nie poruszata,
a pierwszg przesuwam lekko, bez przyciskania, przyczem
bok AC powinien wciaz przystawa¢ do DF. Oczywis-
cie podczas tego przesuwania bok AB bedzie pozostawat
réwnolegtym do prostej m. Gdy bok ten dojdzie do punk-
tu N, to prowadze wzdtuz niego krede i otrzymuje prosta
szukanag.

Prz. 1 Wykresli¢ czworokat, w Kktéorym kazde dwa boki
przeciwlegte sg réwnolegle. Czworokat taki zowie sig réownole-
globokiem. Sprawdzi¢, ze punkt przeciecia przekatni jest $rodkiem
kazdej z nich.

Prz. 2. Wykres$li¢ w kole dwie cieciwy roéwnolegte AB
i CD. Sprawdzi¢, ze cieciwy AC i BD sa rowne, a wiec i tuki
oparte na nich sg rébwne. Wyznaczy¢ nastepnie punkt przeciecia
prostych AC, BD i potagczy¢ go ze $rodkiem kota. Proba-.
Ostatnia prosta przejdzie przez Srodki cieciw réwnolegtych.

Prz. 3. Wykres$li¢ dwie proste m i n, przecinajgce sie
w punkcie O. Nastepnie odmierzy¢ na prostej m, poczynajgc od
O, kilka (6 do 10) réwnych odcinkéw OA); A~,, B,C, it d
Przez punkty podziatlu poprowadzi¢ proste réwnolegle; przetna
one prosta N W punktach A2, B2 C2i t. d. Proba: odcinki OA2
A2B2 AaB2i t. d. powinny byé¢ réwne.

Prz. 4. Korzystajac z tego, co byto w przyktadzie poprze-
dzajacym, podzieli¢ odcinek AB na pie¢ réwnych czesci.

Prz. 5.  Wykres$li¢ czworokat ABCD, w ktérym boki
AB i CD sa rownolegle, a dwa pozostate nieréwnolegte. Czwo-
rokat taki zowie sie trapezem. Potgczy¢ nastepnie punkt prze-
ciecia bokéw nieréwnolegtych z punktem przeciecia przekatni.
Fr?bah: otrzymana prosta podzieli na pét kazdy z bokéw réwno-
egtych.

14. Kres$le prostg a i obieram nazewnatrz punkt
B. Wyobrazmy sobie, ze prosta a jest narysowana na
réwnym gruncie, a w punkcie B stoi
cztowiek, ktéry pragnie dostaé sie
do a. Poniewaz miejscowos$¢ jest
réwna, przeto moze on uczyni¢ ro-
zmaicie. Moze podazy¢ droga BD,
albo BE, albo BF i t. d. Kazda
z tych drog doprowadzi go do &
ale kazdy rozumie, ze najpredzej
sig dochodzi drogg BC. Moéwimy, ze prosta BC jest prosto-
padta do prostej a, jak réwniez, ze prosta a jest prosto-
padta do BC. 2ta

ZiffiA 3



Widzimy naokoto siebie wiele linij prostych, z ktérych
jedne sg prostopadle do drugich. Tak np. gorny brzeg
tablicy jest prostopadty do brzegéw bocznych, linja prze-
ciecia dwdch Scian jest prostopadta do linji przeciecia
Sciany z podiogg. Wogdle modwigc, prosta pionowa jest
prostopadia do prostej poziomej.

Ekierka jest tréjkgtem, w ktérym dwa boki sg prosto-
padte jeden do drugiego; boki te zowig sie przyprostokgtnemi,
a bok trzeci przeciwprostokgtng. Przy pomocy ekierek
mozna dokladnie przeprowadzaé prostopadte do danych
prostych. Mam np. poprowadzi¢ prostopadtg przez punkt

N do prostej m. (fig. 5).
W tym celu ustawiam ekier-
ke ABC w taki sposob,
aby jej przyprostokatna BC
przystata do prostej m, i do
niej przystawiam ekierke
DEF tak, aby przystaly do
siebie obydwie przeciwpro-
stokatne. Nastepnie drugg
z tych ekierek utrzymuje nie-
ruchomo, a pierwszg przesu-
wam w taki sbos6b, aby
przeciwprostokatne wcigz
przystawaty do siebie. Oczy-
wiscie bok AB bedzie wcigz
pozostawat prostopadiym
do prostej m. Gdy bok len
przejdzie przez punkt N, to
Fig. 5. moge juz doktadnie wy-
kresli¢ prostg szukana.

Nieraz sie mowi o odlegtosci punktu od prostej, np.
punktu B od prostej a. Znaczenie tego powiedzenia jest
nastepujgce. Prowadzimy 2z B prostopadia do a; punkt
przeciecia, albo spodek prostopadtej, oznaczmy przez
C. Mierzymy nastepnie odcinek BC. Wypadnie, dajmy na
to, 15 centymetrow. W takim razie powiemy, ze owa od-
legtos¢ wynosi 15 centymetrow. Nieraz méwimy o od-
cinku BC, jako o odletosci punktu B od prostej a, nie-
ktopoczac sie o to, ile to bedzie centymetrow.



Prz. 1 W tréjkacie ABC przez kazdy wierzchotek popro-
wadzi¢ prosta prostopadita do przeciwlegtego boku. Proste takie
zowig sie wysokoSciami tréjkata. Proba: wszystkie trzy wyso-
kosSci przejda’ przez jeden punkt.

Prz. 2. W tréjkacie ABC przez $rodek kazdego boku po-
prowadzié prostopadtg do tego boku. Préba: te wszystkie prosto-
padte przejdg przez jeden punkt. Punkt ten jest jednakowo od-
legty od wszystkich wierzchotkéw, mozna wiec nakresli¢ zeh okrag,
przechodzacy przez wszystkie wierzchotki, czyli tak zwany okrag,
opisany na tréjkacie.

Prz. 3. Wykresli¢ czworokat, w ktérym kazde dwa boki
przylegte sa prostopadle jeden do drugiego, i przeprowadzi¢ prze-
katnie. Taki czworokat nazywa sie prostokgtem. W prostokgcie
dwa boki przeciwlegte sa oczywiscie rownolegte, a Wiec nalezy
on do tych czworokatéw, ktére nazwalismy réwnolegtobokami.
Préba: przekatnie sg réwne, a ich punkt przeciecia jest jednako-
wo odlegty od wierzchotkow

Prz. 4. Wykresli¢ tréjkat prostokatny i potaczyé wierzcho-
tek, w ktorym schodzag sie przyprostokatne, ze Srodkiem przeciw-
prostokatnej. Prdba: otrzymany odcinek jest rowny potowie prze-
ciwprostokatnej.

Prz. 5. Ze $rodka okregu poprowadzi¢ prostopadig do
stycznej. tatwo zrozumieé, ze ta prostopadta przejdzie przez punkt
zetkniecia, bo ze Wszystkich punktéw stycznej punkt zetkniecia
jest najblizszy do $rodka. Odlegto$¢ stycznej od S$rodka jest oczy-
wiscie réwna promieniowi.

Prz. 6. Punkt A okregu potaczy¢ z koncami $rednicy BC;
sprawdzié¢, ze proste AB i AC sa do siebie prostopadle.

Prz. 7. Wykresli¢c dwie proste X, y, prostopadie jedna do
drugiej i przecinajace sie w punkcie O. Poprowadzi¢ nastepnie
sze$¢ prostych <7,‘at, a3... a6 prostopadtych do prostej x i poto-
zonych po jednej stronie prostej y; przetng one prostag X w punk-
tach A,, Aj... A6. Obra¢ na prostej X, po tej samej stronie,
punkt F, zatoczy¢ z niego tuk promieniem réwnym OA, i znalez¢
jego punkty przeciecia z prostg a,; tak samo zatoczy¢ z F tuk
promieniem OA2 i wyznaczy¢ jego punkty przeciecia z at i t d.
Otrzymamy w ten sposéb dwanascie punktéw pa aboli. Na tej sa-
mej krzywej lezy réwniez $rodek odcinka OF. Prosta X nazywa
sie o0sig paraboli, prosta y kierownicag, punkt F ogniskiem. tatwo
zauwazy¢, ze kazdy punkt paraboli lezy w jednakowych odlegtos-
ciach od ogniska i kierownicy.



Il.  Symetrja

15. Widzimy tu starorzymskie malowidto $cienne,
znalezione w Pompei. Starozytny malarz wyobrazit na niem
piekny ornament bronzowy, w ktory powtykane sg z bokow
gatgzki wawrzynu, a na dwoch stupkach, przypominajacych
lichtarze, stojg dwa pawie.

Mozna byloby przeprowadzi¢ prosta pionowa, dzielaca
ten rysunek na dwie potowy, prawag i lewa, z ktérych

Fig. 6.



jedna jest jakby powtérzeniem drugiej. Gdyby prawa czesé
byta juz namalowana (na papierze), ale farba jeszcze nie
zaschta, to zgigwszy papier wediug owej prostej pionowej,
moglibySmy odrazu otrzyma¢ lewag cze$¢ jako odcisk pra-
wej. Mowimy, ze rysunek jest symetryczny wzgledem
wspomnianej prostej, i ze ta prosta jest jego 0sig symetrji.

Zreszta symetrja nie jest tu catkowita. tatwo zauwa-
zy¢, ze pawie nie sg jednakowe, a przyjrzawszy sie blizej,
dostrzezemy, ze i galazki wawrzynu prawej strony rdznig
sie nieco od gatlgzek lewej. Te drobne odstepstwa od
symetrji sg umys$lne. Malarz pragnat w ten sposéb wzmoc-
ni¢ przeciwienstwo pomiedzy sztywng rama metalowa,
dzietem reki ludzkiej, a wytworami natury, jak pawie
i wawrzyn.

Z symetrjg spotykamy sie bardzo czesto. Lis¢ bywa
czesto symetryczny wzgledem s$rodkowego nerwu, chociaz
symetrja jest w tym razie zwykle nie kompletna i nie
doktadna. Dokladniejsza symetrje posiadajg dzieta reki
ludzkiej. Np. drzwi podwojne sg symetryczne wzgledem
linji $rodkowej; toz samo dotyczy okna.

Prz. 1. Wskazaé¢ o0$ symetrji w trojkacie réwnoramiennym,
t. j. takim, W ktérym dwa boki sa réwne.

Prz. 2 lle jest osi symetrji w tréojkacie réwnobocznym?

Prz. 3. lle jest osi symetrji W kwadracie?

Prz, 4 lle jest osi symetrji w kole?

_Prz. 5. Figura sktada sie z dwdch kot wyznaczy¢ o$ sy-

metriji.

Prz. 6. Figura sklada sie z dwoch kot jednakowych; ile jest
osi symetrji?

Prz- 7. Na obiciu pokojowem sg wyobrazeni dwaj rycerze
W petnem uzbrojeniu symetryczni wzgledem prostej. Czy trzymaja
oni miecze i tarcze we witasciwych rekach?

16. KresSle prostg 5, ktéra bedzie osig symetrji, oraz
inng prostg X prostopadta do s. Ich punkt przeciecia
oznaczam literg S. Nastepnie obieram na X po réznych
stronach punktu S takie dwa punkty ALi A2 aby odle-
gtosci A]S 1 A2S byly rowne. Punkty At i A2 nazywaja
sie symetrycznemi wzgledem osi s, a prosta X, prostopadta
do osi, nazywa sie promieniem symetrji.

(@] takich punktach, jak At i A2 moéwi sie rowniez, ze
odpowiadajg sobie w symetrji. Gdy na prostej x wezZmiemy



jaki$ inny punkt BIf to z tatwo$cig znajdziemy odpowiada-
jacy mu punkt B2 Kazdemu punktowi promienia # odpo-
wiada inny punkt tego promienia. Jezeli zegniemy papier
wedtug osi symetrji, to punkt A2 przystanie do A,, punkt
B2 do Bx i t. d. Przystang do siebie kazde dwa odpo-
wiadajgce sobie punkty.

Wyjatkowe stanowisko na promieniu X zajmuje punkt
S. Poniewaz lezy on na osi symetrji, przeto nie mozna
dlan znalezé¢ punktu odpowiadajgcego, albo raczej punkt
ten lezy razem z S. Gdy zegniemy papier wediug osi
symetrji, to punkt S. nie przystanie do zadnego innego
punktu promienia a;. Mozna powiedzie¢, ze przystanie on
do samego siebie. Mowimy, ze punkt S odpowiada sam
sobie, nazywamy go tez punktem podwéjnym promienia
Wszystkie punkty osi symetrji odpowiadajg samym sobie,
sg punktami podwdéjnemi.

Niech bedzie znowu o0$ symetrji s i jaka$ prosta ar.
Obieram na ax dwa punkty M1 Nx i wyznaczam odpowia-
dajgce im Ma, N2 Nastepnie prowadze prostg a2 przez te
punkty Mo i N2 Proste al i a2nazywajg sie symetrycznemi
wzgledem osi s. Méwimy réwniez, ze prosta a2 odpowiada
prostej Oj lub odwrotnie. Jest dla kazdego oczywistem, ze
proste symetryczne spotykajg sie na osi symetrji; ten punkt
przeciecia musi przeciez odpowiada¢ sam sobie.

Prz. 1 Jakie proste odpowiadajga samym sobie w symetrji?

Odp. Promienie symetrji i 0§. Pomiedzy promieniem i osig
zachodzi jednak Wazna réznica. Gdy kazdy punkt osi odpowiada
sam sobie, to na promieniu istnieje tylko jeden punkt taki.

Prz. 2- Jezeli prosta a, jest rownolegta do osi symetrji, to
gdzie jest punkt przeciecia symetrycznej prostej a2z osig?

Prz. 3. Wykresli¢ o$ symetrji S, tréjkat A, B, Cj i syme-
tryczny don tréjkat A,B2C5.

Tréojkat A2B2C2 daje sie wykreslic rozmaiteini sposobami.
Mozna wyznaczyé w znany sposob oddzielnie wierzchotki A2 B2 C2
i nastepnie wykresli¢ boki. Préba: odpowiadajgce sobie boki po-
winny spotyka¢ sie na osi. Inny sposéb, dogodniejszy: wyzna-
czamy naprzéd tylko jeden wierzchotek tréjkata symetrycznego,
np. Aj. Laczac go z punktem, w ktérym bok Aj B, przecina oS,
otrzymamy bok A2B,; w podobny sposéb wykreslamy bok A2C2
prowadzac nastepnie prostopadte do osi z punktéw B, i Cj, otrzy-
mamy B2 i C2 Pro6ba: proste B, Cj i B2C2 powinny przecigé sie
na osi. Jeszcze inaczej: wyznaczamy wierzchotki A2 B2 i prowa-
dzimy proste A2C2i B2C2 W ich przecieciu lezy Wierzchotek C2
Odlegtosci punktéw C, i C2od osi powinny byé réwne.
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Prz. 4. jeden z tréjkatéw symetrycznych jest ruchomy. Czy
mozna przesung¢ go tak (nie odwracajgc na druga strone), aby
przystat doktadnie do drugiego? Czy jest to mozliwe, gdy obydwa
tréjkaty sa rownoboczne, i czy woOwczas przystana wierzchotki
odpowiadajgce sobie? *)

Prz. 5. Tro6jkaty symetryczne sa narysowane na papierze,
ktérego strona odwrotna jest czarna. Gdy je wytniemy, to czy
mozna bedzie doprowadzi¢ do dokitadnego przystania (1) strony
biate, (2) strony czarne, (3) strone bialg jednego z czarng drugiego?

Prz. 6. Czy mozna wycigé w arkuszu papieru tréjkat, od-
wroéci¢ go na druga strone i wstawi¢ dokladnie w powstaty otwor?
W jakich razach jest to mozliwe?

Prz. 7. Pragniemy tak odwr6ci¢ tablice, aby obecny prawy
brzeg znalazt sie po lewej stronie i odwrotnie. Jakie przeroébki
nalezy wykonac¢?

Prz. 8. Pragniemy drzWi (pojedyncze) od klasy odwro6cic
w taki spos6b, aby strona zewnetrzna znalazta sie wewnatrz. Jakie
przerobki sa do tego potrzebne?

Prz. 9. Wiadomo, ze mech porasta na drzewach od p6tnocy.
Gdy W lesie pragniesz i$¢ na wschéd, to po ktérej stronie powi-
niene$ mie¢ pnie omszone?

Prz. 10. Chitopiec lezy na Wznak na trawie, wyciggnawszy
nogi na zachdd, i widzi na niebie klucz zérawi, lecacy od lewej
reki do prawej. W Kktdrg strone Swiata leca zérawie?

Prz. 11. Wykres$li¢ dwa trojkaty symetryczne i ich $rod-
kowe; sprawdzi¢, czy te $rodkowe odpowiadajg sobie, a takze,
czy odpowiadaja sobie Srodki ciezkosci tréjkatow.

Prz 12. Wykresli¢ 0§ symetrji, czworokat AIBICID1i od-
powiadajacy mu czworokat A2B2C2D2.

Gdy wyznaczymy wyznany spos6b Wierzchotki A, B2 to trzy
boki pozostate mozna wykresli¢, postugujac sie ta okolicznoscia,
ze odpowiednie proste spotykajg sie na osi.

Prz. 13. Wykres$li¢ dwa kota symetryczne oraz wpisane
W nie szes$ciokaty foremne.

Prz. 14. W ogrodzie sga urzadzone dwa klomby okragte
i symetryczne Wzgledem S$ciezki. Naokoto jednego biegnie chito-
piec w kierunku ruchu wskaz6éwki zegara, naokoto drugiego bie-
gnie inny chiopiec, przyczem obaj przebiegaja w kazdej chwili
przez odpowiadajace sobie punkty. Czy drugi chtopiec obiega
swo6j klomb w kierunku ruchu wskazéwki zegara, czy w odwrotnym?

Prz. 15. Dwa jednakowe zegarki potozono tarczami jeden
na drugim. Czy wskazéwki obracajg sie W zgodnych kierunkach,
czy w odwrotnych? Jezeli przystaja, dajmy ne to, godziny trzecie,
to czy przystajg i inne odpowiednie?

*) Uczen powinien staraé¢ sie rozwigzywa¢ tego rodzaju
zadania w wyobrazni, ale jezeli to jest zbyt trudne, to nalezy uciec
sie do doswiadczenia.
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17. Dajmy na to, ze na réwnym gruncie jest prze-

prowadzona prosta $ciezka; na fig. 7 wyobraza jag prosta

5. Przypusémy dalej, ze w punk-

cie A stoi cztowiek; ma on dojs¢

do Sciezki, a stamtad do danego

punktu B. A wiec péjdzie na-

przéd do jakiegokolwiek punktu

C, potozonego

stamtad do punktu B. Ale dajmy

na to, ze cztowiekowi zalezy na

tem, aby droga, ktérg ma prze-

by¢, byta jak najkrotsza. Ktéredy

powinien on po6j$s¢ w takim ra-

Fig- 7- zie, czyli do ktoérego punktu

Sciezki powinien sie skierowac.

tatwo zrozumieé, ze obrany pierwotnie punkt C nie jest

dobry. W tym celu wyznaczmy punkt A' symetryczny do A

wzgledem $ciezki. Drogi AC i A'C sg réwne, a wiec po6jsé

z A do C, a stad do B jest to to samo, co pojs¢ z A' przez

C do B. Ale droga A'CB jest tamana, a wiec diuzsza od

prostej. Najkrotsza jest droga prosta, ktéora przecina linje

Sciezki w D, a wiec i z A nalezy p6js¢ do D, a stamtad
do B. Droga ADB jest najkroétsza.

A teraz zupetnie inna sprawa. Przypus¢my, ze pro-
sta 5 wyobraza nie Sciezke, lecz bande bilardu, i ze w A
lezy kula bilardowa. Uderzamy ja w kierunku bandy. Kula
potoczy sie po linji prostej, odbije sie od bandy i znowu
péjdzie po prostej. Ot6éz dosSwiadczenie wykazuje, ze ta
druga prosta zawsze przechodzi przez symetryczny punkt A'.
Jezeli np. kula, wyszedtszy z A, uderzyta bande w C, to
po odbiciu p6jdzie w Kkierunku CE; gdyby kula uderzyta
w D. to posztaby w Kkierunku DB. jezeli zatem kula po
odbiciu w D doszta do B, to mozna powiedzie¢, ze obrata
ona najkrotsza droge.

Albo jeszcze przypusémy, ze prosta 5 wyobraza
zwierciadto (wtasciwie przekréj zwierciadta), a w punkcie
A znajduje sie ptomien Swiecy. Promienie Swiatta, ktére
wydaje Swiec2, padajg na zwierciadto i zostajg oden odbite;
doswiadczenie wskazuje, ze linje wszystkich promieni
odbitych przechodzg przez punkt A’ symetryczny do A
wzgledem zwierciadta. Tak np. promien AC poéjdzie po

na

(N



odbicia wzdtuz linji CE, promien AD wedlug DB i t. d.
Gdy te promienie odbite padajg na oko ludzkie, to czto
wiek ma wrazenie, ze wszystkie one wychodzg z punktu
A', jak gdyby tam znajdowa} sie ptomien; innemi stowy
widzi on odbicie ptomienia w zwierciadle.

Prz. 1. Proste ,rif na
fig. 8 wyobrazaja brzegi jezio-
ra, a okoto punktu A znajduje
sie mala wysepka. Od wysep-
ki odbija t6dka, ktéra ma do-
bi¢ naprzéd do brzegu X, na-
stepnie do y i Wreszcie ma po-
wréci¢ do A. Jak powinien
kierowac¢ sternik, aby cata dro-
ga byta jak najkroétsza?
Niechaj A' odpowiada
punktowi A wzgledem osi sy-
rnetrji X, a takze niechaj A" od- .
powiada punktowi A'wzgledem Fig. 8.
y. taczymy A z A* i w prze-
cieciu z y otrzymujemy punkt C; tgczymy nastepnie C z A' i w prze
cieciu z jr otrzymujemy B. Droga ABCA jest najkrétsza, bo jest
ona réwna odcinkowi A"A. Gdyby sternik obrat inng droge, np.
AB~”™A, to bytaby ona réwna drodze A'C,A, a wiec bylaby
dtuzsza.
Prz. 2. Proste .r i y na fig. 9
wyobrazajg bandy bilardu, a punkty A A’
i Bkule. W jakim kierunku nalezy ude-
rzy¢ kule A, aby ta odbita sie po ko-
lei od band .r iy i trafita w kule B?
Punkt A' jest symetryczny do V
A Wzgledem iA" do A" Wzgledem vy. /
Prowadzgc prostg A"B, otrzymamy /
punkt C, w ktérym kula powinna ude-
rzy¢ bande y, a prowadzac A'C, znaj-
dziemy punkt D, w ktérym kula ude-

rzy bande x.
Prz. 3, Proste réwnolegte s,
i S2 Wyobrazaja zwierciadta; pomie- Fig. 9.

dzy niemi znajduje sie ptomien Swie-

cy A. W zwierciadle s, tworzy sie odbicie A, i w zwierciadle s2 od-
bicie A2 Lecz A, odbija sie znowu w s2 twoizac odbicie A'-i A2
w slt tworzac ,odbicie A”. Dalej A, i A2 odbijajg sie znowu
W s, i tworzac odbicia A2*i A" it d. Wykresii¢ caly szereg
tych kolejnych odbié, o ile pozwalaja granice rysunku. Warto tak-
ze ustawi¢ rdéwnolegle dwa lustra i pomiedzy niemi zapali¢ Swie-
ce, aby zobaczy¢ te szeregi ptomieni coraz dalszych i coraz stab-
szych
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Prz. 4. Proste Si, S2prostopadte do siebie wyobrazajg zwier-
ciadta, pomiedzy niemi stoi Swieca. Wykresli¢ wszystkie odbicia

ptomienia.
Odp. Tu sg wszystkiego trzy odbicia. Naprzéd powstang
odbicia i A2w zwierciadtach i sAdalej A, odbije sie w

i A2W s,, ale powstate odbicia lezg razem.

Prz. 5. Z punktu O zatoczy¢ koto, obra¢ na okregu punkty
P i Q w taki sposéb, aby luk PQ byt széstg czescia okregu,
i potaczy¢ te punkty z O. Przypus¢my, ze proste OP i OQ wyo-
brazajg zwierciadta, i ze W punkcie A, obranym na okregu pomie-
dzy P i Q, znajduje sie plomien s$wiecy. Wyznaczy¢ wszystkie
odbicia.

Odp. Bedzie pie¢ odbi¢ réznych i wszystkie lezg na okregu.

18. Prowadze o$ symetrji 5 i znajduje punkty syme-
tryczne Aj, A2. Niechaj S oznacza punkt przeciecia pro-
mienia A]JA2 z osig. Wiemy juz, ze odpowiada on sam
sobie; jest on takze S$rodkiem odcinka A ™.

Postepuje teraz odwrotnie. Obieram jakiekolwiek dwa
punkty AI5 A2. Mozemy uwaza¢, ze sa one symetrycz-
ne wzgledem pewnej osi. O$ te mozna wykresli¢ bardzo
tatwo. W tym celu wyznaczam S$rodek S odcinka A »
i w tym S$rodku wznosze prostopadta do prostej AXA2.
Bedzie to wilasnie szukana 0$ symetrji S. Biore jeszcze na
osi jakikolwiek inny punkt B i tacze go z Ai i A3
Odcinki BAX i BA2 sg symetryczne, a wiec réwne; innemi
stowy punkt B jest jednakowo odlegty od Ali A3 Toz
samo dotyczy wszystkich innych punktéw osi. W geometrji
mowi sie tak: 0§ s jest miejscem geometrycznem punktéw je-
dnakowo odlegtych od Al i An Bedziemy takze nazywali
te o$ Srodkowa prostopadita odcinka AjAj. Z drugiej stro-
ny, jezeli jaki$ punkt znajduje sie w réwnych odlegtos-
ciach od Ai i A2 10 z pewnos$cig nalezy on do owego
miejsca geometrycznego, czyli lezy na $srodkowej prosto-
padtej odcinka AjAo. Wpynikajg stad rézne wazne wnioski.

Tak np. kresle koto i prowadze w niem jakgkolwiek
cieciwe AXA2 Srodek kola O jest jednakowo odlegly od
Aj i Ag, a wiec lezy na Srodkowej prostopadiej odcinka
Al1A2. Gdy poprowadzimy przez O prostopadtg do cieci-
wy AtA2 to przejdzie ona przez $rodek tej cieciwy; albo
gdv potgczymy O ze Srodkiem cieciwy AjAo, to ta prosta
beazie prostopadta do cieciwy. Mozna sprawdzi¢ na ry-
sunku, ze tak jest istotnie.
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Prz. 1 Ubra¢ trzy punkty A, B, C (nie na jednej prostej>
i wyznaczy¢ taki punkt O, aby okrag, zatoczony z O promieniem
OA, przeszedt réwniez przez B i C. Innemi stowy wykresli¢ okrag,
przechodzacy przez wszystkie trzy obrane punkty.

Oczywiscie szukany punkt O musi by¢ jednakowo odtegty
od A, Bi C, a wiec lezy na $rednich prostopadtych odcinkéw
AB i BC

Prz. 2. W paragrafie 14, prz. 2, przekonaliS$my sie, ze pro-
stopadte, poprowadzone w Srodkach bokdéw tréjkata, przechodza
przez jeden punkt. Okaza¢, ze jest to koniecznem nastepstwem te-
go, co tylko co poznalismy.

Prz. 3, Narysowaé¢ prostg a i obra¢ dwa punkty: punkt
A na u i punkt B na zewnatrz Nastepnie wykres$li¢ okrag, prze-
chodzacy przez punkty A, B i styczny do prostej a, naturalnie
w punkcie A.

Gdy znajdziemy Srodek okregu, to juz sprawa bedzie tatwa.
Otéz ten Srodek lezy na prostopadtej srodkowej odcinka AB, oraz
na prostopadtej w.A do a, bo wiemy z par. 14 prz. 5 Ze prosto-
padta ze Srodka do stycznej przechodzi przez punkt zetknigcia.

Prz. 4. Jezeli w tréjkacie ABC dwa boki np. AB i AC sa
réwne, to tréjkat taki nazywa sie réwnoramiennym, a owe réwne
boki ramionami. Czy w trdjkacie takim $Srodkowa, przechodzaca
przez wierzchotek A (t. j. wierzchotek, w ktérym schodzag sie ra-
miona), rézni sie od wysokosci?

Prz. 5. Nafig. 10 widzimy czworokat, S
w ktorym réwne sa przylegte boki AB
i BC oraz AD i DC. Taki czworokat
zowie sie deltoidg. Ta dziwna nazwa
pochodzi stad, ze “kazda z dwoéch czesci
figury, t. j. ABC i ACD, jest podobna do
litery greckiej, ktéra nazywa sie delta j
i wymawia sie jak nasze D. Sprawdzi¢,
ze w deltoidzie przekatnie sa do siebie
prostopadte, i ze przekatnia BD dzieli na
p6t przekatnie AC. '

Mozna sie¢ o tem przekonaé i bez
sprawdzania na rysunku. Wierzchotek B
jest jednakowo odlegty od A i C, lezy wiec na Srodkowej prosto-
padtej odcinka AC. Toz samo dotyczy wierzchotka D, a Wiec ta
Srodkowa prostopadia jest przekatnia BD.

Jezeli wszystkie.boki deltoidy sa réwne, to deltoida zowie
sie rombem lub uko$nikiem, a wiec w rombie réwniez przekatnie
sg do siebie prostopadte i dzielg sie na pét. Toz samo dotyczy
kwadratu, bo kwadrat jest robem, w ktérym przylegte boki sa
do siebie prostopadie. Czy taka samg wilasno$¢ posiada takze
réwnolegtobok, albo prostokat?

19. Jezeli dwie proste nie sg réwnolegte, to mowi-
my, ze jedna ,tworzy kat z druga“.Tak np. na fig. 11 pro-
sta b tworzy kat z a. Te proste zowig sie ramionami
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lub bokami kata, a ich punkt przeciecia O wierzchotkiem.
Zamiast pisa¢ ,kat, ktéry prosta b tworzy z au, lub ,Lkat,
ktéry tworza proste a i b“, albo wreszcie ,kat pomiedzy pro-
stemi aib*”, piszemy w skroce-
niu ,kat (ab).” Na fig. 1
widzimy rézne katy. Prdcz kata
{ab) mamy tam jeszcze kat (ac),
i ten drugi jest ostrzejszy lub
mniejszy od pierwszego. Dalej
mamy kat (ad); w nim boki sg
prostopadte jeden do drugiego.
Taki kat nazywamy prostym.
Obydwa poprzednio wspomnia-
ne katy (ab) i (ac) sg mniejsze od prostego; takie katy zowig
sie ostremi. Wreszcie widzimy tam jeszcze kat (ae) wiekszy
od {ad), czyli od prostego; taki kat zowie sie rozwartym.

Te wszystkie katy, o ktérych byla mowa, posiadajg
wspélne ramie¢ a oraz wspoélny wierzchotek O. Teraz
kresle dwa katy {axv) i (aZb.y potozone zupetnie odre-
bnie. Jakze teraz sprawdzi¢, ktéry jest wiekszy? Sposob,
ktory w pierwszej chwili przychodzi na mysl, bytby taki:
wycinamy z papieru kat pierwszy i naktadamy na drugi
tak, aby przystaty do siebie wierzchotki, i aby ramie ax
przystato do a2 jezeli teraz ramie ,bl znajdzie sie na zew-
natrz kata to kat pierwszy jest wiekszy, jezeli we-
wnatrz to mniejszy, a jezeli ramie bx przystanie doktadnie
do b2, to powiemy, ze obydwa katy sa réwne.

Ale taki spos6b byiby wielce niedogodny, zrobimy
wiec inaczej. Zatoczmy z wierzchotka kata (axbt) tuk ko-
ta, ktory przetnie ramiona w punktach At i BN nastepnie
tym samym promieniem zataczamy tuk z wierzchotka kata
(@b2); przetnie on ramiona w punktach A2, B2 Mozemy
teraz z ‘tatwoscia porownaé¢ tuki A N i A2B2  Jezeli
pierwszy jest wiekszy, to oczywiscie kat (atbx) jest wiekszy
niz (a2b2), jezeli pierwszy jest mniejszy, to i kat [a¥)
jest mniejszy, wreszcie jezeli tuki sg rowne, to i katy sag
réwne

Jak diugosci wyrazamy w centymetrach, a ciezary
ciat w gramach, tak katy wyrazamy w stopniach. Zoba-
czymy zaraz, co to jest stopien. Wiemy, w jaki sposob
mozna podzieli¢ okrag kota na potowe, na cztery rdéwne
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czesci, na szes¢ rownych czesci i t d. Wyobrazmy sobie,
ze podzielono okrgg na 360 rdéwnych czesci. Nie jest to
sprawa tatwa. Aby podziat byt jako tako doktadny, to
promienn kota powinien by¢ duzy, co najmniej jakie 25 cen-
tymetrow, i trzeba przytem postepowaé bardzo starannie.
Wyobrazmy sobie dalej, ze te wszystkie punkty podziatu
potaczono ze $rodkiem; tym sposobem powstanie 360 bardzo
matych réwnych katéw, posiadajacych wspdlny wierzchotek
w $rodku kota. Otéz taki maly kat zowie sie stopniem.
tatwo dojs¢, ze kat prosty zawiera 90 stopni. Pisze sie 90°.

Prz. 1. O ile stopni obraca sie mata wskazéwka zegara na
godzine i duza na minute?

Prz. 2. Jaki kat tworzag wskazéwki zegara o wpo6t do
dziesiatej?

Prz. 3. Jaki kat tworzy przekagtnia kwadratu z bokiem?
Wyznaczy¢ réwniez sume katéw tréjkata, utworzonego przez po-
téwki przekatni i jeden bok kwadratu.

Prz. 4. Wykresli¢ kat, zawierajacy 60°, nastepnie 105° i 75°.

60 jest szbéstg czescia 360, a wiec trzeba wyznaczyé szésta
cze$¢ okregu i punkty podziatu potgczyé ze Srodkiem. 105° jest
suma 60° i 45°.

Prz. 5. Zbudowa¢é tréjkat, w ktérym dwa katy majg po 60°;.
sprawdzi¢ nastepnie, ze wszystkie boki sa réwne.

Prz. 6. Zbudowa¢ tréjkat, W ktérym jeden kat ma 60°, a drugi
30«; sprawdzié, ze trzeci kat jest prosty.

Prz. 7. Zbudowac trdjkat z katami 30° i 120° sprawdzi¢, ze
jest to trojkat réwnoramienny.

20. Kresle 0§ symetrji s oraz dwie proste ax i bv Na-
stepnie wyznaczam prostg a2 symetryczng do % i b2
symetryczng do bv Gdybysmy zgieli figure wedtug osi
symetrji, to proste alt b{ przystaly by odpowiednio do
a2, b2 z tego wynika, ze katy (ojbj) i (a2b2) sa réwne.
Wogdle katy, odpowiadajgce sobie w symetrji sg réwne.

0O$ symetrji odpowiada samej sobie, a zatem kat (fljS)
odpowiada katowi (sa?, i katy te sg réwne. Z tego widac,
ze prosta s dzieli kat («ja.2) na dwie réwne czesci. Nazy-
wa sie ona takze dwusieczng kata {axa").

Wykreslmy znowu dwie proste AB i CD, przecinaja-
ce sie w punkcie O. Powstaly az cztery katy, posiadajgce
wspolny wierzchotek O. Mamy wiec naprzéd kat, utworzony
przez czesci OA i OC. Modwi sie krotko kat AOC, przyczem
litera, oznaczajgca wierzchotek, powinna sta¢ w $rodku. Dalej
mamy katy COB, BOD i DOA. Gdyby dodac liczby stopni,.
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zawartych we wszystkich tych katach, to naturalnie wypadtoby
360°, albo 4 razy po 90°. Z tego wynika, ze wszystkie te
cztery katy razem sa réwne czterem katom prostym.

Zwréémy teraz uwage na katy AOC i COB. Leza
one po jednej stronie prostej AB i posiadajg wspoélne ra-
mie OC; jeden z nich jest ostry, drugi rozwarty. Takie
katy zowig sie przylegtcmi. Widzimy tu jeszcze trzy pary
katow przylegtych, a mianowicie: COB i BOD, BOD i DOA,
DOA i AOC. Odrazu widaé¢, ze dwa katy przylegte maja
razem 180°, Ilub sg réwne dwom katom prostym. Zwro6-
cimy jeszcze uwage na katy AOC i BOD; zowig sie one
przeciwlegtemi. Oczywiscie katy przeciwlegte sg rowne.
Jest tu jeszcze inna para katéw przeciwlegtych, a miano-
wicie COB i DOA.

Jezeli dwie proste sg do siebie prostopadie, to
wszystkie cztery utworzone katy sa proste.

Prz. 1. Wykresli¢ kolo, obra¢ na okregu trzy punkty
A. B, M, i potaczy¢ punkt M z A i B. Kat AMB nazywa sie
wpisanym W kolo; moéwi sie takze, ze jest on oparty na luku AB
lub na cieciwie AB. Wykresli¢ jeszcze inny kat wpijany ANB,
oparty na tym samym tuku tak, aby punkty M i N lezaty po jednej
stronie cieciwy AB, i sprawdzi¢, ktéry kat jest wiekszy.

Prz. 2. Wykresli¢ tréjkat ABC i zbada¢, ile stopni zawie-
rajg wszystkie trzy katy razem.

Mozna zrobié¢ tak: budujemy naprzéd kat réwny katowi BAC,
przy nim kat réwny ABC tak, aby obydwa mialy wspélny
wierzchotek i wspélne ramie; wreszcie przy drugim budujemy tak
samo BCA. Wypadnie, ze suma wszystkich trzech katéw jest
r6Wna 180°, czyli dwom prostym.

Prz. 3. Nakre$li¢ dwie proste rownolegte a, b i trzecig
C, przecinajaca dwie pierwsze. Wyznaczy¢ nastepnie sume katdw,
potozonych pomiedzy a i b, po jednej stronie prostej c.

180° lub dwa proste.

Prz, 4. Wykres$li¢ czworokat i wyznaczy¢ sume katéw jego.

Cztery proste, albo 360°.

Prz. 5. Okaza¢, ze w tréjkacie réwnoramiennym dwusieczna
kata, zawartego pomiedzy ramionami, jest prostopadta do podstawy,
i ze katy u podstawy sa réwne.

21. Dwusieczng kata mozna wykresli¢ bardzo tatwo.
Mamy np kat (ad), ktérego wierzchotkiem jest punkt
O. Z tego wierzchotka zataczamy okrag, ktory przetnie
ramiona w punktach A i B. tuk AB dzielimy na pét
i punkt podziatu tgczymy z O. Ta prosta jest oczywiscie
dwusieczng.
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Dwusieczna posiada pewne wazne witasciwosci, ktore
mamy wiasnie pozna¢. Kresle znowu dwie proste AB i CD(
przecinajace sie w O, i wy-
znaczam dwusieczng OM
kata AOC. Naturalnie ta
prosta OM, albo raczej jej
czes$¢, potozona-za wierz-
chotkiem O, jest takze dwu-
sieczng kata przeciwlegtego
BOD.

Proste AB iCD sg sy-
metryczne wzgledem dwu- Fig. 12.
siecznej OM, gdy wiec po-
prowadzimy promien symetrji, przecinajagcy owe proste
w punktach P i Q to te punkty sg réwniez i symetryczne.
Potaczmy je z jakimkolwiek punktem osi np. S. Odcinki
PS i QS sg symetryczne, a wiec réwne, i tworzg réwne
katy z prostemi AB i CD. jezeli prosta PS jest prosto-
padia do AB, to i prosta QS jest prostopadta do CD,
a z tego wynika, ze punkt S, jak kazdy inny punkt dwu-
siecznej, jest jednakowo odlegty od prostych AB i CD.
Mowi sie, ze dwusieczna kata jest miejscem geometrycznem
punktéw, jednakowo odlegtych od ramion.

Mozemy jeszcze przeprowadzi¢ dwusieczng ON katow
AOD i BOC, przylegtych do AOC. Ta nowa dwusieczna
jest réwniez osig symetrji dla danych prostych oraz miejscem
geometrycznem punktéw jednakowo od nich odlegtych.
Nieraz odr6zniamy te dwie dwusieczne, nazywajac jednag
z nich wewnetrzng, a drugg zewnetrzng. Tak np. dwusieczna
OM jest wewnetrzng dla katow AOC i BOD, azewnetrzng
dla katbw AOD i BOC, natomiast dwusieczna ON jest
zewnetrzng dla dwoch pierwszych, a wewnetrzng dla dwoch
pozostatych.

Suma katow przylegtych COA i AOD jest réwna
180°, a poniewaz kat pomiedzy dwusiecznemi, t. j. MON,
obejmuje potowe kazdego z nich, jest wiec oczywiscie row-
ny potowie 180° czyli 90°. Innemi stowy dwusieczne
wewnetrzna i zewnetrzna kata sg do siebie prostopadite.

Niech beda jeszcze dwie proste réwnolegte aib. Oczy-
wiscie sg one symetryczne do pewnej osi- ktéra lezy po-
miedzy niemi i jest do nich réwnolegta. Mozemy ja wy-
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kresli¢ w sposéb nastepujacy. Prowadzimy prosta prosto-
padtg do a i b; przetnie ona te proste w punktach A iB. Wy-
znaczamy nastepnie $rodek C odcinka AB i prowadzimy
przezen réwnolegtg ¢ do a i b\ bedzie to szukana 0$. Zo-
baczymy pézniej, ze nie jest wcale rzecza konieczng, aby
prosta pomocnicza AB byta prostopadta do prostych danych.

Oczywiscie kazdy punkt prostej c jest tak samo od-
legty od a, jak i od b, mozemy wiec powiedzie¢, ze pro-
sta ¢ jest miejscem geometrycznem punktéow jednakowo
odlegtych od a i b. Dajmy na to, Zze odlegto$¢ ta wynosi
8 cm. W takim razie mozna rowniez powiedzieé, ze pro-
ste a i b stanowia miejsce geometryczne punktéw, potozo-
nych w odlegto$ci 8 cm od c.

Prz. 1 Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, ktérych
odlegto$¢ od danego punktu jest réwna danej liczbie centymetréw
lub diugosci danego odcinka?

Prz. 2. Obraé¢ trzy odcinki, a nastepnie zbudowaé taki
tréjkat, aby jego boki byty réwne tym odcinkom.

Prz. 3. Obra¢ dwa punkty A,B oraz prostg c i wykresli¢
okrag, ktdérego Srodek lezy na c, i ktéry przechodzi przez A iB.

Prz. 4. Wykre$li¢ danym promieniem okrag, ktérego Srodek
lezy na danej prostej, i ktéry przechodzi przez dany punkt.

Beda dwa takie okregi, i nalezy wykres$li¢ obydwa.

Prz. 5. Wykresli¢ tréjkat ABC i wszystkie dwusieczne
jego katdéw.

Przez kazdy Wierzchotek przejda dwie dwusieczne, a wiec
wszystkich bedzie sze$¢é. Przetng sie one jeszcze w czterech
punktach, po trzy w kazdym. W jednym z nich przetng sie wszyst-
kie dwusieczne wewnetrzne, W kazdym 2z pozostatych jedna we-
wnetrzna i dwie zewnetrzne. tatwo zrozumieé, ze inaczej by¢
nie moze. Zwr6émy np. uwage na dwie dwusieczne wewnetrzne*
wychodzace z wierzchotkéw A i B Ich punkt przeciecia oznacz-
my przez O. Ten punkt O lezy na dwusiecznej AO, a wiec jest
jednakowo odlegly od bokéw AB i CA. Lecz lezy on réwniez
na dwusiecznej BO, jest wiec jednakowo odlegty od AB i BC.
Z tego wynika, ze jest on jednakowo odlegly od bokéw CA i BC?
lezy wiec na dwusiecznej wewnetrznej kata ACB, czyli ze wszy-
stkie trzy dwusieczne wewnetrzne przechodzg przez jeden punktO.
Zupetnie tak samo mozna okazaé, ze przez kazdy punkt prze-
ciecia dwusiecznej wewnetrznej z zewnetrzng przechodzi jeszcze
druga zewnetrzna.

Prz. 6. Obra¢ trzy proste i wykresli¢ wszystkie kota, z kté6-
rych kazde styka sie ze wszystkiemi trzema.

K6t takich jest cztery. Jedno lezy wewnatrz tréjkata, utwo-
rzonego przez obrane proste i nazywa sie kotem wpisanem, trzy
inne lezg nazewnatrz i zowig sie zawpisanemi.
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Prz. 7. Wykreéli¢ dwie proste réwnolegte i trzecig sieczna,
t. j. przecinajgcg tamte. Wykres$lic nastepnie wszystkie kola,
styczne do wszystkich trzech.

Prz. 8. Wykresli¢ koto, styczne do dwéch danych prostych
i posiadajgce Srodek na trzeciej danej prostej.

Beda dwa takie kota.

Prz. 9. Dane sg proste a i b. Wykreéli¢ danym promieniem
kota, posiadajace $rodek na a i styczne do b.

Sa dwa takie kota.

22. Poznamy teraz inny rodzaj symetrji, mianowicie
symetrjg wzgladem punktu Iub $rodka. Obieram naprzéd
pewien punkt S; bedziemy go nazywali $rodkiem symetrji
a kazda prostg, przechodzacg przez $rodek, promieniem
symetrji. Prowadze taki promieniem symetrji i obieram
na nim jakikolwiek punkt At. Nastepnie odmierzam na
tym promieniu po odwrotnej stronie srodka S diugos¢ SA2
rowng AXS. Otéz te punkty Ax i A2 nazywajg sie syme-
trycznemi wzgledem $rodka S. Gdyby odcinek SA2 byt
ruchomy, jak wskazéwjka zegara, i gdybysmy go obrocili
o p6t obrotu, czyli o dwa katy proste okoto S, to punkt
A2 przystatby do punku Ax

Wyobrazmy sobie jaki$ rysunek, albo figure, i $rodek
symetrji S. Mozemy dla kazdego punktu tej figury wy-
znaczy¢ punkt symetryczny wzgledem S. Wdwczas powsta-
nie druga figura, symetryczna do pierwszej. Gdybysmy
obrocili te druga figure okoto S o po6t obrotu, to kazdy
jej punkt przystatby do symetrycznego, i cata ta figura
druga przystataby do pierwszej. Z tego mozemy wyciagnaé
dwa wazne wnioski, po pierwsze, ze linji prostej jednej
figury odpowiada prosta drugiej, po wtére, ze katy syme-
tryczne sg réwne. Wynika z tego réwniez, ze okregowi
odpowiada okrag o jednakowym promieniu.

Z symetrja $rodkowg spotykamy sie nie tak czesto,
jak z symetrjg osiowa.

Figurami symetrycznemi wzgledem $rodka sg zwykle
rozety na sufitach, malowidta na talerzach, niekiedy dese-
nie na firankach i t d. Ptaski kwiat, posiadajacy parzysta
liczbe listkéw, jak np. kwiat bzu, jest w przyblizeniu sy-
metryczny wzgledem S$rodka.

Prz. 1. Na suficie sg3 wymalowane dwa r6znobarwne motyle,

symetryczne wzgledem $rodka; ktére skrzydio jednego odpowiada
prawemu skrzydtu drugiego?
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Prz. 2. Dwaj tyzwiarze zataczajg jednakowe kota na lodzie,
pozostajac Wciaz W symetrji wzgledem kolka, wbitego W 16d. Czy
krazg oni w tym samym kierunku, czy W odwrotnych?

Prz. 3. Ktoéra godzina odpowiada drugiej W symetrji sSrodko-
wej na zegarze, a ktéra pigtej?

Prz. 4. Mamy dwa trojkaty symetryczne Wzgledem osi, czy
mozna tak przesunaé¢ jeden z nich (nie odwracajgc na drugg strone),
aby stat sie symetrycznym do drugiego wzgledem $rodka?

Prz. 5. Mamy narysowane dwa jednakowe kota; gdxie lezy
dla nich $rodek symetrji?

23. W symetrji Srodkowej kazdemu punktowi odpo-
wiada inny punkt, potozony na tym samym promieniu po
odwrotnej stronie Srodka. Oczywi$cie istnieje tu tylko jeden
punkt, odpowiadajgcy samemu sobie, a mianowicie Srodek.
Z tego mozna wyciaghg¢ pewien bardzo wazny wniosek.

Niech beda dwie proste ax i a2 symetryczne wzgle-
dem $rodka S. Gdy poprowadzimy przez S jakikolwiek
promien, to przetnie on je w punktach symetrycznych.
Gdyby proste ax i a2 sie przecinaly, to punkt przeciecia
oczywiscie odpowiadatby sam sobie, lecz to jest niemozli-
we, bo poza Srodkiem symetrji punktéw takich niema.
A wiec proste symetryczne przecina¢ sie nie moga, t.j. sg
réownolegte. Jest to wlasnie ten wazny wniosek, o ktdry
chodzito.

Wyjatkowe stanowisko zajmujg proste, przechodzace
przez $rodek, czyli promienie symetrji. Punktom, lezacym
na takiej prostej, odpowiadajg inne punkty tejze samej pro-
stej, a wiec promien symetrji odpowiada samemu sobie.

Obieramy Srodek symetrji S, i niech
beda dwie proste symetryczne Ax Bt
i A2 B2. Wiemy juz, ze sg one rlow-
nolegte. Przeprowadzmy jakikolwiek
promien symetrji, np. Dx D2 Przetnie
on owe proste w symetrycznych
punktach Cxi C2 awiec S jest Srodkiem
odcinka CiCo, ~zawartego pomiedzy
réownolegtemi.
Prosta D]D2, zwana nieraz siecz-
ng albo poprzeczng, tworzy z réwno-
legtemi oSm katéw; cztery z nich majg wierzchotek w Ct,
a cztery w C2 Czesto wypada porownywac jakis kat jednej
czwoérki z jakim$ katem drugiej. Takie pary katdéw posia-



=daja pewne nazwy, bardzo tatwe do zapamietania, Tak
wiec katy, lezace pomiedzy réwnolegtemi, zowig sie we-
wnatrznemi, a katy lezace nazewnatrz, zewnatrznemi. Dalej
katy, lezace po jednej stronie siecznej D ~, nazywamy
jednostronnemi, a katy, lezace po réznych stronach, na-
przemianleglemi. Wreszcie dwa katy jednostronne, z kté-
rych jeden lezy wewnatrz, a drugi nazewnatrz réwnolegtych,
nazywaja sie odpowiedniemi. Tak np. katy A1C1S i B2C2D3
sg odpowiednie. Nazwa ta jest niezupetnie witasciwa, bo
te katy nie odpowiadajg sobie w symetrji.

Gdy weZmiemy ktdérykolwiek kat pierwszej czwdrki
{t. j. potozony u wierzchotka C,) i ktérykolwiek kat dru-
giej (czyli potozony u wierzchotka C2, to jedno z dwojga,
albo katy te sg réowne, albo spetniajg sie do dwéch pro-
stych, to znaczy sa w sumie réwne dwom prostym, czyli
180°. Wezmy np. katy A~S i A2C2S, czyli katy we-
wnetrzne naprzemianlegte. Oczywiscie odpowiadajg one
esobie  w symetrji, sga wiec roéwne. Toz samo dotyczy
katow zewnetrznych naprzemianlegtych, jak np. A~DA"
i A2C2D2. Ro6owne sa takze katy odpowiednie, jak D jC ™
i SC2A2, bo pierwszy z nich jest réowny AjCjS, a ten
jest rowny drugiemu. Wezmy teraz katy AjCjS i B2C2S,
czyli wewnetrzne jednostronne; spetniajg sie one do 180°,
bo drugi speinia sie z A2C2S, jako przylegtym, a ten
jest réowny pierwszemu. Toz samo dotyczy zewnetrznych
jednostronnych, jak np. A~Dj i B2C2D2

Warto jeszcze zauwazy¢ rzecz nastepujaca. Popro-
wadZmy promien symetrji rownolegty do danych prostych,
jest to oczywiscie dla nich o0$ symetrji, a kazdy punkt
tego promienia moze byé obrany za Srodek symetrji dla
tych prostych.

Prz. 1. Wiemy juz, ze w rownolegioboku punkt przeciecia
przekatni jest srodkiem kazdej z tiich. PrzekonaliSmy sie o tem
za pomoca préby. Dowies$¢ teraz, ze wynika to z nauki o réwno-
legtych, ktéra poznaliSmy W tym paragrafie.

Wykre$lmy réwnoleglobok ABCD oraz jego przekatnie AC
i wyznaczmy jej $rodek S. Ten punkt S jest oczywiscie srodkiem
symetrji zaréwno dla prostych AB i CD, jak i dla BC i DA, czyli
jest srodkiem symetrji figury, w ktérej prostej AB odpowiada CD,
a prostej BC odpowiada DA. Punkt B lezy w przecieciu prostych,
ktéorym odpowiadajg proste, przechodzgce przez D; z tego wynika,
ze punktowi B odpowiada D; a zatem przekatnia BD, jako pro-



mien, przechodzi przez $rodek S i dzieli sie¢ W nim na pél. Toz
samo, rzecz prosta, zachodzi W rombie, prostokacie i kwadracie.

Prz. 2. Dowieéé, ze Wréwnolegteboku katy przeciwlegte s%
réwne, a dwa katy przylegle (lezgce przy jednym boku) sg w sumie
réwne dwom prostym.

Prz. 3. Wykresli¢ kolo i obra¢ jakikolwiek punkt A, we-
wnatrz kota lub nazewnatrz; wyznaczyé nastepnie punkt syme-
tryczny Aj wzgledem S$rodka, ale niewolno przytem uzywaé cyrkla,,
ani pary ekierek; nie wolno Wiec odmierzaé zapomocag cyrkla
réownych odcinkéw lub réwnych lukéw, nie Wolno dzieli¢ odcinka
lub luku na czes$ci réwne, nie wolno Wreszcie przy pomocy pary
ekierek przeprowadzaé¢ prostych réwnolegtych Ilub prostopadtych
Wolno Wiec tylko przeprowadzaé linje proste przy pomocy jednej
ekierki lub linjatu. Takie rozwigzanie zadania nazywa sie rozwia-
zaniem linjowem, albo konstrukcjg linjowa.

Szukany punkt Aa musi leze¢ na promieniu symetrji A0,
gdzie O oznacza S$rodek kota. GdybySmy mieli prawo uzywaé
cyrkla, to odrazu odmierzylibySmy od O odcinek réwny A,0, i za-
danie byloby rozwigzane, ale to jest niedozwolone. Zrobimy wiec
tak: prowadzimy ptzez dowolng prosta, przecinajaca okrag,
dajmy na to, w punktach M, i odpowiadajace im punkty M2N2-
znajdziemy z tatwoscig, bo lezg réwniez na okregu; prosta M2N2
przejdzie przez szukany punkt A2

Prz. 4. Obra¢ Srodek symetrji S i wykres$li¢ dwie pary pro-
stych symetrycznych au a3 i bu b2 Poprowadzi¢ nastepnie jakag-
kolwiek prostg c, i przy pomocy konstrukcji linjowej wyznacz) €
symetryczng do niej prosta cv

Prz. 5. Wykres$li¢ réwnoleglobok ABCD, przeprowadzié¢
przez wierzchotek A dowolng prostg i przy pomocy konstrukcji
linjowej wykresli¢ symetryczng do niej wzgledem punktu przecie-
cia przekatni.

Prz. 6. Wykresli¢ koto i obra¢ nazewnatrz niego punkt A;
wykresli¢ nastepnie zapomoca konstrukcji liniowej réwnolegtobok,
opisany na kole i posiadajacy jeden wierzchotek W A.

Méwimy, ze roéwnolegtobok jest opisany na kole, jezeli
Wszystkie jego boki sa styczne. Przeprowadzenie stycznej z da-
nego punktu do kota jest konstrukcjg linjowa, bo mozna je usku-
teczni¢ doktadnie przy pomocy jednej ekierki. Sprawdzi¢ jeszcze,
ze wszystkie boki tego réwnolegtoboku sg réwne, a wiec jest to
romb.

Prz. 7. Wykresli¢ réwnolegtobok ABCD, obra¢ na-
zewnatrz punkt E i wykresli¢ zapomoca konstrukcji linjowej drugi
réwnolegtobok, opisany na pierwszym i posiadajacy jeden wierz-
chotek w E.

Opisanym nazywa sie taki rdéwnolegtobok, ktérego boki
przechodzg przez wierzchotki danego.

24. Wiemy juz, ze suma katow trojkata jest rowna
dwom prostym; stwierdziliSmy to zapomocg proby. Jest
to prawda bardzo wazna; zobaczymy, ze wynika ona z nauki
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<0 linjach réwnolegtych, ktéra poznaliSmy w paragrafie po-
przedzajacym.

Kresle trojkat ABC; katy je-
go bedziemy nazywali wewnatrzne-

mi, a kat przylegty do ktdrego-

kolwiek z wewnetrznych nazwiemy

zewnetrznym. Tak np. kat BCD,

przylegty do wewnetrznego BCA, A

jest zewnetrzny. Prowadze teraz

prostg CE réwnolegle do AB. Dzieli

ona kat zewnetrzny na dwie czesci. Jedna z nich BCE jest
rowna wewnetrznemu katowi ABC, bo sg to katy wewnetrzne
naprzemianlegte, druga ECD jest znowu réwna wewnetrzne-
mu katowi CAB, bo sg to katy odpowiednie Z tego wy-
nika, ze caly kat zewnetrzny jest rowny sumie dwoch katow
mwewnetrznych nieprzylegtych.

Gdy dotgczymy do kata zewnetrznego jeszcze trzeci
kat wewnetrzny, kat BCA, przylegty do zewnetrznego, to
otrzymamy w sumie 180°, albo dwa proste, a wiec suma
wszystkich katéw wewnetrznych jest réwna dwom prostym.

Prz. 1 lle stopni zawiera kat tréjkata foremnego czyli réwno-
bocznego?

Prz, 2. Jaka jest suma katéw ostrych tréjkata prostokatnego?

Prz. 3. W tréjkacie réwnoramiennym kat u wierzchotka jest
prosty; ile stopni zawiera kazdy z katéw pozostatych?

Prz. 4. Wykresli¢ tréjkat ABC, przedtuzy¢ bok AB poza
B, bok BC za C i bok CA za A; utworza sie tym sposobem trzy
katy zewnetrzne. Wyznaczy¢ ich sume.

Prz. 5. Wyznaczy¢ sume katéw czworokata.

Gdy w czworokacie przeprowadzimy przekatnie, to podzieli
sie on na dwa tréjkaty; poniewaz suma katéw kazdego tréjkata
jest rowna dwom prostym, przeto suma katéw czworokata wynosi
cztery proste.

Prz. 6. Wyznaczyé¢ sumy katéw pieciokata, szesciohata i dzie-
sieciokata.

Prz. 7. lle stopni zawiera kazdy kat foremnego pieciokata,
sze$ciokata i dziesieciokgta? Naturalnie w foremnym Wielokacie
wszystkie katy sa réwne.

Prz. 8. Posadzka ma by¢ utozona z ptyt tréjkatnych réwno-
bocznych; narysowaé¢ wzoér takiej posadzki. Nastepnie nalezy tréj-
katy, wyobrazajgce ptyty, pociagnagé¢ farbami w taki spos6b, aby
dwie przylegte plyty mialy zawsze barwy odmienne. Za przylegte
uwazamy tylko takie dwie ptyty, ktdre maja Wspélny bok, a Wiec
nie sg przylegtemi ptyty, posiadajgce tylko wspélny Wierzchotek.
Tak samo nalezy kolorowaé¢ wzory posadzek w nastepnych przy-
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ktadach, przyczem liczba uzytych farb powinna by¢é zawsze jak:
najmniejsza; W tym razie np. wystarczg dwie farby. Ciekawa jesfc
rzecza, ze z jakichkolwiek ptyt jest ufozona posadzka, to zawsze
potrzeba nie wiecej od czterech farb, aby pokolorowaé jg w wyzej!
Wskazany spos6b. To samo dotyczy kolorowania map geogra-
ficznych. Przypusémy, ze mamy mape jakiego$ Kraju, podzielony
na powiaty; ot6z mozna zawsze przy pomocy czterech farb poko-
lorowaé jg tak, aby kazde dwa sasiednie powiaty byty pociggniete
odmiennemi farbami.

Zauwazymy, ze w jednym Wierzchotku zbiega sie az szes¢
ptyt. Z géry mozna byto przewidzie¢, ze tak by¢ musi. Suma
wszystkich katéw, zbiegajgcych sie w jednym wierzchotku, musi
by¢ réwna 360°, a kazdy kat tréjkata réwnobocznego zawiera 60°,.
potrzeba wiec szesciu plyt do utworzenia posadzki naokoto-
Wierzchotka.

Prz. 9. Wykres$li¢ Wzér posadzki, ztozonej z szeSciokatow
foremnych, i pokolorowaé¢ go w sposéb, wskazany w przykitadzie
poprzedzajacym. Przed przystgpieniem do pracy nalezy przewi-
dzie¢, ile ptyt bedzie sie zbiegato w jednym wierzchotku.

Prz. 10. Czy mozna utozy¢ posadzke z foremnych piecio-
katéw, albo oSmiokatow?

Prz. 11. Piyty posadzki majg ksztatt tréojkatéw réwnoramien-
nych, W ktérych katy wierzchotkowe wynoszg 72°. Wykresli¢ wzoér
posadzki i pokolorowac.

Kat 72° mozna tatwo zbudowaé¢ na tej zasadzie, ze jest to-
pigta czes¢ 360°.

Prz. 12. Piyty majg ksztatt tréjkatéw réwnoramiennych, w kté -
rych katy wierzchotkowe wynosza 36°. Wykresli¢ Wzér posadzko
i pokolorowac.

25. Zataczam koto i obieram w niem S$rednice

a procz tego na okregu jakikolwiek punkt C. Gdy pota-
czymy punkt C z A i B, to powsta-

nie trojkat, wpisany w koto; jednym,

z bokoéw jego jest Srednica. Po-

tgczmy jeszcze wierzchotek C ze

srodkiem kota O. Powstajg skutkiem

tego dwa trojkaty réwnoramienne

AOC i BOC. Wierzchotki ich lezg

H2> 15 w O, a podstawami sg boki AC i BC.
Poniewaz w trojkatach réwnoramiennych katy u podstawy
sg réwne, przeto kat CAO jest réowny ACO, i kat CBO’
katowi BCO, a zatem katy, potozone u wierzchotkéw Ai B
sg w sumie rowne katowi u wierzchotka C. Lecz wszystkie
te trzy katy razem sg réwne dwom prostym, a wiec sam
kat C jest prosty. Wypowiemy to tak: kat, wpisany w koto
i oparty na Srednicy, jest prosty, albo, ze z punktéw okregi

AB(



widaé¢ S$rednice pod katem prostym. Mowi sie jeszcze, ze
miejscem geometrycznem punktéow, z ktérych dany odcinek
widaé¢ pod katem prostym, jest okrag, zatoczony na tym
odcinku, jako na Srednicy.

Prz. 1L Wykresli¢ kolo i obraé¢ nazewnatrz punkt A. Wy-
znaczy¢ nastepnie punkty zetkniecia stycznych, poprowadzonych
z punktu A.

Moznaby w tym celu wykre$lic te styczne i poprowadzic¢
do nich ze $rodka prostopadle. Spodki tych prostopadtych sa
punktami szukanemi. Ale tadniej bedzie zastosowaé wiasciwosé
kata wpisanego, ktérg tylko co poznalismy.

Prz. 2. Nakres$li¢ dwa odcinki dtuzszy i krétszy; nastepnie
zbudowacé tréjkat prostokatny, ktérego przeciwprostokgtna jest
réwna pierwszemu, a jedna z przyprostokatnych drugiemu.

Prz. 3. Obrac¢ przeciwprostokatng i jeden kat ostry tréjkata
prostokatnego; nastepnie zbudowaé ten tréjkat.

Prz. 4. Zbudowaé¢ tréjkat prostokatny, obrawszy naprzéd
przeciwprostokatng oraz odlegto$¢ wierzchotka kata prostego od
przeciwprostokatnej, czyli wysoko$é, odpowiadajacg temu wierz-
chotkowi.



lIl.  Geometrja przestrzeni

26. Kazdy odréznia powierzchnie przedmiotu
ciata od jego wnetrza. Czesto powierzchnia rézni sie od
wnetrza barwg. Tak np. powierzchnia jabtka jest rumia-
na, a wnetrze biate. Powierzchnia sciany moze by¢ np. r6zowa,
a we wnetrzu znalezlibySmy naprzéd warstwe szarawg wapna
a nastepnie czerwong cegte. Ale powierzchnie ro6znig
sie nietylko barwag, ale i ksztattem, i rias tu obchodzg
wiasnie ksztatty powierzchni. Inna jest np. pod wzgledem
ksztaltu powierzchnia $ciany, a inna powierzchnia globusa,
jeszcze inne sa powierzchnie prostej rury, albo okrag-
tej kolumny, blaszanego lejka, jajka i t. d. Powierzchnia
Sciany, przednia powierzchnia tablicy, albo gérna powierzch-
nia stolu nazywa sie powierzchnig ptaska, albo ptaszczyzna.
Wszystkie inne powierzchnie zowig sie krzywemi. Do krzy-
wych wiec nalezy powierzchnia kuli, czyli kulista, po-
wierzchnia rury, czyli walcowa (albo cylindryczna), po-
wierzchnia lejka, czyli stozkowa i t. d.

Do ulubionych, jakkolwiek niezupetnie bezpiecznych
zabawek dziecinnych nalezy nastepujgca. Rozzarza sie
w piecu koniec kijka, a nastepnie macha sie szybko tym
kijkiem. Wowczas Toowstaje w powietrzu piekna linja
ognista. Kazdy niewatpliwie tej sztuki probowat. Owa linja
ognista tworzy droge, ktorg obiega rozzarzony koniec Kij-
ka, czyli punkt ruchomy. Trwa ona tylko chwilke, jedno
mgnienie oka, ale w kazdym razie ta zabawa wskazuje, ze
mozna uwaza¢ linje za droge Ilub $lad punktu ruchomego.
W podobny spos6b najczesciej otrzymujemy linje. Gdy
kresle linje na tablicy, to punktem ruchomym jest koniec
kredy, ktory pozostawia po sobie bialy $lad; na papierze
linja powstaje skutkiem ruchu konca otéwka.

Jak ruchomy punkt zatacza linje, tak ruchoma linja
zatacza powierzchnie. Gdy dwoéch chiopcéw wezmie za

lub
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konce sznura, przeznaczonego do skakania, i szybko obra-
ca nim w powietrzu, to wyraznie widaé¢ zatoczong po-
wierzchnie w postaci wrzeciona, albo wydtuzonej beczuitki.
Nieraz dobrze jest uwazaé¢ powierzchnie za $lad linji ru-
chomej, otwiera to nam odrazu oczy na rézne wiasciwosci
tej powierzchni. Tak np. gdy okrag kota obraca sie okoto
Srednicy, to powstaje powierzchnia kulista. Podczas ruchu
owa S$rednica pozostaje nieruchoma, pozostaje roéwniez
w spoczynku Srodek okregu, gdyz nalezy on do tej nieru-
chomej Srednicy. Nazywa sie on takze srodkiem powierzch-
ni kulistej, albo $rodkiem kuli. Wszystkie punkty rucho-
mego okregu sa jednakowo odlegte od S$rodka, i réwniez
wszystkie punkty powierzchni kulistej sa jednakowo odleg-
te od Srodka. Kazda prosta, przechodzaca przez $rodek kuli,
zowie sie jej Srednicg; tak samo nazywa sie odcinek jej,
zawarty wewnatrz kuli. Oczywiscie wszystkie $rednice sa
réwne, i kazda z nich dzieli sie na pét w s$rodku kuli. Po-
towa S$rednicy, albo odcinek, zawarty pomiedzy S$rodkiem
i powierzchnig, nazywa sie promieniem kuli.

Uwazamy zwykle, Zze ziemia ma powierzchnie kulista,
i globus, ktéry ma wyobraza¢ ziemie, jest dokladnag kula.
Jest to tylko w przyblizeniu stuszne, bo ziemia rézni sie
nieco od kuli. Roéwnik jest doktadnem kolem o promieniu
6377 kilometréw, i $srodek réownika nazywa sie takze $rod-
kiem ziemi. Ale odlegtosci innych punktéw powierzchni od
tego Srodka sg mniejsze. Najmniejsza jest odlegtos$¢ bie-
guna; wynosi ona wszystkiego 6356 kilometrow. Gdy odej-
miemy te druga liczbe od pierwszej, to wypadnie 21 kim.
W poréwnaniu z olbrzymiemi rozmiarami ziemi réznica ta
jest niewielka. Gdyby zrobi¢ globus, doktadnie nasladujacy
ksztatt ziemi, to na oko niemoznaby wcale dostrzedz, ze
nie jest to kula.

Tak zwana kula ziemska rézni sie od prawdziwej kuli
jeszcze i dlatego, ze powierzchnia ziemi nie jest gtadka.
Istnieja na niej wyniostosci i wgtebienia. Ale te wyniostosci
maja wszystkiego po pare, najwyzej po kilka kilometrow,
co stanowi bardzo mato w stosunku do wymiaréw ziemi.
Sa to tylko niewielkie chropowatosci, ktére nie zmieniajg
wyraznie ksztatltu powierzchni.

Kreéle teraz dwie proste a i b, przecinajace sie w punk-
cie C. Wyobrazmy sobie, ze prosta b obraca sie okoto
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prostej a, ktéra pozostaje nieruchomg. Prosta b zatacza
podczas tego ruchu powierzchnie, o ktérej juz byla wzmian-
ka, a mianowicie powierzchnig stozkowg. Prosta a zowie sie
osig tej powierzchni, punkt C wierzchotkiem, a prosta b two-
rzacg. Jezeli prosta b jest réwnolegta do osi a, to zatacza
ona podczas ruchu powierzchnie walcowg. Powierzchnia
taka oczywiscie wierzchotka nie posiada.

Powierzchnie walcowa mozna otrzymaé¢ i w inny spo-
s6b. Mam tu prostokat AA~B, wyciety z papieru. Zwi-
jam go tak, aby bok AB przystat do boku A A, mianowicie
wierzchotek A do At i wierzchotek B do Bx Widzimy, ze
utworzyta sie powierzchnia walcowa Zauwazymy tu na-
stepujgcg rzecz ciekawg. Powierzchnia walcowa posiada
dwie strony, zewnetrzng i wewnetrzng; moglibySmy jedna
z nich pomalowa¢ na czerwono, a druga pozostawic¢ biala.
Gdyby mucha siedziata w jakimkolwiek punkcie po stronie
zewnetrznej i chciata przejs¢ po papierze do jakiego$ punktu
na stronie wewnetrznej, to musiata by przelezé przez brzeg
papieru. Robie teraz tak: prostuje naprzod papier, a na-
stepnie skrecam jedng czes$¢ prostokgta wzgledem drugiej
o po6t obrotu, i zwijam znowu tak, aby bok AB przystat do
boku A!Bi, ale teraz wierzchotek A przystaje do B,, i wierz-
chotek B do Ax Wytworzyta sie znowu powierzchnia,
ale nie jest to juz powierzchnia walcowa. +tatwo spraw-
dzi¢, ze ta nowa powierzchnia posiada tylko jednag strone.

Gdybysmy zaczeli za-
cigga¢ ja czerwong
farbg, to ostatecznie
cata stataby sie czer-
wong. Od jednego
punktu do drugiego
mozna tu dostaé sie
zawsze, nie przecho-
dzac przez brzeg.

Prz. 1 Czy mozna
utworzy¢ powierzchnie
stozkowa, zginajac odpo-
wiednio kartke papieru,

Fig. 16. lub kawatek blachy?
Prz. 2. Czy mozna
mtworzy¢ z kartki papieru powierzchnie kulista? Nie wolno przy-
tem, ani marszczyé, ani wycinaé¢ papieru.
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Prz. 3. W ilu punktach moze przecina¢ sie z linjg prosta
kazda z powierzchni, ktére poznaliSmy, t. j. ptaszczyzna, po-
wierzchnia walcowa, powierzchnia stozkowa i Wreszcie powierzchnia
kulista?

Prz. 4. Wykonaé¢ nastepujace trzy proste doswiadczenia.
(). Wycig¢ z papieru prostokat AA,B,B, wykreslic na nim linje
$rodkowa, t j. potaczy¢ S$rodki bokéw AB i A~ i sklei¢ brzegi
AB i A,B, tak, aby wierzchotek A przystat do At i wierzchotek B
do utworzy sie wiec powierzchnia walcowa, czyli obraczka.
Wreszcie przecig¢ papier Wedlug owej linji Srodkowej. tatwo
przewidzie¢, ze utworzag sie dwie jednakowe, odrebne obraczki,
podobne do pierwotnej, ale dwa razy Wezsze. (2) Takie same
doswiadczenie, jak poprzedzajace, lecz przed sklejeniem skrecié
jedna czeé¢ prostokata wzgledem drugiej o p6l obrotu tak, aby
wierzchotek A przystat do B! i wierzchotek BdoA”™ (3) Tozsamo,
ale przed sklejeniem obroci¢ jedng cze$¢ prostokata Wzgledem
drugiej o caty obroét, a wiec znowu A przystanie do A, i B do Bj.
Za kazdym razem trzeba stara¢ sie przewidzieé, co sie otrzyma
po rozcieciu, jak przewidzieliSmy to w doswiadczeniu (1), a na-
stepnie sprawdzi¢, czy te przewidywania byly stuszne.

27. Ze wszystkich powierzchni najwazniejsza
obecnie dla ras powierzchnia ptaska, czyli ptaszczyzna, bo
najwiecej bedziemy z nig mieli do czynienia w dalszym
ciagu. Ptaska wiec jest powierzchnia tablicy, ale kazdy
rozumie, ze jest to tylko cze$¢ ptaszczyzny, ze moznaby jag
przynajmniej w wyobrazni dowolnie poszerzy¢ we wszystkie
strony. Z posrod ptaszczyzn, ktdre mozna przeprowadzié
lub wyobrazi¢, wyrézniamy ptaszczyzny poziome i pionowe.
Poziomag jest np. ptaszczyzna poditogi, lub sufitu, a takze
powierzchnia spokojnej wody w stawie, pionowemi sg
ptaszczyzny $cian, drzwi, okien.

Obierzmy w ptaszczyznie tablicy dwa punkty A i B
i potagczmy je linjg prostg; oczywiscie cala ta prosta lezy
w plaszczyznie tablicy. Mozemy rdéwniez powiedzie¢, ze
ptaszczyzna tablicy przechodzi przez prostg AB. Zrobmy
teraz inaczej. Obierzmy punkt A przed tablicg, oraz punkt
B za tablicg i wyobrazmy sobie, ze przeprowadzono prosta
AB. Oczywiscie prosta ta musi przejs¢ z jednej strony
ptaszczyzny na druga, a wiec musi jg przecig¢. Innemi
stowy prosta AB posiada z ptaszczyzng tablicy jeden punkt
wspolny. Modwigc to, mamy na mysli samg powierzchnie,
a nie calg tablice. Z tablica prosta AB ma catly odcinek
wspolny.

Dajmy na to, ze ten drut (moze by¢ takze pret

jest
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drewniany, lub nawet otéwek) wyobraza linje prosta.
Ustawiam go tak, ze nie przecina on ptaszczyzny tablicy.
Ggybysmy jednak wydtuzyli dostatecznie drut i tablice, to
przeciecie by nastgpito. Mozliwe jest jednak takie potoze-
nie drutu, ze nie przecigtby on tablicy nawet po najwiekszem
wydtuzeniu. Mowimy wodwczas, ze drut jest rownolegty
do tablicy, lub prosta do ptaszczyzny. Przykiadéw réwno-
legtosci prostych i ptaszczyzn mamy naokoto bardzo wiele.
Dwa brzegi tablicy sg rownolegte do podiogi, prosta, na-
rysowana na jednej S$cianie, jest roéownolegta do S$ciany
przeciwlegtej i t d.

Prz. 1. Czy powierzchnia wody w stawie jest dokladng
ptaszczyzna?

Prz. 2. lle ptaszczyzn poziomych przechodzi przez dany
punkt?

Prz. 3. Jak sga potozone wszystkie proste poziome, przecho-
dzgce przez dany punkt?

Odp. Wszystkie lezg W jednej ptaszczyznie poziomej.

Prz. 4. Przez jaka prostg mozna poprowadzi¢ piaszczyzne
pozioma?

Prz. 5. Przez jakg prosta mozna poprowadzi¢ ptaszczyzne
pionowg?

Odp. Przez kazda prosta przechodzi jedna ptaszczyzna pio-
nowa, jezeli jednak prosta jest pionowa, to kazda ptaszczyzna, przez
nig przechodzaca, jest pionowa. Tak np. prosta, taczaca zawiasy
drzwi, jest pionowa. Ptaszczyzna drzwi przechodzi przez nig, dlate-
go tez plaszczyzna ta pozostaje pionowa, jakkolwiek obrécimy
drzwi okoto linji zawias.

Prz. 6, Czy ptaszczyzna, przechodzaca przez prostg pozio-
ma, jest zawsze pozioma?

28. Obierzmy przed ptaszczyzna punkt A. Niech tym
punktem bedzie zakonczenie kredy, ktérg trzymam nierucho-
mo. Mozna od tego punktu A dosta¢ sie do tablicy réznemi
drogami prostemi, ale wséréd tych drog jest jedna najkrotsza.
Mowimy, ze jest ona prostopadta do tablicy, i rowniez
prosta, na ktérej ta droga lezy, zowie sie prostopadlg do
ptaszczyzny tablicy, a ptaszczyzna tablicy nazywa sie pro-
stopadtg do tej prostej. Mozna znalezé tu w najblizszem
otoczeniu niemato przyktadow prostopadtosci prostych i ptasz-
czyzn. Linja przeciecia dwoch Scian jest prostopadia do
podiogi i do sufitu; wogo6le kazda prosta pionowa jest
prostopadta do kazdej ptaszczyzny poziomej. Whijajac
gwozdz, ustawiamy go prostopadle do Sciany lub deski
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i t. dWarto takze zrobi¢ doswiadczenie nastepujgce.
Opieramy koniec prostego drutu lub dtugiej szpilki o zwier-
ciadto. Zobaczymy, ze drut i jego odbicie sa nachylone
do siebie pod pewnym katem, gdy jednak ustawimy drut
prostopadle do ptaszczyzny zwierciadta, to spostrzezemy
wyraznie, ze odbicie stanowi przedtuzenie drutu, ze odbi-
cie i drut lezg na jednej prostej.

Ustawiam teraz drut prostopadle do ptaszczyzny tablicy
i przez punkt przeciecia, czyli przez spodek prostopadie/,
prowadze na tablicy prostg. Tworzy ona z drutem pewien
kat, i tatwo jest spostrzedz, ze kat ten jest prosty, ze drut
i prosta sa do siebie prostopadte. Wogdle prosta, prosto-
padta do ptaszczyzny, jest prostopadta do wszystkich
prostych, potozonych w tej ptaszczyZznie. Tak np. prosta
pionowa jest prostopadia do kazdej ptaszczyzny poziomej,
a wiec jest prostopadia i do kazdej prostej poziomej, bo
kazda prosta pozioma lezy w jakiej$ plaszczyznie poziomej.
Jest to rzecz catkiem oczywista, ale moznaby sie o tern
przekona¢ w sposdb nastepujacy. Linja zawias jest prosto-
padta do podtogi, a dolny brzeg drzwi mozemy uwazaé¢ za
prosta, lezaca na podtodze; jest ona oczywiscie prostopadta
do bocznego brzegu drzwi, a wiec i do linji zawias Gdy
drzwi sie obracajg, to ta prosta zmienia wcigz potozenie,
ale wcigz lezy w ptaszczyznie podiogi i nie przestaje by¢
prostopadtg do linji zawias.

Obierzmy znowu jaki$ punkt A i poprowadZzmy prze-
zen prostopadig do ptaszczyzny tablicy. Punkt przeciecia
oznaczmy literg B. Zmierzmy teraz odcinek AB. Dajmy
na to, ze wypadto 35 cm. W takim razie moéwimy, ze
odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny wynosi 35 cm. Oczy-
wiscie jezeli prosta jest réwnolegta do ptaszczyzny, to
odlegtosci wszystkich jej punktéw sg rowne.

Prz. 1. Mamy kat prosty, utworzony z prostych a i b; kat
ten obraca sie okoto boku a. Jakag powierzchnie zatacza bok 6?

Prz. 2. Przez jeden punkt przechodzi prosta pozioma i pro-
sta pionowa. Jaka ptaszczyzne zatoczy pierwsza, obracajac sig
okoto drugiej, i jaka zatoczy druga, obracajac sie okoto pierwszej?

Prz. 3. Mamy prostag a i na niej punkt B. Jak sa potozone
Wszystkie proste prostopadte do a W punkcie B?

Prz. 4. Prosta a przecina ptaszczyzne tablicy W punkcie B,
lecz nie jest do niej prostopadta. Czy mozna w ptaszczyznie ta-
blicy poprowadzi¢ prosta prostopadtg do a?
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29. Wyobrazmy sobie dwie jakiekolwiek ptaszczyzny
Ptaszczyzny te sie przecinajg wedtug linji prostej, lub prze-
cietyby sie, gdyby je dostatecznie przedtuzyé. Tak np.
ptaszczyzna podtogi przecina sie z ptaszczyzng kazdej Sciany,
przecinaja sie ptaszczyzny dwoéch sScian przylegtych i t. d.
Tablica nie dochodzi do poditogi, a wiec nie ma tu prze-
ciecia, gdybysmy jednak rozszerzyli tablice ku dotowi, to
przeciecie by nastgpito. Ale moga by¢ takie dwie ptasz-
czyzny, ze przeciecie pomiedzy niemi nie nastgpi, gdyby
je nawet niewiem jak przedtuzaé. Moéwimy, ze ptaszczyzny
takie sg rownolegte. Tak np. réwnolegte sa ptaszczyzny
przeciwlegtych $cian pokoju, réwnolegte sg ptaszczyzny
sufitu i podtogi it d. Dwie ptaszczyzny poziome sg zawsze
réwnolegte.

Wyobrazmy sobie dwie jakiekolwiek ptaszczyzny réw-
nolegte, powiedzmy, pierwsza i druga, i przeprowadZmy
na pierwszej linje prostg. Lezy ona catkowicie na ptasz-
czyznie pierwszej, a wiec nie moze nigdzie spotkaé sie
z druga, innemi stowy jest do niej réwnolegta. Prosta,
lezgca w jednej z ptaszczyzn rownolegtych, jest réownole-
gta do drugiej.

Jeszcze wazne jest inne potozenie dwoch plaszczyzn,
a mianowicie, gdy jedna z nich jest prostopadta do dru-
giej. Przyktadéw prostopadtosci ptaszczyzn mamy naokoto
bardzo wiele. Dwie przylegte Sciany sa prostopadte jedna
do drugiej, sufit i podtoga sa prostopadte do kazdej ze
Scian, kazda ptaszczyzna pozioma jest prostopadta do kaz-
dej ptaszczyzny pionowej i t. d. Wyobrazmy sobie ptasz-
czyzne jakakolwiek i prostopadta do niej prosta. +tatwo
zrozumie¢, ze kazda inna ptaszczyzna, przechodzaca przez
owga prostg, jest prostopadta do pierwszej. Tak np. linja
zawias jest prostopadta do podiogi, i ptaszczyzna drzwi,
przechodzgca wcigz przez te linje, pozostaje zawsze pro-
stopadig do podtogi.

Prz. 1. Czy dwie~ptaszczyzny pionowe musza by¢é réwno-
legle?

Prz. 2. Mamy ptaszczyzne i punkt. lle moznaby przepro-
wadzi¢ przez ten punkt ptaszczyzn réwnolegtych do ptaszczyzny,
a ile prostopadtych?

Prz. 3. Mamy ptaszczyzne i prostg. lle jest plaszczyzn,
przechodzacych przez prostg i prostopadtych do ptaszczyzny danej?
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30. Gdy nakreslimy na ptaszczyznie jaki$ rysunek

lub figure, to figura ta nazywa sie plaska. Do figur pta-
skich nalezg tréjkat, réownolegtobok, kwadrat, koto i t d.
PoznaliSmy w dwdch pierwszych czesciach niemato takich
figur, a takze rozne ich wiasnosci. Wielce uzyteczny byt
nam w tem rysunek. Nieraz dos$¢ jest narysowa¢ na
papierze, t. j. na ptaszczyznie, figure ptaska, aby niektore
jej witasciwosci odrazu wyszly na jaw. Teraz mamy do
czynienia z figurami, ktére nie mieszcza sie w plaszczyznie,
jaknp. figura, ztozona z dwéch ptaszczyzn, albo z ptaszczyzny
i prostopadtej do niej prostej. Sg to tak zwane figury
przestrzenne. Byloby dobrze przy badaniu figur przestrzen-
nych takze korzystaé z rysunku. Nie mamy wprawdzie
moznos$ci wykreslic na papierze figury przestrzennej bezpo-
srednio, jak wykres$lalismy figury plaskie, ale mozna wy-
kresli¢ jej wyobrazenie ptaskie, lub obraz. Z takiemi wy-
obrazeniami ptaskiemi figur przestrzennych spotykamy sie
na kazdym kroku. Sg to fotografje, ilustracje w ksigzkach,
obrazy S$cienne i t. d. Musimy wiec nauczy¢ sie kresli¢
doktadnie takie wyobrazenia plaskie przy pomocy ekie-
rek i cyrkla, a bedziemy mogli i teraz postugiwacé sie
rysunkiem.

Obrazami ptaskiemi przedmiotéw sag takze ich cienie.
Wprawdzie cien daje nam tylko zarysy zewnetrzne, czyli
sylwetke przedmiotu, ale za to najtatwiej w tym razie zro-
zumieé, jak taki obraz powstaje. Wyobrazmy sobie, ze
w ciemnym pokoju zapalono elektryczng lampe tukowa bez
klosza. Wydaje ona jaskrawe, razace S$wiatlo, a przed-
mioty rzucaja ostre wyrazne cienie. Potézmy np. na stole
arkusz biatego papieru i trzymajmy nad nim ekierke. Na
papierze utworzy sie wyrazny cien w postaci tréjkata. Aby
na przysztos¢ tatwiej byto sie porozumiewaé wprowadzimy
tu pewne nowe nazwy. Nazwiemy cien obrazem, albo
rzutem ekierki, a ekierke oryginatem, tego obrazu; promienie
Swiatla, padajace na ekierke, albo raczej proste, wzdtuz
ktérych te promienie ida, bedziemy nazywali promieniami
rzucajacemi, a papier, albo raczej jego ptaszczyzne ptasz-
czyzng rzutow, albo tlem. Wszystkie promienie rzucajgce
wychodzg tu z lampy lub, Scislej mowiagc, z matego zagte-
bienia w goérnym weglu, zwanego kraterem. tatwo zrozu-
mie¢, ze rzutem punktu jest punkt; tak np. rzutem wierz-
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chotka ekierki jest wierzchotek cienia. Gdy przeprowadzimy
w mysli przez wierzchotek ekierki promien rzucajacy, t j.
gdy potaczymy z nim krater, ktéory mozna uwazaé¢ za punkt,
to w przecieciu tego promienia z ttem znajduje sie wtasnie
rzut wierzchotka. Stad mozna juz zda¢ sobie sprawe z tego,
jak powstaje rzut ekierki, Itfb wogo6le rzut figury. Naturalnie
rzutem linji prostej jest linja prosta, np. rzutem boku ekierki
jest bok cienia.

Prz. 1 Jakag powierzchnie tworzg Wszystkie promienie rzu-
cajgce linji prostej?
Prz. 2. Czy rzutem odcinka prostej moze by¢ punkt, i kiedy

to bywa?
Prz. 3. Czy rzutem kata prostego jest zwykle kat prosty?
Prz. 4. Czy rzutem kata moze byc¢ prosta?
Prz. 5. Czy rzutem kota jest zwykle koto?
Prz. 6. Czy rzutem okregu moze by¢ linja prosta?
31. Bedziemy uwazali na przysztosé, ze promienie

rzucajace nie wychodzg z jednego punktu, jak w przypadku
poprzedzajgcym, lecz sg réwnolegte. Promienie stohca sag
rownolegte, a wiec cienie, ktore powstaja w Swietle
stonecznem, nalezg wiasnie do tego rodzaju rzutéw, ktorym
bedziemy sie teraz postugiwali. Rzuty takie zowig réwno-
legtemi. Chodzi teraz o to, aby nauczy¢ sie wykreslaé
rzuty réwnolegte figur.

Biore kwadrat, wyciety z kartonu. Wierzchotki jego
oznaczmy literami A, B, C i D. Tiem bedzie tablica. Usta-

? wiam kwadrat w taki sposéb, aby

7 boki AB i DC byty prostopadte

/ do tla, a AD i BC roéwnolegte.

Zauwazymy, ze plaszczyzna kwa-

dratu jest przytem prostopadta do

tta. Przyjmiemy, Zze promienie rzu-

cajace idg ukosnie do tta, a mianowicie, ze padajg z pra-

wej strony z gory. W takim razie obraz kwadratu, albo

rzut rownolegty ukosny, bedzie taki, jak nafig. 17. Przyjrzyj-

my sie mu dobrze, aby zda¢ sobie sprawe dokiadnie, w ja-
ki spos6b zostat utworzony.

Zauwazymy przedewszystkiem, ze rzuty bokéw réwno-
legltych np. AD i BC, jak rowniez AB i DC sg rownolegte.
Wogdble rzuty prostych réwnolegtych sg rownolegte. Jest
to pierwsze bardzo wazne prawidto, o ktéorem dobrze pa-
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mieta¢ nalezy Z niego wynika, ze rzut kwadratu jest
rownolegtobokiem.

Dalej widzimy, ze rzuty bokéw AD i BC, roéwnole-
gltych do tia, sa réwne oryginatlom. Powiemy, ze odcinki
rownolegte do tla, nie podlegajg skrdceniu, ito jest drugie
wazne prawidto.

Boki AB i DC prostopadte do tta sg w rzucie skro-
cone, mianowicie rzut jest dwa razy krétszy od oryginatu;
powiemy, ze skrocenie wynosi Va.

Wreszcie spostrzezenie ostatnie. Dotyczy ono katow
kwadratu, np. kata BAD. Jeden bok jego AD jest réwno-
legty do tia, drugi AB prostopadty. Widzimy, ze rzutem
tego kata prostego nie jest kat prosty, lecz kat ostry,
réwny 45°. Powiemy, Ze wypaczenie wynosi 45°.

Jezeli promienie rzucajace sa réwnolegte, to rzut
kwadratu jest zawsze rownolegtobokiem, ale wyglad tego
rownolegtoboku zalezy od tego,

w jakim Kkierunku idg promienie. = e r
Gdyby promienie padaty nie z pra-

wej strony z gory, lecz z lewej stro-

ny z gory, to rzut tego samego

kwadratu bytby taki, jak na fi