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W zakresie statyki budowli oddawna dawal sie odczué
brak odpowiedniego podrecznika, traktujacego obszerniej
o oznaczaniu linij wplywowych. Wydawnictwo niniejsze
w znacznym stopniu zapelnia istniejaca luke, to tez poczuwa-
my sie do milego obowiazku zlozenia

WP. prof. dr. inz, Stanislawowi Kunickiemu

serdecznego podziekowania za przychylne potraktowanie spra-
wy wydania niniejszego skryptu i bezinteresowny trud przy
opracowaniu don rekopisu.

Koto Inzynierji Lqdowej Kom. Wyd. Tow. Br. Pom.
St. Pol. Warsz. St. Pol Warsz.
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ROZDZIAL I,

§ 1. OGOLNE WHLASNOSCI LINJI $PLYWOWYCH.

# pierwsse) czeSci Statyki Pudowlanej zapozna-
lidmy sig 2z réinemi funkcjani oﬁciazeﬁ(féy , jak
naprzykiad z reakcjamix?uiﬁgaﬁﬂ) K i /éﬁ podpér
belki lub tuku z sitemi tnagceml czyli poprzeczne-
ni }§~ w danym przekroju belki 1lub *uku, 2 mo-
mont ani ;/%2 aginaj&qgmi w danym przekroju bel-
ki 1ub & denym punkcie danepgo przekroju Zunku,

z reakciami w pretach kratownic<ﬁ£$7; Oprécz te-
go funkcjami obeligzenl sg ugiecia w dauym punkcie
belki lub tuku, lub przesuniecia wezidéw kratow-
nic. Wszystkie te funkoje obeigzed sg funkojami
linjowemi wzgledem obcigzed, t.j. obcigzenia
- wohodzg w te funkcje w pierwsee] potedze. Na mo-
cy zasady niezaleznodci dzialania sil wartosé
danej funkcji obcigzed od dziatania kilku obecig-
zeil rowna sig sumie wartosci te] funkcji od kaz-
dego poszczegdélnego obcigienia,

Funkoje obciaZen dalej bedziemy oznaczali
liters /:/:7.

Yeimy oboigZzenie réwnse jednoéci(?ﬁiéh prae -



o

suwajmy to obcigzenie wazadiunid rozpatrywanego diwi-
gara lub belki, zachowujac state réwnolsglesc
linji dzialania c¢boigzenia., Dla kazdego poszoze -
gélnego poiozenie obcigzenia [??:Jé}obliczmy WATr-
tog6 cenej fumkoji /4/ obciazen /ktére juko za-
lezng od jednostkowego obcigzenia oznaczyay lite-
rq, 7. : |

/Zwykle obeigzenia prziyjmuje sig jeko piono~
we, mogace 3ig przesuwaé po linji poziomej; leoz
il poszczegéinyoh wypadkach okrcSlemia linji wply-
wowych mogg byé wymagenme i obeigzenia poziowe,
vrzesuwajgce sig wzdtué linji pionowyoh, jak np.
w wypadku dzialania wiatru lub wogble dla obeig-~
zef réwnoleglych miedzy sobg, przesuwajgcych sig
wzd¥uz linji prostopadlej do linji cboigzet,
it.p./.- )

Ubliczone wartoSci./c’ , odpowiadajace kazi-
demn poszczegilnemu polozeniu jednostkowemu ob~
cigzenia, bedziom,odktadaé w postaci rzgdnyck od
poziomwse} o0si odcietych, réwnolegtej do linji
przesunigcia obcigzed. Rzedne te/éz/ beds odpo-
wiadaé punktom rzutcwym obcigzenia na of odeig-

tyeh, czyli bedg leZed pod tya potoZeniem obcig-



zenia, dla ktérego obliczona zostala war&oéé{?ﬁy
odtozona w postaci rzednej.

Linja, ktéra powstanie od polaczenia koxcow
tych rzednych, czyli linja, bgdgca geometrycznem
miejscem kodcléw tych rzednych, nazywa sie
linja wplywewag _rozpaf;ywanej funk -
cji(j%)’obciQZGﬂ, porniewaz ta linjaj przed.
stawia wykreslnie WpLyw
potozonia oboigzenia /réwnego jednodci/ na war-
toéé(ézjjrozpatrywanej funkecji. _

Jedl1 na belke lub diwigar dziala w danyw
punkcie obcigzenie réwne P jedunostek ciezaru,
to wartosé funkeji {:?;7 bedzie:
gdzie/?%/ jest rzedna linji wplywowsj pod miej-
scem poiozenia sily‘fo .

Jesli dziala na déwigar caily uklad obcigzex,
np. 5% B, 2 , to:

/

/
fq,/" ff?; f-é?/%, -f‘,",,_ -+ ,%?%
gdzie rzedne ZV' odpowiadaig potczeniom obcig-
zeh / na dfwigarze.
Rzedne‘zy - oczywifcin, przedstawliajs pewne
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wapdtcecazynniki

o

, niezalezne od wisel -
kodci obcia,zenia.zz7 , ale zalezne od po -
T ozemndia tego obocigzgaienia
na déwigarze i od rodzaju iuuaogl(jx:}

[[ﬁ ~ jest linjowg funkejg ocboigucd /si;ﬁzzp
i nie zawiera w sobie wyrazéw, niezaleznych od
2 . ¥ zaleiznofci od rodzaju funkeii /£ wsp6l-
czynniki 27 mogs byé liczbami
oderwansemni /jak naprgykilad w funkcjach
wyrazajgcych r eakc je podpér , lub
gily t nac e/, lub tes przedstawiaé pew-
ne wielkodci 11injowe /t.j].
mierzone w misrach diugodci/, jak naprzyklad w
funkcjach, wyrezajacych momenty /27 - sg to
ramiona moment 6w/ .

Wspélczynniki)‘?7 mogg byé dodatnie, lub

njemne. /

i poszczegllnym wypadku, kisdy:

Bl el Bl e
funkcja z‘r‘btrzymuje wartosé Ak

f’-//X% */:7, f/rﬁ Foeee - # e,

.albho

/
F:t‘.‘ . 7 - el Foeom- y
AT o
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Pole, zawarte miedey linjg wplywowg i osig
odciqtyoh/&,& przedstawia pole wptly-
wau funkoji " oboigzetd.,

Jedli linja wplywowa jest wiadoma, to moiemy
znaleZé wartoéé funkcji £ , odpowiadajacg kaz-
demu ukYadowi obcigzed /rys.l/.

; Dlatego
ﬁl ]:l AI ‘el : nalezy na

linji aptywo-
wej amierzyé
rzedne odpo-
wiadajgoe

kazdemu 2

obcigzerd da-
nego uktadu
}?YJ‘J( i wzigsé su-~
ne alge-
braiozng
iloczynéw tych rzednyoh przez odpowiednie obecig-
zenia. Suma ta przedstawi poszukiwana wartosé
funkej i 44‘ '
/27
i i D S o
Same wspolozynnlklzj%C/ rozpatrywa-



Stot e

ne jako wielkosgci 2zmilenne
sg fankcjami odoigtej /:f/ W funkoc j 8
m i potteczenia . obeigizenia, przesuwajg-
cego sis wzdlus dfwigerun, Prazytem dla jednego ro-
dzaju fuckeji 1[71 wielkosci jV beds linjowemi
funkcjami _/ t.j. beda sie znieniaé wedlug prawa
linji prostej /jek, naprzyklad, w linjach wplywo-
wych reakcji podpéxr belek prostych, lub lukéw
tiéjprzegubowych w linjach wpiywowyoh sity tnacej,
lub momentu zginajacego w danym przekreoju belki
progstej/. 7

Dla innego rodzaju funkeji chn, wartosci
beds zalesus odyff £ 1 ket ~4/4, t.j. bedg
sie zmieniaé wedlug prawa linji kraywej /jak, na-
przykiad, w linjach wplywowych ugigcia prostej
belki w danym punkecie, albo w linjach wplywowych
reakcji podporowych tukéw dwuprzegubowych lub Iu-
kéw bezprzegubowych i w ogéle w linjach wply-
wowych roznych funkeji, tyczgeych sig s t a - |

tgczn ie niewyznaczalnyoch

o8 T O6wW x/.

(>

d £wi
x/ Waprzyklad pozioma skladowa reakcji podpo-

rowej /rozp6r/ Xuku bezprzegubowego paraboliczr- -
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Dla przykiade rozpatizymy niektére linmje
wplywowe, tyozgce 5ig belki, zamocowanej jednym
kodcer w fciang /rys.d/. Pakiego rodzaju belka,
przedstawia, jak wiadomo, diwipar nimtyoznle
wyznaczalny. W samej rzeczy roakcja ¢67 podpory

«47 /przedstawiajgca pewng funku*@x%? - obcig~
zod/ i moment zamoccwanza./32;./przedstawiajacy
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inng fukcja;ég—i obcigzed/ - mogy byé ckrsd -

lone 2z warunkow réwnowagi piaskiego uktadu s8il,
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Trzeci warunek réwnowagi ptaskiego ukladu sil
Z,y:o staje sie tozsamoscly, poniewaz obciaZaj;,—
ca sita A~ jest prostopadia do osi belki, ktoéra
preyjsliénmy za od odcigtyoch.
4 rownad /)/ i /&/ otrzymujemy:

/f_:/; S e L -2

Pray Gl 24
A +/ YR AR

Funkc ja /Lﬂ- t.j. linja wpiywown dla rsakcji .
podpory, przedstawi sig wykreslnie jako linja réw-
nolegta do osi odecigtych i majgce rzedna27:nf4/
/rys.4/. Rzgdna ta jest liczba oderwana /t.j. ma
wymiar zerowy/. |

Przedstawmy wykreslnie funkcje /AT‘ t.j. linje
wptlywowg dla momenbu zamocowania belki na podporze.

Przy A0 Y,

Przy,(—f F:—// =2

Prey x=2 / F—-—/Z"{

Rzgdne tej linji zmieniajg sig wediug prawa
linji prostej, przyczem przedstawiajy wielkodeci

linjowe /t.j. pewne diugodci/ /rys.5/.
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tr /t%; /po~

Narysujoy linje wplyviwg gily tn
przeaznej# w danym przek ro1u/71//belk1 znajdy -

jgcym sie w odlegiosci (?y}cd rodpory /rys.8/.

Z okreslenie sily popruzscgnsj w danym przekro-
ju belki, - Ze jest to suma algebraioczna wszyst-
kich s8i dzialajgeyck na odcimek belki od podpo-
ry /lub od kodca belki/ do damego pruzekroju, -
mamy

1/ w wypadku kisdy cbcigzenie znajduje sie na
belce = lews] strouy przekroju /ﬁ/Z{rys.a/;

gy
L= f- P

8 pTay 1 b

Pf =l A

Poniowas z warunku réwnowagiéi:,ygé7, iy

/4:/, wies
y _
o= e LD

czyli obecigZenisc belki, stojgce z lewe]j strony
przekroiu A" nie wptywa na £ilg poprzeczng w tym
przekrocjn. |

2/ ¥ wypadku, kiedv obciazenie znejduje sig
% prawej strony przekroju ,%T’ /xys.6/:

YA
n Prey
P oS L % =77

Buzpafmzmy teraz linjq wplywowa mowentu zgina-

i



N

jacege w danym przekroiu /’if’belki, znsjdujgoyn
sig na odlegiodci 5 od podpory /rye.7/.
A

. Lot 8ira A,

—f e &

: L E = E znajdujjoa
2 o ¥ ; gie 2 prawej
e J;K :

47 I LB strony pree-~

— X == = g
inroris g il = kroju A

L s : ' . - .

i mwg,.'f‘;’f,‘/s’;:" 3";’2; Ay daje moment

{
I

: '/V" w tym pras-

2 /i Iiu@u\@z 1 kroj;:l; /i-:'
N ‘\
b A1)

Pray ,DE: 7

obtrzymamy :

£y «%3//%-5'/ A F
%y YA AR "‘57'-";”0
ey 24 A f4g)

Oznaczajac //- §) preea 5" mozomy prazedsta-
wié wykreslnie funkcje ,4,

Kiedy obcigzenie 2z zpajduje sig nr lewo
od przekroju 4 , to na odcinek{ﬁh’) belki
/rozpatrywanej jako déwigar niewazki/ zadne sily
zewngtrzne nie dziatajs, wskutek .ozego moment ‘
zginajgoy /‘//fr - w przakroju /’f réwny jest ze-

ra..
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Linja wpiywocwa momentu /4%; gmionia sis, w za-~
leznodci od zmiany xﬁ ~ wodlug prawa linji pros-
tej.

Rzedne 1inji wplywowe] - przedstawiajg
wartosci linjowe /%.j. ramioza momentéw/.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia linji apiywo-

wej ngieoia kolica belki, zamocowanej kodcom w

=i T —

= -

Sciang /rys.8/.
Jak wiadomo rdéwnanie odksztalconej /ugietei/

0si belki jest:

LT SE o

T s T ey, T

gdz

i jest zmien-~
[
1 . I
[ L & == e wartosé
1l «— - g —-5 1
\ : , nomentu zgi-
Il‘i 4 ,74/! i 1
i L % Tl -~ B gf'sf':'%-;,cr recy
I 3 e p \‘\\\ ¥ <y
[ A‘;_\\\,. / s t |0 I / 3‘”

~ o Pl .
i ! ‘,p Vit ’/-[‘)/ é’/- V
i Przg ata
§ rys, 8, ;
j tyw wmonen -
h cie beg~
# wiadnodci

: [{ziypula pOPTZECZnego przekru u Ja'kzb many
dv 7 {/iﬂ g4
S e— ("-—-— «
T el iy

P . i?
AT o ot j/ CrG

&
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Pray A= g, %:a skaa C, =0
L 2 . -
Opréoz tego 172y X=0-Y:0 gkad (,< ¢
Wskutek tego, zréwnanie odkssialoonej /linji

ugigcia/ ma pestaé:
I 75
T i (AT é

/"'D
A+ EET By

Tangens kata zawartego miedzy osig / odoig-

albo

tyeh i styoana do linji ugiecia belki jest:

f:.—j (2L

Ay 2f 5
Fray A=
3
2L
/= ~
% 3£ T R ey

/’Z) nZ
é%/!zl— Zf‘é‘- v RO A PR

B.
PW.

Rozpatrzmy wypadek, kiedy oboigzenie /D Znaj -
~ _duje sig w punkecie /f - W odlegloéo”i ’5' od. -pod -

pory A 1pa beloe o dingodci Z /rys.9/ i okrelt'i‘imy.
ugigoieasig belki w jej koficu t.j. w punkcie 2 nd

LINJE WPLIWOWE. Arklsz 2-gi,



e
tego obcigzenia,

Na mouy wyprowadzonego wzoru /2/, podstawiw-

szy g zamiast {? , mAmy:
LY

Jest to
ugiecie
bolki w
punkcie

/ﬁﬂZeby

otrzymad

ugigoie
rys. 9. W punkcie
ZES nalezy dodaé do ugiecia(§?}i;4 punkoiezéf
ohnizenie sie@punktu B /patrz rys. o/
wzgleden punktu_/ﬁ’,, zalezne od nachylenia sie
do poziomu stycznej do linji ugiecia w punkcie
(/).

Tangens kata nachylenia sig do poziomum
stycznej do linji ugiecia w punkcie/??}fna mooy
wzoru /3/ jest réwny: Y

>
& = 2‘1}?-7 AR AL SR/ ¥

Odlegtodé zas pozioma migdzy punktami 16, i
,Eb-stanowi:[é?‘ji/l Wskutek czego, ugigcie



g
pua&tu.‘Zﬁ}od gily )Z> » Przyoione] w punk-~
ciGJ%f’ , badzie:

z’ A ,7’5:4{;7452
j9i> SLT 2L7 3 [Laliesil 264
P

Biorge za nawias S 27 , otraymamy:

Y fff/ L5 5 / 4

a prazy

4 z 5 )
:%y’gfzv/fff- £

7

Z drvegiej strony, na mocy réwnania linji
ngigeis /1/ wamy, podstawiwszy 4= § , ze ugie-
cie belki w p. 166-, wywoiane silg réwna jedno-
gci, przylozong w punkoise B , réwn& sig tej
same j w16ik0é“1{62</} sals ngieciu wp.B , wy-
votanemu gilty rﬁwnq jednodei, prazylozong w p.

#H)™ .

X/ To twierdzenie potwierdza sie na zasadzie
ogélniejszego twierdzonia o waz & jemn o -
g c i przesuniaé,wyplyﬁaja,cego:a
zasady pracy wirtualnei i 2 twierdzenis Betti
/patres cegdé Kursu, tyczacy sie odiksztafgen i

dZwigaréw statycznis niewyznaczelnych/ .
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Gzyli, ze linja ugigcia belki zamocowanej
koficem w $§cianie od sity réwnej jednosci, pray-
Yozonej w kcdou belki, jest 2z ar azen
linjg wplywowsg- ugiegocia
kofica belki,

Rzgdne te] linji wpiywowej znajda sig, po

- POdBtaWieniu odpowiednich A , z réwnania:
/

/// 7 G N ) T e

Przy =0,

Przy - [ 7 Z

¢3é27

Z po-

WyZszego

widaé,

|
|
7 ' 13 '
: - %ze linja
e | l
A

=7 wpiywowa

: . dla ugie
! 06/::1»‘// :w PUNIKLIE B a

| { i cia

E £ E /spresy -~

567  odksztal
é’ | cenia/

korica

a D P e A
Zj@miﬂmﬂlﬂ?f stego
6

dane j
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stalycznie, wyznaczalne) belki jest linjg krzy-
wg /réwnanie trzeciej potegi wzgledem 4 /,
% statycznie niewyznaczalnych dfwigarach,gdzie
okredlenie statyoznie niewyznaczalnych warto-
éci /parametréw/ opiera sig na réwnaniach,
odpowiadajgecych warunk on
odksztatced dfZwigarodw, -
jest naturalnem, zZe linje wplywowe tych para-
metréw otrzymujg sig@ w postaci 1 in j i
krzywych lub s8kladaija
s i e 2 prostych 1liniji w
polgczeniu 2 krgywemni,
Wskutek tego, wyglad linji wplywowe)] daje
moznosé odrazu odréznié dfwigary 8t a-~
t Yoz nie Wyznaczalne od
diwigaréw s tatycznie niewy -
znaczalnyoh. Wpierwszej kategorji
linje wpiywowe /za wyjatkiem linji wplywowych
odksztatoefi/ sktadaja sie z linji prostych,
w drugiej kategorji-- 2z linji krzywych, lub
kraywych w polgczeniu & prostemi.



e
$ .2, SKALA LINJI WPLYWOWYCH.

Kiernmnik liczgzb wpilywo -~
wych albdbo jednodgé 1inijli
wpiywowych,.

Dzielunik albeoe mngazaznik
l1iczb wpltywowyeh.

Wypadek 8zczegdlny.

Zastosowanise 1 in}ji
wpiywowe]j] pray obeigie ~
niu parg 8it. -

Rzgdne linji wpXywuwych mogg bydé odloZone
w dowolnej skali. Jednakze jedli te rzedne
bedg zmierzone wprost wediung sk&li rysunku,
to rezultat obliczenia podiug linji wplywowe}
wartodci rozpatrywanej funkcji ocboigiser nie
tedzie prawdaiwy, 0 i1 gy mdie
uwzglednpimy miernika,
t.3. jednosgeci, ktdédrg, pec -
winny byé mierzone r & g g
re dane'j linji wpilywo-
we i .

Neprzyktad, jesli w linji wpiywowe] re-

aknji podporows)] belki gemocowanej jedaynm

Tt d,’, o LT S Fy ” : T S -
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kofcem /patrz § 1/ r2qdn& 37 na podporze byla
odtozona w postaci odcinka wlelkoéci 10 mm,

i wszystk1e rzedne byty misrzone w milimetrach,
to dla otrzymania rzeczywistego znaczenia funk-
cji zc—’naleéy rozdzielié otrzymany rezultat
przez 10 t.j. przez liczbe wyrazajacag j e d-
nodeé wskalli rysumku, gdyz rgedna? na
podporze Zz *//liozba. oderwana/ przedstawia
reecsywistg wartoddé, odpowiadajgog rozpatrywa-
nej linji wmpiywowej.

Dla tego toz przy rysowaniu linji wpiywowe)
nalezy, dla uniknigoia pomytek, robid napis:
jeka wielkofé przyjeta jest za .jednodé.

W innych wypadkach zamiast dz ie 1 n i-
k a , odpowiadajgcego jednostce linji wplywo-
wej, potrzeba jest positkowaé sig mnn o 2 -
nikiem, przez ktéry mnosa sig rzedno
linji wplywowej, wymierzone wedlug skali,

Clegzary skupiome, odpowiadajgce odeinkowi
linji wpiywowej, ogramiczonemu iinjg prosts,
mogs, w celu skrécenia obliozed, byé zastgpio~
ne prsez jedng wypadkowg ioh, przechodzgcgy przez
6rodek ocigzkosoci wspomnianego ukladw ciezsréw
skupionyoh. Wialkosé tej wypadkowe] manozy sie

przez odpowiednig do niej rzedng linji wpiywowe)



LEcW §
’ R L3 "

ja sie jedno mncienie aamiast kilku,
Rozpatrzny nastepny wypadek szczegélny usytkowa-
nia 1inii wpiywowe],

Dany dswigar /rys.ll/, naprzykiaed iuk auzu*zapu-
bowy paraboliczny, obeiazony jest w danym punkcie

-

nurg sii o nomencis /%7 . Haleszy analefd wartodd

newne funkcjilz' obeigsed /mapreykiad poziomej
skredowe ruakcjif%odpnrg 2y “uf, wywozanej tem

obecigzenism, korzystaigo z 1linji wpiywowei funk-

Nazwijny

# takim
razie, mnezge

gily te przez

pdposiednis

vzadne iinji

o e / ; :
(VLT WLy wpiywowej,
rys.1L. obtraymany war-

£= A = - ZPZ/’ 7‘271_ todé funkeji
s
/;/g:- %-fﬁf]/"
& L ¢

Ale
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/patrz rys.ll/.

Skgd:

Ty By eag)

Jeéli, zamiast /. , podstawié réwng jemu

‘wielkosé Z? , to otrzymanmy:
FrH-Foy

Pomnézmy i rozdziolmy otrzymany wyrasz pr2ez
Ag t.j. przez poziomg odleglosé migdzy sita-
mi A i 7 , t.j. przea ramie pary siZ.

e /DAf——Z /V—A—?

Jak wiadomo, bez 7m1any warunkéw réwnowagi,
mamy prawo zastgpié pargy sil inng, ale majaca
ten sam moment, & mianowicie zbliZajgc sily pray

odpowiedniem ioch powigkszeniu, mozemy napisaé:

/V-‘Paj:Pa/f

Skad otrzymamy:

F =175 - //% ’

Czyll wartodé funkcgl réwna sig moment owi
pary sil pomnoZonemu przez tg. kata styczmnej do
linji wplywowe] w danym punkcie & poziomg. .

Dla oblioczenia wskazanej wartosdci fuhkcji_{cf
nalezy jeszcze przyjaé pod uwage d z i e 1 -
nik liczbd wptywowyoh, t.j.
tak nazwang jednostkoe Ldrp =i




i 1% A

wWpnDiywowe]j.

Przyjmijmy skale rysunku déwigara 1:300;
rzgdne linji wplywowej reakcji poziomej,éy tuku
przyjete Zizaz/ﬁ moment pary sil wyrazomny w to-
no-metrach.

Rzedna dlugosci jsdnego centymetra odmierzo-
nej na rysunku przedstawia 1/2 jednosci.

Odcigta o diugodeci 1 cm. wymierzona na rysun~

ku odpowiada rgzeczywistej diugosci 300 cm,

3 metréw.
Jedliby po wymierzeniu na rysunkuuj;%}yzka-

zal sie réwnym Jednoécl, t.j.

to rzeczy%f;%a jego 'artoéé bytaby:
Z el /

— Z - —
VAR
t.jo de2ielnik, albo jednost -
ka 1lingji wplywowe} réwna sig 6.
Zatem 1loczyn,/?2?p powinien byé podzie~
lony przez 6, przyocze Vo otrzyma siq w to-

nach.
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§ 3, FORMA LINJI WPLYROWEJ PRZY POSREDNTEE
OBCIAZERIU.

¥ déwigarach mamy najczgéciej do czynienia
z obcigzenien podredniem, t.j. 2 cigzarami prae-
noszonemi na gtéwny déwigar tylko w pewnych'
punktach, zwanych punktami wezlowemi, przez be-~
lesczki podluzme i poprzeczne.

Na rysunku /12/ pokazana jest csedé giéwmego
déwigars & wezlami 22 i(%#g/, w ktérych posta-
wione sg poprzeczns belki 2z lezgca na nich po-
dtuzng belka. Na podiuzng belke dzialsz obecig-
senis 2 W odlegtofci A od wezla 777 ; odleg-
Ycdé migdzy sgsiedniemi weztami, czyll dtugosé
przedziatu jest

Wskutek tego, 2e belke podtuzng rozpatruje-
my jak belke prosts, t.j. rozciets w‘punktach
weztowych, cigZar 2~ odda sig, jak wiadomo, na
poprzeczne belki, jako podpory belki podluznej,
w stosunku odwrotnie proporcjonalanym do odlsg-
todci tego oigzaru od belek poprseczaych.

Czyii: i
e R
Bl Pﬂ"‘”



- &8 =

gdzie 5, jest to czesdé cigzaru /D , ktéra gie
przeniesie na wezelﬁﬂ-/j, a /7,, jest czesé cig~

zaru P ktéra sie przeniesie na wezel 777 ,

2 X Kazwi jmy
; ! ' ﬁ( rzedng roz-
1
L r \ atrywanej
) R <
_ = ! : linji wpiy-
g A l ' | lz') g wowej /ja-
; o E ! kiejd funk-~
: i : A o
i i i cji obecig
! :7 EZ” 204/, znaj-

dujgcyg s8ig

<

pod cigia-~

‘ ‘rys.l2. rem 7 przes
/7_/, a rzedne tejZe linji wpi’ywowej pod cigza-~
rami /2_, i 2,, przez 7 i 7, . to wskutek
znaczenia 1inji wpiywowej oraz tej okolicznoéci,
5e¢ przy posSredniem oddaniu siity, Ygczny wplyw
sk1adowych 7,,)”__/ i 2,, musi byé réwny wplywowi
ich wypadkowe] Y , otrzymujemy nastepujgcg za-
leznodé:

9= L) Pos ™ T P

Wprowadzajgc do tego réwnania powyisze wyra-
zy?;,_, i 2, , “najdziemy:
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f e Py

Skracajac to réwnanie przesz A , mamy osta-
tecznie:

A
/ 33 P12~y d

Z tego widaé, ze‘z? jest linjowg funkecjg

[§K7 ozyli, 29 linja wplywowa

niedzszy dwonma ¢ 2 1

wemnmi

belkami popra mil/

w 0

puruoktami /migdzy dwiemna
eczmne
0

jest linjag pr st gq.

§ 4. ZASTOSOWANIE LINJI WPLYWOWYCH PRZY
OBCIAZERIU CIACRLEM,

Zal6zmy, Ze odoinek(ﬁz-)@/rozpatrywanego
dfwigara /rys.13/ jest obcigsony oiaglpm oboia-
2eniem.réwnomiernie rozlozongm na tsm odcinku
tak, ze na jednostke diugoseci odcinka przypada
4%%/jednostek cigzaru, Pewnej rzednejz?' danej
linji wpiywowej odpowiada odcigeta 4 . W takim
razie wplyw elementarnego obciazenig/éaé’roz—

patrywanego jako nieskofczenie maly cigzer sku-



piony, wyrazl sie przez ilocgyn:

//ét2£(.2?z :'aszfw

& wplyw ca-

tego obecig-~

z2enia cigg-

tege wyrazi

Big sumy
wpiywow ele-
mentarnych

oboigzen,

@ HIV L% } ““UJ/////'é catke:

rys.13. 4
Poniewaz//ﬁ jest wartosScig statg, zatem:

o o o2
gdzie g przedotama czaéé pola, ogranioczone-
go linjs wplywowg, zZakreskowans na rys.l3d.

Jak juz wskazano w § l-ym, rzednez?’ ®Og3
mieé réime znaki.

Punkty, w ktérych linja wplywowa przecina oé
odoietych@g/ , nazywaja 8l¢ punk tami




zerowemi, albo punktani r ¢ z-
dziatuw obecigszen. Te punkty dziels
(o] odoietych(éhéy na odcinki, odpowiadajacé dodat -
nim lub vjemnym rzednym lirnji wplywowej; te punk-
ty zerowe dzielg tak2e p ol e wpiltywo-
w e /cayli pole ograniczone linjg wpiywowy i
osig odzietych/ na pola z dodatnieri i ujemnemi
rzednemi ., '
Fa rys.l4 przedstawiona jest linja wpiywowa
.ﬂa/ceé/’, w ktére] odeinkowi@e/ osi odcigtych
odpowiadajs dodatnie rzedns linji wpiywowej, a
odcinkowi(("@- cdpowiadajg ujemne rzedne linji
wpiywowej;

T I I < Moty 17

E

¥ K . ¥ ¢ :
£, AT Ay e - 3°%° Be 9¢
datnie pole

wniywun, a

pole(f‘éé?

jest to

ujemns pole
- wplywu,
Jedli

obclgzenie

ciggle, ma-

rys.l4. \ jace wartosé



/f/jednostek cigzaru na jedunostke dlumgodei,
sktada sig z dwéch czebci, a mianowicie: 1/ ze
stalego /nieruchomege/ obeigzenia po/ﬁ/jednos-
tek cigzaru na jednostke diugodci, 2/ z obeigZe-~
nia czasowego /ruchomega/ po//y;’;ednostek cig-
zaru na jednostke dlugodei, to max./ i min. S
/najwieksze i najmniejsze wartodci rospatrywanej
funkoji < oboigses danego déwigara/ beds zale-
66 od odpowiedniego ustawienia na dZwigarze ob- |
cigzenia ruchomego ﬁ’ !

Oczywisdcie, prazy potozeniu ruchomego obcigze -
nia A tylko na odeinku déwigara, odpowiadajg-
cyn dodatnim rzgduym linji wplywowej [&:g:y_trzy—
mamy /mex.t /. Zaé dla otrzymania /min. Vo
trzeba obcigzyé diwigar obeigieniem ruchomem
tylko na odcinku, odpowisdajgeym ujemnym rzed-
nym linji wplywowejﬂg. :
~ Jesli oznaczymy dodatnie pole wplywowe przez
,52, », & ujemne pole. wplywowe przez ,_2 , to ob-
cigzywszy diwigar, jak wskazano powyzej, otrzy-

mamy ;

T ax ﬁ% *//-/?, Fi -2

grren £ = S -/ )l
a]'.{og zas.;te/;tzjafc(/z//;kj/pr"éez , mamy:

7I7aX Ff/.? -/ﬁ_ga




Sk L e

73177 /[‘:/ft:ga 3 "4-92, = '-/;}?2 :A‘?//

Warto$é funkoji A zalesna tylko od statego

i

/nieruchomege/ cigglego obeiazenia, okresla sie

jak nastepu;)e. p }«\/

Dlia przykladu /rys.15 wyznaczmy za pomocs li-
i / nji wplywo-

i wej igei
y e B j ugigeie
7

Z

{

I

{

] B kofica B bel-

ki gamocows -

— G

q/ Vé E
7 e :/* £ i nej jednym
Satidecasiiicoo T koticem /7
115/4;'0'/&7 W AUNKEIE B ' 5 d
w 8ciang o©
Qr‘u’:ﬂ@fiﬂum LHJ\ iil % / obcigzenia
S ciaglego
&6’
7”' ’ PO"
rys.15. krywajaoego

calg ne]ke o dlugoéci / /patra § 1/

A3 g //7 olr + i 5D

S

e 5,45*.7 ﬁ// ,r/
strzaiXa uzigeia w p. )

- 2 4 %
B (5t £

LINJE UPLYWOHE,

Arkuse 2 -gl -



§ 5. USTAWIENIE ZBSPOLU CIFZAROW DLA OTRZTMANTA
max./ ZA POMOCA LINJI WPLYWOWRJ.

Rozpatrzmy najpierw linje wplywowg, majgog formg
tré6jkgta /rys.16/ i uk}ad cigzaréw, niezmienriec mig-
dey sobg zwigzanych, czyli znajdujgcych sig w sta-
tych odlegicsciach wzajemnych, sprowaaza140yeh sig
do wypadkowych W i 14f znajdeiacych sie naprzeciw

bokéw 4(7 CB linji wplywowe].

Funkcja /~ obcigzel oczywidcie /rys.ll/ bedzie:

F My e B

2

¢
Z % 2w |e Przesuimy
2 2l |, ukled obcigzed
BN i 22 ‘?ﬁLP’j’ na prawo, na -
i) S \\K\\ 2 waty odlegtosd
/1 | -
Ny AN /rys. 1 7/,
Wtedy funkeja
A
A, Ze-
A AN B -

) : przyrost:

c—— Q » ,

i rySMg | /'-M/A/fﬁ/zy

alo, jak widaé 2z rysunk 0!7




Poniewaz z tegoz rysunku widaé, ze

A

s

MQG/fa’ }l/fqlmozna napisaé¢ w formie:

4 (Y- 2%)

W,
>7g"“
Sl Bl

Jeéll

W,
a

to

czyli war-
tod6 funkoji

F bedzie

wzrastan

1 a w
miare
rzZesu-

ania

€ spoiau

0O N = O

ig2a-

réw n A

ryu }7 prawo,
pbki Jeden z olgzaréw, polozonych na lewo od
w1erzcholka</:// trijkata 1inji wplywowej nie
przejdzie na prawa strone.




ke

dtedy forma i wartodé funkeji ik sig zmieni,
leorn wéwozas, w zaleznosei od odpowisdaiej warto-
dc1 przechodzgeego przez wierzchotek linji wpty-
wowe] cigzara AW nozeny otrzymad:
W, =% s W+ 2
- ~ -
czyli znak nierdéwnodci mozZe eie zmienié,

W takim razie nowa funkcja 4{’ obcigzen hedazie

slg zmnie jszata Pprzy ©prze
suwaniliu 2espotu ciegzardw
na DpPTrawo _

Poczgtek tego zmnie jszania sieg funkcji,/cv na-
stgpi pray polozeniu e igzaru 22» 1] w1erzcholku{€;’
tinji

wplywowe .

Prazesurmy teraz zespél ciezardw z pierwotnego

[

poloienia,frysnléy na mats odlegto§é A X ns le-
wo /rys 18/

Wtedy prayrost tumkeji A edzie:
amigh | -
B v —}1,/17,1&}1./4%,
o
albe, porniosas

/zmnieiszenie rzed-

'1277 ;égcz NV ¢ s /’

/ = a(z A X /Parngaz:/vu. nzé‘oau;’/ 7/
7o a/a (WG, « B Egota ax

cayli ten przyrosf zmieni swéj znak w poréwnaniu




R

z przyrosten zsy/gv

Jak peprzednio, mozemy nupisal:

A/‘(/W/a W i),
albo

el G //"""<‘7

jeéli, jak bylo'zalozone: /yﬁ ~ 1A

L.} prze-
suwajae 26 -
Spél cigia-
réw na leswo
bedz iemy

Zwn ie j

3 2z 8 1 1

wartosé
funkcii ~

To dowo-

dzi jasno,

rys.18 20 dla gsigp-

nigcia /max. £/ nalezy przesuwaé zegpdi cigua~
6w na prawo.

Ale przesuwanie cigzaréw na prawe naleiy npro-
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wadzié tyiko dopdly, pdki nie okaie sig, ze pray-
rost funkeji /’7 nie stanie sie uw je rn y um,
ozyli péki nie nastgpi nieréwnosé:
w ' el

, & é
gdzie Vi W, sa to nowe wartosci wypadkouych
olgzaréw, odpowiadajgcych bokom /C‘i C"ﬂlinji
wptywowej, ktére sie okéza, przy przejsciu jedne-
go lub wigoej oigiaréw 2 1z lewej stromy linji
wplywowe] przez wierzcholek jej @ na prawg stro-

neg.

Oczywidoie /max. £/ bedzie odpowiadaé warun-
kowi: }%f/ }%{I

Tk o

przyczem jeden z cigzarbfw bedzie sig znajdowaé
na pionie, przechodzqoym przez wierzcholek (@

Jeéli ten cigzar oznaczyé praez 7), aﬂ%-{'y
prees ” , zas W— przes M ) to mozemy na-
pisaé, jako warunki /max /,c-/. | :

1/ jeden z najoigiszych cigzaréw /~ nalezy
poatawié w punkcie @/' '

e R We
Z

albo
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skad takze:
Wy

R R

iame S

ZP-J + P+ Wi

Werunki te moina przedstawié wykredlnie w ten
gposéb, ze plem 8il /rys.lg/ dzieli siq na dwie
czgdci proporcjonalne do odleglodci <« i &
punkta (© od punktéw ./ i A . Fa rys.l6 possu-
kiwany cigzar okzzal sie 73 .

——

—— Q. ——m A

Z powys -~

B szego wypada
_ ze dla linji
1 B wplywowej,
' majgcej for-
(%,  mq tréikatna,
b najwiekszodé
-7% funkeji A7
oboigzer od-
rys.l9. powiada wa-
runkom j‘-_-'-zf-‘-/‘czyli réwnoscl obcigzed na jednostke
dtugosci prawej i lewej oszqéci diéwigara, przy wa-

ranku, zeby jeden z najcigiéssych cigzaréw znajdo-




Ry 5 (T

wal sig w punkois Ga t.j. w wierzchoiku 1i-
nji wpiywows],

Oogywifcie pray wszystkich przesuwaniach
na prawoe i ne lewo zespolu cigiardw zakladanmy,
ze ani jeden z tych ciezaréw uie schodzi z diwi-
gara, O ileby to mialc miejsce, to nalezy zmie-
nié stosownie wartosci A i ;Zfi Nanowo pPraspro-
wadzié powyzsze badaunie,

Raturalnie przdd prébami z przesuwaniem lub
przed sprawdzeniem powyiszych warunkéw /nex A
-nalezy odrazu postawid najeig¢isza cz¢dé zespo~
fu cigia-
réw wzgle-
dem linji
wpiywowe ]

tek, Zeby

najwigkazy

ciszar od-

powiadai
nejuigk-

sae) rzed-
nej linji
rys.20. wpiywowej.
Jesli linja. wplywowa ma form¢ w 16 1 o -
bokuau,t.j. jest iLinjsag 2sasna-
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n g /rys:20/, to dla okreflenia pooionia ze-
spotu cigzaréw, odpowiadajgcego /max. /ry, 100Z6e -
my zastosowad powyzsay sposéb badania przyrostéw
tej funkeji t.j. A /£ pray przesuwaniu zespolu
ocigzaréw w prawo i w leswo. JeS€li w obu wypadkach
przyrost funkcji / okaze i ujemnym
A Lo
to potoZenie zespoiu cigiaréw na déwigarze od-
powiada /max, A~ /.

Badanie tych przyrostéw mozna wykonadé wykresl-
nie.

Widocznem jest mianowicie, Ze przy przesunig-
cio na odlegloséd 4 .¥ zespoiu cigiardw prazyros-
ty 1_’34/ razgednych Z linji wpiywowej otrzymujemy
dodatnie natych bokach linji wplywowe],
ktére wzndszq sig do gfry /w kierunku przesunig-
cia/ od osi'odcietyoh, lub wogéle odohylajg sie
od osi odcietych /czyli stanowig z nig k g t ¥y
ostre/ . Hatomiast przyrosty ;3. otraymu-
jemy ujemne na tych bokach linji wply-
wowej, kitére /w kierunku przesuniqcia/ nashyla-
ja sig /spadajg na d6Y/ do osi odeigtych /ezyli
stanowig z nig katy rozwarte/.

Przyroety te 4127. mozone przeg- odpowiednie



LA

wypadkowe ciezaxrow, t.j. wielkoSoi
M7= Mngd
nozemy odkiadaé w pewnej skali jedne za drugiemi
uwzgledniajac znaki /#/ i/~/, zaczynajge od
przyjetej osi odcigtych, ~ w formis rzedmych,
np. dodatnie do gbéry, a ujemne na déi, i otray-
naé w ten sposéb odecinek, przedstawiajacy wypad-
kowy przyrost funkcji v t.j.
2%7
Zemiast samych przyrostéw mozemy rozpatrywad

wielkodci do nich proporcjonalne, a mianowicie:

V25 o
i otrzymaé: ! ;j;% T
ZWfﬁd =

Znak tej wartoéciﬂ§7}¢gé§7poka£e, czy funk-
cja_;‘rfprzy danym przeswnieciu zespotu cigza-
réw zmniejsza sig, czy powigksza,

] tym'belu, rysujemy linje poziomg, ktérg
przyjmujeuy za o8 odcigtyoh; na tej osi odkia-
damy jedne za drugiemi wypadkowe cigZardéw, odpo-
wiadajgeych kazdemu bokowi linji wpiywowe j
/rys.Zf/. % poczatkowego punktu & odlozonsej
w ten sposSb pierwszej wypadkowej, przeprowadza-
my réwnolegis 0/ do pierwszegc boku /Biinji
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wplywowej do przeciqeia sie tej réwnoleglej, kb6~
ra formuje z osig od01qtyoh kat 0(' % pionem prze-
chodzgoym przez koniec g cdoinka M . W ten
8poséb otrzymujemy rzedna 68’ réwng Mfdf—

N L

Rvs. 22

Z kofhoa te] rzednej rysujemy féwnolegla do na.stqp-.
nego boku BC1inji wpiywowej do przeciecia z pio-
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nem przechodzgcym przez koniec @/ odcinka Wz-,‘,
w ten sposéb otrzymamy ;zedna/@ay, ktéra praed-
stawia sume ;
A e, *"Zaérf;f‘x:z
Postepujac dalej w ten sam sposéb, znajdziemy,
ze odcinek pionowyﬁ?%%jprzedst&Wia poszukiwang
sume :

W G2 H Goum Koy G

czyli wielobok linji réwnoleglych do bokow dane ]
linji wplywowej, 1zuty bokéw ktérego na of odcieg-
tych przedstawiajg cdpowiednie wypadkowe(?gz7ob«
cigzen, daje nam odcinek pionowy, przedstaﬁiaja-
oy wartosé proporcjonalng do przyrostu fankcji
/‘r-obeiaéeﬁ:
<§;§':: 2257}5{%étﬂ‘

Jesli odoinek(ﬁgzé}étrzyma 8ig nizej osi od-
cigtych, to przyrost fumkeji o jest ujemmny;
w preeciwnym razie - dodatni.

Przy ujemnym odoinku/4?3;7’funkcja /é— bedzie
gie zmniejszaé przy przesuwaniu zespoiu ciezaréw
na prawo /rys¢2?7.

Nalezy zatem sprébowaé przesunigcia zespolu
cigzar6w n a 1 e wo . JeSli i pray tem praze-
sunigciu otray mmy wskazanym powyze) spo3obem wy-
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kresinym odcinek ujemny, to znaczy, Ze wartosé
funkecji ~ jest maximum.

Cigzary, kt6re mogg sie znajdowaé w wierzcho%
kach wieloboku linji wplywowej, nalezy, pray
przesuwaniu zespolu cigzaréw n a prawo,
dodaé do wypadkowych(ﬁhi/, odpowiadajgoych od-
nosnym preawym Dbokom linji wplywowej;
za§ przy przesuwaniu mn a 1 e wo dodaé
‘do wypadkowych (?27. odpowiadajgcych 6dnoénym
lewym bokom linji wpiywowej.

Naturalnie najcigiszg czedé zespoiu cigizarodw
/np. pociagu/ naleiy odrazu tak postawié wzgle-
dem linji wplywowej, Zeby najociszsze cigzary od-

powiadaly najwigkszym rzednym linji wplywowej.

§ 6. WIZNACZENIE WARTOSCI OBC1LZEN1A CIALGLEGO,
ZASTEPUJACEGO ZESPOL CIPZAROW SKUPIONYCH,
ZA POMOC4 LINJI WPLIWOWEJ.

“astesowanie linji wpiywowych moie znacznie
utatwié wyznaczenie wartoseci r 6 wn o -
znaoznego oboigsgenia o6 1igg-
e go /,/6/ jednostek cigzaru na metr biezgcy
déwigars/, wywolujacego taka samg wartodé /max/~y,
lub /min./~/ danej funkoji obcigzer, jak oboig-
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.2enie danym zespolem cigZardw skupionych /np.
pociggiem/. ,

Przedstawmy sobie /rys.21/, ze odcinkowi AC
linji wplywowe) odpowiada tekie ustawienie zespo-
Iu cigzaréw skupionych #, 2 4 i t.d., pray
ktérem funkcja ~5 otrzymuje wartosé /max,lzr/.
Wyznaczny wielkosé ‘/%’ ciggiego obcigzenia na
metr biezgcy déwigara na odeinku /427 , Wywotu-
jacego te samg wartodé /max. ~ /.

Na mccy wskazéwek /§ 4/ o stosowaniu linji
wplywowych przy obcigzeniu ciggiem, mozemy napi-
gaé, jesli odcinkowi #C 1linji wplywowej odpo-

wiada dodatnie pole wpiywowe s

ﬂ?aa'/cmf zvowugg?)fgél:./%ﬁx;>
skad _;S?)ZD
777@4 or
/( & o [: e?‘r/

Wartosddé J}ff jnst tem wigkszg, im mniejsze
jest §2° i im wiokeze ZP7
Dla niekt6ryoh linji wpiywowych /np. dla 1i-

nji wplywowej momentu zginajgcego w danym prze-

kroju belki prostej, lub dla reakcji podpory bel-
ki prostej/ .27 jest funkeja rozpietodei dfwigas.
ra. Stad wynika, ze w tych wypadkach dla diwiga-
réw malej rozpigtodci otrzymujemy A wigksze niz



A

dla diwigaréw duzej rozpigtodeci.
Dla poszezegélnych form linji wplywowych
Winkler wyprowadzil z ogblnego wzoru:
ar 2 Pom
A= Fos Y

wzory, dajgee  p r zy h1lizone wartoscd

ciagtych réwroznacznych oboigzed /ﬁ/ y

4 powyzszego wynika, Ze gposoéb linii wplywo-
wych nie tylko sam przez sig utatwia obliczenia
dZwigaréw bezpocsdrednio od
cbeigzZzenia ruchomego 2zeas -
potu cig2ardéw skupionyoch,
zamiast wudywansgo 5z98t0 przy oblioczeniach wy-
obrazalnego /fikeyjnego/ oboigtenia cigglego/,
lecz ponadto daje jeszcze moznofé latwego obli-
czenia semej wartodoi {ego zastepszego obcigzeniz
ciggtego dla réznege rodzaju déwigarsw i dla roz-

maitych funkcji obeigzei.

§7 . ROZMAITE SPOSCBYI WYZFACZENTA /t.j. OBLI-
CZENIA RZEDNYCH/ LINJI ¥PLYWOWICE,

Do wyznaczenia linji wplywowych, szczegdlnie
w wypadkach wigoej skomplikowanych, nalezy wybie-
raé najprosteze sposoby, najlatwiej prowedzgce
¢o celu. ]
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Z tych sposobéw wskazemy:

i/ Sposéb Ritter'a, czyli statycznych momen-
téw;

2/ wykreflanie sposobem Cremon'y reakcji w
pretach kratowego diéwigara od 8ily jednostkowej,
przyczepianej po keolei w kazdym wefle kratownicy;

3/ rozpatrywanie réwnowagi oddzielnych wgztdw
kratowniocy, rzutujgc wszystkie sily, schodzgece
gie w wgfle, na odpowiednio wybrane osle;

4/ zastbsowanie, jako zasadniczej, linji wpiy-
wu reakcji podpory belki proste];

5 zastcsowanie, jakc zasadniczej, linji wply-
wu momentun zginajacego w danym przekroju belki
proatej;

&/ zastosowsnie, jako zasadniczej, linji wply-
wu 8ily poprzecznej w danym przekroju belki pros-
tej:

7/ zastosowanie réwnania pracy wirtualnej

/pracy przesunigeis/.
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