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wywrécenia sig; obrét ramy giroskopu bedzie w tym razie taki, jak
gdyby nie istnial giroskop. Wyjasnienie takiego zachowania sig ruchu
ramy lub wozu, jakie stosujemy do tych dwéch przypadkéw, znajdzie
czytelnik w przykladach o dzialaniu giroskopéw o jednym stopniu swo-
body. Te dwa szczegélne przypadki mozemy uogélnié i wyjadnienie to
wypowiedzieé w nastgpujacy sposéb: wladciwodei stabilizacyjne posiada
jedynie giroskop o trzech stopniach swobody. '

Przyklady powy#sze majg na celu wskazanie metody obliczenia,
jakie nalezy stosowaé przy stosowaniu giroskopu do stabilizacyi pray-
rzgdéw chwiejnych. *Szczegdly tych badaii jak np. wplyw sily odérod-
kowej wozu na dzialanie giroskopu podezas ruchu jego po krzywym torze;
wplyw oporéw na ruch wozu lub statku znajdzie czytelnik u Féppla
w VI-tym tomie na str. 220-ej; u Kleina i Somerfelda w.tomie IV-tym
.na str. 903-ej; jak réwniez u Routha w tomie Il-gim; w szczegdlnodei
za§ opis i wskazéwki do obliczenia wozu jednoszynowego systemu
Brennan’a podajg A. Gray i J. G. Gray w dziele swojem ,A Treatise
on Dynamics®; w dziele tem znajdujg sig réwniez liczne przykiady ruchu
giroskopow.

90. Przykfad. Ruch bagka. Jezeli jeden punkt osi giroskopu swo-
bodnego uczynimy nieruchomym w ten sposéb, azeby giroskop mdbgl
swobodnie krecié sig okolo tego punktu, to po nadaniu
giroskopowi obrotu okolo jego osi, i po ustawieniu tej
osi pochylo wzglgdem pionu, otrzymamy obraz baka,
puszczonego swobodnie na plaszezyZnie o tyle chro- ‘
. powatej, ze koniec osi jego nie bedzie mégl sig po niej
§lizgad, weZmiemy ten szczegélny przypadek pod
uwage, rys. b2-gi.

Wiemy z dodwiadczen, ze jezeli ustawimy bagk

Rys. 52. " niewirujacy pochylo, to sig on przewrdci; jezeli za$

' bedzie on w tem polozeniu pochylem: wirowal, to za-
chowanie sig jego bedzie inne. I zupelnie stusznie; gdy bowiem giro-
skop wirujgey otrzyma ruchy dodatkowe, jak w danym razie ruch pada-

nia; to powstajg wtedy momenty sil odérodkowych, ktére wplywaja na
jego ruch.

" Na dany bgk dziala w tym razie sila cigzenia, ktérej punkt przy-
lozenia jest w Srodku jego masy; oraz sila odporowa w punkcie podparcia.
Ciezar baka jest dany, sila za$ odporowa w punkcie podparcia jest nam

. nieznang. Wektor momentu tych sil, jako sit zewnptrznych, dzialajgcych
na dany giroskop, wzgledem bieguna obranego w punkcie podparcia, jest
prostopadly do plaszezyzny (S, 2), przechodzgcej przez Srodek masy S
i od pionowg s, wystawiong w punkcie podparcia, i wektor ten pozostaje
prostopadlym do tej plaszezyzny we wszystkich polozeniach giroskopu,
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jakie zajmuje on podczas swego ruchu. Poniewaz moment sily odporo-
wej wzgledem punktu podparcia réwna si¢ zeru, przeto uwazaé mozna,
ze w.zadaniu tem znane sg sily i ruch poczgtkowy baka, a nalezy obli-
czyé jego dalszy ruch. Ruchem poczatkowym baka moze bydé ruch wiro-
wania, jezeli wirujgcy bak pudcimy swobodnie; lub tez ruch ten moze by
réwnie# zlozony z ruchu wirowania i z predkogei osi bgka, jezeli w chwili
puszczenia bgka nadamy tej osi pewng predkosd, zwang poczatkows,
W celu obliczenia ruchu bgka z tych warunkéw, zastosujemy ré6wnanie
momentu ilodei ruchu I -
v
Mz =gy
W celu uproszczenia obliczenia przyjmiemy najpierw pewne szcze-
g6lne zalozenia co do wielkodei i polozenia wektora A7, Przyjmiemy
mianowicie z pewnem przyblizeniem, %e predko$¢ wirowania giroskopu
jest tak znaczng, ze predkosei dodatkowe, jakie otrzyma giroskop pod-
czas swego ruchu, sa wobec niej znikome; i nastepnie przyjmiemy, ze
wobec tak znacznej predkosci wirowania, kierunek wektora momentu
ilodei ruchu giroskopu pokrywa si¢ z kierunkiem jego osi i razem z nim
sip porusza. Oznaczywszy wektor momentu ilogci ruchu wirujgcego gi-
roskopu w tym szczegélnym przypadku literg IV; (uwazaé 'go bowiem
mozemy za rzut na of giroskopu wiasciwego wektora 7,, ktéry wiasei-
wie nie pokrywa sig z t3 0sig); wyrazimy jego wielko$§é wzorem

N=C.& . . . : . . ... (20

gdzie C oznacza moment bezwladnodci giroskopu wzgledem jego osi;
a ® oznacza prgdkosé wirowania,

Odetnijmy nastgpnie wektor /V na osi giroskopu od' punktu jego
oparcia, te na podstawie réwnania powyzszego napiszemy wzér

do .
. Mp__c.dt,.._....‘. (211)

z ktérege wynika, ze przyrost predkodci obrotowej & podezas ruchu gi-
roskopu powinien byc¢ ciagle réwnolegly do wektora momentu cigzaru
giroskopu; t. j. %ze wektor &, a z nim w myél zrobionych zatozek.i wek-
tor IV wraz z osig giroskopu, po puszezeniu go swobodnie z pewng pred-
kosdcig wirowania, lecz bez dodatkowe] predkodei, bedzie zmakreélaé ru-
chem jednostajnym stozek prosty o osi pionowej i o pélotworze réwnym
katowi poczatkowego nachylenia osi bgka. Koniec przeto wektora N
zakresli podezas ruchu baka kolo ruchem jednostajnym, ktérego plasz-
ozyzna bedzie pozioma; a dlugo$é jego promienia réwnaé sig bedzie
wyrazowi

(209)

N . sin ¥,
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Poniewaz warto§¢ pochodnej wektora N ‘wyraza sip predkoscig
konica jego, jaka powstaje podczas jego obrotu okolo osi pionowej, przeto
na podstawie réwnania 209-go i przyjetych uproszezeri napiszemy réw-
nanie '

: ad
.5.8n Y= N.sin¥d.—;
Q.s.sin in S7

w ktérem s oznacza odleglodd. drodka cigzkodei bgka od punktu podpar-
cia; QO cigzar jego, a? predkodé obrotowg osi giroskopu okolo osi pio-
‘nowej; t. j. predkodé, zwang precesyjng. Z réwnania tego obliczymy
predkodé ruchu precesyjnego

B T ) 23

7 wzoru tego wynika, ze warto§é predkodei pfecesyjnej jest dla
danego bgka przy danych zalozeniach stala; dla réznych za$§ bakéw ro-
dnie ona z wartogcia iloczynu QO . s.

Okres czasu Tu}, (czas obiegu precesyjnego), w Jaklm 0§ bgka za-
kresli jeden obieg, obliczymy z ‘wzoru

_d9
‘ 2x -—E? Tu 2 ¥
z ktérego po podstawieniu predkosei pre-
cesyjnej otrzymamy

. N
"0O.s

Poniewa# wartoéé N jest bardzo.
wielka, ze wzgledu na znaczng war-
tosé predkosci wirowania, okres przeto
tego obiegu moze byé tak diugi, ze’ go
z latwodciag na zegarku odezytad mo-
zemy; a wtedy bedziemy mogli z tej
wartodci obliczyd wielko§é N dla da-
nego ruchu bgka; lub tez, jezeli mo-
ment bezwladnosci bgka wzgledem jego
osi jest znany, bedziemy mogli obliczyd
jego predkodé wirowania, ktérg w inny
sposéb podezas ruchu bgka trudno
zmierzyd.

Zbadajmy teraz, jaki wplyw na
dany ruch bgka wywierajg sily, a wia-

Typ = 2% (213)
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$ciwie momenty sily tarcia i oporu pcwietrza, jakiego doznaje bgk pod-
czas swego wirowania. Tarcie powstaje przy zetknigeiu sig osi bgka
z podstawsg, na ktérej wiruje; zbadajmy przeto warunki fizyczne, w jakich
odbywa sig to zetknigeie. Chodby koniec osi materyalnej bgka, ktéry
wspiera sig na podstawie, byl nawet nadzwyczaj ostry; musi on jednakze
posiadad powierzchnig kulista, ktéra, znalazlszy pewne zaglgbienie w pod-
stawie, obraca sig w tem zaglgbieniu jak w lozysku, i wywoluje tarcie.’

Podporzagdkowywujac wystepujace sity tarcia pod okredlenia, wylo-
zone § 134-tymi 136-tym tomu I-go, rozréznimy w tym przypadku tar-
cie czopowe i tarcie storcowe. Jezeliby giroskop stal pionowo, mieli-
byémy tylko tarcie storcowe; gdyby zaé znajdowal sig w polozeniu po-
ziomem, wystapiloby tylko tarcie czopowe; gdy za$ wirujacy giroskop
jest nachylony wzgledem pionu, to wystepujg jednoczesnie obydwa ro-
dzaje tarcia; ktére wyobrazimy sobie powstale w ten sposéb, ze tarcie
czopowe jest wywolane skladowg poziomg wirowania; tarcie =a§ stor-
cowe wywolane jest skladows pionowsy tegoz wirowania. Tarcia te wy-
wolujg momenty, ktérych wektory M, i M, (czopowy i storcowy), rys.
b3-ci, 8g réwnolegle do osi poziomej i pionowej, a“zwroty posiadajg
przeciwne zwrotom odpowiednich skladowych predkoéei wirowania. Z réw-
nania przeto 209-go i 211-ego, w ktérych przez My rozumied bgdziemy w da-
nym razie M, i Mg wynika, ze moment A7, wywoluje ruch osi bgka
w kierunku $rodka_stozka, jaki zakredlita ta of pod dzialaniem momentu
gity ciezkodei; a M, wywoluje zmniejszenie sig skladowej pionowej pred-
kodei wirowania.

Nastepnie — tarcie powietrza, jakie powstaje podczas wirowania
bgka, wywoluje moment sil, ktérego wektor M’P' jest skierowany
wzdluz osi wirowania ze zwrotem przeciwnym zwrotowi tegoz wirowa-
nia; moment ten przeto ‘wstrzymuje wirowanie bagka.

Wazystkie przetc te opory lacznie z jednoczesnem dzialaniem mo-
mentu sily cigzkodci bagka nadajg taki ruch jego osi, ze zakresla ona
w przestrzeni powierzchnig stozkowa; o otworze ciggle sig zmniejszaja-
cym; i Ze wielko§d predkosdei wirowania stale sigp zmniejsza. Jezeli dla
zobrazowania sobie tego ruchu weiZmiemy pod uwage ruch dowolnego
punktu osi giroskopu; to punkt ten zakreéli w przestrzeni krzywa, kté-
‘rej rzut na plaszczyzng pozioms przedstawi pewnego rodz'aju krzywa,
spiralng, zblizajaeg sig do punkiu podparcia bgka; krétko méwiac of wi-
rujgcego baka, obracajac sig okolo osi pionowej, dazy do polozenia pio-
nowego; a osiggngwszy to polozenie lub tez jemu blizkie, zacznie tracié
do reszty swg energig kinetyczng na prace tarcia storcowego i na prace
oporu powietrza, az dojdzie do tego stanu predkoéci wirowania, %e naj-
mniejsze odchylenie osi jego od pionu spowoduje jego przewrécenie sig.

Przy jakiej minimalnej predko$ei wirowania bgk sig przewrdei,



— 187 — § 90,

wzory powyzsze nie daja nam wskazéwek; gdyz wskutek prayjetych
skrécen, nie zupelnie ujmujg one zachodzgce stosunki kinetyezne wiru-
jacego baka; do obliczenia przeto tej prgdkodci nalezy zrobié zalozenia,
ktére wigeej odpowiadaja w rzeczywistodei zachodzgeym warunkom fi-
zycznym. Do przeprowadzenia tego nowego rachunku sklania nas jesz-
cze ta okolicznodé, ze wzér 211-ty wyraza ruch, ktéry zaprzecza zasa.
dom dynamiki, bo chociaz pobiezne spostrzeganie wskazuje, ze o baka
zakresla rzeczywiscie stozek okolo osi pionmowej i przybiera ona z cza-
sem kierunek pionowy; lecz przy blizszej obserwacji dostrzedz mozna,
ze ruch ten nie jest ruchem jednostajnym; a posiada pewne drgania po-
przeczne do powyzszego ruchu; jak réwniez — pewne drgania w kierunku
swego toru; a o drganiach tych réwnanie 211-te nic nie méwi. Wyniki
powy#sze sg przytem sprzeczne z zasadg zachowania energii; bgk bo-
wiem otrzymuje pewien ruch obrotowy okolo osi 2, a wigc — i nowg
energie kinetyczng, ktéra powstaje bez nakladu pracy mechanicznej; cig-
zar bowiem w my$l opisu danego ruchu nie wykonuje pracy; §rodek bo-
wiem cigzkosei w my$l tych rozwazani zakredla kolo poziome, gdy nie
uwzgledniamy tarcia; a nawet cigzar ten wykonuje prace odjemng, jezeli
przyjmiemy pod uwage, ze of jego zbliza sig do osi pionowej. Niezgod-
nosci te sg wynikiem niezupeinie zgodnych z rzeczywistoscig i przytem
nawet sprzecznych z sobg zalozed; bak bowiem, nabywajac obroty do-
datkowe, np. obr6t okolo osi z, obraca sig wlasciwie okolo osi wypadko-
wej tych obrotéw, ktérej kierunek nie pokrywa sig z kierunkiem osi
baka; jakiedmy to w danym rachunku przyjeli; a wige wskutek tego
i kierunek wektora /7, nie moze pokrywad sig z tg osia.

Wobec tych sprzeczno$ei, przyjmijmy teraz do obliczenia ruchu
baka zalozenia, ktére dalej idg w swej dokladnodei, niz poprzednie, chod
nie zupelnie jeszcze czynig zadosd Scistemu ujeciu zjawiska; chociaz bo-
wiem przyjmiemy, ze o§ chwilowego obrotu, t. j. o8 wypadkowego obrotu
baka tworzy z nig pewien kat, lecz w celu uniknigeia zawilego rachunku,
przyjmiemy, %e kierunek wektora momentu ilogci ruchu pokrywa sig jak
poprzednio z osig giroskopu; co nie jest zgodne z rzeczywistoseig, a na-
wet nie jest w zgodzie z pierwszem zalozeniem; i .na podstawie tych za-
tozen przeprowadzimy najpierw jakodsciowe rozpatrywanie, a nasigpnie
obliczenie ruchu bgka, ktére juz ze mnacznem przyblizeniem bedzie zgo-
dne z rzeczywistym ruchem; sit jednakze oporowych w tym obliczeniu
nie uwzglednimy,

‘W chwili puszezenia wirujacego baka swobodnie, t. j. bez zadnej
dodatkowej predkoéei, jest on pod dzialaniem tylko momentu sily cig-

. zenia; wskutek ozego po uplywie czasu A/ pochyli sig jego 0§ o pewien
kat, wskutek czego koniec wektora N, ktéry w danem obliczeniu wy-
obrazamy sobie $cidle zwigzanym z osig bgka; nabgdzie pewnej prgdkoéci;
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wektor tej predkosci z odwrotnym znakiem wyraza moment sil od-
érodkowych, jakie powstaly wskutek zmiany osi wlagciwego obrotu bgka;
0$ ta bowiem wskutek nowego obrotu, jakiego doznal bgk, pochylajac
sig, nie pokrywa sig juz z osig jego symetryi; wektor przeto tego dzia-
lania jest styczny do poludnika, jaki zakreéla koniec wektora N pod-
czas pochylania sig bgka; a zwrot ma przeciwny zwrotowi prgdkosei
korica tego wektora; moment przeto sil odérodkowych, jaki wskutek tego
powstal, dazy do obr6cenia bgka okolo osi, ktorg wyobrazimy sobie
przeprowadzong przez punkt jego podparcia réwnolegle do kierunku po-
mienionego wektora; t. j. moment ten w nastgpnym okresie czasu A ¢
przesunie koniec 'wektora N po réwnolezniku ze zwrotem dodatnim,
Powstaly stad nowy wektor predkoéci konca wektora NV z odwrotnym
znakiem, wyraza wektor dzialania momentu nowych sit odérodkowych;
ktére w trzecim okresie czasu A/ przeciwdzialaé bgdzie momentowi sily
cigzkosei podniesie 0§ baka po poludpiku ku gérze. Ruch wige osi bgka
sklada sig 'z trzech kolejnych ruchéw:

1) z ruchu po kole biegunowem ku dolowi, ktéry powstaje wsku-
tek cigzaru bagka;

2) =z ruchu po réwnolezniku ze zwrotem dodatnim i
8) z ruchu po kole biegunowem ku gérze..

Liecz ruchy w naturze nie odbywajg sig skokami i w danym wigc
razie otrzymamy obraz ruchu osi bgka, wigcej zblizony do ruchu rzeczy-
wistego, jezeli okresy czasu A/ wyobrazimy sobie pedzielone na nieskon-
czenie wiele malych okreséw d# i gdy weZmiemy pod uwage, ze dzia-
lania momentéw sit oddrodkowych s3 proporcyonalne do wielkodei
predkosdei konca wektora N. W celu szczegblowszego zobrazowania ruchu
bgka, obierzemy jeden punkt jego osi, ktéry nazwiemy wierzcholkiem
bagka, i opiszemy na zasadzie powyzszych rozwazan ruch tego wierzcholka,
jakiego on dozna po puszezeniu bgka swobodnie. Jezeli bgk nie ofrzy-
mal predkosSci poczatkowej, opréez predkosci wirowania, to wierzcholek
jego wskutek cigzaru bgka, zacznie opuszczaé sig po kole biegunowem,
prostopadle do réwnoleznika, na ktérym sig znajdowal w chwili puszcze-
nia iz predkodcig szybko wazrastajacg. Z powstaniem jednakze i wzrostem
tej predkosci powstaje i wzrasta proporcyonalnie do tej predkodei dzia-
fanie sil odérodkowych, ktére nadaje wierzcholkowi temu ruch w kie-
runku poziomym, t. j. po réwnolezhiku: z chwilg powstania tego ruchu
powstaje nowe dzialanie giroskopowe, dazgce do podniesienia wierzcholka
baka ku gérze; ktére przy znacznym wzroécie predkosei poziomej moze
go nawet podniedé; podniesienie to jednakze zgodnie z zasadg zacho-
wania energii, moze siggngé tylko do wysokogei réwnoleznika, z ktérego
wyszedl. W ten sposéb wierzcholek nieprzewracajacego sig baka zakredli
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tor, zawarty pomigdzy dwoma réwno-
leznikami; tor ten przedstawiliémy na
rys. bd-tym w sposéb dosyé prze-
sadny, azeby lepiej go unaocznié.

Przebieg tego ruchu jest zgodny
z zasadg zachowania energii; praca
bowiem cigzaru bgka, podczas jego
pochylenia sig, idzie na energig kine-
tyezng, jaka on otrzymuje podczas
Jego upadania i podezas ruchu osi
jego po réwnolezniku; w naszszem . Rys 54.
polozeniu posiada znaczng predko$é po réwnolezniku; wskutek czego
powstaje znaczne dzialanie momentu sit odérodkowych, ktére dazg do
podniesienia bgka; gdy za$ wierzcholek podniesie sig na wysokosé réwno-
leznika, z ktérego wyszedl; wtedy nie posiada on juz zadnej predkosei; jezeli
jej nie posiadal poczgtkowo; niema wige tu zadnego dzialania ubocznego,
i tor wierzcholka w tem miejscu jest prostopadly do réwnolesznika; tor
za§ ten w najnizszem polozeniu jest styczny. Otéz to podnoszenie sig
i opuszczanie sig wierzcholka baka z jednoczesnem posuwaniem sig po
réwnolezniku, jest tem drganiem, ktére spostrzegadé sig wogéle daje
w wirujgeym i puszezonym swobodnie bgku; oraz jest tym ruchem osi
baka, ktéry przedstawia sip jako ruch obrotowy okolo osi pionowej 2.

Jezeli o wirujgcego baka przy puszczeniu® go otrzyma pewng
predkodé, to ruch jego osi bedzie inny. Jezeli np. nadamy wierzcholtk6w
predkodé poczgtkows po réwnolezniku, to tor wierzcholka bedzie styczny
réwniez do réwnoleznika "gérnego; wskutek czego postaé tego toru
znacznie si¢ zmieni; zmieni sip ona przytem i ze zmiang zwrotu tej
predkogei i jej wielkodei; powstawad bowiem beda dziatania rézue, zgodne
lub przeciwne z dzialaniem momentu sily ciezkodei.

W celu obliczenia ruchu bgka na podstawie tych Scislejszych zalo-
sen zastosujemy trzy wzajemnie prostopadie osi spélrzgdnych (&, 7, C);
rys.-bb-ty; 2z ktérych { pokrywa sig z osig bgka, o§ 7 jest do niej pro-
stopadla i lezy w plaszezyénie, zwanej biegunowa; i przechodzgcej przez
of giroskopu ¢ i o§ pionowg 2, wyprowadzong z punktu podparcia bgka;
a 0§ ¢ przyjmiemy prostopadle do plaszczyzny tych dwéch osi. Przyjmu-
jemy nastepnie, ze osi te sg sztywno zwigzane z plaszezyzng biegunows,
i razem z nig obracajg sig okolo osi pionowej & Polozenie tego ukladu
ruchomego, a wraz z nim i polozenie baka Wzglgdem przestrzeni kine-
tycznej okreslimy:

1) przez kat 9, jaki tworzy oé baka { z osig nieruchomg z;

2) przez kat ¢ jaki tworzy plaszezyzna biegunowa, z plaszczyzna,
nieruchomo obrang i przechodzgcg przez of g3
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3) przez kat, jaki tworzy plaszczyzna, przechodzgca przez o baka

i obracajgca sig razem z nith okolo jego osi L, z plaszczyzng biegunows.
Pierwsze dwa katy okreglaja polozenie osi bgka wzglgdem przestrzeni
kinetycznej; kat za$ trzeci okreéla polozenie bgka, jako bryly wzglgdein
plaszezyzny biegunowej. Poniewaz przeprowadzenie baka z pewnego
polozenia do nieskoriczenie blizkiego moze byd osiggnigte przez powigksze-
nie tych trzech katéw o nieskoriczenie mate przyrosty; chwilowy przeto stan
predkoéei baka zostaje okreslony przez trzy pochodnie tych kalow W?g]gdem
czasu; wladciwg przeto jego

% C ' .+ predkodé obrotows § w pew-
/ ) nej. chwili wyrazimy wzorem

ey BT

w ktérym trzy wektory pred-
kofei skladowych posiadaja
kolejno kierunki osi & osizi
osi ¢, Literg ® oznaczyliémy w
tem réwnaniu predkogé obro-
towg bgka wzgledem plasz-
czyzny biegunowe;j.

Lecz chwilowg predkosé
% mozemy réwniez wyrazié
réwnaniem

N =t o as (@15)

Rys. 85. . w ktérem trzy sktadowe pred-

kodci sg rzutami predkosci chwilowej § na trzy obrane osi w tem ich
polozeniu, w jakiem one znajdujg si¢g w danej chwili.

Z tych dwéch réwnafd znajdziemy zwigzki kinematyczne, jakier
zachodzg pomigdzy skladowemi predkodciami réwnania 214-ego i takiemiz
skladowemi réwnania 215-go. Zwigzki te bowiem beds nam potrzebne
do obliczenia jednych skladowych; gdy dane bedg drugie. W celu znale-
zienia tych zwigzkéw, zrzutujemy te dwa réwnania kolejno na osi np.
§ i (i przyréwnamy wartodei tych rzutéw jednego réwnania do
wartodci rzutéw drugiego réwnania, rzuty te bowiem przedstawiaja rzut
jednego i tego samego wektora ¢ na obrana o$; a wige otrzymamy

ad d .
=0 e=—Shme g=2% . @0

Przyjete tu wielko$ci majg tylko na celu okredlenie poloﬁenia.baka
i jego stanu chwilowej predkodei; a wladciwe zestawienie réwnan dyna-
micznych i obliczenie ruchu bgka nastapi dopiero teraz.
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Azeby. rozpatrywania jako$ciowe, przytoczone poprzednio, ujad
rachunkiem, nalezy na podstawie réwnania 93-ciego, przyréwnad dziala-
nia momentéw sil odérodkowych do iloczynéw z odnodénych momentéw
bezwladnodei bgka i z przyépieszern katowych; a wige dzialanie, jakie
powstaje np. podezas pochylania sig wierzcholka baka daje nastegpujace
réwnanie, por6wn. rys. bb-ty:

de
N.?E:A.T}; R

gdzie 4 oznacza moment bezwladnodci bgka wzgledem osi 4.
Dziatanie zad, réwnolegte do osi § jakie powstaje wskutek ruchu

konca wektora /V, laczy sig z dzialaniem momentu sily cigzkosei i daje
réwnanie, rys. bb-ty

N g e, o (218)
1 4.— 5o o

W celu przeprowadzenia dalszych obliczeri wyrugujemy =z tych
dwéch réwnai np. ¢,; a w tym celu scalkujemy réwnanie 217-te i pod-
stawimy z niego warto$é ¢, w réwnanie 218-te; a prayjawszy, ze
w chwili # = 0

b = By OTaZ : Py = 0,
dd

i Zwasywsay, Ze @ == 7 calka réwnania 217-go jest nastepujaca

— N. (O — ¥ = 4. ¢g; z ktérego

N
P=— @ —3) L @19)

Po podstawieniu té] wartodci w réwnanie 218-te i zastapieniﬁ, przy
niewielkim kacie odchylenia, sin 4 wartodeig tuku 9; otrzymamy -
N? N? dd
—_— . 0.s.%9= 4. :
a ar
a po rozdzieleniu przez 4 i po uporzgdkowaniu otrzymamy réwnanie
ruchu osi baka w plaszezysnie (G, 2), t. j. w plaszczyZnie biegunowej

By L[N Q.8 s N s 0. - 220
dﬁ+(A2 A)' 8=0 . : . . . (220)

Réwnanie to jest réwnaniem rézniczKowem drugiego rzedu linijne
ze stalymi spélczynnikami i stalym wyrazem.
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- W celu pozbycia sig wyrazu stalego wprowadzimy do rachunku
nowg zmienng ¢, okreglong z réwnaniem
Sl
A2
’3' — W‘ ‘&(.-"(—E; . . . - c . . (221)
AT 4
a po podstawieniu tej wartodci w réwnanie 220-te otrzymamy réwnanie
rézniczkowe bez stalego wyrazu, ktére bezpoérednio bedziemy mogli
scatkowad

d?e N2 0.s :
; a~s e AR = 0 222
e @2

Jezeli bgk nie ma sig przewrdcid, to kat ¢ nie powinien sig po-
wigkszaé z biegiem czasu; a to nastapi gdy

: N O.s )
< : A2A>O,........(228)
wtedy bowiem réwnanie 222-gie wyrazi ruch harmoniczny; wierzchotek
przeto bagka wykona réwniez ruch harmoniczny. Nierdwnodé przeto
228-cia jest warunkiem stabilizacyi bgka; t. j. warunkiem, przy zachowa-
niu ktérego bgk bedzie sig wahal okolo pewnego polozenia réwnowagi.
lecz si¢ nie przewrdci.

Wahania te odbywad sig bgda okolo réwnoleznika, wyznaczonego
pierwszym wyrazem, znajdujagcym sig po prawej stronie réwnania 221-go,
gdyz on jest wielkoscig staly, do ktérej odchylemia —+ e sip dolgezaja,
Najwigksze przeto odchylenie t. j. amplitudg nutacyi, ktérg oznaczymy
literg @, wyznaczymy z réznicy dwéch katéw

i Q.
A? A {
‘=N g h W= g™
a4 &g

O.s

) .
a ze wartosd = wobec warto$i %powinna byé bardzo matla; (azeby,

stosownie do wzoru 223-go, zabezpieczyé bgk od przewréeenia sig), przeto
pominiemy t¢ warto§é i otrzymamy z dostatecznem przyblizeniem

F;%-—Q—lii.ﬂ-a S i e s e 2 (9P
)

A

Odchylenie tb jest przeto bardzo male, i o tyle bgdzie mniejsze,
o ile bgk wiecej zabezpieczony jest od upadku. Wierzcholek przeto
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baka zakresla pewng krzywg okresows, zawartq pomigdzy réwnolezni-
kami, okre§lonymi kgtami

Ty ¢ (D + 2., A

= oty . . o« o (226)
Réwnaniem ruchu harmonicznego wierzchotka baka jest catka réw-
nania 222-go; ktéra ma postad, poréwn. § 8-my IlI-go tomu,
N
e=—a.co8 [— . & :
(%t

gdzie o 1 § sg wielkodei stale; krore oblicﬁylny z nastgpujaeych poczat-
kowych warunkéw ruchu

I

d]llf:O; E = — ({:

’

oraz i 0;
d

po podstawieniu otrzymamy przeto
4 {3 = 0; b = — a, E
i wreszcie po podstawieniu tych wartodei oraz wartosei a z rdwna-
nia 224-tego
e = hQs‘A-.a-o.cos(ﬂ.z s e o« . e o+ (226)
V2 A _

Okres 7,, podwéjnego wahnigcia wierzcholka bgka obliczymy ze wzoru
101-go tomu IIl-go, utozsamiajge réwn. 222-gie z réwnaniem 95-tem
tomu IlI-ego a wiec

1

A
ngu.ﬁmZR.—— 227
"TTN/N_0s N .
A4 4

' di
Azeby obliczyé predkosd ;';, z jakg obraca sig plaszezyzna biegu-

nowa okolo osi s, rys. 55-ty, t. j. predkoéé precesyi, nalezy wartodd ¢,
z réwn. 216-ego podstawié do réwn. 219-go, a otrzymamy szukang pred-
ko$dé - precesyi
dh_ N 9=by N Db
dt A sind” 4 %
w celu wyrazenia tej predkodci w funkeyi czasu podstawimy w to réwnanie
Y=28y+a-ts ‘ .
a zwatywszy, ze warto§é (a - ¢), jako bardzo malg w poréwnaniu z war-
todcig ¥,, pominiemy ja w mianowniku, otrzymamy
s N (ats)
dt 4" ¥,

Mechanika--Tom IV, 13
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a po podstawieniu wartodci @ i = z réwnania 224-go i 226-go otrzymamy
@_—;:Q;g . [l - cos(&.t)}. ... (228)
at N A :

Obrét przeto plaszezyzny biegunowej okolo osi pionowej, t. j. pred-
kodé precesyi jest zlozona z predkosci stalej, ktéra rdwna sip wartoéei,
obliczonej poprzednio w pierwszem przybliZzeniu, réwnanie 212-te; oraz
z ruchu okresowego; wyraz przeto drugi w tych nawiasach, odgrywa role
poprawki, ktéra wynikla z dokladniejszych zalozen.

7 réwnania tego jeszeze wynika, ze wartodé predkosci precesyi

6
waha sig pomiedzy zerem i wartoseig 2 . )NS; a wyraz 212-ty daje tylko

drednig predkosé.
Dla #=0; oraz dla /=2=. d; predkosé L =0; okres przeto Tf'
N di

catkowitej zmiany ruchu precesyjnego.
aso w22, 99¢
TP:‘QT'N‘ I T
i jest réwny okresowi 7,,, réwn. 227-me, podwdjnego wahnigcia nutacyj-
nego. Wiynik ten jest bezpodrednio zrozumialy; nutacya bowiem jest
w zwigzku dynamicznym z precesya. .Jezeli np. w pewnej chwili pred-
kogé precesyi=0, to nie powstaje w danej chwili dzialanie, ktérego by
wektor byl styczny do réwnoleznika; w tej wige chwili nutacya musi
byé takze =0, o ile bak nie ofrzymal tej predkosci z zewnatrz. Okresy
przeto zmian ruchéw precesyi i nutacyi” w danych warunkach muszg
réwniez wystepowad jednoczesnie.
Kat o,, jaki tworzg z sobg plaszezyzny blegunowe, przechodzgce
3 ; w13 ;i dd .
przez dwa po sobie nastgpujgce miejsca, w kidérych (_i_:‘ = (), obliczymy
7z réwn. 228-go; gdy je scatkujemy pomiedzy granicami
=0 i {=2m. é .
N?
kat ten, po wykonaniu tych dzialan
i ik A o
%MQSN”.......(HS{})
Ruch wige wierzchotka bgka skiada sig z dwéch ruchéw; z ruchu
wahadlowego w plaszczyZnie biegunowej (ruch nutacyjny réwn. 226-te)
i z obrotu tej plaszczyzny okoto pionu % prgdkoéclg zmienng okresows,
lecz wawsze jednozwrotng; réwn. 228-me. .
Z tych obliczein, opartych na zalozeniu, ze wektor momentu ilodci
ruchu bgka pokrywa sig w kazdej chwili z jego osig, wynika; %e koniec
tego wektora zakresla pewien luk w plaszezyZnie biegunowej, co jest
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sprzeczne #z rownaniem momentu, réwn. 209-te, ktére wyraza, ze pray-
rost tego wektora powinien byé réwnolegly do wektora momentu sit ze-
wnetrznych, t. j. prostopadty do plaszozyzny biegunowej. Unikniemy tej
- sprzecznodei, jezeli przyjmiemy najogélniejszy przypadek, ktéry $cisle
odpowiada zachodzgcym w rzeczywistosci warunkom, ze moment ilosci
ruchu i of chwilowego obrotu baka tworzg pewne katy z jego osia.

91. Dokfadne réwnania dynamiczne ruchu bgka. W celu obliczenia
ruchu bgka na podstawie tych najogélniejszych zalozen, oznaczmy jak
poprzednio rzuty we-
ktora chwilowe] pred-
kodei obrotu bgka na
osi & v, § literami ¢
¢, 1 g oraz oznacz-
my literami L, M, N
rzuty na te osi wekto-
ra momentu 7, ilodci
ruchu, jakg on posiada
w danej chwili; a w
celu obliczenia prgd-
kofci konica tego wek-
tora wyobraZzmy so-
bie, ze wektor M,
obraca sig kolejno
okoto tych osi spoi-
rzednych, zamiast o-
kolo jednej ¢, co jest
zgodne z prawem Su-
perpozycyi ruchdw;
przy tem wyobraZzmy
sobie, ze zamiast we- Rys. 56.
ktora M, obracaé be- '
dziemy trzy jego skladowe L, M, N; predkosci bowiem konicéw tych trzech
wektoréw beda skladowemi predkodci koiica wektora A7,. Obrét przeto
okolo osi ¢ da wektory predkosci koneéw skladowych A i N, ktérych
wyrazy sa

M.(P& i N.lpg;

poréwn. rys. b6-ty; obr6t zas tych skiadowych okolo osi 7 i nastgpnie
okolo osi ¢ da nowe wektory tych predkodei; razem wigc otrzymamy
sze$é skladowych wektoréw predkosdei kofica wektora J,; wektory te sg
pokazane na rys. 56-tym; odwréciwszy nastgpnie ich zwroty otrzymamy
sze$é momentdéw sil  odérodkowych, ktére I1acznie z momentami sil
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zewnetrznych wywoluja przyspieszenia obrotowe bgka okolo kazdej z osi
spolrzednych. Zestawiajae kolgjno wzory momentéw wzglgdem osi €, v1i €,
otrzymamy nastepujgce réwnania dynamiczne

N'LP'H_*M"-P:‘I-QS.Sin&_:-t_:"i_‘{;’_;
: dM
E e B i == B
% " di
dN
M.gg—L.ogg=—70 ¢« o . (28]
14 P 7 (231)

Po podstawieniu w te réwnania
L = T A M= ?'f'l s N = (:?C -!— ) C,‘:
otrzymamy trzy réwnania rdézniczkowe, jednoczesne, z trzema zmien-
nemi @z, 9.,, P¢, Oraz ze zmienng i,
Rownania te sy nastepujgce:

: dy; .
(P + @) . 9. C— P+ P - A+ Q.s.sind= il A

df?"] A -

dt

@ gg- A — (o + o) g C=

d (o - o
o2& T o ey
at
Podstawimy nastgpnie wartosei zmiennych ¢, @, i 9 z réwnan
216-tych 1 ofrzymamy

a? - i did
A . —— C.wgy— 4 .—— 3. —— . sin & = in
a7 =+ ( gl di . 008 . ), qg 0 Snd Q.5 .sin O
. ary . di db . |
A.sin?d, —- 4+ —.(24. — .cos? — C.a) =4
1 an T g di o)
(;d; . cos W - w o= o, S o w e (288)

w' ktérych o, oznacza bezwzgledng predkosé wirowania w chwili puszeze-
nia bgka. W pierwsze dwa réwnania wehodzg tylko zmienne ¢ i 4 i zmienna
niezalezna #, wobec tego z tych réwnaii obliczy¢ mozna ruch osi baka;
a wtedy z trzeciego — predkosé jego wazgledng o ; predko$é bowiem
jego bezwgledna, t. j. wzglgdem przestrzeni kinetycznej jest podiug tego
réwnania stala i réwna predkosdei poczatkowego wirowania. Calki jednak#e
tych réwnarn niedadzg sig wyrazié¢' funkeyami znanemi; analiza przeto
powyzszych rownan dynamicznych polegaé¢ moze tylko na wprowadzeniu
réznych skréceni, podobnych do skrécen, jakie stosowaliémy w § 43-cim lub
w § BT-mym tomu III-go; oraz jakie stosowali§my przy obliczaniu wahadel;
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a skrécenia te doprowadzg nas do réwnaii poprzednio tutaj wyprowa-
"dzony ch; opartych bezpoérednio na zalozeniach, upraszezajgcych obliczenie.

92. Inne réwnania dynamiczne ruchu baka. Zamiast powyzszych
trzech réwnaii momentdw ilodei ruchu, okreslajgcych ruch baka, mozna
réwniez napisad¢ inne réwnania dynamiczne; mozemy np. napisaé jedne
réwnanie réwnowartodei pracy i energii kinetycznej, (ktére mozna
rowniez otrzymac jako jedng z pierwszych calek powyzszych rdwnan
momentdiw; stosujae do tego prawidla, podane w § 4b6-tym); oraz dwa
réwnania momentéw wzgledem odpowiednio obranych osi; jedno np,
wzgledem osi pionowej 2, a drugie wzgledem osi bgka; moment bowiem

sily cigzkodei wzgledem tych osi = 0. Réwnanie energii kinetycznej
napiszemy na zasadzie wzorn 838-ciego i otrzymamy
dy 4(9% + o) + 1 Cle: + 0] =d(Q.s.cos )

a po podstawieniu m'l]:(lWledmch wartodei z rdwnan 216-tych i po scatko-
waniu olrzymamy

0 \2 o\2 '
Doy (G e | i et 0iseosr=k,

odzie K, jest stala, obliczalng z warunkéw ruchu poczatkowego.

Réwnanie momentu iloici ruchu wzgledem osi &, napiszemy; zwa<
zywszy, ze moment ilosei ruchu wazgledem osi 2 jest rzutem na te of
wektora momentu ilogci ruchu bagka; lub tes jest sumg rzutéw na te
of trzech jego sk]adowych L. M, N, rébwnanie to jest nast@pumrev
rys. 56-ty -

dt{—-]if sin &+ + N, cos ]| =

a po podstawieniu w nie wartodei z réwn. 216-tych, i po scalkowaniu
otrzymamy

2) C.w,.cos V4 4. —j—} . 8in ) = K,

w ktérem K, obliczymy z warunkéw ruchu poczgtkowego.
Trzecie rdwnanie ma wyrazaé moment ilofei ruchu wzgledem osi
baka jest ono nastepujace

----- C (9: + o)) =

lub po scatkowaniu
3) (g 4 0) = w,.

Te trzy rédwnania mozemy otrzymad réwniez z réwnai 233-cich droga
algebraicznych przeksztalcen, stosujac do tego twierdzenie z § 4h-tego.



