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G. Przyklad obliczenia ruchu ukladu bryt o dwoch
stopniach swobody.

75. Wahadfo podwéjne. Mechanizmy, opisane w § 122-gim tomu
I-ego i w §§ poprzednich tego tomu, przedstawiajg ukiady bryl o jed-
nym stopniu swobody; jedno przeto réwnanie dynamiczne wystarczalo
do obliczenia ich ruchu lub warunkéw réwnowagi. Obliezenie zas ruchu
bryl uktadéw o wielu stopniach swobody  przedstawia wogéle bardzo
znaczne trudnodei matematyczne; otrzymujemy bowiem stosownie do za-
dania dwa lub wigcej wogéle jednoczesnych réwnafi rézniczkowych wyz-
szych rzedéw z tyluz niewiadomemi: z ktérych zmienne nie zawsze dajg
sip wyrugowad i ktérych catki nie zawsze daja sig wyrazié zwyklemi
funkeyami. W technice jednakze spotykamy sig nieraz z takimi ukla-
dami bryl; w celu przeto zbadania ich ruchu, upraszezamy te uklady,
wprowadzajge do rachunku rézne zalozenia; stosownie do szezegélnych
warunkéw, w jakich odbywa si¢ dany ruch.

Jako przykiad obliczenia ruchu takich bryl obliczymy tutaj ruch
tak zwanego wahadla podwdéjnego plaskiego. Wahadlo to sklada sig
z dwéch sztywnych bryl materyalnych, z ktérych jedna obraca sig okolo
osi nieruchomej poziomej; druga zas okolo osi, sztywno zwigzane]
z brylg pierwszg i réwnoleglej do osi poprzedniej. W celu ulatwienia
rozpatrywan ruchu tych bryl, wyobrazimy je sobie w postaci figur
plaskich materyalnych, poruszajgcych si¢ w plaszczyZnie pionowej. Jedna
z tych figur obracad sig przeto bedzie okolo bieguna nieruchomege A4,
poréwn. rys. 38-my; druga -za§ okolo bieguna B sztywno zwigzanego
z figurg pierwszg, a wige okolo bieguna ruchomego; przytem przyjmiemy
dla ulatwienia rachunku, ze biegun ruchomy lezy na przedluzeniu prostej;
laozgcej biegun nieruchomy 4 ze $rodkiem .S; masy bryly pierwszej,
przyjmiemy nastgpnie, %e silami poruszajgcemi te bryly sg ich cig-
zary O, i O,

Niech litery sz, i m, oznaczajg masy tych bryl S, i.S5; — érodki
ich mas; s; i s, odleglodé tych §rodkéw od odpowiednich tym brylom
biegunéw obrotu; »; odleglto$é pomigdzy biegunami obrotéw; nastgpnie
litery o i ¢ niech oznaczaja katy, jakie tworzg w pewnej chwili prze-
dluzenia prostych s, i s, z osig pionowsg; a litery 4 i B — sily odpo-
rowe, jakie wystgpujag w biegunach cbrotéw 4 i 5.

Uklad ten posiada dwa stopnie swobody; znajomodd bowiem ka-
téw o i¢ jest niezbgdng i wystarczajacg do wyznaczenia polozenia,
a wigce i ruchu tych figur na plaszezyénie. Zadanie polega na oblicze-
niu ruchu tych bryl, gdy je odehylimy od polozenia pionowego; oraz
na obliczeniu sily odporowej, wystgpujgcej w nieruchomym przegubie A
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i sily wewngtrznej,” wy-
‘stepujacej w przegubie ru-
chomym B.

W zadaniu tem jest
przeto szedd niewiadomych
algebraicznych: cztery rzu-
ty dwoéch nieznanych sit
odporowych 4 i B i dwa
katy, okreslajace polozenie
a wige i ruch tych bryl
w kazdejchwili, Do obli-
czenia tych niewiadomych
mamy sze$é réwnaf alge-
braicznych; kazda bowiem
z tych figur uwazad be-
dziemy, po przylozeniu do
niej sil odporowych 4 i B
— za swobodng; i napi-
szemy dla kazdej z nich
po trzy réwnania dynamiczne w postaci skalarnej.

W celu uniknigeia zawilych rachunkéw, powinnismy sie starad w ten
spos6b zestawié réwnania dynamicznie, azeby w kazde z nich wechodzila
najmniejsza iloé¢ niewiadomych. Znacznego réwniez uproszgzenia dozna
obliczenie, jezeli obliczymy np. najpierw ruch bryl, a nastgpnie sily od-
porowe; co osiagniemy mozliwie bezposrednio, gdy zestawimy takie dwa
ro6wnania dynamiczne, ktéreby byly wolne od sil odporowych; z nich bo-
wiem obliczymy bezposrednio spéirzedne polozenia w funkeyi czasuy;
a gdy obliczymy juz ruch tych bryl, zestawimy nastepnie pozostale
cztery réwnania algebraiczne, w ktére wehodzié beda sily odporowe
i starad sig przytem bedziemy, azeby w kazde z tych réwnai wchodzila
réwniez najmniejsza ilo§é niewiadomych. '

Rozwigzanie przeto tego zadania mozna wykonaé w nastepujacy
spos6éb: do bryly 1-szej przylozymy Sily odporowe A i B i uwazadé ja
bedziemy za swobodng. Jako réwnanie jej ruchu napiszemy réwnanie
momentu ‘ilodci ruchu wzgledem bieguna obranego np. w 4. Oznaczyw-
szy literg /;,» moment bezwladnosci bryly 1-ej wzgledem bieguna A4,
napiszemy na zasadzie wzoru 89-go réwnanie to w postaci wektorowsj

VB . f'!—f— VQI. . “:':1 -;d__'_'__‘_‘(IlA - @)
at
w ktérem @, oznacza prgdk&'éd katowg bryly 1-szej.
W celu wyrugowania z tego wzoru sily odporowej B, napiszemy

Rys, 38-
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réwnanie dynamiczne §rodka masy bryly 2-ej. Na bryle te dziala sita B
ze zwrotem odwrotnym poprzedniemu i sita O,; réwnanie to jest naste-

pujace |
— B+ G, :mzﬁz,s;
w ktérem 7, ; oznacza prayépieszenie Srodka masy bryly 2-ej. Z réw-
nania tego oblwzymy wielkoé¢ B, a po jej podstawieniu w réwnanie
poprzednie, otrzymamy réwnanie ruthu, wolne od wielkosei sit odporo-
wych; réwnanie to jest nastepujace
— d(fhﬁ ’ ‘T’L)

YV (05 — malﬁz,s) AV, 5 77

W réwnanie to jednakze wchodza jednoczesnie dwie dotychezas nie-
znane wielkosei §, 1 3, ¢, ktérych wartoscei nalezy wyrazid spélrzgdnemi s ig.

W tym celu podstawimy najpierw w to réwnanie
ds |
dt’
nastgpnie wyobrazimy sobie wyraz V m,, ¢ . 7, jaki posiadamy w tem
réwnaniu, jako moment statyczny wzgledem bieguna 4 wektora m, 3, o
ktéry posiada punkt przylozenia w B. Azeby zad wyrazié wektor 5,
wielkodciami o i ¢, uaieﬁy przedewszystkiem wyrazié ruch bryly drugiej
temi wielkosciami. W tym celu przyjmiemy, 2ze ruch tej bryly sklada
sig z ruchu obrotowego okolo punktu 2, i z ruchu postgpowego, jaki ten
punkt posiada, poréwn. § 39-ty tomu II-go; przy$pieszenie przeto P, sklada
sig z przysSpieszenia p,, jakie posiada $rodek masy bryly drugiej pod-
czas jej obrotu okolo bieguna B, i z przydpieszenia p, unoszgcego, wspél-
nego wszystkim punktom tej bryly i réwnego przy$pieszeniu punktu B5;
czyli przyjmiemy, Ze ,

.52,3 =45w + .5# :

W celu ulatwienia rachunku rozlozymy przys$pieszenia te na nor-

malne i styc¢zne, poréwn. rys. 38-my tak, iz
Prs = (?Sw,n + Bw,) -+ Bun + Bu)-

Azeby przeto obliczyé wyraz V om,p, .7, wyrazajgey moment
wzgledem bieguna w A4 wektora m, Pas % punktem przylozenia w B;
wyobrazimy sobie, ze te caztery skladowe wektory przylozone sz do
punktu B, poréwn. rys. 38-my, zrzutujemy je na prostopadly do ramie-
nia 7, i obliczymy moment sumy tych rzutéw; po obliczeniu tych mo-
mentéw i po podstawieniu ich wartoci w réwnanie 167- -me, przedstawi
sig to rOwnanie w postaci nastgpujgcej
Oy .1y amc' — My ¥y [Py - SIN (9 — 0) — Py - CO8 () — o) — Pud

& s -

4+ 0.5 . smu-—-—ll,AEi

(167)

¢ = -
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a po podstawieniu' wartodci przydpieszeri, ktére, odpowiednio do danych

okredleni, posiadajg nastgpquce wartosci -
ap\? - a*
Puwn=>5s. (a_‘t) Pw,t= 53 }‘f;%
do\? d*c
Pun="1. (d_f) 3 Pyt =1 . il (168)

otrzymamy réwnanie

O, .7 .8iN6—my .7, .sa.(ﬂ)z. sin (b—a) +-mz, . ¥, . 5, .ﬂ.cos (b —o0)

dt a
d?a . d?a
+ myrt . dt“—i—gl .5 .8in 6= —/,a. :r};;

i wreszcie po uporzgdkowaniu podiug pochodnych .

(Lo~ myr?). -dz—o-#m!sz .# . 008 (¢ —a). a4 — Mgyt . Sin (¢ — o).
’ dt? dr

(§)2+ (my s, +my7) g .sinc=0. . " -« (169)

Jest to jedno réwnanie ruchu tych bryl, wolne od sil odporowych;
drugie takiez réwnanie zestawimy, gdy do bryly drugiej przylozymy
sile — B i 0, i obliczymy r6wnanie momentéw wzglgdem bieguna, obra-
nego w B; w ten sposéb bowiem otrzymamy réwnanie wolne od tej sily
odporowsj. Do tego obliczenia zastosowad mosna réwpanie momentéw
iloei ruch w postaci jednego z réwnan 88-ych; poniewaz w réwnanie
169-te wchodzg wielkoéei przyépieszeri, przeto =zastosujemy pierwsze
z tych réwnan; i w tym celu okredlimy przyépieszenia punktéw bryly
2-ej, jako zlozone z ruchu obrotowego okolo punktu B i z ruchu
postgpowego, jaki posiada tenze punkt; przyspieszenie przeto kaz-
dego jej punktu skilada sig z przyspieszenia ruchu postgpowego 7,
i z przyspieszenia, jakie powstaje podczas ruchu obrotowego; przyspie-
szenie to wyobrazimy sobie w postaci przyspieszenia dosrodkowego By, ,,
i stycznego #, . Suma przeto momentéw wzgledem B iloczynéw z mas
punktéw i z ich prazyépieszen, jakie powstaja podezas ruchu postepo-
wego, wyrazi sig wzorem

Vomypy .« 5

sumg za$ momentéw iloczynéw z mas i przy$pieszed oddzielnych punk-
téw, jakie powstaja podczas ruchu obrotowego, wyrazimy wzorem

LA
dt

[215 ]
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w ktérem ¢, oznacza predkodé obrotows bryty drugiej, a ktérej pochodng
wyrazimy,wzorem

an_ 24
dt de’
Réwnanie przeto momentéw bryly 2-giej waglgdem B jest nastgpujgce
_ d*d
VQs.EB:Vmgp.%—,,B.TE‘ . (170)

W celu przekaztalcema tego réwnania na algebraiczne, roziozymy,
jak poprzednio,
ﬁu = ﬁﬂ,n o ﬁu,ti
a po przylozeniu tych wektoréw skladowych do punktu S,, jak wymaga

iloczyn wektorowy wzoru powyzszego i po obliczeniu ich momentéw
wzgledem B, otrzymamy zamiast poprzedniego réwnania — nagtgpujgce

; ds\? .
My . Sy . SIN ¢ = —my 7y (E) . 8, . 8in ($—o) —
a? d?
— Mg, . d(: . co8 (b—a) — Z,m . ;;E_;

i wreszcie po uporzq,dkowamu Wzglgdem pochodnych

: do\?
My Sy . 7y . COS ($ —0) . ;‘,E‘f‘ 2B dt2+m2 Sy, 7y . sin ($—0) . (;;) 00

g sy ing=0 . . . . . .« o (171)

Jest to drugie réwnanie dynamiczne lacznie z réwn. 169-tem
przedstawia dwa rdéwnania algebra.icme rézniczkowe _drugiego rzgdu
z dwiema zmiennemi o i ¢,

Do réwnaii tych, réwn. 169-te i 171 -sze, ktore sg wolne od sit od-
porowych, mozna dojéé jeszeze inng drogg; wigcej bezposrednig. W tym
celu nalesy uwazaé dany uklad dwéch bryl za uklad zmienny, w kté-
rym wystepujg sily wewngtrzne, a migdzy niemi i sily -+ B; a %e suma
momentéw wogéle sil wewngtrznych réwna sig zeru; przeto obrawszy
biegun momentéw w 4 i zestawiwszy réwnanie momentéw obydwdéch
bryl wzgledem tego bieguna, otrzymamy bezpodrednio réwnanie ruchu
wolne od sit 4 B i od sily 4. Do tego oblicZenia zastosujemy réw-
nanie momentéw w postaci réwnania 88-mego. Sumg momentéw iloczy-
néw z mas punktéw i z ich przyspieszed rozbijemy na dwie sumy: na
sumg momentéw tych wektoréw bryly pierwszej i na takaz sume bryly

drugiej. Suma tych momentéw bryly pierwszej wyrazi sig bezposrednio
wzorem
d2
— A ——

dt“
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suma za§ tych momentéw bryly drugiej wymaga pewnych oméwien.
Przyjmijmy, jakieSmy to wyzej uczynili, ze przyS$pieszenie kazdego
z punktéw tej bryly sklada sig z przyS$pieszenia.ruchu postgpowego réw-
nego przy$pieszeniu punktu B, i z przy$pieszenia ruchu obrotowego,
jakie kazdy punkt tej bryly posiada podczas obrotu okolo punktu B.
Sume momentéw iloczynéw z tych przyspieszen iz mas, wzgledem bie-
guna momentéw, obranego w B, wyraziliSmy juz prawg strong réwna-
nia 170-tego; azeby za$ napisadé wyraz momentéw tych wekloréw wzgle-
dem hieguna, obranego w A, zastosujemy wzér 88-my tomu I-go; i w tym
celu wyobrazimy sobie wszystkie wektory my, p, bryly drugiej przyto-
gonemi do punktu B, a suma ich momentéw lub moment ich wypad-
kowej, wzglgdem bieguna w A, lgcznie z momentem tych wektordw
wzgledem bieguna w B jest szukan@ sumg XV o, p, . 75 Zwarywszy
nastgpme %e dla bryly drugiej, w mysl réwnania T-ego tego tomu

X (mp pple =y Pors;
otrzymamy réwnanie momentéw catego ukiadu wzglgdem bieguna w 4

et o 2
VO .54+V0. (#4585 =—hLa. ‘i-z £ :P_'I—

+Vembpe s P s 6 2w w & w4 (AT2)

Drugiem réwnaniem wolnem od sil wewngtrznych jest réwn. 170-te.

Azeby utozsamié réwn. 172-gie z jednem z poprzednich, odejmiemy
od réwnania 172.giego réw. 167-me, a otrzymamy réwn. 170-te. Azeby
obliczyé silp odporows 4 i sitp wewngtrzng 5B, wyjdziemy z zalozenia,
%e ruch bryl jest juz znany z poprzednich obliczed (co do metody tej
poréwn. § 47-my tomu IIl-go); a z réwnahd ruchu $rodka mas danych .
bryl obliczymy te sily.

Roéwnania te dla bryly 1-szej i bryly 2-giej po uczynieniu ich swo-
bodnemi sg nastepujace

g""B‘{‘ my g = miﬁl,s;
 — B my g =my Py

z ktérych obliczymy szukane wielkogci. Z réwnania np. drugiego obli-
oczymy :

-|—Vm“;5“. _[‘_.’!B‘

— B=mps— m§g;
_a po podstawieniu tej wartosei w réwnanie pierwsze, otrzymamy
A= my P s + msisﬂ,s — g — M.
Réwnanie to mozemy réwniez bezposrednio otrzymad, stosujgc réw-
nanie ruchu $rodka masy do talego ukiadu zmiennego; wtedy bowiem
napiszemy réwnanie

ﬂ+m1§—|—mz.§'—= m1ﬁ1_s+m2 ﬁﬁ,s;
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ktére jest jednakowe =z poprzedniem. Rzutujae fe réwnania na obrane
osi spéirzednych i podstawiwszy wartosei przydpieszerr w funkeyi czasu,
obliczymy rzuty sitjodporowych takze w funkeji czasu.

76. Analiza rownan ruchu. Otrzymane jednakze réwnania, réwn.
169-te i 171-sze, nie dajg sip calkowad, chodby tylko z tego wazgledu,
ze nie mozna z nich wyrugowaé zmiennej s lub ¢. W celu przeto zba-
dania choé w przyblizeniu — ruchu, wyrazonego takiemi réwnaniami,
nalezy je uproseié, korzystajagc z pewnych szezegélnych wlasciwosei ru-
chu danego ukladu. WeZmiemy np. pod uwage przypadek, w ktérym
bryly dane wskutek pewnych warunkéw zadania odchylajg sig od pionu
o bardzo male katy; a wtedy przyja¢ mozna, ze

gsin o =20; sin d24¢; cos ($ —oa) X1

oraz, wobec matych predkodei, jakie w tych warunkach wystepuja, przy-
jaé jeszcze mozna, Ze

2
(ﬁ)zg 0, oraz (—‘—{-qi) = 0,
dt

o

dt

Po podstawieniu tych wartodci w powyzsze dwa réwnania, 169-te
i 171-sze, przeksztalcg sig one na nastgpujq,ce

(Z,a = 1y 7). ;t_z_l‘mzsz ¥1- ';;,'2"]‘(”"131“}‘”’3”1)'&’-5:0;
dz
mzsgrwﬁﬁ—]zln.;;—l—mgg.s,.t|:=0;. @ s (178)

ktére sa réwnaniami liniowemi drugiego rzedu, jednorodnemi, z dwiema
jednoczesnemi zaleznie zmiennemi i ze stalymi spélezynnikami.

Dla skrdcenia i wigkszego uwydatnienia algebraicznego charakteru
tych réwnan napiszemy je w nastgpujacy sposéb

d’ s d*y

: —te.0=0; . . . . . . (174

b ar T6° (18
dia a*

b S0 Fe=0;. . . . . . (17
a’t3+ pr Jd (175)

w ktérych
a = II)A + mﬂ rlg;
b=mys, 7., c¢= Ls;
e=(ms +mnr).g f=m.55.g.. . . (176)
Azeby z tych réwnan otrzymaé jedno réwnanie z jedng zmienng,

up. ze zmienng 6, wyrugujemy zmienng ¢, i w tym celu obliczymy
z réwn, 174-ego



= T4l — § 78.

a po podstawieniu tej wartodei w réwn. 175-te, otrzymamy

d*c e a dia
e ey e ST b =0;
Ty am /Y
skad
__ ¢ & ¢ a b\ d*s
cp—j.b.c l‘(jb j)'df*‘

Po dwukrotnem zrézniczkowaniu tego réwnania wzgledem # otrzy-

mamy : .
g e e &4_(_‘_ @ b dte '
dz f b der i \p b f)‘dz4’

i wreszcie, po podstawieniu tej wartoéci w réwn. 174-te i po uporzgd-
kowaniu, otrzymamy réwnanie rézniczkowe linijne 4-go rzedu z jedng
zmienng ¢ w funkeyi czasu

d*a

(ac—bz).%%-—}—(afﬁ—ce).-%_'_ej_G=0 s i (177)

Szczegblng catkg tego réwnania jest funkcya
6 = e,

Po podstawieniu tej wartoSci w réwnanie poprzednie, otrzymamy
réwnanie charakterystyczne danego réwnania rézniczkowego, ktére jest
jednoczeénie réwnaniem, charakteryzujgcem ruch danej bryty; z réwnania
tego bowiem bedziemy mogli sgdzié o rodzaju ruchu, jaki dana bryla
wykonywa. Rdéwnanie to jest nastepujgce

 (ac—0)ptt(aftce)pt+ef=0. . . . . (178)

Cztery pierwiastki: p,, p, py i py tego réwnania daja wogdle cztery
szezegblne calki; calka przeto ogélna danego réwnania rézniczkowego
ma postad

o=C, .M f-C . C .M C e L (179)

gdzie litery C oznaczaja pewne wielkodci state, ktére obliczyd mozna
z warunkéw ruchu poczatkowego. '

Azeby wyrazié druga spéirzedng ¢ w funkeji czasu; nalezy z réw-
nania 174-ego i 17H-ego wyrugowaé o, Lecz zamiast tego szczegilowego
rachunku mo#na bezposrednio napisaé¢ réwnanie rézniczkowe tej zmien-
nej, wzigwszy pod uwage, ze réwnanie 174-te zamieni sig na 17D-te,
jezeli zastagpimy w niem literg o literg o, literg a litery ¢, i wreszcie ¢
literg f, — i odwrotnie; mozemy przeto te podstawienia zrobié réwniez
w réwnaniu 177-mem, i otrzymamy

_ ad : ay _
(ac— b?). r —+ (ce 4+ af) . -5 +ef.9=0.. . (180)
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Spélezynniki tego réwnania sg takie same, jakie s w réwnaniu
177-em; réwnanie przeto charakterystyczne tego réwnania, rézniczko-
wego bedzie réwniez takie same, jakie bylo poprzednio; calka przeto
réwn. 180-go

g =K, K, et LK, e+ K e . . . . (181)

gdzie litery K sg to pewne stale spélezynniki. Wielkoéé przeto p dla oby-
dwéch réwnan

o —(ﬂ.f"‘53)iV(af—|—ce)3—4(ac-—6”}.ej_
p“:t]/, 9, (ac — 67 :

Jezeli wartoéé tego pierwiastka jest urojong, to znaczy, Ze
mamy do czynienia z ruchem okresowym. Oznaczmy rzeczywiste czyn-
niki takich pierwiastkéw literami o, i a,, a wtedy

=2 .5 Pp=—01-% Ps=03.% g0 %

gdzie z = }/—1; po podstawieniu nastepnie tych wartoei w réwn. 179-te
i w 181-sze, ofrzymamy

G—_.'—(C‘i_ea1§.!+Cz'g—mf.!)_l_(calea,f.t_{_c‘_g-—-o:,f.i):
‘})i(Kl.Bulf.t_i__Kn_e—-ali.t)+(f§s.eags'.'t_‘_Kg'g—gzg,t‘]. (182)

lub tez, zamieniajgc funkcye wykliadnicze na kolowe, napiszemy te réw-
nania w postaci

c =24, .8in (¢ . 2+ B) + By.sin (&g . 2+ 11);
= A4, .sin (o . £ By) - By.sin (& . 2+ 1,). . (183)
W réwnaniach tych mamy osiem stalych wielkodei

All Az: -Bl 3 Bm [311 By 11y Tas

ktére sa dotychezas nieokreélone. Z warunkéw ruchu poczatkowego
okreflimy oztery z tych wielkodci; azeby bowiem okredlié ten ruch, po-
winny byd¢ dane w pewnej chwili dwa katy, okredlajace polozenie wa-
hadel, i dwie wielkodci okreslajgce ich predkodei w tem polozeniu.
Pozostale za$§ cztery spélezynniki obliczymy z warunku, %e réwnania
183-cie powinny zaspakajaé identycznie réwnanie 174-te i 17b-te.

Nie wchodzge w szczegély tego obliczenia, damy pewne wskazéwki
ogélne, pozwalajgce sadzié z réwnania charakterystycznego, bez obli-
czania jego pierwiastkéw, o rodzaju ruchu bry! danego ukladu.

Jezeli np, ktéra z wartodci p jest dodatnig, to warto$é odpowied-
niego wyrazu ¢+? rofnie z biegiem czasu, a wige i warto$é odpowied-
niej spéirzgdnej rosngé bedzie do nieskoriczonodci; poréwn. réwnania
179-te oraz 181-sze. -
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Jezpli za$ ktéra z wartodei p jest odjemng, to wartodd tego wyrazu
z biegiem czasu maleje; nie przesgdza to jednakze o wartodei o lub .

Jezeli wreszcie  jeden =z pierwiastkéw- jest wielkodcig zespolong
postaci (p -~ ¢ 7), to, wobec tego, ze mamy do czynienia z ukladami,
wykonujgeymi ruchy rzeczywiste, powinien istnieéd drugi” pierwiastek
sprzgzony postaci (p — ¢ 7). W tym przeto przypadku réwnanie np.
179-te moze byé przeksztalcone na nastepujace

o=C,.ebTa)ILC, 0= | C,. TV =) Tub
o=el? (C .ol - C.em ) - e?V (Cy . e? P H-Cp T 1)
lub wreszcie na nastgpujace
o=e?? [K'.cos(q#) - K" .sin(q#)] + e?'?.[K" .cos (¢'t)+

-+ K" .cos (¢'2).

Wyraz ten przedstawia ruch harmoniczny zlozony; ktéry, zaleznie
od tego czy p i ' = 0, z biegiem czasu wazrasta lub zanika,

Jezeli przelo réwnanie charakterystyczne posiada choé jeden pier-
wiastek dodatni, to spéirzedna ruchu, wyrazonego odno$nem réwnaniem
r6zniczkowem, rosnie do nieskoriczonodei; i do ruchu tego, ze wazglgdu
na zrobione zalozenia, nie mozemy stosowad réwnan przyblizonych. Je-
zeli za§ w danem réwnaniu pierwiastki rzeczywiste s odjemne, to spét-
rzedna danégo ruchu zbliza sig z biegiem czasu do wartodei stalej ozyli
ruch zanika. Jezeli za§ pierwiastki sg zespolone, to ruch jest okresowy;
a przytem jezeli rzeczywisty wyraz tych pierwiastkéw jest dodatni, to
ruch jest okresowy, wzmagajacy sig do nieskonczonodci; jezeli zas wyraz
ten jest odjemny, to ruch jest okresowy zanikajacy.

Z rodzaju przeto pierwiastkéw réwnania charakterystycznego wy-
wnioskowadé mozna o rodzaju ruchu, wyrazonego tem rédwnaniem,

Dla celéw technicznych waznem jest nieraz osgdzid, c¢zy ruch dany
jest wzmagajacy sip czy tez zanikajgcy, lub harmoniczny. Waznem jest
przeto médz osadzié, bez rozwigzywania réwnan, bezposrednio ze spél-
czynnikéw réwnania, czy pierwiastki jego rzeczywiste beda odjemne,
lub tez czy wyrazy rzeczywiste pierwiastkéw zespolonych bgda odjemne,
gdyz tylko w tych przypadkach ruch bedzie wzmagajacy sie. '

W réwnaniach drugiego stopnia lalwo to osgdzié, obliczywszy pier-
wiastki tego réwnania. ' '

Jezeli np. réwnaniu stopnia drugiego nadamy postad

PP+ ap+a=0 -

to pierwiastki jego wyrazimy wzorem
4
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Jezeli pierwiastki posiadajg wartodei urojone; to wyraz rzeeaywisty
powinien byé odjemny, t. j. powinno byé
' al = 0;
azeby ruch byl okresowy zanikajacy.

Jezeli za§ pierwiastek posiada wartodé rzeczywistg, to azeby ruch
byt zanikajgey, powinno byd '

M (8 \* :
9 +l/(2) a, <0,

a nastapi to wtedy, gdy
a,>0; . oraz a,>0 . . . . . (184)

Gdy za§ mamy rdéwnanie wyzszych stopni, sposéb ten okreglenia
pierwiastkéw staje sig utrudniony, a nawet niemozliwy. Zwiazki, jakim
powinny podlega¢ spélezynniki réwnania n-tego stopnia, azeby rzeczy-
_wiste pierwiastki lub tez rzeczywiste wyrazy pierwiastkéw zespolonych
byly odjemne, podal Hurwitz (Math. Ann. Bd. 46, 1875, str. 278). Pray-
toczymy je tutaj, nie podajac ich dowodzen. W my$l tej teoryi pierwiastki
rzeczywiste lub wyrazy rzeczywiste pierwiastkéw urojonyeh réwn. n-tego
stopnia o postaci

Pt tapr .t Buaptaa=0;

beda odjemne, jezeli: 1) kazden spétezynnik a=>>0; i 2) jezeli jedno
cze$nie wartosei kazdego wyznacznika, utworzonego kolejno z nastgpu-
jacego ogdlnego wyznacznika

& ay & a |

1 a a a

2 4 (] ::' 0‘
0 a a a
0 1 ag ay

A wige dla #n=2; podlug tego prawidla powinno byd

) a O s
a;>0; a;>=>0; oraz = 0.
1 a,
Dla n=3, powinno byé
a, 4
a,>0; a, > 0; a; >0, > 0;
: R
a ag 0
oraz I a O > 0.
0 a a
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Dla n=4
a,=>0; a; =>0; a,>0; a, >0, oraz
a aa 0 0
a a, 0 - :
a, a, 1 a a 0
= 0; L 1 az a‘i > 0; - 0-
1 a 0 a4 a 0
0 a a
0O 1 a a
it d.

Takie jest postepowanie analityczne, majace na celu obliczenie tak
zwanych ruchéw drgajgcych bryl materyalnych. -

Jezeli za$ réwnanie charakterystyczne wykaze, ze ruch dany nie
jest drgajaey, lecz odbywa sig na stosunkowo znacznych przestrzeniach,
to do obliczenia takiego ruchu nalezy zastosowad réwnania §ciste; jak
w danym przykladzie réwnania 169-te i 171-sze, ktérych jednakze catko-
wanie jest w wielu przypadkach niemozliwe, lub tez przedstawia znaczne
trudnodci. W tych przypadkach nalezy okreslié wlasciwogei danego ruchu
bezposdrednio z tych réwnan w ten sposéb, jaki stosowali$my np. w § 57-mym
tomu III-go do obliczenia wahadla kulistego. W wielu przypadkach mo#na
réwniez odkryé pewne wlasciwodci danego ruchu z réwnania réwnowar-
todei pracy i energii kinetycznej.

77. Ruch dzwonu. Obliczenie ruchu wahadia podwéjnego znajduje
bezpodrednie zastosowanie w praktyce przy obliczeniu ruchu dzwonéw.
_ Bryla nazwana pierwsza, moze przedstawiad dzwon; bryla druga — serce
jego. Przebieg ruchu dzwonu nie jest tak prosty, jak sig to pozornie
zdawaé moze. W Kolonii np. w roku 18756-tym zalozono dzwon, ktéry
nie wydawal déwigku; gdyz podezas poruszania dzwonem serce jego w ten
sposéb sig poruszalo razem z dzwonem, %e nie trafialo w dzwon. Te
szozegbélne warunki zachowania sig serca i dzwonu mozna obliczyd z wy-
prowadzonych réwnai ruchu. W tym celu weZmiemy pod uwage ten
- szozegblny przypadek ruchu dzwonu, w ktérym serce jego i dzwon wy-
konujg jednoczeénie jednakowe ruchy, jak gdyby stanowily jedng bryle
sztywna; i znajdziemy warunki przy jakich to zachodzi.

Réwnanie tego ruchu otrzymamy z réwnan 173-cich; gdy podsta-
wimy w nie

!!J:G.

Réwnania te sg nastepujace

d* o . - =]
(L1 atmy 7y 4 my 5y 74) -EE_I"(ml s;+myry) . g.sino=0;

u

d ;
(Izrls‘|‘mzsz-?';)-‘—£+m2.ﬁ‘;.g.31na=0.

d.
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Azeby zaé te réwnania wyrazaly jeden i ten sam ruch, powinny
byd jednakowe; wobec czego powinien zachodzié nastgpujacy zwigzek
pomigdzy jego spblezynnikami

Liy a-tmy vy + mysy 7y - My Sy - My ¥y )
Ly ~+-my s, 7y My Sy
Przeksztalcimy nastgpnie to réwnanie w ten sposéb, %Ze wprowa-

dzimy dlugoéci wahadet zastgpezych, réwn. 103-cie, tak dla dzwonu jak
i dla jego serca. Podstawimy przeto w to réwnanie

—;“A =h; __—'“ZB’B =bh;

My Sy Mg Sy

a otrzymamy zwigzek powyzszy w nastepujgcej postaci

L ms"ta_i_mﬂszrl

"y Sy il SIS s i T
by + 7, + my Sy
skad po przeksztalceniu
h—brr =221 (0 — ).
my Sy

Jezeli przeto zachodzi ten zwigzek pomiedzy wielkodciami, okres-
lajgcemi rozmieszczenie masy w dzwonie, to serce dzwonu nie trafi
w dzwon.

Zwiazek ten uprodci sig, jezeli weZmiemy pod uwage, ze wielko$é m,
jest zwykle w dzwonach bardzo malsg w poréwnaniu z wielkoScig mz,;
i 2e wielko$é (/, —s,) niewiele r6zni sig od zera; przyjad przeto mozemy,
ze wartosé prawej strony powy#zszego réwnania =0; a powyzszy zwig-
zek przybierze postad ,

ES bt « = « & s 5 & & a2 (185)

Z réwnania tego wynika, ze dzwon nie wyda d4wigku pomimo ruchu,
jezeli $rodek wahania dzwonu i serca jego wzajemnie sig pokrywaja.

Badania nieudanego dzwonu Koloriskiego wykazaly, ze

/, =38,282 m, ly == 2,629 m, a  r =0,66T;
ktére to wartodei czynig zado§é rownaniu 185-emu; stusznie przeto dzwon
taki nie odpowiadal celowi. Zwrécié nalezy jeszcze uwage, %e niespotka-
nie sig dzwonu z sercem zachodzi nietylko w tym przypadku, w ktérym
dzwon i serce poruszaja sig jak jedna bryla, lecz i wtedy, gdy serce
porusza sig wzglgdem dzwona w takich granicach, kiére nie siggajg do
powierzni dzwona. Przypadku tego jednakze rozpatrywadé nie bgdziemy.




