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32, Elipsoida bezwladnosci danej bryly materyalnej, W celu una-
ocznienia geometrycznego wielkodci momentéw bezwladno$ci wzglgdem
réznych osi /, przechodzacych przez pewien punkt, wyrazimy réwnanie
b7-me geometrycznie, W tym celu na kazdej osi / odetniemy od po-
czgtku ukladu dlugosé

gdcie A? oznacza dowolnie obrany, lecz staly dla danego =zadania, spél-
czynnik proporcyonalnosci. Przeprowad4my przez obrany biegun O nie-
skoriczenie wiele osi /i na kazdej z nich odetnijmy odcinek p okre-
flony przez ten wzér; to otrzymamy pek promieni, wychodzgcych z je-
dnego punktu, ktérych korice utworza pewng powierzchnig. Zadaniem
naszem jest orzec, jakg bedzie ta powierzchnia.

W tym celu podstawmy do wzoru 57-mego

II— l: HE TR T T T s (59)
p
i oznaczywszy literami x, y, 2, sp6lrzedne kofcéw promienia p; zasta-
pimy w otrzymanem réwnaniu iloezyny
p . cos(x,2), p . cos(y,1l), p.cos(zl)

wartosciami spblrzgdnych x, 9, s a otrzymamy réwnanie
-‘rx J xgbi'{? 'y3+]s C ’32_"2[115 J xy—2f,_,, ) yg'*z]l'ﬁ cag=A: . (60)
ktore przedstawia powierzchnig drugiego stopnia. Azeby okreslié postac
tej powierzchni, zwazymy, ze wszystkie jej punkty leza wogéle w skofi-
czonodei; warto$ei bowiem 7; — a wiee i wartodei p wzgledem wszyst-
kich osi przechodzacych przez obrany biegun sg wogéle wielkoSciami
skonczonemi. W szezegbélnym tylko przypadku, gdy punkty materyalne
83 roztozone wzdluz osi, przechodzgcej przez poczgtek ukladu spéirzed-
nych, wtedy wzglgdem tej osi /; = 0; a p =+ oo; z czego wynika, Ze
wogdble wszystkie punkty powierzchni, utworzonej przez korice promieni
p lezg w skoriczonodei, a w szczegblnym tylko przypadku ukladu punk-
t6w materyalnych lezg dwa jej punkty w nieskoriczonofci. Ze znanych
powierzchni drugiego stopnia odpowiada tym warunkom tylko elipsoida
wraz ze swemi, odmianami, w jakie przej$é moze w szczegllnych przy-
padkach; a wigc przedstawiaé réwniez moze elipsoidg obrotowsg, kulg
lub walec.

Wogéle przeto powiedzieé mozemy: ze kazdy punki.w przestrzeni
moze byé $rodkiem elipsoidy, posiadajacej takg wlasciwosd, ze moment
bezwladnodei danej bryly wzgledem dowolnej osi, przechodzgcej przez

A4
ten punkt, obliczymy ze wzoru /; = —PT; w ktérym p jest diugodeig od-
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cinka, utworzonego na tej osi przez srodek elipsoidy i joj powierzchnig.
Elipsoida ta daje obraz geometryczny zmiennoSci momentéw bezwlad-
nodei danej bryly wzgledem osi, przechodzgcych przez dany biegun. Ilip-
soidg tg¢ nazwano elipsoidg bezwladnosei danej bryly w obranym bie-
gunie,

Dla danej bryly i dla danego bieguna, mozemy zawsze zbudowad
jedna tylko elipsoidg bezwladnogci, niezaleznie od polozenia obranych
08i spélrzgdnych %, ¥ i 2; moment bowiem bezwladnosei wzgledem ka-
2dej osi posiada, na zasadzie danego okreSlenia, jedng tylko wartosc;
a wige i korce odeinkéw p, wyznaczg jedny tylko elipsoidg. Zmienia-
jac przeto polozenie osi spélrzednych x, 9, 2, a nie zmieniajge ich po-
czgtku i polozenia bryly w przestrzeni, otrzymamy réwnania drugiego
stopnia 1'621'13;011 postaci; ktére jednakze przedstawiaé bedg jedng i te
samg elipsoide.

Gdy obierzemy osi spélrzednych wzdluz gléwnych $rednic tej elip-
soidy 1 oznaczywszy spélrzedne koncow odeinkéw p literami &, 4, €
wtedy réwnanie elipsoidy wzgledem tych osi powinno mieé postad

. 2
BT s s e b o 00
P1 Pg NPy ‘
w ktérem p;, f,, p; 0zZnaczajg dlugosei gléwnych pdélérednic elipsoidy.
Oznaczywszy literami 4, B, C wartodé momentéw bezwladnodei wzgle-
dem osi gtéwnych danej e]ipsoidy,‘ napiszemy na podstawie okreslenia
wyrazonego wzorem 59-tym

A% A* A2
B = Vti iP3= V-_.B: Pg= VZ“ ;

a po podstawieniu tych warto$ci w réwn. 61-sze, otrzymamy réwnanie
elipsoidy, odniesione do osi gléwnych, w nastepujgcej postaci
A8 B2 LC.B3=2 . . . . . - (62)
Z por6wnanm tego réwnania z réwnaniem elipsoidy, odniesionej do
dowolnyeh osi spéhrzgdnych x, g, 2, réwn. 60-te, posiadajgcych wspélny
poczgtek z osiami &, 7, { wynika, ze warto$é momentéw odérodkowych,
wzglgdem kazdej pary plaszczyzn,-przechodzgcych przez osi gléwne elip-
soidy, sg réwne zeru; i odwrotnie, jezeli dla kazdej pary plaszczyzn,
przechodzgcych przez obrane osi spélrzgdnych, momenty odérodkowe
réwnajg sig weru, to proste przecigeia sig tych plaszczyzn sg osiami gléw-
nemi elipsoidy, gdyz wtedy réwnanie ogélne 5T7-me przeksaztalei sig na
82-gie; t. j. na réwnanie symetryczne. Osi gléwne elipsoidy bezw}adno-
Sci nazywajg sig gtéwnemi osiami bezwtadno$cl danej bryly w danym bie-
gunie, a plaszczyszny, przechodzace przez te osi, — gléwnemi plaszozy-
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znami bezwladnodei, Elipsoida bezwladnosci, zbudowana dla érodka masy
danej bryly, nazywa sig elipsoida $rodkows.

Znajae polozenie osi gléwnych danej bryly dla obranego bieguna,
obliczymy z réwn. 67-go moment jej bezwladnodei wzgledem dowolnej
osi przechodzgcej przez ten punkt, gdy jej katy kierunkowe beda znane;
wzér ten jest nastepujacy

Lj=4 .co8!§, ) B.cos?(n,0)-C.cos?(&,4) . . . (63)

33. W!lasciwosci momentéw bezwladno$ci bryf materyalnych. 1) W kaz-
dym punkcie przestrzeni wyznaczyé mozna takie polozenie trzech plasz-
czyzn wzajemnie prostopadlych, ze wzgledem kazdej pary tych plasu-
czyzn momenty odsrodkowe danej bryly beda réwne zeru. Zanikanie wige
momentéw odérodkowych zachodzi nietylko wzglgdem plaszczyzn, z kto-
rych jedna jest plaszozyzng symetryi danej bryly, jakieSmy to juz po-
przednio zauwazyli, lecz dla kazdej bryly mozna je znale$d,

2) Jezeli w pewnym punkecie przestrzeni znajdziemy trzy wzajem-
nie prostopadle plaszezyzny, wzgledem ktérych trzy momenty odsrod-
kowe réwnajg sig¢ zeru, to proste przecigcia sig tych plaszczyzn sg gléw-
nemi osiami bezwladnosci; gdyz wtedy réwnanie elipsoidy, odniesione
do tych prostych jak do osi spéirzednych, bedzie réwnaniem symetrycz-
nem. Jezeli przeto dana bryla posiada np. trzy plaszezyzny symetryi,
to proste przecigeia sig tych plaszezyzn sg osiami gléwnemi; przypadek
ten zachodzi np. w prostopadlodcianie,

3) Ze zmiang polozenia bieguna bezwladnosei, kierunki osi gidéw-

nych wogéle sig zmieniajg. Jezeli bowiem momenty odsrodkowe wzglg-
"dem kazdej pary z trzech gléwnych plaszezyzn réwnajg sig zeru,
to nie beda one wogdle réwne zeru wzgledem innych trzech plaszczyzn
do nich réwnoleglych, poréwn. wzdér b6-ty; plaszczyzny te ‘przeto nie
bedg juz plaszczyznami gléwnemi.

4) Gdy wzglgdem dwdéch par z trzech wzajemnie prostopadiych
plaszezyzn (1-sza, 2-gd, 3- cla.) momenty odsérodkowe réwnajg sie zeru;
np. jezeli

Ay =0,  oraz Ly =0,
to prosta przecigeia sig plaszezyzn 1-ej i 2-giej jest jedng z osi glow-
nych, W tym~bowiem przypadku w réwnaniu ogélnem elipsoidy, réwn.
60-te, wypadng dwa iloczyny spélrzednych i otrzymamy réwnanie z ilo-
czynem tylko dwéch spélrzgdnych; wazgledem wige trzeciej spélrzgdnej
bedzie to réwnanie symetryczne, odpowiednia przeto tej spdlr?gdneJ 0§
jest osig gléwng elipsoidy.

b) Jezeli plaszczyzny gléwne pizechodza, przez $rodek masy danej
bryly, to dla biegunéw, lezgcych na kazdej z tych plaszczyzn, jedna
2z osi gléwnych jest do niej prostopadly, pozostale zad dwie osi lezg w tej
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plaszezyZnie; réwnolegle bowiem przesunigeie dwéch plaszczyzn glow-
nych, gdy trzecia przechodszi przez §rodek masy, nie zmienia wartosci
momentéw odérodkowych wzgledem kazdej z przesunigtych plaszczyzn
i pozostalej; a poniewaz wartodci momentéw odsrodkowych réwnaly sig
weru, pozostang i po przesunigciu tych plaszezyzn réwne zeru, § 30-ty.

6) Z pomigdzy réznych polozeii osi bezwladnodei, przechodzgeych
przez obrany biegun w przestrzeni, wyznaczyé mozna polozenie dwéch
wzajemnie postopadlych osi, wzgledem ktérych momenty bezwladnosei
danej bryly sa najwigksze i najmniejsze. 0§, wzgledem ktérej moment
bezwladnodci jest najmniejszy, przechodzi przez wielky srednicg elipsoidy.

T) Jezeli warto$ci momentéw bezwladnosei danej bryly wzgledem
dwodch osi gtownych sg wzajemnie réwne, to momenty jej bezwladnosci
wzgledem wszystkich prostych, lezgeyeh w plaszezyZnie tych osi i prze-
chodzgeych przez obrany biegun, sg wzajemnie réwne, elipsoida bowiem
jest w tym razie elipsoidg obrotows.

8) Jezeli wartosei momentdw beazwladnodei danej bryly wzgledem
trzech osi gléwnych, przechodzgcych przez obrany biegun, s3 wzajemnie
réwne, to momenty bezwladnosci danej bryly wzgledem wszystkich innych
osi, 'przechodzgcych przez ten biegun s3 wzajemnie ré6wne, W danym
- bowiem razie elipsoida przeksztalca sig w kulg; promienie zatem wo-
dzgce, a wigc i momenty bezwladnosci wzgledem tych promieni, sg wza«
jemnie réwne. Np. dla kuli, lub szescianu elipsoida bezwladnogei zbudo-
wana w srodku cigzkodci przeksztalca sip w kulg; momenty przeto bez-
wladnodci tych bryl wzgledem wszystkich osi, przechodzgcych przez
srodek, sg wzajemnie réwne,

34. Punkt bezwladnosci na danej prostej. Gdy na danej prostoj
znajdziemy taki punkt, w ktérym zbudowana elipsoida danej bryly po-
siada jedng $rednice gléwng ma tej prostej; wtedy punkt taki nazwiemy
punktem bezwladnosci na danej prostej. Zadanie obecne polega na okre-
§leniu polozenia, w jakiem powinna znajdowadé sip taka prosta wzglgdem
bryly, azeby znajdowal sig na niej punkt bezwladnodei, a nastgpnie — na
wyznaczeniu polozenia tego punktu. Obierzmy na danej prostej dowolny
punkt O, jako poczatek spéirzgdnych i przeprowadZmy przez niego trzy
wzajemnie prostopadie osi x, y, 3, obrawszy tg prosts za of z. Nastepnie
na tejze prostej obierzmy inny punkt O', na odlegloéei dotychezas nie
oznaczonej z od O i przeprowadsmy przez niego inny uklad prosto-
katnych osi (%, 9/, 2’); obrawszy of 2’ réwnies na tej prostej. W ten
spos6b mamy dwa uklady wspéirzgdnych, ktérych poczatki oraz osi 21 o'
lezg na danej prostej; plaszczyzny zad (, ) oraz (x', 9") s wzajemnie
réwnolegle; polozenie zatem A-tego punktu bryly okredlié mozna spél-
ragdnemi (%, ¥z, &5,) lub (27, 3, 8). Oznaczywszy kat pomigdzy osiami
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x i x' przez a; napjszemy nastepujgce zaleznodei geometryczne pomipdzy
sp6irzgdnemi :
X'y = xj cos a—-y, sin o5
Y'p = — % sin a 4y, cos o;

&'y = 2 — 2,

) Jezeli np. punkt O’ jest punktem bezwladnogei danej prostej, t. j.
lezeli «', ', &' 83 osiami giéwnemi w punkcie O’ to powinny zachodzié
_nastgpujgce zaleznodci

1) X (mkx’kz'k) ] 0,

2) % (mypay) = 0;

3) X (mpx'py'y) = 0.

Podstawiwszy w te réwnania wartodei spéirzednych (s, Ve 2y )
z poprzednich réwnan, otrzymamy trzy réwnania z dwiema niewiado-
memi a« i 2, ktére okreslajg polozenie szukanego bieguna; réwnania te
83 nastepujace :

1) cosa.X (mpxyzp) + sin o 2 (my,y,2,) — 2, [cos a. B (mpxp) -+
+ sina. ¥ (m,y,)] = 0

2) —ssina.X (myx,e,)-tcosa.X(myy,2,)—8, [—sina. X (myx,) +
—!" cos o . X (mkyk)] — 0;
3) $sin2 a.¥ [me (9% —a%)] 4 cos 2 a.X (mpxp9;) = 0.

Azeby dwie niewiadome o i g, mogly =zaspakajaé trzy powyzsze
réwnania, powinny zachowaé pewne szczegélne zalezno$ei pomigdzy -
spblezynnikami tych niewiadomych.

W celu wyznaczenia tych zaleZnoéei wyrugujemy o 2z pierwszych
dwéch réwnan i w tym celu 1-sze réwnanie pomnozymy przez sin a,
drugie przez cos «i dodamy je z sobg; nastepnie |-sze pomnozymy przez
cos a, drugie przez sin o« i takze dodamy je z sobg; z 3-ciego zas bezpo-
frednio obliczamy tg 2 «; po tych przeksztalceniach otrzymamy naste-
pujace trzy réwnania

B gl L (mpye=i) |

X (mpyp)
E(mkxkz;,).
DT Tom) .
2% :
B) tg@e) = g kB (e

% [y (2% —%))
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Azeby wartosé &, zaspakajala dwa pierwsze réwnania, powinno by¢

E(m,,ykzg;)_ﬂ E(’”kxk“k). Gz e e e e (BB
Y (mpyp) X (my %)

Réwnanie to wyraza wlaénie warunek, ktéry powinien byé spelniony,
azeby na obranej osi znajdowal sig punkt bezwladnofei. Nie kazda wigc
prosta posiada punkt bezwladnosei dla danej bryly; lecz tylko proste,
znajdujace sip w szczegélnych polozeniach wzglgdem danej bryly, posia-
dajg takie punkty.

Odleglogé punktu bezwladnoéci danej prostej (jezeli on istnieje), od
obranego poczgtku O spélrzednych obliczymy z réwn., 1-go lub 2-go
a polozenie dwéch pozostalych osi gléwnych obliczymy z réwn, 3-go.

Rozpatrzymy pewne szczegélne przypadki:

1) Jezeli jednoczesnie

Y (mywyep) =0 oraz X (myyp ) = O; .
Y(mpx,)=0 i E(mk}’,{‘)%();
to 2, = 0;

t. j. obrany poczgtek ukladu jest punktem bezwladno$ci danej prostej;
czyli prosta ta jest jedng z osi gléwnych danej bryly w tym punkecie.
2) Jezeli jednoczednie
Y (mpapey) =0, Z)my ype,)=0; oraz
. I () =0; X(myuy)=0;
t. j. jezeli o$ ta przechodzi przez $rodek masy, to s, przybiera kazdg
dowolng wartosé; czyli dana prosta jest osig gléwng dla kazdego swego
punktu; a poniewaz warto$é kata o jest niezalezna od wartodci z,, gdy#
w réwn. 8-cie nie wchodzi- wartodé g, przeto kierunki pozostatych
dwéch osi dla tych punktéw nie zmieniajg si¢g w przestrzeni i pozostajg
réwnoleglymi do osi gléwnych w $rodku masy. Wszystkie przeto punkty

na osi gléwnej elipsoidy bezwladnodei sy punktami bezwladnodci dla
danej bryly.

8) Jezeli Y (myxp) = 0; oraz X (myy,) =0; a

Y (mpxp2,) =0 oraz Y (mpy, ;) == 05
wtedy 2, = oo,

Osi, przechodzgce przez $rodek masy, a nie bedgce osiami gtéwnemi,
posiadajg punkty bezwladnos$ci w nieskoriczonosei.

4) Jezeli dana prosta jest réwnolegla do jednej z gléwnych osi,
przechodzgoych przez Srodek masy; to jej biegun bezwladnodei pokrywa
sig = rzutem prostopadlym $rodka masy na tg prostq; plaszezyzna bowiem
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rzutujgea jest w danym razie plaszczyzng gléwng elipsoidy w $rodku
magy; a dana prosta jest osig gléwng elipsoidy dla punktu przecigeia sig
danej prostej z tg plaszczyzng; praypadek 5-ty paragrafu poprzedniego.

35. Ogniska bezwladnosci, Przyjmiemi, ze momenty bezwladnosci

Rys 14.
A B, C danej bryly wzgledem osi gléwnyr-h £ 7, £ w érodku masy:
posmda]a, wartoSei

A>B>C;
wtedy moment bezwladnodci J; wzgledem esi 7, przeprowadzonej w plasz-
czysnie (§ 7)) réwnolegle do osi n na odleglodci ¢ od niej; (rys. 14-ty
przedstawia plaszczyzng &, 1), wyrazi sig stosownie do réwnania bb-ego
wzorem

lLy=B-+| em

Przy zalozeniu, ze 4> B, warto$§é ¢ mozemy zawsze tak dobrad, azeby
B+ é*m = A4; ‘
wtedy punkty F' i /", lezgce na osi &€ w odleglosei

g:—l—l/-A_B;

od érodka magy, posiadaja te azczegdln% wladeiwoéé, ze momenty bez-
" wladnodei danej bryly wzgledem osi & i %, przechodzacych przez te
punkty, sg wzajemnie réwne; elipsoida zatem bezwladnoéci danej bryly,
zbudowana w tych punktach, posiada dwie gléwne S$rednice wzajemnie
rébwne. Punkty te nazwano ogniskami bezwladnodei danej bryly na
ptaszezyZnie gléwnej (€ 7). Znajomo$é polozenia tych ognisk daje moz-
Mechanika Tom IV, . 4
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no$é wyznaczenia osi gléwnych w kazdym punkeie danej plaszczyzny
(&, ). Momenty bowiem bezwladnodci wzgledem osi, przeprowadzonych
przez dowolny punkt X tej plaszczyzny i przez obydwa ogniska bez-
wladnodei sg wzajemnie réwne; proste przeto, polowigce katy zewngtrzne
i wewnetrzne, jakie one tworzg, sg osiami gléwnemi w tym punkecie,
rys. 14-ty. e

Jasnem jest, ze ogniska bezwladnodei mogg lezed¢ tylko na osi,
wzgledem ktérej moment bezwladnodei jest wigkszy od momentu wzgle-
dem drugiej osi; oddalajac bowiem pewng oé od $rodka masy, moment
bezwladnosei wzglegdem niej zawsze powigksza si¢g i mniejsze warto§ei
momentéw mozemy przez to zawsze dowolnie powigkszyd.

Jezeli wige 4 > B > C, to mozemy na osi & znalezé jeszcze takie
bieguny H' i H", rys, 1b-szy, przez ktére przeprowadzimy osi €, i £,
réwnolegle do §; wzgledem ktérych momenty bezwladnodci réwnad sig
bedg wartodci 4; odlegtosei tych osi od osi L réwnajage sig

43/ 4=C,
= m

Poniewaz stosownie do zalozenia B> C, przeto w plaszezyZnie (1, ()

B—C .d off &
m

przeprowadzié mozna réwniez na odlegloei = —+ ]/

i réwnolegle do niej takie osi £’y i ("), wagledem ktérych momenty bez-
wladnodei danej bryly réwnaja sip B. Wnioski te wypowiemy: przyj-
mujge, e 4> B> C znajdziemy na osi £ dwie pary ognisk bezwlad-
nosci; jedna z tych par (/' i F'") wyznacza giéwne osi bezwladno$ei
wzglgdem biegunéw, lezacych na plaszezyZnie (€ v); druga zad F'i H"
wyznacza te osi wzgledem biegunéw lezgeych na plaszezyznie (€, €).
Na osi 7 znajdziemy tylko jedng pare ognisk, gdy% moment bezwladnogei
B wzgledem tej osi jest wigkszy tylko od momentu C wzgledem osi &e
Znajomos$¢ polozenia trzech par tych ognisk pozwala wyznaczyd polo-
senie osi gléwnych wazgledem biegunéw, leZgcych na kazdej z trzech
plaszczyzn gléwnych, przechodzacych przez dany érodek.
W szezegblnym przypadku, jezeli B = (i, jak poprzednio, 4> B,
to ogniska G’ i G” pokrywajg sig ze $rodkiem masy, ognisko za§ H'
pokrywa sig z F' a H"” =z F"; osi zatem 7 i £, wzgledem ktérych
momenty bezwladnodei réwnajg sip 4, zbiegaja sip w jednym punkcie
na osi § wzglgdem ktérej moment bezwladnodci takze réwna sig A,
: ; ; ; .o/ A=C
otrzymujemy zatem w jednym punkcie na osi { w odleglosei ey

od frodka masy trzy wzajemnie prostopadle osi, wzglgdem ktérych mo-
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menty bezwladnosci s3 réwne wartodci 4. Wniosek ten wypowiemy
w nastgpujacy sposéb: gdy elipsoida bezwladnodei pewnej bryly, zbudo-
wana w $rodku jej masy, posiada dwie osi gléwne wzajemnie réwne,
1 gdy wzglgdem tych osi momenty bezwladnodci sg mniejsze od mo-
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mentu wzgledem osi trzeciej; wtedy na osi trzeciej znajdziemy dwa
ogniska, wzglgdem ktérych elipsoida bezwladnodei stanie sig kulg; ogniska
te nazywaja ogniskami réwnych momentéw beazwladnoéei; zatem; dwa
ogniska réwnych momentéw bezwladnodci posiadajg bryly, kiérych elip-
goida bezwladnoéci w ¢rodku masy posiada dwie §rednice wzajemnie
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réwne; a trzecig mniejszg od kazdej =z nich, Bryly zatem obrotowe mogg
posiadad ogmska réwnych momentéw na osi obrotu, gdy srednica elipsoidy,
lezgca na tej osi, jest mniejsza od pozostalych Srednic; t.j. gdy ehpsmdu
bezwladnosei jest splaszcona.

36. Przyklad. Wyznaczyé elipsoidg bezwladnosci punktu materyal-
nego wzgledem bieguna, dowolnie obranego w przestrzeni.

Przez dany biegun przeprowadzamy pek osi bezwladnosei i waglg-
dem kazdej z nich obliczymy moment bezwladno$ci danego punktu:
moment ten=mh,? gdy litera m oznaczymy masg punktu materyalnego

i literg A4, odleglodé jego od n-tej osi, przeprowadzonej przez biegun.
)\'.!
Odetnijmy na tych osiach watosei p—+V o, = a konice tych odcirkdw

wyznaczajg powierzchnig szukanej elipsoidy.

Rozpatrzmy nast¢pnie pewne szczegélne przypadki polozenia osi,
przechodzacych przez obrany biegun:

1) gdy of przechodzi przez obrany biegun i dany punkt materyalny,
to moment bezwladnodci danego punktu wzglgdem tej osi=0, p = oo
a wige of ta przecina elipsoide w oo, t. j. elipsoida w danym razie
przeksztalca sip na walec; ktérego od przechodzi przez dany punkt ma-
teryalny oraz obrany biegun; a poniewaz w danym przekladzie dla
obranego bieguna jedng tylko taks oS znajdziemy, przeto o$ ta jest
najwiekszg osig elipsoidy. W celu wyznaczenia dwdch pozostalych
osi przeprowadémy przez dany Dbiegun pek osi prostopadiych do osi
walca, a poniewaz momenty bezwladnosci wzgledem tych osi sg wza-
jemnie réowne, przeto i odnosne promienie wodzgce elipsoidy 83 wzajem-
nie réwne. Wnioski te wystowimy: elipsoida bezwladnodei punktu ma;
teryalnego, wzgledem dowolnie obranego bieguna w przestrzeni, prze-
ksztalca sig w walec, ktérego o$ przechudzi przed dany punkt mate-
ryalny i psrzez obrany biegun, ktérego przekrdj jest kolowy, o promie-

rliu=Z‘;7—__—..-_-; gdy literg / oznaczymy odleglosé danego punktu mate-
m

ryalnego od bieguna. Zbudowawszy ftaki walec, mozemy wyznaczyd
moment bezwladnodei danego punktu materyalnego wzgledem dowolnej
osi; przechodzacej przez obrany biegun. Jasnem jest, ze ze zmiang
polozenia bieguna zmienia sig polozenie osi walca i promiei jego prze-
kroju przy tej samej wartoci A. Gdy w szczegélnym przypadku obie-
rzemy biegun w danym punkecie materyalnym, wtedy promien przekroju
waleca przybierze warto$é — oo, t. j. cala jego powloka .odsunie sig od
nieskoficzonodei tak, iz diugo$é kazdego promienia wodzgcego, przecho-
dzgcego przez dany punkt = co, momenty zatem bezwladnosci danego
punktu wzgledem kazdej osi, przechodzgcej przez niego r6wnajg sig zeru;
co réwniez wynika bezposrednio z postawionych warunkéw zadania.
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37. Przyklad. Zmaleid szczegbélne wiadciwosci elipsoidy bezwlad-
~nosfei dwéeh punkiéw materyalnych, wzgledem réznych biegundyw,
dowolnie obieranych w przestrzeni.

Gdy obierzemy biegun nie na prostej, igczgcej dane punkty, wiedy
‘momenty ich bezwladno$ci wzglgdem wszystkich osi, przechodzgeych
przez taki biegun, posiadaja wartodei skonczone; a koiice odnosnych
promieni p wyznaczajg elipsoide o skoriczonej wielko$ci $rednic. Dla
szczegdlnych polozen biegunéw, gdy obierzemy je np. na prostej taczacej
dwa dane punkty, wtedy elipsoidy wzgledem tych biegunéw przeksztalcy
sip w walce o przekrojach kolowych i wspé6lnej osi, przéchodzgcej przez
dane punkty; promienie tych przekrojéw zalezg od odleglodci obranego
bieguna od danych punktéw materyalnych.

PrzeprowadZmy przez biegun, nie lezgcy na prostej fyczacej dane
punkty, i przez dwa dane punkty plaszezyzng, a bedzie ona plaszezyzng
symetryi danego ukiadu punktéw (po obydwéch bowiem stronach tej
plaszezyzny niema punktéw, jest to wige szczegdlny przypadek symetryi);
jedna wigc z osi gléwnych szukanej elipsoidy dla dowolnego punktu tej
plaszezyzny, jest prostopadla do niej, a moment bezwladnosei wzglgdem
tej osi réwna sig sumie iloczynéw z mas danych punktéw i kwadratéw
ich odleglo$ci od obranego bieguna; dwie pozostale osi lezg w tej
plaszezyZnie. lLatwo spostrzedz, #e te wnioski stosujg sig réwniez do
prostego odcinka materyalnego.

38. Przyklad. Znalezé szczegélne wiadciwosei elipsoidy bezwlad-
nofci trzech materyalnych punktéw wzgledem biegunéw, dowolnie
obieranych w przestrzeni.

W danym razie elipsoida bezwladnogdci posiada dla wszelkich biegu-
néw skofczone wymiary. W szcezegélnym przypadku, gdy biegun
obierzemy w plaszczyZnie trzech punktéw; wtedy jedna z osi gléwnych
jest prostopadly do tej plaszezyzny.

Do okredlenia wladciwosci elipsoid bezwladnosci wigcej zlozonych
ukladéw punktéw nalesy wogdle stosowad (metody ogélne, wylozone
w poprzednich paragrafach.

39. Ukfady plaskie punktéw materyalnych. Szczeg6lnym przypadkiem
ukladéw punktéw materyalnych sa uklady na plaszezyZnie. Fizycznie
uklady takie przedstawié sobie mozemy w postaci bardzo cienkich plyt
materyalnych plaskich. To, coémy powiedzieli o momentach bezwilad-
nodei bryl, stosuje sip w zupelnodei do plaskich ukladéw punktdw:
zachodzy tylko pewne szczegélne ich wladciwoéei, wynikajgce ze szcze-
ubluego sposobu rozmieszezenia punktéw; wladciwodei te sg nastgpujgce:

1) plaszczyzng ukladu plasklego uwazaé mozna za jego plaszczyzng
symetryi; jedna przeto z osi gléwnych bezwladnoéei dla kazdego punktu
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tej plaszczyzny jest prostopadlg do niej, dwie za$ pozostale lezg na tej
plaszczyZnie; wobec czego méwimy w tym razie tylko o dwéch osiach
bezwladnogei.

2) przeprowadsmy przez obrany punkt w plaszezyZnie danego
ukladu dwie prostopadle osi spélrzgdnych x iy i prostopadle do niej
0§ g; to zachodzg nastgpujgce réwnania

I; =% (mpy,°); I, = X (myx3”); Iy =T my (%> y,%);

% ktérych wynika, ze

Iy = Iy + Iy:
czyli suma momentéw bezwladnodei figury plaskiej, wazgledem dwdéch
0si, wzajemnie prestopadlych, réwna sig momentowi bezwladnodei
wzgledem ich punktu przecigeia sig.

2) Jezeli okolo pewnego bieguna, na plaszczyZnie ukladu, obracad
bedziemy prosta /, to moment bezwladnosdei /; danego ukladu wzglpdem
tej prostej obliczymy =z wzoru B7-mego podstawiwszy w niego
cos (g, [)=0; a wige

1) = cos®(myf) . Iy~ cos® (9,0) . I, — 208 (%) . cos (¥,0) . Iyyy-

2
4) Odlozywszy na kazdej z tych osi promieni p= tf}:, por. § 32-gi,
!

otrzymamy jako geometryczne miejsce koricéw tych promieni elipsg,
ktérej r6wnanie jest nastepujace
Lyt Ly — 2xy Ly =M

B) Osi gléwne elipsy w danym biegunie plaszezyzny ukladu, na-
zywajg si¢ osiami gléwnemi w tym biegunie, Dla kazdego punktu pla-
szezyzny kierunki tych osi sig zmieniajg. Momenty bezwladnosci wzgle-
dem osi lezgcych w plaszezysnie ukladu i przechodzgoych przez srodek
jego magy, oznaczad bedziemy literami 4 i B. Réwnanie elipsy bezwladno$ei
w $rodku masy, odniesione do osi gléwnych bezwladnodei jest nastgpujgce
e! .rj!

SO |

A
vz )

Na osi 1, gdy B < 4, znajdziemy parg ognisk, dla ktérych elipsa
bezwladnodci przeksztalca sip w kolo bezwladnogei; znajomodé polo-
genia tych ognisk pozwala wyznaczydé gléwne osi bezwladnosci dla do-
wolnego bieguna, lezgcego na plaszezyinie ukladu,

Jezeli of [ mnie lezy w plaszezyZnie ukladu, wtedy dla oblicze-
nia momentu bezwladnoéci wzglgdem tej osi, nalezy zastosowaé elipsoidg
bezwiadno$ci w danym biegunie.

Warunki, pozwalajgre okredlié, czy na danej osi w plaszeayi-
nie ukladu znajduje sig biegun bezwladnodei, znajdziemy w nastgpujaey
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sposéb. Obierzmy na danej osi punkt O jako poczatek ukladu spéirzed-
nych; dang o§ obierzmy za of 9, prostopadlg do niej za o§ x. Na osiy
w odlegludei 9, obierzmy punkt O' jako poczgtek drugiego ukladu osi
(#, ¥, przyjmujac dang o za 9'; d zaleznoéé spélrzgdnych tych ukla-
dow wyrazi sig nast¢pujacemi réwnaniami

d=ay 9'=3— i
Jezeli O’ ma byé punktem gtéwnym, to powinno zachodzié réwnanie
I(my 'y y'p) = 0;
lub inaczej
Ly 2 (9 — ¥)] = 0,
skgd otrzymamy

B (my xp Vp) .
D (O}

Poniewaz jest tu jedno réwnanie [z jedng niewiadomg y,, przeto
kaida prosta, lezaca w plaszczyznie ukfadu plaskiego punktéw materyal-
nych posiada punkt bezwtadnosci; odleglo$é tego punktu od obranego
poczgtku obliczymy =z réwnania 6b-ego. Szczegélne przypadki tego
réwnania obliczyé mozna jak poprzednio.

40. Uogédlnienie twierdzefi o wlasciwosciach momentéw. W naste-
pujgcem rozpatrywaniu nazywadé bedziemy wogble momentem danego
ukiadu punktéw materyalnych iloczyn algebraiczny, wektorowy lub ska-
larny z dwéch dlugoéei i z wielkodei masy i czasu; lub tez — sumg ta-
kich iloczynéw. A wige przez tg nazwe rozumieé bedziemy: momenty
bezwladnogci punktéw i bryl materyalnych wzgledem plaszezyzn, osi
lub biegunéw,—momeny ich odérodkowe;—momenty ilosei ruchu i wresz-
cie — energip kinetyezng. Dla kazdego z tych momentéw dowiedlidmy,
%8 wartosé jego wzgledem dowolnej plaszczyzny, osi lub dowolnego bie-
guna, sklada sig z wielkodei dwéch takich samych momentéw, z ktérych
jeden jest momentem, wzgledem tychze plaszczyzn, osi lub biegunéw
§rodka masy danego ukladuigdy w tym érodku wyobrazimy sobie sku-
piong cala masg danego ukladu; drugi za$ jest takim samym momentem
wzgledem plaszezy zny lub osi; przechodzacych przez ten §rodek lub wzgle-
dem bieguna, obranego w tym §rodku; por6wn, wzory: 80-sty; 34-ty; B3-ci;
bb-ty; H6 ty.

Tozsamogé tych twierdzen jest wynikiem tej wspélnej wladciwodei
tunkcyi matematycznych, okreslajacych te momenty, ze funkcye te sj
drugiego stopnia pud wzglgdem wymiaru dlugosei. Wazory okreslajace
te momanty sg

2 (my, 2% E(my xp vp); S(Vmy, Oy . 7); oraz X (3 my vp?).
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Jezeli zastagpimy w tych wzorach dang dlugosé sumg dwéch innych
dlugosei, z ktérych jedna jest wielkodeig zmienng, odniesiong do Srodka
masy; np. 'z, ¥'p, P4, 75; a druga wielkoscig stala, okreslajgcg poto-
zenie lub ruch $rodka masy, np. wielkodeig x, ys, 7 lub 75, to po
wykonanlu odpowiednich dzialan matematycznych, wskazanych wyrazem,
okreflajgcym dany moment, otrzymamy trojakiego rodzaju wyrazy:

1) wyrazy typu

L(mp &'y Blmy 2’y 95 BV Loy 9y 7y oraz B (G 0%
ktére s takiemi samemi funkcyami, jak poprzednie, tylko— nowych
zmiennych; t. j. wyrazajg te same momenty innemi tylko zmiennemi;

2) wyrazy, bedgce iloczynami lub drugiemi potegami wylacznie
ze stalych dlugodei, ktére mozna wynie$é przed znak sumy; a sumg mas
wszystkich punktéw zastagpid¢ masg calego ukladu; sg to wyrazy nast.:
' mxg?; mxgys; Vmdg Pg; oraz dmod;

i wreszcie otrzymamy wyrazy;

3) bedace iloczynami ze stalych dlugosei i ze zmiennych dlugo-
sei. State wielkodei wyniesiemy przed znak sumy, a sumy beda réwne
zeru; gdyz sg Sumami iloczynéw z mas i z odleglodei od 4rodka masy
Iub z ich pochodnych. Jezeli bowiem okreslimy polozenie érodka masy
wyrazem

mx, = N(my, %) ;
fo z tego wynika, ze
(my 2'p) = 0;
a wige i

[ dxy \
L(”ﬁk?ﬁ-)ﬁe, it p
wyrazy przeto tego rodzaju 'wypadnq, ze WZordw.
W tem wlaénie okreslenin srodka masy lezy uproszczenie podanych
przeksztalcen.

B. Kinetyka bryl materyalnych.

41. llo$¢ ruchu i moment ilosci ruchu bryly materyalnej. Okredle-
nia ilofei ruchu i momentu ilo§ei ruchu pewnej bryly materyalnej sg te
same, jakie dalifmy w §§ 2-gim i 4-tym dla dowolnego ukladu pun-
ktéw materyalnych; a mianowicie:

ilosciag ruchu danej bryly materyalnej nazwiemy sume wektorowa
Hlosci ruchu oddzielnych jej punktéw, a

momentem jej ilosci ruchu nazwiemy sumg wektorowz momentéw
flosci ruchu tych punktéw wzgledem obranego bieguna.



