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Drugie z tych réwnaii wyraza moment ilosci ruchu wuglgdem osi =
i jest jednakowe z réwnaniem 2-giem réwnani 117-tych tomu lll-go.

Azeby wykazad, ze z tych réwnai otrzymad¢ mozna np. réwnanie
I-sze réwnar 117-tych tomu ITl-go, ktére jest wyrazem zasady réwnowatoseci
pracy i energii kinetycznej; obliczmy pochodng réwnania drugiego, jak to
wskazuje réwnanie, a pomnozywszy %godnie z prawidlem, podanym
w § 456-tym tlego tomu, otrzymane réwnanie przez o'. df, réwnanie zas
pierwsze przez ©'. d¢f powinnimy otrzymad, po ich dodaniu, — zupelng
résniczke, ktérej caltka wyrazi zasadg réwnowartosei pracy i energii ki-
netycznej. ' '

Z réwnan Lagrange’a mozna wyprowadzi¢ zasadg réwnowartosci
praey i energii kinetycznej; nalezy tylko tak je przeksatalcié, azeby wy-
razaly one prace sil podczas rzeczywistego przesunigcia; w tym celu na-
leay- pomnozyé kazde z tych rdwnan przez odpowiednie jemu dg¢, a po
ich dodaniu, otrzymamy szukane réwnanie. Zwrécié nalezy uwage, %e
postgpowanie to, oparte na superpozycyi przesunigé niezaleznych, jest
zgodne z postgpowaniem, wskazanem w § 45-tym tego tomu.

W § 4b wskazaliSmy sposéb znalezienia dla ruchu jednej bryly

réwnania réwnowartodei pracy i energii kinetycznej z réwnan momentéw
ilogei ruchu; metoda zad Lagrange'a daje sposéb wyprowadzenia za
pomocy obliczania czgstkowych pochodnych wyrazu energii kinetycznej
réwnali momentéw iloSei ruchu; w ten sposéb z jednego jedynego wyrazu
energii kinetycznej danego ukladu i z wyrazu pracy sit przylozonyeh do
niego, mozna obliczyé réwnania ruchu danego ukladu; byleby te wiel-
kosci byly wyrazone spélrzgdnemi niezaleznemi i to stanowi znakomity
dogodno$é réwnant Lagrange’a.
‘ Lagrange, podajac swe réwnhania, nie opieral sig na pojgciach dyna-
micznych, jakieémy to starali sip tutaj uczynié, i co dla nas moze byd
pozgdanem; lecz opieral sieg na pojeciach matematycznych; wskutek
tego zakres zastosowan tego réwnania znacznie sig rozszerza i moze
przekraczad granice pojgé dynamicznych i rozszerzajac sig do takich
- sjawisk fizycznych, w ktérych pojecia dynamiki bryt nie znajdujg bez-
" poSrednio swego znaczenia.

Poleca sig czytelnikowi obliezyd réwnania ruchu metods Lagrange’a
i znalezdé znaczenia dynamiczne oddzielnych wyrazéw wahadia toczacego
sig, podanego w § b4-tym, oraz wahadla podwGjnego, podanego
w § Tb-tym tego tomu. ’

L. Podstawy rachunku wektorowego.

101. Rodzaje wektoréw. Wyklady nasze rozpoczglismy (tom I-szy)
pojeciem o wielkosciach kierunkowych,— wektorowych. Pojecie to jestesmy
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zmuszeni wprowadzi¢ do naszych rozpatrywan przez wlasciwodei zjawisk
ruchu; ktérych rozpatrywanie bylo naszem zadaniem.

Wektorem nazwali$my (w § 2-gim tomu I-go) pewien odcinek prostej;
ktérego diugo$é jest w pewnym stosunku z wielkodcig rozpatrywana,
a strzatka wyraza kierunek dziatania. W tem okreéleniu nie nalezy ro-
zumied, azeby poczgtek wektora byl niezmienny w przestrzeni. Stosownie

do wlasciwosei fizycznych, jakie wyrazad maja wektory; dzielimy wek-
tory na trzy kategorye:

1) Jezeli pewne wlasciwodei fizyczne (czy tez kinematyczne) pew-
nego zjawiska wyrazié mezna wektorem umieszczonym w dowolnem
miejscu przestrzeni; to wektor taki nazwiemy przenosnym. Przykladem
tej kategoryi jest np. wektor momentu pary sit (§ 29-ty tomu I-go); —
predkodé lub przysdpieszenie punktéw bryly, bedgcej w ruchu postepo-
wym (§ 32-gi oraz § 6b-ty tomu Il-go). Dla okreglenia polozenia takiego
-~ wektora w przestrzeni, sg niezbedne i wystarczajace trzy niezalezne
liczby ; zwane spélrzednemi, np. dwa kgty kierunkowe prostej, na ktérej
umieszezony jest dany wektor i wielko$é jego liczbowa; lub tez rzuty
na trzy osi. Jezeli ten wektor ma lezec na danej plaszczyznie, to wystarcza
dwie liczby. Méwimy przeto, ze wektor przenosny posiada w przestrzeni
trzy stopnie swobody; na danej za$ plaszczyZnie dwa stopnie; — (o stop-
niach swobody § 6b-ty tomu I-go). Z tego okreslenia wynika, ze wek-
tory przenosne sa r6wnowazne, jezeli proste ich dzialania sg réwnolegle
(np. katy kierunkowe réwne) dlugoéci ré6wne i posiadajgce strzalki zgodne.

2) Jezeli pewne wladciwosci fizyezne wyrazié mozna tylko wekto-
rem, dzialajgcym wzdiuz jednej prostej; to wektor taki nazwiemy prze-
suwnym. Wektor przesuwny, przeniesiony na inng prosta, réwnolegly do
niego, wyraza inne dzialanie i wywoluje inny skutek.

Takimi wektorami wyrazamy dzialanie sil, przylozonych do danej
bryly satywnej; réwniez — wyrazamy predkosci katowe bryl sztywnych
(§ 28-my, § 62-gi tomu Il-go). Wektor przesuwny w przestrzeni posiada
pigé stopni swobody (§ 65-ty tomu I-go); —na plaszczyZnie — trzy.

Wektory przesuwne sg réwnowazne, jezeli dzialajg wzdluz jednej
i tej samej prostej, z punktem przylozenia w dowolnem miejscu tej
prostej, dlugosei sg réwne i strzatki zgodne.

3) Bywaja wreszcie wladciwosei, ktore wyrazié mozna wektorem,
przylozonym do pewnego Scidle okre§lonego punktu; — wektor taki naz-
wiemy umiejscowionym, Takimi wektorami wyrazamy predkosci punktow;—
momenty danych sit wzgledem pewnego bieguna; promienie wodzgce
punktéw. Wektor umiejscowiony w przestrzeni posiada szes¢ stopni
swobody (np. trzy spéirzedne punktu i trzy rzuty); na plaszczyZnie zas .
cztery stopnie. ;
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Wektory umiejscowione sg réwnowazne, jezeli posiadajg wspélny
poczatek, kierunek, dlugosd i strzatki zgodne.

102. Spolrzedne wektorowe. Ozg¢sto bywa dogodnem stosowanie
nast. sp6irzgdnych danego wektora. Z dowolnego punktu w przestrzeni, rys.
; 60-ty, wyprowads-

my trzy wektory jed-

nostkowe: 7, 7, &,
natenczas réwnanie

A=0,i+a, j+oyk (255)

(w ktérem ay, a,, oy 53
pewne liczby) przed-
stawia wektor, ktéry
jest przekatnia réw-
nolegloscianu, zbudo-
wanego na trzech
-wektorach o7, a,7,
oyk, jak na krawe-
dziach. W szczegdl-
nym przypadku, gdy
wektory 4, 7, % sa
wzajemnie  prosto-
padle, otrzymujemy
wektor 4, jako prze-

“ Rys. 60. kgtnie prostopadios-
cianu; w tym przypadku napisad mozemy np. 2

4 =Vao?t a2 o a?
_ Wielkosei oy, oy, 24 33 W danym razie prostopadiymi rzutami wektora
A na kierunki wyznaczone przez wektory 7, 7, k.
Jako zastosowanie tego sposobu przedstawiania wektoréw wyznaczmy
sume dwoéch wektoréw

P=A4d+4 B = (ui + ay] + osk) 4 (&7 -+ B/ + Bsk),

lub inaczej

P= (a0, 4+ B) 2+ (09 + [3'2) 7 4 (ag +B)R. . . _(256)

Wiyniki powyssze daja sip wyslowié w sposéb nastepujacy:
kazdy wektor P mozna przedstawié jako sumg trzech wektor6w, kiérych
kierunki sg wskazane przez wektory jednostkowe ¢, j, % warto$é alge-
braiczna kazdego z tych trzech jednostek wektoréw réwna sig skladowej
danego wektora w kierunkach obranych.

+

3
e e e e ]

Ll



— 915 == § 102—108.

Gdy wektor /° jest sumg kilku wektoréw 4, B .., wtedy kazda
jego skladowa, w kierunku obranych osi 7, /, %, jest sumg algebraiczng

skladowych, ktére otraymamy z roztozenia oddzielnych wektoréw 4, B .
w kierunkach tychze osi.

103. Przyrost i pochodna wektora. Z pojecia réznicy (§ 7T-my tomu
I-go) dwéeh wektoréw wynika pojecie przyrostuipojecie pochodnej wek-
tora. Przyjmijmy, Zze wektor P obraca sig podiug jakiegoé prawa okoto
swego poozgtku, whedy koniec jego zakresla pewng krzywa X, rys. 61-szy.
Wezmy nastgpnie pod uwage dwa sgsiednie polozenia tego wektora np.
P, i P, to réznica tych
wektorédw, ktdra oznacza-
my przez AP, =P, — P,
nazywa sig przyrostem wek-
tora P, przyrost ten jest
przedstawiony przez cigci-
we czgstki krzywej X, za-
wartg pomigdzy koncami
wektoréw P, i P,.

Przypadki szczegoéine.
Gdy dlugosé wektora P,

nie zmienia sig podczas .

obrotu, t. j. gdy £ = Py, : (E)x.‘ (ﬂ H)_)(.
wtedy otrzymujemy tréjkat X ! . . ——
réwnoramienny, ktérego U . J
podstawg jest przyrost AP,. (E),

Gdy wektory P17,
leza na jednej prostej, wte- B N
dy AP, ma kierunek wektordw /° i £, i przyrost wektorowy réwna
sig réznicy algebraicznej (P, — /).

Rys. 6l.

Wektor P moze zatem zmieniadé swojg skalarng wartoﬁé nie zmie-
niajagc swego kierunku, co nastgpi, gdy np. wydluzy sig on lub skréei
sig; lub tez moze zmieniad¢ swoje polozenie przez obrét okolo swego
poczgtku, nie zmieniajac swej diugosei; lub wreszcie obydwie zmiany
mogy nastgpowad jednoczesnie.

Gdy kgt pomigdzy wektorami P, i P, mniejszym bedzie, to wartosd
AP, bedzie sig¢ zmniejszala i przechodzge do polozeri nieskoniczenie bliskich,
dlugoéé wektora AP, staje si¢ (z pominigciem nieskoriczenie malych dru-
giego rzedu) nieskonczenie malg i r6wng dlugosei czastki krzywej K;
kierunek tego przyrostu jest styczny do tej krzywej, zwrot zas zgodny
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z przyjetym zwrotem obrotu wektora P. Jezeli przejscie wektora z polo-
zenia P, do P, wymagalo pewnego okresu czasu, ktéry oznaczymy przesz

AZ, to iloraz % , lub, przejhodza,e do nieskonczenie malyeh przyro-

stow, iloraz pr nazywa sie pochodng wektora /7 wzgledem czasu (9.

Pochodna wektora 7 . 1 dT}j jest réwniez wektorem, ktérego kierunek

wyznaczymy, wykresliwszy kr},ywa, jakg zakresla koniec wektora 7 pod-
czas obrotu, wtedy bowiem styczna w punkcie, wyznaczonym przez koniec

wektora 7, przedstawia kierunek pochodnej - . Innemi stowy, po-

chodna -%? jest wektorem tego samego kierunku co przyrost AP, gdyz

dt jest wielkodciag skalarna, dP za$ jest czastka luku zakreélonej krzywej,
i posiada kierunek stycznej.

104. Przyrost i pochodna wektora. wzgledem skalara. OkreSlenie
dodawania wektor6w oraz wladciwodei sumy wektoréw - podali§my
w § 3-cim oraz w § b-tym tomu I-go; okredlenie zad réznicy czyli odej-
mowania podali§my w § 7-mym tomu I-go. Temu sposobowi dodawa-
nia, podlegajg wszystkie wektory; jak predkoéei sily, momenty, predkosei
wektorowe; ilodei ruchu; momentéw ilogei ruchu i t. p. Obecnie podamy
okreslenie pochodnej wektora wzgledem pewnego skalara, jako zmien-
nej niezaleznej.

7 pojgoia réznicy dwéch wektordw wynika pojgcie przyrostu i po-
chodnej wektora zmiennego. Przyjmijmy, ze wektor # jest np. promie-
niem wodzgeym, wyprowadzonym z punktu nieruchomego O do pewnego
punktu X, poruszajacego si¢ w przestrzeni; koniec przeto tego wektora
przejdzie z jednego polozenia 7, do polozenia 7,; réznica przeto wekto-
réw (7, — 7;) wyznaoczy przesunigeie punktu K jezeli ruch byl prosto-
linijny; jezeli zas ruch byl po linji krzywej, to réznica ta okreéli poto~
zenie i dlugodé "cigeiwy; jezeli polozenia punktu bedg nieskoriczenie
bliskie, to, oznaczywszy zgodnie z symbolami rachunku rézniczkowego,
réznice (7, —7,) przez d7;, i gdy przez d¢ oznaczymy okres czasu,

w jakim ﬁowstai ten przyrost; — wtedy i!oraz%nazwiemy pochodne
wektora 7 wzgledem czasu. Poniewaz d# jest czgstkg drogi, jakg za-

kreglit punkt X, przetp jj = 0 t. j. wyraza predkosé jego w danej chwili.
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Jezeli tréjkat 7, — 7, = dF azrzutujemy na dowolng o x; to
otrzymamy réwnanie :

(P — (A1) = (A7),

a rozdzieliwszy je przez d#, otrzymamy wzér

(a’f dry
dt) aE o e

ktéry wyslowimy: rzut pochodnej wektora na dowolng o$ réwna sig ska-
larnej pochodnej rzutu tego wektora. Twierdzenie to wyprowadziliSmy

dla przypadkéw rzeczywistych w § 30-tym tomu II-go dla rzutéw pred-
kodei i przyspieszeni.

105. Znaczenia iloczynu wektorowego dwoch wektorow. W § 20.tym
tomu II-go podalismy okreélenie iloczynu

C=YV.A4, 5

Jezeli wektor 4 bedzie promieniem 7 wodzgcym punktu rucho-
mego, a B wektorem predkosci katowej, ktérg oznaczymy przez @; to
wektor C bedzie predkodcig 9, jaka posiada dany -pankt podezas tego
obrotu t. j.

1=V7.9
Jezeli 4 bedzie wektorem sily; B promieniem wodzgeym punktu

przylozenia sily, wyprowadzonym z obranego bieguna; C bgdzie wekto-
rem momentu tej sily wzgledem obranego bieguna

M =NLP ¥

poréw. w § 2b-tym tomu I-go.

W tenze sposéb mozemy wyrazié moment ilodei ruchu; pordw. § 23-ci
tomu IIl-go.

Przytoczymy nastgpujace szezegélne przypadki, wynikajgce z tego
okreslenia

1) lloczyn V A4, jest zawsze réwny zeru, gdyz kat (4,4)=0,
a gatem sinus (4, 4) =0. Gdy zastosujemy ten przypadek do oblicze-
nia predkogci obrotowej pewnego punktu, to réwno$é wektoréw 7 =6
we wzorze 9 = V #5, wskazuje, 2e punkt ruchomy znajduje si¢ na osi.

9) Jezeli zmienimy porzadek mnoznikéw; to iloczyn V.45 zmieni
swoj znak; gdyz sin (4, B) = — (B, A4).

106. lloczyn wielomianow wektorowych. Moment statyczny sily
P, wyrazamy wektorowo wzorem M), = V P, 7. Jezeli wiele sil dziala
na Jeden punkt, to napiszemy tyle réwnan momentdw, ile jest. sﬁ, jezeli
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nastepnie réwnania te dodamy wektorowo, to na zasadzie § 28-ego
i réwn. 22-go tomu I-go napiszemy réwnanie
VB r=VEPYr . . - « - . « (287)

Zastosowanie tego réwnania mozemy uog6lnié do dzialan na wek-
torach, niezaleznie od tego co one przedstawiajg; gdyz wynik, jaki to
réwnanie wyraza, zalezy tylko od geometrycznych stosunkéw pomigdzy
wektorami, jakie przedstawiliémy na rys. 37-ym tomu l-go. W ogélnem
wige pojmowaniu wyslowimy wzér powyzszy w sposéb nastgpujacy:

suma- iloczynéw wektorowych, £V /2, 7, ktére posiadaja wsp6lny mno-
znik 7, réwna sig iloczynowi wektorowemu z sumy wektorowej mnozni-
kéw 77, i ze wspélnego mnoznika 7, t. j. = V (¥P)) 7,

Réwnanie powyZsze napiszemy w innej postaci, gdy po obydwdch
jego stronach zamienimy porzgdek mnoznikéw, oraz gdy napiszemy
wpierw prawg jego strong nastepnie lewa, ofrzymamy wtedy rdéwnanie

VrRPy = IV 7rPy;
wystowienie ktérego pozostawiam czytelnikowi.
Ogélna postaé tego réwnania jest nastgpujaca
VS -+ B+ (T+..)—_—VSE+VS_B—1-VSC‘—|—...
gdzie .S, A4, B, przedstawiaja pewne wektory.

Przeksztalémy obecnie iloczyn wektorowy, gdy mnozniki skladajy
sig z sumy wielu wektoréw t. j, sa wielomianami; iloczyn taki ma po-
sta¢ nastgpujgca

V(A4 B-+C..)(K+ N4 P);
w celu jego przeksztalcenia podstawmy 4 -} B C + .= S, a otray-
mamy |

VS(K+N++P4...)=VSE} VSN VSP+...;
nastepnie podstawiiny zamiast S jego wlasciwy wyraz i otrzymamy

VA+B+CH+..)K+V(A+BF+CH.)N....=
=VAK+VBK +... +-VAN+ VBN +...;
skgd wreszcie wzér ogélny mnoienia wektowego wielomianéw wektoro-
wych
V(@A~+BA-C. N EA-N+-PA-)=VAEAVB. K+...V.A. N4V B. N-..(258)

Wzér ten wyslowimy:

iloczyn wektorowy z dwéch sum wektorowych réwna sie sumie ilo-
czynéw wektorowych z oddzielnych dodajnikéw.

Z tego wynika, ze mnozenie wektorowe wielomianéw wektorowych
podlega tym samym prawidlom, jakim podlega mnozenie wielomianow
algebraicznych; prawo to zwane jest prawem rozdzielnosci, =

Z powyzszych rozpatrywan wektorowych wynika nastgpnie, ze, je-
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zeli ¥4, =0, to rowniez 2V 4,5 = 0; gdzie 4, i .S oznaczajg do-
wolne wektory; co znaczy, ze kazde réwnanie wektorowe mozna po-
mnozy¢ wektorowo przez pewien wektor, a réwnanie pozostanie w sSwWej:
mocy.

Gdy jednakze zechcemy skr6eié réwnanie, zlozone z iloczynéw wek-
torowych, przez wspélny mnoznik wektorowy, wtedy otrzymamy naste-
pujace szczegélne przypadki; albo jeden z mnoznikéw jest réwny zeru,
albo obydwa mnozniki s3 wektorami, wzajemnie réwnoleglymi; t. j. gdy
VS4 =0, wtedy albo 1) S =0, albo 2) A=0, albo 8) § = 4;
skrécajac wige takie réwnanie, nalezy mieé te praypadki na uwadze i na-
lezy zachowa¢ w tym razie podobng ostroznodé, jakg zachowujemy,
dzielge algebraiczne réwnanie przez pewng wielko$d.

Zastosowanie mnozenia wielomianu wektorowego do skfadania predko-
$ci. W §28-ym tomu II-go wyraziliémy predkosé punktu przez iloczyn wekto-
rowy 9=V 7 ; jezeli za$ dany punkt ma udzial w kilku obrotach okolo kilku
osi przecinajgeych sig, § b9-ty tomu 1I-go, to, wyprowadziwszy promien wo-
dzacy z punktu przecigcia sig tych osi do punktu ruchomego, napiszemy,
wzor predkosci wypadkowej o = X 0,= XV #¢,; na zasadzie poprzedniego
twierdzenia o sumie iloczynéw wektorowych napiszemy ten wzér w po-
staci # = V7X@ uczyniwszy X6, — ¢, otrzymamy wzér o = V 7§;
ktory jest uogdlnieniem wzoru, wyprowadzenie w § 59-tym tomu Il-go,
drogg szczegllowych badani ruchu.

Zastosowanie do geometryi. Dzialania wektorowe majg réwniez
zastosowanie do geometryi. Gdy oznaczymy np. boki trojkata przez
wektory @, & i ¢, to napiszemy réwnanie 7 4 b |+ ¢ = 0; gdy pomno-
zymy je wektorowo pmez wektor np. @, wtedy otrzymamy réwnanie

Via-+Vab-+Vas=0;
iloczyn Vaa = 0; suma zatem pozostalych dwdéch wektoréw réwna sig
zeru, przeto ich wartodci algebraiczne s wzajemnie réwne, t. j.
' ab sin(a,b) = ac sin(a, ¢),

ey sk : b
po skrdceniu i napisaniu w innej postaci, otrzymamy—;:
{o znane twierdzenie z frygonometryi.

107. Pochodna iloczynu wektorowego. Wektor A7 iloczynu wek-
torowego V A4 B jest $ciéle wyznaczony przez mnozniki A i B; gdy za$
wielkodci mnoznikéw bedziemy zmieniad, wtedy wektor 47 bedzie réw-
niez zmienial swa wielkodé i np. nieskoriczenie malym przyrostom mnoz-
nikéw odpowiadaé bedg nieskoniczenie male przyrosty wektora /; ma-
jac to na uwadze zastosujemy okreslenie pochodnej iloczynu wektoro-
wego, podane w § 29-tym tomu lI-go.
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Oznaczywszy przez M iloczyn wuktorowy dwoch wektoréw A i B
napiszemy M = V AB Za niezalezng zmienng przyjmiemy czas #
przyjmiemy zatem, %e mnozniki wektorowe zmieniaja sig z czasem;
w chwili wiec # mnozniki przedstawione sa przez wektory 4 i B, a ich
iloczyn przez wektor #7; po uplywie zas czasu A7 mnozniki te przy-
biorg wielkosci (4 -+ Ad), (B --.AB), oraz wektor ich iloczynu bedzie
réwny (M - AM); pomigdzy temi wielkodciami zachodzi zalezno$é

(M +- AM) = V (A - Ad) (B -+ AB), skad

AM = V(4 + Ad) (B + AB) — A4 B,
po przemnozeniu i skréceniu ofrzymamy wzér

AT =VA4.B -+ VA.AB 4 VA4 . AB; . . . (259)
jezeli rozdzielimy go przez okres czasu AZ, w ‘jaki powstaly te przyro-
sty, i przejdziemy do granic nieskoriczenie malych, zwazywszy przytem,
ze wielkogd VAA . AR, jako nieskoficzenie mata drugiego rzgdu, wobec
innych dodajnikéw tego wzoru, moze byé pominigty, otrzymamy wzor

Al _dVAB d dB
=Tt B—|-—VA L. L. (260)

ktéry daje prawidlo rézniczkowania 1loczynu wekiaomwegu; prawidio to
" jest, jak z tego wzoru widzimy, zgodne 2z prawidlem rézniczkowania
iloczynow algebraicznych. Zauwazymy przytem, %e zgodnoéé tych pra-
widel jest wynikiem prawa rozdzielnodci, przyslugujacego obydwom ro-
dzajom mnozenia.

108. Wyrazenie iloczynu wektorowego dwoch wektoréw za pomoca
rzutéw tych wektoréw na osi spofrzgdnych. W tym celu obierzemy tray
wektlory jednostkowe 7, 7, 4. wzajemnie prostopadle i przechodzgce przez
obrany biegun; oznaczmy rzuty danego wektora na obrane osi przez
Ay, A,, A,; i zr6bmy takiez rzuty drugiego wektora 5; wtedy wektor (
wzgledem obranego bieguna, przedstawimy przez wzér wektorowy

C=VAB =V (4,i+ 4 Jf.}’T A+ Ay k) (Bt Byf— + B, &),
Wykonywamy wskazane mnozenie wielomianu podlug wzoru 268-go,
i, zwazywszy, e

=i, Nhi= 7|
0, Vjj=0, Vkik=0; |

e

<

=y
E
l

. (261)

oraz, ze rzuty B,., B) i B, promienia wodzgcego sg spélrzgdnemi #, y,2
danego punktu, otrzymamy wzoér

VAB = i(AyB,—A,By) +j (4; By— Ay B,) + é(AB +— Ay By);
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i 7k
VAL =| 4, 4, A, . (262)
B, B, B,

Na zasadzie tego wzoru, moment np. sily 7 ktérej punkt przylo-
zenia wyznaczony jest przez wektor 7, napiszemy w sposéb nastepujacy

‘i 7k
A=\NPr=| P, P, P, | . . ... . (6%
i y P
|
Skad M, = | &2 P2 it q,
¥ z

co_jest zgodne z réwn. 84-tem i nast, tomu I-go.

109, lloczyn skalarny_ dwich wektoréw. Okredlenie: iloczynem ska-
larnym dwéch wektoréw .1 i B nazywamy warto§é iloczynu z ich wartosci
bezwzglednych i z cosinusa kata, zawartego miedzy nimi; t. j.

AB =A4.B .cos (4, B). . . . . . . (2064

— A
B

O~

B O
B 5

Rys. 62. Rys. 63

S

Wyraz ten mozna rozpatrywad jako iloczyn z rzutu wektora A na
kierunek wektora B i z dlugosei wektora B; t. j. 4B = 04" . OB,
rys. 62-gi; lub tez mozna go uwazaé jako iloczyn z rzutu wektora B na
kierunek wektora 4 i z dtugodet wektora A4; t. j. 4B = OB' . 04;
rys. 68-ci. Tloczyn skalarny dwéch wektoréw jest wielkoseia bezkierum-
kowa, jest on wielkogcig liczbowy. Jezeli jeden z wektoréw iloczynu
tego jest sila, drugi przesunigciem, to iloczyn taki nazwaliSmy pracg;
lecz tenze iloczyn stosujemy réwniez do innych wielkosci wektorowych.
Gdy np. wektorami iloczynu tego bedg predkosei ¥ punktu ruchomego,
wtedy iloczyn skalarny: 99 — 2%, a zatem wyraz | w90 przedstawia

warto$é energii kinetycznej danego punktu.
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Gdy jeden z wektoréw iloczynu jest nieskoiiczenie maly, wtedy
otrzymamy iloczyn 4 . dB, — ktéry, zastosowany Jdo wektora sily i prze-
sunigeia, przedstawia prace czgstkowq sily, Sumeg algebraiczng wartosei
iloczynéw A4 . dB wyrazimy calkg 2A4. d B. Gdy dB jest wektorem prze-
sunigeia punktu przylozenia wektora 4, wtedy sumeg taks nazwano catka
liniowa wektora 4 wzdtuz danej drogi. Suma ta ma wazne znaczenie
w zjawiskach wektorowo-fizycznych; a szczegélnem jej zastosowaniem,
jest wielkoéé, ktérg nazwaliSmy praca danej sily wzdluz pewnej drogi.
Pojgcie wige pracy, jest szczegblnym zastosowaniem ogélniejszego poje-
cia matematycznego calki linjowej pewnego wektora.

" 7 okreélenia iloczynu skalarnego wynikaja nastepujace jego whadei-
wosdei matematyczne:

l) Wyraz A8 = B.; albowiem

AB = A.B.cos (4, B), za$

BA = B.A4.cos (I3, 4); a poniewaz cos (4, B)=cos (B, A) i poniewaz

wartodci wektorow sg te same, przeto
AB=BA4, . . . . . . . . . . . (26b)

wladeiwodd te wyslowimy: )

wartos¢ iloczynu skalarnego nie zalezy od porzadku mnoznikéw.

Mnozeniu skalarnemu przyshuguje zatem prawo przemiennogci mno-
#znikdéw, ktére nie stosuje sig do iloezynu wektorowego, § 106-ty tego tomu.

2) Gdy iloeczyn AB =0, wtedy albo 4=0; albo B=0; lub
cos (4,B)=0, t. j. w tym ostatnim przypadku 4 | B.

8) Jezeli i jest waktorem jednostkowym, to iloczyn A7 jest war-
todecig rzutu wektora A na kierunek wektora /.

4) Jegeli wektory 7/ oraz ; sg wektoramijednostkowymi, dowolme
W pmestrzam skierowanymi, to wyraz

ij=1.1.cos(7,j) = cos (7).

b) Jezeli trzy wektory jednostkowe 7, /, k—sg wzajemnie pro-

stopadte, to zachodzg nastgpujace zaleznodei

=0 jh=0; Fi=0;
=Y =Y =l (- - - - - - (266)

6) Jezeli zachodzg dwa réwnapia KA =0, oraz KB =
to z nich wynika, ze kierunek wektora K jest prostopadly do kle-—
runkéw wektoréw A4 i B, o ile te wektory nie réwnajg sie zeru.

Jezeli zad posiadamy jednoczesnie trzy réwnania: K.4=0,
K.B=0,K.C=0; w ktérych wektory 4, B, C, nie sy réwnolegle do
jednej plaszczyzny; to z tych réwnan wymka, 2e K =0; gdyz prosta nie
moz%e by¢ prostopadly do trzech innych prostych, nieréwnoleglych do
jednej plaszczyzny:.
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T) Jezeli suma iloezynéw skalarnyeh posiada wspélny mnoznik, to

to napiszemy na zasadzie § 97-go, Iub odezytamy z rys. 126-go tomu I-go.
A.K4+B.K4+C.K4D.K+..=(A+B+C+D-4..), K. (267)

t. j. suma iloczynéw skalarnych ze wspélnym ezynnikiem wektorowym
réwna si¢ iloczynowi skalarnemu z wektora wypadkowego i z mnoznika
wsi)élnego 7 tego réwnania wymka prawidlo mnozenia skalarnego wie-
lomianéw wektorowych np.
(A+Bi+C) . (Ay+-Be4-Co) = 4, . Ay+-A, . Byt . B, . 4, + B, . B,1-(268)
ktére wypowiemy
floczyn skalarny dwéch wielomianéw wektorowych réwna sig sumie ilo-
czynéw skalarnych oddzielnych dodajnikéw; t.j. zachodzi w danym razie
prawo rozdzielnodei i Igeznodci.

7 prawidla tego skorzystamy, gdy Aechcemy np. wyrazi¢ wartosé
iloczynu skalarnego dwéch wektoréw przez ich rzuty na osi wzajemnie
prostopadle. Niechaj 7, j, % beda trzy wektory jednostkowe wzajemnie
prostopadie; 4,, A4,, 4, zad rzutami wektora 4 na te osi; oraz B,, B,
takimiz u.uhum mncgn wektora B; wtedy iloczyn -

A.B=(Ayi+A,]+ A7) (Byi+ Byj+ By k),
a po przemno?.aniu i uwzglegdnieniu réwnan 2066-tych, przyjmie on postaé
4d.B=A4y.B,+A,.By--A4;.B,. . . . (260)

Gdy np. A oznacza site; B przesunigcie d5; wtedy, zwaszywszy, %e
A, = Py, it.d; B,=dx, it d, wzér powyzszsy przeksztalci si¢g na
wzér dL=P. a's P_ dx+- Pydy+ Pgdz, ktéry w § 98-ym tomu I-go
otrzymali§my innym sposobem,

8) Tloczyn skalarny (ad). B=ua(AB), gdy o oznacza wielkog¢
skalarng; albowiem (o Ay B=0A.B.cos(a 4, B)=2.4.B.cos(4B)=
= a AB; wielko§é bowiem kata nie zalez)r ol dlugodei jego ramion.

9) Jezeli %A, = 0, to réwniez X4, . B=0, wyraz bowiem 24,
przedstawia wielobok, ktérego bok zamykajacy = 0; iloczyn wige z war-
todei jego rzutu i z kazdej innej wielkodei réwna sig zeru; aby tylko
mnoznik B nie posiadal wartodei nieskonczenie wielkiej.

Zastosowanie iloczynu skalarnego do geometryi. Dla kazdego troj-
l{qta napisa¢ mozemy réwnanie:

N
pomnémny je skalarnie przez wektor 4, to otrzymamy réwnanie
ai - ab -+ ag =0,
ktére zamienimy na skalarne, piszgc: a®-- ab cos (a, b) - ac cos (a,c) =103
nastepnie, po skréceniu przez a, ofrzymamy réwnanie
a-- b cos (a, b) ¢ cos (a,¢) =0,
ktérego wnaczenie geometryczne nie trudno znalezd.
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Do innego dojdziemy jeszcze wyniku, gdy napiszemy réwnanie

tré6jkata w postaci
i=bh-c,
i pomnozymy skalarnie lewy strone przez @, prawg za$ strong przez
b -} &, otrzymamy wtedy
aa = bb -+ 2 b¢ + ce. -
Zastgpiwszy mnozenia skalarne przez algebraiczne;y napiszemy
a* = b% -+ ¢* - 2bc cos (b,¢).

Kat (b,c) jest katem zewngtrznym tréjkata; wprowadziwszy zas do

réwnania kat wewnetrzny, otrzymamy znang zalezno$é bokéw tréjkata

i jednego jego kata. Czytelnik zechce na rysunku zdaé sobie sprawe
z tych stosunkéw.

110. Pochodnia iloczynu skalarnego. OkreSlenie: stosunek przy-
rostu wartosci iloczynu skalarnego do przyrostu wielkos$ci zmiennej nie-
zaleznej nazywamy pochodna iloczypu skalarnego.

Pochodng tg wyrazimy przez pochodne mnoznikéw, obrawszy jako
niezalezng zmienng czas. W tym celu nadajmy wektorom 4 i B pray- .
rosty, jakie powstajg w okresie czasu Af, a napiszemy réwnanie

“m._&(_1_4;_.__}%}_:Hm_(_/{—|—f.\zl).(B+-AB)—(A B)_

At At
Po wykonaniu wskazanego mnozenia pg. wzoru 268-go i zwazywszy,
se iloczyn (A A .A B) posiada wartosé nieskoriczenie malg drugiego-rzedu,
mozna wige go pomingé wobec wielkosci pierwszego rzedu,. otrzymamy
AW B) g A oy ded s e

dt dt at
Wazér ten daje prawidlo obliczenia pochodnej iloczynu skalarnego z po-
chodnych jego mnoznikéw: jest ono takie same, jak dla wielkodeci ska-

larnych.

111. lloczyn z trzech wektoréw. Iloczyn z dwéch wektoréw jest
dwojakiego rodzaju, wektorowy i skalarny; iloezyn za$ z trzech wekto-
réw moze bydé ftrojakiego rodzaju. Gdy bowiem mamy trzy wektory
A, B, C, wtedy napisa¢ mozemy nastepujace iloczyny

1) A.(BC); 2) A.VBC; 3). VA.VBC,
ktére rozpatrzymy kolejno.

1) Toczyn 4 . (BC) jest iloczynem wektora 4 i skalarnej wiel-
kodei (B . C); przedstawia . on zatem wektor réwnolegly do wektora A,.
ktérego dlugosd réwna sig dlugodei wektora 4, pomnozonej przez wiel-
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kod$é skalarng (B . C)=B. C. cos (B, (). Zrozumiatem jost, Ze wy-

vazy A.(B.C); B.(C. 4) oraz . (4.8) przedstama;q, roﬁnc Wektory,
iloczyn uad 4 . ¢BC) = A .(CB) = (BC) .

2) Wyraz A .V BC jest iloczynem skalarnym dwéeh wektoréw:
wektora </ i wektora V BC, jest wige on wielkodeig skalarng. Dla ilo-
czynu Lego zna;dmemy zZnaczenie geometry czne, prayjawsay %e welktory

I, B i (" nie lezg na jednej plaszczy’nie, i ze %biogajy sie w jednym
punkcie. Wartodé wektora V BC kiéry oznaczymy przez X, réwna sig
3. C sin (B, C), jest to zatem diugoét’:, réwna liczbowo wielkodei pola

Rys. 6id,

réwnolegloboku, zbudowanego na wektorach B i C; kierupek wektora
K=YV B (, jest prostopadly do plaszczyzny (B, C) rys. 64-ty; warot zas jego
wyznaczymy zgodnie z § 29-tym tomu IT-go; wartosd zatem iloczynu .7. V2
réwna sig 4.K.cos (4, K); a poniewaz wartodé 4.cos (4, K) réwna sig
rautowi dlugo$ei wektora .1 na kierunek X, przeto iloczyn 4. K . cos (4,X)
przedstawia liczbowo objetoscé réwnoleglogeianu, zbudowanego na wekto-
rach A, /3 i () jak na krawedziach.

W statyce iloczyn ten znajduje zastosowanie, migdzy innemi, prazy
obliczeniu pracy sily podezas obracania sig jej okolo danej osi; w tym razie

dL =1 .dos, a poniewaz M ="V Pr, praeto
dL=ds.V Pr. :
Moz#na dowiedd, 2ed. VB . (=B .V, A=C.V A.B;oraz, ze A .V.A4 . B=0.

8) Wyraz V.1.VB.(C jest iloczynem wektorowym wektora .4
i wekt8ta V 7 C, przedstawia on zatem réwnie# pewien wektor. Wyzna-
czymy polozenia tego wektora wzgledem wektoréw danych, gdy zastg-
pimy dzialania wektorowe, wskazane przez wzér, przez skalarne, wyra-
ziwszy wektory przez ich rzuty na uklad spéirzgdnych prostokgtnych.
W tym celu wyznaczumy polozenie osi spéhrzednych przez weltory
jednostkowe, rys. 6b-ty, i przytem, dla ulatwienia rachunku, obieramy
o4 / na prostopadiej do plaszezyzny (B, C); of j na kierunku wektora /A

Mechanlka-~Fom IV, 1.
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i 0§ 5 w plaszozysnie (B, C),’a wigc prostopadle do plaszezyazny (7, 7).
Oznaczywszy przez wskazniki 1, 2, 3 rzuty danych wektoréw na obrang
osi 7, 7, & napiszemy | B
A - Aﬂ-"i + Ayt l
Ba.f B :
ai+cE |
7 tych réwnan, uwzglgdniwszy przytem zaleznosei, wyrazone przez
réwnania 266-te, napiszemy
vﬁa VB(T‘:’(B;,-CS)-Y‘}T.E:
= Bg ' C.a . ?::'
nastepnie
VA.VB.C=VA4.(B,.Cy) i=
— [Bz . Cﬁ) Vﬂ ' .l;-;
podstawiwszy zamiast wektora
A jego skladowe, otrzymamy

VA.VBC = B,C,.V (A4, -
.

(271)

S &y
i

~
~
A
—
'
st
-

N o e s

_]"‘ A'a_:? ‘i‘ Azz;) 7
/ po przemnozeniu wektorowem.
"i uwszglednieniu odpowiednich

___________ | prawidel tego mnozenia; otrzy-
J . mamy
___________ : VA .V BC=(ByCy) (— Ayl
¢ i - + 4y7).

Wprowadzamy powrotnie
z réwnan 2T1-szych wielkodei
wektorowe; w tym celu rozwigzujemy najpierw nawiasy ostatniego
réwnania i piszemy mnozniki w nastgpujacym porzgdku

VA .VBC = (4,C) B,j — (A:B;) Gk
Z réwnafi 271-szych podstawiamy
Gk=C— Gy,
i otrzymamy po uporzgdkowaniu
NA.VB.C= (4C, + 4,C) B,j — (4,B,) C . . (212

z réwnaii 271-szych napiszemy

(4.0 = 4C + 4,6; (4. B)= A4,B,; oras B,j = B;
wprowadziwszy te wielkosci w réwnanie 272-gie, otrzymamy ostatecznie

VA.VBC = (4C). B — (4B) . T ses e (IB)

Rys. 65.
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Wizér ten przedstawia wektor, ktéry lezy w plaszezyznie (B, C);
wynik ten jest réwniez widoczny bezposrednio z okreslenia iloczynu
wektorowego; szukany bowiem wektor danego iloczynu powinien byd
prostopadiym do wektora VBC i wektora 4, rys. 65-ty, wektor za§ VBT jest
prostopadly do plaszezyzny (B, ), szukany zatem wektor lezed powi-
nien w tejze plaszczyinie.

KONIEC

Warszawa, Grudzier 19271 r.






