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H. Ruch bryly materyalnej obracajacej sie okolo
osi nieruchome;j.

78. Polozenie wektora momentu ilosci ruchu bryly, obracajgcej sig
okolo osi nieruchomej, wzgledem bieguna, obranego na tej osi. W § 41-ym
N 4 obliczyliémy polozenie wektora 17, momentu ilogci ruchu danej
bryly wzgledem bieguna, obranego na osi obrotu, ze znanego polozenia
wektora predkodci obrotowej w danej chwili i ze znanego polozenia bryly
wzgledem osi; zadajemy sobie teraz pytanie: jakim zmianom ulegnie ten
wektor podezas obrotu bryly okolo osi nieruchomej. W celu rozwigzania
tego zadania uprzytomnijmy sobie, ze wektor momentu ilodei ruchu
danej bryly jest sumg wektoréw momentéw ilodei ruchu oddzielnych
punktéw, na jakié wyobrazamy sobie bryle rozlozong; a przyjdziemy do
wniosku, Ze wektor ten obraca sig razem z bryla; wszystkie bowiem
wektory ilosei ruchu oddzielnych punktéw i ich ramiona obracajg sig
razem z bryla,

Jezeli predkoéé obrotowa bryly jest stalg, to wektory ilodci ruchu
oddzielnych punktéw nie zmieniajg swych dilugosei i polozenia wzgle-
dem bryly; a zZe promienie wodzgce réwniez sig nie zmieniajga podczas
obrotu, wielkoéd przeto 47, przy tych warunkach réwniez sig nie zmie-
“nia; wniosek ten wyslowimy: jezeli bryla materyalna obraca sig okolo
osi nieruchomej ruchem jednostajnym, to koniec wektora J7, zakresla
réwniez ruchem jednostajnym kolo, ktérego plaszczyzna jest prostopadig
do osi obrotu. Jezeli zad§ prgdkoéé obrotowa jest zmienng to, poniewaz
predkodei oddzielnych punktéw zmieniajg -jednoczeénie swe wielkosci
proporcyonalnie do tej predkosei, dtugoéé wektora /7, zmienia réwniez
swg dlugo$é; podczas przeto niejednostajnego obrotu bryly materyalnej
okoto osi nieruchomej, wektor A7, zachowuje kierunek poprzedni wazgle-
dem bryly, koniec jego jednakze zakredla pewns krzywg, lezacg na po-
wierzchni stozka obrotowego.

Wektor przeto -7&3 bryly, obracajgcej sig okolo osi nieruchomej,

mozemy wyobrazié sobie jako wektor prgdkosci, z jaka przebiega koniec
wektora A7, momentu ilogci ruchu podeczas obrotu bryly. Predkosdé te
wyrazié mozna w nastgpujgcy sposéb: jezeli obrét jest jednostajny, —
wektorem stycznym, do kola, jakie zakredla koniec wektora momentu
ilodei ruchu podczas obrotu bryly; ktérego kierunek jest prostopadly do
plaszczyzny (M,, ¢); a warto$é jego réwna sig iloczynowi '
M,.sina.g;
promiefi bowiem tego kola wyrazimy wzorem
' M, . sin a:
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w ktérym litera o oznacza kat, jaki tworzy kierunek wektora momentu
ilogei ruchu z osig obrotu. Wektorowo wyrazimy predkoéd, z jakg poru-
sza sig koniec wektora momentu ilofei ruchu podezas jednostajnego
obrotu w taki sam sposéb, w jaki wyraziliémy predko$é punktu, ktérego
promient wodzgey oznaczyliSmy literg », poréw. wzér 18-ty § 28-go tomu
II-go; napiszemy przeto dla obrotu jednostajnego bryly

aM.

—d?}-ﬂ— =VM. @,
wektor bowiem 7, moze byé uwazany za promienn wodzacy punktuy,
ktéry wyobrazimy sobie umieszczonym na koricu tego wektora.

“Jeteli za$ predkoéé obrotowa jest zmienna, to promien wodzgcy M,

nie tylko obraca sig razem z bryly, lecz

“(E_i} %ﬂg"__‘,,.«:‘ %N%[faf i jednoczesnie zmienia sWg dlugoéé' pro-
o ’\\ porcyonalnie do predkosci obrotowej.

s Azeby przeto obliczyé calkowitg

M, predkosd kofca wektora A7, nalezy w tym

razie przyjaé na zasadzie prawa superpo-
zycyi ruchdéw, ze predkodé ta sklada sig
z dwéceh predkoéei: z predkodei, jaka po:
wstaje podczas obrotu przy stalej jego
dlugodei; i z pregdkosdei, jaka powstaje
wskutek wydluzenia sig promienia wodzg-
Kys: 29, cego. Pochodna przeto wektora /7, sklada

sig w tym razie z wektora, okreélanego

wzorem poprzednim i z wektora, ktdérego kierunek pokrywa si¢ z kie-

am,
T pocho-

runkiem wektora 17, a dlugoddé jego réwna si¢ wyrazowi
dne te sg przedstawione na rysunku 39-tym,

Jezeli literg p. oznaczymy weéktor jednostkowy o kierunku wektora
M,, to calkowitg pochodng wektora momentu ilodei ruchu, gdy obrét
jest zmienny, wyrazimy wzorem

am, am, —
at & P

W .szezegllnym przypadku, ktéry rozpatrywaliémy poprzednio
i w ktérym dlugoéé wektora 7, byla stala, wyraz drugi prawej strony
tego réwnania wypadnie, i otrzymamy wz6r, wyprowadzony bezposre- -
dnio dla tego przypadku.

Ziwr6cié tu nalesy uwage, ze wzér 186-ty jest wyprowadzony dla
przypadku, w ktérym o$ obrotu jest nieruchoms w przestrzenii w bryle,

a bryla obraca sig okolo niej nie zmieniajac swego polozenia wzgledem
tej osi.

=VM,.5-+ (186)
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79. Sily odporowe lozysk osi obrotu. Jezeli of, okolo ktérej bryla
materyalna sig obraca, ma pozostawad nieruchoma; to powinna by¢ unie-
ruchomiong za pomocy przylozenia do niej pewnych sil; zadanie obecne
polega na obliczeniu tych sil.

W mechanizmach wogdle oé obrotu przedstawia sig w postaci watu
materyalnego, wspierajacego si¢ swymi kotficami, zwanymi czopami, na
tozyskach; lozyska te powinny dad mozno$é obracania sig czopom i po-
winny zabezpieczaé wal od przesunigcia sip wzdluz swej osi, jak réw-
niez — od wypadnigeia z tych lozysk. Czopy stykaja sig z lozyskami
czgéeig swych powierzechni, na ktére dzialaja sily odporowe lozyska;
chociaz sily te sg rozloZzone na powierzchniach zetknigé, przyjmiemy
jednakze do obliczeri, %e sy one skupione w pewnych punktach tych
powierzchni,—w punktach, okreslonych ustrojem fizycznym czopéw i to-
zysk. Dla utrzymania osi walu w nieruchomem polozeniu w przestrzenti,
jezeli nie uwzglgdniamy tarcia w lozyskach, wystarczajg wogéle trzy
sily odporowe; dwie z nich sg prostopa-
dle do osi walu, a trzecia dziala wzdluz
osi walu. Wyobrazimy sobie, ze sily te
sa przylozone do geometrycznej osi walu
zadanie przeto polega na obliczeniu tych
sil, t. j. na wyznaczeniu ich polozenia iich
wielkogei.

Poniewaz ruch obrotowy, wywolany
sitami zewnegtrznemi jest nam znany z réw-
nania dynamicznegd ruchu; przeto zada-
nie obliczenia sil odporowych lozysk da-
nej osi zalicza sig do zadan, w ktérych
dany jest ruch bryly, a nalezy obliczyé
sily, wywolujace ten ruch; chociaz bo-
wiem sily obracajgce bryle sg dane; lecz
opréez nich dzialajg na bryle jeszcze inne
sity, — sily odporowe, ktére nalezy dolg-
czyé do sil zewnetrznych, dzialajgcych na Rys. 40.
bryle, azeby médz uwazaé ja za swobodng.

WeZmy najpierw przypadek, w ktérym niema sil zewngtrznych,
obracajacych brylg; a dana jest tylko predko$é katowa w poczgtku ru-
chu danej bryly. Z poprzednich rozpatrywah wiemy juz, ze w tym ra-
zie bryla obracad sig begdzie ze stalg predkoseia katows. Sily odporowe,
ktére sg prostopadie do osi, oznaczymy w ogélnym przypadku obrotu
bryly literami /i G, a w danym szczegélnym przypadku, w ktérym
obrét jest jednostajny, oznaczymy temiz literami, lecz ze wskaznikami
zero. Sily te obliczymy z réwnan momentéw iloéci ruchu wzglgdem bie-
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gunéw, obieranych kolejno w punktach podparcia; w ten spos6b bowiem
do réwnan bedg wcehodzily pojedyniczo sily niewiadome. Zwrdcié tu na-
lezy uwage, %e w tenze sposéb postgpowaliSmy w statyce przy oblicze-
niu sit odporowych belek.

W danym przypadku réwnanie momentu ilogci ruchu wzglgdem bie-
guna, obranego w punkcie /7, jest, zgodnie z réwnaniem dynamicznem
89-tem, nastepujace

dd,

MG,Q ::_d_t_

w ktérem M, oznacza wektor momentu, sily odporowej G, wzgledem
bieguna, obranego w /. Z réwnania tego wynika, ze wektor ten jest
prostopadly do plaszezyzny (M, o), i %e posiada zwrot zgodny ze zwro-
tem obrotu tej plaszczyzny, sila przeto G, lezy w tej plaszozyZnie, obraca
sig razem 7z nig i wywoluje moment dodatni wzglgdem bieguna 7, jak
pokazuje rys. 40-ty. Azeby przeto obliczyé wartos$é tego momentu, na-
lezy wyznaczyé najpierw polozenie i wielko$§é wektora A7,, W tym
celu obierzemy uklad prostokgtny osi spéirzednych (x, 9, 2) z poczat-
kiem w obranym biegunie i z osig wzdluz osi obrotu i z osiami iy
dowolnie obranemi w plaszczyZnie, prostopadlej do osi z; rys. 40-ty.
Rzuty wektora tego momenty ilo§ei ruchu na osi spéirzednych,
zgodnie ze wzorami T0-tym, 71-szym i T2-gim, sg kolejno réwne wartodciom
_ — o0y — Ly 93y L@ o o o o < (188)
Wartoéei te dla uwidocznienia rysunku odlozono na dodatnich
osiach x i 9. Przypadek ten begdzie zgodny 2z rzeczywistoscig, jezeli
momenty odérodkowe bryly sg odjemne; co nastgpi gdy np. bryla znaj-
dzie slp w caloSei lub odpowiednig czgécia w 6semce (— x, — 9, -} 2).
Dlugo$é promienia kola, zakreSlonego koficem wektora /7, wyra-
zimy przeto wzorem

(187)

}8=fp.Vf21,3 + % . o o . o o . (189)
a warto§¢ momentu wzglgdem /7 sily G, wyrazimy iloczynsm z promie-
nia kola i predkosci ¢; t. j. wzorem

Moy =0 V%5 F [%5; . . . . . . (190)
zwrot za§ jego strzalki jest zgodny ze zwrotem predkodei punktéw obra-
cajgce] sig bryly, Sila przeto

1 —

GO =T . c?zylﬂl” "l_ lzn,a .

Polozenie plaszczyzny (M, ¢), w ktérej dziala sila G,, wyznacza
kat o', rys. 40-ty, ktéry obliczymy z wzoru

tga =—"tm e
__“7133
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9.

Obliczmy teraz sily odporowe lozysk, gdy na brylg dziatajg sity
zewngtrzne, zmieniajgce jej predkos$é obrotows. Sposéb tego obliczenia
jest zasadniczo taki sam, jaki stosowaliémy poprzednio; zachodzg tylko
zmiany formalne; a mianowicie, réwnanie momentéw, t. j. réwn.
187-me, zmieni sig o tyle, ze bedzie po lewej jego stronie wyraz mo-
meentu sil zewngtrznych, z prawej za$§ wyraz pochodnej dlugosci wek-
“tora momentu ilodei ruchu, zgodnie z wzorem 18B-ym paragrafu po-
przedniego. Oznaczywszy sily odporowe w tym ogélnym przypadku
literami /i G (bez wskaznikéw); napiszemy ré6wnanie momentéw wzgle-
dem bieguna, obranego w punkcie 7/, w sposéb nastgpujgcy

o aM -
S Myt My =V My 5+—"0bi o oo o (192)

z ktérego wyznaczy¢ mozna drogg rzutowania jego na osi spélrzgdnych
szukany moment /7;; a nastgpnie silg G.

W celu jednak#e uwnaocznienia sobie wptywu poszczegélnych czyn-
nikéw na powstawanie sil odporowych; wyobrazimy sobie, ze kazda
z sil odporowych zlozona jest z dwojakiego rodzaju skladowych; ze skla-
dowych, wywolanych:

1) dziataniami tych skladowych sil zewngtrznych, ktére nie wply-
wajg na ruch obrotowy bryly, a jedynie wywolujg sity odporowe lozysk;
te gily odporowe nazwiemy statycznemi; i

~ 2) dzialaniami sit bezwladnodci, jakie powstajg w punktach danej
bryly podezas jej obrotu; t. j. dzialaniami sil odsrodkowych i stycznych;
te skiadowe sit odporowych nazwiemy kinetycznemi. Sily odporowe
kinetyczne podzielimy jeszcze w celu ulatwienia rozpatrywan na dwo-
jakiego -rodzaju skladowe; na sily odporowe, wywolane silami bezwlad-
nodei odérodkowemi i na sily odporowe, wywolane siatami bezwiadnoéci
styeznemi. Wypadkowe sit odporowych statyeznych i kinetycznych
bedg wiadciwemi sitami odporowemi kazdego z lozysk.

Azeby wyznaczyd skladowe sil zewngtrznych, ktére nie wplywajg
na ruch bryly, a wywolujg sily odporowe statyczne, przeksztalcimy dany
uklad sil zewngtrznych w sposéb, wskazany w § 57-mym tomu I-go na
inny, — prostszy; wigcej dogodny dla naszych rozpatrywari. W tym
celu obierzemy biegun przeksztalceri sit na osi obrotu, — w ogéle w do-
wolnem jej miejscu,.i wyznaczymy wypadkows R wszystkich sil zew-
netrznych oraz ich moment wypadkowy M/ waglgdem tegoz bieguna;
nastgpnie wektor tego momentu rozlozymy na dwie sktadowe, na skla-
dowq, wzdluz osi obrotu, ktérg oznaczymy literg M i na skiadowg pro-
stopadlg do niej, ktérg oznaczymy literg M, ]ako rzut wladciwego
wektora momentu sil zewngtrznych na plaszczyzne (x, 9), prostopadiy
do osi i przeprowadzong przez obrany biegun przeksztalcen. Sita R
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i moment, wyrazony wektorem 7, L9 nie wplywaja na ruch obrotowy
bryly, a wywoluja jedynie sily odporowe, — nazwane poprzednio sta-
tycznemi, Jezeli biegun przeksztalcen obierzemy w jednym =z lozysk
np, w F; to, oznaczywssy prostopadly skladows mementu sit wzgledem
tego bieguna litera M, ,,;; otrzymamy wielkosé sity odporowej, ktérg
oznaczymy literg G¢, ze wzoru

x,y,p‘+ Gy o =0

o kierunku prostopadlym do plaszezyzny (Mx,,,, rr @)

Oliczenie tych sit odporowych moze byé réwniez wykonane spo-
sobem analitycznym, stosowanym np. w przykladzie 1-szym, podanym
w § 49-tym tomu I-go.

W tenze spos6b przeksztaleimy uklady sil odérodkowych i stycz-
nych na ich wypadkowe i na ich momenty wypadkowe, wzgledem do-
wolnie obranego bieguna- O, rys. 41-szy. Sila odérodkowa k-tego punktu,
ktérg oznaczymy literg B,,,, wyraza sig wzorem

Byso = my By . 9%

w ktérem litery /, oznaczaja odleglodei punktéw bryly od osi obrotu.
Wypadkowg przeto 5, tych sil wyrazimy wzorem :

Bu =3 (mk ;"/.' J CPH);
a zZwazywszy, %4e

X (m;., 5;‘,) — m }'ES?
i ze wartodé o jest w kaz
dej chwili wartoscig stalg
dla wszystkich punktéw
danej bryly wyrazimy te
wypadkowsg wzorem
By =m hg . 9% . (198)
z punktem przylozenia
w obranym punkecie prze-
ksztalcen.

. Ze wzoru tego wyzna-
czyé mozna wektor wy-
padkowej sil od$rodko-
wych ze znanej predkosci
obrotowej bryly orazzwiel-
kogei i kierunku wektora
h s; ktéry jest znany, je-
zeli znane jest polozenie

Rys. 41. bryly wzglgdem osi obrotu.
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Wypadkowg sil bezwladnosci_stycznych obliczymy z wypadkowej
- sit oddrodkowych, zwazywszy, ze kierunek sily stycznej kazdego punktu
danej bryly jest prostopadly do kierunku sily odérodkowej tegoz pun-
ktu; a wielkosei obydwdéceh tych sit sa w kazdej chwili do siebie propor-
cyonalne; wartodé bowiem bezwzgledna sily stycznej £-tego punktu, ktéra
oznaczymy literg 5y ,

By = mh, ——;

et *” it "’
wieloboki przeto tych sil sy do siebie podobne; a kierunki ich bokéw
wzajemnie prostopadle; wypadkowe przeto tych sit sg réwniez do
siebie proporcyonalne i prostopadie. Wartodéd zatem wypadkowej sit
stycznych, ktérg oznaczymy litery B, obliczymy bezpodrednio z wzoru

193-go, podstawiajac zamiast czynnika ¢? czynnik%‘ii otraymamy

i ae
By = mh, . T S NS w (194)

Kierunek tej wypadkowej jest prostopadly do kierunka wektora 4
a gwrot jej jest przeciwny zwrotowi predkodei srodka masy. Ze wzoru
przeto 193-ciego i 194 tego obliczyé mozna wypadkowe sil bezwladno-
gei; poréwn. rys, 41-szy.

‘W celu obliczenia momentu sit odérodkowych wystawimy w obra-
nym biegunie przeksztalcerh wektory;momentéw sit odsrodkowych oddziel-
nych punktéw, a wypadkowa ich bedzie ;momentem sil odérodkowych.
Wektor tego momentu musi byé prostopadly do osi; wszystkie bowiem
skladowe wektory sg do niej prostopadle. Droga przeto tych- poszcze-
gblnych obliczent mozna znalezé szukany wektor; pominiemy jednakze te
obliczenia; natomiast skorzystamy bezposrednio z réwnania momentéw
ilodci ruchu; t. j. z réwnania 26-go. W tym celu weZmiemy pod uwage
twierdzenie ogélne o momentach sil bezwladnodci, wyrazone réwnaniem
84-tem; i otrzymamy, ze moment sit odérodkowych

Mﬂ = — VM?J’ . EP?
a wartodé jego '

My= VP FPus o« « « « . . (196)
zwrot za$ jest przeciwny zwrotowi predkoéei korica wektora 1/,; poréwn.
rys. 41-szy.

Wektory momentéw sil stycznych oddzielnych punktéw danej bryly

sa pochylone wzgledem osi obrotu; wypadkowy ich przeto wektor jest
wogéle réwniez pochylony wzgledem tej osi. Poniewaz dla obliczenia
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sit odporowych wystarcza znajomoéé tylko tej sktadowej wektora mo-
mentu, ktéra wywoluje sily odporowe (ten sposéb rozumowania stoso-
waliémy przy obliczeniem sil odporowych statycznych), zajmiemy sig
przeto bezpodrednio obliczeniem tylko tej skladowej. W tym celu przek-
sztalcimy dany uklad sil odérodkowych na inny, jemu réwnowazny, w ten
spos6b, ze przeprowadzimy przez kazdy punkt danej bryly plaszezyzny,
prostopadle do osi; a w punktach przecigcia sig tych plaszczyzn z osig
obrotu przylozymy po dwie sily -+ By, rys. 41-szy, réwnowazgce sig,
réwnolegle i réwne silom stycznym odpowiednich punktéw; w ten spo-
séb zamiast sil z punktami przylozenia w' oddzielnych punktach bryty,
otrzymamy ukiad par sil, (B, — B}, i uklad oddzielnych sit -~ By
z punktami przylozenia na osi i réwnych silomn stycznym oddzielnych
punktéw danej bryl. Momenty par tych sil nie wplywaja na odpory lo-
zysk; w pojeciach bowiem d'Alembert'a réwnowazg sig one z momentem,
wzgledem osi, sit zewngtrznych; a réwnanie ich réwnowagi jest réwna-
niem ruchu danej bryly. Sily za$, przylozone do osi, wywolujg odpory
w lozyskach i nie wplywaja na ruch bryly. Sily te, jak kazdy uklad sil
sprowadzié mozna do sily wypadkowej B, ktérg juz wyznaczyliSmy po-
przednio i do ich momentu A, ktéry obecnie obliczymy w nastgpujgcy
sposéh. Sily styczne oddzielnych punktéw, ktére przecinajg o$, sa prosto-
padle do sit odérodkowych tychze punktéw i prostopadle do osi obrotu;
wektory przeto momentéw kazdej z nich sg prostopadie do takichze
wektoréw sil odérodkowych; wypadkowy przeto moment tych sit jest
prostopadly do wektora momentu sit odérodkowych wzglgdem tegoz bie-
guna; a poniewaz wartodei sil stycznych sg proporcyonalne do wartodci
sit od$rodkowych tychze punktéw, a ramiona ich wzglgdem obranego
bieguna sg wspélne, wartodé prZeto momentu sit stycznych, prostopadiego
do osi obrotu, jest proporeyonalna do takiegoz momentu sit odérodko-
wych; obliczymy go przeto z réwnania 196-go i wyrazimy wzorem

d sl =
Mt:d—fl/ 13 "‘[zrs .« e+ .. . (106)

Sile wreszcie odporowg sztorca osi, oznaczong na rys. 41-szym literg 7/,
ktéra jest wywolana tylko skladowemi sil zewnetrznych w kierunku osi;
obliczymy z réwnania

5 Pyt H=0;

wszystkie bowiem sily bezwladnodei sg prostopadie do osi obrotu i nie
posiadaja rzutéw na te od.

Dziatania przeto sil bezwladnodci bryly, obracajgcej sig okolo danej
osi sprowadzié mozna, poréwn. rys. 41-szy:

1) do dwéch sit B, i B;, praylozonych do obranego punktu przeksstal-i
ceni i wyrazonych wzorami 193-cim i 194- -tym; z ktérych sita odérodkowa 3,
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jest réwnolegla do prostopadlej opuszczonej ze s$rodka masy bryty na o§
obrotu; sita za styczna 5, jest doniej prostopadtla, i posiada zwrot prze-
ciwny zwrotowi, jaki posiada w danej chwili przy$pieszenie Srodka masy;

2) do dzialania moment6éw sit od§rodkowych i stycznych, Wektor A7,
momentu sil odérodkowych jest prostopadly do plaszczyzny (M, ¢) i po-
siada wielkodd, wyrazong wzorem 195-tym, a zwrot przeciwny zwrotowi
prgdkodei korica wektora A7, Wektor za§ /7, momentu sit stycznych, wy-
wolujgeych tylko sily odporowe lozysk, jest prostopadly do poprzedniego
i wartodé jego wyrata wzér 196-ty; a zwrot jest przeciwny zwrotowi do-
datnich przyrostéw rzutu wektora 7, na plaszezyzng prostopadly do osi.

Wypadkowe sit bezwladnodei i wektory ich momentéw sg przed-
stawione na rys. 41-szym dla punktu przeksztalceri O, dowolnie obranego
na osi obrotu. Po takiem przeksztalceniu sil bezwladnodci, obliczenie sit
odporowych sprowadza sig do obliczenia sit odporowych preta, podpar-
tego w punktach /" i G, na ktéry dzialaja dwie sily prostopadle do niego,
przylozone w pewnym punkcie na jego osi,—i dwa momenty.

Obliczenie sil odporowych uprodci sip wogdle, gdy obierzemy bie-
gun przeksztalced sil i biegun momentéw w jednem z lozysk osi; wtedy
bowiem otrzymamy bezpoérednio sily odporowe; jakie wystepuja w Yo-
zysku drugiem, Dla obliczenia np. sily odporowej w G obierzemy biegun
w [y a z réwnan _

G, .+ M, =0 G'.l+ M, =0

obliczymy wartodei sit odporowych; zwazywszy przytem, ze sila G, lezy
w plaszczy’nie (M, ¢); sita za§ G’ w plaszezyZnie prostopadlej do niej.

W szczegélnym przypadku, jezeli o§ obrotu posiada punkt bezwtla-
dnosci dla danej bryly (warunki, przy ktérych to nastgpuje, podane s
w § 34-tym), to momenty sil odSrodkowych wzglgdem bieguna, obra-
nego w tym punkcie zanikajg; wartofei bowiem momentéw odsrodko-
wych 7,,, oraz /,, danej bryly wzgledem ukladu osi spéirz¢dnych, prze-
prowadzonych przez ten punkt, w mys$l danego okreélenia réwnaja sie
zeru. Jezeli przeto o§ obrotu posiada punkt bezwladnogei dla danej bryty,
to w tym tylko szezegélnym przypadku dzialanie sit bezwladnosei spro-
wadza sig go dzialania tylko dwéceh sil: sily odérodkowej i sily stycznej
z punktami przylozenia w punkcie bezwladnodei.

W mysl przeto twierdzenia podanego w § 33-cim tego tomu dla
przypadku 4-go, sily bezwladnofci bryly, obracajacej sig okolo osi, réwno-
leglych do jednej z osi gléwnych, wystawionych w sSrodku masy tej
bryly, sprowadzié mozna do sily wypadkowej z punktem przylozenia
w punkcie bezwladnodei. Tejze wladciwosci podlegaja réwniez sily beuz-

wladnodci; gdy np. bryla dana jest symetryczng wzglgdem plaszezyzny,
a of obrotu jest prostopadla do tej plaszczyzny. Do tego wniosku w tym
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przypadku latwo réwniez doj$é bezposrednio; sily bowiem osrodkowe sg
w tym razie symetryczne wzglgdem plaszczyzny symetryi; wypadkowa
ich przeto lezed musi w tej plaszezyZnie; a wypadkowa sit stycznych
musi byé do niej prostopadia.

7 tychze powodéw, w my$l § 39-tego, suma momentéw sil bez-
wladnosei figury plaskiej materyalnej, obracajacej sie okolo osi, lezgcej
w plaszczyinie tej figury wzgledem bieguna,. obranego w rzucie Srodka
masy na o$ obrotu, réwna sig zeru. Jezeli przeto na bryle takg nie
dziatajg sily zewnetrzne, lub tex dzialajg sily posiadajace wypadkowa,
przechodzgcyg przez punkt bezwladnodel, to w celu unieruchomienia takiej
osi wystarczy podeprzed jg tylko w punkecie bezwladnosei; wystgpujaca
bowiem sita odporowa réwnowazy¢ sig bedzie z silami bezwladnosei.

Jezeli of, posiadajgca punkt bezwladnosei, przechod'zi przez Srodek .
masy, to nie tylko suma momentéw sil bezwladnodci wzglgdem bieguna,
obranego w tym punkcie, zniknie, lecz i sily bezwladnoéci tak styczne
jak i od$rodkowe znikng, poréw. wzory 193-ciil94-ty; i to zachodzi nie
tylko wzgledem bieguna przeksztalcen, obranego w punkcie bezwiadnosei,
lecz réwniez, — na podstawie twierdzenia, dowiedzionego w § 34-tym
dla przypadku 2-go,—wzglgdem kazdego innego bieguna obranego na tej
osi; ezyli w danym przypadku sily bezwladnosei, jak i ich momenty,
wzajemnie sip réwnowazg i nie dzialajg na o§ obrotu; a bryla raz obré-
cona okolo takiej osi, obracaé sip bedzie bez jej podtrzymywania; oé
takg nazwano osia swobodng danej bryly.

Poniewaz 0§, ktéra posiada punkt bezwladnodeci dla danej bryly
i przechodzi przez Srodek jej masy, jest jedng z osi gléwnych elipsoidy
§rodkowej tej bryly; przeto kazda bryla materyalna posiada trzy osi
swobodne; ktére pokrywajq sig z kierunkami $rednic giéwnych érodkowej
elipsojdy bezwladnosci.

Niezmiennoéé obrotu okolo osi giéwnej nalezy uwa};aé jako szcze-
g6lny wyraz bezwladnodei materyi.

I. Ruch kulisty bryly materyalnej bez udziatu sil zewnetrznych
lecz z predko$cia poczatkowa.

80. Zadanie. Jezeli §rodek masy pewnej bryly materyalnej unie-
ruchomimy w przestrzeni w ten sposdéb, ze bryla bedzie mogla swobo-
dnie sig krgecié okolo tego punktu i jezeli nastgpnie nadamy jej pewien ruch
poczgtkowy, to bryla ta wykonywadé bedzie pewien §ciéle okreslony ruch..
kulisty, ktéry mamy obliczyd; zakladajge, ze na dang brylg pe nadaniu
J&) ruchu poczatkowego nie dzialajg zadne sity zewngtrzne; a jezeli dzia-
taja, to—tylko takie, ktére nie dajag momentu wzgl@dem bieguna, obra-



