Il. Dynamika bry! materyalnych.

A. Geometrya mas.

21. Moment bezwkadnosci bryly materyalnej wzgledem pYaszczyzny.
lloczyn z masy punktu i z kwadratu jego odleglosci od danej plaszezy-
zny nazywamy momentem bezwladnosei danego punktu wzglgdem danej
plaszczyzny.

Jezeli bryle materyalng uwazadé bedziemy jako zbiér nieskonczenie
wielu punktéw sztywno z sobg zwigzanych, to sume iloczynéw z mas
punktéw i z kwadratéw ich odlegfosci od obranej ptaszczyzny nazwiemy
momentem bezwladnosci bryly wzgledem tej ptaszczyzny.

Oznaczywszy mas¢ k-ego punktu bryly literg sz, odleglo§é jego
od obranej plaszezyzny literg 2, i wreszcie moment bezwladnosci bryly

wzgledem tej plaszezyzny literg 7, (iner-
"FT“"‘*—'_—"‘\ tia), to wyrazimy powyzsze okreslenie

i wzorem

[ _ ‘ ﬁj Iy=X(my . 2" . . . (48)
l B W s M Przyktad. Obliczy¢ moment bez-
R e 1 e wladnogei prostopadtodcianu o krawedziach
N A a, b, ¢, wzgledem plaszczyzny, przecho-
N ~J dzacej przez jego Srodek i réwnoleglej
by —— do {ciany a, b; rys. 2-gi. Na szasadzie
Rys. 2. okreslenia piszemy 7, = X (my, . 2;?). Li-
terg 2, oznaczamy mase nieskoriczenie
malego prostopadlo$cianu; litery zas 2, jego odlegloéé od plaszczyzny,

wzgledem ktérej obliczyé mamy moment bezwladno$ei.

Sumowanie iloczynéw wykonywamy w ten sposéb, ze zsumugemy
je najpierw dla stalej odleglosci & i otzymamy moment bezwladno$ei
nieskonczenie cienkiej warstwy o podstawie a & i wysokosei & 2. Mo-
ment przeto bezwladno$ci masy calego prostopadiodcianu otrzymamy,
. podstawiajgec we wzér ogdlny

mp=ab .ds .,

-gdzie p. oznacza gestoéé masy prostopadlodcianu; a zatem

L]

e
Iy _fa b ds.p.2°=abp. | 2. de;
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a po scalkowaniu
c

L 4 2 8 63
R

skad wreszcie
Jf, =habpc

W innej postaci wyrazimy ten wzér, gdy podstawimy iloczyn abep. = i,
gdzie m oznacza masg bryly, wzér ten jest nastepujgey

Iy=fme* . . ... . . . . . . (49)
22. Moment bezwiadnosci bry!ly materyalnej wzglgdem osi. Mo-
mentem bezwladnosci bryly materyalnej wzgledem osi nazywamy sume
tloczynéw z mas oddzielnych jej punktéw i z kwadratéow ich odlegtosci
od danej osi. .
Przykfad. Obliczyd moment bezwladnodci walca
prostego, o podstawie kolowej, wzgledem jego osi.
Oznaczywszy promieni podstawy walca przez K
wysoko$é jego przez /, o$ przez z, a moment bez-
wiadnodci wzgledem tej osi przez 7, ; a napiszemy
wz6r stosownie do postawionego okreglenia
I =% (my . p?);
w ktérym 4, oznacza odleglo$é czastki my, od osi .
Dodajmy najpierw iloczyny, w ktérych odle-'
glosé /4y, jest staly, a otrzymamy iloczyn z masy
walca wydraZonego o promieniu 4, i o grubogei po-
wloki dA.

Oznaczmy masg tej warstwy sz, a napiszemy
myp = 2xnhk.dh.l.n; zatem

5 4
v =J21|:h.dfz.3.p,,hi’-=1:.IL.Jf}z’.dk:QwJp.[—};-].

Jezeli walec jest pelny, to granice zmiennej % sa zero i R; wtedy
4
Iy == 211:3[1,%-25 L R4,

lub podstawiwszy = R/ p. ="m, mamy
» I,={m R:
23. Moment bezwladno§ci bryly materyalnej wzgledem bieguna.
Momentem bezwladnosei bryly wzgledem bieguna nazywamy sume ilo-

czynéw z mas oddzielnych punktéw i z kwadratéw ich odleglodei od
obranego bieguna, zwanego biegunem bezwladnosci.
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Oznaczajgc ten rodzaj momentu bezwladnosei literg 7, (biegunowy),
a litera 7, odlegloéé czastki masy m, od tego bieguna, wyrazimy to
okredlenie w nastepujacy sposéb
Ly =X (my, v?%).
Przyktad. Obliczy¢ moment bezwladnosei kuli o promieniu R
wzgledem bieguna, obranego w jej $rodku. Jako czgstke masy przyj-
miemy masg kuli wydragzonej o promieniu # i o grubodei powloki d 7;

zatem
)

73)

/

my=4xr>.dr.y,
a po podstawieniu w ogélny wzér otrzymamy
R R
Iy= f dryi.dr.p. ?‘2=4ftp.f i dr
« Q (8]
Iy=13 = p RS,

77N
I‘i'\.

Poniewaz masa kuli m=j§z R%p, a wigc
mamy Rys, 4
Iy=¢m R* T

24, Wymiary momentéw bezwladnosci. Wyrazy wszystkich mo-
mentéw tutaj przytoczonych sa sumg dodajnikéw, z ktérych kazdy jest
iloczynem z masy i z kwadratu odleglodei; a wige wymiar momentéw
bezwladnodei wyrazimy wzorem A/ L2

Majge na uwadze ten wymiar, mozemy w wielu razach przewidzied
posta¢ wyrazu momentu danej bryly i pomingé w ten sboséb rachunek
szczegblowy. Wryraz momentu np. kuli musi mied postad o m R? gdzie
o jest pewng liczbg, ktéra obliczyé mozna tylko, wykonawszy odpowie-
dni rachunek; diugo$é zag jaka powinna byé w tym wyrazie, moze byé
tylko promieniem kuli. W tenze sposéb napiszemy wyraz momentu
bezwladnosci walca wzgledem jego osi, jest nim wyraz mz R2,

Nalezy zauwazyd, ze wogéle do wzoru momentu bezwladnodei
wejdg te wymiary bryly, ktére sg prostopadle do osi czy tez do plasz-
czyzny bezwladnodei. Z uwag tych korzystaé mozna w celu sprawdzenia
wykonanego rachunku, lub w celu przypomienia sobie odpowiednich
WZOTOW, _

Przy stosowaniu momentéw bezwladnodei do obliczen, spotykamy
gip w wielu podregcznikach z wielkodcig, zwang promieniem bezwladnodei.
. Wielkod¢ te okreélimy w nastepujacy sposéb: promienlem bezwladnosci £
danej bryty nazywamy wielko$é, czynigca zadoéé nastgpujacemu réwnaniu

m.B=L . . .. ... .. (50

w ktérem [ oznacza moment bezwladnodei danej bryly wzgledem plasz-
czyzny osi lub bieguna, a m masg tej bryly. Promieri bezwladnogei np.
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prostopadlodcianu wzgledem plaszezyzny, przechodzgcej przed jego sro-
dek i prostopadlej do krawedzi ¢, obliczymy ze wzoru 49-go
mkr=mc" skad kA= )—/———

7 okreélenia tej wielkodei wynika, ze wielko$¢ % posiada wymiar
dlugodei. Wyraz przeto »24% mozna sobie przedstawié jako moment bez-
wladnodei wzgledem plaszezyzny, osi lub bieguna, punktu o masie m,
ktérego odlegloéé od tej plaszczyzny, osi lub bieguna, réwna sig & jed-
nostkom dlugosci. W jakiem za§ miejscu przestrzeni ma bydé ten punkt
umieszczony, to dla okreslenia tej wielkosci jest obojgtne.

25. Wzajemna zaleznosé¢ momentéw bezwladnosci. Pomigdzy war-
togciami momentéw bezwladnodci zachodzi zalezno$é geometryczna, wy-
nikajgca bezposrednio z ich okredlen. Zaleznosé ta poawala z wartosei
momentéw bezwladnosei ]edntO rodzaju — obliczyd mumanty bez-
wladnodci innego rodzaju.

1) Zaleznod¢ momentéw wzgledem plasz-
czyzn 1 wzgledem osi, Niechaj x;, i y, oznaczajg
odleglodei A-tego punktu w przestrzeni od dwdch
wzajemnie prostopadiych plaazczyzn, wtedy od-
leglodé %, tego punktu od osi przecl@cla sig tych
plaszezyzn wyrazi sig wzorem

=y,

Napiszmy takie réwnanie kolejno dla kaz-
dego z punktéw i pomndézmy je przez masy od-
powiednich punktéw, to po dodaniu tych wszyst-
kich iloczynéw otrzymamy

Y (mph)y=2X (mk 2 E0ngy pY);  Inb inaczej
Iy =4 ‘I 1, '
gdzie I, oznacza moment bezwladnoSei wzgledem osi 2, zas 7, i 7, takioz
momenty wzgledem dwdch prostopadlych plaszezyzn, przechodzgeych
przez of 2.

Réwnanie to wypowiemy: moment beszwladnosei pewnej bryly
~wzgledem osi réwna sig sumie jej mo-
mentéw bezwladnobei wzgledem dwéch

wzajemnie prostopadiych plaszezyzn, do-
wolnie przeprowadzonych przez te od.

Przyktad. Obliczyé moment bezwlad-

noéei prostopadiodoianu wzgledem osi s,
przechodzgcej przez §rodem cigzkodei i ré w-
nolegtej do krawedzi 6, rys. 6-ty; zpajae
momenty bezwladnodei wzgledem plasz-

P &
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czyzn, przechodzgcych przez $rodek masy i réwnoleglych do $cian (a, 5)
i (¢, b) i przechodzacych przez of 2. Z poprzedniego
Lh=Hmc L,={ma® a wige

I, = {ym (c®a?). % \1

2) Zalesnoéé momentéw wzgle-

dem plaszczyzn i wzglgdem bieguna. e
PrzeprowadZmy przez dowolny punkt ) TR A,
przestrzeni trzy wzajemnie prostopadie ) “ lzy
plasrczymny, rys. T-my, i niechaj x) /44/ =Y
¥, 1 &, oznaczaja odleglodei od nich P &

k-tego punktu danej bryly, a r; jego 3

odleglodé od punktu ich przecigcia sig,

t. j- od obranego bieguna, a napiszemy
v’ =2%p 2t 2 %

Mnozac powyzsze réwnanie przer | Rys. 7.
my i biorge sume wszystkich iloczy- -
néw, jak uczynilismy poprzednio, otrzymamy wzdér

S (my7 ;=2 0mp 5523 Ompy ;) + 3 (242 lub inacze]
L=L+0L4+0; . . . . . . . . (B

Wzér ten wyslowimy: moment bezwladnosci danej bryly wzgledem
bieguna réwna sie [sumie momentéw bezwladnodei tej bryly wzgledem
trzech wzajemnie prostopadiych plaszezyzn, przechodzgeych przez ten
biegun.

Moment np. bezwladnodei prostopadlo$cianu wzgledem jego drodka
cigzkoéei réwna sig

Iy =1 m (a® b% + ).
Jezeli w powyzszem réwnamu bl-em zgrupujemy wyrazy w sposéb
nastepujgcy
I(mpr ) =3my (x> +yp %) + Z(mye?)

"1 weZmiemy sumeg wszystkich iloczynéw, to otrzymamy wzér, kiéry wy-
powiemy: suma momentu bezwladnosci danej bryly materyainej wzglg-
dem osi oraz momentu bezwiadnosci wzglgdem ptaszczyzny, prostopa-
d?ej do tej osi, réwna si¢ momentowi bezwladnoéci danej bryly wzgle-
dem punktu przeciecia sig tej osi z dang plaszczyzng.

Przyktad. Znajgc moment bezwladnodei kuli wzglgélem jej érédka’
obliczyd: _ . :
1) moment jej bezwladnodei wzgledem drednicy;

Mechanlka — Tom V. 5
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2) moment bezwladnosei wzgledem plaszezyzny, przechodzgcej
przez jej frodek.

Dany wige jest moment 7, ={m R* nalezy obliczyc /,oraz /,.

Dla innej bryly zadanie to byloby nieokreélone, lecz dla kuli jest
ono mozliwem; momenty bowiem bezwladnogei kuli wzgledem wszyst-
kich plaszezyzn, przechodzgeych przez $rodek, sg wzajemnie réwne,
a zatem napiszemy "

. fb=3fp; skad [1,:,‘;»11?2.

Wazér zag§ momentu .bezwladnoéei wzgledem osi przechodzgcej przez
grodek kuli

Ty=21,; a zatem
Is =gim R vi

Przyktad. Dany “jest walec prosty o wysokodci Zi o podstawie
kolowej, ktérej promieri K.
1) obliczyé jego moment bezwladnosei wzgledem plaszeayzny,
przechodzgcej przez jego oS,
Suma momentéw bezwladnodei wzgledem dwéch wzajemnie pro-
stopadlych plaszezyzn, przechodzgeych przez o

z s - - -
/+\ walca, réwna sig momentowi wzgledem tej osi, co
- napiszemy

e ey .
\"“'—v-:i:-m:h/l.a, - 2L, =}mRY a wige ly=1}m R
LE Gy Y 2) obliczyé 7, wzgledem osi przechodzgcej

?,*J.—V przez Srodek cigzkodei i réwnoleglej do podstawy,
W tym celu obliczymy najpierw momenty
8 bezwladnoécl danego- walca wzglgdem plaszezyzny,
przebhodmce; przez jego of i przez o§ x, oraz mo-
ment bezwladnodei wzgledem plaszezyzny réwno-
Rys. 8. leglej do podstawy i przechodzgcej przez érodek
walca, a nastgpnie obliczymy moment wzglgdem
osi ich przecigeia sie,

Moment bezwiadnodei wzgledem plaszezyzny (x, ), rys. 8-my,

obliczymy w nastepujgcy sposéb

1
-
L3
]

{:a

I, = Zmy 2% podstawiajae my = R . de . p,

otrzymamy '
3

+ 33 + 2 .

22de=m p. R [ ] i wreszcie Iy = # ml?;

]a—ﬁP'RBf
1
— 5

-
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podstawiwszy te wartogé w réwnanie
I, = I, - Ij; otrzymamy [, = Lm (R* 4 {#2).
3) Obliczyé moment bezwladnosvi walca wzg'edem $rodka cigzkodei
L=hL+4L4+L=2..mR 4 mP = im(R? -+ L P).

26. Momenty odsrodkowe bryly materyalnej. lloczyn z masy punktu
materyalnego i z odlegtosci jego od dwéch
wzajemnie prostopadlych plaszczyzn nazy-
wamy momentem odsrodkowym iego punktu
wzgledem danych ptaszczyzn. Sumg takich
iloczynéw, odnoszacych sig do wszystkich
punktéw danej bryly, nazywamy momentem
odérodkowym danej bryly wzglgdem dwdéch
plaszezyzn. Oznaczywszy ten moment li-
terg /,,, rys. 9-ty, wyrazimy to okreélenie al-
gebraicznie

Lig"= Z (my 2%p Y4)5
gdzie liczby 1 i 2 wskazujg na plaszczyzny,
wzgledem  ktérych obliczamy momenty. Rys. 9.
Wielko§é momentu odsrodkowego rézni sig
od momentéw bezwladnodci tem, ze warto§é jego moze byé dodatnig
lub odjemna; gdyz skladniki tej sumy moga bydé ze znakami réznymi.
Dla pewnych przeto szczegbélnych polozei bryly wzgledem danych pla-
szezyzn moment oddrodkowy moze bydé réwny zeru. Przvpadek ten za-
chodzi np. gdy jedna z plaszczyzn momentu odérodkowego jest plasa-
czyzng symelryi danej bryly; wtedy bowiem
momenty odérodkowe dwdéch punktéw sy-
metrycznych wzgledem plaszezyzny symetryi
i wzgledem kazdej innej do niej prostopa-
dlej, posiadaja wartoci wzajemnie réwne
lecz ze znakami przeciwnymi, rys, 10-ty, suma
ich przeto réwna sig zeru. Jezeli przeto
bryla dana jest np. symetryczng wzgledem
pewnej plaszezyzny, to jej moment odsrod-
kowy wzgledem plaszezyzn, z ktérych jedna
jest plaszczyzng symetryi, a druga dowolng,
lecz do niej prostopadla, réwna sig zeru.

Przyktady. 1) Moment odérodkowy pro-
stopadio$ ianu wrzgledem plaszezyzn, z kté-
rych jedna przechodzi przez §rodek ciezko-
gci i jest réwnolegla do jednej ze €cian; druga zad jest dowolna, lecz
prostopadia do pierwszej, réwna sig zeru.

i R

e
A

R

Rys. 10.
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2) Moment odsrodkowy kuli wzgledem wszystkich plaszezyzn,
przechodzacych przez jej érodek, réwna sig zeru.

8) Moment odérodkowy stozka prostego o podstawie eliptycznej,
wzgledem plaszezyzn, z ktérych jedna przechodzi-przez jedng z osi glé-
wnych podstawy i przez of stozka, a druga jest, dowolna, lecz do niej
prostopadia, réwna sig zeru.

Nie wynika jednakze z wniosku powyzszego, zeby dla bryl niesy-
metrycznych nie mozna bylo znaleZé polozenia dwéch takich plaszczyzn,
wzglgdem ktérych jej moment odérodkowy bylby réwny zeru. Okazemy
obecnie, #ze plaszczyzny takie istniejg dla kazdej bryly, a nastepnie oka-
zemy w jaki sposéb je odnalesé. W tym celu wyobraZmy sobie prze-
strzen rozdzielong dwiema wzajemnie prostopadlemi plaszezyznami na
cztery czesci i umieszezajmy kolejno dang bryle w kazdej z tych oze-
dciy wtedy momenty odérodkowe bryly, umieszezonej w dwiartce, w kté-
rej sp6lrzedne sa (-}- 2 i -|-y), posiadajg wartodei dodatnie; momenty zas
odérodkowe bryly, umieszczonej w déwiartce, w ktérej punkty wyzna-
czone sg sp6lrzednemi (4-x i — ), posiadaja wartodei odjemne. Przy
czedciowem polozeniu bryly w jednej i drugiej éwiartce dodajniki bedg
dadatnie 1 odjemne. Wobec ciggloéei polozen bryly w przestrzeni na-
stapi ciggloéé wartodci sumy momentéw odérodkowych punktéw tej
bryly; znaleZd¢ przeto mozna takie polozenia bryly, w ki6rych momenty
jej odérodkowe wzgledem tych plaszczyzn réwnad sig bedg zeru, lub tez
odwrotnie, mozna zawsze znales¢ takie polozenie dwdch wzajemnie pro-
stopadlych plaszezyzn wzglgdem danej bryly, ze jej moment od$rodkowy
wzgledem tych plaszezyzn bgdzie réwny zeru. Nietylko przeto momenty
odérodkowe bryl, posiadajacych plaszezyzny symetryi, réwnajg sig zeru,
lecz wogéle dla kazdej bryly znalesé mozna takie pary plaszezyzn,
wzglgdem ktérych momenty te réwnajg sie zeru; plaszezyzny takie na-
zywaja tez plaszczyznami symetryi dynamicznej. Sposéb znalezienia
polozen takich plaszezyzn podamy w nastepnych paragrafach.

27. Momenty bezwfadnosci bryf materyalnych wzgledem ptaszczyzn
wzajemnie réwnoleglych. Zadanie to polega na obliczeniu momentu
bezwiadnoéci bryly wzglgdem pewnej plaszczyzny, ktéra jest réwnole-
gla do innej plaszczyzny, wzgledem kférej moment bezwladnodei jest
nam znany. Niech /' oznacza moment bezwladno$ci pewnej bryly
. wezgledem danej plaszezyzny; &', odleglodei punktéw danaj bryly od tej
plaszezyzny; wiedy moment bezwladnodei 7 tejze bryly wzgledem innej
plaszozyzny, praeprowadzonej réwnolegle do pierwszej na odleglodei e,
wyrazi wzbr

I= Xmy (5'y - €)* = T (my, a3%) -2 X (my, ') + 62 Loy
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Na zasadzie wzoru 44-go tomu I-go, po podstawieniu P, = my, g
X (mpa'p) =mn'y; oran Doy = m;

gdzie x'g oznacza odleglo$é rodka masy od danej plaszezyzny; przeto,
po podstawieniu tyeh warto$ci we wzér poprzedni, ofrzymamy

I=1"4+2ema'stm.e?; . . . . . . (b2)

w szezegdlnym przypadku, gdy plaszezyzna, wzgledem ktérej moment
bezwladnoSei przechodzi przez drodek masy, wtedy x';, = 0; i wzér po-
wy#szy przeksztalei sie na nastgpajacy

I=I+me . . . « + o + « « (53)

gdzie J; oznacza moment bezwladnodci danej bryly wzgledem plaszezy-
zny, przechodzgee] przez Srodek masy,

28. Momenty bezwladnosci bry! materyainych wzgledem osi réw-
nolegtych. Poniewaz wielkod§é momentu bezwladnodei bryly wazglgdem
osi zalezy od polozenia bryly wzgledem tych osi, przeto w ecelu obli-
czenia momentu bezwladnodei dla kazdej z osi, nalezaloby przeprowa-
dzié nowy rachunek, azeby za$ tego unikngé, zestawimy pewne =zalez-
nodei matematyczne pomigdzy wartosciami momentéw bezwladoodei
wzgledem réznych osi,

Znajdzmy najpierw zaleznos$é pomigdzy wartodciami momentéw
bezwladnodci danej bryly wzgledem dwéch wzajemnie réwnoleglych osi.
Niechaj /', oznacza moment bezwladnodei danej bryly wzgledem osi &,
I, za$ niech oznacza moment bezwladnofei wzgledem osi #, réwnoleglej
do pierwszej i znajdujacej sig od niej na odleglodei ¢, rys. 11-tiy; m, niech
oznacza masg jednego z punktow rozpatrywanej brylty; to moment bez-
wladno$ei tego punktu wzgledem osi 2° jest sz, 4% wzglpdem za$ osi
g myhy?. Wprowadziwszy do rachunku kgt oy, jaki tworzy promien ;‘k
7 plaszezyzng osi (z, 2'), napiszemy

hp?=Hh,*+e—2 K e. cosay.

Poniewaz A’ cos oy jest spéirzadng y,, odmesmn@ do ukladu osix, ¥, 2
rys, 11-ty, rozpatrywanego punktu, gdyz 4, cos o =1y, to Enaplszemy

=y e — 2 By,

Pomnézmy to réwnanie przez 2, i napiszmy takiez réwnanie dla
kazdego punktu, to po ich dodaniu otrzymamy

Emk bk Be— E?ﬂk }‘;la 3 —I— ht mp e? --.?Emk e'yk.
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Wartoéei stale wyniesiemy przed znak sumy, oraz oznaczymy Iwmiy,
literg m, a otrzymamy

]53[3’+me”—262mk Y o - I. . e (54)
Wyraz ¥mj, y, przedstawia sumg
2 % momentéw statycznych bryly wagle-
. dem osi ¥ i moze byé zastgpiony wy-
- g razem my,, wzér 43-citomu I-go, w kté-
L’k kﬁk/ o Tym yg oznacza sp6irzedng Srodka masy
Mgy 'k danej bryly.
Lo W szezegllnym przypadl{u, jezeli
g $rodek masy lezy na osi 2/, to y,=0,
M -' a rdwnanie powyzsze pweksztalm sig
T JTT" Y na nastepujace
/ ’ Ly=1I;-me% . . . (D))
x” ktéry wyslowimy:
2 Rys, 11. moment bezwladnos$ci danej bryly wzglg-

dem dowoinej osi réwna sig sumie
dwoéch _wyrazéw, z ktérych jeden jest momentem bezwladnosci tejze
bryly wzgledem osi, do niej réwnolegtej i przechodzacej przez $rodek
masy, drugi za$ jest iloczynem z masy bryly i kwadratu odlegtosci tych osi.
Ze wzoru powyZszego mozna obliczyé moment bezwladnodei danej
bryly wzgledem dowolnej osi w przestrzeni, gdy znang bedzie wartosd
momentu bezwladnogei wzgledem osi réwnoleglej do niej i przechodzacoj
przez frodek masy.

Zadanie. Znajgc moment bezwladnosci prostopadlodcianu wzgledens
osi, przechodzgcej przez srodek jego masy i réwnoleglej do krawedzi ¢,
obliczyé moment bezwladnosei wzgledem osi, przechodzgcej przez kra-
wedZ ¢. Odpowieds: 7,=}m (a®-|-b?).

29. Szczegblne wartosci momentdw bezwladnosci wzgledem osi.
Ze wzoru b3-go wynika, Zze najmniejszym momentem bezwladnodeci danej
bryly wzgledem r6znych osi, wzajemnie réwnoleglych, jest moment bez-
wladnodei danej bryly wzgledem osi, przechodzgcej przez §rodek masy.
'Chcac wige wyznaczyd polozenie osi, wzgledem ktérej moment
bezwladnogci danej bryly jest bezwzglednie na;rme;szy, nalezy szukaé
jej pomigdzy osiami, przechodzgcemi przez §rodek jej masy,
O wartosciach przeto momentu bezwladnodci danej bryly wzg]gdem
réznych osi powiedzie¢ mozemy co nastgpuje:
1) %ze jest ona w kazdym razie dodatnig; z okreélenia bowiem mo-
mentu bezwladnosei wynika, ze wszystkie dodajniki sumy, ktéra tworzy
moment bezwladnosdei, sy dodatnie;
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2) moment bezwladno$ci wzgledem osi moze byé tylko w tym
razie rOwny zeru, gdy punkty materyalne lezg wzdiluz osi; moment bez-
wiladnosei np. odeinka materyalnego wzgledem osi, przechodzacej przes
niego, réwna sig zeru; lecz moment bezwladnodei tegoz odcinka wzgle-
dem jakiejkolwiek innej osi posiada wartoéé skoniczong;

3) moment bezwladnodei bryly, ktérej punkty sg rozmieszczone
w przestrzeni, posiada zawsze wartoéé dodatniag wzgledem kazdej osi;

4) najwigkszg warto$é momentu bezwladnosci posiada dana bryla
wzgledem osi, lezacej w nieskoriczonosei; lub tez gdy bryla lub niektére jej
punkty lezg w nieskonczonu$ei, a 0§ bezwladnosei lezy w skonezonodei.
Mozemy wige powiedzied, ze wog6ledlaprzypadkéw, spotykanych wpraktyce

0=z, < vo,

b) najmniejszg wartos¢ momentu bezwladno$ci posiada dana bryta
wzgledem pewnej osi, ktéra
przechodzi przez $rodek
cigzkodci. ' Y

30. Momenty odsrod-
kowe bryty materyalnej
wzgledem plaszczyzn réw-
nolegtych. Dany jest mo-
ment odsrodkowy 7';,, pew-

e
7/ g
nej bryly wzgledem dwéch /i/ s

i)
plaszezyzn 1' i 2, prze- el S\,‘E_-":k““
chodzgeych przez Srodek ( ii‘l-_x ] :.5'\//

S masy danej bryly, rys. i - : T
12-ty; obliczyé moment \__._ 26— -
odsrodkowy 7;,, wzgledem —

plaszezyzn 1.1 2, przepro-
wadzonych rédwnolegle do
poprzednich na odleglog- Rys. 12,

ciach x; i y; od $rodka.

Oznaczywszy literami x, i 9, odlegtodci punktéw bryly od plaszczyzn
1-ej i2-ej (narys. 13-tym pokazaness $lady tych plaszezyzn), i temiz lite-
rami, lecz z kreskami, odlegtodei od plaszezyzn 1’ i 2/, napiszemy na-
stepujacy wzér momentu odsrodkowego wzgledem plaszezyzn 1-szej i 2-ej

Ly = X (mpx59;);

a ponie'waz .
Xp =y 2 1] 7 yp =%+ s
przeto po podstawieniu otrzymamy
Ly = B my, (%5 + 2'8) (¥s + 2'8);
fhz =% Vs » E-mk _I—"L pY (mkx k) 'I"y,g X (mkyk) _{- % (mkxlky .k)
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Podstawmy X my = m, a zwatywszy, %e plaszozyzny 1'i 2' prze-
chodzg przez $rodek masy, mamy zwigzki

Y (myaty) = O I (myy'y) = 0,
oznaczywszy nastepnie sumg

napiszemy

Lis="2s5ig S+ MBg¥s « o & » & v o o (PO)

- Wzér ten wyslowimy: {moment odsrodkowy danej bryly wzglgdem

dwéch wzajemnie [prostopadlych dowolnie obranych plaszezyzn réwna

sig sumie dwdch wyrazéw, z ktérych jeden jest jej momentem odérod-

kowym, wzglgdem plaszezyzn réwnoleglych do poprzednich i przecho-

dzgcych przez $rodek masy; drugi zad jest iloczynem z mamy danej
bryly i z odleglodci jej srodka od tych plaszozyzn.

Z tego twierdzenia wynika:

1) jezeli moment odérodkowy danej bryly wzglgdem dwéch pla- -
szozyzn, przechodzgcych przez $rodek masy, réwna sig zeru, to moment
ten, wzgledem dwéch innych plaszenyzn, lecz réwnolegtych do piérwsmych,
posiada warto$é réwng iloczynowi mx,ys;

2) poniewaz wielkosei x; i y, mozna zawsze tak dobrad, azeby
suma (I'y,, -+ mx,9,) réwnalasig zeru; przeto mozna zawsze znaleZé takie
polozenie dwdéch plaszezyzn, réwnoleglych do danych plaszczyzn, wzgle-
dem ktérych moment odérodkowy réwnaé sig bedzie zeru;

, 3) wartodé momentu odérodkowego, wzg]gdam dwéch plaszesyzn,
przechodzgcych przez §rodek masy nie zmieni sig, gdy jedng z tych

plaszczyzn przesumemy réwnolegle; wtedy bowiem jeden z mnoznikéw x,
lub y, ré6wna sig¢ zeru.

31. Momenty bezwladnosci bryly materyalnej wzgledem osi, prze-
cinajgcych sig w jednym punkcie. Zadanie to ma na celu wyrazié mo-
ment bezwladno$ei bryly wazglgdem dowolnie obranej osi przez jej
momenty bezwladnosci wzgledem osi spélrzgdnych, posiadajgcych po-
czgtek na tej prostej. =

PrzeprowadZmy przez poczatek ukladu osi spélrzednych x, y i 2 pro-
stg /, rys, 13-ty, i oznaczmy jej katy kierunkowe, jakie ona tworzy
z osiami %, y, &, literami (x, 2), (3, }) i (2, ). Jezeli punkt K jest jednym
z punktéw bryly, to jego moment bezwladnodei wazglgdem osi. 3 wyra-
Zimy wzorem

. M- L
gdzie KL jest odleglodeig tego punktu od osi /, a m; — oznacza mase
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danego punktu. WyraZmy nastgpnie tg odleglos$é spélragdnemi x,, ¥5°i 2,
danego punktu. W tym celu z rysunku 13-go odezytamy
KL* = OK* — OLY oraz
OA? = xp -y, + &%
odcinek za§ OL réwna sig sumie rzutéw spélrzgdnych x,, 9, i &, na
prostg /; napiszemy przeto
OL = %), . cos (x, I) + w5 . cos (9, §) -+ 2 . cos (2 I).
Podstawmy te warto§ci w wyraz dla KL, a otrzymamy
KL*=( ™y, o, ) —
— [x}. cos (x,1)4-y,.cos (¥,2) |
;. 008 (2 DI%
po przemnozeniu tego wyrazu
przez my i po dodaniu takich
wyrazéw, zestawionych dla
wszystkich punktéw danej bryly,
otrzymamy wyraz momentu bez-
wladnodci danej bryly wzgledem
obranej osi /.

W celu wykonania tego
obliczenia pomnézmy pierwszy
wyraz réwnania powyszego
preez

cos? (x, ) 4 cos? (3, §) + cos®
Az, I); a otrzymamy x
KLV = (53" -+ 9, -+ 5% - [cos?
(%, §) - cos? (,4) +- cos? (g, )] —
fx, cos (x,0) -} y; cos (v,8) - =z, cos (22 D)%

Po przemnozeniu otrzymamy _

KL= (%p® +93% + 2% . cos? (x,0) | (32 + > + 3% .cos® (9, ) +
(%3 + 952+ 2 ) . cos® (s, )—[x, 2. cos? (x, ) |- 22, ;. cos (%, 0) . cos (9, )
2. cos? (v, 1) - 2x; 2, . cos (x,2) . co8 (2, ) -+ 294 2 . cos (9, D) . cos (2, 1) -+

42,2 . cos? (g, ).

Nastgpnie laczymy wyrazy w ten sposéb, azeby otrzymadé wyrazy
momentéw bezwladnodci wzglgdem obranych osi spéirzednych =x, v, &;
i otrzymamy
KL* = (y; + %) . cos? (%, ) + (2,242, 2) . c0s? (9, &) -+ (%> + 34 ?) . cos®
(5,) — 22,9 c08 (x,1) . €08 (,) — 224 % . €08 (%, ). 008 (8,]) — 2 2 Cos

(v, 9).. cos (2, 7).

Rys. 13.
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Pomnézmy teraz to réwnanie przez my, a wyraz my . KL* wyrazi
moment bezwladnoéei punktu K wzgledem osi /; wyraz za$ (y, |2, *) ), —
moment bezwladnodei tegoz punktu wzgledem osi ¥ i . d. Zestawimy
takie réwnania dla kazdego punktu bryly, nastepnie zsumujemy je,
a zwazywszy, ze wielkodei cos (x, Z) i t. d. jako niezalezne od spél-
rzgdnych punktéw danej bryly, moga byé wyniesione przed znak 3,
otrzyroamy, zwazywszy przedtem: ze

Ty (%2 +yp?)=1it.dy oraz  Z(myapy) =1, itd.,
nastegpujace réwnanie
7= cos? (x,1) . 1, -+ cos? (3, ) 1, cos?(2,0) . 7, — 2 cos (x,0) . 00s (9, 0) . Jyy9

— 2 cos (¥,/) cos (z, J) lyy—2co0s (%, ) cos(g,0). L,y - . (BT)

Wzér ten daje moznosé obliczenia momentu bezwladnodei 7) danej
bryly wzgledem osi / z momentéw bezwladnoéei tej bryly wzgledem
trzech wzajemnie prostopadlych osi, przechodzgcych przez jeden punkt
danej osi, oraz z trzech momentéw odsrodkowych tejze bryly wzgledem
plaszezyzn, wyznaczonych przez te osi wspéirzednych; a wiec dla obli-
czenia momentu bezwiadnodei danej bryly wzgledem dowolnie obranej
osi potrzebna jest znajomodé sresciu niezaleznych wielkodei. W naj-
ogélniejszym wige przypadku dla wyznaczenia momentu bezwladnoéci
danej bryly musimy wykonaé nie wigcej jak sze$é calkowan; w szcuze-
g6lnych przypadkach moze bydé mniej, niektére bowiem z tych momen-
t0w, zaleznie od polozenia osi spélrzgdnych x, y i 5 — wzgledem bryly,
mogy byé wzajemnie réwne lub tes réwne zeru.

Przyktad. Obliczyé moment bezwladnodci prostopadlodcianu wzgle-
dem osi /, przechodzgcej przez jego przekatnie.

W tym celu przeprowadzimy przez §rodek masy prostopadiogeianu
réwnolegle do krawedzi prostopadlodcianu (@, &, ¢) trzy wzajemnie pro-
stopadle osi x, ¥ i 2, a napiszemy na podstawie poprzednich rachunkdéw

L= tm®+e); L= fm@+0); L= jm (a8,

Poniewaz plaszozyzny (x, y) oraz (y, 5) sy plaazczy/,namlsymetryl
przeto /j,, = 0; ;3 = 0 oraz /;,; = 0.

Wazér wige bT-my dla danego przypadku przybierze postad

I;= cos?(x,0) . I, + cos®(y, 1) . I, «}- cos® (s, )) . I, . . (BS)

Ze stosunkéw geometrycznych, zachodzgeyeh w prostopadiodcianie,
wynika, ze dla danego przypadku, gdy / jest przekatnig cos?(x, /) =
=ﬂ_gf—4—ﬁ; i t. d;" po podstawieniu przeto tych wartodei we wzér
powyiszy, otrzymamy

e a*b? - ate? | b3
== ag_{_bg_‘_ca .




