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Okres wtedy wahnigé bepdzie najkrétszy, gdy dlugodd / wahadlia zastepczego
bedzie najkrétszg; przy zmiennej przeto odleglodci s wartodé / powinna
bydé najmniejsza; co nastapi dla wartodci, ktérg oznaczymy literg s, i ktdrg
obliczymy z réwnania
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0§ przeto zawieszenia, przeprowadzona réwnolegle do danej osi na
wskazanej odleglo§ci s, od $4rodka masy, jest osig, okolo ktérej dana
bryla wykona wahanie o najmniejszych okresach. Jezeli nastepnie zmie-
niaé bedziemy kierunek osi, do ktdérej of zawieszenia ma byé réwno-
legla, to zmieniaé¢ sig bgdzie réwniez wartoéé Z, momentu bezwladnodci
danej bryly wzgledem osi, a z nig zmieniad sig bedzie réwniez warto$é s,
stosownie do réwn. 106-go;.a wige i okres 7. Ze wszystkich wartosei 7
najmniejszg jest warto$é momentu bezwladnosei wzgledem osi, przecho-
dzgcej przez wielks Srednicg elipsoidy bezwladnodci, zbudowanej w srodku-
magy danej bryly. Warto$é przeto 7 bedzie bezwzglednie najmniejsza,
gdy bryle dang zawiesimy na osi réwnoleglej do kierunku wielkiej
srednicy elipsoidy bezwladno$ci, zbudowanej w érodku jej masy na od-
leglodci, obliczonej ze wzoru 108-go. Geometrycznem miejscem tych
osi jest walec o przekroju kolowym, ktérego promieri obliczymy z réwn.
106-go, a osig tego walca jest wielka $rednica elipsoidy.

Do obliczenia réwnania ruchu wahadla brylowego mozna réwnies
zastosowadé réwnanie réwnowartodci pracy i energii kinetycznej. Réw-
nanie to jest nastgpujace
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z ktérego mozna obliczy? zgdane zwigzki. .

O tozsamosdei tego réwnania z réwnaniem 100- -em, przekonamy sig,
wykonawszy wskazane w tem réwnaniu rézniczkowanie i rozdzieliwszy
« je przez.do.

E. Obliczenie ruchu plaskiego bryl materyalnych.

50. Warunki powstawania ruchu ptaskiego bry! materyalnych. Ruch
plaski bryly okreslimy w § 82-gim tomu Il-go jako ruch, w ktérym punkty
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danej bryly zakredlaja tory plaskie, lezgce w plaszczyznach réwno-
leglych do pewnej plaszczyzny, zwanej plaszczyzng danego ruchu. Je-
zeli bryla jest nieswobodna, to znajdowad sig ona bedzie w ruchu plas-
kim, jezeli np. trzy jej punkty, nie lezgce na jednej prostej, pozostawaé
hedg podezas ruchu na trzech wzajemnie réwnoleglych plaszczyznach;
i ruch taki powstanie pod dzialaniem dowolnie skierowanych sit. Ruch
plaski powstaje przeto, gdy np. dana bryla obraca si¢ okolo osi, pozo-
stajgcej w spoczynku; przyklady tego ruchu rozpatrywali$émy poprzednio;
lub tez ruch ten powstaje, gdy np. bryla obraca sig okolo osi, porusza-
jacej si¢g z predkodciag prostopadla do tej osi; z tego rodzaju ruchem
mamy najczgdciej do czynienia w technice. Jezeli za$ bryla jest swo-
bodna, to ruch plaski powstanie wtedy, gdy ruch poczatkowy oraz sily,
dzialajgce na bryle, odpowiadaé bedg pewnym $cisle okre$lonym wa-
runkom; oraz gdy rozmieszczenie czgstek mas danej bryly podlegaé be-
dzie pewnym szczegblnym rozmieszezeniom. Warunki powstawania ru-
chu plaskiego bryly swobodnej wskazaé mozemy dopiero w rozdziale
nastgpnym; a obecnie przystgpimy do obliczenia ruchu ezy to bryl,
- zmuszonych danymi warunkami fizycznymi wykonywad ruch plaski; czy
tez figur materyalnych plaskich swobodnych lub nieswobodnych, poru-
szajacych si¢ w swych plaszczyznach pod dzialaniem sil zewngtrznych,

51. Réwnania dynamiczne ruchu plaskiego. Ruch plaski swobodny
posiada trzy stopnie swobody; polozenie bowiem bryly, a wigc i ruch
jej, jest okre§lony trzema wielkoéciami skalarnemi; trzy przeto réwnania
skalarne wystarczg do wyrazenia tych wielkosci w funkeyi czasu. Szcze-
g6lnym przypadkiem ruchu plaskiego bryl jest ruch figury -plaskiej
w swej plaszczyZnie; i do ruchu figur plaskich sprowadzi¢ mozna ruch
plaski bryl; i odwrotnie, z ruchu figury plaskiej, ktérg postawimy w pew-
nym geometrycznym zwigzku z bryls wlasciwa, mozna odtworzyé ruch
plaski samej bryly. W rozpatrywaniach przeto nastgpnych bedziemy
méwili o ruchu figur plaskich w ich plaszezyZnie, rezumiejgc przez to
wogéle ruch plaski bryl.

Spélrzgdnemi, wyznaczajacemi polozenie figury plaskiej w jej plasz-
czyfnie, mogg byd spélrzgdne, np. srodka jej masy i kat, jaki tworzy
prosta, sztywno poigczona z tg ligurg, z inng prostg, nieruchomo lezgey
w plaszezyZnie tejze figury; wielkosciami okreélajgcemi ruch danej fi-
gury plaskiej moze bydé predkoséé frodka jej masy i predkodé obrotowa.
Réwnaniami dynamicznemi mogg byé w tym razie dwa réwnania ska-
larne ruchu §rodka masy i jedno réwnanie momentu ilodei ruchu, ktére
moze byé réwniez zastgpione réwnaniem réwnowartodei pracy i energii
kinetycznej; te trzy przeto réwnania wystarczaja do obliczenia ruchu
bryly ptaskiej. Oznaczmy lilerami x; i y; spéirzgdne prostokatne $rodka
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masy danej figury; a litera o kat, jaki tworzy 2z osig np. x dowolna
prosta, sztywno zwigzana z poruszajacy sig¢ figurg; a réwnanie ruchu
srodka masy w postaci wektorowej bedzie nastgepujgce
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Trzeciem réwnaniem dynamicznem tego ruchu moze byé réwnanie
ruchu wzglednego, t. j. réwn, 90-te; gdy biegun momentéw obierzemy
w $rodku masy; i gdy wyraz momentu ilodci ruchu obliczymy ze wzoru
68 go. Réwnanie to jest nastepujgce
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NPy ity (110)
w ktérem /g oznacza moment bezwladnofei figury materyalnej plaskiej
wzgledem bleguna, obranego w §rodku masy; litera zaé ¢ oznacza pred-
ko$é chwilowego obrotu. Zwréeié przytem nalezy uwage, ze wogdle
ruch wzgledny ukladéw sztywnych wzgledem przestrzeni, poruszajgcej
sip  ruchem postepowym z predkosdcig réwng predkosei érodka masy,
jest ruchem obrotowym okolo osi, przechodzgeej przez Srodek masy.

L i) Réwnania 109-te oraz réwnie 110-te
' 83 trzema réwnaniami skalarnemi, z kto6-
rych obliczyéd mo#na np. trzy . spél-
rzgdne polozenia danej bryly w funkeyi
czasu, gdy dane beda sily, dzialajgce
na tg bryle; i odwrotnie, obliczyd mozna
pewne sily, g¢dy dany jest ruch.

52. Obliczenie ruchu swobodnego
figury materyalnej ptaskiej, poruszajacej sie
w swe] plaszczyznie, bez udzialu sit ze-

~wnetrznych leczz poczatkowa predkoscia.
Figure ptaskg obierzemy w postacinp, preta
materyalnego, obracajacego sig okolo ‘osi
O', rys. 22-gi, przechodzacej przez pewien
punkt jego osi, z predkodeia # obrotéw
na minute; w pewnem polozeniu tego preta,
0§ obrotu zostaje nagle usunigta; zadanie




polega na obliczeniu dalszego ruchu tego .preta, przy zalozeniu, ze sily,
dzialajgce na niego, s3 zréwnowazone. ‘

Stosownie do warunkéw zadania cigzar preta jest zréwnowazony
sitami odporowemi plaszezyzny, po jakiej on sig élizga; sila przeto
viezko$ei preta nie wplywa na jego ruch; a ze dla uproszezenia ra-
chunku pominiemy sily oporowe, wystepujace podezas ruchu preta,
przeto z chwilg uwolnienia preta od osi, okolo ktérej byl on zmuszony
sig obracad, otrzymuje on ruch plaski o znanym ruchu poezatkowym.
Réwnanie ruchu $rodka masy tego preta jest w tym razie nastgpujace

=m _%ﬁ skad po scalkowaniu otrzymamy
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gdzie 95 , oznacza predkosé poczgtkowsy érodka masy, a o predkosdd jego
w dowolnej chwili, Predko$é poczgtkowa jest nam =znang; kierunek
bowiem jej pokrywa si¢ z kierunkiem stycznej do kola, jakie zakre$lal .
srodek preta podezas obrotu przymusowego w chwili, w ktdrej te o$
uSunigto; wartoéé tej predkodci obliczymy z réwnania

Vs,0 = %o+ 5i
w ktérem poczatkowa predkosé obrotowa
. 2mm

o= 60
a litera s oznacza odleglosé Srodka preta od osi obrotu. "7 réwnania
109-go wynika, #%e $rodek preta, porusza sig ruchem prostolinijnym
i jednostajuym, ktérego kierunek wyznaczony jest kierunkiem jego
predkodei poezglkowe;j.

Réwnanie momentu ilosci ruchw’ danego preta wzglgdem bieguna

obranego w srodku masy jest stosownie do réwn. 100-go nastgpujgce
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di '
v ktérego wobec niezmiennego momentu bezwiladnogci preta podezas. .
jego ruchu otrzymamy

P ¢ § 1)

Z réwnania tego wynika, ze pret obraca sig okolo $rodka swej masy
ruchem jednostajnym. - :
rodek przeto preta zakreéla w tych warunkach tor prostolinijny
ruchem jednostajnym, a pret obraca sig okolo tego $rodka ze staly
predkodeia, réwng predkosei poczatkowej danego obrotu.
Predkodéd przeto 7, k-tego punktu skiada sig w mysl § b4-go tomu
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1I-go, z predkosci v, ; wynikajacej z obrotu preta i z predkosci poste-
wej v, réwnej predkosei srodka masy; t. j.
ﬁb = ij..\‘ "f; ‘E-J,?" P gdZiB ﬁlp,k e VF)& . !:P

Polozenie przeto preta na plaszczyZnie, po uplywie czasu £ od
chwili puszczenia go swobodnie, obliczymy z réwnania 1l1-go i 112-go
po ich scalkowaniu. Oznaczywszy literg x spéirzedng drodka preta,
a literg s—kat, o jaki pret sig obréeil; napiszemy

X=0g o 4 oraz so=gq, . L.

Zadanie powyzsze jest przeto rozwigzane; pozostaje tylko zbadad
drogg analizy matematycznej wladciwoéei kinematyezne tego ruchu. Ruch
danego preta, jako ruch plaski, moze byé zastapiony wogble ruchem
toczenia sip pewnej krzywej, sztywno zwigzanej z danynf” prgtem, po
innej—nieruchomej; lezgcej w danej plaszezyznie, pordw, § 40-ty tomu II-go.
Azeby te krzywsy obliczyé dla danego przypadku, obliczymy, stosownie
do § b4-go tomu II-go, odleglo$¢ », bieguna chwilowego obrotu od $rodka
masy preta; wielkodé ta
}’0 =' v‘,‘ = ?4,3’0 =s;
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jest przeto wielkoScig stalg; bieguny zatem chwilowych obrotéw lezg na
stalych odleglodciach od kierunku predkogei érodka masy; czyli tor érod-
kéw chwilowych obrotéw jest linjg prostg réwnolegta do toru, jaki
zakresla §rodek masy; a krzywa ruchoma jest kotem o promieniu 7, = s,
zakreslonem ze $rodka masy; kolo lo jest oznaczone na rys. 22-gim
literg K tor za$ nieruchomy litera 2’. Ruch przeto danego preta mozna
wywolaé toczeniem sig kola o promieniu s sztywno zwigzanego z pretem,
po prostej réwnoleglej do kierunku predkoéei poczatkowej érodka masy.
W celu obliczenia prayépieszen punktéw danego preta weZmiemv pod
uwage, ze pret posiada ruch obrotowy i postepowy; prayépieszenie
przeto kazdego jego punktu w mysl § 74-go tomu II-go, sklada sig z przy-
$pieszeni, wywolanych tymi ruchami. W danym przykladzie kazdy punkt
danego preta posiada tylko jedno przydpieszenie doSrodkowe= 7y . ¢,*;
przyspieszenia bowiem ruchu postgpowego i przyépieszenia obrotowego
stycznego w tym razie niema.

Inny jednakse begdzie ruch tego preta, gdy puscimy go w sposéb
wyzej wskazany, lecz w plaszczyZnie pionowej i gdy uwzglednimy jego
cigzar, Réwnania dynamiczne tego ruchu sg nastgpujgce

. d(mdy) d(ls.9)
; ME =-——y oy oraz OZ_Z?__‘

Réwnanie pierwsze stosownie do obliczed, podanych na str. 47-ej

tomu Il-ego, wyraza, ze $rodek masy zakreéla parabole; rys. 12-ty
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tomu IIl-go; z réwnania za§ momentu ilodei ruchu wynika, ze pret
obraca sig okolo tego grodka, jak poprzednio, ruchem jednostajnym; mo-
ment, bowiem sily cigzenia, ktéra dziala na ten prgt wzgledem bieguna,
obranego w $rodku masy, réwna sig zeru.

Zaznaczydé nalezy, ze wywody te odnosza sig tylko do ruchu preta
czy tez wogéle do bryly, ktéra wykonuje z jakichbadZz powodéw ruch
plaski; w przeciwnym zag razie ruch bryly bedzie inny, o czem bgdziemy
méwié w odpowiednim rozdziale o ruchu bryly swobodnej.

W rozwigzaniu danego zadania jak i kazdego innego nalezy roz-
r6znié czeéé dynamiczng; majgeq na celu zestawienie réwnai dynamicz-
nych ruchu i — czeéé kinematyczng, majgea na celu przeksztalcenie ru-
chu; wyrazonego réwnaniami dynamicznemi, na inne ruchy, wigcej

naoczne; takie tez postgpowanie rozrézniono w rozwigzaniu zadania po-
WYZSZego.

i

53. Obliczenie ruchu walca toczacego sig. Obliczyé ruch walca
o przekroju kolowym, toczgcego sig wskutek swej cigzkodci po plasz-
czyZnie pochylej w ten sposéb, ze o8 jego pozostaje podezas ruchu po-
ziomg, rys. 23-ci. Do wyznaczenia polozenia
tego walca wystarcza jedna tylko spélrzedna
skalarna, ktérg moze byé np. odlegloéé jego
osi od poczgtkowego joj polozenia; kgt howiem
obrotu, o jaki obrécil sip walec podczas tego
ruchu, obliczyé mozna z warunku toczenia sig,
ktéry wyraza sig réwnaniem v, = # . ¢, po
jego scalkowaniu.

Azeby do obliczenia ruchu danego walca
wastosowad réwnania, odnoszace sig do ruchu bryly swobodnej, nalezy
uczynié go swobodnym *); w tym celu przylozymy do niego sitg odpo-‘ .
rowg JV, prostopadly do plaszczyzny, po ktérej sig toozy, i — site F
styczng do walca, ktéra wywoluje toczenie sig jego; gdyby bowiem ‘jej
nie bylo, walec §lizgalby sig po tej plaszeczy’nie, a nie toczyl sig, jak
tego wymaga zadanie. Na walec przeto dziatajg sily NV i /° nieznane
co do wielko$ei, znane jednakze co do kierunkéw; i dziala na niego je-
gzcze znana sila jego ciezkosei. o

W celu zastosowania réwnania 88-mego, wyobrazimy sobie ruch
tego walca, jako ruch zlozony: z ruchu obrotowego okolo $rodka masy
i @ ruchu postgpowego. Obrawszy biegun momentéw w §rodku masy;

*) W tenie sposob postepowaliSmy w ogdle w statyce i w dynamice punktu.
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napiszemy réwnanie dynamiczne momentéw ilosci ruchu wzglgdnego,
stosownie do réwnania 90-go - ,

dls . )
—ar
w ktérem » oznacza promieii walca; jest to réwnanie ruchu wzglgdnego
danego walca, w ktérem jest jedna niewiadoma F.

Site F obliczymy =z réwnania dynamicznego $rodka masy, réwn,
88-me

Bo.r= (113)

g = ), 114
m§+’+N———dt——a-------()

po zrzutowaniu jego na kierunek osi x, np. na réwnolegla do plaszczy-
zny, otrzymamy réwnanie skularne

. dvg ‘
mg . sin o — F::mz;
dv f
a poniewaz v, =¢@, a ﬁ:'r.%—c%;
przeto, po podstawie tych wartosei
: | ady :
F=mg.sina —mr.—~; . . . . . . (11b)
& TR

Po podstawieniu nastgpnie tej warto$ci w réwn. 118-te; otrzymamy
do _mgy.sina do mgy.sino .
= AL Frimam il
gdzie /¢ oznacza moment bezwladnodei walca wzgledem osi, stykajacej
Sig z plaszezyzng. Z réwnania tego obliczyé mozna prgdkos$é i poloze-
nie danego walea jako funkeye czasu. Poniewaz w réwnanin 114-em
wartosd, stojagca po prawej jego stronie, jest niezalezng od czasu; przeto
obrét walca jest jednostajnie przyépieszony; a wige réwniez i ruch jego
d
postgpowy, gdyx p; = fﬁ-
Po scalkowaniu réwnania 116-go-“otrzymamy predkosd obrotows
w funkeyi czasu; a po powtérnem scalkowaniu, otrzymamy kat obrotu
w funkeyi czasu; z czego mozemy obliczyé jego polozenie w kazdej
ehwili. '
Jezeli zad zechcemy obliczyé te wielkosei w funkeyi np. spélrzed-
nej §rodka masy, to z réwnania 116-go wyrugujemy czas podstawiajgo

lub inaczej

w. nie dt:ﬂ, jakiesmy to wykonali w § B-tym tomu ITl-go Tub tez za-
? ‘

stosujemy bezpoérednio réwnanie réwnowartosci pracy i energii kinety-
cznej w nast. sposéb,
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Podezas toczenia sig walca, prace wykonuje tylko sila ciezkoéei; war-
todci bowiem prac sit NV i F réwnajg sip podezas tego ruchu zeru. Ener-
gig kinetyczng walca toczgcego sig wyrazimy wzorem T79-tym § 42 go;
réwnanie przeto réwnowartosci pracy i energii kinetycznej jest w danym
razie nastgpujgce ‘

Q.ds.sina=d}(I*+mv?);

w ktérem ds oznacza przesunigcie, jakie zakredlil srodek masy, Z réwnania
tego obliczyé mozna predkosé obrotowsg lub predko$é $rodka masy, jako
funkcye spélrzednej tego srodka.

W ten sposéb zadanie obliczenia ruchu walca jest rozwigzane; po-
zostaje tylko -analiza otrzymanych réwnan. W tym celu scatkujemy réw-
nanie pracy i zastapimy wyraz s.sin « wysokoscig 4 spadu $rodka walca.

Jezeli poczgtkowa predkosd $rodka masy walca réwnala sig zeru;

to po podstawieniu w powyzsze réwnanie o =_ﬁf_, otrzymamy
- t
[.s 2. .
mgh=1} —mm ) Lo skad
2mgk
= +

Z réwnania tego obliczymy predkos$é drodka walca po opuszczeniu
sig jego érodka na wysokosé A.
Dla walca np. peinego

¥ przeto

=1/ 245 ]/92 h
'?J' A 5
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Zwazywszy nastepnie, ze prpdkos$é v.* bryly, spadajacej po plasz-
czyZnie ruchem postgpowym, wyraza sig wzorem

vs* = 2gk;

przyjdziemy do wius‘ku, ze frodek walca, spadajacego ruchem postepo-
wym, spada predzej niz Srodek walea, toczgcego sig i — ze predkodd
§rodka toczgcego sig walca zalezy od wartosci jego momentu bezwiadnodci

w ten sposéb, ze z powigkszeniem sig wartosei I_i przy tej samej wartogci
P

masy, predkosé srodka walea zmniejsza sie. Jezeli np. po plaszezyZnie
pochylej puszczone beda z jednakowych wysokodei kula, walec i obrgcsz,
zrobione z mas o jednakowych wielkosciach; to najpierw stoczy sig kula,
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nastepnie walec, a wreszcie obrgez, ktéra bedzie o tyle wolniej spadala,
o ile érednica jej bedzie wigkszg. Wartodé przelo predkodei $rodka masy
bryt o réznych postaciach, lecz o réwnych wartosciach mas, zmienia si¢
pomigdzy predkodeig ruchu postgpowego a wartoscig Vi 2gh; najwigksza

bowiem wartodé !: bryly, zrobionej z danej masy, posiada pierscien, o pro-
: v

mieniu mozliwie wielkim; w kraficowym przeto praypadku, ktéry zacho-
dzi, gdy »r =oco; I, = m#?; aiﬁ: .
r
Silp F obliczymy z réwnania 116-go po podstawieniu w nie z réwn.
116-go wartodei przydpieszenia; sila ta

Fzmg.sina..(lﬂ'—-) T G e T

Po zrzutowaniu wreszcie réwnania 114-go na o$ pionowsg, obliczymy
sile odporowa

N =mg cos a.

W réwnaniu 117-tem wyraz smg sin o wyraza skladowg sily cigs-
kogei, nadajacg walcowi ruch postgpowy; gdyby $rodek walca pozosta-
wal w spoczynku, sita F bylaby réwna tej skladowej; a ze jest on w ruchu,
przeto sita /7 powinna byd mniejszg od tej skladowej; co tez wyraza
czynnik w nawiasach réwnania 117-go, ktérego warto§é jest mniejszg od
jednosei.

Dla walca pelnego

Ik = I + mr?*=g§mr?;
przeto dla tego przypadku
F=:I|_’mg . Sin o,

Z réwnania tego wynika, 2%e trzecia cugéc skladowej sity cigzkodei
danego walca idzie na nadanie bryle przyépieszenia postgpowego, a 3 na
wywolanie jego ruchu obrotowego.

Jezeli sita /7 wywolana jest np. tarciem I#%, jakie wystepuje po-
migdzy powierzchnig walca a plaszczyzng; to toczenie sig waleca moze
nastgpié tylko wtedy, gdy '

W=F;'
w przeciwnym bowiem razie walec bgdzie sig $lizgal po plaszezy#nie,

a nie to.czyl, i zadanie bgdzie inne. Po podstawieniu w te nieréwnoéé
wartoSei W=p.N; oraz wartodci N z réwn. poprzedniego i F z réw-
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nania 116-go; obliczymy kat nachylenia plaszezyzny, przy ktérym dana
bryla bedzie sig toczyd, a nie Slizgad; rdwnanie to jest nastepujace

. 2
I . Mg COS 0. = g Sin a.{ 1 — 4"-;-’;), skad
o &
B
W /I
g o= s
bt
Iy

Walec np. pelny toczyc sig bedzie po plaszczyinie pochylej, gdy
kat jej nachylenia o wzgledem poziomu odpowiada warunkowi Zg =3 .

Jezeli za§ bedzie Zga>3p, to walec ten bedzie sig slizgal; ruch
przeto jego nie bgdzie odpowiadal warunkom, postawionym w danem
zadaniu. :

Szezeg6lnym przypadkiem powyzszego przykladu mozna uwazad
kulg dosy¢ lekky, umieszezong na pionowo bijgeym strumieniu wody.
Strumiei bowiem wody, uderzajac w kulg, wywoluje sitg F, zwr6cong
pionowo ku gérze. W przypadku mg — /=0, $rodek kuli bedzie pozo-
stawal w spoczynku; t. j. kula zawisnie w powietrzu; a jezeli uderze-
nie to bedzie mimosrodkowe, to kula obracaé si¢ bedzie okolo swego
$rodka wskutek momentu, jaki wywola sita 77; w przypadku zaé gdy stru-
miefi ten uderza kulg $rodkowo, kula wtedy nie otrzyma obrotu i za-
wisnie w zupelnym spoczynku.

W ogélniejszym zakresie otrzymamy podobne zjawisko, gdy wyobra-
zimy sobie plaszczyzng, po ktérej toczy sig kula; poruszajgcg sig ruchem
postgpowym ku gérze we wiasnej plaszczyznie; a przy warunku W= F,
toczgey sig walec, czy tez toczgca sig kula moze byé nawet uniesiona
sifg tarcia ku goérze, obracajac si¢ jednoczesnie okolo osi poziomej,

54. Obliczenie ruchu toczacego sig¢ wahadla. Bryla materyalna
polaczona jest w jedng caloéé z walcem, ktéry moze toczyé sig po
plaszezyZnie o tyle chropowatej, i :
ze walec nie hedzie sig §lizgal,
rys. 24-ty; obliczydé ruch bryly bez
uwzglednienia oporéw; gdy plasz-
czyzna, po ktérej walec sig toczy
jest poziomg, a bryla jest w po-
czatku ruchu odchylong od polo-
senia réwnowagi.

Poniewaz ruch tej bryty, kté-
rego plaszezyzna jest prostopadig
do osi walca, jest plaski; ruch
przeto tej bryly moze by¢ okreslony :
ruchem kola, jakie otrzymamy Rys. 24.
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% przecigeia sig walca z plaszezyzng ruchu po prostej, ktérg obrzymamy
# przecigcia sig plaszezyzny toczenia sig z plaszezyzng ruchu, rys. 24-ty.
Polozenie danej bryly okresla spélrzgdna - polozenia punktu stycznodei
kola z prosta, po ktérej sig ono toczy; i —kat odchylenia o, jaki tworzy
z pionowg prosta np. C.S, lgczgca Srodek kola z rzutem $rodka bryly na
plaszezyzng ruchu; a poniewaz spélrzgdna punktu zetknigcia sig jest
zalezng od wielkosci o, wskutek danego w zadaniu warunku — toczenia
gsig; jedna przeto z tych spéirzgdnych, np. spélrzgdna o wystarcza do
okreglenia polozenia _bryly; i jedno réwnanie dynamiczne wystarczy do
okreslenia jej ruchu. Jako réwnanie dynamiczne obierzemy np. réwnanie

réwnowartodei pracy ienergii kinetycznej; gdyz réwnanie, to bgdae wolne

od sit odporowych, wyrazi bezposrednio ruch danego wahadla.

Na brylg dang dziala sila odporowa N, wystepujaca w punkeie
stycznodei; — sila styczna do walea F, wywolujaca jego toczenie sig i sity
ciyzenia, ktérych wypadkowa przechodzi przez §rodek masy catego ukladu.
Ruch chwilowy bryty jest ruchem obrotowym okolo punktu zetknigcia
sig kola z prostg, po kt(’zrej sig tocay; ,energip przeto kinetyczna danej

bryly wyrazimy wzorem .
e (42)}
2 y df t

w ktérym /x ozndcza moment bezwladnodei catej bryly wzgledem
bieguna chwilowego obrotu X; a % oznacza predkodd katows jej

obrotu okolo tegoz bieguna. Rdéwnanie przeto dynamiczne réwnowartogei
pracy i energii kinetycznej otrzymamy w tenze sposéb, w jaki oteay-
malismy réwn.. 107-me dla wahadla pospolitego. W tym celu potoczymy
dane wahadiordo nieskonczenise blizkiego polozenia i napiszemy

n-:g.d(s.r:osa)zd[,‘fx. (%:—)a]. £ w < o FRIS)

Przyjawszy poczsgtkowe warunki ruchu

dla G = G, (@);:O'

dt
otrzymamy z tego réwnania, po jego scalkowaniu, réwnanie
; da\2 .
mgs . (cos o —cos 6y) =} /x. (E) ; (119)

- Z réwnania tego mozna obliczyd predkoéd katows w kazdem po-
tozeniu ¢ danej bryly; rozwigzujgc za$ je wzglegdem d# i caltkujae, otrzy-
mamy |zwigzek pomigdzy 6 i . Przy tem ocalkowaniu nalezy wazigsd

"
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pod uwage, %e /k jest w tym przykladme wielkodcig zmienng, zalezng
od kata o; mamy bowiem

k=I,+m. KS?;
a po podstawieniu wielkosei XS
f;{:ls + m(r*~}-s?—2r .5 .cos0q).

Obliczywszy ruch bryly, mozemy z pozostalych réwnan jej ruchu,
t. J. z r6wnai ruchu $rodka masy obliczyé sily odporowe N i F; ja-
kieSmy to juz w poprzednich przykladach okazali. Funkecye jednakze,
jakie otrzymamy z calkowania réwnania 119-go sg eliptyczne; badanie
przeto ruchu tej bryly jest w tej postaci réwnanh nieprzystepne. Azeby
jednakze wytworzyé sobie chodé przyblizony obraz tego ruchu przyj-
miemy, %e odchylenie o jest tak mala wielkoscig, %e drugie potegi war-
todel tego kata mozna pomingd; wobec czego podstawimy w powyzsze
wzory cos =1 i otrzymamy warto§é momentu bezwladnodeci

Ik I+ m(r —s)*;

ktéra jest przy tem zalozeniu wielkodcia stala; réwnanie przeto 118-te
bedzie jednakowe z réwnaniem 107-mem, str. 82-ga, wyprowadzonem dla
wahadla pospolitego; z réwnania przeto 102-ego obliczymy wartogd
okresu podwéjnego wahuigeia, t. j. oblicaymy okres czasu, w ktérym
dane wahadlo powréei do polozenia, z ktérego zostalo puszczone. Dla
przypadku »=0; wahadlo toczace si¢g zamieni sig na wahadlo pospolite,
obracajace sig okolo osi, czy tez punktu nieruchomego; po podstawieniu
tez w réwn. dla /x »=0; otrzymamy wz4r 107-my.

55. Obliczenie sif wewnetrznych poruszajacej sig¢ bryly materyal-
nej. Pret cienki o stalym przekroju obraca sig w plaszezyZnie pozio-
mej okolo punktu stalego, obranego na jego osi, rys. 25-ty; obliczyd
najwigksze naprezenie ciggnace, scinajgce i gngce.

W zadaniu tem mamy dany ruch bryly materyalnej, a poszukujemy
sit wewngtrznych, wystepujacych w pewnych jej przekrojach. Azeby
unaocznié¢ sobie te sily, sprowadzimy to zadanie do zadania statycznego,
i w tym celu zastosujemy metodge d’Alembert’a, podang w § Tl-szym
tomu III-go. W my$l tej metody wyobrazimy sobie, ze do kazdego punktu
tego preta przylozone sg silty bezwladnoécei; a natomiast przyjmiemy, ze pret
pozostaje w spoczynku. Silami temi sg w danym razie sily od$rodkowe
dzialajgce wzdluz promieni, wyprowadzonych =z punktu obrotu do od-
dzielnych punktéw preta, oraz sily styczne prostopadie do tych promieni.

Zakladajae znaczng diugoéd preta w poréwnaniu z jego przekrojem
przyjaé mozna, e sily oddérodkowe wywoluja ciggnienie prgta wzdluz
jego osi; a sily styczne sg prostopadie do osi i wywoluja giecie preta.
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Oznaczy wszy literg ¢ cigzar jednostki diugosci danego preta, wyra-
zimy ciezar jego czgstki, odleglej na x od punktu obrotu, wzorem

q .ax;
Si; %—dx g’;%x silp przeto odérodkowy, ktéry na-
N s lezy wyobrazi¢ sobie przylozong
¢ ) Ei'ﬂ—*"ﬁ e | do tej czgstki, wyrazimy wzorem
.f_;/' = :Mg ] %’-dx-mr‘; g . dx Y
! : ' LR L
form B3, = ; Te
- l T Jezeli nastgpnie wyobrazimy
Rys. 25. sobie pret, przecigty w miejscu §,

to nalezy przyjad, ze na ten prze-
kréj dziatajg wszystkie sily odérodkowe punktéw, lezgeych od & do A
Silg przeto C; ciagngcg pret w przekroju § wzdluz jego osi w chwili
w ktérej pret posiada predko$é ¢, obliczymy jako sumg wszystkich sii
odérodkowych z réwnania nastgpujacego

. ! q.dx
C=f -y
3 ; X 9%,

a po caltkowaniu

; ' Q:;-zr-.m—éz).w s s e w s (20)

Jezeli przyjmiemy w danem zadaniu, ze predkos$d ¢ jest zmienng
1 np. rosnie razem z czasem to naprgzenie ciggngce rosnie réwniez pro-
porcyonalnie do wartodei czasu w drugiej potedze. Azeby przeto nie
przekroczyé wytrzymatodei materyatu, predkosd obroLu mozna powigkszad
tylko do pewnych granic.

Silgp tngeg S; w przekroju :p obliczymy ze wzoru

f; dx dp .
Sg = gy

a po scatkowaniu, zwazywszy, %e przyépleszenle katowe jest w danej
chwili dla wszystkich punktéw jednakowe, otrzymamy

Se=4— . ('~ 3 (121)
% L] g . dt . . . . . . . . 3
Moment gngey M, jaki wystgpuje w przekroju E,' obliczymy jako

sume¢ momentéw sil stycznych, wystepujacych w przekrojach od & do %
moment ten przeto wyrazimy wzorem

 rlg.dx  d
q p
My =f75, z  a (x —§);




a po scalkowaniu wzorem
dp
dat

Wartosei przeto sil tngeych, jak réwniez warto§é momentu gnacego
danego preta, jest proporcyonalna do wielkodci przyépieszenia kgtowego;
azeby przeto nie przekroczyé wytrzymaloSei materyalu na $cinanie lub
na gigcie, przy$pieszenie to powinno posiadaé okreslong granicg. Czesto
sig tez zdarza, Ze pret podezas naglej zmiany ruchu ziamie sig; zjawisko
takie tem sig tlumaczy, %e w chwili naglej zmiany ruchu nadajemy
pretowi w bardzo krétkim okresie czasu znaczng predkosdeig; t. j. nada-
jemy mu znaczne przydpieszenie. W precie za$§, obracajagcym si¢ np.
ruchem jednostajnym, nie powstajg ani sily $cinajace ani momenty gngee.

Sily ciggnace powstajg przy wszelkim obrocie pregta; i s one stale
lub zmienne, zaleznie od tego czy obrét jest jednostajny czy tez zmienny.

W zadaniu powyzszem przyjelidmy, ze wielko§é przekroju prgta

- jest bardzo mala w poréwnaniu z jego diugodcig; i uezyniliémy to w celu
uproszozenia rozpatrywan. Inaczej jednakze przedstawi sig rozklad sit
bezwladnosci, gdy wymiary przekroju preta bedg znaczniejsze; wtedy
nie mozna bedzie przyjaé, Ze kierunki np. sit odérodkowych pokrywaja
sig z kierunkiem osi preta, jakieSmy to uczynili i, ze kierunki sil styocz-
nych sg réwnolegte do przekrojéw. Do spotykanych jedpakze w praktyce
przykladéw mozna stosowad przyjete zalozenia.

W zadaniu powy#szem dany byl ruch bryly; a z ruchu tego obli-
czyliSmy sily wewnegtrzne; jezeli zas zamiast ruchu sa dane np. sily rew-
netrzne, wywolujace ruch; to w celu obliczenia sit wewnegtrznych, nalezy
najpierw obliczyé ruch danej bryly w pewnej chwili lub w pewnem jej
polozeniu; a nastgpnie obliczyé jej sily wewnegtrzne, jakie wystepuja
w tejze chwili.

_ Jezeli dane sg sily zewnegtrzne, dzialajace na dang bryle, to sily
wewnetrzne zalezg réwniez bezpodrednio od tych sit; gdyz w danym-
razie sily wewngtrzne (wystepujgce w przekroju), w my$l metody d’Alem-
bert’a, powinny réwnowazyd sig nietylko z silami bezwladnoéei, jak to
bylo w przykladzie powyzszym, lecz i z silami zewngtrznemi. Uwazad
przeto mozna, na zasadzie superpozycyi sil, ze wogble sily wewngtrzne
bryly, bedacej w ruchu, skladajg sig:

1) 'z sil, wywolanych ruchem bryly; sily te nazwiemy kinetycznemi; i

2) =z sil, wywolanych dzialaniem sil zewngtrznych; sily te na-
zwiemy statycznemi. W powy#szym przykladzie, w ktérym nie uwzgled-
nialiSmy sil zewnetrznych, mieliSmy do ozynienia tylko 2z silami wew-
netrznemi kinetycznemi. Sily wewnegtrzne statyczne, o ile one wystgpujs,
obliczymy zwyklymi metodami, podawanemi w statyce; a suma tych

M€=%.%.(2is-3ﬂe+e3). (129)
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b

obydwéch rodzajéw sit jest wyrazem naprezen, wystepujgcych w danym
przekroju i jest miarodajng dla wytrzymalosci tej bryly.

Przyklad. Pret materyalny, zawieszony swobodnie na osi poziomej,
obraca sip pod dzialaniem swego cigzaru, rys. 82-gi; obliczyé naprezenia,
jakie wystgpujs w przekrojach tego preta.

_ Naprgzenia w przekroju § zgodnie z réwnaniem [20-em, 121-em
i 122-em sg nastepujgcem

Y,
CE*—'%--E--(ZZ—E”)-?”—FJ q.dx.coso; . . . (123)
4 J &
5 q dtp / . .
5£=2L_E_(£3-—&9).-R—t--nfaq.d:&.muc; .. (124)

d / :
M=1- _;;L ) (2143___333 CE--EY) . d—tg—fg g .dx.sinc.(x—E) . (125).

Drugie wyrazy, znajdujace sig po prawej stronie tych réwnaid,
w postaci calek, wyrazaja naprezenia, nazwane statycznemi; ktére w pray-
kladzie poprzednim nie wystgpowaly.

W réwnaniach tych sily wewnetrzne
i ich momenty wyrazone sg przyspiesze-
niem obrotowem i predkoseig obrotowsg
preta; wielkodci te jednak mozemy wyra-
zid silami, wywolujgcemi dany ruchi w tym
celu napiszemy np. réwnanie momentu
iludei ruchu wzglgdem bieguna, obranego
w $§rodku obrotu. Rdéwnanie to jest na-
stepujgee

mg .sino.}l=

d(fA . CP) .
gt .’

w ktérem 7, oznacza moment bezwladno-
dci preta wzgledem osi zawieszenia. Z r6wnania tego obliczymy przy-
épieszenie kgtowe preta, ’

Predkodé zad obrotows, potrzebny do obliczenia sily ciggngcej, mo-
zemy bezpodrednio obliczyé z réwnania r6wnowartoSci pracy i energii
kinetycznej; lub tez — calkujac réwnanie momentéw, po odpowiedniem
wyrugowaniu czasu. Przyjawszy np. dla

6= 0g; ¢ =03
r6wnanie réwnowartodei pracy i energii kinetycznej po jego scalkowaniu
bedzie nastepujgce - C

Rys. 26,

1 Ja. @92 = mg (COS a — €05 qp).
Po podstawieniu z tych réwnani wartodei przyépieszenia i predko-
éci w réwnania 123.cie, 124-te i 125 te i po scalkowaniu tych réwnar;
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otrzymamy wartodci sil wewngtrznych w zalezno$ci od polozenia preta o
i od poloZenia przekroju &,
Dla prgta materyalnego

[A:%mjz — ,%i-

po podstawieniu przeto tej wartodci we wzory 124-ty i 1256-tyipo skré-
ceniu otrzymamy

.S'E_u_——-—:}—. sin o, (£ — &) (I — 3-‘3)';-

M‘E:%.Sino..a-——&)‘.ﬁ

Z réwnat tych wynika:

1) %e wielko$é momentu gnagcego i wielkoS¢ sily écma;a,ceJ W prze-
kroju danego preta nie zalezy od poczgtkowych warunkéw ruchu; a tylko
od kata nachylenia preta wzgledem osi pionowej. Wynik ten stanie sig
bezpodrednio zrozumialym, gdy zwazymy, ze sily styczne a wigec i ich
moment zalezy od przyspieszenia katowego, a nie od predkosei; pred-
kodé przeto poczgtkowa, ktérg dodaje sig na zasadzie prawa superpozy-
cyi z prgdkodcig nabyta, nie wplywa na wielkodci tych naprezen;

2) ze najwigksze warto$ci momentu gngcego i sil Scinajacych w kaz-
dym przekroju preta wystepujag w chwili puszezenia preta; gdyz wtedy
sin o a wige M; i S; sa najwigksze. Wynik ten jest bezposrednio zro-
zumialym z tego wzgledu, %e prayépieszenie kagtowe w poczgtkowem polo-
zeniu preta jest najwigksze;

3) najwigkszy moment gnacy w danem polozeniu prgta znajduje
sig na odleglodei | jego diugodei, liczae od osi zawieszenia; gdyz M, sta-
nie sig najwigkszodcia, gdy & =1/ przekr6j ten przeto jest przekrojem
niebezpieznym na gigcie. :

Polozenie przekroju niebezpiecznego, pracujacego na ciggnienie,
obliczymy z réwn. 123-ciego; przekréj ten znajduje sig, przy danem po-.
lozeniu preta, przy osi obrotu; przy zmiennem zag§ polozeniu wystgpi
najwigksze naprgzenie w pionowem polozeniu prgta; ze zmniejszeniem
sig bowiem wartosci & i o, warto§ei obydwéch wyrazéw rdwnama tego
powiekszajg sie.

Zwrécié nalezy jeszoze uwage, e sposoby, tutaj wskazape, oblicze-
nia sit wewngtrznych i ich momentéw daja moznoéé ich obliczenia w od-
niesieniu do pewnego punktu, obranego w plaszczyZnie danego przekroju;
nie dajg za§ moznodci obliczenia tych sil, jakie wystepuja w oddziel-
nych czgstkach tego przekroju; sily te bowiem zaleza od fizycznych
wlageiwodei materyalu, z ktérego.pret jest zrobiony; i mozna je obli-
czyd dopiero po przyjgciu jakiego$ zalozenia, okreslajacego fizyczne wlasci-

Mechanika—Tom 1V. 7



3 55—D58. =

woéci danej materyi; zalozeniem tem jest dla cial sprezystych t. zw.
prawo Hook'a.

56. Obliczenie ruchu poczatkowego i slif wewnegtrznych, jakie wy-
stepuja w bryle, w chwili nagfego wyprowadzenia jej z rébwnowagi. Przy-
kladem tego moZe bydé nastgpujgce zadanie. Belka cigzka o przekroju
bardzo malym w poréwnaniu z jej dlugodcig i o cipzarze ¢ na jednostke
dlugosdei, oparta jest swobodnie na dwéch poziomych podporach 4 i B,
rys. 27-my. W pewnej chwili jedna z podpér np. B zostaje nagle usu-
nigta; obliczyé ruch poczgtkowy belki w chwili tego usunigcia; oraz —
sile odporowg, jaka wystepuje w tejie chwili w pozostaléj podporze.

W chwili usunigeia podpory, na belke dziala jej cigzar, ktérego
moment wywoluje obrét belki okolo pozostalego punktu podparcia.
Z warunkéw zadania wynika, ze belka nie bedzie posiadala predkoéei
poczgtkowej; a jedynie tylko przyépieszenie, ktére mamy przedewszyst-
kiem obliczyd. Réwnanie dynamiczne momentéw wzglegdem bieguna
obranego w pozostalym punkcie podparcia, jest nastgpujace

l d(IA-lP)'
mg.—2-—-—-' di H Sk%d
do _ mgl. »
H=og e . (126)

gdzie /s oznacza moment bezwladnosci belki wzgledem bieguna, obra-
nego w punkecie podparcia 4. Z praydpieszenia kgtowego, wyrazonego
tem réwnaniem, mozemy obliczy¢ naprezenia w przekrojach belki, ja-
kiesmy to wyzej uczynili, lub — silg odporowa 4, jak tego wymaga _
dane zadanie. W tym celu unaocznimy sobie metods d’Alembert’a sily
bezwladnodei, jakie wystepuja w belce w chwili usunigeia podpory.
i przylozymy do jej czastek sily bezwladnodei, jakie powstaja w chwili
usunigeia podpory B. Oznaczymy literg » odleglodé pewnej czgstki
belki od punktu obrotu i wyobrazimy sobie, Ze do tej czastki przylo-
zona jest sila bezwladnodei styczna z kierunkiem ku gérze, i o wielkosei,
Wyrazonej wzorem

b w9,

. T g dt

przyi6zmy nastgpnie cigzar belki w $rodku jej masy, a otrzymamy obraz
sil bezwladnoei, bgdacych w réwnowadze z sitami odporowemi i z cig-
sarem belki w chwili usunigeia podpory B. Zwrécié jeszcze nalezy
uwage, %e poniewaz prgdkodé obrotowa w chwili usunigeia podpory
ré6wna sig zeru, przeto sily odérodkowe nie wystgpujg i belka pozostaje
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pod dzialaniem tylko sit styeznych i sity cigzkosci. Wykres tego obcig-
zenia przedstawiliémy na rys. 27-ym. Site odporowg A obliczymy z wa-
runku réwnowagi sil przylozo-

&
h do danej i 5 -
nych do danej belki. Réwna dsg 3 xﬁ_ﬁﬁ%
AY

nie to jest nastgpujace
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z ktérego obliczymy 3t L e

A m

= — mg — 5 wml . ﬁ?_; %
al Rys. 27.

a po podstawieniu z réwnania ruchu, z réwn. 126-tego, — wartosé przy-
dpieszenia ofrzymamy

-~

[
C =mg|l — .

Jezeli wyobrazimy sobie belkg w postaci preta, co W wielu przy-
padkach bedzig zgodne z rzeczywistosdcig, to, poniewaz

IAh=1imi%
otrzymamy

A=1img.

Sita wige odporowa jednej pddpory, w chwili usunigcia drugiej,
stanowi tylko polowg wartodei sily odporowej belki, wspartej na oby-
dwdéch podporach.

W rozwigzaniu tego zadania mozna pomingd metode d’Alembert’a,
a natomiast zastosowad réwnanie dynamiczne ruchu srodka masy. Obli-
czywszy bowiem z réwnania dynamicznego momentow przyspieszenie
tego drodka, obliczymy z réwnania ruchu ¢rodka masy sily nieznane,
wywolujgce ten ruch, t. j. jak w danym przykladzie silg odporowg; po-
stepowanie to jest przeto takie same, jakie stosowaliémy - do obliczenia
sit odporowych bryt nieswobodnych; a mianowicie wpierw obliczaliémy
ruch, a nastepnie sily — odporowe.

57. Obliczenie ruchu poczatkowego bryty w chwili nagtej zmiany
ruchu. Prostokgt materyalny o bokach a i b, rys. 28-my, obraca sig
z predkodcig stalg 9 okolo osi pionowej s; przechodzgcej przez grodek
masy i réwnolegtej do boku ; nagle o$ ta zostaje usunigta, a prostokat
zostaje zmuszony obracad sig okolo osi innej, przechodzacej np. Pprzes
bok a; obliczyd predkosé ¢, jaky otrzyma prostokat w chwili rozpocze-
cia obrotu okolo nowej osi. :



