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Dynamika ukladow.

I. Dynamika uktadéw punktéw materyalnych.

A. Kinetyka uktadu punktéw materyalnych.

1. Okreslenie uktadu punktéw materyalnych. Ukladem punktéw ma-
teryalnych nazywamy zbi6r punktéw, ktérym przypisujemy pewne masy. -
Jezeli kazdy =z takich punktéw moze byé dowolnie przesunigty, nieza-
leinie od polozenia innych punktéw, to ukiad taki nazwiemy ukladem
punktéw niezaleznych. Jezeli zad§ przesunigcie chuéby jednego z pun-
ktéw danego ukiadu pocigga za sobg Sscisle okre§lone przesunigeie in-
nych punktéw tegoz ukladu, to uklad taki nazwiemy ukladem punktéw
zaleznych.

Uklady zalezne nazwiemy zmiennemi, gdy odleglodei pomigdzy pun-
ktami si¢ zmieniajg; nazwiemy za$ niezmiennemi, gdy te odleglosci nie
zmieniajg sig podezas ruchu punktéw,

Przykladem ukladu zmiennego punktéow zaleznych jest uklad pla-
netarny; planety bowiem, gdy wyobrazimy je sobie w postaci punktéw
materyalnych, wzajemnie sig przyciggaja, i przesunigcie sig jednej z nich
wplywa na polozenie innych; a przytem odleglodei ich wzajemnie sie
zmieniajg .

Ukladem niezmiennym jest kazda bryla sztywna; w my$l bowiem
danego okredlenia bryly, odleglodei pomigdzy punktami, na jakie wyo-
brazamy sobie rozltozung tg bryle, pozostajg podezas jej ruchu niezmie-
nivnemi. ' '

W naszych rozpatrywaniach bedziemy mieli do ezynienia wylgcz-
nie z ukladami zmiennymi i niezmiennymi punktéw zaleznych; przytem
uklady zmienne begdziemy krétko nazywali uktadami punktéw, a uklady
niezmienne brylami.

Mechantka—Tom IV . 1



2. llosé ruchu ukfadu punktéw materyainych. Okreslenie. Sumg
wektorowg ilosci ruchu punktéw danego ukfadu nazywamy iloscig ruchu
tego punktu. Jezeli literg mz; oznaczymy masg 22— tego punktu danego
ukladu, a literg 7, predkod$é tego punktu; to ilo§¢é ruchu, w myél da-
nego okreélenia wyrazimy wzorem

E(?Hkﬁk) s & '3 x e s ia wm LW e (1)

Wzor ten przedstawimy sobie geometrycznie w postaci wieloboku,
w og6le niezamknigtego, ktérego boki sa wektorami ilodei ruchu od-
dzielnych punktéw. Jezeli masy punktéw sg wielkodciami o skoriczo-
nych wartodciach, to i wielobok posiadaé bedzie boki o skoiiczonych
dlugosciach; jezeli zas masy punktéw bedg nieskoriczenie mate, a ilosé
takich punktéw bedzie nieskonczenie wielka, to wielobok ten zamieni
sig w linig krzywa. Bok zamykajacy taki wielobok lub cigeiwa linii
krzywej, jest wektorem wypadkowym tej sumy i przedstawia ilo§é ru-
chu danego ukiadu.

Zajmiemy si¢ obecnie wyznaczeniem wektora ilodei ruchu danego
ukladu punktéw, Jezeli znane sg wielkoSci mas i predkodci kazdego
z punktéw danego ukladu, to latwo wyznaczyé ten wektor droga geo-
metryczng lub analityczng. Wektor ten jednakze, jak to zaraz wska-
zemy, jest w pewnym zwigzku z ruchem $rodka masy danego ukladu
tak, iz bedziemy mogli go wyznaczyé z ruchu tego Srodka. Azeby ten
zwigzek znalezd, zastosujemy okreslenie drodka masy jego punktu geo-
metrycznego, ktérego polozenie wyznacza koniec wektora 7;, okre-
glonego wzorem *

mPs=2(my .P5) . . . . . . . . (2

Zadaniem naszem obecnie jest znalezienie zwigzku, jaki zachodzi
pomigdzy ruchem $rodka masy iruchem jego oddzielnych punktéw. Je-
zeli zmienimy polozenie wszystkich lub niektérych punktéw danego
ukladu, to zmieniajg sig rédwniez polozenia odnoénych wektoréw wo-
dzgcych; przesuiimy wige niektére lub wszystkie punkty danego ukladu,
i oznaczmy promienie wodzgce 7, wyznaczajace nowe polozenia tych
punktéw dla odréznienia od poprzednich literami z gwiazdkami, to po-
tozenie Srodka masy tego nowego ukladu wyznaczymy z réwnania 2-go

mPF=Z(mp® . . . . . . . . B

* Wzér ten otrzymamy z réwnania 43-go, 44-do i 45-gdo, str. 111-ta tomu I-do,
ddy zsumujemy wektorowo te réwnania; przy;mumc ze spolrzedne x , y, i #,. sg
wektorami; oznaczywszy xk —i—yk -+ 3, przez "k ipodstawiwszy P, = m, . g otrzy-
mamy wzér 2-gi,
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Azeby otrzymad zwigzek pomiedzy przesunigciami oddzielnych pun-
ktéw, a przesunigciami $rodka ukladu odejmijmy od tego réwnania po-
przednie, a otrzymamy

m(f‘s“"—f"s).:}':mk (‘f’k*—-?k);

w ktérem réznica (Fg*-—7g) oraz réznica (7,* —#,) wyrazaja przesu-
nigeie $rodka masy i przesunigcia oddzielnych punktéw tego ukladu,
§ 7 oraz rys. 12-ty tomu I-ego. Przyjmijmy nastepnie, ze te przesu-
nigeia sg nieskoniczenie male, i rozdzielmy je przez okres czasu dl,
w ktérym te przesunipcia zostaly wykonane, przyjmujac, ze zostaly je-
dnoczesnie; a otrzymamy zwigzek pomiedzy predkodcia $rodka masy
a predkosciami oddzielnych punktéw danego ukladu. Zwiazek ten wy-
razi sig réwnaniem

MmO =My D) + » « « o « » » « 4

Réwnanie to wystowimy: ilosci ruchu kaidego ukfadu punktéw (za-
leznych lub niezaleznych, zmiennych lub niezmiennych) réwna sig ilosci
ruchu jego srodka masy; gdy wyobrazimy sobie w tym srodku skupione
masy wszystkich punktéw danego ukladu.

W szezegblnych przypadkach, gdy np. punkty wykonujg pewne
ruchy, a $rodek masy tego ukladu pozostaje w spoczynku, wtedy ilosé
jego ruchu réwna sig zeru; iloéé przeto ruchu np. bryly materyalnej,
obracajgcej sig okolo kazdej osi, byle przechodzgcej przez Srodek jej
masy, lub tez inaczej: bryly nakredlajacej ruch kulisty, réwna sie pod-
czas tego ruchu zeru.

Gdy przeto ilo$é ruchu réwna si¢ zeru, to z tego nie wynika, ze
ilogei ruchu oddzielnych punktéw réwnaja sie zeru, lecz wynika tylko,
ze suma tych ilogei réwna sig zeru; oddzielne zaé punkty ukladu moga
byé w ruchu, t. j. mogg posiadaé¢ pewne ilodci ruchu.

3. Pochodna wzglgedem czasu ilosci ruchu ukfadu punktéw mate-
ryalnych. Przeprowadimy nastgpnie punkty danego ukladu do innego
polozenia z predkodciami réznemi od poprzednich i oznaczmy te nowe
predkodei dla odr6znienia od poprzednich literami z gwiazdkami, a na-
piszemy na zasadzie poprzedniego réwnania zwigzek pomigdzy temi no-
wemi predkodciami w nastepujacy sposéb

B =BT « s o w o a a (D)

Oda]mumy od tego réwnania poprzednie i rozdzielmy to nowe réw-
nanie przez okres czasu 44, w jakim wykonano te zmiang predkosei,
a otrzymamy réwnanie

b, &,
m?}——- E(mk'd—g), o m omEos s e (6)
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lub inaczej
mp—=RMpPgp) « « » = i oo« ow (T)

gdzie litery p oznaczajp przySpieszenia odnosnych punktéw.

Réwnanie 4-te wyraza zwigzek pomiedzy predkodeia $rodka ukladu
a predko$ciami oddzielnych jego punktéw; réwnanie zas 7-me wyraza
zwigzek pomigdzy przys$pieszeniami tychze punktéw.

Zaznaczydé nalezy, ze zwigzki te, wyrazone réwnaniami 4-tem
i T-em nie wynikajg z zadnych praw fizycznych, lecz sg bezpoérednim
wynikiem okredlenia polozenia érodka masy, wyrazonego réwnaniem
2-giem, Réwnania te otrzymadé réwniez mozna z réwnania 2-go, biorge
bezpodrednio pierwszg, a nastepnie drugg jego pochodng; otrzymad je
réwniez mozna biorge pochodne pierwszg i drugg réwnan drodka cigs-
kodei, wyrazonych réwnaniami 43, 44 i 45-{ym tomu I-go i skorzy-
stawszy z réwnan kinematycznych 24-tych i 30-tych tomu II-go.

4. Moment ilosci ruchu ukfadu punktéw materyalnych, Majae na
uwadze okreslenie momentu ilosei ruchu punktu materyalnego, podane
w § 28-cim tomu IlI-go; damy teraz okreélenie nast.. sumg wektorowa
momentéw ilosci ruchu punktéw danego ukfadu wzgledem dowolnie obra-
nego bieguna, nazywamy momentem ilo$ci ruchu danego ukfadu wzgle-
dem tego bieguna. Oznaczmy moment ilodci ruchu danego ukladu li-
terg A, a wyrazimy powy#sze okreslenie wzorem

W tenze sposéb, w jaki okreliliémy moment ilodci ruchu wazgle-
dem bieguna, okredlimy rdéwniez moment wzgledem osi, stosujae do
tego okreslenie, dane w teoryi momentéw sit (§ 80-ty tomu I-ego); w tym
celu nalezy tylko wektorowi sily nadaé znaczenie wektora ilodei ruchu,
majgc to na uwadze, wypowiemy okfe$lenie: momentem ilogei ruchu
ukladu punktéw materyalnych wzgledem osi nazywamy sumg momen-
téw rzutéw wektoréw ich iloSci ruchu na plaszezyzng, prostopadly do
osi, wzgledem bieguna, obranego w przecigciu sig danej osi z tg plasz-
czyzng.

Z twierdzenia, podanego w § 44-ym tomu I-ego wynika, ze moment
ilodci ruchu wzgledem osi réwna sig rzutowi na nig wektora momentu
ilodei ruchu wzglgdem dowolnie obranego bieguna na tejze osi.

-

5. Energia kinetyczna ukfadu punktéw materyalnych. Majge na
uwadze okreélenie energii kinetycznej punktu materyalnego, podane
w § 184-tym tomu I-szego, damy nast. okreélenie: Sume algebraiczna
energii kinetycznych wszystkieh punktéw danego ukfadu nazywamy jego
energig kinetyczna.
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Oznaczywszy literami s i v, masg i predkoéé & —tego punktu
danego ukladu, a literg 7 jego energig kinetyczna; wyrazimy powyzsze
okreslenie wzorem algebraicznyrm *)

TR (dmstpdh ' v+ 2 5 e 5 5 0D

B. Roéwnania dynamiczne ukladu punktéw materyalnych.

6. Sily wewngtrzne, Ukladem zmiennym punktéw nazwaliSmy
zbiér punktéw materyalnych, pomigdzy ktérymi odleglodci sig zmieniaja.
W szezegélnym przypadku takiego uktadu, gdy zmiana ta wywolana
jest silami, wystepujacemi pomigdzy oddzielnymi punktami, to uklad taki
nazwalidmy ukladem zmiennym punktéw zaleznych i nazywad go be-
dziemy krétko uktadem punktéw materyalnych; a sily, ktére dzialajg
pomiedzy punktami, nazwiemy sifami wewngtrznemi.

Magnes np. i kawalek zelaza mogg byé uwazane za uklad dwéch
punktéw materyalnyeh, pomiedzy ktérymi wystgpuja sily wewnetrzne;
uklad ten przytem podlegaé jeszcze moze sitom zewngtrznym, np. sile
cigzenia ziemskiego.

Ré6znica pomigdzy silami wewnegtrznemi a zewnetrznemi (czynnemi)
jest wzgledng; istotnej réznicy niema, jedna i ta sama bowiem sila moze
byé w pewnych warunkach uwazang za zewnetrzng, w innych zas za
zewnetrzng. Predko$é np. pary w cylindrze parowym nalezy uwazad za
silp wewnetrzng, gdy bierzemy pod uwage tlok i cylinder jako jeden
uklad, zlozony z dwéch bryl; nalesy zaé uwazad ja za silg zewnetrzng,
gdy rozpatrujemy ruch tylko tloka, wywolany ta preznoscig.

7. Prawo wzajemnego dziafania. Spostrzezenia i pomiary ruchdw
bryt materyalnych.doprowadzily Newtona do stwierdzenia t. zw. prawa
wzajemnego dzialania. Prawo to oparte jest na tem spostrzezeniu, Ze
zadna bryla materyalna nie zmieni stanu swego ruchu; azeby inna bryla
materyalna nie zmienila jednoczesnie takze swego ruchu. Jezeli np.

*) Lub tez wzorem wektorowym
T=%(1Y, mk];k 2);
w ktérym druga poteda wektora predkosci oznacza mnozenie skalarne i zastepuje
iloczyn o, . v ).

Wogdle symbol 4. B nazywa si¢ W rachunku welktorowym [loczynem skalar-
nym dwéch wektordw i wartodé jedo = 4. B cos (4, B); a wige v . v =v%— Jezell
jeden z tych wektoréw wyraza site P, drugi przesunigcie ds; to P.ds wyraza prace
czgstkowa, : '
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tlok cylindra parowego wykonywa pewien ruch, to jednoczesnie cylin-
der wraz ze sztywno z nim polgczonymi brylami, a wige ewentualnie
i z ziemig wykonywa takze ruch (wzgledem przestrzeni kinematycznej),—
ruch przeciwny ruchowi tloka. Zjawisko to moznaby stwierdzié do-
jwiadozalnie, zawiesiwszy np. lokomotywe na laicuchach; wtedy bowiem
nobaczylibyémy, po puszczeniu pary do eylindréw, ze podezas poruszania
sig tlokéw, porusza sig i caly korpus lokomotywy. Jezeli dwie takie
bryly wyobrazimy sobie w postaci punktéw materyalnych, to zmiany
ich predko$ci dajg sip wyrazi¢ wzorem matematycznym, stwierdzonym
drogg poérednich lub bezposrednich pomiardw; wzér ten jest nast.

7y ‘—]fdu‘ R T R I £ )

S dt

w ktérym m, i m, oznaczaja pewne spélezynniki, odnoszgce sig do po-
ruszajacych sig punktéw materyalnych, Zmierzywszy doswiadczalnie
przyspieszenie dwéch takich bryl, obliczy¢ mozna stosunek spéiczynni-
k6w 2, i m,, a z zestawienia takich spélczynnikéw dla réznych bryl
przekonamy sig, ze liczbowe ich wartodel sg te same, kitére znalezé mo-
zna drogg innych doswiadczen, wskazanych w § 1-szym tomu Ill-go;
liczby te nazwaliémy tam masami danych bryl, Zjawisko przeto
- wzajemnego dzialania bryl materyalnych daje moznoéé obliczenia sto-
sunku wartogci mas r6znych bryl, i odwrotnie, daje moznodé obliczenia
stosunku ich przyépieszen, jezeli ich masy sg juz okreslone z innych
ded§wiadczeil.

Majae na uwadze okreélenie sily, jako iloczynu z masy i prayépie-
szenia, prawo wzajemnego dzialania wypowiedzieé mo#na w nastepujgey
spos6b: sily wewnetrzne, wystgpujace pomigdzy dwoma materyalnymi
punktami danego uktadu, wystepuja wzdlui prostych faczacych te punkty;
s3 wzajemnie réwne, a zwroty posiadaja przeciwne.

Gdy scalkujemy réw. 10-te, wtedy otrzymamy réwnanie

my U, -+ my v, = stalej-wielkodci.

Stalg wielkosé obliczymy 2z poczgtkowych warunkéw ruchu; jezeli
np. obydwa punkty byly w poczgtku ruchu w spoczynku (np. armata
i,pocisk), to réwnanie powyzsze otrzyma postad

m1 ﬁl. + mg ﬁzl = 0.'
W réwnanie to wchodzg wyrazy predkodci, ktére latwo zmiersyd
z doSwiadczen; réwnanie powy#sze przeto stosowane byé moze do obli-
czefi mas, jezeli zmierzymy ich predkodci; jezeli zad wielkofei mas 8q

juz obliczone inng drogg i predkosei sg znane, to stuzyé one mogg do
sprawdzenia do§wiadezalnie slusznodei prawa wzajemnego dzialania.
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Azeby wyrazi¢ prawo wzajemnego dzialania réwnaniami, nalesy wy-
razié, ze nietylko suma dwdéch takich sil, wystepujacych pomigdzy dwoma
punktami ré6wna sip zeru, jakiedmy to wyrazili ré6wnaniem 10-tem, lecz
i ze suma ich momentéw réwna sig zeru. Sama bowiem suma dwéeh
gil, przyréwnana do zera, nie wyraza jeszcze, ze te sily dzialaja wazdluz
jednej i tej samej prostej, a dopiero réwnanie tej sumy lacznie z réw-
naniem sumy tych sil wyraza jednoznacznie prawo wzajemnego dzialania.

Jegeli oznaczymy numery -porzagdkowe dwéeh punktéw danego
ukladu, literg ¢ oraz literg & to prawo wzajemnego dzialania wyrazimy
dwoma réwnaniami wektorowemi

Wip+Wp;=0; oraz . . . . . . . (11)
Mom (W) - Mom (Wp ) =0; . . . . . (12)

wzgledem dowolnie obranego bieguna.

8. Réwnanie dynamiczne. Réwnaniami dynamicznemi ruchu punk-
téw materyalnych nazywamy réwnania, wykazujgce zwigzek pomiedzy
sitami, dzialajacemi na dany uklad punktéw, a ruchami jego punktéw,
wywolanymi temi silami. W dynamice punktu réwnaniem takiem po-
dali§my réwnanie dynamiczne sily w p ostaci

__d(m?)
P==a=.
W celu wyprowadzenia twierdzen dynamiki ukladu punktéxr z twier-
dze dynamiki punktu pojedyriczego, przyjmiemy:
1) 2e kazdy punkt danego ukladu podlega prawu bezwladnodci,
wskutek czego ruch jego obliczymy ze wzoru

) d(my )
dt i |

w ktérym R, oznacza wypadkows wszystkich sit tak wewngtrznych jak
i zewngtrznych, dzialajacych na dany punkt i wywolyjacych przyspie-
adv

-szeniaﬁ; a litery m, i 9 oznaczajg jego masg i predkosd;

2) ze pomiedzy tymi punktami wystepuja sily, podlegajgce prawu
wzajemnego dziatania, ktérych wlasciwodei wyrazajg réwnania 11-te
i 12-te. '

Ry=

9. Rownanie dynamiczne ruchu §rodka masy uktadu punktéw. Na
podstawie powyzszego mozna uwazaé, ze na kazdy punkt danego ukladu
punktéw materyalnych dzialajg wogéle sity zewngtrzne oraz sily we-



§ 9. — § —

wnetrzne, pochodzace od innych punktéw danego ukladu. Oznaczmy.
jakie$my to juz uczynili w statyce w § 82-gim tomu I-go, literg P, silg
zewnetrzng, przylozong do A-tego punktu danego ukladu lub ich wy-
padkowsg, jezeli kilka sit na niego dziala; a literg /7, ; sile wewnetrzng,
jaka pochodzi od Z-tego punktu i dziata na punkt A-ty, to réwnanie dy-
namiczne ruchu A-tego punktu, w myél okreslenia sily jest nastgpujgce

()

di
odzie 7 oznacza cyfry kolejne 1, 2, 3... »; jezeli n oznacza ilo§é¢ wszy-
stkich punktéw danego ukladu. Azeby wyrugowad z rachunku sity we-
wngtrzne, napiszemy dla kazdego punktu takie rownanie, jakiesmy to
ozynili w statyce i awazywszy, ze sily wewngtrzne na zasadzie prawa
wzajemnego dzialania wzajemnie si¢ znoszg, t. j. wzigwszy pod uwagg
ré6w. 11-te otrzymamy po dodaniu tych réwnari, réwnanie wolne od sit
wewnetrznych w nastepujacej postaci -

Py + I = (18)

X d (my0p)
: A=
lub tez w postaci _
x5, :dxtmkﬁk) ,
at

a wzigwszy pod uwage rown. 4-te; ofrzymamy réwnanie

d(md
2Py ﬂ"‘(*gf—s')‘ﬂ (14)

Roéwnanie to, ktére ce do swej postaci jest jednakowe =z réwna-
niem dynamicznem punktu pojedyticzego wypowiedzied mozna w naste-
pujacy sposéb:

$srodek masy kazdego ukfadu punktdw materyalnych, pomigdzy ktérymi
wystepuja sity wewngtrzne, porusza si¢ jak punkt swobodny, ktérego
masa roéwna sig sumie mas wszystkich punktéw danego uktadu, i na ktéry
dzialajg sity réwne i réwnolegle do sil, przylozonych do oddzielnych
punktow danego ukfadu.

Takie pojmowanie rownania 14-tego nadaje pojeciu punktu o ma-
sie skoficzonej i dynamice takiego punktu pewng rzeczywistosé.

Réwnanie 14-te daje zwigzek pomiedzy silami zewnetrznemi
(czynnemi), dzialajacemi na dany uklad, a zmiang predkodei jego $rodka
masy, t. j. daje moznoé¢ obliczenia ruchu érodka masy danego ukladu,
gdy dane sg sity, dzialajace na dany uklad i warunki ruchu poczgtko-
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wego; jednakze oddzielnych punktéw danego ukladu z réwnania tego
nieobliczymy. W szczegélnym przypadku, gdy

wtedy po scalkowaniu réw. 14-go, mamy
LB A= o e oaow e @ w0 D)

prrzyjmujge, #ze suma ilodei ruchu danego ukladu w poczgtku ruchu
byla réwna zeru. Jezeli np. mamy zbidr punktéw materyalnych, na
ktére nie dzialajg sily zewnetrzne, ktére jednakze wzajemnie sig przy-
ciggajg lub odpychajg podiug jakichbgdZ praw i jezeli w pewnej chwili
punkty te byly w spoezynku, to wskutek dzialania sit wewngtrznych
otrzymujg one w kazdej chwili takie predkodei, ze suma wektorowa ich
ilosci ruchu utworzy wielobok zamknigty; lub te#, majac na uwadze
réw. 14-te, wyrazimy to zjawisko nieco inaczej: ruch punktéw takiego
ukladu bedzie taki, ze $rodek jego masy (jako punkt geometryczny),
bedzie pozostawal w spoczynku.

Przykladem takiego ukladu punktéw sluzyc moze pocisk pekajacy,

wskutek sil wewnetrznych, ktérego czesei przyjmiemy za punkty ma-
teryaloe o réznych masach i réznych prgdkodciach, Jezeli bomba w chwili
wybuchu pozostawala w spoczynku, to ruch jej czgéei w chwili wybu-
chu begdzie taki, ze suma ich ilodei ruchu uezyni zado$é réwnaniu
16-temu. et

Przebieg takiego ruchu wystowid mozemy W nastepujacy sposdb

jezeli na dany uklad punktéw materyalnych nic dzialajg sily zewngtrzne,
a tylko wewngtrzne, to ilo§é ruchu danego ukladn podezas ruchu punk-

t0w zostaje zachowang; lub inaczej, — to ilo$é ruchu srodka masy tego-'_' 5

ukiadu zostaje machowang. i

2 v 5o
10. Réwnanie dynamiczne momentéw. W celu zupeiﬁegﬁ-‘:ﬁ;;razw

nia wladciwosci wzajemnego dzialania sit wewnetrznych, jakie wystepujg
w ukladach punktéw materyalnych; ‘nalezy jeszcze zastosowaé do obli-
czenia ruchu punktéw kazdego ukladu réwnanie momentéw sil wewnetrz-
nych, t. j. réwn. 12-te. W tym celu weZmiemy pod uwage réwnanie
13-te, ktére wyraza, %e suma sil zewngtrznych i suma sil wewngtrz-
nych, dzialajagcych na A-ty punkt danego ukladu, réwna sig wektorowi
my Py, ktéry w ten sposéb jest wektorem wypadkowym tych sil, a po-
niewaz wszystkie te wektory przecinajg sig w jednym punkecie, to mo-
gzemy do nich zastosowad twierdzenie, § 28-my tomu I-go, %e suma
momentéw wzgledem dowolnie obranego bieguna wektoréw skladowych
réwna sig momentowi wektora wypadkowego, suma przeto momentéw
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sit zewnetrznych i wewngtrznych wzgledem dowolnie obranego bieguna
réwna sig momentowi wektora mz;p;,. Whiosek ten wyrazimy réwnaniem

Vpk . ‘Pk'—l_' EVW;;‘Z-- Fp = Vo, pp - Pps
gdzie’ =1, 2 8... 8

Jezeli zestawimy takie réwnania dla kazdego punktu danego ukiadu
i dodamy te réwnania, to otrzymamy réwnanie

2V pk . F’k:EVm;,ﬁk . 'F‘, Y v G oW s ow (Ib.)

momenty bowiem sil wewngtrzanych, wystepujacych pomigdzy dwoma
punktami, parami sig znoszg, jak to wyraza réwnanie 12-te.

Whniosek ten wyslowimy w nastepujacy sposéb: suma momentéw
sif, dzialajagcych na pewien ukfad punktéw materyalnych, wzglgedem do-
wolnie obranego bieguna, réwna sie sumie momentéw wektorow, z kté-
rych kazdy jest #2;-krotnym wektorem przyspieszenia kazdego punktu.

Wzér 16-ty wyrazimy jeszcze w innej postaci, ktéra bywa nieraz
przydatniejszg do rozpatrywania ruchu punktéw, mozna ja bowiem Ia-
twiej unaocznié¢ sobie geometrycznie. W tym celu zastosujemy do obli-
ezenia ruchu punktu pojecie momentu jego ilodei ruchu, ktéresmy juz
zastosowali w dynamice punktu; w § 24-tym w réwn. 70-tem tomu I1[-go.

Jezeli literami M7, ; oznaczymy, jakiedmy to juz uczynili w § 24 ym
tomu III-go, moment ilofci ruchu A-tego punktu, wzgledem dowolnie
~obranego bieguna, to zgodnie zr6wnaniem 70-tem tomu Ill-go napiszemy
dla kazdego punktu danego ukladu réwnanie dynamiczne postaci naste-
pujace]

. . am,,
VP{,-:Fk'—I—}JVW;g.ka.i: d:‘ :
a po dodaniu ich otrzymamy
am,
EVE o fp=—s « v w v v o ow i (I

gdzie M, oznacza wektor momentu ilogei ruchu catego ukiadu, okreélony
w § 4-tym, W celu geometryeznego unaocznienia sobie tego réwnania,
mozna skorzystad z rys. T-ego tomu III-go. Réwnanie 17-te napisad réwnie#
mozna w innej postaci, — w postaci szczegélowej, stosujac dotego okre-
$lenie momentu iloei ruchu, wyrazone réwnaniem 8-mem tego tomu;
réwnanie to jest nast.:

Al d 3 —
va,;. . Ty _—:EFLVm;,Uk.Fk . (18)
Zwrécid tu nalezy uwage, ze wzory 16-ty, 17-ty i 18-ty, chociaz
r62nig sig swy postacia, sg jadnakowe 83 bowiem wynikiem jednej i tej samej
wlageiwodei ukladu punktéw: ze suma momentéw sit wewnetrznych réwna
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sig zeru. Z postaci wzoru 17-tego wynika, Ze zwigzek pomigdzy wek-
torem momentu wypadkowego sil zewngtrznych wzgledem dowolnego
bieguna i wektorem momentu wzgledem tegoz bieguna ilogci ruchu da-
nego ukiladu punktow, jest taki sam, jaki istnieje dla pojedyriczego
punktu, réwa. T0-te tomu Ill-go. Zwigzek ten jest réwniez taki sam, jaki ist-
nieje dla sity, dzialajgcej na pewien punkt i jego ilodei ruchu, gdy wektor
gily i wektor ilodci ruchu przyjmiemy za wektor momentu sit i za wek-
tor momentu ilosei ruchu. Wyslowienie przeto tego réwnania zechce
czytelnik powtdrzyé z § 24-go tomu III-go.
W szezegllnym przypadku, jezeli wzgledem pewnego bicguna

o .,
ZIWP,L, =0; to s =10
t. j. jezeli suma momentéw sit zewnetrznych wzgledem pownego Dbie-
guna réwna sig zeru, to wektor momentu ilogei ruchu tego ukladu wzgle-
dem tegoz bieguna jest podozas ruchu punktéw wektorem stalym. _ Je-
seli przytem jeszcze zachodzi warunek, Ze i

IP,=0; to réwnies aonos) e

dat ?
t. j. Srodek masy danego ukladu w tych. warunkach pozostaje w spo-
czynku lub w ruchu jednostajnym i prostolinijnym. 7 tego jednakze -
nie nalezy wnioskowad, azeby punkty takiego uktadu pozostaly w spo-
ezynku, mogg one bowiem sig poruszad, lecz tylko w ten sposéb, ze
drodek ich masy pozostawad bedzie w spoczynku lub w ruchu prosto-
linijnym i jednostajnym z predkoscig taks, jakg posiadal ten drodek na
poezgtku ruchu; i ze suma momentéw ilodei ruchu tych punktéw bedzie
wektorem stalym i nieruchomym w przestrzeni, réwnym momentowi
ilodei ruchu poczatkowego.

Réwnanie 14-te i réwnanie 18-te, chociaz dajg pewne wiadciwosei
ruchéw oddzielnych punktéw danego ukladu zmiennego, nie wystarczaja
jednakze do obliczenia ich ruchu; do tego bowiem nalezy znad sily we-
wnetrzne, ktére wywoluja ruchy oddzielnych punktéw., Réwnaniem.
w ktére wehodzg wielkodei sit wewngtrznych, jest réwnanie réwnowar-
todoi pracy i energii kinetycznej, ktére obecnie wyprowadzimy. |

11. Réwnanie dynamiczne rownowartosci pracy I energii kinetycznej.
Na str. 163-ciej tomu I-go dowiedli§my twierdzenie, ze praca czgstkowa
sily, przylozonej do punktu materyalnego, réwna sig przyrostowi
energii kinetycznej tegoz punktu, Praca przeto czgstkowa sil zewngtrz-
nych i suma prac czgstkowych sil wewnetrznych, dzialajgeych np. na
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Aty punkt danego ukladu réwna sig przyrostowi jego energii kinetycz-
nej; twierdzenie to wyrazimy wzorem

dLpy+2dLyy, == d (g p);

gdzie =1, 2...n; a dLyy ; oznacza pracg czgstkowq sity W, pray-
fozonej do A-tego punktu.

Napiszmy dla kazdego punktu danego ukladu takie réwnanie i do-
dajmy je, a otrzymamy

’EdLPJI,—{— EEdeV’k,z'sz (_! mkwf); . . = i 5 . (19)

gdzie £ oraz 7 réwnajg sig kolejno: 1, 2, 3...#; a podwéjny znak sumy
oznacza, ze nalezy najpierw sumowad wartoSei prae, przyjmujge wiel-
koéé 7 zmienng, przy stalej wielko§ei 4; a nastepnie — zmieniajae wiel-
kodéé &, przyjmujgc 7 statem.

Pierwszy wyraz réwnania 19-ego mozna obliczyd, jezeli s znane
sily .zewnetrzne i przesunigcia punktéw, do ktérych sg one praylozone.
Drugi wyraz przedstawia sume prac wszystkich sit wewnetrznych, ja-
kie wystepuja pomipdzy punktami. W sumie tej znajduja sig parami
prace sil, wystepujacych wzdluz prostych, laczaeych dwa punkty danego
ukladu; pytanie przeto powstaje; czy suma prac takich dwéch sit réwna
* sig zeru, jak to bylo z ich momentami; ezy tez posiadaja pewne skon-

czone wartosei, Na str. 184-ej tomu I-go wykazaliémy, ze jezeli odleg-
~ lodei pomigdzy punktami podezas dzialania sit nie zmieniajy sig, to suma
wartodei prac dwéch takich sil réwna sig zeru; lecz w ukladach zmien-
nych, ktére na razie rozpatrujemy, odleglo$ci te zmieniajy sig, praca
przeto dwdéch sil, wystgpujacych pomiedzy punktami np. A-tym a Z-tym
posiada wogéle pewng wartodd, ktérg wyrazimy wzorem wektorowym

Wk,i-d"k,i o oW ok w w a  E w (20)

gdzie 3rp; oznacza rzut przesunigeia na kierunck sily /. Réwnanie
przeto 19-te napiszemy w ogélnej postaci

dLP*']" dLWﬂ dri(i hip, Uﬁ_“!) 5 omem G 2 C (21)

i wypowiemy je

praca czgstkowa sif zewnetrznych, dziatajacych na punkty pewnego uktadu,
facznie z praca sit wewngtrznych, wystgpujacych pomigdzy tymi punktami,
réwna sig przyrostowi energii kinetycznej danego ukladu,

Jezeli sily dzialajg pewien skariczony okres czasu, to wartodd pracy
sit zewngtrznych i wewnetrznych, jak réwniez wartodd przyrostu energii
kinetycznej posiada wogéle warto$ci skoficzone; twierdzenie powyzsze
wypowiemy w tym razie w nastgpujacy sposéb: praca sit zewnetrznych
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lgcznie z pracy sil wewnetrznych rédwna sig przyrostowi energii kine-
tycznej danego ukladu.

Jezeli oznaczymy poocuzgtek i koniec okresu dzialania sil literami
% 1 4 a predkodei k-tego punktu w tych chwilach literami v, i 2 to
wyrazimy to twierdzenie wzorem

If IZ

Lp| -+ Ly = EB(fmypvp?) —X({mpyp D - . . . (22)

% fy

w ktérym Lp i Ly oznaczajg sumy prac sil zewnetrznych i wewnetrz-
nych przez te sity w okresie czasu (£—7,).

Ll

12. Zastosowanie metody d’Alembert’a do obliczenia réwnan dy-
namicznych. Metoda ta, ktérg wylozyliSmy w tomie 1lI-cim na str. 172-ej,
dla ruchu jednego punktu, polega na tem, ze do punktu materyalnego,
bgdacego w ruchu zmiennym, wyobrazamy sobie przylozona pewng sile,
zwang sila hezwladnodei i okreélony wzorem

ktéra réwnowazy sity, dzialajgce na dany punkt, — tak zewnetrzne
jak i wewnetrzne, Jezeli przeto wyobrazimy sobie do kazdego punktu
danego ukladu przylozong tukg silg, to wszystkie te punkty pozostang
w spoczynku, lub w ruchu jednostajnym i prostolinijnym. W ten spo-
g6b na kazdy punkt danego ukiadu dzialad bedg wogdle nastepujgce sily:
sily zewngbrzne, sily wewnetrzne i sily bezwladnodei, wyzej okreSlone;
a punkty danego ukladu znajdowaé sigp beda w réwnowadze. Poniewaz
gily wownetrzne, wysbepujace pomigdzy punktami danego ukladu, wza-
jemnie sig réwnowazg, przeto dojdziemy do wniosku: sity zewngtrzne
i sity bezwladnosci punktéw danego uktadu pozostajg w kazdej chwili
w réwnowadze. Warunki tej réwnowagi warazié mozna wszystkimi zna-
nymi sposobami. Jezeli wyrazimy je np. sumg sit i sumg ich momen-
téw; poréwn. wzory; 26-te na str. 46-tej tomu I-go, to otrzymamy na-
stepujgee réwnania '

EMP,_{,—FE.{WB’;‘,“——O; P (2.‘3)

w ktérych wektory Adp, oznaczajg wektory momentéw sit bezwlad-
nodei, wzgledem dowolnie obranego bieguna.

Wyrazimy obecnie sumg sil bezwladnodci i sumg ich momentéw
przyépieszeniami punktéw, do ktérych wyobrazamy sobie te sily prazy-
tozonemi. Z okreélenia sily bezwladncs$ei wynika, ze

BBy == E(— my f1);
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a na zasadzie wzoru T-cgo wyrazimy te sume wzorem
2By=(—mpy . - - . - . - . (24)

ktéry wyslowimy: suma sit bezwiadnosci punkiéw danego ukfadu réwna
sie sile bezwladnosci $rodka jego masy, gdy w tym srodku wyobrazimy
sobie skupienie masy wszystkich punktéw.

Przeksztalémy nastgpnie w podobny sposéh sumg momentéw sil
bezwladnodei, Moment sily bezwladnodei A-tego punktu wyrazié mo-
zemy wzorem 172-gim_tomu III-go

L _ ad = S
Mpp= (_ = Vony, oy 74

a po zestawieniu takich wzoréw dla kazdego punktu i po dodaniu ich
otrzymamy réwnanic

SMpp=— j; SV, oy iy

Wazigwszy nastgpnie pod uwage okreélenie ilosei ruchu ukiadu, na-
piszemy ten. wzér w postaci

dil,

i %
dr (26)

EMB,;’J:_'
Réwnanie fo wystowimy: suma momentéw sif bezwladnosci danego ukfadu
punktéw réwna sie pochodnej wzglegdem czasu z odwrotnym znakiem
wektora momentu ilosci ruchu tegoz ukladu.

Po zastapieniu nastgpnie w rdwnaniach 23-cich sum sil bezwlad-
nosei i ich momentéw wzorami 24-tym i 2b-tym, otrzymamy réwnania
dynamiczne 14-te i 17-te. '

Zastosujemy wreszcie do wyrazenia réwnowagi sil, przylozonych
do ‘oddzielnych punktéw, zasadg pracy wyobrazalnej. W tym celu za-
stosujemy réwn. 17s-cie, tomu lll-go, podane na str. 174-ej, wyrazajgce
pracg sily bezwladnogci wielkogciami kinetycznemi, a otrzymamy réw-
nanie 21-sze togo tomu, t. j. réwnanie réwnowartoéci pracy sil zewnetr-
nych z jednej strony i energii kinetycznej z drugiej strony.

Metoda d’Alembert’a przeto mie daje nowych réwnaii dynamicz-
nych, lecz jedynie, nadajagec wyrazom kinetycznym znaczenia statyczne,
pozwala sprowadzié zadania z dynamiki do zadah ze statyki; co nieraz
ulatwia zestawienie réwnan ruchu, lub tez unaocznia dzialanie sit bez-
wiladnogdci, powstajacych podezas ruchu punkiéw,



