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F. O uderzeniu sie bryl materyalnych.

62. Sily chwilowe. Jezeli bryla materyalna po zetknigciu sig.z inng
bryla zmieni nagle, t. j. w krétkim okresie czasu stan swego ruchu, to
powiadamy, %e bryla ta doznala uderzenia. Poniewaz, kazdg zmiang pred-
kogei punktéw materyalnych przypisujemy silom; przyjmujemy przeto
i w tym razie, ze poczawszy od chwili zetknigcia sig bryl do chwili ich
rozejécia sip, wystepuja w punktach czy tes polach ich zetknigeia sig
pewne sily. Prayjmujemy przeto, e bryla materyalna, uderzajac w inng
bryle, doznaje dzialania pewnej sily, pochodzgcej od bryly uderzonej;
a poniewaz 1 bryla uderzona zmienia jednoczeénie stan swego' ruchuy,
powiadamy przeto, %e doznaje ona rOwnies pewnego dzialania, pocho-
dzgecego od bryly uderzajacej.

Sity te, w myél prawa fizyoznego wzajemnego dzialania, o ktérem
méwilifmy w.§ T-mym tego tomu, sa co do swych wielkosci wzajemnie
réwne, dzialaja wzdluz jednej prostej i zwroty majg przeciwne. Dwie
takie sily odpowiadajg przeto warunkom réwnowagi, ktére wyrazilismy
ich sumg i sumg ich momentéw; poréwn. wzory 11-ty i 12-ty. Ponie-
waz zmiana iloSei ruchu, jaka zachodzi w bryle wskutek uderzenia
jest dosyé znaczng w por6wnaniu z czasem, w jakim ona powstala; przeto
wnioskujemy, %e sily, jakie powstaja podczas uderzenia sig bryl, muszy
byé bardzo wielkie. Azeby wyrobié sobie przyblizony obraz wielkoéei
tych sil; przyjmiemy np., ze bryla o masie 10 kg po jej uderzeniu na-
byta predkodei 1 m na sek., a okres zetknigcia sig tych bryl, t.j. okres
uderzenia, wynosi 0,001 sekundy. Jezeli przyjmiemy nastgpnie, z pewnem
przyblizeniem, ze sila ta podczas uderzenia jest stala; to z réwnania

__d(mv)
dt '
po jego scalkowaniu otrzymamy
P.At=muv; i wreszcie P =%;

gfizie A ¢ oznaczacza okres czasu, podezas ktérego bryly byly w zetknie-
ciuj a po podstawieniu przyjetych wartodei otrzymamy

0,
P =% __ 1000 ke
0,001 — "

Jest to sila dosyd znaczna w poréwraniu np. z ciezarem danej
bryly; a bedzie ona wigkszg, jezeli okres uderzenia bgdzie krétszy. Zro-
zumialem przeto powinno byé teraz ze stanowiska fizyczunego, dlaczego
np. gwdédz nawet pod stabem uderzeniem mlotka zaglgbi sie w deske;
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lub tez dlaczego wytrzymalo$é bryly, w ktérg uderzymy mlotkiem, moze
byé bardzo latwo przekroczong;, i o tyle latwiej o ile uderzenie jest
kroétsze.

Z okreflenia uderzenia wynika jeszcze inny bardzo wazny wniosek,
do ktérego doszlismy juz w § 57-mym przy obliczeniu naglych zmian
ruchu. :

Jezeli na brylg, poddang uderzeniu, dzialajg podczas tego uderze-
nia sily zewngtrzne, o wielko$ciach- nieznacznych w poréwnaniu z silg
chwilowg, jaka powstaje podczas uderzenia; to dziatlanie tych sit pod-
czas uderzenia mozemy pomingd; wobec bowiem znacznych zmian w ru-
chu bryl, jakie wywoluja sily uderzenia; zmiany ruchu, wywolane sitami
cigglemi w tymsze okresie czasu, sg tak nieznaczne, %Ze mozna je pomi-
ngé. Wniosek ten bylby zupelnie cisty, gdyby okres uderzenia trwal
nieskoriczenie krétko; wtedy bowiem sila uderzenia P = oco; a wszyst-
kie inne sily, o skoniczonych wartosciach, bylyby nieskoriczenie malemi
w poréwnaniu z sila uderzenia, t. j. nie wywolalyby zadnej zmiany ru-
chu. W $wiecie jednakze fizycznym nie mamy takich uderzen (A /= 0);
przeto wniosek ten posiada tylko wzgledng wartoéd; dla praktycznych
jednakze celéw pozostawad moze w swej mocy. Wniosek ten wyslo-
wimy: dziafania sif ciaglych, przyfozonych do bryly, moga byé pominigte
przy obliczaniu ruchu, wywolanego sifami chwllowemi. Przy obliczaniu
np. prgdkodei pitki, jakg ona otrzyma, w chwili odbicia sig o {ciang,
cigzaru tej pitki mozna nie uwzgledniaé, uwzglednimy go jednakze przy
obliczeniu jej przed i po odbiciu sig jej od $ciany.

63. Przebieg uderzenia si¢ bryl, W przebiegu uderzenia sig bryt
nalezy rozrézni¢ dwa okresy. Piewszy okres rozpoczyna si¢ w chwili,
w ktérej bryly zetkng sie¢ w jednym punkeie, i okres ten trwa tak diugo,
dop6ki bryly wskutek wzajemnego nacisku nie wyréwnajg swych pred-
kodei. W chwili tego wyréwnania bryly nie oddzialywaja juz na sie-
bie; nie zmieniaja stanu swego ruchu, ani tez nie odksztalcaja sig. Od
tej chwili zaczyna sig okres drugi uderzenia, ktérego przebieg =zalezy
od fizycznych wiadeiwodei, uderzajacych sig bryl. W okresie tym za-
chodzi powrét odksztalconych bryt do pierwotnej postaci; ktére, zalez-
" nie od ich fizycznych wlasciwodei, badZ powracajg zupelnie do swych
pierwotnych postaci podezas stykania; badZz powracajs tylko czedciowo;
badZ wreszcie wcale nie zmieniaja swojej odksztalconej postaci. Bryly,
ktére po uderzeniu sig powracajg do pierwotnej postaci, nazywajg zu-
pelnie sprezystemi; inne za$ niezupelnie sprezystemi lub niesprezystemi.

Badania nasze dotyoczg zmian, jakie zachodzg w ruchu uderzajg-
cych sig bryl od poczatku pierwszego okresu, t. j. od chwili zetknigcia
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sig bryt do chwili, w ktérej wyréwnaja sig ich predkosei, lub tez do
chwili ich rozejsecia sig.

W celu obliczenia ruchu uderzajgcych sig bryl bedziemy uwazali je
jako zmienny uklad punktéw, w ktérym dzialaja tylko sity wewnegtrzne,
co do ktdérych juz wiemy; ze suma ich oraz suma ich momentéw réwna
sig zeru, a praca ich ze wzgledu na odksztalcalnoéé bryl, wogdle nie
jest réwna zeru; moze ona by¢ jednakze réwng zeru w tym tylko szcze-
g6lnym przypadku, o ktérym wspominaliémy w koncu § 59-tego; t. j.
w przypadku, w ktérym obydwie bryly w koficu drugiego okresu przy-
biorg pierwotng postaé, i w tym tylko przypadku mozna bedzie stoso-
wadé do obliczed ruchu zasadg .zachowania energii kinetycznej. Jezeli
za§ obydwie bryly w koricu drugiego okresu nie zupelnie powrdcg do
pierwotnej postaci, wtedy do rachunku wprowadzimy wyraz pracy sit
wewngtrznych, ktérej wiellkosé jednakze bedzie mozna obliezydé tylko
droga dodwiadczen.

64. Okreslenia sposobéw uderzenia sig bryl. Dwie bryly podczas
uderzenia sig stykaja sig z sobg czastkami swych odksztalconych po-
wierzchni; dla uproszezenia jednakze rozpatrywan, przyjmiemy te cza-
stki jako punkty geometryezne, lezgce na nieodksztalconych powierzch-
niach uderzajacych sig bryl i nazwiemy je punktami uderzen, a normal-
ne do powierzchni odnoénych bryl, wystawione w tych punktach na-
zwiemy osiami uderzefi. Na podstawie iych okredleri przyjaé mozna, ze
osie uderzeri dwéch bryl podezas ich uderzenia sigp wzajemnie sig pokrywaja.

Jezeli frodek masy bryly lezy na jej osi uderzen, to uderzenie ta-
kie nazwiemy s$rodkowem, w przeciwnym razie mimo$rodkowem; jezeli
za$ kierunek predkodei punktu uderzenia pokrywa sig z kierunkiem osi
uderzenia, to uderzenie takie nazwiemy prostem, w przeciwnym razie
ukosnem. Uderzenie np. kuli o $cian¢ jest zawsze érodkowem, éro-
dek bowiem kuli i jej punkt uderzenia leza na osi uderzenia, lecz nie
zawsze jest ono proste, nie zawsze bowiem kierunek predkoéei punktu
uderzenia pokrywa sig z kierunkiem osi uderzenia.

65. Uderzenie sig bryt proste i srodkowe. Rozpatrzmy najprost-
szy przyklad uderzenia sig bryt —
prostego i ¢rodkowego. W tym
celu weZmy pod uwage dwie kule,
o masach m; i m,, poruszajace sig
ruchem postegpowym =z predko-
§cilami ¢, i ¢, w ten sposéb, ze
§rodki ich pozostaja podezas ru-
chu na jednej prostej. Przyj-
miemy dla ujednostajnienia ra-
chunku, ze zwroty tych predkos-
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ei sa z sobg zgodne; uderzenie sig kul nastgpi wtedy, gdy jedna z nich
‘dogoni drugg, t. j. gdy ¢, >, uderzenie takie, w -my$l danych
okreslen, jest srodkowe i proste; zadanie polega na obliczeniu predkodei
v, 1 9, tych kul jakie one posiadaé bedg po wzajemnem sig uderzeniu.
Zadanie w ten sposéb postawione rozpada sig na dwa zadania: na za-
danie, polegajace na obliczeniu predkodei, jakie posiadad bedg kule
w chwili wyréwnania swych predkosei, t. j. w chwili, w ktérej przestajg
na siebie oddzialywad; i — na zadanie, polegajgce na obliczeniu predkogéei
w chwili ich rozejécia sig. Zadanie pierwsze odpowiada przypadkowi,
w ktérym kule sg z materyalu niesprezystego; zadanie za$ drugie, gdy
kule te sg z materyalu sprezystego.

Predkosei, ktére mamy obliczyé », i v,, prayjmiemy za dodatnie,
gdy zwroty majg zgodne z predkoéciami ¢, i ¢,. Poniewaz przyjmujemy
wogoble, ze podozas dzialania sit chwilowych, nie uwzglednia sig dziala-
nia sil cigglych, réwnanie przeto ilodci ruchu, § 9-ty, punktéw tych
bryl w dowolnej chwili podczas ich stykania sig jest nastgpujace

ax(mB) _ o
dt ?
gdzie litery wz, oznaczajg predkosé punktéw obydwéch bryl; z réwnania
tego po jego scalkowaniu otrzymamy
E(mptp)—=statej . . . . . . . . (187)

Sumg tg wyobrazimy sobie rozdzielong na dwie sumy; z ktérych
jedna bedzie obejmowad sume ilosci ruchu jednej kuli; drugg za$ takaz
sumg -iloczynéw kuli drugiej; a poniewaz przyjmiemy w.tym przykla-
dzie, ze ruchy obydwé6ch kul sg postgpowe, suma przeto X (my,v,) dla
kazdej bryly bedzie réwng iloczynowi z jej masy i wspélnej tym pun-
ktom predkosci. Rdéwnanie przeto 137-me przeksztalci sig na nastgpujace

my v+ my vy =m, C,tFmacy . . . . . . (188)

Réwnanie to pozostaje w swej mocy dla pregdkosci bryl w kazdej
chwili podezas ich stykania sig; pozostajg przeto w mocy tak dla ude-
rzeti sprezystych, jak i niesprezystych; sily bowiem wewngtrzne, chociaz
podezas stykania sig bryl, zmieniaja swe wielkodci, lecz zmieniajg je
jednoczeénie w ten sposéb, Ze wartodei ich w kazdej chwili sg wzujem-
nie réwne, niezaleznie od tego, czy bryly sy sprezyste czy niesprgzyste..

66. Uderzenie sig¢ $rodkowe i proste bryl niesprezystych. Jezeli
fizyczne wlasciwodei uderzajgcych sig kul sg tego rodzaju, ze obydwie
kule posiadajg tylko pierwszy okres, t. j. Ze po nabyciu wspdlnej pred-
kosdci, nie powracajg do pierwotne] postaci, wtedy

U =Ty =17,

Mechanika—Tom V. 8,
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a po podstawieniu tych wartoéci w réwnanie 138-me otrzymamy

pomatme (g
My = 1y
7 réwnania tego obliczymy przeto predko$é wspélng, jakg posia-
dajg kule niesprezyste, po ich polagczeniu sig.
W szezegblnym przypadku, w ktérym
Wy = My = M,
predkosé po uderzeniu sie kul
¢ 4 ¢
2 1
t. j. predko$é wspélna jest w danym przypadku grednig arytmetyczng
wielkodcia predkoéci poczatkowych. Jezeli zas§ predkosci poczgtkowe

sg réwne, lecz posiadaja zwroty przeciwne; t. j. jezeli predkosé jednej
bryly jest dodatnig, drugiej za$ odjemna; to po podstawieniu w réwn. 139-te

My == My; Cy= — Cy;

3 =

otrzymamy dla tego przypadku
o=
t. j. dwie kule niesprezyste o réwnych masach i predkosciach réwnych
lecz przeciwnych, po uderzeniu si¢ pozostang w spoczynku.
Wynikéw tych mozna bylo spodziewad sig ze wzgledu na syme-
trycznosé warunkéw danego zjawiska,

67. Stracona energia kinetyczna. Wynik tego ostatniego przypadku
zwréeié powinien uwage naszg na te okolicznodd, ze po takiem uderze-
niu sig, ginie energia kinetyczna, jakg posiadaly bryly przed ich uderze-
niem sig; wartodé bowiem tej energu w danym przypadku przed uderze-
niem wyraza si¢ wzorem

2., §my ¥y .
po uderzeniu sig za§ warto§é ta réwna sig zeru. Na okoliczno$é te
zwrécilimy juz uwage w poczgtku tych rozpatry war; zaznaczajae, %e sily
wewngtrzne wykonujg prace; stracona przeto energia kinetyczna idzie wias-
nie na pracg odksztalcenia bryl uderzajacych sig i na energie fizyczne,
-np. cieplo, powstajgce wskutek uderzenia. Znajac przeto wogéle pred-
kosé, a wige i energie kinetyczna bry! przed i po ich uderzeniu sig,
obliczyd mozemy ze straconej energii prace sit wewngtranych. W celu
tago obliczenia uwazaé bedziemy, Jak poprzednio, obydwie uderzajace
sig bryly jako Jeden uktad punktéw i zastosu]emy do tego obliczenia
réwnanie 22-gie, t. j. réwnanie réwnowartogci pracy i energii kine-
tycznej; a poniewaz podczas uderzenia sig bryl nie uwzglgdniamy sit
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zewngtrznych; przeto wartodé straconej energii kinetycznej, w pierwszym
okresie uderzenia, ktérg oznaczymy litera 7, wyrazimy wzorem

Ts=2 (4 my cp*) — Elhmyvp?).

W przypadku, gdy bryly poruszaja sig ruchem postgpowym; jak to
byto w przytoczonym przykladzie, przeksztalci si¢ to réwnanie na na-
stepujace

Ty = (ymyc,? -1 myCy?) — § (mmy |- ) V% _
a po podstawieniu wartodei » z réwnania 139-ego i po uporzgdkowaniu
wyrazéw, otrzymamy

T,o=p ™ o o) . . . .. . (140
my 1y

Energia ta, jakie$my to juz powiedzieli, idzie na prace odksztalce-
nia bryly i na energie fizyczne, pojawiajace sig podezas uderzenia sig
bry! materyalnych.

W szozegdlnych przypadkach

1) jezeli wmy =m,, oraz ¢, =c¢,=c¢, to

v=oy¢ oraz 13=0.

Wynik ten jest bezpogrednio zrozumialy z tego wzgledu, ze bryly
posiadajgece jednakowe predkosci, nie uderzg sig, nie nastgpi przeto
straty energii; ’

2) jezeli ¢, = 0; oraz m, = oo to

=0, & To=4mjc’

Przypadek ten zachodzi, gdy np. kafarem (s,) zabijamy pal w zie-
mig (m, = o). Hnergia stracona idzie w danym razie na przezwycig-
zenie sit oporowych, jakie stawia ziemia wbijanemu palowi. Opér ten,
ktéry oznaczymy literg W i przyjmiemy za staly, obliczymy z réwnania
pracy '
by W.S=‘:-—~—~§m1612,

w ktérym s oznacza zaglebienie si¢ pala, jakie powstaje wskutek ude-
rzenia kafarem. Jezeli zmiersymy to zaglgbienie w jakim$ szczegélnym
przypadku, to dla tego przypadku o

_ Oh .

5

gdzie litera O oznacza cigzar kafara, # — wysokodd, z ktérej on spada,
a wyraz energii straconej }m,c,? zastgpiony jest wyrazem O/ Dla
praktycznych celéw "bierze sig w rachube tylko czedé tej sity I/,
jakg obliczymy z tego wzoru; przebieg bowiem fizyczny zabijania pali
nie jest zupelnie zgodny z uderzeniem niesprgzystem, jakiesmy tu
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przyjeli; me cala przeto energia kmetycrna kafara idzie na poglgbienie
¢ pala; 3
3) pray]rm]m}r nastepnie prrypadek w ktérym
M, = o0, & ¢ = 0.
Przykladem tego przypadku jest uderzenie bryla, np. kawalkiem
gliny w wagon, bedacy w biegu. Po podstawieniu tych wartosci we
wzbr 139-ty i 140-ty, otrzymamy

v=1cy Tg=1im(c;— )"
Wyjaénienie fizyczne tego zjawiska zechce czytelnik sobie unaocznid.

68. Uderzenie si¢ srodkowe i proste bryt sprezystych. W po-
.przednim paragrafie rozpatrywali§my przypadek, w ktérym bryly ma-
teryalne po odksztalceniu si¢ poruszaja sie ze wspélng predkoseig v.
Obecnie rozpatrzmy przypadek, w ktérym bryly jeszcze podezas styka-
nia si¢ przybierajg zupelnie lub niezupelnie pierwotne postaci. Zjawisko
to wyrazimy matematycznie w ten sposéb, ze stracona na odksztalcenie
bryl energia kinetyczna zupeinie lubniezupelnie powraca. Jezeli energia
ta zupelnie powraca, to nie mamy zadnej straty; energia przeto bryl po
uderzeniu sig rowna si¢g w tym razie energii przed uderzeniem; inaczej
méwige, zachodzi w tym rame zachowanie energii, ktére wyrazimy
réwnaniem

1) by v imy v = my e+, 6%

Réwnanie to, lgcznie z réwnaniem zachowania ilodei ruchu, ktére
pozostaje w mocy dla wszelkich uderzen, t.j. rGwnanie to igcznie z réw-
naniem

2)  my vy - my 0y =m0y~ 1My Gy,

daje moznoéé obliczenia obydwéch niewiadomych v, oraz v,

Sposéb tego obliczenia uproscimy sobie, gdy napiszemy pow yzsze
réwnania w nastgpujacy sposéb

my (9, — ¢)%) = — my (v,® — ¢,?);
) "y (v — ) = —m, (v, — 63);

a po rozdzieleniu pierwszego przez drugie, otrzymamy réwnanie 1-go -
stopnia :
U6 =, 6,
ktére lgcznie z réwnaniem ilodoi ruchu przedstawia dwa réwnania pierw-
szego stopnia. Z tych dwéch réwnan obliezymy hezpodrednio -

¢y (my —my) + 2myc,
k]
my ~ -

U= (141)
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lub inaczej w innem zgrupoweniu

(my €, - my €g) - my (¢ — €4) N

my - my

ﬂlz

Niewiadomga v, obliczymy, zastepujge w tym wzorze v, przez 7,
m, przez m,, ¢, przez ¢, i — odwrotnie; podstawienia takie mozemy
uezynid, gdy# i réwnania 1-sze i 2-gie nie zmienig swych postaci; — po
zrobieniu tych podstawien, a wige bezpodrednio z réwnania 141-ego

oy (mty —my) +-2m, ¢,

my - my

'{}2=

lub w innej postaci
' - (my ¢y 4 €3) -+ my (6, — ""3_). e .. (143)

Yy
my - My

Szezegblne przypadki:
1) Przyjmijmy
my = m, — M,
wtedy z wzoréw powyzszych obliczymy
U =6 UY=6;

t. j. gdy masy uderzajgcych sig bryl sg rdwne, to tiala po uderzeniu
si¢ zamieniajg swe predkodci.

Jezeli przyjmiemy nastgepnie oprécz tego, ze
- m, = m,, jeszcze e ¢, =0, *
~ wtedy

v, = 0, oraz v, = ¢y,

co wyraza, %e gdy jedna bryla przed uderzeniem jest w spoczynku, to
przy réwnych masach po uderzeniu otrzyma ona predkos$é bryly ude-
rzajacej, a bryla uderzajaca pozostanie w spoczynku, co.jest w zgodzie
z poprzednim wnioskiem, _

Wynik ten wytlémaczymy sobie fizycznie w nastgpujacy sposéb.
Bryla pierwsza, uderzajac bryte drugg, bedacg np. w spoczynku, nadaje
jej pewnej predkosci i zmniejsza wskutek tego swoja predkosd; co wy-
raza réwnanie zachowania ilo§ci ruchu; przebieg ten trwa az do chwili
wyréwnania sig ich predkodei; od tej chwili zaczyna si¢ okres drugi,
ﬁolega]‘@cy na -tem, ze bryly, powracajgc do pierwotnych postaci, wza-
jemnie si¢ odpychaja; co ze swej strony wywoluje ponowne zmniejsze-
nie sig predkosdei bryly pierwszej, a powigkszenie sig predkosei bryly
drugiej. :
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9) Przyjmijmy nastgpnie, ze m, = oo, wtedy ze wzoru 142-go

oo £
EJI1=_(.J\_:):2":u=""'Cli
a jezeli przyjmiemy jeszcze, ze ¢, = 0; wtedy v, = —¢,.

Wyslowienie tego wniosku, oraz unaocznienie sobie fizyczne tego
przypadku pozostawia sig czytelnikowi. :

69. Uderzenie sie $rodkowe i proste bryl niezupelnie sprezystych.
W drugim okresie uderzenia sig bryl powraca czgsto, zaleznie od wiagei-
wosei fizyeznych uderzajgeych sig bryl, pewna czgéd energii straconej
w pierwszym okresie; oznaczywszy tg czgdé literg v, wyrazimy wielkogé
powracajacej energii wyrazem 7 . 7; stracong przeto energie podezas
obydwéch okreséw uderzeri wyrazimy .wzorem

Ts (1 e 'fl);

wartodd tej energii powinna byd réwng réznicy energii przed i po ude-
rzeniu; na zasadzie tego mamy réwnanie

Too— = F L == ms s 4 o e s @ o« ldd)

w ktérem 7, i 7 oznaczaja wartosei energii kinetycznych przed i po
uderzeniu.

Réwnanie to moze byé réwniez uwazane za bezposredni wynik
réwnania 22-go, po podstawieniu w nie '

' Lp = 0; Lw = — T,. {1 — )
wtedy bowiem otrzymamy réwnanie
~— T =) =T—1T -

ktére jest jednakowe z réwnaniem 144-tem.

Dla przypadku vderzajgeych sig bryl prosto i §rodkowo, t. j. gdy
ruch ich jest postepowym, podstawimy w réwnanie™ 144-te

T =} my 0 + § my 0%

To=} my ¢ + § my 6% :
oraz wartodé Tg z réwnania 140-ego, a otrzymamy réwnanie, ktére 1gcz-
nie z réwnaniem zachowania ilogeci ruchu; t. j. z réwnaniem 138-mem,
przedstawia dwa réwnania z dwiema niewiadomemi w, i v,, Z réwnan
tych obliczymy ;

' vy = (116, +m2q05) + 4 1. My (63— ¢y)
my —+ my

oraz

_ (e tmae)+ Vogm (6 —e) . . (14D)

v
: my — My



