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tak, iz powyzsze réwnanie momentéw przyjmie postac
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Jest to réwnanie Huler’a w postaci wektorowej.
Napisawszy je w postaci
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znajdziemy w niem wyraz pojed dynamicznyoh, na ktérych oparliSmy
poprzednie wyprowadzenie; lewa bowiem strona wyraza sumg momentu
gil bezwladnosei, jakie powstaja w bryle podczas jej obrotu okoto osi
chwilowe] $ i momentu sil zewngtrznych. Gdyby o§ obrotu byia unie-
ruchomiona w przestrzeni, wtedy suma tych wyrazéw réwnalaby sig
dziataniu obracajacej sig bryly na lozyska osi; w danym zas razie
wyobraza ona dzialanie, ktére zmienia polozenie bryly.

Réwnanie to utozsamimy z réwnaniami 239-mi, gdy zrzutujemy je
na osi gléwne danej bryly; i w tym celu dla obliczenia rzutéw wyrazu
pierwszego na obrane osi spélrzednych zastosujemy wzér 97-my tomu
I-go; rzuty wyrazu drugiego napiszemy bezpoSrednio; rzuty zas wyrazu,
stojgcego po prawej stronie réwnania 242-go, obliczymy, gdy weZmiemy
pod uwage twierdzenie, wyprowadzone w § 23-cim tomu I-go, %Ze rzut
pochodnej réwna sig algebraicznej pochodnej rzutu tego wektora i na

zasadzie tego o;t.rzymamy trzy skladowe tej pochodnej c;‘i‘ - ‘:’;:4 i ‘;‘;v :

gdzie literami L, M i N oznaczylidmy rzuty wektora M, na osi. gléwne;
w ten sposéb otrzymamy réwnania 239-te.

K. Rdéwnania Lagrange'a.

98. Réwnanie statyczne. Wyobraimy sobie, ze polozenie kazdego
punktu danego uktadu wyznaczone jest przez promieri wodzgcy 7y, wyprowa-
dzony do A-tego punktu ukladu, z dowolnie obranego lecz stalego punktu,
zwanego poczgtkiem uktadu; i przyjmiemy, ze polozenie tego wektora w prze-
strzeni jest-okre§lone przez pewne niezalezne od siebie wielkodei, ktére ozna-
czymy ogoélnie literami ¢, ¢,...9; i nazwiemy je spblrzednemi nieza-
leznemi; wielkosci te mogg oznaczad np. katy, jakie tworzy dany pro-

, miefi wodzgcy z obranemi osiami ukladu nieruchomego; lub odlegtodci
od pewnych osi, plaszczyzn i t. p.; o te szczegély w danym razie nie
idzie, a idzie tylko o to, azeby te wielkodci byly od siebie niezalezne
i jednoznacznie okreslaly polozenie k-tego promienia 7, a wige i odpo-
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wiedniego punktu. Takiemi spéirzgdnemi sg np. katy o i ¢ w zadaniu
§ T4-go. Polozenie przeto i wielkoéé promienia wodzgcego wyrazié mo-
zemy wzorem ogdlnym ')
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Jezeli wszystkie zmienne, okreslajace polozenie danego promienia,
otrzymajg pewne przyrosty; to koniec promienia zakredli czgstke toru,
jaka w rzeczywistosei zakredla punkt, ktérego polozenie ten promien
okresla; przesunigeie to nazwiemy calkowitem lub rzeczywistem i ozna-

czymy. je symbolem
) d’,/ﬁi‘-""-"-(QM)

jako calkowityg résniczke promienia, bedgcego funkeysy, réw. 243-cie, nie-

zaleznie zmiennych. Jezeli za$ jednej tylko zmiennej niezaleznej, ktora

oznaczymy lilerg ¢, nadamy przyrost, a pozostate nie zmienimy, co

zawsze mozemy uskutecznic¢ ze wzgledu na niezalezno$é tych zmiennych;

to przesunigcie g-tego punktu, jakie wskutek tego powstanie, nazwiemy

przesunieciem czgstkowem i oznacsymy je symbolem

’ a7y,
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jako rézniczke czgstkowg réwnania 243-go. Oczywistem jest, ze. przesu-
nigcie czastkowe nie jest tozsamem z przesunigciem rzeczywistem punktu;
lecz jest jednem ze skladowych przesunigd, na jakie, na podstawie prawa
superpozycyi, wyobrazié¢ sobie mozemy kazde przesunigcie roztozone; co
wyrazimy réwnaniem, ktére pod wzgledem matematycznem jest zupelng
résniczkg réwnania 243-go
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Réwnanie to mozemy zobrazowad sobie w postaci wieloboku wektoro-
wego, ktérego boki sg czgstkowymi przyrostami wektora 7,; a wektor
wypadkowy — wektorem, znajdujacym si¢ po lewej stronie tegoz réwnania.

Majac na uwadze wzér 245-ty wyrazimy réwnanie réwnowagi sit
zewnegtrznych, réwn, 956-te tomu I-go, réwnaniem wektorowem, § 109-tego
tego tomu, gdzie ¢, jest zmienng

a,*r
EE 2 g =0 < s . - a5 (22D
5

¥T

1) Do szczeddlnych wzoréw tedo rodzaju zaliczy¢é mozna np. nastepujgcy

P =1.f1 (9 G- ) +J Sr (@ Gy )RSy (919905 )s
ktéry dla okreslonych lecz niezaleznych wartosci ¢ okresla scisle polozenie k-tedo
punktu danego uktadu.
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99. Réwnania dynamiczne Lagrange’a. Azeby wzér, wyrazajgcy
ré6wnowage sif, przylozonych do ukladu bryl materyalnych, przeksztalcic
na wzér dynamiczny, okre§lajgcy ruch danego ukladu, zastosujemy za-
sade d’Alembert’a; i w tym celu do kazdego punktu danego ukiadu wy-
obrazimy sobie przylozone sily bezwladnosei

_ — B
wskutek czego otrzymamy nowy uklad sil: sil zewngtrznych i sil bez-
wladnodei, ktére sg z sobg w réwnowadze. W celu wyrazenia tej
réwnowagi zastosujemy wzér 247-my, podstawiwszy w niego zamiast
sit P, sity (P, — m},); a po przeniesieniu sum na przeciwne strony
réwnania i skréceniu przez d ¢, otrzymamy réwnanie

\—1 [p j;s] Z[mkp,, -—-] L. (248

Zadanie obecne polega na obliczeniu sumy, znajdujgcej sig po pra<
wej stronie tego réwnania; t. j. na wyrazeniu jej skoniczonemi wielko§ciami.

Na obliczenie tej sumy podal Lagrange nadzwyczaj wytworny pod
wzglgdem rachunkowym sposéb; obliczyl ja mianowicie z wartosei energii
kinetycznej, jakg pasiadajg w pewnej chwili bryly danego ukladu; na-
lezy tylko wyrazid te wartodé spdirzgdnemi niezaleznemi ¢, oraz ich
pochodnemi wzgledem czasu; jezeli za$§ mamy warto$é energii wyrazong
innemi spéhrz¢dnemi (np. prostokgtnemi); wu nalezy znaé zwiazek geo-
metryczny pomigdzy obydwoma rodzajami spélrzednych i uwazad te
spéirzedne, np. spéirzedne prostolca,tne za funkcye niezaleznych zmien-
nych g;.

Na podstawie podanych okreslefh — predkoéé rzeczywista o, k-tego
punktu danego ukladu bryl wyrazié mosna z wzoru 246-go, dzielac go
przez df i otrzymamy

ch,( af}‘. ’ df"{.
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gdzie ¢, i t. d. oznaczaja pochodne —df*- i t. d.; pochodne te nazwaé

Qs . ., . (249)

mozna predkosciami spétrzednych niezaleznych.

Wazér ten rozumieé mozna w ten sposéb, ze predkodé wladciwa
kazdego punktu ukladu sktada sip z predkosei czgéciowych tych punktiw,
jakie powstaja podczas kolejnych zmian spéirzgdnych niezaleznych [/ P

Widzimy ze wzoru 249-go, ze predkodé o, jest funkeya linijng pred-
koéci spélrzgdnych niezaleznych ¢'; wskutek czego pochodna czastkowa
predkosci wlasciwej 9, wagledem predkodoi kazdej niezalesnie zmien-
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nej ¢'s bedzie sip réwna¢ pochodnej czgstkowej promienia wodzgcego;
co wyrazimy bardzo waznem dla tych rozpatrywan zwigzkiem
dﬂk 07y
99's 9 ¢s
Majac to na uwadze przeksztalcimy teraz wyraz energii kinetycznej
bryl danego ukladu, stosownie do naszych potrzeb. Wyraz og6lny energii
kinetyeznej “wszelkiego ukladu punktéw jest nastepujgcy

(250)
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k=1
Obliczmy pochodng czgstkowg tej wielkodei wzgledem predkodei spot-
rzgdnej niezaleznej ¢';; a wzi@wszy pod uwage réwn. 250-te otraymamy

: a’k
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Obliczmy nastgpnie pochodnq, tego réwnania wzglgdem czasu, majac

3
na uwad&e, ze predkodd o, i prgdkoéé sa, funkcyaml czasu; pochodna ta

37,
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dt

tego réwnania, na zasadzie przemiennosci (') rézniczkowan na wyraz
0 [d7y ar,

04qs (7?2 dt

sumy jako czgstkowg pochodng energii ginetycznej wzgledem niezaleznic

zmiennej ¢ ; t. ] wyraz ten moze byd¢ zastgpiony przez wyraz

o7y
(9 Ofrzymamy réwniez bezposrednio ten wynik, jezeli zwazymy ze dgs sq funk-

Przeksztalcimy nastgpnie czynnik ————, stojacy po prawe stronie

), a podstawiwszy w niego—— = 9, otrzymamy wyraz tej

cyami zmiennych ¢, q-‘;. it d:a ¢ sg funkcyami # przeto

d {() F.é)___ &2?“} d”i‘k
)

@ \oq, | g og, W Vg, ag, T
© 95 :
a poniewaz po obliczeniu 3 k z réwnania 249-do otrzymamy wzoér
a5, 0y v 07y
T, gy og, T gy ag, T

ktéry jest jednakowy z poprzednim; przemienno$¢ przeto rézniczkowania jest i w tym

razie uzasadniona, "

Mechantka—Tom 1V.
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lub tez przez wyraz
oT

J g
A poniewaz pierwszy wyraz, stojaéy po prawej stronie réwnania
252-go, da sig¢ zastgpid przez wyraz sil z réwnania 248-mego; otrzymamy
przeto zamiast réwnania 251-go nastgpujgce
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z ktérego obliczyd mozna kazdy ruch bryty lub ukladu bryl o kazdej
ilodei stopni swobody; réwnafi bowiem fakich napiszemy tyle ile ukiad
posiada niezaleznych spélrzednych ¢, wyznaczajgcych jego ruch, t. j.
tyle, ile dany uklad posiada stopni swobody. '

100. Przyktad. Jako przykiad stosowania réwnaii Lagrange’a do
obliczenia ruchu ukladéw przytoczymy obliczenie ruchu punktu mate-
ryalnego cigzkiego, jaki on wykonywa po powierzchni kuli pod dzia-
laniem swego cigzaru. Ruch ten obliczyliSmy w § BH6-tym tomu
Ii-go, stosujac do tego zasady szczegllne dynamiki; a mianowicie
wasade rOwnowartodei pracy i energii kinetycznej oraz zasade momentow;
poréwn. réwnanie 1156-tei116-te tomu Il1l-go. Azeby zastosowadé metode
Lagrange’a do tego przykfadu nalezy najpierw obrad spéirzedne niezalezne,
ktore okredlg jednoznacznie polozenie danego puanktu. Spéhrzednemi
temi mogg bydé katy © i o; jakie obraliSmy w § H6-tym tomu I1l-go
i ktére pokazane sg na rys. 37-ym tego tomu. Predkosé przeto tego
punktu wyrazimy dwoma niezaleznemi predkosciami: predkodeia, jaka
punkt dany wykona podezas zmiany tylko kata o; predkosé ta wyrazi
sie wzorem

r——y

di
oraz predkoscig, jakg wykona tenze punktpodczas zmiany tylko kata ©;
predkodd ta

: d
rsino,—.
dt
Wartodd przeto energii kinetycznej tego punktu wyrazimy bezpo-

Srednio spélrzgdnemi niezaleznemi, zwazywsszy, %e kierunki tych pred-
koSei niezaleznych sy wzajemnie prostopadle; a wiee

Tz%’m[(r .%)2—}—(r‘. sin o ‘{%)2] ... (264)
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Praca czgstkowa cigzaru tego punktu podczas przesunigeia nieza-
leznego do wyrazi sig wzorem d (mg . » . cos o); podczas zad przesunig-
cia d® réwna sig zeru. Stosownie przeto do réwnania Liagrange’a, réwn.
262-gie, weZmiemy najpierw pod uwage zmienng niezalezng ¢ i otrzymamy

oT d [oT oT -
e 2 - !, — 2 g — 2 1 a 2.
}as’_mr a's £ (au')_’ 00-—+mr .snw.coa’a.@
a po podstawieniu tych wyrazéw w réwn. 252-gie, otrzymamy
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gdzie wyraz po prawej stronie wyraza rozdzielony przez do prace, jaka
sita cigzkos$ci wykona podczas przesunigcia niezaleznego do.

Nastgpnie obliczywszy wzér Lagrange'a dla niezaleznej zmiennej ;
otrzymamy drugie réwnanie dynamiczne. W tym celu podst‘ﬁwimy
w réwn. 253-cie nastgpujace wielkodei, ktére otrzymamy z réwn. 254-go

E:mr"‘.sin%.@’; orazi;:_—_o;
. 90 20
drugie réwnanie ruchu jest przeto nastgpujace
2) : —‘g—(mrg.sin?c.ﬂ)_—:-(}; -
dt o dt

praca bowiem sily cigzkodci punktu podezas przesunigeia niezaleznego
d® réwna sig zeru.

Liatwo spostrzedz, ze réwnanie pierwsze wyraza moment wzgledem
osi, prostopadlej do plaszczyzny kata o, ilodci ruchu danego punktu; gdy
do dzialania momentu sily cigzenia dolaczymy jeszcze dzialanie momentu
sily odérodkowej, jakiej podlega ten punkt podczas swego obrotu razem
z plaszezyzng kata o 1).

1) Poniewaz przyja¢ mozna, ze punkt dany posiada przyspieszenie wzgl¢dne
unoszgce i ztozone (Coriolis’a réwn. 58-me tomu I1-go), w mysl przeto wyjasnienia za-
sady d'Alemberta, (podanego na str, 172-ej tomu l[ll-gdo, o obliczeniu po-
szczegolnych ruch6w); nalezy, w celu obliczenia ruchu wzglednedo w plaszczyznie
kata o, przytaczy¢ do danegdo puniktu jako sily dzialajgce na niedo sily bezwladnosci
(—mp, )“i(-—- m.2Vuo,. %(i_))’ z ktérych pierwsza jest silg t. zw. od$rodkowsg ru-
‘chu unoszqce:go; druga — sila Coriolis'a. — Moment wzgledem osi, prostopadlej po
plaszezyzny kata s, sily srodkowej ruchu unoszgcego réwna sie wyrazowi

mr sin a. 0%, cos g =

ktéredo dzialanie przylacza si¢ do dzialania momentu sily cigzkosci; gdyz moment
sily Coriolis’a wzgledem tej osi réwna sie zeru; kierunek jej bowiem jest réwnole-
dly do tejze osi.
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Drugie z tych réwnaii wyraza moment ilosci ruchu wuglgdem osi =
i jest jednakowe z réwnaniem 2-giem réwnani 117-tych tomu lll-go.

Azeby wykazad, ze z tych réwnai otrzymad¢ mozna np. réwnanie
I-sze réwnar 117-tych tomu ITl-go, ktére jest wyrazem zasady réwnowatoseci
pracy i energii kinetycznej; obliczmy pochodng réwnania drugiego, jak to
wskazuje réwnanie, a pomnozywszy %godnie z prawidlem, podanym
w § 456-tym tlego tomu, otrzymane réwnanie przez o'. df, réwnanie zas
pierwsze przez ©'. d¢f powinnimy otrzymad, po ich dodaniu, — zupelng
résniczke, ktérej caltka wyrazi zasadg réwnowartosei pracy i energii ki-
netycznej. ' '

Z réwnan Lagrange’a mozna wyprowadzi¢ zasadg réwnowartosci
praey i energii kinetycznej; nalezy tylko tak je przeksatalcié, azeby wy-
razaly one prace sil podczas rzeczywistego przesunigcia; w tym celu na-
leay- pomnozyé kazde z tych rdwnan przez odpowiednie jemu dg¢, a po
ich dodaniu, otrzymamy szukane réwnanie. Zwrécié nalezy uwage, %e
postgpowanie to, oparte na superpozycyi przesunigé niezaleznych, jest
zgodne z postgpowaniem, wskazanem w § 45-tym tego tomu.

W § 4b wskazaliSmy sposéb znalezienia dla ruchu jednej bryly

réwnania réwnowartodei pracy i energii kinetycznej z réwnan momentéw
ilogei ruchu; metoda zad Lagrange'a daje sposéb wyprowadzenia za
pomocy obliczania czgstkowych pochodnych wyrazu energii kinetycznej
réwnali momentéw iloSei ruchu; w ten sposéb z jednego jedynego wyrazu
energii kinetycznej danego ukladu i z wyrazu pracy sit przylozonyeh do
niego, mozna obliczyé réwnania ruchu danego ukladu; byleby te wiel-
kosci byly wyrazone spélrzgdnemi niezaleznemi i to stanowi znakomity
dogodno$é réwnant Lagrange’a.
‘ Lagrange, podajac swe réwnhania, nie opieral sig na pojgciach dyna-
micznych, jakieémy to starali sip tutaj uczynié, i co dla nas moze byd
pozgdanem; lecz opieral sieg na pojeciach matematycznych; wskutek
tego zakres zastosowan tego réwnania znacznie sig rozszerza i moze
przekraczad granice pojgé dynamicznych i rozszerzajac sig do takich
- sjawisk fizycznych, w ktérych pojecia dynamiki bryt nie znajdujg bez-
" poSrednio swego znaczenia.

Poleca sig czytelnikowi obliezyd réwnania ruchu metods Lagrange’a
i znalezdé znaczenia dynamiczne oddzielnych wyrazéw wahadia toczacego
sig, podanego w § b4-tym, oraz wahadla podwGjnego, podanego
w § Tb-tym tego tomu. ’

L. Podstawy rachunku wektorowego.

101. Rodzaje wektoréw. Wyklady nasze rozpoczglismy (tom I-szy)
pojeciem o wielkosciach kierunkowych,— wektorowych. Pojecie to jestesmy



