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70. Wyznaczenle spétezynnika 1. Spélezyunik 7 wyznaczymy licz-
bowo, gdy wykonamy choé jedno do$wiadczenie z materyalami, dla kté-
rych checemy go wyznaczyd, a wtedy spélezynnik ten bedzie mozna
stosowaé do innych przypadkéw uderzeid bryl z tychze materyaléw.
Dos$wiadezenie takie nalezy wykonadé w warunkach najdogodniejszych
dla pomiaréw., W tym celu przyjmiemy np. m, = oo oraz ¢, = 0,
wtedy otrzymamy z réwnania 145-ego -

oy o= — V. ¢
przypadek ten ma miejsce, gdy np. dang kulg uderzymy w duza nieru-
chomg masg; wtedy odbije si¢ ta kula z predkodcia wskazang tym
wzorem, Jezeli predkodé ‘v, i ¢, zmierzymy, to obliczymy spélezyn-
nik 71 dla danego materyalu. '

W dos$wiadezeniu tem unikniemy mierzenia predkodei i zastgpimy
mierzeniem innej wigcej dostepnej dla pomiaru wielkosei. Mianowicie,
upusciwszy kulg ze znanej wysokosci %2 na plyte poziomg, obliczymy
predkoéé kuli w chwili uderzenia ze wzoru ¢, = }/2gh. Kula ta po od-
biciu sig uniesie sig do wysokodei 7%, ktérg latwo zmierzyd; predkosd
przeto w chwili odbicia sig obliczymy z wzoru v = )/ 2 g/%'. Podsta-

wiwszy te wielkodei w réwnanie powyzsze i pomingwszy znak odjemnys;
otrzymamy

. V2ghk =Vn.V2gk skagd 7 =

}zl

1
Dos$wiadoezalnie znaleziono dla uderzenia kuli o bandg bilardu 1 = 0,55.

Kula z koéci sloniowej, upuszczona na plyte marmurows, podnosi sig

do § pierwotnej wysokosei, czyli v = 3. W przypadku uderzenia sig
kodei stoniowej o ko$é sloniowg 7 = (§)% — stali o korek 7 = (§)?; — szkla
o szklo n = (}§)% i wreszcie z okreSlenia wynika dla cial niesprezy-

stych 7 = 0, a dla cial zupelnie sprezystych n = 1.

71. Przyklad uderzenia mimosrodkowego proitego. Na stole do-
Vs, skonale gladkim spoczywa
Hf ~ pregt materyalny; w dowolne

i
P ) miejsce jego osi i prostopadle
"/‘f’ )"+ do niej uderza kula o ma-
2 N &
CA
v

o |

sie my; bedgea w chwili ude-
rzenia w ruchu postepowym,

- réwnoleglym, do plaszozyzny
stolu; rys. 82-gi; obliczyd
ruch preta i kuli po uderzeniu.
Kula w danym razie doznaje uderzenia $rodkowego i prostego; pret

za$§ réwniez prostego lecz mimodrodkowego.  Predkoéé kuli przed ude-

Xg

dg — A

Rys. 32.
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rzeniem oznaczymy litera ¢,, predkoéé jej po uderzeniu literg 2. Ruch
preta po uderzeniu okre§limy jego predkodecig obrotowg ¢, i predko-
dcig v,, x jaka posiada punkt zetknigcia sig X preta z bryla; dwie bo-
wiem te wielkogei okreslajg stan ruchu prgta.

Obliczmy najpierw ruch, w jakim znajdowad sip bedzie kula, oraz
pret w koricu pierwszego okresu uderzenia; t. j. w chwili, gdy predkoseci
punktéw zetknigcia sig kuli i preta wyréwnaja sig. Ruch ten bedzie
jednakowy z ruchem, jakiby dane bryly posiadaly, gdyby byly zupelnie
niesprezyste.

W danym razie moze byd zastosowane nie tylko réwnanie zacho-
chowania ilo§ci ruchu, lecz réwniez réwnanie zachowania momentu
ilodei ruchu; réwnanie zad zachowania energii nie moze byé stosowane,
ze wzglgdu na prace sil wewngtrznych, jaka powstaje wskutek niespre-
zystodei. uderzenia. Oznaczmy literg v,, o predkoéé $rodka masy preta,
to réwnanie zachowania ilodei ruchu obydwéch bryl jest nastepujace

1) muy 4 myvy, s = mye;

réwnanie za$ momentéw wzgledem bleguna, obranego np. w grodku
magy preta, jest nastgpujace

2) "y . sy A @y, s = M61Sy
w ktérem s, oznacza odlegloéé punktu uderzenia od érodka masy prgt.a
a [, s — moment bezwladnodei preta wzglgdem osi, prezechodzgcej przez

jego $rodek i prostopadlej do plaszezyzny ruchu.
W tych dwéch réwnaniach dynamicznych niewiadomemi sg wielkosci

U1y Vg, Ky Uy, o Pa;

pomiedzy ktéreml zachodzi jeszcze zwigzek kinetyczny, poréwn. réwnanie
84-te na str. b6-tej tomu Il-go:

3) Uyk =1yt 8. 9
oraz zachodzi zwigzek, wyrazajaecy warunek wyr6wnania sig predkodei
punktéw zetknigcia sig obydwdch bryl; warunek ten wyrazimy réwnaniem
4) v = ?;21 K-

Z tych przeto czterech réwnan obliczy¢ mozna cztery niewiadome.
Wyrugujmy z tych réwnan np. wielkodci v,, 5, oraz v, «; w tym celu
podstawimy ich wartodei z réwn. 3 i 4-tego w réwnanie 1-sze ilogei ruchu -
a ofrzymamy réwn.

My Vg -y (0, — Sy 3) =my ¢y,
a po uporzgdkowaniu ofrzymamy réwnanie

(my4-mg) . v — My Sy Q= 6y,
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ktére lgcznie z réwnaniem momentéw, t. j. z réwnaniem 2-giem przed-
stawia dwa réwnania z dwiema niewiadomemi: #, i ¢,.

Azeby obliezy¢ z tych dwéch réwnari 2, pomnézmy powyzsze réw-
nanie przez /5, réwnanie za$ 2-gie przez m, s, a po dodaniu otr zymamy:
’ v = by s —+ mys,*

(0, = my) Iy s - my my 8,°

w podobnf sposéb obliczymy

S Cy -

My Mg Sy
(my —-my) Ly s+ my my 5,*

Z réwnan tych obliczymy predkosé kuli i predkosé obrotowsg preta
po ich uderzeniu sig. Predkodé Srodka preta po uderzeniu obliczymy
z réwn. 3-go uwzgledniwszy réwn. 4-te. Poleca sig czytelnikowi wyuzna-
czenie bieguna chwilowego obrotu preta.

Jezeli uderzenie posiada drugi okres, t. j. jezeli kula i pret sg np.
zupelnie lub niezupelnie sprezyste, to réwnanie 4-te przestaje byd w mocy,
natomiast nabiera mocy réwnanie zachowania energii kinetycznej. Do
obliczenia przeto ruchéw bryl zupelnie sprgzystych, jakie one posiadajg
po uderzeniu sig, mamy trzy przytoczone réwnania i réwnanie zachowa-
nia energii, ktére jest nastgpujace

4) ImolP+Gmy vy, 10 s p?) =imc® . . . (146)

+ Zadanie przeto dynamiczne obliczenia ruchu bryl, jezeli sg one spre-

tyste, jest juz rozwigzane ; pozostaja tylko przeksztalcenia algebraiczne,
majgce na celu obliczenia szukanych niewiadomych.

Mo#zna unikngé tych, zreszty dosy¢ zmudnych obliczef, jezeli spro-
wadzimy réwnania powyzsze do postaci réwnall, wyrazajgeych uderzenie
drodkowe; wtedy bowiem bedziemy mogli skorzystad z réwnan 146-tych.
W tym celu obierzemy jako niewiadome: predkosé », oraz v,,x i wyra-
zimy v,, ¢ wielkodeig v,,x; co osiaggniemy, rugujgc np. »; z réwnania 1-go
i 2-go; w tym celu pomnozymy réwnanie 1-sze przez s, i odejmiemy

je od 2-go, a otrzymamy

Gy =

__ My Sy

g =
IQ;S

po podstawieniu nastgpnie tej wartosci w réwnanie 8-cie, otrzymamy

2
My Sp

Ugyy K =728 » 14—
IS:S

L e

skad
{

s
Ugys =Ty Ko 5—T—5
ns 23 -frz: 5 ”32322

(148)
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Podstawimy nastgpnie te warto§¢ w réwnanie 1-sze i otrzymamy
| f"h‘i

m, v, -+ mg._—__‘ Uyy K = 11y €y,
4 0y S + mnsj
Oznaczmy wyraz
__Iys literg my’ . . . . . (149)
fz: s 1= 1138,°

a po podstawieniu w réwnanie poprzednie, otrzymamy réwnanie
, 0 11y, k = 1y €4

Jest to réwnanie jednakowe pod wzgledem swej algebraicznej po-
staci z réwnaniem 2-giem § 68-go, gdy zastagpimy w tem ostatniem Ilterg
m, litery m,', okre§long wzorem 149-tym.

Sprowadzmy teraz réwnanie 146-te do postaci réwnania 1-go § 68-go.
W tym celu podstawmy z réwnania 147-go wartosé ¢, w réwnanie 146-te,
a otrzymamy
ﬂie Se

[215

wyraziwszy nastepnie v,, s zmienng v, x z réwnania 148-go, otrzymamy
" réwnanie zachowania energii kinetycznej w nastgpujacej postaci

{21 S
I,y s + my 8,?

Zastosujmy podstawienie, wyrazone wzorem 149-tym, a otrzymamy
rOwnanie

3y ”13+&m27’22;5'( O

)"'émi a%

tmy v+ im, Uy kP = omy o

gy ot dm vy P ={me? . . . . . (150)

ktére co do swej postaci jest jednakowe z réwnaniem 1-szem § 68-go.

Z réwnania przeto 142-go i 143-go lub z réwnan 146-tych, podsta-

wiajagc w nie zamiast m, wielkodé m,', okreslong wzorem 149-tym, obli-

czymy bezposrednio predkodei v, i v, x, tak dla uderzenia sprezystego
jak i dla uderzenia niezupelnie sprpzystego.

Wielkosei #2,’ mozemy nadaé pewne fizyczne znaczenie; mianowicie

mozemy te wielko$é uwazad za masg pewnej bryly, ktéra érodkowo uderza .
" sig z brylg m, i ktéra po uderzeniu posiada taks sama predkods poste-
powg, jakg posiada po.uderzeniu punkt zetknigcia sip z kulg. Wielkoéd
masy takiej bryly nazywaja masg zastgpcma, danej bryly dla danego
uderzenia.

W celu wytworzenia sobie dokladnego obrazu ruchu bryly obraca-
jacej sig po uderzeniu, wyznaczymy jeszcze polozenie bieguna chwilo-
wego jej obrotu, jaki ona posiada po uderzeniu.

Oznaczywszy literg x, odleglodé tego bieguna od punktu zetkniecia
sig bry}, rys. 32-gi i wzigwszy pod uwage, ze kat obrotu, a wige i pred-
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ko$é chwilowego obrotu jest jednakows w danej chwili dla wszystkich
biegunéw, poréw. tom II-gi str. 66-ta oraz wzér 3b-ty na str. 78-ciej
tomu II-go, napiszemy réwn.:

Uyyg = (X — S3) + @y ; |

a podstawiwszy w nie z réwn. 147- ego wartoéé ¢,, otrzymamy

xz_s,+m:’sz Y ¢ 11 5

lub te# inaczej, zwazywszy, ze moment bezwiadnodei f“ preta wazgle-
dem bieguna obrotu

Inso = Ipg + my . 5%,

A* __‘}EL
‘Hmmasg T R SR EO (1) 2

napiszmy

Z réwnania 161-ego wynika, ze x, = s,, t. j. ze biegun chwilowego
obrotu i punkt uderzenia lezg po' przeciwnych stronach $§rodka masy.
Z tegoz réwnania wynika tez, %e polozenie tego bieguna nie zalezy od
sprezystodei uderzajgeych sig bryl; réwnanie bowiem 147-me jest wyni-
kiem réwnania 1-go i 2-go, t. j. réwnania dynamiocznego ilo$ei ruchu
i jego momentu, w ktére nie wchodzg sily wewngtrzne, a wige i —
spélezynnik sprezystosei; z czego zndw wynika, %e polozenie bieguna
chwilowego obrotu po uderzeniu bryly (wogdle mimosrodkowem) nie za-
lezy od stopnia jej sprezystodci, ani tez od masy i predkosci bryly ude-
‘rzajacej, a jedynie zalezy od polozenia punktu uderzenia wzgledem $rodka
masy bryly uderzonej. Wlasciwodé t¢ mozna wytiémaczyd sobie fizycz-
nie w nastgpujacy sposéb. Wyobrazmy sobie, ze do punktu uderzenia
danego preta przylozona jest sila P, ktéra zastgpuje dzialanie uderzajg-
cej kuli. Moment tej sily wzgledem drodka masy wywoluje obrét, kté-
rego predkosdé rosnie z powigkszeniem sily dzialajgcej, a to w myél
" r6wnania momentéw, réwnanie 89-te, ktére po scalkowaniu otrzyma .
postad z

Af
P. Sg.dtzflhs- 5?2

1}
Zgodnie za$ z réwnaniem ruchu Srodka masy, predkosd tego Srodka
rognie réwniez proporcyonalnie do wielkodei sity /£, gdyz pg réwn.
87-mego

PAL
me 2}2, S___J .ID . dt;
0

a wige rosnie razem z wartodcig predkodei punktu K ktéra sklada sig
z predkodei érodka masy i predkodei obrotuy.
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7 proporcyonalnoéei przeto predkodei punktéw X i S danej bryly
wynika, ze w kazdej chwili, podczas uderzenia, bryla dana obraca sig¢
okolo jednego i tego samego bieguna z részng tylko predkoscig, zalezna
od wielkogei sily i uderzenia.

7 por6wnania wzoru 161-ego z wzorem 104-ym wynika, ze zwig-
zek, jaki zachodzi pomigdzy punktem uderzenia a $rodkiem masy i bie-
gunem chwilowego obrotu, jest taki sam, jaki zachodzi pomigdzy osig
obrotu, §rodkiem masy i érodkiem wahania. Z tego poréwnania wynika,
ze jezeli dany pret uderzymy prostopadle do jego osi w kierunku punktu
0O, to punkt K bedzie wtedy biegunem chwilowego obrotu.

Biegun ten czy tez of, przechodzgca przez ten biegun i prostopadia
do plaszezyzny ruchu, ma bardzo wasne znaczenie fizyczne. Punkty
bowiem bryly, lezgce na tej osi, pozostajg w spoczynku podezas uderze-
nia bryly. Jezeli przeto chcemy, azeby np. uderzenia, jakim podlegaja
pewne obracajace sig¢ czgdei maszyn, nie odziatywaly szkodliwie na osi
obrotu, nalezy dobrad taki stosunek odlegloéei punktu uderzenia i osi
obrotu od #rodka masy, jaki wskazuje réwn. 151-sze; nalesy nadad tym
czedciom maszyn, za pomocy odpowiednich obcigZen, takie masy i takie
momenty bezwladnosci, azeby wielkodoi ich zaspakajaly réwn. 151-sze.
Odnalezienie tego Srodka jest w wielu razach bardzo wasne, np. -przy
pracy recznej mlotem; kazdemu bowiem uderzeniu miota odpowiada pe-
wne polozenie osi chwilowego obrotu; a jezeli ta o§ wypadnie nie w miej-
scu, w ktérem robotnik trzyma milot, to odeczuje on silne uderzenie
w reke; praktyczne przeto wiadanie mlotem polega réwniez na uchwy-
ceniu miota w miejscu, przez ktére przechodzi oé chwilowego obrotu.

W zadaniu powyzszem jedna bryla sig obracala, druga zag byla w ru-
chu postgpowym; lecz sposéb obliczenia, podany tu, moze byd zasto-
sowany do przypadku, w ktérym obydwie bryly sig obracajg i w pew-
nej chwili wzajemnie sig uderzaja. Pray obliczeniu tego rodzaju przy-
kladéw znacznem uproszczeniem rachunkowem jest zastosowanie pojgcia
. magy zastgpczej; mozemy bowiem wtedy zadanie uderzenia sig mimo-
srodkowego bryl réznego |stopnia spre-
zystosci sprowadzié do takiegoz uderze-
nia grodkowego.

72.  Przyrzad Robins’a. Przyrzad
ten jest przykladem uderzenia mimo-
srodkowego prostego, niesprezystego i prze-
znaczony jest do mierzenia predko-
Sci pociskéw; predkoéé ta bowiem jest
tak znaczna, ze bezpodrednio jej mierzyd
nie mozna. Przyrzagd ten sklada sig ze
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skrzynki, ktéra napelniona jest materyg, stawiajacg znaczny opér prze-
nikajgcej kuli. Skrzynka ta zawieszona jest za pomocg pewnej kon-
strukeyi na osi poziomej, okolo ktérej moze sig wahadé jak zwykle
w ahadto,

Pocisk dany, ktérego predkosé mamy obliczyd, skierowany jest po-
ziomo i wpada do skrzynki, a wskutek oporu, jaki spotyka w nagroma-
dzonej materyi, zatrzyma sig w niej. Przyjmiemy dla uproszczenia ra-
chunku, %e zatrzyma sig on w miejscu, znajdujgcem sig w plaszezyinie,
przechodzacej przez o obrotu i drodek masy skrzynki. Skrzynka za-
wieszona pionowo odchyli sig wskutek uderzenia od tego polozenia o kat,
ktéry oznaczymy literg o, Oznaczmy nieznang predkodé pocisku, ktéry
uwazamy za punkt materyalny, litera ¢,; odlegtodé kierunku tej predko-
doi od osi obrotu literg a, oraz literg 2, jego masg;, oznaczmy nastep-
nie moment bezwladnodoi skrzynki wraz z zawartodcig i z konstrukcys
wzgledem osi obrotu — liters 7, ; mase jej literg sz, i predkodd obro-
towg w chwili uderzenia literg ¢,; to wyrazimy réwno$é momentéw ilo-
gei ruchu po uderzeniu i przed uderzeniem wzglgdem bieguna, obranego
w punkeie obrotu nastgpujgcym wzorem

My Gy Qg+ Gy + Do Lo a = 1y € . Gy

2
T )
my a,

Z réwnania tego obliczymy predkoéé pocisku, gdy zmierzymy pred-
kog¢é obrotu wahadia w chwili uderzenia sig z kulg; i w ten sposéb za-
danie zostaje rozwigzane.

Poniewaz jednakze bezposrednie zmierzenie prgdkoécl cp, przedsta-
wia pewne trudnodei techniczne; zmierzymy przeto kat najwigkszego
odchylenia o, ktérego wielko§é jest w Scistym zwigzku z predkodeig
poczatkowg., W celu znalezienia tego zwigzku, zastosujemy réwnanie
réwnowartodci pracy i energii kinetycznej; a zwazywszy, Ze poruszajgca
gig bryla po uderzeniu sklada sig ze skrzynki wraz z zawartodeis, z kon-
strukecyg zawieszenia i z kuli, napiszemy réwnanie

— (my g s, + my g ay) (1 — 008 6) = — § (Ip,a + 1y @5%) 97
z ktérego obliczymy, po odpowiedniem przeksztalceniu funkeyi trygono-

metrycznej
h B T & (my Sy ~+my ay)
fpz_2sm—2— ]/ Ly = mya,

a po podstawiehiu tej wartodci w réwn.. 1563-cie, otrzymamy warto$d pred-
kodei kuli, wyrazong wartoscig kata odchyleniu o,

1 .
022 . i ]/g (19 S, ——[— miy a,) (Lya -+ my ay?) . (164)

z ktérego

6 =2 8in—-
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Ze wiagledéw praktycznych starajg sig zwykle trafié kulg w skrzynke
w tem miejscu, azeby of§ wahadla nia doznala uderzenia. Wyznaczenie
polozenia takiego punktu jest mozliwem, na zasadzie wzoréw wyzej obli-
czonych, gdy przyjmiemy, ze wahadlo jest symetryczne wzglgdem pla-
szczyzny pionowej, w ktérej porusza sig srodek jego masy. Azeby
przeto powyzszy warunek zachowad, nalezy, azeby wielko$é a, jako od-
legtoéé kierunku predkodei kuli od osi obrotu, odpowiadata réwnaniu
162-emu; t. j. azeby '
P
My Sy
Znajac warto$é a,, mozemy z tego réwnania oraz z réwnania 164=go
wyrugowac /, a; i otrzymamy dla danego przypadku

— 9 qir G0 My Sy +m 4 &
51-“29”17‘3“-—”'41——““ . L e (16b)
73. Uderzenie $rodkowe uko$ne. Przykladem tego rodzaju uderze-
nia jest uderzenie sig dwéch kul, poruszajgcych sig ruchem postgpowym
w ten sposdb, ze ich $rodki pozostaja w jednej plaszozyinie. Kule te
podezas uderzenia sig uwazad bgdziemy,, jak poprzednio, za jeden uklad
zmienny, na ktéry nie dsialajg sily zewnetrzne, lecz tylko wewngtrzne.
Jezeli literami ¢, i 9, oznaczymy predkosci przed i po uderzeniu
1-szej kuli o masie my; a literami ¢, i 9, takiez predkodei drugiej kuli
o masie ,, rys. 34-ty, to réwnanie zachowania ilogei ruchu jest naste-
pujace | -
D)y =m G+ My, . . . . . (166)

Rys. 34,

Réwnanie to posiada cztery skalarne nie'wia.dome; przedstawia zaé
tylko dwa réwnania skalarne; kaxdg bowiem z predkodei wyrazié mozna.
dwiema skalarnemi wielko$ciami; a réwnanie samo dwoma réwna-
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niami skalarnemi. Nie wszystkie jednakze wladciwosci danego ude-
rzenia wyrazone sg powyzszemi réwnaniami; z fizycznych bowiem wa-
runkéw jest jeszeze znany kierunek sily chwilowej, dzialajgcej na kazdg
bryle; a wige znany jest kierunek przyrostu ilogei ruchu kazdej z kul,

Oznaczmy sile, dziatajgcy podozas zetknigeia sig kul, literami Vi ﬁ’,
a napiszemy

= 4w (mlil-)u, oraz N —. a0
. dat . ' dit
Réwnania te mozemy bezpoérednio scalkowaé, kierunki bowiem
wektoréw predkodei podezas uderzenia nie zmieniajg sig. Oznaczywszy
literg A7 okres czasu, w jakim te kule dzialaja na siebie, napiszemy
calki tych réwnar

fﬁ da.‘_.m,'v,—ml ¢y, oraz

fal A
N'.d:—_—mzﬁz-—mm. C e . .. . (1BT)

- 0
Poniewaz kierunki sil V sg znane, pokrywajg sie one bowiem z osig
uderzenia, przeto przyrosty iloSei ruchu kazdej z kul sg réwnolegle do
tej osi. Azeby wyrazié te wladciwosé skalarnie, weZmiemy pod uwage,
ze rzuty tych przyrostéw na prostopadlq do osi uderzen, t. j. na styczng 7,
rys. 34-ty, do powierzechni- stykajgcych sig kul, réwnajg sig zeru. Za-
opatrzywszy te rzuty wskaZnikami / napiszemy réwnania tych rzutéw

1) my vy, y—my =0
2) Mg Uy p—y Gy =0 . . e e e (158)
Rzuty za$ tych réwnan na of uderzenia, t. j. na normalng do po-
wierzchi zetknigé da réwnanie algebraiczne

My Vyy g —— MWy Cyy gy == My Vg — My Coy 5

ktdére napiszemy w nastepujgcej postaci

3) My A MUy, = My Cyy gy TP Cay s - . (109)
gdzie wskazniki # oznaczajg rzuty odpowiednich wektor6w na od ude-
rzenia. Mamy przeto trzy réwnania skalarne z czterema niewiado-
memi. Réwnanie czwarte otrzymamy, gdy uwzglgdnimy stopien sprezy-
stodei kul; w przypadku zupelnej sprezystosei réwnanlem tem jest réw-
nanie zachowania energii kinetycznej

om0 - my 0,} =§ml e,% -1 my ¢,
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Réwnanie to po podstawieniu

U=y, Vs VP =y " Uy 15
: 64" =y 5 €15 175 .‘22=52‘uz+€31 £
i po uwzglednieniu réwnan 158-mych, przeksztalci sig na nastgpujace
| 4) tmyv, - imy vy, =tmc, - im e, . (160)

Te cztery réwnania rozwigzuja nasze zadanie. W celu unaocznienia
sobie wladciwoéei ruchu tych kul, por6wnamy rdwnania 159-te i 160-te
z réwnaniami § 68-go i przyjdziemy do wniosku, e rzuty na o§ ude-
rzenia predkodei Srodkéw tych kul sg takie same, jakieby kule posiadaty,
gdyby uderzaly sig prosto 2z prgdkodciami, réwnemi rzutom na tg of
wlageiwych predkosci. W celu przeto obliczenia rzutéw na o§ uderzenia
nieznanych predkodei, jakie powstaja po uderzeniu, stosowad mozna
wsazystkie wzory, wyprowadzone dla uderzenia prostego sprezystego lub
nie zupelnie sprezystego; a nastgpnie azeby otrzymadé wladciwe pred-
kosei, nalezy dodaé do nich wektorowo predkodei styczne, obliczone
z réwnan 1-go i 2-go.

Dla przyktadu obliczmy ruch kuli nie zupelnie sprezystej, jaki ona
otrzyma po uko$nem uderzeniu sig o $ciang nieruchoms, gdy ruch jej
przed uderzeniem byl postgpowy. Jezeli kulp uderzajgcg nazwiemy brylg
pierwszg, $ciang zas§ — brylg druga, to mase i prgdkodei kuli uderza-
jacej oznaczymy literami my, & i 7;, a te wielkogei dla $ciany —. lite-
rami m, i ¢,. W danym przypadku mamy

My =00 ; ¢, =0.
Prgdko$é normalna, jakg kula posiada po uderzeniu, obliczymy bez-
pogrednio z réwnania 1456-go
yp — — V_q_ Coop i
z réwnan za$ 1568-mych
Uy g =Cygi « « '+ = o o« = o « (161)

o SRS S

Kat, jaki tworzy kierunek predkosei ¢, z osig uderzen, oznaczymy
literg «; i nazwiemy go kgtem uderzenia; kgt za$, jaki tworzy kierunek
predkosei v, z tg samg osig, oznaczymy literg B, i nazwiemy go katem
odbicia; katy te przyjmiemy za dodatnie, jezeli lezg po jednej strome
osi uderzenia. Kat odhicia obliczymy ze wzoru :

przeto

1 B: Yu ¢ h—_.__,.i _Cl'_’..i_
S _?}I!n_ VT Cirn ’
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z ktérego wynika, ze kat odbicia lezy po przeciwnej stronie osi ude-
rzenia i powigksza sig ze zmniejszeniem si¢ sprezystosci bryl.
W przypadku uderzenia zupeinie sprezystego n=1; a wtedy

Viyn = — Cup s a ze Dt — G155
przeto w tym przypadku

tgpl:_;zt_z_t’gal;
1 n
2z czego wynika, ze kgt odbicia sig kuli zupetnie sprezystej o $ciang nie-
ruchomg réwna sig katowi uderzenia ze znakiem przeciwnym.
- W przypadku uderzenia zupeinie niesprezystego: 1=0, a wigc

Vo p = 0; Dyt = Cuy oraz
tg B, =—o0; a wiec B = —90°

Ze wrzoréw tych wynika, ze kula niesprgzysta uderzona ukoénie
o $ciang nieruchomg, nie odbije sig od niej; lecz bgdzie miala dgzno$é
do poflizgnigeia sig po niej; posiada bowiem po uderzeniu predkosd styczng.

74. Uderzenie sig¢ bryt z uwzglednieniem tarcia. Poélizgnigcie sie
bryly, wyzej opisanej, wzdluz $ciany, wywoluje silp tarcia pomigdzy
bryla a Sciang; pojawienie sig przeto tej sily wplywa na ruch bryty, jaki
powstaje po uderzeniu. Wogéle w przypadku ukoénego uderzenia sig
dwdch bryl, predkosei ich styczne v, i v, , posiadajg rézne wartosoi;
- punkty przeto ich zetknied doznajg pewnego wzglednego przesunigeia
sig; a przesunigeie to jest powodem powstania sily tarcia, Chociaz sila
tarcia dziala w tym razie bardzo krétko, wartodd jej jednakze moze byd
bardzo znaczng; sila bowiem normalna,.pochodzgca od uderzenia sig bryl,
jest wilasnie wskutek krétkotrwaloéci uderzenia bardzo znaczna.

W zadaniu powyzszem nie uwzgledniliémy sily tarcia; dla Sciélej-
szego jednakze wyrazenia ruchu bry! materyalnych po ich uderzeniu sig,
nalezy wprowadzié te sile do obliczen. Dla przykladu obliczmy ruch po
uderzeniu gi¢ jej o Sciang nieruchomg z uwzglgdnieniem tarcia.

W danym razie oprécz sily N dziala jeszoze, podezas zetknigcia
sig kuli ze Sciang, sila tarcia I, ktéra, dzialajge styocznie do kuli, wy-
woluje ruch tego érodka. Ruch kuli przed uderzeniem okreslimy pred-
kodcia ¢ érodka jej masy i predko$cig obrotowg ®; po uderzeniu okre-
§limy predkodcig 7 tegoz srodka i predkodcig obrotowg & okolo tego
§rodka; azeby przeto okreslié ruch kuli po uderzeniu, nalezy obliczyd
wielkodei 7 1 ¢.

Na kulge podczas uderzenia dzialaja przeto dwie sily: sila N nor-
malna do powierzchni zetknigé 1 sila Wsﬂyczna do tej powierzchni;
rys. 8b-ty.

. Mechanika — Tom IV b
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Réwnanie przeto dynamiczne ruchu srodka masy kuli jest naste«
pujace
d (m7)

W+W)=—r7

skad stosownie do przyjetych ozuaczen

[ N4-17) dt =mi — me;

Rzuty tego réwnania na o$
uderzenia » i na o styczng 4.
dajg dwa réwnania algebraiczne

A7
: N . dt =mv,, —mc,;

N 0
M
Cu e dt = muv; —mey.  (162)
0
B Podstawmy nastgpnie w to
W réwnanie wartoddé
W —=uN;
Rys. 35. aTpo wyrugowaniu z obydwéch
powy#szych réwnafn wyrazu
Ay '
N . df, otrzymamy zwigzek
“ 0

w (mv,, —mc,))=mvy — mey; - . . . - . (163)

ktéry jest zresztg bezpodrednio zrozumialym; jest on bowiem zastoso-
waniem réwnania wN= ¥ do sit chwilowych; ktére sip mierzg przy-
rostami ilodei ruchu,

Azeby wprowadzié do rachunku stopief sprezystodei materyatu
podczas uderzenia, nalezy zastosowad zasade r6wnowartodci pracy i ener-
gii kinetycznej i rachunek w ten sposéb przeprowadzid, aby médz sko-
rzystaé z wzoréw, wyprowadzonych w poprzednich rozpatrywaniach
dla uderzenia prostego i ¥rodkowego; znacznie to bowiem ulatwi obli-
czenie. W celu zastosowania réwnania dynamicznego pracy przyjmiemy,
ze kierunek wypadkowej sil sprezystofci, t. j. sil wewngtrznych, jakie
powstajg podezas zetknigeia sig kuli ze §ciang, jest prostopadly do éciany;
wobec czego praca sily tarcia idzie na zmniejszenie predkosci stycznej;
praca za$ sit sprezystodci, t. j. sil wewngtrznych idzie za zmniejszenie
pregdkosci normalnej. Dla obliczenia przeto zmian predkogei normalnych,
czy to uwszgledniajge tarcie, czy tez nie uwzgledniajac go, réwnania
145-te pouostang w swej mooy. W danym przeto przykladzie v, obli-
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czymy z _tych réwnan, podstawiajagc w nie, zgodnie z warunkiem da-
nego zadania, m, = co, oraz ¢; = 0; i otraymamy

Oy= V. = » = 5 & v o (164
a po podstawieniu tej wartosci w réwoanie 162-gie, otrzymamy
v=c—pQ4+V)e, . . . . . . (16b)

Trzeciem réwnaniem skalarnem jest réwnanie momentéw;
rys. 3b-ty
a(lse)
dt ¢
w ktérym ¢ oznacza prgdkodé obrotowg kuli w dowolnej chwili pod-
czas uderzenia,
7 réwnania tego napiszemy

A
f W.r. di=Ilo—Io
0

po podstawieniu w nie z réwnania 162-ego

W .r=

o

W . dt =mv, — mcy;
o
a prayjawszy, ze podczas uderzenia » jest stale, otrzymamy
rm (v, — €) = I (p— w);
po podstawieniu zas z poprzedniego wartodei v, otrzymamy

— (1 + V:’J-).?‘mfn = }:'-‘ ("P__'m):i
skad

—rm
p=0—pl1+V T, e e (166)
Kat odbicia sig kuli obliezymy 76 WZOTU

L3

Y Va
tgﬁ:é: Vn f-‘n+ —li/_nq

Azeby wzory te zastosowad do szezegélnych przypadkéw, nalezy
zwr6cié uwage na zachodzgce w rzeczywistosci zwroty predkosei i sil;
i— zaopatrzyé je znakami odpowiadajgcymi, przyjetym znakom na
rys. 3b6-tym.

Wazny wplyw wywiera na ruch kuli po uderzeniu zwrot sily tar-
cia; ktéry nalezy scidle okreslié przed napisaniem réwnania momentéw.
Zwrot tej sity jest zawsze przeciwny zwrotowi predkodei punktu zet-
knigcia si¢ kuli z plaszezyzng; azeby przeto okreslié zwrot sity tarcia,
jaka wystgpi podezas uderzenia, nalezy zbadaé jaki zwrot posiada pred-
koéé tego punktu w chwili uderzenia, Predkosé tego punktu skiada sig
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z predkodei ruchu postepowego kuli i predkosei, wynikajacej z jej obrotu
okolo $rodka. Predkos¢ te stosownie do przyjetych na rys. 385-tym
oznaczen wyrazimy wzorem

Vg = Cr —-!— (O o1
w ktérym » oznacza promien kuli, a ¢, rzut predkosei $rodka masy kuli
na styczng do niej w punkcie K od znaku przeto wyrazu, stojacego po
prawej stronie tego réwnania, zalezy zwrot sily tarcia,a wige i jej mo-
mentu. Jezeli o jest dodatnia wielko$cig, zgodnie z przyjetemi ozna-
czeniami na rys. 3b-tym: t. j. jezeli zwrot predkodei punktu, jaka po-
wstaje podczas obrotu kuli, zgodny jest ze zwrotem rzutu na styczng
predkosci tegoz punktu, jaka powstaje podczas ruchu postgpowego kuli;
to przy wszelkich wartosciach tych predkodei, wartos¢ wyrazu

G+ o.r=>0.

Jezeli Zas zwrot obrotu bedzie przeciwny zwrotowi tego rzutu, to
znak predkosci o bedzie odjemny; i dla pewnych wartodei moze nastg-
pié przypadek, w ktérym ©

G —w.r < 0O
a wtedy sila tarcia wywola obrét kuli o zwrocie przeciwnym w sto-
sunku do poprzedniego. Przy obliczaniu przeto — z uwzglednieniem
tarcia — ruchu kuli, jaki ona posiadad bedzie po uderzeniu sig, nalezy
rozréznié te trzy przypadki.

Rozpatrzmny najpierw przy-
padek, w ktérym

ooy ¢g—+o.r>0

) ;
w a kula uderza w $ciang w spo-
N (3 séb, jaki wskazuje rys. 36-ty.

Réwnania ruchu kuli, ktére

w
oparte sg na znakowaniu, po-
danem na rys. 35-tym, po ude-
_ rzeniu Sig o sciang, otrzymamy
@ po podstawieniu w powyzsze
WEZOTY
Rys. 36.
Cp=™ — Cpi OraZ = — [}
przeto mamy Uy = Vo - €y
vp=C¢— (L1 Vq) .y
_—
¢ = ""*'E"(l'i—]/'r;)—?— « Cy
8
1 ¢ 1 =
Lg[ﬂ:—-:-—L — s —j_Vﬂ

N VFI
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Z wzoréw tych wynika, ze warto$é predkosei obrotowej © po ude-
rzeniu oraz kata odbicia jest mniejsza od takichze wartodei, gdy nie
uwzglgdnimy tarcia; co sig tlomaczy tem, ze sila tarcia dziala w danym
razie przeciw poczgtkowej predkosei stycznej c¢,; wskutek czego pred-
kodé te zmniejsza oraz wywoluje moment przeciwny obrotowi kuli.
Przyjety warunek ¢; + o . » > 0 zachodzi réwniez wtedy, gdy obrét
kuli jest przeciwny, przyjetemu w obliczeniu powyzszem, i gdy wartodé
bezwgledna predkosei tego obrotu

04

W = —,
|

Réwnania ruchu po uderzeniu w przypadku, w ktérym poczatkowa
predkosd obrotu jest przeciwng wskazanemu na rys. 36-tym obrotowi,
otrzymamy z wzoréw powyzszych po podstawieniu w nie: © = — .
Ruch takiej kuli po uderzeniu rézni sig od ruchu kuli w’ poprzednim
uderzeniu tem, ze predko$é obrotowa kuli po uderzeniu zwigksza sig.
Co jest réwniez bezposrednio zrozumialem, w danym bowiem razie sila
tarcia wywoluje moment, ktérego zwrot jest zgodny ze zwrotem obrotu
poczatkowego.

Dla przypadku, w ktérym

) g —o.r <0
otrzymamy odno$ne wzory ruchu po uderzeniu; gdy podstawimy we
wzory 166-te; poréwn. rys. 3T-my
€y = — €y 0= — @ 0raz P = — {h;
mamy przelo dla tego przypadku
Uy, — V{ Cyp s ==\ + ] “ + V:';J « Gy

= rm
P_F = — —|-- i (!—1— V-;i-) . ‘—I‘—'— . C”-
5

Wypowiedzenie tych wzorédw, por6wnanie z poprzednimi oraz bez-
posrednie objaénienie  dyna- '
miczne pozostawia sig czytel- - _
nikowi. -V

W trzecim przypadku, gdy / p

¢t+or=0; < e

przesunigoie punktéw zetknig-
cia sig nie zachodzi; tarcie prze-
to nie wystepuje i do oblicze- W
nia ruchu w tym przypadku
stosowaé mozna bezpodreenio
wzory na uderzenie bez tarcia; Rys. 37.
lub tez we wzory powy#sze nalezy podstawié¢ p = 0.

®j




