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Jezeli zastagpimy w tych wzorach dang dlugosé sumg dwéch innych
dlugosei, z ktérych jedna jest wielkodeig zmienng, odniesiong do Srodka
masy; np. 'z, ¥'p, P4, 75; a druga wielkoscig stala, okreslajgcg poto-
zenie lub ruch $rodka masy, np. wielkodeig x, ys, 7 lub 75, to po
wykonanlu odpowiednich dzialan matematycznych, wskazanych wyrazem,
okreflajgcym dany moment, otrzymamy trojakiego rodzaju wyrazy:

1) wyrazy typu

L(mp &'y Blmy 2’y 95 BV Loy 9y 7y oraz B (G 0%
ktére s takiemi samemi funkcyami, jak poprzednie, tylko— nowych
zmiennych; t. j. wyrazajg te same momenty innemi tylko zmiennemi;

2) wyrazy, bedgce iloczynami lub drugiemi potegami wylacznie
ze stalych dlugodei, ktére mozna wynie$é przed znak sumy; a sumg mas
wszystkich punktéw zastagpid¢ masg calego ukladu; sg to wyrazy nast.:
' mxg?; mxgys; Vmdg Pg; oraz dmod;

i wreszcie otrzymamy wyrazy;

3) bedace iloczynami ze stalych dlugosei i ze zmiennych dlugo-
sei. State wielkodei wyniesiemy przed znak sumy, a sumy beda réwne
zeru; gdyz sg Sumami iloczynéw z mas i z odleglodei od 4rodka masy
Iub z ich pochodnych. Jezeli bowiem okreslimy polozenie érodka masy
wyrazem

mx, = N(my, %) ;
fo z tego wynika, ze
(my 2'p) = 0;
a wige i

[ dxy \
L(”ﬁk?ﬁ-)ﬁe, it p
wyrazy przeto tego rodzaju 'wypadnq, ze WZordw.
W tem wlaénie okreslenin srodka masy lezy uproszczenie podanych
przeksztalcen.

B. Kinetyka bryl materyalnych.

41. llo$¢ ruchu i moment ilosci ruchu bryly materyalnej. Okredle-
nia ilofei ruchu i momentu ilo§ei ruchu pewnej bryly materyalnej sg te
same, jakie dalifmy w §§ 2-gim i 4-tym dla dowolnego ukladu pun-
ktéw materyalnych; a mianowicie:

ilosciag ruchu danej bryly materyalnej nazwiemy sume wektorowa
Hlosci ruchu oddzielnych jej punktéw, a

momentem jej ilosci ruchu nazwiemy sumg wektorowz momentéw
flosci ruchu tych punktéw wzgledem obranego bieguna.
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Z okredlenia momentu ilo§ei ruchu nie nalezy wnioskowad, ze mo-
ment ten réwna sig momentowi ilodei ruchu $rodka masy; jest to bo-
wiem sluszne, jak to niebawem zobaczymy, tylko dla pewnego szcze-
golnego przypadku; wogdle za$ przypadek ten nie zachodzi; i wogdle,
w celu obliczenia momentu ilodei ruchu danej bryly nalety postepowad
w tenze sposéb, w jaki postgpowaliémy przy obliczaniu momentu sil,
dzialajacych na dang bryle; t. j. nalezy najpierw obliczyé wektory mo-
mentéw ilosci ruchu oddzielnych punktéw, na jakie wyobrazamy sobie
rozlozong dang bryle, nastepnie nalezy dodad te wektory; a ich wypad-
kowa bedzie momentem ilodei danej bryly.

W § 2-gim tomu IIl-go podaliémy znaczenie fizyczne ilodei ruchu
punktu materyalnego; wyobrazajgc sobie, ze ilo$é ruchu danego punktu
materyalnego moze byé uwazana za miarg uderzenia, jakie udzielone
zostalo danemu punktowi; lub tez za miarg dzialania chwilowego pew-
nej sily. Pojecia te, odnoszace sip do punktu. materyalnego, mozna
réwniez zastosowad do ruchu bryly, wyobraziwszy ja sobie zlozong
z bardzo wielu punktéw materyalnych. Weklor przeto ilosci ruchu da-
nej bryly materyalnej, odniesiony do pewnego punktu przeksztalcen,
poréwn. § 67-my tomu I-go, wyraza wypadkowsg wszystkich sil chwilowych,
nadajacych punktom danej bryly posiadane przez nich predkodei; a wek-
tor momentu ilosci ruchu danej bryly wyraza moment wypadkowy mo-
mentéw tych sil, wzglgdem bieguna, obranego w punkcie przeksztalcer.
Jezeli np. uderzymy brylp materyalng, moggacg obraca¢ sig okolo pew-
nego punktu nieruchomego, to mamy do czynienia z silg uderzenia
i z jej momentem; miarg przeto uderzenia jest suma ilo$ci ruchu wszyst-
kich punktéw, ktérej wielko§d réwna sip w mysl § 2-ego ilodei ruchu
érodka magy; oraz sumie momentéw ilo§ci ruchu wsuystkich jej punktéw,
ktorg nazwaliSmy momentem ilo$ei ruchu danej bryly.

Jezeli przeto mamy np. dany wektor momentu ilo$ci ruchu pewnej
bryly materyalnej wzglgdem bieguna, okolo ktérego bryla sig obraca, to
nalezy wyobrazié sobie w plaszczyZnie, prostopadiej do tego wektora
i przechodzgcej przez punkt nieruchomy, sile uderzajgca, ktéra wywo-
lala dany stan predkosei punktéw tej bryly; a stan ten, jezeli bryla
obraca si¢ okolo punktu nieruchomego, okreélié mozna wektoreur 3 pred-
kodci obrotowej, jakg posiada bryta bezposrednio po uderzeniu.

W rozpatrywaniach przeto ruchu takiej bryly i czynnikéw, wywo-
lujgcych jej: ruch, bedziemy mieli do czynienia z dwoma wektorami;
z wektorem momentu ilogci ruchu 47, , ktéry jest wyrazem czynnikéw
fizycznych, dzialajgeych na tg¢ bryle i z wektorem @ pregdkodei obroto-
wej danej bryly, ktéry mozna uwazaé za wyraz skutku dzialania tych
czynnikéw; dwa te wektory sg od siebie zaleZne; zajmiemy sig przeto
obliczeniem tej zalezno$ci. Zanim jednakze do tego przystapimy, zwré-
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¢imy uwage na te okolicznodé, ze do wyrazenia tej zaleznosei wypadnie
zastosowad wladciwosdei rozmieszezenia mas punktéw danej bryly wzgle-
dem obranego bieguna momentéw; kazdy bowiem punkt danej bryly
jest punktem przelozenia wektora jego ilodei ruchu; wypadkowa prazeto
ich momentéw zalezy od rozmieszczenia geomefrynznego tych punktéw
wzgledem bieguna momentéw i od wielkosei ich mas.

llo§é ruchu danej bryly mozna obliczyé w tenze sposéb, w jaki
obliczyli$my te ilo$¢ dla dowolnegy ukladu punktéw, por. wzdr 4-ty;
powtérzymy przeto tutaj twierdzenie, podane w § 2-gim, ze ilo$é ru-
chu bryty materyalnej réwna sig ilosci ruchu srodka jej masy, gdy wy-
obrazimy sobie w tym $rodku skupiong caly mase danej bryly; twier-
dzenie to wyrazimy wzorem takim samym jak poprzednio

L (my, 0y) = m g

Wektor "momentu ilo$ei ruchu bryly materyalnej da sig wyrazié
wielkoéciami, okreslajgcemi ruch danej bryly i wielkodciami, wyrazaja-
cemi rozmieszezenie mas jej punktéw; gdy tymczasem wektor momentu
zmiennego ukladu punktéw moze byé wyrazony tylko sumg ilodei ruchu
oddzielnych punktéw, t. j. zlozong z tylu sktadnikéw, ile bylo punktéw
w danym ukladzie. Poniewaz ruch punktéw bryly materyalnej da sig
wyrazié wogble dwoma wektorami 7 i ; t. j. — wektorem predkosei do-
wolnego jej punktu i wektorem predkosci ktowej; poréwn, wzér 35-13)?,
podany na str. 73-ej tomu II-go, przeto i moment jej iloéci ruchu powi-
nien dad sig wyrazié temi wielkodciami,

Zajmiemy sip obecnie obliczeniem wzoru momentu ilodci ruchu da-
nej bryly materyalnej, wyrazonego wielkosciami okreglajgcemi jej ruch,
i w tym celu, azeby zadanie sobie utatwid, obliczymy go najpierw dla
pewnych szczegélnych przaypadkéw ruchu,

1) Gdy bryla jest w ruchu postgpowym z predkodeia @, to mo-
ment jej ilodci ruchu wzgledem dowolnie obranego bieguna wyrazimy
wzorem og6élnym

'"bk-f' My:E[mGﬁ.?’b].
m D Poniewaz w tym przypadku ruchu
"y wektory.iloéci ru.chu mogy byé uwazane
0 ¥, za p_rzectr}a]q,ce sipg w jednym punkcie —
w nieskonczonodei; suma przeto ich mo-
Rys. 16. mentéw réwna sig momentowi ich wy-

padkowej: a ze dlugodci tych wektoréw
53 pr.'opo_rny-onalne do mas, to wypadkowa ich, podobnie jak wypadkowa
sit cigzkodei oddzielnych punktéw, przechodzi przez $rodek masy danej
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bryly; i réwna sig wielkoSci #27; przeto, jezeli bryla jest w ruchu po-
stgpowym, to : ’

My=NmB; i Foz « 5 % 1% % o @ 87

gdzie 7 jest promieniem wodzgecym, wyprowadzonym z obranego bie-
guna, do §rodka masy danej bryly.

Whiosek ten wypowiemy: moment, wzgledem dowolnie obranego
bieguna, ilo$ci ruchu bryly, bedacej w ruchu postgpowym, réwna sig¢ mo-
mentowi ilosci ruchu $rodka jej masy wzgledem tegoz bieguna, gdy wy-
obrazimy sobie cala masg skupiong w tym Srodku.

W szczegblnym przypadku, gdy biegun momentéw obierzemy
w §rodku masy, to

M, = 0;

moment wzglgdem bieguna obranego w $rodku masy, iloei ruchu bryty,
. poruszajacej sig ruchem postgpowym, jest w kazdej chwili réwny zeru

2) Weimy teraz pod uwage uklad sztywny punktéw, lezacych na
plaszezyZnie i przyjmijmy, ze uklad ten znajduje sig w ruchu dowolnym
w swojej plaszczyinie; czyli weZzmy pod uwage figurg plaskg materyalng,
poruszajgcy sig w swej plaszcazyinie, .

Podezas ruchu takiego ukladu suma wektorowa momentéw ilosei
ruch6w oddzielnych jego punktéw zamienia sig na sumeg algebraiczna;
predkodei bowiem oraz ilodei ruchu oddzielnych punktéw lezg w jednej
plaszezyZnie; wektory przeto ka, lezg na wspélnej prostopadlej, wysta-
wionej w obranym biegunie.

Wiemy z kinemaiyki, ze kazdy ruch plaski moze byé wywolany
przez obr6t okolo Srodka chwilowego obrotu
poréwn, § 34-ty tomu Il-ego. Gdy obie-
rzemy biegun momentéw w $rodku chwilo-
wego obrotu (*) i oznaczymy predkod$é ka-
towa obrotu chwilowego literg ¢, wtedy

E’k:f}‘..f?,

- gdzie 7, oznacza w tym razie prostopadly
/ odleglodé bieguna momentdéw od kierunku
Rys, 17. iloSci ruchu &-tego punktu.

(*) Nalezy u$wiadomié sobie réznice pomiedzy érodkiem chwilowedo obrotu
a biegunem momentéw. Srodek chwilowedo obrotu okresla chwilowy ruch bryly;
biegunem za$, wzgledem ktérego obliczamy momenty, moze byc¢ dowolny punkt

* przestrzeni.
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Po podstawienu tej wartosci w ogélny wzdér momentu ilodei ruchu,
otrzymamy jego wartos$d -

' Mv,o:}:’ (mprpe.rp) = 9. X (myry?);
skgd wreszcie :
Mﬂ;n = fu » Lp . . . . .. v ' v . (GH]
gdzie 7, oznacza moment bezwladnodei danego uktadu wzglgdem $rodka
chwilowego obrotu. Wz6r ten wystowimy: moment ilosci ruchu figury
plaskiej materyalnej wzgledem _bieguna, obranego w Srodku chwilowego
obrotu, réwna sie iloczynowi z prgdkosci katowej i z momentu hezwtad-
nosci danej figury wzgledem tegoi bieguna.

Jezeli za$ biegun momentu ilodeci ruchu obierzemy w dowolnym
punkcie na plaszezyZnie danej figury, nie w $rodku chwilowego obrodu;
to warto$é tego momentu obliczymy, wyobraziwszy sobie na zasadzie
§. 89-tego tomu Jl-ego; #e ruch chwilowy figury danej jest ztozony z ruchu
postepowogo o predkodei 7, , jakg posiada w danej chwili np. $rodek
masy tego ukladu i z ruchu obrotowego o predkodei ¢ okolo tego Srodka;
moment przeto ilodei ruchu kazdego punktu sklada sig z sumy momentéw
ohvdwdoh skladowych tego ruchu; zwazywszy nastepnie, %e ruch punk-
i¢w, wywolany obrotem figury okolo §rodka masy, jest ruchem wazgled-
anym, ktéry okreéliliSmy w § 13-tym tego tomu; mozemy =zastosowad
bezpodrednio do obliczenia momentu ilo$ei ruchu danej figury twierdzenie,
podane w wzorze 30-tym tego tomu; wypowiemy je: moment ilosci
ruchu ukfadu plaskiego wzgledem hieguna, dowolnie obranego na plasz-’
czyznie tego ukfadu, skfada sig: z momentu iloéci ruchu postgpowego
wzgledem obranego bieguna, moment ten jest wyrazony réwnaniem G7-ym,
iz momentu ilosci ruchu obrotowego, wzgledem bieguna, obranego
w $rodku masy; moment [ten wyrazony jest wzorem 42-gim; catkowity
przeto moment: ¥)

My=1;, ¢ +Vmdg.7, . . . . . . . (09

W szezegélnym' praypadku, w ktérym $rodek masy figury plaskiej
pozostaje w spoczynku, wartoiei momen-
téw jej ilodci ruchu wzgledem wszystkich
biegunéw sa jednakowe; réwne 83 bowiem
wyrazowi /g . ¢. Do wniosku tego doj-
dziemy réwniez drogg bezpodredniego ro-
zumowania, wzigwszy pod uwage twier-
dzenie, ze suma wektor6w ilodei ruchu
kazdej bryly materyalnej rowna sig we-

Rys, 18,

*)  Czytelnik zechce sobie uprzytomni¢ polozenie tych wektoréw wzdledem
plaszczyzny figury, jak réwniez wyprowadzi¢ ten wzlr na podstawie § 58-mego
tomu I-go.
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ktorowi ilodei ruchu érodka masy; jezeli za§ suma ta réwna sig zeru,
jak w przypadku przytoczonym, to uklad tych wektoréw sprowadzié
mozna do pary wektoréw, ktérych momenty na zasadzie § 11B6-tego
tomu I-go, sg jednakowe do wszystkich biegunéw; uogélnié do prze-
strzeni. ' ‘

W  szezegélnym przypadku, ktéry rozpatrywaliSmy poprzednio,
jezeli biegun momentu pokrywa sig z biegunem chwilowego obrotu; to,
zwasywszy, ze w tym przypadku ‘

7o | 05 a wige 9,=7;.9
wyraz momentu ilodei ruchu jest nastepujacy
' My =mrs®. ¢+ Is. ¢
a zwasywyzy jeszcze, ze zgodnie z réwnaniem 5b6-em
mrs?-f-Iy=1,;
otrzymamy wzér 68-my, wyprowadzony bezpodrednio do tego przypadku.

8) Jezeli bryla materyalna obraca si¢ okolo osi, to moment ilofoi
ruchu wzgledem osi obliczymy w tenze sposéb, w jaki to uczyniliémy
- dla figury plaskiej, ze moment jej iloéei ruchu wzgledem osi obrotu ré6wna
sig iloczynowi z momentu bezwladnosei tej bryly wzgledem osi obrotu
i z predkodei obrotowej; i wzér tego momentu bedzie jednakowy ze wzo-
rem 68-mym z tg tylko ré#nicq, ze 7, oznaczad¢ bedzie moment bezwla-
dnoéci danej bryly wzgledem osi obrotu.

4) - Wyznaczmy teraz polozenie i wielko§é wektora momentu ilodei
ruchu bryly, obracajacej sip okolo pewnej osi, wzglgdem bieguna obra-
nego na tejze osi. W celu te-
go obliczenia zastosujemy
uklad spéirzednych (x,9, =),

P

Ye— Yesya,

ktérego poczatek obierzmy 2ok,

w danym biegunie O na da- L g

nej osi; i przyjmiemy kie- “f u.;;\/
runek osi obrotu ¢ za 0§ g, P et Mo .

Mu . Q\& g

niej; zresztg — dowolnie.
Na rysunku 19-tym poka- .
zany jest biegun momen- _ e \/Mv,x -
téw O i of obrotu ¢; oraz M, 0 St 3
jeden punkt s, danej bryly. ’

Wyobrazimy sobie na-
stepnie, %e szukany wektor
M ,jest zrzutowany naobra-
ne osi sp6rzednych; a rzuty Rys. 19.

a osi x i ¥ prostopadle do (
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jego, ktére oznaczymy literami 27, ., M, i M, ., uwazaé bedziemy stoso-
wnie do § 3-go tomu Il go, za momenty ilodci ruchu danej bryly wzgle-
dem osi x, ¥, #; a obliczywszy te momenty, wyznaczymy z nich polo-
tenie wladciwego momentu wzglegdem obranego biegunai obliczymy jégo
wielkodei; por6wn. §§ 47-my i 48-my tomu I go; w ktérych postgpo-
waliSmy w tenze sposéb; przy obliczeniu momentu sity wzgledem bieguna.

Azeby przeto obliczyé np. M, ., zrzutnjmy wektory ilosci ruchu
kazdego punktu danej brily na plaszczyzng (v, 2), i obliczmy momenty
tych rzutéw wzgledem poczatku spéirzednych. Oznaczywszy odleglosci
k-tego punktu od osi obrotu literami 4, ; wyrazimy warto$é predkosci
jego wzorem hyp. Oznaczywsszy nastepnie kat, juki tworzy promien A,
z plaszezyzng (y, &) literg oy, wyrazimy rzut U, y, & predkodei 2, na plasz-
czyzne (y, ) wzorem

Uy, e (Ayp) . sin oy, ;5
kierunek bowiem predkodei v, tworzy z plaszezyzna (y, &) kat (90—ay);
a ZWALYWSZY, %e
hb . 8in ap = Xp ;

wyrazimy rzut'na plaszczyzne (9, 2) wektora ilofei ruchu tego punktu
wzorem
My Xp P
a moment jego wzgledem bieguna, obranego w przecigeiu sig osi x
z plaszczyzng (y, 8) wzorem
_ — (mp % @) - By 3
£, jest bowiem w tym razie ramieniem tego rzutu; a wige
Myy=—¢ I (mp xp my);
lub inaczej B .
Myzg=—9 . lyys5 .« - « « « . . . (70

gdzie /;,y oznacza moment odérodkowy danej brylty wzgledem plaszezyzn
l-ej i 3-ej; poréwn. § 26-ty tego tomu.
W tenze sposéb obliczymy moment ilodei ruchu wzgledem osi y
Mv,y:_‘P-fsas; N (0]
lub te# otrzymamy ten wzér bezposrednio, gdy zastgpimy w nim x literg y;
wskaznik 1 wskaZnikiem 2,
Moment wzglgdem osi & obliczymy bezpoérednio z wzoru 68-go
i otrzymamy
Myg=9¢.I; . . . .. .. ... (12
Moment przeto ilodei ruchu wzglgdem bieguna O, obranego na osi
obrotu bryly, obracajacej sig okolo osi 2; wyrazimy wzorem wektorowym

Mv = Mv,x =+ Mzay = Mv,z'
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Ze wzoru tego wynika, ze kierunek wektora A7, 1.j. kierunek wek-
tora momentu ilodci ruchu bryly, obracajacej sig okolo danej osi wzgle-
dem bieguna obranego na tej osi, nie pokrywa sig wogéle z kierunkiem
tejze osi obrotu, jakby to pozornie zdawad sig moglo. Wniosek ten zresztg
unaocznimy sobie bezposrednio, jezeli zbudujemy wektor momentu «po-
jedynczego punktu materyalnego wzgledem bieguna obranego na osi,
okolo ktérej ten punkt sig obraca, porédwn. rys. 19-ty, W szczegélnem tylko
polozeniu bryly, jakie ona zajmuje wzgledem osi obrotu, kierunki te po-
krywad sip moga; a to nastgpi tylko wtedy, gdy jednoczeénie wartosci

Ly =103 oraz Iy 5 =0,

Whniosek ten wypowiemy :

kierunek wektora momentu iloéei ruchu wzgledem bieguna, obra-
nego na osi obrotu pewnej bryly materyalnej, nis pokrywa sig wogdle
z o08ig obrotu; pokrywa sip zas tylko wtedy z kierunkiem tej osi, jezeli
of ta jest jedng =z osi gléwnych elipsoidy bezwladnosei, zbudowanej
w obranym biegunie momentdw.

Z powyzszych warunkéw wynika jeszeze wniosek; jezeli w szcze-
gélnym przypadku bryla posiada takie polozenie wzgledem osi obrotuy,
%6 mna tej osi znajduje sig biegun bezwladnodei (§ 34-ty tego tomu);
to kierunek momentu ilodci ruchu wzglgdem tego bieguna, ale tylko
wzgledem tego bieguna, pokrywa sig z kierunkiem osi obrotu.

b) W ogélniejszym przypadku ruchu, jezeli kierunek osi obrotu
nie pokrywa sig z zadng z osi obranego juz ukladu spdhrzgdnych, to
w celu obliczenia wektora momentu ilo§ci ruchu wzgledem bieguna,
obranego na tej osi, rozlozymy wektor predkosci obrotowej § w kierun-
kach osi spéirzednych; dany przeto obrét @ bedziemy uwazali za zlozony
z trzech obrotéw &, 3,, ,; i obliczenie momentu ilofei ruchu sprowa-
dzimy do poprzedniego przypadku.

Wysznaczywszy kierunki obranych osi spéirzednych wektorami jed-
nostkowymi *) 7, %, 7, a momenty ilodci ruchu wzgledem hieguna, obranego
. w poczatku ukladu, powstajace podczas kolejnych obrotéw okolo tych
osi literami (JM7,),, (M,), i (M,),; napiszemy na zasadzie wzoréw 70-go,
T1-go i T2-go; stosujac je kolejno do tych przypadkéw

M)y = 9Ly T — Oy hn T — Qp Dy B .
(ﬂﬂ]é"h:_‘?yfira":”i"‘?y]y'f_“?y}.sm'k; I . (T3)

(Mﬂh:_cp.s!lﬂ -‘;_‘Ps"’z:s-f'{"?s"'z- k.

*) Wektory 7, %, I sg to trzy wektory, wzajemnie prostopadle, wychodzace

z jednedo punktu i posiadajgce dlugos¢ = 1, Kazdy przeto wektor, ktéredo po-

czatek lezy w punkcie wyjsciatych wektorow 4 = Ax . 1Ay . B4 A, , I; gdzie

R Ay‘,‘ Ay oznaczajg rzuty wektora na osi ¥, ¥, & lub tez, co na jedno wychodzi,
na osi 2, 2, I,
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A poniewaz M, = (M,), -+ (M), - (M,)s, przeto rzuty M, na osi
% yiz rdwnajq, sig
zf,x _|"‘Pa.'}x_"P1J'[1Js"‘(Ps'-Lrs§
Mv,yz'i‘"?x' 12 +‘?y*{1.r""?z']ms; (74)
Mys=— ¢y Ly — @y - Iany + 95 . 25
Wizory te znacaznie sig uproszczg, jexeli obierzemy gléwne osi elip-
soidy bezwladnodci, zbudowanej dla obranego bieguna momentéw, za 0si
spolrzednych; momenty bowiem odérodkowe bedg réwne zeru. Jezeli
przeto literami &, 7 i C oznaczymy osi giéwne danej bryly w obranym
biegunie, to z powy#zszych réwnan wynika, ze

Mye =% I
My =5, 1,3 } (75)
My = 3. I
skagd
My=6.5+%. Lyg+%. 2, - - . . . . (16

lub analitycznie
M2 = (9 . L)+ (g - 2p)* 4 (9¢ - L)%
it d

Réwnania te pozwalajg wyznaczyé wektor 17, gdy dane jest po-
lozenie wektora ¢ i polozenie bryly w przestrzeni; t. j. gdy znane jest
polozenie wektora § wzglgdem trzech giéwnych osi elipsoidy i momenty
bezwladnosei wzgledom iych osi. I odwrotnie, za pomocg powyzszych
réwnan wyznaczyé mozna wektor ¢, gdy znane jest polozenie wektora
M, wzglgdem osi gléwnych danej bryly oraz momenty jej bezwladnodei
wzgledem tych osi; wektor ten wyznacaymy z réwnan 75-tych

q_’gzﬂthe. B ___MT.F,?]_ f? ZM%C__
RS e T
skad
q—;z‘%ﬁ _?J+"W”C o ais s e (6D

1 Z, I

42. Energla kinetyczna bryly materyalnej. Okreslenie energii kine-
tycznej bryly jest takie same, jakie podaliSmy w § B-ym wogéle dla
ukladéw punktéw materyalnych. Poniewaz w danym razie ukladem
punktéw jest sztywna bryla materyalna, przeto gdy znany jest jej ruch;
t.j. gdy sa znane np. wektory 7 i @, wzér 85-ty str. 73-cia tomu II-ego;
wtedy predkosé kazdego jej punktu jest juz $ocifle temi wielkodciami
okreslona; a wigc i energia kinetyczna moze byé wyrazong temi wielkos-
ciami. Zadaniem naszem jest obecnie obliczenie energii kinetycznej
danej bryly, gdy dany jest jej ruch.
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W tym celu obliczymy najpierw te wartooi dla pewnych szcze-
g6élnych przypadkéw ruchu:.

1) jezeli np. bryla pozostaje w spoczynku, to jej energia kinetyczna

_ T==10Q;3

predkodci bowiem wszystkich punktéw sg réwne zeru;

2) gdy za$ bryla jest w ruchu postepowym z predkoéeia chwi-
lowa 9; natenczas
T = X (}my v2);
skad :

T = 1ma,

gd.ie m = X m, oznacza mase calej bryly;

8) gdy bryla obraca sig w danej chwili okolo pewnej osi z pred-
kodcig katowg ¢ i gdy 4, oznaczajg odleglosei jej punktéw od osi obrotu, to

v, = hy.@ a wigo

T=2ZX[imy (h.9)] =149 . 2 (my hy?);
i wreszcie .

T-—-:&!q,.qﬂ.....- . . .(78)
gdzie litera /, oznacza moment bezwladnoSci danej bryly wzgledem osi
obrotu. )

4) w razie za§ swobodnego ruchu bryly, energie jej kinetyezng obli-
czymy, gdy wyobrazimy sobie, ze ruch chwilowy zlozony jest np. z pred-
kodei postepowej 7, §rodka jej masy i z predkoéci obrotowej ¢ okolo
osi, przechodzgcej przez ten drodek; a zwazywszy, ze predkodei, ktdre
powstajg wskutek obrutu bryly, sg predkos$ciami wzglegdnemi okreslonemi
w § 13-tym, napiszemy wzér energii kinetycznej danej bryly z wzoru

34-ego.

T=§mvs—|—gs.<p; £ T e W e s (08
gdzie /g oznacza moment bezwladnodei bryly wzgledem osi chwilowego
obrotu, przechud:rq,ce; przez $rodek jej masy,

Wz6r ten wyslowimy: energia kinetyczna bryly materyalne] réwna
sig sumie alg ‘braiczncj dwéch skladnikéw; z ktérych jeden wyraza
energie kinetyczng srodka masy; gly wyobrazimy sobie skupiong w nim
calag mase; drugi za$ wyraza energig kinetyczng ruchu obrotowego bryty
okolo osi, przechodzgcej przez ten $rodek. linergig kinetyczng np. walca
o przekroju kolowym, toczgeym sig po plasamyz.me z predkodcia poste-
powg v, wyrazimy wzorem

T=fmor+dls.9* . . . « <« . « (80)

Wzér ten da sig jeszcze przeksztalcid ze wzgledu, ze mamy w da-

nym przypadku warunek toczema sig; ktéry wyrazimy wzorem

Ve =71.9;

Mechanika—Tom 1V.
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gdy literg » oznaczymy promien przekroju walca; a po podstawiemu
wartoéei ¢ z tego réwnania w poprzednie, otrzymamy

T:gmwsﬂ_i_;[s(f’f_)?; . Y (£ )

a poniewaz moment bezwladno$ci walca pelnego wzglgdem jego osi,

§ 22-gi,
Iy =tmr

przeto

”S
T'= g-m'vs"—|—§%.g mr?
r

i wreszcie, po uproszczeniu tego wzoru, wyraz energii kinetycznej
toczgcego sip walca jest nastgpujacy

=4{muv

43. Zwiagzek matematyczny pomigdzy wyrazem momentu ilo§ci ruchu
a wyrazem energii kinetycznej!), Poniewaz moment ilodci ruchu i ener-
gia kinetyczna danej bryly materyalnej jest §cisle okreslona wielkogciami
okreglajacemi ruch bryly, przeto pomigdzy wyrazem momentu i wyrazem
energii zachodzié powinien pewien zwigzek matematyczny; zwigzek ten
znajdziemy w nastepujacy sposéb.

Energig kinetyczng punktu A-tego, ktérg oznaczamy litera 75, wy-
razimy iloczynem skalarnym dwéch wektoréw; § b-ty,

- Ty = my T Ty
lub inaczej na zasadzie wzoru 18-go tomu Il-go.
Ty =14{my oy . V7.8

gdzie 75 oznaczajg promienie wodzgce, wyprowadzone z dowolnego bie-
guna obranego na osi obrotu do punktéw danej bryly.

Wyraz ten przeksztalcimy na zasadzie odpowiedniego prawidia
rachunku wektorowego na nastgpujacy

Tk——-}c?.mGﬁk.fﬁ;
a poniewaz
v_?”k ﬁj . fk = ﬂ!},k;
przeto
Ty =4 % My;

rowpcl? Obliczenia w tym § wymagajg znajomosci przeksztalceri iloczynéw wekto-
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po dodaniu takich- wartofci, zestawionych dla wszystkich punktéw danej
bryly, otrzymamy, ze
' T=4@o My v =« & o & = a0 w & (B2

Wizér ten wyslowimy: wartoéé energii kinetycznej bryly materyalnej
rébwna si¢ pofowie iloczynu skalarnego z wektora predkosci obrotu
i z wektora momentu ilosci ruchu wzgledem bieguna dowolnie obranego
na osi obrotu.

Zwigzek ten przeksztalcimy jeszcze na inny, przydatny czgsto do
przeksztalceri analitycznych. Zrzutujmy mianowicie wektory 3 i M, na
trzy wzajemnie prostopadle osi, a na zasadzie wzoru wektorowego; napi-
szemy réwnanie 82-gie w postaci algebraicznej

T"'"—__%‘Px'Mzr,x‘l"%?y'Mv,_y"l“‘}cpz'Mw,z? -« .+ (83)

Wartosci momentéw wzgledem osi spélrzednych podstawimy w to
r6wnanie z réwnan T4-ch, i otrzymamy

T =}, . Ix"‘%‘?_yz-ly'{"%?zz cly — 4. 2¢q,. Py - fx;s
—3.29y . Qg Loy — 42905 - Ly - . - - (84)
Okredliwszy przeto chwilowy obrét bryly wielkoSeiami- ¢, ¢, ¢,
i znajac jej momenty bezwladno$ci i odérodkowe wzglgdem osi spéi-
rzgdnych %, ¥, 5, obliczymy z wzoru 84-go jej energig kinetyczng.
Z réwnania tego, po jego zrézniczkowaniu czgstkowem wzgledem
zmiennych Px, Py, P, Otrzymamy

oT
-a?x—xsz. ]x-'ny Ay — P Iy

a po uwszglgdnieniu wzoru T4-go otrzymamy réwnanie
oT

—aa —— U, X

W tenze sposéb otrzymamy zwigzki pomigdzy rzutem momentu
ilodei ruchu danej bryly na obrane osi a pochodng czgstkowy energii
kinetycznej wzgledem rzutu predkosci obrotu na tg of; przeto mamy
wogéle ’

oT | o7 0T
Mv,x:Est,y—"égan,z—— do, =~ (85)

Jezeli osi rzutéw obierzemy w kierunkach osi gléwnych (§, 4, §)
grodkowej elipsoidy bezwladnodci danej bryly, to po podstawieniu
w réwnanie 83-cie. :

My e=o¢ I, it dg
otrzymamy L
T=ie?. s+ Iy-kted. by -+ . o . (86)
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skad, jak poprzednio, otrzymamy zwigzki

o7 0T M e 0T
v,§— acp‘_g' AT “wl™ g,

ktére sg réwniez szczegllnym przypadkiem réwnan 8b-ych.

C. Réwnania dynamiczne ruchu bryl materyalnych.

44. Réwnania dynamiczne. Poniewaz bryle materyalng uwazad
mozna za uklad punktéw materyalnych, pomigdzy ktérymi wystepujg sily
wewngtrzne czynigce zado§é prawu wzajemnego dzialania, réwnania
przeto dynamiczne ruchu é§rodka masy, oraz réwnania momentéw, wypro-
wadzone w §§ 9-ym i 10-tym dla ukladéw zmiennych, mozna bezpo-
érednio stosowad do ruchu brylsztywnych; réwnania te przeto sg nastg-
pujace: réwnanie ruchu drodka masy

3 p %) . @1

D=2 (87)
nastepnie, jako ré6wnanie momentu ilosei ruchu rzeczywistegé moze byc
zastosowane jedno z réwnan, podanych w § 10-tym tego tomu; sg one
bowiem jednakowe, réznig sig jedynie swg postacig; réwnania te sg
nastepujace '

SV Py, 7y =3Vmgp,.7,; lub zVP,,.rk=‘%zvmkrk.rk lab. . (89)

an,

réwnanie zas momentu, ilo$ci ruchu wzglednego wzgledem bieguna,
obranego w érodku masy, napiszemy =z réwnania 35-tego;

EVPk.r'k.—_—%ZmGﬁ'kf’é s e '. e (90)

Réwnanie 21-sze, t. j. réwnanie réwnowartosci pracy i energii
kinetyeznej w zastosowaniu do bryl sztywnych znacznie sig upraszcza;
suma bowiem prac sil wewnetrznych, jakie wystepujg pomigdzy punktami
sztywnej bryly materyalnej réwna sig zeru; co$my dowiedli w § 119-tym
tomu I-go; r6wnanie to przeto dla ruchu bryl sztywnych jest nastgpujace

diLlp=dX({myvp?. . . . . . . . . (9]

'Z r6éwnan tych obliczyd mozna ruch kazdej bryly, ktéry jest wywo-
tany dzialaniem danych sil zewnetrznych; a ogdlniej, méwigc, réwnania
te dajg zwigzek pomigdzy sitami, dzialajacemi na bryle, a jej ruchem.

Z réwnania ruchu §rodka masy, réwn. 87-me, obliczyé mozna podiug
metod, wylozonych w tomie IIl-cim, ruch ¢rodka masy, jako punktu
materyalnego o masie réwnej masie catej bryly. Znajomo$d ruchu §rodka
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masy danej bryly ma w .tym razie o tyle praktyczniejsze znaczenie, niz
mialo w ukladzie zmiennym punkt6éw, ze polozenie bryly w przestrzeni
jest juz przez znajomos$é polozenia tego s$rodka do pewnego stopnia
wyznaczone ; do zupelnie przeto $cistego okrelenia jej ruchu brak tylko
znajomosei ruchu wazglgdnego tej bryly wzgledem érodka masy, ktéry
obliczy¢ mozna z réwnania 90-ego. Z szedciu przeto niewiadowych,
jakie okreslaja wogdle ruch bryly swobodnej, trzy mozna obliczyd
z réwnania ruchu $rodka masy; a pozostale trzy z réwnania momentu
ilodei ruchu wazglednego, 7 tego bowiem réwnania obliczyé mozna
wektor 47, ,—lub jego rzuty pa dowolne osi lub na osi gléwne danej
bryly; a nastgpnie, znajgc ten wektor, wyznaczyé mozna wektor & chwi-
lowego obrotu, do czego zastosowad nalezy rdéwnania T4-te lub T7-me;
a wektor 3 lacznie z obliczong juz predkodeig vg okredli jednoznacznie
ruch chwilowy ‘danej bryly. Taka jest ogélna metoda obliczenia ruchu
bryly, wywolanego dzialaniem danych sik

Dla obliczenia przeto ruchu bryly swobodnej mamy dwa réwnania
wektorowe, réwn. 87-me i np. réwn. Y0-te; te dwa réwnania wektorowe
zastgpi¢ mozna wogéle sze§cioma réwnaniami skalarnemi, z ktérych
obliczyé mozna sze$é niewiadomych w funkeyi czasu; niewiadomemi
temi moga bycé np. sze§é spélrzednych, okreslajacych polozenie bryly,
swobodnej w przestrzeni. Dwa przeto réwnania wektorowe lub szedé
réwnati skalarnych, ktére otrzymamy ' drogg rzutowania, wystarcza
zupelnie do obliczenia ruchu bryly swobodnej; gdy dane sg sily na nig
dzialajgce. W zadaniach technicznych jednakze niewiadomemi bywaja
zwykle: ezgéciowo sily (np. nieznane sily odporowe) i czgéciowo spéirzedne
ruchu lub tez zwigzki pomiedzy temi spélrzednemi, poréwn. § 60-ty
tomu I-go; gdy bryla jest nieswobodng. Z tych rozpatrywan widzimy,
%e rébwnanie réwnowartogei pracy i enmergii kinetycznej jako réwnanik
si6dme staje sig do obliczenia ruchu bryly zbytecznem; nasuwa sig przeto
wniosek, ze to réwnanie, nie mogac staéd w sprzecznofei z réwnaniem
momentéw, musi byé wynikiem algebraicznych przeksztatcen tych réwnan;
czego tez bezposrednio dowiedziemy w paragrafie nastgpnym.

Obliczenie ruchu bryly z powyzszych réwnan znacznie sig uprodci;

<JVyrazy bowiem momentéw ilogci ruchu oraz energii kinetycznej bry}
sztywnych dajg sig wyrazié wzorami o skoficzonej postaci; t. j. daja sig
wyrazié funkecyami wielkodci, okredlajacych chwilowy ruch danej bryly;

~ wzory te oblicayliSmy juz w §8§ 41l-szym i 42-gim tego tomu i bedziemy
je stosowad do poszezegélnych przypadkéw ruchu bryl.

Zanim przeto przystapimy do rozwigzania kazdego zadania z dyna-
mikami bryl, powinnisSmy przedewszystkiem obraé spéfrzedne, okreslajace
pofozenie a wigc i ruch danej bryly; i nastepnie temi spéirzednemi wyrazid
momenty ilogei ruchu lub energig kinetyczna, poruszajacej sig bryly.
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Spélrzedne te oczywiscie mogg w rachunku wystgpowaé jako niewiadome
lub jako znane wielkosci; zaznaczyé przytem nalezy, #e od wyboru
tych spéirzednych zalezy predszy lub przejrzystszy sposéb przeprowa-
dzenia calego rachunku i — przedstawienia jego wynikéw.

45. Zwiazek pomigdzy rownaniem dynamicznem momentéw i réwna-
niem pracy*). W réwnaniu momentéw wyraziliémy sztywnosé bryly,
statoscig w danej chwili wielkodci ¢ dla wszystkich punkéw danej bryly;
ré6wnanie przeto momentéw i réwnanie pracy wyrazaja te same wlasci-
wodci bryly sztywnej i wskutek tego jedno z tych réwnaf powinno
byé wynikiem drugiego. W celu tego dowiedzenia rozpatrzmy réwnania
ruchu bryly, obracajacej sig okolo dowolnego punktu, Réwnanie momentéw
tego ruchu wzgledem bieguna, obranego w sSrodku obrotu, wyrazimy
réwnaniem; réwn. 88-me

E[Vpk ’ ?-'k] = E[Vﬂikﬁk. f’k]'

WyobraZzmy sobie nastgpnie, ze brylge dang obréciliSmy okolo osi
chwilowego obrotu o kgt §.d% i pomnézmy powyzsze réwnanie ska-
larnie przez tg wielko§é, a otrzymamy

L(V.Pk . fk).tp.dsz(mGp‘k ..fb) . (? .db
Przeksztalémy nastepnie te iloczyny skalarne podiug odpowiedniego
- prawidla, a otrzymamy
3P . Vi . 0. dt|=X[mp, . V7g. dt

Wektor V#,&.df wyraza czgstke drogi, jakg punkt A-ty zakresla
podczas obrotu bryly; czgstkg te oznaczymy wektorem d5; a po pod-
st;'a.wxemu tego wyrazu w réwnanie powyzsze napiszemy je 'w mnaste-
puney spos6b

2(Py..ds,)=1X [m;,ﬁk . %] di
diy,
drt

lub po podstawieniu pp = otrzymamy

d
27, . dsb)—— 3 (omy, T, );

a wigc réwnanie pracy sit podezas ruchu kulistego bryly sztywne; jest
wymklem przeksztalcen algebraicznych réwnania momentéw; nie wnosi
ono nam przeto zadnych nowych wiasciwodei ruchu.

*) Obliczenia tutaj stosowane wymnga}q znajomosci przeksztalcesi iloczynow
wektorowych.
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Jezeli zad réwnanie momentéw dane jest w postaci trzech réwnan
skalarnych; w postaci np. trzech réwnai momeniédw wzgledem trzech
osi prostokgtnych; ktére to réwnania mogg byé uwazane za rzuty réw-
nania wektorowego momentdéw na trzy osi; to, azeby z nich otrzymac
réwnanie réwnowarto$ei pracy i energii kinetycznej, naleszy kazde
z nich pomnozyd przez rézniczke kata obrotu danej bryly okolo kazdej
z trzech osi, a po.dodaniu tych réwnan otrzymamy rézniczke zupelna,
ktéra bedzie szukanem réwnaniem réwnowartodei pracy i energii kine-
tycznej. Réwnanie to bowiem bedzie wyrazem analityeznym iloczynu
skalarnego dwéch wektoréw. W szezegdlnym przypadku, jezeli bryla

obraca sig okolo osi nieruchomej i posiada w pewnej chwili predkosé

i‘g, to wystarczy pomnozyé réwnanie momentéw przez wielko$d do;

azeby otrzymad réwnanie réwnowartodei pracy i energii kinetycznej.

Réwnanie przeto réwnowartosci pracy i energii kinetycznej, zasto-
sowane do ruchu bryly sztywnej, moze byé uwazane jako jedno z trzech
réwnati algebraicznych, jakiemi wyrazié mozna kazde réwnanie wekto-
rowe. Réwnanie za§ réwnowartodci pracy i energii kinetycznej, zasto-
sowane do ukladéw zmiennych, jest niezalezne od r6wnania momentéw,
wyraza ono bowiem nowe wlasciwodei danego ukladu, a mianowicie wia-
deiwodel sit wewnetrznych, '

D. Obliczenie ruchu obrotowego bryly materyalne;j.

: 46. Ruch bryly, obracajgcej si¢ okofo osi nieruchomej. Jezeli
bryla materyalna moze tylko obracaé sig bkolo osi, nieruchomej w prze-
strzeni, to posiada jeden tylko stopieri swobody ruchu; jedno przeto r6w-
nanie algebraiczne wystarczy do obliczenia jej ruchu. Réwnaniem tem
moze byé tak dobrze réwnanie momentu ilo$ci ruchu, jak tez réwnanie
réwnowartodei pracy i energii kinetycznej. Jezeli zastosujemy réwnanie
momentu ilodci ruchu, to obliczymy momenty sit i moment ilodei ruchu
danej bryly wzgledem osi obrotu; momenty bowiem sil odporowych, wy-
stepujaeych w lozyskach, danej osi, réwnajg si¢ w tym razie zeru; a je-
dynie momenty sil, przytozonych do bryly, wejda do obliczenia.
Polozenie w przestrzeni bryly, obracajacej si¢ okolo osi nierucho-
mej, okredlimy katem o, jaki tworzy plaszezyzna, sztywno zwigzana
z brylg i przechodzgca przez o$ obrotu, — z inng plaszezyzng, przecho-
dzgeg réwnies przez te of, lecz pozostajacg nieruchomg w przestrzeni.
Oznaczywszy chwilowg predkosé literg ¢; moment bezwiadnodei bryly
wzgledem osi obrotu literg /;; to réwnanie momentu ilogei ruchu wzgle-



