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C. Kinetyka ruchu wzglednego.

13. Okreslenie ruchu wzglednego wzgledem $rodka masy. W wielu
razach dla uproszezenia rachunku lub dla unaocznienia sobie ruchu punk-
téw danego ukladu przyjmujemy, ze predkodéé kazdego punktu danego
ukladu sklada sig z dwdch predkodei: z predkodei réwnej prgdkosu ¥ jaka
posiada w danej chwili $rodek masy catego ukladu i z predkosei 97, okres-
lonej ze wzorn

5){.51-23 -l il!f.? A . I <. . (26)

W celu unaocznienia sobie predkodei @', wyobrazimy sobic caly
przestrzen razem ze znajdujacemi sip w niej punktami, w ruchu poste-
powym z predkodecig Ty predkosé wtedy wzglgdng punktéw danego
ukladu wzgledem tej przestrzeni wyrazimy wektorem 3';,, okredlonym
wzorem powy#szym; dlatego tez predkodé 7, uwazaé bedziemy jako pred-
ko$é unoszaca, a predkoéd 9 jako wzgledna, wzgledem przestrzeni, po-
ruszajgeej sig ruchem postgpowym z predkodcig $rodka masy. Zoba-
czymy z nastepujacych przykladéw, ze latwiej nicraz obliczyé kolejno
wielkosci ¥ i @'y, i nastepnie obliczyé predkodei wiladciwe; niz obliczyd
je bezposrednio; poréwn. tredé zakoriczenia § 51-go tomu Il-ego.

Stusznem bedzie mniemanie, ze kazdy ruch mozna rozlozyé na
najrozmaitsze ruchy skladowe; a obliczywszy kazdy z nich, mozna wy-
' tworzyé sobie caloksztalt ruchu rzeczywistego; i rzeczywiscie rozklady
takie bywajg stosowane; przytoczony tu jednak rozklad znajduje naj-
ozeéciej zastosowanie w naszych praykladach. '

14. llo§¢ ruchu wzglednego danego ukfadu punktéw materyalnych.
Na zasadzie okreélenia ruchu wzglgdncgo wyrazimy ilo§é ruchu A-tego
punktu wzorem

mpOp=mypOs+tmy v . . . . . . . (20)
a ilogé ruchu calego ukladu wzorem
E(mﬁ '5;3) =??£53 '—}— E(mk'ﬁ'k); il . e . (28)

a poniewaz na zasadzie réwn. 4-ego X (my, ;) = mi, przeto
BB =0 . . . o . v . s ow o« (29)

Jezeli sumg te nazwiemy iloscia ruchu wzglgdnego danego ukladu, to
wynik ten wystowimy: ilos¢ ruchu wzglednego kazdego ukfadu punktow
materyalnych réwna sig w kazdej chwili zeru. Wynik ten oczywidcie
stosuje sig tylko do przypadku, w ktérym przestrzen, wzgledem ktérej
odnosimy ruch wzgledny, jest w ruchu postgpowym =z predkodeig, jaka
posiada w danej chwili érodek masy danego ukladu.
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15. Moment ilosci ruchu wzglgdnego. Momentem iloSci ruchu
wzglednego danego ukladu punktéw materyalnych nazwiemy sumg mo-
mentéw ilodei ruchu wazglednego oddzielnych jego punktéw wzgledem
obranego bieguna. '

Okredlenie to wyrazimy wzorem

/W,u'z Y i‘-}'}k ﬁk' " P-"k,

w ktérym M, oznacza moment ilo$ci ruchu wazglgdnego; 7, — promien
wodzacy, wyprowadzony z dowolnego bieguna do A-tego punktu; 9, —
jego predkosé wazgledng, wyzej okreslong.

Z okredlenia tego momentu wyunika nasigpujaca jogo whumwnm
Poniewaz, stosownie do réwnania 29-go, X (m7";) =0, praeto uklad wek-
tordw 2,7, daje sig praeksztaleié wogoéle na parg wektordw w taki sam
sposGb, w jaki przeksztaleiliémy uklad wektoréw sil, ktérych N7, = 0,
— na parg sit. W § 20-tym tomu I-go dowiedlismy, ze wielko$é mo-
menftu pary sil nie zalezy od polozenia bieguna; dla danego przeto pray-
padku wypowiemy to twierdzenie-w sposéh nastepujgcy: moment ilesci
ruchu wzglednego kazdego ukfadu punktéw materyalnych jest wielkos$cia
stalg, wzgledem kazdego bieguna, obranego dowolnie w przestrzeni,

ZnajdZzmy teraz zwigzek pomiedzy momentem ilosci ruchu rzecazy-
wistego, a momentem ilogei ruchu wazglgdnego, wzgledom jednego i tego
samego bieguna.

. Poniewaz ilo$é ruchu kazdego punktu sklada sig z dwdch wekto-
réw, réw. 27-me, moment przeto ilodci ruchu kazdego punktu wyrazic
mozna sumg momentéw jego wektoréw skladowych; moment przeto ilogei
ruchu calego ukladu wyrazié mozna sumg momentéw wektoréw 2,i; i sumg
momentéw 79’; — ilodei ruchu wzglednego wszystkich punktéw danego
ukladu.

Wektory (m2,7,) sa wzajemnie réwnolegle, suma przeto ich momen-
téw réwna sig momentowi ich wypadkowej, ktéra, podobnie jak wypad-
kowa sit réwnoleglych, t. j. wogdle, jak wypadkowa wzajemnie réwno-
legtych wektoréw, proporcyonalnych do mas, — posiada punkt praylo-
zenia w Srodku masy i réwna sig wyrazowi mdg;—— moment przeto te]
wypadkowe] wyrazimy wzorem wektorowym

\ - Vmﬂs.f‘s;
w ktérym 7 oznacza promien wodzgey, wyprowadzony z obranego bie-
guna do Srodka masy danego ukladu.

Poniewa# moment ilo§¢i ruchu wzglednego nie zalezy od pologenia

obranego bieguna, obierzemy go przeto w £rodku masy danego ukladu
1 wyrazimy ten moment 'wzorem

pX mG g F,kr
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w kiorym litery 7/, oznaczajg promienie wodzgce, wyprowadzone ze $rodka
masy ukladu do wszystkich punktéw danego uktadu. Moment przeto ilo-
jei ruchu danego ukladu punktéw materyalnych wzgledem dowolnie
obranego bieguna, wyrazié mozna wzorem

EV,d,.Fp=VNmibg . 7s 4+ EVmydy.#, . . . . (80)

ktéry wyslowimy: wektor momentu ilosci ruchu danego ukfadu punktéw
materyalnych wzglgdem dowolnego bieguna, mozna wyrazi¢ sumg dwdch
wektoréw : wektora momentu ilosci ruchu $rodka masy tego ukfadu wzgle-
dem obranego bieguna i wektora momentu ilosci ruchu wzglednego bie-
guna, obranego w s$rodku masy.

W szezegdlnym przypadku, gdy obierzemy biegun momentéw w §rodku
masy ukiadu, wtedy moment ilodeci ruchu rzeczywistego wzgledem bie-
guna, obranego w frodku masy, réwna sig momentowi iloéei ruchu wzgled-
nego wzgledem tegoz bieguna, obranego w tym érodku, réwna sig zeru.
Twierdzenie to wyrazimy wzorem

EVmpty . Pa=5No8p - Py = = » o o« «.(81)

Wzdr ten otrzymamy rédwnics bezpoérednio z réwnania 30-tego po pod-
stawieniu w nie »g = 0.

Réwnanie to wyrazimy: moment iloéci ruchu rzeczywistego wzgle-

dem bieguna, obranego w $rodku masy, réwna si¢ momentowi ruchu

wzglgdnego wzgledem tegoz bieguna.

16. Energia kinetyczna ruchu wzglednego. Inergie kinetyezng ru-
chu wzglednego danego ukiadu punktéw materyalnych oznaczymy literg 7'
i okredlimy ja wzorem

T'=3@mp"}™: . . . . . '« . « (32

w ktérym litery ', oznaczajg predkodei wzgledne, okredlone wzorem 26-tym.
Obliczymy teraz zwigzek, jaki zachodzi pomigdzy wyrazem energii
kinetyeznej ruchu ﬂeczymstego a wyrazem energii kinetycznej ruchu
wzglgdnego.
Wektory wzoru 26-go tworzg tréjkat, rys. 1-szy,
z ktérego odezytamy, ze

<l

» e T e e ot Y N
M, U =0l 02 2v,. 0. cos ay;

gdzie a; oznacza kat, zawarty pomigdzy kierunkami
Rys. 1 predkosei v i o, Pomnozywszy to réwnanie przez
o ymy 1 zestawiwszy takie réwnania dla wszystkich

punktéw, otrzymamy po ich dodaniu
Y (fmpvpt) =T (dmy, vqa) -|— py (é my ') -2 (mpvs, 07y cOS0y) . (33)

Muchunlka—Tnm v. ] 2

N2
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W trzecim wyrazie, znajdujgcym sig po prawej stronie tego.réw-
nania, wyniesiemy przed znak sumy wartosé stalp v jako wspélny mno-
#nik i napiszemy ten wyraz w postaci

Vg « B(mey V') . COSOy).

Wartosé sumy tego wyrazu jest swng rzutéw ilodei ruchu wzgled-
nego punktéw tego ukladu na kierunek predkosei »;; a poniewa? suma
ilo§ei ruchu wszglednego, poréwn. wzér 29-ty, réwna sig zeru, przeto
i suma ich rzutéw réwna sig¢ zeru; a wipe wartosé tego wyrazu z réw-
nania 83-go znika. '

Réwnanie przeto 33-cie przeksztalei si¢ na nastepujgce

YS(mpv)=imo S Gmpv?) . . L . o . (34)
R B ] § Brref

Réwnanie to wyraza szukany zwiazek, ktory wyslowimy: energia
kinetyczna danego ukfadu punktéw materyalnych réwna sig¢ sumie dwdch
energii: energii kinetycznej Srodka masy ukfadu, gdy w tym érodku wy-
obrazimy sobie skupione masy wszystkich punktéw danego ukladu, —
i energii kinetycznej ruchu wzglednego tych punktow.

D. Roéwnania dynamiczne ruchu wzglednego.

17. Réwnanie dynamiczne momentéw. Rdéwnania te majg na celu
wyrazenie zwigzkéw pomiedzy silami, dzialajgcemi na dany ukilad, a ru-
chem wzglednym, jaki okresliliimy w § 13-tym; w szczogblnodei zas
majg na celu wyrazenie zwigzkéw pomigdzy momentem sit zewngtrznych
a momentem ilosci- ruchu wzglgdnego, lub tez zwigsku pomigdzy pracy
tych sil a energia kinetyezng ruchu wzglgdnego danego ukladu punktéw.

Réwnanie dynamiczne momentéw, t. j. réwnanie 18-te pozostaje
w mocy dla dowolnego bieguna momentéw; jezeli przeto obierzemy go
w Srodku masy danego ukladu i weZmiemy pod uwage réwn. 31-sze, wy-
razajgce, ze moment iloSei ruchu wiladciwego wzgledem bieguna, obra-
nego w frodku masy, réwna si¢g momentowi wzglgdem tegoz bieguna
ilodei ruchu wzglednego, fo napiszemy hezpodrednio szukane réwnanie

Evpk ‘J-"k :f:;EmGﬂ’k 3 ’F’ﬂ‘ o W W W (35)

Z poréwnania tego réwnania z réwnaniem [l18-tem wynika, ze sg
one jednakowe tak dla ruchu rzeczywistego, jak i wzglednego, okreglo-
nego w § 18-tym, jezeli biegun momentéw obierzemy w érodku masy
danego ukiadu.
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18. Rownanie réwnowartosci pracy wzglednej i’ energii kmetycznej
ruchu wzglqdnego Zna]damy Léraz awigzek pomijedzy pracy: wzglqdnqo
sit, a energig kinetyczna ruchu’ wzglqdnego ‘Hnorgig kinetytzna ruchu
wzglgdnego okreSlilismy wzorem 32.gim; okreélenie za$ pracy wzglednej
jest nast¢pujace: pracg wzgledng danej sily nazywamy iloczyn z sity
i z rzutu przesunigcia wzglednego &5, na kierunek sity, czyli pracg wazgle-
dng nazwiemy prace- jakg dana sila wykona podvzas wzglednego przesu-
nigeia jej punktu przylozenia. Okreélenie to wyrazimy iloczynem ska-
larnym nastgpujaecym wzorem

dL’P; - PA’ dS’A WS E mE el ke e I (36)

w ktérym dL’p 5 oznacza wartoSé pracy, nazwanej wzgledng, sily pray-
fozonej do ktego punktu, a ds’, — rzut przesunigcia wzglednego tegoz
punktu na kierunek sily. :

Obliczmy teraz zwigzek pomigdzy praca rzeczywista sily, a praca
wzgledng tejze sily. Rzut przesunigeia wzglgdnego na kazda of, a wige
i na kierunek sily, réwna sig réznicy algebraicznej rzutu przesunigcia
wladeiwego i unoszgcego. Gdy podstawimy tg réznice w iloczyn, wyra-
zajacy pracg wzgledng, t. j. we wzér 36-ty, wiedy otrzymamy rdznice
dwéch wyrazéw, z ktérych jeden jest wartodeia pracy rzeczywistej; drugi
za$ jest iloczynem z sity i z rzutu przesunigcia unoszgcego na kierunek
tej sily. ' ' _

Jezeli napiszemy takie réwnanie dla kaiﬂdego z punktéw i nastepnie
dodamy je, to ofrzymamy wzér

dllp =l — By fds, ¥ 5 o 2 e wts O

gdzie ds, oznacza rzul przesunigeia unoszgcego na kierunek sily wypad-
kowej, wzlr ten daje zwigzek pomigdzy sumg prac wzglgdnych, a sumg
prac rzeczywistych sil, przylozonyeh do punktéw danego ukladu,

W ukiadach punktéw materyalnych wystgpuja jeszcze sily wew-
wnetrzne, ktérych prace wladeiwg obliczymy ze wzoru 20-go, prace zas
wzgledng tych sit ~obliczymy ze wzoru 37-go, gdy wektorom sil dziala-
jacych nadamy znaczenie sit wewngtrznych; a poniewaz suma tych si
wewnetrznych kazdego ukladu punktéw materyalnych rowna sig zeru,
przeto drugi wyraz, stojacy po prawej stronie tego réwnania, réwna sig
w tym razie zeru; otrzymamy przeto réwnanie

dL'w:de; I I T = (38)

gdzie dL'w oznacza pracg wzgledny sit wewngtrznych. Réwnanie to wy-
stowimy: praca wzgledna sif wewnetrznych kazdego ukfadu punktéw ma-
teryalnych réwna sig pracy rzeczywistej tych sif,
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Sume przeto wzglednych prac sil zewngtrznych i wewngtrznych
danego ukladu punktéw wyrazimy wzorem

dLJP —!—- dL'W:dL}- s f\)k . (I’S” *l— (fLw.

Zastapimy w tem réwnaniu, stosownic do réwnania 2I-go, sumg
prac sit zewnetrunych i wewnetrznych przyrostem energii Kinetycznej
calego ukladu, a otrzymamy réwnanie nastgpujgce

dL's - dL'vg = d (§ my v,") — (X)) - dsy, .
Podstawimy nastepnie
Ry .ds, = d (§mu");

silp bowiem & wyobrazié sobie mozna przytozong do $rodka masy
ukiadu, w ktérym wyobrazimy sobie skupione masy wszystkich punktdw.
Po tem podstawieniu otrzymamy, wzigwszy przytem pod uwage

réwn, 16-te,
LfL’p ‘-I— ifL’wr— d}.‘n(} 1?1).,1.";;2) R I R ERT S (39}

Réwnanie to, ktére co do swej postaci jest jednakowe z réwna-
niem 21-szem, zestawionem dla ruchu rzeczywistego, wyslowimy: praca
wzgledna sit zewnegtrznych, przyfozonych do punktéw pewnego ukfadu,
tacznie z pracg (wzgledng lub rzeczywista) sit wewngtrznych réwna sig
przyrostowi energii kinetycznej ruchu wzglednego punktéw danego uktadu.

Réwnanie 8b-te i 87-me daje zwigzek pomigdzy spélrzgdnemi
punktéw wazgledem drodka masy i predkodeiami wzglednemi; stosowad
je przeto mozna do obliczenia ruchu wzglednego, t. j. do obliczenia np,
predkosci 9';; a ze z réwnania 14-go obliczy¢ mozna predkodé o, drodka
masy, przeto z tych dwdch predkodei obliczyé mozna predkosei wlasciwe;
a nastgpnie fory danych punkiéw i inne wiadciwosci kinematyczne ruchu
punktéw danego ukladu.

Tozsamodé réwnari dynamicznych ruchu wzglednego z takiemiz
réwnaniami ruchu rzeezywistego jest wynikiem danego okreélenia ruchu
wzglednego; dla innych ruchéw wzglednych réwnania te wogdle sig
zmienig, nie mogy byé przeto stosowane.

19. Przyktad. Obliczyé ruch dwéch punktéw materyalnych o ma-
sach m, i m,, zwigzanych z sobg nicig sprezyscg i wyrzuconych w polu
vigzenia ziemskiego, przyjawsazy, ze nié podczas ruchy punktéw pracuje
na ciggnienie. ' ,

Jezeli dlugosd nici w stanie nierozciggnigtym ==/, a w stanie roz-
ciggnigtym w pewnej chwili = r; to w nici wystepuje naprezenie .S,
proporeyounalne do wydluzenia; wartodd tego naprezenia wyrazimy wzorem

S=4k.0—
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gdzie £ oznacza spélezynnik proporcyonalnosei, wiladciwy danej nici.
Uklad dany zlozony jest przeto z dwéch punktéw materyalnych, masy
bowiem uici, w celu ulatwienia obliczen, nie uwzglednimy; na punkty
te dzialajy sily wewngtrze -+ S i sily zewnetrzne, réwne ciezarom tych
punktow.

W my$l wypowiedzianego twierdzenia o ruchu srodka masy réwu.
14-te, drodek ten o masie (my -~ m,) porusza sip tak, jak gdyby na
niego dzialala tylko sila cigzenia (m, -} m,) &. Srodek ten przeto sto-
sownie do obliczenia, podanego § H-tym tomu Ill-go, zakresla parabolg,
ktérg wyznaczymy z poczgtkowej jego predkosei,

W celu zad obliczenia predkodei kazdego z punktéw, obliczymy
najpierw ich ruchy wzgledne i w tym celu wyobrazimy sobie stosownie
do okreglent, danych w § 13-tym tego tomu, ze kazda z tych predkoSci
ziozona jest z predkodci unoszgeej, réwnej predkosci Srodka masy
i z predkosdci wzglednej. Predko$é unoszgea w pewnej chwili obliczymy
"z ruchu érodka masy; a predkoéei wzgledne obliczymy z réwnaii ruchu)
wzglednego. Rdéwnanie ilosei ruchu wzglednego danego ukiadu jest.
zgodnie z réwn. 29-tem i % warunkami poczgatkowymi, nastepujace

w0y Fmdy=0;. . . . . . . . . (40

a réwnanic momentéw tego ruchu, zgodnie z réwn. 3H-tem, jest nast.
a ' i
EZ Vnyt'y . #p = 0;

moment bowiem sil zewnetrznych wzgledem bieguna, obranego w frodku
masy, rébwna sig zerun. Rdéwnanie to po scalkowaniu przyjmie postad
nastepujacy

V', PV gty Py =V @'y P01V 1000 oo -« (41)

7 réwnania 40-go wynika, ze wektory ilosci ruchéw wzglednych
obydwdch punktéw tworzg w kazdej chwili podezas ruchu pare wekto-
réw, nie mogg bowiem tworzyé dwdéch réwnowasgcych sig wektoréw,
gdyz moment ich, jak wskazuje réwn. 41-sze, nie jest réwny zeru. Po-
niewaz wektory te tworzg jedng plaszczyzneg, chwiloewy przeto ruch
wzgledny tych punktéw jest plaski, z czego wynika, ze kierunki wekto-
réw momentéw iloci tego ruchu kazdego z tych punktéw wzgledem
bieguna, obranego na tej plaszczyZnie, wzajemnie sig pokrywaja. Z réw-
nania zag 41-go wynika, ze kierunki te nie zmieniajg sip podczas ruchu
punktéw; plaszczyzna przeto ruchu wzglednego tych punktéw pozostaje
podezas ruchu punktéw do siebie réwnolegla. Wiadciwy zatem ruch
tych punktéw sklada sig z ruchu wzglednego, ktéry odbywa sip w pla-
szezyZnie, prostopadiej do wektora momentu poczgtkowej ilodei ruchu

wzglednego i z ruchu postgpowego o chwilowej predkosei 7, Zwrbei¢
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tu nalezy uwage, %e wladciwodei te stosujg sig do ruchu dowolnych
dwéch punktéw, pomigdzy ktérymi wystgpuja dowolnie zmienne sily
przyciggajace lub odpychajace; doszliSmy bowiem do okreslenia tych
wladciwodei, nie korzystajgc z wladciwodei sil, wystepujgpcych pomigdzy
tymi punktami. Wniosek ten przeto stosuje sig réwniez np. do dwéeh
punktéw materyalnych, zwigzanych nicig nierozeiggliwg.

Azeby obliczy¢ ruchy szczegdlowe punktéw danego w tem zadaniu
uktadu, nalezy zastosowad réwnanie réwnowartosci pracy i energii ki-
netycznej ruchu wzglednego, réwn. 39-te; w réwnanie to bowiem
wechodzg wyrazy sit wewnetrznych. W tym celu obliczymy najpierw
wartodei pracy wzglednej sit wewngtrznych i takgz pracg sit zewngtrz-
nych. Pracg wzgledng sit zewnetrznych wyrazimy w mysl danego
okresdlenia, wzorem 306-tym

ALy — @ . di'y - m& . dr's . . . . . . (42)

A poniewa? promienie wodzace wyprowadzone sy ze $rodka masy
uktadu; przeto mamy zwigzek

mfy + ot =05 . . 0 . 0 o . - (48)
z ktérego wynika, 2e ~
mydr', - mydr'y = 0;

po podstawieniu tego wzoru w réwnanie 42-gie, otrzymamy, Z%e praca
wzgledna sil cigzkoSei punktéw danego ukladu réwna sig zeru. Wartodd
przeto praoy wzglednej sit wewngtrznych réwna sig przyrostowi enecrgii
kinetyeznej ruchu wzglednego, co wyrazimy réwnaniem nastepujgcem

—S.dr, —S.dry =d@mvP 4+ tmrd) . . . (44)

Po wyrugowaniu z réwnania 40-go, 41-go 43-go, i 44-go,
dwdéch niewiadomych, np. niewiadomych 7', i /,, otrzymamy dwa rdéw-
nania z dwiema zmiennemi %', i 7, z ktérych obliczymy ruch wzgledny
punkiu I1-szego; — w tenze sposéb obliczyé mozna ruch punktu 2-go.
Po przeprowadzeniu tego rachunku zobaczymy, ze ruch tych punktéw
wyraza sig wogdle funkcyg eliptyczng.

W szezegllnym przypadku danego zadania, w ktérym przyjaé mozna,
ze dlugodé 7 jest tak maly wobec dlugodei », %e mozna wartosé jej po-
mingd, réwnania te znacznie sig uproszezg, otrzymamy bowiem zamiast
funkeyi eliptycznych funkeye algebraiczne. Po obliczeniu np. z réwn.
40-go i 43-go @', i 7, i po podstawieniu tych wislkodci do réwnania
momentéw, t. j. do réwn. 41-go, otrzymamy

U = =F -
Vo P =m0 Pygsv s & « & & o+ (4D)
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a nastepnie po podstawieniu ftychze wartosci, wyrazonych tylko alge-
braicznie, do réwnania pracy, .t. j. po podstawienin w réwn. 44-te
wartogei
- m
ro=—Ly; oraz =
My My

i ey /

Vi s v . o« « (A6)

otrzymamy, po skresleniu wspdélnego mnoznika, nastepujace réwnanie

~kﬁuﬂﬂﬂWﬂ:%m%%.,..'.@ﬂ
Mg

Z réwnania 45-go i 47-go obliczyé mozna ruch wzgledny punktu
I-go w tenze sposGb, w jaki obliczylismy przyklad, podany w § 29-tym,
tomu Ill-go z réwn. 79-go i 78-go. Wykonania tego obliczenia uniknie-
my, jezeli zwazymy, Ze réwnanie 47-me wyraza réwnowartodd pracy sily,
ktéra przyciaga punkt materyalny s, do $rodka masy proporcyonalnie do
odleglodei tego punktu od érodka; a ruch taki juz obliczyliSmy w § 16 ym
tomu IlI-go. Ruch przeto kazdego punktu ukladu danego sklada sie
z dwéch ruchéw:

1) =z ruchu po elipsie, lezgcej w plaszezyznie, okreglonej kierun-
kami predkofei wzglednyeh w poezgtku ruchu, i kiérej érodek pokrywa
sig ze drodkiem mas danych punktéw, Obydwie te elipsy sg okreslone
wektorami poczgtkowych polozeri punktéw i ich predkodei wzglednych
jak to bylo opisane w § 16-tym tomu Ill-go; — i

2) z ruchu postgpowego tej plaszczyzny o predkodei 7, stycznej
do paraboli, okreglonej poczgtkowsy predkodeia érodka mas tych punktéw.

Jezeli dane sg predkosci poczatkowe ¥y,, 1 Ty, danych punktéw,
to odpowiednie im predkodei wzgledne obliczymy z nastgpujacych wzo-
réw, wynikajacych z okredlenia ruchu wzglednego

e =
Yo = Yo — Vg3
a poniewaz
B e _m151:0+m871210
- el — . ¥
my |~ my
przeto
- mﬂ = —
g —= - (Dgy0 — Dayo);
e

w tenze sposob, zastgpiwszy (wskaznik 2 wskaZnikiem 1 i odwrotnie.
otrzymamy '

m,

—~ (Tgy0 = Tyl

-
Vo =
miy +
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predkodci te oraz wektory 7y, i #y, wysnaczajy elipsy, po kidrych te
punkty sig poruszaja, — stosownie do wzoru 6l-szego tomu IlI-go.

7 réwnan tych obliczyé mozna réwniez np. predko$ei poczytkowe
dla przypadku, w ktérym punkty te zakreslajg kola zamiast elips; lub
tez — w kbtérym poruszaé sig -one beda po jednej elipsie, a nie po
dwéch oddzielnych elipsach, i t. p.

W szezegdlnym przypadku, w ktérym np.

My Dy = Myl = 0;

t. j. w ktérym predkodei poczgtkowe sy odwrotnie proporcyonalne do
mas, kierunki ich réwnolegle a zwroty przeciwne; $rodek masy tych
punktéw nie otrzyma predkofei poezatkowej; ruch przoto tego Srodka
hedzie taki, jaki jest ruch punktu materyalnego upuszczonego bez pred-
kodei poczgtkowej, 1, j. ruch unoszgey tych punktéw bedzie pionowy,
postepowy i jednostajnie przyépieszony, Dla tego przypadku otrzymamy
72 wzoréw powyzszych, ze

=
U0 == Upoy OFAZ Uy == TUyy,

t. j. ze poczatkowe predkodei wzgledne tych punktéw réwnajs sig pray
tych warunkach ruchu poczgtkowego predkosciom rzeczywistym; co réw-
niez wynika z tego ogélnego warunku, sze w chwili, w ktérej plaszczy-
zna nie posiada predkodei unoszgeej, predkodei w tej plaszezysnie, 6. j. -
wzgledne, réwne sg predko$ciom rzeczywistym,

Zbadajmy teraz znaczenie fizyczne sily, dzialajacej na punkt 1-szy
wartodé tej sily, stosownie do rdwnania 47-mego, wyraza sip wzorem

e B

Wiy
wartodé zas sily, dzialajycej na punkt drugi, — wyrazem
m
B 22) r
"y

pozornie sily te sg rézne, lecz po uwzglednieniu zwigzku 46-go otray-
mamy, ze obydwie te sily wyrazajy sig jednym wzorem £ (7, - #,);
sg one przeto réwne naprgzeniu nici; co tez i ze stanowiska fizycznego
jest zrozumiale, )
Obliczmy teraz ruchy punktéw, jakie one wykonuja od chwili,
w kidrej sila przyciggania, wystepujgca pomiedzy punktami, przestanie
dziala¢ (np. od chwili, w ktérej nié igczaca pgknie lub tez stanie sig
r = << I). Od chwili w ktérej sila przyciggania przestaje dzialad,
punkty wykonujg ruch tylko pod dzialaniem sil cigzenia; t. j. kazdy
z nich zakreéli parabolg z taka poczgikows predkodcig, jaka on posiadal
w chwili, w ktérej sila przyciggania przestala dzialad. Obliczmy teraz
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jaki ruch wykona srodek masy tych dwdéeh punktéw. W my$l prayto-
czonych w § 16-tym obliczen, punkty zakredlaja parabolg, ktérych
plaszezyzny sa pionowe i przechodzg przez kierunki poczgtkowych
predkosel &y, 1 &y, jakie punkty posiadaja w chwili, w ktérej sita pray-
ciggania przestala dzialaé. W celu obliczenia ruchu $rodka masy tych
punktéw obierzemy dla ulatwienia rozpatrywan poczatek ukladu spél-
rz¢dnych w tem miejsecu przestrzeni, w ktérem znajdowal sig ten $rodek
w chwili, w ktérej sila przyciggania przestala dzialad; i wyprowadzmy
z niego promienie wodzace f;, i p, do poruszajgcych sie swobodnie pun-
ktéw; a réwnania ruchu tych punktow, zgodnie z réwn 56-tem tomu III-go,
sg, nastgpujyce

pph=ime+4g.#

Py = @ay0 ¢ '_{_' %

W celu obliczenia promienia wodmcago frodka masy tych punktéw

oznaczmy promien wodzgey tego Srodka literg pr i naplszmy stosownie
do okreg¢lenia érodka masy

QI L=

s Py D)
my |~ my
Podstawny w to réwnanie wielkosci pomieni wodzgeych, obliczone
w poprzednich réwnaniach, a otrzymamy po uproszczeniu

MyCyy0 —1= MgCas

Ps = ol
zawazywszy nastepnie, ze na zasadzie réwnania 4-go
MyCyp0 | Myl = (Mg = my) 24,0,

otrzymamy szukane réwnanie ruchu
P + 1 &.

z ktérego wynika, ze drodek masy porusza sip w ten sposéb, w jaki
porusza sig punkt materyalny, poddany sile cigzenia i wyrzucony z pred-
koscig poczatkowsy 7 o Liecz predkosé og o jost predkoscig tego srodka,
ktéry podkreslal parabolg, okreslong predkoseiy @y o; Srodek ten przeto
makreéla, po przestaniu dziatania sily wewnetrznej, te¢ samg parabolg,
jaka zakre§lal podezas dzialania tej sily. Sila przeto przyciggania nie
wplywa na ruch §rodka masy, leez na ruch jego maja wplyw tylko sity
zewnetrzne, dzialajapce na punkty danego ukiadu.

Whiiosek ten moze byé uwazany za szezegblny praypadek twier-
dzenia, ktéredmy juz dowiedli ogélnie, e sily wewnetrzne, jakie wyste-
puja pomigdzy punktami danego ukladu, nie wplywajg na ruch ich srodka



§ 19—20. = 98 —

masy, gdy rozszerzymy to Lwlerdzeme do przypadku, w ktérym wartosei
tych sil stajg sig zerami.

Whiosek ten mozemy uogdlnié do wszelkich ukladéw punktéw
materyalnych, i jezeli np. prayjmiemy, %e §rodek masy pocisku armat-
niego, wyrzuconego pod pewnym kgtem wzgledem poziomu, zakre§la
parabolg, to po rozpeknigeig sig tego pocisku wskutek sil wewnetrznych,
§rodek mas wszyskich jezo czgslek, na ktére dany poeisk sig rozpryénie,
zakreglad bedzie tg samg parabolg, i takg samg predkodeia, z jakgby
zakreslal drodek pocisku calkowitego; i gdyby jakies sily wewngtrzne
znéw skupily te szczgtki w jedng mase, to drodek tej masy znalazlby
sig znéw na tej samej paraboli w tem jej miejscu, w ktérem znajdo-
walby sig w danej chwili, poruszajac sig z pociskiem nierozerwanym.

20, Przyktad. Pomigdzy "dwoma ‘punktami -‘materyalnymi dzialajy
sily proporcyonalne do mas tych punktéw i odwrotnie proporcyonalne
do ich wzajemnej odleglosci; obliczyé ich ruchy, przyjawszy, %e zadne
sily zewnetrzne nie dzialajg na te punkty,

Z réwnania iloSei ruchu $rodka masy

dt

wynika, %e $rodek ten porusza sig ze stala predkoscig, jakg on posiadat
w poczatku ruchu; t. j. ruch tego Srodka bedzie prostolinijny i jedno-
stajny lub tez drodek ten bedzie pozostawal w spoczynku.

Réwnanie momentéw iloSci ruchu wazglgdnego jest jednakowe
z réwnaniem poprzedniego przykladu; moment bowiem sit zewngtrznych
w tym razie just réwniez réwny zeru jak poprzednio, choviaz z innych
wzglgddw; ruch przeto tych punkiéw sklada sig z ruchu na plaszezys-
nie, poruszajagcej sig ruchem postgpowym lub tez pozostajacej w spo-
czynku.

Réwnanie energii kinetycznej ruchu wzglgdnego rézni sig od po-
przedniego wartoscia pracy sily prayciggajgcej, jest ona bowiem w tym
razie -inng; réwnanie to jest nastgpujace

— - G’h A (r'y ') =d (§mg V' P my ')
po podstawieniu wartofci #', i ¢, wyrazonych réwhaniami 46-temi,
ktére i w tym razie pozostaje w mocy, otrzymamy po odpowiedniems
skréceniu
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4 po oznaczeniu wyrazu

e likOLG 'y

otrzymamy réwnanie

—komy.m'y. ’% .ar'y=d{mv'2).
1

Lewa strona tego réwnania wyraza prace sily, dzialajycej na
punkt »2;; proporeyonalnej do iloczynu mas 72, i m',, ktéry nalezy wyobrazié
sobie umieszezony w Srodku masy danych punktéw, i— odwrotnie pro-
porcyonalnej do odleglodei punktu m; od tego srodka; prawa za$ strona
tego rownania wyraza przyrost energii kinetycznej ruchu wzglednego
punktu 2, na ktéry dziala ta sila. Poniewaz sSrodek masy pozostaje
we wzglednym spoczynku, przeto ruch wzgledny danego punktu sz, jest
taki, jakiby ten punkt wykonal, gdyby byl przyciagany do nieruchomego
§rodka podlug prawa, podanego .w tem zadaniu, t. j. podlug prawa
Newton’a i gdyby 'w tym drodku byla skupiona masa #',, Na zasadzie
obliczeri wykonanych w § 29-tym tomu Ill-go i zwazywszy, Ze ruch
wzgledny obydwéeh punktéw odbywa sig w jednej plaszcezyzZnie, doj-
dziemy do wniosku, ze ruch wzgledny dwéch takich punktéw odbywad
sip bedzie w jednej plaszczyZnie po pewnych stozkowych o wspélnem
ognisku, pokrywajgcem sig z nieruchomym w tej plaszczyZnie Srodkiem
masy tych punktéw.

Sile, ktdéra przycigga kazdy z tych punkiéw, mozna obliczyé réw-
niez droga bezpodrednig; a mianowicie sila np. S;, ktéra przycigga
punkt zz;, w my$l danego okreslenia

‘ Sy =+# s
Sy =k.m .My ——————;
T
a po podstawieniu w ten wyraz
r My
Yo=Fyi.—,
iy

otrzymamy wyraz wiclkosdci tej sily

ktéry jest jednakowy # wyrazem poprzednio obliczonym.
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W szezegdlnym przypadku, w kiérym np. masa s, jest bardzo
wielka w por6wnaniu z m,, érodk masy obydwéch punktéw lezy blizko
irodka masy punktu m,; wskutek czego przyjaé mozna z pewnem przy-
blizeniem, %e punkt ten pozostaje w spoctynku na danej plaszczyZnie
i jest $rodkiem przycizgajgeym,

7 pewnem przyblizeniem przyklad ten zastosowaé mozna do obli-
czenia ruchu planet. Przyja¢ bowiem mozna z pewnem przyblizeniem,
v np. slonce i ziemia przedsiawiajp dwa punkty materyalne, ktére
w my§l hypotezy Newton’a przyciggajs si¢ wedlug prawa, wypowiedzia-
nego w tym przykiadzie. Slorice i ziemia przeto zakreslajy linie stoz-
kowe (elipsy), ktérych ogniska, §cifle méwige, lezg w Srodku mas oby-
dwéeh tych planet; z przyblizeniem zad przyjaé mozna, ze wzgledu na
znaczng wielko$é magy slofica, w stosunku do masy ziemi, lezy one
w $rodku slotica tak, i% ziemia tylko zakredla okolo slorica pewng linjg
stozkowg; stozkowa ta, jak pomiary wykazuja, jest elipsa. Utozsamienie
jednakze zjawisk ruchu tych dwdéch przykladéw nie jest dciste z tego
wzgledu, %e w rzeczywisto$ei mamy caly uklad planet i gwiazd, ktére
wzajemnie na siebie dzialaja; wyniki przeto powyzsze, oparte na przy-
cigganiu sig dwdceh tylko punktéw, muszg sig mniej lub wigcej zmienid,
zaleznie od czynnikéw, wywolujgcych te zmiany. Wyniki te zmieniajg
sig jeszcze wskutek niczem nieuzasadnionego zalozenia, ktéredmy pray-
jeli w tem zadaniu, a jak w danym przypadku nawet niestusznego, ze
planety wyobrazamy sobie w postaci punktéw materyalnych, na ktére
dzialajg sily prazyciggajace. ILecz o tych uzupelnieniach tego rachunku
nie bedziemy méwié w tem miejscu,

W obydwu tutaj przytoczonych przykladach ruch wzgledny danych
punktéw sprowadzil sig do ruchu $rodkowego, w ktérym drodek pozo-
staje w spoczynku wzglednym; w ukladach jednakze, zlozonych z wielu
punktéw materyalnych, pomigdzy ktérymi wystepuja sily wewnetrzne,
przypadek ten nie zachodzi i obliczenie ruchu punktéw takich uktadéw
nie daje sig przeprowadzi¢ z calp $cislodcig ze wzglegdu na trudnodei
matematyczne. '

Zadanie. Obliczyé i opisaé ruch dwoich punkiéw materyalnych,
zwigzanych z sobg nicig nierozciggliwg. Zadanie to rézni sig od po-
przednich tem, ze nie dane sg w tem zadaniu sily wewngtrzne, nato-
miast dany jest geometryczny warunek stalej odleglodci pomigdzy tymi
punktami. Dla wykoriczenia przeto tego zadania wypadnie obliczyd je-
szcze sily wewngtrzne, jakie wystepujg pomigdzy punktami, ktére obli-
czyé mozna po obliczeniu ruchu punktow.



