et § 465—46.

Jezeli zad réwnanie momentéw dane jest w postaci trzech réwnan
skalarnych; w postaci np. trzech réwnai momeniédw wzgledem trzech
osi prostokgtnych; ktére to réwnania mogg byé uwazane za rzuty réw-
nania wektorowego momentdéw na trzy osi; to, azeby z nich otrzymac
réwnanie réwnowarto$ei pracy i energii kinetycznej, naleszy kazde
z nich pomnozyd przez rézniczke kata obrotu danej bryly okolo kazdej
z trzech osi, a po.dodaniu tych réwnan otrzymamy rézniczke zupelna,
ktéra bedzie szukanem réwnaniem réwnowartodei pracy i energii kine-
tycznej. Réwnanie to bowiem bedzie wyrazem analityeznym iloczynu
skalarnego dwéch wektoréw. W szezegdlnym przypadku, jezeli bryla

obraca sig okolo osi nieruchomej i posiada w pewnej chwili predkosé

i‘g, to wystarczy pomnozyé réwnanie momentéw przez wielko$d do;

azeby otrzymad réwnanie réwnowartodei pracy i energii kinetycznej.

Réwnanie przeto réwnowartosci pracy i energii kinetycznej, zasto-
sowane do ruchu bryly sztywnej, moze byé uwazane jako jedno z trzech
réwnati algebraicznych, jakiemi wyrazié mozna kazde réwnanie wekto-
rowe. Réwnanie za§ réwnowartodci pracy i energii kinetycznej, zasto-
sowane do ukladéw zmiennych, jest niezalezne od r6wnania momentéw,
wyraza ono bowiem nowe wlasciwodei danego ukladu, a mianowicie wia-
deiwodel sit wewnetrznych, '

D. Obliczenie ruchu obrotowego bryly materyalne;j.

: 46. Ruch bryly, obracajgcej si¢ okofo osi nieruchomej. Jezeli
bryla materyalna moze tylko obracaé sig bkolo osi, nieruchomej w prze-
strzeni, to posiada jeden tylko stopieri swobody ruchu; jedno przeto r6w-
nanie algebraiczne wystarczy do obliczenia jej ruchu. Réwnaniem tem
moze byé tak dobrze réwnanie momentu ilo$ci ruchu, jak tez réwnanie
réwnowartodei pracy i energii kinetycznej. Jezeli zastosujemy réwnanie
momentu ilodci ruchu, to obliczymy momenty sit i moment ilodei ruchu
danej bryly wzgledem osi obrotu; momenty bowiem sil odporowych, wy-
stepujaeych w lozyskach, danej osi, réwnajg si¢ w tym razie zeru; a je-
dynie momenty sil, przytozonych do bryly, wejda do obliczenia.
Polozenie w przestrzeni bryly, obracajacej si¢ okolo osi nierucho-
mej, okredlimy katem o, jaki tworzy plaszezyzna, sztywno zwigzana
z brylg i przechodzgca przez o$ obrotu, — z inng plaszezyzng, przecho-
dzgeg réwnies przez te of, lecz pozostajacg nieruchomg w przestrzeni.
Oznaczywszy chwilowg predkosé literg ¢; moment bezwiadnodei bryly
wzgledem osi obrotu literg /;; to réwnanie momentu ilogei ruchu wzgle-
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dem osi obrotu, zgodnie ze wzorami 89-tym i 68-mym tej czgsel, jest

nastepujgce:

d(/, - @)
dt '’

w ktérem Mp,¢ oznacza moment, wzglgdem osi obrotu, sil zewngtrz-
nych, dzialajaecych na te brylg; a iloczyn 7, . ¢ jest momentem ilosci
ruchu tej bryty, por. r6wn, 68-me. Jezeli bryla podczas obrotu nie zmie-
nia swego polozenia wzgledem osi obrotu, t. j. jezeli jest sztywnie z nig
zwigzana, to warto$é jej momentu bezwladodei /, nie zalezy od czasu;
i réwnanie powyzsze przeksztalei sip w tym razie na nastgpujace

Mp, o= (92)

Moye=F 2L, & & s & a2 5 % 5 (88

Wzér ten wyraza, #e moment sil zewngtrznych wzgledem osi ob-
rotu, réwna sig iloczynowi z momentu bezwladnosci bryly wzgledem osi
obrotu i z wartosci przys$pieszenia kagtowego. Zachodzi przeto w tym
wzorze ten sam zwigzek pomiglzy, momentem sif, a wywolanem przy-
$pieszeniem katowem; jaki zachodzi pomigday sila a wywolanem przy-
$pieszeniem punktu materyalnego, na ktéry dsiala®dana sila; poréwn.
wzér T my tomu III.go. Wzér przeto 93-ci rézni sig od wzoru T-mego
tylko tem, ze wielko$é masy jest zastgpiona w praypalku ruchu obro-
towego wielkoscig momentu bezwladnosci; przy$pieszenie linijne — pray-
$pieszeniem obrotowem, a sila momentem.

47. Moment sit zewngtrznych réwna sig zeru. W szczegélnym
przypadku, jezeli warto§é momentu, wzgledem osi obrotu, sil zewnetrz-

nych réwna sig zeru; to otrzymamy réwnanie . ,
0= d(,.9)
dt '

z ktéreg olrzymamy ¢ = ¢, gdy literg ¢, oznaczymy predkoséé poczgt-
kowg danej bryly.

Do tychze wynikéw dojdziemy réwniez, stosujge réwnanie réwno-
wartodei pracy i energii kinetycznej. Jezeli bowiem podczas przesunigcia
mozliwego praca sil zewnegtrznych, dzialajgcych na bryle, obracajgcs
si¢ okolo osi, réwna si¢ zeru, to bryla dana podczas ruchu nie otrzyma
zadnego przyrostu energii kinetycznej,’ i wartos$é jej, a wige i predkodé
obrotowa, pozostanie podczas obrotu bryly stala; a wiec réwng energii
kinetycznej ruchu poczgtkowego, o ile moment bezwladnodci pozostaje
st.alym Analitycznie wyrazimy to nastgpu]acem1 réwnamaml. réwnanie
pracy jest w tym razie

0=4d (1.
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z ktérego, po scalkowaniu otrzymamy
R — i Do 0 = 0 1 wreszcie P = %o

Gdy np. na bryle materyalng, obracajaca sig okolo osi pionowej,
dzialajg np. tylko sily ciazenia wtedy, po nadaniu jej pewnej predkodci
obrotowej bedzie sig ona obracala okolo tej osi ruchem jednostajnym.
Bedzie sip ona réwniez obracala ruchem jednostajnym okolo kazdej
innej osi, gdy o§ ta przechodzié bedzie przez jej Srodek cigzkodei; praca
bowiem sil cigzkoéei podezas tego obrotu lub moment tych sit wazgle-
dem takiej osi réwna sig zeru.

Jezeli za$ bryla podczas swego obrotu zmienia polozenie wzglgdem
osi obrotu, np. zbliza si¢ lub oddala sig od osi: lub tez zmienia swg
postaé wskutek jakichbgdZz chodby nieznanych sil wewnetrznych; to
z powyzszego réwnania momentéw otrzymamy zwigzek

I.o— 1 ¢ =0

w ktérym 7 oznacza warto$é momentu bezwladnosei w chwili; w ktérej
predkos$é obrotowa réwna sig wartodei ¢; czyli predkodé obrotowa o jest
w tym razie zmienng pomimo tego, ze na bryle nie dzialajg sily zew-
netrzne, ktéreby zmienialy jej ruch. Gdy np. gimnastyk, obracajacy sig
swobodnie z pewng predkoscig okofo drazka gimnastycznego, przyciggnie
swéj korpus do tego drazka, wtedy nabgdzie on wskutek tego wigkszej
prgdkosci obrotowej, zmniejszy sig bowiem jego moment bezwladnosei
wzgledem osi obrotu; azeby obliczyd te predkodd, nalezy znaé zmiennosé
momentu bezwladnodei bryly, jako funkeye czasu lub jako funkeye po-
tozenia., Zwrécid jeszcze nalezy uwage czylelnika, 26 w razie stosowa-
nia réwnania réwnowartosei pracy i energii kinetycznej do ruchu bryl,

ktére zmieniajg uklad swych punktéw wskutek sit wewnetrznych, nalezy ...~ -

wprowadzié do tego réwnania wartosd_pracy tych sil,, t. j. nalezy za-
stosowad réwn. 21-sze.

48. Moment sit zewngtrznych jest wielkoscia staly. Jozeli wgrtosd .
momentu sit zewngtrznych Mp jest podezas ruchu wielkoscig stal, ta
obrét bryly jest jednostajnie przy$pieszony; a réwnania ruchu tej bbyiy
pod wzgledem matematycznym beda te same, jakie ot.rzyrqahsmy
w § b-tym tomu IlI-go dla ruchu punktu ma.t,eryqlncgo nalezy tylko w tyeH
réwnaniach zastapid zmienng x f,mleunq, o; predkosé v prgdkoécla, katows o;
wartosé m wartodeig /,; a P wa P

Przykladem ruchu obrotowego, wyw {me:go danemi sﬁaml, moza
byé wal i osadzone na nim kolo; gdy bowi >

na—wat ~rrawed T
i do jej konca przyczepimy sile stalg P, to m\\qent jej wzglgdem osi
bedzie posiadal wartodé stalq.
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Moment sil zewngtrznych wgledem osi obrotu jest w danym razie
P . », momenty bowiem sil odporowych wzglgdem tej osi réwnajg sig
zeru; a sil odporowych w tym razie nie uwzglgdnimy; réwnanie przeto
ruchu walu wraz z kolem jest nastgpujace

Pr=/L.—; . . . . . . « . . . (U4

w ktérem 7, oznacza w danym razie moment bezwladnoéci wzgledem
osi obrotu: wala, kola i wogdle wszystkich bryl materyalnych, zwigza«
nych z walem i obracajgcych sig razem z nim pod dzialaniem momentn
sity P. 7 réwnania tego wynika

L3 = £ ?‘-:, a po scalkowaniu
dt 1
' Py
P = Po +(T“)'i;
0

i nastgpnie, po powtérnem scalkowaniu

o=q¢+14. (f} r) ¥

0

jezeli przyjmiemy warunki ruchu -poczgtkowego, dla 7 = 0; ¢ = g
oraz o = 0. b

Réwnanie momentéw daje zwigzek pomigdzy spélrzednemi bryly,
a czasem; inaczej powiedziawszy pomiedzy pofozeniem bryly a czasem;
jezeli za$§ zechcemy obliozyd zwigzek pomigdzy tg predkodeip a polo-
zeniem bryly, t. j. zwigzek np. pomigdzy wielkosciami ¢ i o; to postapimy
w ten sposéb, w jaki postgpiliémy w dynamicie punktu, § b-ty tomu III-go;
a mianowicie wyrugujemy z réwnania powy#szego zmienng £, podsta-

wiwszy np. df = ﬁ; a otrzymamy po scalkowaniu szukany zwigzek.
X o _

Do tego. samego wyniku dojdziemy réwniez, jezeli w mys$l § 4b-tego
pomnozymy. réwnanie momentéw przez do; lub tez jezeli bezposrednio
zastosujemy \‘ré_yvnanie réwnowartodci pracy i energii kinetycznej; ja-
kieSmy to juz wskazali w dynamicie punktu, § 11-ty. Dla powyzszego
przykiadu napismerrﬁ\nastgpujgoe réwnanie pracy zwazywszy, #%e praca
sit odporowych réwnasig zeru s

P-‘d’&{_d(;‘,]gtpz)‘ el e Ty (95)
w ktérem dx oznacza rzut przesunigeia na kierunek sity P; a wyras
= =~winsach jast wyrazem energii kinetycznej, obliczonym z réw: 78-go,
Po scalkowaniu tego réwnania, prayjgwszy dla x=0; o=, otrzymamy

Poa=3L@—a) . .......(00
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We wzorze tym wielkodé x, wyrazajaca dlugo$é odwinigtej nici,
moze byé uwazana za spéirzedng polozenia bryly. Jezeli za§ zechcemy
zastosowad jako spéirzedng polozenia kgt obrotu bryly, jak to bylo
poprzednio, to podstawimy w powyzszy wzér x = o . . Latwo sig
przekonad, #%e pochodna réwnania 96-ego jest réwnaniem momentéw;
réwnanie bowiem pracy jest pierwszg calkg réwnania momentéw; co$my
juz dowiedli § 45-tym dla ogélnego przypadku.

Jezeli dla obliczenia ruchu danego walu zechcemy uwzglednid sily
oporowe np. tarcie czopéw w lozyskach wala; to przyjawszy, ze tarcie,
wystgpujace na obwodzie czopa, réwna sig wartodci wyrazu p (P 0);
gdzie Q oznacza cigzar walu i jego obeigzenia; napiszemy w tym razie
ré6wnanie momentéw '
dp
at’

P.yr—un(P+0O)r,=1,.

w ktérem », oznacza promieni czopa, czyli ramig sily tarcia. Z réwnania
tego obliezydé mozna drogg calkowania predkodé katowsn oraz kat obrotu
walu w kazdej chwili.

Inny bedzie jednakze ruch danej bryly, jezeli sila ciggngca bedzie
cigzarem P bryly materyalnej, przyczepionej do liny. Chociaz bowiem
wskutek tej zmiany wielko$é sily, dzialajacej na wal, nie zmieni sig,
obrét jego jednakze bedzie inny; moment bowiem sity 7 wywoluje w da-
nym razie zmiang ilogei ruchu nie tylko masy walu, lecz i masy cigzaru;
lub inaczej wyrazajgo sig, — praca tej sily wywoluje wzrost energii ki-
netycznej nietylko walu, kola, lecz i masy cigzaru.

Nalezy przeto w tym razie wprowadzié do rachunku moment ilogci
ruchu lub tez energie kinetyczng nietylko walu i kola, lecz -i cigzaru
jako bryly materyalnej, poruszajacej sig pod dziata-
niem danej sily cigzkodci, Azeby to pojmowanie
ujaé rachunkiem, wyobrazimy sobie ling, na ktérej
rawieszony jest cigzar F, przecigty, a do jej koricéw
przylozone dwie réwne sily S, i.S,, rys. 20-ty; w ten
sposéb zadanie to rozpadnie si¢ na dwa zadania:
na zadanie obliczenia ruchu obrotowego, wywolanego
silg .S, i na zadanie — ruchu bryly, na ktérg dziatajg
gity P i S,. Do rozwigzania tych zadai mozemy
stosowaé znane réwnania dynamiczne; a wyraziwszy
ruch kazdej z tych bryl sitami S;i.S, i silg £; mo-
semy z tych réwnand wyrugowad sily S, 1.5,; s3
one bowiem na zasadzie prawa wzajemnego dziala-
nia wzajemnie réwne. '
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W celu obliczenia ruchu walu obracajgcego sig, napiszemy tak jak

poprzednio réwnanie momentéw

d\
Si.rzfu.-};&.

W celu za$ obliczenia ruchu bryly, napiszemy réwnanie ruchu $rodka
jej masy, oznaczywszy jego predkodé literg v

P — Sz=m-‘i?-—,

dt
a zwazywszy, %e na zasadzie prawa wzajemnego dzialania
Sy S

otrzymamy z powyzszych réwnan réwnanie

__1__10_‘_1;’_?_= P—mﬂ;

v dt dat
a po podstawieniu e = —-ip-, otrzymamy

dat dt
P.r:(fuﬁ—mfﬂ).idi— SRR I 7

z ktérego obliczymy ruch walu. w kazdej chwili 2
Réwnanie to mozna réwniez bezposrednio otrzymad, wzigwszy pod
uwage, %e réwnanie momentéw pozostaje wogéle w mooy tak dla ukla-
déw zmiennych, jak i dla niezmiennych; a to ze wzgledu, o kiérym juz
poprzednio méwilismy, %e w obydwdch przypadkach suma momentéw
sit wewnetrznych, wystepujgeych pomigdzy punktami danego ukladu
réwna sig zeru. Dany przeto uktad dwéch bryl uwazaé mozna za zmienny
ukiad punktéw; a sume momentéw ilosci jego ruchu, mozemy podzielid
na dwie sumy: na sumg momentéw ilodei ruchu walu wraz ze sztywno
polaczonemi z nim brylami i na sumg momentéw iloSei ruchu punktéw:
materyalnych cigzaru, na jakie wyobrazimy go sobie rozlozonym.
Moment ilogci ruchu walu wraz ze sztywno polaezonemi z nim bry-
tami wzglgdem osi obrotu wyrazimy jak poprzednio iloczynem 7, .¢;
~a moment ilodei ruchu cigzaru, zwazywszy, ze jego ruch jest postepowy,
wyrazimy iloczynem z iloéci ruchu érodka masy i z dlugodei odpowied-
niego ramienia, wzér 67-my. Jezeli ciezar jest swobodnie zawieszony, to_
§rodek jego znajduje si¢ na przedluzeniu osi liny; ramig przeto (do Srodka
liny) ilosci ;jego ruchu jest #»; a réwnanie momentéw w tym razie jest
nastepujgce '
Py o dow.n .
dt dt
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gdzie m2 jest masg'danego cigzaru, a v jego prgdkoécig postepowyg. Rdéw-
nanie to jest jednakowe z réwnaniem poprzedniem; wielkoéé » bowiem
jest stalg; a ze v =17 . 9; przelo réwnanie to przeksztalci sig na nastgpujace

P.rx(]n—}-mr”).%. o @ e e o ((B8)

ktére jest jednakowe z réwnaniem 95-em, wyprowadzonem w inny spo-
séb. Z réwnania 96-go otrzymamy réwnanie 92-gie, gdy podstawimy
w nie m=0; co jest zgodne z fizycznem pojmowaniem danego zjawiska,

Chege $cidlej ujgé rachunkiem warunki fizyczne danego zadania,
nalezaloby wzigd jeszcze pod uwage iloéd ruchu odwijajacej sig liny lub
jej energip kinetyczng; lecz w praktyce masa lin bywa wobec innych
czgéei mechanizmu tak malg, ze wplyw jej jest niewielki na pmeblew
ruchu; wobec czego nie uwzgledniamy jej masy w rachunku,

Chcgc zastosowad do obliczenia powyzszego przykladu réwnanie
réwnowarto$ci pracy i energii kinetycznej, zwazymy, ze suma prac sil
wewnetrznych, wystepujacych pomiedzy brylami, réwna sip w danym
razie zeru; réwnanie przeto pracy calego ukladu jest nastepujace

s d’-—~a’(' e2-ime?), . . . . . . (8Y)
w ktérem warto§¢ w nawiasach wyraza przyrost energii kinetycznej
waly, kota i cigzaru. W energetycznym sposobie pojmowania zjawisk
ruchu wyslowimy to réwnanie: praca czastkowa sil zewngtrznych idzie
na powigkszenie energii kinetycznej ruchu obrotowegoi na powigkszenie
energii kinetycznej ruchu postgpowego.

Z réwnania 99-tego otrzymamy réwnanie momentéw, t. j. w da-
nym przypadku —-réwn, 98-me; gdy wykonamy wskazane w réwnaniu
99-tem rdzniczkowanie i rozdzielimy je nastgpnie przez wyraz ¢ . d7, t. j.,
gdy wykonamy dzialanie odwrotne temu, zapomocg ktérego otrzymad
mozna z réwnania momentéw réwnanie pracy. Przy tem przeksztalce-
niu wzigéé nalezy pod uwage, ze

ds =7 .odh i v=rg
Po zrézniczkowaniu i podstawieniu tych wartodei, otrzymamy
Pro.dit=1.¢.dg+mre.r.dg
i wreszcie otrzymamy réwnanie momentéw 5
dy dp
P.r=1[»—"--myr—,
" at dt

Obliczymy obecnie naprezenie nici, do ktérej przyczepiony jest
ciezar . Naprezenie to unaocznimy sobie, gdy nié przetniemy; wthedy
‘bowiem, azeby nic nie zmieni¢ w danym ukladzie bryl, wypadnie do jej
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koticéw praylozyé sity S; i S, rys. 20-ty, ktérych wartosci sa wzajem-
nie ré6wne, lecz znaki przeciwne. Bezposrednio jest zrozumialem, ze
w szozegllnym przypadku, w-ktérym cigzar /2 wisi na nici w spoczynku,
naprezenie nici jest r6wne cigzarowi ; wrazie zas, gdy nié spada swo-
bodnie razem z cigzarem nie obracajac walu, naprgzenie jej, gdy nie
uwzglednimy jej masy, réwna sig zeru. Lecz w danym razie sila np, Se
lgcznie z silg cigzkodei P wywoluje ruch masy zawieszonego -cigzaru;
azeby przeto obliczyé to naprezenie, nalezy wziadé pod uwage znany
juz ruch danego cigzaru i z ruchu tego obliczyé silg, wywolujacg ten
ruch., Na dang przeto bryle dziala sita ciggnienia .S, i sila cigzkodei P,
rys. 20-ty; pod dzialaniem fych sil masa ciezaru otrzymuje przySpiesze-
nie, ktére oznaczymy literg p,; i ktére obliczyé mozna z réwnania ruchu.
Réwnanie przeto dynamiczne ruchu ¢$rodka masy tej bryly jest na-
stepujace '
(P — S,) = m . p,, z ktérego mamy
Sy = P — mp,, lub Sy = m (g — p,).

Z réwnania tego wynika, ze warto$§¢ S, zmniejsza sig z powigksze-
niem przySpieszenia p, bryly; a w przypadku p, = g, S, = 0.

Warto§é przy$pieszenia p, obliczymy z réwnania 97-ego, wzigwszy
pod uwage, %e Lo i

g
=7 .—;
e dt
po podstawieniu zatem tej wartosci w réwnanio powyzsze otrzymamy
2
.S":P.(l‘_'ﬂ_"’_’_‘o
: Iy - my?

Z réwnania tego wynika, e wartod$d .S, zmniejsza sig ze zmniej-
szeniem sip wartodei 7,; a w szczegblnych przypadkach, jezeli
I =0 otrzymamy Sy == 0;
jezeli zad
fy = o0 otrzymamy Sy = P,
Pozostawia sig czytelnikowi znalezienie znaczenia fizycznego tych
przypadkéw.
W celu unaocznienia sobie ilodciowych stosunkéw, jakie zachodzg
w tym ruchu, przyjmiemy, dla uproszczenia obliczenia, %e na wale niema
kola; a wtedy moment bezwladnodeci wala, ktéry wyobrazimy sobie
w postaci walca o masie nz,,

b = 1§ my Y

e ol s m
Si=1 (] &mw+m)'

a zatem
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Prayjawszy jeszcze, ze np. m,, = m, otrzymamy
| S, = ¢ P,
t. j. naprezenie nici w danych warunkach réwna si¢ !/; przyczepionego
do niej cigzaru,

49. Moment sif zewnetrznych jest zmienny. RozpatrywaliSmy do-
tychezas dwa przypadki ruchu obrotowego bryly okolo osi nieruchomej,
" wywolane danemi silami: obrét jednostajny, ktéry zachodzi, gdy moment,
wzgledem osi obrotu, sil, przylozonych do bryly, réwna sig zeru; — lub
gdy ich praca przystosowana réwna sig zeru; i obrét jednostajnie przy-
$pieszony, gdy moment ten podezas ruchu jest wielkoScig stala. Wogéble
zad, jezeli moment sit jest zmienny (w zaleznosci od czasu lub od polo-
zenia bryly), to przy$pieszenie obrotowe jest réwniez zmlenne.

- Przykladem zmiennego obrotu okolo osi nieruchomej moze byd ruch
bryly, obracajacej sig np. okolo osi poziomej przed dzialaniem wlasnego
cigzaru, czyli ruch t. zw. wahadfa bryfowego pospolitego.

W celu okreslenia polozenia takiego wahadla w. przestrzeni, prze-
prowadzimy przez $rodek jego masy i przez of obrotu plaszczyzne,
sztywno zwigzang z tem wahadlem i razem 2z niem obracajgea sig;
a kat o, jaki tworzy ta plaszczyzna z drugg plaszezyzng nieruchomg,
przechodzgcg przez o zawieszenia, wyznacza polozenie wahadla w prze-
strzeni; plaszezyzng nieruchomg obierzemy pionowo; przekréj takiego
wahadla, prostopadle do osi zawieszenia, przedstawia rys. 21-szy.

Przyjmiemy nastepnie, %ze na brylg, w ten sposéb zawieszong,
dziata tylko sila cigzenia oraz sily odporowe osi obrotu; i %Ze oporéw
powietrza i tarcia, jakie wystepuja podczas obrotu bryly, w danem obli-
czoniu nie uwzglgdnimy.

W celu napisania réwnania momentéw, wyobrazimy sobie, ze sily
cigzko$ei oddzielnych punktéw danej bryly przyczepione sa do tychze
punktéw; suma ich przeto momentéw réwna sig momentowi sily ciga-
koéei, przyczepionej do §rodka masy; moment za$§ sil’ odporowych osi
vawieszenia wzgledem tejze osi réwna sig zeru. Oznaczywszy literg s
odleglosci $rodka cigzkodei od osi obrotu, litera /, moment héezwladnosci
bryly wzgledem osi zawieszenia; napiszemy réwnanie momentéw na za-
sadzie réwnania 89-tego; rys. 21-szy

d(/,9) .
di

a podstawiwszy w nie, stosownie do przyjetych oznaczen na rys. 21-szym

mg.s.sinoc=

de __d*s
dt  di



§ 49. — 80 —

otrzymamy réwnanie ruchu
2

L d’o

ar

Jest to réwnanie rézniczkowe drugiego rzgdu, jednakowe pod wzgledem

algebraicznym z réwnaniem 95-tem tomu IlI-go; gdy podstawimy w réw-

nanie_95-te,tomu III-go

+ mg.s.sine=0. . . . . . . (100)

2 AR A e 01

/4 7,

Wyniki przeto obliczen, otrzymane z réwnania 95-g6 tomu I1I-go, mogg
by ¢ bezpodrednio zastosowane do danego wahadla, gdy w odpowiednie wzory
’ podstawimy wielko$ci, wskazane wzorem 101-ym.
Okres np. podwdéjnego wahnigeia wahadla brylo-
wego obliczymy, przy tychze zastrzezeniach, ja-
kie$my tam czynili, bezposrednio ze wzoru 101-go
tomu Ill-go; gdy podstawimy w niego wartodci,
wskazane réwnaniem 58-mem tomu III-go; okres ten

T:Qﬂv/;jL_f . (102)
mg.s

Przyjad przeto mozna, ze wielko$é obliczona
z réwn. 101-go

;:ﬁw,__(m

Rys. 21. m.S

wyraza dlugodé wahadla matematycznego, ktére wykonywa przy jedna-
kowych warunkach poczatkowych taki sam ruch, jaki wykonywa wahadio
brylowe o momencie bezwladnosei /,, masie m i ktérego érodek cigzkosei
znajduje sip na odleglodei s od osi zawieszenia. 7 tych wzgledéw wahadlo
matematyczne o wskazanej diugodei /, nazywajg wahadlem zastgpczem
danego wahadla brylowego.

Jezeli na prostopadlej, opuszczonej ze érodka masy na os zawie-
szenia O, odetniemy od punktu O ku temu $rodkowi dtugodé 7, to otrzy-
mamy punkt O' rys. 2l-szy, zwany $rodkiem wahan danej bryly wzglgdem
danej osi zawieszenia.

Ruch przeto tego $rodka, t. j. predkoéé obrotowa i prayspieszenie
obrotowe jest w kazdej chwili takie same, jakie posiada dana bryla
w tejze chwili. Srodek wahafi ma jeszcze tg wlasciwosd, ze jezeli prze-
prowadzimy przez niego od réwnolegly do osi zawieszenia, przechodzgcej
przez O, i zawiesimy na niej dang brylep zamiast na osi O; to ruch
tego nowego wahadla, t. j. predkosd i przyépieszenie kagtowe w kazdej
chwili, a wige i okresy wahnigé okolo tej nowej osi sg takie same, jakie
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byly, gdy bryla obracala si¢ okolo osi O. W celu tego dowiedzenia
obliczymy dlugoéé¢ wahadla zastgpczego tego nowego wahadla; a w tym
celu przeksztalcimy wzér 108-ci, podstawiwszy w niego, na zasadzie
réwnania b3-go tego tomu
Lhy=m.s*} I
gdzie /; oznacza moment bezwladnoéci wahadla wzgledem osi, przecho-
dzgeej przez Srodek jego masy i réwnoleglej do osi zawieszenia,
Po podstawieniu tej wartodei w rédwn. 108-cie otrzymamy
IS
=9l wm.s
Obliczymy teraz dlugo$é /' wahadla zastepezego, zawieszonego na
osi O'. Odleglo$é drodka masy od tej nowej osi zawieszenia réwna
sig (/— s); na podstawie przeto réwnania 104-go napiszemy

P = (l—s)+

(104)

8
m(l—s)’ (:9%)
obliczymy nastepnie warto$é Z; z réwnania 104-ego, a po podstawieniu
jej w réwn, 105-te, otrzymamy

)=
czyli ruch wahadla okolo osi O' bgdzie taki sam, jaki byl okolo osi O pray
jednakowych warunkach ruchu poczgtkowego. Do tegoz wniosku dojdziemy
réwniez bezposrednio, jezeli réwnanie 104-te napiszemy w.postaci

. Vs
s(l—s)— ms :

z réwnania tego bowiem wynika, ze wielkodei (/—s) i s mogg sig
wzajemnie zastapid, a réwnanie to nie zmieni sig.

Przytoczymy jeszcze nastepujgce wlasciwosci ruchu wahadia brylo-
wego : z réwnania 104-go- wynika, ze dla s=0 i dla s =co; wartosé
l=co;aznigi I'=co. I rzeczywiscie, jezeli o§ zawieszenia prze-
prowadzimy przez $rodek masy, t. j. jezeli s=0, to bryla pozostawac
bedzie w spoczynku lub obracaé sig bedzie ciggle z jednym zwrotem,
co odpowiada nieskoriczenie dtugiemu okresowi wahnigcia. Gdy nastepnie
przesuwaé bedziemy o$ zawieszenia od $rodka masy do oo; okresy
wahnigé T beda’ otrzymywaly rézne wartosei od — codo 4 co; a na
podstawie cigglodei funkcyi matematycznych wywnioskujemy, ze pomig-
dzy temi wartodciami powinny byd¢ jakie§ wartodci najmniejsze; ktére
beda odpowiadaly $cisle okreslonemu polozeniu osi zawieszenia wahadia,
Postawimy sobie teraz zadanie znalezienia polozenia takiej osi, na ktérej
bryla zawieszona wykona wahnigcia w najkrétszym czasie. W celu
uproszezenia rozpatrywan ograniczmy na razie to zadanie warunkiem, ze
szukana o§ ma byé réwnolegla do pewnej prostej, danej w przestrzeni.

Mechanlka — Tom 1V
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Okres wtedy wahnigé bepdzie najkrétszy, gdy dlugodd / wahadlia zastepczego
bedzie najkrétszg; przy zmiennej przeto odleglodci s wartodé / powinna
bydé najmniejsza; co nastapi dla wartodci, ktérg oznaczymy literg s, i ktdrg
obliczymy z réwnania

iﬂ_:o;
ds
z réwnania przeto 104-go, po jego zrézniczkowaniu mamy
(I
e o B,
; s* m
z ktérego o
5 ie= :fs— (106)
: m

0§ przeto zawieszenia, przeprowadzona réwnolegle do danej osi na
wskazanej odleglo§ci s, od $4rodka masy, jest osig, okolo ktérej dana
bryla wykona wahanie o najmniejszych okresach. Jezeli nastepnie zmie-
niaé bedziemy kierunek osi, do ktdérej of zawieszenia ma byé réwno-
legla, to zmieniaé¢ sig bgdzie réwniez wartoéé Z, momentu bezwladnodci
danej bryly wzgledem osi, a z nig zmieniad sig bedzie réwniez warto$é s,
stosownie do réwn. 106-go;.a wige i okres 7. Ze wszystkich wartosei 7
najmniejszg jest warto$é momentu bezwladnosei wzgledem osi, przecho-
dzgcej przez wielks Srednicg elipsoidy bezwladnodci, zbudowanej w srodku-
magy danej bryly. Warto$é przeto 7 bedzie bezwzglednie najmniejsza,
gdy bryle dang zawiesimy na osi réwnoleglej do kierunku wielkiej
srednicy elipsoidy bezwladno$ci, zbudowanej w érodku jej masy na od-
leglodci, obliczonej ze wzoru 108-go. Geometrycznem miejscem tych
osi jest walec o przekroju kolowym, ktérego promieri obliczymy z réwn.
106-go, a osig tego walca jest wielka $rednica elipsoidy.

Do obliczenia réwnania ruchu wahadla brylowego mozna réwnies
zastosowadé réwnanie réwnowartodci pracy i energii kinetycznej. Réw-
nanie to jest nastgpujace

mg . d(s.cosc)=d [u(j;)sJ SR 6 (116

z ktérego mozna obliczy? zgdane zwigzki. .

O tozsamosdei tego réwnania z réwnaniem 100- -em, przekonamy sig,
wykonawszy wskazane w tem réwnaniu rézniczkowanie i rozdzieliwszy
« je przez.do.

E. Obliczenie ruchu plaskiego bryl materyalnych.

50. Warunki powstawania ruchu ptaskiego bry! materyalnych. Ruch
plaski bryly okreslimy w § 82-gim tomu Il-go jako ruch, w ktérym punkty



