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dla wszystkich kgtéw odchylenia. Widzimy z tego zestawienia, Ze réz-
nica okreséw wahnigé, np. dla o, =40° stanowi 3°; dla 90° okolo 20%,,
a dla wigkszych katéw odchylenia znacznie rosnie.

46. Dokfadniejszy spos6b obliczenia ruchu wahadfowego. Przybli-
zenie, z jakiem chcemy obliczyé szukane wartosci, meze byé dowolne;
gdyz zalezy ono od ilodci wyrazéw, jakie weZmiemy do rachunku, przy
rozwinigeiu funkeyi trygonometrycznej w szereg.

W celu uniknigeia dlugich szeregéw mozliwem jest réwniez stoso-
wanie innych skréceni, ktére predzej prowadzg do wzoréw dosyé doklad-
nych. Zastosujemy np. skrécenia nastepujace, z ktérych czesciowo ko-
rzystaliSmy juz w przykladach § 142 i nastgpnych tomu I-go, a miano-
wicie, gdy & jest wielkoSciag mniejszg od jednodei, to mamy

(1— &) "=(148)" =1+ }¢ -
Azeby wyraz pod pierwiastkiem réw. 99-ego sprowadzid do tej

' . . i g
postaci, podstawimy w niego cos ¢ —= 1 — 2 sin? 573 Oraz 08 0y = 1 —

s
—2sin? - a otrzymamy
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Wprowadzimy nastepnie nowg zmienng ¢, okreélong réwnaniem
\ . (C
sin (—
= (3)
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2

i wyrazimy tg calkg funkcyy, tej zmiennej. Azeby wy‘azié do zmienng ¢,
zrozniczkujemy powyzsze rdwnanie i otrzymamy

co8 (";") d(%) =co8 ¢ . sm( ) d; skad

=sin¢, o
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olraymamy-
. O
2.co81. 5111-2""

o= &

= e
T
l/ | —sin?2.sin* ¢

Po podstawieniu iych wartodci, otrzymamy calke poprzednig w nast.
postaci

= o
2cos¢.sm—§~.d¢

IVQ sin —;—9 1 — sin?¢ . ]/1 — sin® ¢ sin®
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Po skréceniu i podstawieniu w réwnanie 99-te otrzymamy

T - dy .
i:-—‘/—g—.j m*%-“_“_ oo v e a H04)
e = E_V - ‘T’Jn 2 % ¢
3 1 —sin®*—.sin" %
2
Granica ¢ =%odpowiada granicy s.= o,; drugg zas gral}_icgwrp obli-

f.:zymy_ z 3, 72 p'J::':rednichem réwnania, okredlajacego _zfu_ieﬂna .
Scalkujemy teraz powyzszy wyraz sposobem skréconym, stosujge
wylej przytoczony wzér, w ktéry podstawimy

§r = sm’?". sin?¢; 1 otrzymamy

fz—**-:]/%f‘;_(l +- 4"sin? -?; sin'-’t}l.a’tlt)‘ s @ (0BY

(*alkowanie tego wyrazu moze byé wykonane podiug wzoru 53-go, znaj-
dujgcego sig na str. 79-ej ,Technika“. W celu obliczenia np. okresu
podwdéjnego wahnigeia scatkujemy je dla ¢wierci podwéjnego wahnigcia;

dla ktérego granice calkowania sa od%do 0; wartodci te bowiem od-

powiadajg granicom od 5=75, do 5==0. Cuka wyrazu
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a po podstawieniu jej w réwn. 105-te mamy

l&’-Ll/__._ (-‘-) ———-—sm—uo—); skgd
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T==2 /mf_ 1-} }sin?— e e .. (106
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Z tego wzoru wynika, ze okres wahnied zalezy od amplitudy s, Dokla-
dnoéd tego wzoru dalej sipga, niz wzoru poprzedniego ; nie jest ona jed-
nakse zupelny i np. dla s, ==, wzér ten nie da wartosei 7= ~o; jaky
powinien da¢ wz6r dokladny.

f y .. o a
Gdy podstawimy jeszcze dla uproszozenia rachunku sin Tﬂ == ‘—;’; wtedy
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Wartosé okresu, obliczona z tego wzorn, jest wiekszg, niz otrzymana
ze wzoru 101-ego, co bylo juz przez nas przewidziane.

47. Obliczenia sity odporowej wahadta. W celu obliczenia sity od-
porowej toru, gdy wyobrazamy sobie ruch punktu po kole materyalnem;.
lub jak w przykladzie z wahadlem, — naprezenia nici, nalezy zrzutowaé
réwnanie dynamiczne tego ruchu mozliwie w ten sposéb, azeby dalo
bezpodrednio zwiazek pomigdzy silg odporowa N i predkodeig punktu; —
przyjmujemy bowiem, ze predkosé ta jest juz obliczona z réwnania pracy.
Réwnanie to otrzymamy, rzutujge réwnanie dynamiczne tego ruchu na
normalng do toru, a zwasywszy, ze p, ;—T: otrzymamy

2

2
N —mg cosa=m —I;—_—; skad N = mg coso-- m% . (108)

Podstawmy w nie z r6wnania pracy

=2 gl(cos e — co8 5,),
a otrzymamy
‘ —mg(30030—20030,,) e A R 6

Réwnanie to daje zaleznodé sity odporowej od polozenia wahadla. Szcze-
gélne przypadki:

1) Gdy 6,=0, oraz a==0, t. j. gdy punkt jest zawieszony pionowo,
wtedy N =mg; naprezenie nici w danym przypadku réwna sie cigza-
rowi punktu, jest to praypadek réwnowagi.

2) Dla s=g,; N=mg cosas,; t. j. naprezenie nici w poczgtkowem
jego polozeniu réwna sig rzutowi cigzaru punktu na kierunek promienia,
co wypada rdwaiez ze statyeznyeh rozpabrywan.
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3) W najwyaszem poczgtkowem potozeniu punkiu, t. j. dla o, == 180°
i dla 0==180% N =-—mg; co znaczy, ze do punktu, znajdujgcego
si¢ na wierzcholku kola, nalezy przyloszyé sile, skierowang po promieniu
na zewnalrz kola; dodatni bowiem zwrot sily N przyjeliémy w danym
rachunku ku $rodkowi kota. W modelu wige fizycznym, przedstawiajy-
cym ten ruch, zamiast nici powinniémy w danym razie zastosowad pret
sztywny; sita ci$nienia preta réwuna sig w tym przypadku cigzarowi da-
nego punktu. Przytoczone tray przypadki sg zgodne z twierdzeniami statyki.

4) N bedzie najwigksze dla danego odchylenia s, gdy cos s bedzie
najwigksze, co nastapi dla 5:=0; t. j. najwigksze naprezenie dodatnie,
przy dowolnem pierwotnem odchyleniu, nastepuje zawsze w nainiﬁszem
polozeniu punktu.

D) Bezwzglednie najwigkszg dodatnig warto$¢ otrzyma N, gdy
€08 6 =--max; a cos g,=— — max. Przypadek ten nastgpi, gdy o =0;
a g, = 180% t. j. bezwzglednie najwigksze naprgzenie nici nastgpuje w po-
tozeniu pionowem, gdy punkt rozpoczal swéj ruch z wierzehotka kola.
Wartodé ta réwna sig 5 mg; naprezenie wige nici w tych warunkach
jest pigcé razy wieksze od cigzaru punktu. -

6) Poniewaz naprezenie wahadla, gdy punkt znajduje sie ua
wierzcholku kola, jest odjemne, gdy zad spadnie na spdéd kola jest do-
datnie; przeto istnieé powinno miejsce, w ktérem N=0. Oznaczymy to
miejsce litera ¢’; a obliczymy je z réw. 109-go, gdy, podstawimy w nie
N=0 oraz g, = 180% a zatem mamy -

3 cos o' -2=0; skad cos o'= —3% a o’ =2180°— 48°>= 132°.
Punkt wiec, spadajacy z wierzcholka kola, wywoluje w polozeniu o < 1329,
gitp odporows, zwrécong ku Srodkowi' kola; powyzej zas tego miejsca
wywoluje sile odporowsg, zwrécong na zewngtrz kola.

48. Bezposredni spos6b przyblizonego obliczenia ruchu wahadto-
wego. Przyblizone obliczenie ruchu wahadlowego, przeprowadzone
w § 43-im, moze byé bezposrednio zastosowane przy zestawieniu réow-
nania dynamicznego.

Przyjawszy bowiem, ze dlugosé / jest dosy‘é wielka w poréwnaniu
z katem odchylenia o, przyjaé mozemy z pewnem przyblizeniem, Ze
czgstka luku, jakg zakredla punks, zlewa sig ze styczng do tego iuky;
t. j, przyjmiemy, #ze punkt przebiega po prostej x, rys. 32-gi. Sila
przyS$pieszajgca punkt jest O sin o; lub inaczej, po podstawieniu sin o=

-=%, sila przydpieszajagca = Q %; rownanie przeto dynamiczne ruchu
jest nastepujace
2 o D e gy E'E’_
Y ¢ dt’
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z ktérego, po podstawieniu Q==mg i po skréceniu przez s, otrzymamy

R A

g ar

Réwnanie to pod- wzgledem algebraicznym jest
jednakowe z réw. 18-em

B
kodt’
wyprowadzonem w § T-ym, gdy podstawimy
w nie %’: =‘lr . Mozemy przeto uniknagé
g

calkowania tego réwnania, skorzystawszy bez-
poérednio z wynikéw, poprzednio otrzymanych,
Wzér np. podwéjnego wahnigcia danego wa-
hadla obliczymy z réwn. 25-go

=]
' T:Q::VE:Q?:]/I.
Rys, 32. ' k g

49. Ruch punktu po cykloidzie pospolitej. W ruchu wahadlowym,
ktérysmy opisali w poprzednim przykladzie, punkt materyalny zmuszony
byt przebiegad po kole, lecz moze on réwniez poruszad sig po dowolnej
krzywej; a metoda wyzej stosowana da sig rGwniez zastosowac do wszel-
kich przypadkéw. ruchu po torze.

Przyjmijmy, ze tor, po ktérym porusza sig punkt materyalny pod
dzialaniem sily clq,zenla, jest  cykloida pospolita, rys. 33-ci, i zestawmy

réwnanie ruchu tego punktu.

? Do rozwigzania tego zadania
zastosujemy réwnanie pracy i napi-
szemy bezposrednio

'.ﬁ-?_

v =V 2gl—

i
y |L‘i przyjmujq,c ze ‘punkt przesuwa sig
' X B miejsca, wyznaczonego przez spél-
O -erta nmme it "~ _rzedng ¥, do polozenia y; rys. 88-ci.

Znajd4my teraz réwnanie ruchu,
wyrazajace zwigzek pomigdzy polo-

ds |

Rss, 55:

zeniem punktu a czasem; w tym celu podstawimy v = — b ; 2 'po-

dat
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niewaz z geometrycznych wiasciwosei cykloidy wynika, e

T
ds:V —. ay;
; y Y

przeto po podstawieniu tej wartodci w réwnanie predkodei, otrzymamy

Ay 27 i
“??-]/—:1/3 & (5, —»), skad
dy
— a’f l/._._ g e e e
f J’oV Ny —3*

Przyjmujae, dla /=0, y=y, i catkujac (Techn tom I, str. 77, wzér 34),

olrzymamy
L i — __-_ 2 5 ' "
= ‘/—t—.[aro sin (u)]} S U 2 1))
g Yo Yu

Jezeli literg 7 oznaczymy okres podwdjnego wahnigeia, to okres przej-
$cia punktu z y =y, do y =0, jest ! 7; a wige

Yo — 297"
T—*l/ [atc sin —9—-—— ] :
Yo Yo

a po podstawieniu

i wreszcie Ty s
T:4n]/L; lub inaczej 7 = 2']/;1—” o e A112)
& S ; _

Ze wzoru tego wynika, ze okres wahnigeia nie zalezy od v, t. j. nie
zalezy od poezatkowego polozenia punktu materyalnego. Gdy wige
pudeimy punkt materyalny z jakiegobadZ miejsca cykloidy, okresy jego
wachnigé bedg jednakowe; ruch przeto wuhadla cykloidalnego jest izo-
chron'czny. Wrynik ten mozemy sobie w nastepujacy spusiéb wytlomac.yé
fizycznie. Gdy punkt dany opuseimy 2z wyzZszego miejsca cykloidy,
wtedy spada on po torze wigcej spadzistym, wskutek- ezego nabicra od-
razu znacznej predkosei; gdy tymezasem puszezony z miejsea wnizej po-
lozonego, ‘w ktérem nachylenie ‘toru jest wiecej zblizone do poziomu,
poruszaé sig bedzie wolnicj. Punkt dany przebywa przeto dluzsza droge
z wigkszg predkoéeia, droge - za§ krétszg z mniejszg predkodcia w len
sposdb, ze okresy (zasu, w jakich on przebywa te drogi, sa wzajemnie
réwne. Izochronizm w danym razie jest przeto wynikiem postaci da-
nego toru. Chege wyrazié te wliiciwoéé, nazwano cykloide tautochrong
czyli krzywg jednakowych okreséw czasu.
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50. Spadanie punktu cigzkiego po kole. Na wierzcholku obwodu
kola o poréwnaniu 7, ustawionego pionowo, rys. 34-ty, umieszczono punkt
materyalny o cigzarze O, kidéry pod
dzialaniem swego cigzaru zsuwa sig
‘bez tarcia po obwodzie tego kola.
Wyznaczyé miejsce, w ktérem dany
punkf opusei obwéd kola; i wyzna-
czy¢é miejsce w ktérem spadnie on na
poziom, na ktérym stoi kolo; oraz
obliczyé predkosd, jakg on posiada
w tem miejscu.

Przyjmujemy, %e dany punkt
wyprowadz ny jest przez male od-
chylenie ze stanu réwnowagi niesta-
tej, w jakiej sig znajduje na wierz-
cholku kola; po tem odchyleniu na-
stepuje ruch, wywolany silg cigzenia.
Punkt dany opuéci obwéd kola w tem
miejscu, w ktérem sila odporowa
réwna sig zeru i zmienia swdj znak.
Okredlmy dowolne polozenie punktu
na kole przez kgt Srodkowy o, rys. 34-ty, i oznaczmy literg |- V sile
odporowg, skierowang na zewngtrz kola w miejscu zatem, w ktérem
punkt ruchomy opusci obwéd kota sita ta bedzie NV =0, a przy dal-
szym ruchu zmieni swdéj znak. Zadanie wige, polega na wyrazeniu
sity /V funkcya sp6irzednej o; a po prayréwnaniu tej wartodei do zera,
otrzymamy réwnanie, z ktérego obliczymy szukany kat, t.j., obliczymy
spdlrzedng s, polozenia, w kiérem punkt opudci obwéd kola.

Na punkt dany dzialajasily Vi 0, ktére wywoluja przy$pieszenie 3,
mamy zitem réwnanie dynamiczne -

N 4+ O = mp. -
Réwnanie szukane otrzymamy, rzutujac to réwnanie na plomleﬁ kota,
zatem

Rys. 3

‘}ﬂ
N — Qcos a.ﬁm——.

W réwnaniu tem prgdkosc nalezy wyrazic spé]rzgdn@ 6 iw tym celu
zrzutujmy réownanie dynamiczne na styczng, a otrzymamy szukany zwig-

zek pomiedzy » i 5; lub zamiast tego réwnania naplszelny odrazu jego
catke w postaci 16\\ nania pracy

Ok = fmod .
Podstawiwszy w nie 4 =7 (1 — cos 8); O = mg, otrzymamv :
D® = 2g: (houg a), . o 5 e ae s (1)
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4 po podstawieniu tej wartodei w réwnanie poprzednie, olrzymamy
N=0 (3 cos s — 2).

Kat o, pray ktérem N =0, obliczymy z nast. rénn. cos 5, == 3

Predkos$é v, w miejscu 5, obliczymy z réwnania 113-ego, podsta-
wiwszy w nie cos o = c0s 6, = 3; zatem predkosé v, =3} gr;
kierunek zad jej jest styczny do kola. W miejscu, wyznaczonem ka-
tem o,, z ré6wnanid cos o, = j, punkt staje si¢ swobodny, posiada pr¢d-
kos$é v, i podlega dzialaniu tylko sily cigzenia, o ile nie uwzglednimy
oporu powietrza. '

W celu obliczenia miejsca, w ktérem punkt upadnie na poziom,
przeprowadzimy przez punkt kola, wyznaczony kgtem o, dwie wzajem-
nie prostopadle osi, rys. 34-ty, i podstawimy w réwnanie toru danego
punktu, wyprowadzone na str. 46-tej, y, = » + » cos o, = § 7 a otrzy-
mamy xp = (10 — V10) 2 vV 2 220,716 »,

Wartoéé predkosci w miejscu X obliczymy z réwnania pracy, pod-
slawiwszy 4 =27, v,= Vegh = 2} gr.

Jezeli za$ punkt ma nie spasé z obwodu kola, nalezy zbudowaé je
w sposéb wskazany na rys. 3b-ym.

51. Zadanie. Punkt materyalny pod dzialaniem cily cigZzenia spada
z pewnej wysokosci po torze prostym, do ktérego przytyka sig kolo

Rys. 35.

w ten sposéb, ze tworzy ono przediuzenie tego loru, rys. 86-ty. Obli-
czy¢ wzniesienie 4 ponad wierzcholkiem kola, z ktérego puszczony punkt
nie spadnie z kola; nie uwzgledniajac tarcia i innych opordw, jakie po-
wstajg podezas ruchu. h

W celu rozwigzania tego zadania postgpujemy w -tym pray-
padku, jak poprzednio; obliczymy site odporowg /V; wyznaczymy nastgpnie
miejsce na torze, w ktérem N = 0; i z tego réwnania obliczymy nie-

wiadoma A Odpowiedz & = } r.
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52. Ogolne rozpatrywanie ruchu punktu, bedacego pod dziataniem
sit zewnetrznych, po danym torze krzywolinijnym w przestreni bez
uwzglednienia sit oporowych. Przypadki szczegélne fego ruchu rozpa-
trywaliSmy juz w §§ poprzednich, badajac ruch punktu, bgdqcvgu pod
dzialaniem sily cigzenia, po prostej, po kole i po cykloidzie; obecnie
wezmiemy ogélny przypadek, gdy tor jest kraywy w przestrzeni, a sila,
dzialajgca na punkt, jest zmienna.

Ruch punktu po danym torze mozemy fizycznie wywo}aé gdy na
tor, W postaci np. drutu bardzo gladkiego, nawleczemy brylke materyalng.
Brylka ta bowiem, pod dzialaniem przylozonych do niej sii, bedzie  sig
wogdle $lizgaé po drucie. '

~ Jezeli dany tor jest plaski, to mozna réwniez wywolaé nich punkiu
-po (lanym torze, gdy umocujemy ten punkt do kofica nici zupelnie giet-
kiej, lecz nierozciggliwej i ni¢ nawiniemy na ewolute danej krazywej;
podczas bowiem rozwijania sig nici punkt zakresli dany tor. Przykladem
tego sposobu jest wahadlo pospolite, ktérego ewoluty jest punkt; lub
wahadlo cykloidalne, ktérezo eweluta jest réwniez cykloida. Jegeli- zas
tor jest krzywolinijny w przestrzeni, to, chociaz mozna wywolaé ruch
punktu po tym torze réwniez za pomocy odwijania nici, sposéb ten jed-
nakze jest ziozony. ZIGS?ti}, sposobéw fizycznych, wj'\voiuja,p}'ch_ ruch
punktu po danym torze, moze by¢ bardzo wiele. Wogble za§ uwidocz-
nimy sobie ruch punktu po danym torze, §lizganiem sig brylki materyal’
nej. nawleczonej na odpowiednio wygiely drut.

Pod waglgdem kinematyeznym, ruch punktu po danym torze, po-
siada jeden stopienn swobody; poréw. tom IlI-gi § 3l-szy; z trzech
bowiem stopni swobody, jakie posiada kazdy punkt swobodny, odejmujemy
mu, dajgc tor, po ktérym on ma sig poruszad, — dwa stopnie swobody.
Jedna przeto spéirzedna, t.j. je.na niezalezna zmienna, wyznacza polo-
zenie punkiu na torze, a za tem droga, predkosé i prazydpieszenie danego
punktu, oraz sila odporowa toru sg funkeyami jednej tylko nieszaleznej
zmiennej. Jakg wielko$¢ obierzemy za tg niezalezng- zmienng, zalezy
od zadanie i wybér ten jest w zasadzie objetnym; udatny jednakze jej
wybér wplywa znacznie na uproszczeme 1 prayjrzystodd rachtmku, na
co nalezy zwrdcei¢ uwage.

Jezeli mamy w. zadaniu wyznaczyé tylko ruch punktu, t. j. np!
mamy obliczyé predkoéd w. funkeyi spéirzgdnej, to do obliczenia tego
ruchu wystarcza jedno tylko réwnanie; a tym réwnaniem moze byd
réwnanie, wyrazajgce zasadg réwnowartodei pracy i energii kinetycznej;
gdy2 wartoécl sil odporowych, ktérych nie znamy; nie. wchodzg do tego
ré wnania. _

Na punkt, ktéry jest zmuszcmy poruszac¢ sig po danym torze, dziala:
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1) sila zewnetrzna P, ktéra moze byé uwazana za wypadkows
wielu sit P=2X P, :

2) sita odporowa N toru. Sila ta, o ile nie uwazglgdniamy tarcia,
znajduje sip w plaszezyZnie normalnej do toru, przeprowadzonej w miej-
scu, w ktérem badamy ruch danego punktu;” lecz nie znamy ani jej
polozenia (w tej plaszczyznie), ani jej wielkoSci. W celu wyznaczenia
polozenia i wielkosci tej sily, nalezy obliczydé np. dwa jej rzuty na osi
spétrzgdnych; ktére obierzemy w plaszczyznie normalunej. W ukladzie
zatem réwnan algebraicznych sila ta wyraza sig dwiema niewiadomemi
wielkosciami. Réwnanie dynamiczne tego ruchu jest nastepujsce

PlN—mp « o « » w & » » » (114}
Réwnanie to wektorowe, przeksztalcimy na algebraiczne, gdy zrzutujemy
je na trzy dowolne osi; otrzymamy wtedy trzy réwnania algebraiczne,
z ktérych obliczy¢ mozna trzy niewiadome: predkosd i dwa rzuty sily
odporowej; wyraziwszy je funkcyg obranej spélrzgdnej niezaleznej. Osi te,
dla uproszcezenia rachunku, obierzemy w sposéb nastepujacy:

jedng obierzemy po stycznej do toru, ze zwrotem dodatnim, zgod-
nym z ruchem punktu; of tg oznaczymy literg #

druga, — ktérg oznaczymy literg #», obierzemy po giéwnej nor-
malnej do toru z dodatnim zwrotem ku sSrodkowi kola krzywizny; i

trzecig & (binormalng) obierzemy prostopadle do plaszezyzny dwdch
poprzednich osi, f. j. prostopadle do plaszczyzny $cisle stycznej, w ktérej
lezg poprzednie dwie osi. Rzuty wektordw powyzszego réwnania dyna-
micznego na te osi daja nastepujgce trzy réwnania:

1) réwnanie rzutéw sil na styczng

av
Pi=m —.
¢ dt
Réwnanie to zastgpié mozna pierwsza jego calky, wyrazajgca ré- -
wnowarto§é pracy i energii kinetycznej; a zatem zastgpimy je réwnaniem

P; . ds = d(} mv?),
w ktérem ds oznacza czgstkg toru. Réwnanie to, gdy sily posiadaja
funkeye sil, scatkujemy i wyrazimy prgdkodd funkoyg obranej spéirzgdne;j.
2) Réwnanie rzutéw na normalng gléwng », ma postaé

_ Py + N, = mpy; 3
w réwnaniu tem zgodnie ze wzorem 15.tym tomu II-go g, =2 ;a po-
p

niewaz predkos$d v°obliczyliémy juz z poprzedniego réwnania, za$ p jest
promieniem krzywizny, ktéry moze byé obliczony =z réwnania danego
toru, przeto w réwnaniu tem jest tylko jedna niewiadoma X, t. j. rzut

sity odporowej na gléwng normalng do toru,
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3) Roéwnanie rzutéw na oé b jest nastgpuj@cé
z réwnania tego obliczymy rzut sily odporowej na tg of; rzut bowiem
Py jest znany. Z dwéch zatem ostatnich réwnan obliczymy silg odpo-

rowa

N = N, - Np; lub inaczej N = VN2, + Ny*; i t. d.

W szezegbélnym przypadku, jezeli tor jest plaskl i sity lezg w jego plasz-
czysnie, jak to bylo w przykladach np. z wahadlem kolowem i cyklo-
idalnem, P, = 0, a wige i N = 0; a sila odporowa, ktérg oznaczyli-
émy, w tym przypadku, literg N
v
N=m——P,.
4

53. Ruch punktu po danym torze z tarciem. Wielkodé sily tarcia
w nastgpujgcych rachunkach przyjmujemy réwng iloczynowi z sily nor-
malnej do toru i spélezynnika tarcia, wladciwego tracym sie ciatom.
Réwnanie dynamiczne tego ruchu jest nastepujace

P+ N+ W= mp,

w ktérem sita W/ = p. N; a p oznacza spélezynniki tarcia; sila ta jest
styczng do toru ze zwrotem przeciwnym zwrotowi predkosei punktu po-
ruszajgcego sige. Zrzutujmy to réwnanie wektorowe na osi, przyjete
w paragrafie poprzednim, a otrzymamy réwnania

1) Pp—pN=m %; lub w postaci réwnania pracy;

(P, — wN) ds = d (} mv?; nastepnie

4
2) B, -+ N, = m%;

8) Py Ny =0

Przy obliczeniu tarcia nalezy wziad po uwage, ze N = J/N?, | N%,

Réwnania te réznig sig od poprzednich tem, ze w réwnanie pracy,
ktéreémy napisali zamiast rzutéw sil na styczna, wchodzi obecnie wiel-
kodé sily odporowej.

Ogélna jednakze iloé réwnan oraz niewiadomych nie zmienila sig;
jedynie rachunek nie jest tak prosty, jak poprzednio, wskutek tego, %e
wielkosci rzutéw niewiadomej sity N wohodzg we wszystkie trzy ré-
wnania.
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Dla wahadla np. plaskiego, dla ktérego N, = P, = 0, olrzy-
mamy nastgpujace réwnania dynamiczne
1) —mglsine ds — pNido = d (} mv?); oraz
mo®
l
. 83 to dwa réwnania z dwiema niewiadomemi /V i v; ktére wyrazid

mozna funkcyg spélrzednej s. Po wyrugowaniu np. wartodei NV z drugiego
réwnania i po podstawieniu jej do pierwszego, otrzymamy réwnanie

2) N -- mg cos 6 =

— mglsino . de — p (f‘;—f— mg Ccos c)!du = d (} moY);

a po jego scalkowaniu ofrzymamy szukang zalezno$é pomigdzy v i o.
Calkowanie tego réwnania mozna wykonad¢, po zastosowaniu pewnych
podstawieni. Przeprowadzenie tego rachunku, ktére tu poming, znajdzie
czytelnik migdzy innemi w ,Mechanice” Autenritt’a 1).

Jezeli sila P nie lesy w plaszczy#nie $cisle styczne] do toru, jak
w. powyzszym przykladzie; to skladowa N posiada pewng skoriczong

wartodé; a sila odporowa
N = VI, T,
Wyraz ten wchodzi do réwnania dynamicznego:i doprowadza wogdle
catkg jego do funkeyi eliptycznej, ktérej analiza jest nadzwyczaj zawilg

i przytem malo znang. -
Wobec tego upro$cimy réwnanie rézniczkowe, gdy zasta,plmy wyraz

VN2, - N*, wyrazem a N, 4 BNy,

ktorego liczbowa warto$é niewiele rézni sig od wartodei wyrazu Scistego.
Mozna dowiesé, lub sprawdzi¢ drogg préb, ze jezeli
a = 0,961, oraz § = 0,398;

to najwigksza régznica pomigdzy wartoécig écista, a przyblizong nieprze-
kracza 4°/; a zwazywszy jeszcze, ze warto$é ta w réwnaniu dynami-
cznem jest pomnozong przez spélezynnik tarcia, ktéry w ogéle jest << 1.
a w mechanizmach udoskonalonych bywa doprowadzony do bardzo ma-
fego ulamka, mozemy stosowad wyraz przyblizony bez obawy uczynie-
nia jakiej§ dostrzegalnej niedokladnodci,

Przyblizone wzory tego rodzaju podaje ,Technik“ na str. 4b6-tej
pod N 16, .17, 18:tym, z ktérych mozna korzystad i w innych tego
rodzaju przypadkach. > '

n w polskiem tlomaczeniu inz, St. Patschkedo, str. 824.
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W razie ruchu punktu po torze z oporem, proporcyonalnym do
wartodei pewnej funkeyi z predkodei, postgpowanie rachunkowe, wyzej
wylozone, sig nie zmieni, przybedzie tylko w réwnaniu pracy czgstko-
wej jeden wyraz sily, przedstawiony funkeys predkosei; lecz to nie
zmieni ogélnej postaci réwnania rézniczkowego; zmieni tylko sposéb
jego calkowania

D. Ruch punktu materyalnego po danéi powierzchni.

54, Ruch punktu po powierzchni bez oporéw. Punkt materyalny,
poruszajacy sig po danej powierzchni, posiada dwa stophie swobody;
dwiema zatem spélrzgdnemi niezaleznemi wyrazimy ruch punktu oraz
sity odporowe powierzchni. Réwnanie dynamiczne tego ruchu jest na-
stepujace : '

- P+ N = mp.

Sita odporowa /&, wobec gladkosci powierzchni, jest normalng do
niej; kierunek jej jest wigc znany; nieznang jest tylko jej wielko$é; sila
ta przedstawia przeto jedng algebraiczng niewiadomg. Poniewaz tor,
jest nieznany co do swej postaci, przeto i przy$pieszenie punktu pod-
czas ruchu jest nam nieznane ani co do kierunku, ani co do wielkogeci,
Przyépieszenie to przedstawia jednakze tylko pozornie trzy algebraiczne
niewiadome; jest ono bowiem uwarunkowane postaciag powierzchni, po
ktérej punkt sig porusza; a warunek ten Wyrazimy réwnaniem powierz-
chni. Mamy przeto w danem zadaniu cztery niewiadome, a dla ich wy-
liczenia jedno réwnanie dynamiczne w postaci wektorowej, oraz jedno
réwnanie algebraiczne, okreslajace dang powierzchnig., W celu oblicze-
nia tych niewiadomych, stosujemy wogéle metode rzutéw na trzy osi
prostokgtne x, 9, &, dowolnie obrane w przestrzeni. Rzuty wektoréw -
réwnania dynamicznego na te osi dajg nastgpujace trzy réwnania

d*x . '

1) P+ Ny, =m— prER
d’y
@it
d’s
dit’

Réwnanie za§ powierzchni jest: nastgpu;gca

4) j(x 3 2) =0, -
Sg to cztery wyzej oméwione réwnania. Poniewa?z jednakze jedng
niewiadomg N wyraziliSmy, ze wzgledéw rachunkowych, trzema jej rzu-

2) Fy 4 Ny =m—

8) P+ Ny=m"2%



