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W razie ruchu punktu po torze z oporem, proporcyonalnym do
wartodei pewnej funkeyi z predkodei, postgpowanie rachunkowe, wyzej
wylozone, sig nie zmieni, przybedzie tylko w réwnaniu pracy czgstko-
wej jeden wyraz sily, przedstawiony funkeyg predkosei; lecz to nie
zmieni ogélnej postaci réwnania rézniczkowego; zmieni tylko sposéb
jego calkowania

D. Ruch punktu materyalnego po danéi powierzchni.

54, Ruch punktu po powierzchni bez oporéw. Punkt materyalny,
poruszajacy sig po danej powierzchni, posiada dwa stophie swobody;
dwiema zatem spélrzgdnemi niezaleznemi wyrazimy ruch punktu oraz
sity odporowe powierzchni. Réwnanie dynamiczne tego ruchu jest na-
stepujace : '

P+ N = mp.

Sita odporowa &, wobec gladkodei powierzchni, jest normalng do
niej; kierunek jej jest wigc znany; nieznang jest tylko jej wielko$é; sila
ta przedstawia przeto jedna algebraiczng niewiadomg. Poniewaz tor,
jest nieznany co do swej postaci, przeto i przy$pieszenie punktu pod-
czas ruchu jest nam nieznane ani co do kierunku, ani co do wielkogeci,
Przyépieszenie to przedstawia jednakze tylko pozornie trzy algebraiczne
niewiadome; jest ono bowiem uwarunkowane postaciag powierzchni, po
ktérej punkt sig porusza; a warunek ten Wyrazimy réwnaniem powierz-
chni. Mamy przeto w danem zadaniu cztery niewiadome, a dla ich wy-
liczenia jedno réwnanie dynamiczne w postaci wektorowej, oraz jedno
réwnanie algebraiczne, okreslajace dang powierzchnmig, W celu oblicze-
nia tych niewiadomych, stosujemy wogéle metode rzutéw na trzy osi
prostokgtne x, 9, 2; dowolnie obrane w przestrzeni. Rzuty wektoréw -
réwnania dynamicznego na te osi dajg nastepujace trzy réwnania

]

2 ;
1) P,+ N, _m‘fﬁ’i,

d?
2) F, +N —-md;;,

d?z

8) Pyt N, =mTr;

Réwnanie za§ powierzchni jest: nastgpu;gca

4) j(x 3 2) =0, -
Sg to cztery wyzej oméwione réwnania. Poniewa# jednakze jedng
niewiadomg N wyraziliSmy, ze wzgledéw rachunkowych, trzema jej rzu-
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tami, przeto nalezy jeszcze wprowadzié do rachunku warunek, ze sila &V
jest prostopadla do powierzchni; warunek ten wyrazimy dwoma naste-
pujacemi réwnaniami

. d d
5) Nv:Ny='3“£“:?£’_;

d a

6) JVJ.: _sz_d%:%;

Mamy zatem szes¢ réwnaii, z ktérych obliczymy szeéé niewiadomyech:
%, 9, % Ny Ny N, w funkeyi czasu # —jest to ogélne postgpowanie.

Lecz takie postgpowanie rachunkowe, aczkolwiek zupelnie 4ciste,
prowadzi do wzoréw dosyé zawilych i daje najezgéciej wyniki mato
przejrzyste; w celu zatem ulatwienia rozpatrywan tego ruchu, nalezy
korzystad ze szezegllowych wladeiwosei danych powierzehni w ten spo-
86b, azeby médz bezposrednio zastosowad twierdzenie pracy, oraz-mo-
mentéw ilodei ruchu, ktére sg pierwszemi calkami powyzszych réwnan
dynamicznych; postgpowanie takie w wielu szczegdlnych przypadkach
prowadzi wprost do celu.

Réwnanig pracy daje bezposrednio zalezno$é pomiedzy spdlrzed-
nemi punktu ruchomego i jego predkoécig. Réwnanie to lacznie z réw-
naniem momentu ilo$ei ruchu pozwala w wielu przypadkach obliczyd tor
i ruch po nim. Lecz wogéle w réwnanie momentéw ilosei ruchu wcho-
dzi wielko$é sily odporowej, ktéra jest nieznang; réwnanie to nie wystar-
cza przeto do obliczenia ruchu i nalezy zastosowad jeszcze inne ré6wna-
nia dynamiczne.

Dla pewnych jednakze szezegdlnych powierzechni moment sit odpo-
rowych, czy to wzglgdem odpowiednio obranego bieguna, czy tez wzgle- .
dem takiejze osi réwna sig zeru; a wtedy réwnanie momentu iludei ru-
chu bedzie drugiem réwnaniem, wykazujgcem zaleznosé pomigdzy spél-
rzgdnemi punktu i predkodcia jego, lub inaczej sig wyrazajac, pomigdzy
spéirzednemi i czasem. Takiemi powierzchniami sg powierzchnie obro-
towe; ich bowiem normalne przecinajg of obrotu; momenty przeto sil
odporowych wzgledem tej osi réwnajg sig zeru.

55. Ruch punktu materyalnego po powierzchni walca prostego o pod-
stawie kofowej. Wezmy naprzéd przypadek, w ktérym na dany punkt,
posiadajacy poczgtkows predkosé ,, styczng do powierzchni walca, nie
dziala zadna sila zewngtrzna (a wige réwniez i sila cigzenia). Jesliby
punkt byl swobodny, poruszalby sig po linii prostej ruchem jednostaj-
nym; w danym za$ przypadku, wskutek sil odporowych walca, zakresli
on z pewng predkodcia pewien tor, lezgcy na powierzchni walca. Po-
staé tego toru, oraz predkosci punktu odezytamy, z réwnania pracy

Mechanlka,-—Tom 11 ] 8
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i momentu ilogei ruchu. Na dany punkt dziala przeto tylko sila odpo-
rowa, ktérej praca podezas praystosowanego przesunigeia punktu, = 0,
a zatem réwnanie pracy jest nastgpujace

1) 0=1mv?—}mv?

2z ktérego wynika, ze v = 7, t. j., ze punkt ruchomy przebiega po da-
nym walcu z prgdkodeig stalg pod wzglpdem algebraicznym, i réwng
predkosci poczgtkowej.

Réwnania momentu ilogei ruchu zestawimy wzgledem osi walca;
momenty bowiem sil odporowych, wzgledem tej osi, réwnajg sig zeru.
W tym celu, zgodnie z okredleniem momentu wzglgdem osi, zrzutujmy
sity i predkodei na plaszezyzng prostopadlg do osi; a odznaczywszy te
rzuty kreskami, otrzymamy réwnanie

2 0= ﬂj%f,; Iub inaczej mv'r — mv'yr = 0,

z ktérego wynika, ze rzuty wlasciwych predkosei na plaszczyzng, pro-
stopadty do osi, sg stale. Z lych wlasciwosei wynika, ze tor jest linig
drubowg o stalem podniesieniu.

Przyjmijmy nastepnie, %e na punkt, ktéremu udzielono prgdkogei
poczatkowej v,, dziala sila cigZenia mg, a walec jest ustawiony pionowo.

W celu zestawienia réwnania pracy, oznaczymy odleglodé pionowg
punktu ruchomego od polozenia poczatkowego przez g, a napiszemy to
réwnanie w nastgpujgcej postaoi

1) mgz = i mv® — { my,’.
Réwnanie za§ momentu ilosci ruchu wzgledem osi obrotowej jest
nastgpujace
2) O=mv'y-— mv'yr =0, skad 2' = v,'.

Z réwnania tego wynika, #e rzuty predkodei wiladciwej na plaszezyzne
pozioma s niezmienne (jak poprzednio); lecz z réwnania pracy odezy-
tamy, ze predkos¢ wlasciwa jest zmienng i powigksza sig z rosnacy
wartodeig spoirzedne] 2; z tych wiadciwosei wynika, ze kierunek pred-
koSei punktu po powierzchni walca z biegiem czasu zbliza sig do kie-
runku pionowego. :

W celu wyznaczenia toru tego ruchu, rozwinimy powierzchnig walca
_na plaszezyzne, a wektory wszystkich predkosei znajdg sig na tej plasz-
czyznie i beda stycanemi do krzywej, powstalej z rozwinigtego toru.
Z powyzszego stosunku rzutu predkodei wladciwej obliczy¢ mozna, ze
rozwinigeie toru jest parabola, Parabola zatem z osig pionowsa, ktérej
plaszozyzng nawiniemy na walec, przedstawia tor punktu materyalnego,
posuwajacego sig z prgdkoscig poczatkows pod dzialaniem sily cigszenia
po powierzehni gladkiej walea pionowego o podstawie kolowej.
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56. Ruch punktu po powierzchni kuli. Ruch punktu po powierzchni
kuli wywolaé mozna, pudciwszy punkt materyalny z pewng predkodeia
zewnagtrz wzglednie wewnatrz powierzchni kuli; punkt ten zakredli na
tej powierzchni pewien tor. Ruch taki wywolaé réwniez mozna, na-
dawszy punktowi materyalnemu wahadla pospolitego, § 43-ci, pewng
dowolnie skierowang w przestrzeni predkoéé,; a punkt ten zakresli w prze-
strzeni tor, ktéry lezy na powierzchni kuli o promieniu réwnym diu-
godei nici; w ten sposéb puszezone wahadlo nazywajg wahadtem kulistem.

Zadanie polega na wyznaczemu toru, ruchu po nim i wielkogei sily
odporowej, jakg on wywola podezas tego ruchu. We#zmy najpierw pod
uwage przypadek, gdy punkt ruchomy o masie m porusza si¢ po po-
wierzchni danej kuli bez dziatania sif zewngtrznych, a wigc réwniez bez
udziatu sit cigzenia; i porusza si¢ jedynie skutkiem nadanej mu pred-
kooei poczgtkowej. Gdyby ten punkt byl swobodny, zakrelilby on ru-
chem jednostajnym tor, prostolinijny. W danym za$ razie wskutek sil
odporowych wykona on mny ruch, ktdéry obliczymy z réwnan dyna-
micznych.

Praca sil podezas przesunigcia czgstkowego punktu po powierzchni
kuli, réwna sig w danym razie zeru. Imnergia kinetyczna punktu pozo-
staje zatem podczas tego ruchu niezmieniona, t. j. punkt ruchomy za-
kregla ruchem. jednostajnym na powierzchni kuli pewien tor dotyechczas
nieznany.

W celu wyznaczenia postaci toru zastosujemy zasade momentu
ilodei ruchu, i otrzymamy .drugie réwnanie dynamiczne ruchu. Siia, dzia-
lajagcg na punkt ruchomy, jest wobec zalozenn powyzszych tylko sila od-
porowa powierzchni kuli; a poniewaz moment jej wzgledem srodka kuli
r6wna sig zeru, przeto mamy réwnanie momentu ilosei ruchu Wzglgdem
bieguna obranego w $rodku kuli

at, _

dt
t. j. wektor momentu ilogei ruchu jest staly co do kierunku, wielkosci
i zwrotu; z czego wynika, #e ruch punktu po kuli, bez udzialu sil ze-
wnetrznych, odbywa sig w plaszezyZnie nieruchomej, wyzuaczonej przez
kierunek predkosei poczatkowej punktu i przez Srodek kuli; ruch zatem
danego punktu w tych warunkach jest ruchem jednostajnym po wiel-
kiem kole, wyznaczonem przez poczatkowe polozenie punktu i przez
kierunek poczatkowej jego predkosei.

Poniewaz promieni krzywizny tego toru jest staly, réwna sig bo-
wiem promieniowi kuli », przeto sila odporowa /N, jako sita doérodkowa.

N—mg;

9
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jest jednukowa we wszystkich polozeniach punktu. Rozwigzanie przeto
danego zadania jest skoriczone. '

Rozpatrzmy teraz ruch rzutu tego punktu na jakgkolwiek plasz
czyzng. Ogznaczmy w tym celu literg V' rzut sily odporowej na tg
plaszezyzng; literg 4 odleglo§é punktu od Srednicy prostopadlej do plasz-
ozyzny rzutéw; a napiszemy zwigzek

N’ ‘-.-N-é—, .
: v
w ktérym tylko wielkod$é % jest zmienng,

Poniewaz rzut sily jest sila, wywolujacg ruch punktu 4’, bedacego
rzutem punktu wiadciwego, przelo wyobrazié sobie mozemy, %e punkt A’
wykonywa ruch pod dziataniem sil /', zbiegajacych sip w jednym
¢rodku, ktéry jest rzutem $rodka kuli na obrang plaszezyzng, — i zwré-
conych ku temu drodkowi. Sily te sg proporcyonalne do odleglosei h

- od tego érodka, mogg byé wigc uwa-
zane jako sily, przyciagajgce pro-
porcyonalnie do odleglodei od danego
$rodka, Tor punktu A’ jest rzu-
tem toru wladciwego punktu; a wige
jest elipsa; z tego wnioskujemy,
ze torem punktu, bedgcego pod dzia-
taniem sit $rodkowych, przycigga-
jacych proporcyonalnie do odleglodei,
jest wogéle elipsa; co$my juz obli-
czyli bezpofrednio w § 16-tym.

Iony, rozumie sig, bedzie ruch
punktu po kuli, gdy dziala¢ bedzie
na niego pewna sila zewnetrzna;
ST takg silg w nastgpnych rozpatrywa-
E +Z niach niech begdzie sita cigzkodei
HJz . punktu,

Rys. 37. Ruch; jaki wykonywa punkt

cigzki na kuli, mozna réwniez wywo-

lad za pomocy wahadla, zlozonego z preta satywnego, ktérego masy nie

uwzgledniamy, a na ktérego koiicu przyczepimy punkt cigzki; po nada-

niu bowiem temu punktowi pewnej predkosci poczgtkowej, wykona on

ruch, jakiby wykonal pray tych samych warunkach poczgtkowych na
powierzchni kuli. ‘

_ Jako spéirzedne punktu ruchomego, wyznaczajace jego polozenie
na kuli, obierzemy: 1) odleglodé 2, rys 37-my, réwnoleznika, na ktérym
punkt dany chwilowo sig znajduje, liczae dodatnie odleglodei od $rodka
kuli po osi pionowej ku dolowi,;

0
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2) oraa kat 0, jaki Lworzy plaszezyzna biegunowa, praechodzgca przez
punkt ruchomy z inng plaszezyzng biegunowg nieruchomo obrang w prae-
strzeni. Na rys. 87-ym, na ktérym O oznacza $rodek kuli, naniesiono spél-
rzgdne s i ©. Spélragdne poczatkowego polozenia punktu oznaczymy
literami 2, i 0,, a predkosé poczatkows literg .

N punkt dany dziala sita jego ciezkosei mg i sita odporowa N po-
wierzchni kuli, (czy tez naprezenia wahadla); ré wnanie przeto dynamiczne
ruchu tego punktu jest nastepujgce

N+ mg = mp.

W celu rozwiazania zadania tego mozemy zastosowaé bezposrednio
zasadg pracy i zasade momentéw. Praca bowiem sily odporowej N, pod-
czas przesunigeia punktu po kuli, réwna sie zeru, i moment jej wzgledem
bieguna, ohrancgo w $rodku kuli, r6wna si¢ takze zeru.

Réwnanie przeto pracy, podezas czastkowego przesunigcia punktu
po_powicrzchni kuli jest nast.

mgdes=d(}mv),
z ktérego po scatkowaniu od z, do 2; i od 7z, do v, otrzymamy naste-
pujace réwnanie '

1) mg(z—ze)=:}mvﬂ—-n;zvna. SIS i 15 15

- Moment sit odporowych wzgledem érodka kuli réwna sig zeru;
a wige i wazgledem kuzdej osi, przechodzgcej przez ten biegun, réwna
sig zeru. Zestawimy przeto réwnanie momentu ilosci ruchu wzgledem
0si pionowej ¢, gdyz wtedy i moment sily cigzenia réwna sig zeru; oko-
licznodé ta chociaz nie jest potrzebng dla naszego rachunku, upraszcza
go jednakze, pozbywamy si¢g bowiem momentu sily cigzenia: :

. aM,,. .
a zatem napiszemy dt’ =0; a wigc
M, .= stalej; lub inaczej, zgodnie z réwn, 74-tem
d6 '
9 mht—=M, . . . . . . . . (116)
) 7 o

gdzie M, oznacza moment, wzglegdem osi 2, ilodei ruchu punktu w po-
czgtkowem jego pulozeniu; & — promiefi réwnoleznika, na ktérym znaj-

duje sig chwilowo, q%jest predkodeig obrotowg plaszezyzny bieguno-
wej punktu ruchomego.

W celu wyrazenia predkosei obranemi spéirzednemi, zrzutujemy ja
na trzy naslgpujace wzajemnie prostopadle osi, rys. 37-my: na of ¢,
styezng do réwnoleznika, na ktérym znajduje sig w danej chwili ‘punkt
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ruchomy ; na of b, bedaeg przedluzeniem promienia tegoz rownoleznika,
i na of 2 pionowa; a zmwazywszy, ze rzuty predkodci punktu ruchomego
sp, predkogeiami jego rzutéw, str. 39-ta tomu Il-ego, i %e obrane osi sg
wzajemnis prostopaele, mmamy

o (2B ()

Wielkodé bowiem £ =} 7’ — 22; a dh = —FLd_a.. .
1/’,-;. e

Po podstawieniu tych wartodei w réwnania 115-te i 116-te; otrzymamy.

1) 28 (s—80)= ((-‘%)24_(;;%?)24-(-%)2]—;;3; oraz

a0 -
2 Me—e=Ry . o « « « « & (117
) mar i =, (a1n

W tych réwnaniach mamy trzy zmienne z, ©, oraz czas #; mozna wigc
z nich wytworzy¢ zwiagzki pomigdzy kazdg ze spélrzednych i czasem
Iub pomigdzy samemi spélrzednemi.

W celu znalezienia zwigzku pomigdzy 2 i #, obliczymy z drugiego

. 48 . : -
réwnania —j?, i podstawimy w pierwsze, oraz podstawimy wartosé dh,

a otrzymamy

seew=[(5 2 125 ] o

-

po uporzgdkowaniu za$

dg \? | = M, \*
2 —g)=|— ]| {—+1 2| — g,

g (5 —a) _(dt)(kz-% )+(mk) %' . . (118)
skad, po podstawieniu 4* = »? — &* i rozwigzaniu wzgledem —Z—g , otrzymamy
. de e

Lr—:ﬂ-m—i_—yj(s) S R !
w ktérem przyjeto
) ) 2
f(8)=(r?— 2% i_Zg(z—sQ—%—vﬁ]—( Mu) o e {120)
i m

W podobny sposéb, rugujge z powyzszych réwnan zmienng g, obli-
czyé mozna zwigzek pomiedzy spéirzednemi © i z
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Wyrugowawszy nastepnie z réwnania 1-go i 2-go zmienng #, ktéra
wystepuje w postaci rézniczki @4 otrzymamy réwnanie, ktére lacznie
z réwnaniem kuli okredla postac¢ toru; ré6wnanie to jest nastepujgce

R S N

Catki powyzszych wzoréw sg funkeyami eliptycznemi, nie dajg sig
przeto wyrazié zwyklemi funkcyami., Mozna jednakze drogg analizy
réwnan rézniczkowych wywnioskowaé o pewfiych wlagciwodeiach da-
nego ruchu i otrzymad jego obraz; analizg Le przeprowadzimy w para-
grafie nastepnym; a obecnie obliczymy site ¢dporowg powierzchni kuli.
W tym celu zrzutujemy réwnanie dynamiczne

mg - N =mp.
na normalng do powierzchni kuli t. j. na jej promien?), przechodzacy
przez dany punkt,

Sita N zrzutuje sig w rzeczywistej swej wielkodei; i jezeli prayj-
miemy zwrot dodatni ku §rodkowi kuli, to rzut sily cigzkodei réwna
gig (—mg cos o); gdzie o oznacza kyl, zawarty pomiedzy kierunkiem pro-

v aaos . : 2
mienia i kierunkiem pionowym, a cos ¢ = ——, rys. 37-my.
- v

-

Rzut przyspieszenia p na kierunek normalnej do powierzchni obli-
czymy w nastepujacy sposéb. Zastgpmy przyépieszenie p sumg dwdch
) 2

przyspieszen (p,-+5;), w ktérej p, = st jest rzutem przyspieszenia
P

na giéwng normalng do toru, a ?t=‘§%“a styozng; i zrzutujmy ja na

obrane osi, Razut p, na-normalng do powierzchni wyrazimy wzorem
yg
P
rzut za$ p, réwna sie zeru.

. o8 (p, ),

Lwarywszy nastepnie, %e, stosownie do twierdzen geometryi ana-
litycznej

pe=wa.008(g, M)A « v = v s s s o = £122)

)y Uprzytomnié sobie nalezy, ze dléwna normalna do krzywej, zakreslonej na
pewnej powierzchni, nie zlewa si¢ wogddle z normalng tej powierzchni; lecz tworzy
z nig pewien kat, ktéry w szczegblnym tylko przypadku moze réwnac sig zeru.

?) Zwigzek ten dla krzywej na kuli wynika bezpoérednio z nastepujgcych
rozwazafi. Plaszczyzna $cidle styczna w pewnym punkcie kazdej krzywej, zakres-
lonej na dowolnej powierzchni, przechodzi przez dwie sgsiednie czgstki tuku; kolo
przecliodzgce przez te dwie czgstki jest kolem krzywizny, Gdy za$ krzywa lezy
. na powierzchni kuli, to plaszczyzna Scisle do niej slyczna w pewnym jej punkeie,
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otrzymamy, po skréceniu przez p, réwnanie rzutéw na normalng

2
. —mg—z—|—N= ”iy—,
: ” r
z ktérego, po podstawieniu wartodei 2* z réwnania pracy, obliczymy
N="[gBs~2a)+v] . . . . . .. . . (129)

Jest to szukane mwname, z ktérego obliczyé mozna np. polozenie réw-
noleznika, na ktérym punkf. ruchomu opusei pow1erzchmg kuli,

57. Analiza réwnan ruchu punktu cigzkiego po powierzchni kuli. Ze-
stawienie r6wnania dynamicznego w zadaniu powyzszem nie przedstawialo
zadnych trudnodci; scalkowanie jego jednakze i uwidocznienie sobie ru-
chu, wyrazonego otrzymanemi réwnaniami, przedstawia znaczne trud-
nodci rachunkowe. W takich przypadkach staramy sie wogéle odezytad
wladciwodei ruchu bezpodrednio z réwnani rézniczkowych: oraz z geome-
tryeznych stosunkéw, ktére zachodza w kazdem poszcezegdlnem zadaniu.
W celu zastosowania tego sposobu do obliczenia ruchu punktu po kuli,
wezmiemy pod uwage jego réwnania dynamiczne i zbadamy ich wlag-
ciwosei.

a0
Z niezmiennosei znaku wartodei _t’ obliczonej. z réwnania mo-
L
ao )

ettt
m h =M,

at
wynika, ze rzut punktu na plaszezyzne poziomag krazy okolo osi pio-
nowej z jednym i tym samym zwrotem, o ile M,=0. W przypadku

za$, w ktorym M,=0, -%:0, kat przeto © jest staly, a ruch punktu

mentu ilodci ruchu

jest ruchem zwyklego wahadla plaskiego.

Podezas ruchu punkiu na powierzchni kuli, rzut jego na o$ pio-
nowg wykonywa réwniez pewien ruch. Réwnaniem ruchu tego rzutu
; . - - dz ’
jest rGwnanie 119-te; a wartosci dla 2, ktére czynia.';_.-o t. . pier-
wiastki réwnania f () =0; wskazujg miejsca. na osi pionowej, w ktd-
rych rzut punktu posiada predko$é zero i jednoczesnie wskazujg naj-
wigksze oddalenia tego rzutu od grodka kuli. Pierwiastki przeto réwnania

(r2—s?) [2g(s-—-z‘,)—}—ﬂ3°]—(ﬂi)q-—0 IR (I24)

przecina powierzchniq kuli po kole, ktére jest kolem jej krzywizny, a promien jedo
jest jej promieniem krzywizny; z czego wynika zwigzek pomiedzy promieniem krzy-
wizny krzywej, zakreslonm na Iu:li a promieniem kuli..
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wyznaczajg miejsca na osi, w ktérych rzut punktu na te o posiada
predkosé zero. Rdwnanie to jest wzglgdem niewiadomej 2 stopnia 3-go;
posiada przeto trzy pierwiastki. Dla naszych rozpatrywan tylko te pier-
wiastki majg znaczenie fizyczne, ktére lezg pomigdzy wartoéciami (—»)
i (4 7); iktére czynia f (2) = 0; w razie bowiem odjemnej wartodci tej
funkeyi wartosei predkosei stajg sie urojonemi, a wigc nie majg fizycz-
nego znaczenia. Warbodei przeto 2=+ (o ile M, << 0) nie moga bydé
pierwiastkami danego réwnania, gdyz czynia wartodd f(s)<0; z CZego
wynika, #ze punkt ruchomy nie przechodzi przes wierzchotki kuli. Po-
niewaz ruch danego punktu odbywa si¢ wogdéle pray wszelkich warun-
kach poczatkowych, przeto dla zmiennej & jest szereg wartoéei, ktére
czynig f(s) > 0, i szereg ten powinien znajdowad sig pomigdzy 2 =+ 7;
a poniewaz dla =+, f(2) <<0; przeto warto$é jej zmienia dla dwéch
wartodei 2, lezgeych pomigdzy + #,
o) dwa razy swdéj znak; a zatem dwa
pierwiastki danego réwnania lezec
muszg pomigdzy —= #; pierwiastki te
oznaczymy literami 2z, i 2,; wartodd
zad trzeciego lezed bedzie pomiedzy
warto$ciami (—7) i (—oo) . j. be-
dzie odjemna; podstawiwszy bowiem
g=— r, otraymamy f(s) <<0; pod-

Rys. 38. stawiwszy za§ s=— oo, f (8)=>0
Wykres przeto wartosei f (s), ktury
w przyblizeniu przedstamhémy na rys. 38-tym, dla réznych wartosci
zmiennej 2, przecina trzy razy o spélrze¢dnych; dwa razy w miejscach,
lezqcych pomlgdzy g= —+# i po raz trzeci w miejscu pomigdzy — ~o
i.— 7 Rozumio sig, ze sp6irzedne miejsc tych mozna obliczyé bezpo-
g¢rednio z rSwn. 124-ego, jezeli weZmiemy do rachunku wartosoiliczbowe.
Rozpatrzymy jednakze ogélne wlasciwodci tych pierwiastkéw, azeby
na ich podstawie wytworzyd sobie cho¢ przyblizony obraz ruchu. Pier-
wiastki 2, i s, wyznaczaja polozenie dwéch réwnoleznikéw na kuli, po-

o7 . a8 o v
migdzy ktérymi punkt ruchomy zakresla tor; a poniewaz —{}—;E—:O, (jezeli

M,=0), przeto punkt ruchomy na poziomie tych réwnoleznikéw po-
siada predkoéci poziomo skierowane, ktérych wartoscl mozna obliczy¢
z réw, 117-tego, po podstawieniu w nie

;22 kl _— Vra__..zlz; oraz ;3 F—— ;3'.3 — ’/;.‘2 - Z%.
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Ruch punktu danego mozemy przeto unaoczni¢ sobie np. w ten
sposéb, Punkt, otrzymawszy pewng predkosé poczatkows, opuszcza sig
po powierzchni kuli i, dosiggnagwszy réwnoleznika na poziomie g, dot-
knie sie jego, aby nastgpnie
dzieki posiadanej energii (ina-
czej, wskutek bezwladnosci)
podniedé sie do réwnoleznika
z,; 1 nastepnie po zetknigeiu
sig z nim opusci sie znéw do
réwnoleznika z, i t. d. Obraz
ten nasuwa przypuszczenie,
ze tor punktujestsymetryczny
wzgledem plaszezyzny biegunowej, przechodzgcej przez punkty zetknig-
cia sip toru z ograniczajgcym go réwnoleznikiem (dolnym lub gérnym).
Azeby to zbadad, wefiny pod uwage dwa miejsca na dowolnym réwno-
lezniku, wyznaczonym spélrzedng z, w ktérych tor punktu przecina go,
i wyobrazmy sobie, ze punkt ruchomy, przechodzac przez miejsce /',
rys. 39-ty, réwnoleznika tego, opuszcza si¢ do miejsca 4, lezgcego na
dolnym rdéwnolezniku z,; a w miejscu P przecina on podczas podnosze-
nia sig réwnoleznik 2,; na rys. 39-tym pokazany jest tor punktu, oraz
réwnoleznik, oznaczony punktami. Polozenia miejsc P' i P, w ktérych
punkt ruchomy, przecina réwnoleznik 2, okre§limy katami biegunowymi
0" i O, rys. 40-ty; polozenie za$§ miejsca zetknigeia sig toru z réwno-
leznikiem dolnym okreslimy katem ©,. W réwnaniu 121-szem, wyraza-
jacem przyrost &0, bradé naleszy znak --, gdy przyrost dz jest dodatni,
t. j. gdy punktruchomy opuszcza sig; nalezy za braé go odjemnym, gdy
punkt podnosi sie. Przy wyrazeniu przeto kata ©, zmienng = nalezy
wzigé pod uwage, ze funkeya pod znakiem calki zmienia swéj znak
przy przejsciu przez warto§é 0,; kat przeto, jaki zatacza plaszezyzna
biegunowa, gdy punkt ruchomy przejdzie od P’ do 4, rys. 40-ty, obli-
czymy z nastepujacego ré6wnania

i M, (= dz
0, —0' = d@).——r—“ e T —  [F(s)— F(2);
f o W,_zz)ma) — 1F (s) = F(a)]
a kat
M o dz
8 —0, = = g -}
| = [ o= e = e = P

z réwnant tych wynika, ze @, —0'=0 — 0,; co stwierdza nasze przy-
puszezenie, Plaszczyzna przeto biegunowa, przechodzaca przez punkt

zetknigoia sig toru =z réwnoleznikiem gérnym lub dolnym, jest. plasz-
czyzng symetryi toru. .
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Jezeli nastgpnie - zrzutujemy tor punktu na plaszezyzng poziomg, to
otrzymamy krzywg, ktéra lezy pomigdzy dwoma kolami o promieniach
Iy i hyy dotyka je kolejno w pewnych punktach, i jest symetryczng
wzglgdem osi, przeprowadzonych z rzutu $rodka kuli do punktéw zet-
knigé toru z temi kolami.

Zbadajmy obecnie, czy kraywa ta nie jest elipsa, ktérej $rednice
gléwne réwnajg sie 2 4, i 2 A,; elipsa bowiem taka odpowiadalaby zba-
danym dotychezas wladciwodciom. Przypuszezenie to jednakze jest
niemozliwem; pod pierwiastkiem bowiem wzoru 121-go mamy funkcye
stopnia trzeciego, ktérej catka nie moze bydé funkecys algebraiczng.

Ry?, 40, Rys. 41.

Zbadejmy jeszeze tor punktu ze wzgledu na ograniczajgce go réw-
nolezniki., Pierwiastki réwnania f () = 0, wyznaczajg odleglodé réwno-
leznik6w, ograniczajacych tor. W celu zbadania wladciwoéei tych
réwnoleznikéw zanalizujemy to réwnanie i uporzgdkujemy je podlug
zmiennej s, a po podstawieniu

tmy? —moz, = E,, . . . . . . . . (12b)

gdzie £, wyraza warunki poczgtkowe ruchu, i po sprowadzemu Spoi-
czynmka przy 2* do jednosei; otrzymamy réwnanie

g+ Lo g [ B0 s___( )]_o . (126).
‘ mg mg

ktérego pierwiastki wyznaczajg polozenie ograniczajgcych ruch réwno-
leznikéw.
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Réwnanie powyzsze da sig przedstawié w posiaci
(2—2) (e—2) (8—2) =0
a po przémnozeniu czynnikéw — w postaci
g* — (2 + 25 1 &) - 2 (212 %5 _‘_ 8,8;) . 53— 58,8, == 0. (27)

7 poréwnania spélczynnika przy zmiennej 2 tego réwnania z takimze
sp6lezynnikiem réwn, 126-tego otrzymamy

3%, + 2,8, |- 2,2, = — % inaczej 2, (8, +2,) = — (1 - 7,5).
Ze stosunkéw geomelrycznych wynika, ze bezwzgledna warlosd
iloczynu 2,2, << #% wartodé przeto wyrazu (#* + £,5,) -0, niczaleznie
czy iloczyn z2, jest dodatni czy tez odjemny; z czego znéw wynika ze

2y (3, 2,) < O

Poniewa# zas 2, jest zawsze odjemne, lezy bowiem pomiedzy — »

i — oo, przeto (z, - 2,) musi posiadaé zawsze wartodé dodatnia; t. .
2 -+ 2z = 0.

Warunek ten wyraza,- ze albo obydwa kola, ograniczajace lor, lezg
na dolnej pélkuli, w tym bowiem razie s, i 2, sy dodalnic; lub (~2 jedno
z nich jest na dolnej, a drugie na giérnej 6tkuli i w ten sposéb sa po-
lozone, ze suma ich odleglodci od srodka kuli =. 0; — z czegn wynika,
ze nie moga lezed na pélkuli gérnej; jak réwniez, ze punkt materyalny,
puszczony na gérnej pélkuli, zejdzie zawsze na pdtkule dolna.

Jezeli rownolezniki te lezg na réznych pélkulach, to odlegloéé dol-
nego réwnoleznika od $rodka kuli musi byé wigksza o/ takiejze odleglosei
gérnego réwnoleznika. Jezeli zatem punkt ruchomy wskutek nadanego
mu ruchu podniesie si¢ na gérng pdlkulg do pewnego puéiumu, to opudei
sie on nastgpnie na dolng péltkule o tyle, ze suma odleglodci ogranicza-
jacych réwnoleznikéw od $rodka kuli zawsze jest dodatniz. Promien
przeto dolnego réwnoleznika jest zawsze wmniejszy od promiema gdérnego
rownoleznika. Rys. 40-ty i 41-szy przedstawiajg rzuty toru na plasz-
czyzng pozioma. Rys. 40-ty przedstawia ruch punktu po jednej pétkuli;
rys. zas 41 szy, gdy ruch ten odbywa si¢ po obydwéch pétkulach, a w tym
razie 4; 1 By si miejscami zetknigé sig punktu ruchomego z kolami
ograniczajgcemi; kofo zag R jest rzutem réwnika.

W szezegélnym przypadku, gdy pierwiastki sg wzajemnie réwne,
t. J. gdy 2, = 2z,, wtedy punkt ruchomy zakreéli koto, kiére wobec po-
wyzszego wniosku moze lezed tylko na pétkuli dolnej. Poniewaz w tym
-przypadku sita cigzenia punktu ruchomego wykonuje prace ré wng zero, a sila
odporowa powierzchni gtadkiej wykonywa zawsze prage rdwng zero, przeto
punkt dany podezas ruchu nie doznaje zmiany energii kinetycznej, t. j.
zakresla on koto.ze stata poczatkowo nadang predkogeig,
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Powréémy jeszeze do réwnan 126- tego 1 127-mego, a z pméwnanm ’
wyrazéw stalych otrzymamy zwigzek
é’_ 2 .:..__1 : (_.ﬁ?fﬂ.'__)2

mg 2g
a poniewaz plarmastek %, jest zawsze odjemny, przeto znak wyrazu,
znajdujacego sig po lewej stronie réwnania, ktorego warto$é mozna
obliczyé z poczgtkowych warunkéw ruchu, rozstrzyga o tem, czy ruch
punktu odbywa sig po jednej pdlkuli, czy tez po obydwdich. Jezeli np.

1 M .

Er"’-_-é—————--:::{) o0 . . = « (128
m

= 2,832,
m

czyli punkt przebiega po jednej tylko pélkuli.
Znajdimy obecnie znaczenie dynamiczne Lych warunkéw; w tym
celu podzielimy wzér 128-my przez »? i napiszemy go w.postaci

Biseti Mol = L (0
2 mr?

W szczegdlnym przypadku, gdy M, = 0, t. j. gdy ruch odbywa sig
‘w plaszczyZnie biegunowej, warunek podniesienia sig punkiu ponad
réwnik, t. j. ponad Srednice pozioma, wyrazi sie wzorem

E, > 0.

Warto$dé wyrazu /£, zgodnie z jego okresleniem, podanem w réwn.
125-tem, wyraza przewyzke energii kinetyoznej } m2,% udzielonej punk-
towi, ponad warto$¢ pracy mgs,, jaka sila cigzenia punkiu wykona p d-
czas podniesienia jego do poziomu réwnika. W tym wiec szezegdlnym
przypadku ruch punkbu, warunek, £, = 0, podniesienia si¢ punktu po-
nad réwnik, lub dojscia do niego, jest wyrazem zasady zachowania energii,
. Warunki ruchu po kuli mozna wyprowadzié réwniez z zasady za-
chowania energii, gdy zwazymy, ze ruch punktu w plaszezyznie biegu:
nowej, (t. j., gdy M, =0), i ruch dowolny po powierzchni kuli, rédznig
sig tem, ze punkt, poruszajgey si¢ ilylko w plaszezyZnie biegunowej,
przybywa do réwnika z predkoseia zero; w ogélnym zaé ruchu (gdy M,== 0),
punkt ruchomy dochodzi do réwnika z pewng predkodeig poziomo skie-
rowang; posiada wigc on w tem miejscu pewng energie Kinetyczng.
Punkt zatem ruchomy, azeby d»szedl do réwnika, ,powinien mie¢ wo-
g6le nadane tyle energii (} mv,?, azeby po wykonaniu pracy podniesie-
nia mgz, posiadal w poziomie réwnika jeszcze energie } mz,” gdy litery
v, oznaczymy predkoéé na réwniku. Oblicamy te predkosé. Razut po-
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do i
ziomy predkosci punktu w kazdem miejscu = 4 2708 réwniku przeto

d@
Ydt

Wyraz ZE) obliczymy z réwnania 117-ego, po podatawmmu w nie & = 7,

zatem
de M,
. ar T mr®’
warto$é przeto energii punktu na poziomie réwnika
M, \? M,?
mui={mir—|=1%.—5.
§ MY, = i ( v oo

Azeby wigc punkt ruchomy doszedt do ré6wnika powinna byé mu na-

dana w poczatku jego ruchu energia kinetyczna
3

3 mz’zﬂ”’gﬁo -+ mr*’

a jezeli energia ta jest w1gkbza, od wskazanej przez to réwnanie, to cig-
zar punktu moze wykonad jeszcze pracg podniesienia sig jej réwnika.
Co tez wyraza warunek przedstawiony wzorem 129-em, wyprowadzonym
drogg analizy algebraicznej. Rozpatrzmy jeszcze ruch rzutu punktu,
poruszajgcego sig po kuli, na plaszczyzng pozioms, z tego bowiem ru-
chu bedziemy réwniez mogli sadzié o ruchu punktu wlasciwego. W tym
celu zrzutujmy na plaszczyzne poziomg punkt ruchomy i sily nan dzia-
tajace, t. j. sile normalng i silg jego cigzkodci, a zauwazymy, ze kie-
runki rzutéw sily normalnej zbiegajg sie w rzucie $rodka kuli; rzut za$
gily cigzenia réwna sig zeru. Rzut przeto punktu ruchomego znajduje
sig tylko pod dzialaniem sily $rodkowej, réwnej rzutowi sily odporo-
wej. Oznaczmy ten rzut literg AN’, a napiszemy /
~ N'= N .sin o; lub inaczej N = N;-f;—;.

gdzie A jest promieniem wodzgeym rzutu punktu wladciwego. Azeby
zatem wyznaczyd ruch rzutu punktu danego, nalezy wyznaczyé ruch
punktu, bedacego w polu sil érodkowych, okredlonych réwnaniem

N' = N%. Wyznaczenie tego ruchu nie przedstawia trudnosei w przy-

padku, gdy /v jest staly wielkodcig; wtedy bowiem wielko$é sily érod-
kowej bedsie proporcyonalna do dlugodci promienia wodageego; tor
przeto tego ruchu stosownie do § 16-tego bedzie elipsa, lub kolem.
Szczeg6lny, ten przypadek nastapi, gdy kat odchylama wahadta jest bar-
dzo maiy Prayjgwsay nps, te kat Udr‘hylcnn zhhz.x sig do zera, sila A’
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zblizaé sig bedzie do wartodei stalej; a rzut punktu wlagciwego zakresli
na plaszezyZnie poziomej, zgodnie z § 16-tym, kraywg zblizong do elipsy,
ktérej srodek znajduje sig w srodku przyciggania; a jedna z osi sprzg-
zonych posiada kierunek rzutu promienia wodzacego w poczatkowem
polozeniu punktu wiladciwego; druga za§ — kierunek rzutu predkosei po-
czgtkowej. Dla malych zatem odchylert wahadia, tor wladciwy, jaki za-
kredla punkt na kuli, otrzymamy, jako przecigcie sie waleca prostego
o podstawie eliptycznej z powierzchnig kuli. Predkodci rzutu punktu
wladciwego po elipsie sa rzutami prgdkosei punktu wiladciwego; z rzu-
téw tych mozna zatem wyznaczyé wektory predkosci wladciwych. Inny
przypadek, w ktérym N = stalej, nastepuje, gdy sz = stalej, tor jest
w tym razie kolowym. W praypadkach ogéinych mozemy réwniez sa-
dzié, chociaz w przyblizeniu, o postaci toru, gdy zamiast wyrazu Sci-
stego

mvn

N = mg (3 cos ¢ — 2 cos ;) -}

zastosujemy przyblizong jego wartodd, ktéra otrzymamy po podstawieniu

cos o __I/r’ -__k—g 1/ —- Nl — (--) ; a zatem
N2 mg [3 == 3(7) ]_{—(m:o —- 2 mg cos ou); skad

Ve - ymg(L); gizie ‘

C__

i jest wielkodcig niezmiienng dla danego zadania; po podstawieniu tych
wWZorow

r

: . 3
N':F_-Nizf.-é——gmg.(—h—) e g w120
r r

7 tego wzoru wynika, ze sile $rodkowg N'. mozna uwaza¢ z pewnem
przyblizeniem, za zlozong z dwdéch sit: z sity prayciggajgcej proporcyo- .
nalnie do odleglofci od érodka i z sily odpychajacej proporcyonalnie
do trzeciej potegi tejze odlegloéei. Fatwo odezytaé z tego r6w-

b
) maleje, to wartosé (ﬁ) jeszcze predzej
r

maleje tak, iz wplyw sily odpychajacej na ruch punktu staje sig coraz
mniejszy, a tor zbliza sig do elipsy, cosmy juz wyze] przewidzieli. Ze
wazrostem wartoéei 2 wplyw sily odpychajacej wzrasta i ruch nalezy juz
uwazaé za zlozony, z ruchu po elipsie i =z ruchu powstatego z sily
odpychajacej; ruch taki wyobrazié sobie mozna jako ruch po elipsie,

nania, %ze jezeli warto§é (£
,
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gdy jednoczesnie elipsa jest w ruchu. Rys. 42-gi i 43-ci sg rzutami toru
punktu wahadfa kulistego na plaszezyzng poziomg, a powstanie tego toru
mozna sobie wyobrazié w ten sposob, ze punkt ruchomy, (t. j. rzut punktu
wlasciwego), zakregla elipsg, ktéra obraca si¢ okolo swego Srodka.

Szczegélowsze badania tego ruchu wykazujg, ze punkt styka sig
z tem samem kolem, ograniczajacem jego ruch w réznych odstepach.
Jezeli zatem stosunek wielkosci takiego odstepu do obwodu tegoz kola
jest wymierny, to punkt po przejéciu pewnej ilosci razy okolo $rodka,
powréei do miejsca wyjscia; gdy za$ stosunek ten jest niewymierny,
wtedy punkt ruchomy nigdy nie wréci do swego pierwotnego polozenia;
a tor bedzie w tym razie krzywg niezamknigty, ktéra po uplywie nie-
skoriczenie diugiego czasu, wypelni swemi punktami cale pole pomigdzy
kolami, ograniczajacemi tor. Rys. 39-ty przedstawia tor punktu rucho-
mego w widoku. Rysunki za§ 42-gi i 43-ci s odbitkami zdjeé fotogra-
ficznych ruchu, odbywa;gcego 319 w rzeczywistodei 1).

: 58, Wlasc:woéci ruchu wahadta kulistego, zblizonego do wahadta
stozkowego. Znajomos$é ruchu wahadla -kulistego potrzebng nam jest
przy badaniu ruchu regulatoréw; rozpatrzymy przeto jeszcze pewne jego
wlagoiwodei. Rospatrywania, ktére mamy teraz przedsigwziad réznig sig
pod wzglgdem teoretycznym od poprzednich tem, ze obecnie za pod-
stawe wﬁmiemy szezegbélny ruch po kole w plaszezyZnie poziomej,

') Rys. 40, 43 i 4 g’ wzigte z dziela ,The Dynamics, by Arthur Gordon
Webster. 19127,

L



