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A. Zastosowania réwnania dynamicznego do obliczenia
ruchu prostolinijnego.

4. Warunki powstawania ruchu prostolinijnego. Szczegélnym przy-
padkiem ruchu punktu jest ruch prostolinijny. Ruch ten powstaje wtedy,
gdy przyspieszenie punktu ruchomego posiada kierunek niezmienny
i gdy kierunek pocagtkuwe] jego . prgdkoém, o ile on jg posiada, pokrywa
sig z kierunkiem przyspieszenia; inacze] méwige, ruch prostolinijny po-
wstd]e, gdy sita, wywolujgca go, posiada staly kierunek, pokrywajacy
sig z kierunkiem poczatkowej predkosci; wartosé przytem sily mow ng
zmieniad,

5. Ruch punktu pod dziataniem sity statej. Rozpatrzmy ruch pun-
ktu materyaloego, na ktéry dziala sita stala P i ktérego predkoéé po-
czatkowa posiada kierunek, pokrywajgcy sig z kierunkiem sily. Réwna-
nie dynamiczne ruchu tego napiszemy w postaci algebraicznej ze wzgledu
na to, ze wektory tego réwnania lezg na jednej prostej, wszelkie zatem
dziatania -matematyczne z temi wielkodciami podlegajg odnosnym pra-
widlom algebry zwyklej; napiszemy zetem réwnanie to w postaci

P=m—; lyh inacze, P=m— ... (A
ar * b at o
W réwnaniach tych x oznacza droge punktu ruchu,—a v jego predkosd.

Poniewaz przyjelismy w tym przykladzie, #e sila przyspieszajaca P
jest staly wielkosdcig, przeto réwnanie to mozna bezpoéredmo scatkowac
i otrzymamy . ' -

Pt-—mv—[—C ST . (8
bt,alq, C obliczymy, pmy;qwszy poczatkowe warunki ruchu, np. dla
=0 x=0" 92=u1;
a po podstawienie tych wartosei, otrzymamy C = — mu,; a' zatem
Pt.-= mv, — my,;
skqd S . w=vo1—£i e n el e e 2L

Jest to r6wnanie, wykazujgce zquek pomigdzy czasem i prgdkosmq,
danego punktu. Azeby zad znaleié zwigzek pomlgd?y czasem i drogg,
podstawimy w réwn. 9-te

&

at

U =

.“f
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o

i otraymamy po scalkowaniu
y Pt = mx — myyt + C.
Przyjmiemy warunki poczgtkowego ruchu & = 0, # = 0; otrzymamy
C' = 0; a wige
g i B o L s e w0
m
Jest to réwnanie ruchu punktu materyalnego, bgdacego pod dzialaniem
sity stalej, wyrazajace zwigzek pomigdzy spéirzedng x i czasem. .
Jezeli zechcemy znalezé zwigzek pomigdzy droga i predkoscig, to
mozemy 7 réwn. 9-go obliczyé czas £, a po podstawieniu jego wartodci
w réwnanie 10-te otrzymamy szukany zwigzek
my — mvy |, P [mv — my,)\?
7 iRl E

x:?lo

a po uproszczeniu

PR s SO AR )

Réwnanie to mozemy otrzymaé bezpodrednio z réwnania dynamicznego
sily, z r6wn. T-mego; podstawiajac w nie

dtzﬁ;
Uy

a wtedy /
P = mav % : lub inaczej P .dx = d (} mv?);

a po scalkowaniu pomigdzy granicami dla x od zera do x, oraz dla pred-
koéci od #, do 7, otraymamy réwnanie szukane, t. j. réwnanie 11-te.
Rachunek powyzszy ma na celu przedstawienie na najprostszym
przykladzie sposobu stosowania réwnania dynamicznego do obliczenia
ruchu, Z rachunku. tego widzimy, %e réwnanie dynamiozne sily daje
zwigzek, w postaci réwnania rézniczkowego, pomiedzy trzema wielko-
$ciami: sily, przySpieszeniem i czasem; jezeli jedna z tych wielkosei jest
zhana, np. w powyzszym przykladzie sila P, to obliczyé mozna réwnanie
ruchu w postaci skofczonej, ktére wyraza zwigzek pomigdzy dwiema
pozostalemi wielkosciami;.w przykladzie powyzszym jest nim réwn, O-te,
wykazujgce zwigzek pomigdzy v i ¢ Zwigzek pomigdzy x i » lub po-
migdzy x i .Z obliczymy, stosujac do tego réwnanie kinematyczne

] dx . L el - . o
Y= T % ktérego obliczymy d# i podstawimy w réwnanie, wykazu-

- jace zwigzek pomigdzy predkoseig i czasem, lab w réwnanie dynamiczne,
~a-po odpowiedniem scalkowaniu, ‘znajdziemy szukane zwigzki. Wybér
jednakze zmiennych, pomigdzy ktéremi chcemy znalezé zwigzki, zalesy

-
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w wielu praypadkach od moznosci wyrazenia calek danych wzoréw fun-
koyami znanemi; zdarzajg sig bowiem wzory, ktérych calki nie dajg sig
wyrazié temi funkcyami.

W szczegélnym przypadku powyzszego przykladu, gdy silg przy-
dpieszajgey jest przycigganie kuli ziemskiej, ktére w pewnych niewiol-
kich przestrzeniach mozna uwazaé za stale, wtedy sile tg, zwana cig-
zarem danego punktu materyalnego, wyrazié mozna réwnaniem

P = mg,
w ktérem g jest przy$pieszeniem w danem miejscu kuli ziemskiej; po
podstawienu tej wartosei w réwn. O-te, 10-te i 11-te; otrzymamy

réwnanie ruchu punktu materyalnego, spadajacego w prézni pod dziala-
- niem sily cigzenia; ré6wnania te sg nastepujace

1) v=29,- g4
2) x=ot + Lg% oraz

. (12)

Pierwsze z tyéh rownafn wyraza zwigzek w skoficzonej postaci, pomig-
dzy predkoscig i czasem;— drugie pomigdzy drogg i czasem; — a trzecie
pomiedzy drogg i predkoscig.

6. Spadanie pionowe bryly materyainej z uwzglednieniem oporu
powietrza. Na bryle spadajacq dzialajg w danym przypadku dwie fily:
sila cigzenia bryly, dzialajgca z géry na dél, i sila parcia powietrza, Jaka
powstaje podezas ruchu bryly. Przyjmujemy w tem zadaniu, ze cigzar
bryly jest nam dany, i ze parcie powietrza na poruszajgca si¢ bryle, na
podstawie do$wiadezeri, jest proporcyonale do wielkosci pola F, utwo-
rzonego przez rzut bryly na plaszczyzng prostopadla do kierunku jej
ruchu; oraz proporcyonalne do prgdkosci w drugiej potgdze. Sile zatem
parcia, ktérg oznaczymy literg A,' wyrazimy wzorem

= kFvY;

i nadamy jej zwrot przeciwny zwrotowi prgdkoécl bryty

We wzorze tym £ jest spélezynnikiem empiryeznym, otrzymanym
7 doéwiadczer; F oznacza wielko§é pola rzutu bryly na plaszczyeng,
prostopadlg do kierunku ruchu, wyrazong w m? vm/sek. oznacza predkosé
uderzajacego powietrza w brylg; wartosé tej predkosei przyjmiemy
w danem zadaniu réwng wartadei predkodci spadajacej bryly. Wazér:ten,
jako empiryczny, stosowany byé moze tylko do przypadkéw, ktére. sg
zblizone do przypadkéw objetych danemi doswiadczeniami.
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Oznaczywszy cigzar spadajgcej bryly p}zez O kg, wyrazimy silg,
dzialajgea na nig, wzorem (Q — &[7v?); sila ta wywoluje przyspieszenie

H

dv ! . ; :
——; a wigc. napiszemy réwnanie dynamiczne

dt _
' " odv
k[f“-—.......13
(O —kEvY)=m d&‘, . ()
w ktérem
(8]
m= =,
2

Réwnanie to jest réwnaniem rézniczkowem ruchu, ktére nalezy scatkowad,
azeby otrzymaé réwnanie ruchu w skoficzonej postaci; jakieSmy to czy-
nili w przyktadzie poprzednim. W celu scatkowania oddzielmy zmienne, -
a otrzymamy

dv
| 0— ki
Przyjawszy poczatkowe warunki ruchu
=0 Pi=0 =0
po scalkowaniu tego réwnania podlug wzoru 16-go, zatmehzczonego
w ,Techniku” t. I str, 75, otrzymamy

adl —m

. 1 V OkF Okl - kFv
Py e gy .
"V ORE ° V OFF — ko

Rdwnaﬁielto pozwala obhczyé czas, po ktérego uplywie spadajgca bryla
posiada dang predkod$é ».° W celu zas obliczenia predkoéei, jaka bryla
posiada po uplywie danego czasu, rozwigzemy to réwnanie WZglgdem ;

a skréciwszy przedtem ulamek przez warto$é VEF, otrzymamy

(14)

t VO£ YO+ oVEF

e “—V——;W,
skad P (VQvakF)*(VQ—I—ﬂVkF)
i wreszcie . \
' 2VQkF '
o ]/ o= L. (1)
=V 35 ,gvgkp+l' A e

[

Sprawdzimy przedewszystkiem wymiary tego wzoru,iw Lym celu obliczymy
najpierw wymiar spblezynnika &. Wymlar ten cnt.r?y'ma:rn}r Ze Wzorn



== AR = § 6.

P = kFv, gdy podstawimy w niego wymiary sily, pola i predkosei;
a zatem po podstawieniu mamy

MLT— = BL* (LT-Y% skad b= ML=

Po podstawieuiu nastepnie wymiaréw wielko$ci wyrazu k—%“’ 6trzy;—

mamy jego wymiar

o = (MLT=*. M~ L3~ = (LT =% = LT—1;

jest to wymiar predkosci; a poniewaz i po lewej stronie jest predkosd,

przeto wlamek w wyktadniku powinien mieé wymiar zero SprawdZmy
_ o VA

jego wymiar, t. j. wymiar wyrazu £, ﬁ%@—i

pujgcy

; Wymiar ten jest naste-

TM—= (MLT—? ML—® L%’ = T°M°L® = wymiar 0.

A wige obydwie strony réwnania 15-go posiadajg wymiar predkogei L7
Wzér 15-ty mozna jeszcze sprawdzié, zakladajgc £ = 0; lub F = O;
a wtedy powinniSmy otrzymaé réwnanie ruchu jednostajnie przysépie-
szonego v = gl,

W' celu unaocznienia zaleznosci 2 od / obliczymy *nastgpujgcy
przykiad liczbowy i zestawimy warto$é v dla réznych wartodei £ Do
obliczenia przyjmiemy /7 = 1 m* O = mg = 24 kg, oraz & = 0,121).

Z tych danych obliczymy m — -52—;‘—1- = 2,45, a po podstawieniu tych warto-

H
dei w réwnanie 1b6-te, otrzymamy

Tt .
et | 1 g
Na podstawie tego wzoru obliczyliSmy wartosci 2 dla réznych # i ze-
stawiliSmy je w nastepujacej tablicy, w ktérej podaliémy réwniez war-
todei v, ze wzoru v = gf dla przypadku, w kiérym nie uwzgledniamy
oporu powietrza,

v = 18,9 (16)

|
tsek. . . . .| O 0,1 1 2 3 g [ B | €8
2 m'sek,. . .| 0 097 | 85 | 12,4 | 18,5 | 13,9 189 . ... 13,9
7, bez oporu . 0 098 | 9,8 ’ 19,6 | 29,4 | 392 | 490 ). ...| @

1) 'G. Eiffel, w pracy ,Rechefches expérimentales sur la ‘resistance ‘de” Pair®
1907 — podaje rézne spdélczynniki-oporu dla réinych powierzechni, 24
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_ Azeby okredli¢ zwigzek pomiedzy droga i czasem, podstawimy
w réwn. 15-te, v= %—; gdzie x oznacza odleglodé punktu od miejsca

wyjécia, i otrzymujemy z niego, po przemnozeniu licznika i mianownika

_Vaer
przez wartosé e ™ . réwnanie nastgpujace
NVOE Ve
0 e —e e
d""_"]/ RE - VaeE _tVWdi’
Yde T
1ch:1? :VkaI }
0 i _d\e e
dye— V OkF _ _
RE . VOkT _ Voxr
Réwnanie to mozemy bezposdrednio scatkowaé i otrzymamy
( !Vri tVQk[)
x=—— lgn K.
P F Bh \e +e -+

Warto$é K obhczymy z warunkéw, ze dla x=20, a'—O a po pod-
stawie tych wartodci, otrzymamy

VOrF VOkF
!Qk HzQ

m

RiAp e. e
#=— lem 2

Ze wzoru tego obliczyé mozna dlugodei drogi, jakg zakredli punkt
materyalny w réznych okresach czasu. Zestawienie wartosei drogi i czasu
dla tego przykiadu podajemy w nast. tablicy, w ktérej dopisaliémy sze-
reg wartodei x obliczonych ze wzoru x;, = } g#*; i przedstawiajacych
drogg, ktérg przebylby punkt bez oporu powietrza:

tsek. . .| 0| 1| 2| 8| 4|5
em.. . .| O |45 |150 |275 [413 | 851
Gym.. . .| 0 | 49 (106 | 441 | 784 1226

Tablica ta poucza, e ze -wzrostem ozasu, przyrosty drogi stajg sig
prawie réwne; np. pomigdzy sekundg 2-g3 i 8-cig praybylo drogi 12,5 m,
pomigdzy 3-cig i 4-t3 przybylo 18,8 m, pomigdzy 4-tg i B-tg praybylo
réwniez 13,8 m; czyli z powigkszeniem czasu ruch punktu zbliza sig. do .
ruchu jednostajnego; a predko$é jego zbliza sip do wartodci 13,9 m;
wykazanej w poprzedniej juz fablicy. |



Vok
i —1— ;
We wzorze drogi warto$d wyrazu e ™ | z powigkszaniem sig ¢,
nadzwyczaj predko maleje tak, iz przy znacznych warto$ciach™ czasu

mozemy ten wyraz odrzucié; a wtedy otrzymamy wzér przybllzony dla,
duzych wartoéci ¢

iaa

, Vi

x= Flgn(%e il -

lub inaczej

V OkF )
X= (f—m—-—— Ign 2),
odrzucajgc jeszeze lgn 2 jako wartodé mala, w poréwnaniu z wartoscig
wyrazu, zawierajacego czas, otrzymamy po skréceniu wzér przyblizony

oD 20
,x—l/kF.a‘ ..._.....(lTl

" Dla ruchu jednostajnego mamy wogdle wzér drogi x =c#; wyraz zatem

T&QF wyraza predko$é stala, do ktérej zbliza sig z biegiem czasu
predkodé punktu spadajgcego. Jest to ta sama warto$é, ktéry otrzymamy,
gdy w réwn. 16-em lub 16-em odrzucimy jednostki, znajdujace si¢ w licz-
niku i mianowniku, jako wartosei bardzo male w stosunku do wartoéei
wyrazu poprzedzajacego.

Przyklad powy#szy poucza, Ze ruch punktu materyalnege, porusza-
jacego sig pod dzialaniem sily ciggnienipg w srodowisku, sprawiajacem
opér, proporcyonalny do kwadratu predkoéei,. charakteryzuje sie tem, ze
po uptywie pewnego czasu, (jak w przykladzie powyzszym po uplywie
4-ch sekund), predkodd staje sig, praktycznie biorge, prawie niezmienng,
t. j. ruch staje si¢ prawie jednostajny ). '

Wynik ten wytlémaczymy sobie: fizycdaznie, gdy zwrécimy uwage
na stosunek sity cigzenia do sily oporu. Sila cigzenia w danym przykladzie
jest stalg, sita za$ oporu wzrasta ze wzrastajacg predkodcia; z biegiem
zatem czasu sila oporu dgzy do zréwnania sig z sila cigzenia; wskutek
czego ruch punktu spadajgcego zbliza sig do ruchu jednostajnego.
Rozpatrujge z teoretycznego stanowiska ten przebieg, zréwnamie sig
tych sil nastgpuje asymptotycznie do czasu; lecz biorge go z prak-
tycznego . stanowiska, zréwnanie sig tych sil moze nastgpié dosyd
szybko; réznice ich bowiem po uplywie kréotkiego czasu  stajg
sip. niedostrzegalne. Z tej wlasciwodci danego ruchu korzystamy
w przypadkach, w ktérych dziala na dang brylg sila przyspiesza-

1) Do$wiadczenia, wykonane przez G, Eiffel’a, potwierdzajg z calg Scistoscia
te teoretyczne wyniki. -

Mechanika Tom 111, 2
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jaca, a chcemy otrzymad ruch tej bryly jednostajny; lub Scislej mdowige
prawie jednostajny. Gdy np. na powierzchnig wala, prostopadle do jego
osi, dziala sila O, wtedy, jak latwo to fizycznie pojaé, wal dozna obrotu
jednostajnie przy$pieszon®go; cheye jednakze otrzymad ruch jednostajny
przytwierdzamy do wala lopatki z plaszczyznami prostopadiemi do kie-
runku ruchu, a podezas obrotu wala lopatki te wywoluja opér, ktbérego
wynikiem jest ruch jednostajny przyrzadu. Przyrzad, w ten sposéb zbu-
dowany, bywa stosowany jako regulator (miarkownik) w malych mecha-
nizmach, poruszanych silami stalemi; bywa réwniez stosowany do regu-
Jlowania ruchu silnikéw ?).

7. Ruch drgajacy. Punkt matelyalny o masie s poddany jest dzia-
laniu sily, przyciagajacej do pewnego srodka; obliczy¢ réwnanie ruchu.
Jezeli punkt dany umiescimy w sSrodku przyciggania, nie nadajac mu
predkosci, to pozostanie on w spoczynku; lecz gdy umie$cimy go ze-
wnatrz tego érodka i puScimy np. swobodnie, wtedy sila przyciggania
nada mu pewien ruch w kierunku tego §rodka. Punkt dany nie zatrzyma
sig jednakze w Srodku przyciggania, lecz, zgodnie z prawem bezwladno-
dci, wskutek nabytej predkosei, przeleci przez $rodek przyciggania,
i przesunalby sig do nieskoriczonodei z tg predkodeig, gdyby sila pray-
ciggania nie wstrzymywala go w tym ruchu; a wreszcie nie zawrdeila
go znowuz do tego $rodka: Punkt zatem materyalny, wyprowadzony
w tych warunkach z polozenia réwnowagi, bedzie sig wahal okolo §rodka
przyciggania. Ruch taki nazywamy wogéle ruchem wahadlowym, lub ru-
chem drgajgcym. Szczegbélowe wiasciwosdei tego ruchu zalezg od zmien-
nosci sily przyciggania; a zmiehno$é ta moze byd rozmaita.,

" Przyjmijmy w danym przykladzie, ze sila

(O ) & m U,y prayciggajgca jest proporcyonalng do odlegtosci

S punktu od srodka przyciggania; jezeli odleglodc
DT te oznaczymy przez x, to sile przyciggajace P
=0 — wyrazimy wzorem

At P = — kx,
‘;“ J,’ _ w ktérym £ oznacza spélezynnik proimrcyo—
it nalno$ei dzialania sily; znak za$ odjemny wska-
0 zuje, ze sita I posiada zwrot przeciwny zwro-
i’ towi dodatniemu osi . Ruch -w ten sposéb
i okreslony nazwano ze wzgledu na znaczenie
{ i jakie posiada w akustyce, ruchem harmonicznym.
i o Ruch ten unaocznié sobie mozemy zapo-
' Rys. 4. mocg nastepujacego modelu fizycznego. Umo-

cujmy plOﬂOWO ]eden komec preta spresystego,
5 Ztft. d. V. d. Ing. 1892, str. 184, e
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a do drugiego przyczepmy Dbryle materyalng o masie »; odchylmy na-
stepnie pret od polozenia pionowego i pu$émy go, a otrzymamy waha-
nia si¢ przyczepionej bryly; rys. 4-ty. W razie gdy pret jest zupelnie
sprezysty, sita sprezystodei preta jest, jak doswiadczenia ueczg, propor-
cyonalna do wielko$ei odchylenia; zatem odpowiada ona sile, przyjetej
w danym przykladzie. Model ten jednakze jest niezupelnie zgodny z po-
stawionem zadaniem; w przytoczonem bowiem zadaniu punkt przebiega
po prostej linii; koniec zad preta zakresla pewien luk. Gdy jednakze
przyjmiemy, #e pret jest dosyd dlugi, a odchylenie jego od polozenia
réwnowagi jest niewielkie, wtedy luk, jaki zakredla przyczepiona brytla,
przyjaé mozna za jego cigciwe; a z tem zastrzezeniem opisany model
odpowiada warunkom, postawionym w danem zadaniu i moze stuzydé
do jego unaocznienia. o :

W celu zestawienia réwnania dynamicznego ruchu danego punktu

. y , ; av
podstawmy w ogélny wzir réwnania dynamicznego 7= m == war-

tosdé sily P = — k:;r:, a otrzymamy réwnanie
dv e s
—bkx=m— . . . . . . . . . (18
7 - o
Pomigdzy zmiennemi tego réwnania szachodzi zwigzek, wynikajaey
z okreslenia predkosei v = % .

Z tych dwéch réwnaii mozemy jedng zmiennyg wyrugowac, a otrzy-
mamy jedno réwnanie, wyrazajace zwigzek pomigdzy dwiema zmiennemi,
Réwnani takich napisaé mozemy wogdle trzy (x,2), (x, #), oraz (v, ).
Zwrécié jednakze nalezy uwage, ze te trzy réwnania sg zalezne od siebie.

- W celu znalezienia zwigzku, pomigdzy x i 7, podstawimy w po-

wy#sze réwnanie dy_na.mwzne dt = ! a otrzymamy, po sq_alko_wamu,

réwnanie, wykazujgce szu-
kany zwigzek. Rdéwnanie to
jest nastgpujgce

kx?-  my?

‘ it -+ C.
‘Stalg C obliczymy, przy-
jawszy op. dla wartosci x = a,

v = 0;

t. j. przyjawszy, 2%e punkt
ruchomy, po odchylenin go
na odlegtoéé a od $rodka .
przyciagania, puseimy -swo-
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bodnie bez predkodei. Po podstawieniu tych wartodei w réwnanie po-
wyzsze otrzymamy

2
a nastepnie
?P kxﬁ i«'.‘! ka'.!
—_—— =M —— ——s
2 2 2

skad wreszcie

w=t.]/%(a2:;) ¢ 1)

7 réwnania tego obliczyé mozna predkodei punktu ruchomego w kazdem
miejscu x toru; znak dodatni nalezy braé w tym przypadku, gdy spél-
rzedna «- rodnie podezas ruchu punktu; gdy zad ona maleje, nalezy brad
znak odjemny. '

Wykres (x, v) tego ruchu przedstawiony jest na rys. b-tym, Z ré-
wnania 19-ego wynika, e dla ruchu rzeczywistego powinno byé x << a,
i ze najwigksze oddalenie punktu ruchomego od O jest x = a; poza tg
bowiem wartoseig dla x, v otrzymuje wartosci urojone. Odleglodd te
nazwano najwigkszem odchyleniem, inaczej amplitudg. W miejscu, dla
ktérego x = a, jest, zgodnie z zalozeniem, v = 0; ozynigc nastgpnie
X < a, v powigksza sig, i dla x =0

! k
U = Umpxim = = @ l/g-

Najwigkszg zatem predko$d posiada punkt podczas przejécia przez $ro-
dek przyciggania; oznaczywszy te predkos$é przez v, napiszemy

I |
wm—_i;a]/-?nf I (20)

Gdy dang jest predkosé vy, wtedy najwigksze odchylenie

m
a = i Um VT . O DR . .. (21)

Jezeli uczynimy x ( 0, to wartodei v bedg sip powtarzaly, albowiem
(= x)? zawsze daje tp sama wartosé. _ .

Postad¢ wykresu (x, ) unaocznimy sobie dokladniej, gdy rdéwnanie
19-te przeksztaleimy na nastgpujace

x? 22

2 + ——‘—_}_“—é =1,
(/3]
Pk w

ktére jest réwnaniem elipsy; wykres wigc (¥, v) danego ruchu jest elipsg,.



e § 7.
W celu znalezienia zwigzku pomigdzy czasem i droga podstawimy

w réwnanie dynamiczne, w réwn. 18-te, v —_—7 ; 1 otrzymamy
4

d*x
dr

Jest to réwnanie r6zniczkowe drugiego rzedu.

—kx=um

R 1))

Pierwszg jego catke otrzymamy, po podstawieniu w nie %{ =7, Oraz

dt = — . Pierwszg jego calkg jest réwnanie ze zmiennemi x i z;
v

a poniewaz r6wnanie to juze$my obliczyli, przeto w réwn. 19-te pod-

: ; : dz , '
stawimy bezpodrednio v = e i otrzymamy szukany zwigzek, lecz

dt m
W celu przeksztalcenia go na postac skoriczong, oddzielimy zmienne
i napiszemy

& .

]/ * (a2—a)

m
a po scalkowaniu mamy
I = 1/_k_ arc sin (—;) + Cl,‘

stalyp "C| ol.)licmymy, przyjawszy dla x = 0; £ = 0; t. j. przyjawszy, ze

ozas zaczynamy liczyé od chwili, w ktérej punkt ruchomy przechodzi
przez $rodek O; a podstawiwszy te wartofei, otrzymamy C; = 0; a na-

stepnie .
t= l/ M arc sin (ﬁ-), Iub
k a
? I/E arc sin (i); skad
m a
v > .
x=asm_‘(z"|/§)... ..o+ . . (28)

w postaci rézniczkowej

dt =
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Réwnianie to jest zatem calkg réwnania rézniczkowego drugiego- rzedu,
przedstawionego pod Nr. 22-gim. Wykres (v, #) danego ruchu przedsta-
wili§my na rys. G-tym. '

Znajdzmy jeszcze zwigzek pomiedzy
predkodeig 1 czasem, i w tym celu réz-
niczkujac réwn. 23-cic wzgledem czasu ¢,
otrzymamy

f.::ial/ﬁ * €08 (tl/ﬁ) . (24)

Réwnanie to pozwala obliezyé predkosé
punktu w kazdej chwili 4 '
Z réwn. 23-go wynika, ze dla ¥ = 0;

!
Sk
i — =0 . akad
sm(z‘]/ m) 0; sk
t=nnl/?;

gdzie » moze byd¢ dowolng calg cyfra: 0,

o & 1, 2, 8,..; a wiee punkt ruchomy prze-

chodzi przez miejsce, x =— 0, w réwnych

* Rys. 6. odstepach czasu. Predkodei, z jaka on

przechodzi to miejsce, obliczymy w réwn.

24-go, po podstawieniu w nie odpowiednich wartodei czasu, a zatem
predkosci te w czasie

t, = 0; tl_'n']/——a ty =2 1’1. 1_31“/’”

8y nastepujace

Uy = @ -—ad,:—-al/m,vzzal/——: ?Jasw—a]/m

Z zestawienia tych wartogei Wldmmy, %e punkt ruchomy przecho-
dzi przez frodek przyciggania z predkodciami o jednakowych bezwzgled-
nych wartodciach, lecz o zwrotach réznych, co fizycznie wytlémaczymy
sobie W ten sposéb, %e gdy punkt przechodzi w danej chwili z dodatnig
predkodeig, to nastgpnie przejéé on musi to samo miejsce z odjemng
predkogcia.

Dla czasu £, dla ktérego n=2, punkt ruchomy zaczyna na ‘nowo
riich z predkoscig, jakg poamdal w czasie /=0. Okres czasu, po uplywie
ktérego puhkt ruchomy, po wyjseiu z pewnego miejsca toru, powréei do
niego z ta samg predkoscia, nazwano okresem podwéjnego wahnigcia.




S 1 S 8 T,
Okres ten oznaczymy literag 7 i obliczymy go dla ‘danego przykladu
z nastgpujgcego réwnania

T=2% ’-%..........(25)

ze wzoru tego wynika, ze okres 7 nie zalezy od wielkosci odchylenia a,
t. j. nie zalezy od amplitudy. ' ’ :

Jezeli ruch dany unaocznimy sobie za pomoca ruchu punktu ma--
teryalnego, umieszczonego na korficu preta sprezystego, ktérego drugi
koniec jest sztywno umocowany, jakiesmy to juz wyzej méwili, to réwn.
2b-te wyraza, %e okres podwdéjnego wahnigcia nie zalezy od wielkoSci
poczgtkowego odchylenia preta, a zalezy tylko od wielkodei masy i od
wielkoéei spélezynnika sprezystodei. Wziawszy nastgpnie pod uwage
zwigzek pomigdzy a-i v,,, wyrazony réwnaniem 21-szem, wypowiemy ten
wniosek: okres podwéjnego wahnigeia nie zalezy od predkoseci jakg nadamy
punktow1 w Srodku przyciagania.

Wzér 25-ty wytiémaczymy sobie fmyczme w nastgpujgey sposéb
7Z powigkszeniem masy poruszajacej sig, okres wahnigcia powinien sig
powigkszaé; wigksza bowiem masa pod dzialaniem takiejze samej sily.
porusza sig wolniej, niz masa mniejsza;- okres zatem wahnigcia tej sa-
mej sprezyny rosénie z powigkszeniem masy ruchomej. Ze zwigkszeniem
natomiast sily przyépieszajgcej, ktérej wielko§é dla tych samych odleg-'
lodci punktu wyraza spélezynnik £, okres wahnigé sig zmniejsza; dany
bowiem punkt predzej przebieg'a po torze. Z tego wynika, ze okres
podwdéjnego wahnigcia powigksza sig z powigkszeniem sig masy, poru-
szajagcego sig punktu, i zmniejsza sig z powigkszeniem spélczynnika &,
co jest zgodne z powyzszym wzorem. Jezelibysmy przyjeli w my§l tych |
rozumowan,'zs okres 7 jest wprost proporcyonalny do masy i odwrot-
-nie proporcyonalny do spélezynnika £, to wymiar wzorn takiego nie
przedstawiatby wymiaru czasu; wymiar bowiem wielkogei &, (ktéry otrzy-
mamy z okre§lenia kx=sile, t. j. RL=MLT"?), jest MT-, wyraz zatem

7 ma wymiar 72 Azeby za$ otrzyma¢ wymiar czasu, nalezy wzigd

piérwiast.ak drugi % wyrazu %; a w ten sposéb dojdziemy do powyz-
$76g0 WZOru; hczbg zag = mozna uwazaé jako cechp okresowosci danego
ruchu. - s
-~ Ruch okresowy punktu materyalnego ktérego okresy nie zalezg od
odchylefi nazwano ruchem izochronicznym. Izochronizm w powyzszym
przykladzie wytldémaczymy sobie fizycznie w ten sposéb, iz z powigk-
szeniom odchylenia preta, t. j. amplitudy, wywolujemy, ]eduoczeéme
wigkszg sile przyciggajgca punkt materyalny do polozenia réwnowagi;
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wskutek czego punkt dany otrzymuje wigksze przyépieszenie tak, i%

w {ych samych okresach czasu przejs¢ on moze drogi o réznych diu-

gosciach. W powyzszych rozpatrywaniach ruch dany wyrazilisSmy wiel-
k

koscig odchylenia i stosunkiem = mozemy jednakze wyrazié go innemi

wielkodciami, np. wielkodcia @ i 7; w tym celu nalezy z réwn. 2b6-go

podstawié w réwn. 28-cie wartodé

koL
1/ m= T

- !
x=a Sin (27:—“).

a otrzymamy

T

Réwnanie w tej postaci bywa czesto stosowane do badah fizycznych,
gdyz wyraza ono ruch wielkodciami a i 7, ktére mozna bezpodrednio
wymierzy¢ z danego zjawiska,

Jezeli nastgpnie zechcemy wyrazid réwnanie ruchu predkodcia punktu
w chwili, gdy znajduje sig on w $rodku przyciggania, i stosunkiem

—, to podstawimy w réwnanie powy#sze a=1v,, i otrzymamy

2
&l

x='vml/7?sin (t'l/g), .. « 5 v % o« (20)

w ktérem v,, oznacza predkoéé punktu w chwili przejscia przez srodek
przyciggania :

-Ze wzora 26-go skorzysta¢ mozemy w celu obliczenia stosunku mas
réznych bryl, W tym celu umieszezad bgdziemy kolejno na koficu jed--
nego i tego samego preta sprezystego, umocowanego pionowo, rézne bryly,
ktérych masy mamy. obliczyd, a wyznaczywszy do§wiadczalnie okresy
wahnigé kazdej z bryl, co nietrudno jest wykonad, ze wzgledu na izo-
chronizm ich ruchéw,—obliczymy stosunek wartoéci okreséw w drugiej
potedze. ~

réwnanie

\ 8. Ruch, gdy srodek dany odpycha punkt proporcyonalnie do od-
legtosci. Rozpatrzmy przypadek, gdy srodek dany odpycha punkt ma-
teryalny sita proporcyonalng do odlegtoéex Réwnanie dynamiczne tego
ruchu jest nastgpujace
dv

ad’x
k;:m%; ubvkx—-m—‘;}— MR s w3 (2T)
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L
xir
[0.0]

W celu scalkowania tego réwnania podstawimy w nie

»

drx .
dt =—, i otrzymamy kxdx = mvdv, a po scalkowaniu
o

jelt=im?+K . . . . . . . . (28
Przyjmijmy warunki poczgtkowe v =0; v = o, £ =0,
a otrzymamy 0 = {mo? 4 K; skad K= — }jmo?,
a po podstawieniu tych wartosci, napiszemy réwnanie
‘ 1hx? = L mv® — { mvy®;  skad
=+ —k-x2-|—1-,,9. Do owow o oq W (28)
m

Z réwnania tego obliczymy » w kazdem miejscu x toru, jezeli dang jest
predkosé v, w $rodku odpychania.

Poniewaz wielkodei x i » wehodzg w to réwnanie w drugiej po-
tedze, przeto wartodei v sg jednakowe dla symetrycznych polozen pun-
ktu wzglgdem <rodka odpychania. Z réwnania tego widzimy réwniez,
ze warto$é v roénie do oo z powigkszeniem sig wartodei x do oo.

Podstawmy nastgpnie w réw. 29-te v _—:‘%, a otraymamy réwna-

nie rdzniczkowe, wyrazajgce zwigzek pomiedzy x i £
dx 2
o ) oty =
dt  V m - k
Y st

W celu scalkowania tego réwnania przeksztalcimy je w ten sposdb,
azeby przy zmiennej x znajdowal sig spélezynnik jednodd, gdyz prayj-
mujemy, ze znang ]GBt nam calka wyrazu ogélnego

[y =t +VaFa + ¢

(zamieszczonego w Techniku na str. 77, pod Nr. 33); na podstawie tego
wzoru rgwnanie powyzsze otrzyma postad

m dx

k 1/ (?_”_) ,b,ua _I__x‘z
k

- lgn (:c —{—Vr?%vn‘*+x“) + C

di =

" a po scalkowaniu

=
! =
Ve
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[

Podstawmy w 11ie t=0; x =0, a otrzymamy

m- | ) m)
C= —l/ !‘, 5 lgn(zrol/';);

Y o S
t:]/—’;i.lgn ]/??_ : s R

W celu rozwigzania tego réwnania wzgledem v, zastepujemy funkeye
logarytmiczng funkeyg wykladniczy, a wige

m
S A
e ¢
A
r6wnanie to mozemy napisa¢ w sposéb nastepujagcy

{ et NN T
m " t\/-—-— X
l/‘;‘ %,° % =7, ]/— e¥ m

a po podniesiesieniu obydwéch stron do drugle] potegi i po odpowmd-
niem skrécemu otrzymamy

1 wreszcie

[

S I‘.
m ..l/ we- t\/ —
—vz;mﬂ g\ — 2x0, e "

~
skad wreszcie ' )

' lub inaczej

| —" [k T
ng-wol/%- (arz‘\r/“'?—-»e'_t BY 5 e o (31)

- Jest to réwnanie ruchu, wykazujgce zwigzek pomiedzy drogg i czasem,
Z réwnania tego wynika, %e z rosngca wartodcig #, warlodé wyrazu

k

1 —
m

e nadzwyczaj prgdko roénie, natomiast drugi wyraz ]ednoczeﬁma
~ pregdko maleje; wobec tego dla /= co, otrzymamy x = co. Réwnanie to
wskazuje réwniez, ze dla x =0 # = (.
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W szczegéluym praypadku, gdy v, = 0, wtedy x = 0, niezaleznie
od czasu, t. j. punkt ruchomy, umieszczony bez predkodci poczgtkowej
w érodku pmymgganm pozostaje w spoczynku; co jest fizycznie zrozu-
mialem, .

Poréwnywujae réwnanie dynamiczne tego zadania (rGwn. 27-me)
z takimze réwnaniem zadania poprzedniego (réwn. 22-gie) zauwazymy,
26 réznig sig one tylko znakiem pray wielkodei £ Calke zatem réwn.
27-ego otrzymamy z calki réwn. 22-ego, gdy podstawimy w nie k=—1k

czyli Vk =i Jk, gdz:e i= )/ —T1; tem réwnaniem jest nast.

PR Ty 1) e lsin(t"/?z:)
X =T, '—k—"‘.“ ;—J‘; .

W ‘celu usunigcia z mego wielkosei urojonych, skorzystamy z ogdlnego
wzoru a

sin (o) =7

(,,Technik” 1 str. 68, wzér G-ty), i otfzymamy réwn. 31-sze.
Mozna réwniez dojéé do calki r6wnania postaci ogélnej

E;-;—]—qxdo R A (32)

podstawiajage w nie - _
x =4 cos (ngT) |- B sin (¢Vg) ;

—L\"q

lub %= —|~
lul). | a=4a.008 (fVQ -+ B),

a po obliczeniu statych 4 i Blub « i B z poczgtkowych warunkéw za-
dania, otrzymamy powy#sze calki.

~ 9. Ruch harmoniczny zanikajacy. Z warunkéw podanego powy#ej
zadania wynika, ze ruch harmoniczny, gdy zostal raz wywolany, powi-
nien trwad do nieskoriczonodei; gdyz dla kazdej wartosci ¢ otrzymamy
zawsze z réwnania ruchu wartodé skonczong zmiennej x. W rzeczy-
wistodei jednakze przypadek taki nie zachodzi, ruch bowiem np. preta
sprezystego, wprowadzonego w ruch okresowy, po uplywie pewnego
czasu, zanika. .
Wazér wige ruchu, wyzej wyprowadzony, nie jest zgodny Z rZecny-
wistodeig, a prayczyng tego jest pominigcie, przy wprowadzeniu tego
wzoru, pewnych warunkéw fizycznych, w jakich odbywa sig dany ruch.
W przykladzie powyzszym zalozyliémy pewne warunki, na ktérych pod-



