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Zgodnosé wynikéw tego rachunku ze zjawiskami fizycznemi, stwier-
dza’ stuszno$é naszych zalozef; na jakich oparlismy dany rachunek; —
t. j. stwierdza, ze punkt materyalny pozostawiony sam sobie zakresli
tor prostolinijny ruchem jednostajnym wazgledem ukladu sztywno Zwig-
zanego z gwiazdami statemi. -

VIII. Metoda d’Alembert’a.

71. Okreslenie i rozwinigcie tej metody. Metoda ta ma na celu
uproszczenie rozpatrywania ruchu punktéw czy tez bryl materyalnych,
i polega na tem, ze iloczyn :

( — mp);

t. j. #e iloczyn z masy poruszajgcego sig punktu i jego przyspieszenia
w danej chwili z przeciwnym zwrotem uwazad bedziemy za sile. Silg
tp wprowadzamy do naszych rozumowan w celu zastgpienia pojecia ki-
netycznego, iloczynu z masy i przydpieszenia, pojeciem statycznem.
Site, okreslong w {en sposéb, nazwiemy sila bezwladnosei danego punktu;
gsite tp oznaczad bedziemy literg B; a geometrycznie wyrazimy jg we-
ktorem mp z odwrécong strzalks.

Jezeli przelo wyobrazimy sobie, e sile

B = — mp,
przylozymy do punktu ruchomego, posiadajacego masg m i prays$piesze-
nie 4, to punkt dany bedzie pozbawiony tego przyspieszenia i pozostanie
w spoczynku lub w ruchu jednostajnym; inaczej méwiae, sily zewnegtrzne,
wywolujgce dane przyépieszenie, i sita bezwladnosci B s3 w kazde]
chwili w réwnowadze. Gdy warunek tej réwnowagi wyrazimy, zgodme
z § 23-cim tomu I-go réwnaniem

P-4 B=0, lub inaczej P+ (—- mp) = 0,

wtedy pod wzgledem formalnym réwnania te réznig sie od réwnania
dynamicznego ' -

tylko przemameniem wyrazu mp; a pod wzgledem ich znaczenia flzycz-
nego ré2nig sig sposobem pojmowania tych wyrazéw.

Gdy wprowadzimy do rozpatrywar ruchu punktu materyaluego po:
jecie sily bezwladnodei, wtedy mozemy otrzymad réwnanie ruchu pun-
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ktu z réwnania réwnowagi, po przylozeniu do danego punktu sily bez-
wiadnosei. .

Na str. 39-ej tomu I-go dowiedliSmy np., %e gdy sily, dzialajace
na punkt, sg w réwnowadze, wtedy suma ich momentéw réwna sig zeru;
zastosujemy przeto to twierdzenie do punktu, bedgcego w ruchu, wy-
wolanym silg P, W tym celu przylozymy do niego silg B = (— mp)
i przyréwnamy sumg momentéw tych sil, wzigtych wzglgdem dowolnie
obranego bieguna, do zera; a otrzymany réwnanie

My + My =0.
Moment #p sity bezwladnodei B wyrazimy wzorem wektorowym
Rty
dt
ktéry na zasadzie rozwazan, przytoczonych na str. 66-ej, zastapimy na-
stepujgcym
an,
a
a po podstawieniu go w réwnanie poprzednie, otrzymamy réwn. 70-te,
wyrazajace zasadg momentéw. Warunek réwnowagi sil, wyrazony réw-
naniem ich moment6w A7, = 0, oraz réwnanie momentéw w dynamice,
réwn, T0-te, majg réwniez tg wspélng wlasciwoéd, ze réwnanie momen-
téw w obydwéch przypadkach.nie okreéla jednoznacznie ani réwnowagi
sil, ani tez ruchu punktu; a wyraza tylko pewne wiladciwodei, jak réw-
nowagi tak i ruchu, coémy juz wypowiedzieli w § 26-tym.
W tenze sposéb warunek réwnowagi, wyrazony zasadg pracy wy-
obrazalnej, poréw, § 117-ty tomu I-go, moze byé =zastosowany do ze-
stawienia réwnania dynamicznego ruchu. W tym celu przyréwnamy do

zera sumg wyobrazalnych prac sit zewngtrznych i sily bezwladnosei i na-
piszemy réwnanie

dbp dln =0 . » - & = - w8 WD

Pracg dLy sily bezwladnosci wyrazimy zgodnie z danemi okresleniami
wzorem

(— mpy) . ds,
lub inaczej wzorem
» i mig . ds.
dt

ktéry, po podst‘.awienin%’:"E = v, przeksztalcimy na nastgepujgcy

—d (3 m v¥).
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Po podstawieniu tej warlosci w réwnanie popwednie, otrzymamy
réwname, wyrazajace zasade réwnowartodei pracy i energii kinetycznej.

7 tych przykladéw wynika, ze moment sily bezwladnodei wyraza
sip pochodng wzgledem czasu momentu ilodei ruchu z odwrotnym zna-
kiem; a praca wyobrazalna sily bezwladnoci — przyrostem energii ki-
netycznej danmego punktu ze znakiem odjemnym; obydwa te wnioski
wyrazimy wzorami

G g R ¢ ()
dt

oraz
! dLaz—d@mwﬂ). N @ )

Jezeli punkt jest nieswobodny, to dla sity bezwladnosei znajdzieroy
pewne fizyczne znaczenie; a mianowicie rzut jej na gléwng normalng
do toru, lub do powierzchni, po ktérej punkt sig porusza, wyraza sile
parcia, jakg wywiera punkt ruchomy na dany tor czy tez na dang po-
wierzchnig; sile te, jako szcezegélny przypadek sﬁy bezwladnodei, nazy-
waja silg odérodkows,

Jezeli np. punkt materyalny porusza sig po danem kole ze staly
predkodeig, to sila odporowa kola

N=ump, a B=(—mp); a wige: B=— N;

czyli sila odérodkowa 5 jest sily parcia, jakg wywiera punkt ruchomy
na tor, po ktérym sig porusza. 7 tego-widzimy, ze sily bezwladnodci
punktu nieswobodnego, bedacego w ruchu, sg miarg statycznego dziata-
nia tego punkiu na tor lub na powierzchnie, po ktérej punkt sig porusza.

Rozpatrzmy -dla przykladu ruch punktu materyalnego, poruszajg-
cego sig po kole pod dzialaniem sily cigzenia, gdy kolo jest w ruchu
postgpowymfw swej plaszczyime Réwndnie statyczne ruchu tego pun-
ktu wyrazimy wzorem

O+ N~+B=0; w ktérym B = (—mp); \

Roéwnanie to wypowiemy: sila cigzenia punktu sita odporowa toru
i sila bezwladnosci punktu sg w réwnowadze w kazdem miejscu toru;
gdy punkt wyobrazimy sobie w spoczynku w danem miejscu kota.

Dla wyrazenia réwnowagi tych sit mozemy - stosowad wszystkie
sposoby, wylozone w statyce. WyraZay np. warunek tej réwnowagi
zasada momentéw sil; poréw. § 26-ty tomu I-go, a m:piszemy '

Mg + My - My = 0.

Obierzmy biegun momentéw w grodku kola, a po podstawieniu odpo-

wiednich wartodci, poréw. rys. 81-szy str, 95-ta oraz wzér 170-ty; otrzy-
mamy réwnanie
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Ol sin u—i—[*—ét—(mwﬁ]zo;

ktére po przeksztalcen'u da réwn. 9b-te.
Mozna réwniez wyrazié warunek réwnowagi zasadg pracy przysto-
sowanej, poréwn. wzér 95-ty tomu I-go; a napiszemy wtedy

dLo +-aly—+ dLy =0;
po podstawieniu za$ odpowiednich wartoci mamy
Ody —d(imv?)=0;

i wreszcie po scatkowaniu od y, do , lub od g, do 5,1 0d 0 do v, otrzy-
mamy réwnanie réwnowartesci pracy i energii kinetycznej.

Jezeli punkt jest w ruchu zlozonym, to mozna przyjac, ze jego
przyépieszenie wlasciwe jest zlozone z kilku przyépieszeri; jezeli przeto
przylozymy do tego punktu sily bezwladnoéei, réwne iloczynom z masy
punktu i odwrdéconych przys$pieszen, wynikajgeych z pewnego rodzaju
ruchu, to mozemy uwazac, %e dany punkt jest pozbawiony tego rodzaju
ruchu; lecz wykonywa on pozestale ruchy, wskazane warunkami danego
zadania. W ten sposéb metoda d’Alembert’a daje sposéb rozpatrywania
wladciwodei poszczegélnych ruchéw, z jakich zlozony jest ruch danego
punktu.

Rozpatrzmy dla przykiadu ruch punktu cigzkiego po kole, bgdaeym
w ruchu postepowym jednostajnie przyépieszonym we wlasnej plaszezyznie;
ruch ten rozpatrywali$émy juz metodg dynamiczng w § G4-ym; azeby zas za-
stosowad do tych rozpatrywan metode d’ Alem-
berta, wyobrazmy. sebie iloczyn (—mp,,) jako P
sile i przylézmy ja do punktu ruchomego, /

a tor uwazajmy za pozostajacy w spoczynku;
wiedy napiszemy réwnanie

(O~ (—mp ) + N=mp,;
ktére przedstawia ruch wahadia zwyklego, '
poddanego stalej sile

O+ (=mp) . . . (174
Kierunek przeto tej sily jest kierunkiem ré-
wnowagi wzglednej danego wahadla. Tiatwo
spostrzedz, %e wzér powysszy, z ktérego Rys. 54,
mamy wyznaczy¢ kierunek szukanej réwno-
wagi wzglednej, jest wyrazem wektorowym réwnania algebraicznego
146-ego, Ruch przeto w:gledny wahadla, bedgcego w ruchu jednostajnie
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przyépieszonym, jest ruchem wahadlowym okolo polozenia réwnowagi,

ktérego kierunek jest réwnolegly do kierunku wektora (O — mp,).
Jezeli tor jest w ruchu obrotowym; to w celu obliczenia wzglednego

ruchu danego punktu materyalnego; nalesy praylozyé do niego silg

B, = (— mp,); oraz silg Bec= (—2mV5,p);

a tor nalezy wyobrazié sobié pozostajgcym w spoczynku. Sily bezwlad-
nodei lacznie z sila cigzkosdei punktu oraz z sila odporowg toru, wywo-
lujg ten sam ruch punktu po danym torze, bedacym w spoczynku, jaki
wywolujg sily zewnetrzne (bez sil bezwladnodei) po torze, obracajgcym
sig. Azeby przeto obliczyé ruch wzgledny punktu, pozostajgcego na torze
ruchomym, nalezy do sil zewnegtrznych oraz do si odporowych dolgezydé
sily bezwladnoéei B, i Bc i obliczyd ruch punktu, bedgcego pod ich.
dzialaniem, po torze nieruchomym; do czego stosowadé mozna kazde
z twierdzen, wylozonych w_rozdzialach poprzednich.

Azeby np. unaocznié sobie ruch wzgledny, opisany w przykladzie
§ 69-go, wyobrazmy sobie, ze kolo pozostaje w spoczynku, a do punktu
ruchomego przylozong jest sita

(—mp,,), oraz sita (—2m V 7, ¢,);
a wtedy napiszemy réwnanie dynamiczne ruchu wzglednego

ktére jest jednakowe z réwn. 164-em; ofrzymujemy przeto drogg tego
rozumowania to samo réwnanie, jakie otrzymali§my poprzednio ; nadajac
inne znaczenie jego wyrazom. .

Ruch punktu po kole tego przykladu wywolany jest silami, posia-
dajgcemi skladowe w lnerunku stycznej do toru; sila przeto N i sila
(— 2m 'V 0. @), rys. bl-szy, nie wply-
waja na ruch punktu po kole; a je-
dynie sila (—wmo,); po przyioﬁeniu .
przeto do punktu danego sity (— a,,);
uwazaé bedziemy, #e punkt znajduje
sig na kole nieruchomem i ze dzia-
taja na niego sily érodkowe, wycho-
! dzgce ze $rodka, znajdujacego sig

Rys. 55. w biegunie obrotu; sily te odpychaja

2 dany punkt sila m29,%; t. j. silg pro-
porcyonalng do odleglosci od tegoz bieguna, rys. bb-ty. Ruch przeto jaki
wykonywa dany punkt pod dzialaniem tych sil po kole nieruchomem,
bedzie jednakowy z ruchem, jaki on wykona podezas obrotu kola, Réw-
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nanie tego ruchu otrzymamy z rzutu sily (—mp,) na stycang do kola;
réwnanie to jest nastgpujace

(—mp, ) = MP w1

z ktérego, po podstawieniu odpowiednich wartodci, otrzymamy réw. 166-te.

Majac na uwadze dzialanie tych sil wytlomaczymy sobie statycznie,
dlaczego np. w tym przykladzie punkt ruchomy, umieszczony bez pred-
kodci wzglgdnej na koneu érednicy, przechodzgcej przez biegun, nie po-
ruszy sig; sila bowiem (— mp,) jest w tem miejscu toru prostopadty do
toru i nie jest w stanie wywolaé ruchu. Jest to wynik, do ktérego do-
szliémy poprzednio drogg analizy réwnania ruchu.

72. Zasada réwnowartosci pracy i energii kinetycznej z¥ozonego
ruchu punktu materyalnego. W obliczeniach ruchu punktu po torze nie-
ruchomym korzystaliSmy z zasady r6wnowartosci pracy sil i energii ki-
netycznej tego punktu; zasada ta dawala bezpoérednio zwigzek pomie-
dzy predkoscig punktu i’ polozeniem jego na torze poruszajgcym sie.

W tym celu wyobrazmy sobie dany tor (ktéry jest w, ruchu) po-
zostajgcym w spoczynku; a wzamian tego, w myél metody d’ Alembert a,
przylézmy do danego punktu sily

B, = (—mp,); oraz Bc=(—2mV,d);
w ten sposéb sprowadzimy =zadanie ruchu po forze, poruszajgcym sig,
do zadania ruchu punktu po torze nieruchomym, co da moznoéé zasto-
sowania zasady réwnowartoSci pracy i energii kinetycznej. Prazyréw-
namy przeto prace tych sil, jaka one wykonuja podczas czgstkowego

przesunigeia punktu po tym torze, do warbosei przyrostu energii kine-
tycznej ruchu wazglednego; ktérg okreslimy wzorem

fm vy,
i nazwiemy energig kinetyczng ruchu wzglednego.
Prace czgstkowa dLp sily zewnetrznej (P) obliczymy z iloczynu
_rzutu tej sily na styozng do toru w danem jego miejscu i z ozgstki
tego toru; t. j. obliczymy ja ze wzoru wektorowego

dlp=2P . ds,,

w ktérym dS, oznacza przesunigcie punktu po torze wzglgdnym; lub
tez obliczymy ja ze wzoru rzutéw sity i przesunigeia na osi prostokatne
& m, L, sztywno zwigzane z torem poruszajgcym sig (paréw wzér 62- gl
tomu I-ego); wzdér ten jest nast.

dle=P;.dé+P,.dn-+F,. dt.

Praca ozgstkowa sily odporowej podczas przesunigeia punkt‘.u po
torze wzglednym, o ile ni¢ uwzglgdniamy tarcia, réwna sie zeru.

Mechanika — Tom 1|1 : 12
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Prace sily odérodkowej 5, obliczymy w kazdem miejscu toru, je-
zeli znany jest ruch tego toru; pracg te oznaczymy literg L, .

Praca wreszcie sity B¢ (Coriolisa) r6wna sig w danym razie zeru;
kierunek jej bowiem jest prostopadly do kierunku predkodei wzglednej,
a wigc jest prostopadly do przesunigeia punktu po torze poruszajgcym
sig.

Zasadg przeto réwnowartosci pracy i energii kinetycznej ruchu
wzglednego wyrazimy nastgpujacem réwnaniem

dlp+dLy=d ({mv*y) . . . . . . . (17b)

ktére napiszemy po dodaniu wszystkich tych prac czgstkowych, pordw.
§ 20-ty, w postaci podobnej do postaci réwn, 66-go tego tomu

B T SO e
L FHLui=4mvg, —imy

wi A

(176)

Réwnanie to wypowiemy w nastepujgcy sposéb: praca sil zewnetrznych
i praca sit odérodkowych, podezas przesunigeia punktu po torze, bedg-
cym w ruchu, réwna sig prazyrostowi energii kinetycznej wzglednego
ruchu punktu, poruszajacego si¢ z miejsca 4 do miojsca B danego toru,

‘W szczegblnym przypadku; jezeli ruch toru jest obrotowy o nie-
zmiennej predkosci @, to sila

B, = mlp,%

gdzie 4 oznacza odleglo$¢ punktu od osi obrotu ze zwrotem dodatnim
‘zgodnym z powigkszajgcg sig wartodeig tej odleglodei. Sila ta, zwana
silg odérodkowg normalng (czesto — wprost sily odér.), posiada funkcye
sil, i praca jej powstaje tylko wtedy, gdy punkt oddala sig od osi ob-
rotu lub zbliza sig do niej; praca przeto tej sily

wA= f ii mho'y . dh= {m o (hy—K));

gdzie litery 4a i Ap oznaczajg odleglodei punktu ruchomego od osi obrotu.

Jezeli praytem sily zewngtrzne, dzialajace na dany punkt, posia-
dajg funkcye sil, wyrazong spélrzednemi, okreslajgcemi polozenie punktu
wzgledem danego toru; —t. j. spélrzgdnemi wzglednewi (np. & 1, £), to
napiszemy réwnanie pracy w postaci

(UB—j Un) 4 mepy? (hy — ) =imﬂ;,3"%m”;,a e (177)
Jezeli przeto mamy obliczy¢ predko$é wzgledng punktu w danem
miejscu toru ruchomego, to réwnanie powyzsze daje bezpogrednio moz-
noéé¢ tego obliczenia. .
Obliczymy np. predkosé punktu cigzkiego, poruszajacego sig w rurce,
doskonale wewnatrz gladkiej, obracajgcej sig okolo osi pionowej; ja-
kiedmy opisali w praykiadzie na str. 150-ej, i przedstawili na rys. 40-tym., .
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Przyjmijmy np., %e punkt ruchomy otrzymal w miejscu 2, danej osi
predkosé v,,;, to, po przejsciu do miejsca &, dozna on odpowiedniego
przyrostu energii kinetycznej, a zasada pracy da réwnanie

—mg (2 —2). cos a—~tmg? (¥ %) =lmvl, —imod,,,
i po podstawieniu

x=z sin o, oraz x =gz, sina,

otrzymamy réwnanie, z ktérego obliczyé mozna v, w kazdem miejscu #
toru ruchomego.

Z réwnania przeto 177-go wynika: gdy sily zewnetrzne posiadaja
funkeyeg sit (w spéhrzednych wzglgdnych) i gdy tor jest w ruchu obro-
towym i jednostajnym, to predko$é wzgledna punktu ruchomego zalezy
tylko od jego polozenia wzglgdem ruchomego ukiadu odniesienia, a nie za-
lezy od postaci toru, po jakim on przebyl z jednego polozenia do drugiego,

W przypadku, gdy tor ruchomy jest plaski i obraca sie w plasz-
czy4nie poziomej okolo bieguna, obranego na tejze plaszczyZnie, to praca
sily cigzenia punktu podczas jego ruchu réwna sie zeru; przyrost wigc
jego energii kinetycznej zalezy tylko od poczgtkowej jej wartosei i od
odleglodei punktu od bieguna; a nie zalezy od postaci toru, po jakim on
przebyl z poczgtkowego polozenia do polozenia, w ktérem cheemy obli-
czy¢ jego pregdkosé; a wiec nie zalezy réwniez od postaci geometryczne1
obracajgcego sig toru.

IX. Ruch wzgledny punktu materyalnego.

A. Kinematyka wzglednego ruchu punktu.

73. Okreslenia i twierdzenia. W celu unaocznienia ruchu wzglgd-
nego wyobrazmy sobie cala przestrzeit, wypelniong punktami matema-
tycznymi, ktérych wzajemne odleglodci nie zmieniajg sig podezas naszych
rozpatrywan. Przyjmijmy nastepnie, ze zbiér tych punktéw moze prze-
nikaé bez oporéw inne takiez zbiory punktéw; jak réwniez kazdy od-
dzielny puunkt, nie nalezgey do takiego zbioru, moze réwniez przenikad
taki zbidr.

Jezeli w takim zbiorze pewien punkt, nie nalezgoy do tego zbloru,
Zmienia swe polozeme, to pokrywad sig on bedzie kolejno z réznymi
jego punktami; geometryczne miejsce tych punktéw nazwahémy juz
. w kinematyce torem, a caty zbiér, w ktérym punkt dany wyznacza ten
tor, nazwaliémy ukfadem odnlesienla ruchu danego punktu. :



