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IV. Zasady szczegdlne dynamiki.

19. Cel tych zasad. Przytoczone na poczgtku poprzedniego roz-
dzialu dwa prawa zasadnicze: prawo bezwladnodei i prawo superpozycji
wystarczaja zupelnie do okreslania wiadciwosdei ruchu punktu, gdy dane
sg sily na niego dzialajace; a réwnanie dynamiczne, bedace wyrazem
tych praw, daje moznosé ujgcia tych wlasciwosei w matematyczng forme.
Dla ulatwienia jednakze okredlenia wlasciwosei ruchu, jak réwniez dla
ulatwienia obliczen, wyprowadzono z tych praw inne prawa, zwane (nie-
slusznie) zasadami, ktdére obejmuja cale grupy zjawisk ruchu i wyja-
$niajg ich przebieg. Zasady te wyrazajy sig pewnemi réwnaniami, wy-
prowadzonemi drogg przeksztalcen algebraicznych z przytoczonego réw-
nania dynamicznego; i wyrazajacemi jedynie w sposéb wigcej pogladowy
zwigzki pomigdzy parametrami ruchu, '

Zasady zatem, ktére tu wylozymy, nie wnosza do naszych rozpa-
trywan zadnych nowych praw fizycznych,” ani tez nie daja réwnani alge-
braicznych, niezaleznych od réwnania dynamicznego, a sg tylko wyrazem
w innej postaci tego réwnania; —s3 pierwszemi calkami tych réwnan.

Zasadami temi sg '

zasada réwnowartosci pracy sif i energii kinetycznej; oraz

zasada momentu ilosci ruchu.

A. Zasada réwnowartosci pracy i energii kineiycznéj.

20. Rozwinigcie tej zasady. W fomie I-ym w § 100-ym wyprowa-
dzili§my réwnanie 68-me, wykazujace réwnowarto$é pracy sity, praylo-
zonej do punktu materyalnego i przyrostu energii kinetycznej, jakiego
dany punkt dozna podeczas nieskolczenie malego przesunigeia pod dzia-
taniem tej sily. Réwnanie to ma nastgpujgcg postad
' P, . ds = d(} mv?),

P; oznacza rzut sily na kierunek przesuniecia ds.

Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktérym punkt ruchomy, pod dzia-
faniem danych sit zakredli tor o skorficzonej dtugosci. W tym celu dzie-
limy tor, jaki zakre§la punkt ruchomy, na czgstki ds, ktére uwazaé be-
dziemy za czgstki prostolinijne; a prace sily «~, wzdluz £ — tej czgstki
toru wyrazimy, na zasadzie okresled, podanych w § 94-tym tomu [-ego,
wzorem - ¢

Py dsy, cos (P, dsy);.
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sumg za$ tych prac, gdy punkt ruchomy przejdzie po pewnym torze
cigglym, z miejsca 4 do miejsca B, wyrazimy wzorem

B
fA Py . dsp . cos (Py, dsp);

"1 warto$d jej oznaczymy litere Lﬁ .

Oznaczmy nastgpnie predkodé punktu mna poczatku k-tej czgstki
toru przez v,_y, a na jej kodcu przez v,, a wyrazimy przyrost energii
kinetycznej wzdluz tej czgstki wzorem

§mvYy — fmo¥_g
przyrost za$ wzdluz nastgpnej (£ - 1)-ej cagstki wzorem
§omvdy — ) mvd,.

Gidy nastgpnie dodamy wszystkie, w len sposéb utworzone, przyrosty
energii kinefycznej, i gdy zwazymy, #e wartodei energii kinetycznych
w miejscach zetknigd sig czastek toru sa wzajemnie réwne, wtedy otrzy-
mamy jako sumg tych przyrostéw réznice wartosci energii kinetyoznej
punktu w koficowem i poczgtkowem jego polozeniu, wszystkie bowiem
posérednie wszystkie bowiem posrednie wyrazy sig zniosg, t. j. otrzy-
mamy réwnanie ..
Ly={m; — fmot,, . . . . . . . (66)
w ktérem zg i va oznaczaja predkodei w koncowem i poczgtkowem po-
Yozeniu punktu ruchomego. "Réwnanie to jest jednakowe z réw. 69-em
tomu l-go; wyprowadziliSmy je tylko w tem miejscu drogg szezegélnych
rozwazan, ktéra nas objasnia, dla czego wartoSci energii kinetycznej
w podrednich polozeniach punktu nie wechodzg do tej sumy. Tresé réw-
nania 66-ego wypowiedzielismy juz w tomie I-ym, ktérg tu powtarzamy
praca sity wzdluz pewnej drogi réwna sie przyrostowi energili kine-
tycznej punktu, jakiego on doznal przy przejsciu tej drogi.

Pracg sit wzdluz pewnego toru obliczymy wogéle, gdy znany bg-
dzie tor, jaki zakregli dany punkt, oraz sity, wystepujagce wzdluz tego
toru. Obliczenie zatem pracy sil, przylozonych do punktu ruchomego,
podczas.jego przejécia z jednego miejsca do drugiego, jest wogéle nie-
mozliwe bez wskazania toru, po ktérym punkt przebiega. '

~ W szczegblnych jednakze przypadkach, ktére ombwilidmy w § 107-ym
tomu [-go, a ktdére spotykajg sip w wielu zjawiskach $wiata fizycznego,
wartodé pracy sit, przylozonych do punktu ruchomego, zalezy tylko od
miejsca, w jakiem znajduje si¢ punkt ruchomy i wyraza sig funkcyg
jego spbirzednych; wartosé ta jest zatem niezalezng od postaci toru, po
jakim przebiegl dany punkt pomiedzy dwoma polozeniami, a zalezy tylko
od spéirzednych krancowych miejsc. W tych szczegélnych przypadkach
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zasada réwnowarlosci pracy i energii kinetycznej daje bezposreni Zwig-
zek pomiedzy predkodeig punktu, a jego spblrzednemi; t. j. daje pierw-
szg calke réwnania dynamicznego, co réwniez stwierdzilismy przy ba-
daniu ruchu prostolinijnego. Obierzmy jako spdlrzgdne danego punkiu
np. spéirzedne prostokatne («x, ¥, 2), to pracg czgstkows sily P w miej-
seu (x, 9, 2), podezas nieskoficzenie malegy przesunigeia punktu, wyra-
zimy wzorem 63-im tomu I-go.

Pydx ++ Pydy + Pyds =d U,

gdzie U jest funkeya spélrzednych, nie zawierajaca czasu wyraZnie;
wtedy otrzymamy rdéwnanie

dU=d('/,mv*); lub jego catke
Us — U, =Y,mvy —Yamva ... . . . . (B7)

Funkeya U, ktérg nazwalismy w § 108-ym tomu I-go funkeysg sil, a od- -
jemng jej wartos¢ w § 110—ym — potencyalem sil, jest funkeys spéi-
rzednych punktu ruchomego. Jezeli dang jest np. funkeya U (x, ¥, z),
to dla kazdego polozenia (xp, s, 2s) punktu ruchomego obliczymy jej
warto$é i te warto$é oznaczylidmy literg Us; a po podstawieniu tej war-
tosei w réwnanie G67-me obliczymy energie kinetyczng, jaka posiada
dany punkt w tem miejscu (xs, ¥u, 21), lecz we wszystkich miejscach
przestrzeni, ktérych spélrzedne czynia zadod$é réwnaniu

U (%8, y1, 28) = Us.

Geometryczne migjsce {ye'i .punktéw jest przeto powierzchnig, wyrazong
tem réwnaniem. Jezeli funkcya sil jest jednowartodciowa, to punkt ru-
chomy przebija tg powierzchnig w jakiemkolwiek.jej miejscu z jedna
i tg samg energig kinelyczng; a wige réwniez z jedng i tg samng pred-
koScig. Jest to wynik, ktéry§my tutaj zdobyli drogg analizy alge-
braicznej, a do ktdérego doszlismy réwniez w § 1ll-ym tomu I-go
drogg rozpatrywan wlasciwosei powierzchni réwnych potenoyaléw.
Chnmaz sposéb wyprowadzenia réwnania rdéwnowarlodci pracy
i energii kinetycznej, jaki stosowaliémy w tomie I-ym, polega jedynie
na przeksztalceniach algebraicznych, dowiedziemy jedhakze w wigcej
“ krétki sposéb,. ze réwnanie to moze byd W)fprowadzone be'zpoéx_-ednio
% réwnania dynamicznego ruchu drogg tylko przeksztalcern algebraicz-
nych. W tym celu weZmiemy za podstawe naszych rozpatrywan réw-

nanie dynamiczne w postaci wektorowej P = m%; a po arautowaniu
jego na styczng do toru, otrzymamy

P-_ —,
E=
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Mozna bylo réwniez wzigé bezpodrednio to réwnanie za podstawe
naszych rozpatrywan, jest ono bowiem réwnaniem dynamicznmem sit
gtycznych do toru.

Réwnanie to pomnozymy przez wartodé ds i podstawimy w prawej

. ds .
stronie réwnania — = %, & otrzymamy szukane réwnanie

dt
Py.ds =d ({ym?),

Réwnanie przeto réwnowartesci pracy i energii kinetycznej punktu jest
wynikiem réwnania dynamicznego ruchu, jest jego pierwszg calkg; jest
ono szozegblnym wyrazem prawa bezwladno$ci. I rzeczywiscie, gdy na
punkt dany nie dzialajg sily, praca ich réwna si¢ zeru, i-energia kine-
tyczna punktu nie doznaje prayrostu podezas ruchu; z czego wynika,
ze punkt porusza si¢ ze stala predkosciag lub tez pozostaje w spoczynku.
Gdy zaé na dany punkt dziala pewna sila, kiéra wykonuje prace, wtedy
energia kinetyczna punktu o tyle sig zmienia, o ile praca tej sily sig
zmienia. .

Zasada jednakze réwnowartosei pracy i energii kinetycznej jest
tylko pewnym szczegélnym wyrazem prawa bezwladnosci, gdys wyraza
ona, wrazie np. gdy sily na punkt nie dzialajg, niezmienno$é predkogci
tylko pod wzgledem skalarnym, a nie wskazuje tej niezmienno$ci pod
wzgledem wektorowym, jak to daje réwnanie dynamiczne. Rdwnanie
przeto 66-te, lub 67-me nie moze wystarczyé do obliczenia ruchu pun-
kiu swobodnego. I rzeczywiscie; w celu obliezenie ruchu punktu swo-
bodnego nalezy miedé trzy rownauia algebraiczne. W szczegélnych jed-
nakze przypadkach, w ktérych punkt ruchomy posiada jeden tylko sto-
pied swobodny, a sily naf dzialajace posiadajg furkeye sil, ré6wn. 67-me
wystarcza do obliczenia ruchu takiego punktu. Wogéle za$ jest ono
" jedno z trzech réwnar, potrzebnych do obliczenia ruchu punktu; dwa
za$ brakujace mogg by¢ np. réwnaniami rzutéw sily na dwie osi, lub
tez réwnaniami, ktére wyprowadzimy w nastgpujgeym paragrafie, a ktére
wyrazajg t.~zw. zasadg momentu ilogei ruchu.

B. Zasada momentu iloéci ruchu.

21. lloéé ruchu. Okredlenie: wéktor predkosei punktu materyal:
nego, pomnozony przez warto§é masy tegoz punktu, nazywamy iloscig
jego ruchu. W oznaczeniach wektorowych okreslenie to wyrazimy ilo-
czynem

mu;
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i wyslowimy je krétko; iloscia ruchu danego punktu nazywamy u-krotny
wektor jego predkosci.

7 okreélenia tego wynika, e ilo§é ruchu posiada wymiar

MLT.

Znaczenie fizyczne ilofei ruchu przedstawié sobie mozZua w sposéb
nastgpujgcy. Gdy punkt materyalny o masie m posiada pewng pred-
kodd i gdy sily na ten punkt nie dzialajg, wtedy wektor o, podezas ruchu
tego punktu, nie zmienia sig, ani co do dlugodei, ani co do kierunku,
ani tez co do zwrotu; i odwrotnie, jezeli dany punkt posiada podczas
- ruchu statg ilo§é ruchu w9, to powiadamy, %ze sily na niego nie dzia-
tajg. Niezmiennoéé zatem wektora ilodei ruchu jest scistym wyrazem
prawa bezwladnodei.

Poprzednio wyrazaliSmy prawo bezwladnosei niezmiennodeig wek-
tora predkosei, lecz w zjawiskach ruchu, w ktérych bierzemy pod uwage
czynniki Emyczne, wywolujgce dany ruchu, wielkosci kinematyczne t. j.
spélrzedne i czas nie wystarczajg do wyrazenia zachodzgeych ruchéw,
potrzebng jest jeszcze znajomosé masy punktu'; wzoér zatem md — stalej;
' jest wyrazem ogdlniejszym prawa bezwlad-

wmv nosei, niz wyraz samej predkodei.
me 3 - Przyjawszy niezmiennogd ilodci ruchu
- za. wyraz matematyczny bezwladnodei, okre-
Rys. 15. limy sile jako stosunek przyrostu ilodei ru-

chu do czasu,w jakim ten prayrost powstal;
a zatem silg wyrazimy wzcrem
_ &(mD)
Pdt,.........({SS)
ktéry jest oglluiejszy od wzoru 6-go i tylko w przypadku gdy masa m
posiada stata wartoéé, jest z nim jednakowy.
- Prazyjmijmy nastepnie, ze dana sila jest np. stala i dziala na dany
punkt thateryalny, nie posiadajgcy poczgtkowej predkodei, w przeciggu
pewnego czasu #; to z r6wnania 68-mego napiszemy

4 "
fﬂ Pdt =f d(mv); a po zcatkowaniu P?=mw.
Z 0

Roéwnanie to wyraza, ze iloczyn z sily stalej, dzialajacej na punkt
. materyalny i z czasu 4 w przeciggu ktérego ona dzialala, réwna sig
ilodei ruchu mv. Tlo§é zatem ruchu punktu danego moze byé uwazana
za miarg dzialania sily na dany punkt maleryalny w przeciaggu.pewnego
‘okresu czasu.

Zauwazyd nalezy, ze wartod¢ ilodei ruchu nie daje wielkogci 'si{.y,

ani tez wielkodei okresu® czasu jej dzialania; a daje ona tylko warloéd
i
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iloczynu z sily i czasu, gdy sila jest stala. Ta sama zatem ilo§¢ ruchu
moze byé wywolang np. wielkiemi sitami, dzialajzcemi w krétkich okre-
sach czasu; lub tez odwrotnie moze by¢ wywolang — malemi sitami,
dzialajacemi w dlugim, okresie czasu.

22. Sily chwilowe. TIlo$é ruchui moze by¢ uwazang za miarg tak
zwanych sit chwilowych. Sila chwilowg nazywamy silg, ktéra w prze-
ciggu bardzo krétkiego okresu czasu jest w stanie wywolad stosunkowo
znaczng zmiang ilodei ruchu danego punktu, Sily te powstajg np. podezas ude-
rzenia, podczas wybuchu i t. p. Gdy np. bryle dang, bedacg w danej chwili
w spoczynku, uderzymy, to nabedzie ona edrazu znacznej predkoéei,—tj. na-
bedzie w jednej chwili znacznego przyrostu ilogei ruchu. W tym przy-
kladzie sila przyépieszajgca, pochodzaca od ciala uderzajgcego, dziala na
dang brylg bardzo kr6tko, a wywoluje znaczny przyrost iloéci ruchu.
Prazyrost ten przyjmiemy przeto za miarg sity uderzenia. Nie wchodzgc
wige w fizyczng strong pochodzenia sit chwilowych, przyjmujemy za ich
miarg przyrost ilodei ruchu, jakiego doznaje dany punkt pod ich dziala-
niem. Ze stanowiska fizycznego nalezy przeto rozrézniaé dwojakiego ro-
dzaju sily: sily ciggle i sily chwilowe.. Miara sil cigglych jest iloczyn
z masy i przy$pieszenia punktu; — miarg za$ sit chwilowych jest pfzy-
rost ilosei ruchu,

Powstawanie zatem kazdego ruchu mozna sobie wyobrazié w dwo-
jaki sposéb: jako powstawanie w sposéb ciggly lub tesz w sposéb prze-
rywany. '

23. Moment ilos$ci ruchu punktu materyalnego wzglgdem bhiegunalub osi.
Okreélenie: Momentem ilosci ruchu, wzgledem dowolnie obranego w prze-
strzeni bieguna, nazywamy wektor, wystawiony w obranym biegunie pro-
stopadle do pYaszczyzny, przechodzacej przez ten biegun i przez wektor
ilosci ruchu, ktérego diugosé réwna sig iloczynowi z ilosci ruchu i z odle-
glosci bieguna od kierunku wektora »:0; a zwrét jest skierowany ku pa-
trzacemu, gdy przypuszczalny obrét plaszezyzny, wskazany przez zwrét
wektora ilogei ruchu, jest zgodny z obrotem strzalki zegara, rys. 16-ty.
Plaszesyzng, przechodzgey przez biegun i przez wektor ilogei ruchu na-
zwiemy plaszezyzng momentu. Okreslenie to wyrazimy nastgpujgeym
wzorem wektorowym

My =Vomtoh, . . . . « « « . . (89

. ﬁ' ktétym M, oﬁnacza ekréélony wyzej wektor momentu ilosci ruchu;
a litera V objaénia, ze iloczyn m 9/ nalezy przyjmowac jako wektor. -
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Stosujac okreélenie iloczynu wektorowego, podane w § 2b-tym tomu
l-ego, napiszemy wzér 69-ty w nastgpujacej postaci

M, =V mir;

gdzie 7 oznacza wektor wodzgcy danego punktu. -

Okredlenie momentu ilosci ruchu co do swej formy geometrycznej
jest jednakowe z okredleniem momentu sily, jakieémy dali w § 256-tym
tomu I-ego, gdy wektor sily przyjmiemy za wektor iloSci ruchu. W tenze
spos6b, zgodnie z okresleniem momentu sity wzgledem osi, podanem
w § 42-gim tomu I-go, damy réwniez okreslenie momentu. ilodei ruchu
wzglgdem osi, gdy zamiast wektora sily zastosujemy wektor ilodci ruchu;
a zalem:

momentem ilosci ruchu wzglgdem osi nazwiemy moment rzutu wek-
tora ilosci ruchu na ptaszczyzne prostopadta do osi, wzgledem punktu
przecigcia sig¢ jej z ta plaszczyzna.

Rys. 16.

Momentowi ilogci ruchu mozemy nadadé nastgpujace znaczenie fi-
syczne. Jezeli przyjmiemy ilogé ruchu za miarg sily chw ilowej np. —
sily uderzenia, to moment ilogci ruchu nalezy uwazad za miarg chwilo-
wego obrotu, t. j. za miarg uderzenia, nadajacego danemu punktowi
obrét okolo pewnego bieguna; gdy wyobrazimy sobie dany punkt sazty-
*wno zwiazany z tym biegunem.

Prazytoczymy obecnie pewne wiadciwosci kinetyczne momentu ilo-
$ei ruchu, wynikajgce bezpogrednio z jego okrgdlenia; jezeli np. na dany
punkt materyalny nie dziala zadna sila, lub tez dzialajg sily, bedace
w réwnowadze, to na zasadzie prawa bezwladnoéci punkt ten zakresli
- ruchem jednostajnym tor prostolinijny; moment przeto ilogci ruchu tego
punktu wzgledem dowolnie obranego bieguna w przestrzeni, jest wekto-
rem stalym i niezmiennym; nietylko bowiem wartosé iloczynu mv jest
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w danym przypadku stalg, lecz i ramig momentu jest niezmienne; a zatem
i wektor /7, posiada niezmienne polozenie w przestrzeni i niezmnienng
dlugo$é. Gdy za$ na dany punkt dziata pewna sila, wtedy wektor mo-
mentu ilodei ruchu zmienia wogéle swéj kierunek i swg warto$é. W szeze-
gélnym przypadku, w ktérym sita, dzialajaca na dany punkt, znajduje
sig ciggle w plaszczysnie, wyznaczonej przez jego poczgtkowsg ilosé ru-
chu, wtedy tor punktu lezy w tej plaszczyZnie; a kierunek wektora A7,
jest staly; lecz dlugosé jego wogdle si¢g zmienia, zaleznie od wartosei
iloczynu z ilodei ruchu i z dlugodei ramienia,

Wogéle mozna powiedzied, ze wektor momentu ilodci ruchu punktu
materyalnego, bedgcego pod dzialaniem pewnej sily t. j. pod dzialaniem
momentu pewnej sily, zmienia kierunek, dlugosc¢ i zwrot, a w nastgpnym
paragrafie wykazemy, w jaki sposéb zmiana ta unastepuje, t. j. wyka-
zemy zwigzek pomigdzy przyrostem wektora momentu ilodei ruchu,
a wektorem momentu sily, dzialajacej ma dany punkt.

24. Zwiagzek pomigdzy przyrostem wektora momenfu ilosci ruchu
a wektorem momentu sily. W celu znalezienia tego zwigzku wezmy pod

K

A

Rys. 17.

uwage punkt w dwéch nieskofczenie blizkich polozeniach K, i K,,
rys. 17-ty. Niech md; oznacza wektor ilodci ruchu punktu, znajdujgcego
sig chwilowo w polozeniu K;; md, zas§ w nastgpnem jego polozeniu
K,, nieskoficzenie blizkiem do poprzedniego; to réznica tych wektoréw
(md, — m®,) jest przyrostem ilodci ruchu, jaki powstal pod dzialaniem
sity P, praylozonej do danego punktu. ‘Stosownie do okredlenia sily,
napiszemy réwnanie

; Pdt == mBy — m®,,

ktére wyraza, ze wektor Pdf réwna sig¢ réznicy dwéch wektordw md,
oraz mdy, rys. 18-ty., Poniewa?z kierunki tych wektoréw, oraz wektora
sity, rys. 17-ty, .przecinajg sig w jednym punkcie '), przeto mozemy do

) Kierunek bowiem wektora m v, pokrywa si¢ z kierunkiem czastki toru :?é.
rys. 17-ty ) : :

Mechanika — Tom 11l 5
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tych wektor6w zastosowac twierdzenie o momentach, § 28-my tomu

T-go, ktére glosi, ze wektor momentu sity wypadkowej réwna si¢ sumie
- wektorowej momentéw sit skla-

mT, dowych, przylozonych do jed-

- nego punktu. Twierdzenie to

dtmm‘a'ﬁdt sto%mjr: sig nietylko do sil, lecz

wogéle do wielkodci wektoro-

wych, ktérych kierunki zbie-
Rys. 18. _ gajg sip w jednym punkeie.

W danym przeto razie powiemy, e moment wektora Pdt rv6wna
sig réznicy weltorowej momentéw ilodei ruchu danego punktu w dwéich
jego sgsiednich polozeniach. Azeby te stosunki unaoeznic sobie geome-
trycznie, obierzmy w przestrzeni dowolny biegun O, rys. 17-ty, i wy-
stawmy w niem, zgodnie z okre$leniem momentéw, trzy wektory M,,
M,,, oraz Mp, a zwaszywszy, ze moment wektora P.dt réwna sig mo-
mentowi sily 7 pomnozonemu przez df, wyrazimy powyzsze twierdzenie
" 0 momencie wypadkowym nastgpujgcem réwnaniem wektorowem

MP . d.t_—_- M@'ﬂﬁ e IWZ,',].'

Z réwnania tego odczytamy przedewszystkiem, ze pod dzialaniem da-
nej sily moment ilodci ruchu doznaje pewnego przyrostu, ktéry jest réw-
nolegly do wektora momentu tejze sily. Oznaczywszy ten przyrost
przez diif, i rozdzieliwszy powyzsze réwnanie przez wielkodé a%, otray-
mamy réwnanie wektorowe

w

did,
Me=—2, . . . .. ... (10

ktére wyraza szukany zwigzek. Réwnanie to wyslowimy w sposéb na-
stepujacy: '

wektor momentu sily, przytozonej do punktu ruchomego, wzgledem
dowolnie obranego bieguna, réwna sig ilorazowi przyrostu wektora mo-
mentu ilosci ruchu wzgledem tegoz bieguna do okresu czasu, w jakim ten
przyrost powstal. Twierdzenie to nazwano zasada momentéw; a réwn.
'i:(‘]-tle, réwnaniem dynamicznem momentu sily. ‘ :
- Twierdzenie to jest przeto bezposrednim wynikiem okredlenia sity
i twierdzenia 0 momencie sumy wektoréw: sita wywoluje przyrost ilosei
ruchu danego punktu; a moment jej wywoluje przyrost momentu ilogei
ruchu tegoz punktu. Dlatego tez réwnanie momentu 70-te ma podobng
postac mat.etﬁatycznq,, jakg posiada réwnanie sily, — r6wn. 68-me.

_ 25:- Z-asafla p6l. W szezegélnym przypadku, w ktérym moment
sily, dm'a.la]a,ce] na dany punkt, wzgledem pewnego bieguna, réwna sig
zeru t. j. gdy M, =0, wtedy przyrost di7, = 0; a wektor M, pozo-

I !/
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staje niezmienny podczas ruchu punktu i réwna sie wektorowi momentu
poczgtkowej ilodei ruchu tegoz punktu. Z niezmiennoéei wektora mo-
mentu ilodei ruchu, jaka zachodzi w tym przypadku, wyprowadzimy na-
stepujgce wnioski, tyczace sig ruchu punktu:

1) ruch odnoénego punktu odbywa sig stale w plaszczyznie pro-
stopadlej do tego wektora, t. j. do wektora /7,; a plaszczyzna ta prze-
chodzi przez biegun, wzglgdem ktérego 11717 = 0, i przez wektor poczat-
kowej ilodei ruchu.

~ 2) warto$é momentu ilogei ruchu, t.j. wartoéé iloczynu mv 4, rys.
19-ty, . podczas ruchu punktu pozostaje niezmieniona i réwna iloczynowi
m Uy b, j. zachodzi w danym razie réwnanie

WOR=MUhy ~ © =+ w0 =" o i = €V

w ktérem v, oznacza warto$é predkodei poczgtkowej; za$ 4, ramig wek-
tora tej predkodei wzgledem obranego bieguna.

Z réwnania tego obliczyé mozna predkosdd v punktu w kazdem miej-
scu toru, gdy znang bedzie odleglo$é % bieguna od styeznej, przeprowa-
dzonej w danem miejscu. Wogble zaé powiemy, ze predkoéé punktu
w tym przypadku zwigksza sig, gdy dlugodd ramienia sig zmniejsza.

Wynik ten, ze iloczyn mvk w danym przypadku jest stalg wiel-
kodeig, mozemy przedstawié geometrycznie w nastepujgcy sposéb. Pod-

stawmy w réwn. T1-sze warlosé vzéj—j, a po jego przeksztalceniu, na-

piszemy _
ds. h=(v,h,) . dI.

lloczyn ds. h wyraza podwdjng wielkoéd pola tréjkata, ktérego pod-
stawg jest czgstka ds toru punktu, a wierzcholek jego lezy w biegunie;
h bowiem jest wysokodcig tego tréjkata; rys. 19-ty. Oznaczmy wielkosé
pola tego tréjkata przez dF,
to réwnanie powyzsze napiszemy
w postaci

- dF=(vh) . dt;
a po scalkowaniu tego réwnania,
otrzymamy, przyjawszy dla”/=0;
F=0

F=Q{9 .h).t. : (12

F w danym razie wyraza wielkosé
pola, jakie zakre$la promien wo-
dzgey, wyprowadzony z danego
bieguna do punktu ruchomego..

Rys. 19.
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Réwnanie 72-gie wyslowimy w sposéb nastgpujacy: jezeli suma mo-
mentéw sil, dzialajacych na punkt ruchomy wazglgdem pewnego bieguna,
réwna sig ¢iagle zeru, to ruch punktu jest ptaski i odbywa sig w plaszczyZnie,
przechodzacej przez dany biegun i przez kierunek poczatkowej predkosci
tego punktu; a promiefi wodzgoy, wyprowadzony z bieguna do danego
punktu, zakreéla pole proporcyonalne do czasu. Twierdzenie to, bgdgce

. szczegblnym przypadkiem zasady momentu, réwn, 70-te, nazwano za-

sadg poél.

26. lle rownan niezaleznych daje zasada momentu ilosci ruchu? R6-
wnanie dynamiczne ruchu punktu w postaci wektorowej, réw.68-me, daje
trzy réwnania algebraiczne, z ktérych obliczyé mozna ruch punktu swobod-
nego, t. j. trzy jego spélrzedne w funkeyi czasu, gdy dane sa warunki
ruchu poczgtkowego, Mozliwodé obliczenia ruchu punktu z réwnania dy-
namicznego jest wyrazem tej fizycznej wiaseiwodei ruchu, ze punkt kazdy
przy danej predkosei poczgtkowej i pod dzialaniem pewnej sily wyko-
nywa $ciéle okreslony ruch.

Nasuwa si¢ teraz pytanie, czy zasada momentéw, wyrazona réwn.
70-tem, daje moznodé obliczenia ruchu ze znajomosci momentédw sil,
dziatajacych na dany punkt; a jezeli ta zasada nie wystarcza, to ile daje
ona réwnan niezaleznych.

W celu dania odpowiedzi rozpatrzmy najpierw réwnanie momentéw
ze stanowiska kinetycznego. W tym-celu réwnanie 70-te przedstawmy
w postaci nastepujacej

M,,:lezpdz,

z ktérego mozna wyznaczy¢ wektor 7, momentu ilodei ruchu danego
punktu w kazdej chwili jego ruchu, gdy dany jest wektor momentu sity
w funkcyi czasu. Kierunek wektora A7, wyznacza plaszezyzng, w ktérej
chwilowo odbywa sig ruch. Znajomo$é wige tego kierunku zastgpuje
jedno réwnanie algebraiczne, plaszezyzna bowiem wyraza sig jednem
réwnaniem algebraicznem. - Znajomo$é nastepnie wartofoi wektora A7,
w danej chwili ruchu pozwala zestawié jedno réwnanie algebraiczne
ruchu, a mianewicie _ .

v meh=My)s . . - « i « o . (18)

Kierunek wige wekbora ilosei ruchu daje jedno réwnanie algebra-
iczne ; dlugosdé jego daje drugie r§wnanie, — réw. 78-cie; i wigeej réwnai
ze znajomosei tego wektora nie otrzymamy; zwrét bowiem jega daje
tylko zwrét predkosei, jakg punkt ruchomy w danej chwili posiada Za-
sada przeto momentéw daje wogéle tylko dwa réwnania algebraiczne
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ruchu punktu; nie wystarcza zatem do obliczenia ruchu punktu swo-:
bodnego. T

Do tego# wniosku dojdziemy rozpatrujac zasadg momentdw ze sia-
nowiska dynamicznego. Ruch punktu jest $cisle okreslony przez sile,
dzialajgeag na niego; a poniewaz ze znajomodci momentu sily nie mozna
83dzié o samej sile; moment przeto sily, dzialajgcy na punkt ruchomy,
nie moze wystarczyd do obliczenia ruchu punktu. Dla tejtez przyczyny
stalod§é wektora iloSei ruchu nie wyraza $ci§le prawa bezwladnosei; —
stalosé ta bowiem jest wynikiem tej okolicznodei, ze M, = 0; a moment
sily réwna sig¢ zeru uie tylko wtedy, gdy sila r6wna sip zeru,lecz i wtedy,
gdy sila posiada skoriczona wartodd, lecz jej kierunek przecina biegun.

27. Wzér momentu ilosci ruchu, wyrazony spélrzednemi bieguno-

wemi.. Zadanie to polega na wyrazeniu momentu ilodoi ruchu wielko-’
dcig promienia wodzgcego », wyprowadzonego z bieguna O, rys. 20-ty,

m A WM

0

Rys. 20.

i wielkodcia predkosci obrotowej, z jaka sig obraca ten promien. Niech
dany punkt w pewnej chwili posiada ilo$¢ ruchu md, to warto§é mo-
mentu tej ilogci w my§l danego okreflenia A7, = mwh; lub tez inaczej,
zgodnie z réwnaniem 18-tem, podanem w § 24-tym tomu I.go

M, = mv, r,
w ktérem v, jest rzutem wektora » na o$ x, prostopadly do promienia
wodzgcego ». Rzut ten wyrazimy nastepujacym wzorem

ds,

“="ar’
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gdzie dfs, jest rzutem czgstki ds na o$ x. Ozgstka ds, moze byd uwa-
zana, pudezas nieskoriczenie malego przesunigeia, za czgstke rdo luku,
jaki zakresla koniec promlema wodzgcego #; przeto podstawimy

do
Yy =2¢—),
at
i otrzymamy wyraz szukany 5
i (o]
M, =mrt.— . . . . . . .. . (14
! dt | )

28. Wzoér momentu ilosci ruchu, wyrazony spéfrzednemi prostokat-
nemi. Zadanie dane, analogiczne do zadania § 48-go tomu I-go, polega
na obliczeniu wektora momentu ilogei ruchu pewnego punktu ze sktadowych
wektora ilodei ruchu w kierunku osi spéirzgdnych prostokgtnych i ze spéi-
rzgdnych tego punktu. W tym celu zastosujemy twierdzenie, wylozone o mo-
mencie sil w § 44-ym tomu I-go, w ktérem zastgpimy wektor sily wektorem
ilodei ruchu i wyglosimy twierdzenie: ze rzut na pewng of wektora
momentu ilosci ruchu wzgledem bieguna, obranego na tejze ofi, rowna
sig momentowi ilosei ruchu wzgledem tejze osi, a suma wektorowa tych
rzutéw na trzy osi (nieréwnolegle do jednej plaszezyzny) wyznacza
wiladciwy wektor momentu ilosei ruchu.

W' § 48-ym tomu I-go obliczyliémy moment wektora sily; w tenze
sposéb obliczy¢ mozna mement wektora ilodci ruchu; nalezy tylko pod-
stawié we wzory 34-ty i 35-ty, na str. 67-ej tomu I-go, zamiast skladowych
gity skladowe wektora ilodci ruchu; a z tych réwnan napiszemy bez-
podrednio réwnania rzutéw momentu ilodci ruchu na osi wzajemnie
prostopadle, przeprowadzone przez obrany biegun; a wigc '

My, = M,z — mu,y;

My, = mv,x — mv 2

M, = migy —mue .. . . . . . . . (T5)
We wzorach tych A, oraz v, zaopatrzone wskaznikami x, 9, &, oznaczajg
skladowe tych wektt)réw wzdluz osi spéirzednych prostokgtnych Na pod-
stawie powyzszych wzoréw naplsaemy nastgpu]aee réwnanie wektorowe

M, r—{-ﬂ'ﬂy—{— <o w i e (18)
lub tes rdwnanm algebraiczne
My=tVIE, 0, F My, - - - (11)

: M, . :
cos (M, x) = —;-;— soxichdic 3)
l) Wzory te w postaci wektorowél podane sg w wydaniu I-em tej Mechanikl
w tomie Il-gim na str. 66-ej.



