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gdy jednoczesnie elipsa jest w ruchu. Rys. 42-gi i 43-ci sg rzutami toru
punktu wahadfa kulistego na plaszezyzng poziomg, a powstanie tego toru
mozna sobie wyobrazié w ten sposob, ze punkt ruchomy, (t. j. rzut punktu
wlasciwego), zakregla elipsg, ktéra obraca si¢ okolo swego Srodka.

Szczegélowsze badania tego ruchu wykazujg, ze punkt styka sig
z tem samem kolem, ograniczajacem jego ruch w réznych odstepach.
Jezeli zatem stosunek wielkosci takiego odstepu do obwodu tegoz kola
jest wymierny, to punkt po przejéciu pewnej ilosci razy okolo $rodka,
powréei do miejsca wyjscia; gdy za$ stosunek ten jest niewymierny,
wtedy punkt ruchomy nigdy nie wréci do swego pierwotnego polozenia;
a tor bedzie w tym razie krzywg niezamknigty, ktéra po uplywie nie-
skoriczenie diugiego czasu, wypelni swemi punktami cale pole pomigdzy
kolami, ograniczajacemi tor. Rys. 39-ty przedstawia tor punktu rucho-
mego w widoku. Rysunki za§ 42-gi i 43-ci s odbitkami zdjeé fotogra-
ficznych ruchu, odbywa;gcego 319 w rzeczywistodei 1).

: 58, Wlasc:woéci ruchu wahadta kulistego, zblizonego do wahadta
stozkowego. Znajomos$é ruchu wahadla -kulistego potrzebng nam jest
przy badaniu ruchu regulatoréw; rozpatrzymy przeto jeszcze pewne jego
wlagoiwodei. Rospatrywania, ktére mamy teraz przedsigwziad réznig sig
pod wzglgdem teoretycznym od poprzednich tem, ze obecnie za pod-
stawe wﬁmiemy szezegbélny ruch po kole w plaszezyZnie poziomej,

') Rys. 40, 43 i 4 g’ wzigte z dziela ,The Dynamics, by Arthur Gordon
Webster. 19127,

L
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ruch, ktérego powstanie warunkuje réwn. 89-te. Zbadamy ten ruch w tym
‘przypadku, gdy jego poczatkowa predkosé niezupelnie odpowiada wa-
runkom ruchu po kole, wskazanym przez réwn. 89-te. Ruch taki wy-
wolamy, gdy wahadlo, poruszajgce sig po kole poziomem, odchylimy
nieco, np. slabem uderzeniem, z polozenia, w ktérem sie znajduje chwi-
lowo; wtedy wahadlo dane zejdzie z toru kolistego i zakredli jaki$ inny
tor, praypuszezalnie zblizony do kola, lecz dotychczas nam nieznany,
Wyznaczenie tego toru, oraz ruchu po nim jest obecnie naszem zada-
niem. Do tych badani zastosujemy spélrzedng o punktu ruchomego
i w celu napisania réwnania ruchu, wyrazonego ta spéirzedng i czasem’
podstawimy w réwnanie pracy, réwn. 115-te

\ ( > d@)? (dc)!
&=y 008 o, oraz v° = (¥ s1ng9,—— ==
dt dt

gdzie v jest wyrazone sumg predkosei unoszacej, oraz predkosci wzgled-
nej ruchu na plaszezyznie biegunowej. Po podstawieniu tych wartosei
otrzymwamy réwnanie pracy w nastepujacej postaci -

de\? dg\?
= 1 2 [si [ — 142 — ]{’
g7 Cos o }r(sma [”)—{—}r(dz)ﬂl—

w ktérem K zastgpuje wyrazy stale powyzszego réwnania. Azeby o wy-

razi¢ funkeyq 7, nalezy wyrazié % zmienng o; a w tym celu skorzy-

stamy z réwnania momentu il&ei ruchu, ktére napiszemy w postaci

m (v sin c)? %’f’l}z M,

obliczymy z nie od—g'—'—-——ﬂ@———
i & dt  mrsinto

pracy; a otrzymamy je w postaci

i podstawimy w powy2sze éwnanie
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skad po up.rzgdkowaniu

2 cos o
s [& Gyo - M'T ) o8
dt? 7 mr? | 8in® o

Réwnanie to moglibydmy réwniez wyprowadzié z réwnania dynamicznego
tego ruchu, zrzutowawszy je na tray osi: 5, 4 i na os prostopadly do

== () , (131)

; ; T )
plaszezyzny biegunowej, a po wyrugowaniu z tych réwnan N i 7{,»‘_ otrzy-

maliby$my powy#sze réwnanie ruchu.

Réwnanie 180-te jest jednem z réwnan ruchu wahadla kulistego.
Zbadajmy obecnie, majage za podstawg to ogélne réwnanie, czy jest
mozliwem, azeby powstal ruch kolowy punktiu; a gdy okaze sig to moz-
liwem, znajdzmy warunki ruchu poeczatkowego, przy ktérych powstaje
ten ruch. W przypadku ruchu kolowe:o kat 5 = o, = stalej wielkodci,
a zatem po podstawieniu tej wartofei w rdw. 'l:-}O-te, ofrzymamy z niego

& Isint o,

M, = + m" (182)

cos o,

a wigc dla kazdego kata o, mozna obliczy¢ wartodé A, momentu po-
czatkowej ilodei ruchu, przy ktérej ruch wahadla bedzie stozkowy.
Pozostawia sig czytelnikowi utozsami¢ ten warunek z warunkiem, wy-
razonvm réwn. 89-em.

Przyjmijmy teraz, ze ruch wahadta wskutek .jakiché fizycznych
warunkéw odbiega od ruchu kolowego i ze ta réznica jest nieznaczna
i obliczmy ten ruch. W tym celu oznacaymy réznice katéw pomigdzy
polozeniem rzeczywistem wahadla, a stozkowem przez A s; kat wahadla
stazkowego przez o, to kat wlagciwego ruchu o = o, - A .

Zmienng w;elkoéclq podezas tego ruchu jest Ao ]eZeh zatem obliczymy
zw:a,zek pomiedzy A s i czasem #, to bedziemy . mngll obliezyé réwniez
wiadciwe odchylenie o w zaleznosei od 4 Azeby obliczy¢ ten zwiazek
podstawmy w réwnanie ogélne ruchu kulistego, réwn. 130-te, wartosé
6 = 6, -} A ¢; i prayjmiemy, ze A o jest wielkodciag tak maly w po-
réwnaniu z 6, %e wy#sze ]e] potegi oprécz pierwszej, mogg byé rachunkiem
me uwzglednione.

Réwnanie 130-te naplszemy W postacl ogoblnej

o P . » » {188
dz.‘a + () , (1. )
po podstawieniu w nie ¢ = 5, |+ A o, otrzymamy
d* (s, 4 Ac)

'—T“*--FF.(?,,-*‘—&G):U.
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Rézniczkowanie, wskazane w tem réwnaniu, zastosujemy do oddzielnych
skladnikéw sumy; a funkeye (s, 4 A o) rozwiniemy w szereg Taylora

ar (s,
,f?(c,;4_Aa):fro(,,a)-|_aa._—d£7l, ¢ e (188)

w ktdrym uwzglednimy tylko wyraz pierwszej potegi wielkodei A s
Po podstawieniu tych wartoéei i uwzglednieniu; ze
! - d’s,
| — A = 0; oraz /7 (3,) = 0;
otrzymamy szukane réwnanie

d? (A o) A dF (s,)

ap 1 e ds,

I

0 . . . . . . (135

Zastosujmy ten wzér do naszego przykladu i podstawimy w nie, po utoz-
samieniu réwn. 133-go z 131.szem '

. M, \* cosa
F(s) =——sin 6 — (%-,72—) e skad
ar (s) g ( M, )3 14 2cos? 5,
= =-008 6, = =] = . ;
do oy ¥ my sin o,
a otrzymamy po podstawieniu M 7z réwn. 132-go, szukany zwigzek
d,ﬁoﬂ) 4 &6 oh=0, wkidrem L . 4 % . (186)_
e L 2
k= . 00806(1_1_3005 3 T ; (187)

Jest to réwnanie rézniczkowe, ktérego wlasdciwosdei matematyczne
zbadaliémy w § T-ym, oraz 48-mym. Rdwnanie to przedstawiaé moze,
zaleznie od znaku wartodci #, dwojakiego rodzaju ruch: ruch okresowy,
gdy calka jego jest funkcya okresows (trygonometryczng), lub tez ruch
- nieokresowy, gdy catka jest funkcya wykladnicza. Gdy B> 0; Acwaha
sig pomigdzy pewnemi stalemi wartociami -+ A ¢'; a przypadek ten
wyraza, ze tor, jaki zakredla wahadlo, wyprowadzone nieco z polozenia o,
wije sig okolo obwodu kola po obydwu jego stronach; gdy zad .2 << O
warto§é A o z biegiem czasu stale sig powigksza; punkt przeto, zeszed!-
szy z toru ko}owego, nigdy na niego nie wréci.

Ze wzoru 137-go odezytamy, ze wartosé k nie moze byd dla wa-
hadla kulistego odjemng, gdyz w my$l poprzednich badan tago ruchu .
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musi byd zawsze 9, < 90% zmiany zatem wielkodci A o sg w ruchu
wahadla kulistego okresowe.

Ruch ten uwidocznimy sobie w sposéb nastepujacy. Umiesémy sig
w plaszezyZnie biegunowej wahadla i z nig razem obracajmy sig okolo
osi pionowej, a ruch danego punktu przedstawi sig jako ruch wahadla
plaskiego, kiérego polozenie réwnowagi jest nachylony wzgledem pionu
pod katem o,

VA Wldémwascx tych dwéch ruchdw sadzi¢ moina o ruchu zlozonym;
a wige oznaczywszy okres podwdjnego wachnigcia w plaszezyznie bie-
gunowej litery 77, , napiszemy, po utozsamieniu réwn. 135-tego z réwn.
np. 18-tem, i na.zasadzie wyprowadzonego juz wzoru 25-go

T, = 2 ]/T-z ]/7]/ i i 188
w=2%Y T =2 ¢V 1¥8oostq, - 19

okres zas 7, pelnego obiegu wahadla stozkowego napiszercy z réwn.

§ 40-tego
= 2= l/%-]/eos [ %

a zaleznosé tych dwéch okreséw wyrazimy wzorem
7
To =TT s 000 s,
G
Jezeli kat o, jest bliski zera, to
7_‘:9 =) Tni

a z tego stosunku wynika,
%e pudezas np. polowy
podwéjnego wahnigcia
punktu w plaszezyznie bie-
gunowej, plaszczyzna ta
obréei sig o dwieré pel-
nego cobrotu t. j.- o Y0°
W ten sposéb wahadlo pod-
czas pelnego obrotu plasz-
czyzny biegunowej prze-
tnie stozek w czterech sy-
metrycznych miejscach.
Rzut toru takiego punktu
na plaszczyzng poziomg ma postaé w przyblizeniu, wskazang na rys.

Rys. 44,

44-ym; na ktérym nakreslone kolo przedstawia rzut toru punktu podezas

ruchu stozkowego; a literami As' oznaczono najwigksze odchylenia wa-
~ hada od tego ruchu. Punkt 4, oznacza rant wlagciwego punktu w po-

.
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czatkowem jego odhyleniu; A; — po zrobieniu polowy podwdjnego wa-
hnigeia; A4, za$ po zrobieniu pelnego podwéjnego wahnigeia. Punkty
K, i K, sy rzutami punktu, gdy wahadlo przechodzi przez polozenia ré-
wnowagi.

7 powigkszeniem jednakze kata o, okres podwoéjnego wahnigeia
punkiu w plaszczyZnie biegunowej sig powigksza; czyli punkt ruchomy
przy wigkszych katach o, wolniej sig waha, t. j. gdy punkt zrobi np.
polowe podwéjnego wahnigcia, wtedy plaszezyzna biegunowa obrécei sig
o kgt wiekszy niz 90°%; wskutek czego miejsca K, i A, rys. 44-ty,
w ktérych wahadlo przecina stozek z powigkszeniem kala o, posuwajg
sip po kole w kierunku zgodnym z obrotem plaszezyzny biegunowej;
i w ten sposéb otrzymamy postaé toru, wskazana np. na rys. 41-szym.
Dla granicznej wartodei o, = 90% 7, = T,.

Jezeli stosunek;—“ jest wspélmierny, co nastepuje tylko przy
w
szczegdélnych wartodciach kgta odehylenia o,, to punkt ruchomy powrdei
po pewnym czasie do miejsca wyjdcia, i ponowi te¢ samg droge; w prze-
ciwnym razie zakredla¢ on begdzie ciagle nowe tory, ktérymi wypelni
czeéé powierzehni kuli, zawartg pomiedzy kolami, Wwyznaczonemi przez
katy drodkowe (s, + 4 ') i (5, — A o).

W powyzszym przyblizonym rachunku prayjeliSmy, ze A o jest
maly wielkoseig w poréwnaniu z kgtem o, ; dokladniejszego jednakze jej
okredlenia nie daliSmy wskutek tego, e do tego nalezaloby przeprowa-
dzié rachunek S$cisty; gdyz wtedy dopiero, ze wzoréw otrzymanych tg
drogg, ustalicby mozna stopien dokladnosdei; a tego staraliSmy sie uniknaé,
ze wzgledu na trudno$ei rachunkowe. Nalezy jednakze chod ogélnikowo
oceni¢, o ile postepowanie nasze rachunkowe zbliza sig do dokladnych
wartodci. Dokfadnie, np. sin 55° = 0,B1915 (wzigte z tablic), a wzdr
przyblizony, ktéry stosowaliSmy w powyzszym rachunku, wzér 132-gi
da warto$é po rozlozeniu np.:

sin 55% = sin (50° + B") == sin- 50 -} (luk H?) , cos H0° = (),82216:
zachodzi przeto nieznaczna réznica 0,4°%, pomigdzy wartoscig dokladna,
" a przyblizong. Jezeli przeto pomigdzy temi wartodciami zachodzi tak
mata réznica, to i wartodei ich funkcyi nie mogg stosunkowo wiele réznic
sig miedzy sobg; réwnanie przeto 133-cie i na jego podstawie wypro-
wadzone réwn. 13b-te, z dostateczng dokladnoscia wyrazaja wlasciwosei
kinematyczne danego ruchu, co tez zostato stwierdzone doswiadczeniami,

59. Rodzaje ruchu, wyrazonego linijnem réwnaniem réZniczkowem
drugiego rzedu. Spotykalismy si¢ w rozpatrywaniach poprzednich z ré-
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wnaniem ruchu o postaci

dt‘
Réwnanie to wyraza dwojakiego rodaam ruch, zaleznie od znaku spdi-
czynnika 4.
1) w przypadku £ > 0, réwnanie to wyraza ruch harmonijny (okre-

2
% .
. uwazaé mozna za ilo-

sowy) okolo pewnego érodka; wyraz bowiem

czyn z masy (w danej postaci tego wyrazu = 1) i przy$pieszenia punktu;
a wyraz kx — za sile, dzialajgcg na dany punkt; powyzsze przeto ré-
wnanie, napisane w -postaci

a*x

%
uwazad mozna za réwnanie dynamiczne sity (— /Ax), zwréconej ciggle ku
drodkowi, tak dla dodatnich wartodei #, jak i dla odjemnych; ruch przeto
tego punktu bedzie opéZniony, gdy punkt oddala sig¢ od grodka przycig-
gania, a bedzie przydpieszony, gdy zbliza si¢g on do tego érodka. Inny
bedzie ruch w przypadku:

2) gdy k> x, wtedy bowiem zwrot sily (k«) i przy$pieszenia

% posiadajg zwroty zgodne, ruch przeto takiego punktu jest ciagle

przy$pieszony., W przypadku zad

38) gdy £#=0, sila dzialajagca na punkt=0; ruch zatem jest jed-
nostajny.

Jezeli wige w réwnaniu ruchu

d*x :
F-—l—kx-—-—— 0;

4= 0, to ruch jest harmonijuny; jezeli

k<0, to ruch jest ciggle przySplesmny i Jednozwrotny meokre~
sowy, jezeli zag;

# =20, to ruch jest jednostajnie przyépleazony

Te same wnioski odnoszg sig do przypadku, w ktérym wyraz kx
zastapimy wyrazem ogélniejszym f(x). Wyraz ten mozemy réwniez uwa-
2aé za wyraz sily i powiemy: jezeli w réwnaniu ruchu

dx o
ﬁ."{" f(x) T O’ ¥

dla warto$ci v, zawartych np. migdzy granicami x; i x,, wartosé f (¢)> 0,
to rueh w polozeniach punktu, okredlonych temi granicami, jest op6é-
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niony, gdy oddala si¢ od sdrodka; jezeli zad /(x)<<0, to jest on ciaggle '

przyspieszony, w przypadku za$, gdy f(x) =0, to jest od jednostajny.
Jezeli mamy réwnanie o postaci

d’x dx
dﬁ-+c_aj'_t_}~h=.—o. S o s o (13D)

to, przyjawszy dwa ostatnie wyrazy za wyrazy sil; napiszemy je w postaci
dx d’x
kx _— )
dat dr’

z ktorego wynika, ze sila ¢ ‘% podezas ruchu punktu zmienia swéj znak
ze zmiang zwrotu predkosei. Jezeli ¢ = 0, to sila cnd—‘h wstrzymuje jego

ruch; ruch przeto punktubedzie ciggle tg sitg przyttumiany; lecz punkt po-

mimo tego nie zatrzymasie, gdyz wiedy sita ¢ 2 bylaby = (; a sila kx

wywolalaby ruch; moze wigc tylko nastgpowad, asymptotyczne wygasa-
nie prgdkodei i sity Ax. '

-

Jezeli zas ¢ << 0, to strzalka sily ¢ Tdf- je.st zgodna ze strzalkg predko-

§ci, punkt przeto pod dzialaniem tej sily, jest ciggle przyspieszony. Alge-
braiczna analiza réwn. 34-go, podana w § 9-tym tego tomu, doprowa-
dzila nas do wniosku, ze o ile pierwiastki réwnania

mp? - cp + k= 0; P=—(ﬁ).i]/ (;f;;)-:

s urojone, to ruch jest harmoniczny.' Przypadek ten wcale nie zachodzi,
jezeli £#< 0, t. j. jezeli sila odpycha dany punkt od $rodka, jezeli za$
k=0, to moze nastagpi¢ ruch harmoniczny przy pewnym stosunku war-
todei ¢ i A, Jezeli ten przypadek zachodzi i przytem ¢ jest dodatnie, to
ruch jest harmoniczny przytlumiony, poréw. réwn. 43-cie; jezeli zas war-
todd ¢ jest odjemng, to tatwo odezytad z réwn, 43-go, ze ruch jest harmoniczny
‘wymuszony. Jezeli za§ pierwiastki r6wnania powyzszego sg rzeczywiste,
to ruch jest nieokresowy. Przypadek ten nastgpuje zawsze, gdy £ <0;
. adla pewnych tylko stosunkéw wartodei ¢ i %25 gdy £#=>0.

Z wnioskéw tych korzystaé bedziemy przy badaniu wlasciwosei
ruchu na podstawie réwnania dynamicznego.




