V. Ruch punktu nieswobodnego oraz ruch
punktu z oporami.

A. Sily odporowe i sily oporowe.

35. Warunki fizyczne powstawania ruchu punktu nieswobodnego.
Jezeli punkt materyalny pod dziataniem sil danych wykonywa ruch nie
zgodny z ruchem, wskazanym przez te sily, to po blizszem rozpatrzeniu
warunkéw fizycznych, w jakich odbywa sig taki ruch, zauwazymy, %e
przyczyng lej niezgodnodci sg ciala, z ktéremi styka si¢ punkt ruchomy,
i ktére zmieniajg ruch, wyznaczony przez sily dane,

Jezeli np. punkt materyalny pod dzialaniem sity ciazenia, zsuwa
sig po plaszczyZnie pochylej, to plaszeczyzna dana przedstawia wlagnie
ten fizyczny warunek, ktéry nie pozwala punktowi zakreslié toru pio-
nowego ruchem, wyznaczonym silg cigzenia, lecz zmusza go do wyko-
nywania ruchu po plaszczyZnie. Bryle, znajdujgcg sip w takich warun-
kach, nazwaliémy w § 50-tym tomu I-go bryle nieswobodng. .

W przykladzie za§ spadania bryl w powietrzu lub w jakiem innem
§rodowisku fizyoznem opér danego srodowiska jest tym czynnikiem fi-
zycznym, ktéry zmienia ruch punktu, wyznaczony silami cigzenia; w da-
nym razie méwimy, ze punkt ruchomy doznaje oporu.

Poniewaz warunki fizyczne, w jakich odbywa si¢ ruch, wplywaja
na zmiang danego ruchu, przypisujemy im przeto wiadciwodei sit. Sily
te obliczy¢ mozna ze zmian, jakie one wywolujg w ruchu punktu, pod—
danego dzialaniu danych sit. Gdy wige rozpatru;emy ruch punktu nie-
swobodnego lub tez ruch z oporami, to przyjmujemy, azeby byé w zgo-
dzie z pojmowaniem i okreSleniem sily, ze dzialajg na niego opréez sit
zewngtrznych inne jeszcze sily, pochodzgce od otaczajacych go' cial.
Temi sitami bywaja: .

1) sily odporowe, inaczej zwane sily polgezen, ktére wystepuja
w miejscach zetknigcia sig punktu lub bryly ruchomej z powierzchniami,
otaczajgcych ja cial sztywnych: Sily, pochodzace od cial sztywnych
i gladkich, stykajacych sig z punktem ruchomym, s3 normalne do po-
wierzchni zetknigé, lub tez do krzywych, po ktérych punkt sig porusza.
Sily te odznaczajg sig ta wiadciwodeia, ze ich praca, podazas przesunie-
cia przystosowanego réwna sig zeru,

2) sily “tarcia, ktére wystepujg podoczas ruchu punktu lub bryly
po torze, lub po powierzchni. Wielkodci tych sil zalezg, jak doéwiad-
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czenia uczg, przedewszystkiem od spélezynnikéw, wladciwych stykaja-
cym sig brylom; nastepnie zalezg od wielkosci cisnienia normalnego
tychze bryl; nie bez wplywu przytem pozostaje predkosé wzglgdna oby-
.dwéch bryl, oraz wielko$é powierzchni zetknigcia sig. Dla zwyklych
warunkéw przyjmujemy, e sila tarcia réwna sig iloczynowi z sity nor-
malnej i spéleczynnika tarcia;

3) sily, powstajagce wskutek oporu $rodowiska, w ktérem porusza
sig 'dany punkt. Sily, wystgpujace w tych warunkach, nazywamy silami
oporowemi danego $rodowiska; lub krétko nazywaé bedziemy je opo-
rami. Wielkodei tych sil zalezg od geometrycznej postaci bryly rucho-
mej; od fizycznych whadciwodei danego $rodowiska; (np. od wigkszej lub
mniejszej gestodei); i od predkoéei poruszajacej sig bryly wzgledem §ro-
dowiska, Dla wigkszosci przypadkéw przyjmujemy zgodnie z do$wiad-
czeniami i rozwazaniami teoretycznemi, ze sily te sg proporcyonalne do
pierwszej lub do drugiej potegi z predkodei bryly ruchomej wzgledem
drodowiska,

Sily te oraz sily tarcia majg te wspdlng wiadciwodd, ze kierunki
ich dzialania pokrywaja sie z kierunkami predkodei poruszajacego si¢ pun-
ktu, a zwroty ich sg przeciwne zwrotowi tejze predkosei; wskutek czego
praca rzeczywista tych sit jest zawsze odjemnag;

4) sily sprezystosci bryl lub tez linii materyalnych, po ktérych
porusza si¢g punkt dany lub tez do ktérych jest on przymocowany.
Przykladem tego przypadku shluzyé moze cigzar, przyczepiony do jed-
nego konca niei sprezystej, gdy drugi koniec jest unieruchomiony
w przestrzeni lub tez gdy jest w pewnym okreslonym ruchu. Wielkodei
tych sit sa w przyblizeniu, zaleznie od fizycznych wladciwodci bryt lub
linii materyalnych, proporcyonalne do wielkodei ich odksztalceri; praca
zag ich moze byd tak odjemng, jak i dodainig. Podczas odksztalcenia
_bryly lub Iinii'sprgzye_tej, sily sprezystodei wykonujg pracg odjemng;
podczas zas powrotu tych cial do stanu pierwotnego praca ich jest do-
datnig ; a suma algebraiczna obydwdéch prac, jak do$wiadczenia uczg,
jest zawsze odjemng i wartod§é jej zalezy od fizyocznych’ wiladciwosei
bryl. W przypadkach, w ktérych suma ta jest tak malg w poréwnaniu
z innemi wielkodciami danego zadania, ze mozna jej warto$é liczbowsa
pomingé, przyjmujemy jg czesto dla uproszczenia rachunku réwng zeru.

Zadaniem naszem obecnie jest wskazanie sposobéw obliczenia ru-
chu punktu, odbywajacego si¢’ w wymienionych warunkach.

Pod wzglgdem kinematycznym zadania te podzielié mozna na dwie
grupy: . : :

1) zadania na ruch punktu swobodnego; (z oporami, lub bez: nich);
oraz : - ' ; S

2) zadania naruch punktu nieswobodnego, (zoporami lub bez nich)
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Gdy punkt jest nieswobodny, ilo$é spélrzgdnych, wyznaczajgeych
polozenie punktu jest mniejszg od trzech, co$my szczegblowo wylozyli
na str. 44-ej tomu Il-go. Do obliczenia przeto ruchu punktu nieswobod-
nego potrzeba jedno lub dwa réwnania algebraiczne zaleznie od ilosci
stopni swobody, t. j. zaleznie od tego, czy punkt porusza sig po linii,
czy tez po powierzchni.

Ruch punktu swobodnego z oporami lub bez oporéw posiada trzy

stopnie swobody; do jego przeto obliczenia nalezy mie¢ trzy réwnania
algebraiczne.

36. Rodzaje zadafi. Zadania na obliczenie ruchu punktu wogule,
podzielimy przeto na nastgpujgce grupy:
I. Punkt jest swobodny, a ruch jest:
1) bez opordéw lub tez;
2) =z oporami. W obydwu tyeh przypadkach punkt posiada
irzy stopnie swobody.
I1. Puunkt jest nieswobodny, a ruch jest:
1) bez oporéw, lub tez;
2) 1z oporami, W obydwéch t.yeh przypadkach punkt posmda
jeden lub dwa stopnie swobody.
Do rozwigzania zadann obydwdch grup stosujemy zasady, wylozone
w rozdziatach poprzednich; i w tym celu wyobrazimy sobie, e na dany
punkt opréez sit zewngtrznych - dzialajg jeszcze sily odporowe lgcznie

z oporowemi i nastgpnie zestawimy odno$ne réwnanie dynamiczne, jak
dla punktu swobodnego.

" B. Ruch punktu swobodnego z oporaml

37. Przyktad. Przykladem tego ruchu jest ruch punktu owzklego,
wyrzuconego w powietrze. Szczegélny przypadek tego ruchu rozpatry-
© wagliSmy w § 16-ym, w ktérym nie uwzglgdnialiémy oporu powietrza,
w § 6-ym za$ rozpatrywaliS§my ten ruch z uw"zglgdnieniem oporu, gdy
punkt nie posiadal predkosdei poczgtkowej; obecnie przyjmiemy, e punkt
ma nadang pewng poczgtkowg predkosé, ktérej kierunek tworzy -z po-
ziomem kgt . Na dany punkt w danym razie dziala:

1), sita cipzkodci mg, oraz

2) sila oporu #; ktérej kierunek pokrywa sig z kierunkiem chwilo-
wej predkoSci punkitu; a zwrot jest jej przeciwny, rys. 26-ty. Réwna-
nie dynamiczne ruchu punktu w $rodowisku z oporaml jest przeto na-
stepujgce |

di
m W=m—,
£+ i
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w' ktérem sg dwie zmienne @ i £ Réwnania tego calkowad w tej formie
nie mozemy, kierunek bowiem predkodci, a wigc i sity /7 jest zmienny.
Zastosujemy przelo calkowanie a]gehralczue, i wtym celu zrzutujemy
to réwnanie na dwie osi wzajemnie prostopadle, rys. 25-ty, ]akleamy to
uezynili w-§ 15-tym. Réwnanie rzutéw na os x jest nastepujace

, dv,
= == W =m df 1
réwnanie za$ rzutéw na od y
: dy
me + W, = m-a,% :

Przyjmijmy, 2e_ opér jest proporcyonalny do drugiej potegi pred-
kodei, t. j. W = Av% a wigc

I = kv? cos a; oraz W, = kv® sin a;

gdzie o oznacza kgt nachylenia stycznej do toru, przeprowadzonej
w miejscu rozpatrywanem. Jezeli wprowadzimy jako zmienne rzuty
predkosei na osi, to

W= kov,; Wy= kw,.

Podstawimy warto$é 7, w pierwsze .réwnanie, a obliczymy bezposrednio
jego calke. W tym celu oddzielimy zmienne i ofrzymamy nastepujace
réwnanie

dv..
— kodt = m Yo ¥
)

X

" a prayjawszy warunki ruchu poezgtkowego dla s =0
Up=Cpy Uy=0Cy,

oraz bodstawiwszy vdt = ds; otrzymamy bezposrednio catke

v
- ks =m lgn —'x; skgd 2, =c,e " m,

Af
Réwnanie to daje zwigzek pomigdzy rzutem 2, predkodeii drogg s, zna-
lezienie bowiem zwigzku pomiedzy v, i ¢4 jakieSmy to uczynili popraze-
dnio, sprawia przy calkowaniu znaczne trudnodci. 7 tej tez przyczyny

v, trudno jest wyrazi¢ funkeyg 7

W przypadku takich trudnosei matemahyt,mych staramy sig obli-
ozyd zwigzki pomigdzy innemi zmiennemi, bedgcemi w. pewnym Scisle
okredlonym zwigzku z ruchem danego punktu. W danym np. przypadku
mo#na wyrazié¢ spélrzedne punktu funkcyg tangensa kgta, jaki tworzy
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styezna do toru z osig x. Obliczenie to przeprowadzono w mechanice
Auteurietha, (w tlomaczeniu inz. St. Patschkego na str, 324-tej), do kté-
rej zwracam czytelnika.

Postegpowanie rachunkowe w rozwigzaniu zadania powy#szego jest
latwiejsze, gdy przyjmiemy, #e opdr $rodowiska jest proporcyonalny do
pierwszej potegi z predkodei. Wtedy mamy réwnanie dynamiczne

" b ao
Mg — RV =— mi
5 ar
. . : vy,
ktérego rzut na o x daje nastepujgce réwnanie 1) — kv, =m P 5
dv,

ana oSy 2) mg—kyy=m df.

Calka pierwszego réwnania po przyjeciu dla # = 0

=0, y=0, vx=cxi€{1,:.¢y;

jest nastepujaca
t = — il Ign i ¥ skad 1) v, =¢ e_ﬁ’t
kb i 1_ x X
‘W celu scalkowania réwnania drugiego, przeksztalcimy je na na-
stepujgce )
' m d(mg — kv )
* dt

z ktérego, po‘ oddzieleniu zmiennych, napiszemy bezposrednio jego catke

(mg — ko)) = —

m mg — kv,
! = — Tlgl‘l W, skaa
k

mg — kvy = (mg—kcy)) e m ;1 wreszcie .

m m k
2) v, = e g (_k_ g——cy)e——;;;-t.

Obhczymy nastgpnie wladciwe réwnama ruchu, podstawiwszy w réw-
nania powy#sze
dx ay.

U, = S —_——
e P  OT8B Yy = —p.,
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Réwnania te po scalkowaniu sg nastgpujace

m oty
1) x:Tcxl—-e nz  |;oras

, m m [ m oy

k
r . . . i’ — — ‘
Z réwnan tych wynika, %e z powigkszeniem czasu warto$é wyrazu e ma-

. - m
leje, a spblrzedna x zbliza sig do pewnej stalej wielkosci, réwnejT (9

y za$ wzrasta do nieskoriczonosci.
Dla # = oo, mamy

m m
Xp=—F Cx; = 8 Y = 00} 0raz vy =05 2, ot e A
b
o (VU
_ W
C~7 1.... ] ‘
/ ) m% . :: L]
N \ XA
" b )
% (z " 1 .
Rys. 25.
m * .
_ Prosta przeto x,, = % ¢, jest asymptotgdo toru, rys. 25-fpy, a kie-

runek predkodci zbliza sig do kierunku pionowego, wartodé zad jej zbliza
sig do pewnej stalej wartodei; por6w. wyniki obliczenn w § 6-ym,

Ruch tego punktu moze byé uwazany za przyblizony obraz, w kté6-
rym opbr jest proporcyonalny do innej potegi z predkosei.

Latwo wywnioskowad, ze dla tych przypadkéw, przy jednakowych
warunkach poczagtkowych, asymptota toru bedzie lezala blizej miejsca
wyjécia punktu, a wysokogé wzniesienia bgdzie mniejszg; energia bowiem
poczatkowa punktu pdjdzie nietylko na prace podniesienia punktu, lecz
i na pracg oporéw, ktéra powigksza si¢ z powigkszeniem sig opordéw. :
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38. Roéwnania ogélne ruchu punktu swobodnego z oporami. Ogélne
ré6wnanie dynamiczne punktu swobodnego, poruszajacego si¢ w srode-
wisku z oporami jest nastgpujace

- di
P4+W=m =
w ktéren P oznacza sile, praylozong do punktu; 77 — sile oporows,
ktérej kierunek pokrywa sig z kierunkiem predkosci chwilowej; zwrot zad
jest przeciwny zwrotowi tej prgdkosdei, a warlosé jest pewng funkoyg
tejze predkodei i zalezy od fizycznydh wlaseiwosdei Srodowiska. Roéw-
nanie powyzsze przeksztalcié mozna na réwnanie algebraiczne, rzutujac
je na osi spélrzednych, jakieSmy to w powyzszym przykladzie wy-
konali.

Stosowanie zasady pracy lub tez zasady momentéw w przypad-
kach ruchu z oporami nie daje tych dogodnodeci rachunkowych, jakie
daja te zasady w przypadku np. sil Srodkowych i zachowaweczych.
Praca bowiem sil oporowych zalezy w danym razie od drogi, po jakiej
przebywa punkt ruchomy. Do réwnania zas§ momentu sil wejdzie moment
sit oporowych; wskutek czego réwnania ‘te sa dosyé zawile pod wagle-
dem matematycznym i nie daja sig latwo calkowad.

Dla przyblizonych rozpatrywan tych ruchéw moze bydé stosowane

z pewnem powodzeniem réwnanie dynamiczne sily normalnej i styczne;.
2
Z réwnania sily normalnej obliczymy p = m ;—— i droga wykredlng

1
. wskazang w § 18-tym, kolejno znajdowad bedziemy polozenia punktu
ruchomego; a zwazywszy, e '

H

dv
L =p -,
" f
otrzymamy
A (B = YK w5 o v e« (BT
m .

Z réwnania tego wynika, ze predkofé ruchu z oporami .w miejscu np.
2-em jest mniejszg niz predkosé w temze miejscu tegoz punktu, poru-
szajgcego sig bezoporu; a poniewaz wartogei P, s3 te same dla obydwéch
przypadkéw (sila P jest dana), przeto promier krzywizny toru w miej-
scu wyjscia punktu, poruszajgcego sig z oporami, jest mniejszy niz takiz
promient’ toru punktu, poruszajgcego sig w temze polu sil, lecz bez opo-
ré6w. Z czego wynika, #%e punkt poruszajacy sig w $rodowisku z opo-
rami, przy wyjsciu z poczgtkowego polozenia, zakrefla tor o wigkszej
krzywiznie, nizby go zakreslit, gdyby oporéw nie istniato; co te# stwier-
dza przyklad poprzedni.



