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Poréwnania predkosci obrotu kuli ziemskiej, zdobyte drogg dcistych
pomiaréw, z czasem kinetycznym, wykazuja, ze predkodei te bardzo
mato réznig sig migdzy sobg, t. j. %e réwnym odstepom czasu kinetycz-
nego odpowiadajy, chociaz niezupelnie, rézne lecz prawie réwne katy
obrotu ziemi; i ze réznice te sy tak niewielkie, Ze w naszych ziemskich
doswiadezeniach moga byé nie uwzglednione; w astronomicznych jed-
nakze obserwacyach nie mogg by¢ pomimigte. Praktyczng przeto jedno-

stkg czasu moze poz staé dla naszych rozpatrywan sekunda; jako pewna
czgsé obrotu kuli ziemskie;j.

VII. Ruch ztozony punktu materyalnego.

A. Uklad odniesienia ztozonego ruchu punktu materyalnego.

62. Kinematyka ruchu zfozonego. W rozdzialach poprzednich roz-
patry waliémy ruch punktu po krzywych Iub powierzehniach, pozostajg-
cych w spLozynku. W otaczajgeych nas zjawiskach fizyeznych jak i w tech-
nice spotykamy si¢ z ruchem punktéw materyalnych (w ogdle bryl) po
krzywych, ktére sg w ruchu. W tych.rozpatry waniach stosowaé bedziemy
wielkosdei, okreglone w § 49-tym tomu Il-go, oraz — réwnania 56-te i 65-te,
dajgce zwigzki pomigdzy temi wielkodciamil!); réwnania te sg nast.

'56 == T-)w + ﬁu; oraz T N (140) '
Po=Fotbet+2Viue; . . . . . (14])

ktére przeksztalca si¢ w przypadku postgpowego ruchu toru (p==0) na
vhh=FfutPa - ¢ v oo oo s oW os (142)

Nasuwa sig pytanie czy wzory te odnoszg sig do. ukiadu, pozbsta—
jacego w spoczynku eczy tez w ruchu. Z rozpatrywan § 49-go tomu ll-go

1) W § 50-tym tomu Il-go podali$my obliczenie predkos$ci wypadkowej dlg
przypadku, gdy tor byl w ruchu postepowym; do obliczenia zas tej predkosci dla
przypadku, gdy tor jest w ruchu dowoluym dalismy tego wskazdwki. Azeby jednakze"
nie pozostawia¢ luki w wykladzie, oméwimy szczegélowiej sposéb tedo obliczenia.
Jezeli tor ruchomy & przechodzi z pewnego polozenia x; do innego dowolnego po-
wolnego polozenia #, to mozna do zawsze przeprowadzi¢ z jednedo polozenia do
drugiedo ruchem obrotowym oraz postepowym. Mozna przeto sobie wyobrazi¢ na~
zasadzie prawa superpozycyi, ze ruch wypadkowy tego punktu sklada sig¢ z:tych'
kolejnych ruchéw: z ruchu wzdluz toru i z ruchu unoszgcego razeni z torem; ruch’
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wynika, ze wzory te pozostajg w swej mocy w obydwéch praypadkach ;
na zasadzie bowiem prawa superpozycyi mozemy wielkosci kinematyczne
dadawad; aby tylko dany punkt i dany tor, po ktérym on si¢ porusza,
wykonywal ruch razem z tym ukladem. Jezeli przeto idzie tylko o geo-
metryczne pojecie ruchu, to jest obojetnem, czy dany uklad odniesienia
jest w.spoczynku czy tez w ruchu, aby$my tylko stan jego ruchu Scidle
okredlili; jezeli zaé wezmiemy pod uwage bezwladnodé materyi, to polo-
zenie tego ukladu jest juz $cisle w przestrzeni okreélone. Ukladem tym
jest ukiad kinetyczny, w rozdziale poprzednim okre§lony i wzgledem
niego obliczad bedziemy wszelkie ruchy punktéw materyalnych; jak i ruchy
toréw poruszajgcych sie.

Powstanie wypadkowego przyspieszenia punktu, jakiego on doznaje
w ruchu zlozonym, przedstawimy sobie bezpoérednio, gdy zwazymy, ze
predkodei punktu, bedacego w ruchu zlozonym, mozna uwazac na zasadzie
prawa superpozycyi za zlozony:

a) =z przyrostu predkosei, jaki powstaje podezas ruchu punktu po
torze nieruchomym, t. j. z wielkosci d7,, ;

b) z przyrostu predkesei, jaki powstaje wskutek ruchu punktu ra-
zem z torem; gdy wyobrazimy sobie punkt umocowanym do toru; przy-
rost ten oznaczyliSmy wyrazem do,; i
z przyrostu predkosei, jaki powstaje podczas obrotu toru, gdy wyobra-
zimy Sobie, ze wektor prgdkossi danego punktu obraca sig razem z tof
rem, jak gdyby byl do niego pmymocowany Przyrost ten sklada sie
z dwéch przyrostéw :

¢) z przyrostu wektora predkodei 7,,, jaki powstaje wskutek obrotu
jednej czgstki toru, wzdluz ktérej punkt sie posuwa; przyrost ten wyra-
zimy wzorem, pordw. wzér 56-ty tomu II-go,

Vi, . ¢ .dt; -

gdzie @ . df wyraza vieskoniczenie maty obrét toru; oraz -

d) z prayrostu, jakiego doznaje wektor predkosdei wskutek obrotu
nastgpnej czgstki toru, po ktérej punkt przeb:.ega / prgdkoécla, (2 -} dv);
przyrost ten wyrazimy wzorem

V (G -+ A5,) . (8t A3 . dt

unoszgcy mozna przyjgc, ze sklada sie z ruchu po kole podczas obrotu toru i z ruchu
postgpowego wraz z torem, Poniewaz przesunigcie po kole jest wielkodcig nieskori-
czenie mala rzedu drugiego w poréwnaniu z wielko$ciami pozostalych przesunigé;
jest ono bowiem réwne iloczynowi z nieskoriczenie malego przesunigcia wzdluz toru,
jako promienia kola, oraz z nieskoniczenie malego kata obrotu, moZemy przeto wyraz
tego ruchu, przy przejéciu do granic, opuscié, a otrzymamy wzor, wyrazajqcy sume
przesunie¢, t. j. sume predkosci wzglednej i unoszgce;j.
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a suma tych caterech przyrostéw, rozdzielona przez df, da wyraz wy-
padkowego przysépieszenia punktu.

B. Ruch punktu materyalnego po torze, bedagcym w ruchu
postepowym.

. 63. Przykfad. Na podstawie poziomej spoczywa bryla materyalna
o cigzarze mg; (ktéra wyobrazamy sobie w postaci punktu). Ciezar tej
‘bryly wywoluje w podstawie sile odporowa . Przyjmijmy, ze podstawa
ta posuwa si¢ pionowo ku dolowi z przys-
pieszeniem stalem ,. Obliczyé ruch tej

bryly wzgledem podstawy i sile odpo- e o
rowg V. ]
Na punkt dany dziala w tych wa- [rae

runkach sita (O N); a punkt posiada
przys$pieszenia p, i p,. Wobec malego
obszaru przestrzeni, w jakim zachodzi dane
zjawisko ruchu, przyjmiemy, ze uklad Rys. 45.

kinetyczny jest sztywno zwigzany z zie-

mig. Pionowy przeto kierunek przyjgé mozna za o nieruchomg, wzgle-
dem ktérej odbywa sig ruch bryly i podstawy. W odniesieniu przeto do
tego ukladu réwnanie dynamiczne jest nast.

Zastagpimy to réwnanie wektorowe réwnaniem algebraicznem, gdy
zrzutujemy wielobok wektoréw, przedstawiony przez nie, na prostopadiy
do podstawy; réwnanie to jest nast.

1) Q— N=mp,:
przyépieszenie bowiem $, , zgodnie z warunkami zadania, moze posiadac
tylko kierunek wzdluz podstawy, rzut przeto jego na o$ prostopadly do
niej =0, Azeby za$ je obliczyé, zrzutujmy réwnanie powyzsze na kie-
runek podstawy, a otrzymamy réwnanie

= 2) 0= p,.

Punkt przeto w tych warunkach pozostaje na podstawie w spoczynku’
co wyslowimy, ze jest on w réwnowadze wzglednej.

Jezeli dang jest sita O oraz przyépieszenie podstawy pw to obliczymy
z réwn. 1-go

N = Q -- mp,: lub inaczej N == m (g — py).



§ 63. — 144 —

Sila zatem odporowa podstawy, na ktérej spoczywa punkt, jest wielkosecig
zalezng od przys$pieszenia tejze podstawy.

Szczegolne przypadki: '

1) gdy p, = 0, wtedy

N = mg;

t. j. gdy podstawa jest w spoczynku, wtedy sila odporowa réwna sig
cigzarowi punktu; co jest zrozumiale bezposrednio; zachodzi bowiem w da-
nym przypadku zwykly stan réwnowagi;

2) gdy p, = g whtedy sila odporowa

N = 0

i rzeczywidcie, podstawa i punkt materyalny posiadajag w tym razie ruch
o jednakowem przy$pieszeniu; biegng wigc do siebie réwnolegle, nie wy-
wierajac na siebie ani ciagnienia ani ci$nienia;

3) gdy p, = g; otrzymamy silp odporows

N(O;

t. j. sile, posiadajyca w tym razie znak przeciwny, przyjetemu za dodatni.
Nalezy zatem punkt dany przymocowadé do podstawy, jezeli ma on na
niej pozostawad; -

4) gdy p, < O, t. j. gdy przy$pieszenie podstawy zwrdcone jest
. ku gérze, wtedy sila odporowa jest zawsze skierowang ku gérze i po-
siada wigksze wartodei, niz w przypadku, w ktérym przyspieszenie p,, bylo
_zwrécone zgodnie ze zwrotem przyépieszenia g. Zjawiska tego ruchu
spostrzegaé mozna, bedagc np. w windzie w chwili, gdy winda rozpoczyna
-swoj ruch lub tez w chwili, gdy zatrzymuje sig; w tych bowiem chwilach
cruch jest prayspieszony lub zwolniony., Podezas np. zatrzymywania
sig windy przyépieszenie jej zwrécone jest ku gérze, t. j. p,, = — p',,, a wige

N =m (g +

spostrzezemy tez w danym razie silné ugigeie sprezyn krzeslta, na kt6rym
.siedzimy w windzie; co jest wynikiem powigkszenia sig sily odporowej
sprezyn. Podezas jednostajnego ruchu windy mieodezuwamy 2zadnych
zmijan w silach odporowych, w tym bowiem ruchu p, = 0.

Zwrécié jednakze nalezy uwage, ze w przykladzie tym punkt ru-
chomy znajduje sie w réwnowadze wuzglednej; gdyz niewykonywa on
ruchu wzgledem toru, na ktérym spoezywa; nie jest on jednakze w réw- .
nowadze bezwzglgdnej, posiada bowiem pewne przysdpieszenie p.

Rozpatrzmy nasigpnie ruch punktu cigzkiego, gdy tor prosty jest
nachylony pod kgtem o wzgledem poziomu i jest w ruchu postepowym

F
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o przy$pieszeniu stalem, zwréconem np. pionowo ku dotowi. Punkt dany
znajduje sig w danym razie, pod dzialaniem cigzenia @ i sily odporo-
wej /N normalnej do toru posuszajacego sig;
rdwnanle przato dynamiczne jest nastep.

Q+N mpyy, - mp,, . . . (143)

W celu obliczenia przyspieszenia p,, zrzu-
tujemy to réwnanie na kierunek toru; azeby
za$ obliczyé przyspieszenie p, zrzutujemy
je na normalng do niego; rzutowania te dajg
dwa réwnania algebraiczne

1) O sin o = mp,, + mp,, sin «; oraz
2) Qcosa— N =mp, cos a.

Gdy wielko$é Q, p, oraz a sg dane, wtedy
obliczymy dwie niewiadome p,, i N.

7 pierwszego przeto réwnania
Pw = (& — Py,) sin o ¢
z drugiego za$
N = m (g — p,) cos a.
Szczegélﬁe przypadki:
1) gdy g, = 0; wtedy
Pw = £ Sin o, a N = () cos a.

Jest to zwykly przypadek ruchu punktu ciezkiego po prostej po-
chylej, pozostajacej w spoczynku; poréw. § 42-gi;

2) gdy p, = g; wtedy N = 0; oraz p, = O niezaleznie od kata o
punkt przeto wykonywa w tym razie ruch, jak gdyby byl swobodny;

8) gdy p, > g; t. i, gdy przySpieszenie unoszgce zwrécone jest
ku dolowi i jest wigksze od g; wiedy

N = — m (p, — &) cos o;

t. j. sila normalna do toru jest odjemna; punkt zatem ruchemy ma daz-
noéé oderwania sig od toru. Przyépieszenie wzgledne w danym razie

P =-— (py — g)-8in a;

t. j. punkt ruchomy porusza sig po torze ku gorze;
4) gdy p, <O, t. j. gdy przyépieszenie unoszace zwrécone jest
ku goérze; wtedy po podstawieniu p, = — p,' ‘otrzymamy

Mechanika--Tom 11]. mn,
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N=m(g -+ p',) cos o; oraz
Pw= Py ‘_‘I‘ g) sin a.

Sila normalna jest w tym przypadku zawsze dodatnig, jak réwniez
przyé$pieszenie wzdluz toru; ruch zatem wzgledny zawsze jest zwrécony
ku dolowi.

Site wzgledng t. j. silg, ktéra jest wstanie wywolaé taki sam ruch
punktu po torze, pozostajgcym w spoczynku, jaki on posiada podczas
ruchu toru, obliczymy ze wzoru '

Py=mp,,=m (g —p,) cos o.

Sila ta moze bydé dodatniag lub odjemng; =zaleznie od tego czy
£=2u- :

W celu obliczenia toru bezwzglednego punktu ruchomego, t. j.
toru, jaki dany punkt zakre$la w przestrzeni nieruchomej (do ktérej od-
nosimy sily O i N); napiszemy bezposdrednio na zasadzie prawa super-
pozycyi '

Po=lBu—tBy- - - e . (144)

Poniewaz tor w danym przykladzie jest w ruchu postgpowym ze
stalem przyspieszeniem i jest on prostolinijny; przyspieszenie przeto
wzgledne ma staly kierunek w przestrzeni, réwnolegly do toru; jezeli -
nastepnie przyjmiemy, %e przy$pieszenie ruchu unoszgcego jest takze
niezmienne; to przyspieszenie bezwzgledne posiada staly kierunek i stala
wartodé, ktérg obliczymy z powyzszego réwnania, Ruch zatem bez-
wzgledny punktu ruchomego, przy oméwionych warunkach, bedzie sig
odbywal w ten sposéb, jak gdyby naniego dzialala jedna tylko sila stata
mp, , Ruch takiego punktu rozpatrywaliémy w § 15-ym i dowiedliémy
tam, ze tor jego jest prostolinijny, gdy punkt nie posiada predkoéci po-
czgtkowaj lub gdy jg posiada w kierunku przyépieszenia. Gdy wige
punkt dany posiada w poczatku ruchu bezwzgledng predkosé réwng
zeru, torem jego jest prosta linia, ktérej kierunek wyznaczymy z po-
wyzszego réwnania; jezeli za§ bedzie temu punktowi nadana w po-
czgtku jego ruchu pewna predkosé bezwzgledna 9y, ktéra moze byd wy-
nikiem dwéch predkodei (7, - 7,,0); to torem jego jest parabola; a kie-
runki wektoréw 7, i 9y, sg kierunkami jej osi sprzgzonych; poréw.
§ 1b-ty.

Jezeli tor ruchomy posiada przyépieszenie stale, Jecz dowolnie
skierowane w przestrzeni, to sposéb wyznaczenia ruchu punktu jest
jednakowy z poprzednim. Niech np. na rys. 47-ym s oznacza poloze-
nie poczgtkowe punktu na torze unoszacym; p, przyépieszenie toru, to
ozworobok 4, B, O, D jest geometrycznym wyrazem réwnania 148-ego;

']
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i jest on zestawiony ze znanych hokéw O i mp, oraz ze .znanych kie-
runkéw mp,, i N.
Jezeli punkt nie posiadal poczatkowej predkodei wzglednej i tor
nie posiadal predkosci bezwzglednej, to kierunek odeinka
AC= mpyy —+ mpy,

wyznacza kierunek bezwzglednego toru, jaki punkt ruchomy zakredla,
a prosta mx || 4 C jest tym torem. Gdy zad punkt otrzymal predkosd

Rys. 4'7.

poczgtkows Ty, ,, i tor — predkosé Tyroy whedy torem bezwzglednym jest
parabola.

Na rys, 47-ym parabola (mm') jest tcrem bezwzglgdnym danego
punktu; parabola zad§ (KK') jest torem, jaki zakredla pewien punkt K
toru ruchomego.

Zadanie. Jaki bgdzie ruch punktu, znajdujjcego sig w powyzszych
warunkach, gdy nieuwzglednimy cigzaru bryly tylko jej mase. Prazypa-
dek ten =zachodzi, gdy np. tor porusza sig w plaszczyZinie poziomej,
a cigzar punktu jest zréwnowazony sila odporowg tej plaszczyzny.

* 64. Przyktad. Przyjmijmy, %e tor unoszacy nie jest prosty lecz
kolowy i porusza si¢ w plaszezyZnie pionowej ruchem postgpowym
z przyépieszeniem 7, stalem, zwréconem np. pionowo ku dolowi. Obli-
czyé ruch bezwzgledny tego punktu, t. j. ruch jego po kole.
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Fizycznie mozemy przedstawié sobie ten przyklad w postaci wa-
hadla plaskmgo z nicig sztywna, ktérego plaszczyzna wraz z punktem
zawieszenia opuszcza sig pionowo ze stalem przyspieszeniem p,,.

Réwnanie dynamiczoe tego ruchu jest nast. .
O+ N=mpy+mp,. . . « « « . . . (14b)

Azeby wyrugowad z rachunku nieznang silg N, zrzutujmy to réwnanie
na styczng do toru, przeprowadzong w dowolnem poloZeniu punktu,
okreélonem katem o, jaki tworzy 2z pionem promien wodzgcy, wypro-
wadzony ze ¢rodka kota do danego polozenia punktu; a otrzymamy
réwnanie

Q sin o = mp,, ,+ mp, . sin o;

w ktérem p,, , oznacza rzut - przySpieszenia wzglgdnego na styczng do
s
toru; po podstawieniu w to réwnanie

Q:mg: orazp@',z—-l—;

otrzymamy réwnanie ruchu w postaci

d -
d; (g — p,) sino.

Réwnanie to jest jednakowe z réwnaniem 96-tem, wyrazajgcem
ruch punktu po nieruchomym torze kolowym, gdy zamiast g podstawimy
w nie (g — p,). Calka zatem powyzszego réwnania jest ta sama, ja-
kasSmy znaleZli przy obliczeniu wahadla w § 43-cim; nalezy tylko zasta-
pié w tamtych wzorach g wyrazem (g — p,)-

Na zasadzie tego poréwnania, okres np. podwdéjnego wahnigeia wa-
hadila z malem odchyleniem poczgltkowem o, opuszczajacego sig pio-
nowo # przyspieszeniem p,; obliczymy ze wzoru- 101-ego

. I T=211:]/ J . . ’
g—p“

Analiza tego réwnania da nam dosy¢ oryginalny obraz ruchu tego
wahadla. Jezeli np. p, = 0; to otrzymamy, Ze okres ten jest réwny
okresowi wahadla zwyklego i wz6r powyzszy przyjmie postaé wzoru
101-ego.

Jezeli p, jest dodatnie, t. j. jezeli przyspieszenie unoszgce zwrécone
jest.ku dolowi, ten bowiem zwrot przyjeliémy za dodatni, to wahadlo
dane- bgdzie  mialo dluzsze okresy wahnigé niz wahadlo, pozostajace
w spoczynku; i zegar np. wahadlowy, opuszczany z takiem przyépiesze-
niem, begdzie sig.w tych.warunkach op6zpial, W chwili zad zwalniania
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ruchu unoszgcego, przydpieszenie unoszgce jest odjemne, a okregsy- wah-
nigé zegara bedg krétsze, zegar bedzie sig $pieszyl.

Jezeli p,, = g, to czas wahnigcia jest urojony; przyjmijmy jednakze
dla / znak odjemny, a otrzymamy wartosci okreséw wahnieé rzeczywi-
ste. Przypadek ten zachodzi, gdy wahadlo ma symetryczne polozenie
wizgledem poprzedniego; i przypadek ten przedstawia wahadlo, ktérego
punkt zawieszenia jest nizej punktu ruchomego. Jezeli przedstawimy
sobie ruch tego punktu po kole; to w tym przypadku punkt ruchomy
wahad sig bedzie okolo wierzcholka kotla,

Uogélnijmy to zadanie w ten spo-

s6b, %ze nadajmy wahadlu w jego plasz- e
czyznie ruch postgpowy z przydpiesze-
niem stalem, ktérego kierunek tworzy o

zpionem kgt 0. ROwnanie dynamiczne tego l‘
ruchu posiada postad¢ réwnania 145-ego;
rzut za$ jego na styczng do toru bedzie
mial nieco zmieniong postad; a mianowi-
cie, poréw, rys. 48-my.
Q sin 6 = mp,, , — mp,, sin (& — a).

W celu pordéwnania ' tego wzoru,
z poprzednim, przyjmijmy, ze prayépie- | —— 7
szenie unoszgce jest zgodne z kierun-
kiem sity O; a otrzymamy z niagu réwna-
nie wyzej napisane. Rys. 48
_ Azeby wytworzydé sobie dokladny
obraz ruchu tego wahadla, znajdZmy polozenie jego réwnowagi wagled-
nej, ktére okreslimy katem o, jaki tworzy z kierunkiem pionowym pro-
mieni, przeprowadzony do tego polozenia. W tym celu podstawimy
w réwnanie powyzsze p, ;= 0, a otrzymamy po skréceniu przez m

gsind =—p, . .sin(x—0o) | | | | (148)

z ktérego obliczymy kat o'; lub znajdziemy go wykre$lajac z tréjkata,
zestawionego ze znanych wektoréw g i 3,

C. Ruch punktu materyalnego po torze, bedacym w ruchu-
obrotowym.

65. Roéwnanie dynamiczne tego ruchu. W 3 T4-tym tomu I-ego
wykazali§my, ze przyspieszenie wypadkowe p; punktu, poruszajgcego sig
po torze, bgdgeym w ruchu dowolnym, réwna sig sumie z prazyspiesze-
nia; wzglednego #,, z przyspieszenia p, unoszacego i z przyspieszenia.



