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W szezegéluym prazypadku, gdy v, = 0, wtedy x = 0, niezaleznie
od czasu, t. j. punkt ruchomy, umieszczony bez predkodci poczatkowej
w érodku pmymgganm pozostaje w spoczynku; co jest fizycznie zrozu-
mialem, .

Poréwnywujac réwnanie dynamiczne tego zadania (réwn. 27-me)
z takimze réwnaniem zadania poprzedniego (réwn. 22-gie) zauwasymy,
26 réznig sig one tylko znakiem prazy wielkodei £ Calke zatem réwn.
27-ego otrzymamy z calki réwn. 22-ego, gdy podstawimy w nie k=—1k

czyli Vk =i Vk, gdz:e i= J/ =1, tem rownaniem jest nast.

X =1 o lsm(t l/?z)
% = P }_.-u = ;

W ‘celu usunigcia z mego wielkosei urojonych, skorsystamy z ogoinsgo
wzoru

0

=g

2 ?

(,,Technik” 1 str. 68, wzér G-ty), i otfzymamy réwn. 31-sze.
Mozna réwniez dojéé do calki réwnania postaci ogdlnej

sin (o) =7

E;-;—]—qxdo R A (32)

podstawiajage w nie

x==.4 cos (t)q) -- B sin (iVE} :

—L\"q

lub x=A¢ +
lub " ax=a.cos (Vg -+ B),

a po obliczeniu statych 4 i Blub « i B z poczgtkowych warunkéw za-
dania, otrzymamy powy#sze calki.

~ 9. Ruch harmoniczny zanikajacy. Z warunkéw podanego powy#e]
zadania wynika, ze ruch harmoniczny, gdy zostal raz wywolany, powi-
nien trwadé do nieskoriczonodei; gdys dla kazdej wartosci ¢ otrzymamy
zawsze z réwnania ruchu wartodé skoniczong zmiennej x. W rzeczy-
wistodei jednakze przypadek taki nie zachodzi, ruch bowiem np. preta
sprezystego, wprowadzonego w ruch okresowy, po uplywie pewnego
czasu, zanika. .
Wazér wige ruchu, wyzej wyprowadzony, nie jest zgodny Z rZecny-
wistodeig, a prayczyng tego jest pominigeie, przy wprowadzeniu tego
wzoru, pewnych warunkéw fizycznych, w jakich odbywa sig dany ruch.
W przykladzie powyzszym zalozyliémy pewne warunki, na ktérych pod-



&4, -~ 28 —

stawie obliczyliémy réwnanie ruchu, i daje ono wyniki, zgodne z tymi
warunkami. Stawiajagc sobie jednakze zadanie obliczenia ruchu punktu
materyalnego, umocowanego na koncu sprezystego preta, powinnismy
wnikngé w dany mechanizm, zbadaé wszystkie czynniki fizyczne, jakie
podezas ruchu wystepuja, i ujaé je rachunkiem.

Doéwiadezenie nas uczy, ze ciala fizyczne nie sg zupelnie sprezy-
ste, i ze po odksztalceniu niezupelnie powracajg do stanu pierwotnego;
warunek ten nalezy przeto ujgé rachunkiem. Nastepnie nalezy wzigd
pod uwage, e ruch sprezyny odbywa sig w powietrzu, ktére przedstawia
pewien opér drgajacemu pretowi i poruszajgcej sig masie; wstrzymuje
on zatem drgania sprezyny. W jaki sposéb wprowadzi¢ te opory do
rachunku, zalezy od wynikéw badarf, ktére nalezy przeprowadzié. W tym
rachunku przyjmiemy, %Ze wszystkie opory lacznie, ktére przeciwdzialajg
ruchowi, sg proporcyonalne do prgdkosci punktu ruchomego i Ze kie-
runek ich wypadkowej pokrywa sig z kierunkiem predkoéci punktu rucho-
mego, zwrot ze$ jej jest przeciwny zwrotowi predkosdei. Sile wige, przy-
spieszajgcq dany punkt, wyrazimy wzorem '

- (k:\:—f—c %},

W-ktdrym ¢ jest spolezynnikiem oporu $rodowiska, k—zad, jak poprzed-
nio, jest spdélczynnikiem proporcyonalnodci sily przyciggajgcej.
Réwnanie dynamiczne danego ruchu jest zatem nastgpujace

dx dv
——(.éx—!—cz‘) =M (38)
e av d*x
lub w innej postaci, ktérg otrzymamy po podstawieniu T = an i po
uporzgdkowaniu ‘w yraz6w
B dv
L -+ c—d“;"—|—é.x:=0 S & ol e o G (O

Z rownan 33-ego lub 34-ego, po ich scalkowaniu, mozna wysnudé, droga
analizy algebraicznej, wladciwodei danego ruchu; zanim jednakze do tego
przystapimy, zanalizujemy to réwnanie w postaci rézniczkowej, przed-
stawionej ré6wnaniem 38-em. W celu unaocznienia sobie danego ruchu
przyjmijmy, e punkt ruchomy w chwili, gdy znajdowal sig w polozeniu
réwnowagi, otrzymal, za pomocy np. uderzenia pewng predko$é v,; wsku-
tek czego, gdyby na niego nie dzialaly zadne sily, poruszalby sig on,
zgodnie z prawem bezwladnodei, ruchem jednostajnym i prostolinijnym;
poniewaz jednakze dzialajg na niegu sily kx i ¢ “g—, obydwie zwrécone
ku drodkowi przyciggania, (gdy punkt oddala sig od drodka), to ruch
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tego punktu bedzie zwolniony. Wynikiem tego dzialania mogg, byé dwa
przypadki: punkt ten, oddalajac sig od érodka, moze zatrzymad sip na
pewnej skoriezonej odleglodei od $rodka przyciggania; Iub tez moze on
ruchem zwalniajacym biedz do nieskonczonoéei.

Azeby rozstrzygnad, ktéry z tych przypadkéw zachodzi w naszym
przykladzie, wesmy pod uwage réwn. 21-sze, z ktiérego odezytamy, ze
w przypadku ruchu punktu przycigganego proporcyonalnie do odleglodei,
lecz bez oporu frodowiska, zatrzyma sig on na pewnej skoriczonej od-
leglodei. W danyln zatem przykladzie, w ktérym opréez sily przycig-
gajacej wystgpu]e jeszcze opér Srodowiska, sila, ‘wstrzymujgea punkt
w ruchu, jest wigkszg niz w praykladzie bez oporu; punkt zatem tem-
bardziej zatrzyma sig na pewnej odleglodci od $rodka. Gdy nastgpnie
punkt dany dosiggnie tego polozenia, wtedy pod dziataniem sity przy-
ciggajacej, zacznie sig on wracaé ku frodkowi z. przy$pieszeniem, jakie
nadadzg mu sily nan dzialajgce. Sit tych jest dwie: sita przyciagajaca
ku $rodkowi i sila oporu $rodowiska, odwrécona od tego §rodka. W miarg
zblizania sig punktu ku srodkowi, sila prazyciagajaca, zgodnie z warun-
kami danego zadania,—maleje; sila za§ oporu wzrasta lub maleje, zalez-
aie od tego czy predkosé punktu powigksza sig, czy tez sie zmniejsza.
Wskutek przewagi jednej z tych sil nad drugg moga nastapié dwa ro

- dzaje ruchu punktu: albo punkt, doszediszy do $rodka, posiada jeszcze
nabytg predkosd i w takim razie przejdzie na drugg strong érodka, azeby
znéw powrécié do niego; lub tes sila oporu $rodowiska jest tak wielky,
ze moglaby zatrzymadé punkt dany w ruchu; gdyby nie dzialala na niego
gila prazyciggania, ktéra, chod jest znikomo mala w blizkodci érodka, na-
daje jednakze punktowi ruch ku srodkowi. W iym przypadku punkt
posiadaé zawsze bedzie pewng predkosé, ktérej wartosé niewiele moze
r6znié sig od zera, czyli punkt zblizaé sig bedzie do §rodka nadzwyczaj
wolno; co sig wyrazi matematycznie nieskoniczenie diugim okresem, Ro-
dzaj zatem ruchu danego punktu zalezy od wielkodei sity przyciggajace],
t. j. od sp6ezynnika & od wielkoéei sily oporu, t. j. od spélezynnika ¢,
i od masy m; od wielkodci bowiem masy zalesy wielko§é predkosei, ja-
kie wywolija jednakowe sily w jednakowych okresach czasu. _

Azeby ustalié ilo§ciowo warunki, w jakich zachodzg te~ przypadkl
ruchu, znajdémy calkg réwnania 34-go i zanaligujmy je.

Teorya réwnan rézniczkowych daje sposoby‘calkowania, ktére, Scisle
biorge, polegaja po wigkszej czedei na odnalezieniu funkeji niezalesmie
zmiennej, jak w naszym przypadku « = f(#), ktéraby, podstawiona
w réwoanie rézniczkowe, zamienila je ideniycznie w zero przy wszelkich
wartodeiach tej zmiennej. - W danym przeto razie x naleZy wyrazidé takg
funkcyg z #, ktérej pochodne oraz jej wartosd, podstawmna w réwna-
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nie rézniczkowe 34-te, zamienilaby je w zero przy wszelkich wartos-
ciach zmiennej £ Przy wyborze tej funkeji powodowaé sig mozna cha-
rakterem ruchu, ktéry w przyblizeniu okregliliémy juz poprzednio. Na
zasadzie tych rozpatrywai funkcya w réwnaniu x=f(#), powinna mied
te wlasciwosc, azeby wartodé jej przy pewnych warunkach zadania dla
t=rco zblizala sig do zera (przypadek l-szy poprzednich rozpatrywai),
przy innych za$ warunkach, #seby byla okresowsg; (przypadek 2-gi),
Funkeya takg jest funkeya wykiadnicza ogélnej postaci ae’; dla rze-
czywistej bowiem wartosci spélezynnikéw p i o, gdy przytem p jest
odjemna, odpowiada ona warunkowi pierwszemu; dla urojonych zad
spblezynnikéw « i p zamieni si¢ ona na funkeye okresowg. DPodstawmy
zatem w réwnanie 34-te
x=a¢gf‘"’,

4

gdzie o i p sg jeszcze nieokreslone spolezynniki, i zbadajmy, przy jakich
wartodciach funkeya ta zamieni réwn. 34-te. identycznie w zero. W tym
celu podstawmy te¢ funkcye, oraz jej pochodne w réwnanie 34-te,
a. otrzymamy:

ept (mp? - cp - k) =0. -

Réwname to zamieni sig w zero przy wszelkich waltmmaoh dla /4, jezeli
wyraz

mp® cp + k= 0;
azeby to nastgpilo, powinno byd

§ & = ]/4m2

Przyjmujge te dwie wartodei dla p, otrzymamy dwie calki szozegélne,
wyrazajace dwa szczegdlne ruchy danego punktu. Z wartodei tych na
zasadzie odnosnego twierdzenia z teoryi calek, naplszemy calke zupelng
rébwnania 34-go w nastgpujacej postaci

x=Ae(m—E"_+ ﬁw_%)‘—{-Be (H_;-_\/%:FH-:E)‘ . s = (8B)

Wartogei spblezynnikéw 4 i B obliczymy z poczgtkowych warunkéw
zadania.

Réwnanie to przedﬂtama dwojakiego rodzaju ruch, jakie$my to juz
przemdmeh zaleznie od tego, czy wartodé pod pierwiastkiem jest rze-
czywista, czy tez urojong, Jezeli jest ona rzeczywisty, to x nostaje
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wyrazone funkcya wykladniczg, ktérej wykladonik jest proporcyonalny
do Z Ateby ten przypadek nastgpil, powinno byé

W
4 m? R
lub inaczej 2 = 4 kbm,

Azeby zbadaé ten ruch, obliczymy stale 4 i B i w tym celu przyjmiemy
nastepujgce warunki ruchu poczgtkowego, dla

=0 x = 0; U= 7

t. j. przyjmiemy poczgtek liczenia czasu w chwili, w ktérej punkt ru-
chomy znajduje sipg w srodku przyciggania i posiada w tem miejscu
predkosd v,. Unaocznié sobie mozemy te warunki w ten sposéb, ze
punkt ruchomy, bedacy w polozeniu réwnowagi, otrzymuje np. zapomocg
uderzenia predkodé o

Po podstawieniu w réwnanie 35-te wartodei 2= 0: x=0, otrzymamy

0=dA+B . . .. .. ... (36

W celu za$§ podstawienia # = 0; v = 2, obliczymy predkodé punktu,
zrésniczkowawszy réwn. 3b-te wzgledem # i nastgpnie podstawiwszy
w nie # = 0, oraz » = 2, po wykonaniu tych dzialan otrzymamy

O SR e TN e

Z tych dwéch réwnan obliozymy spélezynniki A4 i B; i oznaczywszy

. c? B .
dla skrécenia wartosé wyrazu ]/?4_’_”_3_? literg 7, otrzymm:ly
w Y, :
A==, oraz B=——7—;

o 2¢ '’
a nastgpnie, po podstawieniu tych wartodei. w rown. 35-te, otrzymamy
réwnanie ruchu, wykazujace zwigzek poml{adzy poloz'-emem pnnktu

i czasem; réwnanie to jest nastgpu]gu

X o=, ! N I

2 :

Dla # = 0 otrzymamy x = 0; co jest zgodne z warunkami poczgtko-
wego ruchu, Dla # > 0, x otrzymuje wartosé dodatnig, ktérej znak. nie
zmienia sig z rosngcem £, wartosé bowiem wyrazu et dla £ = 0 jest
zawsze mniejsza od jedrodei, gdy tymczasem wartosé wyrazu ert jest
zawsze wigkszg od jednodei. Dla # = co otrzymamy znéw x = 0,
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albowiem >'I/4 =i "m t. J. Ofm > 7. Puukt zatem od £=20
do chwili t = oo, znajduje sig po jednej stronie $rodka przycigganias
ruch jego jest zatem nieokresowy i punkt powraca asymptotycznie do

t polozenia réwnowagi i #z niego juz nie

wychodzi. Wykres (x, # tego ruchu
przedstawiony jest na rys. T-ym.
Dla réznych wartodei ¢ pomigdzy
0 i =0, & w réwnaniu 38-em przyjmuje
rézne wartodei, co znaczy, %e punkt
zajmuje rézne ¢ddalenia od $rodka prazy-
ciggania. Pomiedzy temi oddaleniami
8g najwigksze i najmniejsze; azeby je
obliczyd, zastosujemy prawidia do wy-
szukiwania najwigkszodci 1 najmniej-
szosei; 1 wtym celu pochodng x wzgle-
dem f przyréwnamy do zera. Pochodna
ta wyraza jednocze$nie wladciwodé ki-
....... nematyczng danego ruchu, t. j. ze pred-
i ko$¢ punktu w miejscu najmniejszego,
! lub najwigkszego oddalenia =0. Z réw-
* +X nania zatem, w tem sposéb otrzymanege,
' obliczymy czas #, odpowiadajacy tym
odchyleniom; a po podstawieniu tych
. wartoéei w réwn, 38-me, obliczymy
szukane oddalenia. Po wykonaniu rachunku powinni$my otrzymad dla x
wartodci 0 oraz xpax.
Pr2ypadek takiego ruchu unaocznimy sobie, przy]awsvy np., #e
punkt ruchomy, oraz §rodek prayciggajgcy jest -umieszczony w plynie
bardzo gestym, gdy bowiem w tych warunkach nadamy punktowi pred-
" koéé 7, np uderzeniem, wtedy wychyli sig on na pewng odleglodé,
nastgpnie zacznie powracaé do miejsca wyjécia, lecz znaczny opor
$rodowiska, w ktérem sig punkt porusza,
¢ > 4 mk,
nie pozwoli mu powrécié do Srodka przyciggania w skorczonym okresie
czasu. Jezeli opér érodowiska o tyle zmniejszymy, ze
c* << 4 mk,
co mozna osiggngé np. rozrzedzeniem $rodowiska, w ktérem porusza sig
punkt ruchomy, to. otrzymamy wartoéé pod pierwiastkiem urojong,
W celu zbadania tego ruchu, oznaczymy wartodé pierwiastka
f%—'i;,g przez ¢, t. j. podstawimy w powyzsze wzory 1=177', a po

Rys. 7
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podstawieniu tej wartofci w réwn. 38-me otrzymamy réwnanie

v, —ot Mt
X=—=——e 3
' ' 2
Wyraz urojony, na zasadzie odpo- . X

wiednich przeksztalces, wytozo-
nych w analizie matematycznej, za-
stapimy wyrazem sin (1'#) i otrzyma-
my réwnanie ruchu dla danego przy-
padku w nastgpujgcej postaci

x=-—2e ™ sin @8 . (39)

W réwnaniu tem posiadamy dwa
czynniki_ ze zmienng ¢#: czynnik
— g 1

e " , ktéry z powigkszeniem #
maleje, i czynnik sin (y'#), ktéry
jest funkeja okresowgy; iloczyn wiec
tych czynnikéw przedstawia krzy-
wg okresowg (w danym razie sinu-
soide), ktérej spéhrzedne x malejg’
ze wzrostem ozasu. Ruch taki nazy-
wamy ruchem harmonicznym przy-
ttumionym, Wykres (x, #) tego
ruchu jest przedstawiony na rys. . Rys. 8.
8-mym.

Zbadamy obecnie, czy ruoh ten jest izochronicznym. W tym celu
obliczymy okres podwéjnego wahnigeia 7. Wartoéé tego okresu otrzy-
mamy z réwn. 39-go, po podstawieniu w nie x=0, a zatem

gin ('7T)=0,  z ktérego ' T)=nm=
Dla podwéjnego wahnigeia #=2, a zatem

T::E‘:i)
T
lub tez po podstawieniu wartosei 7 '
. dom
T: e . . . " . . . . . (40)
Vamk—c* .

Wartoéé ta nie zalezy od odchylenia, a zalezy tylko od spétezynnik 6w
ki ¢; ruch zatem harmoniczny przytlumiony jest izochroniczny.

Mechanika Tom L
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hiatwo sprawdazid, ze dla ¢=0, okres podwdjnego wahnigcia przy-
bierze warto$d, wyrazong réwn. 25-em.

7Z réwnania powy#zszego wynika, #e_.okres podwéjnego wahnigeia
w $rodowisku z oporem jest wigkszy, niz takiz okres ruchu. bez oporu,
co tez zgodne jest z fizycznem pojmowaniem danego zjawiska.
_ Azeby obliczyé najwigksze odchylenie punktu, nalezy przyréwnad
pochodng x wzglegdem 7 do zera; a z tego réwnania obliczymy czas,
w ktérym punkt dany doznaje najwigkszego odchylenia. Czas ten ozna-
czymy literg i,,,, (m — maximum) i obliczymy je z nast. réwnania

— g im
:-“,e " [(cos('rémj sm(T )]:0
ktére jest pochodng réwn. 39-go. Z réwnania tego mamy :
’ 2m 4 "
tg (1 z‘,,,_}::-—-(—}l s .. 4
a wiec i
Y ( 2m ;)
arig| —1".
o N6 LA (D)
" T Y
gdzie kolejno n=20, 1, 2, 3,... Z réwnania tego wyprowadzamy wnio-

sek, ze najwigksze odchylenie punktu powtarza sip w odstgpach czasu,

r6wnych liczbowo wartoéci%; ktére sq réwne 47, t.j. polowie podwdj-

nego wahmgcla

Jezeli czas pierwszego odchylenia punktu oznaczymy literg #,, to
4 powy#szego réwnania mamy

(-2m ,)'
arig| —nx
¢

iR '

tl-—_—
: i
a czas nastgpnych odchylen

’ -tm:'fl"{'”"&T I SCEL i L (43)

Atzeby obliczy¢é najwigksze odchylenie, ktére oznaczymy literg a,,, pod- |
gtawmy warto$é 4, z rOwn. 41-ego w réwn. 39 te, a otrzymamy szu-
kane odchylenie. W tym celu z réwn, 41 ego obliczymy

2m :
. ¢ ' 2 m
?lﬂ r ! tm. )=: e - : 1

1_|_( ,) Vﬂf—F(2m1




— 286 — § .9—I10.

a po podstamemu tej wartosci w réw. 39-te, - oraz po podstawieniu od-
no¢nej wartoéei 7, otrzymamy

. [
Som =t +n.'"aT)
Cpp= 7"0]/"5' ‘g tm .

Dla pierwszego odchylenia, ktére oznaczymy litery .a;; n = 0; a zatem

— c 1
p, M
“1=”u]/§‘e AT

a nastepnie, odchylenie dowolne

ap=a.e TN 44

Z réwnania tego odczytamy, %ze wartosei odehylen rlanego punktu two-
rzg Szereg geometryczny, ktérego wykladnikiem jest wyraz

[

Sl 3T,
m

Z powigkszeniem 'przet.o iloci wahnigé odchylenia maleja w ten
sposéb, ze dla n = oo; a,,=0; i malejg o tyle predzej, o ile wartosé ¢
jest wieksza, t. j. ¢ 119 dane $rodowisko przedstawia wigkszy opér po-
ruszajgcemu  sig punktowi. Punkt ruchomy waha sig wiee w danych
warunkach okolo érodka i zakredla coraz mniejsze odchylenia.

Prayjawszy ¢ =0 t. j. przyjawszy, 2e punkt ruchomy nie doznaje
oporu, otrzymamy r6éwnanie, ktéredmy juz poprzednio wyprowadzili.
Uczyniwszy za ¢ — oo, powinniémy ‘dla x otrzymadé wartodd stalg i nie-
zalezng od # przy tak wielkim bowiem oporze ruch nie nastgpuje. Wykres
(x,t), oraz wszystkie obliczone w tym przykladzie wielkosci sg przed-
stawione na rys, 8-tym, -

10. Przykltad ruchu harmonicznego. Kazdy ruch wogéle, a wige
~i ruch harmoniczny, - moze byé wywolany w.rozmaity sposéb. Prayto-
czymy ]eden z tych przypadkéw i Wskaﬂemy w jaki sposéb stosowad
do -obliczent wzory, wyprowadzone w. poprzednim paragrafie.

W rurce o staltym przekroju, wygietej w postaci litery U, znajduje
sig plyn; ktérego powierzchnia, w stanie spoczynku, tworzy poziom,
oznaczony literg y. Jezeli w jednym koncu tej rurki plyn we-
pchniemy na glebokoéé x nizej tego poziomu, to ‘w drugim jej korncu
podniesie sip on na wysokosé . W tem polozeniu plynu powstaje
sita . P, ktéra pcha' caly - mase s plynu do pierwotnego poziomu;
sila ta réwna sig cigzarowi stupa plynu o wysoksci 2 x. Oznaczywsazy
literg / przekrdj rurki, literg & cigzar wladciwy poruszajgcego sig plynu,
otrzymamy, ze sila P ==2xf8 dziala odwrotnie dodatniemu zwrotowi
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predko$¢i. Réwnanie zatem dynamiczne ruchu kazdego punktu plynu

jest nastgpujace

av
— Ol =m =
=T,

Jozeli literag / oznaczymy dtugo$§é rurki, napelnionej plynem, to masa

poruszajgca sig m=”—5; po podstawieniu tej wartosci w réwnanie dy-
g

namiczne, otrzymamy

& dv
—2xfo=—.—;
/ dt .
a po skréceniu
I dv
RS = ¢ wiw e e w e o (4D
Jest to réwnanie jednakowe 2z rdéwn, 18-em, gdy po'dsta.wimy w nie

”—;:5 . Wahanie si¢ zatem slupa plynu jest harmoniczne, a wigc
4

i izochroniczne. Okres podwdjnego wahnigeia 7" obliczymy, gdy-pdd-
stawimy w réwn, 18-te- iloraz ’%:—; a zatem

) ' F'=2x 3‘?M—=21'c]/’i-
‘ o R £

- SprawdZmy obecnie wymiar wzoru tego; w tym celu podstawimy
: l=L; g=LT";

ey Vi ;
l/ 2 l/ T = T = (czasowi);

co jest zgodne z wymiarem wmlkoécl znajdujgcej sig po lewej stronie
powy2szego réwnania.

Jezeli wezmiemy pod uwage opér, jakiego doznaje piyn podezas
wahania sig w rurce, i jezeli ten opér przyjmiewy- proporcyonalnym do
. pierwszej potegi predkodei, to do obliczenia ruchu mo#na zastosowad
wzory, wyprowadzone w paragrafie poprzednim dla ruchu harmonicznego
- przytlumionego.

. a zatem wyraz

: pa) Zastosownnla zaudy réwnowaMosci pracy i energii kmetycznel
Zr ij

wnania dynamwznego ruchu prostoli
: dv
P=m—;
5 ar .
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po podstawieniu w nie dz‘:fis, otrzymamy réwnanie, wykazujgce zwig-
- . v L

zek pomigdzy silg, spéirzgdng punktu i wywolang przez te silg predko-
dcig; réwnanie to ma postaé- nastepujgca

. Pds = d ('], mv?);
i jest wyrazem réwnowar to%cl i energii kinetycznej; poréwn tom I-szy,
§ 100-ny, réw. (68-me.

Réwnanie zatem réwnowartosct pracy i energi kinetycznej jest
pierwszg calkg réwnania dynamiczn:go i wykazuje zwigzek . pomiedzy -
polozeniem, t. j. pomigdzy spéfrzedng punktu ruchomego i predkoScia
jego w miejscu, wskazanem przez t¢ spélrzedng. Zasada zatem réwno-
wartodei pracy i energii kinetycznej w mechanice jest inng tylko po-
stacig okreslenia dynamicznego sily. Sila wyraza zmiang predkosci pun-.
ktu, na ktéry dziala; praca za§ wyraza zmiang wartodci pewnej funkecyi
tej predkodei, t. j. wyraza zmiang wartoSei | mo% pojgcia przeto sily
i pracy wyrazajg w innej tylko postaci matematycznej zmiang predkodei
punktu, jaka on posiada w pewnej chwili swego ruchu. W nastepnych
przykladach wskazemy sposoby stosowania zasady réwnowartosei pracy
i energii kinetycznej do obliczenia ruchu punktu.

Przyklad. Przy spadaniu pionowem, béz uwzglednienia oporu po-
wietrza, gdy przyjmiemy of x skierowang pionowsg ku dolowi, napiszemy
réwnanie pracy

mgdx = d (} mv?).
Gdy punkt ruchomy, w chwili rozpoczecia mierzenia drogi x, posiada
predkedd v,, wtedy calka powyzszego réwnania jest nastgpujaca

mgf:a"t: =i m f:O.d (v‘zj;

r 2
v v3,

C2g T 2g’
jest to réwnanie jednakowe z réw. 12-tem.

skad po scalkowanin

Przyktad. W razie ruchu har-

i a monicznego, po wykonaniu mnie-
; x . v skoriezenie * malego ~przesunigecia
: e i dx, rys. 9-ty, wyrazimy zasade
s e ! .o Dracy réwnaniem .
O P-ox : — kxdx = d(; mv?).
Rys. 9, ' Calkujge je od & do a oraz od v

do 0, napiszemy

a 0
—f kxdx;frd(i mod);.
x D Ju
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a po scatkowaniu

— 3 ka® 41 kx? = — | mv?; skad
v=il/~f~(a’—x‘*)' S .. (48)

jest to réwnanie jednakowe z réw. 19-tem,
Jezeli za$ mamy dang predkoéé v,, w grodku przyciggania, to gra-

nice calki obierzemy dla x od zera do «; dla prgdkosei zad od v,, do v
a po scatkowaniu otrzymamy
— } kx? = | mv® — | mw,,% skad

v =+ Up? ——x2 . . . . . . . (40

W celu obliczenia najwigkszego odchylenia 4, podstawimy w réwn. po-

przednie » = 0, a otrzymamy @ = v,, %; — jak poprzednio,

W przykladzie odpychania, réw. 28-me wyraza réwnowartos$é pracy -
i energii kinetycznej i moze by¢ napisane bezpodrednio na podstawie
tego twierdzenia.

Przykfad. Punkt materyalny jest prazyciggany przez pewien $rodek
sily odwrotnie proporeyonalng do drugiej potegi odlegloéei. Obliczyé na
podstawie twierdzenia pracy ruch punktu, gdy dane jest odchylenie po-
czatkowe a i predkosé w niem v=0. W celu zestawienia réwnania
pracy, wyobrazmy sobie, iz punkt dany zostal przesunigty z miejsca x
wrzdluz ozgstki drogi dx; a po przyréwnaniu wartosei pracy, powstalej
wskutek tego, do przyrostu energii kinetycznej punktu, otrzymamy ré-
wnanie

B3 dx = d (} mv?),
5 x? - N
ktérego catka pomigdzy granicami od v do a, oraz od z do » =0 jest
nastepujaca
k k
—_— — —— = — ! mv% skad

v.._-l-]/ #—_)..... .. 48)

Réwnanie to wyraza zwigzek pomigdzy predkoscig i polozeniem punktu;
i sluzyé moze do obliczenia predkogci w kazdem miejscu toru, Azeby
znalez¢ réwnanie ruchu, wyrazajace zwigzek pomigdzy drogg i czasein,

podstawimy w to rdwnanie v = ‘3 ; a po oddzieleniu zmiennych i przy-
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jeciu warunkdéw poczgtkowych dla x = @, # = 0, napiszemy réwnanie

m x| 135
b= — — —_———).dx . . . . . (4
2k fa (x d) e

W celu jego scalkowania, zastgpimy zmienna x nowg zmienng ¢, okre-
§long réwnaniem

. x = qa cos? o,
z ktérego wynika
de=— 2qa . cos § . sin § . dd. _
Grranice catki nowej, odpowiadajgce granicom a i xjsg 01 ¢. Po
wykonaniu tych podstawien w réw. 49-te, otrzymamy

’ o 4 ]
fzgl/%a".f cos*) . di;
= 0

skad, na zasadzie wzoru 49 go, podanego w ,Techniku“ na str. 79-ej

a\i. S m : . _
t:(T) ]/?.{24:—}—511124:): o v e s & (BO)

Z réwnania tego obliczyé mozna, za posrednictwem wielkosei o,
czas, w jakim punkt ruchomy z wychylenia a przybedzie do miejsca =«
toru. Odwrotne jednakze obliczenie, majace na celu oznaczenie ., to’
jest obliczenia polozenia punktu w danym czasie, wykonad mozna drogg
préb, gdy dane sg liczbowe wartodei pozostalych zmiennych; nie mozna
bowiem rozwigzad tego r6wnania wzglegdem ¢.

Z réwn. 48-go odezytamy, ze predkesé v posiada wartodei rzecazy-
wiste tylko dla 0 << x << a@, co znaczy, 2e punkt ruchomy znajduje sig
podezas ruchu tylko po jednej stronie Srodka przyciggania. Rozpoczyna
on zatem swéj ruch z odleglosci @ z predkodcig v = 0; i przybywa do
érodka przyciggania z predkodcia v = oo i nastgpnie z powigkszeniem
dodatnich warto$é x zmniejsza znéw swe predkoéé; jest to zatem ruch
okresowy. Z réwn. 50-go obliczymy polowe akresu jego podwdjnego
wahnigeia, gdy podstawimy w nie ¢ = ;; ; wtedy bowiem x = 0. Ozna-

czywszy okres podwdéjnego wahnigcia literg 7, otrzymamy jego wartodd

w postaci wzoru
a\t. [
;Tz(_.g_)‘]/_k-.u, . . . . . (BD

z ktérego odezytamy, ze okresy wahnigé danego punktu zalezg od wiel-
‘kodei poczatkowego wychylenia punktu i sg dluzsze 'dla wigkszych
wychyleri; ruch wige w tym razie jest okresowy, lecz nie jest izochro-
‘niczny.
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12, O catkach réwnafm dynamicznych ruchu prostolinijnego. Réw-
nanie dynamiczne ruchu prostolinijnego jest réwnaniem rézniczkowem
rzgdu drugiego z dwiema zmiennemi x 1 4

Azeby otrzymad z niego zwigzek pomigdzy temi zmiennemi w skon-
czonej postaci, nalezy réwnanie dynamiczne scalkowad. Sposoby calko-
wania sg rézne, zalezg bowiem od rodzaju funkeyi, jakie wchodzg do
danego réwnania,

Jedna strona réwnania dynamicznego wymﬁa sxlg, ktéra moze byd
stalg, lub zmienng; w przypadku zmiennosci moze ona zalezed od
polozenia, t. jimoze byd wyrazona funkcya x, jakie$my to mieli np.
w ruchu punktu przycigganego lub odpychanego; lub moze zalezed od

predkosei i wyrazi sip wtedy funkcyg zmiennej (%), jak to byto w przy-

kladzie spadania bryl materyalnych z uwzglgdnieniem «aporu powietrza,
i wreszcie moze ona zalezed od czasu, gdy przyjmiemy np., ze dzialanie
danej sily z czasem sig zmienia; sila moze byd wreszcie zalezna od kazdej
z tych wielkodei oddzielnie lub tez w dowolnem ich polgezeniu. Gdy

przeto sile wyrazimy wogéie funkeya / (x, % . z‘),, to réwnanie dynamiczne

e
“

" ruchu prostolinijnego bedzie nastepujace

/ (x, ax 1,) d*x

=MmM—_ . . . .« . . . (P2
dt dar® ()

Réwnanie to moze Iﬁosiadad tyle szczegélnych praypadkéw, ile zestawid
mozna kombinacyi z trzech wielkosei x, % i 4 biorge je pojedyriczo,

lub tez tgczac je po dwie, lub po trzy; lub tez wreszcie édy ta funkcya
przedstawia wielkoéé stals. Kazdy z tych przypadkéw wymaga mniej
lub wigcej odmiennego sposobu calkowania,

Funkeya zatem moze byd:

1) stalg wielkodcia, jak w przykiadzie spadania w polu sit cigzenia
bez uwzglednienia oporéw; lub tes

2) moze byé wyrazona tylko zmienng m, jak to bylo w przykladzie
sil przyciagajgcych;

3) tylko zrmennq, %— gdy op. "bLyia, na ktérg nie dzialajag zadne

sity, rzucong jest w -§rodowisku, przedstawmmcem Opor}r, za-
‘lezne od predkodei, lub tez moze byé wyrazong

4) tylko zmienny # Nastgpnie, moze byé wyrazong jednoczesnie:
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5) zmiennemi,x oraz % ; jak to bylo w przykladzie ruchu har-

_ memcznego przyttumionego, lub
8) zmiennemi x oraz # jak w przyk}adme % ruchomym $rodkiem
przyciggania, lub

T) zmiennemi a5 oraz 1;
dat

-8) lub wreszcie, w najogélniejszym przypadku, moze by¢ wyrazong

funkeyg wszystkich trzech zmiennych x, % v B

Calkowanie wzoréw we wszystkich tych przypadkach da sie spro-
wadzié, po wigkszej czedci, do sposobéw, wskazanych w przytoczonych
przykladach, Poniewaz réwnanie, dynamiczne sity jest réwnaniem réz-
niczkowem rzgdu drugiego, wiec calka jego posiada¢ powinna dwie stale,
ktére wogble mogg byé obliczone z dwdéch znanych par wartosei
zmiennych; podstawiwszy je bowiem®*w réwnanie ruchu, otrzymamy dwa
réwnania z dwiema niewiadomemi, ktdére obliczymy. Zwykle te stale’
obliczamy z tak zwanych warunkéw poczgtkowego ruchu, {. j. ze znanych
wartodci x i v w chwili 4 gdyz po podstawieniu tych wartodei w réw-
nania ruchu, otrzymamy dwa réwnania, w ktérych niewiadomemi sg
wartosei nieznanych statych.

Wybitng role pomigdzy temi calkami zajmuje calka, zwana calkg
pierwszg réwnania dynamicznego, ktéra wyraza zwiazek pomiedzy spot-
rzgdnemi punktu i predkoscia w miejscu, wskazanem przez te.spéirzgdne.
Calka tg jest réwnanie réwnowartodci pracy i energii kinetycznej. O tej
calce méwiliémy juz w paragrafie poprzednim.

. Réwnanie dynamiczne ruchu punktu
na plaszczyznie lub w przestrzeni.

13. Rzuty sit i przyspieszen. Azeby wogdble obliczyé réwnania
ruchu, gdy dane sa sily; lub azeby obliczydé sily, gdy dany jest ruch
punktu, nalezy réwnanie dynarhiczne

P=mp,
ktére jest wektorowe, wyrazié réwnaniami algebraicznemi; wtedy bowiem
hedzie mozliwem  stosowanie do obliczen dzialad zwyklej algebry. W tym



