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PROBLEMS IN CONNECTION WITH DESIGN, CALIBRATION AND USE OF
PRESSURE CELLS*

VAGN ASKEGAARD

Technical University of Denmark

1. Introduction

The pessure cell problem makes a very good example from the Experimental Mechanics
field of the complementarity of theory and experiment.

Experimental information is necessary in the process of developing better theories
when dealing with particulate media whose properties are not very well known, and the
pressure cell is one means of obtaining such information. On the other hand, theoretical
considerations are necessary when designing the pressure cell so that its measuring accu-
racy when used in these not very well known materials can be predicted, These theoretical
considerations must be based on simple material models; usually, linear elasticity is assu-
med.

We therefore see a development where pressure cells designed using very restrictive
material characterizations are embedded in materials with more or less unknown material
properties in order to obtain a better understanding of these materials’ behaviour and
thus improved theories. ’

The pressure cell example also shows how important it is to remember that the assump-
tions made are approximations to reality, so that both theoretical and experimental results
have a certain inaccuracy, making calibration experiments under well known conditions
essential. T

Pressure cells are used to measure stresses in the fields of soil mechanics, road research,
sifo research, and structural engineering. The design bases for pressure cells are the same
in the different fields, whereas the practical problems of using them may differ, leading
to variations in geometry and stiffness.

The first application of pressure cells seems to have been in the silo field a hundred
years ago [1], [2]. The development of design bases is of more recent date and has been
slow in moving from assumptions of the pressure cell being embedded in a medium in an
uniaxial state of stress to the general stress state and general stress-free strain state (shrin-
kage for instance). The development up to about 1970 is described in [3].

* Praca wygloszona na XII Sympozjum Do$wiadczalnych Badan w Mechanice Ciata Stalego, War-
szawa-Jadwisin, 1986
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In the following, only work carried out at the Department of Structural Engineering
will be described. This work has consisted in developing design bases for wall cells and
embedded cells under general stress states, i.e. work of a general nature. The applications
described refer to silo research, but the conclusions drawn from it are also valuable in
the fields of road research and soil mechanics.

The following 3 headings are used in the presentation:

Interface problem with no relative displacement.

Interface problem with relative displacement.

Embedded cell problem.

2. Interface problem with no relative displacement

2.1. Normal stress. The first design expressions for pressure cells measuring normal
stress seem to have been based on practical experience and not on theoretical arguments,
‘and not until 1956 [4] did a suggestion come based on a theoretical solution, and even
then, the measuring error was underestimated. The analytical solution for a fluid-filled,
membrane-type cell, assuming linear elasticity, was published at the Department in 1959
[5]. At the same time, the numerical solution for the piston type cell was given. These
results, together with the expressions for the plate-type cell with or without fluid behind
it, se fig. 1, are discussed in [6]. The error expressions have the form (1) and can be used
when errors are small.

P _g B v
p  (A-¥a p
r— Rigid wall Rigid wall

ﬁompressnble medium

Fig. 1. Measuring principles for stress cells at an interface

M

Compressible medium

Here, p is the uniform pressure on the undisturbed wall, and p—Ap is the mean pressure
transmitted to the pressure cell. p—Ap depends on the displacement Aw of the cell’s front
surface under the load p. It also depends on the modulus E, Poisson’s ratio » for the com-
pressible medium, and the radius a of the pressure cell. X is a constant depending on the
cell type (about 1.9 for the stiff piston and 0.7 for a thin plate with no fluid behind it).

Expression (1) can also be used to evaluate error signals caused by temperature changes
when materials with different coefficients of expansion are used in the cell-wall arrange-
ment.
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As shown in the following example the requirements to stiffness of the pressure cell
are rigorous if small measuring errors are going to be obtained. Underestimation of these
requirements still seems to be the major cause of errors in pressure cell work. ‘

Example. In the case of a pressure level p = 50 KPa, if ¢ = 50 mm, E = 100 MPa
(sand), and v = 0.3, then even such a small displacement of the piston as 1072 mm (for
p = 50 KPa) will give a measuring error of about 109/ when the pressure cell is of the
rigid-piston type.

, A
By making a suitable choice of cell stiffness Tw , a small error, say less than 29, can

be obtained for a range of values of E, indicating that the assumed value of E need not
be very precise. The material need not even be linear elastic, as assumed, if even a reaso-
nably good guess of the stiffness can be made and small errors are aimed at. Tt is thus
iustifiable to talk about the measurement of stress.

A typical pressure cell installation in a reinforced concrete wall is shown in fig. 2.

ca.20mm

ca.l ca.05

R ——

':ﬁ"% 7 19
“1/ A Material: Brass

/ Epoxy-mortar

R /%—/Concrere
Fig. 2. Installation of normal stress cell in wall — 4-

The layers of epoxy and epoxy mortar are kept as thin as possible, and the free surface
is given a roughness comparable with that of the surrounding concrete, even though the
measuring signal from the cell is almost insensitive to deviations in roughness.

The design basis has been tested with the central bottom cell (no viscous paste layer)
in a calibration chamber similar to the one shown in fig. 7. This cell has a front plate
thickness of 0.3 mm. A mean deviation of 1% was found between the calculated and the
measured sensitivity. The coefficient of variation was 0.02.

Tests with a pressure cell installed in a concrete specimen subjected to a strain state
of the order of magnitude that can be expected in full-scale silos has shown only small
changes in sensitivity and zero shift when thin front plates (0.3 mm) are used. In the
case of thicker front plates, as the one in fig. 2, which are necessary in the case of coarse
grains in the particulate medium, non-negligible changes must be expected. Such changes

©150
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may also occur when curved front plates are used — in model, small-diameter silos, for

instance. _
2.2. Shear stress. The design basis for a shear cell has been developed by making a limit
analysis of the case where an ellipsoidal inclusion is placed in a matrix under external

load, as illustrated in fig. 3, [7].

{a) (b} {c) ~rigid supporfs
’ s ~ RGO oA eIl
Rigid wall¥ ol
/ : Ry “('\.xyf 5 ks
i ,‘X\ﬁi\fﬁ’. 2
;/}\ 3 \

Fig. 3. Transference of ellipsoid in infinite medium into a plate fixed along the edge in an interface

The following expression was obtained for a cell type having a front plate of constan!
thickness and fixed along the edge:

023 8(1—%2) @
o4, aQR-»U+8(1—2%) " ‘ '
where:
U=t 3)
[a YY)

023 is the shear stress on the cell surface, o4, is the shear stress in the matrix, which is to
be measured, E and » are the modulus of elasticity and Poisson’s ratio, respectively, a is
the cell radius, and u, is the displacement in the x, direction of the front plate centre
caused by o,;.

Example. Using the values £ ~ 100 MPa (sand), » ~ 0,3, @ = 75 mm, and o253 ~ 0,1
MPa, it can be seen that to obtain a measuring error of less than 5%, the displacement
u, for the stress o,5 ~ 0,1 MPa should be less than 5- 1073 mm.

Calibration tests have been carried out with a cell of this type in the calibration set
up shown in fig. 4. The shear cell was placed in the interface between a rigid wall and a sand
layer of thickness of 150 mm and diameter of 1200 mm. The sand was encapsulated in an
0.3 mm thick rubber membrane and evacuated. The shear load was obtained by 90° rota-
tion from the horizontal, as shown in the figure. '

Had the diameter of the sand layer been very large, the shear stress in the interface
around the stress cell would have been uniformly distributed and given by the weight of the
volume of the column of sand over a unit of surface area.

For practical reasons, the diameter must be of limited size. In the chosen configuration,
the shear stress can still be considered uniformly distributed, but a correction of 2% found
by finite-element technique must be introduced. Good correspondence between the cal-
culated and measured error of the shear cell was found being 7% and 9%, respectively.

A shear cell type, where the front plate is not fixed along the edge but moves in the
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plane as a whole has also been calibrated. The expression (2) seems to give a good idea
of expected error in this case, too.

i .

Fig. 4. Calibration equipment with shear cell
in an interface

In fig. 5, a cell of that type is shown mounted in a mediumscale model silo [8]. By
measuring the bottom lead and the shear stress distribution on the silo wall and knowing
the weight of the silo medium (barley), an equilibrium check could be carried out to eva-
luate the shear cell behaviour. The correspondence seemed to be good, giving 3% diffe-
rence between expected and measured shear load during filling at nearly full silo.

20mm
et
T L Foam rubber
Steel
1
Silicone rubber
—— Araldite B,Silowall
- _
77/
= % emjconduc for
2 g1 //L% straingages
S5 S Weld
- B
\sreel

Fig. 5. Operating principle of shear cell
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3. Interface problem with relative displacements

Large relative displacements between wall and medium occur during emptying in
mass flow silos. The requirements to normal pressure cells used under these conditions
have been investigated in [9].

Tests showed that serious errors could occur if the cell was not mounted flush with
the wall. An angle of 1° between the cell’s front surface and the wall surface thus gave
a change in the measured stress of about 50%.

The tests also indicated that the relatively rapid variations in pressure about a slowly
varying mean value, which are characteristic of pressure cell measurements during the
discharge of barley, were caused by local irregularities in the geometry of the wall or in
the compactness of the silo medium. These rapid variations in contrast to the more slow
were thus presumed only to represent the condition in an area of the wall that is not much
larger than the measuring surface of the pressure cell itself and should not normally cause
serious bending moments in the silo wall. Measurements carried out in a fly-ash silo [10]
have shown that pressure cells, when in contact with powder materials, represent a wall
area much bigger than their own.

When measuring shear stresses and when the relative displacements occur in the inter-
face itself, it becomes important to ensure that the coefficient of friction of the pressure
cell is the same as that of the surrounding wall. If the relative displacements take place
in the medium a few particle diameters from the wall, the only requirement to the coeffi-
cient of friction of the cell’s surface 1s that this must be bigger than the internal friction
in the silo medium. The equilibrium check carried out with friction cells in a model silo
with barley mentioned previously was also done in the discharge situation, where semi-
mass flow occurs, leading to large relative displacements near the wall. The deviations in
two situations were measured as 6% and 10%.

4. Embedded cell problem

If a stress cell is made flat and thin enough, the measuring error can be made arbi-
trarily small whatever the material properties of the matrix and the cell.

For small errors, therefore, an almost free choice of the material properties is accep-
table when establishing a design basis.

A design basis has therefore been formulated [11] [12] based on linear elasticity and
on cells with axially symmetrical, ellipsoidal geometry.

033 = 4043+ B(0f, +0%,) )
is found for a normal stress cell and
023 = Cosy (3
for a shear stress cell.
Here of,, 04,, 045 and o4y are stress components in the surrounding medium with the
shear o4; lying in the plane of the flat stress cell and with the normal stress ¢4, perpendicu-

lar to this plane. ¢,; and o35 are the corresponding stress components in the homogeneous
ellipsoid. 4, B and C are factors containing Poisson’s ratio, the thickness-diameter ratio,
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and the ratio between the moduli of elasticity of the homogeneous ellipsoid and the sur-
rounding medium.

By careful design and under certain restrictions, the almost ideal situation, where
A ~ 1,0 and B ~ 0, can be obtained, up to even large deformations.

A load-history-dependent sensitivity will be encountered when stress cells are designed
in such a way that A differs substantially from 1.0.

The approximations made can also be used to get an idea of the behaviour of strain
cells. In this case, the ellipsoid is made long and thin, and an expression similar to (4) but
with normal strains instead of normal stresses can be developed [12].

For both flat and long ellipsoids, expressions describing the situation where stress-free
strain (shrinkage and differences in thermal expansion) occur, are also given in [12].

It is, of course, possible to refine the calculations by using better approximations of
geometry and material properties and by using FEM techniques. But very little seems to
be achieved by this where small errors are aimed at, nor do these more rigorous appro-
aches render calibration tests superfluous.

Fig. 6. Electro-hydraulic stress cell

The 75 mm dia. pressure cell shown in fig. 6 has been used in calibration tests described
in [13] to get an idea of the overall accuracy that can be expected when using pressure
cells.

These tests were performed in the calibration equipment shown in fig. 7 with the
pressure cell embedded in wheat and in a similar but more rigid equipment when embed-
ded in sand, which is a stiffer material. Compressibility of the calibration chamber in the
vertical direction was obtained by making the cylinder of silicone rubber, while steel
reinforcement in the hoop direction made the cylinder stiff in the radial direction.

When evaluating results from the calibration experiments, it is important to have
obtained homogeneity in the stress state of the wheat mass. From fig. 8, this appears to
be the case with very good accuracy.

In practice, pressure cells are used under load conditions which are only poorly known.
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Therefore, to get an idea of the overall accuracy of the pressure cell under such condi-
tions, calibration tests must be performed in such a way as to obtain greatly differing

load situations.

In the present case, different load situations were produced by using different tilting
angles @ (0.45° and 90°, see fig. 7), whereby the pressure cell worked under different

10

Fig. 9. Strain state in wheat filled calibration chamber
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principal stress ratios. For @ = 45°, also shear stresses will act on the cell surface. The
load history involved 20 load cycles, giving changes in material stiffness during tests as
shown in fig. 9. All the tests were repeated twice giving a total of 9 tests.

The best estimate of the coefficients A4 and B in equation (4) from all 9 tests gave
A = 1.06 and B = + 0.01. Using these values on each test leads to fig. 10, indicating
that an overall accuracy on the measurement of the normal stress using a pressure cell
of this type in wheat corresponds to a coefficient of variation of 0.04.

Similar tests with sand in the calibration chamber led to 4 = 0.93 and B = 0.07 and
a coefficient of variation of 0.05 on the measurement of the normal stress.

In both cases, the theoretically predicted 4 and B values were 4 = 1.00 and B = 0.04.

Even though calibration tests are necessary, the theoretical prediction of the coefficients
A and B seems good, with deviations of 6- 7% on A4, which is the more important coe-
fficient. .

The materials used in the tests described here were loose materials, making it easy to
install the pressure cell in the mass. In the case of more cohesive materials, installation
may be more difficult, leading to bigger coefficients of variation on the results.

The behaviour of friction cells can be predicted by means of equation (5). To the
author’s knowledge, no description or use of such cells has been reported.

5, Conclusion

Theoretical considerations can lead to quite an accurate prediction of how a pressure
cell will behave in practical use, whether it is embedded or placed in an interface. Such
design expressions are given in the paper.

More precise information can, however, only be obtained by experiments, and such
experiments are necessary because the assumptions on which the predictions are based
may deviate considerably from the actual conditions during field tests.

Calibration tests and model tests with normal stress and shear stress cells in an inter-
face show good agreement between calculated and measured values.

Good agreement is also obtained when embedded cells are tested in a calibration set
up under greatly varying stress states.

The experimental results indicate that coefficients of variation of about 0.05 on normal
stress measurements can be obtained in field tests with cells embedded in loose materials
like sand and wheat, provided the installation conditions of the pressure cells are similar
in full scale and calibration tests. Inhomogeneities in the loose materials may, of course,

give a scatter in results even from closely spaced pressure cells, but this scatter cannot be
attributed to the pressure cell jtself. '
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Peswome

TIPOEKTHUPOBAHME, KAJIMEPOBKA M IIPMMEHEHMS TATUYHWKOB DABJIEHUA

O6Cy>xAeHo paboThl HAMl pasBUTHEM AATUHKOB JUITH ONPENESICHHA HANPSIKEHMH B ChINyUnX cpeiax.
Onucano NPeAnoNoMEHUs 1A MOCTPOHKHM AATUHKOB TNOMEIUEHBIX B CTEHKAX CHIIOCHBIX COOPYIKEeHMIT
HIM BO BHYTDH CBUIYUOH cpennt. OBCYy:RKAeHO TarKe NpobieMbr KasmGpoBKY M TOYHOCTH MIMEDEHHH.

Streszczenie

PROBLEMY PROJEKTOWANIA, KALIBRACJI I UZYTKOWANIA CZUINIKOW CISNIENIA

W artykule przedstawiono prace nad rozwojem czujnikéw do pomiaru naprezefi w o$rodkach sypkich.
Omowiono zalozenia dla budowy czujnikdbw umieszczonych w §cianach siloséw lub zatopionych wewnatrz
osrodkdéw. Omoéwiono problemy skalowania 1 dokladnosci pomiardw.

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 czerwea 1987 roku.
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AUTOMATIC DIGITAL IMAGE-PROCESSING IN PHOTOELASTICITY*

KARL HANS LAERMANN

Bergische Universitit — GH Wuppertal

1. Introduction

Automatic digital image-processing has become very important in the field of remote
sensing, in topographic mapping, in quality control, and in medicine, i.c. in the field of
pattern recognition. In experimental stress analysis, image-processing has been introduced
at first in Moiré techniques and in holographic and speckle interferomeiry, Application
in photoelasticity is not very common as yet, because special problems are still not solved.
Image-processing in photoelasticity demands recording, separating and separate evalua-
tion of two different types of fringe pattern, the isochromatic fringes and the isoclinics.
Algorithms for filtering, contour mapping, elimination of background intensities and
localization of extrema are to be developed for isochromatic fringes, and the varying
course of those patterns must be considered. The determination of isoclinics is especially
difficult due to the lack of video-cameras in differentiating colors.

Therefore algorithms are derived and procedures are described to improve digital
image-processing in photoelasticity.

2. Image-preprocessing

In photoelasticity two different fringe patterns (isochromatic fringes and isoclinics)
are to be recorded and evaluated separately. The intensity of each pattern is denoted as
“image”, which will be described by a discrete function of two integer variables, the coordi-
nates of the single pixels of the imaging system. Because of the 8-bit-characteristic of
A[D-converters, the intensity is divided into / = 256 shades of gray

I=f(x,y»), Iell)ll, Xel[l/n, Yel[l/m]. 0y

The recorded data of intensity consist of intelligent signals and noise signals. The

latter must be divided into i) local-invariant but time-variant, and ii) time-inyariant but
strongly local-yariant noise.

Local-invariant noise which for example might be caused by intensity variation of the

* Praca wygloszona na X0 Sympozjum Do$wiadczalnych Badan w Mechanice Ciala Stalego War-
szawa-Jadwisin, 1986.
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light source and by the video target, the 4/D-converter etc. are appreciably reduced by
averaging the intensity function recorded over time, an image-storing process:

T, ) =5 > folx ) @

with 9, the number of scanning repetition. The local-variant noise is caused by bubbles,
scratches, schlieren in the photoelastic model itself, by inhomogeneity, spots and other
defects of the optical filters and the video target. Also the uneven illumination by the
light-source must be considered.

As the Fourier-transformation may not be recommended because of limitted memory
capacity of the considered computer systems, procedures of lowpass-filtering are introduced,
i.e. from a mathematical point of view the transformation of a function f(x, ¥) onto a new
image function g(x, y): in a discrete point of the image g(x, y) depends on the values of
J(x, y) in the neighbourhood U of the considered point. As local operator of transformation,
a balanced matrix A(x, y, i,j) is introduced with the window M = Q2k+1): Qk+1)
pixels to describe the neighborhood U.

The relation between this balanced matrix and the local coordinates is difficult to
describe; therefore a local-invariant filter, i.e. a homogeneous local operator h(Z,)), will
be used. This convolution process holds (Fig. 1):
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In digital image-processing generally a data-reduced binary image is produced from
the gray tints-image by determining a threshold value I,).,.;; and then allotting the shades
of gray for “Low” and “High”, if I(x, ¥) < Ischwen OF > Isepywen respectively.

But in photoelasticity important informations are lost by such a binary notation as
shown for instance in Fig. 2.

It is of utmost importance to obtain exact data of the localization of extrema and to
maintain them. Therefore median-, dilatation- and erosion-filtering are not suitable as
well. As it has been proved by Perzborn. [1], balanced mean valuefiltering yields less dyna-
mic compression as well as faster calculation, process and maintains the coordinates of
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the extrema of the fringe pattern. The local operator holds:
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Fig. 2.

The elements of this matrix may be calculated e.g. according to the following formulas:

1 1
a=05—; ;=053 =13
Y,y r[j Y J (ri,J)z Yo,o0 (5)
with:
ri.j — (L2 +j2)1/2-
Then the transformation yields the discrete function of intensity:

+k  +k

Ie, 9= D D) Gti, y40) - honis ) = (s Bomdis o- ©)

i=—~k j=—k

2 Mecch. Teoret. i Stos. 2/88
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To eliminate the background intensity, recurrent convolution as commonly used is not
suitable in photoelasticity (Fig. 3).

Original Faltungen: Nuitbild

Intensitaten ’
0- 48 i 150 - 169

50 - 99 — 170 - 189
100 - 149 190 - 209
150 - 199 -2 210 - 229
(Original) (Nuilbild}
{Fallungen)

Fig. 3.

Therefore a “zero image™ is taken in a circular light-field (in a circular darkfield a back-
ground does not exist, but local-variant noise only) and is stored as a zero intensity matrix
fo after filtering, as described before. Contrary to the Moiré technique and holographic
interferometry, the background intensity is related multiplicatively with the fringe intensity.
But as division of f(x, ¥) by IAo(x, ) leads towards a high dynamic reduction, the quotient
is multiplied with the maximum value IA,,.” of the intensity observed on the model and
taken by a histogram. Furthermore, there exists a minimum light intensity IA,,,,-,, caused
for instance by the dark-current-response of the video camera and by scattering light.
IA,,,,,, may be estimated regarding the background intensity of the dark field.

The now filtered and corrected intensity function finally holds:

I(x’ y)_Il:uln 7

I*(x: y) = f (x y) Imax- (7)
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3. Contour mapping

For further evaluation the exact contour lines of the model must be determined, At
first, the surface of the model may be powdered to reduce its transparency. Then a thres-
hold value

1
I, = 5 (Inmx+]min) (8)

will be taken in a circular light field. However, the contour lines are smeared. Therefore
they must be intensified by a gradient procedure. For a window (2k+1) (2k+1) the
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maximum of the absolute values of i) the four discrete first derivatives in the direction
of the x-axis, the y-axis and +45° to these axes, or ii) the second derivatives (pseudo-
" Laplace), ‘or iit) the tiean value differential calculns will be determined. The maximum
of intensity then yields the exact coordinates of the contour. This process of nOIﬂlllCal
transformation is described by: S
ICont(x y) = Max(lI*huﬂD, (9)
where: o denotes one of the plocesses i) to iii), and p the direction (x, y, +45°, —~45°)
(Fig. 4).
- After flltelmg ‘and contour mapping, the values of intensity of the object only are
stored column by column.

4. Posiﬁoning of extrema

It is not possible to measure the absolute values of intensity. Otherwise the problem
would have been solved already. As mentioned before, filtering of local-invariant and
local-variant noise, the background intensity and especially the dynamic compression
because of the modulation transmission function are influencing the shades of gray. There-
fore the coordinates of extrema are determined only.

4.1 Isochromatic fringes. A characteristic value ky is assigned to each pixel. Now in the
evaluation process these characteristic values are changed in different steps if the pixel
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is not relevant as loci of extrema. Those points are relevant only the values ky of which
remain unchanged during the whole process. In a first step ky remams ‘unchanged if:

i) the pomts are inside the domain G of the object, (x,3) € G;, !

ii) in case of equ'ﬂ intensity in the v1cm1ty, the considercd pornt" ¢orr<,sponds to the
centre point; ‘ .

1ii) ms1de the window the mtens1ty of a pixel is detected-as-a relatlve cxtremum. In
a domain, where the interference fringes are very dense, tlus co;ldluon already yields the

comdmates of the extrema (Flg 5. : e - i l

In a second step a threshold value W1ll be detem_;lned J;"or each ¢olumn by averaging
the intensity valaes of the plellmmary extrema. Thevat‘latzon‘of the threshold value T pen
from column to, column must. be very small. If Lthe diffelex?te -of, the 1111 eshold values of
successive columns is’ larger than a’ glven measure A/, values WJll be balanced. The
characterlstlc value ky remams unchange lf — ‘
i) the intensity ‘of a minimum < Lsehpperts =17
i) the mtensrty of maximum > Iscpwepr (Fi g 6

In the third step, cxpected, Areds gf lgl’cenmty are ‘determmed*by‘compal1son of the
extreme intensity values in thet-sifigle columns. Except in areas of high fringe density,
the extrema must lay in the expected areas, otherwise ky is to change, i.e. the considered
point will be eliminated as loci of extremumn (Fig. 7). The intensity of an extremum can
be figured out of the intensity of the successive preliminary extrema of the other kind
and the threshold value, regarding a range of variation I,:

|
l
1}

|
I
I
i
l

Imin(k.j) 2ISchwell — 75 [Imn‘c(l ]) —l']mmu([_| I >]‘] +IA ’

e BT

T L 10y
K j Imax(l;j) 2r$chwell _"[{mlu(k"zljg :"'Z,m.(%‘l‘l" I fdo ] \;
A l l l Ty ;'
The observance of these condmons can be dema11ded for thewhole dqmam G of the
object, kN 1s changed for-- those plxels in which the conditions e{ccordmg:{to eq. (10) are
not sat1sf1ed (Fig. 8). “,}“ f R ! -/"’ ‘

.........

Compa;m‘,ng the loci. bf extréma column by cdlumn shlftmgsﬂmay -be-observed. Thesc
shiftings are to be e\fmmated by a Qorrectlan algorlqhm Limitin values of 111ten31ty and
of the cogfllmates of extrema af® given. | . :3 1 ...... IL_«._ {- !

Jhen th ‘Tm];il loci of extremum thhm qhe wmdpw is detelmlned as“the central point
withfin the qlmnﬁng values of mtens;ty, if the coordmates w1thM} 'Ehe__ respectlve 117n1tmg
values.» 24y T

o
| 4

1~ < :l o :
Tu phot(?elashcfﬁy, the 1nterg"e£ence frm es are jsometimes pal"aTlel ©F al'mest pamllel

to the directioncof sc scanning, arld AS the-dat are stored sequentla ly, tbe Ellrectlon ‘of eva-
luation“cGincidds with the direction of §canpmg, -and in consequence, dlslqczf_t_xons of the
extrema fro wlumn to colurhb "mfy a,ppe r. To ,orrect the_errars,—the”complete matrix
of the imagg is transformed: I*(x, y) - I*(y, x). T T TPI”OWSS of localizing the
extrema ﬁxaapplled;as beforks The doorlinages of t{he eS‘FfE}ﬁa glﬁTTtH%Emég n in
two orthogonal directions are compared andsbalanced in casesof differences.
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4.2 Tsoclinics. Under the supposition of elastic response of material, the principal
directions of the stress state are independent of the magnitude of the stresses and therefore
the isoclinics, too, whereas the isochromatic fringes are changing with the variation of
stresses. Thus, by varying the load p, the light intensity holds:

I= sinzZocff A.,%(l)sinzn G(lp) didp. (1

The isochromatic fringes are then smeared and the loci of minimum intensity yield the
coordinates of the isoclinics. Discrete integration of eq. (11) over p is equivalent to image-
storing included filtering of local-invariant noise.

Further evaluation has to be done as for isochromatic fringes (Fig. 9).

5. Tracing algorithm

The coordinates of the extrema are stored in integer values (pixel), therefore the mean
camber lines always appear as stepped parts of straight lines, Those parts of more than
three pixels are registered by the coordinates of the initial and the end point, thus saving
memory capacity also. Loci of extrema which are not in direct vicinity of those parts are
proved by a neighbourhood matrix. (Fig. 10), whether they are relevant or not.

Q11| Ap| D3|~ ISUM‘I = .%10”
anlaya; r

.

3
931 959%3 — Loz = ,‘2 ay

L——l—g Tegus = éﬂn
3
Toume = ,)510‘3
L
Isum =2 Isumk
Fig. 10.

Depending on the partial sum, it will be decided, in which direction the search process
should proceed. In case¢ of discontinuity, the neighborhood matrix will be enlarged. Because
of edgeeffects uncertainties in areas. close to the object contour lines may be observed
(< 20 pixels). Then the mean camber lines are extrapolated from the internal curves.
Finally, smooth curves are produced using parametric cubic spline- functions.

6. Conclus'iqﬂs:‘ S
The described procedures-have been developed under the.aspect, that microcomputers
are available only, and it is even not necessary to use an image-frame-store. The whole
programming has been done in overlay-sttucture. Application is not restricted to photo-
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elasticity only, but photoviscoelasticity, non-linear and dynamic problems may be con-
sidered also, as well as Moiré techniques and holography.
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Pesiome

ABTOMATHWUECKAS IIMDPPOBAA OBPABOTKA OLBPA30B

ObpaboTia 06pasoB B oTOynpyrocT Tpefyer 3alucH U PasieleHus ABYX CEMbeil KPHBBIX: H30X~
pom o #soKIMHE. O6poBoTKa aNTOPHTMOB A (UITPALMH, 0TO0Pa PA3HHMI[ HHTEHIUBHOCTH CBET2 H JIO-
Kanu3aUUK FeOMETPHUECKHX TOYCK MAKCHMaNbHOM MHTEHCHBHOCTH CBETA ABASCTCI Heobxommmoi. Onpe-
TeJIeHIe H30KIIUH SIBJISIETCST 0COBEHHO TPYIHBLIM TAK KaK He OOCTaeT BHOCO-KaMep PasyiHiIalonIinX LBEThI.
B pa6oTe BLIBEIEHBL ANrOPUTMBL M ONKCAHBI IPOLERYpPb! Al yiIyureHus obpaborkn ofpazos B doto-
YIPYTOCTH.

Streszczenie

AUTOMATYCZNE CYFROWE PRZETWARZANIE OBRAZOW

Przetwarzanie obrazdw dla elastooptyki wymaga zapisania i rozdzielenia dwdch rodzin linii: jzochrom
i izoklin. Konieczne jest opracowanie algorytméw dla filtracji, eliminacji r6znic w intensywnosci $wiatla
i lokalizacji miejsc geometrycznych punktéw o maksymalnej intensywnosci §wiatla. Wyznaczenie prze-
biegu izoklin jest szczegblnie trudne ze wzgledu na brak wideo-kamer rozrozniajacych kolory. W pracy
opisane sa algorytmy i procedury dla udoskonalenia przetwarzania obrazéw elastooptycznych.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 1 czerwea 1987 roku.
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1. Introduction

The aptitude of hologram interferometry for measurement of quantities being of
industrial importance has undoubtedly been proved. Hologram interferometry can be
used to produce a fringe pattern which represents the field of surface displacement of an
opaque object in response 1o an arbitrary type of loading. It has successfully been applied
for investigating phase object as well where the change in refractive index distribution
is stored by an interference pattern. Among numerous applications of holography the
contouring has also to be mentioned.

There are different techniques for quantitative evaluation of interferograms. Never-
theless, the main difficulty in applying hologram interferometry stems from the numerical
evaluation of interferograms. First, the extraction of the tremendous data set from the
requires a considerable amount of time. Second, the lack of the zero order fringe (unmoved
points within the illuminated area) can introduce ambiguity at the interpretation of inter-
ferograms and lead to decrease of accuracy.

Frequently, there is no need to determine the total three-dimensional deformation
to specify the shape of an object, or to calculate the temperature and mass distributions.
The main interest can only lie in the differences (e.g. in shapes) of two objects. One of
them can be referred to as the master one, the other as the test object at large scale produc-
tion sampling,

The comparison can be done by the difference hologram interferometry [1]. As its
inherent property a new object being compared is illuminated holographically by recon-
structing the real images of the first object. The idea of the holographic illumination was
proposed by D. Denby at al. [2], its potentiality to compare two objects by hologram
interferometric techniques was formulated by D. B. Neumann [3]. In the following a short
discussion of its principles will be given and selected applications will be presented.

* Praca wygloszona na XII Sympozjum Do$wiadczalnych Badadhi w Mechanice Ciala Stalego,
Warszawa-Jadwisin, 1986
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2. Basic considerations

Let us survey the steps of making difference interferogram, i.e. pattern displaying the
difference in characteristic quantities.

In the first step, the conventional hologram interferometry is used to record an inter-
ference pattern which contains information concerning deformation, shape, or refractive
index changes of the master object. This interferogram is considered as a way of recording
and storing two wavefronts with a given phase difference.

For a while let us think in terms of the conventional hologram interferometry, keeping
in. mind the task of comparision. Then, the second step would be recording another double
exposure interferogram related to a new (test) object. Its fringe system would contain
information about deformation, shape or refractive index change of the test object. So,
the test interferogram would also store two wavefronts with definite phase difference. -

Détermining differences between the two objects both interferograms are to be evalua-
ted, because numerical results are comparable, only.

If the difference hologram interferometry is applied, there is no need for separate
recording and evaluation of the interferograms. The test object is illuminated by the rea
images of the master objects. As it was stated above the phases.of the.illiminating wave-
fronts were determined by the states of the master object. The .states' of the new object,
due to the applied illumination, modify those phases and their. subtruction/addition is
realized by recording a new interferogram. Bearing the subtruction of the phases in mind,
the difference in the states of the two objects is re(:orded by the new holographlc mterfc-
rogram. . Codne e i

With computer aided evaluation the difference mterference pattern p10v1des a very
quick, easy to handle, optical measuringtool for the comparison:of: two- objects with
interferometric precision. Using fast recording material, the teehmque in this reallzatlon
can be used as an on-line measuring device. . i .y BRI

The quantitative representation of what has.been said above is as follows [4]. F01 the
sake of simplicity we restrict ourselves to:the phase object con51derat10ns Naturally, the
analysis is also valid for opaque object investigations. - i LR

Let the test object ifi its initial:state be illuminated. by the first real imageof the master

object. The complcx amplltude U1 of the llght aniving at the plate can. be expressed as

P PN A

e erxPl—J@ol

where U, and Cbo are both functlons of the spatial coordmates at the plate ]he quantmes
U, and @, contain all the informations related to the wavefield which is detelmmed by
the refractive index distributions of the master and as well as test obJects in their injtial

states.. A gaiiose

The complex amphtude U, arriving-at the plate durmg the second expdsur, hvbenctize
“test object is- Subjectecl tola glven load e.g. heating; can’be-expressediass sivioroistrdni
[ PR o I

P \ adionig @3 lo soizagaeib

erxp[—J(d30 +AD A@ 11,

SONErE Tipiznd @)y are astbefore; AD:is thie phase difference’ céﬁﬁedrbyfthelneframmfé fndex
change in the master object and AQ” is that of the test object, BecauSd¥ this pllsé teversil
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of the master wavefronts the phase differences 4% and A®” should be taken of opposite
sign when both of them belong to the object change of the same character, e.g. increasing
the refractive indices in transparent object case.

At the reconstruction of the holograms the irradiance of the object will be proportio-
nal to:

J = U, +T,|? = 2U,[1 +cos(AD’' — AD)] .

The number of fringes in the difference interference pattern is determined by the sum of
AP’ and (—AD).

3. Realization of the difference hologram interferometry

The analysis discussed above has been carried out in terms of separate uses of the
master object wavefronts for illumination, and can be realized by dual reference beam
method- which permits dynamic control of the reconstructed real images of the master
object and adds flexibility to the adjustment of the holographic illumination.

The master wavefronts can be recorded on a single plate with single reference beam,
too [5]. The pecularities of the experimental set up are as follows:

Two-reference beam method: the two master holograms are recorded by two reference
beams. The simplified experimental set up without beam expanding elements is shown. in
Fig. 1. The laser light coming from the right hand upper corner is devided into two beams.

Fig. 1. Experimental arrangement: two-reference beam
method M,

The beam passing through the first beamsplitter is the master object beam. The reflected
light after consecutive splitting produces reference beam R, for recording the difference
pattern during the second step on the plate H,; reference beams R,,; and R,,, for recording
the master holograms on the plate H,, and the adjusting beam AW. Symbols O,, and O,
denote master and test objects, respectively. Mirrors M, reverse the reference beams R,y
and R, for the illumination of the test object.

The two states of the master object are recorded on the same plate (H,,) by the two
reference R,; and R,,, coming from different directions. For fine alignment of the mirrors
M,, reversing the reference beams, an additional spherical wavefront AW is recorded by
both reference beams. Reconstructing it by both conjugate reference beams simultaneously,
its fringe free image indicates the correct alignment of the reversing mirrors.
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Single reference beam method 1. (without beam splitting the object beams). The cor-
responding arrangement is the simpliest one because one reference beam is used, only,
as in conventional double exposure holography. When the master hologram is illuminated
by the reversed reference beam, both master object wavefronts are reconstructed and
used in both illuminations. A double exposure interferogram is made for test object.
When the test interferogram is reconstructed interference of four wavefronts can be obser-
ved. They are the difference interference pattern, and disturbing interference fringe systems:
sum of the displacements and twice the actual displacement of the test object.

If the displacement of the master and test objects is to large that their frings systems
are unresolvable, the difference interference pattern will be the only visible fringe system.
The disturbing interference patterns result in a decrease in. the visibility of the difference
interference pattern.

The schematic drawing of the corresponding experimental arrangement is shown in
Fig. 2 with main notations as in Fig. L.

Single reference beam method 2 (with beamsplitting of object beams). An intermediate
arrangement between the two reference beam technique and a single reference beam method
1 is shown in Fig. 3. A single reference beam is used for recording master wavefronts on
a single plate. The significant element of the experimental set up in Fig. 3 is the beamsplitter
BS separating the master object wavefronts on their way toward the hologram plate H,,.
As a result of the beamsplitting they arrive on the hologram plate from different directions.
During the wavefront reversal the appropriate path is open only while the alternate one
is blocked.

) N
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Fig. 2. Experimental arrangement: single reference  Fig. 3. Experimental arrangement: single reference
beam method; no beamsplitting the object beam  beam method; beam splitting the object beam

All the other steps in producing difference interference pattern are the same as those
discussed above. It is worth mentioning that there are another ways to split the object
beams, e.g. using a michelson interferometr type beamsplitting,

4. Applications

4.1. Displacement difference measurement. In the case of displacement measurement the
master object surface under study was the bottom of a pressure chamber. Between the
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two exposures the pressure was increased in it causing a bulging of the bottom and pro-
ducing concentric fringe system.

For the sake of simplicity the same chamber was used for the test object as well, but
in the latter case the bottom was repainted and the chamber position changed a little to
simulate the different microstructure.

The first step is the recording a double exposure interferogram, corresponding to the
two states of the bottom before and after the load. The developed plate H,, (Fig. 1) is
placed back (with interferometric precision), the master object O,, taken away and the
test object O, placed as shown in the figure. A new holographic plate H, is placed in the
direction where the master object had been illuminated from.

The reference beams R,,; and R,, were plane waves, their reversal is simply realized
by the mirrors M,. The test object O, is illuminated by reconstructed real images of the
master chamber in turn, corresponding to the sequence at the recording of the master
holograms. If the pressure change between the two exposures in the master and test cham-
bers is different, the bulging of the bottom will be different. This difference can be recorded
in the form of interference pattern by the plate H,.

Fig. 4. Deformation measurement with two-reference beam method: composite interferogram (I)

The working of DHIT can be demonstrated quantitatively on a composite interferogram.
in Fig. 4. The lower left quarter shows a quarter of the fringe system of the master object
the upper half shows the half of the fringe system of the test object and the lower right
quarter shows the essence: a quarter of the fringe system displaying the difference between
the master and test object bulging. The bulging of the master object results in 15 (light)
fringes, that of the test object only 3 fringes and their difference is really 12 fringes.

The composite interferogram of Fig. 4 is not composed by phototechnics but the holo-
graphic recording of the test object itself is composite: it was made in three steps and with.
different coverings of the test object. The coverings marked with lines and the illuminations
belonging to them are explained in Fig. 5. First the lower half of the test object is illumi-
nated with the image of the master object in its undeformed state (I,,;). In the second
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step the test object, in its undeformed state yet, is illuminated with the image of the master
object in its deformed state (/,,) and the lower right quarter is covered. After that the
deformation of the test object follows. Then the last step is the illumination of the test
object with. the image of the master object in its deformed state ([,,) while the lower left
quarter of the test object is covered. '

a.

————

D

1 1 111

,mz,de’, bon2

\I,m,def, lmz
Im1,Im2

Fig. 5. Deformation measurement with two-reference beam method: steps of making the composite
interferogram

Summarizing the three steps, the following has happened on the different parts of the
test object (Fig. 5, lower part). The lower left quarter of the test object was illuminated
only in the undeformed state of the test object by I,, and I,,, thus the interferometric
fringe system of the master object arose. The upper half of the test object was illuminated
before and after its deformation with the same wavefront, with the image of the master
object in its deformed state (f,,), thus the interferometric fringe system of the deformation
of the master object arose. Finally, the lower right quarter of the test object was illuminated
before and after its deformation with different images of the master object and in the right
order (I,., after I,,), thus the required difference arose.

Fig. 6. Deformation measurement with two-reference beam method: composite interferogram (1)
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The advantage of all of this is that the fringe system of the deformation of the test
object and the difference fringe system could be recorded from nearly the same viewing
directions at the same deformation, happening once, of the test object. Thus the source
of error that the repeated deformation of the test object may be a bit different is omitted.
(Of course, the recording of the two fringe systems at the same deformation, happening
once, of the test object could be done without covering as well. One should put a beams-
plitter in the path of the test object wavefront and use two hologram plates. However,
this would have increased the already very dangerous light poverty of the set up.)

Fig. 6 is very similar to Fig. 4, only the fringe systems to be subtracted are too dense
to be observed by the naked eye. Nevertheless their small difference can be seen in unchan-
ged quality. Thus DHI works in the case of invisible dense fringes as well.

4.2. Shape difference measurement. As the second example of application a two-refractive
index contouring will be presented [5]. As for the first step in DHI contouring, the quality
of difference holograms and their reproducibility were the main aspects at the choise
of the proper DHI method. They had been found quite problematic at the authors previous
deformation measurements as well. The lower quality may be connected with. the diffuse
holographic llumination itself although simple interferograms of good quality could be
produced by using the same holographic illumination in both steps. The reproducibility,
however, must depend upon the disturbing effects of the surroundings only.

The two-refractive-index contouring has got the special requirement that at least the
observation of the object has to be perpendicular to the window of the container [6].
At DHI contouring, where the observation and illumination change their role at producing
the difference, this means that in any case both have to be perpendicular to the window
of the container. A beamsplitter can ensure this but with significant loss of light power
only. Therefore, a compromise was chosen and the beamsplitter was replaced by a pair
of mirrors cemented on the faces of a prism close to each other. Through this pair of mir-
rors, the observation of the master object (and the illumination of the test object) was
perfectly perpendicular and the illumination of the master object (and the observation
of test object) was only nearly perpendicular,

Fig. 7. Experimental arrangement for contouring

The sketch of the experimental setup is shown in Fig. 7, and the pair of mirrors is denoted
by MM. The lens L, focuses the beam of the collimator C; onto the right mirror of the
pair of mirrors MM and the lens L ensures the parallel object illumination. The obser-

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/87
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vation from parallel directions is achieved through the lens L again and after the reflection
on the left mirror of MM through the aperture 4, and the lens .Ly. The pair of mirrors
MM is placed at the foci of the lenses L;, L and L, that the illumination and observation
directions could get quite close to each other R,, and R, are the two plane reference
waves and AW is the additional spherical wave for the master hologram H,,. (The beam
expanding elements are not shown.)

The changes required to the production of the difference interferogram of the test
object are shown by dotted lines in the figure. The mirrors M, reverse the reference beams
R,y and R,, and the mirrors M, reflect the reference beam R, and the test object. beam
onto the hologram plate H,. The lens L, makes a very reduced image of the test object
on the hologram plate to increase the intensity of the weak object beam.

The object is an aluminium membrane of 60 mm diameter, the middle of which can
be loaded with a micrometer screw to change its shape in a controlled way. Its surface
was machined by surface grinder and was corroded by NaOH to get a plane and diffuse
surface which could be contoured with 10 pum sensitivity. It is placed in a container with
an optically flat planparallel window.

To get 10 pm sensitivity, alcohol and water are used in the container in the two steps
of contouring at the argon laser line A = 488 nm. First the contour image of the master

Fig. 8. Master-, test and difference contour fringes
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object is produced. The two exposures of the master hologram H,, are taken with the
reference beams R, and R, separately while the additional wave AW remains always
present. At the reconstruction of the master hologram H,, the reference beams R,,, and
R, are reversed to produce real images. Their coincidence is achieved by observing and
eliminating the interference fringes of the two real images of the additional wave AW,
Then the contour fringes of the master object appear. These images are used separately
for the illumination of the test object in the second step at the recording of the test holo-
gram H,. The liquids and reference beams R,; and R,, are used in the same order as
before. Thus the difference contour image of the two objects is produced by the test holo-
gram H,.

In Fig. 8 the evidence of difference making is illustrated numerically. The arrangement
used was the predecessor of the arrangement outlined above. The illumination and obser-
vation directions subtended wider angle and the lens L was put quite obliquely in the light
path to avoid the disturbing reflections. The concentric fringe system of the approx. 65 um
bulging at the centre is shown in Fig. 8 in the case of the master object. The test object
was simulated by changing the shape of the same object to approx. 100 pm bulging. Its
fringe system is shown in Fig. 8. The fringe system of the difference bulging (approx.
35 um) of the centre is displayed in Fig. 8 within half a fringe accuracy,
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Streszczenie

ZASTOSOWANIE ROZNICOWE]J INTERFEROMETRII HOLOGRAFICZNEJ

Praca przedstawia krotki opis zasad roznicowej interferencji holograficznej. Jej istotna zaleta polega
na mozliwo§ci porownywania (znajdowania roznic) pomiedzy dwoma obiektami. Metoda jest przydatna
gdy nie ma koniecznosci wyznaczania wszystkich skladowych przemieszczenia, lub wyznaczania ksztaltu
obiektu a wowczas gdy interesuje nas réznica ksztattu lub zmiana ksztaltu obiektu.

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 czerwea 1987 roku.
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SPECKLE PATTERN CORRELATION USING DIGITAL IMAGE PROCESSING*
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WOLFGANG OSTEN

Academy of Sciences of GDR — Karl-Marx-Stadt and Berlin

1. Introduction

Over the last 15 years, a lot of work has been done in the field of displacement measu-
rement by coherent optics. One of the methods, beside holographic interferometry, is
speckle metrology which splits into Speckle Pattern Photography (SPP) and Speckle
Pattern Interferometry (SPI). Depending on the point of view, the measurement principle
has been described in different terms by several authors and the sum of literature is not
always easy to be understood. SPP is sometimes explained by moire terminology and the
basic relations in SPI originate from optical path length argumentations similar to holo-
graphic interferometry. In basic papers by Pedersen and Yamagushi [1, 2] speckle metro-
logy is explained from a unified point of view: intensity correlation.

In section 2 we follow this theory in order to explain the measuring principle of Digital
Speckle Pattern Interferometry (DSPI) and give a simulation example of it. The experi-
mental arrangement incorporating a digital image processing system Robotron A6472
is discussed in section 3. The online data pickup and correlogram construction enable
us to proceed with automatic evaluation which is subject to chapter 4.

2. Speckle pattern interferometry — an intensity correlation technique

The basic relation in speckle pattern correlation measurements connects the crosscor-
relation function with the mutual intensity of the light field scattered from the undeformed
(j=1) and deformed (j = 2) object, respectively:

o, = SALADLY _ KULUP W
\CIVRELY, CIVRELY,
and holds if the speckle pattern obeys gaussian statistics (3). I; and U; denote the intensity

and amplitude field of the light and {...) is an ensemble mean. In the following, we con-
sider SPI only and assume the speckle position to be fixed, i.c. no speckle shift. Beyond

* Praca wygloszona na XII Sympozjum Do$wiadczalnych Badan w Mechanice Ciala Stalego
Warszawa-Jadwisin, 1986.
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this, the mean intensities {I,) and {J,)> should be equal, thus we drop the index, The
mutual intensity in this case becomes:

(UtUs» = Iexp (—? i(h—k)d), @

where h and k are the unit vectors of the illumination any observation direction, respecti-
vely. d = (d,, d., d3)T denotes the displacement vector field and A is the wavelength of
the used laser light. As it is obvious from Eq. (2) the correlation function of a simple
illuminated and observed object is a constant. In common SPI setups, two statistically
independent speckle patterns U* and U? are superposed in order to produce interferometric
sensitivity [4]. We than have:

UFU = U UD +UF U3, (3)
and with (1) and (2):

LIPS -2 42400 <I?>cos 3;’- (hy—hy— (k, —k2)) - d
e S+ ' @

Before we apply Eq. (4) to given interferograms, we select the case of maximal con-
trast of correlation fringes. This is achieved, if the mean intensities of the interfering speckle
fields are equal: {J') = {I?>. With the abbreviation S for the sensitivity vector we finally
get:

.
o1 =—;—(1+cos (T”S-d)\), (5)

S = (hl_kl)—'(h2_k2)' (6

With the proper choice of illumination and observation geometries the sensitivity vector
S allows to separate displacement components lying both in the object surface tangential
plane and normal to it.

2.1. In-plane sensitivity. The scheme of an interferometer capable of in-plane displace-
ment measurements [4] is plotted in figure 1. The object is illuminated by two collimated
beams in a symmetric manner. Both beams create independent speckle patterns that inter-

S
Semiy

X, TX2

Fig. 1. Double-beam interferometr for in-plane  Fig. 2. Modified Michelson interferometr for out-of
displacement measurements plane displacement measurements
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fere on the detector plane and produce a resulting third pattern. Assuming parralel obser-
vation for the field of view Eq. (6) yields:

S =sind(1, 0,0)7 @)
and reveals independence of out-of plane displacements. This is a very important distinc-
tion to holographic interferometry. From the spacing of correlation fringes strain may be
obtained directly without solving systems of equations and without knowledge of the
absolute fringe orders.

2.2. Out-of plane sensitivity. There are different interferometric setups realizing out-of
plane displacement measurements [4]. A common method is the superposition of a smooth
reference wave with its virtual source at the centre of the imaging aperture. We describe
two other arrangements less complicated in adjustment. The first is shown in figure 2 and
consists in a modified Michelson interferometer. The mirrors have been substituted by
diffus scattering object and reference surfaces. They are illuminated by the beam splitter. -
mirror and the reflected speckle fields are collected again to interfere. The sensitivity
vector becomes: '

$=(0,0,2)" ®
In practical applications the sensitivity according to Equ. (8) may be too high and there-
fore an interferometer of reduced sensitivity has been developed [4]. It is sketched in figure 3.

X
Fig. 3. Interferometr with reduced out-of plane sensitivity %2 ’

The sensitivity vector is: .
S = (sin®, —sind,, 0, cosd, —cos )T, ®

_Lmd in the limit of streakixig illumination (191, B, - %) we have:

S == (0, 0., 192'—?91)1-- (10)

3. Correlogram formation in speckle pattern interferométry

In section 2 it is shown which relations exist between the displacement vector field d
and the crosscorrelation function. The remaining question is, how to measure that quan-
tity. Different methods have been developed from several authors and fall into two cathe-
gories: optical and electronical. Tn optical processing the speckle fields of both object
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states are recorded on the same photographic plate. Sharp structures of the speckle pattern
itself or additional introduced speckle structuring (interference or shift) are exploited to
detect regions of decorrelation (i.e. vanishing structures) by an optical Fourierprocessing,

Electronic processing allows to bypass the photochemical process by pattern recording
with photoelectric detectors (TV pickup tube, CCD matrix, photodiode array) thereby
simplifying the procedure and making it more acceptable for application. The method
is called Electronic Speckle Pattern Interferometry (ESPI). ESPI is a widely used tool in
yibration mode and displacement visualization for scientific and engineering purpose
[5, 6]. Visual fringe interpretation, however, often yields qualitative results only.

The reduced volume and cost of memory circuits recommend the video recording
media used in ESPI to be substituted by more accurate digital image memories. Conse-
quently, a computer may be used to perform both correlation of the stored speckle pat-
terns and displacement extraction from the resulting correlograms (often called “interfe-
rograms’”). Some recent papers [7 - 11] present this Digital Speckle Pattern Interferometry
(DSPT) and introduce phase shifting techniques in order to get quantitative results. Digital
pattern processing by today’s microcomputer systems suffers from high processing time
requirements for full TV image operations (e.g. 512x 512 pixel). Offline links to large

. scale computers [7] or reduced pixel numbers [8 - 11] are reported relaxing the time pro-
blem. We, instead, use the fast pipeline image processor that realizes image opertions at
video rates (40 ms) by virtue of the SIMD principle. It provides real-time correlograms
as well as fast online evaluation.

The way of getting the desired correlation function depends on the type of experiments:
dynamic or static load. In the case of dynamic loads (vibration, shock) the patterns are
added in the photodetector already either in a time-average or a double exposition fashion.
The speckle contrast of the resulting pattern is related to the degree of correlation and high
pass filters or level-windowing techniques convert contrast variations into brightness
fringes. .

We focus our interest on the static load case and investigate what happens in detaile.
The patterns of the initial and deformed state of the object are recorded successively and
stored on a video tape or in a digital memory. After that, the squared difference of the
patterns I, and I, is displayed. If we replace the ensembie mean by a spatial average (i.e.

Fig. 4. Example correlogram formation
(A) pattern of the underformed state, (B) pattern of the deformed state, (C) squared difference (4 — B)?
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by eye), we measure:
(UL =Dy = 2{I*(1-04,) (11)
and from Eq. (5) we get:

(=LY = HIy?sin (2—;‘- s d). (12)

In order to give an example, figure 4 shows the monitor print of two different simulated
speckle patterns [12] whose mutual correlation is g,, ~ (k—ko)>+ (I—1,)? where (ko, /)
denotes pixel locations in the image center. Clear correlation fringes are visible is the
patterns are subtracted and squared according to Eq. (11).

4. Experimental results in DSPI

The scheme of our speckle pattern interferometer is drawn in figure 5. The expanded
and collimated light from a 30 mW He-Ne laser is directed to a beam splitter mirror thus
iluminating a 50 mm-spot on the diffusely scattering reference and object surfaces. One
of the objects is a central loaded circular disk, sprayed white. The reflected light of both
surfaces is collected again by the mirror and imaged onto the pickup tube of a simple
TV camera. A numerical apertur (NA) = 5.6 has been found sufficient for the camera

HE-NE-LASER

OPERATOR IMAGE SN o
VIDICON W
TERMINAL DISPLAY -
BS
: R
A I,

ADC

ABL72

K 1600

[MINICOMPUTER BUS

é é)_ g} — o
512 IMAGE
x

512 PROCESSOR

IMAGE MEMORY
“ 7

Fig. 5. Schematic diagram of the experimental setup

M ... mirror, L ... beam expanding lenses, O ... object, R ... reference surface, BS ... beam splitter

lens, although the resulting speckles (typically less than 15 um in size) are not completely
resolved by our vidicon. The camera signal is fed to the image processing system and
digitized to be stored in one of the four 512 x 512 pixel image memories, each 8 bit deep.
The squared and level sliced difference between a stored reference frame and the live
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camera image is presented on the image display at video rates using the fast pipeline pro-
cessor K2072 of the image processing system ROBOTRON A6472.

If only one TV frame is used for the reference pattern heavy electronic noise impairs the
fringe contrast (figure 6(A)). According to its origin, electronic noise may be reduced
drastically by frame averaging. Mostly we use 12 - 20 TV frames for at least the reference
pattern. The frame averaging takes us about 2 seconds but produces much better correlo-
grams almost free of electronic noise (figure 6(B)). Up to 50 straight or 18 closed circular
fringes have been counted by eye. Sometimes the interferometer head has been changed
(according to figure 1) in order to investigate in-plane deformations. Some results with
different types of deformation are shown in figure 7.

Fig. 6. Influence of frame averaging
(A) correlogram with high electronic noise (single frame), (B) correlogram from frame everaged speckle patterns

MY T etagh L
e o

b

0» . - A5 b
Fig. 7. Various results for out-of plane as well as in-plane deformation measurements
{A) pure out-of plane tilt, (B) combination of tilt and out-of plane deformation (as in fig. 6), (C) in-plane deformation of a clamp

with a hole, (D) statlc in-plane deformation of a tuning-fork



SPECKLE PATTERN CORRELATION 259

5. Automatic evaluation of DSPI correlograms

From Eq. (12) it is obvious, that displacement extraction from a correlogram may
take advantage from extrema locations that coincide with:

A
S-d=N—2-—, N=0,12, .. (13)

In order to get automatically all points satisfying Eq. (13) fringe centres (or skeletons)
of the correlogram have to be found. Image processing software is available for this pur-
pose in holographic interferometry [13, 14] and we apply it to DSPI correlograms. It is
suggested sometimes that automatic fringe centre determination is hard if not impossible
in speckle pattern interferometry. We found the line. thinning algorithm working quite
good if careful prepocessing has been applied to the correlogram.

5.1. Preprocessing of correlograms. Speckles carry the displacement information in DSPI
but after the correlogram is obtained they represent pure noise. This is a main source of
casual errors in DSPI [7] and some care should be taken of suppressing it. A common
method is the application of mean filters (digital low-pass filters) which are simple and
fast but they will fail in critical applications because of image blurring. Examples are
shown in figure 7 where different window sizes have been used. Although speckles are not
removed completely the fringes tend to fuse already. That for, a special geometric filter,
proposed by Crimmins [15, 16] has been implemented and gives significant more clear
fringes than mean filters do (figure 8) if the fringes are dense.

After correlogram smoothing a shading correction is recommended for equalization
of fringe modulation. This is done, deviding the correlogram by the mean intensity {I)
which may to obtained from camera again or be calculated from the correlogram by
a large-window mean filter that causes the fringes to blur. After the equalization step
a global threshold may be found for image binarization. Two examples are presented in
figure 9.

5.2 Skeleton based evaluation. Binary fringes are the starting point for line thinning algo-

rithms that produce a fringe skeleton (3 - 10 s) as it is visible in figure 10.
Such skeleton may be improved by both automatic filter algorithms (tip removement)
or man-machine interactions (gap closing). Doing so, skeletons of .proper accuracy have
been extracted. For an example the skeleton of figure 9(C) is plotted in figure. 11(A).
The displacement values have been evaluated giving a standard deviation from a fitted
curve of o, = 12° corresponding to a casual displacement error of 20, = 43 nm. The
displacement field calculation proceeds with semiautomatic fringe order asignment and
interpolation of broken fringe orders on a regular mesh (32x32 nodal points). The
final plotting of the experimental result (1024 points) appears after altogether 2 - 3 min
and the pseudo-3D-plot of the displacement field corresponding to the skeleton in figure
11(A) is printed in figure 11(B).
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1 1R MR
Fig. 1 by line thinning
(A) binary image of fig. 7(A), (B) line thiuning algorithm apllicd to (A)

Fig. 11. Skeleton of fig. 9(C) and plotting of the displacement field
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Pesome

KOPPEJALMA CHEK-KAPTHH ITPU IIPUMEHEHUM ITMPPOBOM OBPABOTKHU
OBPA30OB

B pafore mpercraBieHo cnexyie HHTEpMEPOMETPHIO NIPH HCIIOIL30BAHAN CBOMCTB LudpoBoit of-
paGoriu obpazor (Digital speckle pattern interferometry). B mCCIeROBaHUAX HCIONBIOBAHO CHCTEMY
ROBOTRON A 6472 ¢ BuauKoH-KaMepoit o 512 x 512 nukcenax. VccemoBaro nepeMeleHdst B Iloc-
KOCTH M TIepIIEHIHKYJIPHBIE K Hel.

Streszczenie
KORELACJA OBRAZOW PLAMKOWYCH PRZY UZYCIU TECHNIKY CYFROWE]
W pracy przedstawiono interferometri¢ plamkows wykorzystujac wla§ciwosci cyfrowego przetwo-
rzenia obrazéw (Digital speckle pattern interferometry). Badania wykonano przy wykorzystaniu systemu

ROBOTRON A 6472 wyposazonego w vidicon-kamere o 512 x 512 pixelach, Badano przemieszczenia
w plaszczyznie i przemieszezenia o kierunku normalnym do plaszezyzny.

Praca wplynela do Redakeji dnia 1 czerwea 1987 roku.
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WYKORZYSTANIE ZJAWISKA ELASTO-AKUSTYCZNEGO DO POMIARU
NAPREZEN*

JULIAN DEPUTAT

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN — Warszawa

1. Wstep

Metoda ultradzwickowa jest jedna z intensywnie rozwijanych nieniszczacych metod
pomiaru napreZen. Jej szczegdlne cechy to mozliwosé pomiaru naprezen zaréwno na po-
wierzchni jak i w objetosei ciala, bezposredniod$é pomiaru napreZenia (a nie wyznaczanie
naprezenia na podstawie zmierzonego odksztalcenia), a takze mozliwo$é pomiaru bez-
wzglednych wartosci napreZenia, a nie tylko jego zmian. Poczatki ultradzwigkowych po-
miaréw napreZen wiaza si¢ z praca Bensona i Relsona opublikowang w roku 1959 [1].
W pracy tej autorzy wykazali istnienie zalezno$ci miedzy naprezeniem w ciele stalym
a predkosciag rozchodzenia si¢ ultradzwigkowych fal poprzecznych, a takze zauwazyli,
e wplyw naprezenia na predko$é fal zmienia si¢ wraz ze zmiana kierunkéw propagacii
i polaryzacji fal wzgledem kierunku napreZenia. Przez analogie do zjawiska elastooptycz-
nego, polegajacego na zaleznosci prgdkosci fal swietlnych od naprezenia, odpowiednie
zwigzki dla fal uliradZwigkowych nazwano zjawiskiem elastoakustycznym. '

UltradZwigkowe pomiary naprezen sg technika mloda. Wiele probleméw pomiarowych
pozostaje jeszcze otwartymi. W ciggu ostatnich kilku lat obserwuje si¢ jednak szybki
postep zaréwno w zakresie teorii rozchodzenia si¢ fal akustycznych w ofrodkach rzeczy-
wistych, w zakresie metod pomiarowych jak tez w dziedzinie aparatury i przemystowych
zastosowar.

W referacie przedstawiono gléwne zasady ultradzwickowych pomiaréw mnaprezen
i przytoczono przykiady zastosowan tej techniki.

2. Zjawisko elastoakustyczne

W ciatach stalych predko$é fal ultradzwigkowych zalezy od stalych sprezystosci, gestosci
ciata, temperatury, stosunku wymiaréw geometrycznych ciata do diugosci fali i od napre-
Zenia panujacego w obszarze, przez ktory fala przechodzi. Ta ostatnia zaleznos¢, uwarun-
kowana nieliniowoscia sprezysta materiatu lezy u podstaw tensometrii ultradZwigkowej.

* Praca wygloszona na XII Sympozjum Do$wiadczalnych Badah w Mechanice Ciala Stalego, War-
szawa-Jadwisin, 1986.
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Pierwsza praca, w ktdrej uzyskano wyrazenia wiazace predkos¢ fal ultradzwiekowych
Z napreZeniem i potwierdzono do$wiadczalnie otrzymane zaleznosci byta praca Hughes’a
i Kelly [2]. Wedhig tych autoréw predkosci fal ultradZwigkowych wiaza si¢ z napreze-
niem zaleZno$ciami:

P
oo Vi = ).+2‘LL—T [6/+4m+TA+10y] 6))
0
P n ’
00 V2o =,u—7<0— [3m——2~+32+6,u] )
2 o At
3Ko M
o n
00 Vian zy—B—K,o [m+ﬁ+4l+4‘u] | Y]
o 22
T An '
2 — — Ihdihdl .
0oViza = H 3K, [m+4‘u +2+2y] (6)
T Atu
2 el — — —
Qo Viazs = 3K, [ 2 n 21] )

We wzorach tych: p —masa wlaiciwa w stanie naturalnym (dla 6 = 0), 1 i u—stale
Lamego, K, — modul sprezystosci objgtoéciowej, m, [ i n — stale sprezystosci 3-go rzedu,
P —ciénienie hydrostatyczne, o — naprgZenie jednoosiowe, V — predkosé fal ultra-
dzwigkowych. Indeksy przy ¥ oznaczaja kolejno: kierunek rozchodzenia si¢ fal, kierunek
drgan czastek (kierunek polaryzacji), kierunek naprezenia jednoosiowego. We wzorach
(1) i (2) indeks zero oznacza przypadek ciénienia hydrostatycznego.

Obszerny przeglad prac teoretycznych dotyczacych zjawiska elastoakustycznego mozna
znalezé w monografiach i artykulach przegladowych np. [3,4]. Odmienne podejscie
autoréw i réZny stopien stosowanych przyblizen prowadza do réznych wzoréw koricowych
a nawet roznych okreslen stalych sprezystoéci wyzszych rzedéw. DoSwiadczenia wykazuja
staba nieliniowos$¢ zaleznoéci pregdkosé — naprezenie i w praktyce korzysta.sig z wyzna-
czonej dodwiadczalnie dla danego materiatu zaleznoéci predkosci od naprezenia w postaci:

V-v°  %~t

== fo | ®

gdzie V° i V sa predkodciami fal w tym samym materiale w stanie naturalnym i w stanie
naprezonym, ¢° i  — odpowiednie czasy przejécia fal, § — stala elastoakustyczna materiatu
dla danej konfiguracji kierunkéw propagacji, polaryzacji i napreZenia, o — naprezenie
jednoosiowe.

Na rysunku 1 przedstawiono zmiany czasu przejscia fal podluznych, poprzecznych
oraz powierzchniowych. R rozchodzacych si¢ w kierunku naprezenia przy zmianach war-
toéci i znaku naprezenia. Dane te uzyskano dla prébki ze stali St3 w temperaturze 18°C.
Droga fal podtuinych wynosila 196 mm, a drogi fal poprzecznych i powierzchniowych
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107 mm. Przy wzroscie naprezenia rozciagajgcego predkosé fal rozchodzacych sic w kie-
runku naprezenia maleje (czas przejécia ros$nie). Wzrost naprezenia $ciskajacego powoduje
zwickszenie predkosci fal (czas przejécia maleje). :
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Rys. 1, Zmiany czasu przejécia A¢ fal podtuznych V,,,;, poprzecznych V)3, i powierzchniowych R rozcho-

dzacych si¢ w kierunku naprgzenia o w funkcji naprezenia. Probka ze stali St3.- W ramce rysunku uklad

glowic ultradzwiekowych: N — glowica nadawcza, O, { O, — glowice odbiorcze. Zmiany czasu mierzono
na drodze miedzy glowicami odbiorczymi

Podobne zalezno$ci skalujace mozna uzyskaé dla fal rozchodzacych sie w kierunku
prostopadtym do kierunku napreZenia. Wyniki uzyskane dla kilku przypadkéw przed-
stawiono na rysunkach 2 i 3.
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Rys. 2. Zalezno§¢ migdzy naprezeniem i réznica predkosci fal poprzecznych rozchodzacych sie w kierunku

prostopadlym do kierunku napreZenia i spolaryzowanych w kierunku naprezenia V.53 i w kierunku pro-

stopadiym do kierunku naprezenia Vy,s. Prébka ze stali NC6. Obok wykresu umieszczono schemat
badania

Na rysunku 2 przedstawiono zaleznoé¢ réznicy predkosci fal poprzecznych rozchodza-
cych si¢ w kierunku prostopadlym do kierunku napreZenia, spolaryzowanych w kierunku
naprezenia, i rozchodzacych si¢ w tym samym kierunku fal spolaryzowanych prostopadle
do kierunku naprezenia od wartoéci naprezenia rozciagajacego o. Dane przedstawione

4 Mech, Teoret. i Stos. 2/87
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na rysunku 2 uzyskano dla plaskoréwnoleglej probki ze stali NC6. Wykresy na rysunku
3 przedstawiaja wyniki badan zaleznoéci naprezenie-czas przejscia fal wykonanych w srodku
krazka z PA6 Sciskanego wzdtuz srednicy. Sila $ciskajaca P dziala w kierunku 3. Fale
rozchodza si¢ w kierunku 1.

51950 , 51150
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Sita sciskajgca PLkN]

Rys. 3. Zmiany czasu przejécia fal podluznych i poprzecznych spolaryzowanych w kierunku dzialania sily
Sciskajacej i prostopadle do sily Sciskajacej w funkgji sity §ciskajgcej krazek P. Probka byt krazek z PA6N
$rednicy 138 mm i grubosci 20 mm

Cyfry przy literach ¢ na rysunku oznaczaja kolejno kierunek rozchodzenia si¢ fal,
kierunek drgan czastek w fali i kierunek dzialania sily.

Badania przeprowadzono na krazku gruboéei 20 mm i rednicy 138 mm. W przypadku
fal podtuznych mierzono czas 16 przejéé impulsu przez grubos§¢ krazka, a dla fal poprzecz-
nych 8 przejsé. Przy punktowej sile nacisku P wzdiuz érednicy krazka w jego $rodku
powstaje ztozony stan napreenia, przy czym napreZenie Sciskajace:

' 0, = —2P[ngd ©)
1 rozciggajace:

g, = 6P [ngd, (10)

gdaie:
d — $rednica krazka,
g — grubosé krazka.
Na podstawie pomiaréw podobnych do tych, ktérych wyniki zamieszczono narys. 1,213
mozna wyznaczyé warto§ci wspélezynnikéw elastoakustycznych dla poszczegdlnych
przypadkéw. Doswiadczenia potwierdzaja prosta proporcjonalno$é miedzy przyrostem
pre¢dkosci fal ultradZwigkowych 1 napreZeniem.

Zmiany predkosci zachodzace pod wplywem naprezenia sa male. Przykiadowo, dla
stali wzrost naprezenia rozciagajacego o 10 MPa powoduje zmniejszenie o ok. 0,75 m/s
predkodci fal podhuznych rozchodzacych si¢ w kierunku naprezenia, poprzecznych o ok.
0,03 m/s, a powierzchniowych o ok. 0,15 m/s. Taki sam przyrost naprezenia powoduje
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zwiekszenie o ok. 0,3 m/s réznicy predkosci fal poprzecznych rozchodzacych si¢ prosto-
padle do kierunku naprezenia i spolaryzowanych:

a) w kierunku naprezenia;

b) prostopadle do kierunku naprezenia.

Dla aluminium odpowiednie wielkodci sa prawie dwa razy wigksze. Wielokrotnie
wieksze zmiany predkosci fal pod wplywem naprezenia wystepuja w Zeliwie. Zmiany
predkoéci fal podtuznych rozchodzacych si¢ w prébee Zeliwnej prostopadle do kierunku
napreZenia osiagaja warto§¢ nawet 12 m/s przy przyroscie naprezenia o 10 MPa [5], przy
czym wielko$¢ tych zmian zalezy od gatunku zeliwa. Najbardziej czule na naprezenie sa
fale podtuzne rozchodzace si¢ w kierunku naprezenia. Dlatego fale te sa najczesciej wyko-
rzystywane w badaniach naprezen. Do pomiaréw naprezen mozna przyjac, ze dla nominal-
nie tego samego gatunku materiatu wartoéci wspéliczynnikow elastoakustycznych sa
stale [6].

3. Wplyw temperatury na predko$¢ fal

Wahania temperatury powoduja zmiany wymiaréw badanego elementu i wplywaja
na predko$¢ rozchodzenia si¢ fal ultradZzwigkowych. Na rysunku 4 podano wyniki badania
zmian predkoéci fal podluznych L, poprzecznych T oraz powierzchniowych w funkcji
temperatury dla stali St3. W temperaturze 18°C predkosci fal w badanej prébce wynosity
VL = 5958 m/s, V¢ = 3270 m/[s, Vp = 3040 m/s. Jak widaé, w badanym zakresie tempe-
ratur predko$é liniowo maleje przy wzroscie temperatufy.
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Rys. 4. Przyrosty predkodci 4V fal podluznych L, poprzecznych T i {powierzchniowych R przy zmianach
temperatury. Probka ze stali St3

Wielko$¢ zmiany predkosci fal w stali przy zmianie temperatury o 1°C jest bliska
zmianie spowodowanej przyrostem naprezenia o 10 MPa. Jesli uzywane sa glowice ultra-
dzwigkowe z klinami wykonanymi z tworzywa sztucznego, trzeba liczyé sie z ok. cztero-

4%
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krotnie wiekszymi zmianami predkosci fal w tworzywie sztucznym niz ma to miejsce

w stali. Dlatego przy poréwnaniu wynikow pomiaréw predkodci fal konieczne jest stoso-
wanie poprawek temperaturowych lub odpowiednich ukladéw kompensacyjnych.

4. Wplyw niejednorodnosci materiatu

W praktyce interesujace sa pomiary przyrostu naprezenia spowodowanego przyloze-
niem obciazenia albo tez pomiary bezwzglednej wartodci naprezenia panujacego w materiale.

W pierwszym przypadku mozna wykonac¢ pomiar czasu przejscia fal ultradzwigkowych
przez ten sam odcinek drogi w tym samym obszarze materialu w stanie poczatkowym
(np. dla ¢ = 0) 1 w stanie konicowym (gdy o s 0) i warto§¢ zmiany napre¢zenia wyliczyé
z liniowej zalezno$ci miedzy przyrostem predkosei i przyrostem naprezenia (8).

W drugim przypadku zwykle jest dostepny material tylko w stanie naprezonym, a war-
tosé predkosci czy czasu przejscia fal gdy w badanym obszarze materiatu naprezenie nie
wystgpuje nie jest znana. Taka sytuacja ma miejsce gdy chcemy wyznaczy¢ bezwzgledna
warto$é naprezefi, a wiec np. przy pomiarach naprezen wiasnych. Materialy techniczne
wykazuja znaczng niejednorodnos$é wlasnosci sprezystych i lokalne réznice predkosci fal
ultradZwigkowych w materiatach pozbawionych napreZen moga by¢ istotne i dla wyzna-
czenia napreZef na podstawie pomiaréw predkoécei nie mozna przyjaé, ze warto$é predkoscei
fal w okre§lonym gatunku materialu w stanie naturalnym (bez naprezen) jest stala.

Granice niejednorodnosei wilasciwosdci akustycznych materialéw konstrukeyjnych nie
sg blizej znane. O skali zjawiska méwia wyniki dokladnych pomiaréw predkosci fal,
ktére wykonano na probkach ze stali NC6 i ze stali weglowej, wycigtych z réZnych obsza-
réw tego samego arkusza blachy. Przed pomiarami prébki poddano obrébee odprezajace;.
W prébkach ze stali NC6 najwicksza rdzZnica predkosci fal podiuznych wynosita 8,2 m/s
fal powierzchniowych 5,2 m/s, fal poprzecznych spolaryzowanych w kierunku walcowania
5,4 m/s, a spolaryzowanych prostopadle do kierunku walcowania 4,9 m/s. Wartoéci
réznicy predkosei fal poprzecznych spolaryzowanych w kierunku walcowania, spowodo-
wanej zmiang naprezenia o 10 MPa, zawieraly si¢ w granicach 0,31=-0,32 m/s. W stali
weglowej najwieksza réznica prgdkos’ci'fal podtuznych miala warto$¢ 10,8 m/s, a fal po-
wierzchniowych 6,9 m/s. Dla poréwnania zmiana naprezenia o 10 MPa powodowala
zmiany predkosci fal podiuznych w granicach 0,69--0,72 m/s, fal poprzecznych 0,06+
0,08 m/s, a fal powierzchniowych 0,12-+0,15 m/s.

Biedy w ocenie naprezenia, jakie moga powsta¢ na skutek zaniedbania niejednorod-
nosci w tych blachach, siggaja setek megapaskali. Przyczyng lokalnych réznic wiasciwosci
sprezystych sg gradienty temperatur, naprezen i odksztalcef plastycznych w czasie walco-
wania, kucia czy przeciggania, a takze nieréwnomierny rozklad zanieczyszczed. Roznice
skladu i odchylefi parametréw technologicznych powoduja niepowtarzalno$é wlasciwosci
poszczegdlnych partii materiatu, Dlatego wystepuja lokalne réznice predkosei fal w jednym
kawalku i odmienne wartoéci w poszczegblnych partiach nominalnie takiego samego
materiatu.
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5. Uwzglednienie réoznic wlasnoéci sprezystych

W niektérych przypadkach na podstawie pomiaréw predkosci fal podhuznych i po-
przecznych w badanym materiale 1 w materiale wzorca bez napréZen mozna wyznaczyé
predkosé, jaka miatyby fale podiuine w badanym materiale, gdyby byt on pozbawiony
naprezen. W plaskim stanie naprezen wykorzystuje sig do tego celu zaniedbywalnie mata
czutoéé na naprezenie fal poprzecznych rozchodzacych si¢ w kierunku naprezenia, tak
Zze mozna przyjac:

Vi="V2,
an

Na réznice czaséw przejécia fal podtuznych w badanym materiale i we wzorcu moga
skladaé sie réznice czaséw przejécia zwigzane z odmiennoscia wilasciwosci spquystych
Ati, z naprezeniami At i z réznica temperatury. Przyjmujac, Ze czasy przejécia fal ultra-
dzwiekowych we wzorcu i w badanym materiale odnosza si¢ do jednej wspélnej tempera-
tury, mozna napisac:

2= t2,

Aty = tf—ty = At;+At8. (12)
Warto$¢ czasu przejécia fal w badanym materiale dla ¢ = 0, potrzebna do wyznaczenia
bezwzglednej wartosci naprezenia, bedzie:
tp =t +Atf. (13)
Warto$¢ At jest poprawka na réZznice wlasciwosci sprezystych materialu badanego
1 wzorca.
W oérodkach izotropowych bez napreZzen migdzy predkosciami fal podhuznych i po-

przecznych zachodzi zwiazek:
2(1-v)
g 14
vi=v l/ 1-2» 2 14

gdzie:
v — wspdlezynnik Poissona.

Jesli anizotropia stali jest spowodowana wyrézniong orientacja ziarn w wyniku od-
ksztatcenia plastycznego, to modul sprezystosci objetosciowej K jest staly niezaleznie od
kierunku [7]. Stalo§é K pociaga za soba zwigzek:

Vﬁ——:—V%=K= const. s

Z (15) otrzymuje si¢ zaleznosci na obliczenie zmiany predkosci i czasu przejsc1a fal podiuz-
nych, spowodowane réznicami wlascxwoscn sprezystych:

4VT
3

et e

VL= G Ve (16

gdzie:
Iy, Iy — drogi fal L oraz T
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Warto$¢é naprezenia oblicza sig ze wzoru:

1
o =——— [t +4—tf]. 18
Biix (2 71— 7] ‘ (18)

6. Pomiary w dwuosiowym stanie napr¢Zenia

Rozpatrzmy plaski dwuosiowy stan naprezenia, jaki wystgpuje np. w cienkim krazku
sciskanym wzdluz $rednicy w kierunku 3. Kierunki naprgzen gtéwnych latwo ustalié,
wykorzystujac fale poprzeczne rozchodzace si¢ w kierunku grubosci krazka. Obracajac
przetwornik piezoelektryczny wokél jego osi znajduje si¢ dwa prostopadie wzgledem
siebie polozenia, przy ktérych obwiednie ciggu ech dna monotonicznie maleja. Orientacja
plaszczyzn polaryzacji pokrywa si¢ wtedy z kierunkiem naprezenia gléwnego. Przy innych
orientacjach plaszczyzny polaryzacji na obwiedni ciagu ech dna wystepuja ekstrema
(rys. 5). Maksima i minima obwiedni powstaja jako wynik interferencji w zgodnej i prze-

f e -J\Trm
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Rys. 5. Ksztalt obwiedni ciggu ech dna probki plaskoréwnoleglej w dwuosiowym stanie naprezenia dla
fal poprzecznych rozchodzacych sig w kierunku prostopadiym do kierunku naprgzen giownych i spolary-
zowanych w kierunku naprezenia gtéwnego (wykladniczo zanikajace ciagi ech dna)i w kierunku tworzacymi
kat 45° z Kierunkami naprezed gléwnych (ekstrema na obwiedni ciagu ech ‘dna)

ciwnej fazie fal skladowych, na ktére dzieli si¢ fala poprzeczna, jesli czastki nie drgaja
tylko w kierunku jednego napreZenia giéwnego [8]. PoloZenie ekstremum na osi czasu
jest zalezne od czgstotliwosci fali, rodzaju materialu i réznicy predkosci fal spolaryzowa-
nych w kierunkach naprezen gtéwnych, a réZnica ta jest proporcjonalna do réznicy wartosci
naprezen (rys. 2). Do wyznaczenia znaku i wartoéci naprezen gtéwnych o, oraz o, mozna
wykorzysta¢ pomiary czaséw przejscia ¢, 5 fal podhuznych rozchodzacych sig w kierunku
prostopadlym do kierunku naprezenia oraz #;33 i ¢;,5 fal poprzecznych rozchodzacych
si¢ w kierunku prostopadlym do kierunku napreZenia i spolaryzowanych odpowiednio
w kierunku naprezenia i w kierunku prostopadtym do kierunku napreZenia (rys. 3). Na
predkosé fal rozchodzacych sie w kierunku prostopadtym do kierunku naprezen gtéwnych
maja wplyw obydwa naprezenia gtéwne. Mozna to zapisaé:

Vie = V(L 4811033+ B13022), _ (19
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Vie=V9(1+B12033+1502,), (20)

Vis =V3(1+B13033+f1205,). @n
Sumy i réznice naprezen gtéwnych wiazg sig z sumami i réznicami wzglgdnych zmian
predkosci:

Vi —V?
—“V'oi = f11(033+02), 22
11
Viz—V? Vi,—V?
13i/o 2 12V?2 2= Bi3-12(033~035), (23)
13 :
Vis—V?P Via—V?
13V0 13 12V?2 12 __ Bi13112(033+025). (24)
13

Wspblezynniki elastoakustyczne we wzorach (22-24) opisuja proporcjonalnosé réznicy
i sumy wzglednych zmian predkosci odpowiednio do réznicy i sumy naprezen gléwnych.
Wartoéci tych wspdtezynnikéw mozna wyznaczyC przy probie sciskania krazka z badanego
materiahu. Zaleznoéct (22 < 24) mozna zapisaé, zastgpujac predkosci odpowiednimi czasami
przejscia fal przez grubos¢ badanego elementu, tak jak to zrobiono we wzorze (8). Do wy-
znaczenia bezwzglednych wartoéci naprezen gléwnych trzeba znaé warto$é czasu przejécia
fal w stanie badanym i w stanie naturalnym bez naprezen.

Je$li znane sa wspolczynniki elastoakustyczne materialu i w wybranym obszarze
zmierzono czasy przejscia trzech typow fal t,4, 115, t;3, to dane te wystarczaja do oblicze-
nia czasu przejscia ¢} wybranego typu fal przez ten sam odcinek drogi, gdy napreZenia nie
wystepuja. W materiale izotropowym w stanie nieodksztalconym predkosé fal poprzecz-
nych nie zalezy od orientacji plaszczyzny polaryzacji:

Vi = Vi3 = V3. (25)

Kotzystajac z zaleznos$ci (22-+24) otrzymamy wzor na predkosé fal poprzecznych w ma-
teriale bez naprezen:

' 1

Vi =V =Vi = m(mkVu"Vu—Vls): (26)
gdzie: _
ﬁ13+12
= L1312 _ 27
B @7)
Vis V7

k = V—& = W. (28)

Wartosci m oraz k moga by¢ przyjete dla danego materiatu jako statle.

7. Aparatura ultradZwiekowa

Przeglad sposobéw pomiaru predkosci fal ultradzwickowych i opisy odpowiednich
ukladéw pomiarowych mozna znalezé w wielu dostgpnych artykulach i monografiach
[9, 10, 11]. Najczesciej sa stosowane metody oparte na pomiarze czasu przejécia fal ultra-
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dzwigkowych przez staly odcinek drogi w badanym materiale. W zaleznosci od geometrii
badanego elementu i stanu naprezenia dobiera si¢ rézne uktady gtowic, mody fal i kierunki
propagacji fal. Do wyznaczenia bezwzglednej wartosci naprgzenia jest potrzebny pomiar
bezwzglednej wartosci predkosci (czasu przejicia), a nie tylko zmiany predkosci.

Jednym z przyrzadéw spelniajacych ten warunek, jest nanosekundowy miernik czasu
przejscia impulséw ultradzwigkowych, zbudowany w IPPT PAN [12]. Przyrzad ten moze
stuzyé do pomiaru czasu mi¢gdzy dwoma wybranymi impulsami. Schemat blokowy uklady
pomiarowego przedstawiono na rysunku 6. Generator przestrajany G wytwarza sygnal

GENERATOR GENERATOR
PRZESTRAJANY KWARCOWY
6 SELEKTOR 10
IMPULSOW MHz
— [ =
0SCYLOSKOP
o—
WYZW,
2 Y
ZNACZNIK
NADAJNIK ODBIORNIK
. E(J‘ _bz
——
PROBKA —l

Rys. 6. Schemat blokowy nanosekundowego miernika czasu przejécia impulsow ultradzwigkowych

wyzwolenia nadajnika, sygnal wyzwolenia podstawy czasu, sygnal znacznika i sygnal
bramki. Sygnal wyzwolenia nadajnika powoduje pobudzenie przetwornika glowicy nadaw-
czej 1 wystanie impulsu ultradzwigkowego do badanego materialu. Okres pobudzenia
nadajnika wynosi 100 T. Po uplywie czasu rownego 9 T jest wyzwalana podstawa czasu
oscyloskopu. Czas ten jest tak dobrany, aby na ekranie oscyloskopu mozna bylo obser-
wowaé odpowiednio rozciggnigty sygnat (impuls) odebrany przez przetwornik odbiornika.
Na odebrany sygnal, widoczny na ekranie lampy oscyloskopowej, jest nakladany sygnal
znacznika czasu ( ) pojawiajacy si¢ po uptywie 10 T od momentu wyzwolenia nadaj-
nika. Przez precyzyjne strojenie generatora G mozna tak dobraé okres drgan T, aby znacz-
nik czasu znalazl si¢ w wybranym miejscu na zobrazowaniu odebranego impulsu. Wtedy
czas przejscia fali bedzie réwny 10 T. Przez zliczenie w czasie réwnym 10* T impulséw
kwarcowego generatora wzorcowego 10 MHz i po zaokragleniu wskaZnika ostatniego
licznika pomiar czasu T zostanie dokonany z dokladnoécia + 1 ns. Zakres czaséw mierzo-
nych za pomocg przyrzadu wynosi I+ 1000 ns. Decydujacy wptyw na dokladnoéé i pow-
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tarzalno$¢ pomiaréw ma chropowato$¢ powierzchni badanego elementu, od ktérej zaleza
warunki tworzenia sie czola fali w materiale.

Pomiary z zastosowaniem fal powierzchniowych mozna prowadzi¢ réwniez za pomocy
refraktometru ultradzwickowego [13]. Za pomocg tego przyrzadu wyznacza sie przebieg
zmian wspélezynnika odbicia fal ultradzwigkowych na granicy cieczy wzorcowej i badanej
probki w funkeji kata padania i mierzy si¢ warto$¢ katéw padania, przy ktérych w prébee
powstaja fale podiuine, poprzeczne i powierzchniowe (tzw. krytyczne katy padania).
Na podstawie zmierzonej wartosci kata krytycznego dla fal powierzchniowych wyznacza
sie warto$¢ fazowej predkosci fal powierzchniowych. Dla probki stalowej doktadnosé
pomiaru predkosci wynosi 0,03%. Zmierzone wartosci odnosza si¢ do niewielkiej objetosci
materiatu, okreslonej $rednicg wiazki i dlugosci wzbudzanej fali powierzchniowej. Przy
czestotliwoéci 10 MHz pole pomiarowe ma Srednicg 6 mm, a grubo$é warstwy badanej
wynosi ok. 0,3 mm.

8. Pomiar naprezen podluznych w szynach

Technike opisang w rozdziale 5 i miernik czasu wg [12] wykorzystano w zbudowanym
w IPPT PAN przyrzadzie do pomiaru naprezen podtuznych w gtéwkach szyn kolejowych
[14]. Za pomoca nanosekundowego miernika czasu mierzy si¢.czas przejScia fal podtuz-
nych i poprzecznych na ustalonych odcinkach drogi wzdiuz osi szyny. Automatycznie jest
rejestrowana temperatura szyny. Na podstawie zmierzonych wartosci czaséw przejécia
fal i temperatury badanej szyny oraz uwzgledniajac wprowadzone wczesniej do pamigci
mikroprocesora warto§ci czaséw przejscia w materiale szyny bez naprezen, wartosci
wspotczynnikéw elastoakustycznych i wspotezynnikéw temperaturowej zaleznosdci pred-
kosci fal — uklad logiczny oblicza warto$¢ naprezenia. Miernik ten jest od kilku lat wyko-
rzystywany w Hucie Katowice do kontroli warto$ci naprezen wiasnych w produkowanych
tam szynach. Szerokie badania poréwnawcze wynikéw uzyskanych metoda ultradZzwig-
kowa 1 metoda niszczaca przez cigcie i pomiar odksztatced w wyniku wyzwalania naprezen
potwierdzaja poprawnosé wynikéw uzyskiwanych za pomoca miernika,
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Rys. 7. Poréwnanie wynikbw pomiaréw naprezen metodami ultradzwiekowa i niszczaca



274 J. DEPUTAT

Na rys. 7 pokazano przykladowo zestawienie wynikéw pomiaréw naprezen wlasnych
w szynach uzyskanych metoda ultradzwigkows i niszczaca [15].

9. Pomiar napre¢zen w Srubach

Klucze dynamometryczne wskazuja wartos¢ momentu dokrecajacego. Jesli opory
tarcia w gwincie nie sa jednakowe, to przy tych samych wartosciach momentu dokrecaja-
cego uzyskuje sie réZne naprezenia $rub, a wige i rézna jako$é polgczen Srubowych. Ultra-
dzwigkowy ,.klucz dynamometryczny” jest narzgdziem wiarygodnym i niezastapionym
w odpowiedzialnych konstrukcjach z poflaczeniami $rubowymi.

Naprezenie w $rubach wyznacza si¢ na podstawie pomiaru czasu przejécia fal ultra-
dzwigkowych wzdhiz osi §ruby. Zwykle dostgpny jest co najmniej jeden koniec $ruby
i mozna tatwo uzyskaé echo albo echa dna $ruby. Jesli zmierzy si¢ czas przejicia przed
dokreceniem (o = 0) i po dokreceniu (o # 0), to zmiana czasu przejécia fal wzdhuz osi
$ruby jest wprost proporcjonalna do napre¢Zenia i do§wiadczalnie wyznaczone zaleZznoéci
dla $rub danej konstrukcji moga postuzy¢ do pomiaru zmian naprezenia podczas dokreca-
nia.

Na obserwowany przyrost czasu sklada si¢ zmiana drogi fali w wyniku wydluzenia
sprezystego $ruby i zmiana predkosci fal w wyniku dzialania napreZenia. Naprezenie
wzdhuz osi $ruby jest niejednakowe. Na swobodnych powierzchniach czolowych napreze-
nie ma warto$¢ zero. Na odcinkach nakrgtek rosnie i najwyisza wartos¢ ma w czesci
gwintowanej zawartej pomigdzy wewngtrznymi powierzchniami nakretek. W czesei gladkiej
naprezenie osigga stala warto$é og. :

Gdy celem pomiaru jest wyznaczenie warto$ci naprezenia w gladkle_] czgsci $ruby juz
dokreconej, bez mozliwoséci zmierzenia czasu przejscia ¢° wzdtuz osi $ruby nienaprezonej,
sytuacja jest podobna do tej, jaka ma miejsce przy wyznaczaniu naprezen wiasnych.
I w tym przypadku mozna wykorzystaé fale poprzeczne rozchodzace si¢ wzdhuz osi $ruby
jako fale odniesienia, malo czule na napreZenie. Obserwowana zmiana czasu przejécia fal
ultradzwigkowych jest proporcjonalna do naprezenia $redniego, ktére jest mniejsze od
naprezenia w czgsci gradkiej:

o, =ko,, k<1, 29)

Z pomiaru znane sa wartoici czasu przejscia fal podtuznych ¢f i poprzecznych 1§ przez

ten sam material i przez t¢ sama droge. Naprezenie zmienia warto$é stosunku tych czaséw.
Czasy przejicia 17, 13 wyrazaja zalezno$ci:

40 __ 40 1) o '

tL——tL+AtL-tL[1+(ﬂL+—E el 30

tr :.#-{-Az = 2| 1+|p +m1_. _Oo (31)
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Przyjmujac w (30) i (31):
- t;/tz, m = t?‘/tg, (32)
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otrzymujemy:
(m—pk
1 1) 33
Go == P(ﬁt."‘f)"‘m(ﬂr— f) (33)
Zalezno$é (33) umozliwia wyznaczenie wartosci naprezenia w gladkiej czgéci sruby na

podstawie pomiaru czasu przejscia fal podtuznych i poprzecznych wzdhuz osi $ruby, jesli
znany jest wspotczynnik ksztattu k oraz stale materiatlowe §;, 8, 1 E [16, 17].

10. Pomiary napre¢Zen spawalniczych

Pierwsza proba wykorzystania zjawiska elastoakustycznego do pomiaru naprezes
spawalniczych byla praca [18], w ktérej zmierzono zmiany czasu przejécia fal powierzchnio-
wych przy oddalaniu ukladu glowic od spoiny na rurze. Ze wzgledu na zakres i technike
praca ma raczej charakter sygnalny. Wykorzystanie precyzyjnych pomiaréw ultradZwie-
kowych z zastosowaniem jednej z metod opisanych w pierwszej czesci artykuhn umozliwia
pomiar naprezen spawalniczych. Znaczenie techniki ultradZzwickowej polega na mozliwosci
kontroli prawidlowosci obrébki odprezajacej. Na rysunku 8 przykladowo przedstawiono
przebieg zmian napreZefn podiuznych w funkcji odlegtosci od spoiny [19].
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Rys. 8. Zmiany naprgzenia prostopadiego do spoiny w funkeji odlegloéci od spoiny

11. Pomiary maprezen szlifierskich

W pracy [20] przedstawiono wyniki badania napreZzed w wierzchniej warstwie przed-
miotéw za pomoca ultradZwigkowych fal powierzchniowych. Badania wykonano na obra-
bianych cieplnie prébkach ze stali typu 75G (R, > 1200 MPa, R, > 1000 MPa). Wspét-
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czynnik elastoakustyczny fal powierzchniowych w tej stali ma warto$é:
Br=1-10"°MPa-!

Pomiary predkosci fal powierzchniowych wykonano za pomoca refraktometru ultra-
dzwigkowego. Pomiar prowadzono na plaskiej powierzchni probki w obszarze o $rednicy
ok. 10 mm. Stosowano cztery czestotliwosci fal: 15, 10, 51 2,5 MHz. Przy tych czestotli-
wosciach dlugosci wzbudzanych w stali fal powierzchniowych wynosza odpowiednio:
0,2; 0,3, 0,6 1 1,2 mm. Oznacza to, Ze w kazdym z tych przypadkéw zbierano informacje
z warstwy materialu o grubosci kolejno: 0,2; 0,3; 0,6 i 1,2 mm liczac od powierzchni
probki. W ocelu wywolania naprezen plaska powierzchnia probek byla szlifowana zgrubnie
bez chlodzenia, przy jednokrotnym przejsciu $ciernicy Vs = 30 m/s i glebokosci skrawa-
nia g; = 100 p.m. Wyniki pomiaréw ultradzwigkowych podano na rysunku 9, ktéry przed-
stawia zalezno$é wzglednych zmian predkosei od diugosci wzbudzanych fal powierzchnio-
wych dla powierzchni po szlifowaniu zgrubnym oraz po kolejnych szlifowaniach doktad-
nych g = 5 pm usuwajacych warstwy naprezone do glgbokosci 20, 40 i 60 um. Na prawej
osi pionowej naniesiono wartoéci naprezenia odpowiadajacego danym zmianom predkosci
fal powierzchniowych. Charakter zaleznosci wskazuje, ze naprezenia powstajace w wyniku
szlifowania zgrubnego réwnowaza sie w wierzchniej warstwie grubosci bliskiej dugosci
fali powierzchniowej o czgstotliwosei 2,5 MHz (A = 1,2 mm), przy czym blisko powierzchni
wystepuja napreZenia rozciggajace o warto$ciach maksymalnych wynoszacych odpowied-
nio 1200 i 500 MPa. Naprezenia rozciagajace maleja do wartosci bliskich zeru, przecho-
dzac na glebokosci ok. 60 um w naprezenia $ciskajace. Przedstawiajg to zaleznosci podane
na rysunku 9 uzyskane na probkach ze stali 75G, szlifowanych zgrubnie przez jednorazowe

przed szlifowaniem
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Rys. 9. Wzgledne zmiany predkosci fal powierzchniowych w funkeji dtugosci fali dia probki ze stali w stanie
wyjéciowym przed szlifowaniem (prosta u goéry rysunku), po szlifowaniu zgrubnym g, = 100 um (krzywa
najnizej polozona) i po usunieciu warstw naprezonych grubosci kolejno 20, 40 i 60 um
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usuwanie warstw grubosci 100 pm i 50 pm przy najwyiszej stosowanej czestotliwosci
réwnej 15 MHz (4 = 0,2 mm). Dane dla stanu wyjsciowego uktadaja si¢ wzdhuz linii
réwnoleglej do osi napreZen, co oznacza brak gradientu wladciwosdci sprezystych w kie-
runku grubosci. Po szlifowaniu predkosci fal ultradzwigkowych zalezy silnie od diugosci
fali, czyli od grubo$ci warstwy, w ktorej naprezenie jest mierzone. Podana glebokosé
réwnowazenia sie naprezen rozciagajacych i Sciskajacych jest wielkoécia orientacyjng
mozliwa do sprecyzowania po rozwigzaniu tzw. zagadnienia odwrotnego [21], dzigki
ktéremu mozna odtworzy¢ profil wlasciwosci sprezystych warstwy, opierajac si¢ na zmie-
rzonych zmianach predkoéci fal powierzchniowych w funkcji czestotliwoéci. Precyzja
odtworzenia profilu napreZenia zalezy od stosowanego zakresu zmian czgstotliwodci.
W przytoczonych wynikach do$wiadczalnych dolna granica czestotliwosci (2,5 MHz)
wydaje sig wystarczajaca, natomiast gérna granica (15 MHz), ograniczona przez stosowany
uktad nadawczo-odbiorezy, powinna byt o rzad wyZsza.

12. Zakoﬁc;enie

W pracy przedstawiono gtéwne zasady ultradZwigkowych pomiaréw naprezed w ma-
teriatach technicznych, opisano przykladowe ukiady pomiarowe i kilka zastosowaf tej
techniki tensometrycznej, Ostatnio obserwuje si¢ szybki rozwdj tensometrii ultradzwie-
kowej, i to zaréwno w zakresie aparatury i metod badania, jak i pola zastosowan. W wielu
osrodkach sg prowadzone prace podstawowe i wdrozeniowe z tego zakresu. Nalezy tu
wymienié¢ proby zastosowania ultradzwigkowej techniki do odwzorowania pol naprezed
w wewnetrznych obszarach elementdw, np. rozkladu naprezen w otoczeniu zakonczenia
szczeliny, do badania rozkladu naprezen wzdiuz toru wigzki fal ultradZwigkowych czy
ultradZzwickowa tomografie komputerowa. Przedstawione przyklady zastosowan zaczerp-
nigto z prac wykonanych w Pracowni Ultradzwickowych Badain Materiatéw Zakladu
Oérodkéw Ciaglych TPPT PAN w Warszawie.
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Pesome

VICTIOJB30OBAHHUE AKYCTO-VIIPYTOTI'O P PEKTA NI U3MEPEHUSA
HANPSDKEHU

OnucaHo OCHOBHEIE CBOMCTBA aKYCTOYNPYrOrOABIIHEHHS (BIMSIHME HATIPSOKEHHA Ha CKOPOCTDh YIilb-
TPa3BYKOBBIX BOJIH) B KOHCTPYKLMOHHBIX CTASAX ¥ BO3MOYKHOCTH WCMONB3OBaHHA 3Toro ahdexra mis
M3MEPEHMI OCTATOUHBIX HANPHKEHMA B METATYyPrUYeCKHX MaTepualax, NeTalusdX MallMH, B dJIEMEHTax
KoHCTpykimit. ITompoOHO MpeacTaByeHO YNETPA3BYKOBOM METOX M3MEPEHMST OCTATOUHBIX HaNpsKeHHi
B YKEJIE3HOKOPOMHEBIX PENbCAX, YILTPA3BYKOBYIO aNNAPATYPyY JUISL U3MCDEHMSI ITHX HAPSDHKEHHE M cpaB-
HEHHUE Pe3yNIpTaToB IONYUEHBIX YIETPAa3BYKOBOM M PaspyMIAIOLIMME METOJAMU,

Summary

USE OF ELASTO-ACOUSTIC EFFECT IN STRESS-MEASUREMENTS

The influence of stress on ultrasonic velocity in steel is investigated and the methods based on this
effect are used for residual stress measurements in steel mill products, machine parts, and construction
members. We present the detailed description of ultrasonic measurements of residual stress in railway
rails, the measuring equipment and comparison of the destructive test results with ultrasonic data.

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 czerwca 1987 roku.
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WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN I ODKSZTALCEN NA PODSTAWIE
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1. Wstep

Interferometria holograficzna [1] jest dziedzina stosunkowo mlods, powstala w latach.
sze$édziesiatych prawie réwnoczesnie z uruchomieniem pierwszych laseréw, ktore sa
niezbednymi dla tej techniki pomiarowej Zrédtami $wiatla stanowigcego tu mechanicznie
bezkontaktowy nosnik informacji. Podstawowa wlasnosciag swiatla laserowego, wykorzy-
stywana w interferometrii holograficznej, jest spdjno$é promieniowania umozliwiajaca
realizacje zjawisk interferencyjnych, na ktoérych oparty jest zapis informacji i formowanie
obrazéw interferencyjnych. Obecnie znanych jest wiele technik uzyskiwania interfero-
gramow holograficznyeh, Wybér odpowiedniej techniki w konkretnym przypadku podyk-
towany jest wlasnoéciami badanego obiektu i warunkami pomiaru, Technika uzyskiwania
holograméw z zapisanym obrazem interferencyjonym jest jednak tylko pierwszym etapem
na drodze prowadzacej do wyznaczenia poszukiwanych wielko§ci pomiarowych. Drugi
etap polega na uformowaniu obrazu interferencyjnego za pomoca ukladu optycznego
{oko ludzkie, kamera fotograficzna lub telewizyjna, inny wyspecjalizowany uklad optyczny)
odwzorowujacego rozklad pola $wietlnego odtwarzanego z hologramu. Ogdlny opis
powstalego obrazu interferencyjnego zalezy w znacznym stopniu .od parametréw tego
ukladu. Trzecim i ostatnim etapem jest tu, na ogét numeryczne, przetwarzanie rozkladu
nateZenia $wiatla w obrazie interferencyjnym na poszukiwane wielkosci pomiarowe.

Realizacj¢ dwu ostatnich etapéw mozna przeprowadzi¢ na wiele réznych sposobow,
ktére nazwiemy tu metodami pomiarowo-interpretacyjnymi. Z punktu widzenia aktualnej
wiedzy mozna wyrézni¢ trzy grupy takich metod.

Historycznie pierwsza grupa metod oparta jest na pomiarze przestrzennej lokalizacji
prazkéw interferencyjnych [2--5]; jej syntetyczne omoOwienie zawarte jest w monografii
[6]. Sa to niestety metody wylacznie punktowe i nie poddaja si¢ automatyzacji procesu
pomiarowego. Jak dotqd nie znalazly one praktycznego zastosowania w pomiarach
ilosciowych.

Druga grupa metod pomiarowo-interpretacyjnych bazuje na rozkladzie prazkow
interferencyjnych na powierzchni badanego obiektu. W grupie tej nalezy wyréznié trzy

* Praca wygloszona na XII Sympozjum Do$wiadczalnych Badai w Mechanice Ciala Stalego,
Warszawa - Jadwisin 1986.
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metody, ktére zdaly juz egzamin praktyczny: kinetyczna metoda zliczania prazkéw [7] —
wylacznie punktowa; metoda absolutnego rzedu prazka, zwana réwniez metodg prazka
zerowego rzedu [8] — dominujaca obecnie w praktycznych zastosowaniach interferometrii
holograficznej jako poddajaca sig automatyzacji metoda polowa; oraz statyczna metoda
réznicowa [9] — wymagajaca minimum aZ czterech réZnych holograméw, lecz umozli-
wiajaca ilo§ciowa interpretacje w przypadkach, w ktérych wyznaczenie absolutnej wartosci
rzedu prazkéw interferencyjnych jest niemozliwe. Metody nalezace do tej grupy pozwalaja
na bezposrednie wyznaczenie co najwyzej pola przemieszczen, z ktérego nastgpnie mozna
uzyskaé pole odksztalcen za pomoca rézniczkowania numerycznego, prowadzacego jednak
zazwyczaj do bardzo niskiej dokiadnosci wynikéw obliczen przez znaczne spotegowanie
bezposrednich blgdoéw pomiarowych.

Trzecia grupa metod oparta jest na pomiarze kontrastu prazkow interferencyjnych.
W pierwszym etapie tworzenia tej grupy metod ograniczono si¢ do analizy przypadku,
w ktorym optyczny uklad obrazujacy jest SciSle zogniskowany na badanym punkcie po-
wierzchni obiektu, a apertury zaréwno w ukladzie dyfuzyjnie ofwietlajacym obiekt jak
- i obrazujacym sa kolowe [10]. Teoretyczna analiza tego przypadku umozliwila $ciste
wyjasnienie oraz do$wiadczalna weryfikacje wplywu dyfuzyjnego o$wietlenia obiektu
na rozklad nateZenia §wiatla w obrazie interferencyjnym [11] oraz pierwsze zastosowania
wystepujacych tu efektéw fizycznych [12, 13]. Nastepnie uogélniono analize problemu
na przypadek dowolnych apertur [14] oraz do$wiadczalnie zweryfikowano pewne szcze-
26lne przypadki [15]. Obraz interferencyjny, utworzony przez uklad optyczny scisle
zogniskowany na powierzchni obiektu, charakteryzuje si¢ rozktadem kontrastu prazkéw
jednoznacznie zdeterminowanym przez rozklad okre§lonych skladowych wektora prze-
mieszczenia. Analiza obrazdw interferencyjnych uzyskanych za pomoca rozogniskowanego
uktadu optycznego byla nastepnym etapem rozwoju metod kontrastu prazkéw [16].
W tym przypadku rozklad kontrastu prazkéw w obrazie interferencyjnym zaleZy réwniez
od rozkladu elementéw tensora odksztalcenia i tensora obrotu, opisujacych deformacije
badanego obiektu. Ta informacja zawarta w obrazie interferencyjnym pozwolila na opra-
cowanie polowych metod wyznaczania przemieszczen [17] i odksztalcenn [18] na podstawie
kontrastu prazkéw. Analiza zagadnienia modyfikacji o§wietlenia obiektu migdzy dwiema
ekspozycjami holograficzymi ujawnila réwniez mozliwo$é zastosowania metod kontrastu
prazkéw do wyznaczania ksztattu powierzchni badanego obiektu [19], co ze wzgledu na
-techniczng prostotg realizacji pomiaru wydaje si¢ byé konkurencyjne w stosunku do skom-

plikowanych technicznie immersyjnych i bichromatycznych holograficznych metod war-
stwicowania obiektéw.

2. Uklad pomiarowy

Schemat ukiadu pomiarowego do holograficznego wyznaczenia przemieszczen i od-
ksztalcen metoda kontrastu prazkéw interferencyjnych przedstawiony jest na rys. 1.
Badany obickt oswictlony jest w ogélnosci rozproszonym $wiattem spéjnym za pomoca
uktadu oswietlajacego, ktérego podstawowym elementem jest dyfuzor 2, skladajacy sig
z jednej lub kilku matéwek. Wiazka $wiatla laserowego 1 rozprasza si¢ na dyfuzorze,
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a diafragma 3 organicza czynna powierzchni¢ ukladu oswietlajacego. W szczeg6inych
przypadkach, o ktorych jest mowa dalej, mozna zastosowaé uklad o$wietlajacy, ktéry.
formuje falg sferyczna lub plaska. Rozproszone od obiektu Swiatto pada na plyte holo-

Uktad
oswietlajacy & \——-—J Komputer
Obiekt B 2 :
7 ) [ 3 :
3 .

X 5
™
Holo-gram
Wigzka odniesienia Uktad Detekior
i odiwarzajgca obrazujacy obrazu

Rys. 1. Schemat holograficzno-optycznego ukladu pomiarowego (objasnienia w tekscie)

graficzna, gdzie interferuje ze spojna wiazka odniesienia tworzac holograficzny zapis fali
propagujacej sie¢ od obiektu (tzw. wiazki przedmiotowej). W przypadku badania dyna-
micznych obciazen obiektu (w tym takze i drgaf) nalezy zastosowaé dwuimpulsowa metode
rejestracji holograficznej z ustalona wczedniej odlegloscia czasowa migdzy impulsami
laserowymi. Wéwczas na hologramie zostana oddzielnie zarejestrowane dwie wiazki
przedmiotowe, niosgce informacje odpowiednio o dwu réznych stanach badanego obiektu.
Gdy badania dotycza obciaZefi statycznych, to mozna réwniez zastosowaé metode czasu
rzeczywistego, wymagajaca jedynie pojedynczej ekspozycji holograficznej dla wybranego
stanu obcigZenia obiektu.

Po wywotaniu i utrwaleniu hologramu nalezy go o$wietli¢ wiazksa odtwarzajaca o geo-
metrii identycznej z wiazkq odniesienia uiyta w procesie zapisu. W przypadku hologramu
dwuekspozycyjnego zrekonstruowane wéwczas zostana jednocze$nie dwie wigzki przed-
miotowe, zapisane uprzednio w réznych chwilach czasu, i po przejéciu przez obrazujacy
ukiad optyczny utworza w jego plaszczyinie obrazowej interferencyjny obraz badanego
obiektu. Metoda czasu rzeczywistego wymaga umieszczenia wykonanego hologramu
jednoekspozycyjnego doktadnie w miejsce, w ktérym si¢ znajdowal w procesie zapisu,
Wtedy zrekonstruowana wigzka przedmiotowa interferuje w plaszezyZnie obrazowej
z wiagzka propagujaca sie aktualnie od obiektu, a zmiana jego stanu obcigzenia w stosunku
do obcigzenia wystepujacego podczas rejestracji holograficznej spowoduje powstanie
obrazu ioterferencyjnego. ’

W ogélnosci obrazujacy uklad optyczny nie musi byé zogniskowany na powierzchni
badanego obiektu lub miejsca lokalizacji jej obrazu pozornego, widzianego przez holo-
gram. Warunek dokladnego zogniskowania jest konieczny tylko dla niektérych, omoéwio-
nych dalej, metod pomiarowych. Istotnym elementem ukladu obrazujacego jest diafragma

5 Mech. Teoret. i Stos. 2/87
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3, ktérej ksztaltt i rozmiary maja zasadnicze znaczenie dla iloSciowej interpretacji obrazéw
. interferencyjnych oraz okreslaja czuto$¢ metody.

W plaszczyZnie obrazowej optycznego ukfadu obrazujacego umieszczony jest detektor
obrazu, ktérym moze by¢ zaréwno siatkéwka oka ludzkiego, emulsja fotograficzna,
lampa analizujagca kamery telewizyjnej jak i macierz detektoréw optoelektronicznych.
Dla automatycznej interpretacji ilo$ciowej najbardziej odpowiednia jest jedna z dwu
ostatnich mozliwosci, gdyz zastosowanic kliszy fotograficznej jako posredniego medium
rejestracji obrazu interferencyjnego moze prowadzi¢ do znacznych bledéw rozkiadu kon-
trastu wezytywanego do komputera w procesie densytometrycznym ze wzgledu na nie-
kontrolowana na o0gdl mieliniowo$é charakterystyki fotograficznego materiatu $wiatlo-
czulego.

Ostatnim elementem ukladu porniarowo-interpretacyjnego jest komputer, w ktérym
dokonywana jest obrobka obrazu interferencyjnego oraz jego interpretacja ilosciowa na
bazie algorytméw numerycznych opracowanych na podstawie réwnai interferometrii
holograficznej. Wybdr odpowiedniego komputera powinien wynikaé z analizy potrzeb
uzytkownika w zakresie wielkosel powierzchni badanego obiektu, pozadanej zdolnosci
rozdzielczej obrazéw interferencyjnych, rodzaju poszukiwanych wielkosci oraz wymaganej
szybkosci obliczen. Minimalna dla tych potrzeb konfiguracje hardware’ows stanowi
mikrokomputer klasy IBM PC.

3. Ogodlne réwnania interferometrii holograficznej

Rozklad natezenia §wiatla w obrazie interferencyjnym, powstajacym w plaszczyznie
obrazowej optycznego ukladu obrazujacego (rys, 1 -— plaszczyzna detektora obrazu),
ma. nastgpujaca ogolna postaé [14]: _

: I = Ip[14+Py(x)P(y)cos D(N], )

gdzie I, jest rozkladem natezenia §wiatla w nieinterferencyjnym obrazie obicktu; Py i P,
sq funkcjami aperturowymi bedacymi transformatami fourierowskimi funkcji Zrenic p,
i p; opisujacych ksztalt diafragm odpowiednio w obrazujacym ukladzie optycznym i w u-
kiadzie oswietlajgcym:

PG = [ [ p(exp(—ikz- rydr, : Q)

gdzie k = 27/2, A jest dlugoscig fali uzytego $wiatla laserowego, a ¥ — wektorem wodza-
cym w plaszczyznie diafragmy. D = 2znf jest funkcjg réznicy fazowej interferujacych
wiazek przedmiotowych, a f—rzedem prqzké interferencyjnego. '

Argumenty funkeji wystepujacych w wyrazeniu (1) zwigzane sa z wielko§ciami opisu-
Jjacymi deformacje obiektu w nastgpujacy sposéb [16, 17]:

x= % N, { Nyu+ (L, — L)S, [Li N+ (V ,,)g]} 3

. ‘
J’=TINBN1"; . @ -
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f:-%g-u, (5)

gdzie u jest wektorem przemieszczenia danego punktu powierzchni obiektu migdzy dwoma
poréwnywanymi interferencyjnie stanami obcigZenia obiektu, V xnr — iloczynem tenso-
rowym wektorowego operatora rézniczkowego ,,nabla” i wektora przemieszczenia, zwanym
tensorem gradientu przemieszczenia, g — wektorem czutosci ukladu holograficznego,
bedacym sumag wektoréw jednostkowych wyznaczajacych, odpowiednio, kierunki o$wie-
tlenia i obserwacji (4 i 5 na'rys. 1), N — operatorem projekeji normalnej: na ptaszczyzne
diafragmy w ukladzie obrazujacym (N,) i o$wietlajacym (Ng), oraz na plaszczyzne
prostopadia do kierunku obserwacji (Ny) i o$wietlenia (Nj), S, — operatorem projekcji
skoénej wzdhiz normalnej do powierzchni obiektu na plaszczyzne prostopadta do kierunku
obserwacji. L({ = AF na rys. 1) oznacza odlegtos¢ zogniskowania ukladu obrazujacego,
Ly(= AP) i L, (= BP) — odleglosci danego punktu P na powierzchni obiektu, odpow1ed-
nio, od centréw A i B ukiadu obrazujacego i o$wietlajacego.

Wzory (3+5) stanowia zbidr ogdlnych réwnan interferometrii holograficznej. Zawie-
raja one informacje o trzech réznych sktadowych wektora przemieszczenia, przy czym
pierwsze z tych rownan opisuje ponadto szes¢ niezaleznych sktadowych tensora gradientu
przemieszczenia, z ktérych mozna bezposrednio zbudowaé dla malych deformacji tensory
odksztalcen Eg i obrotow Rg powierzchni badanego obiektu [18]:

1

E5=7NS[qu+(V><u)T] Ny, (6)

Rg = %NS[VXM—(V % #)T]Ng + & {[Ns(V x u) ns|ens}, )

gdzie T oznacza transpozycije macierzy, Ny jest operatorem projekcji normalnej na plasz-
czyzng styczng do powierzchni obiektu, nmg — wektorem jednostkowym normalnym do
tej powierzchni, a & — tréjwymiarowym operatorem permutacji. Pierwszy skladnik we
wzorze (7) opisuje obrot elementu objgtosciowego wokdét normalnej do jego powierzchni,
natomiast drugi — obrét powierzchni wywolany zaréwno inklinacja elementu objgtoécm—
wego jak i jego odksztalceniem $cinajacym.

Wielkos$ci wystepujace po lewej stronie rownan (3 + 5) nalezy wyznaczyé na podstawie
analizy obrazéw interferencyjnych, opisanych ogdlnie wzorem (1). Funkcja cos D wyste-
pujaca w tym wzorze opisuje rozklad prazkéw interferencyjnych na powierzchni badanego
obiektu, natomiast wystepujacy przed nia czynnik P, P; zwiazany jest z ich kontrastem
V (inaczej: widzialnoécia), zdefiniowanym nastepujaco:

Imax_'lmln
V: Irnax+11;1ln ’ (8)
gdzie L. 11, oznaczaja maksymalna i minimalpa warto$é nateZzenia $wiatta w sasiedz-
twie danego punktu powierzchni obiektu na obrazie interferencyjnym, co odpowiada sa-
siadujacym ze soba prazkom: jasnemu i ciemnemu. Z definicji (8) zastosowanej do wzoru
(1) wynika, ze:
V =P, P. O

5%
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Uwzgledniajac fakt, ze funkcje Py i Py moga przyjmowaé zaréwno dodatnie jak i ujemne
wartoéci, mozna zatem przeksztaleic wzor (1) do nastgpujacej postaci:

I = Io{1+Vcos [D+%(1—sgnPVP,)]}. (10)

Jak wynika z powyzszej analizy, wektorowe argumenty x i p funkcji aperturowych
mo?na wyznaczy¢ na podstawie pomiaru kontrastu prazkéw w obrazach interferencyjnych
utworzonych przy zastosowaniu diafragm o odpowiednim ksztalcie i orientacji. Na przy-
klad, gdy diafragma ma ksztatt kolowy, to:

Jy(kR|z])

PR = 25 (1)

gdzie J, oznacza funkcje Bessela pierwszego rodzaju i pierwszego rzedu, a R jest promie-
niem diafragmy. W przypadku diafragmy szczelinowe;j:

sin (kl%)
P(z) = — (12)
M-

gdzie wektor I okresla dhugos¢ i orientacje szczeliny.

4, Wyznaczanie pola przemieszczen

Jedna z grup metod wyznaczania pola przemieszczen na podstawie pomiaru kontrastu
prazkoéw w obrazie interferencyjnym bazuje na nastgpujacej toZzsamosci algebraicznej [17]:

‘U

u= £ ny+ VeNyu, , (13)
v

gdzie my jest wektorem jednostkowym wyznaczajacym kierunek obserwacji obiektu,
a Vg — operatorem projekcji skoénej wzdhuz kierunku obserwacji na plaszezyzng prosto-
padia do wektora czutoéci g.

Warto$é pierwszego skladnika we wzorze (13) mozna wyznaczyé znajac rozklad war-
toci rzedu prazka f na powierzchni badanego obiektu (patrz wzér (5)). Pomocnicza
metoda doswiadczalna wyznaczania tego rozktadu polega na identyfikacji prazka zerowego
rzedu, ktéry zlokalizowany jest na ogél w miejscach zerowego przemieszczenia. Gdy
zardéwno ukiad oswietlajacy jak i obrazujacy wyposazony jest w diafragme kolows, przy
czym ten ostatni zogniskowany jest na powierzchni obiektu (L = L), to w miejscach
tych kontrast przyjmuje warto§¢ maksymalng 7 = 1. Rzad nastepnych prazkéw ma
warto$é bezwzgledna kolejno rosnaca o 1 (patrz rys. 2).

Wyznaczenie wartosci drugiego skfadnika we wzorze (13) sprowadza si¢ do wyznacze--
nia wektora Nz, bedacego rzutem wektora przemieszczenia na plaszezyzne prostopadia
do kierunku obserwacii. Istnieje kilka technik do§wiadczalnego wyznaczania tej wielkosci.
W przypadku, gdy powierzchnia obiektu jest ptaska lub gdy decydnjemy si¢ na dokony-
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wanie pomijaréw oddzielnie dla wybranych punktéw powierzchni, mozna fatwo zrealizo-
waé warunek L = .L,, redukujac réwnanie (3) do postaci:

xziNA Nyll lub Nyu = LV Ayx, (14)

Rys. 2. Obraz interferencyjny obiektu obrOconego wokél osi przecinajacej gorng czg$¢ jego powierzchni,
uzyskany przy zastosowaniu diafragm kolowych

Rys. 3. Obrazy interferencyjne obiektu obréconego wokdt normalnej do jego powierzchni, uzyskane dla
odleglosci ogniskowania L, (a, b) oraz L, < L, (c, d) przy zastosowaniu diafragmy szczelinowej o orien-
tacji poziomej (g, c) i pionowej (b, d)
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gdzie Ay jest operatorem projekcji skodnej wzdtuz normalnej do plaszczyzny diafragmy
na plaszczyzne prostopadia do kierunku obserwacji. Wzajemnie prostopadle sktadowe
wektora x w plaszczyZznie diafragmy zawierajgcej ten wektor mozna wyznaczy¢é na pod-
stawie pomiaru rozkladu kontrastu w dwu obrazach interferencyjnych otrzymanych z tego
samego hologramu przy uzyciu diafragmy szczelinowej w dwu wzajemnie prostopadtych
jej orientacjach (patrz wzér (12)), gdy obiekt byl oswietlony falg plaska lub sferyczna,
tzn. gdy Py = [ i V = |Py|. W przypadku, gdy powierzchnia nie jest plaska, a wiec gdy
nie mozna zogniskowa¢ ukladu obrazujacego réwnocze$nie na wszystkie jej punkty, to
wektor Nyu moZna wyznaczy¢ na drodze automatycznej analizy polowej na podstawie
pomiaru rozkiadu kontrastu w czterech obrazach interferencyjnych (rys. 3) otrzymanych
z tego samego hologramu dla dwu réZnych odlegloéci ogniskowania, L, i L,, 1 dla dwu
wzajemnie prostopadlych orientacji diafragmy szczelinowej. Z kazdej pary obrazéw,
oddzielnie dla L, i L,, wyznacza si¢ wektory x, 1 x, w sposéb omowiony dla poprzedniego
- przypadku. Wowczas [17]:
Nyw = - A= L) Lix, = (L~ L) Lyxa] (s
Wektorowe skiadniki we wzorze (13) moga byé wyznaczone jedynie z dokladnoscig
do ich kierunku (lecz juz nie zwrotu). Wyboru wilasciwej kombinacji znakowej mozna
dokona¢ na podstawie pomiaru kontrastu w obrazie interferencyjnym, uzyskanym za
pomoca ukiadu obrazujacego o bardzo malej kotowej aperturze katowej (R/L < 1) przy
dyfuzyinym oéwietleniu obiektu, tzn. w warunkach, gdy P, = 11 V = |P;|. Woéwczas
wiadciwy wektor w, obliczony na podstawie réwnania (13), musi spelniaé nastepujace
réwnanie (patrz wzory (11) i (4)):

Jy(kR| Ng N1"|/LI)

— ' 6
kR|NyN;u|/L, £ (16)

2

gdzie, w tym przypadku, R jest promieniem diafragmy kolowej w ukladzie o$wietlajacym,
a V — wartoscig kontrastu w tak uzyskanym obrazie. Zwrot wektora u jest nadal nieo-
kredlony, co generalnie wynika z faktu, ze obraz interferencyjny ,,nie pamieta”, ktéry
z dwu poréwnywanych stanéw obiektu byl stanem poczatkowym.

W przypadku, gdy rozkiad rzgdu prazka nie moze by¢ z géry okreflony, nawet przy
zastosowaniu metody identyfikacji prazka zerowego rzedu, wowczas mozna ten rozklad
wyznaczy¢ rozwiazujac réwnanie kwadratowe wzgledem f; powstale z podniesienia do
kwadratu argumentu funkcji Bessela, obliczonego z réwnania (16), oraz przy zastosowaniu
wzordw (13) i (5). Wybdr wlasciwego pierwiastka tego réwnania wynika z analizy potoze-
nia badanego punktu powierzchni wzgledem sasiednich prazkéw interferencyjnych.

Oméwiona powyzej grupa metod wyznaczania pola przemieszczen bazuje tylko na
Jednym interferogramie holograficznym, co jest jej szczegélna zaleta. Inne grupy metod
oparte na pomiarze kontrastu wymagaja wigkszej liczby interferogramow holograficznych
[14], co jednak pozwala calkowme wyehmmowaé z analizy rozklad rzedu prazka inter-
ferencyjnego
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5. Wyznaczanie pola odksztalcen

W mysl wzoréw (6) i (7), wyznaczenie pola odksztalcern powierzchni, jak i tensora
obrotu jej elementéw, sprowadza si¢ do wyznaczenia tensora lewostronnej projekcji
gradientu przemieszczenia, Ns(V- x ), ktéry explicite wystepuje we wzorze (3) okreSlaja-
cym argument funkcji aperturowej ukladu obrazujacego, decydujgcej o rozkladzie kon-
trastu w obrazie interferencyjnym. W przypadku os$wietlenia obiektu falg ptaska (L; - <)
argument ten redukuje si¢ do postaci, ktéra po prostym przeksztatcenin prowadzi do
nastgpujacego réwnania [18]:

1
Ly"‘L

Ns(Vxu)g = Ns(LAyx— Nyu), an

przy czym Pr =11 V = |Py(x)|. Wyznaczenie poszukiwanej wielkosci: wymaga skon-
struowania réwnania tensorowego z trzech réwnan typu (17). Rozwiazanie takiego réw-
nania przyjmuje wowczas postac:

Ns(V xu) = WG-1, (18)
gdzie:
W: [wl)w27w3']; G=[gl’g2,g3]) ) (]-9)

przy czym g;(i = 1,2, 3) sa réZnymi wektorami czuloéci ukladu holograficznego, ktére
nie powinny leze¢ w jednej plaszczyZnie, aby méc zbudowaé G, natomiast wektory w;
w najprostszym pomiarowo uktadzie sa zdefiniowane nastgpujaco:

W = —i—y~— Ns Ay {Lx, LiL’ [(Ly =LY Lx;— (Ly ——L)L’x; } (20)
gdzie x; wyznacza si¢ w sposob analogiczny do opisanego w poprzednim paragrafie na
podstawie obrazow interferencyjnych, uzyskanych dla rdéznych kierunkéw oswietlenia
obiektu, determinujacych rézne wektory g;, przy tym samym kierunku obserwacji i tej
" samej odleglodci ogniskowania L. Wektor x| wyznacza si¢ z dwu obrazéw dla g, i dla
odlegloéci ogniskowania L’ # L. Tak wigc tensor odksztalceri powierzchni okreslony jest
ostatecznie nastepujacym wzorem [18]:

Es = 5 WG~ Nyt (WG4 Ng)T]. e

Osiem obrazéw interferencyjnych, niezbednych do wyznaczenia tym sposobem pola
odksztatcen uzyskiwanych jest z trzech réznych interferograméw dla réznych wektoréw
czutosci, przy czym interferogramy te powinny byé réownoczesnie zarejestrowane na tym
samym hologramie za pomoca trzech réznych par wiagzek odpiesienia i o$wietlajacych
obiekt, w taki sposéb, ze pary te sa wzajemnie niespojne, a spéjnoéé wystgpuje jedynie
migdzy wiazkami nalezagcymi do tej samej pary, co mozna osiagnaé przez wytworzenie
takiej réznicy drég optycznych miedzy tymi parami, ktéra jest wigksza od drogi spéjnosci
lasera [20], lub przez zastosowanie lasera tréjczestotliwosciowego [21]. -

Zalezno$é kontrastu prazkéw od wartosci odksztalceri pozwala réwniez na bezposred-
nig, jakosciows oceng¢ ich rozkiadu na powierzchni badanego obiektu. W miejscach,
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w ktérych zmiana kontrastu jest najwicksza podczas przeogniskowywania uktadu obrazy-
jacego wystgpuja najwigksze odksztalcenia, i odwrotnie. Prawidlowos¢ tg ilustruje rys. 4,

Rys. 4. Obrazy interferencyjne ugiecia plyty sztywno zamocowanej wzdluz jej prawej krawedzi; po lewej —
dla ukiadu obrazujacego zogniskowanego na powierzchni plyty, po prawej — z przeogniskowaniem

6. Uwagi koncowe

Podstawowe réwnania interferometrii holograficznej zostaly wyprowadzone przy
zaloZeniu, Ze obiekt rozprasza $wiatlo stochastycznie, oraz Ze proces zapisu holograficz-
nego odbywa sie w liniowej czgsci charakterystyki materialu $wiatfoczulego. Pominieto
réwnieZ szum optyczny, generowany przez rozproszenie Swiatla na ziarnistej strukturze
emulsji hologramu w procesie rekonstrukcji holograficznej obrazu. W praktyce zatoZenia
te w mniejszym lub wigkszym stopniu nie sa spelnione, co powoduje, Ze w obrazie inter-
ferencyjnym pojawia sie tlo $wietlne obnizajace kontrast tego obrazu. Uwzglednienie
tego efektu w procesie interpretacyjnym nie jest jednak trudne, lecz wymaga zwigkszenia
liczby analizowanych obrazoéw.

Metody oparte na pomiarze kontrastu prazkéw umozliwiaja wyznaczenie pél prze-
mieszczen i odksztalceri bez znajomosci rozkladu rzgdu prazka interferencyjnego oraz bez
koniecznosci rézniczkowania pola przemieszczen w celu wyznaczenia odksztalcen.

Istotng zaleta tych metod jest mozliwo$é sterowania w szerokim zakresie czutodcia
pomiaréw przez zmiang rozmiar6w diafragm stosowanych w ukladzie holograficzno-po-
miarowym.

Niniejsza praca zostala wykonana w ramach Centralnego Programu Badan Podsta-
wowych Nr 02.20.
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Pezrmome

OIIPEJENIEHUE TIEPEMEHIEHMM U TEGOPMALIMU HA OCHOBE KOHTPACTA TIOJIOC
HA OBPA3AX T'OJIOTPA®UUECKON NHTEPDLEPOMETPUU

Ha c¢onse meronoB romorpadmueckor wuTephepoMETPHH IIPEACTABNIEHO TEOPETHUYECKHE OCHOBBLI
METONa KOHTPAcTa AHTep(PEPEHIMOHHBIX [0JI0C, KOTOPLIA MPUMEHSETCS IS ONpeNeNeHHs IIepeMeLeH T
U fechopmanuy NoBepXHOCTR 06BeKToB. IIpencTaBieHbIii METO) JeNaeT BOSMOYKHBIM ONPENCHHTh mepe-
MeleHna B pedopmanui Ges HeoGXOMMMOCTH ONpeeNIeHust PsNa HOJOCHl H 3aTPyXHHTENEHOro mudipe-
DEHLIMPOBAHUA NepeMeleHuid,

Summary

DISPLACEMENT AND STRAIN EVALUATION ON THE BASIS OF FRINGE CONTRAST IN
HOLOGRAPHIC INTERFEROMETRY

On the background of different methods of holographic interferometry (Sec. 1), the theoretical idea
of the fringe visibility method (Sec. 3) on the basis of the holographic measuring system (Sec. 2) has been.
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discussed. Application of this method to displacement (Sec. 4) and strain (Sec. 5) evaluation has been
presented. Some practical remarks relating to the method (Sec. 6) have been also given.

The presented method enables to determine the displacement and strain fields without knowledge of
the fringe order distribution and without necessity to differentiate the displacement field.

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 czerwca 1987 roku.
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W artykule przedstawiono metod¢ wyznaczania amplitudy naprezed sinusoidalnych
réwnowaznych z punktu widzenia trwalosci zmeczeniowej — napreZeniom stochastycz-
nym. Wykazano, ze w zakresie nieograniczonej trwatosci zmeczeniowej zawodza dotych-
czas znane sposoby wyznaczania amplitudy zastgpczej oparte na zastosowaniu hipotezy
Palmgrena — Minera. Dla tego zakresu wykorzystano koncepcje linii statych uszkodzen
zmeczeniowych oparta na analizie przebiegu zjawisk zmeczeniowych w metalach. Artykut
zilustrowano analiza wynikéw badan zmeczeniowych.

Wykaz wainiejszych oznaczen

C — stata w opisie wykresu zmeczeniowego,

C, — stala w opisie wykresu trwaloéci zmgczeniowe;,

m, — wykladnik potegi w opisie wykresu zmeczeniowego,

m' — wykladnik potegi wtérnego wykresu zmeczeniowego,

m, -— wyktadnik potegi w opisie wykresu trwalosci zmeczeniowej,

N -— trwato$é zmeczeniowa elementu konstrukcyjnego przy obcigZeniu sinusoidal-
nym wyrazona liczbg cykli, »

N, — trwalo$¢ zmeczeniowa elementu konstrukeyjnego przy obcigZeniu stochastycz-
nym lub programowanym wyrazona liczba cykli,

Ny — liczba cykli odpowiadajaca punktowi zalamania wykresu zmegczeniowego,

n, — sumaryczna liczba cykli w widmie obcigzen,

n,P(c,) — widmo obciagZen,

n; — liczba cykli na i-tym stopniu

_S_'n, = n,

P(o,) —rtozklad amplitud,
plo)) —funkcja gestoéci rozkladu amplitud,
Zg — granica zmegczenia (oznaczenie ogdlne) w MPa,

n . .
®; = 7’~wzglcdna liczba cykli na i-tym stopniu,
(4
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¢ — wspolczynnik wypehienia widma,

A —- liczba powtérzefi widma obcigzen,

Ae — liczba powtdrzen widma obciazen do zniszczenia zm@czenlowego

N,= A, n,

O — amplituda naprezei (oznaczenie ogéine) w MPa,

O — amplituda i-tego stopnia (w widmie stopniowym i = 1, 2 ... k, gdzie k — liczba
stopni),

Oamax ~ — maksymalna amplituda naprezen w widmie obcigzen w MPa,

o, (N) — wykres zmeczeniowy (Wohlera),

Oamax(N.)— wykres trwalosci zmeczeniowe;j,

O amin — minimalna amplituda naprezen w widmie obcigzen w MPa,

Car — rownowazna amplituda naprezen w MPa.

1. Wprowadzenie

Analiza zagadnienia rdwnowaznej amplitudy- naprezend, pod wzgledem trwatodei
zmeczeniowej ekwiwalentnej obciazeniu stochastycznemu lub programowanemu, przed-
stawiona w prezentowanym artykule dotyczy zakreséw: wysokocyklowej ogranicznej
1 nieograniczonej trwatosci.

Znaczenie tego zagadnienia polega na tym, Zze szczegdlnie w zakresie nieograniczonsj
trwalofci, wyznaczenie amplitudy réwnowaznej umozliwia obliczenie — w tradycyjnych
metodach — wspolczynnika bezpieczenstwa lub w probabilistycznym ujeciu ~— prawdo-
podobiefistwa zniszczenia zmeczeniowego. Podkresli¢ nalezy, ze w zakresie nieograniczonej
trwalosci ze wzgledéw oczywistych wartosci trwalosci sig nie wyznacza. Z drugiej strony —
ilosciowa analiza obcigZen elementéw konstrukcyjnych (szczegdlnie elementéw maszyn),
ktore moga ulec zniszczeniu zmeczeniowemu wykazata, Ze ponad 959 tych elementow
konstruuje si¢ na nieograniczona trwatosé.

Mozliwe przypadki polozenia widma obcigZzert w stosunku do wykresu zmegczenio-
wego pokazano na rys. 1 [1]. W przypadku (a) wszystkie amplitudy w widmie obcigZen

\

Gamax >Zg Gamax > Zg Gamax < Zs
Gamin >Zg Gamin <Zo gcmin <Zg
\ .
(;ar nP{Ga! _ Ge NP {6a) 6o ncP{Go!
7 m
GaN=C ) G:N:Cm . G?N:Cm
s
Yl [ L'S’\ o . ﬁ
o| © N =
SN g
v - . -
0 Ne Nr 0 Ng ) N
No Ne I

Rys. 1. Wzajemne polozenie wykresu zmeczeniowego o,(N) i widma obciazen P(0,) e
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sa wieksze od granicy zmeczenia (Oamax > Zg OTAZ Gamin > Zg), a trwalosé zmeczeniowa
jest ograniczona. W przypadku (b) zachodzi ogmax > Z natomiast o,pin < Zg. W zalez-
nosci od wartoéci parametrow widma obcigzed w przypadku tym otrzymuje si¢ ograniczona
(wysokie warto$ci Gumgx i £) lub nieograniczona trwatos$¢ (niskie wartosci oum.. 1 £). Ze
znanych parametréw natgZenia obcigZzen zmiennych (postaci widma) opisanych m.in.
w pracy [2] w tej pracy wybrano wspotczynnik wypelnienia widma {, poniewaz bezpo-
érednio zwiazany jest z rozktadem amplitud naprezen stochastycznych:

C = J 7 Uap(aa)daa) (1)

Camin
gdzie:

Camax

A= [ p(o)do,

Samin

lub dla widma stopniowego

k
1 0 :
= Z Oy, )
Gamx

=1

W przypadku (c) rys. 1 zachodzi e < Zg 1 Oumin < Zs. Element konstrukcyjny nie
ulega zniszczeniu w pojeciu deterministycznym, natomiast w materiale zachodza zgodnie
z wynikami badan opublikowanymi w pracy [3] zjawiska zmeczeniowe do mikropeknieé
wlacznie. W badaniach przeprowadzonych na réznych metalach i ich stopach opisanych
w pracach [4] i [5] potwierdzono spostrzeZenia, Ze kumulaqa uszkodzed zmeczeniowych
zachodzi takZe poniZej granicy zmeczenia. :

Mozna w tym przypadku przyjac zaloZenie, Ze obciazenie sinusoidalne o amplitudzie
réwnowaznej powoduje ten sam stopief uszkodzenia zmeczeniowego, jak obciaZenie sto-
chastyczne o okreslonym widmie (np. rozwinigte mikropekniecia).

W literaturze m.in. [1], [2]1 [6] spotyka si¢ zalezno$ci na obliczenie zastgpczej amplitudy
oparte na zaloZeniach hipotezy sumowania uszkodzen -zmeczeniowych podanej przez
Palmgrena i Minera a odniesionej do liczby cykli N,. Zaleznosci te umozliwiaja obliczenia
zmeczeniowe dla przypadku (a) z rys. 1 w ograniczonym zakresie, umozliwiaja mianowicie
obliczenie wspéiczynnika bezpieczefistwa 8, nie daja jednak mozliwosci obliczenia réwno-
waznej amplitudy z punktu widzenia trwatosci zmeczeniowej. Dla widma stopniowanego
przyjmuje sie zalozenie, Ze:

0z No =20alnia 3
i=1

a sumowaniu podlegaja cykle o o, > Zg(i = 1,2 ... 7). Z warunku tego wynika, Ze
amplituda ¢,, jest réwnowazna widmu obciazenia o rozkladzie P(o,) in. gdy in. < N,
w odniesieniu do liczby cykli N, (2 nie trwatosci N,). Wychodzac z definicji amplitudy
réwnowaznej o,, zaklada sig, ze A.n, = N,, a.zatem z przeksztalcenia wzoru (3) otrzymuje
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sie:

- V/ L N, e

po przeksztatceniach:

m N—C .1 O"a m
Ooz =Zg 7\]«_‘2‘(2(‘;) Oy . (5)

Na podstawie hipotezy Palmgrena-Minera trwalo$¢ zmeczeniowg N, oblicza si¢ z wzoru
(1 21

YA /S— ©

2‘7( Gal )ma
i=] ZG h
Podstawiajac wzor (6) do (5) otrzymuje sig: _
) O“a:r. = ZG: (7)

a zatem amplituda zastgpcza o,, jest dla tego przypadku réwnowazna granicy zmeczenia.

2. Sformulowanie zagadnienia

Na podstawie analizy wynikéw badan zawartych w pracach [3], [4] 1 [5] sporzadzono
uproszczony wykres w zakresie wysokocyklowej trwalosci zmeczeniowej (rys. 2), na kté-
rym poza liniami granicznymi dla stref poszczegélnych zjawisk zmeczeniowych (oznaczo-

GQIT\D)(
~ Y
S~
e
- B
6
NA NA N NP N .

Rys. 2. Schematyczne ujecie wykresu zmeczeniowego z oznaczeniem linii: 1-obserwacji linii poslizgu,

2-pasm poflizgu, 3-mikropgknigé, 4-rozwoju peknigé, 5-zniszczenia elementébw (wykres zmeczeniowy).

6-(przykladowa linia) stalych uszkodzen zmeczeniowych, 7-zmiszczenia elementéw przy obcigZeniu sto-
chastycznym lub programowanym (krzywa trwaloSci zmeczeniowej)
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nych cyframi od 1-5) wykreslono przykiadowg linig stalych uszkodzen 6. Wykres ten
ilustruje zjawiska obserwowane przy obciaZeniu sinusoidalnym. Punkty 4 i B leza na
jednej linii statych uszkodzen, poniewaz, jak wynika z badan, podobny efekt zmeczeniowy
(tu odpowiednie stadium rozwoju mikropeknigé) uzyskaé mozna przy amplitudzie o
po N4 cyklach obciazZenia i przy amplitudzie 62 po N® cyklach obciazenia.

Podobne zjawiska zmeczeniowe maja miejsce w przypadku obcigZenia stochastycznego
lub programowanego, zawierajgcych w sobie naprezenia o duzych i matych amplitudach
zgodnie z rozkladem P(o,). A zatem stadium zmeczenia oznaczone punktem A osiaga
sie przy obcigZeniu stochastycznym w punkcie.4’. Z poréwnania trwatosci zmeczeniowej
wyrazonej taczna liczbg cykli do zniszczenia elementu przy obcigzeniu sinusoidalnym o am-
plitudzie o, i przy obcigzeniu stochastycznym o0 G, = 0, otrzymujemy, Ze N < N.,
a zatem wykres trwalosci Zmeczeniowej Gamax(N,) lezy po prawej stronie wykresu zmecze-
niowego 0,(N) — rys. 2. Mozna w skrécie stwierdzi¢, ze obciazenie sinusoidalne stwarza
cigzsze warunki z punkiu widzenia przebiegu procesu zmeczenia niz obciaZenie stocha-
styczne lub programowane, co z fatwoécia mozna prze$ledzi¢ postugujac sie rys. 2.

W przypadku obciaZer sinusoidalnych o amplidudach mniejszych od granicy zmecze-
nia (o, < Z;) nie nastapi zniszczenie elementu, ale jak wynika to z rys. 2 w materiale
powstaja okreslone zmiany zmeczeniowe (dla niektérych metali i ich stopow, szczegdlnie
stali konstrukcyjnych, galeZ nieograniczonej trwaloSci wykresu jest réwnolegla do osi
odcietych). Obcigzenie elementu konstrukcyjnego zgodnie z widmem obcigzen (wedhig
rozktadu amplitud P(c,)) cyklami o amplitudach na przemian wigkszych i mniejszych od
granicy zmeczenia powoduje okre$lone obniZenie wytrzymatosci zmeczeniowej materiahu,
co wyraza sie przyjeciem wtornego wykresu zmeczeniowego o,(N)— linia 4 na rys. 3b.
c i d. Przez taka modyfikacj¢ wykresu zmegczeniowego wmozliwia sie w obliczeniach trwa-
osci zmeczeniowej (wyznaczenie analityczne krzywej trwalosci o,,..(N.)) uwzglednienie
wptywu amplitud mniejszych od granicy zmegczenia, zawartych w widmie obciaZzen, na
trwaltos¢ zmeczeniowa, (przypadek b i ¢ na rys. 3). Wplyw ten jest istotny i zostat do$wiad-
czalnie wykazany [7].

Z poréwnaniarys. 1bzrys. 3bic wynika, ze dla przypadku gdY 0omes > Zg 2 Comin < Za
w zaleznosci od parametréw widma (wartosci o,m,, 1 £) otrzymuje sig¢ ograniczona trwatosé
(rys. 3b) lub nieograniczong trwalosé zmeczeniowa (rys. 3c).

W przypadku zilustrowanym na rys. 1c. w KtOrym Oumex 1 Oguin < Zs zniszczenie
elementu nie nastapi,-stad wykres trwalo$ci zmeczeniowej 3 wykres§lony na rys. 3d poniZej
linii Z; odniesiony jest do okreslonych zmian zmeczeniowych w materiale.

Na podstawie powyzszego opisu mozna okre$li¢ amplitude réwnowazna o,, cO W sposob

- graficzny pokazano na rys. 3. Przypadki a i b dotycza ograniczonej trwalosci, dla ktorej
N, < N, oraz ¢, > Zg, natomiast przypadki ¢ i d dotycza nieograniczonej trwatosci,
dla ktorej N. > Ny oraz o, < Zg.

Wartosci ¢,, obliczyé mozna z wzorédw:

o N.=ZiN,=C" dla N,<N,, : (8)
lub:
0" N,=Z"%N,=Cr" dla N, > N,. (9
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Wartoéé N, wyznacza si¢ doSwiadczalnie obcigzajac element konstrukcyjny obciazeniem
stochastycznym lub programowanym zgodnie z rozkladem amplitud opisanym widmem
obciazen. W takim przypadku wyniki badan aproksymuje sig funkcja wykladnicza:

G:znn'mec = (™. (10)
a) b)
A
Gu 1 , 6a
A
Gamcx
GBMX
Gor—
Goenin|— Bar
Zg Zs
Guﬂ'\ln L
ne N. No NN, ne  NeNg NN
d)
c) \ A
G Sa
3 3

1 1 2

Gamax ~o ~ ] ZG
Zs N, amox

/
|
] — —\ GolN) AN ]
Bamin / \ b
4 Gomin

Ne Na Ne N,ch Ne Ng N’c NINC’

Rys. 3. Ilustracja graficzna wyznaczania amplitudy réwnowaznej o,,:

a) w zakresie ograniczonej trwalosci gdy Camax i Camin > Zg» D) W zakresie ograniczonej trwlosci gdy 04pex > Zg 2 O

amin
©) w zakresie nieograniczonej tewalosci gdy o, ;. > Zga Ogpy, < Zg, d) w zakresie nieograniczonej trwatosei gdy o
< Z,
G

Na rysunku oznaczono: 1-widmo obciazenn (P(o,) 1), 2-wykres zmeczeniowy o.(IV), 3-wykres trwaloci
ZmMECZENIOWE] Gamax(N:), 4-witdrny wykres zmeczeniowy o.(N)

< Zg,

amax1%qmin <

Trwalo$¢ NV, mozna takse obliczyé réznymi metodami np. metodami opartymi na zastoso-
waniu hipotez sumowania uszkodzen [8], [9] i [10], na koncepcji dwuetapowego przebiegu
procesu zmeczenia (do inicjacji pekniecia z wykorzystaniem teorii karbu Neubera i rozwoju
peknigeia z wykorzystaniem teorii mechaniki pekania) [11] i (12] lub z wykorzystaniem
zaleznodci statystycznych pomigdzy parametrami krzywych zmeczeniowych i krzywych
irwatosci zmeczeniowej [13]
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Dla jlustracji opisanego w punkcie 2 zagadnienia wykorzystane zostana wyniki badan
zmegczeniowych elementéw stalowych (stal 45 normalizowana) z karbem (oy = 1,65)

3. Analiza danych eksperymentalnych

zestawione 1 opracowane statystycznie w dodatku do pracy [13].

Na podstawie wynikéw badan 60 probek wyznaczono kizywa zmeczeniowa (wykres
a na rys. 4a) o nastgpujacych parametrach: m = 4,56, Z; = 165,6 MPa, Ny = 6,5 10°
cykli, C = 3110. Traktujac obcigzenie sinusoidalne, przy ktérym wyznaczono tg krzywa

al ba Q b ¢ d
: a~2=10
Gama { \\\ Y Gamax = 300MPa oo é 077
N N\ '
350 \ c~- 1=055
o0 1 \2 &4 d - Z=03%
3
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Rys. 4. Wykresy zmeczeniowe i wykresy trwalosci zmeczeniowej dla réznych widm obciazen z oznaczeniem:

a) wyznaczania wartoici o, dla widm o Samax | & b) wyznaczania wartosci o, .. dla zalozonej trwalodci N i {
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jako szczegélny przypadek obcigzenia stochastycznego mozna zgodnie z definicja wspél-
czynnika wypehienia widma { przypisa¢ mu wartos¢ £, = 1,0. Przedtuzenie wykresu
Zmeczeniowego poniZej granicy zmgczenia (linia a’) wykonano zgodnie z hipoteza Haibacha
[14] przyjmujac zgodnie z jej zaloZzeniami wykladnik potegi m' = 2m—1.

Badania programowane (réwnowazne badaniom przy obcigZeniu stochastycznym)
przeprowadzono dla trzech réznych wartodci £: 0,77, 0,56, 0,34 takZe na 60 prébkach,
a na podstawie wynikow tych badan wyznaczono krzywe trwatosci zmgczeniowej o naste-
pujacych parametrach:

— wykres b (£, = 0,77, m,; = 537, C;, = 2451),

— wykres ¢ ({3 = 0,56, my; = 5,75, Cpy = 2278),

— wykres d (¢, = 0,34, m,, = 6,02, C,, = 2818).

Wykresy te na rys. 4 wykreslono gruba linia. Obliczone na podstawie zaleznosci podanych
w pracy [13] krzywe trwatosci takze w zakresie ponZiej granicy zmeczenia wykreslono
na rys. 4 liniami cienkimi i oznaczono indeksem (') — prim.

Zalezno$¢ amplitudy réwnowaznej od wspdlczynnika wypelnia widma { w zakresie
ograniczonej i nieograniczonej trwalosci pokazano na rys. 4a.

W pierwszym przypadku dla widm 0 Oume; = 300 MPa > Z; = 165,6 MPa otrzymuje
sig z wzoru (10) wartosci Nl,ch,ch3 i N, dla ktérych z wzoru (8) obliczy¢ mozna
Wwartosci o,,2, g3 1 04ra. Z pobieinej analizy danych na wykresach widad istotny wplyw
postaci widma (wspdiczynnik ¢ — wzdér (1) na amplitudg réwnowazna.

W drugim przypadku przyimujac Oume. = 150 MPa < Z; = 165,6 MPa otrzymuje
si¢ podobnie wartoéci Ns, N, N.4 i N,g obliczone z wzoru (10) podstawiajac te wartosci
do wzoru (9) obliczamy amplitudy réwnowaine 0,6, Gapy 1 Oqrs. Podkreslic tu nalezy
ponownie, Ze dane te dotycza okreslonego stopnia uszkodzenia zmeczeniowego nie zas
catkowitego zniszczenia elementu.

Obliczenie amplitudy réwnowaznej o, ma miejsce wowczas gdy znane sg cechy kon-
strukcyjne elementu i jego widmo obcigZen a ocenie podlega wspélczynnik bezpieczefistwa
Iub prawdopodobienistwo zniszczenia.

W przypadku konstruowania elementu na zalozona trwalo$é N,, ocenie podlega do-
puszczalna warto$é napreZzenia maksymalnego w widmie O,ma Przy znanej wartosci ¢,
Ten przypadek dla zakresu ograniczonej (N = 5 10° cykli— punkty 1, 2, 3 i 4) oraz
nieograniczonej trwatosci (N, = 10® cykli— punkty 5, 6, 7 i 8) pokazano na rys. 4b.
Oznaczenie linii wykresowych jak na rys. 4a. ‘

Oméwiony przykiad mozna rozszerzy¢ na inne elementy konstrukcyjne wykonane ze
stali, stwierdzenie to oparto na wynikach badan wegziéw konstrukcyjnych wykonanych
z rur spawanych, lutowanych i osiach hartowanych powierzchniowo [13].

Wstawiajac do wzoru (8) warto$é N, wyznaczona z wzoru (10) otrzymamy:

a:,",( G, ) — om (11

amax

i po przeksztalceniach:
2 C
g = olall:;ax e (12)

C‘ m
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Z analizy statystycznej danych dodwiadczalnych zamieszczonych w pracy [13] wynika,
ze wartosci stalych w rownaniach krzywych zmeczeniowych C i trwaloéei zmeczeniowych
C, réznig si¢ ni¢istotnie (maja charakter stalych materiatowych) oraz, ze stosunek wyktad-
nikéw poteg my/m zalezny jest od wspdlczynnika wypelnienia widma ¢:

m,

- = C_r’ (13)

m

gdzie: r = 0,16—0,44 dla element6éw stalowych érednio r = 0,28. Wykorzystujac podane
zaleznosci otrzymujemy dla zakresu ograniczonej trwalosci (0pmex > Z i No < Np):

w =)

Oar = o'amtm (14)

natomiast dla zakresu nieograniczonej trwatosci (G ma < Zg):

m; 1 ny )
m’

O'l.ll’ - gﬂl"ﬂx C' (l 5)
1 .y ny . ‘. . . . .
Stosunek wyktadnikéw potegi S natomiast warto$¢ statej C’ oblicza si¢ z row-
nania linii a’:
g N = Z¥ Ny = C't"), (16)
stad
1
C' =ZgNg"" . (amn

Bardziej zlozony jest przypadek nieograniczonej trwalosci zilustrowany na rys. 3c gdy
zachodzi Oymex > Zg 1 N, > Ny wéwczas postgpujac podobnie, jak w przypadkach wy-
prowadzenia wzoréw (14) i (15) otrzymuje sig:
_%:_f_ Cl
Car = UamaxT (18)
Cm’
Na podstawie podanych wzoréw mozna wykonaé wykresy zaleznosci amplitudy réwno-
wazinej o, = f(Oumax, {) dla znanej krzywej zmeczeniowej elementu konstrukcyjnego. -

4. Podsumowanie

Podstawowa charakterystyka wlasnoici zmeczeniowych materiatéw lub elementéw
konstrukcyjnych jest wykres zmeczeniowy (Wohlera), wyznaczany przy obcigZeniu sinu-
soidalnym.

Wyznaczenie amplitudy réwnowaznej umozliwia na podstawie tego wykresu oceng
trwatosci zmeczeniowej elementu konstrukcyjnego poddanego obciazeniom stochastycz-
nym lub programowanym.

W zakresie nieograniczonej trwatosci zmeczeniowej stanowi mozliwo$¢ wyznaczenia
prawdopodobiedstwa zniszczenia metodami opracowanymi dla obc'ié‘Zefl sinusoidalnych,

6*
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ktére opisano m.in. w pracach [1], [6]. Schemat do tych metod obliczen przedstawiono
na rys. 5. Rozklad granicy zmeczenia p(Zg) wyznacza si¢ na podstawie wynikéw badag
zmeczeniowych (np. metoda schodkowa) natomiast rozklad amplitudy réwnowazne;
p(o.) wyznaczany jest na podstawie pomiaréw obciaZen eksploatacyjnych obliczanych
elementéw konstrukcyjnych z zastosowaniem przedstawionej w tym artykule metody
wyznaczania o,,. Rozklady te w przypadku braku danych z badan zmeczeniowych i po-

3
G

a

GalN)

-

No n¢ N

Rys. 5. Schemat do obliczed prawdopodobienistwa zniszczenia zmeczeniowego elementu konstrukcyjnego
w zakresie nieograniczonej trwatosci

miaréw obciaZzefi moZna przyjaé¢ na podstawie danych literaturowych z badan podobnych
elementéw konstrukcyjnych. Danych tych jest jednakZe matlo i fakt ten stanowi najpo-
wazniejsza przeszkode w stosowaniu probabilistycznych metod obliczeni zmegczeniowych,
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Peswome

BOIIPOC DKBUBAJIEHTHOW AMILTHUTYILI HAITPSDKEHUIT TPV OLIEHKE
TIPOYHOCTH KOHCTPYKUMOHHLIX TETAJIENU

B pafoTe NpeACTAaBIIEH METOJ ONPEETECHHA 3KBUBAJICHTHON, CHHYCOMIANbHOM AMIUIHTY bl HATIps-
sicenuil  OKBMBAJIEHTHBIX CTOXACTHUCCKHM HANPSOKEHWsM — B3BEIIMBas NPOvYHOCTH. Jlowazano, uToO
CYIECTBYIOMIHE METOMbl ONpENeNIeHHsT IKBHBANEHTHOH, CHHYCOHMIANbHONR AMIINKUTYIbLI, HCIIONL3YIOLIHE
runoTeay Ilansurpema-Majinepa He onpaBALIBaOT cebA B AuanasoHe HeorparwdeHtol npounoctu. s
9TOro [MAMA30HA YIPHUMEHEHA KOHUENIMS JIMHMK IOCTOSHHBIX YCTANOCTHLIX HOBPEKICHMI, KOTOPYIO
06paGoTaHo aHHYJIHPYHA MPOLIECC YCTATIOCTHLIX ABJIenuH B MeTayuiax. TeopeTHueckue PacCyMICHHA Mpo-
WITIOCTPUPORAHbL aHANIH30M PE3YIBTATOB HMCCNENOBAHMH HA IIPOUHOCTS. '

Summary

PROBLEM OF EQUIVALENT STRESS AMPLITUDE FOR EVALUATION
OF CONSTRUCTION ELEMENTS FATIGUE LIFE

The method of calculation of equivalent, sinusoidal stress amplitude, adequate for random stress
taking into cosideration fatigue life, has been presented. It has been proved, that existing methods based
on Palmgren-Miner’s hypothesis are disappointing for unlimited life scale. The idea of constant fatigue
damage lines, based on analysis of fatigue phenomenona in metals, has been used for this scale. The theo-
retical considerations have been illustrated by enclosed analysis of fatigue experimental results.

Prgca wplyngla do Redakcji dnia 9 lutego 1987 roku.
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NONLINEAR EQUATIONS OF SHELLS OF SLOWLY VARYING CURVATURES

ZENON RYCHTER

Politechnika Bialostocka

1. Introduction

A major problem in the general nonlinear theory of thin elastic shells consists in reducing
the very complex general field equations to simpler, tractable forms. Extensive surveys,
of efforts along these lines can be found in the works of Koiter [1] and Pietraszkiewicz [2],
so we may concentrate here on those results having a direct bearing on the present work.

One early recognized possibility is to deal with only the equilibrium equations and
compatibility conditions in conjunction with the constitutive relations. In this way the
very involved stress-displacement relations are put aside and no restrictions as to the
magnitudes of displacements and their derivatives must be adopted. These so-called
“intrinsic shell equations” can be greatly simplified if the strains are small and the ratio
of maximum membrane to bending strains is not very large or very small compared with
unity. The resulting ‘““lowest-order interior equations® due to John [3] and Koiter [1]
permit further reduection for “quasi-shallow” shells (also called “shells of small Gaussian
curvature) introduced by Koiter [1] which are characterized by the requirement of smal-
Iness of the Gaussian curvature with respect to the reciprocal of the square of the characte-
ristic deformation wave length. Under such circumstances, the membrane forces can be
represented in terms of a stress function and the bending strains through a strain function,
leading to two appealingly simple differential equations in two unknowns [1].

This paper aims at extending the range of applicability of the now classic equations
of quasi-shallow shells. To this end, the condition of quasi-shallowness is replaced by
the weaker assumption of slow wvariation of curvatures over the middle surface — an
assumption first proposed by Duddeck [4] in the context of linear theory and then exploi-
ted by Lukasiewicz (see [5]) in a series of papers concerning both linear and nonlinear
shell problems. We borrow from Duddeck his refined expression for membrane forces
in terms of a strain function which, contrary to quasi-shallow shells, takes account of
the Gaussian curvature. The second of Duddeck’s variables, the normal deflection of the
midsurface, turns out to be unsuitable for the intended here displacement-free theory and
is not used. Instead, we express the bending strains through a strain function, finding the
appropriate formula from Duddeck’s stress function by noting a static-geometric analogy
between membrane forces and bending strains. Compared with Koiter’s (1} strain function
(“curvature function” in his terminology), our new formula is only slightly more compli-
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cated due to the occurence of a Gaussian curvature-related term. In the end, a relatively
simple set of two governing differential equations in two unknowns — the stress and
strain functions — is obtained which generalizes the equations of quasi-shallow shells
and reduces to the latter upon dropping terms multiplied by the Gaussian curvature. It
is a matter of course that the new equations generalize also all their predecessors involving
two unknowns one of which is the normal deflection, i.e. the equations of shallow shells
due to Donnell [6], Mushtari [7], and Vlasov [8], as well as equations for shells of slowly
varying curvatures due to Duddeck [4] and Eukasiewicz [S].

Our work closes with a formulation of appropriate displacement-free boundary condi-
tions to be used with the two differential equations. These include a set of static boundary
conditions derived by proper simplification from Danielson’s conditions [9], and a set
of deformational boundary conditions which are a reduced version of those provided by
Pietraszkiewicz [2].

The differential equations and boundary conditions found are truly displacement-free
only for surface and edge loads whose components are known in the basis attached to
the deformed shell. Consequently, dead loads are inappropriate and only pressure-like
loads can be admitted.

2. Reduction of basic field equations

This section is devoted to reducing the general nonlinear shell equations to the so-called
“lowest-order interior equations™ [1, 3]. Although the outcome of this reduction is identical
with [1, 3], our derivation throws new light on the subject as we: (a) make a distinction
between the wave lengths corresponding to membrane and bending strains (b) introduce
a wave length characterising the variation. of curvatures over the midsurface; consequently,
the validity criteria for the “lowest-order interior equations” become more precise than
in [1, 3]

To begin with we assume, as Koiter [1] does, that the strains are small everywhere in
the shell which is thin, homogeneous, and linearly elastic. The fundamental ficld equations
now are as follows ([1], p. 34). The constitutive equations between the symmetric membrane
forces N,z and extensional strains g,s, and between the moments M,; and bending strains
Gup read

1
8up = [ +¥) Nug—9aug N3, M
Myp = D[(1—~v)gup+7a4893], @

where a,p is the metric tensor of the undeformed middle surface, & denotes the constant
shell thickness, £ is Young’s modulus, » is Poisson’s ratio, and D = Eh3/12(1—»?) stands
for the flexural rigidity. The force equilibrium equations are:

1 1 -
(Nﬁ“ + 7bi‘Mf“— 7b§M°“‘+ q;*M’“) ’ + (5 +aDMf} = —p7, €)

. 1 1 _
Ml — (5B +—-bhgu ol ‘Izp) M (bug+us) N = 5. @
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Here b,s is the curvature tensor of the undeformed midsurface, a vertical stroke indicates
surface covariant differentiation based on the undeformed metric .5, p* and p are surface
Joads tangential and normal to the deformed shell (this is indicated by the overbars).
The compatibility conditions assume the form:

1 1
exfein [(qﬁ),+ 3 bg&sﬁ‘ a5 bggaﬂ)z ‘bg (géf)l,u +g6y|ﬁ—gﬂll|5)J =0, (5)
o

1
eaﬁe/\# (ga.ulﬂl + bcxu g+ —2' Jorn Qﬁx) =0 ’ (6)

where €, is the permutation tensor based on a*.

In order to compare the various terms in the above equations, we assume that the
surface coordinates have the dimension of length. This makes it possible to introduce the
relations:

8 =008, Gup=0(q), by =0(1/R),

to define the parameters g, ¢ and R which are the absolute maximum stretching and ben-
ding strains, and the smallest principal radius of curvature of the midsurface. The rates
of change of the strains and curvatures will be characterized by means of wave lengths
L,, L, and L, as follows:

gotml = O(g/Lg)1 qotﬂM = O(q/Lq) s
baﬂ[l = O(I/RLr)a I(]a = O(K/Lr):

where K is the Gaussian curvature of the undeformed midsurface; the same wave lengths
will be used in evaluating higher-order derivatives, e.g2. g.p, = 0(g/L7), etc.
These definitions and relations (1) and (2) imply that:

Naﬂ = O(Ehg); Naﬂm = O(Ehg/La),
Maﬁ = 0(E/13q), Maﬁ]l = O(Ehaq/Lq)>

where use lias been made of the fact that @,z = 0(1). Now the magnitudes of the individual
terms in the equilibrium and compatibility equations (3) - (6) are:

(3):  Ehg/L,, ER*q/RL,, Eh®q/RL,, ER®¢*|L,,
(4): Eh°q[L}, Eh’q*|R, Eh*q®, Ehg[R, Ehgq,
():  4/Ly, 8/RL,, g/RL,,

©): g/l q/R, ¢,

where in evaluating (5) and (6) one should remember that e = O(1).

In order to simplify equations (3)- (6), we first take notice of the well-known fact
that uncoupled constitutive equations (1) and (2) are approximate ones because of omis-
sion of terms conforming to relations [1, 9]:

hIR < hglg < (R[h, 1]hg). ™
NOW the underlined terms in (4) are seen to be negligible and can be dropped.
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To proceed further, we assume that the shell curvatures vary slowly compared with
the strains variation, in the sense that |
L,<L., L,<L,. ®)
Keeping this in mind, we find that the underscored terms in (3) and (5) may be neglected |
in comparison with the remaining contributions provided that:
h/R < (hqlg) (Ly/Ly) < (R[h, 1]hq). ©)

Deleting all the underlined terms in (3) - (5) and transforming the first terms in (4) and
{6) as in [1], we finally get reduced equilibrium and compatibility equations of the form:

Nlﬁf}’L = —p°% e“ﬂel"qp;,“; =0, (10, 11)
Dgglf~Bup+aup) N =, - (12)

1 _
N&lﬁ"EhC“ﬁeM(ba#—i— —Z—qaﬂ) Qo = — (1 +v)tha' (13)

These are exactly the “lowest-order interior equations™ of [l, 3]. Their validity depends
on the requirements (7) - (9) of which only (7) can be found in Koiter’s work [1]. Practi-
cally, the curvatures vary smoothly in most shell applications so that relations (8) are
true. As for (9), these conditions reduce to Koiter’s assumptions (7) only for deformations
characterized by equal wave lengths of the membrane and bending strains; this is very
often assumed for analytical convenience, but surely un]ustlfled in general, physically
(see [10]).

3. Governing equations in terms of stress and strain functions

The system of equations (10) - (13) lends itself to further simplifications resulting in
two coupled equations for two unknowns — a stress and a strain function. For quasi-
shallow shells such equations have been found by Koiter [1]. Here we propose two more
general and more complex equations valid for shells of slowly varying curvatures,

An appropriate approximate solution to the equilibrium equatlons (10) has been
found by Duddeck [4] in the form:

Nﬁa = eﬂ"e““(FW+ aMKF)+_P“ﬁ, (14)

where P* is a particular solution to (10); this formula is of interest thanks to the KF
term absent in works on shallow and quasi-shallow shells. Introducing (14) into (10) and
making use of the well-known geometric relations:

" Fup == KeygFP,  ee,p = —ag,

the residual error in (10) is found to be equal to K|, F. This quantity is O(KF/L,), while
the principal term in (10), NI,,, is, by (14), O(F/L}), so that the relative error in (10) is
negligible when:

(L,/Ls) (KL) % 1. (15)

A welcome feature of the compatibility equations (11) is their similarity, in the sense
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of static-geometric analogy, to the equilibrium equations (10). Remembering this, we
immediately find from (14) the solution to (11) in terms of a strain function W:

Goup = Wap+aoap KW. (16)

This expression was apparently first used by the present writer [11] in the linear theory
of shells of slowly varying curvatures; neglecting the KW terms, (I6) assumes the form
familiar from Koiter’s quasi-shallow shells [1].

Introduction of (16) into (11) produces in the latter equations a residual error that
is negligible when:

(LJL)(KL2) < 1. ' 17
Substitution of (14) and (16) into (12) and (13) finally yields
D(W|§+2KW)|§-—C°“eﬂ"(baﬂ+ Wiap+ aug KW) (Flup+a,y KF) =
= (bop+ Wiap+aup KW)P* 1+ p, (18)

1 1
(F|§+2KF)|‘,’}—Ehe°‘f’e“‘(ba,,+ 5 Wt Taa,,KW) (Wipt+apKW) =

= (1 +’V)17ﬁfﬂ—pg|g. (19)

The two just derived governing differential equations in two unknowns, F and W, are the
major novel finding of this account. Recall that they are valid for small strains and under
the assumptions (7) - (9), (15) and (17). For shells of slowly varying curvatures in the
sense of (8), the requirements (15) and (17) are clearly less restrictive than the assumption
KL?> €1 (here L = L, = L;) adopted in the theory of quasi-shallow shells [1]. Conse-
quently, our equations (18) and (19) generalize those of quasi-shallow shells; the former
reduce to the latter when the K terms are dropped. As an example consider a spherical
shell: it has constant curvatures (1/L, = 0) and thus represents a shell of slowly varying
curvatures for all deformations with finite wave lengths .L,, L;, whereas it belongs to the
class of quasi-shallow shells only for sufficiently small products KL? and KL of Gaussian
curvature and the wave lengths squared.

4, Boundary conditions

Boundary conditions suitable for our differential equations (18) and (19) must not
involve displacements if they are to be of any value. This quality possess the static condi-
tions provided that the edge load components are known in the natural basis of the defor-
med shell. -An appropriate set of such conditions may be easily obtained from Danielson’s
conditions ([9], Eqgs. (4.10) - (4.12)) upon neglecting small terms satisfying relations (7).
The result is:

N*pg = N, (1—v)Dg**n ng +vDq% = M,, (20, 21)
Dqglana+D(1 —~9) (qaﬂnatﬁ).s = Ht.s_é, (22)

where N* are the components of the membrane force, Q is the shear force, M, is the ben-
ding moment and M, represents the torque, all prescribed per unit length of the undefor-
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med edge but resolved with respect to the deformed basis (its vectors have approximately
the same magnitudes as the undeformed base vectors, because of small strains, but may
have quite different directions, since displacements and rofations are not restricted); n,
is the unit normal to the undeformed edge surface, 7, is the unit tangent to the undeformed
edge curve, (), , indicates differentiation with respect to the undeformed arc length.

Deformational boundary conditions represent another type of displacement-free
conditions. A set suitable for our purposes is readily derived from Pietraszkiewicz ([2],
Eqs. (4.4.40) and (6.3.8)), after simplifications based on (7), in the form:

@ty =k,  q*tung = ki, (23, 24)
taemq/lalﬂ'i"(tanﬂga[}),.\ = kn, tatﬂgaﬁ = g‘ A (25’ 26)

Here k,, k,, and k, denote the changes of the normal curvature, the geodesic torsion and
the geodesic curvature of the boundary curve, and g, is its elongation. When the edge is
clamped, for instance, all these quantities are zero.

With (14) and (16) the above static and deformational boundary conditions may be
easily represented in terms of the stress and strain functions.

5. Conclusions

The two differential equations and the static and deformational boundary conditions
obtained in this paper for shells of slowly varying curvatures, undergoing small strains
with unrestricted displacements and rotations are fairly simple, but must be used with
discretion. First, a word of caution should be said in regard to the simplifications made
in deriving the equations, which were based on a qualitative rather than quantitative
argument. Therefore it is imperative that each solution of our simplified equations be
checked for consistency with the original, unsimplified equations. These latter equations,
as Koiter [1] points out, are unsuitable for shell stability problems and so are, of course,
the reduced equations presented here. Finally, there is apparently no variational formula-
tion equivalent to our differential equations and boundary conditions; this is a serious
drawback from a computational viewpoint.

In theoretical perspective, our result seems worth while, as it considerably expands
the limits of validity of the various similar equations known previously.
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Peaome

HEJIMHEWMHLIE YPABHEHHS OBOJJOUEK C MEIJIEHHO U3MEHSIIOIMUCS
KPHUBHU3HAMHA

OfIpe HelMHEHNbIe YPaBHEHHA PABHOBECHSI ¥ YCJIOBHH COBMECTHOCTH AedOopManuH TOHKHX, Y-
pyrax ofonoueK CBENEHBI K ABYM YPAaBHEHMAM A QyHKUMH HAnpsHReHmH M Qyauuun pedopmarimii.
TIpuBeeHsb! COOTBETCTRYIOUIHE CTATHUECKIE U Ie(hOPMALIHOHHLIE I'PaHyYHble YCIoBHA. IlpenmonorxeHo,
uro medopMalii Manbl 4 KPHBH3HBI H3MEHAIOTCS MEJICHHO, HO IlepemellieHHa U 060pOoThI HEe OTpaHH-
yenpl. ITonyyeHHrle peayisTaThl 000OLUAIOT M3BECTHBIE YPAaBHEHUA IIOJIOrHx ofonouex, oGoyouerc ma-~
n0it TayccoBoit KPUBHA3HEI H 060/I0UEK € MEANEHHO M3MEHAIOIMMNCT KPHBHIHAMH.

Streszczenie

NIELINIOWE ROWNANIA POWLOK O WOLNO ZMIENIAJACYCH SIE KRZYWIZNACH

Ogélne nieliniowe réwnania réwnowagi i warunki nierozdzielnoci cienkich powlok sprezystych
zredukowano do dwoch réwnan z funkcja naprezen i funkcja odksztalced. Przedstawiono odpowiednie
statyczne i deformacyjne warupnki brzegowe. Zalozono male odksztalcenia i lagodna zmienno$¢ krzywizn
powloki, natomiast przemieszczenia i obroty nie sa ograniczope. Otrzymane wyniki sa og6lniejsze od
znanych réwnan powlok o malej wyniostosci, powlok o malej krzywiZnie Gaussa oraz powlok o lagodnie
zmiennych krzywiznach.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 19 stycznia 1987 roku.
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ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA PRZEPEYWU IDEALNEGO CZYNNIKA
SCISLIWEGO W PALISADZIE PROFILI METODA WARIACYJNA

M. J. CIALKOWSKI

Politechnika Poznariska

Wykaz wazniejszych oznaczen

w — wektor predkosci wzglednej

w — wektor predkoscei katowej

u — wektor predkosci obwodowe;j
c — wektor predkosci bezwzglednej
a — lokalna predkos$é dzwigku

(o)) — potencjat predkosci

P — ci¢nienie

P, — ci$nienie calkowite

0 — gestosé

% — wykladnik izentropy

F, — jednostkowa sila od$rodkowa
Fe,, — jednostkowa sita Coriolisa

V, H* () — przestrzenn Hilberta

Q — obszar przeplywu

o8 — brzeg obszaru £

R — jednostkowy wektor normalny do brzegu

W zagadnieniach przeplywowych maszyn wirnikowych waZng role odgrywa wyznacze-
nie pol predkoéei, ci$nied, gestosci itp. W zwigzku z rozwojem metod numerycznych oraz
elektronicznych maszyn cyfrowych stato si¢ mozliwe wyznaczenie rozktadéw predkosci
dla niektérych waznych technicznie przypadkéw. W niniejszej pracy wyprowadzono
funkcjonat energii dla przeplywu potencjalnego czynnika $cifliwego z uwzglgdnieniem
doprowadzenia pracy w kole wirnikowym. Minimalizacja funkcjonalu energii jest réwno-
wazna réwnaniom ruchu [12]. Ujecie opisu przeptywu w postaci calki energii jest bardzo
wygodne do stosowania metody elementu skofczonego, ktéra w naturalny sposéb po-
zwala uwzglednié nieregularne obszary. Wariacyjne {energetyczne) ujecie réznych przy-
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padkéw przeplywu czynnika §cisliwego bylo przedmiotem prac [2, 3,5, 6, 8]. Dla prze-
plywu transonicznego w maszynach przeptywowych szereg pozycji bibliograficznych jest
przedstawionych w pracy [13]. W niniejszej pracy zbadano mozliwo$¢ minimalizacii
funkcjonahu energii za pomoca metody odwzorowania zwezajacego oraz metody Newtona
dla przeptywu poddzwickowego i transonicznego. W koncowej czgsci pracy przedstawiono
algorytm znalezienia rozwigzania w obszarze dyskretnym dla przypadku stacjonarnego
przeplywu przez plaska palisade profiléw.

1. Podstawowe rdéwnania

— Roéwnanie ruchu.
Réwnanie to dla przypadku stacjonarnsgo ma postaé [4]:

dt 2

lub po obustronnym pomnozZeniu przez w:

ﬂr-V(sz)—w-rotw = F——é—VP,

D (1 \_ .. o) 1
W(?w)-w V(E—w)—wF ?WVP, (1)
F:Fr+FCnr'

— Roéwnanie cigglosci przeplywu:

diviow)=0 lub pdivw+w:Vp =0. (2)
— Rodwnanie energii.
W maszynach przeptywowych wygodnie jest uzywaé réwnania energii- nie w postaci réz-
niczkowej lecz skonczonej. Ma to miejsce szczegblnie w przypadkach, w ktérych nastepuje
doprowadzenie (wzglednie odprowadzenie) pracy. W adiabatycznym przeplywie stacjo-
narnym ilo$¢ pracy przekazanej czynnikowi wzdiuz linii pradu wyraza zaleznosé¢ [1, 9]:

A |
I, = 12—11+7(c§—c§). (3)

Przekazana praca moze by¢ wyraZzona réwniez réwnaniem Eulera dla maszyn przeplywo-
wych w postaci:

L= uac—~uycy = B¢, —ug €y ©)]
Z poréwnania (1) i (2) otrzymujemy nowa funkcje I zwana rotalpia

. 1 . 1 1
I=1i +7 ci—uycp, = 12+7 €2 —~1uy¢,, = i+7 ¢? —uc, = const. (5

Z tréjkata predkosei (rys. 1) wynika, Ze iloczyn uc, z réwnania (4) mozemy wyrazi¢ przez
predkos¢ wzgledna w i wypadkowa ¢, mianowicie:

w? = ¢ +u?—2uc, = ¢ +u?—2uc,
a stad:
1

o]
I= z+7c2—ucu =i+ —% wz—%u2 = i+7w2—-%w2r2 = const. ©)
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Poniewaz rotalpia jest stata wzdluZz linii pradu wigc jej gradient jest wektorem prosto-
padlym do linii pradu, co prowadzi do zerowania si¢ nastgpujacego iloczynu:

w-VI=0 lub 1w Vgi=0. (62)
— Réwnanie przemiany:
P w—1 .
e . ¢)
< w
&
TJ» L o
S
Rys. L.

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy zalezno$é:

dp P
az=(_)=%_ skad @ = (x=1) -1,
. dp /s e
wige:
VP:(ZZV@. (9)

Ze wzgledu na jednolito$¢ oznaczen oraz cigglo§é przejscia z w — 0, predkosé diwigku
odpowiadajaca rotalpii catkowitej bedziemy oznaczal réwnieZ przez g, jak w przypadku
w = 0; wtedy @u = (x—1)* I. Przeto zaleznosé (6) przyjmie postaé:
_a%_az 1o, s 2_2&2_2 10
I—?—l—-——-‘”—__—l—-i‘?(w ll) lub ao—a+ 2 (W ") ( )
Wykorzystujac zaleznosé (9) wprowadzimy réwnanie ruchu (1) do réwnania cigglosei (2),
stad otrzymujemy réwnanie:

a*divw+w- [F—V (% wz)] = 0.

Predko$é dzwieku w powyZszym réwnaniu mozemy wyznaczy¢ z zaleznodci (10), stad
mamy nastgpujaca postaé réwnania ciaglosci:

w- [F—V (% wz)]
divw+——— —0. (11)
a% - 2 (W2 - uz)
Wyznaczmy mnastepujacy iloczyn wystepujacy w rownaniu (11):
wF = w(F,+Fc,) = w-(i- 0*%+j - 0?y)—2w-(@xw) =w- F,, (12)

7T Mech. Teoret. i Stos. 2/87
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gdyz iloczyn
w-(oxw)=0,

tzn. sita Coriolisa nie wykonuje pracy.
Rozwazmy teraz drugi sktadnik zaleznosci (11); wykorzystamy zaleznosei (6a) i (12):

" [p_v (; w)] WV (% et wz) — @t w- Vling), a3
gdzie:
1
0 B _)f-"l W2-—ll2)u_l_ 2 2 2
f“E (1 x+1  a? C BT (14
Stad:
X " 2 2 _x-—T
£.=(_9_) _ (1_ #=l "’—2") , (19
P, Qo x+1 a;

przy czym wielkosci Py, 0o Sa odniesione do rotalpii 7.
Po uwzglednicniu zaleZznosdci (13) réwnanie ciaglodei (11) jest nastepujace:

divw+w - V(nf)=0 Iub div(yw)=0. (16)

Zakladamy dalej, ze przeptyw bezwzgledny jest niewirowy, tzn. istnieje potencjal predkosci
& spelniajacy zaleznodé: '

VO =w+u, u=oxr. {7

Wprowadzajac zaleznoéé (17) do réwnania (16) i wykonujac rézniczkowanie otrzgymujemy
podstawowe réwnanie gazodynamiki dla maszyn przeptywowych:

(@ —w) Do+ (@ —wH)D,,+ (@~ w2y D, — 2w, w, D — 2w, w, D, —~
—2w,w, D, +w(D, - Vu,+D,- Vu,+ D, - Vu,) =0, (13)
a dla przypadku dwuwymiarowego:

(@—w) Dy 2w, w, D+ (@2 —w2) Dy, =0, (19)

d o (oD .
przy czym P, = v @) = ™ (W) ... itd.

Wyznaczmy wyréznik réwnania (19):

2
4 = 4wiwi—4(a>—wi)(a*—w?) = —4da* (1—:—2) =

(20)
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Znak wyroznika 4 decyduje o charakterze réwnania (19), mianowicie:

2 —
A < 0 (typ eliptyczny) wtedy —<1+% L # ,
x+1 a%
-1 u?
A > 0 (typ hiperbolicz wtd— 1
(typ hiperboliczny) wiedy —5- > 14— — +1 — (21)
—1 u
A = 0 (linia parabolicznoéci) wted L_,_L_z'
(linia par icznosdcl) wtedy S

Micjsce geometryczne punktéw dla ktérych 4 = 0 dzieli obszar przeptywu na obszar
poddzwigkowy oraz obszar naddiwigkowy. Wyréznik A bedzie odgrywaé istotna role
przy badaniu zbieznosci proceséw iteracyjnych.

2. Ujecie wariacyjne réownania ciagloSci

Réwnanie (16) na mocy (17) moZemy napisa¢ w nastgpujacej postaci:

1

_ o x—1 (VO—n)2—n? |=-1 -
div(fw) = div {[1 T P (V& —u); = 0. (22)
Réwnanie Eulera rachunku wariacyjnego [7] jest nastepujace:
oF d | oF a { dF o [ oF .
9B " ax (—345,)‘“37 (quy )"E (T(D,) =0 - @3

gdzie funkcja F = F(D, @, P,) jest funkcja tworzaca.
Z poréwnania (23) z (22) mamy:

oF

36—

oF |, x=1 (V&— u)z—u
oD, 41

(22 )
5w) @
(s ,).

”

. %41 u—1 (VO—u)2—u? |1  x+1
F(V®,u,a,) = ot a,ﬁ[l—%_}_1 A 2 + - C, (25)

oD, x+1

oF [1_x~1 (VO — u)z—n]

oF |, x=1 (VO— u)2-—u2
oD, x+1

Catkowanie ukladu réwnan (24) daje:

tub

X

x+1 2(1_;{—1 L—uz_)ﬁ_i_ 1l -

Fw,u,a,)= (25a)

2% x+1 a? 2%

Vi
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Stata catkowania okre$lamy z warunku istnienia ciaglego przejscia od przeplywu czynnika

écisliwego do przepltywu czynnika niescisliwego (a, — o0). Latwo pokazac, ze C = — g2
a stad:
%+l 5 x—1 w?—u? %1
= —— _— —1 .
FQw, . a,) w [(1 x+1 a® (26)

Na mocy (15) otrzymujemy:

w+l L[ P x+1 Ll{ e )" ]
= —— _ = _ —-1 N
F(W, u, a*) 22 a*(Po 1) Q3¢ ax 0o (263)
Funkcja F posiada wymiar energii:
[F]= [ai] = [m?*/s?] = [T/ke].

W szezegdlnym przypadku dla przeptywu czynnika niesci$liwego (a2, — co) funkcja F ma
postaé:

F(w,u, ©) = ——;« (wr—u?) = —%— (VD)2 —2u - VO], (26b)

Catka wariacyjna z uwzglednieniem warunkéw brzegowych wyraza si¢ nastepujacym
wzorem:
— dla przeplywu czynnika $ciéliwego:

%+1 zl[ n—1 (V@—u)z—uzlu—l
” a 1—

—1{d2+
%+1 ai

J(P,u,a,) =

+ [ 2, @, Bas, - @7)
a0
— dla przeptywu czynnika niescisliwego:
J(@,u, ©0) = lim J(P,u,a,) =

&y 0

1
—~2—0f [(VCD)Z—ZNV(D]dQ+a Df 16, @, 8)-ds.  (28)

W przedstawiony spos6éb zagadnienie stacjonarnego przeplywu idealnego czynnika $cisli-
wego sprowadziliSmy do zagadnienia optymalizacji funkcjonatu energii. Aby wyznaczyé
nieznang funkcje y wyznaczymy pierwsza wariancj¢ funkcjonatu (27) [14].

M+ 1 dx dz d
- 0T = f [F]q) (sdsd.Q‘i‘ f (Fq) +Fq), ds +F¢‘ dS‘ Xo— Z x(p‘) 6¢ds,
d J d
[Flo = Fﬁ_EFa)‘_WFQ)’_EFQ)"
oraz [Fl, = 0 na podstawie (23) i (27). Zatem na brzegu 82 mamy:
dy dx dz d
F¢x —S—Fm, d +Fa>‘ d -dT x«;. = 0 (29)
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Przeksztalémy dalej pierwsza czgsC zaleznodci (29) do innej postaci, mianowicie:

d dx dz
Fo g T, g+ Fo, g = JVO=a) =1, (30)

w, — sktadowa normalna predkosci W
Poniewaz yp, = 0 przeto z zaleznosci (29) po uwzglednieniu wyniku (30) mamy:

Xo :f W, = P(S),
a stad funkcja ¥ ma postac:

x = D) pls).
Ostatecznie funkcjonat energii (wzigty ze znakiem przeciwnym) przyjmie postaé:
?
o xl f 2 x—1 (VO—u)?—u? | %=1
J(d),u,a*)—— '—TD ay ‘[1 ] ai — —11dQ2+
— {@-p(s)d _ #+l {ai [1_M] Cdo—
. 2, Py
20 Q L

_ fgb - p(s) - ds, (31)

a0

gdzie funkcja:
26 =L w, = dm,
Qo

wyraza jednostkowe nat¢Zenie przeplywn masy przez jednostkowy element powierzchni
a0.

Warunkiem koniecznym istnienia extremum funkcjonahu energii (31) jest zerowanie sig
I wariacji. Niech v e V(2), « € R*, wtedy:

8J = lim J(®+a'v”"a;)_‘7(§b’"’a*) =
a—0

1

w1 (VO-u)’—u? 1?‘ - [ v pls)-ds, (32)

= J (V@-—-u) “Vov- [1—

2
#t1 T 20
lub:
N
8 = fw-w(1—7’:i wa;'"_)"" aQ— fv-p(s)ds. (322)
2 .

a a0

Kiadac 6J = 0 otrzymujemy réwnanie wariacyjne:

x—1 (VO—u)?—u?
x+1 as

1
]""dg = [ore) a0

o2

f(w—u)-w- [1—

L]

z ktérego mozna wyznaczy¢ rozktad predkosci dia zadanej funkeji p(s).
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Dla przeptywu czynnika niesci$liwego (@, — o):

o = fw-Vde— f‘vp(s)'ds. (39
ol 2Xe]

ZauwazZzmy, Ze rownanie wariacyjne (33) jest nieliniowe. Stanowi to do$¢ duze utrudnienie
numeryczne, kiore mozna pokonaé stosujac metody iteracyjne rozwigzywania réwnat
nieliniowych. O zbieZnosci proceséw iteracyjnych decyduje znak drugiej wariacji 62J
funkcjonahy energii (31). Poniewaz 62J = §(8J) przeto dla o € R* mamy:

oJ hou,a,,v)—~0Ju,w,a,,
(SZJ(W, u,a,,9, h) = lim (W+OLV #, Ay ;)) (" W, dy 7)) —
o0

2% _ 2 2
- f(—g—) (1+ i 1-"—2—’”—2)%%({0
s \Qo x+1 ay a

ES

+ xil ,,f (oi) L0 w)- (Th- Vo)— (- Vi) (v V2.

Wektory w, Vo, VA sa wektorami wspélliniowymi, wiec funkcja podcalkowa w drugiej
cafce jest rowna toZzsamosciowo zeru.
Ostatecznic mamy:

_ 2 2
82 — ffz—"(1+" 1 u —%)VthdQ,

a1 A2
3 x+1 ai A

w szczegdlnosci dla i = o:

8%J =

% P N et SR SR WS
— nff (1+x+1 o (V0)2dQ. (33)

Druga funkcja podcalkowa w nawiasie jest WyréZnikiem charakterystycznym podstawo-
wego réownania gazodynamiki dla maszyn przeptywowych, zaleznosé (20).
Druga wariacja funkcjonatu energii (31) spetnia nieréwnosci:

— dla przeplywu poddiwigkowego (4 < 0j 627 > 0,

— dla przeplywu naddzwickowego (4 > 0) 62J < 0.

Rys. 2.
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Aby druga wariacja funkcjonatu energii byta dodatnia réwniez w obszarze naddzwie-
kowym nalezy zmodyfikowa¢ funkcjonal poprzez dodanie czlonu regularyzujacego
H(D,u) ujmujacego przyrost entropii na fali uderzeniowej. Rdézne mozliwoéci regu-
laryzacji przedstawiono w pracy [27].

3. Funkcjonal energii dla przeplywu transoniczmego

Pod pojeciem przeptywu transonicznego rozumiemy taki przeptyw, w ktérym wystepuja
lokalne pola naddiwigkowe predkodci, to znaczy, w obszarze £2, (rys. 2) predkos$é jest
wieksza od predkosei dZwieku (4 > 0, 6%J < 0) a w obszarze £2, /82, predkos¢ jest mniej-
sza od predkoséci dzwigku. Interesujace sa tutaj tylko takie przypadki, gdy przyrost entropii
na poszczegdlnych liniach pradu za fala uderzeniowa jest bardzo maly. Wtedy wielkosé
wektora rotacji predkoscei jest do pominiecia {15, 16] i przeptyw za falg uderzeniowa mo-
zemy traktowaé jako bezwirowy i potencjat predkosei bedzie funkcija ciagta na fali ude-
rzeniowe;j.

Na linii 4B, (rys. 2,) predkosé przeptywu jest réwna predkosdei dzwigku. Na linii BC
wystepuje fala uderzeniowa. Dla obszaru 2, i 2, calki energii maja postaé (funkcja p(s)
na profilu zeruje sig):

o

_ —u)—u? T
J, = x+1 fﬂi ‘1_[1__ x—1 VO,—u)y’*—u ] I]dQ—!-
o}

2% %41 az

- [@p©ds— [@,pas
a0

00y

_ R -
g, ] fai(l—[lﬁx L (V0 u] I’d!”
2% P x+1 ag )

+ f@zpz(s) ~ds+ H(D,u).

2,

Ze wzgledu na ciggto$é masy i potencjatu predkosci na fali uderzeniowej zachodzi réwnoéé:

Do w,, = DPy0,w,, na  992;; ow,lan = p(s),

przeto:
f®1 “ Py (s) - ds— f D,p,(s)ds =0,
a0, an,

oraz na mocy cigglodci funkcji @ w calym obszarze £2:

%41 f x—1 (VO—u)*—u? }—xill
J = = 291 —11— ae
J1+J2 2 5 ay |1 [1 %+1 ai +

— f@-p(s)- ds+ H(D,u). |

a2
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4, Minimalizacja funkcjonalu cnergii

Funkcjonat energii w postaci (31) nie jest funkcjonalem kwadratowym. Zatem I wariacja
nie jest forma dwuliniows. Istnieje wiele metod minimalizacji funkcjonaldw w zaleinogei
od pewnych wlasnoéci funkcjonatu (Scista wypuktosé, nieujemnos¢ IT wariacji). Dalej
zbadamy czy funkcjonat (31) moze zostaé zminimalizowany za pomoca metody odwzoro-
wania zwezajacego, dla funkcjonalow scisle wypuklych. Zaktadamy, ze @ € V(¥ — prze-
strzen Hilberta). Zajmiemy si¢ teraz zbadaniem Scislej wypuklodci funkcjonatu energii,
ciagtosci I i IT wariacji. Spehienie tych wlasnosci oraz nieujemnos$¢ i ograniczonosé II
wariacji gwarantuja istnienie odwzorowania zwezajacego [10].

4.1. Wypuklo§é funkcjonalu energii. Musimy zbadaé, czy spelniony jest warunek (0 < « <
< 1):

J(l—0) D+ ¢l < 1-)J(D)+a-J(p), ¢, PeV,

_ 2 _ PRY %
J(@):..’H_,l R P 1L u x—1 (VO—u) " _itaos
x—1

w1 ai w1 az

(36)

+ f@ -p(s) - ds = ;1 E[—f(D)] - dQ+ f@-p(s)-ds.
8 29

Ze wzgledéw fizycznych funkcja @ musi spelniaé nastgpujacy warunek:

— 2 2
1__1‘”_; Vo at;k) LY a7
Zajmijmy si¢ zbadaniem wypuktosci funkeji f(@). Dla wektora predkosci obwodowej
istnieje funkcja U taka, ze u = VU.
Dokonamy zatem przedstawienia @ = @— U, stad:

_ x—1 AR =
o 5 T

. x—1 u? x—1 Zﬁ_
- (H x+l a2 x+1 '1) =78,

oraz:

S(A) =

2-n
x~1 w®  x—1 T x—1 u* Vo
R [T W)

%+1 ai  x+1 x+1 az a,

Zatem funkcja f(®P) na mocy nieujemnosci f”(®) [19] jest wypukla w zakresie predkosci
okreslonych nieréwnoécia:

. 2% w—1 (VO—u)?—u?
@: —
R e |

2—x
x—1

(VO—u)?>  x—1 u®
ll ai * x+1 o2
2-x
x—1

2% x—1 w?—pny? x—1 uw? w2
= 1— R sz
x+1 ( x+1  ak ) (H_ %+l ai 4 >0 (%)
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jesti:
x—1 w2 w2
i @zl
to znaczy w zakresie przeplywow poddiwigkowych. _
Z nieujemnosci 1 wypuklosci funkeji f(P) wynika wypuklosé funkcjonatu energii (31).
Scista wypuklosé zachodzi zawsze, gdy f'' > 0

4.2. Ciaglo§é 1 i II wariacji funkcjonalu energii. Musimy sprawdzi¢, czy z warunku @, —» @,
wynika J(D,) > J(D,) oraz §2J(D,) - §2J(D,). Nietrudno zauwazyé, Ze warunek ten
dla (32) i (35) jest spelniony.

4.3. Nieujemnos$¢ (koercywnosé) II wariacji funkcjonalu energii.

1+

— Przeptyw poddzwieckowy
Dla przeptywu poddizwigkowego nieujemnosé II wariacji wynika ze znaku wyrdznika (21)
réwnania charakterystycznego i zawsze 627 > 0.

— Przeplyw transoniczny

Dla stabych fal uderzeniowych przyrost entropii jest proporcjonalny do trzeciej potegi
z réznicy predkoéci za i przed fala [16]:

As = —A-[(VO—u)-Vn, — (V& —u)-Vn_]® > 0 skad w-Vn, —w-Vn_< B, 4,B >0,
lub piszac w postaci ogdlniejszej [27]:

div[(VD —u)] < B,
albo w postaci stabej;

— [(VO—wyVnd2 < B [ndQ, neV, = fn:n e Hy(®).n < O}. (39)
2 2

Przyjmujac skonczenie wymiarowa przestrzeii V' z funkcjami bazowymi {¢;}, nier6wno§¢
(39) przyjmie postac:
— f (V@ —u)Vg, 62 < B f(p,d.Q NV (39a)
2 2

Nieréwno$¢é (39a) dolgczamy do funkcjonatu energii przez zastosowanie funkcji kary,
otrzymamy wtedy zmodyfikowany funkcjonat energii:

Jx (@, u,a,) = J(D, a,a,) +H(D, u),
gdzie:

N
H@,w =K D[~ [ (V& —u)VpidQ — B [ pid@] "}, 1+ = max (0, 1), K > 0,
i=1 2 o]

oraz.
e = ()Y (1L 221 2 %) 9oy 2K(fVVdQ)2>
x ;mfg) (“m‘a—;"az'(”) T2k ) Vevndi) >
2 02

2 (g + ph2) J (Vo)*dQ2 = p- f(V’U)zd-Q:/‘ = pitpa-
Q2 Q2

Stalg B i kary K nalezy dobraé¢ tak aby 62Jx > O (wtedy u > 0), oraz byl speiniony
warunek (39).
Dalej wykorzystamy nieréwno$é Friedrichsa [18], otrzymujemy:
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s7rg—p [ (Vorae =p [ [% (Vo) +5- (W] dQ =

=n [v2d9+% (Vv>2]d.o =
24 (40)
1 1

> min 3.3 €) [ 12+ 07140 = il
0

C, = min (%,%C) > 0.
Ograniczono$é II waﬁacji wynika z cigglosci II wariacji. WykazaliSmy zatem ciaglosé
Ii IT wariacji, nieujemno$é i ograniczono$¢ II wariacji przeto na mocy twierdzenia [10]
operacia T® = B —y- G(D) jest operacja zweZajaca. Operacja T jest zawsze zwgiajaca
dla przeptywéw poddzwickowych (62Jx > 0) oraz dla przeplywéw transonicznych, dla
ktérych 4 > 0.

Liczba y = (O, Miz)’ p >0, a stata M wynikag nieréwnosci [10]:

1G() -G < Mlju—2||. .
W zalezno$ci od wyboru parametru y proces iteracyjny oparty na metodzie odwzorowania
zwezajacego jest szybciej lub wolniej zbiezny, najlepszg wartoécig jest y = u/M?. Dla
przeptywoéw transonicznych szczegdlnie trudno jest okreslié warto$¢ dodatniej liczby
u, gdyz obszar 2, zalezy od wielkosci wektora predkoSci naplywu na palisade oraz
kata naplywu jak réwniez geometrii palisady. Okreflenie zatem optymalnej wartosci
parametru y jest stosunkowo trudne. Proces iteracyjny z parametrem ¢ % ¥,,, jest wolno-
zbiezny. Znacznie szybsza zbiezno$é gwarantuje metoda Newtona, ktéra jest zbieZna
przy tych samych zaloZeniach [10] co metoda odwzorowania zwegzajacego. W zagadnie-
niach optywu palisady profili obok warunkéw brzegowych oraz geometrii palisady zadaje
si¢ kat naplywu w nieskonczonosci. Uwzglednienie kata naplywu jest latwe przez wyko-
rzystanie cyrkulacji. Mianowicie w przekroju 8025 (ktéry przyjmujemy jako lezacy w nie-
skonczonodci) sktadowa styczna v, predkodci jest zwiazana z cyrkulacja nastgpujaco:

. &
Iy = f“a—d)’=d52_d51a
dy
1o
a z drugiej strony uwzgledniajgc fakt, ze skladowa v, ma statg warto§¢ w przekroju 902,
mamy:

oD
ro= [ 22 gy [y =001 = Gamr)vsto-o.
903 Y 30,
Zatem:
G,—b;, = (12~ y1)V:tg0 o, (46)

gdzie indeksy 1 i 2 oznaczaja punkt poczatkowy i koficowy lezacy w przekroju 9825 w kie-
runku osi y. .

W przypadku zadanego kata naplywu «_. réwnanie wariacyjne (33) nalezy rozwiazaé
Iacznie z warunkiem (46). Wprowadzenie liniowego ograniczenia (46) nie zmienia przed-
stawionych wihasnosci funkcjonatu J(D, u, a,,).



ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA PRZEPEYWU.., 323

5. Przyklad obliczeniowy

Przedstawione rozwaZania wykorzystamy do okreélenia wielkosci przeplywowych
w stacjonarnym przeplywie idealnego czynnika $cisliwego przez plaska palisadg o nie-
skoniczonej liczbie topatek. Ze wzgledu na stacjonarno$é przeptywu ograniczymy sie do
obszaru pokazanego na rys. 3. W szczegélnym przypadku obszar pokazany na rys. 3
moze sie zawiera¢ migdzy kolejnymi szczelinami miedzywiencowymi (linie 92, i 82,
leza w $rodku szczeliny migdzywiencowe;).

yA
B.Qz’”
A,
0523
As,
4 X =
255, 3%y
352
\
/6911 -
A1=1000 AL=16,00
A2=10,00 AS=16,00
35| A3= 16,00 A6 = 10,00
B} L1 =10 V=20
BS2m L2= 80 LN=20
Rys. 3, Rys. 4.

Na liniach @, i 8Q, oraz dQ, i 02, ze wzgledu na periodycznosé mamy takie
same skladowe predkosci (wielkosci nieznane). Na linii 8Q; rozklad predkosci jest zadany.
Natomiast na linii 862, nieznany rozktad predkosei spelnia warunek ciagtosci. Ponadto
nieznany jest kat sptywu. Funkcjonat energii (31) wymaga znajomoéci rozkladu predkosei
p(s) na calej linii 0.

Funkcja p speinia warunek cigglosci:

fp(s)ds =0, pel*(09Q. (41)
o0

Zastosowanie zasady minimum energii potencjalnej (zasady najmniejszego dzialania)
spowoduje wybranie z klasy funkcji p(s) spetniajacych warunek cigglodci (41) takiej,
ktéra nada calce energii warto§é minimalng. W klasie funkcji @ e C*(2)nC*(9£2) odpo-
wiada to spelnieniu réwnania ciagloéci nie tylko w postaci wariacyjnej (33) lecz réwniez
w postaci rézniczkowej. W omawianym zagadnieniu rozwiazania poszukujemy w skof-
czenie wymiarowej przestrzeni H(2)NL*(982). W tej przestrzeni na brzegu zadajemy
funkcje p(s) (réwnanie wariacyjne (33)) a réwnanie ciggtoéci na brzegu 92 jest speione
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w nastgpujacym sensie:
fv[p(s)—%ii]ds=0 v, ® e H(5Q). 4)
e

W dyskretnym obszarze {2 fizycznemu rozwiazaniu najblizsze jest to rozwiazanie, ktére
na kazdym odcinku obszaru dyskretnego spetnia najlepiej réwnanie ciggtodci w zwyklym
sensie. Dla obszaru pokazanego na rysunku nr 4 otrzymujemy:

5 — 2 L f [m%%] ds = Z 8 = By 3)

W otoczeniu krawedzi naptywu i splywu wystgpuja stosunkowo duze gradienty predkosci
a diugdéé przedzialu catkowania |22 | jest stosunkowo mata i udziat wielkodei 8; w sumie
(43) moze byé niewielki i numeryczne poszukiwanie minimum funkcji (43) moze okazaé
sie klopotliwe. Korzystajac z twierdzenia o wartoéci sredniej otrzymujemy :

[ [p(s)—e—‘;;f] ds

22,

oD .
0, = = |ds,|| p(s)—e T |sge’ s* €08,.

Zatem pomijajac thumigcy charakter wielkosci |As;| nowe wyrazenie odpowiadajace wiel-
ko$ci & charakteryzujace jakosé rozwigzania ma postaé:

5= 2 mf[”” |-

OtrzymaliSmy zatem wyraZzenie na defekt masy z jednakowym stopniem wrazliwosci dla
kazdego przedziahi o diugosci |ds|. Jako rozwiazanie fizyczne, bedziemy uwazaé takie,
ktére bedzie minimalizowaé wyrazenie & dla funkceji p(s)|ap spehiajacych warunek cigg-
todcei.

Do generacji siatki obliczeniowe]j zastosowano zasade zaggszczania siatki w otoczeniu
punktéw wokoét ktorych panuja najwigksze gradienty predkodcei. Ponadto dla uproszezenia
algorytmu numerycznego przyjeto taka sama liczbg weztéw w kazdym przekroju prosto-
padiym do osi x, rys. 4.

Na rys. 4 przedstawiono kierunki zageszczania siatki. Wielko$é zageszezania w danym
kierunku jest scharakteryzowana liczba 41,1 =1, ..., 6, ktéra jest réwna ilorazowi
dhugodei kroku pierwszego i ostatniego siatki w obszarze zaggszczania, Wyrézniono sze$é
obszaréw zaggszczania, rys. 4:

— obszar 1, od pionowej linii §rodkowej kanalu w kierunku linii 982,,

— obszar 2, od pionowej linii §rodkowej kanatu w kierunku przekroju wlotowego

palisady (linia 29;3)

— obszar 3, od linii srodkowej kanatu w kierunku

-— obszar 4, od przekroju 42, w kierunku przekroju wylotowego palisady (linia 0£2,,)

— obszar 3, od przekroju 92, w kierunku przekroju wlotowego palisady (linia 8£235)

— obszar 6, od linii érodkowej kanatu w kierunku finii 82,.

Na rys. 4 zaznaczono réwniez liczbe podziahy w kierunku osi y—.L,, w kierunku osi x— L,
w obszarze dolotowym — LV, w obszarze wylotowym — LN.

&

s, (44)
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Jedli AT > 1,1 =1, ..., 6, wdwczas nastgpuje zageszczenie siatki w kierunkach zazna-
czonych na rys. 4. Jesli AT < 1, wéweczas kierunek zageszczania jest przeciwny.

Zageszezenie nastgpuje wedtug postgpu geometrycznego. Jako parametry podstawowe
stuzq: liczba AT okreslajaca stopien zaggszezenia i liczba przedzialéw w kierunku zagesz-
czania.

-1
Rys. 5.

Do obliczen pumerycznych zastosowano metode elementu skoriczonego z elementem
czworokatnym typu lagranzowskiego z dziewiecioma weztami. Uzyskano dzieki temu:

— wysoki stopienn aproksymacji zadania wyjsciowego,

— wysoki stopien aproksymacji profilu,
Minimalizacji funkcjonatu (31) dokonano przez rozwigzanie nieliniowego réwnania
wariacyjnego (33). Rownanie to zlinearyzowano metoda Newtona [25, 26]. Proces itera-
cyjny ma nastepujaca postaé:

2 (VD —w)(VP,—u)]- [(VP,—1) Vo]

2-n —
Qf{fn-(V@mw)Vv— P z e }d.Q =
— f v 'p(S)dS— 2 f (V@"-—-u)z[(v@"—‘u)vv] ﬁZ—de’ n= 0’ 1’ . (45)
o ©tl ai

Dla n = 0 przyjeto @, = 0 i réwnanie (45) redukuje si¢ do réwnania opisujacego przeptyw
czynnika nieécisliwego. Podstawowa zaleta procesu (45) jest uzyskanie szybkiej zaleznosci
oraz symetrycznoséci macierzy gléwnej uktadu réwnaid odpowiadajacego zaleznosci (45).

Na rys. 6 przedstawiono poréwnanie wynikéw przebiegu wspétczynnika cidnienia
w przypadku optywu profilu NACA 0012 wedhig przedstawionej metody z wynikami
innych autoréw. Przedstawione wyniki uzyskano na siatce z 675 wezlami. Ze wzglegdu na
wykorzystanie metody Newtona do rozwigzania nieliniowego réwnania (33), proces
iteracyjny przerwano po 5 iteracji uzyskujac oszacowanie w normie |Ps — Palla: < 103,
Dla przypadku opltywu palisady profili (ztozonych z pojedynczych profili Bondera [20})
ciecza doskonmata, poréwnanie wynikéw wedtug metody odwzorowania konforemnego
[20] z wynikami autora, przedstawiono na rys. 7.

Czas obliczeri na siatce o 675 wezlach ksztaltowat si¢ nastepujaco (maszyna cyfrowa ODRA
1305)



326 M. CIrarKOwSKI

— oplyw pojedynczego profilu plynem sci§liwym, 5 iteracji x 7 min./iteracje
-— oplyw palisady ciecza doskonata ~15 min.

Cp x
-0,6 - \ ===
N
Cp \
—0,1- ; SR -
Y A N
0,2 \

: X
00mge—foz . [0& |66 o 10¢
0,2 *‘

0
Metoda osobliwodci [21]
064~ —— — Metoda Strickera [22) |
s00 00 Metoda Sellsa (23]
_._ - Formuta przyblizona (24]
08— x xxx wg obliczen autora —
1,0 } ‘

Rys. 6.

Cp m
I\
\ .
0]5 . - U S — — =
0
~0,5
-10 7 —
) Wg aulora Meloda dokt.[20)
/ Voo 1,0062 1,0054
-5 7 Oeom 6,65 5,80
/ Voo 0,9939 09946
2ol a. 799 722
Acp 00244 0,0215
|/ cz 0,055¢ 0,0541
-25l4;
I

Rys. 7.
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15.
16.
17.
18.
19.
20.

21,

22.

23.
24,

25.

26.

27,
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Praca zostala wykonana na podstawie badai przeprowadzonych w ramach stypendium im,
A. v. Humboldta w ,,Institut fiir Strahlantriebe und Turboarbeitsmaschinen der RWTH
Aachen”. Dir. Prof. Dr.-Ing. H. E. Gallus.

Peswome

PEINEHUE 3AINAUM WUIEAJIGHOIO TEUEHUS TEKYUEN
CPEQNLI B PEHIETKE NPOOMIEA BAPMAIIMOHHBIM METOIOM

B paboTe IIpeACTaBNEHO BAPHALMOHHLIH IONXON K DELIEHMIO 3aJauH TeWeHHs HeBA3KOH ¥ Cxu-
maeMolt Texymied cpennl B Typbomammmax. FccnemoBaHo CBOHCTBA! mMepBOH M BTOPOH BapAuHu
hUYHKIMOHANA SHEPIHHU, 4 TAKN(E NPHBEACHO METO[ PEIleHHA HEJMHEHHOro BapHaUHOKHOTO Ypas-
Henua., TeopcTHUECKHE PACCYIKACHHA MITIOCTPHPOBAHO PACUCTHRIM TIpHMEPOM. UHCICHHBIE PE3YIIb-
TaTHL TIOJIYYEHO METOJOM XKOHEUHBIX SJEMEHTOB C UYETHIDEXYTONBHLIM 3JIEMEHTOM H30IapaMEeTDH-
yecKum ¢ 9 yanmammu.

Summary

SOLUTION TO A PROBLEM OF THE IDEAL FLOW OF COMPRESSIBLE
LIQUID IN CASCADE PROFILES BY VARIATIONAL METHOD

A variational approach to a problem of the flow of a non-viscous, compressible liquid in flow machines
has been presented. The properties of the first and the second variation of the energy functional have been
investigated as well as a method of solution of nonlinear variational equation, Theoretical investigations
have been illustrated by numerical examples, The numerical results have been obtained by FEM method
with quadrangle element isoparametric with 9 knots,

Praca wplynela do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.
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Politechnika Czestochowska

Wykaz oznaczen

B, — parametr wymiany masy,
er — wspélczynnik tarcia powierzchniowego,
F — intensywno$¢ odsysania,
G — parametr ksztalttu Clausera,
H = §,/0, — parametr ksztaltu,
k —- liczba falowa,
Re}\,[ = —UCO i 62
p
Re, = Us - x
p

'/T_z
Rel =3 ..l_g__..l
U — sktadowa wzdhuzna predkosci $redniej,
Uy — predkosé srednia przeptywu niezakléconego,
U3 — predkodé tarcia,
u* = Ulu, — bezwymiarowa predkoéé wzdhizna,
Ty — predkoéé normalna na §ciance,
', v, w  —skltadowe fluktuacji predkosei,

s | — -
—% = (/2 +2'2+w'?) — energia kienetyczna turbulencji,

U ) )
¥t = 4 ” * — bezwymiarowa wspéirzedna normalna,
0 — grubo$¢ warstwy przysciennej,

65, 62 — miary liniowe straty wydatku i pedu,

— lepko$¢ kinematyczna,

8 Mech. Teoret. i Stos. 2/87
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— dysypacja energii,

— skala czasowa turbulencji,
— czas,

— mikroskala Taylora,

— skala calkowa turbulencji.

A

1. Wstep

Oddziatywanie na przebieg zjawisk zachodzacych w warstwie przy$ciennej prowadzi¢
moze do poprawy wlasnosci aerodynamicznych oplywanych ciat oraz do wzrostu efektyw-
nosci proceséw termicznych i chemicznych w przeplywie przySciennym.

Jedna ze znanych i wykorzystywanych w praktyce inZzynierskiej form sterowania prze-
ptywem w warstwie przysciennej jest powierzchniowa wymiana masy. Odsysanie i wy-
dmuch w warstwie przy$ciennej umozliwiaja ingerencje w poszczegdlne fazy jej rozwoju.
Taki sposéb sterowania warstwa przyécienna stosowany jest od dawna w konstrukcjach
lotniczych do polepszania charakterystyk aerodynamicznych samolotéw. Zainteresowanie
turbulentna warstwa przyScienng z wydmuchem wynika ponadto z faktu praktycznego
stosowania transpiracji w celu ochrony oplywanych powierzchni przed dzialaniem wyso-
kich temperatur. Odsysanie natomiast jest forma sterowania warstwa przy$cienng o szcze-
gbélnym znaczeniuw zapobieganiu oderwaniu.

Oceniajac dotychczasowy stan wiedzy o przeplywach z powierzchniowa wymiana
masy stwierdzi¢ mozna, e w wigkszosci prac analizie poddano przypadek laminarnego
ruchu plynu. Efekty tej grupy opracowan podsumowano m.in. w monografii Changa [1].
Nieliczne sa natomiast prace dotyczace, dominujacego w rzeczywistosci, turbulentnego
charakteru zjawisk zachodzacych w warstwie przy$ciennej na powierzchni przepuszczalnej,
przy czym najbardziej kompleksowe analizy przeprowadzone zostaly dla przypadku z wy-
dmuchem. Wymienié tu nalezy prace Stevensona [2], Simpsona [3] i Pimenty [4] oraz
przede wszystkim monograficzne omoéwienie badain Kaysa [5] oraz Kaysa i Moffata [6]
z Uniwersytetu Stanforda. Dotychczas opublikowane prace zawieraja sformutowanie
praw oporu i tarcia powierzchniowego przy oplywie cial przepuszczalnych oraz prezentuja
rézne koncepcje opisu pdl predkosei §redniej, przy czym najbardziej znane sa tu propo-
zycje Tennekesa [7] i Heada [8]. Analiza ruchu $redniego w warstwach przysciennych na
powierzchniach przepuszczalnych rozszerzona zostala na przypadek oplywu z gradientem
ci$nienia — prace McLeana i Mellora [9] oraz Andersena, Kaysa i Moffata [10].

Istniejace opracowania nie okre$laja jedpakze struktury turbulencji w tego typu prze-
plywie lecz ograniczaja si¢ do podania podstawowych jej charakterystyk (Rotta [11])
a zaproponowany przez Cebeciego i Smitha [12] zero-réwnaniowy model turbulencji nie
ma charakteru ogdlnego dla calej klasy przeplywéw przyéciennych z odsysaniem i wy-
dmuchem.

W tym stanie zagadnienia celowym wydaje sie poznanie energetycznych mechanizmow
turbulentnego transportu pedu w warstwie przysciennej na powierzchni przepuszczalnej.
Eksperymentalne okreslenie cech mikrostruktury turbulencji wykorzystane byé moze do
sformutowania postaci czZlonéw réwnania bilansowego energii kinetycznej turbulencii,
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a w dalszej fazie do stworzenia modelu turbulencji, umozliwiajacego ilosciowy opis prze-
plywu przyéciennego z powierzchniowa wymiang masy.

2. Metodyka eksperymentu

Omawiane badania doSwiadczalne przeprowadzone zostaly przy uzyciu stanowiska
pomiarowego, ktorego schemat przedstawia rys. 1. Plyta pomiarowa (2) o dlugosci
= 3000 mm stanowita dno komory tunelu aerodynamicznego o przekroju poprzecznym
400 x 400 mm. Przepuszczalna czgs¢ plyty utozona zostala z segmentéw porowatych o dhu-

e 3000

B 4
[

|
| 2 3
[

Rys. 1. Schemat stanowiska pomiarowego

gosci 100 mm kazdy, wykonanych ze spiekanych kulek brazu, ktérych érednica zawarta
byta w przedziale (300+330) .m. Znajdujaca si¢ pod powierzchnia przepuszczalng komora
podci$nieniowa podzielona zostala na segmenty (100 mm) polaczone przez kolektor (6)
z wentylatorem odciaggowym (8). Sumaryczny przeplyw powietrza odsysanego z calej
powierzchni plyty przepuszczalnej okreslano przy nzycin rotametru (7), kontrolujac jedno-
cze$nie iloé¢ czynnika odsysanego” z kazdego segmentu przy pomocy rotametrow (5),
wlaczonych do poszczegdlnych przewoddw odsysajacych. Intensywnosé odsysania zmie-
niana byta w zakresie F = —o,,/Us, = —0.001+ —0.0094 poprzez regulacje sumarycznego

al b}
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Rys. 2 a) Wyjaénienie sposobu korekeji wskazai sondy w bezpoérednim sgsiedztwie Scianki, b) Krzywa
korekcyina

$*
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przeplywu czynnika odprowadzanego’ przez powierzchni¢ porowata. Predkosé przeptywu
niezakléconego utrzymywano na poziomie U, = 12 m/s.

Do pomiaru rozkladéw zaréwno predkosci éredniej jak i wielkosci fluktuacyjnych
stosowano metode termoanemometryczng. Wyniki pomiaréw zaktécone oddziatywaniem
écianki skorygowano przy uzyciu krzywej korekcyjnej (rys. 2a i b), sporzadzonej dla
uzywanej w czasie pomiaréw sondy zgodnie z metodyka podang w pracach [13] 1 [14].
Stwierdzono przy tym, ze ze wzgledu na mate wartodei predkosci na §ciance, odpowiadajace
objetemu badaniami zakresowi zmian intensywno$ci odsysania, nie zachodzita potrzeba
stosowania zmudnej metody korekeji, zalecanej przez Vlasowa i Polyaeva [15] dla plyty
przepuszezalnej.

3. Okreslenie wspolczynnika tarcia powierzchniowego

Jedng z podstawowych informacji w badaniach warstw przyéciennych, niezbedna do
wyjasnienia catoksztaftu proceséw w niej zachodzacych, jest znajomo$é naprezen stycznych
na Sciance, wyrazonych poprzez wspotezynnik tarcia powierzchniowego.

Charakter zmiennosci wspétezynnika ¢, byt wielokrotnie analizowany, zaréwno w przy-
padku odsysania jak i wydmuchu przez powierzchnie przepuszczalng. Uzyskano szereg
zaleznosci empirycznych, uimujacych wplyw powlerzchniowej wymiany masy na warto§é
tarcia powierzchniowego. Formuly te maja résng postaé¢ w zaleznosci od zastosowanej
przez autorow metody okreglania ¢;. Do najezgéciej cytowanych w literaturze, naleza dane
uzyskane przez Simpsona [5, 6] i Andersena [10, 6].

Wrynikajaca z opracowania profili predkosci $redniej zalezno§é Simpsona:

0.77
Las 0.013(ReM)-°-25[—ln(lBiBf)] , )
gdzie:
_ 1)\|'/U°‘
PN )

postuzyta do wykredlenia przedstawionych na rys. 3 nomograméw, umozliwiajacych
odezyt wspétczynnika tarcia powierzchniowego dla objetych badaniami intensywnosci
odsysania. _

Andersen wyznaczat wspélczynnik tarcia powierzchniowego w sposéb posredni, po-
przez pomiar profili naprgzen tnacych Reynoldsa i ich ekstrapolacje w kierunku $cianki
za pomoca zwigzku wynikajacego z catkowej postaci réwnania warstwy przy$ciennej
[10, 4]:

—uv' () UQ)- v,
U2 vz

-
1 =

Omoéwienie doktadnosci zatozen tej metody zawiera praca [10]. Zestawione na rys. 3 dane
(dla mozliwych do poréwnania warunkéw stabego wydmuchu) $wiadcza o znacznych
roznicach wartosci wspétezynnika ¢, otrzymanych przez cytowanych wyzej autoréw.
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Inna stosowana metoda okreslania wspdiczynnika tarcia powierzchniowego na gladkiej
plycie nieprzepuszczalnej [16] oparta jest na zmodyfikowanym réwnaniu profilu predkosci
Clausera, w ktérym wielko$é ¢, wystepuje jako parametr. W przypadku warstwy przy-
s'C—i.é.llnej z powierzchniowa wymiang masy, do opisu profilu predkosci sredniej w obszarze

T T

2 F=-000
10 2 k\%_

\

|

| |
- 0.0063 I O I " T
-O’ODL —_ B --7—. »»‘- - S—

107

10 2 t 6 100 2 Rey,

Rys. 3. Przebieg zmiennosdci wspolczynnika ¢, w funkeji Reas wg Simpsona [6] i Andersena [10]

Jogarytmicznym wykorzystywana jest czesto zalezno$é Stevensona [2, 11]:

U1 Vo, N1, .\

=Wy +B‘“4‘(u,)(7 oy +3) @
Uwzgledniajge, Ze:

v_Uu_/2 v _ v /2

—I - U.o Cf i u't B Uoo cf ’

oraz:

»prawo §ciany” Stevensona zapisaé moZna w postaci:

U o1, [ Us- r 1o, [1, (Uoy /e, ol
T, 1/7’ [71“( 5 y_l/Tj)“LB]”T U. [7 “‘( y V”ﬂ“fl ’
gdzie, zgodnie z zaleceniami autora formuly, B jest stala, niezalezng od powierzchniowej
wymiany masy, przyjmowana na poziomie B = 4.8. Przykiad graficznego przedstawienia
tej formuty, dla intensywnoéci odsysania F = —0.004, ukazuje rys. 4. Nancszac w tym
ukladzie punkty pomiarowe z profilu predkosci dla analizowanego trawersu okresli¢
mozna, z dobrym przyblizeniem, odpowiadajaca mu warto$¢ wspdlczynnika tarcia po-

wierzchniowego.
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Rys. 4. Wyznaczanie wspdlczynnika tarcia powierzchniowego w oparciu o rownanie profilu Stevensona

=-0,004
\\\~_9 o o o
a - = —_—
8f— a a a -

o na podstawie profili predkosci __J
65— Stevensona ,
o pomiar naprgzen stycznych

z dala od scianki

C|(X103)

Ja)

2 o obliczenia metodqg, C-S ]

10 1, 1,2 1,3 1L Re, [x107)

1

______ wg Simpsono

Rys. 5. Pordwnanie warto$ci ¢, uzyskanych przy uzycin réznych metod

" Rys. 5 przedstawia zestawienie poréwnawcze wartoéci wspélczynnika tarcia powierz-
chniowego wyznaczonych przy uzyciu oméwionych wyzej metod, uzupelione rozkladem
¢ okreslonym przy pomocy procedury Cebeciego-Smitha [17). Dane te wskazuja, Ze
wyniki zastosowania rozwazanych tu sposobdéw okreélania ¢y grupuja sig we wspolnym
pasmie z dos¢ znacznym (13%) rozrzutem. W prezentowanej w pracy analizie wykorzy-
Stano wartosci napreZef na §ciance otrzymane metoda zalecana przez Andersena [10].

4, Wyniki badan

Podj¢ta w pracy analiza dotyczyla zaréwno podstawowych charakterystyk ruchu
sredniego jak i wielkodci opisujacych strukture turbulencji w warstwie przysciennej z jed-
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porodnym odsysaniem powierzchniowym. Rys. 6 przedstawia profile predkodci $redniej
we wspbtrzednych u* —y*, okreSlone w trawersie Re, = 1.7+ 10° i reprezentujace cztery
poziomy intensywnosci odsysania. Na wykresie tym naniesiono réwniez zaleznosé Clausera,
stuszna dla gladkiej plyty nieprzepuszczalnej. Stwierdzié mozna, ze w warunkach odpo-
wiadajacych danym na wykresie, wplyw odsysania obejmuje swym zasiggiem wszystkie
strefy warstwy przysciennej, a uklad klasycznych wspdtrzednych ,,prawa $ciany” dla
powierzchni nieprzepuszczalnej traci w tym przypadku swa uniwersalnosé.

30
ST T T T 1007
vl F 0 -0,002  -00063  -0,009¢ _
—0— —_—— —— —
20— + 1 ]
u:mlnyhl,,g
10— /‘/___
i L=
L]
10 102 103 y*

Rys. 6. Profile predkosci $redniej w warstwie przysciennej z odsysaniem

Jak juz wczedniej wspomniano, Stevenson zaproponowal zalezno§¢ opisujacy profil
predkosci w wewnetrznym obszarze warstwa przysciennej z powierzchniowa wymiang
masy. Jego réwnanie prezentowane juz tutaj w formie (2), zapisywane jest najczgsciej
w postaci:

uf = (vz_+) [(1+o} 4S5 —1] = (%\) Iny*+C @)

w

Stevenson dokonat eksperymentalnej weryfikacji tego zwiazku, opierajac si¢ gléwnie
na wynikach badaf warstwy z wydmuchem [12, 17]i na tej podstawie stwierdzil, Ze stale
%1 C sa niezaleZne od intensywnosci wymiany masy 1 wynosza odpowiednio: 0,41 oraz 5,8.

Konfrontacja zaleZznoéci Stevensona z danymi eksperymentalnymi uzyskanymi w wa-
runkach odsysania (rys. 7) wskazuje, ze dla zapewnienia lepszej uniwersalnosci zwigzku (3)
wymagane byloby funkcyjne zwiazanie sktadnika C z intensywnoécia odsysania.

Formulujgc zalezno$¢ opisujaca profil predkosci w obszarze zewngtrznym:

2 s 11 = (L) 1ny 4 oo [H). (_y_)
(?f)[(lﬂ‘t u*) —1]—(%)111}1 +C+|— | Wig) Q)
Coles [18] zaleca empiryczny warunek dla C w postaci:
C = Cﬁ(%)[(l +Ko})s—-1]1—-K, &)

gdzie: Co = 5, natomiast K = 10,805.
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Rys. 7. Porownanie danych doswiadczalnych z ,,prawem §$ciany” Stevensona

Coles nie uzaleznit, wystepujacych w rownaniu (4), parametru profilu /7 jak réwniez
funkeji $ladu W(y/6) od intensywnosci wymiany masy, przyjmujac: I7 = 0,55 (jak dia
warstwy réwnowagowej na powierzchni nieprzepuszczalnej) oraz W(y/8) = 1—cos(my/d).
Na rys. 8 naniesiono linie wynikajace z ,,prawa defektu” Colesa (4) oraz odpowiadajace
tym warunkom profile eksperymentalne. Powazne rozbieznosci, notowane szczegdlnie
dla wigkszych warto$ci parametréw odsysania, ttumaczy¢é mozna faktem, Ze empiryczna
posta¢’zwigzku (5) wyznaczona zostata gléwnie w oparciu o dane eksperymentu z wydmu-
chem i niewielkim odsysaniem. Réwnanie (5) traci bowiem sens gdy —ov} < 1/K, nato-
miast sktadnik (I7/x)- W(y/8) przyjmuje na granicy warstwy stala, niezalezna od inten-

[

26

24

22

20

16

y+

1000

Rys. 8. Profile predkosci $redniej w obszarze zewnetrznym — zestawienie linii wg Colesa z punktami
eksperymentalnymi
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sywnoéci odsysania warto$¢ (0,55/0,41) - 2 = 2,68, co jest sprzeczne z wynikami dos$wiad-
czen.

Analiza profili predkodci Sredniej wykazala, ze zaproponowana przez Clausera [16]
koncepcja réwnowagowej warstwy przyiciennej moze byé rozszerzona na klase przeply-
wow z powierzchniowa wymiang masy. Warunkiem, jaki musi byé spelniony, jest zacho-
wanie cech podobiedistwa przeplywu §redniego w rejonie zewngtrznym, czyli uniwersalnogé
profili predkosci we wspélrzednych ,,defektu”. Parametr ksztaltu zaproponowany przez
Clausera w postaci zwigzku:

<] Um _ U 2
{ (' u ) i

G = i —
L Uoo —-U (6)
[ ==y

osigga w stanie réwnowagowym warstwy stalg, niezaleZng od wspdlrzednej x, wartosé.
Rys. 9 stanowi potwierdzenie uniwersalnosci profili predkosci w obszarze zewngtrznym

warstwy przysciennej z odsysaniem, w koricowej czesci analizowanej drogi jej rozwoju.

Na rys. 10 natomiast, ukazano wartoéci parametru G uzyskane przy réznych intensyw-

0 —r - r | %oé‘ A®
A o. 8
i 6}) A
an 01— .DOA,O% —
SN ]
:.% 0,2i Re.=(1,4+191x10 1
9_; F = - 0,002+-0,009%
= O.Sh 7
Rys. 9, Uniwersalno$¢ profili predkosci w ukladzie 0|,1 0!2 0|.5 1,‘0
wspolrzednych ,,defektu’ /6

| | | Rys. 10. Parametr Clausera w funkcji intensywnodci
~0002  -000% -0006  -0008 F odsysania

noéciach odsysania, Przyktadowo, w warunkach zerowej wymiany masy, parametr ten
przyimuje warto$é G = 6,5 co jest zgodne z danymi zawartymi w literaturze, m.in. w [6].
Clauser [16] i Colleman [19] wiazali parametr G z parametrem ksztattu Hy, = 84/0,

zaleznodcia:
H-1 2
_— _ 7
G=—F% l/ o M

Oprécz podanego réwnaniem (1) zwiazku okreslajacego wspéiczynnik tarcia powierzchnio-
wego, Simpson sformufowal réwniez empiryczng formule opisujaca zmienno$é parametru
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ksztattu H w funkcji intensywnosci odsysania:
1

H= — . (8)
1-3.1 'l/ﬁzf— [(1+B,)%5 +(1+0.635B,)°°]
Wynikajaca z powigzania réwnad (1), (7) i (8) zaleznosé:
G = 3.1[(1 +B))®5 + (1+0.635B,)*], ©)

zobrazowano graficznie na rys. 11 gdzie naniesiono réwniez punkty z rys. 10. Poréwnujac
te dane zauwazyé mozua, Ze formuta (9) okresla z doé¢ dobrym przyblizeniem, zwiazek
miedzy parametrem Clausera i intensywnoscig odsysania powierzchniowego.

Gl I | ]

6 G=31[1+B%+ (1+06358,1%%)

a

~0,4

2L
02 06 <08 By 10

Rys. 11. Poréwnanie eksperymentalnych wartoéci parametru G z zaleznoScia (9)

Kolejna cze$¢ rozwazan dotyczy wplywu odsysania powierzchniowego na wielkosci
charakteryzujace strukture turbulencji w warstwie przys$ciennej na plaskiej plycie poro-
watej.

Z pizedstawionych na rys. 12 i 13 zredukowanych rozkladdéw energii kinetycznej
turbulencji oraz naprezen Reynoldsa, okre$lonych w poprzek warstwy dla kilku intensyw-

T T T T
F
25 o 0 —
—e— -0,004 15
20 -00063 — _
S =)
*x 15 — 210 |
~f ’\‘:§
2 ~
|~; 10 — >
J 705 -
5
‘ | \
02 04 05 08 10 y4 02 0L 06 08 10 y4

Rys. 12, Rozklady kinetycznej energii turbulencji

w funkcji odleglosci od $cianki dla réznych inten-

sywnosci odsysania

§ciennej z odsysaniem

Rys. 13. Naprezenia Reynoldsa w warstwie przy-
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noéci odsysania wynika, Ze ten typ oddzialywania na warstwe obniza zaréwno ogdlny
poziom energii fluktuacii jak i turbulentnych naprezer stycznych. Znajduje to sWOj wyraz
w bilansie kinetycznej energii turbulencji, ktérej réwnanie dla ustalonego przeptywu prynu
niesci§liwego, po zastosowaniu uproszczen typowych dla dwuwymiarowej warstwy przy-
sciennej bez podluznego gradientu ci$nienia zapisane by¢ moze w postaci bezwymiarowe;:

d [ 42 d [q*\] & 8§ — oU
[UE(T)”W(T)] o3 "oty t
! ] i

1 1
(1) @ w0
b a9 (4 p
o (TT)W:;@ =0
3) @

(1) — konwekcja, (2) — produkcja, (3) — dyfuzja, (4) — dysypacja.
Eksperymentalna weryfikacja bilansu energii kinetycznej nastrecza wiele trudnosci.

Praktycznie niemierzalna jest bowiem korelacja ci$nieniowo-predkosciowa 2'p’, wyzna-
czana z reguly jako wielko$é zamykajaca rownanie energii. Powazny problem metrologicz-
ny stanowi okreslenie dysypacji energii turbulencji [20]. Podstawa oszacowania tego skiad-
nika w omawianycl badaniach byl zwigzek:

E(k, ) = ag?3k=53 1

obowiazujacy w obszarze lokalnej izotropil.
Wielko$é o w tym réwnaniu oznaczajgca dla Re, > 100 pewna staly uniwersalng [20],
przyjeta zostala o = 0,53, zgodnie z propozycja Lawna [21].

Wystepowanie cech lokalnej izotropii w warstwie przysciennej z odsysaniem stwier-
dzono na podstawie analizy spektralnej, ktéra przeprowadzona zostata dla skiadowe;
fluktuacji wzdtuznej:

W= [ E(dk  gdze: k=7
0

Przedstawione na rys. 14 jednowymiarowe widma energii, uzyskane w dwéch odle-

glosciach od $cianki dla kilku wartosci intensywnosci odsysania, skonfrontowane zostaly
z linia &~ 5/3, charakterystyczng dla stanu lokalnej izotropii Kotmogorowa. Z zestawienia
tego wynika, Ze ,,prawo — 5/3”, obowigzuje réwniez w warstwie przysciennej z odsysa-
niem. .
Wplyw odsysania zaobserwowa¢ mozna w obszarze wewnetrznym warstwy, gdzie powoduje
ono obniZenie spektralnych rozktadéw energii, wyrazniejsze w zakresie wigkszych liczb
falowych. W strefie zewnetrznej (y/é = 0,6) natomiast, punkty pomiarowe grupuja sig
wokot prawie wspolnej dla wszystkich wartosci F Iérzywej spektralnej.

Na rys. 15 zilustrowano bilans energii kinetycznej turbulencji w warstwie przyséciennej
na plaskiej plycie nieprzepuszczalnej, przeprowadzony na podstawie r. (10). Naniesione
tu linie reprezentuja wyniki Klebanoffa [22], natomiast punkty pomiarowe odpowiadaja
rezultatom uzyskanym w niniejszej pracy przy zerowej intensywnosci odsysania. Z przed-
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Rys. 14. Widma energii turbulentnych fluktuacji wzdluznych w warunkach odsysania powierzchniowego
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Rys. 15. Bilans energii kinetycznej turbulencji w warstwic przysciennej na plaskiej plycie nieprzepuszczalnej

stawionych na rys. 15 przebiegéw wynika, ze dominujacy udziat w bilansie energii majg
cztony produkeji i dysypagji energii kinetycznej turbulencji, szczegdlnie w strefie wew-
netrznej warstwy przyéciennej. Sktadnik konwekeyjny jest nieznaczny w calym jej obszarze,
a w czedci wewngtrzne]j praktycznie pomijalny. Obserwowana nadwyzka produkeji energii
kinetycznej nad jej dysypacja przekazywana jest dyfuzyjnie do rejonu zewngtrznego.
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Przedstawione na 1ys. 16 rozklady energii dysypacji i produkcji, odpowiadajace strefie
wewnetrznej, wskazuja na silne oddzialywanie odsysania, wyrazajace sie obnizeniem
zaréwno intensywnosci dysypacyjnej konwersji ruchu burzliwego jak i poboru energii
z ruchu $redniego. Pod wplywem odsysania zmienia sie nie tylko rozklad naprezen stycz-
nych Reynoldsa (rys. 13) ale réwniez profil predkoécei $redniej, co objawia sie m.in. zwiek-
szeniem jej gradientu w poblizu $cianki (rys. 17). Wypadkowym efektem tych oddzialtywan

jest jednakze silne ostabienie czlonu produkeji.

Istnienie skladowej normalnej predkoséci v, na $ciance powoduje, Ze w
netrznym pewnego znaczenia nabiera konwekeyjny transport energii (rys

Rys. 16. Czlony produkcji i dysypacii w strefie Rys. 17. Wplyw odsysania na gradient predkosci

obszarze wew-
18), pomijalny

dusdy (x107°1{1/3]

]
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Rys. 18. Bilans energii kinetycznej turbulencji w strefie wewngtrznej warstwy dla réznych intensywnosci

odsysania;

a) F=0; b) F= —0.004; ¢) F = —0.0063
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w tejze strefie w warunkach braku odsysania. Transport w kierunku $cianki turbulentne;
energii kinetycznej zdaje si¢ stanowié wazny mechanizm jej redukcji. Winna ona bowiem
ulegaé dysypacji na $ciance, o czym §wiadczy réwniez fakt, ze czlon konwekcyjny ma ten
sam znak co czlon produkcji, zatem jest on réwnowazony przez skiadnik o znaku prze-
ciwnym.

Rys. 19 obrazuje wzgledny udzial poszczegdlnych stref warstwy przysciennej w procesie
generacji turbulencji. Znajduje tu potwierdzenie fakt, ze zewngtrzne 809, warstwy przy-

10 —

A7 i
s —
—a— -0.004
0,5|— 4 ]
’ / —o— -0,0063
L= 0U P BU
D= /70U rvel))
A y uvay dy/ojuvay dy
Rys. 19. Wzgledny udzial poszczegblnych
L | | | | obszardw warstwy przysSciennej w produ-
0,2 0,4 0,6 0,8 v/ kciji energii kinetycznej turbulencji

Rys. 20. Funkcja autokorelacji dla skladowej wzdluzoej
fluktuacji predkoéci w réznych odleglofciach od Sciank; 5 10 Ut/

sciennej wnosi jedynie okolo 20% catkowitej produkcji energii. Obserwacja ta zgodna
jest z danymi Laufera [23] uzyskanymi dla przeptywu w rurze i podtrzymuje twierdzenie,
ze cienki rejon przyscienny odgrywa dominujaca rol¢ w okreslaniu struktury calej warstwy.
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Wplyw odsysania przejawia si¢ tu w nieznacznym odsunigciu od $cianki obszaru o mak-
symalnym natgzeniu produkcji energii turbulencji.

Dodatkowym potwierdzeniem shisznodci wniosku o oslabieniu proceséw dysypacyj-
nych w warstwie z odsysaniem, sg wyniki pomiaréw funkeji autokorelacji. Z przebiegu
tych funkcji wnioskowa¢ mozna o skali czasowej, wyrazajacej $redni czas istnienia wiru:

I'=[ R(mdr a12)
0

Z przedstawionych na rys 20 rozktadéw funkcji korelacji czasowej dla sktadowej wzdtuznej
fluktuacji predkosci wynika jakosciowa tendencja do wydhuzania czasu ,,zycia” wiréw
ze wzrostem intensywnoéci odsysania. Jednoczeénie, wyznaczona przy zalozeniu stusznosci
hipotezy Taylora, skala calkowa turbulencji:

A=U-T (13)
| LI |
F:—OIOOQ
[ )
6— /"_’—r’fﬁ
. -0,004
N I
é b— a £=0 ]
/A/O/O/—-O
L /O)/ |
| | 1
1072 107 y/d 10

Rys..21. Wplyw odsysania na skal¢ catkowa turbulencji

odniesiona na rys. 21 do liniowej straty wydatku §,, $wiadczy o narastaniu wzglednych
rozmiaréw wirdw w funkcji intensywnoéci odsysania.

5. Uwagi koncowe

Przedstawiona w pracy eksperymentalna analiza struktury turbulencji w warstwie
przysciennej z odsysaniem wykazala, ze ten typ oddzialywania na przeptyw obniZa ogdlny
poziom energii turbulencji oraz hamuje intensywnos$¢ jej konwersji poprzez produkcje
i dysypacje. Zaobserwowano uaktywnienie procesu konwekcyjnego transportu energii
w kierunku $cianki wywolane powierzchniowym odsysaniem. Z rozkladu funkcji auto-
korelagji okreslono jakosciowa tendencje do zwigkszania czasu trwania wiréw oraz ich
wzglednych rozmiarédw ze wzrostem intensywnoéci odsysania. Na podstawie analizy
spektralnej stwierdzono istnienie cech lokalnej izotropii w badanym typie przeplywu, co
uzasadnilo zastosowanie ,,prawa —5/3” do oszacowania wielkosci dysypacji energii.
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Pesmome

BAJIAHC DHEPTHU M CTPYKTVYPA TYPLVYIIEHTHOCTU B IIOTPAHHUHOM CHOE HA

NPOHUAEMONM ITOBEPXHOCTHU

Hpe,EECTaBJIeHO PE3YIILTATH! TECPMOAHEMOMETPUYECKHX H3MCpCHHX7{ OCPEMHEHBIX M ITYJIECALTHOHBBIX

XapAKTCPHICTHK TOrPAHITIAHOTO CNOSA HA NpPOHHNaeMok NOBEPXHOCTH HPY OAHOPOIHOM OTCOCE. Hpn yqé'Ic
KOPPEJIALIHOHHO-CIIEKTPAYIBHOIO AHAIN3a ITOJIYUEHO SHAUCHHA YWICHOB YPAaBHCHUA KHHETHYECKOK 3HepruH
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TYpBYJIeHTHOCTH: IOPOYKIEHUs , JHCCHNAUMH, Mudpysnn n woupexunu. IIpHBeNeHHBbIC AaHHBIE CBM-
TeTeJIbCTBYIOT O CYIICCTBEHHOM MCKAa)KCHHH BHYTDEHHOH CIPYKTyph! TYpOYNEeHTHOCTH W e BHXPEBOI
KapTHHB! B NOTPAaHHUYHOM CJIo€ IPH HaJHUMM OTCOCA.

Summary

TURBULENCE STRUCTURE AND BALANCE OF TURBULENT KINETIC ENERGY
IN BOUNDARY LAYER ALONG A PERMEABLE SURFACE

The effect of uniform wall suction on the mean flow characteristics and the turbulent structure of

boundary layer on a permeable flat plate has been experimentally investigated.
The results discussed have included the mean velocity profiles, turbulent energy and Reynolds stress
distributions, time-correlations and energy-spectra in turbulent boundary layer controlled by surface

suction.
The energy-exchange processes have been analysed with special attention to the contribution of the

production and dissipation terms for the total turbulent kinetic energy balance.

Praca wplynela do Redakcji dnia 3 listopada 1986 roku.

9 Mech, Teoret. i Stos. 2/87
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OPIS STANU ZARYSOWANIA LEPKOSPREZYSTEJ TARCZY W UJECYU
DYSTRYBUCYJNYM

MAcIE; MINCH

Politechnika Wroclawska

W pracy wyprowadzono réwnanie rézniczkowe lepkosprezystej tarczy zarysowanej.
Wykorzystujac zasade wariacyjng typu Gurtina, aparat teorii funkcji uogélnionych oraz
przyjmujac zwiazki fizyczne dane ogélnym przedstawienieniem catkowym Boltzmanna,
wyprowadzono réwnanie réZniczkowe plaskiego stanu naprezenia w materiale liniowo
lepkosprezystym. W réwnaniu tym warunki brzegowe, poczatkowe oraz graniczne w rysie
zawarte sa explicite. Podano przyblizony sposéb rozwiazania wychodzac z analogii spie-
Zysto-lepkosprezystej.

1. Wprowadzenie

W ramach liniowej teorii sprezystosci istnieje wiele modeli opisujacych zachowanie
sie ciat z defektami. Prace te rozwijaja si¢ w dwoch kierunkach. Pierwszy z nich wykorzy-
stuje dyskretny model obliczeri (metoda réznic skoriczonych, metoda elementéw skonczo-
nych) [4,9,12]. Globalny obraz efektéw zarysowania otrzymany w tych pracach jest
poprawny, jednak zaburzenia w miejscach rys sa z zalozenia niedoktadne. Drugi kierunek
polega na formutowaniu réznych modeli matematycznych dla ciat kruchych z defektami.
Literatura w tej dziedzinie jest niezwykle bogata. Wymienié tu mozna m.in.: prace [18],
w ktorej rozwiazani poszukuje si¢ poprzez przeksztalcenia catkowe 1 wprowadzenie funkcji
zmiennych zespolonych oraz prace [11, 19] gdzie podano teorie defektéw. Teorie te pole-
gaja na budowaniu pewnych potencjaléw modelujacych defekt.

Wykorzystanie matematycznych modeli dla cial kruchych w konstrukcjach z betonu
zbrojonego napotyka jednak na pewne trudnoéci. Dlatego tex teorie Zelbetu rozwijaja sig
niezaleznie, choé wykorzystuja réwniez rozwigzania matematycznych teorii defektow.
Zelbetowe tarcze zarysowane projektuje si¢ do dzisiaj jako sprezyste, jednorodne i izo-
tropowe. Taki model obliczeniowy, przyjety juz kilkadziesiat lat temu, wykazuje wiele
sprzecznodci. W przedziale obcigzed uzytkowych w konstrukcji tarczy obserwuje sig
niejednorodnogci wystepujace w postaci rys oraz deformacji reologicznych i plastycznych.
W tarczy takiej zachodzi znaczna redystrybucja sit wewngtrznych, w poréwnaniu do jej
stanu sprezystego. Wniosek ten potwierdzony zostal takZe licznymi do$wiadczeniami.

9=
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W modelu teoretycznym konieczne jest zatem przyjecie takiego sposobu opisu, aby mozna
bylo uwzgledni¢ w nim obserwowane nieciaglosci deformacji. Odbywad si¢ to moze przez
przyjecie przemieszczen w szerszej klasie funkcji, tzn. w klasie funkcji uogélnionych lub
inaczej dystrybucii. Podejécie takie dla konstrukceji zelbetowych belek, ptyt i tarcz prezen-
tuja np. prace [1,2, 5, 15]. Przyjete w nich modele nie uwzgledniaja jednak zjawisk reolo-
gicznych w betonie poza miejscami defektéw. Dla wigkszosci materialéw ich zachowanie
w procesie odksztalcenia odbiega od zalozen przyjetych w liniowej teorii spreZystosci,
Istnieje zatem potrzeba dalszego udcislenia modeli przez uwzglednienie w opisie wtasnosci
materiatu zmiany odksztalcen w czasie 1 ich wplywu na stan konatrukcji.

W niniejszej pracy wyprowadzono réwnauie rézniczkowe plaskiego stanu naprezenia
w ramach liniowej lepkosprezystosci. Zwiazki fizyczne przyjeto w formie ogdlnego przed-
stawienia catkowego Boltzmanna. Podano przyblizony sposéb rozwigzania wychodzac
z analogii sprezysto-lepkosprezystej oraz okre§lono zwigzek fizyczny w rysie.

2. Zalozenia

Rozwaza sie jednorodng i izotropowa tarcze cienka, ktdrej powierzchnia srodkowa
zajmuje obszar £2 parametryzowany kartezjanskim ukladem wspétrzedaych x,, & = 1, 2,
ograniczong dowolnym konturem 922, na brzegu 982, sztywno zamocowana, ze swobod-
nym brzegiem 9¢2 i statycznym obcigZeniem zewngtrznym P (rys. 1). Ponadto obszar
tarczy £ podzielony jest pojedyncza, niepropagujaca si¢ rysa krzywoliniowa I, kawatkami
gladka w R?, na dwa podobszary 2, i £,. Zaklada si¢, ze rysa obejmuje cata grubo$é
tarczy, przy czym Ly i L,, stanowia odpowiednio lewy i prawy brzeg rysy L = L,UL,.
Przyjecie wigkszej liczby rys poza komplikacja natury rachunkowej nie wniesie nic nowego
do przeprowadzanych tu rozwazan.

X2

——

X1

Rys. 1. Rozpatrywany obszar tarczy £ z rysa na krzywej L.
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Warunki brzegowe zadania maja nastepujaca postaé:
— warunki przemieszczeniowe

u=1u na 98, 2.1

— warunki naprezeniowe
Sn=p na 90, (2.2)

Tutaj u(x, 1), S(x, 1) oznaczaja odpowiednio wektor przemieszczenia i tensor napreZenia
okreslone czasoprzestrzennie, natomiast &, p sa funkcjami wektorowymi zadanymi odpo-
wiednio na brzegach 90, i 09,, za$ n jest wektorem normamym zewngtrznym do brzegu
Q.

Ponadto do warunkéw brzegowych zewnetrznych (2.1) i (2.2) dolaczy¢ nalezy jeszcze
warunek graniczny w rysie, w ktérej przemieszczenie u(x, t) doznaje skoku

["(x, 1)]1, = g(x> t)> X € L> (2'3)

gdzie g(x, t) jest funkcja gestosci defektu ciagla na krzywej L, za$ symbol [f], oznacza
réznice prawostronnej i lewostronnej granicy funkcji f przy przejéciu przez krzywa L.

Postaé funkcji gestosci defektu moze byé przyjmowana w rézny sposéb w zaleZnosci
od dzialania wymuszajacego pola deformacji lub obciazen na brzegi tarczy lub bezposred-
nio w rysie. Jest ona przedmiotem oddzielnych badan [15]. Szerszy komentarz dotyczacy
gestosci defektu g(x, 1) dla konstrukcji betonowych ze zbrojeniem podany bedzie w dalszej
czgicl pracy.

Calo$é dotychczasowych rozwazan dotyczyla szczegolnego przypadku rysy dzielacej
obszar £ na dwie czgéci. Mozna wykazaé [1], Ze uogélnienie na przypadek rysy wewnetrznej

(np. na huku AB — rys. 1) w niczym nie zmienia przeprowadzanych rozwazan. Sprowadza
si¢ to do przyjecia na pozostalej czeéci krzywej L warunku:

[u(x, )], =0, x¢A4B, (2.4)

oraz zwiazkéw definiujacych zachowanie sig funkcji gestosci defektu na koncach rysy:

dg(x, 1) dg(x, 1)
2L W= @ =0 @)

Nalezy zwréceié uwage na fakt, Zze przyjecie na krzywej L warunku (2.3) powoduje
konieczno$é przeprowadzenia rozwazah w klasie funkcji uogélnionych, stad w dalszych
dzialaniach opierano si¢ na definicjach i zwiazkach teorii dystrybucji podanych przez
Schwartza [17]. Sa one znane i nie wymagaja tu przypomnienia. Mozna jedynie zaznaczyc,
Ze w przypadku opisu zadania plaskiego dotycza dziatan w przestrzeni (D(£2))* dwuwymia-
rowych wektorowych funkcji prébnych (gdzie @ jest dowolnym otwartym obszarem
przestrzeni euklidesowej R?). '

W dalszych rozwazaniach, ze wzgledu na dowolne zarysowanie tarczy wzdiuz krzywej
L wynikajace z wymuszajacego pola obciazer lub deformacji, istotne znaczenie majg
dystrybucje singularne typu delta (bedace uogélnieniem funkcji 8 — Diraca), o danej
gestosei y skoncentrowanej na krzywej L < R?, ktérych wiasnosci definiuje si¢ naste-
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pujaco [1]:
o, 9> = [ yo@as @6

oraz pochodna dystrybucji na krzywej L wynikajaca bezpo$rednio z Jefim'cji dystrybuciji
regularnych:

s, 1> = (=0 [ 90 Dig@)ds, @)

gdzie: « = (ay, @), |a| = oy +ct,.
Tutaj funkcja (x) jest funkcja ciagla na krzywej L, za$ catki po prawej stronie wzoréw
(2.6) i (2.7) sa catkami krzywoliniowymi po krzywej .L.

Wynika stad, Ze funkcjonaly sformulowane powyzej dla jednostkowych gestosci funkcji
y majg analogiczng wlasno$¢ odsiewajaca jak funkcja typu 6 — Diraca, polegajaca na
przyjmowaniu wartoéci funkcji ¢ lub jej pochodnych dla argumentéw x lezacych na
krzywej L. _

Obszerniejsze wyjasnienie dystrybucji skoncentrowanych na krzywej, ich definicje
1 interpretacje dla zagadnien dwuwymiarowych znalesé mozna w pracy (8], skad po pew-
nych prostych przeksztalceniach mozna otrzymaé m.in. wlasnosé (2.6).

3. Réwnanie rézniczkowe lepkosprezystej tarczy zarysowanej

Rozpatruje si¢ zachowanie lepkosprezystej tarczy zarysowanej zgodnie z zaloZeniami
podanymi w rozdziale 2. ' .

Podstawowy uklad réwnan plaskiego stanu naprezenia skltada sie z:
— réwnan réwnowagi:

divS+5 =0, (3.1
— zwiazkéw geometrycznych [3]:

E= %— (Vu+Vu™) = Va, (3.2)

oraz zwiazkéw fizycznych danych ogélnym przedstawieniem calkowym Boltzmanna [16]:

H c
JE
S—af"(l)l(t—'[) —37 dT+

(3.3)
otrE

3 dr

Lo '
+70f 26— 2~y (= ]

Tutaj E(x, t) i b(x, t) oznaczaja odpowiednio tensor odksztalcenia i wektor sit masowych

okrelone czasoprzestrzennie, v, i v & pewnymi funkcjami relaksacji, za$ 1 jest tensorem
jednostkowym.
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Uklad réwnan pola (3.1)+(3.3) jest spetniony w przestrzeni 2 x [0, cc), gdzie [0, 0o]
jest przedzialem czasowym.
Do ukladu réwnan pola (3.1)+(3.3) nalezy jeszcze dolaczyé warunki brzegowe (2.1)
i (2.2) oraz warunek poczatkowy na tensor odksztalcenia
_ E(-, 0) = E°, (3.9
Tutaj wskaznik ,,0” oznacza wielkoéé odksztalcenia w chwili poczatkowej ¢ = 0.

Wykorzystujac rachunek operatorowy Mikusiniskiego [13] mozZna zapisa¢ réwnanie
(3.3) w alternatywnej postaci:

1
1%S = wl*E+7 (ps—p)s1trt E-F, (3.5)
gdzie:
1 o
F =y «E°+ > (p2—p)+1 trE°. (3.6)

Mnozenie splotowe wzgledem czasu 0znaczono z ponizszego zwigzku:

f0xg() = [ fit— g dr. 3.7
0

Do opisu omawianego zagadnienia wykorzystano, na podstawie analogii sprezystej,
splotowa zasade wariacyjng typu Gurtina [6, 7], stowarzyszong z ukladem réwnan pola
(3.1)+(3.3) oraz warunkami brzegowymi (2.1) = (2.3) i warunkiem poczatkowym (3.4).
Przyjeto funkcjonat postaci:

J@) = [ Ud@— [1xbsud@~
- “ (.8)
— [ 1xprudon,
a0
gdzie:
U= wl*(%%H—ED)*%u-i-
(3.9)
+é— (pa—wp1)* (—;— diVu——trEo);kdivu,

jest funkcja energii odksztatcenia bedaca odpowiednikiem energii odksztatcenia w teorii
spreZystosci.
Dalej oblicza sig wariacje funkcjonatun (3.8):

8 = — f{[wl*vz+%(w1+¢2)*graddiv]11+

21ue

+1*b—divF} SudQ+ (3.10)

+ [[1sp— P(u)]audaQ+fP(u)6uds

80s
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gdzie:
P() = —[F—(%h%(wz—wl)*diV)C)]n, @G.11)

jest analogia do operatora napigcia powierzchniowego w teorii sprezystodci.

Jezeli u(x, t) jest kinematycznie dopuszczalnym przemieszczeniem (tzn. jesli stanowi
rozwiazanie zagadnienia (2.1)+(2.3) i (3.1)+(3.4) )to wariacja (3.10) réwna si¢ zeru.
Z drugiej strony je$li prawa strona réwnania (3.10) znika dla dowolnego wyboru da to
otrzymuje si¢ przemieszczeniowe réwnanie rézniczkowe tarczy lepkospreZyste;j:

[zpl *V2+% (1p1+1,uz)graddiv]u+1*b'—divF =0, (3.12)

naturalne warunki brzegowe dotyczace brzegu swobodnego lub sztywnego (gdzie dla
brzegu sztywnego warunek du = 0 sprowadza si¢ formalnie do warunku 6(u—#)lag, = 0
oznaczajacego zgodnie z (2.1) wypadkowa przemieszczenia u na sztywnym brzegu 90,)

[P(u) — 1%p5] [ags = OV Oupg, = 0, (3.13)

oraz dodatkowy warunek graniczny w rysie wyrazajacy ciagloé$é wypadkowego wektora
napi¢é przy przejsciu przez rysg .L:

[P(u)], =0. (3.14)

Pojawienie si¢ ostatniej catki krzywoliniowej we wzorze (3.10) i w efekcie warunku
(3.14), wynika z uwzglednienia dodatkowego brzegu wewnatrz obszaru £, tzn. linii rysy
L = LyuL,, gdzie L, i L, stanowia przeciwlegle jej brzegi. Caltke t¢ mozna przeksztalcié
do postaci, w ktdrej bedzie liczona ona wzdhuz linii, a wielko$ci podcalkowe skladaé sie
beda z sumy dwu sktadnikéw zwigzanych z przemieszezeniem stycznym do rysy dug i prze-
mieszezeniem normalnym do niej du,. Wyrazi si¢ to formalnie przez cosinusy kierunkowe
n(8u = Sughy + du,n,). Nalezy przy tym zwrécié uwage na fakt, Ze dla brzegéw L, i L,
posiadaja one przeciwne zwroty. Uzyska sig w ten sposéb w warunku (3.14) zasadg akeji
1 reakcji napie¢ stycznych i normalnych na brzegach rysy L. Warunek (3.14) przedstawia
zatem warunek ciaglosci wypadkowego wektora napigé przy przejsciu przez ryse L.

W celu uproszezenia zadania brzegowego zarysowanej tarczy lepkosprezystej, roOwnanie
rézniczkowe (3.12) ze stowarzyszonymi warunkami brzegowymi i warunkiem granicznym
w rysie zastapi si¢ dalej réwnowainym rdéwnaniem opisanym w terminach dystrybucji
przy zaloZeniu, ze u(x, t) nalezy do szerszej klasy funkcji, tzn. klasy funkcji nogélnionych.
W tym celu formalnie oblicza sie wyraZenja:

V9> = [ (Vu)pd@-
0o
— f[(a—ia)‘l’— (a—i(p)u]d3!2+
onR

+f([—aa7 u]Ltp— Ti(p[uh)ds, (3.15)
L
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oraz:

{graddivu, ¢> = f~{graddivu}(pd!2+
02
+af (divou —divup)do — (3.16)
Io]

— [ (1, dive — [divul,p) nds.
L

Tutaj { } oznacza rézniczkowanie w zwyklym sensie, [#], oznacza skok wektora prze-
mieszczenia przy przejsciu przez ryse L, za$ ¢ jest dowolna funkcja niekoniecznie z prze-
strzeni D. '

Po elementarnych przeksztalceniach wzoru (3.12), wykorzystaniu relacji (2.1) 1 (3.13) =
(3.16) oraz uzywajac dystrybucji d, zapisano réwnanie rézniczkowe na wektor przemiesz-
czenia u(x, 1) w lepkosprezystej tarczy zarysowanej w postaci funkcjonatowej:

[1/)1 + V2 +—;— (v, +w2)*graddiv] u-tleb—
—divF = —P(g6,)+ [1 xp—P(u)] &, + P[(ti—u) 8] (3.17)

Otrzymano w ten sposéb réwnanie rézniczkowe na wektor przemieszczenia u(x, 7)
tarczy lepkosprezystej zarysowanej, ktére zawiera w sobie komplet warunkéw brzegowych
zewnetrznych na brzegu 942, warunki poczatkowe oraz spelnia warunek graniczny w rysie
powodujacy skok wektora przemieszczenia przy przejsciu przez jej brzeg.

Zwrécié nalezy uwage na podobienstwo réwnania (3, 17) do réwnania przemieszcze-
niowego zagadnienia plaskiego z rysa podanego w pracy [5]:

3iA+2p . )
2 | —— =t
(V 4 o graddiv ju
= —N(gd)+ (p—N@)) b5+ N[(@—u) ,], (3.18)
gdzie N jest operatorem napigcia powierzchniowego
A 22
)= =% _1div] ()n. 3.19
N(-) ﬂ(V+Z+2ﬂ 1dw)()n (3.19)

Réznica polega na wystgpowaniu w funkcjach relaksacji wielkodci 4 i p zaleZnych od
czasu.

4, Zwiazek fizyczny w rysie

Postaé funkcji gestosci g(x, ¢) decyduje o stopniu trudnosci rozwazanego problemu,
stad konieczno$é jej szerszego oméwienia. Przy wyprowadzaniu réwnania rézniczkowego
tarczy lepkosprezystej (3.17) przyjeto gestosé defektu g(x,t), opisujgca skok wektora
przemieszczenia w rysie zgodnie z réwnaniem (2.3), na tyle regularng na ile wymagaja
tego obliczenia. Aby uzyskaé postaé funkcji gestosci g(x, t) nalezy w tarczy zelbetowej
rozpatrzyé warunki réwnowagi w rysie pamietajac przy tym, Ze po powstaniu rysy istnieje
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w niej uzewnetrznione zbrojenie, ktére wzajemnie oddzialywuje na sasiednie brzegi rysy.
Staje sig zatem oczywiste, ze rozwarcie rysy zalezeé bedzie od wielkosci sit wystepujacych
w odkrytym zbrojeniu w rysie. Ztozono$¢ niektérych proceséw zachodzacych w elementach
zelbetowych wymaga poczynienia szeregu zaltoZen upraszczajacych koniecznych do okres-
lenia zwigzku fizycznego w rysie. Jako gléwne wymienié tu mozna: rozpatrywanie sta-
tycznego zjawiska zarysowania (bez efektéw dynamicznych podczas pgkania rysy itp.),
zalozenie braku oddzialywan betonu migdzy sasiednimi brzegami rysy (wzajemne zaze-
bianie si¢ betonu) co powoduje, ze napigecia w rysie przenoszone s3 tylko przez zbrojenie,
ponadto przyjecie krzywoliniowego wykresu naprezenie — odksztalcenie o—e dla betonu
oraz modelu sprezystoplastycznego o— ¢ dla stali zbrojeniowe;.

Rozpatrzenie wyrunkéw réwnowagi w rysie oraz zalozen przyjetych z ogdlnej teorii
rys pozwala na otrzymanie prawa fizycznego opisujacego jej rozwieranie si¢ w procesie
obcigZzenie — odciazenie w nastepujacej postaci:

g(x, 1) = go(x, ) +g.(x)T(x, 1), xedB @1

Tutaj go(x, t) oznacza deformacje trwate w rysie zalezne od historii obciaZenia (pamigé
konstrukcji), natomiast g (x) T(x, ) deformacje sprezyste zalezne od wypadkowego
wektora napie¢ T(x, r) dziatajacego w zbrojeniu rysy.

Warto$ci funkcji go(x, 1) i g,(x) zaleza od parametréw wytrzymatosciowych, geometrii
rysy, charakterystyki zbrojenia itp. i sa funkcjami ciagltymi punktow krzywej L.

Zwiazek (4.1) jest zwigzkiem lokalnym waznym jedynie dla rysy tzn. g(x, t) = 0 dia
xé¢ AB. Szczegdtowe wyprowadzenie prawa fizycznego opisujacego rozwarcie rysy dane
zaleznoscia (4.1) znalezé mozna w pracy [15]. '

Wykorzystujac sformutowany zwigzek fizyczny w rysie (4.1) mozliwe jest podame
rozwigzania w formie analogii sprezysto-lepkosprezystej. Prowadzi to jednak do znacznych
komplikacji natury matematycznej, stad przyblizony sposéb rozwigzania moZliwy jest
do podania jedynie w formie pewnej przyblizonej procedury postepowania.

Przyjmujac zaleznodé (4.1) dla zagadnienia sprezystego za pierwsze przybliZzenie roz-
wigzania réwnania lepkosprezystego (3.17) mozna przedstawié sprezyste rozwiazanie
réwnania (3.18) w formie réwnania réZzniczkowo-catkowego:

u(x) = f [20(»)+£:() TWIN (G(x, y))ds+

- + f (N(G(x, 1)) — ()] —G(x, PIN W) —p()]}ds 4.2)

gdzie G(x,y) jest funkcja Greena spelniajacg réwnanie:

p (V2 +%'1_+.2?L”_gradd1v G(x) = é(x) “3)

oraz zatoZone warunki brzegowe Q2.0 i (2.2).

Tutaj symbol d(x) oznacza delte Diraca. :
Rozwigzanie zagadnienia spreZystego sprowadza si¢ zatem do wyznaczenia z zaleznoci

(4.2) nieznanej wartosci wektora napieé¢ dziatajacego w przekroju zarysowanym.
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Rozniczkujac obustronnie réwnanie (4.2) oraz wiszac przemieszczenia u(x) z sitami
wewngtrznymi przy pomocy zaleznosci (3.2) i zwiazkéw fizycznych dla plaskiego zadania
sprezystego:

A
S=2ulE+—"—1
,u( + T2 trE) (4.4)
oraz odpowiednich transformacji naprezeniowych, doprowadza sie je do postaci, w ktérej
po lewej stronie réwnania i w wyraZeniu podcatkowym wystepuja te same wielkodci, tzn.
otrzymuje si¢ réwnanie catkowe. Jest to silnie osobliwe rownanie catkowe z osobliwosciami

typu -, 2 rzgdem osobliwosci wynikajgcej z postaci funkcji Greena G (por. np. [14]).

Zatem rozwigzanie zmodyfikowanego réwnania catkowego (4.2) istnieje i jest mozZliwe
w sensie wartosci gtéwnej catki krzywoliniowej po krzywej AB.

Ze wzgledu na skomplikowana budowe réwnania (4.2), a wlasciwie réwnania catko-
wego opisanego powyZej, otrzymanie rozwiazania mozliwe jest jedynie w formie przyblizo-
nej za pomocg metod numerycznych np. metoda calek brzegowych.

Przemieszczenia ,,stowarzyszonego” problemu sprezystego u(x, 1) przyjete w oparciu
o réwnanie (4.2) postuza do rozwigzania statycznego zagadnienia lepkosprezystosc
zadania plaskiego ze stacjonarna rysa w postaci splotu:

'
u(x, 1) :f 04x, ) iy, @.5)
g T

Tutaj ¢ jest pewna kombinacja pochodnych funkcji relaksacji lub petzania. Analogiczny
splotowy sposob rozwiagzania dotyczy maprezen i odksztalcen.

Rozwigzanie réwnania (4.5) w polaczeniu z réwnaniem (4.2) moZliwe jest jedynie
W spos6b przyblizony za pomocg metod numerycznych. Wymieni¢ tu mozna np. metodg
kolokacji rozwiazania calek brzegowych dla ustalonych punktow czasowych oraz punktow
brzegu. Odbywaé si¢ to moze w nastgpujacy sposéb. Wychodzac od chwili poczatkowe;j
t, = 0, rozwigzuje si¢ catki brzegowe zmodyfikowanego réwnania (4.2) dla stanu sprezy-
stego metoda kolokacji do uzyskania Zadanej doktadnosci. Uzyskany w ten sposéb kon-
cowy podzial brzegu tarczy na punkty kolokacyjne nie ulega juz zmianie w procesie dal-
szego rozwigzywania tarczy dla iteracji czasowej. W kolejnym kroku nastgpuje przejscie
do chwili czasowej ¢, = At i powtérne rozwiazywanie catek brzegowych z wykorzysta-
niem zaleznoéci uzyskanych w chwili #,. Dalsza iteracja czasowa przebiega do wartosci
koncowej t; = t,, przy czym wyliczone wielkosci kroku f;_, (przemieszczenia, odksztal-
cenia i naprezenia) wykorzystywane sa w rozwiazaniu calek brzegowych kroku #;. Wielkoic
pizyrostéw czasowych Ar zalezy od Zadanej dokladnodci rozwiazania. Ze wzglgdu na
charakter funkcji pelzania mozliwe jest tu przyjecie w procesie iteracji czasowej zmiennego
kroku catkowania 4¢, z krokiem zwigkszajacym si¢ proporcjonalnie do miary stabilizacji
odksztalceri w czasie dla ustalonego poziomu obcigZenia konstrukcji.

Uproszczenie przedstawionego powyiej zapisu iteracyjnego uzyskaé by moina przez
sformulowanie metody calek brzegowych czasoprzestrzennych jako analogii do znanej
czasoprzestrzennej metody elementéw skonczonych. Metody te stanowig jednak osobny
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rozdziat przyblizonych rozwazan matematycznych i wykraczajg poza ramy niniejszego
artykulu.

5. Podsumowanie

Roéwnanie (3.17) zostalo wyprowadzone przy zalozeniu zwigzkéw konstytutywnych
w formie ogdlnych przedstawienn catkowych Boltzmanna. Przejscie do modeli reologicz-
nych, w ktérych zwiazki fizyczne opisane sg operatorami rézniczkowymi mozliwe jest
przez zastosowanie rachunku operatoréw Mikusinskiego [13]. Przy czym majg miejsce
zwigzki
P Wolt) = 1+Qu(0), o)
Qu()+Pu(t) = 14 Pu(t),

ponadto
Y« D () =1, dlaa=1,2. (.2)

Tutaj @ jest wektorem pelzania, za$ P, i O, $3 pewnymi operatorami rézniczkowymi,
Jawna postaé tych operatoréw w poszczegdlnych modelach reologicznych znalezé mozna
w monografii [16). Réwniez przejicie do modeli reologiczaych betonu nie nastrecza wigk-
szych trudnosci matematycznych.

Wyprowadzone globalne réwnanie réZniczkowe opisuje model lepkosprezystej tarczy
zarysowanej, bedacy usci$leniem sformulowanego wcze$niej modelu zarysowanej tarczy
sprezystej [5]. Pojawienie si¢ w rownaniu (3.17) warunkéw brzegowych wynika z zastoso-
wania do analizy funkcji uogdlnionych. Réwnanie to uwzglednia nieciagtodé wektora
przemieszczenia W miejscu rysy, zapewniajac jednoczeénie ciaglod$é wektora napigé przy
przejéciu przez krzywa L, zas przyblizone rozwiazanie tego réwnania podano na podstawie
analogii sprezysto-lepkosprezyste;j.

W dotychczasowych pracach technicznych przyjmujacych rozwiazania w terminach
dystrybucji [1, 2] otrzymano numeryczne rozwiazania zadan dla konstrukcji zarysowanych,
ktore zweryfikowano z doswiadczeniami, uzyskujac pozytywng oceng metody obliczenio-
wej. Pozwala to mieé¢ nadzieje, ze rozwigzanie w wyniku analizy numerycznej lepkospre-
zystej zelbetowej tarczy zarysowanej uscisli otrzymane wyniki w stosunku do analogicznej
tarczy zarysowanej o modelu sprezystym.
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Peswme

OIIMCAHUE COCTOSHUA BA3SKOVIIPYI'OI'O OHUCKA C TPEMMWHON
B KJJACCE OBOBIEHHBLIX OYHKIMN

B pabore BeiBefieHo ArddepeHansHoe YPaBHEHKE BSISKOYIPYTOro AKCKa ¢ TpenuHoi. Menomsays
BapALMOHHEIA IPHEIMI THIA IypTuHa, Kiace o0obIERHBIX dhyHKLp ¥ DHU3HUECKYIO CBA3b THA Bonbkn-
maHa, noIydueso muddepeHIHaNbHoe YPABHEHNE NIOCKOr0 HANPSKEHHOTO COCTORHMA IS JIMHEHHOro
BASKOYTIPYTOro Marepuana. B 5Tom ypaBHEHUM NOABIAIOTCS KPaeBble YCIOBUA, HAUANbHbIE YCIOBHSA
M BHyTPEHHbIEe YCIOBMA B Tpemmye. IpeacTaBiaeno mpuGmnxEAHbT cnocob pelueHua 0CHOBaH Ha ynpy-
ro-BASKOYOPYIoH aHANOIMH.

Summary

DESCRIPTION OF A CRACKED STATE OF A VISCOELASTIC
PLATE BY DISTRIBUTIONAL FORMULATION

The paper contains a mathematical model of viscoelastic plate with cracks loaded in its plane. The
crack has been characterized by the discontinuity of the displacement vector. The distributional differential
equation of the viscoelastic plate with crack, appropriate boundary conditions, initial conditions and
compatibility conditions, have been derived by the variational method of Gurtin in the space of general
Functions. An approximate method of solution resulting from the elastic — viscoelastic analogy has been
given.

Praca wplynela do Redakcji dnia 23 stycznia 1987 roku.
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QUASI-STATYCZNA SPREZYSTO-LEPKOPLASTYCZNOSC DLA MATERIALU
NIESCISLIWEGO. ROZWIAZANIE MES

MaAcIEr BaNYS

Politechnika Wroclawska

1. Wprowadzenie

Zagadnienia quasistatycznej lepkoplastycznos$ci sa rozwiazywane efektywnie przy
zastosowaniu procedur iteracyjno-przyrostowych typu Newtona-Raphsona [3,2]. Tego
typu metody zaréwno w przypadku bez wzmocnienia, jak i ze wzmocnieniem kinematycz-
nym s3 bezwarunkowo stabilne dla parametru aproksymacji liniowej @ > % i umozliwiaja
uzyskanie rozwiazan sprezysto-plastycznosci, jako stanéw ustalonych odpowiadajacych
duzym czasom. Dotychczasowe rozwiazania pozwalaja na stwierdzenie, ze jedynie .dla
parametru @ == 1 niezaleznie od wielkosci przyrostu czasu d¢ uzyskuje si¢ wyniki praktycz-

 hie dowolnie dokiadne. Dla parametru © € <—;—, 1) doktadnosé w istotny sposob zalezata

od wartosci przyrostu d8f, przy czym im mniejsza warto$é @ tym, w celu zapewnienia.
dokladnodci, nalezy stosowa¢ mniejsze 6t. W dotychczasowych rozwazaniach koncentro-
wano si¢ gtéwnie na weryfikacji metod pod katem ich stabilnosci i dokladnosci pomijajac
przypadek materiatu niesciSliwego w zakresie sprezystym i plastycznym. Istnicje kilka
mozliwoéci uwzglednienia tej wlasnoéci materiatu [7), jednakze istnieja procedury, ktére
»zalamuja” si¢ 1 uniemozliwiaja osiggniecie pozgdanej doktadnoéci. W pracy skoncentro-
wano si¢ na przebadaniu jednej z czeSciej stosowanych moZliwosci, ktéra zadowalajaco
uwzglednia efekt nie$ci§liwosci.

2. Procedura numeryczna

Model lepkoplastyciny zapropoﬁoWany w pracy [4] umozliwia stosowanie réinych
kryteriéw uplastycznienia i typéw wzmocnienia. Dla- kryterium Hubera-Misesa i wzmoc-
nienia kinematycznego mozna zapisaé mode] lepkoplastyczny w postaci:

aa.=%7<¢(0”m‘1)>' IS0 @

O, Okine
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gdzie & — wektor odksztatcen niespreZystych,
y oznacza lepkosée, { ®. @

Oring = \l/fs ls Sk 0’ ? < 0’

o, — aktualna granica plastycznosci na rozciaganie,

s = Spoy, s, oznacza wektor dewiatora mapreZenia wzglednego,

Sp — macierz dewiatorowa,

o = o—c llle", o oznacza napreZenie wzgledne.
Macierz |l jest macierza diagonalna wynikajgca z zastosowania zapisu wektorowego
tensora o, a macierz Il przedstawia macierz diagonalna wynikajaca ze stosowania od-

ksztatceri inzynierskich (z pominf@ciem—;— przy odksztalceniach sxy). Wspdlczynnik ¢
okresla wzmocnienie kinematyczne. Metody opisane w pracach [2, 6] uwzgledniaja od-
ksztalcenia sprezyste poprzez réwnanie konstytutywne:
v o = De, ' 22
gdzie: D — macierzg sprezystosci,
8® — oznacza wektor odksztalcen sprezystych.

Réwnanie rownowagi dla obszaru ¥ dla zastosowanej dyskretyzacji wprowadzoneJ poprzez
macierz odksztalced B ma postaé

[ BTeav =R, 23)
14

gdzie: ¢ = Bu, u oznacza wektor przemieszczerr wezléw,

R jest wektorem wszystkich obciazef zewnetrznych.
Wprowadzajac iteracyjno-przyrostowy zapis powyiszych réwnatd, aproksymacie liniowa
1 rozwinigcie w szereg Taylora predkoéci odksztalcen niesprezystych &° moZzemy wypro-
wadzi¢ procedure typu Newtona-Raphsona tak jak w pracy [2]. Rozwiazanie sprowadza
si¢ wowczas do rozwigzywania uktadu réwnan liniowych tworzonych na nowo dla kolejnej
i-tej iteracji w zastosowanym (n+ 1)-szym przyroicie:

K"A"fwl = J—‘er+1, (2.4
gdzie: K’ jest macierza sztywnofci postaci:

K = | BTD"Bay, 2.5)
v

Au przedstawia przyrost przemieszczen pomiedzy kolejnymi iteracjami,
Wektory prawej strony réwnania (2.4) tzw. sit réwnowaZacych maja postaé:

= f BTD'DIXY, , dV, ¥iyy — Vf BTty dV~ R,y @.6)

gdzie: X, ; = dohii— D(0gizi—25te- dz).
Macierz D’ jest macierza spreZysto- lepkoplastyczna uwzglgdnlajch wzmocnienie i ma
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postaé:

D = GT[G D-1GT+8:-0- (3"_
oo

i T -
Ha) -GT] .G. @.7)

Przyrost dal,; = 6iil—o,.
Macieiz D’ jest zwiazana z macierza D" réwnaniem

D" = D'G,
gdzie macierz G jest macierza ,,wzmocnienia” postaci
aes ' \T
G=I1-6t-0- . .
¢ (380 n+9) 28

Macierz G w przypadku braku wzmocnienia, tzn. gdy ¢ = 0, réwna si¢ macierzy jedno-
stkowej |. W takim przypadku algorytm upraszcza si¢ do opisanego w pracy [3].
Przyrost naprezen pomigdzy kolejnymi iteracjami okre§lony jest wzorem:

Ao'piu+1 = D" BA"ilH-l'— D'D-*X,,. (2.9)
Algorytm powyzszej procedury przedstawiony zostat w pracy [2].

3. Material nieScisliwy

Model lepkoplastyczny przedstawiony w punkcie II gwarantuje niesci§liwo$é materiahu
w zakresie plastycznym. Taka wlasnoéé obserwujemy w przypadku metali. W niektérych
przypadkach przyjmuje sie rowniez niesci§liwos¢ w zakresie spreZystym, co odpowiada
stosowaniu ulamka Poissona » = 0,5. Wéwczas macierz sprezystosci staje sig nieokreslona
ze wzgledu na wyrazenie (1—2-v) w mianowniku. Mozliwosci rozwiazywania takich
problemdw zostaly oméwione ogdlnie w pracy [7]. Jednakze w konkretnym przypadku
konieczny jest wybdr sposobu traktowania nieScifliwosci dajacy gwarancje mozZliwie
dokladnego rozwiazania. W pracy zastosowano czgsto stosowany sposéb polegajacy na
przyjeciu utamka Poissona o wartoéci bliskiej 0,5. Wybor ten podyktowany byt wlasnoscia-
mi procedury. Zwré6émy uwage na rownanie (2.7) okreélajace macierz sprezysto-lepko-
plastyczna. W przypadku wartosci bliskich 0,5 macierz sprezystoéci posiada elementy
o duzych wartosciach. Z kolei macierz podatnosci D! ma elementy o matych wartoéciach,
odwrotnie proporcjonalne do elementéw macierzy D. Ten fakt powoduje, Ze w réwnaniu
(2.7) dominuje drugi czton sumy wynikajacy ze stosowania modelu lepkoplastycznego
W réwnaniach (2.6) oraz (2.9) wystepuje iloczyn DX/, ;. Ze wzgledu na postaé wektora
X!, , i wlasnoéé macierzy podatnoéci D~! mozemy stwierdzié, ze powyzszy iloczyn bedzie
rowny wektorowi o skoficzonych wartosciach. Decydujacy ze wzgledu na efektywnosé
algorytmu bedzie moment startu, gdy ¢ = 0. Wéwczas drugi czlon sumy zwigzany Z po-
chodnymi czastkowymi przyjmie wartoéci zerowe i macierz D” = D’ = D. W miarg
narastania odksztalcen niesprezystych zwieksza sig¢ dominacja drugiego cztonu, a zmniejsza
si¢ wplyw wyraZenia (1—2-v).

W pierwszym punkcie zaznaczyliémy, e model lepkoplastyczny pozwala dla pro-
porcjonalnego obcigzania w prosty sposéb generowal rozwigzania dla plastycznosci

10 Mech. Teoret. i Stos. 2/87
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Rozwigzanie plastyczne otrzymuje si¢ jako graniczne rozwigzanie dia duzych czasdw,
Wéwezas osiagamy stan stacjonarny i dalszy przyrost odksztalceri plastycznych jest zerowy,
Czas gra role fikcyjnego parametru. Réwniez wielko§é y okreslana jako lepkosé moze
przyjmowaé dowolna wartosé bez wplywu na wynik obliczer. Rozwigzanie sprezysto-
epkopiastyczne dazy asymptotycznie do rozwiazania sprezysto-plastycznego. Z tego
wzgledu mozna weryfikowaé procedure¢ poréwnujac wyniki obu metod tzn. sprezysto-
lepkoplastycznodci (stan stacjonarny) i sprezystoplastycznosci. Nalezy podkredlié, ze
w MES rozwiazania dla plastyczno$ci otrzymuje si¢ iteracyjnie lub przyrostowo. Zawsze
na kazdym etapie 10zwiazywania problemem jest niedokladne spelnienie kryterium upla-
stycznienia oy, = 0,. Stan napreZenia musi znalezé si¢ na powierzchni plastycznosci
i nie moze jej przekroczyé. Takie przejscie graniczne jest trudne do spelnienia numerycznie
dla kazdego punktu Gaussa calkowania numerycznego. Wykorzystanie modelu lepko-
plastycznego omija ten problem dajac rozwiazanie asymptotyczne i z tego wzgledu jest
konkurencyjne mimo pewnych wad [I, 6].

4. Weryfikacja procedury

Do obliczeri wybralismy przykiad rury gruboéciennej nieskoniczenie dhugiej obciaZonej
ci$nieniem wewngtrznym. Przyklad ten jest rozwigzany w literaturze i czesto jest stoso-
wany do weryfikacji procedur numerycznych [1+3]. Zastosowano prawo (2.1) z funkcj
potegowa P(F) = F". , :

Dane materialowe przyjeliSmy tak jak w pracy [2]:

modut Younga E = 3-107,

ulamek Poissona » = 0.495 do 0.499999995,

granica plastycznosci o, = 3- 104,

wskazZnik potegowania » = 1, promien wewnetrzny a = 1,

lepko$é y = 1-10-8, promied zewnetrzny b = 2,

wspélczynnik wzmocnienia ¢ .= 1,15- 107, ,

Zastosowano osiowo-symetryczne trojwezlowe elementy Lagrange’a z ograniczong
mozliwoscia odksztalcefi €, = 0 w kierunku osi symetrii oraz calkowanie numeryczne
dwupunktowe kwadratura Gaussa. Dyskretyzowano przekrdj na 8 elementéw z globalnie
17 weztami., Wykonane obliczenia mialy na celu potwierdzenie rozwazan teoretycznych
zwigzanych z bezwarunkows stabilnosci dla @ > 1/2 i dowolnie duzych przyrostéw czasu
0t oraz zbadanie wplywu wartoéci utamka Poissona na doktadnosé i efektywnosé pro-
cedury. Poniewaz mozna uzyskaé rozwiazanie sprezysto-plastyczne dla duzych czaséw,
z tego wzgledu przyjeto przyrost czasu ¢t = 10'°, Przyrost ten umozliwia osiggnigcie
stanu ustalonego juz w drugim przyroécie. Rozwiazaniem startowym bylo rozwiazanie
czysto sprezyste. Przyjeto ci$nienie wewnetrzne p = 22420, ktére powoduje zaréwno
w przypadku bez wzmocnienia jak i ze wzmocnieniem znaczne uplastycznienie przekroju
rury. _ .

Zagadnienie rury grubosciennej nieskoficzenie dhugiej i obcigzonej ciénieniem Wwew-
ng¢trznym dla materiatu niescisliwego bez wzmocnienia redukuje si¢ do prostych réwnan
wzgledem naprezen [5]. W MES mozliwe jest rozwiazanie tego zagadnienia poprzez przy-



SPREZYSTO-LEPKOPLASTYCZNOSG 363

jecie ulamka Poissona bliskiego wartosci 0,5. W oparciu o opracowang proceduré roz-
wigzano powyzsze zigadnienie przyjmujac rézne wartoéci ntamka Poissona coraz blizsze
0,5. Praktycznie juz dla wartosci v = 0,495 otrzymuje si¢ bardzo zadowalajgce wyniki
zardwno w zakresie przemieszczen jak 1 naprezen w przypadku bez oraz ze wzmocnieniem
kinematycznym (rys. 1-4). Przyjmowanie wartosci coraz blizszych 0,5 nie powoduje
znaczacych zmian w wynikach. Réznice nie przekraczaja przy tym 19. Trzeba ponadto
zaznaczy¢, ze az do wartosci » = 0,49999995 nie wystepuja zaburzenia w wynikach, co
$wiadczy o dobrych wlasnosciach procedury. Dopiero przyjecie v = 0,499999995 powoduje
gwaltowne perturbacje w wynikach poczawszy od rozwiazania sprezystego. Nalezy dodaé,
ze wzrost wartosci ulamka Poissona powoduje niekiedy wzrost liczby przyrostéw potrzeb-
nych w celu uzyskania stanu ustalonego PowyZsze obliczenia poréwnano dla materiatu
$ciSliwego w zakresie sprezystym (rys 1-+4). Praktycznie jedynie dla papre¢zenia osiowego
¢, widaé istotne roznice pomiedzy materialem $cisiiwym a niescisliwym, Wszystkie obli-
czenia zamieszczone na poniZszych rysunkach wykonano dla parametru aproksymacji
liniowej @ = 1 i nlamka Poissona » = 0,495 otrzymujac stan ustalony w drugim przy-
roécie przy nieprzekraczaniu pigciu iteracji. Warunek plastycznosci w strefie plastycznej
zostal spelniony idealnie w kazdym punkcie Gaussa (bfad 0%). Obliczenia wykonano
w podwdjnej precyzji na komputerze SM4. _ _
Nastepnie dla réznych wartosci paiametru aproksymacji @ testowano zachowanie sig
procedury -zwiazane z wplywem wartosci ulamka Poissona » = 0,495. Obliczenia przepro-
wadzono dla przypadku bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym. Wplyw
parametru aproksymacji mozemy obserwowac na podstawie spelnienia warunku plastycz-

nosci, tzn. poprzez statyczna funkcje uplastycznienia F = %‘— —1. W przypadku osiag-

nigcia granicy plastycznodei funkcja F przyjmuje warto$¢ zero. W celu analizy wplywu
parametru aproksymacji liniowej przyjmijmy rézne wartoéci parametru dla naprezed €,
oraz odksztalcefi niesprezystych ©,. Przyjecie obu wartoéci rownych zeru powodowato
niestabilno$¢ numeryczna procedury zardwno w przypadku bez wzmocnienia, jak i-ze
wzmocnieniem kinematycznym (dla przyrostéw czasu é¢ wigkszych niz 10%). W przypadku
%, jednakze,
im mniejsza warto$§é @,, tym mniejsza dokladnosé wynikdw (rys 5); zwlaszcza dla gra-
nicznej wartosci @, = 0,5 obserwujemy duZe zaburzenia. W przypadku ze wzmocnieniem
kinematycznym najbardziej interesujacy jest wplyw drugiego parametru aproksymacji,
tzn. O, (przy @, = 1). Jezeli @, = 0, to pomijamy wplyw pochodnej czastkowej wzgledem
¢* i procedura jest typu Newtona-Raphsona dla o oraz poczatkowych obcigZen dla &°.
Wéwezas macierz wzmocnienia G = | (patrz wzér 2.8). Okazuje si¢, ze taki przypadek
prowadzi do bardzo duzych bleddw (rys. 6). Wzrost wartosci &, zdecydowanie polepsza
dokladno$é i w przypadku, gdy 6@, = 6, = 1 otrzymuje si¢ bardzo dobre wyniki (nieza-
leznie od wartosci przyrostu dt). Nalezy zaznaczyé, Ze nie obserwowano znaczacych
réZnic w wartoéciach funkcji uplastycznienia F dla ulamkéw Poissona bliskich 0,5 (rys.
6, 7).

bez wzmocnienia, gdy @, = 0 otrzymujemy algorytm stabilny dla @, =

10*
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Rys. 1. Rura gruboscienna. Wykresy przemieszczeri promieniowych «, dla materiatu niescisliwego i $cislis
wego. Przyjeto materiat bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym, Zastosowano 8 elementow;
wartosci przemieszczed w wezlach; linie ciagle — rozwiazanie Sciste [5]
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Rys. 2. Wykresy naprezen promieniowych o, dla rury grubosciennej z materiatu SciSliwego 1 niescisliwego;
p— 0znacza ciénienie wewngtrzne; r — promiefi; linie ciagle — obliczenia $ciste [51. Przyjeto materiat
bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym. Wartosci naprezen w punktach Gaussa; zastosowano
8 elementbw
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Rys. 3. Rura grubofcienna. Wykresy naprezen obwodowych dla materialu $ci§liwego i niescisliwego. Przy-
jeto material bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym. Linie ciagle — obliczenia poréwnawcze
[5]; wartosci naprezen w punktach Gaussa
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Rys. 4. Rura gruboscienna. Wykresy naprezen osiowych o, dla materiatu $cisliwego i niescisliwego. Przy-
jeto material bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematyczaym. WartoSci naprezes w punktach Gaussa;
zastosowano 8 elementow i dwupunktowa kwadratur¢ Gaussa
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Rys. 5, Zaleznos¢ statycznej funkeji uplastycznienia F od parametréw aproksymacji liniowej @. Przypadek
bez wzmocnienia
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Rys. 6. Zalezno$¢ statycznej funkcji uplastycznienia F od parametréw aproksymacji liniowej ©. Przypadek
Ze wzmocnieniem kinematyczoym
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Rys. 7. Analogiczny wykres jak na rys. 6; przypadek materiatu $cis§liwego z ulamkiem Poissona v = 0.3

5. Whioski

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan i weryfikacji numerycznej mozna stwier-
dzi€, ze procedura typu Newtona-Raphsona jest bezwarunkowo stabilna dla parametréw

aproksymacji liniowej @ > -—; . Umozliwia ona efektywne rozwiazywanie zagadnie quasi-

statycznej sprezysto-lepkoplastycznosei oraz sprezysto-plastycznoéci dla ré2nych wartosci
ulamka Poissona praktycznie dowolnie bliskich 0,5, co odpowiada przyjeciu materiatu
nieécisliwego. :
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Peawome

KBA3W-CTATHUUYECKASA VIIPYTIO BA3KOIJIACTHYHOCTD IJIs
HECKHMAEMOI'O MATEPUAJIA. PEIIEHMIE METOOOM KOHEUYHbBIX
SJJEMEHTOB.

IIpumeHeH METOX KOHEUHEIX JJIEMEHTOB JUIA KBa3HCTATHUCCKHX NpOOJeM YIpYyro BASKOIUIACTHY-
HOCTH C yYeTOM KMHeMatTHuecKoro ynpousesnd. IIpHHAT Hec)xuMaemoit MaTepuan B ynpyroi ofmactu
anst aacna Ilyaccona Gnuaxoro 0.5. He waGmomanock 3HauuTeNnbHoe BaHsAHME ucna ITyaccona ma cuu-
»KeHue s eKTHBHOCTH anropurma obracty craGHIBbHOCTH KAaK W TOUHOCTH. JJIA napamerpa anmpokcu-
mar © = 1 1 yucno ITyaccona » = 0.495 rrofryueHsI OYeHEL YAORJIETROPUTENBHbIE PESYIIETATEI VIS
HECHKHMACMBIX MATEepHAJIOB.

Summary

QUASI — STATIC ELASTO — VISCOPLASTICITY FOR INCOMPRESSIBLE MATERIAL
SOLUTION BY FEM.

The finite element method has been applied to quasi-static elasto-viscoplasticity with kinematic har-
dening. Incompressible material in the elastic range has been considered for the Poisson ratio close to 0.5.
The substantial influence of the Poisson ratio on deterioration of the algorithm effectiveness in the range
of stability and accuracy was not observed. The satisfactora result for the incompressible material with
application of parametr ® = 1 and the Poisson ratio » = 0.495 has been obtained.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 30 marca 1987 roku.
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1. Preliminary remarks

The A. Robinson’s non-standard analysis seems to be a very convenient and efficient
tool of formalization of the connections between the system of corpusculae of material
body and the continuous medium, representing this body. _

In the survey [5] of Polish studies in the above mentioned direction and in the paper
[7] quoted in [5], there is also demonstrated the possibility of a similar formalization of
the connections between porous medium and its skeleton (at given time instant).

In this paper we present certain notion of continuous medium and discuss its simple
topological and measure theoretical properties.

We begin with a brief description of the non-standard formalism, used below. Starting
from the set X, = R (the real line) of individuals we obtain the universe of the standard

model M of analysis as X = | J X,, where X, equals to X, plus the power set of X,, for

n=0
any natural n. The set-theoretical epsilon-relation e, restricted to X2 is the only extralogical
relation of the model M. The language of M contains also the constants, at least one for
each element of X. For given infinite set W of indices and the & ,-regular ultrafilter .D
on W, we define nonstandard model *M as the ultrapower of M modulo D. We do not
suppose for *M the enlargement property and we make no hypotheses on saturation of
*M in the powers, greater than % ,.

The symbols 4, AAW, ... stand for elements of the non-standard universe, that are
equivalence classes of the functions (@.)wew> (Aw)wew, ... respectively modulo D. The
expressions of set theory, analysis etc., introduced in the paper are to be understood as the
abbrevations of the expressions, defined in *M. The standard elements of *X and the
internal sets (relations, functions) in *M are defined as usual, the notation for standard
elements is the usual one, too. We refer to [3] for details. If the argument concerns only
the *elements of *X, with given, finite n (as in the whole text below), then we can identify
the relation *e of *M with a suitable restriction of the set-theoretical epsilon.
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2. Main definition and theorems

In all the paper U denotes a bounded open set in the space R* of the standard model M.
Definition 1. The set P < U is said to be a continuous medium of the internal set AA,‘, of

points of *R3 in U if there holds inclusion 4,n*U < *P.

We shall frequently use the following trivial
Lemma 1. The set P < U is a continuous medium of ﬁw in U as above if there exists a set
H € D such, that

Un | 4, P
weH
(here and everywhere in the paper W and D are the set of indices and the ultraf. 1lter used
in the description of *M in the section 1).
Proof. It is immediate. Indeed, Awm*U < *P iff 4,nU < P for each w from the set of
indices, belonging to D, which is equivalent with the condition in the thesis, ¢.e.d.

The set ;iw may be meant as a hyperfinite set of mass-poipts (see e.g. [5, 6]) or as the
sume of (maybe, hyperfinite, too) internal family of balls of infinitesimal radius, intended
as a model of a set of atoms. We can also interpret ﬁw as a skeleton of porous medium
(see [7]). The notion of continuous medium defined in this section seems to be very naive
and even too general. We prove, however, that under very natural hypotheses about the
distribution of points of ;!w in *U there is very few continuous media of ﬁw in U.

Let {K,},esx be an internal sequence (indexed with extended naturals) of cubes X,
of the form [a,, b,) % [ca, d,) % [en, f3) (Ix, ¥) is the set of all z € *R such that x € z < y). -
Suppose that:

1° there exists a positive infinitesimal hﬁ,,, such that b,—a, = d,—¢, = fa—€n = zw
for any n € *N,

2° if m,ne*N, m < n then K, K, are disjoint,

3° the extended space *R? is a sum of all K,’s, n € *N.

Denote by mes the three-dimensional Lebesgue measure, by *mes its extension in *M
and by st x the standard part of a finite hyperreal x, Denote, at the end, by 4° the interior
of a set 4 = R® in the patural topology of R3.

‘We have the following theorems -

Theorem 1. If for each K, < *U the intersection K, N ffw is non-empty, then any conti-

puous medium P of zi\w in U is dense in U,
Theorem 2. If for any K, *U holds the inequality:

*més(K,,mAAw)
t( *mes(K,) ) >0

then each Lebesgue measurable costinuous medium P of /fw in U is of full Lebesgue

measure in .

Theorem 3. If for each K, < *U holds the inequality:

*mes(K, NA° w)
St( *mes(K,) ) >0
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then each continuous medium P of AAW in U is of full Lebesgue measure in U and the set
IN\P is nowhere dense in U. -

Remark. The occurence of *mes, a canonical extension of Lebesgue measure (not of the
external measure) in *R? in the inequalities of thms 2,3 implies measurability of the sets
in question. .

Proof of the thm 1. Let P be a continuous medium of 4,, in U and let B < U be an
open ball with a center ¢ and radius r > 0. Since *R® is a sum of K, s, there exists
P € *N such, that *c € K,. Since 0 < ?zw < *r, we have K, € *B. Let X, = é‘w, where any
Cw, we W, is a cube in R? of the form [s,, 2,) x [ty, X4) X [Vw, Zw). Then K, = *B and
KpnAAw non-empty imply, that C, < B and C,nA4, #* & for each w from certain set
H, € D, Hence, if Un | j 4, < P for certain H € D, then L_A(CwnAw) < P and for

wE

weH
each we HynH, C,nA4, < P has non-void intersection with B. HynH € D is non-empty
set, which completes the proof.
Proof of the thm 2. Since U is bounded, the set I of all n & *N such, that K, < *U, is hyper-
finite. Hence, the set of all numbers:

_ *mes(K,NA,)
" *mes(K,)
is finite or hyperfinite and, according to the well-known non-standard result, has a least

number ¢,. The standard part 2¢ of ¢, is positive.
For certain H; € D we have ¢, > ¢ > 0 whenever w € H,. Let P be a Lebesgue mea-

nel,

surable continuous medium of AAW in U. Then for certain H, € D there is:
Un| ) A, P.

weH,

Choose arbitrary point p in U. For certain g € *N there is *p € K, and, since U is open,

also K, = *U. Put K, = éw, where each C,, is as in the proof of thm 1. Then for certain
H; € D there is:

mes(C,,n4,)
mes(C,)

\%

¢, and peC,,

whenever w € H,. Since the set H = H,nH,nH, is infinite, and the length iAzw of the
edge of K, is an infinitesimal, there is a sequence {w,}%; of w,s from H such, that
limh, = 0. Let for each finite natural n E, be an open cube with the edges of length

H—00

2h,,, parallel to the axes of coordinates, such, that p € £, and C, < E,. Then we have:

mes(E,NP) . mes(d4,,NE,) S mes(C,, N4,,) S 1 mes(Cy,n4y,)

mes(E,) =~ mes(E,) ~  mes(E,) ” 8 mes(C,,)

'glg"cw..? c/8 > 0.

=

Hence,
lim sup (mes(E,nP)/mes(E,)) > ¢/8 > 0.

n—co
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Since P is Lebesgue measurable, mes(U\P) = 0 results from the last inequality above
and from the Lebesgue density theorem.

Proof of the theorem 3. Let P be any continuous medium of A, in U, where /3,‘, satisfies
the hypothese of the theorem. Denote the interior of 4, by B,. There exists a set H, e D

such, that P is a superset of the continuous medium Py, = Un ) B, of the set Bw in U.
weH

Bw satisfies the condition of the theorem 2, P, is open and hence measurable, which com-
pletes the proof of the first thesis. Now, let p be a point in U and K and open cube in

R? with center p, K < U. There exists K, = éw (any C,, is a cube in R® with the edges

of length 4,) such, that *p € K,,. Thus, there exists a set H, € D such, that { ) (C,nB,)
we H,

< PnK and B,nC,, is non-empty whenever w e H,. Left hand side of the last inclusion
is an open set and we have proved, that each neighbourhood of each p € U includes an
open ball that is disjoint with U\P. Hence, UN\P is nowhere dense, q.e.d.

3. Generalization

The ultrapower technique was essential above for obtaining proofs of thms 1,2, 3.
However, according to certain Frayne’s theorem (corollary 4.3.13 in [1]), if M, is a proper
elementary extension of the standard model M from the section 1, then M, can be ele-
mentarily embedded into an ultrapower *M of M modulo certain ultrafilter D. If M,
contains non-standard naturals, D must be %,-regular. This makes possible generali-
zation of the theorems 1, 2,3 by weakening hypotheses. Let *M be arbitrary proper
elementary extension of M, containing non-standard naturals, let U and *U be as in the
section 2. Wfiting in the definition 1 4 instead of ;iw (4 an internal subset of *R3) we can
modify the definition of continuous medium. Let for internal 4 < *R* 4° be the internal
set, p € A° if there exists positive (maybe, infinitesimal) r € ¥R such, that the internal
ball B with center p and radius r is a subset of A. Let, at the end, the internal sequence
of K,s, ne*N, fulfils the conditions 1°,2°, 3° of section 2 with a positive infinitesimal
I instead of /1w Then, writing in the theorems 1, 2, 3 A instead of A and A4° instead
of A?v, we obtain true theorems.

4. On the existence of porosity

Define, analogously as in [5] the porosity n(p) of A at the point pe U as a standard
part of the F-limit: .

F~ lim *mes(d,N*1,)/*mes(*1,),

n—>@

where for p = (x, y, z) and a finite natural n, I, = (x— i, x+i) X (y—~1—,y+%) X
- n n n

1 1y . . .
X (Z 57 -l-;z—) is an open interval in R? (see [4] for the definition of F-limit). By
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* styP, we denote in this section the point p € R? such, that the euclidean distance between
P, and *p is infinitesimal.,
Denote by S the o-algebra of all Borel subsets of U. We prove the following
Theorem 4. If /iw € *S, then the porosity function = is defined at almost all (with respect
to the Lebesgue measure) points of the set U.
Proof. Dencte by S, the v-algebra of subsets of *U, generated by *S and let the internal
sequence {K,},e+y be as in section 2. For any F < U let Ebea counterimage of E with
respect to the mapping st;.
We sketch, for convenience, the proof, that Ee S, whenever E € §. Let G = U be open,
let d(a, A) be the distance of. point a from the set 4 in the euclidean metric of R® and

et for neN, G, be the sum of those exactly K;'s that *d (P, *UNG) > —*17 for any

pw €K, Then G =|JG,, GeS,. The family of all sets E, where E€ S, is a o-algebra

n=1
of subsets of U, generated by the sets G, where G < U are open. Of course, this o-algebra
is a subfamily of S,. Put my(B) = *mes(Bn/iw) for any Be*S. (*U, *S, my) is then
an internal measure space in a sense of [2} and we can extend st m, to the Loeb measure m,
defined on S|.

Let, at the end, m,(E) = m,(E) for ecach E € S. Then for a sequence {E,} of pairwise

disjoint sets from S, E,’sare pairwise disjoint and m,(|_JE,) = m, (| JE,) = my( UE,,)=
n=1 n=1 n=1

=]

= Y m(E), m, is a measure on S. If E€ .S is of Lebesgue measure zero, then for

n=1
any *e¢ > 0, and open G = U such, that mes(G) > £ and E < G we have G < *G, for
G open, and m,(E) € m,(G) = ml(é) < my(*G) = st* mes(*GnAAw) < st*mes(*G) < e.
Hence, m,(E) = 0too and m, is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure
restricted to S. It follows from the Radon-Nikodym theorem, that m, has at Lebesgue
almost all points p = (x, y, z) € U the Radon-Nikodym derivative with respect to mes,

1 1 1 1
denote it by f(p), equal to limm,(I,)/mes(/,), where I, = (x——;, x+7) X (y—-;, y+71-) %

X (z—%, z+%) is an open interval and I, = U for n large enough. We have for any

standard natural » and for:

1-27" 1-2=" 1—=2-° 1—2-"
J,,—(X'—' 7 , X+ P )X(y_ n » ¥+ n )X

(Z— 1-—2_ ,Z+ 1—"2_ )’*Jn = fn == *IH and ml(*I" \*J") <
n

mes(l, \J,) < 1/(8"mes()).
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Hence, for n large enough:

my ([n) _ *mes(*[nm/iw)

< 8"
mes(7,) *mes(*1,,)

and f(p) equals to z(p) the standard part of the F-limit of *mes(*Inmﬁw)/*mes(*I,,), q.e.d.
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Pesome

HECTAHIAPTHBIV AHAJIM3 M CIIJIOUIHBIE CPEJILI
Jnsg BHYTPEHHErO MHOMECTBA A w TOUEK HECTAHAAPTHOrO PACLUMPEHMST TPEXMEPHOTO MPOCTPAHCTRA
M OTKPBITOr0 MHOMecTBa U CTaHpapTHOrO IIPOCTPAHCTBA ONPENCIISEM HENPEePBLIBHYIO cpexy A:, sU.
KAK CTAHIAPTHOE MIOMECTEO P, B pacumpenuu* P KoToporo 3aKITIOUeHs! Boe obume TouKu Ay 1 *U ,

st sToro aGCTPAaKTHOrO OmMpefeneHHA AAIOTCA BOIMOKILIE DUINUECKHE HCTONKOBAHWS, B TOM MHCIE
CBA3AHHLIC C OHATHEM TOPMCTOR cpensl.

Jarorcs yclIoBHA rapagrHpyiollide, UTO HempephIBHAS Cpena
1° mnornan B U ,

2° uamepHMas HEIpepbLIBHAA CPeAa IMoJHoi Meprr B U
3° BCAKas HeNpephbIBHAA Cpena HoJHoi Mepel B U u e BHYTpeHHOCTb morHaa B U

Torasansl COOTBETCTBYIONME Teopembl. JoKasana JAXKE TEOPEMA CYILECTBOBAHMUA IOUTH chny
Gymmn mopucrocty B cmbicne paGorsr [7].

Streszczenie

ANALIZA NIESTANDARDOWA I OSRODKI CIAGLE

Dla zbioru wewngtrznego Aw punkt()w rozszerzenia niestandardowego przestrzem tl'O_]W)’mlaI'OWe_l
definiujemy osrodek ciggly zbioru Aw w otwartym podzbiorze U standardowej przestrzeni tr()Jwymlarowe}
Jjako zbior P standardowych punktow przestrzeni, w ktorego rozszerzeniu *P zawarte sa wszystkie punkty

A
wspdlne A4, i *U.

Dila tej definicji podajemy mozliwe interpretacje fizykalne, miedzy innymi w terminach oérodka poro-
watego,

Podano w pracy warunki dostateczne na to, by

1° oérodek ciagly P byl gesty w U,
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2° mierzalny o$rodek ciagly P byl peinej miary w U,
3° kazdy ofrodek ciagty by} petnej miary w Ui mial wnetrze geste w U.

Podano dowody odpowiednich twierdzen. Udowodniono takze przy dodatkowych zalozeniach o A:.
twierdzenie o istnieniu prawie wszedzie funkcji porowatoéci w sensie pracy [7).

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 wrzesnia 1986 roku.
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1. Introduction

The concept of constraints in solid mechanics is usually utilized to formulate special
cases of constitutive relations identifying with certain restriction imposed on pairs (y, T)
of a motion y and a stress 7. To be a constitutive relation such restriction must have a spe-
cial form, i.e. it must fulfil certain neccesary conditions stated in the general theory of
constitutive relations. The following Noll axiom is exactly one of these conditions, [9,
p. 160].

The principle of determinism for simple materials. The stress at the place occupied

by the body-point y at the time ¢ is determined by the history y' of the motion of the body
up to the time ¢, i.e.

T(x(X,1),t)=F (Vy(X, ); X).
Here % () denotes a sufficient regular mapping of histories Vy* of a gradient Vy of a mo-
tion y, body -points X onto symmetric Cauchy stress tensors.

The above principle of determinism will be called here a classical principle of determi-
nism. However, there exist real materials for which forementioned defined principle
leads to the theory not consistent with experiment. In such situations more general or
alternative formulations of the principle of determinism should be applied. For example,
if admissible motions of a body are subjected to constraints of the form:

w(X, Vi"Vy(X, 1)) =0, (1.1)

where w(-) is sufficient regular function with values in R" then the following statement
holds, [9 p. 176].

Principle of determinism for simple materials subject to constraints. The stress at the
place occupied by the body-point X at the time ¢ is determined by the history x* of the

motion y up to the time ¢ only to within an arbitrary tensor that does no work in any
motion compatible with the constraints. That is:

T(X(X’ t)’ t) = G(VX'(X, ),X)+N9

11 Mech. Teoret, i Stos. 2/88
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where the mapping G(-) need be sufficiently regular and defined only for arguments
V' such as to satisfy the constraints, N being a stress for which the stress-power vanishes
in any motion satisfying the constraints, i.e. tr(ND) = 0 for each symmetric tensor D
such that:

?@fiy;—kﬁ)— D" (= 4G o = 0.

The principle of determinism for simple materials with constraints is a gencralisations
of the classical principle. If there are no restrictions of the form (1.1), i.e. w(+) = const.,
then N = 0 and both principles coincide.

The principle of determinism can be formulated in mechanics also in more general
form, describing more general classes of physical situations. For example in [!4] it can
be found the following formulation of constraints:

w(y, VI, s Vig) =20
and in [1] we deal with constraints:

W, VT, ..., Vo) =0,

J= (g 1™, s x @),

where p, g are natural numbers and numbers in scopes under the letters denote suitable
time-derivative.

In the paper we apply nonstandard analysis as a mathematical tool derive new consti-
tutive relations of mechanics from the known constitutive relations. Fundamental concepts
of this approach are based on [7, 11, 12]. The aim of the paper is to prove that by applying
concepts and methods of nonstandard analysis the principle of determinism for consti-
tutiverelations with constraints can be obtained from the classical principle of determi-
nism. This proof will be realized by a certain specification of nonstandard constitutive
relations which are consistent with the classical principle of determinism. We are to show
that this approach has the fol'lowing attributes:

(i) it eliminates from the axioms of mechanics the principle of determinism with
constraints,

(ii) it has a clear physical interpretation being based only on the classical principle
of determinism,

(iii) it leads to a description of physical situations which cannot be described neither
by the classical principle of determinism nor by the principle of determinism for constitu-
tive relations with constraints,

In the paper the concept of a constitutive relation is understood in more general sense
than that in most of the papers on this subject. Namely after a certain specification the
constitutive relations will be treated as constitutive relations for the internal forces descri-
bing material properties of bodies — or as constitutive relations for the external forces
describing interactions between a body and its exterior, cf, [11, 15].
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2. Physical foundations

Let be given the following objects:

(i) the sct {7 of states y of the mechanical system under consideration, i.e. assume
that I" is an open set in a certain topological space,

(ii) the set 2 of admissible evolutions R3¢ — y(¢) € I' of states of the mechanical
system under consideration, i.e. the set of right-hand side differentiable functions of real
variable; assume that this differentiation is well defined,

(iii) the dual pairing (W, <+, ->, W’) of linear topological spaces in which W is the
space of time rates p, W is the space of reactions ¢ of the system and <y, o) is the power
of the reaction g for the rate 4,y € W, 0 e W',

(iv) the set H, of histories y® : R, — I" of the evolution®y(-) € # of the system states
up to the time ¢, defined for each ¢ e R, i.e.

yP(s) = y(t—s)
forteR,seR,s = 0.
As a basis for our considerations the following requirement will be postulated.
Principle of determinism. For each timec-instant ¢ € R a reaction p(¢) of the system is

uniquely determined by the history ¥ € H, of the evolution y(-) € Z up to the time ¢ and
by the rate y(¢) of change of a system state in the time ¢, i.e,

o) = o(t, 7)), 7). 2.1)
Introducing above and applying below concepts such as the state of the system, a reac-
tion of the system, the rate of changing of a state of the system, etc., can have a different
physical interpretation, which can be found in [11].
in a description of a mechanical system the concept of constraints is used in situations
where it is impossible to receive so many informations to be sufficient to describe it by
a constitutive relation satisfying the classical principle of determinism. Accepting here
as a fundamental requirement the classical principle of determinism has then a superior
authority with respect to other ones. The approach using in the paper is in agree with
above premises because the concept of constraints is here a natural consequence of the
classical principle of determinism.

3. Tools from nenstandard analysis

Let & be a nonempty set. From all sequences of points of 2 we shall distinguish the
set C, C = IV, elements of which will be called the converging sequences. For each con-
verging sequence (x,).ey We assing exactly one point limx, € & which will be called a limit
of (x,).en. We will also say that each sequence (x,).ty € C converges to the limit limx,.
We assume that the operation lim: C — & fulfils the following conditions:

(i) each subsequence of a sequence converging to x, x € Z, is a sequence CONVerging
to x,
(i) the constant sequence with values equal to x, x € &, converges to x,

(iii) each sequence not converging to x, x € &, contains a subsequence whicn in turn

does not contain any subsequence converging to x.

1+
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Then the pair (Z, lim) will be referred to as L'-space, cf. [6 p. 339]. Let Cy, 4 < &,
stands for the set of all converging sequences with values in A4 and let P(%Z) be the power
set of &. Define two sequences cl,: P(Z) — P(%), int,: P(Z) - P(Z), of operations,
setting:

cly(4) = {limx,:(x)uen € Ca}s
clyyi(4) = clicl,(4), neN,

and:
int; (4) = Z\cl, (F\4),

intn+ 1(A) = intlintn(A); n GN:

for every 4 e P(%). Tt is easy to verify that each pair (%, cl,) n €N, is a step-space, cf.
[3], i.e. for each n € N the operation cl, fulfils all conditions defining a closure operation
in a topological space (possible except the requirement that cl must be equal to cl,).
It is easy to introduce a topological structure in each L'-space by defining the closed sets
as the sets D containing limits converging sequences of points belonging to the set D, cf.
[2 p. 90]. This topology will be denoted by 7. If the operation lim fulfils the additional
condition

(iv) if limx, = x and limx} = x,, €N, then there jexist sequences ()ien, (Ki)ien
of natural numbers for which lim x3! = X,
then cl, = cl,, for each pair (n, m) e N* and cl = cl,,n € N, is then a closure operation
in topological space (&, T, cf. [2, p. 90].

Similarly to such topological concepts as: the monad, the standard part operation, the
F-limit operation, we are going to define, for any n € N and for any L’-space, new con-
cepts of n-monad, n-standard part operation and F -limit operation. To this aid let the pair
(Z, lim) be a L’'-space and let &, lim be objects in a certain full structure 9. Let *MM be
an enlargement of M. We have *& ¢ *I and lim € *W (here and below we write lim
instead of *lim). The pair (*%, lim) is considered here as a QL'-space. For xe & and ne N
define:

Mon,(x) = n{*4: A e P(X), x € A = int, A}. (3.1)
Denoting by w,(x) the monad of x in the topological space (%, 7) it is easy to verify that
the following inclusions:
Mon, (x) > Mon,(x) > Mons(x) = ...,
as well as the equality:
() Mon,(x) = p,(x)

neN .

hold. The L'-space (%,lim) will be called n-Hausdorff, neXN, if x = y is implied by
Mon,(x) = Momn,(y). It is easy to see that if L’-space (%, lim) is n-Hausdorff, for a certain
n e N, then the topological space (%, 7) is a Hausdorff space.

Now let L’-space be n-Hausdorff for a certain n & N. Then in every n-monad Mon,(x),
x € Z, there is exactly one standard point. For each pair (x, y) € & x *& we shall write
st,y = x if y € Mon,(x). The aforemention operation st,: *%& — & will be considered
as the n-standard part operation. The domain of st, is equal to U {Mon,(x): xeZ).
A sequence (x,) ey of points of *& will be called F-converging if there exist a point
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x,x €%, and a hypernatural number 1, € *N\WN, such that the relation x, € Mon,(x)
holds for every » e *N\N, » < 1,. Points from Mon,(x) will be considered as F,-limits
of (X,)ne*n-

The concepts of n-Hausdorff L'-space, n-monad. n-standard part operation, F,-limit,
operation will be used below only in the case of n = 1. In the sequel instead of a 1-monad
a 1-Hausdorff space, etc., we shall use the terms: a monad, a Hausdorff L'-space, etc.,
respectively.

Now let T stands for a fixed topological regular space and 27 be the set of all closed
subsets of 7. Let define a convergence in 27 setting (4,),ev € C iff for some 4 €27 the
following statements holds:

(i) limsup 4, = 4, i.e. each neibourhood of any point from 4 has a nonemply inter-
sections with almost every set A,,n €N,

(i) liminf 4, = A, i.e. each neibourhood of any point from A has a non-empty inter-
section with infinite number of sets A,,n e N.

The set 27 with the convergence of sequences of sets defining above, determines a certain
L’-space, [6 p. 188], which will be denoted here by (27, lim). An important result, [10],
is that this L'-space is Hausdorff (i.e. 1-Hausdorff) and:

Mon(A) = {Be*(2"):°B = A}, 4€27, 3.2)
where °B stands for the standard part of the set B. It means that the standard part opera-

tion in L’-space (27, lim) is equal to the standard part operation of (closed) subsets of T.
Moreover, F-lim 4, = Mon(4) provided that:

A% e *NN\N)(VRE*N\N)[[n < L] = [d = °4,]],
for each F-converging sequence (A,),esny Of closed subsets A4, € *(27).

4. From microconstitutive relations to macroconstitutive relations.

Now we are going to formulate the method which enable us to obtain new constitutive
relations from the known constitutive relations. The known constitutive relations are here
relations satisfying the following form of the classical principle of deterrhinism (2.1):

o(t) = 4. (y(©), (1), v?), (D)

where function @,:I"x Wx H, - W’, for every ¢ € R, is defined by @.(y(t), p(t), y") =
= (2, p(1), y®). The formula (D) is a starting point of our considerations. In the sequel
arguments ¢ and y9, ¥ e H,, t € R, will be treated as parameters; for the sake of simpli-
city they will be omitted. So (D) has a form:

0 =9,y); p:I'xW—> W. 4.1

Let us assume that the set U(y) = dom@(y, ), for every y € I', is open in W. In a parti-
cular case Eq. (4.1) reduces to o = @(p).

Let @ be a set of functions §: > W — W’ which are assumed to describe physical
situations defined by (D). Hence we conclude that the set @ depends on parameters ¢
and p®(-). In agreement with physical premises, @ is an infinite set. Every function
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# € @ will be called a constitutive relation. It is not assumed here that every constitutive
elation being an element of @ has a physical sense.

Let 9 = (4,).es be a full structure in which sets R, I', W, W’ are scparated objects
of the type Aoy Passing to an enlargement *9 of M, elements of *@ will be called micro-
conctitutive relations:

0=, p); PFIX*W > ¥W, pe*d. (4.2)
For every microconstitutive relation @, @ € *®, and for every v,y €I, we have dom
#(p, *) = *U(y). Every function @, € *@, is an internal relation but not necessary stan-
dard.

Let us assume that the set I' is a topological Hausdorff space satisfying the first axiom
of countability. For every state p, y € I, we denote by (¢,(p))weny the neibourhood-basis
of y in I'. In the space 2%’ of all closed subsets of W’ we shall introduce a .L'-space struc-
ture setting 7: = W' in L'-space (27, lim). It is possible to introduce such structure by
means of considerations of Sec. 3, provided that W’ is regular. Let us define sequences
(R%(y, w)),en setting

Zi(y, w) = {o = @, Wy, w) € a,(y) x B(w, ro[n)}, (4.3)
where ro € Ry, y € *® and B(w, ro/n) is an open ball in W with a center w and a radius
ro/n, n € *N. Let ¥, be a subset of *® satisfying comditions:

(i) for every @ e ¥,y €*, we*W, sequences (AF(y, W))nery Of closures of sets
defined by Eq. (4.3) have Flimits (in the sense precised in Sec. 3),

(if) there exist 1° a standard state y, y € I', 2° a standard velocity p, y € W, 3° a non-
standard number 4, = 14(p), o € *N\W, such that:

[y, wl#0, (p,7,wePoxu@y)xpuw), (4.9)
where the closures @i’(}z,v—v) of sets Z7(y, w), for every » e *N\WN, » < Ao, are F-limits
of the sequences (%3(y, W))nesny and where the sets @Z‘P(?, w) do not depend on (7, w) e
#() x ulw).

Tn ¥, we introduce an equivalence reiation ~ , setting #; ~ @, provided that:

(V7 € *N\N)[[r < min (26(1), 40(P2)] = [°Rfi(y, w) = °RE(y, w)]],

holds for (@, @,) € ¥§. The equivalence class determined by the microconstitutive rela-

tion y € ¥, and the pertinent quotient set will be denoted by 7 (%) and IT respectively.
Setting:

ROy, w) = [ By, W), G
for (@, y) € ¥, x I, the relation:
0 Ry, w), R T'x W — 2%, (4.6)

will be called a maccoconstitutive relation generated by a microconstitutive relation @,
@ € ¥y, provided that 7 = 7(9). It is a macroidealisation of physical situation described
by microconstitutive relation given by (4.2). It is important that %#"(y, w) is a closed set
in ¥’ but not necessary bounded. Microconstitutive relations &, and &, will be considered
as nondiscernible if they generate the same macroconstitutive relation. Equality of
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classes 7(p,) and =(g,) is equivalent to nondiscernibless of microconstitutive relations
@, and @,. Introducing parameters ¢t and y? it can be formulate the following proposition.

Proposition. For every microconstitutive relation §, @ € ¥, there exists in It a macro-
constitutive relation &7 (p®, -) generated by @, i.e. there exists in I a set of reactions,
closed in W', uniquely determined by y(), ¥(¢) and »®. A relation ﬂ?@”(y“), ) not
depend on a choice of a microconstitutive relation from the class z(®), i.e. it is the same
for each pair of microconstitutive relations. So (4.2) implies:

o(®) € BFP (O, p(1), (). (GD)
Above proposition will be considered as the general principle of determinism and the
family of multifunctions:

Tsy - A1) = {we W: (y, w) e domBZID(y®, Y}, (4.7)
where:

dom@&FD(y®, ) = {(y, w) e I's Wi BFO(y0, . w) % O},

will be formed constraints. We will describe below physical situations for which constraints
(4.7) do not depend on the history y®, y® € H,. So, we shall also define 4,(y) = A7V (y).
From now on and from Eq. (4.4) we conclude that evolutions () € &, satisfying for
every t € R the condition p(z) € 4,(y(¢), exist. So, for each r € R and y € I" the set 4,(y)
is the set of all rates p of state o at the time 1. However, macroconstitutive relations as well
as constitutive relations from the set @ not necessary have physical sense.

5. From the general principle of determinism to the principle of determinism for
constitutive relations with constraints

The formalism presented in Sec. 4 leads from microconstitutive relations satisfying
the classical principle of determinism (D) to the macroconstitutive relations satisfying
the general principle of determinism (GD). The idea of such passage is in splitting the
set ¥, of microconstitutive relations into disjointed classes. To every class is assigned the
value of the operation ¢ — Z*@(-) on an arbitrary element ¢ of this class. This ‘mapping
is one to one and the operation mentioned above is additive if at least one from the com-
ponents is standard, i.e.:

@n(tp-*—"‘!l')( ) o ,@"(‘;)(. ) _*_‘%n(*w)( ) .

The operation @ — *@ together with the choice of the set @ of constitutive relations leads
to the set *@. The choice of the operation @ — *® seems to be natural, because @ and *@
represent the same physical object in different structures M and *IN respectively. The
restriction of the considerations to the set ¥,, which is the domain of the operation
P — %;“‘5’( ), has a character of a regularisation assumtion and is made only for securing
mathematical correctness of the proposed approach. Now the question arise: What con-
stitutive relations already known in mechanics can be obtained on that way from a certain
microconstitutive relation @, p € ¥,? '
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Answer yes to this qusstion can be easily obtained for relations satisfying the classical
principle of determinism (D) by setting @: = *p where y: I'x W — W’ is a function for
which. every element of the family {dom v (y,-): ¥ € '} is open. It is not so easy to obtain
a result related to the qusstion for more wide class of constitutive relations. In Sec. 6 we
shall obtain results for certain special cases of constitutive relations, namely we shall
found solutions to the following problem:

Problem. Let ¢ be a fixed time instant, £ € R, and let be given:

(i) constraints I's y - Ayy) = W, s €R,

(ii) the family of functions y,: I'x W x H; — W, s € R, suff iciently regular and that

for every s € R and for every pair (y, y®) € I'x H, inclusion:

A(y) = dompy(y, -, y®)

holds. We are to find a microconstitutive relation which generate the macroconstitutive
relation:

o) e p (¥ (1), ¥(1), ¥°)+Naoun (7 (). ;.1

In Eq. (5.1) N4, 6y (y(1) is a cone, normal to the set 4,(y(?)) in a point p(¢) € 4,(y(2)),
defined as follows. Let A <= W and w € W. First we define a cone tangent to 4 at a point
w, setting, [8]:

Tu(w) = liminfr-1(4 —w),
Aaw—rw
110

where lim inf is taken in the Hausdorff sense [4, p. 147].
A cone normal to 4 is the set defined by:

Naw) = {oe W'y, = 0, W e Tyw)}.

Note that if 4 is a closed set in a separable Banach space (and hence in all special cases
examined in Sec. 6) then, [8]:

Na(w) = {0 € W:o/lloll € dds(w)} v {0},
where dd, is the subgradient of the function ds: W — R, defined by:
dy(w) = inf {|lw—w||:we d}.

A solution to the aforemention problem can be given by an arbitrary microconstitutive
relation which generates a macroconstitutive relation satisfying the following principle
of determinism.

The principle of determinism for constitutive relations with constraints. The reaction

o(t) of the system at the time ¢ is determined by a history 9> € H, , up to the time # by a state

p(t) and by a rate p(¢) with an accuracy to an additive term g, o € W’, having nonne-
gative power:

y,e 20, (5.2)

on every rate p, y € W, admissible by constraints, i.e. on every rate belonging to the set
A:(y ().

In the forementioned principle of determinism the condition (5.2) can be changed by
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the alternative condition:

v, =0, (5.2.1)
provided that for every e R and every »(-) € 2 the set 4,(y(¢)) is a certain linear space.

6. Special cases

6.1. Firstly let us assume that: 1° I is an open set in a certain linear space W for which
dim W = dim W < + o0, 2° constraints are holonomic, i.e. for every ¢ € R equality:

Ai(y) = Tiap(y), v € (4], (6.1)
where:
[ = {ye W:4,() # D}, ©2)
holds. Moreover let for every ¢ € 4,(y) equality:
Naon () = Nigy(») (6.3)

holds. Then it can be proved that, [10], there exists a microconstitutive relation § € ¥,
which generates the following macroconstitutive relation:

oty e p (¥(0), P(1), ¥') + Niga(»).
This result is equivalent to the principle of determinism stated below.
Principle of determinism for constitutive relations with holonomic constraints in

spaces of finite dimension. The reaction ¢(¢) of the system at the time ¢ is determined by

a history y® of the system up to time ¢, by a state ¢(¢) and by a rate y(¢) with an accuracy
to an additive term having nonnegative power:

0020 (6.4)
on every rate p, ¥ € W, admissible by constraints, i.e. on every rate belonging to the set
Ty (@)

As before in the forementioned principle of determinism the condition (6.4) can be
changed by the alternative condition

e =0 (6.5)
provided that for every ¢t € R and every y(-) € 2 the set Tpay(p(s)) is a certain linear
space.

6.2. Now assume that: 1° I" is a certain Riemanian manifold and 2° the set A,(y(1)),
for every (¢, y(*)) € Rx 2 is a conformal image of a non-empty closed convex set in R"
or a diffeomorphici mage of a closed set in R" with C!-boundary. Then it can be proved
that, [10], there exists a microconstitutive relation § € ¥, which generates the following
macroconstitutive relation:

o) €, (p(t), () +Na, ey (P ().

This result is equivalent to the principle of determinism for constitutive relations with
constraints in its general form stated in Sec. 5 provided that I” is a Riemanian manifold.
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6.3. At last let us assume that (D) has a form:

o(t) = o' (y(1)),
where o: " — R is a certain function Gateaux differentiable in every point of the set I
which is assumed to be an open subset of a certain separable Hilbert space W. Then the
spaces W and W are isomorphic and will be identified below. Moreover let us assume that
constraints are holonomic, i.e. that equalities (6.1), (6.2) and (6.3) holds. Then it can be
proved that, [10], there exists a microconstitutive relation @ e ¥, which generates the
following macroconstitutive relation:
o) € & ((1))+ Ny (v(),

where z: I' = R denote the known Gateaux differentiable function, [4,] is assumed to
be a non-empty convex closed set. This result is equivalent to the following principle

of determinism:
The principle of determinism for potential constitutive relations with holonomic con-

straints in Hilbert spaces. The reaction o(¢) of the system at the time ¢ is determined by

a state y(¢) of the system with an accuracy to an additive term o having nonnegative power
{y, 0> > 0 on every rate y, ¥ € ¥, admissible by constraints, i.e. on every rate belonging
to the set 71[4,](?’([))-

As before in the forementioned principle of determinism inequality {y, ¢> > 0 can be
changed by the alternative condition (6.5) provided that for every ¢ € R the set Ti,;(y(2))
is a certain linear space.

7. Final remarks

In the paper the following results are obtained:

(1) An approach of formulating new constitutive relations of mechanics starting
from the known relations. The known relations satisfy the classical principle of determi-
nism.

(ii) It is proved that, in the proposed approach, constitutive relations with constraints
are special cases of constitutive relations without constraints. '

(iii) The principle of determinism for constitutive relations with constraints is deduced
from the classical principle of determinism, where no constraints are taken into account.

(iv) A generalisation of some topological concepts of nonstandard analysis to analogical
concepts in L'-spaces is discussed.

(v) It is proved that the standard operation in .L'-space of closed subsets of a regular
topological space T coincides with the standard part operation of closed sets in a topological
space T.

Results (ii) and (iii) can be generalized without difficulties for more wide class of con-
stitutive relations than that described in the paper. This generalisation is related to the
relations in which the reaction of the system depends on fields in RHS of (D) as well as
on elements of a certain fibre bundle, [5], and to the relations in which (D) is replaced by

o) = §.(5(), 3(1), 7),
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where p(-) = (y(*), @()) is a pair of an evolution p(-) € Z and a temperature-field @(-).
In this case, applying the method proposed in the paper, we are able to formulate thermo-
mechanical constraints, [13].
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N R W

Pesome

CBA3U B MEXAHUKE TBEPIOOI'O TEJIA. IPMUMEHEHHUE
HECTAHJOAPTHOI'O AHAJIM3A

B craren npepnoyeno merTofm GoOpMyJIHPOBKH HOBBIX KOHCTHTYTHBHBIX COOTHOINEHHMH MEXAHIIM,
KOTOPOTO MCXOJHBIM TIOJIOIKEHHEM SIBIAIOTCA H3BeCTHbIE ONpene/sgonue (KOHCTHMTYTHBHBIE) COOTHO-
e, MeTon OCHOB2H Ha TIOHATHAX HECTAHZAPTHOro anayimsa. [IpuMeHAd NPC/NIOXKEHHBIX METOR
IIOKA32HO, UTO NPHHLUKI NETEPMHHU3MA OJIsi KOHCTHTYTHBHBIX COOTHOINEHHI CO CBA3AMH MOXKHA BbI-
BECTH M3 KJIACCHUECKOro IIPHHLMIIE NEeTEPMHUHH3MA, B KOTOPOM CBSI3H OTCYCTBYIOT.

Streszczenie
WIBZY W MECHANICE CIALA STAEEGO. ZASTOSOWANIE ANALIZY NIESTANDARDOWEJ
W pracy zaproponowano metode formulowania nowych relacji konstytutywnych ze znanych relacji
konstytutywnych. Wykorzystano w niej efektywnie pojecia analizy niestandardowej. Stosujac powyzsza

metode wykazano, ze zasada determinizmu dla relacji konstytutywnych z wigzami moze by¢ otrzymana
z zasady determinizmu dla relacji konstytutywnych bez wigzow.

Praca wplynela do Redakcji dnia 7 kwietnia 1986 roku.






BIULETYN INFORMACYIJNY

NA PODSTAWIE ,,SPRAWOZDANIA Z DZIALALNOE;;CI POLSKIEGO TOWARZYSTWA
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ W ROKU 1986¢

1. Dzialalno$¢ naukowa

1.1. Zebrania naukowe

Zebrania naukowe byly forma ciagtej dzialalnosci, W 1986 roku Zarzad Gtoéwny zorganizowal jedno
zebranie naukowe, natomiast w Oddzialach Towarzystwa odbylo si¢ w sumie 76 zebran, na ktorych wyglo-
szono 82 referaty.

Ponizej podajemy szczegblowy wykaz referatow.
Zarzad Gléwny
— J. Kubik: Termodynamika obrébki betonu

2 lipca ob. 29 os., dysk. 6
Na Zebraniu Plenarnym ZG 30 stycznia 1986 komuunikat ,,0O historii towarzystw naukowych’ wygtosit
J. Wojnarowski.

Biclsko-Biata
— A. Kleczkowski: Badanie stateczno$ci i kierowalno$ci samochodu

7 lutego ob. 24 os., dysk. 11
— J. Sochanski: Zagadnienia energetyczne w procesie konwekcyjnego suszenia materialéw
4 lipca ob. 6 os., dysk. 4
— A. Sucheta: Wybrane zagadnienia akumulaciji ciepta w nagrzewaczach elektrycznych}
24 pazdziernika ob. 10 os., dysk. 7
Bydgoszcz
— A. Topolinski; Program GENMIX2P
5 marca ob. 6 os., dysk. S
— B. Siolkowski: Niestateczno$é¢ turbulentna zespoldw mieszajacych
25 marca ob. 6 os., dysk. 6
— Zb. Kaczkowski: Metoda czasoprzestrzennych elementébw skoriczonych
14 maja : ob. 46 os., dysk. 6
— T, Topolinski: O pswnej metodzie obliczeniowsj trwaloSci zmeczeniowej tworzyw sztucznych
12 grudnia ob. 12 os., dysk. 6
— J. Lorkowski: Niszczace dzialanie lodu na konstrukcje palowa
30 grudnia ob. 8 os., dysk. 5
Czgstochowa

— R. Joiwiak: Wplyw szczelinowego wydmuchu powietrza z grzbietowej powierzchmi plata na jego
charakterystyki aerodynamiczne

23 stycznia od. 17 os., dysk. 3
— K. Sobczyk: Probabilistyczne modelowanie proceséw zniszczenia zmeczeniowego
27 marca ob. 28 os., dysk. 5

— J. Wojnarowski: Zastosowanie graféw w modelowaniu drgan
7 maja ob. 19 os., dysk. 3
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— H. Radomiak; Spalanie pylu weglowego w strudze zaburzonej drganiami akustycznymi

26 czerwca ob. 19 os., dysk. 2
— 8. Oziemski: Model obliczeniowy wytrzymaloSci statycznej i zmeczeniowej spoin czolowycl

17 pazdziernika ob. 19 os., dysk. 3
— J. Swidryczuk: Rozwdj i deformacja warstwy wirowej indukowanej za profilem aerodynamicznym

12 listopada ob. 16 os., dysk. 2

Gdansk

— M. Wieczorek: Analiza konstrukeji podatnych na wyboczenie

21 lutego ob. 25 os., dysk. 8
— B. Blocka: Drgania wlasne segmentowych uzebrowanych powlok obrotowych

11 marca ' ob. 23 vs., dysk. 6
— F. Romano6w: Statecznodé konstrukcji warstwowych z uwzglednieniem trdjosiowego stanu przemieszezen

rdzenia ’

21 maja ) ) ob. 15 os., dysk. 5
— M. Kleiber: Aktualne kierunki w metodach numerycznych mechaniki

3 czerwca _ ob. 35 os., dysk. 6

— C. Cichofi: Problemy statecznoéci konstrukeji w ujeciu metody elementéw skoiiczonych

4 czerwca ) ob. 15 os., dysk. 3
— J. Dvornik (Jugosfawia): Nowa metoda rozwiazywania ukfadu réwnan liniowych i nieliniowych

20 pazdziernika ob. 18 os., dysk. 4
— J. Arbocz (Holandia): Shell Stability Research at the Delft University of Technology

17 listopada : ob. 21 os., dysk. 4

Gliwice

~— G. Bobkowski: Wplyw dezintegracji wywolanej cieczami na tapliwo§€ probek wegla w tré_jkierunko-
wym stanie naprezenia

23 kwietnia ob. 14 os., dysk. 5
— L. Kumor: Nosnoéé graniczna obud()w_ zmechanizowanych os}abio_nych otworami
11 czerwca ob. 16 os., dysk. 7

— M. Czop: Metoda wytrzymalo§ciowego sprawdzania poprawno$ci polaczen spawanych elementoéw
nosnych goérniczych obudéw zmechanizowanych

17 wrzeénia ob. 10 os., dysk. 5
— Cz. Rodkiewicz (Kanada): On the field distortions due to the aortic arch
11 listopada ob. 16 os., dysk. 7
— K. Wernerowski: Wybrane zagadnienia modelowania drgan gazohybrydowego lozyska poprzecznego
3 grudnia ob. 9 os., dysk. 3
Kielce
-— B. Gambin: Fale sprezyste w ciele statym
18 lutego ) : ob. 18 os., dysk. 4
— B. Gambin: Fale nieciggloéci. Zagadnienia poczatkowe
25 lutego ob. 18 os., dysk. 4
— 5. K. Dey (USA): Aproksymalne metody w dynamice plyndéw .
23 maja ob. 17 os., dysk. 2
— A. Barwicki: Wykorzystanie komputreéw w dydaktyce
16 grudnia ob. 21 os., dysk. 4
Krakow
— G. Szefer: Nieliniowe efekty w mechanice ofrodkéw porowatych
25 maja ob. 15 os., dysk. 5

— J. Kruzelecki: Wybrane zagadnienia statecznoSci powlok w zakresie sprezysto plastycznej deformacji
26 listopada ob. 11 os., dysk. 5
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Lublin
— W Cieslak, St. G6zdz: Zastosowanie szeregdbw Fouriera do obliczed mechanizméw krzywkowych
17 kwietnia
— R. Ostapiuk: Elektromechaniczne urabianie skal
grudzien
¥6di
— B. Rogowski: Gladki kontakt miedzy sztywnym stemplem a ortotropowa belka wspornikows
26 czerwca ob. 16 os,, dysk. 11

— B. Michalak: Metoda elementow skoiiczonych dla wieloparametrowej teorii piyt o $redniej grubosci

26 czerwca ob. 16 os., dysk. 6
— R. Barrou (Wielka Brytania): The sloshing of fluid containers

2 pazdziernika ob. 21 os., dysk. 5.
— J.S. Fleming (Wielka Brytania): Reciprocating compresors: research at the University of Strathclyde.

2 pazdziernika ob. 21 os., dysk. 5.
— H. Aurich, E, K6hler (NRD): Problemy automatyzacji w procesie szycia

16 pazdziernika ob. 22 os., dysk. 2

— Cz. Wozniak: Niestandardowa metoda homogenizacji periodycznych kompozytow
27 listopada

ob. 21 os., dysk. 8
— 1. Krucinska: Analiza wiasno$ci mechanicznych widkien weglowych

10 grudnia ob. 12 os., dysk. 6
Opole
— T. Smolefi: Reologiczne modele ksztaltu budowli z podlozem
5 stycznia ob. 5 os., dysk. 3
— M. Wr6bel: Numeryczne metody termodyfuzji
7 kwietnia ob. 8 os., dysk. 4
— J. Czarniecki: Zjawiska powierzchniowe
12 maja ob. 15 os., dysk. 10
— T. Chmielewski: Przeglad modeli wymuszenia sejsmicznego i reakcji ukladow dyskretnych
30 wrzesnia ob. 23 os., dysk. 5
— Z. Zembaty: Drgania losowe i niezawodno&¢ wysokich budowli pod obcigzeniem sejsmicznym
6 listopada ob. 22 os. dysk. 7
— J. Angerman: Nieliniowa statyka masztow z odciggami
13 listopada ob. 26 os. dysk. 8
~— J. Kubiak: O Slowackim Towarzystwie Mechaniki .
18 listopada ob. 22 os., dysk. 4
Poznan
— M. Kleiber: Mikrokomputery w mechanice — moda ¢zy wiarygodny trend rozwojowy.
29 stycznia ob. 25 os., dysk. 7

— W. Dudziak: Przeglad problematyki badawczej Pracowni Mechaniki O$rodkéw Porowatych Zakladu
Aerodynamiki IPPT PAN

12 lutego ' ob. 19 os., dysk. 3
— D, Besdo (RFN): O organizacji Instytutu Mechaniki w Uniwersytecie w Hannowerze. O cialach typu
Cosseratéw

21 maja ob. 18 os., dysk. 4
— St. Matysiak: Wybrane zagadnienia mechaniki periodycznych kompozytéw warstwowych

26 czerwca ob. 7 os., dysk. 4
— Z. Sobotka (CSRS): Plastyczno$é niesymetryczna ze Scinaniem dodatnim i ujemnym

16 wrzeénia ob. 17 os., dysk. 7

— Xu Bing Ye (ChRL): Problemy no$no$ci granicznej konstrukcji
19 wrzesnia ob, 5 os., dysk. 2
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— O. Bruhns (RFN): About constitutive eguatins of plasticity

14 pazdziernika ob. 19 os., dysk. 2
— H. G. Nathe (RFN): Identification of mechanical systems
27 paZdziernika ob. 15 os., dysk. 3
Rzeszéw

— H. Kopecki: Wplyw nieliniowosci optycznej na wyniki badaf cienkosciennych ustrojéow nosnych w wa-
runkach sko$nego przeswietlania

21 marca ob. 12 os., dysk. 5
— J. Walczak: Wykorzystanie komputeréw w mechanjce — sprawozdanie z udzialu w szkole PAN
26 marca ob. 12 os., dysk. 4

— J. Rembisz: Trwalos¢ elementdéw struktur cienkoéciennych z koncentratorami w $wietle wlasciwosci
reologicznych materialu

8 maja ob. 10 os., dysk 5
— Z. Stojek: Analiza drgan whasnych ukladéw z plyt tréjwarstwowych
25 czerwca ob. 12 os. dysk. 4

— wspblne posiedzenie Zespolu Dynamiki Maszyn PAN z Rzeszowskim Oddzialem PTMTS. Posiedzeniu
przewodniczyt Marek Dietrich
17 pazdziernika ob. 26 os., dysk. 13
Szczecin

— J. Lubasinski: Dyﬁamiczne wiasciwosci spoczynkowego styku powietrzchni chropowatych

21 stycznia ob. 12 os., dysk. 6
— B. Pala: Analiza wspélpracy budowli z podlozem przy wymuszaniu kinetycznym w ujeciu reologicznym
22 maja ob. 13 os., dysk. 3

— A. Stepniewski: Rownania Appela jako kowariantna posta¢ réwnan ruchu nieholonomicznego ukladu
materialnego w podprzestrzeni przestrzeni Riemanna

5 czerwca ob. 7 os., dysk. 3
— Ch. Reissmann (NRD): Uproszczony model dla wyznaczania naprezen i odksztalced spawalniczych

20 czerwca ob. 11 os., dysk. 3
— H. Bergander (NRD): Zachowanie si¢ materiatu przy duzych odksztalceniacl

7 listopada ob. 15 os. dysk. 3
— J. Sulocki: Fundamenty na podlozu niescisliwym

12 grudoia i ob, 19 os., dysk. 5

Warszawa

— spotkanie okraglego stotu n.t.. Modelowanie w mechanice konstrukcji i materialéw: stochastyczne
czy inpe?. Referaty wyglosili:
— K. Sobczyk pt: Drgania stochastyczne i zniszczenie zmeczeniowe
— A. Tylikowski: Drgania i stateczno$é konstrukcji
7 marca ob. 20 os., dysk. 6
— spotkanie okraglego stotu n.t. Statecznoi¢, stabilno$é a moze co$ innego?. Referaty wprowadzajace
wygtosili: R. Bogacz oraz B. Radziszewski. Dyskusj¢ prowadzila W. Szemplifiska — Stupnicka
4 czerwca ob. 20 os., dysk. 6
— spotkanie okraglego stolu n.t. O modelowaniu sprezystych i niesprezystych kompozytdw. Referaty
wprowadzajace wygtosili: St. Matysiak, M. Wagrowska oraz Cz. Wozniak. Dyskusje prowadzit W. Ko-
sinski
5 grudnia ob. 21 os., dysk. 14

Wroclaw
— K. Szymoch: Aglomeracja sferyczna wegla w warunkach transportu hydraulicznego

19 marca ob. 7 os., dysk. 5
— E. Brzuchowski: Hipoteza niedostrzegalnych ukladéw w ruchu wirowym

23 czerwca ob. 30 os., dysk. 5
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— E. Kalinowski: Pewne aspekty II zasady termodynamiki
25 czerwca ob. 9 os., dysk. 4
— J. Czmochowski: Zastosowanie metody elementéw skofczonych w analizie statecznoéei plyt tréjwar-
stwowych
25 listopada ob. 10 os., dysk. 3

Zielona Goéra

— St. Misztal: Betonowe zbrojone elementy pretowe poddane dzialaniu dlugotrwalych obciazen wibra-
cyjnych
4 czerwca ob. 15 os., dysk. 8
— J. M. Gregorienko (ZSRR): Gldéwne problemy naukowe z zakresu teorii powlok, rozpatrywane w Insty-
tucie Mechaniki Ukraifiskiej Akademii Nauk
16 czerwca ob. 18 os. dysk. 6
— G. Brys, W. Gruszeck): Zastosowanie metod programowania liniowego do optymalizacji stalowych
ram
18 czerwca ob. 12 os., dysk. 6

1.2. Sympozjony w Oddzialach

Gliwice
— XXV Sympozjon ,,Modelowanie w mechanice”
17 - 22 marca, Kudowa 43 ref., 127 ucz. (w tym: 3 pgosci zagr.)
Poznan

— XII Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”
15 - 17 maja, Blazejewko 148 ucz, (w tym: 14 goéci zagr.)
119 ref., 35 w sesji plakat,

Rzeszéw
— VI Sympozjum Dynamiki Konstrukcji
16 - 18 pazdziernika 40 ref., 75 ucz., (w tym: 5 gosci zagr.
Warszawa
— II Konferencia ,,Mechanika w lotnictwie”
27 - 28 lutego 49 ref., 152 uczestnikow
— I Ogédlnopolska Konferencja ,,Mikrokomputery w mechanice”
27 lutego 35 ref., 135 ucz.
— XII Sympozjum Do§wiadczalnych Badan w Mechanice Ciata Stalego
8 - 10 pazdziernika 64 tef., 126 ucz. (w tym 8 gosci zagr.)

1.3. Sesje i seminaria naukowe
W roku 1986 zorganizowano nastgpujace sesje i seminaria naukowe:

Zarzad Gléwny
— Sesja naukowa polaczona z XXII Zjazdem Delegatow PTMTS
9 pazdziernika, Kokotek . 6 ref., 90 uczestn.
Bydgoszcz

— Jubileuszowa Sesja z okazji 15-lecia Oddziatu Towarzystwa. Referat wprowadzajacy pt. ,,Zastosowanie
teorii grafdbw w mechanice” wyglosit J. Wojnarowski

18 kwietnia 12 ref., 32 uczestn.
Gdansk
— ,,Zastosowanie metody elementéw skoficzonych w mechanice continuum®™ — W, Grzelak
listopad’85 — czerwiec’86 20 uczestn.

12 Mech. Teoret. i Stos. 2/88
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Gliwice
— sesja naukowa poswiecona prezentacji prac zgloszonych ma konkurs naukowy im. prof. Wi. Burzyn-
skiego

10 maja 5 ref,
© Kielce
— ,,Cykle graniczne ukladéw dynamicznych na plaszczyZnie” — Z. Denkowska
27 listopada 12 uczestn.
Poznan

— ,,Nier6wnosci wariacyjne i ich zastosowanie w mechanice”

10 listopada, 17 listopada, 24 listopada, 8 grudnia 15 uczestnikow
Rzeszow
— ,,Metoda elementéw skonczonych w zagadnieniach obliczen wytrzymalo§ciowych maszyn wirowych”
— H. Kopecki
9 grudnia, 16 grudnia 10 uczestn.

Zielona Goéra

— ,,Metoda czasoprzestrzennych elementow skoficzonych w dynamice konstrukcji’
12 listopada (23 uczestn.), 26 listopada (16 uczestn.), 17 grudnia (10 uczestn.).

1.4. Konkursy
W roku 1986 zorganizowano 3 konkursy naukowe:

Czgstochowa

— Konkurs na najlepsza prace 2 mechaniki plynow rozstrzygniety 10 wrzeénia, Sad konkursowy w skia-
dzie: profesorowie J. Elsner (Przewodniczacy), Z. Dzygadto, Z. Kazimierski, J. Ostrowski, K. Orzechow-
ski, W. Prosnak, R. Puzyrewski, E. Tuliszka, doc. A. Zabicki przyznat nastepujace nagrody :

— jedna nagrode drugiego stopnia
mgr W. Klonowiczowi za pracg ,,Pomiar §redniej czasowej pulsujacego ciénienia gazu przy pomocy
cienkiej rurki”

— trzy nagrody trzeciego stopnia
dr inz. A. Jarzy za prace ,,Przemiany energetyczne w warstwie przySciennej z powierzchniowym
odsysaniem”’
dr J. Swirydczukowi za prace,, Rozwdj i deformacja warstwy wirowej za profilem aerodynamicznym®
mgr S. Wrzesieniowi za pracg ,,Numeryczne modelowanie plaskich lepkich przeplyw6w naddiwie-
kowych z falg uderzeniowz”

— dwa wyrdinienia
dr Z. Bisowi za pracg ,,Wplyw rozmiardw geometrycznych warstwy materialu sypkiego na wa-
runki przej$cia jej w stan fluidyzacji”
dr W. Blasiakowi za pracg ,,Modelowanie zjawisk zachodzacych w strefie separacji polewiska flui-
dalnego”

Gliwice
— Konkurs na prace dyplomows z zakresu mechaniki teoretycznej im. prof. W. Burzyfiskiego.

Wyniki konkursu zostaly opublikowane w sprawozdaniu za XXI kadencje w Biuletynie Informacyjnym
MTiS z 3, 1987

Y.6dz
— Konkurs na najlepsza pracg z dziedziny mechaniki technicznej. Sad konkursowy w skiadzie: prof.
M. Suchar (Przewodniczacy) oraz docenci J. Lipiniski i T. Przedecki przyznal nastgpujgce nagrody:
— nagrode 1 stopnia "
dr Ryszardowi Wojnarowi za pracg ,,Fale powierzchniowe w termosprezystosci z czasami relaksacji”
— dwie nagrody II stopnia -
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Janowi A. Kolodziejowi i Maciejowi Barbackiemu za pracg ,,Teoretyczny model porowatego zew-
netrznie zasilanego cylindrycznie gazowego lozyska wzdluznego z odksztalcalnym materialem po-
rowatym’” Mariuszowi Kaczmarkowi, Janowi A, Kolodziejowi i Grzegorzowi Musielakowi za
pracg ,,Wyznaczanie powierzchni swobodnej cieczy w trojkatnym rowku”

— jedna nagrode III stopnia
Amalii Pielorz za pracg ,,Wykorzystanie metody falowej w badaniach ukladow napedowych, po-
réwnanie z innymi metodami.

1.5. Kursy, szkoly
W 1986 roku zorganizowano nastepujace kursy o charakterze szkoleniowym:

Kielce
cykl wyktadéw ,,Metody komputerowe w mechanice”  prof, Suhrit K. Dey (USA)
20 - 26 czerwca 20 uczestnikow
Szczecin

cykl wykladow ,,Metoda réznic skonczonych w mechanice ciala stalego i termodynamice”  prof.
H. Pfau (NRD)
14 - 18 kwietnia 10 uczestnikow

2. Dzialalno$¢ wydawnicza

W 1986 roku Komitet Redakeyjny kwartalnika ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana® dziatal w nie-
zmienionym skladzie.

2.1. Wydawnictwa periodyczne i ciagle

W 1986 roku ukazaly si¢ drukiem nastgpujace zeszyty kwartalnika ,,Mechanika Teoretyczna i Stoso-
wana’’:

w styczniu 1/85 — 10,5 ark. wydawniczego, naklad 510 egz.

w lutym 2/85 — 11,5 ark. wydawniczego, naklad 500 egz.

w sierpniu 3 - 4/85 — 26 ark. wydawniczych, naklad 500 egz.

w grudniu 1-2/86 — 18,5 ark. wydawniczego, naklad 500 egz.

Ztozono do druku zeszyty: 3/86, 4/86, 1-2/87 oraz 3/87

Wydano drukiem metoda malej poligrafii:

— 2zbior referatow XXV Sympozjonu ,,Modelowanie w mechanice’” PTMTS Oddzial Gliwice 1986, z. 53
T. Iss. 291, T. 1T ss. 281

— zbidr referatéw X1 Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”, Politechnika Poznanska, Poznan
1986, ss. 440.

— zbi6r referatow XII Sympozjum Do$wiadczalnych Badan w Mechanice Ciala Stalego, PTMTS Oddzial
Warszawski, Zesp6ét Mechaniki Do$wiadczalneg; Komitetu Mechaniki PAN, Instytut Techniki Lot-
niczej i Mechaniki Stosowanej Politechniki Warszawskiej, Warszawa 1986, ss. 241

— zbiér referatow VI Sympozjum Dynamiki Konstrukeji, Zeszyty Naukowe Politechniki Rzeszowskiej,
seria Mechanika, Rzesz6w 1986, T. I i II ss, 600

— J. Wojnarowski: ,,0 Chifiskim Towarzystwie Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, PTMTS, Pol. SI.,
Gliwice 1986, ss. 5

3. Wspolpraca Towarzystwa z zagranica

— powolano 3 nowych Czlonkéw Zagranicznych:
1. prof. Giovanni Bianchi (30 stycznia — na wniosek prodesoréw A. Moreckiego i J. Wojnarowskicgo)
2, prof. Miomir Vukobratovi¢ (8 pazdziernika — na wniosek profesoréw A. Moreckiego i J. Wojna-
rowskiego)
3. prof. Arthur Bergles (8 paZdziernika — na wniosek prof. A. Olgdzkiego)
— podpisano umoweg o wspolpracy dwustronnej ze Stowackim Towarzystwem Mechaniki (zatwierdzone
przez obie Akademie Nauk)

12*
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— sfinalizowano rozmowy i rozpoczeto dzialania zmierzajace do zorganizowania w terminie 23 - 26 czerwea
1987 I Polsko-Jugostowiasskiej Konferencji nt. ,,Nowe kierunki w mechanice ciat statych i konstrukeji”’,
Ze strony polskiej do Komitetu Organizacyjnego weszli: profesorowie Zb. Olesiak, J. Wojnarowski
i Cz. Wozniak.

Konferencja odbyla sie¢ w Dubrowniku w czerwcu 1987 r.

— go$émi Towarzystwa byli profesorowie: Johann Arbocz (Holandia), Horst Aurich (NRD), R. Barron
(WIlk. Brytania), Dieter Besdo (RFN), Helge Bergander (NRD), Otto Bruhns (RFN), Suhrit K. Dey
(USA), Josip Dvornik (Jugoslawia), J. S. Fleming (Wlk. Brytania), J. M, Gregorienko (ZSRR), Eber-
hardt Kshler (NRD), Hua Ling (ChRL), H. G. Natke (RFN), Christoph Reismann (NRD), Czeslaw
Rodkiewicz (Kanada), Xu Bing Ye (ChRL), Zdenek Sobotka (CSRS).

4. Dzialalnos$¢ organizacyjna

4.1. Wladze Towarzystwa

W dniach 9 - 10 pazdziernika 1986 odbyt sig¢ XXII Walny Zjazd Delegatéw Towarzystwa, na ktérym
wybrano nowe wiadze PTMTS.
Zarzad Glowny XXII kadencji ukonstytuowal si¢ nastgpujaco:

prof. dr hab, J. Wojnarowski — Przewodniczacy

prof. dr hab. R. Gutowski — Wiceprzewodniczacy

prof. dr hab. Cz. Wosniak — Wiceprzewodniczacy

prof. dr hab. Zb. Dzygadlo — Sckretarz Generalny

prof. dr hab. R, Parkitny — Skarbnik

doc. dr J. Lipinski — Z-ca Sckretarza Generalnego
doc. dr Z. Sulimowski — Z-ca Skarbnika

Glowna Komisja Rewizyjna XXII Kadencji podjeta dzialalno$é w skladzie:

prof. dr hab. A. Tylikowski — Przewodniczacy

doc. dr R. Bgk, prof. dr O. Dabrowski, prof. dr hab. St. Dubiel oraz prof. dr hab. R. Ganowicz —

Czonkowie
Skiady Zarzadow w Oddzialach podali§my w Biuletynie Informacyjnym MTiS z. 3, 1987.

4.2. Czlonkowie Towarzystwa

Liczba czionkdéw w poszczegdinych Oddzialach na koniec roku 1986 byla nastepujaca: Bielsko Biala
— 28, Bydgoszcz — 43, Czgstochowa — 80, Gdarnsk — 59, Gliwice — 171, Kielce — 31, Krak6w — 92,
Lublin — 57, L6dZ — 56, Opole — 23, Poznan — 75, Rzeszdébw — 25, Szczecin — 42, Warszawa — 222,
Wroclaw — 99, Zielona Géra — 21. Razem 1124 czlonkéw.

4.3. Czlonkowie zagranicznie Towarzystwa

Przyjgto 3 nowych czlonkdéw zagranicznych (punkt 3).

5. Zebrania Organizacyjne
5.1. Zjazd Delegatéw

W dniach 9-10 pazdziernika odbyt si¢ w Kokotku k/Lublinica XXIT Zjazd Delegatow PTMTS,
w ktorym udzial wziglo 89 delegatow. Protok6} ze Zjazdu Delegatéw zostanie opublikowany oddzielnie,

5.2. III Kongres Nauki Polskiej

W dniach 3 - 7 marca 1986 w obradach IIX Kongresu Nauki Polskiej PTMTS reprezentowal przewod-
niczgey prof. J. Wojnarowski.

5.3. Zebrania Gléwnej Komisji Rewizyjnej

Odbyly si¢ dwa zebrania Gtéwnej Komisji Rewizyjnej:
15 maja oraz 9 paZdziernika

5.4. Zebrania Prezydium Zarzadu Gléwnego

Odbylo sig 5 zebraf Prezydium ZG w dniach: 29 stycznia (7 0séb), 13 marca (9 0s6b), 17 kwietnia
(3 osoby), 20 maja (4 osoby), 2 grudnia (5 0s6b), Wszystkie w PKiN w Warszawie.
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5.5. Zebrania Plenarne Zarzadu Glownego

W 1986 1. odbyly si¢ 4 zebrania Plenarne ZG: 30 stycznia PEN Klub Warszawa, (26 oséb), 2 lipca —
Opole (29 osob), 8 pazdziernika — Kokotek (26 oséb), 10 pazdziernika zebranie konstyiucyjne — Kokotek
(28 o0s6b).

5.6. Zebrania Zarzadéw w Oddzialach Towarzystwa

W 1986 r. odbyly si¢ 73 zebrania organizacyjne Zarzadéw w Oddzialach Towarzystwa. Podano je
w tablicy:

Data walnego Liczba zebran Zarzaddw i Prezydium
Lp. Oddziat zgromadzenia
Oddziatu Ikw. | IL kw. | TII kw. [ IV kw. | Razem

1 Bielsko-Biala 30.05.86 2 1 1 ~ 1 5
2 Bydgoszcz 18.04 1 2 1 3 7
3 Czestochowa 27.03 2 — — 1 3
4 Gdansk 27.05 1 — — — 1
5 Gliwice 13.05 2 4 — i 3 9
6 Kielce 26.03 3 3 — 4 10
7 Krakéw 19.03 —_— 1 — 1 2
8 Lublin 13.03 — — - — 1 —_
9 EodZ 24,04 — — — | 2 2
10 | Opole 21.05 — — — 2 2
11 Poznan 14.04 2 2 — 2 6
12 Rzeszow 21.03 2 Vo2 — 5 9
13 Szczecin 24.04 —_ 2 — — 2
14 Warszawa 26.05 1 3 — 1 5
15 Wroclaw 23.06 — 1 — 3 4
16 Zielona Géra 22,05 2 2 — 2 6
Razem 18 1 23 2 ‘ 30 73

7. Etatowi pracownicy PTMTS
| Barbara Michalska-Czachor| (do 12 marca 86) ZGPTMTS caly etat .

A. Furmaniak-DZwiarek ZG PTMTS caly etat
Helena Jahczyk ZG PTMTS 1/2 etatu
Ewa Koisar ZG PTMTS 1/2 etatu
Cecylia Sarbinowska o/Bydgoszcz 1/5 etatu
Anna Sadek o/Czestochowa 1/4 etatu
Hanna Pienigzek (do 1.IX.86) o/Gdansk 1/4 etatu
Janina Zabiello (od 1.1X.86) o/Gdansk 1/4 etatu
Jadwiga Wojda : o/Gliwice 1/2 etatu
Maria Cabak o/Krakow 1/4 etatu
Irena Szmelter o/L6dz 1/4 etatu
Maria Zwierzykowska o/Poznan 1/5 etatu
Mieczystawa Mierzejewska 0/Szczecin 1/4 etatu
Czestawa Ostrowska o/Rzeszbdw 1/8 etatu
Helena Wzorek o/Wroclaw 1/4 etatu
Sekretarz Generainy PTMTS Przewodniczqcy PTMTS

prof. dr hab. Z. Dzygadlo prof. dr hab. J. Wojnarowski



398 BIULETYN INFORMACYINY

SPRAWOZDANIE
7, KONFERENCJII NAUKOWEJ GAMM W STUTTGARCIE
(13 -17 kwietnia 1987)

Komitet Organizacyjny: Profesorowic: H. Bufler, H. Bednarczyk, R. Eppler, K. Kirchgissner, W,
Schiehlen, W. Wendland i P. Werner.

Program konferencji zawieral 12 wykladow plenarnych (sesje poranne) oraz 335 referatéw (sesje po-
potudniowe). :

Na konferencji przedstawiono nastepujace wyklady plenarne: :

— Untersuchung von Gleichungen der mathematischen Physik mit der Methode der geometrichen Optik
(H. D. ALBER, Bonn),

— Biomechanik und Implantattechnik (F. BAUMGART, Grenchen). Wyktad wzbudzit duze zaintereso-
wanie stuchaczy i dyskusje.

— Parametrische Optimierung: Pivot- und Prediktor-Korrektur-Homotopiemethoden. Eine Ubersicht
(J. GUDDAT, Berlin). Referent jest znany z wielu publikacji dotyczacych optymalizacji globalnej. Wykiad
wzbudzit duze zainteresowanie stuchaczy.

— Neue Entwicklungen in der Technischen Schwingungslehre (P. HAGEDORN, Darmstadt),

— Steuerung von Phaseniibergangen — Mathematische Modelle nnd Numerische Simulation (K. H.
HOFFMANN, Augsburg),

— Stiffness and strength of damaged materials (J. HULT, Goeteborg),

— Neue optische Mdglichkeiten der Dichte- und Geschwindigkeitsmessung in Stromungen (W. MERZ-
KIRCH, Essen),

— Numerische Strémungsmechanik — Grundlagen und aerodynamische Anwendungen (H. OERTEL,
Gottingen),

— Existenzaussagen fiir stationare Stromungen viskoelastischer Fliissigheiten (M. RENARDY, Black-
sburg),

— Neuere theoretische und experimentelle Arbeiten auf dem Gebiet der Wellenausbreitung in Festkorpern
(M. SAYIR, Ziirich),

— Bedienungsmodelle: Algorithmische Methoden fiir strukturierte Probleme (H. SCHELLHAAS, Darm-
stadt),

~— Finite element methods in solid mechanics with applications to fracture (J. R. WHITEMAN, Uxbridge).
Byl to wyktad inauguracyjny i zawieral szereg oryginalnych wynik6w badan oprécz przegladu prac z zakresu -
stosowania metody elementoéw skorficzonych w mechanice zniszczenia.

Wyklad specjalny po$wigcony pamigci Ludwiga Prandtla na temat ,,Die Entwicklung der Tragflii-
geltheorie” przedstawit Prof. Dr. R. EPPLER z Uniwersytetu w Stuttgarcie. Referent przedstawit wyklad
z wla$ciwa sobie swada i omowit szereg interesujacych wynik6w badan teoretyeznych i do§wiadczalnych
z zakresu ksztaltowania skrzydel samolotow oraz sposobéw sterowania nimi. Podczas wykladu referent
zademonstrowal modele latajace.

Wyklad otwarty (ogblnodostepny) na temat ‘“Simufation in der Fahrdynamik® przedstawit F. PANIK
z firmy Daimler-Benz AG Stuttgart.

Referaty popotudniowe (short lectures) prezentowano w siedmiu nastepujacych grupach tematycz-
nych:

1. Zagadnienia drgan i statecznoSci (70 referatow)

2. Mechanika cial sprezystych i plastycznych (84 referaty)

3. Mechanika plynéw (74 referaty)

4. Metody numeryczne w réwnaniach rdzniczkowych, metody elementow skonczonych i metody elemen-
tow brzegowych (43 referaty) )

5. Optymalizacja, teoria decyzji, stochastyka i metody matematyczne stosowane w ubezpieczeniach (11
referatow)

6. Matematyka stosowana i fizyka matematyczna (31 referatow)

7. Analiza numeryczna (22 referaty)

Grupy tematyczae 1, 2 i 3 podzielono na podgrupy la, 1b, 2a, 2b i 3a, 3b z uwagi na duzj liczbe referatow

w tych trzech grupach. Obrady popoludniowe odbywatly sie réwnolegle w kilku sekcjach.
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Jezykami oficjalnymi konferencji byly : angielski, niemiecki i francuski. Czas przeznaczony na wyk}adj
plenarne wynosit 45 minut, natomiast na referaty 20 minut wlaczajac 5 minut na dyskusje.

Podczas konferencji (15 kwietnia) odbylo sig Zebranie Ogblne czlonkéw GAMM. Ze strony polskiej
przedstawicielem w Prezydium GAAM jest Prof. G. Szefer.

W konferencji wzielo udzial 554 uczestnikow w tym 296 czlonkéw GAAM i 53 osoby towarzyszace.
Delegacje poszczegdlnych krajow mialy nastepujgca liczebno§é: REN — 376, Bulgaria — 2, Czechoslo-
wacja —9, NRD —2, Dania —1, Finlandia — 2, Francja—1, Grecja— 3, Wielka Brytania — 3,
Wiochy — 3, Jugoslawia — 56, Kanada — 2, Austria — 34, Polska — 36, Arabia-Saudyjska — 1, Szwec-
ja—1, Szwajcaria — 7, Bahrain — 1, USA —2, ZSRR — 2, Wegry — 7 i Ching — 3.

Uczestnicy konferencji zostali przyjeci w sali posiedzen w Ratuszu Miejskim przez burmistrza Stut-
tgartu — Rommla. Organizacja konferencji i warunki jej przeprowadzenia byly wzorowe.

Wyklady plenarne oraz referaty przedstawione na konferencji zostana opublikowane w czasopismie
ZAMM W roku 1988 (prawdopodobnie w numerach 4 i 5). Uczestnicy konferencji z Polski przedstawili
25 referatow.

S. JENDO, IPPT, PBN, Warszawa
E~A. MULLER, Max-Planck Institut fur Strémungsforschung, Getynga, RFN

PIERWSZA MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA IMEKO TC-15 n.t. “MEASUREMENT OF
STATIC AND DYNAMIC PARAMETERS OF STRUCTURES AND MATERIALS”
Plzeti, 26 - 28 maja 1987 r

W doiach 26 - 28 maja (987 r. odbyfa si¢ w Pilznie, Czechoslowacja I-sza Miedzynarodowa Konferencja
IMEKO TC-15 (International Measurement Confederation — Technical Commitiee 15 — Experimental
Stress Analysis), jedna z najbardziej znaczacych konferencji naukowych z zakresu metod doswiadczalnych
w dziedzinie mechaniki ciala stalego.

Organizatorami konferencji byly:

— Czechoslowackie Stowarzyszenje Naukowo-Techniczne CSVTS;

— Czechostowackie Towarzystwo Naukowo-Techniczne;

— Czechostowacki Komitet Zastosowann Cybernetyki;

— Czechostowacki Komitet Narodowy IMEKO TC-15;

— Czechoslowackie Towarzystwo Mechaniki — CSAV (Ccskoslovenske Akademie Véd), Praha, Sekcja
Doswiadczalnej Analizy Naprezen;

— Koncern ,,Skoda” w Pilinie;

— Dom Techniki CSVTS w Pilsnie.

Przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego Xonferencji, w sklad ktérego wehodzili czolowi naukowcey
z 7-miu krajow Europy, byt doc. dr inz. J. Javornicky z Czechostlowackiej Akademii Nauk (zmarl w kwiet-
niu b.r.).

Celem konferencji bylo oméwienie tych zagadnienn z zakresu metod doswiadczalnych w dziedzinie
mechaniki ciala stalego, ktére Rada Glowna IMEKO uznala obecnie za szczegélnie wazne. Nalezaty do
nich:

a) — automatyzacja procesu rejestracji i obrobki danych pomiarowych;

b) — automatyzacja pomiaréw wielko$ci mechanicznych i innych;

c) — optyczne i elektryczne metody eksperymentalnej analizy naprezeit;

d) — pomiary mechanicznych parametréw konstrukcji, w szczegodlnosei wielko§ci dynamicznych;
e) — metody specjalne pomiaru odksztalcen cial stalych;

Obrady odbywaly sie w salach konferencyjnych Domu Kultury w Pilznie. Oficjalnymi jezykami kon-
ferencji byly jezyki: czeski, slowacki i angielski, W konferencji wzi¢lo udziat okolo 210 oséb, z czego 58
z poza Czechostowacji.

Konferencja, w ktorej wzielo udzial wielu naukowcdw o $wiatowych nazwiskach, rozpoczela si¢ w dniu
26 maja 1987 r. Na wstepie zebrani chwilg ciszy uczcili pamig¢ zmarlego doc. J. Javornicky’ego, Przewod-
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niczacego Komitetu Organizacyjnego Konferencji, a po przemowieniach okolicznociowych i krotkie]

przerwie rozpoczgly si¢ wiasciwe obrady.

Rozpoczeto je pierwsza sesja plenarng, na ktorej w 4-ech referatach problemowych oméwiono: zagad-
nienia technik hybrydowych w analizie nieliniowych problemoéw ciat statych (prof. K. Laermann — RFN),
pomiary wielkosei dynamicznych przy wysokich wartosciach obcigzen (prof. J. Dally — USA), mozliwoiei
i ograniczenia zastosowan zintegrowanej elastooptyki w badaniach ogoélnego tréjwymiarowego stanu
naprezenia (prof. H. Aben — ZSRR) oraz znaczenie do§wiadczen jako Zrodia informacji naukowych
i technicznych (doc. J. Javornicky — przedstawit dr J. Jira).

Druga sesja plenarna rozpoczeto trzeci dzien obrad konferencji. Przedstawiono na niej 4 referaty,
w ktorych omowiono: kryteria peknied i zniszczenia kompozytéw (prof. P. Theocaris — Grecja), zasto-
sowaniec metod optycznych do pomiaru odksztalcen w dwukierunkowym stanie obcigzenia (prof, A La-
garde — Francja), zagadnienia doktadno$ci metod optycznych stosowanych przy pomiarach przemieszczen
(prof. C. Sciamarella — USA) oraz zagadnienia dotyczace obrobki danych eksperymentalnych (dr O.
Kropat — CSRS). W ciagu trzydniowych obrad, oprécz wymienionych sesji plenarnych odbylo sie:

— osiem sesji tematycznych, po$wieconych okreflonej tematyce, na ktorych w 46-ciu veferatach przed-
stawiono rozne zagadnienia 2z zakresu optycznych i elektrycznych metod stosowanych w analizie na-
prezen, doktadnodci i zakresu zastosowan tych metod, automatyzacji prowadzenia badan i kompute-
rowe] obrobki wynikéw. metod specjalnych, specjalistycznej aparatury pomiarowej itp.;

— dwie sesje plakatowe, na ktorych przedstawiono 43 prace prezentujac glownie wyniki najbardziej inte-
resujacych badaf — zarowno statyeznych jak i dynamicznych — réznego rodzaju konstrukeji, a takze
materiatow — w szczegblnosci kompozytowych.

Ogodtem przedstawiono 98 prac, z ktérych 59 przedstawili naukowey z Czechostowacji, 7 — z Polski,
00 6 — z ZSRR 1 RFN, po 3 — z Wegier i NRD, po 2 — z USA, Jugoslawii i Bulgarii i po 1-¢j z Anglu
Egiptu, Grecji, Francji, Holandii, Rumunti, Kuwejtu i Wioch.

W ramach konferencji zostaly rowniez zorganizowane dwie interesujace wycieczki naukowo-techniczne:
do Oérodka Badawczego koncernu Skoda, gdzie zaprezentowano m.in. zautomatyzowane systemy prowa-
dzenia badan dynamicznych roznego rodzaju konstrukcji przy zastosowaniu komputerowo sterowanych
ukladow zadawania obciazen, a takze automatycznej rejestracji i obrébki wynikéw — oraz do jednego
z Zakladéw tegoz koncernu, w ktorym produkowane sg m.in. kotly i urzgdzenia do elektrowni atomo-
wych.

Streszczenia prac, przedstawionych na konferencji zostaly wydane drukiem w wersjach, opracowanych
przez autorow. Tytul wydawnictwa: International Conference “MEASUREMENT OF STATIC AND
DYNAMIC PARAMETERS OF STRUCTURES AND MATERIALS”, 26 - 28.05.1987, Plzet — CSRS.
Wydawca byl Dom Techniki CSVTS — Plzefi.

Materialy te wydano w dwoch tomach, z ktorych tom 1, o objetosei 323 strony, zawiera streszczenia
52 prac, natomiast tom II o objeto§ci 322 stron zawiera streszczenia 49 prac.

Wiadyslaw Walczak
Lodz

MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA DRGAN
NIELINIOWYCH — ICNO XI
Budapeszt 17 - 23 sierpnia 1987

Po raz pierwszy gospodarzami konferencji tradycyjnie organizowanych przez Akademie Nauk Cze-
chostowacji, NRD, Polski i Ukrainy byli Wegrzy. Prac organizacyjnych podjely sie Towarzystwo Mate~
matyczne im. Jano$a Bolyai i Wegierska Akademia Nauk. W konferencji uczestniczyto nieco mniej niz
oczekiwano pracownikow naukowych z calego $wiata, gtéwnie mechanik6w i matematykow. Obrady
odbywaly si¢ w Gmachu Gléwnym Politechniki Budapesztenskiej.

Otwarcie konferencji polaczono z uczczeniem 80-cio lecia urodzin Czlonka Rzeczywistego PAN
Prof. S. Ziemby i 70-cio lecia urodzin Czlonka Rzeczywistego AN ZSRR J. A. Mitropolskiego gléwnych
inicjatoréw organizowania konferencji. Podczas otwarcia Dr A. Bosznay przedstawit zyciorys maukowy
Prof. S. Ziemby ze szczegdlnym uwzglednieniem kontaktéw wegiersko-polskich oraz historii organizacii
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Konferencji Drgan Nicliniowych. Dr L. Hatvani przedstawit zyciorys oraz bogaty dorobek naukowy
Prof. J. A. Mitropolskiego. Uchwalg Komitetu Naukowego XI-ta Konferencj¢ Drgart Nieliniowych po-
Swiecono obu zastuzonym uczonym.
Na zaproszenie miedzynarodowego Komitetu Naukowego wygloszono 32 czterdziestominutowe
referaty plenarne. Obrady odbywaly si¢ w nastgpujacych sekcjach:
1. Analityczne metody (69)
2. Jakosciowe metody »119)
3. Numeryczne metody (43)
4. Zastosowania w mechanice i fizyce (113)
5. Zastosowania w elektrycznych i elektronicznych obwodach i systemach (26)
6. Zastosowania w biologii, chemii, ekonomii i innych naukach (26).
W nawiasach sg zamieszczone liczby dwudziestominutowych referatéw zakwalifikowanych przez organi-
zatoréw do poszczegoblnych sekeji. Ze wzgledu na duza liczbe referatow w sekcji 2 i 4 obrady odbywaly sie
rownolegle w dwu salach, co uniemozliwialo wysluchanie wszystkich referatow nawet jednej z wymienio-
nych sekcji.
W obradach konferencji wziela czynny udzial liczna 27-io osobowa grupa uczestnikow z Polski,
w tym 16 przedstawicieli nauk technicznych gtéwnie mechanikow i 11 matematykéw. Trzy referaty ple-
narne powierzone przedstawicielom naszego kraju wygtosili:
Prof. Cz, Olech ,,0 pewnych przypuszczeniach Jakobiego”,
Prof. W. Stupnicka-Szempliniska ,,Ruch chaotyczny a przyblizone teorie drgan nieliniowych™,
Prof. S. Ziemba (wspodlautorzy doc. B, Radziszewski i dr K. Gajewski) ,,0 ocenie zbioru stabilnych roz-
wigzaii rekurencyjnych réwnan”.
Wéréd referatdw plenarnych ze szezegblnym zainteresowaniem spotkaly sie¢ nastepujace wystgpienia:
L. O. Chow ,,Rodzina podwdjnych zwojow: bifurkacje, chaos i normalna posta¢”,
A. Halanay ,,Periodyczne i prawieperiodyczne rozwiazania afinicznych uwkladow stochastycznych”,
P. Holmes ,,Wezly i genealogie orbit nieliniowych oscylatorow™
A, A. Martyniuk ,,Analiza jednostajnej asymptotycznej statecznoéci osobliwie zaburzonego ukladu za
pomoca macierzowej funkcji Lapunowa”
D. T. Mook ,,Analityczne 1 numeryczne badanie oddzialywania pomigdzy parametrycznym a zewnetrznym
wzbudzeniem drgan o duzej amplitudzie”,
Ali H. Nayfeh ,,Parametryczne wzbudzenie dwu wewngtrznic rezonujacych oscylatoréw””.
Wygloszone referaty beda wydane w postaci obszerniejszych czterostronicowych streszczen w materia-
tach konferencyjnych.
Program imprez towarzystacych konferencji byt stosunkowo skromny i ograniczyl si¢ do wieczoru
powitalnego.

Andrzej Tylikowski
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INSTRUKCJE DLA AUTOROW

Ogobine

W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej drukowane sa prace przegladowe oraz orygi-
nalne teorctyczne i doéwiadczalne z zakresu mechaniki ciala statego oraz cieczy i gazéw.
Publikujemy réwniez dyskusje naukowa oraz polemike dotyczaca prac z mechaniki, ktore
ukazaly sie w MTIiS lub w innych czasopismach naukowych.

W Biuletynie Informacyjnym drukujemy sprawozdania z konferencji naukowych z za-
kresu mechaniki w kraju i za granica oraz z dzialalnosci Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej.

Praca moze byt ztozona do druku w MTiS pod warunkiem jej nieopublikowania w in-
nym czasopiéimie;

Drukujemy w jezyku polskim oraz na zyczenic autoréw w jezyku angielskim pod warun-
kiem ztozenia pracy w tym jezyku.

Prace nalezy nadsylaé na adres Redakcji badz jednego z redaktoréow, w dwoéch egzem-
plarzach (oryginat+ kopia).

Praca ztozona do druku podlega recenzji.

Wszelkie zmiany (poprawki autorskie) po zakwalifikowaniu artykulu do druku i prze-
kazaniu go do drukarni moga by¢ dokonane tylko w czasie 1 korekty (na koszt autora).

Po opublikowaniu autorzy otrzymuja 25 egzemplarzy odbitek swojego artykulu.

Szczegblowe

1; Prace skladane do publikacji w MTiS powinny zawieraé (wg kolejnosci)
a) Tytut
b) Imig, Nazwisko z podaniem miejsca pracy
c) Abstrakt (w jezyku polskim)

d) Wtasciwa prace

e) Spis literatury

f) Streszczenia w jezyku
— praca w jezyku polskim — rosyjskim w maszynopisie i angielskim
— praca w jezyku angielskim — polskim i rosyjskim.

2. Tekst powinien by¢ napisany po jednej stronie (nie na papierze kredowym) z zachowaniem
podwéjnych odstepdw i obustronnych margineséw —z lewej 6 cm, z prawej 1 cm.

3. Wzory nalezy wpisywat czytelnie, w kolorze czarnym, z zachowaniem numeracji po stronie
prawej (nalezy zwrocié szezegbélna uwage na rozrdznienie 1 oraz litery |, zera i litery o
oraz literg o i p).

4; Zyczenia autoréw dotyczace formy graficznej pracy w tym kroju czcionki, liter grec-
kich itp. powinny byé¢ dotaczone na osobnej kartce, badZz na marginesie (oléwkiem).

5. Tablice wystepujace w tekécie nalezy dolaczyé na oddzielnych kartkach (jedna na stronie).

Podpisy pod rysunkami powinny byé wyszczegblnione oddzielnie, a nie pod rysunkami;

7. Prosimy o sporzadzanie wykazu literatury w sposdb nastgpujacy: W. Nowacki, Teoria

Sprezystoéci, Warszawa, PWN, 1970.

Odnoéniki nalezy numerowaé kolejno w calej pracy, a nie wg strony.

9. Obowiazuje stosowanie ukladu jednostek SI.

o

*



Cena zI 180.—

k.

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW ,Prasa-Ksigzka-Ruch”, oraz
urzedy pocztowe i doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I péirocze roku nastepnego i na caly rok nastepny,
— do 10 czerwca na I péirocze roku biezgcego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju
zaklady pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-
Ksigzka-Ruch”, w miejscowoSciach za§, w ktébrych nie ma Oddzialow RSW w urze-
dach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni oplacajg prenumerate wylacznie w urzedach pocztowych
i u dorgezycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa-Ksiagzka-
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
konto PKO BP XV Oddzial w Warszawie Nr 1658-201045-139-11 w terminach poda-
nych dla prenumeraty krajowej.

Prenumerata ze zleceniem wysyiki za granice jest drozsza od prenumeraty kra-
jowej o 50%o dla zleceniodawcéw indywidualnych i o 100% dla zlecajgeych instytucji
i zakladdw pracy.

Biezgce i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwié we Wzorcowni Wydaw-
nictw Naukowych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki (wysoki parter)
00-901 Warszawa oraz w ksiegarniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

A. subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name
and address can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade
Enterprise Ars Polona —Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmiescie,
P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to the account of Ars Polona — Ruch
in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sig poczynajge od 1.1.1967 r. jako kwartalnik.
(Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Sala Kongresowa, pokdj. 309)

Mech. Teor. T. 26, z. 2, s. 217—408, Warszawa 1988, Indeks 36523
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