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WSPOMNIENIE O PROFESORZE ZBIGNIEWIE BRZOSCE

Dnia 9 maja 1987 r. zmart nagle Profesor Zbigniew Brzoska. Wraz z jego odejsciem
skonczyta si¢ — chyba na zawsze — pewna epoka i pewien styl dzialania w polskich
naukach technicznych, dydaktyce inzynierskiej, w rodejciu do zasad projektowania
wytrzymato$ciowego. Byl jednym z ostatnich wybitnych profesoréw polskich uczelni
technicznych w starym stylu o niekwestionowanym i uznanym w calym kraju autorytecie,
ogromnej i rozleglej wiedzy, cztowiekiem, ktérego zainetresowania i talenty umieszczaly
wéréd osobistoéci nazywanych w epoce Renesansu ,,Homo trium linguarum”. Wielki
urok, cigty dowcip, znakomita pamieé nie tylko do liczb i wykreséw, ale nazwisk i twarzy
powodowaly, Ze kazde spotkanie z Profesorem studenta, ucznia czy wspotpracownika
zostawialy wspomnienie nie jedynie znakomitej konsultacji zawodowej, lecz takze bardzo
osobistego kontaktu z czlowiekiem wybitnym.

Sp. Profesor Zbigniew Brzoska urodzit sie 27 wrzesnia 1916 roku w Warszawie, w ro-
dzinie inteligenckiej osiadtej w stolicy od wielu pokoler. Lubil zawsze Zartobliwie pod-
kre§la¢, ze pochodzi z rodziny kupieckiej i dlatego do dziatalnosci technicznej, jak twier-
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dzil, mial od poczaktu podejscie pragmatyczne: nie to dobre i waZne co sobie sami wy-
myslimy, lecz to co przemyst zechce od nas kupié. Maturg uzyskat w panstwowym gim-
nazjum humanistycznym im. J. Lelewela w 1934 r. i w tym samym roku wstapit na Wy-
dzial Mechaniczny Politechniki Warszawskiej, wybierajac po potdyplomie specjalnosé
lotniczg. Dziatalno$é naukows rozpoczal jeszcze w czasie studidw, pod koniec lat trzy-
dziestych, w Katedrze Wytrzymalosci Materialéw prof. Maksymiliana Tytusa Hubera,
wykonujgc jako wolontariusz badania konstrukcji lotniczych i ostabionych otworami
powlok. Studia w dziedzinie Teorii Sprezystosci i Teorii Powlok kontynuowat pod kie-
runkiem prof. Hubera w okresie okupacji, prowadzac réwnoczesnie badania elastoop-
tyczne z dwezesnym adiunktem w Katedrze WytrzymatoSci dr R. Kurowskim. Zaowoco-
waly one tuz po wojnie w postaci dysertacji doktorskiej pt. ,,Wytrzymatos$¢ cylindrycznej
powloki kotowej™ (promotor prof. dr M. T. Huber) obronionej w czerwcu 1946 r. na
Politechnice Gdarnskiej.

Dziatalno$¢é konstrukcyjng, prof. Brzoska zaczat réwniez jeszcze jako student pra-
cujac w latach 1938 - 39 pod kierunkiem inz. K. Korsaka na stanowisku mtodszego
konstruktora w Oddziale Studiéw Wytwérni Platowcow PZL Okecie, gdzie prowadzit
calo$¢ analizy wytrzymaloéciowej i préb statycznych samolotu mysliwskiego ,,Sokdot”
PZI. 42.

W Kampanii wrzeéniowej bral czynny udzial jako ochotnik w technicznej stuzbie
lotnictwa. W czasie okupacji §rodki utrzymania dla siebie i — pod koniec wojny — juz
czteroosobowej swojej rodziny zdobywat jako robotnik w rdéinych warsztatach pry-
watnych, najdluZej przy remoncie obrabiarek do drewna. Réwnoczesnie uczestniczy!
w walce z okupantem w szeregach Armii Krajowe;j. )

Od pierwszych lat po wojnie rozpoczyna sig okres szczegllnie intensywnej i wielo-
kierunkowej dziatalno$ci Profesora. Byt jednym z najwybitniejszych przedstawicieli po-
kolenia, ktére natychmiast wiaczylo si¢ do odbudowy kraju, tworzenia nowych dobr
i wartodci, kontynuowato chlubne tradycje polskiego lotnictwa Iat trzydziestych. W dzia-
lalnoéci tej wyrdznié mozna kilka nurtdéw: organizacyjny w przemysle, organizacyjny
w szkolnictwie wyzszym i nauce, dydaktyczny, inzyniersko-konstrukcyjny 1 badawczy.

Juz w sierpniu 1945 r. wspdlnie z inz. K. Szatkowskim uruchomit przy Centralnym
Zarzadzie Przemystu Zbrojeniowego komoérke przeksztatcona nastgpniec w Giéwny Insty-
tut Lotnictwa. W Instytucie tym kierowat do 1955 r. praca Dzialu Wytrzymato$ciowo-
Konstrukeyjnego obejmujgca caloksztalt zagadnien wytrzymaltoSciowych wszystkich
typow samolotéw i $émigtowcodw. W Dziale tym konstruowano takZze nietypowe wowczas
maszyny jak np. zaprojektowany przez inz B. Zurakowskiego pierwszy polski §miglowiec
SP GIL. Rezygnujac ze stalej pracy w Instytucie Lotnictwa w 1955 r. (pozostal tam nadal
jako konsultant, a od 1960 r. cztonek Rady Naukowej) zostawit Dzial jako samodzielng
i prezna komorke doréwnujaca placowkom zagranicznym zaréwno pod wzgledem kad-
rowym jak 1 wyposaZenia wykonanego w duzej mierze we wlasnym zakresie.

Réwnolegle z praca w Instytucie brat udzial w organizowaniu, prowadzit dydaktyke
i prace badawcze na wyzszych uczelniach technicznych, ktére odbudowywaly sie po
ogromnych stratach wojennych tak w sensie fizycznym jak i gromadzenia i tworzenia
nowej kadry nauczycieli akademickich. W latach 1946 - 51 byt profesorem Wytrzyma-
foéci Materialéw w Szkole Inzynierskiej im. H, Wawelberga i S. Rotwanda jednoczesnie
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pracujac jako adiunkt na Politechnice Warszawskiej: najpierw u prof. W. Wierzbickiego
na Wydziale Inzynierii (1946 - 1948), poniej w Katedrze Mechaniki Lotu na Wydziale
Mechanicznym (1948 - 1951). Wyklady mlodego profesora w Szkole Inzynierskiej szybko
zaczely by¢ stynne: dowcip i swoboda polaczone ze znakomity pamiecia i starannym
przygotowaniem tematu dawaly rezultaty, ktére porywaly stuchaczy i imponowaly ko-
legom. Nie bez znaczenia w tych sukcesach bylo — jak sam podkreslat — wykorzystanie
ogromnego do$wiadczenia dydaktycznego jego prazyjaciela i starszego kolegi — prof.
R. Kurowskiego. Bedac adiunktem u prof. W. Wierzbickiego odbudowat i zorganizowat
laboratorium Wytrzymatosci dajac Politechnice placowke, ktorej stan wyposazenia zdo-
bytego po Niemcach, wyremontowanego z uszkodzonych maszyn lub wykonanego sa-
modzielnie stawial ja jako jednostke o najlepszych wowczas mozliwosciach badawczych
w zakresie budownictwa w Polsce.

W 1951 r. po polaczeniu Politechniki ze Szkola Wawelberga zostat powotany na sta-
nowisko zastepcy profesora, w 1954 r. profesora nadzwyczajnego, a 1960 — zwyczaj-
nego oraz — od poczatku — kierownika Katedry Wytrzymalosci Materiatéw i Konstrukeji
Wydzialu Lotniczego Politechniki Warszawskiej. Kierownikiem tej Katedry byt niemal
do kofca, biorac jednoczes$nie zywy, niezwykle tworczy i inspirujacy udziat w pracach
organizacyjnych Wydziatlu Uczelni i Ministerstwa: jako Dziekan Wydzialu Lotniczego
w kadencji 1956 - 60, cztonek (1950 - 1956), a nastepnic przewodniczacy (1956 - 62)
Komisji Programowych Wydziatéw Mechanicznych w Ministerstwie, przy ktérego wspot-
udziale, a pdzniej pod bezposrednim kierownictwem formutowane byly plany i programy
studiéw, wszystkich wydziatéw mechanicznych w kraju, Kierownik Studium Dokto-
ranckiego PW (1972 - 77), Przewodniczacy Wydzialowej Komisji Programowej Wydziatu
MEIL PW (1973 - 1978) i opiekun specjalnosci Lotnictwo tegoz Wydziatu, Przewodniczacy
Senackiej IKomisji do Spraw Dydaktyki i Kierunkéw Studiow (1981 - 1984).

Jednoczednie Profesor prowadzit niestychanie bogata dziatalno$é dydaktyczng, inzy-
nierska i badawczg. Poza wykladami (Wytrzymato$é Materialdow, Wytrzymato$é Kon-
strukcji Lotniczych, Teoria Sprezystosci, Statecznoéé Konstrukeji, Ksztattowanie Kon-
strukcji, Mechanika Pgkania) i laboratorium z Wytrzymaltosci Materiatéw i Wytrzymatosci
Konstrukeji Lotniczych na rodzinnym Wydziale Lotniczym, a poZniej (1960 r.) Wydziale
Mechanicznym Energetyki i Lotnictwa, prowadzi rdwniez wyktady z Wytrzymaltosci
Materiatéw oraz Statyki Konstrukcji Przestrzennych na Wydziale Mechanicznym Kon-
strukcyjnym (1956 - 1960) oraz, do 1965 r. specjalistyczne wyklady Statyki Konstrukeji
Przestrzennych 1 Statyki Konstrukecji Pojazddw na dowczesnym Wydziale Mszyn Robo-
czych i Pojazdow. Jest faktem, ze ogromna wigkszo§¢ wszystkich inzynieréw lotniczych
specjalno$ci ptatowcowej w Polsce nauczyta si¢ u Niego nie tylko samej analizy, ale i zro-
zumienia oraz tworzenia koncepcji prawidlowych — z punktu widzenia wytrzymalosci —
konstrukcji. To samo mozna powiedzie¢ o $redniej wiekiem generacji inzynierow w dzie-
dzinie maszyn roboczych, ktérym wyktady Statyki Konstrukcji dawaly klucz do tworzenia
ustrojow nowoczesnych, bardziej racjonalnych, przewyzszajacych dotychczasowe roz-
wigzania. Jako pomoc dla studentéw i szerokie monografie dla inzynierédw zostaty po-
myslane dwie ksiazki Profesora, ktére doczekaly sie kilku wydan: Wytrzymalos¢ Ma-
teriatéw (PWN 1972, 1974 i 1979 1.), oraz Statyka i Stateczno$¢ Konstrukcji Pretowych
i Cienkosciennych (PWN 1961 i 1965 r.). Pisanie trzeciej, ogromnie rozbudowanej, trzy-
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tomowej (w zamySle ~ 1000 str.) wersji tego ostatniego dziela przerwala Mu $mieré.
Nie ma chyba obecnie polskiego inzyniera zajmujacego si¢ obliczeniami statycznymi,
ktéry nie mialby na biurku tych podrecznikéw.

W swoich wykladach Profesor wykorzystywal wyniki wspdipracy z przemystem.
Wspdlpraca ta polegala w glownej mierze na tworzeniu koncepcji nowych konstrukciji
cienkosciennych w budowie samolotéw oraz réznych innych dziatach techniki, jak nad-
wozia samochodowe, cysterny samojezdne, wagony kolejowe, dZwigi budowlane i okre-
towe — by wymieni¢ tylko najwazniejsze. Prac takich dla przemystu wykonat (badz nimi
kierowal) ponad pieédziesiat, przy czym bardzo wiele z tych koncepcji zostato zrealizo-
wanych w praktyce: samono$ne nadwozia autobusowe SAN, wagony do przewozu gra-
nulatéw, cysterny roznych rodzajéw, naczepy samochodowe, wysiggniki' teleskopowe
zurawi, konstrukcje zurawi budowlanych i okrgtowych itp. Niektére pomysty zostaty
opatentowane (9 patentdw).

Kierowana przez Niego od 195! r. Katedra Wytrzymaloéci Materialéw 1 Konstrukcji
(pbézniej Zaklad w Instytucie Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej Wydziatu
MEIL) — jest placéwka, z ktdre] wyszto liczne grono doktorédw, docentéw i profesorow.
Byt promotorem 15 prac doktorskich, przy Jego doradztwie i sugestiach wykonano 5 prac
habilitacyjnych, z grona Jego uczniéw wywodzi si¢ czterech docentow (A. Jaworski,
Z. Treszkowski, M. Bijak-Zochowski, J. Kapkowski), pieciu profesoréw (W. Szczepinski
W. Gutkowski, H. Frackiewicz, S. Lukasiewicz, I. Stupnicki), trzech z nich jest czton-
kami- Polskiej Akademii Nauk.

Dziatalno$é na Uczelni nie zaspokajata bujnej, ekspansywnej natury Profesora, i cho-
ciaz tak szeroka — nie wyczerpywata Jego mozliwosci. '

W latach 1956 - 1967 kieruje Zakladem Podstaw Konstrukcji Maszyn przy Komitecie
Budowy Maszyn PAN. Szereg osiggnigtych wowczas w tym Zakladzie wynikéw np.
badania dynamiki kot zebatych (zespdt prof. A. Moreckiego), analizy numerycznej me-
toda elementéw skonczonych (zespdt prof. I. Szmeltera) lokowalo go Owczesnie w czo-
16dwcee §wiatowej. Od 1956 1. jest statym czlonkiem Komitetu Budowy Maszyn, a od 1968
do 1980 r. Komitetu tego wiceprzewodniczacym, jak rowniez kierownikiem Sekcji Podstaw
Konstrukcji Maszyn. Zespoly tej Sekcji: Dynamiki Maszyn, Zmeczenia Materiatéw,
Statecznos$ci Konstrukeji — liczyty przeszto 250 aktywnych pracownikéw naukowych
z calego kraju, a ich dziatalno$é (sympozja, konferencje naukowe, szkoty) miata istotne
znaczenie dla rozwoju tych kierunkéw.

W roku 1969 nadana Mu zostaje godnosé Cztonka Korespondenta, a w roku 1981
Czlonka Rzeczywistego PAN.

Profesor byt wspoltworca, cztonkiem i przewodniczacym wielu Towarzystw Nauko-
wych i Rad Naukowych. 13 marca [958 r. znalazl si¢ w gronie 74 wybitnych polskich
specjalistow w dziedzinie Mechaniki, ktdérzy powotali do zycia Polskie Towarzystwo
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, zostal pieciokrotnie wybrany tego Towarzystwa
Wiceprzewodniczacym (1963 - 1969), a w kadencji 1969 - 71 — Przewodniczacym. W dwu-
dziestoleciu PTMTS w 1978 r, 18 Zjazd Delegatow nadat Mu godnoéé Cztonka Honoro-
wego. W ramach dziatalnosci w Towarzystwie Przewodniczyt Komitetom Organizacyjnym
szeroko znanych w Polsce, a p6Zniej rOwniez za granica, o§miu kolejnych Sympozjéw
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Badaft Doswiadczalnych w Mechanice Ciata Stalego, dwu ostatnich (w 1984 i 1986 r.)
byl Przewodniczacym Honorowym.

Czionek i Viceprzewodniczacy Rady Naukowej Instytutu Lotnictwa, Czlonek Rady
Naukowej Osérodka Badawczo Rozwojowego WSK-Mielec, Rady Naukowej Oérodka
Badawczo-Rozwojowego Taboru Kolejowego, Rady Programowe] Czasopisma ,,Przeglad
Techniczny-Innowacje”, Rady Naukowej Instytutu Inzynierii Materialowej PW i wreszcic
wieloletni Redaktor Naczelny Archiwum Budowy Maszyn czasopisma naukowego PAN
o dlugiej tradycji i znakomitym poziomie: wszystkie te godnosci i tytuly, za ktorymi
kryla sie zawsze wyteZzona praca wyczerpuja juz by¢ moZe spis obszaréw aktywnosci
zawodowej Profesora. Byta ona doceniana przez Uczelnig, Ministerstwo, Srodowisko Nauko-
we 1 Wiadze: uzyskat szereg Nagrod Ministra I stopnia, odznaczono Go Krzyzami Ka-
walerskim i Oficerskim Orderu Odrodzenia Polski, przyznano tytut Zastuzonego Nauczy-
ciela PRL.

Tyle suche fakty zyciorysu. Wskazujg na zdumiewajacy ogrom pracy, potezna energie,
niebywala szeroko$é zainteresowan i umiejetno$¢ rownoleglego dziatania na wielu obsza-
rach. Nie méwig natomiast wiele o Profesorze jako o czlowieku: co lubit, jakie mial po-
glady, jak na co dzien pracowal, jak wyktadal, rozmawial ze studentami, Zartowat ze
wspOtpracownikami. Oddanie tej drugiej, nicjako prywatnej strony zycia jest zreszta
znacznie trudniejsze niz przedstawienie rejestru godno$ci zaszczytow i stanowisk i znacz-
nie mocniej obarczone byé moze blgdem subiektywnej oceny.

Mial dwie wielkie mitosci w swojej pracy, nauczanie i dzialalno$é inZyniersko-kon-
strukcyjna. Studentom poéwiecal bardzo wiele czasu — wyklady przygotowywal sta-
rannie, ciagle je zmieniat i unowoczesnial, [ubit prowadzi¢ je w sposéb efektowny, a nawet
czasami nieco teatralny. Byly stynne na Wydziale i Politechnice, gromadzily licznych
stuchaczy, bardzo czesto spoza obowiazkowych kurséw. Wspaniala pamieé pozwalata
mu zna¢ nazwiska i imiona wszystkich swoich wychowankéw; uczyl ich si¢ zreszta uwa-
zajac, ze znad je jest jego obowiazkiem. Mial wiele kontaktéw osobistych ze studentami,
a godziny konsultacji byly zawsze $wiete: ulubieni wspétpracownicy i znakomici koledzy
musieli czgsto czekaé na ich zakoniczenie, gdy — nawet w bardzo pilnej sprawie — chcieli
si¢ z Nim porozumieé. Jego dawni wychowankowie, pozniej czesto powazni dyrektorzy
powaznych przedsigbiorstiv, przyjezdzajacych na konsultacje, badz by zamowi¢ eksper-
tyzg, czy pracg badawcza witani byli przez Profesora zwykle kordialnie, po imieniu. Pa-
migtat nawet ich oceny na studiach, zachowanie na egzaminie. Przyjezdzali wigc czgsto
i chetnie: i z sentymentu do Uczelni i wlasnej miododci, ktére Profesor tak znakomicie
im przypominat i by uzyska¢ rzetelna i szybka odpowiedz od najlepszego fachowca w dzie-
dzinie Wytrzymatosci w Polsce.

Profesor byl niewyczerpanym Zrédlem nowych pomystéw i koncepcji. Rozdawat je
wszystkim bardzo szczodrze nie zadajac pokwitowania, cieszyl sie, gdy kto$ je podejmowat,
sam do ich realizacji nie majac czesto cierpliwodci i czasu.

. Nie publikowal zbyt duzo, mial pewien dystans do czysto akademickich rozwazasn,
w calej dziatalno$ci naukowej i zawodowej kierujac si¢ przydatnoscia techniczng swoich
dociekaii. Czesto wida¢ bylo, ze zamitowania konstruktorskie biora w nim gére nad postawa
badacza. Wyznawatl zasadg, ze postulat absolutnej poprawnosci rozwigzai dziata hamu-
jaco na impet tworczy, twierdzil, ze jedno doswiadczenie jest warte wigcej niz funt obli-
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czen, a odpowiedz dana z inZynierska dokladnolcia ale szybko, znacznie bardziej war-
tosciowa i przydatna niz precyzyjny wynik dlugich dywagacji.

Byl wymagajacy w stosunku do siebie, swoich wspoélpracownikéw i studentéw, ale
nawet Ci, ktorym u Niego si¢ nie powiodto darzyli Go zawsze szacukiem i tym dziwnym
rodzajem uczucia, w ktorym odrobina zalu pomieszana jest z podziwem i miloscia.

Umial patrzeé¢ krytycznie: widzial wiele stabosci Wydziatu, Politechniki Warszawskiej,
polskich nauk technicznych. Stabosciom tym staral si¢ przeciwdziata¢. W dziataniu byt
realista, liczyl sie z rzeczywistoscia, respektowal kierunki i granice mozliwosci dziatania
ocenial fakty i ludzi bez uprzedzen, stronniczodci i ztudzen.

Licznym Swoim wspoipracownikom wpajal zasady by bada¢ rzetelnie, nauczaé uczci-
wie, ocenia¢ sprawiedliwie.

Czy stworzyl szkote. W sensie uformowania zwartej grupy ludzi dzialajacych w dogé
waskiej dziedzinie badawcze] — nie. Jego wszakze szkola jest kilkuset wysoko wykwalifi-
kowanych inzynieréw zajmujacych sie Wytrzymatodcia i Statyka Konstrukeji, rozsianych
w biurach konstrukcyjnych i fabrykach w calej Polsce. Jego wszakze szkola jest dziatal-
no$¢ naukowa docentow, profesoréw Czlonkéw Akademii, ktérych on w ich pierwszych,
a czesto i nastepnych. krokach zawodowych promowatl.

Dlatego Jego pogrzeb w dniu 14 maja 1987 roku zgromadzil na cmentarzu powaz-
kowskim setki oséb. Zegnaty Go sztandary Politechniki Warszawskiej, Instytutu Lot-
nictwa, Zegnaly Go delegacje ludzi nauki i ludzie techniki z instytugji i przedsigbiorstw
catego kraju. Dziesigtki wieicow i wigzanek, tysiace kwiatow pokryly gréb jak serdeczne
Izy rozstania.

Autorem tekstu wspommienia jest Marek Bijak-Zochowski



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 26, 1988

ANALIZA PARAMETROW DETONACYJNYCH MATERIALOW
WYBUCHOWYCH EMULSYJNYCH (MWE) UCZULANYCH SZKLANYMI
MIKROSFERAMI ZAWIERAJACYMI POWIETRZE

ANDRZE) MARANDA .
EpwARD WELODARCZYK
JACEK SERAFINOWICZ

Waojskowa Akademia Techniczna

1. Wstep

Emulsyjne materialy wybuchowe, ze wzgledu na swoje zalety, sa aktualnie przedmio-
tem zainteresowania wielu naukowych zespoldw wyspecjalizowanych w dziedzinie nowo-
czesnych §rodkdw strzatlowych. Przejawem tych zainteresowan jest rosngca liczba zglo-
szeni patentowych, przekraczajaca aktualnie sto pozycji. Jednocze$nie, coraz czgsciej
zaczynaja si¢ pojawiaé artykuly w czasopismach naukowych i referaty wygltaszane na
konferencjach dotyczacych MWE [1 - 6]. Jest rzecza charakterystyczng, Ze ich autorzy
sa glownie przedstawicielami Krajéw Dalekiego Wschodu — kolebki materiatéw wybu-
chowych. Ze wzgledu na niedostepno$é niektdrych czasopism w naszym kraju, jak réwniez
bariere lingwistyczna, trudno jest definitywnie okreslié, jakie badania zostaly juz przepro-
wadzone i opisane.

Emulsyjne materialy wybuchowe pod wzgledem skiadu chemicznego sa saletrolami
zawierajgcymi kilkanadcie procent wody oraz dodatkowo (w niektérych przypadkach)
kilka lub kilkanascie procent udzialu masowego krzemionki w postaci balonikéw lub
kapilar wypetlnionych powietrzem. Stosunki masowe podstawowych sktadnikéw maja
decydujacy wplyw na parametry detonacyjne MWE. Uzyskanie charakterystyk detona-
cyjnych MWE w funkcji zawartosci gtéwnych komponentéw stwarza mozliwo$¢ opty-
malizacji sktadu emulsji wybuchowych. Ponadto stanowia one etap prac majacych na
celu wniknigcie w procesy chemiczne 1 fizyczne zachodzace podczas wybuchowej prze-
miany MWE,

W pracy okre§lono wplyw zawarto$ci wody, oleju, mikrosfer szklanych wypetnionych
powietrzem oraz utleniaczy na predko$é i érednice krytyczna detonacji MWE. W za-
koriczeniu przedstawiono wstepna, jakosciowa interpretacje fizykochemiczna uzyska-
nych charakterystyk z uwzglednieniem roli gtéwnych sktadnikéw w procesie detonacji
MWE,



10 A. MARANDA T INNI

2. Czesé doSwiadczalna

W celu scharakteryzowania materiatu wybuchowego podaje si¢ wartosci jego para-
metroéw detonacyjnych. W niniejszej pracy okreslono eksperymentalnie dwa podstawowe
parametry MWE — predkos$¢ detonacji i $rednicg krytyczna.

Pomiar predkosci detonacji wykonano w fadunkach MWE, umieszczonych w rurach
stalowych o $rednicach 36/42 mm, za pomoca czujnikéw zwarciowych z wykorzystaniem
czterokanalowego mikrosekundomierza cyfrowego T-1510 o zdolnosci rozdzielezej 0,1 ps.
Srednice krytyczng detonacji MWE okreslano wstepnie za pomocg tadunkéw stozkowych,
a nastepnie w celu sprecyzowania wynikow pomiaru — za pomocg fadunkéw cylindrycz-
nych o skokowo zmiennej $rednicy.

Do prob laboratoryjnych stosowano oprocz emulgatoréw produkceji RFN dostepne
krajowe surowce, kotrych uzycie przewiduje sig do produkcji MWE na skalg pottech-
niczZna, a w pdZniejszym czasie — przemystowa. Zawarto$¢ skltadnikéw zmieniano w nas-
tepujacych przedziatach:

— azotan amonowy 36,3—-67,9 % udzialu mMasowego .
— azotan sodowy 0 —31,6 % udzialu masowego
— woda 10,8--22,0 % udzialu masowego
— olej maszynowy nr 8 3,9—10,3 9% udzialu masowego

— szklane mikrosfery

(frakcja ponizej 0,125

mm, gestosé usypowa

0,36—0,38 g/cm®) 2,9--26,0 % udzialu masowego

Do mieszaniny wybuchowej dodawano emulgatora w ilosci 1,8% udziatu masowego.
W dalszym ciggu rozwaZzan wymieniajac procentowy udzial danego skladnlka w miesza-
ninie bgdziemy mieli na uwadze udzial masowy.

Prébki do badan przygotowywano wg metod opisanych w pracy [7].

2.1. Wplyw zawartosci wody na predkosé detonacii MWE. W pierwszej kolejnosci zbadano
wplyw zawartosci wody na predko$¢ detonacji. Jak juz wspomniano, zawarto$¢ wody
zmieniano w przedziale od 10,8 — 22%/. Granice zawartosci wody byly zdeterminowane
mozliwosciami powstawania emulsji wodno-olejowej (W-O). Eksperymenty przepro-
wadzono dla ukladéw zawierajacych rozne ilosci szklanych mikrosfer. Wyniki pomiaréw
przedstawiono na rys. 1. Krzywe a, b 1 ¢ odpowiadajg réznym zawarto$ciom szklanych
mikrosfer, a mianowicie a — 4,8%, b —9,1% i-¢ — 13%.

D[m/s) 1 L - l T T
: T ———,
T
5000 )‘\o\o a |

% *\b

| |

2 1% 1‘6 118 20 22
2awartoét H0 (%]

Rys. I. Wplyw wody na predko$é detonacji MWE przy zawartosci szklanych mikrosfer: a — 4,85, b

b-9,1%, ¢ —13,0% .
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7 zamieszczonych wykresow wynika, ze dodatek wody ma istotny wplyw na predkosé
detonacji mieszanin. Ze wzrostem ilosci wody poczatkowo dos$¢ szybko rosnie predkosé
detonacji i po osiagnigcin maksymalnej wartosci — nastgpnie maleje. Ponadto z wykresow
tych widaé, ze niezaleznie od ilodci zatopionych w mieszaninie szklanych mikrosfer, maksy-
malna wartoéé predkosci jej detonacji wystepuje przy zawartosci wody okoto 16%. Wy-
nika stad praktyczny wniosek, Ze chcac otrzymaé MWE o okre$tonej maksymalnej pred-
kosci detonacji nalezy w sktadzie materiatu zapewni¢ zawarto§é wody ~ 16%,. Poczatkowa
gestosé mieszaniny wybuchowej wraz ze wzrostem zawartoéci wody od 10,8 — 229 nie-
znacznie maleje — $rednio o okoto 0,1 glem?. '

2.2. Wplyw iloéci szklanych mikrosfer na predko$é detonacji i gestos¢ MWE. Proby  laborato-
ryjne prowadzono dla trzech serii ukladéw zawierajacych 12, 16 i 22% wody. Tlos¢ szkla-
nych mikrosfer zmieniano w granicach od 2,9 do 16,77;. Wyniki eksperymentow przed-
stawiono na rys. 2 i 3.

]

e

Solgfem3]

13

10 | - -
5 . 10 15
: zowartoéé mikroster (%)

Rys. 2. Wplyw mikrosfer szklanych wypetnionych powietrzem na poczatkowa gestos¢ MWE przy ilosciach
wody: a— 12%, b — 16%, ¢ —22% '
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Rys. 3. Wplyw mikrosfer szklanych wypelnionych powietrzem na predkoé¢ detonacji MWE przy ilo§ciach
wody: a— 16%, b—22%, c— 127

Zmiana gestoéci poczatkowej MWE-g, w funkcji zawarto$ci szklanych mikrosfer
ma w przyblizeniu charakter prostoliniowy (rys. 2); jak nalezalo oczekiwaé — jest to
funkcja malejaca.

Zawarte w mikrosferach powietrze w sposéb istotny wplywa na predkoéé detonacii
MWE (rys. 3). Jak widaé z wykreséw zamieszczonych na 1ys. 3, wszystkie trzy krzywe
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charakteryzujace zwiazek D = f (% szklanych mikrosfer) maja podobny przebieg nie-
zaleznie od zawarto$ci wody. Maksymalne wartosci predkosci detonacji wystepuja przy
okoto 4,89 zawartoéci szklanych mikrosfer. Obserwuje sig tutaj réwniez (podobnie jak
dla H,0) intensywne zmiany predkosci detonacji D w funkeji wzrostu zawartodci szkla-
nych mikrosfer. Zatem dla uzyskania maksymalnej predkosci detonacji, zawartos¢ szkla-
nych mikrosfer w mieszaninie nie moze zbytnio rézni¢ si¢ od wartosci optymalnej (4,8%).

2.3. Wplyw zawartoéci oleju na predkosé detonacji MWE. Zwickszenie zawartosci . oleju
w mieszaninie (przy stalych stosunkach masowych pozostatych sktadnikéw) zmniejsza
lepko$é uktadu. Jednoczes$nie bilans tlenowy mieszanin ze wzrostem zawartodci oleju
maleje i moze przyjmowaé ujemne wartosci. Na tej podstawie nalezalo przypuszczad,
2e zmiana ilodci oleju bedzic oddzialywaé bezposrcdnio na wartoéé parametréw detona-
cyjnych MWE.

W celu wyjaénienia wpiywu ilosci oleju zawartego w MWE na predkosé detonacji
mieszanin przeprowadzono odpowiednie pomiary. Préby laboratoryjne prowadzono dla
wybranego sktadu podstawowego, zawierajacego stale ilosci wody (16%) i szklanych mi-
krosfer (9,1%). Wyniki badan przedstawiono na rys. 4.

g lg/em?)[Dlmye[” | ————

1181~ 5300] -

116 5100

114|= 4900

'I.'IZr 4700
L | . . : . |

zawartosd oteju (%)

Rys. 4. Wplyw oleju na predko$é detonacji i gestos¢ poczatkowa MWE zawierajacych state ilosci wody
(16%,) i szklanych mikrosfer (9,1%)

Z przebiegu zmian predkosci detonacji pokazanych na rys. 4 wida¢ wyraznie, Ze
zwiekszenie iloéci oleju w zakresie do okoto 5% powoduje istotne zwigkszenie predkosci
detonacji MWE. Po przekroczeniu tej wartosci, predkosé detonacji monotonicznie maleje,
az do zawarto$ci oleju okolo 12%, powyiej ktérej detonacja zanika, MWE zawierajace
powyzej 12% oleju nie detonowaly w warunkach przeprowadzonych do$wiadczef (row-
niez przy inicjowaniu detonatorem HT-14). Charakter przebiegu krzywej D dowodzi,
ze w poczatkowej fazie przyrost iloéci oleju w mieszaninie powoduje istotne zmiany war-
toéci predkosci detonacji MWE,.

Na rys. 4 przedstawiono takze wplyw zawartosci oleju na gestos¢ MWE. Jak widac,
zalezno$é g, = % (oleju) ma w przyblizeniu charakter prostoliniowy za wyjatkiem po-
czatkowego odcinka. Ze wzrostem ilosci oleju do 12%, gestos¢é maleje od 1,2 gfem?
do 1,1 gfcm3.
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2.4, Wplyw zmiany zawarto$ci azotanu amonowego i azotanu sodowego na predkosé detonacjii MWE
oraz poczatkowa jego gestos¢. Ze wzgledu na duzg réznice w rozpuszczalnodci azotanu
amonowego 1 sodowego w wodzie wzajemny stosunek tych utleniaczy w MWE decyduje
o stopniu trudnodci otrzymywania emulsji W-O. Réwniez nalezalo przypuszczaé, Zze
odmienne bilanse tlenowe wymienionych saletr beda determinowaly wartosé parametréw
detonacyjnych MWE. Eksperymenty przeprowadzono dla wytypowanych skladéw mie-
szanin o stalych zawartosciach wody (16%;) i szklanych mikrosfer (10%). Zawartosé
azotanu sodowego zmieniano w przedziale 0-31,6%. Goérna granica zawartosci saletry
sodowej byla uwarunkowana mozliwosciami powstawania emulsji W-O. Wyniki ekspe-
rymentow przedstawiono na rys. 3.

ig/cm3Dlm/s) I 1
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Rys. 5. Wplyw azotanu sodowego na predkosc¢ detonacji i ggstosé poczatkowa emulsyjnych materiatow
wybuchowych zawierajacych state iloSci wody (16%4), oleju (4,3%) i szklanych mikrosfer (10%)

Z wynikéw badan przedstawionych na rys. 5 wynika, ze zawarto$¢ azotanu sodowego
ma istotny wplyw na gesto$é poczatkowa i predkosé detonacji MWE.

Ze wzrostem stgzenia azotanu sodowego predkosé detonacji poczatkowo rosnie, a po
osiggnigciu maksimum maleje az do zaniku detonacji. Natomiast gesto$é poczatkowa MWE
monotonicznie ro$nie.

2.5. Wplyw zawarto$ci niektérych skladnikéw na $rednice krytyczna MWE. Materialy wybu-
chowe emulsyjne, jako specyficzna mieszanina saletroli i wody, nie posiadajg w swoim
sktadzie substancii wysokoenergetycznych (klasycznych materiatéw  wybuchowych).
Diatego o wartosci parametréw detonacyjnych decyduje jakosciowy i ilosciowy skiad
mieszanin. W celu wyjasnienia wptywu niektérych sktadnikéw MWE na ich érednicg
krytyczna detonacji przeprowadzono proby jej pomiaru w funkcji:

— iloéci mikrosfer szklanych dla mieszanin o stalej zawartosci wody (16%) i oleju (4,3%);
— iloéci oleju dla mieszanin o stalej zawartoéci wody (16%) i szklanych mikrosfer (9,1%);
— ilodci wody przy statej zawartosci oleju (4,1%) i szklanych m’krosfer (15%).
Wyniki badan laboratoryjnych przedstawiono na rys. 6-8.

Z otrzymanych rezultatow widaé, Ze érednice krytyczne detonacji MWE sa stosunkowo
male, jak na materialy wybuchowe nie zawierajace w swoim skltadzie wysokoenergetycz-
nych sktadnikéw. Dla badanych zawartosci sktadnikéw mieszcza sie one w przedziale
14 - 46 mm. Charakter zmian $rednic krytycznych detonacji jest zréZnicowany w funkeji
zawarto$ci poszczegblnych skladnikéw. I tak z wykresdéw zamieszczonych na rys. 8,
charakteryzujacych wplyw zmiany iloéci mikrosfer szklanych na $rednice krytyczng,
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Rys. 6. Wplyw wody na $rednicg krytyczna MWE zawierajacych stale ilodci
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Rys. 7. Wplyw oleju na srednice krytyczna MWE zawierajacych stale iloSci wody (16%) i szklanych

mikrosfer (9,1%)
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Rys. 8. Wplyw mikrosfer.szklanych na $rednice krytyczna MWE zawierajacych stale iloSci wody (16/)

wynika, ze funkcja di,

szklanych mikrosfer ~ 18%.

i oleju (4,3%)

Natomiast zalezno$ci. di,

= f (% szklanych mikrosfer) posiada minimum przy zawartodci
=f (% oleju) —rys. 7 i de =S

(%4 wody) —rys. 6 w badanych zakresach ilosci oleju (5-9%) i wody (12 -22%), maja

charakter wzrastajacy.
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3. Dyskusja uzyskanych wynikéw

Detonacja skondensowanych materialdéw wybuchowych jest procesem skomplikowa-
nym. O jej mechanizmie decyduja reakcje chemiczne i zjawiska falowe. W przypadku
materialéw emulsyjnych wiasciwa interpretacja proceséw zachodzacych podczas wybu-
chowych przemian jest bardzo utrudniona multifazowoscia wieloskiadnikowego ukladu.
Juz samo sprecyzowanie iloici faz nastrecza duze trudnosci. Z pewnoscia w MWE nie
zawierajacych szklanych mikrosfer wystgpuja dwie podstawowe fazy: ciekta i gazowa,
ktére sa zasadniczymi elementami tekstury materiatu. Natomiast nic mozna jednoznacznie
stwierdzié, czy w takich MWE wystepuje faza stala.

Jak wykazaty badania opisane w pracy [6], wielko$¢ mikrokropelek emulsji zawarta
jest w przedziale 0,2 - 2 pm. Jezeli zatem znajduja si¢ w niej krysztaly nieorganicznych
utleniaczy, to maja one niewielkie rozmiary. Dlatego przy interpretacji uzyskanych wy-
nikéw eksperymentalnych zalozono, ze faza stala w postaci utleniaczy nie wystgpuje.

Analiza uzyskanych rezultatéw doswiadczen pozwala na wstgpne, jakosciowe okredle-
nie roli poszczegélnych skladnikéw w wybuchowych procesach badanych mieszanin,
co moze byé pomocne przy rozwaZaniach nad mechanizmem detonacji MWE.

Woda podobnie jak w przypadku materiatéw wybuchowych zawiesinowych (MWZ)
jest nieodlacznym skladnikiem mieszanin emulsyjnych. Zwigkszanie jej ilosci w miesza-
ninie wybuchowe] kosztem azotanu amonu powoduje zwigkszanie odleglosci pomigdzy
czasteczkami utleniacza oraz, zgodnie z postulatem Arrheniusa i prawem granicznym dla
przewodnictwa rownowaznikowego, wzrost ilosci zdysocjowanych czastek utleniacza.
Odleglo$¢ pomiedzy czasteczkami azotanu amonu determinuje mozliwos¢ 1 szybkosé
propagacji procesu wybuchowego rozkladu tego utleniacza. Im odleglos¢ ta jest wigksza,
a pomiedzy czasteczkami azotanu amonu znajduja sie czastki niezdolne do samodzielnej
wybuchowej przemiany lub w trakcie ich pirolitycznej dekompozycji nie powstaja pro-
dukty mogace wejsé w egzotermiczng reakcje z produktami rozkiadu utleniacza, tym
bardziej utrudnione jest przenoszenie wybuchowych przemian z czastki reagujacej na
nieroztozong czastke azotanu amonu. Z drugiej strony wzrost ilodci zdysocjowanych
czastek powoduje, ze w ukladzie znajduja si¢ elementy w wigkszym stopniu przygoto-
wane do dekompozycji, co ulatwia proces detonacji. Wynika stad wniosek, ze w badanej
mieszaninie zachodza dwa zjawiska przeciwstawnie oddziatujace na proces jej detonaci,
czego fizycznym przejawem jest wystepowanie maksimum w zaleznoéci D = f (%} wody) —
(rys. 1). Najbardziej optymalne warunki, w aspekcie opisanych zjawisk powstaja w ukla-
dach zawierajacych okoto 16% wody niezaleznie od ilosci szklanych mikrosfer. Natomiast
ponizej oraz powyiej optymalnej zawarto§ci wody oddzialywanie zjawisk megatywnych
jest bardziej intensywne niz pozytywnych i wystgpuje malenie predkosci detonacji.

Podstawowym komponentem wszystkich wykonanych mieszanin, nie zawierajacych
w swoim skladzie klasycznych materialéw wybuchowych jest utleniacz. Substancja ta pod-
czas dekompozycji generuje wolny tlen, bedacy potencjalnym reagentem z atomami
i czasteczkami lub rodnikami o uwjemnych bilansach tlenowych.

Najbardziej popularnym utleniaczem jest azotan amonu. W celu korekeji bilansu tle-
nowego MWE, dodaje sie réwniez innych nieoganicznych utleniaczy, na przyklad saletre
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sodowa lub wapniowa. Wszystkie wymienione utleniacze sa substancjami rozpuszczalnymi
w wodzie 1 mozna zalozy¢, z2 w MWE znajduja si¢ w fazie cicklej.

Azotan amonu jest jedynym komponentem MWE majacym wiadciwosci wybuchowe.
Pod wplywem odpowiednio intensywnej fali uderzemiowej moze nastapié jego egzoter-
miczny rozktad z wydzieleniem wolunego tlenu. Natomiast dekompozycja innych utleniaczy
jest procesem endotermicznym. -Wynika z tego, ze wszystkie procesy wybuchowej prze-
miany MWE biora swdj poczatek w rozkladzie azotanu amonu. Nastepnie generujace
sie w czasie tej reakcji ciepto powoduje rozklad pozostatych utleniaczy, a wydzielajacy
sig tlen reaguje z elementami czasteczek paliwa. Egzotermiczna reakcja pomiedzy tlenem
wydobywajacym sie z azotanu sodowego a paliwem jest mozliwa w strefie reakeji fali
detonacyjnej dzieki czasteczkowemu a nawet jonowemu rozdrobnieniu tego utleniacza.

Tlen powstajacy podczas rozkladu saletry sodowej parcjalnie lub catkowicie uczestniczy
w procesach wybuchowych w strefie reakcji chemicznej fali detonacyjnej. Fizyczna eg-
zemplifikacja opisanych zjawisk jest maksimum wystepujace na zalezno$ci D = f (% azo-
tanu sodowego) (patrz rys. 5). Wystepuje ono przy ujemnym bilansie tlenowym MWE.
Jest to bezposredni dowdéd na niepeine przereagowanie saletry sodowej w strefie reakcji
fali detonacyjne;j.

Drugim podstawowym sktadnikiem mieszanin wybuchowych ni¢ zawierajacych wyso-
koenergetycznych MW jest paliwo (olej w MWE). W materialach emulsyjnych spetnia
ono podwdjna role — chemiczng i fizyczng. Zwiekszanie ilodci oleju w mieszaninie utatwia
sporzadzanie emulsji. Jednoczesnie zmieniajg si¢: bilans tlenowy mieszanin (ro$nie ujemna
jego warto$¢) oraz geometryczne wymiary mikrotekstury MWE,

Efektem wymienionych wlasciwoéci jest ekstremum na zaleznosci D = f (% oleju),
(rys. 4) oraz wzrost §rednicy krytycznej detonacji (rys. 7) MWE wraz ze zwigkszeniem
ilosci oleju powyzej 5%, ktdra to ilo$¢ odpowiada zerowemu bilansowi tlenowemu mie-
szaniny. Mozna z tego wyciagnaé generalny wniosek, Zze przy odpowiednio zbilansowanym
tlenowo MWE caly olej bierze udzial w przemianach zachodzacych w strefie reakcji che-
micznej fali detonacyjnej. '

Mozliwosé catkowitego przereagowania oleju wynika z tekstury MWE. Czasteczki
oleju tworzac faze ciagla emulsji wodnoolejowych formuja cienkie filmy na powierzchni
mikrokropelek przesyconych roztworéw utleniaczy. Rozwija to potencjalng strefe wspol-
reagowania paliwa i utleniacza, Z tego wzgledu szybsza jest dyfuzja reagentéw w obszar
teakcji decydujacych o wartoéci predkosei i $rednicykrytycznej detonacii.

Zwigkszenie ilosci oleju powyzej wartosci stechiometrycznej powoduje szereg nie-
korzystnych zjawisk. Zwicksza sie, jak juz wcze$niej wspomniano, odleglos¢ pomiedzy
mikrokropelkami zawierajacymi utleniacz. Grubo$¢ pokrywajacego je organicznego
filmu roénie, przez co utrudniona jest dyfuzja czasteczek oleju w strefg reakciji. W ukladzie
zaczyna brakowac tlenu do pelnego utlenienia oleju. Nieutlenione czasteczki oleju staja si¢
balastem energetycznym. Ulegaja endotermicznej pirolizie, przez co obnizaja parametry
fali detonacyjnej. Powoduje to wzrost §rednicy krytycznej i malenie predkosci detonacji.

W procesie detonacji MWE fundamentalne znaczenie maja wypelnione powietrzem
szklane mikrosfery. Dodatek tego skiadnika umozliwia inicjacje i rozwéj detonacji w tego
typu MW. Mikrosfery szkalne wypetnione powietrzem zmniejszaja gestos¢ MWE i tworza
.centra aktywne przysztych reakcji chemicznych. W strukturze MWE tworza one trdj-
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warstwowe mikroobszary, powstate z pgcherzykdw powietrza zamknigtych w szklanych
bankach otoczonych emulsja wodnoolejowa. W czasie rozprzestrzeniania sig fali uderze-
niowej obszary te ,,zanurzaja si¢”w pole ci$nienia i ulegaja kompresji. Jedli zatozy¢, ze
proces kompresji pecherzykéw powietrza jest adiabatyczny, to wzrost temperatury po-
wietrza zawartego w mikrosferze szklanej mozna oszacowaé wedlug nastgpujacego wzoru

[8]:
T _ (L) _ (@_)
T, Vs @ ’

gdzie indeks ,,1” oznacza poczatkowe stany powietrza natomiast ,,2” koficowe.

W ten sposéb formujg sie ,,gorace punkty”, ktére odgrywajg decydujaca role w pro-
cesie detonacji tego typu MW [9]. Wzrost temperatury i ci$nienia w tych punktach po-
woduje efektywny i pelny rozwdj oraz przebieg chemicznych reakcji, co z kolei istotnie
wplywa na wartos¢ predkosci detonacji. Natomiast w przypadku braku mikrosfer szkla-
nych w MWE rozprzestrzeniajaca si¢ w emulsji fala uderzeniowa spreza jg i réwniez
ogrzewa. Powstata przy tym temperatura jest jednak zbyt niska, w poréwnaniu z tempe-
ratura w pecherzykach gazowych, aby méc spowodowaé rozwdj reakcji chemicznych,
ktére moglyby podtrzymaé stacjonarny przebieg wybuchowych proceséw. W efekcie
mieszaniny takie nie detonuja.

Zwigkszenie procentowego udziatu mikrosfer szklanych w emulsji powoduje zwigksze-
nie stopnia napowietrzenia MWE oraz wprowadzenie coraz wigkszych ilosci szkla a wiec
materiatu inercyjnego. Jak wiadomo, zmniejszanie ggsto$ci poniZzej optymalnej powoduje
malenie predkosci detonacji. Rowniez ze wzrostem iloSci dodatku inercyjnego w MW
predkoéé detonacji wybuchowych proceséw maleje. Przedstawione powyZej rozwaZania
catkowicie wyjasniaja wystgpowanie ekstremum na zalezno$ci D = f (% mikrosfer szkla-
nych) (rys. 3.) Przy zawartodci 5% szklanych mikrosfer, MWE posiada najbardziej opty-
malng strukture w aspekcie szybkosci przebiegéw wybuchowych reakcji. PoniZej tej za-
wartoéci jest zbyt mala ilo$¢ gorgcych punktéw, natomiast powyzej niewatpliwy wplyw
ma obniZenie gestosci MWE 1 zwigkszenie zawartosci szkla (balastu).

Z przedstawionej interpretacji wynika rola poszczegélnych skladnikéw w procesic
detonacji MWE. Woda 1 olej sa czynnikami teksturotwoérczymi. Olej oprécz tego bierze
réwniez udzial w reakcjach chemicznych. Jego podstawowym wspélreagentem jest tlen
powstajacy podczas rozkladu azotanu amonu i dopelniajaco tlen wydzielajacy sie w trakcie
dekompozycji azotanu sodu. Mikrosfery szklane, a wlasciwie zawarte w nich powietrze
sg czynnikiem sensybilizujacym, zapewniajacym warunki na rozwdj wybuchowych prze-
mian.

4. Whnioski koncowe

Rezultaty pomiaréw parametréw detonacyjnych MWE pozwalaja scharakteryzowaé
ich wlasciwosci. Stwarzaja mozliwoéé usytuowania MWE w odpowiedniej klasic MW
oraz determinujg zakres ich zastosowania. Wykazaly réwniez bezsprzeczng zalet¢ MWE,
a mianowicie, mozliwo$é regulowania ich parametréw detonacyjnych poprzez zmiang

2 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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zawartosci poszczegolnych sktadnikéw. Dzigki temu mozna uzyskiwaé materialy o zréz-
nicowanych parametrach detonacyjnych i réznych wilasciwosciach reologicznych.

MWE charakteryzuja si¢ dobrymi wiasciwosciami wybuchowymi (stosunkowo duza
predkosé detonacji i mata $rednica krytyczna). Mozna je usytuowaé, miedzy gdrniczymi
MW amono-saletrzanymi a dynamitami. MWE ze wzgledu na budowe oraz uzyskane
charakterystyki mozna zaliczy¢ do grupy materiatéw wybuchowych zawiesinowych (MWZ).
Nalezy jednak podkresli¢, ze MWE posiadaja kilka zalet, ktére stawiajg je ponad MWZ.
Przede wszystkim MWE nie posiadajac skladnika wysokoenergetycznego, w analogicz-
nym zakresie gestosci maja znacznie wigksze wartosci predkosdci detonacji od MWZ. Aby
osiagnaé tego rzedu predkosé detonacji MWZ, musza by¢ one uczulane MW kruszacym
i maja duze $rednice krytyczne. Natomiast aby uzyska¢ MWZ, o niskiej srednicy krytycz-
nej, nalezy go uczuli¢ pylem aluminiowym, ktéry jest surowcem deficytowym.

Druga istotng zaleta MWE jest brak wptywu ci$nienia hydrostatycznego na zdolno$¢
MWE do detonacji. MWZ uczulane pytem aluminiowym sa czule na ci$nienie hydrosta-
tyczne i zdarzaty si¢ przypadki zaniku zdolnosci detonacji w zawodnionych otworach
strzatowych.

MWE moga ze wzgledu na swoje wlasciwosci znalezé zastosowanie w glrnictwie
odkrywkowym i podziemnym. MWE zawierajace wigcej niz 109 ilosci mikrosfer szkla-
nych detonuja od zapalnikow elektrycznych i charakteryzuja sig matymi §rednicami
krytycznymi. Te cechy umozliwiajg zastosowanie MWE do tadowania otworéw malosredni-
cowych, a wiec nadaja sie do stosowania w goérnictwie podziemnym wydobywajacym, np.
rudy miedzi. MWE zawierajace mniejsze niz 109 ilo$ci mikrosfer szklanych mozna z po-
wodzeniem stosowaé w gornictwie odkrywkowym. Do ich inicjowania wskazane jest
stosowat male fadunki posrednie. MWE o takim skladzie, maja ogromna zalete, gdyz
ich gestodc i catkowita wodoodpornos$é sprawiaja, 2e nadaja si¢ do Yadowania otwordw
zawodnionych,

Aby MWE moZna bylo wprowadzié do przemyshu gdérniczego nalezy dokonaé jeszcze
zamiany importowanego emulgatora na substytuty krajowe. Potencjalne mozliwosci
takiej zamiany istnjejg, gdyZ przemyst chemiczny w Polsce produkuje takie zwigzki. Wy-
magaja one tylko bardziej szczegdlowego przebadania emulgatora pod katem wartodci
réwnowagi hydrofilowo-lipofilowe] — HLB. W przyszio$ci MWE moga sta¢ sie jednym
z podstawowych srodkdéw strzalowych uzywanych w przemysle gérniczym.
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Peswme

AHANII3 OETOHALIMOHHLIX TIAPAMETPOB OSMVIJILCHMOHHDBLIX B3PLIBUATLHIX
BEUIECTB (9BB) CEHCHBHIIM3HNPOBAHHBIX CTEKJ/JISHHLIMU MHUKPOCDHEPAMMU
SAIIOJIHEHHLIMHU BO3OYXOM

B oxcriepamMeHTaibHOil YacTi paBorsl ONPEdENCHBI CKOPOCTE K KPHIMUECKHII AuMaMeTp JeTOHALMM
IMYILCHOHELIX B3phiBUaThiX Bemecrs8 (IBB) B 3anucamoctit 0T COREPIKAHKSL OCHOBHLIX KOMIOHEHTOR .
B orfenpHbiX 06pasuax M3MEHANHCh KOJNHUECTBA A30THOKMCIOIO AMMONHKA I{ 230THOKHUCIIOTO HATPHI,
Macya, BOAbI, 8 TAIOKE CTEKISIHHBIX MHKPOGAITIOHOB 3aTIOIHEHHbIX BO3HyXxoM. Ha OCHOBE MOIYYeHILIX
pEe3yNLTATOB olpefesieHa Pollb BLILIEYTOMANYTHIX KOMIIOHEHTOB B rpolecce AeroHauud OBB. Iony-
VEHHDBIE JAHHDBIE JAIOT TON(E BO3MOMHOCTE IOMECTHTE DBB B COOTBETCTBYIOIWIKI KIIACC FOPHLIX B3pPHIB-
UATLIX BEILECTB, & TAlOKE IIPEelCTaBATH MEPCHEKTHBLI KX IIPHUMEHCHHMA.

Summary

ANALYSIS OF THE DETONATION PARAMETERS OF EMULSION EXPLOSIVES (EM)
DEPENDING ON GLASS MICROSPHERES FILLED WITH AIR

In the experimental part of the work reported here the velocity and the critical diameter were deter-
mined of the detonation of the emulsion explosives (EM) depending upon the content of the basic compo-
nents. In the respective samples the quantity was being changed of ammonium- and sodium nitrate, oil,
water, and of glass microspheres filled by air. On the strength of the results obtained the role was defined
of the above components in the detonation process of EM. The data obtained also enabled placing EM
in a suitable class of mining explosives and presenting the prospects of their applications,

Praca wplynela do Redakcji dnia 26 wrzesnia 1986 roku.
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Wykaz wazniejszych oznaczen

Ar — pole przekroju k-tego elementu belkowego

C — macierz sztywnosci elementu sprezystego

¢ — wspdlezynnik sztywnosci

D, — funkcja charakterytyczna uktadu

D — funkcja wyznacznikowa grafu przeksztalconego

E — modut Younga na rozciagganie

I — geometryczny moment bezwladno$ci przekroju belki

K, K,, K, K, — funkcje Krylowa-Pragera

M — macierz bezwladnosci elementu inercyjnego

Sy —sila osiowa w k-tym przekroju

T — macierzowa waga krawedzi grafu drgad poprzeczaych

tf, — waga krawedzi grafu dla drgan wzdluznych

T* — macierz przejécia k-tego elementu belkowego

T* — waga krawedzi grafu zredukowanego

u, — przemieszczenie osiowe w k-tym przekroju

v, — macierz zmiennych w k-tym przekroju

1% — wierzchotek grafu odpowiadajacy k-tej zmiennej biegunowej
2%, — wierzcholek grafu odpowiadajacy k-tej zmiennej przeplywowej
Xt — oznaczenie grafu transformacji zmiennych

Xr — oznaczenie grafu przeksztalconego

Y, — macierz podatnosci w k-tym przekroju

Y, — podatnos$¢ przemieszczeniowa ukladu w k-tym przekroju
f — pierwiastek charakterystyczny -

A;; — funkcja wyznacznikowa grafu dla drgan wzdluznych

A;; — macierz wyznacznikowa grafu dla drgaii poprzecznych

8 —— transmitancja $ciezki gléwnej grafu zredukowanego
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A — macierz chakterystyczna ukiadun

e — gesto§¢ masy

0, — podatnos¢ katowa w k-tym przekroju

ue — wspdlczynnik okreslajacy iloraz pierwiastkow charakterystycznych
1 — macierz [1,0]

T — macierz [0, 1].

1. Wprowadzenie

W formutowaniu zadai modelowania drgan ukladéw o parametrach rozioZzonych
w sposob ciggly stosuje sig metody: klasyczna metoda rozdzielania zmiennych, macierzy
przeniesienia [10] oraz metodg elementéw skonczonych [1]. Niektore z tych metod sg
wygodnym narzedziem w analizie drgan ukladéw pretowych, co wymaga przyjgcia postaci
funkcji keztaltu.

W pracy sformulowano nowa interpretacjc modelowania drgan uktadow ciagtych
przy zastosowaniu formalizmu graféw [5, 7]. Metode graféw wykorzystano w agregacji
podukladow prostych, ktére moga byé zarowno ciggle jak i dyskretne. W przypadku ukla-
déw zioZzonych powstaje problem ustalenia warunkéw zgodno$ci przemieszczen i sit
pomiedzy podukladami nazywanymi prostymi o znanych podatnodciach dynamicznych.
Konstruujac grafy transformacji zmiennych elementu pretowego oraz podstawowych ele-
mentéw dyskretnych, spos6b modelowania sprowadzono do wyznaczania $ciezek giéwnych
w grafie uktadu [2, 3, 4]. _

Zastosowania graféw przeptywu sygnatdéw i reguly Masona znane sa w analizie ukla-
doéw elektrycznych [8, 9] i dotycza one réwnan czastkowych rzedu 2-go. W sformutowanej
metodzie opisuje si¢ uklady pretowe drgajace wzdluznie 1 skretnie, ktérych modelem
matematycznym sg rownania rzgdu 2-go oraz uklady wykonujace drgania gietne, modelo- -
wane rownaniami rzgdu 4-go. Zakres metody ograniczono do wyznaczenia réwnania
charakterystycznego oraz dynamicznych podatnoéei ukladéw ciaglych.

Dla ukladéw o strukturze szeregowej podano rekurencyjne zwiazki, umozliwiajace
redukcje grafu do grafu czwérnika z wierzchotkami brzegowymi. W grafie tym jedna
z transformacji zastgpczych okreéla rownanie charakterystyczne ukladu, Mozliwe jest
réowniez badanie postaci drgan wlasnych ukiadu na etapie kolejnych krokéw redukeji
grafu. Zakres metody rozszerzono na uklady o strukturze nieszeregowej dzieki zastoso-
waniu dekompozycji uktadu na podukiady oraz agregacja ich graféw. W tym przypadku
konieczne jest wyznaczenie dynamicznych podatnosci podukitadéw w punkcie sprzeze-
nia.

Ponadto rozwazono zagadnienie badania wrazliwosci strukturalnej czestosci wlasnych
uktadu ciagtego przy modyfikacji struktury ukiadu. W przedstawionym przykladzie badan
wplyw potoZenia punktu sprze¢zenia.podukladéw na wartoéci pierwiastkéw charakterys-
tycznych. Analiza wykazala, Ze w niektérych potozeniach czestosci wiasne ukladu gtéw-

nego sa niewraZliwe na modyfikacje struktury tego ukladu, przez przytaczenie drugiego
poduktadu.
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2. Grafy transformacji zmiennych elementéw

Uklady ciagle mozna modelowa¢ za posrednictwem belek prostych, wykonujacych
drgania wzdluzne oraz poprzeczne. W obydwu przekrojach brzegowych elementu wy-
réznia sie macierze kolumnowe zmiennych reprezentujacych wielkosci kinematyczne oraz
sitowe®. Pomigdzy zmiennymi wyodrebnionymi w przekrojach brzegowych zachodzi
relacja macierzowa:

v, =Tv,, )

gdzie: v; = col[u, y, &,s, 0, M];, i = 1,2, '

T = T(f) jest macierzg transformacji zmiennych elementu macierza przejscia ele-

mentu,

B jest pierwiastkiem charakterystycznym.
Dokonujac specyfikacji macierzy T oddzielnie dla drgafn wzdluznych i poprzecznych
otrzymujemy szczegdtowe jej postacie [1]
— dla drgan wzdhuznych:

cosp Ef4/3 sin
T - ) (2)
—E—IA sinf cosp
— dla drgan poprzecznych:
Ty Ty
21 T22
gdzie wyrdznione podmacierze sa nastepujace:
l
Kl FKZ
Tl.l = T22 = ﬂ ’ (4)
TK“ K,
-3 -2 —EIf?
L _|EE | S .
12 = _lzK IK 3 21 = —EIﬂZK —"E]ﬁK E] ()
EIp* " EIf * E T

gdzie przez K; = Ki(B), i + 1,2, 3,4 oznaczono funkcje Krytowa.

Réwnanie (1) mozna odwzorowaé geometrycznie w postaci grafu przeptywu infor-
macji elementu belkowego (rys. 1).
Odpowiednie grafy transformacji zmiennych elementu ilustrujg rys. 2a, b.

W tablicy 1 zamieszczono schematy fizyczne, postacie macierzy przejscia oraz grafy
transformacji zmiennych elementéw dyskretnych — sztywnoéci i masy, dokonujac ich
specyfikacji dla drgafi wzdluznych i poprzecznych.

*) Zmienne biegunowe oraz prchtywowc zgodnie z przyjgta terminologia zaproponowanga przez Fi-
restona [6).
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Y| Q1 l Y2 Q?
(= —— =~ 21U,
M, > UM, %2
1 T(ﬁ) _)?2
Rys. 1. Model elementu ciggtego
a b)
) AT B . T T %
ta bz T2 T,
O et cirne e >
bl tzz %2 24 T22 2%2
Rys. 2. Grafy elementu belkowego
Tablica 1
L schemat macierz przejscia. - graf transformaciji
P elementu elementy zmiennych elementu
o—AMW—0 1 1 % 7 1x2
1 1 C 2 ¢= 1o c 1
O——0 - 1°C
X1 [ XZ 1 2x1 2X2
1000
c= 0100 1,—(K
2 Cy 010 E
0 cg0 1
A %
g=| @ ° KTy 2K
0 ¢
1
X X
, | o o1 M=|:—:nu)z ?} 11§_mw;z
- M _
Koo N 24 ] 2%z
L 1 000 _ '
E——--_-J |0 100 *
M= _mw?0 1 0 &
4 0 -Iw?0 1
)O—F—OM o
x & " ~ ~-mw f =)
Xk M= , )1 Xk
0 -lw i

Dla ukladéw ztozonych z wigkszej liczby elementéw zachodzi potrzeba uzalezniania
ich pierwiastkdéw charakterystycznych, wykorzystujac wzory:
— dla drgan wzdtuznych:

— 2 QLIIZ
B 'l/w E,

E oxl?
s Bx = xxbi, Xx=]/ LOKK )

Exoql}

(6)
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— dla drgani poprzecznych:

) A 1
hy = ]/ I » Ak = Ay,

v — E I] QKA 11(

K EyIgo, A, I#
Gafezie grafu przypadku drgan wzdtuinych sa obciazone wagami w spostaci skalarnej
natomiast gatezie grafu modelujacego drgania poprzeczne maja reprezentacje macie-

rzowa. Zauwazmy, ze tak skonstruowane grafy posiadajg wiasnosci graféw przeplywu
informacii [5].

3. Redukcja grafu transformacji zmiennych ukladu ciaglego

Rozwazmy uktad zloZony z » elementéw kontinualnych (rys. 3), ktorego grafy dla
drgann wzdiuinych i poprzecznych ilustruja rys. 4a, 5a. Dokonujac redukcji weztéw
wewnetrznych (x, ,x, grafow otrzymujemy grafy czwornikowe przedstawione na rys.
4b, 5b o odpowiednich transmitancjach zastepczych.

'/ .ll ty ln
1 - ____2 .. _—3 ene _ - —

/ @--2[--@ = . - -®- ] o
EyliaA EJLeA; Enln3fn

Rys. 3. Uklad zlozony z n elementow

a)

m ‘(2) b)

X, X, f X m *
121 1 1% 9 i3 1’én ts 17c‘)n4 1% tyy 1n¢1

m M@\ ) "

th N e,/ ot th ‘(21) ty t;l
% WX VI o

X n

7ot 2 Y 5 a9 P B 1R K

m
T12

ST )
QQQ T 2 T 3

Rys. 5. Graf ukladu jako model drgan poprzecznych
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Redukeje grafu z rys. 4a przeprowadza si¢ wykorzystujac rekurencyjne zaleznosci (4):
AR = 1R A4+ 1B A%,
A = 1R Ak D 1R A%, @
A = 1 A4 1R A%,

b
193 = R AT P+ 18R A%,

~ =T

¥

gdzie: k. =2,3,...,n
AP =, ij=1,2.
Transmitancje krawedzi grafu zredukowanego (rys. 4b) wynosza:
ty =4, i,j=1,2.
Z uwagi na warunki brzegowe zachodzi: 4¢) = ALY = 0. W analogiczny spos6b dokonuje
sic redukcji grafu tancuchowego z rys. 5a, wykorzystujac rekurencyjne zaleznosci ma-
cierzowe:
AF) = TRAFP+THAYTD,
B = TEAK-D L TR AG-D, (8)
1) — Tg‘)A(" 1)+T(k)A(k 1)
AR = TRAL D+ THAL D,
gdzie: kK =2,3,...,n
AP =TF, i,j=1,2.
Z uwagi na warunki brzegowe zachodzi A{}Y = 0, A4 = 0. Transmirancje krawedzi
grafu zredukowanego (rys: 4b) wynosza:
Ty =A%, ij=1,2,
Rownanie charakterystyczne ukladu jest okreslone za posrednictwem transmitancji kra-
wedzi laczacej wierzcholek — Zrédio z wierzchotkiem — upustem i w rozwazanym przy-
padku posiada postacie:
1#,(f) = 0, detT:(f) = 0. @)
Dla uktadu z utwierdzonymi obustronnie brzegami (rys. 6) grafy zredukowane posiadaja
wierzchotki — upusty X, 5 i 1%,4; (tys. 7). W tym przypadku réwnania charakterystyczne
przyjmuja postacie:

200 =0, detTH(f) =0. (10)

% l'l IZ ln
143 -0 —2f @ —3)es [ —-@ —F 1
TELGQ A B LA, E Ay

Rys. 6. Model ukiadu

a) . t b) Th

7 = %
X O 8 Xpq 1% 8T 5 0%py

ty2 ta T2 Tz

2%, 0 0Xnu 2540 028 41
t 22

Rys. 7. Grafy zredukowane ukladu
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Réwnania charakterystyczne (9) 1 (10) rozwiazuje si¢ stosujac jedng z metod itera-
cyjnych np. metode siecznych. Przedstawiona metoda redukcji grafu z wykorzystaniem
rownan (7) i (8) posiada wiasnosci algorytmiczne i stanowi podstawe do opracowania
programow numerycznych.

Dokonamy modyfikacji réwnan (8) w przypadku analizy drgan ukiaddw ciaglych
z elementami dyskretnymi. Rozwazmy uvklad drgajacy (rys. 8), w ktérym w i-tym prze-
kroju wystepuje masa skupiona m oraz podpora sprezysta w przekroju k-tym.

4 L i k n
14 - D= 2{-- [ELHLE I®__..’.‘{ FoMEA
c ;

Rys. 8. Model ukladu

Przeprowadzajac reduksje grafu do przekroju i-tego vzyskujemy graf czeiciowo zre-
dukowany przedstawiony na rys. 9.

lxiol
o]

ti)
TZ’Z

Redukcje grafu w nastepnym kroku przeprowadza sig wedtug réwnan:
A§) = (T“)+T(”h7l)A“"”-|-T<">A<"—”
(12) (T‘"-[—T(”M)A(' ”-I—T“)A(’ D,
) = (T +THM AL D+ THALD, (11)
G = T+ TAM DGO+ THAG D,
W nastgpnych krokach redukcji dokonuje si¢ z wykorzystaniem réwnan (8) dochodzac

do przekroju k-tego, w ktérym wystepuje element sprezysty. Graf czgéciowo zredukowany
pokazano na rys. 10

i

B

i

2

>

W k-tym kroku redukcje przeprowadza sie wedtug réwnan:
A = (T(k)+T<k>é)A<k—1>+T<k>A<k—1)
AW = (TR + "‘)C)A“‘ D4 TR AR, (12)
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)
AY) =
&)
A%

(ZZ)C)A(k l)+T(Ic)A(k l)
(ng)A(k 1)+T(k)A(k 0

i

(T +
(TR +
Postacie macierzy MicC podano w tablicy 1. Redukcje pozostatych podgraféw przepro-
wadza sie juz dalej wg réwnan (8).

4. Metoda Sciezek glownych grafu transformacji zmiennych

W rozpatrywanej klasie graféw wystepuja jedynie sciezki otwarte, ktérych redukcija
polega na mnozeniu transmitancji sktadowych krawedzi. Przez sciezke gtéwna rozumieé
bedziemy tancuch w grafie prowadzacy od wierzchotka — Zrodta do wierzcholka —
upustu. Dokonujac geometrycznej redukeji sciezek gtoéwnych w grafie mozemy wyznaczyé
posta¢ analityczng réwnania charakterystycznego uktadu, ktére otrzymuje sig jako sume
transmitancji zastgpczych wszystkich $ciezek gtownych. Sposdb taki jest efektywny dla
ukladéw zlozonych z mniejszej liczby elementdéw a szczegdlnie w analizie drgan wzdtuz-
nych ukiadow dyskretno-ciaglych ze wzgledu na skalarna reprezentacje grafu. -

Rozpatrzmy w formie przykiadu uktad jak na rys. 11 wykonujacy drgania wzdhuzne,
ktérego graf ilustruje rys. 12.

, by [,
Cc

1 _5____.7®_.__..2 m L—-~—-@—-—-

EA g 3 - EAyg

NS
n

Rys. 11. Model ukladu

(2)

(2)
t(1) tyy
t(Z)

1
2X1 t§2) 2"3 1 Xz. t(zzz) zxs

Rys. 12. Graf transformacji zmiennych ukladu

W grafie daje si¢ wyodrebnié pieé Sciezek gléwnych pomiedzy wierzchotkami ,x,;
i 1x5, ktére przedstawiono na rys. 13. Wagi krawedzi grafu sa nastepujace:

1

1 .

4P = cosf, Y =_—pesing, 4P = 6 = cosp,
01,

1
12, — i 2 = — i 13
12 UCos - 6 Sl.nlu’ﬂ’ I3y lu’COZﬂS]nlu’63 ( )
EA EA
=0/, ¢ = - 5 Coz = —2, my, = 04,1,.
LL L2

Suma transmitancji zastepezych tych §ciezek generuje funkcje charakterystyczna ukltadu:

2
4 =13 [(1— = ) <1>+iz<l>]+t§2>(:<l> mw?t(Y), (14



GRAFY TRANSFORMACJII ZMIENNYCIH... 29

b)
2)
ty X
-—J—-o-—.n—l.s
)
12
(o]
> 23 2%
(2) (2)
c) by (X d)
ol _1g5 o o t”, 5
1 () (
A g
¢ % t € t 5
12 t,
Q—srr0 o o
1ty 2" ot
Rys. 13.

gdzie w miejsce czestosci w nalezy podstawic wyrazenie:

o _ o) E
‘“‘l/a;: Vi =

Podstawiajac do wyrazenia (14) zaleznosci (13), (15) i przyréwnujac je do zera wyzna-
czamy po prostych przeksztalceniach posta¢ funkcji charakterystycznej uktadu:

1 l mp
= ————— Qs fcos 1+ 15247 (1——-—tgﬁ)
TR peospp e ﬁ pp
c o Coy
b e (1T )] (16)
e gf e e p
oraz réwnania charakterystycznego:
/nﬁ M Coi py
i ;“C ﬁ g,uﬂ( gy tgf)’)+ 6'01/3 gﬁ( nig ¢ 4 ) an
Przyjmujac wartosci parametrow:
1
m = 2my,, ¢ =5 Cor, =1, co2= Co
otrzymujemy szczegdlowa postaé rdwnania (16):
pe*p+ (22 —Digh—p = 0. (18)

Z rownania (17) wyznaczamy wartoéci pierwiastkow charakterystycznych
B, =0,7475, B, =3,2044, B, = T(k—-Dxn, dla k=3
Na podstawie grafu z rys. 12 wyznaczamy réwniez warto$ci zmiennych biegunowych
1 przeptywowych uktadu a nastgpnie wspdtczynniki postaci drgan.
Ogolue wyrazenia na te wielkosci sa nastgpujace:
1) w przekroju 2:

1 .
Uy = tﬂ), S, = corf sinf3, S =1,
01

Sl = T(I)Sl = COSﬁ
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2) x =If w przekroju 3: uy = u,,
(1) 2 5 I .
Sy = t§{P S| ~mw?u, = cosf———— fsinf.
) Moy

3) w przekroju 4:

Uy = u3—|--i- Sy = (‘ollﬁ smﬁ+-— cosfl — —L psinfi],
S4, = S3. ’

4y w przekroju 5:
Us = 0

Ss = 1‘2’u4+t‘2’S4 = —ucoyasinuf - uyt+cosuf - Sy,
Wartosci tych zmiennych w przekrojach wewngtrznych elementéw 1 1 (2) wyznacza
sie na podstawie rownan ,,uzmiennionych”:
1) 0 € xy €/, dla elementu 1:

wD(E) = Y sinpé, §&=x//,

ot
S1(€) = cospE,
2 W (€) = cosupé 114%—7:1/;‘—9— sinpf€-S,, &= %’
: 0

S2(&) = —pcy, fsimufE - uy+cosupé- Sy,
Normujac przemieszczenia uktadu wzgledem warto$ci maksymalnej mozemy okreslié
wspolczynniki postaci drgar.

Zastosowanie metody S$ciezek g}ownych pokazemy réwhiez na przykiadzie drgan
poprzecznych ukiadu z rys. 14, dla ktérego odpowiedni graf pokazano na rys. 15.

1,_§ ..... ¢ m—— —— —— i —— — o — 2
EIQA ? c
Rys. 14
2
w
22 1 1‘3
Rys. 15.

Macierze wystepujace jako wagi krawedzi grafu wynosza:
I'm O c ~i~ 0 1 10 1)
10 m - o ol ~lo 1y
Redukujac graf metoda $ciezek gléwnych wyznaczamy macierz charakterystyczng uktadu:
A= (1-Mw2Q)T,,— Mw?T,,, (20)
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gdzie: .
o EI
w = ‘826()0, wg = —;10;— s Lo = 73—, My = QAI.
Uwzgledniajac zaleznosci (4), (5), (19) i obliczajac wyznacznik macierzy (20) wyznaczamy
postaé rownania charakterystycznego

L=z, 2y PY(KT =Ko Ky) =2, f(K, K3 —  Ky) = O, (21
gdzie:
<o m
Hy = %y = e

5. Wyznaczenie podatnosci ukladow ciaglych

Pod pojeciem podatnosci Y rozumiemy odpowiedz ukladu na wymuszenie jednostkowe
w przekroju x, co zapisujemy:
Y = Y(w, x). (22)
Przyjmujac x = x, wyznaczamy wartos¢ funkcji (22) w tym punkcie, ktéra umownie
nazywamy podatnos$cia podukltadu w k-tym przekroju i oznaczamy przez Y.
Mozna wykazaé, Zze podatnos§¢ daje si¢ bezposrednio wyznaczy¢ z grafu ukladu, przyj-
mujac nastepujgce okreslenie [5]:

D (w)
Y, = —£ 23
£7 D)’ @3
gdzie:
D(w) — jest funkcja charakterystyczng ukladu réwna funkcji wyznacznikowej gra-

fu Xy,
D (w) — jest funkcja wyznacznikowg grafu przeksztalconego Xop.
Zagadnienie wyznaczania podatnosci metoda graféw sprowadza si¢ do skonstruowania
grafu przeksztalconego Xy, ktéry otrzymuje sie z grafu X, stosujac proste topologiczne
przeksztalcenia.
Spos6b przeksztalcenia prowadzi do:
1° Przyjecia zerowego wierzchotka-upustu ,x;, odpowiadajacego przemieszczeniu
uktadu w k-tym przekroju.
2° Przyjecia jednostkowej warto$ci zmiennej przeptywowej w k-tym przekroju co
odpowiada przyjeciu wierzehotka-zrodla ,x;. :
3° Usunigcia wszystkich krawedzi grafu X, wychodzacych z wierzchotka ;x;.
4° Usunigcia wszystkich krawedzi grafu X, wchodzacych do wierzchotka ,x.
Opisany czynnosciowy sposéb wyznaczania podatnosci uktadéw ciaglych zilustrujemy
na przykladzie ukladu przedstawionego na rys. 11, ktoérego graf ilustruje rys. 12.
Wyznaczymy podatno$¢ ukladu w przekroju 2, generujac funkcje charakterystyczna
grafu przeksztalconego pokazanego mna rys. 16. Graf ten powstaje z grafu jak na rys. 12
przez prazyjecie zerowego wierzchotka ix, 5 oraz wierzchotka-zrédta ,x;. Wowczas graf
przeksztatcony przyjmuje postaé dwéch roztacznych graféw (rys. 16).
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Funkcja wyznacznikowa grafu przeksztalconego jest iloczynem funkcji wyznaczniko-
wych sktadowych podgrafow.

1’:2 121. th 1". 5
m § @
tl/ < /tw
o] O—w——==0
2% 2 1 2%,
Rys. 10.

Funkcja wyznacznikowa grafu przeksztalconego jest postaci:

1
A:(B) = 1P (f‘122>+‘ - tﬁ’) @4
a po wstawieniu wag krawedzi:
! 1 [ ucos B )
4 = e cosfcos £ l~vt +1]). 25
2(B) = g cosoosu o g f\ = T teub (25)
toraz funkeji (16), (25) okresla podatno$é dynamiczna uktadu obliczana w przekroju 2:
tgp (1 o ieoall tguﬁ)
1 ¢
Thef e s N e m e O
- 14—t (1——'——t )+——‘t (1— oL 2)
4oz p gup Moy eb cor B eh My € p
gdzie w miejsce parametru f nalezy podstawi¢ wyrazenie:
Cor EA
[)) = Cl)/(()()lwol. = l/ ot s Co1 = l—l, Moy = QAI ll* (27)
Moy L

Rozwazmy z kolei model ukladu dyskretno-cigglego wykonujacego drgania poprzeczne
(rys. 17), ktérego macierzowy graf przedstawiono na rys. 18.

4 ~— L
14— ——®——-2|m[3—-—-@- — 4
El,gA, ElgA, £
EC
> 5
Rys. 17
_ (@) - '
X T X
1,23 ] 174 1 [y
1) @
T2 ~ ~ 2
M e
21
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Macierz charakterystyczna ukladu przedstawiamy w postaci macierzy o strukturze
blokowej:

A
A= [zA]’ ’ @)

gdzie podmacierz ;A jest generowana przez Sciezki gldwne grafu zawarte pomiedzy
wierzchotkami ,x, 1 ;Xx, i ma postaé:

A, = TTRTH+TRTY + (€4 M) TYT. @

Podmacierz ,A jest generowana przez Sciezki gtowne zawarte miedzy wierzchotkami
2X1, 2X; 1 ma postaé:

A, = T{TRTY+TRUC+MTL+ T} (30)

ZauwaZzmy, ze wymiar macierzy charakterystycznej A wynosi dimA = {2,2) a jej
wyznacznik przyréwnany do zera okresla réwnanie charakterystyczne ukfadu:

A(B) = detA(f) =0. (1)

Dla uktadow ciaglych wykonujacych drgania poprzeczne mozemy w kazdym przekroju
okresli¢ trzy niezalezne funkcje podatnosci dynamicznej, ktére generuja macierz podat-
nosci uktadu w k-tym przekroju:

[Y @k] 2
Y () = 8, 6, (
gdzie:

Y. i O, sa odpowiednio podatnoscia przemieszczeniowa i katowa, ktére wyznacza
si¢ przy jednostkowej wartosci sity skupionej &, = 1 oraz jednostkowym
momencie M, = 1 w tym przekroju,

O, jest podatnoécia przemieszczeniowa katowa przy jednostkowym momencie My
sile skupionej Q.

W rozwazanym przykladzie wyznaczymy macierz podatnosci ukladu w przekroju 2.
Odpowiednie grafy przeksztalcone umozliwiajagce wyznaczenie podatnosci Yk,@k,@,‘
pokazano na rys. 19a, b, c.

Redukujac przyktadowo graf z rys. 19a otrzymujemy pieé $ciezek gléwnych zaznaczone
na rys. 20.

Transmitancje $ciezek g%o’wnych WYynosza:

8, = T(llz),

82 = T{TRTR+TETE +(C+MTEI},
83 = T{TWITE+(E+ MTRI+ TR TR,
b1y = TTHT, 85 = 1TET.

3 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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Na ich podstawie konstruujemy macierz wyznacznikowa grafu z rys. 19a:

{821 022 |- (34)
023, )
a)
1 1%4
cg o,
1 4
b)
1 1%,
Y
c
T X4
'C Q e,
TN TTI 3 TS X T X
3
Rys. 19.
5, ) y‘:"l.
Y
- 21 [} '
P ®x, 745°
Ba ® K = 24
Rys. 20.

Obliczajac wyznacznik macierzy (34) 4,(8) = detA, i uwzgledniajac funkeje (31) wyzna-
czamy podatno$é przemieszczeniowa uktadu w przekroju 2:

Yl = o (35)

W podobny sposéb wyznacza si¢ pozostale podatnosci @, i 6, ukladu.
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6. Metoda dekompozycji ukladu i agregacji graféw

Metoda polega na dekompozycji, czyli podziale uktadu na prostsze poduklady, dla
ktérych niezaleznie sa konstruowane odpowiednie grafy transformacji zmiennych.
W przekrojach podziatu wyznacza si¢ podatnosci dynamiczne poszezegélnych podukiadéw.
Dokonujac agregacji podgraféw wyznaczamy podatno$¢ calego ukltadu w wybranym
przekroju. Dla ukladow sprzezonych poprzez tylko jedna zmienng kinematyczna (biegu-
nowa) wykorzystuje si¢ nastgpujacy wzor:

YDy
gdzie: YV, Y sa podatnoéciami poduktadéw w k-tym przekroju.

Réwnanie charakterystyczne otrzymuje si¢ przez przyréwnanie do zera mianownika
funkcji (36).

Istote metody zilustrujemy na przykladzie drgan wzdtuznych uktadu przedstawionego
na rys. 21. Uklad podzielono na dwa poduktady w przekroju 3, przedstawione na rys.

1 () = (36)

4 h 1 ¢ L, EA
1 - .,-._@_._..2 m [.__._.__®._.._..__ 5
EA, 3
e — e (D) ——- 7
= 1
3 EA3
Rys. 21.

22a, b. Pierwszy z podukladéw pokazany na rys. 22a byl analizowany w punkcie 4 pracy
jego graf ilustruje rys. 12. Dla tego podukiadu wyznaczono podatno$é dynamiczng
w przekroju 2, ktéra jest opisana wzorem (27). Konstruujac graf ukladu zlozonego zre-

a) b)
¥ h c l2 l5 E .
1 - 2w i@ —F 5 3w a7
e - EA, W EA, ¥
Rys. 22.

dukowano graf poduktadu pierwszego do jednej krawedzi o wadze réwnej podatnosci Y5V
(wzér 27), do ktérego przytaczono nastgpnie graf drugiego poduktadu. Generujac Sciezki
gléwne otrzymanego grafu, pokazanego na rys. 23 wyznaczono ogdlng posta¢ réwnania
charakterystycznego ukladu:

tﬁ’(Yé‘“rci) +1{9 =0, 7
1
gdzie;
1 .
1(3) = t(a) = "7 >
{1 =cosuf, 12 PR sing,

Ir
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Po podstawieniu do (37) wag krawedzi grafu otrzymujemy posta¢ rownania cha-
rakterystycznego:
1 1
YiP+—t ———tgu f =0, 38
2 ¢ ‘ul Cos 6 ‘u‘l ( )

gdzie Y{ jest podatnoscia pierwszego poduktadu okre$lona wzorem (27).

Rys, 23.

Wyznaczymy réwniez podatnos¢ ukladu ztozonego z przekroju 3, wykorzystujac
grafy drugiego podukladu przedstawione na rys. 24a, b, pray czym graf z rys. 24b jest
grafem przeksztalconym (przyjmujac zerowy wierzcholek ,x; oraz wierzcholek-zrodlo
2X3).

(3)

X X t X 1 X7
a) %3 1 %6 no%g b( ‘3 176 v,
1 ik
& ) & )
2t / th
# X
2 23

Rys. 24,

Funkcje wyznacznikowe podgraféow wynosza:

AP = 1P = cosu, B, (39)
1 1 C ﬂ
AR = ¢S 3 cos (t + M1 €o3 ) 40
3 b Cositi B piBltgp B T (40)
Na ich podstawie wyznaczamy podatno$¢ drugiego poduktadu:
AP 1 Cosf ‘
YO . 23 Hi1Co3 )
2 A Licos B (tglh /3‘1“?1 (41)

Wykorzystujac wzér (36) wyznaczamy podatno$é ukladu zioZonego:

C
o mpe el

T e IR @

gdzie:

1 M1 Co3f
— VD
A(B) = Y+ RN ( . +tgmﬂ)-
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Przedstawiony przyktad ilustruje sposob analizy ukladéw zioZonych o strukturze
nieszeregowej, polegajacy na dekompozycji uktadu na poduktady o strukturze szeregowej,
dla ktérych sa wyznaczane podatnosci w przekrojach sprzezenia. Dokonujac agregacji
grafow podukiadow mozliwe jest wyznaczenie w sposéb sekwencyjny réwnania charakte-
rystycznego ukladu zlozonego oraz jego podatnoéci dynamicznej wzgledem jednego
z punktow sprzezenia.

7. Przyklady liczbowe

Rozwazmy drgania wzdluzne ukladu przedstawionego na rys. 25, ktéry otrzymuje
sic przez modyfikacje ukiadu z rys. 21, przyjmujac nieskonczenie duzg sztywnoéé ele-
mentu sprzgzonego ¢ (¢ = o). Dla tak przyjetego modelu drgajacego sformutowano
zagadnienie oceny wplywu polozenia masy m, okre$lonego wspdirzedna x na wartosci
czgstosci wlasnych ukladu z jednoczesng zmiang diugosci /, elementu 3, przejmujac
l, =1,—

e X * ty-x
T 2 EA,
14 @_ o m[3 — — — @_.__._._;4
L, - EAq y F— S—
1 Ly EA3 3
Rys. 25

Rownanie charakterystyczne ukiadu otrzymujemy wykorzystujac zaleznosci (27),
(38) i po podstawieniu wartosci parametrow

c=00, A, =A4,=A4;, m=2my, my =04/, ¢y = 2¢o3,
cor = EA, [l
sprowadzono je do postaci:

tgBEtg(l — &) B+ (0,58 +tg(1 - H) flltg(1 - £) f+tg BE(1 —2B1g(1 - 5HP] = 0,  (43)
gdzie:

B =wlwe, wor =Y COl/m013 & =x/l,.

Rozwiazujgc réwnanie (43) wyznaczono wartodci pierwiastkéw charakterystycznych f
w funkeji wspdtrzednej &£, czyli potozenia masy m. Wyniki obliczed dla czterech poczatko-
wych postaci drgan opracowano graficznie w postaci krzywych, ktére pokazano na rys. 26.

W wyniku przeprowadzonej analizy stwierdzono, Ze w pewnych poltozeniach masy
dyskretnej cZQstoscn wlasne uktadu pokrywaja sig z warto$ciami czgstosci wlasnych belki
obustronnie utwierdzonej, ktére wynosza f = = oraz f = 2x.

Punkty niewrazliwosci czgsto$ci wlasnych ukladu na modyfikacjg strukturalna, po-
legajaca na przylaczeniu do niego innego podukladu sa okreslone wzorami:

I 2n?—1

E=— (=1,2,...,k=1) oraz tgkné= TR (45)

k
gdzie k oznacza numer postaci drgan.
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W pierwszym przypadku punkty te pokrywaja si¢ z weziami drgan belki obustronnie
utwierdzonej. _
Przyjmujmy umownie, ze belka z masg dyskretna m stanowi uklad gtéwny. Zbadajmy
réwniez przebiegi czestosci wiasnych uktadu gléwnego, pomijajac element sprezysty c,,
tzn. przyjmujac ¢; = 0. '
Rownanie charakterystyczne (40) dla ukladu gidwnego jest postaci:

tg(1-8) B +tgBE[l -2ptg(1-8p] = 0. (45)

Pierwiastki réwnania (45) w funkeji wspétrzednej & pokazano na rys. 26.

4

. . N N | L " . L I_i
0 05 1,0

Rys. 26.

Analizujgc wykresy pokazane na rys. 27 zauwaza si¢ dla wyZszych postaci drgan
zjawisko ,,dudnienia” czesto§ci wilasnych. Punkty nieczutosci pokrywaja sig rowniez
z wezlami drgan belki. Dotgczenie masy dyskretnej powoduje zmniejszenie czgstosci
wlasnych belki, co jest zgodne z ogdlnym stwierdzeniem, Ze ze wzrostem masy czgstosci
wiasne vkladu maleja.

B
Inf- !
_________________________________ 1
|
hoe any I
\\\ - By :
~ A2TTTN TS 1
\ d * ~ —— |
I
I
v & |
\\ .-—-""—-—--'~— :
Sl e 2 T
T e e e e ~1
!
I
|
I
I
. L&
0 05 1,0

’ ’

Rys. 27.
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Odwrotne zjawisko obserwuje si¢, gdy uktad poddamy dodatkowym wigzom sprezystym.
Rozwazmy ukiad zlozony z belki obustronnie utwierdzonej, do ktérej w przekroju x
przyltaczono element sprezysty ¢ (rys. 28). Uklad ten jest szczegdlnym przypadkiem mo-
dyfikacji modelu z rys. 25.

g;:.'__s\)q_.,..,z__.c_._‘__@_ ______ 7/3

Rownanie charakterystyczne ukladu ma postaé:

BigBE+(B+0,5tp8) - tg(1 -6 = 0, (46)
1
gdzie zatozono, Ze 7 Cos Co = EA/L
Zmiany czestosci wlasnych uktadu w funkceji wspdtrzednej przedstawiono na rys. 29.

pi

3n

Rys. 29.

Przy dotaczeniu do belki elementu sprezystego zauwaza sie wzrost czestosci wlasnych.
Zmiany czgstosci sa wigksze przy dotaczeniu do belki elementu masowego, co ilustruje
pordwnaunie krzywych z rys. 27 i 29.

8. Podsumowanie i wnioski

Przedstawiony w pracy sposéb modelowania drgan uktadéw ciagglych posiada wias-
nosci algorytmiczne w zakresie wyznaczania réwnania charakterystycznego i postaci
drgan ukladéw o parametrach roztozonych w sposéb ciagly. Trzeba zaznaczy¢, 2e w li-
teraturze analiz¢ drgan uktadéw mechanicznych na gruncie modeli kontinualnych prze-
prowadza si¢ na przykladach stosunkowo prostych modeli [10, 11]. Dla bardziej ztoZo-
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nych ukladéw analize prowadzi si¢ w oparciu o modele dyskretne, np. z zastosowaniem
metody elementéow skoniczonych. Niemniej istnieje potrzeba rozwijania metod analizy
drgan uktadéw na gruncie modeli kontinualnych, poniewaz wyniki tej analizy nie s
obarczone bledami aproksymacji. W pracy [10] przedstawiono metod¢ wyznaczania
réwnania charakterystycznego i dynamicznych podatnoici zlozonych ukladéw cigglych
Z zastosowaniem schematéw blokowych. W metodzie tej wymaga si¢ znajomosci po-
datnosci podukladéw w punkcie ich sprzgZenia.

W prezentowanej pracy wykorzystano réwniez ten sposob analizy formulujac metode
agregacji graféow poduktadow (rozdziat 6), przy czym podatnosci poduktadéw wyzna-
czane s3 na podstawie grafu przeksztatconego poduktadu metoda opisang w rozdziale 5.
W tym zakresie przedstawiony sposéb analizy jest rownowazny metodzie macierzy prze-
niesienia oraz metodzie ukladéw blokowych [10]. W literaturze nie spotyka sie jednak
préb zastosowan metody graféw przeptywu sygnatéw w modelowaniu drgan ukladéw
ciagfych. .

Zaleta przedstawionego w pracy sposobu modelowania jest mozliwos$¢ bezposredniego
wyznaczania réwnania charakterystycznego ukladu wprost z grafu, metoda poszukiwania
Sciezek gtéwnych pomijajgc etap okreslania warunkow brzegowych dla uktadu. Przedsta-
wione w pracy rekurencyjne zaleznosci stanowia podstawe do opracowania szczegdtowych
programdw obliczen.
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Peaswome

I'PADEI TPAHCPOPMAIIMNA IIEPEMEHHBIX KAK MOIENY KOJEBIIOMMNXCH
HEITPEPBIBHLIX CHUCTEM

B paGoTe npejcTaBieH aHANM3 KoneGaHui HENPEPLIBHBIX CHCTEM NP npumeHeHuH rpados Tpan-
copManuK nepeMeHHBIX. METOR 3aK/I0YaeTCsl B ONPEIeSIeHAH TIaBHELIX nyreit B rpade CHCTEMBY. DTOT
croco® TMPHMEHAETCA [JIA ONPENEICHHA XapaKTePHCTHUECKOro YPAaBHEHMS M AHHAMHUECKHX NOJATIH-
BoCTEi CHCTEMBI. B ClIyuae CIOYHBIX CHCTEM IPHUMCHEHO METOX MEKOMIIO3ULHK CHCTEMBI Ha TIOJCHCTEMbL
M arperamuy ux noarpados. IIpeacIapieHHbIE MPUMEPBI MIIIOCTPUPYIOT MCIIOIB30BaHKE METOJa B aHA-
JIM3E TIPOJONBHBIX 1KoNeOGaHU# HeNnpephIBHBIX CHCTEM.

Summary

GRAPHS OF VARIABLES TRANSFORMATIONS AS THE MODELS OF VIBRATING
CONTINUOUS SYSTEMS

A method of analysis of the vibrations of continuous systems has been presented by the application
of the graphs of variables transformation. The method consists in the determination of the principal paths
in the system graph, and has been applied in determining the characteristic equation and the dynamical
flexibility of the system. .

In the case of complex systems a method has been applied to the decomposition of the system into
subsystems and the aggregation of their subgraphs.

The examples illustrate the application of the method in the analysis of the longitudinal vibrations of
continuous systems.

Praca wplynela do Redakcji dnia 28 maja 1986 roku.
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O ROZSEPAROWANIU ROWNAN TERMODYFUZJI LEPKOSPREZYSTEJ

JaNn KuBIik
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Wyzsza Szkola Inzynierska, Opole

1. Wstep

Zagadnienia termodyfuzji lepkosprezystej prowadza do zlozonego ukiadu pigciu
réwnan rézniczkowo-catkowych. Trudnoéci zwiazane z catkowaniem tego ukladu réwnan
sktaniaja do poszukiwan prostszych ujeé zagadnienia. Jedng z takich mozliwoéci w zakre-
sie sprzezonej termosprezystosci podal jeszcze w 1956 r. Biot [1]. Propozycja ta sprowa-
dza zadania termosprezystosci do rozsprzezonych rownan teorii naprezen cieplnych. Ni-
niejsza praca stanowi przeniesienie tej ideii na zagadnienia termodyfuzji lepkosprezystej.

2. Réwnania zagadnienia

Roéwnania tworzace wynikajace z funkcjonalu energii wewnetrznej dla zadad termo-
dyfuzji lepkosprezystej maja postac [4, 5, 6]:

01y = Efyy * degy— iy« doS— Py * dC, .1)
O = —g@ede;+m' xdoS—1" % dC, (2.2)
M= —@xde,;— '« doS+n' xdC. (2.3)

Kolejny réwnowazny zestaw rdéwnaf tworzacych otrzymuje si¢ z funkcjonalu energil
swobodnej [4, S5, 6]:

U[j = E[jkl*dekl_(plj*d@"l"@ij*dC, (2.4)
oS = @y xde;+m«dO+1xdC, (2.5)
M= @ xdey—I+dO+n*dC. (2.6)

Zaleznosciom (2.1) - (2.6) odpowiadaja nastepujace réwnania na strumienie masy i ciepta:
Ji=—-K M, 2.7
g = —kj0,;, (2.8)
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oraz réwnania pol dotyczace quasi-statycznych zagadnien termodyfuzji:

i t+oF =0, (2.9
C = =i (2.10)
To0S = ory~qi,.. .11}

W rozwazaniach uwzgledniamy takze réwnania geometryczne:

1
&y = '2‘(U1,1+Uj,t)- (2.12)

Zaleznosciom (2.12) i (2.9) oraz réownaniom tworzacym (2.1)+(2.3) lub (2.4)=-(2.6)
odpowiadaja w osrodku izotropowym nastgpujace réwnania przemieszczeniowe Lamego
[4, 5, 6]:

,u' * dUl,jj+ (lul+ ;tl).* de,jl = 'y; * dQS' 1+')’; * dC,I—QF[, (213)‘

gdzie:
ve = 0,(2u’ +34), (2.14y
ve = 0.Qu’ +327), (2.15)
pxdUy + @+ % dUy = yr*dO +y.* dC,—oF, (2.16)

gdzie:
yr = or(2u+34), . (2.17)
ye = ¢, 2u+32). (2.18)

Jezeli uwzglednia¢ réwnania tworzace (2.1) - (2.3) i zwigzek geometryczay (2.12) w row-
naniu entropii (2.11) i bilansie masy (2.10) to otrzymamy:

To0S = or,—k(¢' * de, y—m’  doS_ ,,—1' x dC. ), (2.19)
C=r —K(@ xde  +1'xdoS ;i+n+dC ;). (2.20)

W réwnaniach (2.19) i (2.20) przyjeto, ze:
ki = kéy, Kiy=Kby, @y=q¢d,;, &5=00,. (2.21)

W zaleznodciach (2.1)+(2.21) przyjeto nastepujace oznaczenia:
0ij, €i; — tensory stanu napreZzenia i odksztalcenia,

T,, C, — temperatura i koncentracja w chwili ¢,

To, Co — temperatura i koncentracja stanu naturalnego,

O=T,-T,, C=C,—Cy (2.22)
oF; — sita masowa jednostki objetosdci ciala, '
Eijnt, B jras 05015 @ij, Piy — tensory funkeji relaksacji,

5,1’y m,n, n" — funkcje relaksacji,

g:,J; — strumien ciepla i strumien masy,
S — entropia,

M — potencjat chemiczny,
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k,;, K;; — tensory przewodnoéci cieplnej i dyfuzyjnej,
ry, r, — zrédto masy i zrédto ciepla w jednostce objetosci i na jednostke czasu,
» — symbol oznaczajacy mnozenie splotowe, zdefiniowane relacja,

A

Sixdf, = ffl(t_r)dfz('[) (2.23)
0
(...),; — oznaczenie pochodnej czastkowej,
(:) — oznaczenie pochodnej wzgledem czasu d(dt)

H, H(t) — funkcja Heaviside’a,

3. Rozsprzezenie rownan

Proces rozsprzggania uktadu réwnan termodyfuzji lepkosprezystej rozpoczynamy od
zrézniczkowania zaleznosci (2.13). Otrzymamy '
Qu'+ XY *dUy = yex doS, y+ye * dC y—oF, . (3.1)
Po przyjeciu zatozenia, ze wspolczynnik Poissona jest staly, czyli
wy = pin,  re =i, (3.2)

dokonujemy na réwnaniu (3.1) transformacji i retransformacji Laplace’a otrzymujac:

e = %o—gs.u‘l’—o,—yi,o— C u—Tgo,—o— Fi; =
@'+ A1) p'+ ) /(1) Ca'+ 1))
= ’}o’sQS, u+7°’cc,u—‘éFl,1- (3'3)

‘Wykorzystujac zaleznosé (3.3) mozna wyeliminowac¢ z réwnan (2.19) i (2.20) pierwsze
skladniki w nawiasach. W rezultacie otrzymamy:

TooS = ors—k(f » dpS, i+1 % dC,,~0F,, ), (3.4)

C = r,—K(I* oS, i+7 * dC, ;;,~GF, ), 3.5)
gdzie:

~
°
~

RS
I
S
=
|
X

[= @+l = D941,

h=@.—n, (3.6)
0 =98,

i =08

Roéwnania (3.4) i (3.5) sa rozseparowanym od pola przemieszczenn uktadem réwnain
cieplno-dyfuzyjnych, ktéry wraz z réwnaniem przemieszczeniowym:



46 J. Kusix, M. WROBEL

W dU; o+ (W + ) # dU, 5 = yge doS, +ye % dC —oF,, (3.7)

stanowig komplet rownan termodyfuzji lepkosprezystej sprowadzonej do teorii naprezen
cieplno-dyfuzyjnych.

4. Termodyfuzja w warstwie

Jako zastosowanie proponowanej w pracy metody rozwiazanie zadan termodyfuzji
sprezystej i lepkosprezyste] przeprowadzimy analiz¢ nastepujacego zadania:

Nalezy wyznaczy¢ pola temperatury koncentracji, przemieszczed, a w dalszej kolejnosci
odksztalcert i naprezefn w warstwie sprezystej okre§lone przez dane na brzegach wartoSci
temperatury i koncentracji.

Rozwazmy wiec warstwe o grubosci A, w ktérej wystepuje pole temperatury €, kon-
centracji C i przemieszczenia U, (rys. 1).

Rys. 1. Warstwa z polem temperatury, koncentracji i przemieszczenia oraz warunkami brzegowymi

Zakladamy, 7e zagadnienie przez nas rozpatrywane jest jednowymiarowe, oraz ze os$ro-
dek jest izotropowy, brak w nim Zrédel ciepta i masy oraz sit masowych. Wowczas wiel-
kosci wystepujace w zadaniu dadza sie¢ przedstawi¢ w postaci:

@ = @(x3> t): (4'1)
QS = QS(X3, t), (4'2)
C = C(xs, 1), (4.3)
0 0
Ul = O Py (4.4) n[ = O 3 (4.5)
U3 1
k0O KO0 O
kij = kd[j = O k O s (46) K” = KCS” = O K O N (4.7)
00k 0 0 K
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0y = 20 x dU; j4+ (A% dUy g~y % doS—y, x dC) 3y; =

0y1(x3, 1) 0 0
= 0 022(X3,1) 0 > (4.8)
0 0 033(x3, 1)
er, =0, r =0,
0
oF, =|0]. 4.9)
0
/i . h
ol+5: o) =0uHw, clx 1 1) =cHe) (4.10)

Wobec powyiszego komplet réwnan wyjsciowych (3.4), (3.5) i (3.7) mozna przedstawié¢
w postaci:

To0S = —k(it % doS. 45+ % dC 43), @.11)
C = —K(I% doS, 33+7 % dC, ,3), (4.12)
U ———1——('S +9LC 3) (4.13)
3,33 — 2/,(,’-{-1’ '}/SQ .3 '})c , 37 .

Do rozwigzania ukladu réwnan (4.11) i (4.12) potrzebny jest jeszcze warunek brzegowy
dla entropii 1 warunki poczatkowe. Aby znalezé warunek brzegowy w entropii wezmy
rownanie tworzace (2.5) oraz réwnanie przemieszczeniowe (2.16) na ktérym dokonano
transformacji Laplace’a. Po scalkowaniu bedzie:

oS = @y xdU, ;+m = dO+1 % dC, (4.14)

— T3 _ _

Uy 5 = P31 (4 Char@)+X, (4.15)
25+ 1

stalg X wyznaczymy z warunku brzegowego:

63, 3 = 2lu__+3i (ach+ aT@b) i = X = 0, (4.16}
+ 20+ A s
stad:
2u+32
—- 17)
Us, s 2t (06, C+ o r6), (4.17)

wstawiajac (4.17) do (4.14) otrzymujemy warunek brzegowy dla entropii:

1+ 1
0S|, 1 = || @33 rtm) Oy + (= iy + 1) Cy | H(1) = oS, H(7).  (4.18)
+ 1—» 1—»
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Natomiast jako warunki poczatkowe przyjmujemy zerowa warto$¢ entropii i koncentraql
na catej grubosci warstwy

eS(©0*) =0, C(07)=0. (4.19)

Jezeli na ukiadzie réwnan (4.11) i (4.12) dokonaé teraz transformacji Laplace’a to po
wykorzystaniu warunkéw poczatkowych (4.19) uktad ten mozna rozseparowaé. Otrzy-
mamy dwa réwnania postaci:

AQ§’3333*SBQ§:33+S2T0@ST= O, (4.20)
C= %D0§,33+E@§, @.21)

gdzie:
A = kK(I2—#h), B = kim+KnT,,

X ﬂ:i__? . E-= Kn T,. (4.22)
{ ki

o
i

Rozwiagzanie ogdlne dla transformaty entropii wyznacza si¢ z réwnania (4.20) otrzy-
mujgac:

0S(xs, 8) = A6V 4 A, e7eV5% | 41edV5¥s 4 4,6 dV5%s, (4.23)
gdzie:

=Y iy BVBET)  d=) fa-yEEAT). @

Dzigki symetrii warunkow brzegowych rozwazania nasze znacznie sie upraszczaja, bo-
wiem rozwiazanie zawiera parzyste funkcje ze wzgledu na wspélrzedna x;:

Q§(x3’ S) = Q:ST("‘x3> S); C_(xS) S) = E(_x:h S)' _ (425)
Wiasnos¢ (4.25) pocigga za soba w rozwiazaniu (4.23) réwnoéé parametrow:

Al. = Az l A3 = A4 (426)

Wowczas transformate entropii (4.23) mozna zapisa¢ wykorzystujac definicje cosinusa
hiperbolicznego w postaci:

0S(x3, 5) = 24,ch(cy/5s x3) +24sch(d)/ s x3). 4.27)

Natomiast z drugiego réwnania ukladu (4.20) i (4.21) otrzymamy rozwiazanie ogélne dla
transformaty koncentracji:

Clxs, 5) = 24,(Dc? _+E)ch(c1/s' x3) +245(Dd? + E)ch(d)/ s x5), (4.28)

skad po wykorzystaniu warunkow brzeg;)wych (4.10) i dokonaniu retransformacji
Laplace’a [2,3] otrzymujemy po przeksztalceniach ostateczng postac na poszukiwane
wielko$ci polowe entropii i koncentracji:
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—n2QQk—1)2
Cy—0S,(Dd*+ E) 4 (—1)k+1 it w(k—1)
0S(x3, 1) = D — ) H(t)— 0T © cos |+
0S,(De* +E)—C, 4\ (= T ak—1) ]
D% —d7 [H(t) =T e COS —- X3,
. (4.30)
: _ [Cp—0S,(Dd*+ E)](Dc*+ E)
C(-Xa,t)— D(Cz__dz) H(t)+
N (1 e:”’,‘,ifz i,c n(2k—1) J+ [0Sy(Dc? +E)— C;)(Dd> + E)
T w Ly T@k—1) S s D(c*—a%)
—n2(2k—1)*
4 (—DF —E . a(k—1) ]
-— ‘ —_—_— . 4,31
[H(t) CE=Ty e cos X 4.31)
Pole odksztatcen obliczymy z réwnania (2.12) poprzez scatkowanie zalezno$ci (4.13):
2u 34
£33 = Us, 5 = -2%-”, (05 +0,C)+ Y, I C5:2)

a stala Y wyznaczymy z warunku brzegowego i znanych wartosci ng_i Cy:

' 2u’ 433
Us, s P ZLyTrT (as05y+ . Cyp) =Y =0, _ (4.33)

skad po odpowiednich rachunkach otrzymujemy z zaleZno$ci (4.32) ostateczna postac
réwnania na pole odksztalcen:

353, 1) = 1o (2,05 + 2. ). (4.34)

Natomiast pole temperatury @ i naprezen oy, okreslimy z réwnan tworzacych (2.2) i (2.4)
dla osrodka sprezystego:

O = —q@ie;+m'oS-I'C, (4.35)

oy = Ejuea—9,0+P,C, (4.36)

skad ostatecznie po wykorzystaniu zaleznosci laczacych odpowiednie stale materiatowe
otrzymujemy:

O(x;,t) = ——{ = ) Egy3(x3, 1) +0S(xs, t)—IC(xs, t)] 4.37

011(x3, 1) = 022(X3, 1) = E2v { e3a(x3, t)— [“TQ(x3) 1)+ Clxs, t)]}
4.38)
d33(x3, 1) =0, (4.39)

4 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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gdzie wystepujace w zaleznosciach (4.35) - (4.38) pola entropii, koncentracji i odksztatcen
dane sa réwnaniami (4.30), (4.31) i (4.44).

5. Kontakt dwoch pdlprzestrzeni

Jako kolejny przykiad proponowanego ujecia zadan termodyfuzji rozpatrzymy za-
gadnienie kontaktu dwdch sprezystych i izotropowych poétprzestrzeni (rys. 2). Zakladamy,
7e zagadnienie przez nas rozpatrywane jest jednowymiarowe, oraz pomijamy w nim

95 LIRS q"(OH-?q’-(OH"' "; _QS I
¢ “}'*?-.-'-; olonteon . - ¢ “3’”
- le(f) ,Hm .
' U (on 0: U (on 0 f; R

Rys. 2. Kontakt dwoch polprzestrzeni z polem entropii i koncentracji oraz warunkami brzegowymi

zrodia ciepta i masy oraz sily masowe. Wéwczas podobnie jak poprzednio wielkosci
wystgpnjace w zadaniu opisane sa zalezno$ciami (4.1) - (4.9) i (4.11) - (4.13). Jako wa-
runki poczatkowe przyjmujemy brak przyrostéw odksztalcen, temperatury i koncentracy
ponad stan naturaloy:

ef(x5,0) =0, O*(x;,0)=0, C*(x;,0)=0. (5.1)

Przyjmujemy réwniez zanikanie tych wielkosci polowych w nieskoniczonodci:
ef(+ 00,8) =0, 6%+ 0,t)=0, CH#H+ o0,t)=0, (5.2)

Warunki (5.1) i (5.2) w polaczeniu z réwnaniem konstytutywnym (2.5) daja:
0S*(x3,0) = 0, (5.3
0S*(+ 00.1) =0, 5.9

Wykorzystanie warunkéw (5.1) - (5.4) w uktadzie réwnan (4.11) i (4.12) prowadzi poprzez
zalezno$¢ (4.23) do nastepujacego ukladu réwnan:

08* (X3, 8) = AFeToFxsp e~ a5, (5.9)
oS~ (x3,8) = ATe oVixs 4 45 etdisxs (5.6)
C*(x3, ) = A} Le~9s% 4 AF Re~dVvxs, (5.7
C~ (%3,8) = A7Les% 4 A5 RedVix, (.8)

gdzie:
L = Dc*+E, R = Dd*+E. (5.9
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W plaszezyznie kontaktu péiprzestrzeni (x; = 0) zakladamy idealny kontakt termiczny
obu poélprzestrzeni przejawiajacy sig¢ cigglo$cia strumienia ciepta:

g3(0, 1) = ¢5(0, 1), (5.10)
oraz rownoscig temperatur po obu stronach plaszczyzny kontaktu:
O*(0,7) =00, 1). (5.11)

Zaktadamy rownieZ zerowa warto$¢ przemieszczenia na brzegach potprzestrzeni (sztywna

polptaszeczyzna kontaktu):
“Uf(0,1) =0, (5.12)

oraz przyjmujemy warunki brzegowe w wartosciach strumieni masy po obu stronach
plaszczyzny kontaktu péiprzestrzeni (rys. 2):
JEO, 1) = j,H(), (5.13)
750, 1) = —j H(). : - (5.1
Przyjmiemy tutaj, Ze w plaszczyZnie x; = 0 wystepuje powierzchniowe zrddio mhsy
o intensywnoéci I. Moga woéwczas wystapi¢ warunki brzegowe (rys. 3):
JFO, D+iT = j5(0,1). (5.15)

Warunki (5.10) - (5.14) pozwalaja na wyznaczenie statych w ukladzie rdwnan (5.5) - (5.8),
ktdry po ich wprowadzeniu mozna przedstawi¢ w postaci dwéch réwnan na transformaty
entropii 1 koncentracji:

jloh j3104)

———————————— e —

Rys. 3. Warunki brzegowe dla strmieni masy w zadaniu kontaktu dwéch polprzestrzeni

()ST* (x3,8) = A* 1,__ e” Vil B —--1—_~ e~ 5 ixs] (5.16)
syVs sys
Ei(x3, 5) = A*L* -—l—:— g-olFlnly Bt R ~—1T e~V |xal 517
sy's s)s
gdzie:
s E¥(bFf+ +b*f*)j,’f+c?*(b*e_*—a*f*)j{:—tZ*(b*ei +ﬂ¢fi)j£___
(a*d+ —btet)d e~ = f )+ (ad™ —b"E‘)(J“*e*' —Etft)
Bt d*(a*e® +a%e*)j] +2*(a7f ¥ —b¥e™)jf— EF (a*/ 7 + b7 ex)jf

T (atdt bt d e — T f )+ (@ dm — b E YA et —itF )

43
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. (DCZ+E)1—1]"‘_ b,_,_[(Ddz_-i_-E)h.I_*
S T - m

o {Kc[wc“EJ(“%)‘ 71{]} i

d* = {Kd[(DcZ+E)(n+ —1—2—) —-l—]}w
i m| m
et = {ﬁrrlc_[l-_(z)cwE)l]}i
S = {%‘1 [1—(Dd2+E)l]} (.18

Dokonujac na zaleznosciach (5.15) i (5.16) retransformacji Laplace’a -otrzymujemy po-
szukiwane wielkoéci polowe w przestrzeni oryginalu

—~c2x%

QSi(xa’t)zAi[zl/;t; CXP( i )—c|xslerfc(%;/c;|—)]+

—d?x} d|xs] ' 5.19
T I

& A% T __t_— —¢*x3 — ﬂ)fi
C*(x3,t) = A*L [2'/ - exp m ¢|xlerfc 5 +

o/ T e ) e 22
+B*R [2]/ polle S T d)x;|erfc 2/ (5.20)

Przystapimy z kolei do obliczania pola odksztalcer. Wykorzystujac zaleznosé (2.12)
i catkujac réwnanie (4.13) otrzymujemy:

. Wt 3N
e§3(xs, 1) = Uf 5(x3, 1) = E 4 [of 0S*(x3, 1)+ o CH (x5, t)]+X. (5.21)
Stalg X obliczamy z warunku brzegowego (5.12) 1 zaleznosci (5.19) i (5.20):
2u't 434
430, 1) = o [60S0, )+ 3 CHO, D]+ X = 0 (.22)

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

2u't 434

3303, 1) = s (8R0S0, )4 08 C2 s, 1) = (e S5+ o2 CH) - (5.29)
gdzie: '

oSE =2 ]/-7% (4% + B®) (5.24)

Cs = 2]/% (A*L% 4+ B*R*) C(5.29)
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Pozostalo jeszcze okreslenie tensora stanu naprezenia dla rozpatrywanego problemu
poczatkowo-brzegowego. Wykorzystujac zaleznos¢ (4.8) olrzymujemy:

ofi(xs, 1) = 0%2(x3, 1) = A Fed3(xa, 1) — Qu'* +34%) [ f S * (x5, 1) +ad C* (x5, )] (5.26)
ok (xs, 1) = QU+ A H)eds(xs, 1) —Qu'* +34%)  [atoSt(xs, ) +oEC:(xs, )] (5.27)

gdzie pola entropii, koncentracji i odksztalceri dane sa réwnaniami (5.19), (5.20), (5.23).
Stale materialowe wystgpujace w zadaniu facza nastepujace zwiazki:

: 3y = _ o - fay e E !
Vs = (ZA,(2II,L +3;¢.) = m(l—-211), oy = m 5 y,,—occ(2,u +3/1)—r—~1-_2ly (ac+drz),
. E [ 1=y ol N 20 E ] 1 E ar w:E
=0y | 204~ baem  3m(1—=2) |’ T3-2ymlw. (=20 |

(5.28)

6. Dzialanie plaskiego Zrédla masy

Zagadnienie plaskiego zrédla masy w przestrzeni jest przypadkiem szczegdlnym roz-
patrywanego w poprzednim punkcie pracy zadania kontaktu dwéch polprzestrzeni, ktéry
zachodzi wéwczas gdy obie polprzestrzenie sg z tego samego materiatu, a wiec posiadaja
jednakowe state (funkcje) materialowe. Rozwigzanie takiego problemu poczatkowo-
brzegowego otrzymamy z przytoczonych w p-cie 5 pracy réwnan przyjmujgc w nich stale
materialowe dla ,,dodatniej” i ,,ujemnej”’ polprzestrzeni (rys. 2) za réwne sobie.
Odpowiednio bedzie:

Poszukiwane wielkosci polowe entropii i koncentracji wyrazaja sie zaleznosciami:

.  2befjf—adf(j,+1) ~bde(jf—jb) T -3
05* (3, 1) = = b =) [21/?‘”‘"( 4 )*

clxsl \| | 2adejf —bee(j, +j)—acf(jf ~it) I
2t )] T 2ad- by de—c)) [2 ]/? '

_g2.2

' exp( e ) —dlxferfc (%’l’j—t_')] 6.1

—clx3|erfc(

2befjf — adf(j, +J) — bde(jl ~Jjp) B —c?x3 )
+ = =5 5 4 b -
C*(xs, 1) = >(ad— bo)(de—c ) 2V & oo\ |+
cisl \|, ., 2adejt —bee(ipj) —acfGP =it [, 4 /1
—clx < < : 21/ = .
cnete[ 5 y’t_)]L+ 2(ad— b)(de—c)) Z
—d2x§) (d|x3| )]
*ex —d|xs|erfc — || R. 6.2
p( ai | dbslerte| ) (62)
natomiast pole odksztalcen opisane jest formulg:
2u’ +31

efs(xs, t) = —émr [a;05% (x5, 1)+ a.C*(x3, 1)~ (2055 + e C3)], (6.3)

gdzie:
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o /L 2rbef+ade)— (adf+bed) i) (aes+ ba)P ~iy)
oss = 2}/ L, WLl R
oo _ o/ L 2PbeJL+adeR) —(adfL+beeR)(,+7) — (bgeL—acsR)(if ~Jp)
= P 2(ad—be)(de—cf) o
6.5

Z kolei tensor naprezenia otrzymujemy z zaleznosci (5.26) i (5.27) przyjmujac w nim réwne
sobie stale materiatowe po obu stronach plaszczyzny rozdziatu przestrzeni:

0F (x5, 1) = 05,(x3, 1) = Nefa(x3, 1)+
—QQu +321) [os08% (x5, 1)+ 0t C* (x5, 1], (6.6)
ofa(xs, 1) = Qu'+ 1) efs(x3, 1) — Q' +3V)[o;05% (x5, 1)+ 0. C*(x3, 1)], 6.7

gdzie wystepujace w zadaniu stale materialowe tacza zwiazki dane zaleznoscia (5.28).
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Peaome

O PA3IENEHUIO YPABHEHUH BA3KOYIIPYI'OU TEPMOIUDY3UU

B paGoTe mpemiiokeHO MeTOH MPHBEICHHsI IpobiieM Bs3Koynpyro# tepmopudibysmu ¥ pacconpsi-
JKEHHBIM YPaBHCHMsM Teopun Tenno-auddy3uoHHEIX -HanpsmxeHuit. Teopuio WImoCTpHUpoBaHo 3a-
jmaveit repmomddy3us B CT0E ¢ KPACRBIMK YCIIOBHAMYK IIEPBOLO POAA, a Takyke 3axauy Tepmoauddby3nn
IPpH KOHTAKTE JBYX NOJIYIPOCTPAHCTE IPH WOEaNBHOM TEIUIOBOM KOHTAKTE M TI'PAHMUHBIX YCIIOBHSX
BTOPOTO POAA.

Summary

ON DECOUPLING EQUATIONS OF VISCOELASTIC THERMODIFFUSION

In the paper the proposition of reducing the viscoelastic thermodiffusion problems to the theory of
thermodiffusion stresses is presented. Next the solution of thermodiffusion problem in layer with the
boundary conditions of first type is given. The problem of interaction between two semispaces with ideal
thermal contact and the boundary condition of second type is also considered.

Praca wpynela do Redakeji dnia 18 lutego 1986 roku.
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FALE POWIERZCHNIOWE W TERMOSPREZYSTOSCI
Z CZASAMI RELAKSACJI

RYSZARD WOINAR

IPPT PAN, Warszawa

1. Wstep

Stacjonarne fale powierzchniowe (F.P.) stanowia t¢ klase zjawisk fizycznych, ktére
z jednej strony dostepne sa bezposredniej obserwacji i majg dzieki temu duze znaczenie
dla zastosowan praktycznych, z drugiej za$ strony, podobnie jak i inne procesy stacjo-
narne poddaja si¢ stosunkowo latwo opisowi matematycznemu. Szczegdlna prostota
opisu matematycznego F.P. wynika z podwdjnego warunku koniecznego na istnienie
tych fal, narzuconego przez jednorodno$é¢ réwnan pola oraz brak obciazen na powierzchni
brzegowej odrodka.

Ponizej zajmiemy si¢ opisem fal powierzchniowych korzystajac z rownafn unogdlnionej
termosprezystosei, [1]. W teorii tej propagacja impulsu termosprezystego ma charakter
falowy, por. Dodatek A. Nie wystgpuje wigc tutaj znany w teorii klasycznej paradoks
nieskonczonej predkodci rozchodzenia si¢ impulsu termosprezystego.

Znane sa dwie podstawowe teorie uogolnionej termosprezystoscei, teoria z jednym cza-
sem relaksacji, [2, 3] oraz teoria z dwoma czasami relaksacji, [4].

Fale powierzchniowe w poiprzestrzeni termosprezystej z jednym czasem relaksacji
badane byly przez Nayfeha i Nemat-Nassera, [5], (N, N-N). Wyprowadzili oni réwnanie
dyspersji dla F.P. w pélprzestrzeni. Powierzchnia polprzestrzeni byla swobodna od
obcigzett mechanicznych. Jednocze$nie znikala na niej sktadowa normalna strumienia
cieplnego. Analiza réwnania dyspersji pozwolita podaé zaleznoéé predkosei fali termo-
sprezystej od czasu relaksacji ¢° dla réznych czestosci.

Roéwnania "dyspersji F. P. w polprzestrzeni termosprezyste] z dwoma czasami re-
laksacji fo i #; otrzymane zostaly przez Agarvala [6], oraz Chandrasekharaiaha i Sri-
kantaiaha, [7]. Autorzy ci szukali rozwiazan w oparciu o roéwnania potencjatéw Lamego.
Autor pracy [6] przy okazji swojego wywodu uogdlnia spostrzezenie Knowlesa, tzn.
pokazuje stuszno$¢ réwnania dyspersji dla szerszej klasy fal niz fale ptaskie. Autorzy pra-
¢y [7] rozwaZaja powierzchnie z pewnym nieklasycznym mechanicznym warunkiem brze-
gowym, na ktérej jednoczesnie panuje warunek izotermicznosci.

W obecnym artykule badamy fale powierzchniowe réwniez w polprzestrzeni z dwoma
czasami relaksacji, a wigc zajetej przez material Greena-Lindsaya, [4]. Zakladamy, Ze
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cialo jest jednorodne i izotropowe. Ponadto przyjmujemy Ze powierzchnia pdlprzestrzeni
jest swobodna od obciagzern mechanicznych oraz, Ze panuje na niej warunek swobodnej
wymiany ciepla. Wychodzac bezposrednio z réwnan przemieszczeniowo-temperaturo-
wych otrzymujemy zwiazek dyspersyjny zawierajacy czgstosé, dlugosé wektora falowego,
stala sprzeZenia termosprezystego ¢, dwa czasy relaksacji o i #; oraz wspdiczynniki wy-
miany cieplnej na brzegu 7, i 7,. Dla szczegdlnego przypadku warunku brzegowego
rozwazanego przez N, N-N, [5], przeprowadzamy asymptotyczna oraz numeryczng ana-
liz¢ wyprowadzonego rownania dyspersji. Analiz¢ t¢ ulatwia zauwaZona analogia mi¢dzy
réwnaniem dyspersji dla osrodka z jednym a dwoma czasami relaksacji.

2. Zwiazki podstawowe

Dla liniowego, izotropowego i jednorodnego ciala termosprezystego, przy braku sit
masowych i braku Zrédet ciepta, w prostokatnym prostoliniowym uktadzie wspéirzednych
x;, I =1, 2, 3, podstawowe réwnania obu wymienionych teorii sg, [l]:

1
E; = S (uy, 41,4,

Siz, = 0y,

SU = Z(LEU—i-ﬂ.Ekk(sU—(l+tla/at)@6”, (2.1)‘

—qi, = CE(1+toa/3t)é+V@oEkks

(1+1°9/6t)q, = —KO,,.
Powyzej kropka (-) nad symbolem jest réwnowazna pochodnej czasowej (d/dt). Wiel-
kosci u;, Ey;, Si;, g, oraz © przedstawiaja kolejno skladowe przemieszczenia, odksztal-
cenia, naprezenia, strumienia ciepla oraz temperature powyzej temperatury naturalnego
stanu odniesienia ©,. Wspétczynniki ¢, A 1 u, Cy oraz K przedstawiaja kolejno gestosé

osrodka, moduly Lamégo, ciepto wihasciwe przy zerowej deformacji oraz wspdiczynnik
przewodnictwa ciepla. Ponadto

y = (3A+21)y,, (2.2)

gdzie y, oznacza liniowy wspdlczynnik rozszerzalno$ci termicznej, za$ ¢°, ¢4 i ¢, sg cza-
sami relaksacji. Jesli

ty =t,=0 oraz t°>0 (2.3)
mamy osrodek z 1 czasem relaksacji, [2, 3]; jesli
' 4L2to>0 oraz 1°=0 (2.4)

mamy oérodek z 2 czasami relaksacji, [4]. v
Eliminujac E;;, S;; oraz g; z ukladu (2.1) dochodzimy do przemieszczeniowo-tempe-
raturowych réwnan termosprezystosci, ktére dla przypadku (2.4) sa:

py, 55+ (4 +/«‘)uj,ﬂ—'}’(@+t19).t = gy,

} 2.5)
- KO, = Cx(O+1,0)+y0u, ;.
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Niech w kierunku x, rozchodzi sig zaburzenie termospreZyste niezalezne od Xxs,
ui':"ll(xa’t), @:@(xout); ’.=1,2,3, o =1,2.
Wtedy posta¢ r-nn (2.5) jest:

tla, go+ (Ot ) g, =7 (O+1,0) , = oy
ps,gp = Qlis (2.6)
KO, oy = Cp(O+1,0)+yOqity, o
Skladowa u; jest opisywana zwyklym, izotermicznym réwnaniem falowym. Nie jest ona
sprzezona z pozostalymi polami (u,, u,, @) i nie bgdziemy sie nig dalej zajmowad.

3. Rozwiazanie stacjonarne

Szukamy rozwiazania r-n (2.6), ;5 W postaci fali harmonicznej z poprzecznie ttumiong.
amplituda:

(Uy,u3,0) = (U, V,exp [—ax, +i(kx,—21)], (3.1)
gdzie a jest wspoélczynnikiem zaniku na glgbokoséci (w kierunku x,), k jest wektorem fa-
lowym, za$ £2 czgstodcig. Wstawiajac (3.1) do (2.6), ; dostajemy nast¢pujacy uktad réw-
nan na state U, V, ¥:

- p[(R)*+aR U+ (A+ w) [(iK)2U—aikV]— (1 —it, Q) ik = —pQ?U,
pl@k)*+a2)V+ A+ wl—ikalU+a?V]— (1 —-it, ) (—a) = —pf2?V,
K[(k)* +a?]9 = Cg[—iR+1o(—1Q)?]F—yO,i2(kU—aV),
co mozna teZ zapisaé jako:
(W2 +f7 20— ¢ ) U~ (1—B ) aigV —mer 'xig(l —iwT,)# = 0,
— (1= NaiqU+ (w2 + o>~ F72¢*)V +me7  ra(1 —iwT))d = 0, (3.2)
—hwqU—hiwaV+cer ' [o* —q2 4 o(i+100)] =0,
gdzie:
w = Q/Q*, = dc, /2%, q=ke |Q% &=mhx, p*=clc3? (3.3)
' To = 2%y, T, = Q%,, (3.4)
za$ % = ¢ /x jest jednostka czestoéci Chadwicka-Sneddona. Ponadto:
el = (A+2wfe, ¢ = ule, m=yp/(A+2n), h=y0y/K, x=K/Cg, (3.5)
Wyznacznik uktadu (3.2) po prostym przeksztalceniu jest:
| (@707 g%, [0+ B2 (@’ —¢%lig, O
D = i (1=B"Dag?, (w2 +a>—p~2¢Yig, mey' xoig(l—iwT,)|,

—hwg, —hioa, cil[a?—-g*+w(i+Tow)]
lub

w*+f72(a?—¢%, O, 0
D=|(1-$"%¢* w*+oe¥—¢q* mer'x(l—iwt,)
—hoig?, —(@*—¢»hwi, ci'[a*—g>+w(i+Tw)]
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Warunek istnienia niezerowych rozwiazan ukiadu (3.2) jest wigc po. skorzystaniu jeszeze
z (3.3), postaci:

[ +B72(2 = g)][(@? + P) (o + Q) + (o> —¢*) K] = 0, (3.6)
gdzie:
P=w?-q2, 0= —qg4+0’t,+io, R = eo(i+w1,). (3.7
Warto$ci whasne problemu spelniaja zatem zaleznosci:
2 = q*—pw?  G+oi = ~P-0—R, 2o =PO—¢*R. 3.9

Wartoscl te wstawiamy do r-n (3.2) i dostajemy nastgpujace réwnania na U, V, &:

yo = 4 _pyar g =0,
io,
s 2 (3.9
yo = —Hyo, g O UL, g, o3,
ig muig(l —iwT)

4, Fale powierzchniowe

Zakladamy, ze poiprzestrzen x, > O jest nieobcigzona, S3(x,, 0, x5, ¢) = 0, oraz Ze
na powierzchni péiprzestrzeni zachodzi swobodna wymiana ciepta. Zatem dla pol nie-
zaleznych od x;, na powierzchni x, = 0 spelnione sa nastgpujace warunki brzegowe:

Uy, o+, =0, Aul,1+(X+2,u)u2,2—y(@+t1@') =0, u;,=0, “.n

7O+n,00/0x, =0 dla stalych 125, >0, n,=0, 4.2
Aby otrzymad (4.1) skorzystano z r-nia (2.1);. Kladac
Ay = a;c,/x, ' (4.3)

wstawiamy teraz ogdlna postaé naszej fali biezgcej
3

(113, 0) = D] (UD, VO, 9D)exp[— Aty +ilkx, — 21)] (4.49)
’ T &

do r-n (4.1);,, 1 (4.2). Dostajemy po skorzystaniu z (3.9):
(e} +g?) UD 20, 0 UD 4205 063 U = 0,
27U+ (247~ fo?) U+ Qg> — fP0?) U = 0, @3)
(no—m2 e2)(w* + 03— g ) UP + (10 — 1z wa)(@* + a3 —g?) UD = 0,
gdzie:
Mo = Ny %/Cy . (4.6)
‘Warunek istnienia niezerowego rozwiazania ukladu (4.5) prowadzi po pewnych prze-
ksztalceniach do szukanego zwiazku dyspersyjnego (por. [6]):
[9Gn2 (03 + 03 + 0 — g% + oy a3)+70(9” — 0% + ar 3)]* =
= (qGno+1n2 oty &3)*(cd + 03 + 205 003), 4.7
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gdzie zdefiniowalismy:

g [#i+q%\’
G=-"- -

o, ( 2g? )
5, Dyskusja rownania

R-nie (4.7) dla granicznej wartoéci ¢ = 0 dopuszcza rozwigzania

G* = 1-0?/q?, q%= w*10-+im.

59

5.1

Pierwsze z tych réwnan jest klasycznym réwnaniem na predkoéé fali Rayleigha, drugie

jest rownaniem dyspersji fali termiczne;j.

Dla innego szczegblnego przypadku: 7, = 0, 5, = 1, r-nie (4.7) redukuje si¢ do

(por. [7):
G*[q? —w* (1o + 1) —iw(1 4+ &)+ oty a3]* =
= (033/9%)[2¢° —w(1+ 1o+ 7)) —iov(1 + £) + 205 a].

(5.2)

Jesli w — 0 oraz ¢ —» 0 w taki sposéb, Ze w/q — constans, wtedy dla kazdego

T, = 1, > 0 odzyskujemy z (5.2) wynik Locketta, [8]:
G? = (I+e—aw?/g?)/(1+ ¢).
Aby doj$¢ do tego wyniku, ktadziemy:
U.)2
X = "Zz—,
co pozwala zapisaé r-nie (5.2) w postaci:

Gl —X(To+ eT)+ AP = A?2[2—X—X(Ty+ eT,) +24],

gdzie:
4 =G = (1—72X) ((1—62X),

A = (0y05/9%)? = (1= X)(1 - XTo)— eXT,,
oraz:

i i
T = —_—, T = T —_—
o= To+ p 1 1+ p

Jedli teraz w — 0, ¢ = 0, ale X — constans, wtedy

T P BN |

-{Z—X—X[ro+ = +e(rl_+ L)]+2A} -
w w

{-(1-X)X-eX}{~X(+9))

w=0 —{X(1+e))? ’

O e ke | IS

(5.3)
(5.4)

(5.5)

(5.6)

5.7

(5.8)
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albo
I+e—X

G- 1+e °

stad, uwzgledniwszy (5.4) dostajemy (5.3).
Jesdli z kolei mamy przypadek réwnych czasow relaksacji:

T,=17=1 cyli Ty =Ty=1T°= T°+»i;—. (5.9)

r-nie (5.5) przyjmuje posta¢ réwnania dyspersji wyprowadzonego przez N, N-N, por. r-nie
(4.92) w [5], w ramach teorii z jednym czasem relaksacji,

G —Q+)XT°+A? = A2[2—-X—(1+ ) XT°+24], (5.10)
gdzie: ’
A% = (1-X)(1 —XT®)—eXTO.
Tak wigc rowniez dla fal powierzchniowych zachodzi analogia wskazana przez Agarvala,
[9], dla fal ptaskich w przestrzeni nieskoficzonej. Analogia ta, stuszna je$li idzie o réw-
nanie dyspersji, nie obowiazuje w odniesieniu do amplitud: nasze wyrazZenia (3.9) nie sg
przy zatoZeniu (5.9) takie same jak ich odpowiedniki (4.2), (4.3) w [5].
Dokonajmy jeszcze, wbrew zalozeniu 7, > 7,, formalnego przejscia granicznego:

T, = (74, ljw) = (0, 0). G.11y
Otrzymujemy wtedy ten sam wynik co dla ¢ — 0, tzn:
[%— (1 —X)1—XT)[YT—X+y1—XT,|* = 0. (5.12)

Poniewaz ostatni nawias po P.S. nie moZe znikaé, wiec r-nie (5.12) daje:
¥ =1-X, 1-XT,=0, (5.13)

a wiec znow mod fali Rayleigha i mod entropowy. Wynik ten pozwoli lepiej zinterpreto-
waé przebieg numerycznego rozwiazania réwnania dyspersji.

6. Analiza numeryczna

Pelniejsza dyskusja réwnania dyspersji (5.5) moze byé przeprowadzona po analizie
numerycznej jego rozwiazania., Rozwiazanie otrzymano metoda Newtona, tzn. metoda
kolejnych przyblizen wg. schematu:

X:= X~ fX)lf'(X), 6.1)
gdzie [ = df/dX, zas:
JX) =9(1—-XT + A)>*—A*Q-X—-XT +24). 6.2)
Tutaj:
: T = To+seTy. (6.3

za§ ¥ 1 A dane sa formulami (5.6) i (5.7).
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Za zerowe przyblizenie przyjeto dla (1/zo) < ci = 0.2817 warto$¢ X stanowiaca
rozwigzanie modu termicznego (5.13),, za$ dla (1/7¢) > ¢k, warto$é X = (ck,0) sta-
nowiaca rozwiazanie modu Rayleigha (5.13),.

Zbieznoéé kolejnych przyblized byla szybka. Na og6t potrzeba bylo mniej niz 10
iteracji na to, by modul réznicy wartosci X uzyskanych w dwu kolejnych przyblizeniach
byl mniejszy od 107°.

Na rys. 1 przedstawiono wyniki obliczen przeprowadzonych dla wartosci statej sprzg-
senia & = 0.05, wartosci ilorazu (3.3)s f% = 3 (co odpowiada liczbie Poissona » = 1/4),

03
0,287~ T T e e e s x
c? 021
01
| | | 1. 1 AAAAA |
0 0.1 0.2 0.3 o4 05 1,0
4 /1
0'3 - 8=0,05
B%=3 (v=1u)
. w=105
021 x,x’"‘%
) ' - * Ty Tp=1
: Y x Ty/Tp=2
X.
o1
L | e S AN TS
0 01 072 03 o4 05 10
. 1/7,

Rys. 1. Kwadrat predkosci termosprezystej fali powierzchniowej ¢? oraz wspélczynnik jej tlumienia 7
w funkcji odwrotnosci czasu relaksacji (1/70) dla dwu stosunkow 7,/7o = L oraz 7,/7e = 2, w ofrodku
z liczba Poissona » = 1/4 i stalg sprzezenia termosprezystego & = 0.05 dla czgstodei w = 10°

przy zaloZeniu, Ze czestosé jest liczba rzeczywista o wartosci w = 10° i dla dwu wartosci
Hlorazu 7,/7,, Wynoszacych 1 oraz 2.
Pierwszy wykres przedstawia predkosc fali:
w 1

¢ Reg - Re(1/yX)’ ©

za$ drugi — ttumienie fali:
7 =Img = oIm(1/yX). (6.5)
w funkeji (1/7,), tzn. w funkcji odwrotnosci mniejszego z dwu czaséw relaksacji. Zgodnie

Z wynikiem (5.13), dla malejacych wartosci 7, , rozwigzanie zbliza sig do prostych asympto-
tycznych, oznaczonych liniami przecrywanymi.
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Predkosé termosprezystej fali powierzchniowej nie przekracza nigdzie predkosci kla-
syczne] fali Rayleigha cz. Co do przebiegu jako$ciowego, nasze wyniki odpowiadaja
dolnej gatezi rozwiazan podanych przez Tao i Prevost, [10], dla ptaskiej fali termosprezystej
w nieskonczonej przestrzeni z czasami relaksacji, por. takze Dodatek B.

Thumienie fali termosprezystej rosnie z (1/7,), i osiaga maksimum w obszarze, w ktd-
rym zaburzenie to wytraca stopniowo charakier fali termicznej nabierajac charakteru
fali sprezystej. Dla duzych (1/7,) fala ma charakter fali Rayleigha, tzn. charakter po-
wierzchniowej fali sprezystej, ktéra rozchodzi si¢ bez strat z predkoscig cy.

7. Dyskusja wynikow

Dalsza analizg otrzymanych wynikéw umozliwi nam rozwiazanie réwnania dyspersji
(5.5) metoda rachunku zaburzen, por. [5].
Celem uproszczenia postgpowania zauwazamy pajpierw, Ze r-nie (5.5) z 2 czasami

relaksacji moina zapisa¢ formalnie w postaci rownania z 1 czasem relaksacji podanego
przez N, N-N w [5]:

Gl —XTo(1 +E)+A> = A2 2-X—=XT,(1+&)+24], (7.1)
gdzie:
A?* = (1-X)(Q-XT,) —EXT,, (7.2)
zas:
T, ~
& = 8—17. (73)

Teraz jednak nowy wspdlczynnik sprzgzenia & nie jest juZ stala materialowa lecz poprzez
T, i T, zalezy od w: zaréwno & jak 1 T, sa wielkosciami zespolonymi.
Dzielac stronami (7.1), (7.2) przez X? dostajemy:

2
.‘9[%-T0(1+<5”)+&¢] =.g¢2[—_)27-1—1“0(1+£)+2d}x, (7.4)
gdzie:
I i i i
2 _ - 2= I L . e
=g A (X 1)(1{ To) ETor (7.5)

Pamigtamy przy tem, Ze na mocy definicji X, (5.4):

Usuwamy niewymiernos¢ w (7.4) otrzymujac:

l/gl{[l Tlé”z.:dz}ﬂzlelé”\lz——
gz D0+ 0| ot ot | 4 ~1-To146)) | =

, 11 2 _
= {&l —QY[Y—T(,(H(&]} 42, (1.7)
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Matla warto§¢ parametru sprzgzenia 6 sklania do szukania rozwigzan r-nia (7.7) metoda
rachunku zaburzen. Nasuwaja si¢ przy tym, ze wzgledu na wlasnosé¢ graniczng (5.1), dwa
sposoby poszukiwania takiego rozwigzania: 1° szukamy rozwigzania wychodzac z réw-
nania fali Rayleigha:

Y =1-R, (1.8)
gdzie R jest kwadratem predkosci fali Rayleigha

R = cg, (7.9)

7a$ @ = % (X) brane jest w punkcie X = R; 2° szukamy rozwiazania wychodzac z za-
leznodci dla fali termicznej

X=——
T, (7.10)
gdzie T, dane jest przez (5.8);.
7.1. Rozwigzanic od strony fali Rayleigha. Szukamy rozwigzania w postaci X = R/ czyli

(por. (4.15a) w [5])

1_x )
gdzie:
H = 1+Eh +E*h,+ ... (7.12)
Piszac jeszcze:
H o= 1+E6H,, (7.13)

gdzie:
H = h+8h+ ..

nadajemy rozwinigciu (7.11) postad:

__)1{— = H]'{—‘g)Hl. (7.14)
Wprowadzmy jeszcze oznaczenia:
pm 1, s= kT, - (1.15)
R R
Wiedy (7.5) przyjmuje postaé:
o = rs+&a; + 8%q,, (7.16)

gdzie:

1 H (H
ﬂl = T[Hl(r"l"s)—To], a2 = Rl (——El——TO)'

za$ wyraz w nawiasie klamrowym {...} po L. S. r-nia (7.7) daje si¢ zapisaé nastgpujaco:

2
[%—To(l+$’)] +of? = (r+8)s+Ew, +8w,, (7.17)
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gdzie:
' H 1 H H
1‘V[=(I‘+3S)?L—"(2S+’]2—)To, W2=(‘-7;—‘_‘T0)(2—1€——T0>.
Z kolei wyraz w drugim nawiasie kwadratowym po L. S. r-nia (7.7) Wynosi:
2 . H,
Y —1-To(1+&) = "+S+éb(2Tl—To)y (7.18)
za$ wyraz w nawiasie kwadratowym po P.S. r-nia (7.7) jest:
I H |
+ ~To1+6) = s+£(—Ri—To). , (7.19)
Czynnik ¢ rozwijamy w szereg potggowy:
G = gu+ Y +8*F"+ ..., (7.20)
gdzie:
gr = Ylx=r, (7.21)
oraz '
%
@G’ = — . .
G 3 s (7.22)

Korzystajac z (7.21) zapisujemy r-nie (7.8) w postaci:

gr=1-R. (7.23)
Obliczamy pochodna (7.22); mamy: _
3% 39 ox a@a( R )

86 T 90X 86 T 39X 48 \1+&H,
lub '
oY oG 1 aH‘)
2 e Ry~ 2o, .2
Py R(ax) (ENI AL (Hﬁ“"a 28 G
Poniewaz Xlg_o, = R, wiec:
, 09| 8%
7 e (W )
Zapisujemy jeszcze (7.23) w postaci skrétowej:
Y = gR—I-é”g, (726)

gdzie:

g=9+69"+ ...
Wstawiamy (7.26, 7.17, 7.16, 7.18) i (7.19) do (7.7). Ze wzgledu na wynikajaca z (7.23)
i (7.15), tozsamosé:

gr— =1 (7.27)
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spostrzegamy, Ze znikaja wyrazy rzedu 0(6%) = O(l) po kazdej stronie tak otrzymanego
réwnania. Pozostajg wyrazy, ktérych najnizszy rzad po kazdej stronie jest 0(£2). Wspol-
czynnikiem przy &2 po lewej stronie rOwnania jest (£°)?, za$ po prawej stronie (£°)2
4rs. Przy tym:

0%
Z° = —(I‘+s)sh,(l+¥~ +575, (7.28)
aX X=R
zas:
P = sh 1+~3i —~T5. (7.29)
1 X |xor) ° .

Zatem nasze rownanie (7.7) w przyblizeniu 0(£?) jest:
(&£0)? = (#°%4rs,
skad:
L0 = P2 rs.

Po skorzystaniu z (7.28) - (7.29) dostajemy:

(|/7+]/§)2sl11(1+%ﬁ ) (s 2) ) T
Xlxor)
Stad:

n = g LT Y5’

s(14+0%/0X1x-r) ~

(7.30)

Jest to wyrazenie identyczne z otrzymanym wg teorii z 1 czasem relaksacji, por. wzér
(4.15b) w pracy [5]. Zauwazmy jednak, Ze sama pierwsza poprawka w rachunku zaburzen,
wynoszaca éhy, na mocy definicji (7.3) zalezy liniowo od Ty, za$§ od T, zalezy w sposé6b
bardziej skomplikowany poprzez funkcje s, por. (7.15),. '

7.2. Rozwigzanie od strony fali termicznej. Szukamy rozwigzania w postaci (por. wWzOr
(4.14 a) w [5)) '

& = T +86+8%6+ ), (7.31)

gdzie &, &, s3 na razie nieznanymi wspolczynnikami. Kiadac

W= 1+8&+8%%,+ ... (7.32)
lub:
W=1+8W,, (7.33)
gdzie:
W, =& +65+ ..., (7.34)
piszemy:

1

— = To(1+6Wy, (7.35)

i

5 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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czyli

1
To(1+EW)

Po wstawieniu (7.35) do (7.5) dostajemy:
2 = ET [T W(W,—1)— W],
lub po skorzystaniu z (7.32) i (7.34):

X=

H* = T, B,
gdzie:
B=Zy+ETyM?*+E*T,N,
za$:
Zy = (To’“l)gl—To,
oraz:

ToM? = (To— 1), +To6, (&, -1),
N = 5,QE —1+8&,).
W dalszym ciagu, zgodnie z (7.35) znajdujemy:

1
Y—T0(1+é’) = ETo(&;—1+8E,),
oraz:
2
¥ ~ =Ty +&) = To—1+8T, (25, — )+ 262TH &, .
Ponadto z dokladnoscia do wyrazéw liniowych w &:
G = go+8g,
gdzie:
2 4
_d (I_TX)
Eo = £=0 B l—ﬂlX d’:o,

czyli po skorzystaniu z (7.36):

)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

Znajomo$¢ g, nie bedzie nam dalej potrzebna. W rezultacie, na mocy (7.39) i (7.35) mamy:

1
gy =goTo+ET54,
gdzie:

=28 +goW1‘TéDg1W1~

(7.42)

Wstawiamy (7.42, 7.39, 7.40, 7.37) do (7.7). Widzimy, Ze o ile P. S. tak otrzymanego réw-
nania zawiera wyrazy co najwyzej rzedu 0 (&), to L. S. zawiera réwniez wyrazy rzgdu
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0 (£°). Zatem suma tych ostatnich wyrazow winna znikaé:
[go To—(To—11)]Z, = 0,

skad:
ZO = 03
lub zgodnie z definicja Z, (por. wzér (7.38)):
- Ty
g1 = o1 (7.43)

Ograniczajac si¢ do liniowego wzgledem & przyblizenia, z rozwinigcia (7.31) otrzymu-

jemy:
1 T,
= To(l +& I _1) ,

lub po skorzystaniu z definicji (7.3):

1 T,
¥ = To(l+e o ) (7.44)
Zatem, podobnie jak w rozwinieciu od strony fali Rayleigha, pierwsza poprawka w roz-
winigciu od strony fali termicznej jest liniowa funkcja 7'y; natomiast zalezno$é od T,
jest w obu wypadkach rézna i nieliniowa.

Biorac pierwiastek kwadratowy z obu stron r-nia (7.44), w liniowym przyblizeniu
manmy:

1 — 1T
71—7 = VT, (1 +"2‘ € V:T:-——l_)’ . (7.45)
lub:
1 — 1 1 i
= YTo(14+ — eB,— — L eB,),
VX V°( 2 " 2w 2)
gdzie:

T, (1o— 1)+ 1/w? T, —To+1
(to—1D*+1jw? ’ (To—1)?+1/0?

Jesli ponadto w > 1, wtedy w liniowym przyblizeniu:

B, = B, =

T =]/‘T;(1+L-. ‘ )

2 WTo
T T —To+1
B I (S

wiec:

Re(1/y/T) = 1/;(1+ P )

2 te—1

m(l/yX) = V7o [LH (To—1)(T1+270) —27, ,o}.

20 | 14 . 215(To—1)?

5%
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Zalézmy jeszcze, Ze T, = To > 1; wtedy na mocy (6.4) - (6.5):

1 1 1 7
T ReQfYX) m(l“?‘rz)’
7 ~—wIm(l/]/X) ————~[1+6(1—%—TL)].

To To

(7.46)

Dla duzych wartoéci 7,, tzn. matych (1/7,) zaréwno predkosé fali termosprezystej ¢
jak i jej thumienie #, ze wzgledu na mato$¢ &, sg praktycznie liniowymi funkcjami (1/|/-%).
Oznacza to zatem, co widaé na rys. 1, ze dla matych (1/7,), wielko$¢ c? jest liniowa funkcja
(1/%,), za$ zwiazek 1 z (1/7,) jest paraboliczny. Poréwnanie wartodci ¢ i % obliczonych
wg formul (7.46) z warto§ciami uzyskanymi na drodze numerycznej (por. rozdziat 6)
wskazuje na ich praktyczna zgodno$é (< 0.01) dla wartosei (1/7,) < 0.2.

Zauwazmy jeszcze, ze W tej granicznej sytvacji (o » 1, 74 2 7o » 1) predkosc fali
i jej wspotczynnik ttumienia sg dla fali powierzchniowej takie same jak dla plaskiej fali
harmonicznej w ciele nieskoniczonym (por. [10], a takze Dodatek B); zatem panujace na

powierzchni péiprzestrzeni warunki erGgowe nie maja wplywu na propagacje fali w tym
zakresie parametrow.

Dodatek A

Elementarne wzbudzenia ciala stalego w modelu typu Debye’a zdefiniowane jako
kwanty podtuznych fali dZwiekowych nosza nazwe fonondéw. Fonony poruszaja sie w kie-
runkach przypadkowych z predkoscia ¢;. Jesli ¢, ¢,, ¢, sa skladowymi predkosci ¢,
w kierunkach osi x, y, zto:

¢t = citel+el,
przy czym:

ey =<6y =Ly = i,

gdzie {...> oznacza $rednia. W zwiagzku z tym predkosci fali termicznej jest:

e = aly3, : (A1)
por. [11], [12]. Wzér (A1) stuszny jest dla ciata, w ktorym przekazywanie energii odbywa
sig na drodze fononowej, a wiec dla dielektryka, por. [12], [13].

Analiza kinetycznego rodwnania Boltzmanna dla fonondw [14], [15] jak i teoria linio-
wej odpowiedzi [16] wykazuja, Ze mozna obserwowaé rozchodzenie sie fal termicznych
w ,,0knie” czestosel

g <o < 1t

gdzie 1y, Tr sa odpowiednio $rednimi czasami zaniku strumienia ciepta i powrotu do
lokalnej réwnowagi termiczne).
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Dodatek B

Falg harmoniczng o stalej amplitudzie opisuje r-nie (3.1), jesli polozymy w nim
a = 0. Poniewaz, zgodnie z (3.3), oznacza to, Ze
« =0, (B1)
wiec r-nie (3.6) redukuje si¢ do:
(0*=p~2q?)(PO~q*R) = 0,
Stad albo:_
w? = g2, (B2)
albo:
(W~ g (—g*+ it +iw)—q?ew(i+wr)) = 0 (B3)
Skorzystalismy tutaj ze zwigzkéw (3.7). R-nia (B2) i (B3) odpowiadaja r-niom (14) i (15)
w [10]. Korzystajac z definicyj (5.4) i (5.8) zapisujemy (B3) w postaci:
ToX?—-bX+1 =0, (B4)
gdzie:
b = 1 + To + ETX .

Pierwiastki tego réwnania sa:

X, = 3170—<b+1/2f), X = —21T0-~(b~v’5), (BS)
gdzie:
A = b*—4T,. (B6)
Stad (por. rys. 2):
Lo oy, oL ayay ®7)
VX, V2 ' V2

Pamigtajmy, ze pierwiastki liczb zespolonych wystgpujace w (B5) i dalej sa obliczane wg
wzZorn :
]/ a+ib = X+iy,

gdzie:

N O X0 VLSS ¢V iy < UL

| ]./ 2 |b]

za8 ¢ oraz b sa liczbami rzeczywistymi.
Pierwiastek kwadratowy z wyréznika (B6) mozemy zapisaé w postaci:

2q1/2°
o 1+T T, '
‘A= — (1 — _tro 2(_ 21 _
4= —( To)[1+2eT1 (AL +e (lv—To)] ,
lub w przyblizeniu liniowym ze wzglgdu na matosé &:
- 1+ T,
VA = (1= Tp)—sT, = 22, (B8)
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« 02 05 10 20 80 1/t

*e

10r //
V4

L €= 0.05
0s \® :
@\ w=10
= SRILE
7 ) x T /Tym2
a :
01F / ’.‘\
=
); ) \-—“ :?:
502 05 10 20 50 /1,

Rys. 2. Kwadrat predkoéei harmonicznej fali termosprezystej ¢* oraz wspolczynnik jej thumienia » w funkcji
odwrotnoéci czasu relaksacji 1/7o. Krzywe oznaczone koleczkami @ lub © zostaly wykreslone odpowied-
nio na podstawie funkcji X, lub X_, z wykorzystaniem wzorow (6.4), (6.5).

Parametry rozpatrywanego osrodka sgq takie same jak na rys. |

Wstawiajac (B8) do (B7) znajdujemy:
1 1 T, ' - 1
S I A U VT, (1—:% T ) (B9)
VX, 2 1-T, VX 2 1-T,
Zauwazmy, iz r-nie (B9), jest identyczne z (7.45).
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Peswome

TIOBEPXHOCTHBIE BOJIHBI B TEPMOVIIPYI'OCTH C BPEMEHAMHA
PEJJAKCALMIN

cenemyem MOBEPXHOCTHBIC BOJHBI B U30TPOITHOM OSHOPOIHOM IONYIPOCTPAHCTBE HCIXOIB3YSACH

TeopHeil JIMHEHHOU TePMOYIPYTOoCTH C ABYMA BpeMeHaMmy penaxcanyu. llpeamonaraercs, UTo MOBEpX-
HOCTh MOJYNPOCTPAHCTBA CBOOOJHA OT MEX3HHUECKON HATPY3KH, W UTO HA Hee BO3MOMEH CBoOomHONI
TenjioobmeH. BrIBOAUTCA MUCIIEPCHOHHOE COOTHOUIEHME M NMPEACTaBIACTCA €ro YHCJIEHHON M acmMIITo-
THUECKHA 8HAIM3. YKA3aHA AHAIOTHMA HAWNEHHBIX Pe3yNbraToB C pe3yibTaTaMU TEOPHM C OJHOM Bpe-
Menem penaxcauru. IIpH OTCYTCTBHE CONPSOKEHHS TEPMUTIECKHX W MEXaHHUECKHX IIoJiel IoJryuaercs
KJaccuuecKyio Bojxy Panest. sl HUSKHX 3HAUEHMIT YACTOTHI ¥ BOJHOBOIO BEKTOpA 33Jaya CBOAWTICS
K pemeHnio JIdkarTa.

Summary

SURFACE WAVES IN THERMOELASTICITY WITH RELAXATION TIMES

Surface waves in an isotropic homogeneous semi-infinite space are studied within the linear thermo-

elasticity with two relaxation times. The boundary of the semi— space is assumed to be free of stresscs
and through it there is a heat exchange with environment. Associated dispersion relation is derived and its
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numerical and asymptotic analysis are presented. The analogy of our results with those of a theory with
one relaxation time is discussed. Also, Rayleigh’s classical result for isothermal elastodynamics, and
Lockett’s thermoelastic solution corresponding to low frequencies and small wave vectors are recovered,

Praca wplyngla do Redakcji dnia 20 stycznia 1987 roku.
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THEORETICAL MODEL OF EXTERNALLY PRESSURIZED CIRCULAR
THRUST POROUS GAS BEARING WITH DEFORMABLE MATERIAL

JaN A. KoLODZIE)
MACIE] BARBACKI

Politechnika Poznarnska

A method is proposed for determining dimensionless characteristics of an externally
pressurized circular thrust bearing. An essential novelty in the present model as com-
pared with many existing theoretical models consists in the deformability of the porous
pad being taken into consideration. The unknowns of the present model are: the pressure
distribution in the clearance and the thickness of the lubricating film (deflection of the
porous pad). These quantities are determined by solving by method of successive approxi-
mations the set of governing equations. For the zero approximation it is assumed that the
porous material is indeformable, which enables us to obtain a solution for the zero approxi-
mation to the pressure distribution. For the first and subsequent approximations the
porous pad is treated as a thin elastic plate loaded in an axially symmetric manner by
pressure which has been found in the preceding approximation. The equation of ben-
ding of the porous plate is integrated in an analytic manner in every approximation. The
equation governing the pressure distribution is integrated numerically by using the method
of orthogonal collocation. A detailed algorithm is given for the determination of the
dimensionless load capacity and the dimensionless mass flow rate.

1. Introduction

Aerostatic thrust bearings are commonly used in industry, since they have exceedingly
low frictional coefficients, even at slow speeds, and they are readily operated from the
factory air-line. Conventional capillary or orifice-compensated bearings have, however,
low load capacities for the high supply pressures and feed rates required, and their opera-
ting range is often limited by the pneumatic instability of the air film. These disadvan-
tages may be overcome by using a porous pad in place of the combination of a solid pad
and compensating elements. Thus, the aerostatic porous bearing, also has a stiffer film,
ensuring greater positionala accuracy, and a smaller tendency to fail throughblockage.

Porous thrust bearings have been investigated by many authors. A review of the li-
terature pertaining to the theory of such bearings was given in paper [1]. Almost all the
research workers made the assumption that in bearing clearance exists a uniform gas film,
as this drastically simplifies the solution of the Reynolds equation. This implies that the
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elastic strength of the porous material is such that deformation that does occur is negli-
gible. In aerostatic thrust bearings, film thicknesses are small of the order of 12 um and
hence any apparently negligible deflection of the porous media may be of the same order
of magnitude as the film thickness. The deflection of the porous pad depends upon its
flexural rigidity. For certain materials the elastic strength of the pad will be insufficient
to withstand the loading by pressure difference across it. Consequently, a diverging film
will be produced. This effect was observed by Taylor & Lewis [2] in experiments with
porous carbon as the media. The divergent film reduces the film pressure and hence the
load-carrying capacity of the bearing.

The deformation of porous material, as yet, was taken into account only in Taylor &
Lewis [2-3] and in the paper [4]. In papers [2 - 3] essential part of proposed model is
determination the two-dimensional flow in porous material. However, in most applica-
tions the wall thickness of the pad is small compared to its radius. Thus, the gas flow in
the bearing matrix is predominantly axial and it is immaterial whether the porous pad is -
sealed at the sides or open to the atmosphere. This assumption in essential way simplifies
the mathematical model of the bearing. In paper [4] the method for determining characte-
ristics of externally pressurized circular thrust bearings with deformable porous material
with the mentioned above assumption on axial flow for incompressible lubricant was
proposed.

The purpose of this paper is to present the mathematical model for the performance
characteristics of the aerostatic porous thrust bearing with deformable porous material
and compressible lubricant. We take into account also a slip flow at the boundary between
the bearing clearance and the porous material. Opposite from papers [2 - 3] in this paper
the radial flow in the porous material is neglected.

2. Assumptions

Figure I represents the flow model and coordinate system in the circular porous
thrust bearing. We assume that known values are: p, — supply pressure, p, ——amblent
pressure, H — thickness of porous material, 2¢ — diameter of porous pad.

The assumptions made for this analysis are as follows:

a) The lubricant is a compressible viscous fluid with equation of state for perfect gas:
p = 0T, M
where: p — pressure, o —density of gas, # — gas constant, T — temperature.

§

- 20 o
R 7 |
S A7 VA T

Fig. 1. Configuration of porous thrust bearing
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b) The fluid flow through the bearing is isothermal and steady.
¢) The flow in porous material is viscous and Darcy’s law applies:

q= K gradp )
N 3

where: g — velocity in porous material, k& — permeability coefficient, u — viscosity of
fluid.

d) The porous material is deformable. The thickness A of the pad of bearing is small
as compared with the diameter 2a; the deformability of the material may be described
by the theory of thin plates, the deflection of which is discribed by the equation:

1(l.a’_ld dw _ 0
T {’ Wl?Tr(’W”} =N @)

where: w — deflection of porous pad, Q — transverse loading, N — flexure rigidity of
porous plate.

e) Since H < a, the radial flow in the porous material is neglected, The Darcy’s equation
(2) is in this way reduced to the form:

g = ——- - 4)

f) The tangential stresses in lubricating layer penetrates on a distance § in the bulk of
porous material [5-6]. Therefore the condition that there is no sliding was proposed
to apply but on surface inside porous material, not its nominal boundary.

g) The usual simplifications of the classical lubrication theory can be used for the
bearing clearance, it being assumed that there is only radial flow governed by reduced
equations of viscous compressible flow in the form:

LA d(ev,)

T hr (r er)‘i‘**a*; ~ =0, &)
dp v,
V= ©

where: v, — radial velocity in bearing clearance, v, — axial velocity in bearing clearance.

3. Governing equations and method of solution

Flow in the porous material is governed by the stedy-state mass continuity equation
(axisymmetric case):

d
e (egz) = 0. 7

Substitution of Darcy’s law (4) and equation of state (1) into equation (7), yields

d | kp dp)_ 8
E(Tm'dz =0. ®
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2
By noting that 2p%~ = d!/)z—, it can be shown, that
dp* e
-vzjzftz(‘—w—i-o B lj ’ (9)
Integrating equation (6) twice respect to z, applying the boudary conditions in the form:
2, = 0 for z=0, (10)
v, =0 for z=c—w+9d, (11
we have:
_ lemwadf dp N 2 "
U= T T e (c—w+ 0)* c—w+9d | (12)

Substitution of equation (12) to (5) and integration in the film region, yields:

3
- (C_ v (S) : '{/ (Q’“Zf‘) = - (sz)lz=C—w+d . (13)

T e
Because gv, = pq, for z = c—w+4, from (4) and (9) we have governing equation for
pressure in bearing clearance:

4P 1 dPr AP AgP? 04
"dR* "R dR ~ (I—aW+A4P T (l—aWw+43
where:
F p Ds 12ka® -
.R=— = - ;. = g = ——— ]
a > P pa > P.s pa ] 40 H » ( 5)
a, = ~a—, 4 = i
c ¢

After introducing dimensjonless values (15) into (3) and puting Q = p,—p, we have
governing equation for deflection of porous plate:

1 d d|l 1 d dw
R IR {R‘df[ﬁ‘ iR (RTR‘ )” = S P), (19
where: .

2
Sp= ot a7

is dimensionless parameter of stiffness.
In solution of equation (14), should satisfy the following boundary conditions:

dp
P=1 for R=1, (19)

While, in solution of equation (16), W — should satisfy the following boundary condi-
tions:

W =0
aw _ i for R=1, (20)
dR
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which are conditions for clamped cdge of plate. It is also required that:

aw W

_ﬁ,-_—d}‘T_O for R =0, @2n

which results from the symmetry of the problem.

The unknowns of the present model are: the pressure distribution — 2 in the cle-
arance, and deflection — W of the porous pad (the thickness of the lubricating film).
These quantities are determined by solving by method of successive apprixomations the
set of equations (14) and (16) with the boundary conditions (18), (19), (20) and (21).
For the zero approximation it is assumed that the porous material is indeformable,
W© = 0, which enables to obtain the zero approximation to the pressure distribution
P®, by solution of equation (14) with # = 0. For the first and subsequent approxi-
mations the porous pad is treated as a thin elastic plate loaded in an axially symmetric
manner by pressure which has been found in the preceeding approximations. The equa-
tion governing the pressure distribution (14) is integrated numerically in every approxi-
mation by means of orthogonal collocation [7]. In this way solution for P is given in
polynomial form. The equation of bending of the plate (16) is integrated in analytic
manner in every approximation, because it is a linear equation with load described by
polynomials. :

Solutions to the foregoing system of equations are in the form of pressure-squared
distributions through the bearing clearance. The load capacity is simply found as the
sum of forces created by the fouilm boundary pressure acting normally to the bearing area
or

a

2n a
s= [ [(p-pdrdrd® =2z | (p—p)rdr. (22)
0 o 0
In dimensionless form this becomes:

— S —_—
- naz (ps'—pa) B

1
Psz_l f(P—l)Ra’R. (23)
0

The dimensionless load capacity is seen to be the ration of the actual load to the maximum
load possible. .

The mass flow rate required by the film may be calculated from the gas velocity cros-
sing the film boundary:

2% a

m = ~f f(@q,)|z=cra'rd@. (24)
o 0

Substitution of Darcy’s law (4) and the equation of state (1) yields

_ mk - 3p2)
m__“ym"a‘ (“52‘

rdr. (25)

Z=cC
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In dimensionless form the flow becomes:

_ 2mpuRTH -2 ar?
T wd(pi-pdk T Ae(PP=1) dR ey

(26)

4. Results

The convergence of the described above method of successive approximations is sa-
tisfactory. In almost all calculated cases with number of iterations less than 10, results
are stable for the pressure distribution £ and the deflection of porous plate W. This good
convergence is illustrated in Tables 1 and 2.

Table 1. Load capacity S and mass flow rate M for succesive approximation i;
Py =9, Ay =10, a, = 100, S, = 0.05, 4 = 0.01

i A M
1 0.6237747 ~ 68.12282
2 0.6431721 69.77471
3 0.6407426 69.54882
4 0.6410518 69.57369
5 0.6410124 69.57052
6 0.6410168 69.57092
7 0.6410169 69.57087
8 0.6410168 69.57088

Table 2. Load capacity S and mass flow rate M for succecesive approximation /;
Py =9, Ay =90, a. = 100, S, = 0.05, 4 = 0.1

i S M
1 0.8452509 140.534)
2 0.8427989 140.1449
3 0.8428321 140.1500
4 0.8428317 140.1499
5 0.8428317 140.1499
6 0.8428317 ©140.1499
7 0.8428317 140.1499

In the proposed mathematical model the dimensionless characteristics such as the load
capacity S and the mass flow rate M are functions of the following dimensionless para-
meters: Aq, Py, Sy, a. and A. The variation in the load capacity S and the mass flow
rate M with the bearing number A, for various ration of radius pad to bearing clea-
rance a. are shown in Figs. 2 and 4. It is seen from these figures that deformation of

'
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porous material can have significant influence on nondimensional load capacity and mass
flow rate. This influence increases with decrease of parameter /,, whereas this influence
increases with increase of parameter a.. While, Figs 3 and 5 show the variation in the
load capacity S and the mass flow rate A with the bearing number A, for various di-
mensionless depths of penetration of shear 4. It is seen from these figures that penetra-
tion of shear inside porous material (the slip flow on the boundary of porous region and
of fluid region) can have significant influence on load capacity and mass flow rate. The
Table 3 shows the variation in the load capacity and mass flow rate with dimensionless
parameter of stiffness of porous pad S.

Table 3. Variation in the load capacity .§ and mass flow rate M with the dimension-
less parameter of stiffness S ; 4o =10, P =9, 4 = 0.01, « = 100.

Ss S M
0.0 0.623774 68.123
0.002 0.624556 68.187
0.004 0.625329 68.251
0.006 0.626093 68.315
0.008 0.626849 68.378
0.01 0.627597 68.439
0.02 0.631218 68.742
0.03 0.634653 68.031
0.04 0.637915 69.307
0.05 0.641017 69.571
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Pesome

TEOPETHYECKASA MOJEJL IMJIMHOPUYECKOTO ITONIMITHUKA-TIOOIIATHHUKA
BHEIUHE IIHTAEMOIrO INIPM YUETE OEDOPMAIIMHM IIOPHMCTOIO MATEPHAJIA

B pabore mpepcraBnieH cnocof onpeseneHHa 0e3pasMePHBIX XaPAKTEPUCTHK IUIOCKOTO LMIHHADH-
YECKOTO MOAIVITHUKA, IXTAEMOr0 BHELLIHE. CyINecTBeHHON HOBOCTBIO B MOJENIH, X0 CPABHEHWIO C MHO-
THME YIKC CYIUECTBYIOLIMMK TEOPETHIECKIMI MOJENSIMU ABIIIETCA YUET fAechopMaLKy IOPUCTOl BKANKY.

B npenaraemoit MOReN I HEUBBECTHEIMU JIJIST OTPCAENIEHHS SIBIISIIOTCA | PASTIOMEHHME JABIEHUA B e~
JIE TTOFUIMIMHMKA ¥ (OYHKIMA TONIIMHAL CMA3LIBAKOLIETO CNIOsT (MPOrHd NOpHCTOR BIIAAKH). DTH Benn-
UMHBI ONMPENENAOTCA METOAOM OUEPENHBIX NPUOMDKeHuH. B HymeBom NPUOIMIKEHMH IpeIIaraercs,
YTO MAaTEPHANT MOPUCThIT HeRedopMUPYEMbIH, UTO MO3BONSST IOJNYUHTE PEUIEHHE PACTpPEENCHUsI JaB-
JIEBHUA AJIS 3TOro NPHONEOKEHUSA.

B nepBom B CHENYIOIUMX NPROMHKEHMAX IOPUCTAS BKJIAJKA TPAKTYETCS KAl TOHKAA 3JIACTHUHAA
[IIATKA ¢ OCEBOK CHMMETPHUECKON HATPY3KOM JMABNEHMA, ONPEAENIEHHOrO paHeée B HOCIEAHUM TIPHOIM-~
JKEHHH. YP2BHCHHE Nporufa IIMTKY HHTEIPHPYETCS AHANMTHUECKM B Ka)KIOoM NpuOInKeHuH. Ypap-
HeHVWE U1 pacupesesieHHs JaBJeHid B KOKJOM IPUOHIKEHMH HHTErPYETCSI YACIIEHHO METOJOM OpTo-
T'OHANHOH KOJIIOKAHM. )

TpepcraEnen OAPOGHLIA aNTOPUTM ONpeHecHus: Oe3pasMepHOR Hecylel cuibl M Ge3pasmepHoi
CKOPOCTH TYOTOKA.

Streszczenie

TEORETYCZNY MODEL POROWATEGO ZEWNETRZNIE ZASILANEGO

CYLINDRYCZNEGO GAZOWEGO LOZYSKA WZDELUZNEGO Z ODKSZTAECALNYM
MATERTALEM POROWATYM

W pracy przedstaw:a sig sposob wyznaczania bezwymiarowych charakterystyk cylindrycznego lo-
zyska wzdluznego zasilanego zewnetrznie. Istotng nowoscia modelu, w poréwnaniu z wieloma istnieja-
cymi modelami teoretycznymi jest uwzglednienie odksztalcalnoéci porowatej wkladki. W proponowanym
modelu niewiadomymi sa: rozklad ciénienia w szczelinie lozyska oraz grubo$é filmu smarujacego ugiecie
wkladki porowatej. Wielkodci te wyznacza sie poprzez rozwigzanie ukladu rownan rzadzacych metoda
kolejnych przyblizen. W przyblizeniu zerowym zaklada sig, ze material porowaty jest nieodksztalcalny,
co pozwala na uzyskanie zerowego przyblizenia dla rozkladu ciénienia, W pierwszym i nastepnych przy-
blizeniach wkladke porowata traktuje sie jako cienka sprezysta plyte obciazong osiowosymetrycznie cis-
nieniem wyznaczonym w poprzednim przyblizeniu, Réwnania zginania plyty catkuje sie analitycznie
w kazdym przyblizeniu. Podaje sie algorytm wyznaczania bezwymiarowej sity noénej oraz bezwymiarowej
predkoéci przeplywu gazi przez lozysko.

Praca wplyngla do Redakeji dnia 20 stycznia 1987 roku.
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W pracy wyznacza si¢ ksztalt powierzchni swobodnej cieczy znajdujacej sie w tréj-
katnym rowku. W tym celu korzysta si¢ z rownania Laplace’a-Younga. Parametrami
ustalonymi sa: kat rozwarcia rowka, kat zwilzenia, liczba Bonda. Opisano stosowana
numeryczng metod¢ optymalizacyjna, podano przykladowe wyniki oraz program w je-
zyku Basic mikrokomputera HP86B, przy pomocy ktorego wykonywano obliczenia.

1. Wprowadzenie

W niektorych zagadnieniach technicznych dazy si¢ do zwigkszenia powierzchni swo-
bodnej cieczy. Celem moze by¢ intensyfikacja proceséw wymiany cieply i masy pomigdzy
ciecza i gazem na powierzchni swobodnej (parowanie lub kondensacja). Jedna z drog
zwigkszenia powierzchni swobodnej jest stosowanie powierzchni ztobionych tréjkatnymi
rowkami lub powierzchni pofaldowanych, na ktérych zachodzi sptyw cieczy pod wplywem
sit grawitacji. Przy przeplywie wzdiuz rowkéw, przy niewielkiej ilosci cieczy w rowkach,
wplyw sit kapilarnych jest istotny i nastepuje znaczny wzrost efektywnej powierzchni
wymiany w poréwnaniu do splywu po powierzchni plaskiej.

Problem laminarnego przeplywu ciecay lepkiej, niesciéliwej w tréjkatnym rowku pod
wplywem sit grawitacji byt rozwazany w pracy [1]. Uwzgledniono tam efekt napigcia
powierzchniowego na powierzchni swobodnej cieczy, jednak przyjeto zatozenie upraszcza-
jace, Ze powierzchnia swobodna ma staly promiefi krzywizny. Zatozenie to jest korzystne
z punktu widzenia stosowanej metody rozwiazywania zagadnienia przeplywu, zapewnia
bowiem analityczng postaé funkcji okreslajacej ksztatt powierzchni swobodnej, moze by¢
jednak przyblizeniem niewystarczajaco doktadnym z punktu widzenia modelowania
rzeczywistej powierzchni swobodnej. Ponadto zalozenie takie ogranicza budowe modelu
teoretycznego optymalizacji procesu wymiany.

6*
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Celem niniejszej pracy jest podanie metody numerycznego wyznaczania ksztattu po-
wierzchni swobodnej dla dowolnych ilodci cieczy w tréjkatnym rowku, przy dowolnym_
napieciu powierzchniowym i dowolnej gestoséci cieczy, to jest dla dowolnych liczb Bonda
Zalozenie stalego promienia krzywizny, jakie przyjeto w pracy [l] jest uzasadnione przy
bardzo malych warto$ciach liczby Bonda. Podstawa rozwazan jest zwiazek Laplace’a-
Younga, ktéry w rozwazanym przypadku prowadzi do dwupunktowego zagadnienia
brzegowego z nieliniowym réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, w ktérym niewia-
doma wielkoscia jest wspolrzedna powierzchni swobodne;j.

W przyjetej metodzie rozwiazywania zagadnienie brzegowe sprowadza sig do zagadnie-
nia poczatkowego. W takim ujeciu istotna réznica w stosunku do znanych autorom roz-
wigzan tego typu, np. z pracy [2], w ktérej okre§lano ksztatt powierzchni swobodnej
cieczy, polega na tym, iz w niniejszej pracy nieznany jest jeden z warunkéw poczatko-
wych. Zamiast tego zadany jest warunek okre$lonego pola pod powierzchnia swobodna.

Z uwagi na duze rozpowszechnienie mikrokomputeréw do pracy dotaczony jest prog-
ram obliczen w jezyku Basic.

2. Sfermulowanie problemu

Weimy pod uwage rowek tréjkatny o kgcie rozwarcia 20 (rys. 1). Przyimijmy bie-
gunowy uktad wspétrzednych (r, ¢) o poczatku w wierzchotku rowka i wspétrzedne;
@ = 0 pokrywajacej si¢ z osig symetrii rowka. Ciecz znajdujaca si¢ w rowku tworzy po-
wierzchnig swobodna, ktdrej ksztalt opisuje funkeja ry = ro(p). Ze Scianka rowka tworzy
ona okreslony kat zwilzenia . Problem polega na wyznaczeniu ksztaltu powierzchni
swobodnej (funkcji rs(g)) przy znanych: kacie wierzchotkowym 2@, ilosci cieczy w rowku,
kacie zwilzenia © 1 wspdlczynniku napiecia powierzchniowego.

W stanie ustalonym ksztalt powierzchni swobodnej w ogdlnoéci opisuje zwigzek -
Laplace’a-Younga:

=0l ptn) 0

gdzie Ap jest skokiem ci$nienia na powierzchni swobodnej, o wspélczynnikiem napiecia
powierzchniowego a R, R, — gléwnymi promieniami krzywizny powierzchni swobodne;j.
Z uwagi na fakt, iz rozwazana powierzchnia swobodna jest powierzchnia walcowa przyj-
mujemy, ze R, = oo. Ze wzgledu na symetrig wystarczy rozwazaé przedzial ¢ € (0, @.

Precyzujac wielkosci w rownaniu (1) przyjmiemy, ze w kierunku pionowym zachowa-
niem os$rodkéw rzadzg prawa statyki plyndéw. Mamy wigc zwigzki:

Py = —yi(recosp—Cy), @

P2 = —ya(rcosp—Cy), 3)
gdzie oznaczono: p,, p, — cisnienia statyczne w gazie (oérodek 1) i w cieczy (osrodek 2),
Y1, Y2 — odpowiednie cigzary wilasciwe, C,, C, — state calkowania. Skok ci$nienia Ap
na granicy o$rodkéw jest wowczas réwny

Ap = p,—p, = y(rscosp~C), “)



WYZNACZANIE POWIERZCHNI SWOBODNEJ. ,, 85

Rys.1. Rowek wypelniony ciecza

gdzie y = y,—y; i przy y1 €y, przyjmuje sig, ze ¥ = y,. ¢ = C,— C, — stala, ok-
re$lajaca wysokos¢ stupa cieczy, dla ktérej p, = p,. Tak wiec, uwzgledniajac zalezno$é
(4) i wzory geometrii rézniczkowej rownanie (1) przyjmuje postaé:

dp| 7 dp*
y(rscos9p—C) = ~0 (pdr 5 3/299 ©)
el
'
Z symetrii zagadnienia wynika warunek brzegowy:
drdp)
= dl = 0. 6
o 0 dla ¢ 6
Drugi warunek brzegowy wynika z kata zwilZzenia na granicy trzech o$rodkdéw i ma postaé:
dry() I
= ——— 1 = @.

dp 26 dla ¢ O

Dodatkowy warunek, jaki musi spelnia¢ rozwiazanie r,(q) wynika z zadanej ilodci cieczy
w rowku 1 moze by¢ sformulowany w postaci:

&

[r2@dp = b2, ®)
1]

gdzie b jest odlegloécia powierzchni swobodnej od dna rowka przy braku sit kapilarnych.
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Wprowadzajac bezwymiarowa zmienng R = Is réwnanie (5) 1 warunki (6 - 8) mozna

b
zapisa¢ nastgpujaco:
J2R 2 dR)Z ( A s dR)Z]slz
—dq?~.— R—l——E(W +Bo COS(p—'—R"‘ R+ d—(p 3 (9)
dR
Gy =0 da e=0, (10)
dR R
——d?p“ ] t—é@- d]a (p = q;, (11)
@&
fRz(qv)dq) = 5P, (12)
0

2 C .
gdzie Bo = —y—b—— jest bezwymiarowa liczba Bonda, 4 = —[;—bezwymlarowq stala.
o .
Réwnanie (9) z warunkami brzegowymi (10, 11) formultuje dwupunktowe zagadnienie
brzegowe. W rownaniu (9) wystepwje nieznany parametr 4, do okreélenia ktérego dyspo-

nujemy dodatkowym warunkiem (12).

3. Opis metody rozwiazania zagadnienia

SprowadZmy sformulowane zagadnienie brzegowe do zagadnienia poczatkowego.
W tym celu, traktujgc warunek (10) jako pierwszy warunek poczatkowy, przyjmujemy drugi
warunek poczatkowy w postaci:

R(p)=S dla ¢=0, (13)
gdzie S jest drugim nieznanym parametrem (obok parametru 4). Zagadnienie poczatkowe
proponujemy rozwigzywaé metoda Rungego-Kutty w wersji podanej w [3] {patrz Appen-
dix }, sprowadzajgc przedtem réwnanie (9) do ukladu dwéch réwnan pierwszego rzgdu
W postaci:

dy,
COPNS a4
dYZ _ 2 2 A 2 213/2
dp = YI+TI (Y.)*+ Bo (COSq?—”}',-l“) [(Y)*+ (Y2)°]°3, (15)
gdzie: ¥, = Ry(p), ¥, = ER{{,((%)

Rozwigzujac problem poczatkowy sformulowany réwnaniami (14) i (15) oraz warunkami
(10) 1 (13) dla dowolnie dobranych parametréw 4 i S otrzymamy postaé powierzchni
swobodnej, ktéra z okreflonymi bledami spelnia warunki (11) i (12). Zakladajac, ze
istnieje para parametrow 4 i S, dla ktérej warunki (11) i (12) sa spelnione doktadnie,
naszym celem jest znalezienie rozwiazania z okreslonym bledem wzglednym DT dla kata
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zwilzenia
T-6
DT =
o (16)
i bledem DS dla pola powierzchni pod krzywa
POL—-tg®
DS =" ="
wd 17

gdzie T'1 POL sa obliczonymi warto$ciami kata zwilzenia i pola powierzchni pod krzywa
dla zadanych parametréw A i S. Realizacja postawionego celu polega na minimalizacji,
przy pomocy omoéwionej nizej procedury numerycznej, funkcji bledu w postaci:

FBL = DT?+DS?. (18)

Jako warunek zakoficzenia obliczen numerycznych przyjmuje sic odpowiednio mate
wartosci dla blgdow wzglednych DT i DS.

W pracy proponuje si¢ minimalizowanie wprowadzonej funkcji bledu (18) przy po-
mocy metody bedacej posrednia pomiedzy metoda Gaussa-Seidela (bezgradientows)
{[4], str. 200} a metoda najwickszego spadku (gradientowa) {[4], str. 203}. Zasadniczo
w tej procedurze powtarzaja sig na przemian dwa etapy obliczen: poszukiwanie kierunku
najwickszego spadku oraz przeszukiwanie tego kierunku. Z uwagi na fakt, ze w badanym
zagadnieniu nie dysponuje si¢ informacja o gradiencie funkcji bledu FBL w pierwszym
etapie poszukuje si¢ minimum FBL w skonczonej ilo§ci punktow na elipsie w plaszcezyZnie
(4, S). Tloé¢ tych punktdéw, osie 1 §rodek elipsy okresla si¢ arbitralnie na poczatku pro-
cedury poszukiwania kierunku najwickszego spadku. Punkt na elipsie, w ktérym FBL
osiaga minimum i $rodek elipsy wyznaczaja kierunek przyblizony do kierunku naj-
wigkszego spadku i jest on dalej nazywany kierunkiem najwiekszego spadku. O ile FBL
na elipsie nie osiaga wartosci mniejszej anizeli w jej $rodku nastepuje zmniejszenie osi
elipsy. W kierunku najwigkszego spadku minimum funkcji btedu poszukuje si¢ przy po-
mocy metody przeszukiwania ze zmiennym krokiem.

Dla przyspieszenia obliczen pierwsze przybliZenie rozwiazania poszukiwano dla malej
ilosci krokéw catkowania (oznaczonej w algorytmie NP) w metodzie Rungego-Kutty.
Nastepnie ilo§é tych krokdw zwiekszano tak dhugo, dopoki wyniki z dwéch kolejnych
krokéw calkowania réznily sie mniej niZz zatozone kryterium (w pracy 19, uzyskanego
wyniku). Nalezy zwrdcié uwage na fakt, ze czas obliczen jest w duzym stopniu zalezny
od trafnoéci przyjecia pierwszej pary parametréw A i S oraz krokéw procedury przeszu-
kiwania (w programie oznaczonych A4 dla 4 i SS dla S). Dlatego tez w programie wpro-
wadzono mozliwo$¢ ,,strzelania” punktem startowym (danymi 4, S, 44, SS, NP) tak,
aby uzyskane pierwsze przyblizenie zapewniato mozliwie krétki czas obliczen.

Na rys. 2 podano algorytm obliczenn programu wykorzystanego w pracy, ktdry jest
zamieszczony w dodatku. Oddzielnie na rys. 3 1 4 rozpisane zostaly fragmenty tej procedury
dotyczace poszukiwania kierunku najwigkszego spadku oraz poszukiwania minimum
na tym kierunku. Algorytm obliczeft z rys. 3, 2 1 4 ma na celu ulatwienie ewentualnemu
uzytkownikowi korzystania z zalaczonego programu (obliczenia wykonywano na HP
86B w jezyku Basic). .
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Rys. 2. Algorytm obliczeri wyznaczania ksztaltu powierzchni swobodne;j
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Rys. 4. Algorytm procedury metody przeszukiwania
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4, Przykladowe wyniki

Przedstawiona metoda wyznaczania powierzchni swobodnej moze by¢ wykorzystana
dla powierzchni wypuklych zaréwno w dodatnim (4 > S) jak i ujemnym (4 < S) kie-
runku osi ukladu biegunowego. Przykladowe przebiegi powierzchni swobodnych po-
kazano na rys. 5 i 6. Na rys. 5 przedstawiono powierzchnie swobodne dla réwnych katéw

- Bo=10 ~—~—— J

F Bozt ——— E

r 7 b Bo=1

N //// a L 9:]T/1'2 ———— P 1
1= = — 8=T/6 " 1

| ¢ =1/6 i

. 8 =T/6 g

- —

Rys. 5. Profile powierzchni swobodnej dla réznych  Rys. 6. Profile powierzchni swobodnych dla 16znych
liczb Bonda katow zwilzenia

Zwilzenia 1 réznych liczb Bonda. Na rys. 6 przedstawiono sytuacje odwrotna. W celu
oszacowania bledu wynikajacego z zalozenia stalego promienia krzywizny [1] na rys, 7
przedstawiono zalezno$ci promienia krzywizny od wspoirzednej biegunowej ¢ dla roi-

' i T | T |
T~ Bo=10 ———— |
z \\\ Bost  ——-
'3 2 \, Bo: 0.01 —
8 AN
X | \ ]
' AN
® e \
er \ b
& L \
> e Y —
5 i \ N, 1
g A
E. 1 \\

3 \ ]
a @-1/6 \\ i
8=1/6 \

1 1 i | | ‘ 1
0.2 0.4 06
¢ [rad]

Rys. 7. Bezwymiarowe promienie krzywizny dla réznych ficzb Bonda
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nych liczb Bonda. Z przebiegéw mozna stwierdzi¢, ze popeiniony blad jest niewielki
jezeli liczba Bonda jest mniejsza od 1. Dla wigkszych liczb Bonda btad ten znacznie roénie.

Uzywany przez autordw program wymaga okreslenia wyjsciowej pary parametréw
A i §. Trafnos¢ ich doboru decyduje o szybkosci osiagnigcia zadowalajgcych wynikow
a tg pierwsza ulatwia znajomos¢ charakteru zmian tych wielkosci w funkcji liczby Bonda.
Przykiadowe zaleznosci pokazujgce jak zmieniaja sie parametry 4 i S w funkcji liczby
Bonda przedstawiono na rys. 8 1 9. Znajomos¢ jako$ciowych zaleznoéci tych parametréw
mozZe by¢ wykorzystana w trakcie obliczen dotyczacych innych katéw rozwarcia @
i zwilzania ©.

0-=1/6
e=T/6
-Sil- —~
" L1 R U e B
'9“3 5 10 Bo 5 10 Bo-
Rys. 8. Zaleino$¢ wysokosci cieczy w $Srodku Rys. 9. Zalezno$§¢ parametru A od liczby
rowka od liczby Bonda Bonda

5. Uwagi koncowe

Przedstawiona procedura umozliwia okre§lenie powierzchni swobodnej cieczy w troj-
katnym rowku dla dowolnych katéw rozwarcia i zwilzenia oraz dowolnej liczby Bonda.
Proby pokazaly, ze procedura jest zbiezna wzgledem wyboru punktu poczatkowego 4 i S
oraz liczby krokéw catkowania. Stosunkowo szybki proces rozwigzywania numerycznego
umozliwia wykorzystanie procedury do anmalizy wplywu poszczegélnych wielkosci (np.
liczby Bonda, kata zwilZzenia, kata rozwarcia) na ksztalt powierzchni i pozostale para-
metry. '

Przedstawiony algorytm postepowania moze byé wzglednie latwo adaptowany do
wyznaczania powierzchni swobodnej w rowkach o innych ksztattach niz tréjkatny, kto-
rych przyklady zostaly przedstawione na rys. 10. Modyfikacja zataczonego programu
jest uzalezniona od ksztaltu rowka. Dla przypadku a) nalezy zmieni¢ jedynie wzdér na
pole powierzchni pod krzywa. W przypadku, b) wygodniej jest zastosowal kartezjaiski
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uktad wspohrzednych w miejsce biegunowego. Zmienia sig wowczas postaé rdwnania
rozniczkowego (na prostsza) oraz zamiast granicznej wspotrzednej katowej @ jest wspol-
rzgdna kartezjanska E. Dla przedstawionych na rys. 10 przypadkéw c) i d) rozwigzania
nalezy wyznaczaé we wspdlrzgdnych biegunowych (tak jak w zalaczonym programic)

b) }
|
|
|

Rys. 10. Przyklady zagadnied mozliwych do rozwiazania przy pomocy przedstawionej procedury

przy czym proces catkowania w metodzie Rungego-Kutty nalezy przerwaé w chwili gdy
powierzchnia swobodna przecina zadany profil rowka, tzn. @ jest rozwigzaniem réwnania
R(p) = r:(p)

Motzliwe byloby réwniez zastosowanie proponowanej metody do optymalizacji.
Przyktadowo mozna poszukiwaé najwigkszej powierzchni swobodnej (powierzchni wy-
miany) w funkcji kata rozwarcia rowka, pola pod krzywa, liczby Bonda.
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6. Dodatek:. Program obliczen w jezyku Basic

116G Program wyenac:
2000 pray przeplywie
TOORAD T
40 1 TH

awobodnej ciecey

@ Ty inym o ow Lro)hatnym rowkLl

ysthkie obliczenia heda przeprowadrane w radianasch

at zwilzenias; AL ~ kat rozwarcia rowka (dane w limii &0)

L AL

o READ TH, AL

&0 DATA L8V 7E598, . 7B3I901AEE8

70 SEAT=RI /8 .

fBO READ BO ! EBO - beswymiarowa liczba Donda (dama w linii 90)

Y0 DATA L

100 RN, CN=0 :

110 TA=TAM (AL) & TT=TAN (TH)

120 CLEAR

1Z0 D wprowadzanie punktu startowego

140 DISKE "5,A,55,A0,NF=":@& TINFUT 5,6,85,A0R ,NF

150 FARN=OD

160 C=M @ V(1) =5 @ 08U ROZW

170 DISF "8="36; "A="3A,"FEL="3FBL;"DT=":DDT;"DS=";DD% @ DIGF "lsv p
rogram ma Jjuz llahyc“"@ INFUT AF

180 IF AF#"TAK" THEN 140

190 DT=DDT @ DS=DDE @ FR=FRL. @ FRINT "S=";G83"A=";A, "FRL.=";FRL;"DT="
ITa"DS=" 5 DDS

200 DISE YE="rGs A= A, "FRLE";FEL; "DT="3DDT; "DS=": DDEG
216 60SUR SRR @ IF FARN=L THEN GOTO 150

BlL.=TNF

' Focratelk procedury optymalizujace
240 VP . Wel algorytmu (rys. 2D
250 FOR Q=0 TO 12 STEF 4

TA=R*SEAT

+AAXFCOS (KATAY @ Y (1)=5+85%3IN (KATA)

280 IF 5:xY (1) THEN NE

Q0 IF Y (1)1 THEN N

00 BOSUE ROZW

10 IF BL>FEL THEN EAT=KATA @ EDT=DDT
O NK: NEXT 0

D EATA=EAT @ GOTO 5Ho6o

T40 IF BL>FB THEN AA=AA*.2 @ S8=6S*%.2 @ DISF "zmiana kroku AA,S8=";

AR BS @ GaTO 220

IS0 Y Procedura prrzeszubkiwania kierunkbu

L0 PART=1

70 AR: A=A+AARCOS (KAT) *PART @ S=85+88x5IN (KAT) *FARI

I80 FE=BL @ DT=KDT @ DS=KD3 @ FARI=FARI+1

R0 C=A+AA*C0S (AT *FARI & V(1) =E+35+8IN (KAT)+FARI

400 GOSUR ROZW

410G IF FBL<FB THEN BL=FBL @ kKDT=DDT & kDS=DDE @ G0T0O AR

420 IF PARI>E THEN C=A+AAXCNS (KAT) @ Y (1) =5+85%*GIN (KAT) @ GOSUR K

0zZW ELSE GDTO 470

470 TF FRLSFE THEN BL=FBL ® EDT=DDT @ kDS=DD5 @ FARI=1 @ G0OTO AR

440 IF FARIXT THEN C=A-AA%COS (KAT) @ Y (1)=5-S8*8IN (EAT) @ (GOSUR R

Bzl

450 IF FEL<FE THEN BL=FBL @ kKDT=DDT @ KDS=DDS @ FARI=1 @ KAT=(KAT+F
I ) MOD (2%FI ) & (B0O0TQ AR

4460 ) Keniec procedury przeszukiwania kierunka

DO
270

@ EDS=DDE @ REL=FBL
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A7CG NI DISF "S=";0;"A=";A,"FRL=";FBL; "DT="3DDT; "DG="7DDG
480 GOSUE SFR @ IF FARN=1 THEN GOTO 130
490 ! Funkt Wel algorytmu (rys. 2)
SO0 KATA= (EATH4XSKAT) MOD (Z%FI )
C=A+AA%C0S (KATAY @ Y (1) =8S+88x5IN (EATA)
GOSUR ROZW @& BL=FBL @& EDT=DDT @& KDSH=DDS
SEO KATE= (KAT+12%3KAT) MOD (2%FI )
G40 C=A+AA%C0S (EATE)Y @ Y (1)=8+55%5IN (EATRE)
550 GOSUR ROZW @ IF BLYFBRL THEN EATA=KATHE @ BlL=FHEL. €@ EDT=DDT & kDo
=0DS '
S60 ZRAT=SEAT
S70 EAT1=(KATA+ZKAT) MOD (ZxFI ) .
580 C=A+AA*C0OS (KATL) @ Y (1)=8+85*3IN (KATL)
570 BOSUR ROZW @ IF FREL<BL THEN BL=FRL @ EDT=DDT @ DS=DDE & 6OT0
H6HO
400 ZEAT=—8KAT
610 EATLI=(KATA+ZKAT) MOD (2¥F1 )
LZ0 C=A+AA%COE (KATL) @ Y (1)=5+8S*4IN (KATL)
IO EasUR RNDZW @ IF FRLCBL THEN RL=FBL @ FDT=DDT @ EDS=DDS @& 5070
660
&40 IF ELXFER THEN AA=AA%.2 @ 88=858%.2 @ DISF "zmiana kroku AA,H5="3
AR BE @ BATEO 220
&S50 EAT=KATA @ GOT0 260
6640 FATA=EAT1 @ KAT1=(EATA+ZEAT) MOD (2%FI1 )
470 C=A+AAXCOS (KAT1) @ Y (1)=8+85%5IN (EAT1L)
&80 GOSUR ROZW @ IF FRL<BL THEN BL=FEL. @ KDT=DDT @ kDS=DDS @ GOTO
&60
690 IF BLIFR THEN AA=PAA%*.2 @ B55=55%.2 @ DISF "zmiana kroku AA,S58=";
AA3; 85 @ GOTO 220
700 EAT=KATA @ GOTO 360
710 ! Sprawdzenie dokladnesci wryskanegoe wyniku
720 SFR: IF ABS (DT) ».0001 OR ABS (DS) ».0001 THEN RETURN
730 IF ARS ((RN-5)/8) ». 001 OR ABRS ((CN-AY/A)>.001 THEN DISF "zmiana
krokuw calkowania NF";NF*2
740 1IF ABS ((RN-$)/85) *.001 OR ARS ((CN-A)/A) >.001 THEN FARN=1 @ RN=
S @ CN=A @ NPF=2xNF @ PRINT "zmiana kroku calkowania NFY;NF @ RETURN

750 DISFE " - sdR%%% EONIEC OBLICZEN *%X%%x"
760 GOTO EONMIEC
770 ! FProcedura rozwlazywania problemu poczatkowego
780 ! przy pomeocy metndy Rungego-kutty
770 ROZW:
BOO H=AL/NP @ M,KR,X=0 @& Y(2)=0 @ Gl=Y (1) @ RPOLB,G2=0
810 LD: M=M+1
820 ON M GOTO A ,B ,C ,L ,E
8IZ0 A:; FOR I=1 TO =
840 &(I)=0
830 NEXT I
8460 U=.95
870 GOTO F
880 D: U=1.707107
BP0 B: X=X+.5%H W+
00 C: FOR I=1 TO 2
CF10 YD) =Y (1Y +UR (F D) *¥H-G (1))
RO Q1) =2%UNH¥F (1) + (1-FZxL) %R (I)
QIO NEXT 1
Q40 U=.2928932
250 GOTD F
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40 E: FOR I=1 TO 2

@70 Y(IN=Y (1) +H*F (1) /6-Q(I1) /=

a0 NEXT I

P00 M=0 @ k=2

1000 60TO 3

1010 F: E=1

1020 G: IF K=2 THEN K

10Z0 F(1)=Y (D)

1040 F(2)= Y(1)+“*Y(°)*Y(”)/Y(1)+ED%(CDS (XD =C/Y (1)) *50R (Y (1)%Y 1)+
Y(2) #Y (2)) "

1050 G070 LD

1060 K AR=Y (1) #0085 (X) @ AC=Y (1)¥SIN (X)
1070 FOLR=FOLEB+ (AB+G1) % (AC-G2)

1080 Gl=ARk @ B2=AC @ KEFR=kR+]

1090 IF KR<INP THEN LD

1100 TZ=Y (1Y /Y (Z2) @ DDT=(TZ-TT)/TT @ DDS=(F{L i-AR*AC~-TA) /TA @ FBL=D
DT*DDT+DDS*DDS

1110 RETURN

1120 ! Zakonczenie obliczen i wydruk wynikow
1170 KONIEG:

1140 FRINT "OELICZENIA DLA LICZEY BONDA";EO
1150 PRINT @& PRINT

1160 FRINT "DBLICZENIA DLA NF="j;NF

1170 FRINT. "WIELKOSC FUNECII RLEDU":FE

1180 FRINT "BLAD FOLA";DS,"EBLAD EATA":DT
1190 FRINT "OBLICZONE WIELKEQOSCI:" ’

1200 PRINT Y  promien peczatku krzywej 8": S
1"1(.) FRINT "  punklt rownowagi cisnien A ";A
STOP
END
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Peawme

OMPEINENEHUE CBOBOIJHOM ITOBEPXHOCTH MXWIKOCTH B TPEXYIOJIBHON
KAHABKE

B paBoTe MOYUeHO, NPH IIOMOLIH YHCIIOBOr0 MeTOMa, pellenue ypasrenus Jlamnaca-Sura qia cso-
GOIMHOM MOBEPXHOCTH. DTY NOBEPXHOCTH XAapAKTEPHIYIOT TPH HE3ABUCHMbIC MAPaMETPa’ YIOJI KaHARKH,
Kputepuit Bonna M yroy yeaakHenusi, ONHMCaHO METON, IOAHO HEKOTOPbIE PEe3yABTaTHI M TAlOKE ITPO-
rpamy, OpH IIOMOLIM KoTopoll chenaHo BbruucieHAa Ha OBM.
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Summary

DETERMINATION OF FREE SURFACE OF LIQUID IN A TRIANGULAR GROOVE

Solutions to the Laplace — Young equation for free surface are oblained by proposed numerical
method of minimalization. The three independent parameters, which characterize the free surface confi-
guration are the half angle of the liquid-filled triangular groove, the Bond number and the contact angle
of the shear-free meniscus. The results and program of calculations in Basic on HP 86B are given in the
paper. -

Praca wplynela do Redakcji dnia 20 stycznia 1987 roku.
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APPLICATION OF WAVE METHOD IN INVESTIGATION OF DRIVE SYSTEMS
COMPARISONS WITH OTHER METHODS

AMALIA PIELORZ

IPPT PAN, Warszawa

1. Introduction

The paper concerns dynamic investigations of drive systems with variable and constant
shaft cross-sections using the wave solution of motion equations. The model of a drive
system consists of shafts and rigid bodies with constant mass moments of inertia with
respect to the axis of rotation. Rigid bodies are loaded by external moments which prac-
tically can be arbitrary. Considerations concern those systems where supporting bearings
eliminate flexural deformations and shafts are mainly torsionally deformed. Damping
appearing in these systems is taking into account by an equivalent damping, which is
compared with a damping continuously distributed in the case of a unilaterally fixed rod
torsionally deformed. Moreover, results obtained by means of the wave method are com-
pared with suitable results obtained by means of the rigid finite element method and with
the method of separation of variables.

It should be pointed out that dynamic investigations of drive systems are carried mostly
out by means of discrete models, [1]. In literature also discrete-continuous models are used
likewise in the present paper,“[2, 3], which more precisely describe real systems but re-
quire slightly different methods for solution. The method of separation of variables the
most often is applied in these studies. It allows, in principle, to consider undamped sys-
tems and to determine natural frequencies and eigenfunctions, [2 - 4]. Using the wave
solution of motion equations one can determine displacements, strains and velocities in
arbitrary shaft cross-sections at an arbitrary time instant.

2. Wave method in investigation of drive systems

In this section the wave method is presented in the case of the discrete-continuous
model of a drive system with variable cros-section of shafts. The method is based on the
utilization of wave solution of appropriate motion equations. It can be applied for shafts
with a constant and variable cross-section, however in the last case the functions repre-
senting variable cross-sections should be such that the equations of motion have solutions
of the d’Alembert type.

7 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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2.1. Drive systems with variable shaft cross-section. Consider a multi-mass drive system con-
sisting of an arbitrary number of rigid bodies connected by means of shafts. The shafis
consist of segments with variable polar moment of inertia. The method proposed may be
easily applied to ‘the discussion of models for drive systems with an arbitrary number
of segments, however in order to get clearer and simpler analytical formulae the analysis
is limited to the case when each shaft consists of two segments, Fig. 1.

I - Js Jg llMNH INJ
M M M M M
M 3 5 D
A | /M_Dl 3 D3 g 51 /l_),NH
_1 Tjﬁi_ @ 1. __1%_.! (N) r o
—1 1 1
L 1 Lo, I Il -
X
0

Fig. 1. Model of a drive system

The shafts are deformable only in torsion-like manner and their central axes, together
with elements settled on them, coincide with the main axis of the drive system. It is assu-
med that the x axis is parallel to the main axis of the drive system, and that its origin
coincides with the location of the left end of the first shaft in an undisturbed state at time
instant ¢ == 0. Moreover, damping is taken into account by means of an equivalent dam-
ping.

The i-th shaft segment, i = 1, 2, ..., N, where N is an even number, is characterized
by the length /;, density g, shear modulus G and variable polar moment of ineriia Jy;
which is described by the function:

—~b
Joi(x) = Ty (ﬁt_)‘" ¢y
-1

where: Jo,(bo)) = 0, Jp1 = Joi(Li= ), Ly = i+ + ... +4. If by » —oco then function
(1) is constant, therefore shaft cross-sections can be constant, piece-wisely constant, va-
riable and piece-wisely variable. Other forms of function Jy;, suitable motion equations
for which have the solution of the d’Alembert type, one can find in [5 - 7]. The rigid bo-
dies of the system, with mass moments of inertia J;, are loaded by external moments
M;(t). The moments of an equivalent damping, also loaded these bodies, are assumed
in the form:

MDl(’)= —D,@,,,(x,t) for x=L1_1, i= 1,3,...,N,
Mp,ns1(t) = =Dy 1Oy, (x,t) for x= Ly,

where D, are the coefficients of the equivalent damping of viscous type, @; angular displa-
cements of shafts, and comma denotes partial differentiation. Moments My, act in se-
lected shaft cross-sections, and thus this aassumption allows to apply motion equations

@
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without damping. Moreover, it is assumed that displacements and velocities of shaft
cross-sections are equal to zero at time instant ¢ = 0.

Under above assumptions, the determination of angular displacements and velocities
of the system shown in Fig. 1 is reduced to the solution of wave equations, [7],

01 —C (01 xxt @l x) i= 1,2,...,N (3)

:—b.OL
with boundary conditions;
M, (1)—-J,0,, ll+GJ0101 x D.@J,r =0 for x=0,
Jo,1-10-1,x = J0:0,, for x=1L,_,, i=24,.,N,
Mi(t)—-J0,,.+GCT00:,c—GCTo, 110y, x—DO,, =0 for x=1L,,,
i=3,5,...,N=-1,
MNH(f)_JN+1@N.1:—GJONON,A-‘DNH.@N,: =0 for x= Ly,
6,.,=06, for x=L_,, i=2,3..,N
and with initial conditions
O(x0) =6, (x,00=0, i=1,2,...,N, 5)
where ¢ = GJp. In the case of constant polar moment of inertia J,; equations (3) be-
come clasical wave equations.
Upon the introduction of the following nondimensional quantities
x =x/(,+1h), . r = ct/( +1), @l =0,/0,, D;= D(l,+1,)/(J,¢),
Ml = Mt(ll"f‘lz)z/(lh@ocz)’ K, = Jp19(11,+12)/J1: E = JJ./J'I, 6
B, = Jyu/Ty, 115 o= Lj(l,+1), Jot = JotlTpts bor = boi/(y+1)
relations (3) - (4), omitting bars for convenience, are

2 R . '
@i,u_@i,xx_x—_l‘)‘(;'@l,x=0’ l=1:2:"->N: (7)
M, =0 +K Jy0,,:—D®,, =0 for x=0,
Jol 101 l,x:BlJOi@ fOI‘ x=Li 13 i=2 4 N,

Eth O+ K J0:iO o~ K1 EiJo, 12101,/ Ei - I—EID@l =0

)

®
for x=1L,_,, i=3,5..,N-1,
EN+1-MN+L_@I\'.rt—KNJONEN+1,@N,x/EN_EN+1,DN+10N.I =0 for x=1Ly,
i—1 =@l fOI‘ x=L[_]_, i=2,3,...,N
where @, is the constant value of an angular displacement.
The solutions of the problem (7), (8) and (5) are sought in the form
1 :
Ox, ) = —— [filt—x+L,_)+&(t+x—L,_)] for x=1,3,...,N-1,
x_bOi . (9)

Oi(x,1) = (t—x+L)+g(t+x—L)] for i=2,4,...,N,

where functions (x bo,) 1f, and (x—bo;)"'g; represent waves, caused by an external
loading, propagating in the i-th shaft segment in the direction consistent and opposite

i
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to the direction of the x axis, respectively. In the arguments of functions f; and g; it was
taken into account that the first perturbation occurs in the i-th shaft segment at the time
instant z = 0 in the cross-section x = L;_, or x = L;, respectively, where L; = [, +/,+
+...+1;. Furthermore it is assumed that the functions f; and g, are equal to zero for nega-
tive arguments. If the function Jy; is constant and equations (7) become classical wave
equations then the sought solution (9) consists only of the sums of functions f; and g;
with the same arguments, [8, 9].

Upon the substitution the assumed form of solution (9) into boundary conditions (8),
upon denoting the largest argument in each equality by z and using the function (1) to
the description of the variation of polar moment of inertia one gets the following system
of equations for- unknown functions f; and g;:

rufi@)+rafi(z) = rygi(z—20)—ryug:(z—21)
+rafioz—1L_=1) for i=2,4,...,N,
P 8@ 12,101 81(2) = =13, f1(Z=20) = ra, 101 fi(2—21)
+ra, i1 &l z—=L—1y) for i=1,3,...,N—1,
1@+ f1@+120/1(2) = Ci M (2) gV (D) +73.81(2) — 121 84(2),
' @+rufi@+rafi@) = CM(2)—gi (2)+r318:(2) (10
~ry 8@ +rofi_i(z) for i=3,5,...,N-1,
g’ (D) 4+ r1,14181@) 4 F2,1,.8:(2) = C M, (2) =11 (2)
+73, 14112 = F2,161. 1@ 414, 141 8141(2)
for i=2,4,...,N=-2,
gn (@) 411, ne1 8N @)+ P2 wr 1 88(2) = CyMyyy(2)—1N (2)
+r3, n1 1 5@ =12,y 1 /()

ris = Ky+Dy, ry = —Kilby, rayz=K,—D,

Fu = (Licy—=bo,i-)*Li—a—bo,i-1)"*+B;, i=2,4,...,N,

ra = Bi(Li_i—bo) ™ —(Limy—bo,i-)Lios—bo,1-1)"%, i=2,4,.,N,

ry = Bi— (L1 —bo,1=)*(Li_2—bo,,_1)"% i=2,4,..,N,

Par = 2(Li~y—bo, ;) Lymy —bo)(Li—y—bo,1-1)"% i=2,4,...,N,

rar = 2B(Lyo; —bo, i ) Li—y—bo)™t, i=2,4,..,N,

ry =K+K_ E(Li—1—bg, i )*E-\(Ly_,—by,i_ ) >+ ED,,
i=3,5,...,N—-1,

rai = Ki(Li-y—bo) ™ = K-y E(Liy=bo,i- Y EZN (Li—s~bo, ,-1) 72,
i=3,5 .,N-1,

ra= —r+2K;, rh= —ry—2ED, i=3,5,.. N-1, ()

Fao = 2K, E;(Ly_;—bo, 1~ )Ly — b)) E7- N (Li—a—bo, ;1) 72,
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ri; = 2K(Li~y —bo,1-)(Li~y—bo)™',  i=3,5,...,N~1,
Fioner = KnEyny i (Ly—=bon)*Ef " (Ly—1—bon) >+ Eyy ( Dy o
Yo,n+1 = —KyEny 1 By (Ly-y —bon)™*(Lv—bow) »

Fa,netr = Fiyn+1— 2By Dyyy,

C1=Ei(L1—1“b01)a i=1,3,..,N-1,
C[=El+1(Li—bO'), i=2,4,...,N.

Equations (10) are differential equations with constant coefficients, however the
arguments of several functions of the right-hand sides of these equations are shifted. These
equations can be solved numerically by means of the finite difference method or analy-
tically, as it was presented in [8, 9] for a drive system with a constant shaft cross-section.

2.2. Numerical results. Numerical calculations for nondimensional angular displace-
ments @(x, 1) are carried out in the case of a two-mass drive system, The method of fi-
nite differences with Az = 0.025 is applied in order to solve equations (10) for N = 2,
and next displacement functions are determined according to formulae (9).

The two-mass drive system is characterized by the following nondimensional para-
meters, (6): Iy =1, =05, K, =001, E; =0.1, B, =08, 1.0, 1.25, D, = D, = 1.0,
the parameters bo; = —20, —1000, by, = byy —/; occuring in formula (1), and &, = 1
[rad], ¢ = 5000 [m/s]. The effect of the quotient of polar moments of inertia of shaft

segments B, = J,,/J,, is investigated for the nondimensional external moments M,(t) =
7+ 107 %exp(—0.0044¢) - sin(7/70) and M;(¢) = 0. Displacements @(x, t) are plotted

out in Fig. 2 for the three selected shaft cross-sections x = 0, 0.5, 1.0 and for by, = —20,
—1000. It follows from Fig. 2 that for any time instant differences between displacernents
for moderately changing shaft cross-sections with by, = —20 and by, = — 1000 are small,

and that the effect of the quotient B, = J,,/J,1 on displacements is most observable in
the cross-section x = 0.5.

In the case of a two-mass drive system the effect of the lengths of shaft segments on
displacements @(x, t) was also considered, namely for the lengths of shaft segments
l;, =02, 04, 0.6, 08, I, = 1.0-/,, and for Ky = 0.01, 1.0 and B, = 1.25. All calcu-
lations indicated that this effect on angular displacements in shaft cross-sections under
consideration was inconsiderable. For this reason, the appropriate diagrams for displa-
cements are not presented in the paper.

3. Comparisons

The method, proposed in the paper for investigations of drive systems torsionally
deformed, takes into account all reflectons of waves during the work of the drive system and
leads to solving ordinary differential equations with a retarded argument. These equations
are derived under the assumption that equivalent damping may be considered in boundary
conditions. In real systems damping is distributed continuously. For the present, methods
for solving appropriate motion equations with damping are not sufficiently effective to
be used in investigations of discrete-continuous models of drive systems. A comparative
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analysis for the dissipative wave equation and the classical wave equation with the equiva-
Jent damping is performed in the case of a unilaterally fixed rod with a constant cross-
section. Also for simple systems, results obtained by means of the wave method is com-
pared with appropriate results obtained by means of the rigid finite element method and
the method of separation of variables.

3,1. Damping in dissipative wave equation and equivalent damping. The solution of the, dissi-
pative wave equation is now compared with the solution of the classical wave equation
with the equivalent damping. The comparison is accomplished for the rod right-handly
fixed the free end of which is loaded at time instant # = 0 by a constant torque, Fig. 6
with J = 0.

3.1.1. Solution for dissipative wave equation. The discussion of the system under consi-
deration, Fig. 6 with J = 0O, taking into account the damping continuously distributed
is reduced to solving the dissipative wave equation, which in appropriate nondimensional
quantities analogous to (6) has the form:

0, +2h0,-0, .. =0, (12)
with the following initial conditions:
O=6,=0 for t=0 13
and boundary conditions:
O,.,=-M, for x=0,
=0 for x=1, (14)
where k is a nondimensional damping coefficient, M, is a nondimensional constant tor-

que, and bars are omitted for convenience.
Upon the introduction of the transformation:

O =cMy (15)
equation (12) takes the form:
O~ —h0 = 0. (16)

- By executing the Laplace transformation relations (16), (14) are:

-
(s ~h?)5— Zx’j =0, (17

- do

2=0 for x=1 and W+Mo—0 for x=0, (18)

where by wavy lines the Laplace transformation of suitable functions are marked.
The solution of equation (17) for conditions (18) has the form:

9(x; ) = Z y(_l)ﬂ-k h2)1/2 exp(_xk"(sz__hZ)l/z)’ (19)

where xi, = (—1Yx+2(k+n).
Upon the retransformation and the use of relation (15) the solution of equation (12)
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is the following function:

O, 1) = Mo )J Z (— 14" H(t = Xir) f e M lo(h(z~ xE)H?) dz, (20)

n=0k=

where I,(x) is the Bessel function. From formula (20) it is seen that it is more comfortable
to consider the derivative of function @(x, t) with respect to time. This derivative has the
form:

@',(.X t) = M() Z ( ])k+nH(t'_xkn)e ’lljo(h(tu_xlm)llz) = (21)
0 k=0

n=

- MOZ 2( 1)"+'H(t—xk,,)2, (hz(tl(:;)c;,,)/@ e M,

where H(?) is the Heaviside function.
3.1.2. Equivalent damping. The discussion of the fixed rod to the free end of which
a constant torque and an equivalent damping moment are applied is reduced, in nondi-
mensional quantities, to solving the equation
0,—0,=0 (22)
with initial conditions (13) and with the following boundary conditions:
O,.= —My+DO, for x=0,

2
=0 for x=1, (23)
where D is a nondimensional coefficient of equivalent damping.
For the solution of the form:
O(x, t) = ft—x)+g(t+x), N X))
we have
g(z) = —fz-2), 29)
I’@(1+D) = Mo+ (1-D)g’(2),
from where:
: My N0, [ 1-D\V
= —_— -_— ¥ 5SS . 2
f(2) 1+D‘2./( 1)(1+D for 2n<z<2n+1) (26)
For example for cross-section x = 0 and for 2n < t < 2(n+1)
1-D
-1 27
0.0, 1) = 5 ( )( D) @7)

Function (27) is a piece-wisely constant function.

3.1.3. Numerical results. In Fig. 3 are shown diagrams of velocities in cross-sections
X = 0 and x = 0.5 of the considered rod for damping coefficients # = D = 0.1, 0.2 and
0.5 and for M, = 1.0 obtained according to formulae (21) (continuous lines) and for-
mulae (26) (dashed lines). From Fig. 3 it follows that velocities obtained for the equiva-
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lent damping in successive intervals of time beginning with even numbers are approxima-
tely average velocities obtained for the damping continuously distributed. Moreover,
results for the both types of damping coincide for ¢ > 8. Analytical formulae are consi-
derably simpler in the case of the equivalent damping.

3.2, Wave method and rigid finite element method. The comparison of the wave method
with the rigid finite element method is peiformed for angular displacements of an undam-
ped two-mass drive system with constant cross-section, Fig. 1 for N =2, Jy = Jy, =
const and Mp,(t) = Mps(t) = 0. The system is loaded by the external moment applied
to rigid body (1), which is described in nondimensional quantities by function M, (¢) =
0.00001sin(7¢t/4). In calculations K; = 0.1 and E; = 0.1, (6), are assumed.

The motion of the drive system under consideration using the method proposed in
the paper is described by equations (10) with bo; - —co. Displacements @(x, t) of shaft
cross-sections of the drive system for x = 0, 0.5, 1.0 are obtained by means of the finite
difference method with 4z = 0.025. Diagrams of these displacements are shown in Fig. 4,

Motion equations for the undamped two-mass drive system using the rigid finite
element method have the form, [10],

7,0
Jo+ -2 R\, +-Gor “To1_6,-0,) = ~LMI(1)
2 Al
GJOL ,
RoB,+- 2% (~0,_,+20,—6,,) =0 for i=2,3,..,N, (28)

(Js‘l' 5 R0)0N+ Glo, (=Oy_1+0y) =0,

where NV is the number of finite elements, lengths of extreme and remaining elements are
Al{2 and Al respectively, Ry = Jo, 04! and @; is the displacement of the i-th element.
Introducing the appropriate nondimensional quantities (6) equations (28) take the
form:
"1@"14‘"4(@1“02) = M,(?),
"z@1+"4(_@t—1+2@t—01+1) =0 for i=2,3,.,N-1, . 29
"3@N+r4(_@N—L+@N) =0,
where: ry = 1+4IK, /21, r, = AIK|l, r3 = AIK |21+ 1/E;, r4 = K,1/Al, and bars are
omitted for convenience.

Displacements @; for finite elements are obtained from equations (29) by means of
the Runge-Kutta method with At = 0.01 and initial conditions:

0,(0) = 6,(0) = 0. (30)
Diagrams for these displanements, in nondimensional time, are shown in Fig. 5 takmg
into account 5 finite elements.

From the comparison of the displacement diagram for the cross-section x = 0 in.
Fig. 4 with the diagram of function @, in Fig. 5 it follows that the character of the both
curves is similar, and that the suitable maximum displacements obtained by means of
- the both methods differ from each other by about 8 per cent. However, the displacement
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curves of cross-sections x = 0.5 and x = 1.0 do not differ practically from corresponding

curves @5, ®; presented in Fig. 5. Additionally one may note that the execution time of
numerical calculations is much longer when the rigid finite element method is applied.

3.3. Wave method and method of separiation of variables. In this section the forced vibra-

tions of the undamped system shown in Fig. 6 is considered using wave solutions of mo-

1

M (1) l

f

|

I

|
ANSNNNNY

-4 n T
0 |
Fig. 6. Simple mechanical system

tion equations and the method of separation of variables. In the both cases displacements
of cross-section x = O are determined (i.e. for the cross-section where the rigid body is
attached to the rod), and the amplitude-frequency curve is plotted out for the nondi-
mensional external moment M(¢) = aosinpt. The rod is characterized by polar moment
of inertia J,, shear modulus G, density ¢ and length /.

3.3.1. Wave solution. The determination of nondimensional displacements’in-the elastic
element of the system shown in Fig. 6 is reduced to solving motion equations (22) with
initial conditions (13) and the following boundary conditions:

M@#)-0 ,+KO =0 for x=0,
=0 for x=1,

where bars, denoting nondimensional quantities, are omitted for convenience and K = J, ol.
Substituting (24) into boundary conditions (31) we have:

T"(@)+Kf"(2) = aosinpz+f"'(z~2) - Kf'(z-2),
g8(2) = —f(z-2),
where function f(z) is assumed to be zero for negative arguments. Equations (32) are
solved numerically by means of the finite difference method.
3.3.2. Method of separation of variables. The solution for the forced vibrations of the
undamped system presented in Fig. 6 is now sought in the form:

(31

(32)

O(x, 1) = E T,(1)0,(x), (33)
where T, are unknown functions depending on time, and @, are eigenfunctions which are
determined from equation (22) with boundary conditions (31) for M(¢) = 0. We have
then, analogously as in [4],

. K
0,(x) = sinw,x— © CO8W, X,

n

(34)

1
1 1 K? 1 K2 K
2= | OXx)dx+— OX0) = —- || 1] si 2
Y 6[ (x)dx + % 2(0) 5 (1+ w,%) F T, ( : ].) sm2w,,+w'2' cos?w,,
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where , are natural frequencies, and y; can be obtained from an orthogonality principle
for the discussed example when eingenfunctions are assumed to be identical. As it is seen
from (34)» a nonintegral term appears in the orthogonality principle. Such a term occurs
in the case of discrete-continuous systems. For such systems it is more convenient to use
Lagrange equations in coordinates Tp:

i(gi:)+gi H,,(t), n=1,2,.., (35

where H, are generalized external forces corresponding to coordinates 7, and they are
determined from the expression for the work of an external loading on an infinitesimal
displacement 6@(x, ). In the case under discussion the loading acts in cross-section
x =0

Energies E, and E, in nondimensional quantities:

_ 2 S L1
Ek.p = WEk,m Hn(t) = 2@2 ]_In(t) Vf = l@(z)_ 'y)lx,) (36)

take the form, [4],

se £f(ef o -t e (20). o

where bars are omitted for convenience, and the Lagrange equations remain in the form
(35).

Upon the substitution (33) into (37) and upon proper transformations we get:

[*9]

K
ED = "2—2 n'yn Tz(t)

n=1

(38)
E =5 DT,
n=1
Substituting (38) into (35) we have: ‘
.. 1
To(t)+op T,(t) = K2 H,(t). 39
In the case of an external loading applied in cross-section x = 0, [4],
H,(1) = M(1)0,(0) = — (40)
‘and equation (39) for M(z) = a,sinpt has the following solution
T.(1) = — o (w,sinpz —psinw,t). A1)

w} (s —p*)y
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Displacement ©(x, 1) is then calculated according to the formula

w

O(x,1) = aq Z __*”1_2__2 (wysinpt —psinw,t) X
’ ('Ulz((-')l% P} Yu
n=1 (42)

(K :
X |——cosw,x —sinw, x|.
3.3.3. Numerical results, Numerical calculations are concentrated on the amplitude-
frequency curve for the cross-section x = 0 with K = 0.5 and a, = 1.0. This curve on
the base of the Lagrange equations for the undamped system can be easily determined
from the formula (42). However, when the wave method is used the points of this curve
are obtained from numerical solutions of equations (32) in the region of steady motion.
In Fig. 7 results obtained on the base of formula (42) are marked by a continuous
line. According to this formula, the vibration amplitude is infinite for the frequencies

Fig. 7. Amplitude-frequency curve

of the external moment being equal to the successive natural frequencies of the system,
because in the denominator of formula (42) differences w,—p occur. In the considered
example w, = 0.654, w, = 3.293, w, = 6.362. '
In Fig. 7 results obtained using wave solutions of motion equations are marked by
stars for p smaller than the second natural frequency. It follows from Fig. 7 that stars
lie practically on the continuous curve. However, from numerical calculations it follows
that for p being equal to the first natural frequency and in the neighbourhood of this

~ value the vibration amplitude is not infinite, because expressions (w,—p)~t do not occur
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when the finite difference method is applied for the solution of equations (32). It appears
moreover that the value of the amplitude for the resonance frequency is sensitive to a nu-
merical integration step and there are some difficulties in its exact determination.

4. Final remarks

The method applied in the paper, based on the use of wave solutions of suitable motion
equations, allows to determine displacements, strains and velocities in arbitrary shaft
cross-sections of drive systems modelled by means of rigid bodies and elements torsio-
nally deformed. These systems can be loaded by periodic and nonperiodic external for-
ces. Using this method variable cross-sections, finite lengths and equivalent damping
can be taken into account.

From comparisons for simple systems it follows that 1) the substitution of damping
continuously distributed by an equivalent damping leads, beyond a short initial time
interval, to practically the same results, 2) maximum values of displacements for the
cross-section in which the external loading is applied, obtained by means of the wave
method and the method of rigid finite elements differ by 8 per cent, while suitable curves
coincide practically for remaining considered cross-sections, and the execution time of
numerical calculations is considerably shorter when the wave method is used, 3) the appli-
cation of the wave method in the investigation of forced vibrations for undamped systems
does not lead to infinite amplitudes,

It should be pointed out that the wave method in the presented form leads to solving
simple mathematical relations and it is more effective than other methods for conside-
rations of discrete-continuous models of drive systems undergoing torsional deformations.
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PeswomMme

UCIIOJNIE30BAHUE BOJIHOBOI'O METOIA B UCCIIEDOBAHUAX
IIPUBOOHLIX CHMCTEM A ErO CPABHEHHUE C OPYTHMH METOIOAMM

B paBoTe mpeUIoKeHo BOJHOBOI MeTon HJS OHHAMHUECKHX HCCTIEOBAaHHM AMCKPETHO-HENpepHE-
HOH MOJCTH NPHBOAHON CHCTEMBI C IIOCTOAHHBIMH H IIEPEMEHHLIMH CCUCHIHMM BAJIOB IEPEHOCHINK
CKPYUMBAKOUIMIT MOMEHT. 3aTyxXaHue B MCCIEJ0BaHHOH CHCTEME YUUTHLIBAIOTCS MNPIX MOMOLIM QHKTHBHOTO
3aTYXaHHA JCHCTBYIOUEro B H3BPAHHLIX CEUCHMIX MPHBOXA, UTO JONYCKAeT INMPHMEHATL YDaBHEHUS
OBIDKCHUA 0C3 3aTyXaHus.

IIpennaraemelif MeTOH, CpPAaBHEHO C ADYTMMM METONaMH Ha JIpHMepe H3OPaHHBIX MPOCTLIX CHCTeM
“TOPCHOHHO AedhopMHUpoBaHHRIX, VIMCHHO, (QUKTHBHOE 3aTyXaHdHe CPaBHEHO C 3aTyXaHHEM HEIPEPHBHO
DA3JIOYKEIHOM U ITOJYYEHHDIE IPH OMOU(H BOJIHOBOIO MCTONA PE3YIILTATBI CPABHEHO C COOTBETCTBYIO-
NMMH PE3YJIETATAMH NOIYUEHHBIMK TP MTOMOLIK METO/Ia IKECTKHX KOMEUHLIX 3JEMEHTOB H METOMA pas-
NesleHus NepeMEHHBIX.

B nmannoit dopme BonHOBOH MeTOX BeNET JO MPOCTLIX MaremaTHdeckux ¢opmyn. Kpome Toro, us
CpaBHEHMH IIPOCTRIX CHCTEM CIELYeT, UTO OH Ooseec 2(DeKTHBEH yem APYrHe METOALI AaHANM3a CHCTEM
IEPEHOCSIUX CKPYUHBATOIIYIO HATPY3KY.

Streszczenie

‘WYKORZYSTANIE  METODY FALOWES W BADANIACH UKELADOW NAPEDOWYCH,
POROWNANIE Z INNYMI METODAMI

W pracy zaproponowano metode falowa do badan dynamicznych dyskretno-cigglego modelu ukladu
napgdowego poddanego odksztatceniom skretnym, o stalych i zmiennych przekrojach waléw. Tiumienie
‘w badanym ukiadzie uwzglednione jest poprzez tiumienie zastepcze dzialajace w wybranych przekrojach
‘walu, co umozliwilo przyj¢cie roOwnan ruchu bez tlumienia,

Proponowana metodg pordéwnano z innymi metodami na przykladzie wybranych prostych ukiadow
-odksztalcanych skretnie. Mianowicie, tlumienie zastepcze por6éwnano z ttumieniem rozlozonym w sposb
.ciggly, oraz wyniki otrzymane za pomocg metody falowej poréwnano z odpowiednimi wynikami uzyska-
‘nymi za pomoca metody sziywnych elementOw skonczonych i metody rozdzielenia zmiennych.

W podanej postaci metoda falowa prowadzi do prostych zwigzk6éw matematycznych. Ponadto z do-
konanych poréwnan dla prostych ukladéw wynika, ze jest efektywniejsza od innych metod przy dyskusji
wktadow poddanych odksztalceniom skretnym.

Praca wplynela do Redakcji dnia 20 stycznia 1987 roku.
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THE KORTEWEG-DE VRIES EQUATIONS FOR WAVES PROPAGATION IN
AN INFINITE TUBE

KRrzYSZTOF MURAWSKI

Agricultural Academy, Lublin

1. Introduction

In recent years, there has been growing interest in the partial differential equations
which govern wave phenomena on the basis of the reductive Taniuti-Wei’s [1], the mul-
tiple-scaling [2], the Lagrangian [3], and Shen’s [4] methods. Amongst them, the number
of equations appeared on linear waves in tubes [5-9]. It was shown that in the absence
of dissipation of energy the fundamental set of nonlinear equations for the irrotational
motion of waves in a liquid filled a tube can be reduced to the Korteweg-de Vries equation
[10]. Also Burgers equation was obtained for dissipative systems [10 - 12]. In 1968 Johnson
[13] introduced the so-called Korteweg-de Vries-Burgers equation for a wave propaga-
tion on an elastic tube containing a viscous fluid which may be regarded as a simple model
of an artery. Recently the discussion of an incompressible fluid that is confined within
an infinitely long circular cylinder with thin walls of elastic rings leads to the Korteweg-de
Vries equation [14] which also may be obtained in this case via Lagrangian method [15].

The main purpose of this note is to broaden Lamb equations [14] to allow compressi-
bility of fluid and to take more realistic model equation, describing motion of a tube
wall, into consideration. ,

The organization of this note is as follows. In the next Section fundamental sets of
equations are presented. Section 3 and 4 deal with derivation of the Korteweg-de Vries
equation for a tube with elastic rings and the Korteweg-de Vries equation with varying
coefficients. Section 5 presents construction of the same equation via the multiple-scaling
method. Last Section is devoted to the short summary of this note.

2. Physial models

In this note we consider the one-dimensional irrotational fiuid waves of characteristic
amplitude / and characteristic length 2 in an infinitely long tube with thin walls of elastic
rings and a diameter 2a to take into account nonlinearity and dispersion of medium on
the assumption that / <€ 2¢ <€ A. The tube wall is assumed to be incompressible and we

8 Mech. Teoret. i Stos, 1/88
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ignore axial motions of the wall and bending moments are neglected. Then we take ag

the set of relevant basic equations:
— equation of continuity,

— Euler’s equation,
1
Vl + VVx +?px =0, . (22)
— Newton’s equation, _
E 2na w(2aq — Eh) '
— — - =0, .
At oo ATk ? omh 23)
~— equation of state,
e =o(p)=Dp,D =const, 2.4

where we used the following notations: ¢ — liquid density, A — area of the crossection,
V — liquid velocity, a — tube radius at the undisturbed uniform state, o — density
of the tube material, £ — Young’s modulus in the circumferential direction, p — liquid
pressure, g — outside pressure. The subscripts x and ¢ imply partial diferentiation.

The other model equation governing motion of a tube wall without rings as a linear
viscoelastic solid characterized by its relaxation time was that employed previously in
[16] and for our aim may be written in the following form

Eh oh? Eh
_— F ro—-=___p - = 2.
(1 __1)2) a2 7 +Qh 13 12 Pxxit P (1 _,vz)a q: ( 5)

where: » is a Poisson’s coefficients and r is a tube radius at the disturbed uniform state
We define two dimensionless small parameters, namely:

2a -
= =—— 2.
| e=h b= 26
which measure the weakness of dispersion and nonlinearity, respectively. The Korte-
weg-de Vries equation will be derived on assumption that 6 = ¢,

3. Derivation of the Korteweg-de Vries equation for tube with rings

Our primary aim is to derive an approximate single equation from the fundamenta
set of equations (2.1) - (2.4). For this purpose we apply the reductive Taniuti-Wei’s
method [2]. Assuming that 4, ¥, p are slowly varying functions in a reference frame mo-
ving with the speed V,, we introduce the following coordinate-stretching:

E=e(x—Vyt), 7T=ct. 3.1
In new coordinates &, 7, equations (2.1) - (2.4) may be rewritten in the form
&*(pA). ~Vo(pA)e+(pAV)e = 0, (3.2)

DpleV,+(V=Vo) Vl+pe = 0, (3.3)
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E — Eh
e Ass+ 4 2na i 7 (2aq— Eh)

on ok o = 0(e?). (3.4)

On the other hand, since we are concerned with weak nonlinear waves, we expand the
dependent variables as power series in ¢ around the undisturbed uniform state:

p=q+op, + ...,
V=23V, +*V,+ .., (3.5)
A = A()+5A1+ e

Substituting (3.5) and &* = § into the above set of equations (3.2) - (3.4) and equating
all the coefficients of the various powers of ¢ to zero, we have the equations:

4AoVie—Vo(Aopie+qAy) = 0, (3.6)
Pis—qVo V1.;_£ =0, 3.7
EhA, —2aa’p, = 0. _ (3.8)
Hence, we obtain
2na®
4, = _ﬂp" (3.9)
- Vo(EhAO + 27!(](13)
V, = T A P, (3.10)
EhA
2 0
Vo = By Eh+ 2rga® (3.1)

Finally, from &* the second-order perturbed terms can be eliminated and the compati-
bility condition (3.11) gives rise to the Korteweg-de Vries equation for p,

PiztPPipietopieee = 0. . (3.12)
The nonlinear § and the dispersive a coefficients are described by the formulae

Vo [(ER)? + agEh+6(ag)?]

_ 3.13

b Ehq(Eh+ 2aq) g (3.13)
erxqa3V0

L lndTVo 3.14

“ = E(Eh2ag) (3.14)

4. Derivation of the Korteweg-de Vries equation with varying coefficients

We consider now the fundamental set of equations (2.1), (2.2), and (2.5) which describe
wave propagation in an infinite thin-walled tube without rings neglecting bending mo-
ments and axial motion of the tube wall. We assume that the undisturbed radius a is
varying slowly along axial direction and rewrite the above mentioned equations for o =
const. = g, in the following form:

H3
0o(Vi +VV )+ (Br)y+ 001 ““Q‘;)i—" Faxxr—Cx = 0, 4.1)
(#2),+ (V) = 0, 4.2)
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where we introduce the notation:

B Eh
= (1 _172)‘12 ’ (4-3)
Eh
C= ~(~1' —;ﬂa— —q. (4.9

We investigate ingoing solutions of equations (4.1) and (4.2) in the small amplitude appro-
ximation using the same reductive method. Because a = a(x), we introduce the following
coordinate-stretching of the reference moving frame:

dx
= ——t
: 8( Vo ) (4.5
n = &’x.

Now V, is a function of x. We take ¢* = ¢ into consideration. Expansion of r, ¥ into
power series of the same parameter
r=a+en+ ..,
V=gV, +&V,+ ..
leads to the decomposition of equations (4.1) and (4. 2) establlshmg the 1e1atlonshlp among
the first-order perturbed quantities from collecting terms by ¢:

(4.6)

2V,
_I/l = ao )‘1, . (47)
R aB
Vs = ——290 . (4.8)

From the second-order .equations &2, the compatibility condition give rise to the Korte-
weg-de Vries equation with varying coefficients

28BV,,+ 500V, Vie+ - L 2[1/0 Ba_ —Ba,|V,. (4.9)
V 2V, |,

5. Derivation of the Korteweg-de Vries equation via multiple-scaling method

Our next purpose is to apply the multiple-scaling method [2] to derive the Korte-
weg-de Vries equation which describe small amplitude and long waves. The fundamental
set of equations (4.1) and (4.2) may be rewritten in the following form:

Vt+VVx+rx+rxn+rxxxlt = 0; (51)
(r?)e+(2V)y =0, (52)
where dimensionless variables are introduced by the transformations:
/1 e h “Bh
" 7V B et VoY T ¥ 3)

In equations (5.1) and (5.2) we introduce the multiple spatial and temporal scales x, =
g'x and 1, = &'t for n = 1, 2, ... The dependent variables are expanded around the undi-
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sturbed uniform state into the asymptotic series in terms of the parameter § by writing
V= )&, r=Ii+) o, (5.4)

[is the undisturbed dimensionless radius of tube. The derivative operators are considered
to be of the form

_3 9 , 0

a‘[——ﬁ—a?’i'ﬁ a—tz—-i-..., .
.5

9 0 , 0 (3-3)

o 8—3x1 + & ———ax2+

Substituting (5.5) and (5.4) into equations (5.1) and (5.2), we obtain a sequence of equa-
tions by equating the coefficients of like powers of ¢. The first three sets of perturbation
equations are as follows:

{Vlt,’*"lxl =0, (5.6)

2ry A1V, =0, 6.7

ey Vu,‘i"u, =0, (5.8)

2!‘1,2-1-”/1‘2 = 0, (5.9)

JV21 +V113+V1V1x1+’2x1+r1x3+’1a t: = 0 (5 10)
lzh‘zt ‘*"’1134‘2"1"111"“2”/1”1::1 12(V2x1+ Vixg)+ '

+2ir Vi, = 0. (5.11)

From equations (5.6) - (5.9), we find

V, =V, (xl—l/% tl),z V(E), (5.12)
reo=r(E) = ]/—é- Vi, (5.13)

V=V, (xz—-]/-é— tz) = V(&), ro= n(é). (5.19)

The fourth-order equations (5.10) and (5.11) lead to the following equation after remo-
ving second-order terms by assuming that ¥, depends on X1 and #, through &,:

~ ~\3/2
[ 5 /
V1;3+V7 le’+z Vl VL51+(_§) Vlflflfl = 0' (5'15)
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Ly

. T
&y = xs—]/‘i ty, T =13, (5.16)

we can obtain the Korteweg-de Vries equation

/
Transforming to the coordinate system moving with a phase velocity ]/ ,{24, ie

5

~\3/2
!
Vie+ i ViV, + (2‘) Viete, = 0. (5.17

6. Summary

Basing on the rigorous developed in the reductive theory, we have derived the Kor-
teweg-de Vries equations as a first-order of approximation of waves in an infinite thin-
walled tube having taken into account the fundamental sets of equations. These equations
model also impulse propagation in an a arterial system, small intensines and a nervous
system. The problem of impulse propagation was considered via various methods by
Scott [17] for the nervous system and by Greenwald et al [18] for the arterial stenoses and
aneurysms.

The formulae (3.11), (4.8), and (5.16) may be used to determine physical parameters
such as Young’s modulus having measured the velocity of the moving frame [19]. Various
models of the tubes may be tested against experiments.

The Korteweg-de Vries equation with constant coefficients was discussed in some
details to obtain N — soliton [20] and N — periodical wave [21] solutions. These equations
were reviewed for water waves by Johnson [22].

Solution of the Korteweg-de Vries equation with varying coefficients was considered
in the context of a solitary wave propagation from one uniform cross section of a symmet-
ric triangular channel into another through a transition region. Numerical results showed
that the solitary wave is desintegrated into a train of solitons of decreasing amplitudes
[23].

The author would like to express the sincere thanks to the referee for his valuable
comments.
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PesmoMme

VYPABHEHUS KOPTEBETA-IE ®PHU3A IUISI PACIIPOCTPAHEHUWS BOJIH
B BECKOHEYHO JJIMHHOM TPYEBE

B pafoTe NMPHUMEHEHO TEODHIO HENMHENHBIX BOJH, OCHOBAHHYIO Ha MeTofe peaywiuu Tamoru-Ben
H MeToje MHOMX TapaMeTpOB AJs NojlydyeHmnsa ypasueHusa Kopresera-ge Ppusa ais pacrpocrpaHeHus
HEMMHERHBIX W NHUCNEPCHOHHBIX BOJH B Tpybe.

Stfeszczenie
ROWNANIA KORTEWEGA-DE VRIESA DLA PROPAGACJI FAL W RURZE O NIESKONCZONEJY
DEUGOSCI

W pracy zastosowano teori¢ fal nieliniowych oparta na metodzie redukcji Taniuti-Wei i metodzie
wielu skal od otrzymania réwnania Kortewega-de Vriesa dla propagacji nieliniowych i dyspersyinych fal
w rurach.

Praca wplynela do Redakcji dnia 20 wrzesnia 1985 roku.






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 36, 1988

ROZWOJ 1 DEFORMACJA WARSTWY WIROWEJ INDUKOWANEJ
ZA PROFILEM AERODYNAMICZNYM PRZEZ PRZEPLYWAJACA
STRUKTURE WIROWA

JerzY SWIRYDCZUK
IMP PAN Gdansk

1. Wstep

Waznym elementem badan oplywu profilu aerodynamicznego sa prace zmierzajace
do okreSlenia jego zachowania si¢ w zmiennych warunkach przeptywu przy zatozonym
z gory charakterze tych zmian. Celem powyZszych prac jest okreSlenie np. zmian sily
nos$nej, rozkladu ci$nien lub wirowosci na profilu w zaleznosci od chwilowych, badz
lokalnych zmian pola predkosci przeptywu w jego otoczeniu. Znaczenie niniejszego:
problemu wynika z faktu, iz zmiany te wywota¢ moga efekty, ktérych nie mozna prze-
widzie¢ w oparciu o teorig stacjonarnego optywu profilu, a ktére w istotny sposéb, np.
poprzez drgania lub silne chwilowe przecigzenia moga pogorszyé warunki pracy profilu,.
a w konsekwencji jego niezawodnoéé i zywotno$¢. Dlatego tez czgsto podejmowane
byly — i sa nadal — starania zmierzajace do opracowania modelu, pozwalajacego w spo-
séb teoretyczny mozliwie najpeiniej przewidywaé i analizowaé zjawiska wywolane nie-
stacjonarnymi warunkami oplywu profiln aerodynamicznego.

Zmiany warunkéw przeplywu'zwiqzane z sytuacjami wystepujacymi czgsto w technice
lotniczej, takimi jak np. zmiana predkoéei lub kata natarcia profilu, podmuchy wiatru
czy drgania profilu, zostaly dos¢ szczegélowo przeanalizowane w oparciu o modele za-
réwno teoretyczne [1]--[5] jak i numeryczne [6], [7]. Stosunkowo mato zbadany, w po-
réwnaniu z poprzednimi, jest przypadek zaburzenia écisle zwigzanego z praca elementéw
wirnikowych maszyn przeptywowych, mianowicie przypadek obecnosci w strumieniu
oplywajacym profil skoncentrowanych struktur wirowych. Powyiszy typ zaburzenia
bywa niekiedy analizowany jako fragment rozwiazania zadania dotyczacego oplywu za-
danej, konkretnej konfiguracji palisad profilowych o z gory przyjetej ich iloéci i geometrii,
natomiast ilo$é prac traktujacych zagadnienie w sposéb ogélny tj. jako elementarna forme
oddziatywania struktury wirowej z profilem, jest niewielka. Do grupy tej mozna zaliczy¢
prace Saffmana i Shefficlda [8] oraz Huang i Chow [9] traktujace o przypadku stacjo-
narnego oddziatywania wiru z profilem oraz prace Timma [10], w ktérej Autor bada.
akustyczne aspekty oddzialywania wirn z warstwa przyscienna profilu. W tej ostatniej
pracy wskazano, iz efektem powyzszego oddziatywania moze byé utworzenie si¢ w poblizu
badanego wiru dodatkowych, nowych struktur wirowych.
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W niniejszej pracy przedstawione -zostaly rezultaty badan, dotyczacych zachowania
si¢ niestacjonarnej warstwy wirowej generowanej za profilem aerodynamicznym w re-
zultacie przepltyniecia w jego poblizu pojedynczego, skoncentrowanego wiru, traktowa-
nego w pracy jako pierwotne, elementarne zaburzenie przeptywu. Badania mialy na cely
okredlenie przebiegu zmian intensywno$ci warstwy, poszczegoélne fazy jej deformacji
oraz oddzialywania z wirem pierwotnym, jak réwniez probg okredlenia pewnych relacji
ilosciowych, dotyczacych wystgpujacych w zadaniu struktur wirowych. Przedstawione
rezultaty winny, jak sig ocenia, byé przydatne w wielu kierunkach analiz teoretycznych
bardziej skomplikowanych przypadkéw optywu cial, jak réwniez winny dostarczyé no-
wych wiadomosci na temat fizycznych prawidlowosci oddziatywania struktur wirowych
w przeplywie rzeczywistym.

2. Analityezny opis przeplywu

Obliczenia teoretyczne przeprowadzono w oparciu o analityczno-numeryczny model,
w ktérym istniejgce w przeplywie struktury wirowe opisane zostaly przez odpowiednig
ilo§¢ i konfiguracje wirdw punktowych. Przyjeto mianowicie, ze jeden z wiréw, reprezen-
tujgcych zaburzenie pierwotne, nadptywa wraz z przeplywem w poblize profilu, wywo-
tujac powstawanie w rejonie jego krawedzi splywowej zwigkszajacego si¢ szeregu s wiréw
Sladowych, przy czym wiry te generowane s3 numerycznie po jednym w kazdym kroku
obliczeniowym (rys. 1). Analityczny opis ruchu wiréw w zadanym s-tym kroku oblicze-

yh
—_—
Uss Kj’
Ky
— Ks.ooon Ko Kae)
Y I 0 A AATTH - x/l
e

Rys. 1. Szkic modelu optywu wirowego profilu. Un — predkosé strumienia réwnoleglego,
K, — intensywno$¢ wiru pierwotnego, K; — intensywno$é j-tego wiru $ladowego

niowym przedstawia funkcja Kirchhoffa-Routha W, stanowiaca niezmiennik ruchu
ktdrej ogdlny wzdér mozna przedstawié jako:

5 s s
1 1 1
W= _>J Kjwo(xj,y1)+‘2' Z ZKJKkG(xJ'ayJ; Xi» Vi) +

s

1
+ 71207 K7 e(x;, v55 %5 v (M
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Symbole KKy oznaczaja intensywnosé j-tego, wzglednie k-tego wiru (K = I'[27) a po-
zostate wyrazenia stanowia elementy wchodzace w sklad funkcji pradu badanego prze-
plywu. '

Wyrazenie ¥o(x, ¥) przedstawia funkcje pradu ustalonego oplywu profilu, powstalego
w wyniku hipotetycznego usunigcia wiréw z obszaru przeptywu, natomiast ogdlnie roz-
patrywana funkcja G(x,y; x, y,) opisuje funkcje pradu generowane w obszarze o za-
danych granicach przez wir znajdujacy si¢ w punkeie P(x, y;). Zaktada sie, ze funkcja G
przyjmuje wartosé stala na brzegu obszaru, natomiast w punkcie P, ma osobliwosé lo-
garytmiczng. W nieskofczonosci funkcja G ma osobliwo$é przeciwnego znaku do osobli-
wosci w punkcie Py. Ogdlna posta¢ funkcji g(x, y; x;, y;) wynika z jej definicji:

def 1
q(x,y; x5, ) = G(x, y, X5, y)— 71n[(x—xj)2+(y—yj)2] 2

przy czym do wzoru (1) podstawione sg jej wartosci obliczane w kolejnych punktach
Pj(x;, y;) chwilowych polozen wiréw. Analizujac na podstawie funkcji W ruch wybranego
Jj-tego wiru mozna okresli¢, iz pierwszy jej czlon przedstawia wplyw stacjonarnej czegsci
przeptywu, drugi— oddzialywanie pozostalych j-1 wiréw, zmodyfikowane obecnoscig
granic, trzeci — wplyw granic obszaru przeptywu na ruch wiru, traktowanego jako je-
dyna osobliwo$é przeplywu. Blizsze dane na temat wlasnosci funkcji G, g oraz W mozZna
znalezé w pracy [11].
Zalezno$é chwilowych predkosci wirdw od funkeji W okrelaja wzory:

dx, ow

R ? 3)
dy; ow .

X i = Kv; = 5% J=0,1,2, ..,

Znajomosé funkcji W pozwala, poprzez okreslenie chwilowych predkosci kazdego z wi-
réw, na numeryczne znalezienie ich nowego poloZenia wynikajacego z zadanej war-
tosci kroku czasowego, nie daje jednak zadnych informacji na temat miejsca generacji
oraz intensywnoéci kolejnych wiréw Sladowych, badecych rezultatem zmiany warunkéw
optywu profilu. W zwiazku z powyiszym przyj¢to nastepujace zatozenia, umozliwiajace
okreslenie powyzszych wielkosct w kazdym kolejnym kroku obliczeniowym:

1. punkt generacji wiru jest potozony na osi x w takiej odleglosci od krawedzi sptywowej,
jaka wynika z iloczynu lokalnej predkosci w tym punkcie (zaleznej od zmian pola
predko$ci wywolywanych przez przemierzajace si¢ wiry) oraz polowy zalozonego przy-
rostu czasu dt.

2. intensywno$¢ wiru (przy okres$lonym juz jego poloZeniu) wynika z jednoczesnego
spelnienia postulatéw o splywie z ostrza profilu oraz o stalosci sumarycznej wartosci
cyrkulacji-w przeplywie. '

Drugi z warunkéw, identyczny ze stosowanym w przypadkach stacjonarnych oplywu

profilu, stanowi czesto spotykany, lecz nie jedyny sposéb uzupelnienia rozwazanego

modelu. W wariantach modelu, w ktérych ksztatt profilu oplywany jest przez zadany
rozktad osobliwosci wirowych lub Zrédlowych, intensywno$é nowego wiru $ladowego
okre§lona bywa czesto w oparciu o wyliczone réznice predkosci, wystepujace po obu
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stronach krawedzi sptywowej [7]. Metoda ta wydaje si¢ wykazywa¢ duza adekwatnodé
do rzeczywistego przebiegu formowania si¢ warstwy wirowej w rejonie sptywu, jednak
préby jej stosowania w modelach wykorzystujacych metode odwzorowan konforemnych
nie daty zbyt realistycznych rezultatow [12], [13]. ROwnieZ pierwszy z warunkéw stanowi
jeden z kilku realizowanych praktycznie sposobéw okre§lania miejsca generacji wiru.
Sposéb przyjety w pracy stanowi pewna modyfikacje warunkow proponowanych przez
Basu i Hancocka [7], wydaje si¢ on najpetniej uwzglednia¢ fizyczne warunki przepty-
wu. Spoéréd innych mozliwych wariantéw mozna przykladowo wymieni¢ przyjecie sta-
lego punktu generacji [14] [15] lub poszukiwanie jego potozenia w oparciu o ruch wirdw
poprzednich [12].

Omawiane obliczenia przeprowadzono wykorzystujac metode odwzorowan konfo-
remnych. Zachowanie sie funkcji W podczas odwzorowania z obszaru pomocniczego
T = X+iy do obszaru przeplywu z = x+1iy okre§la wzoér:

g 2
W = W—i—zgln
j=0

Konstrukcje funkcji W dla analizowanego przypadku oparto na nastepujacych zalo-
zeniach szczegdtowych:

1. Zatozony, symetryczny ksztalt profilu uzyskany zostat w wyniku odwzorowania kon-
foremnego

az

= | i (4)

(=47
At ©)

Nt

Zz =

okrggu o promieniu a oraz $rodku przesunietym o odcinek-4. wzglgdem poczatku
ukiadu.

2. Kierunek przeptywu jest zgodny z kierunkiem osi 0x. Funkcja pradu w obszarze po-
mocniczym ma w tym przypadku postaé:

2
V(. ) = — Uy (l—x—‘jr-y—) !

Powyzsze zalozenia nie umniejszaja ogoélnosci rozwigzania. W oparciu o znajomosé
potencjatu zespolonego wytwarzanego przez pojedynczy wir w poblizu okregu [16]
mozna wykazaé, iz spelniajaca uprzednio podane warunki funkcja G ma w obszarze
pomocniczym postaé:

=X+ (G -*
Nmm St (7
XX+ JPi—a7)? + (X — )
przy czym warunek zerowania sie cyrkulacji wokét profilu, wywolanej wirem pier-
wotnym powoduje konieczno$¢ dotaczenia do funkeji (6) cztonu:

~ o~ 1
G(xsy; xk)yk) =71

1 ~y
):Pad = 7 KO 1n(x2 +y2) (8)

Obliczenie drugiego ze skladnikéw wzoru (4) jest mozliwe po zrézniczkowaniu funkcji
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odwzorowujacej (5) i prowadzi do postaci:
n dz | _ - VIG=a)? +57[(v+a— 24)*+5°%]
P (=AY 157 O

Laczne wykorzystanie wzordw 1-+3 oraz 5+9 pozwala przedstawié z doktadnoscia do
statej addytywnej funkcje W; funkcje Kirchhoffa-Routha dla s-tego kroku obliczeniowego
we wspotrzegdnych obszaru pomocniczego jako:

kY A+y ) a2
= K Kyln —2 22 ———
P fl @ ””(1 x%+y})]+
Jj=0 :
$

I\ (5 =%+ e — )] ¥ +yi—a’
IR N e O — J i ZK Xi+yi- yf
4 ‘-z T Xy X+ PyYe—a?)* + (X5 — Jyx)? ! -t

Jik=0
J#k
s 2
1__ 2 KZ In ( A) +y.l . (10)
T2 = VG =+ G +a—24) +3]]

Chwilowe skladowe predkosci poszczegdlnych wirdw w obszarze przeplywu uzyskuje sie
po zrézniczkowaniu zaleznosei (10), zgodnie z wzorami (4), jako:

. vy, d—v; B 3 vy A+vy B ”
Uy ST T TR (b
gdzie: '

el @A E—a2—57
4= Re( df) R () e L

[\ 2a—ApG-ap
B ”Im(dz‘)‘ (G 77

3. Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne, prowadzone w oparciu o przedstawione w poprzednim roz-
dziale zaleznosci analityczne, mialy na celu okredlenie konfiguracji wiréw $ladowych
w dowolnym zadanym momencie czasowym, w zaleznosci od zalozonej wstepnie, pc-
czatkowej konfiguracji wiru pierwotnego oraz profilu, co pozwolilo na oceng przebiegu
deformacji reprezentowanej przez nie warstwy wirowej. Mozna wyrdézni¢ trzy gtéwne
etapy obliczefi, charakterystyczne dla kazdego kroku obliczeniowego:

L. wyszukanie polozenia i intensywno$ci nowego wiru $ladowego bilansujacego cyrku-
lacje 1 rozklad predkosci wokét profilu,

2. przesuniecie wiréw o zadany krok czasowy df,

3. dokonanie oceny bledu wyniklego z okreélonej wartoéci kroku czasowego.

Obliczenia dotyczace generowanego w danym kroku wiru $ladowego prowadzone byly,
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w oparciu o poprzednio podane warunki, metoda iteracji do momentu uzyskania zato-
zonej wartosci bledu.

Przesunigcie wiréw realizowano metoda dwukrokowa, okreslong czgsto w literaturze
jako metoda ,,predictor-corrector”, uzyskujac przy okreslonych mozliwosciach obli-
czeniowych zadawalajace wyniki. '

Oceny bledu przesunigcia wirow dokonywano wykorzystujac niezmienniczos¢ funkeji W.
Zatozong warto§é bledu 8W w danym kroku kontrolowano w trakcie obliczen i w przy-
padku jej przekroczenia, powtarzano obliczenia tego kroku, realizujac przesunigcie wirdw
w pewne;j ilosci etapéw czgsciowych, zapewniajacych zachowanie wartosci biedu mniejszej
niz SW. W etapach czeSciowych warunek splywu z ostrza nie byt spetniony. Zakfadang
warto$é dW przyjmowano na podstawie obliczen wstgpnych, jako rezultat kompromisu
pomiedzy wymaganiem mozliwie duzej dokladnosci a mozliwa do przyjecia dtugoscia
czasu obliczen. :

4. Rezultaty

Obliczenia przeprowadzono dla szeregu wartosci danych wejsciowych zmieniajacych sig
w nastgpujacych granicach:

a. predkosé przepltywu niezaburzonego U—19+27 m/s
b. wzglgdna wysoko$¢ polozenia poczatkowego wiru pierwotnego
wzgledem osi x Yoll = —0,60+0,60
c. wzgledna poczatkowa odleglo$¢ wiru pierwotnego od krawedzi splywowej
profilu xo/l = (=2,10)+(—4,54)
d. wspoélczynnik cyrkulacji wiru pierwotnego z = 2nKo/ U'—é—= 0,40-+-0,85
e. krok czasowy - dt =0,5+1,0 ms

Maksymalna ilo§¢ krokéw obliczeniowych wynosita s, = 60+ 100. Ksztatt profilu
przyjetego do obliczen pochodzit z odwzorowania (5) okregu o promieniu ¢ = 0,65 cm
oraz przesunigciu 4 = 0,026 cm. Dlugos$é cieciwy profilu wynosita 2,5. Powyzsze za-
kresy danych liczbowych przyjeto, kierujac si¢ przestankami zwigzanymi z przewidywang
weryfikacja do$wiadczalng uzyskanych rezultatow.

Przeprowadzone obliczenia pozwalaja sformulowaé ocene o istnieniu dwoéch jakosciowo
réznych mozliwych przebiegéw deformacji szeregu wirow $ladowych. Wystapienie jed-
nego z nich uzaleznione jest od polozenia toru wiru pierwotnego w najblizszym sasiedztwie
profilu. Przykltadowy obraz poszczegdlnych faz deformacji omawianego szeregu w przy-
padku toru wiru poloZonego ponad profilem (czyli tak jak na rys. 1) przedstawia rys. 2,
natomiast dla polozen toru przebiegajacych ponizej profilu —rys. 3. Wspdlng cecha
deformacji obu typdéw jest fakt iz zakrzywienie si¢ linii taczacej kolejne wiry zapoczatko-
wane jest w rejonie polozonym najblizej wiru pierwotnego (jest to zarazem fragment
szeregu, w ktérym wiry sladowe posiadaja najwigksza intensywnos¢ — por. wykresy na
rys. 4), po czym kolejne fazy deformacji powoduja stopniowe ksztaltowanie sie grupy
wiréw krazacych w sposéb wyrazny wok6t wspélnego srodka, ktérych globalne oddziaty-
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Rys. 2. Przebieg deformacji szeregu wirow sladowych w przypadku toru wiru pierwotnego lezacego
ponad profilem
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Rys. 3. Przebieg deformacji szeregu wiréw $ladowych w przypadku toru wiru pierwotnego lezacego
ponizej profilu
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wanie zewngtrzine mozna poréwnaé z odzialywaniem pojedynczego wiru o sumarycznej
intensywnosci, przy czym kierunek obrotu wirdw wokol wspélnego Srodka jest przeciwny
do kierunku obrotu wiru pierwotnego. Istotng réznica pomigdzy deformacja pierwszego
i drugicgo typu jest poloZenic nowego wiru— wiru interakcyjnego — wzgledem wiry
pierwotnego. W przypadku, gdy wir pierwotny znajduje si¢ nad szeregiem wiréw $lado-
wych, tworzacy si¢ wir interakcyjny nieznacznie wyprzedza wir pierwotny, natomiast
w przypadku przeciwnym wir interakcyjny tworzy si¢ w malej odlegtodci za wirem pier-
wotnym*®. Mozna wskaza¢ dwa powody zaistnienia powyZszych rdéznic w przebiegy
deformacji badanego szeregu wiréw. Po pierwsze — wir pierwotny, gdy znajduje sig
ponad $ladem, powoduje przy$pieszanie ruchu wiréw §ladowych, natomiast w przypadku
przeciwnym — opéznia ich poruszanie sig, w wyniku czego dokonuje si¢ zageszczenia
wiréw w okreslonych rejonach $ladu. Po drugie, jak wskazuje wyniki analiz numerycznych
stabilnosci pojedynczego szeregu wirdw, raz zainicjowany proces deformacji szeregu
moze rozwijaé si¢ dalej samorzutnie w wyniku wzajemnego oddzialywania poszczeg6lnych
wiréw. W niniejszym przypadku efekt ten naklada si¢ na oddziatywanie wiru pierwotnego,
intensyfikujgc przebieg deformacji.

005 | I ] ]
D Potozenia poczatkowe wiru pierwotnego
| =0~ x%/i=-280 yo/1=020
R 2} —+— xpfl=-290 yp/t =-0.20
| \%\ 3) emem xo/l=-290 y,/l=-0.28
TR AR AR AR |
0 WA '
‘Potezenia wiru  pierwotnégo
‘W momencie mijania krawedzi
~005—  splywowej protfilu . -
X/ /! 220,82
A: 0.002 0.218 42000075
B8: 0.030 -0.185
C: 0026 -0.273 K,
oraz krawedzi natarcia
-010 D: s=25 I
B 1 -0977 0.230 B
2) -1.021 -0.185
3} -1.015 - 0.272
_015 \ \ | A | |
' © e [ © &9 € s

Rys. 4. Rozklad intensywnosci szeregu wirdbw $ladowych

Na rys. 4 przedstawiono rozkiad intensywnoéci wirdw §ladowych generowanych
w trakcie obliczen. Odpowiadaon sytuacji po s = 62 kroku obliczeniowym (w szczegdlnosci
rozkiad nr 3 odpowiada koficowemu obrazowi deformacji z rys. 3). Zaprezentowano trzy
warianty rozkladu intensywnosci, z ktorych warianty 1 i 2 charakteryzuja si¢ symetrycz-
nym wzgl. osi x potoZzeniem poczatkowym wiru pierwotnego, natomiast warianty 113 —

*) Rozwazania te sa stuszne dla okreslonego znaku cyrkulacji wiru pierwotnego, W przypadku prze-
<iwnego znaku cyrkulacji — efekty stanowia lustrzane odbicie wyzej opisanych.
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ta samg minimalng odleglodcia toru wiru pierwotnego od powierzchni profilu. Ze wzgledu
na specyfike wzajemnego oddziatywania wir-profil, nie jest mozliwe znalezienie w pelni
symetrycznych torow wiru pierwotnego lezgcych nad i pod profilem. Na kazdej z przed-
stawionych krzywych zaznaczono wartodci intensywnosci wirn §ladowego odpowiadajace
polozeniom wiru pierwotnego lezacym w najblizszym sgsiedztwie krawedzi natarcia
oraz krawedzi sptywu profilu. Jak juz wspomniano uprzednio, w drugiej z wymienionych
sytuacji na miejsce generowane wiréw §ladowych o najwiekszej intensynoSci.
Poréwnanie krzywej 1 z krzywymi 2 i 3 prowadzi do wniosku iz w przypadku, gdy tor

wiru pierwotnego lezy powyzej profilu, wzajemne oddzialywanie wiru i profilu wywotuje
silniejsze chwilowe zmiany cyrkulacji wokdt profilu i, tym samym, powstawanie bardziej
intensywnych wirdw sladowych, niz w przypadku toru wiru pierwotnego poloZzonego
ponizej profilu.

Obliczenia intensywno$ci wiru interakcyjnego prowadzone w podanym uprzednio
zakresie danych poczatkowych dajg rezultaty w granicach:

K, = (025+0.45) * K,

przy czym na oceng powyzszego wyniku wplywa istotnie fakt, iz wybér ilosci wiréw ele-
mentarnych tworzgcych wir interakcyjny dokonywany moze by¢ li tylko w oparciu o ich
aktualng konfiguracje, co moze powodowaé zaréwno pewna arbitralno$é kryterium wy-
boru, jak i nieprecyzyjno$¢ oceny, wynikajaca z udzialu iloéci elementarnego wir6w
$ladowych w roZnych stadiach formowania sie wiru interakcyjnego. Wydaje si¢ jednak
mozliwe wskazanie gérnej, nieprzekraczalnej wartoéci intensywnosci wiru interakcyjnego.
Na podstawie rys. 4 mozna przyjaé, iz jest nig sumaryczna intensywno$¢ wiréw $ladowych
posiadajacych ten sam kierunek obrotu (w tym przypadku ujemny-prawoskretny). Obli-
czona na podstawie tego kryterium maksymalna intensywno$¢ wiru interakcyjnego waha
sie:
od 0,64 + 0,67 dla Yo/l = +0,20

od 0,41 + 0,43 dla Yo/l = +£0,60

Rys. 5 przedstawia jeden z efektéw obecnosci w przeplywie szeregu wirdw $ladowych.
Jest nim deformacja toru wiru pierwotnego w obszarze za krawedzia sptywowa profilu.
W poréwnaniu z innymi modelami (ktore na rysunku reprezentuje model zaktadajacy
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natozenie na profil petej wartoéci zmian cyrkulacji wymaganej przez warunek splywu
‘w ostrzu), w ktorych najwigksze zmiany ksztattu toru spotykane sa w najblizszym sa-
siedztwie profilu, w omawianym modelu najwigksze odchylenia kierunku ruchu wirg
pierwotnego od gléwnego kierunku predkosci strumienia wystepuja z dala od profilu-
w rejonie intensywnego oddzialywania wiru interakcyjnego.

W rezultacie badan wrazliwosci rozwigzania na zmiang danych poczatkowych stwier-
dzono, ze zmiana dt oraz x,// w podanym uprzednio zakresie nie powoduje zadnych zmian
jakosciowych rozwigzania. Rowniez zmiany ilociowe rezultatéw mozna uzna¢ za nie-
istotne (przyktadowo: rozbiezno$¢ w rezultatach obliczeni intensywnosci wiru interakeyj-
‘nego wynosifa 3,5%).

5. Weryfikacja doswiadczalna

Przedstawione w rozdzialach poprzednich rezultaty skonfrontowane zostaty z wyni-
kami badann doswiadczalnych. Badania tc przeprowadzono w strumieniu powietrza
o predkosci U rzedu 2,2 m/s, w ktérym umieszczono profil o ksztalcie zblizonym do sto-
sowanego w obliczeniach. Liczba Reynoldsa, obliczona w oparciu o dtugo$¢ cieciwy pro-
filu wynosita 4 - 103, Wzgledna intensywno$é wiru pierwotnego generowanego w doswiad-
czeniu wynosita z = 0,57.

Dokladne oméwienie uzyskanych rezultatow w ramach niniejszej publikacji nie jest
niestety mozliwe ze wzgledu na duzy zakres przeprowadzanych badad, dlatego tez w ni-
nicjszym rozdziale zaprezentowane zostaly jedyne wnioski sformutowane na ich podsta-
‘wie. Pelny material do$wiadczalny, ze szczegélowym opisem stoiska wraz z aparaturg,
metodyki badan oraz drobiazgowa analiza uzyskanych rezultatéw zgromadzony zostat
w pracy [17]. Parametrem zmiennym badan byla minimalna odlegtos¢ y,/l, w jakiej wir
pierwotny mija profil. Stwierdzono, iz dla dostatecznie duzych, dodatnich wartosci y,/!
(¥p/l = 0.18 — dla okreslonych warunkéw do$wiadczenia) przebieg deformacji niestacjo-
narnej warstwy wirowej, tworzacej si¢ za profilem w okresie mijania go przez wir pier-
wotny, jest jako$ciowo zblizony do obliczonego teoretycznie i opisanego w poprzednich
rozdziatach. W szczegdlnoséci: mozliwe jest wyodrebnienie poszczegblnych faz tworzenia
sig wiru interakcyjnego, jako nowej, skoncentrowanej struktury wirowej, Naturalne
ograniczenie zbieZzno$ci rezultatéw teoretycznych i zarejestrowanych doswiadczalnie
stanowi proces utraty aktywno$ci wiru pierwotnego, nie uwzgledniony w modelu teore-
tycznym. Typowy obraz przeplywu w rejonie §ladu za profilem w momencie tworzenia
siz wiru interakcyjnego przedstawia rys. 6. Obraz ten powstat z linii wysnutych genero-
wanych metoda ,,dymiacego drutu” w plaszczyZnie prostopadtej do krawedzi splywowej
profilu. Praktycznie niewidoczny na zdjeciu profil (stabo widoczna jest jedynie, po lewej
stronie zdjecia, jego krawedZ splywowa) usytuowany jest w odlegtosci 0,1 / przed dru-
tem generujacym dym. Na zdjeciu — oprécz zasadniczego efektu oddziatywania wiro-
wego, tj. tworzjcego si¢ wiru interakcyjnego oraz silnie juz zdestabilizowanego wiru
pierwotnego, widoczne s fragmenty dwéch $ciezek Karmana, stanowigce element
niepozadany z punktu widzenia celu badan. Rejestracje prowadzone dla zmniejszajacych
sig, lecz weigz dodatnich wartosci ¥pll wykazaly intensyfikacje procesu tworzenia si¢ wiru
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interakeyjnego oraz destabilizacji wiru pierwotnego. Dodatkowo dla wartosci y,/l < 0,18
stwierdzono formowanie si¢ kilku dodatkowych struktur wirowych w poblizu gtéwnego
wiru interakcyjnego, co tlumaczy sie fakiem rozcigcia rdzenia wirn pierwotnego przez
profil i przepiynigcia pewnej czgsci plynnego obszaru wirowego po przeciwnej stronie
jego powierzehni.

Rys. 6. Chwilowy obraz przeplywu z wirem interakcyjnym oraz silnie juz zdeformowanym
wirem pierwotnym

W przypadku ruchu wiru pierwotnego ponizej profilu (y,/! < 0) nie zarejestrowano
formowania sie nowych struktur. Mozna wskazaé dwic prawdopodobne przyczyny ne-
gatywnego wyniku badan w tym przypadku. Po pierwsze — intensywno$é generowancej
warstwy, jak wskazuje rys. 4 jest w tym przypadku nizsza (krzywa B), niz w przypadku
ruchu wiru ponad profilem (krzywa A). Po wtére — wymaganie uzyskania okreslonej
wartosci y,/l powodowalo koniecznoé¢ umieszczenia profilu w obszarze stosunkowo sil-
nego Sladu stacjonarnego, tworzacego sie za profilem, uzytym do generacji wiru pierwot-
nego (por. rys. 6). Powyzsze dwa warunki utrudnily uformowanie si¢ niestacjonarnej
warstwy wirowej 0 przewidywanym teoretycznie rozkladzie intensywnosci. Pomiary
zmian modutu predkosci w momencie mijania punktu pomiaru przez badane struktury,
pozwolity na oszacowanie relatywnej intensywnosci obu wirdw w prezentowanym na rys. 6
przypadku y// = 0,40, jako:

K /K, =2 0.60.
Jak wida¢ warto§¢ ta jest nieco wyzsza, niz w przypadku obliczen teoretycznych.

o*
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6. Zakonczenie

W pracy przeprowadzono wyniki teoretycznych analiz rozwoju niestacjonarnej warstwy
wirowej, splywajacej z krawedzi sptywowej profilu w wyniku jego oddziatywania z poje-
dynczym wirem przeplywajacym w jego poblizu. Stwierdzono, iz warstwa ta kazdorazowo
dazy do uformowania nowej struktury o nieco mniejszej intensywnosci i przeciwnym kie-
runku rotacji w porownaniu z zaburzeniem pierwotnym. W zaleznosci od poloZenia toru
wiru wzglegdem profilu nowy wir interakeyjny moze uformowaé si¢ w rejonie przed lub
za wirem pierwotnym.

Ocenia sie iz powyZsze wyniki, rozpatrywane w kontekécie teoretycznym, moga byé
wykorzystywane :

— w analizach testowych nowopowstajacych programéw obliczeniowych, wykorzystu-
jacych rozne od zaprezentowanej metody (np. metode osobliwosci) do opisu oplywu
profilu,

— do przewidywania rezultatéw wzajemnego oddzialywania struktur wirowych i profili
w bardziej skomplikowanych przypadkach ich wzajemnych potoZei.

Przytoczone w pracy rezultaty do$wiadczalne, stanowiace w pewnym zakresie konfi-
guracji wir — profil pozytywna weryfikacje obliczenn teoretycznych, uzyskane zostaly
dla malych predko$ci przepltywu oraz dla jednej wartosci intensywnos$ci wiru. Przenie-
sienie zaprezentowanych rezultatébw na inne warunki przeptywu, w szczegoélnosci: do
analiz przeplywow majacych miejsce w maszynach przeplywowych wymaga przeprowa-
dzenia podobnych badad w strumieniu o znacznie wyiszych predkosciach. Opierajac sig
jednak na rezultatach uzyskanych przez Timma mozna przypuszczaé, ze jakodciowy
przebieg deformacji warstwy wirowej réowniez i w tych predkosciach zblizony bedzie do
zaprezentowanego w pracy. Niezaleznie od powyzszego — przedstawione rezultaty wska-
Zuja na nowe problemy, dotyczace generacji hatasu, wibracji czy wytrzymalo$ci zmecze-
niowej, jakie moga wiazaé¢ sig z opisami w pracy efektami zachowania sig warstwy wi-
rowej w przeplywach przez elementy maszyn przeptywowych.
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Kupxrodda-PyTa, moxaspIBaioT, UTO eHEPUpPOBALHLIH Ciroit GblcTpo Aeopmipyerca, o6pasvst HOBLIH
KOHUEHTPUPOBAHHDLII BUXPE XAPAKTEPU3UPYIOUIMHCA MUTEHCHBHOCTIO HEMUONKKO MeHMeR X oOpaTHEINM
}(anpaBncx{ucm poTauui, o CPaBHCHIIQ C HCpBbU\‘_ BHUXpCM,

DKCIEPAMEUTAIIBHEIE JICCIENOBAHNT, MPOBEACIHBIE B TOTOKE MPOTEKAIOILIHM €O CKopocTHio U =
2.1 mfcex 11 npm umene PefiHombica Pe = 4-10°, HoATBEpAUNYM TEODETHUECKHE Pe3yAeTaThl IS
HEKOTOPBIX B3AMMOTIONOMKEHH BHXPST ¥ NpPOdIIA.

Summary

DEVELOPMENT AND DEFORMATION OF THE VORTEX LAYER INDUCED BEHIND AN
AIRFOIL BY THE MOVING VORTEX STRUCTURE

The are given results of the study of development and deformation of the unsteady vortex layer for-
med behind a trailing edge of the symmetric airfoil in a plane parallel flow.The changing intensity of the
layer is induced by a single concentrated vortex passing by the airfoil. The theoretical calculations perfor-
med on the basis of the construction of the Kirchhoff-Routh function indicate that the generated layer
forms in a short period of time a new concentrated vortex of comparablc intensity but of rotation opposite
to that represented by the primary vortex.

The experimental investigations, conducted in a flow of the velocity U = 2.1 m/s and Reynolds num-

ber based on the airfoil chord length Re = 4 x 10%, agree with the theoretical results in some cases of the
vortex-airfoil configuration.

Praca wplynela do Redakeji dnia 3 listopada 1986 roku.
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Rozpatrzono niektdre przypadki przeplywéw gazu lepkiego i przewodzacego cieplo,
wykorzystujac uklad réwnafn Naviera-Stokesa oraz réwnania cigglosci i energii.

Roéwnania zapisane w niestacjonarnej formie rozwiazano stosujac metode iteracji
po czasie z wykorzystaniem metody dekompozycji.

Zbadano wptyw niektérych parametréw modelowania na proces ustalania si¢ prze-
ptywu i formowania fali uderzeniowe;j.

1. Wstep

Przy rozwigzywaniu zagadnienn naddziwickowego oplywu z falami uderzeniowymi,
stosowane najczgéciej rozdzielenie obszaru na obszar strumienia nielepkiego i obszar
warstwy przySciennej nie zawsze jest przydatne. Dla malych i umiarkowanych liczb
Reynoldsa konieczne jest rozpatrywanie calego obszaru przeplywu przy zastosowaniu
réwnan Nayiera-Stokesa. Zagadnienia oddzialywania strumienia zewngtrznego z warstwa
przy$cienng, przeplywy z obszarami oderwania, wzajemne oddzialywanie warstwy przy-
$ciennej z falg uderzeniowa wystgpujace np. we wlotach silnikéw samolotéw naddiwie-
kowych, sa przykladami, dla ktorych poprawny opis zjawisk mozna uzyskaé rozwigzujac
pelne réwnania Nayiera-Stokesa. _

Aktualnie obserwuje si¢ znaczny wzrost zainteresowania numerycznym rozwigzywa-
niem réwnan Nayiera-Stokesa. Poczyniono tez wiele préb zastosowania réznorakich
metod numerycznego catkowania, np. [11, [2], [3], (4], [5].

Poczatkowo do badania laminarnych przeptywdw lepkiego Sci§liwego gazu stosowane
byly jawne schematy réznicowe [1], [2] pozwalajace budowaé proste i ekonomiczne algo-
rytmy dla maszyn cyfrowych o malej pojemnosci pamigci operacyjnej i stosunkowo nie-
wielkiej szybkosci obliczer. Jednak jawne schematy réznicowe wykazuja szereg istot-
nych wad m.in. charakteryzuja si¢ warunkowa stabilnoscia co znacznie ogranicza zakres
ich stosowania. Wady tej nie maja niejawne schematy réznicowe, ale z kolei prowadza
do skomplikowanych réznicowych réwnan algebraicznych wymagajacych do ich roz-
wigzania maszyn cyfrowych o b. duzej pamieci operacyjnej i duZej szybkosci dziatania.
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Pewien kompromis mozna tu osiggna¢ stosujac metody pozwalajace taczyé prostote
i ekonomiczno$é jawnych schematow réZnicowych ze stabilnoécia niejawnych.

Jedna z najbardziej interesujacych metod jest tu metoda dekompozycji, zaproponowana
w pracy [6], pozwalajaca na sprowadzenie N-wymiarowych rownan do ciagu jednowymia-
rowych réwnafi, co pozwala na stosunkowo latwe stosowanie niejawnych schematéw
16znicowych. Metoda ta aczy niektére z zalet jawnych i niejawnych schematéw réznico-
wych, eliminujgc jednoczesnie podstawowe trudnosci w stosowaniu kazdego z nich od-
dzielnie. Poniewaz, jednak metoda ta nie ma jeszcze petnego teoretycznego ujecia, przy
wykorzystywaniu nowych wariantéw schematéw roéznicowych wynikajgcych muin. ze
sposobu aproksymacji pochodnych, aproksymacji warunkéw brzegowych, rodzaju siatki
réznicowej itp., konieczne jest testowanie algorytmu skonstruowanego z pomoca danego
wariantu schematu réznicowego z réwnoczesnym badaniem granic jego stosowalnoéci,

W pracy niniejszej rozpatrzono naddzwigkowy optyw klina i dokonano analizy wptywu
dysypatywnych wilasnosci gazu na formowanie si¢ pola przeplywu, z wykorzystaniem
zachowawczego schematu réznicowego stosowanego do pelnych réwnan Naviera-Sto-
kesa [3].

Podobnego typu zagadnienie rozpatrywano w pracy [7], jednak stosowany tam schemat
dekompozycji przy ustaleniu (f — co) nie mial witasciwosci schematu zachowawczego,
co znacznie obnizalo dokladno$¢ otrzymanych rezultatéw i nie pozwalato na szczegdtowq
analize wplywu dysypatywnych wlasciwosci gazu.

W niniejszej pracy, poprzez podwdjne przeksztatcenie obszaru catkowania, otrzymano
algorytm pozwalajacy na latwa zmiang obszaru calkowania, jak rowniez zageszczenie
siatki réznicowej w obszarze warstwy przySciennej w zaleznosci od liczby Reynoldsa
przeptywu.

2. Sformulowanie zagadnienia

Poszukiwa¢ bedziemy pola ustalonego przeplywu w sasiedztwie pewnej poczatkowej
czgéei L klina o kacie rozwarcia 20, na ktéry naplywa naddzwigkowy strumieri gazu lep-
kiego i przewodzacego ciepto (rys. 1).

Rys. 1. Obszar calkowania w kartezjanskim ukladzie wspolrzednych
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Numeryczng analiz¢ zagadnienia przeprowadzimy na podstawie rozwiazafh peinych
rownant Naviera-Stokesa w pewnym obszarze I” ograniczonym brzegiem &/, zapisanych
w prostokatnym ukladzie wspdirzednych (x,y). Wprowadzimy bezwymiarowe wiel-

kosci
- X - _ ¥y . 1° U _ u v
x=p YT YT M= vE g
_ 0 = T ¢ — V4 _ u _ P
- - , T=-— r , = = ——, A = s 2.1
* T s, P= ol K e oo @1
Re = Qoouoo'L , Pr = Cp~ Moo ,
Hoo Yoo
gdzie:
t — czas,

u v —rzuty wektora predkosci odpowiednio na of x, y,
o — gesto$é gazu,
T — temperatura gazu,
p — ci$nienie gazu,
w — wspolczynnik lepkosci dynamicznej,
% — wspblezynnik przewodnosci cieplnej gazu,
Re — liczba Reynoldsa przeplywu,
Pr —liczba Prandtla,
¢, — ciepto ‘whadciwe gazu przy stalym cisnieniu.
Uklad rownan dla $cisliwego gazu zapiszemy w postaci

39

B (et)+ (ov) =0

ap l Ju
2 ) —— -
E)t (@ )+ (Q” )+ + (@“7)) Re [ ox (2/"+7) ax

—_ =Yy

W”?y_J“?)y_“W“L oy “ox
o 1 [a dv

W (Q‘Z)) + (Qu'()) + — (07) ) =+ —-; —_— Fr U (ﬁ;

a . v 0 du i av]

a 311 ov bl ou
9. ] Coa %o,
ax Py D 3y+6ylax]

¢ oyt [@u(mz_)]%[@(mg)]_

1 o T 3 g)
RePr \ox X ox T a9y H dy
1

0 du 0 Jv .
" [W“@“”)'a?* M a
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d dv " J v du 0 y u
ox ”/‘W ox ”T+ ay oyt
b7 6’0 d du
=  ihidadiy N
4y up 8y 7)( -+ ) 3} T 8x] 0,
= »-».-(uz—l—'vz)—{-e A= ——2—‘u.
2 ’ 3
Dla wygody zapisu opuszczono symbole przyjete dla oznaczenia wielkoSci bezwymiaro-

wych,
W celu zamknigcia ukladu do réwnan (3.2) dotaczymy réwnanie stanu gazu doskona-

lego

p= —k—oT (2.3)

Wspotczynnik lepkosci dynamicznej w przyjmiemy jako znana funkcje tempera-
tury T w postaci wykiadniczej zaleznosci

Przyjmiemy nastepujace zalozenia, przy ktérych badaé bedziemy wplyw dysypatywnych
wlasciwosci gazu na jakosciowy i iloSciowy charakter pola przeptywu:
1) naplywajacy strumien gazu jest naddiwigkowy (M, > 1), jednorodny i niezaburzony;
2) przeptyw w calym obszarze jest symetryczny wzgledem plaszczyzny symetrii klina;
3) nie uwzglednia si¢ przemian fizyko-chemicznych t.j. gaz przyjmuje si¢ jako doskonaly

o statej Prandtla Pr, stalym wykiadniku adiabaty Poissona ki e = C, T

Rozwiazania tak sformulowanego zagadnienia poszukiwaé bedziemy dla staqonar-
nych warunkéw brzegowych:

@ =00, U=1Uy, D=0y, TI'=Tedlax=010<y< Fx),
oraz 0 < x < x, 1 y = Fy(x)

Jo 8 9T, 4 dla O<x<x,iy=o,
ay ay ay ,
2.5

u=0, 02=0, ——=0 dlax,<x<x1i1y=F(),

Ter = o = ma-=0 dla x=x.1 F®) <y < F(x),

gdzie:

S — kierunek wektora predkosci (r = 1,2 — bez sumowania).

Dla wygody numerycznego catkowania przeksztalcimy obszar catkowania w/g za-
leznosci

X
Xy =-—,

e @.6)
y—F (%) '

T R@-F()
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sprowadzajac go do standartowej postaci Q{0 < x; < 1;0 < y, < 1}. Dokonamy
ponadto zgeszezenia siatki réznicowej w obszarze warstwy przyéciennej przyjmujac:

qi = X,

_ In(l+by) @7
= Tnaxe

gdzie stala b przyjmienty w postaci zaleznej od wartosci |/_R€. Wprowadzimy oznaczenia:

dy _ a9,

HT g BT T
— dx _ 9q,
2T T, BT ax
(2.8)
o X, 04
3 - 3q]_ s 6 — ay )
a(x,)
= - =230z 0.
(q,,92) 175 #
Uktad réwnan (2.2) zapiszemy w uktadzie wspotizgdnych (g, ¢,)
d d ) .
ot Ag) = _[“5(;1* (z, Qu)‘*'”a(};—(zzé"l‘*'za\@v)] = W,,
0 d ) 1 du v
- - —_ e - 2'
T (dou) i, {zlgu +2p— e {2124(2;;4- ) e + 5as ¥
u )
21.25(2M+7»)'K]}——EI(Zzu-i—zgv)Qu-i-zzp
1 ' du v
Re -A)] —— 2.9
Re {[Z3ZGP‘+2225(2M A)] g, Th e t (2.9a)
v ou -
2z;z6(u+ A)'_a'q_2‘+2125(21u’+)") “aql'lll = Wou,
4 (lov) = — Wov
5 Ven) = = Wev,
4 (doE) = — W,
a_t < - QE,
lub krécej:
U _w. (2.9b)
14

Tak zapisany uktad rozwiazywaé bedziemy w sposéb numeryczny, dokonujac dyskrety-
zacji obszaru catkowania siatka réznicowa, przy czym w ukladzie (¢, q2) bedzie to siatka
réwnomierna a odpowiadajaca jej siatka w obszarze rzeczywistym nieréwnomierna, zgesz-
czona w poblizu powierzchni klina (rys. 2).
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q;{l

1.0

—..1 fyp— Y‘ﬂl

n,
0[ 10 qT 0 XT—

Rys. 2. Siatka réznicowa w ukladzie wsp. (g1, g2) i (x1, 7))

3. Algorytm dekompozycji. Schemat réznicowy

Dla numerycznego rozwiazywania ukladu réwnan (2.9) z warunkami brzegowymi
(2.5) wykorzystamy metode dekompozycji [3], [6], pozwalajaca na sprowadzeniu zagad-
nienia do ciggu prostszych zadai poprzez pewne rozdzielenie uktadu réwnan wyjsciowych
przy jednoczesnym zachowaniu warunku aproksymacji globalnej. Sposéb rozdzielenia
uwarunkowany jest przede wszystkim:

— statecznoscig schematu réznicowego 1 prostoty realizacji algorytmuw,

-— sposobem okre$lania warunkéw brzegowych,

— zadang doktadnos$cig rozwiazan numerycznych,

— wyborem uktadu wspolrzednych i postacia zapisu réwnafi wyjsciowych.

W tym celu zapiszemy ukiad réwnan (2.9) w prostszej postaci:

of

-t Qf=F,, 3.1

gdzie: f= f{f1,f2,/3, 4} — wektor szukanych funkeji gazodynamicznych,
£2 — operator wydzielonej czesei ukladu (2.9) aproksymowany dalej niejawnym
schematem réznicowym,
F, — pozostata cz¢s¢ ukiadu réwnan aproksymowana w sposéb jawny.

Jesli przy tym uklad (2.9b) wykazuje wiasciwosci ustalenia (a zakladamy, Ze tak jest)
to dla # — oo mamy:

ou \™' - '
— —_ 2
( of ) W= —Qf+F,. (3.2
Dokonujgc teraz aproksymacji lewej czesci ukiadu (3.1) niejawnym dwuwarstwowym

schematem typu Cranka-Nicholsona ze wspélczynnikami wagowymi otrzymamy sche-
mat réznicowy:

f”' T—;”.—I—Ak[df’”l"_(l -—O()f"] — FD> (33)
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aproksymujacy uktad réwnan (3.1) z dokladnoscia 0(z + /%), ktéry przedstawimy w kano-
nicznej postaci z uwzglednieniem (3.2):

n+l__gn 3U -1 . n
. w S 9T
ey [ 5 ”

Wprowadzajac w obszarze 4, = OxC, gdzie 9 — jédnostkowy kwadrat, C = [0, T]
dla t € C, réinicowq. siatke o statym kroku przestrzennym hy = 1/NI, h, = 1/NJ i kroku
iteracyjnym 7, otrzymamy po aproksymacji pochodnych w (3.3) uklad réwnan alge-

braicznych dla niewiadomych funkgji sieciowych:

)Ly, (=1,..,4. (3.5)

Uklad ten mozna rozwigzac stosujac np. metodg macierzowej ,,progonki””. Dla dostatecz-

nie duzej liczby weztéw jest to operacja bardzo trudna, a czasem wre¢cz niemozliwa z uwagi

na znaczne wymagania odnosnie pamigci operacyjnej EMC i czasu obliczen.
Wybierajac w charakterze wektora funkeji gazodynamicznych wektor o skladowych:

0
U
f=,1 (3.6)
T
dokonamy wiclosktadnikowej dekompozycji [3] i napiszemy (2.9) w postaci:
o x
S zﬂf = F, 3.7
gdzie:
1 9 9
1 d
— 1 _ L~ lp,_ =
Q, = 2[z,u, 37~ oRe (z, 2 zib, o4, )]I dla /=1,2),
Zé=0; Z] = Za, Z] = Zs, 23 = Zg,
0 0 0 0 00 0 0 |
0 2u+20 O 0Ou O 0
b,=l0 0 wu 0], by,=}002u+i1 0|
# e
_Q 0 0 Pr | _0 0 O P
. 5 -
0 240 70 0 0
; 1 k-1 ] 0 0 2 k-1 9
Q=|"e k  dq *“ k& ag | (3.8)
0 0 0 0
0 222 0 0
_ ¢ e 9q, -
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d 7
0 €30 00, 0
1 k-1 { k—1 ¢
e i e 0 0 I
_ 0 L R A 0

Uy = U, Uy =7,
I — macierz jednostkowa.
Operatory rozniczkowe €2, zastapimy operatorami réznicowymi ¥, w weztach siatki
n, i, j otrzymanymi po aproksymacji pochodnych ilorazami réznicowymi:

0 : 1
az'f A, fii= E Ty (fi.,=Siz1,0)»

0 0 1
W fl—aqTf ~ /lq,al,qulfi,J = iﬁ%_ [(a,,+a14¢,)).
fivn—fu)— 6+ ai- s, Y= fi-1. D1 (3.9)
a 0 , 1
bo—v = Aqlbl,j"lqzﬁ,j = birs firt,s1—Srer,0-D—
4h, h,

9q, 94>
by (ficr, = Sim1,0-1)-

. 2 2 Ja . 0 0
Analogicznie aproksymujemy pochodne: R ¢ 1——d—.
P ymujery p 99> g 99 g, 99,
Po zastapienin operatora |+ 7zl),) w ogdlnym schemacie réznicowym (3.4), opera-

torem przyblizonym:

4
(N 70, &2, )4+ 70, 245)(F+ 70 25,) (A + 70, 824) z(l +Ta Z 941.) (3.10

I=1

mozna juz prowadzi¢ obliczenia w czterech kolejnych etapach schematu dekompo-
zZycji:

—17n )
(|+T°‘191h)q’"+1/4 = _[( 3U) ] > W,

o =y
(|+Ta292,l)¢Pn+l/2 — ¢P"+1/41

(T +703825,)p" T 3% = "t 112, (3.11)
(I + T“4Q4h)(P"+1 = CP”+3/4) ’
PSt =Sl it
W kazdym z etapdw, z uwagi na rodzaj aproksymacii pochodnych i warunkéw brze-

gOWY.Ch, uzyskuje si¢ uktady réwnan algebraicznych z macierza tréjdiagonalna, latwe do
rozwigzywania na maszynach cyfrowych o srednich zdolnoéciach obliczeniowych (serii
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ODRA i R-32). W tym przypadku zastosowano metode faktoryzacji (zZwang czesto me-
toda ,,przegnania”).

4. Analiza numeryczna

Numeryczne obliczenia wykonano na cyfrowej maszynie ODRA 1305 za pomocs
programu o nazwiec LNPP.

Z uwagi na diugi czas obliczen kazdego wariantu (rzedu kilku godzin), obliczenia
prowadzono etapami zapisujac wyniki posrednie na tasmie magnetycznej. Przy kazdym
kolejnym etapie pracy maszyny wyniki te wprowadzano jako warunki poczatkowe. Kori-
cowe wyniki réwniez zapisywano na ta¢mie magnetycznej w formie rekordéw niezre-
dagowanych, tworzac w ten sposob zbiér rozwigzan dla réznych liczb Reynoldsa prze-
plywu, poszczegdlnych liczb wezldw siatki réznicowej, stopnia zgeszczania siatki itp.,
Postapiono tak z dwoch powodéw. Po pierwsze, wyniki te wprowadzono jako warunki
poczatkowe przy zmianie np. liczby Reynoldsa przeptywu, co znacznie skraca czas obli-
czen nowego wariantu. Po drugie, powstal pewien zbidr, fatwo dostepny i wygodny przy
analizie pola przeplywu programami uzytkowymi tablicujacymi lub rysujacymi zadane
funkcje i wspotezynniki.

Obliczenia testujace prowadzono dla klina o kacie rozwarcia 26 = 40°, predkosci
przeptywu niezaburzonego M = 3,0 dla wspdlczynnikéw: » = 1,41; w = 0,75; Pr = 0,71,
w szerokim przedziale liczb Reynoldsa oraz dla réznych wartoéci kroku przestrzennego:
hy 1 h,. Przyktadowe wyniki obliczed rozkladu na powierzchni klina niektorych para-
metréow gazodynamicznych uzyskanych dla warunkéw brzegowych (2.5) i warunkéw
poczatkowych okre§lonych parametrami przeptywu niezaburzonego przedstawiono na
rys. 3. Z przebiegu funkcji ¢ i T wynika iz uzyskano duzg zbieznos¢ wynikéw w dosé
duzym przedziale zmiany kroku A, i h,. Np. przy zmianie kroku A, od wartoéci #, =
0,066 do A, = 0,05 krzywe p(x) i T(x) leza bardzo blisko siebie, jedynie w obszarze do-
sunigtej fali uderzeniowej réznica wartosci parametréw sigga 7= 8%,. Dla wartosci /4, =
0,1 réznice sg wyrazne réwniez w obszarze dalszej czgéci klina, gdzie nie wystepuje wza-
jemne oddziatywanie warstwy przysciennej z fala uderzeniowa. Rozbieznosci parametréw
siegaja tu 7%, natomiast w obszarze ostrza klina 10 - 12%. Stad wniosek, ze w poblizu
ostrza konieczne jest zgeszczenie weztdw siatki réznicowej w kierunku osi x. MozZna to
oczywicie osiagnaé zwigkszajac ogdlng liczbe wezlow siatki w tym kierunku, chociaz
bardziej celowe byloby niejednorodne zgeszczenie istniejacej liczby weziéw (lub nie-
znacznie tylko wigkszej), z uwagi na wystarczajgco poprawny przebieg funkcji gazodyna-
micznych w dalszej czeéei klina. Za takim rozwigzaniem przemawia rowniez fakt, iz jest
to obszar duzych gradientdw parametréw w obydwu kierunkach obszaru calkowania.

Analizujac wplyw kroku %, na wyniki obliczen, latwo zauwazyé Ze warto$¢ s, = 0,05
przy zachowaniu #, = 0,05 jest wystarczajaca do otrzymywania zbieznych rezultatow.
Przy dalszym zmniejszaniu wartosci 4, (h, = 0,033) krzywe o(x) prawie pokrywaja sig,
a réznice w przebiegu T(x) sa nieznaczne (rzedu 1,5%). Réwniez i w tym przypadku mamy
do czynienia z pewna niedokladnoécia w obszarze ostrza klina. Wydaje sig, wigc celowe
by rozpatrzyé w pézZniejszym etapie testowania metodyki, sposoby prowadzace do
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zwigkszenia dokfadno$ci obliczen w obszarach wzajemnego oddzialywania fali uderze-
niowej z warstwa przysécienna. Jedng z metod moze tu by¢ wspomniane wezesniej zgeszcza-
nie siatki w kierunku osi x, druga natomiast modyfikacja aproksymacji réwnania cigglosci.
Gestosé gazu jest bowiem parametrem, ktérego ustalenie si¢ w procesie iteracji po czasie,
nastepuje zdecydowanie najwolniej. Prace nad tymi zagadnieniami sa aktualnie prowa-
dzone.

Na rys. 4 pokazano przyktadowy przebieg funkcji o, u, v i T uzyskanych dla M = 3,0
i Re = 500, w kilku przekrojach wybranych wzdtuz dtugosci klina. Widaé wyrazna zmiane
charaktern przebiegu krzywych w miar¢ oddalania si¢ od ostrza klina. Mianowicie, je$li
bezposrednio za ostrzem przebiegi wszystkich parametréw charakteryzuja sie ciggtym
gradientem (oczywiscie zmiennym), to w miarg¢ oddalania od ostrza mozna wyréznié
obszar w ktérym parametry przeplywu sa w przyblizeniu stale. W koficowej czeéci klina
obszar pola przeptywu ze stalymi wartoSciami parametréow widac juz bardzo wyraznie,
przy czym obejmuje on juz znacznie wigksza strefe pomigdzy powierzchnia klina, a fala
uderzeniowa. Zjawisko to ma swoj gleboki sens fizyczny. Mianowicie w poblizu ostrza
klina nastgpuje wzajemne przenikanie si¢ i wzajemne oddziatywanie warstwy przysciennej
z fala uderzeniowa. Prawdopodobnie oddziatywanie to jest przyczyna pewnego zakrzy-
wienia si¢ w tej strefie fali uderzeniowej rys. 5. W strefie przeplywu gdzie odlegtosé fali

»——« obliczenia numeryczne dia Re=500;
-——~ teoria gazu nielepkiego

Rys. 5. Potozenie fali uderzeniowe] przy oplywie klina dla M = 3.0 1 © = 20°

uderzeniowej od warstwy przyScienne jest na tyle duza, iz wzajemne oddzialywanie
niefwystepuje, zaczyna sie formowaé obszar przeplywu o stalej wartoéci parametréw —
odpowiednik pola optywu klina w/g klasycznej teorii dynamiki gazu nietepkiego. Zwraca
uwage rowniez fakt braku zakrzywienia fali uderzeniowej w tej strefie pola przeplywu.

10 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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Rys. 6. Parametry przeplywu ustalonego dla Re = 250; 500; 2000

Rysunek 6 przedstawia parametry gazodynamiczne uzyskane przy numerycznym mo-
delowaniu optywu dla réznych wartoci liczby Reynoldsa przeptywu niezaburzonego.
Latwo zauwazy¢ wptyw liczby Re na trzy zasadnicze elementy naddZwigkowego oplywu
ciata plynem lepkim. Rozpatrzymy je kolejno.

Warstwa przyScienna., Widaé bardzo wyrazny wazrost grubosci warstwy przySciennej
wraz ze zmniejszaniem si¢ liczby Reynoldsa. Prowadzi to oczywiscie do zwigkszania
strefy wzajemnego oddzialywania warstwy przysciennej z fala uderzeniowa (krzywe dla
Re = 250). Nalezy przypuszczaé, ze dalsze juz niewielkie zmniejszenie liczby Reynoldsa
doprowadzi do uformowania pola przeplywu bez wyraznej strefy warstwy przysciennej
i fali nderzeniowej. Bedzie to oczywiscie przypadek niemozliwy do obliczen za pomoca
innych niz petne réwnania N-S.

Fala uderzeniowa, Z uwagi na niezbyt duza liczbe wezldw siatki przypadajaca w strefie
formowanie si¢ fali uderzeniowej, nie analizowano grubosci fali uderzeniowej, a jedynie
jej polozenie rozumiane jako zbidér max wartoéci o. Dla matych liczb Reynoldsa (250)
fala uderzeniowa formuje sig znacznie wyzej od jej potoZenia w oplywie gazem nielepkim
przy czym kat fali jest znacznie wigkszy. Odpowiada to w przybliZeniu potozeniu fali przy
oplywie ciala pogrubionego o grubo$¢ warstwy przysciennej. Jednocze$nie mozna stwier-
dzié, ze jest to fala o znacznej grubosci, gdyz zaburzenia przeplywu docieraja do gérnej
granicy catkowania i w celu unikniecia bledéw nalezato zwigkszyé obszar calkowania
do wartoéci G, = 2L. A dla poréwnania: dla Re = 500 wystarczata wartos¢ G, = 1,5 L,
dla Re = 2000 G, = L. Dla rosnacej liczby Reynoldsa polozenie formujacej si¢ fali
uderzeniowej zbliza sig do otrzymanego w teorii przeplywu nielepkiego, z zachowaniem
prawa oplywu ciala pogrubionego.
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Przeplyw w strefie pomiedzy warstwa przyscienna a warstwa uderzeniows. Zachodzi
tu oczywisty zwiazek zgodny zresztq z wyZej wymienionymi zjawiskami, pomiedzy po-
tozeniem tej strefy, jej wielkodcig i parametrami przepltywu. Dla malych liczb Re jest to
strefa stosunkowo mata, znajdujaca sig tylko w tylnej czesei klina. Kat odchylenia wektora
predkosci wynositu26° (przy kacie klina 20°). Dla rosnacych liczb Re obserwuje sie znaczne
zwiekszenie takiej strefy, a kat odchylenia strumienia np. dla Re = 2000 wynosi 22°,

5. Uwagi koncowe

Przewiduje si¢ réwniez testowanie metodyki dla Re > 2000 po uwzglednieniu wspom-
nianych wczesniej sposobdw zwigkszenia doktadno$ci obliczen w strefach przeptywu
o duzych gradientach parametréw. Nalezy wtedy zastanowi¢ si¢ nad sposobem optyma-
lizacji wielkosdci zmian kroku iteracyjnego v w procesie iteracji, poniewaz dla rosnacych
liczb Reynoldsa proces ustalania si¢ przeplywu (przy T = const) staje si¢ coraz bardziej
powolny co znacznie wydtuza czas pracy maszyny.
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Summary

NUMERICAL COMPUTATIONS OF PLANE VISCOUS SUPERSONIC FLOWS WITH SHOCK
WAVES

Some cases of viscous and heat conducting and compressible gas flows have been considered by ma
king use of the Navier-Stokes equations.

The equations are written in the nonstationary conservation-law from and solved by means of time-
dependendent itevations, the method of fractional steps being applied.

The effect of some parameters on the process of determining a steady state flow #@nd shock wave for-
mation has been examined.

Praca wplynela do Redakeji dnia 3 listopada 1986 roku.
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Oznaczenia

a, ay, a,, a — pomocnicze stale, wynikajace z warunkéw brzegowych,
b, by, b,, b’ — pomocnicze stale, wynikajace z warunkoéw brzegowych,

B,, B,, C —pomocnicze state, wynikajace z calkowania,
g h k;, ki — pomocnicze stale: k; = Z Ki o, i,jobk=1,2,3, ki = k,+K,_,,
"
ki_j — wspoOlezynnik przenikania ciepta pomigdzy strumieniami i oraz j, odnie-
siony do modelowe] powierzchni prostokatnej xqy,(k;—; = kj_;),—pgi,
m

K, — bezwymiarowa powierzchnia wymiany ciepla:

Ki—j _ ki—;;loJ’o ,

m;,m,, M — pomocnicze stale, wynikajace z catkowania i warunkéw brzegowych,

0 — strumien ciepla, W,
Tt — rzeczywista i bezwymiarowa temperatura, K, —,
w — pojemnosé cieplna strumienia (dodatnia, gdy przeplyw ma miejsce w kie-

runku zgodnym z kierunkiem osi uktadu wspétrzednych), W/K,
X, Y, x, y, z— rzeczywiste 1 bezwymiarowe wspoirzedne:

X Y

X =—") =—, z=x b z=y m,
Xo Y JYo

M) — warto$¢ $rednia,

)i — dotyczy strumienia i,

)a — przy doplywie,

)o _ — dotyczy otoczenia,

Jw — przy wyplywie.
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1. Wstep

Dwa warianty modeli tréjstrumieniowych krzyzowopradowych wymiennikow ciepla
przedstawiono na rys. 1. Modele te skladaja si¢ z czterech réwnoleglych prostokatnych
plyt o wymiarach x,y,. Plyty srodkowe reprezentuja powierzchnie wymiany ciepla,
podczas gdy plyty zewngtrzne w przypadku wymiennikéw bez strat sg adiabatyczne.

| |oon
A O] q A . "B
A’ Yi@ _ Xa / l .
0 01 X 0 @ x01 >;
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1. Model tirojstrumieniowego krzyzowopradowego wymiennika ciepla; a) wariant 1, b) wariant II

Media robocze przeplywaja przez szczeliny, przy czym strumienie 2 i 3 sg prostopadle
do strumienia czynnika 1. Czynnik ten wymienia ciepto tylko z jednym z dwéch strimieni
réwnoleglych (wariant I) lub z obydwoma strumieniami réwnoleglymi (wariant II). Nie
ma woéwczas wymiany ciepta pomigdzy strumieniami 2 i 3. Strumienie réwnolegte moga
poruszaé si¢ wspolpradowo lub przeciwpradowo. Strumienie te moga ponadto by¢ zwig-
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2. Przyklady zastosowania wariantu I; a) normalny krzyzowopradowy wymiennik Fielda (1. 1.n), b) tréj-
czynnikowy krzyzowopradowy wymiennik ciepla z przeptywem wspélpradowym strumieni réwnoleglych
(L.2.w)
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‘zane z tym samym czynnikiem i wymiennik ma wtedy charakter dwuczynnikowy (wersja 1).

Gdy strumienie 2 i 3 odnoszg si¢ do réznych mediéw, to wymiennik staje sig tréjczynni-
kowy (wersia 2).

Przykady rzeczywistych trojstrumieniowych krzyzowopradowych  wymiennikéw
ciepta pokazano na rys. 2 i 3. Wariant I moze by¢ realizowany w wersji 1, tzn. dwuczynni-
kowej, w postaci normalnego wymiennika Fielda I. 1. n (rys. 2a). Strumienie 2 i 3 moga
réwniez ptynaé w kierunkach przeciwnych, tzn. czynnik zwiazany z tymi strumienjami
doprowadzany jest do przestrzeni migdzyrurowej, co daje odwrécony wymiennik Fielda
I.1.0. Wariant I w wersji tréjczynnikowej wystgpuje w postaci wspélpradowej 1.2.w, jak
na rys. 2b, lub w przeciwpradowej 1.2.p, gdy czynnik 3 porusza si¢ w kierunku przeciwnym
do zaznaczonego. Wariant II zrealizowany w wersji dwuczynnikowej przybiera postaé
wymiennika petlicowego IL.1 (rys. 3a). Wersja tréjczynnikowa wariantu II pokazana jest
na rys. 3b dla przypadku wspolpradowego II.2.w. Przypadek przeciwpradowy 1I.2.p.
dotyczy odwrotnego niZz na rysunku kierunku przeptywu czynnika 3.

al 119 ’ o) II.2
. @o @o D@o go
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3. Przykiady zastosowania wariantu II; a) krzyzowopradowy wymiennik petlicowy (L1), b) trojezynni-
kowy krzyzowopradowy wymiennik ciepta z przeplywem wspolpradowym strumieni réwnoleglych

(I1.2.w)

Ogélne rozwigzanie réwnari bilansu energii dla klasycznych konwekcyjnych tréj-
strumieniowych krzyzowopradowych wymiennikéw ciepta podano w pracy [8]. Przy-
padki szczegbine rozpatrzono w pozycjach [2], [4], [5] i [6]. Wymienione publikacje do-
tycza wymiennika klasycznego tzn. takiego, w ktérym wszystkie strumienie sa zlozone.
z odizolowanych strug. Pomiedzy tymi strugami nie wystgpuje ani wymiana ciepta ani
wymiana masy. ZaloZenie powyZsze jest na 0got uzasadnione w odniesieniu do strumien!
2 i 3. Czynnik 1 ulega natomiast czeciowemu wymieszaniu. Sytuacja, gdy wystepuje
catkowite wymieszanie czynrﬁka 1, byta analizowana dla wybranych przypadkéw w [3]
i[7.
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Jak wynika z pracy [l] przypadek catkowitego wymieszania czynnika 1 w przekrojach
poprzecznych do kierunku przeptywu jest zwykle bardziej oddalony od rzeczywistosci
niz zalozenie przeplywu czynnika 1 adiabatycznymi strugami. Rozpatrzenie przypadku
catkowitego wymieszania czynnika 1 ma jednak uzasadnienie praktyczne. Przypadek
ten bowiem, jak wykazaly liczne przyklady obliczeniowe, daje wyniki liczbowe rézniace
sie w znikomy sposdb od rezultatéow uzyskanych dla przeptywu czynnika 1 calkowicie
bez wymieszania. Z drugiej strony wzory okredlajace temperatury koncowe czynnikéw
dla przypadku calkowitego wymieszania czynnika 1 s3 znacznie prostsze. Za stosowaniem
tych wzoréw przemawia ponadto fakt, Ze o btedzie obliczen decyduje zwykle blad z jakim
sa wyznaczane wspOlczynniki przenikania ciepta.

2. Zalozenia

W pracy przyjeto zalozenia ogélnie stosowane w klasycznej teorii wymiennikéw ciepta.
Wyijatek stanowi postulat dotyczacy wymieszania czynnika 1. Ponadto w ostatnim punkcie
zrezygnowano z zaloZzenia o niewystepowaniu strat ciepla do otoczenia. W rezultacie
przy analizie réwnan bilansu energii, z wyjatkiem p. 6, w ktérym uwzgledniono wymiane
ciepla z otoczeniem, przyj¢to nastgpujace uproszczenia:

— W wymienniku panuje stan ustalony.

— Przepltyw czynnikoéw jest jednowymiarowy i réwnomierny.

— Czynnik 1 ulega catkowitemu wymieszaniu w przekrojach poprzecznych do kierunku
przeplywu.

— Strumienie 2 13 sa zlozone z adiabatycznych strug, pomigdzy ktérymi nie ma ani
wymiany ciepta ani wymiany masy.

— Przeplyw ciepla jest jednowymiarowy we wszystkich elementach wymiennika.

— W wymienniku nie pojawiaja si¢ zrédia ciepla.

— Pojemnosci cieplne poszczegdlnych strumieni oraz wspoélczynniki przenikania ciepla
sg statfe.

— Nie wystepuje przeplyw ciepla przez promieniowanie.

— Przeplyw ciepla przy korcach elementéw (wersja 1) ma znikomy wplyw.

— Straty ciepla do otoczenia nie wystepuja.
Trzecie i czwarte zatozenie powoduje w konsekwencji istnienie zaleznosci:

T, = TL(X): T, = Tz(X, Y), T; = Ts(X, Y) (1)

"3. Réwnania bilansu energii

Roéwnania rézniczkowe bilansu energii dla strumienia 2 i 3 s3 identyczne jak w przy-
padku klasycznego przeplywu krzyzowopradowego bez wymieszania czynnika 1. Réwna-
m’a te otrzymuje si¢ po rozpatrzeniu fragmentu strumienia znajdujacego si¢ w elemencie
o wymiarach dX dY [8] i maja one postaé:

- T S k@1, @
I=j,k

XoYo Oy .=
gdzie: i = 2,3, j,k=1,2,3,j k # i
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Réwnanie bilansu energii dla czynnika 1 mozna otrzymaé dwiema drogami. Po spo-
rzadzeniu bilansu w elemencie dX dY rownanie catkuje si¢ obustronnie wzgledem zmien-
nej y w granicach 0+ 1. Mozna réwniez bezposrednio dokona¢ bilansu energii dla ele-
mentu yodX. W rezultacie otrzymuje sig:

W S’ 1,(T1 fT,dy) 3)

XoVo dx
Wygodnie jest operowac bezwymlarowyml temperaturami:

Tld—Tld .
Indeks ! przybiera warto$¢ [ = 2 z wyjatkiem przypadku I.l.n oraz wymiennikéw tréj-
czynnikowych w ktérych zachodzi:
|Tya~T3al > |Tya—Tadl- &)
W tych sytuacjach [ = 3. Tak zdefiniowane temperatury f; przybieraja wartosci:
<1 da IL1illl, )

0
0 2 dla 121 IL2. 7

NN
//\//\

4]

Roéwnania 2 1 3 mozna zatem po wprowadzeniu pomocniczych statych k, zapisal
w postaci bezwymiarowe;j:

L 1 dtl _ E K ,ftldy (Sa)
k, k “
1 ot, 1
—_—2 8b
I+ %, oy % ,_El 3Kz—ltl, (8b)
1 0t; Z
t3+ k_3 ay k3 - 2K3 8- ( )

Warunek brzegowy dla czynnika 1 ma postad:
fi[,,:() =t,=1, ®)

podczas gdy warunki brzegowe dla strumieni 2 i 3 zaleza od rozpatrywanego przypadku.
Warunki te sa nastgpujace: :

Lln
oty
— = AT = 10
t3’y=0 = 05 t2|y=1 - t3'y=l IUb 3y y=1 0, ( )
Ll.o
: oty
_ _ ol _ 11
t2|y=0 =0, tl|y=1 - t3|>'=1 lub 0y |y=1 o an
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[2wi I1.2.w

La|,_o = 21 ’Siy=o = l34, 1)
I2.p 1 1L2.p

12}y=o = I3, 13{):! = Iy, 1)
I1.1

byo =0, hf,_, =&, ”

4. Rozwigzanie zagadnienia

W celu wyznaczenia rozkladu temperatur nalezy rozpatrzy¢ uktad réwnan (8) z wa-
runkami (9)= (14). Uklad (8) jest stosunkowo tatwy do rozwigzania z uwagi na zaleznosé
temperatury ¢, tylko od jednej zmiennej. Fakt ten umozliwia oddzielne rozwigzywanie
réwnan (8b) i (8c) wzgledem temperatur ¢, i f3. Roéwnania (8b) i (8¢c) rozpatruje si¢ dla
stalej warto$ci x, a zatem temperature f, mozna uwazaé na tym etapie za wielko$¢ nie-
zmienna.

Dla wariantu I obowigzuje K;_5 = K5_; = 0, a zatem temperatura ¢; w réwnaniu
(8¢c) nie wystepuje. Réwnania (8b) i (8c) trzeba natomiast rozwigzywaé lacznie, naj-
prosciej przez eliminacje jednej ze zmiennych.

Wariant II dotyczy przypadku K, 5 = K;_, = 0. Temperatura f; pojawia si¢ za-
réwno w réwnaniu (8b) jak i (8¢c), rownania te jednak zawieraja jedynie po jednej nie-
wiadomej i tym samym moga byé rozwiazywane oddzielnie.

Po rozwigzaniu réwnan (8b) i (8¢c), osobno dla wariantu 1 i II, otrzymuje si¢ wyraze-
nia okres$lajace temperature ¢, i t5 w funkcji zmiennej y oraz temperatury ¢, . Temperatura
ta z kolei jest funkcja zmiennej x. Po wyKorzystaniu warunkéw brzegowych (10)= (14)
rozpatruje si¢ réwnanie (8a) wraz z warunkiem (9). W rezultacie dostaje sig¢ koncowy wzor
na temperaturg ¢, .

Postgpowanie wedtug przedstawionego schematu prowadzi do nastgpujacych zalez-
nosci:

' a a
1 = —ebx 15
1 (1 + b )e b 3 . ( )

wariant 1;

f, = t,+B,e"Y L B, em>, (16)

B B
ty =t +—— (kp+m)em+—2 (k,+m,)ems?, a7

K;_s K, 3

1
my, s = _7[k2+k3¢ Vka+ks) —4Ks 1 K, |, (18)



a nastgpnie po wprowadzeniu j=1 gdy i=2 oraz j=2 gdy i = |

Iln

I1le

12w

12.p

wariant 11

IL1

12w
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b emi__ 1
a=K,_, g a;———-,
ny
i=1,2
N Y |
=Ko S
my
i=1,2

B, =a,+b;t,,

=0, b= (—I)I%nftje’"l(l—k?{rz’——),

M = mye™ —m,eM,

3-2

1
al = 0, bi = (—1)I—M (k2+mj)m_'eml,

M = (ky+my)mye™ — (ky+my)mye™,

.1
a = (— 1)'H[—tzu(kz-ij)'Fl‘dez—a],

by = (“l)l_lﬁ(kz'f‘mj“Kz—s), M =m,—my,

1
a = (—l)l'ﬁ

[—taalles +my)em +13,K; 5],

b= (=1 st m)em =K, o),

M = (ky+my)e™ —(k, +m1)e"‘1,

t; =ty + (faa—t) e~ 57,

t; =t + Ce Ka-u,

Kl—z -K Kl—é —Kn_
= % (11— =), h="_"2""(l—¢e 31),
£= K., (1—-e"%) o (
a = O, b = _g._hcxs—l‘xz-x’ C = _tlexl—l“KZ-'l’

@ = glyy+htay,

b= —g—h,

C= fya—1y,
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(19)

(20)

@1

(22)

3

(24)

(25)
(26)

27

(28)

(29)
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IN.2.p
a4 = glya+htyge’, b= —g—hef-,
30
C = (t3a—1;)e"-1 (30)

Wyznaczenie rozktadu temperatur #,, £, 1 t3 jest rOwnoznaczne z matematycznym roz-
wigzaniem zagadnienia. Z punktu widzenia technicznego istotne sa strumienie przekazy-
wanego ciepta, a tym samym $rednie temperatury przy wyplywie poszczegdlnych czynni-
kow. Temperatura medium | przy wyplywie wynosi:

fw =t = (1+—Z—)e"~%. 31

Srednia temperatura przy wyplywie czynnikéw przeptywajacych wewnatrz rur jest funkcja
$redniej temperatury pltynu 1, réwnej

1, ~(1—|—i e-1_a )
U T T (32)

Srednie temperatury przy wyplywie mediow zwiazanych ze strumieniami 2 i 3 okreslajg
wzory:

Lw = _t_z\y=o = Z'*‘B_l +B2 dia I.].ﬂ., (33)
- ~, B B
f30 = rs|y=o =t+ 1 (ky4m)+-2— (k,+m,) (34)
K2—3 2-3
dla Llo i 12.p,
faw=1)|,_, =t +Bem+Bem dla 12, (35)
— 7. — El my EZ ny
[, = ta‘,,:; =L ‘|"7<;: (ky +my)e™ + X, (kz+my)e (36)
dla 1.2.w,
gdzie:
B, = a,+b;1,, | (37
fw = 13|,_o= (I—eF-=Kayy, dla 1L, (38)
faw = b, = lage Krip (I—e™S-)7,  dla IL2, (39)
faw = B3|, _, = tsg€ om b (I~e Koy, dla IL2w, (40)
taw = B3|, _o =l (1—eX-)1,  dla IL2.p. (41)

Dla wymiennikéw dwuczynnikowych istotna moze byé réwniez érednia temperatura
przy nawrocie. Temperatura ta wynosi:
I.1

?2|y=1 =73}y=1 = 1, +B, ™+ Bye™, (42)
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iI.1

Nt,

= ?3;y=l =1,(1 —e Ky), (43)

y=1

Dodatni lub ujemny strumien ciepla pochtonigtego przez i-ty strumien ptynu ma warto$é:
01 = Wiltilyy, ~ 1) (Tia— Tu)» (44)

gdzie z; = X, z, = y, z3 = y, | za§ wynosi 2 lub 3. W zaleznosciach (44) nalezy wyko-
rzysta¢ warunki brzegowe, w tym _l;]xzo =ty = 1. Relacje te dla wymiennika bez

strat ciepta spelniajg oczywisty warunek
0 +0,+0; =0. (45)
W przypadku wersji tréjezynnikowej strumienie Q; sy réwnoczeénie strumieniami ciepta

pobieranego lub oddawanego przez poszczegoélne czynniki. Dla wersji dwuczynnikowej
strumien ciepla pobieranego przez czynnik plyngcy wewnatrz rur jest réwny sumie

0,+0;.
5. Przyklady liczbowe

W celu zorientowania si¢ w wartodci réznicy pomigdzy wynikami otrzymywanymi
dla czystego przeptywu krzyzowopradowego i dla przeptywu z catkowitym wymieszaniem
" czynnika 1 wykonano przykladowe obliczenia liczbowe. Dla przypadkun catkowitego
wymieszania czynnika | (przypadek a) wykorzystano wzory podane w p. 4. Obliczenia dla
klasycznych wymiennikéw krzyzowopradowych (przypadek b) zrealizowano w oparciu
o zaleznosci zamieszczone w pracach [8]. Rozwazania dotycza wielkoéci bezwymiarowych
i okre$lano $rednia bezwymiarowa temperature przy wyplywie czynnika lub czynnikow
poruszajacych si¢ wewnatrz rur. .

PoniZzej zamieszczono zestawienie danych przyjetych do obliczen oraz otrzymane
rezultaty.

Ll
Ki_,=K_,=1, Ky )y = Ky 3= —1,

a) 1} _, = 04116, b) 13, , = 0.4149,
I.lo: ’
Kia=K_ =K._3=1, Ki,=-1,

a) fy],_, = 04116, b) 13],_, = 0.4149,
12.w: .
Kl—z =Ky =K 3 =Ky ,=1, lag = 0.2, Iy = 0.0,

L, = 04215, 1) = 0.2145,

y=

@) ), , = 04168, 1| _, =02163, b) 1
12.p:

Kio=K,o =K, 3=1, Kij,=-1, ta=02, 13,=00,

a) fof,_, = 04045, 1y =02121, b) pf_, =04091, 15 , = 02097,
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11
Ki,=K _y=K_ =1, K. =-1,
a) t3|,_, = 0.5788, b) | _, = 0.5766,
I2.w:
Kioa =K _3=K_ =K_ =1, ty=1I34=00,
a) 1of,_, = faf,_, = 03588, b)Y &), =13, = 03663,
11.2.p:

Kia=K_3=K,_ =1, Ky, =-1, 1=13=00,
a) 1|, _, =3, = 03588, b) 0| _, =1 ,=03587.

=1
Jak wida¢ z przedstawionych wynikéw, mimo stosunkowo duzych wartosci bez-
wzglednych bezwymiarowych powierzchni przeptywu ciepta, réznice pomigdzy zmianami
temperatur czynnikéw sa niewielkie. Przyjecie zalozenia o idealnym wymieszaniu czyn-
nika 1 w przekrojach poprzeczanych do kierunku przeptywu powoduje nieznaczng réZnice
w wynikach w stosunku do klasycznego przeptywu krzyzowopradowego. Réznica ta w roz-
patrywanych przypadkach co najwyzej dochodzita do ok. 2%, w przypadku wymiennikow
trojczynnikowych, nie przekraczata natomiast 1% dla wersji dwuczynnikowe;.

6. Wymienniki ze stratami ciepla do otoczenia

W poprzednich punktach skorzystano z zaloZenia upraszczajgcego, zgodnie z ktorym
nie ma wymiany ciepla z otoczeniem. W rzeczywisto$ci wymiana taka istnicje i mozna
ja uwzgledni¢ przez modyfikacje rownania bilansu energii dla czynnika 1. Réwnanie to
przyjmuje wtedy postac

: 1
5
- N (- [Ty k@ T, (46)
XoVo dx = 3
lub
1 d 1 :
=L 2% ]
A = — K| tdy+K;_ot,]. 4
1 kl dx k1 A 1 lo 14y 1—-0 (7)

Zalezno$¢ powyzsza pozostaje w pewnej sprzecznosci z modelem przedstawionym na rys.
1b, jest jednak uzasadniona réwniez dla wariantu IT z uwagi na sposéb jego realizacii,
uwidoczniony na rys. 3. '

Uktad ztozony z réwnan (47), (8b) i (8¢c) rozwiazuje sie podobng metoda jak dla wy-
miennikéw bez strat. Wynik koricowy w postaci funkcji okre$lajacych rozktady tempera-
tur poszczegdlnych strumieni jest identyczny jak w p. 4, jedynie zamiast stalych a i b
nalezy wszedzie wstawi¢ skorygowane stale:

@ =a+Ky_,t,, b =b—K, _,. (48)

State te wystgpuja réwniez w zaleznosciach okrelajacych temperatury przy wyplywie.
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7. Whioski

Réwnania bilansu energii dla tréjstrumieniowych konwekcyjnych krzyzowoprado-
wych wymiennikOéw ciepta daja si¢ w prosty sposob rozwiazaé po przyjeciu zalozenia
o catkowitym wymieszaniu w przekrojach poprzecznych do kierunku przeplywu czynnika
omywajacego rury z zewnatrz. Otrzymane wzory moga by¢ wykorzystywane w oblicze-
niach technicznych bez uzycia szeregéw, w przeciwiefstwie do zaleznoéci obowiaznjacych
dla wymiennikéw z klasycznym przepltywem krzyZowym.

Przyktadowe obliczenia liczbowe wykazaly, ze wyniki otrzymane po przyjeciu roz-
patrywanego modelu réznia si¢ nieznacznie od rezultatéw slusznych dla klasycznego
niemieszanego przepltywu krzyZowopradowego.

Uwzglednienie strat ciepla do otoczenia tylko nieznacznie komplikuje rozwiazanic
i nie powoduje wydtuzenia obliczen cyfrowych.
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Peswome

METQI TEPMOIWHAMMUYECKOTO AHANM3A KOHBEKIMOHHBIX TPEXTIOTOUHLIX
TNEPEKPECTHRIX TEIINIOOBMEHHUKOB M3 CMENIMBAHWEM BHEHNIHETO IIOTOKA

B craThe NpHBENEH TEIICOGMEH B KOHBEKIMMOHHBIX TPEXTIOTOUHBIX NEPEKPECTHBIX TEMIo0T EHHIl-
Kax C TOJIHBIM CMelIMBAagHeM BHELIHETO NOTOKA B IolepeutHom paspese. Ilpy aHamu3e HCNOAL3YIOTCA
OGUIEIPHHATHIE MPETIONIOMKEHHA U KOHBEKIIHOHABIX DPEKYIepaTopoB. IIpHBENEHHbIE \PACCY HICHH
APOMIIIOCTPHPOBAHBI UHCNOBLIM TIDMMEPOM. B pafoTe pACCMOTPEHBI TAKyKe TETUIOOOMEHIIKN C II0-
TEPAMM TEIna. -
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Summary

THERMODYNAMICAL ANALYSIS METHOD OF THE CONVECTION THREE-STREAM
CROSSFLOW HEAT EXCHANGERS WITH MIXED FLOW OF THE OUTER AGENT

Convection three-stream cross-flow heat exchangers have been analysed in the paper in the case when
the outflowing agent is entirely mixed along the cross- section normal to the flow. The usual assumptions
of the theory of the convection heat exchangers have been used. The considerations hav been illustrated
by a numerical example. The solution for heat exchangers with heat losses has been also presented.

Praca wplynela do Redakcji dnia 19 maja 1986 roku.
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THE APPLICATION OF CURVATURE AND CONTOUR LINES IN
SCULPTURED SURFACES MACHINING ON NUMERICAL CONTROL MILLING
MACHINES
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Politechnika Warszawska

The exact sculptured surfaces machining time can be substantially reduced when one
tool movement machined strips are properly distributed. Characteristic sculptured sur-
face lines are suggested. Their picture provide sufficient information for correct trajec-
tory design. Practical applications are discussed. Four examples are given.

a)
20L

Fig. 1. Machining on milling machines type 2CL, 3C, 5C

1. Introduction

The surface regularity in the sense of slow curvature changes may be necessary be-
cause of aerodynamic and aesthetic expectations. In this paper some technology condi-
tions leading to similar regularity demands will be described. They appear when precise
sculptured surfaces face milling on numerical control milling machines is applied. In
works [1] [2] fundamental connections between the local machined strip width, tool di-
mensions, position, and movement direction are presented. It was shown, that optimal
(taking strip width as a criterion) machined strip positions are similar:

— to contour lines when 2CL milling machines are applied,
— to gradient lines when 3C milling machinnes are applied,
— to principal curvature lines when 5C milling machines are applied.

11 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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Interactive computer graphics methods make it possible to use the mentioned [ines
picture on the display as a basis for general trajectory design when programming NC
milling machines. This approach allows to design a trajectory in such a way as to make
the consecutive machined strips broad and not overlapping one another. The trajectory
design method depends-greatly on the milling machine type. In the next sections sculptu-
red surfaces face milling on the milling machines type 2CL, 3C, and 5C will be descri-
bed. The surface lines characteristic for particular machines type will be derived.

2. The face milling on 2CL machines

In this case miller moves round the surface in such a way as not to change the distance
from the machine table (fig 1a). The machining accuracy depends mainly on tool shape
and the difference between tool distances in two adjacent tool movements. It was shown
in [1] that:

— the trajectory of the tool-surface contact point is similar to the surface contour line
in practically all the cases,

— broadest machined strips are obtained when spherical end mills are applied,

— the machined strip width can be approximately described as

de= 2y
where A — machining tolerance;

— tool radius assumed equals 1,
— regions close to the surface ridges limit maximum tool distance difference.

3. The face milling on 3C machines

In this case the miller moves round the surface in such a way that the tool axis is con-
stantly perpendicular to the fixed plane (usually table plane — fig. 1b). In [1] it was shown
that:

— the broadest machined strips are obtained when cylindrical, flat end mill is applied,
and tool-surface contact point moves approximately along gradient lines.
— the machined strip width d can be approximately described as:

sin o — 2,
where 7/ — machining tolerance,

#, — surface normal curvature in plane tangent to tool edge at the contact point,

o« — angle between the normal to surface at the tool-surface contact point and the
tool axis,

— tool radius is 1.
— the surface point cannot be machined when the curvature of the contour line drawn
through this point is smaller then 1/r, where r is tool radius.



THE APPLICATION OF CURVATURE AND... 163

4. The face milling on 5C machines

In this case miller moves round the surface in such a way that the direction of the
tool axis may be changed (fig. Ic). In [1] it was shown that:

— the broadest machined strips are obtained when toroidal end mill is applied and tool-
surface contact point moves approximately along principal curvature line. The line
characterizing smaller principal curvature should be chosen. (It has been assumed that
in convex surface the curvatures are negative.)

— the maximum machined strip width d can be approximately described as

./ 2h 8h
d~2 47/ == 22
- l/ Ax  Ax
where Ax — principal curvatures difference in the contact point;
h — machining tolearnce;
— tool radius is 1.

It should be stressed that in this case the maximum strip width is a decreasing function
of principal curvatures difference.

5. Examples of trajectory design

To illustrate the use of characteristic lines, four surfaces are presented in the figures
2, 3,4 and 5. Infigures marked a the surfaces are presented. They are displayed by constant
parameter lines. All the four pictures look like one another. In figures marked b Bezier
characteristic points for analyzed surfaces are displayed. It is easy to observe that there
are substantial differences between the shapes, however, Bezier points do not make it pos-
sible to analyze how great the influence on milling process is. Let us analyze the machi-
ning process on NC milling machines of type 2CL, 3C and 5C.

5.1. 5C face milling. In this case constant smaller principal curvature lines and constant
principal curvatures difference lines are of at most importance. Constant smaller princi-
pal curvature lines (figures marked c) present the approximate tool movement directions
when maximal machined strip width is to be obtained. Constant principal curvatures
difference lines (according to point 4) make it possible to decide how the machined strip
will change along surface-tool contact point trajectory (figures marked d). It is easy to
observe in figures 2c and 3c that in case of surfaces 1 and 2 the optimal tool movements
direction are clearly defined. In case of surface 1 machined strips width will be approxi-
mately constant due to the parallelism between trajectory lines in fig. 2c and constant
strip width lines in fig. 2d. In figure 3d the principal curvatures difference extremum
can be observed (marked with +) so in case of surface 2 machined strips width is likely
to vary along the strip and reaches its extremum value in the 4 area. In some cases of
that kind interactive machined strip arrangement should be made. A much more complex
situation can be obseérved in cases of surfaces 3 and 4. Principal curvature lines in figures
4c and Sc are less regular and umbilic points marked with + can be observed (one in
fig. 4c and two in fig. 5¢). If machining time is very important due to trajectory design

11*









Fig. 4. Surface 3 characteristic lines

[166]



Fig. 5. Surface 4 characteristic lines

[167]
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process, both surfaces should be divided into parts with similar optima Imachined strip
directions. When observing constant principal curvatures difference lines in figures 4d
and 5d machined strips width can be expected to vary substantially from point to point so,
that in surface 4 case maximum strip width machining method may turn out to be quite
useless. However, if applied after all interactive machined strips arrangement should be
used.

5.2. 3C face milling. In this case the contour lines (figures marked e) and gradient
lines (figures marked f) give most information about machining process. As it has been
discussed in point 3 the maximum strip width trajectories are approximately parallel
to gradient lines. In figures 2f and 3f can be observed that the programming process in
case of surfaces 1 and 2 should be clear. A more complicated arrangement can be obser-
ved in case of surfaces 3 and 4. The contour lines shown in figures 4e and Se present local
surface minimum (marked with + ). At that point it should be stressed that the shape and
position of contour lines depend on miller axis direction. The contour lines planes are
perpendicular to the tool axis direction. In both cases in the lower part of surfaces ridges
originating from the minimum can be observed and trajectory design in their surroundings
can be a somewhat more complicated as in the rest of the surface. Moreover the surroun-
dings of the minimum points are unmachinable when cylindrical flat end mill is applied
this being due to the undercutting conditions discussed in point 3.

All the problems with 3C machining of surfaces 3 and 4 have their origin in improper
surface position relatively to the tool axis direction. If there is a possibility to place ma-
chined part on the milling machine tool in such a way as to make the minimums disappear,
surfaces 3 and 4 machining will be as simple as in cases 1 and 2.

5.3. 2CL face milling. In this case contour lines (figures marked e) give most information
about machining process. Gradient lines (figures marked f) can also be helpful in surface
ridges regions finding. As mentioned in point 2 the tool trajectories are in this case pa-
rallel to the contour lines. In case of surfaces 1 and 2 the trajectory design process is a
simple one. If machining accuracy has to be preserved (see p. 2) the ridges, regions easy
to observe in figures 2f and 3f, (high density of gradient lines), should be taken into
account.

In case of surfaces 3 and 4, in the surrounding of minimum, the trajectories will assume
the shape of closed curves. This need some extra programming effort at the beginning and
the end of cutting tool movement. The minimum point will probably be badly machined
because of zero cutting speed in the lowest point of the spherical end miller. These two
last disadvantages can be easily done away with, if it is possible to reposition the surface
as to make the minimum point disappear,

6. Summary

Proposed methods“of surface shape displaying make it possible to obtain sufficient
information to program the NC milling machines. Machining process planning consist
of two stages: global movements planning and local adjacent machined strip positioning,
Proposed characteristic lines are particularly useful when global problems are being
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solved. The local problems (machined strips overlapping) can be solved automatically by
computer system itself or in more complicated cases by interactive computer graphics
tools.
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Peawme

VICIIOJIB30BAHUE JIMHUN KPUBM3HBI Y YPOBHE NJIS OBPABOTKI
KPUBOJIMHENHBIX TIOBEPXHOCTEM HA ®PE3EPHLIX CTAHKAX, YIIPABASEMBIX
ITPY TIOMOIIY 3JIEKTPOHHO-BLIUVICITIUTENRHEIX YCTPOVICTB

TIpasmisHoe pasmMelleHne MOSCOB 06paCoTKH TP OTRENOYHOR (pesepHoil 0GpafoTKe KPHBOJIH-
HeHHBIX TTOBEPXHOCTEH MOKET 3HAUMTZIBHO COKPATHTh Bpemst oOpaborin. B paBore mpenmnararores xa-
paKTepHbIEe JINHAH KPHBOJIHMHEHHLIX NMOBEPXHOCTEN, 00pa3 KOTOPBIX ABJACTCA MCTOUHHUKOM HEoDYom-
MOTO YMCIIA NAHHEIX AJIA NPABMJIBHOTO NMPOEKTHPOBAHUA TPAeTOPHH MHerpymenta. OBCyiaacTest npak-
THYECKAsT TPHIOHOCTh NAHHOTO THNA 0GpPA30B MOBEPXHOCTEH, A TAIOKE NMPUBOMATCST NPAKIHUECKHE
TIpuMepE].

Streszczenie

ZASTOSOWANIE LINII KRZYWIZNOWYCH 1T KONTUROWYCH PRZY OBROBCE
FREZOWANIEM POWIERZCHNI KRZYWOLINIOWYCH DLA OBRABIAREK STEROWANYCH
NUMERYCZNIE

Doktadng obrébke frezowaniem duzych powierzchni krzywoliniowych mozna znacznie skroci¢ przez
wlasciwe rozplanowanie paséw obrobionych jednym ruchem narzedzia. Sposob obrébki zalezy od typu
obrabiarki (2CL, 3C, 5C). Dla kazdego z typdw wyrézniono najkorzystniejszy kierunek ruchu narzedzia.
W kazdym z przypadkéw zaproponowano rowniez linie charakterystyczne powierzchni, ktorych rysunek
daje wystarczajgca ilo$é informacji do zaprojektowania trajektorii narzedzia. W przypadku obrabiarek
typu 2CL i 3C sg to poziomice i linie gradientowe, za§ w przypadku typu 5C linie krzywiznowe i linie stale
réznicy krzywizn gléwnych. Praktyczna przydatno$é linii charakterystycznych przedstawiono na czterech
przykiadach.

Praca wplynela do Redakcji dnia 3 marca 1986 roku.
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PLASTIC STRAIN ENERGY UNDER CYCLIC MULTIAXIAL STATES OF STRESS

KRrzysztor GoOLOS

Politechnika Warszawska

In this paper the cyclic plastic strain energy density under multiaxial states of stress
is analysed. A relationship is proposed which can be used to determine the plastic strain
energy per cycle for non — Masing material for various stress range. In the investigation
the generalized constitutive relations cyclic stress — strain for non — Masing material
are used. The presented model based on general and basic principles and significant
constants can be obtained from appropriate and common tests. Predictions of the pro-

posed method with the experimental data of biaxial cyclic loading has shown good ag-
reement.

1. Introduction

In total strain — controlled experiments it has been observed that after some number
of cycles, usually less than half — life duration the steady state of the material is achived.
For practical purposes, it may reasonably be assumed that the steady hysteresis loop
does not vary with cycles [l - 4]. Therefore, the idea of relating fatigue life to the plastic
strain energy density (area‘ of hysteresis loop) during a load cycle has been proposed.
The work of Feltner and Morrow [5] need mentioning as the first significant contribution
in which they have clearly pointed out the significance of plastic strain energy in the ana-
lysis of fatigue proporties of metals.

Halford [6] presented the relationship for plastic strain energy based on the cyclic
stress — strain curve of the material. Esin and Jones [7] introduced the concept of sta-
tistical functions characterizing the micro — inhomogenity of stress and strains existing
in a metal and used it to express the hysteresis energy. Jhansale and Topper [8] proposed
an approach for describing the loop shapes of a non — Masing material. Abel and Muri
+[9] suggested that the hysteresis loop clousere failure may be an essential prerequite for
the fatigue — crack initiation. The method of an analytical description of the steady
hysteresis loops and cyclic strain curve from the test of one specimen only, was discussed
in [10].

It is generally agreed, that plastic strain energy plays an important role in the damage
process. The plastic strain energy density depends on the kind and range of the cyclic
loading. The significance of the energy approach is in ability to unify microscopic and
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macroscopic testing data and to define multiaxial criteria. All, of therc above mentioned
investigations consider only the uniaxial state of stress. The problem of plastic strain
energy in multiaxial cyclic loading was considered in some works. Damali and Esin [11]
discussed the extension of Esin’s statistical formulation to the case of biaxial fatigue under
proportional stressing. Garud [12] considered the plastic cyclic strain energy under complex
loading based on a ,,new hardening rule”. Lately, Lefebvre, Neal and Ellyin [13] accor-
ding to 7, (von Mises) theory presented the relation for the plastic energy dissipated during
proportional loading.

It is objective of this paper to present the relationship, which can be used to determine
plastic strain energy for both, Masing and non-— Masing material under cyclic mul-
tiaxial states of stress. In the investigations, the general constitutive equations cyclic
streess — strain [14] are used.

The significant constants in the proposed relationship can be obtained from appro-
priate and common tests.

2. Cyclic plastic strain energy

During strain fatigue, energy is dissipated because of plastic deformation. The cyclic
plastic strain energy dissipated per unit volume during a given loading cycle for an ele-
ment subjected to a cyclically varying stress and strain history 4o;; and de;; is:

AW? = § Aoy d(Aep), (1)

where Ae?; is the plastic strain range. Because of incompressibility of plastic deformation
(ie. d(Aey) = 0, the foregoing relation can also be expressed as follows:

AWP = § A4S, d(dep), 2)

where AS;; = do;;—(8;;404)/3 is the deviatoric stress tensor.

The cyclic uniaxial stress — strain curve is generally obtained by plotting the stress
corresponding to the positive (tensive) peaks of the hysteresis loop at half — life for va-
rious strain ranges. A widely used form is:

As Ao (Aa o

2 ~ 2\
where Aa /2, Agf2 are the stress and strain amplitude, respectively, E is the modulus of
elasticity, K is a strength coefficient, and »’ is the cyclic strain hardening exponent. A ma-
terial is said to exhibit a Masing description when the branches of hysteresis loops can

be described by the equation (3) magnified by a factor of two, ie.:

1/n’
PP L (%) . @

The origin of the coordinate system in this case is transfered to the compressive tip of
the hysteresis loop. :

Generally, if the origin of the coordinate axes is transformed to the tip of the negative

)
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(compressive) cycle, the positive branches of the half — life hysteresis ldops do not fall
on a monotonically increasing unique curve (non — Masing material). This observation
is rather significant and it affects the maner in which the plastic strain energy per cycle
is to be determined. Jhansale and Topper [8] proposed an approach for describing the
loop shapes of non — Masing material. This approach was analysed in [2, 3] and is adopted
herein. A ,,master” curve different from that of the cyclic curve is defined as one geometri-
cally similar to the matched upper branches of the hysteresis loops with minimum pro-
portional range.

A8

Stress range

a€!

At

Strain range

Fig. 1. Hysteresis loop for a non — Masing material

In the Figure 1 the uniaxial hysteresis loop (ABCA) for the ,,minimum’ proportional
range, o, and that of (OABCDFOQ) with a bigger proportional range are presented. The
equation of the ,,master’ curve ABCD, where the origin A corresponds to the lower tip
of the minimum proportional range hysteresis loop is given by [3]:

Ao* Ag* 1
¥ T =
asx = 5 +2(2K*) : )
.The increase in the proportional stress, do,, can be obtained from:
dog = Ao—Ao* = Ao—2K*(AeP [2)™. ©)

Then, the plastic strain energy density — the area of the hysterésis loop OABCDFO may
be expressed as: '

1—n*
AW?P = T (Ado—b0o) AP + dog AeP. @)
For Masing material do, = 0, and equation (7) reduced to [6]
1—n'
P P, 8
AW T Aode ®

For non — Masing material under cyclic multiaxial loading the relation between stress
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and strain components is given by (14]:
1—n¥*
3 (/]O:;) T

Aek 1+ 3 (de®) ™
Ty T Thre 2 QRKx)U

= Aok

v .
5 E Yl oy Ao+

- ASE, 9
where Ao* = (3/24SKASH)M? is the effective range stress. The deviatoric stress tensor
ASF is calculated as:

ASE = dofy—6,(Aai)[3. (10)

The components of stress tensor Aa¥ may be estimated from the difference between Ao;

can be obtained as:

530 = %~ o, (an
2
where Ao = (3/24 S;;4S:)42, and o, is the minimum proportional stress for uniaxial case.
According to the I, theory the equivalent plastic strain can be defined as follows:
Aer = (23468, Aet) 2. (12)

It is generally assumed that the effective cyclic stress — strain curve for multiaxial pro-
portional loading takes the form analogous to equation (5), (see Fig. 2).

L Z]—O'* 1/n*
Z]Sp =2(EKT . (13)
16T 26TMPa)
rr Masfer_curve
800 - |-600
5 600 |- 400
\{ —
o
4 4001 12
20019) s : ' M
|"[ - 5 10 15 20 25 30
1 | \ L | |
0 05 10 15 20 20 30
2E (%)

Fig. 2. A cyclic stress — strain relation for a A-516 Gr. 70 carbon steel

Therefore, the plastic strain energy for non — Masing material under multiaxial loading
can be expressed by following equation:

1-n
1+n

AWr =

* . o
—Ao*e? 4 bop Aer. (14)
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The above equation relates the plastic strain energy denisty under multiaxial loading
with the components of the strain and the stress tensors. The softening or hardening of
the material due to cyclic loading is included through the equation (9).

3. Comparison with experimental data

To examine the applicability of the proposed criterion we would require data on
uniaxial cyclic — strain curves and amplitudes of strain and stress for multiaxial cyclic
loading. The test results for A-516 Gr. 70 low alloy carbon steel presented in [2, 15] enable
us to make relative comparison. This material as shown in [2, 3] does not follow the
Masing hypothesis. '

Fully reversed strain — controlled tests at six strain ratios (9 = de,/4e,) have been
carried on thin — walled tubular specimens using a hydraulic servo — controlled testing
system. Specimens were cyclicaly loading in the axial direction while pressures were applied
to the inside and outside alternatively during each half cycle. The strain ratio, o, was kept
constant during a given test. Figure 2 shown a master curve under uniaxial stress condi-
tions. The strength coefficient KX* and the hardening exponent n* of the Eq. (13) evaluated
by a least — squares technique were:

K* = 6298 MPa and n* = 0.144. (15)

The plastic components of strain tensor based on relationship (9) for the plane stress
condition may be expressed as:

1w
Doy =2 U (Acg—-%daj), (162)
QK*) "
Ael" = 2("—"*)% (Aa;"——%d&;")), : (16b)
(2K*)ni
where
Ao* = [(Ao%)? — Ao} Aok + (ds¥)?]42, (16¢c)

The minimum proportional range o, for the A-516 Gr, 70 carbon steel is oy = 180 MPa [3].
The predicted values of the plastic strain energy are compared with the experimental data
for two strain ratios, ¢ = 0 and 1 in Fig, 3. It is seen that the correlation is rather good.

Note that the required constants in Eq. (14), were obtained from the uniaxial test results.

4, Conclusions

A method for calculation of the cyclic plastic strain energy density under multiaxial
loading has been presented. A relationship is derived which can be used to determine plastic
strain energy density for a non — Masing material for various stress ranges. The Masing
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type of response also can be obtained as a particular case of the present model. The ma-
terial constants used in the calculations can be obtained from the uniaxial test data.

The predictions of the proposed model are compared with the biaxial test data of
A-516 Gr. 70 carbon steel, and the agreement is found to be good.

3.0 P
- s
e

| /% o
— /
™ s
g " /
-~
3 /
T o0 /
g7 /
< B // o]

//

© - X
[ O/
3 L 7
o /
10 [ /

L // 0g=0

L /e x g=1

7 X
L 70 MATERIAL | A~516 Gr70 steel
7/ x
' L 2 | L 1 ) 1 1 1l
10 20 30

Calculated AWP(MJ/m3)

Fig. 3. Comparison between predicted and experimental data [15] for strain ratios 0 and 1
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Peziome

SHEPTUS ITITACTUYECKOM JEPOPMAIIUU B VCIIORHAX CIIOXHOT'O
TUKIITIECKOT'O HATPYXXEHIA

B paboTe rpeACTaBIeHO METO/I OUEHKH 3HEPIHM AUCCHIMALMI B LMKIIC B YCIOBHSX CIOMKHOTO LMK~
uagecKoro Harpyyxenust. IlpemnaraeMulil MeTo[ Ha&T BO3MOYKHOCTE PACUETA SIEPruM IUIACTHUECKOH ne-
(bopMAUHK IUI MATEPHANOB OIMCBIBAEMBIX MoZmensM MacuHra, a TalOKe TAKMX, KOTODLIC HEMQMMIHA-
JOTCRL 3TOH MomenH. [IpcMyliecTRoM METONma ecTh TO, YTo 1KoedhHUIEHTHLI HCIOMb30BAHHAIC B pacuérax
MOYKHA NOYUHTh HA OCHOBE 0/JHOOCHBIX 3KCIIEPUMEHTANBHBIX PE3YIbTATOR.

PesynbTaThl pacyéTa NUKIIMUECKON 3HCPTHM TIJIACTHMYECKOR Xepopmalui NONyUeHHbIE Ha OCEHOB
NPEACTABEHHOTO MeToAa OhLIHM CPaBHEHDLI C JAHBIMH SKCIEPHMEHTANBHBIMU B YCIOBHAX IUIOCKOTO Ha-
NIPKEHHOTO COCTOAHHA.

Streszczenie

ENERGIA ODKSZTAE.CENIA PLASTYCZNEGO PRZY WIELOOSIOWYCH OBCIAZENIACH
CYKLICZNIE ZMIENNYCH

W pracy przedstawiono metode obliczania jednostkowej energii dysypacji przy obciaZeniach cyklicz-
nie zmiennych w warunkach zlozonego stanu obciaZzenia. Przedstawiona metoda moze by¢ stosowana do
obliczania energii odksztalcenia plastycznego zar6éwno dla materialéw podlegajacych opisowi modelem
Masinga i nie podlegajacych temu opisowi. Zaleta przedstawionej metody jest to, ze stale materialowe
zastosowane w obliczeniach mogg byé otrzymane na podstawie wynikdéw badan zagadnien jednoosio-
wych.,

Wyniki obliczeri jednostkowej energii odksztalcenia plastycznego uzyskane przy zastosowaniu przed-
stawionej metody zostaly dla plaskiego stanu naprezefl poréwnane z odpowiednimi wynikami uzyska-
nymi z badan do$wiadczalnych.

Praca wplynela do Redakcji dnia 2 paidziernika 1986 roku.

12 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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SKREPOWANE SKRECANIE PRYZMATYCZNYCH PRETOW
O BISYMETRYCZNYCH, ZWARTYCH PRZEKROJACH

KRYSTYNA MAZUR-SNIADY

Politechnika Wroclawska

Przedstawiona w niniejszej pracy techniczna teoria skr¢powanego skrecania pryzma-
tycznych pretdw o bisymetrycznych, zwartych przekrojach zostala wyprowadzona w ra-
mach mechaniki analitycznej kontinuum materialnego Cz. Wozniaka [1].

Znane teorie skrecania skrepowanego pretéw o zwartych przekrojach bazowaly na
klasyeznej teorii sprezystosci uzupelnionej dodatkowymi hipotezami, ograniczajac sie
z koniecznosci do konkretnych ksztattow przekroju poprzecznego (np.: elipsy [2], prosto-
kata [3]). Szczegdlng trudnos$é sprawiata realizacja sztywnego utwierdzenia calego prze-
kroju podporowego, na co zwracal uwage W. Burzynski [4].

Sposdéb podejscia do zagadnienia stosowany w niniejszej pracy jest oryginalny, otrzy-
mana teoria jest wewnetrznie niesprzeczna. Pojecie wigzdw pozwala na przyjecie zupelnic
dowolnych warunkow brzegowych, a ponadto pozwala na weryfikacje otrzymanych wy-
nikow.

1. Wyprowadzenie réwnan?’

Przedmiotem rozwazan jest pret, zajmujacy w konfiguracji odniesienia obszar £ =
Fx P, gdzie F jest jednospdjnym obszarem na plaszezyznie OX, X, , ograniczonym krzywa
odcinkami gladka, symetrycznym wzgledem osi X3 i X,, a P jest odcinkiem <0, L) osi X3
kartezjaniskiego prostokatnego ukiadu wspdtrzednych (rys. 1.).

~
17V % ,F/
X4 // -

-~

£
Rys. 1.

D Wskazniki greckie «, § przebiegaja ciag 1, 2, wskazniki lacifiskie i, j, m przebiegaja ciag 1, 2, 3
Obowigzuje umowa sumacyjna wzgledem wszystkich wskaznikéw. Przecinek poprzedzajacy wskaZnik
oznacza pochodna czastkowa wzgledem odpowiedniej wspolrzednej materialnej, kropka nad symbolem
oznacza pochodna wzgledem czasu. Kropka migdzy symbolami oznacza iloczyn skalarowy wektorow
i macierzy, natomiast mnozenie macierzy przez macierz i macierzy przez wektor 2apisuje sig¢ bez uZycia
znaku dziatania.

12#
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Pret jest utwierdzony w przekroju X5 = 0,
Gestos¢ masy preta oznacza si¢ ¢ = o(X), pole zewngtrznych obcigZed masowych
b = (b, b,, bs), za$ pole zewngtrznych obcigzen powierzchniowych p = (py, p,, ps).
Roéwnania ogdlnej teorii skrgcania prostych pryzmatycznych pretdw wyprowadzone
na podstawie mechaniki analitycznej kontinuum materialnego [1] przedstawiono w [3].
Teoria ta opiera si¢ na zatoZeniu nieodksztatcalnosci rzutédw przekrojéw poprzecznych
preta na plaszezyzny prostopadie do osi preta, co realizuja wiezy wewnetrzne narzucone
na funkcje deformacji x(X, #):

X',':zx"l,ﬂ = 60(/3’ (11)
. 0 dla « # B,
gdzie: 8,5 = {1 dla o« = §.

Wryrazajac funkcje deformacji za pomocs wektora przemieszczenia m = y—X, otrzy-
muje sie¢ po linearyzacji 1 scatkowaniu:

up = 9, —Xs,
Uy = Yo+ @X,, (1.2)
u3 = g)

gdzie: ¢ = @(X3, 1), o = vu(Xs, 1), & = (X1, X,, X5, 1) sa dowolnymi, niezaleznymi,
rozniczkowalnymi funkcjami wszystkich argumentéw, pelniagcymi role wspoéirzednych
uogdlnionych. Funkcja ¢ jest katem obrotu, v, sa przesunigciami rzutu przekroju preta
na plaszczyzng OX (X, , funkcja ¢ opisuje spaczenie przekroju. Dla prostego, pryzmatycz-
nego preta zasade idealnosci wigzéw [1] mozna napisaé w postaci:

L
[ [ s sgd@r)+ [ or-oxar|ax.+| [ s- sgar]|,,_, =0, (1.3)
0 éF r F

X3=0,
Xa=L

gdzie s oznacza brzegowe, natomiast ¥ masowe sity reakcji wigzéw.
Eliminujac z (1.3) reakcje wigzdw za pomoca réwnaf ruchu

divT+b+or = p¥, (1.4)

(gdzie T jest pierwszym tensorem ekstra naprezenia Pioli-Kirchhoffa i wyraza reakcje
materialu ciata na stan odksztalcenia) oraz warunkow brzegowych: '

Tn=p+s, (1.5)

(gdzie n jest jednostkowym wektorem zewnetrznie normalnym do 9f2) oraz podstawiajac
skladowe przemieszczent wirtualnych (z uwzgednieniem (1.2)) otrzymano w [5] réwnania
ruchu i warunki brzegowe dla wspdlrzednych uogélnionych, . ‘

W pracy [6] otrzymano réwnania teorii skrecania skrepowanego pretéw o zwartych
przekrojach poprzez narzucenie na ruch preta opisany w [5] dodatkowych wigzéw
wewnetrznych i warunkéw brzegowych.

W niniejszej pracy zaweZamy rozwaZania, ograniczajac je do pretéw o bisymetrycz-
nych przekrojach poprzecznych. Dodatkowe wigzy wewngtrzne, narzucone na funkcje
spaczenia przekroju przyjmuje si¢ w postaci:

t—eX, X, =0, (1.6)
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gdzie & = (X3, 1) jest nowa wspdhzgdna uogdlniona, okreSlajaca stopien skrepowania
skrgcania wzdiuz dlugosci preta.
Utwierdzenie preta uniemozliwia przemieszczenia punktéw przekroju Xy = 0 (przekrd;

podporowy nie paczy si¢, nie wykonuje obrotu i nie przesuwa si¢ w plaszczyzme 00X, X2),
co realizuja geometryczne wiezy brzegowe

e(0,1) =0,
90, 1) = 0, a.n
$a0, 1) = 0.

W wyniku wprowadzenia dodatkowych wigzéw (1.6) i (1.7) powstaja dodatkowe sily
reakcji wigzéw, ktére analogicznie jak w pracy [3], wprowadza si¢ do réwnan ruchu ((2.1)

w [5]):
T +0b3+R;3 = 0%,

Ous+ [ Pud@F)+ [ obudF+R,, = [ %udF, (1.8)
oF F F

M;, 3+ f(Pin'Ple)d(aF)‘i‘ f@(lel—lel)dF+Rzp = f@(lz — 1 X2)dF,
aF r

oraz do warunkéw brzegowych ((2.3) w [5)):

T3, —ps = S, dla  X,,X,edF,

T33)13——p3 = S3 dla -X3 S 0 1 X3 = L,

Qun— [ pdF = 5, dla X =0i X =L, ¢
F

Mayng— f(szl——ple)dF: S, da X, =0iX=1L,

gdzie Q, = f TdF, Ms = f (T3X, — T*3X,)dF.

Nastgpme korzysta si¢ z zasady 1dea]noécx dla wiezéw dodatkowych:
L

J1 [ $s6td@r)+ [ R 6CaF+R,, oy, +R,, b2+ Ry dp)dXs +
0 oF F _

0

+ [ J S 60dF+S,, 89yt Sy, 092+ S, 5(}9] =0, = (1.10)
F 3= .

Sktadowe przemieszczenn wirtualnych po uwzglednieniu (1.2) i (1.6) przybieraja postac:
. oy = —X, 6‘P.+ oy, ;
02 = X109+ 02, (1.11)
Sz = X, X, d¢e. '

Eliminujac z (1.10) dodatkowe sily reakcji wi@zéw_ za pomocg (1.8) i (1.9) oraz sto-
stosujac lemat du Bois-Reymonda i twierdzenie o divergencji otrzymuje si¢ nastgpujacy
uklad rownan ruchu
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J1T23 %, %, — T(X, %), JdF+ | po X, X, d(0F) +
F ) oF
+ [obs X, X, dF = [oixiX3dr,

F F

[133dF+ | pd@F)+ [ b dF = [ oG, —5Xy)dF,
r oF F F
(1.12)
[ 12 drt [ pad@F)+ [ obydF = [ o(ps+5X)dF,
F oF F I

[ @BX, -TEX)dF+ (X, —p X d(OF) +

r oF

+ [ o0 X, =b,Xo)dF = [ olip, X\~ X5 +5(X3 +X3))dF,
F F

oraz warunki brzegowe dla X3 =01 X; = L:

[ (@ ns=pxi X, dF = 0,
F

[ TdFn,— [ pudF =0, | (1.13)
F F

[ (@3X, - TX) dFny~ [ (p2 X, ~p X)dF = 0.
F F
W dalszym ciagu ogranicza si¢ rozwazania do jednorodnych, izotropowych materia-
16w, dla ktérych:
TH =T22 = CU3 = 1X, X, ¢ 5, (1.14)
T2 = T2 = C1233; . =
T = T3 = CB3(C 4y, 3—9,3X) = p(Xae+9,3—X,9,3),
T?? = T3 = CP2(La+y,, 3+ 9,3X) = Xy e+92,3+X,19,3),
T = €3993, = A4+ 2) X, Xz ¢, 5.
Podstawiajac (1.14) do (1.12) otrzymuje si¢ uklad czterech réwnan rézniczkowych

dla czterech wspdélrzednych uogdlnionych:

(A+2p) e, 35— plo £ —pli@, 5+ fp3X1X2d(3F)+be3X1X2dF= olé,
ar F
Ble s+ o, a3t [ (p2Xi—pi X)d@F) ¢ [ (b2 X, —b X)dF = olip,  (1.15)
oF F
UFyy, 33+ fpad(aF)+Q fbasz o, F,
oF F

natomiast po podstawieniu do (1.13) otrzymuje si¢ warunki brzegowe dla X, =0
i X3 = L:
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(A+20)Ie 3ns— [ ps X, X,dF = 0,
F
ullye+Iop Ins— [ (p X, ~p X)) dE = 0, (1.16)
F

UFy, anz— fpl dF = 0,
F

' gdzie I, = lezdF 11, = fodF sa gléwnymi, centralnymi momentami bezwladnoéci
F F

przekroju, I = I, +1,, Iy = I,—1,, I = [ X2 X2dF.
F

Po wyznaczeniu wspoéirzednych uogdlnionych ¢, ¢, y, z rébwnan ruchu (1.15) i wa-
runkéw brzegowych. (1.16) uwzgledniajac sposéb podparcia preta (1.7) moZna wyznaczy€
sktadowe stanu przemieszczenia u;(X, ¢) z (1.2) i (1.6), skladowe stanu naprezenia T/
z (1.14), sily reakcji wigzéw ze wzordw (1.4) i (1.5) oraz dodatkowe sily reakcji wigzéw
z zaleznosci (1.8) 1(1.9).

Stosujac kryterium fizycznej poprawnosci wigzé6w modelowych, przedstawione w pracy
[1], nalezy pamigtaé o tym, ze modelowymi sa tylko wiezy opisane za pomoca zaleZznoéci
(1.2) i (1.6), natomiast geometryczne warunki brzegowe (1.7) sg wigzami fizycznymi,

Nalezy zauwazyé, ze nklad réwnan (1.15) ma ztozona budowe i w ogdlnym przypadku
efektywne rozwiazanie mozna otrzymaé na drodze numerycznej. Tylko w szczegdlnych
przypadkach mozna otrzymaé rozwiazanie analityczne, np. dla preta o przekroju elip-
tycznym. Jest to temetem rozwazan nastgpnego rozdziatu pracy.

2. Skrecanie wspornika o przekroju eliptycznym

Rozpatruje si¢ pryzmatyczny, jednorodny, izotropowy pret o dhugosei L i przekroju
poprzecznym w ksztakcie elipsy (rys. 2.). Osie X, X, ukladu wsp6irzegdnych kartezjanskich
OX,X,X; sa zarazem giéwnymi, centralnymi osiami bezwladnoéci przekroju. Pret jest

X| Oy
9
%2
Rys. 2.

sztywno utwierdzony w przekroju X3 = 0, natomiast na swobodnym koficu obciazony

jest w sposdb statyczny momentem skrecajacym M, = [(pX1—p1X,)dF; (1! p,dF =0,
- F

f p.dF = 0). Pomija si¢ wplyw zewnetrznych obcigZern masowych.

b

Uwzgledniajac spos6b obcigzenia preta otrzymuje sie uklad réwnan (1.15) z niewia-
domymi wsp6trzegdnymi uogélnionymi e(X3), @(X3), ¥a(Xs) W postaci ukfadu dwodch
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réwnan rézniczkowych zwyczajnych sprzgzonych i dwoch réownan rézniczkowych zwy-
czajnych separowanych. '
(A2u)Ie 33 —ploe—ulsp, 3 = 0,
Le,s+1p33 =0, (2.1)
Yo, 33 = 0,

natomiast warunki brzegowe (1.16) dla X; = O w postaci:

(A+201e, 5+ [ paX, X dF = 0,
F
ulie+pulo@ 3+ f (p.X,—p, X2)dF =0, (2.2)
F

uly, 3+ fpadF =0,
F

za§ dla X5 = L w postaci:

g3 =0, .
ulse+ply @, 3—M; =0, 2.3)
_ Vo, 3 = 0. '
Utwierdzenie preta w przekroju podporowym realizuja geometryczne ‘wigzy brzegowe:
e(0) =0,
9(0) =0, _ (2.4)
.(0) = 0.

Rozwiazujae uklad réwnan (2.1) przy uwzglednieniu (2.2), (2.3) i (2.4) otrzymuje si¢
wspélrzegdne uogolnione:

M1 M1,

o=y ey oK)~ th(ED) sheK),
M1, M,I? '
i el =y R GO Gl C ORI D

Y =0,

. 12—12)
dzie: k = _/i(o—ﬁ____
: ]/(1+2/A>Ho

Podkreslone cziony w wyrazeniach (2.5) opisujacych € i ¢ powstaja w wyniku skre-
cania preta zgodnie z wigzami modelowymi (1.2), (1.6), pozostate sa spowodowane na-
rzuceniem wigz6éw fizycznych (2.4) opisujacych podparcie preta. Ten sposéb rozréznienia
zachowany zostanie w dalszych rozwazaniach.

Przeprowadzono analize wplywu .utwierdzenia i proporcji wymiaréw przekroju na
funkcje ¢ i . Rozpatrywano prety z materiatu o stalych materiatowych E = 2,1-10° MPa
i» = 0,3, o polu powierzchni przekroju poprzecznego réwnym polu kota o promieniu a.
Pozioma pétos elipsy przyjeto kolejno réwng a, 1,54, 2a, 2,5a, 3o.
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Rys. 3 i 4 przedstawiaja wykresy funkcji & i @ dla pretéw o dlugosci L = 20a. Funkeja &
osiaga stala warto$§¢ poczynajac od wspoélrzednej X3 = 0,3L, natomiast ¢ staje sig li-
niowa poczynajac od X; = 0,2L.

T ! ‘ G1=|1.50
20a
25a
3.0a

1 ! 1 ]

G.LL 0.6L 08L L xa

Rys. 3.

10"PaJa®
Ms

0.2L 0.LL 0.6L 0.8L L x3

Rys. 4.

Podobny charakter wykreséw otrzymano dla wigkszych diugos$ci preta (z przedzialu
{204, 40a)) — wykresy stawaly si¢ liniowe w odpowiednio proporcjonalnych odlegtosciach
od przekroju utwierdzenia.

Stwierdzono, ze dhugo$é preta praktycznie nie ma wplywu na wartodci funkcji & —
zaleza one przede wszystkim od ksztaltu przekroju. '

Inaczej jest w przypadku funkcji ¢. Liniowa zalezno$é wielkoéci kata skrgcania korica
wspornika od dtugosci preta dla réznych proporcji wymiaréw przekroju elipsy pokazano
na rys. 5.

Rys. 6 i 7 przedstawiaja wptyw ksztattu przekroju na funkcje ¢ i ¢ na swobodnym
konicu wspornika o diugosci 20a. '

Na rys. 8 linia krzywa opisuje zmiane kata ¢ wyraZzonego wzorem (2.5) wzdtuz dfu-
goéci preta dla wspornika o L = 20a, a, = 2a, za§ linia prosta przedstawia wartosci
podkreslonego cztonu w wyrazeniu (2.5) na kat ¢ (a wiec wzgledny kat skrecenia w przy-
padku preta skrecanego swobodnie).

Im bardziej ksztatt przekroju elipsy odbiega od przekroju kolowego tym wigkszy staje
sie wplyw zamocowania na ostateczna warto$¢ kata skrecenia. Rys. 9 przedstawia wzgledna
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i \ ! !
020(:\ 25a 30a 35a s0a L
Rys. 5.
70l T T T N
6.0
" | i
a,/a, o 50
1 2.5 L0 6.25 90 &2 .o} -
Q
"o i > 0 ]
- ] 20|
Olw
‘_‘_3_-, z 9| - 1.0k _
= .
- - 1 | | |
o . 1D 225 40 625 ]
| a,/a,
Rys. 6. Rys. 7.

réZnice katéw skrecenia w przypadku skrecania swobodnego i skrgpowanego dla réznych
proporcji poélosi elipsy.

Po podstawieniu (2.5) do (1.14) otrzymuje si¢ skiadowe stanu napreZzenia w nastgpu-
jacej postaci:

AM Lk
T — T22 — ./‘([;__jz) [sh(kXs)— th(kL)ch(kX3)] X, X>,
0 §
T12 — 0,
MI,+1, M I(I,+1)
13 _ _ “%s70 s s45\10
T=-"p_r Yt m-n

[ch(kXs)— th(kL)sh(kX5)]X,, (2.6)
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3.0
!
rEm
522.0—
"5
1.0
T N S T NN S S B SR
Q0aL 02L 03L QAL Q5L 1.0L
X3
Rys. 8.

100 Y

Lo,
®
N W
T 1

10 225 Z0 6.25 T
C’1/5'2

Rys. 9.

M, -1,
T*® = Iéi]sz )X1+

MSI:S(IO —]s)
L(Ig—12)

[ch(kX,) — th(kL)sh(kX3)] X,

_ QH2RM, I
- w31

Podstawiajac (2.6) do (1.4) i (1.8) otrzymuje sie te sily reakcji wiezdw, kidre wystepuja
wewnatrz obszaru £

33 [sh(kX3) —th(kL)ch(kX3)] X, X, .

U A+ o+ 1) Wl M Ik
wlod —12)
[sh(kXs) — th(kL)ch(kX;)] Xz,

[10 2+ (IO '_Is)l‘(‘]Ms[sk

ory = =TY =

= — 2J = —
ora =13 oI~ 1) @D
[sh(kXs) — th(kL)ch(kX5)1 X, ,
2
Ry= -1 = — GHZIMEEE oy Y th(eL) sh(L)) X, X

p(Ig—12)
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Ry = [T:3aF=0, R, = | (r3x,-1332)dF = 0.
F

Sity reakcji wiezéw na 0£2 mozna obliczy¢ podstawiajac (2.6) do (1.5) i (1.9).
Na pobocznicy preta (dla X, X, € 8F i X5 € (0, L)) otrzymuje si¢ nastepujace sity
reakcji wigzow:

$, = Tiom, = MK o (X — th(eL) ch kX)X, Xy
$, = Ton, — LK 1o Xy —th (kD) ch (X)), Xa
:u‘(IO-Is) (2 8)
Sa = T, = 0 (= Uo + 1) Xamy 4 (o= 1) Xyl +
Q T 4s
MSIS

+ 575 [ch(kX;) — th(k L) sh(kX3)1[(Jo +T) Xon 4+ (To — 1) X 1y

L~ 1) _

Dla elipsy jak na rys. 2 skladowe wektora zewnetrznie normalnego do brzegu maja
sktadowe:

-

a3 X, . ai X,

hy = —(——, Ry = _— 29
Y Vaixivax: ' YaXi+ax? @
w zwigzku z tym podkre$lony czton w wyrazeniu .§3 jest rowny zeru.
W przekrojach koncowych preta wystepuja nastepujace sily reakcji wigzdéw:
MX. MJIX.
. 13 _ - ¢ _ s 2 sfg4h2 . -
Sy = T n3—p, { T—1 T =1 [ch(kX5) th(kL)Sh(sz)]} R3—Py»
M.X, M, I.X,
- 23 _ - 431 _sts 1 _ .
Sz = T?°n3—p, {10‘*'1{“_{_ 1o+ 1) [ch(kX3) th(kL)Sh(sz)]} n3—ps,
A+2u) M Lk
Ss = T2n3—ps = LEMLE 151 0063) - th(D) RO )X, Xas =,
0 4
Sy = | T®dFny— [ p.dF =0, (2.10)
F r
Sy = [ (T23X,—T'X,)dFny— [ (p,X,—p, X,)dF = 0.
T T
W przekroju podporowym (X3 = 0, n3 = —1) otrzymujemy zatem rdzne od zera
sity reakcji wiezéw:
o _ MX,  MLY.
‘T Lo -DI, T
Min MsIsX,l
S, = — — — 2.11
S 'Y A (AT AV A @D
A+2W)M,I,
Sy = LEHIMER 4 Gory ¥, X, —ps,

w2 —13)
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natomiast w przekroju X3 = L, n; = | wystepuja nastepujace sity reakcji wiezow:

S = — M“XE__‘_ ML X,
b ILy—1I,  (f,—I)I ch(kL) Pis
Mle. M;ISXI '
5, = MK oMLY,
: IO+I.§ + (10+I_\)10Ch(kL) sz (2.12)
S3 = O

Jak wynika z powyzszych obliczen zastosowane w niniejszej pracy wiezy wewnetrzne
wywoluja sity reakcji wigzow modelowych jedynie w koncowych przekrojach preta. Sta-
nowig one cz¢s¢ sit reakcji wigzéw S, (dopelnienie stanowig sity reakcji wiezéw fizycznych,
spowodowane sposobem podparcia preta). Nie jest mozliwe rozdzielenie tych sit reakcii,
poniewaz nie wiadomo, jaka czgs¢ sity p, przypada na wigzy modelowe, a jaka na fi-
zyczne,

Przyjmujac rozkiad obciazenia zewnetrznego w postaci

. M7X2_+ MS]:TXZ
Py T L T o= 1)1, ch(kL)
Mle MTISXL
PZ = + ]
Io+1, © (Iy+1)I,ch(kL)

(2.13)

(spetnione sg warunki f DPa =0, f (P2 Xy —p1 X2)dF = M), otrzymuje sig sily reakcji
F F

wigzéw modelowych i fizycznych na koncu swobodnym (dla X; = L) réwne zeru. MozZna
zatem stwierdzié, ze przyjety model jest dobry i spelnia warunek fizycznej poprawnosci.
Interesujace jest rozpatrzenie przypadku szczegdlnego, a mianowicie skrgcanego
wspornika o przekroju kolowym. Wéwczas a, ='a, = a, za$ I, = 0. W zwiazku z tym
znikajg wszystkie sity reakeji wigzéw modelowych i fizycznych wewnatrz obszaru £ i na
pobocznicy. Pozostaja jedynie sily reakcji wiezéw modelowych na koncach preta:

_ MX;

S = 7 ny—Py,
0
v - 2.14)
MX
Sy = T ! R3—PDs,
0

ktore takze znikaja na koricu swobodnym w przypadku rozkladu obcigZenia zewngtrznego
w tym przekroju w postaci:

| MX, M.X,

= s = s 2.15

Dy L, D2 T, ( )

Znikanie wiezéw fizycznych jest w tym przypadku oczywiste. Przekroje preta okraglego

ze wzgledu na osiowa symetri¢ nie ulegaja spaczeniu, w zwiazku z tym jest réwna zeru

funkcja e, okreélajaca stopien skrepowania wzdluz dtugoéci preta, a kat obrotu ¢ jest

wbéwezas liniowo zalezny od wspétrzednej X, (tak jak w przypadku skrecania swobodnego).
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Peawome

CTECHEHHOE KPYUEHME ITPUBMATHUUECKKX CTEPKHEH O BUCHMMETPHMUHBIX
CIITONIHBIX CEUEHMAX

Temoit paGoTbl ABNACTCA BBIBOM TEXHHYECKOH TEOPHH CTECHEHHOIO KPYUEHMA NMPHIMATHUECKHMX
CTeprKHelt 0 GHCHMMETPHUHBIX, CIUTOWHEIX CEUCHHAX HA OCHOBE MEXAaHHKH TeJl C BHYTPEHHLIMH CBI25
mu [1]. B nmpumepe paccmMaTpHBaeTCs OIHOPOIHYIO, H3OTPOIHYIO KOHCONb O IIONEPEUHOM Ceueri
B Bige annunca. Koxcons Harpymcp}a KPYTALIMM MOMEHTOM Ha cBoOoaHOM IoHLe. lonyvaeTca axanu-

THUECKOE PellleHye npofneMbl H aHAMIMBKPYETCA RITUAHNE COOTHOLIEHMS ONYOCei] SIVINATICA Ha RENMUHHE
yria KpyyeHusa N (QYHKIOMI CTECHEHHS! KpYYeHMA.

Summary

CONSTRAINED TORSION OF PRISMATIC ROD WITH BISYMMETRIC COMPACT CROSS-
SECTION

The aim of the present paper is to derive technical theory of constrained torsion of prismatic rods
with bisymmetric compact cross-section on the basis of the theory of bodies with internal constraints [1].
In an example a homogeneous, isotropic cantilever of an elliptic cross-section is studied loaded by a tor-
sion moment in unconstrained cross-section. The analytical solution of the problem is obtained. The in-
fluence of the shape of the cross-section on the angle rotation and on constrain function is examined.

Praca wolynela do Redakeji dnia 9 lutego 1987 roku.
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METODA SUPERELEMENTU W STATYCE UKEADOW Z WIEZAMI
JEDNOSTRONNYMI

RYSZARD PISKORSKI

Instytut Okrerowy Politechniki Gduriskief

Idea superelementow i rozwiazania operatorowe pewnych uktadow regularnych pozwo-
lity otrzymaé rozwiazania w postaci zamknietej zagadnienia statyki mostéw pontonowych
z wigzami jednostronnymi na obroty.

1. Wstep

Pod pojeciem ukladu z wigzami jednostronnymi bedzie si¢ rozumie¢ réwnania statyki
mostéw pontonowych, posiadajacych jednostronne ograniczenia na wzajemne obroty
pontonéw w polaczeniach. Réwnania te majg postaé [2]:

p=K- z+L-m,
f>L 7, m320, (D

gdzie: p — wektor obciazen w weztach,

m — wektor momentow w punktach zwarcia mostu (reakcje na wigzy f),

z — wektor ugie¢ pionowych przegubdw,

JS— wektor jednostronnych ograniczen na wzajemne obroty pontonéw w prze-

gubach,

K — macierz sztywnosci podloza sprezystego,

L — macierz struktury ukfadu (operator réznicowy).
Cechg charakterystyczna tego ukladu sa jednostronne wigzy w postaci nierédwnosci
w (1.1). Wiezy te interweniuja w postaci reakcji m, w ten sposéb, ze m > 0, gdy f= LT z.
Méwimy wtedy, Ze pontony sa zwarte, tworzac tzw. strefe zwarcia. W ogdlnym przy-
padku obcigzenia lokalizacja stref zwarcia nie jest znana i nalezy ja znajdowaé droga
do$¢ pracochtonnych obliczen na maszynie cyfrowej. W przypadku, gdy obcigZenie mostu
skupione jest w pewnym ograniczonym obszarze, wowczas réwniez strefa zwarcia pojawia
si¢ w otoczeniu tego obszaru. W takiej sytuacji rozwiazanie ukladu rozpada si¢ na dwa
roztaczne obszary:
a) strefe zwarcia, w ktorej m > 0,
b) strefe rozwarta, w ktérej m = 0.

W strefie zwarcia do wyznaczenia z uktadu (1.1) sa ugigcia £ | momenty zwarcia m.
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W strefie rozwarcia tylko ugiecia z z ukladu p = K- z. W punkcie rozdziatu obu stref
dziata sita tnaca wzajemnego oddziatywania w przegubie. Potozenie tego punktu nie jest
jednak znane ‘a priori’ i nalezy je znalezé z dodatkowego warunku zgodnosei ugieé.

Takie podejicie, mimo nicjednoznacznosci w sensie diugosci strefy zwarcia nasuwa
pomyst uzycia metody dwdch superelementéow obejmujacych strefe zwarcia i rozwarcia
jako roztaczne obiekty do dalszej analizy. Metoda superelementu pozwala bowiem wyeli-
minowa¢ duzg ilos¢ niewiadomych, ktére do syntezy ukladu nie s potrzebne. Dotyczy to
przede wszystkim strefy rozwartej, ktéra charakteryzuje si¢ zanikajacym ciagiem ugieé
w miarg oddalania sig¢ od punktu przyloZenia sity. '

2. Pélograniczone pasmo pontonéw (PPP)

Strefa rozwarta jest pétograniczonym ciagiem pontondw, w stanie bezzwarciowym
w przegubach, a jedynym obcigzeniem zewnetrznym jest sita skupiona na jednym brzegu
tej strefy.

Réwnania (1.1) w przypadku » jednakowych pontonéw sprowadzaja .sie do uktadu
p=K-z:

B+a)kzo+(3—a)kz, = p,, 2.1
B—-w)kz_ +20+w)kz,+ (3—o)kz;p; = 0, 2.2)
B—a)kz,_+@B+)kz, =0, i=1,..n-1 2.3)

gdzie:

2.
_ y-a-b _ (e
k=1 “_( )

a — dhugos$é pontonu,

b — szerokos¢ pontonu,

! — odlegloé¢ miedzy przegubami,
y — cigzar wlasciwy wody.

b a_ . d
o
( . v i_j}t_' C X
‘ ’ 1 12 T n
' P
o
Rys. 1.

Uklad réwnai jednorodnych (2.2) z warunkami brzegowymi (2.1) i (2.3) moZna roz-
-wigza¢ metoda operatorowa [1], zaktadajac rozwiazanie w postaci z; = 4. (¢),j =0, 1, ...n,
W rezultacie otrzymamy nastgpujace pierwiastki réwnania charakterystycznego:

I Yieya 0

= = -

r Vi+ya
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oraz
z; = Ay (r}) +4,- (r2). (2.5)
Stale A,, A,, wyznaczone z warunkdéw brzegowych (2.1) i (2.3) wynosza:

— [(B—o)+@+a)r]ri! . Po

A
1 M k ’

~[B=)+B+a)nlri™ | po

Az = M K’

gdzie:
M= [B+x)+B—0)r]l3-0)+ @B+ )r]r3"+
G+ +@B-ayr)I3—w) +B+a)rlri

Moina wykazaé, ze poniewaz r,-r, = 1 oraz r; # r, to:

. 1 p .
llmA = —T_‘—O— = A, llmA = 0.
n—raol 2"/3 ‘/d k‘ lx—>002

Obliczenia numeryczne dla o« = 1 (¢ = ) wykazuja bardzo szybka zbieznosé A, do A,
a A, do zera juz dla niewielkiej liczby pontonéw (patrz tabl. 1).

Tablica 1
n 2 3 -4 5 6
2k
— A 0.58034 0.57756 0.57737 0.577351 0.57735
Do
2k
— Ay 3.1073 2.1 1074 1.5 103 1.1 10-% 7.9 10-8
Do
2k 1
Dlan=c A4, =-—= = 0.57735.
Do 1/3

Z powyzszego zestawienia mozna wnioskowaé, ze dla n > 4 pélograniczone pasmo pon-
tondéw mozna traktowaé jako poinieskoficzone (n = o0). Rozwiazania ukladu (2.2) maja
woéwcezas szczegblnie prosta postaé:

4o L P
C2y3Ye kK (2.6)

z; = 30" I,

Zg =

czyli
— %
ll/3 +‘/“

Wniosek: PPP traktowane jako superclement posiada sztywno$¢ na ugigcie pionowe

13 Mech. Teoret. i Stos, 1/88
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w wezle brzegowym nr. 0 réwna:

ko = 2y/3 V- k, Q.7
tzn. po = ko 2o. '

2.1. Ograniczenia stosowalnoéci superelementu PPP. Superelement brzegowy charakteryzu-
je jego sztywnos¢ na brzegu (ko). Sztywnosé ta jest wielkoscia stala, dopdki wewnatrz
tego elementu nie pojawi si¢ dodatkowe zwarcie, wynikajace z wyczerpania sie luzdw
miedzy pontonami. Warunek ten w sposdb istotny ogranicza zastosowanie elementu
PPP w obliczeniach, zmieniajac jego charakterystyke sztywnosSciowa. W tym sensie ele-
ment PPP posiada charakterystyke nieliniowa (zmienna skokowo).

Z zanikajacego charakteru ugiec¢ weztéw wewnatrz PPP wynika, ze dodatkowe zwarcie
moze pojawié si¢ albo w wezle 1, gdy z, < 0, albo w weizle 2, gdy z, > 0, (patrz rys. 2).

0
0
=
Vi 2
z kg ® —ornacra zwarcie

o — brak zwarcia

- Rys. 2.

Badajac warunek zwarcia w obu przypadkach w odpowiednich wezlach otrzymuje sig
nastgpujace ograniczenie na ugiecie z,:

fl 1. _
= - K20 S~ mg = 2, 2.8
= T mE S -1 @8
gdzie: r = r; wedlug (2.4)
S — ograniczenie katéw obrotu w przegubach,
[ — odlegtoSci przegubdw.
Dla z ¢ (z4, 2,) nalezy zmieni¢ sztywnoé¢ PPP z k, na k, lub k. Wartosm tych sztywnosci
sa nastgpujgce:
kﬂ = ﬁk

3—a ) __ 29)

k E 3 —_——
! (+a 3+a+p

gdzie:

: 1 (9—0a)?
= |1 -
A 2 [ St 15+a+41/371/2]'

Przykladowo dla « = (.8)%: ko = 2.771 k, ky = 6.17 k, k, = 3.073 k. Jak wida¢, szcze-
golnie k,; wzrasta do$é znacznie, powodujac nieliniowo$é PPP, jesli z, < z,.
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3. Synteza ukladu zwartego i rozwartego

Zastapienie czgsci rozwartej ukladu superelementem PPP ze sztywnoscia ko na brzegu,
pozwala sprowadzi¢ zadanie statyki mostu pontonowego do analizy strefy zwarcia, do
ktérej zostana dolaczone na koncach elementy sprezyste o znanej charakterystyce (ele-
menty PPP). Poniewaz, jak juz wczesniej wspomniano, nie znana jest dlugo$é strefy
zwarcia, obliczenia mozna prowadzié zwickszajac stopniowo diugos$é strefy zwarcia,
poczawszy od ustalonej ilosci pontondw i sprawdzajac warunki cigglosci na styku strefy
zwarcia i rozwarcia. Dolaczenie jednego pontonu ze strefy rozwarcia nie zmienia cha-
rakterystyki elementu dolaczonego (PPP), albowiem, jak pokazano w punkcie 2 nie za-
lezy ona od ilosci pontonéw.

Niewiadome momenty zwarcia i ugiecia wewnatrz strefy zwarcia mozna zredukowac
do brzegéw, jak to si¢ czyni w metodzie superelementéw, wprowadzajac macierz brze-
gowa i reakcje brzegéw. Metode te zilustrujemy na prostym przykladzie z jedna sila sku-
piona na modcie swobodnie plywajacym, wyznaczajac rozwiazania we wstepnej fazie
tworzenia si¢ strefy zwarcia. Podobne zagadnienie zwarcia punktowego w poczatkowej
fazie ruchu, przy naglym przylozeniu sily, mozna znalezé w pracy [3].

3.1. Przyklad obciazenia sila skupiona w przegubie frodkowym mostu. Wykorzystujac rozwig-
zania dla PPP z punktu 2, mozna znalezé natychmiast warunki obcigzenia powodujace

P
(PPP)

-3 =1 ) ! 2
Rys. 3.
tzw. punktowe zwarcie mostu pod sita P, (patrz rys. 3). Model mostu sklada si¢ z dwéch
. . . P
symetrycznych elementow PPP, do brzegu ktorych przylozona jest sita skupiona 5

Warunek, przy ktérym pojawia si¢ zwarcie pomiedzy elementami ma postac:

Z_y
1 2 1
Jo = -7 T "T) Zo |>» (3.1
Zy
gdzie: z5 = %, Z_y = 2, = zo-r Zgodnie z (2.6) i (2.7).
0
Warunek (3.1) prowadzi do obliczenia sity powodujacej pierwsze zwarcie mostu:

Py = Va(y/3+Va) K. (3.2)

Dla P > P,, pojawia sie¢ w przegubie 0 moment zwarcia i od tej chwili nalezy wpro-
wadzi¢ inny model obliczeniowy, uwzgledniajacy istnienie strefy zwarcia migdzy PPP
(rys. 4).

Rozwiazemy to zadanie metoda superelementéw. Superelement zwarty obejmuje
przeguby 0-1-2, Po obu jego stronach znajduja si¢ superelementy PPP,

13
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(PPP) | _(¢ep)
————— 5 v - — -_—
. - -
Rys. 4.

|
1
Do GB+wk, G-k, 0 :-—T Zp
1
2
2 B-wk, 26+0k, =0k, | |z
- ‘ (3.3)
! 1
D2 0 (3—06)k> (3+Ot)k,,| -7 Zz
-0 V.- __ e -
1 2 1 |
—f1“ i - T -7 : 0— —m1—

Brzeg elementu stanowig przeguby 0 i 2. Ponadto: po = p, =0, py = P, z, = z;. Po
uporzadkowaniu ukladu (3.3) ze wzgledu na ugigcia brzegowe i wykorzystaniu symetrii
otrzymamy:

.- _ , - - -
1
0 G+a)k, :(3—a)k,—-l- z, | (%)
_ T I - -
]
= i 1
% | 3-wk, ,' (3+o)k, T z G4
!
f 1 1 ,
2l L o7 o [m]®
Redukujgc obcigzenie do brzegu otrzymamy kolejno:
reakcje brzegu
1 P
ry = KblKli P = ——2—-+3kf1,
sity na brzegu
3.5
S0 = Pty = —1;——3kﬂ, -9
macierz brzegowa elementu 0-1-2
K;l) = Kbb_KblKl_llKib = 12k.
Od strony superelementu brzegowego PPP:
2) =
% ’ (3.6)

K®=ky=2)/3ya k.
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Zatem na brzegu réwnanie réwnowagi jest:

045 = (KO KD) - 2, (3.7
skad:
P—6kfl
Zy = 2, = = — — . 3.8
N T 3.8

Z rozwigzaniem z, mozZna wréci¢ do superelementu (strefy zwarcia) i obliczyé pozostate
niewiadome, np. moment zwarcia:

3
m, —%1-61\:2—- +o

kfl12, ' (3.9)
Przyjmujac m; = 0 znajdziemy minimalna sile, przy ktérej znika zwarcie w §rodku strefy:

Pin = (V3 +V )y akfl, (3.10)
warto$é ktorej pokrywa si¢ z rozwiazaniem (3.2).
Moment gnacy m; mozna wtedy przeksztalcié do postaci:

V3itve
ny = ——=—= mln) .
2)/3 +]/ o 2
Zakladajac zwarcie na brzegu miedzy superelementami mozna obliczyé Pp,,, czyli

site, kiedy dotaczy sie nastepny ponton ze strefy rozwartej, albo kres zaloZonego typu
rozwigzania;

(3.11)

-Pmax = 3[2+(V§+]/E)(2‘/§+ |/E)] kf[. - (312)

Zatem zakres rozwigzan przyjetych na wstepie jest ogr amczony do sily P spelniajacej nie-
réwnosé:

Pmln & P & Pmax' (313)

Sprawdzimy jeszcze, czy w calym zakresie (3.13) superelement PPP jest liﬂiowy, tzn. czy
nie interweniuje warunek (2.8). Latwo sprawdzié, Ze:

3(]/ 34+7/a)
4]/ 3
Na koniec, wracajac do (3.8) mozna zauwazy¢, Ze dla sity Py = 6kf! z, = 0, co oznacza,
ze znika oddzialywanie migdzy strefami. Strefa rozwarta jest plaska (z; = 0) i nastgpuje
mizolacja” strefy zwarcia, bo sita wzajemnego oddziatywania spada do zera. Takie zja-
wisko mozna zaobserwowaé dla dowolnej strefy zwarcia, pomiedzy koleinymi przylg-
czeniami pontondw.

ZZ(Pmax) = fl < Z4

4. Podsumowanie

W przykladzie przytoczonym w punkcie 3 pracy, dzieki swej prostocie mozna byto
wyznaczyé podstawowe relacje zachodzace w mos$cie w poczatkowej fazie zwarcia mostu
z sitg skupiona w przegubie. Podobne zwiazki mozna wyznaczy¢ dla sily przylozonej
w $rodku pontonu [2].
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Dalsza analiza, przy zwigkszaniu liczby pontonéw w zwarciu nie jest juz mozliwa
w sposéb analityczny. Przeprowadzi¢ ja moZna jedynie na maszynie cyfrowej, wykorzy-
stujac opisana wyzej ideg superelementu. Celem niniejszej pracy bylo naszkicowanie
metody w zagadnieniu statyki mostu z wigzami jednostronnymi, a w szczegdlnosci
zastosowanie elementu PPP.

Dla pewnych uktadéw regularnych mozliwe sa rozwigzania operatorowe rdwniez
w strefie zZwarcia, ale to juz bedzie tematem innej pracy.

5. Wspomnienie

Niniejsza prace pragng poswiecié pamieci Profesora Jézefa Wieckowskiego, ktory
zapoczatkowat prace nad uktadami dyskretnymi i swoim zaangazowaniem dat asumpt do
powstania szeregu prac poswigcconych mechanice mostéw plywajacych.

Dzisiaj niestety nie ma Go juz wsrod nas.
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Summary

SUPERELEMENT METHOD IN THE STATICS OF SYSTEM WITH UNILATERAL
CONSTRAINTS

Idea of superelement and operator integration solutions of certain regular systems allowed to obtain
in exact form the solutions of the ferry-bridge problem with unilateral constraints on pivot.

Praca wplynela do Redakcji dnia 22 grudnia 1986 roku.
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Rozwigzano ukiad réwnan, opisujacych statyke mostu pontonowego w zwarciu, sto-
sujac rachunek operatoréw do calkowania réwnan réZnicowych.

1. Wstep

Uktadem taficuchowym begdziemy nazywaé uktad pontonéw tworzacych most ply-
wajacy z ograniczeniami na wzajemne obroty w przegubach, zwierajacy si¢ pod wplywem
obcigzenia zewnetrznego. Strefa zwarcia przesuwa si¢ wraz z przemieszczajgcym si¢ obcia-
Zeniem, stanowigc w ten sposéb rodzaj mostu promowego, nieruchomego jednak jako
calosci. Po obu stronach strefy zwarcia reszta mostu zachowuje si¢ jako uklad polaczonych
przegubowo pontondw, nie przenoszacych obciazenia.

W pracy [2] rozwigzano zagadnienie poczatkowego zwarcia mostu, traktujac strefe
zwarcia i strefe rozwarcia jako dwa superelementy. Udalo si¢ przy tym zredukowal
sztywno$¢ calej strefy rozwartej do wezla brzegowego, dzigki wykorzystaniu rachunku
operatorowego zastosowanego do réznic skoficzonych, opisujacych réwnania réwnowagi
w tej strefie. Ograniczenie rozwiazan analitycznych wynikalo tylko z wielkodci strefy
zwarcia i dla diuzszych stref zwarcia nalezalo korzysta¢ z pomocy komputera przy ana-
lizie strefy zwarcia, traktowanej jako superelement [3].

Dla pewnych spotykanych w praktyce obciazen statycznych sitami skupionymi i przy
zaloZeniu regularnos$ci konstrukcji mostu mozliwe sg réwnieZ rozwiazania w strefie zwarcia
w postaci analitycznej, dzigki zastosowaniu rachunku operatorowego.

Tematem tej pracy jest analiza strefy zwarcia. Jest zatem ta praca kontynuacja idei
superelementu rozwinigtej w [2].

2. Sformulowanie problemu

Roéwnania statyki, opisujgce strefe zwarcia maja postaé [2]:

p=K-z+L-m,
foLTog 2.1
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gdzie: p — wektor obcigZzen zewngtrznych,
m — wektor niewiadomych momentéw zwarcia w przegubach,
z — wektor przemieszczen pionowych weziéw,
JF— wektor zadanych zmian katéw nachylenia migdzy pontonami w przegubach,
wynikajacych z luzéw miedzy pontonami w stanie nieobcigZonym,
K — macierz sztywnosci podloza sprezystego,
L — macierz ,,struktury” ukfadu (operator réznicowy).

Zaktadamy, ze strefa zwarcia obejmuje nieokreflona blizej ilo§¢ pontondw, liczbe
ktérych nalezy okresli¢ z dodatkowych warunkéw zwarcia (m > 0) i ciaglosci ugieé na
styku ze strefg rozwarcia. Dzigcki pasmowej budowie macierzy K i L mozna powyzszy uklad
(2.1) rozwiazaé metoda operatorowa [1], przepisujac go w postaci:

LT-z =f,

Lm=p—-K-z. @2

W ten sposéb po ,,scatkowaniu” pierwszej grupy uktadu réwnan (2.2) i wyznaczeniu
przemieszczen z mozna nastepnie ,,scalkowaé” druga grupg réwnan i w ten sposéb obli-
czy¢ momenty zZwarcia m w calej strefie zwarcia.

Niech uktad obciazony bedzie jedna sila skupiong przylozona do pontonu ,,zerowego”,
wokot ktérego rozcigga sig¢ po obu stronach strefa zwarcia, (rys. 1).

&

a
L P 1,
m
N1 .
) [ 2
»0 X
3 1
?._; 0
) .
. .
Rys. 1

Zanurzenia przegubdw pontonu ,,0”: Z, 1 z, okrelaja jednoznacznie poloZenie calej
strefy jako ciata sztywnego, mozna je wige traktowaé jako stale do wyznaczenia po roz-
wigzaniu ukdadu (2.2). Jednoczeénie sily wzajemnego oddziatywania pomiedzy pontonem
5,07 1 reszta strefy zwarcia: po, po oraz m,, m, stanowia obciaZenia brzegowe na koncach
obu czgéci strefy zwarcia, Z réwnan réwnowagi pontonu zerowego mamy nastgpujqcy
zwiazek tych obmqun z sila zewnetrzna P:

cil l‘—(3+o¢)k 20— (3—m)k-zo—fl°—‘l’f°—,

po =25 o (k- z— 20,

Po =
2.3)

2
.. _ yrab _(a
gdzne.k——b~—12 ,a_(l),
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a — dhugoéé pontonu,
b — szeroko$é pontonu,
! — odlegtos$¢ migdzy przegubami,
p — cigzar wlasciwy wody,
pozostale oznaczenia zgodnie z rys. 1.

3. Rozwiazania w strefie zwarcia

3.1. Ugiecia przegubdéw. ROwnania okrelajace ugigcia przegubdéw w  strefie zwartej,
rozciagajacej sig po prawej stronie pontonu ,,0”’, maja postaé LT -z = f, albo:
_1—2Z,+2,-+1 = —f‘l, (l= 1,2,...,’7———1), (3.1)
adlai=0:
Zzo—220+z, = —f 1. ‘ (3.2)
Réwnanie (3.1) jest réwnaniem réznicowym, ktérego rozwigzanie przew1dujemy
w postaci: z; = A(r)’, co prowadzi do réwnania charakterystycznego:
pP2—-2-r+1 =0, skad r, =r, =1.
Stad catka ogdlna rdéwnania jednorodnego ma postaé: z; = A+Bj. W celu obliczenia -
catki ogdlnej réwnania niejednorodnego nalezy z rozwiazania z; zbudowa¢ catke x; spel-
niajaca jednorodne warunki poczatkowe: x, = 0, x; = 1, stad x; = J.
Wtedy catka réwnania niejednorodnego ma postaé [1]:

J
Yy = Zxk'qj-—k'
k=1

Poniewaz g, = g;_x = —f! = const., stad;
" Zk l](]+1) (3.3)
Zatem rozwiazanie réwnania réznicowego (3.1) ma ostatecznie postaé:
z,=A+B-j—12i-j2. (3.4)
State A 1 B wyznaczamy z warunku brzegowego (3.2), stad:
A =z, B—zo—zo—% 3.5
Dla lewej strony strefy zwarcia mozna natychmiast napisac:
A= Zy E——zo’zo-—ﬂ (3.6)

2
pod warunkiem, Ze numeracja weztéw tej czeSci bedzie si¢ odbywaé w odwrotnym kie-
runku (w lewo) od 0 do 7.

Znajomo$¢ rozwiazan (3.4) z dokladnodcia do Z, i z, pozwala nam obliczy¢ rozklady
momentow w strefie zwarcia.

14 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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3.2. Momenty zwarcia. Rownania okreélajace momenty zwarcia L m = p—K.z dla
prawej strony strefy zwarcia maja nastgpujgca postaé:

Zi—y
my_y=2my+my,; = ki[(3—a), 2G+a), -] |z =45, (3.7)
24y

i=1,2..n—1

mo—m, = pol—KI[(3+0), (3~ ] [i] = 4,

; 3.8)
my_ = kl[(3—oc), (3+a)] [z"“lJ_p"[ = s
gdzie: po, mo, — obciazenia wezta 0, _
_ P, — obciazenia wezta n od strony strefy rozwartej.
Prawe. strony réownafh (3.7) i (3.8) po podstawieniu rozwiazan (3.4) maja postaé:
' g = kI{124+ 12Bi—fl[6i2 + (3 — )]},
’ 2
qo = pol~64kl—(3—a)Bkl+ kj;l (B—a)),
Gn = —DPul+64kl+ BEI[3(2n—1)+a] + (3.9)
Lk
+ ——j—;w [3—-w)(2n—~1)~ 6n*].
Postepujac jak w p. 3.1 znajdziemy rozwigzanie réwnania réznicowego (3.7):
2 2 2
my = C+Dj+ [6Akl—£g— (B—®)+ kJ;l ]j2+2Bklj3——’g21—j"'. (3.10)
¢

State catkowania C i D wyznaczone z warunkéw brzegowych (3.8) majg postaé:
' C = mo = pol(n—1)—p,l—6A4klb(n—2)+
—Bki2n(n—1)(n—2)— 3+ a)n] +

2 3.11
k'/;l [n(n—=12(n—2)— 3 +a)n?], G1D

D = —pol+ (1 —wa)Bkl.

+

W rozwigzaniach wystgpuje oprécz niewiadomych z,, po, mo, réwniez nieznana liczba
pontondéw 1 po prawej stronie strefy zwarcia, Sita p, wystepujaca na koncu strefy zwarcia
reprezentuje oddziatywanie reszty rozwartej mostu. Zgodnie z obliczeniami w [2], site
dzialajaca na czg$¢ rozwarta mostu mozna wyrazié nastepujaco:

¥ =kivz,, ky=2/3Vak. (3.12)

Roéwnanie ciaglosci sil na kohcu strefy zwarcia: pf + py = 0 pozwala obliczy¢ sil¢ p, = Py
dziatajgca na koncu strefy zwarcia:

Pn =Dy = —pi = —2'/—3_]/Ek'zn,
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gdzie z, jest ugieciem korica strefy zwarcia:

Z, = A+Bn———j;n2.

Podstawowy warunck pozwalajacy okreslic liczbg pontonéw n w zwarciu z prawej
strony pontonu §rodkowego, to warunek zerowania si¢ momentu na koncu strefy: m, = 0.
Warunek ten prowadzi do réwnania:

—pol+AkI(12n+2)/3 /o) + Bklén + (23 Y& )+

—kfiPn(2n> +1—y/3 yan) = 0.
Podobny warunek mozna napisa¢ dla lewej strony strefy zwarcia, podstawiajgc:

(3.13)

Do =Do, A=A, n =7 itd. .

Poprzez p, i p, zgodnie z rownaniami (2.3) wchodza do rozwiazania parametry z obu
stron zwarcia i przez to zadanie nie jest proste do dalszej analizy.

Stosunkowo proste rozwigzania otrzymuje si¢ dla symetrycznych przypadkéw obcia-
Zenia, ktére zostang przedyskutowane w dalszym ciggu.

4. Symetryczne przypadki obcigZenia

!
4.1. Sila skupiona w $rodku pontonu. W tym przypadku I, =/, = 3 (patrz rys. 1)

Strefa zwarcia musi by¢ symetryczna tzn: zo = Zo, Mo = M,, stad moZna rozpatrywaé
tylko prawa strone strefy zwarcia i na podstawie (2.3):

P
Po = —5——6k20. N (4'1)

1l

Poniewaz B = — 7zgodnie z (3.5), wigc rozwiazania w strefie zwarcia beda miaty postaé:

I, . ‘
2= 20=ZLL (1) 42)
Momenty gngce, zgodnie z (3.10):

kfl?
my = 7710—[pol+—f2— (l~o¢)]j+

e K 4.3)
+ [6klzo - - oo)] P—kf12P == j,
gdzie:
my = pol(n—1)—p,l—6kizo(n—2)+
2 2 4.3)
s -2- 2 G+ anin ),

n — liczba pontondéw w zwarciu po prawej stronje pontonu zerowego.
Odpowiednikiem rownania (3.13) jest teraz:

—pol+2y/3 Vokiz,+ 12klzon—kf?n(n+1)(2n+1) = 0, (4.5)

14*
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skad:

fk —2n(n+1)Q2n+1)f!

Z, = — = s 4.6
6(2n+1)+2)3 Ju (4.6)

oraz

Zg = Zn+ f (n+ I)ﬂ

Caltkowita dugo$é strefy zwarcia wyrazona w ilosci pontondw wynosi 22+ 1 (pontonéw).
Relacje (4.6) pozwalaja wyznaczyé zanurzenia Srodkowych przegubéw z, i konco-

wych z;, jesli znamy ilos¢ pontondéw w zwarciu. Nie mamy przy tym zadnej gwarancji, ze:

a) wszystkie pontony wewngtrz strefy sg zwarte (my > 0 dla i < n),

b) nie wystepuje zwarcie na styku strefy zwarcia i rozwarcia.

Warunki powyzsze mozna sprowadzié¢ do nastepujacych Zadarn:

a) m,.; > 0 — wobec monotonicznosci funkcji m; (4.3),

b) @, < f— gdzie ¢, jest katem zatamania pomiedzy pontonami na styku strefy zwarcia
i rozwarcia.

Nie speinienie warunku (a) oznacza odlgczenie sig ostatniego pontonu od strefy zwarcia,

za$ w przypadku (b) — dolaczenie si¢ nastepnego do strefy zwarcia.

. . 1 ..
Kat zalamania ¢, wynosi: @, = (—z,_+22,—Z,41)- 7 Podstawiajac z,_, ze strefy
zwarcia (4.2) i z,,, ze strefy rozwarcia: z,,, = z, - r, gdzie r zgodnie z formulami w [2]:

_V3-Va

r= ——————, otrzymamy:
V3+ya

- il"—(l—r)~fn. 47

Warunki (2) i (b) prowadza w rezultac1e do nastgpujacego ograniczenia na ugiecia kofica

strefy zwarcia:
V3V V3 +Va
21/— - fln < z, < ———W flin+1), (4.8)

lub w powiazaniu z silag P:

Pn,min <P < Pn,maxa

gdzie:
P'l-m n Pn, zer e — — ~—
”kﬂi = kfl *‘[}/3 (2n+l)+]/oz] (V3 -y «)2n, o
Pn. max -P" zer = — — — ’
kfl = k,fl +[l/3 (2n+1)+]/oc](]/3_—]/oc)Z(n-i-l),
Py, zer = dn(n+-1)2n+ 1) kf!. (4.10)

Py, zer jest sila, przy ktérej nastepuje ,,izolacja” strefy zwarcia (z, = 0). Wéwcezas sita
wzajemnego oddziatywania migdzy strefami jest réwna zeru, a most poza strefg zwarcia
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jest ptaski. Obliczajac Py, min i Py, max dla kazdego n znajdziemy przedzialty, w jakich musi
sie znalez¢ sita P, aby mozliwe byto zwarcie n pontonéw w prawej czgéci strefy zwarcia,
albo 2n+1 pontondéw w calej strefie.

W tablicy | przedstawiono bezwymiarowe wartoéci tych sit dla « = 0.91.

Tablica 1

Pn,mlu -Pn, zer —Pu, max

n — . - - .
kft kfl kfl

1 14.43 24 90.07
2 90.07 120 274.94
3 274.94 336 617.02
4 617.02 720 1164.3
5 1164.3 1320 1964.8
6 1964.8 2184 3066.6

Whioski do tablicy 1
1. Zwarcie punktowe n = 1 moze zaj$¢ dla sity Py, = 14.43 kfl.
2. Przedzialy (Py,min» P max) Wypetniaja catkowicie o8 P tzn. P, max = Puc 1, min-
3. Przy zadanej sile P mozZna natychmiast okresli¢ liczbe » pontonéw w zZwarciu na podsta-
wie tabl. I.
4.2, Sila skupiona w $rodkowym przegubie mostu Jezeli sila P dziala w przegubie o nr. O
(Iy =1, I, =0), wowczas nie istnieje ponton S$rodkowy okre$lajacy polozenie prawej
potowy strefy zwarcia z doktadnodcia do 4 i B (patrz rys. 1). Rozwiazania bedg jednak
nadal symetryczne i takie, ze z_; = z, (przegub o nr. O nie istnieje). Na podstawie (3.4)
otrzymamy w tym przypadku B = 0, stad:

f
T2

Sita P dzialajgca w przegubie 0 musi si¢ rozdzieli¢ po polowie na obie czesci strefy zwarcia,
stad:

Z; = Zp

2 (4.11)

= 4.12
Po 2 ] ( )

(réwnania 2.3 s3 w tym przypadku nieprzydatne).
Podstawienie (4.11) i (4.12) do relacji z rozdzialu 3.2 prowadzi do nastgpujacych wzoréw
na moment gnacy w strefie zwarcia:

T W1 kfi?
m, - mo—Po/./-Fle/zo+£2[— <2~a)]j2— I s, (“.13)
gdzie:

my = pol(n—1)+2/3 & klz,— 6klzon(n—2) +

kf1*

+- [n(n=2)(n—1)* = B +o)n?]. (4.14)
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Warunek zerowania sie momentu na koncu strefy zwarcia m, = 0 ma postac:

— pol+2V'3 Vo Klz,+12klzon—Kf1>(20% +1)n = 0 (4.15)
i prowadzi do wyznaczenia z, lub z,:
P 2
2 M
120423 Yo’ (4.16)
fl

Zo = Zy+-5- N7,

2

n

gdzie:
n — jest liczba pontondw zwartych po prawej stronie obcigZenia P, a diugosé
strefy zwarcia wynosi 2n pontondw.
Przeprowadzajac podobng analizg zwarcia w przedostatnim i ostatnim przegubie, jak
w p. 4.1 pracy otrzymymy odpowiednik relacji (4.8):

_]_/3;1”'{_ Qn—1fl <z, < _l/w
4y/3 41/3
Iub wprowadzajac site P,, .. odpowiadajaca odiaczeniu sig ostatniego pontonu i ¥ A —

odpowiadajaca dolaczeniu si¢ nastgpnego pontonu do strefy zwarcia, otrzymamy:

(2n+1)11, 4.17)

Pn,mln < P < Pn,nmxa

gdzie:
Prorte _ Pce _ (/5_/2) (/3 nty/2) @u),
kfl kfl .
Pn,nmx _ -Pn.zer IFy '~,— /T - v
KT~ kSl + (P 3 +]/ot) (.Zy 3n+ |/oz)(2n+l).
P, ser = 2n(4n*—1)kfl (4.19)

P, .or Zgodnie z (4.16), odpowiada z,,. = i jak poprzednio dotyczy izolacji strefy
zwarcia od reszty mostu. Wartoéci tych sit dla « = 0.91 przedstawiono w tabl. 2.

Tablica 2

n Pumin Payzer Puma
kfl kfl kfi

1 2.565 6 41.6

2 41.6 60 165.8

3 156.8 210 4232

4 423.2 504 862

5 862 990 1530

6 1530 1716 2475

7 2475 2730 3445
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4.3. Dyskusja wynikéw. Powyzsze dwa przypadki obcigZzenia sita skupiona obejmuja
réowniez te obcigzenia lokalne mostu, ktorych wypadkowa skupiona jest badz w $rodku
poitonu, badZz w przegubie. Poniewaz praktyczne przypadki obciaZenia nie przekraczaja
diugosci dwdch sasiednich pontonéw, wigc wyprowadzone tu formuly mogg stuzyé do
obliczen zanurzen mostu i rozkladéw sit wewngtrznych w strefie zwarcia w tych dwéch
charakterystycznych polozeniach obcigZzenia mostu. Jedynie moment gnacy bezposrednio
pod obcigzeniem bedzie zaleial od rozktadu tego obcigzenia.

Jezeli obciazenie bedzie sig¢ porusza¢ po moscie, to pomijajac efekty dynamiczne,
bedziemy mieli na przemian do czynienia z obu przypadkami opisanymi w p. 4.2 i 4.3
pracy. Z analizy wynikéw zamieszczonych w tabl. 1 i 2 wynika, Ze przy takiej samej siles
dtagosé strefy zwarcia wyrazona liczbg pontondw w zwarciu jest rézna w obu przypadkach,
Np. dla P/kfl = 500, w chwili, gdy sita znajduje si¢ w §rodku pontonu, dtugosé strefy
zwarcia wynosi 7 pontondw (2n+1), za$ w chwili, gdy sifa znajduje si¢ nad przegubem,
8 pontondw (2n), wigc jest dluzsza. Zmiany te beda zachodzi¢ okresowo i oznacza to
tylko, ze odlgczenie sig pontonu od strefy zwarcia z tylu za obcigZeniem nie odbywa si¢
w tym samym momencie co przylaczenie nastgpnego przed obciazeniem. Ta oscylacyjna
wlasnoé¢ dotyczy réwnieZ zanurzenia strefy zwarcia, (przy diuzszej strefie zanurzenie jest
mniejsze); ruchowi postgpowemu towarzyszy wigc réwniez ruch pionowy calej strefy jako
ciala sztywnego. Zjawiska te zaobserwowano przy okazji obliczen kontrolnych w pracy [3].
Jako ilustracje obu przypadkéw zwarcia przytoczymy wyniki obliczed, wedtug wyprowa-
dzonych formui, mostu pontonowego obciazonego sifg P = 600 kN. Wymiary' wszystkich
pontonéw byly identyczne:
dlugo$é @ = 2.2 m,
szeroko$é¢ b = 6.3 m,
wysoko$¢ ¢ = 1.0 m,
luz na zderzakach d = .01 m,
odlegtoéé przegubdw / = 2.3 m,
cigzar wlasciwy wody p = 9.81 kN/m?*.

Na tej podstawie parametry potrzebne do dalszych obliczen 54 nastepujace :

k=% 133 KkNm, a= (i)z 015, =212 03m,
12 I c
Tablica 3
P = 600 kN Sita w przegubie Sita w $rodku pontonu
liczba ponlondéw w zwarciu n 6 6
'dlugoﬁé strefy zwarcia L 27.6 m 299 m
zanurzenie pod silg Zo 503 m .499 m
momen_t;nqcy w przegu- o

bie 0 mg 1692.4 kNm 1382.2 *kNm

* w tym przypadku moment i, nie wystgpuje bezposrednio pod sila, lecz w sgsiednim weile o nr, 0
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kfl = 2606 kN, k—fl = 2302.47, stad na podstawie tabl. 1 i 2 mozna natychmiast ok-

re§lié liczbe » pontondw w zwarciu. Wyniki obliczen w obu przypadkach obciazenia
zestawiono w tabl. 3.

5. Podsumowanie

Formuly wyprowadzone w p. 4 pracy pozwalaja zorientowal si¢ w rozwiazaniach
w strefie zwarcia, a co najwazniejsze, obliczy¢ diugos¢ strefy zwarcia, ktora w przeciwnym
przypadku jest niewiadoma przy rozwigzywaniu numerycznym ukladu (2.1).

Analityczne rozquama choé nie wyczerpujace wszystkich przypadkéw, umozliwity
poréwnanie z rozwigzaniami modelu ciggtego [4] i oszacowanie przydatnoéci tego modelu
w obliczeniach numerycznych.
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Peszmome

OITEPATOPHBIA METOI PACURTA HEKOTOPOM IEITHON CHCTEMDI

Penleno CHCTEMY YDABHEHRM, OIMCHUBAIOM(MX CTATHKY ITOHTOHHOIO MOCTA B KOHTAKTE, IIPHMEHIT
ONEPATOPHOE MCUMCIIEHHE X HHTEIPUPOBAHMIO PASHOCTHBIX YDABHEHHI.

Summary

OPERATOR INTEGRATION METHOD OF SOLUTION OF A CATENARY SYSTEM

The system of equations governing the problems of ferry-bridge statics has been solved by means of
the operational calculus applied to the integration of difference equations.

Praca wplynela do Redakcji dnia 22 grudnia 1986 roku.



BIULETYN INFORMACYIJNY

SYMPOZJUM IUTAM ,,ODDZIALYWANIA ELEKTROMECHANICZNE
W ODKSZTAECALNYCH CIAELACH I UKEADACH”
Tokio, 12 - 17 paidziernik 1986

W dniach 12 - 17 pazdziernika 1986 r. odbyfo si¢ sympozjum IUTAM ,,0ddzialywania elektromecha-
niczne w odksztalcalnych ciatach i uktadach” (,,The electromechanical Interactions in Deformable Solids
and Structures”). Organizatorem sympozjum byt Uniwersytet Tokijski. W sktad komitetu naukowego
wchodzili Y. Yamamoto (Japonia) — przewodniczacy, K. Miya (Japonia) — sekretarz generalny,
1. Imai (Japonia), F. C. Moon (USA), I. M. Kirko (ZSRR), R. Hsieh (Szwecja), G. A. Maugin (Francja),
S. A. Ambartsumian (ZSRR). Przewodniczacym komitetu organizacyjnego byt Y. Yamamoto, a Komi-
tetu Wykonawczego prof. K. Miya.

Celem sympozjum bylo przedstawienie najnowszych osiagnicé leorii i zastosowan oddzialywan elek-
tromagnetosprezystych i przedyskutowanie kierunkéw ich dalszego rozwoju. W zakres sympozjum wcho-
dzily nastepujace zagadnienia:

. Magnetomechanika elementdédw konstrukgji,

. Magnetomechanika nadprzewodzacych magnesow,

. Propagacja fal w polu magnetycznym,

. Akustoelektrycznodé i piezoelektryczno$é,

. Zastosowanie pradow wirowych w badaniach nieniszczacych,

. Metody numeryczne w zagadnieniach pradéw wirowych i analizie p6él magnetycznych,

W sympozjum wzieto udzial 60 uczestnikéw z 14 krajow : Czechostowacja (1), Francja (3), Holandia (3),
Irlandia (1), Japonia (22), Kanada (1), Polska (10), RFN (2), Singapur (1), Stany Zjednoczone A.P. (10),
Szwecja (2), Turcja (1), Wielka Brytania (2), Zwiazek Radziecki (1). Wygloszono 6 wykladow generalnych
oraz 60 referatow sekcyjnych. Organizatorzy podzielili referaty na nastepujace sekcje:

1. Zginanie, 2. Fale, 3. Materialy elektryczne, 4. Prady wirowe, 5. Oddzialywania wzajemne, 6. Pgkanie,
7. Nadprzewodzace magnesy, 8. Dynamika, 9. Pola elektromagnetyczne, 10. Pola magnetyczne, 11. Magne-
tosprezystosé.

Uroczystego otwarcia konferencji dokonat przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego prof. Y. Ya-
mamoto. Nastepnie glos zabrali Dziekan Wydzialu Inzynierii Uniwersytetu Tokijskiego prof. H. Tnose
oraz Przewodniczacy Narodowego Komitetu Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej Japonskiej Rady
Naukowej prof. I. Imai.

Pierwsza sesj¢ przedpotudniowa (poniedziatek, 13.10) otworzyt F. C. Moon (USA) wykladem gene-
ralnym na temat chaosu i przewidywalnoéci w dynamice ferromagnetyk6w oraz w sprzgzonych uktadach
magneto-mechanicznych. Nastepnie wygloszono pieé referatow w sekcji ,,Zginanie™. Dotyczyly one glownie
zginania plyt ferromagnetycznych, zginania i drgan ceramicznych plyt piezoelektrycznych oraz zagadnien
wariacyjnych w magnetosprezystych problemach zginania.

Pierwsza cze$é Sesji popoludniowej dotyczyla zagadnien falowych. Z pigciu referatéw trzy dotyczyly
rozchodzenia si¢ fal w ferromagnetykach, jeden réwnan konstytutywnych w ofrodku termomechanicznym.
W tej grupie znalazt si¢ referat J. Stefaniaka (Politechnika Poznanska) dotyczacy analizy rozchodzenia sig
fali megnetosprezystej wywolanej liniowym zroditem zaburzenia. Druga cze$é sesji popotudniowej poswig-
cona byla materiatom elektrycznym. Wiekszoéé referatow dotyczyla metod obliczeniowych w réznych
o$rodkach. W tej sekcji wyglosil referat J. P. Nowacki (IPPT PAN) na temat defektéw w dielektrykach
z gradientem polaryzacji. Rowniez w tej sekcji wyglosit referat B. Maruszewski (Politechnika Poznanska),
o roéwnaniach ewolucji strumieni ciepta i noénikéw ladunkow w polprzewodnikach.

Na sesji przedpotudniowej drugiego dnia obrad (14.10) wyklad generalny wyglosil C. W. Trow-
bridge (Wielka Brytania). Autor dokonat przegladu ostatnich osiagnieé $wiatowych w metodach obliczen
tréjwymiarowych pradéow wirowych. Wszystkie szes¢ referatow tej sesji koncentrowalo sig wokot zagadnien
pradow wirowych i dotyczylo gléwnie metod obliczeniowych.

AN B W N e
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Pierwsza cz¢sc sesji popoludniowej otworzyt wyklad generalny na temat sprz¢zonych efektow histerezy
‘magnetosprezystej i ich zastosowan w badaniach nieniszczacych. Autorami wykladu byli G, A, Maugin,
M. Sabir, P. Chambon (Francja). W tej czeici sesji dotyczacej ogblnych zagadnien wzajemnych oddzialy-
wan wygltoszono poza wykladem generalnym jeszcze cztery referaty. ID. Rogula (IPPT PAN) przedsta-
wil ogoélng teorig fizycznego modelu kontinuum zlozonego z identycznych (nierozroznialnych) czastek
C. Rymarz (Wojskowa Akademia Techniczna) przedstawil procedure filtracji widmowej w zastosowaniu
do budowy modelu sprezystego oddzialowujacego z polem clektromagnetycznym. Tego dnia odbyly sic
jeszcze dwie sesje. Pierwsza dotyczyla pekania — trzy referaty, z czego dwa omawialy pekanie w niskich
temperaturach. Druga dotyczyta nadprzewodzacych magnesdéw (pig¢ referatow). Referaty obydwu
grup byly ukierunkowane na ogdl na efektywne rozwiazywanic zagadnicn konstrukcyjnych. Najwiecej
referatow wyglosili gospodarze,

Trzeciego dnia obrad (15.10) pierwszy wyklad generainy wygtosil R. Hsich (Szwecja). Dal w nim
przeglad zagadnicn wielopolarnej elektrodynamiki (mwltipole eclectrodynamics) cial odksztalcalnych,
W dalszym ciggu obrad wygloszono cztery referaty, z ktorych trzy dotyczyly efektdw falowych w die-
Iektrykach, a jeden pewnych dodatkowych efektéw w ceramicznych plytkach ferroelektrycznych, K. Ma-
jorkowska-Knap (Politechnika Warszawska) omowila w swyin referacie zagadnienia odbicia i zalamania
fal w dielektrykach z gradientem polaryzacji.

Sesje popoludniowa otworzyl wyklad generalny S. A. Ambartsumiana (Zwiazek Radziccki) poswig-
cony zginaniu i drganiom plyt piezoelektrycznych. Dalszych osiem referatow dotyczylo szerokiego wach-
larza zagadnien dynamicznych (np. stateczno$¢ magnetosprezysta, drgania, formowanie sitami elektro-
dynamicznymi). W tej sesji wyglosif referat W. Kurnik (Politechnika Warszawska), w ktorym przedstawit
zagadnienia aeroflateru w plytach paramagnetycznych i diamagnetycznych.

W czwartym ostatnim dniu obrad (16.10) wyklad generalny wyglosit W. Lord (Stany Zjednoczone).
Tematem bylo zastosowanie pradow wirowych w nieniszczacym badaniu materiatéw. Z sze$ciu dalszych
referatéw tej sekcji, ktora w tytule miata ,,pola elektromagnetyczne” cztery dotyczyly pradéw wirowych
adwa metod numerycznych w zagadnieniach pola elektromagnetycznego. Sesja popoludniowa, na ktérej
wygtoszono pieé referatow, poswigcona byla zagadnieniom pola magnetycznego i magnetosprezystosci.
Tematem referatu J. Kapelewskiego (Wojskowa Akademia Techniczna) byl pewien sposdb modelowania
warstwy przypowierzchniowej w przypadku wystgpowania dystorsji. M. Sztyren (Politechnika War-
szawska) przedstawila w swym referacie fenomenologiczny model ciala heterogenicznego przy uwzglednie-
niu wystepowania sit elektronowych, M. Zérawski (IPPT PAN) wyprowndzil rownania magnetosprezys-
tosci jako warunki cechowania dla pola Yang-Millsa.

Ostatniego dnia (17.10) odbyla si¢ wycieczka do dwéch osrodkéw badawczych polozonych kilka-
dziesigt kilometréw poza Tokio. Pierwszy, to Laboratorium Elektrotechniczne z kilkunastoma oddzia-
lami zajmujacymi si¢ problematykg réznych metod przetwarzania i przenoszenia energii, automatyka,
technologia itp. Drugi o$rodek to Narodowe Laboratorium Fizyki Wysokich Energii. Udostgpniono do
zwiedzania migdzy innymi akceleratory czastek i zaprezentowano szeroki wachlarz mozliwosci badaw-
czych. ’

Sympozjum w Tokio bylo kolejnym organizowanym przez IUTAM spotkaniem na temat oddzialywan
elektromechanicznych. Poprzednie odbylo si¢ w 1983 r. w Paryzu. Na podobny temat odbylo sie tez w 1984 r.
w Blazejewku k. Poznania 189 kolokwium ,,BUROMECH", Zainteresowanie tymi konferencjami $wiadczy
o aktualnodci problematyki i celowoéci kontynuowania spotkan na ten temat. We wszystkich dotychcza-
sowych konferenciach licznie byly reprezentowane rézne o$rodki badawcze z Polski. W Tokio uczestnicy
z Polski i Stanéw Zjednoczonych slanowili oprécz gospodarzy najliczniejsze zespoly.

Sympozjum dafo przeglad stanu badan nad teoria po! potaczonych oraz wskazalo kierunki dalszego
xozwoju tej problematyki. Pelne teksty referatow zostana wydane przez North-Holland Publishing Com-
pany.

Jaroslaw Stefaniak



BrureTyN INFORMACYINY 211

XN KONGRES MEKSYKANSKIEJ AKADEMII INZYNIERIL
Saltillo, Coahuila, 24 - 26 paZdziernika 1986

Kongresy organizowane s3 corocznie i stanowia przeglad osiagnie¢ nauk technicznych w Meksyku.
W zakresie mechaniki wygloszono 73 referaty, w tym 1 referat 2z Brazylii oraz 2 referaty meksykansko-
amerykanskie. Polacy pracujacy w Meksyku wyglosiii lacznic 9 referatdw. Caloéé materialéw konferen-
cyjnych zostala opublikowana w ,,Memoria Duodécimo Congreso Academia Nacional de Ingenieria A. C.”
Dr. W. R. Pawlak, Profesor wizytujacy w Uniwersytecie Nueoro Ledn otrzymal dyplom czlonka rzeczy-
wistego Meksykanskiej Akademii Inzynierii z rak Prezesa Dra. O. Gonzdles Cuevas. Na Kongresie dr.
W. R. Pawlak przedstawil lacznie 6 prac.
Referaty byly przedstawione w 13 sekcjach:
1. Przeplywy cielpne I (6 referatow); przewodn. Prof. A.F. Romero.
. Materialy I (6 referatéw); przewodn, Prof. J. L. Serrano.
. Maszyny i mechanizmy [ (6 referatow); przewodn. Prof. R. Sepilveda.
. Maszyny i mechanizmy II (3 referaty); przewodn. Prof. A. Lozano.
. Maszyny i mechanizmy III (3 referaty); przewodn. Prof. E. Chicurel.
. Przeplywy cieplne II (6 referatow); przewodn. Prof. J, L. Ferndndez.
Materialy II (6 referatéw); przewodn. Prof. R. Colas.
. Maszyny i mechanizmy IV (6 referatow); przewodn. Prof. C. Beckwith.
9. Przeptywy cieplne III (3 referaty); przewodn. Prof. F. J. Solorio.
10. Maszyny i mechanizmy V (6 referatow); przewodn. Prof. J. Kowalski.
11. Przeplywy cieplne IV (7 referatéw); przewodn. Prof. F. Sénchez.
12. Materialy III (8 referatow); przewodn. Prof. H. Lopez.
13. Maszyny i mechanizmy VI; przewodn. Prof. A. Garza.
Na podstawie analizy 3 prac przedstawionych na kongresie z Uniwersytetu w Meksyku oraz Instytutow
Technologicznych w Torreén i Celaya, mozna wysnu¢ wniosek, ze prace z optymalizacji konstrukcji sys-
teméw mechanicznych takich jak: silnik wysokoprezny ciggnika, pompa od$rodkowa, przekladnie me-
chaniczne, sprzegla cierne i zawory, wykonywane przez zespét pod kierunkiem autora sg unikalne w Mek-
syku. Dr. P. Rusek z Instytutu Technologicznego w Querétaro przedstawil referat pt. Wiasnosci trybolo-
giczne powierzchni elementéw maszyn. Najwigcej prac (20) zostalo wykonanych w Uniwersytecie w Mek-
syku (UNAM)., :
Mimo powaznego kryzysu ckonomicznego trapigcego Meksyk, poziom prac mozna ‘uznaé¢ za dobry.

0 NG U bW

Jerzy Kowalski
Uniwersytet Guanajualo,
Glo., Meksyk

DRUGA MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA NT. ,,CONSTITUTIVE
LAWS FOR ENGINEERING MATERIALS”

5-8 stycznia 1987 r. Tucson, Arizona, U.S.A.

Zagadnienie matematycznego modelowania proceséw niesprezystej deformacji 1 zniszczenia materia-
16w przyciaga uwage wielu badaczy. W systemie analizy numerycznej probleméw brzegowych dla ma-
terialow i konstrukcji dobdr wiasciwego modelu konstytutywnego jest sprawa bardzo wazna i decyduje
o dokladno$ci tej analizy. Druga migedzynarodowa konferencja poSwiecona tego rodzaju zagadnieniom
odbyla sic w Tucson (Arizona, USA) w okresie 5 - 8 stycznia 1987 r. z udzialem ponad 200 uczestnikow
z bogatym programem zawierajagcym ok. 190 referatow. Obok wykladdéw generalnych oraz referatow
przedstawionych w poszczegblnych sekcjach, odbywaly sie codziennie duze dyskusje plenarne dotyczace
réznych zagadnien zwigzanych z tematyka referatow sekcyjnych. Dyskusje te byly-bardzo wainym ele-
mentem konferencji i wskazywaly na istnienie duzych rozpig¢toéci w pogladach na sprawg zastosowan
i sformulowan réznych modeli konstytutywnych. Modelowanie dotyczylo gldwnie metali i tzw, geoma-
terialow (grunty, skaly, betony), w mniejszym stopniu kompozytéw i polimerow.
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Jako glowne tematy referatéw i dyskusji nalezy wymienié:

1. Plastyczno$é metali (obcigzenia cykliczne, pelzanie, rozwdj uszkodzen, obcigzenia dynamiczne, ani-
zotropia).

2. Mechanika geomaterialow (obciazenia monotoniczne, uplynnienie gruntow przy deformacji cyklicznej,
modelowanie ruchu wzdiuZz powierzchni niecigglosei).

3. Stany pokrytyczne w maletialach (lokalizacja odksztalcen, efekty lokalnego oslabicnia).

4. Opis duzych deformacji plastycznych (zastosowanie konfiguracji odcigzonej, réwnania przyrostowc,
sprawa spinu plastycznego).

Jedli chodzi o temat pierwszy, to wymieni¢ tu nalezy w picrwszym rzedzic szercg referatow dotyezacych

modelowania deformacji cyklicznej metali, a zwlaszcza takich zjawisk jak akumulacja odksztalcen, wzmoc-

nienie przykolowych drogach deformacji, opis anizotropii plastycznej. Do opisu deformacji cyklicznej

proponowane sa zaréwno teorie przyrostowe jak i calkowe (endochroniczne).

W mechanice geomaterialow podstawowym problemem jest opis progresywncgo zniszczenia polg-
czonego z rozwojem deformacji plastycznej oraz opis deformacji cyklicznej, gdzie wysigpuja zjawiska
zageszezenia lub dylatacji i zwigzane z nimi zmiany ci$nicnia porowego. Zjawisko tzw. uplynniania (li-
quefaction) wywolane jest wzrostem ci$nienia porowego i prowadzi ono do katastroficznego zniszczenia
przy dzialaniach sejsmicznych. Odrebng grupg tematyczng jest termomechanika gruntow i skal i zwig-
zane z {ym problemy magazynowania odpadow radioaktywnych. Referaty O. C. Zienkiewicza, T. Hucckcla.
C. Desai’a i innych dotyczyly tej klasy zagadnien.

Przez termin ,,stany pokrytyczne” rozumiemy proces deformacji w zakresie nicstatycznym krzywej
naprezenie-odksztalcenie. Wystepuja tu zjawiska zlokalizowanej deformacji, cfekt skali oraz cfekty nie-
lokalne. Brak jest do tej pory jednolitego podejécia do tej klasy zagadniei. W przedstawionych referatach
(Z. Bazant, K. Wilam, J. Bordet i inni) traktowano zjawisko lokalizacji jako proces nielokalny, jako
problem bifurkacji lub wprowadzajac dodatkowe zwiazki konstytutywnc w strefie lokalizacji. Jest to jeden
z najbardziej aki{ywnie rozwijanych kierunkow badan w zakresie niesprezystej analizy materiaiow.

Problem opisu duzych deformacji plastycznych jest zwigzany z takimi zagadnieniami jak zastosowanie
konfiguracji odcigzonej, zwiazku konstytutywnego dla spinu plastyczncgo, opis anizotropii plastycznej
itp. Przedstawione referaty sckcyjne (E. H. Lee, Y. Dafalias, T. Lehmann) reprezentuja rézne podejscia
do tego zagadnienia.

Wiekszo$¢ uczestnikdw pochodzita ze Stanéw Zjednoczonych, Wyklady generalne przedstawili miedzy
innymi: R.S. Rivlin, O. C. Zienkiewicz, D. C. Drucker, K. C. Valanis, J. T. Oden, T. Lehmann, S.N.
Atluri, Y. F. Dafalias, S. Nemat-Nasser, T.J. Hughes,. M¢j referat generalny dotyczyl zagadunienia
»»Anizotropia materialow przy monotonicznym i cyklicznym obcigzeniu™.

Konferencja wykazala, ze opracowanic modeli konstytutywnych stanowi najtrudnicjsza czgS¢ syste-
mow analizy niesprgzystej. Brak jest do tej pory ogdlnic zaakceptowanych opisow metod identyfikacji
czy tez okre§lonych zakresow stosowalnosci. Olbrzymi wysilek badawczy przyczyni si¢ nicwatpliwie do
szybkiego postgpu w tym zakresic.

Zenon Mroz

IUTAM SYMPOSIUM ON ADVANCED BOUNDARY ELEMENT METHODS
San Antfonio — USA, 1987

W dniach 13- 16 kwietnia 1987 r. odbylo si¢ w San Antonio w Teksasic Sympozjum poswigcone
najnowszym osiggni¢ciom w rozwoju i zastosowaniu metody elementéw brzegowych. Sympozjum od-
bywalo si¢ pod patronatem IUTAM (Miedzynarodowej Unii Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej)
i zorganizowane zostalo przez Southwest Research Institute (Poludniowo-Zachodni Instytut Badawczy)
w San Antonio przy wsparciu finansowym Narodowej Fundacji Naukowej Daimler-Benz.

Przewodniczacym Komitetu Naukowego Sympozjum byl dr T. A. Cruse — dyrektor Departamentu
Mechaniki Technicznej w SWRI. Dr T. A. Cruse, zajmujacy si¢ obecnie zastosowaniem metody clementow

brzegowych do zagadnien mechaniki pekania, jest jednym z gléwnych pionier6w metody clementow brze-
gowych,
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Obrady plenarne Sympozjum odbywaly si¢ w hotelu La Mansione del Rio, a sesja plakatowa miala
miejsce w siedzibie SWRI. W trakcie obrad plenarnych wygloszono 48 referatow w tym 7 referatow ogol-
nych oraz 41 referatdow specjalistycznych wyselekcjonowanych przez Komitet Naukowy. W sesji plaka-
towej prezentowanych bylo 11 prac.

Referaty ogblne wyglosili: profesorowie F. J. Rizzo (USA), W. L. Wendland (RFN), U. Heise (RFN),
J. L. Hess (USA), D, H. Peregrine (W. Brytania), S. N. Atluri (USA) i J. C. Nedelec (Francja). Referaty
plenarne wyglosili przedstawiciele fastgpujacych krajow: Australia (1), Austria (2), Francja (6), Hisz-
pania (1), Holandia (2), Japonia (6), Kanada (1), Polska (1), RFN (3), USA (18), W. Brytania (4), Wlo-
chy (3). W sesji plakatowej prezentowane byly prace z nastgpujacych krajow: Bulgaria (1), ChRL (1),
Hiszpania (1), Japonia (1), Maroko (1), USA (5), W. Brytania (1).

Referaty i prace prezentowane w trakcie Sympozjum po$wiecone byly zastosowaniu metody elemen-
tobw brzegowych w mechanice ciala stalego i mechanice plyndw i poruszaly zagadnienia zwigzane z naj-
nowszymi osiggni¢ciami z zakresu teorii, algorytmizacji i zastossowan.

Tematyka referatow obejmowala takie zagadnienia jak:

— analiza liniowa i nieliniowa (nieliniowo$ci fizyczne i geometryczne),

— analiza dynamiczna (zagadnienia uvstalone i nieustalone),

— zastosowania w mechanice plynéw (aerodynamika, teoria fal powierzchniowych cieczy, oddzialywania
nieustalone), :

— zastosowania w mechanice pekania | w analizie konstrukgji,

— analiza wrazliwe$ci i optymalizacja ksztaltu elementéw konstrukcyjnych,

— teoretyczne i numeryczne podstawy metody (dyskretyzacja, calkowanie, szacowanie bledow, efek-

tywnosc¢). .

Uczestnictwo w Sympozjum bylo ograniczone do autordéw i uczestnikoéw wyselekcjonowanych przez
Komitet Naukowy. Stwarzalo to dogodne warunki do dyskusji i wymiany pogladéw.

Program oraz streszczenia referatéw zostaly wydane w postaci specjalnie przygotowanych materiatow
konferencyjnych. Peine teksty wygloszonych referatow zostana wydane w 1987 r. pod redakcjg dr. T. A.
Cruse’a przez Springer-Verlag. Wybrane referaty beda takze opublikowane w International Journal of
Computational Mechanics (wykladowcy: S. N. Atluri i G. Yagawa).

Organizatorzy konferencji zadbali nie tylko o wysoki poziom naukowy i wzorowy przebieg Sym-
pozjum ale takze stworzyli warunki umozliwiajace poznanie historii i dorobku kulturalnego Teksasu
1 San Antonio.

Tadeusz Burczynski

‘Wyciag z protokélu nr 2/XXI11/87 z Posiedzenia Plenarnego ZG PTMTS. Warszawa
1987-01-20.

W punkcie 7 obrad prof. J. Wojnarowski przedstawil gtéwne kierunki dzialalno$ci PTMTS w XX
kadencji:

a) Kontynuowanie stalych form dzialalno$ci Zarzadu Gléwnego i Oddziatow PTMTS, ktdve naleza juz
do tradycji Towarzystwa (zebran maukowych, seminariéw, konferencji, sympozjonéw, konkurséw,
sesji wyjazdowych oraz szkot naukowych) — realizacja Prezydium ZG oraz Zarzady Oddziatow.

b) Zorganizowanie drugiej Szkoly ,,Sterowanie w mechanice”” — odpowiedzialny przewodniczacy Komi-
tetu Organizacyjnego prof, St. Dubiel.

¢) Zorganizowanie sesji naukowej z okazji 300-lecia wydania Principiow Newtona. Sesja ta planowana
jest na 9-10 pazdziernika 1987 r. w Bielsku Bialej (organizatorem jest Prezydium ZG oraz Zarzad
oddziatu w Bielsku Bialej) — odpowiedzialni: prof. prof. Cz. WoiZniak, i J. Wojnarowski oraz doc.
M. Trombski.

d) Udzial w I-szej Jugoslawiansko-Polskiej Konferencji ,,Nowe kierunki w mechanice ciala stalego i kon-
strukeji”, Przewiduje sig ze strony PTMTS udzial 15 czlonkoéw Towarzystwa — realizuje Prezydium
Z2G, odpowiedzialny prof. Cz. WozZniak.
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€)
1))
)
h)
)
i)

k)
D

Sfinalizowanie sprawy przygotowania i wybicia medalu, ktdry ma stanowi¢ 1-sza nagrode w konkur-
sach naukowych— odpowiedzialni: prof. prof. R. Parkitny i J. Wojnarowski oraz doc. M. Trombski.
Powolywanie czlonkéw zagranicznych i wspierajacych ~ realizujy Prezydium ZG i Przewodniczacy
Oddziatow.

Nawigzywanic kontaktow 1 podejmowanic wspolpracy z bliZzniaczymi Towarzystwami — odpowie-
dzialny prof. R. Gutowski.

Podjecie prac majacych na celu okresowe wydawanie biulctynu o dziatalnodei Towarzyslwa — odpo-
wiedzialni prof. prof. K. Sobczyk i J. Wojnavowski,

Wydanic biuletynu z wykazem wszystkich czlonkéw Towarzystwa — formeg realizatorska i sposob.
realizacji pracy przedstawi doc. Z. Konczak.

Powolanie Komisji do spraw terminologii w mechanice — propozycje dzialania w tym zakresie przed--
stawia prof. prof. B. Skalmierski i M. Zakrzewski.

Wspoldziatanie z Komitetem Redakcyjnym naszego kwartalnika — odpowicdzialne Prezydium ZG.
Wspbldziatanie z Komitetem Mechaniki i Komitctem Budowy Maszyn PAN — odpowiedzialni prof.
prof. R. Gutowski, Z. Dzygadlo 1 J. Wojnarowski.

m) Odbycie 3 tub 4 wyjazdowych posiedzen Plenarnych — wstepnie Oddzialy: Bielsko Biala, Bydgosicz,

Gdansk i Lublin zglosily gotowo$é¢ zorganizowania posiedzen.

n) Wydanie informacji o planowanych konferencjach organizowanych nie tylko w ramach dzialalnosci

0)

p)
)

s)

t)

1.

2.

3.

PTMTS — odpowiedzialne Biuro ZG.

Podjecie prac zwigzanych z wprowadzeniem poprawek do Statutu — sprawa powolania Komisji zos-
tanie omoéwiona na jednym z najblizszych posiedzen Prezydium.

Wydanie drugiej serii znaczka Towarzysiwa — realizacja Prezydium ZG.

Przygotowanie wnioskow o nadanie godnosci Cztonka Honorowego — Prezydiumi ZG i Przewodni-
czacy Oddzialdéw proszeni sa o przeanalizowanie kandydatéow i zasadnosci wnioskow.
Zorganizowanie walnych zgromadzen w Oddziatach (I polrocze 1988 — odpowiedzialni Przewodniczgcy
Oddzialdow) oraz XXIII Zjazdu Delegatéw polgczonego z Sesja z okazji 30-lecia PTMTS (IT polrocze
1988 — opowiedzialne Prezydium ZG).

Wszczecie prac nad zatozeniem kroniki PTMTS — realizuje Prezydium ZG.

Konferencje

6th International Conference on Numerical Mcthods for Ther- Prof. R. W, Lewis, Instit. for Nu-
mal Problems merical Mecthods in Engineering,
Swansea, WIk. Brytania Univ. College of Swansea.
3—7 lipca 1989 Swansca SA2 8PP, U. K.
6th International Conference on Numerical Methods in Lami- Prof. C. Taylor, Dep. of Civil
nar and Turbulent Flow, Swansea, WIk. Brytania Engineering, Univ. College of
11—15 lipca 1989 Swansea, Singleton Park,

Swansea SA2 8PP, U. K.
Minisymposium on Outflow Boundary Condition Prof. R. L. Sani, Univ. of Colo-
Swansea, Wik, Brytania, 10 lipca 1989 rado, CIRES RLI-158

Boulder, CO 80302, USA



INSTRUKCJE DLA AUTOROW

Ogolne

W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej drukowane sg prace przegladowe oraz oryginalne teorctyczne
i dowiadczalne z zakresu mechaniki ciala stalego oraz cieczy i gazow. Publikujemy rowniez dyskusje
naukowg oraz polemike dotyczaca prac z mechaniki, ktore ukazaty si¢ w MTiS lub w innych czasopismach
naukowych,

W Biuletynie Informacyjnym drukujemy sprawozdania z konferencji naukowych z zakresu mechaniki
w kraju i za granica oraz z dzialalnofci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

Praca moze by¢ ztozona do druku w MTiS pod warunkiem jej nieopublikowania w innym czaso-
piSmie.

Drukujemy w jezyku polskim oraz na zyczenie autorow w jezyku angielskim pod warunkiem zlozenia.
pracy w tym jezyku.

Prace nalezy nadysta¢ na adres Redakcji badz jednego z redaktorow, w dwoch egzemplarzach (ory-
ginal + kopia).
Praca ziozona do druku podlega recenzji.

Wszelkie zmiany (poprawki autorskic) po zakwalifikowaniu artykulu do druku i przekazaniu go do
drukarni moga by¢ dokonane tylko w czasie 1 korekty (na koszt autora).

Po opublikowaniu autorzy otrzymuja 25 egzemplarzy odbitek swojego artykulu.

Szczegolowe

1. Prace skiadane do publikacji w MTIS powinny zawiera¢ (wg. kolejnosci)

a) Tytul

b) Imie, Nazwisko z podaniem miejsca pracy

¢) Abstrakt (w jezyku polskim)

d) Wlasciwa prace

e) Spis literatury

f) Streszczenia w jezyku

— praca w jezyku polskim — rosyjskim w maszynopisie 1 angielskim
— praca w jezyku angielskim — polskim i rosyjskim.
2. Tekst powinien by¢ napisany po jednej stronic (nié na papierze kredowym) z zachowaniem podwojnyche
odstepbw i obustronnych marginesow —z lewej 6 cm, z prawej [ cm.
3. Wzory nalezy wpisywaé czytelnie, w kolorze czarnym, z zachowaniem numeracji po stronie prawej
(nalezy zwroci¢ szczegblna uwage na rozroznienie 1 oraz litery 1, zera i litety o oraz litere o i p).
4, Zyczenia autorow dotyczace formy graficznej pracy w tym kroju czcionki, liter greckich itp. powinny
by¢ dolaczone na osobnej kartce, badZz na marginesie (olowkiem).

. Tablice wystepujace w tekscie nalezy dolaczy¢é na oddzielnych kartkach (jedna na stronie).
. Podpisy pod rysunkami powinny byé wyszczegdlnione oddzielnie, a nie pod rysunkami.
7. Prosimy o sporzadzanie wykazu literatury w sposob nastepujacy: W. Nowacki, Teoria Sprezystosci,

Warszawa PWN, 1970.
8. Odnoéniki nalezy numerowaé kolejno w calej pracy, a nie wg strony.
9. Obowiazuje stosowanie ukladu jednostek SI.

A L
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MARCINIAK, J. WoiciecHOWSKI, The application of curvature and contour lines in sculptured
surfaces machining on numerical control milling machines

Hcenonnaopakie nuiuil KPUBUIHLI K yPOBIEiT A315t 00pafoTIH KPHBONHHEHNLIX TOBEPXHOCTEH
11a ¢pesePbIX CTAHKAX, YIPABASIEMBIX NP IOMOLUIT 9JICKTPONHO~BBINHCIITCABHBLIX YCIPOHCTB
Zastosowanie linii krzywiznowych 1 konturowych przy obrdbee frezowaniem powierzchni krzy-
woliniowych dla obrabiarck sterowanych numerycznie

. Goro§, Plastic strain energy under cyclic multiaxial states of stress

DHepI'us IJacTHUeCKoil Jed)opMaliiy B YCJIOBHAX CIOMHOTO UHIUIMUCCKOrO HATPY)KEHMS
Energia odksztalcenia plastycznego przy wieloosiowych obcigzeniach cyklicznie zmiennych

. Mazur-SnIADY, Skrepowane skrecanie pryzmatycznych pretéw o bisymetrycznych, zwartych

przekrojach

CrecutHnoe KPYUCHUE NPHAMATHUECKIX CTEPYKHEH 0 BICHMMCTPUUNBIX CIUIOIHBIX CEUECHRAX
Constrained torsion of prismalic rod with bisymmetric compact cross-section

Piskorsk1, Metoda superelementu w statyce ukladéw z wiezami jednostronnymi

MeTox CylepasieMEHTA B CTATHKE CHCTEM € OJHOCTPOHHLIMK CBSISAMY

Superelement method in the statics of system with unilateral constraints

PIskoRrsk1, Operatorowa metoda rozwigzania pewnego ukladu lancuchowego

Onepatoplbiil MeTon pacuéra HEKOTOPOH INEmHONK CHCIeMbI

Operator integration method of solution of a catenary system
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Cena zt 180.—

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW ,Prasa-Ksigzka-Ruch”, oraz
urzedy pocztowe i doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I péirocze roku nastepnego i na caly rok nastepny,
— do 10 czerwea na I pdlrocze roku biezgcego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju
zaklady pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-
Ksigzka-Ruch”, w miejscowosciach zag, w ktérych nie ma Oddzialbw RSW w urze-
dach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni oplacajg prenumerate wylgcznie w urzedach pocztowych
i u doreczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa-Ksigzka-
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
PKO BP XV Oddzial w Warszawie Nr 1658-201045-139-11 w terminach podanych
dla prenumeraty krajowej.

Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice jest droZzsza od prenumeraty kra-
jowej o 50% dla zleceniodawcéw indywidualnych i o 100% dla zlecajgcych instytucii
i zakladbébw pracy.

Biezgce i archiwalne numery moina naby¢ lub zaméwi¢ we Wzorcowni Wydaw-
nictw Naukowych PAN-Ossolineumn-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki parter)
00-901 Warszawa oraz w ksiegarniach naukowych ,Domu Ksigzki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name
and address can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade
Enterprise - Ars Polona-— Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskle Przedmieécie,
P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to the account of Ars Polona — Ruch
in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Sireet, 00-087 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-
chaniki Teoretycznej | Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgc od 1.1.1967 r. jako kwartalnik.
(Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Sala Kongresowa, pokdj 309)

Mech. Teor. T. 26, z. 1, s. 1—216, Warszawa 1988, Indeks 36523
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