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RECENT DEVELOPMENTS IN SHELL STABILITY ANALYSIS

JOHANN ARBOCZ

Technical University Delft, The Netherlands

The present shell research activities at the Aerospace Engineering Department of the
TH Delft are directed towards the development of an improved shell design criteria, which
incorporates the latest theoretical findings and makes efficient use of the currently avai-
lable computational facilities.

The establishment of an International Imperfection Data Bank is discussed. Charac-
teristic initial imperfection distributions associated with different fabrication techniques
are shown. It is demonstrated that the generation of reliability fuctions via the Monte
Carlo Method, which displays the degrading effect of the expected initial imperfection
distribution characteristic of a given fabrication process on the buckling load, offers the
means of combining the Lower Bound Design Method with the notion of Goodness
Classes. Thus shells manufactured by a process, which produces inherently a less damaging
initial imperfection distribution, will not be penalized because of the low experimental
results obtained with shells made by another process which produces a more damaging
characteristic initial imperfection distribution.

1. Introduction

For buckling sensitive applications a typical shell design procedure, as recommended
by any of the currently available shell design manuals [1], [2] consists of the following
steps:
1. Lay-out the preliminary dimensions.
2. Select a wall construction and a stiffening concept.
3. Use one of the many shell-of-revolution codes to calculate the buckling load of the

"perfect" structure taking into account the appropriate boundary conditions and the
effect of prebuckling deformations.

4. Select a "knockdown" factor to account for the "imperfections" present in the finished
product.

5. Apply the appropriate safety factor. .,••(•
In the form of a formula one can write:

"^ F.S. c K>
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where:
Pa — allowable load,
Pc = buckling load of the "perfect" structure,
y = "knockdown" factor,

F.S. = factor of safety.
The empirical "knockdown" factor y is so chosen that when it is multiplied with Pc\

the buckling load of the perfect structure, a lower bound to all available experimenta,
data is obtained. For isotropic shells under axial compression this approach yields the
lower-bound curve shown in Figure 1. .

1500 2000
. R /1

0 500 1000

Fig. 1. Test data for isotropic cylinders under axial compression [3].

In principle, the use of empirical "knockdown" factors to account for the damaging
effect of as yet unknown causes is an accepted engineering solution to a pressing problem.
However, the- question that immediately comes to one's mind is, where has scientific
community failed? How comes that today, after so many years of concentrated research
effort one cannot do any better and this despite the enormously increased computational
facilities provided by todays high powered computers?

It is true that for many cases, especially in applications where the total weight of the
Structure is of no major concern, the Lower Bound Design Method provides safe and
reliable buckling load prediction. However, it penalizes innovative shell design because
of the poor experimental results obtained with shells produced and tested under completely
different circumstances.

Thus the purpose of the Shell Stability Research currently being carried out at the
Aerospace Enginnering Department of the Delft University of Technology is to derive
an Improved Shell Design Procedure, which will incorporate the latest theoretical fin-
dings, especially that of the Imperfection Sensitivity Theory [4], and makes full use of the
available compiitational facilities.
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2. The imperfection sensitivity theory

Much effort has been spent in the past 30 years in trying to find the cause (or the
causes) for the wide experimental scatter and for the poor correlation between the predic-
tions based on a linearized small deflection theory with SS-3 (Nx = v = w = Mx = 0)
boundary conditions and the available experimental results for axially compressed cylin-
drical shells. The concesus reached is that the experimental buckling loads are mainly
affected by 3 factors, namely:
1. Initial geometric imperfections,
2. Boundary conditions,
3. Inelastic effects.

It has been shown [5] that for thin shells f— > 300, say) the inelastic effects may be

neglected. Moreover, though different combinations of in-plane boundary conditions
may affect the buckling loads considerably, for thin shells that buckle elastically initial
imperfections have been accepted as the main cause of the wide scatter of experimental
results (see also Fig. 1).

Thus a designer that wants to do better than the Lower Bound Design Method is
faced by the following 3 questions:
1. Is the projected structure imperfection sensitive?
2. What are the shape and the amplitudes of the expected imperfections? , .
3. How does one calculate the buckling load of the imperfect structure?

Since it is well known that the largest portion of the knockdown factor used during
the buckling load calculations of stiffened or unstiffened cylinders is due to initial geo-
metric imperfections, therefore it makes sense to try to find shell configurations with
stable post-buckling behaviour.

The imperfection sensitivity that a given structure will exhibit under certain loading
conditions can be investigated very conveniently by so-called fc-Factor Method, which
is based on Koiter's general theory of elastic stability [4]. For those cases where the lowest
buckling load is single valued and the bifurcation point is symmetric with respect to the
buckling deflection, the initial post-buckling behaviour is governed by the following
equation:

A=l+ft|*+ ... .;,... (2)

where: X = applied load,
Xc = perfect shell buckling load,
f = buckling displacement,

all normalized in a suitable fashion, and
b = second post-buckling coefficient.
Notice from Fig. 2 that if the post-buckling coefficient b is negative, then the equili-

brium load A falls following buckling and the buckling load ls of the real structure is
expected to.be imperfection sensitive. In this case the asymptotic relationship between
the buckling load of the imperfect structure As and the imperfection amplitude £ is:
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where:

/3bm (3)

Here it is assumed that the shape of the initial imperfection is affine to the shape of the
lowest buckling mode.

a. Stable post buckling b. Unstable post buckling

Fig. 2. Equilibrium path for perfect and imperfact shells.

That the idea of imperfection sensitivity is widely known and accepted is mainly due
to the pioneering contributions of Koiter [4], [6] and the tireless efforts of the Harvard
group under Budiansky and Hutchinson in the 60's [7], [8]. However, as the work of
different investigators have shown, when computing the value of the b-factor for a parti-
cular configuration one must take into account the:
1. Effect of prebuckling analysis,
2. Effect of boundary conditions,
3. Apparent singularities due to the occurence of (nearly) simultanous buckling modes.

o

b

-0.1

-0.2

-0.3

Hutchinson &
Frauenthal (19

Hutchinson &
Amazigo(1967)

• i . . ..i

-6.0 (outside)

W 100 ^ r-j tXK) 10000 ,

Fig. 3. Imperfection sensitivity of axially compressed stringer stiffened cylinders (HU-shells, Nx = v =•
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Thus, for instance, considering Fig. 3 one sees that the large increase in imperfection
sensitivity, obtained for Z values between 40 and 200 when one uses a membrane prebuck-
ling analysis, disappears if the analysis is repeated using a nonlinear prebuckling analysis
and when the SS-3 boundary conditions are enforced rigorously.

o )

-0.1

- 0 . 2 •

-0,3
10

A,

an
El ,
Dd,

T5"

GJ_
Dd,

= 1.0

= 100.0

=-6.0 (outside)

= 0.0

Hutchinson &
Frauenthal (1969)

100 1000 ,2 ,j—{,10000

Fig. 4. Imperfection sensitivity of axially compressed stringer stiffened cylinders (HU-shells, u = v
w — w,x = 0).

Furthermore, as can be seen from Fig. 4, the variation of the 6-factor with Batdorf's
Z-parameter exhibits a singular type behaviour at about Z = 362 if one uses nonlinear
prebuckling analysis and C-4 (« = v = iv = w}x = 0) boundary conditions. The large
negative peak of b, which corresponds to a large increase in imperfection sensitivity,
is accompanied by a change in axaial dependence of the buckling mode from antisymmetric
to symmetric. Obviously close to Z = 362 one has two nearly coincident buckling modes.
As has been shown recently by several investigators [9], [10] in such cases the perturba-
tion scheme used to compute the post-buckling coefficient b must be modified to account
for the occurence of (nearly) simultaneous buckling modes and the resulting modal cou-
pling effects.

The results shown in Fig. 4 have been computed by the computer code SRA [11]
developed by Cohen, which has the capability of computing the first and second imper-
fection sensitivity factors "a" and "b" for general meridional shapes and wall constructions.
The code provides for the use of different boundary conditions with either membrane,
linear or nonlinear prebuckling analysis. However, the SRA program is based on the
assumption that the lowest buckling load is isolated. Thus the results obtained near Z = 362
are uncertain.

Work is currently in progress at the TH-Delft to include the possibility of the occu-
rence of (nearly) simultaneous buckling modes in an SRA-like code.
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• •'.'• " • 3. Characteristic imperfection distributions

Once the preliminary layout of a shell design has been completed and initial runs with
an SRA-like code indicate that the buckling load of the proposed structure is sensitive
to initial imperfections one has essentialy two options.

If the total weight of the structure and material costs are of no major concern one
can employ the buckling formulas from the current design manuals, read the appropriate
empirical "knockdown" factor y from the charts to account for the effect of the unknown
imperfections and use a factor of safety (F.S. = 1.5-2.0, say) to cover uncertainties in
loading and other unforeseen damaging factors. This approach is the so-called Lower
Bound Design Method.

If, however, the total cost and especially the total weight are of critical importance,
then a more sophisticated design, approach is called for. That is the designer must estimate
how much the expected imperfections will decrease the buckling load of the chosen con-
figuration. It is obvious that the main difficulty in using the Imperfection Sensitivity
Theory in practical design problems dealing with weight sensitive applications is related
to the fact, that it requires some advanced knowledge of the geometric imperfections that
will be present once the structure under consideration has been built, an information
that is rarely available.

For a prototype the imperfections can be measured experimentally and then they can
be incorporated into the theoretical analysis to predict the buckling load accurately.
This approach, however, is impractical for predicting the buckling loads of shells produced
in. normal production runs. The best one can hope to do for these shells is to establish
the characteristic initial imperfection distribution, which a given fabrication process
is likely to produce, and then to combine this information with some kind of statistical
analysis of noth imperfections and the corresponding critical loads, a kind of Statistical
Imperfection Sensitivity Analysis. The critical question thus is:

"Can we associate characteristic initial imperfection distributions with a specified
manufacturing process?"

That the answer to this question is an uncoditional yes will be demonstrated by a few
examples.

Figure 5 shows the measured initial imperfections of the integrally stringer stiffened
aluminium shell AS-2, which has been tested at Caltech [12], Figure 6 shows the measured
initial imperfections of a similar shell KR-1 tested at Technion [13]. For further analysis
the measured initial imperfections are decomposed in either a half-waye cosine

W(x,y) = * Z T c o s i ^ - ( ^ , c o s / - ^ + Ą ( s i n / ^ ) , (4)

or a half-wave sine Fourier series

W(x,y) = tZZńn~X- (cw-cos/•£ + !>„ sia/-|-); (5)

For the case of comparison Figures 7 and 8 display the variation of the measured half-wave
sine Fourier coefficients as a function of the circumferential wave numbers (/) for selected
axial half-wave numbers (k) for the shells AS-2 and KR-1. As one can see in both cases



Circumferential angle ( radians )

Fig, 5. Measured initial shape of the stringer-stiffened shell AS-2 [12].

.#»

Circumferential angle (radians]

Fig. 6. Measured initial shape of the stringer-stiffened shell K.R-1 [13].

Circumferential wave number
5 10 15 __20 25 •

Circumferential wave number /
5 10 , 15 20,

Pig. 7. Circumferential variation of the half-wave Fig. 8. Circumferential variation of the half-wave
sine Fourier representation (SheJl AS-2). sine Fourier representation (Shell K.R-1).

[529]
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the amplitudes of the Fouries coefficients decay with increasing wave numbers both in
the axial and in the circumferential directions. The Donnel-Imbert [14] analytical imper-
fection model

X
kT (6)

where the coefficients X, r and s are determinated by least-square fitting the measured
data displayed in Figures [7] and [8], represents the variation of the harmonic compo-
nents with axial (k) and circumferential (/) wave numbers satisfactorily. Since both shells
were machined out of seamless thick walled 7O75-T6 aluminium alloy tubing, therefore
the imperfection model given by Eq. (6) represents the characteristic imperfection distri-
bution for this fabrication process.

Turning now to large scale of full scale shells, Figure 9 shows the 3-dimensional plot
of measured initial imperfections of a large scale shell (945.8 mm radius, 0.635 mm well-
thickness) tested at the Georgia Institute of Technology [15]. This shell was assembled

2TC
Circumferential Angle

Fig. 9. Measured initial shape of Horton's shell HO-1 [15].

Fig. 10. Construction details of Horton's shell HO-1 [15].
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Circumferential Wave Number J

15 20

Fig. 11. Circumferential variation of the half-wave sine Fourier representation (Horton's shell HO-1).

CIRCUMFERENTIAL ANGLE (RADIANS)

Fig. 12. Measured initial shape of the ARIANE shell AR23-1 [16].

from six identical longitudinal panels and reinforced by 312 closely spaced Z-shape strin-
gers on the inside. One edge of each panel was joggled and two stringers were riveted
along each joint line. As can be seen from Fig. 10 the shell was held circular by means
of heavy rolled [-shaped external frames located 3.175 mm from each shell end. In addi-
tion 7 Z-shape equally spaced rings were riveted to the outer skin. As can be seen from
Fig. 11 the amplitudes of the Fourier harmonics with a single half-wave in the axial direc-
tion have two distinct maxima, one at / = 2 (out of roundness) and another at / = 6
(number of panels the shell is assembled from). The Fourier coefficients with more than
a single half-wave in the axial direction are in comparison much smaller.

In the last few years the Solid Mechanics Group of the Aerospace Engineering Depart-
ment at the Delft University of Technology has carried out a number of imperfection
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surveys on the Ariane interstage I/II and II/III shells [16]. Figure 12 shows the 3-dimen-
sional plot of the Ariane interstage II/III shell AR23-1 (1300.0 mm radius, 1.2 mm wall-
thickness). These shells are assembled out of eight identical longitudinal panels. The
joints between adjacent panels are joggled and one of the 120 equally spaced hat-shape
stringers are riveted along the joint line on the outside. The shells are held by two preci-
sion-machined end-rings on the outside and five equally spaced [-shape rings on the inside.
As can be seen from Fig. 13 the amplitudes of the Fourier harmonics with a single half-

Circumf»rentiol wave number f
5 10 15 20 25 30

Fig, 13. Circumferential variation of the half-wave sine Fourier representation.

wave in the axial direction this time have a distinct maxima at / = 8 (which corresponds
to the number of panels the shell is assembled from). There is also a sizeable / = 2 (out
of roundness) component. All other Fourier coefficients are in comparison much smaller.

Thus, as has been pointed out by the same author in a recent survey lecture [17], it
appears from the results presented in Figures 11 and 13 that for full-scale aerospace shells
assembled out of a fixed number of curved panels the initial imperfections will be domi-
nated by two components only, if the joints are riveted. Using the half-wave sine axial
representation both components will have a single half-wave in the axial direction and,
respectvely, two and Np full-waves in the circumferential direction, where A^ is the number
of full-length panels out of which the shell is assembled. By using accurately machined
rigid endrings the 1=2 (out of roundness) component can be significantly reduced in
size. The variation of the measured Fourier coefficients with axial half-wave (k) and
circumferential full wave (/) numbers can be approximated by expressions of type:

ffcl — V Cki
X,

(7)2 (/2-02+2C2/2

where coefficients XX,X2, r, k, 12, fi and £2 are determined by leastsquare fitting the
measured data displayed in figures 11 and 13. Thus Equation (7) represents the characte-
ristic imperfection distribution of full-scale aerospace shells assembled out of a fixed
number of full-length panels by riveted joints.

The above examples demonstrate unequivocally that indeed characteristic initial
imperfection distributions can be associated with the different fabrication processes. It
must also be clear that further advances towards more accurate buckling load predictions
of thin shells depend on the availability of extensive information about realistic imper-
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fections and their correlation with manufacturing process. Hence the need for the esta-
blishment of an International Imperfection Data Bank.

The purpose of creating this International Imperfection Data Bank is twofold:
1. All the imperfection data obtained at different laboratories by different investigators

are presented in identical format.
This makes the comparison and the critical evaluation possible resulting in characteristic
imperfection distributions for the different manufacturing processes used.
2. For those who want to use the powerful nonlinear shell analysis codes on today's

supercomputers the much needed realistic imperfection distributions are made avai-
lable.
Besides contributions by Caltech, the TH Delft and Technion the International Imper-

fection Data Bank contains the results of initial imperfection surveys carried out at the
University of Glasgow [18], at Det Norske Veritas [19] and others.

4. Stochastic stability analysis

Having demonstrated that indeed one can associate characteristic initial imperfection
distributions with the different fabrication processes, one is faced with the next question,
namely:

"Given a Characteristic Initial Imperfection Distribution, how does one proceed to
incorporate this knowledge into a Systematic Design Procedure?"
Since initial imperfections are obviously random in nature some kind of Stochastic

Stability Analysis is called for. The buckling of imperfection sensitive structures with
small random initial imperfections has been studied by several investigators like Bolotin
[20], Fraser and Budiansky [21], Amazigo [22], Roorda [23] and Hansen [24], just to
name a few. In the absence of experimental evidence about the type of imperfections that
occur in practice and in order to reduce the mathematical complexity of the problem all
the above named investigators have worked with some form of idealized imperfection
distribution.

It is not obvious to this author how these methods can be extended to the general
imperfections observed in practice. Thus it was not until 1979 that a method has been
proposed by Elishakoff [25] which makes it possible to introduce the results of the expe-
rimentally measured initial imperfections routinely into the analysis. The proposed approach
is based on the notion of a reliability function i?(A), where by definition:

R(X) = Prob(A ^ X). (8)
Here A is the normalized load parameter and A is the normalized random buckling load.
As can be seen from Fig. 14 the knowledge of the reliability function permits the evalua-
tion of the allowable load, defined as the load level Xa for which the desired reliability is
achieved, for the whole ensemble of similar shells produced by a given manufacturing
process. Notice that the allowable load level la is identical to the "knockdown" factor y
introduced in Eq. (1).

Basically Elishakoff has suggested to utilize the Monte Carlo Method to obtain the
reliability function R(k) for a certain shell structure produced by a given fabrication
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process. The relative ease with which one can apply this procedure, once a sufficiently
large sample of initial imperfection measurements is available, will be demonstrated for
the case of axially compressed cylindrical shell with random axisymmetric imperfections.

= Prob[A>\)

1.0

Desired
Reliability

0.5
Carlo simulation

0.5 1.0

"""-Allowable Loot)

Fig. 14. Plot of the reliability function 7?(A).

Having a sample of N shells, the initial imperfections of which are given by:

W(x)W = tSA\n) cos t ~ , (m = 1, 2, ..., N), (9)

one proceeds by first calculating, by taking "ensemble averages", the estimated mean of
the Fourier coefficients A\m^

1
1

N

m— 1

and then the estimated variance-covariatice matrix

1
°jf - N-l

N

(10)

(11)
m = l

Since aj^ is a non-negative symmetric matrix, therefore it can be decomposed into a pro-
duct of lower and upper triangular matrices (Cholesky decomposition)

<#> = CCT, (12)
where C is a lower triangular matrix. Next the vector A of the simulated initial imperfec-
tions is obtained as:

A = {A\s)} = Cr+A<e\ (13)

where: A(ey = estimated "mean" vector
r = random vector.

The r's are normally distributed random numbers with zero mean and unit variance com-
puted by standard random number generators available at every computing center. Taking,.
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for example, 1000 different i-'s one gets 1000 diffrent A's, that is, 1000 different simulated
shells with the A's as the Fourier coefficients of the initial imperfections. With these simu-
lated shells (which are statistically equivalent to the initial experimentally measured sample)
one can proceeds to carry out repeated buckling load analysis generating a so-called
histogram of buckling loads. Since the reliability function R(X) has been defined as the
probability that the random buckling load A will exceed the prescribed value, one then
proceeds to calculated R(X) from the histogram of the buckling loads by the frequency
interpretation (i.e. fraction of an ensemble).

As a test on the accuracy of the Monte Carlo Method one can use the results of Roorda
and Hansen [26]. Assuming an axisymmetric initial imperfection of the form:

l - r , (14)

where: ict = - 1 / - % , c = j ^ O ^ 5 ) " ,
ix,

and I is a normally distributed random variable X, they used Koiter's formula

as the nonlinear transfer function between the imperfection f and the buckling load A.
Since f is assumed to be a random variable therefore A must also be a random variable
yielding

(l-Af = ~c\X\A, (16)

or

- 2(1 -AY
"~ 3cA •

The reliability is then defined as the probability that the (random) buckling load A be
greater or equal to some specified value A. From the transfer function this is equivalent
to the probability that the absolute value of the (random) imperfection X be less than or
equal to the value given by Eq. (17.) Hence:

R(X) = Prob(A Js A) = Prob \\X\ < • 2 ^~ / - ) 2 1 =
(18)

If one further assumes that the random variable X is normally distributed then its proba-
bility density is given by:

where: a = mean value of X,
a = standard deviation of X,
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and one can write

Prob(A = Prob(\X\ ^ f) = (20)

For a = 0 one obtains Roorda and Hansen's result

(21)

This expression has been ploted in Fig. 14 as the solid curve. The accuracy of the
Monte Carlo Method can be seen from the close coincidence of the dots, representing
the results obtained via the Monte Carlo Method, with the analytical solution. Further,
it is evident from the initial imperfection surveys piiblished sofar (see Figures 5, 6, 9 and

URVE I

Fig. 15. Simulated reliability functions [29].

i

12) that in a realistic Stochastic Stability Analysis one must include both axisymmetric
and asymmetric imperfections. Using the so-called Multi-Mode Analysis [27] Elishakoff
and Arbocz [28] have demonstrated the feasibility of using the Monte Carlo Method to
derive reliability functions for very general initial imperfections. As can be seen from
Fig. 15 (here reproduced from Ref. [29]) the inclusion of asymmetric imperfection com-
ponents results in a lower allowable load level Xa for a given reliability (see curve II) than
for the case of axisymmetric imperfections only (see curve I).

5. The improved shell design procedure

The improvements in the currently recommended shell design procedures are primarily
sought in a more selective approach by the definition of the "knockdown" factor y. Thus,
for instance, if a company takes great care in producing its shells very accurately and if
it can show experimentally that the boundary conditions are defined in such a way that
no additional imperfections (especially at the shell edges) are introduced, then the use of
an improved (higher) "knockdown" factor %a derived by a stochastic approach should
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be allowed. The proposed new Improved Shell Design Procedure can be represented by
the following formula:

F.S. Pa, (22)

where: Pa = allowable buckling load,
Pc = buckling load of the "perfect" structure,
A„ = reliability based improved (higher) "knockdown" factor,

F.S. = factor of safety.
The steps involved in the definition of such a reliability based improved (higher)

"knockdown" factor A„ can be summarized for the group of 7 copper electroplated shells
tested at Caltech [30] as follows:
1. Compute the Fourier coefficients of the initial imperfection surveys of a relatively

small sample (say 7) nominally identical shells.
2. Calculate the mean vector and the variance-covariance matrix of the Fourier coeffi-

cients of the experimental sample.
3. Use Elishakoff's Method [31] to simulate a large sample of statistically equivalent

imperfect shells.
4. Calculate the buckling loads of each of the simulated imperfect shells by one of the

available deterministic methods [27], [32].
5. Determine the histogram of buckling loads from the results of step 4.
6. Compute the reliability function R(X) from the histogram of buckling loads via the

frequency interpretation (i.e. fraction of an ensemble).
7. Determine the improved (higher) "knockdown" factor la for a given reliability from

the plot R{1) VSvt.
If the R\t values of the shells in the small experimental sample vary only slightly (see

Caltech shells on Fig. 16) then it is sufficient to derive just a single reliability function
R(X) for a group of shells produced by the same fabrication process. One. uses then the
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mean values for the geometric parameters involved like radius R, wall-thickness /, length
£, Young's modulus E and Poisson's ratio v. However, if the geometric parameters of the
shells in question vary widely then it is necessary to calculate several reliability functions
for a given fabrication process. Notice that one would have to derive at least (say) 4 relia-
bility functions R(X) at different R/t values in order to get a reasonably well defined lower
bound curve valid for (say) 300 < R/t < 1500 (see Fig. 16).

To establish the accuracy of the new improved (higher) lower bound curve one must
investigate the influence of the following factors
1. Confidence limits of the estimated statistical quantities;
2. Size of the experimental sample used;
3. Accuracy of the deterministic buckling analysis used;
4. Confidence limit of the Monte Carlo Method itself.
At the present time the effects of all these factors are being investigated at the Solid Mecha-
nics Group of the Aerospace Engineering Department of the Delft University of Tech-
nology.

6. Conclusions

It has been shown that with the i se of the reliability based "knockdown" factor Xa

it is possible to arrive at an Improved Shell Design Procedure, which for weight sensitive
applications can result in large cost-savings.

Using the Monte Carlo Method to derive reliability functions one is combining the
Lower Bound Design Philosophy with the notion of Googness Classes. Thus shells manu-
factured by a process, which produces inherently a less damaging initial imperfection
distribution, will not be penalized because of low experimental results obtained with
shells produced by another process, which generates a more damaging characteristic
initial imperfection distribution.

For a successful implementation of the proposed Improved Shell Design Procedure
the companies involved must be prepared to do the initial investment in carrying out
complete imperfection surveys on a (small) sample of shells that are representative of
their production-line. With the modern measuring and data systems one can carry out
a complete surface map of very large shells at a negligible small fraction of their pro-
duction cost. What is more expensive is the data reduction and the analysis that must
be carried out in order to get the reliability functions.

The Solid Mechanics Group of the Aerospace Engineering Department of the Delft
University of Technology is prepared to set up cooperative programs with interested
companies in order to advice them how they can carry out the necessary imperfection
surveys in an optimal manner, and to perform the necessary data reduction and the analy-
sis involved in getting the reliability functions at minimal costs.

It is the author's opinion that, as the amount of data on characteristic initial imper-
fection distributions classified according to fabrication processes increases, we shall succeed
with the help of the increased computational speed of the next generation of computers
to make the Improved Shell Design Procedure available to more and more shell designers.
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This, hopefully, will result in the desired dissemination of the wast amount of theoretical
knowledge accumulated over the past 75 years about shell buckling behaviour. Thus,
finally, the academic world will be able to point to the successful solution of one of the
most perplexing problems in Mechanics.
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P e 3 K) M e

nOCJIEHHHE ,H,OCTH}KEHHfl B TEOPHH YCTOfl^HBOCTH OBOJIO^EK

B pa6oTe npeflcraBjieHO HanpaBJieHna coBpeiweHHoii Teopnn o6oJio*ieK pa3BHBaeiwbie B
noJurrexHiwecKoro HHCTHTyTa B JJ,ejntd)T (FoJiJiaHfliiH). CcbopMyjiHpoBaHM H0Bfcie3

MeToflw npoeKTHpoBaHHHj KOToptie yiQjTbiBaiOT nocjieflHHe pe3ynbTaTti TeopeTjraecKHX padoT
H coBpeiweHHyio 3jieKipoHHo BbPMCJiHTejibHyio TexHHKy.

S t r e s z c z e n i e

WSPÓŁCZESNE KIERUNKI ROZWOJU BADAŃ STATECZNOŚCI POWŁOK

W pracy omówiono kierunki rozwoju teorii powłok w ramach badań prowadzonych obecnie w Insty-
tucie Inżynierii Lotniczej w Delft. Dotyczą one formułowania nowych ulepszonych kryteriów projekto-
wania. Kryteria te uwzględniają najnowsze wyniki prac teoretycznych przy wykorzystaniu współczesnej
techniki obliczeniowej.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 14 stycznia 1987 roku.



M E C H A N I K A
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

4, 25, (1987)

PA3BHTHE HEJIHHEHHOft MEXAHHKH OEOJIO*IEK
B TPyflAX KA3AHCKOB IHKOJIBI

H . F . TEPEryjiOB .:•.•:'•

Kąsam, CCCP

1. Ilpocfieccopy. X. M. MyurrapH (1900- 1981) H npotj)eccopy K. 3 .
(1910 - 1986) Bbinajia qecTB ocHOBani-iH Ka3aHCKoń uiKOJibi HejiHueHnoft MexaHHKH 060-
jionei-c, Miiorne cJjyHflaMeHTajiŁHbie pe3yjiBTaTti KOTopoii B STOH o6jiacTH 3iiaHHH
B 3OJIOTOH 4ioHfl; MHpoBOH HayKH. ITepBon TaKoro pofla pa6oToń (1938) SbiJia
f(HCcepTar(HH X . M . MyirrcapH ,,HeKOTOpbie O6O6W,CHHSI xeopHH TOHKHX
c npHHOH<eHHHMH K 3aAaie ycToft^HBocTH ynpyroro paBHOBecHH" [ 1 , 2 ] , B KOTOPOH
BnepBwe B MHPOBOH HHTepaType 6&IJIH npoanaJiH3HpoBaHBi cooTHOiueHHH TeopHH 060-
jio^eK flJiH cjryiiaH nporn6oB, cpaBHHMbix c TOJIIHHHOH oSonotiKH, H 6 Ł I J I H BbinHcaHbi
KOppeKTHbie COOTHOIIieHHH 3TOH TeOpHH flJIH OpTOTpOIIHOrO H H30TponHOrO JIHHeHHO
ynpyroro Tejia. 3Ta nnoHepcKan pa6oTa Bbi3Bajia IIOTOK HccJieHOBaiiHH B STOM HanpaB-

. X . M . MyuiTapH B CBOHK ny6jiHKai;H5K [3 - 6] flaeT aHanH3 npe^ejioB npn~
npH6jiH>KeHHŁix TeopHH, ocHOBaHHbix Ha rHnoTe3ax KHpxrocJja-JlHBa (1947),

BbiBOfl TO^Hbix BBipa>KeHHit flJiH KOHe^Hbix ffe^opMaqHH cpeflHHHoS noBepXHOCTH
060JI0t[KH B npOH3BOJlbHfcIX KOOpflHHaTaX (1948)

p y (1.1)

crpoHT ypaBHeHHH HejiHHeiłHoro KpaeBoro atJx^eKTa. K incj iy (J)yHflaMeHTajibHbix Hccne-
cjieflyer c^irraTB ny6nHKaD(Hio X . M . MynrrapH ^Ka^tecTBeHHoe HCCJie^o-

HanpHHceHHoro COCTOHHHH 3TipyroH OSOJIO^KH npH Mantix pctyopniaujzHX. H n p o -
H3BOJiBHbrx CMemeHHHx" [6], B KOTopoii BnepBbie 6bMa flana oSmienpHHHTaH Tenepb

TeopHH o6ojio^eK Ha cjia6biH, cpeAHHił H CHUBHBIH H3rH6Bi H Ka-
aHajiH3 KpaeBoro stjupeicra.

B Tpyflax K. 3 . FanHMOBa B STH TOABI HHTCHCHBHO pa3BHBaiOTCH MCTO^M Hcciceflo-
o6ojio^eK npH KOHeqHLrx nepememeHHHx H Manbix fle^opMaipKHX B qacTH n o c r -

caMHX ypaBHeHHft [7 - 9] H BapHartHOHHBie (J)opMyiiHpoBKH 3ap,a.n TeopHH 060-
[10 H AP-]v 3 T H H Mirorne Apyrne pe3yjiBTaTbi X . M . M y m r a p n , K. 3 . Fajra-

MOBa H HX yqeHHKOB SBIJIH no«biTO>KeHBi B HX coBMecTHoił KHHre „HejiHHeiiHaH TeopHH
ynpyrnx oSojio^ieK" [11], B KOTopoii 6BIH o6o6meH SoraTBin OIIBIT Ka3aHCKOH UIKOJILI
H ocHOBHbie pe3yjiBTaTbi, onySjiHKOBaHHŁie B MHPOBOH JiHTepaType K TOMy

EoJiBiuoe KamraecTBO Hay^Hbix pe3yjibTaTOB B HejiHHeHHOH mexaHHKe
6wjiH nonytieHbi yqeHHKaMH X . M . MyurrapH H K . 3 . FajiHMOBa — npocpeccopoiw.
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M . C , Ca^enKOBbiM A . B. H ApyrHMH, CCBIJIKH Ha KOTopbie MO>KHO
B o63opax [12 - 14]. 3 T H pe3yjib-raTbi Sbijin noflbiTOHceHbi B KHHrax M . C. Kop-

[15], M . C . KopHHiiiHHa H <£>. C. HcaHSaeBoft [16], H . F . TeperyjiOBa [17],
M . A . HjiBraMOBa [18], M. A. HjibrawoBa, B. A. HBaHOBa, B. B. FyjiHHa [19],
H . B. CBHpcKoro [20].

H I H P O K O pe3ynbTaTbi yyeHtix Ka3aHCKOH uiKOJibi nejniHeHHOH MexaiiHKH o6ojioyei<
B peryjiHpHo H3flaBaeMbix „HccjieflOBaromx no Teopnii njiacrHH H OSOJIO-

n p n Ka3aHCKom rocyAapcrBeHHOM ynHBepcHTeTe (BbinycKH c I no XYU c 1962
no 1985 r.r.).

B KpaTKOM CO06meHHH HCf HMKEKOH B03JV10H<HOCTH OCBCTHTb BCe BOnpOCbl, KOTOpbie
6biJiH noflBeprnyTbi HccjienpBaHHio B Tpy/jax Ka3aHCi<HX yyeHbix. ECJIH OTMCTHTB OCHOB-
Hbie HanpaBJieHHH HccneflOBaHHH, TO K HHM a i e ^ y e r OTHCCTH cjieAyiomHe.

OS Bonpocbi HenHHeHHoM Teopiffl ynpyrocTH no nocTpoeHHio onpeflextHiomiix
H o6ni;He BapHau;HOHHbie npHHU,Hnbi 6bijiH HccjieflOBaiibi B paSoTax K. 3 .

[21 H flp.] H H . F. TeperyjiOBa [22, 23 H p.p.]. B ny6jiHKau(Hn [24] ^aeTCH
o6o6meiiHe cjjopmyji (1.1) p,nx O6OJIOIIKH i<ai< TpexMepHoro Tena.

Bonpocbi nocTpoeHHH yTOiHeHHbix Teopnft miacTHH H o6ojiotiei< 6biHH noflBepniyTbi
nccjieAOBaHHio B paSoTax X . M . MyixiTapn H H . P. TeperyjiOBa [24, 25], A . K. Fa-
jiHHbina, A . B. CayeiiKOBa c y*ieHHKaMH H p,p. B CTaTte [23] TeperyxrosbiM H . F . Bnep-
Btie AaHa HenHHeiiHaH (J»opMyJiHPOBKa oSmero BapHan,HOHHoro npHHi^nna, KOTOpbiii
ceroflHH Ha3biBaeTca npHHUiinoM Xy-BauiHity.

MHorocjroHHbie H TpexcjioHHbie O6OJTC«KH 6bijiH o6i.eKTOM HccjieAOBaHHH X. M .
MyiiiTapsi [26], M . A . HntraMOBa, H . K, FajiHivtoBa, A. F . TeperyjiOBa H ji,p.

^ncjieiiHbie MeTOflbi pemeHHH reoMeTpH^ecKH HejiHHeiiHbrx 3ajxan pa3BHBajiHCB
M . C. KopiiHiiiHHbiM, <t>. C. HcaHSaeBOH, M . C. FanHeBOH H

S a s a ^ a H3rn6a H ycroHiHBOCTH cpH3HHea<H
H 3a^au noji3yM:ecTH H3yiiajiHci. H . F . TeperyjioBbiM, M . C.

IIlHpOKHH Kpyr 3aAa^I O COCpeflOTO^eHHblX BO3flei'lCTBHHX H KOHTaKTHOM B3aHMO-
AencTBHH HccjieflOBan B pa6oTax K ) . I I . JKnrajiKo, H . F . TyptaHOBa, K) . I I , ApTio-
XHHa.

A. B. Ca^enKOBBiM 6WJI pa3BHT yfla^Hbiii MeTOfl pemenHH 3aflaŁi CTaTHKH H flHHa-
MHKH o6ojioMeK, noJiy^HBUiHft Ha3BaHHe TeoperHKO-3KcnepHMeHTajiLHoro Mero^a, yc-
n e u m o pa3BHTBiit H npHMeHeiiHbiii K niHpoKoiwy Kpyry npHKna^Hbix safla'q K) . F . Ko-
HonjiesbiM H flpyrHMH ero y^ieHHKaMH.

B MOHorpadpHH K. 3 . FanHMOBa [27] noABefleH HTor ero 6OJIBUIOH paooTbi no nocrpo-
eHHio HexiHHeHHOH MexaHHKH JiHHeHHO ynpyrHX oSonotteK c yqeTOM nonepe^Horo CABH-
r a . B KHHre [28] no# HayuHoń peAaKunen K. 3 . FanHMOBa rpynnoft aBxopoB H3Jio>KeHbi
p^A pe3yjiBTaTOB no TeopHH H npaKTHKe pacqeTOB oSojioueK c ŷ ieTOM nonepe^Hbix
CABHTOB. B KHHre K. 3 . FanHMOBa n B. H . n a M y r a H H a [29] H3JiaraeTCH pa3BHToe
HMH HanpaBJieHHe no p a r a e i y oSoJio^eK CJIO>KHOH reoiweTpHH rpaHHi^bi odojio^KH. O6

3THX H MHOrHX ApyrHX HCCJieAOBaHHHX M0>KH0 nOJiyiHTb HH(J)OpMaUHK3 H3 o630pOB
[12, 14], H ynoMHHyrbix Bbime C6OPHHKOB „HccjieAOBaHHH no TeopHH njiacTHH H 060-
Jio^iei<". HaxoflHTCJi B ne^aTH KHHra K. 3 . FanHiwosa, B. H . riaSmyiiraHa, H . F . T e -
peryj iosa ,,OcHOBaHi«c HeJiHHeiiHOH TeopHH oSojioqeK5', B KOTopoft
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H 4>H3iraecKHe cooTHOiueHHH AiexaHHKH o6oJio^ieK [30]. H . C. FaHHeB nccjieflyer ne-
jiHHefiHbie safla^H H3ra6a o6o^o^eK c yuexoM nuacTHHecKHx fletJiopMauHftj a C . B. ^ e -
peBam<HH c y^eHHKaMH H3y^aeT necymyio cnocoSiiocTt OSOJIOHKH H3 BOJIOKHHCTBIX
KOMnO3HTOB.

2. Oco6o cneflyex OTMCTHTŁ oflHy M3 Han6ojiee flpraix ny6jiHKaŁ(HH X . M . MyuiTapH
-,Ka^ecTBeHHoe nccjieflOBaHHe..." [6], B KOTopoii #aHa KJiaccjKpHKau,H*i 3 a a a i TeopHH
o6oJio»ieK. H e ocTaHaBJiHBancb Ha Bcex fleraJinx STOH MaJioii no oSteAiy, HO o^eHb co-
gep>KaTejibHOH pa6oTBi, ocraHOBHMCH Ha oxfleJiLHtix sonpocax, npeAcraBJiHiomHX oco-
6biit HHTepec. OrnpaBJiHHCB ox ypaBHeHHił paBHOBecHH

qP = 0, (2.1)

= 0, (2.2)

H yCJIOBHH COBMeCTHOCTH fle<|)OpAiaUHH

^e^)} = 0, (2.3)

— Maf,MQJj-g.K = 0, (2.4)

H CBe^H Bee BejiimHHbi K 6e3pa3iwepHbiM nyTeM yMHOHceHHH Ha BeJiH^HHbi EmLn

man — cooTBeTCTByioiuHe CTeneim, E •— MOflym. K)Hra, L — xapaKTepHbift n o n e -
pa3Mep OSOJIO^KH HJIH njiacxHHti, X . M . MyuiTapn no^Bepraex ypaBHeHHH

TeopiiH ynpyrux oSono^eK KaiecTseHHOMy aHanH3y. B Ka^iecrBe ocHOBHoro
napaMeTpa, c KOTOP&IM cpaBHHBaroxcH nopa^KH Bcex B C J I H ^ H H , BBO^HTCH neKoxopoe

3Ha^eroie fle<J>opMai^HH yfljiHHeHHH ep, KOTopoe HMeex nopa^OK ae(J)op-
Ha npe^ejie nponopu;HOHajibHocTH. BBefleHne STOFO napaMexpa B KaiecTBe 6a-

30Boro onpaBAaHo xeM, *ITO B peajibHbix ycjioBHHX npuxoflnTCH HMCTŁ ASJIO c o6-beKTaMH,
KOTopbie npejxHa3HaqeHbi P;JIH Toro, ^ T O S W Hecxn HeKOTop&ie peantHbie Harpy3KH, ypo-

Koxoptix onpeflextnexcH flonycnaeMbiMH Be^HMHHaMH HanpjDKeHHH HJIH
., nocjieflHHe H3 Koxopsix HMeiox nopn^oK sp. IIonbiTKa onpaB^aTb

Teopmo oQojioieK npraiHTHeM npeAnojio>KeHHH o XOM, mo „SyA^M pacoviaTpHBaxb 6ec-
Majibie nepeiYiemeHHJi", H e Bbi^epwcHBaeT K P H T H K H , xaK KBK 3TO MO>Ker npii-

K o^eHb HH3KOMy ypoBHio flonyci<aeMbix K paccMOTpeHHK) Ha ocHOBe TaKHX ypaB-

Harpy3OK H HanpH>KeHHO-fl;ec})opmHpoBaHHoe COCTOHHHC, KOTopoe c
BepHOCXbio omrcbiBaeTCH STHMH ypaBHeHHHMH, 6y^;eT oqeHb sajieKO ox peanBHO

B paSoxe paccMaTpHBaroTcsc ppz BH^a HanpHHceHHoro COCXOHHHH. I lepBoe
H3MeH5noinHMCH H fljiH Hero onepai^HH flH(j)(})epeHniHpOBaHjaH

HanpH>KeHHo-fle4)opMHpoBaHHoe COCXOHHHC,

TO ecrb onepauHH flHc^dpepeHtiHpoBaHHH He MeHser nopnflKa 43yHKi(HH. J^pyroti
HanpH>KeHHoro COCTOHHHH TaKOB,
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rp;e X — noKa3aTejib H3M.eHHeM0CTH Hanpa>KeHHoro COCTOHHHJI. B npoijecce

KaiecTBeHHoro aHauKraa cyHTaeTca, TTO

2Fh3

7 " * " = l E h A s ^ , M = ~ % V ,

HJIH nocjie o6e3pa3MepHBaHHff

T" ~ hAafieye0Y, M* ~ A M ° * % r ,

ryje 2h — oxHeceHHaH K L TojimnHa, T*13 H Mal> — OTHeceHHtie K EL H EL2 ycvuw.fi

H MOMeHTbi, xap — yMHOHceHHEie na L napajwexpbi H3MeireHHH KPHBH3II, 3iiar< ~ yi<a-

3bmaex Ha offHi-iaKOBOCTB nopa^KOB conocraBJiHeMBix BCJIH^IKH. .

I<jiaccH(|)HKaB[HH oCojio^eK n o reoMeTproi npefljioiKena cjieflyioiqaH:

I<pHBH3HbI,

p ]p KpBH3HBI,

K/} ~ b ~ £p'4 — noJiorne OSOHO^IKH,

ioc/J ~ b ~ 1 OSOJIOIIKH KOHe^IHOit KpHBH3HbI.

XapaKTep Ae4)opMHpOBaHiioro COCTOHHHH X. M. MyuiTapn KJiaccH({)nqHpyeT

KHIJHM o6pa30M (xxp ~ %, oia ~ co): •

« ~ 1 CHJIBHblft

H3rH6e H MeflJieHHO H3MeHHK>meMCH HanpH>KeHHOM COCTOHHHH

, a ^ B

,n,jra oSojio^eK KOHCIHOH KPHBH3HBI b ~ l(THn la) c norpeimiocTbio

E p B cpaBHeHHH c eflHHHijeft npHxoflHM K o6meH3BecTHŁiH ypaBHeHHHM JiHHeÓHOH

O 6e3M0MeHTHOM HanpK>KeHHOM COCTOHHHH

V a r a ? + / = 0 , bipT^ + g^ 0. (2.5)
,E[JIH nuaCTHH MajIOń KpHBH3HbI b <, Sp (THTI 1 B ) yCJIOBHH COBiWeCTHOCTH npHBOflHTCH

<**(*«?*?fietu = 0, c^V«^,, = 0, (2.6)

(2.7)

Kai< ypaBHeHHHM (2.5) n p n ̂  = 0 MTOKHO C norpeuiHOCTBK) e p y^oB^eTBOpHTB,

nojiaraH

T«t) = cw-c^v^v,*. (2.8)

B m o r e ypasHeHHii, peuiaromae s a ^ a ^ , npiiMyx

7 y_ v V 0 = O (2 91
• A// • •
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Afft%l - <T2) = aaapa"r + (1 - cr) cfa0*,

a — KoacJxJfflUHeHT IlyaccoHa.

Jinx o6oJioqi<H ManoH KpHBH3Hbi b ~ \/sp ( r a n 1 c) ycJioBHH coBMecTHocTH c rrorpem-

HOCTblO j/fip HpHMyT BHfl

c ^ V ( V a V^ B w + bev Map) = 0 , {My *a? = 0 .

3flecb onaTb BO3MO>KHO npeflCTaBJieHne (2.7), a nepBbie flBa ypaBHeHHH paBHOBecHH
(2.5i) npH gf = 0 yAOBJieTBopHiOTCH nocTaHOBKoń (2.8). TaKHM o6pa3OM, B STOM cjiy-
•qae umeeiw cHCTewy flByx HejiHHeHHbix ypaBHeHHH BH^a (2.9), (2.10).

H3rn6e H ~ | / e p H npw MefljieHHom H3MeHeHHH HanpH>KeHHoro COCTO-
,a ~ *'> "A ź £p) A-JM O6OHOMKH KOHeiHOH KpHBH3HBI Ź> ~ 1 (THn

Tla) ypaBHeiiHH paBHOBecHH HMeiox B H S

Var
K" + ^ = 0, (ban + ^Tf + q = 0,

H AonycnaioT jiHHeapH3ai^Hio B nocjieflHeM ypaBHeHHH JiHiiib c norpeuiHocTbio ]/sp,
jiHHeapH3yiOTCH c norpeniHocTBK) sp. p,o

r«e:

JI.JIH 06oJI0'tIKH M3JIOH KpHBH3HbI (Z) ;$ \/Sp) (THII 2 B ) C nOrpeiUHOCTbK) Sp B CpaBHeHHH
c eflHHHî eft ycJioBHH COBMCCTHOCTH Ko^am^H (2.6 2 ) n n e p B t i e J\B& ypaBHeHHH (2.5 a )
no3BOjnHiOT BBecTH (pyHKUHio npornSa >v H 4>yHKi?Hio ycHJiHH 0, Torfla I O K

npHHHMaiOT BHfl

Af'^V^V V) + (b + )^"^VV0 + = 0,

= 0.

3 T H ypaBHeHHH He yflaeTca jiHHeapH30BaTb aa>Ke npeHe6peran

OCOSCHHO HHTepecHbi BbiBOAbi no Ka^ecTBeHHOMy aHajiH3y KpaeBoro
I O K oi<a3ajiocb3 HejiHHeHHocTH B p a g e cjiy^aeB HrpaioT cymecTBeHHyio

IlycTb JIHHHH Xi = const coBnaAaeT c JIHHHCM rpaHnnw cpeflHHHoft noBepxnocTH
H He KacaeTCH acHMirroTH*iecKOH JIHHHH STOH nosepxHocTH H

$'>"Ó] m > 1, n ^ O, s > 1/4.
3T0M

£a/3 ~ telx e, HJIH h ~ fi™~"~'.
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H 3 ypaBHeHHH H3ra6a (2.2) cue^yer, UTO

/? = m-n-2s—t,

Tor^a i<aK H3 ycnoBHH COBIACCTHOCTH RecJropMauHH (2.4) (ycJiOBHe Faycca) cjieaycr,

£ m m-n-2s.

ConocTaBJiHH 3TH flsa noaneflHue paseHCTBa, HMeeM

£ = m~n-2s, t = 0.
o6pa3OM, B 3OHe

4 MeM6paHHsie .necjwpMauHH o^Horo nopH/no c H3rn6HbiMH. H 3 nepBtix flByx
pasHOBecHH (2.1) H ycjiOBHń coBmecTHOCTH Koflai^qH (2.3)

a) j\nsi UHJiHH.npHMecKHX H 6JIH3KHX K HHM o6ojioqeK

Tn ~ r 1 3 4 ~ T22s
2

p
s,

6) AJ1H

o6pa30M, n p n s ^ 1/4

KOHCTHOH KpHBH3HbI b ~ 1 (/? = 0) npH fia/J ~ e p (fft = 1) H
h ~ ep (TOHIOH o6ojioyi<a) HMeeM

/5 = m—n—2s = 0, m—n—t = 1.
OTKy^a B CHJiy ?M = 1, f = 0 c^e,n;yeT, ^ T O n — 0,s = 1/2. TaKHM o6pa3OM,

B O6OHX cjiyqanx c norpeniHocn>K> He 6ojiee yep B ypaBHeHHax MO>KHO HOJIOJKHTB
^22 + ^22 — ^22 H T e M CaMfclM. JIHHeapH3OBaTb K ypaBHeHHH B yCHJIHHX H 3e(J)0pMat(HSX.
OTMCTHM, ^ T O B OSOHX cjiy^aax

2

H BBipa>KeHHe fl;e4>opManHH qepe3 nepeMemeHHH ^OJI>KHO 6BITB coxpaHeHO B
HOM

B cjiytiae noj ioroń oGojionun b ~ e*'4 n p n h ~ ep (TOHKaa o6ojioiiKa) nony^HM n = 0,
5 = 3/8:

a ) ^22 ~ £p' 8 flJiH HeuHjiHHflpiraecKHx o6ojioyeK H K22jb22 ~ ep

18,
H3rn6a oie^yeT nncaTt B HejiHHeftHOM BH^e (2.2), TaK Kan
nopHflKa sp

la B cpaBHeHHH c eflMKHqeft BHeceT Sojituiyio norpeuiHOCTBj

6) X2i ~ £p / 4 PRO. I^HJlHHflpH^eCKHX 060JI0^eK H X22/b22 ~ |/fip TaKHM 06pa30M,

B 3TOM cnyyae JiHHeapH3aqHH ypaBHemiH BO3MO5KHa c norpeuiHocTtio | / e p . OTMCTHM,
qxo JiHHeapH3aE(HH BŁipan<eHHH e l t Mepe3 nepeMemeHHH B03M0H<Ha JIHUIB C norpeui-
HOCTBK) fii'4.
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o6pa3OM, B o6meM cntytiae sagana o KpaeBOM 3cj)(|>eKTe 0Ka3biBaeTca

HeHHOH.

B 1965 rofly B craTbe [31] Swjia flaHa KJiaccHcfiHKaî HH 3aAa*i xeopnH
B KaqecTBe Maxroro napaiweipa HcnoJib3OBanacb

& = max

B 1972 r . B paSo're [32] 3xa i<JiaccH<f)HKauHH Swjia pa3BHTa BBefleHHeiH etqe OAHoro n a -

paMeTpa H

' h

I — fxflvaisi BOJiHbi H3neHeHHH HanpHHceHHoro COCTOHHHH. O^eBHflHO, ^ T O STO
B03Mo>KH0CTt B^TOKHTB B npeAJio>KeHHyK) KJiaccH(J)HKaqHK) H HBJieHHH Tuna KpaeBoro
3(|)4)eKTa. O npeHMymecTBax nepefl 3THMH KJiaccH(|)HKai|HHMH BBCACHHH KaK ocHOBHoro

Jioro rrapaMeTpa BejiH<-iHHŁ>i eap ~ sp ci<a3aHO Bbiiue.
B 1980 r o s y B craTbe [33] B. IleTpaiiiKeBHMeM npefljio>KeHo pacmnpeiłne KJiaccH(|)H-

xapaKTepa H3rH6aiiHH, paccMcnpeHHoro X . M . M y m i a p n , H npeflJiOMceno CMH-
TaTB

co ^ O(0 2 ) — Manoe

to = 0 ( 0 ) — cpeflnee

to — 0 (\/&) — SoJttuioe

to = 0(1) — Kone^Hoe

Jm<aiłHH n p « &2 ~ ep npeflCTaBJiHercH KoppeKTHoń H BBefleHae 6ojn.iiiero

ycjioBneM w = 0{}/W) — 0(e*/ 4) Bbi^ejiHeT B OCOSBIH KJiacc n o n o r n e 060-
JIO^KH npH HX 60JIbIU0M H3rH6e.

3. B nocjieflHHe rojx,H B Ka3aHH pa3BHBaercH TeopHH nocTpoemoi
cooTHomeHHH flJiH aHH3OTponHbix oSoJio^eK, B qacTHOCTH, fljiH KOMno3HTHŁix, o6pa-
30BaHHbix H3 MOHocnoeB oflHOHanpaBJieHHO apMHpoBaHHoii crpyKTypbi [22]. 3 T H M H
HCCjieflOBaHHHMH BOcnojiHHeTCH npo6eit B HejiHHeHHoft iwexaHHKe TOHKHX oCojio^ieK
B nacTH nocrpoeHHH o6meH TeopHH A-ns onpe^enHiomnx (4)H3HiecKHx) COOTHOHICHHH,
Tor^a KaK Bonpocti TeopHH reoMeTpHqecKoft HejiHHeiiHOCTH Ha cero^HH ^ocTaToiHO
rnySoKO pa3pa6oTaHbi. B ^ a c r n pa3BHTHH HccjieAOBaHHH HejiHHeHHbix 3afl;a^, cBH3aH-
Htix c KOHeHHbiMH BpauieHHHMH, cneflyeT OTMeTHTb ycnexH IIojiBCKOH uiKOJibi Mexa-
HHKH o6ojioqeK BO rjiaBe c npo(J). B. nerpauiKeBHieM.

a. H a noBepxHocrH npHBefleHHa So B He#ecpopMHpoBaHHoivi COCTOHHHH BBefteM CHC-
Tejwy jiarpaHH<eBbix Koop^HHax ^ " ( a = 1,2) c MerpEreecKHM TeH3opoM a^ = (pa' Pp)

H KOOpflHHaTHblMH BeKTOpaMH pa — dp/dx*. H a 3KBHflHCTaHTHŁIX no HOpMaJIBHOił K So

Z = X3 nOBepXHOCTHX Sz C OpTOM HOpM3JlH m KOOpflHHaTBI X°* HMOOT MeX-
TeH3op gap = ( r a • rp), r = p+zm, H KOopAHHaTHbie [BeKTopbr r a = 8r/dxa

IIpH 3TOM g33 = 1, ga3 = 0. B fleCJJOpMHpOBaHHOM COCTOHHHH Ha S$ HMeeM a*p =

= (P*"P*). pS = de*/dxa, p* — p+u, a Ha S* HMeeM

Sh = W ' rf), r«* m 8r*/8x\ r* =
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XapaKTepHCTHKa flecIpopMaijHH Fpnira

8U - (g*k-glk)/2
OTHeceHa K Ha^aJitHOMy COCTOSJHHIO H o6pa3yeT TeH3op

TeH3op HanpHH<eHHii KOHIH Z1 HMeeT cocraBJiHiomHe aifc B ^e^opMnpoBaHHOM 6a-

a TeH3op yaioBHLix HanpHHteHHH T uuvieer B He/i;ecpopMHpoBaHHOM 6a3Hce r< cocraBJiH-

tik H T = tlkrtrk npH BBinojiHeHHH ycjioBHft /'fc = crtk/c*,» rfle g^;i—iyioTHOcTb

B 3e4)opMHpoBaHHOM cocTOHHHH. B cTaTŁe [22] noKa3aHo3 •mTO B cjiy^ae rtoji-
Horo pacceHHna: B Bnp,e Tenira paSorbi BHyTpeHHHX HanpH>KeHHH Ha npHpameHHHx RC-

non3yqecTH de\f? H njiacTH^ecKHx fle(j)opMar(HH de\l) HMeeT wecTO 0606-
4>opMyji

delk

5eik — deik— de\]? — ds^, eik—noxtHwe flec^opMai^HH, F-

detk — npnpameHHH ynpyrt ix .gecpopMainiH. 3flecB 3HaK <5(...) yKa3biBaeT Ha TO,
npHpaiueHHe cooTBeTCTByromeH BejiH^HHbl He ecn. ITOJIHBIH fl;n4)4)epeHi;HaJi, a nojiHoe
npupameHBte cooTBercTByioineH BenHiHHbi 3aBHCHT OT nyTH, no KoiopoMy npoTeKaeT
npouecc.

(3.1), oComaioiuan cpopMyuy FpHHa Ha cnyqafl HannqaH Heynpyrax n p n -
fiopMainiH H cJieayeT H3 Toro, ^TO AJIH njioTHOCTH cBoSoflHoft 3HeprHH F

a cjiy^iae itajimma. TemiOBbix nponeccoB HMeeM

QtdF = aikdetk-Q*sdT- jJJ PJdXj,

- : • •••• Td - - v dt+YM- ( 1 2 >

• • !'.. t •••;.. •. • c i : o n i .. • • , : • • [ q ^ y i r i i . . . • . - ; , . . !•:.

s — nnoTHOCTB 3HTponraij T — aScomoTHaji TeMnepaTypa, r—HHTeHCHBHocn>.
Tenna, q = g^rf — BeKTop noTOKa Teima, PJ — cocraBJiHioiHHe o6o6iqeH-

HBIX CHJIJ %j — oSoSrąeHHwe nepeMetneHHfl, Ha KOTopux CHKBI P' npoH3BOflHT pa6oTy,
pacceHBaeAiyro B BH^e xenna. B HccneflOBaHHH [34] noKasano, MTO He MeHee 90% Mexa-
HiraecKOH paGoTŁi na njiacTH^ecKHx «ec|)opManHHx nepexoflHT B TenjioByra
TaK KaK MexanH3M fle<J)OpMaiiHH npH rroji3ytiecTH ofltiaKos c MexaHH3MOM
Koro fletJiopMHpoBaHHH, TO H npH nojrey^iecTH cjie^yeT o>KH,n;aTŁ nepexo^a paSoTbi

HanpH>KeHHH Ha necJiopmaiCHHx noji3yiiecTH B Termo. TaKHM o6pa3OM,
MexaHHqecKaa: aneprnH aikde\^ H SHeprnn aikde$ nepexo^HT B Teniro.

Torf la corjiacHO (3.2)
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rpp npHHHTO

H3 cK33anHoro cjie^yeT (1).
B. OyHKUHJi F 3aBHCHT OT HHBapHaHTOB fle^opMHpoBaHHoro COCTOHHHH, TeAinepa-

Typw T H, mo>i<eT 6BITŁJ OT Apyrux napaMCTpoB npoijecca. B Ka^ecTBe
3e4)opMHpoBaHHoro COCTOHHHH Bbi6epeiw BenmiHHbi [22]

I2 = eape^>h = el

/l(f)ga/? = 0, ya = 2ea3. KacaTenBHan K iSz njiocKOcrt ecTB nJiocnocTB
CBOHCTB. B 3TOM cjiyqae flJiH tm coraacHo (3.1) imeeM

3F
Qt* =

(3-3)

(3.4)

H B ocax3«ecb ta = ta3, Ax — Q3Fj8It. Rsin opTOTponHoro
OpTOTpOnHH A12 = 0.

Jinn TOHKHX oSojioieK t33 <4,tll,t22 H, cne^oBaTejiBHO, 8Flde33 ^ 0. TaKHM 06-
pa3OM, F OT e33 He 3aBHCHT. rtonaran nonepeMHyio cABHroByio
(ya ~ 0)

B OCHX OpTOTpOIIHH flJIH JIOKaJIbHblX KOOpAHHaT C XapaKTepHCTHKaMH glx — g22 = U

gl2 = 0 HMeeiw An = -A22 = 1, A12 = 0

Ix**2elx, I3 = 2e22, I2 = 1e\2.

IlpHMeM, IITO CHcreMa HanpH>KeHHii /"^ paBHOBecHan, npHpameiiHH deal!

BO3MO>KHbie.

B CHuy Toro, ITO deaft — fle(J)opiviaqHH ynpyrne npH gdtal1 — Aa^oydee

•dtafdetlfi> 0.

- ex, e22 = e2, eiz = e3. Ma-

(J)opMy.
KO3(J)4)Hu;HeHTOB Alk nopoK^aer noitojKHTejibHO onpe^eJieHHyio

\\Alk\\

Ex — ycJiOBHbie

E2,

3

.

ynpyrocra. l i p a 3TOM Et- HMeer Ha
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Elt E2

, E2 ~ E2, E3

E2, E3

- V2

MaTpHi;ti H ^ H flaer p,ikEt = JikiEk\ i,k = 1 , 2 , 3 (He cyjwMHpo-

a ycaoBHe nojioHttrrejibHoft onpeoeneHHOCTH KBaApaTH^Hon (|)opMbi £ dtk det dek

ik

— K ycJioBHHM E, > 0 , ftikfiti < 1; /, k - 1, 2, 3 (He cyiwMHpoBaTt) HanpHMep, H3 ycno-

B H H /tiia/iai < 1, fJ,12£i = ("21^2 cncayeT,

noJiymHM,
fl12 < ł?

no3o6HBie o u e m a i fljia Bcex qjieHOB MaTpmi;Bi
3anncaTb cjie^yiomee cooTHOuieHHe

1,
r\, rf,

x2r]2

o6pa3OM, ecriH B, = QdF/deit TO

ż'
8B2

n p n ?; ->• 0 HMeeM, ^ T O cymecrBeHHBiM 6yfler JIHIIIB OAHH

BB1ldel~E1.
x -> 0 ^aeT cymecrBeHHBie

(3.5)

(3.5) cooTBercTByer HHTHHOH MOflejiH o^HOHanpaBJieHHo apMHpoBaHHoro CJIOH.
ii (3.6) cooTBeTCTByex opToroHajiBHO apMHpoBaHHOMy CJIOIO C HyjieBoń cflBHTOBoń

cxeKJionjiacTKKOB oAHOHanpaBjieHHoro apMHpoBaHHH B HanpaBJieHHE
OCH Qxi.; Et a 4600 M i l a , ^ 2 ~ 18000 M i l a , G12 <X 4500 M i l a H , cneflOBaTenbHO,

r]2 ~ 1/3, x2 ~ 1/3, 7] ~ x.

X O T H 1/3 H He Mano B cpaBHeHHH c e^HHHueiij oflHaKO B ciuiy acHMirroTH^ecKoro
xofla n o Majiojwy napaMerpy npHBefleHHBie orłeHKH KOppeKTHBi.

JXns rj ~ x H3 (3) cue^yeTj MTO dB^jde^ B acHMirroTirqecKOM pa3JioH<eHHH
HaerrcH c HJienoB, co^ep>Kait(HX rj B Hy^eBoft creneHH, dBi/de2 — c qjieH
nepBBie creneHH rj, 8Bxj8ez — c qjieHOB, coAep>Kaiu(HX KBaflpaTBi rj.

2(.ei> e2, e3,rj)
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3;ąecB q>2 B acHMm-oTHqecKOM pa3JioH<eHHH no rj na^HHaeTCH c yjienoB, coflep>Kamnx
B HyjieBoii creneHH:

k=0

B2 = W i O O + ^Vafci. e2) + rf^3{ex,e2,e3,r])

ei,e2., e3,rj)

B acHMiiTOTiraecKOM pa3Jio>KeHHH
= y)3k = ̂ 4 k = 0 npn k > 1. H3

c y q e r o M T o r o , ^ T O n p w ei2 flecJ>opMaitHH e n , e 2 2 He Atoryr Bbi3BaTb HanpHłKeHHH t i 2 ,

0*22 = -#21 ( e n . ^22)^11 +-^22(^11,

ECJIH B acHMirroTirqecKHX pa3JioH<eHHHx jjjin JSX H B 2 orpaHHqHTBCH
, TO onpeflejiHiomHe cooTHomemra flOJi>KHbi 6BITB npeflCTaBJieHbi B

e^ii = S11(en)en+£l2(e11)e22,

Qt22 = J B 2 i (e i i )e

B npocreHiueivi cjiy^ae, Kor^a B pa3Jio>KeHHH AJIH BX coxpaHHercH O,II;HH qjieH, TO ecTt
-Si = V O ^ O J onpeAexiHiomHe cooTHOineHHH npHBOAHTca K

coBnaflaroT c COOTHOUICHHHMH, npe^jiroKeHHtiMH B paSoTe [35].
c. OimuieM npoite^ypy 3KcnepHMeHTajiBHoro onpe^e^eHHH cjyyHKąim At(Ij)

orpaHiweHHHX y a ~ 0 , de\p = 0 , deffi = 0, T.e. B cjiyqae Majibix nonepe^Hbix
roB. Jlflu ycHjimł, OTHeceHHbix K HaqanbHOMy HeflecpopMHpoBaHHOMy COCTOHHHIO H B
Hefle<J>opMHpoBaHHOH

f f J
-h -h -h

h

, T12=Jet
12dz, (3.7)

h

rp,c 2h — ToranHHa o6ojioqKH. ITycTB i^HJiHHflpHiecKaa oSojio^na n3roTOBJieHa
Koń OAHOHanpasjieHHO apMHpoBaHHOił jieHToft n p n y r a a x HaiwoTKH <pk— ± <P* r f l e 9* —
yrjibi, KOTOpbie o6pa3yioT HanpaB^eHHH apMHpoaaHHH c o6pa3yK>meii
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KOJiH^ecTBe cjioeB B O5OKX HanpaBJieHHHX. r i p n OTOM flJis cjiy^iaH e12 = 0 H3

(3.3)

If = 2(eilcos1<p + e22s'mz<p), I3 = 2(ell

21? = (en~e22)
2sm22(p,

A\x = ~A\2 = c o s 2 ^ , A\2 - si

Tai< i<aK Ij OT HOMepa CJIOH He aaBHCOT, TO coraacHO (3.4), (3.7)

Ttl = 2h[A,_ • ( l+cos2<p)+^ 3 • (1-cos295)]+2hA2- (en-e22)siii22f,

T22 =2h[A1(l-cos2<p)+A3(l+cos2<py]-2hA2(e11-e2Z)sin22<p. ®®

Jlna onpe«eJieiiHH A2(l2) OTCIOAS n p n cp = ?r/4 nojiy^HM (J)opMyjiy

4hA2(e22~e11) = TZ2-TXX (3.9)

B npeAejiax TO^HOCTH pacraioTpeHHoro paHee acHMrrroTimecKoro rrpH6jin>KeHHa A2

3aBHCHT JIHIHB OT I2 > flJIH KOTOpOrO npH fp = jr/4 HMeeM

2/2 = (e11-e22)
2.

IIpH T1X—T22 > 0 H3 (3.9) AJIH A2 nojiy^HM

A2(I2) = ^ i ^ Ł .
4/JJ/2/2

B npe,n;ejrax TOH »ce acHMirroTHiiecKOH TOIHOCTH A X = A^Ix,!^, A3 = Az{Ix,I3).

onpe^eJieHUH STHX ^ymax,ii& H3 (3.8) n p a cp ^ njA H H3BCCTHOH ćpyKKaym A2(Iz)

= Tncos2(p—T22sm2(p—2hA2(eXi. — e 2 2 ) q ,

4hA3cos2<p = -T11sini<p+T22cos2<p+2hA2(.en-e22)sm22<p. '

3flect Bee BxoAHmHe HBHO e n , e22, h cJieflyeT Btipa3HTB Tiepe3 It H 73 coraacHO (3.3),
TO ecrb

26^00521)? = Iy cos,2q — 7 3 sin2<p,

2e2 2cos2c> = 73cos2c>—Xtsin2^,

^cp

At, A2,

CBH3B MOKfly 3aMepHeMBIMH B 3KCHepHMeHTe

A tki-ds,. , ds~ds2

H BeJIHUHHaMH e u , ^22 , KOTOpaH flaeTCH B

C flpyroft CTopoHbi, ecjiH K i;njiHHflpy npHJio>KeHa oceBan pacTHrHBaK>maH cnjia P H BHy-
TpeHHee flaBjieHHe q, TO nonHan oceBaa cHJia npH 3aKpBiTfcix flHmn;ax Q = PA-nR^q

CO3flaeT B I^HJIHHflpe HCTHHHBie HanpH>KeHHH

^£,a Q Stu Q & * • " • ' ' " I ' 1 • ' • ' • • • • '•< ''••'•'
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3flect i?* = R(l+d2), K = h(l+A3). C yqeTOM nepexo^a

H3 BapHaijuoHHoro ypaBHeHHH npHimnna B03M0>KHbix nepeMemeHHii n p n
ypaBHeHHH

3flecB PJ — BeKTop Hanpn>KeHHH Ha cpe3e c rpaHHueft 5 * . Orcio;ja cne^yer, MTO B cjry-
yae «j = 1 ,n2 = 0, n 3 = 0

flft»(l+Ja)(l+J3)-^u(l+4) = 0
a B cjiy^ae nt = 0, n2 = 1, n3 = 0

<^(i+d 1 )(i+4 3 )-ef 3 a ( i+2i 2 ) = o
o6pa3OM,

T f t At- P .
+ JO' "20+ A) '

/
-*

.zjaeT BO3MO>KHOCTB BxoAHiuHe B (3.9) H (3.10) BenHtiHHBi T U 3 T 2 2 Bbipa3HTb
B 3KcnepHMeHTe P, q, At,A2.

HanncaHa no iwaTepnanaM Równana, 3a»iHTaHHoro Ha i y IIOJIBCKOH KOH(|)e-
„06ojio^e^HŁie KOHcrpyKî HH, TeopHH H npHnoMeHHa", X I 1986 i\3

, IIHP.
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S t r e s z c z e n i e

ROZWÓJ NIELINIOWEJ MECHANIKI POWŁOK W PRACACH SZKOŁY KAZANSKIEJ

Praca zawiera szeroki przegląd prac i monografii kazańskiej szkoły dotyczących liniowej i nieliniowej
mechaniki płyt i powłok. Podano w niej klasyfikację zagadnień ze względu na charakter deformacji oraz
geometrię powłoki. Omówiono również wyniki otrzymane dla zagadnień powłok anizotropowych, termo-
sprężystych, plastycznych oraz z materiałów kompozytowych.

S u m m a r y

DEVELOPMENT OF NONLINEAR MECHANICS OF SHELLS IN THE KAZAN SCHOOL

The paper presents a wide review of Kazan school publications and monographs on the linear and
nonlinear mechanics of plates and shells. The classification of the problems with respect to the geometry
and deformation of shells is given. The results obtained for the problem of anisotropic, thermoelastic,
plastic as well as composite shells are discussed.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 5 stycznia 1987 roku.
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ANALIZA NIESTACJONARNYCH ODKSZTAŁCEŃ I NAPRĘŻEŃ
TERMOSPRĘŻYSTYCH W WALE Z ODSĄDZANIEM

ZBIGNIEW ORŁOŚ

Wojskowa Akademia Techniczna

WALDEMAR CUDNY

Instytut Podstawowych Problemów Techniki, Warszawa

KAZIMIERZ TOMASZEWSKI

Wojskowa Akademia Techniczna

W pracy przedstawiono badania odkształceń i naprężeń termosprężystych w wale
z odsądzeniem. Wykonany z żywicy epoksydowej, model wału obciążono cieplnie przez
zanurzenie w naczyniu z gorącym, krążącym w obiegu zamkniętym, olejem. Temperatury
mierzono za pomocą termoelementów umieszczonych na powierzchni i wewnątrz modelu.
Przy użyciu tensometrów o krótkich długościach pomiarowych wyznaczono odkształcenia
termosprężyste. Wyniki badań doświadczalnych porównano z wynikami uzyskanymi
w obliczeniach numerycznych metodą elementów skończonych.

1. Cel badań

Zagadnienie określania wytrzymałości obciążonego cieplnie wału z karbem, a w szcze-
gólności analiza niestacjonarnego stanu naprężenia, ma istotne znaczenie dla praktyki
inżynierskiej. Celem badań było doświadczalne określenie pól temperatur, odkształceń
i naprężeń termosprężystych w stanie niestacjonarnym w przypadku obciążenia cieplnego
modelu cieczą o stałej temperaturze. Eksperymentalnie badano rozkład temperatur w stanie
niestacjonarnym wzdłuż tworzącej wału oraz promieni. Pomiary temperatur umożliwiły
nie tylko ocenę obciążenia cieplnego, ale również wyznaczenie współczynników przejmo-
wania ciepła w warunkach wymuszonej konwekcji cieplnej. Temperatura cieczy oraz
współczynniki przejmowania ciepła stanowiły niezbędne dane do obliczeń numerycznych
dla analogicznego zadania.

Ponadto celem pracy było porównanie wyników tensometrycznych badań odkształceń
i naprężeń termosprężystych z obliczeniami uzyskanymi metodą elementów skończonych
(MES). Niektóre zagadnienia doświadczalnej i teoretycznej analizy naprężeń termosprę-
żystych były przedstawione między innymi w pracach [1] i [2],
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2. Model fizyczny

Badany model był wykonany z kompozycji żywicy epoksydowej CT200 (100 cz.w.)
z utwardzaczem HT907 (60 cz.w.) o własnościach opisanych w [3]. Model składał się
z trzech części. Dwie z nich, skrajne, stanowiły walce o średnicach 100 i 80 mm. Trzecia
część — środkowa zawierała badany fragment wału z odsądzeniem w kształcie przejścia
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^ Rys, 1. Rozmieszczenie termoelementów na modelu wału z odsądzeniem.

łukiem kołowym o promieniu Q = 10 mm z jednej średnicy wału na drugą. Rozmiary
modelu oraz położenie punktów pomiaru temperatury przedstawiono na rys. 1. W trakcie
wykonywania modelu na powierzchniach czołowych części środkowej umieszczono po
5 sztuk miniaturowych termoelementów Cu-K wzdłuż promienia wału. Przewody termo-
elementów prowadzono wzdłuż izoterm, które w przypadku osiowej symetrii znajdują
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się na okręgach określonych promieniem r = const. Dla danej odległości r przewody
termoelementów poprowadzono na połowie długości obwodu okręgu o promieniu r.
W ten sam sposób zainstalowano termoelementy na powierzchni zewnętrznej modelu
(rys. 2).

Po umieszczeniu termoelementów w płaszczyznach rozdzielających części środkową
od pozostałych, wszystkie części modelu zostały sklejone za pomocą żywicy epoksydowej.

Na modelu, w obszarze karbu naklejono 8 tensometrów elektrorezystancyjnych
FK1,2/120 podzielonych na dwie grupy. Pierwsza zawierała 6 tensometrów do pomiaru
w trzech punktach odkształceń £„- i e, — wzdłuż tworzącej i w kierunku obwodowym.

Rys. 2. Model wału z odsądzeniem.

Punkty pomiarowe oznaczono symbolami P1, P2 i P3 (por. rys. 6), Tensometry umieszczo-
ne były w zakresie wartości kąta y od 9 do 36° liczonego od przejścia z średnicy wału
0 80 mm w odsądzenie kołowe. Tensometry były przesunięte względem siebie na obwodzie
aby nie wpływały na rozkład temperatury w badanym obszarze karbu. Dwa pozostałe
tensometry umieszczono symetrycznie względem osi modelu na wysokości tensometrów
środkowych pierwszej grupy. Użyte w badaniach tensometry o bazie 1,2 mm miały wymiary
zbliżone do boku elementu skończonego (por. p. 5), w obszarze karbu, przyjętego w me-
todzie numerycznej. " (.•" ;

Użycie niewielkiej liczby punktów pomiarowych w obszarze karbu wynikało z obawy,
że umieszczenie większej ilości tensometrów może wprowadzić zakłócenie w rozkładzie
t e m p e r a t u r y . ' i •••



560 Z, ORŁOŚ, W. CUDNY, K. TOMASZEWSKI

3. Stanowisko pomiarowe

Układ obciążenia cieplnego (rys. 3) składał się ze zbiornika cylindrycznego o wysokości
60 cm wypełnionego olejem parafinowym tak, że badany model mógł być całkowicie za-
nurzony, a warstwa oleju pod i nad modelem wynosiła ~8 cm. Zbiornik był zasilany olejem
za pomocą wysokowydajnej pompy przez 4 rozmieszczone symetrycznie wloty ze zbiornika
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UKŁAD REJESTRACJI

TEMPERATURY

Przetviornik
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Woltomierz
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220V
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Rys. 3. Schemat stanowiska do obciążenia cieplnego modelu i pomiaru temperatur w modelu wału
z odsądzeniem.

grzejnego. Podgrzewanie oleju odbywało się w drugim zbiorniku z grzałkami sterowanymi
regulatorem temperatury. Ze zbiornika, w którym znajdował się model, olej odpływał
dwoma otworami umieszczonymi przy dnie zbiornika. Obydwa zbiorniki miały izolację
cieplną dla zminimalizowania strat ciepła do otoczenia. W zbiorniku z modelem umieszczo-
no na trzech wysokościach termoelementy kontrolujące pionowy rozkład temperatury
oleju.

Układ pomiarowy składał się z zestawu do pomiaru temperatury w 24 punktach i po-
miaru odkształceń w 8 punktach modelu.
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4. Metoda pomiarów

Pomiarów tensometrycznych dokonywano metodą wychyłową przy czym tensometr
odniesienia — "kompensacyjny" znajdował się podczas pomiarów w temperaturze t0.
Wstępnie określono odczyt w chwili początkowej T0 i temperaturze t0, przed zanurzeniem
modelu. Następnie po zanurzeniu, w trakcie obciążenia cieplnego w czasie T, dokonywano
systematycznie odczytów położenia mostka dla każdego z tensometrów, oraz temperatur
modelu i płynu. Różnicę wymienionych odczytów określamy umownie jako odkształcenie
całkowite ec. Odkształcenie to jest sumą rzeczywistego odkształcenia e modelu w kierunku
osi tensometru i odkształcenia pozornego e' wynikającego z różnicy współczynników
rozszerzalności cieplnej modelu i tensometru oraz ze zmiany rezystancji drucika tenso-
metru wywołanego przyrostem temperatury At = ł—tQ,

sc = £+e'.

Natomiast odkształcenie pozorne e' można zapisać w postaci [4]:
(i)

t, (2)

gdzie: /?„ — współczynnik zmian rezystancji drucika tensometru z temperaturą.
P„ — współczynnik rozszerzalności cieplnej materiału modelu,
jir — współczynnik rozszerzalności cieplnej materiału drucika tensometru,
k — stała tensometru.

W celu wyznaczenia odkształceń pozornych w funkcji temperatury e = e'(A() w pierwszej
fazie pomiarów badano model przy stacjonarnym obciążeniu cieplnym w temperaturach
podwyższonych. Zakładano, że model po osiągnięciu danej temperatury jednakowej we
wszystkich jego punktach znajduje się w stanie beznaprężeniowym. A zatem w tym przy-

5 0 -

nr punktu pomiaru temperatury

Rys. 4. Rozkład temperatury wzdłuż tworzącej karb wału dla czterech chwil czasu obciążenia cieplnego.
Odcinek A-B jest rozwinięciem łuku karbu.
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padku mierzono tylko odkształcenia pozorne. Zakres temperatur przy wyznaczaniu od-
kształceń pozornych był zgodny z wartościami określonymi w próbie obciążenia cieplnego
w stanie niestacjonarnym, i
Tak uzyskane charakterystyki e' = e'(At), dla wszystkich tensometrów na modelu, w stanie
ustalonym oraz znajomość rozkładu temperatury w modelu w stanie niestacjonarnym
umożliwiły wyznaczenie odkształceń pozornych.
' Przykładowo na rys. 4 przedstawiono rozkład temperatury w stanie niestacjonarnym
wzdłuż tworzącej zarys karbu, dla wybranych chwil czasu: 240, 480, i 720s określono
temperaturę t oraz jej przyrost ńt przy znanej temperaturze początkowej t0 w miejscu
naklejenia tensometrów. Stąd można było wyznaczyć odkształcenie pozorne s'{At) dla
tej chwili czasu i z zależności (1) odkształcenie rzeczywiste. Pomiary odkształceń ec(t, t)
i temperatury przeprowadzono dla następujących czasów: 30, 60, 120, 240, 480, 720, 960,
1200, 1440, 2400s.

5. Model numeryczny

W obliczeniach numerycznych zastosowano metodę elementów skończonych, wyko-
zystując program KM-WAT (2). Program umożliwia określenie niestacjonarnego pola

temperatur i naprężeń termosprężystych. Wartości temperatury obliczane są w węzłach
siatki elementów natomiast składowe stanu naprężenia w środkach elementów..Z tego
względu dla otrzymania wartości naprężeń na powierzchni modelu zastosowano ekstra-
polację (por. p.7). Model obliczeniowy zawierał 690 elementów i 758 węzłów. Na rys. 5
przedstawiono siatkę elementów dla całego modelu obliczeniowego, a na rys. 6 fragment

..•,.. . T a b l i c a 1 , , • •• . , - ' : • • .. •. . • ; • „ • i - , • . » < , . - ; .:•.., : i ••, . . ,

Stałe fizyczne

wsp. przewodzenia ciepła
[W/mKl

ciepło właściwe c„
[J/kgK]

gęstość Q [kg/m3]

rozszerzalność cieplna /?
[K- l l

wsp. Poissona v

moduł sprężystości podłuż-
nej E [MPa]

wsp. wyrównywania tem-
peraturym a [m2/s]

Model epoksydowy
w temp. 65°C

0.25

• • f

0.0277

1200

0.000051

0.34

3448

0.125 10"6m2/s

Prototyp ze stali stopowej
w temp. 500°C

40

560

7850

0.000015

0.30

167000

9.099 10-6 m2/s .! :
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Rys. 6. Fragment podziału modelu na elementy.
Podano numery elementów i węzłów oraz położenie

tensometrów P\, P2 i P3.

Rys. 5. Model numeryczny wału z odsądzeniem.

siatki podziału modelu na elementy w obszarze karbu. Podano numery węzłów i elemen-
tów, w których wyniki numeryczne będą poddane szczegółowej analizie. D o obliczeń
przyjęto stałe materiałowe tworzywa epoksydowego o wartościach zestawionych w tablicy
1, w której podano dla porównania odpowiednie charakterystyki materiałowe obiektu
rzeczywistego.
W przypadku analizy niestacjonarnego stanu przyjęto współczynnik przejmowania ciepła

W
a = 100-

m2K
-, stały dla całej długości modelu. Przy współczynniku przewodzenia ciepła

tworzywa epoksydowego modelu X — 0.25
W

mK
dla większego promienia modelu R =

= 0.05 m wartość liczby Biota Bi =
a-R jest równa 20.

Skrajne płaskie przekroje modelu były izolowane (cc = 0).
— W obliczeniach stosowano programy systemu WAT-KM [2]. Przyjęto krok czasowy
Ar = 60 s i obciążono model płynem o temperaturze tf = 65°C. Temperatura począt-
kową modelu wynosiła t0 = 20°G,. .: . : ,_ m ,ŁC
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6. Pola temperatury

Przeprowadzono badania przebiegów niestacjonarnych w dwóch grupach eksperymen-
tów, w czasie których rejestrowano temperatury w przekrojach wału o promieniach
R = 50 mm i R — 40 mm oraz wzdłuż tworzącej modelu. Wyniki porównano wykorzy-
stując bezwymiarowy parametr temperatury K W postaci:

t-t0

tf-ta

(5)

gdzie: t —• aktualna temperatura w rozważanym punkcie modelu i chwili czasu,
t0 — początkowa temperatura modelu,
tf — temperatura płynu (oleju) otaczającego model.

Wyniki doświadczalne dla trzech wybranych chwil czasu przedstawiono na rys. 7 i 8

w zależności od bezwymiarowego parametru —-, gdzie r odległość punktu od osi
K

wału. Na rysunkach podano odpowiednie wykresy uzyskane numerycznie dla analogicz-
nych przypadków jak w eksperymencie.

Porównując otrzymane wyniki dla obu wymienionych grup eksperymentów możemy
uznać je za zbieżne.

MES
—x— 1 grupa eksperymentów

— 2 grupa eksperymentów
_ .

0.2 0.4 0,6 0.8 R,

Rys. 7. Rozkład parametru x wzdłuż promieni wału JR = 50 m m w trzech chwilach czasu.
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MES
'•« i grupa eksperymentów

o ~ 2 grupa eksperymentów

0,2 0.4 0,6 0.8

Rys. 8. Rozkład parametru H wzdłuż promienia wału R — 40 mm w trzech chwilach czasu.

1.0

0.9

-Pc*

0.7

1 I I I I I T I
MES

—— wyniki pomiarów

0.6 - p
nr punktu pomiaru
„ temperatury 1 0

_ y i i A

! 3 5 3 3 3 § 5 3

Rys. 9. Rozkład parametru x wzdłuż fragmentu tworzącej wału dla dwóch chwil 480 s i 240 s. Odcinek AB
jest rozwinięciem łuku karbu.
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Na rysunku 9 przedstawiono rozkład temperatury bezwymiarowej wzdłuż fragmentu
tworzącej modelu zawierającego karb. W tym obszarze łuk brzegu karbu został „wypro-
stowany" i zawiera się między punktami A i B. Generalnie można przyjąć, że uzyskane
doświadczalnie wyniki rozkładu pól temperatury są tym bardziej zbieżne z wynikami
obliczeń numerycznych im późniejszą chwilę czasu analizowano. Największe różnice
obserwowano w początkowej fazie obciążenia cieplnego od 30 do 480 s. Te rozbieżności
można tłumaczyć nie tylko błędami pomiarów ale i odchyleniami faktycznej lokalnej
wartości współczynnika wymiany ciepła od wartości zadanej szczególnie w obszarze
karbu. Dokładniejsze wyznaczenie rozkładu temperatury wymaga wprowadzenia większej
ilości termoełementow które swą obecnością zakłócałyby badane pola.

7. Pola naprężeń

Na podstawie wyników pomiarów odkształceń określono składowe stanu naprężenia
z zależności:

a* = -y^2-(e* + V£<) at = l_y2 (et+re,t) (6)

gdzie: ^ i t oznaczają odpowiednio kierunek styczny do konturu i obwodowy.

Rys. 10. Rozkład naprężeń a, i er, wzdłuż normalnej do brzegu w najbardziej obciążonym obszarze karbu.
Wyniki dla trzech czasów uzyskane numerycznie.
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W celu porównania wyników doświadczalnych i numerycznych przeprowadzono ekstra-
polację naprężeń uzyskanych numerycznie, w środkach elementów, do wartości w punk-
tach powierzchni bocznej modelu.
Przykładowo na rys. 10 zaznaczono środki trzech kolejnych elementów: brzegowego
413 i głębiej położonych 412 i 411 (por. rys. 6) oraz przedstawiono rozkład naprężeń er, i o,:

-6

punkt pomiaru
Pi P2 P3_

m 1 1
Nr elementu

425 Ł13 401

punkt pomiaru
_P1 P2 P3

- 1 0 -

- 1 2 -

i

- \

1

i

— _
— o

>U

1

1

MES
eksperyment

. i

i

i

Nr elementu
413_ ŁOI

- 1 2 -

Rys. 11. Rozkłady naprężeń o, i er, w fragmencie karbu wału w chwili 480 s uzyskane numerycznie
i eksperymentalnie.

Na rysunkach 11 i 12 przedstawiono porównanie rozkładów naprężeń crs i a, we fragmencie
wału z karbem uzyskanych doświadczalnie i numerycznie dla chwili czasowych 480 i 720 s.
Zaznaczono także maksymalne odchylenia w wartościach naprężeń określonych w bada-
niach doświadczalnych. Z porównania wyników widać, że w granicach błędów pomiarów
wyniki obu metod są zbieżne.

PI
punkt pomiaru

P2 P3

A!
b"

-6

-8

-10

1

J'

N

1
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Ł25 413

1 1

• MES
o eksperyment

ŁOI

-d7

• i • •

i

1
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-8

8.

- 1 0 -

-12
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' ' • • i

-

1

1
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Ot?r •. ;
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- ,

1
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Rys. 12. Rozkłady naprężeń o, i er, w fragmencie karbu wału w chwili 720 s uzyskane numerycznie
i eksperymentalnie.
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8. Analiza wyników

Otrzymane wyniki badań wskazują na interesujący charakter zmienności wartości
naprężeń w gładkich częściach wału i w miejscu karbu. Na rys. 13 przedstawiono wykresy
zależności między liczbą Fouriera Fo a naprężeniami wyrażonymi w postaci stosunku

a, ja i a, ja gdzie a — —z

Rys. 13. Zmiana w czasie maksymalnych naprężeń w karbie i na powierzchni gładkiego wału.
Wyniki MES przy Bi = 20 i R - 0,05 m.

Z wykresów widać, że w części gładkiej wału o większej średnicy maksymalne wartości
wymieniowych stosunków są równe 0,604. W pracy [5] odpowiednia wartość określona
dla wału ciągłego gładkiego, przy Bi = 20, wynosi około 0,617.

W obszarze karbu na podstawie badań własnych otrzymano następującą maksymalną
wartość stosunku a,ja równą 0,90 i atja odpowiednio 0,71. Z rysunku 13 wynika, że
ekstremum naprężeń w karbie występuje później niż ma to miejsce w przypadku części
gładkich.

Otrzymane w badaniach wyniki rozpatrywanego niestacjonarnego problemu termo-
sprężystego można wykorzystać w praktyce do oceny wartości naprężeń w odsądzeniu
wału wykonanego ze stali stopowej geometrycznie podobnego do modelu. Przykładowo
przyjmując wartości podane w tablicy 1 dla stali stopowej w temperaturze 500°C, przy
nagłej zmianie temperatury ośrodka o 45 K i liczbie Biota równej 20 otrzymujemy as max =
= -149 MPa i atmax = -114 MPa.
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9. Wnioski

Na podstawie otrzymanych wyników badań można sformułować następujące wnioski:
1. Badania doświadczalne modelu wału umożliwiły wyznaczenie współczynnika przejmo-

wania ciepła i określenie liczby Biota charakteryzującej rozpatrywany proces wymiany
ciepła.

2. Wykonane obliczenia numeryczne pola temperatur oraz wartości naprężeń termosprę-
żystych potwierdzają wyniki badań eksperymentalnych.

3. Dla przyjętych w pracy danych geometrycznych, materiałowych, oraz sposobu obcią-
żenia cieplnego wyznaczono maksymalne wartości naprężeń w części gładkiej modelu
i obszarze karbu. Doprowadziło to do wyraźnego ujawnienia wpływu spiętrzenia na-
prężeń termosprężystych, wywołanego danym rodzajem karbu.

4. Z przeprowadzonych badań wynika możliwość pomiarów pola temperatury i odkształ-
ceń w stanach nieustalonych i celowość porównania uzyskanych rezultatów z wynika-
mi otrzymanymi metodami numerycznymi.
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P e 3 to M e

AHAJIH3 HECTAlJHOHAPHbJX TEPMOYnPyrHX
H HAIIPiDKEHHft BAJ1A C KOJIBUEBOK TAJITEHBIO

B paSoTe npe#craBJieHŁi HCCJiefloBaHHH Tepiwoynpyrax flecpopiwauirii H HanpflJKemift B Bane c raji-
Tejitio. Moflejib Bana BBIJI H3roTOBJieH H3 MIOKCHWHOH: CMOJIŁI. HccnefloBaHna 6ŁIJIH npoBefleHM npu
xenjioBOM yflape. H3iwepeHHH TeMnepaTypti Moppnx 6BIJIH npoBeneHBi c HcnoJib30B3HHeM xepMonap
Ha Hapy>KHoft noBepxHociH H BHyTpn MoflejiH. IIpii npHMeireHH Mano6a3Hbix TeH3ope3HCTopoB onpe-
AejieHO TepMoynpyrwe Ae4)opMaiiHH. Pesy^biaTbi 3KcnepHMeHTajibHbix Hccne^oBaHHft conocraBJieHO
C paC^eTHblMH flaHbIMM noJiytieHBIMH MCTOHOM KOHeifflblX 3JieMeHT0B.

S u m m a r y

ANALYSIS OF TRANSIENT THERMOELASTIC STRAINS AND STRESSES IN A SHOULDERED
SHAFT

The paper deals with the investigations on thermal strains and stresses in a shouldered shaft with
a sudden change in its diameter. The model was made from epoxy resin. The surface of the model was
suddenly heated by dropping into the testing tank containing hot oil circulated continuously. The instan-

4 Mech. Teoret. i Stos. 4/87
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taneous temperature in the model was measured by fine-wire thermocouples. They were mounted on the
surface and inside of the model. The thermoelastic strains on the surface of the model were determined by
using strain gages of very short lengths. Experimental results were compared with those of theoretical
calculations by means of finite-element analysis.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 3 marca 1986 roku.
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DOPEŁNIENIE METODY MORY METODĄ WARSTWY OPTYCZNIE CZYNNEJ
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ANIELA M. GLIMCKA

Politechnika Warszawska :

1. Wprowadzenie

O ile metoda mory i metoda elastooptyczna, każda z osobna, dostarczają w zakresie
sprężystym pełnych informacji o stanie odkształcenia, to w zakresie sprężysto-plastycznym
żadna z obu metod nie dostarcza kompletu informacji.

W celu otrzymania kompletnego rozwiązania dopełniono metodę mory metodą war-
stwy optycznie czynnej. Postępowanie takie pozwala na jednoczesne uzyskanie danych
z obrazów przemieszczeń u(x,y), v(x,y) oraz obrazów izochrom m(x,y) tego samego
odkształcanego elementu konstrukcji.

Zaproponowaną metodę przedstawiono na przykładach rozciąganych osiowo pasm
aluminiowych osłabionych karbami. Zależność naprężenie — odkształcenie dla aluminium
charakteryzuje się wzmocnieniem powyżej umownej granicy plastyczności, a więc w strefie
odkształceń sprężysto-plastycznych (nazywanej tu umownie strefą uplastycznioną). ;

Przedstawiono własny sposób badania elementów obiema metodami równocześnie.
W wyniku końcowym — określono granice obszarów uplastycznionych i kierunki ich
propagacji metodą warstwy optycznie czynnej oraz wyznaczono odkształcenia liniowe
metodą mory. O wyborze równoczesnego zastosowania metod zadecydowały następujące
czynniki:
— strefy uplastycznione na powierzchni elementu lokalizować można bezpośrednio,
— obliczenie odkształceń liniowych jest proste i dokładne, • ;

2. Zalety i wady metod

Metoda mory przy zastosowaniu siatek liniowych najlepiej nadaje się do wyznaczania
odkształceń liniowych. W wyniku posłużenia się metodą różnicową albo inaczej morą
wstępną [11] możliwy jest pomiar w zakresie małych i dużych deformacji.

Nie wszystkie odpowiedzi dotyczące stanu odkształcenia można tą metodą uzyskać
w sposób stosunkowo prosty i dokładny. Określenie granic stref uplastycznionych jest
bardzo złożone i nieprecyzyjne. Nieprecyzyjne jest już określenie kątów odkształcenia
postaciowego na granicy tych stref, ponieważ wymaga wyznaczenia pochodnych cząstko-
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wych obu powierzchni przemieszczeń w kierunkach prostopadłych do kierunków głów-
nych siatek wzorcowych [5] w tej samej chwili czasowej. Posługując się parą wzorcowych
siatek liniowych, potrzebnych w metodzie różnicowej, obrazy przemieszczeń u(x,y)
i v(x, y) rejestruje się przy danym obciążeniu kolejno, a więc w trakcie powiększania się
stref uplastycznionych. Ponadto samo ustalenie już przybliżonych granic stref uplastycznio-
nych jest bardzo złożone; trzeba wykonać szereg zdjęć, pomiarów i obliczeń oraz oddzielić
część sprężystą od sprężysto-plastycznej (albo plastycznej).

Całe postępowanie bardzo upraszcza się w wyniku dołączenia do metody mory metody
warstwy optycznie czynnej, która na podstawie analogii fizycznej [12] umożliwia lokali-
zację stref uplastycznionych na bieżąco i pozwala wyznaczyć kierunki propagacji tych
stref [8], [9]. Pomiarów elastooptycznych dokonuje się na podstawie obrazów w warstwie,
a nie bezpośrednio na powierzchni elementu, co ma też pewne wady [12]. Wewnątrz ob-
szarów uplastycznionych i w szczególności w pobliżu karbów, określenie odkształceń
samej warstwy, która nie nadąża za odkształceniami elementu może być obarczone błę-
dami. Niedogodność tę może uzupełnić pomiar za pomocą siatek stykowo umieszczonych
na powierzchni elementu.

Połączenie dwu metod, umożliwiające wykorzystanie charakterystycznych i zarazem
najprostszych danych doświadczalnych, celem otrzymania wyników ilościowych w zakresie
sprężysto-plastycznym jest zatem zasadne.

3. Metodyka badań

Do badań wybrano płaskie pasma aluminiowe o grubości 4 mm i szerokości 70 mm
osłabione otworem kolistym o średnicy 12 mm albo trójkątnym karbem zewnętrznym
o głębokości 12 mm. Elementy zostały przygotowane do badań dwuwariantowo rys. 1.
Wariant 1 — to element z warstwą obustronną i siatką na warstwie nazywanej podkłado-
wą. Wariant 2 — to element z warstwą jednostronną i siatką na metalu. Warstwę optycznie
czynną wykonano z Epidianu 5, warstwę podkładową z Epidianu 5 zmodyfikowanego
poprzez dodanie do wnętrza płynnej żywicy drobnodyspersyjnych wtrąceń tlenku alumi-
nium [3], Grubości warstw wynoszą 2 mm. Wariant 1 zapewnia co prawda symetrię
pasma, ale izoluje siatkę od obiektu. Wady tej pozbawiony jest wariant 2 i on też został
uznany za podstawowy. Warstwa optycznie czynna jest stosunkowo słabo odkształcalna
(ulega pęknięciu przy e « 0,015); badania metodą mory są jednak jeszcze w dalszym
ciągu możliwe przy większych odkształceniach. Na obiekty naniesiono siatki kratowe
o gęstości 20 linii/mm sposobem fotograficznym [7]. Posługiwano się metodą mory styko-
wej. Siatki wzorcowe umieszczano w specjalnej ramce zapewniającej dobry kontakt
z siatką odkształcaną oraz wymagane ułożenia linii siatek. Siatka wzorcowa używana do
otrzymywania obrazów przemieszczeń u(x, y) była skrócona wstępnie, a siatka używana
do otrzymywania obrazów przemieszczeń v(x, y) wydłużona wstępnie, obie o kilka promil.

Badania elementów przeprowadzono w maszynie wytrzymałościowej ZD-10. Schemat
układu pomiarowego pokazano na rysunku 2. Z jednej strony badanego elementu usta-
wiono polaryskop typu V z zamocowanym za płaszczyzną analizatora aparatem fotogra-
ficznym, a z drugiej strony aparat fotograficzny z teleobiektywem do fotografowania
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Rys. 1. Przekroje podłużne badanych elementów: la. wariant 1; lb. wariant 2
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Rys. 2. Schemat układu pomiarowego
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prążków mory. Zdjęcia izochrom wykonywano przez filtr odpowiadający długości fali
światła sodowego. Zdjęcia prążków mory wykonywano intensywnie oświetlając element
białym światłem reflektorów.

Sposób przeprowadzenia badań nie wymaga stosowania specjalnych urządzeń optycz-
nych [10], poza typowymi dla tego rodzaju metod doświadczalnych. Otrzymane w bada-

Rys. 3. Obrazy prążków mory i izochrom dla jednakowego obciążenia: a. mora u(x, y); b. mora v(x, y);
c. izochormy całkowite

.1- 'itfeV-'tf.' i " -

Rys. 4. Obrazy prążków mory i izochrom dla jednakowego obciążenia: a. morau(x,j>); b. mora v{x,y);
c. izochromy całkowite

niach przykładowe zestawy obrazów prążków mory u(x, y), v(x,y) oraz izochrom całko-
witych m(x,y) dla jednakowego obciążenia elementów pokazano na rysunku 3a-3c
i rysunku 4a-4c. Naprężenia średnie w najbardziej osłabionych przekrojach wynoszą:
dla pasma z otworem kołowym — air = 117 MPa i dla pasma z zewnętrznym trójkątnym
karbem — air = 98 MPa. Przedstawione fotografie pochodzą z badania elementów
według wariantu 2. Charakter obrazów prążków obu rodzajów dla pasm rozciąganych
o tym samym kształcie badanych według wariantu 1 jest taki sam.
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4. Analiza wyników pomiarów

Analiza wyników badania elementów równocześnie obiema metodami obejmuje na-
stępujące zagadnienia:
1. porównanie nałożonych na siebie obrazów izochróm i przemieszczeń dla jednakowego •

obciążenia,
2. obliczenie odkształceń w przekrojach poprzecznych elementów i wyznaczenie punktów,

w których kontur obszaru uplastycznionego przecina te przekroje,
3. wykorzystanie ustalonych kierunków propagacji stref uplastycznionych do obliczenia

największych odkształceń metodą mory.
Wyniki badań przedstawiono dla wybranych przykładowo poziomów obciążenia.

: '. . • • • • > • > • . . " . ' • . • : • . • • : . . ! " > . . . i • ' . • • • • ; • . ' i i , • ' . ' . . • : ' \

-prążki mory izochromy całkowite

Rys. 5. Łączny obraz przemieszczeń u(x,y), v(x, y) i izochróm m(x, y) dla elementu według wariantu 2;
P = 28 kN

Na rysunku 5 przedstawiono nałożone na siebie obrazy przemieszczeń u(x, y), v(x, y)
i izochróm m{x,y) otrzymane po obu stronach pasma z otworem według wariantu 2;
(siła rozciągająca P równa się 28 kN, a aSr w najbardziej osłabionym przekroju wynosi
117 MPa).

Na obrazie elastooptycznym określa się izochromę — mgr, która zgodnie z hipotezą
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Coulomba-Treski stanowi tu granicę między obszarem sprężystym i sprężysto-plastycz-
nym na podstawie zależności [12]:

\ +v)Cn

Ef (4.1)

gdzie: Rpl— granica plastyczności materiału konstrukcji; tu równa 108 MPa,
v,E— stałe sprężyste materiału konstrukcji; odpowiednio równe 0,336 i 71400 MPa,

1 /C„ — współczynnik określający wpływ wzmocnienia elementu warstwą; dla warian-
tu 1 równy 1,2 oraz dla wariantu 2 równy 0,92 (por. [2]),

/—elastooptyczna odkształceniowa stała modelowa; tu równa ok. 0,6xl0~3

[1/1 rz.iz].
Na rysunku 5 zaznaczono izochromę rzędu 3 sąsiadującą z izochromą graniczną

przyjmującą wartość 2,8. W miejscach największych odkształceń, zwłaszcza jest to widoczne
w pobliżu karbu, prążki mory zagęszczają się.

Zaletę dopełnienia metody mory — metodą warstwy optycznie czynnej łatwo potwier-
dzić obserwując propagację lokalnych stref uplastycznionych od prostoliniowej krawędzi
ku otworowi w środku. Z obrazów przemieszczeń istnienia tych stref w fazie ich powsta-
wania i początkowego rozwoju nie można wykazać, bo obraz prążków jest zbyt rzadki.
Wzdłuż określonego metodą warstwy optycznie czynnej kierunku T\ (por. także [8]),
rys. 6 — dla wariantu 2, następuje połączenie izochrom granicznych wędrujących z dwóch

b/2

P . punkty potożema izochromy
m - 3

18
(0,2)d (Q4)d (0,6) d (0,8) d (d) x]

Rys. 6. Wędrówka izochromy granicznej wzdłuż kierunku propagacji



DOPEŁNIENIE METODY MORY... 577

stron. Kierunki propagacji r\ w elementach wariantu 1 i 2 prawie pokrywają się. Pomierzo-
no kąty (rys. 6) między osiami r\ i y w obu wariantach. Wartości ich są bardzo bliskie
siebie i wynoszą średnio 30°. Występujące w elemencie wariantu 2 zginanie praktycznie
prawie nie zmienia kierunków propagacji stref uplastycznionych. Analogicznie jest w ele-
mentach z zewnętrznym trójkątnym karbem o kącie rozwarcia 90°, w których obraz
izochrom dla wariantów 1 i 2 wskazuje kierunek najintensywniejszej propagacji r\ wzdłuż
prostej pokrywającej się z przedłużeniem linii krawędziowej karbu; przykładowy rysunek
7 dla wariantu 2 (siła rozciągająca pasmo równa się 23 kN, a air w najbardziej osłabionym
przekroju wynosi 98 MPa). Uplastycznienie elementu następuje tutaj przy karbie.

I—i—

prqzki mory
izochrorny całkowite
izochromy połówkowe

Rys. 7. Łączny obraz przemieszczeń u{x,y), v(x,y) i izochrom m(x,y) dla elementu według wariantu 2;
P = 23 kN

Dla trzech kolejnych poziomów obciążenia elementu-wariant 2 — wyznaczono metodą
mory odkształcenia podłużne ex w przekrojach y i yx oraz zaznaczono punkty, w których
izochromą graniczna przecina te przekroje, rys. 8. W miarę oddalania się izochromy gra-
nicznej (rzędu 2,8) od dna karbu odpowiadające jej położeniu wartości odkształceń po-
dłużnych na osi y maleją. Jednocześnie odcinek między izochromą graniczną przecinającą
oś y1 gdzie nastąpiło całkowite uplastycznienie zbliża się coraz bardziej do lokalnego
ekstremum odkształceń ex. Obserwowany efekt jest lokalny i świadczy o tym, że odkształ-
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—.—,x odkształcenia w przekroju y,/x,«-6,06mm/ i położenie izochromy granicznej
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cenią warstwy w pobliżu karbu nie nadążają za odkształceniami powierzchni metalu
(por. także [12]). Przy silniejszym rozwoju stref uplastycznionych, a więc przy większym
oddaleniu się izochromy granicznej od karbu, efekt ten zmniejsza się do zaniknięcia.
Odkształcenia liniowe wyznaczono tu z zależności [1], [11]:

ex = du/dx, (4.2;)

która prowadzi do rezultatów pokrywających się z zależnością [1], [11]:

fo)2-1 (4.3)

w przypadku małych odkształceń i małych wzajemnych obrotów siatek oraz jest dosta-
tecznie dokładna dla większych odkształceń i większych kątów obrotu siatek. Obliczenia
przeprowadzono według programu przygotowanego na maszynę cyfrową „Odra 1305"
w języku Fortran [2]. Jako dane podstawowe wprowadzano punkty położenia środków
prążków mory i izochrom w przekrojach poprzecznych elementów ustalone na zdjęciach
negatywowych [2], [5].

£ x i £y wzdtuż kierunku propagocjL q
£ „ i. £y wzdkuZ kierunku C prostopadłego

do kierunku propagacji

Rys. 10. Odkształcenia wzdłuż kierunku r\ i J po pęknięciu warstwy optycznie czynnej; P = 26 kN
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Takie samo rozwiązanie przedstawiono dla elementu badanego według wariantu 1
(rys. 9). Wykresy odkształceń podłużnych sx w przekrojach y i y2 sporządzono na podstawie
obrazów prążków mory otrzymanych na warstwie podkładowej z siatką. Odkształcenia
są tu odpowiednio mniejsze niż w wypadku wariantu 2, bo element jest silniej wzmocniony
przez istnienie dwóch warstw. Rząd izochromy granicznej wynosi 3,2— czyli rozwój
stref uplastycznionych jest nieco słabiej symulowany niż w elemencie z jedną warstwą,
gdzie izochroma graniczna rzędu 2,8 wchodzi bardziej w głąb badanego pola. Wpływ
wzmocnienia elementów warstwami, zależny od rodzaju materiałów, z których je wykonano
i od ich grubości, przedstawiono w pracy [6].

Element według wariantu 1 po całkowitym pęknięciu warstw nie nadaje się do badań,
w przeciwieństwie do elementu według wariantu 2, w którym dalej wyniki ilościowe można
otrzymywać z obrazów prążków mory na powierzchni metalu. Na przykładowo wykona-
nym rysunku 10— wzdłuż kierunku propagacji r\ wyznaczonym przed pęknięciem warstwy
optycznie czynnej, obliczono po jej pęknięciu odkształcenia liniowe metodą mory (por.
także [4]). Wzdłuż osi v\ odkształcenia rosną w miarę zbliżania się do dna karbu. Wzdłuż
osi C prostopadłej do JJ, tworzą się kolalne ekstrema odkształceń, które są nieco odchylone
od przecięcia osi t] i £. Małe przesunięcia ekstremów krzywych ex i ey świadczą o nieco
zmienionym wpływie całkowicie pękniętej warstwy na odkształcenia powierzchni elementu.
Odkształcenie sx przy karbie osiąga tu wartość największą dla danego materiału konstrukcji;
obciążenie zrywające element jest już niewiele większe od tu podanego. Wykonana próba
może posłużyć do oceny nośności elementu.

5. Podsumowanie

Wyniki doświadczeń, w postaci bezpośrednich i prostych rozwiązań, potwierdzają
celowość dopełnienia metody mory metodą warstwy optycznie czynnej. Znacznie rozsze-
rzone są możliwości badawcze w stosunku do każdej z tych metod stosowanych niezależ-
nie. Jednoczesne wykorzystanie metod może być bardzo przydatne, zwłaszcza w bardziej
szczegółowych badaniach elementów konstrukcji.

Praca została wykonana w ramach problemu węzłowego 05.12 koordynowanego przez
IPPT PAN.
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nonOJIHEHHE METOflA MYAPA METOflOM OriTłCTECKH tn/BCTBHTEJIBHBIX
nOKPLITHfł

MexoA Myapa II MCTOA oirriraecKH *£yBCTBHTejiŁHbix noitpbiTHH #aK>T noxtHLrii cocraB
o COCTOHHHH ynpyro-njiacTH^ecKira flecbopMamrii SJICMCHTOB i<oHCTpyi<mrił.

ITpoH3BefleHo nccjie«oBaioKi pacTHTHBaeiHbix ajiioMHHHeBbix nojioc c KoimeHTpaTopaMH Hanpa-
. Ha oflHoii CTopone nonocbi HaKJieeHo ormniecKH ^ryBCTBHTentHoe noKpbiTHe H3 anoKCH^HOH

i, a Ha BTopyio HaHeceHO ceTKy B3aHMHo nepneHflHKyjiapHwx JIHHHH C ^acroToft 20 ni KM. C H H -
KapTHHti H3oxpoM H Myapa npti oflHHai<oBOJł Harpy3Ke ajieiweHra. B Konewo/w HTore

sjieiKeirroB onpeseneHo npn noMonpi Meiona Myapa. Ha ocHOBe nojiy^ieHHbix,
orroraecKH HyBCTBHTejibHbix noKpbiTHH, npeflejiwibix H3oxpoM oTflejieno ajiacTH^ecKHH cneKip fletbop-
MarpiH OT cneKTpa ynpyro -njiacTH^ecKoro.

B npeflnoH<eHHoM cnocofie HcnonB30BaHO xapaKTepncTH^ecKHe H oflHospeMeHHO SoJiee npocTbie
3KcnepiiMeHTanSHbie flaHHbie noJiy^eHHBie npHMeHHH KawAbiń H3

S u m m a r y

THE COMPLEMENT OF MOIRE METHOD BY PHOTOELASTIC COATING METHOD

The moire method and photoelastic coating method applied simultaneously provide full information
on the strain state of elasto-plastic structural elements.

The tensile tests were performed on aluminium strips. A photoelastic coating was glued to one side
of the strip while the other side of the strip was covered by a cross grating of 20 I/mm. The isochromatics
and moirć patterns were photographed at the same level of loading. As a result the linear strains were
determined using the moirć method. On the basis of boundary isochromatics, obtained using the
photoelastic coating method, the range of elastic strains was separated from the elastic-plastic range.

In the presented procedure both the characteristic and most simplest exterminal data provided by
each method were used.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 23 września 1985 roku.
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WYKORZYSTANIE ANALIZY MODALNEJ DO BADANIA UKŁADÓW
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1. Wprowadzenie

Metoda analizy modalnej umożliwia poznanie własności dynamicznych badanego
układu w oparciu o wartości własne i wektory własne. Trudności związane z analitycznym
rozwiązaniem tego zadania dla liniowych układów tłumionych o wielu stopniach swobody
zostały pokonane dzięki możliwości opisu dynamiki takich układów we współrzędnych
stanu [1, 2]. Uzyskano w ten sposób możliwość rozkładu własnych drgań układu na sumę
głównych postaci drgań. Matematyczna postać tej sumy ma bardzo praktyczne znaczenie
w badaniach doświadczalnych [3, 4, 5], Charakterystyki częstotliwościowe wyznaczone
eksperymentalnie można aproksymować zależnością o postaci analogicznej do w/w sumy
uzyskując dużą dokładność opisu wyników pomiarów. Celem takiej aproksymacji jest
zmniejszenie w maszynie cyfrowej obszaru pamięci potrzebnej do zapamiętania wyznaczo-
nych charakterystyk, oraz estymacja parametrów modalnych. Przykładowo charaktery-
styka częstotliwościowa wyznaczona w zakresie 0-4-500 Hz z rozdzielczością 0,25 Hz
i przedstawiona w postaci tablicy zawiera 6000 liczb. Do opisu tej samej charakterystyki
po aproksymacji wystarczy zapamiętać 4n+2 liczby; gdzie n — liczba rezonansów.

W pracy pokazano jeden z możliwych sposobów aproksymowania doświadczalnie
wyznaczonych charakterystyk częstotliwościowych, oraz estymacji parametrów modal-
nych badanych obiektów. Przedstawioną metodę zilustrowano przykładem wykonanym
w ramach jej testowania.

2. Teoretyczne podstawy metody rozkładu charakterystyk na składowe

Równanie ruchu dla układu o n stopniach swobody ma postać:

Mij + Hq+Kq = Po, (1)
gdzie:

M — macierz bezwładności (n x ri),
H—macierz tłumienia (nxn),
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K — macierz sztywności (n x n),
q — macierz współrzędnych uogólnionych (« x 1),
P o — macierz sił uogólnionych (n x 1).

M, H, K — to symetryczne macierze rzeczywiste, dodatnio określone. Przyjmuje się
ponadto, że w układzie występuje małe tłumienie o charakterze wiskotycznym, przy czym
nie jest to tłumienie proporcjonalne (nie jest spełniony warunek: HM~1K = KM~XH [3]).

Mnożąc równanie (1) lewostronnie przez M"1 otrzymuje się:

Iq + Rq + Sq = P. (la)

Poszukiwany wzór aproksymacyjny jest formą przedstawienia funkcji przejścia obiektu
dynamicznego za pomocą postaci drgań głównych. Wobec powyższego należy w pierwszej
kolejności rozwiązać zadanie wartości i wektorów własnych. W omawianym tu zadaniu
zarówno wartości jak i wektory własne są liczbami zespolonymi. Do ich wyznaczenia
wygodniej jest przetransformować równanie ruchu do współrzędnych stanu, a następnie
w końcowej fazie wyprowadzeń powrócić do postaci obecnej.

Równania ruchu we współrzędnych stanu otrzymuje się przez dołączenie do równania
(1) tożsamości [2,3]:

Mq-Mq = 0.
Otrzymuje się wówczas następującą postać równania:

Ay+By - F, (3)
TO M l [-M 0]

£ d z i e : A = [ M HJ- B = U O KJ'

; %
Zapisując równania ruchu we współrzędnych stanu otrzymuje się równanie różniczkowe

pierwszego rzędu przy czym wymiar macierzy wchodzących w skład tego równania rośnie
dwukrotnie.

Przy zerowym wymuszeniu i przewidywanym rozwiązaniu w postaci:

y = v • e"

z równania (3) otrzymuje się układ 2n jednorodnych równań algebraicznych:

(B-A(A)v( = 0. (4)

Równanie (4) ma rozwiązanie nietrywialne, gdy jego wyznacznik charakterystyczny jest
równy zero:

det(B-lA) = 0. (5)

Z równania (5) otrzymuje się wartości własne A( dla i = 1 + 2w. Wszystkie Af są liczbami
zespolonymi o niezerowych częściach rzeczywistych i urojonych, oraz są parami sprzężone:

h = /«i+>, oraz A, - fit-jv„



WYKORZYSTANIE ANALIZY MODALNEJ... 585

gdzie: /xt — współczynnik tłumienia /-tej postaci drgań,
Vi — i-ta częstotliwość drgań własnych tłumionych.

Z wartości własnych można zbudować macierz spektralną:

A = diag{Al5 V , . . . , X2n} =

= diag{Al5 X2,...,K,\, J2, . . . , ! „ } . (6)

Każdej parze wartości własnych przyporządkowana jest para zespolonych sprzężonych
wektorów własnych (otrzymanych w wyniku rozwiązania układu równań (4))

oraz yt = si-jpi.

Wektory te można zestawić w macierz modalną wektorów prawostronnych:
V = [vl 5 v 2 , ..., v 2 j = K , v2, ..., v„, Vi, v2, ..., v„]. (7)

Podobnie można wyznaczyć macierz modalną wektorów lewostronnych.
Po wykonaniu określonych przekształceń [1] równanie (3) można doprowadzić do

postaci: :

I y+Ay = F l f (8)

W ten sposób wyjściowy układ n zależnych równań różniczkowych ruchu drugiego rzędu
we współrzędnych q został przetransformowany na 2n niezależnych równań różniczkowych
pierwszego rzędu we współrzędnych y.
Rozwiązanie ogólne równania (8) można zapisać w postaci:

gdzie C jest wektorem stałych całkowania:

Ci = di +jbt oraz Ct = at -jbt.

Wzór transformacyjny umożliwiający przejście od układu we współrzędnych y do współ-
rzędnych q ma następującą postać: . .,

q - V„y, (10)

gdzie: Y n — dolny blok macierzy modalnej V;

„
Uwzględniając (9) i (10) Ma współrzędna wektora q jest określona wzorem:

li • Z • e<-"->'>']. (11)

Po wykonaniu prostych przekształceń otrzymuje się: " : . . ' . . .

,r~jUt„r)^-'"-^], (lla)

. Tt,r = st,r,n • ar-p,,r,n • br,

Ut,r = st,r,u- bT+pUTin- aT. • . <

5 Mech. Teoret. i Stos. 4/87
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Stosując transformację Laplace'a równanie powyższe przyjmuje postać:

. T,,r-jUur
+

a po sprowadzeniu do wspólnego mianownika i podstawieniu s = jco:

gdzie: ft, r = - 2 ^ • Tt. r + 2vr • CTfł„

W praktyce na ogół wyznacza się funkcję przejścia W, jako stosunek sygnału wyjś-
ciowego qt(ja>) do siły wymuszającej P(ja>). Zależność (13) przyjmuje wówczas postać:

Charakterystyka doświadczalna jest wyznaczana w określonym przedziale częstotli-
wości [eo ;̂ »B]. Obecność charakterystyki poza tym obszarem uwzględnić można przez
wprowadzenie do wzoru (14) dwóch członów:

j człon inercyjny, uwzględniający wpływ postaci drgań z przedziału (0, coA),

gdzie mt jest masą residualną niższych postaci drgań.
— człon uwzględniający postacie drgań w przedziale («JB, co) zwany residualną
podatnością.

Wzór (14) przyjmuje więc formę:

jy + 1

3. Aproksymacja doświadczalnie wyznaczonych charakterystyk częstotliwościowych

Poszczególne punkty charakterystyki częstotliwościowej wyznaczanej doświadczalnie
mogą być obarczone błędami przypadkowymi. Do aproksymacji tych charakterystyk
wykorzystano metodę najmniejszych kwadratów.
W metodzie tej minimalizuje się następujące wyrażenie:

N

e = £ (Wtm- Wml){Wtm- Wtmi), (16)

gdzie: W,Di — doświadczalnie wyznaczona podatność dynamiczna w punkcie t badanego
układu przy i-tej częstotliwości,
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Wtmi — podatność dynamiczna w punkcie t badanego układu opisana równaniem
(15) przy j-tej częstotliwości.

Sumowanie w powyższym wzorze odbywa się po wszystkich częstotliwościach z aproksy-
mowanego przedziału. Ponieważ zadanie minimalizacji prowadzi do równań nieliniowych,
rozwiązanie jego może być wykonane metodą iteracyjną.
Układ równań, który należy rozwiązać w każdej iteracji ma następującą postać [7]:

L-«5fc+V = 0, (17)
gdzie:

LtJ = lĘdĘ = {Wm~ Wxo)~dkS;+~dkf' ~~dkf+

dki — poprawki wyznaczanych parametrów równania (15),

-WtD)^ (19)

ki, kj — poszukiwane parametry równania (15), i,j — 1, 2,..., 4«+2.
Uwaga: W powyższych wzorach celem uproszczenia zapisów opuszczono znak sumowa-
nia po częstotliwościach.

Jeśli proces iteracyjny jest zbieżny do rozwiązania tak, że elementy macierzy kolumno-
wej dk stają się zerami, wówczas elementy macierzy V są też zerami. Elementy macierzy
L nie mają więc istotnego wpływu na przebieg iteracji i sposób ich wyznaczania można
nieco uprościć przez pominięcie wyrażeń z pochodnymi drugiego rzędu. Równanie (18)
przyjmuje w tej sytuacji postać:

dWtmi " • • • r _
u 5Aj- d/fc, ' 3kj dk,

Cały proces iteracyjny przebiega wg schematu blokowego przedstawionego na rys. 1.
Zakończenie obliczeń może nastąpić po osiągnięciu zadowalającej dokładności opisu
charakterystyki (przyjętej odległości między charakterystyką doświadczalną a jej postacią
aproksymującą) lub po wykonaniu zadanej ilości iteracji.

, i •. ' tktmoi o wbt-Uu ufobcrfii wfrsiłfnBiiKi i I ' tojfcłW tWfwriofS .? .et^l

3.1. Wyznaczanie estymat początkowych parametrów dla poszczególnych postaci drgań. Iteracyjny
sposób wyznaczania parametrów równania opisującego charakterystykę wymaga podania
estymat początkowych. Różnice między tymi estymatami a wartościami dokładnymi mogą
mieć wpływ na zbieżność procesu iteracyjnego.

Występujące we wzorze (15) człony uwzględniające wpływ postaci z przedziałów
{0,-coA) i (coB, oo) nie zawsze muszą pojawić się podczas aproksymacji. Zależy to od kształtu
charakterystyki w tych przedziałach. Przyjęto więc, że wstępne estyinaty parametrów mt,
x0 i y0 są równe zero.

Estymaty parametrów Rr i Sr wyznaczyć można z charakterystyki amplitudowo-fazowo-
częstotliwościowej (A—q)—f)v/ oparciu o jej punkty przyrezonansowe. Konstrukcja
geometryczna umożliwiająca wyznaczenie tych estymat dla każdego z rezonansów powstaje

5*
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Wyznaczenie estymat początkowych
parametrów:

r t r Gtr
R r

wg procedury podanej w p.3

Obliczenie elementów macierzy

[V] ' [U
wg równań (19) i (20)

Rozwiązanie r-nia (17) t j wyznaczenie
macierzy

[On J o skfadowych

^o.Syo.Jm, , o"Ftr, 5S t r , 5R r ,JS r

Spra wdzeni e czy

o'ki < <5kirnin

Utworzenie nowych (lepszych) przybliżeń
parametrów

*o, y0 , m t , Ftr . &tr i s r > R r * j '

kj = k|-t Ski i» 1...,ynł 2

tak

Wydruk parametrów

F tr ; G t r ' S D R r o r a z

m t i x o , y0

ukradu o formach
rozprężonych

STo\

Rys. 1. Schemat blokowy obliczeń parametrów modelu układu o formach rozprzężonych.

dzięki możliwości aproksymowania okręgiem charakterystyki A~(p—fvt pobliżu rezo-
nansu [6] — rys. 2. Przy potraktowaniu każdego z rezonansów jako odpowiedzi układu
o jednym stopniu swobody słuszne są zależności [7]:

Sr = col, (21)
Rr = 2Aco-tg&. (22)

gdzie: co0—częstotliwość rezonansowa,
Aco = \co0 — a>i\; Aw <^ coo,

cot — częstotliwość w punkcie charakterystyki wybranym do obliczeń,
0 — kąt określający położenie na charakterystyce punktu o częstotliwości co,- —

rys. 2.
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RP

Rys. 2. Konstrukcja geometryczna umożliwiająca wyznaczenie kąta 0 do esfymat początkowych Rr.

Sposób wyznaczania kąta 0 dla wybranego punktu o)t oraz położenia środka okręgu 0
wynika z rysunku 2. W celu uniknięcia błędów grubych przy wyznaczaniu estymat para-
metrów JR„ obliczenia należy wykonać dla wielu punktów charakterystyki z otoczenia
poszczególnych rezonansów, a następnie uśrednić je.

Punktem wyjścia do wyznaczenia estymat początkowych parametrów Ftr i Gtr

jest równanie (15). Przyjmuje się wtedy, że parametry Sr i Rr są już znane. W tej sytuacji
zadanie minimalizacji wyrażenia (16) w metodzie najmniejszych kwadratów prowadzi do
układu liniowych równań ze względu na Ftr i Gtr. Jeśli w aproksyruowanej charakterystyce
występuje n rezonansów, w/w układ równań jest rzędu 2n, przy czym ostatnie z nich to
równanie (11). Postać tego układu równań w zapisie macierzowym jest następująca:

PY1 YJ1 [Fl [K1
[Y2 Y 4 J | _ G J [K2

gdzie:

(23)

Ylu =
(SJ-CD2)2+O>2RJ

(24)

Y2- • — -
[(St-co^+aPRAKSj-co^+aPRj]

Y2nJ = 0,

Sj -co2)2 + co2Rj (S„-cn2)2

Y4U = Y4A,j - Y4Bt dla t J # n,

Y 4 ( > „ = 0 , d l a iźn,

i¥>nt (25)

(26)

l—, (27)

(28)

(29)
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r4„,,«i, , :. (30)

[(Sf-o)2)2+ct)2i?j2] [(S.-w 4 ) 2 +o) 2 ^„ 2 ] '

(31)

(33)

X^Rt + ywiSjco2) xa>2R„+yco(Sn-a))
(St~a>2)2+a>2R? {S„-a>2)2+a>2R2

jw), (35)

F, G — macierze kolumnowe ^-wymiarowe zawierające szukane parametry Ftr i GiT.
Rozwiązanie równania (23) ze względu na F i G kończy etap prac związanych z wyzna-

czaniem estymat początkowych. Możliwe jest więc kontynuowanie procesu aproksymacji
charakterystyk zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 1.

4. Identyfikacja parametrów modelu

W celu wyznaczenia macierzy tłumienia R i sztywności S układu o n stopniach swobody
(wzór 3) należy dokonać analizy n charakterystyk A—f—f. Danymi wyjściowymi do roz-
wiązania tego zadania są parametry powyższych n charakterystyk aproksymujących. Dla
pojedynczej charakterystyki zawierającej n rezonansów zbiór tych parametrów obejmuje
n wartości Ftr, Gtr, Rr i Sr. Jak już wcześniej zauważono parametry Rr i Sr z poszczegó-
lnych wykresów powinny być sobie równe, gdyż są one funkcją struktury układu, a nie
punktu wymuszenia czy też punktu pomiaru sygnału wyjściowego. Powinna więc obowią-
zywać następująca równość:

i?i,i = ... = J? l j ( = ... = Rlt„

RrA = ... - i , , , - ... =Rr,n (36)

R n , l ~ ••• = Rn,i— ••• = Rn.n

oraz:

Sr.i — ••• = Srii — ... = Sr,„ (37)

S„,i = ... = S„_t = ... = S„,„

gdzie: r — numer rezonansu, i — numer charakterystyki.
W praktyce mogą wystąpić niewielkie ich rozrzuty, stąd do dalszych rozważań przyjęto

średnie arytmetyczne powyższych parametrów po wskaźniku „z". W dalszej części pracy
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tak uśrednione parametry oznaczano odpowiednio Rr i S„ a więc tylko z indeksem mó-
wiącym o numerze rezonansu.

Równanie (14) niniejszej pracy dotyczy pojedynczej charakterystyki wyznaczonej
w punkcie t badanego układu. Postać równania macierzowego zawierającego wszystkie
n charakterystyki jest następująca:

W = D N, (38)

gdzie: W — kolumnowa macierz zawierająca n odpowiedzi badanego układu;
D — kwadratowa macierz elementów typu F,t t +jcoGr> <;

N —kolumnowa macierz elementów typu (-Gj2+i/a)J?r+5',)~1.
Analogicznie, macierzowy zapis charakterystyk wyrażonych wzorem (8) przedstawić
można zależnością:

W = o c q , (39)

gdzie: a — kwadratowa macierz współczynników kierunkowych.
Macierz współczynników kierunkowych określa się przez zależności geometryczne

wiążące przemieszczenia w danym punkcie w funkcji współrzędnych uogólnionych q.
Opis wyznaczania współczynników af i przedstawiony jest w pracy [7].

Porównując zależności (38) i (39) oraz podstawiając za q związek (3) otrzymuje się:

ui-coH+jcoR+S)-1 • P = D • N . (40)

Po przekształceniu równanie to ma postać:

(-co2l+7coR+S)a-1DN = P. <41)

Równanie (41) jest słuszne dla wszystkich częstotliwości, a więc także dla<o = 0. Wówczas:

P = S a-^F • T, (42)

gdzie: F —kwadratowa macierz parametrów Fy (części rzeczywiste elementów macierzy
D),

T — kolumnowa macierz parametrów S~*.
Po wstawieniu (42) do (41) i odpowiednim przekształceniu otrzymuje się:

(43)

Równanie (43) jest równaniem zespolonym. Prawdziwe jest więc ono oddzielnie dla części
rzeczywistej i części urojonej. To rozdzieleniu otrzymuje się dwa macierzowe równania
rzeczywiste:

S(A-C)-coRB = «2IA, (44)

SB+coRA = «2IB, (45)

gdzie: A = Re(a- 1 DN),; , (46)

B = Im^DN), (47)

C = a-»FT. (48)

Ponieważ macierze kolumnowe A, B, C są zależne od częstotliwości, można je rozbudo-
wać do kwadratowych przez wyznaczanie kolejnych kolumn dla innych częstotliwości.
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Mogą to być częstotliwości. odpowiadające kolejnym rezonansom.. Wówczas powyższe
równania przyjmują postać: ., * • . • , ,

•'•wil S(A'-C')-RB" = 2 1 , : (49)

SB+RA" = VI, . (50)

. A' = [AK), AK), ... AK)], (51)

B'= [ B K ) , B W , . . . B(co„)], (52)

C ' = [ C K ) , C K ) , . . . C ( c o n ) ] , (53)

A" = [tux • A K ) , co2 • A(co2)5 ... cottA(a>„)], (54)

B" = [<ot • BK)>co2B(o)2), ... o)„B(ą,)], (55)

Zł = [ 2 K ) , Z K ) > ••• Z K ) ] , (56)

ZK)=a)flAK), (57}

vi = tVK),VK),...VK)], . (58)
V K ) = a>?IB(a>,), (59)

A((oi), B(a)j), C(coj) — macierze kolumnowe wyznaczone odpowiednio z równań (46-^48)
dla /-tej wartości z wybranego zbioru częstotliwości.

• Rozwiązanie tych równań wyrażają następujące równości:

S = (Z1 • B"-* + V1 • A"- 1 )[(A'-C')B"- 1 + B'A"-1]-1, (60)

oraz

R = VI • A " - 1 - ^ • B^VI • A ^ X ^ ' - C O B ^ + B'- A"-1)-1^'^'-1. (61)

Uzyskano w ten sposób wzory pozwalające wyznaczyć szukane macierze współczynników
sztywności i tłumienia układu o n stopniach swobody.

5. Przykład obliczeniowy

W oparciu o przedstawioną w rozdziałach 2-^4 teorię opracowano programy oblicze-
niowe na maszynę cyfrową HP 2100A umożliwiające aproksymację doświadczalnie wy-
znaczonych charakterystyk częstotliwościowych, oraz estymację parametrów modalnych
układów o wielu stopniach swobody. Schemat blokowy systemu organizującego współ-
pracę tych programów przedstawiono na rys. 3.

W celu przetestowania zarówno metody jak i programów wykonano obliczenia spraw-
dzające dla różnych układów.

We wszystkich testach uzyskano dużą dokładność aproksymacji charakterystyk.
Jedynie wówczas, gdy wśród innych rezonansów znajduje się taki, który jest znacznie
mniejszy od pozostałych (rys. 4), program może ów rezonans pominąć. Powyższy rysunek
ilustruje także jakość aproksymacji charakterystyk w przedziałach częstotliwości gdzie
rezonanse śą wyraźne. Zamieszczono też na nim wyliczone wartości parametrów charak-
terystyki aproksymującej.
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BADANIA DOŚWIADCZALNE

ANALIZA MODALNA

'ESTYMATY POCZĄTKOWE | PROGRAM GTP1
Im Re

G t r

PARAMETRY MODALNE | PROGRAM GTP2

+ j y o
f r -0)2*jcoRr*Sr

t

1
2

n

ŁO01
F G S R

W or
F 6 S R yo m t

IDENTYFIKACJA

WSPÓŁCZYNNIKI SZTYWNOŚCI PROGRAM GTP3
I TŁUMIENIA

S=(Z1.B"^V1-A"'1)[(A-C') B • B'-A1]"1

Rys. 3. Schemat organizacyjny prezentowanej metody badawczej.

W ramach prezentowanej pracy cały proces obejmujący aproksymację oraz estymację
parametrów modalnych zilustrowano przykładem obliczeniowym układu modelowego
o dwóch stopniach swobody (rys. 5). Ten prosty przykład w pełni pokazuje poprawność
metody oraz programów obliczeniowych, a przy tym umożliwia łatwą interpretację otrzy-
manych wyników.
Parametry tego układu przyjęto następująco:

m, = 1,0 kg; /h - 8,0 Ns/m; k± = l,0E+05 N/m;

m2 = 0,2 kg; h2 = 2,0 Ns/m; k2 = 1.3E+04 N/m.
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Rys. 4. Charakterystyka aproksymowana (modelowa) i aproksymująca wraz z wyznaczonymi
parametrami modalnymi.
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Rys 5. Model fizyczny układu dwumasowego o dwóch stopniach swobody.
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Rys. 6. Charakterystyki ^-?J-/ przyjętego do obliczeń układu o dwóch stopniach swobody.
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Danymi do obliczeń testujących były analitycznie wyznaczone charakterystyki częstotli-
wościowe.
Wymagana do analizy ilość charakterystyk nie może być mniejsza od liczby postaci drgań
występujących w badanym paśmie częstotliwości. Rozpatrując więc układ o dwóch stop-
niach swobody należało dysponować dwiema charakterystykami A-cp-f. Otrzymane z ob-
liczeń charakterystyki modelowe (wyznaczone analitycznie dla przyjętego modelu z rys. 5)
i aproksymujące (obliczone przy użyciu programów GTP1 i GTP2) przedstawiono na
rys. 6. W obydwu przypadkach charakterystyka aproksymowana (modelowa) zaznaczona
jest linią przerywaną, natomiast charakterystyka aproksymująca linię ciągłą. Wyznaczone
dla każdej z charakterystyk estymaty wstępne (program GTP1) i parametry charakterystyk
aproksymujących (program GTP2) zestawiono w tablicy 1.
Do wyznaczenia estymat wstępnych parametrów Rr wzięto z otoczenia każdego z rezo-
nansów po dwadzieścia punktów a otrzymane zbiory wartości uśredniono.

Wyniki z programu GTP2 uzupełnione informacją o współczynnikach kierunkowych
poszczególnych postaci drgań stanowią zbiór danych do dalszych obliczeń — estymacji
parametrów modalnych (program GTP3 — rys. 3). •
W rozpatrywanym przypadku macierz współczynników kierunkowych ma postać:

a =
1 0
0 1

Tak więc efektem końcowym przeprowadzonych obliczeń są macierze sztywności i tłu-
mienia: .

.112989E+06 -.129959E+O5]
S —

R =

- .650611E+05 .650110E+05J'

.100088E+02 -.L99059E+01]
-.100302E+02 ;.999497E+0lJ"

Dla przyjętego układu modelowego dwumasowego o dwóch stopniach swobody (rys. 5)
macierze sztywności S i tłumień R są następującej postaci:

S =

ki+k2

mx -

m2

' ht+h2

fcj.;

m1:

m2

hi '

m2.

(63)

Po podstawieniu przyjętych do obliczeń wartości liczbowych parametrów uzyskuje się

.113000E+O6 -.130000E+051
-.650000E+05 .650000E+05J'
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.100000E+02 -.200000E + OH
='.-.100000E+02 .100000E+02J*

Zgodność wyestymowanych macierzy sztywności i tłumienia (62) z przyjętymi w anali-
zowanym modelu (64) potwierdza poprawność zaprezentowanej w tej pracy metody.

6. Uwagi końcowe

Opracowany w ramach niniejszej pracy system programów obliczeniowych sfuźący
do aproksymacji doświadczalnie wyznaczonych charakterystyk częstotliwościowych oraz
estymacji parametrów modalnych oparty został o jedną z możliwych metod rozwiązania
tego zadania. Przeprowadzone testy wykazują dobrą efektywność systemu zarówno w za-
kresie czasu obliczeń jak i dokładności wyników. Bardzo dobrą zgodność charakterystyki
aproksymowanej i aproksymującej uzyskiwano po "wykonaniu trzech do pięciu iteracji.

Prezentowane przykłady pokazują działanie procedur obliczeniowych w odniesieniu
do charakterystyk wyznaczonych analitycznie, a więc nie obarczonych błędami towarzyszą-
cymi pomiarom eksperymentalnym. Jest to więc pierwszy etap sprawdzenia metody i peł-
niejszą informację można będzie uzyskać po opracowaniu wyników badań doświadczal-
nych. Tego typu testy zostaną przedstawione w następnym artykule będącym' kontynuacją
niniejszego.

Wyniki otrzymane przy badaniu prezentowanego układu dwumasowego pozwalają
sądzić, źe przedstawiona metoda może dawać niezłe efekty w zadaniach identyfikacji
parametrów układów dynamicznych o znanej strukturze.

W wyniku opracowanych procedur aproksymacyjnych uzyskuje się znaczne zmniejszenie
w maszynie cyfowej obszaru pamięci niezbędnej do zapamiętania dużej ilości charaktery-
styk. Przyczynić się to może do wykorzystania tych procedur przy badaniu postaci drgań
własnych złożonych układów rzeczywistych.
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nPHMEHEHKE MOJtAJIbHOrO AHAJIH3A B Cny^AE flHHAMH^IECKHX CHCTEM
C MHOrHMH CTEITEHflMH CBOBOJU-I

B craTbe npejącTaBJieH MeTofl anpoKCHiwaHHH SKcnepHMeHTajiŁHo onpefleJie'HHbix
d)a3oBo — qacToTHtrx xaparcrepHCTHK CJIOKHBIX MexammecKHx CHCTCM. Ha OCHOB3HHH
H3 anpoKCHMamm MoflajiLHfcix napaMeTpoB pa3pa6oiaHo MeTofl HfleHTH^HKauHH KoacbiumeHToB >KgcT-
KOCTH u fleMncbapoBa H H S KCcjieflOBaHHoro o6i.eKTa.

IIpeflCTaBJieHHbie B crraTBe npwviepBi noKa3biBaioT npaBHJib HOCTŁ npe3eHTHpoBaHuoro Mera/ja
H noKa3tiBaK)T H8 BOSMO>KHOCT& ero npaKTjfiecKoro Hcnojn>3oBaHHJi npH HCCJiefloBaHHH flHHaMiraecKHx
flefiCTBiJTejIbHLIX CHCTeM.

S u m m a r y

USE OF MODAL ANALYSIS IN THE DYNAMICAL SYSTEMS
OF MANY DEGREES OF FREEDOM

An approximation method for experimentally determined amplitude-phase-frequency characteristics,
of complex mechanical systems has been presented. On the basis of modal parameters describing particular
set of characteristics and obtained from the approximation, the method has been shown of stiffness and
damping identification for the examined object. The introduced algorithms made it possible to develop-
a system of programs. The examples prove the correctness of presented method, and indicate the possibility
•of applying the method for examining real dynamical systems.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 18 wrzehiia 1986 roku.
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1. Wprowadzenie

Cechą charakterystyczną współczesnych maszyn i urządzeń jest ich szybkobieżność,
4uża moc, oraz zmienne obciążenia członów i par kinematycznych wywołane wymusze-
niami siłowymi. Działające na maszyny lub urządzenia wymuszenia siłowe oraz pochodzące
•od podłoża wymuszenia kinematyczne wywołują ich stan drganiowy, który będziemy
nazywać wibroaktywnością.

Drgania maszyn i urządzeń oraz ich podzespołów wpływają niekorzystnie na ich właś-
ciwości eksploatacyjne, będąc powodem obniżenia niezawodności i trwałości. Wpływają
również niekorzystnie na realizowany proces technologiczny dając np. mniejszą dokład-
ność i wreszcie są źródłem zakłóceń emitowanych w otoczenie techniczne i ludzkie. Za-
pewnienie niezawodności i trwałości maszyn i urządzeń jak również zabezpieczenie ludzi
i otoczenia przed szkodliwym wpływem drgań wymaga zastosowania skutecznych sposo-
bów i środków przeciwdziałających ich powstawaniu lub rozprzestrzenianiu się.

W dalszych rozważaniach maszyny, urządzenia i ich podzespoły nazywać będziemy
•obiektami. Zajmować się będziemy zmniejszeniem wybranych parametrów drgań genero-
wanych podczas eksploatacji maszyn.

Stosowane powszechnie tradycyjne wibroizolatory pasywne składające się z elementów
inercyjnych, sprężystych i tłumiących charakteryzują się małą efektywnością w zakresie
raskich częstotliwości wymuszeń, & także przy działaniu wibracji o szerokim paśmie czę-
stotliwości [5, 6, 7, 11]. W tych przypadkach szerokie zastosowanie znajdują sterowane
układy wibroizolacji tzw. układy aktywne. Sterowanie w tych układach sprowadza się do
Jkompensacji wymuszeń zakłócających oddziałujących na obiekt wibroizolacji za pomocą
dodatkowych źródeł energii. . . .

Układy aktywne stosuje się w celu wibroizolacji obiektów technicznych, które charak-
teryzują się dużymi wymaganiami odnośnie dopuszczalnego poziomu drgań np. wibroi-
izolacja precyzyjnych obrabiarek [7, 12], aparatury kontrolno-sterującej [15], siedziska
•operatora maszyn [2] itp. W skład struktury aktywnych układów wibroizolacji wchodzą
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elementy: pomiarowe, sterujące, wzmacniające i wykonawcze. W charakterze elementów
pomiarowych wykorzystuje się czujniki siły, przemieszczeń, prędkości lub przyspieszeń.
Sygnały z czujników charakteryzują jakość wibroizolacji i wykorzystane są do formowania
sygnałów sterujących realizowanych przez elementy pętli sprzężenia zwrotnego. Po wzmoc-
nieniu sygnały te podawane są do elementów wykonawczych formujących dodatkowe
sterowane wymuszenie oddziałujące na obiekt wibroizolacji. Te czynniki determinują
fakt, że koszt wibroizolacji aktywnej jest zdecydowanie większy od rozwiązań klasycznych.
W wielu przypadkach w ocenie celowości zastosowania wibroizolacji aktywnej istotną rolę
odgrywają niewyliczalne efekty pozaekonomiczne, które stanowią główną przesłankę jej
stosowania np. w przypadku ochrony przed szkodliwym wpływem drgań. Są też przypadki
gdy tańsze rozwiązania z natury swojej nie mogą dać oczekiwanych rezultatów. W zależ-
ności od rodzaju elementu wykonawczego rozróżniamy: pneumatyczne, hydrauliczne,
elektromechaniczne, elektromagnetyczne i kombinowane aktywne układy wibroizolacji.

Wybór typu układu zależny jest od wymagań technicznych. Układy hydrauliczne
stosuje się gdy wymagana jest duża sztywność statyczna [7], Układy pneumatyczne pozwa-
lają uzyskać małą sztywność statyczną (poniżej 2 Hz) [16, 17]. Elektromagnetyczne ele-
menty wykonawcze charakteryzują się małą bezwładnością i umożliwiają zmiany charak-
terystyk amplitudowo — częstotliwościowych w szerokich zakresach częstotliwości [4].

Możliwości oraz sposoby zmian charakterystyk amplitudowo-częstotliwościowych
wibroizolatora w funkcji zmian wymuszeń rozpatrzymy na przykładzie pneumatycznego
elementu sprężystego. Tego rodzaju elementy mają szereg zalet, z których najważniejszymi
są łatwość sterowania sprężystością i tłumieniem w ograniczonych zakresach oraz możli-
wość uzyskania różnej obciążalności przy tych samych wymiarach elementu [3, 14].

W pneumatycznych wibroizolatorach aktywnych zmiany charakterystyk uzyskuje się
przez zmiany ciśnienia lub objętości komory wibroizolatora [8]. Zmiany objętości wibro-
izolatora można realizować przez dołączenie komory dodatkowej. Pozwala to również
dla .małych częstotliwości wymuszeń na formowanie siły dyssypatywnej przez tłumienie
przepływu powietrza z komory nośnej do komory dodatkowej wibroizolatora. Własności
takiego układu wibroizolacji zalezą od rozwiązań strukturalnych i parametrów technicz-
nych wibroizolatora oraz od charakterystyki regulatora.

2. Rozwiązania strukturalne pneumatycznych wibroizolatorów aktywnych

W skład struktury pneumatycznego wibroizolatora aktywnego wchodzą: komora
nośna, komora dodatkowa i opornik pneumatyczny (rys. 1). Komory i oporniki pneuma-
tyczne tworzą kaskadę pneumatyczną posiadającą własności elementu sprężysto-tłumią-
cego. Formowanie dodatkowego wymuszenia sterowanego można realizować w dwojaki
sposób. W układzie A . (rys. la) regulator oddziałuje na komorę dodatkową wibroizolatora
wywołując zmiany ciśnienia w tej komorze. W układzie B (rys. lb) regulator wywołuje
zmiany ciśnienia w komorze nośnej wibroizolatora. W skład układu regulacji wchodzi
czujnik C i regulator R. Ochylenia parametrów drgań z t od wartości początkowych (w po-
łożeniu równowagi statycznej) mierzone są za pomocą czujnika C. Sygnał z czujnika
przekazywany jest do regulatora R, który formuje sygnał sterujący oddziałujący na obiekt
regulacji (komora nośna lub dodatkowa).
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Rys. 1. Schematy strukturalne wibroizolatorów pneumatycznych.

a)

J£

t, ,?r°
Au

b)

I

Az,t_

( P t

Pd,Vd

h
m

V, ^

\ f d

V P a
j l7T?~

i/11

I
R

JLlAu

Uys. 2. Modele fizyczne aktywnych wibroizolatorów pneumatycznych; a) struktura A — sterowanie na-
tężeniem dopływu powietrza do komory dodatkowej; b) struktura B — sterowanie natężeniem dopływu

powietrza do komory nośnej.

Zakres zmian własności sprężysto-tłumiących zależy od parametrów konstrukcyjnych
wibroizolatora i charakterystyki regulatora. Wartości parametrów konstrukcyjnych wy-
znacza się dla konkretnego obiektu na drodze prostych, obliczeń konstrukcyjnych lub
metodą symulacji analogowej [13].

Dobór parametrów regulatora optymalnego przeprowadzono na drodze symulacji
cyfrowej dla opisanych wyżej struktur pneumatycznych wibroizolatorów sterowanych,
których modele fizyczne przedstawiono na rysunku 2.

6 Mech. Tcoret. i Stos. 4/87
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Obiekt wibroizolacji o masie m posadowiony jest na komorze nośnej wibroizolatora
typu poduszka powietrzna o objętości F x . Komora dodatkowa o objętości Vd połączona
jest z komorą nośną za pomocą opornika laminarnego o efektywnej powierzchni przekroju
fd. Zmiany ciśnienia w komorze nośnej lub dodatkowej realizowane są za pomocą elementu
dysza-przysłona o efektywnej powierzchni przekroju fy i f2. Elementy te stanowią obiekt
sterowania.

3. Modele matematyczne obiektów sterowania

Opis matematyczny obiektów sterowania (rys. 2a i b) przeprowadzono przy następują-
cych założeniach upraszczających:
— procesy nieustalone przepływu powietrza przez opornik przyjęto jako kwazistatyczne,
— zmiana stanu powietrza w komorach wibroizolatora podlega przemianie izotermicznej.
— powierzchnia efektywna wibroizolatora F i ciśnienie zasilania pz są stałe,
— współczynnik sprężystości powłoki gumowej jest pomijamie mały, co jest możliwe do

przyjęcia przy założeniu małych przemieszczeń obiektu [10],
— ruch wibroizolowanego obiektu odbywa się w jednym kierunku z.

przy wyprowadzaniu równań przyjęto następujące oznaczenia dla warunków równo-
wagi statycznej:
PiiPd — ciśnienie bezwzględne w komorze nośnej i dodatkowej,
Vx,Vi — objętość komory nośnej i dodatkowej,
z,zx — przemieszczenia bezwzględne podłoża i obiektu wibroizolacji,
Q, ą •— masa gazu i masowe natężenie przepływu,
F — efektywna powierzchnia wibroizolatora,

fd,fi,f2 —efektywne powierzchnie przekrojów przepływu powietrza,
R,@ — stała gazowa i temperatura bezwzględna,
•Qd> 41,42 — natężenie przepływu przez powierzchnie fd ,fx ,f2.

Powyższe wielkości w procesie przejściowym oznaczono znakiem ~ np. Pi,flt (jj,.
Bezwzględne przyrosty w stosunku do wartości początkowych oznaczono znakiem d np.
dpi ~Pi—pi> &Pi = <łi—<łi itd. Względne przyrosty wielkości będące stosunkiem przy-
rostu bezwzględnego do wartości początkowej oznaczono znakiem A np. ApL = dpi/px>

Aqt = bqx \qy itd. Korzystając z prawa zachowania masy i równania ciągłości strugi dla
struktury A (rys. 2a):
— komora nośna

df = 9" : 0)
— komora dodatkowa

-df = *»-&-*' - 9, (2)
•oraz dla struktury B (rys. 2b):
— komora nośna

ót (3)
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— komora dodatkowa

otrzymano równania różniczkowe opisujące procesy przejściowe w komorach wibroizo-
latorów pneumatycznych o strukturze A i B/które po zlinearyzowaniu zapisano w postaci
[8]:
— struktura A

Vi ddPl PlF d(z-
+

10 fd /2Ź
= T T ] / M

struktura B

—~Ap— — -s— &Pd+ ~zr 4/idr opi ćjx

(7)

10 f
dT = TT

gdzie: g — przyspieszenie ziemskie,

Pi-Pi
Pi

Przekształcając równania od (5) do (8) oraz przechodząc na przyrosty względne otrzymano:
— struktura A

[Az-Azx) + Apt, (9)

= Ki Aft + K2 Af2 + K3 Apt, (10)

struktura B

iż-AżJ + KiAfL + KiAft + Apt, (U)
= K3Aplt (12)

gdzie:

rd =

10/, ]/2gR6 '

' J?0(lO/9 ../ł/ory) '

ii.1

K = k ' 8ql3f2
2 Pf M/9-fd/a-ę '

6*
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K =
10/9

Równanie różniczkowe elementu dysza przysłona można zapisać w postaci [8]:

rrAf+Af=Kr-ńu, (13)
gdzie:

Af=AA-Af2,

xr, Kr — stała czasowa i współczynnik wzmocnienia zależne od parametrów kon-
strukcyjnych układu.

Równanie ruchu obiektu wibroizolacji przyjmie postać .

xl A'żt = Ap1} (14)
gdzie:

Przekształcając równania (9), (10), (11), (12), (13) i (14) układy równań różniczkowych
opisujące podstawowe struktury pneumatycznych wibroizolatorów aktywnych można
przedstawić w postaci równań stanu:
— dla struktury A

~ - 1 1

4/

Ah

- dla struktury B

0, - 1

- 1 K

0, 0,

0

o

4/

1

_ !
s

K3

o.

o,

1

- 1

0,

o,

K

o,

- 1

V
Apa

Af

Av

0

0

EL
%t

0

\Au\, (15)

-TT. 0, 0,
_ To

APl

APi

4/

Av

0

0

Tr

0

(16)

^gdzie: K — K^ = K2, v = Ź\ —prędkość drgań obiektu.



ANALIZA WŁASNOŚCI WIBROIZOLATORÓW... 605

Powyższe modele matematyczne podstawowych struktur pneumatycznych wibroizo-
latorów aktywnych typu poduszka powietrzna posłużyły do doboru parametrów regula-
tora optymalnego.

4. Optymalizacja sterowania wibroizolatora aktywnego

Syntezę optymalnych charakterystyk regulatora przeprowadzono stosując zasadę
maksimum Pontriagina. Zakładając, że czas regulacji jest zadany, zadanie polegało na
wyznaczeniu sterowania Au, spełniającego układ równań różniczkowych (15) lub (16),
które minimalizuje wskaźnik jakości [15].

co co

/ = J Cx(Cx)T dt + y j {ńu)TAu dt, (17)
o 6

gdzie: xT = {Ap1} Apd, Af, Av) — wektor stanu,
C = col [0, 0, 0, 1] — macierz obserwacji,

t — czas sterowania = co,
y — współczynnik wagi.

Pierwszy składnik wskaźnika jakości uwzględnia minimalizację prędkości drgań obiektu
wibroizolacji Av i jest miarą energii kinetycznej wibroizolowanego obiektu. Drugi człon
kryterium jakości winien zapewnić minimalizację amplitudy sterowania i jest miarą energii
potencjalnej przysłony sterującej dopływem sprężonego powietrza. Wprowadzenie do
wskaźnika jakości (zamiast ograniczeń nierównościowych) zależności od sygnałów steru-
jących u(t), mających charakter „kary" tym większej im większe są wartości bezwzględne
tych sygnałów, pozwala na otrzymanie regulatora, którego sygnały wyjściowe są ograni-
czone (1).

Korzystając z zasady Pontriagina dla stanu ustalonego wyznaczono sterowanie opty-
malne, które jest funkcją stanu układu o postaci:

x, (18)

[ K 1 I

0, 0, —-, 0 jest macierzą wejść, natomiast K jest rozwiązaniem równania
1-T J

Riccatiego o postaci:
K A + A r K + y 1 K B r B K - P = 0, (19)

gdzie: A — macierz stanu,
P = C r • C,
C — macierz wyjść.

W rozpatrywanym przypadku otrzymano układ szesnastu równań algebraicznych nieli-
niowych, z których wyznaczono stałe K31L ... K34. zależne od parametrów konstrukcyjnych
układu. Sterowanie optymalne przyjmuje wtedy postać:

Au* = ~y{K3ińpyĄ-K3zAPiĄ-K3ZAf+K^A-v)t (20)

Wynika stąd, że zaproponowane sformułowanie problemu doprowadziło do rozwiązania
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w postaci stosunkowo prostego w realizacji regulatora, który wymaga jednak pomiaru
wszystkich zmiennych stanu.

Ze względu na to, że w analizowanych układach tylko jedna zmienna stanu Av jest
bezpośrednio dostępna należy zastosować blok odtworzenia zmiennych stanu tzw. obser-
wator. Zadaniem obserwatora jest odtworzenie na podstawie odpowiedzi y — ńv pozo-
stałych zmiennych stanu [1].

Badanie wpływu struktury pneumatycznego układu wibroizolacji aktywnej oraz współ-
czynnika wagi y na skuteczność wibroizolacji przeprowadzono na drodze symulacji cyfro-
wej.

5. Badanie wpływu struktury układu na skuteczność wibroizolacji

Pod pojęciem skuteczności wibroizolacji będziemy rozumieć stopień realizacji celu
wibroizolacji przy pomocy pneumatycznego układu aktywnego. Porównując interesujące
nas wartości parametrów drgań obiektu (przemieszczenie, prędkość, przyspieszenie lub
siłę przenoszoną na podłoże) przed i po wprowadzeniu wibroizolacji wnioskuje się o jej
skuteczności. Skuteczność wibroizolacji zależy od współczynnika przeniesienia T i można
ją określić ze wzoru [6]:

e-(l-r) 100%. (21)

Z zależności tej wynika, że skuteczność wibroizolacji jest tym większa im mniejszy jest
współczynnik przeniesienia T. Podstawą oceny skuteczności wibroizolacji jest więc
wartość współczynnika przeniesienia T definiowanego jako stosunek wartości parametru
drgań obiektu przed i po wprowadzeniu wibroizolacji [6]:

T =

Az,
Az

Ażt (22)

Dla liniowego układu o jednym stopniu swobody przy wymuszeniu harmonicznym
o częstości a>, współczynnik przeniesienia T wyrazi się zależnością:

V (1-w2 +4r2(a)/(o0)
2

gdzie: r — względny współczynnik tłumienia,
to o — częstość drgań własnych.

Z zależności tej wynika, że T < 1 w zakresie częstości co > y^coo tj. w zakresie zare-
zonansowym i jest tym mniejszy im mniejszy jest współczynnik tłumienia r. Z zależności
(23) wynika, że współczynnik przeniesienia T zależy od częstotliwości, można więc mówić
o skuteczności wibroizolacji dla danej częstotliwości lub w zadanym zakresie częstotli-
wości.

Badania symulacyjne zależności współczynnika przeniesienia T od częstotliwości wy-
muszenia dla różnych struktur pneumatycznych wibroizolatorów aktywnych przeprowa-
dzono dla następujących parametrów konstrukcyjnych wibroizolatorów (rys. 2a i 2b):

Vo = 0,25 10-4 m3, ft = / ± = f2 = 10-6m2, Kr = 10,
Vd = 2,5 10-4 m3, F m 0,3 10"2 m2, rr = 0,01 s, P„ - 60 N.
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Dobór współczynnika wagi y przeprowadzono metodą prób i błędów badając charak-
terystyczne wielkości przebiegu przejściowego regulacji takie jak: czas ustalenia się prze-
biegu przejściowego, odchylenie maksymalne i przeregulowanie. Badania przeprowadzono
dla różnych wartości y z zakresu 0,1 do 100 [9].

Przykładowe wykresy odpowiedzi układu na zakłócenie skokowe dla y = 1 i y = 10
przedstawiono na rysunkach 3a i 3b.

czas !s] czas [s]

Rys. 3. Przebiegi prędkości drgań obiektu wibroizolacji przy zakłóceniu skokowym, dla różnych struktur
układów: 1 — bez sterowania, 2 — struktura A, 3 — struktura B

Z wykresów tych wynika, że wartość współczynnka wagi y ma decydujący wpływ na
jakość regulacji, a w szczególności na odchylenie maksymalne i czas regulacji. Zmniejszenie
współczynnika wagi y powoduje wzrost czasu regulacji w przypadku struktury B (rys. 3)

Przyjmując do dalszych badań y — 1 i y = 10 wyznaczono sterowania optymalne
dla podstawowych struktur pneumatycznych wibroizolatorów aktywnych w postaci:
— dla struktury A (rys. 2a)

Au%~ (0,1 APl +1,43 Apt+2,784/+Av),

— dla struktury B (rys. 2b)

(24)

(25)

Zależność współczynnika przeniesienia drgań T od częstotliwości dla analizowanych
układów przedstawiono na rysunku 4a i 4b. Z wykresów tych wynika, że współczynnik
przeniesienia drgań pneumatycznych wibroizolatorów aktywnych (wykres 2 i 3) jest
znacznie mniejszy niż pneumatycznego wibroizolatora nie sterowanego (wykres 1) o tych
samych parametrach konstrukcyjnych. Wibroizolator aktywny o strukturze B (wykres 3)
pozwala na odstrojenie układu od rezonansu i współczynnik przeniesienia T dla tego
wibroizolatora jest mniejszy od jedności w całym zakresie częstotliwości.

Wartości współczynnika przeniesienia T zmieniają się również wraz ze zmianą współ-
czynnika wagi y. Porównując wykresy współczynnika przeniesienia dla y — 10 (rys. 4a)
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a) b)

częstotliwość [HZ] częstotliwość [HZ]

Rys. 4. Wykresy współczynnika przenoszenia drgań układu wibroizolacji aktywnej i pasywnej.

i y = l (rys. 4b) można stwierdzić, że ze względu na skuteczność wibroizolacji dla obu
struktur wibroizolatorów korzystniejszy jest współczynnik wagi y = 1. Szczególnie dobry-
mi własnościami wibroizolacyjnymi charakteryzuje się w tym przypadku wibroizolator
o strukturze B.

6. Wnioski

Pneumatyczne wibroizolatory sterowane mogą znaleźć szerokie zastosowanie w ukła-
dach wibroizolacji maszyn i urządzeń oraz ich podzespołów. Przeprowadzone badania
wykazały, że cechują się one znacznie większą skutecznością wibroizolacji w szerokim
zakresie częstotliwości w porównaniu z tradycyjnymi wibroizolatorami nie sterowanymi.
Pozwala to na zwiększenie niezawodności i trwałości maszyn i urządzeń jak również za-
bezpieczenie ludzi i otoczenia przed szkodliwym wpływem drgań.

Analiza wyników badań symulacyjnych wibroizolatorów sterowanych wykazała
istotny wpływ różnych rozwiązań strukturalnych regulatora na skuteczność wibroizolacji.
Przeprowadzone badania dwóch struktur wibroizolatorów wykazały, że szczególnie ko-
rzystna jest tu struktura, w której sygnał sterujący oddziałuje bezpośrednio na komorę
nośną wibroizolatora. Skuteczność wibroizolacji tego wibroizolatora w zakresie często-
tliwości większych od 2 Hz wynosi 76%, natomiast w zakresie częstotliwości poniżej 2 Hz
wynosi średnio 45%. Jest to bardzo ważna jego zaleta ponieważ tradycyjne wibroizolatory
pasywne powodują wzmocnienie drgań podłoża w zakresie małych częstotliwości.
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P e 3 IO M e
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onTiiMajiH3aK(Hio, a TaioKe HcriHTaHHH 3i})t})eKTHBHOCTH BH6poH3oJiHqnH. H 3 3Tłjx paccyjKAeHHii BŁiie-
KaeT, MTO 6oJibinyio 9<|)cl)eKTHBHocTB HMeioT BH6poH3onHTopti c peryjrapoBKOH AasneHHH B Hecymefi
Kaiwepe.

S u m m a r y

ANALYSIS OF ACTIVE VIBROISOLATORS PROPERTIES OF AIR-CUSHION TYPE

In the paper mathematical and physical models of two fundamental structures of active pneumatical
vibroisolators are presented. Vibroisolators are of air-cushion type. For the models a regulator optimiza-
tion was provided. Digital simulation of the models provided a better vibroisolation efficiency of the struc-
ture with pressure regulation in the support chamber.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 28 czerwca 1986 roku.
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Streszczenie

Badania dynamiki poprzecznej modelu matematycznego układu mechanicznego
tor-pojazd szynowy mają niezwykle istotne znaczenie biorąc pod uwagę specyfikę badanego
obiektu. Chodzi mianowicie o zapewnienie jednopunktowego styku podczas ruchu po-
między kołem pojazdu szynowego a główką szyny. Autorzy proponują do rozwiązania
problemu wykorzystać teorię procesów Markowa. Jakkolwiek przedstawione w pracy
wyniki odnoszą się do konkretnego obiektu mechanicznego to proponowaną metodę
postępowania wydaje się można uogólnić do dowolnego układu mechanicznego opisanego
układem równań różniczkowych zwyczajnych, na które narzucone są ograniczenia i który

jest poddany wymuszaniu losowemu.

1. Wstęp

Badanie dynamiki poprzecznej zestawu kołowego w ruchu po torze prostym jest zada-
niem posiadającym wiele aspektów teoretycznych i utylitarnych. Ma ono niezwykle istotne
znaczenie z punktu widzenia specyfiki badanego obiektu, chodzi mianowicie o zapewnienie
podczas ruchu „jednopunktowego" styku w układzie koło-główka szyny (brak styku
obrzeża kół z szyną). Model nominalny analizowanego obiektu przedstawiono na rys. 1.

Tradycyjne podejście do rozważanego zagadnienia w literaturze dotyczącej pojazdów
szynowych sprowadza się zazwyczaj do analizy stateczności w sensie Lapunowa zlineary-
zowanego modelu autonomicznego. Nie uwzględnione zostają zatem z jednej strony
losowe czynniki występujące w modelowanym obiekcie jak również ograniczenia narzucone
na poszczególne przemieszczenia (będące np. wynikiem warunku jednopunktowego styku).

Tymczasem wymuszenia działające na zestaw kołowy pochodzą głównie od czynników
losowych jak np. nierówności toru. Naturalnym więc wydaje się zastosowanie w rozważa-
nym przypadku analizy probabilistycznej.
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4=s ;

Rys. 1.

2. Sformułowanie problemu
Przyjęty model matematyczny zestawu kołowego w ruchu po torze prostym ma w ogól-

nym przypadku postać:

gdzie:
Yt — [Y',,Y?, ... YfY —wektor «--współrzędnych uogólnionych użytych do opisu

modelu,
Xt = [Xł,X?t ...,Xff — wektorowy n-wymiarowy proces stochastyczny opisujący

losowe wymuszenia,
T — oznacza transpozycję,

' — l / l > 7 2 > •••>Jn\ .

G =
g"l l •••gin

Snl " • oun .

• — pochodna czasowa.
Przyjęto, że Xt jest stacjonarnym w szerokim sensie procesem Markowa.

S1

I

S3

Rys. 2.
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Z punktu widzenia specyfiki badanego obiektu wyróżniono trzy charakterystyczne
stany, w jakich może znajdować się zestaw kołowy (rys. 2).
51 — stan, gdy zestaw kołowy ma „dwa punkty styku" z tokami szynowymi,
52 — stan, gdy zestaw kołowy ma „trzy punkty styku" z tokami szynowymi,
53 — stan, gdy zestaw kołowy ma „cztery punkty styku" z tokami szynowymi.

Dla tak opisanego modelu układu przeprowadzono wyznaczenie szeregu własności
probabilistycznych, a w tym przede wszystkim wyznaczenie prawdopodobieństwa wystą-
pienia stanu Sl (najbardziej korzystnego z punktu widzenia eksploatacji).

3. Metody analizy

Znalezienie rozwiązania układu stochastycznych równań różniczkowych (1) z wymu-
szeniem w postaci dowolnego porocesu stochastycznego jest na ogół niemożliwe. Jednak
w przypadku stochastycznych równań różniczkowych ITO [2] z wymuszeniem w postaci
białego szumu, istnieje aparat matematyczny pozwalający na dokładne obliczenie charak-
terystyk probabilistycznych procesu opisującego rozwiązanie układu. Stąd wynika, że
pierwszym istotnym zagadnieniem jest sprowadzenie układu równań różniczkowych (1)
do układu stochastycznych równań różniczkowych ITÓ postaci:

tc=f(Y<c,t)+g(Ytc,t)-t,t, (2)

• — pochodna czasowa,
% — irlti>Vt2 •••]T — wektor niezależnych białych szumów.
Można wykazać [2], że rzeczywisty proces normalny xt można z dowolną dokładnością

aproksymować procesem stochastycznym będącym rozwiązaniem pewnego stochastycznego
równania różniczkowego.
Niech Sx(co) oznacza gęstość spektralną procesuj . Aproksymujemy funkcję Sx(co) funkcją

P(z)
postaci 5{(co) = gdzie:

• ! P(z) = f}oz
m + plz"<-1+ ... + & „

Q{z) = z"' + <x1z
n«-1+ ... +a„,

ns > m,

otj, jS; —• stałe współczynniki.
Proces o gęstości spektralnej S^co) można otrzymać jako rozwiązanie następującego

równania [2]:

ftp's //^"s-1 dmn

% ^F=r+ - +«»J = / V ^ - + ... +Art. (3)

gdzie: r\ — biały szum,
d"'

—j-^—ns-ta pochodna.

Dokonując elementarnych podstawień można powyższe równanie sprowadzić do
układu równań różniczkowych I-rzędu, w których nie wystąpią już pochodne białego
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szumu (traktowane w zapisie równania (d) czysto formalnie, ze względu na nieróżniczko-
walność białego szumu).

—— = H(£ r\ t~)' £ = [£ £ £ ] r (4)

Uwzględniają powyższe fakty oraz równania (1) i (4) otrzymamy układ (4) przy czym:

Ytc = [Yi, Y? ... Y", l i , £2> IIISF' (5)

Rozwiązanie równania (2) jest wektorowym procesem stochastycznym Y,c. Aby
otrzymać pełny jego opis probabilistyczny należy znaleźć wszystkie skończenie wymiarowe
rozkłady. W praktyce ograniczymy się do 1-wymiarowego rozkładu ft(Ytc) (gdzie:

ft — funkcja jednowymiarowej gęstości prawdopodobieństwa).
W dalszej części wszelkie rozważania odnosić się będą do równania (2).
Proces F,c stanowiący rozwiązanie układu równań stochastycznych jest procesem

Markowa pod warunkiem, iż funkcje g i / (równanie (2)) spełniają pewne warunki regular-
ności (zostały one sformułowane m.in. w [2] i [3]).

Jednowymiarową gęstość prawdopodobieństwa ft(Ytc) procesu Ytc można wyznaczyć
dokładnie rozwiązując równanie Fokkera-Plancka-Kołmogorowa (FPK).

n + fls n + ns

fto(Ytc)=fo(Ytc).

Rozwiązanie równań FPK jest w ogólnym przypadku praktycznie niemożliwe, dlatego
też do analiz można zastosować pewną metodę przybliżoną zwaną metodą linearyzacji
bezpośredniej [2]. Układ (2) można przedstawić w następującej postaci:

Yt-Fs(Yte,nut), F ( 0 ) = F o , (7)

^dzie: Fs jest funkcją nieliniową.
Ten nieliniowy układ równań różniczkowych zwyczajnych można przybliżyć układem
liniowym rozwijając prawą stronę w szereg Taylora względem fluktuacji (F/c = Ytc—Mt,
rft — Vt—M? = t}t) i odrzucając człony z potęgami większymi od jeden (z analizy układu
wynika, że przemieszczenia zestawu kołowego są dostatecznie małe aby można było
dokonać takiego przybliżenia).
Otrzymujemy w wyniku takich operacji dwa układy równań:

jest to deterministyczny układ równań różniczkowych zwyczajnych, który można rozwią-
zać numerycznie na EMC

P q

w-
Niech:
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- [ • * £ • ] .
wtedy:

Y;=AtY;+Btt,„ (9)

jest to układ liniowych, stochastycznych równań różniczkowych. Ponieważ przekształcenie
liniowe zachowuje normalność a t\ jest normalny więc proces Y°tc jest również procesem
normalnym. Do znalezienia jego charakterystyk wystarczy obliczenie wektora wartości
średnich M, z układu oraz macierzy dyspersji D, spełniającej następujące równanie róż-
niczkowe:

Dt = AtD( + D,A,z> + BtOBt, (10)
A/5 B, te same co w (9), a Q = d(t-to)E(rjt-hrito).

Gęstość prawdopodobieństwa /,(F„) procesu Ytc wyraża się wzorem:

/,(F) = . exp ~(Xt-Mt)Dr1 (Yt-Mt)
TI. (11)

y (2re)"det D, [ 2
Interesujący nas rozkład współrzędnych (Y^ci) otrzymujemy obliczając rozkład brzegowy:

CO O)

MY1)' f ... f MYt)dY3...dYn). (12)

Jest to gęstość prawdopodobieństwa określona na całej przestrzeni R2.
Przyjęto, że granice obszaru Q zmienności współrzędnych mają charakter ekranów od-
bijających (oznacza to, że trajektorie procesu (57C) po dotarciu do granicy są lustrzanym
odbiciem trajektorii procesu, które przekroczyły granicę).

4. Algorytm obliczeń. Przykład zastosowania metody

W oparciu o zaprezentowaną metodę opracowano algorytm postępowania umożli-
wiający obliczenie prawdopodobieństwa znalezienia się zestawu kołowego w stanie S\.
Schemat blokowy algorytmu przedstawiono na rys. 3.
Model matematyczny badanego obiektu (zestawu kołowego w ruchu po torze prostym)
zaczerpnięty został z pracy [1].

Ma on postać dwóch nieliniowych równań różniczkowych (uwzględniona tzw. nieli-
niowość typu kinematycznego [1] drugiego rzędu):

^ = Qy

(13)

gdzie:
^LI^I* obrót zestawu kołowego wokół osi pionowej OZ (rys. 1),
qx\Y\ przemieszczenie poprzeczne (wzdłuż osi OY) środka masy zestawu kołowego*

*' w nawiasach podano równoważne oznaczenia współrzędnych używanych w pracy.
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Wczytanie parametrów równań ruchu

Wczytanie wartości początkowych
M (0 ) , D (0)

t = 6 ł h

ł 1
Znalezienie wartości
np. metodq. Runge

Znalezienie

ł
macierzy

M i t ) , D I t ) ,
-Kutty

odwrotnej D" 11)

Określenie gęstości prawdopodobieństwa

Znalezienie gęstości brzegowej

Znalezienie prawdopodobieństwa
P, (Q) = f f f lY/

Rys. 3.

Qr>Qx siły styczne występujące w punktach styku układu tor-zestaw kołowy,
(w nawiasie podano równorzędnie używane oznaczenia).

Siłę styczną Qr i moment Qv określono zgodnie z liniową teorią Kalkera:

N[i-k^ (Yw~Y)+*k™K
bv

(14)

gdzie:
Yw — rzeczywiste losowo wymuszenie kinematyczne działające na układ.

Wykaz parametrów wraz z ich wartościami zebrano w tabeli I. Gęstość spektralną rzeczy-
wistego procesu F w utożsamiamy z losowym wymuszeniem X, równania (1) przedstawiono
na rys. 4. Ograniczenia narzucone zaś na układ, warunkujące przebywanie jego w stanie
Sl pokazano na rys. 5.

Po wprowadzeniu współrzędnych stanu qt = y, q2 = W q3 = f, q4 = W sprowadzono
układ (13) do układu 4 równań I rzędu: ;^! '

(15)
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Tabela 1

Oznaczenie

m
Jx
Jr
b

6
e
r
tCps

kpx

kpy

N
A
•V

Określenie

masa zestawu kołowego
moment bezwładności zestawu kbłowego względem osi OX
moment bezwładności zestawu kołowego względem osi OY
połowa odległości między punktami styku układu tor-ze-
staw kołowy w położeniu środkowym
połowa kąta stożkowatości profilu zestawu kołowego
parametr sztywności grawitacyjnej
średni promień toczny zestawu kołowego
współczynnik Kalkera dla poślizgu wiertnego
współczynnik Kalkera dla poślizgu wzdłużnego
współczynnik Kalkera dla poślizgu poprzecznego
siła normalna w punkcie kontaktu koła z szyną
parametr ekwiwalentnej stożkowatości
prędkość protołiniowego ruchu zestawu kołowego

Wartość

1400
1747

131

0.75
0.038
0.038
0.46
0.81

200.0
175.0

26375
0.038

22.2222

Jednostka

kg
kg-m 2

kg- m z

m
rad
rad

m

N
rad
m/s

gdzie:

YW,YW),

(Is

A =

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

m +

— J

d2

Ydqiq2

b2

0

0

- +

- k„) q2

B

Lffl]

"o
0

0

0

0

0

0

0

0

0

reN[b •

2bNkpĄ

e-6]
" b J

0

0

2kpYNdr
bv

0

7 Mech. Teoret. i Stos. 4/87
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-0,0085

0 0.025 0,060 co

Rys. 4.

my(t)
0,0001

- 0,00011- l

i r

2 tliT

m,(t)

0,00001

0.00001

I

A
-\,
f \l0,5

Rys.

I

1/ \

/ i

i
10

i .

i

t 2 1

\J
1

1,5

I

f\ ft
1 1

1
2P

1

-

\

-

1
2.& ti»:

Rys. 6. Rys. 7.

jsISf.tl
1,0

0,5-

0 —

•1,2

_ L _ L
1.0 2fl

Rys. 8.

łlsl

Rzeczywistą gęstość spektralną aproksymowano funkcją postaci:

„ , x 1
(co2 — a 2 ) 2 + af<u

Równanie (4) przyjęło postać:

(16)

= X

(17)

gdzie:
JC jest białym szumem o wartości średniej 0 i intensywności 1.
Parametry ctt i a 2 zostały przy tym tak dobrane aby punkty ekstremalne obu funkcji

(Sx(a>), Sę(ca)) pokrywały się, tzn.:

dco
- 0 = 15-103 [mm2]
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Mnożąc obustronnie układ (15) przez A"1 oraz uwzględniając związki (17) otrzymano
ostatecznie układ w postaci (2) tzn.

Ytc =
A~1F(g1,g2, g3, ? 4 ) + A-1B[0, 0, q5, q6] 0...00

0...00
0...01 x

gdzie:
y , ?5 = £l5

& — h-
Stosując metodę i algorytm podany uprzednio uzyskano następujące wyniki dotyczące

wartości średnich współrzędnych y (rys. 6 i 7) oraz prawdopodobieństwa znalezienia się
układu w stanie Sl (rys. 8).

Można zauważyć, że krzywa określająca prawdopodobieństwa znalezienia się układu
w stanie Sl po bardzo krótkim czasie stabilizuje się wokół wartości 0,69 (niezależnie od
warunków początkowych).

5. Wnioski końcowe

Prezentowana w niniejszej pracy metoda analizy układu mechanicznego z ogranicze-
niami i losowym wymuszeniem, wydaje się efektywnym narzędziem badawczym prowa-
dzącym do otrzymania szeregu interesujących charakterystyk probabilistycznych.

Przedstawione rozważania mogą zostać uogólnione na dowolne układy mechaniczne,
pod warunkiem spełnienia sformułowanych w pracy założeń. Wykorzystana teoria pro-
cesów Markowa dostarcza bardzo silnego aparatu badawczego. Stosując ją można otrzy-
mać szereg dodatkowych charakterystyk probabilistycznych nie omawianych w pracy
(jak np. rozkład prawdopodobieństwa maksymalnych wartości procesu Yt0). Skompliko-
wana forma zależności jak i duża wymiarowość stosowanych modeli wymaga jednak
użycia zarówno efektywnych procedur numerycznych jak również szybkich EMC.
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P e 3 IO M e

AHAJIH3 JJHHAMHKH CHCTEMBI PEJIBC-PEUBCOBBlft COCTAB
C HCnOJIB3OBAHHEM riPOECECCOB MAPKOBA

Anamra nonepeiHoń flHHaMHKH CHCTeMbi pentc-pejibCoBbrit coCTaB H3-3a cnenji^K^ecKHX CBOHCIB
3TOH CHCTeMH HBUHCTCH OMeHb BaHoiośł 3a#aMeii. CymecTBeHHoił npoGjieMofi OTJIHCTCH 3aflaia o6ecne-
*ieHHH TcraeHHoro KomaKTa Mewfly KojiecoM H TOJIOBKOH pejitca. JJnfl aHajiH3a aBTopbi npeflnonaraioT
HcnojiB3OBaTB Teopmo npot(eccoB MapKoBa H (J)opMajiH3M croxacTiwecKnx ypaBHemni H T O . PaccyHi-

OTHOCHTCH K KoHKpeTHOH MexaHiraecKoft cHcieMe, HO MoryT fibiTB o6o6meHBi n a jno6yio iwexa-
CHCTeiwy onHCbiBaeiviyio oSbiKHOBeHHWMH pji<ł>(bepemjjiam>ia.iKH ypaBHeHHHMH co croxacrH-

neCKWiW. BO3MymeHHHMH H
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• S u m m a r y

APPLICATION OF MARKOV PROCESSES FOR MODELLING AND INVESTIGATING
, MECHANICAL TRACK-RAIL VEHICLE SYSTEM

The investigation of the lateral dynamics of the track-railway vehicle system is extremely important
due to the specific features of such a system.

The problem is how obtain a one point contact between the rolling wheel and rail. The authors propose
to use the theory of Marków processes and the stochastic ITO equations to solve the problem. Although
the results are obtained there a concrete mechanical system the presented method seems to be applicable
to arbitrary mechanical systems described by a set of ordinary differential equations, subject to constraints
and random loading.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 3 kwietnia 1984 roku.
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NUMERYCZNA SYMULACJA PROGRAMOWEGO RUCHU
SAMOLOTU W PĘTLI PIONOWEJ

WOJCIECH BLAJER

Wyższa Szkoła Inżynierska w Radomiu

Symulowano programowy ruch samolotu w pętli pionowej. Postulowano, by środek
masy samolotu zakreślał okrąg o zadanym promieniu oraz dodatkowo, by prędkość lotu
była stała. Poszukiwano takiego modelu sterowania, który zapewniałby, że symulowany
ruch realizować będzie ściśle narzucony program. Samolot zamodelowano jako sztywny
obiekt latający sterowany parametrycznie siłą ciągu silnika oraz wychyleniami steru wy-
sokości. Przedstawiono wyniki symulacji numerycznej.

• • • • • • • ' : : ,

1. Wstęp

W pracy podjęto się numerycznej symulacji programowego ruchu samolotu w pętli
wykonywanej w płaszczyźnie pionowej względem ziemi. Rozważono dwa przypadki
ruchu programowego. W pierwszym postulowano, by środek masy samolotu zakreślał
okrąg o zadanym promieniu, w drugim żądano dodatkowo, ażeby lot odbywał się ze
stałą prędkością. Warunki te zapisane zostały w formie odpowiednich równań więzów
programowych. Dla tak sformułowanych programów ruchu, poszukiwano modeli stero-
wania samolotu zapewniających, że symulowany ruch realizować będzie ściśle warunki
więzów programowych.

Podstawowe założenia pracy oraz w znacznej części stosowany model matematyczny,
m.in. równania ruchu samolotu i sformułowanie zagadnienia ruchu programowego w pętli
kołowej, zawarte zostały w pracy [3]. Artykuł niniejszy stanowi rozwinięcie i poszerzenie
cytowanej pracy. Zawarto więc w nim tylko elementy nowe i niezbędne uzupełnienia.
Od podstaw sformułowano na przykład zagadnienie programowego ruchu samolotu
w pętli kołowej ze stałą prędkością lotu. W odróżnieniu od pracy [3] przyjmowano też
że gęstość powietrza zmienia się w funkcji wysokości lotu. Najistotniejszą częścią pracy
są jednak przykładowe obliczenia numeryczne.

Rozważane zagadnienia podejmowane były również w pracach [1, 2]. W szczególności,
niniejsza praca stanowi przakład praktycznego wykorzystania ogólnego modelu ruchu
programowego zawartego w pierwszej z tych prac.
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2. Oznaczenia

ca — średnia cięciwa aerodynamiczna, m
cm — współczynnik aerodynamicznego momentu pochylającego

Cmbu — współczynnik momentu pochylającego dla samolotu bez usterzenia wysokości
CmH — współczynnik momentu pochylającego od usterzenia wysokości

cx — współczynnik aerodynamicznej siły oporu samolotu
cz — współczynnik aerodynamicznej siły nośnej samolotu

czH — współczynnik siły nośnej na usterzeniu poziomym
e — odległość linii działania siły ciągu od SC samolotu, m
g — przyspieszenie ziemskie, m s~ 2 >
h — wysokość lotu, m
/—centralny moment bezwładności samolotu, kg m2

m — masa samolotu, kg
Q — kątowa prędkość pochylania samolotu, s"1

r — promień pętli, m
S — powierzchnia nośna samolotu, m2

SB — powierzchnia nośna usterzenia poziomego, m2

T— wartość siły ciągu, N
V—prędkość liniowa samolotu, m s~*

xt, Zi — współrzędne położenia SC samolotu w inercjalnym układzie odniesienia, m
XH I ZR — współrzędne położenia środka parcia sił aerodynamicznych na usterzeniu po-

ziomym wyrażone w układzie samolotowym, m
a — kąt natarcia samolotu, deg

ocn — kąt natarcia na usterzeniu poziomym, deg
y — kąt pochylenia wektora prędkości, deg

dH — kąt wychylenia steru wysokości, deg
e — kąt ochylenia strug na usterzeniu poziomym, deg

rjH — współczynnik zmniejszenia ciśnienia dynamicznego na usterzeniu wysokości
© — kąt pochylenia samolotu, deg
Q — gęstość powietrza, kg m~3

% — kąt między wektorem siły ciągu i osią 0x układu samolotowego, deg

3. Warunki więzów programowych

Postulowanie stałego promienia pętli oraz stałej prędkości lotu jest równoważne z na-
łożeniem na układ więzów programowych o postaci:

• / - -2-(*? + z?)-y-/- 2 = 0, (1)

<P**V-Vm = G. (2)

Jak pokazano w pracy [3], przy założeniu/,=<> = 0 oraz/,= 0 = 0, które to warunki
stanowią, że początkowe wartości x10, z10 i y0 są dobrane dla dowolnego punktu leżącego
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Rys. 1 Geometria programowego ruchu samolotu w pętli.

na okręgu pętli (na przykład punkt A na rys. 1), więź geometryczny (1) jest równoważny
jego fomie różniczkowej / = 0. Prowadzi to do warunku

m- V2 1
QSV2CZ-T- s in(a+£)+m- g• cosy = 0, (3)

wyrażającego równowagę sił czynnych i bezwładności na kierunku promieniowym dla
okręgu pętli. Podobnie, przy założeniu cpt=o = 0, a więc Vo — Vust, więź w postaci kine-
matycznej (2) równoważny jest jego formie różniczkowej <p = 0. Z równań ruchu samolotu
pokazanych w [3] wynika, że jest to równoważne warunkowi

— — - Q S V 2 C X + T - cos(a+#)—m-g- siny = 0.
1*

(4)

Równanie powyższe oznacza równoważenie się wszystkich sił na kierunku stycznym
(kierunku prędkości).

4. Równania ruchu programowego i warunki nakładane na model sterowania samolotem

Warunki więzów dynamicznych (3) i (4) wyrażają ograniczenia jakie nakładają więzy
programowe na wzajemne proporcje sił wymuszających ruch samolotu. Ponieważ część
tych sił (siła ciągu i aerodynamiczny moment pochylający) zależna jest od parametrów
sterowania, związki te oznaczają jednocześnie warunki nakładane na model sterowania
samolotu. W pracy [1] zagadnienie to zostało podjęte dla przypadku ogólnego. Poniżej
przedstawione zostanie jego rozwiązanie dla przypadku pętli kołowej oraz przypadku pętli
kołowej ze stałą prędkością lotu.
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4.1. Pętla kołowa. Warunkiem, by symulowany ruch samolotu realizował ściśle pętlę
kołową o zadanym promieniu r jest, ażeby w każdej chwili zachodziła równowaga sił
zapisana równaniem (3). Równanie to zapisać można symbolicznie jako

w 1 (F,y,<9,z 1 , r ) = 0. (5)

Sterowanie samolotu zamodelowano poprzez zmiany T i dH. Ponieważ nakładany
jest tylko jeden warunek więzów, model zmian tylko jednego parametru sterowania będzie
nim limitowany. Funkcja zmian drugiego parametru sterowania może być przyjęta a priori.
Podobnie jak w pracy [3], odrzucono możliwość sterowania w tym przypadku wartością
siły ciągu T, jako przypadek afizyczny. Na profil toru lotu samolotu wpływają bowiem
przede wszystkim wychylenia sterów. Zadanie polegać więc będzie na takim doborze
zmian wartości <5H, by niezależnie od przyjętej funkcji zmian T, w każdej chwili realizowany
był warunek (3).

Stosując identyczne przekształcenia jak w pracy [3], różniczkowe równania ruchu
programowego zapisane mogą być w postaci:

V = ~(- Y8SV2C* + T" cos(a+ti-m-g-Oay], (6)

Występująca w równaniu
leżności

V
r = y>

.. V
Q = a + —-,r

xt = Fcosy,

żx = -V- siny,

(8) druga pochodna kąta

(7)

(8)

(9)
(10)

(U)

natarcia a jest wyznaczana ż za-

a = 'i(.V,Q,y,0,zuT,T,f)~^, (12)

gdzie:

--i—ż1SV2aa—(f-Ta2)sm.ccT-2facosaT-mg(ysmy-y2cosy),
••• ( I Z y : • : • : . . • > . • . . ,

Dla uproszczenia zapisu w powyższych związkach przyjęto:

d c L • : .•••

da ' r
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natomiast drugie pochodne V, zt i.y zgodnie z przyjętymi równaniami ruchu (patrz [3])
otrzymać można jako: . , . ....

,. + f- cosaT—TasmccT — mgycosy),

'ix = —V- siny — Vycosy,

W odróżnieniu od założeń pracy [3], przyjmowano zmienną wartość gęstości powietrza
w funkcji wysokości lotu

( h \4,256

gdzie: Q0 = 1.2258 kg m ~ 3 — gęstość powietrza na wysokości h = 0,
h0 — wysokość położenia środka układu 01x1y1z1.

Sak pokazano w [3] dla rozważanego przypadku oraz w [1] dla przypadku ogólnego,
związek (12) otrzymuje się z warunku drugiej pochodnej po czasie równania (5), wt = 0.
Ażeby w każdej chwili lotu warunek ten był równoważny wyjściowemu warunkowi wt = 0,
spełnione muszą być odpowiednie warunki początkowe, mianowicie:

Wi(Vo,yo,0o,zlo, TO) = 0,
(14)

wAVo, go, Yo, &Q, zio, To, To) = 0.
Warunki te (również warunki przy przekształceniu równania (1) do postaci (3)) nakładają
odpowiednie ograniczenia na stan lotu samolotu w chwili t = 0.

Zbudowany model matematyczny pozwolił na wyeliminowanie z równań ruchu (6) - (11)
jawnej zależności od dH. W przedstawionym ujęciu sterowanie jest tym samym zagadnie-
niem wtórnym, wynikającym z warunków nakładanych przez więzy. Było to możliwe
dzięki temu, że zmiany konfiguracji samolotu (w przypadku klasycznej symulacji ruchu
stanowiące odpowiedź układu na zadany model sterowania) wymuszono warunkami
nakładanymi przez więzy — zmiany iż według wzoru (12). Model sterowania musi więc
być jedynie dobrany tak, by w każdej chwili wymuszał identyczne zmiany konfiguracji.
Zgodnie z [1,3] podstawą do wyznaczenia aktualnych wartości 6H może być zależność

L(Lesv2cacm(«,Q, 6H) + Te^ -•'*+-£. (14)

i ; Na zakończenie należy dodać, że zbudowany model wymaga, by przyjęta z założenia
funkcja zmian ciągu T musi być co najmniej klasy C2.

4.2. Pętla kołowa ze stałą prędkością lotu. Jak pokazano w rozdziale 3 zagadnienie spro-
wadza się do nałożenia na ruch układu więzów dynamicznych (3) i (4), które dalej ozna-
czane będą symbolicznie odpowiednio jako Wj i w2. Ponieważ w tym wypadku ilość więzów
i ilość parametrów sterowania są równe, przebiegi obydwu parametrów sterowania będą
ściśle determinowane programem fuchu.
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Stosując analogiczny ciąg przekształceń jak w rozdziale 4.1, poprzez różniczkowanie
warunków więzów dynamicznych otrzymuje się:

Wi = —^-T^-żlSVustau—-^-QSVZstaa—f"&muT~Taco$aT-mgysmy = 0

d dc ( 1 5 )

oraz

S F ^ T 1 - sinar—

— Ta.cosar+Ta2&ińuT—mg- y2cosy = 0, (16)

—2rasinaT—Tasinaj-—Ta2cosaT+mgy2siny = 0.

Występujące w powyższych wielkości zlt y i <x mają postać:

y f *-QZj!L

Postulowanie realizacji warunków (16) w dowolnej chwili czasu będzie równoważne
warunkom (3) i (4) jeśli w chwili t — 0 spełnione będą warunki:

Wi(yo,@o,Zi*,To) = 0,

0 07)

w2(Qo,Yo,®o,Zio,T0,f0) = 0.
Zależności (16) pozwalają na określenie drugich pochodnych kąta natarcia a i siły

ciągu T, mianowicie:

(18)

- a(fi, y, e,xu T, T) - ^ ~ \ (19)
gdzie:

1
% ! = s ina r , a12 = / - c o s a r + - r -

1 dc
G2I = — cosaf, a22 = 71- s i n a r + — g "
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—2Ta cos a r +Tii 2 s in «.T—mg- y2cos y,

=\^zl+jz1iz>yulsttx—-—ZibVusf——
I \ uzj dzx / dzj da

d2c
l--T-~-a2

Podstawiając r x = T, odpowiedni układ różniczkowych równań ruchu samolotu
realizującego założony program będzie mieć postać:

e " " a ( Q . y , 0 , 2 i ! T ' , r 1 ) ! (20)

*i = ^ - c o s y , (21)

żi = -Vm-ńny, (22)

0 = 2, , (23)
t-Tu (24)

ri-iTCfi.yt^.'i.r.ro. (25)
Równania te uzupełnione muszą być związkami algebraicznymi:

<> ( 2 6 )

a = 0 — y.

Model zmian wartości ciągu T wyznaczany będzie bezpośrednio w procesie całkowania
równań ruchu (20) - (25). Aktualne wartości dH wyznaczane mogą być natomiast z analo-
gicznej do (14) zależności o postaci

•j

4.3. Inne sformułowanie zagadnienia. Zaproponowane w rozdziałach 4.1 i 4.2 modele ma-
tematyczne, niezależnie od różniczkowych równań ruchu programowego, pozwalają na
wyznaczanie aktualnych wartości dH z odpowiednich związków algebraicznych (14) i (27).
Zgodnie z [1] możliwe jest jednak inne sformułowanie zagadnienia. 3-krotne zróżniczko-
wanie po czasie wyjściowych zależności (3) i (4) (oczywiście przy założeniu, że wt=0 — 0,
w,-0 = 0, vv<=0 = 0) pozwoli na otrzymanie odpowiednich związków 'wx = 0 i w2 = 0,
liniowo zależnych od dl{ i T. Standaryzacja tych związków względem najwyższych po-
chodnych parametrów sterowania oraz dołączenie (po uprzednim sprowadzeniu równań
do rzędu pierwszego) do ogólnych równań ruchu samolotu, pozwoli na budowę odpo-
wiedniego układu równań różniczkowych zwyczajnych rzędu pierwszego o postaci nor-
malnej. Wektor stanu takiego układu zawierać będzie m.in. parametry sterowania, aktualne
wartości których otrzymywane będą bezpośrednio w procesie całkowania numerycznego.

W rozważonym przypadku podejście takie nie jest jednak celowe. Dodatkowe różnicz-
kowanie związków typu w ~ 0 znacznie bowiem komplikuje zapis matematyczny modelu.
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5. Obliczenia przykładowe

Obliczenia przykładowe przeprowadzone zostały dla samolotu TS-11 „Iskra". Wszelkie
dane geometryczne, masowe i aerodynamiczne dla tego samolotu przyjęte zostały za pracą
[4], a mianowicie:

e = 0
% = 0

7]n - 0.9
g = 9.8065

cmbl( = -0.083+O.1035oc
e = 0.17+0.3749a

cz„ = 0,06453aH+0.04464ów

W pracy przyjęty został stosunkowo prosty model oddziaływań aerodynamicznych,
którego założenia zawarto w pracy [3], Uściślenia wymaga jedynie sposób wyznaczania
aerodynamicznego momentu pochylającego. Aktualną wartość współczynnika tego mo-
mentu c,„ określano jako

m —
J =
o ,

Ca =

3200
8000
17.5
1.83

xH =
zn =
Su —

4.84
1.46
3.54
- 2

cz = 0.07313(a+0.456)
cx = 0.013+0.0005a2

cm(ct, Q, (a, Q, dH). (28)

45 90 135 180 225 270 315 360

Rys. 2 Symulacja pętli kołowej:
1) r = 500 m, Vo = 175 m/s, T = 8000 N,
2) r = 500 m, Vo = 175 m/s, 71 = 800 N,
3) r => 750 m, Ko = 175 m/s, T » 8000 N.
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Wartość momentu pochylającego od usterzenia poziomego (lub odpowiednio współ-
czynnik cmH) wyznaczano jako moment siły nośnej na usterzeniu względem środka masy
samolotu. Zgodnie z przyjętym modelem aerodynamiki samolotu, współczynnik siły
nośnej na usterzeniu cm uzależniono od wartości kąta natarcia xH i wychylenia steru dH.
Uwzględniano przy tym lokalne warunki opływu usterzenia, na które wpływ mają odchy-
lenie strug za płatem, zmniejszenie ciśnienia dynamicznego oraz kątowa prędkość obrotu
samolotu Q. .

Przyjęty model oddziaływań aerodynamiczny jest oczywiście w znacznej mierze uprosz-
czony. Celem podstawowym obliczeń była jedna numeryczna weryfikacja zbudowanych
modeli matematycznych, a nie uzyskanie ścisłych wyników ilościowych dla tego typu
samolotu. .

Obliczenia przeprowadzone zostały na maszynie RLAD 32 według własnych programów
w języku FORTRAN IV JS. Zaprezentowano wyniki dla ośmiu wariantów obliczeń.
Warianty 1 - 5 dotyczą symulacji pętli kołowej, natomiast warianty a , b oraz c — pętli
kołowej wykonywanej ze stałą prędkością lotu. Różnice pomiędzy poszczególnymi warian-
tami opisane są pod odpowiednimi rysunkami. We wszystkich przypadkach wprowadzenie
do pętli następowało w najniższym jej punkcie (punkt A na rys. 1) na wysokości h =
= 1000 m.

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono przebiegi podstawowych parametrów symulowanego

45 90 135 270 3 i 5 3 6 01 8 0 2 2 5
yldeg]

Rys. 3 Symulacja pętli kołowej:
1) r = 500 m, Vo = 175 m/s, T = 8000 N,
4) r = 500 m, Vo = 150 m/s, T = 8000 N,
5) r = 500 m, Vo = 200 m/s, T = 8000 N.
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ruchu z narzuconym warunkiem wykonania pętli kołowej. Przyjmowano przy tym, że
wartość siły ciągu podczas całej pętli jest stała. Przebiegi zmian parametrów przedstawiono
w, funkcji kąta y, który zgodnie z rys. 1 jednoznacznie wyznacza położenie środka masy
samolotu na. okręgu pętli. Kąt określający konfigurację samolotu w pizestrzeni wyznaczany
może być z drugiej zależności (26).

Z przedstawionych wykresów wynika, że przebieg symulowanego ruchu oraz model
zmian wychylenia steru wysokości silnie zależą od początkowej prędkości lotu Vo, narzu-
conego promienia pętli r oraz wartości siry ciągu T = const. Charakter zmian parametrów
ruchu i parametru ÓH są przy tym zgodne z tym co obserwuje się w locie rzeczywistym.
W punkcie szczytowym pętli zauważa się bowiem wyraźne zmniejszenie prędkości V,
przejście na mniejsze wartości kątów natarcia a oraz zmniejszenie wychylenia steru wy-
sokości <3H. Zmiany te są szczególnie wyraźne w II i III ćwiartce pętli, czyli w zakresie
kątów y od 90° do 270°.

Na rys. 5 pokazano przebiegi podstawowych parametrów ruchu w symulowanej pętli
kołowej ze stałą prędkością lotu. Podobnie jak poprzednio przebiegi te zależne są silnie
od założonego promienia pętli oraz narzuconej Vust. Model zmian wychyleń steru wysokości
jest jakościowo zgodny z obserwowanym w rzeczywistości modelem sterowania, nato-

180 225
T tdeg]

270 315 360

Rys. 4 Symulacja pętli kołowej z ustaloną prędkością lotu:
a) r - 500 m, , Vus, = 1,20 m/s,,
b) r = 500 m, VM m 90 m/s,
c). r = 1000 m, Vust = 120 m/s.
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1-0.30

0,

f/
Ł.55 W

7^25

V:

J\3A5 J;

6.08

Rys. 5 Zmiany współczynnika przeciążenia dla wersji 2 obliczeń.

miast przebieg wymaganych zmian siły ciągu wskazuje, że rozwiązanie nia charakter
czysto analityczny. Duże wartości dodatnie i przede wszystkim ujemne („ciąg odwró-
cony"), siły ciągu, niezbędne dla utrzymania stałej prędkości lotu wskazują, że w rzeczy-
wistości założony program może być nie do zrealizowania. W pracy nie rozwijano jednak
tego zagadnienia.

Podczas ruchu samolotu w pętli znacznym zmianom ulega również współczynnik
przeciążenia. Zmiany te przedstawione zostały na rys. 5 dla wersji obliczeń nr 2.

6. Wnioski

Przedstawiona praca rozwiązuje szczególny przypadek programowego ruchu samolotu.
Stanowi tym samym przykład wykorzystania ogólniejszego modelu przedstawionego
w [1]. Wybór prostego przypadku lotu oraz uproszczenia modelu oddziaływań aerody-
namicznych podyktowane były chęcią nieskomplikowanego podejścia do zagadnienia.

W przypadku symulacji ruchu w pętli kołowej tylko jeden z dwu zamodelowanych
parametrów sterowania determinowany był warunkami wynikającymi z postulatu reali-
zacji nałożonego więzu programowego; Jak wspomniano w niniejszej pracy oraz pokazano
w pracy [3], lepiej uwarunkowane było poszukiwanie funkcji zmian d„ jako wynikającej
z warunków więzu. Tym samym funkcja zmian T przyjmowana była a priori (postawiono
jedynie warunek klasy C2 tej funkcji). Z równań ruchu samolotu wynika bowiem, że wektor
ciągu jest praktycznie równoległy do wektora prędkości, ma więc znikomy wpływ na
zmianę krzywizny toru ruchu. Wychylenia steru da decydują natomiast o wartościach
kątowej prędkości samolotu Q, a tym samym decydują o zmianach konfiguracji samolotu.
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Wyznaczane warunki więzów wartości dH dopasowują więc tak konfigurację samolotu,
by w każdej chwili siły na kierunku normalnym do toru równoważyły się (jest to warunek
realizacji więzu dynamicznego). ,,'

Symulacja pętli kołowej z ustaloną prędkością lotu wykazała, że realizacja narzuconego
programu (chodzi tu przede wszystkim o warunek V = 0) wymaga afizycznego modelu
zmian wartości siły ciągu. Uwaga ta dotyczy przede wszystkim dużych wartości ciągu
wstecznego w III i IV ćwiartce pętli. Uzyskane rozwiązanie traktować należy zatem jako
czysto teoretyczne. Poprawniejszym z punktu widzenia zastosowań praktycznych byłoby
przyjęcie warunku zmian wartości prędkości V jako funkcji typu cosinusoidalnego w za-
leżności od kąta y.

We wszystkich pokazanych wariantach obliczeń parametry symulowanego ruchu
oraz funkcje zmian determinowanych warunkami więzów parametrów sterowania, silnie
zależały od przyjętych warunków początkowych. Jakościowy charakter tych zmian był
jednak zgodny z doświadczeniami z lotu rzeczywistego.

Realizacja założonego programu nakłada warunki również na początkowe wartości
wektora stanu odpowiedniego układu równań różniczkowych. Tylko część z nich do-
brana może być dowolnie z punktu widzenia realizacji więzów. Oznaczało to m.in., że
w chwili t = 0 (punkt A na rys. 1) samolot już realizował założoną pętlę.

Podjęte zagadnienie może mieć praktyczne wykorzystanie przy modelowaniu figur
akrobacji lotniczej. Redefiniowania wymaga jednak przyjęty model matematyczny tak,
by możliwe było formułowanie odpowiednich więzów programowych. Dotyczy to przede
wszystkim zagadnienia programowego ruchu przestrzennego.

Przedstawione podejście do zagadnienia zastosowane może być również do innych
układów sterowanych parametrycznie.
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S u m m a r y

NUMERICAL SIMULATION OF AIRPLANE PROGRAMMED
MOTION IN VERTICAL LOOP

An airplane programmed motion in vertical loop has been simulated. The airplane center of gravity
was demanded to describe an ideal circle, and in the other example, additionally a constant flying speed
was postulated. The model of airplane control ensures that the simulated motion complies with the pro-
gram constraints. The airplane was modelled as a rigid body controlled parametrically by jet thrust force
and elevator deflections. Some results of numerical calculations are presented.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 17 kwietnia 1986 roku.
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1. Introduction

The study of the behavior of stresses in periodically layered elastic composites is of
importance in many enginnering and geophysical applications. The problems of laminated
materials have been treated by various methods (see for references, cf. [1]). One of the.
approaches is the linear theory of elasticity with microlocal parameters given by Woźniak
[1 - 4]. This homogenized model of microperiodic multilayered bodies describes the micro-
local effects, i.e. the effects due to the microperiodic structure of the body.

The aim of this paper is to adopt the complex variable method for two-dimensional
problems of the periodically layered elastic composites. As a basis of the consideration
we take into account the linear theory of elasticity with microlocal parameters [1 - 4].
The complex potentials are introduced for the reduction of the two-dimensional static
problems of the layered periodic composites to the boundary values problems of analytical
functions. The complex variable method is well-known, cf. [5] and it was applied fruit-
fully in the linear elasticity of anisotropic bodies, cf. [6].

In Section 2, based on the results of papers [1 - 4], the fundamental equations of the
homogenized models of the periodic layered linear-elastic composited are presented for
the two-dimensional static problems. The complex potentials for these equations arę
introduced in Section 3. In Section 4 a special example describing the stress distribution
in the periodic two-layered half-space is considered. The solution of the problem is obtained
for arbitrary given loads on the boundary.

2. Statement of the problem and governing equations

We consider a periodic laminated body in which every lamina is composed of two
homogeneous isotropic linear-elastic layers. Let K{,i/tj and 12> f*2 be Lamś constants
of the subsequent layers, (Xi,x2,x2) comprise the Cartesian coordinate system such

8*
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that the axis xt is normal to the layering. Let Ą, l2 be the thicknesses of the layers, and
d be the thickness of the fundamental layer, so <5 = li + l2. The scheme of the open middle
cross-section Bo <= R2 of the considered body is given on Fig. 1. We assume the perfect
bonding between the layers.

Bo
J

Fig. 1.

We confine attention to the two-dimensional static problems in which the displacement
vector « is given in the form:

«(*l, X2) B (tttfpd , X2), U2(X! , X2), 0) .
To determine the stress and strain distribution in the laminated body we take into consi-
deration the homogenized model of linear elasticity with microlocal parameters given
in [1 - 4], in which the components of displacement vector is assumed as follows:

" a ( * i , x 2 ) = wa(x±, x^+hipc^q^, x 2 ) , a = 1 , 2 , (2.1)
where h:R-+ R is the known a priori continuous ó-periodic function, called the shape
function [1 - 4], given by:

li

h(xx) =

and (V^! e R), h(x,) =

Xi--

L-tj l 2
i + 8), where:

for

for

h

The shape function h(-) satisfies the conditions

/ h(t)dt - 0, V*i eR, 1 (̂̂ )1 < 8.

(2.2)

(2.3)

(2.4)

The functions wa( •), ?«(•)» a = 1»2 are unknown functions of class C2(50), the functions
wa( •) are interpreted as the components of „macro"-displacement vector and the functions
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4„( •) are called the microlocal parameters. The vector h • q represents the "micro-displa-
cement vector connected with the microperiodic structure of the body.

According to the results given in [1 - 4], the governing equations of the homogenized
model of the microperiodic two-layered composites under consideration in the two-dimen-
sional static case take the following form:

+W2,
t2 = 0,

- 0,

Wa + M(w»,i+Wi,a) = 0,
where

3Ui}VKl-ij)Aa, W-i?(Ai-Aa),
(2.6)

and the comma denotes partial derivatives with respect to the coordinates xa, « = 1,2.
Solving Eqs. (2.5)3_4 we obtain

[k] •, s 2 M
— V ^ + M ' ) — r ą , i ,

Tr'Cvfz.i + Wj.a).

Next, substitution of the microlocal parameters qa( •) given by Eqs. (2.7) into Eqs. (2.5)^ 2

yields
Alwllli + (B+C)w2tl2 + Cwll22 = 0, •

A2w2,22 + (B+C)wul2 + Cw2,il = 0 ,
where:

A (h+2^)(k2+2fi2)
1 (1VM+2/*) + V(*+2MJ

= Q-—n)h(h+2^)477^^+2^)
(l-ł?)(A1+2jMl)+łj(;2+2j«2) . '

(l

2)

The stresses in the subsequent layers may be obtained from the Hooke's law taking
into account the displacement (2.1), the shape function h(-) given by (2.2) and equations
(2.7). The components of stress tensor 0$, where index.; runs over 1, 2 and is related to
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the layers of the first kind (with material constants "kx, fix) and the second kind (with
material constants X2, fi2), can be expressed by:

o[Jl = A1wul+BwZt3,

o^ = C{wU2 + w2<1), (2.10)

<xg> = D^wUi+E(J)w2,2,
where:

h A pa) _ fyj^j ttiL + h. B a\\\

Within the framework of given above homogenized model we can formulate boundary
value problems for the equations (2.8) in terms of the "macro-displacements wa( •) (by
using Eqs. (2.10)).

3. Complex representation of the solution for the equations of homogenized model

We consider now two-dimensional problems of the "hypothetical " elastic orthotropic
body which is described by strain-stress relations as follows

, (3.1)
a22 = BellL+A2e22,

where:

« i i - W i , i . £22 = w2,2, el2 = 0.5(wli2 + w2il)> (3.2)

and the constants AX,A2,B, C are defined by (2.9).
The equilibrium equations

ffii,i + ffia,a-0, cr2 1 i l + cT22i2 = 0, (3.3)

expressed in terms of wa, (by using (3.1), (3.2)) a = 1,2 take the same form as equations
(2.8). So, we can apply the well-known general solution of these equations given in, cf.
[6], for the case of orthotropic elastic body.

If we express the components of stress tensor by the stress function U( •) e C*(50).

0 n =• U,21> &Z2 " UlXl, Vi2 = -U,12, (3.4)

then the equations (3.3) are satisfied identitely. Now solving equations (3.1) we have

A2 _ B
£ l 1 ~ AtA2-B2 a n "A^^B2' °12'

B A,.

1 • \ :
6 1 2 ~~2Cai2-

Utilizing the strain compatibility equation

s + e = Is «g\
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and equations (3.4), (3.5) we obtain the following equation for unknown function U:

A1CU,nil + (A1_A2-2BC-B2)U>1122+A2CUt2222 = 0. (3.7)

If we introduce the differential operators:

where sk, k = 1, 2, 3, 4 are the roots of the characteristic equation

AlCsA + (A1A2-2BC-B2)s2+A2C ~ 0, (3.9)
the equation (3.7) can be rewritten in the form

DlD2DiDAU^0. (3.10)
The solutions of characteristic equation (3.9) depend on material constants of the layers,
and we can mark out two cases:

3.1. Case l, [/J] # 0. We assume now that py ^ \i2. The equation (3.9) has four
different pure imaginary complex roots ±ikl, ±\k2, where

(3.11)
2AC

dx = (A1A2-2BC-B2)2-4A1A2C
2 > 0.

By integration of the equation (3.10) we obtain the following general solution in the form

U(peltxz) = 2Re[U1(x2 + \k1x1)+U2(x2+ik2x1)]

= 2Re[C/1(z1) + t/2fe)], ( }

where U1(z1) and U2(z2) are arbitrary holomorphic functions of the complex variable
zi = Xi+ikiXi and z2 = x2

Jrik2xi.
Introducing the complex potentials

(3.13)

and utilizing Eqs. (3.4), (3.1) and (2.10) we obtain the complex representation for the
stress components a{Jl and a^l:

aft = Oll = 2Retf '(zi)+V'fe)],
<7$ = <ria = -2Rei[*:1?)'(z1) + fc2y'(z2)], 7 = 1 , 2 .

To obtain the complex representation for the stress components o[J2 defined by (2.10)3

we must determine the functions wlti and w2,2 by solving the following equations (we
use Eqs. (3.1)1>3, (3.2) and (3.14)):

AlWui+Bw2,2 = 2Re[c>'(z1)+y'(*2)],
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After simple calculations we have functions wUi, w2t2 expressed by the complex potentials
and next from (2.10)3 we obtain

aft = 2Re[c?ę'(zx) + cpf'(z2)), (3.16)
where:

AtA2-B2 ' ' K '

Finally taking into account equations (3.5), (3.1) and (3.2) we arrive at the following
expressions for the "macro"-displacemsnts wa:

where:

(2)], _
w2 = ~2Re[pi(p(zx)+p2f(z2)],

ka(A\A2-B>) '

The equations (3.18), (3.16) and (3.14) constitute the complex representation of the general
solution for the homogenized model of microperiodic two-layered elastic composites
presented in Section 2, in which the shear modulus Hi, [A2 satisfy ^ ^ /x2- In this way
two-dimensional problems of the composite bodies were reduced to the boundary value
problems for holomorphic functions (complex potentials cp{ •), y( •)) of complex variables,
which are well-known, cf. [5], [7],

3.2. Case 2, [ft] = 0. We now assume that ^ - /J,Z. Then, from Eqs. (2.9), (3.11) it
follows that

The equation (3.9) has two double roots +i, what it means that equation (3.10) can
be reduced to the biharmonic equation. The stress function U(xt, x2) takes the Goursat's
form

U{Xl,x2) - Re[z£71(z)+ U2(z)], (3.21)

where U^z), U2{z) are arbitrary holomorphic functions of the complex variable z =
= x2 + iXi. The stress function U given by (3.21) is the same as in the classical theory of
elasticity, cf. [5,7].
The "macro"-displacements wa and components of stress tensor o$, a, /S = 1, 2 can be
written in terms of complex potentials Uiiz), U2{z) and <P(z) m U[(z), W(z) = U'2'(z)
as follows:

2C(w2+iw1) = xU1(z)-z0(z)-U'2(z),

], „
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where, (see equation (3.20))

./ =
(3.23)

3.3. Remark. Setting [A] = 0, [fi] = 0, i.e. At = X2 and fix = [i2 we obtain the case
of homogeneous isotropic linear-elastic body. From equation (3.20) and (3.23) it follows
now that:

= 1, (3.24)

Equations (3.22) together with (3.24) constitute the well-known complex representation
of the general solution for the homogeneous isotropic linear-elastic body, [5,7].

4. Example of application

We consider a two-layered microperiodic elastic half-space x^ > 0, the scheme of
which is given on Fig. 2. Let the half-space be loaded on the boundary xt — 0 by the force
(N(x2), T(x2), 0), where N(x2), T(x2) are known functions described normal and tangent

k
t jr

~2 ' ~
1

2
1

2
1

"2<^2
- fl-

\,.JJ,

XvPi
- -

x,

Fig. 2.

components of the force vector. The boundary conditions of equations (2.8) in this case
can be written:

(4.1)
(0,x2) - -N(x2),

criV(O, x2) = C(w1)2(0, x2) + w2ll(0, x2)) = -T(x2).

According to the results given in Section 3 we consider two cases:
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4.1. Case 1, [/*] & 0. Taking into account the complex representation (3.14), (3.16)
and (3.18) and utilizing the solution of adequate problem for the ortotrophic linear-elastic
half-space xt ^ 0, [6] (with the constitutire relations given by (3.1)) we arrive at the solu-
tion:

If
+ 00

k2N(i)-iT(C)
k,-k2 2m J £-zx

— oO

(4-2)
fJ

Knowing the complex potentials <p and ip we can obtain easily the "macro"-displacements
wa (by using Eqs. (3.18) and (4.2)) and stresses a$ (by using Eqs. (3.14), (3.16) and (4.2)).

4.2. Remark. If we put in equations (4.2)

r— for |JC2 I < s,
le T(x2) = 0 for x2eR, (4.3)
0 for |*21 < s

where e > 0, and consider the limit case e ->• 0 we obtain the solution for the concentrated
normal load N(x2) = Pd{x2) in the form:

(4-4)

where constants C l 3 C2 are given by

P^2 r - — ?h} C
) ' 2 "

The obtained above complex potentials <p and ę together with equations (3.14) and (3.16)
give the stress distribution consistent with the results obtained in [8] by using the Fourier
transform methods.

4.3. Case 2, [/<] = 0. Taking into account the complex representation (3.22) and utili-
zing the solution of adequate problem for the homogeneous isotropic linear-elastic half-
space xx > 0, [5] we arrive at the solution:

~ 2nx J

+00
(4.6)

2m J Ę—Z 2TII J
- c o - c o

In the case of the concentrated force given by Eq. (4.3), where e -> 0, we obtain

(4'7)
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5. Conclusions

The presented method of complex potentials for the homogenized model of micro-

periodic two-layered composites is very useful and effective in two-dimensional problems.

The method may be applied to solve contact problems, crack problems in the laminated

bodies. It is possible to developed and adopt it for the two-dimensional problems of multi-

layered microperiodic composites within the framework of the linear elasticity with micro-

local parameters, [1 - 4].
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P e 3 IO M e

KOMIUIEKCHLIE IIOTEHIJHAJILI B flBYMEPHLIX SAflA^AX CJIOHCTHX
CPEH riBPHCm-FIECKOfl CTPYKTyPBI

B pa6oTe BBe#eHo KOMiraeKCHŁie noTeHUHauM flJia flsyMepubix 3a#ai CJIOHCTŁDC ynpyrax cpep,
nepHOflmrecKoH CTpyKTypw paccMoTpenHbix B paMKax MoflejiH Bo3HHKa nuaeftHOH TeopHH ynpyrocrai
c

S t r e s z c z e n i e

POTENCJAŁY ZESPOLONE W DWUWYMIAROWYCH ZAGADNIENIACH
KOMPOZYTÓW WARSTWOWYCH O STRUKTURZE PERIODYCZNEJ

W ramach modelu Woźniaka liniowej teorii sprężystości z mikrolokalnymi parametrami wyprowa-
dzono zespoloną reprezentację dla dwuwymiarowych zagadnień kompozytów warstwowych o strukturze
periodycznej.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 20 listopada 1986 roku.
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ROZWIĄZYWANIE PROBLEMÓW QUASI-STATYCZNEJ
SPRĘŻYSTO-LEPKOPLASTYCZNOŚCI

ZE WZMOCNIENIEM KINEMATYCZNYM

MACIEJ BANYŚ

Politechnika Wrocławska

1. Wstęp

Dotychczasowe rozwiązywanie metodą elementów skończonych quasi-statycznej
sprężysto-lepkoplastyczności w zakresie małych odkształceń oparte było na procedurach
z ograniczoną stabilnością ze względu na krok czasu. W kolejnych artykułach [2], [8]
przedstawiona została procedura Eulera oraz warunki dla kroku czasowego w celu zacho-
wania stabilności. Podobne ograniczenia występują dla procedury początkowych obciążeń
[1] z bezwarunkową stabilnością dla parametru aproksymacji 0 = 1. W pracy [3] przed-
stawiono procedurę Newtona-Raphsona bezwarunkowo stabilną dla 0 ^ — . Z wyjątkiem

procedury Eulera dla 0 = 0 rozważania dotyczyły sprężysto-lepkoplastyczności bez
wzmocnienia. Wiele materiałów wykazuje jednak równocześnie wrażliwość na prędkość
odkształceń niesprężystych e" jak i samo odkształcenie niesprężyste E". Stąd potrzeba
stosowania bardziej nieliniowych praw płynięcia. Ogólnie możemy zapisać tę zależność
w postaci macierzowej:

ł " =/(?,£") 0.1)
gdzie a jest wektorem naprężeń.
Podejście sprężysto-lepkoplastyczne pozwala na uzyskiwanie rozwiązań sprężysto-plą-
styczności jako stanów ustalonych dla dużych czasów [8]. Taki sposób rozwiązywania ma
charakter metody relaksacji dynamicznej. Czas gra rolę fikcyjnego parametru. Prowadzi
to do uzyskania lozwiązania związanego ze spełnieniem warunku plastyczności.

2. Wzmocnienie kinematyczne

Ograniczymy się do przypadku wzmocnienia kinematycznego [5], dla którego wprowa-
dza się naprężenie względne ak postaci

ak = ą-.c-m- ea, (2.1)
gdzie c jest stałą wzmocnienia. •
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Ponieważ stosujemy odkształcenie tzw. inżynierskie

dux 8u2

dx2 dx±

stąd musimy wprowadzić diagonalną macierz III dla trójwymiarowego stanu naprężenia:

1 0 0 0 0 O'
1 0 0 0 0

1 0 0 0
1

111 = sym. 0 0

1
2

Warunek plastyczności ma postać dla granicy plastyczności a0 przy rozciąganiu

Gkint = °O> . (2.2)

gdzie:

funt = \f ~2^-D

Iloczyn SD<jk => Sk stanowi dewiator naprężenia względnego, a macierz S[D jest postaci:

2

T

sym.

1
•3
2

3

1
3
1

y
2
3

0

0

0

1

0

0

0

0
1

0

0

0

0
0
1

Wprowadzenie macierzy diagonalnej II o postaci podobnej do macierzy III, gdzie w miejsce

--należy podstawić 2, wynika z ograniczenia się do wektorów sześcioelementowych.

Zgodnie z koncepcją materiałów statecznych lepkoplastycznych [5] możemy zapisać
prawo konstytutywne w postaci

V (2-4)do'

gdzie y jest lepkością,

F = 1 określa statyczny warunek plastyczności, a

f =

dla wzmocnienia kinematycznego.

(2.5)
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Symbol <<&> oznacza próg, powyżej którego wystąpią odkształcenia niesprężyste tzn:

(<Z> dla <Z> Ss 0
H o dla tf<0. < Z 6 >

Funkcję &(F) można przyjmować w różnej postaci [5] najczęściej jednak stosuje się funkcję
potęgową &(F) = F". Zgodnie z (2.4) i (2.5) możemy obliczyć pochodne cząstkowe i za-
pisać

Taka postać równania konstytutywnego gwarantuje nieściśliwość w zakresie niespręży-
stym, co jest potwierdzone doświadczalnie dla metali.

3. Metoda Newtona-Raphsona

Oznaczmy dla wygody przyrosty zmiennej a w przyroście

oraz przyrosty zmiennej o; w iteracji:

4ai+i -aSił-si+i.
Ponieważ (1.1) jest określone postacią różniczkową możemy przyjąć, że

l ^ + i , (3-3)
gdzie 0 < 0 < 1 jest parametrem aproksymacji liniowej postaci

Natomiast:

Aby obliczyć nieznane z góry wartości g^J , ^%lK rozwińmy e" w szereg Taylora wzglę-
dem pierwszych pochodnych

3 h a T '
de" n+@

wykorzystując zależność:

Aon4.Q = c/• /ICT„+ 1 oraz /)£«+© — ^

Łącząc (3.6) z (3.3) otrzymujemy

d^i, = G-1 • © U + 0 • Pa- A ^ - 0 • Pc•óę°t1»)- dtn+1, (3.7)
gdzie:

wygody wprowadziliśmy oznaczenia:

oraz P 8 =
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Ogólne równanie konstytutywne dla sprężystości przy założeniu addytywności odkształceń
sprężystych i niesprężystych ma postać w wersji przyrostowej

^ + i = 5-(<3e»+i-<5Ąi), (3.8)
gdzie D jest macierzą sprężystości. . • • , • •-•• ' '
Podstawiając (3.7) do (3.8) i przekształcając względem dąj,+1 otrzymujemy:

Aąi+1 = DBK+i-D* • ( Ś « U • K+i +D-1 • dofcl-dłn+1 -0-Pe- dękl) (3.9)

gdzie D jest macierzą sprężysto-lepkoplastyczną z uwzględnieniem wzmocnienia kinema-
tycznego

t = GT • (G- D-1 • Gr+&- ótn+1 • Pa - G 1 ) - 1 • G = D* • G, (3.10)
a macierz

D* = {G'D~l + 6-dt^i,-Pa)-K (3.11)
W równaniu (3.9) pojawia się macierz odkształceń B związana z dyskretyzacją kontinuum,
łącząca odkształcenia z przemieszczeniami węzłów.
Zwróćmy uwagę na fakt, że w równaniu (3.9) znamy wszystkie wielkości z wyjątkiem
Agj,+ 1 oraz <3M£+1.
Dołączmy do tego równania równanie równowagi postaci

(3.12)

gdzie R„+1 jest wartością obciążeń węzłowych oraz sprowadzonych do węzłów sił maso-
wych i sił od odkształceń początkowych w (n+l)-szym przyroście czasu.
Podstawiając (3.9) do równania równowagi otrzymujemy 0

Sh9-6ń+tr&fr+4*i (3-13)
g d z i e : • : •

KUe = / i1'• Ił- B- dV ( 3 1 4 )

jest macierzą sztywności sprężysto-lepkoplastyczną,

(3-15)

i gra rolę sił początkowych korygujących rozwiązanie. Połączenie równań (3.9) i (3.13)
oraz (3.8) daje procedurę Newtona-Raphsona względem zmiennych u,o,s" i umożliwia
efektywne rozwiązanie zadanego problemu spręźysto-lepkoplastyczności oraz sprężysto-
plastyczności ze wzmocnieniem kinematycznym.

Poniżej przedstawiony zostanie algorytm analizowanej procedury typu Ńewtona-
Raphsona. W algorytmie występują następujące oznaczenia:

e dokładność obliczeń w przyroście,
MAX— maksymalna liczba iteracji w przyroście,

T—całkowity czas obciążenia kontinuum.
X — liczba zmniejszająca przyrost czasu.
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A l g o r y t m p r o c e d u r y i t e r a c y j n o p r z y r o s t o w e j

Pods t a w i ć i = 0 ; n = 0
R o z w i ą z a ć z a g a d n i e n i e s p r ę ż y s t e

= ! i ' fL°>&> = E.B'io > Eo=-5

P r z y j ę c i e S + n t , j 1.1

P o d s t a w i ć u.n.i = Un ; ?!,«, = 6 n ; i,n'.i = l n

1Obl i czyć. mąci erz sztywności

s i ł y dodatkowe J

Rozwiązać układ równań Kj, ł 0

-6uj, f, = R„ t l * J(,t8

O b l i c z e n i e n a p r ę ż e ń A f i ' n t i /3.9 /

i o d k s z t a ł c e ń ni e sp r ę ż y s t y ch 6 £ n t 1 / 3 . 8 /

Podstawie u k , " — g n * f l u i , * ;
Soi « co 4,«:cai

Podstawić i«— i ł-1 Zmienić

Podstawi ć n •

Podstawić un
c u c

; Sn "—Sn»t

/3.U/
/3-15/

/3.13/1

Rys. 1.

W programie dodatkowo jest wbudowany segment, który umożliwia zwiększenie długości
kroku czasowego dt o ile liczba iteracji w przyroście jest wystarczająco mała.
Rozpatrzmy pewne szczególne przypadki powyższego algorytmu.

de"
a) Weźmy pod uwagę zależność (1.1) bez wzmocnienia tzn. ś" =f(a). Wówczas-—- = 0

i stąd macierz G = I oraz D = \D* - {D^x+& • dt- Po)'1. Taki algorytm przedstawiono
w pracy [3]. Zasadnicza różnica, związana z uwzględnieniem umocnienia tkwi w postaci
macierzy G. Ponieważ materiał określony jest stowarzyszonym prawem płynięcia, stąd

9 Mech. Teoret. i Stos. 4/S7
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8k°
da

> 0 i dla wzmocnienia, gdy c > 0
\a3 0. Stąd wniosek, że zarówno macierz

G jak i D nie będą osobliwe.
b) Zanalizujmy wpływ parametru aproksymacji. Jeśli 0 = 0, to ffj+0 = ą„; ef,l

+e = gg.
Stąd G — I oraz D = D = D*. Macierz sztywności Kj,+e = K jest stała i sprężysta. Jest.
to algorytm Eulera [2] warunkowo stabilny ze względu na przyrost czasu. Procedura
iteracyjno-przyrostowa upraszcza się do przyrostowej. Dla 0^=0 mamy metodę typu
implicit.
c) Istnieją różne modyfikacje procedury Newtona-Raphsona [4], które są możliwe do
zastosowania również w powyższym algorytmie. Często jest stosowana modyfikacja
polegająca na pozostawieniu niezmienionej macierzy sztywności K„ w trakcie iteracji ze
zmianą w przyroście. Taka modyfikacja ma charakter połączenia metody Newtona-
Raphsona z metodą początkowych obciążeń.

4. Określenie macierzy występujących przy wzmocnieniu kinematycznym

Do obliczenia macierzy sztywności (3.14) oraz macierzy „wzmocnienia" G są potrzebne
odpowiednie pochodne cząstkowe. Mają one następującą postać

(4.1)
i l l _ 3 cv

gdzie:
H = SD • U

;•.- i m 3 • 1 I 80 1 WnS l \ ( 4 - 2 )

Zanalizujemy własności symetrii macierzy p . Macierz ;ff jest macierzą symetryczną,
ponieważ iloczyny SD-J1 i SD • II • ak • qj • II • SD mają tę własność. Z kolei we wzorze

8e"T I 8e"r \ T

(3.10) występuje iloczyn macierzy—=—• I — 0- 6tn+1 • —•=—I . Własność symetrii
ca \~ as I

de"T de"

ma iloczyn — j — •-~fl = /?i • j82 • BJ • III - J^. Z powyższych własności wynika, że ma-

cierz sprężysto-lepkoplastyczna dla wzmocnienia kinematycznego jest symetryczna.

5. Stabilność procedury numerycznej

Ponieważ metoda Newtona-Raphsona jest zbieżna [1], [4] z wyjątkiem „patologicz-
nych" przypadków, dlatego też należy określić jedynie jej stabilność.
Zapiszemy w wersji różniczkowej równania konstytutywne i równowagi wykorzystując
model lepkoplastyczny ze wzmocnieniem kinematycznym



SPRĘŻYSTO-LEPKOPLASTYCZNOŚĆ ZE WZOMCNIENIEM 651

BT-ą-dV= R.

Łącząc oba równania otrzymujemy:

stąd:

-u = R+f gr-D-h"- dV,

gdzie:

= J If'-D-B-dV.
v

Przy zastosowaniu N punktów Gaussa w całkowaniu numerycznym
N

oraz Wj>0, j=\,...,N.

Łącząc zależności (5.1) i (5.2) dla wszystkich punktów Gaussa otrzymujemy

Ż = 'D-B-K-1- (R+MT 'D-W- E-)-~D • I " .
gdzie:

D =
o

0

0

0

(5.1)

(5.2)

(5.3)

Wprowadzając wzmocnienie kinematyczne poprzez naprężenie względne (2.1) możemy
zapisać

^-l-cra-!*. (5.4)
Zapiszemy równanie (2.7) w postaci

e = i_ • fffc lu t ) jg i . ~*5 W1-3^
gdzie:

j 0

Wprowadzając powyższe równania do (5.3) otrzymamy

gdzie:

JE"1.

(5.6)

(5.7)
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Sprowadziliśmy więc układ równań (5.1) do nieliniowego układu równań różniczkowych
zwyczajnych względem ak, tzn. E_k - f(Zk). Przy braku wzmocnienia dla c = 0 powyższy
układ sprowadza się do wyprowadzonego w pracy [2]. Na wstępie musimy_określić pewne
własności macierzy w (5.6). Analizując macierz 5fc(5.7) oraz macierz Sk = §_ bez wzmocnie-
nia zauważamy, że

Sk = S^-c-Jl-Wr1- (5.8)
Jak stwierdzono w pracach [2], [3] macierz S jest niedodatnio określona. Ze względu na
charakter dodatnio określonej macierzy diagonalnej wag W możemy wnioskować, że dla
wzmocnienia, gdy c > 0, |[c III fff~xH > 0. Oczywiście iloczyn cIllW'1 daje macierz
symetryczną. Stąd wniosek, że S_k jest macierzą symetryczną, niedodatnio określoną,
rzeczywistą. Analizując równanie (5.5) możemy stwierdzić, że macierz F jest symetryczna,
nieujemnie określona. Praktycznie macierz ta jest osobliwa jedynie w przypadku spełnie-
nia warunku plastyczności. Ten warunek zostaje osiągnięty asymptotycznie jako rozwią-
zanie stacjonarne dla dużych czasów. Wynika to z niedodatniej określoności iloczynu
SkWF. Wówczas wartości własne lk < 0, co zapewnia asymptotyczną stabilność. Analiza
stabilności numerycznej może być przeprowadzona w identyczny sposób jak w pracy [3],
ponieważ macierze mają te same własności dla wzmocnienia kinematycznego, jak i bez
wzmocnienia co pokazano powyżej.
Rozwiązanie w naprężeniach względnych Ek równania (5.6) można zapisać następująco

_ ±ik(n + l) — J-toi+^n+1 ' §_kLn+e ' ?-Un + B)> (5.9)
gdzie; L=W-£,

n — oznacza przyrost,
© —jest parametrem aproksymacji liniowej.

Ostatecznie otrzymuje się identyczne kryterium stabilności postaci

1, (5.10)

gdzie X{ jest j-tą wartością własną macierzy LSkL.

Stąd wniosek, że dla 0 > — warunek (5.10) zawsze będzie spełniony i otrzymamy algo-

rytmy z bezwarunkową stabilnością. Dla 0 < — otrzymamy

gdzie X = max \Ą\. Ponieważ X[ zależy zarówno od £kn, jak i od EH„+1) (z wyjątkiem
procedury Eulera dla 0 = 0) wówczas nie można z góry określić warunku (5.11).

6. Zastosowania numeryczne

Do obliczeń wybrano przykład rury grubościennej i zbiornika kulistego obciążonych
ciśnieniem wewnętrznym. Przykłady te są rozwiązane w literaturze, dlatego jest możliwe
porównanie wyników. W obu wypadkach zastosowano prawo konstytutywne lepkopla-
styczne postaci (2.7) z funkcją potęgową 0(F) = F".
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6.1. Nieskończenie długa rura grubościenna. Przykład ten zanalizowano w pracy. [3] dla
lepkoplastyczności bez wzmocnienia. '•
Dane materiałowe:

E'= 3-107

v = 0 . 3
(T0 = 3 • 104 :

» • - ! . .

moduł Younga
ułamek Poissona
granica plastyczności
wskaźnik potęgowania
lepkość
współczynnik wzmocnienia

y = 1.-10-8

c = 1.15 -107

c - 4.5 • 106

c = 1.-106

Rys. 2. Rura grubościenna. Dyskretyzacja.

' Q5

Rys. 3. Rura grubościenna. Wykresy przemieszczeń ur, r — oznacza promień, linie ciągle — obliczenia
według pracy [7];

+ — obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 8 elementów; wartości przemieszczenia w węzłach elementów;
c m 10«,

T- obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 20 elementów; wartości przemieszczenia w węzłach elementów:
o — bez wzmocnienia,

H ze wzmocnieniem kinematycznym c— 1,15 • 107.
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Zastosowano osiowo-symetryczne trój węzłowe elementy Lagrange'a z ograniczoną możli-
wością odkształceń es = 0 w kierunku osi symetrii oraz całkowanie numeryczne dwu-
punktowe kwadraturą Gaussa. Dyskretyzowano przekrój na 8 i 20 elementów otrzymując
odpowiednio 17 i 41 węzłów. Wykonane obliczenia miały na celu potwierdzenie rozważań

teoretycznych, związanych z bezwarunkową stabilnością dla 0 Js -— i dowolnie dużych

przyrostów czasu dt oraz uzyskanie rozwiązań dla pośrednich czasów. Ponieważ można
uzyskać rozwiązanie sprężysto-plastyczne dla dużych czasów, z tego więc względu przy<-
jęto przyrost czasu ót = 1O10 (przebadano również większe przyrosty czasu dt < 101 2

uzyskując te same wyniki). Rozwiązaniem startowym było rozwiązanie „czysto" sprężyste.
Dla różnych wartości parametru aproksymacji 0 testowano zacjowanie się procedur.

Podobnie jak w przypadku bez wzmocnienia [3] dla 0 > — algorytm miał bezwarunkową

stabilność, jednakże dokładność zależała od wartości przyrostu czasu dt. Dla 0 = 1
niezależnie od wielkości dt otrzymano bardzo dokładne wyniki dla stanu ustalonego

de"
zarówno dla naprężeń jak i przemieszczeń (Rys. 3-̂ -6). Pominięcie wpływu -— w pro-
cedurze, co odpowiada stosowaniu metody początkowych obciążeń względem e", powoduje
znaczne błędy w obliczeniach dla dużych <51. Dla małych 61 zmniejsza się ten wpływ w ma-
cierzy „wzmocnienia" G i tym samym błędy maleją. Jednakże dla obliczeń sprężysto-pla-
stycznych ze wzmocnieniem, gdy jest wymagany duży krok czasu d t, powinno stosować
się przedstawioną procedurę. Wykonano obliczenia bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem
kinematycznym dla różnych współczynników (Rys. 3-r6). W zakresie bez wzmocnienia
wyniki porównano z zamieszczonymi w pracach [6], [7] z odpowiednimi ułamkami Pois-
sona, tzn. v — 0.3, v — 0.25. Otrzymano bardzo dobre wyniki.

W pracy [7] przedstawiono rozwiązywanie zagadnienia sprężysto-plastycznej rury
ze wzmocnieniem liniowym. W celu sprawdzenia wyników równań różniczkowych zwy-
czajnych wyprowadzony w powyższej pracy rozwiązaliśmy metodą Rungego-Kutty czwar-
tego rzędu. We wszystkich przypadkach zgodność wyników jest bardzo dobra i praktycznie
dla 8 elementów warunek plastyczności jest spełniony idealnie w każdym punkcie Gaussa.
Dla 0 = 1 już w drugim przyroście osiąga się stan ustalony. Liczba iteracji nie przekra-
czała pięciu. Oczywiście również w zakresie przemieszczeń zgodność jest bardzo dobra
z błędem poniżej 0.03%.

6.2. Grubościenny zbiornik kulisty. Zastosowano trójwęzłowe elementy Lagrange'a oraz
dwupunktową kwadraturę Gaussa do całkowania numerycznego. Dane materiałowe
przyjęto takie same jak w przypadku rury grubościennej (pkt. 6.1.) Ciśnienie wewnętrzne
było stałe i wynosiło p = 40000. Obliczenia wykonano dla 8 elementów z 17 węzłami.
Podobnie jak w poprzednim przykładzie otrzymano bardzo dokładne wyniki dla 0 = 1

niezależnie od wielkości przyrostu 61. Dla mniejszych wartości 0 s <f -?- > 11 pomimo

bezwarunkowej stabilności dokładność pogarszała się. Dla 0 = 0 warunkowo stabilna
procedura zmuszała do stosowania dużej liczby przyrostów.

Wyniki porównano z własnymi obliczeniami według rozważań z pracy [7] zarówno
dla wzmocnienia liniowego jak i bez wzmocnienia. Na kolejnych rysunkach 7, 8 oraz 9



Rys. 4. Rura grubościenna. Wykresy naprężeń promieniowych a,/p;
p oznacza ciśnienie wewnętrzne, r — oznacza promień, linie ciągle — obliczenia według pracy [7],
+ —obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 8 elementów trójwęztowych oraz dwupunktowe ikwadratury
Gaussa do całkowania numerycznego; wartości w punktach Gaussa, dla wzmocnienia kinetycznego c = 1,15 • 106,
— obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 20 elementów trójwęzłowych; wartości naprężeń w środku elemen-

tów: '
o — bez wzmocnienia,

H ze wzmocnieniem kinematycznym o — 1,15 • 107.

Rys. 5, Rura grubościenna. Wykresy naprężeń obwodowych cr@/p;
p— oznacza ciśnienie wewnętrzne, r — promień, linie ciągle — obliczenia według pracy [7];

•+ " — obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 8 elementów oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa do
całkowania numerycznego; wartości naprężenia w punktach Gaussa.

[655]
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Rys. 6. Rura gruboscienna. Wykresy naprężeń
osiowych a^p; p— oznacza ciśnienie wewnę-
trzne, r — promień, linie ciągłe — obliczenia

według pracy [7];
H obliczenia metodą elementów skończonych z za-
stosowaniem 8 elementów oraz dwupunktowoj kwadra-
tury Gaussa do całkowania numerycznego; wartości
naprężeń w punktach Gaussa, wzmocnienie c = ł • 10e,
— obliczenia metodą elementów skończonych z zasto-
sowaniem 20 elementów trójwęzlowych; wartości na-

prężenia w środku elementów:

o — bez wmocnienia,
+ —ze wzmocnieniem kinematycznym c = 1,15* 107.

1.5

Rys. 7. Zbiornik kulisty. Wykresy przemieszczeń u,;r — oznacza promień, linie ciągłe — obliczenia według

pracy [7];
+ o—obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 8 elementów oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa do

całkowania numerycznego; wartości przemieszczeń w węzłach elementów.

(656]
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Rys. 8. Zbiornik kulisty. Wykresy naprężeń promieniowych a,jp\
p — oznacza ciśnienie wewnętrzne, r-—promień, linie ciągłe — obliczenia według pracy [7].
+ — obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 8 elementów oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa do całko-

wania numerycznego; wartości naprężenia w punktach Gaussa, wzmocnienie kinematycznec = 10',
— obliczenia metodą elementów skończonych z zastosowaniem 8 elementżw oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa; wartości

naprężenia w środkach elementów:
o — bez wzmocnienia,
4 ze wzmocnieniem.

ze wzmocnieniem
kinematycznym

ze wzmocnieniem
kinematycznym
c=1-106

'0.5 0,6 0,7 0,8
r/b

0.9

Rys. 9. Zbiornik kulisty. Wykresy naprężeń obwodowych a&jp;
p — oznacza clśniene wewnętrzne. Dyskretyzacja — 8 elementów trójwęzlowych, linie ciągle — obliczenia według pracy [7].

o — obliczenia metodą elementów skończonych dla środków elementów,
+ — obliczenia metodą elementów skończonych dla dwupunktowej kwadratiury Gaussa całkowania numerycznego; wartości

naprężenia w punktach Gaussa.

[657]
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przedstawiono wyniki dla przemieszczeń i naprężeń dla parametru aproksymacji liniowej
0 = 1 . Przyjęto przyrost czasu dt = 109. Dla innych przyrostów czasu dt otrzymano
praktycznie identyczne wyniki, z tym że dla mniejszych d t wymagana była większa liczba
przyrostów w celu osiągnięcia stanu ustalonego.

7. Wnioski

Przedstawiony iteracyjno-przyrostowy algorytm typu Newtona-Raphsona umożliwia
efektywne rozwiązywanie zarówno zagadnień quasi-statycznej sprężysto-lepkoplastycz-
ności jak i sprężysto-plastyczności z uwzględnieniem wzmocnienia kinematycznego. Po-
kazano kryteria stabilności procedury z bezwarunkową stabilnością dla parametru apro-
ksymacji liniowej 0 & — . Zanalizowano własności macierzy sztywności oraz macierzy

występujących w nieliniowym układzie równań różniczkowych zwyczajnych (punkt 5.).
Praca jest rozszerzeniem rozważań poprzednich publikacji nie uwzględniających

wzmocnienia albo stosujących procedury warunkowo stabilne ze względu na wielkość
przyrostu czasu dt. Zamieszczono przykłady numeryczne potwierdzające rozważania
teoretyczne. Dalszych prac wymagają rozważania dotyczące innych modeli wzmocnie-
nia i w tym kierunku prowadzone są przygotowania.
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S u m m a r y

SOLUTIONS OF QUASI-STATIC PROBLEMS OF ELASTO-V1SCOPLASTICITY WITH
KINEMATIC HARDENING

The finite element method is applied to quasi-static elasto-viscoplasticity with kinematic hardening.

Newton-Raphson algorithm with linear approximation is developed. Unconditional stability for the appro-

ximation parameter & 5= — is shown. Selected examples illustrate theoretical investigations.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 9 lipca 1986 roku.





I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y

MIĘDZYNARODOWE SYMPOZJUM MATERIAŁÓW I KONSTRUKCJI KOMPOZYTOWYCH
— PEKIN, CHINY, 10—13 CZERWCA 1986 R.

Sympozjum zostało sfinansowane wspólnie przez Chińskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej, Amerykańskie Towarzystwo Astronautyczne i Europejskie Towarzystwo Materiałów Kom-
pozytowych. Było to pierwsze międzynarodowe spotkanie dotyczące mechaniki kompozytów zorganizo-
wane w Chinach, gdzie badania w tej dziedzinie bardzo się rozwinęły, co odzwierciedliło się w postaci
znacznej liczby prac uczestników chińskich, przedstawionych na Sympozjum.

Sprawozdania (Proceedings) z Sympozjum zostały opublikowane przez Technomic Publ. Co., Inc.
(Lancaster, USA), a wydawcami byli profesorowie C.T. Sun (Purdue University, USA) i T. T. Loo (Shang-
hai Tiao Tong University, Chiny). Oprócz prac zakończonych przedstawiono również szereg wyników
„prac w toku". Streszczenia tych prac zostały opublikowane oddzielnie. Uczestnicy Sympozjum z Chin,
Belgii, Czechosłowacji, Francji, Indii, Japonii, Jugosławii, Kanady, Korei Południowej, Meksyku, R.F.N.,
Rumunii, Szwecji, USA, W. Brytanii i ZSRR przedstawili 168 prac. Prace te zostały wygłoszone na ośmiu
sesjach tematycznych:
A. Mechaniczne własności kompozytów (23),
B. Analiza i projektowanie konstrukcji kompozytowych (45),
C. Pękanie i zniszczenie (25),
D. Zmęczenie, pełzanie i wpływ uderzeń (17),
E. Analiza naprężeń i kryteria zniszczenia (21),
F. Badania doświadczalne (21),
G. Kompozyty o matrycy metalowej (8),
H. Wytwarzanie kompozytów i inne zagadnienia (8).

Była to duża konferencja, a wiele prac można było równie dobrze zakwalifikować do wygłoszenia
w innych sesjach, a to z powodu wielodyscyplinarnego charakteru przedmiotu. Nie mniej zagadnienia,
które były przedstawiane na poszczególnych sesjach, można sklasyfikować w następujący sposób.
Sekcja A: mikrostruktura, mechaniczno termiczne własności przędzy SiC, efekty wilgotnościowe, wpływ
środowiska, wpływ wzmocnienia na międzyfazowe połączenia, teorie tremoplastyczności, rozwieranie
w płytach ortotropowych plastycznych wzmacnianych włóknami, korozja naprężeń włókien szklanych,
własności starzenia się plastików wzmacnianych szkłem.
Sekcja B: wielowarstwowe płyty lepkosprężyste, sprężysta plastyczne kompozyty laminatowe, drgania
nieliniowe i efekty powyboczeniowe, kompozyty hybrydowe i o strukturze tekstylnej, eksplozja kompozy-
towego koła zamachowego, stateczność i delaminacja płyt utwierdzonych, związki między koncepcjami
projektowania i łatwością wytwarzania, optymalne projektowanie, naprężenia termosprężyste w rurach
kompozytowych, metoda elementów skończonych w zakrzywionych laminatach, katastroficzne zniszczenie
sprężonych powłok, wyboczenie termiczne i efekty powyboczeniowe, sandwicze o minimalnym ciężarze,
naprężenia adhezyjne, aerosprężysta dywergencja w płytach ortotropowych,
Sekcja C: parametry odporności na pękanie kompozytów bez makrodefektów, czynniki zimnego klimatu
i wytrzymałość, statystyczne modele rozprzestrzeniania się szczelin, spawy i wytrzymałość wtryskowego
formowania żywic termoplastycznych wzmocnionych wióknami, pękanie o mieszanych schematach (mo-
dach), progresywna akumulacja uszkodzeń, uszkodzenia anizotropowe, analiza delaminacji, odporność
na pękanie w związku z obecnością pustek i włókien, pękanie matrycy.
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Sekcja D: ciśnieniowe zniszczenie plastyków wzmocnionych włóknami, szkody od uderzenia, zmęczeniowe
rozprzestrzenianie się szczelin, wytrzymałość na uderzenie, obciążenia cykliczne i własności dynamiczno-
lepkosprężyste, zniszczenie stochastyczne, wytrzymałość trwała plastyków wzmocnionych szkłem.
Sekcja E: koncentracja naprężeń wokół otworu, prawdopodobieństwo zniszczenia, obliczanie naprężeń
międzylaminarnych, naprężenia kontaktowe, wyznaczalne i niewyznaczalne osobliwości, naprężenia
w płytach o spękaniu brzegowym, metody energetyczne w przypadku naprężeń interlaminarnych.
Sekcja F: akustyczna emisja uderzenia, detekcja rozwoju zniszczenia, naddźwiękowa detekcja bezznisz-
czeniowa, ulepszone próbki, efekt zszywania, proces zniszczenia przy rozciąganiu i emisja akustyczna
plastyków wzmocnionych włóknami szklanymi, morfologia pękania i własności mechaniczne, badania,
z pomocą mikroskopu elektronowego, próby rozciągania w niskich temperaturach, bezzniszczeniowa
detekcja delaminacji w plastykach wzmocnionych włóknami szklanymi, efekt doboru (felicity) w emisji
akustycznej, defekty włókien, badanie związków konstytutywnych w warunkach uderzenia, pomiary
modułów dynamicznych i tłumienia,
Sekcja G: endochroniczna sprężysto-plastyczność, wytwarzanie kompozytów SiC/Al przez walcowanie-
ciała stałego, rozszerzalność cieplna w kompozytach włókno węglowe-aluminium, własności w wysokich
temperaturach, wytrzymałość kompozytów Gr/Al.
Sekcja H: włókna aramidowe stosowane powszechnie, zaleczanie odkształceń części kompozytów w kształcie
litery L, odkształcenia wychodzące z płaszczyzny spowodowane stanem płynięcia i orientacją włókna w pro-
cesie odlewania, mechanizm skrawania plastyków wzmocnionych włóknami szklanymi, trwałość zaprawy
murarskiej i betonu wzmocnionych włóknami szklanymi.

Profesor Milan V. Micunovii
Uniwersytet Svetozara Markovica,

Kragujevac, Jugosławia

Wyniki konkursu na najlepszą pracę teoretyczną z mechaniki technicznej

Na ogłoszony w 1986 roku konkurs Oddziału Łódzkiego PTMTS na najlepszą pracę teoretyczną
z mechaniki technicznej wpłynęło 8 prac z następujących ośrodków: Bydgoszcz—1, Częstochowa — i,
Poznań — 3, Warszawa — 2, Wrocław — 1. Wszystkie prace wysłane zostały do recenzentów.

Sąd Konkursowy w składzie: prof, dr hab. Marian Suchar — przewodniczący, prof, dr Zdzisław
Orzechowski, doc. dr Janusz Lipiński, doc. dr Tadeusz Przedecki •— członkowie, postanowił przyznać
następujące nagrody. Nagrodę I stopnia w wysokości 20.000 zł. za pracę pt: „Fale powierzchniowe w ter-
mosprężystości z czasami relaksacji", autor Raszard Wojnar — Warszawa. Dwie nagrody II stopnia
w wysokości 15.000 zł. za pracę pt: „Teoretyczny model porowatego zewnętrznie zasilanego cylindrycznego-
gazowego łożyska wzdłużnego z odkształcalnym materiałem porowatym", autorzy Jan A. Kołodziej i Ma-
ciej Barbacki — Poznań, oraz za pracę pt: „Wyznaczanie powierzchni swobodnej cieczy w trójkątnym
rowku", autorzy Mariusz Kaczmarek, Jan A. Kołodziej, Grzegorz Musielak — Poznań. Nagrodę III
stopnia w wysokości 10.000 zł. za pracę: „Wykorzystanie metody falowej w badaniach układów napędo-
wych, porównanie z innymi metodami", autor Amalia Pielorz — Warszawa.

Tadeusz Przedecki
Przewodniczący Oddziału

Łódzkiego PTMTS

Chińskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
(CSTAM)

(The Chinese Society of Theoretical and Applied Mechanics)
(na podstawie Acta Mechanica Sinica t. I, nr. 1, 1985, str. 94-97)

Chińskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (CSTAM) jest członkiem Towarzystwa
Chińskiego Stowarzyszenia Nauk Przyrodniczych i Technicznych. CSTAM zostało założone w lutym
1957 roku. Członkami Towarzystwa mogą zostać osoby z tytułami zawodowymi równoważnymi lub wyż-
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szymi od wykładowcy, inżynierowie lub pracownicy nauki należący do stowarzyszeń zawodowych oraz
pracownicy naukowi zajmujący się nauczaniem mechaniki lub badaniami z zakresu zastosowań mechaniki.
Cudzoziemcy mogą być członkami zagranicznymi Towarzystwa. Towarzystwo zjamuje się popieraniem
wymiany naukowej, finansuje czasopisma naukowe i techniczne, przyczynia się do nauczania i populary-
zowania mechaniki teoretycznej i stosowanej, podejmuje działania służące wzrostowi ekonomii kraju oraz
przyczynia się do rozkwitu nauki i techniki.

Obecnie prezesem CSTAM jest prof. Qian Lingxi, który został wybrany w 1982 r. Poprzednio preze-
sem był prof. Qian Xuesen (H. S. Tsien). Przed 1949 r. w Chinach badania z zakresu mechaniki były roz-
wijane w małym stopniu. Po 1949 r. i we wczesnych latach pięćdziesiątych wielu chińskich, znakomitych
profesorów jak Qian Xuesen i Guo Yonghuai (K. H. Kuo) powróciło do Chin. Wspólnie z profesorami
Zhou Peiyuanem, Qian Weichangiem i innymi założyli CSTAM. Po 1949 r. mechanika staje się szybko
dyscypliną uznaną w licznych Uniwersytetach Chińskich. W Chińskiej Akademii Nauk grupa zastosowań
mechaniki kierowana przez prof. Qian Weichanga (W. Z. Chien) została utworzona w Instytucie Matema-
tyki we wczesnych latach pięćdziesiątych.

Z grupy tej powstał obecny Instytut Mechaniki założony w 1955 r. przez prof. Qian Xuesena. Utwo-
rzenie CSTAM wpłynęło na szybki rozwój mechaniki w Chinach. Od tego czasu mechanika odegrała
-wyjątkową i ważną rolę w wielu fazach rozwoju odbudowy i obronności kraju, np. w zagadnieniach prze-
strzeni kosmicznej i techniki broni jądrowej, konstrukcji okrętów, lotnictwie i inżynierii budowlanej,
chemicznej, budowie maszyn itp.

W czasie dziesięciu lat chaosu od 1966 do 1976 r. działalność CSTAM była zawieszona. Od stycznia
1977 r. Towarzystwo wznowiło działalność. Już w 1978 r. liczba członków Zarządu wzrosła z uprzedniej
3iczby 35 do 95. Ponadto wybrano drogą demokrytycznych wyborów ośmiu nowych wiceprezesów oraz
•organ wykonywczy w postaci Prezydium.

W 1982 r. wybrano nowy Zarząd Główny w liczbie 111 członków, który kontynuował prace poprzed-
niego Zarządu.

Prof. Qian Lingxi został wybrany prezesem. Pierwszym wiceprezesem został prof. Zheng Zhemin,
a pozostałymi profesorowie: Qian Weichang, Zhang Wei, Li Guohao, Shen Yuan, Ji Wenmei, Lin Tongji,
Sun Xunfang, Sun Cheng. Lin Tongji został ponadto wybrany Sekretarzem Generalnym. Biuro Towa-
rzystwa CSTAM mieści się w Instytucie Mechaniki Chińskiej Akademii Nauk w Pekinie. Wzrost aktyw-
ności CSTAM w latach od 1966 do 1985 r. ilustruje tablica 1.

Oddziały Towarzystwa zostały powołane w prowincjach, przy czym Pekin, Szanghaj i Tienjin stanowią
okręgi wyróżnione. Obecnie działa w Chinach 29 Oddziałów CSTAM.

Tak jak Towarzystwa Krajowe, CSTAM jest subsydiowane przez CAST. W ostatnim roku budżet

Tablica 1. Dane liczbowe

Rok

Członków
Oddziałów Towarzystwa
Komitetów i Grup
Czasopism
Komunikatów (w ciągu roku)
Konferencji krajowych (w roku)
Konferencji Międzynarodowych (w roku)
Liczba wygłoszonych referatów na konferencjach kra-
jowych
Liczba uczestników konferencji krajowych
Seminariów (w roku)
Dotacji rządowych w yuan
Członków w komitetach
Członków Zarządu

1966

1100
5
4
1
0
1
0

50
100
10

10.000
61
35

1980

3590
16
14
3

5-6
9
0

385
650

4
50.000

208
95

1985

ponad 30.000
27
23

5
10-15

16
2

1321
1673

31
90.000

1165
110
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wynosii około 90 tys. yuan. Suma ta była głównie wydatkowana na finansowanie konferencji i dwóch
czasopism. Lokalne Oddziały Towarzystw są finansowane oddzielnie przez CAST na szczeblu prowincji.

Zauważmy (tab. 1.), że liczba uczestników konferencji jest niewiele większa od liczby wygłoszonych
referatów. Liczba ta ma znaczne tendencje wzrostowe.

W celu zaspokojenia narastającej aktywności członków Towarzystwa i stworzenia im możliwości
udziału w pracach w dziedzinie mechaniki powołano wiele komitetów, podkomitetów i grup specjalistycz-
nych tak jak np. Krajowy Komitet Mechaniki Płynów. Poniżej wykaz powołanych komitetów i grup.

1. Krajowy Komitet Mechaniki Ciała Stałego
z Podkomitetami: Obliczeń w Mechanice Konstrukcji, Mechaniki Pękania Drgań, Mechaniki

Kompozytów,
2. Krajowy Komitet Doświadczalnej Analizy Naprężeń
3. Krajowy Komitet Mechaniki Ogólnej
4. Krajowy Komitet Dynamiki Wybuchu
5. Krajowy Komitet Wyrobów Wybuchowych
6. Krajowy Komitet Inżynierii Podmuchu
7. Krajowy Komitet Mechaniki Skał i ciała Stałego
8. Krajowy Komitet Mechaniki Płynów

Podkomitet Obliczeń w Mechanice Płynów
9. Krajowy Komitet Mechaniki Stosowanej i Kontrakcji Reaktorów

10. Krajowy Komitet Biomechaniki
11. Specjalna Grupa Dynamiki Geotektonicznej
12. Specjalna Grupa Techniki Rur Uderzeniowych
13. Specjalna Grupa1' Mechaniki Racjonalnej i Metod Matematycznych
14. Krajowy Komitet Kształcenia Mechaników
15. Krajowy Komitet Popularyzowania Mechaniki

Oddział Towarzystwa w Pekinie został poproszony do utworzenia Krajowego Komitetu Nauczania
Mechaniki, zaś Oddział w Szanghaju — do powołania Komitetu Popularyzacji Mechaniki wśród pracow-
ników, szkól średnich i szkół zawodowych.

Poza czasopismami finansowanymi przez CSTAM (tablica 2) publikowane są czasopisma przez
Oddziały Towarzystwa bądź wspólnie z innymi stowarzyszeniami.
Są to: •
Szanghajskie czasopismo mechaniki (The Shanghai Journal of Mechanics), Obliczenia w mechanice kon-
strukcji i zastosowania (Computational Structure Mechanics and Application), Matematyka i mechanika
stosowana (Applied Mathematics and Mechanics), Drganie i uderzenia (Vibration and shock), Postępy
w mechanice (Progress in Mechanics), Tłumaczenia prac z mechaniki stosowanej (Translated Papers on,
Applied Mechanics).

Tablica 2.

Nazwa czasopisma

Acta Mechanika Sinica
Acta Mechanika Solids Sinica
Chinese Journal of Geotechnical

Engineering
Mechanics and Practice
Explosion and Shock Waves
Experimental Mechanics

Redaktor naczelny

Zheng Zhemin2'
Du Qinghua

Huang Wenxi
Bian Yinguei
Ding Jing
Jia Younguan

liczba wydań w roku

dwumiesięcznik
kwartalnik

kwartalnik
dwumiesięcznik
kwartalnik
kwartalnik

1 Obecnie już Komitet Krajowy
2 Obecnie Lin Tongji
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Acta Mechanica Sinica jest w Chinach najstarszym czasopismem z mechaniki. Każdy numer tego
czasopisma zawiera od 13 do 15 prac ze streszczeniami w języku angielskim. Zakres tematyczny tego czaso-
pisma jest szeroki i dlatego publikacje nie są ograniczane do jednej szczególnej dyscypliny. Przy czym
przed publikacją każda praca jest kwalifikowana do druku i zwykle jest recenzowana przez dwóch recen-
zentów.

Konferencje naukowe są organizowane bądź to przez Krajowe Towarzystwo, bądź przez Oddziały
CSTAM.

W roku 1977 CSTAM przystąpiło do IUTAM i prof. Zhou Peiyuan został członkiem rady IUTAM,
zaś prof. Lin Tongji członkiem Organizacji Kongresów IUTAM. CSTAM wysłał delegację pod kierow-
nictwem profesorów Zhou i Lina na 15 Kongres IUTAM do Toronto w roku 1980. Inna delegacja udała
się w tym samym roku na Międzynarodową Konferencję „Doświadczalnej analizy naprężeń".

Wspólnie z Japonią i Indiami zorganizowany zosta! pierwszy Azjatycki Kongres Mechaniki Płynów
w Indii w 1981 roku. Drugi Kongres o tej tematyce odbył się w Pekinie w październiku w 1983 roku. Na-
stępnie miesiąc później w Pekinie zorganizowane zostało przez ICF Międzynadorowe Sympozjum z Me-
chaniki Pękania.

W 1984 r. CSTAM wysłał delegację na XVI Kongres IUTAM w Kopenhadze.
W 1985 r. planowana jest Międzynarodowa Konferencja z Nieliniowej Mechaniki w Szanghaju i druga

z Mechaniki Doświadczalnej w Pekinie. Ponieważ ta tematyka będzie dalej rozwijana organizowane kon-
ferencje z tego zakresu będą w przyszłości popierane przez CSTAM.

W ostatnich kilku latach CSTAM zaprosiło pewną liczbę zagranicznych uczonych na wykfady do
Chin. Spodziewamy się, że większa liczba przyjazdów uczonych z innych krajów będzie finansowana przez
CSTAM.

Można dodać, że w maju 1983 r. w Wuhan została zorganizowana przez Chiny, Japonię i USA kon-
ferencja na temat biomechaniki, zaś w sierpniu 1985 r. konferencja o zastosowaniu obliczeń w budowie
maszyn. Konferencje te nie byfy bezpośrednio finansowane przez CSTAM. W dniach 19-23 czerwca
1986 r. w Xiuan jest organizowana międzynarodowa konferencja „Problemy drgań w budowie maszyn"
zaś w okresie od 15 -17 września 1987 r. odbędzie się w Pekinie kongres INTER NOISE'87.

Pragnę w tym miejscu wyrazić podziękowanie Panu dr. Fu Hua Lingowi profesorowi Katedry Mecha-
niki Technicznej z Shanghai Jiao Tong University za udostępnienie materiałów z myślą o informacji dla
naszego Towarzystwa.

Józef Wojnarowski

O możliwości współpracy Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
z Chińskim Towarzystwem Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (CSTAM)

W 1986 r. wymieniłem wstępną korespondencję z prof. Qian Lingxi przewodniczącym CSTAM (Chi-
nese Society of Theoretical and Applied Mechanics). Z listu prof. Qian Linxi wynika, że CSTAM jest
bardzo zainteresowane w podjęciu współpracy z naszym Towarzystwem. Również Instytut Badawczy
Mechaniki Inżynierskiej (Research Institute of Engineering Mechanics) i Politechnika w Dalian (Dalian
Institute of Technology), których dyrektorem jest prof. Qian Lingxi chcieliby podjąć współpracę z PTMTS
w zakresie współczesnej mechaniki, projektowania wspomaganego mikrokomputerami oraz w zakresie
wymiany informacji dotyczącej organizowanych kongresów i sympozjonów z dziedziny mechaniki.

Sprawa podjęcia ścisłej współpracy między PTMTS i CSTAM jest w toku i wymaga przeprowadzenia
bezpośrednich rozmów pomiędzy przedstawicielami naszych Towarzystw.

Współpraca naukowa Politechniki Śląskiej z uczelniami Chińskimi.
W dniu 10 grudnia 1984 r. zawarto wstępne porozumienie między Politechniką Śląską i czterema Akade-
miami Górniczymi ChRL.

Stosownie do zawartego porozumienia w dniach 6-21 czerwca 1985 r. przebywała w Chińskiej Repu-
blice Ludowej delegacja Politechniki Śląskiej w składzie: doc. Jerzy Fraczek, prof. Mirosław Chudek,
prof. Jerzy Nawrocki. W czasie dwutygodniowego pobytu członkowie delegacji wygłosili wykłady, odbyli
spotkania z pracownikami naukowymi i studentami i podpisali w mieście Xi'an porozumienie o współ-

10 Mech. Tcoret. i Stos. 4/87



666

pracy naukowej z czterema Akademiami Górniczymi: w Xi'an (prowincja Shaanxi), Jianczuo (prowincja
Henan), Huainan (prowincja Anhui) oraz w Handen (prowincja Hebei).

Ideą podpisanego porozumienia jest podjęcie szerokiej współpracy w dziedzinie górnictwa węglowego
i budownictwa oraz umocnienia przyjaźni i wymiany doświadczeń naukowo-dydaktycznych pomiędzy
wyższymi uczelniami górniczymi w ChRL i PRL.

W dniach 21 kwietnia— 13 maja 1986 r. delegacja Politechniki Śląskiej w składzie: prof. Jerzy Anto-
niak, prof. Józef Gawroński i prof. Leszek Król przebywali w ChRL na zaproszenie Ministerstwa Przemysłu
Metalurgicznego ChRL. Wizyta ta objęła swym zasięgiem również trzy ministerstwa (w Pekinie, Chang-sha
i Shen-Yang), centralny Instytut Żelaza i Stali w Pekinie oraz dwie huty żelaza w Bao-shan i An-shan.
Beijng University of Iron and Steel Technology (BU1ST) reprezentowali prof. Wang Run i prof. Huang
Wu-Di. Central Iron Steel Research Institute (CISRI) reprezentował dyrektor dr Siu Tujian oraz profe-
sorowie i kierownicy zakładu a North Eats University of Technology w Shengang prof. Gzan Guangyne,
dziekani i profesorowie.

' W wyniku przeprowadzonych rozmów zostało podpisane z BUIST porozumienie o współpracy nauko-
wej, wymianie i kształceniu kadry naukowej oraz o wymianie literatury i publikacji.

Warto wspomnieć, że już w 1954 i 1955 r. prof. Janusz Dietrich Członek Honorowy PTMTS na czele
7-mio osobowej grupy przebywał kilka miesięcy w ChRL. Celem ich pobytu było zbieranie danych i zało-
żeń a następnie przedstawienie projektu zakładów wzbogacenia węgla w Czu Dżua i Ta Juan.

Józef Wojnarowski

O mechanice w Chińskiej Republice Ludowej i Chińskim Towarzystwie
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

1. Wstęp

W latach czterdziestych trudno było mówić o rozwoju mechaniki w Chinach aczkolwiek działały
uniwersytety i wyższe uczelnie techniczne, a kilku młodych wybijających się uczonych chińskich z tej dzie-
dziny nauki pracowało zagranicą, przede wszystkim w Stanach Zjednoczonych A.P. Wymienimy tu pro-
fesora H. S. Tsiena (Qian Xuesen), który był współpracownikiem Theodora von Karmana i napisał z nim
kilka wspólnych prac naukowych. Po powstaniu Chińskiej Republiki Ludowej w roku 1949 wielu uczonych
chińskich powróciło z zagranicy do kraju. Został zorganizowany Instytut Mechaniki Chińskiej Akademii
Nauk (1956-01-05), zaczęła się rozwijać działalność naukowa na chińskich uniwersytetach i uczelniach
technicznych. Wielu młodych i zdolnych ludzi wyjechało na studia doktoranckie i staże naukowe do Związ-
ku Radzieckiego i Krajów Demokracji Ludowej. W Polskiej Akademii Nauk i na naszych uczelniach
kształciło się wielu adeptów mechaniki, uzyskując stopnie doktorskie, a nawet doktora habilitowanego.
Zaczęła się rozwijać również współpraca naukowa w postaci wymiany naukowej i dłuższych wyjazdów na
wykłady na chińskich uczelniach. Wymianę w dziedzinie mechaniki zapoczątkował w roku 1955 pobyt
delegacji P.A.N. w składzie profesorowie Witold Wierzbicki, Kazimierz Kuratowski i Witold Nowacki.
Na długoterminowych kontraktach naukowych pracowali w Chinach w charakterze doradców i profesorów
wizytujących między innymi profesorowie Maciej Bieniek i Igor Kisiel, na krótszych wizytach przebywali
profesorowie Wacław Olszak, Zbigniew Kączkowski, Marek Sokołowski, Antoni Sawczuk i Wojciech
Urbanowski. Na konferencje z dziedziny mechaniki przyjeżdżali do Polski profesorowie chińscy. Znany
profesor Chien Wei-Zang (Qian Weichang) członek Chińskiej Akademii Nauk został wybrany członkiem
zagranicznym PAN. W wyniku wojny domowej inna grupa zdolnej młodzieży chińskiej znalazła się na
emigracji, gdzie uzyskała wykształcenie, między innymi w dziedzinie mechaniki.

W latach rewolucji „kulturalnej" (1966-76) wszelkie kontakty naukowe z zagranicą zostały przer-
wane. Dopiero w późnych latach siedemdziesiątych uczeni chińscy mogli powrócić na uniwersytety i na-
wiązać kontakty naukowe. Najpierw została nawiązana współpraca naukowa z uczelniami Stanów Zjed-
noczonych A.P. i krajów Europy Zachodniej. Odnowienie kontaktów z mechanikami polskimi nastąpiło,
jeszcze później. Po kilku spotkaniach na międzynarodowych kongresach i konferencjach, wymianie korę-
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spondencji i kilku zaledwie krótkich pobytach uczonych chińskich w Polsce powrócono do idei współ-
pracy naukowej w dziedzinie mechaniki. Profesor A. Morecki wygłosił cykl wykładów z robotyki, biome-
chaniki i teorii maszyn na Uniwersytecie Tianjin (Tientsin, czyli Dagan, 25 IX-25 X 1985). Profesor
Zdzisław Marciniak przebywał ponad miesiąc z cyklem wykładów W Uniwersytecie Tsinghua. W między-
narodowej konferencji mechaniki nieliniowej w Szanghaju (październik 1985) uczestniczył między innymi
profesor Henryk Frąckiewicz. Na dłuższy kontakt udał się do Szanghaju profesor Jan Rychlewski. Po-
między Uniwersytetem Warszawskim i Pekińskim została podpisana umowa o wymianie, w ramach której
w czerwcu 1986 przebywali w Pekinie profesor Czesław Woźniak i autor niniejszego opracowania. Uni-
wersytet Pekiński wizytował prof. Grzegorz Białkowski, fizyk, rektor UW. Podpisana została umowa
o współpracy między Politechniką Warszawską i Uniwersytetem Tsinghua, czyli Politechniką Pekińską.
Polsko-chińska współpraca naukowa w dziedzinie mechaniki ma dobre prespektywy, kilku chińskich ko-
legów, którzy przebywali w Polsce dłuższy czas w latach pięćdziesiątych i znają dobrze język polski, zajęło
obecnie wysokie stanowiska w administracji akademickiej swoich uczelini i znaczą wiele w mechanice chiń-
skiej, ponadto pewna grupa starszych uczonych pamięta dobrze kontakty z nauką polską w latach przed
rewolucją „kulturalną". Profesor Guo Zhongheng przebywał w tym roku w Warszawie na Kongresie
Intelektualistów. Na Sympozjum „Modelowanie w mechanice" i Politechnice Śląskiej przebywał profesor
Fu Hua Ling z Uniwersytetu Jiao Tong w Szanghaju. W XXVI Polskiej Konferencji Mechaniki Ciała
Stałego uczestniczył profesor Xu Bing-Ye (Hsu Bing-ye).

2. Mechanika na uczelniach chińskich i struktura uczelni

W Pekinie działa szereg uczelni, na których uprawiana jest mechanika. Najważniejszymi z nich są
Uniwersytet Pekiński (Peking University), Politechnika Pekińska (Tsinghua University), Beijing Institute
of Technology (odpowiednik naszej Wojskowej Akademii Technicznej), Beijing Aeronautical Institute,
Beijing Institute of Aerodynamics. Inne najbardziej znane uniwersytety w Chinach to: Fudan University
(Szanghaj), Lanzhou University (Lanchow), Sun Ya-sen University (Kanton), Chilin University, Tianjin
University (Dagan). Poza Pekinem działa około 15 politechnik, na kilku z nich istnieją wydziały mechaniki
technicznej (Tsinghua Un. w Pekinie, Jiao Tong Un. w Szanghaju).

Mieliśmy możność zapoznania się ze strukturą i działalnością w dziedzinie mechaniki dwóch najważ-
niejszych uczelni pekińskich, a mianowicie Uniwersytetu Pekińskiego i Politechniki (Un. Tsinghua). Obie
uczelnie należą do czołowych w Chinach i odgrywają dużą rolę w nauce chińskiej oraz w życiu politycznym
Kraju. Rewolucja „kulturalna" została zapoczątkowana właśnie przez studentów wymienionych uniwer-
sytetów w Pekinie i Uniwersytetu Szanghajskiego. Również działalność Czerwonej Gwardii rozpoczęła
się w roku 1966 od działalności studentów Politechniki Pekińskiej (Tsinghua Un.), a po ekscesach zakoń-
czyła się w dwa lata później oblężeniem Uniwersytetu przez ponad 100 tys. robotników i walkami, które
pociągnęły za sobą liczne ofiary i wreszcie rozwiązanie Czerwonej Gwardii oraz zesłanie pracowników
nauki celem „edukacji" na wieś.

Uniwersytet Pekiński kształci obecnie około 12 tysięcy studentów na wszystkich poziomach studiów
uniwersyteckich. Wszyscy studenci mieszkają na terenie pięknego kampusu, który ma charakter wydzielo-
nego miasteczka ze sklepami, boiskami sportowymi, stołówkami, itp. Nauczyciele akademiccy mieszkają
w pobliżu kampusu.

Mechanika na Uczelni jest uprawiana w dwóch Instytutach (Departments) Mechaniki i Matematyki.
Instytut Mechaniki zatrudnia 10 profesorów zwyczajnych, 22 docentów, 30 asystentów i adiunktów oraz
45 laborantów i pracowników obsługi technicznej. Największy zakład to zakład mechaniki płynów. Istnieją
tam dwa tunele aerodynamiczne (o przekroju prostokątnym 2x3 m i prędkości 0,5 - 30 m/s, oraz 0 2 m
i prędkości 15-50 m/s), oraz trzy małe tunele do celów dydaktycznych. Zainteresowania naukowe skupiają
się na następujących zagadnieniach: wieże chłodnicze i obciążenia budynków wiatrami, komputerowa
mechanika płynów, biomechanika, przepływy warstwowe, reologia cieczy nie-newtonowskich, turbu-
lencja.

Zakład mechaniki ciała stałego posiada laboratorium elastoooptyki oraz laboratorium do badań
materiałów przy prędkościach obciążenia do 500 m/s. Uprawiane zagadnienia naukowe to teoria plastycz-
ności, mechanika skał, zagadnienia relacji konstytutywnych, teoria drgań i mechanika pękania. Zakład
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mechaniki ogólnej prowadzi badania naukowe w dziedzinie teorii sterowania układów, zagadnień bifur-
kacji i zagadnień robotyki.

Na Uniwersytecie Pekińskim działa 28 Instytutów (Departments), między innymi: informatyki (Com-
puter Sci.), fizyki nuklearnej, geofizyki, w tym ostatnim zakład badania przestrzeni kosmicznej. Na
Wydziale Matematyki istnieją zakłady matematyki czystej, matematyki stosowanej, metod numerycznych
i zagadnień informatyki (niezależnie od wydzielonego Instytutu Informatyki). Ostatnio wydzielił się osobny
Instytut Rachunku Prawdopodobieństwa i Statystyki.

Struktura uniwersytetów chińskich jest zbliżona do struktury uniwersytetów amerykańskich. Istnieją
więc następujące jednostki organizacyjne: school — tłumaczę wydział, department — instytut (dydak-
tyczny), division — zakład, research institute — instytut badawczy.

Tsinghua University, założony w roku 1911 kształci studentów nauk ścisłych, inżynierskich i zarzą-
dzania. Od czasów reformy w roku 1952 odeszły inne wydziały nie związane ż naukami inżynierskimi
lub ścisłymi. Obecnie ponad 3000 nauczycieli akademickich uczy ok. 12 500 studentów, w tej liczbie 2030
studentów powyżej tytułu bakałarza (postgraduate) i 97 studentów zagranicznych. W skład Uniwersytetu
Tsinghua wchodzi 26 instytutów dydaktycznych oraz 27 instytutów badawczych oraz 6 ośrodków, rub
laboratoriów ogólnouniwersyteckich. Interesujące jest to, że w strukturze uczelni znajdują się 4 instytuty
wchodzące w skład Wydziału Zarządzania Ekonomicznego, a mianowicie instytuty: ekonomii inżyniers-
kiego zarządzania, informatyki systemów zarządzania, handlu międzynarodowego i finansów. W ramach
Uczelni działają również instytuty: języka i literatury chińskiej, języków obcych, oraz nauk społecznych.

Uniwersytet Tsinghua utrzymuje współpracę z profesorami chińskiego pochodzenia osiadłymi za-
granicą, traktując ich jako konsultantów i profesorów honorowych (5 profesorów uniwersytetów amery-
kańskich dwóch z Hong-Kongu). Uniwersytet posiada dużą bibliotekę, ok. 2 miliony tomów i centralny
ośrodek komputerowy. Na terenie kampusu o powierzchni ponad 2,1 km kwadratowych znajdują się
boiska sportowe, duża pływalnia, domy profesorskie i studenckie, tereny rekreacyjne i miejsce na rozbu
dowę uczelni.

3. Prace naukowe z dziedziny mnchaniki

Ośrodkiem wiodącym w dziedzinie badań naukowych z mechaniki w Chinach jest Instytut Mechaniki
Chińskiej Akademii Nauk. Założony został w styczniu 1956 r., a pierwszym jego dyrektorem był profesor
Hsue-Sen Tsian (Qian Xuesen) i powstał z Zakładu Mechaniki, którego kierownikiem był znany w Polsce
profesor Wei-Zang Chian (Qian Weichang). Instytut zatrudnia w chwili obecnej ponad 600 pracowników
naukowo-badawczych i około 200 pracowników obsługi. W skład Instytutu wchodzi 13 zakładów. Wielu
profesorów prowadzi wykłady na uczelniach pekińskich, przede wszystkim na Uniwersytecie Tsinghua.
Instytut jest dobrze wyposażony w urządzenia laboratoryjne poczynając od tuneli aerodynamicznych
pod- i naddźwiękowych, rur i tuneli uderzeniowych, generatorów plazmowych, urządzeń do badań dyna-
micznych i wybuchów, badań zmęczeniowych, pękania materiałów i drgań. Do badań doświadczalnych
stosowane są lasery gazowe i pulsujące, istnieje laboratorium elastooptyczne, laboratoria do badania
skał i gruntów i inne. Instytut zamierza unowocześnić bazę doświadczalną, rozwinąć wymianę z zagranicą.
W ostatnim okresie rozwinęły się tu nowoczesne kierunki badań. Wymienię tu kilka przykładów, kinetyka
niezrównoważonych przepływów przy dużych prędkościach, intensyfikacja spalania sproszkowanego
węgla i mieszaniny węgla z wodą, dynamika przenoszenia ciepła w przepływach dwufazowych, prądy
oceaniczne, fale i turbulencja przepływów warstwowych, dynamika płyt tektonicznych, mechanika fizyki
słońca, studia nad strukturą galaktyk i kwasarów, matematyczna teoria fal wodnych, teoria solitonów,
stateczność ruchu, mechanika bio-cieczy, własności reologiczne krwi, mechanika środowiska, drgania
części konstrukcji satelitów (anteny), sandwiczowe dźwigary powierzchniowe, mechanika kompozytów,
wpływ korozji na zmęczenie, mechanika materiałów, mechanika wybuchów, dynamika plazmy i magneto-
hydrodynamika, fale MHD, geologiczne poszukiwania podmorskie, konstrukcje podmorskie, mechanika
fizyczna, techniki pomiarowe w mechanice. Instytut, w zeszłym roku (1985), utrzymywał kontakty między-
narodowe z 28 krajami, przede wszystkim ze Stanami Zjednoczonymi A.P. i Japonią. Badania naukowe
z dziedziny mechaniki zarówno podstawowe jak i aplikacyjne są prowadzone również na wyższych uczel-
umch. Duży nacisk jest położony na współczesne kierunki rozwoju mechaniki, co odzwierciedla się również
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w strukturze uczelni. Oprócz instytutów o tradycyjnych nazwach kierunków naukowych istnieją nastę-
pujące (w Uniwersytecie Tsinghua): inżynieria środowiska, matematyka stosowana, współczasna fizyka
stosowana, nauki biologiczne i technika, zarządzanie systemami informatycznymi, technika energii nukle-
arnej.

W czasie naszego pobytu mieliśmy możność uczestniczenia i wygłoszenia wykładów na ogólnochiń-
skiej konferencji zorganizowanej przez Wydział Matematyki Uniwersytetu Pekińskiego i Chińskie Towa-
rzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej pod tytułem „współczesna matematyka a mechanika"
(M-M-M, Modern Mathematics and Mechanics). Przewodniczącym Komitetu Organizacyjnego Konfe-
rencji był profesor Guo Zhongheng. Wszystkie referaty zostały wygłoszone na konferencji na zaproszenie
Komitetu Organizacyjnego. Wygłoszono 18 referatów przeglądowych i 22 referaty z prac oryginalnych
dotyczących tematyki związanej z referatami przeglądowymi. W Konferencji uczestniczyło 78 osób. Zaj-
mowano się następującymi zagadnieniami: struktura klasycznej czasoprzestrzeni, geometryczna teoria
mechaniki hamiltonowskiej, zastosowanie grup Liego w mechanice ośrodków ciągłych, zastosowania
topologii różniczkowej w mechanice nieliniowej, geometryczne metody układów nieholonomicznych,
zagadnienia z brzegiem swobodnym, nierówności w mechanice ciał stałych odkształcalnych, analiza wy-
pukła i matematyczna teorii plastyczności, rozmaitości różniczkowalne i nieliniowa teoria sterowania,
zastosowania analizy funkcjonalnej w mechanice, zagadnienia bifurkacji, odwzorowania—podkowy Smile'a,
chaos i metoda Melnikowa w badaniach chaosu, teoria stateczności układów ciągłych w mechanice, aksjo-
matyka współczesnej mechaniki ośrodków ciągłych, dynamika w ekonomii, równania dyfuzji z reakcjami
i termodyfuzja, zastosowania analizy niestandardowej w mechanice. Również w czerwcu odbyły się dwie
międzynarodowe konferencje, a mianowicie Mechanika Kompozytów w Xiangshan pod Pekinem oraz
10 Międzynarodowa Konferencja Metod numerycznych w Dynamice Płynów (Beijing 23 - 27 czerwca
1986). Druga z tych konferencji została zorganizowana przez Chinese Aerodynamics Research Society
we współpracy z China Association for Science and Technology. Program Konferencji obejmował 6 za-
proszonych referatów sekcyjnych, 109 zgłoszonych referatów 25-minutowych i 18 referatów w sesjach
plakatowych.

4. Chińskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

Towarzystwo (skrót angielski CSTAM) zostało założone nieco wcześniej od PTMTS, bowiem w lutym
1957, i jest członkiem Chińskiego Stowarzyszenia Nauki i Techniki (CAST). Celem Towarzystwa jest
popieranie wymiany naukowej, wydawanie czasopism naukowych i technicznych z dziedziny mechaniki,
popularyzacja i upowszechnianie mechaniki teoretycznej i stosowanej, organizowanie konferencji ogólno-
chińskich i międzynarodowych. Po przerwie związanej z zawieszeniem działalności Towarzystwa w latach
1966 - 76 nastąpił jego ponowny dynamiczny rozwój. Wznowienie pracy Towarzystwa oznaczało również
przystąpienie w roku 1977 do Międzynarodowej Unii Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (IUTAM)
i wzięcie udziału w Kongresach w Toronto i Lyngby.

Biuro Towarzystwa mieści się w Instytucie Mechaniki Chińskiej Akademii Nauk i zatrudnia ok. 15
pracowników, których zadaniem jest również organizowanie konferencji i redagowanie czasopism Acta
Mechanica Sinica oraz Mechanics and Practice.

Wybory do władz Towarzystwa odbywają się co 5 lat. Ostatnie wybory odbyły się w roku 1982. Pre-
zydium Chińskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej liczy 111 osób, prezesem jest pro-
fesor Qian Lingxi, jego specjalnością jest budowa mostów. Poprzednim prezesem był profesor Qian Xuesen,
jeden z założycieli Towarzystwa. W roku 1966 Towarzystwo liczyło ok. 1100 członków, w roku 1980 liczba
ta wynosiła 3590, a w roku 1985 przekroczyła już 30 tysięcy. Oprócz ChTMTS powstały lokalne towarzy-
stwa mechaniki teoretycznej i stosowanej, które posiadają autonomię, uważa się jednak, że każdy z człon-
ków lokalnego towarzystwa jest zarazem członkiem Towarzystwa ogólnochińskiego. Obecnie działa 29
towarzystw lokalnych, w roku 1966 było ich tylko 5. Oprócz lokalnych towarzystw istnieje podział branżo-
wy na komitety narodowe i grupy, których jest 15. Większe komitety jak np. mechaniki ciała stałego i me-
chaniki płynów dzielą się jeszcze na podkomitety. Po latach przerwy pierwsza międzynarodowa konfe-
rencja w Chinach została zorganizowana w roku 1983 w Pekinie. Był to U Azjatycki Kongres Mechaniki
Płynów. W tym samym roku, również w Pekinie odbyło się międzynarodowe sympozjum mechaniki pęka-
nia. W październiku 1985 odbyła się w Szanghaju duża międzynarodowa konferencja mechaniki nielinio-
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wej. W roku 1986 (czerwiec, 10-13, Pekin) odbyło się międzynarodowe sympozjum materiałów i kon-
strukcji kompozytowych, oraz międzynarodowa konferencja na temat zagadnień naukowych i techmcz-i
nych plazmy (czerwiec, 4 - 7, Pekin). W przyszłym roku mają się odbyć, również organiczowane przez
ChTMTS, międzynarodowa konferencja mechaniki płynów (Pekin, 1987 — VI, 16 -19) i międzynarodowa
konferencja komputerowej mechaniki inżynierskiej (Pekin, sierpień, 5 - 9).

5. Chińskie czasopisma naukowe z dziedziny mechaniki

ChTMTS wydaje szereg czasopism naukowych i technicznych. Dwa z nich wydawane są również
w angielskiej wersji językowej, pozostałe wyłącznie po chińsku. Najstarszym czasopismem, założonym
w r. 1957 jest dwumiesięcznik Acta Mechanica Sinica, wydawany jest w obu wersjach językowych w na-
kładzie 5000 egzemplarzy. Redaktorem naczelnym jest profesor Lin Tongji, który również wchodzi do
Biura Kongresów IUTAM z ramienia ChRL.

Acta Mechanica Solids Sinica jest kwartalnikiem wydawanym wyłącznie po chińsku przez Towa-
rzystwo M.T.S. w Wuhanie. Advances in Mechanics jest czasopismem recenzyjnym wydawanym przez
Ch.Ak. Nauk. Mechanics and Practice jest dwumiesięcznikiem wydawanym po chińsku przez Ch. Akademię
Nauk i Towarzystwo. W nakładzie 5000 egzemplarzy w obu wersjach językowych ukazuje się miesięcznik
Applied Mathematics and Mechanics. Redaktorem naczelnym miesięcznika jest profesor Qian Weichang
(Szanghaj), wydawane jest w Chunkingu (Chongqing). Towarzystwo wydaje jeszcze następujące 3 kwartal-
niki w języku chińskim: Chinese Journal of Geotechnical Engineering, Explosion and Shock Waves, Expe-
rimental Mechanics. Z dziedziny mechaniki należy wymienić jeszcze następujące czasopisma wydawane
przez lokalne towarzystwa mechaniki teoretycznej i stosowanej i inne instytucje: The Shanghai Journal
of Mechanics, Computational Structure Mechanics and Application, Wibration and Shock, Progress in
Mechanics, oraz Translated Papers on Applied Mechanics.

6. O transkrypcji chińskich nazw i nazwisk

Pierwsze próby wprowadzenia alfabetu do języka chińskiego pochodzą jeszcze z okresu 1880 - 90.
W latach dwudziestych próbowano skonstruować pismo chińskie na podstawie alfabetu łacińskiego, a nieco
wcześniej (1913) na podstawie grafiki chińskiej. Wielkie trudności z wprowadzeniem pisma fonetycznego
polegają na tym, że mieszkańcy Chin posługują się wieloma dialektami, różniącymi się często bardziej niż
języki europejskie. Pismo jest natomiast jedno, zrozumiałe dla wszystkich, którzy umieją pisać. Drugą
sprawą jest transkrypcja chińskich nazw i nazwisk przy tłumaczeniu na języki europejskie. Pierwszy system
transkrypcyjny został wprowadzony w wieku XVII przez włoskich Jezuitów. Następnie upowszechniły
się systemy „romanizacyjne" angielski, francuski i niemiecki. Najbardziej znany system angielski nazywa
się, od nazwisk twórców, systemem Wade-Gilesa. Wymowa chińska jest bardzo trudna dla obcokrajow-
ców, zmiana jedynie intonacji może zmienić całkowicie znacznie słowa i całego zdania. Poczynając od
1 stycznia 1979 władze chińskie wprowadziły nową transkrypcję słów chińskich zwaną ,,pin yin", związaną
z wymową „mandaryńską", powszechną w okręgu pekińskim. Od tego czasu zamiast Peking (po polsku
Pekin) w wersji pin yin mamy Beijing, Canton (Kanton) — Guangzhou, Mao Tse-tung — Mao Zedong,
Chou Enlai —• Zhou En-lai, itp. W wielu przypadkach wymowa została faktycznie niezmieniona. Nie mniej
trzeba stwierdzić że w transkrypcji pin yin litery alfabetu łacińskiego nabrały innego znaczenia i wymowa
niektórych sylab nie przypomina wymowy w żadnym z języków europejskich. Np. Zh wymawia się jak
polskie cz, qian jak czjen (lub cjen), jing jak cing. Dwa uniwersytety pekińskie zachowały pisownię histo-
ryczną. Pisze się nadal Peking University i Tesinghua University (Beijing i Qinghua w pin yin, jeżeli to
dotyczy nazwy miejsca, a nie uniwersytetu). Oczywiście w piśmie chińskim nie nastąpiły żadne zmiany.
Podobnie rzecz się ma z uczonymi, których nazwiska były znane już dawnej z publikacji w językach euro-
pejskich. Nazwiska znanych uczonych chińskich Hsue-Sen Tsien i Wei-Zang Chien (lub Wei-chang Chien)
W wersji pin yin należy pisać Qian Xuesen i Qian Weichang. Wymowa jest identyczna. Można dodać, że
w poprzedniej pisowni również „Tsien" i „Chien" należy wymawiać tak samo. Nie są więc to różne nazwiska
pod którymi są znani naukowcy, lecz te same nazwiska, podobnie jak nazwisko napisane cyrylicą i alfabe-
tem łacińskim pozostaje tym samym nazwiskiem.

Zbigniew Olesiak
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Komunikat

Politechnika Częstochowska w uzgodnieniu z Sekcją Mechaniki Płynów Komitetu Mechaniki PAN
podjęła się organizacji specjalistycznego czasopisma naukowego pod nazwą: Turbulence.

Zadaniem czasopisma, które powołane zostało za zgodą Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyższego oraz
GUKPiW, będzie publikowanie oryginalnych prac naukowych związanych z szeroko rozumianą proble-
matyką zarówno teroetycznego jak i eksperymentalnego ujęcia turbulencji.

Założeniem programowym czasopisma jest podjęcie tematyki z zakresu: turbulentnego transportu
różnych wielkości fizycznych, modelowania turbulencji, numerycznej termo-aerodynamiki przepływów
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