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MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 25, (1987)

KOHTAKTHOE B3AMMOJENCTBHME VHOPYIOI'O IITAMIIA
C NPEJBAPUTEJJBHO HAIIPSHOKEHHBIM CJIOEM

A.H. Tvyas

B. B. Pynannxui
Kuee, CCCP

0O003HaAYEeHHA

Yi — KOODOUHATEI HAYANBHOrO He(hOPMHPOBAHHOIO COCTOSIHUS ;
A1 — K09 GHMUMEHTRl YIUIMHEHHA ONpPENCIISIONIHEe MEePEeMENIENHs Ha4YaILHOTO
COCTOSIHMA ;
S8 — (pusuueckue COCTABNAIOINME TEH30Pa HANDPSKEHHH OTHOCHTENBHO KOBa-
v PHAHTHBIX DasHCHBIX BEKTOPOB B AE(HOPMHPOBAHHOM COCTOSIHEM ;
Uy, Uy, U3 — KOMIIOHEHTHI BEKTODPA NEPEMEILEHNH B HAYAILHOM He(hOpPMUPOBAHHOM COC—
TOSIHHH ;

0 j — COCTAaBJIAIOILHE TEH30pa HANDPSKEHUM B HAyaJbHOM Jed)opMHpOBAHHOM
COCTOSIHIM ;
0y — cumbon Xpomexepa
P — CKallsIpHasl BEJHUMHA COOTBECTBYIOIAS THAPOCTATHYECKOMY JABJICHUIO;
€10 — YIpyrasi NOCTOsIHHAA IIoTeHIHana Tpesoapa.

1. Bregenue

KonraxtHple 3amaun Ayis 1051 (MOJJ0CHI) KOHEYHON TOMIIMBEL 6€3 HaualbHbIX HANpPs-
YKEHMH HCCIIEROBaHbI B mouorpadwmsx [10, 11, 12, 13, 14, 15], nogpobHeiil 0630p KOTO-
peIX JaH B [16]. Brusinue Hauansubix HAIPsOKEHAR Ha 3aKOH pacIIpeneeHusT KOHTAKTHBIX
HAIIPSOKEHUH B YIPYTUX NOJYIUIOCKOCTH H IOJYIIPOCTPAHCTBE TIPH HX KOHTAKTHOM B3aM-
MOJEHCTBHH € YIPYTHMMH [ITAMIAMM KCCIEAOBAHO B padoTax [5 - 7]. Ilpuuem B HHX JaH
OOIMH METON PellEeMMs CMEIIAHHBIX KOHTAKTHBIX 3a3au A MOJIYIUIOCKOCTH U IOy~
POCTPAHCTBA C HAadalBHLIMH HANpOHKEHUAMHA. 3afaua O NaBJIEHHH YKECTKOro IUTaMIa Ha
YOPYTuit CIoi ¢ HagaJbHbIMK HANPSHKEHUAMH paccMoTpeHa B [8], a IS 9acTHOro BHAA
YIPYroro MOTEHLHANIA HECHKUMAEMBIX Ted B paboTax [9, 17].

Hwxe B pamxax JumeapusupoBasHOM Teopuu yrpyroctd [1 - 4] npusoaurcs pe-
LIEHHE CMEIUAHHON 3amaud O JaBJICHHMH ynpyroro' CWUIRHPWYHOrO IITAMIIa Ha CJIOH
C HAYATEHBIMM HANDAMKEHMAMU. JICCHSNOBAHMSA BBIIOJHEHBI Ui Teopri Oo0JIBLIMX
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(1cOHEYHDLIX) HAYATLHLIA AedopMalMi 1 PAa3THYHLIX BapHAUTOB TEOPHMH MaJbIX HAYAIL-
HbIX AedhopManiil Ipu NpOoU3BoABHOH CTPYKTYpE yIpyroro noreHuuana. [ipeamonaraercs,
YTO yNpYyrHe ITOTEHIHAIBI €CTh JBMKILI HelpepbIBHO-AU((epeHIMpYyeMbIe (OYHKIHY
anrefpaguecKux HHBApuaHToR Teusopa pedopmanun [puna [4]. Bee uccnemoBanue
MPHUBEIEHO B KOOPAHMHATAX HAYAIBHOrO Ae(hOPMHUPOBAHHOIO COCTOSIHMA Y;, KOTOpbIE
CBSI3aHBI C JArPamKEeBLIME KOODIHUHATAMH (CCTECTBEHHOIO COCTOSIHESI) OTHOLIEHMSIME
yi=Ax; (i =1,2,3), rae A — xo3ppuLEenTsl YAIMHEHMS ONPEEIOIME Mepe-
MemeHuss HauanbHoro cocrosHus. Kpome Toro, GyAemM cuydTaTh, uTo AeHCTBHE IuTamna
BBI3BIBAET B CJIOE MAJIOC BO3MYUICHHE OCHOBHOT'O OOQMOPOIHOIO HANPSHKEHHO-AehopMu-
POBaHHOrO COCTOSIHHS, JJISI KOTOPOTO BBINOJHSAIOTCS YCJIOBHS:

= S22 A0, S =0, 2 =2 # 2s. (1.1)

Bce BeSMUHHEBI, OTHOCAN[HECS K YIPYTOMY LITamIly, Oyaem 3armcbiBaTh B IPUHATLIX
0003HAYEHUSIX TEOPUH YIPYTOCTH, @ BEIMUHHE] OTHOCALHECST K CJIOK H IXOJIyPOCTPAHCTBY
C HAUVANBHBIAMK HAIPDHKEHUsIMI, — B o0o3uauenuax [9]. Yepes v, E u »,, E;, — obo3Ha-
upm ikoapdumuente! [Tyaccona u moxynxt FOHra cOOTBETCTBEHHO IIWIMHADPA ¥ CIIOA.

2. IlocTanorka 3IagaYy H OCHOBHBIC COOTHOWICHHNA

IIycres B ynpyruii ciofl ¢ HAYAILHBIMK HANPSHYKEHUAMHE (KOTOPBle BOSHUKAIOT [0 KOH~
TaKTa) BAABIMBaeTCA ynpyru#t mumunap (puc. 1), mopm AeiicrBuem Harpysku, Koropast
MNPHIOMKEHR TaK, UTO ero CBOGOHEBLL Topen nmedopmupyercsa B HanpasieHuH ocu Oy;
HA OMUHAKOBYIO BEIHUMHY — £. BCE NMOBEPXHOCTH BHE 00JACTH KOHTAKTa CBOOOOHBI OT
BHEIIHUX YCHIME. PaccMaTpuBaeTCss ABA CIIyuyasl 3aKPEUIEHusi CJI0A 0 HIDKHEMY OCHO-
BaHUIO : 33j1aya 1 — CJI0H JIeXKHT HA MEeCTKOoM OCHOoBauuM 0e3 cuil Tpenus; sagaua I —
CJIOI YKECTKO 3aKPEIUIEH 10 OCHOBAHHIO.

ITepexons K KpPYyroBBIM LUUIHHAPHYHBIM KOOpAMHATam (r, O, z;), rhe z; = ]/)Tyg,
M IpPEeanoaras, YTo IMJIMHAP M CJIOH M3TOTOBJIEHBI M3 PAa3NMYHBIX MaTepUanoB, IJIA
OIIpeEIEHUA COCTAB/IAIOMIX BEKTOPA NePeMEICHIE ¥ IKOMIIOHEHT TEH30pa HANpHKeHH
B IMUIMHAPE U CJI0E UMEEM CIICIYIOLIHC [PaHdUHbIe YCIIOBUA

Ha Topre ynpyroro mramna z; = ]/ mH
U,=—¢, 7,=0, 0<r<R, 2.1
Ha rpanwnne ynpyroro cimos z; = 0 B o6racTi KOHTaKTa
Uy = U, QBB = Oz, QSr =0, Trz = 0, (O £r< R)' (22)
Ha rpanune ynpyroro cnos z, = 0 BHe 00J1acT¥ KOHTaKTa
055 =0, @5 =0, (R<r< o). 2.3)
‘Ha OoKOBOIf ITOBEPXHOCTHM LWIMHApPA F = R

Tz = O’ Opp = O’ (0 £ Zy < H)' (24)



KOHTAXTHOE BIAHMOXERCTHBHE 325

. Ash, H,
Ha mpKHei MOBEPXHOCTH CJION Z; = -——= = ——— WM Iy = H,
. Vi V n
u, = 0, é3, =0, 0<r<co (zgagava [) 2.5)
uy =0, u,=0, 0<r< o (3agauall) (2.52

Hanpsoieuno-1e) OpMHUPOBAHHOE COCTOSHHE B YIPYIOM UUIMHAPE ONPEIEIHM U3
ypasueHuit Jiave

1y o, o,
2(1 ——v)(Al—T)u,,+(l—2v)—5E+ Ty = 0,
; (2.6)
0%u, o [ ou u
(1—2V)A1uz+2(1~—11)—-3—y?+ 3—}’3( or + -r—) = 0.

Pewenve (2.1) wiuem B BuMAe rapmonuueckux dymami Ilanxopunua-Heubepa |5,
dopmyna (2.6)] ¢ u . KommoneuTsl BEKTOPa IMEpPeMEIIEHH 1 TEH30PA HAUPSHREHMIA 1A
YIPYroro MTamia Yepes MOTEHUMANTLl ¢ M. C YUETOM HEONHODOJHMOCTH IDAHHUHBIX
yesoBuit (BBIGOP SIEMEHTAPHOIO PELIEHHS] 3aBHCHUT OT BH/AA [PAHAUNLIX YCIOBMI) npes-
CTAaBUM B BHIe

1 SE
Uy = — T_j{zBo"'f'k;; (B8 Wi (4x, BY) - Wi(Cy, —Dk)+ﬂ£ Ws(Ey, Fi)+

+N W (chu ys)+ MW, (Sh#k)’s)}} ;

1
1-2»

u, =

{(2/40 -+ 6Co)(1 —‘2"1)+4Boz +

+ [ﬂﬁ (Akfo(ﬂkr)+BkW3 (A=) [,(B.D))-
k=1 ) .

{ Ws(F, E) )_

- W,o(Dy, Ck)"';“l%'fo(.ukr) 1—2

_2NRW2(§3‘2‘§Z5) —2M Wy (_ %m} :

T = @'Z.BI?[Wl(Ak: B)+2B,(1 —V)Il(ﬂk")WZ(DI;’ Ck)'_‘\

k=0
sk
+ 1 W (Fes E)+2Ny 7 W, (—’gg)’—s)+_ | @.7)
chyys . |
+2’VMk Wl (———2’V )] s

0, =0- {(2—v)(4Bo+6co)+Z[ﬂi (AxTo(Brr) +
k=0

+ B,w; (2(1 —”)Io(ﬂk"))Wz(Ek, "Dk)) -
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—ﬁ%wn@uaJWM—mmmﬁ%%gy
=2 M, ( S?f"zyf’m} ; @.7)

o, = @{4V(CO+BO)+ZBO—Z[/92 (AkI(’)(ﬁkr>+
k=1

+ B W,(Cy, — D) (1 "‘21’))4‘#1% ((l —29) Jo(pu Y (Vi sh g y3 +
+ Mych .y )+ Jo(ue )W (Ey, F)+
+ N wy (Chpyys) + Myw, (sh ﬂk}’s))]};
E
W+n-29)°
Wi(4y, Bo) = A1, (Ber) + B Bir Lo (Bir);
Wy(Cy, D) = Ccosfiys+DysinBys;
Wi(Ey, F) = Exchpys+Fishpyys;
wi(chpwys) = shwys+ueyschpyys;
wy(shpys) = ch s+ ysshpucys;
Ws (mlo(ﬂk’)) = mlo(Ber) + Bir L, (Bir).
3nece Ay, Bi, Cus Dy, Eyy Fr, Aoy By, Co, — TIPOM3BONBHBIE TIOCTOAHHBIE, J,(x), I,(x)
— ¢y Beccena QeHCTBUTEIEHOTO M MHHMMOIO apryMeEHTa.

I onpenesieHusT HANPSHIEHHO-Ae(DOPMUPOBAHHOIO COCTOSTHHA B CJIOE HCIIOJIB3yeEM
JIMHEAPU3OBAHHELIE YPABHEHHWS ¥ IPENCTABJICHHA HX pellleHuil, TOJydYeHHBIE B MOHO-
rpadpuax [1 - 4]. Kax u B [5] paccmoTpum ciydaii CXUMaeMbIX X HECHKMMAEMBIX TEJI.

I COKMMAEMbIX Tel B CIyYae NPOCTPAHCTBEHHOM CTaTHUYECKOH 33Jjaud CHUCTEMY
YDAaBHEHUH PaBHOBECHA 3allMIIEM B BHIE

rpe: O =

u,
Oimog 75— =0 (@,mu,f=1,2,3). .
w3y G, m, . f ) @9
3aecs Tersopa @ AL TEOPHH KOHEUHBIX (GOImIIXK) HavansHbIX nedopmanuii 1 nepBoro
BApHAHTa TeOPDHH MaNbIX HAadalbHLIX Aedopmaryii, Korpa ynpyryif NOTeHnMal npen-
CraBjieH B BHMAE (yHKuum anreSpanyeCKMX WHBapHaHTOB TeH3opa Acdopmanuii I'puna
OMPEAENSIIOTCA M3 BBIPAYKEHHS

o My
w0 Adady
+ 61 6)"0() ‘u’lm + }’0?2 61 6m¢z Sgﬂ] 3 (29)

fi B

[611)1 6aﬂAlﬂ + (l - alm)(alm anwz +

rae

A = (Z,,Zﬂﬂ+26,l,3,i)¢0; sy = Byy®°;

(2.10)
SB = Dpp @ 0= BOAL, A3, 4D; 26h = A1
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0 0 d d

3 d
= gag YRy Ty Bus e+ 5 ity

FP A43% "

JIna mepexoia K BTOPOMY BapHaHTY TEODHH MANIbIX HAYAJBHBIX Aeopmaunii [4] B (2.10),
1eoOXOMHMO TIOJIOHHTD

(2.102)

6[1"’ iu;’" ~ 611; E?I = 21—1; Sg/} = Gg = —"—(
ax

3
+ _30_) °.  (2.11)

CBA3h MOKAY COCTABJISIIOLIUMH TEH30pa HANPMKeHWH O M KOMIIOHEHTaMH BEKTOpPa
nepemelie il # MpeacTaBuM B (opme

~ Ju,
Oy = wuapa_yﬁ- (2.12)
Pemenue (2.3) npencrapum 4depesd ABe QYHKIUHM p H ¥
d 0%y dy %y
U = —P———— Uy = — -
! oy v 9y, 9y 2 1 8y, 33
(I)l.ll.l. 62‘)31.13 62 ) 62 32
Uy = — —_— A + — ; = + 373 2'13
’ 133310313 ( @1 9Y3 x 2 ayi a3 @13)
KOTOpble onpeneyarTcsa u3 auddepeHnHanbHbIX YpaBHEeRHH
0% 22 0*
[em =0 (drem Flaremgrli=o. e
Bemmuune! n; (i = 1, 2) ABISIOTCA KOPHAMMA KBAJPATHOTO YDPAaBHEHUS
n2—24n+4; =0 (2.15)
a A, A; ¥ n3 NarOTCHA BBIPAYKECHUAMY '
ny = M g A (42— A (2.16)

D122,
248,110,133, = Dy331 03113+ Dy111 D33s3— (@1133+Dy313)*;
0,331 D3333 41 = @,331Dy1111-
B CJIy4ya€ HEOKHIMAEMBbBIX Tell yYpaBHCHUA paBHOBeéﬂﬂ, ycrnoBue HEOKNIMAeMOCTH, CBA3b
MEXTy COCTARJISIOLIAMK TEH30pa HANPSDKEHMA ) M IepeMeLieHAMM, 3arumeM B Gopme

d%u, ap du,
+ = 0; -
oy 1 By, 79y,

¥ijop = 0;

2.17)

ou,
Qi = %ijap ‘5}; +quD,

3HECh COCTABIIOIME TEH30POB % M § ONPEENAIOTCA LI Teopuil KoHeyHbIX (Gombiumx)

HAUAIBHBIX AedopManyii, mepBoro BapHAHTA TEOPUM MANBIX HAaYAIBHBIX Jedopmanmii
BBIPAYKCHUAMU

Hgap = AjAalOiy Oupdsp + (1= 6:)(610 855+ 815 0s0) i1 +
+050:0SEs Gy = Mgy = Moygq;, (2.18)
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a JU1sT BTOPOI'0 BapUAaHTa TEOPHH MAJIBIX HAaYaIbHbIX Aed)opMaiil umeem
Zijup = 015 OupAig+ (1= 0)(S1 Ojp+ O1g Oe0) iy +
+0u 050085 Gis = M0y 2.19)
Bennunabr 4, iy, S4P, oy, BRopamue B (2.17) — (2.19), Kax u [l CXKEMAEMBIX TEI
OMpPEAEIISIIOTCA JUIs KaXKIOro BapHaHra ITOCTAHOBKM 3ajlay C MCIONbs30BaHueM Audde-
PEHIHATBHAIX OrtepaTopoB (2.10a) ¢ yuerom KOHKPETHOH 3aBMCHMOCTH YIIPYrorO IOTEH-
1Maga oT areGpanyeckuX HHBAPHAHTOB. Tak, IJIA TEOPHMH KOHEUHbIX (OOJBIIMX) Ha-
yaneHbIX Jedopmaunii [5] rmomyqaem
dig = (D Do+ 200 B WO =200 5% g = A
—-2. . —2.
py = ByWO—pPAr2Ar?;  SEF = Zﬂﬁwup%,,l, (2.20)
2ep = =1, O}, I) = WO(AY, 43).
JIJI 1epBOro BapHAHTa TEOPHUH MAaJIbIX HAUANBHBIX Ae(opManuil aHAJIOMMUHbLIE COOTHO-
IIEeHUA OPUHHAMAIOT BHI
A = [ 20 Dlpgt200B) 9% puy = BD;
= d; S =y =D 00+p0% 2eh = -1 (2.21)
D° = (A3, A49).

B cirygae Broporo BapmanTa TEOpHM MAJIBIX HAYANBHEX nedopmammii B (2.19) cneayer
HOJIOYKUATE

Ay = (21:2{35+26‘”B“); My = B, ®°;

(2.22)
g = Zﬁﬁ¢+1’05 D° = P(43, 49); & = H—1.
Ofwee pelieHse CHCTEMBI (2.11) npencraBum B BRI
My 2%y dy . Iy
u, = - P U= — - H 223
YT 0y, i dys : vy v 8ys @23

us = Mg, A3'q5 A, x5 p= lrqu‘{[’?u_n—llql Astgs?

) ; . | oy
#1133+ H31a)l Ay + % —_}'—;
(%1133 1313)]4¢ 3113 ays | dy;

. DYHKIWMA U ) ONPeAesAoTca 3 auddepeHnuanbupx ypasHeRuit (2.9), TOJBKO
30ech
5231L3

_ .oz — 1=2,-2 72 .
H3 = s yaa Ay = AT?q17 233 %303,

#1221

247331 = Hazaa +AT2qT7 A3 g3 %0001 — 227197 A3 qs(Fiyaa +51313)- (2.24)

Orpanyunmes cnywaem Im(n)) = 0, Re(n)) > 0 (i = 1,2), xoTopsili, KAK MOKA3aHO
B [4], uMeeT MeCTo [ BCeX IOTEHIINATIOB KOHKPETHOM TIpOCTeHel CTPYKTYphI B CITydyae
CYXHHMMAEeMBIX ¥ HEOKMMAEMBIX TeJI C HAYAILHBIMH HanpsHxenuamu [3]. Dromy ciaydaro
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COOTBETCTBYIOT TAKHME HAYAJBHBIC HANPAYKEHUS, KOTOPHIE HE BLISLIBAIOT SABJICHUC BHy-
TpeHHe#t motepn ycroitunsocTH [18]. Vuursizas 9T0 OGCTOATENLCTBO, MPUKOAUM K BbI-
BOMY, UTO BO3MOMKHBI Pa3JIMUHbIE MPENCTaBnenHs obumiero peinesus (2.8), (2.17) zns
paBHBIX M HEPAaBHBIX KOpHelH (2.15).

TlpencraBnaa (GyUKIUM @ ¥ y depe3 HOBbIE MOTEHIHANB! @; (j = 1, 2, 3) sanuuem
pewenye (2.13) u (2.23) pasmensro A PABUBIX M HEPABHBIX KOPHeH B ofuiem ciyvae
IUTST CRUMAeMBbIX U HECXKHMaeMbIX Tef.

2.1. Hepapmste xopEE (1, # n;). Kax u B [4] BBenem HOBBIe (hyHKLMHK
dx

= —3; = @ 4. 2.25
P P3 gy, Prtea (2.25)

Cormacuo (2.9) ¢ yuerom (2.10), (2.15) monydaem ypaBHeHWE JJIsL OUPENCHEHUL (1)}71-1}(11141'7[.
i

92 0* 1 9 0?
_— = M A = —— [ — _
(AH_ o0z} )% % ( ! or? + roor + rza@) (2.26)
H BBIPAYKEHUST JJIA ITEPEMELICHIA U HATPSDKEUHH (IIPH p; = const);
= @R e = (@i g+ g
“r——ar—‘l’x. P2 v 96 P35 ) Y1+ @ W‘Pa,
dp. d
LN LN Y
,]/n1 0zy  Vhn, 0z
o? %@,
Oss = Cas [(1+m1)/1 az‘” +(1+m2)127":-]; .27y
14+m, 3%¢, 14+m, 0J%p, 1 1 9, ]
Q3 = Caa — — LT T =T 5
Vi, ordz, Vn, 0rdz, Vi, r 903z,
. 02 1 1 0?2
Q39 = 044[1 +_.’tll 1 3 (p‘l"“ +_’7z2 ___?i(pz_'i'—_“._ (ps ].
]/n1 r 909z, ]/n2 106 oz, ]/n3 drdz, |

TOE €44 — yOpyrast nocrostauas [7].
Kpome Toro, B ciyuae HecKuMaeMBIX TeJI I CKAIAPHON Bemwuunsl p [1} depes
yEKIME @; BEMeeM BBIDAKEHVE :
P = —=AT g {[F 0 — A 91451 ¢35 (i 33 + 5y 318) A (91 + 92) —
L =Hypadi(rr e st @)} (2.27a)
3necs KoahbuMenTsl M, [;, C44 MMEIOT BUA:

VI OKUMAeMBIX TEJI

C . . ~ ~ - 1.
Ca4 = Wy313;, My = (w111.Ln1_w3l.13)(w1.133 +B1313)7 "

N i " - ] (2.28)
l; = (w3333mj_w1133nJ)nJ (A +my) wl§13; 7= 1.’2'
AN HECOKHMAEMDBIX TeJl
Caa = Hi313y My = A qA5'q3'n; L= [Faan(+m)i™! .(2.29)'

o —1 - ~ ~ - 1 -1 =
Fazasmy+m(AT g7 Asqay 1 — #1313 —2%1133)— AT 47 A3 ga#aral
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2.2. Paemsre xopHu (#; = n;). B CJlyuae paBHbIX KOPHEH IpEICTaBHM byuraag p U g
yepea rioreHuuanst ¢; (i = 1,2, 3) B BUAC

9 3
W= —Gai A= =g =3 afz

3)73
AHAJIOTHYHO KAK M [UIA HEPaBHLIX KOPHEH IOJlyyaeM ypaRHEHHMS AJIA HX ONmpelesIeHMsI

(2.30)

a2 52 ) a2
(A’Jr_a’z?")"" = 0; (A1+ e i 0; Aﬁgg)% =0 (2.31)

Tlopcrasmas (2.13) u (2.23) B (2.12), (2.17) ¢ yuerom (2.25), (2.27), (2.29) mns cxu-
MaeMblXx ¥ HEC)KHMAEMBIX TeJl KOMIIOHEHTHI BEKIOPA M T€H30pa HANpsKeHMH (Wil y; =
= const) npexcrasum B Gopme

d *p, 1 9 )
O T TR O i b v P PIAE
J zy 9, 99y
Yo = 730 (@1 + @)+ - r 8009z, or ' (2.32)
ik -1 g
Uy = m—l_ ( a¢1 +Zl ¢2 )+ M2_ a¢2 ;
Vn \ 2z, oz} Vn, 0z
~ 2? P s
Qa3 = C4a a—z%[(l'*‘ml)lx% +(1+m2)lz¢2]+(1+m1)11213—3 ;
. »
er = 044{ [(1+m) o+ (1+my) @]+
]/n1 ordz, .
3 2
Limy , o 11 % } (2.33)
Vny ardzy,  Yny r 009z

~ 1 1 a2
= Cq4q—F— 1+ +(1+m +
Oso 44{ﬂ r 900z, ——— [(L+m) g, +( 2)P2]

1+mlz 33% n L gy .
Vn,  rd@dz:  Vns 9rodz,

JIONOMHUTENBHO MIA HEOKHMAEMEBIX TeJl HAXOMHM BBLIPAKEHHE I ONpeNeNIeHHsA HC-
Komoii Bemmuunel p [1].

. gy o2
P = —lf’ql{[xm,-— (#1133 +Fy513) | Ay 07 gy — o 2
A3g3 Oz

b
(‘Pl +Zy 5 97, @2 +‘P2) (2.34)

Bripariennst (2.26)—(2.34) nonyuens! B oflueit hopMe I CKUMAEMBIX M HECHKH~

MaembIx Tell. KosuIHeHTHl ¢4y, My, [; HPH STOM ONPENEIBHIOTCA M3 BBHIpAKEHUt
(2.28)—(2.29), a m, u I, nmeror BUA;
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IONA COKMMACMBIX TEN

- W1133 7 W®e313 . D3333(m +my— 1)~ 33 m . (2.35)
, = 3 2 = = .
Wyy33+@5313 i (1 4my) 345 ’
I HEOKMMAEMBIX TEJI
3hq :
~ —1,-1 ~ ~ ~ 1qdr ~
”3333’"1‘*‘”1,(21 qr' A3 qain — 2% 1133 —#1313) — 1sq %3113
343

my = 1; 12 = (2.36)

21 %313

Bcmyyae OcecHMMETpHUHOM JHedopmanay HEOOXOMMMO IIONOMMTE @3 = 0, a B sajaue
Kpyuenust ¢, = 0, ¢, = 0. Taxum obpazom, COPMYIHpPOBAHHAA 3aHada CBOJTHTCA
K peurenmio ypasaenuit (2.8) u (2.17) npy rpaHuyHeIx yenoBuax (2.1)— (2.5) u orpe-
JeIEHHIO HAMPSHKEHWHA ¥ cmeleHuit U3 coorHomenkit (2.27). (2.32), (2.33) n cxansipuoit
BeMUYHHBI P, COOTBETCTBYIOMEH I'MAPOCTaTHYECKOMY MaBieHMIO, u3 (2.27) u (2.33).

3. Onpepenenye MepeMeICHAN ¥ HANPMKEHHH B NWINHAAPE M CIIOE

B cooTBercrBuM C MOCTAHOBKOH 3aJayd PACCMATPHBaeM CIIyUail OCeCHMMETPHYHOMN
nedopmanpm (5 = 0). lIpencrasum rapmonuyeckye GYHKIUN @, 1 p, B BUAE PEeTPaHC-
opmanr Xanxens. i nepBoro ciyuasd KpaTHbIX KopHel (1, = n,) umeem

o

Q= [A(oc)cha( = +z;) B(oc) iy ch(a ) - Jo(or) do

71 Vv o shz(- ozi )—

0
ny

(3.D
dot

P, = ——1—_3;1—[ B(d)chtx(l/— +Z1) o(“")"‘*—T;
a ) “ )

Jna cayvast HepasHBIX KOopHeW (QyHKumH @y (r, z;) OPENCTaBNM CIEAYIOUTHM 00pasom:

1/n1 fA(tx)choﬂ( T +Zl)—‘s{tiftj—):—_d—“)—;

)Jo(otr)

H

21

(3.2)
do

(i)
Vny
3nece A(x) v B(o) — byHKUMH NOUIKALIME OIpPEIeIeHIIO.
Bri6pas uckombre byuxupu ¢, ¥ p, B Buae (3.2) u (3.1), rpasuunsre ycnosuA (2.5)
¢ yuerom (2.27), (2.32) — (2.34) yOOBNETBOPSIOTCA TOXKLECTBEHHO. Y IOBJIETBOPUB

TperheMy ycnormio (2.2) u Bropomy (2.3), mocie psima npeoGpa3oBaHiii NOTydyaem 3a-
BHCHMOCTE MEIY A(x) 1 B(a) COOTBETCTBEHHO I PABHBIX ¥ HEPABHBIX KODHEH

P, = — 1‘_/|_n2 fB(oe)choe(V
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Al() = —(1+m)(1+m) ' B(®), (n, = ny); 33

L A
A(d) = —~(Umo)(1+m) iz B, (3 # 52)
Toncragus suauenue (3.1) u (3.2) ¢ yuerom (3.3) B (2.27) (2.32) — (2.34) nocne psiga
NpeoBpa3oBaHHii OIIPEHEIMM KOMIIOHEHTHI BEKTOP NEPEMEIEHII 1 TeH30pa HANPHKCHIH
Ha TIOBEPXHOCTH CNOST C HAYAILHBIMU Hanpsykenusmu (y; = 0), AT PaBHBIX U HEPaB-
BpIX Kopuel (2.15) B Bume

o« 1 [24]
uy(r, 0) = —gj——f n"F(n)Jo(nQ)dn—(T f N~ E(M) G(nh) Jo(no) dn ;
1 by 1 0

[oe]

u(r,0) = — [ 7 F@)g(n, g~ (n, )To(ne)du; (3.4
Q

81, 0) = 222 [ FnTyme)dn.
o]

3pech BBEACHBI CNeIyromme ofo3HaAYeHMA |

R-p=r; aR=mn; B@H/R) =R-9"'Fu)g*(/R);

G(nh) =1-q7'(h);  h = H/R;
NETARE . 3
Vv s—~8y Vn _
2 /l > Ny = Rz,
ch( i(lid ) -1
g(n, s) = ) l:/"‘l /
s~cth< 77_)~530th(2 —Z):L), n # ny; (3.5)
]/nl n,
_14m, _ . _ n_l__ _ My _(Q_
So = Tdm, s=usoba/l;; 53 = So]/n2 5 S22 = o "
I/’Z—(l +m,) _ . Cqal (So—5) _ ,
m, (ny = ny); T s, (ny = nz);
Wy = _— Wy =
n, I+m, . Caaly(s—53) :
] Ty (a5’ (ny % ny); - 25, » (g # ).

Jis onpeneneHHs NOCTOSHEBIX BXOgammx B (2.2) u meussectuodt (ryurnuu F(n) uc-
TIONIE3YEM OCTaNbHLIC IpaHuyHble yenosus. Taw yerseproe (2.2) u nepsoe (2.4) mpu-
BOAAT K ONPEAEIEHNI0 COOCTBEHHBIX 3HaueHMi samaun u = 4R, fy = nk/H, xoro-
PBIE ABIAIOTCA KOPHAMM XapaKTEPHCTHUECKHX ypaBHEeHMA

sin(BeH) = 0;  J,(4,R) =0. (3.6)

Yposaersopus yoioBuio (2.2), (2.4) ¢ yueToM OpTOrOHAILHOCTH TPHIOHOMETPHYEC-
KX M BeccernuBhIX (hyHKIMI TOIYyYaeM CIENyIOMmUe PEKYPEHTHRIE COOTHOICHHA MEXTY
TPOUSBOJIBHBIMMA TOCTOAHEBIMU [10].
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D,=0; N,=—-2F,; FE = ——‘uklN,c—M,i(szhykl—{—,u,‘.lch,ukl)#'

shu,!’
. .y i do(ed) |, . 2(1—-2») .

A, = —Bk[Z(l 1)+7[1(Tk) ] ; —e =240+ Tr R1B0+6R1Co,

AT (1) NV M2 To () th 3.7)

nfon YO\ n
B, = ——# __(]—C_Zﬂz—:—zlz)—z; Fo = —2vM,thul;
k =1 ,u‘n

2(1— 2 2 k H

W, = = (T'p)“[f(":k),"*‘ T l5(v) -1 ()]s T = —ZTE—Q I = R

Tlepnoie yenosus (2.2) 1 (2.3) DaroT BO3MOYKHOCTD ONIPEAEIINTE HEM3BECTHYIO (DYHKIIIO
F(7) u3 mMapHBIX MHTECPAJBHBIX YPABHEHMH

woln™ F(n); n—-ol=fl) @<,

3.8
%olF(n); 71—l =0 > 1. (3%
rae '
1—2v) ew R 3
1©) = —o =g+ S N T+ [ 7 Fo) G Tatnyan.
k=1 0
Bropoe ycioBue (2.2) ¢ y4eToM SHAYEHHA HHTErPajoB
1
| 721 (1) To ()
.Oleo(TkQ)Jo(P‘nQ)dQ = kluﬁ_}z_:ﬂzokzk >
‘ 1273 (it) 2701, (1) )
2 ‘ Tkt olla T\ Ty .
_ofé’ L (7.0) To(1n0) do = WP+ IR [[O(T Py ey ]’

[aeT 328BHCUMOCTH MEMAY HeU3BEecTHOR (yHKuMe#d F(7) M TIOCTOSIHHBIMM Yo M ¥ (kK =
=1,2..)

-1 ; — € .
J e R = =g o
@ 1 .
- wl'E'E'/‘ka]g(/‘k)
J-Fnan [ eran Tamerde = =g st (3.10)

\! kasll (Tm) tkm tmn
. 21+ (1 —-2»w, ’

: (2pk1+sh2ykl)+8n3E%l4- e
2

37eCh
1-2v &R?
M= — g tothd,  (k=1,2,3.)

Hcnomesyst gopmysty ofpamenust [19] x (3.8), oA onpepeneHus HEM3BECTHOR QYHK-
ud F(7) OpHxoaum K DEIIEHHI0 MHTErpajbHOrO YpaBHEHus Tuia Ppenroasma BTOPOro
poxa [10]
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0 1

2ew . ew, (1 —2v

F(p) = —- n' (J —zo)sinn+17 ﬁ Zxkfcosnycowkydy+
k=1 0

du
u

1 o0
+ 7?;—17 {cosnydyf F(u)G(uh)cosuy - (3.11y
0 0

Pemenye (3.11) ginem mMeToqoM Mocief0OBaTeIbHBIX NPUOIIKEHHH, B35AB 32 HYJIEBOE
npubinpKeHye OYHKIIO

FO () = —

] 1
2ew, . 2em(1—-2») 0 f
- (1 —xo)siny+ B % xkﬂo cosnycosu,ydy. (3.12)

TTocnemyromue TPpHOIIIDKEHUS ONpefeumM o ¢Gopmye

1 0
F¥(n) = %17 f cosnydyf Fe=D(y) G(uh)cosuy% (3.13)
0 b
u peurenne (3.11) sanuwem B Bupe

Fip) = D, FO(). (3.14)
k=0

Vicnons3ys DpHHITHIT CXKATEIX oTo0paykeHui [10] MOIKHO 1ToxasaTs, YTO MpoIEce moc-
JIeJI0BATENIBHBIX UpuOIIDKeHuil OymeT CXOmALMMCS, eci A > 1.

TTopcrasue (3.14) ¢ yuerom (3.12) — (3.13) B (3.10) nmocne psapa npeoGpasoBanmii
¥ 3HAUEHUS HHTErPAJIOB

L)

f‘ G@)t"dt = 21“(n+2)é(n+2)%_

o
_Tn+2) [(2— : )4‘(,1+2)—2(1—-%)é(rwl)]—

% 2n+1

1 I'(n+3 1 1
ETCESY { (2”:rl ) +°’14[(1*W) (Zn—+l_—2)€(n+_2)+ (3.15)

NG
+2F(n+1)ké{, W]}

_0,14I'(n+3) (1 1 ) L(n+3)

113,
%2 (x4 1) T TonFs 9T +2F(’1+1)(1— *2‘;,—) f(n+1)

Ul OOpeAETeHUA MOCTOAHHBIX %, NOJIydaeM GECKOHEUHYI) CHCTEMY AalrefpamyecKmx
ypaBHEHUH.

Gednt D tntn = dhs (6 =0,1,2..), - (3.16)

n=0
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3pmech £(z) — nzera pynxius Pumana, ['(z) — ramma — ¢dyuruusa. BBuIy rpomMosgrocTs
BoIp@KeHMH A1 KOIDOULUIERTOB oy, 0k, M dy NMPBEIEM 3/ECh UX UEPES KBAPATypPhI.

oo = do = —[1+ —Zf SINK ) poe 1(u)arul

i=10

o= 202, n>+—Z f M G- )]

to = 2|mu+ 2 X[ LB Gy, o du] ;
=10

—2v
On = ( [131 (M ) +
2 "-‘ o0 ,
+;2f ﬂ(—“u—ﬁ’i Guh) qi_, (i, u,,)du] + (3.17)
I=10
SE(l —’V) 734 E m3 Ilz(Tm) Lem * Lomn
+ - 5
1+v W0y — Wy
E
Oko = di; oo = ————“81601(»2 >
: E w3 (1)
— l
% ) (=) dasshziy 2l s,
rge
2
P £/ G R (3.18)

Ba(pd) = f Ji(m)dn f cosnycos yydy =

1

- . sin
f J (#k@)def Jo(no)sinndn = ol
0 0 /"k

© 1° 1
f ncosnydy f oS w,y dy f oJo(@) Jo(pko) do =
0 ' 0 0
1 o .
= (14COS 1y SIN py — (4 SI 11,008 ) = By (> ) 3
n k

Po() = sinm;  go(ue, M) = 1 f cosuycos yuydy.
0
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3amerum, YTO JULA BHIYHCIICHUS KBaApaTyp sxoaamux B (3.17) u mocnenyromue Beipa-
YKEHUS [UTSI HAOPMKCHME ¥ CMerneHui (YHKIMI anlpOKCHMUPYeM HX NPUGIHKEHHBIM

3HAYECHAM
1 X 0,14 X
T AT Shr T w(e—D) chx (1T
02852 51 (3.19)
e shbx T h shEx
(b 51 Eix - 51 ché, x
e E

e & = l/ﬁ;-q/ﬁl—; £, =]/;1;+]/)71_, a % uMeeT BHI
S—So M, = Ny,

H = S+33
S§—383

n, #n,.

B cucreme (3.16) x09DPUUHEHTEI o), H 0, 3aBHCAT OT BEIMYHUHBI W), M ®,, XapaKre-
PHU3YIOIIHX CTPYKTYPY YIIPYroro MOTEHIHANa, BEICOTE LAIMHAPa H 1 TOMIHHE! cnost /1, ,
a cBOGOAHBIE YWICHB! dy — TOJBKO OT KOPHEH XapaKTepHCTHUECKUX YpoBHel (3.6). Mox-
'HO YIOKa3aThk, YTO cHcTema (3.16) s yrpyrux MOTEHUMAIOB rapMOHHYECKOro Tuma, Bap-
-TegeBa — XasaHoBHuUA M T'peroapa ABJIAETCS KBA3HPETYIISIPHOM, M €& DEILIEHHE MOYKET
GbITE HAHIEHO METOIOM PEeNYKIUMH C YPE3aHHOM CHCTeMOH. AHAIOrMYHOE JOKA3ATEILCTBO
MO>KHA NMPOBECTH Y JJIST MOTEHIHAJIOB IIPOU3BOJIEHON CTPYKTYPEI.

Onpenenus ¥, MOYHO BBIYHCIHTh HAUPKEHHUS U IIEPEMELIEHHUS B JI060H Touxe
‘KaK WHIMHApa Tak u crod. [Tepexons x Gespasmepnoli xoopaunare { = y3/R npusenem

dbopmynBpl oA 0, M U, 2 TAKOKE #; Ha IPaHANE TIOJYTPOCTPAHCIBA V3 = 0. (Q33
JHENPUBOAHTICA B BUAY (2.2)).

_ dw, +nw, ¢ 1-2») N 2T (141.0)
u. (g, ) = Swtaw, I 2w, (1—7) <t sh2p,l e
4eml 2 ktkn%k :
+ 0, (1=29) _ (Bear~2(1—»)/b)sinp, L.
_ _iE Tlw, e YT o (e 0)
00 ) = —¢r [ S, +alisy (1+v)(1 -—2v) Z shipl

5 1 - Q@ hwe] O
L0y =] 9% s rTer E o\ @
#3(e,0) [6w1+7rlcu2 aresm 0 2(1 —v)w, e e

[~ o]

Z’ f FOMIome)dn (e < 1);

k=0

1

(O8]
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2¢ dw, .1
us(p,0) = — 7[3@7&%: arcsin E——
1—20 2’0 [ 1

- J arcsin — + 3.20

20—, £ K| o (i 0) 0 ( )
91 w w

+ Z Sanlp0) sin (Znarcsin i)] b Zf nIF®.

n=1 n 9 @y n=10

-(n)G(nh)Jo(ne)dn], (o< D).
3nech BBReACHBI CIENYIONHE 0003HAUCHUSA

e = —2(1=»)shplsh (I~ )+ [Ish i £ — Esh I ch p, (01— O)];

¢ = shypleh p(I—0) + i [leh py O+ Csh g Ish pp (1= 015 (3.21)
a, = oIy (te0) Iy (ti) — In(T) In(740) ;
E
by = oy (7, 0) 1, (7); 6= — UL OKUMAaeMbIx Tell, § = — — JUIA HeoKHAMa-

EI clo

E€MLIX TEJI.

Hs YyCIOBHA PaBHOBECHUA IHJIHMHOPA DOJIydaeM 3aBHCHMOCTh OJIA BEIYNCIICHUSI BHCII~
HeH CHNBI B 3aBUCHMOCTH OT 3aJaHHONU OCAAKH B BHOC

R ©
P = nzaRE(nl+6 Z’ )-}- 47;;»2 f@dgf F)Jo(ne)dy . (3.22)
2 0 0

Y3 nonyyeHnsIx perenuif MOYKHO IOJIYUUTh PsIf YacTHBIX CiIyuaesB. Tak, YCTpeMHB
v, = — 1 (xéctxumit crnoit) dopmyne! (3.20) garoT peureHde 3a4adM COTIPOTHBIIEHUS Ma-
TEPHAJIOB O CXATHH KPYrOBOI'O IMJIMHApPA OCEBOM cuioff, ecmu ¥ - — 1 w3 (3.21) no-
JydaeM BbIPAKEHHE JUIA IepeMeleHMs TOUEK CJIOST P NABJIEHWM HA HEro JKECTKOIO
wramma [8]. Ilpu A, — oo ¢opmyns: (3.20) u (2.21) nepexoast B [5].

4, YncneHAb aAHATHI

Pemrenua (3.20) u (3.21) 3aBUCAT OT DOCTOSIHHBIX Y, KOTODEIE ONPENENAIOTCS M3
cucremel (3.16). KBasuperyisapHocTh 3T0H cucTeMbl He 3aBucut or /[, h u 6. Ciemosa-
TEJILHO, OHH NPUrOAHEL IJIA JXOOBIX MxX suHaueHuil. Bee pacuersr peanmmsomanel Ha OBM
EC—1022 g v, = v = 0,3, [ = 10, & = 4. B rabmune | nprBogurcs BUYHCIEHHA
CHIIBI, KOTOPYEO HY>KHO TIPYITOKUTH K ITAMIIy B 3aBHCHMOCTH OT 33 JaHHOI0 IIEPEMEIICHIST
Topua uunngapa ¢. Cpasuende ¢ [10] moxaseiBaeT 0 3HAYUTEIEHOM BIMAHUNA HAYANBHLIX
HaNpHKEHNH Ha HANPKEHHO-1eQOpPMUPYEMOe COCTOSHNE B3aUMOICHCTBYIOIMMX TENI.

2 Mech. Teoret, i Stos. 3/87
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1
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(%)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

A. H. Tvap, B. B. Pymuumcui

Tabmaua 1. A=4 §=28

2 Tapmormuecruit Tlorermman
' TIOTEHLIHAII Tpernoapa
0,6 0,201 ) 0,398
0,7 0,281 0,406
0,8 0,293 0,409
0,9 0,310 ) 0,442
1 0,159 0,159
1,1 0,342 0,445
1,2 0,341 0,531
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Streszczenie

KONTAKTOWE ODDZIALYWANIE SPREZYSTEGO STEMPLA
ZE WSTEPNIE NAPREZONA WARSTWA

W ramach zlinearyzowanej teorii sprezystosci podano rozwigzanie mieszanego zagadnienia brzegowego
opisujacego weiskanie sprezystego walca we wstepnie naprezong warstwe. Zagadnienie rozwigzano w postaci
ogolnej dla teorii duzych (skonczonych) wstgpnych deformacji oraz réznych teorii malych wstepnych
deformacji przy dowolnej strukturze potencjalu sprezystego. Przy pomocy transformacji zagadnienie
sprowadzono do quasiregularnego ukiadu réownan algebaicznych. Podano przykiad numeryczny.

Summary

CONTACT INTERACTION OF AN ELASTIC PUNCH AND A PRESTRESSED LAYER

Within the framework of the linearized elasticity the solution of mixed boundary value problem for
an elastic cylinder pressing into a prestressed layer is given. The problem is solved in the generél form
for the theory of large (finite) initial deformations and various theories of small deformations with an
arbitrary structure of elastic potential. By using transformation the given problem is reduced to the quasi-
regular system of algebraic equations. The numerical example is considered.

Praca wplynela do Redakcji dnia 6 stycznia 1986 roku.
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1. Wstep i przeglad literatory

Terminem ,,rezonans wewnetrzny”’ przyjeto okreslaé te szczegdlne zjawiska, ktore
pojawiaja si¢g w drgajacych ukfadach nieliniowych o » stopniach swobody wtedy, gdy

istnieja liczby catkowite kg, s = 1,2, ..., p, nie wszystkie rowne zero, takie ze miedzy
czgstosciami wlasnymi ukladu wy, ..., @, zachodzi zwigzek typu:
P
ZICS(’US:O! psn, (1)
s=1

tzn. gdy czgstosci te sa wspdtmierne. W teorii pierwszego przyblizenia czestosci w, sg
czestoSciami whasnymi uktadu liniowego, tj. uktadu w ktorym czlony nieliniowe zostaty
odrzucone.

Szczegolnie interesujacym jest przypadek kiedy w ukladzie wystgpuje jednoczesnie
rezonans zewnetrzny, tj. gdy istnieja liczby catkowite m, , ..., m, nie wszystkie réwne zero
i liczba i, takie, Ze spelniony jest warunek:

9
stws+m,v =0, p<n, . 2)
s=1

gdzie » — czgstosé sity wzbudzajacej, m, = 1, 2, 3, ..., oraz gdy wsrdd czgstodci w,, ..., w)p

sa czesto§ci wspotmierne, a wige speilniony jest warunek (1). _

W przypadku gdy rezonansem zewnetrznym jest rezonans glowny, tj. gdy czgstodé
wymuszenia jest w poblizu jednej z czgstoSci wilasnych,

Y R wy, 3)

efektem wspolmiernoéci czestodci wilasnych jest ,,wciaganie” do rezonansu oprocz
rezonansowej wspoirzednej normalnej &, réwniez innych wspéirzednych & odpowiada-
jacych czgsto§ciom wiasnym w; wspélmiernym z w, . W rezultacie zamiast jednopostaciowej
odpowiedzi rezonansowej, w ktérej dominuje skfadowa harmoniczna o czgstoéci », moze
pojawié si¢ odpowiedZz wielopostaciowa, w ktdrej réwnowazng rolg odgrywaja réowniez
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sktadowe harmoniczne o czestosciach odpowiadajacych czestosciom wilasnym wspot-
rzgdnych &;.

Efekty wspdtmiernosci czestosci wlasnych w nieliniowych autonomicznym i zacho-
wawczym uktadzie o dwéch stopniach swobody, po raz pierwszy zostaly zbadane przez
Gorelika i Witta [1]. Uktadem tym bylo wahadto matematyczne zawieszone na sprezynie,
a opisane uktadem dwdch réwnan rézniczkowych drugiego rzedu sprzgzonych tylko
poprzez czlon nieliniowy. Stwierdzili oni, ze gdy czestos¢ drgan wzdtuz dtugoéci wahadta
jest podwojong czestoscia drgan obrotowych wahadta, to charakter drgan ulega jakoscio-
wej zmianie i pojawiaja sie drgania, w ktérych nastepuje przeplyw encrgii z jednej postaci
do drugicj 1 z powrotem.

Uklad ten analizowalo teorctycznie i do$wiadczalnie wielu autoréw, miedzy innym
Kane i Kahn [2], van der Burgh [3, 4], Srinivasan i Sankar [5], Evan-Iwanowski [6],
Minorsky {7].

Zjawisko przeplywu energii migdzy poszczegdlnymi postaciami w uktadach nielinio-
wych autonomicznych, a wywolane wspolmicrnoscia czgstosci wlasnych i znane rdwniez
w literaturze pod nazwg drgania ,,autoparametryczne”, badane bylo réwniez dla innych
ukladéw, np. belki i wahadta— Sevin [8], Struble [9, 10, 11, 12], Struble i Heinbockel [13].

Fakt, Ze jedna posta¢ moze wytlumiaé drgania innej postaci wykorzystali Haxton
i Barr [14] budujgc autoparametryczny tlumik drgan. Natomiast Barr i Nelson [15]
stwierdzili, Zze efektem rezonansu wewngtrznego, tj. wzajemnego oddziatywania migdzy
postaciami, moze byé np. to, Ze wymuszone drgania jednej postaci moga spowodowaé
wykladniczy wzrost amplitudy drgan innej postaci.

Efekty sprzezenia i oddzialywania migdzypostaciowego w rdznego typu ukladach,
lecz bez uwzglednienia mozliwosci wystapienia rezonansu wewngtrznego, analizujg w swoich
pracach Mac Donald [16], Atluri [17], Dowell [18], Morino [19], Bennet i Eisley [20],
Bennet [21], Tseng i Dugundji [22].

W pracach poswigconych efektom wspotmiernosci czestosci wilasnych szczegdlna
uwaga zostata zwrdcona na przypadek, gdy jedna z czestosei jest dwukrotnie wigksza
od drugiej tj.

20, = w;. G

Zalezno$¢ tego typu prowadzi do zjawiska rezonansu wewnetrznego gdy nieliniowo$é
w ukladzie jest typu kwadratowego. Probe ogdlnej analizy i klasyfikacje tego typu uktadow
o n stopniach swobody podjal po raz pierwszy Sethna [23]. W zaleznosci od wartosci
czgsto$ci wymuszenia » i amplitudy sity wymuszajaccj, autor wprowadzil nastepujace
typy ukladow: ‘

1 — autonomiczny z rezonansem wewnetrzoym,
2 — nieautonomiczny z rezonansem zewngtrznym bez rezonansu wewnetrznego,
3 — nieautonomiczny z rezonansem zewngtrznym i wewnegtrznym:
(a) przypadek superharmoniczny — gdy czesto$é wymuszenia jest w poblizu nizszej

' czestosci wiasnej,

(b) przypadek subharmoniczny — gdy czesto$¢ wymuszenia jest w poblizu wyzszej
czegstosci wlasnej. '

Dla przypadku (3a) jednym rozwiazaniem jest rozwiazanie nietrywialne dwuczesto$ciowe

z amplitudami: a; # 0 dla wspohrzednej rezonansowej i a, # 0 dla wspolrzednej weig-
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ganej do rezonansu. Dla przypadku (3b) mozliwe s3 dwa typy rozwigzan: jednoczgstos-
ciowe — a; = 01 a, # 0, oraz dwuczestoSciowe z amplitudami a, s 0 dla wspdtrzednej
wciaganej do rezonansu i a, # 0 dla wspélrzednej rezonansowe;.

Podobne wyniki 1 wnioski mozemy znalezé w pracy Piszczka [24]. Rozpatruje on
drgania ustalone plaskiej belki, podpartej na koncach przy pomocy sztywnych podpdr
sprezyscie zamocowanych do podioza. W srodku belki umieszczono obcigzenie oraz
mase na mimosrodzie. '

Uktady z nieliniowoécig typu kwadratowego i rezonansem wewngtrznym typu 20; = w;
sa rowniez przedmiotem badan szeregu prac Tondla [25, 26, 27, 28]. W pracach [25, 26]
bada on uklad o dwdch stopniach swobody wzbudzony sita harmoniczna o amplitudzie
proporcjonalnej do kwadratu czgstosci wymuszenia. W przypadku gdy czestosé wymuszenia
jest bliska pierwszej czgstoSci wlasnej, drgania charakteryzujg si¢ wcigganiem do rezo-
nansu drugiej wspolrzednej i mamy rozwigzanie dwuczesto$ciowe ze sktadowymi harmo-
nicznymi » i 2». W przypadku gdy czesto$¢ wymuszenia. jest bliska wyzszej czestosci wias-
nej, wciagana do rezonansu jest pierwsza wspolrzgdna i rowniez mamy rozwiazanie
dwuczestosciowe, ze sktadowymi harmonicznymi »i »/2. W [27] ukiad wzbudzany jest
sita okresowa zawierajaca pierwsza i drugg harmoniczna. W tym przypadku, zaréwno
gdy czestos¢ wymuszenia jest w poblizu nizszej jak i wyzszej czestosci wiasnej, mozliwe
sa dwa typy rozwigzan: (a) — poitrywialne, kiedy mamy tylko drgania drugiej wspdl-
rz¢dnej, sa to drgania dwuczestosciowe z czgstodciami sity wymuszajacej, (b) ~— nietry-
wialne, kiedy pierwsza wspolrzedna drga harmonicznie ze swoja czgstoscia wiasng, drga-
nia drugiej wspéirzednej sa dwuczgstosciowe z czesto$ciami sity wymuszajace;j.

Z innych publikacji poswigconych rezonansom wewnetrznym typu 2m; = «; w ukfa-
dach z nieliniowoécia typu kwadratowego, na uwage zashuguja prace Barr’a 1 Nelson’a
[15] oraz Sethna i Bajaj’a [29].

Ten sam typ rezonansu wewngtrznego, tj. 2w; = w;, badany byt w ukladach zawie-
rajacych nieliniowos¢ typu kwadratowego i szeSciennego lacznie. Tondl w [28] rozpatruje
przypadek rezonansu w, = 2w,, kiedy czestosci wymuszenia. v jest bliska w,. Autor
stwierdza istnienie dwoéch typow rozwigzan: jednoczestoéciowego o czestosci wymuszenia
oraz dwuczestosciowego ze sktadowymi harmonicznymi o czgstosciach » i »/2. Szczegd-
lowa analiza po$wigcona jest rezonansowi dwuczesto§ciowemu. W pracy tej wyznaczono
takze obszary przyciggania, tj. obszary warunkéw poczatkowych prowadzacych do roz-
wigzania jedno- lub dwuczgsto$ciowego.

Yamamoto i Yasuda [30] oraz Yamamoto, Yasuda i Nagasaka [31] réwniez badaja
rezonans w, = 2w, gdy nieliniowo$¢ zawiera czlony kwadratowe i sze$cienne. Stwierdzaja
oni, ze gdy czgstoéé wymuszenia jest w pobliza nizszej czestoéci whasnej [30], jedynym roz-
wiazaniem jest rozwigzanie dwuczestosciowe ze skltadowymi harmonicznymi o czestos-
ciach: wymuszenia i podwojonej czesto$ci wymuszenia. Autorzy pokazilja, ze w pewnym
zakresie czgstodci wymuszenia », drgania okresowe dwuczesto$ciowe przechodzg w drga-
nia prawie-okresowe ze sktadowymi harmonicznymi o czgstoéciach: » i bliskiej 2». Drga-
nia te s3 bardzo wrazliwe na tlumienie. Badajac uklad w poblizu wyzszej czgstosci wias-
nej [31], autorzy stwierdzaja mozliwo$é wystapienia dwdch typéw rozwigzan: jedno-
czgstoSciowego o czestosei wymuszenia v, a wiec takiego jak bez rezonansu wewngtrznego,
1 dwuczgstosciowego ze sktadowymi harmonicznymi o czgstosciach » i »/2. Podobnie jak
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poprzednio, stwierdzaja oni istnienie pewnego przedziatu czgstosci wymuszenia, w ktérym
wystepuja drgania prawie-okresowe.

Omawiane w pracach [I3-31] problemy dotyczyly ukladéw mnieautonomicznych,
z nieliniowoscia typu kwadratowego badz kwadratowego i szeSciennego iacznie i rezo-
nansem wewngtrznym 2w; = wy.

Klasycznym przyktadem nieliniowosci sprezystej, wystepujacej w wielu ukladach
fizycznych jest nieliniowo$é aproksymowana przez funkcj¢ typu szesciennego. Z tq klasa
funkcji nieliniowych wiaze si¢ rezonans wewngtrzny typu:

3w, = w;. (5)

Zagadnieniu temu poéwigcaja swoje prace migdzy innymi: Sethna [32], Nayfeh, Mook
i Sridhar [33], Nayfeh, Mook, i Lobitz [34], Lau, Cheung i Wu [35], Croll [36, 37], Baj-
kowski [38], Bajkowski 1 Szemplinska-Stupnicka [39].

W pracy [32] rozwazany jest uklad o dwoéch stopniach swobody z rezonansem wew-
netrznym w, = 3w,. Autor stwierdza, ze gdy czesto$¢ wymuszenia jest bliska nizszej
czestoécl wlasnej, w rozwigzaniu daje zauwazyé si¢c bardzo silny udzial trzeciej harmo-
nicznej. W przypadku gdy czesto$é wymuszenia jest w poblizu wyzszej czgstodci wlasnej
w odpowiedzi nie stwierdzono istnienia skladowej subharmonicznej.

Nayfeh, Mook i Sridhar [33] znajduja rezonans wewngtrzny przy badaniu drgan
poprzecznych belki podlegajacej duzym odksztalceniom. W przypadku gdy belka z jednej
strony jest utwierdzona, a z drugiej zamocowana przegubowo, autorzy zwracaja uwage
na jeden z mozliwych przypadkdéw wspoimiernosci czestosci wlasnych, a mianowicie
w, = 3w,. Gdy czesto§é wymuszenia jest w poblizu nizszej czestosci wlasnej, jedynym
rozwigzaniem jest rozwiazanie dwuczestociowe ze skladowymi harmonicznymi o czg¢s-
tosciach: wymuszenia i potrojonej czgstoSci wymuszenia. Amplituda postaci wciaganej
w rezonans jest bardzo mala i w rozwiazaniu praktycznie dominuje pierwsza postaé.
W przypadku gdy czgsto$é wymuszenia jest bliska wyZszej czestosci wlasnej, mozliwe sa
dwa rézne rozwigzania: jednoczestoSciowe o czgsto$ci wymuszenia » i dwuczestosciowe
ze skladowymi harmonicznymi o czestosciach » i »/3. Warto zauwazyé, ze w przypadku
drgan dwuczestodciowych, udziat skladowej o czestosci »/3 (pierwszej postaci), moze byé¢
bardzo duzy, nawet szedciokrotnie wigkszy niz podstawowej. Z podobnymi wynikami
mozemy spotkaé si¢ w pracy [34]. Lau, Cheung i Wu [35] analizujac podobny typ uktadu
pokazuja, Ze oprécz drgafn okresowych moga wystapi¢ drgania prawie-okresowe.

Takze Croll [36, 37] analizuje drgania powlok z uwzglednieniem rezonansu wewnetrz-
nego. W [36] badane sa rezonanse wewnetrzne w, = 2w, i w; = 3w, za§ w [37] rezonanse
Wy =Wy, W; = 2w, 1 w; = 4w,.

Bajkowski i Szemplinska-Stupnicka [38, 39] badajg przydatnosé metod Ritza i usred-
nienia do badania efektow rezonansu wewnetrznego w, = 3w; w ukladzie z nicliniowoscia
typu szesciennego.

W pracach [23 - 39] omawiany byl rezonans wewnetrzny typu w; = 2w; badZ w; = 3w;,
mieliSmy wigc przypadek rozwigzania dwupostaciowego, w ktérym oprécz wspédirzednej
rezonansowej, w rezonans wciggana byla jeszcze jedna wspdirzedna o czgstoéci wspdl-
miernej Z rezonansowag.

W ukladach o wigcej niz dwu stopniach swobody, w przypadku gdy wystepuja wiecej
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niz dwie czestosci wspotmierne, mogsg wystapi¢ rezonanse wewngtrzne wielopostaciowe
zwane kombinowanymi.

Barr i Nelson [15] badaja kombinowany rezonans wewnegtrzny typu w; = w,+w,
analizujac zachowanie si¢ elementéw konstrukcji pod dziataniem harmonicznego wymu-
szenia zewnetrznego i nieliniowodci typu kwadratowego. Autorzy wykazuja mozliwosé
wystgpienia dwdch typow rozwigzan: jednopostaciowego o czgstosci wymuszenia i trzy-
postaciowego, w ktérym oprécz wspohrzednej rezonansowej, do rezonansu zewngtrznego.
wciagane sg dwie wspolrzedne, ktorych czgstosci sa wspélmierne z rezonansowsg.

Sridhar, Mook i Nayfeh [40, 41] badaja drgania utwierdzonych okragtych plyt obcia-
zonych sitami harmonicznymi uwzgledniajac efekt rezonansu wewngtrznego. W [40] prze-
prowadzaja analiz¢ uwzgledniajac rezonans trzypostaciowy, natomiast w [41] rezonans.
czteropostaciowy typu wg = w;+w,+w;. W przypadku gdy czgsto$é wymuszenia jest.
w poblizu jednej z niZszych czesto$ci wlasnych wciaganych w rezonans, ustalona odpo-
wiedz ukladu moze mie¢ postaé fali stojacej. Natomiast gdy wymuszenie jest w pobli-
Zu najwyzszej ze wspotmiernych czestodci wlasnych, ustalona odpowiedz ukladu moze-
mieé dwie postacie: jako superpozycja fal stojacych wszystkich postaci wcigganych
w rezonans, albo jako superpozycja fal stojacych trzech nizszych postaci z fala bie-.
2acq najwyzszej postaci. Lobitz, Nayfeh i Mook [42] rozwaZaja drgania rezonansowe:
piyt eliptycznych w przypadku obciazenia harmonicznego i rezonanséw wewnetrznych.
Analizuja oni dwa typy rezonansow: trzypostaciowy w, = 2w;—w,; i czteropostaciowy:
ws = w; +w,+w;. Wykazuja, ze wszystkie pigé postaci moga uczestniczyé w rozwig-
zaniu, pomimo Ze tylko jedna z postaci jest bezposrednio wzbudzana, poza tym dominu-
jaca w rozwigzaniu moze by¢ inna niZz bezposérednio wzbudzona postac.

W omawianych uprzednio pracach badano wplyw rezonansu wewnetrznego na zew-
netrzne rezonanse gléwne. O wplywie rezonansu wewnetrznego na rezonans zewnetrzny
kombinowany typu v = w, +w, mdéwia prace Asmis’a i Tso [43] oraz Nayfeh’a [44]..
W [43] badany jest uktad o dwoch stopniach swobody, z nieliniowoScig typu szesciennego
irezonansem wewnetrznym w, = w,. Natomiast w [44] badany jest ten sam typ rezonansu
zewngtrznego, w przypadku ukladu z nieliniowoscia typu kwadratowego i szesciennego-
Iacznie, przy rezonansach wewngtrznych w, = 2w, i @, = 3w,. Autor stwierdza, Ze.
obecnos$é rezonanséw wewnetrznych wplywa na zwickszenie amplitud drgan, z tym ze:
wigkszy jest wplyw rezonansu w, = 3w,. Nalezy nadmienié, ze réwnania tego typu moga.
opisywaé drgania: akceleratoréw indukecyjnych, wirujacych watéw, powlok, wyginanych
elementéw konstrukceji, statycznie obcigzonych konstrukcii.

Szczegbtowe omdwienie i wyniki prac [15, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 32, 33] mozna
znalezé w przegladowej pracy Bajkowskiego i Szemplifiskiej-Stupnickiej [45].

W przedstawionych pracach [23-44] analizowano drgania ukladéw o wzbudzeniu.
zewngtrznym harmonicznym. Omoéwimy teraz niektére z prac, w ktérych analizowano
drgania ukladéw o wzbudzeniu parametrycznym badZz parametrycznym i zewngtrznym.
harmonicznym.

Tbrahim i Barr [46, 47] badaja drgania ukladu ziozonego ze zbiornika czgsciowo
napeinionego ciecza 1 sprezyscie zamocowanego. Nieliniowo$é jest tu typu kwadratowego,.
a uklad moze by¢ wzbudzany parametrycznie, badZ przez autoparametryczne sprzezenie-
pomigdzy poszczegSlnymi postaciami elementéw konstrukcji a pierwsza postacia falujacej,
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cieczy. W [46] rozwazaja przypadek rezonansu wewnetrznego w, = 2w, gdzie w, — drga-
nia wilasne konstrukcji, w, — drgania wlasne falujacej cieczy. W [47] badaja przypadek
rezonansu wewnelrznego trzypostaciowego typu sumy lub roéznicy. Stwierdzaja, ze typ ten
rozwigzania jest mozliwy tylko wtedy, gdy ttumienie dwoch nizszych postaci jest rowne
zero badz jest bliskie zera.

Analize podobnego ukiadu przeprowadzili Nayfeh, Mook i Marshal [48] badajac
rozwiazanie w przypadku rezonansu w, =2w,, a takze Nayfeh i Mook [49] dla rezo-
nansu wewnetrznego typu kombinowanego. W obu przypadkach otrzymali analitycznie
stany ustalone lecz bez zadnych ograniczen jesli chodzi o thumienie.

Tso i Asmis [50] analizowali odpowiedZ nieliniowego uktadu drgajacego o dwéch
stopniach swobody, z nieliniowoscia typu szeSciennego i harmonicznym wzbudzeniu
parametrycznym, lecz bez rezonansu wewnetrznego. Podobny uklad opisujacy drgania
boczne kolumn przy udziale zewnetrznego obcigzenia harmonicznego z uwzglednieniem
rezonansu wewnetrznego badali Tezak, Mook i Nayfeh [51]. Natomiast Nayfeh w [52]
bada odpowiedz ukladu o dwdéch stopniach swobody, wzbudzoniu parametrycznym,
Z rezonansem wewnetrznym, w przypadku nieliniowosei typu kwadratowego.

Hatwal, Mallik i Ghosh [53] analizuja podobny ukiad jaki badali Haxton i Barr [15],
a wiec uklad masa-wahadlo z nieliniowoscia typu kwadratowego. Stwierdzaja oni, Ze
efektem rezonansu wewnetrznego w, = 2, jest wzbudzenie parametryczne, a dla dosta-
tecznie duzych amplitud wymuszenia moziiwoé¢ wystapienia drgan prawie-okresowych.

Nayfeh w [54] bada ukiad o wielu stopniach swobody z nieliniowo$cia typu kwadra-
towego 1 szeSciennego lgcznie, z wymuszeniem parametrycznym i rezonansem wewnetrz-
nym ws; = @, +w0,. Nieliniowos¢ moze by typu geometrycznego badZz sprezystego,
.a réwnania moga opisywaé drgania wirujacych watéw, sklepie, powtok i plyt, sprze-
zone poprzeczne 1 wzdtuzne drgania kolumn, drgania zbiornikéw cze$ciowo napetnionych
.ciecza 1 zamocowanych sprezyscie.

Z analiza ukiadéw z wielokrotnymi czestosciami wlasnymi i wzbudzanych parame-
‘trycznie mozemy spotkac si¢ miedzy innymi w pracach [55, 56, 57, 68]. Fu i Nemat-Nasser
[55, 56] rozpatrujg uklady liniowe, niettumione w przypadku wystepowania dwéch czes-
todci wielokrotnych. Natomiast Tezak, Nayfeh i Mook [57] rozwijaja analiz¢ przeprowa-
.dzong przez Fu i Nemat-Nasser’a wiaczajac do ukiadu tlumienie i nicliniowo$é typu
-szeSciennego, a jako przyklad podaja badanie flatteru powlok w obecnosci obcigzenia
harmonicznego. Takze Nayfeh [58] rozwaza uklad o wielu stopniach swobody z wielo-
krotnymi czestosciami wiasnymi, a szczegdtowej analizie poddaje uklad o czterech stop-
Jniach swobody, w ktérym trzy pierwsze czestosci wlasne sg takie same. Badania koncen-
‘truje na rezonansach parametrycznych: 2w, w;+w, 1 @0, —w,.

Ogolniejsza teorie 1 klasyfikacje rezonanséw wewngtrznych mozna takZze znaleZd
‘w pracach Sethna [59], Czeszankowa [60, 61, 62], Samojlenki i Momota [63, 64], Nayfeh’a
;1 Mook’a [65].

W przewazajacej wigkszo$ci omawianych prac wyniki teoretyczne uzyskane byly za
-pomoca jednej z technik perturbacyjnych, najczgsciej za pomoca klasycznej metody usred-
-nienia, a weryfikacja tych wynikéw przeprowadzana byla przez symulacje réwnan ruchu
.na maszynach cylrowych lub analogowych.

W nielicznych tylko pracach np. [27, 35, 53], stosowana byla metoda bilansu harmo-
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nicznych, ale nie podejmowano analizy, ktéra z metod przyblizonych jest adekwatna dla
danego ukiadu i danego typu rezonansu.
O ile rezonansowi wewngtrznemu typu 2w; = w; poSwigcona jest obszerna literatura
i w wielu pracach wyniki teoretyczne zostaly catkowicie potwierdzone przez badania
symulacyjne, to zachowanie si¢ ukiadu przy rezonansie typu 3w, = w; nie jest w pehi
wyja$nione. W szczegolnoéci dotychczasowe wyniki nie daja wyczerpujacej odpowiedzi
na pytania:
— czy rozwigzanie pierszego przyblizenia metod perturbacyjnych daje wiarygodne jakos-
ciowo wyniki zgodne z wynikami symulacji komputerowe;j,
— jakich zmian w charakterze drgan rezonansowych mozemy oczekiwaé gdy parametry
uktadu, przy ktdrych nie jest spetniony warunek istnienia rezonansu wewnetrznego,
zmieni¢ tak ze bedzie spelniony warunek:

3w, = w;.

Bezpo$rednim bodzcem do podjgcia prac nad tym typem rezonansu wewngtrznego
byly badania teoretyczne i analogowe prowadzone na prostym przykladzie modelu ukiadu
.0 dwdch stopniach swobody z nieliniowoécia typu szesciennego i wzbudzanego sita har-
moniczna (rys. 1).

Drgania rezonansowe tego uktadu zaréwno przy rezonansach gtéwnych jak i pobocz-
nych bez rezonansu wewngtrznego, oraz studia porédwnawcze rdéznych metod przybli-
zonych, byly przedmiotem wczesniejszych studidw autordw [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73].
W pracach tych, oprocz analizy zjawisk drgan rezonansowych pojawiajacych sie w ukla-
dach nieliniowych posiadajacych wigcej niz jeden stopien swobody, zwracano baczna
uwage na problem doboru przyblizonej metody analitycznej, adekwatnej do danego typu
badanego zjawiska i badanego ukladu. W szczegdlnosci analizowano metody perturba-
cyjne w pierwszym przyblizeniu i metodg Ritza (metode¢ bilansu harmonicznych), pordow-
nujac rozwiazania majace ta samy forme jako funkcje czasu.

W obecnej pracy dobrano parametry ukiadu tak, by spetniony byl warunek wyste-
powania rezonansu wewngtrznego typu w, = 3w,. W przeprowadzonych badaniach
analogowych nie uzyskano tych wynikéw jakie przewiduje teoria pierwszego przybli-
Zenia metody usrednienia, natomiast uzyskano efekty, ktérych ta teoria nie przewiduje.

Problem zostat rozwiazany, gdy w rozwazaniach teoretycznych zastosowano metode
Ritza, przy niezmienionej formie rozwigzania jako funkcji czasu.

2. Ogoélne rownania i badanie rezonanséw wewnetrznych metoda wsrednienia
i metodg Ritza

Rozwazamy réwnania ruchu nieliniowych ukladéw drgajacych o skoficzonej liczbie
stopni swobody, zapisane w postaci macierzowe;j:
Aq+Cq+f(q)+o(q, §)—Pcosyt =0, ©)

gdzie q = collgy, ..., g,] — wspotrzedne uogdlnione, A = diag[m;] — macierz bezwlad-
noéci, C —macierzsz tywnosci, kwadratowa, symetryczna, dodatnio okrestona, f= col[f,
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..., [,]— reprezentuje nieliniowa czg$é sit sprezystych, ¢ = colp,, ..., ¢.] — reprezentuje
sity thumienia.
Uktady ciggle opisane beda réwnaniami czastkowymi w postaci,

m(x)—%% + L{w) + Ly (w)+ N(Ow) —p(x)cosvt = 0, )

z warunkami brzegowymi,
B(w) = 0 na brzegu I,
gdzie L(w) i L{(w) — odpowiednio liniowy i nieliniowy operator zmiennych przestrzennych
odpowiadajacy liniowej i nicliniowej czesci sit sprezystych, N(w) — operator thumienia.
p(x) — amplituda sily wymuszajacej.
Obydwa modele matematyczne (6) i (7) sprowadzamy do uktadu réwnad modalaych

przez wprowadzenie wspolrzednych normalnych &, ..., £,. Dla ukladu (68) wspoirzedne
te wprowadzamy za pomoca transformacii:

qi(1) = Zboufj(f); i=1,2,...,n, ®)
=

gdzie bgi;, i,7 = 1,2, ..., n, 53 wspolczynnikami postaci wlasnych ukiadu (6) dla f(q) =
= (q, q) = P = 0, a dla ukladéw ciaglych (7) przez przyjecie przyblizenia,

wix, 1) = ) py(x) E(0), ©)
j=1

gdzie: y;(x) — znane liniowe funkcje x (postacie wiasne uktadu (7) przy Li{(w) = N(w) =
= p(x) = 0), oraz zastosowanie metody Galerkina.,
Dla obu ukladéw (6) i (7) otrzymamy réwnania ruchu w formie:

ME + QE + F(E) + H(E, ) —@cos»t = 0, (10)'

gdzie: M = diag[M ], 2 = diag [M;w3;], M, — uogdlniona masa, wy; — czesto$é wlasna
J-tej postaci. Elementy kolumnowej macierzy F sa funkcjami wszystkich wspdtrzednych,
F; = Fy(&,, &,, ..., &), za$ elementy macierzy H s3 zalezne od wszystkich wspotrzednych

1 ich pochodnych, H; = H&,, ..., &, 5'1‘, ...,é,,). Ponadto mamy:

n n

M, = L mibgiy, Fy = Zfibou, Hy = Z%bou, 0; = Z—Pibou: an
= i=1 i=1 i=1

-]

— dla ukladu réwnaf (6),

! I n
My = [mGovias, £ = [ L[ Y neeo]ma,
0 s=1
1 n ! (12)
H = [N Y n@eolnedr, 0= [penex,
5= 0

— dla ukfadu réwnan (7).
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Zaklada sie, ze autonomiczny, zachowawczy uklad nieliniowy:

ME+ Q€+ F(E) = 0, (13)
posiada energi¢ potencjalng U speiniajaca warunki:
U@, ...,0 =0,
U >0 jesli &, ..., &, nie znikaja jednoczesnie, (14)
Uy, oons &) = U(=&y, ..., =),
tak wiec:
——-g—g = —M;0};£—Fi ¢, ..., £). (15)

Funkcje F; sg analitycznymi i nieparzystymi funkcjami swoich argumentéw. Przyjmuje
sie, Zze z wystarczajacg dokladnoscia mozaa je przedstawié w pastaci skoficzonego szeregu
Taylora. Sity ttumienia spetniaja warunek:

ZHJéJ >0, (16)
i=1

jesli tylko 2 Ly eers &, nie znikajg réwnoczeénie, i takze sa przedstawiane w postaci skon-
czonego szeregu Taylora,

Tak wiec uklad réwnan (10) traktowany jest jako model matematyczny zardwno
uktadow o skupionych masach jak i ukladéw o ciggtym rozkladzie mas i bedzie przed-
miotem dalszych badan.

2.1. Metoda ugrednienia. ZaléZmy, Ze Spelniony jest warunek zewnegtrznego rezonansu
gléwnepo tj.:

VR Wy, 17)

1 wszystkie czestosci sg niewspoimierne. Rozwigzania ukladu (L0) w pierwszym przybli-
Zeniu szukamy w postaci:

& = acos(Wt+D), v X wy, 18
&=0, j=1,2,..,k-1,k+1,..,n, (18)

gdzie g, i ¥ — pewne stale wyznaczone metoda uérednienia lub inna procedurg pertur-
bacyjna.

W tym przypadku tylko wspdlrzgdna rezonansowa &, jest rézna od zera. Wspoirzgdne
nierezonansowe &;, j # k, W rozwigzaniu w pierwszym przyblizeniu sg réwne zero.
Rozwigzanie takie nazywane jest jednocze$ciowym (jednopostaciowym), gdyz postaé
drgan scharakteryzowana jest jedng funkcja wilasng w,(x) lub ukladem wspdiczynnikow
bow, i=1,2,...,n.

Jedli jednak chod jedna z czgstosei wlasnych, np. w,, jest wspdimierna z rezonansowa,
wowczas okazuje sig, Ze odpowiedz ukladu przestaje byé jednopostaciowa, a do rozwia-
zania zostaje weiggana dodatkowo wspdirzedna &. Zatézmy dla ogolnosci, ze r—1 czgs-
todci wlasnych jest wspotmiernych z czestodcia wy, tzn.:

kiw+ ... +ko+ ... +ko,. =0, (19)
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gdzie ky, ..., k, — liczby catkowite. Warunek (19) zapisaé mozemy takie w postaci:

Be =2 o N (0)

[ Sk
gdzie s, ss = 1,2, 3, ...
Stosujac wprowadzone oznaczenia (20) réwnania ruchu (10) przepiszemy w postaci:

R Wy,
'ék+v25k = (Wz—wlg)gk—Fk(é_l, RN gr)—Hk(El.’ cevy gr’ E.J.’ sevy é,,)+QkCOS’Vt,
:és'i'Nstv2Es = N,f‘(vz——w,f).fx—Fs(El [IEREN} gr)_Hs(gl_; [ERE} 5,., éls rees ér)"' (21)

+Q cosvt, s=1,2, .. k—1,k+1,...,r,
.éj-i'wjzfj = "Fj(§r+Ls EERE) gn)_Hj(£r+la (R 5}1) ér+1’ (AR fl,,)-i-QjCOS’Vt,
j=r+1,...,n.

Efekt rezonansu wewnetrznego uzyskano zakladajac, ze nie tylko wspdlrzedna rezo-
nansowa, lecz i wspélrzegdne & odpowiadajace czegstosciom wspdimiernym z w, sa rézne
od zera. Tak wigc rozwigzania ukfadu réwnan (21) szukamy w postaci:

&, = a,cos(vt+49,), VR Wy,
& = a,cos(N,vt+9y), s=1,2,..,k—=1,k+1,...,r, (22)
£ =0, J#L1,2,...,r.

Dla wyznaczenia amplitud a,, ..., a, 1 katéw fazowych 4., ..., ?, stosujemy metode

udrednienia [74 -79]. W tym celu najpierw traktujemy te wielkoéci jako nowe zmienne
as = a,(ty, %, = %), s =1, ..., r, i przeksztalcamy réwnania (21) do postaci:

d ~
% _ —l—[——(N,fsv2—wf)ascos@_‘+Fs(al_, s B, 0, ..., 0,)—=0,cosvt]sinby,
dt Ny
(23)
dd, 1

T m[—(N,?svz—w_f)ascos@_‘+ﬁs(al, G, 0, ...,0,)—0cosvt]cosO
gdzie:

@s = Nks'yt+'l9‘s,

f‘s(al, v 8,0, ...,0,) = Ffa,c080,, ..., a,co86,)+ (24)

+ Hy(a, cos®,, ..., a,cos0,, —a,»N,,sin@,, ..., —a.vN,sin0,).
Dodajmy, ze aby zastosowaé metode usrednienia musimy zazadal by prawe strony

réwnan (23) byly male, rzedu u', gdzie p jest malym parametrem — u <€ 1, u > 0.
Widzimy wige, Ze nie tylko funkcje nieliniowe F"'_s. ale i amplitudy sity wymuszajacej QO
oraz réznice (Niy?—w?) musza by¢ male, rzedu u'.

Nastepnie zastepujemy prawe strony réwnan (23) przez ich wartoéci uérednione w cza-
sie. Operacje te mozemy zapisaé nastepujaco:

T
das, 1 |,. 17 . 1 .
& = N Ll‘i{?o T.J Ffa,,...,a,6,, .., @,)sm@,dl—? 6stssm195], 25)
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(25) [cd.]

ads f 2
p7al aNAsv [’knl F(ay, ...y ey O cosOdt +— ( 292 —w?)a,—

1
5 0 OsCOS z‘z‘s] ,

gdzie: 8, — delta Kroneckera, s,k = 1.2, ..., r
Poniewaz szukamy ustalonych rozwigzan as = const i & = const, s = 1,2, ..., r,
sadamy by speinione byly réwnania:

T
da, 1 . 1 .
‘Z = Nksv [’Il'fxlall- !Fs(al s ooy Oy @1 3 eres @r)SIrl@sdt__zék.stsnlfﬂsil = 0’ (26&)

s 1 f
@ = aNo [TIT;_T Fla,,..,a,0..,0)c0s0, dt+—~( 2 —wa,~
1
——EékSQscosz?s] =0, s=1,2,...,r (26b}

Warunki (26) prowadza do 2r nieliniowych réwnan algebraicznych z niewiadomymi
iy ey Oy Byy oeny Or.

Réwnania (26a) pozwalaja na prosta interpretacje zwiazku migdzy formg funkcji
nieliniowej (24) i typem rezondnsu wewnetrznego. Zbadajmy wiec szczegdtowiej rownania.
(26a) dla wspélrzednych o czgstotliwosciach wspétmiernych z wy, spetnienie ktérych jest
warunkiem niezbednym istnienia niezerowych rozwiazan na ap, ..., @g—q1, Gug1y vy Gre
Warunki te mozemy zapisaé w postaci:

Fay, ..., 4,0y, ...,0)sin0dt =0, @7
s=1,2,..,k=1,k+1,

W tym celu przedstawimy funkcje F~s w formie nogdlnionego szeregu Fouriera:

E, = P(‘)"+P"’cos@s+G(s’sin@s—}-z P, m,... COS(m, 0, + ... 28)

+m0O, + ... +m,.@,)+‘21 Gs,m,, m,, ... Sin(m, O, + ... +
m

+mOi+ ... +m0,),
gdzie D' oznacza sume po wszystkich my,, ..., my, ...,m, = 0, +1, +2, ..., za wyjatkiem
m

przypadku, kiedy m, = +1 a pozostale m,, s =1,2,...,k—1,k+1,...,r sg réwne
zero. Zauwazmy, ¢ wspoiczynniki G® przy sin@, sa w rozwazanych ukladach dysypa-
cyjnych rézne od zera jeéli tylko a, # 0. Zatem, aby warunek (27) mégt byé spetniony,
w rozwinigciu funkcji F~, w szereg Fouriera musza znalezé si¢ dodatkowe czlony z sin@,.
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Czlony takie uzyskamy, jesli wéréd kombinacji wspdtezynnikéw miy, ..., m, wystgpujacych
w (28) znajduja si¢ takie, ze spelniony bedzie warunek:

mO,+ ... +mB+ ... +m0O, = +O+7, (29)
co odpowiada zaleznodci migdzy czgstosciami:

my i+ . Fmept . Fme, = o, (30)
s=1,2, .., k=1, k+1,..,r.

Tak wiec widzimy, ze warunek (27) dla amplitud wspétrzednych nierezonansowych
sprowadza si¢ do tego aby czestodei wy, ..., w, byly wspolmierne. Zauwazmy jednak,
ze wspotezynniki m,, ..., m, nie sg tu juz dowolne, a zaleza od formy funkcji nieliniowej.

Zaleznosci (29) moga stanowié podstawe do wyznaczenia wszystkich typéw rezonanséw
wewnetrznych jakie moga si¢ pojawic przy danej formie funkcji nieliniowej. Migdzy innymi
w pracy [45] jest pokazane jakie typy rezonansow wewnetrznych mogg wystapié, gdy
nieliniowa czes¢ sit sprezystych jest opisana funkcja typu kwadratowego, szesciennego
lub piatego stopnia.

I tak przy liniowym tlumieniu i nieliniowosci sprezystej typu sze$ciennego, z analizy
tej wynika, ze w ukladzie o dwéch stopniach swobody istnieje mozliwosé wystgpienia
tylko rezonansu wewngtrznego typu:

w, = 30, . ' (31)

Przedstawione rozwaZania za pomoca metody usrednienia opieraly si¢ na zatozeniu
harmonicznych rozwiazan na wspdlrzedne normalne. Na podstawie transformacji (8)
widzimy, Ze zatoZenie to daje rozwiazanie we wspotrzednych ¢4, ..., ¢, w formie:

0:(1) = D) boi&y(t) = D boisascos(Nigpt +9,), (32)
s=1

s=1
i=1,2,..,n.

A zatem stosunki amplitud poszczegélnych harmonicznych sa réwne wspdlczynnikom
postaci wlasnych ukiadu liniowego. Jednak juz we wczeéniejszych pracach na temat
drgan ukladéw o wielu stopniach swobody wykazano, Ze zaloZenie to moze prowadzié
do powaznych bledow [71, 72, 80, 81]. Oméwimy wiec metode, ktéra nie wprowadza
zadnych zalozen upraszczajacych odnoénie postaci drgafh uktadu — metode Ritza.

2.2. Metoda Ritza. Poszukajmy rozwigzania ukladu réwnad (6) w tej samej formie
co w metodzie usrednienia (32):

a(t) = D) bacosO,, i=1,2,..,n, (33)
gdzie: i=1

@s = Nks’"'t'}' ﬁi.ﬂ

lecz przy zatoZzeniu, Ze nie tylko a,, % ale i b;; wymagaja wyznaczenia. Oznacza to, Ze
rozwigzanie we wspoirzednych normalnych powinno réwniez zawicraé wszystkie skladowe
harmoniczne: '

§(t) = 2 RSO (34)
s=1



ZIAWISKA REZONANSOW WEWNETRZNYCH 353

Dla wyznaczenia @s, by i 91, w rozwiazaniu (33) lub «, 1 ¥, w rozwiazaniu (34) zastosujemy
metode Ritza [66, 74, 79], réwnowaZng procedurze bilansu harmonicznych, tzn. zadamy
spetnienia zaleznosci:

T
lim in e()cosO,dt = 0, i
8

=1,2,..,n,
T—c0 .
o (35)
lim —f e, (t)sinB@dt = 0, s=1,2,...,7r,
T—w To

gdzie &(t) — ,,pozostatosci’” réwnan (6) po podstawieniu przyblizonego rozwigzania (33),
Jub réwnan (10) po podstawieniu rozwiazania (34).

W zastosowaniu do réwnaf (6) warunki (35) daja 2xnxr réwnad algebraicznych,
ktére mozemy zapisaé w postaci,

r T
—myab v N+ § , Ciybysas+ lim —lff(f;+(p,)cos&dt— (36a)
T—+0
Jj=1 0

———;—6kSPiCOSQ9,s = 0,

T
fim LTf(fﬁ (p,)sin@sdt——‘,l)‘— Oxs Picosty, = 0, (36b)
T—co 5

i=1,2,....,n, s=1,2,...,r,

z ktérych wyznaczymy a; = a,(v), i, = 9,(»), bis = bi(¥), bys = 1.
Roéwnania (36b), ktére dla s # k mozemy zapisaé w postaci:

T
lim Lf(fl—?-q),)sin@sdt =0, =1,2,..,n, 37N
T TO 1

22, k=1,k+1, ...,r,

pozwalaja na prosta interpretacje zwiazku miedzy forma funkcji nieliniowej — fi+,
a typem rezonansu wewngtrznego. Przedstawmy wiec funkcje f;+ ¢ w formie uogdlnio-
nego szeregu Fouriera,

Sit o = pf +pPcosO,+gMsind, + (38)

+Zp,,,,,1,,,,2,”_cos(m1@1+ e +m O+ ... +mO)+
+2g,,,,,“,,,2_,.,sin(m1@1+ cee +m,0+ ... +m0)),
m

gdzie 3 oznacza sumg po wszystkich my, ..., My, ..., my = 0, £ 1, £2, ..., za wyjatkiem

m
przypadku kiedy m, = +1 a pozostale m,, s = 1,2, ..., k—1,k+1, ..., r sg réwne zero.
Zauwazmy, ze wspdlezynniki g przy sin@, sa w rozwazanych uktadach dysypacyjnych
rézne od zera jesli tylko a, # 0. Zatem aby warunek (37) mégt byé spetniony, W roz-
winigciu fi+¢; w szereg Fouriera (38) musza znalezé si¢ dodatkowe cziony z sin®,.

3 Mech, Teoret. i Stos. 3/87
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Uzyskamy je jesli wéréd kombinacji wspblczynnikow m,, ..., m,, wystepujacych w (38),
znajduja sie takie, Ze spelniony bedzie warunek:

mB+ ... +m O+ ... +mO, = £O0,4+9, (39)
s=1,2, ..., k—1,k+1,
Zauwazmy, ze wspolezynniki my, ..., m, wystepujace w (39) sg identyczne jak wspoél-

czymniki m,, ..., m, wystgpujace w (29) gdyz w obu przypadkach rozwijamy w szereg
Fouriera Jakosmowo ta samag funkcje:

F, = mes(ﬁ+4p,~) — w metodzie usrednienia przy rozwiazaniu (32), (40)

s=1

fi+@, — w metodzie Ritza przy rozwiazaniu (33).

Tak wigc widzimy, Ze speinienie warunku (39) jest rownowazne spetnieniu warunku
(29) metody uérednienia. A zatem metoda Ritza prowadzi do tych samych typéw rezo-
nansow wewnetrznych przy zadanej formie funkcji nieliniowej.

3. Analiza teoretyczna i analogowa ukladu o dwéch stopniach ‘swobody

Szczegdtowe obliczenia analityczne wykonamy dla uktadu o dwéch stopniach swobody,
zlozonego z dwoch mas polaczonych wigzig sprezysta typu Duffinga i liniowym thumikiem

Pcos ¥t

Rys. 1. Model ukiadu o dwéch stopniach swobody

oraz wzbudzanego sita harmoniczng o stalej amplitudzie — rys. 1. Ukiad ten mozemy
opisa¢ rownaniami ruchu w formie,

d? d d '
dtZ" +%2q1+y(ql—qz)+/wl( ;t‘ a(,]t )+/w(q, q,)° = Pcosvt,

41).
d dql qu 3 ( )
T—(ql q2)—ul T d ~u(g:—q,)® =

gdzie g, g, — oznaczaja wychylenia mas m, 1 m, od poloZenia réwnowagi, ¢ =
= 1/ kyisfm, T — bezwymiarowy czas, oraz

y = my[my, %’ = kl?’/klza # = /—‘/ku,

1=1Vkyym,, v=vymyjk,, P=P

kla
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Réwnania w postaci modalnej (10) otrzymamy przez zastosowanie transformacji (8),
ql = El +§2’
g2 = boz:1&1 +bo2:62,

gdzie b,y , boaa—sa wspolczynnikami postaci wlasnych ukladu liniowego. Po przeksztal-
ceniach otrzymamy:

(42)

v — 1—5b . .
vty = ZEC2 00—y )+ —bona s +
Pcosvt
11 =bo2 ) &+ (1= Bop2) E1+ =,
1+yb52,
(o) (43)
.E.z twd, &,y = a_—qiybézzzz {I(1 —boy ) &, +1(1 ‘bozz)éz +
Pcoswt
—b _ 3y4 L COSVE
+ [(L=bg21) &1+ (1 —boa2) 6P+ T 75322 °

Przyjmujac nastepujace dape liczbowe: x* = 1.5 i y = 1.582, spelnimy - warunek
wspolmiernosci czesto$ci wlasnych,
Woy = 3wo; - (44
W tym przypadku na czgstosci i postacie wiasne uktadu liniowego otrzymamy nastgpujace
wartosci:
wo, = 0.639, by, = 1.6898,
Wpy = 1.917, b022 = *0.3739.
Na pozostale parametry ukladu przyjmujemy nastepujace wartoéci:
P=20, p=001, [=20. (46)
W dalszej kolejnoscei bedziemy badali zachowanie si¢ uktadu w przypadku gdy czesto$é
wymuszenia jest w poblizu czgstosci wlasnych ukladu.

3.1. Analiza pierwszego rezonansu gléwnego — metoda usrednienia. W przypadku gdy czestodé
wymuszenia jest w poblizu nizszej czesto$ci wlasnej, rozwiazanie uktadu réwnan (43)
zakladamy w postaci,

(45)

‘51 =a COS@L, v R woy,
&, = a,c0560,,
gdzie: @, =vt+9,, @, = 3pr+9,.
Rownania (25) przybieraja w tym przypadku postaé,

“47

dal _ 1 l : 2 3 2,2 0]
a - 20(1 +yb3y,) l‘Psmﬁj._l‘?’(l_bou) [H' T(I—bozz) a3sin(3%, —,) |a, ¢, (48)

da 1 1 \ .
dt2 = 2"’(1 +’}/b%22) { —,uyl(l _b022)2.a2 - “15 .“7(1 '.—b021)3(1_ _b022) ai 81n(3191 _'62)}’

&, 1 . , 3 o [
dt 2a9(1+yb3,;) {“(” —081)(1+ybg21) @y — Peosdy + - py (1 =boa1)*ay| ai(1

3%
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Rys. 2. Krzywa rezonansowa a; = a,(») dla pierwszego rezonansu gtéwnego — wyniki analogowe

P=20,v= 072

P cos 3t

Ch(‘,

AL
U

Rys. 3. Przebiegi czasowe g((1) i g,(t) przy czestosci wymuszenia » = 0,72, (a) — odpowiedz rezonansowa,
(b) — odpowiedZ nierezonansowa

[356]
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—bo2()* +2a5(1 —bo22)* +a;, as (1= by, ) (1 — by 52) cos(39, — 'ﬁz)]}‘a (48)
[ed.]
dd; _ ! 302 — w3 )L+ 7202 @ + iy (1~ boa )| - a2 (1 = b3,) +
Jt 2a211(1+yb322) 0 022)04:2 | 022)| 7 %2 022
1, 1
+ P aiay (1 —bor1)*(1—bo22) + 13 ai(1 —bgz,)3cos(3%, —19‘2)]}-
Przy wyprowadzaniu réwnan (48) wykorzystano zaleznosci:
cos 360, = cos®,cos(39, —¥,) —sin®, sin(3P, — ), @)

cos(®, —-20,) = cosO, cos(3}, —F,)+sin@, sin(39, —2,).

Badajac stany ustalone przyréwnujemy do zera prawe strony réwnan (48). Jak widaé,
jedynym mozliwym rozwigzaniem jest rozwigzanie dwuczestosciowe a, # 0 i a, # 0.

Z przeprowadzonych badan analogowych wynika, Ze gdy czesto$¢ wymuszenia jest
w poblizu nizszej czgstosci wiasnej, mamy odpowiedZ okresowa dwuczgstodciowy, w ktorej
dominuje skladowa o czgsto$ct wymuszenia ». Udziat drugiej skladowej o czestosci 3w
jest bardzo maty i praktycznie mamy odpowiedzZ bliska harmonicznej. Na rys. 2 pokazano
tylko krzywa rezonansowa a; = a,(»), gdyz amplituda a, na wykresie w tej samej skali
jest pomijalnie mata. Na rys. 3 pokazano przebiegi czasowe q,(?) I q,(z) w przypadku
odpowiedzi rezonansowej i nierezonansowej przy cz¢stosci wymuszenia » = 0.72.

Poniewaz efekty rezonansu wewnetrznego sg w tym przypadku bardzo mate, dlatego
tez pominiemy obliczenia analityczne, a przejdziemy do analizy wyZszego rezonansu
gtéwnego.

3.2. Analiza drugiego rezonansu gléwnego — metoda usredniania. W przypadku gdy cze¢sto$é wy-
muszenia jest w poblizu wyzszej czgstosci wlasnej rozwigzanie ukladu réwnan (43) zakla-
damy w postaci, '

4

& = alcos(*3 t+ﬁ1), VY X Wo,,

&, = aycos(vt +9,)..

(50

Wykorzystujac (25) otrzymamy mnastgpujace rownania na wyznaczenie amplitud
i katdw fazowych:

da 1 : .

dt1 - 20 My, [—c11v+9B21 81 a5 5in (30, —Dy)a; = X,

dﬁl 1 1 2 2 2 2

dr 29Mya _?(” —w82) Moy +3B11 a1 +3P12a3+ 36, 6, a,c05(30, — ) jay = X3
1,

da, 1 . 3

dt W;[—szvaz_PSIHﬁz'—ﬂZI a3sin(3% ~9,)] = X GD

dﬂz 1 2 2 3 f .

da ZvMozflz[—(‘V ~w§2) Moz, — Pcos, + a8+ fraaiay +

+ Bsyaicos (39 ~3,)] = X,
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gdzie:

3 2 ,
Cy = M’l(l“bozl)z, B = 7 HV(I"b021)4, Moy = 1+ybgay, 1=1,2,

3 1
Brz = b uy(l— bo2)?(1=bg2s)%,  fay = 4 #y(1=b021)* (1 =bo22).

W celu wyznaczenia parametréw standéw ustalonych przyréownujemy do zera prawe
strony réownan (51),

[—cv+96,, 8,8, sin(3%, —P)]a, =0

1 2
[ -3 ('~ w3 ) Mo +38,, 61+ 38205 +3f2, 8.0, cos (3%, '“792)]“1 =0

(52)
— 227G, — Psind, — f,, alsin(39, - %) =0
— (¥ ~w§3) Moy, —Pcost, + 1,63+ B1281 62+ fay a3 cos(39, —9,) = 0.
Jak widzimy, w tym przypadku mozliwe sa dwa typy rozwiazan:
(a) — jednoczgstosciowe,
a=0ia,#0, (53)
(b) — dwuczgstosciowe,
’ a#01ia, #0. (59

Zbadajmy wiec stateczno$é tych rozwigzan. Niech parametrami stanu ustalonego
beda a,0, 250, P10 13,0, 2 dostatecznie matymi zaburzeniami od niego beda 7y, 12, 93, 4.
Wtedy z réwnan (51) otrzymamy,

—~2Mo 1y = Gy N1 +612M2+8i3N3 614N
—20Mo My = Ay M+ Baa M2t 2373+ BaMs

. (55)
—20Moy M3 = @3 M1+ 83212+ 83373+ 03474
—20M o2 a = G4y My FBa2Ny +GasNs+84a7,
gdzie:
X,
aU= i, i1J= 1s2’ 3a4 (56)
on,
Réwnanie charakterystyczne dla rownai (55) mozemy zapisaé w postaci,
2.4+A3}.3+A222+A1 }.+A0 = 0. (57)

Zgodnie z kryterium Routh-Hurwitza otrzymamy nastgpujace warunki statecznosci,
Ay >0, 4, >0, 4, >0, 45 >0, (58)
Ay A, Az — Ao A5 -4 > 0.

Z warunkéw tych 4, = 2v(c,, +c,,) > 0 jest spetniony zawsze, natomiast dla warunku

Ao = 0 granica statecznosci zbiega si¢ z punktami, dla ktérych styczna do krzywych rezo-
nansowych a, i a, w funkcji czestosci » jest pionowa.
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3.2.1. Rozwigzanie jednoczestosciowe. W pierwszej kolejnosci rozwazymy rozwiazanie jed-
noczgstodciowe a; = 01 a, # 0. Podstawiajac a, = 0 do trzeciego i czwartego réwnania
w (52) otrzymamy:

—-622‘%12-—P8i11’l92 = 0

59
(»* —wp2) Moya; — Pcos, + fy,a3 = 0 ©9)

Réwnania te sg podobne do tych, ktdre wyznaczajg amplitude i kat fazowy w poblizu
rezonansu w ukladzie o jednym stopniu swobody.

Badajac stateczno$¢ tego rozwigzania, réwnanie charakterystyczne (57) przybiera
nastepujaca postac,

(B2 + AP 2+ AP) R+ AP A+ AP) = 0, (60)
gdzie

1 2
AW = 2weyy, A = Cfﬂ’z-l-[T(vz—wgz)Mm_ﬁlza‘%o] , 1)

3
AP = ey, AF = 3,97+ (02 —w5,) Moz — 4B, a%o[(“’z“‘w%z)Moz”‘7.3225%0]-

Warunki statecznoéci sa w tym przypadku nastgpujace,
AP >0, AP >0, AP >0, AP >0, (62)

z ktérych trzy pierwsze sg spelnione zawsze. Dla czwartego z nich — 4§, punkty graniczne
pokrywaja si¢ z punktami, w ktérych styczna do krzywej rezonansowej a, w funkeji
czestodei v jest pionowa.

—
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—

o

amplituda az

lwoz
|

|
16 18 20 22 24 26 28 30

Rys. 4. Krzywa rezonansowa a, = a,(¥) w przypadku kiedy o, = 0,
— stateczna

~—~ — — — ——niestateczna

o o o o o — wyniki analogowe

} metoda us$rednienia,

Na rys. 4 pokazano krzywa rezonansowa a, = a,(») dla rozwigzania jednoczgstos-
ciowego, w przypadku gdy czesto$é wymuszenia jest w poblizu drugiego rezonansu gtéw-
nego. Na rysunku tym pokazano takze krzywa rezonansows znaleziona na maszynie ana-
logowej. Jak widaé wyniki metody uérednienia sa bliskie wynikom analogowym i potwier-
dzajg w tym przypadku sluszno$é zastosowania metody usrednienia.
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3.2.2. Rozwiazanie dwuczestosciowe. Rozwazymy teraz rozwigzanie dwuczestosciowe (54),
a wigc a; # 01 a; # 0. Aby wyznaczyé parametry stanu ustalonego dla tego typu roz-
wigzania, réwnania (52) rozwigzano za pomoca maszyny cyfrowej i znaleziono ¢, = q, (),
a, = a,(»), ¢ = ¢,(»), 1 ¥, = F,(»). Na rys. 5 pokazano a, = a,(») i a, = a,(»), ktdre

al

30

N
(52

19/

N
(=]
T

amplituda a

Z.
Q

]
N
\Y
\
A8
]

(o]
T
1

amplituda a,.q,

H 1 S
18 20 2,2 24 26 28 30
czgstodd

Rys. 5. Krzywe rezonansowe dla rozwiagzaf dwuczestosciowych, (@) a; = as()iays = a3 (), (b)Y a2 = a2 (¥)
ia,=a@),

— stateczna

————— — niestateczna

o 0o o o o —wyniki analogowe

} metoda usrednienia,

spetniaja uklad réwnan (52). Z badania statecznosci wynika, ze warunki (58) sa spelnione
w przedzialach A—B i C—D, zawieraja si¢ wiec w nich stateczne rozwiazania dwucze-
stosciowe. Rozwigzania niestateczne zawieraja sie w przedziatach,

A—-FiB-C - A,<0,
E-F - A4, <014, <0, (63)
E-D — Ay <0,4, <01 4, <0.
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Jak widzimy, mozliwe s w tym przypadku dwa typy rozwiazan dwuczestoéciowych.
W pierwszym z nich reprezentowanym przez galaz C—D, wielko$é amplitudy a, jest
zblizone do tej kiedy a;, = 0. W drugim typie, reprezentowanym przez gataz A—B, domi-
nuja drgania o czgstoéci »/3 z amplituda a,, mogaca osiagnaé wartosé nawet dziewiecio-
krotnie wigksza niz amplituda a, dla drgan o czestosci wymuszenia v.

AR QOHOL beos a1
T e
i

20 I
0 ChU]
20

‘IO

SRR L

b) -0}

10
OAVAV%AVAVAVAVAY _I_-_qzm
-10k-

(=]

- a, it}

0

o N

oA A VAA VA ait)
¢) o

5_

S —W——g— ng)

sktadowe
harmoniczne

Rys. 6. Przebiegi czasowe ¢,(7) i g,(t) oraz ich analiza harmoniczna przy czestoéei v = 2.04:
(@) i (b) — rozwiazania dwuczestociowe, (c) — rozwiazanie rezonansowe jednoczesto§ciowe

Dla weryfikacji wynikéw metody usrednienia, przeprowadzono badania analogowe
modelujac réwnania ruchu (41). Badania analogowe potwierdzity istnienie dwoch typéw
okresowych dwuczgstosciowych — ilustruje to rys. 6. Pierwszy typ odpowiedzi przed-
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stawiony na rys. 6a charakteryzuje si¢ duzymi amplitudami, a dominujacymi w nim sg
drgania o czgstosci »/3 z amplituda a,;5. Wptyw drgad o czgstosei wymuszenia » z ampli-
tuda a, jest maly, i drgania ukladu sa podobne do tych jak dla pierwszego rezonansu
gléwnego. Drugi typ odpowiedzi przedstawiony na rys. 6b charakteryzuje si¢ mniejszymi
amplitudami, wystepuja te same skladowe harmoniczne co i poprzednio, z tym Ze udziat
skladowej o czesto$ci wymuszenia jest w tym przypadku wigkszy. W obu przypadkach
drgan dwuczestosciowych amplitudy sa znacznie wigksze niz w przypadku drgaf rezo-
nansowych jednoczestosciowych, Na rys. 7 pokazano krzywe rezonansowe d,; = 4,,3(»)

30

%

N
o

amplituda ay,ay/3

-
wn

10

| C'( | ! | I
1,98 200 2,02 204 206 208
czestosé 9

(=}

Rys. 7. Krzywe rezonansowe znalezione na maszynie analogowej,
— rozwigzania dwuczestoSciowe z amplituda ayy3,

— rozwigzania dwucz¢Sciowe z amplitudg a,

————— — rozwigzanie rezonansowe jednoczgstosciowe

i @, = a,(p) dla drgan dwuczestosciowych, tj w przypadku wystepowania rezonansu wew-
netrznego. Pierwsze z drgan reprezentowane jest przez gataz ¢ —b dla skladowej o czestoscei
v/3 z amplituda a,3, a przez galaz a'—b' dla skladowej o czgstosci wymuszenia » z ampli-
tuda a,. Dominuja w nim drgania o czestosci »/3, przy czym ze wzrostem » amplituda
ich gwaltownie roé$nie. Amplituda sktadowej o czestosci wymuszenia » nie ulega wiekszym
zmianom. Drugie z drgafi dwuczestosciowych, galaz c—d dla sktadowej o czestosci »/3
i ¢'—d’ dla sktadowej o czgstosci v, zachowuje si¢ odmiennie od poprzedniego. Ze wzrostem
czgstosei » amplituda a,; maleje, natomiast amplituda a, rosnie i na koficu przedziatu
staje si¢ bliska amplitudy rozwiazania rezonansowego jednoczestosciowego. Na rys, 8 i 9
pokazano przebiegi czasowe g,(f) i g,(f) wraz z ich analiza harmoniczna przy czestos-
ciach » = 2.00 i 2.06, a wigc dla czestoéci bliskich skrajnym dla tego typu rozwiazania.
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P=20,v=200
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Rys. 8. Przebiegi czasowe g, (?) 1 g2(2) oraz ich analiza harmoniczna przy cz¢sto$ci wymuszeniay = 2.00;
(2) — rozwiazanie dwuczestoSciowe (galaz a—b na rys. 7),
(b) — rozwiazanie dwuczgstoiciowe (galgz ¢—d na rys. 7),
(c) — rozwiazanie rezonansowe jednoczgstoéciowe

Dla poréwnania wynikéw uzyskanych przy pomocy uérednienia z wynikami analo-
gowymi, naniesiono te ostatnie na rys. 5. Jak latwo zauwazy¢ wyniki obu metod nie zga-
dzaja si¢ ani nie sa sobie bliskie, dotyczy to zwlaszcza zakreséw czgstosci, w ktdérych
wystepuja drgania dwuczestosciowe, Jedli przyjmiemy, Ze bliskie rzeczywistym sa wyniki
analogowe, to musimy stwierdzié, Ze wyniki uzyskane metoda usrednienia sa nie do przy-
Jecia, chociaz postaé zalozonego rozwigzania, zawierajacego dwie skladowe harmoniczne
jest zgodna z wynikami analizy analogowej.

Zastandéwmy si¢ w czym nalezy upatrywaé bigdnych wynikéw jakie data metoda usred-
nienia. Jak juz wspomniano w p. 2.1 powodem tych rozbienosci moze by¢ zatoZenie
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P=20, 952,06
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Rys. 9. Przebiegi czasowe g,(1) i g,(r) oraz ich analiza harmoniczna przy czestosci wymuszenia » = 2.06,
(a) — rozwigzanie dwuczestodciowe (galaz a—b na 1ys. 7),
(b) — rozwigzanie dwuczestosciowe (galaz c~d na rys. 7),
(c) — rozwigzanie rezonansowe jednoczefciosciowe

w rozwigzaniu ukladu réwnar (41) dla wspétrzgdnych ¢, i ¢, zapisanych w postaci (32),

a, CO8 (%— t+19]) +a,cos(wt+19,)

Il

g
(64)
p

3

wspotczynnikdw postaci whasnych by, i by,, takich jak dla uklada liniowego.

gz = dybgs,y COS( t+"91) +a3 boayc08(vt +4,),
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Przeprowadzimy wi¢c obliczenia analityczne wykorzystujac metodg Ritza, ktéra jak
wiadomo nie wprowadza Zzadnych zalozen upraszczajacych odnoénie postaci drgan
uktadu.

3.3. Analiza drugiego rezonansu gléwnego — metoda Ritza. Przepiszemy jeszcze raz rdwnania
ruchu (41) w nieco przeksztalconej formie,

e1(t) = 42— (g1 —q2) —ul(§,—§,) — (g, — ¢,)* = 0.

g2(t) = g4, + 9§, +5*q,~Pcosvt = 0, (65)
i zgodnie z (33) poszukajmy rozwiazania w postaci:
g, = aLcos(% t+z9“)+azcos(vt+vz9'12)
(66)
g, = a, szCOS(%t+?9'21)+(12€l'722005(vt+’b\22).
Dla uproszczenia zapisu rozwiazanie (66) przepiszemy w formie,
q, = a,c086), +a,cos6), 67
g2 = a,by,c08(0; + 0,)+a,by:c08(0, 4 65), ©7)
gdzie:
v
0, = Tt-l'ﬁ'll: O, = vt+G, 6, = D20y, 0, = Dy =Py,

Nieznane wielkosci a,, a,, byy, bsa, P11, P12, 0; 1 6, Wyznaczymy podstawiajac
przyblizone rozwigzanie (67) do rownan ruchu (65) i wykorzystujac zaleznos¢ (395).
Otrzymamy wtedy,

[x2 - —é— r2(1 +yl)21)]a1 =0,

[#2 —v2(1 + b, c08 6,)]a, = Pcosdh,. (68)
—;— v2ya, by sind, = 0,

Y6, b,,v%sin 6, = Psindy,.

i 3
{—9— »2by 41 —b21.+'z p(1=by1)[a1(1 —bay)? +2a3(14-b3,~2b3,c05 6,) +

+a,a,(1-by)cos?—a,a,(1 —by3)by,co8(8—~ 62)]} a, =0,

[@*—1)b,,c08 6, + 1+ ulvb,,sin b,]a, +—i— ,u{ag +2a?a,(1—b,,)*—

~[2a16,(1—b,4)?b25 + 65 b3,+3a3 b,5]cos 8, + 243 b3, + a3 b3,€0520, +

+ %—ai(l —b21)3cosz9} =0,
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{% ulv(1—by1) + % u(1—b3,)%a, as [sind — by, sin(¥ — 52)]}“1 =0, (69)
[cd.]

3
(1 —»2) @, by, 8in 8, — ulvay (1 — by, €08 85) + = py (3 b3, +2at 4 (1~ by ) byy +
4

+a§b22]sin62—% ai(l ~—b21)3sinﬁ—a§b§25in262} =0.
gdzie: '19 = 37911—79'12.
Z analizy réwnan (68) wynika, ze sind, = 0, gdyz réwnanie

%'ﬂalb“sinél =0, (69)

jest spelnione tylko wtedy gdy sin &, = 0, poniewaz dla rozwigzan dwuczgsto$ciowych
zaréwno a; jak i b,, sg rozne od zera. Ostatecznie uklad réwnan (68) redukuje si¢ do
siedmiu réwnan z niewiadomymi: a,, a2, b21, b2, P, 9,1 0,. Réwnania (68) wyprowa-
dzono przy uwzglednieniu, Ze sind, = 0. Aby wyznaczy¢ parametry standw ustalonych
dla rozwigzan dwuczestoSciowych nalezy rozwigzaé¢ uklad réwnan (68).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przypadku kiedy tlumienie jest réwne
zero, co znacznie uprosci nam obliczenia, a nie powinno mie¢ istotnego wptywu na otrzy-
mane wyniki za wyjgtkiem obszaru czgstodci, gdzie rozwigzanie osiagga maksymalne
amplitudy. Réwnania (68) dla ttumienia réwnego zero redukuja si¢ do ukladu czterech
algebraicznych rownan nieliniowych z niewiadomymi @y, a,, b5, 1 bas,

[“2_“;—”2(1 +)’b21)}a1 =0,

[* —v*(A+yb2))la, = P,
1 3
{? v2by3+1—b;, +T pw(1=b23)[ai(1—b,,)* +243(1 —b25)* +a,6,(1 —

~b, (1 _bzz)]}a1 =0, - (70)

3
v2ayb,+a(1—b,,) +T ‘u[ag(l —by5)3+2a76,(1—b2y (1 —byo)+

1 -
+-5 a1 —b21)3] = 0.

Jak nalezalo oczekiwaé mozliwe sg dwa typy rozwiazan: jednoczestodciowe: a, = 0
1a, # 01 dwuczestoSciowe: a, # 0ia, # 0.

Skoro metoda uérednienia data wyniki zgodne z analogowymi w przypadku rozwiazania
jednoczgstosciowego, zajmiemy sie obecnie tylko rozwigzaniem dwuczesto$ciowym.
Rozwigzano w tym celu réwnania (70) przy pomocy maszyny cyfrowej. Na rys. 10, na
ktérym pokazano wyniki analogowe, pokazano takze a, = a,(») i a, = a,(») ktore spel-
niajg ukiad réownad (70).
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Rys. 10. Krzywe rezonansowe dla rozwigzah dwuczestoéciowych, (@) a,
a=a0ia=a®),
— stateczna
————— — niestateczna
o o o o o —wyniki analogowe

a,(v) i Ayfy = av/:!(“’); (b}

} metoda Ritza,

Jak Yatwo zauwazyé, wyniki z metody Ritza sa bardzo bliskie analogowym, zaréwno-
jedli chodzi o zakres czgstosci w jakim wystepujg rozwigzania dwuczgstosciowe jak row-
niez i wielkoé¢ amplitud. .

3.4, Dragania prawie-okresowe. W trakcie badan analogowych okazalo sig, ze dla czesto$ci
wymuszenia v € {2.20, 2.30>, opréocz drgati harmonicznych odpowiadajacych drugiemu.
rezonansowi gltownemu, moga pojawié¢ si¢ drgania prawie-okresowe o znacznych ampli-
tudach. Z przeprowadzonej analizy harmonicznej wynika, 2e w odpowiedzi dominujg.
dwie sktadowe harmoniczne: jedna, podobnie jak poprzednio o czgstosci wymuszenia »-
i druga o czestoéci nieco niZszej niz »/3, ktérag oznaczymy symbolem @,. Czestoéci te:
nie sa wspoimierne, stad odpowiedZ uktadu jest prawie-okresowa. Dla ustalonej czgstosel
wymuszenia » = 2,25 zarejestrowano przebiegi czasowe, ktére pokazano na rys. 11,
Na rys. 12 pokazano wykresy: amplitudy o czestoéci », a, = a,(») 1 amplitudy o czestoéci



pP=20, V=225

‘Il‘, I ||l|.|u”| l'“"ll'l] |”|lll i “l'lll"l‘lllllll'|l|||‘|l i P cos It

0 ' f-h(t]
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0 . C!z(t)
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_5,_.
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—-gL &, 3 92
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harmoniczne

Rys. 11. Przebiegi czasowe oraz ich analiza harmoniczna przy » = 2.25,
(a) — rozwigzanie prawie-okresowe,
(b) — rozwigzanie rezonansowe jednoczestoéciowe,
(c) — rozwiazanie nierezonansowe jenoczestosciowe.

—
N

<

amplituda a, ,ay, as,

~

czestodd )
Rys. 12, Zmiany amplitud skladowych o czestoéciach » i @y, dla rozwigzania prawie-okresowego

[368]
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Rys. 13. Trajektorie w stanie ustalonym dla rozwiazania prawie-okresowego przy czestosciv = 2.25

Wy, ay = ay (v). Na rys. 13 pokazano trajektorie w stanie ustalonym na plaszczyznach
fazowych [q,, 4111 [g2,q,] dla v = 2.25.

Wzmianki o drganiach prawie-okresowych w ukiadach z rezonansem wewngtrznym
wykrytych na drodze symulacji analogowej i cyfrowej znalezé mozna w pracach [30, 31,
35, 53], lecz nie podjeto jeszcze prob teoretycznego wyjasnienia tego zjawiska i zagadnienie
to wymaga dalszych badan.

4. Whnioski

Analiza zjawiska rezonansu wewnetrznego w poblizu rezonanséw gtéwnych ukladdw
o wielu stopniach swobody przeprowadzona za pomoca analitycznych metod przybli-
zonych i symulacji komputerowej pozwala na sformutowanie nastgpujacych wnioskéw:
— Zgodnie z wynikami wcze$niejszych prac, istota zjawiska rezonanséw wewngtrznych
jest pojawienie sie w odpowiedzi rezonansowej dodatkowych skladowych harmo-

nicznych, oprocz skladowej o czestosci wymuszenia, tak ze przyblizone rozwigzanie
W postaci,

4 Mech, Teoret. i Stos. 3/87
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q,(t) = alkCOS(VI+79k)+ZaisCOS(Nksvt+0s), VR wy, an

s=1
i=1,2,...,n, s=%k,
. w
gdzie: Ny = —,

Wy

prawidlowo opisuje odpowiedz ukladu jako funkeji czasu.
— Wyznaczenie analityczne krzywych rezonansowych a;, = an(v), aig = ai5(»), 5 = 1,2, .,
k—1,k+1, ..., r, za pomoca powszechnie stosowanej w literaturze metody usred-
nienia moze prowadzi¢ do istotnych jako$ciowo rozbieznosci z wynikami symulacii
komputerowej. Bledy te sg konsekwencja zatozenia upraszczajacego mnierozlgcznie
zwiazanego z ta metoda — zaltoZenia, ze stosunki amplitud poszczegdinych harmonicz-
nych sg réwne wspolczynnikom postaci wlasnych uktadu liniowego, tj.,
dy

— = boyu;
Qyk 1s

=bys; i=1,2,..,n _ (72)

Natomiast metoda Ritza, ktéra nie narzuca tego uproszczenia w rozwigzaniu (71), pozwa-
la traktowaé wszystkie amplitudy a5, an, i=1,2, ...,n, s = 1,2, ..., k-1, k41,

jako niewiadome, prowadzi do wynikéw zgodnych z wynikami symulacji komputerowe;.
— Efekty rezonansu wewnetrznego moga powodowaé drgania o amplitudach wielokrot-
nie wigkszych niz te, ktére wystepuja w ukladach bez rezonansu wewnetrznego. I tak
w badanym szczegélowo ukladzie o dwoch stopniach swobody, w pewnym obszarze
czestoSci wymuszenia v € {1.98, 2.07), dodatkowa skladowa harmoniczna o czgstosei
v/3 jest prawie dziesigciokrotnie wigksza od amplitudy skladowej podstawowej. Przyklad
ten nasuwa wniosek, Ze w analizie drgan rezonansowych uktadéw nieliniowych powinna
zawsze byé rozwazana sprawa niebezpieczefstwa rezonansow wewnetrznych.
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Peswme

SIBJIEHWS BHYTPEHHHX PE30HAHCOB B HEJNMHENHLIX KOJNEBATEILHEIX
CHCTEMAX

B maHHON CTATHE pacCMOTPMBAETCSI COCTOSIHME 3HAHHN B O0JACTH MCCNEMOBAHMM BHYTPEHHETO pe-
30HAHCA B HEJHHEIHBIX KoNebaTenbHbIX CHCTeMax. B paloTy BIJIIOUEHSI HEKOTOPbIE HOBBLIE PE3YNLTAThI
MONYYEHHbIE B CAyYae BHYTPEHHEIO PE3OHAHCA THIIA w; == 3w, B CUCTEME C IBYMS CTENEHSAMH CBOGODLI,
¢ HEJMHEHHOCTLIO KYBMUECKOro THMA M TApMOHHYECIUIM BHEUIHHUM BO30Y)K/IeHHEeM. BhUIH MCTIONB30BaHkI
IBA TEOpETUUECKUX MeTona: MeroX Purua ¥ meTonx ycpeaHenusi. KoHedHble pe3yibTaThl NMPOBEPSIIHCH
IyTEM CHMYJISIUHY YPABHEUH Y ABIKEHH Ha aHAIOTOBOM BRINHCIMTENBHOH MamiHe. Bolno ycTaHoBiIeHO
YTo B 06N1ACTH BTOPOro OCHOBHOIO PE3OMAHCA CJE/CTBHEM BHYTPEHMErO PE30HAHCA MOTYT SIBJIAATHCH ABY-
YaCTOTHbIE KONEDAHNA, AMIJIHTY AL KOTOPBIX MHOFOKPATHO IPEBBILLAIOT T€, KOTOPLIE BBICTYIAIOT B CIy-
yae CHCTEMbI C OTCYTCTBMEM BHyTpeHHEro peaoHanca. JoMMHHpPYyIOWleH sBIIAETCA T2 TapMOHMUYECKas],
COCTABJIAIOIASA, YACTOTA KOTOpOH poBHA 1/3. uacrorTnl B30y )KAeHUs. BbIIo NOKA3AHO YTO PE3YALTATHLI
NOJIyUeHHbIE N0 METOAY PHTUA, CONACYIOTCA € TEMH KOTOPbIE OLUIH NONYUYEeHbl TIYTEM CHMYNIALKHA, B TO
BpEMs KaK MeTOL YCPeJHEHHA BeAET K KAYECTBSHHO APYrdM peaynsrarom. KpoMe Toro 6uUI0 MoXasaHo
YTo B 00NACTH BTOPOr0 OCHOBHOT'O PE30OHAHCA BO3MOMCHLI KOJICOaHHA MOUTH-NepENHUIeCcKue,

Summary

THE PHENOMENA OF INTERNAL RESONANCES IN NONLINEAR: VIBRATING SYSTEMS

The paper presents a survey of the recent literature on the problems of internal resonances in nonlinear
vibrating systems, and gives some new results on the internal resonance of order w, = 3w, in a two-degree
of-freedom system subjected to harmonic load. Two theoretical methods are used: the Ritz method and
the averaging method and results are verified by an analog computer simulation. It is shown that in the
neighbourhood of the second principle resonance the two-frequency oscillations occur with the amplitude
of the subharmonic of order 1/3 considerably higher than that of the fundamental harmonic component.
The Rifz method gives results very close with those of analog computer simulation whereas results obta-
ined by the averaging method are qualitatively different with them. It is also shown that there occurs
steady-state almost-periodic response in certain region of the excitation frequency.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 25 wrzesnia 1984 roku.
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1. Wstep

W Instytucie Mechaniki Stosowanej Politechniki Poznanskiej prowadzone sa badania
whasnosci plastycznych austenitycznych stali kwasoodpornych podczas statycznych i dyna-
micznych obciazen ztozonych. Prace te objete byly problemem wezlowym 05.12, a obec-
nie przystepujac do realizacji harmono_gramli badan zalozono, ze bgda wykonywane proby
statycznego i dynamicznego skrecania na probkach rurkowych poddanych wstepnemu
obcigZeniu rozciggajacemu. '

Przyjeto ze podczas dynamicznego obciazenia skrecajacego maksymalna predkosé od-
ksztalcenia postaciowego bedzie rzedu 102 s~

W nastgpuych punktach tego artykutu przedstawione zostang szczegbly konstrukeyjne
oraz wyniki testowania stanowiska zaprojektowanego do préb w wyzej podanym zakresie.
Stanowisko to powstato na bazie wlasnego, wezesniej zbudowanego urzadzenia do dyna-
micznego skrgcania, ktore opisano w [1]. Wstgpne informacije o zmodyfikowanym stanowisku
podano w [2]. Przytoczone beda roéwniez obliczenia stanu naprezenia w prébee, oraz
pierwsze wyniki badaf.

2. Przeglad literatury

Literatura dotyczaca préb w zlozonych stanach naprgzenia jest bardzo obszerna.
Temat ten doczekal sig szeregu opracowaf syntetycznych, z ktérych wymieni¢ mozna
monografie [3] i [4]. Wykonanie badan dynamicznych w zioZonym stanie naprezen wy-
maga budowy odpowiednich stanowisk badawczych, a w przypadku duzych predkosei
odksztatcen — réwniez zastosowania zaawansowanej techniki pomiarowej. Ponizej
oméwione zostang skrétowo urzadzenia do préb skrecania z rozcigganiem, nalezgce do
nastepujacych grup:

a) stanowiska, w ktérych wszystkie sktadowe obcigZenl maja charakter dynamiczny,

b) stanowiska, w ktérych tylko jedna skladowa obciazenia ma charakter dynamiczny,

a druga — statyczny.
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Zwiezty opis urzadzen nalezacych do grupy a) rozpocznijmy od konstrukeji U. S. Lind-
holma i L. M. Yeakley’a [5], umozliwiajacej jednoczesne skrecanie z rozcigganiem
realizowane przy pomocy urzadzenia pneumatycznego. W urzadzeniu H. Fukuoki
i T. Masui [6] dynamiczne rozciaganie uzyskiwano za pomoca cigzaru opadajacego na
plyte przymocowana do probki, a udar skretny wywieral miot wahadlowy uderzajacy
w wystep plyty. W pracy [7] opisano sposob realizacji dynamicznego skrecania i rozcig-
gania w chwili wyzwolenia energii sprezystej zmagazynowanej we wstepnie skreconym
i rozciagnietym precie polaczonym z probka.

Stanowiska, w ktdérych tylko jedna skladowa obcigzenia ma charakter dynamiczny
bazuja czesto na zasadzie preta Hopkinsona. A. Hojo i A. Chatani opisali [8] takie wias-
nie rozwiazanie problemu — skrgtny pret Hopkinsona uzupetniono o nacigg $rubowy
do wywierania sity osiowej. Impuls skretny uzyskiwano za pomoca cigzaru opadajacego
na dZwigni¢ potaczona z pretem. Z kolei w pracy [9] znajdujemy opis urzadzenia, w ktd- -
rym klasyczny uktad Hopkinsona zaopatrzono w odpowiedni naciag linowy do wywie-
rapia statycznego momentu skrecajacego.

Bardzo interesujgce rozwiazanie konstrukcyjne stanowiska do préb guasi-statycznych
opracowali autorzy pracy [10]. W zakresie predkosci odksztatceri od 107 do 107" s~*
daje ona mozliwo$¢ osiowego rozciggania z jednoczesnym skrgcaniem probki. Istotnym
elementem jest tutaj lozysko §rubowe, przez ktére przekazywany jest moment skrecajacy,
a jednoczesnie jego obrdt wywiera sile osiowa.

Integralna czeScia kazdego stanowiska jest prébka. W przypadku cienkofdciennych
prébek rurkowych istotny jest iloraz gruboéci $cianki ¢ i $rednicy zewnetrznej D, na
odcinku pomiarowym. Wartosci ¢/D, przyj¢te przez réznych autor6w podano w tablicy 1.
Tamze przytoczono wartosci ilorazu dhugosci pomiarowej /, i srednicy zewngtrznej,
ktéry pozwala w pewnym stopniu oszacowa¢ réwnomierno$é rozkladu naprezenia na
dtugosci pomiarowej, a takZe sktonno$¢ do utraty stateczno$ci podczas skrecania powloki,
jaka jest cienkoscienna probka.

Tablica 1. Charakterystyczne parametry probek wedlug r6inych autorow

Lp. /D Io/D; Literatura
1 0,0312 2,50 [5]
2 : 0,0375 71,9 |
3 0,0500 | 0,714 8]
4 0,0526 ' 1,58 [10]
5 : 0,0556 0,556 7]
6 0,0556 _ 0,278 [
7 ' 0,0714 0,714 [10]
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Jak wynika z tablicy, iloraz ¢/D, miesci si¢ w przedziale od 0,03 do 0,07, natomiast I,/D,
przyjmuje rozmaite wartosci zaleznie od przeznaczenia prébki w poszczegdlnych bada-
niach.

3. Wlasne stanowisko badawcze

Na rysunku 1 pokazano budowe wlasnego stanowiska do statycznego i dynamicznego
skrecania ze wstepnym statycznym rozcigganiem prébki. Cienko$cienna probka rurkowa
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Rys. 1. Stanowisko badawcze

1 jest mocowana w gniazdach uchwytéw 2 1 3 za pomoca sworzni 4. Uchwyt 2 jest tozys-
kowany obrotowo, nieprzesuwnie za pomoca dwu loZysk kulkowych poprzecznych
1 jednego tozyska wzdluznego. Pokrecajac nakretka 5 osadzona na gwincie $ruby tworza-
cej calosé z uchwytem 3, dzigki suwliwemu lozyskowaniu uchwytu w korpusie, wywotuje
sig w prébee statyczny naciag. Zrédiem energii skrecajacej probke jest drazek skretny 8
z duralu PA9, polaczony za pomoca wielowypustu z uchwytem 2 unieruchomionym przez
zatyczkg 9 wykonana z metapleksu. Slimak 6 powoduje obrét $limacznicy 7 i skrecenie
drazka 8. Zgromadzona w nim energia sprezysta zostaje udarowo przekazana na probke
w chwili §cigcia zatyczki. Proby statycznego skrgcania wykonuje sig bez zatyczki 9. Moment
skrecajacy przenoszony przez probke jest mierzony za pomoca dwdéch rozet tensometrycz-
nych prostokatnych 10 naklejonych na rurowej czgsci uchwytu 3 i tworzacych uklad pet-
nomostkowy. Tnne dwie rozety prostokatne, polaczone réwniez w pelny mostek, mierza
sife osiowas,

Do pomiaru kata skrgcenia stuzy zestaw sktadajacy sig z fotodiody, Zzaréwki i tarczy
11 z 300 otworkami wykonanymi na odpowiednio dobranej érednicy. Zasada pomiaru
kata skrecenia zostala szerzej opisana w pracy [1]. Ukiad pomiarowy uzupeinia mostek
tensometryczny M1000 firmy Mikrotechna i oscyloskop czterokanalowy typu DB 510 A
produkcji Radiotechniki. Zastosowany uklad umozliwia wyznaczenie predkosci odksztat-
cenia postaciowego prébki podczas skrecania oraz konstrukcje wykresu skrecania, a takze.
kontrolg wartoéci sily rozciagajacej. Nanoszac uprzednio rysy na powierzchni prébek,
mozna zmierzyé ich trwale odksztalcenia po odjgciu obcigzenia. Zaznaczy¢é nalezy, Ze
pomiar kata skrecenia za pomoca opisanej wyzej tarczy z otworami prowadzi do pewnego.
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btedu przy obliczeniu odksztalcenia postaciowego, co jest zwiazane z nieznajomos'ciq
doktadne]j wartosci diugosei efektywnej probki, ktéra obejmuje oprdcz diugosci roboczej
réwniez pewna czgéé strefy przejéciowej o promieniu R6. Diugos¢ efektywna rozumiemy
podobnie jak w zakresie sprezystym (patrz p. 4). Dlugos¢ ta zalezy od geometrii prébki
oraz od statych materialowych. Podczas badan w obniZonych temperaturach plyn chlo-
dzacy doprowadza sig do probki ze zbiornika, w ktorym temperatura jest stabilizowana
z doktadnoscia +0,5° C. Na powierzchni¢ zewnetrzng ciecz chlodzaca splywa przewodem
gumowym 12. Ze wzgledu na cienkoéciennosé przyjgto, ze w catej odksztalcanej objetosci
panuje stala temperatura. '

4. Stan napreZen w prébce

Ksztalt i wymiary probki przystosowanej do wyzej opisanego stanowiska pokazano
na rysunku 2. Jest to cienkodcienna probka rurkowa, dla ktérej ¢/D, = 0,0625, a [;/D, =

2-45°
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Rys. 2. Ksztalt probki

= 0,938. Wartosci tych ilorazéw sa zblizone do podawanych w literaturze. Rurkowa

cze$é probki przechodzi w masywne czeéci chwytowe z otworami na sworznie.
Podczas badan probka podlega dwom rodzajom obciaZeni, a mianowicie rozciaganiu

i skrecaniu, W kazdym z tych przypadkéw Jjednorodny stan naprezenia panujacy posrodku
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Rys. 3. Podziat probki do obliczen metoda elementéw skoficzonych (w plaszezyinie x = 0)
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diugodci pomiarowej zostaje zaburzony w okolicach czgsci chwytowych wskutek zmiany
ksztaltu. Wplyw na rozklad naprezen w probce ma réwniez sposdb przylozenia obeia-
senia za pomoca sworzni. W celu uzyskania informacji o rozkladach naprezen w préobee,
wykonano obliczenia metoda elementéw skonczonych, bazujac na systemie SESAM-69,
w ramach ktérego program o symbolu NV333J] umozliwia analiz¢ statyczna tréjwymiaro-
wego stanu naprezenia [12]. Wykonano oddzielnie obliczenia na rozciaganie i skrgcanie,
przyjmujac kazdorazowo do obliczen ¢wiartke probkii dzielac ja na 51 elementéw (rysu-
nek 3). W obliczeniach przyjeto odpowiednie warunki brzegowe wynikajace z symetrii
i antysymetrii. Zalozono réwniez, ze naciski sworznia na otwor sa stale wzdluz osi y,
a dla ustalonego y zmieniajg sig proporcjonalnie do warto$ci funkcji cosinus. W obli-
czeniach ha skrecanie przyjeto obciaZzenie o zwrocie zgodnym z osig x.

Najwazniejsze wyniki obliczen przedstawiono na rysunkach 4, 51 6 dla wartosci
momentu skrecajacego M. = 100 Nm i sity osiowej F, = 10 kN. Jak wida¢, maksymalne
spigtrzenie naprezen wystepuje dla wspélrzgdnej z = 30 mm, czyli w miejscu gdzie koniczy
sie tuk R6, a rozpoczyna czg$é rurowa probki. Wspotczynnik ksztattu dla naprezen 7,
w przypadku skrecania, uzyskany po wykorzystaniu rezultatéw obliczen metoda elementow
skonczonych wynosi 1,086. Wspdtezynnik ksztattu dla naprezen o, z obliczen na rozcia-
ganie wynosi 1,167. Z rysunku 5 wynika, ze podczas skrecania maksymalne wartosci
naprezen wystepwja w plaszczyznie x = 0, choé nalezy zauwazy¢, ze nierdwnomiernosé
rozktadu naprezen 7,. na obwodzie jest niewielka i wynosi okoto 29. Efekt ten utrzy-
muje si¢ na dlugoséci pomiarowe]j proébki.
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Rys. 4. Rozklady ‘najwazniejszych sktadowych tensora naprezenia i naprezen zredukowanych wzdluz
osi z na powierzchni probki uzyskane z obliczed na: 1 — rozcigganie (y = 0), 2 — skrgcanie (x = 0)
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Rys. 5. Rozklad naprezen T,z na obwodzie probki dla z = 30 mm
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IMPa]

245

235

225

215

x 7 |

Rys. 6. Rozklad naprezen o, na obwodzie probki dla z = 30 mm

W przypadku rozciagania maksymalne napreZzenia o, wystepuja kazdorazowo w prze-
kroju y = 0, a maksymalna nierdwnomiernosé ich rozktadu na obwodzie probki wynosi
okoto 109, dla z = 30 mm (rysunek 6). Wystepowanie maksymalnych naprezen <,
w plaszczyznie x = 0 podczas skrecania, oraz maksimum o, w plaszczyznie y = 0 podczas
rozciggania mozna wytlumaczyé zaggszczeniem trajektorii naprgzen wywolanym obec-
noscia otworu na sworzen w czesci chwytowej prébki.

W zakresie odksztalcen plastycznych nalezy sie spodziewadé wyréwnania poziomow
naprezen.

Wykorzystujac przytoczone powyzej wyniki obliczen podamy jeszcze ,,dtugo$é efek-
tywna” probki w zakresie sprezystym, zdefiniowana jako dlugosé /, odcinka obejmujacego
czesé robocza i pewien fragment prébki o promieniu R6, przy czym:

oR ‘
gdzie: « — kat obrotu czesci chwytowej obliczony metods elementéw skonczonych dla
przylozonej wartosci M,,
¥ — kat odksztalcenia postaciowego na §rodku diugosci roboczej,
R — promief zewnetrzny na dhugosci roboczej.



URZADZENIE DO PROB SKRECANIA 381

Wartos¢ y oblicza si¢ ze wzoru

M,
y_m’ 2)

gdzie: G — modut na icinanie,

W, — wskaznik wytrzymalosci na skrecanie.
Dla przyjetej geometrii prébki oraz G = 0,8077 - 10° MPa uzyskano /, = 22.60 mm, ktora
to warto§¢ nalezy podstawi¢ do wzoru (1), aby uzyska¢ y na dlugosci roboczej, znajac
kat obrotu.

5. Sklonnos¢ probki do utraty statecznosci

Préobka podczas skrecania z rozcigganiem osiaga stan sprezysto-plastyczny. Poniewaz
jest ona cienko$cienng powloka, wigc grozi jej w tych warunkach utrata statecznosci.
Na podstawie zawartych w literaturze rozwigzan statecznosci powloki walcowej skrecanej
w zakresie sprezysto-plastycznym, moina wyznaczyé warto§é obcigzenia powodujgcego
utrate statecznosci. Rozwiazanie takie cytuja w postaci wykresu E. I. Grigoluki W. W. Ka-
banow [13]. Zgodnie z tym rozwiazaniem krytyczny moment skrecajagcy wynosi

, TRI(AR? +12)

Mkr =T 2.Rs+t s (3)

gdzie: T* — wielko§¢ o wymiarze naprezenia wedtug [13],

R, — $redni promief powloki,

{ — grubo$¢ $cianki.
Po podstawieniu danych uzyskano M, = 119 Nm. Nie natrafiono w literaturze na roz-
wigzanie podobnego zagadnienia statecznodci przy réwnoczesnym skrecaniu i rozcia-
ganiu. W zwiazku z tym, do oceny wptywu sily rozciagajacej na warto$¢ krytycznego
momentu skrecajacego wykorzystano rozwigzanie w zakresie sprezystym zawarte w [14],
przyjmujac zgodnie z zleceniami literatury [15) modul sieczny E, zamiast modulu Younga
E oraz liczbg Poissona » = 0,5. Rozwigzanie to ma postaé ogdlna

Mkr = AE5+BF2> (4)

gdzie: 4, B— wspdlczynniki zawierajace wymiary powloki, parametry ksztattu po
utracie statecznosci i liczbe Poissona.
F, —sita osiowa. .

Rozwigzanie powyzsze ma charakter jakosciowy, gdyz dopiero przy odksztalceniach
trwalych okolo 0,024 i module E; = 2-10* MPa daje wartoéci realne. Wazniejsze jest tu
wyjasnienie wptywu sily osiowej F, na wartoé¢ momentu krytycznego. Obecno$¢ sily
zwigksza odporno$¢ probki na utrate statecznodci, przy czym warto$¢ drugiego czionu we
wzorze (4) praktycznie si¢ nie zmienia przy stalej sile. Przyktadowo dla F, = 10 kN,
gdy E, maleje od wartoéci réwnej E do 2- 10* MPa, to iloraz BF,/AE, zmienia si¢ w prze-
dziale od 0,01 do 0,1. Podobnie dla F, = 16 kN otrzymano wartosci tego ilorazu od 0,02
do 0,17.
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6. Testowanie stanowiska

Testowanie stanowiska rozpoczeto od wyznaczenia charakterystyk silomierza oddziel-
nie podczas obcigzenia momentem skrecajgcym i obcigZenia silg osiowa.

Stwierdzono liniowo$éé jego wskazaf w szerokich przedziatach M, i F;.

Waznym problemem byto zbadanie, czy wzrost momentu skrecajacego nie powoduje
zmiany sity osiowej wywieranej za pomocg nakretki 5 (rysunek 1). Wyniki trzech wyko-
nanych w tym zakresie pomiaréw dla przypadku polaczenia uchwytéw 2 i 3 sztywnym
walkiem w miejsce cienkosciennej probki, zilustrowano na rysuku 7. Wynika z niego ze
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Rys. 7. Zalezno$¢ sily osiowej od narastajacego momentu skrecajacego

w stanowisku nie ma praktycznie sprzezenia migdzy obcigZeniem skrecajacym i sita osiows
tak dtugo dopoki probka nie odksztalca sie trwale w kierunku osiowym. Odksztalcenie
plastyczne prébki powoduje spadek sity osiowej co mozna zaobserwowaé na oscylogra-
mach dynamicznego skrgcania ze wstepnie przylozong sila osiowa. Oméwienie oscylo-
gramow uzyskiwanych przy zastosowaniu wyzej opisanego uktadu pomiarowego znalezé
mozna w pracy [l]. Z oscylograméw wyznaczono czas zniszczenia probki podezas prob
dynamiczaych, ktéry wynosit 3 do 4 ms, oraz predkosé odksztalcenia postaciowego pod-
czas proby. W poczatkowym stadium odksztalcenia predkos$é zmienia sie w przedziale
od 0,7-10* do 10® s™*, by p&zniej utrzymywaé wartoéé stalg. Ponizej wykazemy, 2e
proby na omawianym stanowisku moga by¢ traktowane od strony pomiarowej jako quasi-
statyczne. Analizg tego zagadnienia zawiera praca J. Klepaczki [16]. Zaliczenie proby
do rodzaju quasi-statycznych wymaga spetnienia dwéch warunkéw:



URZADZENIE DO PROB SKRECANIA 383

a) czas propagacji fali $cinania na drodze préka-czujniki tensometryczne jest duzo

krétszy od czasu proby,

b) pomiarowy przetwornik tensometryczny ma duza czgstotliwosé i mata amplitude:

drgafn wiasnych.

Warunek b) jest spetniony, co potwierdzily oscylogramy. Obliczmy teraz czas propagacji
fali écinania na drodze probka-czujniki tensometryczne, zakladajac Ze w probee propaguje.
sie fala plastyczna, a w uchwycie z czujnikami — fala sprezysta.

Czas ten oszacujemy na podstawie wzoru

gdzie:

K A :
dr+lzl/G’ O

t =1 iad

Iy = 0,015 m — diugo$¢ robocza prébki (rysunek 2),
[, = 0,054 m — dlugosé¢ od czota uchwytu nieruchomego 3 do miejsca nakle~
jenia czujnikéw tensometrycznych 10 (rysunek 1),
= 7850 kg/m® — gestosé stali,
G = 8,8 10* MPa — modul na $cinanie dla stali,

E =0,02G — pochodna naprezenia stycznego wzglgdem odksztalcenia

dy postaciowego, ktérej warto$é przyjeto dla zaawansowanego
-Qdksztatcenia plastycznego.

Rys. 8. Formy zniszczenia probek: a) — po utracie statecznosci, b) — ztom na diugo$ci roboczej
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Po podstawieniu wartosci liczbowych uzyskano ¢ = 0,048 ms, to jest warto$¢ od 60 do 80
razy mniejsza od czasu zniszczenia probki, co prowadzi do wniosku, ze préby majy
charakter quasi-statyczny z pomiarowego punktu widzenia.

Na zakonczenie tej czeéci podamy parg uwag na temat form zniszczenia probek poka-
zanych na rysunku 8. Przypadki uzyskania zlomu podczas realizacji programu badaf
wystepuja rzadko, gdyz przewaznie probg przerywa si¢ po osiagnigciu zalozonych odksztat
ceri. Pewne utrudnienic badan polega na tym, ze przyloZenie zbyt matej sity osiowej moze
doprowadzié do utraty stateczno$ci probki podczas skrecania. Doswiadczenia potwierdzity
stuszno$¢ przytoczonych w punkcie 5 rozwazan na temat wplywu sity osiowej F, na war-
toéé obcigzenia krytycznego. Réwniez warto$é krytycznego momentu skrecajacego okoto
120 Nm jest dobrym dolnym oszacowaniem tej wielkosci w temperaturze otoczenia.

7. Odksztalcenia plastyczne austenitycznych stali kwasoodpornych

Opisane stanowisko wykorzystano do badania metastabilnych austenitycznych stali
kwasoodpornych. Jak wiadomo, w stalach tych pod wplywem odksztalcenia plastycznego
zachodzi przemiana martenzytyczna. Na rysunku 9 pokazano zaleznos¢ ilosci martenzytu

T T T T T T T /
18- /./ —‘
_ / .
o 1 Il
16 ~
.2 /
- // i
12 / "
/

X, // i
8- . -
L— p —

/ g
o= | | | | |
02 0% 06 08
Pt

Rys. 9. Zaleznos¢ udziatlu objetosciowego martenzytu od intensywnosci odksztalcen plastycznych dla stali
1H18NY w temperaturze 0°C. 1-—rozciaganie, 2—zlozony stan naprezenia

od intensywnosci odksztalcen plastycznych dla stali 1H18N9 badanej statycznie w tem-
peraturze 0°C. Punkty pomiarowe uzyskano wykonujac 5 préb rozciggania i 3 w ztozonym
stanie napreZenia. Te ostatnie realizowano w ten sposéb, Ze utrzymywano stala wartosé
sily osiowej podczas narastania momentu skrecajacego. Po odksztalceniu, ze $rodka
czgéci rurkowej wycinano dwie probki do pomiaru metoda magnetyczna udziahu obje-
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toSciowego martenzytu. Intensywno$¢ odksztalcen wyznaczono mierzgc przemieszczenia
koricow odcinka pomiarowego naniesionego na rurkowej czgéei probki. Linie przerywang
widoczng na wykresie wyliczono bazujac na zaleznosci podanej przez D. C. Ludwigsona
i J. A. Bergera [17].

Przytoczone w tym punkcie informacje nalezy traktowaé jako komunikat o badaniach,
ktorych pelne rezultaty zostang opublikowane w terminie pézniejszym.

8. Podsumowanie

W pracy przedstawiono opis stanowiska umozliwiajacego wykonanie préb statycznego
i dynamicznego skrecania ze wstepnym statycznym rozcigganiem probki. Uzyskano
zaktadana predko§¢ odksztalcenia postaciowego rzedu 102 s™!. Wykazano, Ze¢ préby
mozna traktowac od strony pomiarowej jako quasi-statyczne.

Zaprojektowano cienkoscienng probke rurkows. Wykonano obliczenie rozkladow
naprezefi w probee metoda elementdw skoficzonych. Obliczono wspétezynniki ksztattu
dla przyjetej geometrii probki oraz zbadano réwnomiernoéé rozkladéw napreZefi na
diugosci roboczej. Stwierdzono, Ze niewielka koncentracja naprezen w okolicach czeéci
chwytowych nie powoduje wystepowania ztomu prébek w tych miejscach. W pracy podano
infofmacje o wplywie sworzniowego polaczenia probki z uchwytami na rozklady napre-
zen. Przeanalizowano réwniez warunki utraty statecznosci przez probke obc1qzonq
momentem skrecajacym i sila osiowa w zakresie sprezysto-plastycznym.

W artykule przytoczono wyniki pierwszych badan nad wplywem odksztatcen plastycz-
nych w zlozonych stanach naprgzei na odksztalceniowa przemiang austenitu w stali
nierdzewne;j.
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Peswome

YCTPOMCTBO IJISf UCTIBITAHNN HA KPYUEHME CO CTATUUECKUM
PACTSDKEHMEM |

B cTatee maHo ormxcaHie yCrpoiicTBa IUISL CTATHUYECKMX M HHHAMKUECKUX MCILITAHHE HA KpyYeHue
CO CTATHMYECKHM PAacTs?KeHHEM TOHKOCTeHHOro obGpasua. C HCHONMb30BAHMEM METOHNA KOHEUHbLIX JJIEMEH-
TOB AHATIMSKPOBAHO COCTOSHHA HANPSLKEHUX B o6pasue. CraTest CoJlepyKaeT 3aMEUaHHNA HA TEMY YHPYro-
TINACTMUECKOH YCTOHUNBOCTH 00pasua BO Bpemst HCOBITAHKA HA KPYUEHUE C PACTSDKEHHEM.

B KOHIle cTaTsH NPEACTABIEHO IIEPBBIC PE3YJIBTATH. MCOLITAHMI JedhOopMaUHOHHOr0o MIPEeBPaIeHus
ayCTEHWTa B HED)XKABEIOUIECH CTaIH.

Summary

APPARATUS FOR TORSION TESTS WITH STATIC TENSION

In the paper an apparatus for static and dypamic torsion tests with static tension of a thin-walled
specimen is described. With the use of finite elment method the states of stresses in the specimen have
been analysed. The paper contains remarks on elastic-plastic stability of the specimen during torsion
tests with tension.

At the end of the paper some experimental results of strain-induced austenite transformation in
a stainless steel are presented.

Praca wplynela do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.
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Oznaczenia:

z — zmienna zespolona w plaszczyinie fizycznej
'z — zmienna zespolona sprz¢gzona do zmiennej zespolonej z
{ — zmienna zespolona w plaszczyinie pomocniczej
a — promien walca oplywanego
w — potencjal zespolony oplywu profilu w plaszczyZnie fizycznej
W — potencjal zespolony oplywu walca w plaszczyZnie pomocniczej
v, — predko$é zespolona przeplywu jednostajnego w nieskoriczonoéci
I' — cyrkulacja
@ — funkcja potencjatu predkosci
¥ — funkcja potencjatu pradu
Re(z) — czesé rzeczywista liczby zespolonej z
Im(z) — cz¢éé urojona liczby zespolonej z
{2 — obszar oplywu profilu
082 — brzeg obszaru 2
£2' — obszar optywu walca (w plaszczyinie pomocniczej)
082" — brzeg obszaru 2’

1. Wstep

W wielu zagadnieniach przeptywowych uzywa si¢ do opisu ruchu plynu rachunku
wariacyjnego. Prowadzi to do ujecia ruchu plynu w kategoriach energii [3]. Obszar,
w ktorym poszukuje si¢ rozwiazania moze byé nieskoficzony a ponadto profil moze posia-

5
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da¢ ostrze. W tych przypadkach nalezy zbadaé zachowanie si¢ pierwszej wariacji funkcjo-
nalu w otoczeniu ostrza oraz w obszarze nieskoniczonym. Badanie to wynika z nastgpu-
jacych faktéw
— dla cieczy doskonatej przy oplywie ostrza predkosé staje si¢ w otoczeniu ostrza
nieskonczenie duza (1, 2]
— przy oplywie pojedynczego profilu catkowita energia kinetyczna w obszarze optywu
jest nieskonczona [l, s. 52]
Drugi fakt sklania do wydzielenia z calej plaszczyzny fizycznej tej czgsci obszaru,
w ktorym catka z energii kinetycznej bedzie skonczona. Ruch cieczy doskonalej opisany
jest rownaniem Laplace’a [2, S]. Jeéli przyjmiemy, Ze na brzegu obszaru skladowa nor-
malna predkoécei jest dana funkeja p to opis ten jest réwnowazny poszukiwaniu funkcji
potencjatu predkosci @, ktory nadaje minimum nastgpujacemu funkcjonatowi [3]

@) =1 f VOVDdxdy — j @ ps)ds; D e CHR)NC(09). (1)

20
Minimalizacja funkcjonatu (1) prowadzi do minimalizaciji ca{kl( fpd.Q) dla zadanych

warunkow brzegowych (jest to zasada Batemana [4]). Ze wzgledu na to, Ze wymiar wyra-
zenia (1) jest [J/kgl, funkcjonat (1) bywa rowniez nazywany funkcjonalem energii.

Do zalezno$ci (1) mozemy wprowadzié¢ potencjal zespolony w(z) optywu profilu,
wowczas:

J(w) = Jﬂ_dﬁdxdy {Re[w(z)] p(s) ds. e

Ze wzgledu na rowno$é energii kinetycznych w odpowiadajacych sobie obszarach w plasz-
czyznie fizycznej i pomocniczej [I, s. 66] do badania zachowania si¢ funkcjonatu (2)
wygodniej bedzie przejs¢ do plaszezyzny pomocniczej, w ktoérej znana jest postac poten-
. cjatu zespolonego W({) cyrkulacyjnego oplywu walca [2].
00a2
Fo
Przy rozwigzywaniu zagadnienia oplywu plynem scis§liwym jako pierwsze przybliZenie
przyjmuje si¢ rozwigzanie zagadnienia opltywu cieczq doskonaty (réwnania rézniczkowe
rzadzace przeplywem plynu §ciliwego sa nieliniowe [2] a pierwsza wariacja funkcjonatu
energii nie jest funkcjonatem liniowym). Dlatego zbadanie istnienia I wariacji funkcjonatu
(1) jest zagadnieniem podstawowym,

Zagadnienie istnienia I wariacji funkcjonatu (1) przedstawiono na przykladzie profilu

o kacie ostrza § = 0 (profil Zukowskiego) oraz profilu o kacie ostrza & > 0 (profil
Karmana-Trefftza).

W) = v, L+

Ill = a.

I 2
3 lnl+

2. Badanie istnienia calki (2) w punkcie osobliwym profilu o jednej stycznej

Dla zobrazowania zagadnienia zajmiemy si¢ profilami uzyskanymi z odwzorowania
zewnetrza kola za pomoca funkcji Zukowskiego [2]
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2

Z=C+~%; I¢l > a, (3)

dla ktorej funkcja odwrotna jest postaci:

1 AT T
{= 7(z+ V2—44?);  |z| 2 2a, )
oraz
dac 1 z+ }/'27—402 ‘
dz ~ 2 Y7_d@? )
Zatem:
do_ WA (D1 ms) d
dz ~— dt dz i & 2 ) dze

T T

L L _ f0e), 1 ©

dz dz Pz dz dz

avdw [, T 1 9,8} I' 1 %,0%\ dt d&&
* el T “gﬁ'_)

=104

v

_ r w (T at\ I
10 =zt g |2~ iz )i "

[vfoaz 4 ( 2242 )] + Vo Uy &+

& - ©o*

gdzie funkcja f(£(2)) jest rzeczywista i ograniczona w obszarze (2. Natomiast funkcja g(z)
jest okre§lona wzorem:

d¢ dt _ 1 z+ V22 —4a? (z+ Vzi— 4a2)
dz dz ~ 4 l/z —442 I/Z —4a?
| 2242 Y24+ (7 Y2 —Ad)+ Y PP — a2 —da®

= — - e 7
4 Z_A24/72. A2 M
Vz2—4a* )/ 22— 4a

g(2) =

i jest funkcjy rzeczywista. Licznik funkcji g(z) jest funkcja ograniczona w obszarze ogra-
niczonym, gdyz

|zz+z V2% —4a? +z]/z ~4a? + V2> —4a? |/z —4a2\ <

< max [zz+z]/z —4az+zl/z —4a2+]/z —dqa? l/z iy l = A.
X, ye,
Funkcja g(z) posiada osobliwo$é w punkcie (x,y) = (24,0). Zbadajmy teraz istnienie
calki (2) w obszarze Q, (rys. 1) zawierajacym punkt osobliwy (x, ) = (2, 0). Zatem

L= f IZ fz':d dy = f SC@) 8@ dx-dy < maxf (1)) maxgi(@) - Lo, @)

&8
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gdzie:
dx - dy
L= | m——, ©)
G 1/22 —4a? 2> — 4a?

g(2) = % [zZ+2 V22 —da? + (222 —4d?) + V2> —4a? V22— 4a?],

1
max |g,(z)| = 4.

(x,9)EQs
Zagadnienie istnienia calki I, sprowadzilismy do badania istnienia catki I,. Dalsze roz-

@_/

wazania wygodniej bedzie przeprowadzi¢ w lokalnym ukladzie wspdlrzednych o poczatku

Rys. 1.

w punkcie osobliwym (rys. 1), wtedy:
0, ={(x,y):x = 2a+p-cosp,
O<o<o, ¢ <o@<2r},

8 2n .
e f e [ s -
V7 —da ~4a* 22 —4a* § V 0*(16a*+ ¢* +8agcos ¢)

y=op-sing, 0<p<e,

8/48 @1 dod
(f f) % -l | (%a)
¥V 142pcosg+p? 3

Stosujac podstawxeme @ = 29 otrzymamy:

& Pr [}

3 4a 2 2

4:7 n
he (f f) -5 4]
= e 48
kzsmzﬁ g i1+p g P ]/1 lczsmzﬁ

i 1 P2 2dp 4p
- F . %
OJ [ ( : )+F(7; k- F(Z k)] =



CALKA ENERGI W OPLYWIE PROFILU 391
gdzie funkcje F(%‘—,’ k), F(m, k), F(%Z« k) sa catkami eliptycznymi I rodzaju [6]. Dla

k* < 1 calki eliptyczne I rodzaju posiadaja warto$é skoriczona. Poniewaz F(x, k) =

= 2F(®/2, k) oraz q)21 £ qj,; < %, stad 0 € p—; K T—p, < =,

Ed o) L
0<2F(2,k)+F(2,k) F( ) (2 )
o ] @
m .\, _24p f _
IZ <6j‘ 2F (7, k) 1+p 4 maxF( ) J =

-4 max F(7 k) 1n(1+%). ©ob)

wiec:

OSPS-H

Zatem na mocy monotoniczno$ci funkcji F (%, k(p)) mamy:

I < max f(¢(2))- mz)a.x g(2)-4- max F(z,k(p)) ln( 4';)

(x, V)05

0<p=< T
= max 4F( & ) -1n(1+—£—), 10
Jmax [(@): max g 4F |7 K = (1)
gdzie:
&
- 4‘75 __16a-2 )
L s Y2 (d4a+e)?
) |
Dla k =1 (p = 1, ¢ = 4a) funkcja podcatkowa w (9a) przyjmuje postad
1 ' 1 ‘

V1+2pcosp+p® V200 +cosg)
1 posiada osobliwo$¢ dla ¢ = z. Punkt o wspétrzgdnych:
X = 2a+0co8 @/ i4anmn = —28,

y.= Q- Sin(p/(4a.n) = 0:
jest drugim punktem osobliwym profilu. Punkt (x, y) = (—2a, 0) lezy we wngtrzu profilu
(p, < 7, p, > @) je$li kolo w plaszezyznie pomocniczej ma $rodek poza poczatkiem
ukladu wspdlrzednych. Catka I, jest wtedy ograniczona. Jesli kolo w plaszczyznie pomo-
niczej ma- §rodek w poczatku uktadu wspdirzednych, wéwcezas profil redukuje sie¢ do
odcinka majacego kofice w punktach (—2a, 0) i (2a,0) [6]. Musimy zatem zbada¢ zacho-
wanie si¢ catki w otoczeniu punktu (—2g, 0). Dlaprofilu o wielu punktach osobliwych nie



392 M. J. CraALKowsKI

lezacych we wnetrzu profilu obszar £, dzielimy na podobszary £2,, i = 1,2, ..., N z kté-
rych kazdy zawiera tylko jeden punkt osobliwy i badamy zachowanie si¢ catki 7, w obsza-
N . .
rze 0, = \J Q,,. Dla powyzszego przypadku obszar £, jest okreslony nastgpujaco:
i=1
@, = {(x,y):x = —2a+g-cosp, y=p¢-sing, 0<eo<y¢,
0 < ¢ < 27},

Q,___ = QE) 61+62 < 4‘15
przeto:

& 2z 411 27
_ff odody j‘f ) dpd(p ‘ _
= . V 02(16a% + o> —8agpcos ) ]/I—chosq)+p

411 x

4a 21
_f f dpd® _~2f f__‘ﬂﬁ_ =
. |/1+2pcosz9+p ¥ |/1+2pcosﬁ+p
e 3 o r o
* 2dp _~ap_
of 2o f B[ or(T k) (1)
5 1+p 3 V1 —k?sin2d 3 T+p

Poniewaz ¢, < 4a astad k < 1, wigc catka (11) jest ograniczona i zachodzi oszacowanie

(10).

3. Badanie istnienia calki (2) w otoczeniu punktu osobliwego profilu
z ostrzem o dwoch stycznych

Przykladem profilu majacego w ostrzu dwie styczne jest profil Karmana-Trefftza
(profil sierpowy), ktérego ostrza sg polozone symetrycznie wzgledem osi urojonej i leza
na osi odcietych w punktach (—me, 0) 1 (me, 0) [2].

Profile K4armana-Trefftza otrzymuje sie przez odwzorowanie zewnetrza kola o érodku
na osi urojonej wedtug funkcji:

_Z_"ﬂc_=( _C), m>1, (13)

dla ktérej funkcja odwrotna jest postaci:

1 1
n

C=c- (z+mc)l +(z—mc)l , (14)
(z+me)" —(z—mc) "
OTAzZ:
i 4¢? h(z)
v T T s

(zz_mzcz) m [(Z+mc) T (Z mC) m] (ZZ _ ’nzcz) m



CALKA ENERGII W OPLYWIE PROFILU 393

gdzie funkcja A(z) jest réwna:

4c?

i i

h(z) = —
[(z+ mc)F —(z—mc)" ?

i jest funkcjg ograniczona na zewnatrz profilu.
Zatem analogicznie do (6) mamy:

dw dw , dc dc
D~ 1) < @) 9,

gdzie funkcja ¢(z) jest rzeczywista

_deodt h(z)- h(z)
q(z) = iz dz = S T-I < A-q,(2),
(Z2—m?c® "2 —m2e? ™
oraz
i

A = max (h@) 5@, ¢: (2(x, »)) = -

(x, ¥)e0s

1
[(xz __y2 . 11126‘2)2 + 4X2)’2] m
Podobnie jak poprzednio zbadamy istnienie pierwszej catki w zaleznoéei (2) w otoczeniu

punktu osobliwego. Ze wzgledu na to, ze funkcje f(£(2)) i A(2) - h(z) sa ograniczone w obsza-
rze 2, (rys. 2) wystarczy zbadaé istnienie catki

L = [ q@dxdy (15)

Qs

w obszarze (2, zawierajacym punkt osobliwy.

%

-mc,0} 0

Rys. 2.

Dla ulatwienia rozwazad zastosujemy lokalny uktad wspotrzednych (o, ) w obszarze £,
wtedy obszar £2, jest okre$lony nastgpujaco:

-Qa={(JC,J’)1x=m-c+g-cos<p, y = p-sing, 0< @< @r,0, < @ < 21},
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Catka (15 przyjmie zatem posta¢:

13

“oT dod
Is:f( +f) == =

1—
00 (62[p2 420 2me - cosg+ (2me)?]

_E 2

2me

P 2n —
_ 1 f f) p" dpdy X @
T, 2 f (0 + L PT ne (152)

n

@me)y " ° 72 (14+2pcos¢+p?)
Stosujac dalej podstawienie ¢ = 2% otrzymujemy:
2;-0 —2——1d % o ,!9
1 pm Ip . a
-[3 = z_i f 2_1 ( + .f) ' 1_3«'
(2)716‘) m 0 (1 +P) m 0 %1 (l_kzsinzﬁ) m
Calki wewnetrzne mozZemy przeksztalcié nastgpujaco:
71 o1 L2y LA TU
2 x 2 = 2 2 2 2
[+ =]+ =2]+]~],
0 P2 0 0 0 0 0 0
2
wigc:
i 2n€x-c 5 r_rzl—ld % lZL 121—
4 P dd
he ot [ 2 [
m 0 0 1 m

2-— o 2— 1
(2me) (1+p) (1~k%in%d9): "

Poniewaz ¢, > ¢, oraz funkcja podcatkowa jest dodatnia, przeto:

LS 3
2 4

[ -f)—2 <o
0 0 m

-
(1—K*sin*%) ™

a stad:

5
1 2p™ d a
he— L [ @ a e
2- - —
@me)y ™ °  (1+p) ® (1-Kk3%in2%) "
Parame'tr m okrefla kat 8 w ostrzu, 8 = (2—m) - =, spelnia wiec nieréwno$é 1 < m < 2
oraz na mocy monotonicznosci funkcji podcatkowej mamy:

3 5
& s

[ e iz

° (I-k%sin2®) " ° (1—k2sin?d)?
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1 ) m
I, < -.T f 2F %, k)J—Z'Z dp £ (16)
(2mC) m 0 (1+ ) m
2:?1(: Ti— -1
< 4 2 max F(%, k J dpz <
(zmc) m 0<p e i} (1+ ) “m

m e \" l.
Al -
4 . i [(+2mc) 1] D<m«<2
€ ———5 max F(— k)-
(2’716’)2—1_”- Osp= E;m In (1 +i€) m=2
Pokazaliémy wige, ze rowniez dla profilu o dwéch stycznych w ostrzu catka (2) jest ogra-

niczona. Dla m = 2 wynik (16) jest identyczny z (9b), gdyz profil Karmana-Trefftza jest
modyfikacja profilu Zukowskiego i dla m = 2 funkcje (3) i (13) sa identyczne.

4. Badanie istnienia calki (2) w obszarze nieorganiczonym

Calka
dW(&W
1 dw dw 1 4t \di ] 1 [ dW aw
inzd—z"x"y—fﬂ, (@) TE =g ) g # A AD
dc \dt )

wyraza energie kinetyczng cieczy doskonatej. C. Witoszynski pokazal [1], ze energia kine-
tyczna w obszarze nieskoficzonym na zewnatrz walca (przy pominigciu energii kinetycznej
pochodzacej od przeplywu jednostajnego) jest nieskoriczenie duza. Rozwazania nasze
przeprowadzimy dla potencjalu zespolonego z pominieciem czltonu odpowiadajacego
przeplywowi jednostajnemu, wtedy:

Ir Vo 2

W(z) = B(x, ) —Re(5,2)+ilp(x, »)—Im(@,2)] =
B(x, p)—ulx, ) +ilp(x, )= V(x, Pl = O(x, ») +iP(x, »),
u(x,y) = Re(v,2) = x* vty v,, V(x, p) = Im(Up2) = p - 0s—X" 0,.

W) = W)~

1l

Stad funkcjonal energii ma postaé:

A

J=%deA5V(5-dx-dy— fcﬁ-;;(s)-ds=
2 a9
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— 1_ (_ZMi _(_itv_ < dx - (]).’— J-Re[\::)] A?)(S) v ds =
2 dz dz
i
| [ dW aw f "
= —d&- dn— R P AN
> ) Vi & dy e[W]- P(S) (18)

gdzie:
P(S) = - [Re(A)

n-normalna zewnetrzna do brzegu
Zajmiemy si¢ teraz zbadaniem istnienia pierwszej calki zaleznosci (18)

1 (dW dw
I = :o:‘é, EIE
~ f[ ]12 1 (’Ui— jz._)'_w~)+ ’Z)wa 4_] drf(ln
5 \T T &

Zachodzi pytanie czy w pasie nieskoficzonym zawicrajacym profil, catka (18) bedzie miala
warto$¢ skonczona. Dla uproszczenia rozwazan podzielimy obszar na dwie czeéci Q' =
= £\ )2y, gdzie 2, jest obszarem zawartym migdzy liniami pradu ¥, i ¥, (rys. 3) i pro-
mieniem r < R natomiast obszar 2 zawarty jest migdzy liniami pradu ¥, 1%, ir > R.
W obszarze skonczonym £2, na mocy poprzednich rozwazan catka (18) jest ograniczona.
Zatem wystarczy zbadaé catke J, tylko w obszarze £2, okreslonym zaleznosciami

= {(ne)ep(M<e<p(), r=R>af.

7=

ly|=const
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Dla uproszczenia przyjmijmy 2., = v, Catke J, zbadamy w biegunowym uklfadzie wspol-
rzednych (rys. 3)

E=r-cosp, u=r-sing, stad: I =r-c¥,
wtedy: '
w  gi(r)
I, = ! q —JL Ia? =2, *.sin +'v2 al Loy drody _
s ). 472 " 2-m I 7 r* -
R ¢ar)
1 ({1 vZa*\ o,(r)—g, () I at, ( e smq)
. R K qa(r)
Druga catka w zaleznosci (19) ma warto$é skonczong gdyz:
©  gulr) o @) do- d
f f smzfp dg- dr < f f ___q_[__g f fp.(r) %(I)
. r
R ga(r) ) R qur)

< max [ (r)—e.(N]- f dr _ —1—-- max [p(r)—@a(r)]-

Rgr<w R<r<oo

Roéwniez drugi skladnik pierwszej calki w zalezno$ci (19) daje catkg skonczona

| opa @1(r) — @, (r) I vgat
[ A S g e max [, () = (),

2 k ) R<r<w
zatem o skoficzonodci catki i decydowaé bedzie catka’
- 1 %(l) %(r) 1 I f |1 (r) — @2 (1)
Is = 2 4 :rzzf ar <7 4.7 . r dr. (20)

Catka I 'bgdzw skoriczona tylko wtedy gdy:
c
lpe ) —@2()l = HE) < —, ¢>0, «>0.

Dla kazdej funkcji H(r) spelniajacej powyzszy warunek caltka (20) bedzie skoficzona.
Dla ¢ =27 i « = 0 otrzymujemy calke rozbiezna zgodna z wynikiem uzyskanym przez
Witoszynskiego [1]. Wynaczymy teraz kat widzenia ¢,(#) — ¢, () przekroju o promieniu r
zawartego miedzy liniami pradu ¥, i ¥,, ktére przechodza przez punkty A i B (rys. 3).
Rownanie linii pradu jest nastgpujace [2]:
7 I e
‘lp = ‘Z)co . n—vwazm — %ln 1/52 +772.
Zatem réwnania linii pradu przechodzacych przez punkty A i B wyrazaja si¢ wzorami:
v'ma I

N —

1'U1:vOOA_ A 2 ].n|A| = UV n—vwazﬁ—*ﬂ_lnl/fl—kﬂ",
‘ v, T ' ' _

Va3 Bo g I = o e gy — g MY E
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lub we wspoirzednych biegunowych:

. 1 sing r |A]
. — . —_ 2 _— - - — _— =
P V{Ad—r sing)—v,a (A p ) Z-nl p 0,
. 1 sing I | B]
. _p. _ 20— __ 77 3 I
Y21 Vo (B—r-sing)—v, 4 (B . ) Z-nl . 0
Stad:
a’ 4]
singy (r) = i A r T ; limsing, (r) = 0 (21
o r) = e I PR @(r) =V, )
r—— r——
r r
B4 Bl
sing,(r) = al: -3 ;Ir-vw :2 ;rl_ig:simp,(r) =0, (22)
F—— F——
r r
< : s Pr— @y @1+ @
sing,—sing, = 28in cos =
2 2
1 1 B
A g2 = fdl
B—A—a (B A) B r lnlA|
= a? 270, a’
T e
1 1 r B
B—A—a* -~ ——|— =
2Sin¢2_%cos ‘P2+‘P1= a(B A) 2'n'vwnA‘ _ D
2 2 a? a?
r——— r——
r r
Dla dostatecznie duzych wartosci r zachodzi nieréwnoéé 0 < f%(pl < izt- Pozwalato
na wykorzystanie nastgpujacej nieréwnosci:
Pr—Py <£a . Pa— @
2 S T
Zatem:
r f“’ L g0=u)|, 12 (1 2 : .
I < - dr < f_._. iD|
s 4'7:2R r 2 d 47':2R r = @2+ a? dr <
2|cos 22
2 r
o0 00
I ID| f dr f dr D, . R+a
= 4md Jori—a® " ') rP—a* T 2 R-=a’
min cos%—;%— R R
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Zbadajmy teraz druga catke w (18). Wyznaczmy funkcje P(S), P(S) = v, - cosa+w, * sina,
gdzie kat « zawarty jest mi¢dzy normalng zewnetrzna do 92’ a osig x. Predkosé zespolona
wynosi:

aw i T = r Voo G2
/3 T P DY S
stad:
o = — Iy 1 9,8 =) 1
¢ = 27w E4ny? B2 yn? : 22’
I 2-E-n v,
Uy = — " E2 : z T f 17202 >
2-m E 4y (&2+7?)
oraz
lim v; = lim 9, =0,
E—~+ [
F 2
P(S) Re[W] (‘ za;rctgj;__7 ;);’:1752) * (vg - cosa+v, - sina). (23)

Dla dostatecznie duzych wartoéci & mamy [7]:

3
n 3 1 17) 7
tgo = (M) o <,

arcle s = 3(5 + ‘5 <

. 1 1
v Re[W] = B +Bygs + +ors Bi, By # 0, 24y

. 1 1
'U,,'Re[W] = 52 +C3 54 + Cl’ C2 5& 0, (25)-

oraz linie ¥, i ¥, sa réwnolegle do osi x (zalezno$¢ (21), (22)) a catka
[Re[#]- B($)dS = [Re[W]B(S)dS+ [ Re[WIP(S)dS
ay A 1A
jest skoficzona wtedy i tylko wtedy gdy funkcja podcatkowa posiada oszacowanie

IRe[#] B(S)] < Eﬂ, E>0, f>1, 26)

co na mocy (23)—(25) jest zachowane, Zatem catka po brzegu z zaleinosci (18) w pasie
nieskoiczonym obejmujgcym profil jest skoriczona. Pokazaliémy wiec, ze dla réznych
wartoéci cyrkulacji I" catka (18) w pasie nieskoficzonym zawartym migdzy dwoma liniami
pradu obejmujacymi profil ma wartoéé skoniczona.

5. Uwagi koricowe

Przedstawione rozwazania dotyczyly wybranych dwéch profili, o jednej oraz o dwéch:
stycznych w ostrzu. Zachodzi zatem naturalne pytanie o istnienie calki energii w przy-
padku dowolnych profili majacych ostrze. W takich przypadkach catka energii bedzie
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istnie¢, co wynika z nastgpujacego rozumowania. Dla profilu o jednej stycznej ostrze jego
moze byé aproksymowane ostrzem profilu Zukowskiego i w otoczeniu ostrza funkcja
odwzorowania Zukowskiego odwzorowuje aproksymowany profil na krzywg styczng
do kola w punkcie odpowiadajacym ostrzu. Ograniczono$¢ catki energii dla profilu apro-
ksymowanego w otoczeniu ostrza bedzie wynikaé z ograniczonosci catki energii dla profilu
Zukowskiego, co zostalo juz wykazane. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi
dla profilu o dwéch stycznych w ostrzu. Do tego celu mozna wykorzysta¢ przedstawione
rozwazania dotyczace profilu Karmana-Treffiza.

Przedstawione rozwazania dotyczyly optywu pojedynczego profilu. Interesujgce staje sig
zatem rozwaZanie problemu istnienia catki energii dla profilu znajdujacego si¢ w palisadzie
profiléow. Predkosé zespolona przeptywu w palisadzie profiléw rozlozonych réwnomiernie
wzdluz osi urojonej jest wyrazona zaleznoscia [10, 11]

2(z2) = 6’"+71iz—f () - ctgh[%(z—é)], L—Xkontur profilu,
L

stad sprzgzona predko$¢ przeptywu odniesiona do predkosei w nieskoficzonoéei wynosi:

V(z) = 2(2)—7(z = o) = {.—f%({) : [ctgh-T;— (z—C)—l]dC =
L

it
1 (. 2
= .27[ B(t) - e dc. @n
€ . .

-0
-1

Funkcja V(z) jest funkcja okresowa V(z) = V(z+i n-t), n = 1,2, ..., zatem istnienie
catki energii mozna badaé nie w pasic nicograniczonym zawierajgcym sie miedzy dwoma
liniami pradu lecz w pasie nieograniczonym zawierajacym si¢ miedzy dwoma prostymi
réwnolegltymi oddalonymi od siebie o podzialke palisady z. Dla dostatecznie duzych war-

toéci |z] = xq, |exp [it (z—C)]—l X exp[—y—:—(z—é)]

wiec:

-Z.; T
V(Z)=%e y -fz"z({)-e' dc,
i Y .
l _-z—qx ig iC A —n—zx :
V(Z)‘VEZZTC ‘ 'f?)(C)e' dC'f'v(C)-e’ d=S5e ',
L I t
oraz:
Pyt A @ 2n 2n
” . ‘—— B _Tx ~ A —7—x0
xJ J V(z) V(z)dxdy = - f € dx = 5-¢ (28)

Pokazalismy wigc, ze réwniez dla palisady profili catka energii (17) ma warto$é skoficzona
a ponadto wyréwnanie si¢ pola predkosci nastepuje szybciej niz dla profilu pojedynczego
€O ujawnia si¢ szybsza zbieznoscig catki (17).
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Niniejsze rozwazania mozna uogdlni¢ na palisady wielokrotne zawierajace uktad
profitéw [8, 9]. W tych przypadkach przdkosé zespolona (27) bgdzie zawieraé sume catek
po kazdym konturze profilu z ukiadu profiléw zawartych miedzy dwoma liniami perio-
dycznosci. Charakter zbieznosci catki energii (17) bedzie analogiczny do (28).
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Pezwome

CYIIECTBOBAHHWE MHTEIPAJIA DHEPTHH B M3BPAHHBIX ITPOCTPAHCTBAX
OBTEKAHUSA TIPODHIIA UIEAJIBHOW XUIOKOCTIO

B paboTe IICcCTIeROBAHO CYLIECTBOBAHNE MHTErpaNa SHEPTHA [UIA HACAIBHOH YKHIKOCTH BOJIH3H Npo-
(bUnA ¢ oXHON MK ABYMSI KacaTeAbHLIMH B €TO 3a7ueil KpoMKe.

HccnenoBano Toyke CymecTBOBAHME HHTETPANia SHEPTHMH B HEOTPAaHHMYEHHOM NOmOCe MKy ABYMI
JUHAMA TOKa OOHMUMAIOIMMH [IPOGHIIb.

Summary

EXISTENCE OF THE ENERGY INTEGRAL IN SELECTED INCOMPRESIBLE FLUID FLOW
AROUND THE PROFILE

Existence of the energy integral in the incompresible fluid flow around the profile with the sharp single
and double tangential trailing edge has been considered in the paper. Existing of the energy integral in an
infinite band situated between the two stream lines with a profile in it has been also considered.

Praca wplyn¢la do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.

6 Mech, Teoret. i Stos. 3/87
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WARIACYJNE UJECIE PRZEPEYWOW TERMODYFUZYJNYCH
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MAREK WROBEL

Wyzsza Szkola Iniynierska, Opole

1. Wstep

Zasady wariacyjne zajmuja jedno z centralnych miejsc w zadaniach mechaniki i fizyki
oérodka ciagtego. Wynika to z kilku przyczyn, z ktérych najistotniejsze to mozliwosé
wyprowadzenia réwnan mechaniki oraz konstruowanie przyblizonych metod rozwigzan
szczegblnie istotnych przy rozwiazywaniu zadad numerycznych. Stad problematyka
formutowania zasad wariacyjnych dla zadan poczatkowo-brzegowych w ramach coraz to
ogdlniejszych teorii bytazawsze przedmiotem intensywnych badan. I tak wramach teorii ter-
mo sprezystosci do pierwszych prac teégo typu zaliczy¢ nalezy prace Biota [3, 4]. Rozszerzenie
zasad wariacyjnych proponowanych przez Biota znalezé mozna w pracach Herrmana [11
Ben-Amoza [2] i Bao-Liana [1]. Wszystkie te prace opierajg si¢ na zasadzie Hamiltona.
Istotnym krokiem naprzéd pozwalajacym na bezpoérednie wiaczenie warunkéw poczat-
kowych do réwnan pola sa zasady wariacyjne typu splotowego zaproponowane przez
Gurtina [9, 10]. Prace Gurtina daja’ moZliwo$é stosowania zasad wariacyjnych w dyna-
micznych zagadnieniach lepkosprezystoéci. Obecnie twierdzenia wariacyjne lepkospre-
zystosci. znalezé mozna w licznych opracowaniach, Ze wymienimy tu prace Christen-
sena [5], Onata [2[], oraz Olszakai Perzyny [20]. Rozszerzenie zasad wariacyjnych typu
Gurtina na zadania termosprezystoéci znajdujemy w pracy Nickella i Sackmana [19].
Z kolei bardzo ciekawa i przegladows pracge dotyczaca twierdzenn wariacyjnych
termo-lepkosprezystoéci zaprezentowal Reddy [22]. Natomiast wciaZ jeszcze znikoma
jest liczba prac dotyczacych wariacyjnego ujecia termodyfuzji lepkosprezystej i sprezy-
stej. W zakresie sprezystym wariacyjna forme réwnan termodyfuzji uzyskali Podstri-
gacz i Szewczuk [29], lecz najbardziej bogate ujecie’ tej problematyki znale3¢ mozna
w pracy Szweca i Dasjuka [31]. Natomiast w zakresie lepkosprezystym — korzystajac
z metod analizy funkcjonalnej i wykorzystujac metodyke postgpowania Gurtina[10] —
interesujace wyniki uzyskal Wyrwat [24]. W opracowaniu tym zaprezentujemy budowg
funkcjonalu dla zadan sprzezonej termodyfuzji lepkosprezystej. Otrzymany funkcjonal
postuzy do analizy sprzezed przeplywéw termodyfuzyjnych z polem naprezen na przy
kiadzie pewnego problemu poczatkowo-brzegowego. Wydaje si¢ ze analiza taka moze by¢
celowa, gdyz autorzy niewielu publikacii z zakresu termodyfuzji spreZystej i lepkosprezy-
stej skupiaja uwage na teoretycznych podstawach problemu [13, 17, 18, 29, 31]. Znane

6!
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sa rozwigzania pewnych zagadnien brzegowych [6, 8, 14, 23] lecz brak jest tam pray-
kiadéw liczbowych obrazujacych rozwazane procesy i mogacych postuzy¢ do analizy
sprzezen rozpatrywanych wielkosci polowych.

Wprowadzamy w analizowanym zadaniu nastgpujace oznaczenia:

Rys. 1. Cialo lepkosprezyste

U¥, PF — wektory przemieszczen i sit zewngtrznych zadane odpowiednio na brze-
gach A, 1 A, ciala 8
oF, — sita masowa jednostki objetoéci ciata f
T,, C, — odpowiednio temperatura i koncentracja w chwili ¢
T,, Co — odpowiednio temperatura i koncentracja stanu naturalnego
O=T~-T,, C=C—-C,
K;;, Ki; — odpowiednio tensory przewodnosci cieplnej i dyfuzyjnej
Eijur, @ij, Piy — tensory funkcji relaksacji
M — potencjatl chemiczny
O*, M* — roznice temperatur (&%) i potencjat chemiczny (M*) dane na brzegach
Ay 1 Ap ciala f
ry, ry — odpowiednio Zrédto masy i Zrédio ciepta w jednostce objetosci i na jed-
nostke czasu
S — entropia
/, m, n — funkcje relaksacji
gi, ji — odpowiednio strumienie ciepla i masy
* — symbol oznaczajacy mnoZenie splotowe

fiwdfs = [f=0df(D);  fixdfs = fo  df;
0

(...).;i — oznacza pochodna czastkows
(...) — oznacza pochodna wzgledem czasu il(d—t)—
H(t) — jest funkcjg Heaviside’a

2. Budowa funkcjonalu dla zadan sprzezonej termodyfuzji lepkospredystej

Punktem wyjscia do budowy funkcjonatu sa nast¢pujace réwnania sprzezonej termo-
dyfuzji [13, 17, 18]:
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0 = Eijiy * deyy— @y % dO+ Dy % dC, 2.0
oS = @ *deyj+m = dO+1 % dC, (2.2)
M= ;xde;~1xdO+nx*dC, (2.3)
9, 07
oS+ - T -« H(1) = T, 2.4)
ie: _Q_?.‘E___gi; +Y.
gdzie: Pl H(t)+0S5(0%) - H(),
Cjii—r =0, (2.5)
g = —K;,0,,, (2.6)
Ji = _Ki’j M., (2.7)
0yt ok =0, (2.8)
1 ;

Ei] = 'A—2_(Ul,j+ Uj, 1), (2'9)
oyn; = P¥ na A,x [0, 0], (2.10)
g = gy na 4,x [0, o], (2.11)
Jine = jif na 4;x [0, o], (2.12)
U, = UF na A,x [0, o], (2.13)
M = M* na Ay x [0, o], (2.149)
c(O*)=C, mE, (2.15)
0S(0%) = oS, na E. (2.16)

Gdzie uklad réwnan problemu (2.1-(2.9) jest spelniony w obszarze Ex [0, o), przy
czym E jest regularnym obszarem tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowskiej, natomiast
[0, o0] jest przedzialem czasowym.

Budowe funkcjonatlu rozpoczniemy od mechanicznej czgsci problemu. Wstawimy na-
prezenia (2.1) do warunku brzegowego (2.10) oraz do rénania réwnowagi (2.8), ktére
nastgpnie mnozymy splotowo przez (—ddU;) i catkujemy po objgtosci V. Wykorzystujac
twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego o zamianie calki objetosciowej na powierzchniowa
po odpowiednich operacjach uzyskujemy rownanie

[ [Euyer # degs = dSU, j— gy % dO % dBU, ;+ By » dC + dOU, ;—
1 4

~oF, +doU)dV — [ [P¥ * d8U)dA = 0. 2.17)

Ag

Z kolei warunek brzegowy na przemieszczenia (2.13) mnoZymy spIotowa przez (OdP;)
i catkujemy po powierzchni A otrzymujac:

[ WUF—U) *dsP)dA = 0. (2.18)
All
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Aby zbudowaé dyfuzyjna czg$¢ funkcjonatu podstawiamy potencjat chemiczny (2.3) do
strumienia masy (2.7) a strumiei masy do warunku brzegowego (2.12) 1 bilansu (2.5).
Otrzymany bilans masy mnozymy splotowo przez (—0M) = 0(—Dyxde;+h dO+
—n x dC) i catkujemy po objetosci V. Po przeksztatceniach otrzymujemy:

J. [—®,, % dC # ddey;+1 + dC = dd@ —n + dC + dSC+ Co(Dy; % ddey,— 1 + dOO +
v

+1k dOC)—Ki ( Py + Dy # degy, y % dbg,, | — Dy + [ # deyy ;% doO +
+Duxnxdey ;xddC — Dy xI%dO ;% ddey, +1+1+dO ; xddO ;+
—lanxdO ; xdOC +DyyxndC ;#ddey ~1%n*dC ;ddO ;+
+nxnadC ;xdoC Y+r, « (P xdde;—1% ddO+n«* déC)dV+

(2.19)

— LU * 0(®yy + deyy—1 % dO+n % AC))dA.
Ani
Dla uzyskania cieplnej czgsci funkcjonalu wyrazenie na gestos¢ entropii (2.2) mnozymy
splotowo przez (0d®) i catkujemy po objetosci V otrzymujac

[ [0S * d6@ —qy; + de,y + d3O ~m % dO » d36 — 1+ dC + d6G1AV = 0. (2.20)
| 4

Z kolei strumien ciepta (2.6) wstawiamy do warunku brzegowego (2.11) oraz do réwna-
nia (2.4) ktére nastgpnie mnozymy przez (0d®) i catkujemy po objgtosci V. Po prze-
ksztalceniu otrzymujemy

f[g"z 5 H() x d50+ oS, H(t) *dcs@—a(lf“(i-i* H(t) * d6, +
5 T, 2 TQ
—oS * db@] av— f [q,:“ * ET(D— * dé@] d4d =0 2.21)
0
Aq

Dodajemy teraz do siebie stronami zaleznoéci (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) wsta-
wiajac w nich zamiast tensora odksztalcenia gradienty przemieszczen (2.9). Wykorzystu-
jac symetri¢ tensordw Ejj, ¢i;, Dij, Kij, Kij mozemy po redukcji wyrazéw podobnych
wylaczy¢ znak wariacji przed wyrazenie okrelajace otrzymang sumeg. WyraZenie to jes!
poszukiwanym funkcjonatem termodyfuzji lepkosprezystej

1

FIU, C, 6] = f[z

4

E[ﬂ“ * dUk.l * dUl’J—(p“ * dUl,j * d@— %n * dc* dC+

1 1
_— -E—m * d@ * dQ_‘Kij(E—d}kl* ¢DI‘ *dUk,U*dUp.rl_ékl*l*dUk,lJ*d@.i-i_

1
+ Dy xnxdU,, ;%dC + 71*l*d@,,*d@,,-l*n*d@,J*dC,+

1 ~
+ 5w nedC ;% dC, i+ Co(®yy % AU, ;— 1 % dO+1n  dC) +0So H(1) x dO+  (2.22)
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(2.22)
[cd.]

+ &2 W H() + dO 41y (B + AU, — 15 dO +nwdC)— T, Ku g
T, 2 To

w0, oF v avifav— [ 1oy vavyaa- [ twr-v)«aprgaas
Az Ay

H(t

- {[q,’f* T( ) *d@]dA— f [k (D« dU; j— 1 +dO+n + dC)]d 4.
Ay ° Aj

Nalezy zwréci¢ uwage, ze funkcjonal powyiszy otrzymany zostal przy zalozeniu, Ze

potencjat chemiczny okreslony jest rownaniem konstytutywnym (2.3), a zwigzki geome-

tryczne dane sa réwnaniem (2.9). Zbudowany funkcjonal wykorzystany bedzie dalej do

rozwiazania pewnego zadania poczatkowo — brzegowego sprzezonej termodyfuzji.

3. Zastosowanie — o pewnym zadaniu sprzezomej termodyfuzji w warstwie

Sformulujemy teraz zasadniczy w calej pracy PROBLEM: Nalezy wyznaczyé pola
temperatury, koncentracji i przemieszczen, a w dalszej kolejnosdei odksztalcen i naprezen
w warstwie zdeterminowane przez zadane na brzegach wartosci temperatury i koncentracii,
oraz okresli¢c wplyw wzajemnych sprz¢zen miedzy rozpatrywanymi polami na ich rozkiad.

Rozpatrzmy wigc warstwe o grubosci A, w ktérej wystepuje pole temperatury &, kon-
centracji C i przemieszczen U;. Zakladamy, ze zagadnienie przez nas rozpatrywane jest
jednowymiarowe, tzn. wszystkie pola zaleza od jednej zmiennej przesirzennej x;, oraz
7e $rodek jest izotropowy, brak w nim zrédet ciepla i masy oraz sit masowych (rys. 2).

@ HIY

Cy HIB

_h et b
3 I

Rys. 2. Warstwa z polem temperatury, koncentracji i przemieszczenia

Przyjmujemy nastepujace warunki brzegowe pierwszego rodzaju

@(i%,t} = O, H(t), C(—_I—%,t) = C,H(?), 3.1

natomiast za warunki poczatkowe przyjmujemy warto$¢ entropii i koncentracji na calej
grubosci warstwy réwne zero

C(x3,0) = Co =0, 0S5(x3,0) = gSo = 0. (3.2)
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Wtedy funkcjonat (2.22) dla sprzezonych pdl temperatury, koncentracji i przemieszczenia

przyjmie postac
hi2

FO, C, Us] = r [;— Es333 % dUs 3% dUy 53— @33 % dUs, 3 % dO+

~ip
1 1 K’
-5 dC + dC — o d® x dO — —2—(2333 # Day ok dU; 33 % dU5, 33+
—K'@y3 % 1% dUs 335 dO, 3+ K'Py3+nxdUs 33 %dC 5+ (3.3)
_fg_/*/*d@_s $dO s+ K'Txn+dO 5% dC 5+

K’ KH(t
._-—2—n*n*dc‘3*(lc'3'—“ 21_2))

%6 3% dO 3]c[x3.

Powyzsze zadanie poczatkowo-brzegowe rozwigzemy zmodyfikowang metoda bezposred-
nig Ritza [30]. Przyjmujemy do rozwiazania nastepujace funkcje bazy
— dla koncentracji:

n(2k—1) n(2k=1) . w(2k-1)

Silxs) = cos *’T’“xﬁ S, a(x3) = — TTp Sm—*;} X3, (3.9
— dla temperatury:
2k—1 - —1
se) = cos TN g ey = = TR PORED
1 h h
— dla przemieszczenia:
. 2k—1 — -
Up(x3) = smeg; 1y, 3(x31) = m(2k—1) * €08 72k —1) X3,
h ’ h h
(3.6)
n?(2k—-1)* . #w(2k—1)
Uy, 33(X3) = — B sin 7 X3,

Wartosci funkcjonatu (3.3) bedziemy poszukiwali na kombinacjach liniowych majacych
postaé:

n

O"(x3, 1) = go(1)+ Zak(’)gk(xa), (3.1
k=1
C'(x3, 1) = fo)+ D, buld)fulxs), (33)
k=1
US(es, 1) = uo()+ D, cu(t)u(xa), (39)
gdzie: -
go(t) = 6, H(1), (3.10)
Jo(t) = C,H(t), (3.11)

ug(t) = 1—1—:“[(% Cot+orOp) H(t)x3] = U, H(t) x5. (3.12)
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Funkcje go,fo 1 Uo Spelniajg niejednorodue, natomiast funkcje g, fi i ux — jednorodne
warunki brzegowe; a.(f), b(f) i ¢, (¢) sa tutaj poszukiwanymi funkcjami czasu.

Dzieki zastosowaniu zmodyfikowanej metody bezposredniej Ritza zadanie szukania
ekstremum funkcjonatu & [0, C", U%] sprowadzito si¢ do zadania poszukiwania ekstre-
mum funkcji, ktérej argumentami sa poszukiwane funkcje czasu a.(z), be(r) i ck(2).
Warunek istnienia ekstremum tej funkcji prowadzi do nastepujacych réwnan Eulera-

-Lagrange’a

m2QRk—-1)* _, 2(2/C ) h
__‘_2I'1 Kl*l*dak—_ 2IT KH([)*a,\——z—nl*dﬂk‘f‘ (313)

2 _1\2
= (212ch D ks mn s O n(2/c

B (__1)k+12/1
T ak—-1)
7?2k —1)? n2(2k—1)*

"’ 7 l
T K'l«xn % da,— Y K'nxnxdb,— S n ® b, —

m*(2k—1)°

AT - K'p3a » I x dey, =

@33 E de+

(@33 * dU,+m + dO,) H(1),

Pk=1)° . (=1
—T—K¢33*n*d6k = m Zhﬂ*(ZCbH([), (3.14)

w(k—1) 7*(2k—1)°

. 3
_M_K'@ * | x da,— — g Va3 day, — "")_/—Z_Kl@sa*”*dbk"'

2h?

?(2k 1) w2k —1)*

TTThR Ej333 # dog— ——5_]13_]{"—2533 # Dyy * dey = 2(— IF*t.

(@33 # dOy— Eaaas + dU,) H(1). (3.15)
Wystepujace w zadaniu funkcje materiatowe /, m, n przyjmujemy za stale w czasie:
I(6) = lH(t), m@)=mH@), n{)=nH(@), (3.16)
-oraz zgodnie z [6, 13,17, 18, 24]:

1

5 3
Ej333 = - G(t), P33 = < drFBiz3z = TQTG(I)>

U’l‘\]

K
D= K 3.17
TS Ty p n ( )

Natomiast z analizy funkcjonatu danego zaleznoscia (3.3) badZ ukladu réwnan (3.13)+

+(3.15) wynika kilka funkecji sprzegajacych pola termiczne, dyfuzyjne i mechaniczne,

ktére po uwzglednieniu (3.16) i (3.17) mozna przedstawi¢ w postaci wspotczynnikow:

1° wspétczynnik sprzegajacy pole mechaniczne z cieplnym zwigzanym z przeptywem
ciepla

3 (3.18)
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2° wspblczynnik sprzegajacy pole mechaniczne z cieplnym zwigzanym z przeplywem
masy

3 .
Hep = —2—-K'/ozc, (3.19)
3° wspodtczynnik sprzegajacy pole mechaniczne z dyfuzyjnym
3
Hy = _"'Dcdc) (320)
2
4° wspolczynnik sprzegajacy pole cieplne z dyfuzyjnym
s, = D.l. (3.21)

Wyznaczanie pola temperatury, koncentracji 1 przemieszczenia w warstwie sprezystej.
Dla ciala sprezystego funkcja relaksacji jest stala w czasie:

G(t) = EH(1), (3.22)

a jej transformata Laplace’a ma postaé:
— 1
G(p) = E?, (3.23)

gdzie p jest parametrem transformacji. Dokonujac na ukladzie réwnan (3.13)=+ (3.15)
transformacji Laplace’a i uwzgledniajac zaleZznosci (3.16)+(3.23) obliczamy wartosci
poszukiwanych funkcji w przestrzeni obrazu. Dokonujac nastgpnie retransformacji Lapla-
ce’a po wstawieniu do (3.7)+(3.12) otrzymujemy poszukiwane wielkosci polowe @",
c" U3

n

4 2k—1
O (x3,1) = @,,[H(z)+?2 a,(t)cos it 7 —) x3], (3.249)
k=1
4 O 2%—1
C'(x3,1) = C,,[H(t)+—9_;_J bk(t)cosﬂ 7 ) x3], (3.25)
k=1
Y ] 2 —
Ul(xs, 1) = U,,[H(z)xﬁ%)u ck(t)sml(%l—)—h], (3.26)
k=1
gdzie:
I ph+pud +4 PouADad, + 4
a(t) = A 1k T P1rAy 2 eputy 2k T D2 A,y 2
* I. (Prx=P21) (Pric—P31) (P2k— P11 (P2 —P31)
Pix+psdi+4, ]
-ePad g epakt | 3.2
(P3k—P1e) (P3x—P2x) ( 7
T+puB+B Dai+Ppa B+ B
b(t) = B[ PikTP1x Dy 2 _aput g 2k TP By T Bs
* (Pre—P2x) (Prx—Pas) (P2—P1x) (P2—P31)
P3x+pa B+ B; ]
.ePaf | epand | 3.28
Pax—P1) (P3x—P2x) ( )
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= Pl +pC +C, Pi+p2C+Cs

4 ([) = C eplkf .
% L (Pre—P20) (P13~ P3i) (Por—D1x) (ka—I?sk)
P§k+P3kC1+C2 ]
sePakl NZIT
(P3x—Pux) (Pak—P2x) (3.29)

Wystepujace w zaleznosciach (3.27)=-(3.29) wielkosci A4, A,, 4,, 45, B, B,, B,, B;, C,
C,, C, C3safunkcjamistatych materiatowych oraz wspétczynnikéw sprzegajacych (3.18+
+(3.21). Natomiast wielkosci py, (i = 1, 2, 3) sa pierwiastkami rownania trzeciego stop-
nia, ktore rozwiazano metoda Cardana.

Pole odksztalcen otrzymamy z zaleinosci na tensor odksztalcenia Cauchy’ego (2.9),
a pole naprezen z rownania tworzacego na tensor naprezenia (2.1). Po rachunkach i prze-
ksztalceniach otrzymujemy '

2k =1) xa], (3.30)

e33(x3, 1) = U,,[H(t)-}- —:Z 2k —=1) ¢ (t)cos =2 A
k=1

E
01 (635 1) = 0a(x3, 1) = 55 {*1"3’; £33 (xs, 1) — [t C"(x3, 1) +trO" (x5, f)]}, (3.3D

ohs(x5,1) =0, (3.32)

gdzie wystepujace w (3.30) i (3.31) wielkosci dane sa odpowiednio zaleznosciami (3.29)
oraz (3.24) i (3.25), natomiast » jest wspoiczynnikiem Poissona.

4. Realizacja numeryczna i zestawienie wynikow

W oparciu o przedstawione rozwigzanie analityczne opracowano program na EMC
- ODRA 1204 w jezyku Algol 60. Do przeprowadzenia obliczesi wykorzystano nastgpujace
warto$ci odpowiednich wspétczynnikéw (po sprowadzeniu do jednostek SI):
— wspdlczynniki dyfuzji D, [12, 25, 26] 1 przewodnosci ciepinej Dy[7, 16]

D, = 6-10"[m?/h], Dy =4-10"% [m?/h], “4.n
— wspdlezynniki materialowe m [7, 16] », I [27, 28] '
m = 7862,5 [J/m*K?], n = 34,2 [J/m%kg?], (4.2)

I = 13054 [J/kgK],
—— wspdlczynniki rozszerzalnosci cieplnej a[7, 16} i dyfuzyjnej o, [12, 15]
dr = 4,7-107[1/K], o = 1,25+ 1075 [m®/kg], “.3)
— modul sprezystoscei podtuznej E [16] i wspéiczynnik Poissona v [15]

1

?[—], 4.4

E =2-10" [Pa], »=

— warunki brzegowe [7, 15]
0, = 400 [K], C, =108 [kg/m®. (4.5
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Wyniki numeryczne przedstawiono w postaci graficznej na rysunkach 3-+15. Majae
na uwadze ograniczons objeto$é pracy zilustrowano tu tylko najistotniejsze z nich. Ze wzgle-
du na symetrie zadania (rys. 2) na wykresach przedstawiono jedynie wyniki przebiegu
proceséow dla polowy rozpatrywanej warstwy. Aby umozliwié lepsza analize ilosciowa
prezentowanych wynikow wprowadzono nastgpujace zmienne bezwymiarowe
X5 e C o

= (Z)=@‘;: C=¢ 7= 4> (4.6)
przy czym dla temperatury i koncentracji poziomem odniesienia sa zadane wartodci
temperatury i koncentracji na brzegach, natomiast dla naprezen poziom ustalonych napre-
zen osigganych w rozpatrywanym procesie.

W trakcie analizy prezentowanych wykreséw korzysta¢ nalezy z wprowadzonych
wspdlczynnikow sprzegajgcych (3.18)= (3.21). Kazdy z nich w zaleznosci od rozpatrywa-
nego zadania przybiera¢ moze bowiem warto$¢ réwna lub rézng od zera. W ten sposob
zadanie ogolne w sposob naturalny dzieli sig¢ na szesnascie elementarnych przypadkow.
I tak np. zadaniu zupetnie rozprzezonemu odpowiada przypadek x, = xy = 3.5 = #,,
= 0, natomiast zadaniu w ktorym wystepuje petne sprzgzenie rozpatrywanych pol — przy-
padek s, # sy # %oy F %y # 0.

Brak pelnego kompletu danych dla innych technologii sprawit, ze przyjeto beton
jako rozpatrywany osrodek. Nalezy jednak pamigtaé, ze w toku rozwiazania postawionego
problemu poczatkowo-brzegowego poczyniliSmy szereg zalozen upraszczajacych, z kté-
rych najistotniejsze to pominigcie zrddet ciepta i masy, oraz przyjecie stalych {usrednio-
nych) funkcji materialowych okreslajacych wilasnosci fizyczne betonu. Okazuje sie, Ze
w sytuacjach, gdy zmiany temperatury i koncentracji wywolane reakcjami hydratacji
sa male w poréwnaniu ze zmianami tych wielkoéci spowodowanymi przeptywami ciepla
i masy, to zaniedbanie Zrodet ciepta i masy jest uzasadnione. Przyjecie takiego uproszcze-
nia jest na podstawie analizy prac [25, 26, 28] obszernie uzasadnione w pracy [6]. W tejZe
pracy [6] autor w oparciu o badania Malininy [28]i wyniki prezentowane przez Aleksan-
drowskiego [25] uzasadnia. przyjecie statych (usrednionych) wartoéci wspolczynnikow

09
08|
07 e
0.6~ 10
0.5 OB—RE" o
~—

0.4 062 ¢
Q.3 ol o
0,2} e
01 7 02~ 2

L] } 1 L

0.2 03 0z €l 00

Rys. 3. Rozklad temperatury w warstwic dla Rys. 4. Rozklad koncentracji w warstwie dla
przypadku: przypadku: ’

Hy = My = Heqg = ey =0 Hy = HY = Ky = Koy = 0
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Rys. 5. Rozklad koncentracji w warstwie sprezystej dla przypadku:
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Rys. 6. Rozklad wielkosci polowych w warstwie sprezystej przy wartosci & = 0,1 dla przypadku:

xy, # 05

#r # 0; Kep F
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Rys. 7. Rozklad napreien w warstwie sprezystej

dla przypadku:

Hy = Hp = Moy = Hey = 0
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Rys. 9. Rozklad naprezenn w warstwie sprezystej  Rys. 10. Rozklad naprezen w warstwie sprezystej
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Rys. 11. Rozkiad naprezen w warstwie dla czasu t = 8h
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Rys. 12. Rozklad naprezefh w warstwie sprezystej dla czasu t = 720h
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Rys. 13. Warstwa sprezysta
Rozkiad naprezen w czasie dla przypadku:
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Rys. 14, Warstwa sprezysta. Rozklad naprezen w czasie dla przypadku:
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Rys. 15. Warstwa spregzysta. Rozklad naprgzen w czasie dla & = 0,3
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dyfuzji i termodyfuzji. Kolejnym mankamentem prezentowanego rozwiazania jest fakt,
se beton — w poczatkowym etapie dojrzewania — wykazuje wlasnosci lepkosprgiyste..
Analizowane w pracy zadanie poczatkowo-brzegowe nalezy wiec traktowaé jako pierwsze
przyblizenie tego zloZzonego problemu.

Ze wzglgdu na ograniczong objgto$¢ pracy nie bedziemy tu przeprowadzali szczegé-
towej analizy otrzymanych wynikéw numerycznych. Warto jednak zaznaczyé, Ze pozostaja
one w dobrej zgodnodci z wynikami innych badaczy problemu. I tak jezeli chodzi o wplyw
sprzezen na rozwdj pola cieplnego, oraz sprz¢Zenia cieplho-dyfuzyjne — z pracami [6,
25, 26, 28], natomiast w zakresie zagadnief sprz¢zenia pola mechanicznego z polem kon-
centracji z praca [24].

Otrzymane wyniki numeryczne w sensie opisanych wczesniej zalozen upraszczajacych
nabierajg znaczenia jako wyniki ilosciowe obrazujace wplyw sprzeZen rozpatrywanych
pol na siebie. Mogg si¢ one okaza¢ pomocne w rozstrzygnieciu dylematu, czy dane zadanie
poczatkowo — brzegowe rozwigzywad jako niesprz¢zone, czy tez analizowaé bardziej
zlozone zadanie sprz¢Zone.

Literatura

. Bao-LiaN Fu, Ob obobs§éennych variacjonnych principach terfnouprugosti, Scienta — Sinica 13, 9, 1964.

M. BeN AMOZ, On a variational theorem in coupled thermoelasticity, J. Appl. Mech. 32, 4, 1965.

. M. A. Biot, Thermoelasticity and irreversible thermodynamics, J. Appl. Phys. 3, 27, 1956.

. M. A. Biot, New thermoelastical reciprocity relations with application to thermal stresses, J. Aero/Space

Sciences 7, 26, 1969.

5. R. M. CHRISTENSEN, Variational and minimum theorems for the linear theory of viscoelasticity, Z. Angew,
Math. Phys. 19, 233, 1968.

6. F. GApA, Sprzgzenie cieplno-dyfuzyjne w cialach lepkosprezystych, dysertacja doktorska, Politechnika
Wroctawska 1983.

7. F. GrupziNsKI, Procesy ciepine w technologii betondw, Warszawa 1976.

8. K. Grysa, R. SzczepaNskl, O plaskim quasi-statycznymn zagadnieniu termodyfuzji dla sprezystego
walca kolowego, Mech. Teoret. i Stos. 2, 17, 1979.

9. M. E. GurTIN, Variational principles in the linear theory of viscoelasticity, Arch. Rat. Mech. Anal.,
13, 179, 1963.

10. M. E. GURTIN, Variational principles for linear elastodynamics, Arch. Rat. Mech. Anal., 17, 1, 1964.

11. G. HeERRMAN, On variational principles in tehermoelasticity and heat conduction, Q. Appl. Math. 2, 21,
1963.

12. 1. KaseerkIEwWICZ, Dyfuzja wilgoci i deformacje skurczowe w betonie, PWN. Warszawa 1972.

13. 1. Xunix, Analogie i podobienstwo w liniowych osrodkach odksztalcalnych, Z. N. Pol. S1. Bud. 38,
Gliwice 1975.

14. R. MoxryYk, Z. OLESIAK, Termodyfuzia w zagadnieniu kontaktu warstwy i pélprzestrzeni sprezystej,
Mech. Teoret. i Stos., 3/4, 20, 1982.

15. A. MrrzeL, Reologia betonu, PWN, Warszawa 1972.

16. A. M. NevILLE, Wlasciwosci betonn, PWN, Warszawa 1977.

17. W. Nowacki, Certain problems of thermodiffusion in solids, A. M. S. 23, 6, 1971.

18. W. Nowacki, Termodyfuzja w ciele stalym, Mech. Teoret. i Stos. 2, 13, 1975,

19. R.E. Nickery, J. L. SackMaN, Variational principles for linear coupled thermodelasticity, Q. Appl.
Math.. 1, 26, 1968.

20. W. OLszak, P. PerzYNA, Variational theorems in general viscoelasticity, Ing. Arch. 28, 1959,

21. E.T. ONAT, On a variational principle in linear viscoelasticity, 1. Mech. 1, 135, 1962.

IR

7 Mech. Teoret. i Stos. 3/87



418 M. WROBEL

22. J. N. RepDY, Variational principles for linear coupled dynaniic theory of thermoelasticity, Int. J. Eng.
Science 14, 605, 1976.

23. J. STEFANIAK, J. JANKOWSKI, Plaskie fale harmoniczne i dyfuzia w ciele stalym, Mech. Teoret. i Stos.
18, 3, 1980. : '

24. J. Wyrwar, Wariacyjne ujecie termodyfuzji lepkosprzezystej, dysertacja doktorska, Politechnika
Krakowska 1979.

25. C. B. ANEKCAHIPOBCKUH, Pacuem GemoHHsx 1 0CeAC300€MONNBIX KOHCIMPYKYULL HA memMnepamyprsie
1 gaaxcrocinupte gozdelicneun, Crpoitnsmar 1966.

26. JI. 5SI. Bomocsw, Tenro-u maccosbmer npu mepuoobpabomee Gemonnsx u sweae306emonnsx uzdeau,
Munack 1973.

27. A. B. JIvixos, Teopemuueckue ocrnogwt cmpourestoti gusuru, Muuck 1961,

28. J1. A. Mannuuna, Tennograscrociiran ofpabomra maicenoso Gemora, Mocksa 1977,

29. 4. C. Tlopcreurau, II. P. eBuyk, Bapuayuonnan gopua ypasrenuti mepmoduddysuonnbix npo-
yecos 6 dehopmupyesos meae, Xpuror. Mex. u Mar. 33, 4, 1969.

30. I1I. B. Uoit, Memodu pacvema omdenrstx 3aday mernrosacconeperoca, Mocxsa 1971.

31. P. H. lseu, SI. M. Iacioxk, O sapuayuonnsix meopenax mepsoduddysuu defopuupyemux meeponx
mes, Mar. ®dnr3. 22, 1977.

Peszome

BAPHMAUIMOHHAS $OOPMA TEPMOINDDPY3MOHHLIX ITEPERILIHFIBOB CBA3AHHBIX
C ITIOJIEM HAIIPSDKEHMS

13 paGore nocrpoeHo hyHKIMONAN [JIA 33/ay conpskeHHoN BasKoynpyro# Tepmomud bysuu. Ocro-
BOH IMOCTPOSHIA (QYHKLMOHANA ABJIAIOTCA ypaBreHne 0alaucos, NPOU3BORALLME YPAaBHENUA, YPABHEHH T
TIOTOKOB MAacChI ¥ TEII4, 4 TAK)Ke IPAaHUUHBIE YCITOBHA 33/aUK. 3areMm 06Cy»»IeHo TepMoaudhysHoHHbIE
TEePCINLIBLI CBA3AHHBIE C MEXaHMUECKHUM IIOJAEM B ONHOPOMHOM M30TpPOIIHOM ympyrom cioe. Ilpouece
BBI3bIBAIOT JAHHBIC BEIHUNHbI TEMIIEPATYPLI H KOHECHTPALMI HA KPasgX CJIOs, TaK >Ke KaK IIPOMCXOANUT
B KNAacCHUECKOM Ipollecce sanapupanust Getona. Ilns peiterixa MpoGremMbI HCNONB30BAHO MOCTPOCHHBIN
GYHKUPOHAN ¥ NPHAMEHEHO MOAMMDHIIMPOBaHHbIA HEMOCPEeICTBENHBIA MeTox Purua.

Summary

THE VARIATIONAL FORMULATION OF HEAT AND MASS TRANSFER CONJUGATED
WITH STRESS FIELD

The functional for problems of the coupled viscoelastic thermodifusion is formulated. The basis for
the construction of the functional constitute: balance equations, constitutive equations, mass and heat
flux equations and boundary conditions of the problem. Next the problem of the heat and mass transfer
coupled with the stressfield in a homogenous and isotropic layer is treated. The process is generated
by the values of the temperature and concentration on the boundary like in the classical technological
processes. The solution is based on the formulated functional and on a modified direct Ritz method.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 18 wrzesnia 1985 roku.
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ANALIZA PLASKICH ZAGADNIEN TEORII SPREZYSTOSCI
METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

KAZIMIERZ MYSLECKI

Politechnika Wroclawska

1. Wstep

Metoda elementéw brzegowych w zastosowaniu do plaskich zagadnien teorii spre-
zystosci doczekala sig juz wielu opracowan, z ktérych wymienimy dwa — ogdlne, ksigz-
kowe [I, 2]. Za punkt wyjscia przyjmuje si¢ tam rownania réwnowagi w przemieszczeniach,

W niniejszym opracowaniu przyjeto odmienne podejscie: rozpatruje sie¢ zagadnienie
brzegowe dla funkcji naprezen Airy’ego F. Gdy sily objgtosciowe sa stale woéwcezas otrzy-
muje si¢ jednorodne réwnanie biharmoniczne

A*F = 0. (1.1

W dalszej czgéel opracowania stosuje si¢ zapis wskaznikowy i umowe sumacyjna dla
pary takich samych wskaznikéw. Wskazniki, oznaczone matymi literami lacinskimi,
przebiegajg zbidér {1, 2}.

2. Podstawowe réwnania

Roéwnanie (1.1) zapiszemy w notacji wskaznikowej
Fou;=0. (2.1)
Bedziemy poszukiwaé rozwigzania réownania (2.1) w plaskim obszarze ¥ ograniczonym
krzywa L (rys. 1).
Zakladamy, Zze obcigzenie brzegowe p jest okreslone w kazdym punkcie krzywej L
i ponadto wystepuje stale obciazenie objetosciowe y skierowane przeciwnie do osi x,.
Wowezas naprezenia mozna wyrazié wzorami

0y = enepF i+ 0pxs, (2.2)

gdzie & jest symbolem permutacyjnym, a d;; delta Kroneckera.
Warunki rownowagi na brzegu przyjma teraz postac

(8”‘ ele'k[‘}‘au'yxl)'Vj = P;. (2.3)

i
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Rys. 1.
Oznaczmy:
0.91 = euenFu,
0 2.4)
Pi = Pi—ViYXa,
i przepiszmy (2.3) w postaci
ol = pi. (2.5)

Warunki (2.5) sg identyczne jak dla zagaduienia bez sit objetosciowych i mozna je
wykorzystaé do wyprowadzsnia warunkéw brzegowych dla réwnania (2.1) [3]:

OF e

FY Q) = j(Q)Eupf pi(RydL.,

0 (2.6)

FQ = ¢ | (xai—xr)pf(R)L, P,Q,ReL.
P

P jest dowolnym lecz ustalonym punktem krzywej L.
Po prawej stronie rownosci (2.6) mamy znane funkcje punktu Q € L. Oznaczmy je
przez h i g:

oF

W = h, F 8. (2.7)

Problem brzegowy (2.1) i (2.7) bedzie przedmiotem dalszych rozwazan.

3. Brzegowe réwnania calkowe

Wraz z problemem brzegowym (2.1) i (2.7) wezmiemy pod uwage dwa réwnania rdz-
niczkowe

Fouy=0(4,B), 4,BeV, 3.1)
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« _ 00(4,B)
0= G
gdzie 0(A, B) jest delta Diraca, a u kierunkiem wzdiuz wektora p w obszarze V. Zapis
8(A, B) nalezy rozumie¢ jako 0(x,, —xy;, X42—Xp,) itp.

Rozwigzaniami szczegdlnymi réwnan (3.1) i (3.2) sa funkcje

(3.2)

—_ _ ] > r
F = g;;' In ‘*Z, (33)

r
OF (2111 &--l-l)(r,-,ul)

F* = _W — F'“ul = —-= - §:—n:——————, (34)

W powyzszych wzorach przyjeto oznaczenia

= X 41— Xpi,

R 3.5
r=Vrr (33)

L 2
a— dowolna stala o wymiarze diugosci.

Roéwnanie (2.1) mnozymy obustronnie, kolejno przez F i F*, a nastepnie calkujemy
po obszarze V. Podobnie postgpujemy z réwnaniami (3.1) i (3.2) mnozac je przez F.
Po dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa

[o. av= [®-vaL (3.6)
v L
i wykorzystaniu wlasnoéci funkcji 4, otrzymujemy cztery tozsamosci

f (F,uF,p;—FF,)dL = fF.IiF._jjan 3.7

L y
f (F_“Ff,"l)j"‘F*F’ ”JVJ)[{L = J‘ F’”E*}JdV, (3.8)

L y
wF+ [ (FuF—FF.up)dl = [ FuFadv, (3.9)

L 14
d g+ [ EE = FERp)aL = [FuFsay. (3.10)
vV

Poréwnujac stronami rownosei (3.7) 1 (3.9) oraz (3.8) i (3.10) znajdziemy
[ MR FA, B+ MR)F,(A, R)dL =
L
— aF(4)+ [ [V(4, RYF(R)+M(A, R)F,(R1dL, ReL, (3.11)
L
[ VR F*4, B+ M(R)F#(4, R)dL =
L

= aF,(A)+ | V*(4, R F(R)+M*(A, R) F(R)dL, (3.12)
L
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gdzie oznaczono:

oF
F,=Fpp=—4",
M= F’“ = AF, (313)
oAF
V=—F,v=— Fo 1tp.

Wspélczynnik o przyjmuje wartosé 1 dla AeV,a0dla A ¢V i d¢L.
Zaleznosé (3.12) przepiszemy w nieco innej postaci wykorzystujac whasnos¢ funkeji y*

[v*4,RydL =0, RelL, (3.14)
L

wynikajaca z réwnania (3.2) po scatkowaniu obustronnym po obszarze V' i wykorzystaniu
twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa

[ R F*(4, B+ MR FF(4, RdL = aF,(4)+
L

+ [ {74, BIFR) ~F(4)]+M*(4, RF,R)}AL. (3.15)
L . . .

Gdy zalozymy, ze A — Q i jednoczeénie u — », z (3.11) i (3.15) otrzymamy dwa brze-
gowe réwnania catkowe dla funkcji M i V:

[ W FlQ, R+ MR F(Q, RIAL = 5 FQ)+

L
+ [ 7@, HFR)+FH(Q, RIF,(RL, (3.16)
L
[ @R F*Q, B+ MR EXQ, RIAL = o Q)+
L
+ [ r*@Q, BIFR) — FQ))+ M*Q, R)F,R)}dL. (3.17)
L

Po prawej stronie réwnaft wystgpuja znane funkcje punktu Q, ktére po wprowadzeniu
warunkow brzegowych majg postaé

HQ) = 5 h@)+ [ (7@, BB + (@, Rg(RIdL, (3.18)
L -

(@ =5 s@+ [ V4@, BB~ K+ M*Q, Rg(R}dL.  (19)
L

Nalezy zaznaczy¢, ze wzory (3.18) i (3.19) sg stuszne jedynie dla gtadkiej czesci brzegu L,
a calki w tych wzorach rozumie si¢ w sensie wartosci gtéwnej Cauchy’ego.

Zanim przejdziemy do wyprowadzenia funkcji H i G dla punktu naroznego podamy
jawna postaé funkcji M, M*, Vi V*
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M@Jn=§%@m§+q,
M*(Q, R) = —;_ﬂjk_”:g@_
(3.20)
PO, R) = — 5 B
V0, R) = 2175 ['Vk(Q)r";k(R) _ 2rkvk(QrZriv,({t_)_‘].
£,
c
w
v &
R A
14
8 o“ '§T'
ot
Rys. 2.

W narozu o rozwartosci w przyjmujemy lokalny ukiad wspélrzednych &,, &, (rys. 2).
W otoczeniu punktu Q funkcje Airy’ego F bedziemy aproksymowaé funkcja liniowg
oparta na wartos’ciz__tch F(Q), dF{dv_ 1 oF|dv, -

1

sinw

(3.21)

Odpowiednie elementy wzoréw (3.20) maja teraz postaé

HR) =
ro=
P =

a same wzory —

(F,,+coswF, )" §1 ——F,,__ £+ F(Q).
WQ) = v = [0, 1],
[cos @, —sing],
—E£-CO8P, r, = &' sing, (3.22)
£, '
SR
V= 2me ’
+.. Sing '
M* = e (3.23)
px sing
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Funkcje H i G dla naroza rdznig si¢ jedynie swobodnymi sktadnikami (nie wystepuja
cymi pod znakiem calki) od tych dla czedci gtadkiej. Otrzymamy je ze wzordw (3.11)
i (3.15). Calkowanie rozbijamy na dwie czgdci: tuk B—C (rys. 2) i pozostala czesé krzy-
wej L. Warto zauwazy¢, ze punkt Q nie nalezy tutaj do obszaru ¥ (x = 0). Po obliczeniu
granicy przy ¢ — 0 otrzymamy swobodny skladnik w funkcji H

w
o F(Q) (3.24)
it w funkcji ¢
1 .
B (wF,_+sinwkF,,). (3.25)
Podobnie znajdziemy swobodny skiadnik w funkcji G dla »(Q) = »,
% (wF,, +sinwF,)). (3.26)

W szczegolnym przypadku, gdy w = 7, wyrazenia (3.24), (3.25) 1 (3.26) odpowiadajg
tym dla brzegu gladkiego (3.18) i (3.19).
W narozu funkcja G, podobnie jak poszukiwana funkcja ¥, jest nieciggla.

4. Rozwiazanie numeryczne i przyklady

Brzeg L dzieli si¢ na elementy prostoliniowe i zaklada sig stala warto$é wszystkich
funkcji okreélonych na L w obrebie jednego elementu. Punkt wezlowy umieszcza sig
w $rodku elementu. Taka aproksymacja, cho¢ najprostsza z mozliwych i wymagajaca
gestszego podziatu, posiada wiele zalet: wszystkie punkty weztowe leza na gladkiej krzywe;j
(odcinku prostoliniowym), unika si¢ ucigzliwego numerycznie obliczania wartosci giow-
nych osobliwych catek gdyz na odpowiednich odcinkach wyrazenia podcatkowe zawie-
rajace ¥, M* i V* znikaja.

Naprezenia w obszarze V oblicza sie ze wzordw (2.2) aproksymujac pochodne réznicami
skoficzonymi opartymi na schemacie sze§ciopunktowym (rys. 3). Ze wzgledu na przyjete

Fa Y

Rys. 3.

aproksymacje niemozliwe jest obliczanie naprezen w bliskim sasiedztwie brzegu. Na pod-
stawie testow numerycznych jako oszacowanie minimalnej odleglosci od brzegu uzyskano
dlugo$¢ najblizszego elementu.

Analize¢ numeryczna przeprowadzono dla dwoch przyktadéw o znanym rozwigzaniu
analitycznym.

W pierwszym przykladzie rozwiazano kwadratowa tarczg obcigzong ciezarem wiasnym
y 1 sitami brzegowymi o rozkiadzie jak na rysunku 4, Kazdy bok kwadratu zostat podzie-
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lony na dziesie¢ elementéw o stalej diugosci a. Otrzymane wartoSci naprezen wzdiuz
pionowej linii odleglej o 2e od lewego boku pokazano na rys. 5.

Drugi przyklad dotyczy kotowej tarczy obcigZonej dwoma sitami skupionymi (rys. 6).
Zastosowano tutaj 38 elementéw o stalej dlugosci. Kazda z sit skupionych roztoZzono na
dhugodci jednego elementu. Na rysunku 7 przedstawiono rozklad naprezen wzdtuz piono-
Wwego promienia.

5. Uwagi koicowe

Na podstawie wzordow (2.6) funkcjom /i g mozna nadaé interpretacje odpowiednio:
sity osiowej i momentu zginajacego w pewnym fikcyjnym precie o osi w ksztalcie krzywej
brzegowej. Pret taki jest przecigty w punkeie P 1 oczywiscie statycznie wyznaczalny.
Wybdér punktu P, jak wspomniano wyzej, jest dowolny i ma jedynie wplyw na liniowa
czes¢ funkcji naprezen. Rozklad sit wewngtrznych w tym precie jest doéé nieréwnomierny:
najwicksze sity wewnetrzne, na ogol, wystepuja w oddaleniu od punktu przecigcia. Taka
sytuacja, wobec przyjetej w pracy aproksymacji funkcji na brzegu, powoduje nagroma-
dzenie si¢ bledéw aproksymacji w niektérych obszarach. Aby tego unikngé obliczano
funkcje & i g jako site osiowyg i moment zginajacy w zamknigtym, statycznie niewyzna-
czalnym pregcie. Uzyskano w ten sposob bardziej réwnomierne roztozenie bledéw aprok-
symacji funkeji # 1 g (i w konsekwencji calego problemu).

W obu przedstawionych przykiadach numerycznych btad w oszacowaniu dominujgcych
naprezenn nie przekracza kilku procent, co potwierdza, nawet przy prostych funkcjach
aproksymujacych i stosunkowo rzadkiej dyskretyzacji, skuteczno$é metody elementéw
brzegowych przy rozwiazywaniu tego typu zagadnien.
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Peswome

AHAJTIN3 IBYMEPHEIX 3AHAY TEOPUU VIIPYTOCTH METOINOM IPAHUYHEBIX
3JIEMEHTOB

Tparmunas sapaya wist Gy HanpsyKeHud DpH CBENach K CXEME NBYX TPAHMUHBIX HHTETpallh-
HEIX YPaBHEHHMII, KOTOpbIE PEIIAIOTCA WHCHEHHO IPUMEHSsT METON TPaHMUHBIX SJIEMEHTOB. IIpmHpma-
I0TCH BO BHIIMAHIIE IIOCTOSHHBIC 0ObEMHEEIE CHiTbl. ITogpobHO IpoaHaMMSHPOBAHO BHJ YPaBHEHHHA B YIIIY.
JaHBI pelIeHHN MBYX UHCIEHHLIX MPHMEPOB, KOTOPHIE CPABHEHBL ¢ AHANHTHUECKHMH DELUCHHAMM.
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Summary
ANALYSIS OF PLANE PROBLEMS OF ELASTICITY BY BOUNDARY ELEMENT METHOD
The boundary value problem for Airy stress function is reduced to a system of two boundary integral

equations. The equations are solved by the boundary element method. Constant body forces are considered.
The form of the equations at a corner is analysied in detail. Two numeric examples are given and compared

with analitical ones.

Praca wplynela do Redakcji dnia 10 marca 1986 roku.
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1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych problemoéw syntezy uktadu stabilizacji samolotu jest problem
identyfikacji, ktorego zadaniem jest otrzymanie niezbednych informacji o charakterysty-
kach statycznych i dynamicznych samolotu. Problem ten posiada szczegdlnie istotne
znaczenie w przypadku samolotu naddzwigkowego, gdzie informacje o aktualnych zmia-
nach jego parametréw musza byé ciagle w czasie lotukorygowane. Identyfikacja obiektow
niestacjonarnych — a takim jest samolot — sprowadza si¢ gléwnie do zalozenia quasi-
stacjonarnodci w pewnym dopuszczalnym przedziale czasu AT i na znalezieniu takiego
algorytmu identyfikacji, ktérego czas procesu przejsciowego jest mniejszy od czasu AT.

W niniejszym artykule do syntezy algorytméw identyfikacji parametréw modelu ma-
tematycznego samolotu w kanale podhuznym zastosowano metodg najmniejszych kwa-
dratéw. Metoda ta wykazuje w tym przypadku wiele istotnych zalet, w tym: otrzymanie
algorytmu identyfikacji w postaci uktadu réwnan normalnych lub w postaci rekurencyj-
nej — prostej i wygodnej do obliczen numerycznych, mozliwo$¢ uwzglednienia szumoéw
pomiarowych lub zakiécen dziatajacych na samolot, wysoka zbiezno$§¢ i dokladnosc
identyfikacji parametréw modelu matematycznego. Poniewaz przedstawione algorytmy
pozwalajg identyfikowaé parametry dyskretnego modelu matematycznego samolotu,
w pracy przedstawiono takze problem okreflania parametréw cigglego modelu matema-
tycznego na podstawie modelu dyskretnego.

2. Model matematyczny samolotu

W wielu praktycznych zastosowaniach, np. w przypadku stabilizacji uktadu pilotazu
recznego samolotu w kanale podhuznym, istotne znaczenie ma ruch krétkookresowy.
Wynika to z faktu, Ze pierwsza reakcja na wychylenie steru wysokosci jest zmiana kata
natarcia, podczas gdy zmiana predkoéci lotu zachodzi znacznie pédiniej.
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Liniowy model matematyczny krdtkookresowego ruchu podiuznego samolotu, dla
ustalonego lotu poziomego, ma postaé [2]:

9 = &+ Pya+Ps0+P,
& = M, a+M-Zx+M.515+Md6+MW 1)

"= E) 3 )
gdzie: « — kat natarcia; & — kat pochylenia; 8 — wychylenie steru; n — przy$pieszenie
normalne; ¥V — predkosé lotu; g — przyspieszenie ziemskie; P,, Ps, My, My, M;, M;—
wspdlczynniki zalezne od geometrii, kinematyki 1 parametréw lotu; P, M, — zaklo-
cenia dzialajace na samolot. )
Z réwnaf (1) otrzymano transmitancje wiazace sygnaty wyjsciowe & i n z wejSciowym
sygnalem sterujacym 6 dla P, = 0 oraz M,, = 0, ktére maja postaé:

ds)  Ki(1+Tys)

Gi) = 55y To 2k To 41 | @
_ ) _ K(-Tis)
G =56y = T 2eTs+ L ®
gdzie:
£= M,9+P + M T - Mé_MoZPd_
2V Mut MyPy 1 MsPo—MPs
r— 1 I/
VMot M5 Ps M;P, +M 2
. M;P,—M,P,
X =1, +M; P, K=K 735 57,3g

Wspdlczynniki transmitancji (2) 1 (3) sa zmienne i zalezne od predkosci V oraz wysokodci
H lotu; ogdélnie stwierdza sig, Ze -$3 funkcja czasu.

Uktad réwnan (1) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

:X"(t) = Ac:’ﬁ(t)'i'Bca(t)'i' We (4)
przy czym:
: x(1) = [x,(2), %) = [D(8), (D)™ _
—'Mé_M& _Ma+M&Pa Md_M&Pd Mw_'Mo'sz
‘AC = 3 'BC = ' 3 WC = -
1 —Pu Po Pw

Réwniez w tym przypadku parametry modelu (4), tj. macierze 4., B, i W, s funkcjami
czasu. '

3. Algorytmy identyfikacji

~ Samolot jest obiektem, ktérego wlasciwosci statyczne i dynamiczne zmieniajg sig
w czasie lotu, na ogét jednak zmiany sa powolne. Z tych tez wzgledéw dopuszczalne jest
zalozenie, Ze istnieje przedzial czasu AT, w ktérym parametry modelu matematycznego
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(2 lub 4) nie ulegaja istotnym zmianom. Do identyfikacji parametréw modelu mate-
matycznego nalezy wowczas zastosowaé metode, ktérej proces przejsciowy nie bedzie
dtuzszy niz AT. Tak postawiony problem rozwigzany zostanie przy pomocy metody
pajmniejszych kwadratow, ktorej algorytmy cechuja sig wysoka zbieznoscig i doktadnoscia
identyfikacji. ’

W warunkach quasistacjonarnoéci, dyskretna postaé réwnania (4) okreslona jest:
nastepujaco :
x(k+1) = Ax(k)+Bo(k)+ W (5)
gdzie:

A = exp(4.T)

B = A;'(exp(4,T)—I) B,

W = A7' (exp(4. T)—- W,
W przypadku malej wartosci okresu impulsowania 7" mozna ograniczyé si¢ do przybli~
senia liniowego rozwinigcia macierzy exp(4.T) w szereg potegowy i wdczas

A=T+AT
B=BT (6)
W=W.T

Identyfikacje parametréow modelu matematycznego (5) mozna przeprowadzi¢ w opar-
ciu o pomiar 8(k) i 9(k) lub w oparciu o pomiar 8(k) oraz x(k).

W metodzie bazujacej na pomiarze skalarnych sygnatow (tj. 6(k) i 9(k)) konieczne:
jest przedstawienie modelu (5) w postaci kanonicznej Frobeniusa. Dla kwadratowego:
wskaznika jakosci algorytm identyfikacji ma postac:

$k) = Pl — 1)+ P(k) GT (k) QR) [B(R)— G(R) (ke — 1)) , o
P(k) = P(k—1)—P(k—1)GT(k)[Q~* (k) + G(k) P(k— 1) GT (k)] *G(k) P(k—1)

gdzie: @(k) — estymator macierzy parametréw g,

(p = [a17 (12, cli 62]’
Gk) = [Fk—1), S(k—2), 8(k—1), (k=27
Q(k) — wsp6lczynnik wagi.

Identyfikowane elementy macierzy ¢ powiazane sa z elementami macierzy stanu A i ma~
cierzy sterowania B modelu (5) zalezno$ciami:

Gy = 013083, —01Gy2, 062 = 61+ 0y _
¢ =by, ¢, = by(@ —a12—a22) TD28,2

®)

Algorytm (7), uzupetniony warunkami poczatkowymi @(0) i P(0), pozwala okreslié war-
tosci parametréw réwnania (5) z minimalnym S$redniokwadratowym bledem, spowodo-
wanym szumami pomiarowymi i zakloceniami dziatajacymi na samolot. Algorytm ten
posiada dobra zbieznoéé i dokladnosé identyfikacji, jesli parametry identyfikowanego
obiektu w czasie trwania procesu identyfikacji sa stale lub niewiele zmieniajace sig. Jesli
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natomiast zmieniajg si¢ — algorytm ten traci zbiezno$¢. Wowczas lepsze wyniki uzyskuje
si¢ stosujac nastepujacy algorytm:
(k) = §(k—1)+P(k)G" (k) Q(k) [(k) ~ G (k) § (k ~1)] .
P(k) = R(k)— R(k)GT(K)[Q ' (k) + G(k) R(k) G ()] ' G (k) R(k) . ®

przy czym najezesciej przyjmuje si¢ R(k) = yl, gdzie I jest macierza jednostkowy a y
wspolczynnikiem o duzej wartosci (rzedu 10°+10°). Zbieznos¢ tego algorytmu mozna
dodatkowo poprawi¢ dobierajac eksperymentalnie cigg wartodci wspdiczynnikéw wagi
(k). o
W przypadku, gdy niestacjonarnoé¢ identyfikowanych parametréw jest silna, algorytmy
rekurencyjne najczeéciej sa rozbiezne. Lepsze wyniki osigga si¢ stosujac tzw, uklad réwnan
normalnych. Niech 47T bedzie przedziater czasu, w ktérym parametry obiektu nie ulegaja
istotnym zmianom. Dla tcgo przedzialu estymator identyfikowanych parametrow, uzyskany
metodg najmnicjszych kwadratéw ma postaé
§ = [C"WN) G~ GT(N) (V) (10)
gdzie: ‘
G(N) = [GT(1)|GT(D), ... |[G" )"
YN) = [B(1), B2, ..., HN)]
Idea tej metody polega na tym, ze w kazdym przedziale czasu 4T nalezy dokonaé¢ N pomia~
row sygnatu wejsciowego (k) i wyjsciowego 79(k) w chwilach dyskretnych k, przy czym
N > 4, a nastgpnie przetwarzaé je zgodnie z zalezno$cia (10). Najczgsciej réwnania (10)
rozwiazuje si¢ w oparciu o dekompozycje macierzy, np. metoda ortogonalizacji [Househol-
dera lub metoda SVD. Zwickszenie iloéci pomiaréw N ma duze znaczenie w przypadku
-dziatania na uklad zakldeen i szuméw pomiarowych. Wplyw wymienionych zjawisk na
.doktadno$¢ identyfikacji mozna zmniejszy¢ stosujac odpowiednia filtracje.
Tdentyfikacji parametrow modelu matematycznego samolotu mozna takze dokonaé

poprzez pomiar sygnalu wejsciowego 0(k) oraz wektora stanu x(k). Woéwcezas algorytm
identyfikacji ma postaé:
P = T (k—=1)+ P () S) Q (k) [x™ (k) — ST () 7 (e — 1]
P(k) = P(k—1)—P(k—1)SK)[Q 1K)+ ST(k) P(k— 1) S ST(k) P(k—1) (n
przy czym:
_ _ | x(k=1)
v =1[4B], Sk)= [ B‘“(k—_‘l)—]
Réwniez w tym przypadku macierz kowariancji P(k— 1) mozna zastapi¢ macierzg R(k),
analogicznie jak w algorytmie (9). Zaleta algorytmu (11) jest wyzsza, niz algorytmu (9),
_zbiezno$¢ i doktadno$¢ identyfikacji, wada -— konieczno$é pomiaru kata pochylenia
-é(k) 1 kata natarcia a(k). Gdy zmiany parametréw sg szybkie, zamiast algorytmu reku-
-rencyjnego (11) nalezy zastosowaé uklad réwnarn normalnych, wynikajacych z metody
.najmniejszych kwadratéw.
W wielu przypadkach zachodzi konieczno$é okreslania parametréw ciaglego modelu
.matematycznego. Ciagly model matematyczny obiektu mozna uzyskaé jako przypadek
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graniczny modelu dyskretnego, przyjmujac, e okres impulsowania Tdazy do zera. Wéw-
czas macierze A, 1 B, réwnania (4) mozna okresli¢ z zaleznosci (6)

A, = (A-DT"!
B, = BT™! - , (12)
Jezeli okres impulsowania T ma duza wartoé¢, czlony wyZszego rzedu rozwinigci_é macierzy
exp(d. T) majg duzy wpltyw na 4 (nie sa jeszcze bliskie zern) i zaleznosci (12) nie mozna
stosowaé, gdyz blad obliczenia macierzy 4. i B, jest zbyt duzy. Réwniez bardzo mala
warto$§¢ T nie jest wskazana, przy stosowaniu tych zaleznoéci, gdyz bilad identyfikaciji
parametréw modelu dyskretnego silnie przenosi si¢ na wartosci parametréw modelu
ciagtego.
Macierze A, i B, okreslic mozna ze stosunkowo matym bledem, korzystajac z réownan
(5 i tak:
1

Ac = —T‘IIIA

[exp(AcT) _'[]—IA::B

Zasadnicza trudno$¢ sprawia tu obliczenie macierzy 4.. Jesli wartosci wlasne A; macierzy
A spelniaja warunek

B, (13)

If

[L=1l<1 j=1,2 (14)

to stuszna jest zalezno$¢

S‘ (=D~ 1(A D' (15)

Dla uktadéw stabilnychi 4; > 0 warunek (14) jest zawsze spelniony. Macierz B, wyznaczy¢
mozna z zaleznos$ci (13), uprzednio okreslajae macnerz exp(A4.T), lub tez z zaleZznosci
przyblizonej

_ [_57 A 4.B (16)
k=’0

4. Badania symulacyjne algorytméw identyfikacji

Przedstawione algorytmy identyfikacji przetestowano na EMC w celu oceny ich zbiez-
noéci i dokladnosci identyfikacji. Analizy dokonano dla stacjonarnego oraz niestacjo-
narnego modelu matematycznego. W pierwszym przypadku badano podstawowe wias-
ciwoséci algorytmoéw identyfikacji, w driugim — przydatno$é tych algorytmoéw do identy-
fikacji modeli niestacjonarnych.

Symulowany obiekt identyfikacji okre§lony zostat przez model matematyczny (4);
parametry tego modelu dla zakresu predkosci lotu Ma = 0,5+ 1,8 i zakresu wysokosci
lotu H = 0= 13500 m zaczerpnieto z pracy [4].

8 Mech. Teoret. | Stos, 3/87
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434
Przyjeto nastepujace warto§ci parametréw identyfikowanego obiektu stacjonarnego

0,95 —0,2 0,28

A= [0,1 0,95 ]

W wyniku symulacji stwierdzono (rys. 1), ze algorytm (11) wykazuje duzo lepsza zbiez-
noéé niz algorytm (7). RéwnieZ w przypadku uwzglednienia szumoOw pomiarowych (rys. 2)

|

0,26
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$lk) L
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w9y ] 6y /ay 4 /
/ / 012/012 i /sz Q2
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Rys. 1. Zbiezno$é procesu identyfikacji dla obserwacii:
a) — skalarnego sygnalu wyjSciowego,
b) — pelnego wektora stanu.
a) b}
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:9‘- 3
0
] |
- z Z §

KT [s]

-

) kTis]
Rys. 2, Zbieznosé procesu identyfikacji w przypadku uwzglednienia szuméw pomiarowych dla obserwacji:

a) — skalarnego sygnalu wyjsciowego,
b) — pelnego wektora stanu.
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— wniosek jest identyczny. Podczas symulacji przyjeto, Ze szumy pomiarowe sa sygnatami
losowymi o zerowych wartosciach oczekiwanych i maksymalnych amplitudach nie prze-
kraczajacych 109 amplitud mierzonych sygnaléw.

Zbiezno$é¢ algorytmu identyfikacji dla obiektu niestacjonarnego przedstawiono narys. 3.

al

|

5(t) I T I I I I T T I I T

Y oy .
oo~ 1 _
0 ! T 1
O I S R N B M W il st R TR

5 0 15 200 25 30 35 L0 45 50 55 60 65 70

Rys. 3. Identyfikacja obiektu niestacjonarnego przy obserwacji:
a) — skalarnego sygnalu wyjéciowego,
b) — pelnego wektora stanu.

Podczas symulacji procesu identyfikacji zalozono, e samolot nabiera predkosci do war-
tosci 2Ma i wysokosci do 15000 m w ciggu 75s. Linig ciaggla oznaczono zmiany wartosci
parametréw obiektu, natomiast linig przerywana — zmiany wartosci parametrow samolotu
otrzymanych z procesu identyfikacji. Réwniez w tym przypadku duzo wyZsza zbiezno$é
i dokladnoé¢ identyfikacji wykazuje algorytm (11). Algorytm (7) przy duZej szybkosci
zmian parametrow obiektu utracit zbiezno$¢. Oczywiscie lepsze wyniki uzyska sig stosujac
algorytm (8) Iub (10).

5. Podsumowanie

Przedstawione algorytmy identyfikacji mozna z powodzeniem wykorzystaé do iden-
tyfikacji parametréw stacjonarnego i mniestacjonarnego modelu matematycznego. Jesli
jest mozliwo$é obserwacji kata natarcia a(k) zaleca si¢ stosowaé algorytmy bazujgce na
pelnej obserwacji wektora stanu modelu matematycznego samolotu, gdyz stabilnos$é
algorytméw (7) i (8) jest bardziej wrazliwa na zmiany parametréw obiektu niz algorytmu

8*
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(11). Trudno tu jest sformutowaé warunki graniczne, ktére okreslalyby dopuszczalna
predkoéé zmian parametrdw. Proces identyfikacji jest tylko mozliwy podeczas trwania
procesu przejsciowego i musi odbywaé si¢ cyklicznie, tzn. wynikiuzyskane w poprzednim
cyklu beda warunkami poczatkowymi dla nowego cykiu. Taki sposob postepowania isto-
nie podwyzsza zbiezno$é i doktadnosé identyfikacji.
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Pesome

TIAPAMETPHUYECKAS MIEHTUDGUKAUMA MATEMATUYECKOT MOIENU
CAMOJIETA

B paGote paccymorprBaercst npofiemma NapaMeTpHUCCKod HMASHTH(MHKALMH JUCKPETHOH MaTema-
THUECKOST MOAENH B NIPOMOIBGHOM KaHAJIE METOAOM HaliMeHIIINX KBagpaToB. ITokasano YTo uaeHTHdHKALMS
napaMeTPoB HECTAUHOHAPHON MaTeMaTHJecKkoH Momenu camoyiéra BO3MOM(HR B DEaJIbBHOM BpEMEHH Ha
OCHOBE [IACCUBHOrQ IKCHEPHMEHTa, OCYLWIECTBIIAT M3MEPEHHs BXONHOTO CHIHANA ¥ TOXE OSHONW Miu
BCEX IICPEMEHNDBIX COCTOSHUA 3Toi moldend. [Ipoanasu3mpoBaHO CXORMMOCTS IOJNYYEHHBIX aNTOPHTMOB
UECHTHOHUKAUML, &8 TOXKE TIPOOIIeMMY ONPENCICHMA HENPEPHBHONR MATEMATHUECKON MOXENTH HA OCHOBE
JMCKPETHOH MOJICIIH, NIOJIYUeHHOH B PEayJIbTaTe NapaMeTpuyecKod HAeHTH(ROHKALHH,

Summary

PARAMETRIC IDENTIFICATION OF MATHEMATICAL MODEL OF AIRCRAFT

The present paper deals with the problem of parametric identification of discrete mathematical mode
of aircraft in the oblong channel solved by means of the method of least squares. It is shown that identi-
fication of parameters of non-stationary mathematical model is possible in the real time basing upon
passive experiment consisting of measurement of input signal as well as one or all variables of the state
of the model. The convergence of the identification algorithms being obtained and the problem of deter-

mining of continuous mathematical model on the basis of discrete model resulting from parametric ide~
tification has been analysed.

Praca wphynela do Redakcji dnia 19 marca 1986 roku.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 25, (1987)

WYZNACZANIE MODELU STEROWANIA SAMOLOTEM
ZAPEWNIAJACEGO SCISLA REALIZACJE RUCHU PROGRAMOWEGO*

WoIcIECH BLAJER

Wyzsza Szkola Inzyniersko w Radomin

Praca podejmuje zagadnienie Scistej realizacji programowego ruchu samolotu. Nakla-
dajac na ruch samolotu odpowiednie warunki, czyli wiezy programowe, poszukiwano
takiego modelu sterowania, ktéry zapewnitby $cista ich realizacje. Zadanie rozwiazano
dla modelu samolotu, sztywnego, sterowanego parametrycznie. Sformutowano kryteria
realizowalnosci sterowania w zatozonym ruchu programowym. Warunki nakladane na
uktad przez wigzy programowe przeksztatlcono do odpowiednich réownan rézniczkowych
zwyczajnych ze wzgledu na funkcje parametréw sterowania.

1. Wstep

Najczgsciej podejmowanym zagadnieniem numerycznej symulacji sterowanego ruchu
samolotu jest badanie odpowiedzi zamodelowanego ukladu na narzucony model stero-
wania [2, 10, 12]. Z punktu widzenia symulacji konkretnego manewru czy figury akrobacji
lotniczej, istotnym jest jednak przyjecie odpowiedniego modelu sterowania. Najczescie]
znane sg tylko ogdlne zasady sterowania samolotem przy wykonywaniu poszczegdinych
manewrdw. Empiryczny dobér scistych przebiegéw czasowych wartosci parametrdw stero-
wania, powodujacych doktadna realizacje zatozonego manewru, jest praktycznie niemoz-
liwy. Qczywiscie model sterowania mozna uscisli¢ poprzez kolejne jego poprawki lub tez
zapewnienie sprzezefi pomiedzy parametrami sterowania i stanem symulowanego lotu
(najczedciej odpowiada to modelowym reakcjom pilota lub autepilota na stan lotu).
W kazdym przypadku symulowany ruch odwzorowywad jednak bedzie zamierzony manewr
ze skonczona dokladnoscia.

W pracy podjeto sie rozwigzania zagadnienia odwrotnego. Przyjmujac jako wyjsciowe
odpowiednie warunki nakiadane na ruch samolotu, poszukiwano takiego modelu stero-
wania, ktory zapewnialby §cisla realizacje ruchu okreslonego tymi warunkami. Narzucone

* Fragmenty pracy przedstawione byly w formie referatu na XII Konf. ,,Drgania w ukladach fizycz-
nych”, Ppznan—Blazejewko, 1986.
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na uklad warunki rozumieé nalezy jako wigzy programowe [5, 6, 7], czyli analityczne
zwiazki czasu, wspOirzednych uktadu oraz ich pochodnych. W takim rozumieniu ruch
programowy, czyli ruch zgodny z wigzami, jest ruchem, ktéry w kazdej chwili spetnia
natozone na niego wigzy. Jak zostanie pokazane w pracy, postulat realizacji wigzéw pro-
gramowych implikuje odpowiednie warunki, spetnienie ktorych w kazdej chwili czasu
zapewni realizacje zalozonego ruchu programowego. Warunki te przeksztatcone byé mogg
do postaci réwnan rézniczkowych zwyczajnych ze wzgledu na funkcje parametrow ste-
rowania. W ten sposob kazdy z wiezéw naklada odpowiedni warunek na model sterowa-
nia samolotem. Reasumujac, kazdy model sterowania wypelniajacy warunki nakladane
przez narzucone wigzy programowe stanowi¢ bedzie rozwigzanie zagadnienia podjetego
W pracy.

Zagadnienie rozwiazano dla modelu samolotu sztywnego ze sztywnymi uktadami
sterowania. Sterowanie realizowano uzaleZzniajac prawe strony réownain ruchu samolotu
od poszczegdlnych parametréw sterowania. Do rozwazafn przyjeto przy tym roéwnania
ruchu wyprowadzone w (uasi-wspétrzednych dowolnego ukladu wilasnego samolotu.

Przedstawiona praca jest rozwinieciem 1 uogdlnieniem zagadniefi podjgtych w [1, 3, 4.
Prace te, a w szczegdlnosici [1], stanowia tez przyktad praktycznego wykorzystania teore-
tycznego modelu przedstawionego ponizZej.

2. Rownania ruchu samolotu swobodnego

W zagadnieniach dynamiki ruchu samolotu najczgsciej stosowane sa rownania ruchu
wyprowadzone w quasi-wspolrzgdnych wybranego uktadu wlasnego. Rownania te mozna
zapisaé jako [9, 10, 12]:

Mo +BMo = 0%, )

gdzie zgodnie z cytowanymi powyZzej pracami: M — stalowspolczynnikowa macierz
bezwladnosci, @ — wektor quasi-predkosci, elementami ktérego sq sktadowe predkosci
liniowej i katowej samolotu w przyjetym ukladzie odniesienia, B -— macierz sprzgzen
dynamicznych, ktérej elementami sq sktadowe wektora w, Q* — wektor sit uogélnionych
na kicrunkach quasi-wspotrzednych.

Przyjmuje sig, ze Zrodlem zewnetrznych oddzialywan na samolot w locie sg sity i mo-
menty aerodynamiczne, sita cigzkoséci oraz sily i momenty od zespotu napedowego. War-
tosci tych oddzialywan zaleza od aktualnego stanu lotu samolotu oraz, z wyjatkiem sity
grawitacyjnej, od aktualnych wartosci parametrow sterowania. Wektor sil uogdlnionych
zapisa¢ mozZzna woéwczas w formie:

Q* = 0%, q,9), @

gdzie: ¢ — wektor wspélrzgdnych uogélnionych samolotu, s — wektor niezaleznych
parametrow sterowania. Najczesciej skladowymi wektora s sa wartosci wychylef lotek,
steru wysokosci i kierunku oraz sifa ciggu silnika (lub wymiennie predko$é katowa obro-
téw silnika). Czasami jako parametry sterowania wyr6znia si¢ tez kat wychylenia klap,
wielkos$¢ wysunigcia hamulcéw aerodynamicznych i inne. Oczywistym jest,; ze przy wyko-
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nywaniu poszczegdlnych manewréw w locie, tylko czgéé kanaldw sterowania jest wyko-
1zystywana. W dalszej czesci pracy przyjmowane bedzie, ze wektor s jest b-elementowy.

Wektor predkosci uogélnionych g zwigzany jest z wektorem quasi-predkosci o poprzez
zaleZnosé:

q = Ao, (3)

gdzie A — macierz o wspélczynnikach zaleznych od g.

Wykorzystujac wzory (1)-(3) oraz uwzgledniajac uwagi poczynione powyzej, petne
réwnania ruchu samolotu dla numerycznej symulacji lotu mozna zapisaé w formic uktadu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu o postaci normalnej:

o= Flo,q,s),

g =A(go,
gdzie F = M“‘(Q*—BMw). Réwnania o powyzZsze] postaci (wraz z odpowiednimi
warunkami poczatkowymi) stanowia zwykle wyjscie do numerycznej symulacji nieusta-
lonych ruchéw samolotu. Aktualne wartoéci wektora stanu [w, g% zaleza przy tym od
natozonego na uklad modelu sterowania, czyli przebiegéw zmian elementéw wektora s.
Najczesciej funkcje te przyjmuje sie¢ jako s = s(w, ¢, 7), gdzie + — czas.

4)

3. Wiezy programowe i warunki nakladane przez wigzy

W pracy przyjeto, ze narzucony na ruch uldadu program, realizacj¢ ktérego postu-
luje sie, opisany jest przez a niezaleznych od siebic zwiazkow analitycznych:

g*(w,q,1) = 0. )]
Kazdy ze zwigzkow g,, ..., g, wyraza soba jeden wigz programowy, ktdrego réwnanie
ma by¢ spetnione podczas symulowanego ruchu. Zaktada sig, ze funkcje wiezdw sa co naj-
mniej klasy C*, a rzad macierzy dg*/dew w obszarze okre§lonoéci w i ¢ jest dla dowolnego
czasu ¢ rowny a. Pomijajac na razie pelniejsza analize co do maksymalnej ilosci wigzow
programowych, wynika stad, Ze nie moze ona przekroczyc ilosci stopni swobody ukladu.
Indeks*, podobnie jak w réwnaniu (2), oznacza, Ze réwnania (5) nie zaleza jawnie od
predkoscei nogolnionych. Mozna to zawsze uzyskaé stosujac podstawienie (3).
Réwnanie (5) reprezentuje zbidr wiezow kinematycznych o dowolnej postaci. Objety
moze tez by¢ tym przypadek dowolnej postaci wiezu geometrycznego, czyli

Postulujgc mianowicie, azeby w chwili 1 = 0 uktad spelniat warunek wigzu, czyli £;(g,, 0) =
= 0, warunek (6) mozna przeksztalcié¢ do jego réwnowaznej formy kinematycznej [7]
T .

(g—g) Aco+%(ti =0, @)
ktéra to forma jest réwnowazna zapisowi (5). W ten sposéb dowolny zbidr wigzéw pro-
gramowych geometrycznych i kinematycznych mozna zapisaé w jednolitej formie. Oczy-
widcie wiezy geometryczne narzucaja dodatkowe warunki na potozenie uktadu w chwili
! = 0, a rownania ich musza byé co najmniej klasy C2. '
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Jedli uktad ma realizowaé narzucony program, réwnania wigzéw (5) musza by¢ uwzgled-
nione w procesie ruchu opisanego rézniczkowymi réwnaniami [4]. W odréznieniu od wie-
-zéw materialnych, w przypadku ktérych ruch zgodny z wigzami wymuszany jest poprzez
reakcje wigzéw [7], wigzy programowe sg czystymi zwigzkami analitycznymi wyrazajg-
cymi warunki jakie winny spetni¢ rozwigzania odnoénych réwnan ruchu. W tym przypadku
reakcje wigzéw programowych (traktowanych jako idealne wiezy materialne), ktére
moglyby by¢ traktowane jako dodatkowe sily sterujace [5, 6, 7], wymuszajace ruch zgodny
z wigzami, nie maja fizycznego sensu. Ruch programowy winien przebiega¢ tak, by reakcje
wiezéw programowych w sensie Appela-Czetajewa tozsamos$ciowo roéwnaly sie zeru,
Fizycznie bowiem reakcji takich by¢ nie moze. Realizacje narzuconego programu ruchu
zapewni¢ mozna jedynie poprzez dobor odpowiedniego modelu sterowania. W pracy
wykazano mozliwoé¢ doboru takiego modelu.

Rownania wigzow programowych (5) narzucajg ograniczenia réwnicz na quasi-przy-
spieszenia, mianowicie [5,6, 7]:

agr\" . [agr\". og*
('"a}}') ‘"*( o) o = @
Jezeli zatozymy, ze w chwili ¢t = 0 uklad spelnia nalozone wiezy, czyli:
g*(w0> quO) :'0’ (9)

ruch programowy realizowany bedzie jesli w dowolnej chwili czasu ¢ spetnione bedg zalez-
noéci (8). Podstawiajac do tych réwnan wartoéci na @ i ¢ zgodnie z (4), przeksztalcajg
sic one do nastgpujacej postaci:

og* T ( og* T og*

—=—| F+|32—) Ao+—— =0.

(aw) + 94 o+ T (10)
Zgodnie z wczcs’niéjszymi uwagami, réwnania (10) sa a zaleznosciami, ktére mozna zapi-
sa¢ symbolicznie jako:

w* = w¥(s,w,q,1) = 0. (1)

Reasumujac, jesli w chwili poczatkowej ¢ = 0 uklad spetnia wiezy, czyli prawdziwe
sa rownania (9), ruch programowy opisany zwiazkami (5) realizowany bedzie §cisle gdy
w kazdej chwili czasu wypetniane beda warunki (11). Te ostatnie wynikaja z ograniczen
naktadanych przez wigzy na wektor stanu ukladu réwnan rézniczkowych (4). W dalszej
czesci pracy warunki (L1) nazywane beda wiezami dynamicznymi.

Wyrazenia (11) maja charakter ogdlny. W szczegblnym przypadku moga one nie
zaleze€ jawnie o niektérych lub nawet wszystkich parametrow sterowania [1, 3, 4]. Dotych-
czas nie dyskutowano tez sprawy wzajemnych proporcji dtugosci wektoréw s i g*. Zagad-
nienia te rozpatrzone bgda w nastepnym rozdziale.

4, Warunki wiezéow programowych jako ogramiczenia nakladane
na model sterowania samolotem

Traktujac poszczegdlne parametry sterowania s = [sq, ..., 5,]7 jako dodatkowe zmien-
ne, ukiad réownan (4) oraz zwiazki (11) traktowaé mozna jako 2n+a zaleznodci na 2n+b
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zmiennych, gdzie n — ilo$¢ stopni swobody. Wnioskowac stad mozna, ze podstawowym
warunkiem realizowalnoéci sterowania w ruchu programowym jest, by iloéé natozonych
wiezow byta nie wigksza niz ilo$¢ niezaleznych kanatéw sterowania. Wezesniej stwierdzono
juz, ze ilos¢ wigzdw programowych nie moze przekroczy¢ iloéci stopni swobody uktadu.
Ostatecznie wigc, najogdlniejszy warunek konieczny realizowalnoéci sterowania w ruchu
programowym mozna sformutowa¢ nastgpujaco:

asb<n. (12)

Nie jest to oczywidcie warunek wystarczajacy realizowalnosci sterowania, Z drugiej strony
a zaleznoéci typu (11) determinowac bedzie tylko a parametrdw sterowania. Pozostale
b—a parametréw sterowania, z punktu widzenia realizacji programu (5), moze by¢ przy-
jeta dowolnie. Na funkcje zmian tych parametréw bgda nakladane jedynie ograniczenia
co do odpowiedniej klasy funkcji. '

Rozwazmy w pierwszym krokun przypadek, gdy uklad warunkow (11) zalezy jawnie
od co najmniej a parametréw sterowania oraz daje si¢ rozwiklaé ze wzgledu na a pa-
rametrow sterowania § = [¥,, ..., 5,]". Inacze] mowige, ze zwigzkéw (11) mozna
wyznaezyé a zaleZnosci typu:

5= ¥o,q5,1), (13)

gdzie § = [371, cies .:sb_,,]T — wektor pozostalych b—a paramctréw sterowania, ktérego
elementy, z punktu widzenia realizacji wigzow programowych (5), moga byé przyjete
dowolnie jako

§= 5o, q,1). (14)

Uwzgledniajac powyzsze, warunki (13) naktadane na a kanalow sterowania, a wynikajace
bezposrednio z réwnan wiezéw dynamicznych (11), sa funkcjami typu:

3=75%uw,q,1). (15}

Przyjete a priori funkcje § musza byé przy tym co najmniej ciggte w calym zakresie okras-
lonoéci.

W przypadku tym uklad réwnahn (4), odpowiedz ktérego realizowaé bedzie Scisle
program (5), przeksztatci¢ mozna do postaci:

o = F(w,q,5,5) = F¥(w, q,1),
= A4@o,
gdzie F* — funkcje prawych stron odpowiednich réwnan uktadu (4) po wstawieniu (14}
i (15). Wartosci poczatkowe wektora stanu uktadu (16) musza by¢ przy tym dobrane tak,
aZzeby zachowane byly warunki (9). Tym samym zwigzki (15) umozliwiaja wyznaczenie
Scistego modelu sterowania zapewniajacego realizacje programu (5).

W przypadku ogdlnym uktad warunkéw (11) nie musi daé si¢ efektywnie rozwikla¢
wzgledem a parametrow sterowania (nawet wéwczas, gdy uklad ten zalezy jawnie od co
najmniej ¢ parametréw sterowania). Warunki wigzéw dynamicznych moga poza tym
zaleze¢ jawnie od mniejszej niz a liczby parametréw sterowania (jak np. w pracach [1, 3, 4]).
W koncu, zadanie sterowania w zadanym ruchu programowym moze okazac si¢ nierea-
lizowalne. Ponizej starano sig rozwazy¢ to zagadnienie w miar¢ ogdlnie. Na wstgpie zato-

(16}
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zono, Ze spelniony jest warunek a < b < n oraz ze uklad réwnad (11), bez wzgledu na
powdd, nie mozna efektywnie rozwiktaé wzgledem a parametrow sterowania.
Narzucajac warunek realizacji wigzow dynamicznych w chwili ¢t = 0, czyli:
“)*(SO, Wy, qo, O) = 0 (17)

tuch zgodny z wigzami realizowany bedzie woéwczas, gdy w kazdej chwili czasu spe}-
niane beda zaleznosci rézniczkowe:

dw* [ aw* aw* )T(b+ ( aws\", owr 0 .
cdt T\ ds s+ dw oq 7% =" 18)
Jesli dokonaé analogicznych podstawiefl na @ i ¢ jak przy przejSciu od wzoru (8) do (10),
réownania (18) mozna przedstawi¢ jako ogdlne zaleznodei typu:
wH(s,s,0,q,1) =0. (19)

Dokonujac w analogiczny sposob m-krotnego rézniczkowania wyjsciowych zaleznoéci

(11) otrzymaé mozna:
l=.'m)

( 1 bl -",S(lm‘), (R Sb’ vy Sl(;m")’ , q; t) = 0’ (20)
gdzie my, ..., my < m. Zadaé nalezy przy tym, azeby spetnione byly nastepujage warunki
poczatkowe:

w5 (S0, 50y vy 85, @0, 40, 0) =0, i=1,...,m—1. (1)

Jesli dla pewnego m uklad réwnan (20) da si¢ rozwikta¢ wzglgdem najwyzszych po-
chodnych a parametroéw sterowania, uklad ten mozna przedstawi¢ w postaci normalnej
18, 11}:

- sy~ 1 % =1 % % .
MY = £(5,, L, MmO By, L B S B S ), o), g, D,
j=1,..,a, 22)

-gdzie: si 5 sa definiowane analogicznic jak we wzorach (13)i (14). Warunkiem koniecznym
umozliwiajacym przejicie od wzoru (20) do (22) jest przy tym, azeby

Sy .
gdzie:
T owrTTY gwrP T
(3w*('" 1))7‘ s, Js,
Js 3 f(m_l) P vf',‘(m_”

‘Wynika z powyzszego miedzy inhymi, ze warunki wr " musza zaleze¢ jawnie od co
najmniej a parametrow sterowania.

PoniewaZ parametry sterowania 5 moga byé, z punktu widzenia realizacji wigzdw,
-dowolnymi funkcjami typu (14) (ale odpowiedniej klasy — C™, gdzie my, = nt,415 ..y M),
.zaleznodci (22) sa w istocie nastgpujacymi:

gjm") =fl*(§1, sees Eﬁmlhl): (L) gm -'-,S:zm"—l)’ o,q, t)n Jj= 1. a (24)
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Uklad powyzszy sprowadzi¢ mozna do rzgdu pierwszego oraz dotaczyé do réwnan
ruchu (4). Uwzgledniajac wezesniejsze uwagi, pelny uktad réwnan roézniczkowych samo-
lotu realizujgcego narzucony ruch programowy zapisaé mozna nastepujaco:

(b = F*(Sjla w, q, t)s
4= 4o,

............................. (25)
}jm_,-l = Sjm_,,
:(‘.Imj =fl*(§jl 3 eevs }jmja w,q, t))

a

gdzie j=1,...,a. Réwnania te stanowig uktad 2n+ D m; réwnai rézniczkowych

i=1
zwyczajnych rzedu pierwszego o postaci normalnej. Wartodei poczatkowe zmiennych
ukladu spetniaé przy tym musza warunki (9), (17) i (21), czyli a+4a+m(a—1) réwnan

algebraicznych. Niezbgdnym jest wigc, azeby

k=2n+ ) m—[a+a+m(@a—1)] = 0. (26)

a
Jj=1

Wynika z powyzszego, ze k wartodci poczatkowych wektora stanu vktadu (25) ustalo-
nych moze by¢ dowolnie.

Jesli w chwili ¢ = 0 wektor stanu ukladu (25) spetnia niezbedne warunki poczatkowe,
to niezaleznie od doboru funkcji zmian wektora s oraz niezaleznie od doboru k wartosci
poczatkowych uktadu, ruch samolotu opisany tymi réwnaniami realizowaé bgdzie $cile
narzucony program (5). Zmienne 5;,(f) (j=1, ..., a) stanowia przy tym poszukiwany
model sterowania samolotem, zapewniajacy scisla realizacje narzuconego ukladu wie-
z6w programowych.

Dotychczas nie dyskutowano wartosci parametru m, czyli niezbednej krotno$ci réz-
niczkowania wigzéw dynamicznych w celu uzyskania mozliwosci rozwiklania, przeksztat-
conych tak réwnan wiezéw, wzgledem najwyzszych pochodnych a parametréw stero-
wania. W pracy nie dopracowano si¢ kryterium pozwalajacego na oszacowanie liczby
m w przypadku ogélnym. Mozna jedynie pokazaé, ze kolejne rézniczkowanie warunkéw
wiezéw programowych rzeczywidcie moze doprowadzi¢ do rozwiazania zagadnienia.
Jak wykazano wczeéniej, warunkiem niezbednym dia wlasnoéci (23) jest jawna zaleZnosc
przeksztalconych warunkéw wiezéw od co najmniej @ parametréw sterowania. Jeéli na
danym kroku rozniczkowania wlasno$¢ ta nie jest spetniona lub nie jest spelniony waru-
nek (23), w kroku nastepnym, dzigki ewentualnemu pojawieniu si¢ nowych elementéw
wektora s (za quasi-przyspieszenia @ podstawia si¢ prawe strony réwnan z ukladu (4)),
warunek (23) moZe by¢ spelniony.

Jak przekonano sig w pracach [1, 3, 4], w zagadnieniach praktyczaych (choé nie mozna
tego uogélniad) wystarcza tréj-, a dzieki szczegblnemu podejsciu do zagadnienia, nawet
dwukrotne rézniczkowanie warunkéw wiezéw dynamicznych. Ma to o tyle istotne zna-
czenie, ze kazdy krok rézniczkowania wydatnie komplikuje model matematyczny.
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5. Whioski

W pracy przedstawiono ogélny model matematyczny wyznaczania modelu sterowania
samolotem w ruchu programowym. Zagadnienie moze by¢ rozszerzone réwnieZz na inne
uktady sterowane paramectrycznie. Sens metody nie ulegtby tez zmianie gdyby réwnania
ruchu ukladu wyprowadzone byly w ukladzie wspéirzednych uogdlnionych.

Rozwigzanie podjctego zagadnienia oparto na specyficznym podejsciu do zagadnie-
nia wiezéw natozonych na uklad. W pojeciu klasycznym oddzialywanic wigzéw na uklad
realizuje sie poprzez reakcje wigzow, czyli dodatkowe sity (obok sit czynnych) wymusza-
jace ruch zgodny z wigzami. W podobny sposéb potraktowaé¢ mozna ruch programowy
ukladu sterowancgo sitami zewnetrznymi. Sity sterujace utoZsami¢ nalezaloby w takim
wypadku z silami reakcji wigzéw programowych traktowanymi jako idcalne wigzy ma-
terialnz. Zagadnienie to rozwazone jest m.in .w pracach [5, 6]. W rozwazanym przypadku
ruchu samolotu, albo ogdlniej uktadu sterowanego parametrycznie, podejscie takic nie
ma fizycznego sensu. Wartoéci parametrow sterowania wplywaja bezposrednio na wiel-
ko$é oddzialywan zewnetrznych. Zadanie rozwigzaé mozna jedynie poprzez odpowiedni
dobor modelu sterowania, zapewniajacych taka kreacje sit czynnych, ze powodowaé
one bgdg ruch Scisle realizujacy natozony program. Ostatni warunek wyrazaja soba réwna-
nia wiezéw dynamicznych (11). Model matematyczny opisany w rozdziale 4 pozwala
(jeshi sterowanie jest realizowalne) na wyznaczenie poszukiwanego modelu sterowania,

W pracy stwierdzono, ze kazdy krok rézniczkowania wigzéw dynamicznych w istotny

. . - . . . ‘ O] . .
sposéb komplikuje zapis odpowiednich warunkéw w* ". W pordwnaniu z zaprezento-

wanym modelem, w pewnych przypadkach uklad warunkéw w*" ™" moze daé si¢ roz-

wikta¢ wzgledem najwyzszych pochodnych oraz funkcji @ parametréw sterowania 3.
Uzyskany w ten spos6b uktad réwnai rozniczkowych ze wzgledu na cz¢$é elementdw
wektora § oraz funkcji zmian pozostalych elementdéw tego wektora bedzie réwnowazny
uktadowi (22). Rzgd réwnan rézniczkowych obnizony bedzie przy tym o jeden, a czgsé
parametréw sterowania wyznaczona bedzie bezposrednio. Odpowiedniemu uprosz-
czeniu ulegna wowczas rowniez roézniczkowe réwnania ruchu samolotu realizujacego
program. (5), czyli réwnania (25). Przypadek ten najlepiej pokazany jest w pracy [1].

Zaprezentowana metoda ma charakter czysto analityczny. Uzyskane tg droga modele
sterowania w zadanym ruchu programowym moga nie by¢ realizowalne w praktyce, tzo.
moga na przyktad wykraczaé poza eksploatacyjne zakresy zmian parametréw sterowania.

Podjgte zagadnienie moze mieé szerokie zastosowanie przy symulacji nieustalonych
ruchow samolotu, W szczegdlnosci dotyczy to prawidtowego modelowania figur akrobagji
lotniczej oraz manewrdéw w locie. Pewna trudno$é stanowi¢ moze przy tym analityczne
sformulowanie warunkdéw wigzéw programowych.
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Pezwnae

PA3PABOTKA MOIEJN VYIIPABJIEHHSA CAMOJIETOM, OBECIIEUNBAIOIEN TOUHOE
BBITIOJTHEHME TMPOIPAMHOIO NBIMDKEHH A

B pabote paccmaTpyBaercs npobiema ToUuHoH peanusausy MporpaMHoro ABWKeHMUsT camonéra. [Ipo-
rpamma JBKeHHA Obljla MPUHATA KaK KOMIUIEKC KHHEMATHUeCKHX cBs3efl mpousBoypHoro Buaa. Ilpen-
CTaBJieH CMocob ONPEACIIEHHsT MOAEIH YIIPABICHHS CaMONETOM, ofecledMBalonicil pPeanuasalnio Hpor-
pammbi. [IpoGaema pelueHa QUis YKECTHOrO CAMOAETA, YIIPABAAEMOro HapaMeTpamH.

Summary

DETERMINATION OF THE MODEL OF AIRPLANE CONTROL ENSURING THE EXACT
REALIZATION OF A PROGRAM MOTION

In the paper the problem of exact realization of a program motion by an airplane has been considered.
The program of motion was meant as a set of conditions imposed on the motion, or in other words a set
of program constraints. The model of airplane control ensuring the simulated motion be consistent
with the program constraint equations was determined. The problem was solved for a rigid airplane
controlled by parameters. The criteria of control realizability in a certain program motion were also
formulated. The program constraint conditions imposed on the system were transformed into the
equivalent set of differential equations determining functions of control parameters.

Praca wplyngla do Redakcji dnid 14 kwietnia 1986 roku.
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OKRESLENIE NAPREZEN W CEWCE TRANSFORMATORA ROZCIAGANEJ
NA SKUTEK DZIALANIA PROMIENIOWYCH SH. ELEKTRODYNAMICZNYCH

TADEUSZ GALKIEWICZ

Politechnika Lodzka

Wprowadzenie

W pracy wyprowadzone zostaly wzory na napre¢zenia wystepujace w cewce transfor-
matora narazonej na dziatanie elektrodynamicznych odérodkowo skierowanych sil zwar-
ciowych. Wzory podane zostaly w wielkosciach bezwymiarowych dzigki czemu poszcze-
gélne rozwigzania dotycza nie jednej cewki lecz pewnej grupy cewek. Oryginalnoscia
pracy jest potraktowanie cewki jako jednolitej ortotropowej tarczy pierscieniowej obcia-
zonej sitami objetosciowymi zmieniajacymi si¢ wg trojkata (rys. 1).

R! +2

T
(oﬂir: Pyt 6

Rys. 1.
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1. Wstep

Uzwojenie transformatora sklada si¢ z szeregu uloZonych na sobie wspdlosiowo
cewek. W celu zwigkszenia intensywnosci chlodzenia transformatora kolejne cewki
tworzace uzwojenie podzielone sa migdzycewkowymi wstawkami dystansowymi. Uzwo-
jenia duzych transformatoréw sprasowane sa w kierunku osiowym specjalnymi §rubami
osadzonymi w jarzmach rdzenia. W transformatorze sq dwa rodzaje uzwojen, uzwojenia
wewnetrzne i zewnetrzne. Cewki tych uzwojen powinny byé tak zaprojektowane aby sily
wystepujace w czasie ewentualnego elektrycznego zwarcia nie powodowaly uszkodzen
zwojéw. W czasie zwarcia transformatora cewki obcigzone sa silami elektrodynamicz-
nymi dzialajacymi na uzwojenie w kierunkach promieniowych i osiowym. Uzwojenia
wewnetrzne obcigzone sa promieniowymi silami doérodkowymi, natomiast uzwojenie
zewnetrzne — silami odsrodkowymi.

W niniejszej pracy analizie wytrzymalosciowej poddane zostaly cewki uzwojet zew-
netrznych tzn. cewki, w ktérych sily dynamiczne dzialajac od$rodkowo powodujg rozcig-
ganie zwojow. Analizowano cewki utworzone ze $cifle nawinigtych na siebie zwojdéw.
Przyjeto, Zze przekrdj poprzeczny przewodnika, z ktérego wykonane jest uzwojenie ma
ksztalt prostokata o wymiarach b'xA’. Przewodnik owinigty jest izolacja o grubosci
12, czyli grubo$é izolacji migdzy kolejnymi przylegajacymi do siebie zwojami drutéw
cewki wynosi /"', natomiast grubos$é zwoju 4 = 4’ +h"'. W rozwazaniach nie uwzgledniono
wystgpowania naprgzen montazowych wynikajacych z wstepnego napigcia przewodu
i z zakrzywienia przewodu przy nawijaniu cewki.

Wprowadzono oznaczenia:
w wielkosciach bezwymiarowych

r, — promien wewngtrzny cewki R, =r,/ry =1
r, — promien zewnetrzny cewki R, = r;/ry
r, @ — wspolrzedne okreslajace polozenie punktu
cewki R =r/r,
u — przemieszczenie promieniowe punktu cewki U= ufr,
a — grubo$é¢ cewki (rys. 1) a=r.—r, afr, = R,—1

b’ — szeroko$¢ przekroju poprzecznego przewod-
nika (szerokos¢ drutu)
b — wysoko$é cewki
b — grubod¢ przewodnika (grubo$é drutu)
k" [2 — grubo$¢ izolacji przewodnika
h'" — grubos¢ izolacji miedzy drutami kolejnych
zwojow cewki
fi — grubod¢ przewodu (grubo$¢ zwoju) h = A’ +

+h"
H — wzgledna grubo$é zwoju odniesiona do gru-
bosci drutu A’ H = h/k =1+0"[I
n — liczba zwojéw cewce 9" — liczba Poissona drutu
E’'— modu! Younga drutu »'' — liczba Poissona izolacji (pa-

E”" — modut Younga izolacji pieru: przyjeto »'* = 0)
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E, — modut sprezystodci cewki jako catodci — w kierunku obwodowym

E, — modut spre¢zystosei cewki jako catosci — w kierunku promieniowym
»,, v, — odpowiednie liczby Poissona cewki — jako tarczy ortotropowej.

Cewke potraktowano jako ortotropowa tarcz¢ piercieniows, dia ktérej to tarczy
okreslono (w punkcie 2 niniejszej pracy) zastgpcze state sprezystoéci w kierunku obwodo-
wym i promieniowym. Kazdej jednostce objetoscei cewki przyporzadkowano pewna elek-
trodynamiczng sile promieniowsa p. Sile t¢ dzialajaca na jednostkg objetosci znajdujaca
si¢ tuz przy wewngtrznej powierzchni cewki oznaczono przez p,, — czyli p,, = p,o.. .

Site elektrodynamiczna przypadajaca na jednostke dlugosci pierwszego od $rodka
zwoju oznaczono przez q,. Przy duzej liczbie zwojow w cewce mozna przyjaé, Ze zwig-
zek miedzy p,,, g1, b’ 1 h jest nastgpujacy:

p\v X ql/(blh) (1)

gdzie: b’ — jest to wysoko$¢ pracujaca cewki (szerokos¢ przewodnika)
h — grubo$é zwoju
Przy obliczaniu cewek transformatorowych zaklada si¢ istnienie liniowego rozkladu
sit promieniowych. W cewce zewngtrznej najwigksza odsrodkowa sifa elektrodynamiczna
wystepuje w pierwszym (wewngtrznym) zwoju. Sifa ta maleje na grubosci cewki wg troj-
kata osiggajac w ostatnim (n-tym, zewngtrznym) zwoju wartosé bliskg zeru. Zgodnie
zrys. 1 i wzorem (1) mozna przyjaé, ze:

= (—Rz - R) ’ (2)

X _ r—r Rz_"R q Rz_R qilw
R,—1 ab'h

gdzie: R = r/r,, R, = rz/r,.
W rzeczywistej cewce transformatorowej liczba zwojow n » 1, wigc obciazenie k-tego
(liczac od §rodka cewki) zwoju

_ ht+l—k _ q . htl-k
G ® —— 41 Pkfﬁ~W¢h, ©))

n
gdzie: k=1,2,3,...,n.

Sita dynamiczna odérodkowa dziatajaca na element o wymiarach rdp x drx b’ (rys. 1)
wynosi dP = prdpdrb’, gdzie jednostkowa sila objetosciowa p okreslona jest wzorem (2).
Z sumy rzutéw sit na o$ y (rys. 1) wynika, e sila normalna w przekroju poprzecznym
cewki

T

1 "lff e
N = TI.J dPsing = 70 prdodrb’sing =

Tw

n

_b'f
T2
0

q.rs a
= _gr(Rz_l)(Rz+2) =@ (R;+2) C))

0
abl
singdp [ D5 (re—)(~ds) = pury g (Re+2) =

9 Mech, Teoret. i Stos. 3/87
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Srednie naprezenia obwodowe w cewce wynosi:

N pure
(Gr)ir = [_Zb;; = 6 (Rz+2) (53.)

a w wielkosciach bezwymiarowych:

(Gt)fr Rz +2
* — = »
(0F)sr o G (5b)
Jezeli przyjal, ze sile normalng N w przekroju cewki przenosza wylgcznie druty bez pomocy

izolacji — to $rednie naprezenie rozciagajace w drutach cewki

, H re R,+2 Py
@D = (@ H = putug- RetD) = 2w D225 = Bl @), (6)

gdzie: H = A/H.

2. Okreslenie zastepczych stalych sprezystosei

W celu okre$lenia zastepezych stalych sprezystoéci analizowanej tarczy (wykazujacej
cechy ortotropii konstrukcyjnej) uwzglgdniono, ze jednostka diugoscei zwoju pod wplywem
jednokierunkowego rozciagania Srednimi napreZeniami o, wydluzy sig tyle co jednostka
dtugosci drutu poddanego naprezeniom o; — wystepujacym w drucie,

czyli e, = ¢, stad oi/E' = o,/E,, 2 poniewaZ

o, = oh/h = o, H, wicc (7)

E, = E'|H. 8

Gdy zwdj rozciagany jest jednokierunkowo wzdluz jego osi wéwczas grubo$é zwoju
zmieni si¢ 0 dh = —weh, przy czym gruboéé drutu dozna zmiany o 4h' = —v'elh'.

Poniewaz w cewkach E"/E' €1, wige przyjeto, ze w rozcigganym przewodzie cala silg
przenosi drut bez udziatu izolacji — a zatem ¢}’ = 0 i AR = 0. Z warunkéw: 4h = AR’ +
+ A4k, & = e; wynika, Ze:
v =v'[H. ®
Jezeli zwoj poddany zostanie jednokierunkowemu poprzecznemu obcigZeniu napre-
Zeniami ¢,, to zmiana grubosci zwoju wyniesie:

Ah — o.h + o b’ ok

EI EII - Er 5

stad:
H
Er = E' 7 7 . 10
1+ (E[E"YH-1) (10)
Zwoj obciazony jednokierunkowo w poprzek napreZeniami o, doznaje w kierunku obwo-
dowym jednostkowego odksztalcenia ¢ = —v,6, = —v,0,/E,. Odksztalcenie to réwne

jest odksztalceniu drutu, ktdre wynosi g & —#'c,/E’ (pominieto tu oddzialywanie izo-
lacji). Po poréwnaniu ze soba wzordw na g, i po uwzglednieniu zwiazku (10) otrzymano;

, H
1+ (E'/EMY(H-1)" (1

V=P
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W modelu obliczeniowym wystepuje ortotropia konstrukcyjna, wiec jak nalezalo ocze-
kiwaé obowiazuje nastgpujaca zaleznosé:

wlE, = »/E,. (12)

3. Rozwiazanie zagadnienia

Cewke transformatora potraktowano jako tarcz¢ pierscieniowa, wykonang z ma-
terialu ortotropowego, obciazong wylacznie sitami objetosciowymi — p (na obecnym
etapic rozwazan nie uwzgledniono sit tarcia wystepujacych na powierzchniach styku
cewki z wstawkami dystansowymi).

Z sumy rzutéw sit dziatajacych na element tarczy o wymiarach rdpxdrx b’ wynika
ogblnie znane rownanie rézniczkowe:

(i;:’ +-i~ (0,—0) = —p, albo —:;— (ro)—o, = —pr, (13)

T

gdzie:
o, —sa to napreZzenia promieniowe w cewce,
o, — naprezenia obwodowe w modelu zastgpezym cewki,
(nalezy pamigtaé, ze napre¢zenie w drucie w kierunku osi drutu wynosi oy = o,h/h’ = o, H).
Po wykorzystanin wzoru (2) otrzymano
do, 1 r,—r

ar + - (0, —0y) +Pw‘r

= 0. (14)

z Py

Jest to rézniczkowe roéwnanie rownowagi wyrazone w naprezeniach chcac wyrazié
je przez przemieszczenia nalezy uwzglednié, Ze

r — Et
oy = T (r+v8), o0 = [—w (e +7 &), (15)
gdzie:
du .u
Er—-d*t—, & = (16)

Po wprowadzeniu nastepujacych wielkosci bezwymiarowych:

U=K, R=—r:, R, = R,y =1, Rz:Rr=’z=7;’ an
E 1 E’ Ee
E, = E: = F[1+—ET(H— I)J’ C0= ]/E* (18)
- Pwlw 1—7’,.1’,
Px = .Rz—l Er (19)

Otrzymano réwnanie rézniczkowe: .

J2U 1 du U
are VR R "B g TR R =0 @0
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Okazuje sig, ze posta¢ funkcji U spelniajacej powyzsze rownanie zalezy od wartosci para-
metru E, i tak:
A)gdy E, £ 41 E, #9, wowczas

_ ¥ o —a__ P*___ 2, Px Px 3 ,

B) gdy E, = 4
U= B R+ R+ LR R (1 -4 R)+ P @1

O gdy Ex =9
U= C1R3+C2R‘3+p?*RzR2+%<R3(61nR_1) @1

W powyzszych wzorach A, 4,, By, B,, C,, C, sa to state catkowania, ktére wyznacza
si¢ w warunkach brzegowych.
Wprowadzono oznaczenia:

of = o f(purv),  F = o/ (Pury).

Korzystajac z zaleznosci (15), (16), (17) bezwymiarowe napreZenia obwodowe o wyrazié
mozna przez E,, R, i R w sposob nastepujacy

O'* _ O — Ex - (E dU
‘o Pwly - pwrw(l—"'prvt) i dR
Posta¢ funkcji &(R) zalezy od parametru E,

A) gdy E, # 4 oraz E, #+9 wbwczas:

Ejl E(R). (22)

ER) = ——(1+ocv,)R°‘ ' Az (1—ow,)R™*"1 — (1+2,)R, R+
P* E,

4—

1 r
+9——(1+3v,)R2 (239
B) gdy E>|= = 4 wdwczas:

§(R) =

)R+ —1% [(1—20)—4(1+27)InR] R, R+

1
+ 5 (1+3) R? @3")

C) gdy E, = 9 wdwczas:

C
ER) = — + &2 q-myr-e e L (14+2v) R, R+

Px * 5

=+ T16— [—(1—3»)+(14+3»,)6InR] R? (23"
Bezwymiarowe naprezenia promieniowe oF wynosza
g, _ E du U 1

()'* = = r 24
_pwrw Pwrw(l 'V'Vt) ( +v: .R) _Rz—l W(R) ( )
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Postaé funkcji w(R) zalezy od wartodci parametru E,:
A) gdy E, # 41 E, # 9 wowczas

A, A, H
R) = —~ », R*-1 —a—1 _
y(R) . (ot+vy) o - (—o+v)R I~ F. (2+v)R,R+
1
+9——E* 3 +’V,)R2 (25’)
B) gdy E, = 4, wdwczas
w(R) = (2+ ,)R+p—( —2+»)R73 + [( 247)—(2+v)4InRIR, R+
+ —5— GB+v) R? (25"
C) gdy E, =9, wowczas
Gy 2 G, -4 1
Y(R) = — @B+v)R+- = (=3+2)R*+-- @+v)R. R+
Dx Px 5
(25[}[)

+ 35 [6G+#)InR+ (-] R

4, Okreslenie stalych calkowania

Dia rozwazanych tu cewek transformatorowych przyj¢to nastepujace warunki brzegowe:
(0)=r, = 0 —Ilub w wielko$ciach bezwymiarowych (0/)z_g,-; =0 o
(0);=r. = 0 — lub w wielkosciach bezwymiarowych (0})g.g, = 0 (26)

Po wykorzystaniu tych warunkéw okazalo sig, Ze:
A) gdy E, #£4 1 E, #9 wbwczas:

A _ 1 24%  pars_py_ 3+”r a3 _
e (@+v)RE=1) [4—E* (RZ**~R.) (Ri*3-1) (7)
A _ 1 2+, 2at1 tay 3+v, . +3]
. (—atr)(RF-1) [4_E* (R —RZ) - (R —RH?)
B) gdy E, = 4, wowczas:
B _ 1 =24, " 2+ Ve o, ~ 3+V. s ] ;
P AR [ 16 ReRe—~D+ RiIn R, R-1{ @)
B, R: [ 2+, 3+'p, ]
> = —~——~R.InR.+ R,—1
Pe  (F249)(RE-T) g~ R.=1)
C) gdy E, =9, wléwczas:
on 1 24, 5 +'V, P 3 'v, 6 ] ”
e - - ¢InR,— RE-1 7
e GHrRe— )[ 5 ReRe—1) RiInR RE-1)| @7
C, RS [ 2+, 3+, ]
— L = z .R —D+ t Rz
7e . (=34n)(Ro— R:=D+——1In
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5. Okreslenie rzeczywistych naprezen wystepujacych w drutach zwojow cewki

Po okresleniu statych catkowania funkcje o7 (22) i 67 (24) przedstawié mozna w postaci
wykresow. Przebieg funkeji zalezy od parametréw R., H, Ey,v,, v, a wigc od r., r,,
R, R, E',E",v', »". Wykresy takie zostaly wykonane przyktadowo dla cewek, dla ktérych
v =03, v =0, H=h/l' =168, R, = 1,154, E'[/E" = 500, 1000, 1500, 2000, 4000,
6000, 10000, co i przedstawione na rys. 2.

LT 3 T T T T 1 ) T T
R | Dane: V=03 ,¥'=0
L0~ L2 !
~ K€ H=h/h'=168
083 =
08 = Ry=t, /r=11542 1
0§
I A NG s
@ -
oy 3
& 23
" 02 ~ Ny
e ~ z
‘g o 70
\\
0 | | ! | | | {
Rw~1 102 104 106 108 110 112 116 Rp=1154
o=
Pl R= r!/pw
Ry=1 T —T .E'/E":OO T T —T T
o~ s .
\\\\ -~\____ELE_=191 _____ ——— ___.—/-///
\Q\ 6103 -000286 ,/
AN 4000 T o%E Y
~0,005 NN /4 —
N ~0,00522 . ////
NL NN 2000 PP,
N ~ \\§~_:0_00 6__ /////
N SOBOTTETT T 7,
NS0 e
'-0010% ~ ~a - o rd —
' NN Bt d
E /E' EaN \520“ 4 ////
G T .
G= T
™ PuPw I ! I | | I |
Rw=1 102 104 106 108 110 112 11, Ry=1,154
Rys. 2.

Naprezenia wzdtuzne w drucie k-tego (liczac od érodka cewki) zwoju wynosza:

, - ~ At
O = Pwhw H(G?‘)R=Rk ~ —‘bliT:v‘(a;k)R=Rka k=1 H 2: 3..on (28)
W omawianej tu cewce napreZzenia obwodowe majg warto$é dodatnia co oznacza, ze druty

83 rozciggane. : .
Naprgzenia poprzeczne w drucie k-tego zwoju (w cewce sa to naprezenia promieniowe)

s
b'h

~

O = Pul (0 pzk, © (6*)neg,- (29)
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Poniewaz sasiadujace ze sobg zwoje cewki musza do siebie przylegaé, wiec powinien byé
spelniony stale warunek o, < 0; nalezy przypomnlec (26), ze szczegdlowej analizie pod-
dane zostaty tu cewki, dla ktérych

(Ur )R:Rw:l = (U,’-k)R=R, =0

6. Ustalenie zakresu E* w jakim moga zmieniaé sie naprezenia w cewkach

Aby oceni¢ zakres w jakim mieszcza sig naprezenia o, i o, nalezy rozpatrzyé dwa
skrajne przypadki jakie teoretycznie moglyby wystapié: E, = 1 i E, = co.

Jezeli E, = 1 to-analizowana tarcza jest tarcza izotropowa. Przypadek ten dotyczy
,,cewek”, w ktorych zwoje nie majg izolacji i $cisle do siebie przylegaja. Wowczas i’ =0,
H=1+h'lN=1, E=E=E,nn=v=v, a=)Ey=1 _

Przypadek E, = oo odnosi si¢ do cewek, w ktérych izolacja jest, lecz sztywno$¢ na
ciskanie izolacji E' = 0,

Powyzsze dwa graniczne przypadki w rzeczywistych cewkach transformatorowych
nie zdarzajg sig. Ograniczaja one na wykresach o *(R). obszar, w ktorym mieszcza sig
rozwiazania dotyczace rzeczywistych cewek.

Osobnego omoéwienia wymaga przypadek E, = o0. Zagadnienie to odpowiada przy-
padkowi cewek, w ktorych przewody cewek majg nieskonczenie podatng izolacje czyli
E" =0, o, = 0 — wigc zwoje nie naciskajg na siebie. Przy rozwigzywaniu tego zagadnienia
zatozono, ze kolejne zwoje majg ksztalt zamknietych kolowych pierécieni o $rednim pro-
mieniu k-tego zwoju réwnym r,, szerokosci b’ i grubodci h’. (Faktyczne zwoje sg spiralne
co moze by¢ przyczyna $lizgania sie kolejnych zwojow po sobie. W rzeczywistych cewkach
wystepuja pewne wstepne naciski na izolacje, ktére — z racji istnienia tarcia — utrudniaja
przesuwanie sie przewodéw po sobie. Naprezenia w zwoju spiralnym sa w przyblizeniu
takie jak w zwoju o ksztalcie pierscienia). -

Przy tak uproszczonym modelu cewki (tzn. gdy E, = o0) problem staje si¢ zagadnie-
niem statycznie wyznaczalnym i wéwczas dla kazdego zwoju obowiazuja tatwe do wypro-
wadzenia wzory: ‘ '

: . ql Z[)wb h, qk = ‘h R 1
: , r ry R(R;—R R(R,~R
o =0, o= %}% = %}7% ~ 1’»»7',,,1’{————52 1 ) (30)
o6, RR-B . ., o _ RR.—R a1
oy = H —Pw’wv 5 oy = Pure . R,—1 (3D

Ze wzoru powyzszego wynika, ze dla cewek, dla ktorych R, < 2 naprgZenia rozciagajace
drut sa najwicksze w pierwszym zwoju, naprezenia te wynosza

’ Py
(qr)max = (Ux)R=1 = Pwlws (Gt)rnax = (dt)lnaxH = Pwer = %}‘" (32)

natomiast gdy R, > 2 (czyli r, > 2r,), wéwczas z analizy przebiegu funkcji o, (31) oka-
zuje si¢, ze maksymalne napreZzenia rozciagajace wystgpuja nie w pierwszym zwoju cewki
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lecz w zwoju oddalonym od $rodka cewki o R = 0,5 R,. W konkretnych przykiadach
przypadek cewek, dla ktérych R, > 2 — jako cewek w praktyce transformatorowej nie-
spotykanych — nie wymaga analizowania.

7. Przyklad liczbowy

Sposob korzystania z otrzymanych wzoréw przedstawiony zostanie na konkretnym
przykladzie. Okreslony zostanie stan naprezenia w cewce, dla ktérej:

w rzeczywistosci w wielkoSciach bezwymia-
rowych
promiefi wewnetrzny r, = 817 mm Ry = ryfry =1
promiefs zewngetrzny r; = 943 mm R, = r,/r, = 943/817 =
= 1,1542
promien $redni re = (817+943)/2 = . Rg = rglr, = 1,077
= 880 mm

Cewka wykonana jest z przewodu blizniaczego o przekroju poprzeczonym pokazanym
na rys. 3. Przewod skiada sie z dwéch jednakowych drutéw, kazdy o grubosci 6 = 2,5 mm

—T h=84 |a—o
5. .0 6=25 h'=28=5

b'=16

3 kT A onels

i —
% N 817 - a=hn=84-15=126
rz-=880
| 22943 .
Rys. 3.

i szerokoséci &' = 16 mm owinietych izolacja. F.aczna grubo$é przewodu wynosi # = 8,4 mm.

Chcae wykorzystaé wyprowadzone tutaj wzory na naprezenia: oF(22), o*(24) nalezy
dokonaé podstawienia: b’ = 28

Bo=28 =225mm =5mm—a wigc H= h/h =84/5=1,68

h" — jest to w przypadku przewodu bliZniaczego suma grubosci dwéch drutéw znajduja-
cych sie w tym przewodzie.
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Na rys. 4a pokazany jest wykres rozciagania o;(¢) miedzi, z ktorej wykonane sa druty
analizowanej cewki, natomiast na rys. 4c, wykres §ciskania |o,|(¢) papieru uzytego na izo-
lacje. Interesujgce nas wlasnosci materialow uzytych na cewke sg nastepujgce:
dla miedzi — umowna granica proporcjonalnosci g0, = 80 MPa = 80 N/mm?
— umowna granica plastycznosci 04, = 115 MPa,

E' =8-10* MPa, ¢ =0,3 (gdy O < 07 € 00,02),
dla izolacji:
E” =20 MPa, " =0 (gdy 0 < ¢, € 1 MPa).

W rozpatrywanym przypadku E'/E” = 4000, wiec zgodnie ze zwiazkami (9), (11), (18),
(19):

v’ 0,3 H

7= T8 =016 =Y e oty ~

Vv, =

1,68 1,852

= 03 v o=y T 108
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1 .
E* = F\l“}-

£
Ell

1

ﬁg—Z[l +4000(1,68 —1)] = 964,1

(H—l)] =

o« = E, = 31,05

Powyzsze wielkosci wstawiono do zaleznosci (27), okreSlono A4, /py, A2/p. a bezwymia-
rowe napre¢zenia obwodowe of (R) oraz promieniowe ¢ (R) obliczono ze wzoréw (239,
(22), (25", (24). W taki sposéb postgpiono nie tylko dla E'/E” = 4000 lecz réwniez dodat-
kowo dla E’JE" = 500, 1000, 1500, 2000, 6000, 10000.
Z rys. 2 widaé, ze gdy E'/E"" = 4000 wowczas:

(O‘;k)nmx = (0':*}R=l = (U;‘:)k=1 = 0y834, (Ut*)s‘r = 0)526!

(G;k)lllill = (G;{‘)Rsz ~ (O‘?E)k=n=15 = 0,234

(G:k)nmx = (O-f)R=1", 085 = —0>00522
Zgodnie ze wzorem (28) naprgzenia rozciggajace w drucie pierwszego (wewnetrznego)
ZWOoju wynosza

q, r 5
G;x ~ (U;)nmx ~ _b,h:v (O-I*)R=Rw=1

Okreslone zostanie teraz do jakiej maksymalnej wartosci obcigzenia q; = (¢;)pr0p anali-
zowana cewka nie dozna (praktycznie) trwatych odksztalcenn. Wynika to ze zwigzku

! ro r“’
(Ut)nmx = qul))fh—lﬂ (O‘t*)R=l = 0o,02
stad '
Oo0a DN 80 16-5

(ql)prop = ~ 9,39 N/]Jll'ﬂ

(6F)re1 M 0,834 817

przy tym obcigzeniu:

(07)sr = (ql)’j—'f’,”r'v (6F)gr = 9,39 - 817 0,526 % 50,4 N/mm? = 50,4 MPa
b'h 165 .
(O-;)mln = %’;}7"‘1 (Ul*)mln = —9,—:;’?6—:2—17‘ 07234 ~ 2254 N/mlnz ‘: 22;4 MPa

Ze wzoru (29) znajduje si¢ naciski na izolacje. Wynoszg one

- (QI)pmp Iy 9,39 " 817

= 7 ~ ~ 2
(6max = i Ol = g gz 000522 & 0,298 N/mm? = 0,298 MPa

W omawianym przypadku (np. 4c) obowigzuje prawo Hooke’é, gdyz

(0 max = 0,298 MPa < |0, = 1 MPa
Stan naprezenia w cewce, W ktorej (0Dmgx = Gprop = 0p,02 = 80 MPa pdkazany jest na
rysunkach 4b i 4d liniami ciggtymi.

Nalezy zauwazy¢, ze wrzeczywistych cewkach w czasie zwaré transformatoréw w zwo-
Jach wystepuja na ogo! stosunkowo duze trwale odksztalcenia, co oczywiscie powoduje
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réwniez trwale powigkszanie sig Srednic cewek. W takich przypadkach g, > (g1)spr
E’ # const, E” s const i wtedy wyprowadzone tu wzory przestaja obowiazywaé. MozZna
(postepujac w sposdb oméwiony wyzej) oszacowaé bardzo z grubsza takie zwarciowe stany
naprezen zastgpujac rzeczywistgy cewke modelami fikcyjnymi o odpowiednio dobranych
modutach E’ i E" uzaleznionych od naprezenia (o))m... Przyklad jednego ze sposobdéw
takiego oszacowania naprezen pokazany jest na rys. 4 liniami przerywanymi,

Omawiane zagadnienie w praktyce inzynierskiej bywa rozwigzywane inaczej. Trak-
tuje sie mianowicie poszczegéine zwoje jako zamknigcte kolowe pierscienie przedzielone
izolacja. Na kazdy zwéj dzialaja sily elektrodynamiczne i naciski izolacji. Z warunkéw
réwnowagi 1 ze zwigzkéw miedzy odksztalceniami kolejnych zwojoéw uzyskuje sie do
rozwigzania uvktad réwnan. Przy rozwigzywaniu uwzglednia sie na ogdl nieliniowo$é
materialowa clementéw cewki. Okazuje sig, ze w zakresie liniowe] proporcjonalnoéei
naprezeni od odksztalcen obydwie metody (metoda tu zaproponowana i metoda dotych-
czas stosowana) prowadza do podobnych rezultatow.
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Peszmome

OTIPE[IEJIEHME HANPSHKEHNHI B KATYIIKE TPAHC®OPMATOPA PACTATHBAHOM
B CHOEICTBUWE HOEVUCTBUS PAIVSIIBHBIX CIIJIOUEHUWEBBIX CHII

B paBoTe onpemeNsIoTca HAMPSAYKEHHA BOSHUKATOUME B IPOBOME KATYIIKH TPAHC(OPMATOPA 4 TaKxHe
DaJMsUIBHEIE HANPSDKEHHST B KaTyllike. OTH (QOpPMyJIbl NPEeACTaBeHb! B Ge3pasMepHBIX BeNHUYWHAX,
©narofapa YeMy IIOJydaeMble PEHIEHHA KACAIOTCH HE TONBKO OFHOH KATYIIKM, 2 MOCYT ObITh HCHONB3O-
BaHbL 1A BEKOTOPOH IPymmeI KaTyUIeK.

CroeobpassocTsio paboTbi HBJIHCTCH.paCCManHBaI-IHC KaTyLIKH KaK OPTOTPOIHOrO AucKa. YIpyTae
BoifcTBa IMCKa. IIOKA3aHel B p. 2 paGoThl.
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Summary

DETERMINATION OF STRESSES IN THE TRANSFORMER COIL SUBJECTED TO EXTENSION
WITH RADIAL ELECTRODYNAMIC

In this paper the stresses in the coil wire and the radial stresses of the coil are determined. The resulting
formulas are given in a nondimensional form and so received solutions may be used for some systems
of coils.

The original feature of the approach is that the coil is treated as an uniform orthotropic disk. Elastic
properties of the disk are determined in sec. 2 of the paper.

Praca wplynela do Redakcji dnia 26 maja 1986 roku.
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ZASTOSOWANIE FUNKCJI KSZTALTU DO OPISU DRGAN
PRETOW CIENKOSCIENNYCH O ZAMKNIETYM PROFILU

MAREK SPERSKI

Politechnika Gdanska

1. Wstep

Z chwila wprowadzenia do eksploatacji duzych jednostek pltywajacych pojawil sig
w budownictwie okrgtowym problem drgan kadiuba statku, wzbudzanych falowaniem
morza oraz wywolywanych przez pracujgce na okrecie maszyny. Drgania te sa przyczyna
powstawania napreZzen dynamicznych, ktére — poprzez pekanie i rozwdj szczelin — pro-
wadza do przedwczesnego zuzycia konstrukcji. Zak¥ocajg tez pracg precyzyjnych urzadzen
instalowanych na okrecie 1 odbijaja si¢ niekorzystnie na zdrowiu zatogi, uniemozliwiajac
wypoczynek. ‘

Spotykane w praktyce projektowej metody analizy tzw. drgan ogdlnych kadiuba
[1], [2] oparte sa na modelach pretowych. Modele pretowe, zastosowane do konstrukcji
o bardziej skomplikowanych ksztaltach, czgsto okazuja sie zawodne. Stosowanie modeli
powlokowych, lub dyskretnych o wielu stopniach swobody umozliwia doktadniejszy opis,
wiaZe si¢ jednak z pracochtonnym, czgsto prowadzacym do pomylek procesem przygoto-
wywania danych, dtugim czasem liczenia oraz koniecznoécia uzywania maszyn cyfro-
wych o duzej pamigci operacyjnej.

Mankamenty te sktonily do poszukiwania innego, w miarg mozliwoéci prostego modelu
kadtuba [5], [6] doktadniejszego od modeli belkowych. Jednym z nich jest model ramowo-
powlokowy, zaproponowany przez W. Z. Wiasowa [3] w 1931 r. Oparta na tym modelu
teoria, umozliwiajaca zamiang czastkowych, rézniczkowych réwnaf réwnowagi cienko-
Sciennego preta na réwnania rézniczkowe zwyczajne jest dzisiaj stosowana do$¢ powszech-
nie [4], [11] w obliczeniach statycznych konstrukeji lotniczych, okretowych i budow-
lanych,

Praca niniejsza stanowi uogdlnienie teorii Wiasowa na przypadek ruchu. Choé
genezg opracowania byly problemy budowy okrgtéw, przedstawiony w nim model moze
stuzy¢ do badania drgan innych konstrukcji inZynierskich, jak skrzydla samolotow,
mosty skrzynkowe, lub niektdre typy pojazdéw drogowych i szynowych,
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2. Zaloienia teorii

Przedmiotem rozwazaf jest pryzmatyczny, cienkoécienny pret o skonczone} liczbie
zamknigtych obwodéw w przekroju poprzecznym. Przekrdj poprzeczny (rys. 1) sklada sie
z N wezléw, polaczonych migdzy soba odcinkami prostymi, fub zakrzywionymi. Cata
konstrukcja zbudowana jest z ptaskich, ortotropowych plyt oraz cicnkoéciennych powlok
walcowych, kitdrych krawedzie, réwnolegte do osi preta, nazywaé bedzieny liniami WEZ-
lowymi.

2

~

e e e

x
i a1
o

ni

~

Rys, 1.

Wzorujac si¢ na hipotezie Wiasowa, skladowe u, v, w, wektora przemieszczenia w
dowolnie obranego punktu na powierzchni Srodkowej plyty, lub powltoki (rys. 2), na osie

i ——————
|-~" " powierzchnia rodkowa //’1
~1 iy
- -

P
b P

/// d y i

o7 of

.F_._ = 5__.:,:‘/6’

ds
Rys. 2.
lokalnego ukladu wspéirzednych b, s, n:
W=u'btov-s+w-n .0

przedstawiamy w postaci wielomianéw dwéch zmiennych rozdzielonych:

n

T Z‘V‘(Z, Z)- (PI(S) = 2"’1‘7’1 . (22)
“o =l .

i=1
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¥

= Z Bz, 1)y (s) = Z ey (2.2)
k=t [cd.]
= @ Mz, 1) ) = ) i
i1
przy czym funkeje: @i, v, x1, wspdtrzgdnej obwodowej s — nazywane funkcjami ksztaltu —
przyjmiemy jako znane, natomiast funkcje: »;, &, #;, wspéirzednej z na osi preta
oraz czasu t beda wielkoSciami poszukiwanymi.
Na element preta o gestosci g, modutach sprezystoéci E; (na kierunku podiuznym z),
E, (na kierunku obwodowym s), module odksztalcenia postaciowego G, wspélezynni-
kach Poisson’a: v,,, %, i wymiarach: d - ds- dz, dzialaja :
1. Sifa bezwiadnosci
Pg=—w-p-0-ds-dz= —p- 8@Giib+Ds+vn)ds - dz ' (2.3)
przy czym kropki nad symbolami oznaczaja pochodne wspotrzednych wzgledem czasu,
8 za$ jest grubosdcia ptyty, lub powtoki.
2. Sita zewngtrzna, bedaca jawna funkcjg czasu £ i wspdtrzednych zZ, S
Pz = pa(z, 8, 1) n+p{z,s, 1) s+py(z,5,1) b 2.4y
3. Wewngtrzne sity sprezyste:

a) na kierunku podhiznym sita normalna:
8/2

au dv
N, = ~3{z a,dn = El( P +v,, W) (2.5a)
b) na kierunku obwodowym:
— sila normalna:
s 2 2
v u
N;~;J;sz (a +m23;) (2.5b)
— sita styczna: _
ra u @
[ i = 6( 2+ %) 2.5
—i as Oz
— moment zginajacy
o o*w 2w *w 2 54
M= _3{‘2 Uzﬂdfl = —D(—és—z*—l-vlz'v) = —DW ( . )r

gdzie: 0., gy, T, Oznaczaja napreZenia normalne i styczne, a:

- E 6 v E, b
E = _——t* E, = 2

! L=y w2’ 2 =712
v 3
G=G-6 D= £ 9

121 —v3,7,2)

— zredukowane stale materialowe.
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W rozwazaniach pominigto jako male: moment zginajacy na kierunku podtuznym,
moment skrecajacy oraz sile styczng na kierunku normalnym. Jak widaé, pret jest zbu-
dowany z materiatu ortotropowego, liniowo-sprezystego, o osiach ortotropii b, s. W opisie
nie uwzgledniono sit thumienia, zaleznych od predkosci elementu. Wprowadzenie tych sit
do rézniczkowych réwnan ruchu nie stanowi problemu, jednak na wstgpnym etapie badan
nie wydaje si¢ celowe.

3. Réwnania ruchu

Zaktadajac, ze dziatajace na konstrukcje sity bezwladnosci stanowig skiadnik obcig-
zenia zewngtrznego, problem sformutowania rownan ruchu sprowadzamy do wyznaczenia
ekstremum funkcjonatu:

L
T= [ Qdz=IT+4 (3.1)
0
w ktérym I[ oznacza catkowita energie sprezysta preta, rowng sumie prac sit wewnetrznych
na przemieszczeniach w, natomiast 4 = Ap— 4, — sumg¢ prac sit beztadnosei i sit zewne-
trznych na tych przemieszczeniach.

Energi¢ sprezysta preta o diugoscei L:

L

1 2

- [ $ (N,,a,+Ns£s+ Syzs+All)) ds] dz (32)
0 8

mozna, uwzglgdniajqc zwiazki (2.5), (2.2) oraz:

L |

= 9z’ [ TR P
v . . ~

ES_-—‘a—S, "’21E1 =’V12E2 =FE

‘przedstawié w postaci macierzowe;j:

L
1 I |
M= f (TP 4 OTRI4 7Sy 42970V + 20TQI+ ITTI+ 4T ANz (3.3)
()]

_gdzie elementy kwadratowych, lub prostokgtnych macierzy: P, R, S, @, @, T, 4, s3 sta-
Aymi wspolczynnikami:

Py = fEﬂPHdeS; Ry = fé“l’k“l’gdS;
. dp, dp . d
Sy = fG dsl '7Sj—di‘; Oy = fE dy;k @i ds;
L 4 s
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Y d(p, Y, d
Ou = fG pA Wi ds; Ty, = sz- J;k : a;/;" ds (3.4)
| d*y, d*y
4= § D Gl Gheis

hj=1,2..nk,g=12..r;h 1 =1,2..m; njest liczba przyjetych do opisu funkcji
ksztaltu ¢;; r — liczba funkeji v, ; m — liczba funkcji ¥, (wzér 2.2). Symbol: gf oznacza

catke wzdluz zamknietego konturu opisanego wspélrzedna obwodows s, a kreski nad
symbolami — pochodne czastkowe wzgledem zmiennej z. Elementami macierzy kolum-
nowych: v, 8, 5, sa poszukiwane funkcje: v, %, 7, okreslajace przemieszczenia.

Praca sit bezwladnosci:

L L
An=—[ [ § oow-ivas|dz = — [ | § 06+ oo+ wiids|dz (3.5)
0 s 0 5

po uwzglednieniu (2.2) daje sie zapisaé w postaci:
L
Ap = — [ GTU+ TV +4TWi)dz (3.6)
]

przy czym elementy kwadratowych macierzy U, V, W, sa —jak w poprzednim przy-
padku — stalymi wspélczynnikami:

UU = f Qé(p,(]bd&'.

s

ng = _{Qé‘lpkipgds. . (3‘7)

Wi =f@5xhxxds
Praca sit zewngtrznych :
L
4. = [ [f Goutpw+pow)ds]dz (33)
0 s

po podstawieniu wzordw (2.2) przyjmuje forme:
L

A4 = f @™v+bT3+cTy)dz 3.9
0
w ktdrej elementami macierzy kolumnowych a, b, ¢, sa wspotczynniki:

a4y = fpb?’l ds,

be = § poyids ~ (3.10)

s
¢ = _{Pn%l ds
zalezne juz tylko od wspdirzednej z i czasu 1.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3/87



466 M. SPERSKI

Po podstawieniu wzoréw (3.3), (3.6), (3.9) do (3.1) otrzymamy, poslugujac sie row-

naniami Bulera: \
282 X8
— =0 3.11
dz ( aa ) oy G1D
(za o nalezy przyjmowac kolejno: vy, &, n;) poszuklwane rownania ruchu:
Ui = Py—Sy+ (07— Q)S a
Vi = R-T9+(@T-0)r—b | (3.12)
Wi = Ajj+c
Ten sam ukiad réwnan mozna wyprowadzi¢ z zasady Hamiltona, tworzac funkcjo-

nal:
t t

[[ Lat = [ (@+11- At (3.13)
00 0
w ktorym:
_ f [fga(u +i +w2)ds]dz G
[} Kl

jest energia kinetyczng ukladu, Uwzgledniajac zwigzki (2.2) przeksztalcamy wzor (3.14)
do postaci macierzowej:

T = ;_ f GTUD+ITVI+ TWip) dz (3.15)
0
i z rownan Eulera: ,
o | 0L K2 oL
v( : ) )_fi;L_:o (3.16)
at 30!_, 32 306_, 3061

otrzymujemy, po podstawieniu (3.15), (3.3), (3.9), do (3.13), réwnania ('3.12).
Korzystajac z réownan Eulera (3.11) lub (3.16) warto poshizy¢ sie nastgpujacymi
regulami rézniczkowania:

T T
J(aTAa) —2Aa, d(aTBb) — Bb,
da da
5(aTBb) 5(bTa) 3B.17
a ar a) _
ob = Bla da b

gdzie A jest ‘dowolna macierzg kwadratows, B — macierza prostokatna; a, b — macie-
rzami kolumnowymi.

4. Teoria ramowo-powlokowa

Funkcje ksztattu ,(s), przyjete do opisu przemieszczen stycznych we wzorze (2.2),
determinuja jednoznacznie przemieszczenia normalne punktéw potozonych na linii
$rodkowej przekroju poprzecznego preta. Przyjmujac zatem: [ =k, g = H, 1 = 2(9s)
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oraz zakladajgc, ze wycinek preta ograniczony dwoma poprzecznymi przekrojami odleg-
tymi od siebie o 1, odksztalca si¢ w kierunku poprzecznym do osi preta, jak plaska rama
o ksztalcie tego przekroju, lini¢ ugigcia tej ramy, utozsamiang z przemieszczeniami nor-
malnymi linii Srodkowej przekroju preta, mozna wyznaczyé z rownania (2.5d):

2w

w ktérym moment gnacy w przekroju ramy przedstawiamy jako sumeg trzech wielkosci:

— momentu M, wywolanego przemieszczeniami weztdw w plaszezyznie ramy;

— momentu Mp wywolanego obcigzeniami zewnetrznymi p, (ci$nieniami normalnymi —

wzor (2.4));

— momentu My wywolanego sktadowymi sit bezwladnosci na kierunck normalny.
Przyjecie takich zatozen umozliwia polgczenie dwoch ostatnich réwnan macierzo-

wych ukladu (3.12) w jedno réwnanie, a zatem zmniejszenie liczby réwnafi opisujgcych

ruch preta. We wzorze (3.3) na cnergi¢ sprezysta preta ulegnie zmianie tylko ostatni

skladnik, wyrazajacy prace momentu gnacego M na przemieszczeniach w:

2
nAny = j;lj/[j_‘ ds 4.2)

Moment gnacy Mp wywolany ci§nieniami normalnymi nie zalezy od funkcji #;, T,
opisujacych przemieszczenia. Dwa pozostale momenty mozna przedstawi¢ w postaci:

M, = Zgﬁu'ﬂk; Mp = ka:lék; 4.3)
k=1 k=1

gdzie M, jest momentem gnacym wywolanym przemieszczeniami weztéw ramy, zgodnymi
z funkcja ., natomiast my, Jx — momentem od obcigzen ramy (o wezlach nieprzesuwnych,

lecz podatnych na obrét) sktadowymi normalnymi sit bezwladnosci: fgéxki%
Podstawiajac wzory (4.1), (4.3), do (4.2) otrzymamy zwigzek:

.. e © M2
nAn = 3TX9+29"H9+29Th + 3TY 3+ 2%k +} —B”— ds 4.4
s

w ktérym elementy kwadratowych macierzy X, I, sa statymi wspolczynnikami:

Xy = f—mﬁmg ds; I, = j;%ds

a elementy macierzy kolumnowej h, rowniez stale, sa réwne:

hk—_—fg—ﬁ%ﬂl—"ds (k,g=1,2...7r)

Trzema ostatnimi sktadnikami wzoru (4.4) zajmowadé si¢ dalej nie warto, poniewaz po-
chodne czastkowe tych skladnikéw wzgledem zmiennych wystepujacych w réownaniach
Eulera sq zerami.

10*
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Przyjmujac we wzorach (3.6) i (3.9), zgodnie z zalozeniami podanymi na poczatku
rozdziatu:
Wi = 9TWS, T =c™8
otrzymamy, korzystajac z (3.1) i (3.11), nastgpujacy uktad réwnan ruchu:

|
U¥ = Py—Sy+HS—a,

.. Y | (4.5)
Z3 = R$—E9+Kv—d,
w ktérym:

H=0"-@Q, Z=V+W4+I,

E=T+X, K=Q"-0,
sa prostokatnymi, lub kwadratowymi macierzami o statych wspotczynnikach, zaleznych
od geometrii przekroju, stalych materiatowych i przyjetych do opisu funkcji ksztattu.
Natomiast:

d=b-—-hic
jest macierza kolumnowa, zalezna od obcigzen zewngtrznych, funkcji ksztaltu i wspol
rzednej z na osi preta,
Tworzac macierze kolumnowe:

o) e

ukiad (4.5) mo2Zna zapisa¢ w postaci jednego rownania macierzowego:
A% = B2+ C2-Dz—f, (@.6)

w ktérym A, B, D, sg macierzami symetrycznymi, natomiast € — macierza kwadratows
antysymetryczng:
uo PO
a=lo 2} o=[o o

c 0 H S0
=k o P=lo z|

Wymiar tych macierzy jest rowny n+r, tj. liczbie przyjetych do opisu funkgcji ksztattu
Pis Yr-

Réwnanie macierzowe (4.6) stanowi ukiad réwnan rdzniczkowych czgstkowych dru-
giego rz¢du, niejednorodnych, o statych wspétczynnikach. Znalezienie calek tego uktadu,
przy zadanych warunkach granicznych, umozliwi — po podstawieniu rozwiazan do wzo-
réw (2.2) — wyznaczenie przemieszczen dowolnie wybranych punktéw preta, w dowol-
nej chwili .

Nietrudno zauwazy¢, ze dla f = 0 réwnanie (4.6) opisuje drgania swobodne ukladu:

Ai = B2+Cz— Dz, @7
adla Z=0if=f(z) — niczaleZnego od czasu przechodzi w réwnanie réwnowagi:

BY+CL—Dz—f 0. (4.8)
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5. Warunki graniczne

Jezeli skrajny przekroj preta (z = a) obcigzymy ukladem sit zewnetrznych:

q= qb(s: z)n+qs(s’ Z)S+qn(s’ t)b: (51)

funkcjonal catkowitej energii mechanicznej (3.1) powiekszy sie o sktadnik:
G = f(qbu-i_‘qsv-i_qnw)dsu (5.2)
s

wyrazajacy pracg tych sil na przemieszczeniach (2.1). Po podstawieniu w miejsce u, v, w,
2wigzkow (2.2) oraz — zgodnie z zaloZeniami teorii ramowo—powlokowej: 7 = ¥,
wzér (5.2) przyjmie postac:

G=phv+q’9, (5.3)

przy czym elementy kolumnowych macierzy p, q, sa funkcjami czasu:

= _{%‘Ptd-s‘,
5.4

@ = )[qswdsﬂ{ Ik gs.
s s D
Przyréwnanie do zera wariacji funkcjonatu:
L
5 = [ Qdz+6, (5.5)
0

prowadzi [7] do wyznaczenia warunku granicznego na brzegu z = a:

o9 6 (5.6)
day ddy *
+ gdzie «; przyjmuje kolejno wartodei: vy, & (i=1,2..n;k=1,2...r).

Podstawiajac poszczegdine skladniki funkeji 2 (wzory (3.3), (3.6), (3.9)) do wzoru (5.5)
mozna ograniczy¢ sie do wyrazdw zawiérajacych pochodne wspélrzednych wzgledem
zZmiennej z:

L
| | |
7, - %f (TP 4 STRI+ 2970V + 2" @9+ ) dz+pTr+q7S .7
0
i postugujac sie¢ wzorem (5.6) oraz regulami rézniczkowania (3.17) wyznaczyé warunki
graniczne:
PY+OTS = p,
| (5.8)
R$+@Tv = q, A
stanowiace uktad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Uklad ten mozna przedstawié
w formie jednego réwnania macierzowego:

Mlxlz=a =r, (59)
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P, 0

|
x= (98)T, r={pq}".

w ktérym:

Gdy skrajny przekroj preta jest swobodny (ngeobciajonﬁ, macierze p, g, $a zZerowe i wa-
runek graniczny dla tego przypadku przyjmuje postaé:

M,xf,_, = 0. (5.10)

Sztywne utwierdzenie przekroju preta powoduje, Ze przemieszczenia (2.2) wszystkich
punktéw tego przekroju sa zerami, a warunek graniczny:

A e

mozna uwazaé za szczegdlny przypadek warunku (5.9).
Przewodujac mozliwo$¢ numerycznego catkowania réwnan ruchu, warunki graniczne
na kraicach preta zapiszemy w postaci:

Mx|._o+Nx[,.. =5, (5.12)

gdzie s = {r|,_rr|.—0}" jest macierza kolumnowa sit uogdlnionych, a M i N — ma-
cierzami kwadratowymi o wymiarach 2(n+r) 1 elementach bedacych stalymi wspoélezyn-
nikami.

Do pelnego opisu ruchu, oprécz warunkéw granicznych na kraricach pregta, nalezy
réwniez poda¢ warunki poczatkowe, okreslajace polozenia i predkosci wszystkich punktow
uktadu w chwili f = 0. Funkcje zmiennej z, okreslajace wartoéci wspdirzednych uogél-
nionych ;, ¥, na poczatku ruchu:

Vio = ¥10(2), Do = Pyo(2),

powinny spetnia¢ rownania réwnowagi (4.8). Natomiast funkcje okre$lajace poczatkowe
predkosci uogdlnione:

Vio = ¥10(2), 79k0 = ?9.1;0(2),

musza by¢ funkcjami ciagtymi.

6. Wybor funkcji ksztaltu

Zasady wyboru funkeji ksztattu: ¢;, y,, (2.2) pozostaja takie same jak w zagadnieniach
statycznych [3], [4], [5]. Aby potwierdzi¢ poprawnoéé sformutowanych réwnan ruchu
rozpatrzmy nastgpujace przyklady:

© Przykiad 6.1. JeZeli przemieszczenie przekroju poprzecznego jednorodnego preta
o gestosci g, module sprezystosci E, module- odksztalcenia postaciowego G i przekroju,
jak na rys. 6.1 opiszemy jedng tylko funkcja ¢, majgca warto$¢ 1 w kazdym punkcie tego
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przekroju oraz zatozymy, z¢ na ukiad nie dziatajg zadne sity zewnetrzne, to w réwnaniu
(4.6) tylko dwa wspdlczynniki (3.7) i (3.4):

Ui, = U = § odpds = o4,

s

P,=P= f@é(pzds = EA,

oraz jedna wspolrzedna v, = » 53 rézne od zera. Symbol A oznacza powierzchnie prze-
kroju. Otrzymane réownanie ruchu:

y——v =0, (6.1)

jest znanym réwnaniem rozniczkowym podiuznych drgan swobodnych preta.

/

[a]
N

N

) R N
X

[T

AT

Rys. 6.3.

Przyklad 6.2. Opisujac przemieszczenie tego samego 'prgta jedna funkcja ksztattu
przedstawiong na rys. 6.2, obliczamy wspdélczynniki réwnania ruchu (4.6) wg wzoréw
B7i1GY: :

Vo=V =§ odpids = —;—géab(a+b),

Ry = R = § Goyds = _12- Goab(a+b).
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Po podstawieniu tych wspélczynnikéw oraz ¢, = & do réwnania (4.6) otrzymujemy réw-
nanie drgan skretnych preta:

H——9 =0, (6.2)

w ktérym @ jest katem obrotu przekroju.

Przyktad 6.3. Trzy funkcje; ¢, p, ¥ przedstawione na rys. 6.3 opisuja zgigcie preta
w plaszczyznie pionowej, przy czym przekrdj poprzeczny preta przemieszcza si¢ jak cialo
sztywne, pozostajac prostopadly do linii ugigcia. Nietrudno bowiem zauwazy¢, Ze skia-
dowe przemieszczenia (2.1) sg rowne:

|
u=yp, vV=)yy¥Y, w=yy, (6.3)
gdzie y jest przemieszczeniem srodka geometrycznego przekroju.
Podstawiajac iloczyny (6.3) do wzoréw (3.2) i (3.6), otrzymamy funkcjonat (3.1):

L L
f Qds = ~% f (BTN +207.35 +204y5) dz,
0 0

w ktorym:
&b &
r _ 2 pa— ——
Jx—f&pds 26( ; 12),
jest powierzchniowym momentem bezwladnodci przekroju wzglgdem osi x, natomiast:

A= § b2+ ds,

— polem tego przekroju. Z réwnania Eulera:

# (a0 o (0@) 00
é)zz(aj';) oz \ 9y to T

otrzymujemy znane réwnanie drgafi poprzecznych preta:

EL'y+ody—el = 0, (6.4)
uwzgledniajace sily bezwladnoéci od obrotu przekroju wokét osi x.

W podobny sposdéb mozna opisaé zgiecie preta w plaszczyznie poziomej, a takZe
wprowadzi¢ dodatkowe funkcje [3], [10] uwzgledniajace paczenie przekroju. Funkcje
tego typu mozna jednak przyjmowaé tylko do obliczed pretéw o przekrojach nieskompli-
kowanych, zlozonych z jednego, lub co najwyzej dwoch prostokatow.

Znacznie dokladniejsze wyniki uzyskuje sig, przyjmujac do opisu przemieszczen
wzdtuznych funkcje ¢; skonstruowane z wielomianéw Legendre’a w taki sposdb, aby
przyimowaly one wartosci 1 w i-tym wezZle przekroju (rys. 6.4) i wartosci zero we wszyst-
kich wezlach sasiednich [5]. Mozna tez na linii §rodkowej przekroju przyjmowaé dodat-
kowe, fikcyjne wezly.

Funkcje v, y. opisujace przemieszczenia styczne i normalne w plaszczyznie przekroju
konstruuje si¢ przesuwajac o warto$é¢ 1 w kierunku wspoirzednej obwodowej s, dwa pola-
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al 'D.) c)

czone ze soba wezly przekroju (rys. 6.5a). Wprowadzajac dodatkows funkcje P, jak
na rys. 6.5b, uwzgledniamy w opisie efekt $ciskania preta ramy.

Im wigksza jest liczba przyjetych funkeji ksztaltu, tym opis jest dokladniejszy. Wzros-
towi tej dokladnosci towarzyszy jednak wzrost liczby réwnan ruchu, a zatem rozwia-
zanie problemu staje si¢ bardziej skomplikowane. Z tego wzgledu, w obliczeniach statycz-
nych, konstruktorzy ograniczaja swoj wybor do funkcji przedstawionych na rys. 6.4a
i 6.5a, nazywanych funkcjami Wiasowa pierwszego rodzaju.

al
bl

\\ = \\ \\

N v =l \ \\
. \ ]3
I 7 ;'] !

1 ) 1 /I it
/XK ka IXk K
/ / /
Rys. 6.5.

7. Calkowanie réownan

Jezeli pret jest obcigzony uktadem sit harmonicznych o takich samych fazach i cze-
stodciach: f = gcoswt, réwnanie ruchu (4.6) przyjmuje postaé:

Ai = B¥+Ci— Dz—gcosot. 1.1
Przewidujac szczegdlne rozwiazanie tego réwnania w formie:
Z = ycoswt

otrzymamy, po podstawieniu do (7.1) uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

39+C}+Gy =g, (7.2)
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w ktérym:
G =w*A-D.

Catkujac ten uklad numerycznie [11] z uwzglednieniem warunkéw brzegowych (5.12)
‘wyznaczymy maksymalne przemieszczenia (amplitudy) poszczegdlnych punktéw kon-
strukeji. Natomiast powtarzajgc obliczenia wielokrotnie, dla réznych czgstosci w i rejestru-
jac podczas catkowania tylko przemieszczenia maksymalne, mozna wyznaczy¢ czestosci
rezonansowe. Sa nimi te wielkosci w przy ktérych przemieszczenia osiggaja wartosci
bardzo duze.

Jako przyktad rozpatrzmy pret o przekroju ztozonym ze skonczonej liczby prosto-
katéw, jednym koncem utwierdzony, na drugim za$ obciazony uktadem sit skupionych:
pocoswt. Przyjmijmy, dla uproszczenia obliczen, ze skladowe binormalne tych sit sg przy-
Yozone w weztach przekroju, a sktadowe styczne dziataja wzdtuz linii faczacych poszczegoline
wezly. Wprowadzajac do opisu funkcje Wiasowa pierwszego rodzaju (rys. 6.4a i 6.5a)
stwierdzamy, ze wektor sit uogélnionych w réwnaniu (5.9) jest:

r = pycoswt, (7.3)
gdyz wartosci funkeji ¢, w, (wzor 5.4) w punktach przylozenia sit sa réwne 1.
Roéwnanie amplitud (7.2) ma zatem postaé:
By+Cy+Gy = 0, (1.4)

a warunki graniczne (5.12):

W miejsca niewypetnione w réwnaniu (7.5) nalezy wpisa¢ macierze zerowe. | oznacza
macierz jednostkowa.

Gdy przekrojem prgta jest jeden prostokat, ukiad (7.4) sktada si¢ z o$miu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu. Dla przekroju dwuobwodowego (dwa pro-
stokaty) liczba tych réwnan wzrasta do 11, a dla przekroju zlozonego z czterech prosto-
katow wynosi juz 15,

8. Przyklady obliczein numerycznych

"~ Majac na wzgledzie kontrole poprawnosci opisanej metody, obliczono wspdtczynniki
téwnania (7.4) dla wspornika o przekroju prostokatnym, obcigzonego na koncu ukla-
-dem sit skupionych: P;coswt, jak na rys. 8.1. Dane liczbowe: L = 60; a = 20; b = 10;
0=01; E, =21-10% E, =2,1-10% v, =v»,, =0,3; G =8,1-10% o= 7,6-1073,
Jednostki podstawowe: MN, m, s. Réwnania catkowano metoda Oluremiego-Olaofe
[8] uogdlniong przez J. Wieckowskiego [11] na réwnania macierzowe z osobliwa macie-
rza C.
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Przykiad 8.1. Py = P, = Py = P, =1, Ps = Py = P, = Pg = 0. Dla kazdej war-
tosci @ otrzymano jednakowe przemieszczenia podituzne wszystkich punktdéw danego
przekroju oraz wszystkie przemieszczenia poprzeczne réwne zeru. Przyktad przedstawia
zatem drgania podtuzne preta, Na rys. 8.2 przedstawiono obliczone amplitudy przemiesz-
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czen przekrojow wzdluz osi preta, dla kilku przypadkowo wybranych czgstosei w,
© Czgsto$é w == 1000 jest bliska czestosci rezonansowej, bowiem otrzymany dla niej wykres
amplitud przypomina czwarta postaé drgan wiasnych.

Amplitudy przemieszczen skrajnego przekroju preta (z = 60) obliczone dla réznych
czgstoéci w wykredlono na rys. 8.3. Czgstosci: wy = 145, w, = 435, w; = 720, w, = 1010,
przy ktorych przemieszczenia osiagajg wartosci nieskonczenie duze sa czgstosciami rezo-
nansowymi uktadu. Znane sa czgstosci whasne swobodnych drgan podiuznych wspornika
wg teorii technicznej (réwnanie 6.1):
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7T E,
v et S -1 =1,2,3, ...
T . 2n—-1), =n

Podstawiajac w miejsce E, zredukowang stala E = E,/(1—v,, ‘v;,) jak w (2.53)
oraz pozostale dane liczbowe z naszego przykladu, otrzymamy wielkoscel: w, = 144.3;
w, = 432,8; w; = 721,3; w, = 1009,8; réwne praktycznie czgstosciom rezonansowym
badanego preta. Dzielac natomiast amplitudy przemieszczenn punktéw na liniach wezlo-
wych, obliczone dla czgstodci bliskich rezonansowych: w, = 146, w, = 436, w, = 723,
ws = 1015, przez warto$¢ amplitudy przemieszczenia przekroju skrajnego, otrzymamy
wykresy (rys. 8.4) przedstawiajgce gtowne postacie drgan wlasnych uktadu.

Przyktad 8.2. P, =4, P, ... Py = 0. Pozioma sita harmoniczna przylozona w wezle
1 (rys. 8.1) skrajnego przekroju, wywoluje drgania podluzne, sprzgzone ze zginaniem
ukoénym i deformacja przekroju. Na ogél, przy dowolnie obrane; czestodci wymuszenia
(rys. 8.5), amplitudy przemieszozen poszczegdlnych wezidw przekroju sgq rézne. Jezeli
jednak czesto$¢ sity wymuszajacej zbliza si¢ do rezonansu (rys. 8.6), amplitudy przemiesz-
czefh wszystkich czterech linii weztowych stajg si¢ w przyblizeniu jednakowe, cho¢ ruch
podtuzny dwéch sasiadujacych ze sobg weztéw odbywa sie w przeciwnych kierunkach.
Inne sa tez czestoécl rezonansowe niz w poprzednim przykladzie.
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Przykiad 8.3. Uktad sit harmonicznych o amplitudach: P, ... Ps =0, P, = Py =1,
wywolal drgania gietne wspornika w plaszezyZnie pionowej, o takich samych amplitudach
przemieszezen wszystkich czterech weztdéw przekroju. Na rys. 8.7 pokazano amplitudy
przemieszezen linii weztowych przy dwdéch réznych czestosciach sit wymuszajacych.

Przyklad 84. P, ... P, =0, Ps =1, Pg = —1, P, =2, Py = —2. Dwie pary sit
o takich samych amplitudach momentow, przytozone do skrajnego przekroju, wywolujg
drgania skretne wspornika, polaczone z paczeniem oraz deformacja poprzeczna konturu.
Amplitudy przemieszczesi wszystkich czterech wezléw przekroju sa zawsze jednakowe
a wezly sgsiadujace ze soba poruszajg si¢ na kierunku wzdluznym w przeciwne strony.
Rys. 8.8 przedstawia amplitudy przemieszczen linii weztowych przy czestosci wymu-
szenia w = 500, znajdujacej si¢ pomigdzy czwarty, a piata czesto$cig rezonansowas.

Przyklad 8.5. Dwie pionowe sity harmoniczne, przytozone w weztach 2 i 3 (rys. 8.9)
przekroju skladajacego sie¢ z trzech prostokatdw wywolaly drgania gigtne wspornika,
polgczone z deformacja poprzeczng i paczeniem przekroju; amplitudy skrajnych weztow
konturu réznig sig od amplitud przemieszczen wegziéw wewnetrznych. W stosunku do
poprzednich przykladéw zmieniono tylko wymiary przekroju poprzecznego (a = 10,
b = 15) oraz dlugo$¢ preta (L = 100), pozostawiajac takie same grubosci i stale ma-
teriatowe, .

9. Whnioski

Przy odpowiednio dobranych funkcjach ksztaltu model ramowo-powlokowy Wia-
sowa prowadzi do takich samych wynikéw, jak powszechnie znane modele prgtowe.
W ogdélnym jednak przypadku przedstawiona metoda umozliwia opis dokladniejszy,
uwzglednia bowiem rozmaite postacie deformacji poprzecznej i paczenia przekroju.
Mankamentem teorii Wlasowa jest — jak wiadomo — odbiegajacy od rzeczywistosci
rozklad naprezen stycznych w przekroju cienkosciennego preta. W wypadku zastosowania
omawianej teorii do opisu drgad, przyjecie niepoprawnego rozkfadu naprezen stycznych
nie powinno mieé istotnego wplywu na obliczenia czgstosci rezonansowych, gdyz w réw-
naniach ruchu wystepujg tylko wypadkowe tych naprezen.

Znalezienie ogdlnego rozwiagzania réwnaid ruchu (4.6), poprzez wartosci i funkcje
wlasne, jest — jak dotad — mozliwe tylko w najprostszych przypadkach [9], [10]. Gdy
przekréj preta jest bardziej skomplikowany, rozmywa sie przejrzysto$é opisu jaka dawata
teoria techniczna, a znaczna liczba wartoéci wlasnych i podstawowych form wydhiza
czas liczenia i angazuje pamieé maszyny cyfrowej. Zastosowana w pracy metoda bezpo-
$rednia, prowadzgca do rozwigzania szczegdlnego, umozliwia jednak oszacowanie czgs-
tosci rezonansowych i wskazanie najbardziej niebezpiecznych miejsc konstrukcji.

Pozornie najprostszy problem numerycznego calkowania uktadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych o stalych wspélezynnikach okazal sie w danym przypadku nielatwy,
ze wzgledu na bledy maszynowych zaokraglen. Zawiodly metody wielokrokowe potlg-
czone z tworzeniem macierzy bazowej, a metody réznicowe wymagaly przy wyiszych
czgstosciach zbyt duZej pamieci maszyny. Zastosowana metoda [11] polegajaca na roz-
winigciu przewidywanych rozwigzaf w szereg wielomiandw Czebyszewa, umozliwia
wyznaczenie pierwszych kilkunastu czgstodci rezonansowych cienkosciennego preta



480 M. SPERSKI

-0 przekroju ztozonym z co najwyzej 8 - 10 prostokatéw. Nadal wigc problemem jest zna-
lezienie dostatecznie szybkiej i dokladnej metody catkowania réwnan.

Jezeli poszczegdlne wezly przekroju sg potgczone liniami prostymi (pret cienkoscienny
o przekroju ztozonym z wielokatdw), proces obliczania na maszynie cyfrowej wspdlczyn-
nikow réwnania macierzowego (7.5) oraz warunkow granicznych (5.12) moZzna zauto-
matyzowaé. W pracy [5] przedstawiono algorytm, umozliwiajacy automatyczna generacje
rownan ruchu cienkosciennego preta o przekroju zlozonym ze skonczonej liczby prosto-
katéw, po wprowadzeniu danych, zawierajacych wymiary geometryczne i state mate-
riatlowe poszczegdlnych elementdw konstrukeji.

Mozliwe jest zastosowanie hipotezy Wiasowa do opisu drgan pretéw cienkosciennych
0 przekroju zmiennym odcinkami, przy czym niektére odcinki takiej konstrukcji moga
by¢ pretami cienkosciennymi o profilu’otwartym. Roéwnania ruchu tych ostatnich sq znane
[13, [2), [3], a sprzeZzenie uktaddéw rownan opisujacych drgania poszczegolnych odcinkéw
umozliwiaja warunki graniczne (5.12).
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Summary

USE OF SHAPE FUNCTIONS TO THE DESCRIPTION OF VIBRATION OF THE THIN-WALLED
BARS WITH CLOSED SECTION

The motion equations of orthotropic elastic bar with multicircuit closed section have been formulated.
The numerical integration of the differential equations of motion enables to determine the structure reponce
cased by the system of harmonic forces excitation as well as the calculation of the resonance frequencies.

Praca wplynela do Redakcji dnia 28 maja 1986 roku.

11 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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1.Wstep

W numerycznej analizie zagadnien dynamicznych (zjawisko rozchodzenia sig fal;
problemy geotechniczne) wprowadzenie sztucznego brzegu powoduje wystgpienie nie-
naturalnych odbié fal, zaburzajacych rozwigzanie. Z praktycznego punktu widzenia istotna
jest wige umiejetnosé ich eliminacji i symulowanie nieograniczonego osrodka. Najprostsze,
ale jednocze$nie chyba najkosztowniejsze, rozwiazanie polega na zbudowaniu modelu
obliczeniowego o odpowiednio duzych wymiarach, pozwalajacego na uzyskanie wynikéw
przed wystapieniem odbic.

Dla eliminacji tego zjawiska mozna na rozpatrywanym brzegu odcinajacym skonczony
obszar zastosowaé odpowiednio dobrany system lepkich tiumikéw [6]. W wielu pracach
wykorzystano rodzine absorpcyjnych warunkéw brzegowych, opracowanych na pod-
stawie uprzednio rozwinietej teorii przez Engquista [2]. Znakomitym narzgdziem do analizy
tych zagadniefi moZe byé metoda elementéw brzegowych [7], w ktdérej budowa nieskon-
czonych elementéw jest bardzo naturalna. Podobnie jak dla metody elementéw skon-
czonych w zagadnieniach statyki [8] mozna zbudowa¢ element nieskonczony eliminujacy
odbicia lub rozwiazywa¢ zadanie poprzez dokonanie odwzorowania obszaru nieograni-
czonego w obszar skonczony.

W pracy przedstawiono trzy koncepcje eliminacji odbié poprzez przyjecie absorpcyj-
nych warunkéw brzegowych typu Sommerfelda, superpozycj¢ rozwiazait i przyjecie dyna-
micznych warunkéw brzegowych. Proponowane algorytmy przetestowano na niewielkich
zadaniach jedno- i dwuwymiarowych, wykorzystujqc mikrokomputer ZX Spectrum +, co
umozliwito wizualizacje wynikéw., ' '

* Praca prezentowana na I Ogélno;;olskicj Konferencji ,,Mikrokomputery w Mechanice”, Warszawa
1986. e ' o .

11*
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2. Absorpcyjne warunki brzegowe

Rozpatrzmy réownanie falowe (1):

Uy = €% Uy, (1)
gdzie: x € [—a, 0], 1 € [0, c0). Dla brzegu x = 0 poszukujemy takiego warunku, ktory
dla fali o zrodie w punkcie x = —a poruszajgcej si¢ w prawa strong pozwoli na jej przejécie

przez brzeg x = 0 bez wywolywania odbi¢. Rozwiazanie réwnania (1) dane jest wzorem (2):
u = A-explilwt —kx)]+ B - expli{w? +kx)], )

gdzie: w — czgstos¢ kolowa, & — numer wektora falowego (w = kc), A — amplituda
Zrodla, B — amplituda fali odbitej. Dokonujac formalnego rozkiadu operatora (1) otrzy-
mamy (3):

0 K, d d
(?;-+Ca—x')(57“037)u20. (3)
Przyjmujac dla x = 0 warunek brzegowy (4) zgodny z (3):
H,+C : uxl.r:O = O; (4)

latwo stwierdzi¢, ze podstawiajgc rozwiazanie (2) do (4) otrzymamy B = 0, co odpowiada
eliminacji odbi¢. Wzor (4) zgodny jest z warunkiem wykorzystywanym przez Engquista,
(dla fali poruszajace]j sie w lewg strong we wzorze (4) wystapi znak —).

Proponowany warunek brzegowy moze by¢ wykorzystany nie tylko w metodzie réznic
skonczonych [2], ale takZe w metodzie elementéw skonczonych [1] lub metodzie czaso-
przestrzennych elementéw skoriczonych [4]. WigZe si¢ to jednak z koniecznoécia budowy
elementéw, dla ktérych na rozpatrywanym brzegu moga byé wyrazone pochodne funkcji u.

ki

Jh_ r——z“[ q; :{ui Wi it }
b |

t=Th

Rys. 1. Element czasoprzestrzenny typu Hermite'a

Rozpatrzmy prostokatny element czasoprzestrzenny (rys. 1) o parametrach weztowych
©)
q: = {uhulx,ult}’ i = 17 2:3y4- (5)

Macierz N funkeji ksztaltu przyjmujemy w postaci wielomianéw Hermite’a:

u(x,t) = N(x, 1) q,,
NG 1) = [N, Na, No, N, ©

Po przejsciu na zmienne bezwymiarowe &, T mozemy N; zapisaé w postaci (7):

N,(§, 7) = [e(&:He(ri1); aw(&i8) o(7i7); ho(6:8) w(T, 7], M
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gdzie:
0(6e8) = 0252 +380—(3),
w(ol) = —0.25,(1+ 80— 03), (8)
fo=10C, i=1,2,3,4, ¢=£¢& 7.
Przyjmujac:
1 d
o dE
€ = Ju = 1 4 |® ®
h dv

wyznaczamy macierz B; = dN;. Macierz sztywnoéci elementu czasoprzestrzennego wyzna-
czamy ze wzoru (10):
11

Ky= [ [BI-E-Bj-ah-dide, i,j=1,2,3,4,
-1 —1

A, B, (10)
K, = [Cc De],
gdzie:
E4 O
E=[0 4 an

W otrzymanej tak macierzy K, podmacierze B, i C, s niesymetryczne, co w polaczeniu
z trzykrotnym wzrostem liczby niewiadomych w pordéwnaniu do zadania rozwiazywa-
nego tylko w wielkosSciach przemieszczen znacznie obniza przydatno$¢ proponowa-
nego algorytmu.

Spetnienie warunku (4) sprowadza sig do kondensacji w macierzy sztywnoéci elementu
czasoprzestrzennego stopni swobody zwigzanych z wielkodciami #, i 4, na brzegu odci-
najacym skonczony obszar.

Ze wzgledu na niska efektywno$é algorytmu wykorzystujacego czworokatne elementy
typu Hermite’a poszukiwano dla elementéw czworokatnych z aproksymacja Lagrange’a
pola przemieszezef 1 (rys. 2) takich modyfikacii funkcji ksztaltu, aby na brzegu § = const

T
j‘“‘_ lgq a;={ui)

3 4

AT

Rys. 2. Element czasoprzestrzenny typu Lagrange’a

spetniony byt warunek (4). Modyfikacji poszukiwano w klasie wielomianow. Postulowano
spetnienie warunku (4) na calym brzegu, w wezlach lub catkowo (12):
u(a, t),+ec-ua, t), =0,
- uil+c'u1x=0) i= 2)4) (12)
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h

| lta, 1), +¢- ua, ndt = 0.

-~
Analize przeprowadzono wykorzystujac mikrokomputer ZX Spectrum +. Uzyskane
w ten sposdb modyfikacje funkeji ksztattu prowadzily do schematéw niestabilnych lub
o znacznie obnizonej granicy stabilnosci. W badaniu stabilnodci wykorzystano warunek
(13) [5]:

B+C—A-D > 0. (13)

Celowe wiece wydaje sig rozszerzenie klas funkcji modyfikujacych na funkcje wymierne,
logarytmiczne lub ekspotencjalne.

3. Metoda superpozycji rozwiazan

Rozpatrzmy ponownie rownanie (1) i jego rozwiazanie (2). Przyjecie na rozpatrywa-
nym brzegu warunku (14):

Ueleo = 0, (14)
daje B = — A, za$ przyjecie warunku (15):
Ulz=o = 0, (15)
1 £ = 2000000 KG/cm?
4 i i o A = 100cm?
4 g = 00072 kg/cm?
for2a—>pe-2a |20 ~ofa-20 | c = E/o = 16666 cm/s
a = 50cm
hg= a/c =0,003s

Rys. 3. Zagadnienie jednowymiarowe — drgania podluzne preta

N 1 TN 1
N=1/6 s=2 20krokéw t N=16 s=2 20krokéw t

——— N N————
—_— T N—
— N
_/—\’_&_—%
P

A=1/6 s=2 20krokéw -t -

Rys. 4. Drgania podluine prgta — superpozycja rozwigzan
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daje B = A. Jak latwo wiec zauwazy¢ superpozycja tych rozwigzan catkowicie eliminuje
zjawisko odbicia fal.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ takze dla zadania dwuwymiarowego
(tarcza, membrana). Zwigkszeniu ulega wtedy liczba superponowanych rozwigzan — na-
lezy uwzglednié wszystkie mozliwe kombinacje warunkéw brzegowych w naroZach.

Algorytm przetestowano na prostym zadaniu jednowymiarowym — drgan podiuz-
nych preta. (rys. 3). Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 4. Istotna wada proponowanej
metody jest wzrost czasu obliczed i zapotrzebowania na pamieé, gdy superponowane
zadania rozwiazywane sa rownolegle.

4. Dynamiczne warunki brzegowe

Do analizy dynamicznej nieograniczonego obszaru £ wykorzystano fS-algorytm me-
tody elementdw czasoprzestrzennych [3]. Macierze A, B, C, D maja budowe (16):

A=D=n7n1-28-5-1/2h-M,

B=C=2 S+1/2h M, (16)
gdzie: p € [0, 1/2], 22 — krok catkowania, S, M — macierze sztywnosci i bezwladnosci.
Uklad réwnan metody elementow czasoprzestrzennych rozwiazujemy korzystajac z zalez-
nosci (17), (18):

A-q,+B-q, =1, Qa7
C'q1_1+(A+D)'qi+B'q‘+1 =f£. (18)
Wprowadzajac dodatkowe oznaczenia (19):

fi = A-q+B-quy,

19
f-=-C-q.;—D-q,, (19)

réwnanie (18) mozna przeksztaltci¢ do postaci (20):
fit = f,4+f. (20)

Wielkosci f i f;~ sa wektorami pedéw starym, obliczonym z przemieszczed q;— i q; oraz
nowym, obliczonym z przemieszczen q; i qi4,. Réwnanie (20) jest réwnaniem réwnowagi
dynamicznej, zapisanym dla chwili i w wielkosciach pedéw. WprowadZzmy dodatkowy

IN—-2Fi
he= b/c =0,0025
2b _ 2
E = 2000 000 kG/ cm
il 6 |~t— o = 0,0072 kg/cm?

o =13

b a = 50cm
|3 L |_*‘ b = 50 cm
S CuiVE 2(1+0)Q =10206 cmfs
__L c";cl\(zn—'o)/H—Z‘o =20 L12cm/s

1 2

20——{

Rys. 5. Zagadnienie dwuwymiarowe — drgania tarczy
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symbol fi*|., oznaczajacy sktadowe wektora f* na brzegu 082 ograniczajacym rozpatry-
wany skoficzony obszar Q*. Przyjmijmy, Ze wezly na brzegu 4£2 sg calkowicie nieobcia-
zone i maja tylko ruchome stopnie swobody: Aby brzeg 42 przy analizie obszaru £*
byl w takich samych warunkach jak przy analizie £2 nalezy spetni¢ na nim dynamiczny
warunek brzegowy (21):

ft|o = 0. : Qn

Przy przyjeciu fil, = 0 odpowiada to warunkowi fi |, = 0. Jest on }atwy' do spetnienia
i wymaga niewielkich modyfikacji algorytmu. W réwnaniu (18) nalezy wyzerowaé sklad-
niki iloczynu € - q;-; + D q; odpowiadajace stopniom swobody na brzegu 942.

e TN e e e e

—— N
TN ———— e,

N
N=1/6 s=1 25 krokéw A 0=025 ss1 25 krokdw

>5gLL

e e e

e o S

e

[

N =0 s=2 50 krokdw

i
A =05 s=1  25krokéw

e ——— e, N e e e
e N\ mr~——e e Y o N N
—/\-\.’%M—f‘—-—" —Av—’\————'——‘_\
J-\-W———‘— /\'\M————
A D=1fb s=2 50 krokbw N___0=025 s=2  SOkrokdw

Rys. 6. Drgania podluzne preta — dynamiczne warunki brzegowe

— 7.8 _— 7'8
—_ 5 AN~ 58
N 34 MNeme—— 34

A_N=1f6 s51 25krokéw " A=1fe s=2 50krok6w1’2

N

MND=1/6 3525 125 krokéw

1.2

Rys. 7. Drgania tarczy — dynamiczne warunki brzegowe
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Proponowany algorytm zostat sprawdzony na niewielkich zadaniach jedno- i dwuwymia-
rowych (drgania podtuzne preta- rys. 3, drgania tarczy- rys. 5). Obcigzenie stanowil impuls
kinematyczny. W obliczeniach wykorzystano mikrokomputer ZX Spectrum +. Wyniki
obliczed dla réznych wartosci parametru 8 i skrécenia s (s = ko/h) kroku calkowania
przedstawiono na rys. 6 i rys. 7.

5. Uwagi koncowe

W rozwiazaniu i analizie postawionego problemu mikrokomputer ZX Spectrum +
okazat si¢ bardzo przydatnym narzgdziem. Prosty program napisany w Basic-u umoz-
liwil automatyzacje¢ badania réznych modyfikacji funkeji ksztattu. Wyjscie graficzne,
cho¢ bardzo niedoskonate, pozwolilo na szybka wizualizacje wynikéw i unikniecie zmud-
nego wykonywania wykreséw. Niewielka pojemnos$¢ pamieci i bardzo wolny interpreter
Basic-a uniemozliwity rozwigzanie wigkszych zadan. Proponowane algorytmy wymagaja
wige dalszych testéw, mozliwych do zrealizowania na profesjonalnym sprzecie.
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Pesome

PEIIEHUE OIVHAMUWYECKUX 3AI0AY B HEOTPAHUYEHHBIX OBJIACTAX

B ByMepHuUecKoM peLIEHHH JUHAMAUECKHX 3alau B HEOrPAHHUEHHBIX OONACTAX MOABJISTIOTCA OTpa-
sxerms, OUueHs BRXKHBIM SABJSIETCSA HCINOUEHHE STHX OTPAYKEHHI ¥ CHMYNALMA HEOrPaBNUEHHOTO IIPoCc-
TpaHcrBa. B pafoTe mpecTaBiieHo HECKONBKO HOBBIX METOROB pemIeHHs 2roft 3amaun. Opmn us HHX
cymeproHnpyer pemerds 3amau Jupmxnera u Hefimana. BeegeHs! To)ce Aunampueciye ¥ abcopGuuoH-
HBEI€ IPAHHYNDBIE YCIOBHA, KOTOPbIe MOXKHA YHOTPEONATE B METOAE KOHEUHBIX BPEMEHHO NPOCTPAaHCTBEH-
HBIX 3JIEMEHTORB.
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Summary

SOLUTION OF DYNAMICAL PROBLEMS IN UNBOUNDED REGIONS

In numerical solutions of dynamical problems in unbounded regions the presence of typical boundaries
introduces reflections. It is very important to be able to eliminate these reflections and to simulate an infinite
region. Some new tecliniques are presented in the paper. One of them solves the problem by adding together
the solutions of Dirichlet and Neumann problems. Dynamical and absorbing boundary conditions, which
can be used in space-time finite elements, are also introduced.

Praca wplynela do Redakcji dnia 9 kwietnia 1986 roku.
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1. Introduction

In recent years the traditional passive car suspensions cannot meet the growing requi-
rements concerning comfort and safety of driving cars. While searching the optimum
characteristics of suspensions, it is often found that this problem can be solved by applying
the system of changeable structure, adjusting its characteristic to conditions of motion
i.e. by applying socalled active systems. The active suspensions are mostly hydropneu-
matic, because of the simplicity of controlling their action. Their action can be controlled
mechanically. The suspension to which the energy is supplied during the controlling pro-
cess e.g. the working medium is pumped in, react to slow-varying displacements of the
car body, such as those occuring when the car is rolling on curves or is braking [1]. The
systems like those are characterized, however, by a long delay of action, so they cannot
react properly to road irregularities.

There are also suspensions which are controlled by changing the magnitude of damping
in the system [3, 4, 5]. These are called semi-active suspensions. They react immediately
to the road irregularities. The example model of such a suspension patented by the first
author [6] is shown in Fig. 1. The spring k; and the hydraulic damper with a mutable
characteristics controlled by an inertial transmitter having the mass m, is located betwen
the car body m; and the wheel m, . The transmitter consists of the spring k, and the damper
¢o Which are connected to both the wheel and the mass m2,. This mass is connected with
the valve ¢,, by means of a lever system and is used for a direct control of the valve. The
position of the valve slide is changed when the acceleration acts upon the mass during
the car motion and/or the distance between the car body and the wheel changes. Any
change of the slide position results in the change of the damping factor. Thus, it is easy
to get the desirable characteristics

o =f(x) where x=2z,-3, )

by appropriate selection of the slide in the throttling valve.
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my

Fig. 1.

2. Analysis

The equation of motion of the inertial transmitter is derived basing on the scheme of
the semi-active suspension shown in Fig. 1. The following assumptions are introduced:
— the valve is relieved and the mass of the slide is negligible as compared to my,;

— the mass and the moment of inertia of connecting elements are neglected ;

— the levers are long enough to assume the motion of the mass my to be rectilinear;
— the mass m, can be neglected as compared to m, and m,.

The equation of motion takes the form:

MoZco+ (2o —22) +ko(2z0 —2;) = 0 )

In the following the semi-active suspension shown in Fig. 1 is applied in — a plane
model of a mobile crane (see Fig. 2) to absorb shocks acting on its leading axle. The appli-
cation of the semi-active suspension in the vehicle like that seems to be especially justified
because of several disadvantageous phenomena occuring in the currently applied passive
system. For exampleso-called ,,galloping” is observed, which is a slow-decaying vibration
of low frequency and big amplitude due to a huge moment of inertia of the car body.
It occurs in the range of the working speed of the vehicle between 5 and 14 [m/s]. The
application of the suspension with the mutable structure should lead to an observable
diminishing of this vibration.
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Fig. 2.

The currently presented in-plane model of the vehicle is a system of four-degree-of-
freedom (without the inertial transmitter):

gy =2y, gz =Py, g3z = Z3, {4 = 03. 3

The Lagrange equation of the second kind is used to describe the model considered:

%(j_;:) Z_§+2_Z_=Q, (i=1,2,3,4). @
By taking
s = Zo (5)
and placing
z=z,+1 0; (6)

into the equation of motion (2) of the inertial transmitter, the following equation of motion
of the vehicle with the semi-active suspension can be obtained:

Mi+Co+Kg = @.n+@un, g = q(z, Q15 22, 03, 20) ™
where
m 0 0 0 0
0 I,0O 0 0
M=(0 0 m 0 0 (8)
0 00 I;0
0 0 0 0 mg
ci+estey, o li—ales+ey) —c¢p Hey—es) O
cily—a(es+ey) e li+a?(eates) —eily allca—es) O
C= - ~ecly i+, 0 0 €))
I(cs—c¢4) al(cy—c3) 0 I*(cs+ecy) O

0 0 —cy 0 Co
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ky+ky+k, kil —atks—ky) —ky Iks—ky O
kol —alks+ky) kli+a*(ks+ky) —k !, al(ks—k;) O

K= -k, T o=k ki +k, 0 0 (10y
I(ley—ky) al(ky—k3) 0 (ks +ks) O
0 0 ~ ko 0 ko
0 c3 c,
0 —acy —ac,
Q=|cc O 0 (11
0 ey l—cy
0 O 0
0 ks ky
0 —aky; —ak,
@, =k, O 0 (12)
0 Jky —1lky
0 0 0

The function 7 modelling irregularities of the road (single obstacle) is plotted in Fig. 2
The analytical form of this function is as follows '

n=nh (1 —~Cos @) (13)

The excitation acts on the system successively at the time resulting from the speed of
the vehicle and the distance of its axles.

3. Numerical calculations

The problem is solved by use of a digital simulation technique. The equations of
motion are transformed into the Cauchy form, so the RKGS procedure included in the
IBM library can be applied. The RKGS procedure is a ready-made Fortran subprogram
for solving ordinary differential equations of the first order with known initial conditions.
It is based on the Runge-Kutta method of the fourth order with the Gill’s modification.

The size of the program and the time of its execution makes it possible to perform
numerical calculations on the 16-bit microcomputer in Fortran language working under
CP/M-86 disc operating system. The computer used is NEC PC-9801E equipped in 348 kB
RAM, a double floppy disk drive and a printer. The program runs about 5 min. for typical
data. The results, which include displacements, vertical speeds and accelerations of the
driver’s cabin for following points of time, may appear on the monitor screen or on the
printer depending on the computer operator’s wish.

The slection of the appropriate step of integration is extremly important in the simula-
tion process. If the step is taken to big a part of the excitationacting on the system may be
ignored. In order to avoid such a case and in order to obtain-the most accurate mappirg
of the excitation function the program reduces automatically the step of integration when
the obstacle is met (independently of the RKGS procedure).
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The example calculations are carried out for the data as for the mobile crane
HYDROST-253 (m; = 26520 [kg], m, = 1160 [kg], I, = 160000 [kgm?], I; = 160 [kgm?],
ky = 1147370 [N/m], k, = k3 = ky = 1759680 [N/m], ¢, = ¢3 = ¢, = 0, [, = 3.252 [m],
I =0.7 [m], a = 1.748 [m]). The inertial transmitter data are as follows: m, = 20 [kg],
ko = 2692 [N/m], ¢, = 464 [Ns/m].

The assumed dependence of the damping factor vs. the displacement of the mass #,
taken for numerical simulation is shown in Fig. 3. This function is of parabolic type in
the range x < [0,07 [m]| and is constant for other values od X (¢imex = 17000 [Ns/m],
Cimin = 75000 [Nm/s]).

¢ INs/m) ' '
50T -/ T
L !
01 0 01 02
Zo[m]
Fig. 3.

The simulative calculations are carried out for the speed of the vehicle equal to 5 [m/s].

The diagrams for the driver’s cabin displacements with regard to time are shown in
Fig. 4. Line a corresponds to the traditional suspension and line b to the semi-active sus-
pension respectively.

z {ml
. 0,08

0.06f
0,04
0,02

0
002
0,04}
00

4. Concluding remarks

The comparison of the results obtained for both the traditional and the active suspen-
sion confirms that the application of the latter one results in a certain diminishing of the-
cabin displacements and the effective values of accelerations (a detailed analysis for a wide
range of input data and several excitation functions will be the subject of a seperate paper).

The program discussed in a convenient tool for predicting the vehicle behaviour on
the irregularities of the road.
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Peaome

CUMVIIUPOBAHHBIN AHAJIN3 ITONYAKTHBHOM INOIOBECKM ABTOMOBMIIA

B moxsafe NpeAcTABJCH METOL CHMYJIHPOBAHHOTO HCCIENOBAHHA [TOXBECOK ABTOMOOWIIA HpH IO-
momu 3BM. Cresrano TeOPETHUECKMI AHANMZ IIOJIyAKTHBHON MOJBECKH, KOTOPAas YIIPABIISAETCS. MHEp-
IMOHHBIM HaTyuKoM, [IpefcTaRennt TOXKE, OCHOBAHILIE Ha PUMEDPAX, PE3YJIBTATHL BLIUMCIICHHH.

Streszczenie

ANALIZA SYMULACYJNA POEAKTYWNEGO ZAWIESZENIA POJAZDU

W pracy przedstawiono metode analizy symulacyjnej zawieszen pojazdéw przy pomocy mikrokom-
putera. Analizie teoretycznej poddano model zawieszenia pélaktywnego sterowanego nadajnikiem bez-
‘wiadnos$ciowym. Przedstawiono réwniez przykiladowe wyniki obliczeh numerycznych.

Praca wplynela do Redakcji dnia 9 kwietnia 1986 roku.
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Rozwdj doéé tatwo dostgpnych komputerdw domowych umozliwit zastosowanie ich
do réznych obliczed w ramach procesu dydaktycznego. W zwigzku z tym zachodzi koniecz-
no$¢ zmiany w podej$ciu do nauczania migdzy innymi wytrzymalosci materiatéw przez
zmniejszenie czasu poswigconego na rozwigzywanie przykltadéw numerycznych. Opraco-
wane zostaly programy do obliczern plaskich ram, lub belek statycznie wyznaczalnych
i niewyznaczalnych, oraz momentéw bezwiadnosci na obecnie najpopularniejsze kompu-
tery ZX Spectrum lub ZX 81. Programy te zast¢gpuja istniejace zbiory zadan w tym zakre-
sie i napisane zostaly w jezyku Basic.

Pierwszy z programow pozwala na rozwiazywanie belek i ram plaskich obcigzonych
sitami i momentami skupionymi, oraz stalym obcigzeniem ciaglym. Ramy statycznie
niewyznaczalne rozwigzywane sa metoda sit (réwnania Maxwella Mohra). Wielko$ciami
poszukiwanymi sa reakcje statycznie niewyznaczalne X, ktére wyznacza si¢ z nastepuja-
cych liniowych réwnan algebraicznych:

Xa,+a, =0, §,j=1,2,..,n,

gdzie n jest stopniem statycznej niewyznaczalnosci. Do obliczania wspélezynnikéw ay,
stosuje sie metode superpozycji rozwigzujac kolejno: w stanie ,,0” zagadnienie ramy
obcigzonej silami zewnetrznymi, w stanie ,,1” obciaZzonej tylko sila jednostkowsg przy-
lozona w micjscu dziatania reakcji hiperstatycznej X , itd. Pomijamy wptyw sit normalnych
i stycznych. Wspétczynniki a;; sa nastgpujacymi catkami:

M, M,
ET

ay = dl,

gdzie: M;, M; sa funkcjami, momentéw zginajacych w poszczegélnych stanach, a catko-
wanie dotyczy wszystkich pretéw ramy, Wykresy momentéw dla kolejnych stanéw po-
trzebne sa do kontroli zadan, w ktérych calkowanie wykonywane jest sposobem Weresz-
czagina. Dane i wartoéci momentéw w weztach przechowywane sg w dwuwymiarowej
macierzy wezldw E(k, 14) (k numer wezla), dwuwymiarowej macierzy reakcji R(k, 3)

12 Mech. Teoret. i Stos. 3/87



498 H. OLESIAX, J. SLIZEWICZ

itrojwymiarowej macierzy pretow T(L k, 5) (pret Yaczy wezet | z weztem k). Wprowadzamy
do komputera dane dotyczace ksztaltu ramy, sztywnosci pretdw oraz obcigZenie. Uklady
algebraicznych rownan liniowych rozwiazywane sa metoda Gaussa z wyborem nawieck-
szego elementu z kolumny, a catkowanie metoda Newtona Cotesa. Ze wzgledu na to, Ze
numeracja weztdw jest dowolna do znajdywania momentéw zginajacych opracowano
algorytm wyszukujacy punkty lezace po jednej stronie przekroju. W wyniku otrzymujemy
wykresy momentdw zginajacych dla poszczegodlnych standéw z moZliwoscia odczytywania
ich warto$ci w kazdym punkcie. Ponadto wy$wictlane sg wartosci reakcji hipestatycz-
nych, a nastepnie otrzymujemy wykres momentéw zginajacych dla ramy z uwzglednie-
niem wyliczonych rcakcji hiperstatycznych. W dowolnym weZle ramy otrzymaé moZemy

Dane : wezty, obcigzenie wezidw

WE | wskazanie reakcji, sztywnosci

pretéw, obcigzenie ciagte
——

TAK / Czy rama statycznie NIE
wyznaczalnaf}

W Wskazanie reakcji
hiperstatycznych

. I
Obliczanie reakcji i sit wewnetrznych
w weziach dla poszczegdlnych standw
I
Wybdr stdndw do rysowania
wykreséw momentéw

Obliczanie reakeji
hiperstatycznych

WE

Obliczanie reakcji i sid
wewnetrznych w weztach
]
|
Wybér przemieszczen
WE do obliczenia ) .
WE{ Wybor skali
Obliczanie reakcji i sit wy | Rysowanie wykresow
wewnetrznych dla obcigZzenia momentéw
jednostkowego T
| Wybdr punktéw do
Obliczenie wartosci WE | wyswietlenia wartosci
przemieszczenia momentéw
' |
Wyswietlenie wartosci . - . ..
WY przemieszczenia WY Wysw1etl’eme wartosci
momentéw w punklach
]

Rys. 1. Program do obliczania ram
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warto§¢ przemieszezen liniowych i kat obrotu elementu ramy orvaz wykres dla ramy pod
dzialaniem obcigzenia jednostkowego odpowiadajacego poszukiwanemu przemieszezeniu.

Dla ram statycznie wyznaczalnych otrzymujemy wykresy momentdw zginajacych oraz
przy poszukiwaniu przemieszczen liniowych i katowych w dowolnym wezle otrzymujemy
wykresy dla ram pod obcigzeniem jednostkowym. Warto$ci momentdow zginajacych
mozemy odczyta¢ w dowolnym punkcie ramy. Na ekranie otrzymujemy rownieZz wartosci
przemieszeczen.

Drugi program stuzy do znajdywania momentdéw bezwhidnosci figur ptaskich. Dane
i warto$ci momentédw przechowywane sa w jednowymiarowych macierzach B(6), y5$(rn),
z$(n) i dwuwymiarowej macierzy X(2, n) (gdzie n jest liczbg podobszardéw). Catkowanie
odbywa sie dla obszaréw podzielonych liniami pionowymi gdzie doét i gdéra obszaru
zadane sg dowolnymi funcjami. Calkowanie powicrzchniowe wykonywane jest metoda

Dane: n
WE([X/Vv,n/ . X/2,n/ , y$/n/ , 2%/0/
czy podobszar ujemny

=

NIE Czy podobszar TAK
prostokgtny ?

Catkowanie Wzory elementarne
powierzchniowe

| . \
1

TAK /" Czy wszystkie n N\ NIE
podobszardw ?

@ Wyswietlanie wynikdw

WE[ Wybor skali

Rysowanie gtéwnych ,
WY | centralnych osi bezwtadnosci
na tle konturu przekroju

n liczba podobszardw

X/1,n/ prosta ograniczajgca podobszar z lewej strony
X/2,n/ prosta ograniczajaca podobszar z prawej strony
y$/n/ funkcja ograniczajaca podobszar od dotu

z$/n/  funkcja ograniczajaca podobszar od géry

Rys. 2. Program do obliczania momentéw bezwladno$ct

12*
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Gaussa. Komputer rozpoznaje podobszary prostokatne i wtedy w celu skrdcenia czasu
obliczenl omija catkowanie 1 wykorzystuje gotowe wzory. Mozemy poslugiwaé sig metoda
obszaréw ujemnych. Na ekranie otrzymujemy wyswietlane wspdlrzedne $rédka ciez-
kos$ci, momenty bezwladnoséei 1 moment dewiacji wzglgdem osi centralnych, kat okreéla-
jacy polozenie osi gldownych centralnych, oraz momenty bezwladnoSci wzglgdem tych
osi. Nastepnie otrzymujemy na ekranie rysuneck osi gidwnych centralnych na tle konturu
przekroju. .

Pierwszy programn dziala na komputerze ZX Spectrum 48 K oraz na ZX 81 z module
pamigci 64 K. W przypadku ZX 81 ze wzgledu na mala rozdzielczo$¢ grafiki wykresy sg
mniej czytelne niz na Spectrum dysponujacym rozdzielczoScia 256 x176 punktow.
Schematy blokowe programéw pokazano na rys. 1 i 2.

Peswonce

TIPMMEPBI HCITIOJIb3OBAHMI MHUKPOKOMITBIOTEPOB B OBYUEHMI
CONPOTHBIEHNA MATEPHAJIOB

IlpepcraBreno gBe nporpammsl st sukpoxomnsiorepoe Thma 3X CITEKTPYM u 3X 81.

Ileprast Mporpamma UCHOJE3YETCSH JUISA PELICHHA 331aY CTATHUECKH OIpPeIeNEHHBIX W HEOTPeNeTEH-
HBIX GaJI0K M INIOCKHX Pas C TIOCTPOEHHEM BIUOP HMATUGAIOLIMX MOMENTOR ¥ OIIPEIETEHHUEM T1€DEMEITEHH’I,

Bropas nporpamma onpejensier IIAaBHble LEHTPAILHbIE OCH HHEPLMH I MOMCHTLI MHEPLMH OTHOCH~
TEIBLHO 3THUX oCei.

Summary

AN APPLICATION OF PERSONAL MICROCCMPUTERS TO LEARNING OF STRENGTH
OF MATERIALS

Two programs for microcomputers ZX Spectrum and ZX81 have been presented. Namely the program
for solving statically determinate and indeterminate plane frames or beams with the diagrams of bending
moments and computing the deflections. The second program computes the inertia moments of cross-
sections and determines the principal axes with respect to the coordinate system.

Praca wplynela do Redalkcji dnia 5 maja 1986 roku.
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SPRAWOZDANIE
Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
STOSOWANEJ ZA OKRES XXI KADENCJY TJ. OD 11 MAJA 1984 R.
DO 9 PAZDZIFRNIKA 1986 R. ' '

1. Dzialalnoéé naukowa

Zarzad Glowny XXI kadencji, przy zachowaniu okre$lonych przepiséw prawnych i statutowych
realizowa!l dzialaino$é naukowa przez:
— organizowanie zebran naukowych, sympozjondéw i szkét naukowych,
— udzielenie informacji naukowych czlonkom Towarzystwa i zainteresowanym instytucjom,
— utrzymywanie lacznosci z pokrewnymi stowarzyszeniami w kraju i za granicg (Jugoslawianskim Towa-
" rzystwem Mechaniki, Stowackim Towarzystwem Mechaniki i Chifiskim Tow. Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej), i
— czynny udziat w konferenciach krajowych i zagranicznych,
— wydawanie kwartalnika i materialéow konfercncyjnych,
— organizowanie konkurséw naukowych z nagrodami.
1.1, Zebrania naukowe. ‘
Zebrania naukowe byly formg ciaglej dzialalno$ci. W ciagu XXI kadencji Zarzad Gléwny zorganizowal
5 zebraf naukowych, natomiast w Oddzialach Towarzystwa odbylo si¢ w sumie 167 zebran, na ktérych
wygloszono 179 referatdw. Szczegblowy wykaz wygloszonych referatdw jest publikowany w sprawozda-
niach rocznych.
1.2. Sympozja i konferencje organizowane lub wspélorganizowane przez Oddzialy:
Gdansk
— konferencja ,,Metody komputerowe w mechanice konstrukcyi®
maj 1985 268 os., 143 referaty
— konferencja ,,Problemy losowe w mechanice konstrukcji”
15-16 listopada 1985 64 os., 28 referatow
Gliwice
— XXIV Sympozjon ,,Modelowanie w mechanice”
4 -9 marca 1985, Szczyrk 202 os., 11 kom., 69 ref.
— XXV Sympozjon ,,Modelowanie w mechanice”
17 - 22 marca 1986, Kudowa Zdrdj 127 os., 43 referaty
Kielce
— Konferencja ,,Mechanika proceséw technologicznych’
16 - 18 wrzeénia 1985, Borkéw : 51 os., 28 referatow
— 1V Sympozjum ,,Stateczno$é konstrukcji”
9-11 pazdziernika 1985, Sulejow 53 os.
Poznan . )
— XI Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”
24 - 26 maja 1984, Biazejewko 149 os., 76 referatow
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— XITI Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”
15 - 17 maja 1986, Blazejewko 148 os. (i4 zagr.),

119 ref., (35 plakatow)
Warszawa

— XI Sympozjum ,,Badania do$wiadczalne w mechanice ciafa
stalego™
6 - 8 pazdziernika 1984 128 os., 96 referatow
— konferencja ,,Mechanika w lotnictwie”
27 - 28 stycznia 1985 152 os., 49 referatow
— I Ogolnopolska Konferencja ,,Mikrokopmutery w mechanice”
27 lutego 1986 135 os., 35 referatow
Wroctaw
— IX Sympozjum Reologii
listopad 1984 75 os., 30 referatow
Zielona Goéra
— konferencja ,,Nauczanie mechaniki w rejonie zielonogorskim®
czerwiec 1984 40 o0s., 8 referatow
W przygotowaniu s3 nastepujace konferencje:
Czestochowa — VII Krajowa Konferencja Mechniki Cieczy i Gazéw (1986)
Rzeszéw — VI Sympozjum Dynamiki Konstrukcji (pazdziernik 1986)
Warszawa — X Sympozjum ,,Badania do$wiadczalne w mechanice ciala stalego” (pazdziernik 1986)
1.3. Sesje i seminaria naukowe.
W XXI kadencji zorganizowano w Oddzialach 14 sesji i seminaridow naukowych. Szczegdlowy wykaz
jest publikowany w sprawozdaniach rocznych.
1.4. Konkursy naukowe.
Czgstochowa — Konkurs na prace z mechaniki plynow, 1984-09-20
Sad konkursowy w skladzie: prof. prof. J. Elsner (Przewodniczacy), Z. Dzygadio (Sekretarz), K. Orze-
chowski, Z. Kazimierski, R. Puzyrewski, E. Tuliszka, po wysluchaniu 9 referatébw przyznat:
— dwie nagrody II stopnia
dr inz. S. Drobniakowi za prace ,,Struktury koherentne strugi osiowo-symetrycznej’’
mgr inz. M. Marcinkowskiemu za prace ,,Oprzyrzadowanie oraz metody eksperymentalnego wyzna-
czania przeplywu pary przez ostatnie stopnie turbin kondensacyjnych”
— jedna nagrod¢ III stopnia
dr inz. M. Cialkowskiemu za prace ,,Rozwigzanie przeplywu idealnego czynnika $cifliwego w palisadzie
profili metoda wariacyjna”
— trzy wyrdznienia
dr inz. P. Sierputowskiemu i mgr inz. J. Blazewiczowi za prace ,,Badania modelowe oplywu wiatrem
fragmentow zabudowy miejskiej o skomplikowanej figuracji geometrycznej”
mgr inz. J. Rokickiemu za prace ,,Zagadnienia odwrotne w teorii ukladu profiléw”
dr inz. T. Kowalskiemu za prace ,,Dystrybucja kropel zawiesiny w przeptywie typu Poiseuill’a”
Gliwice
Konkurs na prace dyplomows z zakresu mechaniki teoretycznej im. prof, W. Burzynskiego. Sad konkursowy
w skladzie: prof. prof. R. Grybo$ (Przewodniczacy), A. Jakubowicz, J. Wojnarowski, doc. doc. W. Staro-
solski, W. Szuécik przyznat nastepujgce nagrody:
— dwie nagrody I stopnia
mgr inz. G. Poremskiemu za prace ,,Efekty sprzezenia pola przemieszczen w aspekcie nieliniowych
roéwnar, konstytutywnych termosprezystosci na modelu pélprzestrzeni”
mgr inz. M. Wiercigrochowi za prace ,,Symulacja cyfrowa proceséw wykonania otworéw na wiertarko-
frezarce WEM-100N”
— jedna nagrode III stopnia
megr inz. K., Tkoczowi za prace ,,Ocena wartosei uzytkowych laficuchédw gérniczych ze stali 23 HGNMa”
— dwa wyrOznienia
mgr inz. J. Skrzydlakowi za pracg ,,Analiza wplywu grubosci warstwy przySciennej na strukturg prze-
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plywu w osiowym stopniu sprezajacym”
mgr inz. K. Sura za pracg ,,Analiza zuzycia elementéw napedu maszyn urabiajgcych na przyktadzie
glowicy kombajnu $cianowego”
Wroclaw
Konkurs na najlepsza prace z mechaniki stosowanej.
Nagrody I stopnia nie przyznano.
Nagrodg II stopnia przyznano dr inz. J. Kotodziejowi za prace ,,Przeglad zastosowan metody kollokacji
brzegowe] w mechanice osrodkow ciggtych™.
Nagrode III stopnia przyznano dr inz. W1l Tikowowi za prace ,,Obliczanic macierzy sztywnoéci preta
w zagadnieniu geometrycznie nieliniowym z warunku rownowagi sit”.

1.5, Kursy i szkoly.

Zarzad Gléwny PTMTS zorganizowal Szkolg ,,Sterowanie w mechanice”. Wygltoszono 6 cykli wykla-
dow. W trakcie odbyta si¢ dyskusja okraglego stolu nt. ,,Mechanika w programach Wyzszych Szkél Tech-
nicznych” 20-25 pazdziernika 1985, Rudy Raciborskie
Kielce
— cykl wykladow ,,Metody komputerowe w mechanice”

20 -26 czerwca 1986
Szczecin
— kurs ,,Podstawy metody elementdw skonczonych™
marzec 1985
— cykl wyktadow ,,Metoda roznic skonczonych w mechanice ciata stalego i termodynamice”
14 - 18 kwietnia 1986
Warszawa
— szkota ,,Chaos w mechanice”
sierpienn 1984
1.6. Dyskusje okraglego stolu.
Gliwice
— ,,Problemy projektowania silnie obcigzonych profili skrzynkowych w maszynach goérniczych”
Warszawa
— ,,Modelowanie w mechanice konstrukcji”
— ,,Modelowanie stochastyczne czy inne”
— ,,Mikrokomputery w mechanice”
— ,,Stateczno$é, stabilno$¢ a moze co innego”

2. Dzialalno$é wydawnicza

W XXI kadencji Komitet Redakcyjny kwartalnika ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana” dzialal
w skladzie:
Marek Dietrich (Przewodniczacy), Zbigniew Dzygadlo, Janusz Elsner, Stanistaw Jerzy Gdula, Igor Kisief,
Witold Nowacki, Zenon Mroéz, Bogdan Skalmierski, Piotr Wilde, Jozef Wojnarowski, Michal Zyczkowski,
Zbigniew Olesiak — Redaktor Naczelny, Stanislaw Dubiel, Jacek Stupnicki, Andrzej Tylikowski, Czeslaw
Wozniak — Redaktorzy, Liliana Jezierska — Redaktor Techniczny do czerwca 1985, Felicja Kolinska —
Sekretarz Redakcji do czerwca 1985, Ewa Koisar — Sekretarz Redakgji i Redaktor Techniczny od 1 paz-
dziernika 1985.

2.1. Wydawnictwa periodyczne i ciagle.

W roku 1984 ukazaly si¢ nastepujace zeszyty kwartalnika MTiS — 1/1983, 2 - 3/1983, 4/1983, tacznic
57,5 ark. :
W roku 1985 ukazaly si¢ zeszyty 1 ~2/84 — 23,5 ark., 3 - 4/84 — 22,5 ark.
Zlozono do druku zeszyty: 1/85, 2/85, 3-4/85, 1-2/86.
W roku 1986 ukazaly si¢ zeszyty: 1/85 — 10,5 ark., 2/85 — 11,5 ark.
Ziozono do druku zeszyty: 3/86, 4/86.
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Zarzad Glowny wydal metoda matej poligrafii;

— Biuletyn ,,Polish Society of Theoretical and Applied Mechanics™ str. 14, Warszawa 1984

— Materialy Szkoly,,Sterowanie w mechanice™, (red. St. Dubiel) str. 391, Warszawa 1985., dzigki pomocy
Politechniki Slaskiej i Wojskowej Akademii Technicznej.

— Biuletyn ,,O Chinskim Towarzystwie Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej”, str. 5, 1986

Qddzialy wydaty:

— zbiér referatow konferencji,,Problemy losowe w mechanice” Gdansk, str. 237

— zbidr referatow VII Konferencji ,,Metody komputerowe w mechanice konstrukcji”, V tomoéw, Gdanisk,
str. 1396

— zbior referatéw XXIV Sympozjonu ,,Modelowanie w mechanice” PTMTS Oddzial Gliwice 1985, z. 51,
str. 673

— zbior referatéw XXIV Sympozjonu ,,Modelowanie w mechanice™
Prace czlonkoéw Oddzialn PTMTS Oddziat Gliwice 1985, z. 52, str. 174

— zbidr referatow XXV Sympozjonu ,,Modelowanie w mechanice”, PTMTS Oddzial Gliwice, 1986
z. 53, T.I. str. 291, T.II, str. 281.

— zbibr referatéw konferencji ,,Mechanika procesow technologicznych PTMTS Oddzial Kielce, Zeszyt
Naukowy Politechniki Swigtokrzyskiej nr. 37, 1985, str. 248

— materialy IV Sympozjum ,,Statecznoéé¢ konstrukcji”’, PTMTS Oddzial £o6dz, 1985, str. 135

— 2biér referatow XI Sympozjum ,,Drgania w uktadach fizycznych”, PTMTS Oddzial Poznag, 1984,
str. 313

— 2bidr referatow XII Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”, PTMTS Oddzial Poznani, 1986,
str, 440

~ Materialy VI Sympozjum Dynamiki Maszyn, PTMTS Oddzial Rzeszow, 1985, str. 500

~— Zbioér referatow IX Sympozjum Reologii, PTMTS Oddziat Wroctaw, 1984, str. 232

— Konferencja ,,Nauczanie mechaniki w regionie Zielonogorskim”, PTMTS Oddziat Zielona Goéra, 1984,
str. 44

— R. Cwik, J. Wojnarowski — ,,Dwudziestolecie PTMTS Oddzial Gliwice” z. 50, Gliwice 1984, str. 94

— Informator o tematyce prac badawczych z zakresu mechaniki teoretycznej i stosowanej prowadzonych
w §rodowisku poznanskim — PTMTS Oddziat Poznad, 1985, str. 24

— |K. Biernatowskii, S. Fulinski, M. Jokiel, H. Wzorek — ,,0ddz ial Wroclawski PTMTS w latach 1958-
1983”’, Wroclaw 1984, str, 56

3. Wspélpraca towarzystwa z zagranica

3.1. Profesor Z. OLESIAK zostal zaproszony przez Jugoslawianskie Towarzystwo Mechaniki (Jugo-
stovensko Drustvo za Mehapiku) na 16 Jugostowianiski Kongres Mechaniki Teoretycznej i Stosowansj,
ktéry odbyl si¢ w Beéiéi w dniach 28 maja - 1 czerwca 1984. Kongres ten byl zwigzany z 30-leciem ist-
nienia Jugostawianskiego Towarzystwa Mechaniki. Profestor Z. OLESIAK przekazal na rece Prezesa J. T. M.
(Profesor dr Luka Vujosevi) i Sekretarza Generalnego (Profesor dr Jovo Jari€) medal wybity z okazji
25-lecia naszego Towarzystwa oraz znaczki PTMTS i pozdrowienia oraz zyczenia od Zarzadu Gléwnego.
Jugostawianskie Towarzystwo Mechaniki jest zainteresowane wspoipraca z PTMTS. Prof. Jovo Jari¢ zapropo-
nowal w imieniu Z. G. organizowanie w przyszlosici -polsko-jugostowianskich sympozjéw. Pierwsze takie
sympozjum mialoby sie odby¢ w Jugostawii w r. 1987, Prof. Jovo Jari¢ przebywat w Warszawie w sierpniu
1984, przed Kongresem Mechaniki w Danii, by wrgczy¢ profesorowi Witoldowi Nowackiemu dyplom
honorowego cztonka J. T. M. Uroczysto$¢ odbyla sie w Ambasadzie Jugostowianskie] w Warszawie
dnia 17 sierpnia 1984. Prof. Z. OLestak wyglosil na Jug. Kongresie Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
referat pt. ,,Modelling of the moment theory of plasticity” i po Kongresie na zaproszenie Wydzialu
Maszynowego Uniwersytetu w Belgradzie referat na temat zagadnien termicznych w teorii szczelin, Obszerne
sprawozdanie z 16 Jug. Kongresu Mechaniki zostato ztozone do publikacji w Biuletynie PTMTS 22/1984
zeszyt 4.

3.2. W dniu 3.12.1984 na X Konferencji Teorii Maszyn i Mechanizméw prof. J. WOINAROWSKI
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wrgezyl profesorowi L. Maunprrowl z Anglii dyplom czionka zagranicznego Towarzystwa wraz
z biuletynem informacyjnym.

3.3. W dniu 4.07.1984 Z. Gi. przekazal do wydawnictwa The World of Learning 1984 - 85, informacje
o Towarzystwie, ktora zostala wydrukowana (1985, s. 927).

3.4. Gosémi zagranicznymi Towarzystwa byli:

Z NRD — H. Aurich, M. Granz, M. Hoffmeister, F. Ihlenburg, E. Kohler, W. Kiihn, W. Kissing,
H. Pfau, S. Larek, R. Tiedt, Ch. Reissmann, G. Burghardt,

z ZSRR — W. L. Fiedjajew, A. L. Goldenwejzer, L. Soskin, Z. Agamirow,

z Holandit — W. I. Huisman,

z Hiszpanii — F. Motta,

z Wegier — S. Nagy,

z RFN — L. P. Nolte, P. Rix, U. Schick, J. Wauer, D. Besdo,

z Czechostowacji — X. Prileryl, J. Vrbka,

ze Swecji — B. Broberg,

z USA —S. K. Dey,

z Chin — Fu Hua Ling. -

3.5. Powotano dwéch nowych czlonkoéw zagranicznych PTMTS — prof. Jozefa Brille ze Stowackiego
Uniwersytetu w Bratystawie i prof. Giovanniego Bianchiego z Mediolanu.

3.6. Przeprowadzono dalsze rozmowy w sprawie organizowania wymiennych konferencji z mechaniki
z Jugoslawianskim Towarzystwem Mechaniki. W rozmowach ze strony jugoslawianskiej udzial brali:
prof. prof. Z. Vujesevic, J. Jaric, Ré6zic. Ze strony polskiej rozmowy prowadzili: podczas kongresu GAMM
w Dubrowniku (I - 4 VI 1985) prof. prof. A. Tylikowski, J. Wojnarowski, podczas XVII Jugostowiariskiego
Kongresu Meéchaniki Teoretycznej 1 Stosowanej w Radarze (2 - 6 VI 1986) prof. prof. Z. Olesiak, K. Sob-
czyk, A. Tylikowski.

3.7. Przekazano dyplomy czionkom zagranicznym PTMTS: prof. Trusdellowi z USA, prof. Olafowi
Brulinowi ze Szwecji oraz prof. Stigowi Hjalmarsowi ze Szwecji, uzyskujac zwrotne potwierdzenia.

4. Dzialalnoéé organizacyjna

4.1. Wladze Towarzystwa

Prezydium Zarzadu Gloéwnego dzialalo w skladzie:
prof. dr hab, J. WOINAROWSKI — Przewodniczacy
prof, dr hab. E. BRZUCHOWSKI — wiceprzewodniczacy

prof. dr hab. W. KRZYS — wiceprzewodniczacy

prof. dr hab. Z. DZYGADLO — Sekretarz Generalny

prof. dr hab. A. WILCZYNSKI — Skarbnik

doc. dr J. LIPINSKI — Zastepca Sekretarza Generalnego
prof. dr hab. R. PARKITNY — Zastepca Skarbnika

Ponadto w posiedzeniach Prezydium brali udziat:
prof. dr hab. B. SKALMIERSKI — Czlonek Zarzadu

prof. dr hab, XK. SOBCZYXK — Czlonek Zarzadu
prof. dr hab. M. WIZMUR — Czionek Zarzadu
doc. dr J. GOLAS — Zastepca Czlonka Zarzadu
doc. dr Cz. MICKIEWICZ — Zastepca Cztonek Zarzadu
doc. dr. Z. SULIMOWSKI — Zastepca Cztonka Zarzadu

Gléwna Komisja Rewizyjna dzialala w skladzie:

prof. dr hab. A, TYLIKOWSKI — Przewodniczacy
prof. dr O. DABROWSKI, prof. dr hab. K. WRZESNIOWSKI — Czlonkowie
prof. dr hab. St. DUBIEL, doc. dr M. SKOWRONEK — Zastepcy Cztonkow

13 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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Zarzady w Oddzialach dzialaly w skladzie:

Bielsko-Biala
Przewodniczacy
Zastepca
Sekretarz
Skarbnik
Czionek Zarzadu

Bydgoszcz

Przewodniczacy
Sekretarz
Skarbnik

Czlonek Zarzadu
Czlonek Zarzadu

Cze¢stochowa

Przewodniczacy
Zastepca
Sekretarz
Skarbnik
Czlonek Zarzadu
Czlonek Zarzadu
Zastgpey

Gdansk
Przewodniczacy
Zastepea
Sekretarz
Skarbnik
Czlonek Zarzadu

Gliwice

Przewodniczgcy
Zastgpea,

Sekretarz
Zastgpca
Skarbnik
Zastgpca

Czlonek Zarzadu
Czlonek Zarzgdu

Kielce

Przewodniczacy
Zastepca

— prof. dr hab. St. J. GDULA

— doc. dr R. BLOCKI

— dr inz. WL JAKUBIEC

— dr hab. inz. St WOJCIECH
— dr inz A. SUCHETA

— doc. dr hab. E. WALICKI
— dr inz A. WALICKA

— dr inz. M. MALEC

— dr inz. J. LORKOWSKI

— mgr inz. J. ZADZWIEJA

— prof. dr hab. J. ELSNER

— prof. dr hab. R. PARKITNY

— dr inz. St. DROBNJAK
— dr inz. J. ZAJDEL

— doc. dr hab. L. TOMSKI
— doc. dr. W. BACHMACZ

— prof. dr hab. E. BIELEWICZ

— doc. dr hab. W. PUDLIK
— dr inz, E. WITTBRODT

— doc. dr hab. M. SKOWRONEK

— doc. dr inz. H. SPUS

— doc. dr W. SZUSCIK

— doc. dr hab. W. STAROSOLSKI

— dr inz. H. SKOWRON

— dr inz. A. BUCHACZ

— dr inz. R. ¢WIK

— dr in. J. KUCZYNSKI

— doc. dr hab. G. KOSMAN
— dr inz. J. SUCHON

— doc. dr hab, A. RADOWICZ

— dr inz. A. PIATKOWSKI

* Data Walnego Zgromadzenia

(od 30.05.86)*

doc. dr M. TROMBSKI

doc. dr. hab. St. WOJCIECH
dr inz, Wi. JAKUBIEC

dr inz. Zb. BANET

dr inz. A. SUCHETA

(od 22.10.85)

doc. dr. inz. B. SIOLKOWSKI
dr inz. A. TOPOLINSKI

dr inz. M. MALEC

dr J. CABANSKI

doc. T. KABAT

(od 27.03.86)

prof. dr hab. J. ELSNER
prof. dr hab. R. PARKITNY
dr inz. St. DROBNJAK

dr inz. J. ZAJDEL

doc. dr L. TOMSKIX

doc. dr W. BACHMACZ

dr A. BOKOTA

dr A. PIEKARSKA

(od 27.05.86)

prof. dr hab. E. BIELEWICZ
doc. dr hab. W. PUDLIK
doc. dr H. SPUS

dr inz. H. WALUKIEWICZ
doc. dr hab. A. SAWICKI
dr inz. A, ZIMTROWICZ

(od 13.05.86)

doc. dr W. SZUSCIK

doc. dr A. AJDUKIEWICZ
dr inz. A. BUCHACZ

dr inz. H. SKOWRON

dr inz. J. SWIDER

dr inz. R. CWIK

dr inz. J. KUCZYNSKI

doc. dr hab. G. KOSMAN

(od 26.03.86)

doc. dr hab. A. RADOWICZ
doc. dr L. GOLASKI



Sekretarz
Skarbnik
Czionek Zarzadu
Czionek Zarzadu

Krakéw

Przewodniczacy
Zastepca
Sekretarz
Skarbnik
Czlonek Zarzadu
Czlonek Zarzadu
Zastepca
Zastepea
Zastepca

Lublin

Przewodniczacy
Zastepca
Zastgpca
Sekretarz
Skarbnik
Czlonek Zarzadu

Lodz
Przewodniczacy

Zastepca
Sekretarz
Skarbnik

Opole

Przewodniczacy
Zastepca
Sekretarz
Skarbnik
Czlonek Zarzadu

Poznan

Przewodniczacy

Zastepca
Sekretarz

Czlonek Zarzadu
Zastgpea

Rzeszow

Przewodniczacy

Zastepca
Sekretarz
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— dr inz. A. BARCHAN

— dr inz. W. GIERULSKI
— dr inz. M. MIKSA

— doc. dr hab. M. KARGOL

— doc. dr hab. St. BEDNARZ
— doc. dr J. SKRZYPEK.

— dr inz. J. WAPIENNIK

— dr inz. M. BACZYNSKA
— prof. dr hab. W. KRZYS
— prof. dr hab. M. ZABAWA
— dr inz. A. GUMINSKI

— dr inz. J. GASZYNSKI

— dr inz. L. GLUCH

— doc. dr Z. ROTTER
— dr inz. A. MALICKI

— dr inz. M. BARTNIK

— dr inz. B. SKIERCZYNSKI
— megr inz. F. MARTINKA

— doc. dr hab. W. KOBZA
— dr inz. A. MEOTKOWSKI
— dr inz. L. KOWALCZYK
— dr inz. T. JESKE

— doc. dr hab. J. KUBIK

— doc. dr J. GOLAS

— doc. dr M. GRYCZMANSKI
— dr inz. T. DZIADEK

— dr inz. TARCZYNSKI

— doc. dr hab. R. DZIECIELAK
— doc. dr hab. A. LITEWKA

— doc. dr hab. R. SYGULSKI
— dr J. RAKOWSKI

— doc. dr hab. J. KUBIK

— doc. dr H. KOPECKI

— dr inz. W. ZYLSKI
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dr inz, A. BARCHAN

dr inz. W. GIERULSKI
dr inz. A. NEITZ

dr inz. A. PIATKOWSKI

(od 19.03.86)

doc. dr hab. J. RYS
prof. dr hab. Z. STOJEK.
dr inz. Z. SKRZYSZOWSKI

doc. dr hab. St. DUBIEL
dr inz. L. GLUCH

dr inz. A. GOLAS

dr inz. St. MICHALOWSKI

(od 13.03.86)

doc. dr Z. ROTTER

dr inz. A. MALICKI

dr inz. M. BARTNIK

dr inz. K. SCHABOWSKA
mgr inz. F. MARTINKA
dr inz. R, OSTAPIUK

(od 24.05.86)

doc. dr T. PRZEDECKI
dr inz. Z. KOLAKOWSKI
dr inz. S. KOSINSKI

dr inz. B. ROGOWSKI

(od 21.05.86)

doc. dr hab. T. CHMIELEWSKI
doc. dr hab. J. KUBIK

dr J. WYRWAL

dr R. KALUZA

dr T. SMOLEN

(od 14.04.86)

doc. dr hab. R, DZIECIELAK
doc. dr hab. J. KUBIK

doc. dr hab. R. SYGULSKI
doc. dr hab. A. LITEWKA

dr inz. F. SORDYL

(od 21.03.86)

doc. dr H. KOPECKI
doc. dr hab. J. WALCZAK
dr inz. W. ZYLSKI
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Skarbnik
Czlonek Zarzadu

Szczecin

Przewodniczacy
Zastgpeca
Sekretarz
Skarbnik
Czlonek Zarzadu

Warszawa

Przewodniczacy
Zastepea
Sekretarz
Zastepea
Skarbnik
Zastgpea

Czlonek Zarzadu
Czlonek Zarzadu

Wraclaw

Przewodniczacy

Zastgpca
Czlonek Zarzadu
Sekretarz
Czlonek Zarzadu
Skarbnik
Czlonek Zarzadu
Czlonek Zarzadu
Zastepca
Zastepca

Ziclona Géra

Przewodniczacy
Zastepeca
Sekretarz
Skarbnik
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— dr inz. Wi. LAKOTA
— prof. dr J. MADEJSKI

— doc. dr hab. K. GRUDZINSKI
— prof. dr hab. M. KMIECIK

— doc. dr Cz. MICKIEWICZ

— dr inz. J. HONCZARENKO
— doc. dr B. KUZNIEWSKI

— prof. dr hab. A. OLEDZKI

dr inz. Wi LAKOTA
dr inz. M. JANARSKI

doc. dr hab. K. GRUDZINSKI
prof. ‘dr hab. M. KMICIK
doc. dr Cz. MICKIEWICZ

dr. inz. J. HONCZARENKQ
doc. dr B. KUZNIEWSKI

{od 26.05.86)
prof. dr hab. A. OLEDZKI

— prof. dr hab. W. SZEMPLINSKA-STUPNICKA

— dr inz. Z. GORAJ

— dr inz. J. BAJKOWSKI

— prof, dr hab. P. JASTRZEBSKI
— dr inz. W. SOBIERAJ

- — prof. dr hab. J. MARYNIAK

— dr inz. T. KUZMICEWICZ

— prof. dr hab. [K. BIERNATOWSK]]

— doc. dr F. ROMANOW
— doc. dr hab. M. WERSZKO

— doc. dr M. JOKIEL

— doc. E. GAWRYCH-ZUKOWSKI
— doc. dr J. WOJCIECHOWSKI
— dr inz. Z. SYSAK

— dr inz. W. BRZEKALA

- doc. dr L. SZELOCH

— mgr inz. St. MAZUR

— dr inz. St. PRYPUTNIEWICZ
— dr inz. . FRACKOWIAK

4,2, Czlonkowie Towarzystwa

dr inz. Z. GORAJ

dr inz. W, SOBIERAJ

dr inz. J., GRABOWSKI
prof. dr hab. J. MARYNIAK
doc. dr hab. R. BOGACZ

dr inz. M. JEZ

prof. dr hab. M. ZAKRZEWSKI
prof. dr hab. Z. GABRYSZEWSKI

dr Wi BRZKALA

dr L. STRICKER

doc. R. JANKOWIAK

doc. dr F. ROMANOW

dr inz. Z. SYSAK Czl. Zarz.
dr inz. S. WOICIK Czl. Zarz.

(od 22.05.86)

"doc. dr L. SZELOCH

dr inz. St. PRYPUTNIEWICZ
dr inz. G. BRYS
mgr inz. J. SOBICH

Liczba czlonkéw Towarzystwa wzrosta w kadencji o 71 os6b i osiagneta 1138 oséb. Liczba czlonkéw
w Oddzialach przedstawia si¢ nastepujaco: Bielsko-Biala — 26, Bydgoszcz — 42, Czgstochowa — 82,
Gdansk — 59, Gliwice — 168, Kielce-31, Krakoéw — 88, Lublin — 57, £.6dZ — 59, Opole — 23, Poznan —
76, Rzesz6w — 18, Szczecin — 42, Warszawa — 243, Wroclaw — 101, Zielona Gora — 21.

4.3, Czlonkowie zagraniczni Towarzystwa

W ciagu 26 lat istnienia PTMTS w poczet czlonkéw zagranicznych Towarzystwa zostalo przyjetych

65 naukowcédw.
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4.4. Czionkowie honorowi

W dotychczasowej dziatalnosci PTMTS tytul czlonka honorowego Towarzystwa otrzymali:

Oddzial Rok nadania

godnosci
prof. dr Wlodzimierz Burzynski — Gliwice 1966
prof. dr Bohdan Stefanowski - — Warszawa 1966
prof. dr Edmund Karaskiewicz — Poznari 1970
prof. dr Jerzy Mutermilch — Warszawa 1970
prof. dr Wactaw Olszak — Warszawa 1970
prof. dr Witold Nowacki — Warszawa 1971
prof. dr Marian Janusz — Gliwice 1974
prof. dr Janusz Dietrych — Gliwice 1976
prof. dr Zbigniew Kaczkowski — Warszawa 1976
prof. dr Zbigniew Brzoska — Warszawa 1978
prof. dr Igor Kisiel — Wroclaw 1978
prof. dr Jan Oderfeld — Warszawa 1978
prof. dr hab. Oktawian Popowicz — Gliwice 1984

5. Zebrania organizacyjne

5.1. Zebrania Gléwnej Komisji Rewizyjnej

Zebranie Glownej Komisji Rewizyjnej odbylo si¢ 21 marca 1985 r.

5.2. Zebrania Prezydium Zarzadu Glownego

W XXI kadencji odbylo sig 11 posiedzei Prezydium ZG oraz 6 posiedzen plenarnych z czescig
uaukowa.

5.3. Zebrania Zarzadéw w Oddzialach Towarzystwa
W XXI kadencji Zarzadu Gléwnego odbyly si¢ 133 zebrania organizacyjne Zarzadow Oddzialéw.

6. Wyréznienia za zashugi dla Towarzystwa

W biuletynie informacyjnym kwartalnika MTiS z. 2/1985, zostal opublikowany Protokol z XXI Zjazdu
Delegatéw i Sesji Naukowej PTMTS. Wymieniono w nim dwunastu Czlonkéw Towarzystwa, ktorzy
w czasie XXI Zjazdu Delegatéw otrzymali od Prezesa PAN listy z podzigkowaniami.

W dniu 21 listopada 1985 r. odbylo si¢ w Oddziale Gliwickim uroczyste zebranie Zarzadu, w czasie
ktorego Przewodniczacy WRN prof. dr Adam Szczurowski z okazji 25 lecia Oddzialu Gliwice wreczyl
odznaki,,Zastuzonemu w Rozwoju Wojewodziwa Katowickiego’” — zlotg Instruktorce Oddziatup. Jadwidze
Wojdzie oraz odznaki srebrne nizej wymienionym Czionkom Towarzystwa: Andrzgjowi Buchaczowi,
Jerzemu Kuczyniskiemu, Joachimowi Otte, Wojciechowi Pilichowi oraz J6zefowi Suchniowi.

W trakcie IX Sympozjonu Reologii polgczonego z obchodami 25-lecia Oddzialu Wroclawskiego
PTMTS za pracg na rzecz Towarzystwa zlota odznake ,,Zastuzonemu w Rozwoju Wojewddziwa Wroclaw-
skiego” otrzymali: Augustyn Bacz, Eugeniusz Brzuchowski, Adam Cybulski, Igor Kisiel i Jerzy Zawadzki,

W dniu 2.07.1986 r. na plenarnym posiedzeniu Zarzadu Gléwnego w Opolu, przewodniczacy prof.
J. Wojnarowski wreczyl ustgpujacym Przewodniczacym Oddziatéw pisemne podzickowanie za ich prace
spoleczna na rzecz Towarzystwa w XXI kadencji.
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7. Wazniejsze uchwaly organéw statutowych Towarzystwa i inne zmiany organizacyjne

7.1. 21 maja 1985 Urzad Miasta Stolecznego Warszawy zatwierdzit Statut PTMTS uchwalony na
XXI Zjeidzie Delegatow.

7.2. 14 grudnia 1985 na zebraniu plenarnym ustalono termin Zjazdu Delegatow na 9 - 10 paZdziernika
1986. Zjazd ten organizowany przez Oddzial Cz¢stochowa odbgdzie sie¢ w Kokotku.

7.3. 14 grudnia 1985 zatwierdzono instrukcj¢ obiektu dokumentéw finansowych.

7.4. 14 grudnia 1985 przyjeto jako obowiazujace stawki za referaty naukowe zgodnie z Dziennikiem
Urzedowym Ministerstwa Pracy, Ptac i Spraw Socjalnych Nr 5 z dnia 19.1X.85 w sprawie wynagrodzania
0s6b wygtaszajacych odczyty, prelekcje i referaty (od 1800,— do 1200,— w zaleznosci od stopnia nau-
kowego). : .

7.5. Opracowano ,,Informacje o podstawowych kierunkach i warunkach dziatalnosci Polskiego Towa-
rzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej’” i przekazano ja 24 stycznia 1985 do Komitetu Organi-
zacyjnego ITI Kongresu Nauki Polskie;j.

7.6. Przygotowane opracowanie ,,Rozwéj nauk mechanicznych w Polsce — wnioski PTMTS na IIT
Kongres Nauki Polskiej”” przekazano 21 czerwca Sekretarzowi Komitetu Organizacyjnego Kongresu
prof. dr hab. Romanowi Neyowi,

Rozwdj nauk mechanicznych w Polsce — wnioski Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej na III Kongres Nauki Polskiej

Polskiec Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej — skupiajace ponad tysigc przedstawicieli
nauki polskiej i siggajace swa dzialalnocig do wszystkich znaczacych osrodkéw naukowych i technicznych
kraju wyraza swoje wnioski dotyczace podstawowych kierunkéw rozwoju mechaniki w najblizszych
latach.

Mechanika — nauka o ruchu ciat materialnych — wyrosia jako jedna z pierwszych dziedzin przyrodo-
znawstwa. Uczestniczac w rozwigzywaniu fundamentalnych probleméw zwigzanych z poznawaniem
otaczajacego $wiata, mechanika wzbogaca nieprzerwanie od czasow Newtona swa tres¢ i metody.
Dzisiaj swe doniosle znaczenie zawdziecza szerokiemu zakresowi opisywanych zjawisk i dojrzalosci metod
badawczych. Mechanika stanowi podstawe poznawcza wielu dziedzin wspolczesnej techniki.

W ostatnich latach obserwujemy szczegdlnie szybki rozwdj nauk mechanicznych. Jest on stymulo-
wany, obok naturalnego dazenia do poznawania nowych zjawisk, potrzebami praktyki, a takze mozli-
wosciami zwigzanymi z zastosowaniem komputerow. Dazno§¢ do ulepszania konstrukcji konwencjonal-
nych oraz rozw6j konstrukcji nowych (np. pojazdy kosmiczne, reaktory atomowe, roboty itp.) wywoluje
potrzebe rozszerzania badan. Zwiazane z tym wprowadzenie nowoczesnych materiatéw stymuluje np.
rozwéj badan w zakresie mechaniki ciat stalych., Wymienimy tutaj dla ilustracji materialy obejmowane
nazwg kompozytow (materialy wzmacniane wldknami, ciegnami, wtraceniami nieregularnymi itp.); odpo-
wiednie polaczenie ro6znych skiadnikéw prowadzi do unikalnych wlasnosci globainych. Istotnym rysem
wspblczesnej mechaniki jest zazebienie sie i wzajemne przenikanie roznych dziedzin i metod badawczych.
Wiele zywych i waznych problem6éw mechaniki rodzi sie na styku mechaniki z fizyka, chemia, nauka
0 sterowaniu i biologig.

Polska mechanika aktywnie uczestniczy we wskazanym wyzej postgpie i ma w pewnych wybranych
dziedzinach istotne — na Swiatowym poziomie — osiggniecia. Dotyczy to glownie badan teoretycznych
w zakresie mechaniki ciat stalych i konstrukcji. W zakresie do§wiadczalnictwa — wyraZnie odstajemy od
poziomu §wiatowego, gldéwnie ze wzgledu na brak wyposazenia laboratoryjnego. Ten brak bazy labora-
toryinej (na wlasciwym wspolczesnym poziomie) jest alarmujacy i moze wplynaé bardzo negatywnie na
dalszy rozwdj mechaniki i jej zastosowania w technice.

Inng przeszkoda na drodze rozwoju mechaniki w Polsce jest pogarszajacy si¢ stan informacji naukowej
i technicznej (np. obcinanie prenumeraty czasopism naukowych i skapy zakup nowych ksiazek). Nalezy
tez wymieni¢ brak nowoczesnego sprzetu komputerowego — szeroko wykorzystywanego obecnie w kra-
jach rozwinigtych do wspomagania badad i do wdrazania wynikéw do praktyki.

Biorac pod uwage priorytetowe kierunki badahn wskazane w tezach przed IIT Kongresem Nauki
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Polskiej wynikajace z potrzeb rozwoju gospodarczego kraju, a takze uwzglgdniajac tradycje i obecne zaawan-
sowanie nicktorych dziedzin, PTMTS uwaza za konieczne prowadzenie badan w nastgpujacych kierunkach.

1. Mechanika cial stalych wraz z teoria p6l polaczonych

Szczegblny nacisk powinien by¢ polozony na kontynuacje istnigjacych szkét naukowych w zakresie
teorii sprezystosci, teorii plastycznodci oraz teorii oddzialywanh wzajemnych pé! elektromagnetycznych,
termicznych i pél naprezen.

Sposréd kierunkéw mniej rozwinigtych nalezy rozwijaé w sposdb zorganizowany mechanike materia-
16w kompozytowych oraz mechanike zniszczenia, w szczegdlno$ci — badania akumulacji zniszczenia
Zmeczeniowego.

Nalezy réwniez podkresli¢ wazno$¢ mechaniki procesdéw przetworstwa materialow (obrobka metali,
formowanie polimer6éw itp.) oraz mechanik¢ gorotworu i gruntu.

2. Mechanika konstrukcji inzynierskich

Szczegbdlne znaczenie ma rozwoj systemow analizy numerycznej i komputerowej ztozonych konstrukeji
i zastosowania w technologii reaktorowej, w inzynierii morskiej itp.

Zagadnienia niezawodnosci, optymalizacji i identyfikacji konstrukeji powinny by¢ rozwijane ze wzgledu
na ich doniosioé¢ praktyczna we wszystkich rodzajach konstrukeji inzynierskich.

3. Mechanika mechanizméw, konstrukcji ruchomych i dynamika maszyn

Chociaz mechanika ukiadu punktéw materialnych i cial sztywnych jest dziedzing, ktéra juz dawno
osiagnela wysoki stopien dojrzato$ci formalnej, spelnia ona ciagle bardzo wazna rolg w bardzo licznych
zastosowaniach, np. w mechanice nieba, mechanice mechanizméw, maszyn i pojazdoéw. Wciaz waine
zwigzane sg z badaniem roznych struktur ruchomych, z analiza i synteza mechanizmo6 w, problemy bada-
niem drgaf i stateczno$ci ruchu. Szczegdlnej uwagi wymagaja problemy analizy i syntezy ukladéow
elektromechanicznych ze sterowaniem w zwiazku z projektowaniem 1 wytwarzaniem manipulatorow
1 robotdw,

4. Mechanika cieczy i gazbéw

Jest to bardzo obszerna dziedzina badan o bogatej tradycji, rozwinietych metodach i szerokich zasto-
sowaniach zwigzanych z okretownictwem, lotnictwem, energetyka, budownictwem morskim, meteorologia,
ochrong §rodkowiska itp. Na szczegolne wyrdznienie zastugupg tutaj przeplywy z uwzglednieniem roéznych
zjawisk fizycznych i chemicznych jak spalanie, wrzenie, kondensacja, jonizacja itp. Inny wazny kierunek
badan to przeplywy wielofazowe oraz stacjonarne i niestacjonarne oplywy profilow i bryl wystepujace
w lotnictwie, energetyce i budownictwie. Wreszeie rownic wazny i ostatnio szybko rozwijajacy si¢ dziat
mechaniki plynow — to przeplywy turbulentne. Problemy zwiazane z rozpoznawaniem natury zjawiska
turbulencji i jego wtasciwego opisu oraz rozne zastosowania teorii turbulencji powinny byé przedmiotem,
szczegblnej uwagi.

Przedstawione wyzej zwigzle podstawowe kierunki badan w dziedzinie nauk mechanicznych wymagajg
dla swego rozwoju zaréwno metod teoretycznych jak i doswiadczalnych, a takze ze wzglgdu na réznorodny
charakter zjawisk i problemow — t6znych metodologii badawczych (deterministycznych, stochastycznych
itp.). Jest oczywiste, iz realizacja wymienionych kierunkow badan bedzie mozliwa jedynie przy zapew-
nieniu wiadciwej, szybkiej informacji — w postaci periodykéw i ksigzek naukowych, kserografow oraz
otwartych kontaktéw ze $wiatem zewnetrznym — oraz przy wyposazeniu laboratoriow naukowych we
whasciwy i nowoczesny sprzet. Bardzo wazny jest tez wlasciwy sposob finansowania badan oraz ich orga-
nizacja. Istniejagce obecnie problemy badawcze powinny byé utrzymane; wydaje si¢ jednak, Ze utworzenie
na ich bazie probleméw o wgzszym zakresie tematycznym mogloby wplynaé na zwigkszenie elastycznosci
i efektywnosci badan.,
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W zakresie usytuowania prawno-administracyjnego towarzystw pozadana jest nowelizacja ustawy,
ktora umocnitaby pozycje tego spolecznego ruchu i dalaby wigksze szanse szczegdlnie regionalnym oddzia-
lom do zdobycia choéby skromnej bazy lokalowej.

W chwili obecnej duzym utrudnieniem dziatalnosci Oddziatéw PTMTS jest brak lokali. Zarzady
Oddzialdéw gniezdza sig katem w pokojach Instytutéw uczelnianych nie posiadajac odpowiedniego sprzetu
biurowego, niejednokrotnie brak nawet maszyny do pisania.

W zakresie warunkéw materialnych dzialalno$¢ PTMTS ze wzgledu na rozwoj Towarzystwa wymaga
wiekszej pomocy ze strony Polskiej Akademii Nauk, terenowych organéow wladzy i administracji panistwo-
wej, a takze sponsoréw gospodarczych. Obecnie przepisy zasad finansowania Towarzystw naukowych
nie sa elastyczne i uniemozliwiaja przyjecie dotacji sponsora z uwagi na przepis, ktory automatycznie
redukuje dotacje PAN. Daje si¢ rowniez odczué brak przepisow umozliwiajacych np. wykonanie ekspertyz,
co nie sprzyja wdrazaniu zasad wynikajacych z reformy gospodarcze;.

Uwazamy za problem duzej wagi, aby wladze Polskiej Akademii Nauk, niezaleznie od przygotowywa-
nych wnioskéw na III Kongres Nauk Polskiej, juz w chwili obecnej podjely decyzje w zakresie zwiekszenia
dotacji finansowych dla Towarzystwa, co jest niezbedne dla normalnego dzialania Oddzialéw i Zarzadn
Gléwnego PTMTS.

Za wyzej wymienione opracowania PTMTS otrzymato podzigkowanie od Komitetu Organizacyjnego
III Kongresu Nauki Polskiej.

8. Inne formy dzialalnosci

W zwiazku z III Kongresem Nauki Polskiej prof. K. Sobczyk i prof. J. Wojnarowski opracowali
ankiete dotyczaca stanu i perspektyw rozwoju nauk mechanicznych w Polsce. Ankiet¢ przeprowadzono
wérdéd samodzielnych pracownikéw nauki — czlonkéw Towarzystwa.,

Prof. R. Gutowski — wiceprzewodniczacy XX kadencji ZG PTMTS opracowal propozycje i sugestie
dotyczgce rozwoju polskich specjalnosci w nauce i technice (ze szczegdinym uwzglednieniem roli Pol.
Warszawskiej). .

Na uroczysto$ciach odslonigcia tablicy i wybicia medalu z racji 20. rocznicy $mierci prof. Witolda
Wierzbickiego I Przewodniczacego PTMTS, w dniu 25 czerwca 1985 Zarzad Glowny PTMTS reprezen~
towal i przeméwienie wyglosit prof. dr hab. J. Wojnarowski.

9. Etatowi pracownicy PTMTS

Barbara Michalska-Czachor (do 12.03.86) ZG PTMTS caly etat
mgr inz. A. Furmaniak-DZwiarek (od X.85) ZG PTMTS caly etat
Barbara Krezlewicz (do IX.85) ZG PTMTS 1/2 etatu
Helena Jahczyk (od 1.04.86) ZG PTMTS 1/2
mgr Ewa Koisar (od X.85) ZG PTMTS 1/2 ,,
Jacek Kowalczyk (od 12.05.86 do 12.08.86) ZG PTMTS caly etat
Cecylia Sarbinowska O/Bydgoszcz 1/2 etatu
Anna Sadek O/Czestochowa 1/4
Hanna Pieniazek O/Gdansk 1/4
Jadwiga Wojda O/Gliwice 1/3
Maria Cabak O/Krakéw 1/4
Irena Szmelter O/L6dZz 1/4 ,,
Barbara Szymkow O/Opole 1/8 ,, do 31.02.1984
Maria Zwierzykowska O/Poznan 1/5 ,,
Mieczyslawa Mierzejewska O/Szczecin 1/4 |,
Czeslawa Ostrowska O/Rzeszdéw /8 ,,
Helena Wzorek O/Wroclaw 1/4 ,,

Anna Nonckiewicz O/Zielona Géra 1/8 ,, do 31.12.1985
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10. Realizacja uchwal XXI Zjazdu Delegatéw

Zarzad Gtowny XXI kadencji realizujac uchwaly Zjazdu Delegatéw doprowadzit do zatwierdzenia

nowego Statutu Towarzystwa, zorganizowal szkole naukowg ,,Sterowanie w mechanice”, przygotowal
biuletyn o dzialalnoéci Towarzystwa w okresie 25-lecia, przeprowadzil badania opinii dotyczacej stanu
i perspektyw rozwoju nauk mechanicznych w Polsce.

11. Sprawozdanie finansowe

Zostalo ujete w oddzielnym sprawozdaniu.

12. Analityczna ocena dzialalnoSei Towarzystwa

W okresie XXI kadencji zanotowano dalszy rozwéj Towarzystwa:

1. Liczba czlonkéw wzrosla o 71 oséb i osiagnela liczbe 1138.

2. Odbylo sie 167 zebran, na ktérych wygloszono 179 referatow.

3. W zebraniach naukowych udzial wzigto 2850 osob, a 898 zabralo glos w dyskusji.
4. Zorganizowano:

10,

— 13 sympozjoéw i konferencji, w ktérych udzial wziglo okolo 1650 0sdb i wygloszono na nich 724
referaty,

— 13 sesji 1 seminaridw naukowych,

— 3 konkursy naukowe,

— 2 szkoly naukowe,

— 3 kursy naukowe.

. Go$émi Towarzystwa bylo 29 uczonych zagranicznych.
. Wydano: 496.5 ark. wydawniczych, w tym 125,5 publikacji periodycznych. Szczeg6lnie cenna pozycja

jest Kronika Oddzialu Wroclawskiego.

. Nadano godno$¢ Czlonkéw Zagranicznych prof. Jozefowi Brilli (CSRS) i prof. Giovanniemu Bian-

chiemu (Wiochy).

. Towarzystwo reprezentowane bylo w Komitecie Mechaniki PAN, na III Kongresie Nauki Polskie

i na spotkaniach okolicznosciowych.

. Rozszerzono program zebran plenarnych Zarzadu Gléwnego o czg$¢ naukowa. Zapoczatkowano

réowniez odbywanie zebran plenarnych w Oddziafach.
Podjgto prace w zakresie gromadzenia i porzadkowania informacji o dzialalno$ci Oddziatow.

Z. DZYGADLO
J. WOJNAROWSKI

IX Kongres n. t. Badania Materialow
Budapeszt, 29.I1X-3.X.1986 R.

W dniach 29 wrzesnia -3 pazdziernika 1986 r. odbyt sic w Budapeszcie IX Kongres n.t. Badania

Materiatéw (912 Congress on Material Testing and 37¢ Danubja-Adria Symposium).
Organizatorami Kongresu byly:
— Naukowe Stowarzyszenie Inzynieréw Mechanikéw Wegierskiej Republiki Ludowej (The Scientific

Society of Mechanical Engineers — Geépipari Tudomdnyos Egyesiilet, GTE);

— Austriackie Towarzystwo Doswiadczalnej Analizy Odksztalcen (Society of Experimental Strain Ana-

lysis — ASESA) — Austria;

— Jugosiowianskie Towarzystwo Mechanikéw (Yugoslav Society of Mechanics — Croatian Society

of Mechanics).
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Przewodniczgcym 17-osobowego Komitetu Organizacyjnego, w sklad ktérego wchodzili przedsta-
wiciele wszystkich wymienionych wyzej stowarzyszen, byl prof. dr Kornel Lehofer.

Kongres n.t. Badania Materialdow jest organizowany tradycyjnie w Budapeszcie co 4 lata i obejmuje
szeroki zakres zagadnien. Na obecnym, IX-ym Kongresie — podobnie jak w latach poprzednich — oprécz
zagadnien analizy naprezen, probleméw zmeczenia i pelzania oraz badan nieniszczacych, najwiecej uwagi
pos$wigcono roéznym aspektem proceséw zniszczenia.

Obrady Kongresu odbywaly sie w salach Domu Techniki w Budapeszcie. Oficjalnymi jezykami
Kongresu byly: angielski, niemiecki, wegierski i rosyjski. W Kongresie wzielo udzial ponad 330 ucze-
stnikéw z 20-tu krajow, w tym okolo polowa spoza Wegier. Najliczniej, poza Wegrami, reprezentowane
byly kraje demokracji ludowych: Polska (35 osob), NRD (32 osoby) i Czechoslowacja (20 0os6b). Ponadto
w Kongresie wzigli udzial przedstawiciele: Austrit (5), Bulgarii (8), Chin (2), Egiptu (1), Francji (2), Holandii
(2), Japonii (2), Jugostawii (12), Kanady (2), Kuwejtu (1), Portugalii (1), RFN (13), Rumunii (3), Szwecji
(2), Szwajcarii (5), Wioch (5) i Zwiazku Radzieckiego (8).

Obrady Kongresu rozpoczely si¢ Sesja Plenarna, ktorej przewodniczyl prof. J. Prohaszka. Przemé-
wienia powitalne wyglosili: prof. K. Lehofer oraz prof. Z. Terplan. Nastepnie w trzech referatach prze-
gladowych zostaly przedstawione osiagnigcia Wegierskiej Repubiki Ludowej w ostatnim 10-leciu w zakre-
sie badan wlasnoéci mechanicznych materialéw konstrukcyjnych (K. Lehofer), doswiadczalnej anallzy
naprezen (1. Huszar) oraz badan memszczqcych (I. Karsai).

Program obrad byt podzielony migdzy 3 Sekcje problemowe. Z kolei, kolejne sesje — w ramach
obrad kazdej z Sekcji — poswiecone byly okreslonej tematyce. Prowadzone byly zaréwno sesje referatowe
jak 1 plakatowe, .

Problematyka obrad Sekcji I-¢j dotyczyta zagadnien zniszczenia, zmeczenia i pelzania. W kolejnych
5-ciu sesjach referatowych tej Sekcji omdwiono:

Sesja I.1. — Rozwdj peknigé (8 referatow);

Sesja 1.2. — Zagadnienia zmeczenia (10 referatow);

Sesja 1.3. — Pekniecia przy, obcigzeniach dynamicznych (9 referatéw);
Sesja 1.4. — Modele uszkodzen i metody doéwiadczalne (7 referatow);
‘Sesja 1.5. — Zmeczenie termiczne i wytrzymaloéé na pelzanie (7 referatow).

Przedmiotem obrad Sekcji IlI-ej byla doswiadczalna analiza naprezen. W ramach tej Sekcji odbyly
:si¢ 4 sesje referatowe, na ktorych oméwiono nastepujace zagadnienia:

Sesja IL.1. — Rozwoj metod optycznych (8 referatow);

:Sesja IL.2. — Pomiar naprezen kontaktowych i wiasnych (8 referatow);

Sesja I1.3. — Zagadnienia modelowania i techniki hybrydowej (7 referatow);

.Sesja 11.4. — Zastosowanie analizy naprgzen i automatyzacji (6 referatow).
W Sekcji III odbyly sie 2 sesje referatowe poswiecone badaniom nieniszczacym. Na pierwszej z nich

przedstawiono 7, a na drugiej — 8 referatow.
Ponadto obylo si¢ 5 tematycznych sesji plakatowych. Na kazdej z nich zgrupowano prace z zakresu

okre$lonej tematyki, podanej hastowo w nastepujacych tytulach kolejnych sesji:

Sesja 4 — Pomiary i analiza naprezefi (19 prac);

Sesja B — Zmeczenie (33 prace);

.Sesja C — Badania nieniszczace (25 prac);

Sesja D — Pelzanie i zmgczenie termiczne (29 prac);

.Sesja E — Zniszczenie (30 prac). :
Tematycznie, sesje plakatowe B, D i E stanowily integralng czqs(, obrad Sekcji I-ej, sesja A — Sekcji

II-ej, zas sesja C— Sekgji ITl-¢gj.
Najwigcej prac przedstawiono na obradach Sekcji I — (ok. 133), w czasie obrad Sekcji 1Y przedsta-

wiono 48 prac, za$ Sekcji Il — 40 prac.
¥.acznie wygloszono 88 referatéw, a 136 prac przedyskutowano na sesjach plakatowych. Z Polski

_przedstawiono ogolem 47 prac, z ktoérych 31 przedstawiono w trakcie obrad prowadzonych w Sekeji I,

13 prac — w Sekcji II oraz 3 prace —w Sekcji III.
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W pracach, przedstawianych podczas obrad Sekcji I-ej omdwiono m.in. nizej wymienione zagad-

Tnienia.

1. Na sesji pierwszej oraz zwigzanej z nig tematycznie sesji plakatowej E przedyskutowano: zagadnienia
inicjacji peknig¢ i ich propagacji w réznych materiatach oraz spoinach, wplywy: karbow, osrodkéw
korozyjnych, wtracen siarki niemetalicznej, rys powierzchniowych i temperatury na powstawanie i roz-
przestrzenianie si¢ peknie¢, zwigzki migdzy koncentracja naprezen a propagacja peknie¢, kryferia
zniszczenia materialow izo- i anizotropowych, metody statystycznej oceny rozwoju peknie¢ w obszarach
koncentracji naprezen przy obcigzeniach wolnozmiennych, zagadnienia rozpraszania energii przy szyb-
kiej propagacji peknigé, a takze wyniki licznych badan dotyczacych wyznaczania réinych parametréow
wytrzymatosciowych metali konstrukeyjnych, materialow ceramicznych, polimeréw, polaczeri spawal-
niczych oraz wysokocis$nieniowych zbiornikéw cylindrycznych.

2. Na sesji drugiej oraz na zwiazanej z nia tematycznie sesji plakatowej B oméwiono m.in.: zjawiska,
towarzyszace zmeczeniu réznych materialow konstrukeyjnych, mikromechanizmy wzrostu peknied
zmeczeniowych w stalach austenitycznych, specjalne urzadzenia badawcze przeznaczone do badan
wiasnosci mechanicznych konstrukcyjnych elementow pracujacych w wytezonych warunkach, podstawy,
metode¢ oraz urzadzenie komputerowej analizy propagacji peknie¢ zmeczeniowych w spoinach, metode
okredlania wytrzymalo$ci zmeczeniowej niemetalowych elementow konstrukcyjnych, wplyw réznych
czynnikéw (naprezen wstgpnych, obcigzenn przypadkowych, powlok cynkowych, jonizacji itp.) na
wytrzymalo$§¢ zmegczeniowa stali konstrukcyjnych a takze elementéw konstrukcyjnych (np. wplyw
odksztalcen plastycznych na zywotnoé€ lin i drutéw) oraz wyniki konkretnych badan r6znych materia-
16w i elementow konstrukcyjnych poddanych dzialaniu réznorodnych obciazen typu zmeczeniowego.

3. Na sesji trzeciej przedyskutowano wiarygodnoéé pomiaréw udarmosci materialow sprezysto-plastycz-
nych przy zastosowaniu miota Charpy’ego, proces wibracyjnego niszczenia zeliwa szarego przy zio-
zonym stanie obciazenia, wptyw inkluzji siarczkéw na udarno$¢ oraz wstepnego przeciazenia na energie
pekania przy dzialaniu udarowych obciazen rozciagajacych i zginajacych, nowa metode okreslania
udarnoéci przy zastosowaniu malych probek, a takze specjalne metody badania procesow zniszczenia
metoda drgan rezonansowych oraz przy zastosowaniu laserowej techniki plamkowe;j.

4, Na sesji czwartej przedmiotem dyskusji byl m.in, rozw6j uniwersalnych urzadzen badawczych, metoda
czeSciowego odciazania dla okre$lania powolnego wzrostu peknieé, analiza peknigé jako procesu dys-
kretnego oraz propozycja modelu deformacji i zniszczenia metali. )

5. Na sesji piatej oraz z wigzanej z nia tematycznie sesji plakatowej D przedyskutowano zagadnienia zme-
czenia cieplnego réznych materialéw, charakterystyki termodynamicznych cykli zmeczenia cieplnego,
konstytutywny model odksztalceniowy metali dla szerokiego zakresu temperatur, deformacje i pgknig-
cia w stalach konstrukcyjnych przy pelzaniu i cyklicznych obciazeniach cieplnych, pelzanie betonu
w podwyzszonych temperaturach i okre§lonych warunkach wilgotnoSci oraz betonu zbrojonego przy
zginaniu, wplyw mikrostruktury staliw na pelzanie oraz napromieniowania i wyzarzania stali na kotly
parowe, propagacje peknieé¢ przy pelzaniu — przy rozproszonych uszkodzeniach, urzadzenia ostrze-
gawcze 0 uszkodzeniach ciénieniowych kotléw reaktoréw atomowych oraz wyniki konkretnych badan
materialdw prowadzonych pod katem okre§lenia ich charakterystyk pelzania oraz odpornoéci na ter-
miczne obciazenia zmeczeniowe.

W pracach, prezentowanych podczas obrad Sekcji II-ej oméwiono m.in. nizej podane zagadnienia na
poszczegblnych sesjach:

1. Na sesji pierwszej przedmiotem referatéw oraz dyskusji byly nast¢pujace zapgadnienia z zakresu optycz-
nych metod badania materialéw i konstrukcji: analiza prazkow emisji termicznych, okreslanie kierunkéw
gléwnych metoda superpozycji prazkéw izochrom, zastosowanie fotografii plamkowej w badaniach
polaczen weiskowych (polaczenie walu z tarcza), modyfikacje metody holograficznej w badaniach
drgan, zastosowanie metody elastooptycznej w badaniach naprezen wlasnych oraz wyniki badan porow-
nawczych przeprowadzonych metodq mory oraz metoda elastooptyczng przy zastosowaniu pokry¢
optycznie czynnych.

2. Na sesji drugiej przedmiotem dyskusji byly zagadnienia naprezen kontaktowych oraz naprezen wiasnych.
W pierwszej grupie tych zagadnied przedyskutowano metody badas — w tym elastooptycznej i pro-
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mieniowania 7y, automatyzacje badan elastooptycznych oraz przedstawione wyniki do$wiadczalnej
i numerycznej analizy naprezen kontaktowych w polgczeniach wciskowych. W grupie drugiej rozpa-
trzono wyniki badan naprezen wilasnych w laminowanych, zakrzywionych belkach drewnianych, mode-
lach elastooptycznych — metoda $wiatta rozproszonego oraz w mono- i polikrystalicznym niklu pod-
danym dziataniu obciagZenr zmgcezeniowych — nowg metoda rentgenowska.

3. Na sesji trzeciej dyskusja dotyczyla gidéwnie zagadnien komputerowego wspomagania badan, zastoso-
wan komputerow osobistych w prowadzeniu pomiaréw ,,on-line”’, mozliwosci komputerowego prze-
ksztalcania analizy prazkow otrzymywanych przy zastosowaniu metody mory i metody elastooptycznej
oraz technik hybrydowych z wykorzystaniem komputera w analizie zagadniert lepkosprezystosci ciat
stalych.

4. Podczas obrad sesji czwartej przedstawiono i przedyskutowano m.in. wyniki poréwnawczych badan
podparé wyrobisk gorniczych, nowa odmiang odbiciowej metody mory, zagadnienie automatyzacji
analizy prazkéw otrzymywanych metodami interferencyjnymi oraz mory, oceng efektdéw starzenia
elementow konstrukcyjoych na podstawie badan relaksacji naprezen, a takze wyniki badan naprezen
w elementach konstrukcyjnych metoda pokryé optycznie czynnych.

Na sesji plakatowej A, bezposrednio zwiazanej z tematyka obrad Sekcji 1I-¢j przedstawiono gtownie
wyniki konkretnych badan réznego rodzaju konstrukcji, polaczen spawanych itp. — przeprowadzonych
metodami: mory, elastooptyczng i tensometryczng.

Przedmiotem obrad, prowadzonych na dwoch sesjach Sekcji 111-ej oraz sesji plakatowej C byly zagad-
nienia dotyczace badan materiatdw i konstrukcji metodami nieniszczacymi. W duzej czesci dotyczyly one
automatyzacji badan przeprowadzanych metoda ultradzwigckowa oraz pradow wirowych. Przedstawiono
zestawy aparaturowe, a takze konkretne rozwigzania automatycznych linii kontrolnych, uwzgledniajace
specyfike procesu technologicznego wytwarzania roznych elementow konstrukcyjnych. Dyskusja doty-
czyla réwniez mozliwoéci i zakresu zastosowan oraz dokladnosci metod: rentgenowskiej, emisji akustycz-
nej, indukcji magnetycznej, pradow wirowych oraz rezonansowej w badaniach réznych konstrukeji i ma-
terialow.

Streszczenia prac, zakwalifikowanych do przedstawienia na IX-ym Kongresie Badania Materialow
zostaly opublikowane przez Naukowe Stowarzyszenie Inzynierow W.R.L. w specjalnym wydawnictwie
p.t. ,,The Proceedings of the 9th Congress on Material Testing”, Budapest, 29 September — 3 October
1986 — w dwoéch tomach o lacznej objetosci 686 stron. W tomie pierwszym, o objetosci 366 stron, zamiesz-
czono streszczenia tych prac, ktére byly prezentowane na sesjach referatowych Sekcji I-ej oraz sesjach
plakatowych B, D i E. Natomiast w tomie drugim zamieszczono streszczenia prac prezentowanych na
sesjach Sekcji II-ej i Sekcji I1I-¢j oraz na sesjach plakatowych A i C.

Z powyzszego wynika, ze dominujaca tematyka obrad Kongresu byly zagadnienia zniszczenia, zme-
czenia i pelzania.

Wydano réwniez broszur¢ zawierajaca wykaz nazwisk uczestnikéw Kongresu.

Wiladysliaw Walczak

KOMUNIKAT

W dniach 11 — 14 pazdziernika 1988 r. odbedzie sic w Warszawie
XHI Sympozjum Mechaniki Do§wiadczalnej Ciala Stalego.
Korespondencj¢ prosimy kierowaé na adres:
mgr inz. Tomasz Pancewicz, ul. Nowowiejska 24, 00-665 Warszawa,
Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej, PW
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INSTRUKCJE DLA AUTOROW

Ogolne

W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej drukowane sa prace przeglgdowe oraz oryginalne teoretyczne
i dodwiadczalne z zakresu mechaniki ciala stalego oraz cieczy i gazéow. Publikujemy réwniez dyskusie
naukowsg oraz polemike dotyczaca prac z mechaniki, ktore ukazaly sie w MTIS lub w innych czasopismach
naukowych.

W Biuletynie Informacyjnym drukujemy sprawozdania z konferencji naukowych z zakresu mechaniki
w kraju i za granica oraz z dzialalnosci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

Praca moze byé zioZzona do druku w MTIS pod warunkicm jej nieopublikowania w innym czaso-
pi$mie.

Drukujemy w jezyku polskim oraz na Zyczenie autoréw w jezyku angielskim pod warunkiem zioze-
nia pracy w tym jezyku.

Prace nalezy nadsyfac na adres Redakcji badz jednego z redaktorow, w dwoch egzemplarzach (ory-
ginal +kopia).
Praca zlozona do druku podlega recenzji.

Wszelkie zmiany (poprawki autorskie) po zakwalifikowaniu artykulu do druku i przekazaniu go do
drukarni moga by¢ dokonane tylko w czasie 1 korekty (na koszt autora).

Po opublikowaniu autorzy otrzymujg 25 egzemplarzy odbitek swojego artykutu.

Szezegdlowe

1. Prace skladane do publikacji w MTiS powinny zawiera¢ (wg. kolejnosci)

a) Tytul

b) Imi¢, Nazwisko z podaniem miejsca pracy

¢) Abstrakt (w jezyku polskim)

d) Wlasciwa prace

e) Spis literatury

f) Streszczenia w jezyku

— praca w jezyku polskim — rosyjskim w maszynopisie i angielskim

— praca w jezyku angielskim — polskim i rosyjskim.
5. Tekst powinien by¢ napisany po jednej stronie (nie na papierze kredowym) z zachowaniem podwoinych
odstepdw i obustronnych margineséw — z lewej 6 cm, z prawej 1 cm.
6. Wzory nalezy wpisywaé czytelnie, w kolorze czarnym, z zachowaniem numeracji po stronie prawej
(nalezy zwrdcié szczegblng uwage na rozréznienie 1 oraz litery 1, zera i litery o oraz literg o i p).
4, Zyczenia autoréw dotyczace formy graficznej pracy w tym kroju czcionki, liter greckich itp., powinny
by¢ dolaczone na osobnej kartce, badz na marginesie (otéwkiem).
5. Tablice wystepujace w tekécie nalezy dolaczy¢ na oddzielnych kartkach (jedna na stronie).
6. Podpisy pod rysunkami powinny by¢ wyszczegdlnione oddzielnie, a nie pod rysunkami.
7. Prosimy o sporzadzanie wykazu literatury w sposéb nastepujacy: W. Nowacki, Teoria Sprezystosci,
Warszawa, PWN, 1970.
8. Odnoéniki nalezy numerowaé kolejno w calej pracy, a nie wg strony.
9. Obowiazuje stosowanie ukladu jednostek SI.



Cena zt 140.—

Prenumerate na kraj przyjmujg Oddzialy RSW ,Prasa-Ksigzka-Ruch”, oraz
urzedy pocztowe i doreczyciele w terminach:

— do 25 listopada na I poéirocze roku nastepnego i na caly rok nastepny,
— do 10 czerwea na I pélirocze roku biezgcego.

Jednostki gospodarki uspotecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego rodzaju
zaklady pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa-
Ksigzka-Ruch”, w miejscowosciach za$, w ktérych nie ma Oddzialéw RSW w urze-
dach pocztowych.

Czytelnicy indywidualni optacajg prenumerate wylgcznie w urzedach pocztowych
1 u doreczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa-Ksigzka-
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy 1 Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
konto NBP XV Oddziat w Warszawie Nr 1153-201045-139-11 w terminach podanych
dla prenumeraty krajowej.

Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice jest drozsza od prenumeraty kra-
jowej o 50% dla zleceniodawcéw indywidualnych i o 100% dla zlecajacych instytucii
i zakladdbw pracy.

Biezgce i archiwalne numery mozna naby¢ lub zaméwié we Wzorcowni Wydaw-
nictw Naukowych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki (wysoki parter)
00-901 Warszawa oraz w ksiegarniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s name
and address can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade
Enterprise Ars Polona— Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmie$cie,
P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to the account of Ars Polona — Ruch
in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa, Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOW ANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-
chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajgc od 1.1.1967 r. jako kwartalnik.
(Warszawa, Patac Kultury i Nauki, Sala Kongresowa, pokdj 309)
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