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PRZEGLAD PRAC NAD OPTYMALNYM KSZTALTOWANIEM
KONSTRUKCJI W WARUNKACH PEEZANIA*

MICHAL ZYCZKOWSKI

Politechnika Krakowska

1. Uwagi historyczne

Optymalne ksztaltowanie konstrukcji, a najczgsciej tylko prostych elementéw kon-
strukcyjoych pracnjacych w warunkach pelzania, nalezy do najmlodszych galeziopty-
malnego ksztaltowania, Podczas gdy optymalizacja w zakresie spreZystym, rozpoczeta
przez Galileusza, liczy ponad 300 lat, a optymalizacja konstrukcji idealnie plastycznych
zostata zapoczatkowana w latach pigcdziesigtych obecnego stulecia, to za poczatek
ksztaltowania w warunkach pelzania przyjmuje si¢ lata 1967-8. Wprawdzie juz w roku
1953 A. G. Kostiuk [34] okreslit ksztalty tarcz wirujacych réwnomiernej wytrzymatosci
w warunkach pelzania, a podobny problem omawia szczegélowo monografia Ju. N. Ra-
botnowa [58], to jednak dopiero w latach 1967-8 sformulowano w kilku pracach ogdl-
niejsze ujecie problemu.

Pierwsza z tych prac, M. 1. Rejtmana [59], formutuje problem optymalizacji konstrukcji
przy uwzglednieniu ograniczenia czasu jej Zywotnosci i cen kolejnych nakladéw inwesty-
cyjnych. Autor ogranicza si¢ w tytule pracy do konstrukcji z tworzyw sztucznych, lecz
w istocie teoria moze objaé i inne materialy podlegajace pelzaniu. Funkcja celu przyjmuje
postaé

Vv .
C=oEe . M
gdzie ¥V oznacza objeto$é konstrukcji, k = 14 E, E oznacza normowy wspolczynnik
efektywnosci nakladéw inwestycyjnych, ¢, — czas pracy konstrukcji do zniszczenia (czas
zywotnosci). Szczegdlowej analizie poddano optymalne ksztaltowanie preta rozciaganego
przy czasie f, wyznaczonym przez zadane przemieszczenie w,, belki zginanej rowniez
przy ograniczeniu przemieszczeniowym, oraz stupa poddanego wyboczeniu pelzajacemu.
W istocie byly to raczej problemy optymalnego wymiarowania, gdyZ rozwazano elementy
pryzmatyczne. '
Dalsze trzy prace pochodza z roku 1968. W. Prager [57] podal warunek optymalnosci
dla tarcz podlegajacych ustalonemu pelzaniu przy ograniczeniu sztywnosciowym, wyra-

*) Praca wykonana w ramach problemu we¢zlowego 0.5.12 - 13.1.



244 M. ZYCZKOWSKI

zonym przez moc obciazen zewngtrznych. Warunek ten ma prosta posta¢
& = const, . 2)

gdzie @ oznacza potencjal petzania; szczegétowo rozwazono tarczg pierscieniowg o brzegu
wewnetrznym obcigzonym a brzegu zewngtrznym utwierdzonym — w wyniku uzyskano
profil hiperboliczny. Réwniez Ju. W. Niemirowskij [52] potozyl nacisk na ograniczenia
sztywnosciowe, wyrazone przez przemieszczenie w okreslonym punkcie konstrukeji;
poéwiecit on takZze uwage konstrukcjom réwnomiernej wytrzymatosci w warunkach
pelzania.

Szersze ujecie zagadnien optymalnego ksztaltowania konstrukcji przy petzaniu podaje
praca M. Zyczkowskiego [84], referowana na XII Migdzynarodowym Kongresie Mechaniki
w Stanford w r. 1968, a opublikowana w r. 1971. Jej gléwne tezy zostang ujgte w p. 2.
Wybrane nowsze osiggniecia z tej dziedziny omawia krétka praca przegladowa M. Zycz-
kowskiego [85]. Wypada tu réwniez wspomunieé, Ze pokrewna praca o charakterze czg§ciowo
przegladowym H. M. Adelmana, Patricii L. Sawyer i C. P. Shore’a [1], dotyczaca opty-
malnego ksztaltowania konstrukcji pracujacych w podwyzszonych temperaturach, pomija
niemal calkowicie zagadnienia pelzania, tak, Zze obecna praca moze by¢ traktowana jako
pewien odpowiednik i uzupelnienie tamtej.

2. Typowe sformulowania probleméw optymalnego ksztaltowania w warunkach pelzania

Spoéréd czterech podstawowych elementdw optymalnego ksztattowania konstrukeji
dwa zazwyczaj nie rdéznig sie od ogdlnie stosowanych w zagadnieniach sprezystych lub
plastycznych. Jest to funkcja celu, za ktéra przyjmuje si¢ z reguly objetoéé konstrukceji
(cho¢ moze to rowniez by¢ funkcja (1) lub podobne), oraz zmienne decyzyjne okreélajace
jej wymiary i ksztalt. Natomiast réwnania stanu ulegaja zastapieniu przez do$é rézno-
rodne réwnania konstytutywne pelzania, wykazujace czgsto silna nieliniowo$é, a zasad-
nicze roznice wystepuja w sformutowaniu warunkoéw ograniczajgcych, gdzie istotna role
odgrywa czynnik czasu. Dla celow klasyfikacyjnych (a czasem i ze wzgledéw rachunko-
wych) dogodniej jest rozpatrywaé odwrotne sformufowanie problemdéw optymalizacyj-
nych (zwane tez wzajemnym lub dualnym) i dyskutowaé réznorodne kryteria optymalizacji
pod zalozeniem stalej objetosci. Kryteria takie podzielimy na zalezne i niezalezne od czasu.

2.1. Kryteria optymalizacji zalezne od czasu. W pierwszym rzedzie wymienimy tu kryteria
sztywnosci konstrukcji. Sztywno$é — choc jest to pojecie o zrozumialym sensie 1 wyraz-
nym znaczeniu technicznym — nie jest pojmowana jednoznacznie i musi byé wyrazona
przy pomocy pewnych, do$§¢ zreszta réznorodnych kryteridow. Kryteria takie mozna
sformutowa¢ na drodze nastepujacego rozumowania. Konstrukcja idealnie sztywna,
stosownie podparta, wykazuje zerowe przemieszczenia, a w konsekwencji réwniez zerowe
predkosei przemieszezen, odksztalcenia, predkosci odksztalcen, prace i moc sit zewnetrz-
nych, moc rozpraszang itp. Minimalizacja dowolnej z tych wielkosci moze stanowi¢ pewne
kryterium sztywnosci (a raczej podatnoséei) dla konstrukeji odksztalcalnej. W warunkach
pelzania dogodna jest tu moc obcigZefi zewngtrznych: jest to skalar, charakteryzujacy
sztywno$¢é w sposob globalny. Skalar ten na ogdt zalezy od czasu, a przy statych obcig-
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zeniach i pelzaniu fizycznie i geometrycznie ustalonym — nie zalezy od czasu (ten ostatni
przypadek rozpatrywal W. Prager [57]). .

Sformutowanie kryterium sztywnos;ci wykorzystujacego pozostale wyZej wymienione
wielkodci fizyczne natrafia z reguly na wigksze trudnoéci. Przemieszezenia i préikosci
przemieszczen tworza pola wektorowe, natomiast odksztalcenia i predkoéci odksztalcerh —
pola tensorowe. Minimalizacja wymaga tu wprowadzenia pewnych norm, i to norm
w podwéjnym sensie, np. jako normy wektora, a nastepnie normy funkcji zmiennych
przestrzennych. Jako norme¢ wektora przyjmuje sie¢ zazwyczaj badz jego diugoéé, badz
warto$¢ bezwzgledna najwigkszej skladowej; ta ostatnia norma nie jest niezmiennicza
wzgledem obrotu, ale jest czgsto dogodna w zastosowaniach (rozpatrujemy np. ugiecie
belki, plyty lub powloki, pomijajac pozostale sktadowe wektora przemieszczenia). Norma
funkcji zmiennych przestrzennych bywa czesto przyjmowana w formie Czebyszewa, jako
kres gorny wartosci bezwzglednej funkcji (np. najwieksze ugigcie). Stosowane przez
Niemirowskiego [52] i niektérych innych autoréw ,,przemieszezenie w okreslonym punkcie
ciala” jest rownowazne powyzszej normie tylko wtedy, gdy brak watpliwosci, Ze przemiesz-
czenie w tym punkcie jest istotnie najwigksze. Kryterium sztywnosci moze byé rowniez
zwigzane z uogélnionymi odksztalceniami lub predkosciami odksztatcen (np. z predkoscia
krzywizny osi belki). '

Inne kryteria zalezne od czasu moga by¢ zwiazane z relaksacja naprezefi, badz przy
zadanych sitach poczatkowych, badZ tez przy zadanych przemieszczeniach. W obu tych
przypadkach mozliwe sg rézne sformulowania, np. dotyczace minimalizacji predkosci
zmniejszania si¢ reakcji lub naprezen, maksymalizacji samych reakgji lub naprezen itp.
W zaleznosei od problemu kryteria te moga prowadzié do identycznych lub do réznych
ksztaltéw optymalnych.

2.2. Przypadki szczegolne kryteribw zaleinych od czasu. Rozwaimy przypadek, gdy kryterium
Jjest okre§lone pewna funkcja skalarng u, natomiast ksztalt moze by¢ wyznaczony pewna
skoficzong liczba parametréw s;; mozemy wtedy napisaé u = u(x,y, z; §; ¢). MozZna
wtedy wyodrebni¢ trzy nastgpujace przypadki szczegdlne.

JeZeli u mozna zapisa¢ w postaci

u=plp,(x,, z; ) 28], 3
gdzie y jest monotoniczng funkcja swojego argumentu @, @,, to wystarczy optymali-

zowa¢ funkcje ¢, . Optymalny ksztalt jest wtedy niezalezny od czasu.
Jezeli, u moZna zapisaé w postaci

u=ylpi(x,y,2) @a(s; ), ©)
gdzie v jest monotoniczna funkcja swojego argumentu @, ¢,, to wéwczas optymaloy
ksztatt jest niezalezny od normy funkcji @,, natomiast jest zalezny od czasu. Praktycznie
przeprowadza sie¢ wtedy optymalizacje dla zadanego czasu pracy konstrukcji .
Jezeli wreszcie zachodzi

u = plp(x,y,2) a(s) - P2 (£, (%)
to optymalny ksztatt nie zalezy ani od czasu, ani od przyjetej normy funkcji ¢y .

2.3. Kryteria optymalizacji niezaleine od czasu. Do . grupy kryteriéw niezaleznych od czasu
zaliczymy kryteria zwigzane ze zniszczeniem przy pelzaniu, z wyboczeniem pelzajacym,
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czestodcig drgan, oraz wiekszo$¢ kryteriéw formulowanych dla konstrukcji lepkoplas-
tycznych. Najprostsze hipotezy zniszczenia przy petzaniu — to hipoteza uszkodzen pro-
wadzacych do kruchego pgkania (E. M. Kaczanowa) oraz hipotezy zniszczenia ciggli-
wego Hencky’ego-Hoffa. Ta ostatnia wymaga analizy odksztalcen skoficzonych i dotychczas
do optymalnego ksztatltowania nie byla jeszcze stosowana, natomiast hipoteza Kaczanowa
okazala si¢ efektywna w wielu przypadkach. Nieco odmienne podejscie Ju. W. Niemi-
rowskiego [53] wiaze zniszczenie przy pelzaniu z jednostkowa praca odksztalcenia;
wyniki obu tych podejsé sa czesto identyczne. W najprostszych przypadkach (statyczna
wyznaczalnoéé, nieistotne zmiany geometrii ciata) powyzsze kryteria prowadza do ksztal-
1o6w réwnomierne] wytrzymaloSci przy pelzaniu; Niemirowskij wykazat kilka ogdlnych
twierdzeri dotyczacych konstrukeji tego typu. Ogélne podejécie wykorzystujace metode
elementéw. skoniczonych zostalo zaproponowane w pracy A. A. Czirasa i W. M. Dul-
mana [13].

Teorie wyboczenia pelzajacego wprowadzaja zazwyczaj pojecie czasu krytycznego
i maksymalizacja tego czasu stanowi czggto wazne kryterium optymalnego ksztaltowania.
Pojecia czasu krytycznego bywaja przy tym wprowadzane w sposob bardzo, réznorodny,
np. jako czasu utraty statecznodci prgta prostego (Shanley, Gerard, Rabotnow-Szestie-
rikow) lub czasu nieograniczonego wzrostu ugieé preta o krzywiznie pierwotnej (Kemp-
ner-Hoff). :

Przy optymalizacji konstrukcji lepkoplastycznych jako typowe kryteria wymienimy:
maksymalizacj¢ nosnofci pod dziataniem obciazen dynamicznych; minimalizacj¢ prze-
mieszczen resztkowych po impulsie obciaZenia; maksymalizacje obcigZenia krytycznego
itp. :

3. Problem zaleZznosci optymalnych ksztaltéw od réwnan
konstytutywnych pelzania

Przy optymalnym ksztaltowaniu konstrukcji sprezystych lub idealnie plastycznych
rzadko rozwaza si¢ problem zaleZnosct optymalnych ksztalttéw od przyjetych roéwnan
konstytutywnych (z wyjatkiem wplywu anizotropii na ksztatt). W przypadku konstrukcji
narazonych na pelzanie problem ten staje.si¢ istotny, tym bardziej, Ze réwnania konsty-
tutywne wykazuja tu duza réznorodnodé. Mozna si¢ spodziewaé, iz na ogél ksztalty
optymalne zaleza od przyjetych réwnan. Jednakze A. Gajewski [20, 23], ktéry poswiecit
temu zagadnieniu wiele uwagi, wyodrebnit doéé liczne przypadki ksztaltowania wykazujace
badz niezaleznos¢ od réwnan konstytutywnych, badZ teZ zalezno$é nieistotng (poprzez
stala wystepujacg jako mno2Znik). Nalezg tu np. jednorodne belki statyczne wyzhaczalne
(lecz bez udziatu sily podtuzne;j), jednorodne ptyty kotowe przy kryterium minimum mocy
obcigzen zewngtrznych, jednorodne wirujace tarcze kolowe przy warunku wyréwnania
intensywnos$ci naprezen i wiele innych przypadkdéw. Podobne problemy badal réwniez
A. A. Ziewin [81], ograniczajac sig jednak do pelzania liniowego.

4, Prety i belki

-Obecnie przejdziemy do oméwienia uzyskanych wynikéw w zakresie optymalnego
ksztaltowania typowych. elementéw konstrukcyjnych w warunkach pelzania.
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Prety rozciggane lub $ciskane (bez analizy statecznosci) stanowia bardziej interesujacy
problem optymalizacyjny tylko przy obciaZeniu zmiennym wzdhuz osi. Przypadek taki
rozwazal A. Gajewski w pracy [22] po§wieconej optymalnemu ksztaltowaniu preta wiru-
jacego wokot osi prostopadtej do jego osi na jednym z koricdw, z masa skupiona umiesz-
czong na drugim koncu. Uwzgledniono sily bezwladnoéci zwiazane z wirowaniem;
jako kryterium przyjeto predkos¢ pelzania (promieniowego) swobodnego kofica. Opty-
malny ksztalt zalezy w istotny sposéb od prawa pelzania. Bardziej trywialny przypadek
stalej sity podiuZnej rozwazal wczeéniej przy funkcji celu (1) i przy ograniczeniu przc-
mieszczeniowym M. I. Rejtman [59].

Znacznie wigeej uwagi poswigcono optymalnemu ksztaktowaniu belek w warunkach
pelzania. Zostato ono zapoczatkowane pracami Ju. B. Niemirowskiego i B. S. Reznikowa
[53, 54], ktorzy okredlali ksztalty rownomiernej wytrzymalosci belek zginanych; jako
_miar¢ utraty wytrzymalosci przyjmowano jednostkowa prace odksztalcenia. Cigzar
wlasny belek réwnomiernej wytrzymalosci uwzgledniali A. Gajewski [20, 21] oraz ten
sam autor wraz z M. Albinska [2] i T. Sabikiem [24]. Ju. W. Goldsztejn i M. A. Solo-
mieszcz [26, 27] okreslali ksztalty belek réwnomiernej wytrzymaloéci przy zginaniu z sita
podhuzng w przypadku materialéw podlegajacych liniowym prawom pelzania; wykazano,
iz uzyskany ksztalt nie rézni si¢ od odpowiedniego ksztattu w zakresie sprezystym. Wplyw
sity podtuznej uwzgledniali réwniez M. Zyczkowski i W. Swisterski w pracach [89, 691,
okreslajacych belki rownomiernej wytrzymalosci w zakresie ugieé skonczonych. Uwzgled-
niono rozciagliwos$é osi i redystrybucje naprgzen, a réwnomierng wytrzymatosé zwiazano
z hipotezg kruchego pekania £.. M. Kaczanowa; calkowanie numeryczne ukladu réwnan
dla nieliniowego pelzania polaczono z iteracyjng metoda optymalnego ksztaltowania.

Réwnolegle rozwija si¢ optymalne ksztattowanie belek przy réznych kr_yteriach sztyw-
nosci w warunkach pelzania. Ju. W. Niemirowskij i B.S. Reznikow [55] przyjmowali
za takie kryterium predkos¢ strzalki ugigcia belki; wielkos¢ te mozna rozumieé jako norme
Czebyszewa dla predkosci ugigé. Podobne kryterium sztywnosci przyjmowali M. Albiniska
i A. Gajewski [2, 20], ktorzy uwzgledniali wplyw ciezaru wlasnego na optymalne ksztalty,
oraz Ja. A. Lellep [38], rozwazajacy belke z materialu o innym module pelzania dla roz-
ciggania a innym dla $ciskania. Dalszym typowym kryterium sztywnosci (a raczej podat-
nofci) przy pelzaniu jest moc obcigZei zewnetrznych. Kryterium takie przyjmowali
J. B. Martin i A. R. S. Ponter [46, 47], oraz P. I. Danczak, M. S. Michajliszin i O. N. Sza-
blij [14], ktorzy uwzgledniali rowniez efekty naprezen §cinajacych. Ju. B. Goldsztejn
i M. A. Solomieszcz [26, 27] traktowali calkowitg energie odksztalcenia za miarg podat-
nosci przy optymalnym ksztaltowaniu. Poréwnaniu roZaych kryteriéw podatnosci wiele
uwagi poswiecit A. Gajewski- [20]. Jednoczesne ograniczenia zwiazane z wytrzymatoscia
i ze sztywnodcia rozwazal Ju. M. Pocztman [56], ktéry okredlat optymalne ksztalty belek
metoda programowania dynamicznego. Optymalnemu ksztattowaniu belek przy niepeinej
informacji, odno$nie rozkladu obcigZzen poswigcona Jest praca N. Ch. Arutiuniana
i W. B. Kolmanowskiego [3].

Ksztaltowanie belek przy obciazeniach dynamicznych bylo przedmiotem prac Z. Mroza
i Ju. R. Lepika [48, 49, 40, 42, 43]; wiazali oni kryterium podatnosci z norma Gaussa
dla resztkowych ugieé belek sztywno-lepkich poddanych impulsowi obcigzenia odanej
energii kinetycznej. Lepik rozwazat réwniez optymalne podparcie belek. T. Lekszycki
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i N. Olhoff [37] rozwazali optymalizacj¢ belek drgajacych, wykonanych z materiatu
liniowo lepkosprezystego, pod katem mozliwie szybkiego zanikania drgan.

Stosunkowo malo uwagi poswiecono dotychczas doborowi optymalnego ksztattu
przekroju belek zginanych w warunkach pelzania. Jedynie w pracy M. Zyczkowskiego
[84] okrelono optymalny cienkoscienny zamknigty profil przekroju belki z warunku
minimum pola powierzchni przy ustalonej predkosci krzywizny osi belki.

5. Slupy, prety narazone na wyboczenie pelzajace

Wyboczenie pelzajace pretéw niepryzmatycznych bylo przedmiotem kilku prac
M. Zyczkowskiego [82, 83], jednak zagadnienie optymalnego ksztaltu zostalo sformuto-
wane i rozwiazane dopiero w pracy M. Zyczkowskiego i R. Wojdanowskiej-Zajac, refe-
rowanej na sympozjum IUTAM w Go&teborgu w r. 1970 [90]. Poszukiwano w niej jed-
nostronnie utwierdzonego lub dwuprzegubowego preta o minimalnej objetosci przy
zadanej sile osiowej i czasie krytycznym w nawiazaniu do teorii Rabotnowa-Szestieri-
kowa. Prawo fizyczne opisuje przy tym pelzanie nieliniowe ze wzmocnieniem zaleznym od
odksztalcenia. Odpowiednie rozwigzanie dla preta dwustronnie utwierdzonego, z uwzgled-
nieniem optymalizacji bimodalnej, podali J. Blachut i M. Zyczkowski [7] stosujac zasade
maksimum Pontriagina.

W przypadku stupow wykazujacych imperfekcje (krzywizna pierwotna, mimos$réd
obciaZenia) problemy optymalizacji musza byé sformulowane odmiennie. Wprawdzie
i w tym przypadku przy pelzaniu nieliniowym mozliwe jest wprowadzenie czasu krytycz-
nego (Kempnera-Hoffa), to jednak ograniczenia optymalizacji maja zazwyczaj charakter
sztywnoSciowy lub wytrzymaloéciowy. N. Distefano [16] przeprowadzal optymalizacje
parametryczng shupéw o danym ugieciu w pewnym okre§lonym czasie. R. Wojdanowska
[77] dla prawa pelzania Maxwella oraz R. Wojdanowska i M. Zyczkowski [79] dla ogdl-
nego prawa liniowego uwzgledniajagcego starzenie materiatu wykazali, iz optymalne
ksztalty uzyskane dla zakresu sprezystego zapewniaja réwniez minimalng predko$é wybo-
czenia pelzajacego (dla pewnych szczegdlnych pierwotnych linii ugiccia), sa wiec rowniez
w pewnym stopniu optymalne w zakresie petzania. W. Swisterski, A. Wroblewski i M. Zycz-
kowski [70] przeprowadzili optymalizacje ksztaltu jednostronnie utwierdzonego stupa
mimo§rodowo obciazonego w zakresie duzych ugieé: warunek ograniczajacy zwiazano
z tworzeniem si¢ pierwszych peknieé w sensie hipotezy Kaczanowa. Stup optymalay: rézni
si¢ tu od stupa réwnomiernej wytrzymatosei.

Do omawianego dzialu zaliczymy rowniez prace N. Ch. Arutiuniana i- A. A, Ziewina
[5, 6] poswigcone optymalizacji stupéw o wysokoéci narastajacej np. w wyniku procesu
technologicznego. Autorzy okreslaja ksztalt stupa, ktory przy stalej objeto$ci minima-
lizuje przyrost przemieszczeniu swobodnego konca do chwili ¢; po przyloZeniu obcig-'
zenia; uwzgledniono wplyw cigzaru wlasnego a pelzanie materialu opisane jest rowna-
niem linjowym ujmujacym starzenie. Optymalizacji stupéw zbrojonych: po$wigcone sa
prace L. W. Genkina i W. B, Kolmanowskiego [25], W. B. Kolmanowskiego i W. W. Miet-
fowa [33] (ta ostatnia w ujeciu proceséw losowych). Wiele uwagi zagadnieniom tego typu
poswigca monografia N. Ch. Arutiuniana i W. B, Kolmanowskiego [4]. ‘
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6. Ustroje pretowe

Optymalnemu ksztaltowaniu ustrojéw pretowych w zakresie sprezystym oraz plastycz-
nym poswigcono w literaturze wiele uwagi, z uwzglednieniem mozliwodci utraty sta-
tecznosci elementdw $ciskanych lub bez. W przeciwienstwie do tego, w zakresie pelzania
problemy te sa prawie nietknigte, a w kazdym razie brak teorii o szerszym zasiegu. G. A. He-
gemier i W. Prager [32] wykazali, Zze ustroje kratowe typu Michella sa konstrukcjami
optymalnymi réwniez w zakresie ustalonego pelzania; warunki ograniczajace zwiazano-
przy tym z podatno$cia wyrazong moca obciaZzen zewnetrznych, natomiast ewentualnej
utraty statecznoéci elementdw $ciskanych nie uwzgledniono. Statecznos¢ uwzgledniono
natomiast w pracach R. Wojdanowskiej i M. Zyczkowskiego [76, 78], poéwieconym
doborowi optymalnych konfiguracji prostych dwu- i tréjpretowych ustrojéw kratowych.
W pracy [78] wiazano statecznosé z teoria Kempnera-Hoffa dla pretow z imperfekcjami,
podczas gdy w ,pracy [76] zastosowano teoric Rabotnowa-Szestierikowa dla pretéw
idealnych; w obu pracach warunki ograniczajgce dla pretéw rozcigganych formulowano
w nawigzaniu do hipotezy kruchego pekania zaproponowanej przez Kaczanowa.

Praca R. Wojdanowskiej i M. Zyczkowskiego [80] poswigcona jest optymalnemu
przeniesieniu sily skupionej na sztywny kontur oporowy. Konstrukcja optymalng °
jest tu z reguly kratownica dwuprgtowa. W pracy wykorzystano metode konturéw catko-
witej niejednoznacznoéci, zaproponowana przez M. Markiewicza i M. Zyczkowskiego
[44, 45] dla konstrukcji sprezystych i sprezystoplastycznych; w przypadku pelzania kontury
takie zalezg od zalozonego czasu pracy konstrukcji. Dla pretéw Sciskanych zastosowano
teorie¢ Rabotnowa-Szestierikowa, dla rozcigganych — Kaczanowa.

Optymalnemu ksztaltowaniu konstrukcji ramowych w warunkach pelzania pos$wig-
cajg nieco uwagi Ju. B. Goldsztejn i M. A. Sotomieszcz [26, 27], jednakZe autorzy podali
jedynie wytyczne projektowania przy warunku sztywnosci bez zadnego przykladu.

Do omawianego dziatlu zaliczymy réwniez prace W. Nachbara i J. B. Schipmdoldera
[50] oraz A. Trojnackiego i M. Zyczkowskiego [73], poswigcone optymalnemu doborowi
reologicznych wlasnosci samochodowych paséw bezpieczenstwa; pasy takie po napigciu
traktowano jako konstrukcje kratowe. Problem optymalizacji polegal na doborze takich
wlasnoéci reologicznych, ktére zapewnig maksimum predkosci pojazdu przy ograniczeniu
przemieszczenia osoby chronionej i sity oddziatywujacej w chwili zderzenia; w pracy [73]
uwzgledniono dodatkowo efekty plastycznego zgniotu nadwozia przy zderzeniu.

7. Tarcze i plyty .

Kilka prac po$wigcono optymalnemu ksztaltowaniu tarcz w warunkach pelzania.
Obok wspomnianych juz prac A. G. Kostiuka [34] (tarcze wirnjace réwnomiernej wytrzy-
malodci) i W. Pragera [57] (tarcze w spoczynku optymalizowane przy warunku minimum
mocy obcigZzen zewnetrznych) wymienimy tu prace A. Gajewskiego [20], O. Gunneskova
[28] i Ja. Lellepa [39]. Gajewski rozwazal zalezno$¢ optymalnych -ksztattéw tarcz wiru-
jacych, obciazonych ci$nieniem zewnetrznym, od prawa pelzania przy réznych warun-
kach ograniczajacych; stwierdzit on, Ze przy warunku wytrzymalosciowym i przy warunku
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ograniczonej mocy uzupelniajacej ksztalty optymalne nie zaleza od prawa pelzania, nato-
miast przy ograniczeniu przemieszczefia brzegu tarczy — zaleza. Gunneskov stosowal
metode malego parametru do optymalizacji tarcz wirujacych obcigZonych cisnieniem
zewnetrznym przy warunku stalej pregdkosci przemieszczenia promieniowego na obwodzie
tarczy. Lellep uogélnil rozwiazanie Pragera dla tarcz pierScieniowych na przypadek
materialéw o odmiennych wlasnosciach po stronie rozciagania i $ciskania.

Dotychczasowe osiagniecia w dziedzinie optymalnego ksztaltowania plyt w warunkach
pelzania dotycza glownie plyt kolowych i pierScieniowych przy obciaZzeniach kotowo-
symetrycznych. Warunki ograniczajace zwiazane sg przede wszystkim z wytrzymaloscia
i ze sztywnodcia. Pierwsze rozwigzania dla plyt kolowych réwnomiernej wytrzymatodci
pod dzialaniem réwnomiernego obcigZenia ciagltego podali niemal jednocze$nie Ju, W. Nie-
mirowskij i B. S. Reznikow [54] oraz 1. G. Tieregulow [72]. Ogdlniejsze podejsicie nalezy
do A. A, Czirasa i W. M. Dulmana [13, 18], ktérzy za kryterium utraty wytrzymatosci
przyjeli jednostkowa energie rozproszong do chwili przejicia pelzania ustalonego w petza-
nie nieustalone trzeciego okresu. Prace to nawigzuja do metody elementéw skonczonych.

Optymalizacje plyt przy warunkach sztywno$ci rozpoczeli réwniez Ju. W. Niemi-

- rowskij i B. S. Reznikow [55]. Warunek ograniczajacy wiazali oni z osiggnigciem przez
przemieszczenie w ustalonym punkcie plyty pewnej zadanej wartoéci; w przypadku ptyt
kolowych punkt ten przyjmowano w $rodku plyty, co z reguly jest w petni uzasadnione.
Wiele uwagi optymalnemu ksztattowaniu plyt kotowych poswiecit A. Gajewski [20],
ktéry formulowal warunek sztywnosci poprzez energi¢ potencjalna, energi¢ dopelniajaca
1 ugigcie w $rodku plyty; w dwéch pierwszych przypadkach optymalny ksztalt nie zalezy
od przyjetego prawa fizycznego, w trzecim — zalezy. G. E, Faktorowicz [19] stosowal
zasad¢ maksimum Pontriagina do optymalizacji plyt przy ograniczeniu sztywnosciowym
zwigzanym z predkoscia ugigcia w §rodku plyty. Ju. M. Pocztman [56] okreélat optymalne
ksztalty - ptyt metoda programowania dynamicznego przy warunkach wytrzymatosci
i sztywnosci.

Problemy optymalizacji plyt przy obcigZeniach dynamicznych rozpatrywat Ju, R. Lepik
[41, 43]. Okreélal on optymalne ksztalty sandwiczowych plyt pierScieniowych o utwier-
dzonym brzegu wewnegtrznym, poddanych impulsowi obcigZenia o danej emergii kine-
tycznej, przy ustalonej wartosci wlasnej' ukladu, charakteryzujacej przebieg ruchu. W pracy
[43] podano ogdlniejszy algorytm, uwzglgdniajacy dodatkowo mozliwosé ograniczenia
maksymalnej grubosci warstw no$nych plyty.

8. Powloki, cylindry, rurociagi

Optymalne ksztaltowanie powlok w warunkach pelzania jest dziedzing najmniej
rozwinigta: ogdlniejszych teorii w tym zakresie dotychczas brak. Tym niemniej, podano
kilka rozwigzan szczegélowych, ktoére stanowia dogodny wstep do dalszego rozwijania
tematyki.

Wzmianke o powlokach réwnomiernej wytrzymalosci w stanie btonowo-gigtnym mozna
znalez¢ w pracy I. G. Tieregutowa [72]; proponuje on — bez specjalnego nzasadnienia —
wyréwnanie intensywnosci naprezeni usrednionej po grubosci powtoki. Przeciwnie, w stanie
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blonowym powlok obrotowo-symetrycznych rozklad napreZzen jest wewnetrznie sta-
tycznie wyznaczalny i réwnomierny po grubofci, tak, e powloki optymalne w zakresie
'sprgZystym sa réwnoczeénie optymalne przy pelzaniu (o ile zniszczenie moze byé okres-
lone ta sama hipotezg wytgZeniowa). Z nowszych prac wykorzystujacych hipoteze¢ Hubera-
Misesa-Hencky’ego wymienimy tu J. KruzZeleckiego [35], ktéry nawiazuje réwniez do
hipotezy kruchego zniszczenia przy petzaniu w ujeciu Kaczanowa-Leckiego-Hayhursta.
Optymalnemu ksztaltowaniu przekroju rurociaggédw pod dzialaniem -ci$nienia, zgi-
nania i rozciagania przy ograniczeniu wytrzymaloéciowym w nawigzaniu do hipotezy
. kruchego zniszczenia przy petzaniu typu Kaczanowa po§wigconych jest kilka prac M. Rysza
I M. Zyczkowskiego; przyjeto prawo fizyczne nieliniowego ustalonego pelzania Nortona-
Odqvista. W pracy [87] autorzy ksztaltuja cienkoscienny przekrdj rurociggu o zmiennej
grubosci Scianki w nawigzaniu do hipotezy Kaczanowa-Galileusza; linig Srodkowa profilu
wyznaczono z warunku eliminacji stanéw gigtnych (profil kolisty), grubosé $cianki z wa-
runku réwnomiernej wytrzymatosci, natomiast promiet podlegal optymalizacji paramet-
rycznej. Praca [88] uogdlnia to rozwiagzanie na przypadek dodatkowego skrecania i hipo-
tezy Kaczanowa-Sdobyriewa. Skrecanie z jednej strony komplikuje problem, z drugiej go
jednak upraszcza, gdyz algebraicznie najwieksze naprezenie gldwne jest okre$lone wtedy
jednolitym wzorem 1 podziat przekroju na strefy przestaje by¢ potrzebny. M. Rysz w pracy
[63] okresdla optymalny cienkofcienny przekrdj kolowy o stalej gruboéci $cianki wzmoc-
niony zebrami podhuznymi przenoszacymi wieksza czgéé momentu zginajacego; ksztalt
taki jest znacznie tatwiejszy do wykonania od ksztaltu o zmiennej grubosci. Praca [64]
uogodlnia te rozwazania na przypadek dodatkowego skrecania. Prace [61, 62, 65] poswie-
cone sg optymalnym cylindrom grubosciennym: w [61, 62] okre§lano zmienng grubo$é
$cianki metoda malego parametru, natomiast w [65] dobierano optymalne wymiary
cylindrow o stalej grubosei $cianki. N. Ch. Arutiuniani A. A. Ziewin [5] rozwazZali problem
optymalnego owijania cylindréw wykazujacych wlasnosci reologiczne ta$ma sprgZystq

o wysokiej wytrzymalosci,
Optymalizacji parametrycznej powtok wykonanych z kompozytéw z wypelnlaczem

o wlasnosciach reologicznych poswiecone sa prace G. A, Tetersa, R. B. Rikardsai W. L. Na-
rusberga [71, 51, 60]. Analizowane byly powloki §ciskane osiowo, material wypelniacza
byl opisany rownaniami liniowego pelzania, a warunki ograniczajace zwiazane byly
z natychmiastowa utratg statecznosdci i z ograniczeniem ugieé w trakcie pelzania.

Zaliczymy tu réwniez pewne specyficzne zagadnienie optymalizacji, ktére rozwazali
A. E. Dubberley, D. P. Johnson, J. R. Punches i R. J. McCandless [17]: optymalizowali
oni sze§ciokatng rure, stanowiaca element reaktora, pod dzialaniem pola temperatury
1 strumienia neutronéw, wplywajacych bezpoérednio na charakterystyki pe{zar{ia ma-
teriatu.

9. Problemy optymalizacji zwiazane z relaksacja naprgzZen
Naprezenia resztkowe, pozostajace w konstrukcji po zdjeciu obciazeni, moga wywo-

lywaé w tej konstrukcji badz efekty korzystne (np. w przypadku konstrukcji sprezo-
nych), badZ tez niekorzystne (gdy rozpatrujemy korozje napreZzeniowa, wplyw na péz-
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niejsza utrate statecznodci, zmeczenie itp.). Poniewaz relaksacja — jako typowy proces
reologiczny — powoduje czgsciowe lub catkowite zanikanie tych napreZes, wigc odnos'ne_
problemy optymalizacji moga badz zmierza¢ do minimalizacji efektow relaksacji, badz
tez do ich maksymalizacji. .

Problemy minimalizacji efektow relaksacji sformutowat i badan w pracy [84] M. Zycz-
kowski. Dla przykladu okreélono optymalne parametry ksztaltu prostego statycznie
niewyznaczalnego ustroju pretowego, powodujace zachowanie mozliwie najwigkszych
reakcji badz przy danych wartosciach poczatkowych tych reakcji, badZ tez przy danym
przemieszczeniu poczatkowym. Rozpatrywano konstrukcje jednorodne i niejednorodne;
zwlaszcza w tych ostatnich wynik zalezal w sposéb istotny od sformulowania zagad-
nienia. '

Calkowicie odmiennie sformutowane problemy rozwazali O. N, Szablij i W, . Zareckij.
W pracy [67] okreélili oni dla powloki walcowej, a w pracy [68] dla tarczy pierScieniowej
takie przebiegi nagrzewania indukcyjnego, ktére w ciatach liniowo termolepkosprezystych
spowoduja w wyniku relaksacji mozliwie male naprezenia resztkowe.

Problemy optymalizacji zwiazane z relaksacja naprezen — typowe dla oérodkéw
reologicznych — sg wigc jeszcze bardzo stabo zbadane zaréwno pod wzgledem filozo-
ficznym (sformutowanie wlasciwych celéw dzialania), jak i odno$nie ogdlnych twierdzen
i metod obliczeniowych.

10. Problemy optymalnego ksztaltowania konstrukeji lepkoplastycznych

Ksztattowanie konstrukcji lepkoplastycznych wyodrebnimy z uwagi na pewne spe-
cyficzne cechy i dla podkreflenia stopnia trudnoéci. Lepkoplastyczno$é — stanowigca
najbardziej adekwatny opis wlasnosci licznych materialéw, zwlaszcza przy obcigZeniach
dynamicznych — laczy trudnosci teorii plastycznodci i klasycznej reologii: efektywny
czynnik czasu, a jednoczeénie konieczno$¢ rozrdznienia proceséw plastycznie czynnych
i plastycznie biernych, co w lepkoplastycznosci nie zawsze jest okre§lone jednoznacznymi
i do$wiadczalnie sprawdzonymi kryteriami. Takie problemy jak stateczno§é konstrukcji
lepkoplastycznych czy narazenie ich na rézne formy lokalnego zniszczenia sa znacznie
mniej zbadane, niz w teorii plastycznosci i teorii lepkosprezystosci, co utrudnia wiasciwe
sformutowanie warunkéw ograniczajacych przy ksztattowaniu. :

SzczegSlnie wiele uwagi optymalnemu ksztaltowaniu konstrukeji lepkoplastycznych,
zarOwne przy obcigzeniach quasi-statycznych, jak i dynamicznych, po$wiecit E. Cegielski.
Ograniczenia optymalizacji zostaly przy tym podzielone na ograniczenia o charakterze
globalnym i lokalnym. Do pierwszej grupy zaliczono miedzy innymi energie dysypowana
w trakcie procesu i norme¢ przemieszczen resztkowych (np. najwieksze ugiecie resztkowe).
Lokalne ograniczenia byly nakladane na jednostkowa energi¢ dysypowang, maksymalne
(w czasie) naprgzenie zredukowane w poszezegdlnych punktach ciala, najwigkszy lub
pajmniejszy wymiar przekroju itp. Ograniczen zwigzanych ze statecznoscig konstrukcii
nie stawiano. : '

- Obcigzenia quasi-statyczne rozwazano w pracy. [10], badajacej dla przykladu opty-
malne ksztalty belki wspornikowej. Zbadano zalezno$é ksztaltéw od praw fizycznych,
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od rozkladu obciaZen w przestrzeni i w czasie, oraz od przyjetej formy ograniczen. Pozostale
prace pos§wigcono obcigZeniom dynamicznym: ksztaltom optymalnym pretéw uderzanych
osiowo [11], ksztattowaniu belek przy udarze poprzecznym [86], ksztaltowaniu powlok
walcowych przy dynamicznych obciazeniach ztozonych [12] (te trzy prace zostaly opu-
blikowane wspdlnie z M. Zyczkowskim) oraz ksztattowaniu belek przy réznych formach
impulsu [9].

Pomimo réznorodnosdci omoéwionej powyzej tematyki mozna stwierdzié, Zze optymalne
ksztaltowanie konstrukeji lepkoplastycznych przedstawia jeszcze pole niemal calkowicie
otwarte.

11. Inne zagadnienia optymalizacji przy pelzaniu

Niezaleznie od probleméw optymalnego ksztaltowania konstrukcji, wlasnoséci reolo-
giczne materialéw stwarzaja mozliwosci sformutowania zagadnien optymalizacji proceséw
w ustalonym punkcie ciata, nawet w przypadku jednoosiowego stanu naprezenia. Problem
optymalnej sciezki ¢ = &(t), zapewniajacej minimalng prace odksztalcenia przy osiagnieciu
danego odksztalcenia koncowego w zadanym czasie 7, sformutowal S. Breuer [8]; podal
on rozwiazanie dla pewnych szczegdlnych przypadkéw liniowej lepkosprezystosci. Ogdlny
przypadek liniowych praw fizycznych rozpatrywali G. Leitmann [36], M. E. Gurtin,
R. C. MacCamy i L. F. Murphy [29]; w fej ostatniej pracy autorzy stwierdzili, ze bez
dodatkowych ograniczen przyjetych przez Leitmanna $ciezka optymalna wykazuje nie-
cigglosci w punktach # = 0i ¢t = T. Dalsze rezultaty w tym kierunku uzyskali M. A. Day
[15] (oszacowanie minimalnej pracy odksztalcenia) i S. J. Spector [66] (dowdéd monoto-
nicznosci $ciezki). Optymalﬁe sterowanie procesu temperatura rozpatrywali M. E. Gurtin
i L, F. Murphy [30, 31] oraz Y. Weitsman i D. Ford [74, 75] (optymalne chtodzenie
zapewniajace minimalizacjg naprezen resztkowych).

12, Uwagi koncowe i wnioski

Optymalne ksztaltowanie konstrukcji w warunkach pelzania stanowi stosunkowo
nowa galaZz ksztaltowania, technicznie wazna zar6wno z uwagi na pracg konstrukeji
metalowych w podwyzZszonych temperaturach, strumieniu neutronéw itp., jak i na sto-
sowanie materialéw pelzajacych w temperaturze pokojowej, np. betonu i tworzyw sztucz-
nych.

Problemy ksztattowania w warunkach pelzania wyrdzniaja sie nastgpujacymi specy-
ficznymi cechami: *

" 1) Tstnienie czynnika czasu, ktéry z jednej strony prowadzi do projektowania kon-
strukcji na okre$long zywotnos¢ a z drugiej powoduje wzrost liczby wymiaréw zagadnie-
nia — np. réwnania stanu dla elementéw jednowymiarowych staja si¢ réwnaniami r62-
niczkowymi czastkowymi w miejsce zwyczajnych;

2) Réwnania stanu cechuje z reguly nieliniowo$é, co czgsto uniemozliwia stosowanie
metod dogodnych dla zagadniefi liniowych; ponadto duza réznorodno$é réwnan stanu
czgsto rzutuje na wynik optymalizacji;
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3) Formy ograniczefi optymalizacji sa réwniez bardzo réinorodne — tak na przyktad
istnieje wiele teorii wyboczenia pelzajacego, zniszczenia przy pelzaniu itp.

4) Wystepuja tu catkowicie nowe typy ograniczen (lub kryteriow optymalizacji),
np. w zwigzku z ograniczeniem lub minimalizacja relaksacji napr¢Zen, z minimalizacja
pracy odksztalcenia w trakcie procesu itp.

5) W przypadku konstrukcji lepkoplastycznych wszystkie te cechy nakladaja si¢ na
cechy typowe dla plastycznos$ci, zwigzane przede wszystkim z rozréZnieniem proceséw
plastycznie czynnych i biernych.

W $wietle omoéwionego bogactwa problematyki uzyskane w tym zakresie wyniki sa
jeszcze bardzo skromne. Z drugiej strony uwzglednianie pelzania w obliczeniach wytrzy-
matos$ciowych bywa coraz czgSciej stosowane w praktyce inZzynierskiej. Dziedzina opty-
malnego ksztaltowania konstrukcji w warunkach pelzania moze wigc liczy¢ na dalszy
wszechstronny rozwdaj.
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B YCNOBHAX NOJB3YUYECTH ; 3TY TEMY PACKDPLUIA ueTbipe paGoTel 1967 - 8 rojioB. —
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B pamemeiimiem pacCMOTPEHO DE3YNBTATEI IOJYUEHHBIE B OONACTH NPOEKTHPOBAHMS OTHENIBHBIX
KOHCTPYKIMOKHbLIX 2JIEMEHTOB, 2 MMEHHO ! (4) crepyxun 1 6Tk, (5) KOJOHHE!, CTEPXKHH JIOABEPralouIEcs
IPOMOTBHOMY M3rNGy IPH TIONSYUECTH, (6) CTep)KHeBble CUCTEMBI, (7) BUCKK K IJIaCTHHKY, (8) 0Gostounu,
LUIHHIPLI, TpyGonpoeoast, (9) MpoGieMbl ONTUMH3ANMK CBSI3aHHBIE C DpeNAKCALMEH HANDSHHCHIIT,
(10) rpobsiemMpl ONTHMAJIBHOIO IPOSKTHPOBAHMS BASKOYJIACTHYECKMX Xomcrpykumii, (II) apyrwe sa-
Jaud ONTHMMIaMuu Npu monsydectd. Crnempduueckne uepThl paspabarniBaeMoi mpobieMaTuxu Nnpu-
BeJEHE] B KOHEUHLIX BbIBoJAaX crepyiomuMm obpasom: (I) cymiecrBosanme ¢axTopa BpeMeHH, (2) He-
NMHERHOCTh YPaBHEHUN COCTOAHUA, (3) PasHOPOAHOCTL OrPAHMYEHHI ONTAMM3AIMH, (4) HOBBIE THIIbL
OrpaHVYeHW, HAIIP. CBA3aHHbIC C penaxcauuelf HampsKeHuit, (5) nobaBounbie uepTsl crenuburyeckue
NPY OPOSKTUPOBAHIH BA3KOILIACTHYECKAX KOHCTPYKIMIA.

Summary

A SURVEY OF OPTIMAL STRUCTURAL DESIGN IN CREEP CONDITIONS

Typical problems and features of optimal design of structures in creep conditions are discussed; this
branch of optimal design was initiated by four papers published in 1967 - 8. Subsequently, the results
obtained in optimization of individual structural elements are reviewed, namely: (4) bars and beams,
(5) columns, bars subject to creep buckling, (6) bar systems, (7) disks and plates, (8) shells, cylinders,
pipelines, (9) problems of optimization under relaxation constraints, (10) problems of optimal design of
viscoplastic structures, (11) other problems of optimization in creep conditions. Specific features of the
problems discussed are summarized in final remarks as follows: (1) existence of the factor of time, (2)
nonlinearity of equations of state, (3) great variety of optimization constraints, (4) new types of constraints,
e.g related to stress relaxation, (5) additional features when optimizing viscoplastic structures.

I

Praca wplynela do Redakcji 20 listopada 1985 roku
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BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS IN THE THEORY OF THIN PLATES

ELZBIRTA KOSSECKA

IPPT PAN Warszawa

1. Introduction

The method of boundary integral equations, connected with the classical boundary
value problems of potential theory, due'to the progress of modern computational technigues,
has became an effective tool to solve the boundary value problems.

It allows to reduce a three-dimensional problem to a two-dimensional one or a two-
dimensional problem to a one-dimensional one, what is advantageous when solving
the problem numerically.

In this paper, different possible formulations of the problem of a thin plate, with
simply supported or clamped edges, are presented. They lead to a different systems of
boundary integral equations.

One of the possible approaches is through the Rayleigh — Green formula, which
represents a biharmonic function as a superposition of four biharmonic potentials, It leads
to the system of weakly singular integral equations of the first kind.

Besides that, a biharmonic function can be represented in several ways by different
combinations of two biharmonic potentials, what leads to different systems of boundary
integral equations of the first and second kind for boundary functions which in general
do not have a physical interpretation. »

2. Basic relationships and equation of equilibrium for the thin plate

~ A homogenenus, thin elastic plate, we describe in the following way. The middle surface
of the plate is a region S of the plane (x,, x,), its boundary constitutes a curve L (Fig: 1):

xeS; x =[x, x)]. )
The curve L is given in the parametric form:

xeL:x = [x,(D), x;(D], )

the parameter / being the arc length along the curve Z. We assume that L consists of a
finite number of segments of the class C2. t is the tangent vector of L, n is the normal

2x
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Xz

T——px 3

vector directed outwards S:

dx(!
(=20 w) = 10, -u01. ®
By » we denote the internal curvature of the curve L.
A _ 1 a
M(I) - = dl n(l)s n = 77! (4)
the reciprocal of x is the curvature radius o:
) . .
o= (%)

The deflection of the middle surface of the plate in the direction of the x5 axis, describes
the function w = w(x), its derivatives have the meaning of the deflection slopes of the
middle surface of the bent plate with respect to the surface (x,, x,).

We consider now an element of the transversal cross-section of the plate, of unit length,
having the normal vector » and the tangent vector . The -derivatives in the directions n
and ¢ we denote respectively:

/] 0 d /]
A T ©
ow W . . . o
I and T represent respectively the slopes of the middle surface in the directions n
a*w *w ‘ .
and ¢, P and represent the curvatures of the middle surface.

or?
The bending moment M,, and the twisting moment M,,, acting on the element of the
cross-section, are given respectively:

*w Pw. | a?w :
Mnn = —D [a—nz—f"ﬂ—ﬁ] = —D [AW—(I—’V) 3—22], (7)
32
M, = =D(L) 5=, ®

A is the Laplace operator.-
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The transverse force Q, s given as:
a.
Q, = —D—a—Aw. 9)
The limits of the above quantities at the boundary L of S, we consider as the functlons
of the parameter /.
The effective transverse force acting on the element of the boundary of unit length:
d 0 d &w
Qn nt = —D lEAW‘F(I _V)WW], xel. (10)
The equation of equ111br1um of a thin, homogeneous elastic plate, loaded by the lateral
load, described by the intensity p(x), has the form:

P
L'AW = 3, (11)
D is the bending stiffness of the plate:
ER? o
D= oA (12)

where / the plate thickness, E the elasticity modulus and » the Poisson ratio of the material
of the plate (see [l, 2]).

3. The integral formula for the function w
For a function w satisfying in the region S, bounded by the curve L, the differential
equation (11), we can derive the following integral formula.
Let G be a Green function of the equation (11). In the sense of the theory of genera-
lized functions, G is the solution of the equation:

AAG(x, x’) = 6(2)(x—x,), (13)
where d(,y(x—x") is the two-dimensional Dirac delta function. In general G is of the form:
G = Go+Gy, : (14)

where G, is a particular solution of the equation (13), while G, is a solution of the homo-
geneous biharmonic equatlon and satisfies appropriate boundary conditions. We may
take Gy in the form:

4

Go(x, x) = —81? [r*lnr—r?], r=x-—x\ (15)

1 r .
For G, we can take also the function —81— r*lar or o r2ln rL the expression (15) has the

advantage, that its laplasian is proportional to Inr.

In the forthcommg formulae x will be a fixed point of the area § or the boundary L,
whereas x’ will be varying. To the fixed point of the boundary L corresponds a fixed value
of the parameter /, to the varying point of L corresponds the varying value of the para-
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meter I': _ .
xeLix="x(); x'eLx =x'(l). (16)

With primes we shall distinguish-the quantities corresponding to the varying point x’ - _2'3?77

will denote the derivative in the direction normal to the boundary L at the point [ with

J . ' . .
respect to the variable x, whereas ——- o will denote the normal derivative at the point /

with respect to the variable x':

d d d v O
w "o O 17
For x € S we have the following identity:

w(x)

fds’w(x’)csz(x——x') = f ds'w(xA4G(x, x') =

d n. — ’
_fdsw(x)axa e 3x aﬁG(x,x), e, =1,2, x,xeS. (18)

Performing in the above formula four times integration by parts, we obtain the following

formula — called the Rayleigh — Green identity — for the function w satisfying in the
region S Eq. (11):

Ww(x) = f arz'w(x'(l'))_aa7 AG (x, x' (1)~ jﬂ ar ai' w (£ (1)) AG(x, /(1)) +

+fdl'Aw(x ") 3 -G (x, x())- fdl’

)+

+Tlsfds'p(x’)G(x, x'). 19

The formula (19) has the twofold meaning. On the one hand, when the function G sa-
tisfying suitable boundary conditions is known, it allows for the derivation of the fun-
ction w satisfying given boundary conditions, with the given loadings p. On the other
hand, using the simplest G, for example G,, it constitutes the base to formulate the boun-
dary equation; for the unknown functions. The solution can then be found by simple

integration. In particular, the boundary equations method allows for the derivation of G
itself, assuming p to be the concentrate force (see [3]).

4. The simply supported plate

We call the plate simply supported, if the deflection and the bending moment are zero
at its boundary:

i | *w '
.xel:w=0 M,,,, =—D AW'—(_I—W)W = 0. (20)
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If the deflection w is equal to zero at the boundary, its derivatives along the boundary
are equal to zero, in particular:

cel: O_dzw_itaw_azw at gw
VS T gt T Yl o <

_ Pw 4t ow *w ow

TR R rl T @D
Hence:
' 2w aw
~ xEL. W—O:W=%a—n. (22)
For the rectilinear boundary » = 0, the boundary conditions (20) have thus the form:
0%w
xel: w=0, W_O’ (23)
or
xeL:w=0, Aw=0. 24)
For the curvilinear boundary:
2w ow _
xEL..W—-— 0, W‘l‘i’%a—n—- O, . (25)
or
' : ow
xeL: w=0, Aw—(l—v)x—a; = 0. (26)

5. The boundary integral equations for the simply sﬁpported
plate resulting from the boundary formula

The integral formula (19) gives the representation of the function w in terms of the
boundary values of the function itself and its derivatives. We shall call them boundary
functions. The boundary conditions for the function w determine immediately some
boundary functions, being at the same time the integral equations for the remaining
functions, treated as the unknowns in these equations.

We consider first the simply supported plate in the form of a polygon, satisfying the
boundary conditions (24). From the formula (19) it follows, that the deflection function
of such a plate may be represented in the form: ‘ '

W= —jfdz' I 4G jfdl' iy G+——fds’ )

At the same time, from the boundary conditions (24), we obtain the following set of

equations for the functions —gnﬁ and gn_ Aw which we accept as the unknown boundary

- functions, depending on the parameter /:
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0= _fdl' dePG
L

—fdl'—AwAG+— fds’pAG, x,x' eL.
P on’ D E

(28)

For the function G we take the function Gy, given by the formula (15). (If we have used
in the formula (27) not the function G, but the function G satisfying the boundary con-
ditions G = 0, AG = 0, only the last term would remain the this formula, and the boun-
dary conditions would be satisfied automatically).

Deriving the second equation, we have assumed the limit of the contour integral
containing the term 44G to be equal to zero, because from (13):

AAG(x,x) =0 for xe8, x' e, x # x'. (29)

The function Z—: and —%Aw disappear in the corners of the plate. Let us consider

a rectangular corner. If the quantities w and A w disappear at the boundary then its tan-
gent derivatives along the boundary disappear also. But at the corner the tangent deriva-

. o aw
tives along one edge are equal to the normal derivatives along the other edge, B and

13

TAW disappear thus in the corner. The similar reasoning can be carried out for the

corner with arbitrary internal angle.

The set of equations we have obtained, is the set of the Fredholm’s equations of the
first kind, as the unknown functions appear only under the integral sign. The integral
kernels posesses only weak, logarithmic singularities. In the second equation only the

d
57 Aw appears.

Let us consider now the simply supported plate with curvilinear boundary. From the
integral formula (19)and the boundary conditions (26) results the following representation

for the function w;
) 1 aw ’

. . - . aw
Let us mention, that in the boundary conditions the boundary function o appears.

At the same time; from the boundary conditions (26) we obtain the following set of equ-
ations for the unknown boundary functions:

unknown function

f ds'pG. (30)

’ aw ’ a ’
, dw d
0= ——(l—v) —+(1 ») jfdl ¥ e AG fdl'-——AwAG+

[A (1— ] f ds'pG. 31)
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The appropriate derivatives of the function G = G, are given by the formulae 41 (2, 3, 5, 7).
When deriving the second equation, we have taken into account (29) and the limiting
properties of the two-dimensional harmonic potential of a double layer, which consti-

tutes the integral with the kernel a—AG (see A2 (1, 2)). For 2 = 0 equations (31) turn

into equation (28). We assume also that the limiting transition to the plate with corners
(o0 = 0) exists.

‘The second equation contains the unknown function outside the integral sign also,
it is thus the integral equation of the second kind.

6. Different integral representation and the boundary equations for the function w

The integral formula (19) is not the only possible representation of the function w,
which we can use to solve the boundary value problems. In general, we can seek for the
function w in the form: '

= Wo+Wwy, (32)

where wy is a certain particular solution of the equation (11) whereas w, satisfies in S
homogeneous biharmonic equation. For the constant load p we can take for instance wy
in the form:

_r '
Wo-*D 64- (33)

To the biharmonic function w; corresponds the, harmonic function Aw;, which can be
looked for in the form of a harmonic potential of a simple or double layer or their combi-
nation. It suggests different possible representations of the function w,.

Let us consider a polygonal, simply supported plate.

a) Let us try to seek for the function w in the following form:

9 26 '

In the above and in the following formulae, for the function G we shall accept the function
Gy, given by the formula (15). From the boundary conditions (24) we obtain the following
set of equations for the unknown functions f and g (for points located not at the corners
of the boundary):

0= -f(l)+fd1f(1) AG+fdl'g(1) -+ W,
(35)

0= 7g(1)+fdlg(1) an,,AG—I—AwO.

We have made use of 42 (I, 2) and (29). ‘ .
We have obtained the set of the Fredholm’s equations of the second kind. The kernels
of the equations are non-singular. At a tectilinear segment of the boundary, to which



266 ) E. KOSSECKA

. . - . oG
belongs a point /, after performing the limitary transition A2(2), the expressions o

3/ AG are equal to zero.
on

The functions fand g do not have any direct physical meaning, they need not satisfy
also any special conditions at the corners. '

We can consider the above way of derivation of the boundary integral equations
for the boundary conditions (24) as the analogue of the classical solution of Dirichlet’s
problem. -

We shall not use the representation (34) to derive the boundary equations for the
plate with a curvilinear contour, because we would obtain in this case the equations with
strong singularities, what we want to avoid. For polygonal plates, we can use also the

and

b) The natural representation of the deflection function of a loaded plate is the repre-
sentation in the form of a sum of particular solution wy and the solution due to_the distri-
butions along the boundary of the appropriate forces and moments (see [3]):
oG
a 14

g(ING+w,. . (36)

From the boundary conditions (24), we obtain for the polygonal plate the following set
of equations (for points located not in the corners):

0= f arfny 28 o SN f dl'g(IY G +w,
37

gNAG+4dw,,

and for the plate with a curvilinear boundary, from the boundary conditions (26), the set
of equations:

0 = f dI'RI") gf—,qu f g G +w,,
. L L

1 " 9 96
0=T2—f(l)+fd1f(1 [ 5 AG— (1= 3n]+ _. (38)

/] /]
+ ¢ dl'g(l) [AG—-(I— ) —Gl+[d— 1—v) -—] 0+
f MK . . (1—»)x gl

The appropriate derivatives of the function G are given by the formula 41 (2, 3, 4,5, 7).

We have obtained the set of equations, where the second equation containes the boun-
dary function outside the integral sign, is thus the integral equation of the second type.
The equations for the polygonal plate differ from those for the plate with curvilinear

boundary relatively little. The second equation contains the weakly singular integral
with the logarithmic kernel. - :
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c) We can also look for the function w in the form:
W= fdl'f(l’)AG+fd1’g(1’)%(i,+ Wo. . 39
L L "
For a polygonal plate, from the boundary conditions (24), we obtain the equations:
0= f.dl’f(l’)AG+3[dl’g(1’) g—g-l— Wo,
(40
0= —g(l)+ fdz'g(z) 4Gt .

whereas for the plate with a curvilinear boundary, from the conditions (26), the equations:

0= §arfwyac+ § dl’g(l’)g—r(l;,+ Vo,
L L

= - (=) DAD — (1= 9)(D f ALY 2 G+ gD+ (41)

3

+j§ dlg(l') ~A4G—-1A-»)x) fdl g(l' ¢ - F 4 —=(1—=»)x(D]w,.

The appropriate derivatives of the function G are given by the formulae 41 (3, 4, 5, 6, 7).
The second equation is of the second kind, the first equation is of the first kind. For
» = 0 the set of equations (41) turns into the set of equations (40).

7. The plate with clamped edges
A plate is called clamped (or with clamped edges) if the deflection and the deflection
slope are equal to zero at the boundary:

xeL: w=0, %’li_o . (42)

From the integral formula (19), the following representation results for the deflection
function of the plate under the lateral load p(x):

w=§dlAwa,G fdl'a, fdspG (43)
From the boundary conditions (42), we obtain the following set of equations for the

function Aw and

aa, Aw on L, Wthh we accept as the unknown boundary functions:
o~§dmwa,G—§dITA fdspc

, 0 L , 3G (44)
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The appropriate derivatives of the function G are given by the formulae A1(2, 3, 4).
We have obtained the set of equations of the first kind, the first one being non-singular,
the second one being weakly singular. The form of the equations does not depend on the
shape of the plate. In the case of a polygonal plate, the boundary functions disappear

in the corners. (From the disappearance of w and iw_ at the boundary follows the disap-

on
f Fw Do and 32- f h follows the disappearance of A4 d
pearance o 2 3E n B By rom here ow isappearance of Aw an
d
a—nA_w).

We can consider the representation (43) as the particular case of the representation:
G
W= f dl'f:
L

d
on’
where w, is the particular solution of the equation (11).
Besides the representation (43) or (45) for the function w, we can make use of the
other integral representations.
a) Let us consider the representation:

+ _7( dl'gG+w, (45)
L

w= §dIfAG + § dl'gG+wo. (46)
L L

From the boundary conditions (42), the following boundary equations for the boundary
functions f and g result:

P

0= §dI'fAG+ § dl'gG+ws,
L L

1 9 3G ow @47y
o~ 30 far L aor fure 30
2f(l)+L dl'f Em AG+L_ dl'g 5 T o
b) On the other hand the representation:
w = fdzyAG+_7fd1'gg%+wo, : (48)
L L ’

leads to the boundary equations:

0

a]

fdl'fAG+ fdl'g?—f,%—wo,
£ p

96, aw, “

0 Iwo.
o T on

i

_ L f i 9 j( g9

In the sets of equations (47) and (49) we find the equation of the second kind with respect
to the function f and the equation of the first kind with respect to the function g. The

functions f and g need not satisfy any special conditions in the possible corners of the
boundary.
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8. Conclusions

The deflection function of a thin, homogeneous, isotropic plate, laterally loaded, as
a solution of the nonhomogeneous biharmonic equation, can be represented in several
ways with the help of appropriate biharmonic potentials, with densities playing the role
of boundary functions. The boundary value problem is reduced in this way to the solution
of a set of the boundary integral equations for the unknown boundary functions.

The most natural representation is one following from the Rayleigh — Green boundary
formula, where boundary functions have the meaning of a deflection, deflection slope,
bending moment and the transverse force at the boundary. However another represen-
tations can lead to ,,better” sets of integral equations, containing equations of the second
kind, whereas from that formula equations of the first kind follow, (see [5]).

Appendix 1

The derivatives of the Green function of the biharmonic equation:

- 1 2 27, eyt
G—E[rlnr *; r=x-—x, (1)
oG 1 :
= g (ORInr—1], @)
oG 1 '
a—n, = ——8;;(",")[2111""‘1], ’ (3)
Jd G _ 1 , (nr)(n'r)
AG = L lar, | )
2w
d 1 (nr)
i P R ©
d 1 (n'r)
= e———— 7
on’ 2n 2 ™
Appendix 2
Properties of the two-dimensional double-layer potential, Let # be the potential:
= _1_ i 4 4 a = l f 4 4 a 2 2
u(x) = o j dl,u.(l)a—n, Inr = EL dl'u(l g A[r2lnr—r?),
' ()

r=x~x'(IY; xef8, x({)elL,

L being the boundary of the region S. Denote by u; and . the interior and exterior limits
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of u at the point x belonging to the smooth boundary L - u; and u, are given respectively:

u (x()) = —21—7: fdl’y(l’) 3in' 1nr+%y(l), Q)
)2
u.(x(N)) = % fdl’,u(l’) Bin' lnr—izu(l); x(heL, x'{NelL. (3)
i

where the integrals are to be understood in the sense of a principal value.
More generally, relaxing the restriction to'a smooth curve, if x is located at a corner
of the boundary having an interior angle £2(x), then (see[4]): ,

Q2
u () = o § ) T+ [17;]#(1), @
L
0o (2(0) =~ § dlp) e tmr— ). B
L
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Pesrvome

KPAEBBIE MHTEIPAJILHBIE YPABHEHHE B TEOPMHM TOHKHX IUVIACTHHOK

Kpaepaa sagaua mua guddepeHInansHoro ypaBHEHHS MANbIX M3THOOB TOHKOH INIACTHHIM, IO~
XIEPEUHO HAIPYHEHHON, MOYKET OBITE IPHBENEHA K CHCTEME MHTErPaNbHEIX YpaBHEHAN, COOTBETCTBYIOMIMX
JAHHOMY NPENCTABJIEHMIO (yHKIMHM W3ruba. BosMOXKHB! pasiMuNble MHTCIPAJIBHBIE IPEICTABJICHUSA
Yepe3 GHrapMOHMUIECKHE ITOTEHIIMANbLI, NPHUBOAALUME K DPA3HLIM CHCTEMaM MHTErpPaybHbIX YPABHEHWH,

Streszczenie

BRZEGOWE ROWNANIA CAEKOWE W TEORII CIENKICH PLYT
Problem brzegowy dla réwnania rozniczkowego opisujacego male ugigcia cienkiej plyty, obciazonej
poprzecznie, moze by¢ sprowadzony do nkladu rownan catkowych dla okre$lonych na brzegu plyty, funkeji

brzegowych, odpowiadajacych danej representacji funkcji ugiecia. Mozliwe sa rézne representacje catkowe
poprzez potencjaly biharmoniczne, prowadzace do réznych ukladéw réwnan catkowych.

Praca wplynela do Redakcji dnia 24 maja 1985 roku.
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LINIOWE UKLADY MECHANICZNE O NAJSZYBSZYM TELUMIENIU

STANISLAW DUBIEL

Wojskowa Akademia Techniczna

Wsiep

Uktady mechaniczne tworzone przez czlowieka spelniaja swoja rolg tym lepiej im
korzystniejszy jest ruch tych ukladéw. ZaloZzeniem konstruktoréw jest zbudowanie ukta-
déw optymalnych, w tym przypadku ukladéw poruszajacych si¢ w sposob najkorzyst-
niejszy. Zezwalaja na to rozwijajace si¢ metody optymalizacji, zapoczatkowane w ramach
wariacyjnych zasad mechaniki i rozwijane aktualnie'w teorii sterowania.

Cecha charakterystyczna ukladéw mechanicznych, tworzonych przez czlowieka jest
celowos¢ ich ruchu, realizowana najmniejszym kosztem. Takie przynajmniej zaloZenia
przy$wiecaja pierwotnym koncepcjom kazdego tworzonego ukladu. Uklady takie realizuja
ruch wedhig opracowanego wczeéniej programu poprzez sterowanie tymi ukladami.
Sterowane uklady mechaniczne bedziemy w dalszym ciggu nazywali uktadami mechanicz-
nymi celowego dziglania.

Optymalny program ruchu mozZna opracowaé znanymi metodami optymalizaciji
w postaci ekstremal. Bardzo czgsto uzyskuje si¢ takie ekstremale jako zbiér krzywych
kawatkami ciaglych. Realizacja takiego 'progrz‘imu wymaga bardzo czgsto gwaltownej
zmiany potozenia réwnowagi ukladu, co pociaga za sobg niekorzystne procesy przejéciowe.
Celem zlagodzenia tych proceséw stosowane sa odpowiednie podukiady sprzegajace,
ktérych elastycznos$é tagodzi niebezpieczhe zmiany potoZenia réwnowagi. Zlagodzenie to
jest tym plynniejsze im wlasciwiej dobrana jest charakterystyka podukladu sprzgga-
Jjacego. Charakterystyke taka mozna okre$laé mianem zwigzkéw sprzegajacych.

Rozwazania niniejsze stanowia metode syntezy ukladéw mechanicznych celowego
dzialania, zmierzajace do wyznaczenia zwigzkéw sprzegajacych, ktére zapewniajg naj-
szybsze tlumienie ukladu, Tak zaprojektowane sprzezenie ukladu mechanicznego z ukla-
dem sterowania daje’spokojny przebieg proceséw przejéciowych wywolanych zmiang
potoZenia réwnowagi. Oddala rowniez niebezpieczefstwo wynikajace niekiedy z awaryj-
nych przerw w ukladzle sterujgcym, wywolanych przerwami zasilania uktadu.

1. Wyjéciowe réwnania ukladu mechanicznego

Oddzialywanie ukladu sterowania na uklad mechaniczny sprowadza si¢ z zasady
do zmiany sit dzialajacych na uklad. Model matematyczny ukfadu mozna zapisaCw prze-
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strze-nil konfiguracji (Q — przestrzeni) za pomocg wspdtrzednych uogdlnionych. Uklad
opisujacy dynamiczne efekty sterowania przyjmie wigc postal

= Q,(Gys s Gus 15 -, 4), i=1,...,1. (L.1)

Rozwazania niniejsze ogranicza si¢ do liniowej zaleznosci sit od przemieszezen i pred-
kosci uogdlnionych a wigec réwnanie liniowego ukiadu dynamicznego zapisaé mozna
w formie

: n n
gy = 21: ij(lj"'zdquj’ (1.2)
j=1 - i=1
gdzie macierz € = {ci;} jest macierza sprezystosci uktadu, zas$ macierz D = {di;} jest
macierzg thumienia

Cze$é elementéw macierzy € i D mozna przyjaé jako poszukiwane wielkosci. Sa to
te elementy, ktdére reprezentuja charakterystyke ukladu sprzggajacego, a wigc sztywnosci
i thumienia ukladu sterowania, oraz wspdlczynniki wzmocnienia tego ukladu. Zdaniem
syntezy jest wyznaczenie takich ich wartosci, aby tlumienie ukladu bylo jak najszybsze.
Poszukiwane elementy mozna wyodrgbnié specjalnym oznaczeniem.

Synteze ukladu liniowego (1.2) mozna przeprowadzié¢ drogg czysto algebraiczng, lub
droga po$rednia, ktéra nazwiemy metods macierzowg. Droga czysto algebraiczna polega
na przeksztalceniu wielomianu charakterystycznego odpowiadajacego réwnaniu wyjscio-
wemu I wyznaczeniu odpowiednich warunkéw na pierwiastki tego wielomianu, Metoda
macierzowa polega na odpowiednim przeksztalceniu macierzowego réwnania jednorod-
nego odpowiadajacego ukladowi dynamicznemu, a nastgpnie wyznaczenie warunkdw
na nierosnace rozwigzania ukladu przeksztalconego. Obie metody nabieraja ogdlniej-
szego charakteru je$li réwnania ruchu opisujace uklad mechaniczny sprowadzimy do
formy macierzowe;. ' '

Forme macierzowa réownowazng ukladowi (1.2) uzyskamy w przestrzem fazowej

wprowadzeniem nastgpujacych oznaczeh

X =4y, Xs—1 = Gi; KXm—1 = Gu;

. . . . . . (1.3)
Xy = xl = ql) Xy = 'xs—.l = qk; Xy = xm—l = qn’
gdzie s = 2k = 2,4, ..., m = 2n.
Uklad réwnan (1.2) w przestrzeni fazowej ma postad
5‘5—1 = X,
. " . ,
Fo = D) Cuyaga+ D, dgay. (1.4)
J=1 J=1
Form¢ macierzowa powyzszego uktadu mozna zapisaé nastepujaco:
x = Ax (1.5)
gdzie
;"1 . Xy
X = 5 X =

Xom Xom
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za$ macierz

O 1 0 0 .. 0 O
e du e diz o di
0O 0 0 O 0 1
Cu1 dnl Cn2 an vve Can dnn

Macierz A w ukladzie (1.5) bedacym odpowiednikiem uktadu (1.4) posiada do$é
specyficzng formg. Nieparzyste wiersze macierzy A posiadaja 2n—1 zer oraz jedynki
na kolejnych parzystych miejscach. Wiersze parzyste sa kombinacja wspdtczynnikéw
sztywnosci i thumienia na przemian. Wprowadza to pewne uproszczenia do przeksztalcen
dokonywanych w procesie badafi. Poniewaz jednak przeksztalcenia opracowano dla
ogélnej macierzy A zatem w dalszym ciagu elementy macierzy A oznacza si¢ odpowiednio
przez a;;. Wskazniki i, j, przyjmujg ze zbioru liczb naturalnych zarédwno wartoéci nie-
parzyste jak i parzyste czyli

Lhji=12,....,m
Co wigcej dla ogdlnosci rozwazaii m moze byé réwniez liczba parzysta jak i nieparzysta.
Rownanie macierzowe .
x = Ax, . (1.5

moze wigc mie¢ postaé ogdlniejsza w odniesieniu do réwnania (1.4). Zatem macierz A

@11 812 ... afy

Zaklada sig, ze wszystkie elementy macierzy A sg stale i rzeczywiste.
Elementy macierzy A oznaczone gwiazdka mozna dobiera¢ w taki sposéb aby roz-
wigzanie spetnialo odpowiednie warunki.

2. Poszukiwanie rozwiazan o najszybszym tlumieniu
z wielomianu charakterystycznego

Niech macierz A w zakresie zmiennoéci {a¥,} spetnia warunek stateczno$ci uktadu.
Zgodnie z warunkami Sylvestra

det A >0, dlam paizystego,
det A < 0, dla m nieparzystego,

z7as
Tr A < 0.

Wartosci wlasne macierzy A wyznacza sie z wielomianu charakterystycznego
' W(A) = [A=11] = 0.
Jezeli elementy macierzy A sa stale i rzeczywiste wowczas wartosci wiasne macierzy

3 Mech., Teoret. i Stos. 3/86
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sa rzeczywiste lub zespolone parami sprzgzone. Spelniaja one réwnanie charakterystyczne

W) = (—1)"[A"+p, A" +p, A2 A D1 A D), (2.2)
gdzie .
P = "2011 = —TrA,
=1
m—1
ay ay N .
P2 = > I >0,
=1 % Ay

m-21811 Gy Gy
__1 . .
P3=(—1)32 ap @y ag|, k>j>1i,
=1 lay ay G

P = (—1D™ det A.

Kolejne wspdlczynniki p; wielomianu charakterystycznego sa sumami wszystkich
wyznacznikéw minoréw gléwnych i-tego stopnia. Dla ukladu statecznego wspoélczynniki
te sa-wszystkie jednakowego znaku. Spelniaja ponadto warunki Hurtwitza w calym za-
kresie zmienno$ci wspolczynnikéw {a},}. >

Wartoéci wlasne macierzy A spelniaja zwiazki Viety

2 Zi = =Dy,

{=

[y

m—1 m

Z kM = D2,

k=l I=k+1

-2 m

N
Z A Agr1 Ay = —ps,

I=k42

3

=
—

=

m

[ = (=vmp,.

i=1

Wyrazenia powyzsze lacznie z zaleinoéciami na wspdlczynniki {p;} daja interesujace

zwiazki migdzy pierwiastkami réwnania charakterystycznego, 4; a elementami macierzy A.

Przy ich pomocy mozna przeprowadzi¢ wielce pozyteczne badania jakosciowe liniowego

ukladu. JuZz pierwszy zwiazek daje mozliwo$ci wyznaczenia takich pierwiastkéw, ktére

dadza rozwiazania o najszybszym tlumieniu. '
Pierwiastki réwnania charakterystycznego (2.1) i (2.2) maja ogélna postacé

Msmnys = —0Osting, s=2,4,..,2,. 2.5)

Pierwiastki powyZsze sa parami sprzeZzone zatem pierwizy ze zwigzkéw Viety moZna

wyrazi¢ za pomoca sumy czeci rzeczywistych

m n 1
A= — 6, = — = v, = =M, 2.6
'—__21‘ 1 2; k D, k 1,25 2L p) m ( )

Czgéci urojone daja w sumie zero.
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Uklad, ktérego ruch jest ruchem statecznym posiada wszystkie czedci rzeczywiste
ujemne co w wyraZzeniu (2.5) podkreslono znakiem minus. Sposréd wszystkich czesci
rzeczywistych interesuje nas pierwiastek ktorego modul jest najmniejszy. Pierwiastek
taki nosi nazwe pierwiastka dominujacego. Decyduje on o predkosci thumienia, a wiec
predkosci zanikania proceséw przejéciowych. Oznaczmy pierwiastek dominujacy przez
ds, @ wige '

dq < {3,

dla wszystkich & z wyjatkiem k = d.
Skrécenie czasu trwania proceséw przejsciowych (zwigkszenie predkosci tlumienia) -
sprowadza sig wigc do zwigkszenia modulu czgdci rzeczywiste] pierwiastka dominujg-
cego. Jest to réwnoznaczne ze zwigkszeniem dekrementu logarytmicznego tlumienia
rozwigzania szczegblnego, najwolniej thumionego.
Latwo wykazaé, Ze najwigkszg wartos¢, jaka moze osiagnaé modul czedci rzeczywistej
pierwiastka dominujacego

P (2.8)

6‘lnmx =

Ma to miejsce wowczas, kiedy wszystkie czeéci rzeczywiste pierwiastkow sa jednakowe.
Zgodnie z réwnaniem (2.6)

%=@=m=¢=%. (2.9)

Mozna wiec sformulowaé bardzo wazne twierdzenie,

Twierdzenie: '

Uklad dynamiczny (1.5) bedzie uktadem najszybciej thumionym, jezeli wszystkie czgsci
rzeczywiste pierwiastkéw rownania charakterystycznego (2.1) bgda jednakowe i ujemne.
Dowéd:

Jezeli by ktérykolwiek z pierwiastkéw mial czeéé rzeczywista wieksza o bardzo mala

liczbe & > 0, a wigc np. & = %+a to w mys$l réwnania (2.6) inny pierwiastek mu-

siatby mie¢ czg$¢ rzeczywista mniejsza o &, a wigc 6y = %_ e i ten bylby czescia rzeczy-

wista pierwiastka dominujacego.

Nalezy wigc ustali¢ warunki na poszukiwane elementy macierzy A a;y, przy ktorych
uzyskuje si¢ pierwiastki ze wszystkimi cze$ciami rzeczywistymi réwnymi. Wprowadza si¢
w tym celu nastgpujace podstawienic do wielomianu charakterystycznego

A=o0c-9,
dzie 8 = 2+
gdzie P
Otrzymuje si¢ w ten spos6b réwnanie charakterystyczne o postaci

6" +b, 0™ 2+ b30™ 3+ ... +b,_o+b, =0. (2.10)
Poszczegdlne wspdlczynniki réwnania (2.10) wyznacza sie z zaleznoscei

3x
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m—k .
b, = Z(i—k)pk(—a)l “

by = —m-d+p, = 0.
Pierwiastki wielomianu charakterystycznego (2.5) beda mialy jednakowe czesci
rzeczywiste jezeli pierwiastki réwnania (2.10) beda pierwiastkami tylko urojonymi lub
réwnymi zero. Zgodnie ze zwigzkami Viety

przy czym

Z o =0,

k=1
a zatem uklad dynamiczny, ktoérego réwnanie (2.10) jest rownaniem charakterystycznym
nie posiada rozwiazania tylko malejacego. Moze posiadaé rozwiazanie co najwyzej nie-
rosngce i to tylko w takim przypadku kiedy wszystkie pierwiastki sa czysto urojone Iub
réwne zero. Pierwiastki takie mozna uzyskaé jezeli:

b, = 0, dla i nieparzystych,
b, > 0, dlaiparzystych. @11)
Réwnanie (2.10) przy warunkach (2.11) zapisze si¢g w postaci zawierajacej tylko

parzyste potegi dla m parzystego (lub tylko nieparzyste dla m nieparzystego).
Dla m parzystego

o™ +b, 0" 24 by o™ 4 L +b,_ 0% +b, =0, _ 2.12)
za§ dla m nieparzystego ‘ :
(0™ +b,6™ 2 +by ™ 5+ . +by_30*+b,_)o = 0. (2.129)
Réwnanie (2.12) posiada m = 2n pierwiastkéw i mozemy wprowadzi¢ oznaczenie
o =b, ¥, (2.13)

otrzymuje si¢ wowczas réwnanie n-tego stopnia gdzie n = %1
P e T R ey T L b ke, = 0,
— b4 . . bG R . _ b2i
_Ha 3"'@"": l___b_‘;'
Réwnanie (2.12) bedzie posiadaé wszystkie pierwiastki urojone lub réwne zeru, jesli
wszystkie pierwiastki réwnania (2.14) beda pierwiastkami rzeczywistymi niedodatnimi.
Takie pierwiastki zapewniaja nastepujace warunki wystarczajace.

Cy (2.14)

n—_l

2n 7
n—D(r-2)

<- 31n2 ’

< E=De=D) . @it @19

0<ey <

0 <ey
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Pierwiastki réwnania (2.14) bgda mieé postac

PN
=~ =5
Zas pierwiastki réwnania (2.12)
Os(s+1) = iiws: w = I/IbZ : I" s

Rozwiazanie réwnania wyjSciowego ma postaé

n
xX(f) = e 10 3[4, cosw,(t — to) + Bysinw,(t— 1o)]. (2.16)
s=1
Najszybsze thumienie uktadu wymaga aby wspoélezynnik p, byl jak najwickszy, a to jest
réwnoznaczne z wymaganiem najwigkszej warto$ci modutu §ladu macierzy A. Warunek
statecznosci wymaga bowiem, aby slad macierzy A byl mniejszy od zera.

3. Wyznaczenie warunkéw najszybszego thumienia
z formy macierzowej

Przeksztalcenic wyznacznika charakterystycznego |A—Al] do wielomianu charak-
terystycznego wymaga do$¢ zmudnych obliczen. Proces wyznaczenia warunkow naj-
szybszego tlumienia mozna znacznie uprosci¢é odpowiednim przeksztalceniem réwnania
(1.5). Wprowadza sie nastepujace przeksztalcenie

x =y, 3.1
gdzie
a 0 = LTrA.
. m
Pochodne

. k= (p+ dy)edtto),
prowadzg do rownania

dla ktorego macierz B = A—14, '
a wiec
by s ... atn
B =% ba .. ain|, (3.3)
@z Az -+ b
gdzie

. by = ay—9,
za$ $lad macierzy B jest rowny zeru, czyli:
TrB = TrA—md = 0.

Rozwigzania y nie moga byé rozwigzaniami malejacymi, co najwyzej nierosnacymi.
Takich wiasnie nierosnacych rozwiazan nalezy poszukiwaé, aby rozwiazanie x(f) byly

'
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rozwigzaniami najszybciej thumionymi. Rozwija si¢ w tym celu wyznacznik macierzy
(B—§1,) ktéry daje bezposrednio wielomian charakterystyczny odpowxedm wielomia-
now1 (2.10).
det(B—-ol) = D(0), 3.49)
Do) = (=1)"(0™+b, 0" 2 +b30" °+ ... +by_10+b,),

gdzie poszczegblne wspblczynniki

m

b= —TrB = — ) (a,~0) =0,
=1

m—1

b2 =
i=1

by ay ..
J> 1,

b K
ay by;

m=2|bu @y ap

b3=—2 an by ap|, k>j>i,
=1\ gy ayy b

za$
b, = (—1)"detB.
Warunki konieczne na to aby pierwiastki réwnania charakterystycznego
D(o) = 0" +by0" 2 +b30™ "3+ ... +by_0+b, =0, (3.5

byly urojone i réwne zéro sa analogiczne jak dla réownania (2.10)

b, =0, dla k nieparzystych,

b, > 0, dlak parzystych. - (3.5)

Zaproponowany sposéb przeksztalcenia macierzy A na macierz B upraszcza znacznie
proces obliczeniowy. Odpada przejécie od rownania charakterystycznego (2.2) do réw-
nania (2.10). Wspélczynniki b; uzyskuje si¢ bezpodrednio z rozwinigcia wyznacznika
charakterystycznego macierzy B.

Warunki (3.5") sa niezaleZne od tego czy m jest parzyste czy nie. Dla m — parzystego
uzyskuje si¢ rOwnanie

0'2"+b20’2("—1)+b402(n_2)+ ses +b2("_1)02+b2,, = 0, (3.6)

za$ dla m nieparzystego
(02" +b, 62" D4 b 02Dt | 4 byya2y0 +bau_ry)0 = 0. (3.6")

Zatem jeden z pierwiastkéw o = 0 dla m nieparzystego. Wielomian w nawiasie réwnania

(3.6") posiada analogicznie jak réwnanie (3.6) tylko parzyste potegi. Warunki dajace

pierwiastki czysto urojone lub réwne zero dla obu réwnan beda podobne.
Podstawienie dla obu réwnan o2 = b,r, daje

PP e, "R ey P24 L ey e, =0, (3.7

gdzie: ¢; = bb—zl;

Przy analogicznych warunkach (2.15) dia wspotczynnikow by, uiyskuje si¢ pierwiastki
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r rzeczywiste i ujemne, a zatem

Osery = Hiwg; o = Vb, r, (3.7)
s=1,3,..,2(n-1).

Rozwigzania réwnania wyjsciowego (1.5°) majg postaé:
x(t) = =21 3[4, cosmy(t— to) +B,sinosy(t—£o)]. (3.8)
s=1

Poniewaz wielko§¢ & jest zarazem wielkoscia dominujaca o najwigkszej wartosci
zatem i czas uspokojenia procesu zakiéconego bedzie najkrétszy. Oznacza sie go przez
t.— jako czas regulacji. Jego warto§¢ wyznacza. zalezno$é [3]

1, 1 _
o= 5 In—, (3.9)

gdzie A warto$¢ odchylen zatozona dla wyznaczenia czasu procesu przejéciowego. Stanowi
ona zazwyczaj

4 = 0,02+0,05,

w stosunku do poczatkowych wartosci dla ¢ = ¢,.

Podsumowanie

Sposéb wyznaczania rozwiazan najszybceiej zanikajacych, zaproponowany w niniejszym
opracowaniu, wyprowadzono ze zwigzkéw czysto algebraicznych. Warunki ukladu naj-
szybciej thumionego sg tym samym latwiejsze do wykazania, a wigc bardziej oczywiste.

Podano dwie drogi wyznaczania tych warunkdéw. Korzystniejsza w ujeciu ogdlnym
jest metoda uzyskana bezposrednio z zapisu macierzowego. Skraca bowiem wyraZnie
proces obliczeniowy znacznie dla ogdlnej postaci macierzy A. Je§li jednak ilo$é stopni
swobody jest mniejsza, np. 2—3, to dla ukladu mechanicznego prostsze moze okazaé
si¢ wyznaczenie warunkéw koficowych z réwnania charakterystycznego jak w punkcie 2.
Czytelnik sam osadzi kiedy stosowanie jednej lub drugiej metody jest bardziej oplacalne.

Wyznaczenie warunkdéw najszybszego tlumienia nie jest jeszcze réwnoznaczne Z pro-
blemem minimalno-czasowym. Nalezy dodatkowo rozwiaza¢ problem - oscylacyjnosci
poszczegdlnych rozwigzan, Dla celéw praktycznych nie zawsze jest to konieczne, choé
waznym zadaniem jest unikniecie stanéw krytycznych.
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Peswome

JIMHEMHEBIE MEXAHMYECKHE CHCTEMBI C HAMBOJIEE BBICTPBIM 3ATYXAHUWEM

B paboTe paccMOTpeHBI YCNOBHA HanGonee OBICTPOro 3aTYXaHMA FJIA JIHHEHHBIX MEXaHMUYCCKHUX
CHCTEM. DTH YCIIOBHS BhIBEAEHB! anredpauyeckum MeTofom IJist nuHelroro nuddepesnmansaoro ypas-
HEHUA H-TOTO NOPAAKA, & I JHHeHHo! MexanmdecKo# cucTeMpl B MaTpHuHOH (hopMe, METONOM HEKOo-
Toporo npeoGpasobanus cucrembr QudbepeHNMANPHBIX YPaBHEHHA ITEPBOTO MOPAAKA.

Summary

LINEAR MECHANICAL SYSTEMS WITH SUPREME DAMPING
In the paper are determined the conditions for supreme damping of linear mechanical systexﬁs. The
conditions have been derived by algebraic approach for linear differential equations of n-th order, and next

for systems of linear equations, presented in matrix form, by a method consisting of a transformation
of the system of first order differential equations.

Praca wplynela do Redakcji dnia 14 lutego 1986 roku
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BALANCE EQUATIONS FOR MIXTURE AND POROUS MEDIA IN THE LIGHT
OF NONSTANDARD ANALYSIS

KrzyszTor NOBIS

Instytut Mechaniki UW

Introduction

The list of papers and monographs concerning mixtures and porous media is very
extensive (for example, cf. [1 - 20]). Most of them is based on the rather unphysical postu-
Iate that in every point of the region occupied by the mixture there are all its components.
At the same time, also porosity is assigned to every such point. Moreover, in [I - 19],
the balance equations for mixture and porous media are introduced in a form of certain
a priori assumptions, which take into account the forementioned postulates being not
related to the balance equations of the classical continuum mechanics.

The aim of the paper is to derive the balance equations for the mixture and porous
media directly from the well known balance equations of continuum mechanics. We are
to show that it can be done using the methods of the nonstandard analysis. Such approach
makes it possible to assign the clear physical interpretation to all terms in the resulting
balance equations for mixture and porous media, At the same time, the extra unphysical
postulates, such as mentioned in the begining of the Introduction, are avoided. The
present paper is self contained but the partial results and ideas concerning the proposed
approach were published in [24 - 26]. The approach proposed here has certain features
common with that of [14], [21 - 22]. .
Denotations. Throughout the paper n is the fixed positive integer. Subscripts e, f run
over the sequence 1,2, ..., n, subscript y runs over 0, 1, 2, ..., n. Moreover, #,, {, are
the known real numbers, ¢, < ¢,, which determine certain time interval.

1. Physical basis

Let & be Euclidean real 3-space of places, O be a set of all regular regions in ¢, V' be
a translation space for e, ¥; be a Euclidean real 3-space of forces, U be the material uni-
verse of all 3-dimensional elementary differentiable manifolds (deformable bodies).

Define . as a set of all n-tuples (yy, ..., xn) Where gt 2, % [to, ;] 2> €, x=1,...,n
are deformation functions of n disjointed deformable bodies %, , %, € U such that

Va, BV (& # B) = (1@ D1 1) # B)).
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Let Q,,« =1, ..., n, be the disjointed regions in & occupied by bodies &, in the known
reference configurations x,: %, e&. Let v,(-,2) €V, where v(x, 1) = 3(X, 1),
X =y Y(x,1), X €8,, t €[to, 1], be the velocity field defined, for every ¢, on the region
(2, t) occupied by the body %, at the time instant r. Define Qf = 7,(2,, ) and ‘
04 = e\ w2t. By virtue of the well known assumptions of solid mechanics, to every
(X1 ---» xn) €A and to every 4 € O the following functions are uniquely assigned:

[thtl]at_) f Qa(x,t)d‘Z)ER+,

1
AN,

lto, ]38~ [ oulx, Dbu(x, dv eV,

Ar\!)&

[to, ]2t > f la(X, )da€Vy, 1,4() =0, (1.1)

3(Anf)&)m6.();,

[to, 151~ [ Tulx, Dnau(x)dacVy,
34NN,

lo, st = [ fulx, t)daeVy.

4n D;) fa) ao;,

Functions (1.1) are assumed to be continuous for almost every ¢ € [¢,, ¢,]. The values

of (1.1) represent for any fixed ¢, the following objects: mass of &, in 4, resultant body

forces acting at &, in 4, resultant of the boundary tractions executed by &, (for y # 0)

on %, in 4, resultant of the surface tractions on 94 within body By(T,(x, t) is Cauchy

stress tensor), respectively. Moreover Jap(x, t) is the density of the forces due to the friction
. between #, and %, which act on Z,. Here f5(x, t)+f(x, 1) = 0. Term t, in (1.1);

represents boundary tractions due to the external forces acting at %,.

For an arbitrary 4, 4 € O, define

4° = &4,
L34, 4% = o(2en)no(@in4°) < aa,
154, 4) = 0(nA)nd(2in4).

As it is known, for each (4, ..., 4,), B, € U, and every (x4, ..., %») € 4 , the integrands
in formulas (1.1) satisfy the well known system of conditions :

"DDT f 0u(x, B)dv = OV, (1.2)

Anﬂfz

'Y Here

% f SCx, Ndv = f [(’)f(‘;\;, f +div(f(x, Dvelx, t))] dv,

t t
Anr)a ANy,

for an arbitraty function f(x, ) on the LHS of Eqgs. (1.2)
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2 f va(x, Doulx, 1) do = Z [ s, t)da+2 [ tayx, nyda+

Ar\.()u ¥=0 rf 4 ¥=0 r{ 4

+ f T.(x, Hnga(x)da+ f bo(x, ) ou(x, t)dv, (1.2)

a4nal, angl,

[ cont.]

f (x—x0) X s (x, )oulx, t)dv = Z f (x—x0) X't (x, t)da+

Anal, =0 rl (4,49

+2 f (x—X0) X tay(x, t)da+ f (x—x0) X T, 1Y nga(x) da +

7= re.d.9 24n0f,

+ f (x—x0) X bo(x, ) ou(x, t) dv,
An!)&
which has to hold for every 4 € O and a.e. t € [t,, 7,]. Here x, is an arbitrary point in &
and t,4(+) = 0, for « = f, while

top(x, 1) = Tp(x, t)naq! (x) —Tp(x, t)nagﬁ(x)+faﬁ(x 1), o#f, (1.3)

holds for a.e. x € d825n9€2%. Egs. (1. 2) represent the well known balance equations of mass,
momentum and moment of momentum, respectively, for the System of n non intersecting
deformable bodies.

2. Nonstandard definition of mixtures and porous media

Let I be the full structure in which ¢, ¥, ¥;, R are disjointed relations of the type (0)
(cf. [23], p. 19). The balance equations (1.2), which hold in I, hold also in *3 as certain
internal relations. It means that for every (internal) #,e* U, « =1, ..., n, for every
internal (yy, ..., xn) €% #, for every internal 4 €* O and x, €, as well as for every
internal function of the form (1.1) (with domain *[#,, ¢,] in *R and with the values in *R
and *V; respectively), relations (1.2) and (1.3) hold in *3.

Define in *IMN

me(x,r) = f eu(x, t)dv,
B, r)nal,

where %(x, r) stands for a ball with a center x and the radius r, r €* R,

Let #° be a subset of *.# which satisfies the following conditions:

1° For every (xy, ..., x») € #° there is °(3) = x for « =1, ..., n where y is defor-
mation function in MY, ie., x:2x [to, #,] » £2. Hence we see that there are regions o2
“in &, such that

@Y =0 fora=1,..,n and €/t t]. (2.1)

® Symbols °(+) stands for a standard part of function or set, [23], p. 115.
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We also assume that all points belonging to each £2¢, are near standard and £' are regular

regions in .
2° For every x € S—int*2* ¥, the internal sequences

vol [B(x, r.)N4%] Mo(X 5 I') 2.2
vol B(x,r,) °~  vol [B(x, r,)nL%]’ ‘
1‘1)1:11—9 o(rl) > O’ m = 1, 2,...J
m

have F-limits (cf. [23], p. 109). By virtue of the theorem which can be found in [23_], p. 110,
there exists A, € *N\ W such that for every » €* N\ N and » < 1, each value

vol[B(x, r,)NnL4] ma(x, F,)
volB(x,r,) °  vol[B(x, r)nE2%]’
is the F-limit of any sequence (2.2).
3° There exist functions £'sx — v,(x, 1) e [0, 1], 2' 5 x - §,(x, ) € R,, continu-
ous a.e. on 21 for t € [ty, t,] (where g,(-, t) is also differentable) which are the standard
parts of functions

(2.3)

Vol[B(x r)NE24]

—intsOt
S—intis volB(x, 1)

e* [0, 1],

_infE Ot mu(x: r{() E* R .
S—intQtsx = - By C

Now we formulate the following,

Definition. The system of bodies #, ¢ *U, « = 1, ..., n, for which (x,, ..., x.) € A°,
will be called the mixture. Every %, is said to be the component of the mixture. The value
ve(x, t) will be called the saturation of the mixture by the «-th component.

Define function

2'5x > 2(x,t)e[0,1],
putting
n
»(x,1) = I—Zva(x, ).
- a=1
If »(x, t) is not identically equal to zero and » = 1, then the mixture is called the porous
medium. Function »( -, ¢) is known as a porosity, and has been derived here by the non-
standard approach from the real porous structure of the body. In the traditional approa-
ches, porosity »( -, ¢) and saturation »,(, t) are postulated a priori.

3. General form of the balance equation in ) and *N

All balance equations (1.2) can be written down in what is called the general form
of the balance equation

» Symbol S-int, where 4 = *R" stands for S-interior of 4 ,cf. [23], p. 107. Moreover, for cvery A
in M, by *4 we define the corresponding standard entity in *,
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2 fsrf(x t)ga(x t)dv—z f G, (x, t)da +

Anxz‘ =0 y(a 48)
+2 f Gup(x, t)da+ f D,(x, t)nga(x)da+ 3.1
y=0 p ey 2) AN,

+ f B,(x, )oulx, t)dv, «=1,..,n,
an0k,
where Gop() =0 for « = f and where
Gap(x, t) = Pulx, nagt(x) = —Dp(x, t)ﬂag}}(x)—!-Faﬁ(x, 1); a#pf, (3.2)
here Fup(x, 1) = —Fpy(x,t) hold for ae. xelfyd,4°) < 84 and te€ [4,t,]. Egs.
(3.1) have to be satisfied by an arbitrary B, e U, « = 1, ..., n, by every (%1, ..., xn) € A
and by every 4 € O. In Egs. (3.1), scalar field g;( -, ¢) has the same meaning as before,
Y(, 1), B,(, t) are tensor fields of the k-th order, defined a.e. on £2§. Moreover, G,,(-, t)
are tensor fields of the k-th order defined a.e. on dQ2;nd82; and @,(-, ) are tensor fields
of the k+1-th order, defined a.e. on Q%. Here @ (-, ¢) is the flux field, B,(', ¢) is the
internal and G., (-, t) is the external supply in the a-th component. In what follows instead
of (1.2), (1.3) we shall deal with the general form of the balance equation (3.1) and with
the continuity conditions (3.2).
On passing to enlargement *3 of M we shall take the internal conditions (3.1) and
(3.2) as the basis of the analysis.

4, From micro- to macro- general balance equations

The general balance equation in *M given by (3.1), (3.2), under assumptions that
Gias v xn) €M° < *, will be called the general micro-balance equation for mixtures
and porous media. The forementioned micro-balance equation constitutes only the starting
point for further considerations, being the basis for obtaining in M what will be called the
the general macro-balance equation. In order to pass from the micro-balance equation
in *M to the macro-balance equation in M, a number of the extra assumptions has to
be introduced. It must be emphasized that the macro-balance equations exist only for
rather special kinds of structure of mixtures and porous media (which in the nonstandard
sense were defined in Sec. 2). .

Let us substitute to (3.1): 4 = B(z,r,), z€ S—int*2", » < A,, » e *N\N. Then for
a.e. zeS—int*Q', 1 € *[zy, t,], from (3.1) we obtain

D 1

Em f Ta(x3 t)@a(x, t)d’l)=

B(z,r,)n .O;

“.1)

_ 2 1 f G, 1) da+
B - volB(z, r,) sy

y= T4,(Bz r,), B%(z, 1))
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n 1 f .
+ Zo: vol B(z, r,) Gy, 1)da+ . @)
y=

188G, 7). Bz 7))
{cont.]
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. 1 f
—_— D, (x,t 7 d
+ volB(z, r,) o, D)o, r,) (X)da+

8B(z,r, )",

1
ol BT [ Bte 0utx, 0.

B(z, r,,)r\!)&
'We shall assume that all terms in (4.1) are near standard and that in I there is field

F (-, 1),

ar ° 1
Y(z, 1) = (vol[B(z, A0 f Yo (x, t)dv),

B(z,r )"0

such that the following formulas hold®

1 J‘ - Q(Z t) f .
Vol B, 7)) , Yolx, t)eulx, t)dv =~ VolBG.T) , Yo(x, t)do ~
B(z,r )My, Bz r)n0L,

1 -~
~ % *, ~ % * *

A P D) o gy | Yl Do =8 e, 07, 0,
B(z,r‘,)n.()&

ey | e Dealn, o = e, 10, DG, ).

‘Dt volB(z,r,)
BGz.r)n0},

Analogously, we assume that in 9 there are fields B,( -, t) and Say (5 't) such that

*B(z, 1) ~ LI f Bu(x, 1)dv,

vol[B(z, r,)n82}]
Bz, rv)n.();

1 .
* ~ B =
Sup(z, 1) volBG,7) f Guy(x, t)da, y=1,...,n
Toy(Blzar, ), Blz, 7))

f Bu(x, Deul, Do,

] Z, t * Fy t *.B t >rr
Q( ) 'Vu(z ) a(z, ) OI.B(Z, l‘,.)
B(z,r ynal,

holds in S-int*Q*, te [1,, t,].

Let I' be an arbitrary smooth surface in S-int*Q' oriented by the unit normal nr(z),
zel'. Let the minimum radius r,;, of the curvature of I" is greater than r,. Define by
B*(z,r), B~(z,r), z€ I the semisphers of the ball B(z,r), which are situated on the
positively and negatively oriented side of I, respectively,

Define ’

I3, [B*(z,n), B=(z, r)] = 8[B* (z, )nQ:]nI[B~ (z, )nE2],

4 We write a ~ b, where a, b are finite numbers in *R, if |a— 5| is infinitesimal
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for «=1,..,n; ¥y =0,...,n. We shall assume that for every z e 'm(S-int*Q"), the
internal sequences _

areals,[B*(z, ry), B~ (z, ry)]
area[l'nB(z, r,)] ’

_ r_1 _ . .
m= s M 1,2,..,°%(r;)) > 0
have F-limits. Then by virtue of [23], p. 110 there exist 4, € *N\ N such that for every

6 e *N\W and 6 < 4,, the following values

arealy,[B*(2; rs), B~ (z, rs)]
a:ea [I'nB(z, rs)] = “2)

are the F-limits.
We shall assume that for every pair of surfaces ‘I', "'I" in S-int*£', which satisfy con-
ditions analogous to those imposed on I, and for every z € 'I'n"'I" there is

area' I, [B*(z, rs), B~(z,ry)] _ area" I,[B*(z,rs), B (z, rs)]
area['I'nB(z, rs)] - area["I'nB(z, rs)] ’

where I's, (), "'I'%, () have the same meaning as I, (- ).
Define the system of functions

areapgzv[B+(Z> rd), B_(Z, rd)]

—1 * t
In(S—int*Q) sz —~ area['nB(z, ry)]

e* [0, 1],
and assume that there exist functions
Q' ex — pu(x, 1) €0, 1],

which are standard parts of functions defined above. We also postulate that there exist
functions :

023 x> Dyy(x, 1),

constituting tensor fields of the k +1-th order, such that

1 Fiad
* ~ [11]
D,,(z, )nr(z) =~ areal ™, [B* (z, 1), B> 1], J <(x, Dnr(x)da,
I} 1B+ @,r8), B2, 78]
Hence
‘ 1
* * ~ L (X, da.
A“tay(z) t) @w(z, t)nl‘(z) _ area[F(‘\B(z, "a)] dj (x t)nf'(x)

I} B+ (5 rg), B (z,7p)]
Now assume that

1

e — * * : t . r d ~
volB(z, 1,) ) f Uap (%, 1)¥Dyp(x, Diape,r,(x) da

B(z, r,)

div[*puap(z, 1)*Pap(z, 1)] =

1 . f ¢a(x’ t)naE(z, r')(X) da.

~ volB(z,r,)
. T4 plB, 1), B2 r)]
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Taking into account all obtained results, we conclude that (4.1) implies that

2 [Bulz, Dtz Dz, 0] = 3 divlpg (2, 1) Doz, 0]+
y=0

+ ) Sz, D+ ulz, D7z, DBl 1), 4.3)
p=0

hold for a.e. ze Q' and for a.e. t€R.
Let us observe, that from

[ owomeda= [ @ 0+ g, 11da,
T IB¥ (2 ), (B (2 1] Ty plB=(z,1), Bz,

and under assumption that u.(x, ) = pg(x, t) and Fup(-) = 0 we obtain Pyp(x, 1) =
= Dp,(x, 1).
Thus, for every # < 2 and every ¢ € [y, ,], there is

D - ~
2 b e, 0%, 00 = D) [ i, DPune, D)t

(&, 1) y=0 .1
1 ~
D) [ s odot [ aton b od. @
=0 (&1 (&0

At the same time, assuming that pes( -, 1) = ug( -, ) we define
ﬁ;ﬂ(z5 t) = ®aﬂ(z, t)—(pﬂa(z, t);

as a field determining the effect of friction. Condition (4.4) will be called the general
integral macro-balance equation for mixtures and porous media, while (4.3) be the local
form of this equation.

From the foregoing consideration it follows that the general macro-balance equation
in the form (4.3) or (4.4) holds under rather strong regularity conditions, which have been
succesively introduced in this Section. The mixtures and porous media for which Egs,
(4.3) and Eqs. (4.4) take place, will be called the ideal mixtures and ideal porous media,
respectively. '

5. Macro-balance equations for ideal mixtures
and porous media

From the general balance equation (4.4) we shall obtain now the macro-balance equ-
ations of mass, momentum and moment of momentum. It will be done by the speci-
fication of fields ¥o(+, 1), Gu(*, 1), Po(-, 1) and B,(-, t) in (3.1) and (3.2).

5.1. Mass conservation. In order to obtain the principle of mass conservation from the
general balance equations (for a-th component of the mixture), we have to substitute

Yur)=1, Gu()=0, D()=0, B,()=0,
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into Eq. (3.1), where p,( -, t) stands for a mass density of the a-th component in con-
figuration £2§. Taking into account the forementioned substitutions, we obtain fields

P 5 1)y (-5 1) Sap(*5 )5 Bu(+ 5 1), @u(-, 1) and wy(+ , 1) in M where in *IMN

~ 1
s = —
Yz, 1) VollB(z, 1)l f , Yux, Ddo =1,
B(z )Ny
1
*Pay (2, Hnr(2) = areal,[B*(z, 1)), B~ (z,r,)] . f)B . D, (x, tynr(x)da = 0,
%plB* (@ r,), B (z,r,
1 &
* s —
Sel@ 1) = vorB ) f Gy (x, )da = 0, (5.1)

OW[B(Z, r,) B(z,r)|

- 1
* — ES
By (z, t) Vol[B@, F)AE] f By(x, t)dv = 0,
B(z,rv)r\ﬂg‘
1 .
3o ~
0u(z, 1) 2 Vo[BG, )i f 0.(x, t)dv,

Bz, rynet,
vol[B(z, r,)NE2%]
volB(z, r, ’

and where z € S-int*Q*, v, 1, e *N\WN, v < 4,. Now, from (5.1) and from Eq. (4.3)
we obtain .

*a(2, 2)

—,% (Cu(2, Dra(z, 1)) = 0, (5.2)

where g,(z, ¢t) and »,(z, ¢) satisfy the postulated regularity condition and

i o 1
0z, 1) = (vol[B(z,r,,)nQ;] f 0% ’)d‘”)

B(z,r r\.Qt

(5.3)

vz, 1) = °f vol[B(z, r,)n2%] )

x> vol B(z, r,) ’
hold for every z € S—int*Q*. Moreover if & is an arbitrary regular subregion of £, then

D ~
2 | e, otz Yo = 0, (5.4
x(g”,l)

holds. The resulting equations (5.2), (5.4) represent macro-mass balance equations in the
local and the integral form, respectively. Fields ga(:, #), »x(*,?) are not postulated
a priori (which takes place in the known approaches to mechanics of porous media) but
are given by formulas (5.3).

5.2, Conservation of momentum. In this case we have to assume that in the general balance
equation (3.1)

Ta( ) t) = va( ) t)’
Ga-y( ) t) = ta-y( i t):

4 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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Do( 5 1) = Tu(5 1),
B,(", 1) = by(-, 1).
By virtue of the assumptions formulated in Sec. 4 we have

1 f (x, t)dv,

vol[B(z, r,)nL2]
B(z,r)n0},

1

*s(Z, b)) 2 f 1., (x, t)da

ay( s ) VOl_B(Z, rv) ) ay( ] ) »
Pay[B(z' r) B(z, r)l

*Gu(z, 1)

Tu(x, Ynp(x)da, (5.5)

h 1
*To,(z, 1) - f
4 areaf&y [B+(Z, r,,), B (Z; rv)]

TG, [B+(z, 1), B-(z,7)]

e 1
* ~
ba2, 1) = vol[B(z, r,)nL2%] f bu(x, ydv,

B(z,r)n52,

and
D 1

Dt volB(z,r,) f Vu(X, 1) 0u(x, t)do

B(z,r,) r\!)&

= D (4o, 1Yz, 0¥z, 1),

for z € S—int*Q', 1y, » € *N\N, » < Ao. Using the procedure analogous to that applied
in Sec. 4, instead of (4.3) we obtain

D luler e, ules O = ) vl (2, 1) Toyla, O]+

y=0

+ D 50z, 1) +8a(2, (2, B2, 1). (5.6)
»=0
The meaning of u,,(-,?) has been explained in Sec. 4. Here

[t Dmsda.
TgyIB* (z.1,), (B~(z 7))

I ps1(z,t) = ... = pan(z, t) then the following equalities hold

div[*u, * T2, )] = ————
IV[ U, y(Z> t) T)’(z t)] VOIB(Z, rv)

j div [y (2, 1) Tz, )] = iV {1102, 1) Z To(z, 1)].
y=90

r=0
Putting
n
Tty = D Tijz, 1),

y=0

we shall refer Ta(- , I) to as a partial stress tensor related to the a-th component of the
mixture. At the same time, for an arbitrary regular subregion by virtue of (4.4) we obtain
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D - ~
i f@a(z, Dve(z, D0z, dv =
22,0
n n
= Z fuw,(z,t)Tay(z, t)da+211 fsa;(z, t)dv+ (5.7
y=0 2(# 1 y=0 (#,n)

+ [ e oz, b Db,
o2 )

Egs. (5.6), (5.7) represent the local and global form, respectively, of the macro-balance
equation of momentum. The macro-fields occuring in the forementioned equations have

been not postulated a priori but are related to the micro-structure of the body by means
of Egs. (5.5).

5.3. Conservation of moment of momentum. Applying the procedure analogous to that of
Sec. 5.1, 5.2, we assume now that
W(x, 1) = (x—x0) Xva(x, 1),
Gay(x, t) = (x—xo)x tow(xz t),
D (x, hnaa(x) = (x—~x0) X Tolx, 1)npa(x),
Boz(xa t) = (X—xo)xba(x, t)'

Hence in M there are fields ,( -, 1), Suy( -, 1), Toy(*, t) such that in *IN the following
relations hold

(Z_ZO)X*%(Z’Z);vol[B(z,lr)r\Q&] [ =z <o, 1y,

B(z, r, )N -sz

1
(z—X0) X *54y (2, 1) =~ volB(z, ) f (x—Xo) X 1 (x, t)da, (5.8)
I} 1B, r,) Bz, r,)]) /

(2=50) X T, r(2) = o (21 T f (x—x0) x Tu(x, 1)nr(x)da,

L, [B*(z1,), B~ 1,)]

(z—xo)x*l;u(z., 1= vol[B(z,lr YA f (x—xo) X by(x, t)dv,

Bz, r)n 2,

and where

D 1 f
Dt volB(z. r) - Hdo =~
Dt volB(z, r,) 2a(X, £)(x —X0) X vu(x, t) dv

B(z,r,) r\-Qa

~ —l%— [*0u(z, 1)*7,(2, t)(;—xo) x *(z, D]

4%



292 K. Nosis

Applying the forementioned relations we arrived

D 16u(e, e, )= 30) Xz, )] =

= D) divlay(z, E—0)x Tz, D]+ (59)
y=0

+ ) (2=X0) X Suy(z, 1) 42a(z, 1)(z—X0) X Bu(z, 1).
=0

Taking the time derivation of Eq. (5.9) and bearing in mind (5.6), we obtain

. - Dz .
Ho(2, D dIVZ X T2, 1) = Bulz, Dz, D) J- % Bulz, 1) = 0,

under the extra assumption ?,(-,!) = ... = 9,(-, ) = (-, 1) where
D - .
—Bj—(x, 1 =o(xX,1),t), XeQ.

Hence, after simple calculation, we arrive at

D by (@ ) Tz, 8) = | D) 2, ) Tanz, D] (5.10)
y=0

y=0

Defining
- "
Tz 1) = ) oz, DTz, 1),
y=0

as a total stress tensor of the a-th component of the mixture, we obtain here the symmetry
condition of this tensor.

The resulting equation (5.10) represents the macro-balance law of the moment of
momentum in its local form.

Final remarks

The main feature of the resulting macro-balance equations is that they are not postu-
lated a priori but are derivied from the balance equations for system of unintersecting
and coacting deformable bodies, i.e., from Egs. (1.2). Such procedure has been realized
here by applying the methods of the nonstandard analysis. On this way we~are able to
give the exact fenomenological definitions of mixtures, ideal mixtures, porous media,
and ideal porous media. The approach used in the paper assignes to every term in the
resulting macro-balance equations its physical interpretation in terms occuring in Egs.
(1.2), which have the clear physical meaning. For the particulars and the further analysis
of the obtained results, the reader is referred to [27].
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Pesome

YPABHEHW S BAJIAHCA IJII CMECEW M IIOPHICTHX TEJI
B BUOY HECTAHIAPTHOI'O AHAJIM3A

Ilen HACTOAUIEro COODI(EHHS — TO IIOJNYUMTh, METONAMHM HeCTAHNADTHOCO 8HANM3A, YPABHEHUA
GanaHca A CMecel ¥ MOPUCTHX TEJI M3 M3BECTHBIX YPaBHEHMI GallaHCa MEXaHHMKH CIUIONHBIX cpex. Ta-
¥t TIODXOK [AeT BO3MOMXKHOCTB SICHON HMHTEPNpeTANUA BCeX NOJeH B NOJYYEHLIX YPaBHEHUAX Ganamca.

Streszczenie

ROWNANIA BILANSU DLA MIESZANIN I CIAL. POROWATYCH
W SWIETLE ANALIZY NIESTANDARDOWEJ

Celem pracy jest otrzymanie, za pomacq metod analizy niestandardowej, rt6wnan bilansu dla mieszanin
i cial porowatych wprost ze znanych réwnan bilansu mechaniki kontinuum. Podejécie takie umozliwia
jasna interpretacje wszystkich pél w otrzymanych réwnaniach bilansu.

Praca wplyngla do Redakcfi dnia 12 kwietnia 1985 roku
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CONTACT BETWEEN A RIGID INDENTER AND A TRANSVERSELY
ISOTROPIC LAYER

BOoGDAN ROGOWSKI

Politechnika Eddzka
Instytut Inzynieril Budowlanej

The indentation of a transversely isotropic layer by a rigid indenter is investigated.
The lower plane of the layer is elastically supported. On the upper surface of the layer
certain normal displacement is prescribed inside a circular region with an unknown radius,
outside of which certain arbitrary normal stresses are given in an annular region and the
normal displacement is zero on a remaining boundary, while the shear stresses vanish
all over the boundary.

The author formulates the problem as the solution of a set of triple integral equations.
To this end, the differential, integral and series representation of the unknown function
is devised, which satisfies two of the three equations exactly, while the third one leads
to three infinite sets of elgebraic equations with respect to the coefficients introduced in
the representation. The physical quantities which characterize the contact and the stress
intensity factors are obtained by means of these coefficients.

Some punch, inclusion and crack problems in a transversely isotropic layer are con-
sidered.

1. Introduction

A number of hexagonal crystals are characterized as being transversely isotropic.
Many fiber-reinforced composite materials and platelet systems were also characterized
as transversely isotropic media, which have five elastic constants {1]. According to effec-
tive modulus theory [2] the gross elastic behaviour of the laminated medium is transver-
sely isotropic and homogeneous elastic material with the normal to the layers as the axis
of symmetry; the effective elastic constants of such a medium are given by Achenbach
(121, p. 33),

The present work studies the indentation of a transversely isotropic layer by a smooth
indenter. Only the circular part of one surface is subjected to the indentation of the inden-
ter, while the outer annular region is subjected to normal, symmetrical in r, pressure and
the normal displacement is zero on a remaining boundary. These displacements cause
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in the layer by a rigid punch, inclusion which exists in a penny-shaped crack, obstacle
which lies between two the same materials, which are pressed together by a pressure,
The method of Hankel transforms is used to satisfy the equilibium equations and the
boundary conditions, which have three different parts. The solutions are obtained using
the technique of triple integral equations, which are reduced to three infinite systems
of simultaneous linear algebraic equations.
Recently Mastrojanis, Mura and Keer [3] studied the mixed boundary-value problem
. for an isotropic half-space with the following boundary conditions: the constant normal
displacement is prescribed inside a circle, outside of which the normal stress vanish in
an annular region and the normal displacement is zero on the remaining surface, while
the shear stresses vanish all over the boundary. The more general problem, pointed out
in the summary is considered in this paper.

2. Formulation

Consider a transversely isotropic elastic layer 0 < z < A, with the planes of isotropy
parallel to the boundaries. The stress-strain relationships of such a medium can be written
in cylindrical coordinates (r, ®, z) as follows:

Or = C116,+C1260+C13€;,
0o = Cr26,+C1 €0+ C13€;,
0, = Cyae,+Ci3tetCaze,, 2.1)
Oz = C44€r,
Ooz = C44 €6,
1

09 = 7 (cy1—ci2)ere.

Here c;;’s are the elastic constants,

The foregoing strain e;; can be first written in terms of the displacements and then
substituted into the preceding equations to obtain the stress-displacement relationships.
The relationships are finally used in the equilibrium equations to form a system of partial
differential equations for the displacements. In the problem with axial symmetry the
displacements (., 0, w,) satisfied the equations

a1 0%u,
Ciy ar[ (ru,)]+(cl3+c44) o 0z =+ Caa E)Z =0,
1 0 [ ow, 1 9 Pw, @2
Caa o ( ar )+(C13+C44) [r a—r("ur)]'i‘css 2z —— = 0.

The solution of the equilibrium equations is given by two displacement potentials
®1(r, z) and @,(r, z), and the components of the displacement and stress can be expressed
in terms of those potentials as follows:

7} 0
U, = ~3—I'— (I“Px + 972); W, = —52— (?’1 +k<p2), (23)
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o2
o, = _044(k+1)a—22 (L +w2)—(c11 — 1) Yu,,

o? u,
g = —644(k+1)a—22(‘P1+‘P2)—(C11-C12)“al; ,

(2.9)

32
0'z = C44(k+1) W (S;2¢1+S52(p2)3

52
0r; = Caa(k+1) = (91 +@2),
oroz

provided that the potentials ¢, (r, z) and @, (r, z) are the solution of the differential equ-
ations

02 1 0 1 &2 )
W+TW+T?—327)¢[(”’ z) =0, (=12, - (2.5)
and if the parameters s? and s3 are the roots of the following quadratic equation for s2
C33Csa5* —[C11033— 132 Caa+C13)ls* +eiscaq = O, (2.6)

and the material parameter & is a function of the elastic constants and the characteristic
root §2

k = (c3351—caa)/(c13+Cas). 2.7
The roots s? are either both real or a pair of complex conjugates, depending on the values

of the material constants. Both types of root give physically meaningful results.
The conditions specified on z = 0 inside and outside the annulus 1 < ¢ < 1 are

d—ub*0?;, 0<p< 4,
w.(e, 0) ={ 0 1 <o, (2.8)
0.(0,0) = —pofle); A<pe<1, ' (2.9)
0:4(0,00=0; 020 (2.10)

and the displacements and stresses vanish at infinity. The layer at z = A is elastically
supported such that

o, mM=0; >0, 2.11)
o.(0; ) = —cowzlo,7); @ = 0. (2.12)

In above equations, nondimensional variables and parameters are as follows: ¢ = r/b,
¢=1z/b and A =alb, n = h/b, where a and b are the inner and outer radii of the
annulus, respectively. Inside the annulus normal stress pof(g) is arbitrary, but assumed
to be symmetrical about the z-axis. The parameter ¢, is the spring of stiffness of the
foundation.

In the boundary conditions (2.8), which have three different parts, only constant or
quadratic with respect to r normal displacement were prescribed within the circle. The
conditions (2.8) corresponds to the displacement distribution produced by the indentation
of a surface of the layer by an indenter, when its shape is specified. If the contact surface
of the rigid indenter is spherical in shape with radius R, the shape of the indentation can
be written as g(r) = 6—r?/2R. The condition required to this equation is that the radius
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a of the contact area is small compared to the radius of the contact surface of the indenter,
The condition is indeed satisfied in usual stress ranges. This equation also applies for an
oblate spheroid with semiaxes d, and 4,. In this case, the radius of curvature of the sphe-
roid at the center of the contact area is R = d?/d;, d, being the minor semiaxis along
the z-axis. The displacement-shape function w,(p, 0) in equation (2.8) is identical to the
shape of the rigid indenter inside the contact area with unknown radius equal to 4 = a/b,
but is unknown outside the contact area A < ¢ < 1. These displacements cause in the
layer by a rigid punch, inclusion which exists in a penny-shaped crack, obstacle which lies
between two the same materials, which are pressed together by a pressure. In the last
case there is the compatibility condition {dw,(r,0)/dr},_, = 0. For infinitesimal elasti-
city. theory, there is no loss of generality if the profiles of the inclusion and obstacle or
of the base of the punch assume that g(r) = d—r?/2R, where 1/R = 2x is the curvature
at the center of the contact area and dJ is semiaxis or the (prescribed) vertical penetration
depth of the punch. From a physical consideration, the contact stress should be finite
for a smooth indenter whose contact surface does not have any abrupt change in slope.
The unknown contact radius a is to be determined later using this condition.

Using the method of Hankel transforms, the condition of vanishing shear stress in
equation (2:10) and (2.11) and the boundedness conditions at infinity the displacement
functions ¢;(r, z) are found to be

Ple O = (=11 g S f (2 s

Gy(ke+1)(s,
1
W (C—"'lx"COShS, xc _gl (x'r’) COShSlx(lr’ - C))} + (2.13)
f .
aw(x) L
m [coshs; XL —ga(xm)coshs x(n—)] ¢ Jo(x0)dx;  i=1,2,

where Gy = c44 is the shear modulus in the z-direction and Jy(xp) is the Bessel function
of the first kind and zero order. The unknown functions p(x) and w(x) and the unknown
contact radius A are to be determined using the remaining boundary conditions (2.8),
(2.9) and (2.12) and the finiteness of the contact stresses between the indenter and the layer
surface. The functions g;(x7) and g,(xn) are known and defined as follows:

1 cosh fx+ af~sinh fx—~e~**; i=1,
sinhox+oaB~1sinhfx
{ot, /3} = 81 +85.
The material parameter « is allways real and £ is either real or imaginer.
We can easily obtain the displacements and stresses by substitution of the displacement

potentials (2.13) into the expressions (2.3) and (2.4). In particular, the displacement w,
and the stresses o, and o,, on the surfaces of the layer { = 0 and { = 7 are given as

&(x) = 2.14)

2B71(s, sinhs, x—s,8inhs, x); =2,

CG dw,(e, 0) = of (P — g, (xm)] — (%) g2.(em) }o(xe) dx, (2.15)
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[ve)
CGibw,(0,m) = — f w(x)Jo(x@)dx,
)

b2,(0,0) = — | xp(0)To(x0)dx, © (215
[cont.]
b20.(0, ) = — [ x{p(x)g2(xm) +w(x)[1— g5 (xm)] } Jo (xo)dx,
0

Uzr(@’ 0) = Gzr(g’ 77) = 0,

where
_ [l —g&()][1+g(x)] _ , coshax—1—a?f~2(coshfx—1)
() =1~ [—g,(x) =1 sinh ax+ af~!sinh fx » (2.16)
and
C=(k+1)k—1"(ss =571, (2.17)

is a real-valued function of the elastic constants and the characteristics roots.
Substituting the stress o,(¢, ) and the displacement w,(p, %) into the condition (2.12),

we get
oo

f P g0+ 0L —gs(xm+e, o)y x To(x)dx = 05 @20,  (2.18)
0

where the constant

Coh :
= —— 2'
“=G.Cco . 2:19)
describes the relative rigidity of foundation to layer, it being zero when the lower surface

is stress free and infinitely large for a perfectly smooth rigid base.

Thus .
p()g2(xn)+ w(x)[1 ~ga(xn) + ¢y (xn)~'] = 0. (2.20)
Get a new unknown function #(x) and set as follows _ ' '
PO —g1(xm] —w(x)g2(xn) = 1(x). 2.21)
Then
p(x) = 1)1 =h(xn)], ox) = —t(x)h(xn), (2.22)
where

_ &) —ci8(x)
M) = e —en( ~

cosh ax— 1 —«?8~2(cosh fx—1) + ¢y x~*(sinh ox + af~* sinh fx)

= 1— ,
sinh ax+ af~1sinh fx+ ¢y x~1(cosh ox —cosh fx)
) (2.23)
ga2(x
h = e2\
1) 14c;—c g1(x)
— 28~ sy sinhs, x —s, sinhs, x

sinhox + o~ Usinh fx + ¢y x~ 1 (cosh ex —cosh fx)
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With the help of the known functions A(x») and hi(xn) and the only one unknown #(x),
the boundary values of the normal displacement and stress can be rewritten as follows:

[ee]

CGybwae,0) = [ 1()Jo(xe)dx,
0

o]

CGbw.(o,m) = f 1(x)hy (xn)Jo(xg)dx, (2.24)
0

b20,(0,0) = — | xt()[1—h(xn)lJo(x)dx,
) 0

o(e, m) = —cow.(e, 7).
Hence, 1(x) is the only unknown which from Egs. (2.8) and (2.9) can be found from the
triple integral equations

e CG b(6—nb%0?); 0< o< 2,

[ 1) Jo(x0)dx ={ ! (0. #b*e”) 1 <9 (2.25)
0 ] % 0,
[ xt()l~hGem)Jo(xe)dx = pob*f(@); A <o <1, (2.26)

0

with A(xn) being defined by Eq. (2.23). Since it is difficult to solve Eqs. (2.25) and (2.26)
directly, these equations are solved in an approximate method to yield the parameters
which characterize the contact.

3. The series solution

We assume the function #(x) in the form

ox | x ox

1(x) = 2CG, xbsi[l 9 Jo(lx)]+ f FOP)T, (xR) AP, G.1)
0

where F(¥) is an arbitrary continuous function in the interval 0 < ¥ < mand
2R2=14+2—(1-2Hcos¥; A< R<1, 0gs¥<ga 3.2y
Using (3.2), the variable R in A € R < | can be exchanged for a new one ¥, which is

0< ¥ <@, when R = Acorrespondsto ¥ =0and R=1to ¥ = .
Substituting Eq. (3.1) into w,(e, 0) of Eq. (2.24),, we obtain

F 1 (2—¢?); 0<o< A,
Wile, 0) = (CGy )" | — F(P) H(R—g)dW/+b? (33)
4 R 0; A<op
where H(R—p) is the Heaviside’s function.
We see that:
(i) The displacement w,(g, 0) equals 6—xb?9* ine the interval 0 < p < A provided that
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the compatibility equation

;o
b 42 + (CG, by~ f = EOa? = 6 (3.4)
0

is satisfied.
(ii) The displacement is a function of pin the interval 1 < o € 1 i.e.

w,(e,0) = (G, Ch)~! f—F(‘P)d‘If 3.5)
o
where
202 = 1+A*—(1—2*cos?; A1<po<l, 0< D Ln. (3.6)
(iii) The displacement equals zero in the remaining interval ¢ > 1 independent on the

function F(¥).
We now assume a series expansion with unknown parameters aq, a,, a,, ... for the
function F(¥) as

FY¥) = -;il—b'zR Za,,cosn‘f’; 0< Y <. 3.7

Equations (3.7) and (3.4) lead to

ap = CG b~ 1(8—xb%22). ' (3.8)
This equation yields either an unknown radius of the contact region A for a curved base
of the indenter or for a flat indenter yields the parameter 2y, because in this case the
extent of the contact is known beforehand. For a curved base the parameter a, may have

to be found so that the contact stress is finite at the boundary of the contact region.
Thus the displacement w,(p, 0) is given by

[ - xb?p?; 0<p< A,

w,(0,0) =1 (6— %b212){1___[q)+_2_ Slnn@]} A<pogl, 0P,

0; L<oeo.
N 3.9)

The unknown portion of the displacement-shape function in the interval 0 < @ < =
is in the form of the Fourier series and is determined by substitution Egs. (3.7), (3.8)
into Eq. (3.5) and integration,

Two of the three equations, namely Eqs. (2.25), are satisfied exactly.

In our problem contact is maintained only by compressive stresses; in these unbonded
frictionless contact problems the extent of the contact is the primary unknown quantity,
and the contact stress is finite at the ends of the contact regions.

The last condition may be replaced by

anite.0)|

= —2ub?2, ‘ (3.10)
d@ loe=2A
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which leads to the condition F(0) = 0 or

D a4 =0, G.11)
n=0

and then the surface of the layer contacts smoothly at the edge of the contact region with
the indenter.
By substitution of Eq. (3.7) into Eq. (3.1), we obtain

0
g |1 .0 0
t(x) = 2CG1 ’fbs 3—x |;¥ 'g]o(lx):l—bz 2 Qa, Z"(x) B (3.12)

ox
n=0

where
Z,(x) = J, [% (- z)] 7, [% a+ 1)] . (.13)

The stresses in Eq. (2.24); which correspond to (3.12) are as follows

0.0 = e f 1 —hGen)] 22 gy~

n=0

0
-2CG, xbof [1 —h(xn)] M [_)178—6x Jo(lx)] xJ o(x0)dx, 3.19

and are bounded at o = A under the condition (3.11); it is clarified bellow (see Eq.

(4.10)).
The preceding equatlon and Eq. (2.9) lead to

D [ 1-hopy P2 gy gy =
n=0 0

(3.15)

~—-2CGlxbf [L—hA(xn)] — " [1 g Jo(lx)]x.fo(xg)dx —pofle); A <p < 1.

Multiplying both sides of Eq. (3.15) by p, using the formula xoJ,(xp) = d[eJ;(xe)]l/%
integrating with respect to ¢ and using the formula 3[J,(x0)]/dx = —pJ,(xp), we obtain

Z f 0 -heen) 229 2y gy =

(3.16)

~ 206, xb f [1=hGen)] [ ’ Jowc)] o Vololdx—c+pof*@;  A<e <1,

where
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e
%) = [ f(sas, (3.17)
0
and ¢ is an unknown integral constant.

Equation (3.16) is solved under the assumption that the moment 1 *(p) of the function
f(p) may be expanded in Fourier series, namely

i

JE+2 Zf,’,‘,‘cosm@;

me=1

f *(e)

A<e<l, 0<Pga. (3.18)

I

1 T
* .
s - E)ff(ﬁi") cosm@dd;

By substitution of these equations and the Neumann’s formula into Eqgs. (3.16) and equa-
tion the coefficients of cosm® in both sides and assumption of the parameters a, as follows

a, = 2CG»ba,’ —ca, +pyay, (3.19)

we arrive at the three infinite systems of simultaneous equations for the determination
of the parameters a,, g, and a’

n

o0

D, Gl = 1,

n=90

Za:l’Amn = (SOm, (3.20)

<

n=

D@ Ay = Ba;  (m=0,1,2,..)
n=0 '

with the Kronecker delta d,,,, the coefficients /¥ defined by Eq. (3.18) and the matrices

- 3
Apn = f [1—A(xn)] i‘%’"x(—x) Za—"g) dx,
0

B, = f [l—h(xn)]—%[%%Jo(lx)]—aZme(de= (3.21)
0
3D [ A=A ] Tm+(1/2)]
= —g W+ N+—— [(1+¢)2] Tm+ DT T—m+ G2

3 1 1-2\? 24 \?
Flm—— . . —H™(A, ),
x4[m 2,m+2,m+l,m+l,(l l)’(l Z)]H( 7))

where F,(- +; - -; - +) is hypergeometric series of two variables [4] and I'(-) denotes
the Gamma function, I7'(2) and I¥'(A) are presented analytically in the authors paper [51
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and the improper integrals

~ T '
(3, 5) = ng heen) aza,,,x(x) ) z(xx) de; (m=0,1,2,.)), (3.22)
[}

can be evaluated numerically in finite interval, because those integrand decrease expo-
nentially to zero with the increase of x, are continuous for any x € (0, c0) and are boun-
ded for x —» 0.

The coefficients f/* assume the form

[+ A2 1—22
f;: = 4 60171— ] 6‘lnn fO['f(@) =

(3.23)

fot = ——gocosm®qy, for flo) = d(e—go) = H(P~Dy),

1
E
for a constant normal pressure p, and concentrated forces P acting at the circumference

= go € (4, 1), respectively. For @, = =2, i.e. go = [(1+A?)/2]'/? the values of the
coefficients f;¥ are: pof/m for m=0,4,8,...; 0 for m=1,3,5,... and —gyfn for m =
= 2,6, 10, .... In the case of the load on the circumference p = g, the stress p, in Eq.
(3.19) and subsequent equations would be replaced by P/b.

Notice that the matrix A, is symmetric and can be evaluated by the similar method
as in the autor’s paper [5]. The first two systems in Egs (3.20) correspond to constant
displacement in a circular region (2 = 0 — cylindrical punch or inclusion). In the last
case is a, = —ca, +poa,. To evaluate the unknown constant ¢ we make use of the con-
ditions (3.19) and (3.11) which lead to

2C6, b 2 "'—CZ a, +p02_, d,=0. (3.24)

For the constant displacement § in the circular region 0 < ¢ < 4 we have from Eq. (3.8)
ay, = CG, 667" and the constant ¢ is determined by equation

—cag +poap = CG b4, (3.25)

Consequently, the presented three-part mixed boundary value problem is reduced
to the solution of the simultaneous algebraic equations (3.20). If we determine @, from
Egs. (3.20), (3.19) and (3.24) the function #(x) will be presented by the equation (3.12).
The infinite systems of simultaneous algebraic equations can be solved by truncation
[5, 6]. As a result of the above analysis all components of displacements and stresses and
the parameters which characterize the contact can be found.

4. Displacement and stress fields

The normal displacement on the upper surface of the layer is given by Eq. (3.9) and
on the Jlower one is
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wios ) = 20272 | Iy G e A Ty () s —
0

a
- (Gl CY)-.‘l b a,
n=0 1]

Jo(xg)dx @1

and can be rewritten to the form

we,n) =90 m%+2%b212f A T (x D) [To (xo) by () —
1 0
— el ()Gl + ——”ﬁ Z @ f 2OV i (1)~ (ko) o

@2

where Aj(xn) is the x-derivative of the function 4,(xn). The normal stress on the surface
{ = n is proportional to these displacement.
Making use of the identity

(<]

[ o) 2D i = —(1+0-2 ), (43)
0

where the improper integrals
1y = [ To(x)Za(x)dx (4.4)
0

are presented analytically in the author’s paper [5], the stresses o.(o,0) in Eq. (3.14)
can be rewritten as follows

0

d
0.(0,0) = — va"[ o+o——Ig+h" ;ﬂ', ]+
(e, 0) £ b+ o (e; 4, m)
— 3 1 0? o
-\ = -~ -5 S <}"
o) oce
1
+2CG, xbA| Ak(o; A, 1)+ —; A =o, 4.5
1172 (3 3 A2
ekl i -~ . PR, I s
| 8 (9) F(Z’ 2, 3’ 02)’ }' Q

The symbols F(-, +; +; -) denote the common Gaussian hypergeometric series
and 7*(¢; A, ), h(o; A, m) are the improper integrals defined as follows

5 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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e d ) = [ sheniote) 2 gy,

1]
- ) (4.6)
hos A,m) = [ hGen) T, (x2)Jo(xe)dx,

0

which can be numerically evaluated at the finite interval, because the function A(xz)

tends exponentially to zero as x tends to infinity. The maximum value of the contact stress

at the center p = 0 is
\

[o2(0, O)Jmax = 0,(0,0) =

0

1= 2\" I'fn+(1/2)]
2”"(1+A) T+

n=0

él[to

@
(1 1 1=\ .
XF(T: ”+7, n+1, (1_’_—1) )_;’anh ©; 4,7+
+2CGyxbA[AR(0; A, n)—1], : 4.7

where I'(-) denotes the Gamma function.
On the other hand, making use of the asymptotic expansion of J,(xe) with large value
of x, we obtain
10Z,(x) . 2
X *
ox 2 '/ 1=

—1)cosx]+0(x") @9)
and

o0

oz, (x) { 0z (x) 2 . . }
Jo(x0)dx = ——— [AsinxA— (—1)"cosx]¢Jo(x0)dx—
6[ 0 f w2 sinxA—( 0sx]tJo(x0)dx

2 [ MO~ _ s, H(e—l)] @)

Cw1=R Vg Ver~1
where the values of the Weber-Schafheitlin integrals were employed.
Then, the normal stress in Eq. (3.14) can be represented as

o0, 0) = Za,, f [ 3Z,,£x) '/2_ (AsinxAd— (- 1)"cosx)]Jo(xg)dx—

2 AH(A— o) H(g 1) )
T Y1-A% [V/12~92 = - 2(—1) ]

n=0

_Z ~a,(g; A, m)+2G, CxbA[Ah(o; A, )+ (4.10)

n=0
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3 1 0? h
—F(»g—,—7.;1;7); 0 90< 4, [4.10]
[cont.]
1. = A
-+ J'E, g =
12\ (3 3 ,12) '

where H(-) is the Heaviside’s function.

The first series in equation (4.10) is finite, the second must be zero because the contact
stress is finite at ¢ — A~ for aidenter with a smooth curved base (this condition corresponds
to Eags. (3.10), (3.11)) or has a sinularity when ¢ — A~ for a identer with a flat base or
corners, the third series has a singularity when o — 17 in both cases and the others terms
are nonsingular. '

The physical quantity of interest is the stress intensity factor L, which is defined as.

L, = Y26 1imVe~T (0:(¢, 0}o>s- @11
o—>1*
Using Eq. (4.10) the stress intensity factor can be expressed in terms of a, as
2YF N
L, = E —D"a,. 4.12
b . 'l/l _ 22 < ( ) lll ( )

The stresses decrease from the maximum value to zero in the interval ¢ e (0, 1),
where are always compressive (for a indenter with a smooth curved base), are given by — -
Pof() in the interval p € (4, 1) and decrease from infinity to zero in the remaining inter-
val ¢ > 1, where are tensile, Notice that the stress is finite inside the contact region and
has the desired square-root singularity at ¢ = 1%,

Use is made of families of above solutions, as described in the following sectlons

5. Punch problem
A punch problem is a particular case of the more general case considered in the previous
sections and the formulae obtained there can give its immediate solution.
If xb?p? denotes the shape of the punch, § is measure of the penetration of the punch,
the boundary radius of the contact region A is given by Eq. (3.8) and the total load on the
punch is given by

P = 3 a O~ B+ I, }+ 36,05 1= L i, )], 6D

n=10

where the improper integrals

aZu(x)

HY(2, ) = 247 f hem) 1) 22 gy

. (5.2)
HQ,n) = [ x~h(n)Jy(x2) T (xA)dx,
0

are convergent and equal to zero for a half-space problem.

5%
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The relevant solutions of the special cases are summarxzed (i) Indentation of a layer
or a half-space by a cylindrical punch.

The curvature x is zero for a punch with a flat base, Apart from the displacement
and stress there are four parameters which characterize the contact; these relate to tota}
load P, the central displacement w_(0, #) on the lower surface of the layer and the stress
singularities at the outer and inner boundaries of the annulus. It may be shown that

these are:
P = ﬂCGlda{%-Ti-z—[F(iz,—;; 1;1—;2—)]2+
+(,1_§7)3F(%_% 1;%)1?(%,%;3 lzjl)mma -+
+4 Zm: a..[lé'()»)—li'(ﬂ)+H (2, M, (53)
S - e Z a f WENZMd, (68
2y [ 3 3]
| 6.9
N NS |
where
a, = CG, %‘;—Z—poag (—2%~Z—2) (5.6)

and the parameters ay, a, are the roots of the first and second systems of algebraic equa-
tions (3.20).

The contact stress is given by series
6 0 a 0 (4]
o.(e,0) = _CGJ.?Z' Io+9%10+h (o5 A,m)—

—2 a, {13+93i913+h"(@; A, n)} )

n=1

and has the minimum value

) 2
7:(0,0) = —2CG, —2— [ﬁﬂl F(%—;- 1 (%_1—1‘) )+/1h°(0; l,'r})]—
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" In+(1/2)] 1 1-1\?
—;“ 1+12 (JH) T{n+1) F(? rtgintl; (Tﬁ))“

= a4, 0; 2, ). (5.8)
n=1

Taking 4 > b(np —» o), we have H"(4,%) = h"(o; A, %) = 0 and the above solution
leads to the one of a half-space problem. In order taking p, = 0, we obtain the solution
of the problem in which the annular region 4 < ¢ < 1 is stress free. Similarly, if po = 0
and b > a (41— 0), we can also obtain, by evaluation of the limit under A — 0 the solu-
tion corresponding to stress free surface outside the contact region. Notice that if f(g) = 1,
which corresponds to the constant pressure in the annular region and b » a(i — 0),
but b is bounded in the half-space problem the roots of the system (3.20), have the form
of the set as [6]

, 4

== (4 —1)(1+ 640) ° (r=012"). ¢

which satisfies

) (=D'ay, =1, a, =0, (5.10)
2 2
n=0

and the parameters @, are

2
a, = ———

[ @=srsm e
Po | 2 Z1)(1+ 6,0)

In this limiting case the stress intensity factors are

2 s 2 12 )
La_ —;]/a (CG1 T—;po) (1+a6, a, |

6 17
+CG; o Z (5.11)
0

n=1

2 52 1,
L, = ;l/b [Po+(CG17—; Po) (1+0_32(_1) an)])
n=1

where the parameters o, are the roots of the equations

Z f [JZ(%)]j [JZ( )]dx—éo,,,, m=0,1,2,..). (513)

n=0

(5.12)

It is interesting to note that the presence of compressive outside stresses makes indentation
easier while tensile stresses make indentation harder. For example, if 2 po/ = CGy 6/
the preceding stress intensity factors tend to zero and to the value in the classical penny-
shaped crack problem, respectively.

Only in the limiting case of the half-space problem with stress free surface outside
the contact region we can obtained from the above mentioned results the closed-form
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solution. It 1s

2 0 1
P =4CGda, 00,0 = ~— CG, 777

= H(l1—y9),

w,(0,0) = 6 [H(l —Q)+% arcsin (—ZT) H(p - 1)]; o = t/a, (5.14)

2 éd =
Laz—';CG]_?l/a, Lb—*o.

(i) Two punches, stress free lower surface.

The ratio ¢; = coh/CG describes the relative rigidity of foundation to layer; it being
zero when the lower surface is stress free and infinitely large for a perfectly rigid base.
Using the functions k(xn) and k. (xn), in Eq. (2.23), which for these limiting cases are
reducible, we obtain the solution of the contact problem for a thick plate of height 2k
by a pair of the same punches, which are pressed onto both surfaces of the plate and the
solution corresponding to the stress free lower surface of the layer respectively.

(iii) Concave punch.
If the method is applied to concave punch, then using Eqgs. (3.8) and (3.19) the para-
meters @, are found to be

1! 11 ret

n aﬂ
4, = CG,b laﬁ——poao("" a”)+2€G b~uA~2a} (“ ___) (5.15)
do a a a

0 ao 0 0

where © = —xa® and ¢ are the measures of the concavity of the base of the punch and the
penetration of the punch at ¢ = 4, respectively. The stress concentration factors at ¢ = 4
and o = 1 are given by equations (5.5) and (5.15).

Only in the limiting case of the half-space problem with stress free surface outside
the contact region we obtain from the above mentioned results the closed-form solution’
It may be shown that these are

P = 4CG1a(5—%—u), (> PO:EGlCau)

3
2 §— 2 .
Gz(@: 0) = _; CGla—l“—’V:?lu—Jrf’:lL’ é = 311, o= ’7, (516)

w.(e, 0) = [0—u(l—p 2)]11’(1—‘9)+—{[(3 —u(l—p 2)]arcsm%—u]/@ - }H(g—l)

The condition that the entire punch surface makes contant with the half-spaceis o,(p, 0) < 0
in 0 € p < 1. Then we obtain the condition & > 3u. The critical load P, means the
minimum indented load for the entire face to contact. If P < Py or 8 < 3u, the contact
region becomes annular. The above equations are valid for circular contact region. Addi-
tionally, if u < 0 and 6 > —u, the punch face is convex and the stress o,(p, 0) is always
compressive on the contact region. If ¥ < 0 and 6 < —u the stress a.(e, 0) is compres-
sive without the neighbourhood of ¢ = 1. The physical aspects of the corresponding

isotropic problem are discussed by Barber [7], Shibuya [8] and for transversely isotropic
material by author [9].
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(iV) Parabolic punch

The general case of parabolic punch was presented above. Notice only, that these
results for the half-space problem with stress free surface outside the contact region by
purely limiting manipulations lead to exact solution

0 =2xa*, P= -linCGla

o, _
o,(e,O)=—;6G171/1—92; 0<e<1, (5.17)

wi(e,0) = i [(2 ez)arcsm(g)ﬂ/e 1, e>1; ¢=-—

6. Crack problem

The stress distribution produced by the indentation of a penny-shaped crack by an
inclusion and tractions in a transversely isotropic layer can be investigated using the above
mentioned results.

If we consider a layer of height 2k weakened by a penny-shaped crack of radius b
located in the middle plane of the layer and opened by a thin symmetric rigid inclusion
of profile z = + (6—xb?0?) and by tractions acting outside, then in such a crack problem
formulae obtained in the previous sections can give its solution. By virtue of linear super-
position, the stress field is equivalent to the field generated in the crack faces that are equal
in magnitude but opposite in sign to the corresponding tractions in the uncracked layer.
The last displacement and stress fields are obtained as the particular solution of the
equilibrium equations. In particular: u,, = poreiafc, Wio = —poz(cy +cy2)f€, 0.0 =
= —py, if on the clamped-free faces of the layer the pressure p, is prescribed. Here ¢ is
a combination of the elastic constants, equal to ¢ = ¢33(c;3+¢y2)—2¢%5.

Apart from the displacement and stress there are the stress intensity factors which
characterize the crack problem. These are given by Eq. (4.12) for smooth inclusion and
by Eq. (5.5) for cylindrical inclusion. In the special cases the stress intensity factors at the
inner and outer boundaries of the annulus @ < r < b are given by

_2686,¢ ./ a | 12“’,,
Laf—; b ‘l/l—}.z ll+;16—l a,,],

n=l

2 8G,C .
L, ~ 2% ]/1_12[ Z( 1)an], 6D

when the crack is opened only by cylindrical inclusion (po = 0) and

: 2 (e, & &
L= - ]/1:112 e PRIt 62
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for cylindrical inclusion and pressure

L 2(-1)" %

Po Z Poor = CG, —bZZ_('; © 2l

Z(—l)"("" —‘i),

n=1

(6.3)

where the critical load po., means the minimum pressure for the tip p = 4 of the crack
to contact. When the pressure at the layer surface is above the critical load we have an
annular contact region between the crack faces, the outer circumference of which coincides
with the crack tip and the inner radius of which will shrink with increasing load.

The crack problem for high loads can therefore be treated by contact problem of the
layer and rigid base with protrusion, which is discussed in the other author’s paper [6].

The stress in ensity factor L, is allways negative, decreases with the, increase of the
external pressure to value (6.2) and for the pressure above the value (6.3) depends on the
load as in the contact problem [6]. In contrast L, is positive and decreases to zero.

On the other hand, in the case of the tension of the layer with cylindrical inclusion in
the crack, there may be cases that the inclusion surface makes partially contact or does
not make contact with the elastic medium. Let p;., be the tension giving the state in which
the layer contacts the surfaces of the inclusion without neighbourhood of the point e= 0
Then for thick layer Eq. (5.6) and (5.8) give

1 v
BO+—r Z’ @ I0) -
Pocr = : (6.4

1+a021(0)( )

When the tensile load p, is above the critical value (6.4), the contact area will be an annu-
lus, the inner circumference of which increases with the increase of the load, and when
the load is above some value pg,, the elastic body does not make contact with the surface
of the inclusion. These critical loads can be found from the condition w.(4, 0) = &, where
w.(4, 0) denotes the displacement of the penny-shaped crack in the point o = 2.

For a thick layer these critical loads are given by formula

o1
b y1=a"

Very interesting case in which the tension is in the interval pj, < po < Po. and the
contact region on thg cylindrical inclusion is annular is not included in our solutions.
By substitution of Eq. (6.5) for 1 = 0 into -Eq. (5.12) .we obtain L, - 0 and L, =
= 2po l/b/ﬂ
The physical aspects of the corresponding isotropic problem are discussed by Tweed
[10] and Gladwell [11].

1 2
Poer = _'2— Gl C (65)
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7. A rigid inclusion pressed between two layers

The solution presented here may be applied to the following problem: two identical
transversely isotropic layers are pressed together by a pressure; a rigid obstacle lies bet-
ween the layers. The solution for each layer may be obtained as the superposition of two
fields. The first corresponds to a stress field in the z-direction namely o.(r, z) = —pof(r).
The second may be expressed by means of the above mentioned results provided that the
compatibility equation {dw.(r, 0)/dr},_, = O is satisfied. This is the equation gividg b,
the extent of the contact region. Thus, on using Egs. (3.5) and (3.7) we find F(x) = 0 or

Z (—I)"(l,, =0, (71)

n=0

which with the aid of the notation (3.19) may be written

2CG,%b D, (= 1ya)" —¢ D) (=1)d] +py D, (= 1y'a), = 0. (7.2)
n=0 n=0 n=0 .

Assuming the ratio of the inner to the outer radius of the uncontact region 4 = a/b
and the ratio n = A/b an solving for given external pressure distribution the equations
(3.20) we can obtain the parameters a;, a, and a;’. Then, Egs. (7.2) and (3.24) yield the
value of the pressure p, and Egs (3.8) and (3.19) the value of 4 in terms of known quan-
tities; the values which give this contact state.

Full details of the other corresponding problems may be found in the articles by
Alblas [12], Gladwell [13, 14] and author [6].

8. Isotropic case

All the results obtained in this paper can also be applied for completely isotropic
bodies.

Setting « = 5, +5, = 2 and evaluating the limit under g = s; —s, — 0 in Eq. (2.23),
we get

h(x)—1 o
{ hi(x) } T Sinh2x+2x+¢; x~1(cosh2x—1) %
—~[cosh2x —2x% ~1+ ¢, x~ 1 [sinh 2x +2x)]
x { 2(sinh x +xcosh x) ‘

8.1)

For an isdtropic material the parameter C reduces to (1-»)~! and the relative rigidity
of the foundation to- the layer is ¢; = ¢oh(1 —~»)/G. Here G is the shear modulus and »
is Poisson’s ratio.

9. Conclusions

It has been demonstrated that a large',class of unbonded contact prbblems may be
reduced to the solution of the infinite systems of simultaneous algebraic equations.
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On the basis of the presented results the effect of arbitrary loading outside of an inden-
ter, of the boundary conditions and transverse anisotropy on the contact behaviour and
the load-contact length relation can be clarified.
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Peswme

KOHTAKTHASL 3AH0AYA XECTKOI'O TEJIA M TPAHCBEPCAJIbHO-H3OTPOIIHOTO
CJ104

PaccmarpuBaeTca 3aRa4ya TPAHCBEPCAIILHO-H30TPOIHOIO CI0A KOHTAKTHPYEMOIO C >KECTKHM TEJIOM.
Hrmxunit kpait crios yapyro nomnépreiii, Ha Bepxueli mlowanxe JaHo HOPMAJIBHOE NEPEMELIIEHHE BHYTPH
KPYroBoi oONEacTH ¢ HEM3IBECTHBIM PafXMyCoM, BOKPYT KOTOPOLO BBLICTYNAIOT HOPM&NBHLIE HANDSIKEHHMA
B 00J1aCTH 1COJIBYA M HCUEIAIT HOPMAIBHLIE IEPEMEIEHH Ha OCTANGHON UACTH BEPXHEro Kpas CiIoA.

__ SBapmaya cHopMYTMPOBANA KAK PEINEHNE TPOMHLIX MHTETDANBHBLIX YPABHEHHH. Tpu penrenmn STHX
ﬁpasﬂeﬂuﬁ MCIIOIIBAYIOTCA JuddeperiiHansHoe, HITErpaIbHoe M PANOBoe IPEACTABIeHUA HEN3BECTHOR
hyHHIUHH, KOTOPAs YOORIETBOPAET ABa M3 TPEX YPABHEHUH TOUHO, B TO BPEMA KAK TPEThE BEJET K TPEM
GeCKOHEYHBIM CACTEMaM arebpanyecKHX YPABHEHAA OTHOCKTENBHO K03 (bHIMEHTOR BBEACHHBIX B IIpeX-
CTaBJleHHH,

Dusyryeckne BENMYMHBI, KOTOPLIE XAPAKTEPH3YIOT KOHTAKT H KoI(h(hMIMEHTLI HHTEHCHBHOCTH
HAOPAKEHMA NPESCTABIEHB] DK TTOMOLIH ko3¢ dHIHEHTOR — penlenuy anrefpanyecKuX YpaBHEHMH,

Paccmorpeﬂbr HEKOTOpbIC 3aaUd O LITaMIIE, BKIIOUCHMH H TPEINHHE B TPAHCBEPCAIBHO-H3OTPOII-
HOM CJoe. .
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Streszczenie-

KONTAKT MIEDZY SZTYWNYM CIALEM I POPRZECZNIE IZOTROPOWA WARSTWA

Rozpatrzono zagadnienie warstwy poprzecznie izotropowej kontaktujacej si¢ z cialem sztywnym.
Dolna plaszczyzna warstwy jest sprezyscie podparta. Na gérnej powierzchni warstwy dane jest normalne
przemieszczenie wewnatrz kotowego obszaru o nieznanym promieniu; na zewnatrz tego obszaru wyst¢puja
normalne naprezenia, a na pozostalej czeSci tej powierzchni przemieszczenia normalne sa réwne zeru.
Na obu brzegach warstwy naprezZenia styczne nie wystepuja.

Autor sformulowal zagadnienie jako rozwigzanie potrdjnych réwnan catkowych. W celu rozwiazania
ich wprowadzono taka rézniczkowa, catkowa i szeregowa reprezentacj¢ poszukiwanej funkeji, ktéra
spefnia dwa z trzech réwnan Sciéle, podczas gdy trzecie réwnanie prowadzi do trzech nieskoriczonych
ukfadéw roéwnad algebraicznych wzgledem wspolezynnikdéw wprowadzonych w reprezentacji. Fizyczne
wielkosci, ktore charakteryzuja kontakt oraz wspodlczynniki intensywnosci naprezenia wyznaczono za
pomocy rozwiazan ukiadéw réwnan aigebraicznych.

Rozpatrzono pewne zagadnienia stempla, inkluzji i szczeliny dla poprzecznie izotropowej warstwy.

Praca wplynela do Redakceji 28 pazdziernika 1984 roku
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METODA GENERACJI WYBUCHOWYCH DYNAMICZNYCH OBCIAZEN
SYMULUJACYCH TAPNIECIE

RoMAN KRZEWINSKI, ANDRZEJ SPYCHALA,
RADOSEAW TREBINSKI, WACEAW WARACHIM,
EDWARD WELODARCZYK, MIECZYSLAW ZIELINSKI

WAT
1. Wstep

Jednym. z podstawowych zagroZed wystgpujacych w gérnictwie podziemnym sg tap-
nigcia gérotworu. Tapnigcie, bgdace procesem gwaltownego odciaZzenia si¢ gdérotworu,
generuje fale naprezef, ktére wprawiaja w ruch masy skalne sgsiadujace z wyrobiskami
gbérniczymi. W wyniku tego pojawiajg si¢ duZe, szybkozmienne obciaZenia dzialajace
na gbérnicze obudowy $cianowe. Dla zabezpieczenia wyrobisk przed skutkami tapnigé
konieczne jest przystosowanie elementéw obudéw zmechanizowanych do pracy w warun-
kach obciazenn dynamicznych wystepujacych w pokladach tapiacych. Szczegdlnej uwagi
wymaga konstrukcja stojakdédw i osprzetu hydraulicznego przejmujacego obcigZenie
dynamiczne.

Stan wiedzy na temat wielkoéci i czasu trwania obcigzen dynamicznych przejmowanych
przez obudowy nie pozwala na opracowanie jednoznacznej metody oceny przydatnosci
elementéw konstrukcyjnych obudéw zmechanizowanych do pracy w warunkach pokla-
déw tapigcych. Pozostaje tym samym jedynie metoda poréwnawcza okreslania wytrzy-
maloéci dynamicznej elementédw konstrukcyjnych obudow zmechanizowanych na stano-
wiskach symulujacych obciaZenia generowane tapnieciem. Powszechnie stosowana metoda
badania dynamicznej wytrzymalosci stojakéw jest metoda kafarowa. Metoda ta posiada
szereg istotnych wad, do ktorych naleza:

— wyzwalanie duzych energii uderzenia wymaga duzej wysokosci spadania masy, tym
samym konstrukcja stanowiska musi byé odpowiednio wysoka; '

— skomplikowana zmiana masy bijaka konieczna do wywolvwania réznych obciazen;

— budowa duzych i kosztownych fundamentéw;

— zagroZenie $rodowiska spowodowane przenoszeniem si¢ drgan wywotanych uderze-

niem.

Wady stanowiska kafarowego, a szczegblnie jego szkodliwe oddziatywanie na otoczenie
sklonily autoréw niniejszego opracowania do poszukiwania innych rozwiazad. Zatozono,
Ze nowe stanowisko badawcze powinno stanowié uklad zamknigty, w ktérym zbedny jest
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fundament. Drugim istotnym zalozeniem bylo poszukiwanie taniego Zrédla energii,
charakteryzujacego si¢ duza moca. Postanowiono do generacji obciazeri wykorzystac
energi¢ pochodzaca z wybuchowego spalania prochu strzelniczego. Wyniki oszacowap
oraz badania modelu stanowiska wskazywaly, Ze zastosowanie generatora obcigZes
wybuchowych umozliwi uzyskanie duzego obciazenia przy bardzo krétkim czasie jego
narastania. Rezultaty badan wstepnych na stanowisku prototypowym w pelni potwier-
dzity te prognozg.

W niniejszym opracowaniu przedstawiono opis stanowiska dynamicznej diagnostyki
stojakéw z wybuchowym generatorem obcigzenn oraz wyniki badan skalujacych, Pre-
zentowany jest rowniez matematyczny model stanowiska bedacy podstawa teoretycznej
prognozy parametrow obcigzen generowanych na stanowisku, przeprowadzona jest
dyskusja wynikéw i poréwnanie z wynikami badarn do§wiadczalnych.

Na zakoriczenie sformutowane sa wnioski dotyczace wybuchowej metody symulacji

tapnigc.
2. Opis stanowiska i wyniki badan skalujacych
Schemat prototypowego stanowiska dynamicznej diagnostyki stojakéw przedstawia

rys. 1. Zamknigty uklad stanowiska stanowia dwa bloki oporowe 1 i 2 polaczone stu-
pami 3. Badany stojak 4 rozparty jest pomigdzy tlokiem generatora 5 i blokiem oporowym

———
\&

A
\a \L\\l

Rys. 1.

2. Wybuchowy generator obcigZen sklada si¢ z tloka 5 i komory spalania 6 opartej o blok
oporowy 1 [2]. .

ObciaZenie stojaka wywolane jest spalaniem ladunku prochowego. Spalanie inicjo-
wane jest za pomocg zaplonnika elektrycznego. Wielkosé obcigzenia dynamicznego regu-
lowana jest gestoscia ladowania komory. Gestosé ta definiowana jest jako stosunek
masy tadunku prochowego do objetosci komory spalania. Czas parastania oraz catkowity
czas trwania obcigzenia przy stalej gestosci ladowania mozna regulowaé wielkoécia
i ksztaltem ziaren prochowych.

Prototypowe stanowisko poddane zostalo badaniom skalujgcym. Oprzyrzadowanie
zawieralo uktady pomiarowe do rejestracji przebiegdéw cidnienia w cylindrze stojaka,
odksztalcet $cianki cylindra, ttoczyska i przedtuzacza stojaka oraz przemieszczen czesci
ruchomych stojaka. Przebiegi cisnienia w oylindrze stojaka rejestrowano za pomocg
pigciu réwnoleglych kanaléw pomiarowych. Dwa z nich zawieraly przetworniki piezo-

'
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elektryczne, pozostale — manometry tensometryczne. Zastosowanie czujnikéw piezo-
elektrycznych obok tensometrycznych miato na celu sprawdzenie poprawnoéci rejestracji
przebiegéw dynamicznych przez manometry tensometryczne. Na podstawie wynikow
rejestracji przebiegéw cisnienia stwierdzono, Ze manometry tensometryczne wiernie
rejestruja generowane ciénienia i nie zachodzi potrzeba stosowania przetwornikéw piezo-
elektrycznych. )

Podstawowym celem badan skalujacych bylo sprawdzenie zatoien konstrukcyjnych
i prawidlowoéci dzialania generatora obcigzen dynamicznych. Dodatkowym celem bylo
zbadanie mozliwoéci badawczych stanowiska, a w szczegdlnoéci zbadanie wplywu gestosci
tadowania na wielkodci obciazenia oraz wplywu rodzaju prochu na czas narastania
i trwania obciaZenia. Przedmiotem badan byly dwa typy stojakéw: najwiekszy z produ-
kowanych o $rednicy 250 mm przy pelnym wysunieciu tloczyska oraz stojak @200 mm,
réwniez przy pelnym wysunigciu tloczyska. W obu typach stojakéw wstgpne ci$nienie
w cylindrze wynosito 25 MPa.

Na rys. 2 przedstawiono przykladowy oscylogram przebiegu ciSnienia w cylindrze
stojaka @ 250 mm przy gestoéci tadowania komory generatora 4 = 200 kg/m3. Przebieg
ciénienia ma charakter tlumionych drgan o do$¢ szybko malejgcej amplitudzie. Naj-

ts

—a-J 20ms L—

Rys. 2.

bardziej istotne z punktu widzenia badah wytrzymatosciowych jest pierwsze, najwyzsze
maksimum ciénienia. Czas, w ktérym cisnienie osiaga maksymalng warto$¢, przyjeto
jako miar¢ czasu narastania obcigZenia.

Wryniki badan stojaka @ 250 mm przedstawiono w tabeli 1. Zawiera ona pomierzone
w kolejnych probach wartosci ciénienia dynamicznego w cylindrze stojaka pg, Czasu jego
narastania f; oraz naprezen rozciagajacych w $ciance cylindra stojaka o,. i $ciskajacych
w $ciance tloczyska o,, w funkcji gestosci fadowania komory generatora 4. Przy prébie -
6 naprezenia rozciggajace w $ciance cylindra osiagnely warto$¢ znacznie przekraczajaca
minimalng warto§¢ granicy plastycznosci, co spowodowalo wybrzuszenie cylmdra i utrate
jego szczelnosei.

Wyniki badan przedstawione w tabeli 1 ukazujg mozliwo$¢ uzyskiwania na stanowisku
wielkodci obciazen zmieniajacych si¢ w duzym zakresie, do obciazed niszczgcych wiacz-
nie. NaleZy zwréci¢. uwage na czasy narastania obciaZenia f,. Sa one znacznie krotsze
od czaséw uzyskiwanych na stanowiskach kafarowych.

Badania stojakéw @ 200 mm daly rezultaty zblizone do uzyskanych dla stojakéw
@ 250 mm. W trakcie badaf wygenerowano obCIQZeme przy ktérym nastqplio rozer-
wanie cylindra stojaka.
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Tabela 1
Préba Y| DPms Is Orc Oy

nr kg/m? MPa ms MPa MPa
1 50 35 8,5 91 78
2 100 60 5,0 313 264
3 150 95 4,0 495 427
4 200 115 4,0 573 491
5 200 125 3,5 586 500
6 300 155 3,0 797 682

W kolejnej serii prob zbadano wplyw rodzaju prochu na parametry obciaZzen gene-

rowanych na stanowisku. Badania te przeprowadzono dla stojakow @ 200 mm. Wyniki
badai przedstawiono w tabeli 2. Z zastosowanych prochéw najwigksza grubosé warstwy
palnej posiadal proch RNDSI, najmniejsza WUFL. Jak wynika z danych przedstawio-
nych w tabeli 2 odpowiedni dobdr gruboéci warstwy palnej ziaren prochowych pozwala

zmieniaé czas narastania obcigZenia w bardzo szerokim zakresie.

Tabela 2
Préba 4 Dms 1 Orc Osr Proch
nr kg/m3 MPa ms MPa MPa oc
|
1 100 50 220 236 181 SwW
2 220 80 50,0 369 283 RNDSI
3 200 110 15,5 491 377 SwW
4 100 100 5,0 455 349 WUFL

3. Matematyczny model stanowiska

W fazie projektowania stanowiska opracowano model matematyczny, ktory postuzyt
do dokonania teoretycznej prognozy parametréw obciaZenia. Celem tej prognozy byla
weryfikacja wybuchowej metody symulacji tapnigé. Wyniki prognozy potwierdzily stu-
sznos¢ przyjetych zalozen. Oszacowane wielkoéci obciazer wykorzystano przy obliczeniach
wytrzymato§ciowych elementéw stanowiska. Po uruchomieniu stanowiska prototypowego
1 do$wiadczalnej weryfikacji modelu, wykorzystano go do planowania dalszych badan,

Dla oszacowania parametréw obciaZenia generowanego na stanowisku przyjeto
schemat zastgpczy uktadu pokazany na rys. 3. Sita Fp(z) reprezentuje sile wywierang
przez gazy prochowe. Masa m, przedstawia soba laczng mase bloku oporowego 1 i cylindra
generatora 6 (rys. 1). Masa m, odpowiada masie tloka generatora i ruchomych czedci
sitownika. Masa m; reprezentuje taczng mas¢ bloku oporowego 2 i cylindra stojaka.
Symbolami k, i k, oznaczono zastgpcze sztywnosci stupbw 1 stojaka.

Na matematyczny model procesu fizycznego przebiegajacego w rozpatrywanym ukla-
dzie skladaja si¢ réwnania opisujace proces palenia si¢ fadunku prochowego oraz réw-
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nania ruchu elementéw ukladu. Proces palenia si¢ fadunku prochowego i rozprgZama
gazéw prochowych opisany jest w oparciu o nastepujace zalozenia:
— w komorze spalania panuje jednorodne ci$nienie;
— energie kinetyczna gazéw prochowych mozZzna pominaé ze wzgledu na mala mase
tadunku w poréwnaniu z masami m; i my;
— zmiany stanu gazéw prochowych opisuje réwnanie Abela
p(vy,—a) = RT, G.D
gdzie p — ci$nienie, v, — objetosé wlaéciwa, o — kowolumen (wspolobjetosé), R —
stala gazowa, T'— temperatura;
— pojemno$é cieplna gazéw prochowych nie zalezy od temperatury;
— palenie sig ziaren prochowych podlega geometrycznemu prawu spalania [1]:
dd_SP =I'(p, I'(¥) = 1+4—1—f—, : : 3.2)
gdzie ¥ — wzgledna objeto$¢ spalonego prochu, ¢ — czas, x, 4 — charakterystyki
ksztaltu ziarna prochowego, u; — liniowa predko$¢ palenia si¢ prochu przy cisnieniu
atmosferycznym, e, — grubo$é warstwy palnej ziarna prochowego;
— straty energii zwigzane sa z oddawaniem ciepta §ciankom komory spalama oraz
* ucieczka gazéw prochowych z komory.
Opierajac sie na powyzszych zaloZeniach wyprowadzono réwnanie opisujgce czasowa
zmiang ci$nienia w komorze generatora. Punktem wyjécia jest réwnanie bilansu energii
dla mieszaniny gazowo-prochowej. Ma ono postaé:

dE, dE; dL do  dE,

- &= it 3.3
_ dt a ta T atTa 3-3)
gdzie Ey, Eg, L, O, Ey oihaczajq odpowiednio: energi¢ wydzielona przy spalaniu prochu,
energie wewnetrzng gazdw prochowych, pracg przesunigcia mas m, i m,, straty cieplne
oraz straty energii na skutek ucieczki gazu z komory. Poszczegdlne skladniki wystgpu-
Jace w réwnaniu (3.3) mozna wyrazi¢ w sposob nastepujacy [1]:

dEy wf d¥

= 3.4
dt y—1 dt’ @4

dE; d | P - ) 3.5
—dr—ﬁ[ﬁ(”*—r‘“‘“’"a]' G-

6 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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dL
= PA(w,—vy), (3.6
a EG-"Za €X)

gdzie o — masa ladunku prochowego, f— sila prochu, y — wykiadnik izentropy gazéy
prochowych, ¥ — biezaca objetos¢ komory, m, — masa gazow prochowych, J — gestoi
stalego prochu, 4 — powierzchnia tloka, vy, v, — predkos¢ mas m, i m;, G — wydatek
gazu uciekajacego z komory. Uwzgledniajac wyraZenie na zmiang objgtosci:

V= Vo+A@x,—x1), (3.8)
oraz zwiazek ([1]):
dn,  d¥
@ ~ a9 (39)
i wykorzystujac zaleznosci (3.4) - (3.7) mozemy réwnanie (3.3) przeksztalci¢ do postaci:
dp y—1 w P ) av J/ B
T I {y—l (f S @ T -1 (AR e+
V— —6— w— amg
o dmy | dQ}_ G
7 Il A e

Roéwnania (3.2), (3.9) i (3.10) opisuja proces zachodzacy w komorze generatora.
Aby opisaé caly proces zachodzacy na stanowisku nalezy do mich dotaczy¢é réwnania.
ruchu elementéw stanowiska:

.(th‘ = —ml-l— [Fo_+k1(x3—x1)—Ap], -. 5 | .' G.11)
e Up=Fo—ka( =), G
‘f;’;‘ =-—ml—a.[kz(xz—xs)-kl(xs—xl)], G0y

S o, . 1,23, (3.149

Symbol Fy wystepujacy w réwnaniach (3.11) i (3.12) oznacza site wstepnego rozparcia
stojaka. '

Warunki poczatkowe dla ukladu réwnan (3.2), (3.8), (3.10)-(3.14) majg postac:

O =g =", o6

i)
() = C\e 4]

. (a_ %) , (3.16)
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my(0) = w¥(0), 3.17
'vl(O) = 07 l= 1: 2a3’ (318)
x1(0) = 0. (3.19)

Uklad réwnan (3.2), (3.8), (3.10)+ (3.14) wraz z warunkami poczatkowymi (3.15)-
(3.19) stanowi matematyczny model stanowiska. Uklad ten rozwigzywany byt w sposob
numeryczny, metoda Rungego-Kutty czwartego rzgdu. Wyniki obliczen przedstawione
sa w rozdziale 4.

4. Wyniki teoretycznej prognozy parametréw obcigZenia

W obliczeniach przyjeto nastgpujace wartosci parametrdw charakteryzujacych uktad:
m, = 4857 kg, m, = 368 kg (343 kg) (dane bez nawiaséw odnosza si¢ do stojaka @
250 mm, w nawiasach do stojaka @ 200 mm), ¥, = 1 dm3, 4 = 3,142 dm?, f = 1 MJ/kg,
a = 0,9 dm?/kg, &= 1600 kg/m?, y =12; %= 1;11; 2 = —0,1; e, = 0,125.10"3 m
u; = 0,9 mm/sGPa, k; = 4,05 GN/m, k, = 0,1041 GN/m (0,0949 GN/m), F, =
= 1227 kN (785 kN). Zastepcza sztywno$é stojaka wyznaczono traktujac go jako szere-
gowe polaczenie dwodch elementdéw sprezystych: jednego odpowiadajacego tloczysku
z przedtuzaczem i drugiego odpowiadajacego stupowi emulsji zawartej w cylindrze,
W pierwszym etapie obliczeri pominigto wplyw efektéw dyssypacji energii, tzn." przyjeto
iQ _ .
= 0; G=0. A

Otrzymane z obliczef wartodci maksymalnych cinien w generatorze p,, i w cylindrze
stojaka p,,, w funkcji gestosci fadowania dla stojakéw @ 250 mm i @ 200 mm przedsta-
wiono na rys. 4. Jak wynika z przedstawionych wykreséw, w zakresie dostgpnych w ukla-
dzie gestosci ladowania 4 do 400 kg/m® mozliwe jest uzyskanie w stojaku @ 250 mm
maksymalpych ci$nien rzgdu 200 MPa, za$ w stojaku @ 200 mm — rz¢du 300 MPa, przy
maksymalnym ciénieniu gazéw prochowych okoto 550 MPa. Prognozowane wartosci

T r i
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500|- .
— LODr
&
= Prsl®200mm)
o 3001~
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Rys. 4.
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ciénienia znacznie przekraczaja wartodci cisnienia, przy ktdérych nastepuje zniszczenie
stojakow.

Otrzymane z obliczen czasy narastania ciénienia w generatorze ¢, i stojaku ¢, w funkeii
gestoéei tadowania przedstawiono na rys. 5. Jak wynika z przedstawionych wykresdw czas
narastania obcigzenia stosunkowo stabo zalezy od gestosci fadowania i waha si¢ w gra-

|
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nicach 4,5-35,5 ms. Czas narastania ci$nienia w generatorze jest kilkakrotnie krétszy,
co jest zrozumiale zwazywszy, Ze obciaZenie przekazywane jest na sitownik przez elementy
bezwladne.

Korzystajac z wynikow analizy- numerycznej dokonajmy poréwnania wybuchowej
1 kafarowej metody generacji obcigzen dynamicznych. Ot6Zz czas parastania ci$nienia
w cylindrze stojaka zalezy od predkosci z jaka porusza si¢ masywny element obciaZajacy
stojak. Im wigksza jest predkosé tego elementu, tym krétszy jest czas narastania ci$nienia
w cylindrze. Z analizy wynika, 2e tlok generatora uzyskuje predkosé rzedu kilkunastu
m/s. Na przyklad, dla gestosci Tadowania 4 = 200 kg/m® uzyskuje si¢ warto$é maksymal-
nej predkoscei tloka réwna 17,7 m/s. Predkosé te osiaga ttok na drodze 24 mm. Dia uzy-
skania tej samej predkosci bijaka na stanowisku kafarowym naleZaloby uniesé¢ go na
wysokos¢ okoto 16 m. Pordwnanie drég rozpgdzania thumaczy dlaczego wybuchowa
metoda generacji obcigzen pozwala uzyskiwaé czasy narastania ci$nienia w stojaku nie-
osiagalne w metodzie kafarowej. '

Dla stojaka @ 250 mm dokonano poréwnania wynikéw analizy z wynikami badas
na stanowisku prototypowym. Na rys. 4 i 5 linig przerywana zaznaczono otrzymane
eksperymentalnie zaleznos$ci maksymalnego ciénienia w sitowniku i czas narastania obcia-
Zenia od ggstosci tadowania. W odniesieniu do maksymalnych wartosei obciazenia wyniki
obliczen i eksperymentu pozostaja w dobrej zgodnoéci, z tym, Ze ze wzrostem gestosct
fadowania powigksza sig rozbieznos$é pomiedzy wynikami obliczesi i eksperymentu. Jest to
spowodowane efektami dyssypacji energii w ukladzie oraz odksztalceniem §cianek cylindra
stojaka. Dla gestosci fadowania 4 = 300 kg/m® zaobserwowano trwale odksztalcenia
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cylindra, co §wiadczy, Ze dla duzych obcigzen stojaka nalezy bra¢ pod uwage odksztal-
calno$é Scianek jego cylindra. _

Czasy narastania obcigzenia okre§lone teoretycznie i eksperymentalnie pozostaja
w dobrej zgodnosci. Oceniajac ich zgodno$é nalezy wzigé pod uwage fakt, ze dokladne
okre$lenie momentu uruchomienia tloka generatora w oparciu o do§wiadczalne przebiegi
ciénienia jest utrudnione, gdyz poczatkowo cisnienie narasta bardzo powoli (patrz rys. 6,
wykres ps(2)). Trudnoéci z okre§leniem poczatku narastania obcigzenia utrudniajg poréw-
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Rys. 6.

nanie czasowych przebiegéw ci$nienia otrzymanych z obliczetn i eksperymentu. Aby
przeprowadzi¢ takie poréwnanie dokonano ,,synchronizacji’” obu przebiegéw, przyjmujac
Jjako wspdlng taka chwile, dla ktérej na narastajacej czgéci pierwszego maksimum, ciénienie
osigga polowe wartosci maksymalnej. Wybér tego punktu podyktowany byt tym, Ze jest
to punkt najwiekszego nachylenia krzywej p,(t), co pozwala na precyzyjne okreslenie
odpowiadajgcej mu chwili czasu. Zsynchronizowane w opisany wy2ej sposob teoretyczny
i do$wiadczalny przebiegi ci$nienia w cylindrze stojaka przedstawiono na rys. 6. Na rysunku
tym przedstawiono réwniez otrzymane z obliczeri przebiegi ci$nienia gazéw prochowych
p(t) 1 naprezen w stupach o (¢).

Poréwnanie do$wiadczalnego i teoretycznego przebiegu cisnienia wykazuje dobra
zgodno$¢ dla pierwszej oscylacji ciénienia. Dla dalszych oscylacji wystepuje dobra fazowa
zgodno$é obu przebiegéw, przy dosé duzej rozbieznosci w wielkosci amplitudy drgar.
Fakt ten nasunal przypuszczenie, Ze model stojaka powinien obok elementu sprezystego
zawieraé réwniez thumik. Obliczenia wykonane przy uwzgle¢dnieniu tlumienia wiskotycz-
nego wvkazaly, ze obserwowane w ukladzie thumienie drgan nalezy laczy¢ z innymi efek-
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tami. Na rys. 7 przedstawiono wykresy obrazujace zaleZno$é maksymalnej pmay i mini-
malnej pai. amplitudy trzech kolejnych oscylacji ciénienia od wspélezynnika thumienia c,
Préba doboru takiej wartoéci wspdlezynnika thumienia, dla ktérej otrzymano by zgodnosé
obliczonych i pomierzonych wartosci ci$nienia zakoriczyla si¢ niepowodzeniem. Co wigcej,
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w obliczeniach uzyskano wzrost wartosci kolejnych minimoéw. Tymczasem w badaniach
stwierdzono nieznaczny spadek ich wartodci. Istnieje zatem istotna réznica jako$ciowa,
ktéra sklania do poszukiwania innych mechanizméw thumienia drgan w ukladzie. Roz-
patrzono dwa takie mechanizmy: oddawanie ciepla przez gazy prochowe oraz ucieczke
gazéw z komory generatora.

Wplyw efektu oddawania ciepla oszacowano postuzywszy si¢ wzorem Mouraura — [1].
Wzér ten wyraza iloé¢ ciepla oddawanego przez gazy prochowe jako liniowa funkcje
ci$nienia:

=D Di- CM&MLE?IA ’ @D

gdzie C, — empiryczny wspdlczynnik zalezny od grubosci warstwy palnej ziarna pro-
chowego, 4, — powierzchnia wewnetrznych $cianck komory. Poréwnanie wynikéw ekspe-
rymentu i obliczen wykonanych przy przyjeciu wyrazenia (4.1) na intensywno$é strat
cieplnych pokazalo, ze oszacowany wplyw strat cieplnych nie daje takiej skali thumienia
drgan jak zaobserwowano w eksperymencie.

Dla ilo$ciowego oszacowania efektu ucieczki gazéw prochowych z komory generatora
postuzono si¢ analogia z wypltywem gazu z komory spalania silnika rakietowego na paliwo
stale. Zgodnie z tg analogia przyjeto, ze wydatek gazu jest proporcjonalny do p1erw1astka
ze stosunku cisnienia gazu i jego objetosci wlasciwej:

G=D2]/-§=D2]/”’§g, y @
g

gdzie D, — wspdlezynnik proporcjonalnoscei.
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Wyniki obliczen pokazaty, Ze efekt ucieczki gazéw prochowych daje skalg thumienia
drgait zblizong do obserwowanej w doswiadczeniu. Sugeruje to, Ze efekt ten jest podsta-
wowym mechanizmem thumienia drgan w ukladzie.

Dla poszerzenia zakresu badan stanowiska pojawila si¢ potrzeba wydhuZenia czaséw
naragtania obcigZzenia. W tym celu rozpatrzono nastepujace mozliwosci: obniZenie wstep-
nej sity rozporu F,, dolaczenie dodatkowej masy Am do ttoka generatora oraz zastosowanie
prochu o wigkszej gruboéci warstwy palnej e;. Na rys. 8 przedstawiono wykresy zalez-

207 T T ;
ms
200 - -
s |2
wi
__S_A 10|~ Eg
-~ o 100l - Pso =01 MPa |
-~ Pso =25MPa
— ‘ l ! [
0 0 100 200 300 %00

Al kg/ m?
Rys. 8.

noséci maksymalnego ciénienia w cylindrze stojaka p, i czasu jego narastania z, w funkcji
gestosci tadowania dla dwéch réznych wartosei ci$nienia wstepnego pg, — 0,1 1 25 MPa.
Z poréwnania wykreséw dla réznych wartosci ci§nienia wstepnego p;, wynika, Ze obni-
Zenie jego wartosci niewiele wptywa na maksymalna warto$¢ ciSnienia, powoduje nato-
miast pewne wydluZenie czasu narastania ci$nienia. JednakZe skala wzrostu czasu na-
rastania ciénienia nie pozwalalaby na istotne rozszerzenie mozliwosci badawczych sta-
nowiska. .

Wyniki analizy wpltywu dodatkowej masy Am dotaczonej do tloka generatora na mak-
symalne ci$nienie w stojaku i czas narastania ci§nienia przedstawiono na rys. 9 i 10. Jak
wynika z przedstawionych wykreséw, znaczny wzrost masy ttoka daje nieznaczny wzrost
czasu narastania obcigzenia, przy praktycznie statym maksymalnym ci$nieniu. Otrzymane
wyniki wskazuja, ze zwiekszenie masy ttoka nie jest efektywna droga do wydhuzenia czasu
narastania obciaZenia. '

Wyniki analizy wplywu gruboéci warstwy palnej ziaren prochu e, na warto$¢ czasu
narastania obcigZenia przedstawiono na rys. 10. Jak wynika z przedstawionych wykresow
zastosowanie prochu o grubosci warstwy palnej rzgdu 1 mm pozwala uzyskaC czasy
narastania rzedu kilkudziesigciu milisekund. Wydtuzenie czasu narastania ci$nienia odbywa
si¢ jednakze kosztem obniZenia maksymalnej wartosci ciénienia (rys. 9). Wyniki badan
eksperymentalnych potwierdzity wnioski wynikajace z analizy teoretycznej. Jak wynika
z danych przedstawionych w tabeli 2, poprzez zastosowanie prochu o duzej grubosci
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warstwy palnej udalo si¢ uzyskaé znaczne wydluzenie czasu narastania obciaZenia. Towa-
rzyszyl temu znaczny spadek maksymalnej wartosci ciénienia.

T T
150} - -
Pslam)
“5 100! —
[«
Z
- 4300 kg /o
Rslegd
S0{ - A=200 kg /m? -
| \
Q 05 1.0
e,lmm)
| | | ]
0 1 2
amiMgl
Rys. 9.
60 T
£=200kg fri°
— 40 .
2]
8=300kg /i
20 —
ts{am)
|
0 0.5 1.0
e lmm}
| | : L]
1 2
Am(Mg]

Rys. 10.

5. Wliioski

Wyniki badani modelowych oraz badan skalujacych prototypowego stanowiska do
dynamicznej diagnostyki stojakéw pozwalajg na sformulowanie nastgpujacych wnioskéw:
1. Wybuchowa metoda generacji obcigzenn symulujgcych tapniecie pozwala na uzyski-

wanie czaséw narastania obcigzed niedostgpnych przy innych metodach generacji
obcigzen.
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2. Metoda wybuchowa pozwala w prosty sposob zmienia¢ w szerokim zakresie wielko$é
obcigZenia generowanego na stanowisku. Realizuje si¢ to poprzez zmiang gestosci
tadowania komory spalania. Badania na stanowisku prototypowym dowiodly, Ze
metoda wybuchowa pozwala osiaggnaé wielkosci obcigzen, przy ktérych nastepuje
zniszczenie stojaka.

3. Zastosowanie materialéw wybuchowych o zmiennej grubosci ziaren pozwala na dobér
czasu narastania obcigZenia dynamicznego stojakow w zakresie od 2 do 50 ms. Nato-
miast czas trwania obcigZzenia moze si¢ zmieniaé w przedziale od 40 do 300 ms.

4. Stanowisko jest ukladem zamknigtym, bez fundamentéw co znacznie obniza koszty
jego budowy. Koszty te nie przekraczaja 159 kosztéw budowy stanowiska kafa-
rowego.

5. Badania na stanowisku prototypowym potwierdzily w pelni brak szkodliwego oddzia-
Iywania na otaczajace Srodowisko.
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Peswome

METOJI TEHEPALIMY B3PLIBHBLIX JUMHAMUUECKUX HAIPY30K HMHTUPYIOIUX
T'OPHDIN YV IAP :

B pabore npeicrasieHa HMAEA MCIOOJB3OBAHUA METOJA TEHEPAIMM B3PBHIBHBIX HArpy30K MMHUTHPY~
IOLIMX TOPHBIH YOap OKPYX(AIOIIMX IOPHBIX IOPOA JUIA HCCEIOBAHHA NHHAMHUYECKOH NPOUHOCTH KOH-
CTPYKUMOHHBIX 3NEMEHTOB TOPHBIX CTEHOUHDLIX KperexHwit. Ilpuseneno onucanue NporoTHNHOR Mccie-
JOBATENBCKON YCTAHOBKM, 2 TAIOKE IPEACTaBieHbl NIPeBAPUTENLHEIC Pe3yJTETaThl HCCJeI0BaHui Ipo-
BEREHHBIX Ha 9Toi ycraHoBKe. IIpemioiena TeopeTHUYECKAS MOJENHL ONHCBLIBAIOILES TEHEPALMIO AUHA-
MHYECKMX Harpy30K B3pbIBHBEIM METoZoM. IlpoBeleHo o0Cy)xJeHHMe Dpe3yJbTaTOB TEOPEeTHYECKOTO aHa-
JT32 ITapaMeTpORB HATPY3KH M OHH CPABHEHBI C SKCIEPUMEHTOM.

Summary

METHOD FOR GENERATION OF EXPLOSIVE DYNAMIC LOADS SIMULATING A CRUMP

The idea of application of a method for generation of explosive dynamic loads simulating a crump
to dynarmical testing of structural components of lining is presented. The description of a test stand is given
and the results of preliminary investigations carried out on the stand are shown. A theoretical model
describing the dynamical loads generated by the explosion method is proposed. Results of a theoretical
analysis of load parameters are discussed and compared with that of the experiment.

Praca wplynela do Redakcji dnia 17 grudnia 1984 roku
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Politechnika Lodzka

1. Wstep

Rownania rézniczkowe dla teorii Kirchhoffa plyt obcigzonych mikrookresowym
obciazeniem skupionym lub ciagglym mozZna otrzymaé- wykorzystujac aparat analizy
niestandardowej [1], [2], [3]. Skonczone deformacje wywolane tym obcigZeniem sa
aproksymowane pewng klasg mikrodeformacji, ktére z kolei zaleza od znanych funkgji
mikrookresowych.

Przemieszczenia punktéw materialnych w plycie sa okreslane nastepujacqg funkcja [2]

w(xl, x?) = WO(xl’ x2) + wa(x1’ xZ)ha(xl, x%).

Funkcje #°(x', x*) sg a priori danymi funkcjami okresowymi spelniajacymi warunek

r(x', x¥)da =0,
A(x?, x2)

gdzie A(x!, x?) jest obszarem odpowiadajagcym powtarzajacendu sie obcigzeniu. Nieznane
funkcje; wo, w, opisuja kolejno makrodeformacje i tak zwang mikrodeformacje. Postu-
lowane a priori funkcje A%(x!, x%) opisuja okresowy charakter mikrodeformacii.

Celem pracy jest podanie podstawowych rownaf dla ptyt mikromorficznych i prze-
analizowanie kilku rozwiazan pasm plytowych obcigZonych obcigzeniem okresowym.

W pracy obowigzuje konwencja sumacyjna, wskazZniki greckie przebiegaja ciag 1, 2,
tacinskie 1,2 ..., n. -

2. Podstawowe réownania we wépélrzqdnych prostokatnych

Sparametryzujemy plaszczyzng srodkowa @ plyty prostokatnym ukladem wspot-
rzgdnych x* O§ prostopadla do plaszczyzny © oznaczmy przez z. Pod dziataniem obcigzen
punkty materialne przemieszczaja sig tylko w kierunku osi z, przy czym przemieszczenia
te sa niewielkie w poréwnaniu z wysokoscia plyty i naleza do przestrzeni C,(). Niech

Ny, t, beda sktadowymi wektoréw jednostkowych kolejno normalnego i stycznego do
brzegu 902,
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Podstawowy uktad réwnan dla plyt mikromorficznych otrzymamy wykorzystujac
posta¢ wariacyjna [2]

f(cjvo+Fvo,,,)ds+ fﬁ‘voda = fn?“ﬂvo,a,gda,
a0 $2 02

f (GaPa+ 700, n FH1av)dS + Df Pvda = 1)
a0

= f(m”v,,+m"°"v,,,¢+m"°‘ﬂva,a,})da.
I
Roéwnania (2.1) winny by¢ spetnione dla kazdego v,, v, € C,(£2). Wielkodei g, 7, p, ¢%,
r*, 1%, p® w (2.1) sa zdefiniowane nastepujgco:
§(x) ~ {Prxy>
g°(x) =~ {gh®) L0,
ra(x) = rhlw Leos
Pj(x) ~ {ph™) acxrs 22)
r(x) 2 (e
r(x) = <rhDreos
Px) = P as

(x) = (¢, x?).
Natomiast réwnania konstytutywne majg postaé [2] _
W (D Py (DA pby 2D Pevpd,y (D Ppb,y Wo, v
m*P (DBrvpay  (DYPPReREY 2 (DHRRRYy  (DYPPRCRP, We, uv
mee | = 2(DBrrpsgy (DR REY A (D PR HEY 2 DPPRAGRE LY | | W,
m? DRy (DRI GHYY 2K D*PRighl,y (D hloghly Wy
2.3
We wzorach (2.2) i (2.3) nawiasem { - > oznaczono [2]
1
Daw = powierzchnig A4(x) A({) (-)da,
2.4y

1
(DL = Fragose L0 L(f)(')ds-

Podstawowy uklad réwnan otrzymamy podstawiajgc prawe strony wzoréw (2.3) do (2.1).
Tym samym

(D Wo, upag + S DPEREY Wy, g+ 2 (DR > W o+ (DI > Wy, up— P = 0,
DR Wo, o+ S DM Wy, g = 2{D*h> Wo, = 2K DWW KD Wy
+ 2D R Wy, g+ (D by Wo, syt DK Wy o+ @3
— 4D P RIGRY Wi, i+ (DR ) W, o+ 2 (DB D Wyt
— 2Dt b S Wy ot (D™ PR g hP > wy—p® = 0.
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Powyzsze réwnania zachodza w kazdym prostokatnym ukladzie wspéirzednych karte-
zjaniskich i sa spetnione dla kazdego a. Funkcje p, p* sa znanymi sitami zewnetrznymi
obcigzajacymi plytg oraz D*P# g3 znanymi skladowymi tensora sztywnosci sprezZyste;j.
Pozostale funkcje wystgpujace w (2.5) sg poszukiwanymi niewiadomymi. Funkcje te
w obszarze £ powinny spetnia¢ réwnania (2.5) a na brzegu 42 obszaru 2 powinny spel-
nia¢ odpowiednie warunki brzegowe. Warunki brzegowe zalezg od sposobu podparcia
Jub obcigZenia brzegéw plyty. Trzy sposoby podparcia brzegdéw plyty oméwimy ponizej.
1. Brzeg plyty sztywno utwierdzony, gdy warunki brzegowe maja postaé

wo = wy, = 0,

wO,a —- wb,a — 0' (2.6)

Na brzegu 9f2 znikaja przemieszciénia'i obroty plyty.
2. Na brzegu swobodnie podpartym sg. spelnione nastgpujace warunki:

wo = w, = 0,
(D Wo -+ CDPHES 1yt 2CDBID, S vy 4K DRSS w)mgng = 0, (2.7)
(DB IS o, + D PO RY Wy + 2K DR R0, D Wy, , +{ D BRE > wp) g = 0.
3. Jezeli brzeg plyty jest swobodny (nie podparty). to warunki brzegowe maja postaé:
(D> Wo, s+ LD REY Wy, e+ 2D PR D Wy o+ DS Wy Y g+
— ({D™) Wo, Mty &37), 1 — (KD RO Wy, ity €47), 0+ (2.8
— (2D R, Wy, 1ty 647), o — (DR > wymmy, 647, +G = O,
2D hS W -+ 2K DN Wy, o+ 4 DRI > 0y, F
+2{ DR RP S W) iy — (D™ ™S Wy | e+ (D RS Wy, e +
+2{ DN, Wy, e+ K DPHRE) Wy, I+ (CDYHTY Wo, Mty €)1 +
+ ({D P IRy Wy, oy 1, 857), ¢+ QLD PR B Wy, ynany 857, —q°— 1 = O

Dla brzegu nieobcigzonego zachodzi § = 0, ¢° = 0, r2 = 0. Ponadto na brzegu swobod-
nym winny by¢ spelnione warunki (2.7).

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego teorii plyt mikromorficznych polega na wyzna-
czeniu funkcji wo 1 w, spelniajacych w obszarze. 2 réwnania (2.5) a na poszczegdlnych
czgdciach brzegu J2 tego obszaru spelniajgcych warunki jednej z postaci (2.6) - (2.8).

3. Pasma jednokierunkowo obciaZone

W wielu zagadnieniach spotykanych w praktyce mamy do czynienia z prostokatnymi
plytami w ktérych jedna para przeciwleglych brzegéw ma diugo$é wielokrotnie wigksza
od drugiej pary. Zalézmy, ze sposdb podparcia kazdego z dluzszych brzegdw piyty jest
na calej jego dhugosci taki sam (dopuszczamy mozliwoéé, Ze przeciwlegly brzeg moze miec¢
inne podparcie). Obliczenia statyczne mikromorficznych plyt prostokatnych o takim
ksztalcie i sposobie podparcia mozna wtedy zastapi¢ w przyblizeniu obliczaniem tzw.
pasm plytowych.



334 S. KONIECZNY

Niech rozwazane pasmo plytowe bedzie obciazone obcigzeniem p okresowym o dtugogci
okresu 4, rys. 1. Szeroko$¢ pasma przyjeto /, a okres powtarzajgcego sig¢ obciaZenia
A = 1/6. Funkcje okresowe A%(x') przyjeto w postaci

2
F(x') = cos( i

2 3.1

A) // . / /A
7, / / Vs / /

* yzx—xﬁé—-x—%—x—%-—xv(—x——«l)é/”
* i ¥

_ Rys. 1.

Wykorzystujac fakt, ze wszystkie poszukiwane funkcje s funkcjami tylko jednej zmiennej,

rownania (2.5) beda mialy postaé

(DM wo, 111D Wy 1444 +2(DMR S wy gy +(DI R ) Wp,11—P =0,
(DR o (110 HLSDM BB Wy 1y — 2D D Wy gy, + (<D hR y +
= 2D MR BT Wy 111 H(DIRS S wo, gy + ((DMAS B (32
— 4D B D+ KD RRE | D w1 4+ (KD R B D+
—2{ DM R BE D)Wy, +{DMR B D wy—p® = 0.

ObciaZenia p, p® i sktadowe tensora sprezystosci D*** zgodnie z wzorem (2.4) wynosza

A
n = __l_f 1 A 1 _ P
p_<.p>~ 10 6(A‘ _—Z“)de _7)

i ' '
1 A 2na (=1)°p
a ha 6 1 1 1
Pt =Lp >~—A0 (x ——Z)pcos( 7 x)dx TR

(D1111y = ptiit .

1
<D1111hahb> — —Z—D““ d]a a= b
0 dla a # b, 33
_2a27l? Dllll dl - b ( .
oratppp, )y < R tes

0 dla a # b,
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202
200 pun gla g~ b
pUithe bty =1
0 dla a # b,
(DM B = (DYMARE D,
4,4
$a Zz DU dlaa=b
<D““/7711h?u> = A
0 dla a # b.
A V 1111 Eh3 j— H
Pozostate sktadowe sa réwne zeru. Skladowa D =‘m = D (material pasma

jest izotropowy).
Podstawiajac wyrazenia (3.3) do réwnania (3.1), otrzymamy

Dwg, 1111 =

2
3.4
24a%7* 16a*m* (—1)2p
Wa.lll.l__——)'2_wa,11+ 14 a = D
Calki ogdlne réwnan (3.4) majg postaé (x! = x)
x3 x2
Wo = 54%)— x4+C1? +C2 _2_ +C3x+C4,
w, = A sinhr;x+ A coshr x+A3sinhr,x+ (3.5)
' (=1)"Ap
+A4coshr2x+ m .
gdzie oznaczono:
n=2y3-2y2 - %,
(3.6)

n=2)/3+2y2 - %%,
Przyjmijmy, Ze brzegi pasma plytowego sa swobodnie podparte o warunkach brzego-
wych (2.7)
wo(0) = w(l) = 0,
Wo(0) = w,() = 0,
wo,11(0) = wo,11()) =0,
Wa,11(0) = wa,11()) = 0.
Po obliczeniu stalych, (3.5) zapiszemy w postaci:

3.7

2
24AD
Wa(X) = [ —3-2 I/E+(6 ']/'5 —3)coshr, ]

2y/2 sinhry ]

Wo (%) = (o =23+ %),

sinhry x+
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3-2/2 +(3—2/2)coshr,!

36}/

coshry x+ — sinhr, x+ .
oYz o 2/ sinhr,/ : (3
21/2 (- 1)pA3
21/ COShr2x+2] m.

Rzedne w,(x) obliczone z (3.8) sa bardzo mate. Dla ril = 5 w,(x) mozna zapisaé w postagj

— 1) 13
i) = =P (39)

Przemieszczenie pionowe dowolnego punktu rozwazanego pasma ma postaé

(— 1) 2
n(x) = 24lD (x* =213 413%)+ El oy ‘*a‘*D cos | —— ax/, (3.10)
. . / .
a maksymalne przemieszczenie dla x = — Wynosi
_ spit 2 0,0985 [ 1 )“
Whiax = m [1 + l a* T . (311)

Z rozwigzania (3.9) wynika wniosek, Ze pasma plytowe obcigzone mikrookresowym
obcigzeniem jak na rys. 1. moZna rozwigzywaé obciaZajac je réwnomiernie o intensyw-

nosci pfA. Blad w ugigciach jaki popetnimy wowczas jest nie wiekszy od Z 0, 0985 (—l—) .

Rys. 2.

Rozpatrzmy jeszcze pasmo plytowe przedstawxone na rys. 2. Funkcje A°(x?) przyj-
mujemy w nastgpujacy sposéb

ho(x?) = cos (ZT:w axz). . (3.12)
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Réwnania przemieszczeniowe (2.5) sprowadzaja sie do postaci

(DM S W, 1111 +<{DM A Wy 14y +2{DM AP Wy g1 H(DY 2R, 5wy —p = 0,
(DM R wo, g1+ (DM Ry Wy =2 DRI S e
+2 (D2 RR Yy —(DYAA, B Wy 11y + (D2 e, Wo 11+ (3.13)
+ (D22, Py — 4D 2R, BE S (DY 22, Ny w4+
+ 2(<D2221hf’22h?2> —{D'?22p1, /7?22» Wy, 1 +<D2222h722h?22> w,—p® = 0,
Skiadowe tensoréw sprezystosci i intensywnoséci obciazeni p, p® maja takie same wartosci

jak w poprzednim przypadku. Réwnania (3.13) bgda miaty posta¢

p
Wo, 1111 :_ﬂﬁ’

3.14
4a*m? 16a*z* (=12 (3-14)

Wa, 1111~ (2v+4) 7z wa,11+*/1—4-* W, = D’

gdzie v jest wspotczynnikiem Poissona. Rozwigzanie réwnan (3.14) mozemy zapisaé

I SN ot
Wo = 541D x*+C, 6 +C, > +Cyx+Cy,
' (= 1y (3.15)
w, = A;sinhr x+ 4, coshry x+ Assinhr, x+ A coshr, x4+ ~—————
8a*a*D
gdzie:
——— 2ma
r'1=1/2—v—]/vz——4v+3 R
o (3.16)
r2=]/2——v+|/v2—4v+3 "7

Na kazdym z brzegdéw x = 0 i x = [/ winno by¢ spetnionych po cztery warunki brzegowe.
Przyjmujac, ze brzeg jest swobodnie podparty, calki ogélne (3.15) sg nastgpujace:

__ P 4_ 973 1 J3
Wy = 341D (x* =203+ Px),

1—coshr,! . coshr,/—1
W, = ( 3 - " 1° sinhr,x+ricoshr x+r? thl;l—

r3 Shr, ] sinhr,x+  (3.17)

1 (=Dp2®
—r2 2,24, . .
ricoshr,x+r1 r# PRy S gy

Jezeli ryl > 5 to wyrazenie (3.17) staje si¢ identyczne jak (3.9). Z obydwéch przeanali-
zowanych przypadkéw wynika wniosek, ze jezeli A < / to, pasma plytowe obciazone
obcigZzeniem mikrookresowym mozna rozwigzywaé obciazajac je réwnomiernie o inten-
sywnosci p/A wéwczas wplyw funkcji w,(x) 4°(x) na ugiecie jest maly (moze byé pominigty).
Natomiast wptyw funkeji w,(x)4°(x) na sity wewnetrzne nie moze byé pominigty poniewaz
w zaleznoéci od charakteru funkcji 4%(x) moze on by¢ bardzo duzy.

7 Mech, Teoret. i Stos. 3/86
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Peswme
PACUET MUKPOMOPPHBIX IIJIUT

B paGore paccmorpeno muddepenupansuble YpaBHEHHA Teopuy T Kupxrodda. Ilnurel uarpy-
MWEHB MUKPOMODGMYECKHMH CIUIOWHBIMM Harpy3KaMH, a TAKIKE TOUEHHBIMM CHIaMu. B BmIBoje ypab-
HEeHHH NpamMeHeHo MeTo[ HecTaHfapTHoro aganusa. IToapoGHO paccMOTpEH NpHMEP IONOChI.

Summary
CALCULATION OF MICROMORPHIC PLATES

In the paper the differential equations of Kirchhoff’s p]zite theory been derived. The considered plates
.are loaded by microperiodic continuous loads or point loads. The derivation is based on the nonstandard
analysis. The plate strip has been analysed in details.

Praca wplynegla do Redakcji dnia 27 listopada 1985 roku
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Politechnika Rzeszowska

1. Wstep

Ustawiczna dazno$¢ do minimalizowania cigzaru konstrukcji, w szczegdlnosci znaj-
~dujacych coraz szersze zastosowanie konstrukcji cienkosciennych, jak réwniez daznosé
do zwiegkszenia ich trwatosci i niezawodnoéci wymaga od konstruktora uwzgigdnienia
nieliniowosci fizyczne] w réwnaniach konstytutywnych. Efekty nieliniowe zaobserwuje
sig zaréwno w obszarze zaawansowanych deformacji sprezystych, jak i niesprezystych
(plastycznych, reologicznych). Rzecza niezbedna jest réwniez opis deformacji za pomoca
teorii nieliniowych w sensie geometrycznym.

Sformulowany w ten sposéb problem staje si¢ zlozony pod wzglegdem matematycznym,
a jego rozwigzania $cisle nie s3 znane.

Spotykane rozwiazania uwzgledniajace fizyczna i geometryczng nieliniowo$é w ana-
lizie cienkoéciennych ustrojéw noénych maja charakter przyblizony, przy czym wigkszodé
* wspélczesnych rozwigzan opiera si¢ na metodach numerycznych, w szczegdlnosei metodzie
elementéw skonczonych oraz metodzie réznic skoficzonych.

W niniejszej pracy przedstawimy nieco odmienne ujecie w stosunku do wyzej wspo-
mnianych, problemu fizycznie 1 geometrycznie nieliniowego plyt o konturze prosto-
katnym. Opierajac si¢ na metodzie energetycznej, wyrazenia dla przemieszczen bedziemy
aproksymowali bikubicznymi funkcjami sklejanymi, ktérych wartosci dyskretne wyzna-
czymy losowa, adaptacyjng metoda poszukiwania minimum funkcjonatu. Wyniki rozwazan
zilustrujemy przykltadami numerycznymi. Niektore z otrzymanych wynikéw skonfrontu-
jemy z rezultatami wlasnych badan doswiadczalnych, wykonanych metoda mory pro-
Jekeyjne;.

a

2. Sformulowanie problemu

Rozwazamy cienka plyte o konturze prostokatnym obcigzong réwnomiernie ci$nie-
niem zewnetrznym o intensywnoéci p. Plyta zamocowana jest sztywno na brzegach.

T*



340 H. Koreckr, J. SMYKLA

Wskutek obcigzenia pojawia si¢ w niej stan naprezenia, w ktérym efekty gi¢tne pomijamy
jako male w poréwnaniu z naprezeniami w plaszczyznie $rodkowej.

Zaleznosci geometryczne opieramy na teorii nieliniowej przy nastgpujacych zatozeniach:
odksztatcenia w plaszczyznie plyty sa matle, sktadowe przemieszczenia prostopadia do
powierzchni §rodkowej przyjmuje wartosci skoriczone, obowiazujacymi sg zalozenia
Kirchhoffa-Love'a, grubos¢ plyty nie zmienia si¢ w trakcie deformacji.

Przyjmujemy uklad kartezjanskich wspétrzednych, x, z poczatkiem w $rodku piyty,
za$ plaszczyzng x,,x, utoisamiamy z plaszczyzng Srodkows. Plyta posiada dwa boki:
2a i 2b oraz grubos$¢ k. O§ x; jest rownolegta do boku 2a.

Zwiazki pomigdzy skladowymi tensora odksztalcenia i przemieszczeniami odpowia-
dajace powyzszym zalozeniom wyrazaja si¢ zaleznoscia:

1 du, dug ow  aw
Eap = 5 <— + ——)

dxp | Ox, | Ox, Ixg

M

Tutaj x; (k = «, ) oznaczaja wsp6trzedne prostokatne, u;, — skladowe przemieszczenia
w kierunku linii wspolrzednych x,, x,, w — jest ugieciem plyty mierzonym w kierunku
normalnym do powierzchni Srodkowej. Wskazniki & i f przebiegaja wartosci 1, 2.

Réwnanie konstytutywne opisujace wiasnosci fizyczne materiatu plyty przyjmujemy
w formie

&y = (D(O'e)slj’ (2)
odpowiadajacej deformacji nieliniowo-sprezystej, badZz sprezysto-plastycznej (proces
czynny).

Tutaj &;; oznaczaja sktadowe tensora odksztalcenia, S;; sa skladowymi dewiatora napre-
Zenia, za$ 0;; oznacza symbol Kroneckera. @(s,) jest nieliniowa funkeja intensywnosci
naprezenia ¢,, ktdra przyjmujemy w postaci dwuparametrowego zwiazku

Q(O‘e) = —AO"m 1, gdZie O‘g = %(SUSU)' (3)
A 1 m sa statymi J_naterialowyrni, za$
1
Sy = oy— ?O’kk 0:. @

Dla plaskiego stanu naprezenia tensory napreZzenia i odksztalcenia mozemy przed-
stawi¢ w formie:

oy 0 0 | & 12 0
fou]l = | 021 022 O}, [ei] = | €21 €22 0 > ®
0 00 0 0 —(ers+esr)
za$ intensywno$¢ odksztalcenia wyrazamy poprzez sktadowe dewiatora odksztalcenia
2 . 1 ,
&2 =~—(e,.,e”), gdzie e;; = 611—7‘%‘31’1- (©)

Z racji zalozonej w réwnaniu konstytutywnym nlesc1shwosc1 sktadowe stanu odksztal-
cenia spelniaja warunek

& = 0. | M
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3. Metoda rozwigzania

Okreslenia sktadowych stanu naprezenia oraz ugiecia ptyty dokonamy metoda energe-
tyczng. W tym celu wyznaczymy energi¢ potencjalng plyty [4]

V= h[ [ o, des +0,,des 420, e, Ndx, dx,~p [ [ wdx,dx,, ®)

Czlon pierwszy wyraza energi¢ odksztalcenia plyty, drugi zas prace sit zewnetrznych.

Ze wzgledu na przyjety sposob zamocowania pomuamy prace reakcji oddzialywania
brzegu na plytg.

Do réwnania (8) podstawiamy zwiazki fizyczne (3), (2) uwzgledniajac jednoczesnie

zaleznosci (4) i (5). Po jednokrotnym scatkowaniu czlonu pierwszego réwnanie to przyj-

muje postac:
m+l» a b
m+1 ',/ ff " odx,dx,—p ffwdxla’xz. )]

—a —b

V::

Wyrazenia dla przemieszczen u, (x,, x,), u(x;, x,) 1 w(x, x,) przyjmujemy w formle
bikubicznych funkcji sklejanych. Funkgje te oznaczamy nastepujaco [1]:

Sus %,9)s Saltz; x,9),  Sa(w; x, ). (10)
Dla uproszczenia zapisu tutaj i w dalszych rozwazaniach przyjmujemy oznaczenia x, = x,
x2 = y
Rozpatrywana plyta tworzy na plaszczyznie x, y prostokat:

D= {(x,y): —asx<a, -—b<ysb} (11)
w ktorym wyrozniamy dyskretna siatke wezldw

= {(x,y): ~a=X <X < ..<X,=a —b=y,<y <..<y,=>b} (12)
iy

‘ i@

A?—-—-J——f

I

TP

Rys. 1. Oznaczenia wspbirzednych przyjetego ukladu

Interpolacja kazdej z trzech skladowych przemieszczenia wu,(x, ), ux(x,»), w(x, )
bedzie polegata na okreleniu w w/w obszarze prostokatnym funkcji, spelniajacej wa-
runek fe C*(D). Funkcja ta w kazdym prostokatnym podobszarze jest wielomianem
trzeciego stopnia, postaci [1], [5]

. 3 3 R
Fee, ) = fule ) = ) D) dbia—x) (=), (13)
k=0 1=0

przyjmujac na brzegach obszaru wartoéci zerowe. Zakladamy, Ze wartosci zerowe przyj-
muje réwniez druga pochodna funkcji, wzgledem normalnej do brzegu {5}, [6], [8].
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W powyzszym zwiazku f(x,y) oznacza dowolna z w/w trzech skladowych przemiesz-
czenia. '

Wspélezynniki funkcji aproksymujacych bedziemy mogli okredli¢ dopiero po wyzna-
czeniu warto$ci tychze funkcji w wezlach siatki. W dowolnym prostokatnym podob-
szarze

{x, yixiy £ x € X, pyjo; <y <yt kazda z funkcji sklejanych jest bikubicznym
wielomianem postaci [5]

a5 = o) = LG L g sl +

; afa(;‘"y) {6}1 (= Xe- )= B (x =, 01} (14

(1)

e, B,

l

+f ki1, )

gdzie:

8f(xl :y) . af(x 5 ) 1) 3 2
axl = *7§2}yj {67: (=) =i (y,— y)]}

d -1 3
fa(;czay %) { -[(y=y- ) =73 (y—y;- 1)]} (15)

af(x, Y- (= )’) 32f(x1—1, J’j)ﬂ »P—y-1)
Ix? T T Ox? 7, ’

32" L 3 > 1 3 2
fg;z 2 f;j; o ) { [ =)~ 7} (= y)]}

37Cx, v, .
;;f*ayy){&[ [(—=y-)* =7 (r—y,- 1)]} (16)

3f(x1,J’j 1) (J’j'“)") n 3f(xt’ 1) . »=y-0)

2 2
Ix T; dx z;

- g d i—1> 1
feer, ) = J(xay“y,){ (04—~ y)]}

2f(x,_,, .
f(xTyz‘yJ)*{h (=3’ = T (y—y;- 1)} a7

-

-

>

+f(x1—1,y1—1)(yjr%y) +f(xi-1, ¥p) (L;ig:l,

p 3 i 1
fexi ) = %{ﬁ (0= =720, 93] +

%f(x,, ‘
+ fg;' y‘j)‘{ [y —2s- 1) ~ 7 (y—y- 1)]} (18)

forn ) P, ) OZ22)
! J
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Tutaj i w dalszych’rozwazaniach przyjeto oznaczenia:
by = X—Xi.y, (=12 .. n, (19)
Ty =YVi— V-1 J= 1,2,...,m. (20)
4A .
Wystepujace we wzorach (15), (16), (17), (I8) wyrazenia: aaf(z%l , ..., bedace
X=oy
wspétczynnikami aproksymujgcych wielomianéw okreslimy dalej, tymczasem zakladajac,
7e warto$ci poszukiwanych funkecji w weziach sg znane. /
W weztach tych funkcje sklejane przyjmuja wartosci, ktére oznaczamy:

Sa(Ws Xi, ¥;) = wyy,
Salugs xi, ) = ulyy, (21)
Saluy; X y) =u2y, (=0, 1,...,n, j=0,1,...,m.

Ze wzgledu na symetrig geometryczng oraz symetri¢ zewnetrznego obcigZenia plyty
punkty x; polozone sg symetrycznie wzglgdem punktu x, = 0, za$ punkty y; — symetrycz-
nie wzgledem y; = 0, wobec czego )

n=2k, m=2l. 22)

Zgodnie z przyjetymi zaloZzeniami przemieszczenia na brzegach przyjmuja wartosci

ZErowe:
ul(x; y)'(x.y)EF = 0, ul(x’ y)'(x.y)eF = O, W(x, y)|(x.y)eF = O: (23)

gdzie 1" oznacza brzeg prostokatnego obszaru D.
Zaktadamy dalej, ze funkcje sklejane spelniaja warunek brzegowy [1], [5]

8*Sx(ui; x, ) _ 0. i=1lo (Sawxy) -0 (24)

2
v x,yel ? x,yeI' -

gdzie przez » oznaczono normalng zewnetrzng do brzegu.

Przemieszczenie u, jest antysymetryczne wzgledem osi y za§ na samej osi przyjmuje
warto$ci 2erowe. Podobnie przemieszczenie w, jest antysymetryczne wzgledem osi x.
Warunki te znajduja wyraz w zapisie:

w©0,9) =0, w(x,0=0, i=1,2.,n j=12.,m (25)

Formutujemy macierze przemieszczern W, U1, U2 przyjmujac, Ze pierwszy wskaznik
oznacza numer punktu rzednej x, drugi za§ numer punktu odcigtej y. Zatem wartosci
funkcji w, u,, u, na siatce prostokata D mozemy zapisaé w postaci:

00 0 . 0 .. 0 0
O wl,l wl_z es wl,l N “}l,m—l 0
0 wyy Wap cee Wa,i e Wamog O
Wl , 26)
0 wy Wi, 2 Wi, 1 Wi, m—1 0
0 Wyetit Wnet,2 oo Waoi,g - Wami,m—1 0
00 0 ... 0 ... 0 0
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00 0 .. 0 e 0 0
0 ul, uly 5 wouly ooy -y 0O
0 uly, uls,; woulyy o uly e 0
_ O wlyog,r ulyy,2 oo ulpoy,0 oo uly_y -y O
Ul=1o0 0 . 0 . 0 ol @7
0 wlypr,q ulppr,z oo Ulgpn o Uligi ey 0
O uln-l 1 uln-—l 2 uln-—l ] uln—l m—1 0
00 0 . 0 0 0
00 0 . 0 00 0 0
0 w2, U2y, e U2y oy 0 u2,,,4, e U20 ey O
0 u22’1 1(22’2 7-’.22,1—1 0 u22‘[+1 u22,,,,_1 0
I TR LR LR AL REEEREEES )
U2 0 w2, U2,z U2 -y 0 42 144 7P = 0 28)
0 w2,y 42,y 2 oo U2y 1y 0 w2,y 141 o U2,y 0y O
00 0 ... 0 00 ... 0 0

Dla uproszczenia, w dalszych rozwazaniach dowolng z powyzszych trzech macierzy
bedziemy oznaczali symbolem F.

f( Xis y.i)
ox?

Roéwniez wspotczynniki wystepujace we wzorach (15) i (16) grupujemy

W macierz

A N A
f\'.\]l f.x.xl_z e ./:-\’X[’m_l
A A
F,x.v = fxx21 f"'-"22 -/:xxl,m—l s (29)
A
fxx” 01 f""n 1,2 ' -/:xxn—l,m—l

f( i>y1)

gdzie przyjeto oznaczenie -

~ frasi s

Dazac do okreslenia WSpo}czynmkow wielomianéw bedacych elementami macierzy
(29) stosujemy jednowymiarowa interpolacje szesciennymi funkcjami sklejanymi, kolejno
na liniach y = y;,j = 1,2, ..., m~ [. Otrzymujemy w ten sposéb uktad réwnan liniowych,
ze wzglgdli na poszukiwane wspoétczynniki: fA,xxl"J, ...ftmn_]'j, stanowigce j-ta kolumng
macierzy F .

Poniewaz dla kazdej z linii y = y; otrzymany ukfad réwnan charakteryzuje si¢ iden-
tyczng macierza wspélczynnikow, mozemy utworzyé grupe ukladéw réwnan liniowych:

AF .. = HF, (30)
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gdzie A 1 H sa tréjdiagonalnymi macierzami postaci:

_(11 b,
b, a, b,
b, a; b
. , (1)
bioy -2 b,
L bn—2 an—l_

—d_l ¢ dy B
d, ¢, ds

) (32)

dn— 1 C,,_ 1 dn —

ktérych elementy wyznaczamy z Wzorow

1 1
a; = ?(hl+]7l+l)7 b = “'6_171“’

1 1 - |
‘(717'*—1:”1)’ =g

Analogicznag procedure zachowujemy wyznaczajac wspoiczynniki

(33)

Ci

32A Xi» Vi
%&’ wyst@-

pujace we wzorach (17) i (18), otrzymujac macierz f=,yy o identycznej strukturze jaka
charakteryzuje macierz (29). ,
Interpolacja kolejna na liniach x = x; doprowadza do grupy nastgpujacych uktadéw
réwnan liniowych: .

BF,,” = GFT, (34)

gdzie: B i G s3 macierzami tréjdiagonalnymi

_Pl g1

q1 P2 42
} g2 D3 43 '
B = - 1 (35

qm—3 Pm—2 Gm—2
- qm—2 Pm—1_
Sy Ty Sy )
Sz ra 83

G — .o ) (36)

sm-—l rm—l Sm__
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gdzie:

_ + Tjay) =—1
PJ—_3“(TJ 1) q_r'—‘6 J+1s

(37
) ot
hE T T AT
8*(xi, )

Pozostate do okreslenia wspdlczynniki

ooyt wystepujace w zaleznosciach:

(15), (16), (ID i (18) okreslamy zachoqujqc identyczny tok postgpowania. Uzyskujemy
w ten sposéb macierz wspolczynnikéw F .y, 0 postaci

- A
_](:.\'.xyyl,l _/.xxyyllz f,xxyyll,,,_l
-
. b *Xyyp. | f: XXVy3 2 e f'“‘yyz, m—t -
oo = e T . (38)
~ ~ A
_f:xxyy"_l’] _f:.\’xyy,,_l’z fxxyyn—l,m—l_

Traktujac macierz wspotczynnikéw Ie,xx juz jako znang, stosujemy ponownie inter-
polacje jednowymiarowa kolejno na liniach x = x; sze$ciennymi funkcjami sklejanymi.
W wyniku zachowywania oméwionej procedury otrzymujemy grupg uktadéw réwnan,
zapisang nastgpujacym réwnaniem macierzowym:

BF ,.,,” = GF .7, (39)
gdzie symbol T oznacza transpozycje macierzy.

Rozwiazujac uktady réwnari (30), (34), (39) otrzymujemy poszukiwane wspotczynniki
wielomianow aproksymujacych (14), ktére sa znane o ile znane sg wartoéci funkcji skle-
Janych w wezlach siatki z obszaru D. Problem sprowadza si¢ zatem do okreélenia wartosci
przemieszczen uy, u,, w, w weztach siatki. Wartosci te wyznaczamy z warunku na minimum
energii potencjalnej okreslonej wzorem (9), do ktérego podstawiamy przyjete wielomiany
interpolacyjne. Do wyznaczenia owego minimum stosujemy adaptacyjna metode losowa
poszukiwania minimum funkcjonalu, omdwiona szczegétowo w pracy [3], zmodyfikowana
dodatkowymi ograniczeniami wynikajacymi ze specyfiki rozwazanego problemu. Metode
te cechuje biezaca korekta kierunku i dtugosci kroku, w wyniku tworzona jest pamieé
kierunku szukania.

Przedstawimy obecnie procedurg, umozliwiajaca wyznaczenie energii potencjalnej
w zaleznodci od przyjetych funkcji sklejanych dla przemieszczeri. W tym celu funkcje
(10) wprowadzamy do réwnan: (1), (3), (4), (6). Po wykonaniu przepisanych wzorem (9)

przeksztalcen i operacji rozniczkowania, warunek na minimum energii potencjainej
zapisujemy w postaci:

V= min  (£Se—pSw), (40)
Ui, U2, w '

gdzie oznaczajg:
f=_" l: 41)

m+1 Y4 ’
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a b m+ 1
Se = f fS,,(ee " X, y)dxdy, . (42)
—a —b
a h
Sw = f fSn(w; x, Y)dxdy. (43)
—-a -b

Catki wystepujace w zwiazkach (42) i (43) obliczamy ze wzoru, otrzymanego w wyniku
catkowania wielomianu bikubicznego

a b k1
[ [ 8.5 x, »ydxdy = ZZ{/n[(f,-l,,-_l+f,.,-_1+f,_1.j+ﬁ.,-)rj—
—a —b i=1 j=1
4. A A . A T‘? h? - N A .
"(f:}’}’[_1_j_1+fy}i_j_l+f.yy,'_1,j+fyy,,j)vlé' +ﬁ (f:xxyy,-_l_j_l+,f:xxyy,~,j_l+ (44)

¢
3
~ A Tj ~ A A A
+f:xxyy1-_ 1'j+,f: x"'y-”l.j) "'17 - (f,xx,-_ Lj—-1 +fxx,-u,_ 1 +fxx,~_ l,j+j:“"\'i,j) T_,:|} .

Powyzszy wzdr (44) wykorzystujemy do obliczenia calek wystepujacych w zwigzkach
(42) 1 (43), niezbednych do okreslenia minimum funkcjonatu wyrazonego formutg (40).

Dla ‘przedstawionego algorytmu opracowano program dla EMC w jezyku Fortran
IV. Wyniki obliczei numerycznych wykonanych na EMC ODRA 1304 przedstawiono
w rozdziale 4.

4. Przyklady numeryczne

Metode¢ rozwiazania opartag na przedstawionej koncepcji zastosowania funkcji skle-
Janych do analizy fizycznie i geometrycznie nieliniowych ptyt prostokatnych ilustrujemy
przykladamj numerycznymi. : :

450, T T T 1 T T T T

400!
3501 3 T

300~ L : .
2500 7 T,=477K

6 [MPa]

200} 4 .

150 /) o T

1000114 7, =588K =
sof- =

04— 3 7 5 6 7 8 9 10
€x107

Rys. 2. Wykresy zaleznoSci o = o(e) dla stopu aluminium 2014-T6
Obliczenia przéprowadzamy dla dwoéch rodzajéw materialéw plyt:

1. Stopu aluminium o symbolu 2014-T6 [9], ktérego charakterystyki fizyczne ¢ = o(¢)
dla T = const przedstawia rys. 2. Na podstawie w/w charakterystyk zidentyfiko-
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wano stale 4 i m wystepujace w réwnaniu (3). Stale te, dla dwdch temperatur:
T, = 422K, i T, = 588 K, wyznaczono stosujac metodg¢ najmniejszych kwadratdw,
Wynosza one odpowiednio:

A = 1,00252- 10-¢ (MPa)~*5, m = 1,5 dla T, =422K
A = 2,50457- 10-7 (MPa)~2256, m = 2,266, dla T, = 588 K

Przyjeto, Ze plyty z w/w materiatu badane sg w temperaturach T, i T, przy obciazeniy
p = 0,025 MPa.
2. Tworzywa sztucznego Epidian-53, dla ktdrego state w temperaturze 7" = 293K wynoszy;

A = E-1 = 0,0003397 (MPa)~!, m = 1.

Obliczenia dla plyty z materialu Epidian-53 wykonywano w zaloZeniu, ze obcigzenie
plyty wynosi p = 0,005 MPa.

Pozostale parametry geometryczne dla plyt z obu materiatéw przyjeto: a = 125 mm,
b =225 mm, h = 0,5 mm.

W celu uzyskania oceny doktadnosci proponowanej metody przeprowadzono badania
eksperymentalne ugie¢ plyty z materialu Epidian-53, o identycznych j.w. wymiarach
1 obcigzeniu.

Plyte przygotowana do badan przedstawia rys. 3.

¥ — Y P N p g 41y

Rys. 3. Plyta z materialu Epidian~-53 zamontowana na stanowisku do badan

Badania przeprowadzono metoda mory projekcyjnej (7) otrzymujac mape morows,
dla ktérej odleglosci migdzy sasiednimi plaszczyznami warstwowymi wynosity:
iy = 1,13 mm, gdzie k= 0,1, ... 10.

Jako rzutnika do rzutowania siatki na powierzchnig plyty uzyto projektora TS 107
»Malinverno”. Ze wzgledu na ukosna projekcje, zastosowano odpowiednia siatke otrzy-
mang z siatki linti réwno-odleglych droga przetworzenia optycznego [2], zapewniajac
odwzorowanie si¢ jej jako uktadu linii réwno-odlegtych. Fotografowanfe przeprowadzono
aparatem fotograficznym o identycznej ogniskowej, spelniajac odpowiednie wymogi
odnosnie lokalizacji punktu fotografowania.



Rys. 4. Powierzchnie warstwowe obrazujace poziomy stalych ugieé plyty z materialu Epidian-53. Strona
lewa przedstawia warstwicowa mape morowa, dla ktérej odlegiosci miedzy sasiednimi plaszczyznami

warstwowymi wynosza: d+1x = 1,13 mm, £ = 0,1, ..., 10. Strona prawa obrazuje mape warstwicowa
otrzymanag na drodze obliczeniowe;j:

Symbol ugiecie mm Symbol ugiecie mm
0 00,3 6 6,4~ 1,0
1 0,8+1,4 7 7,6+ 8,1
2 2,0+2,5 8 8,7+ 9,2
3 3,1+3,6 9 - 98+104
4 4248 A 109+=11,2
5 53+59

E A

o 3E5 & 7 45 a9 4 Ly B 3 i
Rys. 5. Rozklad naprezen zredukowanych w/g hipotezy Hubera-Misesa w plycie z materialu Epidian-53
‘ przedstawiony w formie warstwic

Symbol Zakres wytezenia Symbol Zakres wytgzenia
0 0 + 1,43 MPa 6 32,96 35,83 MPa
1 4,30+ 7,16 MPa 7 35,75+41,56 MPa
2 10,03+ 12,90 MPa 8 44,42+ 4729 MPa '
3 15,76~ 18,63 MPa 9 50,16+53,02 MPa
4 A
5

21,49+2436 MPa 55,89 = 57,32 MPa
27,22+30,10 MPa
Obszarom oznaczonym kropkami odpowiadaja warto$ci podrednie pomigdzy sasiednimi
‘ zakresami wytezenia

[349]
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Na rys. 4, w lewej jego czeéei przedstawiono warstwicows mapg morowa. Strony
prawa przedstawia mape warstwicowg otrzymana na drodze obliczeniowej dla identycznej
plyty. Réwniez wytezenie w/g hipotezy Hubera-Misesa przedstawiono w formie warstwic
obrazujacych jednakowe poziomy wytgZenia w plycie z materialu Epidian-53 (rys, 5).

Na rys. 6 przedstawiono obliczone rozktady ugig¢ oraz naprezen zredukowanych w/g
hipotezy Hubera-Misesa w przekrojach na osiach symetrii dla plyty ze stopu 2014-T6
Wykresy te, odnoszace sie do dwoch temperatur wrysowano w kontur plyty.

Wlrnm] *y
b.p1 2 3 4 56 wimml
T I
N, wioy!
T, =558K I N
; wix.0} . \,
5 ) S L[]
L l \
T T,2422K \
2 12
217 i )
0 —_— 9 X
-l T 0
E -+ 50
T TN TesseK 7
100
a,={x0
l —150
[ T,=422K
J T T Nl ooy NG
I/ l _&250
a,IMPa) | ‘
~ 5 0;- .
%0 100 50 l b Ya.tmpal

Rys. 6. Rozklady ugigé oraz naprezen zredukowanych w/g hipotezy Hubera-Misesa w przekrojach na os
symetrii dla piyty ze stopu 2014-T6 obciazonej cisnieniem p = 0,025 MPa, w temperaturach: T, = 422K
oraz T, = 558 K

5. Whnioski

W pracy rozwazono zagadnienia fizycznie i geometrycznie nieliniowych plyt prosto-
katnych w stanie blonowym, oparte na zastosowaniu bikubicznych funkcji sklejanych.

Otrzymane wyniki, w konfrontacji z przeprowadzonym badaniem eksperymentalnym
potwierdzaja dobrg zgodno$¢ zaproponowanego ujecia z rzeczywistym rozktadem defor-
macji.

Zaproponowana metoda zilustrowana na przykladzie plyty prostokatnej moze byt
-stosunkowo prosto uogoélniona na zakres plyt i powtok matowyniostych o bardziej ztoZone j
geometrii konturn.

Obliczenia wykonywane zaproponowang metoda moga byé reahzowane na maszynach
cyfrowych o niezbyt duzej pamieci.
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CIUIAMH-®YHKIMA B IIPUMEHEHMU K AHAJIN3Y PU3UUECKU
M TEOMETPHUYECKH HEJIVHEMHBIX IIPSIMOYIONLHEIX TINIACTUH

PafoTa CONEPIKHUT aHATH3 NPSMOYTOJBHBIX IUIACTHH HAUPY)XEHHBIX DPARBHOMEDHO PAaclpeleNeRHoK
HarpyaKoii ¢ yuerom (usmyecKol M TeoMETPHUECKOM HenuienocTr. PeaybTaTor TEOPETHUECKHX MCChe-
noBaHHA AnA cnyuasd (QM3MUeCKON JIMHEHHOCTH M reOMETPHYECKOH HENMHEHHOCTH CONOCTABNEHBI € pe-
3yJIBTATAMH [IPOM3BENCHHLIX JKCIEPHMEHTANBHBIX HCCIENOBaHUH.

Summary

SPLINES IN APPLICATIONS TO PHYSICALLY AND GEOMETRICALLY NONLINEAR
RECTANGULAR PLATES ANALYSIS

The paper refers to the analysis of the rectangular plates loaded with constant pressure.

Material of the plate deforms in accordance to the theory of nonlinear elasticity.

Results of calculations of linear elastic and geometrically nonlinear deformations of the plate are
compared with experimental results.

Praca wplynela do Redakeji dnia 24 maja 1985 roku
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1. Cel pracy

Praca ta stanowi rozwiniecie i uzupelnienie opracowanego w ITWL komputerowego
systemu treningowego zespolu naziemnej obshugi lotéw — IKS-80. W systemie tym
npawigator obserwujac na ekranie wskaznika radiolokacyjnego dynamiczny obraz sytuacji
powietrznej generowany przez cyfrowy zestaw obliczeniowy, steruje lotem symulowanych
samolotéw poprzez wprowadzanie zestawu standardowych komend. Komendy te, wprowa-
dzane do maszyny przez asystenta instruktora, powoduja zmiane parametréw lotu stero-
wanych samolotow. System zaklada model tzw. idealnego pilota — ktéry bez bleddéw
wykonuje §cisle polecenia nawigatora w sposdb okreslony przez regulamin wykonywania
lotéw. IKS-80 przewiduje mozliwos¢ wspdlpracy systemu z kabinami treningowymi
KTS-4 i TE-1M.

Poniewaz w kraju jest niewiele lotniczych urzadzer treningowych, a istniejagce — b. kosz-
towne (cena ich jest niewspOlmierna do ceny IKS-80), wynikla potrzeba opracowania
kabiny, ktore umozliwiata by trening pilota w ograniczonym zakresie, tj.:

1) wykonywania zadafi nawigacyjnych;

2) wspdlpracy z personelem obstugi naziemne;j
— a réwnoczeénie bylaby stosunkowo tania.

Prace podjete w ITWL zmierzaja do opracowama taker wzglednie taniej i prostej
kabiny treningowej w oparciu o maksymalne wykorzystanie techniki komputerowe;.
W pierwszym etapie prowadzone sa prace nad zbudowaniem makiety kabiny, dla:

1) zebrania do$wiadczen,

2) oceny skali przedsigwziecia,

3) sformutowania modelu dynamiki obiektu.

® Praca przedstawiona na I Ogélnopolskiej Konferencji ,,Mechanika w lotnictwie” — Warszawa
19.1.1984 r.

8 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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2. Model fizyczny i zakres odwzorowania modelu

Jako baze do opracowania kabiny treningowej przyjgto samolot TS-11 , Tskra”,
ze wzgledu na do$¢ dobra znajomo$¢ jego charakterystyk. TS-11 ,,Iskra” jest metalowym
$rednioplatem o usterzeniu klasycznym. Wyposazony jest w nastgpujace systemy:

1) lotki, klapy, ster kierunku i ster wysokosci,

2) przestawialny statecznik,

3) hamulce aerodynamiczne,

4) podwozie tréjkolowe z kétkiem przednim,

5) silnik odrzutowy jednowalowy jednoprzeplywowy, ze stala dysza, bez dopalacza,
6) podwieszenia zewngtrzne,

7) instalacje podstawowe: hydrauliczna, elektryczna, pneumatyczna,

8) zestaw klasycznych organéw sterowania i przyrzadéw pilotazowo-nawigacyjnych,
9) instalacje awaryjne,

10) instalacje radiowe.

Przyjety dla celéw Stanowiska Szkolenia Pilota (SSP) model fizyczny samolotu uwzgled-
nia dzialanie w w/wym. elementow, za wyjatkiem systemdéw awaryjnych i niektdrych
instalacji pokladowych. Na podstawie modelu fizycznego zostal opracowany model
matematyczny, przy nastgpujacych zaloZeniach:

1) dynamika platowca uwzglednia wpltyw:

— podstawowych organdw sterowania,

— atmosfery wzorcowej,

— sprzgzen dynamicznych pochodzacych od silnika,

— podwieszed zewngtrznych;

2) dynamika silnika napgdowego uwzglednia wplyw:

— organdéw sterowania,

— atmosfery wzorcowej,

— sprzezen dynamicznych pochodzacych od dynamiki lotu;

3) przyjeto zestaw przyrzadow pilotazowo-nawigacyjnych i organéw sterowanja w zakre-
sie pozwalajacym na wlasciwy pilotaz samolotu pelnosprawnego.

Model matematyczny dynamiki samolotu zostal opracowany przy wspdlpracy mery-
torycznej z Zespolem Dynamiki Obiektéw Ruchomych ITLiMS PW pod kierunkiem
prof. dr hab. inZ. Jerzego Maryniaka, Model ten zostal opracowany w sposéb umozli-
wiajacy rozszerzenie go w pdzniejszych etapach pracy o dynamike stanéw awaryjoych
obiektu i pozostalych instalacji i systeméw pokiadowych. SSP sklada si¢ z nastgpujacych
blokéw:

1) konstrukcji noénej — odwzorowujacej architekture kabiny samolotu,

2) zespolu organéw sterowania i imitatoréw lotniczych przyrzadéw poktadowych,

3) zespotu obliczeniowego — zwanego dalej przelicznikiem,

4) ukladdéw zasilania i imitatora lacznosci,

5) bloku programu modelujagcego dynamike obiektu.

Ze wzgledu na przewidywang konieczno$¢ wspélpracy SSP z IKS-80 przyjeto, ze

przelicznik SSP bedzie zespolem cyfrowych urzadzen liczacych opartych o technike
komputerowa. Jako podstawowy blok przelicznika przyjgto minikomputer ogdlnego
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przeznaczenia — MERA-400 — jako jedyny produkowany w kraju. Na wybér tego mini-
komputera — oprécz racji przedstawionej wyzej wplynely réwniez wyniki analizy pordw-
nawczej SSP z symulatorami lotu samolotu tej samej klasy firmy Singer, w ktérych rolg
przelicznika pelnit minikomputer ogdlnego przeznaczenia, o takiej samej dlugosci stowa
maszynowego, pojemnosci pamigei I szybkoéci wykonywania operacji, co MERA-400.

| |
| |
! Zespbt %
[Cloe®] e
|
| ]
[ NO | NN KSL r
| |
I @ | ‘_—/’7‘£’———Przelicznik =1
| I { Sym.iofu
][ igatorzy %
{ = Lot Przelicznik
. Instrukd

: Imitator ocznosci ElruRion { ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
: ! Przelicznik
| 1KS-80 i ym ot

|

Rys. 1. Uproszczony schemat wspolpracy symulatoréw lotu samolotu z systemem IKS-80

Problemem podstawowym, decydujacym o powodzeniu pracy jest opracowanie kom-
puterowego modelu dynamiki obiektu, sterowalnego, obserwowalnego o realizowanego
w przyjetym dla celéw SSP przeliczniku w czasie rzeczywistym.

-3. Model matematyczny

Model matematyczny dynamiki ruchu samolotu opracowany na bazie podstawowych
réwnan mechaniki jest ukladem nieliniowych réwnaf rézniczkowych. Opisujac ruch
samolotu przyjeto zatozenie, ze samolot i jego uklady sg doskonale sztywne z mozliwoscia
zmian wychylen steréw. Wprowadzono nastgpujace uklady:

— uklad samolotowy — Ox,ysz; — 0f x4 skierowana jest wzdhuz osi samolotu do przodu,
0§ ys prostopadle do plaszczyzny symetrii na prawe skrzydlo, of z; w dét samolotu
tak aby uklad byl prawoskretny; ,

— uklad predkosciowy Ox,y,z, powstaly z Ox,ysz, przez obrét wokot osi y, w jej ujem-
nym kierunku o kat «;

— uklad oplywowy Ox,y,z, powstaly z uktadu predkoSciowego przez obrét wokét osi
z, W jej dodatnim kierunku o kgt bocznego oplywu fq.

PoniewaZ rozpatruje si¢ ruch samolotu z punktu widzenia pilota i aparatury kontrolno-
sterujacej znajdujacej si¢ na samolocie réwnania dypamiki przedstawiono w ukladzie
samolotowym w spos&b nastgpujacy:

m W~ = — _é;k, Bl . . el —F, 1
U+9Q RV)=X=X,+ 5 u-+ 3 v+ Wt — P+ 9+ ey

8*
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o oY Yy oY 4))
. ' oz oz 0z

L,P—(I,—1)Q* R—L,(Q— PR)+1,,(R* ~ 0} — [..(R* + PQ) =

= YL = L,,+—aa%. u+—%§— ~v+%—-w+—z§ -p+—3§— : q+%~- r,
L0 —(Iz—Zx)R - P—1I,(R—PQ)+1,,(P*—R?)—I,,(P+QR) =
=IM = M.,+%];—[ . u—i——aa—‘):)i 5 S
L R— (I~ L) PQ — L ,(P—QR)+ 1,,(Q*— P*)—1,.(Q+ PR) =
=ZN=N,,-}-%-u—i—%m-{-gﬁ-w-}-g—]z-p—i—g—g-q—lr%]%-r.

Do réwnan (1) dotaczono zwigzki kinematyczne predkosci katowych:

b =~ P—-QsinPtg®— RcosDtgh,
6 = Qcos®—Rsin®, )
. Qsin®secH+ Reos PsecH,

oraz zwiazki kinematyczne predkosei liniowych:

X, = Ucos@cos¥ +V(sin@Psin@cos ¥ ~cos Psin ¥+
+ W(cos@sin@cos P+sin@sin¥),

Yy = Ucos@sin ¥ + V(sin@sin @sin ¥ +cos Dcos V) + 3
+ W(cos D sin@sin ¥+sin@cos V) + W - cosDcos?,

Z,=U. sin@+V - sin@cos¥.

Wplyw silnika na dynamike ruchu opisuje nieliniowe réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu:

Ty T+ (T 4+ 72) - = K[Q(t—70)— Qo] - 1.
Oznaczenia: '
n — predko$é obrotowa,

Xus Luy Zy, Ly, My, N,— skladowe sit i momentow aerodynamicznych, ktére nie zaleza
od matych predkosei u, v, w, p, g, r.
Sity te uwzgledniajg skladowe grawitacji i ciagu.

ox Yy
au 3 v —all— 3 e 3

. ‘pochodne aerodynamiczne
oM oM oN

au > .“’W: ...)7’.—,
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A0 = Q(t— 7o) — Qo — przyrost wydatku paliwa,

czas zwloki 7o = 7o(n, Q, P, 1),

stale czasowe: 7, = const, 7, = T.(n, Q, P, T, M),

U, V, W— skladowe predkosci liniowej,

P, 0, R — sktadowe predkosci katowej,

Sity (nosna P, oporu Py i oporu bocznego P,) oraz momenty (przechylajacy L, pochy-
lajacy M i odchylajacy N) aerodynamiczne powstaja pod dziataniem oplywu strumienia
masy powietrza z predkoscia ¥ na poszczegdlnych elementach samolotu.

Dla plata, kadluba i gondol:

— ustrzenia wysokosci: PH, PH MY,

—— usterzenia kierunku: P}, Pf , LY,

— lotek: L,

— klap: AP¥, APH, AM*:,

— podwozie; APEMW- Appodv. pfrodw.

— hamulce aerodynam. APLm  Aphem

— podwieszenie APE, APP, MP

W przypadku ogdélnym kazda z tych sit i momentéw mozna przedstawi¢ w postaci

P—TqV2 S CH (., ..); M—%qV2 S-be(.,..),
s, b — wielkos$ci charakteryzujace ksztalt obiektu
k-, ) cF*(r, - - ) bezwymiarowe wspolczynniki odpowiednio sit i momentdw.
Poniewaz dostepne charakterystyki samolotu sa podane w ukladzie oplywowym badz
predko$ciowym zachodzi konieczno$¢ transformacji tych danych do uktadu samolo-
towego.
Wyrézniono nastgpujace macierze transformacp
T3° — macierz transformacji wspélczynnikéw sit: oporu, oporu bocznego oraz sily
noé$nej z uktadu optywowego do samolotowego.
T¢* — macierz transformacji momentdw: przechylajacego, pochylajacego i odchyla-
jacego z ukladu oplywowego do ukiadu samolotowego.
T4-° — macierz transformacji pochodnych sit i momentéw aerodynamicznych wzglgdem
predkosci liniowych i katowych z uktadu predkosciowego do samolotowego.

cosocosf, cosasinf, —sina
Ty S=| —sinfy cospo 0 ,
sinacosfB, sinwsinfl, sin«

cosacosf, cosasinfl, —sinu
TS = sinfo cos fo 0 ,
sinacosfl, —sinxsinf, cosa

cosa 0 —sina
T2=s=| 0 1 O
sing Q0 cos«
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4. Model badawczy

Powyzszy model matematyczny wykorzystano w symulacji cyfrowej ruchu samoloty,
Z uwagi na trwajace prace konstrukcyjne kabiny i ukladéw wspdlpracujacych przyjeto
w pracach wstepnych model badawczy (Rys. 2), ktérego celem jest ocena mozliwosci
realizacji systemu obliczeniowego.

______________________________ 4

Ir MERA-400 :

| |
inforr!nocje o wska- | Model pracy |-

M2 zaniach przyrzqg- | przyrzgdow |

dow ipok&adowych L l

' |

I |

| Model |

Dahe | Warunki Atmosfera dynamiki | |

1| poczatkowe wzorcowa ruch_u i praca |

pagz“% | silnika.

Model sterowania
dynamikg obiektu

H | :
M1 ||Zmiana katow wychy- |
teniq sterow i dzwigni |
L gam e 1

Rys. 2. Model badawczy

Model badawczy wykorzystujé posiadany zestaw komputerowy zlozony z maszyny
cyfrowej typu MERA-400 oraz dwdch monitoréw « — numerycznych. Poprzez klawiaturg
monitora M1 wprowadzone sa informacje dotyczace '

— parametrow poczatkowych lotu, .

— zmian katéw wychylenia steréw 1 dZwigni gazu.

Drugi monitor M2 spehia rolg deski przyrzadowej w kabinie pilota; co pewien czas
wySwietlane s3 na nim wskazania podstawowych przyrzadéw pokladowych jak:

— predkogciomierz Ve,V M),

— wariometr (predko$¢ wznoszenia),

— busola (kurs),

— wysokoSciomierz (wysoko$é),

— sztuczny horyzont (przechylenie, pochylenie),

— zakrgtomierz (predko$é katowa zakretu, $lizg).

Dodatkowo mozliwe jest wyswietlenie innych wskazai przyrzadéw np. dotyczaeych
pracy silnika.

W maszynie zawarte sa modele §cisle ze sobg wspdtpracujace

— dynamika ruchu platowca,

— praca silnika,

— warunki poczatkowe,
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_- sterowanie imitatorami przyrzadéw pokladowych,

— atmosfera wzorcowa.

Z modelem dynamiki ruchu zwigzany jest model warunkéw poczatkowych. Podstawe

do okreflenia warunkéw poczatkowych dla nieliniowych réwnan ruchu jest prawidlowe

ustalenie warunkéw réwnowagi obiektu latajacego. WiaZe si¢ to z aproksymacja takich

parametrow jak «, Py, @, dg, dy, 1. Uzyskano to poprzez rozwiazanie réwnar réwnowagi

samolotu bgdacych ukladem nieliniowych réwnaf algebraicznych
FFWV,H,o,P,..}=0,i=1,..6.

Funkcje F; sg §cile zwiazane z przyjetym modelem dynamiki ruchu samolotu i stanowia

sume sit i momentéw dzialajacych na samolot w stanie réwnowagi.

Model atmosfery wzorcowej zostal opracowany w oparciu o standardy Migdzyna-
rodowej Atmosfery Wzorcowej. Model sterowania imitatorami przyrzadéw poktadowych
opracowano w oparciu o ,,Algorytmy pracy wybranych przyrzaddéw i systemow pokla-
dowych TS-11 ,,Iskra” *> — opracowane w ITWL (nie publ.) — ze wzgledu na przyjety
sposéb prezentacji wynikOw nie jest obecnie wykorzystywany.

H oaM Ll
odaj dan M1 =i00,07.%
pocegtkowe [Kigwiatura l

Przyjecie i kontrola
Réwnania zmian wychylen
réwnowagi steiréw
|
Kontrola | zZnaczeniebies
popruwr;o'éci Y:vyychwartoéci gl?—
parametréw i
Ne 2 o mentéw sterujgeydh
istnieje roz>
igaan. |
Ustaw czas I |
I .
|

Opéznij P1

]

P1 | P2
R IL —_—
P3 PL
] Aktualne
Zegar s, {ats,at)s (at)s (a
T ' I
Przygotowanie Prawe strony uktadu
intormacji réwnan rézniczkov
do wystania | {przygotowanie
- Rozwigzanie rownan
i\l[:l o:gn?::iji i rozniczkowych
. l
i Wplsanie do buforg
{ h\f‘gjrﬁ?é??” I biezqcych parametrow
| lotu
|
|
]

Rys. 3. Rozwiazanie programowe
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Silnik zostal przedstawiony jako obiekt regulacji predkosci obrotowej przy przeplywie
paliwa jako wielkosci sterujacej.

Wykorzystujac przedstawiony model badawczy opracowano algorytmy i program
w jezyku Macroassembler w oparciu o istniejacy w ITWL specjalizowany system ope-
racyjny.

Model generowania dynamiki ruchu obiektu wymaga nastgpujacych algorytméw:
— algorytmu rozwigzywania ukladu nieliniowych réwnafi réZniczkowych. Postuzono

si¢ przy tym procedura catkowania metoda Kutty-Mersona;

— algorytmy interpolacji funkeji ciagtych i aproksymacji;
— algorytmy obliczania funkcji trygonomeirycznych, pierwiastka kwadratowego i innych
funkcji analitycznych.

Zgodnie z zalozeniami specjalizowanego systemu operacyjnego program podzielono
na procesory, z ktérych kazdy posiada ustalony priorytet wykonania i realizuje okre$lone
zadanie. Transmisja informacji nie zalezy od wykonywanego aktualnie zadania. Rozwig-
zanie programowe przedstawione jest na rys. 3. Wprowadzono nastgpujacy podziat:

Procesor 1

a) wprowadzenie danych poczatkowych lotu z monitora MI,

b) rozwigzanie réwnan réwnowagi dla danych poczatkowych,

¢) przygotowanie warunkéw poczatkowych dla réwnan dynamiki,
d) ustawienie zegara czasu rzeczywistego.

Procesor 2
Przyjecie z monitora informacji o zmianie wychylen elementéw sterujacych samolotu,

Procesor 3
a) obrébka informacji przygotowanej do wystania,
b) wyslanie informacji na monitor M2 wg. zegara czasu rzeczywistego.

Procesor 4

a) obliczenie warto§ci prawych stron nieliniowego ukladu réwnan rézniczkowych,
b) rozwiazanie ukladu réwnan z zadanym krokiem calkowania,

¢) obliczenie parametréw przeznaczonych do uaktualnienia parametréw lotu.

5. Whioski

Badania programowe przeprowadzone na minikomputerze wykazaly, Ze zachodzi
konieczno$¢ zmniejszenia czasu realizacji programu przy zachowaniu odpowiednie]
doktadnos’ci. Mozna to osiggnaé przez:
~— uproszczenie metod aproksymacji 1 rozwiazywanie réwnan rézniczkowych,

— optymalizacje stosowanych algorytmow,
— optymalizacje podprograméw.
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Badania programowe wykazaly, ze o zbieznosci modelu matematycznego z modelem
fizycznym decyduje dokladno$¢ zadania warunkéw poczatkowych dla ukladu réwnan
rézniczkowych opisujacych dynamike obiektu.

Peswonme

LIMDPOBASL CUMVYJILIIMS IIOJIETA CAMOJIETA TC-11 ,JICKPA” B SI3BIKE
MAKPOACCEMBIJIEP

B paGoTe NpeicTaBiIeHo: MOJENE NUHAMHKH I0NETA camonéTa, ero peanusaimio Ha EIIBM u merop
BH3YANH3aLMM KHHEMATHUECKUX IIapaMeTpoB Ionéra npx noMomm ELBM

Summary

COMPUTER SIMULATION OF TS-11 ,,JISKRA” PLANE FLIGHT IN TERMS
OF MACROASSEMBLER LANGUAGE

In the paper computer realisation of aircraft flight dynamic model and visualisation method of kine-
matic parameters is presented.

Praca wplynela do Redakcji dnia 12 lutego 1985 roku
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1. Wstep

W pracy przedstawiono analiz¢ numeryczng parametréw lotu i sterowania samolotu
w spirali ustalonej [1], [2], [3], [11], [12].

Spirala ustalona stanowi pewien_ typ ustalonego lotu okrgznego samolotu ze zmiang
wysokosci po trajektorii Srubowej. Ten typowo przestrzenny charakter ruchu charak-
teryzuje si¢ trudnymi warunkami lotu, jak:

— podkrytyczne katy natarcia na placie,

— duze katy §lizgu,

— konfiguracja samolotu z duzym przechyleniem,

— wystepowanie predkoséci katowych wokél trzech osi samolotu,

— duze przecigZenia.

W konsekwencji prowadzi to do budowy skomplikowanego modelu matematycznego
zjawiska [3], [7], [8], [9]}, [10]. Poszukiwanymi wielkoSciami charakteryzujgcymi ruch
s3 tu parametry lotu oraz dodatkowo niewiadome warto$ci katéw wychylefi powierzchni
sterowych,

Wzgledy powyzsze zadecydowaly, ze do badania rozpatrywanego zagadnienia Zzasto-
sowano model cyfrowy praktycznie jedyny mozliwy sposéb podejécia. Samolot traktowano
jako uklad mechaniczny sztywny o szesciu stopniach swobody. Przyjeto, 2e wychylenia
powierzchni sterowych maja tylko wplyw parametryczny na warto§ci sit i momentow sit
aerodynamicznych.

~Réwnania ruchu ustalonego samolotu w spirali dla przngtego modelu fizycznego
Wyprowadzono w oparciu o pelne réwnania ruchu przestrzennego samolotu [7, 8, 11].
Otrzymano uktad siedmiu nieliniowych réwnan algebraicznych, a rozwigzanie wyznaczono
dla danej wysokosci lotu (punkt réwnowagi spirali ustalonej [4], [11]).

W pracy oméwiono program i wyniki obliczed numerycznych dla samolotu TS-11
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.Iskra”. Program wykonano w jezyku FORTRAN IV a obliczenia przeprowadzone
zostaly w O$rodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej na elektronicznej maszynie
cyfrowej CDC 6400 CYBER 70.

2. Przyjete uklady odniesienia

Do opisu dynamiki samolotu w spirali przyjeto nastgpujace uklady wspotrzednych
2,7, 11} rys. 1.

Rys. 1. Przyjete uklady odniesienia

~— nieruchomy uklad grawitacyjny zwigzany z Ziemia Ox,;y;z;,
— uktad grawitacyjoy Ox,y,z, zwigzany z poruszajacym si¢ samolotem i réwnolegly
do ukladu Ox,y,z,, :
— uklad predkosciowy Ox,y,z, zwiazany z kierunkiem przeptywu oérodka omywa-
jacego obiekt, :
— uklad Oxyz sztywno zwigzany z samolotem, zwany samolotowym,
— uklad Ox,y,z; obrazujacy konfiguracje samolotu wzglgdem toru lotu zwany dalej
ukladem spiralnym, (rys. 2).
Chilowe potozenie samolotu jako ciala sztywnego jest opisane przez orientacje przestrzenna
i polozenie srodka masy SM, mierzonego wzgledem nieruchomego ukladu wspotrzednych
Ox,y, z, przy pomocy wektora wodzacego 7[x,(¢), y1 (1), z,(¢)]. Konfiguracj¢ przestrzenna
wyznaczajg katy obrotu samolotu: @ — kat przechylenia, @ — kat pochylenia, ¥ — kat
odchylenia zwane katami quasi-eulerowskimi lub samolotowymi [2, 7, 13]. _
Ruch samolotu opisano w ukladzie osi Oxyz, w ktérym sktadowe wektoréw chwilowych
predkodci liniowej v, i katowej Q sa nastepujace (rys. 1):
— wektor catkowitej predkosci liniowej ¥,
V, = UitVj+ Wk, ©)
gdzie: U — predko$¢ podiuzna samolotu, wzdhiz osi Ox,

V — predko$¢ boczna samolotu, wzdtuz osi Oy,
W — predkoéé przemieszczen pionowych samolotu, wzdhuz osi Oz,



ANALIZA NUMERYCZNA PARAMETROW LOTU... 365

Xg

Rys. 2. Parametry opisujace ruch samolotu w spiralli ustalonej

— wektor catkowitej predkosdel katowej a
3 = Pi+Qj+REk, @
gdzie: P — katowa predkos¢ przechylania samolotu, wokét osi Ox,

O — katowa predko$¢ pochylania samolotu, wokét osi Oy,
R —katowa predko$¢ odchylania samolotu, wokét osi Oz,

Rys. 3. Wektor sit i momentdw sil zewnetrzpych

Wektory sit i momentdw sit zewnetrznych maja nastepujaca postaé (rys. 3):
— wektor sit zewnetrznych F-
F = Xi+Yj+Zk, 3
gdzie: X — sila podiuzna, wzdhuz osi Ox,
Y —sita boczna, wzdtuz osi Oy,

Z — sita pionowa, wzdluz osi Oz, .
— wektor momentoéw sit zewnetrznych I0:

W = Li+ Mj+NE, @
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gdzie: L — moment przechylajacy, wokot osi Ox,
M — moment pochylajacy, wokdt osi Oy,
N — moment odchylajacy, wokoét osi Oz.

W pracy wykorzystano nastgpujace zwiazki kinematyczne ruchu samolotu [7], [11]

— zaleznosci predkoéei katowych
P=a& +¥sin® s
0 = Ocos®+¥cosOsind,
R = PcosOcosP—Osin®,
— zaleznosci predkosci liniowych
%, = Ucos@cos ¥+ V(sin®@sin@cos ¥ —cos Psin¥) +
+ W(cos @sin@cos ¥ +sinDsin¥),
71 = Ucos@sin P+ V(sin®sin@sin ¥ +cosPcos V) +
+ W(cos D sin@sin ¥ —sin cos V),
z, = — Usin® + Vsin®cos@ + WcosDPcos®,
oraz:
U= V.cosacosf, .
V = V,sinf,
W = V_ sinacosf,
gdzie: — kat natarcia [2], [3], [13] (rys. 1)

7]
o = arctg Ak

— kat slizgu [2], [3], [13] (rys. 2)

o

.V
g = arcsm(VC),

— orientacja katowa ukladu spiralnego (rys. 2)

&#; = arcsin[—sin@sin «cos f+ sin @cos@sinf +
+cos® cos@sin e cosf],

. 1
%y = arcsin | —
c

o5, (cos_d? sinfB —sin Dsinccos ﬂ)] )

(5)

(6)

M

®

gdzie: &; — kat pochylenia trajektorii lotu wzgledem plaszezyzny horyzontu [11] (Rys. 2)
»#s — kat odchylenia samolotu od toru lotu mierzony w plaszczyznie horyzon-

talnej [11]. (Rys. 2)

3. Model fizyczny zjawiska

Ustalony lot po trajektorii §rubowej przyjeto nazywaé spiralg ustalong (rys. 2). W rze-
czywisto§ci wystgpuja male odchylenia wywotane chotby wpltywem zmiany wysokosci
(wysokoéé ma wplyw na wartos¢ sit i momentéw aerodynamicznych [1], [2], [3], [10])



ANALIZA NUMERYCZNA PARAMETROW LOTU... 367

Poczyniono nastgpujace zaloZenia modelu fizycznego zjawiska:

1° Samolot traktowano jako uklad mechaniczny sztywny o szeéciu stopniach swobody.

2° Wychylenia powierzchni sterowych: lotek, steru kierunku i wysokosci majg tylko

wplyw parametryczny na wartosci sit i momentéw sit aerodynamicznych.

3° Ruch samolotu w spirali ustalonej odbywa si¢ po linii srubowe;.

4° Of spirali ustalonej jest prostopadia do plaszczyzny horyzontu, a wektor catkowitej

predkosci katowej lezy w tej osi.

5° Ciag silnika jest staly, silnik jest zdlawiony.

Przy budowie modelu fizycznego szczegblne znaczenie ma prawidiowa interpretacja
oraz whadciwe wprowadzenie do modelu dzialajacych i mogacych wystapi¢ sit zewnetrz-
nych. Wyrézniono w tym przypadku nastgpujace grupy sit:

a) sity aerodynamiczne [2, 3, 7, 13],

b) sily od urzadzed napedowych [2, 3, 7, 11],

¢) sity grawitacyjne [3, 7, 11],

d) sily wynikajace z procesu sterowania (2, 3,7, 9, 11, 13].

Wartodci sit i momentow sit aerodynamicznych, w ktérych uwzgledniono wplyw wychy-
lei powierzchni sterowych (ze wzgledu na zlozono$¢ problemu z punktu widzenia mate-
matycznego) wyznacza Opracowany program numeryczny.

Sily od urzadzen napedowych uwzgledniajg oddzialywanie wynikajace z potozenia
wektora ciagu wzgledem §rodka masy samolotu oraz efekt giroskopowy. W locie krzy-
woliniowym urzadzenia wirujace zespolu napedowego powoduja powstanie momentu
giroskopowego (Rys. 4).

Rys. 4. Sily i momenty sii pochodzace od urzadzen napedowych w ruchu okr¢znym samolotu

Wektor sil i momentéw sil zewnetrznych F, ma nastepujaca postac

. X7 [ X*—mgsin@+ Tcos &
Y Y+ mgsin®@cos®
Fo Z _ Z°+mgcosPcos® — Tsin 6 ©
L Le
M M+ Te+Jrwr R
N V- |

gdzie: F = col[X*, Y°, Z¢ L°, M“, N°) — wektor sil 1 momentéw sit acrodynamicznych,
m— masa samolotu
T — ciag silnika,
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Jr — moment bezwladnosci wirnika silnika wzglgdem osi obrotu wilasnego,
wy — predkos$é katowa czeéci wirujacych silnika,
8 — kat odchylenia wektora ciagu T od osi Ox w plaszczyznie Oxz,
e — mimos$réd miedzy linia dzialania wektora T a polozeniem $rodka masy
samolotu,
przy czym
Fa = Fa(“: /31 Vc, P, Qf R, 0, 65)
Warto$¢ wektora F zalezy od zmiennych stanu z, gdzie z = col[U, V, W, P, Q, R],

parametrow sterowania 8, = col[dy, 0y, O.], gestodci powietrza o(H) oraz przyspieszenia
ziemskiego g:

F = F(Z, 6.5" Q> g)> (10)

przy czym zaniedbano wplyw zmiany wysokodci lotu na wartos¢ g natomiast uwzgled-
niono ten wplyw na wartosci o

4,256
2
>

QH=QO(1+W (1D

dla He (0: 11000 [m])
gdzie z; = —H.

4. Punkt rownowagi spirali ustalonej

Parametry lotu i sterowania w spirali ustalonej dla danej wysoko$ci lotu H wyznaczo-
no z pelnych réownani ruchu samolotu:

do 1 X . . VA .
> e o+ W[— (—m +Rsm,8) sino+ ( 7 —Psmﬂ)cos«x], (12)
dp X . Y z . .
= (ch S1nﬂ+R)+ v cos,B—(ch sm,B—P)Sma, 13
. —icosacosﬂ+lsinﬂ+ Z Snac ] (14
d m m T SIRHCOSPS )
dP . 1 Jy'—'Jx sz . Jz_J.V JJ%Z
T [(1_ T, ) T PQ“( AR )QR+
J.J, (15
1 Sz
PAIG N)]
Q M J,—J Jer ' os 2
G M 2 Vx _ ¥z (p2_ 16
a =7, t T PR (R R, {9
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1 L=y T I—T.\ T,
4R _ Tz [( 7. TR )PQ ( I ) 7. 2R+
di T 1- T * 10
T, | amn

1 (Je,
+ J—z ("-IT L+N)]
Wprowadzajac zapis macierzowy, powyzszy réZniczkowy ukiad réwnan w postaci nor-
malnej przedstawia si¢ nastepujaco

Z :—"f(za 65):
gdzie: |
z = colla, S5 V,, P, Q, R].

" Punktem réwnowagi tego ukladu réwnan rézniczkowych I stopnia na podstawie
[4], [11] jest wektor z*

z* = colla*, B*, V¥, P¥*, Q% R¥|,
spelniajacy réwnanie
Y(Z*, 5:) = 0'

Wprowadzajac do ukladu réwnan (12-17) zaloZenia dotyczace lotu w spirali usta-
lonej; a wiec

— £ = 0 —ruch ustalony,

— % =0, ifg— =0, —(gi = £2 = constants — catkowita predko$¢ katowa samo-

lotu polozona w osi spirali, & — kat pochylenia linii §rubowej,
@5 = arcsin[—sin@sinacos i+ sinPcos@sin f+ cos P cosBsin acos B,
otrzymano uklad réwnan algebraicznych opisujgcych stan 16tu samolotu w spirali usta-
lonej (18 -24). Rozwiagzanie z* nalezy obliczaé dla danej wysokodci lotu H wystepuje.
bowiem wplyw tej wielkoéci na watroéci sit i momentéw sit acrodynamicznych. Wektor
rozwigzania z* opisuje stan ustalony w spirali, przyjeto tu nazwe punktu réwnowagi
spirali ustalonej.

W pracy analizowano stan lotu ustalonego poprzez zalozenie niektérych parametréw
punktu réwnowagi a nastgpnie wyznaczono pozostale nieznane wielkosci, to znaczy
parametry lotu i sterowania. Nalezato tak postapié ze wzgledu na istnienie dodatkowych
niewiadomych jakimi sa tu: kat wychylenia lotek 8., kat wychylenia steru kierunku dy,
kat wychylenia steru wysokosci Oy i ciag silnika T.

Dla ufatwienia wyboru wielkosci, ktére nalezy zatozyé wprowadzono nowe zmienne
Y majace wyczuwalny sens fizyczny. Umozliwia to wlasciwie rozpatrzyé fizyke zjawiska
i przyja¢ wartoéei liczbowe danych.

Wektor ¥ ma nastgpujaca postaé:

Y = colla, ﬂ, V., ®,0, R, D, 8y, by, 6, Tol, .

Przy czym na podstawie rozwazaii teoretycznych i danych do$wiadczalnych przyjeto
Jjako znane: predko$é calkowita samolotu ¥, promied spirali Ry, kat przechylenia samo-
lotu @ i cigg biegu jalowego Tj.

9 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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Po wprowadzeniu tych zmiennych do réwnan ruchu (12 17) oraz uwzglednieniy

nastepujacych zaleznosci, a mianowicie:
— na podstawie zaloZenia 3°:4° i wzoréw (5)

P = —Qsinb,
Q = QcosOsind,
R = QcosOcos D,

— na podstawie 4° i (rys. 5)

V,cost
e="wm

— na podstawie 3° i wzoréw (8)
= arcsin|[—sin@sinacosf+sin P cos@sin f+
+cos D cos@sin acosf],

otrzymano nast¢pujacy uklad siedmiu réwnan algebraicznych:

V. . 1 X V.
R cos@sinPcosd + cosp [( g + == R cos@ sinDcosd smﬂ)Sma+
+ 2 Fey 8, cose| = 0, -
mV, R s) 08¢ = T
X . - Y
— (;Wc- smﬂ _,) cosa+ P cos B+

VA Ve .
- (mV smﬂ—i— sin®cos )sma =0,

Y
v s1nﬂ+

cosacosf+

X VA
mv, 7 sinacosf = 0,

1 I du\ e V2 o
I—J;-—{—(I— y-’; ) 7. R—?sm@cos@smcbcos%,-i-
Iid,

J,—J JZ \ Ve
,_(_ 5 Y + )R2 cosz@s1n¢cosq§cos2z9 +

1 ay Jxz [ara Vc : ‘
+J—x [L + 7. (N —Jywr R cg@sm(bcosﬂ,)]} =0,
1 V. | :
— \M*—T- e+ Jror cos@cos Dcos G| +
Jy R,
Jz'—"x ch . J z ch .
i 13 Sl[-l@COS@COS Dcos?P,— —7’;— [ R? coszﬁ,(suﬁ@—cos%?cosf@)] = 0,

- (19)

(19)

(20)

@1

22
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1 J.—J JL \ V2 .
7T [_( Jz”+ x )Emn@cos0sm®coszﬂs+

i T,
JoJ,
Jy"Jz Jez ch 20 a8 2 (23)
(1 =7 )—Tx— 2 cos?@sin P cos DcosH +

1 J-"z a a Vc oo 2
+ A (TxL +N°—Jror R cos@smcbcosﬁs)] =0,
¥, = arcsin(—sin@sin«cos B+ sin @cos@sin f+

+cosPcos@sin acos f), o

Powyzszy uklad siedmiu nieliniowych réwnar algebraicznych z niewiadomymi X

X = Col[a, /3: @; 195’ 6115 6115 5L]9

mozliwy jest do rozwigzania drogg obliczen numerycznych.

5. Przyklad obliczeniowy

Opracowany program obliczen numerycznych na podstawie danych geometrycznych
i masowych samolotu oraz zatozomych niektérych wielkoéci charakteryzujacych lot
samolotu w spirali [1, 5, 11, 14] wyznacza warto$ci pozostalych nieznanych wielkosci
charakteryzujacych lot samolotu w spirali ustalonej i wartoéci wychylen powierzchni
sterowych.

Obliczenia przykladowe wykonano dla poddiwigkowego. samolotu odrzutowego
TS-11 ,,Iskra”. Prezentowane przypadki ze wzgledu na ocene wplywu réznia si¢ od wersji

podstawowej jednym wybranym parametrem. Przyjeto nastgpujace standardowe warunki
lotu: ’ '

V, = 100 [E]

S N
R, = 500 [m],
D = 40 [deg],

T, = 1000 [N] — cigg jatowy.

Analize poréwnawcza przedstawiono dla réznych zmian parametréw lotu (tabela 1.)
ciagu silnika (z uwzglednieniem i bez uwzglednienia zjawiska giroskopowego), wysokosci
lotu (tabela 2.) oraz czynnikéw konstrukcyjnych (tabela 3).
Uzyskane wyniki nasuwajg nastgpujace spostrzeZenie ogélne:
— lot samolotu po linii rubowej charakteryzuje sig duzymi katami przechylania @, po-
chylania @, §lizgu § i natarcia « (przy czym §redni kat natarcia na placie jest wigkszy
o dwa stopnie od podanego w tabelach, gdyz nie uwzglgdniono tam kata zaklino-
‘'wania skrzydla wzglegdem osi samolotu),

— wigksze warto$ci promienia w spirali powoduja, e lot staje si¢ bardziej bezpieczny,

ox*
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warto$ci parametréw lotu i sterowania majg mniejsze wartosci (dotyczy to zmien-
nych katowych),

— obciazenia konstrukcji i przecigZenia dzialajace na pilota opisuje wspdlczynnik
obciazenia n, ktéry osiaga Srednie wartoéci n, = 3.5; pray czym widaé, Ze naj-

~ wigkszy wplyw na jego warto$¢ ma zwigkszenie predkosci lotu w spirali,

— wyniki liczbowe wskazuja na uzyskane bardzo duze wartosci katéw §lizgu i wychy-
lefi powierzchni sterowych (wynika to z przyjetej uproszczonej metody wyzna-
czania sit i momentédw sit aerodynamicznych), odchylki te nie maja wickszego
wplywu na ogdlny charakter zjawiska i umozliwiaja poprawna analiz¢ zagadnienia,

— przy analizowaniu czynnikéw konstrukcyjnych nalezy zwrécié uwage na wplyw
zmian masy i wywazZenia samolotu, dotyczy to zwlaszcza samolotéw, ktére moga
by¢ wyposazone w elementy podczepiane pod skrzydlami, gdyz zakres tych zmian
ma bardzo duzy wplyw na posta¢ spirali ustalonej, wplyw zjawiska giroskopowego
na postaé spirali ustalonej jest zauwazalny, jest on niwelowany wiekszym wychy-
leniem lotek.

6. Whnioski

Przedstawiona metoda pozwala na ogdlne badanie wpltywu réznych czynnikéw na
postaé¢ spirali ustalonej. Istotne przy formutowaniu modelu zjawiska i przyjeciu danych
wejéciowych jest posiadanie danych empirycznych i wlasciwe ich uwzglednienie. Szczegbtowa
analiza teoretyczna zagadnienia przesadza tu wiec o uzyskaniu poprawnego rozwigzania.

Przeprowadzone obliczenia numeryczne nasunely nastgpujace uwagi praktyczne,
ktére moga mie¢ zastosowanie do badania innych stanéw ustalonych zjawisk fizycznych:

a) wzyskanie rozwigzania numerycznego uwlatwia ten sam rzad wartoéci prawnych
stron réwnan (12-17), w tym celu w przypadku powyzszym réwnanie (14) podzielono
przez wartosé V., .

b) .ulatwienie wyboru wielkosci (kt6re nalezy zaloZzyC) oraz wlasciwa analize zagad-
nienia umozliwiaja zmienne fizyczne, zmienne te nalezy wprowadzi¢ do modelu matema-
tycznego zjawiska,

¢) 'w przypadku trudnosci w uzyskaniu rozwigzania nalezy zastosowaé bardziej efek-
tywna metode rozwigzania réwnan algebraicznych lub pdtraktowaé jedna zmienng jako
parametr, w przypadku powyzszym kat przechylania samolotu @ mogt by¢ korygowany.
Prezentowana metoda obliczeri umozliwia latwa analize¢ zagadnienia i moZe mie¢ zasto-
sowanie we wstepnym etapie badan. Swiadczg o tym uzyskane wyniki zgodne z badaniami
w locie. Istnieje mozliwo§¢ zastosowania tej metody do analizy innych stanéw ustalonych
oraz wyznaczenia punktu réwnowagi, o z kolei pozwala na badanie malych drgan wokot
polozenia réwnowagi.
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YUCJIEHHLIA AHAJIU3 ITAPAMETPOB IIOJIETA YW VIPABJIEHNA
CAMOJIETA B YCTAHOBUBIIEMCS CIIMPAJIBHOM JIBYDKEHWH

CaMonéT IPHHISITO KaK MEXaHHUYECKYIO KECTKYIO CHCTEMY C LUECThIO CTENeHSIMK CBoGoAb1. Brnanue
OTKJIOHEHMI PYJIEBBIX IOBEPXHOCTE! | PYJIEB BBICOTI M PYJIEB HAIPaBJICHHA & TAaKOKE 3JIEPOHOB NPHHATO
KaK [1apaMeTpHYeCcKOoe NeHCTBHE a3pOIUHAMHYECKIX CHJI K MOMEHTOB CHI.

VpaBHeHns yCTaHOBUBLLETOCA CIMPAJIEHOIO ABHYKEHHA CaMoNETa BBIBEJEHO M3 HONHEBIX YPaBHeHuil
IMPOCTPAHCTBEHHOro ABM>KeHHA camonéra. IIpuMepHo mnisa camonéra knacca TS~ 11 ,,Iskra.” BbI‘-chneHO
napame'rpu paBHOBECUSL B CIHDPAH.

i .
Summary

NUMERICAL ANALYSIS OF AIRPLANE FLIGHT AND CONTROL PARAMETERS
IN' A STEADY SPIRAL MOTION

In the paper a numerical analysis is presented of airplane flight control parameters in a steady splral
motion. : :

- The airplane is assumed to be a stiff, mechanical object with six degrees of freedom. The deflections
of control surfaces, i.e. ailerons, rudder and elevator have parametric influence only on the values of aero-
dynamlc forces and moments.

The equatlons of airplane steady spiral motion are based on full airplane space equatlons of mouon
A set of seven non-linear algebraic equations is obtained which allow us to determirie the equilibrium.

In order to investigate the problem under study a numerical ‘model is app]led A numerical analysis
of motion in subsonic TS-11 ,Iskra” jet aircraft is presented. .

Praca wplynela do Redakcji dnia 26 wrzesnia 1985 roku
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1: Wstep

W przedstawionej pracy zaprezentowano metod¢ badad malych drgan samolotu
okolo polozenia rownowagi w spirali ustalonej [1, 2, 4].

Analiza zagadnienia jest utrudniona ze wzgledu na niepelne dane doswiadczalne oraz
rozbudowany aparat matematyczny. Do rozwiazania wykorzystano metody numeryczne,
ktore pozwolily na szybkie wyznaczenie wartosci liczbowych.

Uzyskano wynikiu mozliwiajace oceng wlasnoséci lotnych projektowanego samolotu
w warunkach lotu przestrzennego i bardziej racjonalng jego konstrukeje.

2. Model fizyczny zjawiska'

Przyjcto nast@pujqce zalozenla modelu flzycznego z1aw1ska (1, 51:
1. Samolot traktowany jest jako uklad mechaniczny sztywny o szefciu stopniach
swobody, rys. 1.

Rys, 1. Parametry kinematyczne lotu samolotu

*)  Fragmenty pracy zostaly przedstawione na IX Sympozjum ,,Drgania w ukladach fizycznych”,
maj 1984, Blazejewko k. Poznania.
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2. Samolot charakteryzuje si¢ konwencjonalna, symetryczng i zwarta budowa.

3. Srednie katy natarcia na placie podczas wykonywania spirali ustalonej nie prze-
kraczajg wartosci krytycznych.

4, Wychylenie powierzchni sterowych: lotek, steru kierunku i steru wysokosci majg
tylko wplyw parametryczny na wartosci sit i mefpentow sit aerodynamicznych.

5. Ruch okrgzny samolotu ze zmniejszeniem wysokosci po trajektorii Srubowej przyjeto
jako ruch w spirali, rys. 2.

6. O§ spirali ustalonej i wektor catkowitej predkodcei kqtowej lezy w osi grawita-
cyjnej.

Rys. 2. Spirala ustalona

Przy budowie modelu fizycznego szczegdlne znaczenie ma prawidlowa interpretacja
oraz wlasciwe wprowadzenie do modelu dzialajacych i mogacych wystapic snt zewngtrznych
Wyrézniono nastgpujace grupy sit [1,41:

— sily pochodzenia aerodynamicznego (wyznaczono metodq numeryczna, uwzgl@dmono
oddzialywania wynikajace z wychyledd powierzchni sterowych),
— sily od urzadzedi napgdowych (uwzglgdniono oddzialywania zespolu napedowego

w tym efekt giroskopowy elementéw wirujacych),

— sily bezwladnosci,
— sily grawitacyjne.

3. Model matematyczny

Do opisu dynamiki samolotu w spirali ustalonej przyjeto nastepujace uklady wspol-
rzgdnych, rys. 3, [4, 5]:
— nieruchomy uklad grawitacyjny zwigzany z Zlemlq Ox,y,2y,

— uklad grawitacyjny Ox,y,z, zwigzany z poruszajacym si¢ samolotem i réwnolegly
do ukfadu nieruchomego Ox,y,z,,

— uklad predkosci Ox;y,z, zwiazany z kierunkiem przeplywu o$rodka omywajacego
obiekt,

— uktad Oxyz sztywno zwiazany z samolotem, zwany samolotowym,
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Rys. 3. Przyjete uklady odniesienia

— uklad Ox,y,z, obrazujacy konfiguracje samolotu wzgledem toru lotu zwany ukladem
spiralnym. .
Do analizy zagadnienia wykorzystano wyprowadzone réwnania ruchu samolotu
[4, 5] w zmiennych &« — kat natarcia, § — kat $lizgu, V. — predko$¢ lotu, P — katowa
predkosé przechylenia, Q — katowa predkosé pochylania, R — katowa predkosé odchy-
lania. Rownania te rozszerzono o dodatkowe zwiazki kinematyczne dla & — kata prze-
chylenia i ® — kata odchylenia [4]: ?

%’f— = — (7'%;: sinﬂ+R)cosa+ A cosfi— (mZVC sinﬂ——P) gin_as ()
d;:" = —"Xnicosacosﬂ+ T)n,‘ﬁinﬂ+%5in“°°s#’ : )
£ e o
T, » (¥
w3 ()
, L gf_ + ’z;_y’xm— ’J (P2, - ®)

1
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dR 1 Jx_J JJ?z | Jy'—']z) sz
7ﬁ*=;*—7z'[( 7, +-LL)PQ b" A I A
T, (6)
1 [y
'“Z(LL+N}
daod .
- = P+Qsin®tg®+ RcosPtgO, (7
% = QcosP—Rsin®, ®)

gdzie: m — masa samolotu, :
Jes Jy, J. — moment bezwladnosci samolotu odpowiednio wzglegdem osi Ox,
Oy, Oz,
Jxys Jxzs Jy: — momenty dewiacyjne samolotu,
F = col[X, Y, Z, L, M, N] — wektor sil zewnetrznych,
F, = col[X", Y?, Z° L°, M®, N°] — wektor sit i momentéw sil aerodynamicznych,
przy czym F, = F,(z, 0, 9,),

oraz

“X7|  [X*—mgsin®+ Tcosd

Y Y +mgsin®cosO

VA Z?+mgcosPcos® —Tsind | - -
F=lcr|- , SENC)
, L) L - |

M M°4+T-e+JrorR

| N | | N—JrorQ _

gdzie: Jr — moment bezwladnosci wirnika wzgledem osi obrotu wlasnego,
0 — kat odchylenia wektora ciggu T od osi Ox w plaszezyZznie Oxyz,
e — mimo$réd miedzy linia dzialania wektora ciggu a potoZeniem §rodka masy
samolotu,
wr — predkosé katowa czesci wirujacych silnika (prawoobrotowy).

W oparciu o powyZsze réwnania Opracowano program numeryczny ‘Wyznaczajacy
parametry lotu ustalonego tzn. punkt réwnowagi spirali ustalonej [2, 4, 5], a nastgpnie
badano zaburzenia tego ruchu. :

Uklad réwnan ruchu w postaci normalnej ma nastepujacy zapis macierzowy

= f(2), )
gdzie: . ' '
_ = col[a, B, V., P,Q,R,D,0].

Uklad (10) zlinearyzowano w punkcie réwnowagi z* i badano zaburzenia ruchu w blis-

kim otoczeniu tego punktu metoda Lapunowa [2, 3, 5]. Metoda ta nie wymaga znajomosci

rozwigzania ogdlnego wyrazonego przez funkcje elementarne i w przypadku zlinearyzo-
wanego réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu
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Sprowadza si¢ do wyznaczania wartoéci wlasnych l s 1 macierzy stanu A i odpowmdajqcym
im wektorem wiasnym [2, 3].

Linearyzujac ukfad réwnan ruchu w punkcie réwnowagi z* i pomijajac male wyzszego
rzedu otrzymamy:

. % da , 9% ) a' % %
b= aq Ot g P gy vt gp Pt g it T e ot 30>
3/3 3/3 3/3 B o ﬂ op 28
/3 B+ —— Vet 5Pt 5 0 9t g™t 25 ? + 55D,
. v, v, v, o, v, aV, 3Vc
Ve= a7 aﬂ A A TR B T IR WA T S A T-
5 0P +"_P,3+ anJraP o 9P 0P 0P o
= o * a,s 3Vc T oF Pt a0 It R T 56 YT 50 Y
- Q’ L9000 00 40 90
Q_— ,B ﬂ+ U+ p+FQ— +— +76 —a—@"'&x
R~£+3Rﬁ+ aRv OR OR . OR OR AR
= T Pt vt Pt TR T B P e
P 4ad5ﬂ+aq$ A L . .
T e T P Vet ap Pt e it R T s P e
. 06 90 0 B O 20 00 20
O =——a+

99 5 90 499 99 99 9O 5 s,
a T o P e vt e Pt g 1t oY 96 T G

Linearyzacja ta jest przeprowadzona w oparciu o teorie matych zaburzen [I, 2, 3].-
Przyjmujac ,
= z*+x, (12)
gdzie ,
' x — wektor matego zaburzenia,

x‘—‘COl[“,ﬂ,”c,P,q,r,‘P,ﬁ]r

otrzymamy uklad quasi-liniowy opisujacy ruch drgajacy _ .
' % = Rx+0|(x)], (13)
gdzie: '
0|(x)| — reszta z rozwinigcia Taylora,

R = f(z*¥) — macierz Jacobiego,

[0a 0x 0a 0w oa oa 0a 0u”
du 08 9V, 9P 9Q OR 4P 9O
R_| 08 98 9 o o8 9B B B
| %« 9B 9V, OP 9Q OR 0@ 0O
oV, oV, oV, V. oV, oV, IV, v,
do 9B 9V, 4P 9Q OR oD 0O
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ob oF o of 0P 0P b ob
Q0 Of 9V, P 3Q IR oD 00O
0 90 0 80 4@ Q0 Q0 0

da 0B oV, 9P 9Q OR 9D 930
@8R OR OR OR OR AR 2R R
R=|% 3 o7, 3P 20 R 2® 00 (149
’ ab b b b 9D D 9D 2D
d« o @V, @P 8Q oR 9D 00
6 6 O O O 6 0 90
- | 9« 08 9V, 9P 90 9R D 30 _

Dla przykladu pierwszy wyraz jest nastgpujacy:

do 1 X°—mgsin® .
r(l,1) = a =~ " cosf ( my. +Rsinf|cosa+
' X’ sin o — oz cosa
Z2+mgcosBcos D . . da
+( 7 —Psinf|sina-+ .

Posta¢ analityczna poszczegdlnych elementéw ry; macierzy Jacobiego R wyznaczono
w oparciu o wyprowadzone réwnania ruchu. Elementy ri; zawieraja pochodne aerody-

namiczne 2w nastgpujacej postaci:
T oXe ox°  aX° ax° aX* oX° 9x®  ax° |
ou o -3V, OP 20 JR oD 90
aye gye- 9ye 9y* 9gY* gYe gyY* 9Y“
da af vV, oP oQ dR oo 00
0zZ¢ 9z° 9Z° 9zZ° d9Z° 9zZ* 9zZ° 9Z°
oF, | Ou af v, oP oQ dR oP 00 (15)
Z4 oL* 9L* QL® 9L oL 9L aL* IL°

do 0f 9V, 9P 90 OR oD 00

OM® OM® OM°® OM° IM® OM° OM® OM°

da 98 IV, oP 9@ OR < od 00

ON°® ON° ON°- ON° ON° ON° oN° ON°
_ da 9 V., oP 4@ IR oD 0O _

Wartosci liczbowe powyzszych wielkodci obliczano numerycznié metoda réznic
skoniczonych.

4. Przyklad obliczeniowy

Opracowano program numeryczny, ktéry na podstawie wstepnych danych dotycza-
cych warunkéw lotu i parametréw samolotu wyznacza punkt réwnowagi spirali ustalonej
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a nastepnie wartoéci wlasne A; macierzy Jacobiego R ukladu zlinearyzowanego réwnag

ruchu. \

Na podstawie otrzymanych wynikéw przeprowadzono analiz¢ zaburzen ruchu samo-

lotu w spirali ustalonej. _
Samolotem testujacym byl poddiwigckowy samolot odrzutowy TS-11 ,Iskra”,
Analize przedstawiono dla réznych zmian:

— parametréw lotu (wersja Stand, ..., F),

_- ciagu silnika (z uwzglednieniem i bez uwzglednienia zjawiska giroskopowego) i wyso-
kosci lotu (wersja G, ..., M),

— czynnik6w konstrukcyjoych, (wersja N, ..., Z) TABELA 1, patrz: ,,Analiza nume-
ryczna parametréw lotu i sterowania samolotu w ustalonym ruchu spiralnym™.
Przy ocenie zaburzen ruchu zwracano szezegdlng uwage na wartosé WIasﬁq Ay (od-

powiadajaca zmianom kata natarcia o), gdyZ warto$¢ kata « ma decydujacy wplyw na

warto$é sit 1 momentéw aerodynamicznych.

Przy ocenie zaburzen kierowano si¢ nastgpujacymi kryteriami
a) 4 =& dla & > 0 aperiodyczny ruch rozbieZny,

. dla §; <0 ’s ' ,, tlumiony,

b) 4; = &;+in; ruchy okresowe sprzgzone,

c) &, = /Re};/ iloSciowe ujecie statecznodci lub niestatecznosci ruchu — wspofczynnik

thumienia, : :

d) n; = /ImA;/ wartoéé charakteryzujgca czgstotliwo$éé drgad ruchu odpowiadajgcego

rozwiazaniu szczegélowemu — czestos¢ drgan,

e) x; = R;e*' rozwiazanie szczegdlowe,

) T, = E okres wahan,

3]
In2 . .
g Ty = —£—czas sttumienia amplitudy do potowy,
7

et D : _

h) d = = dekrement ruchu, wyrazajacy iloSciowsa ~zmiane rozwigzania w ciagu
sekundy.
5. Whnioski

1. Przedstawiona metoda badan zaburzen ruchu ustalonego w spirali dostarczyla wicle
cennych informacji poznawczych o zjawisku, ktére moga by¢ wykorzystane w pro-
jekcie wstepnym samolotu.

2. Przedstawiona metoda analizy dostarcza wszelkich danych o zaburzeniu ruchu samo-
lotu w przypadku jego pelnej tréjwymiarowosci. Zastosowany model cyfrowy obliczert
umozliwia latwa i szybka analize.

3. Przedstawiony model matematyczny i cyfrowy latwo moze byé rozszerzony o do-
datkowe stopnie swobody, jak odksztalcalno§é konstrukcji i uktadu sterowania,

4. Przedstawione wyniki wskazuja duzy wplyw na wlasnosci dynamiczne samolotu zmiany
masy i wywazenia. ‘
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Pesome

KOJIEBAHMS CAMOJIETA B VCTAHOBUBIEMCS CPHUPANLHOM
JABMXEHUM

B craThe NMPEACTAaBJIEHO METOX TEOPETHUECKHX HCCIETOBAHHN MajbiX KoJCOGaHMil CamMoNETa BOKPYT
HOJOIKCHHSA DPABHOBECHUSI B YCTAHOBMBIIEMCA CHMPANBHOM IBHIKEHWH.

TIpunuMast TeOPWIO MaJIBIX BO30OY>XKNEHHH JIMHEAPH3NPOBAHO YPaBHEHHs INPOCTPAHCTBEHHOLO HBM-
e camosieta. JuclIeble BLITHCIIEHNSA CBEJEHO K pacuéram COOCTBEHUbIX SHAUEHHI U COTBEICTBY-~
oM UM coBCTBeHHbIM BexTopam. IIpuBeneno pacuéTe! A camonéTa xaacca TS-11 ,,Iskra’.

Summary

THE VIBRATIONS OF AIRPLANE IN A STEADY SPIRAL MOTION

In the paper a method of analysis of airplane small wibrations about the equilibrium position in a steady
spiral motion is presented.

The motions disturbances near equilibrium point are diseussed according to Lapunow method. The ana-

lysis is based on a full set of motion differential equations, linearised in accordance with the theory of
small disturbances.

A comparative analysis of results for selected parameters is presented.

" Praca wplynela do Redakcji dnia 26 wrzesnia 1985 roku

10 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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1. Wstep

Przedstawiona ponizej metoda symulacji numerycznej umozliwia pelng analize dyna-
miki przestrzennego ruchu samolotu z uwzglednieniem procesu sterowania.

Rozpatrywano sterowany ruch spiralny, ktéry w lotnictwie jest figura akrobacyjna
charakteryzujaca w duzym stopniu mozliwosci akrobacyjne samolotu i skutecznos$é jege
uktadu sterowania [1, 2, 5].

Samolot traktowano jako uklad mechaniczny sztywny o szesciu stopniach swobody.
- ZaloZzono parametryczny wplyw wychylen powierzchni sterowych na wartos¢ sit i momen-
téw aerodynamicznych. Do badania rozpatrywanego zagadnienia zastosowano model
cyfrowy praktycznie jedyny mozliwy sposéb podejécia. Rozszerzono réwnania ruchu
(o dodatkowe zwiazki kinematyczne) calkowano numerycznie metoda Eulera przy réw-
noczesnym cyfrowym modelowaniu procesu sterowania. W wyniku otrzymano przebiegi
czasowe wszystklch parametréow kmematycznych oraz dane dotyczqce sterowama tra-
. jektorii i warunkéw lotu.

2. Model fizyczny zjawiska

Przyjeto, ze sterowany ruch spiralny samolotu sklada sie z trzech zasadniczych faz
lotu, rys. 1.
— wprowadzenie: sterowany etap lotu majgcy na celu wprowadzenie samolotu z usta-
lonego lotu prostoliniowego w stan lotu ustalonego po linii §rubowej,
— lot po linii $rubowej: etap lotu, w ktérym warunki zblizone sa do ustalonych,
— Wyprowadzenie: sterowany etap lotu majgcy na celu wyprowadzenle samolotu ze splrah
" do poziomego lotu prostoliniowego.
Sterowanie w fazie wprowadzenia i wyprowadzenia jest realizowane przez odpowied-

10*
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Rys. 1. Sterowany ruch spiralny

nie wychylenia powierzchni lotek, steru kierunku i wysokoéei w funkcji czasu. Proces
sterowania w locie po linii srubowej dazy do utrzymania stanu ustalonego.

Zalozono, e cigg zespoht napgdowego nie zmienia si¢ podczas calej flgury, silnik
jest na biegu luzem.

Przyjeto, ze wychylenia powierzchni sterowych maja tylko wplyw parametryczny na
wartoéci sit i momentow sil aerodynamicznych.

Samolot traktowano jako uktad mechaniczny sztywny o szesciu stopniach swobody.

3. Metoda badania dynamiki ruchu sterowanegb

Wiasnosci dynamiczne [2, 4] samolotu w ruchu sterowanym mozna nalezycie ocenié
zZnajac zmiany czasowe wszystkich parametréw lotu i sterowania.
Istnieja dwie mozliwosci postgpowania do wyznaczania tych niewiadomych:
— wyznaczenie zmian wektora stanu z(¢) wywolanych przyjetym sterowaniem &, =
= col[dy, 0y, 6., T],
gdzie: §,, — kat wychylenia steru kierunku,
r — kat wychylenia steru wysokosci,
dy — kat wychylenia lotek,
T — ciag silnika,’
t — czas,
lub
— wyznaczenie sposobu sterowania d,(?) przy zatozeniu parametréw ruchu i potozenia
(tor lotu, konfiguracja, predkosé itp.).
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W obu powyzszych przypadkach trzeba wyznaczy¢ rozwiazania zalezne od czasu 7,
z(¢) lub 05 (7).

W przestrzennym sterowanym ruchu jakim jest spirala nie jest mozliwe zaloZenie
wszystkich parametréw lotu, dotyczy to zwlaszcza nieustalonej fazy wprowadzenia i wy-
prowadzenia. Jest to warunek ,,za sztywny”, istnieje bowiem zbyt wiele czynnikéw decy-
dujacych o tak ztozonym stanie lotu. Jednocze$nie nie mozna a priori zatozy¢ lub jedno-
znacznie wyznaczy¢ procesu sterowania, ktdre zapewnialoby wykonanie figury.

Powyzsze przeslanki przesadzity o przyjeciu numerycznej metody, polegajacej na uzy-
skaniu rozwigzania z(?) droga catkowania numerycznego pelnych réwnan ruchu przy
jednoczesnym cyfrowym modelowaniu sterowania d,,(¢) w oparciu o biezaca znajomo$é
niektorych parametréw lotu.

Wykorzystano rozszerzony uktad réwnan ruchu [4, 5], ktéry w ukiadzie samolotowym
ma nastepujaca postad:

U= X" —mygsin@+Tcos 6+m;VR—mWQ, (1)
V=Y +mgsin@cos®—m,UR+m;WP, )
W = Z° +mygcos@cos® — Tsin 5+ m,UQ+m, VP, 3)
D 1 J,\'_-Jx sz ‘ Jz—Jy J_,Zcz
P=T (-5 e[ -5 ors
I
1 o Iz rara
+7: L +T(N —Jror Q)| |; C))
. 1 —
0= Mot T et TranR)+-2 72 PR- T2 (P2 R, ®
Iy Iy Jy .
5 1 Jx'—']y J:?z ) ( Jy""]z) sz
R— 1_ J-’Z‘Z [( Jz + Jx‘]z PQ_ 1— Jx Jx QR+
T,
+ oy L"+N—J. 6)
Tz Tx* ror@Ql}, (
& = P+Qsin®tg@+ Reos Ptghd, D
6 = QcosP— Rsin®, ®
¥ = (Qsin® + RcosD)secHd, ©
x; = Ucos®cos ¥+ V(sin@sin@cos!l—"—cos@sin!l’)+ '
+ W(cos @sin@cos ¥ +sin@Psin¥), (10)
3y, = Ucos@sin ¥+ V(sin Psin@sin ¥ + cos P cos ¥) +

+ W(cos Dsin@sin ¥ —sinPcos ¥), (11)
7, = — Usin®@+ Vsin®cos@ + Wcos PcosO, (12)



390 J. MARYNIAK, J. TRAJER

gdzie: m — masa samolotu,
g — przyspieszenie ziemskie,
z — wektor stanu:

Z = COI[U, V; W,.P, Q’ R’ Q, @, ,:paxl,yl', Zl,],

U, V, W — predkosci liniowe samolotu odpowiednio wzgledem osi samolotowych

X, Y, Z.
P, Q, R — predkosei katowe samolotu odpowiednio wokét osi samolotowych
Xy Vs Z, _
@, 0, ¥ —katy FEulera odpowiednio przechylenia, pochylenia i odchylenia
samolotu,

X1, Y1, 21 — wspOhrzedne polozenia samolotu,

F, — wektor sit i momentéw sit aerodynamicznych,

F, = col[X*%, Y* Z° L° M* N9, (13)
F,. —wektor sil i momentéw sit od urzadzeti napedowych,
X7 "~ Tcosd
YT 0
zr —Tsind,
Fp = | = 0 , (14)
M* T e+JrorR
_N r - . ~JrorQ@ _

T —ciag silnika,
6 — kat odchylenia wektora ciagu T od osi Ox ukladu samolotowego
w plaszezyZznie Oxyz,
e — mimos$rod migdzy linia dziatania wektora ciagu a potozeniem $rodka
masy samolotu,
wr — predkosé katowa czg$ci wirujacych silnika,
Jr — moment bezwladno$ci wirnika wzgledem osi obrotu wlasnego.
Dodatkowo uwzglgdniono zmiang gestoécei powietrza o z wysokoicig lotu H [5]

P 4.256
_ 1

gdzie:

= —2Zj,

ktora ingeruje w wartosci sit i momentow sit aerodynamicznych. Wykorzystano tez zalez-
nosci analityczne do wyznaczania warto$ci catkowitej predkoéci liniowej lotu ¥, katéw
natarcia « i §lizgu B oraz przecigzenia n, .

Powyzszy uklad réwnan rézniczkowych ruchu w postaci normalnej w zapisie macierzo-
wym przedstawia si¢ nastepujaco:

z =f(z’ 05, @, t),
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przy czym faktyczna zalezno$é jest

z =f(zat),

gdyz wartosci wynikajace ze sterowania J; = col[dy, 64, 0] ingeruja tylko w sposéb
parametryczny w wartosci sit i moment6w sit aerodynamicznych, za$ o zalezy od H czyli z, .

X—mgsin® +Tcosd
Y*+mgsin @cos®
_ Za+mgcosd‘5];cios@—Tsin6 , (.16)
M*+T-e+JrwpR
Na'—JTwTQ

2 RN N

przy czym:
Fa = Fa(U’ Va WsP’ Q’R’ 50’ 6H, 6La Q),

F — wektor sil i momentéw sit zewnetrznych.

Do wyznaczenia rozwiazania powyzszych réwnaf przyjeto metode catkowania Eulera
[3], ktéra na tym etapie badan jest wystarczajaco dokladna a przy tym szybka w obli-
czeniach. )

Rozwiazanie z(t) uzyskuje si¢ przez krokowe w czasie At obliczenie wektora z przy
zaloZeniu stanu poczatkowego lotu oraz modelowaniu cyfrowym sterowania 8,

Z(t+ A1) = 2()+£ (z(t), ) A8, an
przy czym f odpowiadaja chwilowym wartoéciom przyspieszed Z.
Blad metody zalezy od przyjetego kroku catkowania.
Metoda symulacji cyfrowej ruchu samolotu w spirali przedstawia ponizszy uklad,
rys. 2. ‘

g: Czton dynamiczny ]
28 6s [ czas | 6slt) I - zltsat) 3
o g =

§s Z E=tsBtf ity || zitsat)=ZiH + Fat 3
a® k7

Czton sterujgcy
BsltsAtl=b(Z{t M)

Rys. 2. Schemat ukladu opisujacy dynamike samolotu w sterowanym ruchu przestrzennym

Autopilot w powyzszym przypadku jest programem numerycznym, ktéry na podstawie
biezacego §ledzenia parametréw lotu w oparciu o pewne kryteria wyznacza wartoSci
wychyleri powierzchni sterowych w danej chwili.

4, Przyklad obliczeniowy

Obliczenia przykladowe przeprowadzone zostaly dla poddiwigkowego samolotu
odrzutowego TS-11 ,,Iskra”.
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Przyjeto, ze samolot po redukcji ciggu rozpoczyna akrobacje z wysokoséci H = 3000,
[m] z Jotu prostoliniowego ustalonego. Po wykonaniu peinej zwitki nastepuje faza wyprowa-
dzenia do lotu prostoliniowego.

Na wykresach zmian parametréw lotu i sterowania.rys. 3 oraz trajektorii lotu rys. 4
zaznaczono zakonczenie fazy wprowadzenia ,,1” i lotu po linii §rubowej ,,2”. Podano
tez wartoéci chwilowych przyspieszefi z w tych punktach (moga one stanowié pewne
kryterium oceny poprawnoéci wykonania figury).

Przeprowadzono obliczenia dla kilku wariantéw fazy wprowadzenia, przy czym
réznica dotyczy warunkow poczatkowych lotu i modelu sterowania lotkami, rys.: 5, 6, 7.

Uzyskane wyniki s zgodne z prébami w locie. Symulacja cyfrowa lotu wykazata,
ze duzy wplyw na poprawno$¢ i posta¢ figury ma faza lotu ustalonego tuz przed rozpo-
czeciem akrobacji. Uzyskane przebiegi czasowe wychylei powierzchni sterowych sa
w praktyce do przyjecia zwlaszcza, gdy dopusci sie pewien z_akres'zmian parametrow
lotu. Mala efektywno$é powierzchni sterowych wynika z przyjetych zaloZen upraszczaja-
cych przy wyznaczaniu sit i momentéw sit aerodynamicznych.

Ve

Ideg) , Im/s]

tlsek]

Rys. 5. Zmiany parametrow ruchu w fazie wprowadzenia dla danych poczatkowych o = 4. [deg], & =

= 0. [deg] ¥, = 93. [%]

Dla #, = 13 [sek] czasu rozpoczynajacego faze lotu po linii §rubowej otrzymano:

o m o ] o m
U= —0,183 [———W, V= 0612 [-— , W = —0,018 [—2],
5T ] i s
o rd o » I " S . 0.028 rd
P= 0,092 [—S_E—_ 2 Q = 0,022 —S—Z— 3 R = y 52 s
o 7 o d T o rd
é= 0041 [2 , & = —0,050 [r— : =~ 0,077 [—]
s | s | s
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, Im/s)

{deg)

5 . 10 15
tisek]

Rys. 6. Zmiany parametrow ruchu w fazie wprowadzenia dla danych poczatkowych o = 4 [deg], ® =

m
= —10 [deg], V. = 92.5 [—-S—]

Dla 7, = 12 [sek] otrzymano:

o ¥ o m o
0=-0152 [2], ©$= o5 [—-2-] W= —0449 [22]
L §° s s

. rrd] . rd . rd

= 0082 [—|, = 0007 || &= o0 |]
d | s* ¢ : [sz] [S’]
o [ rd 7 o rd 0 rd
d= oom [l 6= -0 [_,] W= 0,084 [N]

s | s S

5. Whnioski

Przedstawiona metoda symulacji numerycznej lotu samolotu w sterowanym ruchu
spiralnym dostarcza wiele cennych informacji poznawczych o zjawisku, ktére niemozliwe
sa do osiagni¢cia innymi znanymi metodami. Istnieje mozliwo$é przebadania wszystkich
niebezpiecznych warunkoéw lotu bez ujemnych konsekwencji jak to ma miejsce podczas
préb w locie. '

Metoda ta moze by¢ zaadaptowana do innych ztoZonych faz lotu. Zastosowany aparat
matematyczny umozliwia fatwe uwzglednienie dodatkowych stopni swobody przy bardziej
szczegdtowej analizie zjawiska.

Uzyskane wyniki liczbowe $wiadczg, Ze przyjete na tym etapie badan zalozenia uprasz-
czajace nie wplywaja na ogdlna poprawng analize zagadnienia.
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L e S e e e I s TR S R SR S|

[deg] . [m/s]

t{sek]

Rys. 7. Zmiany parametréow ruchu w fazie wprowadzenia dla danych poczatkowych a = 4. [deg], @ =
m
= 4 [deg], V.= 93 [—]
5

Dla 7, = 12 [sek] otrzymano:

(-] m o Q

U= -0209 [—2—] V= 0800 [i] W= —0,080 [ﬂ]
s s2 2

o rd o rd o rd

B= 0058 [—2 , S= o002 [—2] B= 0027 [—2-]
S S S

. d . d , d

&= 0045 -r—] 6 = —0,053 [r—] ¥~ 0072 [L]
S S
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Peswome

UNCHEHHAS CUMVIISLINA YITPABJIIEMOI'O CAMOJIETA
B CIIMPAJIBHOM IBMXKEHHIO

B crarse nipepcranneno uucaenunii METON CHMYNAUMH IONETa camonéra ¢ BIWSHHEM YIIDaBIIeHHA.
VYpaBHueHus ABMYKEHUA WHTETPHPOBAHO YHUCIIEHABIM METOJOM DiNepa ¢ OJHOBPEMEHHBIM IIpHME-
HEHHEM YIIPABJICHUS CaMOJIETOM.
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B pesynsTaTe WHCIIEHHEBIX BLIMHCIIEHHMI NONYUEHO BpeMeHHbIE NPODErH KMHEMATHWECKUX Mapamer-
DOB JBYKEHMS, TPaeKTOPMIO IIEHTPa Macchl camonéra M Iporpammy ynpapiienwsi. Bce Borumcnenps
choeNnano s caMonéra Knacca TS-11 | Iskra’’.

Summary
NUMERICAL SIMULATION OF CONTROLLED AIRPLANE PERFORMING A SPIRAL MOTION
In the paper a numerical method of simulation of airplane motion is discussed with control process
taken into account. The differential ®quations are integrated numerically by Euler method with simultaneous

numerical modelling of control process. In the result time histories of all kinematic parameters and data
concerning control, trajectories and other flight conditions are obtained.

Praca wplynela do Redakcji dnia 26 wrzesnia 1985 roku
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1. Wstep

Ponizej przedstawiono model cyfrowy procesu sterowania zastosowany w symulacji
numerycznej lotu samolotu [1], [4], [5].

Uwzgledniono, na ile to bylo mozliwe, wszystkie te czynniki ktdre charakteryzuja
warunki rzeczywiste [2], [3]. Przebiegi czasowe parametréw sterowania czyli wychylen
powierzchni sterowych lotek, steru kierunku i wysokosci uzyskano w oparciu o biezace
$ledzenie parametréw lotu. _

Przyjety proces sterowania na charakter dyskretny.

2. ZaloZenia fizyczne lotu sterowanego w spirali

Zatozono, ze zjawisko sterowanego ruchu spiralnego samolotu sklada si¢ z trzech
zasadniczych faz lotu: : :
— wprowadzenie,
- — lot po linii §rubowej, . -

—— wyprowadzenie. o

~ W poszezegblnych etapach -wystepuja odmienne warunki lotu i charakteru sterowania
[4], 5] _ :

Wprowadzenie samolotu po-uprzednim zredukowania ciagy nastepuje z lotu prosto-
liniowego ustalonego; poczatkowym impulsem jest ruch przechylu wynikajgcy z wychy-
lenia lotek.

Sterowanie na zasadzie spelnienia odpowiednich kryteriéw lotu jest realizowane
w oparciu o biezaca kontrole parametréw lotu przez odpowiednie wychylenia powierzchni
lotek, steru kierunku i wysokosci. Proces sterowania w locie po linii §rubowej dazy do utrzy-
mania warunkéw ustalonych.

Uklad sterowania ‘samolotu przedstawia Rys. 1.
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Rys. 1. Uklad sterowania samolotu

3. Ogolna koncepcja modelu

W przestrzennym sterowanym ruchu jakim jest spirala nie jest mozliwe zalozenie
z gbéry modelu sterowania, ktéry zapewnilby poprawne wykonanie figury [1], [2].

Modelowanie ruchu samolotu w spirali jest realizowane przez modelowanie procesu
sterowania. Metoda ta polega na dyskretnych zmianach wartoéci parametréw sterowania
w oparciu o krokowe biezgce §ledzenie rozwiazania i korygowanie go. Stanowi to wige
dzialanie podobne do automatycznego pilota, ktéry ma mozliwos$é reagowania w matych
odstgpach czasu. Warunkami, ktére decyduja o sposobie sterowania i jego wartosci,
a wiec przebiegu d,(¢) sa wybane ograniczenia ruchu oraz faza lotu, W przypadku ruchu
spiralnego moga nimi by¢ na przyktad nie przekroczenie w locie krytycznego kata natarcia,
nie przekroczenie dopuszczalnej predkosci katowej obrotu samolotu, utrzymanie zato-
zonego kata przechylenia samolotu itp, Kryteria te dobiera si¢ w oparciu o szczegétowa
analiz¢ teoretyczng 1 do$wiadczenia pilotaZzowe, sa one odmienne w poszczegdlnych fazach
lotu [1], [2], [3]. : o

Nalezy nadmienié, ze otrzymany sposéb sterowania wydaje si¢ byé w praktyce do
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osiggnigcia, pomimo zalozonych reakcji w krétkich odstgpach czasu Az, Wychylenia
sterow w tych okresach czasu sa bowiem poréwnywalne z wartosciami Az.

4. Model cyfrowy procesu sterowania

Przedstawiony model cyfrowy procesu sterowania opracowano w oparciu o dane
doswiadczalne i analiz¢ teoretyczng zjawiska. Metoda modelowania wynika z przyjetych
kryteriéw dotyczacych tego ruchu, jak réwniez uwzglednia mozliwosci pilota. Maksymalna
szybkoéé zmian katdw wychylen powierzchni sterowych jest bowiem tak dobrana, aby
zapewnié realizacje w praktyce.

Dia zilustrowania ogdlnej zasady sterowania przedstawiono na Rys. 2 i Rys. 3 sieci
dziatari modelu cyfrowego sterowania lotkami w fazie wprowadzenia i {ocie po trajektorii
§rubowej. Symbole z Rys. 2 1 Rys. 3 maja nastgpujace znaczenie: ‘

1 — etykieta oznaczajaca model sterowania lotkami w locie po trajektorii zblizonej

po linii $rubowej,

—12‘56'15"1% (5>% d’dw I \dK % Qdop Mﬁfkﬂ]-
| NIE
-‘AQ_:letl'AK 6 > 3*6(!” I B < §d>dop
L N N
’Xﬁfl]AflJA}% &> 2 dop ] W< 0 JT_AK-|A5L=“’.JAt
!

NIE
|86, =10 [a6=10t)

6.=6 + 46,

5. 6,- A6,

1

Rys. 2. Sie¢ dzialaii modelu cyfrowégo‘ sterowania lotkami w fazie wprowadzenia
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Rys. 3. Sie¢ dzialan modelu cyfrowego sterowania lotkami w spirali ustalonej
2  —etykieta oznaczajaca model sterowania lotkami niwelujacy za duzy przechyl

samolotu, podobnie jak w fazie wprowadzenia,

koniec — etykieta oznaczajaca przerwanie obliczen,

@nkr—krytyczna predkoéé katowa przechylenia samolotu, przy ktérej ruch przechylu
jest niekontrolowany,

(f)dop — dopuszczalna predkosé katowa przechylenia samolotu przy ktorej ruch przechytu
jest jeszcze w pelni kontrolowany,
<f’,,,,-,, zaloZzona minimalna predkosé katowa przechylema ktéra nie wplywa na cha-
rakter ruchu w spirali,

A — zalozony przedziat zmian predkosci katowej przechylenia, W ktérym &, pozostaje
state, wprowadzono w celu bardziej plynnego sterowania,

@, — zatozony kat przechylu samolotu w locie po trajektorii $rubowe,

P> — maksymalna dopuszczalna warto§é kata przechylu samolotu w spirali usta-
lonej,

697 — dopuszczalna wartoéé kata wychylenia lotek,
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Ad, — warto§¢ przyrostu kata wychylenia lotek w przedziale czasowym At,
ko 5 kl H kz ) k3
lo, 1., 15, I3  — wspélczynnik proporcjonalnosci
Mo, My, Mz, M3
przy czym:
ko <ky <ky < ks,
<l <l <1y,
my < my < m,; < mj.
Tloéciowego oszacowania tych wielkosci dokonuje sig¢ w wyniku obliczet punktu réwno-
wagi spirali ustalonej oraz testéw programu czyli identyfikacji rozumianej jako proces
poszukiwania wartoéci k;, [, m;. Wyznaczenie wartosci, jak wykazala praktyka, nie jest
trudne bowiem istnieje tu pewna dowolno$é.

Podobna zasade stosowano do pozostatych kryteriow.

Uzyskany tak proces sterowania ma charakter dyskretny, ale jest zblizony do rzeczy-
wistego. Stanowi to niewatpliwa zaletg. Mankamentem w stosunku do rzeczywistosci
jest to, ze w przypadku pilota nie jest on w stanie tak dokladnie §ledzi¢ na biezaco wszyst-
kich czynnikdéw, dziala z opdZnieniem i nie tak precyzyjnie w danej chwili.

5. Wyniki i wnioski

Przykladowo na Rys. 4 podano uzyskane przebiegi czasowe wychylen powierzchni
sterowych lotek &, steru kierunku &8, i wysokoéci 8y w fazie wprowadzenia. Podano

T I T I I ! I 1 T
— B T T e e S 0 S e,

[deg)
}\\

3
. t{sek]

Rys. 4. Przyktady zmian parametrow sterowania w fazie wprowadzenia x x X manewr poprawny, katowa
predko$¢ przechylania @ jest kontrolowana, - + + manewr nieprawidlowy, katowa predkos¢ przechylania
& staje si¢ niekontrolowana

11 Mech. Tcoret. i Stos. 3/86
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charakter zmian w przypadku manewru nieprawidlowego uzyskanego bez dobrego osza-
cowania wspdlczynnikow proporcjonalnoséei k;, /;, m; oraz poprawnego. Jak ilustruja
wykresy charakter tych zmian w obu przypadkach jest tagodny. Mala efektywno$é sterdw
wynika z przyjetej uproszczonej koncepcji wyznaczania sit i momentow sit aerodynamicz-
nych.

W przyjetym modelu sterowania postac figury jest zdeterminowana przede wszystkim
przez faze wprowadzenia. Stan poczatkowy lotu i posta¢ ruchu w fazie wprowadzenia
decyduja réwniez o sukcesie akrobacji. Wynika wigc, Ze nalezy optymalizowad postaé
spirali z punktu widzenia tych warunkoéw.

Prezentowana metoda modelowania cyfrowego sterowania moze mie¢ zastosowanie
do innych przypadkéw zioZzonego przestrzennego ruchu samolotu. Wprowadzajac pewne
modyfikacje mozna otrzymac proces sterowania prawie identyczny z dzialaniem pilota,
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Pesome

YUUCJIEHHBIE MOJIEIUPOBAHUA IIPOUECCA VYIIPABJIEHHS CAMOJIETOM
B CIIHPAJIBHOM JBHXEHMU

B craTee npeCcIaBieHo YHCIEHHYIO MOJEeIIb IPONECCA YIIPABJIEHUA CaMoJIETa ¢ NPUMEHEHTEeM K YHC-
JEHHOH CHMYJIAUUK IMONETA.

TIpencraBneHo KPHTEPHA IOCTPOEHMA UMCIEHHON MONENM ABYDKEHUS CAMOJETA B YIIPABILIEMOM
noNETE ¢ OMHOBPEMEHHOM KOHTPOJIBIO IApaMeTpoB MoyéTa HeoBXOOUMBIX K YIIPABIICHEIO.

Tlonyueno pquCKpeTHBIH XapaKrep npoueca ynpasiesnsa. Uucie HpIe BEIYMCICHNM CAESNIAH0 IS Ca-
Monéra xmacca TS--11 ,,Iskra’’,

Summary

MODEL PRESENTATION OF NUMERICAL PROCESS OF AIRPLANE CONTROL IN A SPIRAL
MOTION

In the paper a numerical model of control process of an airplane for flight numerical simulation is
presented.

The physical assumptions, the criteria of constructing numerical model of airplane motion in controlled
flight with simultaneous flight control parameters have been discussed.
The assumed model of motion controlling is discrete.

Praca wplynela do Redakcji dnia 26 wrzesnia 1986 roku
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Problem preta, bedacego pod dziataniem zginania, sity osiowej i temperatury w zakresie
sprezysto-plastycznym, pozornie prosty, natrafia na trudnosci przy okre$laniu charakte-
rystyk wiazacych vogdlnione sity i uogdlnione przemieszczenia. W pracy analizowano
kilka modeli takiego preta, nawigzujacych do odksztatcalnych lub sztywnych elementéw
skoriczonych. Poréwnanie modeli przeprowadzono pod katem wykorzystania ich do opisu
rurkowego podloza plyt sitowych w wymiennikach ciepfa i reaktorach chemicznych.

1. Wstep

W pracy rozpatrywany jest pret pryzmatyczny, obcigzony na konicach sita osiowa
i momentem zginajagcym z uwzglednieniem wplywu zmiany temperatury na przemieszcze-
nia osiowe. Tak obcigZone prety maja swoje odpowiedniki w rzeczywistych konstruk-
cjach np. w szeroko stosowanych w przemysle energetycznym i chemicznym plaszczowo-
rurowych wymiennikach ciepla i reaktorach chemicznych. Jednymi z elementéw tych
aparatow sa rurki, ktérych korice mocuje si¢ (rozttacza, spawa) w perforowanych plytach
zwanych plytami sitowymi. Obciazenie calego ukladu ciénieniem i temperatura wywotuje
ugiecia obu plyt, ktére wymuszajg przemieszczenia i obroty koncéw wspdipracujacych
z nimi rurek. Z kolei rurki oddziatuja na plyty sitami i momentami wywolanymi ich
zmieniona konfiguracja, W tym przypadku rurki sg w stosunku do rozwazanego preta
dodatkowo obciazone réznica cisnied na wewnetrznej i zewngtrznej powierzchni. Efekt
ten bedzie jednak pominigty w obecnej pracy.

Przy ograniczeniu sie do symetrycznego obcigzenia obu koncéw preta jego pracg
W poszczegélnych zakresach: sprezystym, jedno- lub dwustronnego uplastycznienia,
mozna opisaé dwoma zwiazkami typu

(DI(UO’@O’MO’NO;AD=O’ i=‘1’2’ (1‘1)

® Praca zostala wykonana w ramach probl. wezl. 05.12. - 02.9.

11*
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gdzie: U,, ®, — przemieszczenie osiowe 1 kat obrotu koncowego przekroju Ppreta,
M,, N, — moment zginajacy i sita osiowa na korcu preta, 4T — jednorodna dla
calego preta zmiana temperatury. Dla dalszych zastosowan korzystne jest rozwiklanie
tych zwiazkéw badZz do postaci

Mo = Wl(Uo, 00> AT),
No = ¥5(Uy, O, AT) (12)

badZ do postaci odwrotnej

UO = TS(M07 NO: AT)a

1.3
Oy = Wa(Mo, No, AT). a3

Zwiazki te bedziemy nazywad charakterystykami preta. We wspomnianych kounstrukcjach
rurki pracuja w warunkach zblizonych do wymuszenia kinematycznego; dla zadanego
‘na obu konicach U, i @, nalezy wyznaczyC Ny 1 M, . Tak postawione zagadnienie sprowadza
siec do wyznaczenia charakterystyk w postaci (1.2). W pracy przyjeto za dodatnie site
rozciggajaca oraz przemieszczenie powodujace zmniejszenie odlegloSci pomiedzy kos-
cowymi przekrojami preta, ktére odpowiada dodatniemu wugigciu plyty. Dodatni znak
momentu jest natomiast zgodny z dodatnim znakiem kata.

Analiza statyczna lub dynamiczna konstrukcji prgtowych — stosunkowo prosta
w przypadku liniowosci fizycznej materiatu (sprezysto$é lub liniowe pelzanie) — staje
sie znacznie trudniejsza w przypadku materiatéw fizycznie nieliniowych. Trudnosci te —
nawet przy ograniczeniu si¢ do jednoosiowego stanu naprezenia w poszczegdlnych punktach
preta (rozeiaganie — $ciskanie i zginanie) — pojawiaja si¢ na dwéch szczeblach : na szczeblu
przekroju, przy wyprowadzaniu ,integralnych” réwnan konstytutywnych wiaZacych
uogdlnione sily wewnetrzne i uogolnione odksztalcenia oraz na szczeblu calego ciala,
gdy poszkujemy zalezno$ci migdzy parametrami obcigzen i charakterystycznymi uog6l-
nionymi przemieszczeniami. Dla preta o zmiennym wzdluz osi momencie zginajacym
na ogot nie jest mozliwe analityczne wyznaczenie charakterystyk w jawnej postaci (1.2)
lub (1.3).

Drogi pokonywania powyzszych trudnoéci mozna podzieli¢ na dwie grupy. Grupa
pierwsza ma charakter czysto numeryczny i sprowadza si¢ na obu szczeblach do przepro-
wadzenia catkowan wzorami przyblizonymi o mozliwie duzej doktadnoéci. Takie podejscie,
nawiazujgce do réznych wariantéw metody réznic skoriczonych, moze istotnie zapewni¢
duza dokladno$é¢ wynikéw konicowych wykazuje jednak nastepujace wady, ktére niekiedy
moga byé istotne: (1) utrudnia analize jakoSciowa przez nadmierny nacisk na strong
numeryczng przy jednoczesnym oderwaniu sie od interpretacji fizycznej i inzynierskiej,
(2) na ogdl nie zezwala na wyprowadzenie prostych wzoréw kofcowych, mogacych
stuzy¢ do dalszych zastosowafi. Natomijast druga grupa, nawiazujaca do rdéZnych wa-
riantéw metody elementow skoficzonych, ma znacznie wyrazniejsza interpretacj¢ fizyczna.
W przypadku niewielkiej liczby elementéw mdéwimy o modelowaniu konstrukcji rzeczy-
wistej; w ten sposéb tworzone modele nadajg sie szczegélnie dobrze do przeprowadzenia
analizy jakosciowe;j. '

Przedmiotem obecnej pracy bedzie poréwnanie charakterystyk paru tego typu modeli
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o kilku stopniach swobody, wyznaczonych metodg analityczno-numeryczna. Charakte-
rystyki te moga by¢ nastepnie wykorzystane jako charakterystyki podloza dla wspdt-
pracujacych z pretami (rurkami) plyt sitowych.

2. Modele

Na szczeblu przekroju modele zastgpuja przekrdj rzeczywisty przez wielopunktowy
(wielowarstwowy), co prowadzi do zastapienia catkowania przez sumowanie. Jedynie
przekréj dwupunktowy (teoretyczny dwuteownik) jest przy tym statycznie wyznaczalny
(przy zginaniu w plaszczyZnie gldwnej) co umozliwia zaréwno wyrazenie sit wewngtrznych
przez napreZenia, jak i na odwrét, niezaleznie od réwnan konstytutywnych. Zasady
doboru zastgpczych przekrojow w1elopunktowych przy sprezysto-plastycznym zginaniu
z sitg podiuzna podat J. Orkisz [18, 19]; nieco inne podejécie zaproponowali J. Kruze-
lecki 1 W. Krzy§ [15], ograniczajac si¢ do przypadku czystego zginania, ale uwzgledniajac
mozliwo$¢ wzmocnienia plastycznego. Zastosowanie koncepcji przekrojow zastepczych
do obliczenia ugigé¢ sprezysto-plastycznych wielopunktowych belek mnierozciagliwych
podali J. Orkisz i M. Zyczkowski [20] (male ugiecia) i [21] (duze ugiecia), belek rozciag-
liwych — Z. Waszczyszyn [29], tukéw — M. Radwanska i Z. Waszczyszyn [22, 23].

Znacznie wigksze mozliwo$ci modelowania wystgpuja przy analizie preta jako catosei.
Modele takie podzielimy na dwie grupy: nawiazujace do sztywnych elementdw skofczo-
nych i nawiazujace do odksztalcalnych elementéw skonczonych.

Metoda sztywnych elementéw skoniczonych zostala opracowana w sposob ogélny
przez J. Kruszewskiego [14], W. Gawronskiego i J. Kruszewskiego [7, 8], glownie dla
analizy drgan, jednak prostsze koncepcje tego typu w odniesieniu do zagadnien statecz-
noéci pretéw sg znacznie dawniejsze. Jako pierwsza nalezy tu wymienié¢ rozprawe habili-
tacyjng H. Hencky’ego z r. 1920 [4], ktéry wprowadzit metodg ,,laiicucha o przegubach
sprezystych”. Najbardziej znanym modelem tego typu jest model o jednym stopniu swo-
body (pret sztywny, odksztalcalny element skupiony w utwierdzeniu), podany przez
H. Wagnera [28]. Analiza zjawisk flatteru wymaga modeli o conajmniej dwéch stopniach
swobody; odpowiednie uogdlnienie zaproponowat H. Ziegler [30]. Stateczno$¢modeli
wykorzystujacych sztywne elementy skonczone byla bardziej szczegélowo badana przez
J. Naleszkiewicza [16], A. R. Rzanicyna [24], J. M. Thompsona i G Hunta [27]. Bar-
dziej zltozone modele zaproponowal A. Chajes [3].

W zakresie sprezystym lub liniowego pelzania modele o sztywnych elementach skon-
czonych mogly bez trudu by¢ taczone ze écistym, dowolnym ksztaltem przekroju preta,
gdyz ksztatt ten jest wtedy bez wigkszego znaczenja: jest on wystarczajaco scharaktery-
zowany momentem bezwtadno$ci I i polem powierzchni przekroju A. Sytuacja ulega”
zasadniczej zmianie przy nieliniowym pelzaniu lub w zakresie spr¢Zysto-plastycznym.
Wtedy najprostszy model kombinuje dhugi element sztywny z krotkim elementem od-
ksztalcalnym o przekroju dwupunktowym (lub inaczej z dwoma krétkimi pretami od-
ksztatcalnymi). Model taki zaproponowali E. I. Ryder i F. R. Shanley [25]; miat on zasad-
nicze znaczenje dla rozwoju wspolczesnej teorii wyboczenia sprezysto-plastycznego. Zmo-
dyfikowany model Shanley’a analizuja w swoich pracach G. Ballio, F. Perotti [l]—ele-
ment odksztalcalny ma wielopunktowy przekréj — oraz K. Kawashima, S. Kimura
[11] - kilka sztywnych elementoéw polaczonych odksztatcalnymi elementami o przekroju
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z jedna osig symetrii sprowadzonym do wielopunktowego. W niektérych przypadkach
mozliwe jest polaczenie elementow sztywnych z elementami odksztalcalnymi o danym,
nie podlegajacym uproszczeniu ksztalcie przekroju: C. R. Calladine [2], M. Zyczkowski,
A. Zaborski [34], K. Kowalczyk [13], K. Kawashima, S. Obata [12], S. Dorosz [6).

Model uwzgledniajacy dwuosiowy stan naprgZenia charakterystyczny dla utraty sta-
tecznoéci powlok, zaproponowal M. Zyczkowski [31]; dwuwarstwowy przekrdj ulatwia
analizg w zakresie niesprezystym.

Metoda odksztalcalnych elementéw skonczonych, zaproponowana w formie ogdlnej
z konicem lat pigédziesiatych, zostala do$¢ szybko przystosowana do przyblizonej analizy
statecznosci pretow (B. J. Hartz [9], G. W. Hicks [10], D. A. Nethercot, K. C. Rockey
[17]). Charakterystyczna dla modelu pogladowosC a jednoczeénie niezbedna prostote
w przypadku nieliniowo$cifizycznej materiatu otrzymuje si¢ jedynie w przypadku elementéw
o stalej krzywiznie, gdyz wtedy rownanie konstytutywne wyprowadzone dla jednego
przekroju obowiazuje w calym elemencie. Dwuelementowe (dwukrzywiznowe) modele
tego typu beda analizowdne w obecnej pracy; jeden element o stalej krzywiZnie nie jest
wystarczajacy, gdyz nie moze opisaé¢ wystepujacych w rzeczywistym precie punktéw prze-
giecia. Dodatkowo przyjeto, Zze punkt ,,zszycia” odksztalcalnych elementdw oréznych
krzywiznach jest ustalony i okreslony parametrem &, = I, /.. ,

Sposréd wielu przedstawionych kombinacji modelu o odksztalcalnych i sztywnych
elementach skonczonych z rdéinymi ksztaltami przekrojow w pracy przeprowadzono
analizg:

— dwukrzywiznowego modelu o odksztalcalnych elementach skoficzonych (OES) z dwu-
punktowym, prostokatnym i pierécieniowym przekrojem poprzecznym, rys. la;

;d\‘Mo

(3
GG o
x\ g

< .

=6
o,-Ng

i,

Rys. 1. Modele preta: a) o odksztalcainych elementach skonczonych (OES) b) o sztywnych elementach
skonczonych (SES)
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— modelu o sztywnych elementach skonczonych (SES) z dwupunktowym przekrojem
elementu odksztalcalnego, rys. 1b.

W modelu SES, dla opisania wystepujacych w rzeczyw1stym precie punktow przegigcia
trzeba wprowadzi¢ dodatkowe elementy odksztalcalne, w stosunku do modelu zapropo-
nowanego przez F. R. Shanley’a [25]. Analizowane przekroje z wymiarami i charakte-
rystycznymi wielko§ciami pokazano na rys. 2. Efektem analizy kazdego z modeli jest

okreslenie dla sprezysto-plastycznego zakresu pracy przekrojéw zaleznosci No(Us, O, AT)
iMy(Ug, @y, AT) i ich poréwnanie.

a) b) | ¢
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Rys. 2. Rozpatrywane ksztalty przekroju

K. Kawashima, 8. Obata [12] i K. Kawashima, S. Kimura [11] analizowali pokrytyczne
zachowanie si¢ modelu prgta w stanie niesprezystym podajac m.in. graficznie zalezno$é
sity N, od strzalki ugigcia dla materiatu ze wzmocnieniem. G. Ballio, F. Perotti [1]i S. Do-
rosz [6] podali réwniez graficznie zaleznosé No(U,) przy cyklicznych obcigzeniach modelu
preta wykonanego z materiatu idealnie sprezysto-plastycznego. W pracach tych modele
obcigzone sg tylko sila osiowa (w [11] dodatkowo poprzeczna) przylozong do koncow
majacych catkowita swobodg obrotu.

W pracy obecnej oprocz sily osiowej uwzgledniono skupiony na koncach moment,
ktory spowodowany jest ograniczonga swoboda ich obrotu przyjmujac, ze kazdy z czyn-
nik6w obcigZenia zalezny jest od przemieszczenia i kata obrotu.

Do dalszych rozwazann wprowadzono bezwymiarowe naprezenie, odksztalcenie,
krzywizng, kat obrotu przekroju, sil¢ podiuzna, moment zginajacy i przyrost temperatury
odnoszac odpowiednie wielkosci do ich najwigkszej wartoéci w zakresie sprezystym przy
jednoparametrowym obcigzeniu (sifa, moment lub temperatura dzialajace z osobna):

s = clog, e=¢le, uy=2Uy/(el),
k =xn/x,, &=86/0, n=N|IN, 2.1
m, = M,/M,,, 1= AT/AT,,
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gdzie: &, = 0o|E, %, = eo/H, O, = “:12 %] (dla modelu OES), O, = 2, a (dla modelu

12

SES), Ne = 0¢4, Mge = CHNe, ATe = GG/OL, = —;1—2,

A — pole powierzchni przekroju,

H — pdt wysokosci bisymetrycznego przekroju,

i — promien bezwladno$ci przekroju,

o — wspOlczynnik rozszerzalnosci liniowej materiatu modelu.

3. Zaleinosci dla przekrojow

3.1. Przekr6j dwupunktowy. Spre¢Zysto-plastyczna analiza przekroju dwupunktowego jest
znacznie prostsza niz dla przekrojow o polu rozlozonym w sposéb ciagly. W skupio-
nych polach wystgpuja stany czysto sprezyste lub czysto plastyczne a wigc znika problem
wyznaczenia granicy pomiedzy strefami. Z tego powodu mozna bez trudno$ci wprowadzié
do rozwazan np. model ciala ze wzmocnieniem liniowym, rys. 3, dia ktérego prawo
fizyczne ma postaé

s = ne+(1—mn)sign(e). 3.D)

f
|
|
|
|
[ -
1

e

0

Rys. 3. Zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie dla roznych wartoéci wspolezynnika wzmocnienia

Wspétezynnik wzmocnienia % = -75'— przyjmuje warto$¢ n = 1 w zakresie odksztalcen

sprezystych (e < 1) oraz w zaleznosci od przyjetego modelu 0 € % < 1 w zakresie odksztal-
ceni plastycznych (e > 1). Przekr6j jako calos¢ znajduje si¢ w stanie sprezysto-plastycznym,
gdy w jednym punkcie przekroju*n =1 a w drugim 5 < 1.

Sita normalna i moment zginajacy w przekroju okre§lone sa przez naprezenia panujace
w obu punktach z = +H | z = —H:

1

n=— Gt +s7), my,= %— (st —s7). (3.2)
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Podobnie odksztalcenie osi geometrycznej i krzywizna osi obojetnej przekroju wyznaczone
sq przez odksztalcenia wystgpujace w tych punktach

e = %-(e*'+e‘), k= %(e+—~e‘). (3.3)

3.2, Przekr6j prostokatny. W czgSciowo uplastycznionym przekroju prostokatnym mozna
wyodrebni¢ strefy odksztalceni sprezystych i plastycznych. Granice strefy plastycznej
L z
propagujgcej si¢ od punktu x =5 = —1 oznaczymy przez x~ a strefy plastycznej
propagujacej si¢ od punktu y = 1 przez x*, rys. 2b. W przypadku ciala sprezysto-idealnie
plastycznego (n = 0 dla e > 1) sita normalna i moment zginajacy okre$lone s zaleznos-
ciami .

1 )|
n= o (TS = (7 =) ), (3.4)
1
my = (" =BG =2 -G (3.5)
a odksztalcenie osi geometrycznej i krzywizna osi obojetnej, M. Zyczkowski [32]
e= —(sTy =Ty -1, (3.6)
k= (=)t —10)- (B.7)

3.3. Przekroj idealnie pierscieniowy. Za A. G. Dorfmanem i S. D. Lejtiesem [5] przyj-
miemy, Ze w przekroju idealnie pierscieniowym pole powierzchni skupione jest na okregu
o srednicy d. Warto$é naprezenia w kazdym punkcie przekroju zalezy tylko od jego odleg-

. . 1 . . .
loéci od osi z = 5 dcosy. Dla okreslenia granicy stref wygodnie jest ze wzgledu na ksztalt
przekroju postugiwaé sie katem v, y* — gdy odksztalcenia plastyczne rozprzestrzeniaja
si¢ od punktu y = 0, 9~ — od punktu y = =m, rys. 2c. W przypadku ciala sprezysto-
idealnie plastycznego wzory na sil¢ normalna, moment zginajacy, odksztalcenie osi geome-
trycznej i krzywizne osi obojetnej maja postaé, A. G. Dorfman, S. D. Lejties [5]

n=s + % (st —s)(siny™ —y~cosy~ —siny* +yFcosyt)(cosyt —cosyT)"t,  (3.8)

m, = —Tl—c (st —s7)(y~ —siny~cosy™ —y* +siny*cosyT)(cosyt —cosy)r,  (3.9)
e = —(stcosy™ —s cosy*)(cosyt —cosyT) 1, (3.10)
k = (st —s")(cosy™ —cosy~) 1. 3.1

4, Zaleinosci dla modeli

4.1. Model o odksztalcalnych elementach skonczonyeh. Przyblizenie rzeczywistej linii ugiecia
odcinkami ukéw o stalych krzywiznach wymaga wprowadzenia dla kazdego z nich sily
normalnej i momentu zginajacego o stalych wartosciach takich, zeby skutki ich dziatania
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byly porownywalne z efektami wywolanymi rzeczywistym obciaZzeniem preta, W pracy
przyjeto, e zastepcze wartosci w obu elementach s réwnowazne pod wzglegdem energe-
tycznym, a mianowicie zdefiniujemy je z warunku réwnosci wariacji pracy sit zewnetrz-.
nych

8L, = N, e, l(—ng 0ug+my 6) .1
i pracy sit wewnetrznych
0L, = N, l[(1 —2&o)n, Oe, +2&on, dey +Cmyy 68 +Cmyy 58,). 4.2

W tym celu nalezy przeprowadzi¢ analize uogdlnionych przemieszczei modelu. Wyra-
7enia na osiowe przemieszczenie koricowego przekroju modelu i strzatkg ugigcia $rodkowego
przekroju wyprowadzono ze $cistych zwiazkéw geometrycznych po rozwinigcin wyste-
pujacych w nich funkcji kata w szereg i pozostawieniu wyrazéw co najmniej drugiego
stopnia:

sin@ 1—cos® 1

g = 1_%@2, ) ~ —2—0. Tak wiec osiowe przemieszczenie z uwzglednie-
niem wplywu temperatury wyraza si¢ wzorem
1
Uy = 54 (e A2[05+(1~280) 80Dy + (1 —2£0) 93] — [(1 —2&p) e, + 280 €] — T,  (4.3)

a bezwymiarowa strzatka ugiecia (odniesiona do dlugosci modelu 1)

f = 5 VE eadl(1-2£0) 80 4921 @«

We wzorach tych A = //i jest smukloscia modelu. Kat obrotu korica modelu wzglegdem
jego srodka wyznaczamy z zaleznoéci:

'!90 = 01‘{‘7_92, (4.5)

przy czym katy obrotu przekroju koficowego i $Srodkowego wzgledem rozgraniczajacego
odksztalcalne elementy zwigzane s3 z ich krzywiznami

01 = (1—250)]‘1; 192 = zfokz- : (4-6)

Wykorzystanie zaleznoéci (4.1) do (4.6) pozwala okresli¢ wartosci zastepezych sit i momen-
téw dla skrajnego i srodkowego elementu

=y =g, @.7)
Mgy = M= e, 11 = 260) 200 + D)1, 9
My, = mo———l— e A2[3(1 —2£0) Do+ (3 —2&0) B2 Ao (4.9

24

Przytoczone réwnania (4.3) do (4.9) wraz z kompletem zaleznosci dla kazdego z przekro-
jow pozwalaja wyznaczyé ng i mq dla zadanych u,, ¥, 7. W przypadku przekroju prosto-
katnego i pierécieniowego wyznaczenie charakterystyk modeli sprowadza si¢ do znale-
zienia rozwiazania uktadu czterech réwnan nieliniowych ze wzgledu na rézne kombinacje
czterech niewiadomych wielkodci sposréd oémiu (czterech naprezen i czterech granic
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stref) w zaleznodci od tego czy przekroje pracuja sprezyécie, czy sa jedno- Iub dwustron-
nie uplastycznione. Dla przekroju dwupunktowego mozna ten ukiad sprowadzi¢ do jed-
nego réwnania algebraicznego piatego stopnia ze wzgledu na n,.

We wzorach wystgpuje parametr &, decydujacy o proporcjach dlugosci odksztat-
calnych elementow skonczonych. W pracy przeprowadzono analiz¢ wplywu &,. na warto$é
sity krytycznej sprezystego modelu z przegubowo zamocowanymi i dwustronnie utwier-
dzonymi koncami. Réznice wzgledne w odniesieniu do eulerowskich sit krytycznych
dla obu przypadkéw zamocowania zamieszczono w tablicy 1. W dalszych rozwaZaniach
przyjeto wartosé &, = 0.25 zapewniajacg najmniejszy blad dla preta dwustronnie utwier-
dzonego przy niewielkim blgdzie dla przegubowo podpartego.

Tablica 1.
Bledy przyblizenia sily krytycznej dla modelu OES o dwoch elementach skofczonych
(Pue—Pg)/ P
&
przeg. utw.

0.10 +14,4% +90,0%;
0.20 +7,6% +26,8%
0.25 +5,4% +21,8%
030 ' +4,6% +26,8%
2/3 +4,8% +37,0%
0.40 +7,4% +90,0%4

'4.2. Model o sztywnych clementach skoiczonych, Analiza symetrycznie obciazonego modelu
z dwoma dlugimi elementami sztywnymi i trzema krétkimi elementami odksztalcalnymi

(% =§< 1) , Tys. 1b, sprowadza si¢ do wyznaczenia odksztalcen w czterech rozcigganych

lub $ciskanych pretach odpowiadajacych dwun przekrojom dwupunktowym. Dla wyzna-
czenia tych odksztalcen dysponujemy warunkami réwnowagi sit (4.7) i momentow

My = Mo, My = Mg— Ao, (4.10)

wyrazeniami wyprowadzonymi ze $cistych zaleznosci geometrycznych po przyjeciu takiej
samej dokladnosci w rozwinieciach funkcji kata jak w modelu OES

uo = 282, A7 [(1 —48) 93+ 2£95]— 26 (e +e) — 4, (4.11)
f = Ee, A[(1 —48) D, +2£00] 4.12)

i dodatkowo zwigzkami

191 = “;—k’_, ’92 = kz. (4.13)

1
2
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Roéwnania (4.10) do (4.13) wraz z kompletem zalezno$ci dla przekroju dwupunktowego
mozna sprowadzi¢ do réwnania piatego stopnia ze wzgledu na n, a wiec dla zadanych
o, P9, T mozna wyznaczy¢ charakterystyki modelu no (g, %o, 7) 1 mo(ug, 99, 7).

5. Scisle rozwiazania w zakresie sprezystym

Sciste rozwigzania zlinearyzowanego réwnania dla preta obcigzonego sila osiows
i momentem zginajacym na obu koricach w zakresie sprezystym (S. Timoshenko, J. Gere
[26]) po uwzglednieniu wplywu zmian temperatury na osiowe przemieszczenie przekro-
jéw i wprowadzeniu analogicznie jak dla modeli wielkosci bezwymiarowych (w tym przy-
padku oznaczonych wezykiem) maja postac:
— w przypadku zginania ze $ciskanjem

b sy kl—sinkl o, L.
fio =g CEA kil —coskl) o+ (o +7) = 0, (.1
. 1 kisinkl -
Mo = 5 T —coskl U (52)
— w przypadku zginania z rozcigganiem
. b kl=sh(kD) oz, . o
No ?5891 kI =ch (kD] D5+ (o +7) = 0, (5.3)
- 1 Kshkh) o (54)

o = 3 ey O
gdzie:

Rozwigzanie réwnas (5.1) do (5.4) pozwala wyznaczyé charakterystyki 7o = io(ito, P, 7)
i 1o = rig(io, Do, 7) dla ciala idealnie sprezystego co odpowiada przyjeciu % = 1 dla
modelu z liniowym wzmocnienien. v

!

6. Warunki odpowiednio$ci model i

Koncowym efektem przeprowadzonej analizy jest poréwnanie w sprezysto-plastycznym
zakresie charakterystyk wszystkich modeli i dodatkowo zweryfikowanie ich ze $cistym
Tozwigzaniem kryterialnego preta (pret o przekroju idealnie pier§cieniowym) dla czysto
sprezystych odksztatcen. W tym celu nalezy tak dobraé proporcje miedzy parametrami
modeli i kryterialnego preta, aby zapewnic spelnienie kilku wybranych warunkéw. W pracy
przyjeto, ze pret i jego modele majg takg samg (1) noénoéé sprezysta przy rozcigganiu
i $ciskaniu, (2) site krytyczna, (3) sztywno$é na rozcigganie i (4) sztywnos$¢ na zginanie,
Zrezygnowano ze spelnienia warunku réwnosci noénoéci sprezystej przy zginaniu, ponie-
waz powodowal przesztywnienie ukladu réwnan uniemozliwiajagc dobér parametréw
geometrycznych 1 fizycznych modeli.
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Warto§¢ sily krytycznej a tym samym proporcje liczbowe pomiedzy parametrami
geometrycznymi i fizycznymi poréwnywanych obiektéw zaleZza od sposobu zamocowania
koncéw. Przeprowadzona pod tym katem analiza modelu dwukrzywiznowego wykazata,
tablica 1, ze réznica wartosci sity krytycznej modelu i eulerowskiej preta w przypadku
przegubowo zamocowanych kofncéw nie przekracza 6%, natomiast w przypadku obustron-
nego utwierdzenia dochodzi do 22%. W konsekwencji zdecydowano, ze dobrane para-
metry maja zapewni¢ zgodno$¢ sit krytycznych preta i modeli z utwierdzonymi konicami,

Oczywisty dla modelu OES warunek sztywnosci na zginanie w przypadku modelu SES
wymaga objasnienia. W pracy przyjeto, ze bgdzie on spelniony gdy strzatki ugiecia pod
sita przytozona w $rodku dtugosci obustronnie utwierdzonego preta i modelu sa w zakresie
sprezystym réwne.

W dalszych rozwazaniach przyjeto, Ze zgodno$¢ no$noscei sprezystych przy rozciaganiu
i sit krytycznych preta kryterialnego i modeli ma byé zachowana z osobna dla przypadku
obciazenia sitg osiowa i dla przypadku obcigZenia temperatura (nieobcigzony sila pret
pomiedzy dwoma sztywnymi $cianami). Z pierwszego warunku wynikajg takie same dla
modeli OES i SES zwiazki

™

e

AUO = A&OJ =

(6.1)

Spelnienie pozostatych warunkéw daje zaleznosci pomiedzy smukiosciami, promieniami
bezwladnosei 1 maksymalnymi odksztatceniami sprezystymi modeli i preta kryterialnego:
— w przypadku modelu OES

1l
R &

e

2 1213/4 i 2 154‘ 8‘;, 2 \1/2
iﬁ(aﬂ) ’ ?_(12) ’ ze—(lz) ’ 6.2)
— w przypadku modelu SES
; 2
A 1 i 7 e _ 3 ©63)

TV T a3 R wE
W powyzszych wzorach wielkosci bez wezyka charakteryzuja modele, z wezykiem — pret
kryterialny i zdefiniowane sa zaleznosciami (2.1). Spelnienie czterech wymienionych
warunkéw odpowiedniodci nie wymaga jednoznacznego okreslenia proporcji 4/4 i 04/
byle zachowana-byla pierwsza z réwnosci (6.1).

7. Obliczenia numeryczne dla modeli

Charakterystyki modeli no(ug, P, 7) 1 mo(ug, #, ) W zakresie sprezysto-plastycz-
nych odksztalcen zostaly okre§lone numerycznie dla modelu OES z dwupunktowym,
prostokatnym i idealnym przekrojem pierécieniowym oraz dla modelu SES z dwupunkto-
wym przekrojem po przyjeciu & = 0.025. Parametry geometryczne i fizyczne modeli
zostaly dobrane zgodnie z warunkami (6.1), (6.2), (6.3) przy zalozeniu, Ze granice plas-
tycznoscei materiatu i modeli i preta kryterialnego sa rowne oy = Go. Obliczenia przepro-
wadzono dla 3, = 0.001 (warto$é odpowiadajaca duzej grupie weglowych stali konstruk-

~

cyjnych) w technicznie waznym zakresie smuktosci 100 < 4 < 300.
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Uktady réownan nieliniowych (tego samego typu dla wszystkich modeli) rozwiazywano
doliczajac warto$ci sity i momentu na konicach modeli ny, m, do zadanego przemieszczenia
i kata obrotu koncowego przekroju uo-+ 7, #y. Wyniki obliczen przedstawiono gléwnie
w postaci wykresow ho(iio+7, 150) i me(te+7, 50) przyjmujac jako zmienng niezalezng
przemieszczenie osiowe koficowego przekroju preta kryterialnego (ito-+7) a jego kat
obrotu 9, traktujac jako parametr. W tym celu przeliczono odpowiednie wielko$ci wyko-
rzystujac ich definicje (2.1) f warunki (6.1) do (6.3); dla modelu OES hy/ny = 1, fg/my =

w NP . 43\ o
= (W g) softlp = 1,%]1 = 1,04/ = (—C) oraz dla modelu SES 7,/n, = I,
JT
- 5 4y/6 . .
gy [my = L_, o Uy = —l—, T/t = 1,9/0 = —I/-.Charakterystykl sit sa funkcjami

216 4 7’

parzystymi wzgledem @,, a charakterystyki momentéw — nieparzystymi.

8. Analiza wynikéw i wnioski

8.1. Jednoznaczno$¢ rozwiazania ukladu réwnan. Analizujac zachowanie si¢ preta sztywno

utwicrdzonego na obu koncach B = 0) przy réwnoczesnym wymuszeniu ich przemiesz-
czenia osiowego mozna stwierdzi€, Ze w zakresie przemieszczen mniejszych od wartosci
odpowiadajacej eulerowskiej sile krytycznej istnieje tylko jedna postaé réwnowagi — prosto-
liniowa. Dla przemieszczen wigkszych nastepuje utrata statecznosci i mozliwe sa trzy
postacie: dwie stateczne réownouprawnione (przeciwnie wygigte) i jedna niestateczna
(prostoliniowa). W przypadku pretéw, ktérych koncowe przekroje obrdcone sa o zadany
kat (5‘0 # () zaistnieje podobna sytuacja. Jedna postaé réwnowagi wystgpuje dla prze-
mieszczen mniejszych od pewnej warto$ci granicznej uzaleznionej od kata Do 1 trzy rézne
postacie dla wigkszych przemieszczen, sposréd ktdrych tylko jedna jest stateczna.
Spostrzezenia te znajduja potwierdzenie w wynikach obliczeri numerycznych model
wykonanych w ramach obecnej analizy. Uklady réwnan nieliniowych posiadaja jeden
pierwiastek w zakresie przemieszczeri mniejszych od granicznego oraz trzy rézne dla
przemieszczen wigkszych. Przyktadowo pokazano wyniki obliczed modelu OES z prze-
krojem dwupunktowym wykonanego z materialu bez wzmocnienia = 0, rys. 4, ze wzmoc-
nieniem linjowym # = 0.5, rys. 5 oraz idealnie sprezystego 7 == 1, rys. 6, dla smuklosci
preta kryterialnego 1 = 300. We wszystkich tych przypadkach przyjeto, ze rozwiazaniami
odpowiadajacymi statecznym formom réwnowagi sa te, ktére daja najmniejsze wartoéci
bezwzgledne sit $ciskajacych (zaznaczone ciggla linig). W dalszych obliczeniach poréw-
nawczych uwzgledniono tylko te rozwigzania uwazajac, ze sa one poszukiwanymi przez
nas charakterystykami modeli. Widoczne w przypadku cial sprezysto-plastycznych zala-
mania charakterystyk zaréwno sil jak i momentéw spowodowane sa uplastycznieniami
kolejnych punktéw. W przypadku przekrojéw o polu rozlozonym w sposéb ciagly zata-
mania te sa znacznie mniej wyrazne.

Dla statecznej formy réwnowagi modelu pokazano bardziej typowe zaleznodci: sity
osiowej od strzatki ugiecia dla réznych wartodci 9, rys. 7 i momentu skupionego od



o 1 N 1 T T
10| -
G I
. £,20001 %=300
£,°025 =0
10|~ -
réwnowaga
stoleczna
- _____ rbwnowago -1
niestateczna
-10 - 120 _
I | | i |
-1 0 2 3 -1

Rys. 4. Charakterystyki sit i momentéw dla statecznych i niestatecznych form réwnowagi modelu OES —
material bez wzmocnienia, 7 =0
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material ze wzmocnieniem liniowym, % = 0.5
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Rys. 7. Zaleznoéé sila-strzatka ugiecia dla statecznej formy rownowagi modelu OES”

kata dla réznych wartosci #o+%, rys. 8. Na rysunkach tych zestawiono wyniki obliczen
dla materiatu idealnie sprezysto-plastycznego, ze wzmocnieniem liniowym 7 = 0.5
i sprezystego 7 = 1. Dla przypadku*modelu ze sprezystego materiatu zalezno§¢ momentu
od kata obrotu, rys. 8 pokazano dla statecznych i niestatecznych form réwnowagi.

Na podstawie wynikéw obliczen modeli dla ciala idealnie sprgzystego mozna wysnué
wniosek, 2e przyjeta doktadno$é w wyrazeniach na w, (4.3) i (4.11) jest niewystarczajgca
dla dokladnego opisu stanu pokrytycznego (bezwzgledna warto§é sily Sciskajacej nie
zmienia sig ze wzrostem przemieszczenia a wg dokladniejszych teorii powinna rosnaé
[33]). '

8.2. Poréwnanie dla materialtu sprezysto-idealnie plastycznego # = 0. D]a pretéw o smukloéciach ma-
lych i érednich (i £ 200) zalezno$¢ sity od przemieszczenia osiowego ma ekstremum w zakre-

sie sit §ciskajacych w przebadanym przedziale zmiennosci kata do. Ekstremalna warto$é
bliska sile uplastyczniajacej dia matych smuktoéei i katow obrotu, rys. 9, obniza sig¢ i prze-
suwa: ze wzrostem kata w kierunku wigkszych przemieszczen, rys. 10, ze wzrostem
smuktosci w kierunku mniejszych, rys. 11. Roznice iloSciowe znikome w zakresie spre-
Zystym sa wyraZniejsze w zakresie sprezysto-plastycznym; po osiggnieciu ekstremum
W obszarze zginania ze $ciskaniem zwickszaja si¢ ze wzrostem przemieszczenia, W tym
zakresie znaczace réinice wystepuja pomigdzy modelami o przekrojach dwupunktowych
i modelami o przekrojach ciagtych dajacych wigksze wartodci sit. Po stronie sprezysto-
plastycznego rozciggania zauwazalne réznice wystepuja dla wiegkszych katéw (30 = 0.5)
pomigdzy modelami OES i SES, rys. 10,12. Znikajg one przy pelnym uplastycznieniu
modeli przez rozciaganie. Dla smuklych pretéw przy malych katach, rys. 11, najwigksze
réznice wystepujg w okolicy ekstremum. W tym przypadku modele o dwupunktowych
przekrojach daja wigksze wartoséci sit. Dla wzrastajacych wartoéci kata, rys. 12, wyraZnie
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10

Rys. 8. Zaleznos¢é moment-kat obrotu dla réznych form réwnowagi modelu OES
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wzrastaja réznice pomigdzy modelami SES i OES w obszarze malych przemieszezed
zaréwno po stronie $ciskania jak i rozciagania.

Zalezno$¢ momentu od przemieszczenia osiowego dla kaidego modelu wykazuje
ekstremum w zakresie spreZysto-plastycznego zginania z rozciaganiem rys. 9, 10, 11.
W zakresie zginania ze §ciskaniem istnieje warto§¢ przemieszczenia osiowego, przy ktérej

" moment si¢ zeruje, co odpowiada przegubowemu zamocowaniu preta. Dla mniejszych
przemieszczenn moment ma znak dodatni (krzywizny w obu elementach sa tego samego
znaku); dla wigkszych moment staje si¢ ujemny (krzywizny elementow szi przeciwnego
znaku) co odpowiada w ogdlnym przypadku niesztywnemu utwierdzeniu. RézZnice ilos-
ciowe pomigdzy modelami OES sa w zasadzie niewielkie. W zakresie niesprezystego
zginania ze $ciskaniem wyraZnie zaczynaja narasta¢ poczawszy od pewnej wartosci prze-
mieszczenia (fio+7% > 3). W zakresie niesprezystego zginania z rozcigganiem zauwa-
zalne réznice wystepuja w poblizu ekstremum.

Przebieg zmiennosci momentu ze zmiang przemieszczenia dla modelu SES jest inny
niz dla modelu OES, wykazuje jednak we wszystkich przeliczonych przypadkach wspdlng
cechg, ktora jest przesunigcie miejsca zerowego w kierunku wigkszych przemieszczen
w pordwnaniv do modeli OES. Poréwnanie iloSciowe mozna zrobi¢ np. przyjmujac

za wspélny przypadek przegubowego podparcia. Przy matych smuktosciach (1 = 100)
model SES daje wicksze warto$ci momentu niz model OES praktycznie w calym zakresie
sprezysto-plastycznego zginania z rozcigganiem i $ciskaniem. Dla wigkszych smuklosei
(X = 300) prawidtowosé ta utrzymuje si¢ w zakresie ujemnych wartosci momentu, nato-
miast w zakresie dodatnich wartoéci model SES daje mniejsze momenty niz model OES,
Przy petnym uplastycznieniu modeli przez rozciaganie warto§¢ momentu dla OES ustala
sig na pewnym poziomie zaleznym od smuktodci i kata, natomiast dla SES wynosi zero.
Rozbieznos¢ ta jest spowodowana réznymi metodami okreslenia momentéw zginajg-
cych w odksztalcalnych elementach: energetyczna — dla OES i kollokacyjna dla SES.

8.3. Poréwnanic dla materialu z liniowym wzmocnieniem. Wyniki obliczen przeprowadzonych
dla modeli OES i SES z dwupunktowymi przekrojami pokazano na rys. 13 dla n = 0.5
inarys. 14 dla n = 1, Zaleznoéci sity od przemieszczenia dla obu modeli sg bardzo zblizone
do siebie. Znaczace réznice mozna zaobserwowaé dopiero dla duzych smuklosci i katéw
A =300, By = 0.5, rys. 13, 14. - o

Charakter zalezno§ci momentu od przemieszczenia jest bardzo rézny dla obu modeli.
Cechy wspélne to zmianaznaku momentu z dodatniego na ujemny i monotoniczne malenie
z dalszym wzrostem przemieszczenia. W przypadku przyjecia za wyjéciowy stanu prze-
gubowego podparcia modeli prawidiowosci wskazane dla materiatu bez wzmocnienia
tracg swoja aktualnoé¢ ze wzrostem wspélczynnika wzmocnienia.

Poréwnanie wynikéw obliczen obu modeli ze $cistym rozwiazaniem sprezystym rys. 14
wskazuje, Zze dla ciala idealnie sprezystego zaréwno model OES i SES niezle odwzoro-
wuja zaleznosé sity od przemieszczenia w przebadanym zakresie zmiennogci smukiodci
i kata. Wartosci sit okreslone przy pomocy modelu SES sa nieznacznie wigksze od roz-
wigzania $cistego.

Model OES natomiast znacznie lepiej przybliza $cista zalezno$¢ momentu od
przemieszczenia aczkolwiek przybliZenie to jest gorsze niz dla sit.
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9. Wnioski

1. Analizowane modele nadajg si¢ do§¢ dobrze do wyznaczenia globalnych zaleznosci
fio = W, (g, B0, 7) 1 1o = Py(ity, Uo. 7). Lokalna analiza odksztalcenn i naprezen
preta w oparciu o nie moze prowadzi¢ nawet do jakosciowych bledéw, np. w modelu
OES ze wzrostem sily rozciagajacej krzywizna §rodkowego elementu zmienia znak.
Spowodowane to jest ustaleniem punktu zszycia obu elementéw. Model SES nie wyka-
zuje takich efektéw.

2. Wyznaczone charakterystyki sa silnie nieliniowe wzgledem przemieszczenia osiowego
i kata obrotu w interesujacym pod katem praktycznego zastosowania przedziale
zmienno$ci —3 < o+7 < 5. O ile nieliniowo$¢ wzgledem #,+7 wystepuje dla
kazdego z przebadanych katéw to dla niektérych wartodci przemieszezenia sita
i moment sg praktycznie liniowo zalezne od Dy

3. Wplyw zmiany kata na warto$¢ sily oraz przemieszczenia osiowego na warto$¢ momentu
jest duzy. Nie uwzglednienie go moze prowadzi¢ do znacznych bleddw, zatem podioze
utworzone przez rodzing pretow (rurek) powinno by¢ traktowane jako ,,podioze
momentowe”. '

4. Przewidujac wykorzystanie modeli do opisu zachowania si¢ rurkowego podioza plyt
sitowych istotne znaczenie ma skala trudnodci rozwiazywania problemu. Pod tym wzgle-
dem przewage maja modele o dwupunktowych przekrojach, dla ktérych uktady réwnan
nieliniowych dajg si¢ sprowadzi¢ do algebraicznego réwnania pigtego stopnia. Wyste-
pujaca dla kazdego z modeli zmiana znaku momentu na koncach ze wzrostem prze-
mieszczenia upowaznia do przypuszezenia, Zze podioze plyt sitowych lokalnie (np.
w wyniku utraty stateczno$ci) zmieni si¢ z podtrzymujacego w docigzajace.

5. Otrzymane charakterystyki modeli dla zakresu sprezysto-plastycznych odksztatcen,
jak réwniez pordwnanie ich ze $cistym rozwigzaniem w zakresie sprezystym wskazuja,
7e do dalszego zastosowania najbardziej nadaje sig model OES o przekroju dwupunkto-
wym. Daje on lepsze przyblizenia od modelu SES przy takim samym stopniu trudnoci
rozwigzania problemu (mniejszym niz w przypadku pierscieniowego i prostokatnego
przekroju).
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Peswome

CPABHUTENBHBI AHANW3 MOIENEN YIPYIO-IIIACTHYECKOI'O CTEPXHS oxn
DEACTBUEM WM3TUBA, IIPOJOJIBHOM CHJIBI M TEMIIEPATYPHI

TIpoBnema CTepIKHs, MONBEPTHYTOro AeHCTBHIO MArnGa, OCEBOH CHIILI M TEMIEPATYPHI B YIpyro-
-TUIACTHYECKOHK 00JIaCTH, HA BMJ NPOCTAS, BCTPEUAET TPYAHOCTH TIPH ONPEAENIEHHH XAPAKTEPUCTHI CO-
equuIomux ofobLeH bIe CHIbl M 0000ILeHHble nepemelteHis. B paGoTe aHANM3HPYRTCS HECKONBKO
MOJIENEN TAKOrO CTEPIKHSA KACAIOLIMXCA Ke(hOPMHPYEMBIX HJIH YKECTICHX KOHEUHLIX 31lemMetToB. CpaBuenye
MOZENEH TIPOBECHO C TOYIKH SPEHHA MX HMCTIONBIOBAHUS X OTMHCAHHIO TPYDUATOro OCHOBAHMA TPYByaThIx
peleror B TEeNNOOOMEHHUKAX M XHMHUECKMX DEaxTopax.

Summary -

A COMPARATIVE ANALYSIS OF MODELS OF AN ELASTIC-PLASTIC BAR UNDER BENDING,
AXIAL FORCE AND TEMPERATURE

Relatively easy problem of an elastic-plastic bar under simultaneous bending moment, axial force
and temperature involves some difficulties when the relations between generalized loads and displacements
are to be determined. Several models of the bar based on deformable as well as rigid finite elements are
proposed and analysed. As a result of the comparative analysis a suitable mathematical model may be
chosen to describe elastic-plastic behaviour of tubes constituting the foundation of tube shees in heat
exchangers and chemical reactors.

 Praca wplynela do Redakcji 20 wrzesnia 1985 roku



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 24, (1986)

NIELINIOWE WARUNKI BRZEGOWE W PROBLEMACH
FILTRACJI USTALONEJ

BoGDAN WOSIEWICZ

Akademia Rolnicza. Poznan

1. Wstep

W ciagu ostatnich kilku lat ukazato si¢ kilka obszernych monografii, kompleksowo
omawiajacych zjawiska filtracji przez osrodki porowate i metody ich modelowania ([1],
[2], [3], [4]). Przy matematycznym opisie zjawisk filtracji ustalonej pojawiaé sig musi
problem sformutowania warunkéw brzegowych, Kazda z cytowanych powyzej monografii
poswigca temu zagadnieniu sporo uwagi.

W zagadnieniach filtracji pod ci$nieniem wyréznia si¢: a) warunki na granicy kontaktu
z zadanym zwierciadlem wody (ci§nieniem), b) brzeg z zadanym przepltywem (w szczegdl-
nofci brzeg nieprzepuszczalny) oraz ¢) warunki na brzegu péiprzepuszczalnym [1]. W sen-
sie matematycznym odpowiadaja one warunkom brzegowym Dirichleta, Neumanna
i Cauchy’ego. W problemach filtracji swobodnej wyréznia si¢ nadto warunki brzegowe
na powierzchni swobodnej oraz na powierzchni wysaczania. W oérodkach ze skokowo
zmienng przepuszczalno$cia wyréznia sig¢ jeszcze warunki ciagtosci (ci$nienia i przeptywu)
na granicach warstw.

Wszystkie analizowane w pracach [1], [2], [3], [4] i wymienione tu warunki brzegowe
sa warunkami liniowymi.

Okazuje si¢ jednakze, Ze przy rozwigzywaniu probleméw praktycznych moga sig
pojawiaé nieliniowe warunki brzegowe. Otrzyma¢ je moZna przy linearyzacji nieliniowych
réwnan filtracji pojawiajacych si¢ w zagadnieniach opisanych nieliniowymi réwnaniami
konstytutywnymi, a takZze przy obliczeniowej idealizacji niektérych ztoZonych zadan
filtracji.

Celem pracy jest zwrdcenie uwagi na mozliwoéé pojawienia si¢ nieliniowych warunkdéw
brzegowych w rzeczywistych problemach filtraciji, podanie charakterystycznych przyktaddw
oraz adaptacja znanych metod numerycznych do iteracyjnego rozwiazywania takich
probleméw. Tematyka nieliniowych warunkdéw brzegowych nie byta dotad dyskutowana
w odniesieniu do praktycznych, inZynierskich problemdw filtracji przez o$rodki porowate
(por. nf>. brak wzmianek na ten temat w monografiach [1], [2], [3], [4]).
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2. Linearyzacja nieliniowych rownan filtracji

W wielu waznych problemach technicznych rozwiazania oparte o liniowg zaleznog§é
pomiedzy predkoscig filtracji o gradientem ci§nienia (prawo Darcy’ego) mozna traktowaé
wylacznie jako pierwsze przyblizenie. Dotyczy to zaréwno przeplywu wody przez o$rodki
gruboziarniste [5] jak i filtracji przez gliny i ity [6]. Nieliniowe efekty pojawiaja si¢ przy
przeplywach roztworéw wodnych soli mineralnych [7] jak réwniez przy filtracji cieczy
wykazujgcych tzw. pseudoplastyczne efekty (np. ropa naftowa) [8]. Jednakie przyjecie
nieliniowego prawa filtracji prowadzi do modelu opisanego nieliniowym réwnaniem roz-
niczkowym rzgdu drugiego, ktérego analityczne rozwigzanie napotyka na powazne trud-
nosci rachunkowe, Do nieliniowego réwnania filtracji prowadzg takze problemy z uwzgled-
nieniem $ci$liwosei cieczy. Nieliniowe dwuwymiarowe réwnania filtracji otrzymuje sig
rowniez przy rozpatrywaniu przestrzennych problemdéw filtracji analizowanych przy
zatozeniu Dupuit,

Niektore z tak otrzymanych réownan nieliniowych mozna zlinearyzowaé wprowadzajgc
odpowiednio dobrany potencjal. Przy takiej linearyzacji pojawiaé sie moga nieliniowe
warunki brzegowe. Linearyzacja rownania kosztem warunkow brzegowych umozliwia
czgsto uzyskanie rozwigzania Yatwiej i mniejszym kosztem niZ rozwigzania problemu
wyjéciowego (por. np. p. 4).

Rozpatrzmy trzy charakterystyczne przyktady:

1. Najczgstszy przypadek lineryzacji, wykonywanej zreszta standardowo, pojawia sig
w problemach filtracji opisanych réwnaniem Boussinesq’a. W przypadku stacjonarnym
konieczne jest wowczas rozwigzanie réwnania rézniczkowego

o [kl an a( oh
g = -0

gdzie /i jest wysokoscia potoZenia powierzchni swobodnej nad poziom warstwy nieprze-
puszczalnej, k, i k, sa wspolczynnikami filtracji odpowiednio w kierunku osi x i y. Zakla-
dajac dla uproszczenia, ze k, = k, = k i wprowadzajac potencjal zdefiniowany nastg-
pujaco:

h
kh?

= - - — 2

H of khdh = =5 -, @

otrzymujemy, ze funkcje H(x, y) w obszarze filtracji £ speinia¢ winna réwnanie réznicz-
kowe Laplace’a:

VZH =0, (x,y)ef. (3
Typowe warunki brzegowe

h=g1 (x,y)eFl, (4)

'vn:qﬁ (xyy)e-r'21 (5)

gdzie v, jest predkoscia normalna do brzegu, a g i ¢ sa zadanymi funkcjami odpowiednio
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na czesciach Iy i I', brzegu, sa dla funkcji H takze liniowe. Maja one postaé:

k
H:7g2> (xﬁy)epla (6)
JH
W—: —q, (x’y)EFZ: (7)

Jezeli jednak uwzgledni¢ uogélniony problem brzegowy [1] z warunkiem brzegowym
trzeciego rodzaju na czedci I, brzegu

v,+ah = g, : 8)

gdzie a jest zadana funkcja, to dla funkcji H otrzymujemy nieliniowy warunek brzegowy

oH 2H
7%‘“1/'E‘="q )

2. Rozpatrzmy ptaska nieliniows filtracje w osrodku uwarstwionym. Dla uproszczenia
zalézmy istnienie tylko dwoch warstw oraz, ze granica warstw jest prosta o rdéwnaniu
y = y;. Prawo filtracji dla obu warstw przyjmijmy w postaci:

vy = _kl(pi)gra‘dph (x7 y) EQI’ i= 19 2, (10)

gdzie v;, p; sa odpowiednio wektorem predkosci oraz rozkladem cisnienia w i-tej warstwie.
Wykorzystujac rOwnanie ciagtoscl otrzymamy dla kazdej z. warstw nastgpujace row-
nanie rézniczkowe:

d op; d o | .
“a?lk‘(p‘)_a?] +W[kz(P1)W] =0, i=1,2. (an

Warunki cigglodci przeptywu i ciénienia wzdluz granicy warstw maja postac:

p, _ p2
ki(p.) 3y s, = ky(p2) D |y, s (12)
oraz
Pl(x,yl)ZPZ(x,yl)- (13)

Wprowadzajac dla kazdej z warstw potencjaly predkosci wediug nastepujacych formut:

Py
P = [ kippdp, i=1,2, (14)
0

rownania rozniczkowe (11) przeksztakcaja si¢ w réwnania Laplace’a
ViP =0, (x,»)ef, i=12 (15)

a warunki brzegowe (12) i (13) przechodza odpowiednio w rdwnania

p, _ 0p2
dy y=>, Sy ,v=.vl, ' (16)
oraz v
flr[Pl(x, ¥l = f2[Pa(x, yOl, an

gdzie fi(P;) jest funkcja odwrotna do P;(p;), wyznaczong na podstawie réwnania (14).
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Roéwnanie (17) jest w ogdlnosci takze réwnaniem nieliniowym. Przykladowo, jezeli
przyjaé za pracg [9] dla przepuszczalnoécei oérodka nastgpujace funkcje:

ki(p) = koiexp(ap), i=12, (18)

gdzie kgo; oraz o; sa stalymi, wéwczas na podstawie (14) uzyskujemy:

1
, P = ;;'kOlexp(“ipl)’ (19)
skad
1 (X[Pi
i =—1 .

SiP) P (20)

3. Rozpatrzmy nieliniowa filtracj¢ ustalona $ci§liwej cieczy barotropowej w anizo-
tropowym o$rodku porowatym [10]. Na czgéci I'; zadane jest cisnienie p,, a na pozostatej
czesei I, brzegu przepltyw ¢. Rownaniami podstawowymi problemu sa:

— prawo Darcy’ego (bez udzialu sit masowych)

v = —kgradp, (21)

w ktoérym tensor wspétczynnikéw filtracji k& jest znang funkcja wspotrzednych (v i p jak
poprzednio),
— réwnanie stanu (g-gestoéd):

o = o(p), (22)
oraz rownanie ciagloéci przeptywu ‘
div(pv) = 0. (23)
Warunki‘ brzegowe sa nastgpujace: -
p=po, (x,y,2)ely, (24)
=g, (x,y,z)el}, (25)

gdzje po i ¢ sa zadanymi funkcjami.
Podstawiajgc zalezno$ci (21) i (22) do réwnania ciagloéei (23) uzyskamy nieliniowe
réwnanie rézniczkowe rzgdu drugiego

divie(p)kgradp] = 0, ' (26)

pozwalajace wraz z warunkami brzegowymi (24) i (25) na wyznaczenie funkgcji p(x, y, z).
WprowadZmy jak poprzednio w miejsce p nowa zmienng P wedtug zaleznosci

P = fg(p)dp. 27

Na podstawie zaleznosci (27) mozna mapisaé
ov = —p(p)kgradp = —kgrad P, ' (28)
skad rédwnanie (26) przechodzi w liniowe réwnanie rézniczkowe

div(kgrad P) =0, (29)
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Warunek brzegowy dla P na brzegu I", otrzymuje-si¢ z (24) nastgpujaco:

Po
P = [ o(p)dp = P,. (30)
0 .
Warunek brzegowy na brzegu I', na podstawie zaleznoéci (25) i (28) mozna napisaé
nastepujaco:

—kgradP - n = go[f(P)], : (31
gdzie f(P) jest funkcja odwrotng do funkcji P(p) okreslonej rownoscia (27), a n jest jednost-
kowym wektorem w kierunku normalnej do brzegu.
Roéwnanie (31) jest znowu nieliniowym warunkiem brzegowym.
Dla cieczy stabosci§liwych moZna na przyklad przyja¢ rownanie stany w pos'taci
nastepujacej [3]
0 = goll+a(p—po), (32)

gdzie g, jest ggstoscia przy cisnieniu py, a « jest wspotczynnikiem liczbowym. Na podstawie
zalezno$ci (27) uzyskamy

o 2
P = eo[<1—apo)p+ ’ ] (33)
skad

1) = %h/ (A—po+25P ~(1+ apo_)]. (34)

3. Obliczeniowa idealizacja zlozonych probleméw filtracji

Rozwiazanie wielu praktycznych probleméw filtracji wymaga pewnej idealizacji
w stosunku do geometrii obszaru filtracji, warunkéw, brzegowych jak i rzeczywistego prawa
filtracji rzadzacego przeplywem 1 to zaréwno priy analitycznych jak i numerycznych
metodach rozwigzywania.

Mozna pokazaé, ze w pewnych problemach idealizacja taka moze prowadzi¢ do nie-
liniowych warunkéw brzegowych. Dotyczy to zagadnief, gdzie pojawiaja si¢ cienkie
przewarstwienia gruntu z nieliniowym prawem filtracji, probleméw z przegrodami czes-
ciowo przepuszczalnymi, niektérych zadan z drenazami, pompowan z nieliniowymi
charakterystykami pomp, niektorych zadan dotyczacych przemystowych urzadzen fil-
tracyjnych itp.

Rozwazmy kilka charakterystycznych przykiadow.

1. Rozpatrzmy problem filtracji pod fundamentem w warstwie o ograniczonej migz-
szoéci w przypadku wystepowania podloza czeéciowo drenujacego. Zatdézmy, ze pomiedzy
warstwa drenujaca a pokladem przepuszczalnym znajduje si¢ cienka w stosunku do migz-
szosci pokladu warstwa gruntu o nieliniowych whasciwosciach filtracyjnych (rys. la).
Niech to bedzie na przyklad grunt opisany prawem filtracji z gradientem poczatkowym [11]

) .
—klmgrad}l, |gradh| > }., (35)

v =

0 , |gradh| € 4,
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w ktérym £ jest wysokoScia piezometryczng v = |[v|, 4 = k, G, gdzie k, jest wspolczyn-
nikiem filtracji, a G progowa wartoscia gradientu.

Poniewaz ¢ € 7" mozna dla uproszczenia przyjac, ze ruch wody w tej warstwie bedzie
si¢ odbywal wzdluz prostych pionowych, a gradient ci$nienia wzdtuz grubosci warstwy
bedzie staly. Przyjmujac idealizacj¢ problemu jak na rys. 1b i zakladajac w warstwie dre-
nujacej wysoko§é piezometryczng réwng 1 = H mozemy napisaé, ze w przewarstwieniu

oh Alx,0)—H ah
— ___(_) S = (. (36)

, ————

dy t ox
Warunek brzegowy wzdiuz prostej y = 0 bedzie mial teraz postaé
o %[i(-’-‘f—??ﬂ— | v o-m>a
=Tk, .
dy 0

(37
[h(x, 0)—H] < Gt.

H

a)
=T
H e
HZ
‘L RS R :-'.'.\I"'.- B
ST <ﬂ¢a—kx
b)
Ay
oh _
h=TaHy By 0 haT My
oh .
%_0 hix,y} &'0
o= fintxon h

1. Filtracja pod fundamentem: a) ogdlny schemat zadania, b) obliczeniowa idealizacja problemu

W zaleznoéci od wartosci A wigksza lub mniejsza czesé brzegn y = 0 bedzie praktycznie
nieprzepuszczalna. Przy okre§lonej wartoéci 4 dtugoéé strefy, przez ktorg woda nie bedzie
si¢ przesacza¢ do warstwy drenujacej zaleze¢ bedzie od proporcji pomiedzy H,, H,, T, ¢

oraz k;, k. 1 k.
Jezeli warstwa stabiej przepuszczalna opisana jest nieliniowym réwnaniem filtracii,

np. w postaci {12]
v = —k(l +c|gradh|)gradh, (38)

gdzie k i ¢ to wspolczynniki okreslone przez wyniki eksperymentu, wowczas warunek
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brzegowy wzdtuz prostej y = 0 bgdzie mial postaé:

oh k [1 h(x, 0)—~H

+§|h(x,0)—H|] BRI (39)

Yk
Podobnie bedzie dla innych typdw nieliniowosci.

2. Rozpatrzmy filtracje wokdt | przez przegrodg czgéciowo przepuszczalng (Scianka
szczelna, ekran itp.), jak na rys. 2. Dla uproszczenia zalézmy, ze w ekranie o grubosci s
linie pradu ukladaja si¢ poziomo [13]. Niech prawo filtracji dla materiatu ekranu ma postaé
(35), tj. prawo filtracji z gradientem poczatkowym. Ekran wylaczymy Z obszaru filtragji.

SRR RN
é hix, yi

Hs

/ / / S
2. Filtracja wokot i przez przegrode czeSciowo przepuszczalng

—
,’t'mﬁ—
~

W takim przypadku wzdiuz prostej x = O nastgpowaé bedzie wyplyw, a wzdluz prostej
x = s zasilanie obszaru filtracji tym samym wydatkiem. Przeplyw przez ekran na glebo-
kosci (0 € y < 5) zalezeé bedzie od jego grubo$ci, gradientu progowego G i rozZnicy
naporéw: A(0, y)—h(s, y) > 0. W prezentowanym tu przypadku wyplyw na jedno-
stke dlugosci wzdituz prostej x = 0 i zasilanie wzdluz prostej x = s bedzie réwne:

k(i—-0), i>aG,
q-—_:

0 , i@, ¢0)

gdzie:

s

Roéwnanie (40) jest nieliniowym warunkiem brzegowym, wiaZzacym ciSnienia piezome-
tryczne wzdhuiz punktéw lezacych po obu stronach ekranu. W zaleznodci od geometrii
obszaru filtracji oraz wartoéci H,, H,,1 G wieksza lub mniejsza cz¢§é ekranu moze byé
praktycznie nieprzepuszczalna.

3. Wezmy pod uwage problem plaskiej filtracji stacjonarnej do ukladu drenéw,umiesz-
czonych na warstwie nieprzepuszczalnej, zasilanych przez infiltracj¢ w. Z uwagi na symetrig
wystarczy rozpatrzyé tylko obszar filtracji jak rys. 3. Jezeli infiltracja jest mala i cafa
doplywajaca wode moze drenaz przejaé, wéwczas na granicy drenu mozua przyjaé p = 0.
Dla pewnej wartoéci w drenaz zaczyna pracowaé pod ciénieniem, a ci$nienie w drenazu
jest, generalnie méwiac, funkcja zasilania drenazu Q czyli p = f(Q). Przed rozpoczgciem

13 Mech, Teoret. i Stos. 3/86
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obliczen nie mozna na ogdt roztrzygnal, z ktérym przypadkiem mamy do czynienia.
Realniejsze modelowanie pracy drenazu, traktowanego jako upust punktowy, polegaé
bedzie na przyjeciu nieliniowego warunku brzegowego:

_ O H Q < QO’ (41)
p= f(Q)’ Q 2 QO’
gdzie Q, jest graniczna warto$cig, przy ktdrej dren zaczyna pracowaé jako przewdd pod
ciénieniem.
IHHH HH _lzj_-,
I . ~'. g
7 //7’ //47
3. Doplyw filtracyjny do systemu drenéw
al -
Hy .
| = %
e e W
T
J kix,y)
Y ez 2, 222
b}
by
h=T+H h=T+H
b N ’
m:o i Dﬁ:o
b—'l:o oy oy Q_b.:
bx Ox
L kix,y)
X
dh _ o
. 57_0

4. Filtracja pod jazem z drenazem: a) schemat problemu, b) obliczeniowa idealizacja zadania

Bardziej-zfozone warunki pojawia si¢ w przypadku, gdy interesuje nas gléwnie rozklad
ci$nied i predkosci w bezposrednim sasiedztwie drenazu. Nalezy woéwczas rOZpatrzyé
rzeczywiste potoZenie zwierciadia wody w drenie.

4. Przeanalizujemy na koniec problem filtracji pod jazem z drenazem przy ograni-
czonej migzszosci warstwy przepuszczalnego gruntu niejednorodnego (rys. 4a). Obliczenia
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(zwykle numeryczne) prowadzi si¢ przyjmujac obszar filtracji i warunki brzegowe jak na
rys. 4b, zakladajac w punkcie P (drenaz) cisnienie p = 0 [14] lub lepiej wysoko$¢ piezo-
metryczng b = T+ H,. W przyjeciu takim tkwi zatozenie, Ze cala doptywajgca do drenaiu
woda jest przez drenaz odprowadzana bez zakldcen.

Alternatywnie punkt P mozna traktowaé jako ujemne Zrédio punktowe (upust)

o wydatku, ktéry generalnie moéwigc, jest funkcja réznicy ci$nied na wlocie i wylocie
drenazu

q = f(4H), (42)
gdzie

AH = h(P)—(T+H,),

oraz strat miejscowych na wlocie i wylocie oraz wzdluz dlugosci drenazu. W ten sposdb
mozemy uwzglednié rzeczywista mozliwo$é przeprowadzenia wody przez drenaZz.

Funkcja f(4H) jest jednak nieliniowa funkcja AH, a zatem warunek (42) w punkcie P
bedzie nieliniowym warunkiem brzegowym.

Taki sposéb potraktowania drenazu wydaje si¢ wlasciwy wdwczas, gdy interesuje
nas gléwnie rozklad ciénien i predkosci w poblizu drenazu, a takze wtedy, gdy zamierzamy
sprawdzié warunki filtracji dla pietrzenia H, wigkszego niz to, dla ktérego drenaz zapro-
jektowano.

Problemy podobnego typu moga si¢ réwniez pojawiaé w zadanlach filtracji dla zapér
posadowionych na powierzchniowej warstwie nieprzepuszczalnej [15] przy kontrolowanym
odprowadzeniu wody z warstwy przepuszczalnej.

4. Numeryczne calkowanie probleméw filtracji z nieliviowymi warunkami brzegowymi

Efektywne rozwigzanie naszkicowanych wyZej probleméw dla realnych warunkéw
filtracji bgdzie mozliwe jedynie na drodze numerycznej. Wséréd numerycznych metod
calkowania réwnan filtracji najwicksze uznanie zdobyly: ‘metoda réznic skonczonych
(MRS) [16], metoda elementéw skorficzonych (MES) [17) oraz rozwijana w ostatnich
latach metoda elementéw brzegowych (MEB) [18], [19].

Numeryczne calkowanie liniowych probleméw filtracji wymienionymi wyzej metodami
sprowadza zagadnienie do rozwigzania uktadu algebraicznych réwnan liniowych.

W przypadku nieliniowych warunkéw brzegowych MRS, MES i MEB prowadza do
rozwiazania nieliniowego ukladu réwnan algebraicznych postaci:

AX = B(X), 43)
gdzie A jest nieosobliwa macierza wspolczynnikéw liczbowych, X wektorem wartosci
poszukiwanej funkcji w wyréznionych ‘N punktach obszaru filtracji i/lub brzegu a B(X)
wektorem ktérego kazdy wyraz jest w ogdlnym przypadku funkcja wszystkichx;(i =1,
.. N).
Uklad réwnan (43) mozna zapisaé inaczej w postaci

X = AT'B(X), (44

z ktérej w sposéb naturalny wynika ogélny wzér rekurencyjny metody iteracji bezposred-

13*
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nich
X"t = ATIB(X"). 45)

Znajac (szacujac lub zakladajac) X° otrzymamy jednoznacznie okreslony ciag przy-
blizen X', X2, X?, .... Jezeli tak otrzymany ciag X" przy »n — oo zmierza do pewnej gra-
nicy X*, to X* jest rozwigzaniem réwnania (43) [20].

Metoda iteracji bezposrednich wymaga jednokrotnego zbudowania macierzy A i ob-
liczenia jej macierzy odwrotnej A™!, ktéra z reguly mozna zapamigta¢ w miejsce zwol-
nione przez A. Na kazdym kroku iteracji wystarczy zatem wyliczy¢ wektor B(X"™) i wyko-
naé mnozenie opisane zalezno$cia (45). Metoda obliczen jest efektywna, jezeli macierz
A jest dobrze uwarunkowana. ;

Taki sposéb prowadzenia obliczen pozwala na istotne oszczednosdci czasu pracy EMC
w stosunku do bezposredniego calkowania numerycznego probleméw filtracji prowa-
dzacych do nieliniowego réownania rézniczkowego. W takim przypadku zagadnienie
sprowadza si¢ bowiem do nieliniowego uktadu réwnan algebraicznych, w ktorym wspét-
czynniki macierzy ukfadu rownai sa funkcjami rozwiazania. Na kazdym kroku itera-
cyjnym musimy wowczas budowaé macierzy A(X) i znajdowac jej macierz odwrotng [21].
W zagadnieniach nieliniowych z powierzchnia swobodna powstaje problem wyznaczenia
nieznanego brzegu obszaru filtracji. Rozwigzanie mozna uzyskaé poprawiajac jedno-
czesnie wektor X" i polozenie powierzchni swobodnej [22] lub formulujac problem z wyko-
rzystaniem teorii nieréwnosci wariacyjnych [23].

Metoda iteracji bezposérednich jest wygodna metoda rozwiazania réwnaf (43) o ile
proces iteracyjny jest zbieiny. Zbiezno§¢ metody mozna oszacowaé wykorzystujac wyniki
pracy [20]. Oznaczamy przez a;; elementy macierzy A~! i wprowadZmy funkcje

. |
g(X) = D) ayby(X). (46)
j=1

Zatézmy, ze gdy X i X' naleza do obszaru D zawierajacego wszystkie wektory X" to ist-
niejg liczby dodatnie ¢;;(7,j = 1, 2, ... N) takie, Ze

N
80 —g X < D culxy—xil. @7)
j=1
Proces iteracyjny opisany formuta (44) jest zbiezny o ile norma X macierzy C spelnia
warunek [20]
N

K = ||€]| = max (D leul) < 1. (48)

i=1

Jezeli funkcje g,(X) sa rozniczkowalne, a ich pochodne ograniczone w obszarze D, to

% ’
axj < Cijs (49)

czyli liczby ¢;; ograniczaja z géry pochodne 3g,/'(9xj.
Im norma X jest mmiejsza (wyrazy ¢ blizsze zera), tym zbieznos¢ szybsza.
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Zwrdci¢ nalezy uwage, ze w problemach praktycznych z nieliniowymi warunkami
brzegowymi tylko czg$¢ wyrazéw wolnych b; jest funkcjg i to ograniczonej liczby niewia-
domych x;, pozostale wyrazy wolne sg statymi. Wéwczas na podstawie (48) zdecydowana
wigkszo$¢ wyrazéw c¢;; moze by¢ wprost rowna zeru,

W zreferowanych w niniejszej pracy przykladach postuzono sic konsekwentnie
metoda iteracji bezposrednich.

5. Przyklady obliczen

Rozpatrzmy dwa proste przyklady numerycznego catkowania probleméw opisanych
w p. 213 (poréwnaj réwniez przyklad analizowany w [24] za pomoca MEB).

1. Pierwszy przyklad dotyczy jednowymiarowej filtracji w warstwie wodonosnej
o jednostkowej migZszosci z odcinkowo zmiennymi wladciwosciami osrodka (rys. 5a).

a)

p
2

-+
X
td
Y

1201

1005— : S~

5. Nieliniowa filtracja w warstwie wodonosnej z odcinkowo zmienng przepuszczalnoscia : a) ogblne warunki’
zadania, b) siatka réznicowa, c) rozklad ci$nien wzdluz dlugoSci warstwy

Przepuszczalnosci okreslone sg formulami (18). Przyjeto nastepujace wartosci wspolczyn-
nikéw ko = kg = 1, o, = 0,005 i «, = 0,01. Warunki brzegowe dla funkeji p,(x)
dla 0 < x < a1i p,(x) dla @ £ x £ b sa nastgpujgce

p1(0) = 200, p,(b) =100, pi(a)= Plz(a)a

l60-005p1 apl] =[emh ?2] | : (50)
0X |xea X |x=a
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Roéwnania rézniczkowe problemu maja postaé

é 0,005p 811 )
, L= =0 0< < a,
5 (e 5 s X a

(51
9 | o.01p, P2
— ’ [ R——— S < . .
s (e e 0, a<x<b

Jest rzecza oczywista, ze w analizowanym tu elementarnym przykladzie rownania (51)
mozna scalkowaé bezposrednio. Dla ilustracji zastosujemy jednak opisane poprzednio
przeksztalcenia linearyzujace. Wprowadzajac nowe zmienne P, i P, wedlug formuty (14)
uzyskujemy réwnania rézniczkowe

o%P . %P
_a_x—;-=o, O<x<a i W;"ZO’ (a < x < b). (52)

Warunki brzegowe dla funkeji P, i P, beda mialy postaé nastepujaca:
P,(0) = 200e, P,(b) = 100,

PH@) = 400Py(a), 0@ _ 9@ (53)

ax ax

Do rozwiazywania problemu zastosowano metod¢ réznic skonczonych. Rozmiesz-
czenie wezldw i ich numeracj¢ pokazano na rys. 5b. Zastosowano klasyczne operatory
réznicowe oparte na réznicach centralnych. Uklad réwnan réznicowych ma postaé:

—X1_1+2X[—X1+1=0 I = 1’2: 3; 6’ 7’8; (54)
gdzie:
' x,=P(is) dla i=0,1,2,34
oraz
X, = P[(i—-1)s] dlai=5,6,728,09.
Warunki brzegowe (53) w postaci réznicowej maja postaé nastepujaca:
XO = 2008, Xg = 1003,

— (55)
Xe=20VXs, X,—X,=X¢—Xs.

Wprowadzajac warunki brzegowe (55).do ukladu réwnan (54) otrzymujemy dogodny
~do iteracji ukfad réwnan algebraicznych (43) z nieliniowoécia w wektorze wyrazéw wol-
nych. Uklad mozna prosto rozwiaza¢ korzystajac z formuly (45) po przyjeciu startowej
wartosci p,(a) = pa(a) = 0,5 [p;(0)+p,(b)] = 150, skad x = 448,6. Po o$miu iterac-
jach uzyskano rezultaty, w ktérych xf—x/ < [p;(a)—p.()]/100. Uznano je za rozwig-
zanie analizowanego problemu nieliniowego i pokazano na rys. 3¢ (w ci$nieniach rzeczy-
wistych). W tabeli 1 zestawiono wartosci P, i P, otrzymane metoda réznic skoniczonych
oraz wartoéci §ciste otrzymane przez scalkowanie réwnan (51) z warunkami (50), a takze
rzeczywiste cisnienia p; i p,.

Zwroécié nalezy uwage, 2e w analizowanym problemie otrzymane za pomoca MRS
wartoci ci$nied P, i P, zmierzaja do warto$ci rzeczywistych, gdyz funkcje P; i P, $3
funkcjami liniowymi, a réwnania (54) odzwierciedlaja ten fakt w sposob dokladny.
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Druga uwaga dotyczy zbieZnosci. Oszacowana na podstawie (48) norma macierzy C
wynosi w tym problemie X = 0,76, stad stosunkowo wolna zbiezno$é metody.

Tabela 1
] Wartoéci P, i P,

Nr Wartosci ciénien

wezla x(b Metoda réznic Warto$ci $cisle rzeczywistych
skonczonych

1 0,125 . 509 509,03 186,84

2 0,250 474 474,39 172,74

3 0,375 440 439,76 157,58

4 0,500 ' 405 405,14 141,18

5 0,500 410 410,35 141,18

6 0,625 376 375,72 132,37

7 0,750 341 341,09 122,70

8 0,875 306 306,46 111,99

@

2. Przyktad drugi dotyczy problemu filtracji analizowanego jako pierwszy w p. 3.

Konkretne obliczenia wykonano przyjmujac nastgpujace proporcje dla obszaru
filtracji T/L = 1, H,/L =1, H,/L =0, H/L = 1/2, t/{L = 1/20 i ograniczajac obszar
~ filtracji z lewej i prawej strony fundamentu na odleglo$é 3L. Dla cienkiej warstwy ogra-
niczajacej od dotu obszar filtracji przyjeto k, = 0,001k, gdzie k jest wspdlczynnikiem
filtracji w obszarze oraz G = 12 jak dla itéw [25].

Do obliczen zastosowano metodg elementéw brzegowych [18], przyjmujac elementy

dwuwezlowe o liniowej zmiennosci 4 i %i wzdluz brzegdw. Wzdtuz dolnej granicy obszaru
n

filtracji przyjeto 15 wezléw rozmieszczonych réwnomiernie co 0,5 L. Wzdiuz dolnej
i gérnej wody wezly zaggszczono zdecydowanie w poblizu fundamentu (najmniejsza
odlegloé¢ 0,01 L, a najwigksza L). aby uzyskaé poprawny rozktad —z% Calkowita'liczba
wezlow wynosila 46. W rozwiazaniu startowym przyjgto, Ze dolna granica obszaru fil-
tracji jest calkowicie nieprzepuszczalna., W dalszych iteracjach poprawiono rozklad

oh . . -
by w poszczegdlnych weztach podzialu na elementy korzystajac z formuty (37). Po pigciu

. . , . Oh " . . -

iteracjach wartosci —87 ustalily sic we wszystkich wezlach z dokladnoécig do pigeiu cyfr
znaczacych. Wartosci wysokosci piezometrycznych ustalily si¢ z dokladnoscia do pigciu cyfr
znaczgcych juz po trzech iteracjach. Na rys, 6 pokazano ostateczny rozklad wysokosci piezo-

metrycznych i funkcji -gf? wzdhuz prostych y = 0iy = T. Obliczenia wykazaly, ze w odleg-

}osciach wigkszych niz / = 0,75 L od fundamentu od strony wody dolnej cienka warstwa
itu jest praktycznie nieprzepuszczalna przy powyZej przyjetych parametrach filtracyjnych
i geometrycznych. Obliczone catkowite zasilanie obszaru wynosito 0,556k, wyptyw ponizej
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dhixT)
dy

ohix.T}
oy

h(x.T)

hix.0

Ry {4
I~
=
g%
=]
—
J'——-<

6. Rozklad wysokosci piezometrycznych i funkcji 9h/dy wzdluz prostych y = 0 i y = T dla problemu
filtracji pod fundamentem przedstawionego na rys. 1

fundamentu 0,499k, a pozostaly przez warstwe itu ograniczajaca obszar filtracji od warstwy
drenujacej (g = 0,058%). '

Obliczenia poréwnawcze wykonane metoda elementéw [22] prowadzily do prawie
identycznych rezultatéow (I = 0,73L, g = 0,058k).

W przeliczonych zadaniach tego typu (por. [22]) ciag przyblizen X°, X!, X2, ... mial
charakter oscylacyjny, zaréwno dla MES jak i MEB a rozwigzania uznane za poprawne
uzyskiwano po 3-8 iteracjach.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona dyskusja i przytoczone przyklady wykazaly, Ze przy rozwiazywaniu
probleméw filtracji ustalonej pojawiaé si¢ moga zadania z nieliniowymi warunkami
brzegowymi. Ma to miejsce przy linearyzacji probleméw z nieliniowymi réwnaniami
konstytutywnymi oraz przy obliczeniowej idealizacji zlozonych zadan filtracji.

Linearyzacje opisang w p. 2 mozna wykonad, jezeli przepuszczalno$é osrodka (rozu-
miana szeroko) zaleZy wylacznie od poszukiwanej funkcji. Postgpowanie linearyzujgce
jest celowe i z reguly korzystne, a standardowe metody linearyzacji sprowadzaja si¢ do
wprowadzenia odpowiednio dobranego potencjalu. W takim przypadku nieliniowosci
pojawiajg si¢ w warunkach brzegowych zawierajacych pochodne poszukiwanej funkcji,
tj. warunku drugiego i trzeciego rodzaju na brzegach zewngtrznych i warunek ciaglosei
przepltywu na granicach warstw o rdéznej przepuszczalnosci, Zwrécié nalezy uwage, Ze
dla innych typéw nieliniowosci (np. przepuszczalnos$¢ zalezna od gradientu funkcji poszu-
kiwanej) znalezieniec podobnego przeksztatcenia nie wydaje sie w ogélnodci moZliwe.

Obliczeniowa idealizacja ztozonych probleméw filtracji moze prowadzi¢ do nielinio-
wych warunkdéw brzegowych, w ktérych cisnienie jest jawna funkcja przeplywu, pochodna
normalna do brzegu (przeplyw) jest funkcja ciénienia badz do nieliniowych zwiazkow
pomigdzy ciénieniami w pewnych punktach obszaru filtracii. v

Rozwigzanie realnych probleméw filtracii z nieliniowymi warunkami brzegowymi
wymagaé bedzie prawie zawsze zastosowania metod numerycznych. Mozna je wykona¢
wykorzystujac powszechnie znane metody numeryczne. Przeprowadzone obliczenia
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przykladowe wykazaly pelna przydatnos¢é MRS, MES i MEB do rozwigzywania analizo-
wanych problemdw.

ni

Algebraiczny uktad réwnan nieliniowych otrzymany w tych metodach ma w przypadku
eliniowych warunkéw brzegowych postaé (43), z ktérej w sposéb naturalny wynika

formula iteracyjna (45). W kolejnych iteracjach macierz ukladu réwnan pozostaje stala,

a

zmienia si¢ wylacznie prawa strona. Jest to bardzo korzystne z punktu widzenia kosztow

prowadzenia obliczen numerycznych.

SZ

Zagadnienia zbieznosci MRS, MES i MEB, ich dokladnosci oraz efektywnosci w po-
czegblnych typach zadan filtracji z nieliniowymi warunkami brzegowymi wymagaja

dalszych badan i wielu obliczen poréwnawczych.
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Pesome

HEJWHENHLIE KPAEBLIE YCJIOBHS B 3AJAUAX YCTAHOBUBLIENCS PUILTPALIH

B pafore noxasaHo, uro B 33fauyaX YCTAaHOBHBIIEHCS (DHNIBTDALMM MOTYT NOABJISATECA HETHHE -
Hble Kpaesble yenoBus. 11poaHaNn3HPOBAHO TUNHYHBLIE NPUMEPHI TAKUX 3a4ad.

Tl pernenus 3agay QHISTPALUK C HCNUHEHHBIMH KPAEBLIMY YCIIOBHIMHA NPENIION(EHO H3BECTHBIE
UKCTIEHHBIE METOABI (METOM KOHEUHBIX DPA3HOCTEH, METOMl KOHEUHLIK AJIEMEHTOB, METOJ IPAHHUHbIX 3JE-
MeHTOB). BOIIPOC CBOJAWTCA K PELUEHHIO CHCTEMBLI HeJIMHeHHbIX anrebpauueckux ypaBueHuit (43), mero-
oM NIPAMBIX urepauuit (45).

TlpuBenensr pesynbTaTbl PacutToB IBYX THIIMUHLIX 3aJau.

Summary

NONLINEAR BOUNDARY CONDITIONS FOR STEADY SEEPAGE PROBLEMS

It is shown in the paper that nonlinear boundary conditions can appear for steady seepage problems.
Characteristic examples of the problems are discussed.

Known methods (finite difference method, finite element method and boundary element method)
are proposed for solving steady seepage problems with nonlinear boundary conditions. The discretized
system can be written as a set of nonlinear algebraic equations (43), which is solved by direct iteration
technique (45).

Results for two typical problems are included.

Praca wplynela do Redakeji dnia 2 lutego 1984 roku
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1. Wstep

Opis ruchu ofrodkow wieloskladnikowych budzi wcigz jeszcze wiele kontrowersji.
Przedstawiong w pracy [l11] (por. tez. [13]) koncepcje opisu takich oSrodkéw, ktora
pochodzi od Truesdella, nie mozna uznaé za uniwersalng. Wykorzystuje si¢ w niej opis
wzgledem barycentrycznego $rodka mas wszystkich skladnikéw. W zwiazku z tym,
réwnania bilansu skladaja si¢ z czlonéw bedacych dyskusyjnym i trudnym do zainter-
pretowania konglomeratem réznych wielkosci. Ponadto, watpliwym wydaje si¢ wykorzy-
stanie tej koncepcji do opisu takiego osrodka, jakim jest porowate cialo state wypelnione
plynem. Tutaj naturalnym byloby przyjaé jako baze odniesienia konfiguracje ciata sta-
fego, a nie barycentryczny srodek masy. Wtedy, oczywiscie, rownania bilansu dla calej
mieszaniny nie przybieraja formy réwnania bilansu dla osrodka jednoskladnikowego.
Naruszona jest wigc zasada metafizyczna Truesdella, Ze ,,ruch calej mieszaniny jest przed-
stawiony takim samym réwnaniem jak ruch jednolitego ciata”. Ponadto w réwnaniach
ruchu dla ofrodka porowatego wypelnionego ciecza powinno by¢ uwzglednione dodé
ewidentne zjawisko unoszenia czeci cieczy zawartej w porach przez porowate cialo,
zwane tez zjawiskiem sprzeZenia ruchu przez mase. Znane w literaturze réwnania teorii
mieszanin nie opisuja niestety tego zjawiska.

Mozna wskazaé dwa typy réwnan, ktére uwzgledniaja ten efekt. Sa to rdéwnania
zaproponowane przez BIOTA, [1], i DErSKIEGO, [2]. KOowALSKI w pracy [6] i nieco ogdl-
niej w pracy [7] przedstawil pewien model wskazujacy na tranzytywno$¢, a tym samym
na ekwiwalentno$¢ réwnaf przedstawionych przez tych autoréw. Byt to jednak dowdd
ekwiwalentnosci w sensie lokalnym.

Przedmiotem niniejszej pracy sa dwa zagadnienia: Po pierwsze, bazujac na bilansie
masy i pedu (opis 'globalny) wyprowadzié réwnania ruchu dla o$rodka porowatego
wypelnionego ciecza z uwzglednieniem zjawiska sprzgzenia ruchu przez masg i zmiennoscl
porowatosci oraz gestosci sktadnikéw. Po drugie, wskaza¢, ze mozliwe jest uzyskanie ta
ta droga dwdch roéznych lecz tranzytywnych form réwnan, a’ mlanowwxe réwnan na wzor
Derskiego i na wzér Biota.
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Uzasadnieniem podjecia postawionego zadania jest préba uporzadkowania zagadnien
zwigzanych z opisem ruchu osrodka porowatego. Réwnania Biota, przedstawione po raz
plerwszy w 1956 r., stanowily przez wiele lat bazg do rozwiazania szeregu technicznie
waznych zagadnien zwigzanych np. z propagacja fal w nasyconych osrodkach porowatych
(por. np. [4]). Wiele kontrowersji budzit jednakze wystgpujacy w tych réwnaniach wspét-
czynnik sprzeZenia ruchu przez masg p,,. Nie zostal on przez Biota dostatecznie jasno
zinterpretowany, a indywidualne jego interpretacje przez niektérych autoréw prowadzity
do sprzecznych wnioskéw. Wspomniano o tym w pracy [7], w ktorej rowniez, w oparciu
o przyjety tam model, podjgto probe blizszego jego okreslenia.

Wyprowadzone przez Derskiego w 1978 r. rownania, prostsze w swej formie i fatwiejsze
w interpretacji, budzily poczatkowo sprzeczne opinie. Podczas dyskusji w kregu zainte-
resowanych mozna bylo uslyszeé i takie, Ze stanowia one szczegdlny przypadek réwnan
Biota, Obecnie z kolei podaje si¢ w watpliwo$¢ znaczenie réwnan Biota. W argumentacji
podkresla si¢ niemoznosé .ich uzyskania z réwnain bilansu masy i pedu, przypisujac jed-
noczeé$nie ten plus réwnaniom Derskiego, ktore zostaly wiaénie w ten sposéb wyprowa-
dzone (Biot wyprowadzil swoje rownania korzystajac z réwnan Lagrange’a). W niniejszej
pracy podjeto probe wyjasnienia tych watpliwosci.

Konkluzjg ostateczng niniejszych rozwazan jest stwierdzenie, ze réwnania Biota
wynikaja z bilansowania skladnikdéw zdeterminowanych funkcja porowatosci objetos-
ciowej (réowna Sredniej porowato$ci powierzchniowej), natomiast réwnania Derskiego
wynikaja z bilansowania sktadnikéw zdeterminowanych funkcja efektywnej porowatosci
powierzchniowej*, MozZliwa jest ich wzajemna tranzytywnosé, a zatem i ekwiwalentnosé,
jesli chodzi o jednoznaczno$¢ opisu zjawisk zachodzacych w osrodku porowatym wypet-
nionym ciecza, wywolanych oddziatywaniami zewngtrznymi.

2. Zalozenia geometryczno-kinematyczne

Rozwazaé bedziemy izotropowy** oérodek porowaty wypetniony ciecza o statystycz-
nic réwnomiernym rozkladzie por. Do opisu ruchu takiego oérodka wykorzystywaé
bedziemy metody i zaloZzenia mechaniki o§rodkéw ciagtych. Wymaga to zapostulowania
dodatkowo istnienia ciagtych i rézniczkowalnych funkcji, przyporzadkowujacych kazdemu
punktowi tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa objetosciowego udziatu danego skladnika
w rozwazanym ofrodku. Nie bedziemy sie tu zajmowaé konstruowaniem takich funkcji.
Wspomnimy jedynie, ze w mechanice ofrodka porowatego taka funkcja jest porowatos¢
objetosciowa, ktéra bedziemy tu oznaczaé symbolem: f,(x, t). W oznaczeniu tym x jest
pozytyjnym wektorem punktu przestrzeni Euklidesa, a ¢ oznacza czas. Przy zaloZeniu
obowiazujacym w tej pracy, Ze ciecz wypelnia catkowicie pory, funkcja ta wyraza utamek
objetosciowego udzialu cieczy w danym punkcie przestrzeni. Objetosciowy udzial ciata
porowatego (szkieletu) wyraza si¢ wtedy jako: 1—f,(x, ). '

* W pracy [8] autor wprowadzil pojecie podzialu fizycznego i kinematycznego mieszaniny w zalez-
nosci od tego czy postugiwano si¢ funkcjq porowatosci objetoéciowej czy funkcja efektywnej porowatosc
powierzchniowej.

** Geometrig osrodka porowatego o anizotropowej przepuszczalnoéci Czytelnik znajdzie w pracy [9].
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Odnoénie opisu ruchu rozwazanego osrodka przyjmujemy nastepujaca koncepcje.
Zakladamy, Ze pole predkosci szkeletu v(x, ¢) jest ciagle i rozniczkowalne w calym obszarze
z wyjatkiem by¢ moze powierzchni nieciaglosci (w tym takze powierzchni brzegowych).
Pole predkosci cieczy moze by¢ natomiast nieciagle, tzn. dwie czasteczki cieczy znajdujace
sie obok siebie moga poruszac si¢ z predkosciami rézniacymi si¢ skoriczong wartoscia.
Nieciggtos$¢ ta wynika z unoszenia pewnej ilosci czastek cieczy przez porowate cialo stale.
Wyrodzniamy wigc pole predkosci czastek cieczy majacych predko$é rézng niz predkosé
szkieletu i pole predkoéei czastek unoszonych przez szkielet, przy czym nie interesuje nas
profil predkosci, a $rednia warto$§¢ wyrazajaca objetosciowy wydatek cieczy na jednostke
czasu. Funkcje objetosciowego wydatku cieczy na jednostke czasu i powierzchni oznaczamy
przez w(x, t) i zakladamy, Ze jest ona ciggta i rézniczkowalna w catym obszarze z wyjat-
kiem byé moze powierzchni nieciggtosci. Istnieje jeszcze problem okreslenia efektywnej
powierzchni, na ktérej wydatek ma miejsce. Na powierzchni my$lowego przekroju moze
sie bowiem znajdowaé powierzchnia cieczy, ktorej czastki maja w kierunku e; predkosé v; .
Stwierdzamy zatem, Zze obserwacja pola predkosci cieczy na przekroju moze stanowié
podstawe do wyrdznienia powierzchni efektywnego wydatku cieczy a,. Oznaczmy ele-
mentarng powierzchnie obserwacji przez da, a znajdujaca si¢ na niej powierzchnig efek-
tywnego wydatku przez da.( = da). W rozwazaniach bedziemy sie postugiwaé stosunkiem
tych powierzchni, tj. f.(x, t) = da.(x, t)/da(x) i nazywaé ten stosunek efektywng poro-
watoscia powierzchniowq. Na rys.. la przedstawiono element izotropowego osrodka

al

Rys. 1

porowatego wypelnionego ciecza. Dla uproszezenia obliczefi. przedstawiono sumg mikro-
powierzchni efektywnego wydatku w formie kwadratu o boku a. UZywajac przyjetych
tam oznaczen okreSlimy efektywng porowato$¢ powierzchniowa jako: -

fo=31 @.1)

Natomjast porowato§é objgtosciowa, ktéra stanowi stosunek objgtoéci wszystkich poréw
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do catkowitej objetosci, wyraza si¢ jak nastepuje:

3a%b a?
Jo="F =341 _ (2.2)

Pos}ugujqc si¢ naszym modelowym rysunkiem objasnimy jeszcze dwie wielkosei, a miano-
wicie: rzeczywista porowato$¢ powierzchniowa i $rednia porowato$¢ powierzchniows.
Pierwsza z nich jest na og6t nieregularna. Wedtug rys. la porowato$é ta przyjmuje wartoséi:

(@? -+ ab)/b* — na odcinkach AB i CD,
a*|b? — na odcinku BC.

Ze wzgledu na nieregularnosé, postugiwanie si¢ ta wielkoscia jest klopotliwe. Dlatego
wprowadza si¢ pojecie Sredniej porowatosci powierzchniowej, bedacej s’.rednlac wartoscnq
z rzeczywistych porowatosci powierzchniowych.

T3 érednia warto$¢ okre§lamy odnoszac wartosci rzeczywiste na poszczegdlnych odcin-
kach do calej dlugosci i sumujac je. A wiec:

.3)

a*+ab a a* b-2a
f 22— b2 '—b—+_b"2‘"T. . _ (2.4)

Zauwazmy, ze §rednia porowato$¢ powierzchniowa jest réwna porowatosci objetoscio-
wej tj.:

A=3§;=ﬁ- (2.5)

1lo§¢ cieczy unoszonej przez szkielet w danym kierunku jest 2a?b. Réznicg $redniej poro-
watosci powierzchniowej 1 efektywnej porowatoéci powierzchniowej bedziemy uwazaé
za miare ilodci cieczy unoszonej przez szkielet i oznaczaé:

a2
f;lEfp_.fe=2'b—2' (2.6)
W naszych rozwazaniach niezaleznymi funkcjami beda wiec: efektywna porowatosé
powierzchniowa :

df da,

= 2.
r=2x, @7)
oraz porowato$é objetosciowa:
daf dvp
="r 2.8
5=, 238)

gdzie dv oznacza objetosé catkowita elementu porowatego, a dv, < dv oznacza objetosé
poréw zawartych w tym elemencie. Bedziemy ponadto zakladaé, ze dla osrodka izotropo-
wego porowato$¢ objetosciowa jest réwna $redniej porowatosci powierzchniowesj.

3. Réwnania ciagloéci masy

Rzeczywiste obszary zajmowane w przestrzeni przez ciecz i szkielet rozwazanego
osrodka moga by¢ spdjne, jednakze na ogdt nieregularne. Catkowanie po takich obszarach
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mogloby by¢ wigc bardzo klopotliwe. Niedogodnoéé ta eliminujemy wykorzystujac
wlagnie okreslona w poprzednim punkcie funkcje porowatosci. Jesli of i of oznaczaja
odpowiednie rzeczywiste gestosci szkieletu i cieczy, to masg szkieletu i cieczy w dowolnym
obszarze B, ograniczonym gladka, zamkni¢ta i zorientowana na zewnatrz jednostkowym
wektorem normalnym n powierzchnig 0B, mozemy okreslié jak nastepuje:

m() = [ oix, Ddoy(x, 1) = f os(x, N do(x), ' @.1)
B,()
my(t) = [ ofx, Ddvy(x, 1) = f 0,(x, )do(x). 32)

B, (1)

Tutaj B,(1) i By(t) oznaczajg odpowiednio obszary zajete przez szkielet i przez ciecz
w obszarze B tzn.: By(t) = B i By(t) = B oraz By(t)uB,(t) = B
WielkoSci:

os(x, 1) = oi(x, H[1—f,(x, D], ' (34
os(x, 1) = of(x, )f (x, 1), (3.5)

przyjeto nazywal gestosciami parcjalnymi, odpowiednio szkieletu i cieczy. Wynikaja
one z zamiany zmiennych w catkach (3.1) i (3.2) przez podstawienie (2.8), tj.:

doy(x, 1) = [1—f,(x, 1)]dv(x), (3.6)
dop(x, 1) = f(x, t)dv(x). .7
Korzystajac z zasady zachowania masy szkieletu i cieczy piszemy:

rig(t =§t— os(x, 1) doy(x, 1)+ f [o%(x, t)day(x, ]v(x,t) - n =0, (3.8)
B,(1) IB(1)
n'w)—— f &5 (x, ) duy(x, 1)+ f [o}(x, 1)dag(x, D]w(x, 1) n+
B (1) 3B, (¢) - (3.9)
+ f [0} (x, )dau(x, Ov(x, 1) n = 0.
2B,(0)

Pierwsze catki w (3.8) 1 (3.9) okreslaja lokalne zmiany masy, natomiast catki powierzchniowe
wyrazaja strumienie mas, przy czym: dB,(t), dB.(t), 0B,(t) oznaczajg odpowiednio:
powierzchnie szkieletu, powierzchnie efektywnego wydatku cieczy i powierzchni¢ uno-
szenia cieczy przez szkielet na powierzchni @B; 0Bs(1)UdB, () VoB,.(t) = 0B.

W poprzednim punkcie okreslilismy powierzchnie unoszenia cieczy przez szkielet
jako réznice pomiedzy uéredniona catkowita powierzchnig cieczy i powierzchnia efek-
tywnego wydatku cieczy. Taka definicja implikuje aby da, okreéla¢ réwniez jako érednia,
a nie rzeczywista, powierzchni¢ szkieletu. Dokonujemy wiec nastepujacej zamiany zmien-
nych w catkach (3.8) i (3.9):

day(x, 1) = [1—fi(x, )] da(x),
da,(x, t) = fo(x, t)da(x), (3.10)
day(x, 1) = [f(x, 1) ~fulx, D]da(x).
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Ponadto wykorzystujemy zaleznosci (3.6) i (3.7) oraz twierdzenie Gaussa-Ostrogradz-
kiego. Po dokonaniu przepisanych operacji otrzymujemy:

mg(t) = f[&gﬁ +dive,(x, Hv(x, t)]dv(x) =0, (3.11)
B

mp(t) = f{?%t’t) +div[p.(x, Hw(x, 1)+ ou(x, v (x, t)]}dv(x) =0, (3.12)
B

przy czym:
0:(x, 1) = of(x, )fe(x, 1),
Qu(x’ t) = Qj(x’ t)[f;)(xa t)—f;,(x, N,

nazywaé bedziemy odpowiednio parcjalng gestoscia cieczy swobodnej oraz parcjalng
gestoéeig cieczy unoszonej przez szkielet. Latwo zauwazyé na podstawie (3.13) i (3.5), ze:

(3.13)

Qf(x7 t) = Qc(x7 t)+QH(x7 t)' (314)
Calkowita gesto$¢ osrodka jest suma ggstosci parcjalnych (3.4) i (3.5), tj.:
Q(x’ t) = Qs(xy t)+0f(x’ t)' (315)

Z réwnan (3.11) i (3.12) wynikaja nastgpujace réwnania ciagltosci masy odpowiednio
szkieletu i cieczy:

J . ’

€ +divew = 0, (3.16)
ot
90r g _

5 +div(g.w+o.v) = 0. 3.17)

W réwnaniu ciggloéci masy cieczy (3.17) uwzgledniono konwekcje cieczy przez szkielet.

Z punktu widzenia kinematyki wydaje si¢ stusznym dokonaé takiego rozdziatu sklad-
nikéw, aby ich pola predkoéci byly jednorodne. Réwnania (3.16) i (3.17) sugerujg wtym
wzgledzie, aby szkielet i unoszong przez niego ciecz traktowac jako jeden sktadnik, a ciecz
swobodna jako drugi sktadnik. Je$li napisa¢ rownania bilansu masy dla tak wyréznionych
skladnikéw, to otrzymaliby$my, {por. tez. [7]};

d u .
et | givio,+ow = o, (3.19)
aa‘-; +divo.w = oF, (3.19)

Wielkosdci o} i ¥ wyrazajg fakt, ze masy skladniké§w wyréznione z punktu widzenia kine-
matyki nie musza by¢ zachowane. Musi byé natomiast zachowana masa calkowita o§rodka,
czyli:

o¥+o* = 0. (3.20)
Fizycznie o* = —p} wyraza predko$é wzajemnej wymiany masy cieczy swobodnej i cieczy
unoszonej przez szkielet. Jest ona zalezna od ewolucji parametréw stanu, w tym przede
wszystkim na predkosci deformacji. Dlatego, zdaniem autora, wielko$¢ p¥* = — ¥ powinna
by¢ okreslona réwnaniem konstytutywnym.,



RUCH 0$RODKA POROWATEGO... 449
4. Analiza oddzialywai mechanicznych '

Problem oddziatywarn mechanicznych w o$rodku wielosktadnikowym jest niezwykle
zlozony. Po$wigcono mu kilka prac, np. [5], [10], [11], [12], mimo to trudno uznaé go za
definitywnie rozwigzany. Kontrowersyjna jest definicja tzw. parcjalnego naprezenia.
Definicj¢ taka podat TrRUESDELL, [11], lecz zostala ona podwazona przez GURTINA,
OLIvERA i WILLIAMSA, [5]. Moznaby si¢ z aprobata odnie$¢ do propozycji przed-
stawionej przez tych autoréw, a takZe niezaleznie przez OLIVERA, [10], gdyby przedsta-
wionym przez nich rozwazaniom matematycznym nadano sens fizyczny. Trudno np.
uwierzyé, aby czgé¢ wewnetrzng parcjalnego naprezenia, zwana tez czecia Zrédiowa,
mozna bylo a priori sformutowa¢ w warunku brzegowym, jak to sugeruja autorzy.

PoniZej przedstawimy wiasny punkt widzenia odnoénie kwestii oddzialywan w oérodku
porowatym wypelionym ciecza, nie zaniedbujac przy tym sugestii przedstawionych
przez wyzej wymienionych autoréw. Na poczatku uczynimy dwa istotne zaloZenia: zanied-
bamy dewiator w cieczy jako pomijalnie maly w poréwnaniu z dewiatorem w szkielecie
(nie oznacza to, ze zaniedbujemy lepkos§é cieczy) oraz pomijamy ciénienie dynamiczne
w cieczy, tzn. zakladamy, Ze zaréwno ciecz swobodna jak i ciecz unoszona przez szkielet
podlegaja w danym punkcie przestrzeni takiemu samemu cisnieniu rzeczywistemu p(x, 7).

Rys. 2

Rozwazmy dowolny obszar B przestrzeni, do ktérej odwzorowano badany oérodek
1 rozdzielmy ten obszar na czgéci A i C za pomoca gladkiej powierzchni S, zorientowanej
jednostkowym wektorem normalnym e (rys. 2a). Wydzielmy na tej powierzchni element da.
Na rysunku 2b zaznaczono przez da, rzeczywista powierzchnig cieczy, przez da, powierz-
chnig efektywnego wydatku cieczy, a przez da, srednia powierzchnig cieczy na elemencie da.
Jesli £° oznacza rzeczywiste napreZenie w szkielecie, a =~ pe rzeczywiste naprezenie
w cieczy, to oddzialywanie szkieletu w C na szkielet 4 oraz cieczy w C na ciecz A mozemy
wyrazi¢ nastgpujaco:

fuld, C) = [ (1=f)tda, (4.1)
S .

54, C) = [ ft'da, 42)
S

przy czym za pracg [5] przyjeto oznaczaé przez f,s(4, C) oddzialywanie powierzchniowe
sktadnika f w C na skladnik « w A4; f, = da./da oznacza tu rzeczywisty porowatosé
powierzchniowa w danym punkcie przestrzeni. Catkowite oddzialywanie powierzchniowe
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substancji w C na substancj¢ w A przez powierzchnig S jest suma:

fuld, C)+fp(4, C) = | tda, @3

hY

gdzie ¢t oznacza catkowity (uéredniony) wektor naprgZenia, rowny sumie wektordw par-
cjalnych.

Jednakze juz w punkcie 2 wspomnieliémy, Ze korzystanie z funkcji porowato$ci rze-
czywistej mogtoby by¢ klopotliwe ze wzgledu na jej nieregularno$é. Po wtére, gdyby
potraktowa¢ formuly (4.1) i (4.2) jako definicje parcjalnych wektoréw naprezenia, to
wylania si¢ trudno§¢ przyporzadkowania tym oddzialywaniom odpowiednich popedéw
zdeterminowanych kinematyka osrodka. Parcjalny wektor naprezenia musi wiec byé
tak skonstruowany, aby mozna bylo mu jednoznacznie przyporzadkowaé poped parc-
jalny, a jednoczeénie powinien on spetnia¢ warunki twierdzenia Cauchy o liniowej zalez-
noSci wektora naprezenia od jednostkowego wektora normalnego.

Jesli z kolei w réwnaniach (4.1) i (4.2) zastosujemy inng funkcje porowatoéci niz f;,
to nie mozemy juz mowid, ze parcjalny wektor naprezenia wyraza tylko wzajemne oddzia-
lywanie tego samego skiadnika przez powierzchni¢ S. W §lad za definicjag podana przez
TrUESDELLA, [11], moéwi sig, ze dany skladnik podlega parcjalnemu naprezeniu,
jedli jego dzialanie na dowolnie pomyslang diafragme jest rOwnowazne dzialaniu wszyst-
kich skladnikéw na zewnatrz diafragmy na material tego skladnika wewnatrz diafragmy.
Wedlug tej definicji zamiast (4.1) i (4.2) powinni§my napisaé:

Juld, C)+fis(4, C) = [ s*(e)da, (4.4)
S

(A4, O +f(4, €) = [ (e)da, 4.5)
S

przy czym tutaj f,(4, C) wyraza oddzialywanie cieczy w C na szkielet w 4, natomiast
Jrs(4, C) wyraza oddzialywanie szkieletu w C na ciecz w A.

Jesli zamienimy obszary A i C wzajemnie ze soba, pozostawiajac niezmieniong orien-
tacj¢ powierzchni S, to zamiast (4.4) i (4.5) otrzymamy:

J(C, A)+£u(C, A) = [ s*(~e)da, (4.6)
S
[:5(C, A)+f1(C, A) = [ s (—e)da. @n

Z zasady akcji i reakcji mamy: ﬁ,(C, A) = —fs(4, C), f14(C, A) = —f;(4, C),
S (C, A) = —~f1(4, C), f35(C, A) = —fi;(4, C). Wykorzystujac liniowa zaleznosé wek-

tora napre¢zenia od wektora normalnego, tj.: s*(e) = —s*(—e); a = s,f, otrzymujemy,
na podstawie (4.4) + (4.7), relacje;:
fsf(A: C) = ffs(A> C)’ (48)

wyrazajaca pewna symetri¢ oddzialywan, a mianowicie, ze ciecz w C dziala na szkielet
w Az taka sama sila jak szkielet w C na ciecz w A. GURTIN, OLIVER i WILLIAMS, [5],
nazwali taka symetri¢ oddzialywad paradoksem. Proponuja oni nastgpujaca korekte
definicji Truesdella. Postulujg, aby we wzorach (4.4) i (4.5) przyja¢ s*(n) # s*(—n);
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o =8, f i uzupetié te formuly o powierzchniowe oddzialywania wewnetrzne f;f(A, A)
i fT,s(A , A). Wtedy wektory gléwne sit powierzchniowych maja postaé:

(A, OV +fof4, O+fis(4, 4) = [ £(e)da, 49)
)
154, O) (A, O+ 4, 4) = [ #(e)da, .10)
. S
przy czym
t“(e) = s*(e)+4%(e) = —t*(—e). @.11)

W pracy [5] nazwano s*(e) zewngtrznym a k*(e) wewnetrznym wektorem naprezenia.
Korzystajac z liniowej zalezno$ci parcjalnych wektorédw naprezenia ¢°(e) i t/(e) od
wektora normalnego oraz ze wzoru (4.3) znajdujemy nastgpujace relacje:

S, ©) = = [, A)HFA(C, O

: 4.12)
. ff.\'(A5 C) = - 7 [f/‘s(A> A) +if§(ci C)]
Wykorzystujac te relacje we wzorach (4.9) i (4.10) otrzymujemy:
fss(A, C)+ fU(A’ A) ;fsf(c, C) = f ts(E)da; |
_ _ y 4.13)
fff(A C)__ fsf(A, A) ;’f.\'f(c’ C) f tj(e)da

Wyrazenie [ f,,(A A) f;,(C ()] bedzie rézne od zera na powierzchni S przy zaloZeniu
fir(4, C) # 0 1ub f5(4, C) = 0 wtedy i tylko wtedy, jeSli na tej powierzchni bgdg istnie¢
Zrédta sit powierzchniowych, co naszym zdaniem jest mozliwe tylko, jesli S bedzie po-
wierzchnig osobliwg.

Konkludujac stwierdzamy ze zalozenie a priori f,(4, C) # 0, « # f prowadzi do
kontrowersyjnego wyniku wystepowania Zrédet sit powierzchniowych na dowolnej po-
wierzchni S, poprowadzonej my$lowo przez osrodek.

Naszym zdaniem, oddziatywania krzyzowe skladnikéw wewnatrz obszaru ze sklad-
nikami na zewnatrz obszaru nie istnieja, z wyjatkiem by¢ moze powierzchni osobliwych
lub dalekich oddzialywan. Moga istnie¢ natomiast oddzialywania krzyzowe pomigdzy
skladnikami wewnatrz samego obszaru. Mamy tu oczywifcie na mysli oddzialywania
inne niz te, ktére wystepuja w zwiazkach fizycznych (por. np. {11, [3]). W zwiazkach
tych parcjalne naprezenie w danym sktadniku zalezy od deformac_u wszystkich sktadnikéw,
lecz sa to oddzialywania dylatacyjne.

Nie jest naszym celem formulowanie ogélnej definicji parcjalnego naprezenia. Wydaje
si¢ jednak, ze definicja taka powinna okresla¢ izomorfizm parcjalnego pedu i czastkowych
sit powierzchniowych. Je$li mieszanina znajduje si¢ w réwnowadze wewnetrznej, tj. gdy
nie wystepuje ruch wzgledny sktadnikéw, brak jest wtedy parcjalnych pedéw i nie zachodzi
potrzeba postugiwania si¢ pojeciem parcjalnego naprezenia.

14%
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W tej pracy przyjmiemy zatem fis(4, C) = 0, o # B. Oddzialywania wewnetrzne
beda wtedy samozréwnowazone na powierzchni myslowego rozdziatu, tj.:

fup(4, A)+fup(C. C) = 0 na S. (4.19)

Mozna im nadaé okre$lony sens fizyczny. Wielkosé fsf(A, A) moze np. wyrazaé oddzie-
lywanie na szkielet cieczy przez niego unoszonej itp.

Z powyzszych konkluzji wynika, Ze na parcjalny wektor napreZenia skladajg sie
oddzialywania zewngtrzne z tym samym skladnikiem oraz oddzialywania wewnetrzne
z pozostalymi sktadnikami, czyli:

fuld, O+fip(4, 4) = [ £(@)da,
N

_ (4.15)
Jrr(A4, C)+fr(4, 4) = ftf(e)da.
§

Formuly (4.15) sugeruja pewna dowolnos¢ w konstruowaniu parcjalnego wektora
napreZzenia. MoZemy np. skonstruowaé wektory parcjalne odniesione do efektywnej
porowatoéci powierzchniowej, badz tez $redniej porowatosci powierzchniowej. W pierw-
szym przypadku oddzialywania wewnetrzne wynikaja z réznicy rzeczywistej i efektywnej
porowato$ci powierzchniowej, a w drugim przypadku z réZnicy rzeczywistej i $redniej
porowatosci powierzchniowej. Przyjmiemy, Ze iloczyn rzeczywistego napreZenia dziala-
jacego w danym skladniku przez odpowiadajacg ma powierzchnig dzialania jest funkcja
regularng. Przy zadanej gladko$ci obszaréw i funkcji mozemy naprezenia parcjalne ¢,
dzialajgce na szkielet wraz z unoszong ciecza oraz naprezenie parcjalne ¢2, dzialajace na
ciecz swobodng wyrazi¢ jak nastgpuje:

th = (1-f) = (fi~fpe, (4.16)
t* = —pfie. 4.17)
Dla tego przypadku:
| $ = (-RF, sh=-phe, k= -k =—-(~Lre. |
Sa to naprezenia parcjalne, skontruowane w oparciu o rzeczywista i efektywna porowato$é

powierzchniows. Natomiast napreZenia parcjalne, skonstruowane w oparciu o rzeczy-
wista 1 Srednig porowato$¢ powierzchniowg przyjmuja postaé:

£ = (1-f) &= (fi—fy)pe, (4.18)

tf: —pfpe. (4'19)
Tutaj:

=~ = —fipe, kK=—k=~{fi~f)re. '
Jak tatwo zauwazy¢, wektory ¢! i ¢ oraz ¢2 i ¢/ réznig sie miedzy sobg wartoscig cisnienia
wynikajaca z réznicy $redniej i efektywnej porowatosci:

tt = ¢—(f,—f)pe, (4.20)
=V (f,—fpe. @21
Wzory (4.16) - (4.21) sg istotne przy formulowaniu warunkéw brzegowych.
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S. Rownania bilansu pedu

Rozwazmy ponownie pewien obszar B ograniczony gladka i zamknigta powierzchnia
dB, zorientowana na zewnatrz jednostkowym wektorem normalnym n. Bilans pedu cieczy
swobodnej zawartej w tym obszarze wyraza si¢ nastgpujaco:

[ (~pfemyda+ [ (@51, X+Fdo < ( [ gpfowdo) . - (5.1)
B B B .

Tutaj X oznacza sity masowe, a F*? sile oddzialywania pomiedzy skladnikami (site dyfuzji).
Zastapmy funkcje porowatosci f, w rownaniu (5.1) funkcja $redniej porowatosci f,.
Mamy wigc:

[ (~pfomda+ [ @3 f,X+FDdo = ( [ offymas). (5.2)
B : yis yis

W powyzszych réwnaniach przyjeliSmy nastepujace przyporzadkowania sit powierzch-
niowych 1 pgddw:

t? = —pfner oifew,
tf = —pfyne oifyw,
tzn. okreflonej porowatosci przy niezmienionym p, przyporzadkowana jest okreslona
iloé¢ masy bioracej udzial w ruchu przy niezmienionej predkosei ruchu w. Oczywiscie,
catkowite zmiany czasowe prawych stron réwnaf (5.1) i (5.2) beda sie rézni¢ predkosciami
konwekcji. W pierwszym przypadku rozwazamy bowiem tylko ciecz swobodna, ktora
moze mie¢ jedynie predko$é konwekcji w, a w drugim przypadku cala ciecz, ktéra cha-
rakteryzuje si¢ predkoscia konwekeji zaréwno w jak i v (por. punkt 3).

Réwnania (5.1) i (5.2), po rozpisaniu prawych stron i zamianie catek powierzchnio-
wych na objgtoSciowe, przyjmuja postaé:

(5.3)

f(grado‘2+ch+F“)dv = f(—a—%‘;—w— +divgew®w)dv, 5.4
B B .
{(grad o’ +o, X+ Fdv = f(a—%’;—,v— +div[gew®w+g,.w®v]) dv, (5.5
B B

gdzie oznaczono:

o= —pfe, o = —pfy. : (5.6)
Bilans pedu szkieletu i unoszonej przez niego cieczy (traktowanych jako jeden skladnik)
opisuje réwnanie:

[ tda+ [ (o, +00X+F?do = ( [ (e +edvan) . (5.7)
2B B B

Jesli wykorzystamy wz6r Cauchy dla naprezed (¢!(n) jest liniowa funkcja wektora nor-
malnego):
tt = o'n, (5.8)

oraz uwzglednimy fakt, Ze masa (gs+¢,) posiada predkosé konwekeji v, to réwnanie
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(5.7) mozemy przepisaC w postaci:
e .
[ ivot @reox i = [| 200 Laivie s gpomolas. 9
B B

Réwnania (5.4) i (5.9) opisuja ruch sktadnikéw zdeterminowanych efektywng poro-
watoécia powierzchniows (sktadniki kinematyczne). Wobec dowolnosci wyboru obszaru
B, moZemy je napisa¢ w postaci lokalne;j:

. dv
dive! + (o5 +0u) X+ F12 = eu*v+(9s+eu)~d?
(5.10)
Dw
grado?+p X+ F2?! = Q:W+Qe_D‘t_,

przy czym, przy przeksztalceniach prawych stron wykorzystano rdéwnania cigglosci
(3.18) i (3.19), oraz ozmaczono d(-)/dt = d(-)/dt+vgrad(+), D(-)/Dt = 9(-)/ot+
wgrad(-).

Sity dyfuzji speiaja warunek:

Fi24F2 = 0. (5.11)

Obecnie latwo zauwazy¢, Ze réwnanie komplementarne do (5.2) powinno mie¢ postaé:
[ tdat [ (o X+Fydo = ( [ [(og+euyv—eumwlde) (5.12)
3B B B '

Masa szkieletu i cieczy unoszonej prz'ez szkielet maja predkodé konwekeji v, Dla wektora

naprezenia £f(n) wykorzystamy formute Cauchy:

t* = o'n (5.13)
i przeksztalcimy réwnanie (5.12) jak nastepuje:

f (div.d;_|_ng+FSf)dz; = f{—aa?[(es'l'eu)v —ou®W]+div ([(os+ou) —ng]®v)} dv.
B B

(5.14)

Réwnania (5.5) i (5.14) stanowia druga alternatywna pare réwnan opisujacych ruch
ofrodka porowatego wypetionego ciecza. Dotycza one skladnikéw zdeterminowanych

porowatodcia objetoSciows. Wprowadzimy S$rednia predkos$¢ ruchu cieczy ¥ zdefinio-
wang:

0,V = ouv+oow, (5.15)

i wyrazimy réwnania (5.5) i (5.14) za pomoca tej predkosci. Ich forma lokalna ma posta¢:

L 2 .
dive*+o, X+ F*/ = W(Qllv'l'QlZ V)+div[(ei1v +012 V)®7],
5 (5.16)
grado/ 4o, X+ F/* = —57(912” +022 V) +div[(120 + 022 VIOV,
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gdzie oznaczono:

Q11 = Qs 012, Q12 = _Q;&, Q022 = fo-glz. G.17)

Zrozniczkujemy prawe strony rownan (5.16) wprowadzajac oznaczenia:

0 . d .
—S;l— +dive, v = ofy, g;z +dive,,v = of,,  ofitof =0,
5 5 (5.18)
P pdiveV = o, —g+divenV=of, oif+el =0,
Otrzymujemy:
dive’+o, X+ F = ofv+0%, V+0110+0y2 I", (5.19)

grado’ + o, X+ F* = o v+ Vho125+0:, V,

przy czym ,kropka” nad symbolem oznacza pochodna materialng z predkoscia kon-

wekcjiv, a ,,prim” pochodng materialng z predkoécia konwekcji V. Wielkosci ¥, = —o7
i o¥f = —o}y, podobnie jak o* = —gF powinny byé okrelone réwnaniem konstytu-
tywnym.

Réwnania (5.10) i (5.19), jesli pomina¢ w nich cztony Zrédtowe, sg analogiczne odpo-
wiednio jak réwnania DERSKIEGO, [2], i Biota, [1].

6. Uwagi koncowe

Przedstawimy jeszcze kilka uwag uzupehiajacych dotychczasowe rozwaZania, Bez
dowodu, gdyz latwo to sprawdzi¢, podamy, Ze pomini¢cie dewiatora naprezen w cieczy
implikuje automatycznie symetrie rozwazanych przez nas parcjalnych tensoréw napre-
Zenia, j.:

ol =Y i o = () 6.1)

Aby okreslié wartoéci brzegowe parcjalnych tensoréw napreZenia, nalezy zna¢ na
brzegu: rzeczywista warto§¢ wektora naprezenia w szkielecie tAS, rzeczywiste cisnienie
cieczy p, rzeczywista porowatoéé powierzchniowy f, oraz efektywna, je§li korzystamy

z réwnan (5.10), lub érednia, je§li korzystamy z réwnafi (5.19), porowatoéé powierzch-
niowa. Wtedy:

o'n = (1—f) £~ (f,—f.)pn = funkcja dana,

6.2
6’n = —pf,n = funkcja dana, (

lub:
o'n= (1-1) ?S_(f,— fp)pn = funkcja dana,
_ (6.3)
o/ = ~pf, = funkcja dana.

Je§li w obszarze B przemieszcza si¢ z predkoscia ¢ powierzchnia nieciagtoéci S, zoriento-
wana jednostkowym wektorem normalnym e (rys. 2a), to na tej powierzchni zacho-
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dza nastgpujace warunki cigglosci kinematycznej i dynamiczne;:
— dla skladnikéw kinematycznych

llostou)(w—e)-ell =0, [le.(w—~c)-el] =0,

6] = [los+edo@—c)-ell,  [1£2] = [loow(r—c)- el], 64
— dla skiadnikéw fizycznych
losw—c)-ell = 0, [lo,(V—c)-ell =0,
(6.5)

0] = [lerv +ei ¥V)(v—¢)-ell, e = (o120 + 022 V)(V—¢) - e]],

przy czym [|g|] = @* —¢~, jest oznaczeniem niecigglosci funkcji na S. Jesli powierzchnia S
bytaby powierzchnia materialna, np. powierzchnig kontaktu dwéch oérodkéw porowa-

X3

tych (lub powierzchnig brzegowa zwiazang ze szkieletem) (rys. 3), wtedy v = ¢ i zwiazki
(6.4) i (6.5) przyjmuja prostsza postaé:

[los(w—v)-ell =0, [t =0, [|t?] = o.(w—2v)-e[lw|l, (6.4a)
oraz
los(V—v)-ell =0, [N =0, [I1¥ll = [ller2v+022V)(V-v)-el]l. (6.5)

Zalezposci (6.4a) i (6.5a2) moga by¢ pomocne przy formulowaniu warunkéw brzegowych.

Przez ekwiwalentno$¢ réownan (5.10) i (5.19) rozumiemy ich potencjalng moZliwo$é
opisu tych samych zjawisk. Tak np. oba typy réwnan ujmuja zjawisko sprzeZenia ruchu
przez mas¢. Moc mechaniczna przekazywana do dowolnie zdefiniowanego ukladu termo-
dynamicznego musi by¢ taka sama, niezaleznie od tego czy uzyjemy do opisu tensordw
parcjalnych o' i ¢*I (I = jednostkowy tensor) i odpowiednio predkosci przemieszczeh
v 1w, czy tez tensoréw ¢® i oI i predkosci v i V. Analogicznie, moc sit dyfuzji, energia
kinetyczna, energia wewngtrzna itp. musza by¢ takie same, niezaleznie od tego czy doko-
namy podzialu na skladniki kinematyczne czy tez fizyczne. Zadanie spelnienia wyZej
wymienionych warunkéw prowadzi do okreSlonych relacji pomigdzy parametrami obu
typéw réwnan. Znamy juz relacje pomigdzy parcjalnymi naprezeniami, parcjalnymi
gestodciami, pomiedzy predkodciami, itp. Z réwnoéci mocy sit dyfuzji otrzymujemy do-
datkowo relacje:

Fiz - porde (6.6)
P
Wybiegajac nieco poza zakres tej pracy, podamy relacje:

Jo) _ Jo

‘o2grad (—) =7

T oFw—ou(w—v) - gradw, 6.7
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ktéra wynika z przyréwnania energii wewngtrznej w obu opisach. Wszystkie te relacje
pozwalaja przetransformowac¢ uklad réwnan (5.10) w (5.19) i na odwrét. Na zakoficzenie
wspomnimy jeszcze, Ze poniewaZz energia kinetyczna przy podziale kinematycznym ma
posta¢ kanoniczng formy kwadratowej, tj.:

. .
A = 7[(QS—}-Q,,)v-v—}-gew- w], (6.8)

natomiast przy podziale fizycznym pelna postaé formy kwadratowej, tj.:

1
KA = 7(@11” 0+20120 - V405,V V), 6.9

przyjeto moéwi¢ (por. [8]), ze ruch skladnikéw kinematycznych opisany jest we wspot-
rzednych normalnych.
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Peswome

JBUKEHUE IIOPUCTOM CPENbI BBHITTOJHEHOU JXMIKOCTBLIO. OBIIMY OIHCH

Ilemsom paGoTel SARBNAETCA BLIRENEHHE U3 GanaHCa MacChl ¥ KOJHYECTBA NBFIKEHMS ypaBHEHMH
JIBYKEHUS JJIsI TIOPHCTOM Cpennl 3allONHEHHON MU IKOCTEI, Y UHTHIBAETCS IIPH ITOM CONPsKEHUe [BH-
IKEHNSA KOMIIOHEHTOB UePEC MacCy, M3MEHEHME TIOPUCTOCTH M ILJIOTHOCTH KOMIIOHEHTOB. TloxasbiBaercs,
YTO Ha 9TOi IYTH BOSMOJKHO NONYUUT JBE OTIHYHBIE HO SKBHBANEHTHBIE (OPMbLI yPaBHEHNH IIOXOMHX
Ha MSBECTHbIE ypaBHEHHsa Buora u Jepckoro. BOXpYT STHX YpaBHEHMH CYLIECTBYET MHOTO COMHEHMiA.
OTH COMHEHWS a TAIOKE ONpEAeNeHue MapUMANBPHOrO HANpPsKeHHa ofcyxaerca B padoTe.
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Summary

MOTION OF A FLUID-SATURATED PORCUS MEDIUM
GLOBAL DESCRIPTION

Main purpose of the paper is to show the way of derivation of two different forms of equations of
motion for a fluid-saturate porous solid i.e. the equations similar to those presented earilier by Biot (1956)
and by Derski (1978). However these equations and their interpretation are sometimes questionable.
Departing from the mass and momentum balance equations we discuss the pertinent motions taking into
account the effect of couplings through the mass, variation of porosity and the components density, A con-
troversial definition of the partial stress is also discussed in the paper.

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 lipca 1985 roku



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 24, (1986)

METODA OBLICZANIA AMPLITUD DRGAN WYMUSZONYCH BELEK
SEABO TEUMIONYCH TARCIEM KONSTRUKCYJNYM

WIESLAW OSTACHOWICZ
DARIUSZ SZWEDOWICZ

Politechnika Gdanska

1. Wstep

Przedmiotem analizy s drgania wymuszone belek z uwzglednieniem petli histerezy
w wybranych punktowych elementach skonczonych (PES). Wystepowanie zjawiska histe-
rezy moze byé spowodowane przez tarcie suche (Coulomba). Przykladem mogg byé
drgania konstrukcji stalowej gdy material ma wlasnosci elastoplastyczne.

Podjete zagadnienie rozszerza metode analizy przedstawiong w pracach Ostacho-
wicza [1-3]. W pracach tych rozwiazano problem zagadnienia kontaktowego ukladéw
modelowanych elementami skofczonymi i sztywnymi brylami. W pracy Muszynskiej
i Jones’a [4] przedstawiono rozwigzanie drgan belek wspornikowych z uwzglednieniem
. sil tarcia Coulomba obcigzajacych punktowo komstrukcje. W pracach [1 4] przyjgto
inny model odksztalcenia punktowych elementéw skofczonych.

Przedstawiona nizej metoda umozliwia analize konstrukcji o wigkszym stopniu zlo-
zono$ci. Podano algorytm i przyklady obliczen. Opisano program komputerowy, ktéry
wykorzystano przy opracowaniu przyktadéw.

2. Opis modelu obliczeniowego

Przedstawiono metode obliczania amplitud drgai poprzecznych belki z uwzglgdnie-
niem tarcia konstrukcyjnego w kilku podporach. Przyjgto, ze podpory te sa odksztat-
cdlne a sila tarcia wystepuje na powierzchniach dociénigtych do siebie statym naciskiem.
W praktyce inzynierskiej podpory tego typu spotyka si¢ miedzy innymi przy instalacji
rurociggéw. Model dyskretny ukladu przedstawiono na rys. 1. Belke modelowano dwu-
weztowymi elementami skoriczonymi (ES) o dwéch stopniach swobody w wezle. Funkcje
ksztaltu elementu przyjeto jak w pracy Desai [5]. W kilku podporach przyjeto pgnktowe :
elementy skoficzone (PES). Wtasnosci sprezysto-tlumigce stosowanego nizej PES przed-
stawiono na rys. 2 (£ oznacza przemieszczenie). Réwnania prpstych D, ..., D, opisuja
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Rys. 1. Model dyskretny belki. PES — punktowe elementy skornczone
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Rys. 2. Wlasnosci sprezysto-thumiace PES

réwnania
Dy (&, p*, 1) = p*éo+(L—péE,
Dy (&, p*, 1) = p*(bo—a)+§&, 2.1
Da(&, p*, 1) = —p*bo+(1—pE,
Du(&, p*, 1) = —u*(bo—a)+§,
gdzie:
pt=1-p,
K= tgo,

przy czym £, oznacza odcieta punktu przeciecia sig prostej @, (£, u*, t) z prosta P(£) = &,
a oznacza maksymalng warto§¢ przemieszczenia. Stosujac ekwiwalentna linearyzacje
wiasnosei sprezysto-ttumigcych PES na podstawie Piszezka [6] otrzymujemy

L O2EEDE

F=c =
2
_5_ 22
it =k PEEDE
52

gdzie kreska nad wyrazeniem oznacza jego warto§¢ $rednig, c* jest wspétczynnikiem ekwi-

walentnego liniowego tlumienia, k* przedstawia wsp6iczynnik ekwiwalentnej liniowej
sztywnosci,
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Rownania ruchu ukladu tworzymy wedtug powszechnie znanych zasad. W pierwszym
etapie formujemy macierze charakterystyczne elementéw, to jest macierz bezwladnosci
M,, tlumienia C, i sztywnosci K,. W drugim etapie tworzymy macierze globalne M,
C, K i formujemy wektor sit uogdinionych f. Réwnania ruchu przyjmuja postaé

M{+Cq+Kg = f, (2.3)
gdzie q oznacza wektor wspolrzednych uogélnionych. Macierz C uzupetniamy blokami
. c* —c*]
Cr=1_n | 2.4
a: macierz sztywnosci K blokami
. kY — k¥
Ke=1_ 1 ) (2.5)

gdzie ¢* i k* okreslaja zwiazki (2.2). Elementy blokéw (2.4) i (2.5) dodajemy zgodnie
z przyjeta numeracja wspolrzednych uogélnionych okreslajacych ruch koncéw PES
Przy zalozeniu, ze uklad drgajacy jest stabo thumiony i przy matej nieliniowosci, odksztal-
cenie PES opisujg funkcje typu

£(t) = asing(?), (2.6)
gdzie ' (1) = wet+0,

w, jest czestocia wymuszenia, @ katem przesunigcia fazowego. Stad wspolczynniki c*
i k* przyjmuja postaé

. 2{L(a)y
#* INTATAS
4 c+ (00<612> 5
2H(@) >0
' a
* NP
‘ k k+ ol
gdzie
2n
i 1 . . -
L(a) = ZE_Of acosg D(E, &, 1)dp,
1 2n (2.8)
H(a) = E! aSln(P ¢ @(é’ 57 t)d(P‘
Podstawiajac do (2.8) zwigzki (2.1), po scatkowaniu otrzymujemy
N k ‘ '
L{a) = 2;#*50@‘50)7
(2.9)

2
o= 2% [n (1—-2—#*)+#*ﬂ+% u*sinZﬂ],
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gdzie

. 2¢,
p = arcsin (1— P )
Zwigzki (2.9) sg stuszne przy a > &,. W przeciwnym przypadku

L@ =0,
1 (2.10)
H(a) = Tazk.
Wektor wymuszen f przyjmujemy w postaci
f = fexp(iwo 1), 2.11)
gdzie f jest wektorem kolumnowym
F={exp@?)}, j=1,..,m @.12)
przy czym f7 = const. Wektor wspotrzgdnych uogdlnionych zakladamy dalej w postaci
q = gexp(ing?), (2.13)
gdzie g przyjmuje posta¢ wektora kolumnowego
q = {gfexp(i0))}, Jj=1,..,n, (2.14)

przy czym g; = const, ©; oznacza kat przesunigcia fazowego, » — liczbg stopni swobody.
Podstawiajac do (2.3) zwigzki (2.11) i (2.13) otrzymujemy

' (K—wiM+iw, C)g = f. (2.15)
Z uwagi na to, ze niektére elementy macierzy K i C sa funkcjami przemieszczen koticéw

PES, do rozwigzania réwnania (2.15) stosujemy procedur¢ iteracyjna. W pierwszym
kroku iteracyjnym zakladamy, Ze wspdlczynniki ttumienia i sztywnoéci PES sa réwne

c* =c, * = k. (2.16)
W drugim i dalszych krokach iteracji wspdélczynniki sztywnoscei i ttumienia PES obliczamy

z réwnan (2.7). Istnieje zatem konieczno$¢ powtarzania obliczeri (2.13) przy zmianie
macierzy K i C.

3. Opis programu komputerowego

Schemat blokowy programu komputerowego przedstawiono na rys. 3. W programie
HYSTER podajemy parametry fizyczne i geometryczne ukladu a wiec wymiary przekroju
poprzecznego, dlugosci elementéw, modul Younga, gestoéé materialu a takZe liczbe
elementow skonczonych NE, liczbg podpdér NP, wspodlezynniki sztywno$ci i thumienia
podpér k; i ¢, oraz &, oy (patrz rys. 2). Ponadto podajemy amplitudy i czgstosci sit
wymuszajacych, Tworzymy kolejno macierze charakterystyczne elementéw a na ich pod-
stawie macierze globalne M, C i K. Wektor f zawiera amplitudy obciazen zewnetrznych *
ukladu. Obliczamy wspGlezynniki u¥ w PES i dalej krytyczne obciazenia pJ"*. Z kolei
okreslamy zastgpcze wspSlczynniki thumienia ¢} i sztywnosei kf* i na ich podstawie two-
rzymy bloki C} i K¥, ktére dodajemy do globalnych macierzy C i K.
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Okre§lamy amplitudy drgan wymuszonych ukladu g. Amplitudy te oblicza program
SOLVG, ktéry opracowano wedhug procedury Gaussa i przystosowano do rozwigzywania
hmowych ukladéw réwnan algebraicznych o wspdiczynnikach zespolonych, Okre§lamy
amphtudy przemieszczen PES (a;) i sily w nich (p;). Badamy zbieznogé wynikow poréw-

HYSTER —
Tworzenie macierzy

(ci1, KT
\
Dodajemy macierze

% u _
[C¥],1KY] do global
Lnych macierzy [C ], K)
-

I ——
Dodajemy wspbtczynniki
sztywnosci ki i Humienia
¢; do macierzy [K]ilC)

Parametry fizyczne
i geometr. ukfadu

Tworzenie macierzy cha-
raklerystycznych elementu

[Me], | Lel, [Kel
| ———3

Tworzenie globalnych
macierzy uktadu : ]

[K).IL), (M) : ,__.._ﬁ___‘ﬂ—J

]

Tworzenie wektora Al= [K)- Wi (M
wymuszeft [t} ll - ]INOI : I

Rozwigzujemy réwnanie

(1a) + iwolc)) {3} = {7}

Okreslié amplitude
przemieszezenia a;
L
Okredli¢ site w PES
pi=cihq

SOLVG

Ipil <[P

moxl

I
5 - a;iliT)-a; [iT-1)

li(c):z%—ip?goi(a; -ém) ] P q; lim
T .
Uimrcsin 1-—%5111'——] J

Ha) = —g,_—n‘&[ﬁ (- Syt
-7}13‘ sin2 f;

i
¥ _ _2Lla)
¢ = Woa

K= H(o)

T I___,.___

= iT +1

Rys. 3. Schemat blokowy programu kompi)terowego

nujagc wspdiczynnik &; z zaloZong tolerancja wynikow e. W przypadku §; >
powtérzenie obliczen przy nowej wartosci a4;.

Opisany wyZej program komputerowy napisano w jezyku Fortran-4 i uruchomiono
na komputerze ICL-70.

& nastgpuje
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4. Przyklady obliczei

Obliczono amplitudy drgaf poprzecznych belki przedstawionej na rys. 4. Belka pod-
parta jest przegubowo na koifcach a takze w dwéch innych punktach, w ktérych wpro-
wadzono PES. Belke modelowano pigcioma clementami skonczonymi o jednakowej
dugodci.

" P=Rsin wyt
PES 0¥l T peg Ap
nr 2 E ‘*@E nr 6 —
Al ‘
T <
bl e s s Ryl
N ~N
| N {
N Al 4y
[Tzoo-—-—zoo——s——200-~—~—200~+ 40—
— 1000 "

Rys. 4. Bslka o stalym przekroju poprzecznym modelowana elementami skonczonymi (Przyklad 1)

Do obliczeri przyjeto nastgpujace dane:

— gesto$¢ materialu o= 1785-10"3 kg ecm~3,

— modut Younga E=21-10" N ecm™?,

— czgsto$¢ wymuszenia o = 400 rad s!

— amplituda wymuszenia P, = 10.000 N,
Na rys. 5 przedstawiono petle histerezy PES numer 21 6 dla g = 0,3, Na rys. 6 przedsta-
wiono przemieszczenia i kat przesunigcia fazowego weztéw belki dla kilku wartoéei &,.
Zbiezno§¢ wynikdéw uzyskano w czwartym kroku iteracji. Obliczenia powtdrzono przy
podziale belki na 10 elementéw skonczonych. Wyniki obliczen rdéznily sie nie wigcej
niz 1%.

Na rys. 7 przedstawiono belk¢ o zmiennym przekroju poprzecznym, ktéra podparto
na koncach oraz w dwdch PES. Belke podzielono na pieé a w drugiej wersji obliczen na
dziesi¢¢ elementéw skosficzonych. Parametry fizyczne ukladu przyjeto jak poprzednio.
Obliczenia przeprowadzono. dla dwéch czgstosci wymuszesi:

wy = 350 rad s71,

wo = 400 rad s~1.

Na rys. 8-11 przedstawiono wyniki obliczenn belki modelowanej dziesigcioma elementami
skoficzonymi. Na rys. 8 pokazano petle histerezy PES nr 4 i 12 (dla # = 0,3) a na rys. 9
amplitudy i katy fazowe w wezlach dla réznych wartoéci &,. Na rys. 10 i 11 przedsta-
wiono wyniki obliczefi dla uktadu jak wyzej przy czestosci wymuszenia w, = 400 rad s~
Zbieznos¢ iteracji otrzymano, jak poprzednio, juz w czwartym jej kroku. Czas obllczen
jednego kompletu danych nie przekroczyt 90 sek.



1=03;il05¢ ES=5; przekrdj staty
wy= 400 rad/s
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Rys. 5. Petle histerezy dla x4 = 0,3 w funkcji & (Przykiad 1),

(a) PES nr 2
(b) PES nr 6
6 T T T T 7 b T T T T T T 1
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0016m
- 0,020m .
4= s EENLE .
& s 2
2 /, // ~ \\ o wezet nr5
€ 3- 7/ NN\ 4 X 3~ PESnr6 -
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Rys. 6. Przemieszczenia i katy fazowe wezlow dla roznych wartosci &, (Przyktad 1)
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Rys. 7. Belka o zmiennym przekroju poprzecznym modelowana elementami skoniczonymi (Przyklad 2)

p=03il0d¢ ES=10 przekrdj zmienny
wp= 350 rad/s
nr g a [[{=NTR3]
histerezy| (] | (m) [mx107)
1 0,002 10,007262 .6
2 0,004 {0,007055 4
3 0,006 |0,006838

-10 -8
L

PESnry

-6
T

|
0 &0
[nx107]

nr &, a
hister (m) {m) QlE.up PES nr12
110002 |001232] Imx10?

0,004 |0,01255
001216

0,008 | 001187

s~ wN
o
Q@
o
o

. d
Rys. 8. Pgtle histerezy dla g = 0,3 w funkeji &, (Przyk}ad 2 —wo = 350 _ra_)
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(a) PES nr 4
(b) PES nr 12
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Rys. 9. Przemieszczenia i katy fazowe wezldw dla rdéinych wartosei &, (
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(b) PES nr 12
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Rys, 11. Przemieszczenia i katy fazowe weziow dla roéznych wartosci &; (Przyklad 2 —wg = 400—-—)
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METOJ, BLIYMCIEHNS AMIUINTYIA BbIHY>XIIEHHBIX KOJEBAHMIA BAJIOK
C YUETOM KOHCTPYKIIMOHHOI'O TPEHUSA

B pafoTe npesacTasiedo aHanu3 BhIMYKAEHHBIX KoneGanuil ¢ yy€Tom meTiM rucrepesnca B u3bpau-
HBIX TIYMKTOBEIX KOHewHbIX anemenTax (PES). Odibexr rucrepesaca Bo3HHKAET B C/Iyuae CYXoro TPEHMST
(Kynom6a). Banku MoaenupoBaHO METONOM KOHCUHLIX afiemMenToB. IIpenyioskeHEbIl METOM OUeHb IPOCT

C TOYKM 3PEHHA TPOrPAMMUPOBAHUA ANITOPUTMA HA BJIEKTPOHHO-BEIUMCIIMTENEHYIO Mamny., TToKasaHbl
TIpUMEPDLI IMPHMEHEHN,
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Summary

METHOD OF DETERMINATION OF THE FORCED VIBRATION AMPLITUDE
FOR THE BEAMS WITH CONSTRUCTIONAL FRICTION

The object of the paper is to present vibration analysis of beams taking into account the hysteresis
loops inselected modes PES. The occurence of the hysteresis phenomenon may result from Coulomb
friction. The methods of finite elements and rigid finite elements are used for modelling of rea beams.
The method is provided with algorithm and computer programme, with was used in the preparation of
examples.

Praca wplynela do Redakcji dnia 20 swrzesnia 1985 rokn
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Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
z dzialalno$ci w roku 1985

1. Dzialalno$¢ naukowa
1.1. Zcbrania naukowe

W roku 1985 w Oddzialach Towarzystwa i Zarzadzie Gléwnym zorganizowano 78 zebrafn naukowych,
ktérych wygloszono 82 referaty.

Oddzial w Bielsku Bialej

. Stanistaw Jerzy Gdula — Pompy ciepla i transformatory ciepla.
. Andizej Bucewicz — Jednowymiarowe nieustalone pole temperatury w ofrodku zlozonym,

22 patdziernika
Oddzial w Bydgoszczy

. Miroslaw Malec — Wywazanie waléw gietkich, 22 pazdziernika
. Jerzy Sawicki — Amnalizy ruchu cieczy serromagnetycznej w szczelinach krzywoliniowych; 10 grudnia

Oddzial w Czgstochowie

. Zbigniew Olesiak — Mechanika lodu, ‘ 22 marca,
. Zbigniew Wesotowski — Wiasno§¢é akustyczna 2 réwnoleglych plyt sprezystych, 23 maja
. Zbigniew Wiernicki — Zjawiska ruchu gazéw w piecach przemyslowych i wentylacji, 24 czerwca

. Stanistaw Drobniak — Metoda wizualizacji warunkowej w swobodnych przeplywach

osiowo-symetrycznych, 17 patdziernika

. W. L. Sosonkin (Moskwa) — Problemy numerycznego sterowania obrabiarkami, 16 grudnia
. A. Szczypiorowski — Diagnostyka przeplywu plazmy w 3-palnikowym reaktorze tukowym, 17 grudnia

Oddzial w Gdansku

Jarostaw Rybicki — Zastosowanie funkcji gigtych (spline functions) w metodach
numerycznych, 27 marca
Jarostaw Rybicki — Zastosowanie funkcji gigtych (spline functions) w metodach
numerycznych — cz. 1I, : 17 kwietnia
Jan Walczak — Stany krytyczae i pozakrytyczne niespr¢zystych ustrojéw noénych

w ujeciu metody elementéw skonczonych, - 8 maja
Piotr Konderla — Mechanika ciala materialnego o zmiennej masie, 30 pazdziernika
Piotr Wilde — Innowacyjne koncepcje w zagadnieniach losowych, a zwlaszcza

zastosowanych w teorii zbioréow rozmytych, cz. I, ' 14 listopada
Piotr Wilde — Innowacyjne koncepcje w zagadnieniach losowych, a zwlaszcza

zastosowanych w teorii zbior6w rozmytych, cz, II, 15 listopada

Oddziat w Gliwicach
Roman Gutowski — Rola matematyki wspoiczesnej w zagadnieniach mechaniki —

wyklad 1, -7 stycznia
Roman Gutowski — Rola matematyki wspélczesnej w zagadnieniach mechaniki —
wyklad 11, 8 stycznia

Wojciech Tarnowski — Model procesu wyboru w projektowaniu technicznym, 23 stycznia
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20. Ryszard Grybo$ — Modele turbulencji, 7 maja
21. Krzysztof Wituszynski — Suboptymalna synteza i analiza rozrzadu krzywkowego

silnikdw spalinowych, 18 czerwca
22. J6rg Wauer (RFN) — Symbolic generation of non-linear equations of motion for

fiexible industrial robots, | pazdziernika
23, Jorg Wauer (RFN) — Uber die stabilitiit diinner Kreiszylinder Schallen und

Rechteksplatten, 3 paZzdziernika

24, Jézef Markowicz. — Wyznaczenie obciazen ruchowych $cianowych obuddw zmechanizowanych
z prowadzeniem leminiskatowym poprzez badanie sil w wybranych elementach sekgji,
16 pazdziernika
Oddzial w Kielcach
25, Leszek Golaski — Akustyczna emisja w konstrukcjach, 16 kwietnia
26. Barbara Gambin — Efektywne stale materialowe dla cial z mikrostrukturg — cz. I, 13 maja
27. Barbara Gambin — Efektywne stale materialowe dla cial z mikrostrukturg — cz. 11, 20 maja

28. Andrzej Gatka — O nieréwnos$ciach wariacyjnych w mechanice, 27 maja
29. Zbigniew Olesiak — Momentowa teoria plastycznosci, 18 czerwca
30. J. Supel — Zjawiska kruszenia si¢ ziaren w os$rodkach ziarnistych, 26 wrze$nia
31. Bertram Broberg (Szwecja) — Zastosowanie metod mechaniki pgkania w obliczeniach
inzynierskich,' _ 10 paZdziernika
32, Bertram Broberg (Szwecja) — Drugi sposéb pgkania w zastosowaniu do pgknieé
ziemi, 15 pazdziernika
Oddzial w Krakowie
33. Stanislaw Kasprzyk — Jednolita metoda rozwiazywania zagadnied belek, 29 stycznia
34. Stanistaw Bednarz — Specyfika ukladéw reo-nieholonomicznych, 12 listopada

Oddzial w Lublinie

35. M. Bartnik — Problemy ttumienia wag obcigzonych dynamicznie, 31 stycznia
36. W. L. Agamirow (ZSRR)— Stateczno$¢ dynamiczna plyt i powlok, 7 marca
37. S. Skierczynski — Wariacyjne metody w mechanice stosowanej w aspekcie analizy

wrazliwosci, 25 kwietnia

38. S. Fijatkowski — Bilanse cieplne lozysk gazowych stosowanych w cieplnych maszynach

przeplywowych, 30 maja
39. T. Piech — Zjawisko Barkhausena w pomiarach naprezen i odksztalced, 27 kwietnia
40. Z. Oszczak — Analiza jakosci pracy rozpylaczy plaskostrumieniowych, 28 listopada
Oddzial w Lodzi
41. Danuta Gawin, Krzysztof Gawin — Odksztalcenie tkanin przy rozciaganiu, 27 hutego
42, Krzysztof Czolezynski — Wplyw sity wzdluinej na predkosci krytyczne pewnych
modeli wirnikéw, 30 maja
43. Tomasz Kapitaniak — Drgania parametryczne wzbudzone stochastycznym procesem
Ornsteina — Uhlenbecka — efekty 13 czerwca
44. Stefan Jan Kowalski — Zagadnienie linii po$lizzu w o$rodku porowatym
wypelnionym ciecza, 17 pazdziernika
45. Maria Kotelko — Badania ugi¢¢ plyt metoda mory, 5 grudnia
46. Radoslaw Mania — Analiza statecznosci trdjwarstwowej plyty trapezowej, 5 prudnia
Oddzial w Opolu
47. Lech Winnicki — Zagadnienia plastycznosei i pelzania w metodzie elementow
skonczonych, 18 marca
48. Maciej Gryczmanski — Mechaniczne modele podioza gruntowego, 27 marca
49, Bogustaw Pala — Kontakt budowli z podlozem przy wymuszaniu kinematycznym, 10 maja

50. Jarostaw Szczgsny — Wariacyjne ujecie optymalizacji ksztaltu konstrukcji, 15 listopada
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) Oddzial w Poznaniu
Zbigniew Olesiak — Zagadnienia teorii plastycznosci z naprezeniami momentowymi, 4 stycznia

Jerzy Rakowski — Zastosowanie roéwnan rézniczkowych i metody funkcji wlasnych

w wybranych zagadnieniach dynamiki konstrukcji, 11 lutego

Czestaw WozZniak — Matematyka a mechanika, 13 maja

Henryk Zorski — Chaos w niektorych zagadnieniach nieliniowej mechaniki, 18 listopada

Wojciech Baranski — Metoda homogenizacji dla zagadnienia skrecania preta

wloknistego z uwzglgdnieniem tarcia wldkien o matryce, 12 grudnia
Oddzial w Rzeszowie

Wieslaw Zylski — Analiza wibroakustyczna manipulatora o budowie modulowej, 6 marca

Henryk Kopecki — Wspolczesne metody przygotowania i przeprowadzania

badan statystycznych 20 marca

Zbyszko Stojek — Badania do$wiadczalne wybranych wibroizolatorow, 23 kwietnia

Edward Maciag — Drgania budynkéw zlokalizowanych w niewielkiej odleglosci

od jezdni, badania do$wiadczalne, 12 czerwca

Zbyszko Stojek — Badania do$wiadczalne wybranych wibroizolatorow — cz. 11, 25 wrzeénia
Oddzial w Szczecinie

Michal Kulik — Eliminator drgah z sila wspomagajaca, 28 lutego

Tadeusz Zapa$nik — Wybrane zagadnienia dynamiki pionowego wirnika podpar- .

tego elastycznie, 25 kwietnia

W. Kissing — Zastosowanie bezmomentowej teorii powlok do badania drgan

cienkosciennych konstrukcji zamkniegtych, 26 czerwca

Helmuth Pfau, X. Larek — Zagadnienia fizycznego i matematycznego modetowania

zjawisk udarowych w teorii sprezystosci, : 26 czerwca

Alfred Stepniewski — Uzupelniona i uogdlniona zasada d’Alemberta jako podstawowe

prawo mechaniki analitycznej ukladu bryl sztywnych, 7 listopada

Helmuth Pfau, Robert Tiedt, Frank Ihlenburg — Nieliniowa analiza wytrzymalo$ci

cienko$ciennych konstrukeji skrzynkowych, 11 grudnia
Oddzial w Warszawie

Michat Kleiber — Minikomputeryzacja mechaniki— czy wiarygodny trend rozwojowy, 4 kwietnia

Andrzej Oledzki — Program CSSP do symulacji ukladow fizycznych, 4 kwietnia

L. Jurczak — Mozliwosci obliczeniowe wspbiczesnych mikrokomputeréw, 4 kwietnia

Tomasz Lewinski — Modele ciagle ustrojow siatkowych, 22 listopada

Krzysztof Zmijewski — Wybrane zagadnienia modelowania ustrojow dyskretno —

ciaglych, 22 listopada
Oddzial we Wroclawiu ~

E. Romanow, Z. Paluch — Trwalo$¢ pretéw cienkoiciennych w zlozonym stanie

obliczen, 6 maja

Piotr XKonderla — Mechanika ciala materialnego o zmiennej masie, ' 2 lipca

Stefan Miller — Problemy syntezy strukturalnej w ukladach kinematycznych, 11 listopada

Marek Witt — Dynamika plyt laminowanych, 9 grudnia

Oddzial w Zielonej Goérze

Leszek Szeloch — Wprowadzenie do metod komputerowych, 30 stycznia

Stanislaw Pryputniewicz — Zastosowanie metod komputerowych, 13 marca

Czeslaw Bojer — Metody komputerowe w dynamice ukladdéw dyskretnych, 12 czerwca

G. Burkhardt — Realizacja prac badawczych w sekcji mechaniki budowli w Wyzszej _

Szkole Architektury i Budownictwa w Weimarze, ' 27 wrze$nia

Mikolaj Kilapoc — Wplyw bardzo niskich temperatur na odksztalcalnodé

i wytrzymaloé¢ betonu, 19 grudnia
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Zarzad Glowny
referaty naukowe na posiedzeniach plenarnych

81. Kazimierz Sobczyk — Kierunki rozwojowe wspolczesnej mechaniki, 29 maja
82. Walery Szu$cik — Tapania pokladowe, 14 grudnia
1.2. Sympozjony i konferencje
Oddzial w Gdansku ~— wspoludziat w konferencji ,,Metody komputerowe w mechanice konstrukcji”,
maj.

Zorganizowanie konferencji ,,Problemy losowe w mechanice konstrukeji”,
15-16 listopada.
Uczestniczyly 64 osoby, wygloszono 28 referatéw.

Oddzial w Gliwicach  — XXIV Sympozjon ,,Modelowanie w mechanice”’ Szczyrk 4-9 marca.
Uczestniczyly 202 osoby, wygloszono 69 referatéw, w dyskusji wziglo udziat
ok. 200 os6b.

Oddzial w Kielcach — Konferencja nt. ,,Mechanika proceséw technologicznych™, Borkéw k/Kielc
16 - 18 wrze$nia. Uczestniczylo 51 0s6b, wygloszono 28 referatéw.

Qddzial w Krakowie =~ — Czlonkowie PTMTS O/Krakéw (24 osoby) wzigli udzial w konferencji

»Noise Control’85"" zorganizowanej przez Komitet Akustyki PAN, Komisje
Akustyki Wegierskiej Akademii Nauk, Polskie Towarzystwo Akustyczne
oraz Instytut Mechaniki i Wibroakustyki AGH, 24 - 27 wrzeénia, Wyglo-
szono 27 referatow.

Oddziat w ELodzi — Sympozjum nt. ,,Stateczno$¢ konstrukeji”, 9-11 pazdziernika. Uczest-
niczyly 53 osoby.

1.3. Sesje i seminaria naukowe
Oddziat w Gdansku — M. Skowronek, J. Gorski, W. Sosnowski — seminarium nt. ,,Podstawy teorii
endochronicznej”, kwiecien — maj.
Seminarium nt. ,,Podstawy mechaniki nieliniowej”, 4-ty kwartat,

Oddzial w Gliwicach — Trzydniowa sesja naukowa ,,Polioptymalizacja”, 5-7 marca. Wygloszono
17 referatdéw, w dyskusji udzial wziglo ok. 40 0s6b,
Oddzial w Krakowie = — Stanislaw Bednarz — dwa seminaria nt, ,,R6wnania Nielsena w dynamice

uklad6éw dyskretnych”, ,,Dynamika mechanizmu udarowego hydrogeolo-
gicznej maszyny wiertniczej”, kwiecien.

Oddzial w Opolu — seminarium nt. ,,Materiaty kapilarno-porowate™, listopad - grudzief. Wygto-
szono 9 referatow.
Oddziat w Rzeszowie  — Zbyszko Stojek — seminarium nt. ,,Wibroizolacja czynna i bierna”, 12 listo-

pada. Zygmunt Cisek — seminarium nt. ,,Drgania ukladow ciaglych, wzdtuzne
i skretne, mozliwo$¢ uzyskania rozwigzan zamknigtych”, 12 grudnia.

1.4, Konkursy

Oddziat w Gliwicach ~ — Konkurs na pracg dyplomowa z dziedziny: mechanika.

Oddziat we Wroclawiu' — Rostrzygniecie konkursu na najlepszq prace z mechaniki stosowanej:
I nagroda — nie przyznano
Il nagroda — dr inz. Jan Kolodziej ,,Przeglad zastosowan metody kollokacji
brzegowej w mechanice oérodkow cigglych™
III nagroda — dr inz Wilodzimierz Ilkéw ,,Obliczenie macierzy sztywnosci
preta w zagadnieniu geometrycznie nieliniowym z warunku réwnowagi sil”.

1.5, Kursy i Szkoly
Oddzial w Szczecinie ~ — kurs ,,Podstawy elementéw skoficzonych®, zakoficzony 20 marca. Udziat
wziglo 13 osbb.
Zarzad Gléwny PTMTS — Szkola ,,Sterowanie w mechanice”, 20 - 25 paZdziernika, Rudy Raciborskie.
Uczestniczylo 59 oséb.
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2. Dzialalno$¢ wydawnicza

2.1. Wydawnictwa periodyczne i ciggle
W roku 1985 ukazaly sie drukiem nast¢pujace zeszyty kwartalnika ,,Mechanika Teoretyczna i Sto-
sowana’.
1-2/84 w czerwcu — 23,5 ark., 319 str., naklad 530 egz.
3 - 4/84 w listopadzie — 22,5 ark., strony 320 - 656, naklad 530 egz.
Ziozono do druku zeszyty:
1/85, 2/85, 3 -4/85 oraz 1-2/86.
Oddziat w Gdansku — 2bidr referatéw z konferencji ,,Problemy losowe w mechanice konstrukeji”,
str. 237. zbior referatow z VII Konferencji ,,Metody komputerowe w mecha-
nice konstrukcji”, 5 tomow, str. 1396.
Oddziaf w Gliwicach  — zbi6r referatow XXIV Sympozjum ,,Modelowanie w mechanice”, z. 5!,
PTMTS Gliwice 1985, str. 673.
zbior referatébw XXIV Sympozjum ,,Modelowanie w mechanice”. Prace
czlonkéw Oddzialu, z. 52, PTMTS Gliwice, 1985, str. 174.

Oddziat w Kielcach — zbidr referatébw z konferencji ,,Mechanika procesow technologicznych”.
Zeszyt Naukowy Politechniki Swigtokrzyskiej nr 37, str. 248 naklad 140 egz.

Oddzial w Lodzi — materialy z konferencji ,,Stateczno§¢ konstrukeji”, str. 135, naklad 150 egz.

Oddzial w Poznaniu — Informator o tematyce prac badawczych z zakresu mechaniki teoretycznej
i stosowanej prowadzonych w $rodowisku poznanskim, PTMTS O/Poznan,
str. 24. '

Oddzial w Rzeszowie = — Materialy VI Sympozjum Dynamiki Maszyn, str. 500.

Materialy do Zeszytu Naukowego Czionkoéw Oddzialu PTMTS.

Zarzad Gléwny PTMTS — Materialy Szkoly ,,Sterowanie w mechanice” wydane dzigki pomocy Poli-
techniki Slaskicej i Wojskowej Akademii Technicznej. Warszawa 1985, str. 391,
naklad 145 egz.

3. Wspélpraca Towarzystwa z zagranica

— przeprowadzono wstgpne rozmowy na temat organizowania wymiennych konferencji z Jugosfowiariskim
Towarzystwem Mechaniki. Rozmowy rozpoczete w roku 1984 kontynuowali prof. prof. J. Wojnarowski
i A. Tylikowski z Prezesem JTM prof. Luka Vujodevicem i Sekretarzem Generalnym JTM prof. Jovo
Jaridem, '
— przekazano dyplomy czlonkom zagranicznym PTMTS:
prof. Cliffordowi Truesdelowi z USA, prof. Olofowi Brulinowi, prof. Stigowi Hjalmarsowi ze Szwecji.

4. Dzialalno$¢ organizacyjna

Odbyly sie dwa Zebrania Plenarne Zarzadu Glownego (w dniach 29 maja i 14 grudnia), 4 Zebrania
Prezydium Z. G. (w dniach 4 marca, 24 kwietnia, 26 czerwca i 17 wrzeénia) oraz 68 zebran Zarzadow
Oddzialow, a mianowicie Bielsko-Biala 5, Bydgoszcz 5, Czestochowa 3, Gdansk 4, Gliwice 8, Kielce 16,
Krakow 3, Lublin 3, £.6dZ 1, Poznan 3, RzeszOw 3, Szczecin 4, Warszawa 3, Wroctaw 1 i Zielona Géra 5.
Liczba czlonkéw PTMTS wzrosla o 5 os6b i wynosita 1096 oséb.

Nowy Zarzad Oddzialu w Bydgoszczy (22 paZdziernika)

Przewodniczacy — doc. dr inz, B. Siolkowski
Sekrelarz — dr inz. A. Topoliaski
Skarbnik —dr inz. M. Malec

Czionek Zarzadu — dr J. Cabanski
Czionek Zarzadu — doc. T. Kabat

5. Wainiejsze uchwaly organéw statutowych Towarzystwa i inne zmiany organizacyjne

5.1. 21 maja Urzad Miasta Stolecznego Warszawy zatwierdzil Statut PTMTS uchwalony na XXI
Zjetdzie Delegatow. )

v
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5.2. Na Zebraniu Plenarnym PTMTS w dniu 29 maja 1985 zebrani jednomyslnie i w glosowaniu
awnym wypowiedzieli st¢ za nadaniem godnosci czlonka zagranicznego PTMTS dr Jozefowi Brilli Prze-
wodniczacemu Stowackiego Towarzystwa Mechaniki, profesorowi Stowackiego Uniwersyletu w Bra-
tyslawie — na wniosek Przewodniczacego PTMTS prof. J. Wojnarowskiego. Opini¢ o prof. J. Brilli przygo-
towali prof. Z. Olesiak i doc. J. Kubik. Decyzja zastepcy Sekretarza Naukowego PAN z dnia 22 czerwea 85,

5.3. W dniu 14 grudnia na Zebraniu Plenarnym ustalono termin Zjazdu Delegatéw na 9 - 10 pas-
dziernika 1986 r. (w Kokotku).

5.4. Zatwierdzono w dniu 14 grudnia 85 instrukcje obiegu dokumentoéw finansowych.

5.5. 14 grudnia przyjeto jako obowigzujace stawki za referaty naukowe zgodnie z Dziennikiem Urze-
dowym Ministerstwa Pracy, Plac i Spraw Socjalnych Nr 5 z dnia 19.1X.85 w sprawie wynagradzania os6b
wyglaszajacych odczyty, prelekcje i referaty (Od 1800 -do 1200, zI w zaleznosci od tytulu i stopnia

naukowego).

5.6. Opracowano ,,Informacje o podstawowych kierunkach i warunkach dzialalnosci Polskiego
Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej” i przekazano ja 24 stycznia 1985 do Komitetu Orga-
nizacyjnego III Kongresu Nauki Polskiej.

5.7. Sporzadzono opracowanie na temat ,,Rozwéj nauk mechanicznych w Polsce — wuioski PTMTS
na IIT Kongres Nauki Polskiej”. Przekazano je 21 czerwca 1985 Sekretarzowi Komitetu Organizacyjnego
11I Kongresu Nauki Polskiej prof. dr hab. Romanowi Neyowi,

Za wyzej wymienione opracowania PTMTS otrzymalo podzigkowanie od Komitetu Organizacyjnego
1II Kongresu Nauki Polskiej.

6. Inne formy dzialalnoSci

Na uroczysto$ciach odstoniecia tablicy i wybicia medalu z okazji 20-tej rocznicy $mierci profesora
Witolda Wierzbickiego Pierwszego Przewodniczacego PTMTS, w dniu 25 czerwca 1985 Zarzad Glowny
PTMTS reprezentowal i przemoéwienie wyglosil prof. J. Wojnarowski.

7. Kontrole przeprowadzone w Towarzystwie

W dniach 18-20 grudnia 1985 mgr Lucjan Korona — inspektor Pierwszego Urzedu Skarbowego
w Warszawie przeprowadzil kontrole. Nie stwierdzil zadnych uchybien.

KONFERENCJA

»Mechanika proceséw technologicznych’’ Borkéw koo Kiele, 16-19 wrze$nia 1985

Konferencja zostala zorganizowana przez Wydzial Mechaniczny Politechniki Swietokrzyskiej, Oddziat
Kielecki PTMTS, Sekcje¢ Mechaniki Ciala Stalego Komitetu Mechaniki PAN. Przewodniczacym Komitetu
Organizacyjnego zostal doc. Andrzej Radowicz. Uczestniczylo w niej okolo 50 naukowcdw polskich,
reprezentujacych gléwnie IPPT PAN, AHG — Krakéw, Politechnike Krakowska i Politechnike Swigto-
krzyska oraz inne o§rodki naukowe. Wygloszono 24 referaty w trzech grupach tematycznych:

1. Obrébka plastyczna metali,

2. Obrobka powierzchniowa,

3. Zagadnienia mechaniki pgkania i kruszenia.

Wszystkie zostaly wydrukowane w Zeszycie Naukowym ,,Mechanika” nr 37 Politechniki Swigtokrzyskiej.

Obrady otworzy!t prof. Jan Osiecki, po czym referat wprowadzajacy na temat ,,O mechanizmach
pekania ciggliwego metali” wyglosil prof. W. Szczepinski, ktory objat rowniez przewodnictwo sesji porannej
w trakcie ktorej wygloszono 6 referatow:

1. L. Sadok, W, Szulc, J. Lukasza — Technologiczne aspekty ciagnienia rur na korku swobodnym przez
obrotowe ciggadlo.

2, J. Kazanecki — Energetyczny model procesu walcowania rur w walcarce Assola na trzpieniu.

3. H. Pietrzyk, J. Kusiak — Metody okre$lenia odksztalcer i naprezed w niesymetrycznym procesie
walcowania.



BIULETYN INFORMACYINY 471

4. S. Turczyn, A. Nowakowski — Zastosowanie metody gérnej oceny do analizy temperatury Procesow
walcowania blach cienkich.

5. M. Pracik — Analiza stanéw naprezenia i odksztalcenia w prébkach poddanych odksztalceniom
plastycznym w procesie spgczania.

6. M. Palczynski, J. Jezierski — Wyznaczenie maksymalnej redukcji $rednic dla walcowania wzdluz-
nego walow. ‘

Po przerwie wznowiono obrady pod przewodnictwem prof. L. Sadoka, wygloszono nastepujgce
referaty:

7. R. Szyndler, B. Klimkiewicz — Wpiyw niejednorodnosci plastycznej materialu na kinematyke procesu
speczania. ' ’

8. K. Skalski — Zagadnienia kontaktowe w obrébce powierzchniowej nagniataniem.

9. R. Misiura — Interwencja uwarunkowan technologicznych w niektérych warunkach plastycznosci.

10. B. Wierzchowski — Glgbokie tloczenie z wykorzystaniem pulsujacego obciazenia z biezaca identyfi-
kacja proceséw wyciskania.

11. H. Petryk — Metoda linii poélizgu w zagadnieniach kontaktowych.

W drugim dniu obrdd w ramach sesji dopotudniowej zorganizowano przy wspoludziale dyrekcji
Huty Ostrowiec Swigtokrzyski wycieczke do najciekawszych wydzialéow Huty oraz unikatowej w skali
$wiatowej prehist®rycznej kopalni krzemienia w Krzemionkach Opatowskich.

W sesji popoludniowej, ktorej przewodniczyli prof. Z. Mroéz oraz prof, A, Jakowluk przedstawiono
nastepujace referaty:

12. Y. Tomita — Metody numeryczne w procesach obrobki plastycznej.

13, T. Lamber — Stan napre¢zenia i odksztaicenia w wyrobach metalowych wywolany dyfuzyjna obrobka
powierzchniowa.

14. R. Holdak, J. Jezierski — Opory toczenia w obrébce powierzchniowej nagniataniem czopow.

15. K. Pacanowski — Obrobka elementéw mosigznych w wygladzarkach pojemnikowych.

16, M. Kozlowski — Mechanika nagniatania tocznego powierzchni walcowych glowicami rolkowymi.

17. D. Rasinski — Umacnianie warstwy wierzchniowej w obrébce nagniataniem.

18. A. Konieczny — Whplyw historii odksztalcania na lokalizacje odksztalcen dla materialéw zdolnych
do starzenia.

W trzecim dniu obrady odbyly si¢ pod przewodnictwem prof. T. Lambera i doc. Chrzanowskiego.
Przewazaly refcraty z trzeciej grupy tematycznej:

19. A. Jakowluk, E. Mieleszko — Zmiana anizotropii Zcliwa szarego przy rozwoju mikrouszkodzen

w procesie pelzania. :

20. Chrzanowski — Kontynualna mechanika uszkodzen,

21. J. Supel — Zjawisko kruszenia si¢ ziaren w osrodkach ziarnistych.

22. 8. Zdrodowski — Pe¢kanie zlaczy w symulowanych warstwach spawania.

23. J. Linkowski — Wplyw rozdrabniania struktury i metody jej uzyskiwania na mechanizm zniszczenia
siluminu.

24, H. Pachla — Opis betonu w ramach kinematycznej teorii uszkodzen,

Podsumowania konferencji dokonali prof. J. Osiecki oraz doc. A. Radowicz.

Do zalet tego spotkania nalezaly zaliczyé kameralny charakter umozliwiajacy uczestnikom .lepsza
koncentracje i latwiejsze kontakty. Na konferencji tej przedstawiono szeroki wachlarz zagadnien co réw-
niez przyczynilo si¢ do ozywienia atmosfery i wzrostu aktywnoéci w dyskusjach.

Duze znaczenie miat udziat zaproszonych go$ci zagranicznych reprezentujagcych wysoki poziom
naukowy. Szereg referatow bylo wynikiem prac os6b rozpoczynajacych swoja dzialalno§¢ naukowa a rze-
czowa i ostra dyskusja wskazala im dalsze kierunki badafn. Wszyscy uczestnicy podnieéli konieczno$é
kontynuowania konferencji na ten sam temat w nastepnych latach.

Organizatorzy pragna podkresli¢, ze obrady konferencji mialy réwniez na celu uswietnienie obchodow
dwudziestolecia Politechniki Swigtokrzyskiej w Kielcach.

Adam Barchan
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XV Konferencia Dynamiki Maszyn — Interdynamics’85 -

W dniach 3 - 9 listopada 1985 r. odbyla si¢ w Frankfurcie nad Odra pigtnasta konferencja poswiecona
zagadnieniu dynamiki maszyn. Otwarcia konferencji dokonal Prof. W. Zwick z Instytutu Mechaniki
Niemieckiej Akademii Nauk. Konferencje o tej problematyce sa organizowane cyklicznie i kolejno przez
cztery akademie nauk: Polska (PAN), Czechoslowacka (CSAYV), Slowacka (SAY) i Niemieckiej Republiki
Demokratycznej (AN NRD).

W konferencji udzial wzigli z: Bulgarii 3, CSR 7, Jugoslawii 1, NRD 33, Polski 27, REN 2, Wegier 1,
Wietnamu 1 i ZSRR 5 0séb. Na konferencji Interdynamics’85 wygloszono 69 referatow, w tym 7 plenar-
nych i 12 wiodacych. Rozklad referatow na poszczegblne kraje byl nastepujacy: Polska 26, NRD 22,
CSR 7, ZSRR 6, Bulgaria 3, RFN 3, Jugostawia i Wietnam po 1. Referaty plenarne wygloszono w dniu
rozpoczecia konferencji (4) i w ostatnim dniu obrad. Referaty te wyglosili B. Heiman (Berlin), F. L. Czer-
nouszko (Moskwa), F. Holzweissig (Drezno), C. Cempel (Poznan), A. Morecki (Warszawa), L. Pust
(Praga), 1. Ballo (Bratysfawa). Referaty wiodace wygloszono w poszczegdinych sekcjach. Liczba refe-
ratbw w poszczegodlnych sekcjach byla nast¢pujaca: v
System CAD — Problemy numeryczne (7)

Identyfikacja ukladéw mechanicznych (6)

Badanie i pomiary w dynamice maszyn (6)

Problemy stosowane w dynamice maszyn (12)

Problemy tarcia (7)

Drgania mechanizméw i maszyn wirnikowych (5)

Niezawodnoéé i eliminacja drgan (7)

Diagnostyka maszyn i urzadzen (5)

Roboty (7)

Poszczegdlnym sesjom przewodniczyli:

1. Ballo (Bratystawa), C. Cempel (Poznafi), F. L. Czernouszko (Moskwa), B. Feimann (Berlin), F. Holz-
weissig (Drezno), G. Meltzer (Karl-Marx-Stadt), L. Lilov (Sofia), A. Morecki (Warszawa), L. Pust (Praga),
J. Wojnarowski (Gliwice), W. Zwick (Karl-Marx-Stadt).

Wszystkie wygloszone referaty zostang wydrukowane w specjalnym wydawnictwie Akademii Nauk
NRD w 1986 r.

W dniu 7 listopada 1985 r. pod przewodnictwem B. Heimanna odbyla sie dyskusja okraglego stolu,
w czasie ktérej ombéwiono problematyke konferencji dynamiki maszyn i zagadnienia zwigzane z jej orga-
nizacjg. :

Ponadto ustalono, ze nastgpna szesnasta konferencja zostanie zorganizowana przez Slowacka Akademie
Nauk w 1988 r. o

Jozef Wojnarowski

Kolokwium Euromech 204 — Struktura i propagacja rys w kompozytach z krucha matryca,
Jablonna 12 - 15 listopada 1985

Kolokwium Euromech-204 zostato zorganizowane w ramach JUTAM (Miedzynarodowej Unii Mecha-
niki Teoretycznej i Stosowanej). Kolokwia te sg nieformalnymi spotkaniami malych grup naukowcéw,
o ktorych udziale w konferencji decyduje kazdorazowo przewodniczacy kolokwium. Przewodniczacy
kolokwium mianowany jest przez Europejski Komitet Mechaniki. Na obradach kolokwiéw Furomech
prezentowane sa prace badawcze najbardziej aktualne, nawet jesli nie s3 one jeszcze dokoriczone. Pozwala
to uczestnikom kolokwium na zapoznanie si¢ z najnowszymi osiggnieciami i prowadzonymi pracami
badawczymi w dziedzinach poruszanych przez uczestnikéw podczas obrad.

Przewodniczacymi Kolokwium Euromech 204 byli prof. A. M. Brandt z Instytutu Podstawowych
Problemdéw Techniki PAN oraz dr 1. H. Marshal z Paisley College of Technology z Wielkiej Brytanii.

Kompozyty z krucha matryca sg materialami stosowanymi w ré6inych konstrukcjach, jednak ich
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bardziej dogiebne badania zostaly dopiero rozwiniete w ciagu ostatnich dziesigcioleci w szczegdlnosci
z uwzglednieniem mechaniki pgkania oraz inzynierii materialowe;j.

] Prace prezentowane na kolokwium poruszaly zagadnienia zwiazane ze struktura i propagacja rys
w kruchych materialach jak kompozyty betonopodobne, ceramiki i kompozyty na bazie polimerow.
Obejmowaly one takie zagadnienia jak:

— teoretyczng analize i przewidywania wlasno$ci kompozytow,
— nowe metody badawcze,
— metody projektowania i optymalizacji struktury kompozytow.

W obradach kolokwium wziglo udzial 56 referentow, z tego z Austrii — 1, Czechoslowacji — 2,
Francji — 8, Holandii — 3, Norwegii — 1, Portugalii — 1, RFN — 5, Szwecji — 2, USA — 1, Wegier — 2,
Wielkiej Brytanii — 1, Wioch — 2 i Polski — 27 o0s6b. Obrady poprzedzil referat wprowadzajacy- prof.
J. W. Dougilla z Imperial College of Science and Technology z Londynu na temat zagadnien struktural-
nych i kontynualnych zapadniefi zwiazanych z pekaniem kompozytdéw o kruchych matrycach. Obrady
kolokwium byly podzielone na sze$¢ sesji tematycznych.

Sesja I obejmowala ogblne problemy kwalifikacji kompozytéw i metod badawczych oraz modelowa-
nia stochastycznego rozwoju rys w kruchych kompozytach.

Sesja II obejmowala zagadnienia rozwoju rys w kompozytach ceramicznych. Poruszano miedzy
innymi problemy rozwoju rys w wysokich temperaturach, w strefach stykowych oraz rys zmeczeniowych.
Przedstawiono réwniez analizg¢ reakcji chemicznych na styku wlékno—matryca.

Sesja IIT poswiecona byta pekaniu kompozytow na bazie polimerow w tym réwniez po]xmerobetonow

Sesja IV obejmowala referaty poruszajace problemy rozwoju rys w materialach o matrycach cemen-
towych.

Sesja V byla po§wiecona materialom kompozytowym uzbrojonym wiéknami ze szczegblnym uwzgled-
nieniem zagadnien struktury i jej wplywu na mechaniczne wlasno$ci materialu.

Sesja VI poruszala ogélne zagadnienia zwigzane z mechanika pekania materialow kompozytowych.

Przebieg obrad mial charakter nieformalny co umozliwilo szeroka dyskusje w trakcie wyglaszanych
referatéw. Poniewaz uczestnicy kolokwium mieszkali na miejscu obrad, pozwalalo to na nawigzanie blis-
kich kontaktéw pomigdzy uczestnikami oraz na prowadzenie merytorycznych dyskusji diugo po zakon-
czeniu obrad.

Na zakoriczenie obrad odbyla sie dyskusja okraglego stolu podsumowujaca wyniki obrad kolokwium
i pozwalajaca na generalng wymiane pogladéw. W wyniku niej stwierdzono, e mimo osiagnigé badawczych
w dziedzinie mechaniki pekania jest ona w spos6b razacy nie wykorzystywana w procesie projektowania
konstrukcji i elementéw konstrukcyjnych w szezegélnosci tyczy sig to dziedziny konstrukeji budowlanych
z betondw. Te stwierdzenia koresponduja z nastgpnym wnioskiem, ze ciagle za malo uwagi po$wieca sig
w procesie ksztalcenia zagadnieniom mechaniki pekania, nie sa one wlaczone do programéw nauczania
wigkszoéci szko! wyzszych i to w konsekwencji powoduje nieznajomo$é tych zagadpief przez projek-
tantéw,

Ostatnim problemem poruszanym w dyskusji okraglego stolu bylo zagadnienie skali probek i prze-
noszenia wynikéw badan zmalych probek na rzeczywiste konstrukcje, czgsto kilkudziesigciokrotnie wigksze
od badanych prébek. Szczegblnie problem ten jest wyrazny i trudny dla prébek betonowych. Z jednej
strony badania prowadzi si¢ na malych probkach podczas gdy obiekty rzeczywiste sa wielokrotnie wigksze
a jezeli nawet przeprowadzi si¢ badania na wiekszych probkach to dodatkowym czynnikiem zmiennym
jest jednorodno$¢ materialu.

Na zakoriczenie obrad uczestnicy wyrazili podzigkowanie prof. A. M. Brandtowi za doskonale przy-
gotowanie obrad oraz Polskiej Akademii Nauk, ktérej finansowe poparcie umozliwilo zorganizowanie
konferencji. Poparcie to pozwolilo na udzial w niej kilku miodych naukowcéw, ktorych ciekawe prace
w innym wypadku nie byly by prezentowane i dyskutowane podczas obrad kolokwium.

Przedstawione na kolokwium referaty zostang wydane w pierwszej polowie 1986 roku w wydawnictwie
Elsevier w Londynie. W opinii uczestnikéw konferencji i wydawnictwa Elsevier istnieje szerokie zainte-
resowanie tematyka poruszana na kolokwium i w zwiazku z tym proponuje sig zorganizowanie w roku
1986 konferencji o szerszym zasiegu na temat struktury i propagacji rys w kompozytach z krucha matryca.

Andrzej Burakiewicz
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