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Profesor Jo6zef Wigckowski

WSPOMNIENIE POSMIERTNE

W dniu 15 pazdziernika 1984 r. zmar} nagle w pelni sit twérczych prof. dr hab. inz,
Jozef Wieckowski, teoretyk wysokiej klasy w dziedzinie mechaniki, doskonaly badacz
i pedagog w dziedzinie wytrzymatoéci konstrukcji okrgtowych.

Prof. Jozef Wieckowski urodzit sic w 1928 roku w Warszawie. Pracg zawodows roz-
poczal jeszcze bedac studentem Wydzialu Budowy Maszyn Politechniki Gdariskiej w roku
1949, jako miodszy asystent w Katedrze Matematyki. Po ukonczeniu studidw, jako wy-
bitnie uzdolniony, zostal zaangazowany do utworzonego w Gdansku Oddziatu Instytutu
Podstawowych Probleméw Techniki PAN, gdzie pracowal jako aspirant naukowy pod
kierownictwem profesora Jarostawa Naleszkiewicza, w owych czasach rzecznika nowo-
czesnych zagadnien mechaniki analitycznej.

Tematem pracy doktorskiej aspiranta Wigckowskiego, zakonczonej w 1957 roku,
byly ,,Parametry hydro- i stereomechaniczne drgan kadiuba statku”.

Od poczatku 1958 roku adiunkt J6zef Wieckowski objal stanowisko kierownika ka-
tedry Mechaniki Ustrojéw Okretowych. W tym samym roku uzyskal stopien docenta,
. osiggajac status samodzielnego pracownika nauki, kierujacego placéwka naukows, w nie-
spelna 6 lat po dyplomie.

Pierwsza duza, samodzielna tematyka podjeta przez profesora Wieckowskiego dla
okretownictwa byt cykl prac nad zastosowaniem metod wariacyjnych teorii sterowania
w statyce i dynamice konstrukcji okretowych. Wysoki poziom teoretyczny i konieczno§é
wprowadzenia zaloZzen upraszczajacych dla uzyskania wynikéw liczbowych nie sprzyjaty
mozliwosci bezpoérednich zastosowan praktycznych. Prace te zyskaly wysokie uznanie
w $rodowiskach naukowych mechanikéw. W okretownictwie, gdzie panowala jeszcze
tradycja rozwigzywania zadan na podstawie metod empirycznych, opartych na do§wiad-
czeniach towarzystw klasyfikacyjnych, brak bylo wiary w perspektywy rozwoju metod
analitycznych konstruowania. :
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Profesor podejmuje szereg innych tematéw zasiegiem swoim szeroko wybiegajacych
poza mechanike okretu.

Pracuje nadal w IPPT, a pézniej w Instytucie Maszyn Przeptywowych PAN, prowa-
dzac tam pracownie dynamiki maszyn i ksztalcac kadre naukowa. Zostaje takze recen-
zentem pisma naukowego — Applied Mechanics Reviews i polskiego — Bibliografia Ana-
lityczna Mechaniki.

W roku 1965 uzyskuje habilitacje za pracg podsumowujaca tematyke zastosowania
teorii sterowania w mechanice konstrukeji okretowych.

W roku 1967 zostaje mianowany profesorem nadzwyczajnym.

Przetom, ktory nastapil wraz z rozpowszechnieniem komputeréw w stosowaniu me-
tod analitycznych do zagadnien praktycznych, nie ominal i okrgtownictwa. Powstaje
powszechne zapotrzebowanie na wiedzg teoretyczna, na powazne metody analityczne,
na matematyke stosowana. Reakcja Profesora jest zdecydowana — zwigksza tempo
i poziom pracy. Satysfakcja, ze wybrat wlasciwa droge, dodaje Mu sit i pewnosci. W roku
1973 zostaje cztonkiem korespondentem PAN, w 1975 profesorem zwyczajnym.

W latach 1975 - 1981 petni funkcj¢ dyrektora Instytutu Okretowego. Profesor nadal
intensywnie publikuje dalsze prace wiasne i szkoli kadr¢ naukowa prowadzac seminaria.
Uczestniczy w licznych konferencjach naukowych, jest zapraszany do wielu krajow,
zdobywa w zagranicznych $rodowiskach naukowych pozycje autorytetu w dziedzinie
mechaniki okretu.

W 1980 r. powolany zostat na przewodniczgcego nowo powstalego, obejmujacego
7 wojewddztw Oddzialu PAN w Gdarsku, wykazujac talent organizatora i twércy linii
programowej Oddziatu.

Wybitny teoretyk i pedagog w dziedzinie mechaniki i wytrzymalosci konstrukcji okre-
towych byl gléwnym twoérca szeregu rozwiazan teoretycznych wykorzystanych w praktyce,
w gospodarce. Aktualnie pehnil funkcj¢ koordynatora problemu migdzyresortowego ba-
dan podstawowych o nazwie ,,Podstawowe zagadnienia mechaniki i systeméw technicznych
w zastosowaniach morskich”,

Profesor opublikowat ponad 130 prac naukowych, byl promotorem o$miu obronio-
nych przewodéw doktorskich i kilku dalszych bedacych w toku. Wielka wage przyktadatl
do nauczania studentéw wprowadzajac nowoczesne tre$ci i metody do wykladéw aka-
demickich oraz popularyzujac wiedz¢ na wykladach Wszechnicy PAN. Byt autorem 4
podrecznikéw akademickich.

Bardzo rzetelny w formutowaniu hipotez naukowych stawial réwniez wysokie wymaga-
nia innym. Byl przedstawicielem $rodowiska w Centralnej Komisji Kwalifikacyjnej Kadr
Naukowych, w Komitecie Nagréd Panstwowych, zasiadat w Prezydium Polskiej Aka-
demii Nauk.

Profesor byt czlonkiem zalozycielem Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej. Aktywnie uczestniczyl w pracach Towarzystwa. Byl czlonkiem Komitetu

Redakcyjnego organu Towarzystwal,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana” oraz przewod-
niczacym Oddziatu w Gdarisku w latach 1969 - 1971.

Osobny, bardzo bogaty rozdziat stanowila praca spoleczna na rzecz nauki, gospodarki
i regionu gdanskiego. Profesor pelnit funkcje: posta do Sejmu PRL w latach 1977 - 1980,
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radnego WRN w Gdansku w latach 1980 - 1984 i ponownie w obecnej kadencji, bedgc
jednoczeénie cztonkiem prezydium WRN. Bral udziat w pracach wielu komisji rad nauko-
wych, krajowych 1 wojewddzkich.

Za zashugi i osiggniecia Profesor zostat odznaczony nm.in. Krzyzem Oficerskim i Krzy-
zem Kawalerskim Orderu Odrodzenia Poiski, Medalem Komisji Edukacji Narodowej
i Odznaka Zastuzonego Nauczyciela PRL.

Odszedt z szeregow Polskiego Towarzystwa Mechuniki Teoretycznej i Stosowanc]
Cztonek wielce zastuzony dla rozwoju Towarzystwa, Cztowiek catkowicie oddany nauce
w pelnym jej bogactwie i wielostronnosci, uprawianej z pasjg i bez wytchnicnia.

Liczne grono przyjacidl opuscit serdeczny Kolega.
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BASIC EQUATIONS OF SYMMETRIC ELASTIC-PLASTIC DEFORMATIONS OF
AN INCOMPLETE TOROIDAL SHELL

ALEKSANDER Muc

Instytut Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Krakowskiej,
Krakodw, ul. Warszawska 24

1. Formulation of the problem

In the case when kinematic nonlinearities is taken into account the elastic deformations
may have essential influence on both the initiations of elastic-plastic process and its termi-
nation. Basic equations for symmetric, rigid-plastic deformations of a toroidal shell,
loaded by in-plane bending and pressure, have been derived in [2]. The purpose of this
paper is to generalize these results to the case when elastic-plastic deformations are allowed
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for. Similarly as in [1] we consider deformation of an incomplete torus as the rotationally-
symmetric problem in broader sense, since circumferential displacements are allowed
for (Fig. 1). Thus, geometric assumptions investigated in [1], as well as the notation in-
troduced there, have been retained, Let the parameter of change of principal curvature
x be defined as an increment of angle in the circumferential direction

k= di[di—1 1n
The Cauchy strain rates derived in [1] have the following form:
(68_(/:)1 = 63ji' 6%_/, j = (p,?9 (12)
where
— Suysing + du cos g og’
da, = : o ,  Ox, = R, (1.3)
ou, u, — dpsinp(l +x)+ dxcos
531,=—R—(1+z<)+a,<(1+§), by = 09500 R) ¢,
du,cosp+ du,sing

bp = — R
d and ( )’ denote the derivation with respect to time-like parameter v and material, angular,
meridional coordinate, respectively., Other symbols used in (1.3) denote:
‘ @, ¢ — angular, meridional coordinate in deformed and undeformed state,
8, 6 — angular, circumferential coordinate in deformed and undeformed
state,
993 99 — elongations at the middle surface,
,,,I;f, He = Hy H— parameters of increments of the mlddle surface curvature change
of unit angle,
R, R(,)(H R= RO)H — radii of undeformed element,
U = u,(H Uy = u,)H — radial and axlal middle surface displacements.
All quantities are dimensionless, H is the half distance between sandwich sheets (“denotes
dimension quantity).
The radii of curvature in current configuration r,, r, are related to R,, Ry by:

X)

cos¢

rp = R |9, ryg= o—(m- 1.9
According to [2] the dimensionless, generalized stresses have the following form:
N, = 2 (o +o7)
(1.5)

1 .
My =5 (-of+o7), j=g,9

where N, = N, [26,T, M, = M;[26,HT, o, = &,/50,
&9\ — tensile yield stress of sandwich sheet material,
T — initial thickness of sandwich sheets.

Superscripts +- or —denote quantities evaluated in the exterior or interior sandwich sheets
respectively,
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Moreover, the system of equations of equilibrium derived in [2, 3] will be applied
here in the following fashion:

(RN,) + R, sing(l1+1)Ny+¢' RS = 0
(RSY —R,(1+x)Mycosp—@'RN,+RR,p, = 0 (1.6
(RM,) + R,(1+1) Mysinp+RR,S = 0,
where S = .§/280 T— shearing force (reaction), p, = 13,,]17/2&0 T — normal pressure. For

the uniform presenting of the final system of equations, we transform the upper system
(1.6) to the convenient, incremental fashion:

RON,+ R ON,+ R, [sing(1 4 x) 0Ny +Na(1 + 1) cos pdp + Npsinpox] +
+ RSO¢" + Ry’ 0S5 = 0,

RS+ R'6S+ R,[(1 4 k) Mysingpdp— (1 + k) cos pd My — My cos pdx + Rdp,] —
+ RN, 0’ — Re’'6N, = 0,

ROMy+ R Mg+ R, [(1+x) OM,sing+ (14 1) Mycos pdp+
+ M, dxsingp+ RAS] = 0.

(1.7

2. Physical relations

The material of working sheets of perfect sandwich-wall is assumed to be elastic/per-
fectly-plastic, isotropic, perfectly incompressible and to obey the Huber-Mises-Hencky
yield condition, Under the assumption of plane stress state, this condition takes the form:

(03)—0305+(03)* = 1 @D
The similarity of deviators will be generally applied in this paper as the physical law.

From among six possibilities postulated in Table 1 which complete those discussed in {2}
to the case when elastic strains are allowed for we shall use here the Prandtl-Reuss theory.

Table 1
: Incremental theory of plasticity
Deformation theory lasti .
of plasticity ) i elastic strains )
neglected allowed for
‘ 1
Small er = Ps; de; = Sys de; = Sys;+ E65,
strains Hencky-Ilyushin H-I Levy-Mises L-M
y-lyusn evy-iviises Prandtl-Reuss P-R T
' i
Large el = As§ dell = 6As§ delf = 045§+ —Os§
strains Nadai-Davis N-D I Nadai-Davis N-DII 26
Prandt]-Reuss P-R II
C — Cauchy stress tensor, H — Hencky strain measure, i = @, &, z. Variants of constitutive equa-

tions
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Since in the problem considered we deal with irrotational deformation, we need here
only the principal components of Hencky strain tensor instead of its tensorial expansions
in broader case of deformation [4]. Introducing dimensignless scalar factors dp* =
= 89*/36, and dimensionless Kirchhoff’s modulus G = G/d,, we obtain:

(deg)t = —61—6.- (200 — 8oF) + 8y* (20 —o})
(2.2)
(665)1 = 61*G (200} — 6o‘$)+ dptQof — o'qf)

Equations of internal equilibrium (1.7) and kinematic relations (1.2) - (1.4), together with

the physical equations (2.1-2.2), constitute system of fundamental governing equations.
They determine the vector of unknown variables

(2.3)

where in (2.3) the two last are loadings parameters. We assume the vector as the basic
in our approach, other uknowns Ny, M, and scalar factors dyp* can be simply eliminated
by applying (2.1) and (2.2). In this way the problem may be reduced to the solution of
system of six nonlinear, coupled, partial differential equations, linear with respect to the
time-like parameter 7.

3. Basic differential equations
In the P-R I formulation we consider time derivatives of first six components of vector

I' (2.3) three kinematic — du,, du,, d¢ and three static — ON,,, 8M,,, 65 as basic uknowns
for the governing system of differential equations:

dp' = —%Rq,(éF"‘ —6F),
Ou, = —R,dpcosp— %Rq,((SF“‘ +d0F )sing,

511; = _Rwd(psinq)-l-%.Rq,(dF*-F 6F_)COS<P, (3.1)
8N, = R, {6N,sing — 6N,(1 +x)sing—Np[(1 +x)cos pdp +sin pdx] } /R —

/85— %Rq,(cSF* —8F)S,
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OM, = R, {dM,sind — SMy(1 +1)sing— M,[(1 +1) Spcosp+singpdu] }/R— (3.1)
[cont.]
+R,4S,
8S" = R,{0Ssin ¢+ ONy(1 +x)cosp+Ny[Orcos p— dp(l +x)sing] }/R+

+R¢[%(5F+ —OF )N+ ¢ ON,— 51;"1 s
where, new uknown is defined
OF* = 2[61_G (0N, F 0M,)+ dp=(N, F M,,.)} - lg% (ONy F OMy)+ op*(Ny ¥ M) | (3.2)

and scalar factors dy* takes the form:

‘0 for elastic domain.
oyt = |

{[614,(1 +x)/R+ ox(l +u./R)]— 616[2(5N0 FOM;)— 53

+ (0N, ¥ 6Mq,)]}/ [2(Np ¥ My)— (N, F M,)] for elastic domain.

To determine all eigth components of vector I' (2.3), we have to complete the system of
differential Eqs. (3.1) by two additional equations — equation of trajectory

“h(I) =0 (X))
and definition of a monotonically increasing quantity as time-like parameter

T =d(l"). (3.5

4. Numerical solution of the problem

The basic system of equations (3.1 - 3.5) as the system of partial, differential equations
describes the initial/boundary problem. It can be reduced to two independent problems,
initial and boundary problems, by discretization of time-like parameter T along the tra-
jectory (3.4) into intervals A<, with 7, = 0 corresponding to the beginning of the process.
For each step of time z;, we assume, the simplest, linear extrapolation for vector I" accor-
ding to Euler’s formula:

I1|,=,, = F|,=,‘_1+5F|,=,,_l, i=z1 “.1)

which is also valid for the derivatives with respect to ¢ variable of I'. The above relation
(4.1) must be completed by the condition at = = 7, (the initiation of the process) which
takes, generally, the form:

FIT:TO = FO- (42)

For the problem considered the vector of initial condition has the form:
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(4.3)

'OOOOOOO-$

Other forms of the initial vector I'y depend on the assumed material of the shell (for
a rigid /perfectly-plastic material the seven or the eight component of I, must be different
from zero) or on the considered initial, geometrical imperfections of torus.

Replacing all components of vector I” and its derivatives with -respect to ¢ variable
in the system of equations (3.1 - 3.5) by the relation (4.1) we obtain at each step of time
7;(i = 1) the system of ordinary differential equations with respect to ¢ variable for the
uknown increment 6I’|T=TM. Finally, for each step t; we need eight boundary conditions.
Generally, they takes the form:

Lellgeg, = Ve, LoTlgeg, = Vo (4.4)

where L., Lp are arbitrary operators and V., V), — arbitrary vectors. In the case consi-
dered in this paper, the meridional section remains closed and symmetric about ¢ = 0
so e = 0 and ¢ = 7. Thus, the operators I, Ly has following representation

I LC = LD = [(S’ (5> 0> 0; 0) (s: 69 (S] (45)

and first six components of ¥, and ¥V}, are equal to zero. Using the semi-inverse method
(shooting method) the two-point boundary problem (4.4) ca be converted into Cauchy’s
problem. By employing Newton-Raphson’s method one can determine, missing, initial
components of vector I" at ¢ = ¢ by assuring the boundary conditions at ¢p = ¢p. To
improve the effectiveness of the iterative (Newton-Raphson’s) procedure, the Lagrange
quadratic extrapolation formula is used in searching of uknown, missing, initial compo-
nents of vector 61" at ¢ = ¢ . We start our calculation at v = 7, where the initial vector
I’y is known (4.3) and the whole shell is elastic. Applying the numerical integration along
the coordinate ¢p (for example Runge-Kutta IV) after extrapolation (4.1) and the usage
of shooting method, we find the distribution of 6]’,,,,0 along ¢ variable. Then, we cal-
culate I'|,... according to the scheme (4.1) and get the distribution 67|, for the new,
initial values .l’["_,l. The described procedure can be repeated along the trajectory (3.4)
with increasing time-like parameter = — (3.5). We assume the distribution of elastic and
plastic zones at the beginning of each time step 7; (it is identical to the distribution at
7 = 7;_,). The assumed zones are corrected by checking the condition (2.1) and scalar
factor dy* at ¢, such as to fulfill the mentioned conditions as well as the boundary con-
ditions {4.4). The procedure is continued to the appearance of singularity of equations
(3.1-3.3) which corresponds to the zero of the denominator of dy*, when

265 —of = 0 (4.6)
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5. Numerical examples

The initial geometry of a torus is completely defined by two dimensionless radii which
were assumed in numerical calculations as follows

R, =150, R, = 1000. 6.1
To illustrate different processes of plastic deformations of the shell we restrict our consi-
derations to two strictly determined cases-of the loading trajectory (3.4) and the time-like

parameter (3.5). In the first case we assume the loading stations and the independent
parameter 7 in the following way:

=20,
Py =T (5.2)
and in the second case
Pn = CK,
= (5.3)

where ¢ is an arbitrary, real constant. On each step 7,, the boundary conditions (4.4)
takes the following, explicit form:

(8¢, Su,, 6S, 6k, dp,] = [0,0,0,0, dz] for ¢ = 0An 5.4)
in the case of the relations (5.2) and
[6, du,, 8S, ok, dp,] = [0,0,0, dv,cdz] for ¢ = O0Am (5.5)

in the second case (5.3).
The process of acting of internal pressure is the elastic one. The first point of plasti-
fication of the shell (at ¢ = x/2) corresponds to termination of the process (the limit
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carrying capacity — L.P.) because the conditions (2.1) and (4.6) are satisfied simulta-
neously. Redistributions of meridional and circumferential stresses are shown in Fig. 2
and 3.

The influence of bending (the second analyzed case — (5.3) and (5.5)) causes antisy-
mmetry of redistribution of meridional stresses as well as the great development of plastic

——— elastic |zone
plastic|zone

Re=50, p,=0192 \ g
05— \

\ %=0.04
\\ o
\
\ \_,
10
30° 60° 90° 120° 150° ¢
Fig. 5

zone — elastic zone exists only in the neighbourhood of ¢ = 7/2 (see Fig. 4,5). The limit
point (4.6) — L.P. is also achieved at the edge of elastic zone at ¢ = =2, so the evolution
of meridional strains is inconsiderable — Fig. 6. Similar results concerning to in-plane
bending with internal pressure was obtained by C. R. Calladine [6]. The presented examples
show also essential influence of type of material of working sheets compare the results
with [5].

The form of the limit carrying capacity curve in the p,—x system will be discussed se-
parately,
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Peawme

OCHOBGIE YITPABHEHUSA CHMMETPUUHBIX YIIPYT'OITJIACTUUYECKUX
TEDOPMAITUN TOPOUTAILHLIX OFOJIOUEK

B pafore npencrasnesa ocHoBHaA cucTeMa AU((EPEHIMATLHELIX YPABHEHHH OTMUCHIBAIOIIME YIIpY-
ToIacTuyeckue Aecopmanuu BadelbHoH, TopoHARIbHON 060JIOUKH I0ABEPIrHYTO! H3rHOy B IJIOCKOCTH
TNaBM3HbI U AEHUCTBMIO HOpMaisHOro AaBiieHua. IlpobGiema ccopmyimpoBaHa Ha OCHOBAHMM TEOPHM
manbix pecopmaumu Ilpanarns-Peitcca (Mo KoHeuHbIx mepememermit). [Ipeamonaraerca 4ro MaTepuat
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HECYLUHX CJIOEB YIPYTO-KAEANBHOIUIACTHYUCCKHA, HEC)KHMAEMBIH H NOMUMHAETCA YCJIOBHIO TEKYUECTH
XyGepa-Museca-Teniu. Paccy)geHbl pa3Hble BAPHAHTDI YIIPABJIEHHST IPOUECCOM W PA3HbIE ONPEAEIICHHS
rmapameTpa Bpemern. IIpemiomiceH METON HYMEPHYeCKOro PELIeHHsT 9TOH Npobiemsbl.

Streszczenie

PODSTAWOWE ROWNANIA SYMETRYCZNYCH ODKSZTAECEN
SPREZYSTOPLASTYCZNYCH POWELOKI TOROIDALNEJ

W pracy przedstawiono podstawowy uklad rownai rézniczkowych opisujacych sptezysto-plastyczne
odksztalcenia sandwiczowej powloki toroidalnej zginanej w plaszczyznie krzywizny glownej i obcigzonej
ci$nieniem normalnym. Problem zostal sformutowany w oparciu o teori¢ malych odksztalcen Prandtla-
Reussa (uwzgledniono jednak skoficzone przemieszezenia). Zalozono, Ze material warstw noé$nych toroidu
jest sprezystofidealnie-plastyczny, nieSci$liwy i podlega warunkowi plastyczno$ci Hubera-Misesa- Henc-
kye’go. Rozwazono mozliwosci roznorodnego sterowania procesem jak roéwniez roznych definicji umo-
wnego parametru czasowego, Zaproponowano takze metode numerycznego rozwiazania tego problemu.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 stycznia 1983 roku

2 Mech, Teoret. i Stos. 2/85
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1. Introduction

In the papers [l - 4] continuum models of clastic hexagonal-type grid plates in plane
stress state have been formulated. The following Cosserat-type models have been analysed:
two versions resulting from the Wozniak’s concept of fibrous Cosserat media and so called
» — models corresponding to Rogula-Kunin’s pseudocontinuum description, Moreover
a simple asymptotic Horvay’s model has been recalled. In the mentioned paper [4] an
,,a priori” analysis of a range of applicability of the Cosserat-type models has been pre-
sented and several hypotheses concerning advantages and disadvantages of the considered
differential approaches have been put forward.

The ,,raison d’etre” of the present work is to elucidate problems concerning accuracy
of the Cosserat-type models of dense grid plates. The error analysis is carried out by an
example of a grid strip with hexagonal structure in a state of extension. The problem is
considered independently by means of analytical approaches based on continuum descri-
ptions as well as via finite element analysis which in the considered case of the grid structure
can be treated as an exact method (the errors produced by computer program are neglected).
Thus a direct error analysis of the considered continuum models viz. errors of evaluating
displacements and rotations of nodes as well as internal forces at the nodes is performed.

The statical problem considered makes it possible to disclose scale effects following
here from the coupling of constitutive equations by means of B tensor (see [I, 2]). As it
has been pointed out in [2 - 4] moduli B and C are determined non-uniquely; they depend
upon the choice of a version of Cosserat-type description. These moduli can be treated
as small parameters of the theory. Their influence on the final analytical results is various;
the aim of the present paper is to analyse this phenomenon and, if it is feasible, to dis-
tinguish the best differential approach which induces errors of the smallest values. The
presented ,,a posteriori’ analysis allows us to appreciate the hypotheses of the paper (4]
which have been obtained by ,,a priori” analysis of approximation of functions ®;(k)
in k-representation.

2*
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2. Formulation of the problem

Consider an infinitely long hexagonal grid strip of the unit thickness in the state of
extension, Fig. 2.1. Its height is denoted by L. The rods whose axes constitute hexagons
of sides equal to / are connected by rigid nodes. A position of the hexagons with respect
to the unloaded boundary lines parallel to the horizontal axis of symmetry is shown in
Fig. 2.1. The main nodes (cf. [1 - 4]) are marked by circles. The rods are assumed to be
made of isotropic elastic material, Young modulus and Poisson ratio being denoted by E

Fig. 2.1

and » respectively. The heights of rods /1 (measured in the plane of the strip) are assumed
to be constant. The slenderness ratio % of the bars is equal to /2/42. Tt is assumed that rods
are sufficiently slender so as to classical, improved (by taking into account transverse
shear deformations) theory of bars can be applied. Moreover it is supposed that all con-
ditions (concerning the loads, density of the grid as well as wavelengths of deformation
patterns, see [l -4]) being a starting point of the continuum Cosserat-type description
are fulfilled here so as to the mentioned mathematical models could be applied.

The displacements and rotations of main nodes are approximated by functions #*, ¢, « =
= 1,2. The state of strain.is determined by the tensors y,; and %, (see [l - 4]) while the
state of stress is expressed by means of the tensors of stresses p** and couple. stresses m®.
Elastic properties of the structure are described by means of effective moduli 4, 4, «, B
and C. ‘

3. Analytical solutions due to Cosserat-type descriptions

Consider a grid strip of honeycomb structure subjected to stretching forces as in Fig.
2.1. Boundary conditions on the unloaded edges are satisfied exactly whereas stresses in
transverse cross-sections are not exactly specified; it is assumed only that both the trans-
verse shear resultant and the resultant moment are equal to zero whereas longitudinal
resultant force amounts to N. Owing to the assumed method of fulfilling boundary con-
ditions the one-dimensional state of stress can be achieved. In order to make the functions
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u*p unique a middle point (L/2, 0) is supposed to be fixed. Thus the boundary conditions
take the form

p 0,y =0, p(L,y» =0,

p20,» =0, p*(L,» =0,
m©,y) =0, m(L,y)=0,
L 3.1)

L L
[p2ax =N, [pPax=0, [[p?2(c—L2)+mAdx =0,
0 0 0

w(L2,0) =0, @L[2,00=0, a=1,2,

where x! = x, x? = y, see Fig. 2.1.
By virtue of one-dimensionality of the problem the functions #* and ¢ can be expressed.
by means of equations linear with respect to the variable y:

W (x, y) = u(x)+m- y+ug,
w(x,y) =ov(x)+p- y+uj, (3.2)
p(x,y) = ¢(x)+s-y,

where m, p, s, u3 denote arbitrary integration coefficients.
Deformations associated with the state of displacement read

Yyu=4u4, Ya=pP, Ya=9—@—5y,

(3.3)
Y21 = m+@+sy, 2 =¢, %;=3¢,
where (-)’ = J(*)/éx.
Components of stress and stress couples take the form

= Qu+ A+ ip+ By,
p* = Qu+Np+ /- By, _
P = (pt )@ —p—s)+pu—o) - (m+e+sy)—B-s, (3.4
P = (pto)(m+et+sy)+E—o @' —p—s)—B-s,

G m' = Co'+B('—p),
m? = Cs—B(v' +m),

- where the constitutive equations of honeycomb grid plate (see [1, 2]) have been applied
One-dimensionality of the state of stress implies s = 0. The set of equilibrium equations
expressed in terms of displacements can be written as follows

Qu+N)u'+By" =0,
(u+a)v" —2a¢" =0, (3.5)
200" ~4ap+ Co"' +Bu'' —2mo. = 0.
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On integrating this system of differential equations and using boundary conditions (3.1)
with the aid of strain-displacement (3.3) as well as constitutive (3.4) relations, the compo-
nents of states of

— displacement

” iy | Bt Hpta)e L
ut(x, y) = u'(x) = [ Sai (2 1 A)eh(eL3) sh(a(x—L/2))+(x—?)]§
B(u+4d)

uch(sL)2) Ch(a(x“ %)) - 1]”2“ ’1)4’ (3.6)
p(x, ) = p(x) = — [B(”-l_l)' wroe she(x—é)]&

wi(x,y) = {271

el
2ouich -

— strain

g,

[ B (u+0). (u+ 1) e L\
Y= | Do @ut Aoh(eL]2) Ch(e("‘T)) 1

_ (u+A)(u—a)- Be
Y12 = | " Sauich(zL2) Sh(s(x"Lﬂ))]C,

- _ l .
o [  am,

2u+ A
Y22 = — /‘2 Z,

—B(u+ A 2
= [ 222;%13((552“))8 ch(e(x—L/Z))]C, 4y =0,

— and stress
P =pi2 =0,
22 _ | Bt (uta)e L du(p+4)
L [ auA(A+2p) ch(zL[2) Ch(e(x“i))‘—' 7 ]C’
—2B(u+Ae sh(e(x—L[2))
A ch(eL/2) & (3.8)
. _ 2B(u+d) [ ch(e(x—L[2)
m 7 [1 ch(eL2) ]C’
= B?s(u+4) sh(e(x—L/[2)) c
7y ch(eL/2) ’
are finally found, where
_ [ 4o2u+ Dy ]"2 ] = 1
wraCeutrn—g| » Ld=1m
_ 0.25N (3.9)

B? 22 .
[ 62(:;22/375/;; 2 th(*‘?L/Z)—u(uwl)L]

p21 —
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The quantity ¢, being a new ,,material” constant of the grid, exists due to the energy bounds
(5.3), [2]. As it follows from [6] this constant plays essential role in the theory of hexagonal-
type grid plates. Patterns of variations of functions (3.6 - 3.8) are presented in Fig. 3.1.
Two types of cross-sections are considered: along main nodes (y,, y;, B > 0) and — in-
termediate ones (y;, y3, B < 0).

Note that the function #'(x) does not depend on sign B so that ' displacements of

]
l +
N
|
|
'7‘/ ¥ || :
utix) olx) it u?(x,y") u?( x,y3)
B=<0 | |
R i N R - | ] . . 1
X e
/ )
m2{x) m{x) | 2Ax} p2lix|
B>0 +
) \
—7 7
m?{x) m'ix) p*{x) p2x)

B<0

Fig. 3.1
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main and intermediate nodes lieing in the same distance from the longitudinal axis of
symmetry are identical.

The function 2 consists of two terms; the first of them depends on sign B whereas the
second one is independent of this factor. Thus longitudinal displacements »? vary accor-
dingly to the choice of the sections being drawn along main or intermediate nodes (cf.
Fig. 3.1).

The function @(x) is proportional to signB. Thus rotations of main and intermediate
nodes, which lie at the same distance from the strip’s axis, have same absolute values and
opposite signs.

Stresses p?2 and m? do not depend of sign B whereas the stress components p?* and m?
depend upon this factor, cf. Fig. 3.1.

Nonlinear form of the graphs plotted in Fig. 3.1 resuits from coupling of constitutive
equations (B # 0). The results obtained can be devided into two groups (a) and (b).
To the first group these quantities belong which do not vanish if one substitutes B = 0;
whereas the quantities vanishing in the case of B = 0 constitute (b) group. The quantities
of (a) type have nonvanishing values along transverse cross-sections. The quantities of
(b) type take essential values in edge zones only. These areas which can be treated as effec-
tive carriers (i.e. domains where values of functions cannot be neglected in comparison
with the values of (a)-type functions) will be called further B-effect zones. Despite apparent
imprecision of this definition we do not see any need to give a precise one allthough such
a definition can be formulated.

In the subsequent section a numerical test of the theoretically obtained qualitative
results and corollaries will be carried out. Moreover the errors induced by Cosserat-type
models as well as by asymptotic model (in which B = C = 0) will be examined.

REMARK 1

Note that in the problem considered a density of strain energy

e = —%—(p“pyap+m°‘xa) (3.10)

does not depend of the choice of main nodes, i.e. of signB.

ReEMARK 2

Consider analogous problem of extension of a lattice-type strip of hexagonal structure
rotated at an angle /2 from the position considered above (as in Fig. 3.1). It can be pro-
ved that in this case an assumption of one-dimensionality of a stress state leads to a con-
tradiction; the boundary conditions of the form of (3.1) cannot be fulfilled.

REMARK 3

Examine rotations of the boundary nodes lieing at a distance of L/2 from the longitu-
dinal axis of the strip, subjected to stretching stresses o,, = N/L, in the limiting case

L — 0 at / = const. By inserting x = 0 into (3.6); and taking into account that L — oo
the following formula

"Pmnx/o'yyl =

B | Qu+du+a) ]"2 311
4 | eulCQu+ H= 57 .

is obtained. The RHS of Eq. (3.11) involves effective elastic moduli only. In the subsequent
section an accuracy of the derived formula will be examined.
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4. Numerical analysis by displacement method

The subject of the numerical analysis are plane grid structures 4 and B (sce Fig. 4.1
where the quarters of the structures are shown). The rods are assumed to be made of
a steel with Young modulus E = 2.106- 107 N/cm?, Transverse shear deformations of
the rods are neglected. Cross-sections of bars are rectangular 1 x s where # = 1 cm or
h = 2 cm. The internode distance / is equal to 10 cm. The both grids are subjected to
stretching longitudinal forces P = 8660.250 N (cf. Fig. 4.1) hence the mean stress of
tension reads

o= —— = 1000 N/cm?3.
VY32

The state of extension is realized by various ways (exemplary loads are shown in Fig. 4.1).
For further analysis only these results are important which do not vary under various.
statically equivalent systems of loads. The aim of the numerical tests is to create a one-
-dimensional state of deformation. Thus at some distances from the loaded boundaries.
of the strip the displacements, strains and stresses (apart from the displacements u? parallel
to strip’s horizontal axis) ought to assume stable values, viz. independent of the distance
of the section from the loaded ends. Numerical computations (performed with the aid
of the program STRAINS 75, computer ODRA 1305) confirm this supposition which
can be interpreted as ,,discrete analogy” of Saint Venant principle. However, transverse
forces in horizontal bars (which occur due to the fact that the strips 4 and B are of finite
length) do not satisfy this condition; their values are not periodical. Nevertheless it should
be stressed here that these forces are negligible in comparison with transverse forces in
bars whose axes are situated at angles + /3 from the horizontal symmetry line. Moreover
it should be emphasised that periodicity od some quantities occurs in some boundary
layer only, e.g. the moments in horizontal bars, reaching the greates values in the vicinity’
of the unloaded edges, vanish rapidly towards the strip’s horizontal axis; the greatest.
moments only (in B strip-at the first, say, six nodes lieing at the edge) satisfy the desired
one-dimensional state of stress condition whereas the other (negligible) values vary at
random. '

The complete set of numerical results will not be reported; indeed not they are of
essential importance here. In the subsequent section selected results will be given together
with analytical results obtained by approximate differential models discussed in the paper.

5. Accuracy analysis of the continnum Cosserat-type
and asymptotic approaches

This section is devoted to comparison of results analytically obtained in Sec. 3 with:
results produced by computer analysis (outlined in Sec. 4) of the 4 and B structures, cf.
Fig. 4.1. Such comparison can be carried out, because

a) honeycomb grids 4 and B satisfy the desired regularity and density conditions,,

b) strip-type forms of A and B structures as well as the loads subjected ensure (as it:
has been pointed out in Sec. 4) a one-dimensional state of stress so that the fundamental
assumption of the presented in Sec. 3 analytical approach is fuifilled,

¢) deformations of structures vary smoothly except for the B zones lieing at unloaded.
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edges. Thus the mathematical models, based on the assumption that strain energy
density depends on the first deformation gradients only, may be applied.

Prior to performing an accuracy analysis of the considered differential models of
honeycomb grids, let the effective elastic moduli of the structures 4 and B, under the assum-
ption of slenderness of bars (n = %), be computedV. The following models are examined:
Klemm and Wozniak version (see [2], Sec. 3) with the set of constants (4, u, o, B, C),
second Wozniak — type (II) version (see [2], Sec. 4) with the moduli (4, u, &, B, C*)
and » — models (see [4], Sec. 5) leading to the constants (4, u, « B°, Cg,).

The values of the effective moduli are set up in Table 5.1,

5.1 Approximation of displacements of nodes.

1. Displacements u* perpendicular to the strip’s horizontal axis

The displacements u' of the nodes 188, 189, ..., 198, licing along the lines perpendicular
to the horizontal axis of the strip 4 (cf. Fig. 4.1), obtained via displacement method (de-
notations: V) as well as by the continuum models, are shown in Fig. 5.1. Relevant graphs
of relative errors induced by the latter approaches are plotted in Fig. 5.2. These errors
are computed by assuming the results of the displacement method as ,,exact’”” ones.

Table 5.1

=l0eml q | AN/emA|piNem?) | otNfer)| B IN/em]| 8'In/em) | EPIN/er]
al 1 100 583178 | 11781 1487 58907 | 29453 | %1470
2 25 1096390 | 91532 | 11893 | 457661 | 228831 | 398165

ol | CINT | C"INT [ ) | CyINT | gD
a| 1 | 393694 | 99160 | Si2634 | 319324 | 96215
b| 2 |3081580 | 793279 | 4271500 | 2486630 | 70177

The ,,exact” results confirm that behaviour of u! function is nonlinear. However,
this effect is so unconsiderable that it cannot be shown in Fig. 5.1. It can be noted that the
greatest errors are induced by: the zero-order approximation and the unstable (¢ = 1)
model. Apart from this a very good (0.5 - 0.6% error) approximation of u* by (» = 0)
version is worth emphasising. The second (II) version provides a slightly better results
than the first () one.

On the basis of computations which are not reported herein it can be stated that in
the case of # = 2 cm relative errors are greater than in the case of # = 1 cm.

An analysis of the »' displacements in B strip do not lead to new conclusions. Never-
theless the analysed relative errors are smaller in this case: the (I) version induces ca. 1.4%
errors (in A case — 2.3%); the (II) version — 1.07% (in A case —ca. 1.75%); (» = 0)
model — ca. 0.34% (in 4 case — 0.60%); (» = 1) version-ca. 4.4% (in A case — 7.35%).
Therefore the more dense a lattice is the better are results.

2. Displacements u* parallel to the horizontal symmetry axis

In order to examine %* displacements a slightly more complex procedure should be
applied since these displacements change their values along the strip’s axis. Apart from

D For the definition of 7, see [2].
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this an approximation of main and intermediate nodal translations #* should be considered
separately, see Fig. 3.1. :

The displacements 2 of the nodes 188, ..., 194 (4 strip) are shown in Fig. 5.3. Non-
linearities of functions fi, f5 interpolating ,,exact” translations of main and intemediate
nodes respectively can be noted, but, on taking into account that their deviations from
the straight lines are very small, it could not be shown in Fig. 5.3. However, differential
theories produce curvings of »? functions much stronger.

88

189F— ——

nodes

191_. e [ T - F - S - RN

192[— -

W

194

09

The displacements u? of main nodes are approximated in a different manner than ana-
logous displacements of the intermediate nodes. An error analysis of 1 along cross-sections
perpendicular to the horizontal strip’s axis proves (cf. Fig. 5.3, see also [5], where approp-
riate graphs were plotted) that main nodes’displacements are over estimated whereas
the intermediate ones are underestimated. Approximation errors of the main nodes’trans-
lations u? decrease in the edge B-zones while the analogous errors of computing the dis-
placements of the intermediate nodes increase in this zone. A behaviour of relative errors
along the horizontal strip axis from the loaded edge to the transverse symmetry axis is
worth examining. The relevant graphs are plotted in Figs. 5.4, 5.5. Absolute values of
relative errors grow rapidly in the vicinity of the symmetry axis where u* tends to zero;
then their values go down and again grow at the loaded boundary. Similar diagrams
concerning B structure are plotted in Figs. 5.6, 5.7. In this case a stabilization of errors along
the strip axis is readily seen.
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It is worth stressing that approximation errors of displacements of nodes of the B
strip are less than analogous errors in the case of the 4 strip. Thus the errors vary together
with the density ratio //L. Moreover, it was tested that the errors grow if the slenderness
ratio 7 increases.

3. Rotations of nodes ¢

Rotations of the nodes lieing along the cross-section lines perpendicular to the strip
horizontal axis are set up in Tables 5.2a, 5.2b; the values of rotations are increased 1000
times. The results of the Table 5.2a are shown in Fig. 5.8. A similar behaviour of ¢ function
yields from an analysis of B strip so that the second set of diagrams concerning this struc-
ture is omitted here.

Table 5.2 a

Strip A continuum models Displace-
nodes 1 11 #:0 #:1/2 | =1 mmemgd
188 a | 59.613 57.109 43.026 57.117 | 12 .127 41.782
b 7.667 7.272 5.446 7.32% 15.822 5.380
189 ¢ -21.701 -7.625 -18.242 -18.607 | -14.051 | -8.452
b |-2.708 | -0.937 ~2.275 -2.305 | -1.527 | -0.994
150 © 7.899 1.020 7.734 6.061 1.761 1.695
b | 0.9%7 0121 0.951 0.725 0147 0.169
191 a |-2.876 | -0136 ~3.279 -1975| -0.221 | -0.329
b [-0.338 | -0016 -0.397 -0.228| -0.014 | -0.028
192 © 1.047 0.018 1.390 0.643 0.028 0.085
b | 0119 0.002 0.166 0-072 0.001 0.007

a} h=1cm, b) h=2cm

Table 5.2 b

Strip B continuum models Displace-
nodes 1 11 =0 #:1/2 | 2= m"t;ter:‘c;d
528 57.887 | 56.305 42,232 | 55.726| 106.888 | 40,927
529 |-21.072 | -7.518 -17.905 (-18.153 | -13.395 | -8.287
530 7.671 1.004 7.581 5814 1.676 1.647
531 -2.782 | -0434 -3.218 -1926 | -0.210 | -0.32%
532 1.016 0.018 1.364 0.628 0.026 0.067
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It should be pointed out that continuum description of nodal rotations is qualitatively
correct because the all analysed differential theories ensure that: ‘ _

a) rotations of the main and intermediate nodes lieing at the same distance from the
horizontal strip axis have opposite turns since the function ¢ is proportional to sgnB
(cf. (3.6);) which amounts to —1 and 1 at the intermediate and the main nodes, respec-
tively, .

b) the function |p| grows rapidly in the edge B-zones,

¢) the B-zone (being a carrier of the essential values of nodal rotations) varies accor-
dingly to the density ratio //L. In the limiting case when //L — 0 the B-zone’s height
vanishes. .

The all continuum descriptions produce essential quantitative errors, see Fig. 5.9
where the interpolations of absolute errors (being devided by the maximum value of the
rotation of the node lieing on the boundary) are given. A correct evaluation of order of
¢ is yielded from both the second (IT) model and (% = 1) model. The zero-order model
does not forecast an existence of nodal rotations in the considered example. Fig. 5.9 dis-
closes that (I), (2 = 0) and (» = 1/2) versions bring about greater errors of the rotation
description than the most simple asymptotic (zero-order) approach. This fact confirms
one of the ,,a priori” formulated hypothesis following from the approximation analysis
of equilibrium equations in k-representation, see [4]. Thus the second (II) version of
WozZniak’s theory seems to approximate nodal rotations in a best fashion.,

A comparison of the results set up in Tables 5.2 leads to a corollary that there is no
relation between density of the grid and the approximation errors of ¢. Similarly it is
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difficult to find a relation between slenderness of lattice rods and an accuracy of analytical
solutions.
5.2 Approximation of internal resultant forces. Internal forces in lattice rods can be
computed by means of three methods
i) stress method
Consider stress and couple-stress components at the boundary I" with a unit normal
n and a tangent t (Fig. 5.10). We have
o = sin?a - p'l+-cos?a - p?2 +sinacosa(p'? +p*'),
7 = sinacosa(p*!t —p??)—sin2a - p*?+cos’a - p*,
m = sing - m' +coso - m?,
where « denotes an angle between t and x* axis.
On the basis of the above formulae the stresses at the sections perpendicular to the
bars joint in main nodes of the grid can be found. The longitudinal force, the transverse
force and the moment at the nodes are '

N=oc-1yY/3, T=x<1y3, M=ml1y3,
respectively. '

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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ii) approximate slope-deflection equations’method.

A main idea of the method consists in applying equations which express internal
forces in terms of strains, i.e. by means of the formulae (3.3), 2] in (I) version or (4.1),
[2], in (II) version. Thus only in the two mentioned cases of continuum descriptions this
method can be applied.

Fig. 5.10

iif) exact slope-deflection equations’method

Internal forces can be calculated by substituting the values of nodal displacements
(translations and rotations) into slope-deflection equations well known from the classical
theory of bars. However, it occurs that such apparently natural procedure results in com-~
pletely incorrect outcomes. The appropriate negative examples are presented in [5]. The-
refore this method will not be applied in further analysis.
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1. Longitudinal forces

Sloping bars. The graphs of functions which interpolate values of longitudinal forces
n sloping bars 513 - 512, ..., 524 - 525 (viz. in bars which are inclined from the horizontal
symmetry axis of the strip at angles /3, see Fig. 4.1) are plotted in Fig. 5.11. By means
of a prime (I, II’) and the lines —. —. —., the results due to (ii) method are distinguished.
The best results are produced by (» = 0) version, the worst — by the asymptotic and
unstable (» = 1) models.

Horizontal bars. Appropriate graphs are shown in Fig. 5.12, Similarly to the preceding
case the best results yield from (I), (II) and particularly from (» = 0) versions; the worst-are
produced by (x = 1) and the asymptotic versions. The latter model does not describe the
B-effect, of course.

2. Transverse forces
Sloping bars. The functions interpolating transverse forces in bars 513-512, ...,
524 - 525 of B strip are plotted in Fig. 5.13. The remarks concerning approximations of

511-528
1r,

=T | T
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longitudinal forces in sloping bars can be transferred to the considered case of transverse
forces. It can be mentioned yet that the method (ii) becomes incorrect in B-zones.
Horizontal bars. Transverse forces in the horizontal bars are equal to zero provided
the considered strip is infinitely long. The analytical solution found in Sec. 3 (which is
based on the assumption of an one-dimensional stress state) is obtained by virtue of the
approximate way of fulfilling the boundary conditions. Specifically the condition p2* = 0
on the loaded boundary is substituted by an integral expression (3.1)s. Thus p?! 5 0
in each Cosserat version whereas the mentioned contradiction does not hold in the zero-
order theory where the condition p?! = 0 is not in contrast to the assumption of onedimen-
sionality of the state of stress. A domain of essential values of p?! is a B-effect zone. Thus

the solution T = p?!.]}/3 = 0 is approximated exactly only by the asymptotic model.

3. Approximation of bending moments

Sloping bars. The functions approximating moments at the nodes of the bars: 513 -
512, ..., 527 - 526 in B strip are plotted in Fig. 5.14. One can pointed out that the second
version II’, method (ii) provides a very good approximation whereas the ordinary method
(i) leads (in the case of the same version) to errors of ca. 50%,. Two times increased results
of (II) version are shown in Fig, 5.14, the appropriate graph being denoted by 2 My;. The
coefficient 2 results from the ratio B'/B" = 2 when 5 = 7. The physical interpretation
of m* in (II) version especially and also in other versions is not clear and is retained in
this paper as open question; some theorems on this problem are formulated in [5].

Horizontal bars. Appropriate graphs standing for moments at nodes of the bars 511 -
528, ..., 527-544 in B strip are displayed in Fig. 5.15. The considered moments are
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negligibly small comparatively with moments in sloping bars except for the one moment
(in the bar 511 - 528) which is of the same order as moments in sloping bars. However,
exactly this maximal moment is approximated in the best way, specifically by (I) and
(I1") methods. ) _

Continuum models supply qualitatively correct description of the bending moments
in horizontal bars. However, quantitative errors are considerable; the best results yield
from (II') method.

6. Concluding remarks

1) Numerical analysis confirms an existence of B-effect zones which have been predicted
previously by the analytical considerations based upon Cosserat-type models (the asymp-
totic model does not describe this effect). Numerical test proves that the effective height
of this zone is evalvated with various degrees of accuracy, the minimal érrors yield from
the (IT) Wozniak’s version and from the unstable (¢ = 1) model. Both analytical consi-
derations and finite element computations show that the B zone’s height H varies almost
independently of the strip’s height L so that a relative height of B zones: H/L decreases
if L grows.

2) Quantities characterizing states of stresses and strains of the grid can be divided
(as has been done in Sec. 3) into two groups (a) and (b). Computer analysis confirms
that such a division is reasonable. Quantities of (a) type take essential values in every
point of the strip’s cross-sections whereas (b) — quantities take inconsiderable values
outside the B — effect domains.

In the B-zonmes relative errors induced by the continuum models are extreme since
exactly in these zones gradients of #* and ¢ functions grow rapidly. In these areas a fun-
damental assumption concerning a smoothness of functions which stand for nodal displa-
cements and rotations is not satisfied.

3) One of the aim of the present paper was to appraise the models which are more
complicated than the simplest theory of zero-order accuracy and to answer the obvious
question, i.e. whether it is reasonable to use such models. One could get a negative answer,
provided in several cases the results produced by asymptotic theory would be more accurate
than the results yielded from the models of higher order. The performed analysis proves
that such a phenomenon does not hold except for two cases of approximations of the u?
displacements of main nodes and- the transverse forces in bars horizontal to the strip’s
axis.

4) Computer analysis confirms that rotations of boundary nodes tend to a non-zero
limit gh when L grows. In the considered case this limit is ca. 0.041 rad. Theoretical
evaluation of this value has been found in Sec. 3, Remark 3, Eq. (3.11). The theoretical

results obtained by (I), (II), ( = 0) and (x = 1) versions are displayed below in the Table
6.1.
Table 6.1

1 J 11 -%=0 n:ﬂ

P | 0.0552 | 0.0550 |0.0409 | 0.0992
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Sufficiently good approximation of the boundary rotation (except for (» = 1) version)
is worth emphasising.

5) It has been noted that making of the grid denser implies that errors of approximation
of (a) type quantities considerably decrease whereas the errors relevant to (b) type quanti-
ties vary inconsiderably and their decreasing has not been observed.

6) An increase in the slenderness of the grid bars makes the evaluation of the displa-
cements ' better and the evaluation of the displacements »#*> — worse and has no apparent
influence on the approximation of nodal rotations.

A slightly more general accuracy analysis is presented in [5] where errors induced by
the so called (IT1T) Wozniak-type model are additionally examined. This version js derived
in [5] and has not been a subject of consideration in the papers [1 - 4]. It is sufficient to
mention here only that in this model elastic properties of the grid are characterised by the
moduli (4, 4, «, B”, C) where

~ V3 Tn+4 EJ T .
C=—. .
3 9+l ! 4 ¢
in the case of slender grid bars (y & 7). Results produced by this model are resemble
to that following from (» = 0) version. The (III) version has not been examined here in
order to make an analysis as brief as possible.
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Pesome

PACTSDKEHUE CETUYATOW ITOJIOCHI CO CTPYKTYPOM COTLI MEIA

ITpenmerom paGoTHI SIBNAETCS CTATHUECKHMA aHAJIM3 CETUATOH MONOCHI (C reK3arOHaNBHON CTPYKTY-
poit), pacTsHKEHHOM CHJIAMM, MAPAUIETBHBIMK K eé KpaaM. IlepeMelleHusa YaloB M BHYTPEHHHE CHIIBI
B CTEPYKHAX aHAJM3UPOBAHBI HA OCHOBE KOHTMHYAJLHBLIX pacueTHLIX Moneneit Tuna Koccepa: nsyx Bep-
CHit, BeITeKaIOWuX U3 obwek xonnenuuu BosHsxa ¥ Tak HA3BIBaEMbBIX % — Mapelell, npenoMeHHbIX
aBTOpOM B [4], © — NpH IoMOILM Momend XopBas aCHMITOTHUECKOro THTa. Pe3ynbTaThbl, BLITEKAIOUIUE
M3 pacyeTHBIX JudepeHUHANBEHBIX Moaelei, CpaBHEHbI C COOTBETCTBYIOLIMMH pe3YJILTATAMH, IIONY-
YEHHbIMH Ha QCHOBE MCXOJHOM MUCKPETHON MOAeNH KOHCTDYKITHM.

CdopMyIHpoBaHbl PaayMUHbIe MpemioyKeHUs, KacarOlLHecs MOJIE3HOCTH M JHanasoHa arrjiiKa-
LHOHHOCTH MoAeneil Tia Koccepa u mogenn Xopsas.



208 T. LEWINSKI

Streszczenie

ROZCIAGANIE PASMA SIATKOWEGO O STRUKTURZE PLASTRA MIODU

Przedmiotem rozprawy jest analiza statyczna pasma pretowego o strukfurze heksagonalnej rozcia-
ganego silami rownoleglymi do jego brzegdw. Przemieszczenia wezidw i sity wewngtrzne w pretach badano
za pomocg modeli kontynualnych typu Cosseratéw: dwoch wersji zgodnych z ogblna koncepcja WozZniaka
oraz tzw » — wersji zaproponowanych przez autora w pracy [4] oraz — za pomoca modelu asymptotycz-
nego Horvaya. Wyniki analityczne poréwnano z wynikami numerycznymi otrzymanymi metoda przemiesz
czen.

Sformulowano szereg wnioskéw dotyczacych uzytecznoéei i zakresu stosowalno$ci modeli typu
Cosseratow i modelu Horvaya. ’

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 czerwca 1983 roku
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SOME EXISTENCE AND UNIQUENESS RESULTS IN ELASTOSTATICS WITH
CONSTRAINTS FOR DISPLACEMENTS AND STRESSES

ZDZISEAW NANIEWICZ
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The aim of the paper is the investigation of some class of problems of elastostatics
with constraints for displacements and stresses. There are considered such restrictions
which lead to the problems with generalized displacements and generalized stresses. Some
existence and uniqueness results are proved.

1. Basic concepts and assumptions of elastostatics with constraints

Throughout the paper {ex}r_;.,,; denotes a fixed ortonormal basis in Euclidean
3-space €. The dual basis is given by {e*},_;.2,1, ¢ = (J;), where &;;,i,j=1,2,3 is
the Kronecker delta, is the metric tensor in €. If x € € then by (x*) we denote the ortogonal
coordinates of x relative to the basis {e,}, x = ¢;x*, and analogously (x,) are coordinates
of x relative to the basis {e*}, x = x;e* (In the following the summation convention holds
and the indices 7, /, k, ... run from 1 to 3).

Let B be a bounded region in § with the regular boundary 9B, cf. [1], occupied by the
body in its undeformed state. The problem will be analyzed under the basic assumption
of the infinitesimal theory.

Let us denote by D the space of all vector functions components of which relative
to the basis {e*} are square integrable together with their first partial derivatives in B,
ie.

D={u=(u(x), xeB, weH(B), k=1,2,3},
equipped with the norm

ullz = [ 2 +Rte(Vevu)do = [ Gk Rt 0™ do,
B B

where Vu = (y, ;) is the gradient of » with respect to x, / is a positive constant suitable
choosen in the problem under consideration. The space D will be interpreted as the displa-
cement space and its elements as displacement fields.

External forces acting at the body will be represented by linear continuous functionals
on D, i.e. by elements of D*, D* being the dual of D. To the system of external forces will
be assigned such element f* of D* that the value of work done by these forces on arbitrary
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field v € D is equal to the value of the functional f* at v. Assuming that the body is subjected
to the body forces b = (b*(x)), x € B, b* € L*(B), k = 1, 2, 3, and to the surface traction
p = (P(x)), x € OB, p* € L*(0B), k = 1, 2,3, we have the following representation for
the corresponding functional f* € D*:

dA*, vy, = fb-vdv-}— fp-vds, veD, D
B B ‘

where ¢+, - >, being the pairing between D* and D.
Let us introduce S as the space of all symmetric tensor functions, components of which
relative to the basis {e*®e'}, ;=1 2.1, are square integrable in B, i.e.

6 = {C = (Ck‘(x)), X € B, Ckl = Clk, Ck[ € L2(B)}

The space & is assumed to be equipped with the norm

ICi} = [t(COdo = [ GuCHdo, Ce@.
B B

The displacement-stran relations will be described by the linear continuous operator
E: © — &, which assignes to any v € D the symmetric part of the displacement gradient
Vu, i.e.
E(v) = 1/2(Vu+Vu"), ve?D,
-or equivalently

E = (Ew), Eu(v= 1/2(‘0k,1+'vl.k)a veD.

‘The subspace of & being the image of D by the mapping E is said to be the space of all
strain fields. The whole space & will be called the strain space.

Independently of © we introduce the space T of all symmetric tensor functions T,
components of which relative to the basis {e,®e;};~1, 2.3, are square integrable in B, i.e.

T={T=(T"(x), xeB, TV=T% TYel*B), kI=1,2,3},
the space T being equipped with the norm ‘
ITIZ = [te(TDdo = [ TTudo, TeX.
B B
T will be treated as the stress space and its elements as stress fields. It is easy to see that
from the mathematical point of view the spaces © and T coincide. The main difference
between them follows from the physical interpretation.
For any Te X and any C € S let
(T, 0, = [ tr(TC)do = [ THC, do. 1.2)
B B : ]

Under the above denotation the value of virtual work done by the internal forces corres-
ponding to the stress field T e T over any strain field E(v), v € D, can be written as
rd

(TEW), = [ tr(TEW))do.
: B
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The material properties of the body will be determined by the operator K:T - &,
which is assumed to satisfy the following monotonicity condition

KT—-Ko,T—o), = ¢||[T—0a||} VT,oce,

where ¢ is a positive constant.
It must be stressed, that in this approach the constitutive operator K may be non-linear.
It means that we can also deal with problems in which some physical non-linearities are
taken into account, In the linear case K coincides with a compliance field tensor K =
= (K u(x)), x € B. Then the above monotonicity condition can be rewritten in the
form
KT, Ty, = ¢||T]l5, VTeZ.

In the paper we shall deal with such problems of elastostatics in which admissible
are only certain distingushed subsets of the displacement speace D and the stress space &.
It means that on displaccments and stresses are imposed some restrictions which will be
called displacement constraints and stress constraints, respectively. To precise these con-
cepts we shall assume that in every problem under consideration there are given a priori
two subsets I = D and Z = T of all admissible displacement fields and stress fields,
respectively. In particular, if I = D and Z = I then we deal with the unconstrained
body.

Throghout the considerations we confine ourselves to some class of constraints, na-
mely it will be assumed that i and X are proper convex and closed subsets of D and T,
respectively®),

The equations of equilibrium in problems with constraints will be assumed in the form
of the following condition

f tr (TE(v))dv — fb- vdo— ‘(p- vds—<{r*, v>, = 0, 1.4
B B aB
which has to be satisfied for any v € D, where T € Z is the stress field, b and p have the
same meaning as in (l.1), r* € D* is the functional which represents the work of reaction
forces due to the displacement constraints, c.f. [6]. The condition (1.4) states that the value
of work done by the external forces and by the reaction forces over any v €D is equal
to the value of work done by the internal forces over corresponding strain field E(v).
In this approach together with the displacement constraints we have introduced reaction
forces which have to maintain the constraints. As far as the mathematical aspects of the
problem is concerned it will be assumed that the functional r* € D *representing the work
of reaction forces (contrary to the functional f* € D* which represents the work of external
forces) can be an arbitrary element of D*. This requirement is due to the fact that in the
considerations we are to deal with a wide class of constraints and therefore we ought to
introduce suitable wide class of reaction forces in order to maintain these constraints.
Thus we take into account not only functionals r* of the form

r, vy = fr-vdv-{— fs'vds, VveD,
B an '

D These assum ptions are due the mathematical tool which will be used later.
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where r € L*(B)® and s € L?(dB)® are interpreted as body reaction forces and surface
reaction tractions, respectively, but also functionals having the most general representation,
namely,?,

(r¥, vy, = f(w v+tr(YwVvT))do, VveD, (1.5)
B

for some we®.

For every displacement field # admissible by the constraints, i.e. v € U, we have to
determine the set of all reactions which can act at the body. In order to determine this
set we shall assume that the displacement constraints are ideal, c.f. [6], i.e.

(e, v—uy; = 0, Vvell (1.6)

The above condition is said to be the principle of ideal displacement constraints [6 - 8].
It states that the value of work done by the reaction forces over any virtual displacement
field v—u, v €11, is always non-negative.
The constutive relations for stresses will be given in the form of the following condi-
tion
f tr[o (KT —E(u))]dv— J trfeGldv = 0, W)
B B
which has to be satisfied for any o € T, where u is the displacement field, T is the stress
field, G € © is said to be the strain field incompatibilities due to the stress constraints,
[8]. Together with the stress constraints we have introduced the strain field incompati-
bilities which have to maintain these constraints. As in the case of reaction forces, for
every stress field T admissible by the constraints, i.e. T € Z, we have to determine a set
of all strain incompatibilities. In order to determine this set we shall assume that the stress
constraints are ideal, [8], i.e.

[trl6-T)Gldw > 0, VoeE. (1.8)
B

The above condition is said to be the principle of ideal stress constraints. It states that
the value of work done by internal forces corresponding to any virtual stress 6—T, o € Z,
over the strain field incompatibilities G is always non-negative. In particular, if the stress
constraints are absent, i.e. Z = T, then from (1.8) it follows that G = 0 and (1.7) leads
to the well known form of the constitutive equations for elastic body, namely

KT—E(u) = 0.

Ideal constraints are the special case of so called quasi-ideal constraints which have
been discussed in [8]. Such constraints and their realization are defined by means of the

) Since, as it is known, D is a Hilbert space with the inner product given by

(v, w) = f (wy+tr(Vw¥vH))dv, v,weD,
B

s0, by Riesz Representation Theorem it follows that an arbitrary element of D* can be represented in the
form (1.5).
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known proper convex lower semicontinuous functions g: D — R and v: I - R,¥, suitable
choosen in every problem under consideration. Principles of quasi-ideal constraints are
assumed to have the following forms:

: I, v—wy + (V) —B) > 0, VveD, (1.6)
for the displacement constraints, and

[ trle=T)Gldo+v(@) —y(T) 2 0, Voex, (1.8)
B

for the stress constraints, respectively. In particular, if  and vy are the indicator functions
of U and X then (1.6)" and (1.8)" reduce to (1.6) and (1.8), respectively, and we are to deal
with ideal constraints.
We shall assume that
f* = {5 +11, (1.9)

where f# ¢ D* represents ,,dead” load, i.e.
(B = [bo-vdv+ [po-vds, VveDd, (1.10)
B aB

where by € L*(B)?, p, € L*(9B)* are the known vector functions not depending on the
displacement field u, and ff € D* represents external forces essentially depending on the
displacement field by the formula

E, v—u) +E(WM+L) = 0, VveD, (1.1
where £:D — R is the known proper convex lower semicontinuous function such that
its effective domain satisfies the condition D(€) > U*. For instance, by means of (1.11)
we can charecterize the potential forces (€ being Gateaux differentiable), the forces of
friction [1], the forces of mutual interaction between the body and its foundation, [1],
e.c.t.y, )

Summing up, foundations of elastostatics with constraints for displacements and
stresses are given by equation of equilibrium (1.4), constitutive equation for stresses,
(1.7), constitutive relations for external forces (1.9) - (1.11), the principle of ideal (quasi-
ideal) constraints (1.6) ((1.6)") and that of the ideal (quasi-ideal) stress constraints (1.8)
((1.8)).

2. Generalized displacements and generalized stresses

In this Section the restrictions will be given leading to problems with so called genera-
lized displacement and generalized stresses.
Let us begin the formulation of the displacement constraints. It is supposed that there

% Here and what follows R = RuU{+ o).
4 For any convex function «:X — R we use the symbol D{x) to denote the effective domain of «, i.e.
D(x) = {xeX:a(x) < +w}.

% Eqgs. (1.9) - (1.11) can be reffered to as the constitutive relations for external forces f*,
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is given a space B, being a closed linear subspace of D, and an element ua € D such that

E@IL > M, veS, @1
i.e. on B Korn’s inequality holds, and
Uec B+u, ={v+uy: veB}. 2.2)

For instance, such situations take a place if I is a subset of all displacement fields sati-
sfying on a given part of the body the known displacement boundary conditions.

Moreover, we suppose that there is given the linear continuous operator ®:Q — B
from a reflexive Banach space £ into B such that

I@@ll: > cliglla, q€Q,c > 9,, (2.3)
and there is known the non-empty closed convex subset Q < Q for which
U = Wt+ug = {v+uy:vell}, 2.9)
where
U =&Q) ={veB:v = P(q) for some qefQ). 2.5)

Q will be called the space of generalized displacements and {Q the set of all admissible
generalized displacements. The set 1l is the image of Q by the mapping ®, translated by
u,. From Eq. (2.3) it follows that to any displacement field u admissible by the constraints,
i.e. u €, corresponds exactly one q €Q such that u = B(q)+u,.

In order to specify the set of all admissible stress fields we suppose that there is known
linear continuous operator W:II — ¥ from a reflexive Banach space Ilinto T with

¥@l. > cllrlla, well,c>0. 2.6
There is also known the non-empty closed convex subset II < II such that
%= W) ={TeX:T = ¥(n) for some = e I}, 2.7

II will be called the space of generalized stresses and IT — the set of all admissible genera-
lized stresses. The set X is the image of II by the mapping ¥. From (2.6) it follows that to
any stress field T admissible by the constraints, i.e. T € X, corresponds exactly one 7 € I
such that T = ¥(x),".

Now, let us pass to the governing relations of the problems of elastostatics with con-
straints defined above.

By Riesz Representation Theorem the stress space T can be identified with the dual
of &. Thus (-, - >,, defined by (1.2) can be treated as the paring between I and &. The
adjoint of the restriction E to B, E|g, as the operator from T into B*, B* being the dual
of B, will be denoted by L*, E*:T — B*. Recall that E* assignes to any 6 € T such ele-
ment E¥o € B* that

(E*a, vy = (6, E()),, VED,

(we use the same denotation for the pairing between B* and B as that of between D*
and D).

 Throughout this paper ¢ denote generic positive constants, necessarly the same at each occurance.
7> The physical meaning and selected applications of the introduced constraints can be found in [3.4].
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Assuming that the displacement constraints given by (2.4) are ideal, i.e. (1.6) holds,
for the restriction of r* e D* to B, r*|y € B*, we obtain

r*|lg e{vF e B*:(v*, v—u), 2 0, Vvell}l=
= {v¥ e B* 1 (v¥, @@ +uo— (R(9) +uo)>1 2 0, VpeL) =
= (v eB* (P p-Ou 20, VpeQ}, u=R(q)+uo, (2.8)
where ®*: B* - LQ* is the adjoint o_f @, 0* denotes the dual of Q, (-, * Dg is the pairing
between Q* and Q. Let indg: Q — R be the indicator function of & and dindg:Q — 28*
be its subdifferential,®. Then (2.8) can be written as
®*r*|p € —dindg(q), qel. (2.9)

Analogously, assuming that the stress constraints (2.7) are ideal, i.e. (1.8) holds, for
the strain field incompatibilities we obtain the similar results to that given by (2.9) namely

Y*G e —dindg(®), well, T=W¥@), (2.10)

where W*:& — II* is the adj'oint to W, IT* being the dual of_II, dindg: IT — 27* being
the subdifferential of the indicator function of II, indg:II — R.
By virtue of (1.10) and (1.11) for the external forces we have

PH{*|y € BHF|o— (), 2.11)

where £*|g and {5 are the restrictions of f* and f§ to B (treated as elements of B*) and
C:2 — R is the function defined by

T = {(@@+u,), pe,
9C:0 — 2% is the subdifferential.

Combining equations of equilibrium (1.4) and constitutive relation (1.7) with the
reaction force relation (2.9), the strain incompatibility relation (2.10) and the external
force relation (2.11) we arrive at the following system of two variational inequalities

S*EXF (1) — P o € — IE(q)
{T*E\Y(n) —W*E® (q) € — dindg(m)
for the basic unknown (q, ) € £ x II, provided that a function E:Q — R, defined by E =

mdn+§ satisfies the condition 9§ = dindg+0C. In the foregoing system K:¥ - S
stands for the operator given by

K(-) £ X(-)+E(uo). 2.13)

(2.12)

® Let o be an arbitrary proper convex function defined on a Banach space X. Following [10] we are
the notation

da(x) = {x* e X*: a(y)—a(x)) = {x*, y—xDx, VY€ X} € 2%,
where X* is the dual of X, ¢+, - Dx is the pairing between X* and X, 2** stands for the family of all
subsets of X*. The mapping
X ex— da(x) € 2x*
is said to be the subdifferential of o.
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In particular, if constraints for generalized stresses are absent, i.e. II = II, then (2.12)
reduces to the following system of relations
PHEXY () — PHJ |y € — B(Q) |
{4>*R‘P(n)~‘lf*m(q) =0,
for the basic unknown (q, ) € Q x IL. If only ,,dead” loads act at the body then § = indg.
The system (2.12) can be represented in equivalent form as follows

(2.14)

[t [% @) (ER@)—ES@)]do— [ bo - (2@)~B(@))dv
B B

- f Po - (P(p)—D(@)ds+EP)—E@@) >0, VpeQ,. .12y

[ e [(®(0)~ ¥ (m)) (R¥(m)—ES(@)]do > 0, Vo e IL.
B

Now, let us assume that the realization of the constraints are quasi-ideal, i.e. (1.6)" and
(1.8)' hold. In this case the governing relations take the form of two following variational
inequalities

PHEW (77) — D*f |y € — da(q)

{‘I’*T(‘I’(n)~‘1’*E¢(q) & —oy(m), 2.15)
in which (q,7) eQx1II is the basic unknow, provided that the function a:LQ — R,
defined by a = B+, satisfies the condition da = dP+9C, where B(p) & B(®() +
+up), Vpel and y(p) E y(¥(p)), Ve €Il, and du, J¥ stand for the subdifferentials

of e and ¥, respectively.

3. System of variational inequalities

The general form of the governing relations for problems of elastostatics with constra-
ints for displacements and stresses given by (2.4) and (2.7) takes the form of two variational
inequalities (2.12) — for the ideal constraints, and (2.15) — for the quasi-ideal constraints.

In this Section we shall consider more general abstract problem which can be stated
as follows: find (v, 6) € V' x Y* such that

Koy -—

{L o—fe —op(u) 3.1

Ko—Lu e —dy(o),
where L:¥—Y is a linear continuous operator from reflexive Banach space ¥ into a re-
flexive Banach space ¥ with domain D(L) = ¥, V* and Y* are the duals of ¥ and Y,
respectively, K:Y* — Y is a maximal monotone operator from Y* into ¥ with the domain
D(K) = Y*, ¢:¥V > R and p:Y* - R are proper lower semicontinuous functions on,
V and Y*, dp:¥V — 2"* and 9¥:Y* — 2¥ are subdifferentials of ¢ and v, respectively
fis a given fixed element of ¥*. The norms on ¥ and Y will be denoted by || - ||y and
[l 1|y, respectively.

Note, that putting in 3.1) V=0, Y =II*L = W*E®, p = o, p = ¥, f = P*f¥|y

we obtain the system (2.15).
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Systems of variational inequalities of the form (3.1) have been analyzed in [2] under
the assumption that Ker L = 0 (Ker L denotes the null space of L). In our considerations
this condition in general is not satisfied.

If Ker L is not trivial subspace of V, i.e. Ker L 3 0, we pass to the quotient with Ker L.
Thus, we introduce

Vo= V/KcrL
and define L":¥V' — Y setting
Ly ¥ Lu, ued, wuweV.
As it is known, V" equipped with the norm

TR . . .
= 1
Hu” QngrL”u_I—Q”V’ ueu, u EV’

is a reflexive Banach space, [9]. Assuming that

ooy =0 VYpeKerL,
p(v+0) = p(v) VoeKerL, wveV,
we can define /"€ (V')* and ¢":¥" — R setting

SHud, S wy, uew, uweV,
¢'W) =W, ueu, uweV,

where (V*)* stands for the dual of ¥". As a results we obtain the following system of
variational inequalities

{(L')*G-f e —ap'(w)

Ko—L'u' € — dy(o) 3.2

for the basic unknown (u', 0) € V' x Y*, Above, (L)*:Y* —» (V)* and d9":¥ - — 20V
stand for the adjoint of L' and the subdifferential of ¢°, respectively.

It must be stressed that if (¢*, 6) e V" x ¥* is a solution of (3.2) then any element
(u, 0) e VX Y*, where u € «', is a solution of (3.1).

The formal structure of (3.2) is the same as that of (3.1) and furthermore KerL' = 0.
Thus for the formulation of existence resulsts we can use the argument given in [2]. To
this aid let us define the function «-:Y* — R putting

() £ (P~ LY n+f), Vre¥* (33)
where (¢")*:(¥*)* —» R is the conjugate of ¢". '
Theorem 3.1, [2]. Suppose that
@ Ly 2 i, VYu eV, ©>0;
(ily <Kn—Ko,n—0ody = c|lp—0llfs, V7m,0€Y¥* ¢>0;
(i) Jw+da’ is maximal monotone.

Then (3.2) has at least one solution. Moreover, the solution is unique with respect to a.
As an immediately consequence of the above Theorem we have

4 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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Theorem 3.2. Suppose that
@O ¢ =g@+o VoeKerL, veVl;

i) <f,ody=0 VoeKerL;

(i) [[Lofly = ¢ inf (lv+oly VoeV;

eeKerL

(iv) <Kn—Ko,n—0ody > clln—oll}s Vn,0€Y*,

(v} Jdw+da’ is maximal monotone.

Then (3.1) has at least one solution. The solution is unique with respect to ¢. Moreover,
if(u, o) is a solution of (3.1) then for any ¢ € KerL the pair (#+¢, 0) is also a solution
of (3.1).

In Theorem 3.2 conditions (i) - (iii) assure the maximal monotonicity of de’. In fact,
from (iii) we have the surjectivity of (L)*, i.e Im(L")* = (V')*, which together with (i)
and (ii) guarantees that « is a proper lower semicontinuous convex function, As it is
known, subdifferentials of such functions are maximal monotone mappings [5].

In particular, if 9 = 0 on Y*, then dyp = 0 and the sum dy+Jo” reduces to do’,
which is maximal monotone. Thus the condition (v) in Theorem 3.2 is satisfied immedia-
tely. Moreover, the second inequality in (3.1) becomes the equality. It implies that if
(uy, 6), (uy, 0) are any solutions of (3.1), then u;, —u, € Ker L. As a results we can formu-
late the following

Theorem 3.3. Suppose that

() @) =gpw+e) VoeKerL, wveV;
i) {,oovr=0 VpeKerL;
(i) ([Lofly 2 ¢ Inf [lo+olly, veEV, ¢>0;
ceKer L

ivy =0 onY*

V) <K7}_KU, N—0)y = C||7’]—0'”121, vn,oeY*.

Then (3.2) has at least one solution., The solution is unique with respect to o. Moreover,
if (u,, o) and (u,, o) are any solutions of (3.2) then u, —u, € KerL.

From our considerations it follows that the condition (iii) in Theorems (3.2) and (3.3)
plays the fundamental role in the existence of solutions to the problem under considera-
tion. As it is known this condition is equivalent to the closedness of the image of L, ImL
in Y, [9].

Let us consider the case in which L:¥ — Y can be represented in the following compo-
sition L = 4B, where A:X — Y and B:V — X are linear continuous operators, X is a re-
flexive Banach space. Note, that setting 4 = ¥* and B = E® we obtain L = W*EP.
The below lemma characterizes in terms of 4 and B conditions under which Im L is a closed
subspace of Y.

Lemma 3.1. Suppose that 4 is surjective, i.e. In4 = Y, and that there exists an abso-
lute constant ¢ > 0 such that ||Bo||x > ¢|[7|ly, Vo € V. Then ImL, where L = AB, is
a closed linear subspace of Y if and only if Ker4+Im B is a closed linear subspace of X.

Proof. (Sufficiency). Assume that KerA+ImB is closed and that {Lv,},v,€V,
n=12, .., converges to y, i.e. Lv, = y as n — oo, It suffices to prove that y = Lv
for some » € V. By the surjectivity of 4 we can find a constant ¢, > 0 with

l4xlly > ¢;_inf Ilx+zlly, xeX. 3.3)
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The sequence {4 Bv,} satisfies Cauchy condition. From (3.3) it follows that we can find
{x,}, x, € Ker 4 such that {Bv,+x,}is Canchy sequence, so it converges. By the assumption
the limit of this sequence belongs to KerA+ImB, i.e. Bv,+x, > Bo+x as n — oo for
some v € V and x € Ker4. Hence 4 Bv, — A Bv and consequently we obtain y = ABv =
= Lo.

(Necessity). Assume that Bv,+x, - xasn — oo, wherev, eV, x, € Kerd,n = 1,2, ....
From the continuity of 4 we have 4By, — Ax. But the range of L = 4 B is closed by the
assumption and therefore Ax = 4Bv for some v € V. Hence x = Bv+x for a certain
x € KerA. This completes the proof of the lemma.

The above Lemma shows that the closedness of Im L is equivalent to the closedness
of the sum KerA-+Im B (under suitable assumptions related to 4 and B). Now we give
some usefull result for the sum of closed lineare subspaces of a Hilbert space to be again
closed. .

Lemma 3.2. [11] Let X be a Hilbert space and let M and N be closed linear subspaces
of X. Let us denote by R the intersection of M and N, i.e. R = M nN. The ortogonal
projection of X onto R will be denoted by P, P:X — R. Suppose that there exists ¢ > 0
such that

l[x—=Px+y—Pyllx > ¢ *

for any x € M and y € N such that ||[x—Px]|y = 1 and ||y — Py||y = 1. Then the sum M+ N
is a closed subspace of X.

Proof. Let {x,+y,} be a sequence in M+N (x,e M, y,eN, n+1, 2, ...) converging
to x and such that ||x,~Px,llx = 1, [[}w»—Pwllx =1, n =1,2,.... We have to prove
that x € M+ N. First, we will show that the sequence {x,— Px,} satisfies Cauchy condi-
tion. Suppose that it is not true. Then there exists > 0 and a sequence {k,} of natural
numbers that

Hxn+k,,—Pxn+k,,_'xn+P'XHHX >0 (3.4

for any natural number ». From the continuity and linearity of P we have
P(x,+y,) = Px,+Py,—> Px, asn— .

Since the sequence {x,-+y,—P(x,+y,)} converges, it has to satisfy Cauchy condition.
Hence

”xn+k,,—Pxn+k,,+yn+k,,_'Pyn+k,,""xn+Pxn*_yn+Pyn||X - 0; n— 0. (35)
For the simplicity of denotations let us put
Oy = Xpy— P, and ﬂm = VY= P¥u, m=1,2,..

Under the above denotations (3.4) and (3.5) take the form

Hau+k,,—an||x z (53 n=1,2,.. (36)
and
Han+k,,—an+ﬂn+k”—'ﬂn|lx - 0> as n— 0. (37)
From (3.6) and (3.7) we obtain
&y —a, n+k,~ Fn
il Pt =P -0, ashn-— . (3.9)

”an+k,,_‘an“x ”an+k,,_an“X

4%
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Since
{ Oyt k, — Oy |
||°‘:n+k,,“°‘n||x b's
for any n, the condition (3.8) yields
Brsr,— B
T TP N 51, as o 0. 3.9
”an+k,,'_an|lx X
At the same time we have )
an+k,,—an ﬂn+k,,_'/3n l | 0‘n+k,,_'fxn ﬁu+k,,_ﬂu ‘
+ ‘ < ‘ : L+
”dn-)-k,,—anHX ”ﬂn+k,,—"ﬂn||x X ||an+k,.,—au||x |,an+k,,_an”x X
+ 1 — ,__/M
[k, — %allx ||x
This condition together with (3.8) and (3.9) gives
Ok, Busr,— B
H MR T P 50 as o 0. (3.10)
”au+k,._an”X ”ﬂn+k,,"ﬂn|lx X
On nothing that
Apgk,— O Xatk, ~ Xn P( Xk, ™ %n )
”an+k,,_'dn||)( ”xn+k,,_xn_Pxn+k,,+Pxn||.\’ Hxn-i-k,,—'xn_qu+k,,_qu”x
Xk, — X Opyr, O
X e, ‘.._LL._'L_ _1 n=1.2,..
Hxn+k,,_xn_Pxn+k,,+PanX ”an+k,,—anHX X
ﬂn+k,,_ﬂn

similarly for ) and taking into account (3.10) we arrive at the contradiction

”ﬂn+k"—ﬂn||x
with the assumption (*). Thus sequences {x,— Px,}in M and {y,—Py,} in N have to sa-

tisfy Cauchy condition. From the closedness of M and N it follows that there exists x € M
and yeN that x,—Px,— x and y,—Py,— y. Hence x,+y, = x,+y,—Px,—Py,+
+ P(x,+y,) & x+y+Px and finally we obtain x = X+y+Px e M+N. This ends the
proof of the lemma.

4. Existence and uniqueness results

Now, on the base of the results given in Section 3 we shall formulate some sufficient
conditions for the existence and uniqueness of solutions to problems governed by systems
(2.12) and (2.14).

Let us begin with problems in which on generalized displacements and generalized
stresses are imposed some restrictions. In this case the corresponding system of variational
inequalities takes the form (2.12). Putting

w(n) = E*(— @YEXE (1) + B*MY]y), well,
E* being the conjugate of &, denoting by R the intersection of Ker ¥* and Im E®, i.c.

R = Ker'¥* n ImE® and by Py the ortogonal projection on R, Pyu:S —» S, we arrive
at the following
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Theorem 4.1. Suppose that (2.1), (2.3) and (2.6) hold. Moreover, let the following
conditions be satisfied:

(i) K is maximal monotone operator with the domain D(K) = T such that there exists
positive constant ¢, ¢ > 0, with

(Ke—K7n,6—-n), > C|n—oll}, Vo,neI;

(i) There exists positive constant ¢, & > 0, such that for any o € Ker %%, ||o — Pyo]|, =
= | and any vy € InE®, |[n—Pxy||, = | the following inequality holds

llo—Pxo+0—Pgy|l, > &;
(iii) {f¥ls, @@, =0, VpeKerW*EP;
(iv) E(q) = E(q+p) VpeKer¥*'EP, qefQ;

(v) du+dindg is maximal monotone.

Then (2.12) has at least one solution (q, ) e Q x M. The solution is unique with respect
to 7 and for any p € Ker W*E® the pair (q+p, ) is also a solution.

Proof of the above theorem follows immediately {rom Theorem 3.2 and Lemmas 3.6
and 3.7.

An analogous result can be formulated for (2.15) replacing only in the hypotheses
(iv) and (v) of Theorem 4.1 the functions § and indg by & and ¥, respectively.

If there are no restrictions on generalized stresses then II = II and the system (2.12)
reduces to (2.14). In this case the assumptions (iii) and (iv) imply immediately (v) and
therefore we obtain

Remark 4.2, Suppose that (2.1), (2.3) and (2.6) hold. Moreover, let the hypotheses
(1), (i), (iii), (iv) of Theorem 4.1 be satisfied. Then problem (2.14) has at least one solution
(q, ™) e QxII. The solution is unique with respect to = and for any p € Ker ¥*E® the
pair (q+p, ) is also a solution.

Remark 4.3. Let us suppose that Il = L and Q = Q (restrictions on generalized displa-
cements and generalized stresses are absent) and that § = 0 (the body is subjected to the
»dead” load only). Then (2.12) reduces to the system of two equations. In this case
if (qy, ) and (g, ) are any two solutions of (2.12) then q, —q, € Ker W*EP, i.e. we have
obtained the uniqueness of generalized displacements with respect to elements of Ker
W+EP. _

Remark 4.4. From our considerations it follows that in general the displacement
field in problems with stress constraints of the form (2.7) is not uniquely determined. The
uniqueness depends on the kernel of the operator W*E®. If Ker ¥*E® = 0 then the
solution is unique, but if Ker ¥*E® is not trivial subspace of Q then the strain field can
be determined up to strain fields belonging to the set {H = E®(p) for some p such that

[ tr[E®(p) ¥(m)ldv = 0, v e T0}.

Some applications of obtained results to problems of plates, shells, membranes and
discretization can be found in [3, 4].
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Pesmome

HEKOTOPLIE PE3VIIFTATEI KOCAIOIWHMECA CVITIECTBOBAHUSA
1 OXHO3HAYHOCTH
B SJIACTOTATHKE CO CBA3JAMH B IIEPEMENEHIAX M HANIPAXEHUSX

B paGoTe paccMoTpeB HEKOTOpHIi Ki1acC MpoGJieM TeOPHHU 3JIACTOTATHKH CO CBA3AMM B IIEPEMEIEHHAX

¥ HAIIDSDKERHsIX. PacCcMOTpHBaeTCSA CBASHU ITPUBOIALNME K NPOBIeMoM ¢ 0GOBIIEHHEIMI IIEpEMEIIEHHAMX
u 0BoBIERHEIMY BanpsikeHuAME. {oKa3aHO TeopeMbl CYLUIECTBOBAHWA M OTHOSHAUHOCTY A TAaKMH
npobGiieM.

Zb:

Streszczenie

ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN W ELASTOSTATYCE
Z WIEZAMI DLA PRZEMIESZCZEN I NAPREZEN

W pracy rozpatrzono pewna klase zagadnien elastostatyki z wigzami dla przemieszczen i naprezen.
adano takie ograniczenia, ktoére prowadza do probleméw z uogdlnionymi przemieszczeniami i uogdl-

nionymi napr¢zeniami. Udowodniono twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci dla tych zagadnien.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 21 grudnia 1984 roku



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 23 (1985)

DRGANJIA UKEADU Z NIESYMETRYCZNA CHARAKTERYSTYKA
SPREZYSTOSCI PRZY PARAMETRYCZNYCH
I ZEWNETRZNYM WYMUSZENIU

KAZIMIERZ SZABELSKI
WALDEMAR SAMODULSKI

Politechnika Lubelska

1. Wstep

Przeprowadzmy badania analityczne drgan ukiadu nalezgcego do takiej klasy nieli-
niowych uktadéw mechanicznych, ktére zawieraja elementy o charakterystykach sprezy-
stosci typu kwadratowego. Przyjmijmy ponadto, ze uklad charakteryzuje sic réwniez
okresowo zmienng sztywno$cig, poddany jest dzialaniu kinematycznego wymuszenia
zewngtrznego oraz przedstawi¢ go moZna w postaci dwumasowego modelu plaskiego
z liniowym tlumieniem (rys. 1a).

Rys. 1

Rys. 1b przykladowo ilustruje model fizyczny takiego uktadu w przypadku pionowych
drgan ogumionego pojazdu. W przypadku tym masa uresorowana M polaczona jest z masg
nieresorowang elementem pneumatycznym (1) o charakterystyce sprezystosci w postaci
funkgji drugiego stopnia [6] oraz amortyzatorem (2) ktérego charakterystyke aproksymo-
wano funkcja liniows. Element sprezysty (3) przedstawia koto ktérego sztywno$¢ promie-
niowa ogumienia na obwodzie zewnetrznego zarysu opony jest zmienna na skutek nieje-
dnorodnosci jej budowy powstalej w trakcie procesu technologicznego [5], [7]. Zmiang
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tej sztywnosci wokol pewnej wartosci $redniej aproksymujemy funkcja harmoniczng
w postaci dwoch fal [7].

Ze wzgledu na adekwatno$é modelu — z pewnym przyblizeniem wynikajacym migdzy
innymi z zalozenia stabego sprzezenia drgafi tylnej i przedniej osi samochodu — mozZemy
traktowaé go jako odpowiadajacy ukladowi przedniego lub tylnego zawieszenia pojazdu.
W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na analizie drgan tego typu uktadéw (rys. la)

2. Matematyczny meodel drgan

Ukfad rownaf rézniczkowych ruchu przyjmuje postaé
MZ +h(2,—2,)+ k(2. — 22) + k1 (2,—22)* = 0 |
ity — (s — 1)~z —22) — k(21— 22)? = () [g(1) ~ 2] M
gdzie:
z,, z, — wspolrzgdne uogdlnione,
ki k, — wspdlczynniki sztywnosci,
h — wspdtczynnik thimienia,

c(t) — zmienny wspdlezynnik sztywnosci elementu (3),

q(t) — funkcja przemieszczenia.
Przyjmijmy okresowo zmiennga sztywno$¢ elementu (3) w postaci

c(t) = ¢;—cqcos2wt
oraz

q(t) = gocos(Qt—g),
gdzie:
¢, — srednia warto$§¢ wspolczynnika sztywnosci,
¢o — amplituda modulacji sztywnosci,
w — czestoéé kotowa wymuszenia parametrycznego,
2 — czestosé kotowa wymuszenia zewngtrznego,
¢ — kat przesunigcia fazowego.
Whprowadzajac oznaczenia

. kl_ . —
A h = phy

gocosp = uQy; gosing = uP,
oraz pomijajac niektére wyrazy ze wzgledu na realne zalozenie, ze amplituda modulacji
sztywnosci jest znacznie mniejsza od podwojonej $redniej wartosci wspélczynnika sztyw-
nosci
Co < 2¢
otrzymujemy uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych z ktérych jedno jest réwnaniem
niejednorodnym i zawiera okresowo zmienny wspdiczynnik
Mz, + phy (2, — 2,)+ k(zy — 25) + pxk(z, —2,)? = 0
mZy — phy (2) ~ 2,) — k(2zy — 25) — puxk(z, — 2,)* + )
+¢; (1 — pcos2wt)z; = pc, (Q4cosQt+ P, sinft)
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Podstawiajgc do uktadu réwnan (2) ¢ = 0 otrzymujemy
Mz, +k(z,—2z,) =0,
mz,—k(z,—z5)+c 2z, = 0. (3)
Przyjmujac rozwiazania réwnan (3) w postaci
Z, = acospt z, = bcospt
znajdujemy — przy zaloZeniu, Zze a i b sa rézne od zera — kwadraty czgstosci kotowych
drgan wlasnych uktadu liniowego w postaci

1| % k+ k+c 2 ke,
P%,z = 7[— & ]/( . ) Mr(; ] (4)

Zakladajac male ttumienie [4], wprowadZmy wspéirzgdne quasi-normalne dla ktdrych
przy p = 0 nastapi rozprz¢zenie uktadu réwnan rézniczkowych. W tym celu dokonajmy
liniowej transformacji wspdlrzednych w postaci

z; = B1y2—Pays,

5
22 = Y(y1—)2), Q
gdzie:
- " . - "2 . _ 1
b= = P Moy YT s V2
k—Mp} k— Mp?
)’1 - T, ‘}’2 - —k—‘
Wprowadzajac czas bezwymiarowy
T = wt
oraz wykorzystujac zaleznoéé (5), z réwnan (2) otrzymujemy
.I},Jl + A3y = ﬂ[_x-i”'}(ﬁh —&291)*— 0, /11(61JI’2‘ 32},’1)‘*‘
40, A2(y1 —2)c0s27+ 0, Acosft+ Py A2sinQr
(6)

2
y2+/12(p ) Y2 = [_XM'E (f)_z) (51J’2—82)’1)2~6111%2“(61J,’2—32J,’1)+

+0, A2 (p ) (1 —y2)cos 27+ 0, A2 (-i)’i) cosQ7+P, A2 (1;—2) sm!.?-c]

1 1

gdzie:
v d*y M
b7 dzl—(l=1,2): —’n—: ’ f_!ili‘
_ Mpyhy | Yiay | _
6, = mk 0, = m—pf’ & = fo+y
= _ el 3 el 5 Q
Ql mp% E] Pl _ -m-pf ] -Q - »
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oraz
Mpyh Y261y,
0 = —- mzk ! y Q2= rizplg s &y = 132+’P

= yaQi . 5 _ YielPy
T B

2
‘W drugim przypadku gdy A} = Z 2

y1+,12(p )yl—y[ lez(p )(£1y2—82y1)2

—5122( )(81}’2—82)’1)'{'9122( 72 ) (y1—y2)cos2v+

2 2

)
+0, A2 (%) cosQt+ Py A3 (%) sinQT]

Yo+ 13ys = pl—gMA(e192— £291) 6, Aa(e1y2— & y)+
405 A2(¥, — ) 0827 + @, A3 cosfT + P, AZsinQ7]

3. Metoda rozwiazan

W badaniach drgan parametrycznych uktadow nieliniowych z symetrycznymi charakte-
rystykami sprezystosci zazwyczaj stosuje si¢ metode bilansu harmonicznych [2], [3].

Rozwigzmy uktadu réwnan (6) i (7) w oparciu o perturbacyjng metod¢ malego para-
metru [1]. Dzieki temu wyznaczymy poszukiwane wielkosci, rozwiazujac uklad reku-
rencyjnych réwnan rézniczkowych liniowych.

Zbadajmy drgania ukladu odpowiadajace gldwnym rezonansom parametrycznym.
W celu znalezienia rozwiazan okresowych uktadéw réwnan (6), (7) przedstawmy y, ()
i y,(t) w postaci szeregéw potggowych wyrazonych w funkcji malego parametru

71(7) = Y@ +w P (D) +p*yP (D) + g
$2(7) = YO)+ D)+ a2 + .. ®
gdzie ¥, y57 (1 = 0,1,2...) sa funkcjami okresowymi. Rozwigzania okresowe réwnarn

(6) mozliwe sa dla pewnych wartoéci parametru A2, ktéry réwniez przedstawimy w postaci
szeregu potggowego

A= (i‘) = 14uo+p’a,+ ... )
gdzie oy(i = 1, 2...) sg stalymi wspdlczynnikami, ktére wyznaczymy z warunku okreso-

wosci unikajac w rozwigzaniach wyrazéw sekularnych.
W przypadku uktadu réwnai (7) parametr A2 wyrazimy w postaci

2
- (2] < s e w
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Podstawiajac szeregi (8) i (9) oraz (8) i (10) odpowiednio do réwnan (6) i (7) oraz wpro-
wadzajgc oznaczenia

D2 . P =,

D1 D2

po przyréwnaniu do zera czlonéw przy u' otrzymujemy uklady rekurencyjnych réwnan
rozniczkowych liniowych. W celu uniknigcia rezonanséw wewnetrznych, wylaczmy przy-

padek szczegdlny gdy v = % jest liczba catkowita.
1

4. Analiza drgai okresowych ukiadu bez wymuszenia zewnetrznego

Rozpatrzmy drgania okresowe ukiadu opisane réwnaniami (6) i (7) w przypadku
edy P, =Q, = P, = 0, = 0. Oznacza to, Ze na uktad nie dziala wymuszenie zewnetrzne.
Na przykladzie modelu przedstawionego na rys. 1b réwnowazne jest to z zalozeniem, Ze
ogumione koto toczy si¢ po idealnie réwnej nawierzchni.

Rozpatrujac uklad réwnan (6) zbadajmy drgania okresowe dla ktérych zgodnie z (9)
przy u = 0 czgsto$é w jest rowna pierwszej czestosci drgan wlasnych p,. Przyjmujac
¥ = 0 otrzymujemy

7

¥ +y =0 (1)
PP = —a, O — XMy + 0, 6,30+ 0,y Ocos 27 (12)

P 49 = — a0 — o,y — xM[e3(0ry y{O7+ 2000 — 26, £, 504 +
‘ ay oo ‘(1 0 1 1 (13)

—0; | ey — &, '2—)’1 Yy [+ o1 (0 O+ — y5D)cos 27
YD 42y = —xMe2p?y 9?46, szvﬂli‘lo)-i—gzvzy(lO)cosZr (14)

YR 2P = — o w25 — xMy?[e3 (a0 + 20 09(0) — 26, 62500 0] +
(15)

i ’ o ’ ”
~ 0, l&y&”— & (Tl " +y‘1”)] +029% (o YV 4y —y4D) cos 27

Zatozenie trywialnego rozwiazania y5» = 0 wynika z réwnania

.1}3(20)+v2y2 = 0’

Przy wczeéniejszym zaloZeniu, ze obie czgstosci drgan wlasnych p,, p, sa niewspoimierne
(» nie jest liczba calkowita), gdyby y{®’ # 0, wspélrzgdna ,,nierezonansowa’ y,(7) nie
zmienialaby si¢ z taka sama czestoscia jak wspolrzedna ,,rezonansowa” y,(t). W takich
przypadkach rozwiazanie niezaburzone »4”(7) stanowitoby czton zakldcajacy okresowosc
funkcji y,(7) a tym samym — z uwagi na rownania (5) ~— réwniez drgan opisanych przez
wspoirzedne uogodlnione.
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Podstawiajac do rownania (12)

0) _

Y1

z warunkéw okresowosci rozwigzan otrzymujemy

a,cost+b,sint

1
0‘1“1‘791“1—61 g0, = 0,

5132a1'*'°‘1b1‘|’ 5 0,6, =0,
skad przy a, # 01 by # O znajdziemy
1
%0, = i—z ] 45152, (
16
6 2
. Ny N L e
01 21
gdzie
A% = ai+b}
Po przeksztalceniach réwnanie (12) przyjmuje postaé
1 ]_ — — .,
P+ = ~—2—st§Af—%st;(af—b})cos2r+
— . 1 .
—st%alb151n2r+791(a100531+b1 sin37).
Rozwigzaniem szczegdlnym tego rdwnania jest funkcja
1 —
= —TstﬁAi+-é—st§(af—b§)cosZr+
an

3

natomiast réwnania (14) funkcja

1 = 1 .
+—xMeia b, sin2r——»lv6-- o,(a;co83t+b,sin37)

1 1
ye = “'2_XM82A f}_r (i—gzva1+6232b1) cosT+
1 : Me}
-—vzil (792vb1+6282a1) sint— ;( 282'V) (a1 —b3})cos2t+
— 7 xMeiab sm2r+4‘gzv (aycos37+b,sin37)
p2—4 210y 2(’1}2—9) 1COSOT 1

Podstawiajac zaleznosci (17) i (18) do (15) z warunku zapewnienia rozwigzan okresowych
otrzymujemy

w8, = —xM* 163[—Af01+%(ai—b3)a1 +%a1bf] +

2

p 2
+ & 82 [Afal +2—(1—}7::‘;)—(a% 1)a1+ ) albz]}
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Srev {1
+——‘61 €45 0y bl 1_—1_ (Q“Q

] 2vb1+62 £2a1)+

017 1 0107"’ 1 b,
”m (—2— 02va;+ 0, &, b, ) 4( " 9) a, + 3 Q10 a, 1 070y
oraz
_ 1 1
b, = —szz{sz[ Alb, — e (@%>—b}) b, +- 7 atb ]+
2

Py R e ””

d 1
: 0y e20na, + lilv(?_ 02vay+ 0, 8,b )+

+e,83|A3b, —

T2 1

oy 1 010,72 1
2(1} 1__ 1) ( -02vb + 0, 82“1) 4(122 9 b,— 2 - 010 by — 3 =5-01hy

Z powyzszych zaleznodci znajdujemy

0 = szzAz[ 2(“}4”'6 ) _ € 63 (=4 ot +20*(af + 63 32)
30, *—9oi (19)
" 0, 0, 8,v(e;+ &2) _ 0% e, 820,92 _ 0102v*(»*—5) Loro
y2—1 ?—Do;  202—D(p7—9) ' 1 32 o
Podstawiajac znalezione wyrazenia do (9) otrzymujemy
2 1 ST
A3 = 1+~2-y]/@;—46§£§ +amput+ ...
(20)

2y 1
A1 = 1——,u Voi—467 63 +au+ .

Zbadajmy nastgpnie drgania okresowe opisane ukladem rownan (7). W tym celu w row-
naniach tych wykorzystajmy szeregi (8) i (9) przy uwzglednieniu rozwiniecia

A, = 1+/A%1—+
Po przyréwnaniu do zera poszczegdlnych wyrazéw wystepujgcych przy p! (i =0,1,2,...)
oraz analogicznym jak dla ukladu réwnan (6) zatozeniu y{> = 0 wynikajacym z réwnania
FO 42230 = 0
otrzymujemy
YO 2P0 = — xMeln2p0?— 8, 5,9, — 0,93 y{Pc0s 27 @2n

y(12)+1’%)’(12) = _"’1 oy yi —Xle[E (aly(0)1+2y50)y(21))+

=26, &, yS0Y{P1— 6,7, [sl (a—?_l y‘°’+J3§")) —¢ yi"] (22)

+0,v1 (P — oy YO — pi)cos2t
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(0 0y _
Y+ =0
4 AL o2 ,(0)2 0
PO PD = — oy — xMe? y§02 — 8, £, Y50 —~ 0, YV c0s2T

PP = — oy — ot y5D = xM 3 (0 Y572+ 2¥570450) ~ 26 £2 Y5 ¥V +

2

o ’ ’
— 0, {61 (~1 y‘z°’+y‘2”) — 82)’(11)] +02(" — o, ¥4 — i) cos 27

_ 1
¥ = —~—;—xMﬁA§ +te xMe? (a2 —b3)cos2T +

+ —; xﬂe}azbzsinh-thg 0x(aycos3t+b,sin37)

31

o1 =
¥ = ——2—xMefA§———2_1

(%91v1a2+ 0, slb2) cosT+

y? stlvl

20 -4

1
( 5 91v1b2+6181a2)sm1 (a3 —b3)cos2r+

vi~1
v} 0171 .
"y xMelazbzst‘t W (a2COS3T+bZSln3T)

oraz

_a ZMZ[ 0 305203+ 02e)  (3-4) o3+ (el +63ed) siaz]Jr
302 (i—9de:

+ 5152811’;(31+52) _ 0361 620,77 _ 010291(»}1—5)

vi—1 (»i1—Deo; 201 -D(1-9)

Powyisze zaleznosci wykorzystujemy w rownaniach

+05f—?2“ 03

A0 = 1—%/; 1/3—433‘3? +oy - put 4.

1 —_—
BO =1+ p)ed—403el +ar p2+ .

5. Analiza drgan okresowych ukladu z wymuszeniem zewngtrznym

(23)
24

(25)

(26)

o)

(28)

(29)

(30)

Zbadajmy drgania ukiadu z parametrycznym oraz jednoczesnym zewnetrznym wymu-
szeniem drgad. W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do takich przypadkéw, dla
kidrych czestos¢ wzbudzenia parametrycznego jest réwna czesto$ci wymuszenia zewnegirz-
nego (w = ). Zalozenie to zasadniczo rzufuje na rozwazane rozwiazania. Podstawowa
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bowiem czesto§¢ drgan parametrycznych rozpatrywanego ukladu — bez wymuszenia
zewnetrznego — w przypadkach rezonanséw gléwnych jest réwna w.

Jeéli rozpatrujemy drgania ukladu z ogumionym kolem (rys. 1b), to ze wzgledu
na zwigzki

v 2ny
“=7R ]

gdzie: v — predko$é jazdy, R — promien kola, / — dlugosé fali nieréwnosci drogi;
zatozenie w = £, odpowiada jezdzie, po drodze ktorej diugoé¢ fali nieréwnosci okresla
zaleznosé

| =2m-R.
Podstawiajac szeregi (8) i (9) do uktadu réwnafi (6) przy zatozeniu y{ = yi® = 0, otrzy-
mujemy

YO+ =0, @1

YO 4D = —oy O —xMe3 ¥+ 8, 6,08 +0, yiVc0s 27+ 0, cos T+ Pysinz,  (32)

’

FO+PD = —ay )i — 0y Y0 — xM[63(0 Y% + 2 2) — 28, £2 55047 +

-6, [61}3(21)— & (};(1”4' %1 (0))]+Q (P 4oy y(P = y§)cos 2t +

+a,0,c0sT+0a, Pysint, (33)

PO 1p2p6h) = — xMeZv2y{0% + 8, 6,9 + 0,97y Vc0s 27 + )

+ v2Q2 cos T+v2P,sin,

PP 4wy = —v20y y0— x M2 [ (0, O+ 2O +

o ’
—2€, &, Y{VY50]~ 8, [slyz — & (7‘ y‘°’+y‘1")] +

+ 0,72 (DD + o, YO ~ ) cos 27+ oy v2 @, cos T4ty ¥2 Py sin v (35
Podstawiajac do réwnania (32)
¥ = a,cost+b,sint
po przeksztalceniach znajdujemy

1 — 1 —
a (ai'*? o} + 6% 5%) =0 (“1+7 Q1)+P151 £

1 - 1 —
b, (“f Py Q1+51 62) = P, (011"-2—91)—Q161 &2

Z powyiszych réwnan dla przypadku P, = Q, co odpowiada przyjeciu w funkcji prze-
mieszezenia g(t) wartoéci kata przesuniecia fazowego ¢ = w/4 oraz 4, # 0 otrzymujemy

__/4__._357
Uty = ]/ ?4; +7f (0} —407 &)+ —— 0; 1/91(91 +26, 32)“"2%“ (36)
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Rozwigzaniem szczegblnym réwnania (32) jest funkcja

P = ——%xﬂe%A%+—é— xMe3(a} —b?)cos2T + 37
. 1 5.2 . 1 .
+?xM35a1b1sm21—ng(alcosSr+blsm3r)
natomiast rownania (34)
) 1 —, ., » 1 —
y2 = _-E—XM82A1 +ﬁ" 7927a1+(5262b1+1’Q2 CoST +
1 -1 . xﬂ?e
_%__l(702Vb1+6282a1_VP1)81nT 207-4) ( a2 —b})cos2t+ (38)
xMe2v? .
__vz__zTalb SiN27 4+ —>—— 2( 2 9) (a,cos37+b,sin37)

‘Wykorzystujac zaleznoéei:
_2(0‘1A% —Qia,—Py b,

ai—b = o
— 0
ab, = Plal Q1Z1 16247
1

po przeksztalceniach znajdujemy
— 2 _
a, = y*M?e; {/ﬁ ‘? [Qi+P?~2(0; 010, +
1

+oy Pib+0,8,Pra,— 8, 8,0, b))+ A3(a} + 67 8%)]} +

_ 22 . _
—x*M?¢, &3 {Af‘l‘m [(Pi+0D—2(a;Q1a,+
+ o, P by +P, 6, 62a,—Q, 0,6, b))+ At (o} + 6% 3%)]}'*‘ (39)
018,02 —0,6,017) [= a —
+ ( 1&2; —1); 2017) (P, A12 0. L A2 (5182)+
— b
N 6161‘02 (_ b1 F 017 (Pz QZ AZ)
i1 (& 2A2 BT e
61 81 62827 2 1"2—‘5 2 l 2
e oy e S Tl

Podstawiajac szeregi (8) i (10) do ukladu réwnan (7) przy y{® = y{®> = 0 otrzymujemy

YOIy = —v2xMed ps — 8, 6,9, ¥ — 0,03 P cos 27+ (40)
+920, cost+»2 Py sint '
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YR 4031y = —via y0 Myt [0 Y5+ E00) = 28, £, 00T+

o 7 7
— 8,7, [81 (—ziy‘2°’+y‘z")—ezy1 ]+9 v =40 = y§)cos 2T+ (41)

+aviQ cosT+avi P sinT

PO +¥ = 0 (42)
FO4pED = — ey — M YO~ 8, 6,57 ~ g yicos 2t +
43
+chosr+stmr (“43)
PR HYD = — aa P —ay 58— xMed (o Y9+ 20980 — 2, 6, ¥+
o
_51,,1 [81( 21 y(°)+y‘“)~agy(”]+92(y&” y(”—otxy(zo))00321+ (44)

+ 0y Q,co8 T+ oy PysinT

Postepujac analogicznie jak w przypadku poprzednim przy zatozeniu, ze P, = éz znaj-
dujemy

%100, = * Q2 ;{ (03 5— 251)"’ Q2 ]/92(024'252 51)+ QZ (45)

PD = ._% yMe? A2 +—é— yMe%(a?—b3)cos2t +
(46)

+ i xM51 a,bysin2r+-—

3 (azcos3t+b,sin371)

16 ez
Wykorzystujac zaleznosci
2 p2 2(ézaz+ﬁzb2—a1A%)
a;~b3 = :
02
ézbz“ﬁzaz— 0,6, 43
02

I

ab,

otrzymujemy rowniez

_ 7 _ _ —
. = szzs‘z' {A%—TQ%— [Q%+P%—2(de2a2+a1P2b2+62€1Q2b2+
— 0,5, Pyay)+ A%(a} + 63 &2 ]}*8? £2 x> M? {A§+—22v—1 [0%+P3+
i—9e3

“2(°‘1Q2ﬂ2+°ﬂ11’2b2+52 51Q2b2"52 & Pz“2)+A2(°‘1+62 31)]}

5 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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6. Przyklad liczbowy i badania analogowe

Badania analityczne zilustrowano przykfadem liczbowym przyjmujac nastgpujgce
dane:

‘N
M =200 [kg], k = 60000 [N/m], n = 100 l‘mi]
m =100 [kgl, ¢, = 150000 [N/m], wux = 0,4 [1/m],
4o = 0,01 [m].
Na podstawie (4) obliczono
Py = 143182 [1s], p, = 46,8507 [1/s]

Wykorzystujgc wyniki analityczne oraz zaleznosci (5) sporzadzono wykresy amplitud
AL, AD, AP, 48D odpowiadajace wspolrzednym z, i z, oraz wartodci bezwzglednych
przemieszezen §rodkéw drgan |X, | i |X,,| obu mas w przypadkach braku i wystgpowaniu
wymuszenia zewnetrznego. Wielkoéei te przedstawiono w funkcji rozstrojenia czestosci
wymuszenia parametrycznego o zgodnie z zaleznoicia

2
A2 = (—:%) = 1+a

W celu sprawdzenia poprawno$ci badan analitycznych przeprowadzono badania
analogowe na maszyniec MEDA 43H. Badaniom analogowym poddano uktady réwnan
rézniczkowych wyrazonych we wspolrzednych uogélnionych z, i z,, przy automatycznej
zmianie ® — czgstosci wymuszenia parametrycznego. Pisak rejestrowal graniczne wartosci
wychyled kreslac obwiedni¢ amplitud. W celu okreSlenia przedziatéw dwuznacznosci
rozwigzan rejestracje analogowa przeprowadzono przy zwigkszaniu, a nastgpnie zmniej-
szaniu wartosci w. Z tego tez wzgledu symulacja analogowa spelnita réwniez role badan
statecznosci rozwiagzan.

Wyniki badan analogowych przedstawiono lacznie z wynikami badad analitycznych,
nanoszac na osiach odcigtych wartoéci w oraz odpowiadajacych im wartoéci rozstrojenia
czgstosel .

Na rysunkach przedstawiajacych wykresy amplitud w funkcji czestosci, literami ,,a”
oznaczono krzywe odpowiadajace amplitudom drgan ukiadu bez wymuszenia zewnetrz-
nego, natomiast literami ,,6”” — krzywe dotyczace amplitud drgah ukladu z wymuszeniem
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Rys. 10

zewnctrznym. Wyniki badan dla przypadku rezonansu wzglgdem czgstosci drgan wiasnych
p1 przedstawiaja rysunki 2, 3, 41 5.

Wyniki badan dla przypadku rezonansu wzglgdem drugiej czgstosci drgan wiasnych
p, przedstawiaja rysunki 6,7, 8 i 9.

Rys. 10 przedstawia przykiadowo przebieg czasowy drgan zarejestrowany w trakcie
badaii analogowych. Ilustruje on przesunigcie srodka drgaf.

7. Analiza wynikéw badai i wnioski kofcowe

Przebiegi krzywych amplitudowych otrzymanych na drodze rozwazai analitycznych
oraz symulacji analogowej §wiadcza o dobrej zgodnoéci wynikéw obu rodzajow badan,
a tym samym o poprawnoéci dociekan analitycznych. Jedynie dla amplitud drgan masy M
przy samym wymuszeniu parametrycznym i rezonansie wzgledem p, rozbiezno$¢ tych
wynikéw wynosi okolo 12%.
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Krzywe amplitudowe dla ukiadu z nieliniowa sprezystoscia typu kwadratowego od-
chylajg si¢ w strone mniejszych czestosci wymuszenia drgan, tak jak w przypadkach migk-
kiej charakterystyki sprezystosci z nieliniowodcia szeScienng. Najwigksze amplitudy
drgan statecznych stwierdzono dla dolnej masy m przy rezonansie wzglegdem drugiej
czestodel drgan wiasnych p,, zaréwno w przypadku samego wzbudzenia parametrycznego,
jak réwniez jednoczeénie dzialajacego z nim wymuszenia kinematycznego. Szerokoéé
obszaru niestatecznoéci parametrycznej w przypadku rezonansu wzgledem drugiej czestodci
drgan wlasnych p,, jest okoto 7,2 razy wigksza od szerokosci obszaru dla rezonansu wzgle-
dem czgstosei p, . Poréwnujac prawe galezie krzywych amplitudowych ,,a” i ,,6” — odpo-
wiadajacych rozwigzaniom statecznym — nalezy stwierdzi€¢ znaczny wplyw wzbudzenia
parametrycznego na wartosci amplitud drgan.

Unaocznia si¢ to tendencjg do zblizania si¢ obu tych krzywych wraz ze zmniejszaniem
czestodel w poczawszy od prawej granicy obszaru niestatecznosci parametrycznej. Na
przykiad, dla rezonansu wzgledem drugiej czestosci p,, amplituda drgan, przy o = 0 masy
m w przypadku dzialania samego wymuszenia parametrycznego stanowi okoto 82% war-
tosci amplitudy przy jednoczesnym dziataniu obu rodzajéw wymuszen, natomiast dla
masy M udziat ten wynosi okoto 80%.

Podczas symulacji analogowej — spelniajace] réwniez rol¢ badan stateczno$ci — nie
stwierdzono drgan odpowiadajacych lewym galeziom ,,a” teoretycznych krzywych ampli-
tudowych. Swiadczy to o tym, ze drgania przedstawione tymi krzywymi s niestateczne.
Poniewaz badania analogowe przeprowadzono przy ciaglym zwigkszaniu, a nastepnie
zmniejszaniu wartoéci w, w rezultacie otrzymano obwiednie amplitud drgan statecznych.

Na rysunkach, wzdhuz krzywych amplitudowych oznaczono strzatkami kierunki ruchu
pisaka, a tym samym zmian wartosci amplitud wraz ze zmiang czgstosci w. Stwierdzono
przy tym przeskoki-amplitud wystepujace w miejscach zaznaczonych strzatkami pionowymi.
Rezultaty te potwierdzaja znana w teorii drgan zasade zrywania amplitud wzdtuz piono-
wych stycznych do krzywych amplitudowych.

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach (rys. 4, 5, 8,9) bezwgledne wartoéci
przesunigé rosng wraz ze zmnigjszaniem czgstodci w. Dla rezonanséw wzgledem p, i p,
bezwzgledne wartoéci przesunigé dla masy M sa wigksze od masy dolnej m.
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Peswme

KOJIEBAHVSI CHUCTEMbBI C HECMMETPHUYECKOM XAPAKTEPHUCTHKOM YIIPYT'OCTH
MPU TTAPAMETPHYECKOM M BHEITHEM BO3IENCTBUU

B paGoTe nccneaylores KosleGaHUs CUCTEMBI IIPH ABYX CTENEHAX CBOGOAEI C HENMHEHHON yIIPyroCThIo
KBaJPaTHYHOro THNA, a TAIOKe C JIMHEHHLIM 3aTyXaHWeM NPH NapavMeTpUUeCKOM Bo30YMXAeHMH neicIBy-
IOLMM COBMECTHO C KHHEMATHUECKHM BO3JeHCTBHEM.

AHanmTHUeCCKIE UCCICHOBAHNA MPOBEAEHD! C HCIIOIL30BAHUEM IePTYPOALMOHHOr0 METOMIA.

TIpaBHIBHOCTL PE3YNBTATOB AHAJMTHUECKHUX HCCIICAOBAHH, 4 TAKMKE MCCIIEAOBAHUS YCTOHYMBOCTH
NIPOBECHBE NYTEM AHATOTOBOW MMMTALMH.

Summary

THE VIBRATIONS OF THE SYSTEM WITH NONSYMMETRICAL CHARACTERISTICS OF
THE ELASTICITY UNDER THE PARAMETRIC EXCITATION AND EXTERNAL EXERTION

In this work the vibrations were considered of the system of two degrees of freedom with nonlinear
quadratic type elasticity and linear damping under the parametric excitation and simultaneous kinematic
exertion.

Analytical examinations were proceeded by the method of perturbation. The correctness of the re-
sults of analytical considerations and stability examination were proved by means of an analogue simula-
tion.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 24 paidziernika 1983 roku
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1. Wstep

W analizie drgan parametrycznych istotna role ma uwzglednienie wplywu obcigzenia
statego. Wplyw sily statej na drgania parametryczne w ukiadach dyskretnych byt badany
przez autora, a wyniki tych badan przedstawiono mi¢dzy innymi w pracach [5, 8, 9, 10].
W pracach autora i E. Kaminskiego [5, 10] wykazano, Ze w liniowym réwnaniu drgan
parametrycznych z obciaZeniem (tzn. réwnaniu Mathieu ze stalg sila po prawej stronie)
wystepuje dodatkowa rodzina rozwiazan opisujaca drgania parametryczne o wlasnosciach
odmiennych od podstawowych drgaf parametrycznych. Wzmocnienia rezonansowe wy-
stepuja przy stosunku czestosci:

L 1,2, 1)

gdzie: o -— cz2¢stos¢ wlasna, » — czestoéé modulacji parametrycznej.

Wiasnodei drgan tej dodatkowej rodziny sa analogiczne do drgan wymuszonych har-
monicznie o amplitudzie zaleznej od wspélezynnika modulacji parametrycznej. Drgania
tej rodziny majg istotne znaczenie, gdyZ nie moZna ich wyeliminowaé droga zwigkszania
tlumienia. Drgania dodatkowej rodziny drgafd parametrycznych sa stateczne, amplitudy
przy czgstosciach rezonansowych maja wartosci skonczone.

Wiasnosci drgan parametrycznych wywolanych obcigzeniem zewngtrznym o wartosci
stalej w czasie byly analizowane przez autora réwniez w ukladach z nieliniowa sprezystoscia.
W pracach [8, 10] przedstawiono wyniki tej analizy dla dwoch charakterystyk sprezystych:
ciaglej typu x3 i nieciaglej dla ukladu z luzami.

Drgania parametryczne sa rowniez analizowane w ukiadach ciaglych; powstaje wigc
pytanie, czy wplyw obciaZenia jest tak samo istotny dla drgan parametrycznych ukladow
cigglych. Wyjasnienie tego zagadnienia jest celem niniejszej pracy. Celowoé¢ podjecia
takiego problemu jest zwiazana zaréwno z praktycznym znaczeniem drgan parametrycz-
nych zwigzanych z obcigzeniem, jak i z faktem, ze w monografiach poéwigconych w calo-
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§ci drganiom parametrycznym (np. G. Schmidt [12], W. Szemplinska-Stupnicka [13])
problem ten jest catkowicie pominiety.

Analizg przeprowadzono dla dwoch przykladow: drgan gietnych belki wywotanych
sita osiowa i drgaf belki o zmiennej diugoéci. Rozwazono wzbudzenie parametryczne
wywotane funkcjg sinusoidalna i prostokatna. W analizie stosowano metod¢ numeryczng
i metodg $cista (Fouriera). Metoda $cista prowadzi do ciagu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych ze zmiennymi wspolczynnikami, ktére rozwigzano metoda asymptotyczng.

Najwazniejsza zaleta metody $cistej jest mozliwodé jakoSciowego przedstawienia naj-
wazniejszych wnioskow. Jej zastosowanie jest jednak ograniczone do najprostszych przy-
padkoéw drgan parametrycznych uktadéw ciagtych. W monografiach poswigconych drga-
niom parametrycznym sg stosowane przyblizone metody analityczne (np. G. Schmidt
[12], W Szemplinska-Stupnicka [13]), ktérych mozliwosci sa jednak rowniez bardzo ogra-
niczone. W analizowanych w wymienionych pracach uktadach nie uwzglednia sie obcia-
Zen poprzecznych 1 przyjmuje sic znaczne zaloZenia upraszczajace w opisie tlumienia.
Jako funkcje modulacji parametrycznej przyjmuje si¢ jedynie funkcje sinusoidalna. Z tego
wzgledu jednym z celéw niniejszej pracy jest opracowanie metody numerycinej pozwala-
jacej w szczegdlnoscl na analize ukladéw z nieciaglym wzbudzeniem parametrycznym
poddanych obcigzeniu poprzecznemu. Podstawa metody jest aproksymacja dowolnej
unkcji modulacji parametrycznej funkcja odcinkami stala. Rozwigzanie w tym przypadku
otrzymuje si¢ poprzez laczenie rozwiazan otrzymanych dla poszczegélnych odcinkéw
o stalej sztywnosci.

Roéwnania ruchu odcinkdw o stalej sztywnosci otrzymano metoda podziatu ukladéw
na elementy skonczone. Podejécie takie jest korzystne, gdyz pozwala na analizg ukladow
o ztozonych ksztaltach i warunkach brzegowych. Dzialanie metody przedstawiono na
przykladzie analizy drgan parametrycznych belki o zmiennej dlugoéci z prostokatnym
wzbudzeniem parametrycznym. Wnioski otrzymano w niniejszym opracowaniu maja cha-
rakter ogolny i dotycza wszelkich ukladéw ciaglych z wzbudzeniem parametrycznym.

2. Drgania gietne belki wywolane sila osiowa
z uwzglednieniem stalego obciaZenia poprzecznego

Problem drgan gigtnych belki wywolanych sita osiowa bez obciaZenia poprzecznego
jest problemem znanym, a jego rozwigzanie mozna znalezé w monografiach dotyczacych
drgan, migdzy innymi w ksiazce S. Ziemby [21], Z. Osinskiego [11] lub zbiorowej pod
redakcja S. Kaliskiego [2]. Rozwigzania przedstawione w tych pracach zmodyfikowano
tak, aby mozna bylo uwzgledni¢ wpltyw obciaZenia poprzecznego o wartosci stalej w czasie,

Schemat belki z obciazeniem przedstawiono na rys. 1. Przyjeto, ze wiasnosci lepko-
sprezyste materialu mozna opisa¢ modelem Voigta-Kelvina oraz ze sztywno$¢ osiowa jest
nieskonczenie duza.

Uktad moze byé opisany nastgpujacym réwnaniem:

EIo*y(x, 1) *y(x, t) ay3(x, t)

R Ity = E U Y PRNRE Ll

Db Go- @
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W réwnaniu (2) przyjgto nastgpujace oznaczenia:
E— modul sprezystosci podiuzne;,
7 — moment bezwladnoéci przekroju belki,
p — gestos¢ materiatu belki,
F— pole przekroju poprzecznego belki,
T — wspdlczynnik tiumienia zgodnie z przyjetym modelem ttumienia,
P — zewngtrzna sita wzdtuzna (rys. 1) stata co do wartosci i réwna sile zewnetrznej,
go — natezenie obcigZzenia poprzecznego (rys. 1),
t — czas,
¥, x — wspoOlrzedne liniowe (rys. 1),

y=y(x,1)

7

Rys. |

Przyjeto, ze zewnetrzna sita wzdluzna zmienia sie wg zaleznosci:

P = PyP,cosv!. (3)
Rozwiazania réwnania (2) poszukujemy w postaci szeregu funkcji:
. TX
yn(x> t) = T,,(t)(],,(X) = T,,(t)SIHn'—l—. (4)
ObcigZenie zewngtrzne przedstawiamy réwnieZ w postaci szeregu:
. .
. nmx
9o = ZQ,.(t)sm 5 ®)
n=1
przy czym funkcje Q,(¢) nalezy wyliczyé z zaleznosci:
[
1 .
O, = -+ fqosm BTX . ©)
- 2 g l

Po wykonaniu obliczen wg wzordw (6) otrzymano

Mo Gan=13,5..
0, = | 0

0 dan=2,4,6..



244 J. OsINSKI

Podstawiajac (4), (5) 1 (7) do (2) otrzymano cigg rownan:

. 1 ar\*] . 1 nm \*
{T,,(t)'*‘ Q_F [T(-ZTE) :|T,,(t)+ Q_F [EI (—l—-) —(P0+P1 COS’Vt)
2
ar . HTX 4qy . nwx
bl = . = 5..
( ] ) ] T,,(t)} sin ] nreoF sin — dlan=1,3, ®)
Stad dla okreslenia T,(f) otrzymano rownanie:
T () + 2k, To(t) + (1 — ppcosvt) w2 To(t) = Ps, )
gdzie oznaczono:
B "_n)
1" 2QF l 3
Py
,L" Pkru__PO ’
w? = L (Pryn— P )(L ’
n QF krn 0 1 E) (IO)
4q,
P,=-—" dlan=1,3,5..,
noF
P,=0 dlan=2,4,6...,
\ 2
-Pkrn = EI('%TE) ’

gdzie P, — n sita krytyczna statyczna.
Badanie drgan ma sens jedynie w zakresie:

Pp,>Py, n=1,2.., (11)
wobec czego wartosci u,, w2 okreSlone wzorami (10) sa zawsze dodatnie.

Z réwnania (8) jest widoczne, ze w przypadku drgai parametrycznych belki z obcig-
zeniem otrzymujemy do analizy nie réwnania Mathieu, lecz odpowiadajace im réwnania,
ale z sila po prawej stronie. Réwnania niejednorodne wystepuja jednak tylko dla niepa-
rzystych wartoéci n. Dla wartoéci parzystych otrzymujemy réwnanie jednorodne (réwnania
Mathieu), ktdrych rozwiazania sa znane i przedstawione w podstawowych monografiach
poswigconych teorii drgan (np. [11, 21]). Z punktu widzenia celu pracy istotne jest okre-
$lenie charakteru rozwigzan réwnan niejednorodnych.

Dokiadna analiza rozwigzaf réwnania tego typu zostala przeprowadzona w pracach
[5, 9], gdzie stosowano metode asymptotyczng, przedstawiajac rozwiazanie w postaci
szeregu potegowego wzgledem u oraz metod¢ numeryczng. Zgodnie z wnioskami z wy-
mienionych prac w réwnaniu (8) moga wystgpowaé dwie rodziny drgafi parametrycznych:
podstawowa rodzina drgafn parametrycznych réwnania Mathieu oraz dodatkowa, ktérej
wystepowanie jest zwigzane z silag P,,. Rodzina podstawowa wystgpuje jednak tylko przy
odpowiednio malych wspétczynnikach tlumienia. Zgodnie z wynikami prac [5, 9] pod-
stawowy rezonans parametryczny w okolicy stosunku czgstosei:

= 0,5 "(12)

y
w
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wystapi jezeli spelniony jest warunek:

—%’L > Vn (l 3)

gdzie y, — wspdtczynnik thumienia bezwymiarowego okreslony wzorem:

hy
Vo= - (14)

wll

Korzystajac z zaleznosci (10) otrzymano z (13) po przeksztalceniach warunek:

N

Py > 2 (”T“) ) et ®
Zgodnie z (11) warto$¢ pod pierwiastkiem jest zawsze dodatnia. Wzor (15) okresla warunek,
jaki musi spetni¢ amplituda skladowej harmonicznej wymuszenia, aby wystapil podsta-
wowy rezonans parametryczny. Widoczne jest, Ze najgroZniejszy jest rezonans n = 1,
gdyz prawa strona zaleznosci (15) ro$nie bardzo silnie ze wzrostem n. Jezeli ttumienie
jest dostatecznie duze, to warunek (13) nie jest spelniony, i wowcezas rozwiazanie rownania

(8) skiada si¢ jedynie z dodatkowej rodziny drgan parametrycznych zwiazanej z sila Ps,.
Rozwiazanie w tym wypadkn mozna przedstawi¢ w postaci szeregu rozwigzan:

T,(t) = xg+playcos(@t— @)+ p2lx, +asin(vi—q,)] dlan=1,35.. (16)

Sposéb okreslenia poszczegdlnych skladnikéw rozwiazania przedstawiono w pracach
autora oraz E. Kaminskiego [5, 9]. W przypadku badanym w niniejszej pracy wynosza
one:

_ Yo
/Yst - QFC()% ]
Ao
oF
al - T i
V (w2 —92)? +4h%y?
2,
8P = 77>
n (17)
X, = ig—i cos @, ,
G
a, = 2
2 ’
V (02 —4v?)% + 16 hZv?
2%,
8P = i g

Rozwiazania okreSlone wzorem (16) maja charakter drgan wymuszonych harmonicznie —
wystepuja stateczne drgania okresowe o skoficzonej amplitudzie. Zwigkszenie wspdlezyn-
nika tlumienia nie powoduje wyeliminowania tych drgas, a jedynie ograniczenie ich ampli-
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tudy. Czestosciami rezonansowymi sg czestosci okreslone wzorem (1): podstawowy rezo-
nans wystapi w strefie » = w,, czyli:

v = ]/;—F(Pm'Po) (l;“) (18)

Nalezy rowniez zwr6ci¢ uwage, ze wystgpowanie dodatkowych drgan parametrycznych
zwigzanych z obcigZzeniem jedynie dla nieparzystych wartoédci # nie jest zaleznoscia ogdlng
wystepujaca we wszelkich ukfadach ciaglych ze wzbudzeniem parametrycznym, lecz
wystepuje jedynie w uktadach z warunkami brzegowymi, takimi jak na rys. 1. W rozwia-
zanym w rozdziatach 3 i 4 przykiadzie uktadu z innymi warunkami brzegowymi wystepuje
réwniez rezonans dla wartosci parzystych (n = 2).

3. Drgania gietne belki o zmiennej dlugo$ci

Drgania gietne belki wywolane zmiang w czasie jej dlugosci zostaly przeanalizowane
w pracach J. Zajaczkowskiego, J. Lipiniskiego i G. Yamady [17, 18, 19, 20]. Schemat ukladu
przedstawiono na rys. 2. W badanym ukladzie mozliwe sa dwie sytuacje. W pierwszej
belka jest nieruchoma w kierunku osi X, a zamacowanie wykonuje ruch okresowy w kie-

yununnnnl)
T/% Lt

runku osi X, w drugiej zamocowanie jest nieruchome, a ruch okresowy wykonuje belka.
Przyjeto dla obu wymienionych przypadkdéw, ze dlugosé swobodna belki (tzn. odlegtosé
migdzy koncem swobodnym belki a poczatkiem zamocowania) zmienia si¢ okresowo
Wg Wwzoru:

o) = lo(1= (1)), (19)
gdzie: I, — dlugos¢ érednia belki, /(¢) — dowolna funkcja okresowa.
Parametr 4 musi by¢ zawarty w zakresie:

0<p<l. (20)

Wilasnoéci materiatu opisano modelem Voigta-Kelvina. W pierwszym z oméwionych po-
wyzej przypadkow (belka nieruchoma) uktad moze byé opisany réwnaniem:

a4y ays aZy

El 5+ 5 5z ~ 2o @1

+oF
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z warunkami brzegowymij:

(1), t) =0,
M, 1) _ 0
ox ’
20, 1) _ (22)
dx? ’
92y(0, t)
g =0

Przyczyna wzbudzenia parametrycznego jest w tym przypadku okresowa zmiennosé
dhugodci belki. W drugim z oméwionych powyzej przypadkéw (betka ruchoma, nieru-
chome zamocowanie) uklad moze by¢ opisany réwnaniem:

ET

4 5 a 121 2
S e+ x (P i o) TOT G = g @
z warunkami brzegowymi w postaci (22). Rownanie (23) zapisano korzystajac z pracy
Z. Zajaczkowskiego, J. Lipinskiego [18]. W réwnaniach (21) i (23) przyjeto oznaczenia
analogiczne do oznaczen w rownaniu (2), W réwnaniu (23) w stosunku do réwnania (21)
wystepuje dodatkowy wyraz, ktory fizycznie przedstawia osiowa sile bezwladnosei belki
ruchomej. Sita bezwladnosci jest okresowo zmienna w czasie, a wiec jest rOwnieZ przyczyna
wzbudzenia drgan parametrycznych. Analiza przedstawionego zagadnienia przeprowadzo-
na w pracach J. Zajaczkowskiego, J. Lipinskiego, G. Yamady [18, 19, 20] dotyczyla wy-
lacznie problemu statecznosci parametrycznej, wobec czego wplyw stalego w czasie ob-
cigZzenia a nie byl w niej uwzgledniony (g nie wplywa na stateczno$¢). Ponadto wyniki
przedstawione w pracy [18] sg bardzo uproszczone — pomija si¢ wplyw tlumienia, a wzbu-
dzenie parametryczne jest wywolane jedynie funkcja sinusoidalng. W niniejszym opraco-
waniu podjgto préobe rozwiagzania réwnania niejednorodnego (z uwzglednieniem obcig-
Zenia q), uwzglgdniajgc réwniez tlumienie.

Ze wzgledu na ztoZzono$é problemu analiz¢ ograniczono do pierwszego z oméwionych
powyzej przypadkéw badanego ukiadu (ruchome zamocowanie, belka nieruchoma),
a wigc do analizy drgan parametrycznych wywolanych okresowa zmiang dhugosei belki.
Problem drgah parametrycznych wywolanych osiows sila bezwladnosci zostanie rozpa-
trzony oddzielnie ze wzglgdu na zlozony i nieliniowy charakter tego wymuszenia. W kon-
sekwencji postawione zadanie sprowadza sig do rozwigzania réwnania (21). Problem
ten jest jednak bardzo ztozony ze wzgledu na wystepowanie zmiennych w czasie warunkéw
brzegowych (22). Zadanie mozna sprowadzié¢ do problemu ze stalymi w czasie warunkami
brzegowymi, dokonujac zamiany wspolrzednych za pomoca podstawienia:

x = zI(). (24)

Po wykonaniu przeksztalcen zgodnie z (24) otrzymano réwnanie:

[ 1], a1 o 2%y oloy 1 &
7 e L N ooy 1 ar)_ |
oz* [1(’)] e [I(f) 324]T+QF a7 T 5% 0Zar| = 9 (25)
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z warunkami brzegowymi:

y(l, t) = 0’
ay(l, 1)
e O
20,0 _, (26)
dz2 -
*y(0,1)
s =0

Widoczne jest jednak, Zze po wykonaniu przeksztalcenia (24) otrzymano stale w czasie
warunki brzegowe (26). Przeksztalcone réwnanie otrzymato jednak zlozona postaé prak-
tycznie niemozliwg do rozwigzania przyblizonymi metodami analitycznymi. Konieczne
jest wigc zastosowanie metody numerycznej. Jej podstawa jest aproksymacja dowolnej
funkcji modulacji parametrycznej f(¢) (wzér (19)) funkejg odcinkami stata. Rozwigzanie
w tym przypadku mozna uzyskaé drogg taczenia rozwiazan liniowych. Rédwnania ruchu
dla poszczegolnych odcinkow liniowych otrzymano droga podzialu belki na elementy
skoriczone. Sposob podziatu na elementy i tworzenia macierzy sztywnosci, bezwladnodci
i thumienia opracowano na podstawie monografii J. Szmeltera i zespolu [15].

Przyjeto podziatl ukladu na elementy belkowe. Przy tworzeniu macierzy sztywnosci
uwzgledniono jedynie napreZzenia wywotane momentem gnacym. Pominigto wplyw sity
poprzeczne;j.

W macierzy bezwladnosci przyjeto wspdétczynniki mas odpowiadajace wspotrzednym
liniowym i momenty bezwladnoéci odpowiadajace wspdirzgdnym katowym. Sa to wige
zalozenia nieco ogdlniejsze (uwzglednienie momentéw bezwladnosci) niz w réwnaniu
technicznym belki. Pierwszym etapem rozwigzania jest analiza zagadnienia wlasnego dla
poszczegblnych odcinkéw liniowych. Drugim etapem jest okrelenie rozwigzan dla po-
szczegbinych odcinkéw liniowych, Etap ten jest wykonywany réznymi metodami w zalez-
nosci od przyjetych zalozed. W przypadku ogélnym korzysta si¢ z numerycznych metod
rozwigzywania rownan ruchu (konkretnie z metody Rungego-Kutty czwartego rzedu).

Najkorzystniejsza jest sytuacja, gdy mozna zalozy¢, Ze uklad spelnia warunki roz-
przegania. W szczegdlnosci wymaga to przyjecia, Zze macierz tlumienia jest proporcjonalna
do macierzy sztywnosci lub bezwladnodci, lub tez przyjecia, Ze postacie drgan s3 nieza-
lezne od tlumienia (metoda modalna — oméwiona w monografiach J. Kruszewskiego
i zespotu [6]). Thumienia takie sg powszechnie przyjmowane w analizie dynamiki z uzyciem
MES (np. J. Szmelter [14], J. Langer [7], J. Kruszewski i inni [6]). W tym przypadku
uklad réwnan mozna uproscié wprowadzajac wspdlrzedne gtéwne i pomijajac réwnania
odpowiadajace wyZszym czgstosciom ukladu. Przy rozprzeganiu (wprowadzaniu wspodl-
rzgdnych gléwnych) rownan korzystano z prac E. Kaminskiego [4] i autora [9]. Podstawa
do rozprzegnigcia jest analiza zagadnienia wlasnego dla ukladu niettumionego.

Rozwiazania dla poszczegdlnych odcinkéw otrzymano w tym przypadku ze znanych
zaleznosci. Po otrzymaniu rozwiazania we wspolrzednych gléwnych w kofcu danego
odcinka liniowego nalezy dla obliczenia warto$ci wspo6trzednych uogdlnionych opisujacych
stan ukladu wykonaé przeksztalcenie:

x(ty) = T,Ei(ty), )]
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gdzie:

X — macierz kolumnowa wspdlirzednych uogdlnionych

T, — macierz wektoréw wiasnych uktadu w i~tym odcinku liniowym,
tx — czas zakonczenia i-tego odcinka.

Dla rozpoczecia nastgpnego odcinka nalezy wykonaé przeksztalcenie:

Eras(tx) = TOr 1 x(2g), (28)
gdzie:
;.1 — macierz kolumnowa wspoélrzgdnych gtéwnych uktadu w kolejnym odcinku linio-
wym,
T0,,, — macierz odwrotna do macierzy wektoréw wiasnych ukladu w kolejnym odcinku
liniowym.

Po zakonczeniu kazdego kolejnego odcinka nalezy wykonaé przeksztalcenie analogiczne do
(27, 28). ‘

Program przygotowano w ten sposéb, aby po jednokrotnym rozwiazaniu zagadnienia
wlasnego mozna bylo wielokrotnie znajdowaé rozwigzania dla réznych obcigzen, réznych
czestodci wzbudzenia parametrycznego i rdznych thumied. Jest to istotne, gdyz czas roz-
wiazania zadania wlasnego jest stosunkowo dlugi. Program jest przystosowany do pracy
w trybie konwersacyjnym umozliwiajacym bezposrednio wprowadzenie przez uzytkownika
réznych zestawdéw danych. Wyniki moga byé wyprowadzane na drukarke lub bezpoérednio
na rejestrator przygotowujacy wykresy rozwiazan.

4. Przyklad numeryczny

W pracy przedstawiono rozwiazania dla ukladu z rys. 2 z danymi liczbowymi:

dhugosé srednia belki (wzor 19) I, = 0,92855 m,

wymiary przekroju: b = 0,02 m; / = 0,02 am,

wspblezynnik zmiany dtugosei (wzér 19): u = 0,0714 , (29)

modut Younga E = 2,1-10** N/m,

gestodé materiatu: o = 7850 kg/m3,

W przykladzie zbadano problem wzbudzenia parametrycznego funkcja nieciagla,
tzn. przyjgto, 2e po przesunigciu ruchomego zamocowania ‘(rys. 2) z jednego poloZenia
skrajnego w drugie nastapi zatrzymanie, a nastgpnie rozruch i przesunigcie w druga
strong. Odpowiada to funkcji /(1) przedstawionej na rys. 3. Jezeli sterowanie ruchem jest
takie, Ze spelniona jest zaleznosé:

tl < t2: (30)

to funkcje z rys. 3 mozna przyblizyé funkcja odcinkami stala ztozona z dwéch odcinkéw
(funkcjg prostokatna). Zgodnie z oméwiong w poprzednim rozdziale metoda w pierwszej
kolejnosei rozwiazano zagadnienie wlasne dla ukiadéw réwnan opisujacych dwa odcinki
liniowe. Wymagato to okredlenia czestosci wlasnych i wspolczynnikéw postaci drgan dla
belek o dtugosciach:

Imax =1 m,

' 3
I, = 08571 m. (3D

6 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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Obliczenia przeprowadzono metoda Jacobiego, korzystajac z programow przedsta-
wionych w ksigzce J. Szmeltera [14]. Przy doborze ilosci elementéw potrzebnych dla roz-
wigzania zagadnienia wlasnego korzystano z wnioskéw z pracy Z. Dzygadly, J. Blaszczyka
[1]. Konkretnie przyjeto podzial belki na n = 7 elementéw. Dokladno$é oceniono przez
poréwnanje wynikéw z warto$ciami obliczanymi na podstawie rownania technicznego

k(1)

ty

1, t

Rys. 3

belki. Wynosita ona ok. 1% dla czestosci podstawowej. Dokladno$¢ ta moze by¢ znacznie
zwigkszona przez zwigkszenie podzialu, jednakze dla celéw niniejszej pracy byla ona
zupeinie wystarczajgca.

W tabeli 1. przedstawiono pierwsze pieé czgstosci whasnych.

Tabela 1
Lp. I odcinek II odcinek
1 103,94 126,61
2 630,66 761,34
3 1702,18 2037,11
4 3196,51 3792,82
5 5045,36 5934,04

Z tablicy widoczne jest, ze czestoéci bardzo szybko wzrastajg, wobec czego po rozprze-
gnigciu réwnan mozna pomingé réwnania wspélrzednych glownych odpowiadajace wyz-
szym czgstosciom. Praktycznie dla uzyskania dobrej dokladnosci wystarczy uwzglednic
dwie pierwsze czestosci.

Po rozwiazaniu zagadnienia wlasnego wyznaczono rozwigzania dla uktadu nieobcig-
zonego (P = 0; g = 0; rys. 2). Stwierdzono, Ze rezonans parametryczny wystgpuje je-
dynie w okre§lonym zakresie malych tlumien. Analize rozwigzan ukladu obcigzonego
(P # 0; rys. 2) przeprowadzono w zakresie ttumieni, w ktérych nie wystgpowal podstawo-
wy rezonans parametryczny (uktadu nieobcigzonego). Stwierdzono, ze charakter rozwigzan
silnie zalezy od przyjetego modelu thumienia. Przyjecie modelu Voigta stosowanego w pracy
[18] nie jest celowe, gdyz prowadzi to do macierzy ttumienia proporcjonalnej do sztywnosci.
Wspélczynniki tlumienia rosna wéwczas proporcjonalnie wraz z czestociami wlasnymi,
i w ukladzie wystapia jedynie rezonansy najnizszych czestosci. Podobnie niekorzystne
jest przyjecie modelu tlumienia masowego (macierz tlumiefi proporcjonalna jest do ma-
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cierzy bezwladnosci, gdyz prowadzi to do malejacych z czestoécia wspdlczynnikéw thu-
mienia). Celowe natomiast jest przyjecie wspolczynnikéwsttumienia zgodnie z metoda
modalng [6], przyjgcie macierzy tlumienia jako sumy sktadowych proporcjonalnych do
macierzy sztywnosei i bezwladnosei lub przyjecie dowolnych tlumien i znajdowanie roz-
wigzan metoda Rungego-Kutty. Przygotowane w niniejszej pracy programy pozwalaja
na analize ukladéw, w ktorych wystepuja wszystkie wyZej wymienione rodzaje ttumienia.
Jako przyklad przedstawiono analiz¢ rezonansowa w ukladzie z rys. 2 z obcigZeniem
sita o wartosci:

P = ION (32)

w otoczeniu dwdch podstawowych czestosci wiasnych (tab. 1) dla thumienia bedgcego suma
sktadowych proporcjonalnych. Przyjeto, Ze wymiarowy wspoiczynnik tlumienia jest staty
w obu odcinkach liniowych. Wobec tego wspdlczynniki tlumienia bezwymiarowego
okre$lone analogicznie do wzoru (14) réznity sie w obu uktadach, gdyz roznity si¢ cze-
stofci wlasne. W obliczonym przykladzie bezwymiarowe wspétczynniki tlumienia dla
dwoch pierwszych podstawowych czgstosci wynosity:

{yl = 0,09182 {yl = 0,11180

v, = 0,11189 y, = 0,13507 (33)

Otrzymane rozwigzania mialy charakter analogiczny do drgann wymuszonych sita harmo-
nicznie zmienna. Mialy one (w odréZnieniu od drgan parametrycznych ukfadu nieobcig-
zonego) skonczone amplitudy. Zalezno$¢ amplitudy od czgstosci wymuszenia parametrycz-
nego przedstawiono na wykresie rezonansowym na rys. 4,
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Z wykresu widoczne jest, Ze istotne znaczenie maja jedynie rezonansy gléwne wyste-
pujace w otoczeniu stosunkow czgstosei:

Ly 222, (34
» »
Najwigksze amplitudy wystepuja dla czgstosci nieznacznie nizszych niz okreslone wzo-
rami (34). Jest to zwiazane z wystgpowaniem w ukladzie thumienia, ktérego wplyw na wa-
runki rezonansu jest identyczny jak dla drgan wymuszonych sita harmonicznie zmienna.

W otoczeniu wartosci:
w Wy
L =05 —==05 (35)
v »
nic stwierdzono wystepowania wzmocnienn rezonansowych. W otoczeniu rezonansdéw
pobocznych:
w; w;

- (36)

y v

stwierdzono wystgpowanie nieznacznych wzmocnied rezonansowych. W otoczeniu re-
zonansu kombinowanego
w;+w, 1 Wy +wy
v ’ v

=2 (€1))

nie stwierdzono wzmocnien rezonansowych.

Przyczyng niewystepowania w obliczanych wynikach wzmocnien dla rezonanséw kom-
binowanych i bardzo nieznacznych wzmocnien w okolicy rezonanséw pobocznych jest
fakt wystepowania w ukladzie ttumienia, ktére bardzo silnie wplywa na wygaszanie wy-
mienionych rezonansow. Wykonane dodatkowo obliczenia numeryczne wykazaty, ze
wzmocnienia rezonansowe w okolicy stosunku czestoéci okreslonym zgodnie ze wzorem
(37) (rezonans kombinowany) wystepuja jedynie dla bardzo matych wartoéci wspélczynni-
kow tlumienia. Uklady, w ktérych wystepuje tak male thumienie, nie majg praktycznego
znaczenia, wobec czego nie przeprowadzono doktadnej analizy drgan w takich uktadach.

Jakoéciowy charakter wynikéw otrzymanych w obliczonym przykiadzie jest zgodny
z wynikami analizy przeprowadzonej w rozdziale 2 z uzyciem przyblizonych metod ana-
litycznych. Zakres zastosowania metody numerycznej moze byé jednak niepomiernie
wigkszy, w szczegdlnosci przy obliczaniu drgan w uktadach o ztozonych ksztattach i nie-
typowych warunkach brzegowych.

5. Whioski

Stwierdzono, ze w ukladach ciaglych ze wzbudzeniem parametrycznym poddanych
stalemu obciaZeniu poprzecznemu wystgpuje dodatkowa rodzina drgan parametrycznych,
Wlasnoéci drgan tej rodziny sa analogiczne do wlasnosci drgain wymuszonych harmo-
nicznie. Drgania sa stateczne, a amplitudy maja wartosci skoficzone. Wielko§¢ amplitud
wystepujacych w drganiach tej dodatkowej rodziny drgan parametrycznych jest uzalez-
niona zaréwno od warunkéw brzegowych badanego uktadu, jak 1 od rodzaju wystepuja-
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cego tlumienia. Znaczenie praktyczne dodatkowej rodziny drgai parametrycznych jest
zwigzane z tym, Ze rozwigzania okresowe wystgpuja niezaleznie od wartoéci ttumienia.
Zwickszenie wspotczynnikoéw thumienia nie powoduje wyeliminowanych drgan, lecz je-
dynie ograniczenie ich amplitud. Dla porédwnania drgania podstawowej rodziny para-
metrycznej wystgpuja jedynie przy stosunkowo matych wspétczynnikach ttumienia. Przed-
stawionc w niniejszej pracy metody moga by¢ zastosowane do wyznaczania granicznych
wspotezynnikéw thumienia, przy ktérych wystepuja drgania parametryczne rodziny pod-
stawowej — ze wzgledu jednak na obszerno$¢ zagadnienia bedzie ono tematem odrebne;j
publikacii.

Przedstawione wnioski otrzymano w pracy dla réznych ukladdéw drgajacych (belka
obcigzona sita osiowa i belka o zmiennej dlugosei) dla réznych wzbudzed parametrycz-
nych (ciagte — sinusoidalne, nieciggle — prostokatine), réznymi metodami (asympto-
tyczna i numeryczna z podziatem belki na elementy skorczone). Matematycznie badane
zagadnienie sprowadza si¢ do uktadu liniowych réwnan rézniczkowych z okresowo zmien-
nymi wspolczynnikami. MozZna wiec otrzymane wnioski uogoélnié, Zze maja one znaczenie
dla drgan wszelkich ukladéw liniowych ciaglych ze wzbudzeniem parametrycznym. Wy-
daje si¢ rdwniez, Ze opracowana dla celéw niniejszej pracy metoda numeryczna bedzie
miata niepomiernie wigkszy zakres zastosowan niz stosowana najezesciej do analizy ukla-
déw ciggtych ze wzbudzeniem parametrycznym przyblizone metody analityczne. W szcze-
g6lnosci pozwolita ona na uwzglgdnienie réZnych modeli ttumienia, obcigZzenia poprzecz-
nego, wzbudzenia parametrycznego wywotanego funkcjg nieciggly. Wzbudzenie para-
metryczne funkcjg nieciagly jest przypadkiem czgsto spotykanym — przykiadem moze tu
byé przekladnia zgbata. Przyklad zastosowania metody laczenia odcinkami rozwigzai
liniowych do analizy modelu ukiadu napedowego z uwzglednieniem wzbudzei parame-
trycznych w przekladniach zebatych, traktowanego jako uklad ciagly, mozna znalezé
w pracy S. M. Wanga, I. E. Morse’a [16)]. Przedstawione w pracy programy po odpowied-
nich modyfikacjach beda mogly byé zastosowane do analizy drgan parametrycznych
w uktadach napedowych zawierajgcych przekladnie zebate.
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Pezwome

AHATIM3 NAPAMETPHYECKNX KOJIEBAHWI HEIPEPLIBHOW CHUCTEMDBI
C TIOCTOSIHHOY TIONEPEYHOM HAIPY3KOUM C IIPUMEHEHUEM ACUMIITOTUYEC-
KOro METOIA H KOHEYHEBIX 2JIEMEHTOB

B paGore npeAcTaBiIed aHAM3 NAPaMETPHUECKIX KOJeGaumii HEIIPEePHIBHOM CHCTEMBL C HOCTOAHHON
ronepeyHoit Harpyaxo. Paccy)kiedo mBa npumepa: MArHGHBIE KoyeGaHWsT GaNku, BBISBaHHLIE IPO-
JIONBHOMH CHioi, H KoyeGarma GaiKH ¢ HSMEHAIOLIEHCA MIHHOM. B aHAIHM3e NpHMEHEHbI ACHMITTOTHYECKHE
METOJ, M YUCJIEHHBIH METOJ C HMCIONB30BAHMEM KOHEUHBIX 9ieMeHTOB. HalimeHo, uro B cUCTeme mapa-
METPHUYECKHX KOJEOaHM C ITOCTOSHHON IonepeyHoll HArPy3Kod BOSHMKAeT HKOoOABOUHAS CEMbS IApa-
METPHYECKMX KoNeOaHuit co cBOMCTBAMM, aHANOTMUHLIMH CBOMCTBAM TapMOHMUYECKH BBIHYIKIEHHBLIX
KoJsreharmit.

Summary

THE ANALYSIS OF PARAMETRIC VIBRATIONS OF CONTINUOUS SYSTEMS WITH
CONSTANT TRANSVERSAL LOADING BY ASYMPTOTIC METHOD AND FINITE ELEMENTS

The analysis of parametric vibration in a system with constant transversal loading is presented. Two
examples are considered: flexural beam vibrations generated by axial force, and varying length beam
vibrations. The asymptotic method is applied, and numerical method with the use of finite elements. It
has been found that an additional class of parametric vibration exists in the system with parametric exci-
tation. Properties these vibrations are similar to those of harmonic force.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 14 wrzesnia 1983 roku
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1. Wstep

Obserwacja zjawiska elastooptycznego wymaga poddania $wiatta dwukrotnemu dzia-
taniu filtru polaryzujacego: przed i po przejsciu przez dany osrodek elastooptyczny [I]
Drzialanie pierwsze nazywamy dzialaniem polaryzatora, dziatanie drugie — dzialaniem
analizatora. W pracy niniejszej chcieliby$my zwrécié uwage na to, ze w pewnych warunkach
role jednego z filtréw, polaryzatora lub analizatora moze spetnié zjawisko wewnetrznego
odbicia pod katem Brewstera. Jak wiadomo, przy odbiciu pod tym katem nastepuje catko-
wita polaryzacja $wiatla [2].

Po przedstawieniu podstaw teoretycznych zjawiska podamy przyktad, w ktérym dzia-
lanie analizatora zastapione jest przez odbicie wewngetrzne. Otrzymany w ten sposib obraz
elastooptyczny w polgczeniu z obrazem otrzymanym przy prze$wietleniu normalnym moze
stuzy¢ do rozdzielenia naprezen.

2. Efekty polaryzacyjne przy odbiciu promienia $wietlnego
od plaskoréwnoleglej plytki dwojlomnej

Niech wigzka $§wietlna pada pod katem « na plaskoréwnolegta plytke dwdjlomnag —
ofrodek elastooptyczny. Powierzchni¢ plytki, przez ktéra $wiatto wchodzi do oérodka,
nazwiemy powierzchnig przednia plytki; druga powierzchni¢ plytki nazwiemy tylng.
Zajmiemy si¢ tylko ta czescig wigzki, ktéra po zatamaniu na powierzchni przedniej, przejsciu
przez o$rodek, odbiciu od powierzchni tylnej, powtdérnym przej$ciu przez ofrodek i za-
tamaniu na powierzchni przedniej opuszcza plytke po stronie wejSciowej. Wybierzmy z tej
czg$ci wigzki promier éwietlny i zbadajmy zmiany stanu jego polaryzacji po przejéciu
w okre§lony powyzej sposdb przez osrodek elastooptyczny.

WprowadZmy ukiad wspdlrzednych prostokatnych x, y, z, ktérego of z jest prosto-
padla do powierzchni plytki elastooptycznej, o§ x za$§ jest prostopadia do plaszczyzny
padania, tzn. plaszczyzny zawierajacej o§ z i rozwazany promien §wietlny wigzki padaja-
cej. Ponadto wprowadzmy uklady x!, y/, 2%, i = 0, 1, 2, 3, zwiazane z kolejnymi kierun-
kami biegu rozwazanego promienia. O$ z° pokrywa si¢ z kierunkiem promienia padajacego
na plytke, o§ z' — promienia zatamanego, o§ z* — promienia odbitego wewngtrznie
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i z® — promienia, ktéry opuscit ptytke. Osie x', i = 0, 1, 2, 3, sq réwnolegte do osi x

ukladu x, y, z (por. rys. 1). =11 J——
Do przedstawienia sktadowych wektora elektrycznego na poszczegdlnych odcinkach

drogi promienia bgdziemy stosowali ten uklad wspotrzednych, ktérego 0§ z!' pokrywa sie

z kierunkiem biegu promienia na tym odcinku. Przyjmiemy, ze wektor '

E;

E' =
E,

x3

Rys. 1. Plaszczyzna padama $wiatta na plytke plaskoréwnolegla. Kierunki osi x w poszczeg6lnych ukladach
wapdlrzednych, 2 wige x',i = 0, 1, 2, 3 s3 do siebie rownolegte i zarazem prostopadie do plaszczyzny ry-
sunku, stanowiacej plaszczyzne padania

opisuje sktadowe wektora elektrycznego w ukladzie x/, 3%, 2! na poczatku odcinka biegu
promienia réwnolegtego do z*'; a wige wskaznik ,,i” jest taki, Ze wektor E! jest prostopad{sz
do osi 7' Na przykiad wektor
I
£y
opisuje sktadowe wektora elektrycznego zaraz po pierwszym zalamaniu promienia, w ukla-
dzie wspdlrzednych x, y*, z1.
Zmiany stanu polaryzacji promienia wskutek zalamania i odbicia znajdziemy stosujac

wzory Frespela. Celem zwigkszenia przejrzystoéci obliczen wprowadzimy nastepujgce
macierze polaryzacji:

E! =

P A 1,2
o p; s i=1,2,3, . (21)
Tutaj

oL = 2cosasinf L 2cosasinf

7 sin(a+p) Py = sin(a+ B)cos(a— f)

2 _ sin(e—p) 2 tg(x—p)

2 Satemp) e Blamh) 2.2
P Sn@rh) T tgerh) @2
3 _ 2cosfsina s 2cos fsina
Px sin(a+p) ° Py = sin(a+ f)cos(a— f)
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% =, (2.3)
gdzie 8 jest katem zatamania, a n §rednim wspétczynnikiem zalamania osrodka elastoop-
tycznego wzgledem powietrza. Wspdlczynnikiem tym mozemy si¢ postugiwaé przy opisie
zjawiska zalamanija, poniewaz na ogét wartos¢ dwdjtomnosci wymuszonej jest niewielka,
Macierz P! dzialajac na wektor E° przeksztatca go na wektor E! pola fali $wietlnej po
pierwszym zatamaniu. Tak wigc

El — PIEO’
podobnie
E* = P?El, E3 = P3E2,

~ Znikanie sktadowych niediagonalnych macierzy (2.1) zgodnic ze wzorami Fresnela ozna-
cza, ze wskutek samego tylko procesu zalamania (odbicia) sktadowa pola elektrycznego
prostopadla do plaszczyzny padania nie moze zostaé przeksztalcona na sktadowa réwno-
legta do tej ptaszczyzny; nie moze tez zaj$é zjawisko odwrotne. Macierze P! sa szczegdl-
nym przypadkiem uogdlnionych macierzy Jonesa [3]. Ich granicznym przypadkiem sg
macierze

10 0 0
P(0)=’0.0, P(7r/2)=‘01

, 2.4

opisujace dzialanie idealnych filtréw polaryzujacych, ktére przepuszczaja odpowiednio:
skladowa E, lub E, pola elektrycznego [4]. W razie odbicia wewngtrznego pod katem f
spelniajacym warunek Brewstera zachodzi

tgf=1/n, 2.5
a wigc
. 1
sinfl = ———; 2.6)
g V1+n?
to z kolei zachodzi przy kacie padania promienia na ptytke spetniajacym warunek
n
ine = n-sinf = ———! 2.7
sina = n-sinf Vit
a wiec
tga = n. 2.8)
Korzystajac z (2.5) i (2.8) dostajemy
1 1“”%
= =0, 2.9y
tg(a+p) 1
n+7

o oznacza, zgodnie z (2.2),, Ze element macierzowy p; znika:

P2 =0, (2.10).
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Biorac pod uwagg, Ze zgodnie z (2.6 - 2.7)

n 1
cosf = -, COSQ = ———, 2.11
P =i 1+t 21D
mamy
. n*—1 . 2n
sin(a—f) = T sin{fe+p) =1, cos(a—p) = PR
a zatem zgodnie z (2.2) macierze P’ przy zalozeniu (2.5) sa
2
piB 0 n*+1 0
PIB = 18| =
0 P 0 1
n 2.12)
n*—1 2n?
B0 |n2+1 P30 2+l
PZB — — PSB — — .
o o~ o o O B I

Zgodnie z wlasnoécia odbicia pod katem Brewstera, macierz (2.12), dzialajac na wektor
E! pozostawia co najwyzej skladowa w kierunku osi x2 rézna od zera.

Wplyw dwdéjlomnosei pytki plaskoréwnoleglej na stan polaryzacji promienia §wietl-
nego opiszemy, stosujac za Jonesem, macierz wzglgdnego przesunigcia fazowego o kat ¢:

et?2
To@) =|) iz (2.13)
oraz macierz obrotu o kat W wokoét osi z!
. cosy sin
Ri(y) = _Sin:: co ;fp : (2.14)
lloczyn macierzowy
Tp) = R(-p)Ts(@ R (), i=1,2 (2.15)

opisuje dzialanie plytki dwéjlomnej, w ktérej poruszajg si¢ w tym samym kierunku z,
2 réznymi predkosciami, dwa promienie, zwyczajny i nadzwyczajny, o wzajemnie pro-
stopadlych plaszczyznach polaryzacji; przy tym plaszezyzna polaryzacji promienia szyb-
szego tworzy z plaszczyzna x'z' kat v, miedzy za§ promieniem szybszym a wolniejszym
wytwarza si¢ rézoica faz ¢;

2
¢ = ln—m), (2.16)

gdzie / jest dtugoscig odcinka przebytego przez promienie w plytce o grubosci d
[ = djcosf, .17

A jest dlugodcia fali $wiatta w powietrzu, za§ n, i n, sa wspdlczynnikami zalamania, odpo-
‘wiednio promienia szybszego i wolniejszego.
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Szezegdlnym przypadkiem plytki dwojtomnej jest éwieréfaléwka. Dziatanie ¢wierd-
faléwki na promieni poruszajacy si¢ w kierunku z°, jesli jej pierwszy azymut tworzy z ptasz-
czyzna x°z° kat y, opisuje w analogii do (2.15) iloczyn

O(x) = R°(—2%) Té’(g—) R°(%). (2.18)

Znajdziemy teraz zwiazki miedzy skladowymi wektora elektrycznego promienia
Swietlnego przed i po przejciu przez plytke dwojtomna przy zatozeniu (2.5). Rozwazmy
trzy przypadki, roznigce sig¢ stanem polaryzacji poczatkowej promienia.

a) Promief padajacy na plytke spolaryzowany jest w plaszczyznie padania.

Plaszczyzna padania pokrywa sig z plaszczyzng y°z°, a wigc promieri pierwotny o skta-
dowych
E?

E° =
Ey

(2.19)

poddany zostaje kolejno dziataniu polaryzatora (2.4),, zalamania (2.12);, przesunigcia
fazowego (2.15);-1, odbicia pod katem Brewstera (2.12),, przesuniecia fazowego (2.15);_,
oraz zatamania (2.12);.

E3 = P3"T(p) P*2Ty(p) P'2P(rt[2) E°. (2.20
v\P v
Wykonujac kolejno dzialania znajdujemy
E! = p8p(x/2)E° = 015 E9 (2.21)
: y y
e'%l2sinp
E2 = PP T (p)E! = P’ R (— )T, (p) R (y)E' = P*’R'(—y) R Py ES =
2B ips2 —lps2q3 2
px. 0| le'?—e sinpeosy | oo o -
= = Ef%sin+- = .
0 0 |e2sinzy+e~r2costyl P lo Pxpy By sinysindy = | (222)
E* = PITA@)E? = PR )T (p) RX(y)E? =
P3B(e!2cos?y + &7 ¥ 2siny)
_ _ 2, ' 2.2
pi‘”isin%— sin. 2y E (2.23)
I
Natezenie §wiatla zaraz po odbiciu brewsterowskim dane jest wyrazeniem
I? = B2 B = [pipi Efsin® L-sin2y, (2.24)

gdzie (*) oznacza operacje sprzgzenia.

Wyrazenie (2.24), z doktadnoécia do stalych wspolczynnikdw, pokrywa sie z wyraze-
niem znanym z teorii polaryskopu liniowego ze skrzyzowanymi polaroidami.

Natezenie $wiatla po wyjéciu z plytki dane jest wyrazeniem

I = E® - E3* = E2E2* [( p38)2(cos*y + 2 cos psinycosy + sin“y) +

+(P3")25in2%5in22w]=I£2’{(pi")2+[(1’3”)2— 3”)2JSin2%sin22y) (2.25)
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Pordéwnujac (2.25) z (2.24) widzimy, ze przebieg ckstremoéw funkeji 783 jest taki sam jak
funkcji 7. A wige jakosciowo obraz elastooptyczny wywolany odbiciem wewnetrznym
pod katem Brewstera jest taki jak w polaryskopie liniowym. Je§li pominaé staly wspot-
czynnik, to réwniez ilosciowo te obrazy réznia si¢ od siebie niewicle, gdyz sktadnik
m? \?
3By2 Y
o = ()
jest na ogot kilkakrotnie wigkszy od
n?2—1\*
n 3B —
(Py )2—(}7” = ("m) .
Na przykiad dla » = 1,5 odpowiednie wartoci wynosza 1,921 0,33.
b) Promien padajacy na plytke spolaryzowany jest prostopadle do plaszczyzny pa-
dania
Z plytki wychodzi promien o skltadowych

E* = P Ty (p)P** T, (p)P'"P(O)E°. (2.26)

Kolejno znajdujerny

i1
E! = PEP(O)E° = \0 PivED, 227
2 2B71 1 1 2B 1B R0 nips2 2\ Ca—ip/2qin2 1 2
E? = PPT,(p)E! = olP= Px E,(e'%*cos?yp + e~ % %sin*y) = OEx (2.28)
za$
E* = P3¥T2(p)E? (2.29)

dane jest tym samym wyrazeniem co w przypadku a), wzor (2.23), z ta rdznica, ze EZ2
dane jest przez (2.28), a nie przez (2.22). Stad

I = B2 - E** = [p2P ;BEO]Z( n2? sm221,u) (2.30)

co ma analogi¢ w zalezno$ciach teorii polaryskopu liniowego z polaroidami ustawionymi
réwnolegle oraz

I = BB = Igz>{<px")2+[(p;‘*)2 (p2")?psin? -2 smzzw}

- 1,52>{(p38)2 — (P37 — (p3")] (- sinz%)—sinzfly))} : 2.31)

Poniewaz

n—1\?
Py = n? > (g3 — (p°) = (n o ) ,
wigc podobnie jak w przypadku a) przebieg ekstreméw funkcji I$? jest taki, jak If?; ilo-
$ciowe réznice migdzy warto§ciami obu funkeji sa, z przyczyn podobnych jak w a), tez
niewielkie,



ZASTOSOWANIE WEWNETRZNEGO ODBICIA 261

c) Promien padajacy na plytke spolaryzowany jest kolowo. Tym razem

E* = P¥®T.(pP?"T, ((p)P“*Q( )P(O)E0 (2.32)
i1
1 _ plB o_ pisp|__ T T ki 0 _
E!=P Q( )P(O)E P R( 4)To(2)R(4)‘0Ex_
_ pu Y2 |L hpTo 1/2
- 2 1 110 g~ im4 -
_2_ 17.\ ]/ 2 Eé
= plB'/_ |ES = _E? = (2.33)
2 | ip,® E,
Pt

Ej(e'cos®p+ e ' sin?y) +iE, sin2y)sin7
EZ — PZBT';((p)El — PZB —

iE}sin2y sin% + E, (€' %sin*p+ e~ "%/2cos*y)
. 1
= ‘0 p [E,é(e'”‘/zcos21p+e““”/zsinzzp) +iE; sin2wsin%] = ‘0 E? (2.34)
E® = P3P T2(p)E?, (2.35)

jak w przypadku a), wzdr (2.23), z tym Ze teraz E2 dane jest przez (2.34). Stad

~ 2
I® = E2- E2* [pi”ﬁEf] {(p B2+ [(py ") — (px ")2]sm22wsng

2
—pi”p;”sinrpsin2w}, (2.36)
I® = E*-E¥ =] 2{(17‘")2 [(p’;”’)z—(p.%”)zlsinzgsiﬂw}- (2.37)

Zaleznos$¢ I od ¢ i o jest wiec bardziej skomplikowana niz odpowiednie zaleznosci
I 1 I, Celem zbadania charakteru tej zaleznosci zauwazmy, ze dla n = 1,5:

piF = *2‘2“T — 0,615, pif = L _ 0,667, (piF)2 = 0,378, (piP) = 0,446,

pé"py‘” = 0,410,
zatem wklad sktadnika z wspélczynnikiem
(py")* = (px")* = 0,068

do sumy (2.36) nie przewyzsza 20% wkladu pozostalych skladnikéw. Jesli wigc potozyé
w przybliZzeniu

px® = pyB > (0,52 —(piP)

to otrzymamy

I~ [p_%"E,?]z%(l —singsin2y). (2.38
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Jesli idzie o wplyw kata y — parametru izokliny, to I$? jest proporcjonalne do sin2yp,
a nie do sin®2y, jak bylo w poprzednich przypadkach. Zatem przy polaryzacji kotowej
izoklina ujawnia si¢ w spos6b mniej kontrastowy, dzigki czemu wyrazZniejszy jest obraz
izochrom. Fakt ten znajduje potwierdzenie do$wiadczalne.

Przypuéémy teraz, ze jesteSmy w obszarze plytki, gdzie

sin2yp = 1.
Wtedy (2.38) przyjmuje postaé
I = [p2® EYsin? (% - %)

Zaleznos$é¢ od @ w tym wyrazeniu przypomina odpowiednie wzory w przypadkach a) i b);
wstepne przesunigcie fazowe wynosi tu w/4.

3. Efekt elastooptyczny przy skoSnym przeswietleniu

Niech dwéjtomnosé plytki bedzie wymuszona przez pole naprezen o opisane w ukladzie
X, ¥, z, macierzg o skladowych
Oy Oy O
g = ny Gy 0 . (31)
0 0 O

W plytce panuje zatem plaski stan napre¢zenia.

W ukladzie x', p', z! powstalym przez obrét osi wspéirzednych o kat S wokdt osi
x, a wiec przy transformacji

| 0 0
C=10 cosf sinf|, (3.2)
0 —sinf cosf

skadowe tensora napreZenia sa opisane macierza

’

0% Oxy Oyz oy Oyyco8ff — 0y, sinf
o' = 0%, 0y Oyl =| 0,C088 o,co8f —o,sinficos i, N ER)
0%z Oy O —0.,8inf —o,sinfcosf  o,sin?f

Jesli ptytka elastooptyczna, wykonana z materialu o elastooptycznej statej] modelowej K,
przeswietlana jest rownolegle do kierunku 2/, to rzad izochromy dany jest zaleznoscia [5]:

I 1 ' 7 r
m = eoif V (ok—0})* +4072. (3.9
Przypusémy, Zze o$ x jest osia symetrii pola naprezenia (3.1). Na osi symetrii

Oy =0 (3.5
oraz
Oxy =0, (3.6)
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wiec jesli o > oy, co zachodzi zawsze, gdy o, > g,. to
Km' = 2gy 1
m' = (0,—0,cos*f) cosp " (3.7)

Ponadto, przy prze$wietlaniu normalnym, jesli o, > o,, na osi symetrii rzad izochromy
wynosi

m = LK(ox—ay). (3.8)

Rozwiazujac ukiad (3.7, 3.8) wzgledem o, 0, dostajemy znane zwigzki Druckera [6]:

m’'—mcos
m'cosfi—m
G'y = ——si'W' (3 10)
4. Przyklad

Celem przykfadu zbadali§my model tarczy kotowej $ciskanej osiowo. Model wykonany
byl z zywicy epoksydowej, o wspdlczynniku zatamania n = 1,47, ,,. Efekt elastooptyczny
zostal utrwalony w tarczy metodg ,,zamrazania”. Na rys. 2a widzimy obraz izochrom mr
otrzymany przy przeswietlaniu normalnym, a na rys. 2b obraz izochrom w §wietle odbitym
pod katem Brewstera,

g = arctg% = arctg0,680,0. 005 = 34°13},2 “.1)

Rys. 2. Obrazy izochrom wykorzystane w rozwazanym przykladzie: a) Obraz izochrom przy prze§wietlaniw
normalnym, b) Obraz izochrom w §wietle odbitym pod katem Brewstera. Skrécenie obrazu w kierunku
pionowym wynosi cosa = 0,56
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Kat padania §wiatla

o = arctgn = arctg1,47 ;0,01 = 55°46% 11 (4.2)
realizowany byl z doktadroscia do 3°. Nie stosowano cieczy immersyjnej. Wstepna pola-
ryzacja $wiatla byla kotowa, przypadek c).

Przyjmujemy poczatek ukladu wspdhrzednych x, y, z w $rodku tarczy kolowej, o y
pokrywamy z kierunkiem éciskania. W oparciu o obrazy izochrom z rys. 2 i wzory (3.9 - 10)
rozdzieliliémy naprezenia wzdhiz osi x, tzn. wzdtuz érednicy modelu prostopadiej do
kierunku $ciskania. Na rys. 3 przedstawiony jest przebieg funkcji: m = m(x, y = 0),

K
10 S IO ]

4 AN
N
N
\
2‘_ \N‘ngx i
). .
~
1l~\\
0 1 1 3, 1 x

Rys. 3. Wynik rozdzielenia naprezet w tarczy kotowej wzdluz promienia prostopadiego do kierunku sit
zewnetrznych. O§ odcietych na rysunku odpowiada wia$nie temu wybranemu przekrojowi. Przy tym przy-
jeto promiefi tarczy za réwny jednosci. O$ rzednych przedstawia rézne funkcje zbudowane ze sktadowych
naprezenia w jednostkach stalej modelowej K. I tak: — krzywa m oznacza do§wiadczalny przebieg izochrom
otrZzymanych przy prze$wietlaniu normalnym; — krzywa m’ oznacza przebieg izochrom otrzymanych
przez odbicie pod katem Brewstera; — krzywa przerywana (—o,) oznacza przebieg skladowej (—o,)
otrzymany z rozwiazania teoretycznego; — krzywa przerywana o, oznacza przebieg skladowej oy otrzy-
many z rozwiazania teoretycznego; — koleczka oznaczaja wartoéci (—o,) wyznaczone na podstawie m
i m' wg wzoru (3.10); — tr6jkaciki oznaczaja wartosei o wyznaczone na podstawie m i m’ wg wzorn 3.9

m=m,y =0), x =x, wykreéjonych na podstawie rys. 2 oraz przebieg wyznaczo-
nych na ich podstawie funkcji: o, = a,;(x, y = 0), o, = 0y(x, y = 0), stanowigcych szu-
kane rozwigzanie. Naniesiony dla poréwnania przebieg teoretyczny oy, o, zgadza si¢
bardzo dobrze z tym rozwigzaniem.

5. Zakonczenie

Powyzsze wyniki wykazuja, iz korzystajac z wewnetrznego odbicia pod katem Brewstera
mozna otrzymaé obraz elastooptyczny, uzyteczny do doéwiadczalnej analizy naprezed.
SpostrzeZenie to, interesujace samo w sobie, ‘moze znalezé zastosowanie przy obserwacji
zjawisk elastooptyczaych wtedy, gdy wzgledy konstrukcyjne lub ekonomiczne wymagaja
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ograniczenia liczby polaroidéow w ukladzie optycznym, np. przy jednoczesnej obserwacji
duzej liczby czujnikéw elastooptycznych lub obserwacji pod dwoma katami czasowej
zaleznosci zjawiska elastooptycznego. Zrozumiale jest, Zze sposdb uzyskania obrazu elasto-
optycznego przez odbicie Brewstera ma wszystkie wady metody skosnego przeswietlania.
Przede wszystkim sposob ten zawodzi w obszarach duzej koncentracji naprezen.

Ubocznym niejako wnioskiem z powyZszych rozwazan jest wskazanie na znaczenie
zjawisk polaryzacyjnych zachodzacych na powierzchniach granicznych osrodka, a zatem
i na konieczno$¢ ich uwzgledniania przy interpretacji obrazu elastooptycznego.
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Pesome

NPMMEHEHHWE BHYTPEHHEIO OTPAMKEHHI ITON YIJIOM BPIOCTEPA IJIA
PABIEIIEHWSA HAIPSKEHUN B POTOVIIPYI'OCTU

Vcrons3oBado siBIIEHHe BHYTPEHHOrO OTPAKEHMA KON yrioM Bprocrepa fo moiyuesus dhoToynpy-
Toit KapTHHBI. CamMoe OTParKeHHe HCIIONHAECT POk AHANKUIATOPA, TAK YTO TOJNBKO OJMUH NOJSIPOHE — MO~
JIAPH3ATOD HYMEH B aKcnepumente. IIaeTcst TeopHs BOCCTAHOBIIEHHS KApTMHBI, UCIIOJB3YIOWAS 0606~
olesHble MaTpursl hxoHca.

OGpaulenHo BHMMAHHE [2 BO3MOMHOCTE HCIIONE30BaHMA adheKkTa Ko PaselieHMsA HaNpAKeHHit,
HAa OPMHUHIE METOJA KOCOTO NPOCBEUMBAHHS.

Summary

APPLICATION OF INNER REFLECTION AT BREWSTER’S ANGLE TO THE STRESS
SEPARATION IN PHOTOELASTICITY

The offect of the internal reflection at Brewster’s angle is applied to obtain a photoelastic pattern for
stresses in a two-dimensional layer. The reflection itself acts as an analyzer, therefore only one polaroid —

the polarizer is needed in an experiment. The explanation of the pattern formation is presented, using the
generalised Jones matrices.

The possibility of the application of the method to stress separation, on basis of the oblique incidence
method is pointed out. ’

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 listopada 1981 roku
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1. Wstep

Podejmowane dotychczas préby opisu zachowania si¢ materiatu lepkosprezystego
przy okreslonym oddzialywaniu mechanicznym zmierzaja do ustalenia ogélnego zwigzku
miedzy naprezeniami i odksztalceniami oraz ich pochodnymi. Znalezienie takiego zwiazku,
zwanego rownaniem stanu, nastrgcza pewne trudnoéei. Znane sa [1] liniowe lub nielinio-
we opisy poszczegdlnych proceséw, jednak ograniczaja si¢ one tylko do jednego procesu
i nie pozwalaja na wyznaczenie réwnania stanu. Znane przyklady nieliniowych réwnan
stanu [2] nie zawsze pozwalaja na obliczenie przewidywanego zachowania sic materialu
przy dowolnym dzialajacym naprezeniu lub odksztalceniu.

Liniowemu rézniczkowemu réwnaniu stanu odpowiadaja liniowe modele lepkospre-
zystoéci bedace kombinacja elementéw liniowo lepkich 1 liniowo sprezystych. Stosowanie
modeli lepkosprezysto$ci do opisu zachowania si¢ materiatu jest w wielu pracach krytyko-
wane. Spotykang zazwyczaj argumentacj¢ przemawiajacg przeciwko stosowaniu tych
modeli mozna streéci¢ nastgpujaco. Modele lepkosprezystosci symuluja jedynie pod
wzgledem jako$ciowym zachowanie si¢ materian [3,4] i nie moga stuzyé do opisu iloscio-
wego. Przyczyna tego jest fakt duzej rozbieznoéci krzywych eksperymentalnych pelzania
Iub relaksacji z krzywymi analitycznymi bgdacymi symulacja tych proceséw przy pomocy
prostych modeli. Natomiast rozbudowywanie modeli w celu zwigkszenia dokladnodci
aproksymacji powoduje znaczne komplikacje matematyczne, gdyz kazdy nieredukujgcy
si¢ element lepki w modelu podnosi rzad réwnania stanu o jeden. Dlatego w celu uzyska-
nia dokladnego opisu zachowania si¢ materiatu stosuje si¢ tzw. zapis catkowy, tzn. zaklada
sig, ze model reologiczny sklada si¢ z nieskoniczenie wielkiej liczby elementdw, rezygnuje
si¢ ze stosowania réwnania stanu, a zamiast niego uzywa si¢ funkcji lepkosprezystosei,
jak np. widma czaséw relaksacji i retardacji oraz funkcji petzania i relaksacji. Celem ni-
niejszej pracy bylo wykazanie, Ze mechaniczne modele lepkosprezystoéci, mimo ze nie
posiadaja waloru pelnej uniwersalnosci, sa w okreslonych przypadkach dogodnym sposo-
bem symulacji zachowania si¢ materialu réwniez pod wzglgdem ilo$ciowym. Zastosowano
w niej liniowe rézniczkowe réwnanie stanu oraz odpowiadajagce mu modele reologiczne

. dla opisu zachowania si¢ polietylenu wysokocisnieniowego.

Uzyskano dobra zbiezno$¢ krzywych eksperymentalnych zarédwno dla wyjsciowego
procesu reologicznego, ktorym byla proba pelzania, jak réwniez dla procesu weryfikuja-
cego, ktérym bylo wielostopniowe rozciaganie ze stala predkoseia.

7'
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W niniejszej pracy wyliczono réwniez parametry modeli reologicznych oraz parametry
rownania stanu dla polietylenu, ktéry poddany byl obrébcee radiacyjnej w celu poprawie-
nia jego wlasnoSci. Prowadzgc nastepnie badania reologiczne w réznych temperaturach
uzyskano zaleznoé¢ parametrow rownania stanu oraz parametréw modeli od temperatury
1 pochlonietej dawki promieniowania, ‘

2. Opis matematyczny zachowania si¢ materialu lepkosprezystego

Rozwigzujac rownanie stanu o ogdlnej postaci

m

S dic . dle
}-o’ wGie = D b M

j=0

dla szczegélnego przypadku obcigzenia lub odksztalcenia otrzyma sig rownanie procesu
ktory mozna zrealizowaé eksperymentalnie, Procesem tym moze by¢é na przykiad préba
petzania lub proby cyklicznego obciazenia. Do znalezienia rownania stanu konkretnego
materiatu prowadza dwa etapy:

1) wybranie odpowiedniego modelu.

2) znalezienie liczbowych wartosdei jego parametrow, czyli tzw. identyfikacji modelu.

Wybierajac model nalezy rozwazyé, jaki proces reologiczny ma by¢ punktem wyjscia
dla znalezienia réwnania stanu. Istnieje bowiem zasada rownowaznosci modeli [3], dzigki kto-
rej réZne typy modeli dajg takie samo rézniczkowe réwnanie stanu. Z zasady tej wynikaja
wskazowki dotyczace doboru typu modelu do procesu, ktéry ma by¢ tym modelem sy-
mulowany. Wskazdéwki te mozna sformulowaé nastepujaco:

— jesli w procesie reologicznym mierzone jest odksztalcenie £(¢), a napreZenie o()
jest wielkoscia zadang {np. préba pelzania), to wygodniej jest stosowaé model o szerego-
wym polaczeniu modeli podstawowych?® (rys. 1a), je§li natomiast naprezenie o(?) jest mie-
rzone, a odksztalcenie e(t) jest wielkoécig zadang (np. préba relaksacji, rozciggania staty-
cznego, niektore przypadki badant cyklicznych), to korzystniej jest stosowaé model o
réwnolegtym polgczeniu modeli podstawowych (rys. 1b).

a), b)

AddL

Rys. 1. Modele réwnowazne.

1 Pod pojeciem ,,model podstawowy” rozumie si¢ element spregzysty, element lepki oraz model Kel-
vina-Voigta i model Maxwella.
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Modele przedstawione przyktadowo na rys. 1 sq rownowazne, tzn. nalezg do tej samej
klasy i sq reprezentowane takim samym réwnaniem stanu:

ayitage = bietbye )

Stosowanie si¢ do podanych wskazdéwek wynikajacych z zasady rownowaznoéci modeli
pozwala na znalezienie réwnania procesu reologicznego bez wykonywania samego roz-
wiazywania réwnania stanu, co dla bardziej ztozonych modeli jest bardzo Zmudng operacja
algebraiczng. Ulozenic za$ réwnania stanu nie nastrecza trudnosci.

W niniejszej pracy do wyznaczenia parametréw réwnania stanu wykorzystano probg
petzania, ktora jest stosunkowo tatwa w realizacji i w interpretacji wynikéw. W przypadku
pelzania, dia modelu liniowego odksztaicenie catkowite jest superpozycja odksztatcen:
sprezystego natychmiastowego &, stalego w czasie, plynigcia newtonowskiego &y(7) na-
rastajgcego liniowo w czasie oraz odksztalcenia sprezystego opOZnionego eg(?) narasta-

2

S g o

Es

t

Rys. 2. Krzywa pelzania i model reologiczny dla  Rys. 3. Krzywa pelzania i model reologiczny dla
cial z ptynieciem newtonowskim. cial bez plynigcia newtonowskiego.

jacego nieliniowo w czasie, przy czym istnieje grupa materialéw nie wykazujaca sktadowej
newtonowskiej ey(r). Odpowiednie krzywe pelzania i odpowiadajace im modele dla ciat
wykazujacych i nie wykazujacych skladowej newtonowskiej przedstawiajg rys. 2 i 3.

Sprezyna E, symuluje odksztalcenia sprezyste natychmiastowe, tlumik 2, — plynigcie
newtonowskie, natomiast dwuelementowy model Kelvina-Voigta — odksztalcenia spre-
Zyste opoznione,

PoniewaZ pelzapie jest procesem reologicznym, w ktérym mierzone jest odksztalcenie
¢(t), a naprezenie jest wielkcscig zadana, dlatego zastosowano modele o szeregowym
polaczeniu elementéw podstawowych.

W obu modelach przedstawionych na rys. 2 i 3 dwuelementowy model podstawowy
(Kelvina-Voigta) symulujacy odksztalcenja sprezyste opoznione daje, w przypadku pel-
zania, rozwigzanic w postaci funkcji wykladniczej rosnacej. Natomiast krzywe pelzania
rzeczywistych materiatéw pomimo zewngtrznego podobienistwa do krzywej wykiadniczej
nie maja zgodnego z nig przebiegu. Charakter rozbieznosci pomigdzy krzywa ekspery-
mentalna a symulowana modelem dla wickszosci tworzyw wielkoczasteczkowych pokazuje
rys. 4.

Mozna to uzasadni¢ tym, Ze rzeczywisty material charakteryzowany jest widmem
czaséw retardacji [S, 6], model za$§ dwuclementowy odpowiada jednemu takiemu czasowi.
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Doktadna aproksymacj¢ krzywej eksperymentalnej mozna uzyskaé przez szeregowe po-
laczenie duzej ilodci takich modeli, jednak wowczas rzad réwnania stanu staje si¢ bardzo
wysoki. Otrzymuje si¢ wtedy bardzo dokladng aproksymacj¢ samego procesu, jednak
bez mozliwosci praktycznego przejécia do réwnania stanu.

Wydaje sig, ze dodanie do istniejacych modeli (Thomsona-Philipsa i Burgersa) tylko
jednego modelu Kelvina-Voigta, da model pigcio- lub szescioelementowy (rys. 5) zezwa-
lajacy na ustalenie do$é jeszcze prostego réwnania stanu drugiego lub trzeciego rzedu

Eglt)

t

Rys. 4. Rozbieino$¢ migdzy krzywa ekspery- Rys. 5. Modele o budowie szeregowej uzyte do
mentalna i analityczna przy aproksymacji skla- symulacji pelzania materiahu.
dowej odksztalcen sprezystych opédznionych mo-

delem dwuelementowym.

wykazujacego do$é duza zgodnos¢ z eksperymentem. W takim wypadku skiadowa od-
ksztalcenn sprezystych opdznionych jest superpozycja dwoéch krzywych wykladniczych
epo(t) i &gy (2) (rys. 6), z ktorych kazda ma dwa parametry: stalg, okreslajaca wysokosc
asymptoty oraz charakterystyczna stalg czasowg bedaca w tym wypadku czasem retardacji.
Réwnanie tej skladowej ma postad -

g _Eo, g _E
= —\1—-e% iy | DUl N 3
EE( ) EO (1 € )+ E1 (1 e ) ( )
Dobér wystepujacych w tym réwnaniu parametréw, czyli znalezienie takich wartosci

6 0 Ay A . . . . .
ECECECE. (gdzie ¢ = const jest znane), aby krzywa opisana tym rownaniem
[} 1 [} 1

bety

Belt) Egglt) +Egyft)

Rys. 6. Skladowa odksztalceri sprezystych opéznionych jako superpozycia dwéch krzywych o przebiegu
wykladniczym.
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pokrywata si¢ z krzywa eksperymentalng, nastrecza pewne trudnoéci. W przeciwienstwie
do modeli Burgersa i Thomsona-Philipsa, gdzie znalezienie tylko dwéch parametrow
modelu symulujacego odksztalcenia sprezyste opoznione jest proste, tutaj obliczenie anali-
tyczne czterech szukanych parametréw jest klopotliwe. Wykorzystujac wyniki pomiarow
wykonanych dla réznych czaséw otrzymuje si¢ cztery réwnania, ktorych rozwigzanie
metodami analitycznymi jest skomplikowane. Pozostaje zatem numeryczne znajdowanie
parametréw za posrednictwem maszyny cyfrewej. W takim wypadku udaje si¢ znalezé wa-
runek brzegowy w postaci:

ex(c0) = o (Ei + Ei) @
ktory pozwala na zmniejszenie liczby szukanych parametréw z czterech do trzech. Zostalo
to omowione w rozdziale 4.2.

Drugi z dajgcych si¢ wyznaczy¢ warunkow brzegowych w postaci:
b1
(0) = _—

nie nadaje si¢ do praktycznego wykorzystania, gdyz wyznaczenie é5-(0) jako stycznej do
krzywej pelzania w punkcie zerowym obarczone jest bardzo duzym blgdem.

Znalezienie pozostatych dwoéch parametréw A,, E, proponowanego modelu szescio-
elementowego nie nastrgcza trudnodei, poniewaz z wykresu petzania mozna latwo odczytaé
zarowno odksztalcenie g5, jak 1 predko$é plynigcia newtonowskiego éy.

Daje si¢ wigc wyliczyé wszystkie parametry modelu szescioelementowego tworzacego
réwnanie stanu o postaci:

435 +a,0 +a,6+a,0 = by'E +b,E+b,é (6)
gdzie:
az = l= b3 = EZ;
1 1 1 E, E, Ey, E,
= B\ + 54— . =224 M E,,
o FZ(AOHIH)*AI*AO b2 (aoﬂl)l
—_ E EO El - EOE1E2
a, = 10}.1 (E0E2+E1E2+E0E1)+ (}.0 =+ 71—) b1 = —I(;_}.l .
dn = EyE, E,
T oM
Rozwigzaniem tego réwnania dla przypadku pe}zania, tj. gdy o = const, jest:
o =2 a ~E,
= —— f— - _— A 7
&(t) E2 A — 1+ = Eo (1 e )+ Z, (l e ) @)

Roéwnanie (7) jest wigc rownaniem (3) powigkszonym o skladows sprezysta i newtonowska.
Jest ono jednoczesnie rozwigzaniem réwnania (6) dla przypadku ¢ = const. Rozwigzanie
réwnania rozniczkowego trzeciego rzedu wymaga znalezienia trzech stalych, ktore mozna
by wyznaczy¢ na podstawie warunkow poczatkowych. Jest to procedura doé¢ pracochtonna.
Dlatego istotng sprawg jest taki dobér modelu, aby rozwigzanie réwnania stanu mozna
bylo znalez¢ bez wykonywania obliczefi.
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Dla cial usieciowanych stosuje si¢ model piecioelementowy, ktéry ma réwnanie stanu
0 postaci:

a25‘+(11(.7‘+a00=b2:*:'+b1é+b0€ ) (8)
gdzie:
a; =1, by = E,,
1 1 E, E, E, E,
T e SN LA
' 2(/10 /h) o A M e A
] E EE,
a4y = Aot (Eo Ey+E Ey + EG Ey), bo = ;027' .
Rozwiazanie dla przypadku ¢ = const, czyli réwnanie pelzania, ma postaé
o o] _E, o -2ty
T T | Py 8 A=
&(t) foA + z ‘1 c )+ E (1 e ) ©®

Wykonujac proby peizania w réznych warunkach mozna uzyskaé zalezno$é parametrdow
modelu, a wigc réwniez parametréw réwnania stanu od tych warunkoéw.

Dla sprawdzenia poprawnosci znalezionego réwnania stanu nalezy poddaé badany
material innemu typowi obciaZenia niZ ten, ktory postuzyt do jego wyznaczania, na przy-
kiad wielostopniowemu rozcigganiu na maszynie wytrzymatosciowej ze stalymi predko-
$ciami. Celem préby jest porownanie wynikéw eksperymentalnych z wynikami obliczo-
nymi analitycznie przez rozwigzanie rownania stanu dla przypadku & = const. Jest to
przypadek, gdy ¢(¢) jest wielkoécig zadana, o(¢) za§ — mierzona, a wigc odwrotnie niz
w przypadku pefzania. Zgodnie z podang wczesniej zasada nalezy tu zastosowaé model
o réwnolegtym potaczeniu modeli podstawowych, gdyz tylko wtedy bedzie mozna napisaé
réwnanie procesu nie rozwiazujac réwnania stanu. Zgodnie z zasada réwnowaznosci
odpowiednie pary modeli przedstawionych na rys. 7 maja takie same rownania stanu,

a) b)

‘ﬁ
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TYYYYyY

AAAALA
VYVYYY

AE=sil=s
F—win—
if
{EF
T

m

Rys. 7. Modele réwnowazne: a) szefcioelementowe; b) pi¢cioelementowe.
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Zaleznosci algebraiczne migdzy parametrami rownania stanu a parametrami kazdego
z rownowaznych modeli sg inne. W zwigzku z tym mozna napisaé nastepujace uklady

rownan:
— dla modelu szescioelementowego

Budowa szeregowa Budowa rownolegta
as 1= 1
E(1+1+1) E, E EO+E;+E2
@2 A VA VLY T AL L A AL A
£, E E,E, EyE, E(E,
a (EE+EE+EOE2)+——-_( g ——)= Y + Y a7
! ohy T B\ Ay AaL T 28A T MM
EyE I, ESE\E;
a B e——] -
° Aohs Az A5 A2
bs E, = Eg+E +E;
b E(E° E‘) gl L +EE’(1 1)+
2 2 ) ° ‘(xo A AT L
+E} E; ! !
0= 2 AZ)
. EyE E, o 1 N 1 )
' Aoks ot aoxl ot
— dla modelu pigcioclementowego
Budowa szeregowa Budowa réwnolegla
as 1= 1
1 1 Ey, E; E, E;
a E. ——v+-»——)+——-+——— = e
: ’( I T AL T FTART
a ——(EoEr+ E\ Ey+ EoEY) EoEx
0 onl 042 1 2 oLey) = 1(’)1—;“
b, E, = Ei+E;+E;
b E (E° + E‘) Es (i +E3)+ £ (Eo+E3)
1 2 2,0 2,1 _;"(,)— 1 2 2,{ 0 2
b EyE\E, E{E E;
0 Ao Ay 252

Podane uklady réwnan umozliwiaja obliczenie parametréw modelu na podstawie znanych
parametréw modelu jemu réownowaznego, a ‘wiec sa swego rodzaju przejéciem migdzy

modelami réwnowaznymi.

W powyzszych réwnaniach szukane parametry modeli o budowie réwnoleglej oznaczono

12
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Nowe, réwnowazne modele o budowie rownoleglej umozliwiajg napisanie réwnania
odksztalcenia ze staly predkoscia. Tak wigc odpowiednio:
— dla modelu szescioelementowego
2

g ai—ei) (10)

o(t) = &

— dla modelu piecioelementowego
1 £
o(t) = Ezét+é21,(1—e_77') (1)
=0
Jezeli proces rozciagania przebiega wielostopniowo z réznymi predkosciami, wowcezas
Jjego rownanie staje sig bardziej skomplikowane. Nalezy wtedy znaleZé to réwnanie dla
niezerowych warunkéw poczatkowych. Rozpatrzmy na poczatku proces rozciggania
pojedynczego modelu Maxwella przy zatoZeniu, Ze w momencie zerowym, tj. na poczatku
skali czasu model wykazuje skonczone naprezenie o, > 0 (rys. 8).

}o’(t) Z

E
A - -
‘ crlt):cr,j.' +E) (1-5')

t

-

é\.
. o
1307

Rys. 8, Rozciaganie modelu Maxwella dla niezerowych warunkéw poczatkowych.

Réwnanie stanu modelu Maxwella ma postac

i o
Rozwiazaniem tego réwnania dla ¢ = const i dla warunku poczatkowego ¢(0) = o, > 0
bedzie:

E E
ot) = o,e 7' +:s/1(1-e‘7‘). 13)
Poniewaz dla modelu szescioelementowego skiadajacego si¢ z trzech réownolegle polaczo-
nych modeli Maxwella napreZenie catkowite jest w dowolnym czasie suma naprezef po-
szczeg6lnych modeli Maxwella, rownanie (13) mozna dla modelu szeécioelementowego
napisaé w postaci:
2 E E
o(t) = 2 [ax,e_l_:'+'el,(l —e_l_:l)] (14)
=0
Umozliwia ono obliczenie naprezenia w funkcji czasu przy odksztalcaniu modelu szescio-
elementowego ze stala predkoscia ¢ jezeli znane sg sktadowe o,;, calkowitego naprezenia o,
w punkcie, w ktérym zaczyna si¢ kolejna skala czasu.
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Rys. 9 pokazuje przyktadowo odksztalcanie omawianego modelu szeicioelementowego
z roznymi predkosciami, przy czym w szczegblnym przypadku predkosci te mogg byé
réwne zeru (relaksacja) lub mniejsze od zera. Znalezienie skladowych o,; potrzebnych do
obliczen w kolejnej fazie nie nastrgcza trudnoéci, poniewaz napre¢Zenia o;(¢) konczace
poprzednia faze sa naprezeniami poczatkowymi o,; dla fazy nastgpne;.

E El,_&%
aft)
i}

t
E :\ ~ "
7
s T IN =2 j
/Uo(tu)= Oxg | \\\il(lc FO0 =

Taltcd=oig

1a is tc

Rys. 9. Trzystopniowe rozcigganie modelu szeécioelementowego.

I tak np. na rys. 9 naprezenie o(¢p) i jego skladowe o;(¢5) bedace wynikiem rozciggania
od naprezenia réwnego zeru z predkoscia & w czasie #3--1, sq warunkami poczatkowymi,
a wiec o, 1 odpowiednio o,; dla fazy nastgpnej (w tym wypadku relaksacji) rozpoczyna-
jacej sie w punkcie fy.

Z kolei naprezenie ¢(2,) i jego skladowe ¢;(2.) bedace wynikiem tejze relaksacji w czasie
t.— 5 83 warunkami poczatkowymi, a wigc oy i odpowiednio o%; dla nastgpnej fazy (w tym
wypadku rozciggania z predkoscia &' = const zaczynajacego si¢ w punkcie £,).

Dla modelu pigcioelementowego otrzyma si¢ podobny wzor w postaci:

1

Ei

a(t) = 2[axle_T'-i—él,(]—e—%')]+axz+E2 &t. (15)
i=0 .

Wzory (14) i (15) moga stuzy¢ do weryfikacji réwnania stanu. Mozna by je takze wy-
korzystaé przy wyznaczaniu parametréw modelu na podstawie préby odksztalcania ze
stala predkoscia (obejmuje to réwniez relaksacje jako przypadek szczegdlny). Takie po-
stepowanie byloby jednak o wiele bardziej skomplikowane niz w przypadku pelzania.

3. Stanowisko badawcze do préb pelzania

Do wykonania prob pelzania postuzyto stanowisko, zwane pelzarka, ktére zaprojek-
towano i wykonano we wlasnym zakresie [7] i [8].

Gléwna czgéeia tego stanowiska jest prosty uklad dzwigniowy, ktéry zostal optymali-
zowany przy pomocy maszyny cyfrowej, tak aby naprgzenie rzeczywiste w rozciggane
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prébee bylo state przez caly czas trwania préby. Specjalne vrzadzenie pomocnicze zapewnia
plynne zawieszanie obcigZenia ze stala predkoscia, ktora mozna regulowaé. Urzadzenie
to umozliwia takze rejestracje odksztalcenia sprezystego w czasie umownie rownym zeru,

4. Cze$é doswiadczalna

4.1. Material i przygotowanie probek. Do badan uiyto polietylenu wysokoci$nieniowego.
produkcji zakladéw ,,Blachownia” o nazwie handlowej Politen II/003/GO/00.

Z materiatu w postaci granulatu wykonano metoda prasowania tlocznego (ci$nienie
9 MPa) plytki kwadratowe o wymiarach 140 x 140 mm i grubosci 6 mm. Z plytek tych
frezowano probki o ksztalcie jak na rys. 10.

Zastosowana metoda, mimo iz dosé czasochionna, pozwolita na otrzymanie jedno-
rodnego materialu pozbawionego orientacji, ktora wystepowataby na przykiad w przy-
padku probek wtryskiwanych.

Przed wykonywaniem badan prébki klimatyzowano przechowujgc je przez 10 dni
w pomieszczeniu, w ktérym odbywaly si¢ proby.

(=2

" R 21 -—I

i 7
— P — b
v T .
- R
L*—-— 85 —-—l

14

Rys. 10. Probka uzyta do badan.

58

4.2. Program badan. Dla otrzymania uogdélnionego réwnania stanu wykonywano proby
pefzania materiatu nienapromieniowanego oraz napromieniowanego w akceleratorze linio-
wym trzema réZznymi dawkami promieniowania elektronowego. Dawki te wynosily:
22% 10* J/kg, 62x10* J/kg i 90x 10* J/kg. Réznie napromieniowane probki poddano
pelzaniu w trzech roznych temperaturach: 21°C, 41°C, 61°C, W ten sposob powstata mo-
#liwo$¢ znalezienia parametréw modeli reologicznych w zaleznoéci od pochtonigtej dawki
promieniowania i temperatury. Wprowadzong numeracje poszczegdinych prob przedstawia
tablica 1.

Tabela 1. Numeracja préb w zaleino$ci od temperatury i dawki napromieniowania

T Davka [x10kg] 2 | e 9
Temperatwra ¢ | - | 7 | %[ 7

21 ‘ ] 2 ‘ 3 4 ‘
4l s 6 7 8

61 | _ _ ) —_9I———~];-r 1 12
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Dla kazdej kombinacji temperatury i dawki (kazdego numeru w tabeli 1) wykonano
po trzy proby petzania w celu uérednienia wynikéw. Nastgpnie, postugujac si¢ metoda
pumeryczng, obliczono parametry modelu o budowie szeregowej dla kazdego numeru
proby.

Aproksymacji numerycznej podlegata sktadowa odksztatcen sprezystych opéznionych
opisana rownaniem (3). Dla wyznaczenia wystgpujagcych w tym réwnaniu czterech para-
metrow Eq, Ei, Ao, 4, daje si¢ wykorzystac tylko rownanie (4) bedace warunkiem poczat-
kowym. W tym ostatnim réwnaniu ¢ = const jest znane, a ex(00) daje si¢ fatwo znalezé
na wykresie pelzania jako wysoko$¢ asymptoty, do ktorej zmierza ta sktadowa. Jak wy-
nika z rys. 6, a takze z rownania (3), asymptota ta lezy na wysokosci réwnej sumie wspot-
rzednych asymptot dla obu modeli Kelvina-Voigta. Dla potrzeb obliczen numerycznych
0z7naczono:

— wielko$¢ znang z eksperymentu &x(co) jako A4,
o

EJ, = Anom—"A)~

.— wielko$¢ szukang g—jako A (wobec tego
0

. . A . A . .
Korzystajac poza tym z oznaczenia TO = »E"-- i Tl= E—‘ rownaniu (3) mozna
(4] 1

nadaé postac
4 _t
er(t) = A(l—e T0)+(Am,m—A)(1—e ’“) (16)

Roéwnanie (16) ma trzy nieznane parametry: 4, 701 T'1. Przy uzyciu maszyny cyfrowej,
dla zadanych przedziatéw, znaleziono takie wartosci 4, TO, 7’1, dla ktérych pokrywanie
sie funkcji analitycznej ez(f) opsanej réwnaniem (16) z wynikami eksperymentalnymi
jest najlepsze. Kryterium najlepszej zbieznoéci przebiegéw przyjeto w postaci

W
5 .
2 — b d .
iy (FIEKSPER. SIANALXT.) min

Dokonano tego w kilku etapach, zawezajagc stopniowo przedzialy poszukiwania para-
metrow. Na podstawie znalezionych parametrow 4, T0 i T1, postugujac si¢ dodatkowo
rownaniem (4), obliczono parametry modelu w zalezno$ci od temperatury i dawki pro-
mieniowania. Nastgpnie, postugujac si¢ ukladami réwnan zawartymi na stronie 273,
na podstawie znanych parametrow modelu o budowie szeregowej wyliczono parametry
modelu réwnowaznego o budowie réwnoleglej. Wyliczone parametry przedstawiono w
spos6b analogiczny, jak parametry modelu o budowie szeregowej.

Postugujac sie¢ powyZzszymi réownaniami znaleziono réwniez liczbowe wartosci para-
metréw réwnania stanu, uzaleznione od dawki napromieniowania i temperatury.

W celu weryfikacji znalezionych parametré4w modeli wykonano badania sprawdza-
jace na maszynie wytrzymalo$ciowej typu ,,INSTRON”. Kazdg probe (wg tabeli 1) wy-
konano wg nastepujacego programu: '

— rozciaganie ze stalg predkoscia ok. 6 mm/min,

— zatrzymanie uchwytu (relaksacja czyli rozciaganie z predkoécia rowna zeru),

— cofanie uchwytu ze stata predkoscia ok. 2 mm/min,

— rozcigganie z predkoseia ok. 2 mm/min.

Dla kazdego numeru préby (tabela 1) wykonano trzy pomiary w celu usrednienia wynikéw.
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Uzyskang na wykresach sile przeliczono na naprezenie, dzielac ja przez przekréj
biezacy. _

Otrzymane wyniki eksperymentalne poréwnano z wynikami uzyskanymi analitycznie
przy uzyciu wzoréw (14) i (15) na podstawie znanych parametrow modeli.

Jako badania dodatkowe majace na celu lepsze scharakteryzowanie materialu wyko-
nano proby rozciagania statycznego oraz oznaczono stopien krystalicznosci i zawartos¢
fazy usieciowanej.

Wiyniki préb rozciagania statycznego przedstawiaja rysunki 11 i 12.

Stopied krystalicznosci oznaczono metoda rentgenowskg w Pracowni Fizyki Poli-
meréw IPPT PAN. W tym celu nadwietlano specjalng klisz¢ promieniami X, ktére na swej
drodze napotykaly badana prébke. W efekcie otrzymywano po wywolaniu kliszy wspél-
osiowe okregi o réznej jasnosci, co zwigzane jest z dyfrakcja promieni X przechodzacych
przez badany material. Wykonujac nastgpnie promieniowe fotometrowanie kliszy otrzy-
mano wykres zalezno$ci natezenia §wiatla przechodzacego przez klisz¢ od odleglosci od

150 a0 x10° I/ kg =—c | |
— £2x10° )/ &
T —B20/ke |
= IS W ——
":9100 materiat” Aienapro- A do 290%|
x mieniowany 2240°J/kg /
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Rys. 11. Krzywe rozciagania statycznego z predkoécia 150 mm/min (e = 0,0455 s—') w temperaturach
21°C i 41°C,
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Rys. 12. Krzywe rozciagania statycznego z predkoécia 150 mm/min (¢ = 0,0455 s=*) w temperaturze 61°C.

érodka kliszy. Procentowa zawarto$é fazy krystalicznej wyliczono [21], [22] na podstawie
stosunku odpowiednich pdél na wykresie.

Zawarto$¢ fazy usieciowanej ustalono metoda ekstrakcji we wrzacym ksylenie w Za-
kiadzie Chemii Radiacyjnej Instytutu Badan Jadrowych w Warszawie. W tym celu prébk
o masie poczatkowej 0,4 g po czterech godzinach ekstrakcji w 1000 g ksylenu ekstrahoi
wano przez jedng godzing w §wiezym, wrzacym ksylenie. Nie rozpuszczong pozostatod¢
probki suszono i wazono na wadze analitycznej z dokadnoscia do 0,0001 g. Stopien usie~
ciowania okreslono procentowa zawartoscia frakeji nierozpuszczalnych w odniesieniu do
wyjéciowej masy probki przed ekstrakcja. Wyniki przedstawia rys. 13.

W celu dokladnego ustalenia zakresu liniowo$ci wykonano dla kazdego numeru proby
badania pelzania przy réznych naprezeniach. I tak w temperaturach 21°C i 41°C (aumery
préb od jednego do o$miu) wykonano préby petzania dla naprezen 20, 45, 60 i 80 x 10°
N/m2, a w temperaturze 61°C (numery préb od dziewigciu do dwunastu) dla naprezen

[to
o
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\

AN

[S2 I )]
o

i~

zawartodé fazy usieciowangj [%]
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™~

S
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Rys. 13. Wplyw pochionigtej dawki promieniowania na zawarto$¢ fazy usieciowanej.
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Rys. 14. Krzywe pelzania wykonane w temperaturze 61°C dla trzech réznych pozioméw naprezefi dla
materialu napromieniowanego dawka 22 x 10* J/kg.
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Rys. 15. Krzywe izochronowe wykonane na podstawie krzywych pelzania (rys. 14) dla siedmiu réznych
czasbw

[280]
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Rys. 16, Porownanie aproksymacji numerycznej (linia ciggla) i aproksymacji pojedynczym modelem
Kelvina-Voigta (linia przerywana) pelzania polietylenu (punkty) w temp. 41°C napromieniowanego dawka
90 x 10* J/kg.
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Rys. 17. Poréwnanie aproksymacii numerycznej (linia ciagta) i aproksymacji pojedynczym modelem Kel-
vina-Voigta (linia przerywana) pelzania polietylenu (punkty) w temp. 61°C napromieniowanego dawka
62 x 10* J/kg.
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Rys. 18. Poréwnanie aproksymacji numerycznej (linia ciagla) i aproksy'macji pojedynczym modelem
Kelvina-Voigta (linia przerywana) pelzania polietylenu (punkty) w temp. 61°C napromieniowariego dawkq
: 90x 10* J/kg. :

[281]
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15, 30 i 40x10° N/m? Na podstawie otrzymanych w ten sposéb krzywych pelzania
wykonano krzywe izochronowe dla czaséw: 0,00834 h; 0,1 h; 1 h; 10 h; 100 h; 200 b,
300 h. Krzywe pelzania i krzywe izochronowe dla proby nr 10 pokazujg przykladowo
rys. 14 i 15. Na podstawie krzywych izochronowych ustalono, ze naprezenia 45 x 10° N/m?
dla temperatur 21°C i 41°C oraz 30 x 10° N/m? dla temperatury 61°C odpowiadajy za-
kresowi liniowego zachowania si¢ materiatu.

4.3. Dyskusja wynikéw. Aproksymujac krzywe pelzania przy uzyciu maszyny cyfrowej
otrzymano dobra zgodno$¢ aproksymacji z wynikami eksperymentalnymi. Rys. 16, 17,
18 przedstawiaja przyktadowo krzywe petzania dla préb nr 8, 11 i 12 oraz ich aproksy-
macje numeryczng. Zwraca uwage dobra zbieznos¢ tych krzywych w poréwnaniu z przy-
padkiem aproksymacji pojedynczym modelem Kelvina-Voigta. Istniejaca w dalszym ciggu
rozbiezno§¢ zwigzana jest z zastosowang technika aproksymacji przy pomocy modeli me-
chanicznych, Widoczna wada, nie majaca 'dla zastosowan inzynierskich wigkszego zna-
czenia, kompensowana jest znaczng prostots tego rodzaju aproksymacji.

Ostatecznym efektem pracy jest uzaleZnienie parametrow:

— modelu o budowic szeregowej (rys. 19)

— modelu o budowie rownoleglej (rys. 20),

— rownania stanu (rys. 21),
od temperatury i stopnia napromieniowania.

Szerzej zostang omoéwione jedynie zmiany parametréw modeli, poniewaz parametry
réwnania stanu nie majg interpretacji fizykalne;j.

Parametry modelu o budowie szeregowej (rys. 19) uzyskano bezposrednio na podsta
wie krzywych pelzania. Z rysunku 19 wynika, ze sprezystosci E, i E, zwiazane ze sklado-
wa odksztalcen sprezystych opoézZnionych wzrastaja wraz ze zwigkszaniem sig¢ stopnia
napromieniowania we wszystkich trzech temperaturach. Daje si¢ to wyttumaczy¢ tym, Ze
usieciowanie utrudnia prostowanie si¢ makroczasteczek. (Jest to mechanizm moleku-
larny odksztalcen sprezystych opdznionych). Wartosci obu sprezystosci Ey i E, dla kazdej
dawki napromieniowania obnizaja si¢ wraz z podwyZszeniem temperatury.

Lepkosdci Ay 1 A, zwigzane z odksztalceniami sprezystymi opdznionymi wykazujg dla
temperatur 41° i 61°C staly wzrost wraz ze zwigkszaniem dawki napromieniowania, na-
tomiast dla temperatury 21°C wykazuja minima (dla dawki rzedu 68 - 70 x 10* J/kg),
co odpowiada stopniowi usieciowania ok. 85%. Mozna przypuszczaé, Ze minima te zwig-
zane sg z destrukcja tlenows przy niewystarczajacym jeszcze stopniu usieciowania.

Zaobserwowany wzrost warto§ci A, i 4, zachodzacy w podwyzszonych temperaturach
wraz ze wzrostem napromieniowania ttumaczymy nastepujaco: w temperaturach 41° - 61°C,
w pordwnaniu z temperaturg 21°C, zachodzi niewielki spadek krystalicznoéci (z 479, na
429} oraz spadek lepkosci fazy nieusieciowanej. Natomiast w fazie usieciowanej stosowane
temperatury powoduja bardzo nieznaczne zmiany. Mozna wige przypuszczaé, Zze zwie-
kszajgc stopien usieciowania materialu powoduje si¢ mniejsza jego wrazliwoéé na wszelkie
zmiany zachodzace w fazie nieusieciowanej, poniewaz zawartosé tej fazy jest bardzo mata.

Wielko$¢ E, zwigzana z odksztalceniem sprezystym wyrazona w funkeji napromie-
niowania ma podobny przebieg jak modul Younga wyznaczony z probki rozciagania
statycznego.

Podobne wyniki uzyskano w pracy [9].
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Dila kazdej temperatury istnieje minimum wielkoéci E, w zakresie dawek 50 - 60 x
x 10* J/kg. Stad (a takze przy uwzglednieniu wielkoéci A, i 1, w temperaturze 21°C)
wynika, ze dawka okoto 60 x 10* J/kg jest najmniej korzystna, gdyz przy niewystarcza-
jacym jeszcze wowczas stopniu usieciowania wystepuja dos¢ silne efekty degradacji ma-
teriatu. Degradacji tej mozna by unikng¢, gdyby material napromieniowany byl w prdzni.

Lepko$¢ A, zwigzana z ptynigciem newtonowskim wykazuje staty wzrost przy napro-
mieniowaniu we wszystkich temperaturach. Mozna to tlumaczyé tym, Ze zwigkszajace
sie usieciowanie ogranicza coraz bardziej mozliwoéé przesuwania si¢ calych tancuchéw
wzgledem siebie (jest to mechanizm molekularny plyniecia newtonowskiego). Dawka
90 x 10* J/kg i zwiazany z nig stopiefi usieciowania réwny 90% uniemozliwia poruszanie
sie tancuchow makroczasteczek wzgledem siebie. W wyniku tego warto$¢ lepkosci 1,
roénie do nieskonczonodci. Oznacza to, Ze przy dawce 90 x 10* J/kg material pozbywa sie
skltadowej newtonowskiej przy pelzaniu, co jest zjawiskiem korzystnym.

Przy dawce 90 x 10* J/kg pojawia si¢ juz wyraznie Zdtkniecie materialu. Nie wykonano
badan dla wyzszych dawek. Nalezy jednak przypuszczal, Zze po przekroczeniu dawki
100 - 110 x 10* J/kg nastapitoby pogorszenie wlasciwoéci materialu zwigzane m.in. z de-
strukcja tlenowa. Biorac to pod uwagg oraz zestawiajac zmiany wszystkich szesciu para-
metréw mozna dawke 90 x 10+ J/kg uznaé za optymalng dla tego gatunku polietylenu.

Réwnowazny model o budowie rownoleglej (rys. 20), ktérego parametry zostaly obli-
czone na podstawie znanych parametréw modelu o budowie szeregowej, reprezentuje
procesy relaksacyjne.

Zwraca uwage podobny charakter zmian parametréw A, i A, w zaleznoéci od dawki
we wszystkich stosowanych temperaturach. Parametry te po osiagnieciu pewnego ekstre-
mum przybierajg wartosci bardzo malte. Jeéli zestawié to ze zmianami sprezystosei E,

' . A
i E, to dla dawki 90 x 10* J/kg otrzyma si¢ bardzo male czasy relaksacji (gdyz T = 7:‘)'

Procesy relaksacyjne w czeSci materiatu symulowanej parametrami o indeksach 1 i 0 beda
wigc przy dawkach 40 - 60x10* J/kg przebiegaly do$¢ wolno, natomiast przy dawce
90 x 10* J/kg — bardzo szybko. Mozna przypuszczaé, ze procesy te zwigzane sg z faza
krystaliczng materiatu, w ktérej przy duzych dawkach nastgpuje minimalny spadek kry-
staliczno$ci i degradacja przy jednoczesnym braku sieciowania. Natomiast lepkod$¢ 1,
wykazuje przy wszystkich temperaturach staly wzrost, z osiagnigciem wartoéci +oo dla
dawki 90 x 10* J/kg. Oznacza to, Zze w czeéci bezpostaciowej materiatu, ktéra hipotetycznie
reprezentuja parametry z indeksem 2, dla dawki 90 x 10* J/kg nie zachodza zadne procesy
relaksacyjne, tzn. ze faza ta zachowuje si¢ jako cialo idealnie sprezyste. Jest to oczywiscie
duze uproszczenie: w rzeczywistym materiale wystepuja réwniez posrednie czasy rela-
ksacji w przedziale miedzy zerem i nieskonczonoécia. Model reprezentujacy tylko trzy
czasy relaksacji, podobnie jak réwnowazny mu model o budowie szeregowej, jest zbyt
ubogi do dokladnej reprezentacji mechanizméw molekularnych wystgpujacych w materiale.
Poniewaz jednak celem pracy jest opis makroskopowy zachowania si¢ materiatu, jedynym
kryterium poprawnosci przyjetego modelu jest zgodno$é tego modelu z wynikami ekspe-
rymentalnymi.

Parametry rownania stanu w funkcji temperatury i pochlonigte dawki promieniowania
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przedstawia rys. 21. Poprzednio stwierdzono, ze przy dawce 62x 10* J/kg material wy-
kazuje jeszcze plynigcie newtonowskie, natomiast przy dawce 90 x 10* J/kg nie wykazuje go.

W zakresie dawek posrednich nie wykonano badan, mozna jednak postawi¢ hipoteze,
7e w zakresie tym (np. dla dawki 75 x 10* J/kg) nastepuje jako$ciowa zmiana zachowania
si¢ materialu, polegajaca na zaniku newtonowskiego plynigcia. Zmianie tej z punktu wi-
dzenia interpretacji matematycznej odpowiada przejicie od modelu szeScioelementowego
do pigcioelementowego, czyli przejécie od rézniczkowego réwnania stanu trzeciego rzgdu
do réwnania drugiego rzgdu. Dlatego na rys. 21 zaznaczono zmiane parametréw dla hi-
potetycznej dawki okoto 75x10* J/kg, ktéra odpowiada przejéciu od modelu szescio-
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Rys. 22. Poréwnanie krzywej analitycznej i eksperymentalnej przy wielostopniowym rozciaganiu w temp.
41°C polietylenu nienapromieniowanego.
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Rys. 23. Pordwnanie krzywej analitycznej i eksperymentalnej przy wielostopniowym rozcigganiu w temp.
41°C polietylenu napromieniowanego dawka 22x 10* J/kg.
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elementowego do piecioelementowego, czyli od réwnania rézniczkowego trzeciego rzedu
do réwnania rézniczkowego drugiego rzedu.

Badania weryfikujace wybranych modeli reologicznych i zwigzanych z nimi réwnasp
stanu potwierdzily prawidtowo$¢ wykonywanych obliczen oraz stuszno$¢ zalozen wyjscio-
wych. Zwraca uwage fakt duzej zgodnosci wynikéw eksperymentalnych i przewidzianych
przez obliczenia analityczne, mimo ze rzedy wielkosci czaséw i predkodci przy petzaniu
i prébach sprawdzajacych znacznie si¢ od siebie réznity. Dla wszystkich dwunastu préb
zgodnos¢ ta jest dobra. Rysunki 22 i 23 przedstawiaja przyktadowo takie porédwnanie dla
préb nr 51 nr 6.

5. Whnioski

Na podstawie wykonanej pracy daje si¢ wyciagnaé nastgpujace wnioski:

— zaproponowany model szecioelementowy opisujacy badany material okazal sig
wystarczajaco dokiadny do aproksymacji procesu pelzania, w zakresie 300 godz. jak i in-
nych prob wykonanych w pracy,

— zamiast klopotliwego (warunki poczatkowe) rozwiazywania ogélnego réwnania
stanu dla wybranego procesu reologicznego korzystniej jest operowa¢ modelami reolo-
giczaymi, ktdre tym réwnaniom odpowiadaja,

— wybdr modelu o budowie szeregowej lub réwnoleglej uzalezniony jest od typu
procesu reologicznego, ktéry ma by¢ symulowany zachowaniem si¢ modelu, wyliczone
w ten sposéb parametry moga byé podstawa do utozenia odpowiednich tablic materia-
lowych dla obliczen inzynierskich,

— czynnikami majacymi wplyw na wlasnosci materiatu jest usieciowanie i degradacja.
Stopien krystalicznodci nie zmienia si¢ w sposob istotny,

-— napromieniowanie dawka 90x 10% J/kg powoduje zanik wystepowania ptynigcia
newtonowskiego. Jednak poczatki Zz6tknigeia materialu przy zastosowaniu tej dawki daja
powody do przypuszczen, Ze jej przekroczenie spowoduje znaczne pogorszenie whasnosci
ze wzgledu na degradacjg. W zwiazku z tym dawke 90 x 10* J/kg mozna uznaé za opty-
malna. ‘
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Pesome

BJIMSIHUE U3JIYUEHMS U TEMIIEPATYPLI HA PEOJIOIMUYECKUE CBOMCTBA
TTIOJIMDTHIIEIA

B paGote ONpeAeIeHO ypaBHEHME COCTOSHHUA BA3KOYIPYIoro MATCPHasa, MOJArasCh Ha MCIBITAHIN
Ha [0JIZYYECTD TIPH OJHOOCHOM PACIHKEHNH. Y PaBHEHHE COCTOAHNS IPHHUMAET BUJ JMHEUHOro Auchde-
PEHLMATIEEOXO YPaBHENMS TPEThero MOPsAKa. JTO yPABHCHHE JOCTATOUHO TOYHO MMHTHPYETIIO BEAEHHE
MaTepHaa Kal B HCXOQHOM MCIHLITAHHH HA IIOJI3YHUECTh, TAl U B HCILITAHMM HAa PACTSMKEHUC C [I0CTOSH-
HOll CKOPOCTBIO, KOTOPOE IIOCITYYKWIO BePAMHI@UHMOHHEIM TecToM. JIIIst yIpoluesus pacueTHON CYOPOHEI
GbIIM MPHMEHEHB] MEXaHMUECKHME MOJENH BA3KOYNPYTOCTH.

Hcneiryempiv Marepuanom Obl1 HonuatuieH ;I Tomuren” T1-003/GO/00 monckoro NPOH3BOACTRA,.
KOTOPBIHA GBUT MOJBEPYKEH II0JI3YUECTH B PasHbIX TEMIIEPATypaX, a TAKNKE [0CNe oOIYUCHHS — PasHBIN
03aM 9JIeKTpoHHOTo Manyuenusa. Oxazasnock, uro fo3y 90 - 10* J/kg MOoKHO CYMTATL ONTHMANBHON
TOMKM 3PEHUsI MEXaHHUECKHX CBOMCTB maTepuana.

Summafy

THE EFFECT OF IRRADIATION AND TEMPERATURE ON THE RHEOLOGICAL
BEHAVIOUR OF POLYETHYLENE

The paper presents the evaluation of the state equation of the viscoelastic material using creep test
as a basis. The state equation has the form of a linear differential equation of the third order. This is
proved to be sufficient to simulate the behaviour of the material in the basic creep test as well as in the.
test of deformation at the constant strain rate which served as a verification. In order to simplify the cal-
culations, mechanical models of viscoelasticity have been applied. All tests were performed on Polish po-
lyethylene ,,Politen” II-003/G0/00, which underwent the creep tcsts in various temperatures and after
being irradiated with various doses. The optimal irradiation dose was found, which, for this kind of ma-.
terial, is 90x 10* J/kg.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 czerwca 1983 roku
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1. Wstep

Wyznaczanie granicy plastycznodci w ztozonych stanach naprgzen jest jednym z pod-
stawowych probleméw teorii plastycznosci. Stosowane powszechnie metody okreélania
jej wartoéci polegaja na wykorzystywaniu warunkéw plastycznosei oraz zwigzanych z nimi
definicji naprezen i odksztalcen zastgpczych, na ktdrych podstawie jest ona obliczana
i wyznaczana z danych doswiadczalnych. Taka metoda powszechnie stosowana do wery-
fikacji doswiadczalnej, np. warunku plastycznosci, a polegajaca na korzystaniu przy
przeprowadzaniu do§wiadczen i opracowaniu danych doéwiadczalnych z wielkosci wy-
nikajacych z tego warunku (definicji intensywnosci naprezen i intensywnosci odksztalcen),
musi budzi¢ zastrzezenia. Daje ona jednak stosunkowo dobre rezultaty dla klasy materia-
téw poczatkowo izotropowych liniowo-sprezystych. Zastosowanie jej do materialéw ani-
zotropowych wiaZe si¢ ponadto z koniecznoscia stosowania wielkodci zastgpczych defi-
piowanych réznie nawet dla jednakowych warunkow plastycznosci [S]. Dodaé nalezy,
Ze gléwnym mankamentem anizotropowych warunkéw plastycznoéci z punktu widzenia
ich praktycznego wykorzystania jest konieczno$¢ wczeéniejszego poznania wiasnodci
materialéw (stalych materialowych) we wszystkich charakterystycznych kierunkach, co
czgsto bywa technicznie niewykonalne. Z tego powodu, w celu umozliwienia zastosowania,
teorie te bywaja w sposob do§é dowolny upraszczane., Prowadzi to wprawdzie do ograni-
czenia ilodci wspomnianych statych, ale w konsekwencji jednoczesnie utrudnia spelnienie
wszystkich stawianych tym teoriom wymagan. Z zagadnieniem tym wiaZa si¢ réowniez
trudnoscei w rzeczywistym zapewnieniu zakladanej z géry niezmienniczoéci anizotropowych
krzywych odksztatcania wzgledem rodzaju stanu naprezenia. Powyzsze metody stosowane
s3 gtownie do materialdéw liniowo-sprezystych,

Pewng szans¢ ominigcia wystgpujacych w przypadku materialéw anizotropowych
i nieliniowych trudnosci daje proponowana w niektérych pracach [1] mozliwo$¢ zastoso-
wania do wyznaczania powierzchni plastycznoéci zjawiska sprzezenia termo-mechanicznego
biernego.



292 Z. Gasryszewskl, B, PiNnDUR

Celem pracy bylo potraktowanie zjawiska sprzgzenia termo-mechanicznego jako na-
rzedzia do okreslania granicy plastycznosci w ogdlnym przypadku obcigzania (proste
i Ziozone drogi obcigzania) i rodzaju materialu (materiaty anizotropowe poczatkowo li-
niowe i nieliniowe) oraz pordwnania mozliwosci metody sprzgzenia termomechanicznego
z mozliwosciami tradycyjnych metod oceny powierzchni plastycznosei.

2. Wyznaczanie powierzchni plastycznosci
za pomoca metody sprzezenia termo-inechaniczrego STM

Obcigzany w warunkach adiabatycznych material wykazuje w zakresie odksztalcen -
sprezystyeh zmiany temperatury, ktére moga byé dodatnie, ujemne lub w szczegdlnym
przypadku zerowe [4], zaleznie od kombinacji rodzaju anizotropii materiatu z rodzajem
obcigzania {6]. Po wejéciu materiatu w obszar odksztalcen plastycznych zmiany temperatury
sa zawsze dodatnie i przybierajg charakter spontaniczny. Zwigzane to jest z przemiang
jednego ze skiadnikow pracy odksztalcen plastycznych — energii dyssypacji w cieplo.
U podstaw okre§lania granicy plastycznosci za pomocy metody sprz¢zenia termo-mecha-
nicznego legly jakosciowe réznice w przebiegu adiabatycznych zmian temperatury obcig-
zanego materialu w obszarze odksztatcen sprezystych i plastycznych. Wedlug tej metody
wyznaczanic granicy plastycznodci sprowadza si¢ do wskazania na wykresie zaleZno$ci
adiabatycznych zmian temperatury obcigZzanego materiatu od naprezen miejsca, od ktorego
poczawszy obserwuje si¢ spontaniczny wzrost temperatury. Dla branych tu pod uwage
mozliwosci okreslania wejécia materialu w stan plastyczny zaproponowanie definicji
granicy plastycznosci jest stosunkowo latwe, gdy wykres adiabatycznych zmian tempera-
tury w zalezno$ci od naprezen wykazuje w obszarze odksztalcen sprezystych przebieg
liniowy. W przypadku przebiegu nieliniowego pojawiaja si¢ trudnosci w sformutowaniu
definicji granicy plastycznosci.

W materiatach liniowo-sprezystych zalezno$¢ zmian temperatury 0, w adiabatycznym
procesie obciazania od naprezenl przedstawia znany [6] zwiazek

T,
0, = — co LITIITR ¢y

w ktérym: T, — temperatura poczatkowa, ¢, — ciepto wlasciwe materiatu przy statych
naprezeniach przyjmowane jako wielkos¢ stata, oy, — wspélczynniki rozszerzalnosci
cieplnej w stanie naturalnym materialu (0;, = 0, T'= Ty). Dla materialéw nieliniowo-
sprezystych, w ktérych zwiazki fizyczne w obszarze odksztalcen sprezystych przyjmuja
postaé funkcji kwadratowej, mozna na podstawie rozwazafd termodynamicznych [7]
wyprowadzi¢ zalezno$é

T 1
0, = — m AT 7 Cukt Guam)a @

gdzie: a;;,; — wspétezynniki rozszerzalnosci cieplnejldrugiego rzedu w stanie naturainym
materiatu, 7'-— chwilowa temperatura materiatu,
Naprgzenia ¢;; podczas obciazania moga byé uprzednio wyrazone zaleznoscia

Gy = fij(apq) 5 (3)
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w ktorej: 0,, — jedna, dowolnie wybrana sktadowa tensora stanu naprgzenia, f;;(o,,) —
5 znanych funkcji. W szczegdlnosci funkcje f;;(o,,) mozna przedstawié w postaci szeregu
wzgledem a,,. W przypadku, gdy zachodzi zalezno$c

G1y = kiyOpy, (3a)

w ktorej ky; jest tensorem stalych wspdtczynnikow, obcigzanie nazwiemy prostym, a gdy
zalezno$¢ (3a) nie bedzie spelniona — obcigzeniem ztozonym. Otrzymamy wéwczas
zaleznosci:

0, = ——'Z—E)«a,j_f,j(a,,,,), 0, = — 'Z © 0y ety Oy 4
0, = —— 20 _ [a [+ St fi Ol )]
a Ca(o'ij’ T) i/ i\  pq 2 RTINS pg/ TR pa) | »
(5)
0, = —~~-~T97-~—(a ko +ia~ k. k 02)'
" C(,(O‘U,T) 1j1j0pq P it ik Opq | s

z ktérych wynika, Ze korzystny, przy formulowaniu definicji granicy plastycznosci, liniowy
przebieg zaleznoéci adiabatycznych zmian temperatury 6, od wybranej skladowej oy,
stanu naprezenia w zakresie odksztalcen sprezystych bedzie wystepowat tylko w przypadku
szczegOlnym, a mianowicie dla materialu liniowo-sprezystego obcigzanego na prostych
drogach obciaZania.

W celu umozliwienia budowy definicji granicy plastycznosci w przypadku gdy materiat

jest nieliniowo-sprezysty, a obcigZanie zlozone, wprowadzono wielko$¢ rT okreslona
zaleznoscia (6):
1 ST(oy)
T F e —— —_— . = U¥U> . 6
P CAND) (a11011+ 2 e 01 Ot oy, T) (6)

Przedstawia ona entropie ST w izotermicznym procesie obciazania przypadajacg na je-
dnostke ciepta whasciwego ¢,. Zalezno$¢ (2) przyjmuje wowczas postac (7),

0{, = '—‘To"'T, (7)

ktéra ma te zalete, 2¢ w obszarze odksztalcen sprezystych, niezaleznie od rodzaju materiatu
i drogi obcigzania, zalezno$¢ adiabatycznych zmian temperatury 0, od entropii r* wykazuje
pozadany przebieg liniowy. Okre$lanie granicy plastyczno$ci polega na wskazaniu na wy-
kresie zaleznosci ,(rT) takiego miejsca, od ktorego poczawszy zaleznos$¢ ta nie jest juz
liniowa. Praktycznie, sporzadzanie wykresu 0,(rT) w obszarze odksztalcen sprezystych
i plastycznych odbywa sie na podstawie zarejestrowanej wczesniej krzywej zaleznosci
adiabatycznych zmian temperatury 6, od jednej ze skladowych stanu naprgzenia o,
przy jednoczesnej znajomosci wlasnoéci cieplnych materiatu, tzn. wspétczynnikéw roz-
szerzalnosei cieplnej oy, o,y oraz funkeji ciepla whasciwego c4(0y;, T). Budowg krzywe;
zmian temperatury 6,(rT) przedstawia rys. 1. Propozycje réznych definicji granicy plastycz-
nosci przedstawiono na rys. 2. Za poczatek zakresu odksztalcen plastycznych mozna
umownie uwazac:

1) punkt A, odchylenia od przebiegu liniowego,

2) punkt B, odpowiadajacy umownie przyjetej wartodci dodatniego przyrostu tempe-
ratury 0F po odchyleniu si¢ wykresu zmian temperatury od przebiegu prostoliniowego,
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3) punkt C, odpowiadajacy okre$lonemu nachyleniu stycznej do wykresu 6,(:7),

4) punkt D, wynikajacy ze schematyzacji wykresu zmian temperatury,

5) punkt E, dla ktérego df,/dr™ = 0 (dla r* > 0).

Po wyznaczeniu wartosci entropii r§ odpowiadajacej granicy plastycznosci pozosiaje
okresli¢ odpowiadajace jej wartoéci skladowych of; stanu naprezenia.

,(rT)

. | ot
\\ 1

\C

N\
7
g
@
8
h=l
2
_ Bl
& &g
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0 @
§ 8o
R HE

N
eg e 8 e} 8,
Rys. 1. Budowa krzywej zmian temperatury 0,(:7).

Rys. 2. Definicje granicy plastycznosci.
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3. Badania doswiadczalne

Badaniom zostal poddany technicznie czysty, polikrystaliczny cynk EO1 w postaci
cienkoéciennych probek rurowych. Badania obejmowaly ustalenie wlasnoéci mechanicznych
materiatu oraz pomiar granicy plastycznosci metoda sprzezenia termo-mechanicznego na
nastepujacych prostych drogach obcigzania: rozciggania jednoosiowego w kierunku
osiowym i obwodowym probki, rozciagania dwuosiowego (o,/o, = 0,5) i skrecania.

Obciazenia realizowano na uniwersalnej maszynie wytrzymaltoéciowej o napedzie
hydrauvlicznym, przy czym rozciaganie w kierunku osiowym probki i skrecanie przepro-
wadzano w uchwytach maszyny, a rozciaganie obwodowe i dwuosiowe na drodze wtla-
czania do wnetrza prébek oleju. Do rejestracji zaleznoéci odksztalceni i zmian temperatury
prébek od naprezen uzyto ukladu urzadzen, w sklad ktérego wchodzity: mostek tenso-
metryczny AT 970, rejestratory Riken Denshi, ekstensometry z czujnikami oporowymi
RL 120/6, termometr termistorowy z czujnikiem NTC 210, woltomierz V 524 i in.

Obciazanie probek przeprowadzano przy stalych predkosciach zmian naprezen wyno-
szacych T,, = 0,5 MPa-s™! przy skrecaniu oraz 6y, = IMPa-s~! dla maksymalnych
naprezefi wystgpujacych w pozostatych trzech drogach obcigzania. Zmiany temperatury
prébek podczas obcigzania mierzono jednym czujnikiem w $rodku dlugosci préobki na jej
zewngtrznej powierzchni. Czas obciaZzania probek wynosit okoto 50 s.

W przypadku rozciggania osiowego i skrecania wymagany z punktu widzenia rozwa-
zan termodynamicznych warunek adiabatyczno$ci obciaZzania byt realizowany w przybli-
zeniu. Na podstawie pomocniczych doswiadczen [7] uznano, Ze stopien jego realizacji
w $rodku dhugosci prébki 1 w zastosowanym przedziale czasu obcigzania jest wystarcza-
jacy bez stosowania urzadzen specjalnych.

W przypadku rozciagania obwodowego i dwuosiowego realizowanych na drodze
wtlaczania do wnetrza probek oleju zapewnienie quasi-adiabatycznych warunkéw obcig-
zania stalo si¢ niemozliwe ze wzgledu na wyrazny wzrost temperatury sprezonego oleju
(rzad 0,1 K dla stosowanych ci§nief). Mierzone na powierzchni zewngtrznej probki nie-
diabatyczne zmiany temperatury byly wypadkowa zmian temperatury materiatu wskutek
sprzg¢Zzenia termo-mechanicznego i nieustalonej wymiany ciepla migdzy sprezanym ole-
jem a prébka. Charakter tych zmian jest przedstawiony na rys. 3. W celu stworzenia mo-
zliwosci odczytu granicy plastycznosci z przebiegu nieadiabatycznych zmian temperatury

0 8,
Rys. 3. Zmiany przyrostow temperatury probki 6, w funkcji naprezen op.
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dokonano analizy tego zagadnienia [7]. Punktem wyjscia bylo rozszerzone réwnanie
przewodnictwa cieplnego [6], ktére przy zaloZeniu izotropii przewodnictwa w materiale
probki i matych zmian temperatury przyjmuje postaé

1 86 9%0 1 9%0 320

0
R A ) re,-L 0.-0) =0
o tar T dp* T o57) Ty 0.—=0) = 0, ®)

gdzie: 2 — wspdlezynnik przewodnictwa cieplnego, ¢, — cieplo wladciwe materiatu prébki
przy statych napreZeniach, § — chwilowa, calkowita zmiana temperatury probki, 6, —
zmiana temperatury probki zwigzana ze sprz¢zeniem termo-mechanicznym, r, ¢, z — wspét
rzedne w walcowym ukladzie wspotrzednych, = — czas. Przy zalozeniach, Ze:

1) przewodnictwo ciepta w $rodku dtugosci prébki, czyli w miejscu pomiaru temperatury
zachodzi tylko w kierunku promieniowym;

2) rozklad zmian temperatury probki wzdluz jej promienia jest liniowy; 3) predkosé
zmian naprezen podczas obcigzania jest stala — przyrosty temperatury 6, na zewnetrznej
powierzchni probki w $rodku jej dlugosci mozna aproksymowac zaleznoécia

02(6,,-., (.Tfr‘l) = G((}lpl) ’ 63)—"1 * Oy (9)

gdzie: G(g,,) — funkcja predko$ci zmian naprezeni obwodowych &,;, m — stala. Ro-
dzing krzywych 0.(o,, 6,;) dla réznych statych predkosci zmian naprezen 6, przedstawia
rys. 4. Poczawszy od pewnej odpowiednio matej predkosci zmian naprezen, ktdra mozna
ustali¢ doswiadczalnie, nieadiabatyczne przyrosty temperatury przyjmuja w zakresie od-
ksztalcen sprezystych przebieg zblizony do liniowego, co pozwala juz wprowadzi¢ definicje
granicy plastycznosci. W badaniach, przy pomiarach granicy plastycznosci przyjeto de-
finicjg, wedtug ktérej materiat wehodzi w stan plastyczny w chwili odpowiadajacej odchy-
leniu si¢ krzywej adiabatycznych zmian temperatury od przebiegu prostoliniowego (dla
rozciggania osiowego i skrecania) lub odchyleniu sie krzywej nieadiabatycznych zmian

zakres * sprezysty

>0, >0, > Gy > Oy >, ..
N7 R T Y,

o\ ' 8,15, , 5y, )

Rys. 4. Nieadiabatyczne krzywe zmian temperatury 0,(c,;, Gp.).
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temperatury od przebiegu quasiliniowego w zakresie sprezystym (rozciaganie obwodowe
i dwuosiowe). Odchylenie to wskazuje fizykalnie na wystepowanie dyssypacji energii
zwiazanej z pojawieniem si¢ odksztalcen plastycznych.

4. Wyniki badai do$wiadczalnych

Zaleznoéci naprezen od odksztalcen podczas rozciagania osiowego, obwodowego,
dwuosiowego 1 skrgcania przedstawiono na rys. 5. Wynika z nich wyrazna anizotropia
zwiazkoéw fizycznych w kierunku osiowym i obwodowym probki. Na wszystkich realizo-
wanych drogach obcigzania przeprowadzono proby polegajace na wielokrotnym obciaZa-
niu i odcigzaniu prébek. Wykresy przedstawione na rys. 6 -9 obrazuja przebieg zaleznosci
naprezen od odksztafcefi catkowitych w tych probach oraz sporzadzone na ich podstawie
zalezno$ci naprezen od odksztatcen sprezystych i plastycznych. Wynika z nich, Ze na wszyst-
kich drogach obcigzania zalezno§¢ naprezefi od odksztalcen sprezystych jest mieliniowa,
a od poczatku obcigZzania wystepuja odksztalcenia plastyczne.

Zalezno$¢ adiabatycznych zmian temperatury 6, od naprezen o, podczas rozciggania
osiowego przedstawia dla jednej z prébek wykres na rys. 10, Zalezno$é adiabatycznych
zmian temperatury 0, od naprgZzen 7., podczas skrecania przedstawia dla jednej z probek
rys. 11. Zgodnie z przyjeta definicja granicy plastycznodci material wchodzit w obu tych
prébach w stan plastyczny w punktach odchylenia sig¢ wykreséw zmian temperatury od
przebiegdw liniowych.

T ) [%u]
0 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 300 350 4,00 450 500
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Rys. 5. Zaleznoci naprezen od odksztalcen podczas rozciagania osiowego, obwodowego, dwuosiowego
i skrecania.
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Rys. 6. Zaleznoéé naprezed o, od odksztalcen catkowitych e., sprezystych ef i plastycznych e2' podczas
rozciggania osiowego.
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Rys. 7. Zalezno¢ naprezed o, od odksztalcets catkowitych e,, sprezystych e i plastycznych &' podezas
rozciggania obwodowego.
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Rys. 8. Zalezno§¢ naprezen o i g od odksztalcen calkowityche. i g, sprezystych el i p oraz plastycznych
2! i B! podczas rozciggania dwuosiowego.
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Rys. 9. Zaleznoé¢ naprezen 7., od odksztalcens calkowitych ¥y, sprezystych y1, 1 plastycznych yZ podezas
skrecania.
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Rys. 10. Wykresy rozciagania o.(e;) i 0.(gg) oraz zmian temperatury 6.(0:) podczas rozciagania osiowego,
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Rys. 11. Wykres skrecania 74(yyp) i zmian temperatury 0,().
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Rys. 12. Wykresy rozciggania ,(&,) i 64(e:) oraz zmian temperatury 8.(s;) podczas rozciagania obwodo-
wego.
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Rys. 13. Wykresy rozciagania o,(ep) i 0:(¢;) oraz zmian temperatury 0,(cp) podczas rozciagania dwuo-

siowego.
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Wykresy zalezno$ci nieadiabatycznych zmian temperatury 0, od naprezen o, podczas
rozciggania obwodowego i dwuosiowego dla pojedynczych probek przedstawione sy na
rys. 12 i 13. Zgodnie z przyjeta definicia granicy plastycznosci materiat wehodzit w stay
plastyczny w punktach rozgraniczajacych poczatkowy zblizony do liniowego przebieg
zmian temperatury od przebiegu szybszych przyrostéw temperatury.

Warto$ci wszystkich wyznaczonych w ten sposéb granic plastyczno$ci na czterech
realizowanych drogach obcigZzania wraz z 95%, przedzialami ufnoéci wg rozkladu t-Stu-
denta zamieszczono w tabeli 1 i przedstawiono na rys. 14. Wartoéci odksztalcen catkowi-
tych i plastycznych w kierunkach dzialania naprezen odpowiadajgce srednim wartoSciom
granic plastycznosci podano w tabeli 2.

Wyniki pomiaréw granicy plastycznosci dla rozciggania dwuosiowego pordwnano
z wartosciami granic plastyczno$ci wynikajacymi z niektérych warunkow plastycznosci.

Tabela 1. Warto$ci granic plastycznosei

l Granica Wartos¢ 95%
D'ro.ga. I'\Ir . plastycznosci $rednia przedzial ufnosci
obciazania probki [MPa] [MPa] {MPa]
1 2 3 4 5
L Rc.)zciqganie Oz, Oza¢r Ao,
osiowe — WS P P e S T S
1 55,4
2 58,9
3 61,8 59,2 3,0
4 58,6
5 61,1
II. Rozciaganie Ogp Ogog Aag,
obwodowe - - S U (S PP R
1 43,9
‘ 2 39,1
\ 3 46,6 41,7 3,3
i 4 37,0
5 42,1
III. Rozcigganie oy, Oz, Opogr Oz0r Aayp, Ao,
dwuosiowe —
‘ (0:/05 = 0,5) 1 | 51,0 25,5
2 50,1 25,1
| 3 46,9 35 | 526 26,3 6,3 32
‘ . 4 60,0 30,0
5 55,1 27,6
IV. Skrecanie Tz, T204r Atzp,
1 16,7
2 16,0
3 22,2 11,7 33
4 15,7
5 17,9
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Rys. 14. Wyznaczone metoda STM wartoSci §rednie granic plastycznoici (z zaznacz onymi przedzialam
ufnoéci).

Tabela 2. Wartoscl odksztalcen w momencle osiagniecia granicy plastycznosci

Droga obciazania Odksztalce;ue calkowite Odksztalce;xje plastyczne
[%/0o] [*/00]
1. Rozciaganie osiowe 82,2 1,8 e~ 1,2
2. Rozcigganie obwodowe ep, 2 2,1 ehy 2 1,5
3. Rozciaganie dwuosiowe Epy = 3,2 &by 2,6
(0z/0p = 0,5) £z, = 0,6 el > 0,3
4. Skrecanie Vage = 1,8 vh, 1,1

Tabela 3. Warto$ci granic plastycznosci (w MPa) podczas rozciggania dwuosiowego

Metoda Warunek Warunek Uog. warunek
STM Hu-Marina Hilla Pragera
52,6 ~ 47,9 49,1 454

Ze wzgledu na trudnosci w pelnym jakosciowym i iloSciowym zidentyfikowaniu anizo-
tropii materiatu zalozono, Zze material jest ortotropowy, a osiami gléwnymi ortotropii
sa osie r, ¢, z walcowego ukladu wspéirzednych zwigzanego z prébka. Uzyto warunku
plastycznoéci Hu-Marina [3]

2 2 .
‘71) _EL_(&) =1 (10)
Gzo 611.!“0’0 G‘Po ’

uogdlnionego warunku Pragera (cyt. w [3])

3 Uz)z_ 020y (%] _L(ox, %)zgz,_ﬁ)’(z«i_}fi)’ _ 1, an
2 |\oy, 02,00, Gy, 8\as, Gyl \0g Op, | \ Gy, 03, ’
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Rys. 15. Wartoéci granic plastycznoéci podczas dwuosiowego rozciggania wyznaczone metodg STM i obli-
czone na podstawie ortotropowych warunkdéw plastycznoscei.

i zmodyfikowanego warunku Hilla [8]

(—"’—)+(”"’)—(iz+i~ L 0,0, = 1. - (12)

2
0“7’0 oz (V] O"Po O“?’o 0y o

Wystepujace w nich granice plastycznosci o, i o, wyznaczono metode sprzeZenia termo-
-mechanicznego. Wartoéci granic plastycznosci podczas rozciggania dwuosiowego obliczo-
ne z warunkow plastycznosci sg podane w tabeli 3 1 przedstawione na rys. 15.

5. Whnioski

Z przeprowadzonej analizy teoretycznej oraz wynikéw przykladowych badan doswiad-
czalnych wynika, Ze za miar¢ wejécia materialu w stan plastyczny mozna przyjaé przyrost
temperatury sprzgZonej z naprgzeniami w adiabatycznym procesie obcigzania. Fakt ten
ma istotne znaczepie dla praktyki doswiadczalnej, szczegélnie w przypadku materiatow
anizotropowych i nieliniowych.
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Peaome

OLIEHKA TIOBEPXHOCTH NNACTHYHOCTH AHU3OTPOIMHLIX HEJIMHEIMHLIX
MATEPHAJIOB METOHOM TEPMO-MEXAHHWUYECKOI'O COIIPSDKEHMSA

B pafore mpencraBieHa poJsib Tepmo-mexanuueckoro merona [STM/ wccnemopamus moBepxHOCTH
NUIACTHYHOCTH . YKa3aHa TeOPeTHYeCKas BO3MOMKHOCTb ONPELENIEHNST MOBEPXHOCTH IaCTHYHOCTH TEPMO-
MeXaHMYECKMM METOMOM B AHH3OTPONHBIX HEJMHEHHO-YIPYTHX MaTepHanax, NOABEpPTHYTLIX IPOCTOMY
¥ CHOYKHOMY HAUpPY)KEHMIO. BhINM IpoBEHEHbI SKCHEPUMEHTANEHBIE HCCHEN0BARKSA, COCTOAIME B ONpe-
JIeNIEHHH TIpejelia IIacTHYHOCTH MeTofom STM aHU30TPOIHOrO YNpyro-IwacTHUeCKkoro (C Hauaja Ha-
rpy)KeRns)) MaTepuana. TOHKOCTeHHBle TpyOuaThle o6paslibl H3 IOIMKPHUCTAJIMUYECKOTO LMHKA OBINH
MOABEPrHYTHl ONHOOCHOMY PACTAYKEHHIO B OCEBOM ¥ TAHTESHLMANLHOM HANDABJERNM, ABYXOCHOMY pac-
TIDKEHHIO U KpyueHuro. ITonyueHHbIe pe3ynpTaThl OLUIM CPaBHEHLI C PE3YJSILTATAMH, BHITCKAIOUMIHMH K3
HEKOTOPBIX THIIOTE3 IIACTHUHOCTH. :

Summary

THE DETERMINATION OF THE ANISOTROPIC NON-LINEAR MATERIAL’S YIELD SURFACE
BY THERMAL-MECHANICAL COUPLING METHOD.

The role of thermal-mechanical coupling method (STM) of the yield surface investigation has been
presented. A theoretical possibility of determining the yield surface using the STM method in anisotropic
non-linear elastic materials at proportional and non-proportional loadings out has been pointed
out. The experimental investigations consisting in the yield surface determination by STM method in
macroanisotropic elastic-plastic material (since the beginning of loading) have been described. The
material was policrystalline zink. Tubular thin-walled specimens were subjected to uniaxial tension
in axial and tangential direction, torsion and biaxial tension. The comparison of the obtained results with
the values of the yield point resulting from the strength hypotheses has been presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 marca 1983 roku
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ZASTOSOWANIE ZMODYFIKOWANEJ METODY
KRYLOWA-BOGOLUBOWA
DO BADANIA DRGAN SWOBODNYCH UKEADOW NIELINIOWYCH

KrzyszToF GOLOS

Politechnika Warszawska
Instytut Podstaw Budowy Maszyn

W pracy przedstawiono rozszerzenie metody Kry%oWa-Bogolubowa dla rozwigzywania
pewnej grupy rownan rézniczkowych. Przedstawiona metod¢ zastosowano do badania
drgan swobodnych nieliniowego ukladu opisanego przez Z. Osinskiego rownaniem roz-
niczkowym trzeciego rzedu.

1. Wprowadzenie

Analiza drgan ukiadu materialnego polega najczgéciej na badaniu rozwigzan réznicz-
kowego réwnania drgan. W wielu przypadkach rozwiazania te nie sa znane. Analizg
opiera si¢ wtedy na badaniu rozwigzan przyblizonych. Jedng z mozliwoéci stosowanych
do rozwiazywania nieliniowych réwnan ruchu drgajacego sa metody matego parametru.
Sa one oparte na zalozeniu, Ze nieliniowa czg$¢ jest mata w stosunku do liniowej. Mozna
ja zatem uzalezni¢ od parametru majgcego malg warto$é u <€ 1.

Roéwnanie ruchu drgan swobodnych bez ttumienia ma na ogdt postaé:

itw’x = uf(x, &), )

gdzie: x4 oznacza maly parametr, za$ f(x, x) jest nieliniowa funkcja przemieszczenia i pred-
kosci. Metoda postgpowania przy rozwigzaniu réwnania (1) zostata przedstawiona przez
Krylowa i Bogolubowa [1, 2].

Sposéb przedstawiony przez Krylowa-Bogolubowa zostal rozszerzony przez Popova
[3] na réwnania z liniowym tlumieniem postaci:

¥4+2hx+o?x = uf(x, ). )

Badaniem rozwigzan réwnan postaci (2) zajmowal si¢ tez Bojadziew [4].

Modyfikacje (rozszerzenie) przedstawionych podejé¢ do badania drgan nieliniowych
swobodnych ukladu zamodelowanych réwnaniem réZniczkowym trzeciego rzgdu przed-
stawit Osinski [5, 6].
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Nieliniowe drgania opisane réwnaniem rézniczkowym trzeciego rzgdu byly tez przed-
miotem rozwazann Mulholland’a [8]. W pracy przedstawiono rozszerzenie metody Krylo-
wa-Bogotubowa stosowanej w pracach [5, 6, 7). Przedstawiony sposéb uzyto do roz-
wigzania réwnania drgan swobodnych systemu uwzgledniajacego wplyw tarcia wewngtrz-
nego i relaksacje [6].

2. Rozwiazanie réwnania ruchu

W pracy podjeto analiz¢ réwnania ruchu ukladu opisanego nastepujacym réwnaniem
rézniczkowym:
¥ +kE+Ix+ oy = ufix, &, &, ¥), 3)

gdzie: x oznacza przemieszczenie, k, I, w? stale materialowe, x maly parametr, a f jest
nieliniowa funkcja przemieszczenia i pochodnych przemieszczenia.

Réwnanie postaci (3) byto przedmiotem rozwazan w pracach [5, 6]. W prezentowa-
nym podejsciu do rozwigzania réownania (3) zaproponowano metodg Krylowa-Bogolu-
bowa odpowiednio zmodyfikowana. Rozwiazanie réwnania (3) przedstawiono w postaci
réwnania: :

x = a+bcosp+ul,(a, b, )+ u2Us(a, b, p) + ... “)

Wartosci zmiennych a, b,  w zaleZznosci od czasu przedstawiono w formie ukladu réwnan:

d

d(zz = —ta+pdi(a, b, p)+pP A0, b, )+ ..

db 2

—-aTt— = '—77b+/lvB1(a; b; 1/))+/1' BZ(a’b: ‘P)"‘ (5)
dy 2

—aTt_ = C+‘U;C1(a,b, 1/))+/'l‘ CZ(a’b, 1/))+

Roéwnanie charakterystyczne réwnania (3) ma postaé:
P rkr+lr+w? =0 6

W pracy przyjeto zalozenia jak w [5, 6].

Zalozono, ze k > 0,/ > 0, w > 0, zatem réwnanie (6) ma jeden plerw1astek rzeczy-
wisty ujemny i dwa zespolone o czesciach rzeczywistych ujemnych. W ukladzie réwnat
(5), & oznacza bezwzgledng warto$é rzeczywistego pierwiastka réwnania (6), n bezwzgledna
warto$¢ rzeczywistej czesci pierwiastka zespolonego, a £ bezwzgledna warto$¢ czgsci uro-
jonej tego pierwiastka. Nieznane funkcje u,(a, b, ), A(a, b, v), B(a, b, v), C(a, b, p) wy-
znaczamy po podstawieniu pochodnych x, ¥, ¥ (z uwzglednieniem (5)) i x do réwnania
(3).. Poréwnujac wspotezynniki przy tych samych potegach otrzymujemy rekurencyjny
ukdad réwnan czastkowych rézniczkowych, W celu jednoznacznego wyznaczenia 4, B, C
wprowadzono dodatkowe warunki
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2

[ Uy(a, b, p)cospdy = 0,
0
2w

[ Ui(a, b, p)sinpdy = 0,
0

2r (7)
f Us(a, b, p)cospdy = 0,
0

2r
f U.(a, b, p)sinpdy = 0.
0

Z fizycznego punktu widzenia wprowadzenie tych warunk6w oznacza nieistnienie w rozwi-
nieciu funkcji #,, u, pierwszych harmonicznych wplywajacych na warto§é dwéch pierw-
szych wyrazéw rozwinigcia funkcji (4).

Znajac uklad réwnan na A, B, C rozwiazujemy go. Wyznaczone wielkosci wstawiamy
do uktadu (5). Uklad réwnan (5) rozwiazujemy na drodze numerycznej, przy czym stale
o, bo, o Wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.

3. Zastosowanie metody (Przyklad)

W pracy zastosowano procedurg do rownania drgan swobodnych przedstawionego
w pracy.[6]. Réwnanie ma postaé:

§+#xg+aqt+wiq = —pufg’—pyy’ ~udy® ®)

Rozwigzanie réwnania (8) przewidziano w postaci uktadu réwnai (4) i (5).
Rézniczkujac prawa strone réwnania (4) i uwzgledniajac (5) otrzymano wyraZenia
na g, g, §. Po wstawieniu wyliczonych pochodnych do lewej strony réwnania (8) i poréw-
naniu wyrazoéw przy tych samych potegach malego parametru u otrzymano rekurencyjny
uklad réwnar.
Rownanie utworzone z wyrazow stojacych przy u°:

— Ea+ (Bt —nPbcosy+ (0 — 3020 bsiny+x[E2a-+ (52 — L) beosy +
+2nLbsiny] + a( —Ea—nbcosy —~blsiny) +w?(a+bcosy) = 0. )]
Rownanie to jest spetnione tozsamosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy:

-8+ En—abto® =
32—+ u(n*— D —on+w? =0 (10)
33 +2unl—al =0

Uklad réwnani (10) jest spelniony zawsze, poniewaz —&i —n—Ii{ sa pierwiastkami réw-

nania charakterystycznego (6). Dla wyznaczenia funkcji 4,, B,, C,, korzystajac z przed-
stawionych wyzej warunkéw otrzymano, nastepujacy uklad réwnan:
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A, (8 (')Al
0*4 %4 3 A (')ZA
2,2 941 | 232 ¢4 2 1 1
HE g AT F s+ 2ma ba b 2 05y
9’4, _ 3 2
—Zﬂé'bm = ¢11 @’ +cppab?,
31
3 B o*B 3 B J*B 323
2 1 2 2 1 2 1 Y 1 ___1
HEE G Y T e —mab g an 2 e T
d 11
_2ntb abg ¢, Ch(6n— 2x)+35g“ab gt 3521,%: (I
= clsb +016ba
JB, 2 3B1 2 2
B, {(3n— 2x)+36€a +317€b —3C +¢16(38% - 302 + 2nx— o) +
J
+abE(3n— E+x)—+b2n(x 4n) +bC(3n )5 cl
d%¢ d%c d%c d%c
_E242 1 1 2 1 213 1
§2a%b —-3- +260ab 5~ +2an aboy " b =g+
3b

gdzie:
€11 = "ﬂ“)’fG' 88°,

— ____ﬂ_ 7/52(,'7 _CZ)Z 6))1}254_'__;_ 653(3,’762_”3)2_{_ %653(4‘3_31}24‘)2,

i = = YO = L= 6P = St P = B — o BE— I,
—6y£°n—38£°(L° ~2n*0),

(2}
-
&~

il

¢1s = —~ﬂ——y(n =05 =3y (n* - e +

3 3
— 5 0G0z =) = OGN =) (= 3nLY,
C1 = —3f—3yE(n*~{*)-305°CBnL* ~7?).
Rozwiazujac powyzsze réwnania znaleziono zaleznosci na A4,, B;, C;

Al = D11a3+D12ab2
.B1 = D13b3+D14azb (12)
Cy = Dysb*+Dya®



Wartosci wspolczynnikéw D, D;,, D3, Dy, Dys, D¢ sa nastepujace:

€g

Wstawiajac (13) do (5) otrzymano zaleznoSci na pochodne a, b,

METODA KRYLOWA-BOGOLUBOWA

= 011/(452—2%5"‘0‘),

]

= (C15° €c—Cy3" e1)[(e; " es—es- €3),
= (C16-€s—Ci1a- €)[(es- eg—eq- €4),
= (c15-es—c13-e1)/(ey-es—eg- ey),
= (C16° €7—C1s " €s)[(e3 eg—e7" cy),
= a—2nx+4n2—3L2,

= 90n—2un,

= o 2ot IP— 3L2— o 262 —
618 22 +38C,

= 6n{—2xf,

= 32-3n*+ 2y —a,

= 6n¢—2x{+3£C,

i

= 302392 2824+ 2+ 3né +xb—a.

a = —fa+pa(D, a?+ D, b?),
b = —Cb+,ltb(D13b2+D14a2),
P = w+u(D;sb%+D,za?).

W pierwszym przybliZeniu rozwigzanie réwnania (8) ma postaé

q = a+bcosy.

C12/(38% =2%E 4 o+ 360+ 20> — 20,

3ir

(13y

(14)

(15)

Przedstawiony uklad réwnan (14) rozwiazanio numerycznie stosujac procedur¢ Runge’go-

Kutty czwartego rzedu. Do obliczen przyjeto nastgpujgce wartosci stalych:

oraz warunki poczatkowe

% =5-10"3,
o =210,

w? =1,5-10°,
B = —12-10%
y = 31011,
d=2-10"%,

do = a(o) = 0,0005’
bo = b(0) = 0,001,
vo = p(0) = 0.

znaleziono rozwigzania dla wartoéci malego parametru p = 0,001 i 0,1. Wykresy zmian

a(t), b(t) i p(t) dla u = 0,1 i podanych wyzej wartoéci przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Przebieg a(t), b (t) i v (¢).
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Rys. 2. Przebieg q(t).

Przebieg rozwiazania ¢(¢) dla réznych warto$ci u przedstawiono na rys. 2. Jak wynika
z wykresu, przebieg ¢(t) dla 4 = 0,1 bardzo malo ré2ni si¢ od przebiegu dla 4 = 0. Ruch
opisany réwnaniem (15) przedstawia drgania zanikajace. Drgania te odbywaja si¢ okoto
§rodka drgan, ktorego potoZenie nie jest stale, ale ktéry przemieszcza si¢ dazac asympto-
tycznie do pewnego ustalonego poloZenia. Amplitude drgan okre§la b(r). Wiasnosci te
sg obserwowane przy badaniu drgan tlumionych tarciem wewnetrznym [7].

4. Whioski

Przedstawione w pracy uogdlnienie metody Krylowa-Bogolubowa stanowi rozszerzenie
dotychczas stosowanego podejécia. Uzaleznienie parametréw 4, B i C od zmiennych
a, b, p umozliwito dokladniejsze rozpatrzenie drgarii swobodnych uktadu drgajacego.
Czesto w badaniach zalezy gléwnie na wyznaczeniu zmian amplitud uktadu g, b oraz
przesunigcia w fazie p w zaleznoéci od czasu. Pelne podanie postaci ukiadu (14) pozwala
na bardziej precyzyjne przeanalizowanie tych wiglkosci. Jednoczesnie z matematycznego
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punktu widzenia zastgpienie rozpatrywania réwnania (3) (w przykladzie (8)) ukladem
réwnan (4) i (5) (w przyktadzie (14)) stanowi powazne ulatwienie. Prezentowana proce-
dura postgpowania moze by¢ wykorzystana do efektywnego badania drgaf ukladéw mo-
delowanych réwnaniami rézniczkowymi.
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Pesmome
MIPHIMEHEHHWE MOIVPHUIHUPOBAHHOI'O METOIOA KPBIJIOBA-BOI'OJIIOBOBA
IJISI AHAJIM3A CBOBOIHBIX HEIWHEWHLIX KOJNEBAHUN CUCTEM

B paGote paccMOTpeHO HeNHHeiHbIe cBoGomHBIE KosteDaHus CHCTEMbI. CHeNnaHo QHANH3 aCHMIITO-
THUecKoro pemtenns auddepenHansoro ypasuesnsa B cmbicne KpeiosBa-Goromo6ora. Tpeacrarieto
ofobIIeHHe KOMIENUUA npeanoyKeHHoH OCHHCKHM AN pemennsa Ju(depeHUHaNBHEIX HEJIHHEHHBIX
YPaBHEHHH TpPeTLEro psma.

Summary

THE USE OF MODIFICATED KRYLOV-BOGOLIUBOV METHOD IN THE ANALYSIS OF FREE
NONLINEAR OSCILATIONS OF SYSTEMS

The paper deals with the free nonlinear vibrations of a system. The asymptotic solution in the sence
of Krylov-Bogoliubov of a differential equation is investigated. The extension of the idea proposed by
Osinski to solve third order nonlinear differential equation is made.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 maja 1984 roku
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ZGINANIE BELEK LEPKOSPREZYSTYCH NA PODLOZU REOLOGICZNYM

TADEUSZ SMOLEN
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1. Wstep

Praca stanowi propozycje metody do analizy statycznej lepkosprezystych belek o skon-
czonej dlugodci i dowolnym schemacie statycznym, spoczywajacych na podiozu reolo-
gicznym o wlasciwosciach dajacych opisaé si¢ modelem ciata liniowo-lepkosprezystego.

Z punktu widzenia mechaniki, zagadnienie zginania belek spoczywajacych na podio-
zu odksztalcalnym, mozna zaliczy¢ do dzialu poswigconego tzw. zadaniom kontaktowym
o niezmiennym — z géry okre§lonym — obszarze kontaktu. Natomiast pod wzgledem
technicznym zagadnienie to dotyczy waznej problematyki inZynierskiej, a mianowicie
wspoipracy konstrukcji lub jej elementéw z podiozem, na ktérym sa one posadowione.
Z tego wzgledu rozwijanie i doskonalenie matematycznych modeli wspéipracy konstrukcji
z podloZzem oraz poszukiwanie coraz efektywniejszych metod rozwigzywania zadan z tego
zakresu moze rozszerzy¢ nie tylko sferg poznawcza zagadnienia, ale takze bazg mozliwosci
poprawnego rozwigzywania konkretnych zadan z praktyki inZynierskiej.

Temat zginania belek spoczywajgcych na podiozu odksztatcalnym znajduje wiele
miejsca w literaturze poswigconej wspolpracy konstrukcji z podtozem. Szczegélnie efek-
tywne metody obliczeniowe opracowano dla rozwigzywania zadad z tego zakresu w wersji
sprezystej, np. [1, 2, 3, 4]. Wspdlng cecha tych metod jest przyjecie modelu ciala liniowo-
sprezystego do opisu wlasno$ci materialéw, zaréwno belki, jak i podioza. Przyjecie takie
znacznie ulatwia rozwigzywanie wielu konkretnych zadan inzynierskich, ale uzyskiwane
wyniki bardzo czesto wyrainie odbiegaja od realnych, gdyz ukiad belka-podloze ma
w rzeczywistosci cechy — ogdlnie méwiac — zdecydowanie niesprezyste (lepkosprezyste,
lepkoplastyczne, plastyczne itp.). Sprawiaja one, ze aktualny stan naprezenia i odksztal-
cenia zalezy nie tylko od aktualnego stanu obciazenia, ale takze od historii procesu defor-
macji belki i podioza.

Ewidentny postep w kierunku urealnjenia modelu wspolpracy belki z podtozem czynia
prace przyjmujace do opisu cech uktadu model ciata liniowo-lepkosprezystego. Dzigki
temu mozliwe staje si¢ ujecie cech reolgicznych materiatu belki (np. beton, zelbet) i po-
dloza (np. grunt). Konsekwencja takiego opisu jest niestety znaczna komplikacja matema-
tycznej strony zagadnienia w stosunku do jej wersji sprezystej. Fakt ten sprawia, Zze tylko
dla nielicznych, wyidealizowanych zadan znane sg poprawne i praktyczne w stosowaniu

10%
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rozwigzania przy obciaZzeniach statycznych i dynamiczaych, np. {5, 6, 7. Gléwna prze-
szkoda w uzyskiwaniu zadowalajgcych rozwigzan w zakresie lepkosprezystym jest réz-
niczkowo-catkowa postaé réwnan opisujacych prace ukfadu belka-podloze, co w wielu
realnych przypadkach wylania zadania brzegowe wrecz niemozliwe do rozwigzania w spo-
séb §cisty. Jedyna szansg sa wowczas metody oparte na analizie numerycznej.

W niniejszej pracy zaprezentowano kompleksowa metode wyznaczania przemieszezen
i sit wewnetrznych w belkach spoczywajacych na podiozu odksztalcalnym w zakresie
lepkosprezystym, poddanych quasi-statycznym obcigzeniom o dowolnym rozkladzie
i przebiegu w czasie. Sformufowania zadan dokonano w oparciu o analogi¢ sprezysto-
lepkosprezysta dla wybranych modeli wspdtpracy belki z podiozem. Tdea metody jest
wariacyjne ujecie zagadnienia i wykorzystanie metody elementéow skonczonych (MES)
w wersji polanalitycznej, pozwalajace] na uniknigeie — klopotliwej pod wzglgdem nu-
merycznym — dyskretyzacji skali czasu. Material belki i podloza potraktowano jako
ciata liniowo-lepkosprezyste o odmiennych parametrach reologicznych (tzn. o réznych
funkcjach relaksacji i petzania) w wersji zaproponowanej przez Gurtina i Sternberga [8],
a wiec bez konkretyzowania typu modelu reologicznego. Dzigki temu opracowana metoda
stanowi pewne uogdlnienie metod analizy sprezystej na zakres lepkosprezysty.

2. Sformulowanie zadan brzegowych

Przedmiotem rozwazan jest lepkosprezysta belka o skonczonej diugosci 1 dowolnym
schemacie statycznym, poddana quasi-statycznym obcigzeniom dowolnego typu. Poszu-
kiwanymi wielko$ciami sg tutaj; funkcja ugiecia belki w = w(x, t) — opisujaca proces
deformacji belki oraz funkcja momentu zginajacego M = M(x, t) — okres$lajgca ewolucje
stanu napreZenia w belce. Postaé rownan opisujgcych zaleze¢ bedzie od przyjetego modelu
podioza i rodzaju wspétpracy belki z podtozem. W zakresie sprezystym znane sg, miedzy
innymi, takie modele podloza, jak; jednoparametrowy — typu Winklera-Zimmermanna,
wieloparametrowe — typu Wilasowa, Wieghardta, Schulcego oraz ciagle — typu péiprze-
strzeni lub polplaszczyzny sprezystej.

Punktem wyjécia do sformutowania zadafi brzegowych bedzie rdozniczkowe réwnanie
réownowagi belki oraz rownania fizyczne materiatu belki i podioza.

1° Belka lepkosprezysta na podioin lepkosprezystym typu Winklera

Rézniczkowe réwnanie réwnowagi belki opartej na podtozu odksztatcalnym ma znang
postac

d?M(
MO~ pee, -gt0), @D

gdzie g(x, 1) jest funkcja obcigZenia ciaglego, natomiast p(x, f) — tzw. odporem podtoza.
Zwiazek fizyczny dla belki wynika z ogélnego réwnania konstytutywnego dla ciata
liniowo-lepkosprezystego [8, 9]

U'IJ(X, t) = Eum(t) X deg(x, 1), (2.2)



ZGINANIE BELEK LEPKOSPREZYSTYCH 317

sprowadzajacego si¢ — przy zalozeniu izotropii materialu i zredukowaniu do parametrow
opisujacych stan naprezenia i odksztalcenia w przekroju belki — do postaci

12w(x, t
M(x, 1) = —EyJ - de(t) % ‘_—‘2(:‘2 2 C(23)

gdzie e() jest bezwymiarowa funkcjg relaksacji materiatu belki, EyJ — sztywnoscia belki
na zginanie. Symbol ,,-%-" oznacza mnoZenie splotowe,
Zwiazek fizyczny dla podioza przyjeto — przez analogi¢ do wariantu spreZystego —
w postaci [5]
p(x, 1) = Rodr(t) % wix, 1), (2.4)
w ktérym r(#) oznacza bezwymiarowa funkcje relaksacji materiatu podloza typu Winklera,
a Ry jest stalym parametrem tego podloza.
Podstawiajac prawa strong réwnania (2.4) w miejsce p(x, ) w réwnaniu (2.1), otrzy-
muje sig
d*M(x, 1)
——
Roéwnania (2.3) 1 (2.5) postuza do sformutowania zadania wariacyjnego dla metody
elementow skonczonych.

—Rodr(t) % w(x, ) = —q(x, ). C (2.5

2° Belka lepkospreiysta na podlozu lepkosprezystym typu Wlasowa

Formuta wspétpracy belki z podioZzem typu Wiasowa opiera si¢ na zaloZeniu zgodnosci
przemieszczen pionowych i poziomych w obszarze kontaktu belki z podloZzem. Wskutek
tego obcigzenia poprzeczne wywoluja, oprécz momentu zginajacego i sily poprzecznej,
takze sile osiowa.

M+aM
N+aN

T+aT

pix.t)

(c)

Rys. 1.
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Z rownan rownowagi elementu belki (rys. 1c) wynikaja nastgpujace zaleznoSci pomlgdzy
silami wewnetrznymi a obcigzeniem i reakcjami podioza:

dN(x, 1) _

___._..(.I.’.;_« = s(x’ t), (2.6)
A pe, —g0x, 0, @7
dM(x,t) : .
S = T(x, t)+5(x, t) h. (2.8)

Warunki zgodno$ci przemieszczen punktéw obszaru kontaktu belki z podlozem pro-
wadza do réwnan (rys. 1b)
vl(xat) = W(x,t), (2.9)
d t
0y(x, 1) = u(x,t)—h —W—S;~) (2.10)

Réwnania fizyczne dla belki, wyrazone przez funkcj¢ przemieszczen punktéw osi belki
u(x, t) i w(x,t), otrzymuje si¢ ze znanych zaleZnosci geometrycznych oraz warunkéw
rownowagi wewnetrznej przy wykorzystaniu rownania (2.2)

M(x, 1) = —EoJde(t) % - W(x 28 @.11)
N(x, 1) = EgAde(t) % %x”), (2.12)

gdzie Ey A jest sztywnof$cig osiowa belki.
- Zwiazki fizyczne dla podtoza przyjeto w nastepujacej postaci:

p(x, 1) = Rodr(t) 3 w(x, 1), (2.13)
3(x,t) = Sy ds(t) ¥ vy(x, 1), (2.14)

gdzie s(f) oznacza bezwymiarowa funkcje relaksacji podloza przy deformacji wzdtuz
linii- kontaktu.

Réwnania (2.6) + (2.14) stanowia uktad dziewieciu réwnan. Redukujac ten ukiad
réwnan do postaci zawierajacej jedynie funkcje przemieszczen u(x, t) i w(x, t), otrzymuje
sie dwa rownania

2
EoJde(t) ¥ d_%gf,—’)mo-dr(t) % w(x, 1)+ Sods(r) % [d”(;x’ D _p4 ';ixz J l -
= g(x, 1), (2.15)

2
Eod - det) % & ‘:};‘;L)—So~ds(t) v [u(x, )—h dlfi’;’_’)] = 0.

Podobnie jak dla poprzedniego modelu wspétpracy, réwnania (2.15) wykorzystane

zostang do sformutowania zadania wariacyjnego w postaci wygodnej do zastosowania
MES.
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3° Belka lepkospre¢zysta na podlozu typu pélplaszczyzny lepkospreiystej

W odréznieniu od dwoch poprzednich modeli podtoza, model podioza ciaglego cha-
rakteryzuje si¢ tym, ze obcigZenie zadane na jego powierzchni wywoluje przemieszczenia
nie tylko w obszarze tego obciaZenia, ale réwniez poza nim. Przyjecie takiego modelu
podioza, chociaz wydaje si¢ najbardziej realne, wymaga jednak odwotania sie do skompli-
kowanych rozwiazan klasycznych zadan brzegowych w teorii sprezystosci (np. zagadnie-
nia Boussinesqa i Cerrutiego [10, 11]).

W aspekcie kinematycznej wspolpracy belki z podlozem mozliwe sa dwa przypadki.
W pierwszym zaklada si¢ jedynie zgodno$¢ pionowych przemieszczen punktéw osi belki
z odpowiadajacymi im punktami podtoza. W drugim zaktada si¢ dodatkowo takze zgodnoéé
przemieszczen stycznych do linii kontaktu belki z podtozem.

Ograniczajac rozwazania do przypadku pierwszego, dla okreSlenia zwigzku miedzy
przemieszczeniami pionowymi punktéw osi belki w(x, t) i odporem podioza p(x,t),
wykorzystano znany wzér Flamanta [3]

L
2 f [x =i
’t = — L’ t 1 — 5 .
w(x, t) =bE, | pOIL, In ——dy+4 (2.16)
w ktorym b jest szerokoscig belki, £, modulem sprezystosci pdlptaszczyzny, natomiast
A dowolna stala. Przenoszac zwiazek (2.16) —w oparciu o analogi¢ sprezysto-lepko-
sprezysta — na przypadek poélptaszczyzny lepkosprezystej, otrzymuje sig

1
WL 1) = e de®) % [ pln, DInIE~nldn+AQD), Q.17
‘ 0 0

gdzie ¢(?) jest bezwymiarowg funkcja pelzania materiatu podloza, Cy = bE,, § = x/L,
n = y/L.

Dazac do maksymalnie prostego sformulowania omawianego zadania brzegowego,
pozwalajacego na unikniecie koniecznoéci przeksztalcania réwnania catkowego (2.17),
jako wielkosci poszukiwane przyjeto funkcje w(&, ¢) i p(&, ¢). Eliminujac funkcje momentu
zginajacego M(x, t) z réwnan (2.1) i (2.3) oraz dolaczajac réwnanie (2.17), uzyskano
nastepujgcy uklad rownan catkowych:

1
E,J S d*w(n, t)

L4. de(t) _X —_‘1",;74
0

1
S —ndn+ | pln, 1)8( ~ )y = a(&, 1),
’ (2.18)

1

1
[ wn, 8 ~mdy + - aeo) - [ oo, ymig=nldn = AG),
0 0

0

ktéry opisuje zginanie belki lepkosprezystej na ciaglym podiozu lepkosprezystym trakto-
wanym jako polptaszczyzna.
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3. Wariacyjne ujeciec zadan brzegowych

Majac na uwadze wykorzystanie metody elementéw skonczonych do rozwigzania
sformulowanych zadan brzegowych, dokonano wariacyjnego ujgcia tych zadan. Wyko-
rzystano og6lny schemat postgpowania wynikajacy ze znanego twierdzenia Wainberga
w teorii rownan operatorowych. Zgodnie z tym twierdzeniem [12], dla rownania operato-
rowego postaci

Au+f =0, (3.1
istnieje funkcjonat & (u)

() = 5 CAu,w (W, (3.2

ktérego warunek stacjonarnosci prowadzi do réwnania (3.1). W formutach (3.1) i (3.2)
A jest operatorem réwnan zadania brzegowego, u wektorem poszukiwanych rozwigzan,
f wektorem funkcji zadanych, natomiast symbol (-, *) oznacza iloczyn skalarny.Og6l-
nym warunkiem istnjenia funkcjonatu (3.2) jest potencjalno$¢ operatora A, ktéra dla ope-
ratora liniowego zachodzi wéwczas, gdy operator ten spetnia warunek symetrii [12]

(Au, v) = (u, Av), (3.3)

gdzie u i v traktowane sg jako elementy przestrzeni Hilberta #, rozwiazan rdéwnania
(3.1), z iloczynem skalarnym postaci
L

ux, 1), vex, 1) £ [ ulx, 1) % v(x, Hdx. (3.4)
V]

Wariacyjne ujecie zadania brzegowego 1°

Roéwnania (2.3) i (2.5) — odpowiadajace pierwszemu zadaniu brzegowemu — mozna
zapisaé w nastgpujacej postaci operatorowe;j:

dc(t)

L 00 2( ) M(x, 1) 0 0
[w(x 1) ] +[q(x r)] = [0] (3-5)
() —Rodr(t) % () ’ )

Porownujac rownanie (3.5) z (3.1) fatwo stwierdzié, ze

8(r) %

dx2

L0 X (9, 80 %y ()

_ (MG, -] | e
w(x, 1) ’ (x, 1)
’ 6(t)—)(—75€—2~(...), — Rodr(t) % (...) 7

gdzie 8(¢) jest funkcja Diraca natomiast ¢(¢) = L~ {1/Z[e(1)]}.
Poniewaz operator A jest w tym przypadku symetryczny, wiec istnieje funkcjonat
typu (3.2). Realizujac iloczyny skalarne w (3.2), otrzymano
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L L
b de(t ; 1
7\, M) = _E(E_J)_ * | MO 1) % MGs, et o [, 1) % M, e+
/ .

0
L

L
{
+;—fw(x, DM (x, t)dX~7Rod"(t)-X~fw(x, 1) X% wix, t)dx+fq(x, 1) ¥ w(x, t)dx.
0 0 0

(3.7

Zaprezentowane ujecie wariacyjne pierwszego zadania brzegowego pozwala na nieza-
lezne traktowanie pol przemieszczen i mometdw zginajacych, co stanowi zalete z punktu
widzenia metody elementéw skonczonych.

Wariacyjne ujecie zadania brzegowego 2°

Przedmiotem rozwazan sa tutaj rownania (2.15), ktérym mozna nadaé postaé opera-
torowa (3.1) o nastepujacej strukturze:

d+ d? ' d
EyJ-de ¥- ——T(...)—h-Sods%(—~—z—(...)+Rodr—X— (-..), Sods ¥ ——(..)
A= dx d _ dx
S
Sods—x————( ), 2o ey dz( )= ds % ()

w(x, t) £ _q(x: t)
T ux, 0 ) - 0 '
Podobnie jak w pierwszym zadaniu brzegowym, symetria operatora (3.8) zapewnia istnie-

nie funkcjonahu typu (3.2). Realizujac formule (3.2) dla wyrazen (3.8), otrzymano funkcjo-
nat

, (3.8)

L
F(u, w) =%—E0Jde(t) %_f wiV (x, t) % w(x, t)dx—— ds(t)%fw”(x 1) ¥wx, Ddx +
0

by Rodr(t) 3 [ (e, 1) X wlx, x4 Sods(e) % [ (e, 1) % wis, e+
0 0

1E0

+ —Sods(t)a( fw(x 1) % u(x, t)dx+ de(t) ¥ { w'(x,t) % u(x, t)dx+

1 S° ds(t) % f u(x, t) % u(x, dx— f q(x, 1) % wix, t)dx, (3.9)

ktérego warunek stacjonarnosci prowadzi do réwnan (2.15). W proponowanym ujeciu
wariacyjnym (drugiego zadania brzegowego) pola przemieszczefi pionowych w(x, f)y
1 poziomych u(x, t) traktowane sa niezaleZnie.
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Wariacyjne ujecie zadania brzegowego 3°

Dla wariacyjnego ujecia trzeciego zadania brzegowego, réwnania (2.18) przepisano
w nastepujacej postaci operatorowej

- 1 1
E,J d*
S0de(t) ¥ | 8(E—n)- g (e, 8(1) ¥ | OE=m)(-)d
"o de(t) Of =) s (e f M) s
‘ - ‘ | p(n,t)J+
50 % [ 8E—m (e, - de(t) [ Inle—nl(- )
B ] 0 b R
—q(&, 1) [0
+[ A(D) ]= 0] (3.10)
Operator i
| oL o) %L (osE—m, 50 % ()9
n
Azf 2 n
0

8() % (...)6(E—m), e de(t) % Injé—n|(...)

jest w tym przypadku operatorem catkowym. Fakt ten wylania konieczno$¢ sprawdzenia
jego symetrii (3.3). W rozwazanym zadaniu brzegowym

u = [Wl(f’t)’p1(§7t)]’ V= [WZ(E;t)’pZ(E’t)]-

Rozwijajac warunek symetrii (3.3), otrzymano

1 1

CAu, o=, A = 2oty o [ wiee, 1) wale, DL [ e, ) 5 male, D+
0 0

@.11)

1 1 1
2
+Lbf wi(, 1) % pz(E,t)d§+-T—t—C—,;dc(t) %ofoflnw—nlpl(&,t) ¥ pa2(n, t)dn-dé +

EyJ
L3

1 1
de(t) % [ WEE, 1) % Wi, DdEL [ pae, ) % w6, Dk +
0 0

11
, |
Zde(0) % bf J e ainate, 0 % pice,anas

1
L[ w6, 0) % pi(8, D)l ——
0

Calkowanie przez czgéci oraz uwzglednienie warunkoéw brzegowych pozwala zredukowaé
wigkszo$¢ skladnikéw w (3.11), z wyjatkiem tych, ktére zawieraja catki podwojne. Jednak
dzigki formalnej zamianie zmiennych w jednej z catek podwdjnych i wykorzystaniu sy-
metrii jadra catkowego In|é—n| = In|n—&|, staje sig ona identyczna z druga catka podwdjna,
a zatem skladniki te réwniez ulegajg redukcji, co ostatecznie dowodzi symetrii operatora
rownaii (3.10), a wigc istnienia funkcjonatu typu (3.2). Ma on postaé
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1 1
1 E,J : :
Fa(w, p) = “'2‘?‘{3(’) X J wh(&, 1) % w(é, t)d§+LfP(§, 1) % w(&, dE+
o b
11

+%o—dc(z) ¥ ff Inj§—nlp&, 1) % p(n, )dndE+
00 (3.12)

1 1
—qu(é, 1) ¥ wE, )dE—A(t) ¥ L fp(f, 1)dEk.
0 0

W zakonczeniu tej czesci pracy wydaje si¢ rzecza celowa zwrécié uwage na problem
warunkow brzegowych, ktére nie byly dotychczas przedmiotem rozwazan. Sposdb ich uw-
zglednienia z reguly wiaze si¢ z zastosowang metoda rozwigzania zadania, dlatego szersze
omoOwienie tego problemu ma miejsce w nastepnej czeéci pracy, dotyczacej realizacji
MES.

4. Realizacja metody elementéw skonczonych

Algorytmy realizowane w metodzie elementéw skoniczonych, ktorych punktem wyjécia
sa wariacyjne zasady podejmowanych zadan mechaniki konstrukcji, cechuje — typowa
dla tej metody — duza uniwersalnos¢. Wyraza sie to przede wszystkim niezaleznoscia
schematu postgpowania (przy konstrukcji tych algorytmdw) od przyjetej zasady waria-
cyjnej podejmowanego problemu.

W niniejszej pracy przedstawiono algorytm rozwigzania w MES dla pierwszego zadania
brzegowego traktujac ten algorytm jako przykiad, a zarazem wzér do opracowania po-
dobnych algorytméw dla pozostatych zadan brzegowych. W realizacji celu kierowano sig
koncepcja analitycznego ujecia czasu i wykorzystania §cistego zadania w zakresie sprezy-
stym do aproksymacji poszukiwanego rozwiazania lepkospreZystego.

Podzial belki na elementy i aproksymacja rozwiazania

Dla aproksymacji rozwigzania zadania dokonano naturalnego podzialu belki na ele-
menty skoficzone w sposéb pozwalajacy unikngé klopotéw zwigzanych z nieciagtodcia
funkeji sit wewnetrznych w punktach przylozenia obciazed skupionych (rys. 2).

Zgodnie z koncepcja, aproksymacje pola przemieszczen i pola momentow zginajacych
w obrebie elementu przyjeto w postaci [13] '

We(xe, 1) = a5 (1) 05 (x.) + a5 (D5 (x) +a§ ()5 (x0) + et () mi(xe) = ec(t)nex.), (4.1)

Me(xe» t) = lgi(t)ﬂi(xe)+ﬂ§(t)7}3(xe)+/3§(t)ﬂea(xe)+/35(t)7}i(xe) = ﬁ;(t)”e(-xe): (42)
gdzie

75 (x.) = sh(se,x,)sin(x,x.), 75(x.) = sh(x.x.)cos(s.X.),

T]% (xe) = Ch(”exe) Sin( Ke xe): ni(xe)

0 = 4 ROe
e 4EOJ¢.

)

ch(x.x.)cos(x.x.),
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o . Evl o,
My A e e

q /-‘Ml‘h A\ de Ge-) e
e T _.::@I}I[lﬂ[[m:g

Rys. 2

Nieznane wektory funkeyjne «.(t) i B.(¢) musza czyni¢ zado$¢ kinematycznym i statycz-
nym warunkom brzegowym na konicach elementu (rys. 2), a wigc

We(0, 1) = wio(t) = ag(e(0) = wie(t)  Me(0,1) = —Tie(t) > B (0) = —T'.(0)
We(0, 1) = Dro(t) = ai(Dn0) = Po(r) M0, 1) = My(2) > Bi(t)n.(0) = M, (1)
Welles 1) = Wao(t) = ag(1e(le) = w2e(t) ML, 1) = Tao(t) > Be(One(le) = Too(t)
Welles 1) = Doo(t) = 0z(OMele) = Pae(t) Mol 1) = —Moe(t) = Be(In(l) = — Mo(2)

4.3)

Warunkom (4.3) mozna nada¢ nastepujaca posta¢ macierzowa
we(t) = [AJ (1), 4.4
m(1) = [B]™*B.(1), @.5)

gdzie
we(t) = [wle(t)i (ple(t), er(t)> qu::(t)]r> mc(t) = [Tle(t)a M.le(t)’ T2e(t), MZc(t)]rs

771e(0), 7729(0)7 nSe(O), 174e(0)
71:(0), 72(0), 73.00), 74.(0)
nle(le), 772e([e)’ nSe(le)s 7742(1(:) ’
Melle)s N2elle)s M3e(le)s Mae(le)
“11e(0), —1260), —73.(0), —714.(0)
[B ]—.l — nle(o), 7729(0): 773e(0), 7748(0)
) Melle)s  M2ele)s  Mael)s  Maelle)
—"713(1.9), _772e(le), *nSe(le), _774e(le)_

W ten sposéb funkcje we(x., #) 1 M.(x., t) zostaly wyrazone przez parametry wezlowe
w.(t), m.(¢) oraz wektor funkcyjny 5.(x.)

wa(xes t)‘ = 'I:(xe) [Ae]we(t) = “’Z(f) [A:]”e(xe), (46)

Me(xe) t) = 'I:(xe) [Be]me(t) = mz(t) [BZ]"e(xe)' (47)

AJ =
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Funkcjonal dla elementu typowego

Wykorzystujac wariacyjne ujecie rozwazanego zagadnienia, funkcjonat (3.7) dla ty-
powego elementu belki (rys. 2) zapisano w postaci

I le
Flones M) = g 1 [ M0 6 Mo Ddst o [wilous ) Mo Dt
Iy . I,
b [ el 1% MGy D 3 Rodr(2) 5 [ wiloes 1) 3¢ Wil Dt
0 i} 0
£ [ Wl ) % asa, e, (49)
0

a nastgpnie — korzystajac z (4.6) i (4.7) — nadano temu funkcjonatowi nastepujaca forme
macierzowsa

Fo(We, m,) = —é— de () * mg(1) * [Kme(1)+ We(t) * [Te]m (1) +

_ _; dr() » Wi(t) * [S.IW.(1) +WE(t) ¥ g.(0), (4.9)

gdzie

IC
1
[Ke] = —Ez‘—]: [BI’] 0{ "c(xe) . ﬂ;(xe) dxe [Be]’

]

c

[S.) = RolAZl | mo(x) - mE(r)dx.[Ad,
0
1 le (4.10)
T = 5 1A3 [ G mEe) (e ()l By
0
IO
a(t) = (AT § 7e(x)- gulxe, ).
V]
Jak widaé, funkcjonat (4.9) stanowi sume form kwadratowych, dwuliniowej i liniowej
nieznanych parametréw weztowych w.(1) i m.(¢) wzgledem iloczynu splotowego. Jadrami
tych form sa macierze okres$lone wzorami (4.10).

Giobalny uklad réwnan MES

Tworzenie globalnego funkcjonatu dla catego (potaczonego) ukladu dyskretnego po-
lega tutaj na zapewnieniu ciagloéci pola przemieszczen w wezlach podziatu belki na ele-
menty

Wa, (1) = Wy op1() = Wey (1),

B, (1) = Dy oy () = Doyt (1) 4.11)
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oraz na zagwarantowaniu réwnowagi tych wezlow (rys. 2)

T2,c(t)+Tl.c+l(t) = Te+1(t))

MZ.e(t)+M1.e+l(t) = Ma+1(t)'

Realizacja warunkéw (4.11) i (4.12) narzuca odpowiednie laczenie macierzy [K.], [T.],
[S.] i wektoréw q.(7) dla poszczegolnych elementéw. W wyniku tego tgczenia otrzymuje

sic globalny funkcjonal bgdacy sumg form (kwadratowych, dwuliniowej i liniowej) glo-
balnych parametréw weztowych w(t) i m(?)

(4.12)

F(w,m) = % de(r) X m* (1) ¥ [KIm(t)+de(t) % m*(t) % [Qlm(s)+
4y de@) % n(t)  [KI() +w'(0) ¥ [TIm(o) +w'(0) % [Bin(r)—

- .21_ dr(t) ¥ w(t) X% [SIw(t)+-w*(£) ¥ q(t) (4.13)
gdzie
m(t) = [T2(1), My (1), Ta(t), M), .., Ty i (), Mey (DT,

E

E E E
(K] = H[X] [KJ[X], [S1=US], [11= L=Jl[Tc] X, [Kl= L=J; [Y][K.][Y],

e=1

E E
[Q] = L=J1[X] [K][Y], [0]= E)I[Ta] [Y], (4.14)
-1 000 1000
~100 0100
XI=1 69 o010l M=|oo000
0 00 I 0000

Warunek stacjonarnoéci funkcjonatu (4.13) 64 = 0, w polgczeniu z twierdzeniem
Titchmarsha [14] prowadzi do globalnego uktadu réwnan MES, a mianowicie

de(r) % [Klm()+ (T7Jw(1) = —de(r) % [Qlin(2), (4.19)
— [TIm(e)+ar() * [SIw(t) = q(1)+ [B]m(r). (4.16)

Rozwigzanie globalnego ukladu réwnan MES

Zmierzajac do rozwiazania globalnego ukiadu rownan (4.15, 4.16), dokonano na nich
transformacji Laplace’a, a nastepnie wyrugowano wektor m(p), otrzymujac

m(p) = de(p) (K]~ [T"]W(p) - [K]~* [QImi(p), @.17)

{de(p) [T [K]~* [T+ di(p) [S1}W(p) = q(p)+<[6]— [T] K]~ [QD>Im(p).  (4.18)

Po p_odzieleniu réwnania (4.18) przez de(p) = ]/fk_‘(p) 1 wprowadzeniu oznaczef 2(p) =
= dr(p)/de(p), 1(p) = q(p)+<[6]— [TIK]™* [QD>m(p), [K] = [T][K]~*[T"], otrzymano

_L_-—

CRI+EP SDWE) = o0 7). (4.19)
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Pojawia si¢ teraz problem rozwigzania algebraicznego réwnania macierzowego (4.19),
lecz nie jest to mozliwe poprzez bezposrednie odwrécenie macierzy tego réwnania, po-
niewaz zawiera ona czynnik analityczny g(p). Jednak dzieki twierdzeniu Hamiltona [15],
odwrotna macierz réwnania (4.19) mozna otrzymac przy pomocy jej rozkladu spektral-
nego

[K]+2(p) [S] = [WI{G}+2(p) {1} W], (4.20)

gdzie {I} jest macierza jednostkowa, natomiast {G} macierza spektraing, a [W] macierza
wlasng rozszerzonego zagadnienia wlasnego [15]

[K]x = g[S]x. 4.21)
Taka postaé macierzy réwnania (4.19) pozwala na jej odwrdcenie przy jednoczesnym
wylaczeniu czynnika analitycznego g(p) poza operacje macierzowe, mianowicie

, CKI+E(P) S~ = [WK{GH+E(p) 1)~ [W] =

N N
L2 ) Y. -

gdzie N jest wymiarem macierzy réwnania (4.19), natomiast [V,] sa macierzami powstatymi
z iloczynow tensorowych wektoréw wlasnych przez siebie, odpowiadajacych kolejnym
wartosciom wlasnym g, réwnania (4.21). Przy takim podejéciu, rozwigzanie réwnania
(4.19) ma postaé

N
w(t) = D) 6,(t) % [V, (1), @.23)
n=1
gdzie

1
(Dn t) = g_l {—_7‘1“_}
® 2,4 (p) +dr(p)
Globalny wektor sit weztowych m(¢) otrzymuje si¢ z réwnania (4.17) poprzez jego
retransformacj¢ i podstawienie rozwigzania (4.23)

N
m(r) = [KI" ([T ) %,(t) % [V,J(2) - [QI(:)) (4.24)
n=1
gdzie

dé(p) }
v - |0
2 £2(p) + dF(p)
Globalne wektory w(r) i m(?) determinuja pola przemieszczed i sit wewngtrznych w po-
szczegdlnych elementach, zgodnie z przyjeta aproksymacja.

5. Przyklady obliczenn numerycznych

W celu wykazania efektywnosci przedstawionego algorytmu w MES, dla podjgtego
zadania, opracowano program obliczeri na EMC i dokonano analizy numerycznej trzech
przykladow wspélpracy belki z podlozem.
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Funkcje relaksacji materiatu belki e(?) i podloza r(¢) zapisano w formie ujmujace;
jednocze$nie modele: Hooke’a, Maxwella oraz standardowy, a mianowicie

e(t) = (1= H(t)+n - exp(—eot)
H(t) = (1= @) H(t)+ 0 exp(—rot) (5.

gdzie H(¢) jest funkcja Heaviside’a, 7, o — bezwymiarowymi wspétczynnikami z przedzia-
tu €0,1), eqy, ro — wspdlczynnikami lepkodei. Przyjmujac # = 0, (¢ = 0), otrzymuje sig
model sprezysty, natomiast dla n =1, (p = 1), funkcje (5.1) odpowiadajag modelowi
Maxwella. W pozostalych przypadkach opisuja one model standardowy (Zennera).
Realne wartosci parametréw funkeji (5.1) ustalono na podstawie [16], traktujac belki
w analizowanych przykladach jako Zelbetowe.

Wystepujace w rozwiazaniach (4.23) i (4.24) funkcje ¢,(¢) i p,(¢t) zaleza od postaci
funkcji relaksacji materialu belki i podioza, czyli od typéw modeli reologicznych tych
materiatéw. W realizacji algorytmu na EMC, funkcje te muszg by¢ wyznaczone analitycznie,
a nastepnie ujete w programie w formie procedur. Dla funkeji relaksacji okreslonych
wzorami (5.1) otrzymano

1
(-Dn(t) = ‘1+g [5(t)+A,,exp(oc,,t)+B,,exp(/3,,t], (52)
1| (1=m)eg+ay (1-m)eo+p
L P I S . ST e
Fu(1) = T |6(t)+ P Ayexp(a, 1)+ cot B, B,exp(B, t)‘, (5.3)
gdzie
1
&y = — 2—(i__i_-"g—,)" {(1 +gn'—0)’0+(l +gn_gnn)e0+

l
/3" = ___2—(T;Fg—~")— [(I+g,,—g)ro+(1 +gn_gnn)eﬂ+

- ]/ [(_I-I_En —:Q) rO(I:I__gn —gnn) 30]2 +4gn rb 93077} )

4= L (e+gmenro—(ero+enron)an
n ] +g" a,,-—'ﬂ"

I (e+&nmeoro—(ero+gneompbu

) —ﬁ'gn o ﬂn-_an

Przyklad 1: Zelbetowa belka lezaca na podiozu sprezystym, podparta przegubowo
na koncach i obciazona réwnomiernie (rys. 3). Przyktad ten dobrano dla sprawdzenia
zbieznodci rozwigzania wzgledem gestosci podziatu na elementy oraz dla poréwnania
z rozwigzaniem analitycznym wg [5].

Przyklad 2: Belka swobodnie lezgca na podlozu i obcigzona na kosicu sitg skupiona
(rys. 4). Przyktfad ten rozwiazano w dwéch wariantach. W pierwszym belke potraktowano
jako lepkosprezysta, a podioze sprezyste, natomiast w drugim wariancie zamieniono
wiasnosci belki i podtoza. Celem przyktadu jest poréwnanie zachowania si¢ p6l przemiesz-
czen | sit wewngtrznych przy zamianie wlasnoéci reologicznych materiatu belki i podioza.

n
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Rys. 3 Dane liczbowe: go = 10°[N/m], EoJ = 4+ 107[Nm?, 57 =.595 eo = .08116 [d~], Ro = 107 [N/m?]
@ = 0. Podzial na elementy: I — I x6m, Il—2x3m, I —3x2m, IV—4x1,5m

W graficznej prezentacji wynikéw analizy ograniczono sig jedynie do wykresow prze-
mieszczen i sit wewnetrznych dla ¢ = 0i ¢ = 0, co daje jakosciowe wyobrazenie o wspol-
pracy belki z podtozem w skrajnych fazach tej wspolpracy przy obciazeniach quasistatycz-
nych,

Przykiad 3: Belka zelbetowa o zlozonym schemacie statycznym i zmiennej sztyw-
noéci sprezystej, obciazona mozliwymi typami sit (roztozone i skupione), lezaca na pod-
tozu lepkosprezystym (rys. 5). Zamiarem przytoczenia tego przykladu jest potwierdzenie
ogélnesci metody i algorytmu obliczen numerycznych.

Przyklad 3 upowaznia do przytoczenia sposobu uwzgledniania statycznych i kinematycz-
nych warunkéw brzegowych, czyli ograniczed na przemieszczenia i sily wewngtrzne,
stosowane do schematu statycznego belki. Ograniczenia na przemieszczenia (przesuniecie
i obrot) uwzgledniane sa w algorytmie poprzez modyfikacj¢ macierzy [S], natomiast re-
alizacje zerowych warunkéw statycznych uzyskuje si¢ poprzez modyfikacje macierzy [K].
Modyfikacja ta — zgodnie z koncepcja IRONSA [17] — polega na znacznym zwigkszeniu
elementu diagonalnego macierzy (np. poprzez pomnoZenie przez duzg liczbg), odpowia-~
dajacemu parametrowi wezlowemu (przemieszczen i sit wewnegtrznych), na ktéry nakiada-
ne sg ograniczenia.

11 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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Rys. 4. Dane liczhowe: Wariant I — Py = 10° [N], £oJ = 4- 107 [Nm?], # = 0.5947, ¢, = 0.08116 [d~*],
Ro = 10" [N/m?], p = 0. Wariant 11— P, = 106 [N], EoJ = 4-107 [Nm?], 5 = 0, Ro = 107 [N/m?,
= 0.5947, ro = 0.08116 [d~!]. Podzial na elementy: 2m+2m+ 1m

6. Wnioski koncowe

Do$wiadczenia zdobyte w trakcie opracowywania metody oraz analiza wynikéw obli-
czen licznych przykladdéw (ze zrozumialych wzgledéw nie zamieszezonych w -pracy),
sklaniaja do kilku wnioskéw o charakterze ogdlnym.

1° Wariacyjne ujecie zadan brzegowych w wersji dwupolowej w polgczeniu z MES oraz
wykorzystanie écistego rozwigzania ,,sprezystego” do aproksymacji poszukiwanych roz-
wiazan, stworzylo mozliwo§¢ budowy efektywnego algorytmu do analizy szerokiej klasy
konkretnych i realnych zadah dotyczacych wspélpracy belek z podioZem, w ujgciu reolo-
gicznym.

2° Szczegblnie pozytywna zaleta metody jest analityczne ujgcie zmiennej czasowej,
co stwarza mozliwo$¢ operowania réznymi wariantami obciazen bez koniecznosci powta-
rzania gldwnej czedci programu obliczeni dla danego schematu statycznego belki. Dzigki
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Rys. 5. Dane liczbowe: go = 10° [N/ml], Pp = 2 10% [N], Mo = 10° [Nm], E,J = 4-107 [Nm?], =
= 7+ 5947, e, = 0.08116 [d~'], Rp = 10~7 [N/m?], Q = .75, ro = .05 [d-!].

temu, opracowana metoda jest bardzo przydatna w sytuacji skromnej bazy komputerowej,
gdyz nie wymaga tak duzej pamieci EMC, jak ma to miejsce w przypadku metod opartych
na dyskretyzacji skali czasu. _

3° W przypadku dysponowania EMC z pamigcia zewngtrzng proponowana metoda.
moze byé bezposrednio przeniesiona na zagadnienia dwu- i tréjwymiarowe (op. plyty
lub powtoki). W tym celu nalezy sformutowaé odpowiedni funkcjonat dla podjetego za-
dania brzegowego, a nastepnie zastosowaé MES, wzorujac si¢ na przedstawmnym W pracy
algorytmie.

4° W realizacji metody przyjeto konkretne postacie funkcji relaksacji materiatu belki
i podioza, co jednak nie wynika z ogranicze metody. Ograniczenia na te funkcje wynikaja

11*
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jedynie z liniowos$ci zwiazkow fizycznych i z warunkow istnienia transformat Laplace’a,
Wprowadzajac pojecie splotu uogdlnionego, zamiast wykorzystanego w pracy splotu
w sensie Borella, mozna uogdlni¢ metod¢ na zagadnienia w ramach bardziej zaawanso-
wanych liniowych teorii lepkosprezystosci (np. Arutuniana teoria starzenia).

5° Uzyskane wyniki numeryczne wskazuja na znaczne jakosciowe i ilosciowe zmiany
przemieszczen i sit wewnetrznych w procesie deformacii uktadu belka-podtoze. Fakt
ten podkresla celowos$¢ uwzgledniania reologicznych cech uktadu w praktyce projektowe;.
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U3Ir'MBAHHE BA3KOVIIPYTHX BAJIOK HA PEOJIOTMUECKOM OCHOBAHH

B pabore chopmymmposadHo HeCKONbKO 3afa¥ KACAIOIYMXCS M3rHGAHMsSI BASKOYIPYrHX 6ajloK NIpH
IPOW3BOJILHOM CTATHYECKOH CXeMe, JIEXKALUKX Ha OCHOBAHUM 08J1araioluM peoJIorHYeCKAMY CBORCTBAMH
Tpn dopmynupoBKe TIPAHATO pasuMe PEOJIDIHUCCKHX MOJeell MaTepualioB GanKy M OCHoBaHHA 0e3
YTOUHAHUA THIIOB STHX MOMENCH Ha osrame GopMyMpoBKH, MMes Bo BHMMAHMIO NIpUMEHEHHE METOMA
KOHEYHBIX 3JIEMEHTOR [JIA pemleHus cHopMyNIHpOBANLIX 3aJ{ay, CANAH0 BAPHALKOHHYIO (opPMYJIUPOBKY
3THX 33/1ay, 4 TAKKE IPEJCTABIEHo ofIMi anropHTM IJIS YHCIHTENHHOrO AHANK3a C MCIIOJb30BaHHEM
OBM. B H3roTOBJIEHMH ANTOPUTMA IPUMEHEHO IIOJIYAHAJMTHYECKYIO AIPOKCHMALIHIO, KOTOPAs COCTOMT
B 8HAJIUTHYECKOM NPUHATHIO PAa3CCPIKNAEMBIX COOTHOLICHMH 110 OTHOUICHUK X BpeMeHHol nepemensol.
O deKTHBHOCTE AIrOPUTMA IUIIOCIPHPOBENHO HECKONBIHMA WHCIIMTEIBHLIME HpHMEDAMH,
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Summary

BENDING OF VISCOELASTIC BEAMS ON A RHEOLOGICAL FOUNDATION

In the paper several problems of bending of viscoelastic beams with arbitrary static scheme, resting
on a foundation having viscoelastic properties are formulated. In the formulation the difference of rheo-
logical models of a beam and foundation materials is assumed but they are not precised on the stage
of the formulation. Keeping on mind the application of the finite element method, the variational formu-
lations of the problems are achieved and general algorithm and its computer realization is presented.
In working out of the algorithm the semi-analytical approximation of searched solution by using the so-
lution of analogical elastic problem is applicated. The approximation consist in analytic formulating of
considerated dependences with respect to time. The efficiency of the algorithm by several numerical examples
is supported.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 sierpnia 1984 roku
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prof. dr hab. Wiestawowi Krzysiowi (Krakéw)
doc. dr Jerzemu Mierzejewskiemu (Szczecin)
prof. dr Zbigniewowi Olesiakowi (Warszawa)
doc. dr Waleremu Szuscikowi (Gliwice)
doc. dr Wiadystawowi Walczakowi (£6d%)
prof. dr hab, Jézefowi Wojnarowskiemu (Gliwice)

Po czeéci oficjalnej rozpoczeto Sesje Naukowa, ktorej przewodniczyl prof. Jézef Wojnarowski.

W czasie obrad tej sesji wygloszono nastgpujace referaty:
prof. dr hab. Marek Dietrich: O modelowaniu w budowie maszyn, prof. dr hab. G. Rakowski: Kompute-
ryzacja mechaniki konstrukcji w Polsce w ostatniej dekadzie dzialalnosci PTMTS, Prof, dr hab. C. Wo-
Zniak: Co to jest analiza niestandardowa i jej zastosowania w mechanice, Prof. dr hab. K. Sobczyk: Metody
stochastyczne w mechanice, stan i tendencje rozwojowe. '

W dyskusji glos zabrali Profesorowie: E. Brzuchowski, M. Dietrich, S Krzyé J. Wo;narowskl

Po przerwie obiadowej odbyla sie I cze§¢ Zjazdu Delegatéw.
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PIERWSZY DZIEN OBRAD ZJAZDU DELEGATOW

W statutowej czeéci Zjazdu Delegatdbw uczestniczyli:
1. Prof. dr hab. Oktawian Popowicz — wybrany na Zjezdzie cztonek honorowy PTMTS
2. Prof. dr Janusz Dietrych czlonek honorowy PTMTS (wyjechal przed wyborami)
oraz delegaci:

Oddzial w Bielsku-Bialej

. Prof. dr hab. S. Jerzy Gdula (Przew. Oddzialu i Delegat)
4. Doc. dr hab, Kazimierz Maczysiski-— nieobecny 10.V.1984
5. Dr Andrzej Sucheta

w

Oddzial w Bydgoszczy

6. Dr Andrzej Golik
7. Mgr inz, Jerzy Gil
8. Mgr inz. Anna Gil

Oddzial w Czgstochowie

9. Prof. dr hab. Janusz Elsner (Przew. Oddzialu i Delegart)
10. Doc. dr Waldemar Bachmacz

11. Dr Stanistaw Drobniak

12. Doc. dr hab. Lech Tomski

13. Prof. dr hab. Tadeusz Lechowski

14. Doc. dr Seweryn Lewandowski

15, Doc. dr Roman Wolanski

16. Doc. dr hab. Ryszard Parkitny (Z-ca Czt. ZG i Delegat)

Oddzia} w Gdanska

17. Prof. dr hab. Eugeniusz Bielewicz (Przew. Oddzialu i Delegat
18. Prof. dr hab. Zbigniew Cywinski

19. Doc. dr Mirostaw Skowronek

20. Dr Edmund Wittbrodt

21. Prof. dr Mieczystaw Wizmur

Oddzial w Gliwicach

22. Doc. dr Walery Szuscik (Przew. Oddzialu i Delegat)
23, Dr Jan Adamczyk

24, Prof. dr hab. Bogdan Skalmierski

25. Doc. dr Roman Bak

26. Doc. dr Zdzistaw Sulimowski

27. | Doc. dr Zbigniew Bogucki

28. Dr Andrzej Buchacz
29. Dr Remigiusz Cwik
30. Dr Joachim Otte
31. Dr Jerzy Kuczyriski
32. Dr Adam Kwa$nicki
33. Dr Wojciech Pillich
34, Dr Henryk Skowron
35, Dac. dr hab. Wiodzimierz Starosolski

36. Dr Jézef Suchon

37. Doc. dr Wojciech Tarnowski

38. Prof. dr hab. Jozef Wojnarowski (Z-ca Przew. ZG i Delegat)




39.
40.
41.

42.
43.
44.
45.
46.
47.

48.
49.
50.
51.

52.
53.
54,
55,
56.

57.
58.

59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.

66.

67.
- 68.
69.
70.

71.
72.
73.
74.
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Oddzial w Kielcach
Dr Adam Barchan
Dr Mieczystaw Bojczuk
Dr Marek Miksa

Oddzial w Krakowie

Doc. dr hab. Stanistaw Bednarz (Przew. Oddzialu i Delegat)
Dr Maria Baczyniska

Dr Jerzy Wapiennik

Dr Andrzej Gola$

Prof., dr hab. Wiestaw Krzy$

Dr Marek Szczybura

Oddzial w Lublinie
Doc. dr Zdzistawa Rotter (Przew. Oddzialu i Delegat)
Dr inz. Jan Golec
Dr inz. Antoni Malicki
Dr inz. Bogustaw Skierczynski

Oddzial w Yodzi
Doc. dr hab. Waldemar Kobza (Przew. Oddzialu i Delegat)
Dr inz. Leon Kowalczyk
Doc. dr Janusz Lipinski
Doc. dr Wiadyslaw Walczak (Sekretarz Gen. ZG i Delegat)
Dr Andrzej Miotkowski

QOddzial w Opolu

Doc. dr hab. Jan Kubik (Przew. Oddzialu i Delegat)
Doc. dr Jerzy Gola$

Oddzial w Pozpaniu
Doc. dr hab. Ryszard Dzigcielak (Przew. Oddzialu i Delegat)
Prof. dr hab. Ryszard Ganowicz
Doc. dr Zenon Koficzak
Dr Jerzy Rakowski
Doc. dr hab. Andrzej Litewka
Prof. dr hab. Henryk Mikolajczyk
Prof. dr hab. Kazimierz Wrze$niowski

Oddzial w Rzeszowie
Doc. dr Henryk Kopecki (Przew. Oddziatu i Delegat)

Oddzial w Szczecinie

Doc. dr hab. Karol Grudzifski (Przew. Oddzialu i Delegat)
Dr. inz. Jerzy Honczarenko

Doc. dr Marian Kmiecik

Doc. dr Czestaw Mickiewicz

Qddzial w Warszawie

Dr inz. Jerzy Bajkowski

Dr inz. Kazimierz Borsuk
Prof. dr hab, Marek Dietrich
Prof. dr hab. Stanistaw Dubiel

Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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Prof. dr hab. Zbigniew Dzygadlo

Prof. dr hab. Roman Gutowski (Z-ca Przew. ZG i Declegat)
Dr inz. Tadeusz KuZmicewicz

Dr inz. Maciej Mréz

Prof. dr Zbigniew Olesiak (Przew. ZG i Delegat)

Dr. inz. Stanistaw Radkowski

Dr inz. Wieslaw Sobieraj

Prof. dr hab. Jacek Stupnicki

Prof. dr hab. Wanda Szemplinska-Stupnicka

Prof. dr hab. Andrzej Tylikowski (Czi. GKR i Delegat)
Prof. dr hab. Andrzej Wilczyntiski (Skarbnik ZG i Delegat)
Prof. dr hab. Czestaw Wozniak

Oddzial we Wroclawiu

Prof. dr hab. Kazimierz Biernatowski (Przew. Oddzialu i Delegat)
Prof, dr hab. Augustyn Borucz

Dr inz. Wtlodzimierz Brzakala

Prof. dr hab. Eugeniusz Brzuchowski (Czl. ZG i Delegat)

Prof. dr Otton Dabrowski (Czl. GKR i Delegat)

Doc. dr Roman Jankowiak

Prof. dr Adam Negrusz

Prof. dr hab. Jeremi Bieczkowski

Dr inz. Maciej Hawrysz

Dec. dr hab. Miroslaw Wereszko

Oddzial w Zielonej Gorze

Doc. dr Leszek Szeloch (Przew. Oddzialu i Delegat)
Mgr inz. Stanistaw Mazur
Dr inz, Stanislaw Przyputniewicz

Bez glosu stanowiacego w Zjezdzie uczestniczyli profesorowie A. Jakubowicz (w pierwszym dniu

Zjazdu) i K. Sobczyk.

Obrady otworzyl Przewodniczacy ZG profesor Z. Olesiak i przedstawil kandydature profesora S. J.

Gduli na Przewodniczacego Zjazdu Delegatéw. Przedstawiona kandydature zaakceptowano jednomyélnie.

BN -

O 00 ~1 O\

10.
11.
12,

Po dyskusji przyjeto nastepujacy porzadek pierwszego dnia obrad Zjazdu:

. Wybér Przewodniczacego Zjazdu, Zastepcy Przewodniczacego i Sekretarzy Zjazdu

. Wybdr Komisji Mandatowej

. Wybér Czlonkéw Honorowych PTMTS

. Przyjecie protokotu z XX Zjazdu Delegatéow PTMTS odbytego w Warszawie 22 pazdziernika
1982 r.

. Powolanie Komisji Matki, Komisji Skrutacyjnej i Wnioskowej

. Przedstawienie sprawozdania z dzialalno§ci Towarzystwa w XX kadencji

. Przedstawienie sprawozdania finansowego

. Sprawozdanie Glownej Komisji Rewizyjnej

. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie sprawozdan, postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi

absolutorium 1 glosowanie nad wnioskiem

Zmiany w Statucie PTMTS

Dyskusja nad projektem regulaminu wyboréw i przyjecie regulaminu

Ewentualne przeprowadzenie glosowania indykacyjnego na Przewodniczacego ZG (w zalezno$ci od
wyniku dyskusji i glosowania nad regulaminem wyboréw).

ad 1

Realizujac przyjety porzadek obrad wybrano Zastepce Przewodniczacego Zjazdu, ktdérym zostat

doc. W. Szuscik (Gliwice). Na Sekretarzy wybrano: dr M, Baczyniska i dr, H. Skowrona (Krakaw, Gliwice).
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ad 2 .
Do Komisji Mandatowej wybrano nastepujacych Kolegow:
A. Negrusz (Wroclaw) — Przewodniczacy, H. Kopecki (Rzeszéw), L. Szeloch (Zielona Géra).
Przewodniczacy ZG przedstawil Zjazdowi Delegatow wniosek Zarzadu Gléwnego (zalacznik 1)
o przyznanie godno§ci Czlonka Honorowego profesorowi Oktawianowi Popowiczowi, czlonkowi Oddzia-
fu Gliwickiego, doktorowi honoris causa Akademii Gérniczej we Freibergu.
Whiosek ten zaaprobowano jednomyilnie w glosowaniu jawnym i nastepnie Przewodniczacy ZG
oraz Sekretarz Generalny wreczyli profesorowi O. Popowiczowi dyplom Czlonka Honorowego PTMTS.
Zabierajac glos prof. 0. Popowicz podzigkowal serdecznie Zarzadowi Oddzialu Gliwickiego za to,
Ze wystapit z wnioskiem, a Zarzadowi Glownemu oraz Zjazdowi Delegatéw za przyznanie Mu godnoéci
Cztonka Honorowego PTMTS.
ad 4
Protok6t z XX Zjazdu zostal wczesniej wreczony Delegatom, zaproponowano dyskusje bez jego
odczytania. Protokoél zostal zatwierdzony wraz z przyjetymi dwiema poprawkami natury formalnej,

ad 5
W skiad powolanej Komisji Matki weszli nastepujacy Koledzy:
E. Bielewicz (Gdansk), R. Ganowicz (Poznan), Z. Rotter (Lublin), K. Grudzinski (Szczecin).

Komisj¢ Skrutacyjna powolano w skladzie:
K. Borsuk (Warszawa), J. Kubik (Opole), A Sucheta (Bielsko) i J. Lipifiski (£6d7),

Komisjg Wnioskowa powolano w skladzie:
R. Bak (Gliwice) — Przewodniczacy, S. Bednarz (Krakow) i M. Miksa (Kielce).

ad 6

Sprawozdanie z dzialalnoéci Zarzadu Gléwnego XX kadencji zostalo wydrukowane i dorg¢czone
Delegatom. Przewodniczgcy ZG w swoim wystapieniu oméwil wiec tylko najwazniejsze punkty tego spra-
wozdania.

Przede wszystkim podziekowat Zarzadom (Oddzialow za zorgamizowanie imprez naukowych, ktére
wymieniono w sprawozdaniu ZG, a laureatom konkursu naukowego zorganizowanego przez Oddzial
w Lodzi pogratulowal wyr6znien. Podzigkowal rowniez wszystkim, ktérzy brali udzial w pracach posz-
czegblnych Komisji ZG, a mianowicie:

— autorom memorialu ,,0 nauczaniu Mechaniki” Kolegom: S. Dubielowi, R, Gutowskiemu, R.
Rutkowskiemu, K. Szabelskiemu, W Szu$cikowi i M. Trombskiemu;

— Czlonkom Komisji Obchodéw XXV-lecia PTMTS, Kolegom: W. Bachmaczowi, E. Brzuchowskie-
mu, S.J. Gduli, Z. Sulimowskiemu i J. Wojnarowskiemu;

— czionkom Komisji Oceny Stanu Mechaniki i Mapy Kierunkéw Rozwoju, Kolegom: S. Kasprzy-
kowi, W, Pietraszkiewiczowi, W. Walczakowi, A. Wilczynskiemu i J. Wojnarowskiemu;

— czlonkom Komisji Historii Mechaniki, Kolegom: J. Kruszewskiemu i A, Wilczyfiskiemu,

Kolega Z. Olesiak przedstawil rowniez Delegatom odnaleziony i zebrany zbiér Biuletynéw PTMTS
zlat 1959—1963.

Dalej w swoim wystapieniu podzigkowal Zarzadowi Oddziatu Gliwickiego za pomoc w pracy ZG.
Na zakonczenie wspommnial jeszcze o pracach kodyfikacyjnych jakie podjeto w ZG a mianowicie w opra-
cowaniu: regulaminu wyboréow (W. Walczak), uzupelniets i poprawek do statutu (W. Bachmacz), regu-
laminu przyznawania godnoéci Czlonka Honorowego PTMTS (W. Walczak).

Poinformowal réwniez Delegatow o wystosowaniu przez ustepujacy ZG listéw z podzigkowaniami
za wspblprace do wszystkich Przewodniczacych Zarzaddéw Oddzialéw oraz do innych cztonkow PTMTS,
ktOrzy przez wiele lat pracowali spolecznie na rzecz PTMTS, nie szczgedzac swego czasu i talentu.

A oto lista zasluzonych Czlonk6éw Towarzystwa, ktéra zostala opublikowana réwniez w Jubileuszo-
wym wydaniu kwartalnika Mechanika Teoretyczna i Stosowana (4/1983):

Oddzlal w Bielsku-Bialej
Prof. Stanistaw J. Gdula

12¢
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QOddzial w Czestochowie
Prof. Janusz Elsner
Prof. Roman Janiczek
Doc. Waldemar Bachmacz

QOddzial w Gdansku
Prof. Roman Kazimierczak
Prof. Piotr Wilde
Prof. Wojciech Pietraszkiewicz
Prof. Jan Kruszewski
Prof. Jozef Wieckowski

Oddzial w Gliwicach

Prof. Jerzy Antoniak
Prof. Szczepan Borkowski
Dr Remigiusz Cwik

Prof. Janusz Dietrych
Prof. Marian Janusz
Doc. Walery Szu$cik
Prof. Jozef Wojnarowski

QOddzial w Krakowie

Prof. Roman Ciesielski
Prof. Zbigniew Engel
Doc. Stanistaw Kasprzyk
Prof. Wieslaw Krzy$
Prof. Zenon Waszczyszyn
Prof. Michal Zyczkowski

Oddzial w Lodzl
Prof. Zdzistaw Parszewski
Doc. Wiadyslaw Walczak
Prof. Jerzy Sulocki (poprzednio Oddziat w Szczecinie)
Doc. Janusz Lipinski
Doc. Kazimierz Grossman

Oddzial w Poznaniu
Prof. Jarostaw Stefaniak

Prof. Czeslaw Cempel
Prof. Henryk Mikolajezyk

Oddzial w Szczecinie
Doc. Jerzy Mierzejewski
Doc. Czeslaw Mickiewicz
Doc. Karol Grudzifiski
Doc. Henryk Ostapiuk
Mgr Mieczystaw Kosecki

Oddzial w Warszawle
Dr Kazimierz Borsuk
Prof. Zbigniew Brzoska
Prof. Marek Dietrich
Prof. Stanistaw Dubiel
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Prof. Przemystaw Jastrzebski

Prof. Zbigniew Xaczkowski

Prof. Jan Mutermilch

Prof. Witold Nowacki

Prof. Zbigniew Olesiak

Prof. Zbigniew Osinski

Doc. Edward Radwanski

Prof. Jacek Stupnicki

Prof. Andrzej Tylikowski (poprzednjo Oddzial w Gliwicach)
Prof. Stefan Zahorski

Oddrial we Wroclawiu

Prof. Augustyn Borcz

Prof. Eugeniusz Brzuchowski
Prof. Adam Cybulski

Prof. Otton Dgbrowski

Prof, Igor Kisiel

Prof. Jerzy Zawadzki

Profesor Zbigniew Olesiak wrgczyl podzigkowania obecnym na Zjezdzie Kolegom, a dyplomy dla
Kolegdéw nieobecnych przekazat Przewodniczacym Oddzialéw z prosba o dalsze ich przekazanie, w imie-
niu ustgpujacego Zarzadu Gldéwnego uhonorowanym osobom.
ad 7

Sprawozdanie finansowe zlozyl Skarbnik prof. A. Wilczynski (szczegolowy tekst wlaczony zostat do
akt Zjazdu — zalgcznik 2). Prof. A. Wilczynski zaznaczyl, Ze sprawozdanie to nie obejmowalo peinej
kadencji ZG, gdyz ZG nie posiadal wtedy kompletu sprawozdan finansowych Oddziatow. Podsumowujac
wystapienie zaapelowal o uregulowanie zaleglosci w placeniu sktadek.
ad 8

Sprawozdanie Glownej Komisji Rewizyjnej odczytal prof. Andrzej Tylikowski (tekst wlaczono do
akt Zjazdu  zalgcznik 3). W konkluzji sprawozdania stwierdza si¢, ze Komisja oceniajac dzialalno$é
Zarzgdu Giéwnego za zgodng ze Statutem PTMTS-u, stawia wniosek o udziclenie mu absolutorium.
ad 9

W dyskusji prof. Z. Olesiak — zastanawiajac sig¢ nad kierunkami dalszej dziatalnosci PTMTS-u stwier-
dzil, ze w pierwszym Zarzadzie Gidéwnym PTMTS-u, dziatalo pieciu Profesorow ktorzy byli czlonkami
PAN. Nie sugerujac, ze kontynuowanie tej tradycji jest konieczne Prof. Olesiak powiedzial, ze jednak
wielu powaznych uczonych odsunelo si¢ od dzialalno$ci w Towarzystwie. Wydaje sie celowe, aby takich
Profesoréow z powrotem do dziatalno§ci w Towarzystwie przyciagnaé. Obserwuje sie rowniez, co jest
widoczne m.in. na przykiadzie Oddzialu Warszawskiego, mala liczbe mtodych w szeregach PTMTS-u.

Prof. M. Dietrich — pogratulowal Zarzadowi Glownemu jego osiggnie¢ i aktywnoéci. Z uznaniem
mowit rowniez o powolaniu nowego oddziatu PTMTS-u w Kielcach oraz o wznowieniu dziatainosci Od-
dzialu w Rzeszowie. Popart réwniez wniosek Komisji Rewizyjnej, aby wzmoéc oddzialywanie PTMTS-u
w szerszych kregach inzynieréw w przemysle, chociaz rownocze$nie PTMTS nie powinien dublowaé SIMP-u,
Prof. M. Dietrich mowit réwniez, ze kazdy z Oddzialéw powinien mie¢ w swoim programie dzialania
organizacje jakiego$ sympozjonu lub konferencji naukowej, tak jak to ma miejsce w przypadku np. od-
dziatobw w Gliwicach i Warszawie.

Prof. E. Brzuchowski podkreslil, ze ostatnia kadencja nalezata do trudnych, mimo to zrobiono duzo.
Zaproponowal réwniez zatozenie kronik w oddzialach wzorem Gliwic.

Prof. K. Biernatowski potwierdzit sens urzadzania sympozjondw, dajac przyktad sympozjonéw orga-
nizowanych przez Oddzial Wroclawski, jednego na temat reologii i drugiego na temat metod statystycz-
nych w geotechnice,

Prof. W. Krzy$ omawiajac trudng sytuacje finansowa PTMTS-u ubieglych lat pytat o perspektywy
dalszego finansowania Towarzystwa,

Prof. A. Tylikowski — w odpowiedzi poinformowat zebranych o wzroscie dotacji o 62%;, féwnoczesnie
zwrocil uwage na konieczno§é zwigkszenia wysokosci sktadek cztonkowskich.
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Doc. M. Kmiecik w swojej wypowiedzi wskazal na pewne mozliwosci podniesienia atrakcyjnosci ze-
bran naukowych w oddziatach (np. oplacanie referatow przez ZG). W dyskusji, jaka si¢ wywiazala w zwigzku
z kwestia finansowania przez ZG refleratdw, zabierali jeszcze glos prof. A. Wilczynski oraz doc. Z. Suli-
mowski, wskazujac na trudnosci w przyjeciu takiej zasady, z uwagi na mozliwosci finansowe Towarzystwa
i zalozZenia spoleczne jego dzialalnosci.

Prof. M. Dietrich nie zgodzil si¢ z propozycja doc. M, Kmiecika, Zzc podniesicnie stawek za referaty
moze uatrakcyjnié poziom zebran naukowych. Prawdziwa nauka jest bowiem sama w sobie atrakcyjna.

Doc. W. Szuicik — w zwiazku z wczesniejsza wypowiedzig prof. A. Wilczynskiego postawit wniosek
o zwigkszenie skladek czlonkowskich do 200 zi. rocznie poczawszy od 1985 roku. Wniosek przyjgto w glo-
sowaniu jawnym przy 1 glosic wstrzymujacym sie.

Po zakonczeniu dyskusji doc. W. Szudcik postawil wniosek o udzielenie absolutorium ustepujgcemu
Zarzadowi Gtownemu, Wniosek w glosowaniu jawnym Zjazd przyjal jednomysinie.
ad 10

Propozycje zmian w statucie Towarzystwa, opracowane przez ustgpujacy Zarzgd Glowny zreferowal
doc. W. Bachmacz. Ustalono, ze bedzie dyskutowana kazda z proponowanych zmian a ostateczne brzmie-
nic kazdego z paragraléw bedzie zatwierdzane w glosowaniu jawnym.

Po wyczerpaniu wszystkich propozycji zmian uchwalono w glosowaniu jawnym — przy 1 glosie
,,brzeciw” i 4, wstrzymujacych sig” zakoiczenie dyskusji nad wprowadzeniem zmian do statutu Towa-
rzystwa,

Tekst zatwierdzonych poprawek do statutu zostal wiaczony do akt Zjazdu. Zjazd upowaznil nowy
Zarzad Gléwny PTMTS i biuro Zarzadu do opracowania ostatecznych zmian w uzgodnieniu z Wydzialem
Spraw Spoleczno-Administracyjnych Urzedu Miasta Stolecznego Warszawy i zatwierdzenia ich przez ten
Urzad.
ad 11

Regulamin wybordéw opracowany przez ZG przedstawil doc. W. Walczak. W poczatkowym etapie
dyskusji nad regulaminem istniata réznica zdan w kwestii: czy opracowany regulamin ma obowigzywaé
od obecnego XXI czy dopiero od XXII Zjazdu. W glosowaniu jawnym (wiekszoscia glosow) ustalono
by przedyskutowany i zatwierdzony regulamin wyboru wladz naczelnych Towarzystwa obowiazywal juz
na XXI Zjezdzie.

Poszczegdine punkty regulaminu dyskutowano i zatwierdzano w takim samym trybie jak zmiany
w Statucie. W szczegbInosci Zjazd Delegatéw nie zatwierdzil wniosku o przeprowadzenie wyborow indy-
kacyjnych. Po zakonczeniu calodci dyskusji zatwierdzono w glosowaniu jawnym (przy | glosie wstrzymu-
jacym sig) regulamin wyborow wiadz Towarzystwa, (Zalacznik nr 4),
ad 12

Glosowanie indykacyjne nie odbylo sig.

Drugi dzien obrad zjazdu delegatow

W dniu 10.5.84 obrady otworzyl prof. S.J. Gdula przedstawiajac nastgpujacy program dnia:
13. Wybory Przewodniczacego Zarzadu Gloéwnego
14. Wybory czlonkéw Zarzadu Gldéwnego
15. Wybory Komisji Rewizyjnej
16. Dyskusja i uchwalenie wytycznych Towarzystwa
17. Przyjecie wnioskow Komisji Wnioskowej
18. Sprawy biezace i wolne wnioski
Program ten zostal przyjety przez Zjazd Delegatow

ad 13

Na wniosek Wiceprzewodniczacego doc. W. Szuscika Zjazd wybral jednomysinie Sekretarzy II Dnia
Zjazdu Delegatow, Kolegdw: Andrzeja Buchacza i Jerzego Kuczynskiego. Prof. S.J. Gdula poprosit
Przewodniczacego Komisji Mandatowej o zabranie glosu.
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Przewodniczacy Komisji Mandatowej, prof. A. Negrusz, oznajmil, ze na sali znajduje si¢ 95 osob
z glosem stanowigcym, w tym 94 delegatéw na 115 wybranych (co stanowi 81,7%) i 1 cztonek honorowy
PTMTS. A zatem przeprowadzone wybory bgda prawomocne.

Komisja Matka zgtosita dwie kandydatury na Przewodniczacego ZG PTMTS, a mianowicie:

1. Prof. dr Z. Olesiaka,
2. Prof. dr hab. J. Wojnarowskiego.

Profesor S. Dubiel zglosit kandydaturg prof. dr. hab. Romana Gutowskiego. Prof. R. Gutowski po-
prosil, aby jego osoby nie uwzglgdnia¢ w wyborach na Przewodniczacego. Z braku dalszych zgloszen lista
kandydatow na Przewodniczacego ZG PTMTS zostala przez Zjazd zamknicta.

Nastepnie kandydaci na Przewodniczacego przedstawili swoje programy wyborcze.

Profesor Z. Olesiak w swoim wystapieniu podkreslil, Ze dziatalno§¢ Zarzadu Glownego jest dzialalnoscia
stuzebna wobec czlonkow Towarzystwa. Nastepnie powiedzial, 2e gdyby zostal wybrany, bedzie si¢ starat
aby dotychczasowa dziatalno$¢ byla kontynuowana zar6bwno przez Zarzad, jak i istniejace Komisje: be-
dzie réwniez zachecal do wspolpracy w Towarzystwie mechanikéw — wybitnych naukowcow, z ktorych
nie wszyscy sg czlonkami PTMTS-u. Postara si¢ uporzadkowaé prace sekretariatu, sprawy finansowe oraz
dzialalno$¢ biezaca.

Stwierdzil roéwniez, ze przyszle Zjazdy Delegatéw powinny odbywacé si¢ lacznie z sesjami naukowymi,
i Zjazdy te winny by¢ otwarte w zakresie sesji naukowych dla wszystkich czlonkéw Towarzystwa, a nie tylko
dla Delegatéw.

Profesor J. Wojnarowski w swoim wystapieniu podkreslil, Zze zrobienie czego$ nowego w $wietle osia-
gni¢¢ Towarzystwa w minionym ¢éwieréwieczu jest bardzo trudne i dlatego nalezy kontynuowaé dotych-
czasowe formy dziatalnoéci PTMTS-u.

Przedstawil pokrdtce geneze powstawania réznych Towarzystw zaréwno w okresie zabordw, jak i po
odzyskaniu niepodlegtosci i wspolczesnie. Wskazal rowniez na to, aby nie zaprzepasci¢ niematych osiggnigé
Towarzystwa, Zwrdcit uwage, aby utrzymaé dotychczasows tradycje wydawnictw Towarzystwa. Powie-
dzial, ze gdyby zostal wybrany, bedzie si¢ staral, aby nie wystapily w Towarzystwie problemy finansowe.
Polozy wigkszy nacisk na prezniejsza dzialalno$¢ sekretariatu i wieksza kolegialno§¢ podejmowanych
decyzji. Powiedzial réwniez, ze ZG powinien wlaczy¢ si¢ do organizacji seminariéw naukowych i szkot
oraz prezentowaé swe osiagniecia w $rodowisku inZzynierskim. Ponadto PTMTS powinien przekazywaé
raporty, jakie dyscypliny z mechaniki powinny byé rozwijane.

Wybory Komisji Matki i przewodniczacego PTMTS

Do Komisji Skrutacyjnej wybrano nastepujacych Kolegow: K. Borsuk, J. Kubik, J. Lipinski, A. Sucheta
(przy jednym glosie wstrzymujacym si¢).

Przewodniczacym Komisji Skrutacyjnej zostal wybrany dr K. Borsuk.
Po przeprowadzeniu wybordw i po przeliczeniu gloséw Przewodniczacy Komisji Skrutacyjnej przedstawit
wyniki glosowania.

Przewodniczacym ZG PTMTS zostal wybrany prof. Jézef Wojnarowski — 52 glosy.

Prof. Z. Olesiak otrzymat 40 gloséw.

Trzech Delegatéw wstrzymato si¢ od glosowania na obu kandydat()w

Po ogloszeniu wyniku wybordw glos zabrat prof. Z. Olesiak, gratulujac wyboru prof. J. Wojnarowskie-
mu.

Nowo wybrany Przewodniczacy ZG PTMTS w serdecznych stowach podzquowa} wszystkim zebranym
za wybodr i zaufanie.
ad 14

Po przerwie Komisja Matka przedstawila list¢ kandydatéw na czlonkéw Zarzadu Glownego, byli
to Koledzy: W. Bachmacz, E. Brzuchowski, Z. Dzygadto, J. Golas, W. Krzy$, C. Mickiewicz, R. Parkitny,
B. Skalmierski, K. Sobczyk, W. Starosolski, Z. Sulimowski, W. Walczak, A. Wilczyaski, M. Wizmur,
C. Woznijak,

Prof. C. Wozniak nie wyrazil zgody na kandydowanie do Zarzadu. Z sali padia kandydatura doc.
J. Lipiaskiego, ktéry wyrazil zgode na kandydowanie do Zarzadu.

Na tym liste kandydatéw do Zarzadu Gléwnego zamknigto.
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W wyniku tajnego glosowania do ZG wybrano nastg¢pujacych Kolegow: Z. Dzygadlo (82), W. Krzys
(82), J. Lipinski (79), B. Skalmierski (78), A. Wilczynski (76), M. Wizmur (76), K. Sobczyk (73), R. Parkitny
(70), E. Brzuchowski (68), oraz zastepcOw czlonkéw: J. Gola$§ (64), C. Mickiewicz (63), Z. Suli-
mowski (63).
ad 15

Nastepnie Komisja Matka przedstawifa kandydatury do Giéwnej Komisji Rewizyjnej, byli to Koledzy:
O. Dgbrowski, S. Dubiel, M. Kmiecik, J. Mames, M. Skowronek, A. Tylikowski, K. Wrze§niowski.

W wyniku tajnego glosowania wybrano Glowna Komisj¢ Rewizyjng w skladzie: A, Tylikowski (80),
O. Dabrowski (66), K. Wrzesniowski (61) oraz zastepcow czlonkow Gliownej Komisji Rewizyjnej:
S. Dubiel (59), M. Skowronek (53).

Po przerwie przed przystapieniem do dyskusji glos zabral Przewodniczacy Zarzadu Glownego J. Woj-
narowski, ktory poinformowal, ze w dniu 10.V. odbylo sig¢ pierwsze posiedzenie Zarzadu Glownego XX1I
Kadengji, na ktérym ukonstytuowat si¢ nowy Zarzad Glowny Towarzystwa, a mianowicie:

Prof. dr hab. J. Wojnarowski Przewodniczacy z wyboru
Prof, dr hab. E. Brzuchowski  Zastepca Przewodniczacego
Prof. dr hab. W. Krzy$ » v

Prof, dr hab, Z. Dzygadlo Sekretarz Generalny

Prof. dr hab. A. Wilczynski Skarbnik

Doc. dr J. Lipinski Z-ca Sekretarza Generalnego
Doc. dr hab. R. Parkitny Zastepca Skarbnika

Prof. dr hab. B. Skalmierski Czlonek Zarzadu
Prof. dr hab. K. Sobczyk » »
Prof. dr hab. M. Wizmur » »»

Doc. dr J. Golas Zastepca Czlonka Zarzadu
Doc. dr C. Mickiewicz ' " »
Doc. dr Z. Sulimowski . » »
ad 9

Dyskusja i uchwalenie wytycznych dzialalnosci Towarzystwa

Prof. M. Dietrich — zaproponowal, aby Zarzad Gléwny doprowadzil do takiej sytuacji, aby kazdy
Oddzial miat swojg jakaé charakterystyczng dziatatnoéé, np. w formie sympozjonu, szkoly lub seminarium.
Ponadto przedstawil konieczno§¢ nawigzania przez ZG kontaktéw z zagranica oraz reprezentowania go
w IUTAM.

Prof. W. Krzy§ podkre$lil konieczno$¢ podniesienia rangi mechaniki technicznej w ksztalceniu stu-
dentéw w szkotach wyiszych oraz zaproponowal podjecie dzialan w kierunku przenikania sie $rodowisk
uczelnianych z pozauczelnianymi.

Prof. A. Wilczyniski zaproponowal, aby przyjaé¢ wytyczne z poprzedniego Zjazdu jako obowiazujace
rowniez dla nowowybranego ZG.

Doc. M. Kmiecik stwierdzif, ze w celu podniesienia poziomu prac z mechaniki, publikacje w naszym
czasopi$mie powinny byé oceniane w rok pézniej i jednoczes$nie tlumaczone na jezyk angielski.

Prof. S. Dubiel poparl wniosek prof. W. Krzysia i zaproponowal, aby jego wnioski wyszly na zewnatrz
i byly przedlozone odpowiednim wiadzom.

Dr R. Cwik zaproponowal, aby ZG poczynit starania, aby uzna¢ PTMTS, jako towarzystwo wyisze]
uzyteczno$ci publicznej — co moze poméc w pozyskaniu dotacji, drukow itp.

Doc. W. Szuécik przedstawil zagadnienie organizowania konkurséw studenckich na najlepszg prace
dyplomowa oraz najlepsza prace teoretyczng z mechaniki; zaproponowal tez, aby artykuly wydawaé
w jezyku polskim, a niektore réwniez z mutacja w jezykach obeych.

Prof. E. Brzuchowski poruszy! zagadnienie wspoidzialania PTMTS-u z SIMPem, przedstawil wniosek
Oddzialu Wroctawskiego, by recenzje do artykulow w naszym kwartalniku byly jawne, oraz popart wniosek
o drukowanie artykutow w jezykach kongresowych.

Prof. R. Gutowski uznal, ze gléwnym kierunkiem dzialalnosci PTMTSu powinna byé wspolpraca
z przemysiem; poruszy! konieczno$¢ nawigzania kontaktéw z podobnymi towarzystwami (organizacjami)
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zagranicznymi; stwierdzil ponadto, Ze aby na $wiecie byé zauwazalnym, nalezy publikowaé w jezykach
kongresowych.

Prof. K. Biernatowski zaproponowal, aby ZG w swej dziatalnoéci brat pod uwage wnioski z zebran
Oddzial6bw. Konkursy nalezaloby zastapié rozszerzeniem dzialalno$ci roznego rodzaju szkol, ktore sa pewng
forma ksztalcenja. Stwierdzil, ze PTMTS nie jest organizacja popularyzatorska i ze wspolpraca z SIMPem
i przemyslem nie moze i§¢ za daleko. Poparl wniosek o publikowanie artykutow w jezykach kongresowych.

Dr. A. Miotkowski sprzeciwil si¢ podejmowaniu daleko idacej wspélpracy z SIMP-em, a to z uwagi
na nieco inne cele PTMTSu. '

Prof. R. Ganowicz podkreslil konieczno$é nawigzania kontaktéw z IUTAM, dotarcia do biezacych
czasopism zagranicznych, Przedstawil Uchwale Walnego Zgromadzenia PTMTS w Poznaniu (zatacznik 4).

Prof. J. Wojnarowski poprosii prof. Z. Olesiaka, aby w imieniu ZG reprezentowal PTMTS na Kon-
gresie Mechaniki w Jugoslawii, ktéry ma si¢ odbyé pod koniec maja br.

Doc. W. Bachmacz poruszyl sprawy statutowe.

Prof. S.J. Gdula wysunal propozycj¢, aby ZG mial prawo powolywania i odwolywania Kolegium
Redakcyjnego kwartalnika ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana”.

Prof. Z. Olesiak wyjaénil zebranym, ze Kolegium Redakcyjne jest podporzadkowane Polskiej Aka-
demii Nauk, ktéra tez zatwierdza Redaktora Naczelnego i Komitet Redakcyjny, na podstawie wniosku
ZG PTMTS.

Wywiazala si¢ dyskusja, w ktorej zabral glos prof. J. Wojnarowski stwierdzajac, ze tradycyjnie funkcje
przewodniczacego Rady Redakcyjnej pelnit aktualny przewodniczacy PTMTS-u lub jego zastepca. Prof.
Ryszard Ganowicz popart stanowisko prof. Z. Olesiaka, uznajac za niewlasciwe ingerowanie w kompe-
tencje PAN w tym zakresie.

Po zakonczeniu dyskusji Zjazd Delegatow w wyniku glosowania nie przyjat wniosku prof. S. Gduli.

Po dyskusji poproszono Przewodniczgcego Komisji Wnioskowej o przedstawienie wnioskow.

Doc. R. Bak w swoim wystgpieniu stwierdzit, Ze na podstawie analizy dwudziestu pigciu lat dzialalnoéci
Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, ze szczegblnym uwzglgdnieniem ostatniej
Kadencji Zarzadu Gloéwnego, Dwudziesty Pierwszy Zjazd Delegatow sformulowal nastgpujace wnioski:

1. Zarzad Gléwny oraz Zarzady Oddzialéow Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Sto-
sowanej dazy¢ powinny do zaktywizowania i urozmaicenia form statutowej dziatalno$ci naukowej. Szcze-
20Ina uwage poswiecié nalezy organizowaniu okresowych szk6t naukowych oraz wypracowaniu specjalnosci
naukowych oddzialéw (np. poprzez organizowanie monotematycznych sympozjow o zasiggu krajowym).

2. Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej powinno w sposéb permanentny sta-
raé sig o przywrbcenie wiasciwej rangi mechaniki w procesie ksztalcenia studentébw wyzszych uczelni.
Jedng ze skutecznych form tego rodzaju dziatalnosci stanowié¢ powinny sporzadzane okresowo raporty
o stanie mechaniki w kraju.

3. Nalezy poszukiwaé whasciwych form wspéipracy Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej z kadra inzynierska, ze szczegdlnym uwzglednieniem przemysiowego zaplecza naukowo-
badawczego.

4. Zjazd Delegatéw zaleca Zarzadowi Gléwnemu szersze rozwiniecie wspolpracy z zagraniczaymi
towarzystwami oraz ofrodkami naukowymi, dzialajacymi w zakresie mechaniki.

5. Whnioski z XX Zjazdu Delegatow traktowaé nalezy jako nadal aktualne wytyczne dziatalnoSci to-
warzystwa na okres rozpoczynajacej si¢ XXI kadencji.

6. Zjazd Delegatéw zaleca Zarzadowi Gléwnemu przeanalizowanic i wykorzystanie wnioskéw z wal-
nych zgromadzen oddzialéw.

7. Wszystkie prace publikowane w wydawnictwach PTMTS powinny podlega¢ corocznej ocenie kon-
kursowej. Wyniki konkursu opublikowaé¢ naleiy w jednym z jezykow kongresowych,

8. Zjazd Delegatéw powinien mieé¢ charakter otwarty, umozliwiajacy udzial kazdego czlonka PTMTS
w charakterze obserwatora.
9. Zarzady Oddzialowe PTMTS powinny prowadzi¢ kronikg swojej dziatalnosci. Kroniki te bowiem
znakomicie dokumentuja i utrwalaja informacje o rozwoju mechaniki w kraju.
10. Zarzad Glowny powinien wypracowaé i utrwali¢ wiasciwe formy dzialalnosci w zakresie gospodar~
czo-finansowym,
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11. Zarzad Glowny powinien podjaé energiczne starania, w celu pozyskania jako czlonkow Towarzystwa,
wybitnych pracownikow naukowych w zakresie mechaniki.

12. Zjazd Delegatdéw uznal za dramatyczna sytuacj¢ w zakresie zakupu literatury i aparatury naukowe;j
z drugiego obszaru platniczego.

13. Zjazd Delegatoéw uchwalil wysokosé rocznej skladki na dwiescie ziotych, ktéra obowigzuje w Towa-
rzystwie od 1 stycznia 1985 r.

Odczytane wnioski zostaly przyjete jednomyélnie.

Ponadto Zjazd przyjat uchwale Oddzialu Poznanskiego o wystapienie do wiadz zwierzchnich z apelem
o utrzymanie poziomu zakupow ksiazek, czasopism, aparatury badawczej i czedci zamiennych do tej apa-
ratury z drugicgo obszaru platniczego.

ad 18

Wolnych wnioskow nie bylo.

Na tym zakonczono obrady statutowej cze$ci XXI[ Zjazdu Delegatow.

Po drugim dniu obrad Zjazdu Delegatow odbyla si¢ II Sesja Naukowa, ktorej przewodniczyl prof.
Roman Gutowski.

W sesji wygloszono 3 nastgpujace referaty wg zalaczonego programu:
prof, dr hab. Jacek Stupnicki — Mechanika doSwiadczalna, problemy i kierunki rozwoju,
dr inz. Wojciech Kania — Aerodynamika doswiadczalna w zakresie duzyclt predkosci,
dr inz. Stanistaw Drobniak — Przeglgd osiqgnieé krajowych badai doswiadczalnych turbulencji w okresie
minionego dziesigciolecia.

W sobote, w ostatnim dniu Zjazdu, cz¢§é delegatow wzigta udziatl w wycieczce do Elektrowni Szczyto-
wo-Pompowej ,,Porabka-Zar”. ]

Po obiedzie odbylo sie zebranie okraglego stotu na temat przyszlosci i perspektyw Mechaniki. W dy-
skusji okraglego stotu udzial wzigli Koledzy: W. Szemplinska-Stupnicka, Z. Olesiak, S. Gdula, J. Woj-
narowski, W. Szudcik, Z. Bogucki, Z. Sulimowski, A. Wilczynski. Dyskusje¢ prowadzit prof. J. Stupnicki.
Na tym obrady XXI Zjazdu Delegatow PTMTS zakosiczono.

Sekretarze XX Zjazdu Delegatow

w pierwszym dniu: w drugim dniu:
Dr Maria Baczynska Dr Andrzej Buchacz
Dr Henryk Skowron Dr Jerzy Kuczynski

Przewodniczacy XXI Zjazdu Delegatow
PTMTS
Prof. Stanistaw J. Gdula

Wstepny program dziatalnodei PTMTS na XXI kadencjg
(1984—1986)
przyjety na posiedzeniu Prezydium ZG w dniu 6 VI 1984 r.

—

. Odbywanie posiedzen Prezydium Zarzadu Gléwnego.

2. Odbywanie plenarnych posiedzenr ZG polaczonych z seminariami w Warszawie oraz na sesjach
wyjazdowych w Oddziatach.

3. Realizowanie uchwal (zalacznik) XXI Zjazdu Delegatow.

4. Podjecie dziatan w celu zatwierdzenia poprawek wprowadzonych do Statutu na XXI Zjezdzie Dele-
gatow.

5. Przyjecie sprawozdania z zakonczenia dzialalnoéci Komitetu Organizacyjnego XXI Zjazdu Delegatow.

6. Organizowanie szkét doskonalenia kadry z wybranych dzialow mechaniki i matematyki stosowanej,
ktoére powinny by¢ rozwijane jako niezbedny element postepu technicznego.
Pierwsza na temat ,,Sterowanie w mechanice” — proponujemy zorganizowaé w 1985 roku.

7. Uporzadkowanie danych i sprecyzowanie naszych opinii na tematy:

— nowych kierunkéw badah w mechanice,
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— modernizacji treci nauczania mechaniki w szerokim rozumieniu przedmiotu,
— formy dalszej dziatalno$ci PTMTS,
majac na uwadze organizowany w 1985 r. Kongres Nauki Polskiej.
8. Zakonczenie prac Komisji z XX Kadencji, a mianowicie: Komisji 25-lecia, Komisji do opracowania
memorialow o nauczanju mechaniki i Komisji historii mechaniki.

9. Zorganizowanie w 1986 r. sesji naukowej w 3-setng rocznice zloZenia przez Jzaaka Newtona Prin-
cipiébw w Londynskim Towarzystwie Krolewskim.

Tytul roboczy sesji: ,,Znaczenie principiow (traktatu) Newtona dla rozwoju mechaniki i techniki”.

10. Prezentowanie na Jamach naszego kwartalnika opinii o ksigzkach i skryptach z zakresu mechaniki.

11. Przeprowadzenie oceny dzialalno$ci wydawniczej Towarzystwa.

12. Przeanalizowanie form organizacyjnych konkursow naukowych w aspekcie podniesienia ich rangi,
zwigkszenia zasiegu i liczby uczestnikow, a takZe szerszego udzialu w Jury uczonych spoza o$rodka
organizujacego konkurs.

13. Wspomaganie dzialalnoéci Zarzadow Oddzialow i wspoldzialanie w realizacji ich plandw.

14, Przeprowadzanie oceny sytuacji finansowej Towarzystwa i wystegpowanie do PAN o dotacje budze-
towe. Przekazywanie odpowicdnich funduszy Oddzialom.

15. poddanie pod dyskusj¢ spraw zwiazanych z organizowaniem konferencji i sympozjonow oraz ustalenie
form ich finansowania.

16. Gromadzenie i porzadkowanie informacji o dzialalnosci Towarzystwa. Przygotowanie danych o skta-
dach Zarzadéw Oddzialéw, Imienne wykazy Czlonkéw PTMTS i tp.

17. Informowanie Oddziaiow o majacych si¢ odbywa¢ konferencjach krajowych i zagranicznych.

18. Rozwijanie kontaktow migdzynarodowych i dzialanie w kierunku zapewnienia odpowiedniej repre-
zentacji Towarzystwa w miedzynarodowych organizacjach rozwijajacych dyscypling mechaniki.

19. Programowanie dziatalnoici PTMTS poprzez wysylanie pism informacyjnych do Czlonkéw Za-
granicznych Towarzystwa z jednoczesnym zapraszaniem do $cistej wspoipracy.

20. Uporzadkowanie dziatalnoéci ,,Biura” Towarzystwa. Ustalenie rozdziatu zadan i zakresu odpowied-
dzialno$ci dla pracownikéw etatowych.

Przewodniczacy
Zarzadu Glownego PTMTS
Prof. dr hab. J. Wojnarowski

XI Sympozjum ,,Drgania w ukfadach fizycznych”

W dniu 24—26 maja 1984 r. odbylo si¢ w Blazejewku k. Kérnika XI Sympozjum ,,Drgania w ukfadach
fizycznych”. Sympozjum to, organizowane co dwa lata przez Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej i Instytut Mechaniki Technicznej Politechniki Poznanskiej, ma juz
wieloletnia tradycje. Zgodnie z przyjetym zwyczajem obrady przedpoludniowe inaugurowala sesja ple-
narna. Podczas sesji tych wygtoszono 2 referaty:

1. Stawomir Janecki — ,,Problemy drgan uktadéw topatek wirnikowych turbin i sprezarek osiowych”,

2. Jozef Niziol — ,,Wibroizolacja pasywna i aktywna ukladow mechanicznych poddanych dziataniu

wymuszen przypadkowych”.
Daléze obrady odbywaly sie w sekcjach. Zarowno wzgledy merytoryczne, jak i organizacyjne sprawily,
2e dokonano nastgpujgcego podzialu tematycznego referatow:

Sekcja I — Dynamika cigglych modeli mechanicznych,

Sekcja II — Dynamika dyskretnych modeli mechanicznych,

Sekcja III — Dynamika i wibroakustyka maszyn.,

W sekcji I wygloszono 40 referatow, w sekcji IT 36 referatoéw, w sekeji ITI 34 referaty, W sympozjum uczestm
niczylo 149 oséb, w tym po raz pierwszy 3 osoby z zagranicy (CSRS, Kuba, NRD).

Zdecydowang wigkszoé¢ uczestnikow (127) stanowili pracownicy wyzszych uczelni. Instytuty PAN
reprezentowane byly przez 8 osob, a inne instytuty o charakterze wiodacym przez 10 osob. Materialy
Sympozjum zawierajace pelne teksty referatow plenarnych oraz streszczenia referatow sekcyjnych wydano
drukiem, nakladem Politechniki Poznanskiej.

Ryszard Dziecielak
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XI SYMPOZJUM DOSWIADCZALNYCH BADAN W MECHANICE CIALA STALEGO

XI Sympozjum Doswiadczalnych Badan w Mechanice Ciala Stalego odbylo si¢ w Jadwisinic k. War-
szawy w dniach 6—8 wrze$nia 1984 r. Tradycyjnie juz organizatorami Sympozjum byl Oddziat Warszawski
Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Zesp6t Mechaniki Doswiadczalnej Komitetu
Mechaniki PAN oraz Instytut Techniki Lotniczej i Mechanjki Stosowanej Politechniki Warszawskiej.
Ustalono nastgpujacy skiad Komitetu Organizacyjnego:

prof. dr inz. Zbigniew Brzoska — honorowy przewodniczacy,

prof. dr hab. inz. Jacek Stupnicki — przewodniczacy

dr inz. Ryszard Wojcik — sekretarz,

dr inz. Tomasz Zagrajek — sekretarz,

prof. dr hab. inZz. Przemyslaw Jastrzg¢bski,

doc. dr hab. inz, Jacek Kapkowski,

dr inz. Wojciech Kliepacki,

prof. dr hab. inz. Stanistaw Kocaiida,

prof. dr hab, inz. Zbigniew Qrlaos,

prof. dr hab. inz. Wojciech Szczepiiski,

doc. dr inz. Zdzistaw Swiderski.

Sposrod zgloszonych na Sympozjum artykutow, Komitet Organizacyjny zakwalifikowal na sesje ple-
narne 7 prac autorow polskich oraz 7 prac autordéw zagranicznych.

Ponadto na odbywajacych sie, na przemian z plenarnymi, sesjach wystawowych zaprezentowano 81
prac polskich oraz jedna z zagranicy.

Sesje wystawowe odbywaly si¢ w nastepujacych pieciu grupach tematycznych:

1. Badania wlasnosci materiatow,

2. Zmeczenie, pgkanie.

3. Metody badan.

4. Mechanika pgkania

5. Badania modelowe i badania konstrukcji.

Na sesjach plenarnych przedstawiono natomiast referaty problemowe i przegladowe, wskazujyce glowne

kierunki i metody badan w mechanice do$wiadczalnej. Oto lista autorow wraz z tytulami referatow, za-

mieszczona w kolejnoscei ich wyglaszania:

1. D. C. Holloway, W. H. Wilson — University of Maryland, USA: The application of dynamic holo-
graphic interferometry and photoelasticity”.

2. Z. Fizessy — Technical University Budapest, WRL: Hologram interferometric applications in displa-
cement and shape measurements.

3. J. Balas, M. Drzik — Institute of Construction and Architecture: Determination of stress intensity
Jactors by optical methods.

4. J. F. Cardenas — Garcia-Colorado State Universily — USA: Theoretical and experimentul  study
of nicro-cracking induced the Rayleigh wave.

5. A. Pictrzyk — Politechnika Warszawska: Cyfrowe przetwarzanie obrazéw w wechanice doswiadczalnej.

6. K. Patorski— Politechnika Warszawka: Nowe metody rézniczkowania odksztalcen rastréw niory.

7. ). Szlagowski — Politechnika Warszawska: Badanie odpornofci konstrukcji blachownicowych uksztal-
towanych wedlng kryterinm nosnosci granicznej na obcigzenia cyklicznie zmienne i udarowe.

8. A. Buczynski, M. Sidorowicz, J. Zawada — Politechnika Warszawska: Badanie sil kruszenia w kru-
szarce modelowej,

'9. J. Linkowski, M. Korzeniowska — Politechnika Warszawska: Zastosowanie rentgenowskiej metody
sinq do badania wplywn rozdrobnienia struktury stopu dwufazowego na przebieg procesit jego niszezenia.

10, A. Wojtyczka — Politechnika Wroclawska: Analiza do$wiadczalna zmian energetycznych w probie
Jednoosiowego rozciggania mosiqdzéw Mo58 i M63.

11. W. Sachse — Cornell University — USA: Directions and experiniemal methods for ultrasonic measu-
renents,
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12. W. Cudny, Z. Dylag, G. Galin, Z. Orlo§ — WAT: dnaliza efektéw cieplnych, mechanicznych i optycz-
nych w pewnym przypadku badan termosprezystych.

13. P. Wesolowski — Technical University Budapest, WRL: ln-plane strain analysis by means of reflection
holography.

14. R. Prabhakaran — Old Dominion University — USA: Shear testing of composites.

Przed rozpoczgciem Sympozjum, wydana zostata I cze$¢ materiatéw konferencyjnych, zawierajaca
artykuly autoréow polskich. Cze$¢ II zawierajaca referaty zagraniczne ukaze si¢ na poczatku 1985 r.

W opinii uczestnikow, XI Sympozjum Doswiadczainych Badan w Mechanice Ciala Stalego uzyskalo
pozytywna oceng zaréwno pod wzgledem merytorycznym, jak i organizacyjnym.

Zaprezentowano szereg prac ukazujacych najnowsze kierunki w badaniach do$wiadczalnych. W wielu
dziedzinach autorzy wykazali, ze prowadzone przez nich prace nie odbiegaja od poziomu §wiatowego.
Na podkreslenie zastuguje ozywiona dyskusja po referatach i autentyczne zainteresowanie uczestnikow
tre$cig referatow. Polscy badacze mieli mozno$¢ zapoznania sie z najnowszymi osiggnigciami $wiatowymi
w zakresie metod nieniszczacych, glownie holografii, elastooptyki, metod ultradZwickowych oraz spo-
sobu badania tak zloZzonych struktur jak kompozyty. Sesje wystawowe daly przeglad zagadnien, jakimi
zajmuja si¢ oérodki krajowe. Najliczniej reprezentowana byla grupa metod optycznych oraz ich zastoso-
wanie w mechanice pekania (ok. 409 prac). Przedstawiono rowniez wiele prac w zakresie badan rzeczy-
wistych konstrukcji, jak pomiary naprezen w elementach silnikow spalinowych czy w elementach budo-
wlanych.

Whprawdzie w czgéci z tych prac wykorzystano rutynowo stosowane metody, jednak pozwolito to le-
piej oceni¢ ich przydatnos$¢ w konkretnych przypadkach.

Okoto 20% prac po$wigcona bylo badaniom materialowym. Wydaje sig, ze cel XI Sympozjum Doswiadczal-
nych Badan w Mechanice Ciala Stalego, jakim bylo zaprezentowanie prowadzonych obecnie w kraju i za
granica prac eksperymentalnych, zostal osiagniety.

Dr inz. Ryszard Wojcik

Wyklady seminaryjne Srodowiskowego studium teorii p6l sprzeZonych

Z inicjatywy Profesora Witolda Nowackiego i Instytutu Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego przy
wspotudziale Wojskowej Akademii Technicznej i Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN
zostaly zorganizowane wyklady seminaryjne z teorii p6l sprzezonych. Pomyslane s3 one jako forum dysku-
syjne, na ktérym mozna przedstawié wlasne, fub istniejgce koncepcje z tej dziedziny celem ich krytycznego
oméwienia i przedyskutowania. W roku akademickim 1984 /85 seminaria te byly ograniczone do §rodowiska
warszawskiego oraz do p6l mechanicznych sprzezonych z innymi polami. Wygloszone zostaly cztery refera-
ty, po ktorych na ogbl rozwijala sie¢ obszerna dyskusja, czasami nawet kontrowersyjna. Wykladowcami byli:
Profesor Czestaw Rymarz (WAT, 27 lutego 1985), ktory moéwil o zagadnieniach krysztalow ciektych, Pro-
fesor Jerzy Kurlandzki i Dr Zofia Kurlandzka (27 marca 1985)— o elektrodynamice galileuszowej, Profesor
Adam Piskorek (24 kwietnia 1985) — o rdézniczkowych rownaniach p6l sprz¢zonych, oraz Profesor J6zef
Ignaczak — o zagadnieniach przewodnictwa cieplnego z dwoma predko$ciami relaksacji, W biezacym roku
akademickim mamy zamiar zapraszaé kolegdw, interesujacych sie ta tematyka, rébwniez z innych o$rodkow
akademickich. Wyklady seminaryjne nawiazujg do tradycji wykladoéw ,,okraglego stohn” z lat pigédziesia-
tych, gdy Zaktad Mechaniki Osrodkéw Ciaglych miescil sie jeszcze w Palacu Staszica, jego kierownikiem
byt Profesor Wactaw Olszak, a obrady odbywaly si¢ tamze w sali z okraglym stolem.

Najblizszy wyklad planowany jest na $rode 29 stycznia 1986 r. W przyszloéci zaproponujemy, jezeli
znajdzie to przychylny oddzwiek, rozszerzenie tematyki na pola sprzezone w cieczach i gazach. Zebrania
seminaryjne z teorii pol sprzezonych beda mogly by¢ réwniez miejscem do dyskusji nad zagadnieniami
zZwigzanymi z grupa tematyczna p.t. ,,Oddzialywanie pdl elektromagnetycznych z oérodkiem stalym od-
ksztalcalnym™ w problemie miig¢dzyresortowym planowanym na lata 1986—1990.

Zbigniew Olesiak
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B. P. 68 Domaine Universitaire
38402 Saint Martin d’Héres Cedex
Francja

oraz P. J. Carreau, Montreal
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Department of Applied Physics
Delft University of Technology
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oraz prof. M. A. Combarnous,
Bordeaux

Prof. H. Gg. Wagner
Max-Planck-Institut fiir
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oraz prof. H. Gg. Hornung, Gottingen

Prof. C. Citrini

Dipartimento di Matematica

Politecnico di Milano

Piazza Leonardo da Vinci, 32
20133 Milano, Wiochy

oraz prof. H. Cabannes, Paris

Prof. P. Perzyna
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00-049 Warszawa, Polska

Dr. G, Wilks

Department of Mathematics
University of Strathclyde
Glasgow, Scotland

oraz dr. D. B. R. Kenning, Oxford
Prof. E. Alarcén

Universidad Politecnica

de Madrid

E. T. S. Ingenieros Industriales

J. Gutiérrez Abascal, 2
28006 Madrid, Hiszpania
oraz prof. W. K. Nowacki,
Warszawa

Prof. B. Nayroles

Laboratoire de Mécanique et
d’Acoustique (C. N. R. 8.)

B. P. 71, 13277 Marseille

Cedex 9, Francja

oraz prof. J. E. Ffowcs Williams,
Cambridge
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16—19 wrze$nia 1986
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Mechanics of sediment transport
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22—26 wrze$nia 1986

Genua, Wiochy

Integrable systems in nonlinear
analytical mechanics

22—25 wrze$nia 1986

Leeds, Wielka Brytania

Dynamic plastic response of
structures

13—16 pazdziernika 1986
Matrafured, Wegry

The interaction of free and forced
convection

18—20 listopada 1986

Poitiers, Francja

Refined dynamical theories
of beams, plates and shells
and their applications
23-—25 wrzeénia 1986
Kassel, RFN

Prof. M. Mi¢unovic¢

Faculty of Mechanical Engineering
University ,,Svetozar

Markovi¢”

34000 Kragujevac, Jugostawia
oraz dr. N. A. Green, Nottingham
Prof. G. Seminara

Instituto di Idraulica

Facolta di Ingegneria
Universitd di Genova
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oraz prof. J. Fredsee, Lyngby
Dr. A. P. Fordy

Centre for Nonlinear Studies
University of Leeds

Leeds LS2 97T, Wielka Brytania
oraz prof. F. Calogero, Rome
Prof. S. Kaliszky

Department of Mechanics
Technical University Budapest
Miiegyetemrkp. 3K. mf 35

1521 Budapest, Wegry

oraz prof. N, Jones, Liverpool
Prof. J. -L. Peube

L. E. S. T. E. University

of Poitiers

40, Avenue du Recteur Pineau
86022 Poitiers Cedex, Francja

Prof. Dr. -Ing. H. Irretier
Institut fiir Mechanik
Gesamthochschule Kassel-
Universitiit

Postfach 10 13 80

3500 Kassel, RFN

oraz prof. dr. I. Elishakoff,
Haifa

Inne konferencje

The Second International
Conference on ,,Microcomputers
in engineering development and
application of soft ware”

Upniversity College, Swansea,
Wielka Brytania

7—10 kwietnia 1986
Reliability of methods for
engineering analysis
University College, Swansea,

adres wysylania streszczen:
Dr. B. A. Schrefler
Istituto di Costruzioni
Ponti e Strade

Via Marzolo, 9,

35131 Padova, Wiochy

Prof. D. R. J. Owen
Department of Civil Engineering
University College of Swansea
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The University of Texas at Austin
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University of Alberta,

Edmonton, Kanada
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International Conference on
Computational Plasticity

Models, Software and Applications
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Singleton Park
Swansea SA2 8PP, Wielka Brytania

Dr. J. Hiuser

Department of Mechanical and
Electrical Engineering,

College of Landshut,
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8300 Landshut, RFN
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Faculty of Civil Engineering,
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Continuing Engineering Studies
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The University of Texas at Austin
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Dr. T. S. Golosinski, P. Eng.
Department of Mineral Engineering
University of Alberta
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Prof. D. R. J. Owen

Department of Civil Engineering
University College of Swansea
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