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PROFESOR | ANTONL SAWCZUK |

(1927 - 1984)

Profesor dr hab. inz. Antoni Sawczuk, czlonek rzeczywisty PAN, rektor Migdzynaro-
dowego Centrum Nauk Mechanicznych w Udine, odznaczony Krzyzem Kawalerskim
Orderu Odrodzenia Polski, zmar! nagle dnia 27 maja 1984 r. w Grenoble (Francja) prze-
zywszy zaledwie 57 lat. Nauka polska utracila wybitnego uczonego, organizatora nauki
1 wychowawce.

Profesor Sawczuk byt cztonkiem-zalozycielem Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teo-
retycznej i Stosowanej, zastgpca skarbnika i skarbnikiem we wezesnym okresie dziatalnosci
PTMTS.

Urodzony 16 stycznia 1927 r. w Komarnie kolo Bialej Podlaskiej ukonczyl Wydziat
InZzynierii Ladowej Politechniki Warszawskiej w 1951 r. i prawie réwnocze$nie rozpoczat
prace w- Katedrze Wytrzymatosci Materialéw na Wydziale Budownictwa Przemystowego
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P.W., gdzie uzyskat stopien doktora nauk technicznych (1958) i doktora habilitowanego
(1960). W tym tez czasie rozpoczat pracg w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki
PAN jako kierownik pracowni, a nastepnie kierownik Zakiadu Mechaniki Osrodkéw
Ciagtych i Zakladu Teorii Konstrukcji. W roku 1966 otrzymat tytut profesora nadzwyczaj-
nego, a w 1977 — profesora zwyczajnego. W 1969 r. zostal czlonkiem-korespondentem
PAN, a w 1983 r. — czionkiem rzeczywistym. W 1982 r. wybrano Go rektorem Miedzy-
narodowego Centrum Nauk Mechanicznych (CISM) w Udine we Wtoszech.

Dzieki niezwyklej pracowitosci i zdolno$ciom organizacyjnym, Zmarly potrafit po-
laczy¢ aktywna dziatalno$¢ naukowa z dzialalnoscia pedagogiczna, redakcyina i organiza-
cyjng, stajac sie w krétkiej historii polskiej mechaniki jedna z najwybitniejszych postaci.
Byl jednym ze wspéitworcdw, obok zmartego w 1980 r. prof. Wactawa Olszaka, polskiej
szkoly teorii plastyczno$ci, wychowawca licznej grupy naukowcéw w Polsce i za granica,
wspOtredaktorem wielu czasopism, aktywnym dziataczem wielu polskich i migdzynarodo-
wych organ‘zacji naukowych. Opublikowat blisko 200 artykutéw, przewaznie w powaznych
czasopismach o zasiegu migedzynarodowym. Artykuly te, jak i monografie, ktérych byt
wspblautorem, poczynajac od opublikowanej w1963 r., wspolnie z niezyjacym juz Th.
Jaegerem, ,,Grenztragfihigkeitstheorie der Platf®i” byly wielokrotnie cytowane przcz
uczonych z réznych krajéw. . :

Obok prac na temat plyt i powlok plastycznych w réznych aspektach tej tematyki
(noénos¢ graniczna, przystosowanie, dynamika), jednym z gléwnych kierunkéw prac prof.
Sawczuka byly problemy zwigzane z plastyczna anizotropig. Zaproponowany. przez Niego
w 1965 r. ogdlny opis anizotropowego wzmocnienia (Acta Mechanica, 2, 1965, praca
wspolna z A. Baltowem) nie stracit na aktualnosci do dzi§. W ostatnich latach, prof. Saw-
czuk poswiecit wiele uwagi zastosowaniu reprezentacji funkcji tensorowych do budowania
praw konstytutywnych, modelujacych plastycznosé, pelzanie, czy degradacje mate-
riatu.

Przez caty okres swej dzialalnosci naukowej, prof, Sawczuk utrzymywél liczne kontakty
z ofrodkami naukowymi na catym $wiecie. W roku akademickim 1958/59 odbyt staz nau-
kowy w USA wspdlpracujac z uczonymi tej miary co P. G. Hodge i W. Prager, a w roku
1964/65 wykladat w Illinois Institute of Technology w Chicago. Prowadzit wyklady
w Grenoble (1966 - 68) i w Marsylii (1981 - 83) we Francji oraz w Nagoya w Japonii (1975).
Odwiedzal wiele innych oérodkéw naukowych w réznych krajach, wyglaszajac serie wy-
kladéw, m.in. w Waterloo (Kanada), Mediolanie i Udine (Wlochy), Poitiers i Nantes
(Francja). W czasie tych wizyt byl promotorem szeregu prac doktorskim i opiekunem kitku
habilitacji. Dz'alalno$¢ ta przyczynila sie niewatpliwie do podniesienia pozycji polskiej
szkoty mechaniki w nauce $wiatowej. Wyrazem tego uznania bylo przyznanie Mu doktoratu
honoris causa przez Uniwersytet w Grenoble.

Rowniez w Polsce, prof. Sawczuk, pomimo, ze miat liczne grono uczniéw i wspdtpra-
cownikéw w IPPT PAN, bral czynny udzial w pracach innych ofrodkéw naukowych.
Prowadzil seminaria, wyklady i przewody doktorskie, wywierajac istotny wplyw na rozwdj
tych oSrodkow.

Niemniej aktywny byl udziat profesora Sawczuka w organizacji nauki. Byt organiza-
torem lub wspélorganizatorem wielu polskich i miedzynarodowych kongresdw, konferencji
i sympozjéw naukowych, jak np. Polskich Konferencji Mechaniki Ciala Statego (Kro$-
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cienko 1971, Wista 1976, Kozubnik 1978), Migdzynarodowej Konferencji Podstaw Plas-
tycznoéci (Warszawa 1972), Sympozjow TUTAM (Warszawa 1973, Waterloo 1979),
Konferencji SMIiRT (Structural Mechanics in Reactor Technology, Berlin 1973, 1979,
Londyn 1975, San Francisco 1977, Paryz 1981, Chicago 1983), Sympozjum IABSE (Kopen-
haga 1979), Kolokwiéw ,,Euromech” (Jabtonna 1974, Grenoble 1979, Palermo 1983),
Sympozjum ,,Plasticity Today” (Udine 1983). '

Reprezentowat Polske w Miedzynarodowej Unii Mechaniki (IUTAM).

Przez wiele lat (1972 - 83) byl przewodniczacym Komitetu Mechaniki PAN. W latach
1981 - 83 byl czlonkiem Sekretariatu Wydz. 1V Nauk Technlcznych PAN, a w latach
1972 - 75 cztonkiem Centralnej Komisji Kwalifikacyjne;j.

Pomimo tak wielu zaje¢, profesor Sawczuk potrafit znalezé czas na prace redaktorska.
"Byl redaktorem materiatéw siedmiu konferencji naukowych, cztonkiem komitetéw redak-
cyjnych wielu czasopism, m.in. Archiwum Inzynierii Ladowej, Archiwum Mechaniki Sto-
sowanej w Polsce, Journal of Structural Mechanics, Mechanics Research Communications
(USA), Miechanika polimierow (ZSRR), International Journal of Mechanical Sciences,
Engineering Optimisation, Res Mechanica, Engineering Education (Wielka Brytania),
Computer Methods in Engineering and Applied Mechanics (RFN), Zeitschrift fur ange-
wandte Mathematik und Mechanik (NRD), Nuclear Engineering and Design (Berlin Zach.),
Journal de Mécanique Theorique et Appliquee (Francja).

Odszed! od nas czlowiek, ktdrego wplyw na rozwdj mechaniki polskiej jest trudny do
pelnego ocenienia, a ktéry okaze si¢ zapewne widoczniejszy teraz, gdy Go zabrakio.
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KSZTAET SKRZYPIEC A ELASTYKA EULERA

BOGDAN SKALMIERSKI

Politechnika Gliwicka

Hipoteza tajemnicy dobrego instrumentu [4,5,6] sugeruje, ze boczki pierwotnie wy-
ginano sprezyscie w celu uzyskania ésemkowatego ksztaltu skrzypiec. Jesli tak jest, to za-
rys boczkéw powinien sktadac si¢ z tukéw powstalych w wyniku sprezystego odksztatce-

nia pretéw smuktych. Jak si¢ okaze, $cista analiza potwierdzi nasze przypuszczenie, a opty-
" malny ksztalt skrzypiec bedziemy mogli uzyskaé za pomoca maszyny cyfrowej.
Niniejsza praca jest po§wigcona réznym aspektom tej sprawy. '

1. Zarys ,,0semkowaty” skrzypiec

Zarys boczkéw ma o$ symetrii, wystarczy zatem skupié swoja uwage na lewej lub prawej
czesci. Kazda z tych polowek zawiera trzy tuki A’l\?, BCi CD,z ktérych $rodek BC ma krzy-
wizng innego znaku niz pozostale czgéci zarysu (patrz Rys. 1). Zachodzi pytanie, jakie
krzywe matematyczne opisuja poszczegélne tuki zarysu boczkéw.

Powolujac sig na hipoteze [4, 5, 6] dobrego instrumentu, zauwazamy, Ze wynika z niej,
iz lutnicy szesnastego czy siedemnastego wieku otrzymywali ksztalty konturéw instrumen-
téw przez gigcie drewnianych listew, bez wykorzystania ciepla, a wigc nie na goraco, jak to
si¢g czyni obecnie. Jezeli przyjmiemy, ze to. przypuszczenie jest slu,szne, to wéwcezas tuki
skrzypiec powinny odpowiadaé jakiej$ odksztalconej formie smuklego preta w stanie
sprezystym. W ten sposob zblizamy si¢ do odpowiedzi na pytanie zasadnicze.

Odwolujac si¢ do konstrukcji skrzypiec, mozna uzasadni¢ sposob obcigzenia preta
smuklego, ktéry w sposob zgodny z hipoteza naprezeniowa dobrego instrumentu wyzwoli
w pudle rezonansowym odpowiednie sity.

Wiadomo, Ze zgodnie z ta hipoteza [4,5,6] ptyty rezonansowe instrumentéw powinny
pozostawal w stanie obcigZenia sitami rozciggajacymi. Sily te moZna zrealizowaé przez
dzialanie na pienki skrajne A4 i D (rys. 1) sitami przeciwnymi do sit pochodzacych od strun,
[6]. W zwigzku z tym tuki zarysu boczkéw pomiedzy skrajnymi a §rodkowymi piefikami
powinny dziala¢ na nie tak, jak $ciénigta sprezyna. a wigc sitami na zewnatrz.

Na rysunku 1 przedstawiono ideg rozumienia funkeji boczkéw jako elastyk drugiego
typu dzialajacych sitami P, i P, w punktach 4 i D pienkéw skrajnych. Na poczatku zaj-
mijmy si¢ ksztaltem tukéw AB oraz CD. Zalozymy, iz sa to elastyki Eulera drugiego typu
(patrz [2] s. 103), Dla kompletnoéci rozwazan powtérzmy krétko tok rozumowania [2],
prowadzacy do matematycznej postaci réwnania tych tukéw.

-4
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pieAki naroznikowe{boczne)

\ elastyka Eulera drugiego typu [or,<90°)

dolny
pieniek
skrajny

Rys. 1

Jezeli na pret smukly w stanie wyboczenia sprezystego dzialajg sity P (rys. 2), to wy-
woluja zginanie momentem M = P (f—y), gdzie f = ymax. Zatem zgodnie z teorig zginania
[3] mamy:

1 P
| ?=E_J.'(f-y)’ (11)
gdzie 71)— jest krzywizng, E — modulem Younga, a J — momentem bezwladnoéci przekroju

4

preta.

PoniewaZ% = —‘%, gdzie ds jest infinitezymaloym przyrostem diugosci tuku osi od-

ksztalconej preta, przeto rozniczkujge (1.1) wzgledem s oraz zauwazajac, Ze %ys— = sin @,
otrzymujemy
' d*p P
ds2 ESJn(p. (1.2)
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Tabela 1
o 60° 59°

@ x Y X Y
0 | 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
1 0.0174532 0.0001523 0.0177218 0.0001546
2 0.0349065 0.0006093 0.0354438 0.0006187
3 0.0523598 0.0013714 0.0531662 0,0013926
4 0.0698132 0.0024389 0.0708891 0.0024765
5 0.0872666 0.0038125 0.0886127 0.0038714
6 0.1047201 0.0054931 0.1063374 0.0055781
7 0.1221738 0.0074818 0.1240632 0.0075978
8 0.1396277 0.0097797 0.1417904 0.0099317
9 0.1570821 0.0123884 0.1595196 0.0125814
10 0.1745371 0.0153094 0.1772509 0.0155487
11 0.1919929 0.0185447 0.1949848 0.0188356
12 0.2094499 0.0220965 0.2127219 0.0224443
13 0.2269083 0.0259670 0.2304627 0.0263775
14 0.2443687 0.0301590 0.2482078 0.0306378
15 0.2618315 0.0346753 0.2659580 0.0352285
16 0.2792973 0.0395192 0.2837141 10.0401528
17 0.2967667 0.0346940 0.3014771 0.0454146
18 0.3142406 0.0502037 0.3192480 0.0510179
19 0.3317199 0.0560523 0.3370281 0.0569673
20 0.3492056 0.0622446 0.3548186 0.0632674
21 0.3666990 - 0.0687853 0.3726212 0.0699238
22 0.3842014 0.0756799 0.3904377 0.0769421
23 0.4017143 0.0829342 0.4082697 0.0843286
24 0.4192396 0.0905546 0.4261197 0.0920903
25 0.4367790 0.0985481 0.4439900 0.1002346
26 10.4543349 0.1069222 0.4618834 0.1087696
27 0.4719098 0.1156850 0.4798028 0.1177042
28 0.4895067 0.1248457 0.4977518 0.1270482
29 0.5071284 0.1344139 0.5157341 0.1368123
30 0.5247788 0.1444004 0.5337541 0.1470079
31 0.5424618 0.1548169 - 0.5518167 0.1576480
32 0.5601819 0.1656763 0.5699273 0.1687467
33 0.5779444 0.1769927 0.5880920 0.1803194
34 0.5957549 0.1887818 0.6063177 0.1923833
35 0.6136200 0.2010607 0.6246122 0.2049575
36 0.6315472 0.2138487 0.6429847 0.2180630
37 0.6495448 0.2271669 0.6614450 0.2317237
38 0.6676226 0.2410392 0.6800048 0.2459659
39 0.6857913 0.2554921 0.6986772 0.2608195
40 0.7040638 0.2705556 0.7174776 0.2763183
41 0.7224544 0.2862636 0.7364236 0.2925006
42 0.7409801 0.3026547 0.7555355 0.3094105
43 0.7596604 0.3197731 0.7748376 0.3270986
44 0.7785180 0.3376695 0.7943578 0.3456237
45 0.7975805 0.3564030 0.8141300 0.3650550
46 0.8168797 0.3760431 0.8341946 0.3854738
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Tabela 1 (cd)

o ©60° ' 59°
[} X y X Yy
47 0.8364544 0.3966714 0.8546006 0.4069780
48 0.8563517 0.4183859 0.8754082 0.4296854
49 0.8766291 0.4413052 0.8966920 0.4537414
- 50 0.8973587 J 0.4655749 0.9185475 0.4793276
51 0.9186317 0.4913774 0.9410972 0.5066761
52 0.9405659 0.5189450 0.9645033 0.5360892
53 0.9633171 0.5485807 0.9889869 0.5679733
54 0.9870969 0.5806918 1.014859 0.6028944
55 1.012204 0.6158436 1.042575 0.6416726
56 1.039074 0.6548553 1.072842 0.6855656
57 1.068383 - 0.6989797 1.106838 0.7366420
58 1.101252 0.7502711 1.146716 ' 0.7986521
59 1.139724 0.8124347 1.197021 | 0.8794295
60 1.188073 ' 0.8931491 '

Catkujac otrzymujemy:

d P
5 (d?:) fj»(cos<p~cosa). (1.3)

Stad mamy .

B S— (1.4)
x 2P
I/EJ l/sm —sin 5

co prowadzi do okreslenia Wspéhzqdnych X oraz y

. "P
M f ___cosedp (1.52)

L S‘“"’d”’___ (1.5b)
2]/E— ‘I/sm —~—sm7

Wzory (1 5)1(1.5b) przy przyjgciu ; 7

ktére moga by¢ wykorzystane przy konstruowaniu zarysu fukow AB oraz CD (tabela 1),
Przy konstruowaniu konturu proponuje przyjaé katy &, oraz «, réwne sobie, tzn. o; = a;
(w skrzypcach Stradivariego 60°).

= | zostaly stablicowane dla katéw o = 60, 59.
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2. Ksztalt luku BC

Studia nad ksztattem talii skrzypiec prowadza do spostrzezenia, Ze ksztalt ,,C” mogt byé¢
osiagany przez przylozenie do koncédw preta jednoczesnie sity P i momentu skupionego
M, (rys. 3). Réwnanie rézniczkowe odksztalconej postaci preta bedzie nastgpujace

d*p P
dst T ErSvme 2.1)
co prowadzi do catki pierwszej
L(i%)z__l_M_az P )
2\ =2\ Er + —ﬁ(cosa cosp). (2.2)
Poniewaz
M, 1 '
N7 g . 2.3)

gdzie g, jest promieniem krzywizny koncéw preta, przeto:

dp  F1 ' 4p . 2 (p L, 0
P iy 1/1+Ega(sm 5 sin 7). ' 2.4)

Rys. 3

Przyjmujac, ze w poczatku ukladu wspdirzednych promien kota cisle stycznego do
krzywej odksztalconej postaci preta wynosi 0,, Dapiszemy:

1\ 1)2( 4p « '
S 2] (1= 2, sinz
(@o) (@a M, 5" 2)’ (23)
stad
L (1 _ (9_)) 2.6)
Ma\‘ 102 @O

sin
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Tabela 2
o 36° 37° '
@ X y X M
Qo 1
Go 3
0 0 0 0 ) 0
1 0.052301709 0.000456188 0.052304563 0.000456225
2 0.104258308 0.001816010 0.104280760 0.001816590
3 0.155543577 0.004054030 0.155617292 0.004056910
4 0.205866263 0.007130370 0.206034588 0.007139110
5 0.254981353 0.010993991 0.255295280 0.011014266
6 0.302695708 0.015586305 0.303209750 0.015625930
7 0.348868462 0.020844810 0.349636984 0.020913508
8 0.393407359 0.026706153 0.394481703 0.026815188
9 0.436262529 0.033108544 0.437689037 0.033270276
10 0.477419095 0.039993434 0.479237968 0.040220882
11 0.516889674 0.047306548 - 0.519134525 0.047612995
12 0.554707490 0.054998398 0.557405392 0.055397059
13 0.590920422 0.063024408 0.594092301 0.063528179
14 0.625586140 0.071344779 0.629247343 0.071966054
15 0.658768259 0.079924199 0.662929224 0.080674745
16 0.690533411 0.088731463 0.695200341 0.089622345
17 0.720949081 0.097739061 0.726124597 0.098780612
18 0.750082051 0.106922768 0.755765789 0.108124578
19 0.777997334 0.116261256 0.784186472 0.117632183
20 0.804757456 0.125735728 0.811447183 0.127203928
21 0.830422026 0.135329597 0.837605937 0.137062556
22 0.855047496 0.145028196 0.862717928 0.146952773
23 0.878687065 0.154818525 0.886835382 0.156940990
24 0.901390691 0.164689030 0.910007517 0.167015110
25 0.923205165 0.174629409 0.932280579 0.177164327
26 0.944174233 0.184630449 0.953697924 0.187378966
27 0.964338749 0.194683878 0.974300144 0.197650332
28 0.983736837 0.204782249 0.994125208 0.207970585
29 1.002404074 0.214918826 1,013208612 0.218332633
30 1.020373655 0.225087496 1.03158354 0,228730039
31 1.03767657 0.235282696 1.049281019 0.239156934
32 1.054341768 0.245499334 1.066330068 0.249607957
33 1.070396310 0.255732744 1.082757852 0.260078185
34 1.085865517 0.265978626 1,098589816 0.270563087
35 1.100773109 0.276233009 1.113849816 0.281058476
36 1.115141338 0.286492212 1.128560239 0.291560473
37 1.142742123 0.302065470
Qo 1
Qo 4
0 0 0o 0 0
1 0.069671195 0.000607408 0.069672950 0.000607501
2 0.138508245 0.002408220 0.138563318 0.002409660
3 0.205760283 0.005341790 0.205937146 0.005348670
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Tabela 2 (cd.)

a . 36° 7

) X y X y

4 0.270821206 0.009317620 0.271213743 10.009337840

5 0.333257918 0.014227550 0.333966398 0.014272777

6 0.392807126 0.019957274 0.393927005 0.020042248

7 0.449351076 0.026395351 0.450965739 0.026536812

8 0.502884227 0.033438887 0.505061542 0.033654513

9 0.553479937 0.040996372 0.556271654 0.041303890
10 0.601262065 0.048988453 0.604704976 0.049494994
11 0.646383110 0.057347446 0.650501055 0.057889135
12 0.689008589 0.066016204 0.693814716 0.066697931
13 0.729306523 0.074946735 0.734805459 0.075782074
14 0.76744078 0.084098830 0.773630550 0.085100034
15 0.803567142 - 0.093438789 0.810440784 0.094616850
16 0.837831231 0.102938309 0.845378108 0.104303047
17 0.870367654 0.112573543 0.878574496 0.114133703
18 0.901299907 0.122324309 0.910151626 © 0.124087673
19 0.930740760 0.132173441 0.940221074 0.134146925
20 0.958792893 0.142106258 0.968884792 0.144296010
21 0.985549664 0.152110127 0.996235763 0.154521616
22 1.011095922 0.162174111 1.022358714 0.164812205
23 1.035508822 0.172288682 1.047330857 0.175157715
24 1.058858588 0.182445486 1.071222600 0.185549323
25 1.081209236 0.192637156 1.094098228 0.195979242
26 1.102619223 0.202857153 1.116016514 0.206440561
27 1.123142036 0.213099641 1.137031299 0.216927111
28 1.142826722 0.223359385 1.157191996 0.227343357
29 1.161718353 0.233631664 1.176544048 0.237954308
30 1.179858439 0.243912199 1.195129335 0.248485439
31 1.197285294 0.254197097 1.212986533 0.255022634
32 1.214034355 0.264482801 1.230151432 0.269562131
33 1.23013846 0.274766048 1.246657220 0.280100475
34 " 1.245628107 0.285043833 1.262534725 0.290634489
35 1.260531659 0.295313382 1.277812639 0.301161235
36 1.274875544 0.305572126 1.292517708 0311677992
37 1.306674905 0.322182230

Podstawiajac (2.6) do (2.4) otrzymujemy:

P '
_ 2 sin*-%- 2

dp _ F1 (9_“) +_2_1_(9_°‘)]. 2.7

ds g 0o sin2 X 0o

Wiedzac, ze przyjety rodzaj obciazenia preta powoduje jego odksztalcong postaé sy-
metryczng wzglgdem osi y napiszemy wzory analogiczne do (1.5) .
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P
d
X = me cospap —— (2.8'&)
0 2 sin22 2
o (]
Qo fa2 0
sin®—
P h ood
sin
y == 0-1[ === = =~ ip_’.’_%’.—,;:::;:', (2.8b)
' 2 sin®%t 2
)+ 2 -]
o sinzj ¢o

Wzory (2.8) pozwalaja na okreslenie ksztattu talii skrzypiec. Wartoéci liczbowe wspol-
rzegdnych x oraz y, dla réznych wartosci kata o oraz réZnych stosunkéw krzywizn w centrum
i na koncach preta dla p, = 1 zestawiono w tabeli 2.

3. Sposéb wyznaczenia zarysu boezkow

Zaczynamy od przyjecia kata f. Kat ten w skrzypcach klasycznych jest bliski 30°.
Z dowolnego punktu D (rys. 4) prostej / kreslimy prosta m pod katem #. Nastgpnie przyjmu-
jemy na prostej m punkt C. Do odcinka (CD) kreslimy nastegpnie symetralng, a z punktu
D prostg prostopadia do prostej / do punktu przecigcia z symetralna odcinka (CD). Otrzy-
mujemy punkt E. Punkt E laczymy z punktem C. Otrzymany trojkat CDE jest trojkatem
réwnoramiennym o podstawie CD oraz o kacie DEC = 2 f. Nastepnie korzystajac z ta-
beli 1 wyznaczamy stosunek najwigkszego y do najwigkszego x i obliczamy:

1 max
f=7fc (CD). €RY)
Ve
// /
///
m f
Dot\x\
e
1 v A D
Yy

. Rys. 4
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Znajac warto$é f wyznaczamy punkt O bedacy poczatkiem uktadu wspéirzednych x, y.
Na podstawie rys. 4 zauwazamy, ze E'C = X, oraz f.= Yy, (duzymi literami X
oraz Y oznaczamy wspoOlrzedne na rysunku).
Oczywiscie zachodzi

XI“IIX
X = —x:;"‘-x (32)
oraz
)’l ax
Y = ~yT““~y, (3.3)
przy czym
_XlIElX — ymux
\‘m'lx ymux '

Wzory (3.2) 1 (3.3) umozliwiaja wyznaczeme wspotrzednych X i ¥ na podstawie tabllcy I,
co pozwoli na wykreslenie fuku bC zarysu boczkéw. W dalszym ciggu przez punkt C pro-
wadzimy prosta n tworzacg z osig / kat ¥, na ktérej wyznaczymy punkt B, z ktérego pro-
wadzimy prosta k& pod katem £ do osi / (rys. 1). Przeciecie prostej k z prosta / wyznacza
punkt 4.

Fuk elastyki pomiedzy punktami A i B wyznaczamy tek samo jak elastyke o tuku ch>

Punkty Ci B (rys. I} taczymy elastyka wg tabeli 2 wykre$lajac ja tak, aieby w punkcie C
taczace si¢ krzywe miaty wspolng styczna. Sposéb wykre$lenia tuku elastyki CR jest analo-
giczny do sposobu wykreflenia tuku DC wezesniej opisanego.

4. Uwagi i wnioski

Zauwazamy, Ze na podstawie uzyskanych tabela 1 i 2 mogliSmy wyznaczyé zarys bocz-
kéw. Ogdblnie mozna stwierdzi¢, ze skrzypce starowloskie maja tuki pomiedzy pienkami
skrajnymi a naroznikowymi bardzo zblizone do elastyk Eulera drugiego typu (& <90°).
QOdksztalcone boczki rozciagaja ptyty rezonansowe wzdluz prostych taczacych pienki nale-
zace do tej samej elastyki Eulera.

Proste wyznaczajace kierunki tych sit przechodza przez centrum tzw. ,,policzkéw”. Wy-
padkowe sit od elastyk rozciagaja cale pudto wzdluz osi pudia rezonansowego. W przy-
padku réwnej sztywnosci zginania pretéw sity utrzymujace je w stanie réwnowagi sa wigksze
w przypadku krotszych tukéw, z tego powodu dolne ,,policzki” moga by¢ bardziej narazone
na pojawienie si¢ sil ciskajacych, pochodzacych od naciagu strun. Jezeli zatem pomiar
wskazalby, ze dolne,,policzki’’ drgaja z niedostateczng moca, to w celu polepszenia wiasnosci
akustycznej nalezatoby zwigkszyé napiecie boczkéw. W tym celu mozna odklei¢ dolny
pieniek skrajny wraz z sasiadujacymi boczkami i przesuwajac go nieznacznie w glab pudia’
rezonansowego, ponownie skleié czesci rozklejone. Jest to jeden ze sposobéw korygujacych-
rozklad sit wewngtrznych w pudle rezonansowym.

Prawdopodobnie Stradivarius dokonywal podobnych korekt w trakcie konstruowania
nowego instrumentu. Za tym twierdzeniem przemawia fakt, iz jego instrumenty réznia sie
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wymiarami [1], co wskazywaloby, iz Stradivarius formy uzywatl jedynie do wstepnego
ksztattowania boczkow, po-czym zdejmujac je z formy miat duze pole do dziatania przy
formowaniu optymalinych sit sprezystych ksztattujacych pola naprezyn plyt rezonansowych.
Konsekwencja takich zabiegdw jest odejscie od ksztattu formy. Mogt np. po zdjeciu wienca
z formy odksztalcié go do§é dowolnie bez listewek, a nastgpnie przyklejajac listewki po-
wracaé do ksztattu wyjsciowego odpowiadajacego formie. To zblizenie sig ponownie do
ksztaltu wyjsciowego moglo by¢ korygowane ze wzgledu na konieczne sily.

Naturalnie poprawki te nie mogly naruszaé¢ zasadniczo podstawowych wymiaréw.
Niemniej jednak kazdy z instrumentéw Wielkiego Mistrza uzyskiwat indywidualne pro-
porcje i jest mato prawdopodobne, azeby Stadivarius dla kazdego z nich budowat odrgbnag
formeg.

Takie sprezyste formowanie wiefica boczkéw wymaga wigkszych umiejetnosci lutnika.

Drewno, jak to niektorzy okreélaja, przystosowuje sig, i wydawatoby sie, Ze po pewnym
okresie sily w wieicu boczkéw zanikng. Doswiadczenie jednak pokazuje, Ze jakkolwiek
procesy releksacyjne prowadZa do ostabienia sit wewnetrznych, to jednak nie sprowadzaja
ich do zera. Jest istotne, azeby napreZenia residualne byly wlasciwe. Naprezenia te trwaja
przez dlugie lata w drewhig, gdyz podtrzymuje je zdolno$é drewna do regeneracji naprezen.

Hipoteza napreZeniowa nie tylko podsuwa koncepcje optymalnego rozwiazania ksztattu
wienica boczkow, ale réwniez wzbogaca sztuke lutnicza o jeszcze jeden element, o pole
snaprezen wstepnych w plytach rezonansowych. Znany i ceniony lutnik Akademii Muzycz-
nej w Katowicach Stefan Wegrzyn wykona% juz kilka egzemplarzy skrzyp ec, ktérych za-
rys boczkéw §cifle odpowiada ksztaitem elastykom Eulera
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Pesome

BUN CKPUIIKU A 3JMACTUKA DIUIEPA
B ceasu ¢ paGoramu [4, 5, 6] B KOTOPBIX NpexcTaBIedo mrxhoreay CEKpETa XOPOoIero HHCTPYMEATA,
3MECh PACcCMOTPEHA 3aJaya BOCHMEPKOrOoro BMAA CKpUIKM. OKa3pIBAGTCs, YTO M3 MPESNOYKEHOro rumo-

Te3a BBITEKAET KOHTYP CKPHITKH COCTOAIMI U3 KPUBAIX BOSHAKAIOLUINX H3 YIPYrod nedopmalina ruOKHX
cTepyKHeH. '
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"Taxam 00pasoM, UCXOAS U3 MPOGNEMBI DNACTHKE DHNepa NPEANOIKEH METON ONPEeREICHHS KOH-

TYpa CHDHITKH,

Summary

SHAPE OF THE VIOLIN AND EULER’S ELASTICS

In connection with earlier papers [4, 5, 6] where a hypothesis of a secret of good instrument had been
presented, here we consider the problem of the eight-shaped violin. It turns out, however, that the hipothesis
implies the violin contour consisting of the curves resulting from the elastic displacement of slender bars.
Thus, departing from the problem of Euler’s elastics, the method has been proposed to determine the
instrument contour.

Praca zostala zlozona w Redakcji 13 marca 1984 rokun
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1. Introduction

One of the first applications of the dimensional group of-transformations to the simila-
rity solutions of problems in fluid mechanics is found in Birkhoff’s Hydrodynamics [1].
The work was further extended for applications to partial differential equations by Morgan
and Michal [2, 3]. Moran and Gaggioli [4] applied it to a system of partial differential
equations arising in Fluid Mechanics taking into account the auxiliary conditions. Moran
and Marshek [5] made use of the matrices of exponents of the parameters of a group of
transformations to determine the similarity variables of a system of partial differential
equations along with their auxiliary conditions. Seshadri and Singh [6]- made use of the
similarity characteristic relationship at the wave front to reduce a hyperbolic partial differen-
tial equation into an ordinary differential boundary value problem in the case of wave
propagation in nonlinear elastic rods, Frydrychowicz and Singh [7] applied multiparameter
dimensional group of transformations to the analysis of quasilinear partial differential
equations of order two in two variables. In this paper, the technique is applied to the study
of wave propagation in a nonlinear elastic rod subjected to time dependent velocity impact.

A multiparameter dimensional group of transformations is widely applicable to a variety
of non-linear dynamical problems in fluids and solids. This approach leads to the determi-
nation of similarity transformations which in the case of unidirectional wave propagation
leads to a similarity representation consisting of an ordinary differential equation and the
associated auxiliary conditions. Making use of the similarity characteristic relationship
[6, 7], the wave front can be located in the transformed space. It turns out that in the case
of a nonlinear elastic rod when the similarity characteristic relationship is satisfied, the
kinematical condition of compatibility and the balance law of linear momentum are also
identically satisfied at the wave front, [8, 9, 10]. For general non-linear case the location

24
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of the wave front in the transformed space is given implicity and depends on the slope of
the unknown similarity function. However, in the case of a constant velocity impé,ct the
location of the wave front is obtained explicitly. The same result holds for time dependent
velocity-impact and linearly elastic case. A solution of similarity representation is obtained
by assuming the parameter of the material nonlinearity, ¢, to be close to unity. The solution
of general nonlinear case is obtained by numerical approach. A similar problem was treated
by D. B. Taulbee et al [L1] as a special case in their study of wave propagation in a non-
linear viscoelastic rod. However, there was no application of group theoretic approach,
and their results were obtained only for odd positive integral values of parameter of non-
linearity, ¢. Also the location of the wave front in the transformed space was assumed
fixed and the similarity variable was taken to be unity thereat which holds true only in
special cases. In general, under this assumption the kinematical condition of compatibility
across the wave front is not satisfied. Furthermore in the treatment of their special case the
transformation for y = 0 is not the similarity transformation since the variable 7 is no longer
present in the similarity variable. In this paper the application of the continuous multi-
parameter dimensional groups of transformations gives the similarity representation for-
mally, the location of the wave front and the boundary conditions are obtained precisely

nd the problem can be solved for any positive value of the parameter of nonlinearity, g.

2. Basic Equations

For a non-linear elastic rod the governing equations are:

LA ] equation of moti " 1
oy = T @, equation ion (1a)
de v s .
T T A compatibility relation (ib)
C dv ! I . . .
A 2 (_{7_) , constitutive law for a nonlinear elastic material (lc)
ox ot |\u :
where
e
=T YT a : (1d,¢)

x20, t20, g¢g>0.
The boundary conditions for a time dependent velocity impact applied in the direction of
positive x-axis are assumed to be in the form ,
é
HE=00 =V >0, (a)
and
u(x 2 x,(0),0) =0, >0, (2b)
The initial-conditions are
u(x,t =0=0, x>0, (3a)
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0
~a%(x,t=0), x> 0. (3b)

In the above equations x is the axial coordinate, 1 is the time, o is the normal stress, u is
the displacement along the x axis, v is the particle velocity, e is the strain, ¢ is the mass
density, u is the modulus of elasticity, ¢ is the material parameter of nonlinearity, 6 and ¥,
are parameters of the velocity impact, x,,(7) locates the wave front at any time ¢. Compress1—
ve stress is assumed to be positive. 7

Tt may be pointed out that the initial conditions (3a, b) are a Consequence of /(2b), as
at ¢+ = 0 the wave front in (2b) is coincident with the origin and (3a, b) follow. Thus, con-
ditions (3a) and (3b) are redundant and as a consequence only the conditions (2a, b) need
to be taken into account in the formulation of the similarity representation.

3. Determination of four parameter group of transformations G and
Derivation of similarity transformations

In order to determine the 4-parameter dimensional group of transformations G% (for
dimensional group of transformations see, for instance, [5], [7], [12], [13], [14], [15]) under
which the system of equations (1) together with auxiliary conditions (2), (3) are invariant
we introduce the following 8-parameter group of transformations:

. X=A.x,t = A independent variables
GB: "% \p = A, 1,079 = A09), V. = Ay V.; physical variables C))
U= Au,v =A4,v,0 = A,0; dependent variables
Where 4., Ay, A, Ay, Av,, A,y Ay, A, are eight nondimensional parameters introduced to
characterize the eight parameter dimensional group of transformations. In order to check
the invariance of differential forms involved in the basic equations, the group G§ may be
enlarged by including the following transformations

(’)cr\) _ o oy, 0
(’a}? = = At Ao s (5a)
dv v L, O
il P S 5b
\ Ot ) ot = AT A at’ (5b)
du\ o L, Ou
20 = 2 = el 5
( ot ) ¢ A A o’ (5¢)
v\ L. v
Rl LTS I i 5d
(&)= & aran 22, (sd)
z al* 2 [Er — A—lA‘IA—‘I—a— i)q_ (5¢)
alu) T ale PR a ‘
Making use of the transformations (4) and (5) the differential form of (12)
do dv
6a
{&\ tes ot } (6a)
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assumes the form
do . ov .
-1 4 Y9 -1
{[Ax] Ao‘ Y +Ao [At] Av@ a[} (6b)
which yields the expression (6a) whenever

Ay = A A7 A, A, (6¢)

Thus, (6a) is invariant under the group of transformations G§ and its enlargement consisting
of equations (5) when the group parameters satisfy equation (6¢). Similarly the invariance
of the differential form of (le) implies

Ay = A4, (6d)
and the invariance of differential form of (1c) yields
1 1 1
Ap= A, T AT AT A, C(6e)
Combination of (6¢c) with (6e) leads to
_l+q lta __a_ _4
Ay= A TUAST A, TR (6f)
Substitution of (6f) into (6d) and (6¢) gives ' '
| _i+e 29 a4 _4 _
Au = Ax q-1 A’q—l AQ q—1 Al_?—l , (Gg) :
-2 2 -t
Ap= AT A A A (6h)

Fineilly, the boundary condition (3a) is invariant under G2, whenever

1+q 144 q q

Ay, = A, TUAFYT 4 T8 (6i)
Similar treatment of the differential expressions of equations (1b, d) and (2b) yields no
additional independent relationships. Consequently, (6f, g, h, i) represent a system of four .
equations among the eight parameters; therefore at the most four of them can be considered
to be independent. So, the 4-parameter group of transformations G% assumes the form:

e

E=Axx, ?=A1t, (73.)
SE: ,u = A‘,,/.L, @‘—I = Aa(e q)’ (7b)
_ _lte e g _a_
Ve= A, 71 AFY 4, THATY, (79
GB- _l+a  2¢ g 4 :
4- i_l ={1x g-1 A’Q"l Ao q+1 A:—l u, ! (7d)
_lte t+a _ g _q_ '
U=Ay T AT 4, 47 o, (7e)
' 22 1. 4
G=A, " 4 4, T A o, (7f)

In the above relations S7 is a 4-parameter subgroup of G%. Also, the equation of characte-
ristic is conformally invariant under G? (see theorem 3 in [7]). It turns out that the kinema-
tical condition of compatibility across the wave front [8, 9, 10],
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du(x,t)y | | du(x,?) ou(x, t)y dx,(1)
[_ dt ] B [ a T ax dt ®)
and the balance law of linear momentum
_dx, () | dulx,t)
[G(x5 t)] =0 dt [ ot ’ (9)

across the singular surface, [8, 9, 10, are also invariant under the group G%. The symbol of
square bracket, [ -], in (8) and (9) means the jump of the function across the wave front.
The proof of invariance is similar to that given in [16], and is omitted here. This implies,
that the conditions on the wave front do not give further restrictions among the group
parameters and the parameters are essential.

The dimensional matrices associated with the dimensional group of transformations G%
assume the forms:

- l+g 29 ¢ q
qg—1" q-—1° g—1" ¢q—1
I+ 1+
A: —q_‘f, q_‘l’, —qfl, qﬁl , (102)
_ 2 2 1 q
. gq-17 g-1" -7 g—1_
1, 0, 0, 0
B: L), 1, 0, 0}, (10b)
0, 0, - 0, 1
C: 0, 0. L 0 . (10c)
_Ate d+q o4 4
g—1° qg—1 2 " g=1" g-1

The matrix BC, constructed by augmenting the matrix B with C, has the rank, r = 4, while
the matrix C has the rank, s = 3 (since ¢ > 0). These properties of the matrices BC and C
indicate that since r > s the similarity transformations for the problem formulated above,
can be obtained. |

Theorem 2 in [7] indicates that the group G% has [n+m+p—r] = [3+2+3—-4] = 4
functionally independent absolute invariants, where z is the number of dependent variables,
m — independent variables, p — physical parameters. Makmg use of formulae (1.16) - (1.21)
(1.21) of [7] we obtained respectively: :

7 = X172 ] [oq] fod]r, (1n
where I'y; and yy;, j = 1, 2, 3, provide linearly independent solutions to
bay 5 Cut byy
baa Co2 by
@ = — 1 <
Iy, bys + Z%w Cos | bys (12a)
baa Cag bia



24 W. FryDrRYCHOWICZ, M. C. SINGH

Taking into account (10b, c), the above equation (12a), can be written as

S
0 0 0 _U+a 1
g—1 . .
1
1 0 0 Yo 0
To| 7] v v =—| | (12b)
0 0 1 —_ 1 0
—~1
q
. 0
_0_ Ll- _0_ | g—-1 _ o
The system of equations (12b) gives
' q q q-—1
=1 =1 =1 13
Y11 T 1+q’ Y12 l+q’ Y13 1+q° (13a)
Iy, = here m = 1464 (13b)
12 = —m, where m= 1+ e
Substituting (13a, b) into (11) we obtain
=K, (14a)
where
, LI
. l(i)m VCHZI ’ (14b)
eq
m=1+6-"2 5 ¢ (14c)
1+q '

Next, the functionally independent absolute invariants are determined as new dependent
variables Fy, j =1, 2, 3:

Fy = a1t [ul s [oq] 2 [v] s, (15a)
Fp = o[t]*2[u]* [og) 2 [o.] 2, (15b)
Fy = ot} ][] [oq):[v.]">>, : (15¢)
where A;, and 1, provide linearly independent solutions to
2%} 3 Cot aj |
by, R’ » :
‘AJZ 2 +Z }'JCU o2 = - %2 s .] = 1’ 29 3 (163.)
b23 o= 00)3 a,3 .
baa Cua Qja

Taking into account the elements of matrices B and C, from equations (10), equation (16a)
becomes '
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. l+q
1
1 . O O —t‘q_ - fljz
qg—1
/1‘,2 +}-j1 +}-_]2 +/1_]3 = -
- q
0 0 1 _—-é_——_]— a3
q
—0_ hl O- ] #q—_-—l ] _aj4

kd

25

j=1,2,3. (16b)

In relations (16) a;, are the elements of the matrix A, (10a). For j = 1 the solution of (16b)

can be expressed in the form
)‘11 0: )‘12 = 0,
A1z —(1+490).
hence, the invariant F; assumes the form
FL = uV;lt“““’).

If j = 2, the system of equations (16b) leads to

)‘13 = _1:

221 =07 222=0; 123= —1,
122 = —90. \
Substitution of (19) into (15b) results in
B, = oV,
Finally, setting / = 3 we obtain form (16b)
q 1
j. = - = —-_— =
31 \'j+1, )‘32 q+1’ 133
26
Azg = — ——.
32 q+ 1

The last invariant of the group G4 assumes the form

_.2d e N S
Fy =gt ' p 9% (gq) M p, 07,

(172)
© (17b)

(18)

(19a)
(19b)

(20)

_—, (21a)

(21b)

(22)

The set {5, F,, F,, F3} of independent absolute invariants of G, given by (14a), (18), (20)

and (22), gives the following similarity transformations:
x

™

n=K

u(x, 1) = V 1 +OF (x),
v(x, 1) = V °F5(n),

a(x,t) = K t™F,(n),
where

{23a)

(23b)
(23c)
(23d)

(23¢)
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1-q

= 2 23t)
m= 1+0 T (23t)
L
’ K, = (uloqv®)'*, (23g)
26
= —, 2
M= (23h)

4, Similarity Representation

Making use of the similarity transformations (23), the system of equations (1) and
auxiliary conditions (2) can be reduced to an ordinary boundary value problem. The partial
derivatives appearing in equations (1), can now be expressed in terms of similarity trans-
formations as

ou : ,
S = Vel l(1+ &) Fy(n) — my Fi ()], , (242)
0v 51 ,
o = Vet PIBE () —mnFa(n)], - (24b)
do (my—-m) g’
W = Kth B F3('I’]), (240)
— 2 KV F) | (24d)
ax X L[4 b
21(=)] = q -K_‘)qzmm-lﬁa—”( Ymy Fs(n) — myF ()] (24e)
ot P 7 3 n 143 i’ .
Substituting (24a) and (23c) in (le) results b
Fa(n) = (1+8)Fy(n) —mFy(n), - (259)
the equations of motion, (1a), can be expressed in terms of similarity transformations as
- qF3(n) = —8Fy(n)+mnF(n), (25b)
and the constitutive law (lc), taking into account (24d, €), assumes the form
_ Fa(m) = —qmy F§(n)+gmnF3='(n) F3(n). (25¢)
The boundary condition (2a) also can be transformed to the similarity space, as
. , Fy(0) =1, , (26a)
and by the use of equations (25a, b) and (26a) we obtain '
' 1 8
F = (0) = — —
1(0) 155" F5(0) e (26b, c)

It should be pointed out, that boundary conditions (26) are not linearly independent and
only one of them can be taken into account for further consideration.

The boundary conditions on the wave front will be determined on the basis of the si-
milarity characteristic — relationship [6, 7] and the relation between F3(7) and F(z). The
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system of coupled equations (1) leads to the partial differential equations of second order
in terms of stress as

o2 5

Po o i Do 0= 0

o = g C e T ki vy Q7
Making use of theorem 3, given in [7], we know that the equation of characteristics of
quasi-linear partial differential equation (27) is invariant under the group G%. This allows

us to transform the location of the wave front into the similarity space. The characteristic
equation of (27) has the form

1j2 -
d_ (ﬂ) 5

I g (28a)
Making use of the equation (23d), (28a) becomes
dt og ' Azt ma-n a1
dx = (W) K 2t F_s (m (28b)
and hence
m(1-qg) Q(] 1/2 g-1 _u
t 2 dt = (——) K, 2 F;2 (n)dx. (28¢)
H“q _
Integration of both sides of (28¢c) gives
1 M2 oa-1 g-1 :
;t"‘ = (%) K2 F 2 (mx+ec. (28d)

For the characteristic passing through the origin the constant ¢ becomes zero, hence on the
wave front the following relation holds

1 g\ ezt a-1 :
m "= (ﬁ) K 2 K~U"F 2 () s (28¢)
where 7, is the location of the wave front in the transform space.

Finally, after substituting the values of K; and K in (28e), the similarity characteristic
relation assumes the form

Mo = (Rl 7 - (29)

It can be easily shown that whenever the characteristic relation, (29) holds, the kinematical
condition of compatibility, (8), across the singular surface and the balance law of linear
momentum, (9), are identically satisfied. The calculations are similar to that given in [16j
and are omitted here. The relation (29) locates the wave front, however, this is given
implicitly. In order to state full boundary value problems we need one more boundary
condition. This will be obtained by the use of the relation between Fs(n) and Fi(n). The
constitutive law, (1¢), is equivalent to

1

_@9@)? 30)

o(x,1) = M( Ep
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Making use of the similarity transformations (23), it is found that (30) becomes

1
Fa() = (—Fim)". (30
Now, we can eliminate F,(n) and F5(n) between equations (25a, b, c) to deduce a smgle
differential equation in terms of F;(n):

i-q '
{[ —Fipl * ~ "72'72} F{(n) —m(m—26—1)nFi(n)—6(6+ )F(n) = 0, (32a)
with boundary conditions

) 1
Fyi(0) = 135" (32b)
Fi(h=n.,)=0 and (32c)

1 q

77\0 = ——[ Fl(nw)] . (32d)

During the derivation of equation (32a) the relation (31) has been used and the cha-
racteristic relation (29) becomes (32d) after the substitution of (31). The boundary con-
dition (32c) is obtained on the basis of physical consideration, since the displacement u(x, 1)
is a continuous function and must equal zero at the wave front.

The boundary value problem (32) is in agreement with a special case of a more general
problem given in [17], however the solution in [17] is obtained only for almost nonlinear
case. The boundary value problems (32) can not be considered for arbitrary values of the
parameters & and g, suitable restriction given by equation (I4c) must be taken into account.
Also in order to include the physically interesting case of an applied velocity impact which

“1is infinitely large at 1 = 0 followed by a decay in time, the parameter 8 is permitted to take
on negative values. However, it seems reasonable to consider only those cases for which
both the impulse and displacement at the origin are finite. Accordmg to equations (23b, ¢)
we must then require

6> —1. 33)

" The restriction on parameter ¢ and ¢ given by (14c), which requires m to be positive and
inequality (33) implies that for g = 1, linear case, 6 can assume any real number greater
than —1. It turns out that this assumption is valid not only for g = 1, but also for any
0 < g < 1. However, when ¢ > 1, 4 has to satisfy the inequality

l+q

~l<d<—F g=1"

(34

5. Closed Form Solutions of Some Special Cases

a). Linear elastic rod, ¢ = 1, subjected to time dependent velocity impact 6 > —1
For some special cases closed form solutions can be obtained for the system of equations
(32). For instance, if we consider a linear elastic material (g = 1) then the function

Fl(’?) (1'_ )1+6 0<"7<1, 6>'—1’ q=l, (35)

1+5



GROUP THEORETIC TECHNIQUE 29

satisfies equation (32a) and boundary conditions (32b, ¢, d), see [6, 18]. The similarity
function, F5(n), may then be obtained by substitution of equation (35) into equation (31)

Fal) = (=n, 0<n<l, 8>—1, g=1. (36)
The displacement and the stress distribution. in the original (x, 1) — space can now be
easily expressed by making use of equations (35) and (36) in equations (23b) and (23d) to
obtain

' 1 3 N
— 1+ = K _ —
u(x, ) = V. 1+5(1 Kt) , O0>-—-1, g=1, (37a)
£\
d(x,f):Klt"(l—KT), 0> ~1, ¢g=1, (37b)
or .
1 X 140
8
a(x,t):(ygi)‘/z(t—%), 0> -1, ¢g=1," (38b)

where ¢ is the velocity of wave propagation in the linear elastic rod. We can express the
above relations in nondimensional form for convenience in the evalutaion of numerical
results. For this purpose we set

— X - it
X=— and ¢=— 39

Xo Iy
where ¥ and ¢ are dimensionless, x, and ¢, have the same dimension as x and ¢ respectively,
otherwise they have nonzero but arbitrary magnitudes. On this basis we obtain the following

nondimensional expressions:

u()?,f) 1

{
= o+ _ —
i= g = Ty G0 0> - a=1, (40a)
_ 0(55,;) T s 5 :
- = (f— -1 =1, 40b
°= Qo T 0 ohoa=t (10b)
where : X = E% = nt. (40c)
0o

b). Nonlinear elastic rod g > 0 subjected to step velocity impact, 6 = 0
The second class of closed form solutions is for step velocity loading, 4 = 0. In this
case equation (32a) reduces to :

A-a
{[—Fi(n)] ! —mznz} Fi'tn) =0 (41)
which is identically satisfied if F;’(») = 0. Thus, the general solution is given by
Fi(n) = ey +cam. (42)

The boundary conditions (32b, ¢, d) give
cy=1 and ¢3=—1, . 43)
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which implies, that for any ¢ > 0
N = 1. (44)
Hence,
Fip=1-n, 0<y<l, 6=0, ¢>0. . (45)
Thus, for 2 nonlinear elastic bar with step velocity impact, the function F;(n) related to
stress by equation (23d) assumes the form

1
Es() = (=Fim))? =1, 0<n<l, ¢>0, §=0, (46)
In the manner similar to case a) the displacement u(x, t) and the stress o(x, ) for the con-
stant velocity impact can be expressed in nondimensional form. Taking into account (39)

and the solution (45) and (46) and the similarity transformation (23) we obtain respecti-
vely:

ux, t) = Vct(l_K’-:—) =V(i—-Kx), q>0 . (472)
o(x,0) = K;, ¢>0 (47b)
or
_u(x, ) - .
U= =(-%X), g>0, =0, (47¢)
Veto .
~ 1
o = Ml_=ql+‘l, q>0, 5 =0, (47d)
(uioyd) %
where .
R .
e, : o (47¢)

1 . . . .
and ¢, = —, where K given by (23e), is the velocity of propagation of the elastic wave in

the non-linear material. When ¢ = 1, ¢ = 1 which is in agreement with that obtained in
[183.

¢). Almost non-linear material for ¢ close to unity

A valid analytical approximation can be obtained for the parameter of the non-linearity
g close to unity.

For an almost nonlinear rod we assume that the parameter ¢ assumes the values close
to unity such that

1-g
— _ [-Fie)] © 1. (482)
It is understood in equation (48a) that the slope of similarity function F; () is not zero and
does not tend to infinity at any point 0 < % < 7,,. With the above approximation the
similarity representation given by equations (32a, b, c, d) assumes the form

[1—m?n*]F{ () —m(m —20 = )nF () =08+ ) Fa(n) = 0, 0< 7 < 7., (48D)
: 1

Fi(np = 0) = 155

-Fl("? = 77w) = 0’ _ (48d)

(48¢)
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where
1

U and g=1, m>0. (48e)

It should be pointed out, that the paraméter of nonlinearity of material, ¢, is still included
in the similarity representation (48), since the parameter m depends on g. The approxima-
tion is made only in one term, namely [— F(n)]. Following the method given in [17] and
applying directly the theorem 5, page 369 of Kaplan, [19], two linearly independent solu-
tions of equation (48b) are obtained as

0 sl _ _
FO@) = 1+ 2172.\. (L+9)7 8(6+1) (8—2m+1)(6—2m)

£ 2t (I+9  3(1+9q)
@—Am+1)(0—4m)  (8=2m(s— 1)+ 1) (8 —2m(s—1)) (492)
51+q) @s—1D(1+9) B (
[0} . sl _ 5 —
s=1
L @=ImaDo-3m) (6—2m(s—1)+1—'m)(5:f?’(2~°'1))}. (49b)
5(0+9) Qs+ D(T+9)

The general solution of equation (48b) in terms of two linearly independent functions
F{M(n) and F{®(n) can be written as

Fi(n) = er F{P(n) + c2 F(n), (49¢)

where ¢; and ¢, are constants to be determined from the boundary conditions. Making use
of the boundary condition (48c) the value of ¢, is obtained as

1
= 50z
_ | ST Ty (50%)
and on the basis of the boundary condition (48d) we obtain
F{Y(n)
= .1t 50b
Cz (1 +6)Fi2)(7]w) H ( )
where 7,, is given by (48e). ' .
Thus, on the basis of equations (50a, b) the solution (49c) can be written as
1 F{" (1) ‘ -
= | FO) — 2L Miw) pe2) 5la
1
< —_ 5lb
0<n< —, (51b)

and under the condition that the parameters g and é must satisfy the inequalities (33) or (34).
Furthermore, it may be remembered that the solution holds for the values of g close to unity.
The numerical analysis shows that the solution given by (51) gives an acceptable approxi-
mation for 0.5 < ¢ < 1.5. This would approximate the behaviour of such engineering
materials which are not idealy linearly elastic but are close to it.
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The nondimensional expressions for displacement u(x, t) and stress G(%, t) for the
almost nonlinear case assume the forms

A t— _
7 = ;(x(;J = 1OV (), (52a)
ctO
1
X)) L oen) Fi‘)(nw)]q
= —— = |~ M B = 0,
' (w4 Vz)%,,, L+9 F20) [
oV:
X
= [—t@DF(I?, 7 #0, (52b)

where Fy(n) is the derivative of F,(n) evaluated on the basis of (51). The results are in
agreement with those obtained in {17).

6. Numerical Solution

Numerical solution of nonlinear similarity representation, equations (32), is obtained
by Gear method for precision and convenience [20, 21]. The Gear subroutine package is
available, for instance, in MULTICS computer system. It solves the initial value problem
for a system of ordinary differential equations given in the form

.i) = f(y’ t)’ (5321)
with initial values

¥(to) = Yo, (53b) |

where y,  and f are vectors of order N = 1. With a subroutine for the calculation of f,
the GEAR package computes a numerical solution of equations (53) at values of the inde-
pendent variable ¢ in some interval [t,, T, as desired by the user. It must be remembered
that the right-hand side f of the ODE’s must be a well defined function of y = y(¢) and ¢.
Thus, it cannotinvolve y at previous values of ¢ as for example in delay or retarded ordinary
differential equations or in integro-differential equations. The approach used in the GEAR
package are linear multipoint methods of the form

ky ky
Yn = Zajyn—j'l'hZﬂj}l)n—j) (54’)
j=1 J=1

where y, is an approximation to y(¢), i = f(x, t) Is an approximation to p(z,), and 4 is
a constant step size: 1 = 1, , —¢,. In the case of the Adams method of order / we have
ky =1 and k, = /—1. In the case of the backward differentiation formula (BDF) of
order /, also called Gear’s stiff method, we have k;, = [ and k, = 0. The BDF’s are so
called because, on dividing throught by Af8,, they can be regarded as approximation for-
mulas for y, in terms of y,, y,_1, ..., ¥._;. In either case, a; and B, are constants associated
with the method, and B, > 0. The latter means that equation (54) is an implicit equa-
tlions for y, and is in general a nonlinear algebraic system that must be solved on every step.
‘The fact that the order of a given method is / means that, if equation (54) is solved for y,
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with all past values being exact, then y, will differ from the correct solution of the ODE by
a local truncation error that is 0 (4'**) for small A.

A prime feature of GEAR package is its ability to solve stiff ODE problems. Also, it
contains, as aft option, a method well suited for non-stiff problems as well, namely the
‘implicit Adams method with functional (or fixpoint) corrector iteration, also called the
Adams-Bashforth-Moulton method. In this analysis both the stiff and non-stiff methods
are implemented in a manner which allows both the step size and the order to vary in
a dynamic way throughout the problem.

For details concerning the Gear’s stiff method we refer the reader to Hindmarsh [20],
where a description of method, testing examples, and listings of subroutines can be found.

In application of Gear method to the solution of the system of equations (32), first
of allit is reduced to a system of two first order equations

Y1) = y2(n), . (55a)
pal) = —2ZRZI0 e 2CED 6y ssw)
(=y0m) ¢ —mPy? (=22(m) * —m¥p?
with initial conditions
7O = 15 (56)
¥2(0) = Fi(0) = «, (56b)

Where, as first approximation, « is evaluated from the series solution for almost nonlinear
case, equations (51). It turns out that the slope of the function F,(n) does not change
sharply with the parameter of nonlinearity ¢ in the neighbourhood of % = 0. Thus, the
second initial condition (56b) can be determined from the analytical solution of almost
nonlinear case. The correction for « is obtained by taking into account the boundary con-
dition (32¢, d) in such a way that the error in %,,, equation (32d) is kept less than 1073,
Then, the boundary value problem is numerically solved by making use of Gear method.
Computations were made for § = 0 and ¢ = 1.25 and results were compared with the
corresponding solution for almost nonlinear case. The numerical results obtained by Gear
method were also compared with those obtained as close form solutions for ¢ = 3 and
é = 0. In both the above cases the numzrical results were in good agreement with the
corresponding exact solutions.

Effect of time dependence of impact, through the variation of parameter 4§, is shown
in Fig. 1 for a linear case, g = 1. It may bz noted that whereas the value of F,(n), in general,
decreases with increase of 4, the value of 7, is independent of & and remains fixed as unity.
Corresponding variation of & as against X are shown in Fig. 2. Solution for almost non-
linear case with ¢ = 1 is given for values of 0.5 < ¢ < 1.5 in Fig. 3. It is clear that in this
case n,, varies with ¢.

Corresponding values of & are given in Fig. 4, where it is seen that the values of ¢ and
X,, decrease with decrease in the values of ¢. In Fig. 5 is shown the effect of variations in the

parameter of nonlinearity, g for a constant velocity impact, 8 = 0 and a fixed #, it is seen
that value of o approaches unity as g — co.
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Peawome

PEIIEHME IOOOBUS HEJIWHEMHOI'O YIIPYI'OI'O CTEPXHS IIOI, BO3NENCTBUEM
VMIIYJIBCA CKOPOCTH C IIOMOIIIO METOIA TPYHIIOBLIX TIIPEOBPA3OBAHUII

IIpeoGpazoBanusi MOMOOMA U1 OCHOBHBIX YPAaBHEHWH NBHH(EHHS HEJMHEHHOrO YIpPYroro CTEPIKHA
TIOJ [AEHCTBHEM COYHAapEHMs CO CKOPOCTHIO 3aBHCHMON OT BPEMEHH IOJYYEHbI MYTEM TIPUMEHEHHST TPy
npeobpasosanuit. Ilomofue NpenCTaBJeHO B BUJE CHCTEMBbl HEIMHENHBIX 0OblKHOBeBHBIX Au(depen-
IMANLHBIX YPABHEHMH C IPAHHYHLIMH YCTIOBHMSIMH B TOUKE BOSHHWKHOBEHHS BONHBLI M HA BOJIHOBOM
¢ponre. Peurennsa 3aMxHyTOro THNa ObLIM NMOJYUYEHDI B HeJIHHEAHOM Clyuae NpH COYNAPEHHH C IIOCTO-
SIHHOH CKOPOCTBIO M B JHMHEHHOM Clyyac Npu COYAApeHHH C IePeMeHHOM cropocrsio. Perrenue B Bupe
pANa IOJIyUeHO IS TOUTH HENHHEHHOro Clyyas, TaK KaK s oOLIero HENMHEHHOro Ciyyast YIoNyueHbl
YHUCJIEHHbIE PELIeHHUS.

Streszczenie

TRANSFORMACJE PODOBIENSTWA W PRZYPADKU ZAGADNIENIA NIELINIOWEGO
PRETA SPREZYSTEGO POD DZIALANIEM IMPULSU PREDKOSCI PRZY POMOCY
METODY PRZEKSZTALCEN GRUPOWYCH

Transformacje podobienstwa dla podstawowych réwnan ruchu nieliniowego preta sprezystego pod
dzialaniem impulsu predkosci otrzymano przy wykorzystaniu przeksztalcen przestrzennych.

Przedstawienie podobienstwa otrzymano jako system nieliniowych, zwyczajnych réwnan roéZniczko-
wych, w warunkach brzegowych w poczatku uktadu i na froncie fali.

Wyprowadzono réwnania w postaci zamknigtej dla przypadku liniowego zaleznego od czasu impulsu
perkosc1 oraz nieliniowego niezaleznego od czasu impulsu predkosci.-

Caly szereg rozwiazan otrzymano w przypadku prawie nieliniowym, natomiast w ogdlnym przypadku
nieliniowym przedstawiono rozwiazania numeryczne.

Praca zostala zlozona w Redakcji 7 sierpnia 1984 roku
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1. Wstep

Problem dynamicznych obliczen konstrukcji mostowych jest ztozony. Wystepuje
w nim znaczna liczba parametréw i nie udato si¢ go dotychczas w pelni rozwigzaé.

Istotne ozywienie w rozwiazywaniu zagadnienia drgan nieustalonych konstrukcii,
m.in. przy obcigZeniach ruchomych, wnosi elektroniczna technika obliczeniowa. Szczegdl-
nego znaczenia nabraly przy tym modele dyskretne i oparte na nich metody macierzo-
wych analiz konstrukcji, w tym zwtaszcza metoda elementéw skoriczonych. Mimo postepu
w matematycznym modelowaniu pracy ukiadéw dynamicznych, osiagane rezultaty nie
moga zadowalaé. Jak wynika z analizy dotychczasowych prac w tej dziedzinie, charaktery-
Zuja si¢ one podejéciem polegajacym na rozwigzywaniu odrebnych przypadkéw. Bardziej
zlozone geometrycznie uklady, wymagajace nawet w dyskretnych modelach obliczenio-
wych znacznej liczby wspolrzednych, przy inercyjnym traktowaniu obcigzen prowadza do
duzych ukladéw liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu o zmien-
nych wspolczynnikach, ktérych rozwigzywanie jest bardzo czasochlonne. Wynika to z ko-
niecznoéci bezposredniego catkowania krok po kroku pelnego uktadu (por. YOSHIDA,
WEAVER [1], Borowicz [2]), postepowanie takie wymaga generowania i odwracania
macierzy wspdlezynnikéw w kazdym kroku catkowym, przy czym macierze te, jak i postaé
wektora obcigZen, wyznaczane sa na podstawie funkcji ksztattu.

W pracy przedstawiona zostanie efektywna metoda formowania i rozwigzywania row-
nan ruchu konstrukcji poddanych obcigzeniom zmiennym zaréwno w czasie, jak i w przest-
rzeni. W szczegdlnodcei rozwaza sig ogélny przypadek inercyjnych obcigZen skupionych.
Obcigzenia te moga byé traktowane jako grupy mas lub lepkosprezystych oscylatoréw
pozostajacych wzgledem siebie w dowolnie zmieniajacym sie ukladzie.

2. Idea metody
W proponowanej metodzie wprowadza si¢ oprécz stosowania dyskretyzacji geometrycz-

nej réwniez dyskretne podejécie do opisu wielkosci bedacych funkeja czasu. Jako punkt
wyjécia przyjeto podstawowe réwnanie dynamiczne metody elementéw skonczonych,
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opisujace zachowanie si¢ konstrukcji sprezystych z liniowym thumieniem, w postaci podanej
przez ZIENKIEWICZA [3]:

K64+ C5+MS§+F = 0, (2.1)

przy czym w rozpatrywanym przypadku oprécz wektora F takze macierze sztywnodci,
ttumienia i mas (K, C i M) sa zmienne w czasie. Do rozwigzania zagadnienia dochodzi sie
droga nastgpujgcego rozumowania. Zatézmy, Ze wystarczajaca jest znajomos§¢ usytuowania
obcigzef tylko w wybranych stosunkowo odlegtych chwilach czasu t,, 15, ..., t,. Zdeter-
minowane w tych chwilach stany obciaZenia ukladajg si¢ w kolejne ,,zdjecia migawkowe”
przebiegu calego procesu obcigzenia. Je§li dodatkowo, w miejscu polozenia kazdego
obciazenia w wydzielonych chwilach #;, wystepuje wezel (stopien swobody) generowanie
macierzy K,,, C,, i M;, oraz wektora ¥,,, moze odbywa¢é si¢ bezposrednio na podstawie
odpowiednich macierzy ustroju nieobciazonego, bez stosowania funkcji ksztattu, W tym
celu wprowadza si¢ dwa kryteria doboru wezléw siatki podzialu ustroju na elementy.
Obok kryterium dotychczas stosowanego, jakim jest wladciwe oddanie cech geometrycz-
no-materialowych obliczanego ustroju, wprowadza si¢ nowe, polegajace na takiej ich
lokalizacji, by w chwilach ¢, kazde z obciaZen znajdowalo si¢ w wezle (rys. 1). Jeéli teraz

) Y fR

Fig. 1

przyjmiemy, ze znany nam jest wplyw zachowania si¢ ukladu w odcinkach czasowych
pomigdzy ,,zdjeciami” (zagadnienie to przedstawiono w pracy), to dysponujac tak usytuo-
wanymi weztami, przebieg zmiennosci obciaZen i odpowiadajaca mu modyfikacje macierzy
wspotczynnikéw mozna opisaé i wyznaczy¢, deklarujac jedynie numery stopni swobody,
okre$lajgce poloZenia obcigzen w chwilach czasu, przyjetych jako obligatoryjne. Obo-
wigzuje przy tym zalozenie, ze ruch pomiedzy kolejnymi chwilami odbywa sie¢ po torze
prostym, z predkoécig $rednia,

Udogodnienie powyZzsze wystepuje réwniez po przeprowadzeniu transformacji redu-
kujacej liczbe stopni swobddy [3, 4] (tzw. kondensacji stopni swobody) pod warunkiem
zachowania tych, ktére wydzielone zostaly ze wzgledu na drugie kryterium, Dokonaé jej
mozna przez transformacje ukiadu wspéirzednych uogdlnionych:

5 = Lo*, @2
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gdzie & — wektor (¥) przemieszcze wezlowych ukladu wyjsciowego, §* — wektor (n)
przemieszczen weztowych ukladu zredukowanego, L — prostokatna (uxn) macierz re-
dukeji.

Macierz L moze by¢ znajdowana w spos6b oparty na analogii fizycznej (por. np. [5]),
a nastepnie macierze sztywnosci i mas, zredukowane do wybranych stopni swobody,
otrzymujemy z zaleznosci

K* = L'KL, M* = L'ML, (2.3)

Po takiej redukcji przestaje mie¢ znaczenie typ modelowanej konstrukcji, istotne sa tylko
numery identyfikacyjne pozostawionych stopni swobody, przy czym nawet znaczne
zmniejszenie ogélnej bazy wspéirzednych (np. na skutek wyeliminowania obrotowych
stopni swobody) nie ma wigkszego wptywu na wartosci podstawowych parametréw dy-
namicznych konstrukcji, a przyczynia sie zdecydowanie do podniesienia efektywnosci dal-
szych operacji matematycznych.

3. Formowanie macierzowego réownania ruchu

Istnieja dwa podstawowe modele inercyjnych obcigzen ruchomycl; masa poruszajaca
si¢ bezposrednio po konstrukeji i oscylator, czyli masa, ktorej dziatanie przekazuje sig za
posrednictwem wigzi sprezystej z liniowym thumieniem. W obu przypadkach przemieszcze-
nia. poprzeczne odcinka toru, na ktérym aktualnie wystgpuje obcigZenie, moina wyrazié
przez wartosci przemieszczenn wezlowych oraz zalozonych funkcji aproksymacyjnych
(ksztaltu). Na rysunku 2 pokazano odcinek toru zawarty pomigdzy punktami s(¢,_,)

%=Vt %=\, t
M
L] * L]

Fsl OM le Fsl km %CM Iy IF;

sltid) " plty) X sltis) pitd) X
2 w s 5 w 5y

p p
y
L L L | L L
1 1 7 1
Fig. 2

i p(t)), w ktorych wystgpuja stopnie swobody 67 i 6% . Punkty te identyfikuja réwniez poloze-
nie obcigzenia we wspolrzednej czasu. Przemieszczenie ,,8ledzace” W wyrazamy ziazkiem
W = N&¥, (3.1)
gdzie N — funkcja ksztaltu, 8, — wektor przemieszczen weztowych koricéw odceinka toru.
Przyjmujac, ze obcigZenie przesuwa sig po odcinku ze stala predkoscia
! /

- : 3.2
Ugr ti"‘ti_l Atg ) ( )
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bezwymiarowa zmienna geometryczng mozna wyrazi¢ rowniez jako bezwymiarowa zmienng
czasu

X Vet t

Zakladajac funkcje ksztaltu w postaci hermitowskich wielomianéw szeéciennych; Zwig-
zek (3.1) zapisujemy

w(&t, 1) = N(&)8] (1) = [L—3(E)>+2(£1)%, 3(En)* = 2(81)°) LV}’ (3.4)

a uwzgledniajac ponadto (3.3), kolejne pochodne czasowe przemieszczenia éledz@cego
wyrazaja wzory:

AW 1 e d8F
o = A N AN 3
5
PW L s +2_1_N dsf | o 8} G
4 T AR ! dt arr

symbolem ()’ oznaczono pochodng po zmiennej geometrycznej.
W przypadku obciazen masa nieresorowana M, wektor obciaze wgztowych (réwno-
waznik6w obciazen zewnetrznych) przyjmuje postaé ,

calld ) 3.6)

F*
Ff = { } NT(£t)P(t)—NT(£t)(Mg M-—5

F*
gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.
Ostateczaie po uwzglednieniu (3.5) przy wartoéci £ = 1,0 OdeWJada_]QCC_) polozeniu
obciazenia w punkcie p(t,) (por. [6]), otrzymujemy

Al > MY +6 Alt2 M&* —M&*. (3.7
Whprowadzajac powyzsze wyraZeﬁie na site do réwnania p ukladu i grupujac sktadowe
zalezne od niewiadomych 6F oraz 4} i jej pochodnej -otrzymujemy schemat (rys. 3) modyfi

kacji macierzy sztywnosci i mas oraz generowania wektora obciazen w chwili ¢;.

Ff =0, Fj=Mg-6

s P 3 p
T
5 s
6M 6M
Pl Jat "at p M p| Mg
* *
Kt My Exl

Rys. 3
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W analogiczny sposob okreélany moze by¢ udziat wszystkich mas ruchomych znajdu-
jacych si¢ w danym momencie na konstrukeji i tym samym wygenerowanie blokéw K,
M7 i F{. W rozwazanym przypadku obciaZenia, macierze K* staja si¢ niesymetryczne.
Jest to wynik uwzgledniania wptywu przyspieszenia Coriolisa. W proponowanej dalej me-
todzie rozwigzania réownan ruchu o zmiennych wspoélczynnikach, wplyw ten pominigto.
Uproszczenie to nie ma wigkszego znaczenia, gdy si¢ wezmie pod uwage realne predkosci
obcigzen i wartoéci przemieszczen konstrukeji, a pozwoli zachowal symetryczno$¢ wszyst-
kich macierzy uktadu.

W przypadku obcigzen masg M na zawieszeniu sprezystym o charakterystyce ky, z thu-
mieniem o wspdtczynniku ¢y, wspoirzgdne wektora obcigzen weztowych wynosza

. i d d '
I} = NT(&)P(t) = N (Et)[Mg+kM(y —W) +0M(7); - —dTW)] 3.8)
oraz réwnanie réwnowagi ruchomej wiezi sprezystej (rys. 2b)
d%y dy aw - |
Fy =M——d12 +Cm(—dT—7)+kM(,V—W) =0 (3‘9)

gdzie y wspolrzedna wychylent masy na zawieszeniu sprezystym.
Dla wartoéci & = 1,0 otrzymujemy:

Ff=0, Ff= Mg—leS,f—cM_S,’f‘+kMy+ch), (3.10)
—lepg 8% — epOk + ke y + ey +My = 0. (3.11)

Dataczenie dodatkowego réwnania (3.11) do uktadu réwnan réwnowagi dynamicznej
ustroju wyjéciowego, na skutek pojawienia si¢ nowego, (przemieszczajacego sig) stopnia
swobody y, powoduje rozszerzenie macierzy wspélczynnikow ukladu. Schemat modyfikacii
macierzy sztywnosci i mas oraz generowania wektora obcigzen w chwili # przedstawiono
na rysunku 4, I tym razem mozliwe jest uwzglednienie wielu roznych oscylatoréow. Ulega
woéwczas zwigkszeniu w odpowiednim stopniu liczba wspétrzgdnych, nie wplywa to jednak
na sposéb generowania powyzszych macierzy.

K M*
— —_—
P y P y
p Km kg P p| Mg
y K ku| M i
\ N, / L v/ /
*
,KJ'I M}T ,E,‘T

Rys. 4
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Macierz t}umlema na tym etapie nie jest modyfikowana. Uzasadnieniem takiego po-
stepowania Jest przede wszystkim maty wptyw na postacie i czgstosei drgan whasnych, a wiee
na dokladno$¢ przeprowadzanej w dalszym toku transformacji wlasnej. Ponadto za takim
podejsciem przemawia wcigz jeszcze niejednoznaczne okreslanie tej macierzy przy rozpa-
trywaniu wszystkich aspektéw tlumienia (zwlaszcza ttumienia konstrukcyjnego).

4. Rozwiazanie rownan

Po skompletowaniu blokéw K ; Mf i ¥y, dla wszystkich chwil 7;, wydzielonych

z ogblnego czasu trwania obcigzenia, do rozwiazania uktadu réwnan réwnowagi dynamicz-

nej stosowana jest metoda oparta na analizie modalnej przy zatozeniu, ze wsrdd liczby

uwzglednianych czgstoéci drgan wlasnych nie wystepujg ich wartosci wielokrotne. W tym

przypadku zagadnienie wlasne rozwigzywane musi by¢ dla stanu konstrukcy w kazdej
z chwil '

(Kt,—wt,MtL,)SOI, = V. ' (41)

Celowe wykorzystanie tzw. redukcji dynamicznej [4] polegajacej na opuszczeniu row-
naf odpowiadajacych wyzszym czgstosciom, a wigc na nieuwzglednianiu udziatu tych
postaci, ktére maja pomijalne maly wplyw na drgania wypadkowe ukfadu, umozliwia jus
na tym etapie ograniczenie liczby obliczanych najnizszych czestosci i odpowiadajacych im
wektoréw drgan wlasnych. Przedstawiajgc postaé ruchu w chwili ¢ jako liniowa kombi-
nacje wektoréw wilasnych 83, mamy

81); = [Sglkt,)sgz(t,) S:Sk(ti)]zt, = A:l(;tlztp ' (4-2)
gdzie 1 < k < n—liczba przyjetych do obliczen wspétrzgdnych gtéwnych,
A’g,,f—macierz ortogonalna k wektoréow wlasnych z waga mas
(ASTM A%, =),
z,,— wektor wspdtrzednych gtéwnych w chwili 4.

Dysponujac widmami wartosci wlasnych w, ¢, @z, --.» @aq,y Oraz macierzami Ag,

przeprowadzamy diagonalizacje ukladu w kazdej obligatoryjnej chwili:

2
2 *
wl(t,)zl(r,)‘l'2w1(t,)01(1,)—dt Zyp+ a2 Zigp = ox(t,)F:,

.............................................. (4.3)
2
2 . *T &
wk(r,)zk(t,)'l'ZC‘)k(l,)ck(t,)‘d—tzk(t,)'l' diz Zrapy = —Sok(z()Fz,-

Otrzymane ta droga kolejne postacie rozprzezonych réwnan réwnowagi dynamicznej
mozna przez aproksymacje funkcji wspStczynnikéw oraz obciazenia kazdego z réwnaf
zas'tacpié jednym uktadem k rozseparowanych, liniowych réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych drugiego rzedu o zmiennych wspéiczynnikach w bazie wspélrzednych gtéwnych:

Cwi(zi+ 2y + 2 = fi(1), 1 <j<k (44
Separacja réwnafi ruchu pozwala zastapi¢ catkowanie krok po kroku catego ukladu,

catkowaniem kilku pojedynczych réwnad. Funkcje wspdlczynnikéw oraz obciazenis
" kazdego z réwnari (4.4) mozna wyznaczyé stosujac jedna z wielu metod interpolacyjnych.
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Rozwigzanie tych réwnan przy wykorzystaniu maszyn cyfrowych nie nastrecza wigkszych
trudnodci, niewiadome wartosci funkcji i jej pochodnych obliczane mogg byé przez za-
stosowanie jednej ze znanych metod catkowania numerycznego. Po okresleniu wektoréw
z, 7 i Z w wybranych punktach czasu, wyrazenie tych wielkoSci w bazie wspdirzednych
naturalnych odbywa si¢ na podstawie transformacji (4.2). W przypadku niepokrywania
sie zatozonych na wstepie obligatoryjnych chwil z tymi punktami na osi czasu, w ktdrych
chcemy uzyska¢ parametry ruchu konstrukeji, zachodzi konieczno$¢ interpolacji wartosci
wektorow wiasnych. ’

Wprowadzenie oscylatora zmienia rozpatrywany uklad w sposéb jakosciowy, prowa-
dzgc réwniez do zmiany jego widma czestosci drgan wlasnych. Zazwyczaj jednak czgstosé
drgar wlasnych oscylatora znajduje si¢ w dolnych rejonach.tego widma i gdy sprzezenie jest
w istocie Znaczace, nie wystepuie niebezpieczenstwo pominigeia jego wplywu przy odrzuce-
niu réwnaft odpowiadajacych dalszym czgstosciom. Wspélezynnik tlumienia réwnania
zwigzanego z czgstoécia oscylatora mozna przyjaé jako staly i okreslié z zaleznosci 2y =
= ¢, /M. Zastosowanie analizy modalnej pozwala réwniez unikna¢ generowania i nastep-
nie dalszego przeksztalcenia macierzy ttumienia ustroju, ktérej postaé (w aspekcie ztozo-
noéci zjawiska) jest trudna do okreslenia. W zbiorze wspétrzednych gléwnych istnieje mia-
nowicie mozliwo$¢ okreélania wspdlczynnikoéw tlumienia nie tylko wedlug hipotezy tiu-
mienia masowego czy tlumienia reologicznego wg wariantu Voigta, ale réwniez wediug
hipotezy ustalonego dekrementu, tlumienia moga one byé wreszcie specyfikowane indy-
widualnie dla kazdej postaci.

S, Przyklad

Opierajgc sig na przedstawionej metodzie dokonano rozbudowy systemu programo-
wego IDIM-34 [7]. Nowa konfiguracja systemu [5] pozwolila zachowa¢ jego otwartosé.

W pracy przedstawiono analizg dwéch przykiadow, do ktérych dane ustalono na pod-
stawie obliczen zamieszczonych w pracy [2]. Belke swobodnie podparta obcigza si¢ raz
masg nieresorowang i drugi raz ta sama masg na zawieszeniu liniowo-sprezystym z thu-
mieniem. ObcigZzenia poruszaly si¢ ze statymi predkosciami. Obliczenia prowadzone byly
dla trzech réznych modeli ustroju charakteryzujacych si¢ r6zng liczba stopni swobody.
Modele te, oznaczone B4, B8 i B16 sktadajg si¢ odpowiednio z 4, 8 i 16 elementéw pr¢to-
wych o réwnych dtugoéciach (oznaczonych /,, [, i l;).

Dane fizyczne belki wynosza: modul sprezystoéci E = 21- 10'°N/m?, moment bez-
wladnosei J = 0,01 m*, pole powierzchni przekroju F = 0,1 m?, dtugo$é belki / = 20,0 m,
dugosci elementéw; /, = 5,0m,/, = 2,5m, /5 = 1,25 m, masa objetosciowa p = 267584 kg/
[m?, wspélezynnik thumienia y = 0.

W poszezegdlnych modelach przeprowadzono, zgodng co do zasady, kondensacje
stopni swobody, i tak kolejne modele ustroju (B4, B§ i B16) zredukowano do 5,9 i 17 stopni
swobody, pozostawiajac te, ktdre s przemieszczeniami poprzecznymi wszystkich (réwniez
podporowych) wezkéw. W kazdym modelu liczba stopni swobody stanowila réwnoczesnie .
o liczbie punktdw obligatoryjnych nia osi czasu, a funkcje obciazenia i czestosci drgan wias-
nych z réwnan. (4.4) aproksymowano wielomianami Lagrange’a o stopniu maksymalnie
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mozliwym do osiagnigcia w danym modelu, tj. odpowiednio 4-tego, 8-mego i 16-tego stop-
nia.

W przypadku obciaZenia belki ruchoma masa bezposrednio, parametry obcigZenia
wynosily: masa M = 133792 kg, a jej predkosé v = 8,8595 m/s. Uzyskane w kazdym obli-
czeniu przebiegi czasowe ugi¢¢ punktu Srodkowego belki (rys. 5) nie réznily si¢ znaczaco
mig¢dzy soba, jak réwniez w poréwnaniu z przebiegiem, ktérego wykres zamieszczono
w pracy [2].

g

0006 MQ
|

E

Rys. §

W tabeli 1 przedstawiono dwie wartosci charakterystyczne powyzszego wykresu
otrzymane przy kolejnych modelach; sa to: ugigcie maksymalne (w3,,) oraz ugiecie wy-
stgpujace w chwili zjazdu obcigzenia z belki (wg). Ponadto w tabeli tej podane zostaly
dwie pierwsze czgstosci drgan wlasnych; ustroju nieobciazonego (fy i f2) i ustroju w mo-
mencie gdy ruchoma masa znajduje si¢ w $rodku belki (f7, i f3).

Tabela 1
Model W we A £ A 5
(m] [m) [Hz] [Hz] (k2] [Hz]
B4 0,11661 —0,0158 . 1,1005 - 4,4323 0,89762 4,4323
B8 0,11804 —0,0219 1,1001 4,4018 0,89751 . 4,4018
B16 0,11741 —0,0212 1,1901 4,4006 0,89750 4,4006

W tabeli 2 zamieszczono wartosci ugieé wl,, i w?, uzyskiwane przy wykorzystaniu mo-
delu B8 z uwzglgdnieniem zmiennej (od 1 do 4) liczby form wlasnych.

Rezultaty zawarte w tabelach 1 i 2 potwierdzaja dobra zgodno$é wynikéw otrzyma-
nych przy uwzglednieniu réznej liczby stopni swobody oraz gléwne znaczenie podstawowych
form drgan wlasnych. Uzasadnieniem owej stabilnoéci rozwiazaf, otrzymywanych przy
wykorzystaniu proponowanej metody, moga by¢ wykresy funkcji przedstawionych na rys. 6
irys. 7. Na pierwszym z nich znajduja si¢ wykresy funkcji czterech pierwszych czgstosci
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Tabela 2
" Liczba ) Wikas wi o
postaci [m] [m]
1 | 0,11850 —0,021906
. 0,11804 - ' ~0,021906
3 0,11839 —0,021831
4 0,11839 —0,021831_

drgan wlasnych, uzyskane z aproksymacji przy dziewigciu punktach obligatoryjnych. Za-
réwno charakter ich zmiennosci (wystgpowanie miniméw lokalnych w liczbie réwnej nu-
merowi czestosci), jak i warto$ci amplitud, wskazuja na mozliwosé uzyskiwania naj-
wigkszych dokladno$ci aproksymacii funkcji najnizszego rzedu, a wiec najbardziej zna-
czacych. Rysunek 7 zawiera cztery pierwsze, rozwinigte wzglgdem form wiasnych, funkcje
obcigzenia, ktére podzielone zostaly przez odpowiadajace im funkcje czgstosci drgan wlas-
nych. Tak okreslone funkcje, w przypadku gdy pomija si¢ wplyw inercji obcigzenia (ob-

@it
[rad/s)
. B -
3 P A 3
Y H i { H | Jok
4 i H i i i
10085 e -
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- N L -~ ~. /.f'\.\ ran
\ / N, /s \ / )23
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i
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Rys. 6
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wjit) |

Rys. 7

cigzenie sita), decyduja o wartosci zmiennych w czasie amplitud — oscylujacych sinusoidal-
nie z wiasciwa czestoécia — funkcji podcatkowych rozwigzania Duhamela (5.1).

z;(t) = f ij(:);sin[wj(t—r)]dr. 5.1

T = lo .

Gdy pomija si¢ thumienie, te dwie wielkosci; amplitudy i czestosci maja decydujacy wplyw
na udzial kolejnych postaci w rozwiazaniu wypadkowym.,

W przypadku obciazenia przyjetej belki masa na zawieszeniu sprezystym, parametry
oscylatora wynosily: M = 133792 kg, kyy = 262500 N/m, ¢,y = 37480 Ns/m, a jego pred-
ko$é v = 11,206 m/s.

Uzyskany wykres ugi¢¢ dynamicznych punktu érodkowego belki pokazano na rys. 8,
a warto$ci wielkoSci charakterystycznych (okre§lonych poprzednio) zamieszczono w ta-
beli 3.

W obliczeniach przy kazdym modelu uwzgledniono trzy giéwne formy wlasne, przy
czym pierwsza jest tu forma wynikajaca z wprowadzenia oscylatora. Pordwnanie zmiennosci
wartosci zestawionych w tabelach 1 1 3 pozwala stwierdzi¢ — mniejszy tym razem — wplyw
liczby stopni swobody na zgodno$¢ wynikéw. O ile przy obciazeniu masa, wyraZne ustabi-

|
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Tabela 3
- W % fi fi £i £
Model [on] (o0} [Hz) [Hz] [z} 52}
B4 0,13037 0,00516 0,22233 1,1005 0,22183 1,1083
B8 0,13087 0,00576 0,22293 1,1001 0,22262 1,1043
B16 0,13148 0,00581 0,22293 1,1001 0,22274 1,0970

lizowanie wartosci poréwnywanych wystapilo w modelach B8 i B16, to przy obciaZeniu
oscylatorem wynik uzyskany przy najprostszym modelu B4 jest réwniez bliski pozostatym.

Uzasadnienie powyZszego i tym razem mozna znalezé analizujac przebieg funkcji, od
ktérych zalezy rozwiazanie zadania. Na rys. 9 pokazano wykres funkcji pierwszych pieciu
czestosci drgai wlasnych. Pomimo Ze obraz przebiegu tych funkcji wydaje sic $wiadczyé
o ich stalej wartoéci, zawieraja one jednak pewna, niewidoczna w tej skali, zmienno$é
v czasie. Tym razem wystepuje tendencja odwrotna, niz to mialo miejsce przy obcigzeniu
bezposrednio masg. Ot6z w kolejnych funkcjach czestosci pojawiaja sie nie minima, lecz
maksyma lokalne w liczbie réwnej numerowi danej postaci drgan (liczac z pominigciem

(=
[rad/s]

1000

750

500

25,0

4 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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postaci wynikajacej z wprowadzenia oscylatora), jak réwniez obserwuje si¢ zanikanic war-
tosci ich amplitud wraz ze wzrostem numeru czgsto$ci,

Rysunek 10 zawiera wykresy trzech pierwszych funkcji obcigzenia w konwencji okres-
lonej wezedniej. Funkcja o numerze j =1 jest—rozwinigta wzglgdem form wlasnych
i podzielong przez wiasciwg czgsto$¢ — prawg strong réwnania oscylatora. Jest ona po-
dobnie uformowana jak pierwsza funkcja rdwnania belki i przy zalozonych parametrach
ukladu ma znacznie mniejsza amplitude. Dalsze, nie pokazane funkcje maja ten sam ksztakt
jak na rys. 7. :

-100

100 —\ /
400 _

300

1itt) .
wjit) |

Rys. 10

Majac powyzsze na uwadze, jak i brak widocznych réznic pomigdzy wykresem ugieé
punktu srodkowego (rys. 8), a analogicznym wykresem zamieszczonym w pracy {2], mozna
stwierdzi¢, ze powodem tak dobrych rezultatow jest z jednej strony model matematyczny
ustroju, ktéry juz przy niewielkiej liczbie stopni swobody pozwala uzyskaé z duza doklad-
noscia podstawowe parametry drgafn swobodnych, z drugiej za$ lagodny przebieg pierw-
szych funkcji czgstosci i obciazenia, pozwalajacy na doktadng ich aproksymacie.

6. Whioski

Przedstawiony sposéb powigzania wspéirzednych przestrzeni i czasu umozliwia efek-
tywng analizg drgan wymuszonych praktycznie dowolnych konstrukcji w zakresie liniowo-
sprezystym przy ruchomych obcigzeniach inercyjnych traktowanych jako grupa niezalez-
nych mas skupionych Iub pojedynczych oscylatoréw.

Efektywnos¢ zaproponowanej metody wynika z dwuetapowej redukcji wspotrzednych
ukladu = statycznej i dynamicznej. Redukcja statyczna uktadu (kondensacja stopni swo-
body) pozwala zmniejszy¢ ogdlng liczbe wspélrzednych naturalnych, ograniczajac je jedynie
do tych, ktére maja istotny wplyw na drgania ustroju. Redukcje dynamiczng — w tym
przypadku — umozliwia zaproponowany sposdb rozwigzywania uktadéw réwnan o zmien-
nych wspétczynnikach przez ich diagonalizacje interpolacyjna na podstawie diagonalizacji
w okreslonych chwilach. Wykorzystanie rozwiniecia wzgledem form wlasnych, a wigc
rozwigzania uklfadu we wspoirzednych gléwnych ma jeszcze te zalete, iz czyni stosunkowo
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gladkimi funkcje bedace wspdiczynnikami i wyrazami wolnymi réwnan odpowiadajacych
najnizszym formom, co podnosi doktadnos¢ ich aproksymacji na podstawie wartoéci stabli-
cowanych. Najczgsciej juz kilka pierwszych réwnan postaci modalnej wystarcza dla uzys-
kania wynikéw technicznie doktadnych.
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Peawome

METOI PEMIEHUSA YPABHEHUI HBVDKEHMS MPY MHEPTHBLIX ITOIBMKHBLIX
' HATPY3KAX

B paGore npeacTaBneH aeToA 0OpasOBaHHA H PELICHHS YPABHEHHH JBHMIKECHMS! KOHCTPYKLHI, noa-
BEPIKEHHBIX [IeHCTBHIO MOABHIKHLIX MHEPTHBIX HACPY30K, PACCMATPHBAaEMbIX B BHAE IPYII COCPENO-
TOUEHHBIX MACC JJIM BSI3KO-YNPYTHX octpnnaTopon. ITpnuém oTHesbHLIE HArPY3KH MOT'YT OCTABaThCSL
10 OTHOIIEHHIO K cee B NMPU3BOJILHO N3MCHSIOMICMCST COOTHOILEHHH .

B npeanaraemom criocotie peuleHns MCNOJIB30BAH METOJ KOHEUHLIX 9JIEMEHTOB, B KOTOPOM KpOMe
FCOMETPHUECKOH JHCKPETHIALMHI HCITONL30BAH PASIIOCTHbBIH MCTOJT [T ONIKCAHMSI BEHMUNH, SBIAIOUIMXCA
dyukumelr BpemeHu. IDTOT criocod pemieHMst No3BANSET APGHEKTHBHO PACCUMTHIBATE IPOU3BOSLHBIC
CTPYKTYPLI B JHIHEHHO-yNpyroil 06yacT™ mpH CJIOMKHLIX IOABHMKHUBIX HAMPY3KAX. D@QERTHBHOCTL Me-

_TOJa BLITEKACT N3 ABYITAIHOM pelyKLIMM KOOPAHHAT CHCTEMbI — CTATHUECKOH H JIMHaMHUECKOH — npH-
uéM IOCNEAHAS BO3MONKHA OJorojaps NMPMMEHCHWIO HHTEPNOJISIPHON AUArOHAaNM3aLMH CUCTEMBLI ypaB-
HEHUH NBIKEHHA, ’

Summary
A METHOD OF SOLVING EQUATIONS OF MOTION FOR INERT MOVING LOADS

A method of formulating and solving of the equations of motion of the constructions subjected to the
inert moving loads is presented. The loads are treated as groups of concentrated masses or viscoelastic
oscillators, particular loads can be in arbitrary varying relations with respect to one another.

In the considered solution we make use of the finite element method and apart from the geometrical
discretisation also the time depending quantities are discretised. The method lets us to find the effective
solution in the linear elastic regions for complex moving loads. The effectiveness of the method results
from the two-stage reduction of the coordinate system — static and dynamic; the latier onc is
feasible due to the introduction of the interpolar diagonalisation of the system of equations of motion.

Praca zostala zlozona w Redukcji dnia 29 lipca 1982 roku
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OF HONEYCOMB GRID PLATES
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1. Iniroduction

Formulated via phenomenological considerations micropolar theory of elasticity (cf. [1])
can be applied for continuum description of dense, regular grids. This has been noted and
applied by WoZniak et al. in numerous papers pertaining to lattice-type shells and plates,
cf. [2]. Wozniak’s approach is based on variational methods; an adequacy ofthe proposed
differential model of a body with additional degrees of freedom is ,,a priori” assumed. In
the first-order approximation (see Sec. Il in [2]) an in-plane plate motion is described by
means of three independent functions approximating displacements and rotations of nodes.
The governing equations of the theory have a similar form to those of the plane-stress
theory of micropolar media. Therefore the WozZniak’s approach is a heuristic one thus
the recalled above procedure does not allow us to perform a physical correctness analysis
of the model provided appropriate numerical tests are not carried out.

In the case of simple layout grid plates (in which neighbourhoods of all nodes are con-
gruent) Wozniak’s algorithm leads to one set of effective constants describing elastic pro-
perties of the structure. However in the case of complex layout grids, one can derive at
least two sets of B and C tensors (cf. [3]). In the present paper an attempt is made to eluci-
date questions concerning the mentioned difficulties in formulation of Cosserat-type mo-
dels of complex geometry lattice plates. An attention will be focused on hexagonal grids
belonging to the class of complex layout structures. In order to have a new look at Wozniak’s
continuum models results of the work [4] (pertaining to differential models due to Rogula-
Kunin’s approach) are applied.

It is easy to note that Cosserat-type equilibrium equations expressed in terms of dis-
placements cannot be obtained by asymptotic method, e.g. by formal simplificatiohs
(neglect of terms of higher order) of equilibrium equations found in [4] by Rogula-Kunin’s
procedure; thus a simple correspondence between the latter and Wozniak’s-type equa-
tions is not valid. This fact is obvious since differential models derived in [4] (just contrary
to theories outlined in [3]) do not satisfy stability conditions.

In Sec. 5 a simple modification of the second-order differential approximation (obtai-
ned in [4]) will be proposed. The aim of the procedures is to formulate a well-established
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Cosserat-type equations, so called »- versions. In Sec. 6 an attempt is undertaken to examine
a range of applicability of the latter versions as well as of two variants resulting from
Wozniak’s concept, see [3].

2. Basic assumptions

A subject of our considerations is a plane-stress statical problem of a honeycomb grid
composed of bars whose axes constitute hexagons of sides being equal to /, cf. Fig. |,
In order to make final results as clear as possible the bars are assumed to be prismatic
(thus their heights /2 are constant while their depth is of unit dimension) and made of an"
isotropic, elastic material whose properties are characterised by Young modulus £ and

intermediate hode:

Fig. 1

Poisson’s ratio ». External loads (subjected to lattice joints only) are assumed to yield
plane-stress plate response hence the external forces are supposed to be subjected in-plane
while moments should be normal to the mid-surface of the grid. A slenderness ratio of
lattice rods is defined by, cf. [3]

n = *|h>

A parameter g defined as a quotient of opening’s dlameter to a spacing between centres of
neighbouring openings, see [3], reads

3

o =(V3n-1)1V3 @.1)

As it has been pointed out in [3] EJ//? = E[12n%? where J denotes a moment of inertia
of a constituent bar’s cross section. Lattice rods are assumed to be sufficiently slender so
as to known methods of the theory of structures could be applied. Analogously to [3, 4]
lattice nodes are divided into two families of main and intermediate ones, see Fig. 1.
Displacements and rotations of main nodes are approxunated by continuous functions
w(xP) and ¢ (xﬂ) External loads subjected to main and intermediate nodes are characteri-

sed by functions F¥, M F M, respectively.
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3. Two versions of Wozniak-type continuum descriptions

3.1. Equilibrium equations In terms of displacements. A set of the title equations has a form
similar to that known from plane-stress problem of micropolar media, see 31

[Qu+A)0% + (u+ )03 u’ + (A+ u—0)d0,u* + [B(3} — 93) + 2ad, )@+ p* = 0,
A+ p—0)d1 020" +[(2u+ A3 + (p+ &) 01u* +[— 2B2, 5 — 200 ]p+ p* = 0, (3.1)
[B(03 — 82) — 208,]u" +{ — 2B, 8, + 200, +[C(D% +02) —dol p+'¥? = 0, -
where .
P = pa._l_(')ﬂ[";ﬂa, 'y3 = )’3+3al;1“+€aﬂ;J“ﬁ,

*o op3ye3 % p Y .(3'2)
(P 0% Y3, V%) = (FFS M, M)IP,  p = 1,5/3P

Ricci tensor is denoted by e,s, an area of a recurrent hexagon amounts to P. The effective
moduli 4, 4 and « are uniquely defined in both Wozniak-type versions examined in [3]
whereas B and C moduli can be defined twofold

1) Klemm-WozZniak’s version (Sec. 3, [3])

v 2y3. 9y EJ v ;/3(377+17+1) EJ
B _ . C L AR M S, S . . \
T 3GEy T (3.3)

ii) the second, author’s variant (Sec. 4, [3])~
B 2V3mCGn=m) BT a _V3AGn-m+ Guam] BT
M+1-Gn+n) P27 3@+ 1)-(@+3n) l '
where 7j = n+2.4(1 +).

The tensors p* and m* are dependent upon the loads subjected to intermediate nodes;
their definitions are given in [3], [6].

3.2. Strain energy as a positive definite function. Strain energy of the structure is postive
definite provided, [3]

>0, a>0, wpu+i>0, C>0, B*<C-pu. (3.5

4. Unstable quasicontinuum micropolar-type equilibrinm equations

4.1. Derlvatlon of governing equations. Focus attention on Cosserat-type equations (3.1). On '
noting that B ~ [, C ~ [2 one can make following remarks:

a) two first equilibrium equations involve zero-order (with respect to powers of /)
terms of displacement-type and a first-order term relevant to nodal rotations;

b) the last equation involves first-order terms of displacement-type and a second- order
term depending upon the rotations.
The procedures put forward in [3] did not explain why:

a) two first equations do not involve first-order terms being dependent on dlsplacements

Does it yield from approximations only or result from specific properties of the hexagonal
grid?
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b) the last equation does not involve second-order terms of displacement-type; also
herein the same question arises.

Answers to the above questions are supplied by quasicontinuum considerations, [4].
Compare consequent second-order equations ((6.1) in [4]) with Eqs. (3.1) of Cosserat-type
theory. First of all it can be stated that moduli A, # and « (being involved in both compared
sets of equations) have been identically defined (cf. (3.8),_5 in [3] and (6.2),_; in[4]).
Thus both approaches (based on Wozniak’s [3] and Rogula-Kunin’s, [4], concepts) result
in the same definitions of elastic moduli 4, # and « being dependent upon slenderness ratio
of bars only and thus being independent of the internode spacing .

Note that equations similar to the Cosserat-type (3.1) can be derived from the second-
order Eqs. ((6.1) in [4]) provided in the latters all the terms involving derivatives up to the
second order are retained:

[p+ A)0% + (u+ )03 + (A+ p — )19, w? + [BY(9% — 03) + 2005 ] @ + B ~ 0,
A+ p— )0, 020t + [(Qu+ 23 + (u + 0)03]u? + [ — 2B°0,0, — 20d,] ¢+ p* = 0, (4.1)
[BO(6% — 03) — 200 ] ut 4+ [ — 2B° 8y 02 + 208 (] u* + [CO(9% + 83) — 4] @ + ¥ =0,
where
B® = pl, C°=yl (4.2
Moduli 8 and y have been defined by Egs. (6.2)4,6 in [4]. Hence we obtain
PERERENES NE SV
2 7 \3n+y 7+l 2’
co_ V3 [Cn-m? 7 ]E_J
7 3Gn+m T+wl T

Quantities p* and ¥ are equal to functions’p* and ‘Y3 employed in [4]. In a zero-order
approximation we have

4.3)

* ° n— *

3n’iﬁe°‘ﬂapr3, Y3 =y34 :7‘7+—§:77 Y3, (4.4)
The derivation of Eqs. (4.1) (which will be called further quasicontinuum micropolar-type
equilibrium equations) violates accuracy principles formulated in [4] where the approxi-
mation procedure has been called consequent provided all the terms proportiohal to
I’,p < 5, (s is fixed) are being retained. In the next section an improved accuracy analy-
sis will be presented. The approximations of governing equations correspond to a certain
form of density of strain energy of the structure. Thus various approximations of three
equilibrium equations are reflected in the form of the one scalar function which stands for
the energy of the grid. This method of error analysis is not new, the idea was originated by
Koiter in the paper [5] pertaining to the Kirchoff-Love shell theory and up till now it is
often applied to the accuracy analysis of so called improved theories describing plate and
shell behaviour, see [6].

j,a=pa+5a+

4.2. The micropolar-type approximation as a model of ,;moderate’” rotations. The energy criterlon,
Strain energy of the infinite hexagonal grid amounts to ,
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1 1
= P DB, 0 f=1,2,3
m, n

where the hexagon’s area of a side / has been denoted by P, P = 1.5]/5' 125 w® = 1,
w? = @; the summation has been implied over all main nodes which constitute a plain
(Bravais-type) lattice of the grid. The values of @} functions were given in [4]. On
passing to k-representation we arrive at (the proof. is omitted here) -

E. = [eMdk, k) =
J ,

<o W) By (1) A7),

A’k = 4-n2-dic,dl, /P

where the domain of the unit cell of the reciprocal lattice has been denoted by 13 a discrete
Fourier transform of a discrete-argument function f™ has been denoted by f(K). Certain
approximations of of @ap(k) cf. [4], result in differential models, particularly (as it will
be shown further) — in Cosserat-type models.

Introduce dimensionless variables W* = u* [L, where [L] = m. Let L = //e. The
density of strain energy of the grid

N 1 *
e(k) = 8P : p) (gpa@aplpﬁ)_'_ _[T‘z@aS‘P'}“P@Salp ]+(‘P¢33¢)} w0 f =12
can be rearranged to the form
2 1 41 Grij2, 1 22, L A2
e(k)=’—2 —2—(111'|[ | +—2—a22-|¥/| +'—033'|<P| +
4 3 Rc{alzg/ g/ +al3Y/ (p+a23 g/ (p} (4.5)

Let us define dimensionless quantities v and 6 by means of the formulae
= lk|, cos@ =k,/k|, sin@ = k,/k|.

Within the fourth-order approximation (with respect to the powers of k,) the coefficients
a,s can be expressed by means of the following equations, cf. Eqs. (6.1) in [4]

72 .n 372 72 .
4y =—3 (p+a)-g(2+,u—a)cos @——»1—6—(,u+a)——7(}.+,u—d)cos o|,
' 2 . 372 372
sy = —:7 [(/1+,u—a)sm2@+(y+a)-— I—TG—(,u+a)— —1%(1+,u—oc)-

. (—- —;—cos‘*@+sin40+ 25in200052@)],

A33 = da 4 y7? — T36—r4~y,

2

X i
ayy = %2— [(l+ p—o)cos Osin@ — —T8~(l+ u—a)cos @sin@(cos?O + 3sin*@) +

+ 18- cos@(cos?@ —3 sinz@)] ,
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3
ays = % [rﬂcos?.@— 116—(5cos4@—3sin40—600s2@sin2@)+
. » 3,
+i —2asm@+—4—r sin@||,

Ay = £[~rﬁsm2@+ —Bsin20(cos*® + 3sin? @)+z(2acos@~ —i—r occos@)]

The d modulus has been defined by (6.2)5 in [4]. Let 4; means a wavelength of the defor-
mation pattern in k direction; 1; = 27/lk|.
Thus the magnitude 7 is:

v =2mil, = 222 L a6075 0

V3T

where b = 11/ 3 stands for the spacing of main nodes. From now on the 7 quantity will be
supposed to be less than one, T < 1; this yields 1, > 3.6275 b. The parameters = and &
are interrelated by means of the formula z/e = 2zl [44.

Let @, and %, stand for the absolute values of the transforms @ and max #* measured
at the fixeQ node O of the grid."The parameter ¢, * /iy = ((po/ll’ ) ¢ determines the rela-
tion between rotation and dlsplacements of the node O. Depending upon the assumed
estimates of value of this parameter three types of equations describing hexagonal grid
behaviour can be distinguished:

a) (}70 s/@’o ~ 72 — the state (model) of infinitesimal rotations,

b) <p0 s/![’o ~ 7 — the state (model) of small rotations,

C) Po &~ SPO — the state (model) of moderate rotations.

The relation a ~ b (which reads: g is of the same order as b) should be understood in
the sense similar to that used in the literature devoted to the thin shell theories, cf. {5, 6].

Within the frames of the mentioned deformation classes differential models of an arbi-
trary accuracy order can be formulated. A brief analysis of approximation of strain energy
density ¢ in two cases b) and c) will be carried out below. The case a) will not be dealt
with here. :

Ad b) On inserting @, ~ %1’})0 into (4.5) we have

2 °B
&(k) ~ l(%) Z ), (@)r’"]l‘l’ 2.
m=0
Three first terms of this expansion correspond to the approximation of & which yield a se-
cond-order model derived in [4], Sec. 6, Egs. (6.1). The presented derivation provndes
a deeper insight into the assumptions (1mp11c1t1y and tacitly assumed in [4]) which are
a basis of this model. -
On neglecting all the terms except_ for the two first ones the first-order model, cf. [4],
Sec. 7, occurs.
The first term of the expansion is related to the zero-order, asymptotic or Horvay's
theory, see [4], Sec. 8.
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A 1. A .
Ad ¢) On substituting @y ~ ~6—‘I/0 into (4.5) we obtain

[2e)
k) ~ [61— P eEﬁ,’>(9)-f’"]l¥’o|2-
m=0 :

By neglecting the terms of higher order than second (i.e. proportional to z?, p > 2) we
arrive at the expansion which corresponds to the micropolar-type approximation. Also
herein it can be pointed out that the approach presented has revealed and elucidated
aésumptions which constitute a basis of the Cosserat-type models of fine hexagonal net-
works.

4.3. Stability. Necessary and sufficient stability conditions of Eqs. (4.1) (in the spirit of
Kunin, [7]) will be arrived at. According to this definition stability of equilibrium is satis-
fied provided an energy expressed in terms of the wave vector components k, is positive
definite. Stability implies both existence and uniqueness of solutions.

The Egs. (4.1) are stable in the considered meaning when and only when the matrix

Qu+0)x*+(p+a)y* (A+p—a)xy BO(x?— y*)+ 2ay-i
Alx,y) = |G +p—o)xy Qu+2y*+ (p+ou)x* —(2B%xy + 2oxi)
BO(x* — p?) — 2api —(2B%.y—2a-x-i) COx*+y*)+4o

is positive definite-for arbitrary x, y € R. It can be shown (cf. [8]) that the above condition
"can be reduced to the system of inequalities involving effective moduli 4, u, o, B® and C°

u>0Ad>0A2u+2 >0n
<B°)2) ( - (B ” (4.6)
Ce .
it vie > p+ia >2#+1
By virtue of the definitions (6.2),_, [4], of 2, » and « moduli it can be stated that « < p+
+ A. The last condition (4.6), reduces to the form
C® > C2 = (BY)*/(u+a). 4.7

The moduli A, u and « satisfy the conditions (4.6),_ 5 whereas the inequality (4.7) is not
fulfilled for real grids. Therefore Egs. (4.1) obtained by formal (allthough justified in the
previous section) simplifications of the second-order Egs. (6.1), [4], are unstable in the
meaning of Kunin.

[(a< p+AACo >

4.4. Strong ellipticity. Strong ellipticity of a partial-differential equation system implies
(see [9]) the solutions featured by the properties similar to those known from a classical
theory of well-established boundary value elliptic problems involving a one function to be
sought. If boundary conditions are admissible the strong ellipticity suffices for existence,
uniqueness and continuous dependence the solution upon the boundary conditions.

Consider a correctly supported hexagonal grid plate. Solutions are unique and always
exist as it clearly follows from the theory of structures. This continuum theories ought to
ensure (apart from specific cases which are not dealt with here) the solutions to be unique
that holds good provided the moduli A, z, «, B® and C° satosfy the strong ellipticity condi-
tion.
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The set of Egs. (4.1) is strongly elliptic when and only when the matrix

Qu+Nxt+(u+o)y* A+p—o)xy BO(x% — y?)
E(x,p) = |(A+p—0)-xy Qu+Hy*+(p+ou)x* —2B%y
BO(x?*—y?) —2B%xy CO(x? + y?

is positive definite for arbitrary x, y € R. On using Sylvester theorem necessary and suffi-
cient conditions of strong ellipticity, [8]

2u+A >0Aputa>0n
(B°)2) ( 0 (B°)2) (4.8)
0 _
[(oc</z+l/\C ># pod A4 x> pu+AnCl > 0t ]

are arrived at. Therefore stability implies strong ellipticity condition so that ellipticity
analysis does not yield additional restrictions imposed on moduli B® and C°. Thus Egs.
(4.1) are not strongly elliptic.

5. Formulation of stable quasicontinuum Cosserat-type x-models

5.1. Modification of the modulus C°, In the preceding sections instability and non-ellipticity
of Egs. (4.1), which approximate difference equilibrium equations (3.4), [4], on their
solutions, have been shown. In order to construct a stable system of equations (which will
be called » — equations) a modification of the last equation (3.4);, [4], expressing
a balance of moments of the main node i, will be carried out. The modified equation reads

L310) + L3 + L 33() + £ 5(F,, F2, M) = 0, .1
where

o= (g, u%), @ =(px, @), o=1,2, K=1,..VI,

4 #* * * * * (5.2)
Fcz = (Fg,Fg, Fg’ Fa): M = (Ma,Mh, C)M)
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Quantities (#%, px), K =1, ..., VI, denote displacements of main nodes surrounding the
main node i to which Eq. (5.1) is referred, cf. Fig. 2, (%, ¢) mean displacements in the

i node; ;‘ s .ilj, J = a, b, ¢, denote forces and moments subjected to intermediate modes
surrounding i; F*, M stand for similar quantities referred to the latter node .By means of
L35, £ difference operators determined by the coefficients @ and S{¢ (see Eqs. (3.5)
in [4]) are denoted.

The object of the modification is an operator .#,,

| 4 2 I+, 2 (Bn-w)?
2’()={[—-_ — - == = — +
P Y3 nl+m)  y3 7 3y/3 nGn+n) |7
2 2 3 2 c J
\ —_ —~
+[—___ 2 Gn=m ] My, £ (5.3)
3Y3(t+m)  9Y3 A+ | T
Let the differential expression
Co'(,,)V2<p(x°)—4oup(x°), V2 =3240%, a=1,2 5.9
be approximated by a weighted difference expression % 5;(¢p)
Z23(@) = CoyViep —40p (55)
where '
1 . vI 174
2 3 - 1—-x
Vi = o | —dpt > Dol @ =mpr T D, (5.6
3 3 J=1I 6 J=1

The parameter # is taken from the interval [0,1] hence the weighted coefficients are assumed
to be positive. The expression ¢ approximates the value @(i) with an error of order /2
The expression V¢ approximates the laplacian V2p with an error of fourth order. Thus the
RHS of Eq. (5.5) approximates (5.4) with an error of second order. By equating (5.3) with
the RHS of (5.5) two relations involving Cf,, and « are obtained. The first one yield the
known definition (6.2)5, [4], of the modulus «. The second one results in ,

C’ = C°+3(1—x)al?

0 - ]/ 3 — ., ]/3_77 EJ
Con ={W[9'ﬁ2+6'(2—3”)77‘77+77]—W}T- (5.7
If % = 1 we have C{;, = C°. Thus a simple generalisation of the definition (4.3), is found.
The modulus Cg,, (being dependent upon x parameter) varies considerably when » changes
its value from zero to one. If % = 1/3

o = Y3@n+7+1) EJ
1/3) 3(77_’_1) ]

and thus the Wozniak-Klemm’s modulus C*, see (3.3),, occurs. It is worth mentioning that
the modulus C*, (3.4),, resulting from the second version of constitutive equations, differs
inconsiderably from C{, = C° provided the bars are sufficiently slender (7 = %)

=C" (5.8)
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U ‘/§ _ﬁ) _/j _.Ei = C* .
1y = ('3—_ 1+,’7 l 3 ] (59)
5.2. Stability condition. Lower and upper bounds of the modulus CZ,. Examine for what values of
» the modified system of Eqs. (4.1) (viz. in which a quantity C° is substituted by CLy)
satisfies stability as well as ellipticity conditions. Stability (or strong ellipticity) cond1t10n
4n:
cg, > co= BV
uta
implies the domain of variation of » parameter to be decreased to the interval [0, ,) being
dependent upon the slenderness ratio .
If 3§ =~ u we can evaluate

249> + 266y + 17

= L~ 0.7 : .
Hy = a7 +360;7+36 0 for u» 25

One can require the Cg,, modulus to satisfy inequality (3.5); resulting from positive de-
termination of strain energy expressed in terms of strain components y,, and x,.

Coy > Cha. = (B [u : (5.10)
that decreases the upper bound of x: % € [0, x%;) where %4 < »,. The definition of x4 ex-
_pressed in terms of 1 will not be reported here.

The upper bound of CQ, : Co, < Cd, does not follow from physical considerations but

from the condition of positivity of weighted coefficients in (5.6),. Thus the modulus
Cg, can vary in the limits ,

Cra. < Cl<Chy or CY<CQy >Ch. (5.11)

5.3. K-representation interpretation-of the proposed ,,stabilisation procedure”. Remarks on the range of
applicability of the micropolar-type x-models. The proposed modification of #;; operator can
be interpreted as an approximation of the function P~*. @a’; (k) defined by Eq. (3.5) in [4].
Accuracy analysis of this approximation is outlined below.

The function P~!®,4(k) can be expressed by the formula

o 1
A — 3 —
Pridsk) = BR 42060 D cos(ly/Tkt)) = 4 %y Dleosliy3ut) -1] - .12
T=1 ' T=1
where the relations )
6D+ B = ha,  —ASOL) = y

have been applied. The constants « and y have been defined by Egs. (6.2)3, in- {4]. Com-
ponents of t; vectors are, see Fig. 1 in [4]

tr = (=05, —¥32), tu =105 —V3/2), tu=(0.

It can be shown that the function @aa(k) varies almost independently of the wave vector
direction provided = = /- k| < 3, thus,
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m nr
Zcos(ll/ikn) & 2005(11/3—(0, |k|)tJ) = 2.cos(l.57)+1
=1 I=1
hence
- 8
P '®y5(k) = da— -»g-y[cos('l.Sr)—l], (5.13)

The modification proposed in Sec. 5.1 corresponds to the approximation

P*l,qc)ga(k) = dot+ oo P k|2 = da+t p -T2 (5.14
where yy = Cooll*, vy =9, yw >y, if =€,
Fig. 3 displays variations of the function f

f(o) = a—l_l;és”(k) ~ 4+ %% (1 - cos(1.57)) (5.15)

and its approximation (Eq. 5.14)
~ L4 Y Yo 2
g(”)('f) ~ 0(.?4333(]() ~ 4+ —OC" 7—'{ (5.16) .

The diagrams in Fig, 3, are found for n = % = 50 (//h = 7) thus p/a = 0.6275.

As it was possible to suspect it can be stated that g, curve yields the best ap’broxima—
tion of f. For wave vectors satisfying the condition = < 1.5 a relative error of approxima-
tion of f by g(1, is less than 109 and less than 2.5% provided = < 1. If an accuracy analysis
is confined to the behaviour of the function (1;33(k) one can conclude that unstable Cosserat-
-type model which employs the set of moduli 4, 4, «, B°, C{;, approximates ,,rotational
waves” (i.e. two-variable continuous functions interpolating rotations of main nodes) of

s

2n , ..
lengths 4, = _Ik—y], > 27/ with some per cent errors only. Considerably worse result is yielded

from the set of moduli (1, g, &, B®, C,). If T < 0.25 a relative error approximation of
£ by g is less than 4.7%,. The latter condition means that ,,rotational waves” of lengths
A > 87l x 23.14 | are admitted with 5% error whereas the wave patterns of 1, > 4- 7/
are related to 18% of error. Therefore according to the choice of the parameter » € (0, 1) the
,,rotational wave patterns” of lengths 4; > A, where 4, € (6.28 /, 25.14 /) are admissible.

10

. o/ /lowre’ Y

8 7 7

. / // y//

. //// A

== [

2

1

0 01025 05 10 15 20 25 30 15 40
1= k|

Fig. 3
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The above analysis is somewhat incomplete since our attention has been focused on the
function ®;;(k) only. _To make-up the considerations a complete analysis of approxima-
tions of all functions @aﬁ should be given.

Mention yet that the constant function 4(r) = 4 supplies a better approximation of the
function f that g, functions provided ,

Yaoly > 2. (.17

Therefore » parameter cannot be to small; if not the carried out modification of @3 3 induces
the greater error than a simple neglect of the term C°V?g in (4.1);. It is easy to show that
lower bounds of C°: C3, and C? do not satisfy (5.17), ie. Cpq4. > 2C%y =2y 2,
Nevertheless it is more purposeful to retain the term C°V2gp in (4.1); than to neglect it
(and further to eliminate rotations ¢ from Eqs. (4.1).,, see [4], Sec. 6) in order to formulate
well-established stable theory. However the stability is achieved at the sacrifice of the ap
proximation condition.

6. Comparison of WozZniak’s and x-models.
Further remarks on accuracy analysis

6.1. Governing equations. Governing equations (3.1) and (4.1) have similar forms. As it
has been mentioned is Sec. 4 both systems of partial differential equations involve the same
moduli 4, # and &. Qualitative differences distinguish between two sets of moduli B and C;
to this topic Sec. 6.4 will be devoted. Essential quantitative differences occur in functions
approximating effects of external loads. Definitions (4.4) of p* and ¥3 cannot be rearranged
to the form (3.2), viz. Egs. (3.2) do not involve ;)“ but their derivatives only. The latter
fact can be treated as a shortcoming of the theory. The definitions of Y3 and 'Y? are also
different. In the case of slender rods (I/h > 7, n > 49, say) 'Y? depends inconsiderably on

*
Y? and, if n - o we have 'Y? - Y3, on the other hand in x»-models there is: Y3 — Y3~

*
—0.5Y3 provided 5 — 0.

6.2. Existence and uniqueness of solutions. The existence and uniqueness of solutions are
ensured by:

a) stability (4.6) or strong ellipticity (4.8) condmons —in the case of x-models;

b) positive definiteness of strain epergy expressed in terms of y and » tensors (3.5) —
in both approaches due to Wozniak’s concept.

It is worth stressing that the latter condition is stronger than the former.

6.3. Boundary conditions. In Sec. 4 boundar‘y conditions of »-versions have not been formu-
lated. However, since the governing equations of these models have similar form to Woz-
niak’s equations it seems reasonable to subject the solutions to similar boundary conditions,
cf. Egs. (7.3) in [3].

6.4, Analysis of moduli B and C, In the papér [3] (cf. Sec. 3 of the present work) two ver-
sions of constitutive equations of Wozniak-type models resulting in different moduli B
(B, B")and C(C", C") have been proposed. Considerations based on the quasicontinuum
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approach (Sec. 4) yield the one definition (4.3) of B® and C°. In Sec. 5 the one-parameter
definition (5.7) of the modulus C{,, has been derived.

Variations of moduli B(p), o € [0.8, 1] (ratio ¢ being defined by (2.1)) are plotied in
Fig. 5 in the case of » = 0,3 (so that % = 5+3.12). The following inequalities hold true

B(0) < B%) < B'(), 0<[0.8,1].

Differences between B” and B° are considerable. If one assumes B° as exact difinition of B
deviations of B" from B° attain to 100% relative error.

: V= 0.3r
\
\\
\

3010

0.005
C/el =&y EL?
G o E/E
S
0001 ¢/er

[ Y
080 082 084 086 088 090 092 09 096 098 ¢

Fig. 4

Consider variations of moduli Cg,(e), C"(g) and C' (). The family of curves Cg, (o)
covers the area between C%,(p) and C2(o) or C2.4 (o) curves. In Fig, 4 two curves C (o) =
= C{ 3y and C{ 2, lieing within the mentioned ,,admissible” area and a curve C” (¢) outsi-
de this region are plotted.
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6.5. A range of applicability of two models due to Wozniak’s concept. Analogously to the method
applied to »-versions, cf. Sec. 5.3, an accuracy analysis of the two models due to Wozniak's
concept -can be carried out: )

i) Wozniak-Klemm's variant.

Examine approximations of functlons @aﬂ(k) (see [4]) correspondlng to Egs. (3.1) of
I version in which moduli A, u, &, B" and C~ are employed. An analysis will be restricted to
@, and Qﬁk;, (k = 1, 2, 3) functions approximations of which are non-trivial i.e. do not
result from neglect of higher order terms in the expansions (5.2), [4]. By virtue of an equality

&%k = (13,‘3 it is sufficient to analyse three functions (13,‘3, k=1,2,3, only.

Approximation analysis of @33(k) outlined in Sec. 5.3 makes it possible to evaluate the
errors of approximation of this function induced by Wozniak’s models. Namely, bearing
in mind that Eq. (5.8) holds good, an analysis of approximation by the I model reduces to
the analysis of the case of » = 1/3. A curve g(y,3) is displayed in Fig. 3. On assuming the f
function to be approximated by gy, with a 125 error a quantity A, (cf. Sec. 5.3) amounts
to Ayjay = 4+ 7+l 2.7.26b. Thus only smooth regular long ,,rotational waves” ¢ of 1; >
> A3 may be admitted.

Consider a function @ 13(k) and its approximation related to the I version. First few
terms of (1313 written out explicitly read,'

A 4 . .
P“éqﬁls(k) = é [120052@— %(cos“@——3{sin“@—~60052@sin2@)}+ 6.1

- i_z—sin O(8 — 312

where (acc. to notations 1ntroduced in Sec. 4.2) I- kX = 7 (cos @, sin @) whereas the follo-
wing expressmn

Pt id)”(k) /3 20032@ 2ivsin®,  fY = Bl (6.2)

corresponds to the first (I) version. The approximation errors being induced by (6.2) depend
considerably upon the wave vector direction and attain the greatest values when k, = 0.
One can show that if lattice bars are slender (y > 50, say) a relative error of evaluation of
absolute values of complex function @')13 is not less than 159 for arbitrary k; > O and
amounts to 17% if cos @ = 0.25. Thus no matter how the functions 4* and @ are regular
approximation errors of |ﬁ>13| are at least about 15%;. In the case of k, = O the errors
induced by (6.2) are less than in the previous case and tend to zero provided 4, — 0. Defor-
mations of k = (0, kz) direction and of wavelengths 4; > 87zl are associated with 4.6%
error of evaluating of |®13|, and if 4; > 4:7'51 the errors increase to 15%.
Consider the errors of evaluating of |d5,_3(k)l ”lhe first few terms of @23 are

P“—aéd;zg,(k) =~ %rzco__s'@.sin@ [ —~2-F TT (cdsz@ +3 sin-?-@) -+

+i[2rcos@_— %ﬁcos@]. (6.3)
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Equations of the (I) version result from the approximation

v

!
(]323(k) »~§———r cos@sm@—{-mrcos@ (6.4)

If k1 = 0 the apploxxmdtmn errors vanish. For k, =0a wavelength 8- nl couesponds to
2.2%, error of evaluating of |<1723| if Ay = 4zl an error amounts to 8.5%. In the case of
k; = k, (O = n/4) wavelengths 4, > 8/ correspond to 5% error, and if 4, > 4al —to
15% error.

The above analysis proves that approximation errors of |([)k3|, k=1, 2 3, are of the
same order (129,—15%) in the case of wavelengths 1, > 4l

i) Variant I1. ' , _

In this version approximation of |(3533| is considerably better than in the first (1) version.

A curve &

A 1A
8() = —basll) = 4+ L

[

< [~

2, p=Cl?

approximates the function f (cf. Fig. 5.2) with an error of 12% provided Ag > —g 7l 5 2.42b, |

and with 3.2% error for A4 > 27l.

Consider (1313 function. According to the wave vector dlrectxon a relative error of
evaluating of |G513| is less or great than that induced by Klemm-Wozniak’s equations. In
the case of k; = 0, k5 > 0 an error of 9% is associated with deformations of wavelengths
Aa > 4wl (in I version — 15%). The error decreases to 0% provided k, — 0. Assume
that k, > 0, k, = 0. If k; — O the error tends to 439/ and decreases (what is a paradox) to
17% for A4 = 27/. In the case f of k; = k, the errors induced by both (I) and (II) versions
are identical. A ' R
Consider approximations of |@,5(k)|. In both cases: k;, = 0,k, > Oand ky> 0, ky =0
the errors are equal to those induced by the I version: 2. 2/ for A4 > 8x/ and 8.5 o if
A4 > 4zl In the case of k, = k, an approximation error of |(_152 3l is equal to 16.5% provi-
ded 4; > 8l thus it is greater than in the I version where this error is about 5%, -

Therefore approx1mat10n errors of |Q>3k| hesitate: from 1ncon51derable errors induced
by the approximation of |d>3 3| to essential errors related to (_1513 in the particular case ‘of
k, = 0. Note that in the case of deformations relevant to the vector k = (0, k), displa-
cement waves of 1, > 4zl correspond to 10% errors what'is rather a small value if one
takes into account that a wavelength A,d min = 4/ is relatively short with respect to the
internode distance. Displacement waves of the direction k = (k;, 0) are related to the
errors of about 40%. Thus the II variant is chardcterized by the lack of symmetry of
approx1mat10ns directions k, and k, are not equlvalent here. ‘

7. Concluding remarks

Three Cosserat-type models for fine hexagonal grids have been analysed:
i) wariant I (due to WozZniak and Klemm) mvolvmg moduli 4, u, « B and C _
ii) wariant Il in which moduh A, u, , Band C are employed

s
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iif) x-models with moduli A, u, o, B® and C%,, x € [0, #,).

In order to estimate ranges of applicability of the mentioned models approximation
errors of (133,3 and (ﬁﬂs, 8 =1, 2, 3, induced by each approach, have been examined.

Ad i) It has been shown that approximation errors of |<i5k3| are equal to ~ 159 for
deformation patterns of wavelengths 14 > 4xl. This value of errors results from the,
approximation of all of the functions 423,‘3, k=1273

Ad ii) The considerable approximation errors pertain to the functions (3“3, =12
These errors depend upon the wave vector direction. To wave deformation patterns of

= (k,, 0) a 40, error of evaluation of |<D13[ is related

Ad iii) The essential errors occur in approximation of the function @33 and strongly
depend on a choice of a parameter . In the limiti ng case of » = 0 an 189 error is related
to rotational wave patterns of A4 > 4nl whereas if x = 1/3 an analogous error is equal to
12%.

The presented error analysis is obviously simplified since no relations between resulting
errors of the sought functions #* and ¢ and errors of approximations imposed on functions
, (5, ;(k) have been given. Nevertheless the proposed accuracy analysis allows us to formulate
the followmg remarks.

. It is impossible to suspect which of the versions consndered (i + iii) induces the
greatest errors of evaluating displacements »* and »* whereas it is almost apparent that
the (ii) version should yield the best evaluation of nodal rotations ¢.

2. The unstable variant »# = 1 (iii) can be employed for examining local effects resulting
for instance from an influence of concentrated nodal loads.

3. The version (iii) allows us to consider an effect of changes of the parameter x» on
solutions of boundary value problems. Computations performed for several values of
x € (0, %) yield results which are divisible into two groups (a) and (b). Results of (a) type
are stable with respect to variations of » whereas the (b)-results do not satisfy the latter
condition. Apart from this, a zero-order Horvay’s asymptotic model (see [4]) involving
displacements #*, u? only, can be employed. Results of (a) type vary inconsiderably thus
only these results are reliable. Nevertheless results of (b) type are of great interest, because
despite the fact that their values are evaluated incorrectly, valuable qualitative information
is obtained. In cases of simple states of stress, to (a) group displacements belong while
rotations belong to (b) group.

- The remarks formulated above are confirmed in [10] in the specific case of infinitely
long grid strip of hexagonal structure subjected to longitudinal forces. Specifically, the
remark 1 occured to be accurate; allthough approximations of nodal rotations are charged
with errors, the II version seems to induce the smallest ones. Nonetheless it should be
pointed out here that the Cosserat-type models provide the description qualitatively correct,
particularly the alternate vanishing variation of rotations of main and intermediate no-
des lieing along the lines perpendicular to the strip’s horizontal axis being successfully
predicted.
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AHAJIN3 P®U3HUYECKOH MPABHIIEHOCTHU MO;IIEJIEI;I THIIA KOCCEPATOB ]I
CETYATLIX T'EKCATOHAJIbHBIX ITJIACTHHOK

B paGote paccmaTpHBaeTca npobilema QHU3HYECKON KOPPEKTHOCTH MUKPONOASPHOM MOLENH CTEpXK-
HeBBEIX [EKCArOHANbHBIX NNACTHHOK. IIpoaHanW3HPOBAHLI TpH BapHaHTA TAKMX TeOpHH: [IBE BEpPCHH
mopenu BosHsKa H NCEBIOKOHTHHYANbHBIE %-MOJCIH HNOMYYEHb! IIYTEM COOTBETCTBYIOLINX MO DHKAIMI
ypasuenuii Porynn — KyHuna. .

Yrnpyrue cBoHCTBa PEIUETIM ONPENEIIAIOTCA NPH Nomolny apderuBHbIx Mopynedt A, 4, o, B u C.
TlepBble TPH KOHCTAHTbI ONpEHeJIeHbI OHO3HAYHO, B TO BPEMA 1KaK ,,MHKponossapHeie’” mogymu B u C
326HCHT OT BLIOOPSA BapHaHTa MCTONA KOHTHHYAHOH onucH perérxu. Kpome TOro, aHanusHpOBIHHLIE
TEOpUH PasHbIM 00pa3oM YUHTBIBAIOT BIIMAHME HATPDY30K B ,,JIOCPEACTBEHHBIX’’ y3718X KOHCTPYKIIHH.

Karxpo#t Bepcun onucr tuna KoccepaTos oTsevaeT HCKOTOPAs, aulporcumalusa (GyHxumu Pop(x)
B oxpectHocTH K = 0. TIpencraBieH aHayun3 NpUOIIDKEHHH Tex (DYHKUMH C IIOMOLLIO KOTOporo dopmy-
JHPYIOTCS THIIOTE3bI KACAIOWIMECH IPAHMUL NpHMereHHsa guddepeHUMARBHBIX MOLEIEH.

Streszczenie

ANALIZA FIZYCZNEJ] POPRAWNOSCI MODELI TYPU COSSERATOW
PRETOWYCH TARCZ HEKSAGONALNYCH

W pracy podjeto problem fizycznej poprawnosci modelu mikropolarnego pretowej tarczy heksago- -
nalnej. Dokonano analizy trzech wariant6w teorii wykorzystujacej ten model: dwie wersje teorii WoZniaka
oraz pseudokontynualne » — modele otrzymane droga modyfikacji réwnan Roguli i Kunina.

Wiasciwosci siatki sa okres$lone za pomoca moduléw zastepczych A, u, «, B i C. Pierwsze trzy stale sa
jednoznacznie okreslone, podczas gdy moduty ,,mikropolarne” B i C zaleza od wyboru wariantu metody
kontynualnego opisu tarczy. Ponadto analizowane wersje w rézny sposob uwzgledniajg obciazenia przy-
lozone do wezidw posrednich. ) N

Kazdej wersji opisu typu Cosseratow odpowiada pewna aproksymacja funkcji @yp(k) w otoczeniu
k = 0. Przeprowadzono analize aproksymacji tych funkcji i na jej podstawie sformulowano hipotezy do-
tyczace obszarow stosowalnoéci omawianych modeli roézniczkowych.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 wrze$nla 1983 roku
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WPLYW GRUBOSCI NA NOSNOSC GRANICZNA I STAN ODKSZTAECENIA
PEASKICH ELEMENTOW Z KARBAMI PROSTOKATNYMI
O ROZNEJ OSTROSCI
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1. Wprowadzenie

Znaczna liczba elementéw maszyn i konstrukeji inzynierskich ma posta¢ ptaskich pretow:
oslabionych karbami. Karby te sg przyczyna koncentracji naprezen, ktére moga znacznie
przewyzszaé §rednig warto$é naprezen obliczonych jako iloraz sily przez pole przekroju
poprzecznego. '

Przy obciazeniach quasi-statycznych okreslenie rozkladu napr¢zen i teoretycznej nos-
noéci granicznej plaskich elementéw z karbami jest mozliwe w dwéch skrajnych przypad-
kach, a mianowicie, dla ptaskiego stanu odksztalcenia i dla plaskiego stanu naprezenia.

Rozwiazanie kompletne dla plaskiego stanu odksztalcenia jest mozliwe, o ile stosunek
czgéci poza karbem 2¢ do przewgzenia 24 (rys. 1b) jest na tyle duzy, e pole linii poslizgu
lezy calkowicie wewnatrz konturu preta [1, 2]. JeZeli jednak warto$é parametru x = c/h jest
mniejsza od wartoéci wynikajacej z przediuzenia siatki linii poslizgu w obszar sztywny
(rys. 2), mozliwe jest jedynie oszacowanie gornej i dolnej oceny nosnosci granicznej.

W rzeczywistych konstrukcjach wystepuja czesto elementy, ktorych grubodé (wymiar
2b narys. 1) nie jest na tyle mala, aby powstat plaski stan naprezenia, ani na tyle duza, aby
powstat plaski stan odksztalcenia. Powstaje wowczas wazny problem, kiedy teoretyczne

“schematy plaskiego stanu naprezenia i plaskiego stanu odksztatcenia moga stanowié dobre
przyblizenie rzeczywistych warunkoéw panujacych w elementach o posredniej grubosci.
Préba teoretycznej analizy tego zagadnienia, polegajaca na doborze odpowiednich pdl
kinematycznie lub statycznie dopuszezalnych, moze daé jedynie przyblizong ocene wielkodci
2b, niezbednej dla powstania stanu zblizonego do ptaskiego stanu odksztalcenia. Catkowicie
pewne informacje moga byé uzyskane jedynie w sposdb doswiadezalny.

W. S. Zukowski [4, 5, 6] wykazal, ze w pretach stalowych z karbami katowymi stan
odksztalcenia zblizony jest do plaskiego dla stosunku b/ > 4.

W pracy W. Szczepinskiego i J. Miastkowskiego [7] warto$¢ stosunku b/h jest wigksza
od 2 w pretach stalowych z karbami prostokatnymi o zaokraglonych narozach.

W pracy W. N. Findleya i D. C. Druckera [8] warto§é stosunku b/k = 7 dla plaskich
pretéw aluminiowych oraz b/h = 4 dla prébek stalowych ostabionych odpowiednio na-
cigeiami katowymi i prostokatnymi z zaokraglonymi narozami.
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W pracy autora [9] stwierdzono, ze w pretach ze stopu aluminium, ostabionych karbami
katowymi, plaski stan odksztalcenia praktycznie realizuje si¢ juz dla stosunku &/h > 3,

Z przytoczonego przegladu prac wynika duza réinorodno$é ocen wartosci granicznej
parametru A = b/h, ktorg dla celow praktycznych mozna z dobrym przyblizeniem przyjmo-
waé Za poczatek realizowania si¢ w elementach z karbami plaskiego stanu odksztalcenia.
Podstawowa przyczyna tej rozbieznosci jest to, Ze % pracach tych badania przeprowadzane
byly w sposéb wycinkowy i fragmentaryczny. Wyniki te wigc nie daja podstaw do uogél-
niefi, zwlaszcza, ze badania przeprowadzano na prébkach wykonanych z réznych materia-
14w i oslabionych karbami. o odmiennych konfiguracjach.

Prébe wyjasnienia tego zagadnienia podjal autor w pracy [10] w oparciu o badania
plaskich elementéw wykonanych z dwoch réznych stopdw aluminium i ostabionych karba-
ni okraglymi o réinej ostroéci. Stwierdzono, ze w przypadku karbu okraglego, graniczna
warto$¢ stosunku gruboécei do przeweZenia, powyzej ktérej w elemencie powstaja warunki
plaskiego stanu odksztalcenia, waha si¢ od 2 do 7,5. Warto$¢ ta zalezy od rodzaju materiatu
i od ostrosci karbu. W swietle tych wynikow latwiej zrozumieé spotykana w literaturze
réoznorodno$é ocen granicznej wartoéci parametru A = bjh.

W prezentowanej pracy zajgto si¢ pokrewnym zagadnieniem, a mianowicie podjeto
probe okreslenia warunkéw powstawania plaskiego stanu odksztalcenia w elementach
ostabionych karbami prostokatnymi o rdznej ostrosci.

2. Rozwigzanie sztywno-plastyczne dla plaskiego stanu odksztalcenia

Teoria stanu naprezenia i odksztalcenia w plaskim precie ostabionym obustronnie
symetrycznymi wycigciami i poddanym rozciaganiu jest oparta na zaloZeniu, Ze panuje
w nim plaski stan odksztalcenia. Teoretycznie nastapi to wtedy, gdy stosunek b/ (rys. 1b)
dazy do nieskonczonosci. Jednakze, jak wykazuja wyniki badan do$wiadczalnych, rozwiaza-
nia dla plaskiego stanu odksztalcenia maja praktyczne znaczenie juz przy gruboséci b kilka-
krotnie przewyZszajacej charakterystyczny wymiar 4. Okreslenie wigc na drodze ekspery-
mentalnej, kiedy teoretyczne schematy plaskiego stanu odksztalcenia moga stanowié¢ dobre
przyblizenie rzeczywistych warunkdow, stanowi istotny problem naukowy. Jest to o tyle
wazne, Ze w wielu rzeczywistych konstrukcjach wystepuja elementy o skonczonej wartosci
stosunku b/h. ‘

Wyznaczenie obcigzenia granicznego elementéw ostabionych symetrycznymi nacigciami
o dowolnym ksztalcie oparte jest na zaloZeniu, 2e caly najwezszy przekrdj ulegnie uplastycz-
nieniu. Stan naprezenia w sasiedztwie brzegu jest wowcezas zalezny jedynie od istniejacych
na nim warunkéw. Kontur karbu jest brzegiem swobodnym, a wigc warunki brzegowe sg
na nim jednoznacznie okres$lone. Rozwiazujac zagadnienie brzegowe Cauchy’ego mozna
wyznaczyé z obu stron symetryczne siatki linii poélizgu do osi preta (wstawka na rys. 2).
Metoda podana przez R. Hilla [11] pozwala obliczy¢ w sposéb numeryczny rozkiad na-
prezen i no$no$é graniczng dla dowolnego ksztaltu karbu [2]. Analiza teoretyczna wykazuje,
Ze naprezenia normalne na osi prébki z karbami sg znacznie wigksze od naprezen réwnych
granicy plastycznoéci materiatu o, wystgpujacych w skrajnych punktach zewnetrznych
[2]. Rozklad naprezen normalnych zalezy od ksztaltu karbu. W pewnych przypadkach
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‘naprezenia na osi sa przeszto dwu i pétkrotnie wigksze od ¢y, . Jak wiadomo, jest to Zwigza-
ne z istnieniem tréjosiowego stanu naprezenia w wewngtrznych punktach najmniejszego
przekroju, Taki rozktad naprezen w chwili potaczenia si¢ obszarow plastycznych powoduje,
2e no$noé¢ graniczna Pj pretéw z karbem jest wigksza niz pretow gladkich o takim samym
przekroju Py, . Liczbowe ujecie tego zjawiska okresla wspo%czynmk zwigkszenia nosnosci
granicznej f okre§lany z zaleznodci:

pl
Dla rozpatrywanych w pracy karbow prbstokqtnych wykres warto$ci wspélezynnika

zwigkszenia nosnodci granicznej /' w fun.kCJl ostrosci karbu B = e/h przedstawiono na
rys. 2.

2.1. PrzediuZenie siatki linii poslizgu w obszar sztywny. Catkowita pewno$¢, ze maksymalna si-
la, okreflona nos$noscia’ graniczna najmniejszego przekroju, moze byé przeniesiona przez
pozostale przekroje elementu bez naruszenia warunku plastycznosci, mozna uzyskaé budu-
jac przedhuzenie siatki linii poslizgu z otoczenia nacigé na przylegajace obszary (wstawka na
rys. 2) [2]. Pozwala to okresli¢ optymalng szerokoéé 2c (rys. 1) czgéei nieoslabionych. Sposéb
budowy przedluZenia siatki linii po§lizgu w.obszar sztywny podat J. F. W. Bishop [1]. Tak
zbudowane pole naprgzen w sztywnej czgsSci preta jest statycznie dopuszczalne. rieélone
na tej podstawie bezpieczne szerokosci czgéci chwytowych dla elementéw ostabionych kar-
bami o dowolnych ksztattach przedstawione zostaly w opracowaniu [2]. Dla rozpatrywa-
nego w pracy przypadku elementu z nacigciami prostokatnymi wykres bezpiecznej szero-
kosci czgsci poza karbem » = c¢/h w funkcji ostroéci karbu § = e/h podano na rys. 2.

Druga charakterystyczng wielkoscig przediuzenia w obszar sztywny siatki linii poslizgu
jest wymiar s (rys. 2), Wymiar ten ma duZe znaczenie praktyczne, zwlaszcza prz_yi analizie
no$noéci granicznej elementéw z wieloma karbami. Pozwala ocenié minimalina odlegtosé
migdzy nimi, przy ktérej ich wzajemny wplyw zanika. Wykres n = s/h w funkcji § = e/h,
dla rozpatrywanego przypadku karbéw prostokatnych, podano réwniez na rys. 2.

3. Doéwiadczalne badanie stanu odksztalcenia
w elementach z karbami prostokatnymi

3.1. Przebieg doswiadczenia. Probki do badan wykonano ze stopu aluminium PA2 (AIMg2).
Ksztalt karbu oraz wymiary probek podane zostaly na rys. 1b. Lacznie z prébkami bez
karbu (dwie prébki) badaniom poddano 47 probek. Wszystkie prébki mialy stala wartos¢
wymiaréw 2h i 2¢, przy czym szeroko$é czesci chwytowej 2¢ byla tak okreslona, aby w Zad-
nym z rozpatrywanych przypadkéw nie byta mniejsza od wynikajacej z przedtuzenia linii
poflizgu w obszar sztywny (rys. 2). Kofice probek, przeznaczone do mocowania w uchwy-
tach zrywarki, majg celowo zmniejszona szeroko$é, aby zwickszy¢ osiowo$é obcigZania
1 zapobiec ewentualnemu ich zginaniu w procesie rozciggania. Warto podkreslic, ze wszyst-
kie probki, zaréwno z karbami, jak 1 bez karbu, byly wycinane z plyty w jednym okreslo-
nym kierunku (rys. 1a). Prébki z karbami podzielono na 5 grup, ktére réznity si¢ migdzy
sobg ostroécia karbow B = e/h. Wartosci pigciu parametréw f, charakterystycznych dla
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kazdej grupy, podano na rys. 7. W kazdej grupie byto dziewig¢ prébek o réznej grubosci
(rysunki: 4, 5 i6).

Odksztalcenia mierzono z doktadnoscig do 0,001 mm za pomoca dwéch tensometrow
mechanicznych umieszogenych po obu stronach probki na bazie pomiarowej 60 mm.
Wydluzenie okreslano jako $rednia warto$¢ wskazan obu czujnikoéw. Mierzenie odksztat-
ceri na dwdch przeciwleglych powierzchniach probki + 6 pozwolito sprowadzié do minimum
bledy pomiaru wydluzen powstajace w wyniku ewentualnego zginania probki. Stwierdzoho,
3¢ powyzsza metoda badan zapewnita otrzymanie dobrych wynikow do§wiadczen. Wykresy
krzywych obciazenie-wydtuzenie cechowata duza regularnoéé przebiegu. Typowe krzywe
rozciagania probek gladkich i z karbami pokazano odpowiednio na rys. 3 i 4. Wobec braku
na krzywych wyraznego momentu pelnego uplastycznienia przekroju okreslano umowng
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granice plastycznosci. Utozsamiano jq z punktem, w ktorym modut stycznej osiagal wartoge
0,2 tga. Przez o oznaczono kat, jaki tworzy poczatkowo prostoliniowa czesé¢ wykresu
z osig wydhuZen (rys. 3 i 4). Okreslone w powyzszy sposéb wartosci umownych granic
plastycznodci byly podstawa do okreslenia wspotezynnika zwigkszenia nosnosci granicznej
S (rys. 7) oraz do okreSlenia grubodci granicznej, przy ktérej w elemencie pojawia sie stan
odksztalcenia zblizony do ptaskiego.

3.2. Wynlki badan. Material PA2, z ktérego wykonano probki, jest bardzo podatny do
obrébki plastycznej na goraco i na zimno. Stosowany jest do wyrobu érednio obcigzonych
elementéw konstrukcji lotniczych, okrgtowych, budowlanych i pojazdéw mechanicznych,
a takZe urzadzed przemyshu chemicznego i spozywczego. Umowna granica plastycznosci,
okre§lona wyZej opisana metoda stycznej, o, = 91,25 MPa. Wytrzymatos¢ na rozcigganie
0 = 201,5 MPa. Okre$lano ja z zaleznoci: '

_Pmax
Fo ’

O =

gdzie P,,, jest najwigcksza sila rozciagajaca dziatajaca na probke, a F, — powierzchnia
przekroju poprzecznego probki. Wartoéci umownej granicy ‘plastycznosci i wytrzymatosci
na rozciaganie sg okreélone jako $rednie z dwdch préb (rys. 3).

Na podstawie badan elementéw z karbami okreslono wartosci granic plastycznoéci o)
wytrzymato§ci o, . Wytrzymalo$é na rozciaganie okreélano, podobnie jak prébek bez kar-
bu, z zaleznosci:

*
* Pmnx
Oy = F s

[0}

gdzie Py, jest najwigksza sita rozciagajaca prébke z karbem.

Otrzymane wartosci o i o byly podstawa do sporzadzenia wykreséw tych wielkoéci
w funkcji grubosci A = b/h. Wykresy te wyznaczono dla pieciu grup prébek, a wiec dla
wszystkich pigciu wartosci parametru .= ef/h charakteryzujacych ostroé¢ karbu. Na rys.
51 6 podano przykladowo przebieg tych wykreséw dla dwdch wartosel S,

Rozpatrzmy teraz przebieg wykresu o7} na rys. 5. Widaé wyraznie, Zze zalezno$¢ ta ma
poczatkowo przebieg krzywoliniowy, a nastepnie przechodzi w prostoliniowa fazg ustabili-
zowana. Prostoliniowa czg$¢ wykresu bierze poczatek w punkcie przeciecia z przerywang
linig o réwnaniu 1 = 4,8. Oznacza to, ze od wartoséci 4 = 4,8 przyrost gruboéci probki nie
ma wplywu na wielkoé¢ granicy plastycznoéci. Moznna wigc uwazaé, Ze w rozpatrywanym
przypadku dla 1 > 4,8 w elemencie realizuje si¢ stan odksztalcenia bliski plaskiemu. Te
warto$¢ parametru A, od ktérej bierze poczatek prostoliniowa faza wykresu o, nazwano
wartofcia graniczna i oznaczono przez 1,,. W podobny sposéb okreslono wartosci graniczne
parametru Z,, dla pozostalych grup probek, ostabionych karbami o innej ostrosci. Drugi
taki przyktad podano na rys. 6. W tym p'r"zypadku Age = 5,6. Przebieg pozostalych wykre-
séw podano w postaci zaleznosci wspotczynnika zwigkszenia no$noéci granicznej f'w funkci
gruboéci A = b/h (rys. 7). Z rys. 7 wynika, e najszybciej stabilizuje si¢ wykres odpowiada-
jacy karbom o najwiekszej ostrofci. W elementach ostabionych nacieciami fagodnymi, stan
graniczny pojawia si¢ znacznie pdzniej, a wiec dla wiekszych grubosci.
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Obok wykreséw odpowiadajacych granicy plastyczno$ci oy, dla wszystkich pigeiu grup
probek sporzadzono takze wykresy wytrzymaloéci na rozciaganie of w funkcji grubosci
A = b/h. Widaé wyraznie, Ze wartoéci graniczne grubosci sa réine dla o}, i o).

Na rysunku 8 podano wykres parametru A,., charakteryzujacego graniczna grubosé
elementu ostabionego nacigciami prostokatnymi, w funkcji ostroéci karbu § = e/h. Przebieg
krzywej wskazuje, ze w elementach ostabionych karbami ostrymi graniczne gruboéci sa
nizsze od tych, ktére odpowiadajg karbom o mniejszej ostrosci.
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Na podstawie wynikéw przeprowadzonych badan mozna stwierdzié, Ze ostro$¢ karbu
jest istotnym czynnikiem.-warunkujacym pojawienie si¢. w rzeczywistym elemencie stanu

4. Whioski

granicznego zblizZonego do plaskiego stanu odksztaicenia.

W elendentach ostabionych nacigciami. ostrymi stan graniczny pojawia si¢ szybciej (przy
mniejszej grubosci), niz to ma. I]’llCJSCB w prgtach z karbaml fagodnymi, o duZych SZEero-

kofciach 2e (rys. 8).
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Peswme

BIVISTHUE TOJIIUHBI HA HECYIIYIO CIIOCOBHOCTE TTJIOCKUX CTEP)KHEH
C TIPAMOYTOJIBHBIMIY HAIPE3SAMU PA3JIMUYHOM TEOMETPUN

ITpuBoASITCS pesynsTaThl SKCNEPHMEHTATLAOTO MCCIEOBAHMSA BIMSHUS TOJUMHEBI ofpasia ¢ nps-
MOYTOJBLHBLIM HaJPE30M DasNHUHOW IEOMETPHHM Ha €r0 HECYIHYIO CIIOCOOHOCTE.

Onpenenensl NpeneNbHble TOJMHHLL CTEPIKHEH, DM KOTOPBIX PEANIH3yeTCsI MIockoe AedopMUpo-
BAHHOE COCTOSIIME.

Summary
THE INFLUENCE OF THE THICKNESS ON THE YIELD LOAD OF ELEMENTS WITH
A RECTANGULAR NOTCH OF VARIOUS GEOMETRY

The influence of the thickness on the vield load of elements with a rectangular notch of various
geometry was tested. The limit values of the thickness for which practically the plane state of strain occurs
were determined.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 listopada 1983 roku
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GRANICZNE ZAGADNIENIA ODWROTNE DLA ROWNANIA FALOWEGO

KrzYSZTOF GRYSA

Politechnika Poznanska

Wstep

Réwnanie falowe bylo wielokrotnie rozwazane w literaturze naukowej ze wzgledu na
rozliczne jego zastosowania. Gléwnie badano je pod katein znalezienia rozwiazaf zagad-
nien poczatkowych badz poczatkowo-brzegowych.

Tak zwane zagadnienia odwrotne dla réwnania falowego zaczeto badaé stosunkowo
niedawno. Przez takie zagadnienia rozumiano przy tym réinego typu problemy, m.in.

— zagadnienia wyznaczania nieznanych, statych lub zmiennych wspotczynnikéw w réw-
naniach,

— zagadnienie identyfikacji funkcji opisujacej zrédla zaburzen,

— zagadnienia identyfikacji obcigZenn brzegu obszaru (tzw. graniczne zagadnienia
odwrotne) i inne,

W odréznieniu od nich zagadnienia poczatkowo-brzegowe zwyklo si¢ nazywaé zagad-
nieniami prostymi lub bezposrednimi, [10].

Prace po$wigcone zagadnieniom odwrotnym dla réwnania falowego spotyka sie w li-
teraturze stosunkowo rzadko. Rozwazane sa gléwnie zagadnienia jednowymiarowe, wiréd
ktérych — wg rozeznania autora — nieliczne sa prace dotyczace granicznych zagadnien
odwrotnych. Istota tego typu zagadnien jest poszukiwanie warunkéw panujacych wewnatrz
i na brzegu rozwazanego obszaru na podstawie tzw, wewnetrznych odpowiedzi przy zna-
nych warunkach poczatkowych. Wewnetrzne odpowiedzi sa przy tym znane na pewnej
powierzchni (krzywej, zbiorze punktéw izolowanych — zaleznie od tego, czy rozpatrujemy
zagadnienie tréj-, dwu- czy jednowymiarowe) wewnatrz rozwazanego obszaru, przy czym
mogg to by¢ przemieszczenia, predkosci lub inne wielkosci.

W pracy niniejszej rozwazane s3 wielowymiarowe graniczne zagadnienia odwrotne dla
réwnania falowego. Na podstawie teorii potencjaléw wprowadzono reprezentacje catkowe
rozwigzan pewnych zagadnien prostych, a nastepnie sformutowano réwnania catkowe, poz-
walajace rozwiazywaé zagadnienia odwrotne. Sa to réwnania na gesto$é potencjatu opdz-
nionego warstwy pojedyficzej. Réwnania te wykorzystano przy rozwiazywaniu trzech jed-
nowymiarowych zagadnie odwrotnych, dla ktérych wyznaczono rozwiazania §cisle.

6 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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1. Potencjaly op6Znione
Rozwazmy rownanie falowe

2\ 1
(Vz“"‘clz_"a%'i_) u(x,t) = ——Cz—f(x, t)’ (X,t)EQXT, (1)

gdzie Q jest pewnym obszarem regularnym o brzegu kawatkami gladkim. Q < E™ gdzie
E™ jest m-wymiarowa przestrzenia euklidesowa; m = 1, 2, 3. Ponadto ¢ = const > (
jest predkoscia falowa, u(x, t) jest funkcja klasy C*? na Qx T, gdzie T = (0, 1), t, < + 0,
oraz f(x, t) jest lokalnie calkowalna na 2x T. '

Jesli polozymy f(x, ) = 6(t)0(x—y), (X, t) € E"x T, y € E™, wéwczas rozwigzanie
réwnania (1) otrzymujemy w postaci (por. [1], § 9.13, [2], § 5.9):
ot —rfc)

4mrc?
n(t~rfc)

2me2 Y/ 2 —(rfc)?

gdy x,ye E?,
V(x—y,1) = gdy x,yeE?, )

zicn(t—r/c) gdy x,yeE!, teT,

gdzie §(-) jest dystrybucja delta Diraca, r = [x—y|, 2 () jest funkcja Heaviside’a. Funk- .
kcje ¥V (x—y, t) nazywamy rozwiazaniem podstawowym réwnania (1).

Wykorzystujac rozwigzanie podstawowe wprowadza si¢ potencjaly opéznione, ktére
tutaj zapiszemy w postaci calek ze splotéw rozwigzania podstawowego i odpowiednich
gestoscei. _

Potencjatem opéz’nionyrh warstwy pojedynczej naiywa.my catke

WS(x, t1H) = ¢ [V(x—&, i) H(E, 1)dS(@), (x, 1) € E"x T, _ 3)
on

gdzie gestosé potencjatu, H(E, ), jest funkeja klasy C®2 na 3Q2x T, 402 jest brzegiem ob-
szaru 2 <« E™, % za$§ oznacza splot rozumiany nastgpujaco:

4
(F*0)0) = [ f@et-vydt, teT. @
V]
Potencjalem opéZnionym warstwy podwdjnej nazywamy catke
WD(x, 1|G) = c* ﬂg‘;l%g-ﬁ «G(E, 1)dS(8), (x, ) e E"x T, )
00 '

gdzie gestosé potencjahu, G(¢, ¢), jest funkcja klasy C*'2 na 92 x T oraz 8( )/on = n- y();
n(&) jest normalng zewnetrzng w punkcie &€ € 4Q. ;
Potencjalem opéZnionym objetosciowym nazywamy calke

' 2
WV, 1,0, 00) = | [vo(y) +ito(y) 57+, D ] Vx-y, )arw), 6
' Q2
(x, 1) € E™x T, gdzie funkcja uy(x) jest klasy C® na £, funkcja vo(x) jest klasy C* na Q,
funkcja zaé f(x, t), (x, t) € 2x T, jest klasy C*? na Q x T, ograniczona na £, [7], s. 250
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Potencjat WD oraz pochodna normalna potencjatu WS doznaja skoku przy przejiciu
z argumentem X do brzegu 0£. Zachodza zwigzki, [3]:

{-C(§; DGE, H+WDE, 1G), xe 2,

tim o P09 =\ _ e o166e, 1)+ wDGE, 116), x e 2, )

x—~LedR
teT, gdzie £ = E"™\Q, oraz
aWS(x, |1H) _

. 1 2 ' aV(g - C > t)
m T gy HE 0 j e I 0ds©), @

t € T, gdzie znak ,,+” dotyczy przypadku, gdy x € 2, a znak ,,—” — gdy x € £'. Funkcja
C(x; £) jest uogdlniona funkeja Heaviside’a i ma postaé’

L, gdy xelIntf2, IntQ = Q\JL2,
. 11/2, gdy x = £e9,0,
C(x; Q) = €(0,1), gdy x =£(€e€(dQ\9,0Q) ©
0, edy xe (2, '

gdzie 9,92 oznacza zbiér punkiéw gtadkosci powierzchni 9£2, [4]. Wartos¢ ¢ jest réwna
stosunkowi kata brylowego, jaki tworzy powierzchnia 92 w punkcie ¢, do petnego kata
brytowego (por. takze [5], s. 52 - 53). Calki po prawej stronie wzoréw (7) 1 (8) rozumie sig
w sensie wartodci glownej Cauchy’ego, [6], s. 155. :

Mozna udowodnié, ze potencjal WS jest funkcja ciagla na brzegu 002 obszaru 2 dla
teT.

W dalszych rozwazaniach przy obliczaniu pochodnej normalnej nie bgdziemy rozréz-
- niaé zbioru punktéw gladkodci brzegu, 2,2, od brzegu 9£2, gdyz krawedzie i wierzchotki
bedziemy traktowac jako domknigcia jednego z platow ograniczonych dang krawedzig
czy krawedziami, zbiegajacymi si¢ w danym wierzchotku. W praktyce obliczeniowe]j de-
cyzje o tym, do ktorego plata powierzchniowego dofacza si¢ krawedZz (wierzcholek) po-
dejmuje si¢ w oparciu o przestanki natury fizykalne;j. ’

2. Reprezentacje calkowe rozwiazan zagadnien prostych

W oparciu o twierdzenie o wzajemnosci, [2], s. 370, moZzna udowodni¢ nastgpujace
twierdzenie o reprezentacji calkowej rozwigzania réwnania falowego, [2], s. 372 - 373:
Twierdzenie | ’

Niech 2 < E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu d£2. Niech funkcja u(x, t) klasy
C*2 na Q x T spelnia réwnanie (1). Wéwezas dla x € E™ ma miejsce nastgpujgca reprezen-
tacja catkowa:
du

—-) — WD(X, f’Ll)+ WV(X, zl|f, Uo, 7)0): (10)

Clx; Qyu(x, 1) = WS(x,t o

gdzie uo(x) jest klasy C3 na 0, vo(x) jest klasy C? na 2, f(+, t) jest ograniczona i ciagta na
2, f(x, ) jest klasy C* na T oraz

[}
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limu(x, 1) = uy(x),
=0

f - 1
IimM = go(X), Xef, (n
t-0 at
a é(x; £) okreslona jest wzorem
N Clx; ), gdy x¢0Q,
Clx; 2 = i (12)
1-C(x; ), gdy x =¢€00.

Dla x = ¢ € 0R2 catki powierzchniowe po prawej stronie wzoru (10) rozumie sie w sensie
wartoéci gtdwnej Cauchy’ego. O

Na podstawie twierdzenia 1 mozna udowodnié inne twierdzenia o reprezentacjach roz-
wiazan zagadnien prostych. Moga to by¢ tak reprezentacje bazujace na potencjale warstwy
pojedynczej, jak i na potencjale warstwy podwdjnej. Ponizej przedstawiamy twierdzenia
dotyczace kilku reprezentacji catkowych rozwigzan zagadnien prostych,
Twierdzenie 2

Niech 2 < E" bedzie obszarem regularnym o brzegu 8. Niech funkcja u(x, 1), klasy
C?2 na % T, spetnia réwnanie (1) z warunkiem brzegowym

lim  wu(x,?) =ulg,t), teT (13)
Nax—£ed

oraz z warunkami poczatkowymi (11). Funkcja u, (&, ¢) jest przy tym klasy C';? na Q2 x T.
Woéwezas funkcje u(x, ¢) mozna wyznaczyé ze wzoru

u(x, t) = WS, t|H)+WV(x, t|f, uo, 2o), (x, ) e Int2x T, (14)
przy czym gestoéé potencjaiu warstwy pojedynczej spelnia nastepujace rownanie catkowe:
WS, t|1H) = uy&, 1) — WV(E, tf, up, vo), (E, 1) €92 % T. 0 (15)

Dowod:

Rozwazmy dwa problemy propagacji fal, w obszarze 2 i w jego dopehieniu £’ =
= E"™\ Q. Niech predkosci fal w obu obszarach beda réwne c. Zatozymy, ze w obszarze
fala opisana jest funkcjg u'(x, ), (x, t) € 2 x T, spelniajaca warunek brzegowy (13) i wa-
runki poczatkowe (11). W obszarze 2’ fala opisana jest funkcja u'”’(x, t), (x, t) € 2'x T,
réwng funkeji o'(x, t) dla (x, t) € 82 x T. W obszarze ' zakladamy zerowe warunki
poczatkowe oraz brak zrédel zaburzen. Na mocy twierdzenia 1| mozna napisaé nastgpujace
reprezentacje calkowe funkcji u’ oraz u”':

é(x; QDu'(x,t) = WS (x, t zZ, ) — WD(x, tlu"y+ WV(x, t| f, ug, Vo),
' (16)
é(x’ Q:)uu(x, t) = WS (X, t g’Ll”) — WD(X, t|ll”), (X, t) eE"x T,
Dodajac zwigzki (16) stronami i oznaczajac
u(x, £) = C(x; Qu(x, )+ Cx; Q)" (x, 1), (x,)eE"xT (1

H(C,t)=%;i(§,t)+gz-i:—(§,t). & 0HedlxT, n'= -—n, (18)
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otrzymujemy wzor (14). Tutaj n’ oznacza normalng zewnetrzng do 9£2. Gesto$é potencjatu
WS, H(¢, t), wyznacza si¢ z rownania catkowego (15), ktére otrzymuje si¢, wykorzystujac
(14), (13) i ciagto$¢ potencjalu WS na powierzchni 99.

W zwigzkach (16) potencjaly WD dla x = £ € 902 rozumie si¢ w sensie wartosci glownej
Cauchy’ego. O
Twierdzenie 3

Niech £ = E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu 9. Niech funkcja u(x, ) klasy
C%2 pa 02 x T spetnia réwnanie (1) z warunkiem brzegowym (13) oraz z warunkami po-
czatkowymi (11). Woéwczas funkeje u(x, t), (x, t) € Int 2 x T mozna wyznaczy¢ ze wzoru

u(x, ) = — WD(x, t|G)+ WV(x, !|f, o, Do), 19

przy czym gestos¢ potencjatu warstwy podwdjnej spetnia nastgpujace réwnanie catkowe dla
& 1)edlxT: :
C(é: ‘Q)G(éa t) - WD(‘:; th) = ub(é’ t) - WV(‘:a tlfa Ug, 7)0)9 (20)

Calke WD po lewej stronie réwnania (20) rozumie si¢ w sensie wartosci gtownej Cauchy’ego.
a | .
Dowod: .

Rozwazmy dwa problemy propagacji fal, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.
Zalézmy przy tym, ze funkcja 1/’ (x, t) nie spetnia warunku (13), spetnia natomiast warunek
nastgpujacy:

o' ou” |
GrED = =55 @ 0, (EnedxT, 2D

gdzie n’ = —n” jest normalng zewngtrzng do 92,

Dla funkcji u'(x, t) i #''(x, t) prawdziwe sg reprezentacje (16). Dodajac je stronami,
wprowadzajac oznaczenie (17) oraz oznaczajac

GE.n=uE n-u"ED, (& 0HedldxT; (22)

otrzymujemy wzor (19). Gesto$¢ potencjatu WD, G(é? t), wyznacza si¢ z réwnania catko-
wego postaci (20), ktore otrzymuje sig¢, wykorzystujac (19), (13) i (7).
Twierdzenie 4 '

Niech 2 = E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu 9£2. Niech funkcja u(x, #) klasy
C*? na Qx T spetnia réwnanie (1) z warunkami poczatkowymi (11) i z warunkiem brze-
gowym

u(x,t)

lim =u,&, 1), teT, (23)

Qsxotean  ON(X)
edzie u, (&, t) jest funkcja klasy C®? na 90Q2x T.
Wéwezas funkejg u(x, 1), (x, t) € Int 2 x T, mozna wyznaczy¢ ze wzoru (14), przy czym
gestosé potencjatu warstwy pojedynczej spelnia nastepujace rownanie catkowe dla (&, t) €
E0RXT:

FHE o+ [Tl e, nase -
an (24)
= un(g’t)—'éa WV(‘:,tlf; Up, 7)0)'

n(&)
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Calkg powierzchniowa po lewej stronie réwnania catkowego (24) rozumie si¢ w sensie
wartosci glownej Cauchy’ego. O

Dowdéd twierdzenia 4 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2. Réwnanie catkowe (24
otrzymuje si¢ wykorzystujac (14), (23) i (8).

Twierdzenie 5

Niech 2 < E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu 9£. Niech funkcja u(x, 1) klasy
C*? na 2 x T spetnia réwnanie (1) z warunkami poczatkowymi (11) i z warunkami brzego-
wymi postaci (13) na czgéci Sy brzegu oraz postaci (23) na czesci S, = d0ON\S,;. Wowezas
funkcje u(x, t) mozna wyznaczyé ze wzoru (14), przy czym gestosé potencjatu opdznionego
warstwy pojedyniczej, H(E, t), (&, t) € 082 x T, spetnia nastgpujace zwiazki catkowe : réwna-
nie (15) dla (&, 1) € S, x T oraz réwnanie (24) dla (¢,£) € S, x T. O
Dowod:

Postaé (14) reprezentacii catkowej funkcji u(x, 1), (x, 1) € lnt 2 x T, jest niezalezna od
rodzaju warunkow brzegowych (por. dowdd tw. 2). Jak pokazano w dowodach twierdzen
214, z postaci (14) funkeji u(x, 1), (x, t) € Int 2 x T'i z whasnosci potencjatu WS na brzegu
982 obszaru Q2 wynikaja zwiazki (15) i (24). W szczegblnosei gdy dla (&, 1) € S, x T, okreé-
lona jest funkcja u, (&, t), a dla (¢, t) € S, x T'— funkcja u,(&, t); wowezas gestosé H(E, 1)
potencjatu WS musi spelnia¢ odpowiednio réwnanie (15) dla (&, t) € S, x T'i réwnanie (24
dla (¢,t)e S, xT. 0

Mozna udowodnié, ze jesli istnieje rozwiazanie ukladu réwnan calkowych na gestosé
H(E 1), (& 1) € 02 x T, potencjatu WS, tzn. ukladu sktadajacego si¢ z réwnan (15) dla
(1) e S, x T'i (24) dla (¢, 1) € S, x T, to jest ono jednoznaczne.

3. Rownania calkowe dla zagadnien odwrotnych

Jak juz wspomniano we wstepie, zajmiemy si¢ tylko granicznymi zagadnieniami odwrot-
nymi, tzn. zagadnieniami, w ktoérych wyznacza sig funkcje u(x, t), (x, t) € (N 2L*) x T,
na podstawie tzw. wewnetrznej odpowiedzi (w skrécie WO), ktéra jest funkcja opisujaca
przemieszczenia lub inne wielkoécei dla (x, t) € 002* x T, gdzie 00Q2* jest powierzchnig regu— ‘
larng, ograniczajaca obszar Q% < Q < E™,

Przyjmiemy nastgpujaca definicje WO:

Definicja

Niech £2 = E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu BQ Niech 2* < Q bedzie obsza-
rem regularnym o brzegu 202*. Niech T' = (0, ¢,), 1, < + o0, bedzie przedzialem czasowym.

a) Funkcja u*(x, 1), (x*, ¢) € 002* x T, moze opisywaé WO przemieszczeniowa (WOP),
efli u*(x*, t) jest klasy C%2 na 0Q*x T.

b) Funkcja g*(x*, 1), (x*, t) € 02* x T, moze opisywaé WO typu gradientowego lub
odksztalceniowego (WOO), jesli g*(x*, ) jest klasy C1*2 na 0Q* x T. Poszukiwana funkcja
u(x, t), (x,t) € 2 x T, bedaca rozwiazaniem réwnania (1), musi wéwczas spetnia¢ warunek

lim ou(x, ¥)

= g¥(x*, 1), teT, - 25
03 x-x* e ON* 3n(x) g( ) ( )

gdzie n(x*) jest normalnga zewngtrzna do 302*.



GRANICZNE ZAGADNIENIA ODWROTNE 87

¢) Funkcja o*(x*, t), (x*, t) € 902* x T, moze opisywaé WO predkosciows (WOV), jesli
o*(x*, t) jest klasy C*! na dQ2*x T. 0

W zbiorze 922% x T dopuszcza sig istnienie hiperpowierzchni na ktérych WO do-
znaja skoku.

Obszar 2* = 2 = E™ moze byé taki, ze Q% N 02 # @. Na rys. 1 przedstawiono trzy
najbardziej charakterystyczne przypadki zbiordw £2* i . O funkcjach uy(x), v4(x) 1 f(x, t),
wystepujacych w sformutowanych nizej problemach, zaklada sig, Ze sa odpowiedniej klasy
rézniczkowalnodci.

St
L3
o\Q . A
B,= O\ Q1"
S, B $*=a0"\20
a) 30 no=¢ b) 30=5u5,, 3a0n 3=,
-_ —_—" = —
D=0 uBuE,

on = §1U§2U§:U§L
30 n 0= 5,US,

Rys. 1
Problem 1
Niech £21 £2* bedg obszarami regularnymi takimi, ze 2* = £ < E™. Niech dana bedzie
funkcja w*(x*, 1), (x*, 1) € Q% x T oraz funkcje uo(X) i vo(x), X € 2, takie, Ze u* opisuje
WOP, przy czym :
' limu*(x*, t) = uy(x*),

-0
26)
F (¥
im SEO5 D ny,  x*ean,
=0 at

Niech ponadto dana bedzie funkcja f(x, t), (x, t) € 2 x T, opisujaca prawa strong rdwna-
nia (1), oraz wspdiczynnik ¢ = const.
Nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u(x, t), (X, t) € (2\ 2% x T, dla ktorej
lim ulx, ) = u¥(x*, 1, teT, )
(2N\92*)a x> x* e I*
oraz spelnione. sg warunki poczatkowe (11). Ponadto nalezy wyznaczyé funkcje u, (&, t)
iu,(8,1), (£ 1) € dR2x T, stanowigce prawe strony zwigzkédw (13) i (23). o
Zalézmy najpierw, e znana jest funkcja u,(E, ¢), (&, t) € 92x T. Wowczas na mocy
twierdzenia 2 mozna przedstawic funkcje u(x, t), (x, t) € Int 2 x T, w postaci (14). W szcze-
goélnosei dla x = x* ¢ 92* mamy
' u(x*, t) = WS(x*, t|H)+ WV (x*, 1|f, uo, vo), (x* 1) edR*x T, (28)
przy czym gestosé potencjatu opdinionego warstwy pojedynczej wyznacza sig na podstawie
réwnania catkowego (15). '
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Jednakze funkcja u,(&, 1), (€, 1) € 02x T, jest jedna z funkcji poszukiwanych. Jesli
funkcja u(x, t) ma by¢ rozwigzaniem problemu (1), to na mocy zwigzkéw (27) i (28) otrzy-
mujemy w miejsce réwnania (15) nastgpujace rownanie catkowe na gestos¢ H potencjalu
WS:

WS(x*, t|H) = u*(x*, t)— WV(x*, t|f, ug, vo),

lub wykorzystujac (3), _
¢ [ V(x*—&, ()« HE, 1)dS(E) = u*(x*, 1) — WV(X*, t|f, o, vo), (29)
an .

(x*, t) € 082% x T. Warto tu zwréci¢ uwage na fakt, ze wykorzystanie twierdzenia 3 w miej-
sce twierdzenia 2 nie zmienia typu réwnania catkowego na gestosé potencjatu (por. wzdr
(19)). Réwnanie to w dalszym ciggu pozostaje réwnaniem I rodzaju.

Po wyznaczeniu funkeji H(E, t), (&, t) € dQ x T zrdwnania (29), funkeig u(x, t), (x, t) e
elnt £2 x T, wyznacza si¢ ze zwigzku (14), a u,(&, £) i u, (€, 1), (€, t) € 002 x T, na podstawie
zwigzkow (15) i (24).

Szczegblnym przypadkiem problemu | jest zagadnienie, w ktdrym brzeg 4Q* obszaru
0% = 0 ma cze§€ wspdlng z brzegiem 982 (rys. 1b). Wéwcezas réwnanie catkowe (29) ma
dla (x*, 1) € (002 n 002%) x T te sama posta¢ co réwnanie caltkowe (15), a funkcja u,(E, ¢)
jest dla (&, 1) € (08 n 082*) x T réwna funkceji w*(x*, 1).

Problem 2 v

Niech £ 1 0* beda obszarami regularnymi takimi, ze 2% = 2 < E™ Niech dana bedzie
funkcja g*(x*, 1), (x*, 1) € Q% x T, oraz funkcje uo(x) i vo(x), X € Q, takie, ze g* opisuje
WO0O, przy czym

. ouo(x
lm gt 1) = ano((x)) s’
0 *(-’* ) 0vo(X) - 0)
. g*(x*, f) _ dvolX * *
tlil})l ot B 3)‘1()() x=x*, X" e a2,

Niech dana bedzie funkcja f(x, ¢), (x,t) € £2x T, opisujaca prawg strone réwnania (1),
oraz wspotczynnik ¢ = const.

Nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u(x, t), (x, ¢) € 2 x T, dla ktérej spelnione sa warunki
(25) oraz (11). Ponadto nalezy wyznaczy¢ funkcje uy(&, 1) i u,(&, t), (&, t) € 082 x T, stano-
wigce prawe strony zwiazkéw (13) 1 (23). o

Rozwazmy najpierw sytuacje, w ktérej 00* n éQ = @ (rys. la). Zaldzmy, Ze znana
jest funkcja uy(é, 1), (§, t) € 02 x T. Funkcje u(x, 1), (x, t) € Int 2 x T, mozna przedstawié
\ postaéi (14). RéZniczkujac ten wzor otrzymamy

Vu(x, 1) = VWS(x, t{H)+VWV(x, t|f, tg, v0), (x,t)eInt2xT,
skad dla x = x* € 902* mozna — wobec (25) — otrzymac zwiazek
WS

*). \Y% 5 x=x*¥* = * *s = AT TR *,
(%) VUG, Dlcmns = 866", 1) = s (6%, HED+ o
+ %’(x*, tf, Uo, Vo), (x*, 1) €C* X T,

przy czym gestoéé H potencjalu WS wyznacza si¢ na podstawie réwnania catkowego (15).
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JednakZe funkcja wuy(é, 1), (€,1) € 02 % T, jest jedna z funkcji poszukiwanych. Jesli
wiec funkcja u(x, 1), (x,1) € £ T, ma by¢ rozwigzaniem problemu 2, to gesto§é H musi
byé wyznaczona na podstawie réwnania calkowego (31). Réwnanie to mozemy przepisaé
w postaci

aV(x*—¢,1)

¢* an(x™) s
a0

)(H(é’ t)dS(é) = g*(X*7 t) a ( *) (X t|f7 Yo, 7)0)’ (32)

(x*, 1) € 892* x T. Rozwazmy teraz sytuacj¢, gdy 002% n 902 = S, # @ (rys. 1b). Wowczas
dla x* = £€ S, pochodna normalna potencjalu opdznionego warstwy pojedynczej do-
znaje skoku (por. (8)). Zatem dla x* = £ € S, w miejsce réwnania (32) mamy

g HG0+e [T e naso -

(33)
oWy

n(&)

a dla (x*, 1) € (082*"\S,) x T—réwnanie (32). Tak wigc w przypadku, gdy &Q* N
N 982 # @, uktad réwnan catkowych na gestos¢ H potencjatu WS skiada sig z dwoch
réwnaf,.z ktérych jedno jest I rodzaju, a drugie — II rodzaju.

Po wyznaczeniu funkcji H(E, t), (&, ) € 02 % T, funkcje u(x,1), (x,#)elnt @xT,
wyznacza, si¢ ze zwiazku (14), za$ u,(&, 1), u.(&, t), (& t) € 082 x T, na podstawie zwigzkéw
(15)i (24). Jesli 0% M 90 = S, # @, wowczas dla x* = £ S, u,(& 1) = g*(&, 1) i po
znalezieniu gestosci H funkeje u, (&, t) wyznacza si¢ tylko dla (&, ¢) € (892N S)xT.’
Problem 3

Niech 21 £2* beda obszarami regularnymi, takimi, Ze 0Q* c 2 < E™ Niech dana bedzie
funkcja v*(x*, 1), (x*, t) € dQ* x T, oraz funkcja uy(x) i vo(x), X € 2, takie, 2e v* opisuje ~
WOV, przy czym

g*E, 1)~ &> 1lfu0,v0), (€, 1) €S x T,

Imo*(x*, 1) = vo(x¥),  X* € A0, (34)
t—0

Niech dana bedzie funkcja f(x, ¢), (x, t) € 2 x T, opisujaca prawa strong réwnania (1), oraz
wspolczynnik ¢ = const. '

Nalezy wyznaczy¢ taka funkeje u(x, ), (x, t) € £ x T, dla ktérej spelnione beda warunki
(11) oraz warunek

. du(x,t
im 240
Noax—x*edN* ot

= o¥(x*, 1), teT. (3%5)

Ponadto nalezy wyznaczyé funkcje u, (&, £)1u,(€, 1), (€, t) € ¢82x T, stanowigce prawe stro-
ny zwigzkéw (13) i (23). o _

Zaléimy, ze znana jest funkcja u, (&, t), (€, 1) € ¢ 2 x T. Funkcje u(x, 1), (x,¢) € Int2x T,
mozna przedstawi¢ w postaci (14). RéZpiczkujqc ten wzdr po c¢zas ¢ otrzymujemy

Cu(gt ! ?_Wé'( 1H)+— EW —(x, tf, uo, vo), (x,8)eInt2xT,
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skad dla x = x* € 92* mozna — wobec (35) — otrzymaé zwiazek

WS WV
v¥(x*, 1) = —— (%%, 1| H) + — (& 1 f U0, w0), (x5, 1)€dQ*xT,  (36)

przy czym gesto$¢ H potencjatu WS wyznacza si¢ na podstawie réwnania catkowego (15).

Jednakze funkcja up (&, t), (€, 1) € 02 x T, jest jedna z funkcji poszukiwanych. Jesli wiec
funkcja u(x, t), (x, t) € 2x T, ma by¢ rozwigzaniem problemu 3, to gestosé H musi byé
wyznaczona na podstawie réwnania (36), ktére moZemy przepisaé w postaci

W(x*—E,
cza ,,f _(X_&Q ¥ H(E, 1)dS() = o*(x*, 1) —
3
_awr &)

T x*, t S, ugy o), (X*, 1)edQ*xT.

Przechodzac w (37) z chwily ¢ do zera otrzymujemy zwigzek (34). Przejécie to wynika
z wlasnosci potencjalu objgtosciowego WV (por. [7], s. 247 i 249 - 251; w monografii te]
wprowadzono inne niz w przedstawionej pracy oznaczenia). Catkujac natomiast (37) od 0
do ¢, wykorzystujac ({4) i przechodzac z ¢t do zera otrzymujemy (11),.

Po wyznaczeniu funkeji H(E, 1), (¢, t) € Q2 x T, funkeje u(x, ), (x, t) € Int2 x T, wy-
znacza si¢ ze zwigzku (14), a u, (€, t) i u, (€, 1), (€, t) € 92 x T, na podstawie zwiazkéw (15)
i (24). ‘

W sposdb podobny jak wyzej mozna takze sformulowaé problemy odwrotne, w kté-
rych na réznych czedciach powierzchni 9Q2% dane sa réznego typu WO. Tego rodzaju pro-
blemy prowadza do ukladéw réwnan catkowych na platach otwartych, przy czym istnienie
i jednoznaczno$é rozwigzan tych réwnan jest sprawa otwarta. Dla przykiadu jesli 08* =
=S¥ U S¥i0Q* N 0Q = @, przy czym na S* dana jest WOP, a na S¥ — WO0O, to w celu
wyznaczenia gestoSci H potencjalu WS trzeba rozwiazaé uklad réwnan catkowych, na
ktére sktadaja sie réwnanie (29) dla (x*, t) € §% x T oraz réwnanie (32) dla (x*,¢) € ST x T.

W nastepnej czeSci pracy rozwazymy pewne jednowymiarowe przypadki zagadnied
odwrotnych. Poniewaz wéwczas x € E*, wigc w miejsce x bedziemy pisaé x. Rowniez of
Ox,, orientujacg przestrzed E', oznaczymy Ox. '

4, Zagadnienia jednowymiarowe

W przypadku zagadniert jednowymiarowych, gdy x € E1, obszary £1i £2* sa odcinkami
lub pélprostymi, a ich brzegi 92 i 902* — zbiorami punktéw izolowanych. Potencjaty WS
i WV oraz catki powierzchniowe, wystgpujace w réwnaniach catkowych (33), (32) i innych
przyjmuja szczegdlnie prosta postad. Je§li @ = {x € E* : 0 < x < 1} = (0,]) < E*, wéw-
czas IR = {x:x=0vx = ]} = {0,1},a wspomniane wyzej potencjaly i calki przyjmuj
postacie nastepujace:

WS(x, t|H) = —;} [77 (t—%) x H(0, ) +1 (:~ 'xc‘l' ) x H(l, t)],_

(x,)eE*xT, (3



GRANICZNE ZAGADNIENIA ODWROTNE 9

!
e, 1f 0, 20) = o [ [000) 2000 27 470,05 1= 25,
0
(,)eE'xT, (39)

WV(x*-E,1)

2 | 22X Z % H(E, t)dS(§) = _I_n(x*) [6 (t- [—x*
¢ i on(x*) ’ 2

) »H(l, 1) -~
_ (40)
,a(z_ *7) « H(0, t)}, (x*, 1) edQ*x T. '

Tutaj n(x*) jest réowne 1 lub —1. Gdy 2 = {x e E' : x > 0} = (0, ) = E%, 32 = {0},
we wzorach (38) i (40) trzeba pomingé sploty zawierajace H(/, t), we wzorze za§ (39) —
g6rng granice catkowania zamieni¢ na 4+ oco.
Problem 4

Niech 2 = {xe E':x > 0} = (0, 00) oraz niech £2* = (x*, 00) x* > 0 (rys. 2). Roz-
wazmy dla takich obszaréw problem 1, w ktérym dana jest funkcja w*(x*, t), ¢ € T, opisu-
jaca WOP, funkcje uo(x), vo(x), x € Q, spetniajace warunki (26), oraz funkcja f(x, t),
(x, t) € 2x T; wspdtczynnik ¢ = const. Nalezy wyznaczy¢ funkcje u(x, t), (x, t) € (2
N\ {x*}) x T, spetniajaca warunek (27) oraz warunki poczatkowe (11). Ponadto nalezy wy-
znaczy¢ funkcje (0, t) oraz u,(0, t), t € T, stanowiace w rozwazanym przypadku prawe
strony zwigzkéw (13) i (23). o )

x=0 0+(0,00)
X =X“ nﬂ___ (X:OO)
on ={o)
30 ="{x"}
Rys. 2

Wobec (38) réwnanie catkowe (29) przyjmuje tutaj postaé nastgpujaca:
*

—:Cl—n(t— fc—) % H(0, t) = u*(x*, ) — WV (x*, t|f. uo, v), teT. @1y

Réwnanie to fatwo rozwiazuje si¢ w transformatach Laplace’a. Otrzymujemy

10,9 = 2 exp | st ) V%, 511, w0, “2)

gdzie nadkreflenie oznacza przetransformowang posta¢ funkcji; s — parametr transfor-
macji. '

Zwigzek (14) ma w rozwazanym przypadku posta¢ nastgpujaca:

u(x,t):%n(t—-%)xH(O,t)+WV(x,t|f,uo,'oo), (x,0)elxT,  (43)
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Wstawiajac prawa strong zwigzku (42) do przetransformowanego wzoru (43) i odwracajac
transformaty znajdujemy

x—x* X —x*

| e
+

u(x,t) = u* (x*, t—

f:uO"vO).*-‘}‘ (44)

+WV(x, tf, 4o, vo), (X,1)eRx%T,
gdzie
Ux,1) dlat>0,
e, e = {0 dla t < 0.

Funkcje WV(x, t | f, 4o, vo), (¥, t) € £2x T, mozna przeksztalci¢ do postaci

X+t
1 1
WV(x, t|f, Uy, 'Z)()) =7[uo(x+ Ct)-}*llo(x—“ct)]-f“-z—c f 'Z)o(y)dy+
x~ct

(43)

t x+te(t—-71)

+2—ICJ f S, ndydr, (x,)elxT

0 a-c(t—1)

znanej jako rozwiazanie d’Alemberta drgan struny, [8], s. 583. O funkcjach uy, v4 i f za-
kiada si¢ przy tym, Ze sa nieparzystymi funkcjami argumentu x € E*. Jak latwo spraw-
dzi¢, funkcja u(x, ), okreslona wzorem (44), spetnia warunki (11) i (27). Wynika to stad,

zedlat = 01x—x* < 0 ma miejsce rownos¢
x¥—x x*—x
¢

u* (x*,

f, Ug, 'Z)O) ]

) =Wy (x*,
+ +

zwigzana z faktem, Zze dopdki zaburzenie nie dojdzie od brzegu do punktu x*, dopéty
warto$¢ funkeji u(x*, t) w tym punkcie zalezy tylko od warunkéw poczatkowych i funkcji
opisujacej wewnetrzne zrédia zaburzedi (por. takze [10]).

Wykorzystujac zwiazki (13) i (23) oraz fakt, ze WV(0, t | f, uo, vo) = 0, znajdujemy

* *
(0, £) = u* (x*, t+ XT) —wy (x*, 2
-

f,uO,'Z)O), tET>

1 our(x*, r)  OWV(X*, 1l f, uo, vo)
(0, 1) = T[ ot - ot ey 2 + (46)
_ aWV(x,”f, u(),‘Z)()) , tET.
ax x=0

Problem 5

Niech £ = (0, /) oraz niech 2* = {x e E" : 0 < x, < x < x, < I}, (rys. 3). Rozwat-
my dla takich obszaréw problem 1, tzn. problem, w ktérym dana jest funkcja w*(x*, 1),
(x*, t) € 602*% x T, opisujaca WOP, funkcje uo(x) 1 v,(x), x € 2, speliajace warunki (26)
oraz funkcja f(x, t), (x, t) e 2x T i wspblczynnik ¢ = const. Wyznaczy¢ nalezy funkcij
u(x, 1), (x, t) € (2\9£2*) x T, spelniajaca warunek (27), oraz warunki poczatkowe (11).
Ponadto nalezy wyznaczy¢ funkcje u,(&, t) oraz u,(&, 1), (£, t) € Q2 x T, stanowigce w roz-
wazanym przypadku prawe strony zwiazkéw (13) 1 (23). o
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x
x =l n=(o,1)
X=Xz 0= xy,%,)
X =Xy an o,
x =0 a0 {x,,xz}

Rys. 3

Wobec (38) réwnanie calkowe (29) przyjmie tutaj posta¢ ukladu réwnan na funkcje
HO, )i H(l,t),teT:

x; l—x
( T) (0,t)+n(t— c’)xH(l,t)=
(47)
% [0 Cxs, £) = WV (xs, 11 fs o 00)],

i = 1,2. Uklad réwnan catkowych (47) bez trudu rozwiazuje si¢ w transformatach La-
place’a. Otrzymujemy

ﬁ(O,S) = {[ﬂ*(xl,s)—W(xl,ﬂf, 1{0,7)0)]6Xp(i;-2—6')—

s sinh (? S) (48),
— [2*(x2, 8) = WV(x, 51, tho, vo)Jexp (ﬁc~ )}

H(, ) = g

Jl[ﬂ*(x“ S)“W(xl, Sl'f’ o, vO)]eXp ( I—C‘xz S) B
esink (7 s) (48),

— [@* (%2, 8) =WV (x3, s|.f, to, Vo)) exp( I_cx’ s)},

gdzie L = x,—x,. Zwiazek (14) ma w tym przypadku postaé

wx,t) = %[n(t— %) * HO,t)+7 (t—’ I=x ) x H(l, t)]+ “9)
+WV(x, t|f, ty, vo), (x,0)ef2xT.

Wstawiajac prawe strony wzordw (48) do przetransformowanego wzoru (49) i wykorzystu-
jac zwigzki z tablicy B.2 z monografii [9] do odwrdcenia transformat otrzymujemy

1 - - —
DD [u*(xl,w i—’;—”—”) +u*(x2,t_xz_x_+_2£t) _

¢
) |

o . (50)
_ E'[u*(xb,_w) +u*(x2,,+_x_2:’f+_ﬁ) _
n=1 ¢ + ¢ *

X, —X+2Ln

—WV(xl, pq X1mx—2Ln
¢ ¢

f’ uOi‘vO) —WV(le t—
+
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X —Xx+2Ln

-—WV(xl,t»
¢

1, uo,vo) ——WV(xz, ,+M
+ c

fsuo, 7-'0) l-l—
+.
+WV(xatlfaan 7)0)’ (X,t)E.QXT.

Funkcje WV mozna przeksztalci¢ do postaci (45) przy zalozeniu, e uo(x) = —uy(— x),
wo(x+21) = uo(¥), Vo(x) = ~vo(—x), vo(x+21) = vo(¥), fx, 1) = ~f(~x, 1),f(r+2]
t) = f(x, 1), x,t) e E*x T.

Kladac we wzorze (50) x = 0 lub x = I otrzymujemy zwiazki (4.7) z pracy [10], opisu-
jace funkeje up(£, 1), (£, t) € Q2 x T. Cytowane wzory otrzymano w pracy [10] na drodze
odmiennej od przedstawionej tutaj. Wyznaczenie wzordéw opisujacych funkcje wu,(§, 1),
(&, t) € Q x T, nie przedstawia wigkszych trudnoéci, dlatego ich tutaj nie bedziemy przy-
taczac.

Problem 6

Niech 2 = (0, c0) oraz niech 2* = (x*, o), x* > 0 (rys. 2). Rozwazmy dla takich
obszaréw problem 3, tzn. problem, w ktérym dana jest funkcja v*(x*, t), t € T, opisujaca
WOV, uy(%); vo(X), x € £, spelniajaca warunek (34), oraz funkcja f(x, 1), (x, 1) e 2xT
i wsptczynnik ¢ = const. Wyznaczy¢ nalezy funkcje u(x, t), (x, t) € 2x T, spelniajaea
warunek (35) oraz warunki poczatkowe (11). Ponadto nalezy wyznaczyé funkcje 1,(0, 1)
oraz u,(0, ¢), ¢ € T, stanowiace w rozwaZanym przypadku prawe strony zwigzkéw (13)
1(23). o

Wobec (38) réwnanie catkowe (37) przyjmie posta¢ nastepujaca:

¢ 0 _X WV
Tﬁ[n(f_”c_)XH(Q,f)]—‘v(x , 1) — PT ¥, t S, ua, o), teT, (51)

Roéwnanie to rozwigzujemy w transformatach Laplace’a. Otrzymujemy

x*s
¢

— 2 1 _ C——

HO, 5) = TS exp( ) [T TR, 5)— WP(x*, s1f, to, 7)0)]. (52)
Z pordéwnania zwiazkow (52) i (42) widaé, Ze maja one analogiczng budowe. Postepujac
dalej tak jak w problemie 4 otrzymujemy ostatecznie

X x*
11—

u(x,1) = f v*(x*, 7)dm (t—

0

xX—Xx*
¢

X —x*

)—-WV(x*, t—

S toy Z’o) + (53)

+WV(X> t’f) u09710); (X, t)E.QXT,
Zwiazki opisujgce funkeje 1, (0, t) 1 u,(0, £), ¢ € T, wyznacza si¢ podobnie jak w problemie 4.

5. Uwagi koncowe

Przedstawiona w pracy metoda rozwiazywania granicznych zagadnien odwrotnych dla
réwnania falowego, bazujaca na catkowym sformulowaniu problemu, pozwala bez trudu
sformutowaé réwnania catkowe lub uklad réwnan catkowych na gesto§¢ potencjatu opéz-
nionego warstwy pojedynczej bez wzgledu na rodzaj WO i wymiar zagadnienia, W przypad-
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ku zagadnien jednowymiarowych réwnania te przyjmujg bardzo prosta postaé, pozwala-
jaca na otrzymanie rozwigzai Scistych. Fakt ten jest wart podkreslenia, gdyz graniczne
zagadnienia odwrotne teorii przewodnictwa cieplnego, ktérym gléwnie poswigcano uwage
w ostatnich latach, nie doczekaly si¢ jeszeze rozwigzan $cislych.

Do budowania réwnan catkowych dla zagadnien odwrotnych rozpatrywanych w pracy
wykorzystano reprezentacje catkowe rozwigzan zagadnien prostych, zawierajace potencjal
opbzniony warstwy pojedynczej. Jak pokazano w problemie 1, wykorzystanie reprezentacji
catkowych zawierajacych potencjal opézniony warstwy podwdjnej nie zmienia typu réw-
nania catkowego na gesto$¢ potencjalu. Budowanie réwnan catkowych dla probleméw
1-3 i ich jednowymiarowych egzemplifikacji w oparciu o twierdzenie 3 nie nastrecza
wiekszych trudnoéci i dlatego w pracy nie poswigcono im uwagi. _

Interesujacy jest fakt, ze calki powierzchniowe ze splotéw mozZna w przypadku zagad-
nien tréj- i dwuwymiarowych sprowadzi¢ do catek potréjnych. Wynika to z postaci roz-
wiazania podstawowego réwnania falowego, (2). W przypadku gdy f(x, ) = 0, (x, ) € 2 x
x T, oraz zerowych warunkow poczatkowych fakt ten znacznie upraszcza zagadnienie
rozwigzania problemu odwrotnego.

Gdy obszar 2 < E", m = 2,3, ma 2lozony ksztalt, wowczas przy rozwigzywaniu
zagadnien odwrotnych mozna postuzyé si¢ metoda elementéw brzegowych, czesto wyKorzys-
tywang do rozwigzywania zagadnien prostych, [16-19], gdyz punktem wyjscia dla tej
metody jest wladnie sprowadzenie rozwaZanego problemu do ukiadu réwnan catkowych,
zawierajacego calki powierzchniowe.
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Pesmome

TPAHHUYHLIE OBPATHBIE 3ATJAYY OJI BOJIHOBOI'O YPABHEHUA

B crarbM npeAcCTaBIEHb] MHOOMEPHBIE MpaHUUHbIE OSpaTHBIE 334Ul JJIA BOJIHOBOLO YPABHEHHS,
VIxTerpansHble pernpeseHTAllMH pelleHuil HauabHO-KPaeLIBX 337au BbIBEACHBI HA OCHOBE TEOPHH INO-
texHnuana, s ofpatabix 3agay copMyIHpOBaHbl MHTErpajbHbIC YPABHEHUA B KOTOPHIX HEUIBECTHOH
dyHKUMell ABNAELTCA MIOTHOCTh NOTEHLMANA IPOCTOrO CNOfS. YIOTPeONAsA 3TY HHTErpanbHYo dopMmy-
JMPOBKY HalAeHbI TOUHBIE PELIEHUS TPEX O[HOMEPHBIX IDAHHYHBIX OGPATHLIX 3244,

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lutego 1984 roku

Summary

BOUNDARY INVERSE PROBLEMS FOR WAVE EQUATION

The multidimensional boundary inverse problems for the wave equation are considered. On the basis
of the potential theory the integral representations for the solutions of the initial-boundary problems are
derived, Next, the integral equations for the inverse problems are formulated, in which density of the
simple layer potential is an uknown function.

The exact solutions for three one-dimensional inverse problems are found by means of the integral
formulation.
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1. Wstep

Przedmiotem pracy jest stateczno$¢ w zakresie sprezystym siatkowych dzwigaréw po-
wierzchniowych o gestej i regularnej siatce elementéw. Celem rozprawy jest wyprowa-
dzenie rownan jednowymiarowego modelu ciaglego powyzszego problemu [1]. Poszuki-
wane rownania uzyskamy, stosujac koncepcje kontinuum z wiezami wewngtrznymi [2]
do powierzchniowego oérodka typu Cosseratéw, bedacego ciaglym dwuwymiarowym mo-
delem rozwazanych diwigarow [3].

Prezentowany problem jest ztoZony. Stosowanie opisu dyskretnego prowadzi do ko-
sztownych obliczen lub znanych trudnoéci z uzyskaniem ,,zamknietych rozwigzan” szer-
szej klasy rownan réznicowych [4, 5]. Wykorzystanie opisu kontynualnego [3] powoduje
konieczno$é catkowania réwnan rézniczkowych czastkowych. Mozliwoéé otrzymania
rozwigzan analitycznych tych réwnan jest ograniczony, natomiast przyblizone calkowanie
numeryczne jest na ogdét réwniez stosunkowo kosztowne. Z powyZszych wzgledéw liczba
uzyskanych do tej pory rozwiazan jest niewielka i dotyczy szczegdlnych rodzajow ksztaltu
i struktury dzwigara oraz typu obciaZenia i warunkéw brzegowych (por. np. [3], [4].
Wydaje si¢ zatem, Ze celowe jest poszukiwanie prostych i dostatecznie dokladnych modeli
statecznosci rozpatrywanych dzwigaréw, zezwalajacych na rozszerzenie zakresu mozli-
wych do efektywnego rozwigzania zadan praktycznych.

W tej pracy przyjmiemy nast¢pujace zaloZenia:

1. Przez zagadnienie statecznoéci rozumiemy problem wyznaczenia krytycznej warto$ci
obcigzenia, dla ktorej mozliwe sa rézne postacie potozenia réwnowagi. Inaczej méwiac, dla
pewnej warto§ci parametru stanu obciaZenia istnieja nieznikajace tozsamo$ciowo funkcje
okre§lajace stan przemieszczenia, zaburzajace podstawowe poloZenie réwnowagi, tak Ze
bez zmiany obcigzenia zewnetrznego i warunkéw podparcia mozliwa jest dalej réwnowaga
konstrukeji,

2. Material dzwigara jest liniowo-sprezysty. ‘

3. Przemieszczenia i odksztalcenia sg mate, umozliwiajace wykorzystanie liniowej postaci
zwiazkow geometrycznych. ‘

4. W réwnaniach réwnowagi, w statystycznych warunkach brzegowych oraz w zwiaz-
kach wigzacych skladowe pdl statycznych i geometrycznych w bazie konfiguracji odksztal-

7 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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conej i nieodksztalconej mozna poming¢ sktadniki jawnie nieliniowe wzgledem sktadowych
stanu przemieszczenia. ' .

5. O utracie statecznosci poloZenia réwnowagi decyduje limiowa czgé¢ przyrosty
(wariacji) réwnafi réwnowagi wzgledem przyrostu skladowych stanu przemieszczenia,
zaburzajacych stan réwnowagi podstawowej.

6. Powierzchnia podstawowa dzwigara w konfiguracji poczatkowej rézni sie od tej
powierzchni w konfiguracji aktualnej gléwnie polozeniem w przestrzeni i ksztaltem, tan,
zmiana na skutek deformacji dtugosci elementarnych fukéw i pol elementarnych powierz-
chni nie wplywa na stateczno$¢ polozenia réwnowagi.

7. Stan podstawowy (niezaburzony) konstrukcji obcigzonej mozna okresli¢ korzystajac
z réwnan liniowych teorii infinitezymalnej (przy uwzglednieniu zasady zesztywnienia).

8. Spelione sa zaloZenia stosowalnoéci ciaglego modelu pierwszego przyblizenia
konstrukeji siatkowych. W szczeg6lnosci powierzchnia podstawowa sktada si¢ z pewnej
liczby gladkich ptatéw niezbyt zakrzywionych; osie elementéw tworza gesta, regulamng
i dyskretna siatke krzywych na tej powierzchni [3].

9. Bedziemy rozwazaé ruszty powierzchniowe zlozone z dwu lub trzech rodzin pretéw
w przyblizeniu pryzmatycznych, dostatecznie smuktych i sztywno polaczonych w wezlach,
oraz powloki perforowane o stalej gruboéci, zioZzone z dwu rodzin elementéw o niezbyt
duzej szerokosci, tworzacych siatke ortogonalna.

10. Réwnania idealnych -wigzéw typu kinematycznego i statecznego sq catkowalne
i liniowe. -

11. Rownania jednowymiarowego modelu statecznoéci wyprowadzimy dla dZwigaréw
uksztaltowanych na pow1erzchn1 w ksztalcie jedn oparametrowej rodziny konturéw tukowo
gladkich.

Wymienione wyzej zatozenia ograniczaja oczywiécie zakres stosowalnoéci prezentowa-
nej dalej teorii. Jednak przypadki spelniajace przyjete postulaty stanowig z praktycznego
punktu widzenia wazng klase konstrukcji. Pewne watpliwosci moga nasuwaé silne zalozenie
liniowoéci réwnan stateczno$ci. Wydaje sie jednak, ze dla okre§lenia krytycznego obciaze-
nia powodujacego ,,globalng” utratg statecznoéci dfwigaréw dostatecznie ,,smuktych”
wzgledem jednego z charakterystchnych wymiarow, wyprowadzone W pracy réwnania
moga by¢ uzyteczne.

W podanych dalej réwnaniach i wzorach bedziemy stosowaé ujecie tensorowe w notacji
wskaznikowej. Konwencja sumacyjna dotyczy wskaznikéw oznaczonych matymi literami
greckimi przyjmujacymi wartosei ,,1” i',,2”.

2. Rownania stateczno$ci teorii dwuwymiarowej
Z wezami wewnetrznymi

Niech = oznacza plat powierzchni podstawowej dzwigara powierzchniowego w konfi-
guracji poczatkowej, parametryzowane) wspélrzednymi (u%), (Fy, @3) i (74, as) — bazg
i kobazg lokalna, 8up> bups €4 — tensor metryczny, krzywnznowy i pseudotensor Ricciego,
(..) | —symbol powierzchniowej pochodnej kowariantnej, 7 = n, = n,* — wersor
normalny do przekroju normalnego powierzchni 7z, w szczegélnoéci brzegowego 97
(rys. 1).
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Przez m, oznaczymy obraz z po deformacii, przez (v, ) i (%, d) — baze i kobaze
lokalng, g,s — tensor metryczny przy parametryzacji mo réwniez wspohizednymi (i),
a przez n = W', = NgF, wersor normalny do przekroju normalnego 74, bedacego obrazem
przekroju normalnego . '

Na mocy zatoZenia 4, 6, po wykorzystaniu znanych z geometrii wzoréw, przyjmiemy

2 o

Fu = Tt Yug ™ Falla, Uy = 3 — ol - @10
VE =VE, hu=ry Bupdudd® = updidu®,
gdzie '
Voap = Upla—bap?,  Po = vt g, | 22)

a7 = 7, F*+vd; jest wektorem przemieszezenia i @ = #,7*+ 945 — rozpatrywanym dalej
wektorem malego obrotu czastki oérodka.

Oznaczymy przez pei Mgy gesto$é liniowa sity i momentu oddziatywan wewngtrznych
w orodku w przekroju o normalnej 7. '
Dokonujac rozktadu

Py = BPAgr*+ pPhgay = pPngr*+ pigas,

(2.3)
’7’(1_1) = ’%ﬂa;zﬁ'_'a'i‘ﬁ’lﬂﬁpl—l;; = mﬂ“ﬁﬂ7“+mﬂﬁpﬁa
otrzymujemy po uwzglednieniu (2.1) zaleznosci
1‘5!’0: - pﬂa + gad}gyopﬂy - gad}japﬂ, ’fﬂ = pﬁ+ }3717!”'3 29

PP = Py g2 — g5l R = mP 45,07,

Wprowadzajac gestosci powierzchniowe obciaZenia zewngtrznego typu sit i momentow
4= q"F,+qa;, h = h*,+ha; i gestodei liniowe obciaZenia brzegowego 'p = P, +'pas,
m = 'fm*,+'ma; otrzymujemy w znany sposob przy wykorzystaniu zal. 4161 (2.3), (2.1)
réwnania rownowagi elementu ,,dn” '

PPl =B+ g +1% = 0,  Patbupp®+q+r =0,
;%ﬂ“lp—b§ﬁ1|5+eﬁﬁﬂ+ea"}3ﬂ71§ﬁ+eﬁ;‘iyﬁ”/’+k°‘+s"‘ =0, (2.5)
1%+ by P + €4 P + LD p, PP+ Bt s = 0,
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oraz statyczne warunki brzegowe
BPng = "p* 47", png = p+v,
mPng = ‘m*+u*,  ffng = ‘m+y, @)
gdzie %, ris% soraz =% vi u?, usa skladowymi w bazie (7., a;) reakcji typu sil i mo-
mentéw odpowiednio na n, i 7y wigzdw wewngtrznych typu kinematycznego natozo-
nych a priori na stan przemieszczenia osrodka [1, 2].
Geometryczne warunki brzegowe przyjmujemy w postaci

Uy =0y, O="0, Dyg="Dy &="1 @0
gdzie ‘v, 'v oraz 'd,, ¥ sa skladowymi danego na brzegu wektora przemieszczenia ‘G
i obrotu ‘¢ w bazie (7% d;).
Postulujemy idealnoéé wiezéw typu kinematycznego za pomocs zasady

[ (8va+ b0+ 5260, + s00)dn+ [ (100, + w00 + 60, + udP)d(om) = 0, (2.9)
n an

dla dowolnych wariacji év,, év, 68,, 69 zgodnych z wigzami, ktérych réwnania sprecyzu-
jemy dalej.
Zwigzki fizyczne przyjmiemy w postaci (por. [3] i zal. 2)
PP = Ay, PP = A%,

maﬁ — Baﬂén%/in’ ma-= BOL&'%E’ (2~9)

gdzie A%, ..., B* oznaczajg tensory sztywnoSci spreZystej, a Ye,, ..., x; — Skladowe
tensorow odksztalcenia.

Jezeli nakladamy na skladowe stanu napigcia wiezy idealne [1, 2], to przy uwzglednie-
niu (2.1); mamy

f [(vep — Vap) 80 + (yo— y:)épf + (tap — #35) S 4 (30— xa)ém“] dn =0 (2.10)

dla dowolnych wariacji dp™, dp%, ém*®, dm* zgodnych z wiezami typu kinetycznego,
ktorych réwnania sprecyzujemy dalej, natomiast (por. [3]i zal. 3)
'J’:p = Wﬁla—b&ﬁv+eap?9, Va = 7)|a+b£vp+€oﬂﬂ9p,
M:ﬂ‘= 0ﬁ|a_bap'ﬁ’ %: = 79"@;‘*‘175’19[3.
Rozwazymy przypadek, gdy oérodek jest ciaglym dwuwymiarowym modelem dzwigar
siatkowego (por. zal. 8, [3]) zfozonego z kilku rodzin 4 (4 =1, II, 111, ...) elementdw,
ktérych osie tworza regularng siatke dyskretna krzywych na powierzchni podstawowej
(rys. 1).
Wprowadzamy na x wzdluz kazdej krzywej rodziny 4 ortonormalna baze (ta, 1 )

@.1)

gdzie 4 jest wersorem stycznym, 1, = a3 x 1, — normalnym, przy czym

=~ ~

ty = t*Fy, 1y =7, - , .1

Jezeli tA = tA - 1£1 = ~;",F° sa odpowiednio obrazami 7,41 7, po deformacii, to zgodnic
z zal. 4, 6 mozna przyjaé

R T _ @19
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W przypadku rusztu pretowego (por. zal. 9) przy uwzglednieniu (2.13) jest [3]

A0 = DS AR, 4P TR ), A% = D B4R,
P | 4

, (2.14)
B = D (S, +1085,),  BC = Y565,
a Ty A
gdzie
R, - Eads R oo 2ET  x 12ETF
Iy 140% 1417
(2.15)

S, = Gals . S, = @, S, = E{J",
1y Iy Iy
przy czym E, , G4 oznaczajq modut Younga i modut skrecania, /,, 7, — dtugodé elementow
rodziny A i odleglo$¢ migdzy ,,sasiednimi” elementami tej rodziny (rys. 1), 44, J,, J s J S —
pole przekroju oraz osiowy i gtéwne $rodkowe momenty bezwladnosci tego przekroju

wagledem osi 74, 14, @34 = 1, I lub 4 = 1, 11, TiI).
Natomiast dla powloki perforowanej przy wykorzystaniu (2.13) mamy (por. zal.

91 3]

A = S8 S SR+ GBETR), A% = AR,
a4 r a4
s y (2.16)
B*Pin < Z(tztﬁ thtpSAp+tAtAtAt”SA\) B = thﬁ Sy,
a4
gdzie
- Rl :I}llRl:I ~ ‘ Sl JIISIJ
R ] l~ B S - ar >
[Rar "Ry Ry Bard Sy Sn
Ead " E,da3 v E.d?
= Fad - - - = 2z 2.17
RI 1—1’]1’" -RA +2(1 +’V)a A b2 ( )
E d? d? 4 E, aidl,
Sa = ks 2(1+2)° 4=z Rar 54 128,
EA = E a,;d 3 ;A = 9 ‘i‘d
il IA

przy czym E, » oznaczaja modut Younga i wspélczynnik Poissona, d — grubo$¢ powloki,
k;— wspélczynnik skrecenia dla przekroju prostokatnego; znaczenie ay, dy, by, b~4 wy-
jaéniono na rys. 2 (4 = 1, II).

Wielkosci , & oznaczaja (w punktach przecigcia krzywych siatki dyskretnej) przemiesz-
czenia i katy obrotu weztéw dzw1gara

Jezeli przez Py = P43+ P 19 +Pa 31 My = M.1° )+ M t +M 4, oznaczymy wektor
sily i momentu w przekroju §rodkowym preta rodziny 4 (rys. 3), to zgodnie z zaloZzeniami,
cigglego modelu rozwazanych ustrojéw oraz (2.13) mamy [3]
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ﬁJi'f_L—_Jj' [

T " [Foy=b
ln:TI ‘ 1 X 1 B | [——]du——
1 ]
L | 13Dy
.__|__

A —— ] '—AI

Rys. 2

-
P = ;p“", pr = %,pi‘h m*f = ;m“.”, m* = ;m,ﬁ,
Z

Py = 7Apgatdﬂtda’ P =~[ApgatAgtAa’ P = [11)AtAﬂ, (2.18)
My = Dimltypts, M, = lgmﬁatan}m, My = Lymhtsg,
przy czymt o = gozﬁte, t~a¢ = gocﬂtnﬁl-

. Zatozymy dalej, ze powierzchnia s jest utworzona przez jednoparametrowa rodzing
odcinkowo gladkich i sp6jnych konturéw I'(u') (u* e (ul, ubd) tak, ze IF'w)) n I'(u}) = @
dla 4} # u} oraz na brzegu réznym od I” (ua) (gdy I'(1*) nie jest konturem zamknietym —
— 0P@') # @) dane sa jedynie statyczne warunki brzegowe. Na brzegu I'(ub) (gdy
Lu(@) # L'Wwh) mog:ac byé one statyczne lub geometryczne (zgodne z przyjetymi wiezami).

Jako zmienng u? powyzszej klasy powierzchni podstawowej o§rodka przyjmiemy parametr
konturu I'(u?).

Rozwazania ponizsze ograniczymy do calkowalnej i liniowe] postaci rownan wiezdéw
" typu kinetycznego (por. zat. 10, [1, 2])

[ T 1 2 2

; Moo 2 2
('voc, v, ﬁa, 0) = 2 [(vocK: vK, 190(1() ?91() (ua) TPK(ul) + (vtxl(: Vg, 79'0(1(’ ’&K) (ua) TPIK (ul)]’ (2‘19)

K=1

Rys. 3

t.. 2 )
gdzie px s3 nieznanymi przemieszezeniami uogdlnionymi, Uy, ..., $x znanymi funkcjami

(..) = a(..)[ou".

Wiezy typu kinetycznego postulujemy w postaci wyrazajacej czgsto stosowany w prak
tyce fakt pomijalnoci wplywu niektérych skladowych stanu napigcia na zachowanie sig
diwigara . ’ '

= fpt, =yt m = am?, et (2.20)
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gdzie n‘;‘,ﬁ, ..., % sa parametrami przyjmujacymi wartosci ,,0” lub ,,1”” w zaleznosci od
tego, czy dana skladowa jest pomijana czy dowolna. Formalny zapis (2.20) powyzszych
wiezéw zezwala na niewyszczegélnienie na etapie ogdlnych rozwazafi, ktérg z wielkosci
statycznych mozna uznaé za pomijalnie mala.

Zajmiemy si¢ nastgpnie wyprowadzeniem réownan statecznosci. Przyjmiemy, ze sktado-
we stanu obciazenia sg na tyle duze, ze bez zmiany warunkéw brzegowych mozliwe sg
rézne postacie poloZenia rownowagi okre§lone przez zaburzenie stanu podstawowego przez
dodatkowe wektory malego przesunigcia 09 = 0v,F*+0vd, 1 obrotu 39 = o8,y +099,
zgodne z wigzami (2.19), tj. okre$lone przez przyrosty oyx(K = 1,2, ..., N) przemieszczen
uogdlnionych (por. zal. 1)

N 1 1 1 2 2 2 2
(90, 00, Oy, 09) = Z [(Tak> Vs Paxs Px) O + (Vx> Vxy P Bx) a‘/’fK]- (2.21)
K=1

Wykorzystujac fakt, Ze ,,catkowity” i ,,podstawowy” stan przemieszczenia, napiecia
i odksztalcenia spelnia réwnania i zwiazki (2.2). (2.4) — (2.11), (2.19). (2.20) oraz uw-
zgledniajac zalozenie 5 otrzymujemy réwnania problemu statecznosci:

réwnania rownowagi

Pp—b30PP +0r = 0,  Op|u+ bupdp™ +or = 0,
omP|y — by o’ — e30pP + e (g, OpP + 07, P) + €§(, 0p"8 + 09, p"P) + 0s* = 0, (2.22)
™|+ bop O + €,,505%F + €L (P, Op™* + Opp, ™) + 05 = 0,

statyczne warunki brzegowe

Py = ov*,  PPnt = ov, IMmy = p*,  OnPng = dp, (2.23)
geometryczne warunki brzegowe (zgodne z wigzami typu kinematycznego)
My, =0, dv=0, 084,=03%=0, (2.24)
gdzie | |
Pog = 0Vglo—bogdV, 0Py = Ovlu+ by, 2.24)

oraz.
‘ OpP* = Op™ + g¥(Pys0p™ + 09, ™) — 8"(Ps0p" + 3751,
B8 = opP+ 7,007 + 37, 0", (2.26)
O = o™ 1 ¥ (§,50mP + 35,5 mP") — g(y0m’ + Ofsm’),
omf = dmP + $,0m" + 8y, m??,
‘zwiazki fizyczne
op*f = A"y, p* = A*dy,, :
i Vo 7 7 2.27)
om* = B, Om* = B*0u;,
zwiazki geometryczne
s = OVply—Dbupdv — e300,  Oyi = (’)v|a+b§3vﬁ + ebovg,

i ) ) 228)
a”aﬂ = aﬁﬁqu—baﬁaﬁ, 39:“ = 319|a+ba319ﬁ,
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oraz zasade idealnosci wigzow kinematycznych
f (Or*0vy + Or 8v + 0509 o + 05 0P dm + f (07*0v, + 070 + Ju 89, + duéd)d(om) = 0,
7 on

(2.29)
i kinetycznych

[ @rag— 0v3) 80 + @y~ By2) 9™ + (@t — O) S + (Ot — 003) S®] . = 0, (2.30)

przy czym
op°P = mePope,  Op* = %P,  Im* = gFom™,  om* = aLom*. (2.31)

W zaleznosciach (2.31) parametry ;ze;‘jﬁ, vy 7T przyjmuja wartosci ,,0” lub ,,1”, przy
czym w stosunku do (2.20) odrdzniono ;{",‘,ﬂ s ey 7% 0d P, ..., n% z uwagi na fakt, ze
pomijalnoé¢ pewnej skladowej stanu napigcia w stanie podstawowym moze by¢ nieuza-
sadniona w stanie zaburzonym i odwrotnie.

Jezeli nie nakladamy wiezow wewngtrznych to wobec dowolnodci i niezaleznofci
80y, ..., 00 oraz 8p*, ..., Sm* z zasad idealnoéci (2.8), (2.10) i (2.29), (2.30) wynika, Ze

s — o — o — o —
rFf=r=0, s-.)v-O, *=1=0, pr=pu=0, 2.32)
Yap = y&k& Yo = Vi, Hap = ”&kﬁ, My = HF
oraz
o*=0r=0, ds*=0ds=0, n*=0r=0, du*=270u=0,
. (2.33)
0Vap = 05, e = Oya, Oy = OxYs, Oxy = OxX.

Zatem wyprowadzone réwnania sprowadzaja si¢ do réwnan statyki i stateczno$ci mo-
delu dwuwymiarowego.

Otrzymane rezultaty mogg by¢ podstawa dalszych uproszczen.

Zgodnie z ogdlnym postulatem liniowoéci prezentowanej w tej pracy teorii przyjmiemy
(por. zal. 7), ze w réwnaniach stanu podstawowego (2.4), (2.5)

)Zaﬁ = O) ';}a = 0. (234)

Czgsto w praktyce, zwlaszcza w przypadku, gdy znany jest rozklad p*, p*, m*, m® za-

kiada sig, ze stan podstawowy ofrodka jest ,,sztywny”, tzn. réwnoéci (2.34) uwzglednia sig
réwniez w (2.22), (2.26).

Inne mozliwe uproszczenia wyprowadzonych réwnan i zwigzkéw dogodnie i bardziej

stosownie jest rozwazaé dla konkretnych pod wzgledem ksztaltu i struktury typdw dZwigara
oraz rodzajéw obciaZenia i warunkéw podparcia.

3. Réwnania statecznoSci modelu jednowymiarowego
Po wyznaczeniu z (2.5), (2.6) sktadowych reakciji wiezéw, a z (2.19) wariacji sktadowych

stanu przemieszczenia i po podstawieniu do zasady idealnosci (2.8), wykorzystaniu zgodnie
z zat. 7 zwiazkéw (2.34), zaleznodei (2.20) oraz = = {['(u'), u' € <u}, u)} otrzymujemy
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po wykonaniu catkowania wobec dowolnosci i niezaleznodci dypx(K = 1,2, ..., N) uogél-
nione rownania rownowagi stanu podstawowego [6, 7]
2 2 1 1 2 I
gll’('—ﬁ;(_gl;('*'dj}('l'p;(—FK = 0 (ule(ui’ui)) (3-1)
i warunki brzegowe _ i
2 , 1 1 ’ 1
.![1 (DK K+FK = "'Gl(a lub Yk = Yxas
3.2)

le = GK!! lub 1/);( = 'l/)K:x (ul = ué):

gdzie uvogdlnione sity wewngtrzne, zewngtrzne przgstowe i brzegbwe okreslone sa odpo-
wiednio wzorami:
Ve i

Y b4
Yy = f { ¥ ok + mp p* vx + ‘“0“ + mim vK)

T'(uty 1/8‘72_2_
¥ ¥ y ¥
f (”; pap Yapx + n;pa)’ax + ”gnﬁ mdﬁ"aﬂx + 7 ma”al() l/;— ar,
Ge) 822 (3.3)
v ( 4 ) Ve « )
Fy = q 'v“,(+qvx+h ax+hz9x dl'+ L ‘p vax+ pv,(+ ‘'m ﬁax+ mz?,(
reh P g 22 ar()
y v y y y ra
Gyp = (- 1 f (‘Pa”ax +'pog + 'm*Geg + ‘mﬁx) l/i dar’,

I(ih) 1/822
przy czym Ldu! = d(oI'(w")), jesli oI'(w') # @; (...)' = 0(...)/du*, natomiast

Y ke Y ? Y Y ﬂ‘)' Y
~ YapK = ‘prla—baﬂ‘vx—eaﬂ'ﬁm Yax = lea+ba7’px+e£0x:
Y Y Y Y Y Y (34)
Hapr = '0px|a—bau?9'x, Hag = 19moz'f' bg'ﬁﬁx-
Podstawiajac (2.19) do (2.11) i wykorzystujac znane z geometrii powierzchni wzory

znajdujemy

D=

1 2 , A
Yap = [?’aﬁx"l)x + Vapx Px + 014 (”ﬂx Yr+ 'Uﬂx"l’x)] >

K=

_

= 2 [y“K'lPK'i';aKw;('*'éla(;KW;(‘f'72)1("/);(')]’ (3.5)
K=1

N 1 2

ap = Z [%aaxwx'i"ﬂaﬂxw;rl-ém(ﬁlpxw;(+’;ﬂxip;<')],
=1 .
g, ["axwx+”aKWK+51a(?9x‘Px+19xWK”

Y y y .
8dzie Yupx , Vo » Vepk s yax sg okreslone za pomoca (3.4), d,5— jest symbolem Kroneckera.
Zwiazki fizyczne odwrotne do (2.9) zapiszemy w postaci :
Yap = V“ﬁéﬂpen’ Vo = VaEI)Ea Kup = gaﬂfnmenx Yo = gaémea (36)
gdzie V,4e,, ..., G, 53 tensorami podatnosei sprezystej. Stosunkowo fatwo moze je wyzna-
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czy¢é w przypadku rusztu pretowego i powloki perforowanej (por. (2.14) - (2.17)), gdy
A =1, 11 i dyskretna siatka osi elementow pokrywa si¢ z ortogonalnymi liniami parametry-
cznymi powierzchni podstawowej.
Uwzgledniajac (3.6) i (2.10) w zasadzie idealnosci (2.20) otrzymujemy
(Vapeg P ~ya) i = 0, (Voempp® —yd)ody = 0, .
(Fogsy it — i)l = 0, (Querhym’ —x)aty = 0 3.7
(nie sumowaé wzgledem a,f).
Na podstawie (3.5), (3.7) fatwo znajdujemy wyrazenia na niezerowe skladowe stanu
napiecia w funkeiji pg, Wk, k. Posta¢ tych wyrazen jest nastgpujgca:

N 3 N3
i X 7 .
nc;}ﬂpaﬂ - n:ﬂ 221,%91'0%—1), mpt = Z Z &=,
(=1i=1 k=1i=1 ;
N3, N3, (3.8)
1 7 .
et = i 3 D iyt mmt =l D) D mgy-,
) K=1I=1 K=1i=1
gdzie wprowadzono oznaczenia
wg(i_l) = Yg, 1/)11(5 1/);(’5 dla i= 1, 2, 3. (3-9)
Po podstawieniu (3.8) do (3.3); , otrzymujemy uogdlnione zwiazki fizyczne
[ N3 ai i1 o o3 al 1 -
W= D D W™,  B= D Y Grupfi=?, (3.10)
L=1i=1 © L=li=1
gdzie
11" ( lozv ila 1y Il lav ila 17 il) l/g—
PKL = Ty VaxPL +7zp'vaL + Ty 0aKmL +nm0KmL B /— dI”
Iut ] g22
" ' 3.11)
P Y ! y i y { v i o ‘
Dyr = f (%"5” Vapk P + 7y Var DL + 75 %o M + 7 e m-i) /'/—i dr'.
Y : V822

W przypadku gdy wszystkie parametry 7%, ..., 7% sa réwne jednoécei, to po bezposred-
nim uwzglgdnieniu (3.5) w (2.9) wobec yo3 = Vs, VYo = V¥, %op = ndy , 4y = ¥ (por. (2.10))
a nastgpnie w (3.3);,, uzyskujemy nastgpujace wzory na uogélnione sztywnosci

ya " y ‘ 1 3 2
pﬂa = Adﬂ ﬂ(yfﬂK'*'(SZV(SIe'vr]K)’ py = Aaﬂlmvnl(,
¥ aé( y 1 3 2
Pk = A%t 800,k = A0,
-~ enl? ; 1 ) 3 2
M = B 03,800, i = B (3.12)

'I:a " b4 1 3 2
i mMg = B x£K+621!61579K), mo]t( = Balﬁx,
oraz ’

R P AL Sy
i = f Ao Ve, + A vg ye + B "lqax"eqL-i‘BlEl‘)x”eL‘i‘
r(ut) :

y 1 y 1 y 1 y 1 o
+620(Am1”7)a1(7’qL+A“7)K7}L+Bm1ﬂ"9ax"9nL+Bu'ﬁK"9L)] l}/_g___ dI”
’ . 822
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‘ [ af s y > os) ’ 3 ro2 voo
Oy = Ay gk Veyr + A% Vax Ver + B tapy oty + B sygner +
I(u') -

(S (A w ]y“ﬂK’v7L+A yaKvL+B ﬂh]”aﬂh?()uL'i'B HaKﬂL)] /]/g dar’,
V&2

»3
g/KL — f(Alah],U ) L+A ’Z)I\‘Z)L-l-Bmmﬂ 1),,L+.B1119‘ ,l)L) ]/g
@ty - 822

3 v 2 v 2 y 2 y 2 /
Ok = I(Aam")’aﬂxan‘FAal)’ax (43 +Bmﬂmﬁa/tx?9nz.+B°‘1%¢K19L) Ve ar,

Ity : V 822
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(3.13)

.. b, . .
Po uwzglednieniu (3.10) w (3.1), (3.2) latwo otrzymujemy réwnania rézniczkowe
i warunki brzegowego jednowymiarowego modelu stanu podstawowego — réwnania sta-

tyki jednowymiarowej teorii infinitezymalnej.

Nastepnie wyprowadzimy réwnania stanu zaburzonego. Obliczajac z (2.22), (2.23)
przyrosty reakcji wigzéw, a z (2.19) wariacje sktadowych stanu przemieszezenia, i uwzgled-
niajac w (2.29), wykonujac catkowanie przy wykorzystaniu znanych z geometrii powierzchni
wzordw, zaleznodei (2.20), (2.31) oraz = = {I'(u'), u' € (ul, uld} otrzymujemy wobec do-

wolnosci 1 niezalezno$ci dyx(K = 1,2, ..., N) réwnania réwnowagi

2 2 1 1
PR — 0Dy —oWR +0D =0,  (u' e (ui, u}))
1 warunki brzegowe

2 2 1
QWY —dPI—0W2 =0 lub  dyx = 0,

2 .
BY’,‘E =0 lub 3’(/);\ = ( (u1 — ué)
gdzie wprowadzono oznaczenia

Q- o Q o a o Q 3 Q 3
OVe = f(p‘“z;ax+p‘v,<+m‘“ﬁax+m‘19x) -—]/i du?,
It 822

4 e [ [ [ 4
DY = f [p“”yaﬁx 4 B ak + Py + % — € (53, W30D° + 07, Wl D% Dok —

Vs,
]/gzz

e
—éj (}‘}?zgﬂapyﬁ + aﬁyﬂl’sﬁpw’) Dox — €& (73111' *ﬁaal’ + 3'}’:37 ”a % (’a) ? K]

e e e e
gdzie Yugg, Vax» #apx > #ax 52 okreslone za pomoca (3.4).

Podstawiajac (2.19) do (2.2), (2.25) znajdujemy (por. (3.5))

f’aﬁ = Z [)’3,91( Yr+ ;’200( 1/);< + 014 (;ﬁK"I);( + ;/mip;cl)] s
K=1 ]

= 2 [yg,(q)x + ;gx‘lp;( +51a(71x’ll’;<'|:"2)1<’/’;<’)] )
K=1

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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. N 2 2 ) i o2 .
g = [yaaxaw + Vapx Ok + 01 (vpx Oy + vpx Ok )] 3.17)
K=1 [Cd.]
o < ! | 20 ’ ! ’ 2 ’r
Yy = 2 [Vgx Ik + Yax Ik + 010 ('Uxa’l/)x + ok 31,0,()] )
k=1
gdzie (por. (3.4))
')'0 Y Y 0 Y P Y
Yapx = Yapx +€ap Pk Yoex = Vax — eaﬁ'px . (318)

Postepujac analogicznie jak przy wyprowadzeniu zwiazkéw (3.5) - (3.8) otrzymujemy
na podstawie (2.27), (2.28), (2.30), (2.31)

A 2 , 1 o2 B
3735 = Z [7aﬂKa'l/)K+'}’aﬂKa1/)K+61a(7)pxa1/)l(+'pralpx)],
K=1

N S
ot = O [ yextnt vexdvic +0ralondyic + o),
K=1

N 2 , 1 , 2 X (3.19)
Onfy = [”aﬂx Ok - apx Ok + 014 (0ﬂx Oy + Dok Mpx )] ,
K=1
N
_ S3[1 2 ) S
ony = Z [”axa’l)x‘i'"axa"/’x+51a(19x31/)x+19xa¢1<)],
K=1
a nast¢pnie
N 3‘ i N 3 .
Repop® = 70 D7 D apoyi=P,  Fwopr = K2 Y Y opraylih,
: k=1i=1 k=1i=1
N 3 Y s (3.20)
\ i ) . N
Refome? = 358 D) N omPoyy-0,  wmomt = D) Y omudpi-Y,
K=1i=1 K=1i=1
gdzie
MY = dyg, dyk, Iy dlai=1,2,3, (3.21)

i i [ i
pyY, op%, om¥, dm% sa znanymi funkcjami zmiennych (&%) (réwnymi odpowiednio p¥,
i i i )

P M, mig, jeSli w3 = wif, fe =, 7 = nf, W = ).
Uwzgledniajac (2.20), (2.31) w (2.26), a nastepnie w (3.16) przeksztalcamy wyraZenia na

[4 e
o¥2, 0DT nastepujaco:

e
QWY = 0PL 4 0%E 1002, 0DY = OBk + 9% + D, (3.22)
gdzie .
e 13 .
o4 = f(}‘Z;“apwva,ﬁ?glaplix+?z;rammfaax+}“z;am13x) l}/_g_, ar, (3.23)
T : 822
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* e * e e e
o0 = f (W‘Z” 0P Pupic + 70 Op Yk + T O ot + 3m°‘xax) ]/‘/g dr,
I 822

e . e . e
oV = f [ @V yamy D~ BP sl P Oy + 0P, 7 p 0y +
I'(ut)

Ve _ ar,
822

o o e ) a
820y marm"Y — OpamhmY) Pk + 0P, 7on m' 1Y K]

Q . o o Q o’ q v
0Pk = f (605 ot o - 35, o 0°) Vpux + 09y PPy +
I(u')

’ e e
+ g"‘”(ay,,anﬁ"mﬁ" a}‘)dnﬁmﬁ)”ﬁax _I_a)‘}yﬂgrmﬂr”ﬁx__

— (e“”a'}jﬂyn — eﬂ ay ﬂyﬁpyp)ﬂax —é, ayﬂy ﬂﬁapﬂaﬁxl ]/g ’ (3.23)
V82 [cd.]

93 [ ads e *.Iy v iy lya
o¥g = 8Py amy 0D’ —}’dﬂpa[’ )'UaK"‘)’y op*tog+
Pt

/
+g°‘"(;3,57’§,},”3m —y,,n,,,am )0ax+;3,,n,§,”3m1”0x] /]E_ dr,
V822

e e e
o83 = [ 16,8007 — 3534200 Yo + 5,50 80"

0 K o ¥ e o * e
+ go‘d()’yd ng'ramﬁy - 767‘& amﬂ) Hoax + Yy ﬂﬁ?aml‘”xpx -

Vg _

822

- (e“”yﬂ,, nf opP — egy,, n”ﬁ Bp”ﬂ) q?a x— €Ly yp,, n”"‘apﬁ“ﬁ K]

Po podstawieniu (3.17)3,4 do (3.23)3,4, a (3.20) do (3.23); 2,5, 1 uwzglgdnieniu (3.21)
mozna wielkosci (3.23) tatwo doprowadzi¢ do postaci (j = 1,2, 3)

N 3 R N 3
i 0 ol
ot = 3 Doy, bk = Y Y Bludvi?, (3.24)
L=1i=1 ' L=1lI=1
gdzie przykiadowo jest (por. (3.11))
Qil ) I/E dF
Yir = vaxapL +ﬂp‘vx3pz,+ﬂm ﬂaxamﬁn ﬂxamL ——==dT,
Ity 1/g22
ol (3.25)

oi » g
qjll(L = f (na yaﬂK 3PL + 7zp yaK apL + ﬂ;m ”aﬁl( amLﬁ + ﬂ;m ”ﬁK amL) ““‘“ dP
() .
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- . . o
Zalezne od sktadowych stanu napigcia W stanie podstawowym miary sztywno$ci W2,

Oi M i L4 X3 . . . . ”,
@2, mozna po wykorzystaniu (3.8) przedstawi¢ w funkeji liniowej przemieszczenn uogdl-
nionych tego stanu
oi A oi ) el 3—1 oi ) ' '
Wz, = 3 N W gg-n, D= ) D kgD (3.26)
~ .

J=1 j=1 J=1j

M=

—_

of oi -
i podobnie zalezne od deformacji konfiguracji poczatkowej miary sztywnpsci ¥g;,, @iy moz-

na po uwzglednieniu (3.17),,, (3.9) wyrazi¢ nastgpujaco:

. N 3 ; N3
By = 3 Mo, Gho= D Y Byt e
J=1 j=1 J=1 j=1 .

Wyznaczajac z réwnan (3.1), (3.2), (3.10).jednowymiarowego problemu brzegowego
uogdlnione przemieszczenia yy w funkcji parametru stanu obciazenia, a nastgpnie podsta-
wiajac je do (3.26), (3.27) otrzymujemy na podstawie (3.14), (3.15) i (3.22), (3.24) réwnania
jednowymiarowego uogdlnionego zagadnienia na wartoéci wiasne, z ktorego obliczamy
krytyczne warto$ci parametru obcigzenia i postacie wyboczenia okreslone przez dwy.

Jezeli pominiemy wplyw deformacji powierzchni = w stanie podstawowym na wyzej
opisany problem statecznoéci dZwigara, to zgodnie z (2.34) w zwiazkach (3.22) nalezy
przyja¢ (por. {1])

aP3 —0, ad3 = 0. (3.28)

‘4. Uwagi koncowe

Wyprowadzone w p. 3 ogélne réwnania moga by¢ podstawa budowy jednowymiaro-
wych modeli statecznosci.

- Jezeli ksztalt i struktura dZzwigara odpowiada przyjetym w pracy zaloZeniom, a szeroko
rozumiane doswiadczenia wskazujg na praktycznie uzasadniong mozliwo$¢ przyjecia hi-
potez geometrycznych i statycznych prowadzacych do rozwazanych postaci réwnan wig-
z6w, to w wyniku postepowania opisanego w p. 3 otrzymujemy stosunkowo prosty model
zagadnienia. Oczywiécie istotnym czynnikiem jest réwnieZ typ obcigzenia zewngtrznego
i warunkéw podparcia oraz relacje miedzy charakterystykami geometrycznymi dZwigara.

Konkretny przyktad zastosowania przedstawionej koncepcji ujecia problemu statecz-
nosci wraz z propozycjg dalszych uproszczen otrzymanych réwnan zamieszczono w pracy
(8] ,

Prezentowane w p. 2 i 3 rozwazania wskazujg, ze uogélnienie koncepcji na przypadek
teorii geometrycznie nieliniowej jest mozliwe. Jednak zlozono§é odpowiednich réwnan
i wzoréw oraz stopni trudnosci uzyskania rozwigzania tych réwnaf znacznie wzrasta.

Pewne inne uogdlnienia i rozszerzenia w zakresie liniowym mozliwe stosunkowo latwo
do adaptacji na zagadnienie statecznosci (w rozumieniu tej pracy) zawiera po§wigcona pro-
blemom statyki i drgaf obszerna rozprawa [7]. Rozszerzenia te dotycza giéwnie struktury
dZwigara, ksztaltu powierzchni podstawowej i postaci réwnafi wiezéw wewngtrznych.
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W pozycji [7] poruszono réwniez tematyke poprawnosci i dokladnosci modelu jednowy-
miarowego i podano bardziej wyczerpujaca literaturg dotyczaca ciaglych modeli dzwigaréw
siatkowych i1 mechaniki kontinuum z wigzami wewnetrznymi.

Obszerng bibliografi¢ problemu matematycznego formulowania zagadnien z mecha-
niki ustrojow siatkowych (w tym zagadnienia statecznosci) zawieraja monografie [3, 4,5]
oraz rozprawa przegladowa [9)].
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Peaome

YCTOWYMBOCTD ONHOMEPHOM HEIIPEPLIBHOM MOIEJIM CETKOOBPA3HBIX
VIIPYTHX ITOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYKIIMIT d

Ilpenmerom macTosiuiell paboThI SIBJITIOTCS JIMHEHHbIE YPABHEHUST yctox‘»'mﬁiaocm B cMblcfie DHnepa
IIOBEPXHOCTHBIX YIIPYLHX CHCTEM C LyCTOH pErynspHOil CeTioll 2J1EMEHTOB. DTH YPAaBHEHHA IOJYYEHbI
B pe3ynkTaTe, NPHUMEHEHHS NOJNOXKCHUH MEXQHUKH KOHTHHYMa C BHYTPERHBIMU CBIAMY Y, BospHAKa
YPABHEHHAM IOBEPXHOCTM THIIA I(occepaTOB SIBISIOIIEICA HENPEPHIBHONK MOJENEl PACCMATPHBAEMBIX
KOHCTpyK1tuH

Summary

STABILITY OF A ONE-DIMENSIONAL CONTINUOUS MODEL OF LATTICE-TYPE
ELASTIC SURFACE STRUCTURES - ¢

The paper deals with linear equations of stability for a one-dimensional continuous model of elastic
surface structures with a dense regular lattice of elements. The equations were obtained by applying
Wozniak’s concept of continuum mechanics with internal constraints to equations of stability of Cosserats’
surface, being two-dimensional continuous model for surface grids and perforated shells. The condition
of stability in the Euler sense was formulated, i.e. the adequate one-dimensional boundary — value
problem was presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 listopada 1983 roku
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1. Wstep

Przedmiotem pracy sa réownania i przyklady rozwigzania problemu statecznosci w za-
kresie sprezystym plaskiego dzwigara siatkowego o gestej, regularnej i ortogonalnej siatce
pretéw pryzmatycznych,

Celem tej rozprawy jest podanie przykiadowej realizacji zaproponowanej w pracy [1]
koncepcji budowy réwnan ciaglego, liniowego modelu jednowymiarowego statecznosci
dzwigarow siatkowych uksztaltowanych na powierzchniach w postaci jednoparametrowej
rodziny konturéw. Do sformutowania wymienionych wyzej réwnan wykorzystano w [1]
metody mechaniki kontinuum z wigzami wewnetrznymi [2] i rownania ciaglego dwuwy-
miarowego modelu rozpatrywanych diZwigaréw [3].

Rozwazymy plaski ustréj w ksztalcie prostokata (siatkowy ptaskownik), dla ktérego
po przyjeciu okre$lonych hipotez geometrycznych i statycznych (analogicznych jak w teorii
pretéw pelnodciennych) wyprowadzimy réwnania statecznosci w sensie Eulera. Podamy
przyklady rozwiazania dla konstrukcji w ksztalcie wspornika, utwierdzonego wzdhuz jed-
nej krawedzi i obciazonego osiowo wzdhuz krawedzi przeciwleglej, przyjmujac prety o prze-
kroju prostokatnym i stale charakterystyki geometryczno-fizyczne w obszarze dZwigara.

Szczegblowe zalozenia, dotyczace przyjetego modelu statecznoéci, podano w pracy [1].

- 2. Réwnania statecznoéci teorii dwuwymiarowej
z wiezami wewnetrznymi

Rozwazymy w przestrzeni Ox'x2x® obszar prostokatny na plaszczyznie (x', x?) =
= (x, ), bedacej plaszczyzng podstawows dZwigara w stanie nieodksztalconym i niena-
“prezonym, przyjmujac (rys. 1) '

2 E). @.1)

1 __ . 2 _ i
x' = x€(0, L), x—ye( PR

Wykorzystamy nastgpujace liniowe réwnania podstawowego stanu odksztatconego [1]:
— rdéwnania réwnowagi

8 Mech. Teoret. i Stos. 1/85



114 R. NAGORSKI

ptph gt =0, pE+PE+r g =0
PPl +r+q =0, mii+mij+pP+si+hl =0 (2.2)
m",?+_2y2—p1+s2+h2 =0, . m,1x+m,2y+p12—p21+_5+}1 = 0.

— statyczne warunki brzegowe

dlax=0
—ptt = pty7t, —p'2 = P2y —p! = p+tr,
—mlt = mbapt,  —m'? = mPep?,  —mt = mip, (2.3)
dlax=1L
pi = P47l pi2 = "p? 4172, Pt = "p+r,
mll — Iml +M1, m12 — ’m2+[l42, ’711 — ,m+,Ur, (24)
day= ——F
ry="3
'—p21='P1+TI, —p22='p2+'l‘2, —p* = "pit1,
_m21 lml +M1 __m22 —_ lm2+M2, _m2 —_ ,m+,u', (25)
1 ~
dlay= —L
ay 5 |
p21 — ’pl +T1, p22 Ip2+,r2’ p2 — ’p+T, 26
m21 = ’ml _,_Iul, m22 _ Im2+#2, m2 — Im+M’ ( ' )
‘Azll
qn
P dy
H
1/“1’ j_l 4 o
B — ]y 71
/ ‘8
12 lf ———~]
}Xz:y }"ll"-
A '
. * 1/£'E
A_L——-— < L — ] J
4
2‘ P/T=1y 1/2tT_
xlix‘:o Jx: =L

Rys. 1

gdzie p*, p* i m*, m* — oznaczaja sktadowe stanu napiecia typu sit i momentéw, 4% ¢,
H hi'p®, 'p, 'm*, 'm— skladowe stanu obcigZenia zewngtrznego powierzchniowego i brze-
gowego, 1% r, 5% 51 1% 7, u*, p— reakcje powierzchniowe i brzegowe wiezéw wewngtrz
nych (w bazie ey, €,, €3) —a, i = 1,2, rys. 1),

— zwigzki geometryczne
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® * #* * ’

Vit = D1, % Yiz = vZ.x""‘?’ Va1 = 7)1,),+’0, Y22 = V2,y,
£ * ( ES i

Yi=vatt,  yr=0,~0,  # =0, =9, 2.7y
E3 i sk o,

Hyy = 7?1..\-: Hia = 192,.\', %oy = 191,,,, 3y = ‘192“”

gdzie v,, v i 9y, ¢ sa skladowymi wektora matego przemieszczenia i obrotu.

— zwiazki fizyczne, ktére dla dZwigara prgtowego zlozonego z dwu rodzin ortogonal-
nych pretéw pryzmatycznych sztywno polgczonych w weztach i osiach réwnoleglych do
linii parametrycznych’x = const, y = const przyjmujg posta (rys. 1):

Pt = Ri¥is, P
D= Ryyy, p

12

12 21

= jéIylZ’ P = ﬁn)’zn PP = R_u')’zz,
2 = \S’II%Z) (2.8)
21

— ¢ — X 22 _
= Syxiz, 0 = Sy, m*? = Sy,

v
2 1
= -RIIyZ’ m: = Slul) m

m't = Spsyg, m

2dzie Vap, Ya» %op> o S8 Skladowymi stanu odksztalcenia, R, R s Ivl S, S b S — ciagly-
mi miarami sztywnoéci sprezystej dla pretéw rodziny 4 (4 = I, 1I),
— zasady idealnosci wigzow typu kinematycznego (geometrycznego)

L . L
[ (r*év, + r*6v, + rév 4 189, +s2692+s619)dy(1x+f[(t‘évl+t2dv2+16v+

LY

W N =

+ p209, + uréd, + ‘u,(Sﬂ)ly 1+ (v*0w, + 7200, + o0 + piod, + u2dd, + ,u619)|y 1 Z]a’x+
=77 =2
1~
_2_L .
+ [ (@00, + 7200, + T80 + w180 + p200s + pdD) ot
) .

3 , .
+ (7100, + 200, + vov 4+ u' 69, + pPod, + udd)|i o1 ]dy = 0 (2.9)
dla dowolnych wariacji dv,, dv, 69, 63(x = 1, 2) zgodnych z wigzami,
— zasade idealnos$ci wiezéw typu kinetycznego (statycznego)
L L
/

(i —yT)0p " + (P12 —y12) 0p' 2+ (y2u — Y3000 (Y22 —y32) P> +

[N S—— Y N

+(yi— DOt + (Y2 — ¥3)0p*+ (s — 1) O’ + (e — 3) om” +
+ (g =25 Ot 4 (3612 — #F2) 02 o (351 — 23 ) OM>L + (222 — 2#32)0m??]dydx = 0 (2.10)
dla dowolnych wariacji &p*, ..., dm* zgodnych z wigzami.
Réwnania wigzow wewnetrznych sprecyzujemy w p. 3.

Nastepnie wykorzystamy zlineryzowane wariacje réwnai dla zaburzonego stanu od-
ksztatconego w stosunku do stanu podstawowego — liniowe réwnania statecznodci [1]:
— rdéwnania réwnowagi

B+ PH 4ot =0, PR +opFort =0,
aﬁ,lx"‘aﬁ?y"‘ar =0,

g
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DL ORI 4092 +0512D" + P120p" + 8P 220" + P220p® — 0910 = 51 Op"? ~
_9%,p*2— 520p?2 + 05! =0, @1
ILZ+ M} =0t —dp1 ! 510 =892 PP~ P21 0P+ P p PP +
485, PP + 520 +05* =0,
(')ron,lx'i‘aﬂel,zy-{-a[;lz—a[s“—3_;1121)“—ﬁ123p1153ﬁ22p21_)‘}2231)21_{_
+ 3Py p P dpt +3P21p*2 +V219p** = 0.

— statyczne warunki brzegowe

dlax=20
—optt = art,  —optt=d%, -0t =,
ot et i, ot =, >
dlax=1L
Pt =o', Ppr=0c7, Pl =0,
I = dpt, oMl = p,  am' =, @
dlay = —-%—Z,
—OpM = &, —0p* =t —0p* = O,
ot = o, -0 =R, Rt = O, A
dlay = —;—L
9Pt = art, p*? = w*,  Ip* = Ov,
o2t = out, Om?? = du?, - Om* = du, @D
— zwiazki statyczne
Pt = 3p“+(’)}°/1,p“+;3“8p“+3f121p12+§1213P12~3)31P1“}'5131’1,
0p? = P 2+ 3P0 4 5120p 222 P+ P22 0p* = 0P ap' = $20p",
9Pt = BpH 40P PP + P11 0P+ P2u P A P21 0pP — 0P 0P = P17,
p?? = 3p22+3;"112p“+)°1123P21+3)322P22+5"223P22“3§’2P2”‘f’zapz’
Pt = 3p1+3)°11p“+)313p“+3}321’12+}°’231’12-’
Op? = Op2+ 09, P! +$10p* + P2 p** +920p*%, (2.16)

I = ImM 9, M kg, It By m 2 Dy ImAE— 0P mt =Py Oml,
IR = M 9P m b, It 0y R Py Ot — Oy m! — 2 0m’,
I = dmP + 09, M 4Py, 0mPt 0 M2+ 521 0mPE — 3P m* — 1 0m?,
D% = ImP2 405, mP L+ §ra dmEE 4 095,22 4 2, Im?2 — 8P, m? — 2 0m?,
ot = Im' 43y, m*t 49, 0mt + 0P, m** 4y, 0m'?,
Bh2 = Bm® + By, m?2 +9,0m** + 9, m?? +5,0m??,
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— zwiazki geometryczne

)0'11 = Dy xy )312 = V2, x )0’21 = Uy, y, 5’22 = Uz, p»
. o (2.17)
Y1 =0 Y2 =9,
oraz
Iy =00, ., Iy, = 5,
W1 = 001,x, 0P = 0y, Py = Dvy,,, Ipas = 00, 4,
Wt =00y,  Oyly =30y =09, Oyi = v, ,+38, OyE, = dv,., (2.18)
Wt = 00, +30,, i = dv,,— 0%, mf =209, = 9, ,,
a"lkl = 30y, a”:IkZ = 31‘)2,,‘, a"gl = aﬂl,y I3y = 302,y,
— zwiazki fizyczne
op't = Rydyy, Pt = ﬁlaylh p* = ﬁu‘%’zu p** = R0y,
' = Rydy,, 0p* = Rydys, om' = S0, m® = Sy0m,  (2.19)
omit = S;0xy;,  Im'? = 810y, OmPt = Sy 0k, Om?? = Sydny,,

— zasade idealnosci wigzéw typu kinematycznego

/

1

(0r*6vy + 0r*dv, + Ordv + 051 80y + 05288, + 0s09)dydx +

i

[STS N XY N

" (2.20)

Jdx+
L

L
+ [ [(97*60, + 97200, + Frb0 -+ 0u69 + 289, +ud| _ 1
1]

il

+ (9o, + 01*0v, + OTdv + a,u"évl + Outdv, + dudv)
. . y=

ST

1
By
2
[ (07260, + 97260, + 0060+ Jut 68, + 0u*09, + Qb 0 +
1
-=L
2

+ (0160, + 07*dv, 4 0tdv + 69y + 0pu*8d, + 0udd)|,-]dy = 0,

— zasade¢ idealnosci wiezéw typu kinetycznego (2.21)
1
L 7k
[ [@psc=0y1)0p" +@y12— 0yk2) 80" + (By21 — I3 )0p* +
o 1.
-3

+ (Y 22— Dy32)0p*2 + (Fyy — Oy¥) 6p' + (By 2 — Oy3) Op* + (9w — 07 ) 8’ +
4 (9xy — F)OM? + (Dot g ~ 0¥ )OI (O, — Ony) Om*2 + (y g — O3 1)0m>? +
+ (3%22 —_— a%tz)(smzz] dydx = 0

dla dowolnych dv,, dv, ..., dm* zgodnych z wigzami wewnetrznymi (natozonymi na przy-
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rosty stanu przemieszczenia i napigcia w stosunku do stanu podstawowego). Symbol
,0(...)” oznacza przyrost danej wielkosci typu geometrycznego lub statycznego.

Rozwazymy rowniez uproszczenia wymienionych wyzej réwnaf, przyjmujac w (2.1 N,
(2.16)

o

Yap = 05 Ju=0 (2.22)
oraz.
L4+0ps =1, 1+dp,=1 (x=1,2) ) (2.23)

Jezeli na skladowe stanu przemieszczenia i napigcia oraz ich przyrosty nie naktadamy
zadnych wiezéw, to wobec dowolnosci i niczaleznosci 0v,, ..., 68 1 dp*P, ..., dm® wynika
z zasad idealnoéei (2.9), (2.10) i (2.20), (2.21), Ze sktadowe reakcji wigzéw i miary niezgod-
nofci odksztafcen oraz ich przyrosty sa réwne zeru. Zatem rownania (2.2) - (2.8), (2.11)-
(2.19) sprowadzajg si¢ do réwnan dwuwymiarowego modelu ciaglego statecznosci rozwaza-
nego dzwigara.

W monografii [3] podano uzyskane za pomoca szeregdw Fouriera rozwiazania tych
réwnan, tj. rozwigzanie zagadnienia na wartosci wiasne dla niektérych typdw obcigZenia
i warunkéw podparcia przy dodatkowych uproszezeniach (pominigeiu wielkosci matych
wyzszych rzgdéw). Nie uzyskano do tej pory, w przekonaniu autora, zdawalajgcych
(prostych i dostatecznie doktadnych) rozwigzan pfoblemu statecznosci rozwazanego dzwi-
gara (w ramach przyjetego w tej pracy liniowego modelu cigglego) dla wielu innych prak-
tycznie waznych rodzajoéw obciaZenia 1 podparcia. *

3. Réwnania teorii jednowymiarowej

Przyjmiemy nastgpujace liniowe rownania idealnych wigzéw typu kinematycznego
w postaci catkowalnej [1]
v =w—6,y, v, = wa, ©=w3+0,y,

(3.1)
ﬂl = @, 792 =(P2+A'y’ 19:‘7’3,

gdziew,, w,,w3,01,0,,9,,9,, p3, A sa nieznanymi funkcjami zmiennej x ~— przemiesz-
czeniami nogélnionymi.

Réwnania (3.1) wyrazaja hipotezg prostoliniowoéei przekroju x = const po odksztat-
ceniu oraz taka posta¢ funkeji obrotéw weztéw, aby w szczegéinosci spetnione byly zato-
zenia Bernoulli’ego-Timoshenki-Wiasowa dla plaskownika pelnosciennego. Dla duZej
gestosci siatki elementéw dzwigara obserwujemy bowiem duze podobieastwo miedzy za-
chowaniem si¢ konstrukcji o strukturze siatkowej i ciaglej. Ponadto w pracy [4] wykazano,
ze w zakresie zginania statycznego réwnania wiezéw (3.1) prowadza do dobrej zgodnosci
z rezultatami $cistymi w ramach modelu dyskretnego.

Po uwzglednieniv (3.1) w (2.7) otrzymujemy

YL =wi=03y, Y = wi—gpa, yi = —0,+9s, i =0,
Vi=wit g0+, E=0i—g, #i=g¢; #=0 ()
le = ‘7’1, MTZ = ‘P;'f')*' ) ”g:l = 0’ ”;cZ = )"

gdzie (...)" = 4(...)/dx.
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- Wigzy typu kinetycznego przyjmiemy w postaci wyrazajacej fakt pomijalnoéci niektd-
rych skladowych stanu napigcia na zachowanie sie ustroju [1]

PP= o, pt =it o = amt, e < gepe (3.3)
gdzie 7%, 7%, 2%, 7% przyjmuja wartosci ,,0” lub »»1"" W zaleznosci od tego, czy dana skia-
dowa stanu napigcia moze by¢ pominigta, czy nie,

Po wyznaczeniu z (2.2) - (2.6) reakcji wiezéw, a z (3.1) wariacji skladowych stanu prze- .
mieszczenia i po podstawieniu do zasady idealnosci (2.10) otrzymujemy po wykonaniu cal-
kowania wobec dowolnosci i miezaleznoéci dw, , ..., 64 réwnania réwnowagi modelu
jednowymiarowego dla stanu podstawowego (x e (0, L))

PY+f =0, Py4ff =0, PY+fy =0,
MY —PP+g? =0, M$ —P9+g8 =0,
MY 4 Pi4gt =0, MY —Poigh=0, )
M3 +Py—P7+88 =0, HY-M?—M'+} =0
oraz warunki brzegowe (x = 0, L)
PY ="Pl, lub w, = 'wy,,
Py ="P3, lub  w, = ‘wy,
Py ="'Py, lub  wy = "wy,
Mf ='M7, lub @, ='6,,
M ="M} Iub @,='8,, (3.5
M7 = "M%, lub @ = '(le
M§ = 'M%, lub P2 = @ra»
M§ ='M§, b g5 =gy,
H* = 'H lub A= "2,
gdzie uogdlnione sily wewnetrzne okreslone sa nastepujaco
1

2L 3k 71
Py = [ pldy, Pr="[ pi2ay, Py~ [ pay,
1~ ' 1 1
—?L —7L -EL
1 1. 1.
7k 7L 7t
M= [ plydy, PP = [ 2y, M = [ ptydy,
i 4L 2L
(3.6)
1~ 1 ~ 1.
7L 7L 2t
P? = | pdy, M= [ may, Mg- [ mizay,
1 ) 1-
- ~3l 7
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a sily zewngtrzne przgstowe i brzegowe dane sa odpowiednio wzorami (dla x € (0, L))

L]

4 7t
o= [ adr gy { Py p|_1y+ g
-5L -zl
1L 3L .
£ = { DAL ITTE {ﬁqydy— 5 L(P 1Py
—7L -zt
I-L lL
2 1=, 11 @ f 1 !
g2=—{iqudy_7L(pl‘ %L__p %L\,, g1=—£zh dy + m’ 7~+ m{
2
11 7L
g8 = {.h --:Z-Z+,m2%13’ gl = {~hdy+’m_7z+’m‘%z,
—?L ——2—L
o
2

1
Fl
Pro= (=1 [
1
2
1
2

Py = (=1 [ pledy,
Ly
2
1
5L
M3, = (=D f "P'Y|x, A,
LE
2
1~
. 7L
Mi, = (=17 [ ‘mildy,
__iL
e _ o
H; = (—1)

1.
_7L
1~
5L
= (=1 [ mldy,
1.
—-2L
Ly
‘M, = (=1 [ ‘mldy,
1
.__,2,.L
1~
L
f "'m?y|x,dy.
1

»

(3.8)
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Na podstawie (3.3), (2.8), (2.10) oraz (3.6) znajdujemy zwigzki fizyczne modelu jedno-
wymiarowego (przy zatoZeniu stalodci miar sztywnosci Ry, .. SA dlad =1,1I)

¥ = R¥wy, = R'zv(wz"‘Ps), Py = R?(W§+(p2),
M? = SP(O1+2), P{=RYO,—9), M{= —590;,

PP = R3(ps—0), M?=S9;, M3 = S%g;, ¢
M3 = Stgs H'=TW, M =82 ((.)=3.)x),
gdzie .
RY = 28R L, Ry =al®R,L, RY=nlR,L
59 = 12 —nlR L3, R = m2R,L, 89 = —11-2~n,‘,‘R,I~,3,
(3.10)

.R2 = np -RIIL ST = 7!,1,11S1Z, Sg’ = 75,1,,25'1[‘:,
1 ~
S%’ = n,l,,SIL, TA = 12 ZSILE\ Sl = 7‘6;25'"[,.

W brzypadku gdy przekroje pretéw dzwigara sa prostokatne o osiach gléwnych réwno-
leglych do osi uktadu wspdtrzednych (rys. 1), mamy

a\? d,\?
Y = ap' K, y = m‘ssz(—' , R'= n}»Kz(“') .

vy 2 2
—SI—= ! 7 K:(L) , R} = nf‘,K”(ﬁ) >

~ L2 12 Iy
S92 1 Ly an \*
E=mnl). =),
2
Dol e
2 = 12K ] T\T )] (-11)

. 2
sz 1 d 21 (_IL)Z(Q)
2~ 12 lzK’( )(1,) 2= T\ )

™ 1
R B A
L? 2" ENLI\L I Iy

K =R L= %a‘,d L, (3.12)

gdzie

przy czym a , d oznaczajg szerokosci (w plaszczyznie podstawowej konstrukeji) i grubosc
elementéw rodziny 4,1 = 1, — dhugoéé, E iG moduly Younga i skrecania (4 = L1D).-
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Zauwazmy, Ze réwnania stanu podstawowego rozdzielaja si¢ na niezalezne uklady
opisujace

1. Rozciaganie ($ciskanie) osiowe (w,),

II. Zginanie z ptaszezyzny dZwigara (ws, @3) _

ITI. Zginanie w plaszczyZnie dzwigara (w,, @, p3)

1V Skrecanie (@4, ¢, D)
(w nawiasach podano przemieszczenia uogélnione okreslajace dany stan zachowania sig
konstrukcji).

Wyprowadzimy nastepnie réwnania modelu jednowymiarowego dla stanu zaburzone-

go.
Zatozymy, Ze wiezy typu kinematycznego sa réwniez postaci (3.1), tzn.

v, = Ow, —00,y, vy = 0wy, 00 = Idw;+00,y,

(3.13)
o0 = dp,, 08, = dp,+0ly, 088 = Op;
gdzie dw,, ..., dps sa przyrostami przemieszczen uogélnionych.
Na podstawie (3.1), (3.13) oraz (2.17), (2.18) otrzymujemy
)311 = Wf—Qﬁy, '}312 = W;, )321 = —'02s ?322 = 0, (314)

yi=wi+01y, P2 =0,
oraz
3}711 = dw;—00,y, 370/12 = dwj, 3)321 = —00,, 3)322 =0,
Iy, = dwy+001y, 0p; = 00y, _ (.15)
Oyl = Owi =003y, . dyt, = dwy—dp;, Iy3 = —00,+0p;, i, = 0,
Oyt = Owa+0p, +(00 +9hy, Iy} = 00,—dp,, Oxt =0dp;, I =0,
oxfy = Opy, On¥, = dpy+0Xy, Ok =0, Ox¥, = 0A.

Wiezy typu kinetycznego przyjmiemy réwniez w postaci (3.3)

o = Wop,  Gpr = Ept, Ot = glom,  dmt = Wom*,  (3.16)

gdzie parametry ﬁﬁﬁ, oy T przyjmuja warto$é ,,1”” lub ,,0”, przy czym w stosunku do (3.3)
niekoniecznie te same przyrosty sktadowych stanu napigcia p*, ..., m* moga by¢ pominigte,
co skladowe w stanie podstawowym (e, § = 1, 2).

Po wyznaczeniu z (2.11) - (2.16) przyrostéw reakeji wigzéw, a z (3.13) wariacji sklado,
wych stanu przemieszczenia i po podstawieniu do zasady idealnodci (2.12) oraz uwzgled-
nieniu zwiazkéw (2.16), (3.14), (3.15) i zasady idealnosci (2.21), zwiazkéw fizycznych (2.19)
oraz wyrazen (3.16) otrzymujemy po' wykonaniu calkowania i wykorzystaniu oznaczen
(3.6) wobec dowolnosci i niezaleznodci éwy, ..., 81 réwnania réwnowagi

OPY' +(Ow  PY —00; M3 — 30, Py — 0wy Py — 30 M?) + (W, P} — @4,0M3 — 0, 0Py —
—widPY —OOMYY = 0,

. : (3.17)
OPY' +(Owy Py — 00, PY)Y +(w}0PY —0,0PY) = 0,
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OPY 4 QW5 PY +00 1 M, + 30, PY) +(wy0PY +O0MS +0,0Py) = 0,
oM+ (ows s+ {5 1001 pr) + (wsang + - Loogops]
— P2 — 0wy P9 —w,0P? = 0,
1
12
1 1
12 2
— OPY — 0w! PO+ dw!, PO — | P9+ w\3P® = 0,
OMY +(Ow i M — 20 , M — owy M3) + (wy OMS — O, 0M% — w3 OM3) +
+ 0P+ dwy(PS — PY) + 0wy Py + wi(0PS — PY)+ widPy = 0, 3.17)
MY+ (dwh M?— 30, ML) + (w}0M? — O, 0MZ) —OPY — dw! Py + [ed]
+30L M8 — 30 (PY — P9)— W/, 0PY +O40M? — O (3PY —0PY) = 0, -
OMY + (Ows M?+00, M3) + (w30M{+ O 0M3)' + 0Py —OPF +
+ 0w, (PY — RS) + 0w, P? — 30, P¥ +w} (8P} — dPZ) + wsdP? — 0,0P} = 0,

. ~ , 7 1 T ’ '
3M§’+(aw;M§’~ L2302P1“—aw3M?~1—2L23@1P;”) +

+({b;aMg°— L2050PY — widM? — ZZG)}E)P;”)—

~ 1 « '
OH — OM® — M¥ — 9wl M + TIZ-LZ(BOZP;“— WM+ 1 120,3P8 = 0

oraz warunki brzegowe

OPY 40wl PY — 30, M3 — 360, Py — dws PY — 00, M? +
+W,OPY —OL0MS ~©@,8Py —widPy —0,0M? =0 lub  dw, =0,
OPY + 0w, PY — 80, Py + wi0PY —0,0PY =0 lub dw, = 0,
OPY +dws PY + 00, M + 06, Py + widPY +O10MS+0,0Py =0 lub  dws =0,

~ 1 - , v
OMS + dwy M9 + 1—12L230{Pi"+w§3M§’+ -151}@1310 =0 lub 460, =0,
¥ 1 1 ) ! pw
OMS + dwi M3 ~ %Lza@ﬁr —dwy MS —~ 1—2L23@1P3 + (3.18)
+w!l OM T%P@zap;v-w;aM?_l_lzp@;ap;v 0 lub 40, =0,
OMY 4 0w, MY — 00, ME— dw, M8 + w,0MT— @, 0M3 —wjoME = 0 lub gy = 0,
OME+Owi M — 90, MS+w;,0M7—0,0M% =0 lub  dg, = 0,
OME + 0wy MS + 00, ME+w;8MT +6,0M3 = 'lub dps = 0,

CH*=0 lub =0,
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gdzie sily uogélnione Py, ..., M* wyraZaja si¢ za pomoca (3.6), a ich przyrosty dPY,

oy OMP
nastepujaco:
1~ 1 1~
7L TL TL
opy= [ opMay, apy = [ aptdy, Py = [ op'dy,
iz REY -1
1~ 1 1~
5L L E'L
Mg = [ ap'ydy, oPY = [ aprdy, oM§= [ ap'ydy,
1~ 1~ 1~
"7t 2 7t (3.19)
1= 1~ 1~ *
5 L ?L 7L
org = [ optdy, oMy= [ om'dy, oMy= [ om'%dy,
iy Ly -1z
2 2 2
i1 i1
Mg = [ omidy, oH = [ omydy, oM = [ am*?ay,
1~ 1- 1.
_71, -—7 L —71_
przy czym
* E 4 »
OPY = Rydw{, OPy = Ry(dws—dp;), APy = RY(dws+dp,),
#* * *
oM = SP(00;+0d1), OPY = RS(90,~dp,), M = —5900;, :
" (3.20
OP§ = RS(3ps—30;), aMY = Stag,  dM3 = S1dg4, )

* * *
OM$ = S3dp;, OH* = ThX', oM* = S*),
* *
natomiast RY, ..., S* okreslone sa wzorami (3.10) (lub w szczeg6lnodci (3.11)) po zastapie-
niu 7!, ..., 72 odpowiednio przez 7?},1, TR

W przypadku uwzglednienia zatozefi (2.22), (2.23) w (2.11), (2.16) réwnania réwnowagi
(3.17) i warunki brzegowe (3.18) upraszczaja si¢ do postaci

OPY' — (00, Py + dws Py + 00 MY = 0,

OPY +(@wy Py~ 30, PYY = 0,

OPY' +(0ws PY + 00| M5 + 96, PY) = 0,

IMP + (3w£M?+ %iza@iﬂ”) ~dPY —dw3 P3 = 0,
24 ’ 1 - ' : (3'21)

Mg’ — (ows M?+EL2301P;") —OPY +aws PP = 0,

OMY — (90, MZ+ 3wy M) + OP? + dwy(P§ — PY) +dwy PY = 0,

OMY + 3wy M?— 30, M8)'dPY — 6@ (Py — P§) = 0,

OMY +(dws M? 430, ME) -+ OPY — 9P + dw, P? — 00, Py = 0,
OHY — OM® —dM* = 0,
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oraz
OPY — (00, PY +0ws PY 400 M?) = 0 lub dw, = 0,
APY +Ow, Py — 00, PY = 0 _ lub  dw, =0,
OPYOWLPY + 00 MS+00, Py = 0 lub  dws = 0,
7 1 jad 7
OMS + dwi M3 + o LP0OLPY = 0 lub 20, = 0,
' 1 - I pw

OME — (aw3M?+ WL2391P3) =0 lub 40, =0, (3.22)
OME +dw, M?— 00, M? = lub  dp, =0,
M+ 0wy M?+ 20, M2 = 0 lub  dps = 0,
AH* = 0 lub 94 =0,

4. Stateczno$¢ stanu osiowego Sciskania

Roéwnania stanu podstawowego skladaja si¢ z rownania rownowagi (3.4), i warunkéw
brzegowych (3.5),, zwiazku fizycznego (3.9),

PY+fY =0,
V="P¢ lub w, ='w, “.n)
Py = RYw.

Rozwazmy dla przyktadu dzwigar w ksztalcie wspornika obcigzony sitami o wypadko-
wej ‘PY, = —P. Tak jest np. gdy wezly krawedzi x = L obcigzone sa réwnomiernie rozto-
zonymi silami o gesto§ci ‘P! = —P[/L. Wtedy bowiem zgodnie z (3.8) dla « = 2 jest
'PY, = — P, a pozostale brzegowe sity uogblnione sa réwne zeru.

Rozwigzanie réwnan (4.1), ; dla f}¥ = 0, n3* = 1 i przy warunkach brzegowych

w, =0 dla x=0, PY=-—-P dla x=1L1L 4.2)
wyraZa si¢ nastepujaco:
Px
Wl = — TRT’ _Piv = —P. (4.3)

Réwnania réwnowagi stanu zaburzonego (3.17) upraszczaja si¢ po uwzglednieniu (4.3)
i (3.20) do postaci

.
ﬁ;vaw','~P(1+ %)awg -0,

R}
Ry (owy —og3)— Powy; = 0, @

®
RY(0wy +dp3) — Powy' = 0,
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*@ " \ P 72 ' *@
S1(391 +8l)_“ ——lfz—La@l ——R1(3@1 -—3(;01) = 0’

. ~ ¥ *
o, Lz S3N, ., RS
~ S206) +p(»12_ + -Rj;)acaz +( i _R@) (33 —96,) = 0,

*
* S? *
( ‘f—.P—Rfi,)a‘PT-FR?(a@l—a%) =0,
1
" (4.4)
* * w
S%0py — (Rg’——P%;)(aW:’ﬁ-a‘Pz) =0, [ed ]
) 1

* *
oo 0 |2 RYN o . RS
58097, +( ';—PRj)(awz_a%)— (R§’~P—i) (0p3 —00,) =
1

*x*

f’ﬂaz“—( R“,)(a@1+ax) §%01 = 0,
natomiast warunki brzegowe dla dzwigara w ksztalcie wspornika do postaci
—dlax=0"
(')wl = aWZ = 3)113 = 0, 301 = 302 == a(p.l = 3(]92 = 3(])3 = 0, al = O, (4.5)
—dlax=1

*
* *
RYow; —P(l + %) dw; =0, RY(Owj;—dp;)~ Pows = 0,
1
* ! a‘G) 7 -P ?
RY(Ows + 347)2) —~Pows = 0, S7(00;+32) — HL2391 = 0,
F S@ St 9
*x*
1
S309% = 0, sgaq;g ~0, TMX=0.
Z réwnan (4.4) wynika, ze mozliwe sa trzy niezalezne, jakosciowo réine postacie wy-
boczenia okreslone przez nastgpujace uklady przyrostéw przemieszczefi uogélnionych:
(Ows, d9s), (Ow., 00,, dps), (90,, d¢,, dA) (mozliwa teoretycznie czwarta postaé dla

= f(x) przy f(0) = 0i P = }3‘;’12‘;’/(15‘,"+R}") nalezy odrzuci¢ jako fizycznie niedopusz-
czalng).

Stosujac znane postgpowanie dla zagadnienia na wartosci wiasne dla réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych o stalych wspéiczynnikach otrzymujemy nastepujace wyrazenia lub
réwnania algebraiczne na podstawowe wartosci wlasne — wartoéci obcigzenia krytycznego
i odpowiadajace im funkcje wlasne — postacie wyboczenia (dla ﬁ;‘ = :r*i,‘, ;z“ =7 =

* * * *
PN [ J— — 22 _
=7 =al, =), = Tl 1)

* * *
w 2¢ 29 2 2g

Pl_ Rl (1+ d *g"’—'/<l+ i *g ) - ZZ.RE),
2 4L2RY 4L*RY !

ws = AL _ . Ry~ ™
W3 A(cos ), 02 A R“’ A31 5T

@7



STATECZNOSE PLASKIEGO DZWIGARA SIATKOWEGO 127

n? ]//(711 by +ab,)* +4a,b,(a3b; ~ ay b)) —a, b, +'azb1_

212 a, by
* P Iz . P
a1=S§(1—-1§)__15P2’ az=R(i)( —-ﬁ%)-—ba,
*
W *® W
a, =]E‘2£,2*—P2(1_%_)’ b1=SgR2* PZ’
RY 1 Ry
* % * * 4.8)
b — (1_ Pz)R'zsz—Pz(R‘zv+Rz)
2 = w | * s
R Ry
n X 7 Rz P, noXx
= —_— —_ = ——-—-—————-A ~
aw, A(l cos 5 L)’ 0@, 37 Rw sin I
* * i
7. | RY—-P, n: S\ P, . X
= B3l 22| 4ein s
oraz '
ﬂza%+ﬂ1) ] (al )ﬂzocz+ﬂ1 s =
- Sap + - thoysina, = 0,
[1+ (ﬂzo‘f—ﬂl o8 %2 Baoi— B ' :
- 1 _ 1
_ l/a%+4ala3+a2 ) « _(]/a§+4a1a3—a2) 2
= 2a1 ’ 2T 2(11
ay = 5"‘/32, a, = T‘ﬂ1+L2S9(1——) B2~ ﬂ0)+S"ﬂ2L2 ‘ (4.9)
& S¢ P3)
= o —— _— A == 1— e ]9
[#2(1- 22} a-po-Fmle 4 - ii?( -

P B2 St P P I2
ﬂl:l_—ﬁg—?-l-_gv—?-(l.—R—r’)’ /32-—1 12 ,., ﬂo,

gdzie 4 jest stala dowolna. Skretnej postaci wyboczenia nie podajemy.

Nastepnie zbadamy mozliwosé uproszczenia otrzymanych wyzej zaleznoéci na wartosci
obcigzen krytycznych. W tym celu wykorzystamy réwnania (3.21) i warunki brzegowe (3.22),
ktére po uwzglednieniu (3.20), (4.3) doprowadzamy do postaci

RYow! = 0,  Ry(@wy —dp5)— Pow = 0,
RY(DWY + ) — Powy = 0, S?(3@1’+a/1')—ﬁiza@ﬁ’-Rﬁ’((?@l—a%) =0,
~ 89067 ~ R§(9ps —26) = 0, §ra¢“+§9(a@1—a¢l> =0,  (410)
S99y —R¥(@wh +09,) = 0,  S2dp + Ry (0w — dga) —
RSPy —00,) = 0, TAar" — §9(@6, + 00— 5194 = 0
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oraz dla dzwigara w ksztalcie wspornika
—dlax =0

Ow, = 0w, = dws =0, 380, =00, =3dp, = dp, = dps =0, Il =0, (411
—dlax=1L
Ryow, =0, 13;(3»v5~a(p3)_f>aw; ~0,
Ry(@w} +3p2) ~Pows = 0, S20] +6) - 1-1200; = 0, @.12)

* . * *
-8900; =0, SPdp, =0, S%0p; =0, S§3¢p; = 0, T‘aﬂ.’ =0
Zauwazmy, ze jezeli
St S7 st T
-—<1 S-<l, S-<l, i— <, (4.13)
S39 S(9 S Sor _
to mozliwe sa rowniez dodatkowe uproszczenia w wyniku przyjecia

WL=0, =0, =0, M= 0T (4.14)

przy ﬁ,‘, = n,, = 7’;2 = 72 = ﬁf,‘ = 1 (por. (3.11) w przypadku prostokatnego przekroju
pretéw diwigara po zastapieniu =%, ..., n% przez 7;;“9, ey ﬁ',’,‘,).
Innego typu uproszczenia obliczeii mozna otrzymac zauwazajac, ze jezeli (dla 7;,‘, =

=72 =gl? = g2 = 1)
S3 S 8t T
<l —2 <1, TiRe <l, —5—— <1 (415
L2RY LZ(RZ +R‘-") L2(S? + 8%

to w réwnanijach (4.10) uzasadnione sa nastepujace asymptotyczne przyblizenia:

*

’ S 1
P2 = —'aW3+—% @y = —dws,
LRy
* ; 40@ * * *
P RYow; + R300, S? ., R¥w,+R300,
P3 = * % + = * 3% ~ * * >
Ry + R RY +R§ : RY+RS
N (4.16)
5%
3(p1 = 3@1—-—*—&;7'1' ~ 391
RY
5(19 , ]*u ' SO
Oh = — 55001+ 0" & — ————00].
59+ 8% 594 8% §9+ 8

Stosujac znany sposéb postgpowania wyznaczamy z (4.10) - (4.12) podstawowe obcigZe-
nia krytycme i odpowiadajgce im gl@tne 1 skrgtne postacie wyboczenia (przy yz = ;t,l, =

_ﬂ —76 _7’;:1 1))
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Mamy zatem | ‘
— dlan? =1
Pa_”2 3“5 1 . n? 3'5
1= 7 5% 1 > =0 3
4 L? 1+« 4 ﬁng
) (4.17)
ows = A{l—cos 2| -, dpf= - S sin T,
2/ L 2L 1+ 2 L
— dla S3/L2RY <1 (@32 = 1)
. #*
2 S? b Ty X b 24 . T X
P? =TI wh = A (l—cos 2) I op5 = _'fAsmb—_[—,’ 4.18)
—dlaznl=1
P RQ (1+a)(1+5b)—-1
(I+b)(1+a2)+b,’
I T )
PTALr ge’ 274 Ay
* . *
7 S% n? 8% :
by = =22 b= R @19
L7 Fe aL ;gg
. X . - P37 X
ows =A(1—cos—ff), ops = 2L *w =% Asin A
Ry —Pg 2 n X
a 1Rz =
a@_2L|§¥ ( ) JA‘zL’
—dlazl =0
*
[ _ @ 8 xR
T4 7 T+a = ﬁ,’ “;gHRe
b x L Rz—-Pz X 420
ows A(l—-cos2 L)’ P3 = 5p Rz Asin T (4.20)

9% = 5T T g T
— dla Sg/L2 Ry +R9) <1 (i = 1)

P5 = Py, owi = dwh, 395 = d¢f, 905 = 903, (@.21)
— dla #}? = 73t =1 (@2? =1 lub 72 = 0)

-——52“5”1)] (“—‘——)ﬂz“”ﬂ‘ thay sine, = 0
[”(ﬂzaf—m costzt {7, Bad—p, ez =

9 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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]/;§_+4a1a3+a2 ——;— ;/a§+4a1a3—a2 —%
o = 3 Oy = 2(1 H
1

201
*/1 */1 *9 2 */1 2 .
ay = T'B2,  az = T'B1+STL*(B2—fo) + S"L?fa, (4.22)
*
5 ® K S¢
ay = [SY~(ST+SHBIL?,  Bo = —
L*R?
ps Ir  Se Py I?
= 1——-—— — = — = |
SN A ﬁ"(l 12 s)

—dla®2 =0, 7t =1 722 =01lub n22=1)

pp_ 12 S0ta)sSi0ea) @ St &
TR T (way(tay 0 VT A R T E
¥*
2 Se
26" =A(1+Tyzz RT:’) sino-7 ok = Asin%—z—, (4.23)
: _
- n Py 2 Se\ a% St Py oL mox
A VAl | T e T L T | e
1 1 1 1
— dlami? =1, 75 =0 (722 = | lub %22 = 0)
* ¥ *_
S St @2 T
Ps= 1221 L
2 iz l+e’ & §?+4L2 5?’
(4.24)
¢ [2 T X
005 = dg5 = A1 _”_ii) e_ _ o [y P L)L
g o ( c0s o 7> dA 77 1 12§? AstL,
—dla;t,&,z:;t‘,lnl = () ;zzz=
»* * .
so s
L 594 8% 2L
%o (4.25)
= - L Asin 22X,
2L §?+§A 2 L
lub
* *
S? S? X
Pl =122} , 9607 = dgf = Asin— >
3 7z §?+§A @1 A Asm2 T
& (4.26)
o= " 1 rx 7
2L Fo, B Acos o7
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— dla SY/L*RS < 1 (mi? = 7' = 1, 722 = | lub %22 = 0)

* *
ST(]- + al) + S¥(1+ (12)

P =12 =
L¥1+ay)
e SR
N N §?+§1 ) a, = ZF‘—E—, s = m, 4.27)
20 = dut = ™ X e__w [, PgE se\ . xx
205 = dgpf = A (l—cosjf), OA° = —-2—L—(1~1—2—~§§+-;S§)Asm A
Tabela 1
' I:r\f‘] o an | di=dy h I L L

1 0,10 0,10 0,10 1,0 1,0 18,0 6,0

2 0,20 0,10 0,10

3 0,10 0,20 0,10—-

4 0,10 - 0,10 0,20

5 0,10 0,10 0,10 2,0 1,0

6 0,20 0,10 0,10

7 0,10 0,20 0,10

8 0,10 0,10 0,20

9 0,40 0,10 0,10
10 0,40 0,20 0,10

11 0,40 0,10 0,20 _

12 0,10 0,10 0,10 1,0 0,5

13 0,10 0,10 0,05

14 0,10 0,05 0,10

5 0,05 0,10 0,10

16 0,10 0,10 0,10 1,0 1,0 36,0

17 0,10 . 0,10 0,10 2,0 1,0

18 0,20 0,10 0,10

19 0,10 0,10 0,10 4,0 1,0

20 0,20 0,10 0,10

21 0,40 0,10 0,10 )
22 0,40 0,10 _ 0,20

'L
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_dia §,JL2RE < 1, THYLASP+8Y < 1 (182 = % = 1, %22 = 1 lub #22 = 0)

¥ %
P = l~2 (.§T+ —;‘SE%), 00 = dpf = Asinii,
I2 §o 4 s 2 L
n 59 x x (@26
S T A A
S+ S8
gdzie A jest stata dowolna,
Tabela 2
IkNJ| Py P, Py Py Py P§ P3 P3 P
Nr | (x10Y) | (x10%) | (x10%) | (x10%) (x10%) | (x10%) (x10% | (x10% (x 10%)
1 114 | 7,38 7,38 8,06 7,16 3,65 3,54 7,27 7,16
2 22,8 13,5 13,4 16,8 15,3 3,80 3,58 15,6 15,4
3 11,4 11,5 11,5 15,5 14,7_ 11,2 11,1 14,8 14,7
91,3 14,8 14,8 24,2 23,5 12,6 “11,7 24,4 23,5
5 11,4 2,80 2,80 6,15 5,35 1,84 1,74 5,46 5,36
6| 228 6,68 6,62 14,7 13,5 1,99 1,77 138 | 136
7 114 3,84 3,83 9,53 8,82 5,30 5,22 8,91 8,82
8 91,2 5,60 5,59 18,2 17,6 6,68 5,80 18,5 17,6
9 | 456 8,98 8,29 38,3 30,5 2,24 1,79 31,1 30,7
10 45,6 - 43,1 42,7 36,5 34,5 6,13 5,70 35,0 34,6
11 36,5 18,0 16,6 210 193 9,48 v 5,87 198 154
12 22,8 - 18,6 18,6 10,9 10,8 3,80 3,58 11,0 10,8
13 2,85 9,30 9,29 2,41 2,20 0,75 0,72 2,22 2,20
14 22,8 6,64 6,62 8,03 7,96 0,93 0,73 8,19 7,96
15| 11,4 3,84 3,84 5,12 5,02 3,65 3,55 5,13 5,02
16 2,85 4,79 4,80 8,44 7,16 3,57 3,55 7,19 7,16
17 2,85 2,32 2,32 6,51 5,35 1,77 1,74 5,38 — 5,35
18| 571 5,35 5,33 15,5 13,5 1,83 1,77 a 13,6 | 13,6
19 2,85 0,83 0,83 5,37 4,45 0,86 0,84 4,48 4,45
20 | 5,70 2,63 2,62 13,9 12,6 0,92 0,87 12,7 12,6
21 11,4 4,00 3,34 30,2 297 | 1,00 0,87 29,9 29,8
22 91,2 8,01 7,68 203 191 3,82 2,92 192 191
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Na podstawie (4.7) - (4.9), (4.17) - (4.28) wyznaczono wartoéci krytyczne parametru
obcigzenia P przyjmujac

£ = 3107 _E_NZ__, v=1/6, mP=1

oraz ay, ay, dy = dy, 1, s, L, L zgodnie z tabeli 1. Rezultaty obliczen zamieszczono
w tabeli 2. Dodatkowo w tabeli 3 podano wartosci miar sztywnosci (zgodnie z numeracja
z tabeli I). ' '

Stwierdzono, ze dla rozpatrywanych danych liczbowych réznice migdzy Py, P4, P4
oraz odpowiednio P,, P,, P3 nie przekraczaja 0,1%, a réznicc miedzy P, i P! —0,5%.
Z przedstawionych w tabeli 2 wynikéw wnioskujemy, Ze wartosci P,, P! praktycznie
pokrywaja sie (poza P,, Pz pozycji 9, 11, 21, 22 w tabeli 2). Réznicc migdzy P; oraz PS,
P¢ s3 bardzo duze. Natomiast zblizone do siebie na ogé! wartosci P§, P§, P4 w pewnych
przypadkach rozuig si¢ mato od P;, a w innych przypadkach réznig sig¢ stosunkowo znacz-
nie, przy czym najblizsza P jest wielko$¢ P§ (mniejsza od P3, a wiec bezpieczna z punktu
widzenia projektowania). W rozpatrywanym przykladzie wyniki przyblizone sa bliskie
dcistym (w ramach rozwazanego modelu) w przypadku gietnej postaci wyboczenia, a w przy-
padku postaci skretnej obarczone sa wigkszymi bledami.

Zauwazymy, ze wielkosci P2y /1: sa doktadnymi wartosciami krytycznymi obcigZenia
dla preta o diugodei L i o przekroju ptostokatnym a; % 4.

5. Uwagi koncowe -

Na podstawie uzyskanych w p. 4 rezultatow mozna wnioskowaé, ze przyjecie niezalez-
nych parametréw obrotéw weztow w stosunku do parametréw obrotu przekroju x = const
(por. (3.1), (3.13)) ma istotne znaczenie przy formutowaniu jednowymiarowego modelu
rozwazanego w pracy dzwigara. Oznacza to, ze formalne przeniesienie hipotez typu Ber-
noulli’ego-Timoshenki-Witasowa z teorii dZzwigaréw pelnosciennych na konstrukcje siat-
kowe moze prowadzi¢ do znacznych bledéw (por. rowniez [4]).

Oczywiscie mozZna bylto przewidzie¢, ze najmniejszg z wartosci krytycznych parametru
obciazenia w rozwazanym w p. 4 przykladzie jest P, i mozna ja tatwo wyznaczy¢ w sposéb
Scisly na podstawie zar6wno modelu dyskretnego, jak rowniez dwuwymiarowego modelu
ciagglego. Przedstawiona analiza ma przede wszystkim na celu zbadanie stopnia trudnosci
rozwiazywania problemoéw statecznosci w ramach zaproponowanego modelu jednowymia-
rowego oraz mozliwosci dalszych jego uproszczeh. Przyklady innych, bardziej technicznie
intcresujacych zagadnien statecznosei (jak np. problemu utraty plaskiej postaci zginania)
beda przedmiotem dalszych prac autora. Pelniejszego wyjagnienia wymaga rowniez zakres
stosowalnosci omoéwionego modelu jednowymiarowego.
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Peaswme

YCTOMYHBOCTL OOHOMEPHOM HEIIPEPBIBHOM MOIENW CETKOOBPA3HLIX
VIIPYTHX TITIACTHHOK

TIpenmeTom paGoThl SBJISAIOTCS JIMHCHHEBIC YPAaBHEHHA YCTONUMBOCTH IPSIMOYTOJLION CeTKooOpas-
HOI1 TMJACTHHKH THIIA POCTBEPKAa C TYCTOH, PEryJIAPHON OPTOrOHAaNBHON cerioil NMpH3MaTHUecKuX ane-
MEHTOB, DTH YPAaBHEHUS NMOJyUeHbl B pe3yJILTaTe NMPUMEHEHHST TIpencTaBileHHol B pabote [1] maem moc-
TPOEHHSI OJHOMEPHOH HEeNpEepHIBHOH MOMENH YCTOHUHBOCTH CeTKOOGDPA3HBIX NOBEPXHOCTHBIX CHCTEM.

IOna xoncTpyKkuuu B (OpmMe KOHCONH ONpefeNeHbl KPUTHYECKHE IapaMeTphl HATPY3KM IIPH OCEBOM
COCTOAHHH CXKATHSI

Summary
STABILITY OF A ONE-DIMENSIONAL CONTINUOUS MODEL

"OF LATTICE-TYPE ELASTIC PLATES

The paper deals with linear equations of stability for an elastic grid with dense, regular and ortho-
gonal lattice of prismatic rods. The equations were obtained by applying the concept of the one-dimensio-
nal continuous model of the lattice-type surface structures, presented in [1]. The critical values of load for
the grid in the shape of cantilever in the state of axial compression were obtained and analysed.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 listopada 1983 roku
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ANALIZA REOLOGICZNA SIATEK WYKONANYCH Z LIN STALOWYCH*)

BoGDAN HusiAr

Politechnika Poznanska

ROMUALD SWITKA

Politechnika Poznanska

1. Wstep

Wstepnie napigte siatki ciggnowe, stosowane jako konstrukcje przekryé w budownictwie,
sa z reguly wykonywane z lin stalowych. Wlaéciwosci reologiczne stali, jako tworzywa
konstrukcyjnego, nie sa zbyt znaczne. Wzrastaja one w podwyzszonych temperaturach, co
jednak raczej nie ma miejsca w przypadku przekryé budowlanych. Wydawatoby sie wiec,
ze badanie wplywdw reologicznych we wstepnie napigtych siatkach ciggnowych nie ma
wigkszego znaczenia. Okazuje sig, ze wplywy te mogg by¢ na tyle istotne, ze uwzglednianie
ich przy projektowaniu siatek ciggnowych powinno by¢ brane pod uwage.

Wiadomo [1], ze pelzanie lin jest ok. 209/ wicksze od pelzania pojedynczych drutdw.
Jest to wynik wewngtrznej struktury liny: odwijanie si¢ splotéw, wybieranie luzéw i po-
wstawanie poslizgéw pomigdzy poszczegdlnymi drutami lub splotami ma przebieg po-
wolny i diugotrwaly. Mozna powiedzieé, ze na pelzanie ,,materialowe” naklada si¢ w li-
nach pelzanie ,,strukturalne”. Te dtugotrwate zjawiska pelzania i relaksacji s niepozadane,
bowiem przebiegajg poza kontrola konstruktora i na ogoét pogarszaja parametry konstruk-
cyjne i eksploatacyjne ustroju. W celu zmniejszenia skutkdw pelzania stosuje si¢ wstepne
naciaganie lin. Norma PN-80/B-03200 , Konstrukcje stalowe, obliczenia statyczne i pro-
jektowanie” podaje wspolczynniki sprezystosci podtuznej dla lin stalowych wstgpnie na-
ciggnigtych sita réwng 40% nominalnej sity zrywajacej. Badania nad wplywem wstgpnego
przeciazenia na pelzanie i relaksacje ciggien stosowanych w konstrukcjach sprezonych
prowadzit M. Kosiorek [2]. Z badari tych wynika, ze wplyw wstepnego naciagania jest
znaczny: odksztalcenia pelzania lin zmniejszajg sie 0 35+65% po 1000 h, a ralaksacja na-
prezef po 1000 h jest mniejsza o 35+40%,. Zmniejszenie whasciwosci petzania i relaksacji
dotyczy przede wszystkim poczatkowego okresu eksploatacji. Po dluzszym czasie wiasci-
wosci reologiczne lin wstepnie nacigganych i nienacigganych zblizaja si¢ do siebie. Ograni-
czony w czasie wpltyw wstepnego naciagania potwierdzaja badania E. Engebergai L. Walli-
" na [3].

* Praca zostala wykonana w ramach P. W. 05.12.
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Wplyw zjawisk reologicznych w konstrukcjach ciggnowych znacznie wzroénie w przy-
padku zastosowania lin stalowo-aluminiowych, lin z rdzeniem niemelatowym (np. konop-
nym lub z tworzyw sztucznych) oraz lin wykonanych w catosci z tworzyw sztucznych.

Niezbyt liczne sa w literaturze dane dotyczace parametréw reologicznych lin. Wigkszoéé
badan dotyczy drutdw i lin stosowanych do konstrukcji wstepnie sprezonych. Badania lin
zastosowanych do budowy przekry¢ stadionu olimpijskiego w Monachium przeprowadzit
G. Mayr [4]. Krzywa pelzania podana przez Mayra zostala wykorzystana w pracy [5] do
wyznaczenia parametréw lepkosprezystosci liny. Na rynku krajowym bardziej dostepne sg
liny stosowane do spr¢zania betonu. Dlatego w niniejszej pracy wykorzystane zostang gtow-
nie wyniki badan J. Kmity [6]. Badania Kmity zostaly réwniez wyczerpujaco opisane
w znanej monografii I Kisiela [7]. Przyjeto wiec, ze w zakresie sprezystym mozna przy-
porzadkowad linie stalowej reologiczny model standardowy (model Zenera), dla ktérego
Jest:E, = 1880000 kG/cm?, E, = 120000 kG/cm?, n = 4249000 kG dnifcm? (jednostki
podaje si¢ za I Kisielem [7], w dalszym ciagu beda stosowane jednostki z uktadu SI).

Ze wzgledu na skape dane w literaturze ograniczymy si¢ do analizy wplywéw reolo-
gicznych w siatkach ciggnowych z lin stalowych, zwracajgc uwage, Ze wyprowadzone tu
wnioski bedq tym bardziej aktualne dla lin wykonanych z innych tworzyw.

Celem niniejszej publikacji jest zbadanie, w jakim stopniu wlaciwosci reologiczne lin
stalowych wplywaja na prace zlozonych ukladéw ciegnowych. Podana zostanie metoda
numeryczna obliczania ciegnowych konstrukcji lepkosprezystych, bazujaca na wynikach
pracy [8]i polegajaca na uogdlnieniu metody elementéw skonczonych na lepkosprezyste
uklady ciegnowe. Majgc na uwadze studialny charakter niniejszej pracy, zrezygnowano
z niektorych uogdlnied zawartych w pracy [8] i ograniczono si¢ do najprostszej wersji
metody numerycznego calkowania konstytutywnych réwnan lepkosprezystosci, opisane]
w cytowanej wyZej pracy. Dzieki temu mozna byto zbudowaé stosunkowo prosty program
na EMC, ktéry pozwolil na wykonanie obliczen reologicznych dla kilku przyktadéw wstep-
nie napietych siatek ciegnowych wykonanych z lin stalowych.

2, Lepkosprezysty element ciegnowy

Uogoélnienie metody elementow skonczonych na siatki lepkosprezyste jest mozliwe
w oparciu o0 wyprowadzone przez autoréw w pracy [8] réwnanie stanu w ujeciu dyskret-
nym. Zgodnie z tym réwnaniem odksztatcenie w danej chwili jest okreslone przez napreze-
nie w tejze chwili oraz przez stan uktadu w chwili poprzednicj. W pracy [8] przyjeto, Ze
rownanie konstytutywne materiatu lepkosprezystego ma postaé zwiazku rézniczkowego

[loa'-l-al&'l‘azb": bo£+b1é+-b2.8. (21)

Z pigcioma niezaleznymi parametrami (stalymi materiatowymi). Dopuszczono nieciagloéci
pierwszego rodzaju (skoki) dla funkcji o(r) i jej pochodnej () oraz dla funkcji e(z) i &(2).
Os czasu podzielono weztami (numerowanymi: v = 0, 1, 2, ...) na przedzialy o dhigodci
9., przy czym funkcja o(t) powinna byé ciagta wraz z pierwsza pochodna w kazdym
otwartym przedziale (¢, ;). Dla funkcji o(¢) zastosowano w poszczegélnym przedziale
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aproksymacje liniowg lub kwadratowa. W pracy [8] przeanalizowano biad obliczed w za-
leznosci od rodzaju aproksymacii i dtugosci kroku oraz przeprowadzono analizy obliczen
dla podstawowych modeli reologicznych (Kelvin-Voigt, Zener, Burgers).
W niniejszej pracy rozwazania ograniczymy do modeli tréjparametrowych (a, = 0,
b, = 0) i do aproksymacji liniowej. Dyskretne réwnanie stanu mozna w tym przypadku
przedstawi¢ w postaci [8]:
& = CO,': T— 1+yr6 +(a002 r—y'r)o":'—l_'l"alCS,rAGr 1> T = 1 2 (2 2)

W réownaniu (2.2) e, 1 0, sq odpowiednio odksztalceniem i naprezeniem w chw111 ¢, (granice
lewostronne, znak ,,prim” oznacza¢ bedzie granicg prawostronng), 4o, jest skokiem na-
prezenia w chwili 7,

do, = o, —o0,. (2.3)
Ponadto

1
Ve = 0— (aOC3.z+a1 Cz,r)a (24)

¢, sa wspolczynnikami zestawionymi w tablicy 1 (wspStczynniki ¢, , i ¢4,, pominigte
w tabeli, nie wystepuja w modelu tré parametrowym).

Tabela 1
L.p. - Przypadek Co,r Ca,z Ca,r Cs,v
1 bp = 0, b, 50 1 ! . 92 !
o by zb1 b,
exp(—ad) | 1 1 1 1
2 bo#0, b, #0 @ = bo/b, K (I—C.o.z) b—oﬂr—;cm b_lco't

Jesli w chwili ¢, zachodzi nieciaglo$é (skok) funkC_]l naprezenia Ao, to skok odksztatce-
nia de, oblicza sie¢ wzorem
Ae, = podo,, v=0,1,2, .., _ 2.5)
w ktérym . :
Yo = ai/by. (2.6)

W ukladzie pretowym napreZenia (sily przekrojowe) wyrazaja si¢ za posredpictwem wa-
runkéw réwnowagi wezkdéw przez obciazenia. Zwiazki te w ukladzie liniowym majg réw-
niez charakter liniowy i dowolna aproksymacja naprezen jako funkcji czasu przenosi si¢ na
takg sama aproksymacje sil obcigZajacych. Przyjmujac, Ze program obcigZzania konstrukeji
jest znang funkeja czasu, dobieramy krok , w ten sposdb, zeby otrzymaé wystarczajgco
dobra aproksymacije tej funkcji. W ukladzie geometrycznie nieliniowym, jakim jest siatka
ciggnowa, aproksymacje przebiegu naprezed i obcigzen nie beda réwnowazne. Jednakze
badania numeryczne prowadzone przy réinej dtugoéci kroku , wskazuja, ze i w tym przy- -
padku, przynajmniej w odniesieniu do siatek ciegnowych, istotna jest tylko dobra aproksy-
macja funkcji opisujacej program obciaZania, i przy spelnieniu tego warunku dhugos¢ kroku
nie ma widocznego wplywu na wyniki.
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Przejécie od stanu obcigZenia P,_, do stanu P, przebiega wigc zgodnie z przyjeta apro-
ksymacija i uzaleznione jest od zmiany konfiguracji ukladu, ktéra w kazdym kroku czaso-
wym jest uaktualniana.

Zadanie nieliniowe (geometrycznie) rozwiazuje si¢ w kazdym kroku czasowym metoda
iteracyjng Newtona-Raphsona, stosujac postgpowanie typowe dla metody elementéw
skonczonych. Odcinki ciggien migdzy wezlami traktuje si¢ jako elementy prostoliniowe.
Element ,,e” laczacy wezly ,,i” 1,,k” w chwili £, jest rozciagany sifg S, i ma dlugoéé I,. Pole
przekroju preta jest rébwne A. Wprowadza si¢ lokalny ukfad wspétrzednych (x,, y., z,)
z poczatkiem w wezle ,,i”, ktorego of x, pokrywa si¢ z osig preta, a os y, lezy w plaszczyznie
poziomej. W lokalnym ukladzie wspéirzednych wektory przemieszczenia weztdw beda
wyrdznione nadkre$leniem: ‘

u;,r = COl(Uyi, o5 Upt,zs Uzi,2)s
By, = COl(Uyr,v> Uy, 7> Uzk, <) -
Wektory sit wezlowych oznacza si¢ podobnie:
E,r = COI(ﬁxi,r, F—yl.rs —FTzi,r)’.
Fk,r = COI(ka,n Fyk,n F‘zk,r)-

BiOI'BcC pOd uwage, ze 0, = Sr/Aa & = 1i (ﬁxk,r'—axi,r): in,r = "'Sr, ka,r, = Sr,
. 0
otrzymuje si¢ z (2.2) wzory transformacyjne dla sit brzegowych in,, i Fy, . W postaci:
r - = -ACO,‘r —
Fy.= T (Ui, r— ka,z) - Io7s (Wi, ze1 — Uk, z—1) +
+<ﬂ]§£“}_ - ) S;—1+’31;5'iASr—17
p : ’ 2.7
I — — Acg , - _
ka,r = - 10 } (uxl,r“uxk.r) + “i;)%: (“xi,r—l - uxk,r—l) -

_(aoc2.r [) S’ . ayCs, AS
- -1 =1
Yz x

Pozostale skladowe sit weztowych sa zalezne tylko od aktualnego polozenia odcinka
ik’ ciggna w przestrzeni:

7 S

yl,o = 1—:' (ﬁyi,r—lf—’yk,r)>
S, _

Fyk,r = - l_(ﬁyi,r_uyk,r),
’ (2.8)

— S —
Fi,.= '1—1 (Uzi, e — Uzk,) s
T

= S, —
sz,r = - T (ﬂzi,r—uzk,r)-
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Roéwnania (2.7+8) mozna zapisaé w postaci macierzowej

Co, —
S FTLIPR

= A S, _
F; = [TJH_ T(J—Jl)] u; —

101

Oyr
a,Cs,+« aoCa,7 |
+ AST— ~1-—== T— J y
[ ye o ( ,)S‘]° 29)
e Fi.r ¢ —e ﬁl,r ¢ I _‘I IJ_ _Il
o R P R B I
Jo = c0l(1,0,0,—1,0,0), 1= diag (1,1,1), I, = diag (1,0,0).
Po przejéciu do globalnego ukladu wspoéirzednych otrzymuje sie:
F: = Kiu?—¢o, . Ki, ,ui_ +
2.10
+[a1(:5,1 AS-;_ (1_ aOCZ,r) ;_1]H, ( )
Yz Yz t=1,2,...

Sity wezlowe 1 przemieszczenia w ukladzie globalnym zapisuje sie bez nadkre$lenia.
W réwnaniu (2.10) K¢ = Kj . +KGg, . jest macierza sztywnosci elementu, K, , — macierza
sztywnosci lepkosprezystej, K&, — macierza sztywnosci geometrycznej:

A T -T . S.[1-T T-I
oA ) e

Ly, | -T T L |[T-11-T)
RNy BNy NN,
T = nn, nmyn, |, H = col(H,, '—-H{), H,; = col(ny, n,, ny),
sym. nzn,

ny, n,, n, sa wspétrzegdnymi wektora n° w globalnym ukladzie wspéirzednych (x, y, 2).
Wektor n° jest wektorem jednostkowym, kolinearnym z osia x, , skierowanym od wezia ,,i”
do wezla ,,k”. Rownanie (2.10) jest réwnaniem lepkosprezystego elementu ciggnowego
w globalnym ukladzie wspéirzednych zapisanym dla chwili ¢, .

W kazdej chwili ¢, musi by¢ spelnione réwnanie réwnowagi

ZF‘B_.,—P;,,::O, i = 1’2’”'7"7 (2.11)

w ktérym P,',, = col (Pyi,z, Pyi, z, Pui, ) jest wektorem sity zewnetrznej dzialajacej na wezet
i” w chwili #,, a sumowanie >, obejmuje wszystkie elementy zbiegajace si¢ w wezle ,,i”.
e .
Uwzgledniajac w (2.11), ze
A

1071

Fic,r =

|
(I T)\ (ul T “k,'r) Co,x l T(ul -1 “lf,r—-l)‘l‘

+[m%ﬂd&_ b_fﬁgqs;an
Ve Ve

oraz warunek zgodnoém przemleszczen uf . = u,, dla wszystklch elementéw ,,e” zbiega-
jacych si¢ w wezle ,,i” ,otrzymuje si¢ ogdlnie znana regul@ -agregacji macierzy globalnej.
Macierz T jest odnoszona w kazdym kroku czasowym i w kazdym kroku iteracyjnym do
konfiguracji aktualnej.

(2.12)



142 R. Swrtka, B. HusiaRr

Roéwnanie macierzowo-rekurencyjne siatki lepkosprezystej mozna zapisaé w postaci
K-,ll; = P1+CO,1KL,1ur——l—'Qr——I’ T = 1,23'-" (213)

Stan ukladu z chwili poprzedniej t._, zostal doliczony do wektora obcigzen. Macierz
Q.. buduje si¢ nastgpujaco:

—Z [...]°Hf dla wezta 17

Q. = Z[...]“ ¢ dla wezla i , (2.14)

M LFHS  dla wezla "

¢ —|

¢
a T aoC2,¢ ,
[---]e = [LAS;—[ - ( - ’“9;/'2—) Sr—l] H

Macierz K, jest styczng macierza sztywnosci przyporzadkowang aktualnej konfiguracji
okreslonej przez nieznany wektor u,. Rownanie (2.13) nalezy wigc rozumieé jako schemat
wyjsciowy do zastosowania iteracyjnej metody Newtona-Raphsona. Nalezy jednak zwrécié
uwage na to, Ze czton obcigzeniowy jest zalezny od aktualnej konfiguracji (uklad jest nie-
zachowawczy), wobec czego metoda Newtona-Raphsona wymaga pewnej modyfikacji.
Zmodyfikowany tok postepowania iteracyjnego ilustruje rys. 1. Jezeli dla wigkszej zwigztoéci
wywodu réwnanie (2.13) zapisane zostanie W postaci

K(u) - u = P+ N,

AR, ARY
P+N{ul) /|
PN(u®) —/ Ry
W
S sl
X u
uz) un
Rys. 1

a dla ulatwienia graficznej interpretacji ograniczymy ukfad do jednego stopnia swobody, to
tok zmodyfikowanego postepowania iteracyjnego mozna przedstawié nastepujaco:
Biorac warto$¢ wyjsciowa przemieszczenia u(® budujemy réwnanie K(u'®)- uth) =
= P+N@u'?), z ktorego obliczamy u(", a nastepnie N(z??), S oraz niezréwnowazong
site AR] = P—S®, Jednoczeénie korygujemy poziom obcigzenia o wartos¢ ARY =
= Nu)—N@?). Obliczeniowa sita niezréwnowazona jest wiec réwna AR, = AR} +
+ AR} (na rysunku 1 uwzgledniono, ze na ogét bedzie ARY < 0i ARY > 0). W drugim kroku
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iteracyjnym rtozwigzuje si¢ réwnanie K(u®)- Au® = AR,, skad: Au®, u® = y» 4
+4u®, Nw®) i S oraz

AR; = P—SP®,  ARY = N@'®)— N, AR, = AR+ AR},
W trzecim kroku iteracyjnym rozwigzuje si¢ réwnanie K(u®) - 4u® = AR,, skad oblicza
sig 4, ... itd. _
Jesli w wezle ,,7” na osi czasu pojawia sig nieciagtos¢ (skok) funkcji P;(1) (i = 1, 2, ...,n),
to skokowi 4P;,, moze towarzyszy¢ skok Aw; .. Bedzie to zachodzié, jedli a, # 01 b  # 0.
W takim przypadku rozwiazuje sie dodatkowo réwnanie

Kodu, = 4P, +=0,1,2, ..., (°.15)

bedace w istocie zwyklym rownaniem statyki siatki sprezystej, w ktérym do - macierzy
sztywno$ci wprowadza si¢ E = 1/y,.

Warunek poczatkowy realizuje si¢ przez wprowadzenie stanu wyjsciowego (,,zerowe-
go”). Stan ,,zerowy”’, to znaczy standlat = 0—¢, & — 0, nzyskuyje si¢ za pomoca réwnania
statyki dla siatki sprezystej '

) . Ku, = Py. (2.16)
Stan ,,zerowy”’ bedzie na ogét stanem wywolanym tylko wstgpnym napigciem i cigzarem

wlasnym siatki. Rownania (2.15) i (2.16) stanowia schematy wyjsciowe do procesu itera-
cyjnego Newtona-Raphsona.

3. Program na EMC, przyklady obliczen i analizy

W oparciu o podane w ust. 2 réwnania opracowany zostal program na EMC MERA 400
w jezyku FORTRAN!. Program wykorzystuje wylacznie pamie¢ wewnetrzng, co ogranicza
wielko$¢ rozwigzywanego zadania do ukladu zlozonego z nie wiecej niz 35 ciggien lub ma-
jacego co najwyzej 60 stopni swobody. Taki rozmiar zadan jest wystarczajacy na etapie
studialnym, majacym rozpoznaé wplyw zjawisk reologicznych na prace realnych siatek
ciegnowych. Mozliwo$ci programu zwicksza latwe przejécie na EMC serii ODRA 1300.

Dla kazdej chwili ¢, przemieszczenia weztdw konstrukeji wyznacza sig iteracyjnie, wy-
korzystujac metode Newtona-Raphsona. Procedury tworzenia macierzy sztywnosci i roz-
wiazywania ukladéw réwnan zaczerpnigto z wezesniej Opracowanego programu obliczen
statycznych STAC-AM 102,
Przyklad 1

Przeprowadzono analiz¢ zachowania si¢ w czasie siatki pokazanej na rysunku 2. Siatka
jest obcigzona w wezle 6 sitg P = 2,5 kN nagle przylozona w chwili ¢ = 0 i nastgpnie stalg
w czasie. Wstepny naciag i wstepna konfiguracja opisane sa na rysunku. Siatka zbudowana
jest z lin stalowych o przekroju 4 = 0,5+ 107* m2 W odniesieniu do parametréw reolo-
gicznych liny oparto sic na danych zawartych w monografii I. Kisiela [7] i odnoszacych

! Program napisal Marek Ratajczak.

2 program STAC-AMI0 byt przedstawiony w publikacji: J. Pulikowski, J. Rakowski, R. Switka,
Algorytm obliczefi statycznych konstrukgeji ciegnowych, IV Konf. Nauk. nt. Metody komputerowe w me-
chanice konstrukcji, Koszalin 1979. - ‘
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HYAGKN”| A H7=10KN] Pit}=25H(t) [KN]
H 206N 2/ Pt / 8 H/}OKN A=0540‘m’
1,'01 l om

3 6 E, Ez

n
/3'0m E,= 184,24 GPa
[ 7 E 11,76 GPg

'»S,Om%sm—/—%spm—vl‘/ LK =350.77:10%GPus
z Wa1okN  ZH =10KN

Rys. 2

si¢ do badan J. Kmity [6] nad liniami stalowymi stosowanymi do sprezania betonu. Przy-
jeto model standardowy Zenera z parametrami: E, = 184 240 MPa, E, = 11760 MPa,
n = 3,5977 - 10'® MPa-s. Obliczenia wykonano w przedziale czasu (0,360 dni), czyli
(0,31104 Ks) ze statym krokiem ¢, = ¢ = 5 dni = 0,432 Ms.

Wryniki obliczen zawarte sa w tablicy 2 oraz na rysunkach 3 i 4. Obliczenia reologiczne
starano sie poréwnac z wynikami dla modelu sprezystego siatki. Przy takich poréwnaniach

Tablica 2
Ugiecie wx 102 [m] Sily w ciggnach [kN]
Wezel | Wezel
or 3 nr 6 SG—-B S2—3 SG—7
Wstepne
spreZenie t=0" 0,0 0,0 20,3961 10,1980 10,1980
t = 0% -0,1544 1,3565 21,9981 10,7932 5,0113
t = 30 dni -0,1599 1,4045 21,2889 10,4431 4,6591
Model
lepko- 1 = 60 dni —-0,1624 1,4262 20,9901 10,2935 4,5090
sprezysty :
t = 150 dni —0,1642 1,4424 20,7846 10,1904 4,4059
t = 360 dni —0,1643 1,4440 20,7674 10,1818 4,3974
E ='145 GPa -0,1877 1,8133 22,0066 10,7263 5,1361
‘Model (A =125%) | (4 =204%) | (4 =5,6%) | (d=51%) | (4= 14,4%)
sprezysty
E = 175 GPa —0,1696 1,4603 22,0086 10,7628 5,0675
=319 | =11% |(4d=56% | =54%) |(d=13.2%)

natrafia si¢ na trudno$é¢ w doborze modutu sprezystosci liny. Autorzy odwoluja sig tu do
obowigzujacych w projektowaniu polskich norm. Wedlug PN—SO/B-O32OO ,,Konstrukcje
stalowe, obliczenia statyczne i projektowanie” dla lin z rdzeniem stalowym o profilu otwar-
tym nalezy przyjmowaé E = 145 GPa. Natomiast norma PN-76/B-03264 ,,Konstrukcje
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0N T T T
-0.16 A== Wy
——
~015(—--
| 1 L
135
N\ Plt)=25HIt) [KN]
N
1.39 AN
Wg
143 o5
wx10%(m] i1 | I | ]
10 20 40 60 80 100 120 t [dni)
liMs  fams [sms l7Ms [oMs [ioms
Rys. 3
‘.i\
SeolKNIR ! T T T T T T

219 X
27
\ ' PIt) =2.5H (1) (KN]

25k
S, ,IKNI[S, N \
o250 D\

\\ ~ ci;ggno nodne Sg'

209—
g o paa—
103[46 N So.d
o o= . —
\ I~~~ ciegna napingjqce s
3

2071
101] 84 11 Se.

|
150 ¢t d1i]1

W, 60 |, 80 |, 100 120
|2Ms | [eMs [aMs  |ioMs  |izms 5Ms

Rys. 4
betonowe, zelbetowe i sprezone, obliczenia\statycznei projektowanie” zaleca przyjmowaé
dla lin stosowanych do sprezania betonu E = 175 GPa. Z uwagi na znaczng rozpigtos¢
zalecanych przez normy wielkosci, obliczenia poréwnawcze wykonano dla E = 145 GPa
i dla E =175 GPa. Dla obu przypadkéw réznica migdzy modelem lepkosprezystym
a sprezystym jest do$é istotna: w ugieciach przekracza odpowiednio 20%; i 3%, w sifach —

14% i 13%.

10 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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Przyklad 2

Dla siatki z przyktadu 1 analizowano relaksacje wstepnego napigcia (P(f) =

R. Switka, B. Husiar

0). Prze-

bieg relaksacji ilustruje rys. 5. Mozna stwierdzi¢, Ze stabilizacja procesu relaksacji nastgpuje
po uptywie 12-+15 Ms. Spadek wielkosci sil po uplywie 360 dni wynidst 6%.

W przyktadzie powyzszym badano réwniez wplyw dlugosci kroku & na wyniki (tabh-
ca 3). Dhugosé kroku w tym przypadku, praktycznie rzecz biorac, nie ma znaczenia. Zgod-
nosé nalezy thumaczyé niewielkim udzialem czynnika lepkiego w badanym uktadzie lepko-

sprezystym.
siknif T ! T
202 e
”dnl] S?/t Yy [g/o]
30 3,4t
0 .
a0 Plt)=0 relaksacja 6 | 490
180 | 596 |
198 L]
\ 360| 600
1956101
19499 .
ciegna nasne
ciegna napingjace
192187 4
190/3 .
[ t [dni]
0 90 150 210 270 33
[5SMs  |10Ms  |15Ms |20Ms |25Ms
Rys. 5
Tablica 3
Relaksacja w ciggnie 6—38, Ss_s [KN]
t [ —
9 = 6h ¥ = 24h & = 120h & = 240h ¥ = 72()h
0 -20,3961 20,3961 20,3961 20,3961 20,3961
120 20,2348 20,2350 20,2350 — —
240 20,0948 20,0950 20,0950 20,0950 —
720 19,6964 19,6969 19,6969 19,6968 19,6953
960 19,5672 19,5679 19,5678 19,5677 —
1440 19,3964 19,3972 19,3971 19,3970 19,3958
2160 19,2679 19,2687 19,2687 19,2686 19,2678
3600 19,1891 19,1900 19,1899 " 19,1900 19,1898
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Przyklad 3
W dalszym ciagu badano wplyw diugosci kroku na wyniki w przypadku sily zmienia-

acej si¢ wedlug wzoru -

P() =

.ot
2,5 $in o [kN].

Przebieg w czasie obcigzenia i praemieszezen ilustruje wykres na rys. 6. Wyniki w anali-
zowanym przedziale czasu (niewielkim, bo wynoszacym tylko 96 h) nie sa obarczone zbyt
duzym bledem nawet dla ¢ réwnego 1/2 okresu obcigzenia. Oczywidcie dtugos¢ kroku
wieksza od 1/2 okresu sily, przy stosowanej aproksymacji liniowej, bgdzie dawa¢ wyniki

rozbiezne w czasie,

w0 2{mi[PIITKN] _:E%“h__ I i
oo N ,——.—_,L\_vﬁ(_q_) 7 §_\ Pltl25sin 57 (KN)
- N B=2L0 //7 N
-w\ /"—-\\
N L&~ N
7 S ‘
N 1 1 1 |
6 12 18 2h %8h 720 96h 1
101Ms [0.2Ms lo3Ms 0,4Ms

Rys. 6

Przykiad 4
Wykonano obliczenia wstgpnie napietej siatki przedstawionej na rysunku 7. Siatka

jest wykonana z lin stalowych @ 15,5 mm (4 = 14,15 10~° m?) i kazdy jej wezel (swobod-
ny) jest obciazony silg pionowa P = 30 kN, przylozona nagle w chwili ¢ = 0. Parametry

Qy
,l/lina $12.5mm
9 A=1415x10 'm?

Qx=0y=6,0m
ay P(t)=30H (1) KN}
«  H'=H'=100KN

lepkosprezystosci przyjeto jak w ‘przykiadzie 1. Konfiguracje poczatkowa (dlat=0-¢
& — 0) i koncowa (dla ¢t = 360 dni) zestawiono w tablicy 4. Przebieg skladowych piono-
wych przemieszczed weztéw (,,ugiec”) w czasie przedstawia rys. 8, przebieg sit — rys. 9.
Na dolgczonej do rysunku tablicy zestawiono wyniki dla modelu lepkosprezystego i dla
modelu sprezystego. Ré#nice, jak widaé, sa w tym przypadku bardzo duze.

0%



|3Ms |6Ms ing 12Ms  [15Ms
0 € 90 . 70 50 dni

£ T T T T w guodel le;pko mode! sprezysty
By rezysty
Plt)=30 HitIKN) [m]] £=360 dni_|E=145GRalEA75GRa
T 03302 03155 |0,2917_
o) W, wi| 02867 BTy BT
047 03ND.29 0,3828 [0,3574
w, | 0,3538 <% | A=10%
048] 0351N\030 <76 | A-10%
T S w, | 05001 |25322 105097
049 036031 R ' ' A=9L % [ A1,9% |
050 037032 wy -
wyllml wglwalm) I I | :

Rys. 8
Ste6 523 ___'-—-mo%&ko__#
[KN]\ 5P model sprezysty
239 %NN] 1£360dnt | E=1456RE=T75
2
g\ PI=30H( KN |5, [ 2301330 (32,3006 2303608
1730645 [1786672
2371t}\ \ 529 1768875 [ 276 % [ '8-11%
5| O 874783 | 82,6230
[iZN(i 3 26 \AOXT\ Syl 751188 %31&[?71230 30:9.'100
7002, 235117 \ Sia| 19,1858 | A28 5% A= 36.0%%
1 N Ss-5
78l23 2 N tiegna noéne
77122 M 7% \‘% ] Syl
~ —— 23
7621 N ciggna napingjgce
75[20 \4"\ 226
74,}_19 — 513
1 T N . L .
36 60 90 0150 tfdni]
l3ms lsMs  |aMs  |1zMs  |1sMs
Rys. 9
Tablica 4
Konfiguracja siatki [m]
Nu- Poczatkowa t = 0~ Model sprezysty
mer [ — e S B o TR _
wez- Model lepkosprezysty E = 145 GPa E = 175 GPa
la t = 360 dni
x | v | z x | v | z x I v | 2z
] 12,0 6,0 0,25 120 60126 0,5655 120 ' 60118 0,5417
12,0 6,0116 | 0,5347 ’ ’ (4 =547~ ’ 4 =13%)
6 6,0 12,0 —-0,25 so757 | 120 0,1328 sorl 120 0,1074
59772 12,0 0,1038 ’ ’ (A =218 ’ 4 = 3,4%)
7 12,0 12,0 0,0 1 12.0 12.0 0,5522 12.0 2.0 0,5097
12,0 12,0 0,5001 ,| ’ 4 =94%) = ,’ > a4 =195

[148]
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Przyklad 5

Dla liny o geometrii i obcigzeniu jak w przykladzie 4 wykonano obliczenia relaksacji
wstepnego napigcia dla dwéch wariantéw parametréw lepkosprezystych.
Wariant pierwszy odnosi si¢ do danych z przyktadu | (wg badan Kmity), natomiast w wa-
riancie drugim przyjeto parametry wyznaczone w pracy [5] w oparciu o badania G. Mayra
[4]. Krzywe relaksacji pokazuje rysunek 10 (linia przerywana — wariant pierwszy, linia
ciagla — wariant drugi).

Relaksacja liny badanej przez G. Mayra, jakkolwiek znaczna (spadek sity przekracza
6,8% po 2 Ms) jest wybitnie krétkotrwata, Jest to niewatpliwy wynik wiasciwej technologii.

‘

| ] T T - T
100 \L\ | ‘ t [dnil g?t?/w% C
R i 30 3,42
\\\ ‘P(t)-o relaksacja l ~5o e |
A\ 150 591
98 N - 180 596 |7
— N ,
z RN wg Kmit 360 | 6,00
7 b <K
u\\:“""s\
HR—— = = 5o
WG Mayra \..__\ ] r———
- [ e e e e 52-5
9% iy e -
T t [dni]
L. L | | L |
0 20 40 60 80 100 120 140
[aMs  [uMs  [eMs  |8Ms  [10Ms  [12Ms
Rys. 10

Przyklad 6
Na zakoniczenié zbadano wplyw poczatkowej historii obcigzenia na zachowanie sig
ukiadu. Siatke ciggnowsg z przykladu 4 poddano trzem wariantom przebiegu obcigzenia:

|
=) wariant T P{t)=R H(t} T |
£ 30-————+-\’—>l‘./7;.=1-:;7~r— .
= |t w1 (R
T «ot\ ?/\\.\'/' '/'/P\\\;PO } T =30dni
e ! t [dni]
5 O’ B | % 30
1Ms 2Ms [3Ms
|1Ms 2Ms 3IMs
0 5 1l 15 25 30
( ! : !

. . wa ugiecie w,{m)
RS o0 -0 120dni t=30dn [i20dn |
E 02 m T 164803 | 0.4850]0.L866[04351 |
= S| S T [0.2790 [0,352[0,4862] 04989
= ol ™, [T 01695 [0.3342]04847] 0,988
3 Q s ! |

0,1. e - P, e 1
S N N




150

R. SwrrkaA, B. Husiar

- — wariant I: P(t) = Py H(¥);

i !
Po—=|1—
— wariant IT: P(¢) ={" T (
POs !

— wariant IlI: P(t) =

PO’

t
PO’I" 0

t=T,

Czaas obciaznia konstrukeji 7 przyjeto réwny 30 dniom. Wyniki zestawiono na rysunkach
-111 12 oraz w tabeli 5. Wplyw sposobu obcigzania konstrukeji istotny w trakcie trwania
obcigzania, okazuje si¢ malo istotny juz w chwili zakonczenia obcigzania i zupelnie nie-
stotny dla czasu przekraczajacego znacznie czas obcigzania.

R N W=
T}/” /,c/' Sa-6
200 D R
1 '/-' )i e -
160 z P W
z e e
¥ A T
./ é"/ 49/'/
P
100/,
g I
80 R S-1
TN R e
\,.\\_
" .\K. n
40 e -~
L———-—-o—-——-—-o— -——o—-—-—tg_:_\o\ Z—ﬁﬁ .
o | | | | | t {dni]
5 10 |1Ms 15 20 |2M525 30 "
Rys. 12
Tablica 5
Wariant Sita w ciegnie [KN]
Ciggno e == R
obeigzenia | 1o gy t = 20 dni t = 30 dni t = 120 dni
1 238,6904 237,5867 236,7536 234,3565
Nosne " - -
Ss_s 11 174,7402 222,4009 237,3135 234,4040
II 142,7650 190,1778 237?6478 234,4323
1 22,0682 21,3448 20,8034 19,3067
Napinajace B T R
Sa_e 11 46,6523 25,9568 20,4790 19,2796
I 64,5446 38,1216 20,2634 19,2616
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4. Whnioski

Opisana w pracy metoda okazuje sig efektywnym narzedziem obliczania wstepnie na-
pietych siatek ciggnowych o wiasciwosciach lepkosprezystych. Podstawowa zaleta metody
jest jej mata czutoé¢ na dtugo$¢ kroku. W wielu przypadkach krok moze byé bardzo dugi,
‘co jest niezwykle wazne przy badaniu skutkéw diugotrwatych obciazen.

Wiasciwosci reologiczne lin stalowych, na pozdr nieznaczne, moga mieé istotne znacze-
nie dla pracy konstrukcji ciggnowych.. Wplyw pelzania na zmiany w aktualnej konfiguracji
siatki jest rzedu kilku procent, w pewnych przypadkach moZe przekracza¢ 20%. Wplyw
ten na zmiany sit w ciggnach jest powazniejszy i moze si¢ waha¢ od kilku do ponad 50%.

Relaksacja wstgpnego napiecia (dla siatki niec;bciqzonej) powoduje spadki sit o ok. 6%.
Warto zwréci¢ uwage na niebezpieczenstwo spadku sit w ciggnach napinajacych; nie mozna
wykluczy¢ wylaczania sig ciggien na skutek rozwoju proceséw reologicznych.

Z przeprowadzonych badan moina wigc wyciggnaé wniosek. generalny, Ze zjawiska
reologiczne w sposob istotny wplywajg na prace wstepnie napigtych siatek ciegnowych wy-
konanych z lin stalowych i powinny by¢ uwzgledniane przy ich projektowaniu. Wynika
stad potrzeba opracowania dalszych, bardziej doskonalych i bardziej efekiywnych metod
i programéw obliczen siatek lepkosprezystych, oraz potrzeba prowadzenia bardziej syste-
matycznych badan nad wlasciwos$ciami reologicznymi lin.
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Peawome

PEOJIOTUYECKHUI AHANW3 CETOK, M3TOTOBJEHHLIX U3 CTAJIBHBIX KAHATOB

B nacrosmeii paGoTe 0GCY?MAETCS UMCIIEHHBI METOJ pacuéTa BASKOYNPYTHX CETOK. DTOT METOX
MOXKeT ObITh MCNONI30BAH NPHM BEChMa AIMHHBIM LIATOM, UTO JIpeACTaBNAeT GONELION HHTEPEC NPH HCCTe-
HAOBaHUM NMPOJOKUTEBHBIX PEOTIOTHYECKMX NPOLECCOB, AHATIH3 Pa3JIMUHLIX PACYETOR TIPEIBAPHTENHHO
HANPSDKEHHBIX TATOBBIX CETOK, M3TOTOBJIEHHBIX M3 CTaNBHBIX KaHATOR IOKA3BIBAEM, YTO MON3YYECTh
M PENaKCALUS MMEIOT CYIECTBEHHOE BIIMSIHAE HA AKTYANBHYIO KOHMUIYPALMIO CETIKH, TAIOKE HA BCIMIMHY
H COOTHOLIEHHE CHUII. .
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Summary

REOLOGHICAL ANALYSIS OF NET STRUCTURES MADE OF STEEL CABLES

The numerical method of calculating viscoelastic nets is presented. The methiod can be applied for
a long step of time which is important in the study of long reologhical processes. The analysis of stressed
net structures made of steel cables indicates, that the creep and relaxation are important for a actual con-
figuration of net and for the size and force distribution.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 kwietnia 1983 roku
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WELYW OSCYLACJI NA KONWEKCYJNE PRZEKAZYWANIE CIEPLA
W ZASTOSOWANIU DO ZBIORNIKOW OKRETOWYCH

STEFAN DOERFFER

Intytut Maszyn Przeplywowych
PAN w Gdansku

W pracy rozwazono wplyw oscylacji oérodka plynnego na $rednig w czasie wymiang
ciepla przy $cianie pionowej zbiornika .okretowego. Zbudowano model matematyczny
zjawiska bazujacy na réwnaniach warstwy przysciennej. Analize przeprowadzono wykorzys-
tujgc metode malych zaburzef. Uzyskano zadowalajaca zgodno$¢ wynikéw teoretycznych
i eksperymentalnych. '

Oznaczenia
a — wspolczynnik wyrownywania temperatury,
Ao — amplituda kotysan zbiornika,
b — polowa szerokosci zbiornika,
L — wymiar charakterystyczny, dtugo$¢ Sciany,
! —cazas, '
T — temperatura,

T* — okres oscylacji,
u, v — sktadowe predkosci w warstwie,
U — predko$¢ przeptywu zewnetrznego,
o — wspolczynnik przejmowania ciepla,
0 — grubo$é warstwy przy$ciennej,
© —réznica temperatur,
i R— wspolezynnik przewodnictwa cieplnego,
»  — wspbiczynnik lepko$ci kinematycznej,
o — czgstotliwodé kotowa oscylacii,

Indeksy dotycza

m — warto$ci $redniej wzdluz Sciany, ;.

o — skladowej stacjonarne;j,

T — termicznej warstwy przysciennej,

w — §ciany, .

00 — parametréw na zewnatrz warstwy przyéciennej,

{1 Mech. Teoret. i Stos. 1/85
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1 — skladowej pulsacyjnej,
+ — wielkosci bezwymiarowych, .
> — wielkoéci usrednionych w czasie jednego okresu drgan.

Liczby podobienistwa:

(Nu) = OCA_L — liczba Nusselta,

3
(Gr) = g—L—ﬁg‘”—— liczba Grashofa,

p2

(Pr) = 2 — liczba Prandtla,

(Fr) = %‘W)Tb — liczba Froude'a,

4
(Re) = f°°v"bL — liczba Reynoldsa,
(Ra) = (Gr)(Pr) — liczba Rayleigha,

L L '
(Sh) = ];E-—llczba Strouhala.

1. Wstep

W wielu zastosowaniach praktycznych istotna jest znajomo$¢ wplywu oscylacji na wy-
miang ciepla. Dotyczy to miedzy innymi zbiornikéw okrgtowych, w ktérych transportuje
si¢ clecze wymagajace ogrzewania podczas rejsu. Kolysania statku wymuszajg ruch cieczy
w zbiornikach, ktéry zmienia mechanizm wymiany ciepla migdzy cieczag a S$cianami.
Wzgledy ekonomiczne szczegdlnie w odniesieniu do duzych statkédw wymagaja dokladnej
znajomofdci tego zagadnienia, aby moc precyzyjnie projektowaé systemy grzewcze.
W pracy rozwiazano jedno z podstawdwych zagadnien — przejmowanie ciepla przez pio-
nowa plyte, wzdtuz ktérej ma miejsce laminarny przeplyw oscylacyjny o matych czgstotli-
wosciach, Plyta modeluje te $ciany tadowni zbiornikowca (burty), ktére maja najwigkszy
udzial w odprowadzaniu ciepla do otoczenia. |

W przeciwiefistwie do wielu rozwazan literaturowych, nb. [1, 2, 3], gtéwny nacisk
w pracy polozono na okreflenie $rednich w czasie zmian w wymianie ciepla wywotanych
oscylacjami harmonicznymi. Zagadnienie rozwiazano w oparciu o metodg usrednien ukladu
réwnan zachowania. '

Do zweryfikowania tej teorii skorzystano z wynikow badas japonskich opisanych
w [4], dotyczacych przeplywu laminarnego. Ze wzgledu na obecne potrzeby okrgtownictwa
przeprowadzono wiasne badania cksperymentalne [5] dla zbiornikéw, w ktérych wy-
. stgpuje turbulentna wymiana ciepta, Ma ona miejsce gldwnie w fadowniach wielozadanio-
wych statkéw, np. typu OBO. Z uwagi na to, Zze w przeplywie turbulentnym formuje sig
laminarna podwarstwa przyscienna, ktdra stanowi gtéwny opér przeptywu ciepta, przed-
stawiona teoria moze byé réwniez wykorzystana do analizy warstwy turbulentne;j.
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2. Model matematyczny

W celu okreslenia wplywu oscylacji harmonicznych na $rednia w czasie wymiang ciepla
przyjeto: N

— plaska, pionowg plyte pokazang na rys. 1,

— istnienic dwuwymiarowej, laminarnej warstwy przyéciennej, na granicy ktdrej pa-
nuje przeplyw Ux(x, 1),

— jednakowa i stala temperature ptyty 7., oraz plynu poza warstwa T, przy czym
Tw > T,

— plyn niesci$liwy o stalych wlasnodciach,

— pomijalny wptyw dyssypacji energii,

— jako dominujacy ruch w warstwie przysciennej ruch wywblany przeptywem Uy (x, £).

R\——*
1\
7 \ Upglx, 1)
% \\ I
Et “ Too
wa; ‘l la’ T
Rys. 1

Przeplyw ten wynika ze specyficznych ruchéw cieczy w zbiorniku poddanym drganiom

harmonicznym [6].
W my$l przyjetych zalozen zjawisko opisuje nastgpujacy uktad réwnan:

Ju ou u U _3(_/_&_ N 0U, v_(')_zft_
Tttt T Ve Ta Y T
u v
4 = 1
o Ty 0, M
06 00 96 _ 20
'gt‘_ +U ax +7) ay = ayz 3
facznie z warunkami brzegowymi: 5
y=0 ll=7)=0, @?“@wa}' (2)
yo o u=Uxx,t), ©®=0] -

Przeptyw oscylacyjny ma postaé:
Ux(x,t) = Uy(x)* coswt 3)

gdiie aniplituda Uy(x) = f (geometrii zbiornika, 4,, @, x) podang w [6].

11*
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Rozwigzan poszukuje si¢ w postaci:
u(x,y, ) = to(x, y)+u:(x, y, 1),
(%, 9, 1) = vo(x, Y) +vi(x, . 1), @)
O(x, y, 1) = Oo(x, ) +O.(x, y, 1),
w ktérych funkcje z indeksem ,,zero” stanowia $rednie w czasie wartosci tych rozwiazan,
a oznaczone ,,1” sa skladowymi pulsacyjnymi. Srednia w okresic drgan T* wartoé¢ skta-
dowych pulsacyjnych wynosi zero:

Cupy =<v) =<0,) =0. .

Podstawiajac (4) do ukiadu (1); uSredniajgc réwnania w okresie drgan T, otrzymuje
si¢ uktad réwnan okreélajacy érednie w czasie skladowe rozwigzan (4). Réwnania po-
zwalajace na obliczenie skfadowych pulsacyjnych otrzymuje si¢ z odjgcia réwnan uséred-
nionych w czasie od réwnan petnych [3].

Pole predkosei w warstwie przysciennej wywolane oscylacyjnym przeptywem Uy (x, 1)
okresla sie z uproszczonej postaci rownania ruchu dla sktadowych pulsacyjnych w posta-
ci:

du; U, *u,

TR T N )
rownania cigglodei:
du, du,
ey =0 -

i warunkow brzegowych:

y=0, u =0 =0,
y—o o, U =Uy(x,1). @)
Uzyskane rozwigzania majg postac:
" Ed
u, = Uy lcoswt—e ? cos(wt— -;—y”,
_ (.
dU, [ 1 7 b
= ———| —ycosmt+ - Hco: - )= -
V¢ e ycosm ]/f cos ((ui ) I/Q— &)
_r i
e ® cos (wt— -'3,;— - ‘{” ’

. 2 . . . . . . . .
gdzie 6 = I/B_ moze by¢ traktowana jako grubo$¢ hydraulicznej warstwy przysciennej

przy wzdtuznym oplywie oscylacyjnym plaskiej plyty. Zmienno§¢ skadowej uf/Us max
w funkeji odlegtosei od $ciany przedstawiono na rys. 2.
Poszukiwane pole temperatury okreéla si¢ z réwnan:
— dla sktadowej pulsacyjnej @, w postaci:
%@t—l +u1—a§9* +uo% + U %CZL"F?M‘%Q' +2 —a(:)@y—l
00, /| 00, 26, \ %0,

Ty \\ul‘&T + v, —('57/ = a—‘a')jr, )

-}

+ 2,
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1.0

08 /
06

38T

wt =11/2

xt=const

N
\\ \\ \

-0n

N
»~
!

y'/e"
Rys. 2

— dla skfadowej $redniej w czasie O, w postaci:

90, 0, | 00, 301> 920,
o7 +vo % +\u1 R + v, N = q I (10

i warunkow brzegowych:

y=0 6,=0,, 06 =0,}

y=6T @0=0, @1=0.

Rozwigzan (9) i (10) z warunkami (11) poszukuje sig w spos6b przyblizony zakladajac, ze:

@0(x9 y) = Qé(x’ y)+02)1(x9 y)’ (12)
gdzie O, jako pierwsze przyblizenie, stanowi rozklad temperatury dla swobodnej kon-
wekcji a @y uwzglednia wplyw oscylacji. Przyjmuje si¢ ponadto:

B0 » 04
oraz 2e $rednie w czasie pole predkosci w warstwie przysciennej uo, 2o pochodzi od swo-
bodnej konwekcji.
W rezultacie otrzymuje si¢ profil temperatury, a nastepnie zalezno$é na lokalna liczbg
Nusselta opisujaca wym'lanq ciepta dla rozwaZanego zjawiska:
' (N)zo, ¢+ = (Nu)gr + (NG )er + (Nthy)zs, o+ (13)

W zaleznoéci (13) pierwszy czion opisuje wymiang ciepla przy czystej, swobodnej kon-
wekcji. Natomiast

(1)

rr a @’I""
(Ng)eo = — —%}"3

= £il(Re), (Pr); (Sh), x*] (14)
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stanowi poszukiwany, stacjonarny przyrost liczby (Nu) spowodowany oscylacjami prze-
plywil:

007
é)y+ yt=
" jest sktadowa pulsacyjna liczby (Nu).
Funkcije fi, f» stanowigce zlozone wyrazenia analityczne, podane sa w pracy [6].
Dla ilustracji pokazano na rys. 3 zmiennos¢ (Nug) i | (Nu,)| — amplitudy skladowe;j
" pulsacyjnej (Nu,) w funkcji wsp6irzednej x*, obliczone na emc.

(Nu) e, (v = — , = f5[(Re), (Pr), (Sh), x*, £*] (15)

16
14| \ \ -
12 ———
— 10— (Nug) {Nu |
3 A =0,21rd=12°
—_ w =0,078 rd/s _
&8 2b:0,4m
z \ L=025m
6—— —— \ _ //
4 \Q\
5 \\\ pd
£ \ /
0 0} 0,2 a3 04 0.5 0.6 07 08 03 10

x* .

Rys. 3

3. Badania eksperymentalne

Badania przeprowadzono na modelu zbiornika o wymiarach 0.4x0.3x0.5 m (sze-
rokos$¢ x dlugo$¢ x wysokosc), wykonanym ze szkla organicznego. Zbiornik poddany byt
rotacyjnym wymuszeniom harmonicznym o amplitudach katowych 4, € (0—-0.175 rd) =
= (0—10°) i okresach T* € (0.7—3.6 s) wzgledem osi obrotu lezgcej w plaszczyznie sy-
metrii zbiornika. Wymuszenie ruchu zbiornika realizowano odpowjednim napedem hydrau-
licznym. Cieczami modelujacymi ciecze rzeczywiste, tj. ropy naftowe, paliwa, oleje, byly
woda destylowana i olej wrzecionowy.

Badania przeprowadzono zmieniajac napelnienie zbiornika, polozenie osi obrotu,
amplitude i okres kolysaf oraz stany cieplne zachdwujqc warunki turbulentnej wymiany
ciepla, tj. (Gr)- (Pr) > 2- 107, Parametry geometryczne stanowiska badawczego oraz
parametry jego pracy okre§lono z zasad podobieristwa zjawisk.



JKCONWEKCYINE PRZEKAZYWANIE CIEPLA 159

Do opisu rozwazanego zjawiska uzyskano nastepujace réwnanie kryterialne:
(Nuwy = f(Re), (Pr), (Gr), (Fr), (Sh)]. _ (16)
Wyniki badan przejmowania ciepla przez §ciang pionowa przedstawiono w ukladzie:

(Nu) . ——f[ (Gr) ]
(Re)!2(pr)t/s — (Re)?(Pr)'/3

(17)

i pokazano je na rys. 4.

V4
. ﬂ/ﬂ
100 i BT
B— P —Lr v
Q LB racyd
o o o .Q) [] hor o |
o [ ]
‘—5;— a 3—‘9 T o woda H=032m h=Q8m -~
Y 5] e woda H=032m h=031m
o 4343—“U » @ olej H=031m h=031m %
] dol9F g0 O olef H=020m h=031m
2
obszar dominacji konwekcja obszar dominocji
Konwekeji wymuszonej mieszana konwekcji swobodnej
16" N || Ll L1l
1072 2 A 6 8 197 2 4 6 8 107 2 4 6 10
{Gr)
(Re)Z-[Pr1A
Rys. 4

Badane zjawisko jest konwekcja mijeszana, a stosunek (Gr)/(Re)* jest miarg udziatu
konwekeji swobodnej do konwekcji wymuszonej w tymze zjawisku, Stad przedstawienie
wynikéw badan w ukladzie (17) (zmodyfikowanym o liczbg (Pr)) pozwala okresli¢ obszary
dominacji konwekcji swobodnej czy wymuszonej w badanym zjawisku i dla kazdego z nich
poszukaé odpowiedniej korelacji. Natomiast parametr (Gr)/(Re)? - (Pr)*/® pozwala uznaé

jako kryterium rozstrzygajace o charakterze zjawiska i okreslajace obszar jego wystgpawa-
nia. '

Dla wartoéci parametru
Gn
(R (P
okreslono dominacje konwekcji swobodnej. W obszarze tym obowigzuje korelacja:
(Nu),, = 0.31(Ra)%2%1, . (18)
Przebadany zakres zmiennosci liczb kryterialnych wynosit: :
(Ra)e(7-107,3-10%), (Pr)e(2.8,233),
(Re)e (3.2 10%,2:8-10%, (Sh)e(8.9,36.7),
(Fr)e(1.03-107%,4.12- 1077,
Wyniki badan tego obszaru przedstawiono na rys. 5. Na rysunku tym oznaczono przez

H — wysoko$é cieczy w zbiorniku, a przez A — poloZenie osi obrotu w stosunku do dna
zbiornika.

> 04
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3
2 / ]
o
Q
* L]
0,
2 oot O] j
10 % —
_E 8
3 7 /
z 6 1]
A
5 o woda H=0,32m h=0,19m 7
e woda H=032m h=031m | |
4 volej He031m h=031m
o ole} H=020 h=031m
3 4
2 |
10 - 0
107 2 3 4L 586 108 2 3 4L 5678 4° 2 3 4 S5S678 ¢y
{Ra)
(G

Dla wartoéci parametru 0.1 < < 0.4 okre$lono wystgpowanie konwekcji

mieszanej opisane zaleznoScia:
(NUu),, = 2,882 10-2(Re)®503(Pr) /3(Ra)® S(Fr)®15(Sh)%1, (19)
: Rys. 5 ’

Przebadany zakres zmiennosei liczb kryterialnych wynosit: »
(Re)e(7-10%,6-10%, (Pr)e(2,7,220), (Ra)e(7,6-107,2,9-10%),
(Sh)e(5,7, 36,7), (Fr)e(1,71-107%,6,3-10~2),

(Gr)

(117)2(7’7)”—3 < 0.1 okres$lono obszar dominacji konwekeji wy-

Dla warto$ci parametru

muszonej opisanej przez:
(Nu), = 0,185+ (Re)®SO5(Pr) 3(Fr)®t5(Sh)°1,
Przebadany zakres zmiennoSci liczb kryterialnych dla tego obszaru wynosil:
(Re) = (10%,5-10%, (Pr)e(3.9,249), (Ra)e(8.6:107,8.8-108),
(Sh)e(8.9,36.7), (Fr)e(2.47-107% 6.51-107%),

4. Porownanic wynikow teoretycznych i eksperymentalnych

Jedynymi, znanymi badaniami eksperymentalnymi nad wplywem oscylacyjnego prze-
ptywu, o charakterze rozwazanym w niniejszej pracy, na laminarng swobodng konwekcijg
sa wspomniane badania [4]. Stuzy¢ one moga za material do weryfikacji przedstawionej
teorii. Teoria opracowana zostala dla malych zaburzed, stad jej zasigg obejmuje jedynie
dolny zakres badan [4]. Por6wnanie wynikéw dla dwéch zbadanvch cieczy zawarto w ta-
beli 1.
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Tabela 1

Eksperyment Teoria
Czynnik (Nu),, (NUG)m (Nug)u
Woda 14,54 0,672 0,677

Olej 18,92 0,258 0,255

Opracowany model teoretyczny nie nadaje si¢ do bezpoéredniej analizy turbulentnej wy-
miany ciepla, jednak pozwala na uproszczona, jakosciows analizg tych przypadkéw. Jest to
mozliwe przy zaloZeniu, ze catkowity opér cieplny ma miejsce w podwarstwie laminarnej.
Na tej podstawie oszacowano grubos$¢ rozpatrywanej warstwy: ‘

(6T)m . 2' . 1 »
L~ anl (N, @1
Korzystajac z tej wielkosci poddano analizie kilka punktéow pomiarowych obejmowanych
przez teorig, a uzyskanych we wlasnych badaniach. Wyniki przedstawiono w tabeli 2.
Tabela 2 '

((S#)m =

'Eksperyment Teoria
nr. p. pom. e czy_nr;ik 7 ?Gr—rg(ﬂRe)z- (Pr)t/3 (Nu),, (NUp).m (NUG)m
63 woda 3.081 157.77 161.7 0.648
88 ‘ olej 0.398 11.9.54 117.9 - 2.666
145 woda 0.099 ) | 115.19 ‘ 104.9 3.823

5. Zakonczenie

Przedstawiony model teoretyczny pozwala okre§li¢ sredni w czasie wplyw oscylacji
harmonicznych przeptywu -wzdluz pionowej $ciany zbiornika okretowego na swobodng
konwekcje. Poréwnanie jego wynikdow z eksperymentem japonskim [4] przedstawione
w tabeli I jest zadowalajace. Model odnosi si¢ do laminarnego charakteru wymiany ciepla.
Wyniki przedstawione w tabeli 2 swiadczg réwnieZ o jego przydatnosci do analizy turbu-
lentnej wymiany ciepla, i to zaré6wno pod wzgledem jako$ciowym, jak i iloéciowym. Ten-
dencja zmian wielko$ci (Nug),, jest zgodna z wynikami badan — rys. 4, tzn. zZe zmniejsza-
(Re)2 . (Pr)1/3
oscylacji w catkowitej wymianie ciepta.

Rozwigzanie uzyskano dla matych zaburzer pola temperatury, przyjmujgc ponadto,
jako pierwsza iteracje, ze wielkosci stacjonarne s takie, jakie wynikaja ze swobodnej kon-
wekeji. Dla matych zaburzed przyblizenie to uznano za wystarczajace. Rozwiazan w szer-
szym zakresie zmian parametréw poszukiwano na drodze eksperymentalnej, modelujac
zjawisko pod katem wykorzystania wynikéw badan w okre¢townictwie.

niem si¢ wartoéci parametru wzrasta udziat sktadnika ujmujacego wplyw
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, _ , . . G
Bardzo istotne przy opracowywaniu wynikéw badan okazato si¢ kryterium 6&)2((%)1/3«

Pozwolilo ono wyrézni¢ obszary dominacji swobodnej lub wymuszonej konwekcji
w badanym zjawisku konwekcji mieszanej a przez to uzyska¢ poprawne Korelacje dla po-
szczegdlnych obszardw. Uzyskane korelacje bezwymiarowych liczb kryterialnych moga byé
przydatne w praktyce projektowej.

Zaprezentowane w pracy czgsci: teoretyczna i eksperymentalna daja pewien spéjny
obraz zjawisk wymiany ciepla podczas oscylacji zbiornika i to zaréwno pod wzglgdem
ilo$ciowym, i jako$ciowym oraz w pewnym stopniu wypelniajg luke w tej dziedzinie wiedzy.
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Pezwome ,

TEIIJIOOSBMEH B KOJIEBJIIOIMXCA HUCTEPHAX

B craThe paccmMaTpUBAETCH BAMAHME KoJeCaHMH MOINKOCTH HA TETUIOOTAAUY OT BEPTHKANBHONR CTEHKH
HUCTEPHBI. TeueHue JKUIKOCTH TIPUHITO TAKHM, KAKOE CJIEfyeT U3 TAPMOHHUECKHX KoJeGaHuit 1ucTep-
HBl. B cTaThe ONMUCaHO BIMAHKE TAKUX KojeOauMil Ha cpejHue II0 BPEMEHH 3HAaUeHHsI I0JIet CKopocTei
H TeMIepaTyphkl, KOTOpLIE ONHCHIBAIOT TeruiooOmeH. 1 9TOro MoCTpoeHa maTemMaTHUeckas MOJENL sIB~
JIEHHA, OCHOBAHHAS Ha YPaBHEHHAX NOTPAHHUHOrO cnos. PelueHne MOOENH NONyUeHo st JJaMHHapHOTO
NOTPAaHHMUHOrO CJOSL M Uit MaNbix BO3MyLUeHnii TemmeparypHoro nojs. TeopeTHueckie pe3yNbTAThHI
[P CPaBHEHUH C JKCIIEPUMEHTANIbHBIMK [IOKA3AJIM yHOBJETBOPHTCIHHYIO CXONMMOCTh. [IpHBeneHUbIN
METOJ MOX<eT ObITh NPHMEHEH IS TEINIOBLIX PACUETOB CYNOBbIX LMCTEDH.

Summary
HEAT TRANSFER IN OSCILLATING TANK

The effect of liquid oscillations on the heat transfer to a vertical wall of a tank is considered. The
liquid flow along the wall which has been assumed results from rotational, harmonic oscillations of the
tank. The influence of these oscillations on the time-averaged quantities i.e. velocity and temperature fields,
describing heat transfer is determined. To obtain these quantities a mathematical model based on conserva-
tion equations is developed. Solutions for the laminar boundary layer and for small perturbations of the
temperature field have been sought. Theoretical resuits have been compared with experimental ones and

there has been obtained satisfactory agreement. This method may be useful for thermal calculations of
ship tanks. )

Praca zostala 2lozona w Redakcji dnia 1 lutego 1984 roku
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IIT Niemiecko-Polskie Sympozjum Naukowe ,,Mechanics of Inelastic
Solids and Structures”, Bad Honnef (RFN)

W dniach 9 - 15 wrzeénia 1984 roku w miejscowosci Bad Honnef (RFN) odbylo sig trzecie niemiecko-
polskie sympozjum naukowe z zakresu mechaniki, obejmujace zagadnienia mechaniki niesprezystych ciat
stalych i konstrukeji. Sympozja te odbywaja sig co trzy lata (dwa poprzednie mialy miejsce kolejno w War-
szawie oraz takze w Bad Honnef), a ich celem jest utrzymanie wspéipracy naukowej (oraz rozszerzenie za-
kresu tej wspoipracy) migdzy specjalistami z Polski i RFN zajmujacymi si¢ mechanika cial niesprezystych.
Warto nadmieni¢, Ze ze strony polskiej inicjatorem tych spotkan byl, niedawno zmarly, prof. Antoni Saw-
czuk, ktérego dzialalno§¢ organizacyjna i szerokie migdzynarodowe kontakty naukowe przyczynily sie za-
réwno do pomySlnego przebiegu poprzednich sympozjéw, jak i do realizacji sympozjum w biezacym roku.
W sympozjum tym strona polska byla reprezentowana przez 29 osob, w tym: 18 oséb z PAN, 8 oséb
2 réznych polskich politechnik, 2 osoby z WAT oraz jedna osoba (piszacy to sprawozdanie) z Uniwersytetu
Warszawskiego. Strona RFN-owska byla reprezentowana przez 28 oséb, z wiekszoéci czolowych oérod-
kéw naukowych z zakresu mechaniki w RFN. Na sympozjum wygtoszono lacznie 47 referatéw; po kazdym
referacie odbywala si¢ dyskusja. Poziom naukowy zdecydowanej wigkszosci referatéw byl wysoki, co $wiad-
czy o starannej selekcji prac zgloszonych do sympozjum, tak ze strony polskiej, jak i niemieckiej. Tematyka
prac obejmowala problemy: pgkania, zniszczenia, pelzania, modelowania konstytutywnego, stabilnosci,
plastycznosci, dynamiki oraz rozchodzenia sig¢ fal w o§rodkach niesprezystych. Szereg prac bylo rezultatem
juz uprzednio nawigzanych kontaktdéw naukowych miedzy pracownikami nauki obu krajéow. Na uwage
zasluguje doskonala organizacja samego sympozjum. Referowane tam prace majg zosta¢ opublikowane
w osobnym numerze Archiwum Mechaniki Stosowanej.

Czeslaw Wozniak

V-te Polsko-Francuskie Sympozjum
Nielinlowe Zagadnienia Mechaniki, (Rydzyna k. Leszna, 25 - 30.V1,1984 r.)

Istotne przedsigwziecia majace na celu rozwdj mechaniki w Polsce podejmuje i realizuje Komitet
Mechaniki PAN. Jedna z form dzialalnoéci tego Komitetu jest organizowanie migdzynarodowych i dwu-
stronnych spotkafh naukowych. Swiadcza o tym dobitnie odbyte dotychczas sympozja: polsko-brytyjskie,

* polsko-francuskie, polsko-radzieckie, polsko-szwedzkie, polsko-wloskie oraz sympozja na temat mechaniki
niesprezystych oérodkéw i konstrukcji organizowane przez mechanikéw polskich i zachodnio-niemieckich.

Poprzednie, TV Sympozjum Polsko-Francuskie odbylo sig w roku 1980 w Marsylii. Tradycyjnie juz
sympozja polsko-francuskie odbywaja sig co trzy lata, na zmiang w Polsce i we Francji.

Sympozjum odbylo si¢ w Oérodku Stowarzyszenia Inzynieréw i Mechanikow Polskich w Rydzynie
k. Leszna. Oérodek ten miesci si¢ w pieknym palacu, pamigtajacym czasy krola Stanistawa Leszczynskiego. .

Wszystkie dotychczasowe sympozja polsko-francuskie odbywaly si¢ pod patronatem W. Nowackiego
z PAN-u i P. Germain, bedgcego Secrétaire Perpétuel de I’Académie des Sciences. Przewodniczacym Ko-
mitetu Organizacyjnego V Sympozjum byl W, K, Nowacki, sekretarz naukowy Kormitetu Mechaniki PAN.
W skiad Komitetu Organizacyjnego wechodzili: W. Szczepinski, przewodniczacy Komitetu Mechaniki PAN
i M. Zyczkowski z Politechniki Krakowskiej. Sekretarzem byt J. J. Telega z Instytutu Podstawowych Pro-
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blemoéw Techniki PAN. Przdwodniczacym delegacji francuskiej byt J. M. Pierrard z Instytutu Mechaniki
w Grenoble. W sposob istotny do zorganizowania Sympozjum przyczynil si¢ Zaklad Teorii Konstrukcji
IPPT PAN oraz International Centre for Mechanical Sciences (Udine, Wiochy).

W obradach wzieto udzial 51 uczestnikow z wielu o$rodkoéw naukowych, co uwydatnia znaczenie,
jakie obydwie strony przywiazywaly do tego przedsigwziecia. Uczestnikow z Polski bylo 35 (Instytut Pod-
stawowych Probleméw Techniki PAN, Instytut Geofizyki PAN, Politechnika Krakowska, Politechnika
E.6dzka, Uniwersytct Warszawski, Wojskowa Akademia Techniczna). Z Francji wzielo udzial 16 osob
(Institut de Mécanique de Grenoble, Electricité de France ~— Départment Mecanique ¢t Modeles Numeri-
ques (Clamart), Ecole Polytech-ique (Palaiseau), Université Pierrc ¢t Marie Curie (Paris), Université de
Franche-Comté (Besangon), Université des Sciences et Technique du Languedoc (Montpellicr), Labora-
toire de Mécanique et Technologie — ENSET (Cachan), Institut National Polytechnique de Grenoble,
Ecole Centrale de Lyon). Jednym z uczestnikéw byl doktorant z Wietnamu, ktory w ostatnich latach przy-
gotowywal doktorat w Instytucie Podstawowych Problemoéw Techniki PAN.

W imieniu Komitetu Organizacyjnego uczestnikOw powital jego przewodniczacy, W. K. Nowacki.
Nastepnie glos zabrat, w imieniu Komitetu Mechaniki PAN, W.-Szczepinski. Podkres$lit on waznos¢ kon-
taktéw naukowych mechanikéw polskich i francuskich, czego jednym z dowoddw jest i to, juz piate z kolei,
sympozjum. Sporo uwagi poswiecil zmartym ostatnio dwém wybitnym uczonym: J. Mandelowi z Francji
i A, Sawczukowi z Polski. Ten ostatni byl aktywnym organizatorem sympozjow polsko-francuskich od sa-
mego ich poczatku, czyli od 1971 roku. W imieniu strony francuskiej na rozpoczgcie obrad glos zabral prze-
wodniczacy delegacji francuskiej, J. M. Pierrard. Oméwit on zwiezle role tych sympozjow oraz podkreslil
zywe kontakty naukowe istniejace pomiedzy rdéznymi oSrodkami francuskimi i polskimi.

W czasie Sympozjum wygloszono 42 referaty, w tym sze$¢ 45-cio minutowych, a pozostale 25-cio mi-
nutowe, z tego 10 referatéw w jezyku francuskim, a 32 — w jez. angielskim. Trzy referaty byly wspolne,
polsko-francuskie; ponadto przedstawiono jeden referat polsko-niemiecki i jeden poisko-wietnamski.
Obrady podzielono na 7 sesji, a problematyka poruszona w czasie Sympozjum dotyczyla: zniszczenia,
uszkodzenia, pegkania, stowarzyszonej i niestowarzyszonej plastycznosci przy malych i duzych odksztalce-
niach, lepkoplastycznosci. lepkosprezystosci, homogenizacji rozmaitych ofrodkéw o strukturze periodycz-
nej i quasi-periodycznej, o$rodkéw ziarnistych i mechanikéw gruntéw, tomografii, zagadnief unilateral-
nych i kontaktowych, propagacji fal w o$rodkach nieliniowych, cieczy nie-newtonowskich, noénosci granicz-
nej i optymalizacji.

Pierwsza sesje otworzyl. 45-cio minutowy referat P. Suqueta (Montpellier) na temat plastycznosci
silnie niejednorodnych ofrodkéw, przy czym przedyskutowano glownie niejednorodnoéci periodyczne
i quasi-periodyczne przy zastosowaniu metod homogenizacji. Drugi 45-cio minutowy referat wyglosil
H. Petryk (Warszawa), ktory na bazie wprowadzonego przez siebie kryterium stateczno$ci procesu defor-
macji przedstawil wynikajace stad, dosyé silne, ograniczenia na zwiazki konstytutywne dla o$rodkéw plas-
tycznych.

W czasie obrad wszystkic dyskusje, oczywiécie te oficjalne, odbywaly si¢ tuz po wygloszeniu referatu.

Podczas picrwszej, najkrotszej sesji glos zabralo 4 uczestnik 6w (6 wypowiedzi), ktorzy prosili o wyjasnienia,
komentowali i uzupelniali wygloszone referaty, a czasem krytykowali przedstawione rezultaty. Bylo tak

przez caly czas trwania obrad.
P. Perzyna (Warszawa) rozpoczal sesje drugg 45-cio minutowym referatem dotyczacym lokalizacji

odksztalcen plastycznych i zjawiska zniszczenia jako szczegdlnych etapdw proceséw niesprezystego ply-
nigcia. Dwa dalszc referaty dotyczyly: jakoSciowej analizy_jednowymiarowego réwnania ewolucji, opisu-
Jjacego zachowanic si¢ pokrytyczne i zniszezenie cial dyssypatywnych (P. Perzyna, A, Drabik — Warszawa),
trzech typow bifurkacji w o$rodkach geologicznych i ziarnistych modelowanych jako materialy niestandar-
dowe, czyli materialy o niestowarzyszonym prawie plynieciu (B. Loret — Palaiscau). Pozostale cztery re-
feraty wigzaly si¢ z réznymi zagadnieniami homogenizacji (u§redniania); w szczegdlnoscei prace te dotyczyly:
zwigzkdw konstytutywnych dla oérodka plastycznego ze wzmocnieniem otrzymanych na bazie prostego
micromechanizmu Franka-Reada (D. Leguillon — Paris), makroskopowego zwiazku konstytutywnego
opisujacego kompozyt z uszkodzeniami w przypadku uproszezonego opisu kontaktu pomigdzy matryca
a widknami (D. Leguillon, F. Léné — Paris), dynamicznej analizy kompozytu sprezystego o strukturze
periodyezncj w przypadku gdy diugos¢ fali jest znacznie wieksza od charakterystycznego wymiaru okresu
{J. L. Auriault, G. Bonnet — Grenobie), [injowo-spreZystego o§rodka spekanego w przypadku periodyczne-
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go rozkladu szczelin (W. S. Baranski, O. Gajl — £06dZz). W dyskusji zabralo glos 9 uczestnikéw (18 wypo-
wiedzi i komentarzy).

Trzecia sesje otworzyl 45-cio minutowy referat na temat konstrukeji niesprezystych poddanych ob-
ciazeniom zmiennym, przy czym omowiono réwnicz zagadnienie Srutowania, ktore sprowadzono do pro-
blemu dynamicznego przystosowania (G. Inglebert — Palaiseau). W nast¢pnym referacie, przedstawionym
przez W. Szczepinskiego (Warszawa), omowiono teoretyczne i do§wiadczalne wyniki badania modeli opi-
sujacych zniszczenie ciagliwe materialow plastycznych w przypadku regularnego ukladu szczelin. Referat
Q. S. Nguyena (Palaiscau) i M. Potier-Ferry’ego (Paris) stanowil probe jednolitego podej$cia do opisu nie-
statecznos$ci plastycznej i zagadnienia rozciggania szczelin, Cztery pozostale referaty przedstawione w trakcie
tcj sesji poswiecone byly zagadnieniom unilateralnym i kontaktowym. W szczeg6lnosci przedstawiono:
teori¢ no$noéci granicznej w przypadku jednostronnych warunkow brzegowych z tarciem i bez tarcia, przy
czym subrézniczkowe prawo tarcia dopuszcza anizotropie i niewypukto$¢ warunku plastycznosci (J. J. Te-
lega — Warszawa), problemy istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania zagadnienia quasi-statycznej ewotucji
dla cial liniowo-sprezystych w przypadku nieliniowo-lepkicgo prawa tarcia (C. Licht — Montpellier),
sformulowanie dualne. w sensie Mosco — w postaci nicréwnosci quasi-wariacyjnej — dla zagadnienia
Signoriniego z ogdlnym prawem tarcia dla o$rodka liniowo-sprezystego oraz trzy rézne podejscia do formu-
lowania zadania dualnego dla plyt von Karméana (W. Bielski, J. J. Telega — Warszawa), mozliwosci za-
stosowania analizy niestandardowej do ogblunej analizy zagadnienia sprezystodci w przypadku jednostron-
nych wiezéw na naprezenia i odksztalcenia oraz zastosowanie operatoré6w maksymalnie monotonicznych
do dowodu istnienia rozwigzan dla takich zagadnieit (Cz Wozniak, Z. NameWch—— Warszawa). W dys-
kusji glos zabralo 9 uczestnikéw co dato 14 wypow1edu

J. Supel (Warszawa) rozpoczat sesje czwartg 45-cio minutowym referatem na temat badan do$wiadczal-
nych z zakresu kruszenia i kontaktu ziaren w o$rodkach ziarnistych. Dalsze wystapienia dotyczyly: synte-
tycznej analizy zwiqzkéw konstytutywnych opisujacych grunty (Z. Mr6z — Warszawa), dynamicznego
wyplywu materiatu ziarnistego ze zbiornika stozkowego, przy czym materiat opisywany jest przez niestowa-
rzyszone prawo plastycznego plyniecia (J. Zawidzki — Warszawa, E. Degny — Grenoble), niektérych teo-
retycznych i do§wiadczalnych aspektéw jedno- i dwuwymiarowego petzania aluminium w warunkach pod-
wyzszonych temperatur (C. Lexcellent — Besangon), pomiaru energii dyssypowanej w postaci ciepla przez
sprezysto-plastyczne probki poddane rozeigganiu w zakresie duzych odksztalcen (A. Chrysochoss — Mont-
. pellier), nowszych rezultatdw z zakresu geometrycznego opisu wzmocnienia plastycznego metali (M. Zycz-
kowski, T. Kurtyka — Krakéw), wplywu efektéw drugiego rzedu na pokrytyczne zachowanie sig konstrukeji
plastycznych (M. Duszek — Warszawa). W trakcie dyskusji gtos zabralo 8 uczestnikoéw (20 wypowiedzi).

Sesj¢ pigta rozpoczat nie przewidziany w programie, przedstawiony przez G, Inglebert, referat J. F. Ar-
nould (Palaiseau) na temat modeclowania uszkodzenia w kompozytach warstwowych. Modclowanie anizo-
tropowego uszkodzenia w betonie przedstawiono w referacie F. Sidoroffa i F. Supartono (Lyon). Cztery
dalszereferaty dotyczyly: zwiazkow konstytutywnych opisujacych izotropowe materialy sprezysto-plastycz-
ne w zakresie duzych odksztalcei i przy dowolnych ci¢nieniach hydrostatycznych (B. Raniecki — Warszawa,
Nguyen Hun Viem — Hanoi), konstrukcji powierzchni plastycznosci dla monokrysztatéw w przypadku
poslizgu otéwkowego (J. L. Raphanel, J.-H. Schmitt — Grenoble), modelowania sprzezenia pomicdzy
starzeniem a mechanicznym zachowaniem si¢ metali (D. Marquis, J. Dufailly — Cachan), p6lanalitycznej
metody elementéw skoniczonych w zastosowaniu do analizy statecznosci powlok obrotowych (Y. Bamber-

ger, Y. Merabet — Clamart). Referat A. Cagnasso, H.J. Latiére’a (Marseille) i ‘A. SAWCZUKA | (Warszawa)

na temat mozliwoéci zastosowania tomografii do pomiaru gestosci oSrodka odksztalconego przedstawil
R. Wojnar (Warszawa). Nie przewidziana w programie prace P, Beresta i Nguyen Minch Duca (Palaiseau),
dotyczaca analizy o$rodka woko6! wyrobiska w skale solnej modelowanej jako o$rodek sprezysto-lepkoplas-
tyczny, przedstawil B. Loret. W dyskusji glos zabralo 10 uczestnikéw (12 wypowiedzi).

45-cio minutowy referat na temat propagacji fal przyspieszenia w przypadku duzych odksztalcef
o$rodkow sprezysto-plastycznych o pamigcei dyskretnej, rozpoczat sesj¢ szésta (P. Guélin, S. Han— Gre-
noble; W, K. Nowacki — Warszawa; P. Pegon, B. Wack — Grenoble). Nastepne dwa referaty réwniez
dotyczyly zagadnien dynamicznych, a mianowicie: analizy wptywu opéZnienia plastycznego na dynamiczne
plyniecie materialow sprezysto-lepkoplastycznych (G. Bak, A. Stolarski — Warszawa), dynamiki jedno-
wymiarowych modeli liniowych i nieliniowych kompozytow spr¢zystych z uwzglgdnieniem solitondw (Z. We-
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solowski — Warszawa). W kolejnymreferacie rozpatrzono zagadnienie numerycznego modelowania procesu
formowania wlokien szklanych (J. R. Clermont, C, Godet, J. M. Pierrard — Grenoble). Dwa pozostale
referaty przedstawione na tej sesji dotyczyly pewnych zagadniet zwigzanych z przeplywami cieczy nie-
newtonowskich; i tak S. Zahorski (Warszawa) rozpatrzyl dwuwymiarowa warstwe graniczng dla cieczy
,,prawie” nie§cisliwej za§ M. Gosiewski (Warszawa) — przeplyw cieczy niesci§liwej w warstwie pomiedzy
dwoma niewspolosiowymi walcami. W dyskusji glos zabralo 8 uczestnikow (10 wypowiedzi).

Ostatnia, sidédmg sesje rozpoczal referat na temat metod numerycznych przydatnych w rozwiazywaniu
pewnej klasy zagadnien liniowych i nieliniowych, w ktérych czas wystepuje jawnic (Cz. Rymarz, I. Winnicki
— Warszawa). Pozostale referaty dotyczyly: analizy i optymalizacji ram plastycznych w przypadku pél lo
sowych (K. A. Sikorski, A. Borkowski— Warszawa), badan do$wiadczalnych nad przystosowaniem rur
-obcigzonych ci§nieniem wewngtrznym i zmiennym polem temperaturowym (J. A. Kdénig — Warszawa,
K. Leers — Hannover, O. Mahrenholtz — Hamburg), réznego rodzaju oszacowan, w tym przemieszczen
maksymalnych, dla cial sprezysto-plastycznych przy uwzglgdnieniu pelzania (S. Dorosz — Warszawa).
Ostatni referat, nie przewidziany w programie, stanowil uzupelnienie i rozszerzenie przedstawionych na
sesji piatej rezultatoéw dotyczacych mozliwosci zastosowania tomografii w mechanice ciala stalego (A. Chry-
sochoos — Montpellier). W ramach dyskusji glos zabralo 8 uczestnikow.

Nalezy zaznaczyé, ze podczas wszystkich sesji dyskusje byly Zywe i bardzo rzeczowe.

Na zakonczenie obrad jako pierwszy glos zabral P. Perzyna, przewodniczacy ostatniej sesji, ktory byt
uczestnikiem wszystkich dotychczasowych sympozjéw polsko-francuskich. Przypomnial on historie czte-
rech poprzednich sympozjéw oraz mocno podkre§lil inspirujaca role A. Sawczuka jak i jego starania o wspol-
pracg z wiodacymi oSrodkami naukowymi we Francji. Ponadto zwrocit uwagg na istotng rolg odgrywang
Przez mechanikéw francuskich w dziedzinie badan do$wiadczalnych i w zastosowaniach analizy funkgjo-
nalnej do rozwigzywania zagadnien brzegowych i poczatkowo-brzegowych jakie stawia wspoélczesna mecha-

-nika ciala stalego. Jako czlonek Redakcji Archiwum Mechaniki Stosowanej poinformowal uczestnikéw
o tym, Ze przewidywane jest wydanie specjalnego numeru tego czasopisma zawierajacego prace, przedsta-

~wione na Sympozujm, Nastepnic glos zabral czlonek Komitetu Organizacyjnego, M. Zyczkowski. Podzieko-
wal on uczestnikom za udzial w Sympozjum i za stworzenie odpowiedniej do takich obrad atmosfery.
Wedlug niego, prace przedstawione w czasie obrad obejmowaly nastepujgce dziedziny: sprezystose, plas-
tycznoé¢, reologia, uszkodzenie, mechanike zniszczenia, o$rodki ziarniste, metody matematyczne, Jako
ostatni zabrat glos J. M. Pierrard, przewodniczacy delegacji francuskiej. Przedstawil on wiasne impresje, -
bardzo pozytywne, dotyczace prac przedstawionych na Sympozjum jak i samej organizacji tego spotkania.
Wspomnial o zauwazalnym w ostatnich latach renesansie mechaniki francuskiej. Ze wzgledu na istniejace
trudnosci w rozwiazywaniu zagadniefi numerycznych, polscy mechanicy zwr6cili swoje zainteresowania
w kierunku probleméw teoretycznych i zagadnien analitycznych, Jest to jeszcze jeden powéd do zacie$niania
wspolnej wspolpracy, ktéra w przyszlosci moze daé wiele interesujacych rezultatow.

Jézef Joachim TELEGA

Konferencje Nankowe

1. Badania Konstrukcji Budowlanych i Inzynierskich, Szklarska Poreba 1986-03- 21 i 22. Organizatorzy:
Komitet Inzynierii Ladowej i Wodnej PAN i Politechnika Wroclawska. Adres Komitetu Organizacyj-
nego: Politechnika Wroclawska, Instytut Budownictwa, Plac Grunwaldzki 11, bud. C-7, p. 506, 50—370
Wroclaw. .

2. European Turbulence Conference, Ecole Centrale Lyon, 1986-07-01 do 04. Adres: Professor J. Mathieu,
lub Professor G. Comte-Bellot, Ecole Centrale de Lyon, Laboratoire de Mecanique des Fluides, B. P.
133, F-69131, Ecully, Cedex, France. Zgloszenia do 15 grudnia 1985 r.
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III Sympozjum Brytyjsko-Polskie z Mechaniki

W dniach od 30 marca do 2 kwietnia 1985 odbylo si¢ w Glasgow III Sympozjum Brytyjsko-Polskie
z Mechaniki (Third Brittish-Polish Mechanics Symposium), organizowane przez Uniwersytet Strathclyde
w Glasgow. Sympozja te dotycza mechaniki ciala stalego i mechaniki konstrukcji, przy czym zasadniczym
tematem omawianego sympozjum byla mechanika kompozytéw. Ze strony polskiej udzial wzieto 11 pra-
cownikéw nauki reprezentujacych: IPPT PAN (8 os6b), WAT (jedna osoba), Uniwersytet Warszawski
(jedna osoba) i Politechnikg £6dzka (jedna osoba). Ze strony brytyjskiej udzial wziglo 9 pracownikow,
reprezentujacych uniwersytety w Nottingham (3 osoby), Glasgow (2 osoby), Bath (2 osoby) oraz Nor-
wich i Coventry (po jednej osobie). Wygloszono 21 referatéw godzinnych lub pélgodzinnych, z ktérych
trzy nie dotyczyly bezpo$rednio badz posrednio mechaniki kompozytéw. Z posrod 18 referatow na temat
mechaniki kompozytow, tylko dwa omawialy wyniki prac eksperymentalnych i realizacji inzynierskich;
tym samym obrady i dyskusje po referatach, jak réwniez dyskusja okraglego stolu poswigcona tendencjom
rozwojowym mechaniki kompozytow, dotyczyly przede wszystkim zagadnien teoretycznych. Dyskusje te
wykazaly zbieznos§¢ kierunkéw badawczych nad teoria kompozytéw prowadzonych w Polsce i w Wiclkiej
Brytanii, przy czym prowadzone prace dotycza w wigkszym stopniu zagadnien modelowania konstytu-
tywnego i rozwigzywania zagadnien o znaczeniu technicznym niZz zagadnien o charakterze matematycznym
(matematyczna teoria homogenizacji). Duzg uwage po$wigcono zwlaszcza zwigzkowi miedzy mechanikq
,,mikro” i ,,;makro” oraz zagadnieniom rozchodzenia si¢ fal w materialach- lub ciatach kompozytowych.

Czeslaw Woiniak

Odslonigcie tablicy pamiatkowej po$wigconej pamigei Profesora Witolda Wierzbickicgo

W uznaniu zaslug Profesora Witolda Wierzbickiego w gmachu Wydzialu Inzynierii Ladowej Poli-
techniki Warszawskiej zostala wmurowana pickna tablica pamiatkowa. Z inicjatywy profesora Jerzego
Mutermilcha i szeregu 0s6b starania w tej sprawie podjela Rada Wydzialu Inzynierii Ladowej oraz specjal-
nie powolany Komitet Organizacyjny. 30 stycznia 1985 r. uplynela dwudziesta juz rocznica $mierci Pro-
fesora W. Wierzbickiego — pierwszego Prezesa Zarzadu Glownego Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej. Urzad ten piastowal od chwili powstania Towarzystwa w roku 1958 do chwili
$mierci.

W dniu 25 czerwca 1985 r. odbylo sie uroczyste odslonigcie tablicy pamigtkowej, ktérego dokonata
Profesor Karyna Wierzbicka-Michalska, corka Profesora. Po uroczystosci odslonigcia tablicy cztonkowie
Rady Wydziatu i liczne grono goéci, zlozone z przyjacidl, wspdipracownikdéw i uczniéw Profesora oraz
0s0b oficjalnych uczestniczylo w specjalnym posiedzeniu Rady podwieconym pamigci Profesora Witolda
Wierzbickiego. Zebranych powital Dziekan Wydzialu Docent Andrzej Gomulinski. Referat pt. Witold
Wierzbicki — Zycie i Dzielo wyglosit Profesor Jerzy Mutermilch. Krétkie przemowienia wyglosili J. M. Rek-
tor Politechniki Warszawskiej Profesor Wiadystaw Findeisen, Przewodniczacy PTMTS Profesor Jozef
Wojnarowski, oraz Przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego Profesor Przemyslaw Jastrzgbski. Odczy-
tany zostal list od Profesora Romana Ciesielskiego, Przewodniczacego Rady Gléwnej Ministerstwa Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego, Dzickan Andrzej Gomulifiski wreczyl wielu uczestnikom zebrania kopie pigknego
medalu pamigtkowego wybitego dla uczczenia pamigci Profesora W. Wierzbickiego.

Wydrukowana zostala broszura pt. Witold Wierzbicki 1890—1965 zawierajaca artykul piora Profesora
Jerzego Mutermilcha, zdjecie portretowe Profesora Wierzbickiego, liste wypromowanych przez niego dok-
toréw nauk technicznych, bibliografie publikacji i fotografi¢ medalu pamiatkowego. Warto wspomnie¢
przy tej okazji ze Profesor Wierzbicki opublikowat artykuly o PTMTS w Nauce Polskiej (nr 3, 1963 s.
139—144) i w jezyku angielskim w Rev. Pol. Akad. Sc. (nr 3, 1963 s. 73—76). W Mechanice Teoretycz-
nej i Stosowanej ukazala si¢ Jego praca pt. Katasirofa budowlana jako przypadek unormowany 2,1964
s. 7—34) i wspomnienie o profesorze Kazimierzu Zarankiewiczu w Biuletynie MT i 8 (1959, s. 1—3)

W ramach cyklu ,,sylwetki profesoréw Politechniki Warszawskiej” ukazal si¢ Zyciorys Profesora Wi-
tolda Wierzbickiego pidra Profesora P. Jastrzebskiego (Prace Historyczne B. G. P. W. nr 30). Wspom-
nienie po§miertne o Profesorze Witoldzie Wierzbickim opublikowaliémy w Mechanice Teoretycznej i Sto-
sowanej wraz ze spisem prac naukowych i zdjeciem portretowym w 1/1966, s. 1—8.

Zbigniew Olesiak
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do: K. Majorkowska-Knap, Fale sprzgzone mechano-termo-clektryczne w statym osrod-
ku piezoelektrycznym, Mech. Teoret. i Stos., 22, 3/4 (1984), 509—523.

Str. Wiersz Test Powinno byé
509 w tytule sprezone sprzezone
509 12 od dolu [89] [8]
511 10 od gé)l'y 61_, (7]
514 12 od dofu & Qe
514 ‘912 od dotu J 1
514 1 od dohu £o Go
516 17 od dotu Uk, 1y : Uy, 1y
517 2 od dolu Ey+diat S+ ... Ey =digiiby+ ...
518 6 od goéry —gVip ‘ oV
518 9 od gbry Cnn anily
Ejuny Ejny
— &g —€a
13 od gory (d12,das) diz, daa
1 od dofu mechanicznej sprezystej
520 12 od dohu LiLO; LilO,
521 21 od dotu A. K. Moroca A. K. Moroda
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