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Introduction 

Constraints in mechanics are usually understood as the known restrictions imposed 
on the class of motions of a certain material system; they are due either to internal pro­
perties of a system (internal constrains) or to the influence of certain exterior objects or 
external fields (external constraints). Moreover, constraint imposed on motions is main­
tained by what are called reaction forces which can be internal (for internal constraints) 
or external (in the case of external constraints). As a rule, kinematic constraints together 
with the suitable reaction forces are analysed within the theory of constitutive relations 
of mechanics, i.e., within relations which characterize either internal (material) properties of 
the body under consideration or interactions between the body and its exterior. 

So far, different special cases of constraints have been analysed independently in diffe­
rent problems of mechanics; the complete list of pertinent references is rather extensive 
and will not be given here. For the discussion of constraints in Hamiltonian and Lagran-
gian mechanics the reader is referred to [1] where the further references can be found. 
Internal constraints have been studied within the theory of constitutive relations of con­
tinuum mechanics; for the basic assumptions of the theory cf. [2]. The concept of constraints 
has been also applied in order to simplify the analytical form of problems in the elasticity 
theory, [3], and to obtain relations of structural mechanics (cf. [4], where the list of suitable 
references is given). 

The main aim of the paper is to develop a general approach to the concept of constrains 
in discrete and continuum mechanics and to obtain and analyse the general form of con­
stitutive relations in which the constraints are involved. It must be stressed that constitu­
tive relations we are to deal with, describe not only material properties of bodies but also 
interactions between a body and external fields. The main attention in the paper wil l be 
given to these aspects of constitutive relations which are due to the constraints. 

The concepts of constraint and that of the constitutive relations subject to constraints 
will be introduced and analysed in their abstract form, i.e., independently of any special 
class of problems in mechanics. Such approach, after suitable interpretations of the obta­
ined relations, enables to formulate problems in which constraints are imposed not only 
on the kinematical fields but also on the internal and external forces as well as on any other 
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field encountered in mechanics. Moreover, putting aside certain non physical situations, 
no regularity of any kind will be imposed on the sets of fields which are admissible by 
constraints. Hence different problems with involved form of constraints can be formulated 
on the basis of the general results obtained in the paper. The method of constraints which 
is developed here, constitutes the useful tool for the formation of new constitutive relations 
by imposing constraints on the known constitutive relation. The proposed approach is 
applied in order to obtain certain new classes of ideal materials within continuum mecha­
nics; for further applications the reader is referred to [5] where some examples of unilateral 
internal constraints for strains and stress are discussed. Applications to structural mechanics 
will be given in papers [6, 7]. . 

1. Constraints and reactions 

We start from a class of mappings which are assumed to describe within mechanics 
all time evolutions of a quantity related to a certain material system. Throughout the 
paper we shall confine ourselves to mappings which can be represented by finite systems 
of real-valued functions defined on the time axis R and which are continuous and have 
continuous time derivatives for a.e. t e Rn. To introduce the class of mappings under 
consideration we shall assume that there is known the л-th dimensional manifold M of 
the class 'C1. The tagent bundie to M will be denoted by TM, the cotangent bundle by 
T*M; for every me M the suitable tangent and cotangent spaces will be denoted by 
TmM, T^M, respectively. Moreover, rM and г% will stand for the natural projections 
of TM, T*M, respectively, onto M. The dual pairing between TmM and T*M (for an ar­
bitrary meM) wil l be denoted by (TmM, <• , •>, T*M). Let all mappings describing 
a time evolution of a certain quantity related to the material system under consideration 
be represented by elements of the known (topological) space <P(R, M) of functions defined 
a.e. on R and with values in M. Hence the mappings we are to deal with are 

y.Rst -> v(t)eM (1.1) 

for some cp e 0(R, M). We shall also assume that the R .H.S . derivatives <p'(t) exist for 
every t e R. 

The intuitive concept of constraints is closely related to the fact that in many problems 
under consideration not every ę e 0(R, M) describes certain physical situation and that 
in different situations we have to deal with different subsets of 0(R, M). Thus, from 
a formal point of view, we are tempted to define constraints as certain proper subsets of 
0{R, M). However, such treatment of constraints is not based on the physical meaning 
of this concept. Firstly, not every restriction of 0{R, M) has the physical sense of const-
raints2 ) . Secondly, the choice of the space 0(R, M) itself can be interpreted as introdu­
cing constraints in their intuitive meaning. To avoid any ambiguity, we shall introduce 
the following definition of contraints. 

I ' Thus wi th in cont inuum mechanics we confine ourselves to the situations i n which there is involved 
only sufficiently small neighborhood of an arbitrary but fixed material particle. 

2 ) Such restriction can be introduced, for example, by imposing extra smoothness condit ions o n the 
space Ф ( Я , M) o f mappings (1.1). 
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Definition 1. By TM-constraint we shall mean the multifunction 

V-.Rst -> <g(t) <= TM, (1.2) 
such that, under the denotations 

A(m, t) = <<?(t)nTmM, (m,t)e MxR, 

DA(t) = {me M\A(m,t) Ф ф} = rM^(t), teR, 
(1.3) 

the following conditions hold 

(Vf 6R) (Vm eDA(t))(У© e A(m, t))(3/e Cx(-e, e), e > Q)[m = 

= f(0),v=f'(C>),f'(X)eA{f{X),t+X) for every Я e [0, e)), 

QiteR)[DA(t) Фф]. 
(1.4) 

The multifunction 

A:MxR3 (m, t) -> A(m, t) с TM, (1.5) 
such that 

(V(m,t)eMxR)[A(m,t) с T,„M] (1.6) 

and satisfying Eqs. (1.4), will be called JM-constraint multifunction. 
Corollary 1. Every jTM-constraint multifunction defines ГМ-contraint and conversely. 

ГМ-constraint determined by TM-constraint multifunction A will be denoted by ^ A . 
Corollary 2. Every TM-constraint multifunction (1.5) determines the subset 0A(R, M) 

of 0(R, M) defined by 

0A(R,M) := {<pe<Z>(R, M ) | <p(t)eDA(t), <p'(t) e A{<p(t), t), teR}, (1.7) 

where, by virtue of Eq. (1.4), the subset <&A{R, M) is not empty. 
Remark 1. If M is a differentiable submanifold of a certain C'-manifold My, then 

TAf-constraint can also be interpreted as TAiVconstraint. Analogously, i f M0 is a differen­
tiable submanifold of M , then TAZ-constraint can be interpreted as TIMo-constraint pro­
vided that ^(t) с TM-Q for every teR. Thus the concept of constraint is strictly related 
to the choice of the differentiable manifold M. This manifold in problems of mechanics, 
as a rule, is introduced by the known class 0(R, M) of mappings3 ) . The TM-constraint 
^ we deal with will be called generalized since no regularity of any kind (apart from 
conditions given by Eq. (1.4)) is imposed on the non-empty subsets #(?) of TM. 

Remark 2. In many problems of mechanics we deal with situations in which TM-con-
straint # (or 7W-constraint multifunction A) is not known a priori but depends on cer­
tain element of a non empty set E, i.e., 'e = Cff, f eS. If E > 1 then 4>е, f eS, will be 
referred to as the implicit ГМ-constraints and i f E is one element set then we return to 
Definition 1 of (explicit) ГМ-constraint. For implicit constraints instead of ТЖ-constraint 
multifunction (1.5) we shall introduce implicit 7!Af-constraint multifunction 

such that A( - , • , f) is, for every | e 5 , the known constraint multifunction. 
The concept of constraints in mechanics is related not only to the restrictions imposed 

on the class of mappings (leading from 0 ( Л , M) to 0A(R, M)), but also to the existence 

AiMxRxEa (m, t, C) A(m, t, £) <= TM, (1.8) 

3 ) That is why ГЛт-cons t ra in t s V w i l l be identified neither with TMX-constraint nor wi th T M 0 - c o n -
straint. 
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of certain fields which are treated as ,,maintaining" the constraint and are said to be 
,,reactions" to constraint. In order to introduce such „react ions" we shall firstly define 
the sets 

TAim,u(v) := {w e Tv(TmM)\w = g'(0), v = g(0), g(A) e A(m, t) 
for every А e [0, e), e > 0, and some g e C 1 ((— e, s), TmM)}, 

and then, taking into account the canonical isomorphisms Xv:Tv{TmM) -> TmM, we 
obtain the cones 

КМт,,М = ?.„TMm,0(v) (1.9) 
of directions tangent to A(m, t) in TmM at the points v e A{m, t). M i n d , that cones 
КЛ{т.п(р) are empty i f v e TmM\A(m, t) or m e M\DA(t). Now we shall formulate 
the following 

Definition 2. By a reaction cone of 7!M-constraints <£:Кэ t -» <£(t) с: TM at a time 
instant r e Д, at a point /и e and for an element v e A(m, t), we shall mean a cone 
in T*M given by 

*3<».,>(«0 := {*;* б Г * М | <w, o*"> ^ 0 for every w e KMm,t)(v)}, (1.10) 
where, as usual, A(m, t) — <ś{t)r\TmM, m e M, t e R. 

Remark 3. Elements of every non-empty reaction cone for ГМ-constraint will be 
called reactions to constraint. It can be seen that every reaction cone K%imiU(v) is closed 
in T*M and conjugate to the cone KA(m, t)(v) of directions tangent to A(m, t) at v e A{m, t). 
For an arbitrary time instant t e R these cones are not empty if and only i f m e DA(t), 
v G A{m, t). 

Example of interpretation. Let M be a configuration space and <p.Rs t -*• q>(t) e M 
stands for a motion of a certain material system. For an arbitrary ГМ-constraint 4>A 

we interpret DA(t) as a set of all configurations which are „admissible" by constraint (ŚA 

at a time instant / e R. A t the same time A(m, t) is a set of all velocities which are „admi­
ssible" by constraint A at a configuration m e DA{t). Every motion <p is „admissible" 
by constrains i f and only if <pe0A(R,M); we can here assume that 0(R, M) = 
= Dl(R, M). Elements of KMm_ n(v) now play the role of what can be called „virtual 
displacements". The cones of „virtual displacements" have been introduced only in order 
to define conjugate cones AT}( m, ( )(w) in T*M, me M, which are called the reaction cones. 
Elements of K*lm, n(v), for a certain m o t i o n ^ e 0A(R, M) and for m = c?(0. v ~ 9>(0> 
can be interpreted as reactions due to the constraints, which can act on the moving material 
system under consideration at the time instant t (at the configuration cp(t) and the gene­
ralized velocity v = ф(0)- Hence we see that now elements of T*M can be interpreted 
as certain generalized forces which can act on the moving system in its configuration 
m - q>(t). 

To complete the Section we discuss different cases of TAf-constraints from the point 
of view of reactions. ГМ-constraint # = <6A will be called taut or stretched at t e R, 
m e DA(t) and for г; e A(m, t), if and only i f {0} is a proper subset of the reaction cone 
A3(m>,)(*>); otherwise the relation K^m,t)(v) = {0} holds and <gA will be called untaut 
or unstretched at t £ R, m e DA(t) and for v e A{m, t). Define 

v 6 A(m, t) 
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ГМ-constraint <€A will be termed reactive at t e R, m e DA(t), i f K*(m, t) => r> {0}, 
and will be termed unreactive i f K*(m, t) = {0}. TM-constraint 4>A will be called non-
reactive if it is nonreactive for every t e R and every m e DA(t); otherwise it will be called 
reactive. 

Corollary. rM-constraints are nonreactive i f т й 1 ( т м # ( г ) ) = #(r) for every / е й or 
i f A(m, t) = TmM for every m e DA(t) and every t e R. 

It must be emphasized that the term ,constraint" in the known terminology of me­
chanics is reserved, as a rule, for situations in which TM-constraint is reactive. 

Let ГМ-constraint VA at t e R, m e DA{t) and for veA(m,t) be taut. Then the. 
constraint will be called: 

1° bilateral i f K%im<ti(v) is a linear subspace of T*M and A/S ( m > t ) (w) ф {0}, 
2° unilateral i f К%<т.о(ъ) does not contain any linear subspace of T*M different 

from {0} and K%im,t)(v) Ф {0}, 
3° combined i f A!}(„,»>(») is not a linear subspace of T*M but contains such a subs­

pace different from {0}. 

This terminology is based on the terminology used in analytical mechanics. In mechanics 
we also deal with what are called „ ideał" constraints, in which the total work of the reaction 
of these constraints on any virtual displacement is equal to zero. This case in a general 
approach given in the paper is represented by the condition: <>v,w*> = 0 for every 
w e KMmtV)(v), where v* e К%Яшt)(v) and veA(m,t). Hence it follows that the ideal 
constraint coincides with the bilateral constraint in the sense which was introduced above. 
However, from the point of view of applications of the theory developed in the paper, 
it is better to introduce the term „ideał constraints" as describing all situations in which 
„cons t ra in ts" of the form: v e A(m, t), m e DA(t), are ,,maintained" by the reactions 
v* 6 K%imin(v). Thus the theory we are to develop can be treated as the theory of „ ideał" 
constraints. 

Time evolutions of material systems in mechanics are described by what are called 
dynamical processes; throughout the paper we shall confine ourselves to the processes 
represented by pairs of functions (<p, y>) e <P(R, M) x W(R, T*M), such that ip(t) e Г * ( 0 М 
for every t e R, where 4*(R, T*M) is the known functional (topological) space of functions 
defined a.e. on R and with values in T*M. Thus every dynamical process under conside­
ration, will be represented by 

where cpe0(R,M), ip e ^(R, T*M) and y»(0 e Г * ( ) М for a.e. t e R. Moreover, in 
problems under consideration, every process (2.1) has to satisfy certain relation 
Q <= 0(R, M)x4'{R, T*M) which, roughly speaking, characterizes properties of the phy­
sical object or phenomenon which is analysed in this problem. Thus we shall assume that 

2. Constitutive relations 

Rat-* (<r(t), y»(0) 6 M x T*M, (2.1) 

(<p, w)eq с 0(R, M) x W(R, T*M) (2.2) 
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and refer Q to as the constitutive relation. To be more exact, to every material system we 
shall assign certain set 0t of constitutive relations of the form (2.2)4 ) such that: 

1° Every Q e 01 is either the internal constitutive relation, i.e., it describes the „mater ia ł" 
properties of the system (i.e., all these properties which are independent of any external 
field), or the external constitutive relation, describing the interaction between the system 
and its exterior. 

2° Every Q e в/ł, satisfies the principle of determinism, i.e., for every Q e Si there exist 
relations 

tjf <= 0(R+,M)xlF(R+,T*M), teR, 

such that (cp, гр) e Q i f and only i f (9?((), y ( < ) ) 6 for almost every teR, where (p'-'^s) = 
= cp(t — s), y>in(s) s ip(t — s), s > 0. If Q is an internal relation then, as a rule, r\t is assumed 
to be constant for every teR. 

Remark 1. Constitutive relation, apart from <p e0(R, M) and гр eW(R,T*M), can 
also involve elements д of a certain set A which is not specified here. To take this fact into 
account we shall tacitly assume that Q = Qt for some д e A. Thus the constitutive relation 
involving ё will be represented not by a single relation Q but rather by a family QS, S e A, 
of such relations. 

Remark 2. The term ,.constitutive relation" is usually restricted to the description of 
material properties only of the system under consideration. Throughout the paper the 
constitutive relations are not restricted to relations describing internal properties of bo­
dies (as internal constitutive relations) but also describe interactions between the body 
and external fields or objects (external constitutive relations). 

In the sequel we shall deal only with what will be called TM-constrained constitutive 
relations. 

Definition 3. Constitutive relation j? c: 0(R, M)xW(R, T*M) will be termed TM-
constrained if and only i f there exists TM-constraint (€ = <€A (here A is a constraint 
multifunction), such that dom Q = 0A(R, M), where 0A(R, M) is a nonempty subset 
of 0(R, M) given by Eq. (1.7). 

The foregoing definition yields an interrelation between the concept of a constraint 
and that of a constitutive relation (internal or external). From now on by a constitutive 
relation we shall mean TM-constrained constitutive relation, including also the trivial 
case in which 0A(R, M) = 0(R, M), i.e., in which A(m, t) = TMM for every m e M, 
teR. . 

Now the question arises what restrictions have to be imposed on the form of consti­
tutive relations due to the existence of constrains. To answer this question we shall formu­
late the following: 

Principle of Constraints. Every TM-constrained constitutive relation Q С 0(R, M)X 
x¥(R, T*M), domp = ФЛ(Д, M), has to satisfy the condition 

(Vcpe0A(R,M))(VreRA(cp))[[(cp,w)eQ]=> [(<p,y±r) e e ] ] , (2.3) 

where we have denoted 

RA(cp) := {re V(R, T*M)\r{t) e K*lęU)_0(cp'(t)) for a.e. t e R}, (2.4) 

F o r different constitutive relations sets M, <P(R, M), 4'{R, T*M) can be different. 
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and where the sign ,, + " (the sign ,, —") has to be used if Q js an external (an internal) 
constitutive relation. 

The principle of constraints emphasizes the formal difference between external and 
internal constitutive relations; rougly speaking, the external constitutive relation is ,,unsus­
ceptible" on the reaction r e RA(<p) to constraints < & A , while the internal constitutive 
relation is ,.unsusceptible" on any ,,action" on constraints —r(t), t e R, where /• e RA{y). 
Hence, from a purely formal point of view, to every external constitutive relation (99, y>) e Q 
we can uniquely assign the internal constitutive relation Q, putting (73, у>) e о iff (<p, —y>) eg, 
i.e., replacing function xp by a function y>. 

To discuss the consequences of the principle of constraints let us introduce the multi-
perator 

Mre:0(R, M)~+2^R-T*M\ 

putting 

Mro(<p) := { V e XF{R, T*M)\ (<p,y>)eo}. 

It follows that for every /• 6 RA{cp) we obtain ip±r e Mrg(<p) provided that y> e Mro(q>), 
where the sign ,, + " (the sign „ —") is related to the external (the internal) constitutive 
relation. Introducing now an arbitrary multifunction 

E:0(R,M)-y2^R-T'M\ (2.5) 

such that 

dom i f := {<p e <P(R, М)\Ё(ср) ф ф } = <PA(R, M), (2.6) 

we obtain MrQ{<p) = E((p)±RA(cp) and arrive at the following form of ГМ-constrained 
constitutive relation 

VeE(<p)±RA(cp), <pe4>A(R,M), (2.7) 

where the sign ,, + " and ,, —" are related to the case in which we deal with an external or 
internal constitutive relation, respectively. M i n d , that relation (2.7), in which E( •) is 
an arbitrary multifunction (2.5) satisfying Eq. (2.6), fulfils identically the principle of 
constraints. 

Using the principle of determinism, mentioned above, we assume that there exist the 
multifunctions 

( У >, 9/(0) - E, 9>'(0) с T*M, meM, teR, (2.8) 
such that <p(t) = m and 

xp(t) e Et(<pw, <p'(t))±r{t) for some reRA(cp), teR. 

Taking into account Eqs. (2.4), (1.7) we obtain finally the following general form of TM-
constrained external constitutive relation5 ) 

<p(t)eDA(t), <p'(t)eA(<p(t),t)', teR. 

Moreover, for internal constitutive relations, the subsets E,((pa\ c»'(0) of T*(t)M, for an 
arbitrary but fixed history are time independent. For such relations we also assume that 

5 > M i n d , that Е№\cp'(t)) is a subset o f T*a)M. 
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the time does not enter the constraint: A(m, t) = A(m), teR. Thus the general form of 
TM-constrained internal constitutive relation is given by 

v(0 s E(^'\ №))-Kb9lt»(<p'(t)), 
<p(t)eDA, cp'i^eA^it)); teR, ( 2 Л 0 ) 

where 

У » , o>'(0) - Е(<р«>, <p'(t)) <^T*M, m= cp(t), 

constitutes a special case of a multioperator (2.8). Summing up, we formulate the following 
Proposition. Every TM-constrained external constitutive relation (<p,if>) e Q С 0(R, M) 

xW^R, T*M) has a form (2.9) in which A:MXRB {m,t)-+ A(m, t) <= TM is 7W-cons-
traint multifunction and E,( -) are multioperators such that Et(<pw, <p'(t)) Ф ф i f <jp(() e 
еФ(к+,М) and c>(f-j) e DA(t-s), cp'(t - s) e A(cp{t — s), t - s) for every teR and 
s ^ 0. Every TM-constrained internal constitutive relation (q>, yi) e Q CZ 0(R, M) 
xW(R, T*M) has a form (2.10), in which А:Мэ m A(m) c'TM is ГМ-constraint 
(time independent) multifunction and E{ •) is a multioperator such that E(q>w, <p'(t)) ф ф 
if <pln e 0(R+, M) and <p(t-s)eDA, <p'(t-s) e A((p(t-s)) for every teR and s ^ 0. 

Conclusion 1. If for a certain TM-constrained constitutive relation the suitable TM-
constraints are nonreactive, then the principle of constraints is satisfied identically. In 
this case 7W-constrained external constitutive relation is given by 

4>(t)eEt{<pV\eP'{t)), cp(t)eDA(t), cp'(t) e A(<p(t), t), 

for a.e. teR, and ГМ-constrained internal constitutive relation has a form 

y>(t) e E(<p", <p'(t)), cp(t) e DA, «,'(/) e Л (?( /)) . 

for a.e. t e R. 

Conclusion 2. If ГМ-constrained constitutive relation Q e 0(R, M)x4/(R, T*M) is 
a functional relation (defined on the subset 0A{R, M) of 0{R, M), i.e., i f yj = gcp, 
q> e 0A(R, M), then ГМ-constraints <вA are unreactive. 

Example of Interpretation. To illustrate the foregoing analysis we can assume that M 
is a space of all 3 x 3 symmetric matrices and that DA is a subset of all positive definite 
matrices representing the values <p(t) of the Cauchy-Green deformation tensor at an ar­
bitrary time instant. Moreover, let every f(t) be treated as the value of the second Piola-
Kirchhoff stress tensor. Then Eqs. (2.10) represent constraints for deformations and 
Eq. (2.10)x stands for a suitable stress-strain relations. 

Remark 3. Conditions (2.9)2, (2.10)2 are implied by conditions (2.9)3, (2.10)3, res­
pectively, since 

DA(t) : = {me M\A(m, t) фф), 

DA : = {meM\A(m) Фф}. 

Remark 4. The requirements formulated in the foregoing proposition represent only 
necessary conditions imposed on constrained constitutive relations. The sufficient con­
ditions can be formulated only for some special classes of constitutive relations. 
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A t the end of the Section we shall formulate some alternative forms of TAf-constrained 
constitutive relations for the case in which 

[E, (У< \ c/(0) *Ф1=> [E, СУ'>, 'P'it)) = {Ft (c><«>, tp'(t))}], 

[E(fpv\ <рЩ Ф ф) => [£(?<", 9/(0) = {F(9v\ <p'(t))}], 

for every teR i.e., in which Е,((рю, <p'(t)), E(<pa\ <p'(t)) are singletons or empty sets only. 
Combining together external and internal relations, we obtain from Eqs. (2.9), 2.10) 

V(0 = Ft(cp"\ <p'(t))±r(t), r(t)eKi(vM;t)(<p'(t)), 

<p(t)eDA(t), <p'(t)eA(<p{t),t); t в R, ( ' } 

where for internal relations the sign ,, —" has to be taken into account and Ft, DA(t), 
A((p(t), t) have to be replaced by F, DA and A((p(t)), respectively. Analogously, we also 
obtain 

<vv, г(ф > 0, w e KMęU„a{cp'(t)), (2.12) 

<p(t)eDA(t), (p'(t)eA(<p(t),t); teR, 

for an internal constitutive relation. If TM-constraints in constitutive relations (2.11)-
(2.14) are nonreactive then we obtain tp{t) = Ft(cpl'\ <p'(t)) or y>(t) = Fty0, (p'(t)) for 
the external or internal ГМ-constrained constitutive relation, respectively. 

3. The method of constraints 

The principle of constraints postulated in Sec. 2 makes it possible to formulate an 
approach leading from the known constitutive relation Q С 0(R, M)x4y(R, T*M), to 
a new relation QB С <P(R, M)xLIJ(R, T*M), where B.MxRэ (m, 0 -»• B(m, t) <= TM 
is a certain 7jV/-constraint multifunction. The general idea of this approach is based, 
rougly speaking, on the imposing TM-constraint ^ B on the relation Q. The approach 
outlined below will be referred to as the method of constraints and can be treated as a cer­
tain generalization of the method of internal constraints, [3]. 

We start from the known /"Af-constrained constitutive relation Q which will be given 
by 

греМго(?р), (3.1) 

with domg = ®A{R, M) and where A:MXRB (m, 0 -> A(m, t) <= TM is the known 
7W-constraint multifunction. Putting 

*x(0 = U A(m, t), teR, 
meJVf 

we obtain ГМ-constraint <ś = <%A. 
Now assume that there is known the TAf-constraint multifunction B.MxRa (m, t) -* 

~* B(m, t) c: TM. This multifunction, for every teR, determines the non-empty subset 
of TM: 

VB(0 = U B(m,t), teR. 
m E M 
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Let us also assume that the conditions 

VA(t)nVB(t) is closed in <ÓA(t), ( j ' 2 ) 

hold for every teR, and %'A(t)c\(6B(t) c=cztfA(t) for some teR. Define the relation 
Q\B С 0(R, M)XKF{R, T*M),putting 

(<Р,У>)ед\в<> [(<р,у>)ев]л[<реФв(И,М)]. (3.3) 

Relation gjB is not empty and may be not TM-constrained constitutive relation since 
it may not satisfy the principle of constraints. 

Taking into account Eq. (3.3) we shall define the new relation gB cz 0(R, M)x 
x 4J(R, T*M) by means of 

(<p, y>) e QB <=> (3r e RB(<p))[(<p, y>±r) e Q\B], (3.4) 

where we use the sign „ + " if Q is the internal relation and the sign ,, —" if Q is the external 
relation. Introducing the multioperator 

Мгд\в(<р) := {v e W(R, T*M)\(p, y>) e Q\B}, 

we obtain from Eq. (3.4) that 

y>±r e Mrn\B((p) for some r.eRB(q>) 

with the same meaning of sign as in Eq. (3.4). 
Thus we conclude that (у, y>) e oB if and only if 

y>eMrQ\B(<p)±RB(<p), (3.5) 

where now the sign ,, + " (the sign ,, —") is valid i f Q is the external (the internal) consti­
tutive relation. By virtue of Eqs. (2.7), (3.2)н-(3.5) we can formulate now the following 

Conclusion. Relation gB, obtained from 7W-constrained constitutive relation Q by 
means of Eqs. (3.3), (3.4), is TM-constrained (constitutive) relation with reacting TM-
constraint (ё = #B

6). 
The procedure leading from TM-constrained constitutive relation Q a 0(R, M)x 

xW(R,T*M) to ГМ-constrainted constitutive relation QB <= 0{R, M)xlP(R, T*M) 
will be called the method of constraints. Roughly speaking, the relation QB has been ob­
tained by imposing 7"M-constraints (вв on the relation Q. 

Now taking into account Eqs. (2.9) and applying to Eq. (3.5) the procedure analogous 
to that leading from Eq. (2.7) to Eqs. (2.9), we obtain 

w(t)eE,(^'\ f(t))\B+KSw,t)(?'('))+(?'(')), 
cp(t)eDA(t)nDB(t), cp'(t)eA(<p(t),t)nB(cfĄt),t), U ( ° 

for / e R. Eqs. (3.6) represent an external TAf-constrained constitutive relation QB; here 
multioperator E,(-)/B is obtained from E,{-) by restricting its domain only to such 

6 ) We can only assume that QB is the constitutive relation i f Q is such a relation. In fact QB satisfies only 
sufficient condit ions of being constitutive relation, formulated in Sec. 2. 
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<p e Ф(Я, M) which satisfy Eqs. (3 .6) 2 i 3 . Analogously, taking into account Eqs. (2.10), 
(3.5) we arrive at 

f{t) e £ ( У < \ < р ' ( 0 ) | в - ^ 1 м о . „ ( 9 ' ' ( 0 ) - А ' 1 М о . , ) ( 9 ' ' ( 0 ) , 
(p(t)eDAnDB, cp'(t)eA(<p(t))nB((p(t)), 

for teR. Eqs. (3.7) represent an internal 7"M-constrained constitutive relation QB. 
Summing up, we conclude that the method of constraints leads from constitutive re­

lations (2.9) and (2.10) to constitutive relations (3.6) and (3.7), respectively, Let us also 
observe, that to ГМ-constrained relation QB are assigned ГМ-constraints ^л^в, given 
by WA^BQ) = <eA(t)r><ie>B(t), t e R, where Ar\B stands here for ГМ-constraint multi­
function defined by 

(AnB)(m, t) = Aim, t)nB(m, t), (m, t)eMxR. 

The foregoing multifunction also enables to rewrite Eqs. (3.6),, (3.7), to more compact 
form corresponding to that of Eqs. (2.9),, (2.10),, respectively. 

4. Special cases of constraints 

So far we have analysed ГМ-constraints c6 in which the subsets (€(t) of TM were res­
tricted exclusively by condition (1.4). In this Section we are to define and to discuss more 
special cases of constraints which are often encountered in different problems of mechanics. 

To begin with we shall introduce the important concept of what are called holonomic 
constraints. Roughly speaking, by holonomic 77V/-constraint we shall mean the constraint 

in which for every t e R all subsets A(m, t) = (6{t)c\T„, M are uniquely defined by means 
of a certain non-empty subset H(t) of M, t e R. To be more exact, let us assume that there 
is known the multifunction 

H:Rat -* H{t) с M (4.1) 

and define for every teR, me M, the subsets Fu(m, t) of Cy(R, M), given by 

FB(m, t) := tfe C\R, M)\f(t) = m, f(t+X) e H(t + 1) 

for X e [0, e) and some e > 0}. 

For every m e M\H there is FH(m, t) Ф ф, t e R. 
Definition 4. TM-constraint <ś = VA will be called holonomic if and only if constraint 

multifunction A(-) is defined by 

A{m, t) := {v e TmM\v = f'(t) for some feFl{(m, t)}, (4.2) 

where H:RB t -» H{t) <= M is a multifunction satisfying the condition 

(V/ e R) (V/» 6 H(t))[FH(m, t) Ф ф]. (4.3) 

TM-constraint % will be called scleronomic if and only if (£(t) is constant for every teR; 
otherwise they will be called rheonomic. ГМ-constraint will be called holonomic — sclero­
nomic if it is both holonomic and scleronomic. 

Conclusion. Holonomic — scleronomic TM-constraint is uniquely determined by an 
arbitrary non-empty subset H of M. 
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Proposition 1. The holonomic-scleronomic TM-constraint multifunction is given by 

Aim, t) = A(m) = Tu(m), teR, meM, ' (4.4) 

where H is an arbitrary non-empty subset of M and Tu(m) is a cone of all directions 
tangent to H at m (empty i f m e M\H): 

TH(m) : = {ve Tm M\v = g'(0), m = g(0), g(X) e H 

for every А e [0, e), s > 0, and some getf1 ((— e, e), M)}. 

Eq. (4.4) can be obtained from Eq . (4.2) and from a definition of a set F,,(m, t), taking 
into account that H(t) = Hfor every teR. It must be emphasized that in general no regu­
larity of any kind has to be imposed on the non-empty subset H of M, which uniquely 
determines holonomic-scleronomic constraint. 

Corollary 1. If i f is a differentiable submanifold of M determining holonomic-sclero­
nomic constraint <<f then <ё = TH and Tlł<TH<if) = (6. 

From now on we are to deal exclusively with holonomic-scleronomic ГМ-constraints. 
Proposition 2. If for some me H the cone A(m) = T„(m) is convex in TmM, then 

the reaction cones K^lm)(v), v e A(m) = TH(m), are determined by 

K2<»)(o) := {*>* 6 Г*АГ|<«, г>*> <г>, for every и e Tu(m)}. (4.5) 

In order to prove the foregoing proposition let us observe that for every v e A(m) = 
= TH(m), where A(m) is convex in TmM, we obtain (cf. Eq. (1.9)): 

KAl„)(v) = con[T„(m)-v], 

where we have used the known denotation 

coaQ := {x e V\x = ?.x, xeQ, X & 0 ) , 

for an arbitrary subset Q in a vector space V. Now taking into account Eq . (1.10) we also 
conclude that v* e K%im)(v) i f and only i f 

<и>, v*} ^ 0 for every w e con[T,,(m) — v], 

i.e., K%(m){v) = con*[TH(m)-v], A(m) = ТИ(т), where con*Q stands for a closed cone 
conjugate to coni2. The ultimate condition leads directly to Eq. (4.5). 

Corollary 2. Under the assumptions of Proposition 2 the following equality 

<y,v*y = 0, v*eK*im)(v) (4.6) 

holds for every v e A(m). Hence 

v* e K*im)(v) i f <©,©*> = 0 and <w,i-*>^0 for every ueA(m), (4.7) 

holds for every v e A(m) = ТИ(т). 
Equality (4.6) can be obtained from Eq. (4.5) by substituting и = kv with к > 0. 

Then (к— 1) (v, v*y ^ 0 for every к 0 and hence we arrive at Eq . (4.6). 
Now assume that M is (finite dimensional) linear space and H is convex in M. Then 

A(m) = TH(m) = ćoń(H—m) 

for every me H, where con( • ) stands for a closure of con( • ) in M. Taking into account 
Eq . (4.7) we arrive'at the following final 
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Conclusion. If a non-empty set H is convex in a finite dimensional linear space M and 
H determines holonomic-scleronomic TM-constraints, then 

(u,v*y ^ (jn,v*y for every ueH, 

= 0 , (4.8) 

v e coii(H—?ri), m e H, 

if and only i f v* e K%i7n)(v), where A(m) = coh(# -m) . 
From now on we shall confine ourselves to holonomic-scleronomic !TM-constraints 

in which M is a finite dimensional linear space, M = R", and ГМ-constraints are determi­
ned by a non-empty convex subset H of M. Let us take into account constitutive relations 
given by Eqs. (2.11) or (2.12). Combining together Eqs. (2.11) and (4.8) we arrive at the 
following rM-constrained constitutive relations 

y>(f) = Ft{<p«\ <p'(t))±r(t), 
<н, r(t)} Js <(p(t), r(0> for every и e H, 

<4>'0),r(t)> = 0, 

<p(t) e H, 

for teR. Let us confine ourselves to the internal constitutive relations only, putting 
^ ( = jpfor every teR and taking into account the sign ,, — " in the first from the foregoing 
relations. Let us also take into account Remark 1 of Sec. 2 and Remark 2 of Sec. 1, assu­
ming that F = Fa, д e A and H = Hs, i eS (implicit constraints). Then we finally arrive 
at the following special form of 7W-constrained constitutive relations< 7 ) 

W(t) = F\<pV\cp'(t)y,it), deA, 

<w, /•(/)> ^ <.<p{t), r(t)} for every и e H(, 

<9f(Ó,/(0>=P, ( 4 - 9 ) 

<p(t)eHt, £e3, 

which has to hold for / 6 R and where A, S are the known sets. If A, S are singletons then 
the indices d, f, respectively, drop out from Eqs. (4.9). 

IM-constrained internal constitutive relations (4.9) will be the basis in Sec. 5 for 
analysis of different special cases of internal constraints in different ideal materials. 

5. Materials with constraints 

Formulas (4.9) represent the abstract form of jTAf-constrained internal constitutive 
relations (with holonomic-scleronomic implicit constraints in which H( is convex in M = R" 
for every | eS), i.e., the form which is independent of any special class of ideal materials. 
Interpretations of Eqs. (4.9) in mechanics (as well as interpretations of any other relation 
of Sees. 1-4) will be realized by assigning the physical meaning to elements of manifolds 
M and T*M and to elements of sets A and S (provided that they are not singletons). 
A t the same time we shall specify the families of mappings Fa and sets H(. 

7> I f s <p(t+s) is differentiable in ( - E, E), then Eqs . (4.9)2 imply E q . (4 .9) 3 . M i n d , that Eqs . (4.9) 
hold only if H( is convex in M = R" for every f e S. 
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Let M = R9 be interpreted as a space of all (symmetric) second Piola-Kirchhoff stress 
tensors and let every T*M = Rs be a space of all (symmetric) strain-rate tensors. M o ­
reover, assume that A, S are singletons (i.e. Fa = F, #f = H) and 

F(<p«\ <p'(0) = L(<p(t))<p'(t), (5.1) 

where L(m): Rd -* Rs is the linear continuous operator (known for every m e M). Intro­
ducing the denotations 

e(t) = f(t), ff(t) = <p(t), ff(0 • <p'(t), s(t) = -r(t), 

we shall rewrite Eqs. (4.9) to the form 

e(t) = L(o(t))d(t)+s(t), 

<т, e(0> < <c(0, e(0> for every г e H, 

<a(/), e(0> = 0, ( 5 - 2 ) 

o(t)eH. 

Under the forementioned interpretation it can be observed that Eqs. (5.2) may represents 
constitutive relations of an arbitrary elastic-ideal plastic material provided that 8H is 
the loading surface (yield surface) and L(o) = д2у(о)/до2, а e R6, where y( •) is a potential 
characterizing a hyperelastic material. In this case Eq. (5.2)l are the Prandtl-Reuss equ­
ations with e(t) as a plastic and L(o(t))a(t) as an elastic parts of the strain rate tensor, 
respectively. A t the same time formula (5.2)4 includes the yield condition and formula 
(5.2)2 represents Hill 's principle of maximum plastic work 8 ) . Let us also observe that Eqs. 
(5.2) can be obtained from the constitutive functional relation 

e(0 = L(o(t))e(t), (5.3) 

by the method of constraints. It can be seen that Eq. (5.3) is the constitutive relation of 
a certain rate-type material. Thus we shall arrive at the conclusion that the convex explicit 
constraints imposed on the constitutive relations of rate-type materials lead to the con­
stitutive relations of ideal plastic materials. The character of yielding is uniquely determi­
ned by the subset H, i.e., it is due entirely to the effect of constraints. 

Now let M = R* as above, but M be interpreted as a space of all (symmetric) strain 
tensors of the linear elasticity. Let every TmM — R6 be a space of all (symmetric)stress 
tensors. Let us also assume that 

F(<Pm,<pV)) = Lq>«), (5.3) 

where L:R} -* Rd is the tensor of elastic moduli of the linear elasticity. Introducing the 
denotations 

0(f) s w(t), e(t) = (p(t), rit) = -Ąt), 

we rewrite Eqs. (4.9) (in the sequel we shall neglect Eq. (4.9)3, cf. Footnotes 7) and 8) 
to the form 

ait) = Leit)+rit), 

<e, T(0> *S O ( 0 , rit)) for every e e H, (5.4) 

e(t) e H. 

This principle implies also E q . (5.2) 3 provided that / -» ait) is differentiable, cf. Footnote (7). 
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If i n t # Ф ф and 0 e intH, then Eqs. (5.4) can be interpreted as the constitutive relations 
of Prager's locking materials. Eqs. (5.4) can be also obtained from the linear stress-strain 
relation 

<*0) = Lett) (5.5) 
by the method of constraints. Hence it follows that the constitutive relations of ideal loc­
king materials can be obtained by imposing suitable constraints on stress-strain relations 
(5.5) of the linear elasticity theory. 

Let M = R* be interpreted now as the space of all (symmetric) strain rate tensors and 
T* M = Re be a space of all (symmetric) stress tensors. Let us also assume that 3 is a non 
empty subset in a space Л of all right Cauchy-Green deformation tensors (strain tensors) 
Introducing the denotation 

cf(t) = tp(t), e(/) к <p(t), e(t) s d, r(t) a -r{t), 

and assuming that 

F(cp«\ c/(0) = F*(q>«\ cp'(t)) - E(d), (5.6) 

where E:Re -* /?л is the known function 9 ) ,we obtain from Eqs. (4.9) 

aft) = E(e(t))+r(t), 
<e, т(0> < <e(0, T(0> for every s e HeU), (5.7) 

e{t)eHeM, e{t)eE. 

The foregoing constitutive relations can be treated as obtained by the method of constraints 
from the constitutive relations 

a(t) = E(e(t)), e(t)eA, (5.8) 

which can be postulated as stress relations of the non-linear elasticity; here Л is the set 
of all symmetric strain tensors in the space R6. A set S in Eqs. (5.7) can be not convex 
but has to be closed in Л (but not in Rs)(10). We shall also assume that 

He(t} = TE(e(t)), e(t)eS, (5.9) 

where Ts(e) is a convex cone of all directions tangent to S at e, e e 3 (cf. Sec. 1). Hence 
we see that Eqs. (5.7), (5.9) represent the constitutive relations of elastic materials with 
an arbitrary holonomic (scleronomic) internal constraints for the strain measures e(t). 
M i n d , that the form of these implicit constraints (cf. Remark 2 of Sec. 1) is rather general 
since no regularity conditions are imposed on the set 3 apart from those that Ts(e) are 
convex for every e eS and that 3 is closed in the set A of all strain tensors. 

If Я is a differentiable manifold embedded in R6 then, by virtue of Eq. (5.8), every HeU) 

is a linear subspace of R". In this case we obtain 

a{t) = E{e{t))+x{t), 
<e, т(/)> = 0 for every e e TeU)S, (5.10) 

e{t)sS, 

9 ) W e have assumed here that E( • ) is independent of the history <JP(,) and the velocity <p'(t). 
1 0 ) cf. the basic assumptions of the method o f constraints i n Sec. 3. 

2 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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where 
Т.фВ = TĄe(t)) 

is the space tangent to S at e{t), e(t) eS. Thus we have obtained the case of smooth bi­
lateral internal constraints well known in the present literature. 

Returning to the general case of holonomic constraints imposed on the stress relation of 
nonlinear elasticity (5.8), let us observe that the „max imum" principle (5.7)2 can be re­
presented by the formula (cf. Sec. 4) 

<e, T(0> Ś* 0 for every с econ[Ts(e(t))-e(t)], (5.11) 

and hence 

E(e(t))-<x(t) e con*\Ts(e(t))-e(t)], 
e(t)eE, HO e Ts(e(,)), ( 5 Л 2 ) 

where con*[ • ] is a cone conjugate to the cone con[ • ]. Eqs. (5.12) constitute an alternative 
form of Eqs. (5.7). From Eq . (5.12)x it follows that the elastic materials by imposing the 
constraints for deformations, in the general case, have lost their elastic properties; this 
is due to the fact that the ,,reaction" part r{t) of the stress tensor can depend not only 
on the strain tensor e(t) but also on the strain rate tensor e{t). Such situation does not 
take place for the smooth bilateral constraints since the strain rate tensor e{t) does not 
enter Eqs. (5.10). 

Eqs. (5.6), (5.7), (5.10), (5.12) can be easily generalized. To this aid the assumption 
that Л is a set of all strain tensors has to be replaced by the assumption that Л is a set 
of all strain histories. In this case instead of Eqs. (5.7), (5.9) we obtain 

(7(0 = Е(еП+т(0, 
<e, r(f)> < <e(0, r(0> for every s e TE{e{t)), (5.13) 

e(t)eS, e(0 e T3(e(t)). 

Hence we conclude that Eqs. (5.13) can b ; treated as a result of imposing constraints 
(determined by the TAf-constraint multifunction Ts(e), e бЗ) on the constitutive relation 
of simple materials 

&(t) = £(«<*>), e ( ° e z l , teR. (5.14) 

The alternative form of Eqs. (5.13) will be obtained by substituting response functional 
E(ein) in Eqs. (5.12) on the place of response function E(e(t))in. Moreover, i f Я is a 
differentiable manifold we obtain the generalization of Eqs. (5.10) to the form 

a(t) = E(c^) + r(t), 

<e, т(/)> = 0 for every e e TtityB, 

e(t) e 3, 

which represents the well known constitutive relations of simple materials with smooth 
internal constraints. 

To conclude the Section let us discuss the case in which M = R" be interpreted as a space 

n ) Symbol E ( ) i n Eqs. (5.13) stands for a response functional and in Eqs . (5.12) for a response 
function. 
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of all (symmetric) stress rate tensors, and T*M = R6 as the space of all (symetrie) strain 
rate tensores. Moreover, let S be the closed (but in general not convex) subset of R6. 
Then from Eqs. (4.9), under notation 

k{f) = y>(t), a(t) = <p(t), sit) a -rit), 

we ob ta in 1 2 ) 

bit) = L(<rit))ait) + eit), 
<т, e(f)> < <<J(0» e(0> for every т e # a ( ( ) , 

or(0 eS, ó - ( r ) e t f 0 ( t ) . 

Taking into account that every Я о ( г ) is a convex cone and putting 

#««> = Ts(<rit)), 

we arrive finally at the constitutive relations 

Kt) = L(o"(0)<KO+£('), 
<т, e(?)> < <or(0, «(/)> f o r every r 6 tĄć(f)), (5.15) 

which can be also written down in a form 

E(ait))ait) - bit) e con* [Ts(?«))-ait)], 
ait)eS, bit)eTs(oit)). ( 5 Л 6 ) 

We deal here with the rate-type materials with the holonomic constraints (S is closed in 
R" but not convex in general) for stresses. Assuming that E = H, where H is convex, we 
arrive again at Eqs. (5.2) .Assuming that Я is a differentiable manifold in R6, we obtain 

bit) = L(ffit))óit) + sit), 

<т, E(0> = 0 for every т e TaU)E, (5.17) 

a(t)e3, bit)eTaME, 

where 

Ta(0E = Ts(ait)) 

is a space tangent to iS at ст(/) еЯ. Thus Eqs. (5.2) and (5.17) constitute two different 
special cases of the constitutive relations (5.15) of the rate-type materials (of the hyper-
elastic materials i f Lie) = 82yia)/8a2) with holonomic (scleronomic) constraints for 
stresses. 

Conclusions and final remarks. 
Summing up we conclude that the abstract form (4.9) of ГМ-constrained internal 

constitutive relations (with convex implicit constraints) is an appropriate basis for obtaining 
constitutive internal relations for a large class of ideal materials. In this way we have 
obtained the known relations (5.13) for simple materials with internal constraints for 
deformations, the known relations (5.2) for elastic-ideal plastic materials and relations 

1 2 1 Here L(a(i)) has the same meaning as in E q . (5.3). 
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(5.4) for ideal locking materials. Thus we have shown that the elastic-ideal plastic materials 
and ideal locking materials can be treated as the rate type materials with constraints for 
stresses and as the linear elastic materials with constraints for strains, respectively. We have 
also derived, using the method of constraints, new classes of ideal materials. They are 
simple materials with convex implicit constraints, defined by Eqs. (5.13), and rate type 
materials with convex implicit constraints, defined by Eqs. (5.15) or (5.16). The new classes 
of ideal materials, which have been obtained by the method of constraints, are also given 
by Eqs. (5.12) and Eqs. (5.17) (they are the subclasses of materials with internal constraints 
defined by Eqs. (5.13) and Eqs. (5.15), respectively). 

Examples of applications of the general approach to the problem of constraints in 
constitutive relations of mechanics have been restricted here only to problems of ideal 
materials with internal constraints. However, it can be observed that the method of con-
traints is a useful tool of the formation of new constitutive relations of mechanics on the 
basis of the known constitutive relations. This method can be applied not only to the 
theory of ideal materials, i.e., to internal constitutive relations, but also to the problems 
of interactions between a body and its exterior, i.e., to the formation of external consti­
tutive relations. The form of constraints which are described within an approach outlined 
in the paper is very general; as a matter of fact no restrictions of any kind are imposed on 
the sets of states1 3 ' which are admissible by constraints. Due to this fact certain new classes 
of constitutive internal relations have been obtained. More special classes of materials 
with internal constraints, obtained by the method of constraints, are discussed in [5]. 
Some applications of this method to the problems in structural mechanics wil l be given 
in forthcoming papers [6, 7]. 

References 

1. J . SLAWIANOWSKI , Geometry of the Phase Space [Geometria przestrzeni fazowych, in Pol i sh [ P W N , 
Warszawa 1965. 

2. С . T R U E S D E L L ; A First Course in Rational Continuum Mechanics, The Johns Hopk ins Univers i ty , B a l ­
t imore 1972. 

3. E . V O L T E R R A , Equations of motion for curved elastic bars by the use of the „method of internal constraints", 
Ing. A r c h . 23, 4 0 2 - 4 0 9 , (1955). 

4. C z . W O Ź N I A K , M . K L E I B E R , Nonlinear Structural Mechanics [Nieliniowa mechanika konstrukcji, in t 
Polish], P W N , Warszawa 1982. 

5. C z . W O Ź N I A K , Materials with generalized constraints, A r c h . M e c h . , 4 /84. 
6. S. K O N I E C Z N Y , C Z . W O Ź N I A K , Generalized constraints in the plate theory, M e c h . Teor . i Stos., to appear. 
7. A . G A Ł K A , C Z . W O Ź N I A K , Composite materials with unilateral constraints for deformations and stresses, 

M e c h . Teor . i Stos., to appear. 

1 3 ) I f R3t-*<p(t)eM is a mapping restricted by constraints, then (<p(t), <p'(tj), <p'(t) e Tnt)M, 
is said to be a state at teR. 



CONSTRAINTS IN CONSTITUTIVE RELATIONS 341 

Р е з ю м е 

С В Я З И В О П Р Е Д Е Л Я Ю Щ И Х У Р А В Н Е Н И Я Х М Е Х А Н И К И 

В статье п р е д с т а в л е н н ы й о б щ и й п о д х о д к п о н я т и ю с в я з е й в о п р е д е л я ю щ и х у р а в н е н и я х м е ­
х а н и к и д и с к р е т н ы х с п л о ш н ы х с и с т е м . П о л у ч е н о о б щ и й в и д о п р е д е л я ю щ и х у р а в н е н и й их с в я з я м и 
и п р о в е д е н о м е т о д ф о р м у л и р о в а н и я н о в ы х о п р е д е л я ю щ и х у р а в н е н и й п р и п о м о щ и с в я з е й . Т а к и м 
способом п о л у ч е н о н е к о т о р ы е н о в ы е к л а с с ы м а т е р и а л о в с в н у т р е н н и м и с в я з я м и . 

S t r e s z c z e n i e 

W I Ę Z Y W P O R Ó W N A N I A C H K O N S T Y T U T Y W N Y C H M E C H A N I K I 

W pracy przedstawiono ogó lne podejśc ie do pojęcia więzów w relacjach mechaniki u k ł a d ó w dyskret­
nych i o ś r o d k ó w ciągłych. Uzyskano ogólną p o s t a ć r ó w n a ń konstytutywnych z więzami oraz zapropono­
wano m e t o d ę f o r m u ł o w a n i a nowych relacji konstytutywnych za p o m o c ą n a k ł a d a n i a więzów na znane 
relacje konstytutywne. N a tej drodze otrzymano pewne nowe klasy m a t e r i a ł ó w idealnych z więzami wew­
n ę t r z n y m i 

Praca została złożona w Redakcji dnia I lutego 1984 roku 
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ZAMKNIĘTE ROZWIĄZANIE PROBLEMU PROPAGACJI NIESTACJONARNEJ 
PŁASKIEJ FALI UDERZENIOWEJ W S U C H Y M GRUNCIE PIASZCZYSTYM 

E D W A R D W Ł O D A R C Z Y K ( W A R S Z A W A ) 

Wojskowa Akademia Techniczna 

1. Wstęp 

Problem rozprzestrzeniania się oraz oddziaływania fal uderzeniowych na różnego 
rodzaju ośrodki i obiekty konstrukcyjne lub ich elementy był przedmiotem badań wielu 
autorów i posiada bogatą literaturę. Obszerny opis zjawisk wraz z przeglądami piśmiennic­
twa z tej dyscypliny nauki zamieszczony jest, między innymi, w monografiach [1 - 17] 
oraz w pracy przeglądowej [18]. 

Dość szczegółowo przebadane są zagadnienia graniczne dotyczące propagacji oraz 
oddziaływań stacjonarnych fal uderzeniowych z nieciągłościami kontaktowymi w ośrod­
kach jedno- i wieloskładnikowych. Rozpatrzono, między innymi, propagację i odbicie fal 
stacjonarnych od różnego rodzaju przegród [6, 10, 11, 15, 16, 18, 19-23], refrakcję tych 
fal na granicy ośrodków [24- 30] oraz rozpady dowolnych nieciągłości [31 - 35]. W wy­
mienionych przypadkach uzyskano zamknięte rozwiązania poszczególnych zagadnień 
granicznych. 

Niewiele zamkniętych rozwiązań udało się skonstruować dla fal niestacjonarnych. 
Przede wszystkim należy tu wymienić samopodobne rozwiązania dla fal koncentrycznych 
[36 - 38] oraz rozwiązanie dla silnego punktowego wybuchu [39-41]. W pracy [42] przed­
stawiono przybliżoną, analityczną metodę konstrukcji rozwiązania zagadnień początkowo-
brzegowych, dotyczących rozprzestrzeniania się i odbicia płaskich fal uderzeniowych 
w ośrodkach ciągłych. Autorzy tej pracy, mimo wprowadzenia daleko idących uproszczeń 
(odcinkowa linearyzacja związku fizycznego oraz nieuwzględnienie zmian w czasie i prze­
strzeni zaburzeń odbitych od frontu fali), uzyskali zamknięte rozwiązanie tylko dla ob­
ciążenia nagle przyłożonego i następnie liniowo malejącego w czasie do zera. Podobne 
rozwiązania dla modelu ze sztywnym odciążeniem uzyskano w pracach [43 i 44]. Z kolei 
w pracy [45] rozwiązano explicite zagadnienie propagacji niestacjonarnej, płaskiej fali 
uderzeniowej w niejednorodnym ośrodku politropowym, ze stałym łub słabo zmiennym 
oporem falowym i liniowo sprężystym odciążeniem. Problem formowania się i rozprzestrze­
niania niestacjonarnych fal uderzeniowych obciążenia i odciążenia w ośrodku biliniowym 
rozwiązano w zamkniętej postaci w pracy [46]. Wreszcie w pracy [47] rozwiązano w zam­
kniętej postaci dość złożone zagadnienie rozprzestrzeniania się fali odciążenia słabej 
nieciągłości sprzężonej z uderzeniową falą odciążenia w pręcie sprężysto-plastycznym. 
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W niniejszej pracy przedstawimy kolejne, zamknięte rozwiązanie problemu propagacji 
niestacjonarnej płaskiej fali uderzeniowej w suchym gruncie piaszczystym, wygenerowanej 
nagle przyłożonym i następnie dowolnie malejącym w czasie obciążeniem. Grunt będziemy 
modelować jednoprędkościowym ośrodkiem dwuskładnikowym, złożonym z powietrza 
i ziaren kwarcu. Szczegółowy opis modelu ośrodka podamy w następnym rozdziale. 

2. Sformułowanie problemu 

Zbadamy ruch półprzestrzeni wypełnionej suchym grantem piaszczystym. Fizyko-
mechanicznie właściwości gruntu modelować będziemy następującym równaniem stanu: 

C - = A(«i), (2.1) 
Q 

gdzie Q0 jest gęstością gruntu w stanie niezaburzonym, natomiast Q oznacza gęstość gruntu 
w danej chwili. Symbol a x oznacza objętościową zawartość powietrza w grancie nieza­
burzonym. 

Funkcję A(«i) określimy z modeli G . M . Lachowa [3] i Ch. A. Rachmatulina [48], 
które w ogólnej postaci można przedstawić wzorem: 

gdzie funkcja ^(p) przyjmuje postać: 

% = ПР), (2.2) 

i 

-Г7г(Р-Ро)+\ Vi +«з | -^V ( />- /><>)+ i l V i ; (2.3) 
. P i c i J L 9зсз J 

dla modelu G . M . Lachowa oraz 

— dla modelu Ch . A. Rachmatulina. 

Ponadto mamy: 

* = ^ T ' в 1 + Л з = U (2.5) I 
Q0 = CCiQt+CCiQj, 

gdzie oti są objętościowymi zawartościami; y{ — wykładnikami izentrop; gt — gęstościami 
właściwymi; ct — prędkościami propagacji dźwięku w poszczególnych składnikach gruntu 
przy ciśnieniu atmosferycznym p0; p — aktualne ciśnienie w gruncie. 

Komponenty suchego grantu piaszczystego stanowią powietrze i ziarna kwarcu. 
W dalszym ciągu rozważań będziemy oznaczać indeksem i = 1 parametry powietrza, 
natomiast indeksem i = 3 — parametry kwarcu. N a ogół w obliczeniach liczbowych 
przyjmuje się 
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px = 1,29 k g / m 3 , cx = 330 m/s, 

Q3 = 2650 kg /m 3 , c 3 = 4500 m/s, (2.6) 

Yi = 1,4, y 3 = 3. 

Zatem dla gruntu dwuskładnikowego, z ogólnych wyrażeń (2.3) i (2.4), po uwzględ­
nieniu wartości (2.6), otrzymamy: 

VL(P) = ос1[Ю,2Щр-Ро)+Ц-0-11^ + ^[5,59 • Ю-5(р-Ро)+Ц-113 

VR(P) = Х 1 ~ Р ^ + а3[5,59-10-Чр-Ро)+1]-113. (2"7) 

Po + op 

Dla fal intensywnych (p > 10 MPa) wyrażenia (2.7) można uprościć (przy założeniu, 
że (Xi <ś 1) do postaci: 

WL(P) = oc3[5.59- 10- S G>- />„)+ I]" l / V 

П0>) = - a i + ̂ OO- ( 2 - 8 ) 

Z kolei jeśli /7 < 103 M P a , to funkcję (2.8) można zastąpić wyrażeniami: 

4*L = 1 - a , = h&ttj, 

v* = i - - § - « , = / ' « ( « . ) • ( 2 " 9 ) 

Z przytoczonych rozważań wynika, że równania 

1 - a , lub & - . i - 4 * i (2.10) 
Q Q 6 

dobrze opisują właściwości suchego gruntu piaszczystego w zakresie ciśnień (10 - 1000) 
M P a . Przykładowe charakterystyki dla takiego gruntu opisanego modelem Lachowa przed­
stawiono na rys. 1. 

Wrócimy obecnie do dalszego formułowania problemu. Zgodnie z prawami zachowania 
m a s y . pędu i energii na froncie fali uderzeniowej mamy: 

V l = ( 1 _ f ) d ' ( 2 1 1 ) 

Pi -Po = QoVid, (2.12) 

е 1 - е 0 = ЩР±1±-±.\ (2.13) 
2 \£?o Qil 

gdzie symbole d,e,p,Q\v odpowiednio oznaczają: prędkość propagacji frontu fali, energię 
właściwą ośrodka, ciśnienie, gęstość i prędkość przemieszczania się ośrodka. Wartość 
Parametrów przed frontem fali oznaczyliśmy indeksem „ 0 " , a na jej froncie indeksem „ 1 " . 

Ponadto na froncie fali spełnione jest również równanie stanu (2.1). W tej sytuacji 
równanie (2.13) nie sprzęga się z pozostałymi związkami; służy do określenia strat energii 
n a froncie fali uderzeniowej. 
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Za frontem fali uderzeniowej, ciągłym ruchem gruntu rządzą równania różniczkowe 
wyrażające lokalne prawa zachowania masy i pędu: 

8u 
8x Q 

Qo 8t2 

1, 

-Bp 
dx 

(2.14) 

(2.15) 

uzupełnione równaniem stanu (2.1). x jest współrzędną Lagrange'a, skierowaną w głąb 
półprzestrzeni, natomiast / oznacza czas; symbol u oznacza przemieszczenie ośrodka. 

0.1 0,2 

R y s . 1 

Fale generowane są równomiernie rozłożonym na powierzchni półprzestrzeni ciśnie­
niem, nagle przyłożonym i następnie monotonicznie malejącym do ciśnienia atmosferycz­
nego. Zatem warunek brzegowy na powierzchni półprzestrzeni przyjmuje postać: 

p(0, t) = g(t). J = g(0 ^ 0 (2.16) 

Zakładamy, że grunt do chwili / = 0 znajduje się w stanie niezaburzonym. Mamy 
zatem: 

« ( . v , 0 ) = 0, v(x,0) = ~ \ = 0 . (2.17) 
ot |, = 0 

Tym samym problem został jednoznacznie określony. Rozwiążemy go w następnym roz­
dziale. 



F A L A UDERZENIOWA W G R U N C I E PIASZCZYSTYM 347 

3. Rozwiązanie problemu 

Ze wzorów (2.10) wynika, że uproszczone modele G . M . Lachowa i X . A . Rachmatulina 
różnią się tylko stałym współczynnikiem. Dlatego w dalszym ciągu rozważań posłu­
giwać się będziemy równaniem stanu w ogólnej postaci: 

^ ° = l - a , (3.1) 
Q 

przy czym a = a t dla modelu Lachowa oraz a = ~ a, dla modelu Rachmatulina. 
o 

Z równań (2.14) i (3.1) wynika, że 

u(x, t) = -ax+f(t), (3.2) 

gdzie funkcja f(t) oznacza przemieszczenie powierzchni półprzestrzeni. 
Z kolei podstawiając wyrażenie (3.2) do równania (2.15) mamy: 

e o / ( 0 = - 4 | , (3.3) 

a po scałkowaniu i wykorzystaniu warunku brzegowego (2.16) otrzymujemy: 

p(x, t) - -Qof(t)x+g(t). (3.4) 

Przejdziemy obecnie do realizacji warunków zgodności (kinetycznego (2.11) i dynamicz­
nego (2.12)) na froncie fali uderzeniowej. W tym celu równanie frontu fali zapiszemy w po­
staci : 

x = <p(t) (3.5) 
lub 

~ = m = d. (3.6) 

Dalej z wyrażenia (3.2) wynika, że: 

^L = v{x,t)=At). (3.7) 

Z kolei podstawiając (3.1), (3.6) i (3.7) do warunku (2.11) mamy: 

»i(0 =Л0 = *?>(')• (3-8) 

Z jednorodnych warunków początkowych (2.17) i wyrażenia (3.2) wynika, że 

/(0) = 0. (3.9) 

Zatem z (3.8), po scałkowaniu i uwzględnieniu (3.9), otrzymujemy: 

№ = acp(t). (3.10) 

Następnie, podstawiając wyrażenia (3.4), (3.6), (3.8) i (3.10) do dynamicznego wa­
runku zgodności (2.12), po przekształceniach otrzymujemy: 

Л0/(0+/ 2 (0= ~Ш-Ро] (3.U) 
eo 
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lub 

dt2 [ /40 = —Ш-Ро]. 
Qo 

Po scałkowaniu równania (3.11) i uwzględnieniu warunku początkowego (3.9) otrzy­
mujemy zamknięty wzór na funkc ję / ( r ) , rozwiązującą badany problem: 

Д О = {2~~f f is{t2)-Po\dt2dt\ ' . 
0 o 

(3.12) 

4. Przykład 

Określimy parametry stanu i ruchu gruntu piaszczystego wypełniającego półprzestrzeń 
obciążoną na powierzchni nadciśnieniem zmieniającym się w czasie wg następującego 
przepisu funkcyjnego: 

ДрШ = g(t)-p0 = 
| l - , jeśli 0 ^ t ^ T, 

, jeśli t ^ т . 0 

W celu uproszczenia dalszych obliczeń i unikacji wyników numerycznych wprowadzimy 
następujące wielkości bezwymiarowe: 

s = 

Щ) = 

P(£, y) = 

a0r 

v i m , t m 

Mv)] 

T a0x 

F(rj) = Mn)1 
aa T 

a0 

P[x(f), t(s)] 
Po 

(4.2) 

Po 

aQx 

g[t(n)] 
Po 

gdzie 

a0 = y W e o • (4.3) 

Ze wzorów (3.2)-f-(3.12), po wprowadzeniu wielkości bezwymiarowych (4.2), otrzy­
mamy: 

U{€, rj) = -a$+F(v), 

w , v) = щ = m , 

F2(v) (4.4) 
АРМ = 

1 
Ф(у)=—Р(у). 
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gdzie: 

Fin) 

m 
Fin) \n + F(W [ n+l ) (4.5) 

F{rj) = 
1 

dla 0 ^ г) ^ 1 oraz 

F(v) 

G{ri) = Pm(\-ij)\ 

Fin) = 

[aPm(l-v)"-F(v)2], 

2a 
Pm = const, 

(4.6) n + 2 

F(V) = F(V) = Щ a o 

dla > 1. 4 

Ciekawym wnioskiem wynikającym z przedstawionych wzorów jest fakt, że nad 
ciśnienie na froncie fali nie zależy od zawartości składnika gazowego. Rzeczywiście, pod 
stawiając wyrażenia (4.5), i (4.5)2 do wzoru (4.4)4 otrzymamy: 

pm [ i - O - ^ r 1 ] 2 

AP = 
2(и+1) 1 

(4.7) 

n + 2 [ ( l - » ? ) " + 2 - l ] + 4 

Zmianę wielkości AP\Pm w funkcji IJ dla różnych wartości parametru и pokazujemy 
na rys. 2. 

R y s . 2 



350 E . W Ł O D A R C Z Y K 

Prędkość przemieszczania się ośrodka rośnie wprost proporcjonalnie do у a (wynika 
to bezpośrednio ze wzorów (4.4)2, (4.5)x i (4.5)2). Zmianę wielkości V(rj) w funkcji r\ 
przy różnych zawartościach powietrza i różnych wartościach parametru n pokazujemy na 
rys. 3. Zwróćmy uwagę na fakt, że dla n = 0, co oznacza obciążenie stale w czasie — „p ro ­
stokątne", prędkość zachowuje również stałą wartość równą: 

V(rj) = ]/aPk 

(4.8) 

Vltjll l l I 
— _ Osu 

2 h 

q=orj1 - — 5 

0,2 Q,U 0,6 08 

R y s . 3 

Pozostałe wielkości dla tego przypadku odpowiednio wynoszą: 

P(S,rj) = P„, (4.9) 

N a rys. 4 wykreślono kształty frontów fał dla różnych wartości współczynnika a i wy­
kładnika n. Zwróćmy uwagę na fakt, że ze wzrostem współczynnika zawartości powietrza 
dość intensywnie maleje głębokość wnikania frontu fali uderzeniowej w ośrodek. Wzrost 
zawartości powietrza powoduje intensywne nagrzewanie się gruntu na froncie fali, co 
powoduje szybkie jego zanikanie. Maksymalną głębokość, na którą wnika front fali ude­
rzeniowej, określa następujący wzór: 

X (n+2)a 
(4.10) 

Z kolei na rys. 5 pokazujemy zmianę funkcji U{ń) na brzegu półprzestrzeni ( | = 0), 
przy ki lku ustalonych wartościach parametrów a i n. Zgodnie z fizyką badanego zjawiska 
wzrost zawartości powietrza w ośrodku zwiększa jego przemieszczenie — ośrodek staje 
się bardziej podatny na odkształcenia. 
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20 " " W " ~ ~ 60 80 100 
Щ) 

R y s . 4 

o q ? о/ . 0,6 o,8 i;o 

R y s . 5 

5. Wnioski końcowe 

Zaproponowana w pracy uproszczona postać równania stanu ośrodka dwuskładniko­
wego (3.1), które dobrze modeluje zachowanie się suchego-gruntu piaszczystego pod ob­
ciążeniem nagle przyłożonym i następnie malejącym do zera z amplitudą zawartą w prze­
dziale (10 < Ap < 1000 MPa) (patrz wykresy na rys. 1), pozwoliła na skonstruowanie 
zamkniętego rozwiązania dość złożonego problemu propagacji niestacjonarnej fali ude­
rzeniowej w takim ośrodku. Wyprowadzone wzory mają prostą budowę i nadają się do 
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praktycznych inżynierskich obliczeń. Ponadto z ich struktury bezpośrednio wynika cha­
rakter wpływu parametrów opisujących obciążenie (P,„, r, n) oraz współczynnika zawarto­
ści powietrza (a) na generowane przez falę w gruncie pola przemieszczenia, prędkości 
i ciśnienia oraz na intensywność zanikania frontu fali wskutek zachodzących procesów 
dysypacyjnych. Dodatkowo należy podkreślić, że charakter tego wpływu jest zgodny 
z fizyką zjawisk towarzyszących propagacji fali uderzeniowej w suchym gruncie piaszczy­
stym. 

Przedstawione rozważania są przykładem prac, w których kosztem uzasadnionych 
eksperymentalnie uproszczeń natury fizycznej uzyskuje się zamknięte rozwiązanie złożonych 
problemów niestacjonarnej dynamiki falowej. Pozwala to na wyeliminowanie w pracy 
inżynierskiej kosztownych i żmudnych obliczeń numerycznych. 
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Р е з ю м е 

З А М К Н У Т О Е Р Е Ш Е Н И Е П Р О Б Л Е М Ы Р А З П Р О С Т Р А Н Е Н И Я 

Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н О Й П Л О С К О Й У Д А Р Н О Й В О Л Н Ы В С У Х О М П Е С Ч А Н О М Г Р У Н Т Е 
В р а б о т е п р е д л о ж е н у п р о щ е н н ы й в и д у р а в н е н и я с о с т о я н и я д в у х к о м п о н е н т н о й с р е д ы , 

к о т о р о е д о в о л ь н о х о р о ш о м о д е л и р у е т п о в е д е н и е сухого п е с ч а н о г о г р у н т а п о д н а г р у з к о й 
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в н е з а п н о п р и л о ж е н н о й и затем у б ы в а ю щ е й к н у л ю с а м п л и т у д о й с о д е р ж а щ е й с я в и н т е р в а л е 
(10 < Ар < 1000) М П а . Э т о у р а в н е н и е д а л о в о з м о ж н о с т ь п о с т р о и т ь з а м к н у т о е р е ш е н и е п р о б л е м ы 
р а с п р о с т р а н е н и я н е с т а ц и о н а р н о й п л о с к о й у д а р н о й в о л н ы в п о л у п р о с т р а н с т в е , з а п о л н е н н о м с у х и м 
п е с ч а н ы м г р у н т о м . В ы в е д е н н ы е ф о р м у л ы и м е ю т п р о с т о е с т р о е н и е и п р и г о д н ы д л я п р а к т и ч е с к и х 
и н ж е н е р н ы х р а с ч е т о в . К р о м е этого и з их с т р у к т у р ы н е п о с р е д с т в е н н о в ы т е к а е т х а р а к т е р в л и я н и я 
п а р а м е т р о в , о п и с ы в а ю щ и х н а г р у з к у (рт, г , л ) , а т а к ж е о б ъ е м н о г о к о э ф ф и ц и е н т а с о д е р ж а н и я 
в о з д у х а ( а ) , на г е н е р и р о в а н н ы е в о л н о й в г р у н т е п о л я п е р е м е ш е н и я , с к о р о с т и и д а в л е н и я , а т а к ж е 
на и н т е н с и в н о с т ь з а т у х а н и я ф р о н т а в о л н ы в с л е д с т в и е п р о и с х о д я щ и х д и с с и п а т и в н ы х п р о ц е с с о в . 
Д о п о л н и т е л ь н о с л е д у е т п о д ч е р к н у т ь , ч т о х а р а к т е р этого в л и я н и я с о в п а д а е т с ф и з и к о й я в л е н и й 
с о п у т с т в у ю щ и х р а с п р о с т р а н е н и ю у д а р н о й в о л н ы в сухом п е с ч а н о м г р у н т е . 

S u m m a r y 

C L O S E D F O R M S O L U T I O N T O T H E P R O P A G A T I O N P R O B L E M O F A N O N - S T A T I O N A R Y 
P L A N E S H O C K W A V E I N A D R Y S A N D Y S O I L 

A simplified form is suggested o f the equation of state o f a binary medium, this equation model l ing 
fairly well the behaviour o f a dry, sandy soil under load suddenly applied and subsequently decreasing 
to zero wi th the amplitude contained within the interval o f (10 < Д р < 1000) M P a . This equation 
enabled the closed-form solut ion to be constructed to the propagation problem of a non-stationary, plane 
shock-wave in half-space f i l led wi th dry sandy soi l . The formulae derived are o f a simple structure and 
lend themselves to practical engineering calculations. Further-more, f rom their structure directly results 
the character o f the effect of the parameters describing the load ( P m , т , л) , as wel l as of the volumetr ic 
coefficient of air content (a) upon the generated by the wave in the soil fields of displacement, o f velo­
city and o f pressure, as well as upon the decay intensity of the wave-front as a result of the dessipation 
processes. In addit ion it should be emphasized that the character o f this effect is in agreement wi th 
the physics of the phenomena that accompany the shock-wave propagation in a dry, sandy soi l . 

Praca została złożona w Redakcji dnia 30 grudnia 1983 roku 
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STATECZNOŚĆ DRGAŃ P A R A M E T R Y C Z N Y C H WAŁU NAPĘDZAJĄCEGO 
M E C H A N I Z M Y ROZMIESZCZONE RZĘDOWO 

STANISŁAW WIŚNIEWSKI ( P O Z N A Ń ) 

Politechnika Poznańska 

W pracy rozpatrzono zagadnienie stateczności drgań parametrycznych wału skrę­
canego siłami bezwładności napędzanych przez niego czterech jednakowych mechanizmów 
rozmieszczonych rzędowo. Wyznaczono dwa główne obszary niestateczności drgań. 

Aby zachować większą ogólność rozważań, przyjmuje się, że mechanizmy mogą mieć 
dowolną strukturę. Są jednak płaskie i wykonują ruch ciągły o okresie równym okresowi 
wału napędowego. 

Płaszczyzny ruchu mechanizmów, podobnie jak w silnikach tłokowych, przyjęto pro­
stopadle do osi wału napędowego równomiernie rozłożone, przy czym napęd mechanizmów 
środkowych, tz. 2 i 3-go, przyjęto przesunięty w fazie o pół obrotu walu. 

Model rozpatrywanego układu przedstawia rys. 1. 

co=const 5 
cot 

R y s . 1 

Momenty bezwładności zredukowanych do osi wału mechanizmów jako funkcje 
C l 3g łe są przedstawione w postaci skończonych szeregów Fouriera. Zakładając stałą 
prędkość kątową a> koła zamachowego wału o momencie bezwładności J, możemy zatem 
napisać: 

Л 

/,(#) = Л(0 = Atcos(io)t+dt) 
;=o 

0) 
Ш = mo = j ^ - i y c o s o w + ó , ) . 

1 = 0 , 

Jest to oczywiste, gdyż kąty skręcania wału spowodowane reakcjami napędzanych 
mechanizmów są pomijalnie małe w porównaniu z jego kątem obrotu. 

3' 
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Zakładając jednakowe sztywności na skręcanie с odcinków wału zawartych między 
zredukowanymi masami mechanizmów, równania różniczkowe ruchu drgającego wału, 
bez udziału sił technologicznych, mają postać: 

gdzie с?!, 9?2) <p3, oraz c?4 są kątami skręcenia wału w miejscach odpowiednich mechaniz­
mów. 

Otrzymane równania stanowią sprzężony układ równań różniczkowych liniowych 
o okresowo zmiennych współczynnikach. 

W dalszych rozważaniach zajmiemy się wyznaczaniem obszarów rezonansu drgań 
parametrycznych, a zatem prędkości kątowych wału, przy których będzie następował 
nieograniczony wzrost całek równań jednorodnych układu (2). 

Ze względów użytecznych dla konstruktorów projektujących tego typu napędy zajmie­
my się wyznaczaniem obszarów rezonansowych, jakie mogą zachodzić między określo­
nymi harmonicznymi wymuszenia parametrycznego a określoną postacią drgań swobod­
nych wału. Z uwagi na liniowy charakter równań różniczkowych ruchu (2) jest to oczy­
wiście możliwe. 

Rozpatrując k-tą harmoniczną wymuszenia, wyznaczmy granice rezonansu z najbar­
dziej podatną na to wymuszenie harmoniczną drgań swobodnych wału, to jest k/2. Jest 
to oczywiste, gdyż wtedy w czasie jednego okresu drgań wał otrzymuje dwukrotnie energię 
z zewnątrz. 

Ze względu na skomplikowaną postać układu równań różniczkowych ruchu (2) zosta­
nie zastosowana przybliżona metoda rozwiązania zagadnienia, a mianowicie metoda 
ortogonalizacji. Rozwiązań granicznych, rozgraniczających drgania rosnące od maleją­
cych, poszukiwać będziemy w postaci: 

J2'<p2 + J2(p2 + 2c<p2-c((p1+q>3) = -J2co, 

J2<p3+j3q>3+2ccp3-c((p2 + <p4) = -Ąco, 

.Ą #4 + / i c\ + ссч — C993 = —Ąco, 

(2) 

v=l,3,5 

v=l ,3 ,5 
(3) 

v=l ,3 ,5 

••=1,3, 5 

W wyniku ortogonalizacji z układem równań różniczkowych w obszarze 0 < t < kco ' 
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otrzymuje się układ równań jednorodnych liniowych względem amplitud в1у, в2г, 63r, 

Z warunku nietrywialności rozwiązań otrzymanych równań algebraicznych, dla v = 1, 
otrzymuje się równanie jednej z gałęzi głównego obszaru niestateczności w postaci 

~P2(l+rj) + 4(l + s) 
- 4 

0 
0 

- ^ [ l + ( - l ) * 4 ] + 8; 
- 4 ; 

0 : 

0 
- 4 

-P2W + (-!)*»?]+8 
- 4 

0 
0 

- 4 

•P2b+V)+4 

= 0, 

(4) 

, A0k2o)2 

P • :— 

gdzie dla uproszczenia zapisu oznaczono 

Ab с Сл 
г) = ——cosofc; e = — oraz 

Ag С 

Po rozwiązaniu wyznacznika otrzymuje się równanie 

p8(l +0,5r))2[l + 0 , 5 ( - 1)*т7]2-4/>6(1 +0,57?) [1 +0,5(-1)"»?] x 

x {4(1 +0,5*7) + (2 + e)[l +0,5(- \ ) k r j]}+ I6p*{3(1 +0,5т7)2 + 

+ 2(3 +2e)(l +0,5т7)[1 + 0 , 5 ( - 1)*T/] + (1 + e) [1 + 0 , 5 ( - l)k

V]2 } + 

-64/>2(2 + 3£){2+0,5??[l + (- l )*]} + 256e = 0. 

Dla ry = 0 równanie (5) staje się równaniem częstości własnych drgań skrętnych wału 
Częstość podstawowa dla e = 1 wynosi 

(5) 

Go = j / o , 120 615 
A0 

(6) 

Przedstawiamy dalej równanie (5), dla e = 1, w postaci 

(гЦг) 0 , 0 5 4 1 8 0 7 8 ( 1 + 0 ' 5 ł ? ) 2 f 1 + 0 ' 5 ( - 1 W + 

- ( 0 +0,5ту)[1 + 0 , 5 ( - l)k

V] {1,796 817 3(1 +0,5rj) + 

+1,347 612 96[1 + 0 ,5 ( - 1 ) k

 V]} + {11,172 847 28(1 + 0,5r;)2 + 

+ 37,242 824 25(1 +0,5V) [1 + 0 , 5 ( - l)"j7] + 7,448 564 86[1 + 0 , 5 ( - I)*»?]2} + 

(7) 

\2Q0) 
154,3872{2 + 0,5[l + ( - l ) * ] » 7}+256 = 0, 

gdzie częstość drgań wymuszonych parametrycznie k-tą harmoniczną oznaczono Q = km. 
Otrzymane równanie (7), jest szukaną gałęzią pierwszego głównego obszaru niesta­

teczności. 
Drugą gałąź głównego obszaru niestateczności otrzymamy poszukując całek równań 

różniczkowych jednorodnych układu (2) w postaci: 

/ ч o fcti) 9Л0 = 0i 1 cos — f, (8) 
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tp-{f) = 0 2 1 cos — 

, ч n few 
= 631 cos — / , 

. . . koj 
<p*(t) = 041 cos — 

(8) 
[cd.] 

W wyniku analogicznego postępowania krzywa zamykająca główny obszar niestatecz-
ności, także dla e = 1, przybiera postać przedstawioną wzorem (9): 

\2Qol 
0,054 18078(1 -0,5 ? ? ) 2 [1 - 0 , 5 ( - 1 ) * J ? ] 2 + 

- (1 -0,5»}) [1 - 0 , 5 ( - {1,796 817 3(1 -0,5r,) + 

(9) 
+ 1,347 612 96 [1 - 0,5( - l)kf]]} + (j^-) {11,172 847 28(1 - 0,5»?)2 + 

+ 37,242 82425(1-0,5^) [1 - 0 , 5 ( - 1)^]+7,448 564 86[1 - 0 , 5 ( - l)f c»?]2} + 

~ ( ~ 2 § o ) ' 1 5 4 - 3 8 7 2 { 2 - 0 , 5 [ l + ( - l ) f c ] ł ? > + 256 = 0. 

W tabeli 1 oraz na rys. 2 przedstawiono wyniki obliczeń dla wałów o parametrze 
e = 1. Górny obszar przedstawia główną strefę rezonansową z dowolną harmoniczną 
wymuszenia parametrycznego — szeroki dla к parzystego, wąsk i—zaznaczony linią 
przerywaną dla к nieparzystego. Drugi obszar niestateczności przedstawiono na wykresie 
tylko dla harmonicznych parzystych. Dla harmonicznych nieparzystych drugi obszar 

Q 
niestateczności praktycznie sprowadza się do prostej „ = 0,5. 

Л Jo 

Tabl ica 1 

V 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Q 

I 
obszar 

к = 2л 1 
1,054 1,116 1,195 1,291 1,415 

Q 

I 
obszar 

к = 2л 1 
0,952 0,913 0,877 0,845 0,816 

Q 

I 
obszar 

к = 
= 2 л + 1 1 

1,009 1,005 1,002 1,001 0,999 

Q 

I 
obszar 

к = 
= 2 л + 1 1 

0,998 0,995 0,992 0,979 0,971 

2 Й 0 

II 
obszar 

к = 2/1 0,5 
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 2 Й 0 

II 
obszar 

к = 2/1 0,5 
0,456 0,422 0,395 0,372 0,353 

2 Й 0 

II 
obszar 

к т 
= 2/1 + 1 0,5 

0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 

2 Й 0 

II 
obszar 

к т 
= 2/1 + 1 0,5 

0,5 0,5 0,498 0,495 0,491 

file:///2Qol
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_i i l I i i l 1— 
n 0,? 0/. 0,6 0,6 

r , = ^ c o s 6 k 

Rys . 2 

Drugi obszar niestateczności drgań, wymuszonych także k-tą harmoniczną, otrzymano 
dla drgań swobodnych o dwukrotnie mniejszym niż poprzednio okresie, a mianowicie: 

c = 2,4 • = 2,4 

Vi . vkco :y- Vjl „ rrCCD Уз(0 = ^ fl»t,81H'-y-t', <pĄ(t) = ^ (?4,,8in-rj-<, 
(10) 

• = 2,4 • = 2,4 

oraz 

9>i(0 = J ^ f l i ^ c o s ^ - f ; <p2(t)=^e2,„ 

<РЛ0 

• = 2,4 

V 

• = 2,4 

vkco 
t 03, . .cos-^p-/ ; <рЛ0=^в4. 

= 2,4 " r = 2,4 

vkco 
C O S - у - f, 

COS— 
( U ) 

W wyniku analogicznego postępowania dla funkcji (10) otrzymuje się równanie o postaci 
(dla e = 1): 

508975 
Q 

2Q0 

+ 64,441944 89,046338 x 

(12) 

Jest to równanie częstości drgań skrętnych walu. Zatem jedna z krzywych granicznych 
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poszukiwanego obszaru sprowadza się do najniższego z dodatnich pierwiastków równania 
(12), a zatem do prostej o równaniu 

ж = 0>5- ( 1 3 ) 

Zamykająca krzywa drugi obszar niestateczności, wyznaczona dla funkcji (11), ma 
natomiast postać (dla e = 1): 

УУ 0,05418078(1 +гу)2[1 + ( - 1 ) ^ ] 2 - ( - щ - ] ( 1 + ч ) [ 1 + ( - 1 ) * Ч ] х 

х {0,44920432(1+r7) + 0,33690324[l + (-l) f c r?]} + | ^ - | {0,69830295 х 

х (1 + * 7 ) 2 +2,32767652(1 + »?)[1 + (-1)*??] + 0,4655353[1 + ( - 1)^] 2 } + 

• 2 ' 4 1 2 3 ^ 2 + t 1 + ( - 1 ) ^ } + 1 = ° -

Dalszych obszarów niestateczności drgań parametrycznych wału nie wyznaczono, gdyż 
dyssypacja energii, której w pracy nie uwzględniono, czyni je niegroźnymi. 

Jest to spowodowane nie tylko tym, że dla małych modulacji są one obcięte przez 
dyssypację, ale jako wąskie na skutek małej ilości dostarczanej energii z zewnątrz w czasie 
jednego cyklu drgań i nisko położone, są łatwe do przekroczenia przy stosunkowo małej 
zmianie prędkości kątowej co. 

D l a wałów rozpatrywanego typu — szczególnie wałów korbowych silników spalino­
wych lub sprężarek tłokowych — częstość podstawowa QQ drgań skrętnych, przy zredu­
kowanych masach napędzanych mechanizmów do stałego wyrazu A0, jest bardzo wysoka 

Zredukowane momenty bezwładności (1) są sumami bardzo szybko zbieżnych szeregów 

Fouriera. Jeżeli jednak istnieją nie pomijalnie małe amplitudy względne cos<5fc dla 
AQ 

wyższych harmonicznych parzystego rzędu, np. dla к = 6, to wtedy drugi obszar nie­
stateczności, a właściwie jego dolna krzywa, może realnie ograniczać maksymalną prędkość 
kątową co wału. 

W obecnych konstrukcjach rozpatrywanego typu obszar stateczności zawarty między 
drugim i pierwszym (głównym) obszarem niestateczności nie jest wykorzystywany. 

Р е з ю м е 

У С Т О Й Ч И В О С Т Ь П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К И Х К О Л Е Б А Н И Й В А Л А 
В Е Д У Щ Е Г О Р Я Д О В О Р А С П О Л О Ж Е Н Н Ы Е М Е Х А Н И З М Ы 

В работе р а с с м о т р е н о п р о б л е м у у с т о й ч и в о с т и п а р а м е т р и ч е с к и х к о л е б а н и й в а л а в е д у щ е г о р я -
д о в о р а с п о л о ж е н н ы е м е х а н и з м ы . 

И с с л е д о в а н о с л у ч а и ч е т ы р е х о д и н а к о в ы х м е х а н и з м о в н е п р е р ы в н о г о д в и ж е н и я с п е р и о д о м 
р а в н ы м п е р и о д у о б о р о т о в в а л а , р а с п о л о ж е н н ы х и д е н т и ч н о к а к в ч е т ы р е х т а к т н о м д в и г а т е л е в н у ­
т р е н н е г о с г о р а н и я с п л о с к и м к о л е н ч а т ы м в а л о м . П а р а м е т р и ч е с к и е в ы н у ж д е н н ы е к о л е б а н и я осу ­
щ е с т в л я ю т с я к р у т я щ и м моментом п р о и с х о д я щ и м и з - з а с и л и н е р ц и и в е д о м ы х м е х а н и з м о в . 

О п р е д е л е н о д в е г л а в н ы е о б л а с т и н е у с т о й ч и в о с т и к о л е б а н и й и о б н а р у ж е н о о п а с н у ю р о л ь 
ч е т н ы х г а р м о н и к п а р а м е т р и ч е с к о г о в ы н у ж д е н и я . 
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S u m m a r y 

P A R A M E T R I C V I B R A T I O N S T A B I L I T Y O F A D R I V E S H A F T F O R M E C H A N I S M S S P A C E D 
I N A R O W 

A problem o f stability o f parametric vibrations of a shaft dr iv ing the mechanisms spaced i n a row 
is considered. Investigation is l imited to the case o f four identical mechanisms exhibi t ing continuous 
mot ion wi th the period equal to that o f the shaft. Spacing o f the mechanisms is assumed to be the same 
as i n a I . C . fourstroke engine wi th a flat crankshaft. The vibrations are being forced parametrically by the 
torques induced by the inertial forces o f the driven mechanisms. T w o m a i n regions of instability o f the 
vibrations are determined. The danger resulting f rom the even harmonics o f the parametric forcing has 
been indicated. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 21 października 1980 roku 
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STATECZNOŚĆ PROSTOKĄTNYCH PŁYT PRZEKŁADKOWYCH O ZMIENNEJ 
SZTYWNOŚCI WYPEŁNIACZA 

W Ł A D Y S Ł A W W A L C Z A K , M A R I A K O T E Ł K O ( Ł Ó D Ź ) 

Politechnika Łódzka 

1. Wstęp 

Konstrukcje cienkościenne, w których głównymi elementami nośnymi są jednowarstwo­
we płyty izotropowe bądź cienkie trójwarstwowe płyty przekładkowe, znajdują obecnie 
coraz większe zastosowanie nie tylko w przemyśle lotniczym, lecz również i w innych dzie­
dzinach techniki. W wielu przypadkach płytowe elementy tych konstrukcji pracują przy 
obciążeniach typu tarczowego i wówczas poziom obciążenia całej konstrukcji limitowany 
jest na ogół poziomem obciążeń krytycznych tych elementów. 

W przypadku płyt jednowarstwowych, pracujących przy obciążeniach typu tarczo­
wego, skutecznym sposobem podwyższenia ich nośności jest zastosowanie odpowiedniego 
użebrowania. Sposób ten, wprawdzie możliwy do zastosowania również w przypadku 
płyt przekładkowych, nie jest jednak tak powszechny jak w przypadku płyt jednowarstwo­
wych. Zastosowanie bowiem wewnętrznego użebrowania wzmacniającego, tj. użebrowania 
umieszczonego pomiędzy okładzinami zewnętrznymi płyty przekładkowej (wewnątrz 
wypełniacza), wiąże się z trudnościami natury technologicznej, natomiast zastosowanie 
użebrowania zewnętrznego jest w wielu konstrukcjach przekładkowych bardzo niepożą­
dane. Z tego względu w ostatnich latach zrodziła się koncepcja podwżyszania nośności 
Płyt przekładkowych, pracujących w warunkach obciążenia tarczowego nie przez stosowanie 
żeber wzmacniających, lecz przez odpowiednią zmianę sztywności ich wypełniacza. 

W przypadku lekkich wypełniaczy, np. typu pianki poliuretanowej, zmianę sztywności 
uzyskuje się przez odpowiednią, racjonalną zmianę gęstości wypełniacza. Jak bowiem 
wynika z danych literaturowych oraz badań własnych, moduł sprężystości postaciowej 
Gw pianki poliuretanowej jest — w przybliżeniu — kwadratową funkcją jej gęstości. 

Zagadnienie wzrostu obciążalności płyt przekładkowych przez zastosowanie lekkich 
wypełniaczy typu piankowego o zmiennej sztywności jest jednakże rozpoznane w bardzo 
skromnym zakresie. Z dostępnych opracowań wymienić tu można prace [3], [4] i [5]. 
Z wymienionych prac dwie.pierwsze dotyczą obciążeń krytycznych prostokątnych tarcz 
Przekładkowych z wypełniaczem, którego sztywność zmienia się wzdłuż przekroju poprzecz­
nego tarczy. N a szczególną uwagę zasługują rozpatrzone w pracy [3] przypadki tarcz 
0 skokowo zmiennej sztywności wypełniacza, poddanych działaniu równomiernego, 
jednokierunkowego ściskania. Rozpatrzono w niej teoretyczny przypadek tarczy trój-
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warstwowej o nieskończonej szerokości, a także trójwarstwowej tarczy prostokątnej, 
której sztywność wypełniacza zmieniała się w kierunku równoległym do kierunku ściska­
nia. 

W pracy [5] rozpatrzono natomiast przypadek zmiany sztywności wypełniacza w kie­
runku prostopadłym do płaszczyzny środkowej tarczy. Stanowi to jednak odrębne zagadnie­
nie, dotyczące głównie grubych tarcz, ulegających lokalnej utracie stateczności. 

Jak wynika z procesu technologicznego, istnieje możliwość uzyskania zmiany gęstości, 
a zatem i modelowania sztywności piankowych wypełniaczy płyt przekładkowych w sto­
sunkowo łatwy sposób. Z tego względu przeprowadzenie analizy wpływu rozkładu sztyw­
ności wypełniacza na poziom obciążeń krytycznych cienkich, prostokątnych płyt prze­
kładkowych z lekkim wypełniaczem oraz wykorzystanie wyników tej analizy do optymal­
nego modelowania sztywności wypełniacza ma duże znaczenie zarówno poznawcze, jak 
i aplikacyjne. 

2. Przyjęte założenia i podstawowe równania 

Przedmiotem rozważań jest prostokątna trójwarstwowa płyta przekładkowa z lekkim 
wypełniaczem o długościach krawędzi a i b. Zakłada się, że płyta jest cienka, tj. grubość 
całkowita gc = 2(h + t) płyty jest mała w stosunku do długości jej krawędzi. Rozpatrywaną 
płytę opisano w prostokątnym układzie współrzędnych 0, x, y, z (rys. 1). 

Rys . 1. Podstawowe oznaczenia t ró jwars twowej p łyty p r o s t o k ą t n e j . 

W przypadku ogólnym równanie stateczności tak opisanej płyty — otrzymane w wyniku 
zredukowania układu równań równowagi, wyrażonych w przemieszczeniach [2] — ma 
pos tać : 

82w 
2B (л +1| v>>) +11 - $L V 2 ) J 2 Z > W ) - № 

8x2 

- ^ ^ - + 2 ^ — | = 0, 

gdzie: 
Nx, Ny i Nxy — siły przekrojowe będące z założenia funkcjami zmiennych x oraz y; 
w = w(x, y) — składowa przemieszczenia dowolnego punktu płyty w kierunku 

osi z; 
Gw — moduł sprężystości postaciowej materiału wypełniacza; 
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В 
Et 

D = 

l-v2 

Et3 

sztywność okładziny; 

płytowa sztywność zginania okładziny; 
12(1 - v 2 ) 

E—moduł sprężystości Younga materiału okładziny; 
v — współczynnik Poissona materiału okładziny. 

Wymienione wyżej siły przekrojowe Nx,Ny oraz Nxy mogą być wyrażone za pomocą 
jednego tylko parametru obciążenia N0 • Wprowadzając mianowicie funkcje Fw = Fw(x, y), 
Fp — Fp(x,y) oraz F, = Ft(x,y), siły te można przedstawić w następujący sposób: 

Ł = F*(x, y)-N0; Ny = Fp(x, y)-N0; 

Nxy = Ft(x,y)-N0. ( ) 

Postacie funkcji Fw(x, y), Fp(x, y) oraz Ft(x,y) zależą od charakteru tarczowego obcią­
żenia płyty. D la ki lku przykładowo wybranych typów obciążenia płyty, podano je w ta­
blicy 1. 

Tabl ica 1 
Funkc je F w ( A \ y) Fp(x, y) i F,(x, y) d l a w y b r a n y c h p r z y p a d k ó w o b c i ą ż e n i a p ł y t y . 

L p Charakter obc iążen ia płyty Fy,(x, y) Fp(x,y) F,(.x,y) 

R ó w n o m i e r n e , jednokierunkowe śc iskanie 

Jednokierunkowe, niejednakowe śc iskanie 

z u d z i a ł e m śc inan ia 

Dwuk ie runkowe r ó w n o m i e r n e śc i skanie 

No 

tttttfff 
Jednokierunkowe l in iowo zmienne śc iskanie ze śc ina­
n iem 

Лц-(п-
x 

- D 1 -

- 1 

-hi) 

la 
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W celu uproszczenia obliczeń oraz uogólnienia ich wyników wprowadzono bezwymia­
rowe współrzędne: 

oraz bezwymiarowe współczynniki: 
— kształtu płyty 

(4) 

obciążenia 

podatności wypełniacza 

N0b\\-v2) 
<P = ' (5) 

2n2Et\h + 

*° T ( l - v 2 ) G w " ft2"' ( 6 ) 

W zastosowanej metodzie rozwiązania zagadnienia przyjmuje się założenie, że moduł 
sprężystości postaciowej Gw wypełniacza jest funkcją zmiennej x względnie zmiennej 
y; znaczy to, że ulega on zmianie wzdłuż długości lub szerokości płyty. Tym samym współ­
czynnik k0 podatności wypełniacza jest również odpowiednią funkcją zmiennej x lub y. 
Należy zaznaczyć, że przyjęcie zmienności współczynnika k0 oznacza możliwość rozpa­
trzenia zarówno zmienności modułu Gw, jak i zmienności innych parametrów, występu­
jących w wyrażeniu (6), tj. sztywności okładzin В, a także grubości wypełniacza 2h. Naj­
większe jednak znaczenie praktyczne ma przypadek zmiennej sztywności samego wypeł­
niacza, tj. zagadnienie rozkładu zmienności modułu sprężystości postaciowej Gw. 

W rzeczywistości moduł Gw może ulegać zmianie, ale w sposób ciągły, wzdłuż określo­
nego kierunku. W dalszych rozważaniach przyjęto założenie, że wartość modułu Gw zmienia 
się jedynie wzdłuż osi y, przy czym rzeczywistą zmianę tego modułu przedstawiono za 
pomocą zastępczej, skokowo zmiennej funkcji у (rys. 2). Funkcja ta może być tak przyjęta, 
aby była określonym przybliżeniem rzeczywistej funkcji ciągłej. Przy takim przyjęciu 
współczynnik k0 jest również skokową funkcją zmiennej y, tj. k0 = k0(y). 

Równanie (1) ulega uproszczeniu przez pominięcie w nim płytowej sztywności zginania 
D samych okładzin jako pomijalnie małej. Błąd wynikający z wprowadzenia takiego 
uproszczenia nie przekracza 5% [6]. Wówczas, po wprowadzeniu bezwymiarowych współ­
rzędnych £ i 0 oraz wyżej zdefiniowanych współczynników, równanie (1) przyjmuje postać: 

- я d4w 8Aw d*w ... Г, 54w 8*w 
8? ' 8£28Q2 • ae 4 ' " r l " " V af 4 ' a £ 2 a o 2 

82w 1 Г / a 4 w a 4 i f \ 82w 1 
- э И FM* 0 ) + v Г \-sF8W + -W) ~ Ж2'\F^'fJ) + ( 7 ) 

1 A, 8*w 8*w \ 82w 1 „ r t rt 

+ЪрХ [k0 [?2

 W e Q - + ^ 3 " ) - Ш \ FM, 0) = 0. 

Wartości własne powyższego równania są poszukiwanymi w analizie stateczności współ­
czynnikami obciążenia krytycznego płyty, oznaczonymi dalej symbolami <pkr. 

file:///-sF8W
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Przyjęto dalej, że rozpatrywana płyta jest zamocowana wzdłuż całego swego obwodu. 
Uwzględniono przy tym dwa warianty podparcia zewnętrznych krawędzi płyty: podparcie 
przegubowe na całym obwodzie oraz podparcie przegubowe krawędzi x — 0 i x = a, 
przy jednoczesnym utwierdzenia krawędzi у = 0 i у = b. 

b -

.1 — 

7& 

Rys. 2. Modelowanie rzeczywistej zmiany m o d u ł u G „ wype łn iacza płyty za p o m o c ą / u n k c j i skokowo zmien­
nej 

Zgodnie z powyższymi założeniami, rozwiązanie równania (7) musi spełniać nastę­
pujące warunki brzegowe odnoszące się do funkcji w = w(£,6), opisującej kształt ugię­
te j— po utracie stateczności — powierzchni płyty: 

82w 
cĘ2 

w = 
82w 
8в2 

- d l a £ = 0, тс, 

0 — d l a 0 = 0, TU; 

(8) 

— gdy tarcza jest swobodnie podparta wzdłuż obwodu, lub 

82w 

8w 
w = W = 0 

dla £ = 0, тс, 

dla 0 = 0, rc; 
(9) 

— gdy krawędzie у = 0 (в — 0) oraz у = b (0 = к) płyty są utwierdzone, a pozostałe 
Podparte swobodnie. 

3. Rozwiązanie zagadnienia 

Uwzględniając przyjęte uprzednio warianty podparcia zewnętrznycli krawędzi płyty, 
rozwiązanie równania (7) założono w następującej postaci ogólnej: 
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w(t,d) = £ш,*тт (10) 
i= 1 

gdzie fi{6) są nieznanymi funkcjami zmiennej (в). Tak przyjęta funkcja w = w(f, в) spełnia 
założone warunki brzegowe na krawędziach x = 0 i . x = a ( £ = 0 i £ = Tc) płyty. 

W celu rozwiązania podstawowego równania stateczności (7) zastosowano przybliżo­
ną metodę Kantorowicza-Kryłowa [7], [8], sprowadzając rozpatrywane równanie różnicz­
kowe o pochodnych cząstkowych do układu m równań różniczkowych zwyczajnych. 
Uzyskano je wykorzystując niżej podane warunki, jakie muszą spełniać nieznane funkcje 

№)• 
Jeżeli mianowicie przez wt oznaczyć г'-ty składnik wzoru interpolacyjnego (10), tj. 

wyrażenie wt = /f(0)sin(/, | ) , symbolem L(w) — lewą stronę równania (7), to nieznane 
funkcje fi{6) muszą spełniać następujące warunki: 

J L(w)sin(/, = 0, / = 1 , 2 , . . . m. (11) 
o 

Postać powyższych warunków jest analogiczna do postaci równań otrzymywanych przy 
zastosowaniu metody ortogonalizacyjnej Bubnowa-Galerkina. 

Po wykonaniu całkowania i uporządkowaniu wyrazów warunki (11) przyjmują postać 
następującego układu równań różniczkowych zwyczajnych czwartego rzędu względem 
funkcji f,: 

m 

2Li'(f"fi>fi">f<"'>f'"") = °> i=h2,...m. (12) 
1=1 

W równaniach tych symbolem Lit oznaczono następujące wyrażenia: 

Ln = ę{X42{\+k0X42)Frlfi-2W\+k0l2i2)Ft

ilf;-[kQX1i2F?l + 

-(l+k0Pi2)Ffl]fi"+2k0AiFllfi'"+k0Frlfi""} dla 1ф1 

oraz 

(13) 

Ux = - J ^ 2 ' 2 ^2Pi2 + ^ao{\+k0X42)FĄfl-2<pki{\+k0cpX2i2)Fllf; + 

- \nXH* ( l + ±-k0<pFn) + 9 ' ( l + A : o A 2 / 2 ) ^ ] / / ' + 2 A : 0 ^ / F / ) / ( ' " 4 . ( | - + kQq>F^fi'" 

dla i = 1. (14) 

W powyższych wyrażeniach 
я 

Ffi = f iKG> 0)smOe)$m№№, (15) 
o 

TC 

Fk = f [PĄS, 0 ) c o s ( i £ ) s i n ( / | ) ] # . 
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W dalszym postępowaniu układ równań różniczkowych (12) zostaje przekształcony 
w układ równań całkowych. 

Uwzględniając ogólną postać warunków brzegowych przy 0 = 0 (dla obydwu przyję­
tych warunków podparcia krawędzi у = 0 i у = b płyty) oraz wykorzystując ich jednorod­
ność, poszukiwane funkcje ft = ft(6) można wyrazić przez ich czwarte pochodne: 

в о o o 

(16) 

ft = ~ c2l • Q« + cu ^- + / / f f /Г"(в) [dd]\ 
a ° o o o o 

0 0 0 

# = c 2 i - e p + c u ~ + f j f / г ' т Ш 
z О О О 

f* = с 2 Г Р + с 1 Г в + J f / / ' " ( в ) да, 
о о 

о 

/ Г = си+[л'уЦвут, 
о 

gdzie: а = 1 oraz /3 = 0 — przy założeniu warunków brzegowych (8), а = 2 oraz / 3 = 1 — 
Przy założeniu warunków brzegowych (9). Wartości stałych С ] ; i C2l wyznacza się z wa­
runku brzegowego dla в = тс, tj. dla krawędzi у = b płyty. 

Wprowadzając zależności (16) do układu równań (12) otrzymuje się następujący układ 
równań całkowych. 

m 

%Ltt[A\lW,A\2m> А\аЩ, А?Щ] = 0 , / = 1 , 2 , . . . ш , (17) 

gdzie: 
о 

AV\0) = Jfr"(P)dO, 
о 

о о 

л?\о) = f f г г т т 2 , 
о о 

О О О 

А\Щ= J J J fi""(в) [d&l3, 

(18) 

О О О 

o o o o 

А?Щ = Jff ff""(0)[clOy 
0 0 0 0 

Układ równań całkowych (17) rozwiązuje się następnie metodą sum skończonych [4], 
stosując macierze całkowania [9]. Przy zastosowaniu tej metody przedział całkowania 
t<5, тс] dzieli się na n podprzedziałów, otrzymując w ten sposób (n+1) punktów oblicze­
niowych Oj, przy czym j = 1,2, . . . . (n+1). Funkcję ciągłą k0 = k0(Q), przedstawiającą 
2 mianę współczynnika podatności płyty, zastępuje się funkcją skokowo zmienną, k tóra 
w każdym z podprzedziałów obliczeniowych ma stałą wartość (k0)j. Dobierając odpowied-

Mcch. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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nio liczbę podprzedziałów całkowania n, można z określoną dokładnością odwzorować 
przebieg ciągły funkcji k0 za pomocą przebiegu skokowo zmiennego. 

W wyniku zastąpienia całek, występujących w układzie równań (17), przybliżonymi 
wyrażeniami zawierającymi sumy skończone [9] otrzymuje się układ algebraicznych rów­
nań jednorodnych względem niewiadomych хи = fi""(Qj). Układ ten ma postać: 

gdzie współczynniki bik są zależne od parametrów geometrycznych i materiałowych płyty, 
a także jej obciążenia. 

Aby układ równań (19) miał niezerowe rozwiązanie, jego wyznacznik charakterystyczny 
musi być równy zeru. Z warunku tego można obliczyć ciąg wartości własnych <p równania 
(1). Najmniejsza z tych wartości jest poszukiwaną wartością krytyczną współczynnika 
q>, oznaczoną dalej jako c?kr. 

Przedstawioną powyżej metodę wykorzystano do rozwiązania równania stateczności 
trójwarstwowych płyt przekładkowych o zmiennej sztywności wypełniacza. Realizowany 
w praktyce ciągły rozkład tej sztywności, związany z ciągłym rozkładem gęstości wypełnia­
cza, zastąpiono równoważnym w przybliżeniu rozkładem zmiennym skokowo, zacho­
wując określoną dokładność odwzorowania. 

Dla przeprowadzenia odpowiednich obliczeń numerycznych opracowano specjalny 
program na e.m.c. w języku F O R T R A N . Program ten umożliwia wyznaczanie wartości 
krytycznych wszystkich podstawowych obciążeń typu tarczowego dla prostokątnych płyt 
przekładkowych o dowolnym, skokowo zmiennym rozkładzie sztywności wypełniacza. 
Jedynym ograniczeniem jest dopuszczalna — ze względu na obszar pamięci zajmowany 
przez program w e.m.c. — liczba n podprzedziałów obliczeniowych. 

Przykładowe obliczenia numeryczne przeprowadzono dla prostokątnych płyt przekład­
kowych z lekkim wypełniaczem o zmiennej gęstości, swobodnie podpartych wzdłuż ob­
wodu i poddanych działaniu jednokierunkowego obciążenia ściskającego. Rozpatrzono 
trzy różne przypadki obciążenia płyt, dla których znane są rozwiązania dotyczące ich 
obciążeń krytycznych, przy założeniu stałej gęstości wypełniacza: przypadek równomier­
nego ściskania [2] niejednakowego ściskania z udziałem ścinania [10] oraz szczególny przy­
padek liniowo-zmiennego ściskania, a mianowicie zginania tarczowego [11]. 

D la każdego z tych przypadków obciążenia przyjęto w obliczeniach takie warianty 
rozkładu gęstości wypełniacza, a tym samym funkcji k0 = k0(y) lub k0 = k0(x) jego po­
datności, aby uzyskać możliwie największy wzrost wartości współczynnika q>kr obciążenia 
krytycznego płyty. 

W przypadku jednokierunkowego, równomiernego ściskania (poz. 1 tablicy 1), tj. 
gdy współczynnik obciążenia rj = 1, a także niejednakowego ściskania z jednoczesnym 
ścinaniem (poz. 2 tablicy 1), tj. gdy i] ф 1, najsłuszniejsze było przyjęcie, że gęstość wy­
pełniacza zmienia się skokowo w kierunku osi y, ale z zachowaniem symetrii względem 

Л ! ( Л + i ) 

bikxtk = 0, / = 1 , 2 , ...,m(n+\), (19) 

4. Przykładowe wyniki obliczeń 
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osi symetrii płyty — równoległej do kierunku ściskania. Jak wykazała wstępna analiza, 
dla wszystkich wartości współczynnika г/ najbardziej racjonalnym był wariant, gdy w wy­
pełniaczu płyty przyjmowano jedno tylko pasmo o podwyższonej gęstości, leżące wzdłuż 
wspomnianej osi symetrii płyty. Pasmo takie o zmniejszonej podatności stanowiło pewną 
analogię wzmocnienia tarczy jednorodnej symetrycznym żebrem podłużnym, równoległym 
do kierunku ściskania. 

Zagadnienie rozpatrzono przyjmując różne szerokości ob pasma (0 ^ Q ̂  1) o zwięk­
szonej gęstości i różne wartości współczynnika wzmocnienia q, zdefiniowanego wzorem: 

„ (G„)2 (*o)i n m 

(<Jw)l («0)2 

gdzie: 
(G„)2 i ( G w ) i — m o d u ł y sprężystości postaciowe wypełniacza płyty odpowiednio dla 

Pasma o podwyższonej gęstości i pozostałej jego części, a (k0)2 i (^0)1 — odpowiadające 
współczynniki podatności płyty. W przypadku jednokierunkowego, niejednakowego 
ściskania z udziałem ścinania (poz. 2 tablicy 1), kiedy to obciążenie Nx jest liniowo rosnącą 
funkcją współrzędnej .Y (przy r\ < 1), postanowiono rozpatrzyć również przypadek, gdy 
gęstość wypełniacza wzrasta liniowo w kierunku osi x. W przypadku obciążenia płyty 
w postaci jednokierunkowego zginania tarczowego rozpatrzono skokowo zmienny roz­
kład gęstości wypełniacza wzdłuż osi у — z jednym pasmem o zwiększonej gęstości. Pasmo 
'o usytuowano równolegle do osi x po stronie ściskanej płyty, zgodnie z zasadą racjonal­
nego żebrowania płyt jednorodnych poddanych działaniu zginania tarczowego. Przyjęto, 
że szerokość tego pasma wynosi b0 = 0,16, a jego oś symetrii znajduje się w odległości 
У od ściskanej krawędzi płyty. 

W tym przypadku obciążenia, efekt wzrostu współczynnika <pkI obciążenia krytycznego 
Płyty zależy od położenia pasma o podwyższonej gęstości, tj. współrzędnej y'. Z tego wzglę­
du celem tej części obliczeń było określenie wpływu położenia tego pasma na wartość 
współczynnika ук, obciążenia krytycznego płyty. 

Przyjęte do obliczeń warianty rozkładów gęstości wypełniacza odpowiadające wymienio­
nym wyżej obciążeniom płyty zestawiono w tablicy 2. Obliczenia numeryczne przeprowa­
dzono na e.m.c. O D R A 1305, a ich wyniki przedstawiono w postaci wykresów, ilustrują­
cych zależność współczynnika <pkr obciążenia krytycznego płyty, od odpowiednich para­
metrów rozkładu gęstości — dla wyżej wymienionych przypadków obciążenia płyty. 
Wszystkie wykresy sporządzono dla swobodnie podpartej płyty kwadratowej, o współ­
czynniku kształtu X = 1, oraz przy jednakowej—dla każdego z rozpatrywanych przy­
padków — wartości parametru podstawowej podatności płyty (k0)2

 = 0,2. Wykresy 
Pkr = 9>kr(e) — dla różnych wartości współczynnika ą — odpowiadające rozkładowi 
gęstości wypełniacza, oznaczonego symbolem S (tablica 2) przedstawiono odpowiednio: 
dla jednokierunkowego, równomiernego ściskania — na rys. 3 oraz dla jednokierunko­
wego niejednakowego ściskania z udziałem ścinania — przy wartości parametru obcią­
żenia /у = 0,4 — na rys. 4. 

Dla tego ostatniego przypadku obciążenia płyty, na rys. 5 przedstawiono przebieg 
zmiany wartości współczynnika <pkr, odpowiadający liniowej zmianie modułu sprężystości 
Postaciowej Ć7„. wypełniacza wzdłuż osi x (symbol rozkładu P w tablicy 2). 
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Tablica 2 

charakter obc iążen ia płyty 
Symbol 

r o z k ł a d u Charakter r o z k ł a d u sz tywności wypełn iacza 

R ó w n o m i e r n e jednokierunkowe 
śc iskanie 

No N 0 

Jednokierunkowe niejednakowe 
śc i skan ie 

—-i 
—\ 

" 1 

'y 

z u d z i a ł e m śc inan ia 

Jednokierunkowe, niejednakowe 
śc i skan ie z u d z i a ł e m śc inan ia 
(szkic j .w . ) 

Jednokierunkowe l in iowo 
zmienne śc i skan ie 

No 

(zginanie tarczowe) 

,P" 

7 ' 

(G„ 
1 1 

Jj L -
Bb u 

(ko), 

(k 0 ) 2 

0 

(Gw), (ко)г 

(Gw)?-iKo)i 
(G w ) ,~ IK 0 ) 2 

l G . b -(Knb 
(G„), " ( K 0 ) 2 

p r ! n (G w ) 2 

(Gw), 

Ь Г 0 

-|(K0)i 

i(Ko)2| 

N a rysunku 6 przedstawiono wykres zależności <pkT = 9?kr(/)> odpowiadający przypad­
kowi czystego zginania tarczowego przy przyjętych uprzednio założeniach, dla przykła­
dowej wartości współczynnika q = 10. Wyniki obliczeń numerycznych, przedstawione 
w postaci wykresów pokazanych na rysunkach 3-нб, otrzymano przy założeniu funkcji 
Powierzchni wyboczenia płyty zgodnie z wyrażeniem (10), biorąc do obliczeń w każdym, 
kolejnym punkcie obliczeniowym wyrażenie o liczbie wyrazów m = 1 do m = 5. W przy­
padkach jednokierunkowego, równomiernego ściskania (rj = 1) oraz niejednakowego 
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1 2 4 6 8 10 
q 

Rys . 5. Wykres zależności <pt, = <pk,(q) d la płyty poddanej dz ia łan iu jednokierunkowego, niejednakowego 
śc i skan ia z udz ia ł em śc inan ia (poz. 3 — tablica 2) 

У' 

Rys. 6. Wykres zależności (pv< = 9 \ , ( / ) dla płyty poddanej zginaniu tarczowemu (poz. 4 — tablicy 2) 

ściskania z udziałem ścinania (>/ = 0,4) wystarczającą dokładność obliczeń otrzymano 
dla funkcji jednowyrazowej (m = 1). W przypadku czystego zginania tarczowego wystar­
czającą dokładność otrzymano dla funkcji trójwyrazowej (m = 3). 

Z punktu widzenia projektowania konstrukcji przekładkowych interesujące jest rów­
nież — oprócz analizy wpływu rozkładu gęstości wypełniacza na poziom obciążenia kry­
tycznego - rozpatrzenie wpływu tego rozkładu ma ciężar konstrukcji, a ściślej na sto-
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sunek siły krytycznej do ciężaru elementu tarczowego. Za kryterium optymalizacyjne mo­
żna wówczas przyjąć współczynnik lekkości tarczy zdefiniowany wzorem: 

f - — Q — » (21) 

gdzie (yV0)kr jest wartością siły krytycznej, a g — ciężarem tarczy. 
Współczynnik ten można również określić za pomocą wzoru o następującej ogólnej 

postaci: 
? = C x . (22) 

W wyrażeniu tym С jest współczynnikiem, zależnym jedynie od parametrów materiało­
wych i wymiarów geometrycznych płyty: 

T ' I / • 1 I a - i л2(е+ j) 
c=... , 2 V ' , (23) 

gdzie: yw — ciężar właściwy materiału wypełniacza o najmniejszej gęstości. 

h b 
/ 7 t 

Współczynnik zaś y. wyraża się następującymi wzorami — zależnie od rozkładu gę­
stości wypełniacza płyty: 

'n = % (24a) 

— dla płyty z wypełniaczem o stałej sztywności, 

- . K V* (24b) 
Ą \ + L , ( y ' q - \ ) \ + K 

— dla płyty, której gęstość wypełniacza zmienia się według schematu S oraz Z (poz. 
1 i 3 tablicy 2), 

x = - . (24c) 

eli + 

— dla płyty, o liniowo zmiennej gęstości wypełniacza (poz. 2 w tablicy 2). 
We wzorach tych 

gdzie y o k i — ciężar właściwy materiału okładzin. 
Przykładowo, na rys. 7 przedstawiono wykresy współczynnika H odpowiadające przy­

padkowi tarczy poddanej działaniu równomiernego ściskania (// = 1,0) oraz jednokierun­
kowego niejednakowego ściskania z udziałem ścinania przy parametrze obciążenia щ = 
5 0,4 — w przypadku rozkładu gęstości wypełniacza typu S. Wykresy sporządzono przy 
'^stępujących założeniach: 
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0,200 

0,175 

0,150 

0,125 

1— — j l 
1 
ł -
j - i 
i 
L__ — J i 

l , -4 

R y s . 7. Wykresy zależności wspó ł czynn ika x — X(Q) dla p łyty poddanej dz ia ł an iu r ó w n o m i e r n e g o ściska­
nia tarczowego ('n = 1) oraz niejednakowego śc i skan ia z u d z i a ł e m śc inan ia 0? = 0,4) 

e = 5 oraz AT = 18, co odpowiada przypadkowi tarczy z okładzinami duralowymi 
(y0ki = 2700 [kg/m3]) oraz wypełniaczem o ciężarze właściwym (yw)i = 150[kg/m3]. 

5. Wnioski 

1. Przedstawiona metoda obliczeniowa pozwala na przeprowadzenie analizy statecz­
ności tarcz przekładkowych z lekkim wypełniaczem o zmiennej sztywności w szerokim 
zakresie wariantów rozkładu tej sztywności, w podstawowych przypadkach obciążenia 
typu tarczowego. 
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2. Z przytoczonych przykładów obliczeniowych wynika, że racjonalna zmiana sztywno­
ści wypełniacza w znaczący sposób wpływa na wzrost obciążenia krytycznego. 

3. Odpowiednie kształtowanie rozkładu zmienności sztywności wypełniacza może być 
w pewnych przypadkach skutecznym narzędziem optymalizacji z punktu widzenia stosu­
nku nośności elementu tarczowego do jego ciężaru. 

4. Z przebiegu krzywych przedstawionych na rys. 7 wynika, że efekt racjonalnego 
kształtowania gęstości wypełniacza, mierzony wartością współczynnika x, a tym samym 
i współczynnika lekkości %, jest znacznie wyraźniejszy w przypadku płyt poddanych dzia­
łaniu jednokierunkowego niejednakowego ściskania z udziałem ścinania (г) Ф 1) niż 
w przypadku płyt poddanych działaniu równomiernego ściskania tarczowego {r\ = 1) 
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S u m m a r y 

S T A B I L I T Y O F R E C T A N G U L A R S A N D W I C H P L A T E S A T V A R I A B L E R I G I D I T Y 
O F T H E P L A T E C O R E 

In the paper an influence of variable rigidity of the core o n general stability of rectangular sandwich 
plates was considered. In considerations the special numerical method was utilised. Appl ica t ion of the 
method allowed for determination of coefficients <pk, o f the plate cr i t ical loading at the assumption that 
the r igidi ty o f a plate core is discretely varying. Exemplary results o f numerical computations, carried 
out for some chosen cases o f a disk loading, were also presented. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 10 czerwca 1983 roku 

» 
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1. Wstęp 

Przepływy M H D w kanałach płaskich i okrągłych o niesymetrycznych kształtach, 
występujące w różnych urządzeniach technicznych, budzą od dawna duże zainteresowanie 
wielu badaczy. 

W pracy [1] dokonano przeglądu zagadnień przepływów M H D w kanałach o różnych 
kształtach i przekrojach poprzecznych — omawiając rozwiązania analityczne, uzyskane 
przy pewnych dość znacznych założeniach upraszczających. Prace [11, 12, 13] podają przy­
kłady analizy przepływu płynnych metali w zakrzywionych kanałach, w obecności pro­
stopadłego zewnętrznego pola magnetycznego. 

Badaniami płaskich przepływów M H D w kanałach o niesymetrycznych rozszerzeniach 
lub przepływów, które do takiego modelu dały się sprowadzić, zajmowano się w pracach 
[ 2 , 7 , 8 ] . 

Celem tej pracy jest uzyskanie numerycznego rozwiązania zagadnienia ustalonego 
płaskiego przepływu M H D w kanale z niesymetrycznym uskokiem, wywołanego gradien­
tem ciśnienia bądź ruchem ścianki ograniczającej przepływ (rys. 1). 

Przyjęto następujące założenia upraszczające, dotyczące właściwości p łynu: gęstość 
Q = const, lepkość dynamiczna ц = const, przewodność elektryczna a = const. 

Tak zdefiniowany płyn lepki i przewodzący elektrycznie będziemy dalej określać 
mianem „płynu magnetycznego". 

Dodatkowo zakładamy, że wektor pola magnetycznego В (0, B0,0) jest prostopadły 
do ruchomej ścianki kanału. 

Równaniami określającymi stan „mechaniczny" przepływającej cieczy są przy tych 
założeniach 1 : 

— równanie ciągłości, 
— magnetohydrodynamiczne równanie Naviera-Stokesa, 
— równania Maxwella, 
— prawo Ohma. 

Badania przepływu płynu magnetycznego przeprowadzono dla przypadków: 
— przepływu wywołanego gradientem ciśnienia, tzw. przepływu Poiseuille'a, 

R ó w n a n i a te przedstawiono w n a s t ę p n y m punkcie pracy. 
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przepływu wywołanego ruchem ścianki, tzw. przepływu Couette'a, 
przepływu wywołanego — łącznie — gradientem ciśnienia i ruchem ścianki. 

Rozwiązanie zagadnienia ograniczono do przypadku przepływu dla małych liczb 
Reynoldsa (Re *J 50), dla których przepływ jest stateczny, a zastosowana metoda roz­
wiązania numerycznego jest stabilna i zbieżna. 

'•И 

Ф Ф Ф 

-4 

UW 

10 

12 

ь -

R>s. I 

Wymiary a i с (por. rys. 1) przyjęto na tyle duże, by przy zmiennych wymiarach b i d 
wpływ zaburzeń powstałych w miejscu zmian przekroju kanału na rozkład prędkości na 
wlocie i wylocie z kanału był pomijalnie mały. 

2. Równania ruchu płynu magnetycznego 

Równaniami opisującymi ruch płynu magnetycznego dla przypadku przepływu usta­
lonego są: 

— równanie ciągłości 
d i v V = 0, ( 1 ) 

— równanie Naviera-Stokesa 

e(Vgrad)V = - g r a d ^ + / u V 2 V + / x 5 , (2) 

— równania Maxwclla 

r o t £ = 0, 
ro tB = IA,~j, (3) 
d\\B = 0, 

— prawo Ohma 
j=ff(E+VxB). (4) 
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Przechodząc do płaskiego ustalonego przepływu płynu magnetycznego będącego 
tematem pracy i uwzględniając jednocześnie tzw. przybliżenie hydrodynamiczne, to zna­
czy zakładając: małe wartości wektora natężenia pola elektrycznego E2), oraz małe war­
tości magnetycznej liczby Reynoldsa, sprowadzamy równania (1) i (2) do postaci: 

du dv n

 : • ' 

I du du\ dp . „ , 

(6) 
, dv dv\ dp . 

przy czym uwzględniono (4). 
Równań tych użyjemy teraz do opisu przepływu płynu magnetycznego w rozpatrywa­

nym kanale (rys. 1). 
Wprowadzając funkcję prądu określoną zależnościami: 

dW dW „ 
и = Ту> v = l* ( 7 ) 

oraz eliminując ciśnienie z układu równań (6) otrzymamy: 

a d2W 
+ ^ B 2

0 ~ = vAC, (8) 
BW d£ BW 8C a £ 2 d2W 
dx dy dy dx Q

 0 dy2 

gdzie С jest wirownością. Jest ona związana z funkcją prądu 4' zależnością: 

przy czym A oznacza operator Laplace'a 

dx2 ' dy2 ' 

Aby uzyskane rozwiązanie układu równań (8) i (9), równoważnego układowi (6), było 
dogodne w praktycznych zastosowaniach, wprowadźmy zmienne bezwymiarowe: 

x = Lx', у = Ly', u = Ł/w', v = Uv', 

P - ~QU2p', W = UVP\ С = Re = — , (10) 1. . L v 

przy czym sens oznaczeń jest następujący: 
U — średnia prędkość przepływu cieczy w węższej części kanału, 
L — szerokość kanału w węższej jego części, 

Re — liczba Reynoldsa, 
H — liczba Hartmana. 

*' Inaczej m ó w i ą c spe łn iona jest z a l e ż n o ś ć : ЕЦУх. B) <ś 1. 
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Wprowadzając zależności (10) do równań (6) lub do równań (8), (9) otrzymamy bez­
wymiarową postać równań ruchu. Opuszczając w tych równaniach (dla uproszczenia 
zapisu) kreski przy wielkościach bezwymiarowych otrzymujemy: 

AW=C. (12) 

3. Warunki brzegowe 

Warunki brzegowe dla równań (11) i (12), dotyczące granic obszaru przepływu, wyni­
kają z następujących założeń: 

a) płyn na „wejściu" i „wyjściu" z kanału porusza się ruchem laminarnym, 
b) składowe prędkości na ściance nieruchomej: 

u = 0, v = 0; (13) 

stąd wynikają warunki 

8W 3W 
~ = 0, - „ = 0 , V = const. (14) 
СП OS 

( 3 3 
- 5 — , - у oznaczają pochodne w kierunku normalnej i stycznej do 

ścianki j , 

c) składowa prędkości na ściance ruchomej: 

ц , - U, v = 0; (15) 

wynika stąd warunek 

W = const. 
na tej ściance 5 ' . 

Uwzględniając warunki (13), (14) i (15) oraz wykorzystując zależności (7) i (9) otrzy­
mamy następujące wyrażenia 4 ' : 

— dla funkcji prądu 

* = Ж [sh Щ - M g h l > c h Щ - H Ą - ± (sh Щ - cth tf ch Щ ) , (16) 

— dla wirowości 

Ś =
 w [ S H H r > ~ ^ S S F ~ C H H V \ ~ B ' H ^ S H H R > ~ C T H Я С Ь Я ? 2 ) • ( 1 7 ) 

3 ) Warunek ten związany jest ze sposobem obrania u k ł a d u wspó ł r zędnych . 
* ' Parametry Л i В są wie lkośc iami za leżnymi od przyczyny wywołującej ruch p ł y n u : п р . A — 12, 

В = 0 oznacza przepływ wywołany gradientem ciśnienia , zaś Л = 0, В = 2 — przep ływ wywołany ruchem 
śc iank i . 
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4. Schemat różnicowy równań ruchu 

Pokrywając obszar przepływu siatką prostych, równoległych odpowiednio do osi 
współrzędnych (por. rys. 1): 

X = x0 + ih, (i = 1, 2, . . .) , 

У = Уо+Mh (./ = 1,2, ...), 

otrzymamy kwadratową siatkę o kroku równym h. 
Zastępując pochodne występujące w równaniach (II) i (12) prostymi wyrażeniami 

różnicowymi [6] otrzymamy wzory dla 4J

itJ oraz Ci.j w punkcie „0" , w zależności od 
wartości tych funkcji w węzłach sąsiednich: 

1 Re 

Ci,j = ^ (C(.j+1 + C(,j -1 + C<+1,j + CI -i.j jg- KCI+I.J—Ct—i,j)Q*t,j+1— l^r//.j-i) + 

-Wt+i.j-¥,-iJttt.j+i^ 08) 
!P7.j = | w + 1 . J + ^-1 .> + y /

i . y + 1 + V ^ . J - 0 - 4 A 2 ^ . J - 09) 

5. Rozwiązanie równań różnicowych 

Otrzymane w poprzednim punkcie pracy przybliżone równania różnicowe rozwiązano 
metodą iteracji. 

Wartości funkcji prądu i wirowości na granicach obszaru obliczeniowego, tzn. na „wej­
ściu" i wyjściu" z kanału są znane i stałe w ruchu ustalonym. N a ściankach natomiast 
znane są tylko wartości funkcji prądu. 

Wartości wirowości na ściankach są początkowo (jak w całym obszarze obliczeń) 
założone możliwie blisko przewidywanych, a następnie przybliżane w toku procesu itera-
cyjnego. 

Do poprawienia wartości С na brzegach obszaru (tj. w węzłach oznaczonych przy­
kładowo „krzyżykami" na rys. 1) wykorzystano zależność wyprowadzoną w pracy [9]. 

_ 3 ( V 2 - y 0 ) C 2 3 Ł / 

Co - w T TT' { 2 0 ) 

Aby uniknąć nieustalonych oscylacji pola wartości funkcji wirowości nie stosuje się 
w nowym cyklu iteracji wartości bezpośrednio wyliczonych z wzoru (20), lecz jej kombi­
nację liniową z wartością z poprzedniego cyklu. D la nieruchomej ścianki będzie 

С Г = С Г 1 ' + у [ C o - C r 0 ] , (21) , 

gdzie: 
Co"- 1* — poprzednia wartość brzegowa. 

Co —• nowa wartość brzegowa, 
Co0 — wartość brzegowa wprowadzona do nowego cyklu iteracyjnego. 
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Osobnego traktowania wymagają naroża występujące w obszarze przepływu. 
Dla naroża wklęsłego wartości brzegowe w punktach 6 i 7 poziomej ścianki oraz w punk­

tach 8 i 9 pionowej ścianki naroża wyliczono posługując się zależnością (21) zastosowaną 
odpowiednio do punktów 5, 10, 11. Wartość w punkcie 12 naroża musi być równa: 

Ci 2 — Сб — С 8 (22) 

D l a naroża wypukłego wyprowadzono dwie różne wartości z powodu dużego gradientu 
wirowości. Jedną z nich wyliczono przy użyciu zależności (21) i odpowiednich wartości 
w punktach 1 i 4, drugą przy użyciu odpowiednich wartości z punktu 1 i 3. 

Przep ływ p łynu w y w o ł a n y gradientem ciśnienia A *= 12, В =='0 

-1/38 

R y s . 2. F u n k c j a p r ą d u V, R e = 20, H 
dxb=2x1 

0,5, 

^77777777777777777777/, 

Rys . 3. Funkc ja p r ą d u 4', R e = 20, H = 1,0, 
dxb = 2 x 1 

\l^7////////////////////////////////////////Ą 

-2,361 

-2,391 

-5,U5 

W7Z7!7Z!77777777777/. 

R y s . 4. Funkc ja p r ą d u W, R e = 50, H = 0,5, 
dxb = 2 x 1 

'777777777777777777777/. 

R y s . 5. Funkc ja p r ą d u 4', R e = 50, Я > 
dxb = 2x1 

1,0, 
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6. Wyniki obliczeń. Wnioski 

Zastosowany w pracy schemat różnicowy dla magnetohydrodynamicznych równań 
Naviera-Stokesa charakteryzuje się dla małych liczb Reynoldsa dobrą stabilnością i zbież­
nością. 

Obliczenia przeprowadzono dla liczb Reynoldsa Re = 0, 1, 5, 10, 20, 50, liczb Hart-
mana H = 0,1, 0,5, 1, kroku siatki h = 0,1, wymiary kanału przyjęto: d x b = 2 x 1 , 
3 x 1 . Rysunki 2-^15 przedstawiają sporządzone na podstawie obliczeń wykresy linii 

P rzep ływ wywołany ruchem śc ianki A = 0, В = 2, 

200,666 2,620 

200,366 

200,166 

199,866 

199,766 

. 199,666 
\///>,'////л 

''7///////.'///////S////x 

Rys . 6. Funkc ja p r ą d u !ft R e = 20, H = 0,1, 
dxb = 2 x 1 

R y s . 7. Funkc ja p r ą d u 4', R e = 20, H = 1,0 
dxb = 2 x 1 

200,666 

'/7777777777777777777, 

R y s . 8. Funkc ja p r ą d u XP, Re 
dxb = 2x1 

2,620 

2,376 

2,025 

1.776 

1.726 

i 1,620 
\777777777\ 

50, H = 0,1, R y s . 9. 

/777777777777777777777/. 

Funkc ja p r ą d u W, R e 
dxb = 2 x 1 

50, H = 1,0, 

5 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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Przepływ wywołany ruchem śc ianki i gradientem ciśnienia A = 6, В = 1 

-199/17 

199,617 
199717 

-200067 

200,367 
-20UŁ17 

/7777777777777777777777/, 

Rys. 10. Funkcja p r ą d u 4\ Re = 20, H = 0,1, 

dxb = 2 x 1 , 

-1,376 

1-1,660 _ I 
I 
1-1,910 j 
I 
1-2216 I 

1-23Ю J 

1-2,376 " • — 

\ 
у//;.'////• \ '/ 

-2377 

\ 
^-2,382 

\ 
! 

'/7777777777777777777777/. 

Rys. 11. Funkcja p r ą d u Ч', Re = 20, Н= 1,0, 
dxb = 2 х 1 

-Т99ЛТ7 

/777777777777777777777. 

Rys. 12. Funkcja p r ą d u V , Re = 50, Я = 0,1, 
rfxt = 2 x l 

0/////////////////////, 

Rys . 13. Funkcja p r ą d u V , Re = 50, 
d x 6 = 2 x 1 

Я = 1,0, 

У7 = const., dla różnych liczb Reynoldsa (Re = 20, 50) oraz rozszerzeń kanału. Fakt 
ruchu ścianki został uwidoczniony na wykresach zaznaczeniem wektora prędkości U. 

N a podstawie przeprowadzonych obliczeń i analizy wykresów funkcji prądu można 
sformułować następujące wnioski dotyczące przedstawionego tutaj płaskiego, ustalonego 
przepływu płynu magnetycznego w kanale z niesymetrycznym uskokiem w obecności 
poprzecznego do kierunku przepływu płynu pola magnetycznego: 

— dla ścianki nieruchomej 
a) linia oderwania charakteryzuje się wyraźną symetrią względem osi geometrycznej 

uskoku dla Re > 20, 
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b) obszar zastoju ze wzrostem liczby Reynoldsa nieznacznie rośnie, 
c) środek wiru w obszarze zastoju leży blisko geometrycznej osi uskoku, 
d) wzrost liczby Hartmana powoduje powstanie wyraźnej asymetrii l inii oderwania, 
— dla ścianki ruchomej i przepływu bezgradientowego: 
e) obszar zastoju ze wzrostem liczby Reynoldsa nieznacznie wzrasta, 
f) środek wiru ze wzrostem liczby Hartmana oddala się od geometrycznej osi uskoku 
zgodnie z kierunkiem przepływu, 
— dla ścianki ruchomej i przepływu wywołanego gradientem ciśnienia: 
g) ze wzrostem liczby Reynoldsa linia oderwania charakteryzuje się wyraźną symetrią 

względem osi geometrycznej uskoku, 
h) wzrost liczby Hartmana powoduje powstanie wyraźnej asymetrii linii oderwania. 
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S u m m a r y 

N U M E R I C A L A N A L Y S I S O F M H D F L O W I N T H E C H A N N E L W I T H A U N S Y M M E T R I C A L 
C A V I T Y 

In the paper the numerical solut ion fitted o f the electrical-conductance f lu id f low wi th low Reynolds 
number and low Har tman number i n the channel wi th unsymmetrical cavity is described. The method o f 
finite differences is used to solve the M H D Navier-Stokes equations for plane f low. The f low through 
channels wi th different dimensions o f cavity is considered. The results of numerical inves t igat ions for 
Reynolds number R e < 50 and H a r t m a n number Ж 1,0 are shown in graphs of streamlines. 
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1. Introduction 

The subject of the considerations are plane-stress statical problems of dense, elastic, 
hexagonal grid plates, constructed from bars, Fig . 1. The structures of this type are widey 
used in civil engineering, cf. [1] as well as in aerospace technology. Diffuculties occuring, 
when exact solutions of statical problems of lattice-type plates are being sought, justify 
attempts endeavouring to formulate approximate continuum approaches. 

The most simple, asymptotic (in Wozniak's meaning, [2]) model has been established 
by Horvay, cf. [3, 4]. In these papers effective Young modulus and Poisson's ratio for 
honeycomb plates have been obtained and exhibited by means of the appropriate diagrams. 

The aim of the present paper is to discuss continuum descriptions of the analysed plate 
response by means of the two-dimensional Cosserat's media with fibrous structure, uti­
lized by. Woźniak in his lattice-type shell theory, [2]. In the most general among many of 
Wozniak's concepts, the deformation of the grid surface structure consisted of nodes 
(..elements") and rods („ligaments") is approximated by means of a model of a regular 
system of bodies, cf. [2], part I. The ,.elements" of the structure act as the bodies of the 
system. The interactions between the bodies are transmitted by the „l igaments" . One 
of the basic assumptions of the theory is the existence of the potential of binary interac­
tions. This assumption (see (3.4), p. 39, [2]) restricts the applications of the theory to a cer­
tain class of surface structures, that wil l be further called the structures of simple layout, 
in which any two directly interacting elements, being joined by one ligament only (cf. [2], 
P. 50). 

The behaviour of a complementary class of structures, which will be called the struc­
tures of complex layout, cannot be examined (without additional justifications) by means 
of the regular system of bodies theory. Continuum approach to the lattice-type plates of 
complex layout has been presented in the paper [5] of Klemm and Woźniak. The authors 
assume, that also in the case of complex structure the Wozniak's theory of grid shells and 

" B y means o f this term, gr id structures constructed from bars connected i n r ig id nodes are under­
stood i n the paper. 
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plates (based on the regular system of bodies theory) can be applied. The complex geometry 
implies modifications of constitutive equations only. 

Constitutive equations of the theory of complex layout grid plates are not uniquely 
definite. Several topics resulting from this fact are discussed in the paper. A n analysis is 
exemplified by the case of honeycomb grids which belong to the complex ones. 

Thus the internal forces, i.e. stress pap and couple stress ma tensors are not uniquely 
determined, because of the arbitrariness of the definitions of elastic plate potential a. 
Two ways of computing this function will be presented. The first one has been proposed 
by Klemm and Woźniak, [6]. It is thought appropriate to recall, to correct (an isotropy 
of the model has not been revealed) and to generalise Klemm and Wozniak's results by 
taking into account transverse shear deformations of the lattice rods. 

In Sec. 4 a new method of defining the plate potential a leading to the new version 
of constitutive equations is presented. 

Some of effective elastic moduli (so called micropolar moduli) can not be uniquely 
defined. This has been noted by Woźniak, Pietras and Konieczny in the papers [7 - 9] 
pertaining to the discrete elasticity theory. This lack of uniqueness follows from an ina­
dequacy of the relatively simple continuum Cosserat's model when deformations of dis­
crete two-dimensional structure are being analysed. Nevertheless such a model is undoub­
tedly more accurate than Horvay's asymptotic theory. 

2.1 Basic assumptions. The grid is assumed to be composed of straight bars whose axes 
constitute a plane, regular, equilateral honeycomb (hexagonal) layout, the internode spa-
cings being equal to /, see Fig. 1. Allthough the lattice bars need not to be prismatic 
they are required to possess two symmetry axes. The structure is made of an elastic, iso­
tropic and homogeneous material elastic properties of which being characterized by 
Young modulus E and Poisson's ratio v. Considerations are confined to the grids 
constructed by bars sufficiently slender so as to the conventional, improved (by taking 

2. Formulation of the problem 

F i g . 1 
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into account transverse shear deformations of bars) theory of elastic rods can be applied. 
Moreover the thickness of the grid is assumed to be of unit depth. The loads consi­
dered: in-plane tangent forces and moments normal to the mid-surface are concentrated 
in nodes. 

Consider a bar i-k, cf. Fig. 2. Generalized forces and displacements at both nodes 
i and к are given in Fig. 3; slope deflection equations, cf. [10], read 

w h e r e 

EJ 
[s<p, + r(pk-(s + ryFlk\, M, 

EJ (s-r\ 
' - 1 \ 2 J (<Pk-<Pt)> 

Tlk = -Ti~ 2(s + r) 
EJ 
I 

EJ EJ 
Nlk = Nj = \2r]p yr-ylk = 2(s4-r)4-^f-Ул. 

t] = Al2j\2J, ~T) = 6tj- pl(s + r), 

s = VufA, r = -(pJA, A = (p2,-<pjk, 

1 * 0 + v ) 
9?„ = 2c, + у с2 + —-—— с3, 

fą = 2с, - у Ca + — — с 3 , 

1/2 

I 2 / 
Й 5 , 

1/2 _ 1/2 

Г Jdi 1 г 
J Ж ' C 3 = - 2 ^ = J 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Functions А(С) and 7(f) express cross section area and moment of inertia whereas A and 
/ denote auxiliary effective quantities. In the considered case of rectangular cross sections 

л/г 

Д ( | ) Л ф 

- 1 / 2 -

F i g . 2 

Tid 

S l > M ' N 

- 1 / 2 -

F i g . 3 
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of the rods, the coefficient к is equal to 1.2, cf. [10]. The slope deflection yik and the ex­
tension yik of the member i-k are defined as follows 

Ш = (wk-wt)/l, Yik = (и* - и , ) / / . (2.4) 

Setting the effective quantities A and / so as to 

/ - 2 c , « ' 1 , c2 = 1/2, (2.5) 

the simplified versions of the relations (2.1) 

£ 7 1 _ 
Mtk = r [ (3JJ + rj) <p, + (3r? -rj)cpk- 6r]lFik], 

l Г): 

EJ EJ 
A / i = - -r(<Pk-<Pi), Ntk ш N, = 12r? - - / T - • y № . (2.6) 

are found, where the formulae 

s + r = 6rj/rj, s-r s= 2 , (2 .7) 

are used 
In the case of A(£) = 1 • h = const, 7( |) = 1 • /г3/12 = const (where h stands for 

a height of bars) we have 

c, = 1/24, c 2 = 1/2 , c 3 = W 2 = 1 /2 , (2.8) 

hence 

/2 £ • 
^ = , + 1 2 C , C = 0 + v ) / 5 , V = w , - ^ = _ _ 7 _ ( 2 9 ) 

If the lattice bars are sufficiently slender (hi < 1/6, say) and influence of shear deforma­
tions of the bars can be neglected thus 

ц = rj, s = 4, r = 2. ( 2 .10 ) 

In the course of the procedure one more ratio Q (defined as a quotient of the diameter of 
the circle inscribed in the hexagonal opening to the spacing of the centres of neighbouring 
openings) is employed. We have 

Q = V = у ( 1 - « ? Г 2 - (2 .11) 

The ratio Q varies from zero to one. 
2.2 Foundations of Wozniak ' s continuum approach. Continuum description of a response of 

the considered grid structure is based on the Wozniak's concept [5, 6]. It is worth recalling 
here the basic ideas of the approach, exemplifying the methods by the specific case ot 
hexagonal plate. 

Proceeding in this way as in [4], the nodes of the lattice are divided into two families 
of main and intermediate nodes, F ig . 4. The division depends on the observation, i.e. 
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on the fixed coordinate system. Displacements of main nodes are assumed to be appro­
ximated by functions: xa -» wa, <p, a = 1,2, which are supposed to be regular and suffi­
ciently smooth, so as tó in the vicinities г ^ / ] /3 of the nodes linear approximation can 
be applied. The grid plate can be devided (by various ways) into repeated segments. Fig . 4 
shows two types of hexagonal segments: with the centres in the intermediate joints (type 
I) or in the main ones (type II). Assuming the function if, <p to be linear in the segments' 
areas, displacements of the main nodes (adjoining the centre of the segment) can be ex­
pressed by means of the values of functions if, <p and their first derivatives daup, 8*(p, 
referred to the segments'centre. Then an energy of the segment (i.e. the energy due to de­

formations of the rods belonging to the segment) can be found. Dividing this energy 
by the area P of the s e g m e n t i = I, II, an energy density a(i) is obtained. The function 
o-(i) can be expressed (as it wil l be shown further) in terms of components of strain mea­
sures 

Yop* дащ-е,ф<р, xa = да<р, да = д\дх* (2.12) 

(eap denote Ricci tensor) and external loads subjected to intermediate nodes. Internal 
forces /7(f) and raft, i.e. stresses and stress couples, which are defined as follows 

- - Ś*fi mit, = Ш (2.13) 
8yae ' '"<" dx, 

satisfy (see [2]) the equations of equilibrium 

д«Р$ +Л) = 0. 3">$> + e4>f&> +J<0 = 0 , (2.14) 

where pp

(i), Yft) denote densities of external forces and couples. The equations of equili­
brium (2.14), constitutive Eqs. (2.13) and strain — displacements relations (2.12) con­
stitute the system of equations of the lattice-type plate theory. By adding appropriate 
boundary conditions, (see [2] Ch . IV) the theory is completed and well-established; thus 
the boundary value problems for finite domains can be examined. 

The topics of the present paper are concerned with the constitutive equations (2.13). 
In the subsequent sections two versions of these equations, resulting from two methods 
of defining the density of strain energy of the lattice, wil l be presented. 
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3. Constitutive equations due to Woźniak and Klemm (variant I) 

The derivation presented in [5] will be recalled here; considerations are generalised 
to the case of deep bars, for which the slope deflection equations (2.6) hold true. The 
starting point of the procedure is a division of the plate into repeated segments of the 
type I, the intermediate nodes „a" being the centres of them, Fig. 5. Three main nodes 
S{, i — I, II, III lie on the vertices of the hexagon. With the each bar a— 5, a local base 
/(,), ta) is associated, cf. Fig. 5. We have 

i / з 1 

' /o = ?<2i) = Vy ei2, r (

2

( ) = -t~ln - — (1-3-(5 ,2) , (3-D 

where Kronecker delta and the difference (i-j) are denoted by ди and etJ, respectively. 

F i g . 5 

By using of the assumption of the segment-wise linear behaviour of displacement 
functions, the displacements of S', points can be determined by means of the values of 
u" and <p functions and their first derivatives computed in the point , ,a" 

"ft) = Ив|(а)+^Ыа|(в) • f fo • / , <pu) = <p\(a)+ dx<p\la) • • /. 

In order to simplify notations the values of a certain func t ion / in a point will be de­
noted by the sign , ,v", i . e . / | ( a ) = f. Thus the above relations can be rewritten to the form 

« с о = й*+(>рйа • 4)1, 4>m = Ф + ^ Ф ^ . 

Quantities it* and <p ought not to be misinterpreted as displacements of the node; the 
latters are denoted by w", cpa. By means of appropriate projections of M * F ) and ifi on the 
directions of ta) and vectors the displacements of the ends of the bar a—Si, referred 
to the local base tw, can be calculated as follows 

"at = '(V^a/b Щ„ = '(V(<A/b 

Then the slope deflection ip{i) and the extension y ( i ) of the bar a-Sh defined by 

V(0 = (Wla ~Wai)/l, yci) = (U,a-Uai)ll, 
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can be easily rearranged to the form 

Yw = д"%)д*1> + ЪА)У«{1, 

and, similarly. 

A(Pw = P a - ( P i = fy-*a*<V'» 

where 

tV = (йа-1ф/1, dqj = 9Pe-c>, 

and, the components of the state of strain referred to the point , ,a" read 

А/; = дайй-еай(р, xa = 3ac>. 
If one inserts the quantities yU) and Arpa) into slope-deflection equations, the internal 
forces M0). Г » ) , i y ^ (referred to the middles of bars a-Si, cf. Fig. 3.1), expressed in 
terms of strain components y a / J and £„, and with the aid of ёср, du* 

/ V / ( . ) - _ _ _ _ [d<p-tf0xa • /], 

v KJ 
Na) = 2(t+s)jl [Ъ,Ш<Ф+*«М<*], (3.2) 

are obtained. The quantities Ó M " , óc? can be expressed in terms of strain components and 
* * . 

the loads F", M*\ subjected to the node To this end, consider the equations of equili­
brium of the node see Fig. 5 

/ / / 

^Wutfi-Tuytlj + F* = 0, 
i = I 

in in 
V~1 v / V H V * 

By substituting the formulae (3.2) into above equations and by making use of (3.1), we 
arrive at the diagonal set of algebraic equations, the solutions of which read 
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M M — 

V V V 

By inserting the above equations into (3.2), the internal forces M(k), T(k), and N(k) as fun­
ctions of strain measures 

Mik) = ~~[-ls]/3ek2xi+ls(3dk2-l)x2 + (s + r)(y12-y2l)] + ̂ ^ • M, 

(r+s)EJ j | /3 ^ v , П i n , n v 

— г - г " w " / " в м " * 1 + ^ ( i W v \ ( 3 ^ - ^ -

J 5 + r 1 3<5 t l v 1 + ( З Й " ~ 1 ) + 

| / 3 1 * s+r М 

+ ( ч + з а * 2 ) Ь 2 + i/3e*2(yi2+y2 1)}- 3 ( S ) fr^1* з ( Д я ) ( з « Ц - 1 ) ^ 2 -

are finally found. Strain energy of the rods a—Si, i = I, II, III, belonging to the segment 
can be calculated as follows 

in 
Ew = ^ E „ Et = Ef+Ef+Ef, where 

i = l 
42' V v ł/2 v ~ v ; " 

J J M _ Г ( Д / ( | ) - д с - Г ( 0 № Г ( М ш + х Г ( 0 № 
' J 2-EJ(x) J 2EJ(x) 

Ц2 у • • 1/2 

E l - i l " ^ , Ei = 2. f . - d u e ; c 7 = / ; 

j / 2EA{x)' ~' " •> 2GA(x)""' ~ 2(1 

The potential or7 = <r(v} = £•„,//>, /> = 1.5 • j / 3 / 2 . 
Carrying out the integration we obtain 

o-j = рауаЯ + таха. 

Tensors A , B, Ć, p*, m take the form 

A'** = Zd&d^+ip + abFvdP + ip-u)- 6"№, 

В111 = - В 1 2 2 = - В 2 2 1 = - В 2 1 2 = B, the others Вф' = 0, (3.7) 

С* = Ć8#, p*"" = 0, m« = 0 V(F" , M ) , 
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where moduli A, Ji, x, В and С are defined as follows 

v '. 2 | / 3 £ 7 - = 4 | / 3 - i y £ 7 
O 7 + I ) / 3 ' Л _ 1+ij ' / 3 ' (3.8) 

j _ 2 ] /3 - i? £ 7 v = гу/Ъ-ц EJ v | / з + g + £ у 
а _ jj + 3q / 3 ' f + 1 ' / 2 ' 3 ( 1 + ч ) 

The quantities Л and J are fixed acc. to (2.5). The parameters r\ and ~r\ are defined by 
(2.9) provided the bars are prismatic. Moreover, i f the grid members are slender one can 
substitute r] = rj into (3.8), cf. (2.10), to obtain effective moduli independent of / 2 ) 

Ш&п, т ~ Щ = - (3.9) 
6j / r / (>? + l ) ?VV'U+V) 24rjyi) 

v 
and „micropolar" constants 

BIE-. \ ĆIE = y*;<to + » (3.10) 
6yn(l+rj) 36t) Vf)-(l+i]) 

proportional to I1 and I2 respectively. 
Thus the elastic properties of the hexagonal plate in the plane-stress state are descri-

' V V V V V 

bed by the tensors A, B, and C. The tensors A and С are isotropic because the geometry 
of the lattice (observing, say, a rotation of it around the fixed main node) is invariant 
under the rotation at the angles 2/Зтш, n = 1,2,.. . . Tensors of the second and the fourth 
orders, which are invariant under such transformations, have isotropic forms, invariant 
under arbitrary change of the coordinate system. Thus the components of the tensors 
V V 

A and С do not vary provided the main nodes are defined as intermediate and vice versa. 
One can say that these tensors do not depend of the choice of main nodes. 

v 

The В tensor is characterised by different properties. It can be shown that the compo-
nents of B, referred to the cartesian coordinate system xa' rotated at an angle ip (cf. F ig . 5), 
can be written as follows 

jfcfir = в- У***, (3.11) 

where components of the tensor % read 

f n ' = -X1'2'2' = - X 2 ' 2 ' 1 ' = - X 2 ' 1 ' 2 ' = cos3^, 
X2'2'2' = -X1'1'2' = -X1'2'1' = - X 2 ' v v = s i n 3 V . { i A 2 ) 

v 

Components of the tensor В depend on the choice of the coordinate system as well 
as on the choice of main nodes; namely, an interchanging of main and intermediate no-
nodes imply changes of signs of all components Bal>y. The tensor В couples consti­
tutive equations. Its existence results from the lack of centrosymmetry of the lattice, 
i.e. from the noncentrosymmetry of the vicinity of the each lattice node. Thus the conti­
nuum description of the honeycomb plate requires to apply the uncentrosymmetrical 
models, cf. [11]. 

2 1 Ho rvay ' s results [3, 4] yield the same definitions of the effective m o d u l i Л and //. 
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The tensors p and m are identically equal to zero for the fixed (cf. Fig. 1) coordi­
nate system xa. Thus the mentioned tensors vanish in an arbitrary coordinate system. 

The following factors have inclined the author to recall the Klemm-Woźniak, [6], 
derivation of constitutive equations: 

a) some of the components of the tensor A obtained in [6] are incorrect, so that an 
isotropy of this tensor as well as its relation to Horvay's results could not be revealed 

b) considerations have been generalised by taking into account the transverse shear 
deformations of the lattice (not necessarily prismatic) rods 

c) tensors vp and m vanish. This fact has not been shown in [6]. 

4. The second version of constitutive equations (variant II) 

New procedure, based on the second (II) method (see Sec. 2.2), of defining the strain 
energy density a, is proposed here. A starting point is a division of the grid plate into 
repeated segments of the II type, their centres being in main nodes. Consider the circular 
vicinity (r ^ / ] / 3 ) o f the main node „<"', Fig. 6. Six main nodes Лк, Л = I, II, к = 1, 2, 3 
lie on the circumference r = / j / 3 . The functions u", (p are assumed to be linear in the circle 
r ^ l | /3 . Displacements of main nodes adjoining the node , , /" can be expressed by means 

о 

F i g . 6 

of the values of functions z/*, <p and their first derivatives in this point. Displacements of 
the intermediate nodes Rk, к = I, II, III, can be found with the aid of the conditions 
of their equilibrium, analogously to the derivation outlined in Sec. 3. Tiresome rearran­
gements prove that also the latter displacements can be expressed in terms of the functions 
м", <p, Эри" and dp<p referred to the point Then on substituting these expressions into 

А Л Л 

slope-deflection Eqs. (2.6) the internal forces Mik^,N(k) and T,k) in the middles of the 
rods i-Rk (see Fig. 6) 

Mm = Г^-~1~\- firle^+rlU-3dk2)x2-(r+s)(Y2I-YI2)L + ~-A%» (4-1) 
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";/'"!<(,;, ЩШ - - ' / ' - I + 

* " ^ ^ . - ^ ( З д * 2 - 1 ) 1 д > + ^ | ^ 8 к А , (4.1) ^3/ w 3(1+i?) ™ ' 3(1+,?) 

(/-+5)17 £ / ( 1 л i / з r N(k) = j p — j = - - - у 2 - | у ( 1 - 3 й / к 2 ) / х 1 + - y - e f c 2 / * 2 + 

+ й ' + ( 2 - З й м ) ] у , , + (fj + 3 ó ł 2 ) y 2 2 - |/3 e*2<y, 2 + y 2 1 ) J + 

[cont.] 

V j / 3 JJ * 2 1 > 1. 
(Зй*2 - 1 ) F 2

k ) + - V — ^ ek2 3(1+7?) v - " " 2 ' ' ' V 3 f+if!W3.<S» 

are obtained. For details the reader is referred to [12]. The components of the state of 
strain computed in the point „ 1 " are denoted by yajl and xa. 

Compare Eqs. (3.4) and (4.1). Neglecting differences in signs, which depend on the 
numbering of the nodes, we have 

Mm{ya!>, xa) = Mik)(yall, xa), TM(yan, *Q = Tw(y<#, xa), 

provided there is inserted yap = уаР, на = xa = 0; and 

provided one substitutes yaP = yaP and xa = xa. Therefore, Eqs. (3.4) and (4.1) have 
different right hand sides, if хл exist. This fact implies, what will be shown further, that 
the second version analysed herein leads to the different tensors of elastic moduli from 
those obtained via Wozniak-Klemm's method. 

Proceeding similarly as in Sec. 3 an energy EU1) accumulated in the rods i— Rk, belonging 
to the segment of the type II (cf. Fig. 4), can be evaluated. The energy density a n = <т ( л ) 

is defined as a quotient E,,jP,P = 1.5) 3 / 2 . After appropriate rearrangements we f i ­
nally obtain 

O *V A о A A ̂ &mJ Л 
Оц = on + af,, о'li = раруаР + таха, 

i A л. i л (4.2) 
°Ч — 2 л YapYrS^D У а ^ Л у + y L ХаХр. 

А А А 

Tensors А, В and С have the forms 

= А*Ру6, В0"5" = Btf*, Ьр = СдаР, (4.3) 
where 

^ 2) /3 7?(37?-i?) EJ л ]/3[(37?-7?)2 + (37? + ^)] £ / 
(I+7?)(37?+r?) / 2 ' ^ 3(1 +^)(^ + 3»7) / ' У ' } 
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Quantities A, J and rj are fixed according to Eqs. (2.5) and (2.9). The tensors A and % 
are defined in Sec. 3. in the case of the grid constructed from slender rods (rj « rj), we 
have 

Л l v л 1 + W 1 ' i v 1 v 

в = т в ' c = - r d f C x T c ' w 
V . V 

where 5 and С are defined by Eqs. (3 .8) 4 t 5 . 
The components of tensors p and in depend, in a complicated way, on the external 

loads F?k}, Мш, к = I, II, III, subjected to intermediate nodes. For the sake of brevity, 
these formulae (obtained in [12]) will not be reported here. However, it is worth mentio­
ning that *paP ф 0 and ma ф 0, provided the loads in the intermediate joints exist. 

5. Estimations of elastic moduli (resulting from the positive 
determination of the strain energy) 

Obtained in the preceding sections the sets of elastic moduli (А, ц, а, В, C) and 
(А, Ц, x, В, C) satisfy the conditions which yield from the positive definition of the qua­
dratic forms o-j = ó\v), Оц = сг( Л) defined by 

This fact follows from the derivation of cr( r ) : e.g., wh:n r = I, the R H S of thj Eq. (3.5)x, 
which defines an energy Eu) accumulated in thz rods belonging to a segment, is expressed 
by means of integrals with positive integrand functions; thus the energy EM is positive 

(T) ( T) 

definite for all arbitrary values of components yaP and xa. Nevertheless, the explicit form 
of energy estimations, which impose certain restrictions on the values of effective elastic 
moduli, is worth considering. 

Let us transform the function a (an index т is neglected now), to the convenient form 
for the further analysis 

b~^S#n*m, « , / = 1 , 2 , ..,6, (5.2) 

where t]t = у и , tj2 = y22, Чз = Ун, ЦА = У21, Vs — * i , Пб = *г- A coordinate system 
is fixed as in Fig . 1. The matrix E can be written in the form 

2/(4-A A В 

A 2fi + A - В 

/« + a ix — a - в 

fi — a. li —a. - в 

В - B с 

- B - B с 
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By applying Sylvester theorem the following necessary and sufficient conditions for the 
matrix S to be positive definite 

ft > 0, a > 0, /< + Я > 0, С > 0, В2 < С/л (5.3) 

are obtained. Positive definition of the quadratic form (5.2) does not depend of the choice 
of a coordinate system. Therefore, the inequalities (5.3) are sufficient for a to be positive 
determined. Note yet that the sign В (which depends on the choice of main nodes) does 
not affect in (5.3). The inequality (5.3)5 shows that the moduli В and С are not arbitrary; 
this estimation can be treated as an upper bound for В or a lower one for C. 

6. Effective Young moduli and Poisson's ratios 

The tensor A (symmetrised in respect to both pairs of indices) can be written in the 
form 

dMHv») = . _ ^ l _ s a f i d v t + i- «"о*") (6.1) 
1 +vt [I-Vi 2 

similar to that known from a classical theory of a plane-stress state. 
Modul i £ , and j ' t , being effective Young and Poisson constants, can be expressed by 

means of Horvay's [3] formulae 

E = 4/гСц + Я) _ 4 E 

1 ' 2ц + Х j /3n(q + 3) ' 
(6.2) 

Я 7 ? - l 
V i ~ 2/i+X ~ ~Щ+3' 

Energy inequalities (5.3) imply estimations 
Ex > 0, - 1 < v, < 1, (6.3) 

weaker, than those known from a classical three-dimensional theory of elasticity: E > 0, 
- 1 < v < 1/2. Effective Young and Poisson's moduli can be defined in different way, 
taking as a starting point the reverse form of the constitutive equations (2.13) 

- i - l 
УОС/J = Aal>YÓpvó + B^Ym'' + y*p, 

*« = Варур^ + СаРтр + ^ 
- i 

Displaying the symmetrized part of the tensor A in the form 

We obtain 

_ Щ + !*)(у-В2/С) X + B2IC . 
2 2ju + X-B2/C ' 2 lp+\-B2IC ' K ) 

It is not diffucult to prove that constants Ea,va, a = 1,2, satisfy inequalities 
E2< Elt v2> vt (6.6) 

Mech, Tcoret. i Stos. 3-4/84 

(6.4) 
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and 
E2 > 0, - 1 < v2 < 1, (6.7) 

the latter of which are identical with (6.3). Note that moduli E2 and v2 do not depend 
of a constant. In the case of В = 0, we have £ \ = £ 2 , = j»2, of course. 

Modul i E2 and v 2 depend on the choice of the version (I or II) of constitutive relations; 
this dependence is weak in the case of slender lattice rods (cf. Figs. 7, 8) since then, accor-

А Л V V 

ding to (4.5) one obtains B2jC X B2/C. The patterns of variation of effective moduli 

F i g . 8 
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Ei,vi, E2,v2, E2,vi and a depending on the ratio Q are shown in Figs. 7,8. The 
diagrams were made under the the assumption r\ = rj. It is readily seen that 

UmEa((>) = 0, l imr a (p) = 1 , a = 1,2. 
0->O e-*"i 

A n analysis of variation of moduli В and С will be presented in a separate paper. 

7. Governing equations in terms of displacements. Boundary value problems 

Consider a lattice-type honeycomb plate, Fig. 9, whose mid-surface is referred to 
cartesian coordinate system Xя. Assume the family of main nodes according to Fig. 9-
i \ part .Г, of the boundary is loaded by forces and couples: p" and in. On Г2 — displa­
cements it" and <p are known. The loads subjected to internal main nodes are approximated 
by functions p", Y3. The loads in intermediate nodes are characterized by tensors p* 
and m*. 

F i g . 9 

Substituting constitutive Eqs. (2.13) into equations of equilibrium (2.14) (where aa) 

has the form (3.6), provided i = 1 or (4.2), provided i = II), and taking into account 
strain-displacement relations (2.12), the governing set of equilibrium equations in terms 
of displacements 

[(2// + А) 8] + Qi+a) d\\ ux + [(A+fi- a) S, 82] и2 + [В(д\ - 8\) + 2ad2] cp + 'p1 = 0, 

[(Д+ lu-a)8l82)ul + [(2ц+).)82

2 + (р + *)82}+[-2В8{ 82-2<x8l](P + 'p2 = 0, (7.1) 

[B(8\ - 8\)-2aS2]»' + [-2B8 l d2 + 2*8l]u2 + [C(82 + 82

2)-4a]<p +'Ч'3 = 0, 

where 

У = Pa+ Зрр", 'Y3 = Y3 + dam + eaf>pal> (7.2) 

are obtained. The mixed boundary value problems are formulated due to Woźniak [2]: 
find the functions ua and <p satisfying Eqs. (7.1) and boundary conditions 

"a = <p = <P on Г 2 3 ) 

Pal>"p = P*« mana = m on JTI , 
where n" denote components of a unit vector normal to the boundary. 
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8. Final remarks 

Two versions of the lattice-type hexagonal plate theory (in plane-stress state) based 
on the various ways of defining density of strain energy of the structure have been derived. 
It is worth distinguishing between similarities and differences of the presented variants 
by Woźniak-Klemm and by the present author. 

i) stress tensors (p,m) and (p, m), and strain measures (у, УС), (у, x) as well as displa­
cements ua, cp are referred to intermediate (version 1) or to main nodes (version II). This 
is not in contradiction with the fact, that in both cases, functions ua, <p approximate displa­
cements of main nodes 

ii) in both versions constitutive equations have similar form; specifically, tensors A 
and A are identical. The components of A are expressed by moduli А, ц and a which do 
not depend of the length , , /" of the bars, but depend on the slenderness ratio v, only. 
The qualitative differences occur between the tensors В and C, dependent explicitly on 
„ / " and , , / 2 " , respectively. The mentioned moduli describe a „microstructure" of the 
grid plate and determine a scale effect 

iii) The physical meaning of equilibrium Eqs. (2.14) is different in both versions. In 
Klemm-Wozniak's approach, Eqs. (2.14) can be understood as approximate conditions of 
equilibrium of all of the repeated segments of the I type (cf. Fig . 4); thus the equilibrium 
of intermediate nodes is satisfied. It is worth emphasising, that the latter conditions have 
been utilised in the course of derivation of the stress-strain relations. Equilibrium of the 
segments (I) does not imply the equilibrium of main nodes. Therefore, only the necessary 
equilibrium conditions are satisfied. In the second version, Eqs. (2.14) express equilibrium 
conditions of segments of (II) type, hence the equilibrium equations of main nodes are 
fulfilled. The equilibrium equations of intermediate nodes have been satisfied in the course 
of the derivation of stress-strain relations. Therefore both sufficient and necessary conditions 
are fulfilled 

iv) the essential quantitative difference between two analysed approchcs results from 
the fact, that in the II (second) version tensors V an m do not vanish, whereas in the 
first one these tensors are equal to zero. Therefore, in II variant, constitutive equations 
depend on the loads subjected to intermediate nodes of the lattice, whereas the loads 
in main nodes occur in the R H S of equilibrium equations. In the governing equations 
(7.1) all of the loads have effect. 

In version I diffuculties occur, when loads in main nodes are taken into account, 
because in the R H S of (2.14) only these loads, which are subjected within the segment 
(I), can be included. Therefore, perhaps, in the first variant the loads in main nodes cannot 
be considered. 

In the subsequent papers an attempt will be made to evaluate the range of applicability 
of the considered versions of Wozniak's lattice-type, honeycomb plate theory. It wil l 
be shown that valuable results can be obtained using the methods of solid state physics 
cf. [13]. 
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Р е з ю м е 

Д В Е К О Н Т И Н У А Л Ь Н Ы Е М О Д Е Л И ( П О В О З Н Я К У ) Г Е К С А Г О Н А Л Ь Н Ы Х С Е Т Ч А Т Ы Х 
П Л А С Т И Н О К 

В работе в ы в о д я т с я д в е к о н ц е п ц и и к о н т и н у а л ь н о й о п и с и г у с т ы х , у п р у г и х , г е к с а г о н а л ь н ы х 
с е т ч а т ы х п л а с т и н о к . О б е в е р с и и б а з и р у ю т с я на т е о р и и В о з н я к а , в к о т о р о й п о в е д е н и е с е т ч а т ы х 
П о в е р х н о с т н ы х к о н с т р у к ц и й о п и с ы в а е т с я п р и п о м о щ и м о д е л и К о с с е р а с в о л о к н и с т о й с т р у к т у р о й . 
П е р в а я в е р с и я я в л я е т с я о б о б щ е н и е м и р а з в и т и е м т р у д о в К л е м м а и В о з н я к а п о с в я щ е н н ы х с е т ч а ­
т ы м п л а с т и н к а м со с т р у к т у р о й с о т о в м е д а . Во в т о р о й в е р с и и п р и н я т ы и н ы е п р е д п о л о ж е н и я к а ­
с а ю щ и е с я метода о п р е д е л е н и я у п р у г о г о п о т е н ц и а л а п л а с т и н к и . П о л у ч е н н ы е м о д е л и д а ю т р а з н ы е 
> > м и к р о п о л я р н ы е " к о н с т а н т ы {В, С), в ы з ы в а ю щ и е м а с ш т а б н ы е э ф ф е к т ы . 

И с с л е д о в а н ы о г р а н и ч е н и я в ы т е к а ю щ и е и з п о л о ж и т е л ь н о с т и э н е р г и и д е ф о р м а ц и и и п о к а з а н о , 
что м о д е л и В и С с в я з а н н ы е н е р а в е н с т в о м В2 < C/t, г д е /« — э ф ф е к т и в н ы й м о д у л ь Л я м е . 

В работе в ы в о д я т с я у р а в н е н и я в с м е щ е н и я х и с о о т в е т с т в у ю щ и е к р а е в ы е у с л о в и я . 

S t r e s z c z e n i e 

D W A K O N T Y N U A L N E M O D E L E ( T Y P U W O Ź N I A K A ) H E K S A G O N A L N Y C H T A R C Z 
S I A T K O W Y C H 

W pracy przedstawiono dwie koncepcje opisu kontynualnego gęstych, sprężys tych , heksagonalnych 
'arcz s ia tkowych. Obie wersje bazują na teori i W o ź n i a k a — aproksymacji zachowania się d ź w i g a r ó w 
siatkowych za p o m o c ą modelu matematycznego dwuwymiarowego o ś r o d k a C o s s e r a t ó w o włóknis te j 
strukturze. Pierwsza wersja stanowi uogó ln ien ie i rozwinięcie w y n i k ó w pracy K l e m m a i W o ż n i a k a doty-
c zące j siatek o strukturze plastra miodu . W drugiej wersji przyję to nieco inne za łożenia do tyczące sposo­
bu definiowania po tenc ja łu sprężys tego tarczy. Otrzymane wersje p r o w a d z ą do innych zes t awów s ta łych 
» m i k r o p o l a r n y c h " (S , C ) odpowiada j ących za efekt skal i . Zbadano ograniczenia wynikające z warunku 
dodatniej okrcś lonośc i energii odksz ta ł cen ia i wykazano, że stałe В i С powinny spełniać n i e r ów ność 
B2 < C/t, gdzie /< — zastępczy m o d u ł L a m ć g o . Wyprowadzono r ó w n a n i a „ p r z e m i e s z c z e n i o w e " i sformu-
° w a n o dopuszczalne warunk i brzegowe. 

Praca została złożona w Redakcji 26 kwietnia 1983 roku 
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1. Introduction 

The subject of the present paper is an analysis of various differential models appro­
ximating deformations of dense, elastic, hexagonal-type (honeycomb) plates in plane-
stress state. 

The simplest mathematical model describing honeycomb plate response is, so called 
in engineering literature, technical isotropy, cf. [1, 2]. Elastic properties are determined 
by two effective moduli e.g. effective Young modulus and effective Poisson's ratio. These 
characteristics have been found by Horvay (see [1]) in 1952; some adjustments concerning 
the deformability of nodes have been proposed in [2]. 

More accurate approximation yields from Wozniak's models of grid surface structures 
based on the two-dimensional Cosserats' media theory, [3]. Among many papers pertaining 
to the response of lattice-type plates of simple and complex layout (the list of them has 
been published in [3]) the only one [4] is devoted to hexagonal surface structures. Gene­
ralisation and extension of Klemm's and Wozniak's results are presented in [5]. However, 
in the latter work, some new questions occur concerning the existence of two different 
variants resulting from Wozniak's approach. One aim of the present work is to elu­
cidate, why more than one version (in a frame of one Cosserats' model) can exist. In order 
to achieve the answer a new look at the problem is necessary. 

,,Phenomenological" approaches (resembling to that of Woźniak, for instance) will 
n ot be applied here. Differential approximations for difference equilibrium equations 
°f the lattice will be found by means of Rogula and Kunin quasicontinuum method, 
[6, 10], analogy between the mentioned difference equations (yielded from the well known 
displacement method) and crystal lattice equations resulting from harmonic approxima­
tion [6, 7] being utilised. Such a method makes it feasible to carry out a consequent accu­
racy analysis of the proposed models and in particular allows a new look at Wozniak's 
theory; a separate paper will be devoted to the latter problem. Derivations performed 
Via the Rogula-Kunin approach result from physically clear approximations. Nevertheless 
the obtained differential models of higher order than zero do not satisfy stability con­
ditions (in the spirit of Kunin [6], for example). Thus the derived models cannot be 
used for analysis of boundary value problems. A simple method of formulating a stable. 
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well established Cosserats' type model derived from Rogula-Kunin's differential appro­
ximations will be presented in a separate paper. In the prepared work a comparison of 
Wozniak's and modified Rogula-Kunin's Cosserat models will be carried out. 

It is worth emphasising that more complicated (of higher order than one) continuum 
descriptions of hexagonal-type grid plates can be formulated as stable models via appro­
priate generalisation of Kunin's methods [6]; but the mentioned topics exceed the scope 
of the present paper. 

2. Preliminaries. Basic assumptions 

Consider elastic grid plate (in plane-stress state), cf. Fig. 2.1 in [5], axes of the rods 
constitute a honeycomb layout. A thickness of the plate is assumed to be of unit size. 
Rods'axes form hexagons the length of sides being equal to /. The rods are assumed to 
have two axes of symmetry, cross section areas and moments of inertia can vary. Lattice 
rods are made of elastic homogeneous and isotropic material whose elastic properties 
are determined by Young modulus E and Poisson's ratio v. Considerations are confined 
to the grids composed of sufficiently slender bars so as to their deflections could be decri-
bed by means of the improved theory of rods, where transverse shear deformations are 
taken into account. External loads are assumed to be subjected in-plane and concentrated 
in nodes only. 

Notations, sign conventions of the external loads (forces and moments), of displa­
cements and of internal forces as well as slope deflection equations are assumed as in 
the previous paper [5]. 

Proceeding analogously as in [4,5] two families of nodes: main and intermediate 
are distinguished, Fig . 1. To each main node a pair of integer numbers m = {тц/пА 
is assigned. Cartesian coordinates x m of a node m and a vector m are interrelated by 
means of the formula 

x- = n . » , a = 6 - [ J B = L ^ - ( 2 1 ) 

Main node displacements are denoted as follows 

"•I, =um = w'(xm), Hm = vm = м 2 ( х т ) , wi = (fm = 99(xm). (2.2) 

Forces and moments subjected to main m and intermediate m' nodes are denoted by 

pm _ yra( x m) ; fm = M(X*), F™' = /™(х т ') , Ff = M(xm'), « = 1 , 2 . (2.3) 

Each main node m is surrouned by six main nodes mj, J = I , V I 

xmj = xm-tj (2.4) 

which lie on the circumference of the circle r = b = 1\/Ъ (t,: vectors are shown in Fig. 1) 
and by intermediate nodes m), / = a, b, с 
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F i g . 1 

Without afraid of misunderstandings one can write also 

m — ITIJ = t j , m - n i j = Xj, 

where 

t, = (0, - 1 ) , t „ = (+1 , - 1 ) , t , „ = (1,0) , 

t / K = (0, 1), ty = ( - 1 , 1 ) , tvl = ( - 1 , 0 ) , 
and 

z a = ( - 2 / 3 , 1/3), z b = ( 0 , - 2 / 3 ) , z c = (2/3, 1/3). 

In the course of the procedure a discrete Fourier transform (cf. [9], [10]) will be applied. 
Discrete Fourier transform of a discrete argument function fm is defined with the aid of 
the formula*) 

/ (k) = P - 2 e - k = ( k 1 , k 2 ) 
m 

where P — 1,5 y3l2 denotes a hexagon's area indicated by a dot line in Fig. 1. 

(2.5) 

3. Difference equilibrium equations referred to mains nodes 

Slope deflection equations (which express internal forces in terms of displacements, 
see (2.6), [5]) make it possible to find equilibrium equations of each node of the grid. 
However, these difference formulae vary depending on intermediate nodes. By 
utilising equilibrium conditions of the latters it is feasible to eliminate displacements and 
rotations of the intermediate nodes and then to arrive at rrtain nodes'equilibrium equations 
involving displacements of main nodes only. These formulae will be called difference 

" Notat ions used i n Rogula 's paper included i n [10]. 
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equations referred to main nodes. A brief derivation of these equations is presented be-
neeth; more detailed procedure can be found in [12]. 

A starting point of the derivation is a set of equilibrium conditions of the intermediate 
a, b and с nodes which surround the main node m. Equations of equilibrium of the node 
a have the form (the proof is omitted here) 

1 _ l>3 
- y 0 + 3 » j ) - ( й + й К у ) - 2 й и + 3 • (1 + / ? ) й , + ~-(n-\)(v-vvl) + 

1 1 i) I2 * 
- T<P- y ? V / + c v - E j F . = b > 

2~^~ ^ & - u v l ) - у (fj + 3) • (v + vy,)-2ri • vv + 

l /3 fi I2 * (3.0 
+ 3(1+4)5.+ Ц-(<Pv i - < F ) F * = °. 

1 / - - щ- ч | /3 - . Зп + П 
—{и+иУ1-2иу)+ -Lj~(v-vVI) + гщ • <рл+ 

3fi — 7] Ti I * 

where 

(3.2) 
(fi, Щ, И/, V,V,,Vj) = (t/m, Um, Uj\Vm, Vm„ Vj)jl, 

<P = <Fm, ?i = <fmn ' = Л —» ./ = a, b, c. 

Quantities // and /у stand for slenderness ratios of grid bars, EJ denotes an effective fle-

xural stiffness (cf. [5], Sec. 2.1). 
Note that the set of equations (3.1) is decoupled with respect to и», юл and <рл unknowns. 

Thus it is easy to express these quantities in terms of displacements of main nodes m, 
m v and mVi and in terms of the loads subjected to a. 

The equations of equilibrium of b and с nodes assume an analogous form (which 
will not be reported here). Thus the intermediate nodes'displacements Wj,j = a, b, c, 
can be expressed by means of main nodes'displacements wm and wm, i = / „ . . . , VI and 
with the aid of the loads subjected to intermediate joints, i.e. the functions Щ 

< 4 h%w"m; w m , ; Ff, Щ, а = 1, 2, 3, а = 1, 2, / = a, b, с, i = /, VI 
(3.2) 

are known, where, according to (2.2), vt'1 = u, w2 = v, it'3 = <p. 
Let us write equilibrium equations of the m's node 

1 V73 
- 2 (I + 3 ^ ( и , + и с ) - 2 и И - 3 ( 1 +г))й+ y - C 7 - l ) ( o . - © ć ) + 

^2~(й,- Mt) - \ (ij + 3)• (v. + vc) + 3(1+ ф-2rj • vb + у ( < p . - <fc)- ^ • : • F2 = 0, 
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y ( " . 

+ 

2мь + йс) 
1 3 ,~ - ч 3w + w (3.3) 

[cont.] 

6T] 
(срп + (рь + <рс)-

6rj 

I 
EJ 

M = 0. 

By inserting (3.2) into (3.3) the sought equilibrium equations of the m's node referred to 
main nodes only (i.e. to m and m,, i = 1 VI nodes) are arrived at. These equations 
can be displayed in the following discrete-convolution form 

3 3 

-p 22 0Tfl-a)<+p E 2 s$~m,) • h+K - o. (3.4) 

where a, ft = 1, 2, 3; n, m denote main nodes. Summation with respect to n extends 
(for the m fixed) on seven vectors: n = m and six vectors such that |m —n| = b. For other 
pairs (m, n) Ф а ™ - П ) = 0. Summation with respect to m'concerns three vectors m' = m — 
— Zj, J = a, b, c. For others S(™-m"> = 0. Nonvanishing components of the matrix Ф<£> 

read 

0(0) 

Ф<«}> = 

ф(«|) 

0(Uv) 

ф(.,п, 

4 

УЗ 
rj2 + 6rj+\ 

rj+\ »? + Зг7 

£ 7 
Is ' t .4/ 'з ч V 

4и / и 1+3?? \ EJ 

Г 2 и 2 

ф<1и/ ) = — _ ' - н 

[ |/з п(л+1ч) 
4r) (-Зг)2-6г]+1)1 & / 

6 | 3 >; ' i+ч j / 5 ' 

фи/i) 
4г? г/ 

+ 
Ч 

( ч - Р 2 

60?+1) 

-1 

EJ 
7*" 

3?; + ?? 3(г?+1) 

ф<<;> = 
-4n(r]-\) EJ 

3(ч + 1) 
(3.5) 

= ф ( » „ ) . _ J 4 _ [ч-зч + i - з ч ] . 3 EJ 
4~ ' 

ф(<И = 2у \y-3rj + 1 +3>/ J Ъ\/Ъ'г) [ ч + Зг? ' 1+1/ J / 

4?? Г Зг7 — ?7 1 

£ 7 
4 ' 

3| /3 -г? [Зг/ + »? 1+г/ 

'/",'! "<> for / = / , Я , Ш 
for У = /К , V, VI 

2 + 6 ł?+l 3JJ 

EJ 

1+ 

|ф(0- ,„) 
т 
т 

4г) Г rj2 

7W[~ 3r/ + r? s » 

file:///y-3rj
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Ф22 = *22rt = Ф 2 2 У ) ~ Ф22 = 
-4y(>i + 3) EJ 
3 0 / 5 ' 

2»? 
ф('/») = ф('> /) = 

j/3-5J [1V + V 3-(1+^) 

3?7 fj2 — 6r] — 3 EJ 

P ' 

tiitvi) = - ф « » / ) = t 4 - ^ ^ 
2 3 2 3 3 -0? + Згу) / 4 ' 

^ 2 3 [ 77 — 1 79 — 377 1 £У 

ч + f ~ ł?+3łi J' 7*"' 
4т? EJ 

3(ч+1) ' / 4 ' 

(3.5) 
[cont.] 

Ф30> 

ОД 

| ф ^ + / „ ) f o r / _ j f 7 / ) / / / 

for J = / К , К, VI 

Р = 1,2, 
- 4г? 

+ 2(71+377) _ m-3ijf . 1 £ f 

|/3 чО+JŻ) У'3'»? 3̂ /3̂ (77 + 377)]' / 3 ' 

Г 2ч 2 ^ - З т ? ) 2 1 EJ J = / 

[ 3]7з -ч -О+ч) 9 ] / з - ч - ( ч + З ч ) ] / 3 ' 

Nonvanishing components of 5^? have the form 

(l+3i?) S<z=> = S№> = 
9|/3-(l+4) 

/ - 2 , = 
9]/3-(1+Ч) 

S\V = - S g d = • Z " 2 , = -S®> = ДО, 

5(Za) - e(Zc) _ _25<zb) = ?5 
1 3 1 3 1 3 З . / З - ^ + Зт?) 

9|/3-(4+l) 

«ад = _ ? 4 _ . 
2 3 3(4 + 3/7) 

44 
9 ]/3-(4+1) 

• / • 
(3.6) 

° 3 2 

?УЗ;(1+Ч) 
- / • 

= - Ą 2 C ) = ! / 9 / > 

C(Za) _ C(Zb) _ O(Zc) . 2? !L .1-2 
лзз з̂з з̂з 9 j / 3 3 ^ 
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4. Main node equilibrium equations in k-representation 

A formal derivation of equilibrium equations in k-representation, similar to that of 
Rogula and Kunin , see [6, 10], concerning crystal lattices, will be presented herein. On 
performing the discrete Fourier transform (cf. (2.5)) of Eqs. (3.4), algebraic equations 

3 3 

- J£ ФауР(к) wp(k) + £ $*<k) F„(k) + Fa(k) = 0, (4.1) 
/)=! P=l 

where 

Ф а / 5 (к) m p £е-""*тФ$>, и*Чк) = p £ е - * * и • wL 
m m 

ОДЮ = P%e-*'"^, Р,(к) = P • ^ e - ' k " m ' • (4.2) 
s m' 

F e(k) = P 2 e - * » e •£<-), 
m 

are obtained. Vectors s assume all the values m —m'. The Eqs. (4.1) have been found with 
the aid of the theorem on the transform of convolution equations, cf. [10]. The summations 

л — 

in definitions of Ф а / ) and Sap are finite. By virtue of (2.4) we arrive at 
vi 

P - ' • Ф а Д к ) = £ e * * • С4- 3) 
J=I 

Similarly 

P - 1 - S J Q L ) = £ е л ^ . ^ ) . (4.4) 
" y=a,b,c 

5. Formulation of differential approximate models 

A set of k-representation Eqs. (4.1) is a starting point (cf. [6]) to obtain differential 
equations approximating discrete argument functions being solutions of (3.4). The known 
functions Ф а / ) and Sup can be expanded in power series with respect to the variables i k , , i k 2 

- P - 1 • Фа„(/са) = Cfp By. , SafS{k„) = s# , 
. (5.1) 

H y = i"kyf, i = у — 1 , (not summed) 

where fi denotes a multiindex, cf. [11] p. 77. Substituting Eqs. (5.1) into (4.1) and then 
carrying out an inverse integral Fourier transformation, differential equations of equili­
brium in x-representation 

C t p d ^ w ^ i x ^ + P - = 0, a , j 5 , f f= 1 ,2 ,3 (5.2) 

where 

P = P-\Ffi, pP^P-i-F, (5.3) 
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are arrived at. In order to avoid misunderstandings let us display first few terms of the 
expansion 

3 3 

3 

3 3 

+ 2 2 c S r « * M « ^ + 2 2 c$rdkat8m3„wi'+.... 
Bml k.l.m P= I k.l.m.n 

Coefficients CJ$ are proportional to consecutive powers of the quantity 6 which express 
a spacing of main nodes of the grid. The Eqs. (5.2) will be assumed to be of р-отост pro­
vided the coefficients Q', ' proportional to bs, s ^ p, are retained. It will be said that Eqs. 
(5.2) are of />-order with respect to the displacement u(v or <p) provided all the terms in­
volving и (v or <p) proportional to bs, s ^ p, are taken into account and the other terms 
are assumed to be negligible. 

Substitution of infinite series of Eq. (5.2) by polynomials of p-order with respect to 
differential operators да amounts to assuming that deformation patterns of wave lengths 
being shorter than some value Lp have a negligible effect on resulting lattice plate response. 
It is always required here that Lp > 2b, hence \kub\ ^ it. Thus physical facet of the pro­
blem restricts a domain of variation of the wave vector к to a certain circular neighbour­
hood of point к = 0. 

The smaller the parameter p is, the longer the deformation waves can be admitted. 
In the limiting case of p = 0 a zero-order approximation, so-called long-wave approxi­
mation, is obtained the solutions of which are quantitatively different from those yielding 
from the more complex models. In particular, the simplest model does not describe dis­
persion of waves, cf. [6]. It will be shown below that in this model the hexagonal 
lattice is considered as a point-wise centrosymmetrical structure so that an interchange 
of main and intermediate nodes do not change the governing equations of the theory. 
Nevertheless, the formulation of this model is not a main goal of the paper. This work 
ought to be treated rather as an introduction to further considerations (see [13]) pertaining 
to Cosserat-type models of hexagonal grids, i.e. to the models of the same mathematical 
structure as those of Wozniak's-type outlined in [5]. 

6. Second order approximation equations 

By neglecting in (5.2) the terms dependent on the powers b", s ^ 3, second-order 
equations (with respect to all displacements) are found. Appropriate rearrangements 

give 

Г 3 i 
[(fi + a ) V 2 w + (A+ / г -a ) b\u] +12 — ( / / + < X ) V 4 M + — ( А + / И - а ) Э | и + 
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2 y ( A + ^ - a ) ^ 5 2 ( a f + 3 a l ) » + (Х+/г-а)д1 d2v+l[d- 8l(82~382

2)v] + l2^ g (/. + /<-a) d l ( ? 2 ( a 2 + 3d i )v | + 

+2«д2Ч>+Щд\-dl)<p+l2 ( - ^ a 3 2 V 2 c > J + y = 0, 

(/.+/u-<x)8182u + l[-d8l(82-382

2)]u + l j(A+fi-«)d!d2(82 + 382

2)iĄ+ ( 6 1 ) 

+ (jt + a)V2v + (A + ̂  - a) 8\ v + ~12 [0* + a)V*v + (A + ц - a) ( - ^ 9}+ d l + 23 2 d 2 jwj 

- 2 « а 1 у + / ( - 2 / з а , г 2 0 + / 2 ( - ^ a ^ v v j + y = о, 

- 2 а Э 2 м + / / ? ( а ? - а | ) и - / 2 ( - ^ а а 2 у 2 и | + 2 а а , ^ + / [ - 2 / з а , э 2 © ] + 
4 

/ ( ^ - а а 1 У 2 г ; | - 4 с с 9 : + /2(yV2

?)) + ' K 3 = О, 

where functions и(ха), v(x") and ^(JC") are equal to и д ( х а ) , w2(;ta) and iv3(x"), respectively. 
The following definitions of effective elastic moduli, depending on slenderness ratios 
rj and rj only, 

_ 2^3 ??(??-1) EJ 4 j /3_ _ 2|/3-i? EJ 
<• ~ IV' ^ ~ (1+7?) ' T r ' а ~ " 17 + ЗГ7 Z3 ' 

|/3_ щ\3г)-г) 3rj-\ 1 £7 
P "2 ' ч L'3//i-»/ 4+1 J I3 ' 

a = 

7 = 

3j/3 ^ Г (rj— I)2 EJ 
2 ' rj [ 3(r7+l) 7] + Зт? J' / 3 ' 

]/3 f _(3д-^2 _ г, 1 £7 
»7 L 3(4+3ł?) »y+i J ' 3 ' 

(6.2) 

are introduced, where, in the case of prismatic rods, see [5], Eq. (2.9)4 

£7 £ 
/ 3 ~ 12??yq' 

Two first definitions expressing effective Lame moduli A and /г are exactly consistent with 
Horvay's results [1]. Moreover, the same expressions for A and ц have been obtained in 
[5] by means of two different approaches resulting from the general concept of Woźniak. 

Functions 'pa and ' У 3 depend on the loads subjected to both intermediate and main 
nodes. Their form is complex (see [12]) and will not be given here. 

Note that displacements w, v and rotations <j> are involved in different ways in the 
second order equilibrium equations (6.1). Two first equations involve the fourth order 
derivatives of functions и and v at coefficients proportional to / 2 , whereas the fourth order 
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derivatives of cp do not occur in (6.1). Thus the considered set of equations is not con­
sequent with respect to orders of powers of the parameter 1. In order to make the system 
of Eqs. (6.1) consistent in the mentioned meaning the last Eq. (6.1)3 should be substituted 
by the relation of order three with respect to u, v and of fourth order with respect to cp: 

-2ad2u+i • p(d2-a|)w-p|^aa2v2

wJ+/3^(5af-3af-6ri252)Mj + 

a8, V2z>] + / 3 [ - 82(8\ + 33f> j + (6.3) + 2adlv + l[-2Sdl 82v\ + P 

•4a- cp + l2(yV2cp) + l*\-~yV\\ + 'Y3 = 0. 
16 

Stability 

It will be shown that both systems of Eqs. (6.1) and (6 .1) l i 2 , (6.3) do not allow us to 
formulate boundary value problems, e.g. these sets are not well-established since they 
do not satisfy stability conditions. The stability Kunin's criterion [6], means positive 
determination of the matrix Фа;р(к) (for the arbitrary wave vector k), associated with the 
second order approximation. One of the necessary conditions reads 

p-« • 0ft> = (Ц + «) (k\ + к2

2) + (Х + ц-а)-к{-12- [ J L • (pi + a) • (k2 + k2

2)2 + 

+ ^(l+pi-a.)-kĄ > 0 Wkl,k2eR. (6.4) 

Let kt — |k|cos0, k2 — |k|sin0, q = [k[/. The condition (6.4) takes the form 

Q2^(pi + a) + (ź + /j.-oi)cos20- ^ ^ ( ^ + a) + (A + , M - a ) c o s 4 0 J | > 0 

for arbitrary 0 e (0, 2т:) and § > 0. Inserting в = тс/2, we have g < 4 j / 3 /3 , |k| • / < 2,31. 
Thus, the analysed inequality is satisfied in some vicinity of к = 0 vector: |k| < kciit. 
Moreover it can be proved that such k c r H exists that in the region |k| < fccrit the stability 
condition of second order equations is satisfied. 

In the case of sufficiently long wave deformation patterns (sufficiently small |k|), an 
application of the second order equations is justified. However, the mentioned equations 
are not correct in general so that they lose their sense in the case of particularly short wave 
lengths. 

Elimination of rotation unknowns 

Proceeding similarly to the Kunin 's method (cf. [10], Sec. I l l , p. 134), function 
(which .stands for rotations of nodes) will be eliminated from Eqs. (6.1). To this end the 
last of the latter equations is expressed in к — representation 
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J II „ ., . . 3 
(4a + l2\k\2-y) 

+ \la • fc, / + 2/?/ - k r k 2 - - 3 - / 2 ukt-i-(ki + kj) v + 'Y3 

Provided jl • k| < 2 \ <x\y the R H S of the above equation can be expanded in convergent 
power series with respect to k a . Retaining terms of lower order than second and transfor­
ming the obtained formula into x-representation, we arrive at 

+ /H(^ + ^ ) V 2 ( a ^ - ^ ^ + W - V 2 ' r 3 } -

Substituting the R H S of the above equation into two first of Eqs. (6.1) and neglecting the 
terms involving the powers /*, s ^ 3, we finally find 

[(2^ + ; 0 ^ i + ^ 3 ! ] M + ^ [ ( 7 ^ + 4 A - a + 4 / 3 2 a - 1 ) a t + ( 3 ^ - 8 a - 4 y + 4/3 2 a- 1 )Sf + 

+ (6> - 6 a - 4 y - 8 £ 2 с Г ł ) 8\ 8\)и + [(Л + ft) di d2]v +1(6 + ^/2)81(д2

1-3d2

2)v + 

+ -Г • d1d2[(5ot + X + fi + 2y-4p2oc-1)d2

1 + (3?. + 3ii + 3a + 2y + 4p2a-1)8i)v+p1 = 0 0 

O 

82u-!(d + p/2)81(82-3d2

2)u+^r8i 82[(5oc +Л+fi + 2y-4p2a~1) • 8j + 
O 

+ (3X + 3f* + 3oi + 2y + 4(32a-1)82

2]u+[(2/i + ł)82

2 + fi82

l]v+j6- [ ( 2 / i - ; . - 8 a - 4 y ) 3 f + 

+ (6/г + ЗЯ)а! + (12/г + 6 Я - 1 2 а - 4 у + 1 6 , 9 2 с Г 1 ) г 2 < 9 2 ] г > + > 2 = 0, (6.5) 

where 

P* = y+~e*p8'pY3 + l. -L . G«iie^ji-i2^L_ + ^Utf^ypy* ( 6 6 ) 

and C{ , = — G\2 = G\2 = C f , = 1, the other G",, = 0, eaP denotes a permutation sym­
bol. 

It can be shown that the obtained system of Eqs. (6.5) is not stable. 

7. First order approximation 

By neglecting the underlined terms in Eqs. (6.1) we arrive at the first order approxima­
tion equations. The functions 'pa, 'Y3 take the form 

У = (р\+И+ ~ ^ S 2 Y 3 + l 3-n + i} 

Jv^)-8 v2 3 4 (32 32)Y3] 
2(ч + 1) Ó l P 4 ч + Зу i S l d l ) Y J' 

2(4 + 1) 
(7.1) 

* 

1 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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,уг = _^LZgY

3 + Y3, (7.1) [cent] 
3*9 + 4 

where У 3 = p3, Y3 = p3, see Eqs. (5.3). 
The last equation allows us to express the function gy in terms of functions u,v, their 

derivatives and — function'/"3 depending on moment loads. The elimination of rotations 
does not require here any additional assumptions and leads to equations involving two 
functions и and v only 

[(2p,+ A)d2

l+^2

2]u+(X + fi)dld2v + l(b + pl2)di(d\-3d2

2)v + ''pl = 0, 

[(л + / л ) а 1 г 2 ] г / - / ( г ) + / 5 / 2 ) г 1 ( г 2 - З г 2 ) ^ = 0, (7.2) 

->« = >«+ U « " a ^ 3 + /£-G^ć n ą/y 3 . 

However, it can be proved that Eqs. (7.2) are not stable. 
The derived model (and the obtained before too) takes into account the lack of centro­

symmetry of the neighbourhoods of nodes. This is revealed in Eqs. (7.2) by terms in­
volving the third derivatives of the displacement functions. These terms include constants 
ó and /5, the signs of which depend on the choice of main nodes. Thus the first order equa­
tions are sensitive to the division of the nodes on two families of intermediate and main 
nodes. 

8. Zero-order equations (Horvay's model) 

Zero-oder equations are obtained by neglecting of all the terms of first and second 
order in Eqs. (6.1) and (7.1). Hence, we have 

[(fi + o[)W2 + (A + fi-a)dj]u + (?. + fi-oc)d1c2v + 2ixd2(p+pi = 0, 

[(X + p-a)d1d2]u+[(fi + a)V2 + (A + /u-<x)d2

2]v-2ad1(P+p2 = 0, (8.1) 

-2«d2u+2adiV-4n • y+ Y3 = 0, 

where 

pf = ^+ /5 + - J ^ e ^ ą , r 3 , 
3*7 + 77 

(8.2) 
уЗ = у з , - 377 + 77 *з 

Зт7 + 77 
The last equilibrium equation can be rearranged to the form 

q> = 2-(dtv-c2u)+-^ • Y3. (8.3) 

Making use of the above formula the function <p can be eliminated from Eqs. (8.1) 1 > 2 , 
and, the classical equations (involving и and v only) of isotropic plate in a plane-stress 
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state occur. They can be associated with the name of Horvay to honour of his pioneer 
achievements concerning effective moduli (cf. remarks in Sec. 6) 

[(2ju + ?.)di+/xdz

2]u + (?.+fi)dl82v+pl = 0 , 

(Z + {t)d182u+[(2{x + X)d2

2+fid2]v+p2 = 0 , (8.4) 

The system (8.4), , 2 is stable, provided 

2/л + Я > 0 , ft > 0 . . (8.5) 

By inserting the definitions (6 .2 ) , t 2 into above inequalities it is clear that by virtue 
of positiveness of Young modulus and slenderness ratio ry the conditions (8.5) are fulfilled 
for all real hexagonal-type lattices. 

Note that p* do not depend of rj. Substituting (8.2) into (8.4)3 one obtains 

P " = (jf+p*)+у е ° * а , ( г 3 + У 3 ) . (8.6) 

It is worth emphasising a fact that external: main as well as intermediate loads affect in 
(8.6) in an equal manner. Thus the zero-order approximation does not distinguish between 
main and intermediate nodes: both Eqs. (8.4) as well as (8.6) retain their forms if one 
choose a family of main nodes by an opposite way to the way previously assumed. The 
lack of centrosymmetry of neighbourhoods of nodes is ,,a pr ior i" ignored. 

9. Final remarks 

It has been shown that only one zero-order version leads to a stable, well established 
mathematical model, which makes it feasible to examine boundary value problems of 
the hexagonal-type grid plates. The other models can be applied to analysis of local effects, 
for instance. 

The unstable differential equations can be transformed into stable ones. In the subse­
quent paper [13] a derivation of such a model of a mathematical structure analogous 
to that known from the micropolar plane-stress theory will be proposed. On the other 
hand such models have been considered by Woźniak, [3]. Thus there are two ways of 
constructing Cosserats'-type approximations: the first due to Woźniak, obtained via va­
riational calculus, and the second one resulting from Rogula-Kunin's methods. As it 
will be shown in [13], it is difficult to indicate the best version satisfying both conditions 
of stability and approximation. 

In the present paper our attention has been focused on the specific plate of honeycomb 
layout. Nevertheless, the presented procedure does not lose its value for all dense regular 
grid plates; in particular it is not diffucult to examine by the same method lattices 
constructed of two families of orthogonal bars or of three families of bars intersecting 
at an angle 60°. The mentioned structures belong to the class of simple layout grids, the 
centrosymmetry of the vicinities of nodes being fulfilled. It can be proved, that an essential 
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difference exists between the lattices of simple geometry and the considered hexagonal 
structure, namely, an effective modulus, у (cf. (6.2)6), which is positive in the latter case, 
and takes a negative value in case of simple layout structures. This fact is of significant 
interest, because in the Cosserats'-type approximation the modulus у determines a fluxural 
stiffness corresponding to polar couples. Specific problems concerning Cosserats' conti­
nuum models of hexagonal-type grids will be a subject of the prepared paper [13]. 

• 
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Р е з ю м е 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е М О Д Е Л И Г Е К С А Г О Н А Л Ь Н Ы Х С Е Т Ч А Т Ы Х П Л А С Т И Н О К 

В работе в ы в о д я т с я и а н а л и з и р у ю т с я д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е м о д е л и а п п р о к с и м и р у ю щ и е п о ­
в е д е н и е г у с т ы х , у п р у г и х , г е к с а г о н а л ь н ы х с т е р ж н е в ы х п л а с т и н о к . Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е а п п р о к с и ­
м а ц и и р а з н о с т н ы х у р а в н е н и й р а в н о в е с и я с т е р ж н е в о й р е ш е т к и п о л у ч е н ы м е т о д о м Р о г у л и и К у н и -
н а , и с п о л ь з у я а н а л о г и ю м е ж д у э т и м и у р а в н е н и я м и и у р а в н е н и я м и т е о р и и к р и с т а л л и ч е с к и х ре ­
ш е т о к . П р и м е н е н н ы й п о д х о д дает в о з м о ж н о с т ь п р е д с т а в и т ь к о н с е к в е н т н ы й а н а л и з т о ч н о с т и ф о ­
р м у л и р о в а н н ы х м а т е м а т и ч е с к и х м о д е л е й , п о л у ч и т ь у р а в н е н и я в с м е щ е н и я х путем э л и м и н а ц и и 
у г л о в п о в о р о т а у з л о в и , к р о м е т о г о , п о з в о л я е т в ы я в и т ь ф и з и ч е с к и й с м ы с л п р и б л и ж е н и й в 
к - р е п р е з е н т а ц и и . 

В работе д о к а з ы в а е т с я , ч т о с р е д и о б с у ж д а е м ы х п р и б л и ж е н н ы х в е р с и й , т о л ь к о о д и н в а р и а н т 
н у л е в о й а п п р о к с и м а ц и и д а е т с т а б и л ь н ы е у р а в н е н и я и потому т о л ь к о в том с л у ч а е м о г у т б ы т ь к о р ­
р е к т н о п о с т а в л е н н ы к р а е в ы е з а д а ч и д л я о г р а н и ч е н н ы х р е ш е т о к . О с т а л ь н ы е м о д е л и м о г у т б ы т ь 
п о л е з н ы п р и а н а л и з е л о к а л ь н ы х э ф ф е к т о в . 

П р е д с т а в л е н н ы е и с с л е д о в а н и я м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь д л я а н а л и з а ф и з и ч е с к о й к о р р е к т н о с т и 
м о д е л е й типа К о с с е р а - ( к о т о р ы е б ы л и п р и с п о с о б л е н ы В о з н я к о м в е го м о н о г р а ф и и п о с в я щ е н н о й 
с е т ч а т ы м п о в е р х н о с т н ы х к о н с т р у к ц и я м ) . 
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S t r e s z c z e n i e 

R Ó Ż N I C Z K O W E M O D E L E H E K S A G O N A L N Y C H T A R C Z P R Ę T O W Y C H 

W pracy wyprowadzono i przeanalizowano modele różn i czkowe a p r o k s y m u j ą c e deformację gęs tych, 
sprężys tych , heksagonalnych tarcz p r ę t o w y c h . R ó ż n i c z k o w e przybl iżenia dyskretnych r ó w n a ń r ó w n o w a g i 
siatki p rę towej otrzymano m e t o d ą R o g u l i i K u n i n a wykorzys tu jąc ana log ię między w / w r ó w n a n i a m i 

i r ó w n a n i a m i teori i siatek krystalicznych. Zastosowane podejście zezwala na : k o n s e k w e n t n ą ana l izę do­
k ładnośc i f o r m u ł o w a n y c h model i , modyf ikac ję r ó w n a ń polegającą na eliminacji przemieszczeń k ą t o w y c h 
i umoż l iw ia ponadto fizyczną in terpre tac ję przybl iżeń dokonywanych na r ó w n a n i a c h w к-reprezentacji. 

W pracy wykazano, że s p o ś r ó d omawianych wersji jedynie wariant zerowego przybl iżenia prowadzi 
do r ó w n a ń stabilnych. Za tem tylko w tym przypadku m o ż n a poprawnie f o r m u ł o w a ć zagadnienia brzegowe 
dla tarcz ograniczonych. Pozos ta ł e modele m o g ą służyć do badania zjawisk lokalnych. 

Przedstawione w pracy wywody zezwalają na anal izę fizycznej p o p r a w n o ś c i model i typu C o s s e r a t ó w 
wykorzystanych przez W o ź n i a k a w jego monografi i [3] dotyczącej dźwiga rów siatkowych. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 26 kwietnia 1983 roku 
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Politechnika Poznańska 

Buckling loads of elastic-plastic shells can be determined by means of two approaches. 
In the first one, called the constant load approach, it is assumed that the external load 
does not change in post-buckling state this is accompanied by arising local unloading 
regions (passive processes). In the second one, the so called S H A N L E Y approach is assu­
med [2, 3], i.e. that the load increases in the post-buckling state, and the passive processes 
develop only as a result of post-critical deflections. In paper [4] the S H A N L E Y approach 
has been used for calculating bifurcation loads of conical shells. The presented procedure 
account for the stability analysis of elastic-plastic shells basing on the two fundamental 
plasticity theories, i.e.: the incremental (plastic flow) theory, and the total strain (defor­
mation) theory. It is also possible to use the results of paper [4] for analyzing elastic shells. 
The problem is quite complicated when including the effects of unloading. This leads to 
nonlinear differential equations; although geometrical linearity is assumed. It is the 
purpose of this paper to linearize these equations for a simply supported conical shell, 
with the assumption of a two-parametrical external load and a linear stress-deformation 
material hardening relation. 

The basic stability equations for a conical shell, according to linear shell theory, are 
as follows [4]: 

1. Introduction 

2. Stability equations and physical relations 

F, xxs'mfi + 6MXi xxxcosfl + 26MX_ xcosfi + 

xcos/? 

= 0, 

+ 

(2.1) 
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where dMaP are the additional buckling moments per unit length, NaP are the membrane 
forces, and w is the normal deflection. Eq. (2.1 ) 2 is the equilibrium equation with intro­
duced force function F, and eq. (2.1)2 is the strain compatibility equation. 

According to the constant load concept the local unloading regions appear at the mo­
ment of buckling; so the three main zones are distinguished (see I, II, HI in Fig . 2). In 
the first zone, a part of the shell that was deformed into the plastic state before buckling. 

F i g . 2 

returns to the elastic state; it is governed by physical relations of generalized Hooke's 
law. The second zone (II) is so distinguished that before buckling material is deformed 
plastically, but in post buckling the state a part of the material returns into the elastic 
state and the rest remains plastic. So, active and passive processes develop here. In the 
third zone (III) the plastic deformations hold for the pre-and post-buckling states; the 
unloading does not take place here. The physical relations in the first and in the third 
zones are evident, i.e. the generalized Hooke's law and apropriate plasticity relations, 
respectively. 

Assuming the Kirchhoff-Love hypotheses the additional forces and moments during 
buckling in the shell are: 

dN, 04? - / 
h 

+ 2 

^Ma? = j daapx3dx3. (2.2) 

When calculating the forces and the moments in the second zone each of the integrals 

(2.2) should be devided into two, i.e.: ( — — , x 3 0 , and *зо, +~2 )l хзо is a coordi-
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nate of active and passive processes boundary. We have for example 

8 N l _ 1 ^ л г 2 = J (dEi_dJtlX3)dx3+~(Es-E,)d°y. 

+ 1 +1 

x J (x3-x30)dx3 + J {de1-6x1x3)dx3, 

where x3 = 2x3/h — dimensionless variable, and Es, E, are secant and tangent modules 
respectively. When appropriate calculations are made, for the total strain (deformation) 
theory one obtains: 

ÓN2 = B1[de2 + ~de1^+D1[dx2 + -^dx^ + B2dqidx, 

6N12 = В^у^ + ^-В^х^+В^дх, 

(2.4) 
óMi = óMx = -Dl{^6s1 + -^-де2^-С2^дх1 + ^-дх2^ + С3ахдх, 

дМ2 = <5M„ = -D1^ds2 + Y d ^ - C 2 ^ 6 x 2 + ^-óx^ + C3aędx, 

6Ml2 = 6MXV = -01ду12-^С2^12+С3тхч,дх, 

where В1г В2, Dlt Clt and C2 are the stiffnesses of the shell, given by the formulas: 

Bi - | - £ Л [ 2 - Д ( 1 - x 3 0 ) ] , B2 = i - £ A 2 ( / k - / J ( l - х 3 0 ) \ 

Z), = ~Eh2fa(l-x2

30), С2 = ^Eh3[2-fM - x jo ) ] , (2.5) 

С 3 = ±.Eh4fk-fJ(l + х2

30)(2 + х30), х30 = ^ < 1. 

The quantities in (2.5) are as follows: 

E E _ 
/ « . = l - — j p Л = 1 — o ' * = 0**071> 0* = <V*Tli (26) 

If before buckling the plastic deformations are small with comparison to elastic deforma­
tions one may put fm = 0, then Eqs. (2.5) are reduced to the form: 

4 1 Eli3 

Bt = - Eh, B2 = ^Eh2fk{\ -x30)2, D,=0, C2=D 
2 — g 7 ) i V i -^30/ > " 1 — V» ^ 2 — is — g , 

( (2.7) 

C 3 = - - £ А 3 Л ( 1 + х 3 о ) 2 ( 2 - Х з о ) . 
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The physical relations (2.4) are coupled and nonlinear, because the position parameter 
3ć 3 0 , denoting the boundary between elastic and plastic region, is a variable and it depends 
on the unknown functions [2]: 

x30 = 1 - 2 C , 

A 

i 
= 1 - / ( 1 + Ф ) ] А - \ 

Ф = (l-fk)Ehdx 
(ax - у a^j SN i + ^ - у o-x| 6N2 + 3rxif ON, 

(2.8) 

From the first three equations of (2.2) deformations deap may be expressed in terms of 
the force function F. Substituting óMa/i (expressing the curvatures dxxp by the deflection 
и') and deal> from (2.2) into stability equation (2.1) we obtain a set of two nonlinear diffe­
rential equations for the deflection tv and the force function F, to analyse the stability of 
an elastic-plastic conical shell under small deflections including effects of passive processes: 

D F,^sin/3 + a, i f , x x x x + a 2 w t X X X + a 3 i v , x x + a 4 и» , x + a 5 i v . x X n + 

+ « 7 H», X V P + cc9 w, w + a, о w,, D \ xcos O
 W.<P4> + 

xcosp 
, Px 2 

+ cos 0w, x)-f-j + -p-cos/Sw. 
P • ( * i - * 2 ) - ^ . * , + 

I 2 t g / S 

+ « 1 4 F , x x x x + ccl2F,xxx + x13FiXX + alAF,x + cclsF, xxq,., + <x17F. x , l 4 + 

+ a 1 9 F , w + a 2 0 F , , r „ y = 0, (2.9) 

Ehw, x x sin/? + /9j F . x x x x +P2F, xxm + Рз +/З4 P. *«</• + 

+ P5F, x x x + (36 F, w + / З 7 F x x + /38 F x + /?j, iv, х я ж х -f-/?i 2 и>, x x , № + 

+ ^ 1 3 H ' , . W + ^ 1 4 > * ' , X № + /3I5"',a:.xx + /3I6M',, / , . = 0. 

Now we come to linearizing the above equations. In the formulae for С (2.8) under the 
square root there is the function Ф. For elastic deformations 0 = 0, for pure plastic de­
formations Ф = —fK. It can be prooved that \Ф\ < fk < 1. Substituting С from (2.8) to 
the eqs. (2.9) we expand the characteristic terms in series, with respect to powers of Ф. 

( Л - / ( „ К 2 ( 3 - 2 С ) 
fk jm i 
—f ^ l O " ! 7 

.Ik Jk 
+ + . . . . (2.10) 

Jk 

(fk —Ув)-Т — :2 Л - 4 . 2 - Л - 2 / 1 - Л 2 Л - / . - / . | / Ь - Л 

л2 . y«\f»t/r-7 i - / * 2(л-/„+/;((/i-л)3 

х ( 1 - Л - / Г - Л ) Ф + 

where 

(2.11) / , о = [ - 8 + 12/i - ЗЛ2 + 8(1 - Л ) 1 ] / * " 2 , 

я?о = (1 -Л)1зл-б+б|/ь=л]л-2. 
In eqs. (2.9) terms there are also which cannot be linearized. However, their influence 



S T A B I L I T Y O F C O N I C A L S H E L L 427 

is so small, when plastic deformations are smaller than the elastic ones. So the nonlinearity 
parameter x 3 0 we put x 3 0 = — 1 on one hand, or with the Iliushin hypothesis [2] assuming 
zero values of force variations in the shell middle surface AA/j = 6N2 = dNi2 = 0 we 
take a 3c3 0 value accordingly on the other hand. In such an approach we obtain two diffe­
rent values of buckling load, and the set of equations (2.9) is linear with variable coeffi­
cients. 

3. Method of Solution 

The basic functions, i.e. the deflection w, and the force function F a r e taken as: 

. W T C . . WJTC . 
w(x, cp) — tv0sm—j-(x-Xi)COS ncp, F(x, cp) = F0sin—j~(x — xjcoswq?, (3.1) 

where m, and n are parameters. The functions (3.1) satisfy kinematic boundary conditions 
for simply supported shell edges, but the static boundary conditions are satisfied in part 
only. The previous investigations show that it is insignificant for shells of medium and 
large lengths whether all of the boundary conditions are satisfied. The linearized set of 
equations (2.9) we integrate using the G A L E R K I N type procedure. When F , . and F2 are 
the left-hand side of the eqs. (2.9) one may put 

2rt x% 2rc x2 

J J F , (x , <p)w(x, cp)dxrdcp = 0, j j F2(x, cp)F(x, cp)dxrdcp = 0. (3.2) 
0 xi 0 Ai 

In the plastic range it is not possible to integrate analytically the equations, since not all 
of the calculated functions have an explicit form; a numerical procedure must be used. 
If appropriate transformations are made, a set of two algebraic equations is obtained. 
The resulting set of two equations is linear with respect to the vector of unknowns U = 
= U(w0,F0). 

Using the static stability criterion, i.e. that the determinant of the above mentioned set 
of equations must be equal to zero, we obtain 

2Eh - — ' -~ 
L = -J)~C2-(Al+n2A2+n+A3)(Bl+n2B2 + n*B3) + 

+ (Alo + n2A2O + nU3O)(Bl0+n2B2O + n4B3O)- (3.3) 

-Ć[Eh(A10 + n2A20+nU30)+ ^(Bl0 + n2B20 + nĄB30)] = 0. 

The buckling criterion, eq. (3.3) is transcendental and quite complicated, and it cannot 
be solved exactly; a numerical procedure must be used. The critical load can be calculated 
as the smallest positive root of eq. (3.3); however, it is necessary to minimalize it with 

respect to parameters m and n. The integrals Л ; , Bt, Ai0, BiQ are calculated numerically, 
where for example 

Л, = A0 + A, cos/?, (3.4) 



428 J . ZlELNICA 

— I cospV 1 2 | * j , а я = 

+ 

12el 

\ A l > A, = 
H i i 
Xl 

h 
for ai > ffpl, (3.4) 

i• / i : . i f r / \2 tcont.] 

1 
2д:2 j s i n ( x — X i ) | rfx, 

^ = J V " r ) Г Г П ^ n S . n 2 - T - ( x - x 1 ) + y r ( e 1 

2m re 
2 + e21)sin—j— (x-xi)-

1 miz \ 
—~е22ьоь —r~\pC~Xi)}ax, ... 

here a,- is effective stress, apl is plastic limit, eu are the shell stiffnesses (еи depend on the 
load). 

4. Numerical Results and Conclusions 

A research procedure elaborated by the Author [4] to find the buckling load from 
the buckling criterion, eq. (3.3), is used. In this procedure we evaluate the critical load 
numerically from the buckling criterion by searching for zero points of eq. (3.3) according 
to Newton's iteration technique; the integrals were evaluated by Simpson's rule. The 
buckling load is the lowest buckling load of many buckling loads for a specified range 
of m and n. The calculations were made on the computer O D R A 1305. Let us consider 
a circular conical shell loaded as in Fig. 1. In the presented series of investigations the follo­
wing basic data have been assumed: x± = 34.635 cm, „Y2 = 77.635 cm, /5 = 20°, <xN = 
= pXi/Ng = 8. We assume a linear stress hardening material with an isotropic strain 
hardening in which: E = 2- 10s M P a , E, = 10000 M P a , xpi = 70 M P a . 

Fig 3 is a plot of curves representing the zero points p* of the stability criterion (3.3), 
versus n, (m = 1), for different assumptions accepted in this paper. A minimum of each 
p* curve is the buckling load. In Fig. 3 the present solutions arc also compared with the 
author solutions [4] using the S H A N L E Y approach. Comparison of the results shows 
(see Fig . 3), that the inclusion of the effects of passive processes gives a higher critical 
load than the S H A N L E Y concept (the deformation theory in both cases is used); this 
was also stated previously in the analysis of plate stability [3]. The assumption of x 3 0 = — 1 
gives the results which are in better agreement with the S H A N L E Y concept, than using 
the I L I U S H I N hypothesis which says that the normal forces variations in the shell middle 
sturface vanish in the moment of buckling. When we use the simplified physical equations. 
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eqs (2.7), i.e. fm = 0. then the results are comparable with the I L I U S H I N hypothesis 
bKp = 0. 

We shall next obtain an elastoplastic solution of the cases in which a shell thickness 
parameter h is varied, with the rest of parameters taken constant, except of the angle p\ 

0 Ъ ГО n 

F i g . 3 

F ig . 4 shows a plot of critical load as a function of shell thickness for different /3 using 
the simplified physical relations, f<u = 0 (2.7). It was ascertained, that a shell thickness 
increase is accompanied by the critical load increase; the curve shapes are approximately 
linear within the range of investigations. When angle /5 is increased, there is also an increase 
in the buckling load. The change of these two parameters did not affect the buckling 
form; m = 1, n = 7 (or 8). 

F ig . 5 presents the results of calculations for different h and /3, using non-simplified 
physical relations (2.5), where fm ф 0. For comparison Fig. 5 shows also the curves obtained 
on the basis of the Shanley concept for deformation theory (TD), and plastic flow theory 
(TPF), for /3 = 20°. Here one can see that when including the unloading and deformation 
theory of plasticity (as in this paper), the critical loads turn to be higher than when using 
the S H A N L E Y approach (unloading not included). However, the S H A N L E Y concept 
and incremental theory give critical loads (dotted line in Fig . 5) higher than in the case 
of deformation theory and the S H A N L E Y concept; but these are slightly different as to 
compare with critical loads obtained when including the unloading effects (see Fig . 5). 

The obtained results were also the basis for plotting the diagram, Fig. 6, in coordina­
tes p, Na, that presents instability regions (ultimate load) of the shell for different coeffi-
vients xN. The points contained within an area limited by the coordinate axes and the 
curves refer to a stable condition, and for combination of p and Na which corresponds to 
the position on the curve or the position outside the stability region, the shell is found 
to be in an unstable condition. It is seen that the curves for the S H A N L E Y approach and 
for I L I U S H I N concept of óNaP = 0, differ somewhat in form; the inclusion of the effects 
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h[cm! 

F i g . 4 

of unloading gives higher critical loads, but the discrepancies are larger when the coeffi­
cient otjy is small. 

It is worthnoting that the effects of passive processes on the inelastic buckling strength 
of conical shells subjected to axial compression and external pressure are significant for 
some cases, and these effects may be determined by the procedure given in this paper. 
The computer program developed in this research can also treat a linear elastic problem, 
because the terms resulting from plastic deformations are neglected automatically by 
conditional transfers in the program. 
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Р е з ю м е ^ 

Л И Н Е А Р И З А Ц И Я У Р А В Н Е Н И Й У П Р У Г О П Л А С Т И Ч Е С К О Й У С Т О Й Ч И В О С Т И 
К О Н И Ч Е С К О Й О Б О Л О Ч К И С У Ч Е Т О М Р А З Г Р У З К И 

В р а б о т е р а с с м о т р е н п р о б л е м у п р у г о - п л а с т и ч е с к о й у с т о й ч и в о с т и о б о л о ч к и в в и д е у с е ч е н н о г о 
к о н у с а п о д д е й с т в и е м р а в н о м е р н о г о п о п е р е ч н о г о д а в л е н и я и о с е в о г о с ж а т и я . У р а в н е н и я з а д а ч и 
п о с т р о е н ы на о с н о в е д е ф о р м а ц и о н н о й т е о р и и п л а с т и ч н о с т и и т е о р и и п л а с т и ч е с к о г о т е ч е н и я . Э т и 
у р а в н е н и я п о л у ч е н ы с учетом р а з г р у з к и м а т е р и а л а , и их л и н е а р и з а ц и я с д е л а н а с п о м о щ ю р а с л о -
ж е н и я в с т е п е н н ы е р я д ы н е л и н е й н ы х ч л е н о в . Л и н е а р и з о в а н н у е у р а в н е н и я р е ш е н ы методом Б у б -
н о в а - Г а л е р к и н а . Р е з у л ь т а т ы могут б ы т ь и с п о л ь з о в а н ы д л я о п р е д е л е н и я к р и т и ч е с к и х н а г р у з о к 
в у п р у г и х , у п р у г о - п л а с т и ч е с к и х и ч и с т о - п л а с т и ч е с к и х с о с т о я н и я х . 

S t r e s z c z e n i e 

L 1 N E A R Y Z A C J A R Ó W N A Ń S T A T E C Z N O Ś C I S P R Ę Ż Y S T O - P L A S T Y C Z N E J P O W Ł O K I 
S T O Ż K O W E J Z U W Z G L Ę D N I E N I E M P R O C E S Ó W B I E R N Y C H 

W pracy przedstawiono anal izę i p rzyk łady obl iczeń numerycznych s ta tecznośc i sprężys to-p las tyczne j 
p o w ł o k i s tożkowej obciążonej bocznym ciśn ieniem r ó w n o m i e r n y m i ściskającą siłą wzdłużną . Uwzg lęd ­
n iono odc iążenie m a t e r i a ł u w chwi l i utraty s ta tecznośc i , a wyprowadzone r ó w n a n i a zlinearyzowano przez 
roz łożen ie w szereg po t ęgowy cz łonów niel iniowych. R ó w n a n i a r o z w i ą z a n o m e t o d ą o r togona l izacy jną 
Ga le rk ina . W przyk ładach obl iczeń numerycznych przedstawiono p o r ó w n a n i e w y n i k ó w uzyskanych 
w oparciu o r ó ż n e podejśc ia stosowane, w teorii s ta teczności konstrukcji plastycznych. 

Praca została złożona w Redakcji 15 stycznia 1983 roku 
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1. Wstęp 

W celu zbadania osobliwości lotu obiektów zrzucanych z samolotów w zakresie pręd­
kości poddźwiękowych, rozpatrzono dynamikę zasobnika w chwili zrzutu z nosiciela oraz 
wpływ warunków początkowych na parametry lotu w punkcie upadku. 

Obiekt traktowano jako układ mechaniczny sztywny [2, 4, 8] o sześciu stopniach 
swobody składowe prędkości: podłużna U poprzeczna W i boczna V oraz przemieszczenia 
kątowe; kąty przechylenia Ф, pochylenia в i odchylenia 4J. 

Wyprowadzono równania ruchu zasobnika i opracowano programy [7] do obliczeń 
na E M C , stosując numeryczne całkowanie równań za pomocą metody Mersona. Charak­
terystyki aerodynamiczne uzyskano w wyniku badań modelowych w aerodynamicznym 
tunelu poddźwiękowym w Instytucie Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej Poli­
techniki Warszawskiej. Charakterystyki masowe wyznaczono na drodze obliczeń teore­
tycznych. 

2. Dynamiczne równania ruchu obiektu 

D o opisu ruchu obiektu zrzucanego z nosiciela przyjęto następujące układy odniesienia 
[4, 5. 8, 9, 10, 11, 13]; 

— układ sztywno związany z poruszającym się obiektem Oxyz rys. (1 i 2). 
— układ prędkościowy związany z kierunkiem przepływu ośrodka Oxayaza (rys. 2). 
— układ grawitacyjny związany z poruszającym się obiektem Oxgygzg (rys. 1). równo­

legły do układu O x . ^ j Z , . 
— nieruchomy układ grawitacyjny związany z Ziemią 0x1y1z1 (rys. 1). 
Badając ruch klasycznego zasobnika lotniczego założono, że jest on ciałem sztywnym 

osiowosymetrycznym, a stałej masie [1, 2, 5, 8, 9, 10, 11, 13]. 
Układ różniczkowych równań ruchu zasobnika lotniczego, uwzględniający nielinio­

wości geometryczne kinematyczne i aerodynamiczne w zapisie macierzowym ma postać 
[8,11.13]: 

P i ( / ) + N ( x , x , r ) = 0, (1) 

S Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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N = 

- m(t) (RV-QW) + m(t)g sind-XQQ-X 
- m(t)(PrV—RU) — m(t)gcos6sin0— YRR—Y 
- m(t) (QU-PV)- m(t)gcos 6cos<P — ZQQ-Z 
-L„P-L 
[Jx(t)-Jx(t))PR-MQQ-M I (4) 
[Jy(t)-Jx(t)]PQ-NRR-N 
- PcosG - (Qs'm<P + Л cos Ф) sin 0 
- 6 c o s 0 + i ? s i n 0 

[_-Qs'm<P + Rcos<P. 

W celu uzyskania pełnego układu równań uzupełniano równania (1 ) następującymi 
związkami kinematycznymi [4, 8, 11 , 13] : 

co l [Xj , , ż,] = Aylco\[U, V, W], (5) 

col[<M,'ń = Л Б ' С О Ц Р , Q,R], (6) 

gdzie Ay,An macierze transformacji [4, 8, 13]. 
Kąty: natarcia a i ślizgu у zdefiniowano jako: 

W 
a = arc sin 

gdzie: 

у = arcsm 

vi = U2 + V2+łV2. 

(7) 

(8) 

(9) 

Pochodne aerodynamiczne XQ, YR, ZQ, MQ, NR występujące w macierzy N (4) ba­
danego zasobnika przedstawiono w pracach [11, 13]. 

3. Przykład liczbowy i wnioski 

Numeryczne rozwiązanie równań (1) -ь (9) otrzymano na maszynie cyfrowej O D R A , 
wykorzystując do całkowania metodą Mersona [7]. Analizę numeryczną przeprowadzono 
w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych. 

Obliczenia wykonano dla następujących warunków początkowych: 
— prędkości zrzutu Vp = 175 [m/s], 
— wysokości zrzutu И = 5 0 0 [m], 
— kąta pochylenia toru 0o = 2°; 1 ° ; 0 ° ; - 1 ° ; - 2 ° , 
— kąta natarcia <x„ = 2 ° ; 1 ° ; 0 ° ; - Г ; - 2 ° , 
— kąta odchylenia Wp = 0 ° ; 1 ° ; 2 ° , 

dla zasobników o różnej masie oraz przy zachowaniu stałych charakterystyk geometrycz­
nych i aerodynamicznych. 

Charakterystyczne wyniki obliczeń badanego obiektu przedstawiono na wykresach 
rys. 3 - 1 4 . 

Z analizy uzyskanych rezultatów obliczeń wynika, że profil toru lotu zasobnika z, = 
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= z^{xi) i у i = yi(-^i) silnie uzależniony jest od parametrów lotu samolotu w chwili 
oddzielenia (rys. 3, 5, 9, 11, 12), jak również charakterystyk masowych zasobnika (rys. 
U , 12). 

Początkowy kąt pochylenia zasobnika 6„ ma istotny wpływ na zasięg (rys. 3) oraz na 
kąt upadku 6k (rys. 4), przy czym wzrost kąta dp powoduje zwiększenie zasięgu i kąta 

Z,lm] 

500 

400 

200 

x ; 
\ \ V \ 9 p = 2 ' 

o° x x x 
-1° \ x 

u 500 1000 1500 x,[m] 

Rys . 3. f o r y lotu zasobnika przy różnych począ tkowych ką tach pochylenia 0, 

-0,2 

-0,4 

V 2 ° 
5 ^ i l 
N N \ o 

0 500 1000 1500 

x,|m] 

Rys. 4. Zmiany ką t a pochylenia zasobnika 0 

upadku. Istotny wpływ na profil toru zasobnika w pobliżu nosiciela ma początkowy kąt 
natarcia xp. 

Z rys. 5 wynika, że przy małej masie zasobnika m = 50 kg i ujemnym kącie natarcia 
<xp = -2° następuje przewyższenie toru nosiciela o ok. 1,75 m, co może spowodować 
kolizję z samolotem. • 
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R y s . 5. Tory lo tu zasobnika przy r ó ż n y c h począ tkow ych ką tach natarcia a . 

N. 

0 100 200 

0.03 

-0.03 

-0.06 

Rys. 6. Zmiany ką ta pochylenia dla różnych war tośc i począ tkowych 0P 

N a rys. 6 przedstawiono zmianę kąta pochylenia 0 zasobnika w pobliżu nosiciela dla 
różnych wartości początkowych 6P. 

Kolejne wykresy przedstawiają oscylację kąta natarcia a zasobnika (rys. 7a, b) oraz 
kąta ślizgu у (rys. 8) przy różnych wartościach początkowych tych parametrów. Wynika 
z nich, że ruch zasobnika na torze ma charakter oscylacji t łumionych, a amplituda oscylacji 
zależy od wartości początkowych kątów xp i yp. 

Z wykresu toru lotu zasobnika w płaszczyźnie ćbr, j>x (rys. 9) wynika, że odchyla się 
on od płaszczyzny rzutu, przy czym zboczenie to jest uzależnione od początkowego kąta 
odchylenia 4'p. Większy początkowy kąt odchylenia powoduje większe znoszenie boczne. 

N a rys. 10 przedstawiono oscylacje kąta odchylenia 4J zasobnika przy różnych jego 



100 
x.l m l 

?00 300 

Rys . 7a, b. Oscylacje kąta natarcia a zasobnika 

Rys . 8. Oscylacje ką ta ślizgu у zasobnika 

wartościach początkowych Ч'р = 0°, Г i 2°. Wykonuje on jedynie stabe oscylacje odchy­
lania wokół ustalonej wartości początkowej kąta xl'p, bez zmiany jego średniej wartości. 

Kolejne wykresy przedstawiają profil toru lotu zasobników o różnej masie dla różnych 
wartości początkowych kątów pochylenia (rys. 11). Profil ten zależny zarówno od wa­
runków zrzutu, jak również od charakterystyk masowych zasobników przy niezmienionych 
charakterystykach geometrycznych. Zasobnik o większej masie charakteryzuje się większą 
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Rys. 9. Przemieszczenie ś r o d k a masy obiektu w płaszczyźnie bocznej 

0,04 

0.03 

100 
x,[m) 

Rys. 10. Zmiany kąta odchylenia !P 

200 

donośnością, co uzależnione jest od stosunku działających sił aerodynamicznych do sil 
masowych. 

Charakter zmian kąta pochylenia zasobników o różnych masach, dla różnych wartości 
początkowych 0 P , przedstawia rys. 13. Ruch zasobnika o mniejszej masie m = 50 kg 
charakteryzuje się oscylacjami o większej częstotliwości i mniejszej amplitudzie niż za­
sobnika o masie dużej. 

Przebieg zmian kąta natarcia na torze lotu (rys. 14) wyraźnie wskazuje na oscylacyjny 
charakter ruchu zasobnika. Ruch zasobnika o masie m = 50 kg jest silnie tłumiony, co 
wynika z dużego stosunku sił aerodynamicznych do sił masowych. 
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4. Wnioski ogólne 

Wyniki analizy własności dynamicznych zasobnika lotniczego w chwili oddzielenia od 
nosiciela wskazują, że małe odchyłki od założonych parametrów zrzutu dają duże błędy 
w punkcie upadku (x j , z x , 6k), jak również w przebiegu lotu swobodnego. Wynika stąd 
konieczność stosowania na samolotach czujników mierzących kąt położenia oraz prędkości 
kątowe, kąty natarcia i ślizgu oraz wprowadzania tych danych do układów celowniczych. 
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Rys . 13. Oscylacje ką t a pochylenia 0 z a s o b n i k ó w o różnych masach 
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R y s . 14. Oscylacje ką t a natarcia a z a s o b n i k ó w o różnych masach 

Innym problemem wynikającym z przedstawionej analizy jest zagadnienie zrzutu oraz 
pierwszej fazy lotu zasobników o małej masie, a dużych siłach i momentach aerodynamicz­
nych. Obliczenia, jak również praktyka wykazały, że zasobnik o małej masie po zrzucie 
z samolotu przy kątach natarcia «p ф 0 może zderzyć się z nosicielem. Powstaje więc 
kwestia stosowania wymuszonego oddzielania zasobników od nosiciela, bądź rozwiązań 
technicznych eliminujących możliwości kolizji. 

Przedstawiona metoda badania własności dynamicznych zasobników lotniczych umo­
żliwia analizę zachowania się zasobników lotniczych o dowolnym schemacie konstruk­
cyjnym na całym torze lotu swobodnego, począwszy od zrzutu, przez fazę odejścia od no­
siciela do punktu upadku. 
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Ważniejsze oznaczenia 

Л , Л , Л — osiowe momenty bezwładnośc i zasobnika, 
m — masa ca łkowi t a zasobnika, 

L,M,N—aerodynamiczne momenty przechylające, pochylające i odchylające zasobnika, 
LR, MQ,NK — pochodne aerodynamiczne momentu przechyla jącego, pochyla jącego i odchyla jącego 

względem zmian prędkośc i ką towych zasobnika, 
Л — p r ędkośc i k ą t o w e przechylania, pochylania i odchylania zasobnika, w układz ie związanym. 

U, V, W— prędkośc i l iniowe ś r o d k a masy zasobnika w układz ie związanym, 
X, Y, Z — o p ó r , siła boczna, siła n o ś n a z a s o b n i k ó w w układz ie związanym, 

XQ, YR, ZQ — pochodne aerodynamiczne oporu , siły bocznej i nośnej zasobnika względem zmian pręd­
kości ką towych Q i R. 

a — kąt natarcia zasobnika, 
у — kąt ślizgu zasobnika, 

Ф, О, 4' — kąty przechylenia, pochylenia i odchylenia zasobnika. 
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P e :i ю M e 

В Л И Я Н И Е У С Л О В И И С Б Р О С А Н А Д В И Ж Е Н И Е А В И А Ц И О Н Н О Г О К О Н Т Е Й Н Е Р А 
Б Л И З К О Н О С И Т Е Л Я II П А Р А М Е Т Р Ы Е Г О П А Д А Н И А 

И с п ы т а н о особенности полёта о б ъ е к т о в , с б р а с ы в а е н ы х и з с а м о л е т о в п р и д о з в у к о в ы х с к о ­

р о с т я х . Р о с м о т р е н о , д и н а м и ч е с к и е с в о й с т в а а в и а ц и о н н о г о к о н т е й н е р а в момент сброса и з н о с и -
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т е л я , а т а к ж е в л и я н и е н а ч а л ь н ы х у с л о в и й на д и н а м и к у к о н т е й н е р а в т о ч к е п а д е н и я . А в и а ц и о н н ы й 
к о н т е й н е р п р и н я т о к а к м е х а н и ч е с к у ю систему о ш е с т и с т е п е н я х с в о б о д ы . В ы в е д е н о у р а в н е н и я 
д в и ж е н и я и п р и м е р н о с д е л а н о в ы ч и с л е н и я . И з ч и с л е н н ы х р е з у л ь т а т о в в и д н о , ч т о м а л ы е о т к л о ­
н е н и я п р и н я т ы х п а р а м е т р о в сброса д а ю т к р у п н ы е о ш и б к и в т о ч к е п а д е н и я и в л и я ю т на т р а е к т о р ю 
спободого полёта к о н т е й н е р а . 

S u m m a r y 

I N F L U E N C E O F T H E D R O P P I N G C O N D I T I O N S O N T H E C O N T A I N E R M O T I O N N E A R 
C A R R I E R A N D O N T H E I M P A C T P A R A M E T E R S 

Peculiar feature o f the container flight, dropped from the subsonic aircraft were studied. Container 
dynamics at the dropping point as well as influence o f the ini t ial conditions on the flight parameters 
near the impact point were evaluated. Container was considered as a r ig id object having six degrees of 
freedom. Exemplary numerical calculations were performed. It was found that the small divergence from 
the assumed dropping conditions lead to the significant deviation o f the impact point. 

Praca została złożona w Redakcji 2 lutego 1983 roku 
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B A D A N I E S T A T E C Z N O Ś C I S A M O L O T U W U S T A L O N Y M KORKOCIĄGU 

W O J C I E C H B L A J E R 

Wyższa Szkoła Inżynierska 

1. Wstęp 

W pracy przedstawiono metodę badania stateczności ruchu samolotu w ustalonym 
korkociągu. Samolot traktowano jako sztywny układ mechaniczny o sześciu stopniach 
swobody. Badano stateczność położenia równowagi samolotu w korkociągu o osi piono­
wej względem ziemi dla ustalonej wysokości i przy ustalonych parametrach sterowania. 

Niniejsza praca stanowi rozwinięcie pracy [3], podejmującej zagadnienie wyznaczania 
warunków równowagi ustalonego korkociągu samolotu. Stan lotu samolotu w korkociągu 
ustalonym stanowi bazę wyjściową przedstawionej metody badania stateczności położenia 
równowagi. 

Równania do badania stateczności ruchu samolotu w korkociągu ustalonym otrzymano 
z ogólnych równań ruchu samolotu wyrażonych w quasi-współrzędnych układu własnego 
[2, 3, 6], wyprowadzonych z równań Boltzmana-Hamela [5] dla układów mechanicznych 
o więzach holonomicznych. Równania te uzupełniono niezbędnymi związkami kinema­
tycznymi. 

Matematyczną stronę zagadnienia oparto na pracy [4]. Ograniczono się do wyznaczania 
wartości własnych macierzy Jacobiego układu równań ruchu samolotu, określonej w punk­
cie równowagi korkociągu. Za warunek stateczności przyjęto ujemne wartości rzeczywiste 
wszystkich wartości własnych macierzy Jacobiego. 

Oddziaływania zewnętrzne działające na samolot w locie rozpatrywano analogicznie 
jak w pracach [2, 3, 6]. Są oddziaływania aerodynamiczne, od zespołu napędowego i od 
siły ciężkości. Oddziaływania aerodynamiczne liczono rozdzielając je na pochodzące od 
skrzydła, kadłuba i usterzeń poziomego i pionowego. Skrzydło zostało dodatkowo roz­
dzielone na N = 20 pasków. Uwzględnienie lokalnych warunków opływu poszczególnych 
pasków skrzydła i usterzeń pozwoliło na przybliżone uwzględnienie wpływu prędkości 
kątowych samolotu na siły i momenty aerodynamiczne. Uwzględniono też wpływ poszcze­
gólnych części samolotu wzajemnie na siebie. 

Obliczenia przykładowe przeprowadzono dla przypadku samolotu TS-11 „ I sk ra" 
według własnych programów w Ośrodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej. Wy­
korzystano część oprogramowania użytego poprzednio do obliczeń w pracach [3, 6]. 
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2. Założenia matematyczne 

Rozważmy układ równań różniczkowych о postaci normalnej. Załóżmy dodatkowo, 
że jest to układ autonomiczny, tzn. równania nie zależą jawnie od czasu. Układ taki można 
zapisać w postaci [4]: 

~ = F(Y), (1) 

gdzie: Y = co\\yl,y2, yn], a wektor prawych stron F(Y) = ćol[ / iOO»/aOO. •••./n(Y)] 
ma ciągłe drugie pochodne w pewnym obszarze | |Y|| < H, H—stała. Jeśli 

F(Y0) = 0, gdzie IlYoll < H, (2) 

to wektor Y = Y 0 wyznacza stan równowagi układu (1). 
W położeniu Y = Y 0 + Y , gdzie Y oznacza wektor małego wychylenia z położenia 

równowagi, równanie (1) przekształca się do postaci: 

4 ^ - = AX+Ó(| |X| | ) , (3) 

gdzie: A = F'(Y0) — macierz Jacobiego określona w położeniu równowagi, 0(||Y||) — 
reszta z rozwinięcia funkcji F(Y) w szereg Taylora wokół punktu Y 0 . 

Ponieważ z ciągłości drugich pochodnych funkcji F(Y) wynika ciągłość 0(||Y||) w za­
łożonym obszarze oraz ponieważ: 

l i m ° ( | | X | I ) П Ш 
x

, m „ - ~ l i x i r = 0 ' ( 4 ) 

równanie (3) jest równaniem quasi-liniowym i ma jedyne rozwiązanie zerowe X = 0. 
D l a równania quasi-liniowego (3), korespondującego z równaniem (1) wg powyższych 

zależności, słuszne jest twierdzenie (wg twierdzenia Lapunowa) o następującej treści. 
Jeśli wszystkie wartości własne macierzy Jacobiego F'(Y0) mają ujemne części rzeczywiste, 
to stan równowagi Y = Y 0 nieliniowego układu autonomicznego (1) jest asymptotycznie 
stateczny w sensie Lapunowa przy t - » oo. 

3. Równania do badania stateczności położenia równowagi samolotu w ustalonym 
korkociągu 

Zgodnie z pracami [1, 2, 3, 6] przyjęto następujące równania ruchu samolotu: 

a - — r_ ( A r

e + r c o s ó - w g s i n 0 ) s i n a + (Z,,-rsin(!) + 
m • K c c o s p 

+ mgcos Фcos0)cos a] + Q - (7?sina + Fcos a) tg/?, (а) 

/9 = -^y- [ - ( A r

a + rcoS(5-wgsinO)cosasin/9 + (y a + mgsin0cosO)cos/5 + 

— (Za- r s i n ó + mgcos0cosO)sinasin/)]- i?cosa + P s i n a , (b) 
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Ve\Vc = —у [(Xa+Tcos<)- mg sin 6») cos a cos fi + (Ya + mgs\n Ф cos 0) sin/? + 

+ (Za— ?"sin (> + wgcos0cos0)sin acos/9], 

P = + ^ (Na-J0Qo>) + KĄPQ-KsQR^ 

Q = T - - ( Л / . + ^ + Уо Ra>) + K6PR-K2(P2-R2), 

R 

Ф 

6 

A j-La+ j{Na-J0Qo>)+h nPQ-KsQR , 

/ > + ( 0 s i n 0 + .Kcos0)tg0, 

£>cos0-.tfsin</>, 

(c) 

(d) 

(5) 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

gdzie: [Xa, Ya, Za, La, Ma, Na] — wektor sil uogólnionych od oddziaływań aerodynamicz­
nych. T— siła ciągu, ó — kąt pomiędzy linią działania siły ciągu i osią Ox układu własnego 
samolotu, J0 — moment bezwładności części wirujących silnika, <o — prędkość kątowa 
obrotu silnika, a, fi — kąty natarcia i ślizgu, m — masa samolotu, Vc — prędkość liniowa, 
P, Q, R — prędkości kątowe przechylenia, pochylenia, i odchylania, Ф — kąt przechy­
lenia, 0 — kąt pochylenia samolotu, A', A ' , , K8 — współczynniki o poniższej postaci, 
Jx,Jy,J:,JXz — momenty bezwładności i dewiacyjny samolotu w układzie własnym. 

К = 1 
JX1 

JXJ2 

•/ *xt K2 = 

K3 = — r A 4 = ^ 1 - - — - j - - - , Kb = — 

jz jy j. 
Л 5 = r + J / ' 

XX 

A 7 = Jу ^x 
Jz 

u xz 

Oznaczając: 

Y = co l [« , / ? , Ve, P,Q, R, Ф, в], 

FOO = ćó l [a , f), Ve/Vc, P,Q, Я,Ф, в ] . 

Układ równań różniczkowych (5) sprowadzamy do postaci: 

Y = F ( Y ) . 

Zgodnie z treścią rozdziału 2, przy badaniu stateczności samolotu w położeniu równo­
wagi Y„, zamiast równania (7) wystarczy rozpatrywać stateczność równania zlinearyzo­
wanego : 

X = A ( Y 0 ) - X , (8) 

(6) 

(7) 
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gdzie: X — wektor małego wychylenia z położenia równowagi, A — macierz Jacobiego 
układu (7) określona w punkcie równowagi X wg wzoru (9). 

A = 

da. da 8'a 
8a Ж ' ' 86 

i ł д'в д'в 
da 8B ' ' 86 

86 86 86 
8a " 86 

(9) 

Wzory na liczenie współczynników macierzy A przytoczono w pracy [2]. We wzorach 
tych występują pochodne sił i momentów aerodynamicznych względem a, /?, Vc, P, Q, R, 
określone w punkcie równowagi. Jest to macierz В o postaci: 

В 

8Xa 8Xa 8Xa 

Ba dB • ' 8R 

8Ya 8Ya 8Ya 

i 8a дв • ' 8R 

8Na 8Na 8Na 

da 88 • ' 8R 

(10) 

Wyznaczenie elementów macierzy A wymaga uprzedniego wyznaczenia elementów 
macierzy B . W pracy elementy macierzy В liczono przy pomocy maszyny cyfrowej, jako 
ilorazy różnicowe względem kolejnych zmiennych, rozwinięte wokół punktu równowagi. 
Sposób ten zaprezentowany jest na rys. 1. 

R y s . 1. P rzyb l i żona metoda liczenia pochodnych funkcji wielu zmiennych 
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Warunek posiadania drugich pochodnych ciągłych przez funkcję F(Y) nakłada ten 
sam warunek na przebiegi funkcji sił i momentów aerodynamicznych. Narzuca to odpo­
wiednie wymagania na przebiegi danych aerodynamicznych przyjmowanych do obliczeń. 

Macierz В jest innymi słowy macierzą pochodnych aerodynamicznych samolotu okre­
ślonych w punkcie równowagi. Nadkrytyczne kąty natarcia, niesymetryczny opływ, duże 
prędkości kątowe obrotu samolotu wykluczają możliwość liczenia tych pochodnych klasycz­
nymi metodami spotykanymi w mechanice lotu. 

4. Obliczenia przykładowe 

Obliczenia przykładowe dla samolotu TS-11 „ I sk ra" wykonano według własnych pro­
gramów w języku F O R T R A N w Ośrodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej. D o 
obliczeń wykorzystane były wyniki pracy [3], podejmującej się wyznaczania parametrów 
ustalonego korkociągu samolotu. Program na potrzeby niniejszej pracy był w zasadzie 
rozszerzeniem programu liczącego warunki równowagi samolotu w korkociągu. Wartości 
własne macierzy A , stanowiące wyniki obliczeń, uzyskiwane były przy użyciu standardo­
wych procedur systemu C Y B E R 73. 

Wybrane warianty obliczeń zaprezentowano w tablicy 1. Ograniczono się przy tym tylko 
do prezentacji obliczeń dla różnych przypadków sterowania. Każda wersja różni się od 
podstawowej (std) tylko zmianą wyszczególnioną w pierwszej kolumnie tablicy. Dane 
masowe, geometryczne i aerodynamiczne samolotu są we wszystkich przypadkach jednako­
we i przyjęte jak w pracach [2, 3, 6]. W wersji std dane sterowania samolotem przyjęto 
następująco: 

од = - 2 0 ° , 6V = 20°, ÓL L 0° ; 

T i ш — parametry biegu jałowego. 

5. Wnioski wynikające z pracy 

Uzyskane wyniki świadczą, że ruch samolotu w ustalonym korkociągu jest niestateczny 
we wszystkich prezentowanych przypadkach. Decydują o tym dodatnie wartości części 
rzeczywistych wartości własnych f l i 2 -

Uznając, że większa wartość dodatnia R e ( £ 1 > 2 ) oznacza silniejszą niestateczność po­
łożenia równowagi, stwierdzić można, że najsilniejszą niestateczność stwierdzono dla 
óH = —13°, najmniejszą dla 6B = —30°. Zmiany wartości wychylenia steru wysokości 
wpływają też na zmiany wartości Re ( l i , 2 ) silniej niż analogiczne zmiany wartości wychy­
lenia steru kierunku. 

Stwierdzenie niestateczności ruchu samolotu w ustalonym korkociągu świadczy, że 
w rzeczywistości samolot w ruchu niesterowanym nigdy nie osiągnie tego stanu lotu. 
W ruchu rzeczywistym samolot będzie oscylować wokół położenia równowagi. 

Wyniki metody są trudne do oszacowania ilościowego. Stwierdzenie niestateczności 
(lub stateczności) nie wnosi też wielu informacji o własnościach korkociągowych samolotu. 
Rozbudowany aparat matematczny, skomplikowane wzory na liczenie współczynników 

9 M e c h . Teoret. i Stos. 3-4/84 
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Tablica 1 

Z m i a n y 
p a r a m e t r ó w 
sterowania 

Parametry punktu r ó w n o w a g i 
a(deg), /?(deg) 
Kr(m/s), 0 ( l / s ) 
<Z>(deg), 0(deg) 

W a r t o ś c i 
własne 

std 

a = 38,6, /<' = - 3 , 0 
Vc = 68,8, Q = 2,54 
Ф = 1,0, 0 = - 5 1 , 3 

t 1 > 2 = 0,452 ± 3 , 6 7 3 i 
| 3 > 4 = - 0 , 1 1 6 ± 2 , 6 7 9 i 
£5,6 = - 0 , 1 8 6 ± l , 5 6 2 i 
f , = - 0 , 8 0 3 , f a = - 0 , 0 0 5 

dv = 30' 

a = 46,6, />' = - 2 , 8 
Vc = 62,5, u = 2,32 
Ф = 0,5, 0 = - 4 3 , 4 

| , , 2 = 0 , 3 4 6 ± 3 , 3 8 1 i 
| 3 > 4 = - 0 , 1 2 0 + 2,446i 
h.6 = - 0,497 ± l , 5 5 9 i 
Ь = - 0 , 3 1 8 , SM = - 0 , 0 0 6 

6, = I0C 

a = 32,5, ft = - 2 , 2 
= 79,5, Q = 3,04 

Ф = 5,2, 0 = - 57,2 

| l t , = 0,438+ 4,055i 
f S f 4 = - 0 , 0 9 8 ± 3 , 1 4 3 i 
f 5 ; e = - 0 , 1 4 4 ± l , 5 4 0 i 
£ , = - 0 , 6 6 8 , f i = - 0 , 0 0 6 

-

,)„ m - 3 0 ° 

a = 38,8, = - 2,8 
Vc = 69,5, ii = 2,27 
Ф = 1,8, 0 = - 5 1 , 1 

= 0,217 + 3,472i 
fą,4 = - 0 , 1 2 9 ± 2 , 6 1 5 i 
f 5 , 6 = - 0 , 3 0 9 + l,619i 
f , = - 0 , 5 3 3 , | „ = - 0 , 0 0 5 

b„ = - 1 3 c 

a = 39,3, /» = - 3 , 1 
Vc = 67,8, L ' = 2,66 
Ф = 0,5, 0 = - 5 0 , 6 

| , i 2 = 0,491 ± 3 , 5 9 3 i 
f ? , « = - 0 , 1 0 6 ± 2 , 3 9 2 i 
fs.e = - 0 , 3 1 8 ± l,547i 
£7 = - 0 , 7 0 2 , f , = - 0 , 0 0 5 

macierzy Jacobiego [2] i ostre wymagania co do ciągłości drugich ciągłości współczynników 
sił i momentów aerodynamicznych samolotu przyjmowanych do obliczeń, sprawiają, że 
w zastosowaniach technicznych wartość uzyskiwanych wyników obliczeń może okazać 
się niewspółmierna do nakładów pracy. 
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P e 3 ю M e 

И С П Ы Т А Н И Я У С Т О Й Ч И В О С Т И С А М О Л Ё Т А В О В Р Е М Я У С Т А Н О В И В Ш Е Г О С Я 
Ш Т О П О Р А 

П р е д с т а в л е н о м е т о д и с п ы т а н и я у с т о й ч и в о с т и д в и ж е н и я самолета в о в р е м я у с т а н о в и в ш е г о с я 
ш т о п о р а . С а м о л ё т п р и н я т о к а к ж ё с т к о е т е л о с ш е с т ь ю с т е п е н я м и с в о б о д ы . В ы ч и с л е н и я с в е д е н о 
к о п р е д е л е н и ю с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й и с о б с т в е н н ы х в е к т о р о в м а т р и ц а Я к о б и с и с т е м ы у р а в н е н и й 
д в и ж е н и я в т о ч к е р а в н о в е с и я . П р и в е д е н ы в ы ч и с л е н и я с д е л а н о д л я самолёта T S - 1 1 „ I s k r a " . 

S u m m a r y 

A S T U D Y O F A I R P L A N E M O T I O N S T A B I L I T Y I N S T E A D Y S P I N 

A method investigating stability of an airplane mot ion in steady spin is presented. A n airplane has been 
treated as a r ig id body having six degrees of freedom. The method corresponds to examining eigenvalues 
o f Jakob ian matrix o f the system o f mot ion equations, defined at the equi l ibr ium point. Test calculations 
have been carried out for Pol i sh training airplane TS-11 „ I s k r a " . 

Praca została złożona w Redakcji 2 lutego 1983 roku 
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D Y N A M I K A J E D N O K U L K O W E G O K O R E K T O R A P I O N U S Z T U C Z N E G O 
\s H O R Y Z O N T U 

A L E K S A N D E R D Ą B R O W S K I ( W A R S Z A W A ) 

Z B I G N I E W B U R D A 

Politechnika Warszawska 

1. Przeznaczenie korektora 

Sztuczny horyzont służy do określania przestrzennego położenia samolotu względem 
płaszczyzny horyzontu. Zasadniczym elementem sztucznego horyzontu jest żyroskop 
o dwóch stopniach swobody (przy pominięciu ruchu obrotowego wirnika żyroskopu), 
którego oś jest osią odniesienia. Kierunek tej osi powinien być zgodny z kierunkiem pio­
nowym w danym punkcie ziemi (pion lokalny). Żyroskop nie jest jednak w stanie utrzy­
mać swej osi głównej na kierunku lokalnego pionu z powodu precesji wywołanej tarciem 
w łożyskach ramki oraz dlatego, że kierunek ten zmienia swe położenie względem układu 
inercjalnego podczas ruchu samolotu na skutek krzywizny powierzchni ziemi. Toteż nie­
zbędnym wyposażeniem każdego żyroskopu sztucznego horyzontu jest korektor pionu 
wymuszający zgodność osi żyroskopu z kierunkiem pionowym. 

N a rys. l a przedstawiono schematycznie żyroskop, którego oś jest odchylona od kie­
runku pionowego o kąt •&. Zadaniem korektora jest wymuszenie ruchu żyroskopu w kie­
runku pokrycia się osi żyroskopu 0 f z osią oz równoległą do wektora g natężenia pola 
grawitacyjnego. Ruch ten może być opisany kinematycznie torem dowolnego punktu osi 
żyroskopu oc (różnego od punktu O — środka ruchu kulistego żyroskopu), np. punktem 
określającym koniec wektora H momentu pędu. 

Dla optymalnej korekcji tor powinien leżeć w płaszczyźnie wyznaczonej przez oś 
żyroskopu Or i oś wektora H . N a podstawie tzw. elementarnej teorii żyroskopu można 
powiedzieć, że aby taki ruch następował, na żyroskop musi działać moment zewnętrzny 
o kierunku stale prostopadłym do wektora H momentu pędu, leżący również w płaszczyźnie 
Hzy (rys. Ib). Prędkość opisanego powyżej ruchu precesyjnego jest ściśle zależna od mo­
dułu wektora momentu. Oczywistą jest rzeczą, że dla # = 0 moment ten powinien zanikać. 
Wynika stąd bezpośrednio, że zadaniem korektora jest wykrycie odchylenia osi żyroskopu 
od kierunku pionowego i wytworzenie momentu o odpowiednim zwrocie i module — wy­
muszającego precesję żyroskopu na kierunek pionowy. Moment ten nazywany jest mo­
mentem korekcyjnym. 
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tor optymalny. 

Rys . 1 

2. Opis konstrukcji korektora jednokulkowego 

Jednym z prostszych konstrukcyjnie rozwiązań korektora pionu sztucznego horyzontu 
jest, opatentowany w roku 1974 w Z S R R , korektor jednokulkowy o oznaczeniu Z . F . 
Całkowity brak w literaturze fachowej opisu zjawisk dynamicznych zachodzących podczas 
działania tego typu korektora uniemożliwiał dotąd zastosowanie go w wytwarzanych przez 
przemysł krajowy sztucznych horyzontach. Niniejsza praca, której podjęcie zostało za­
inicjowane sugestiami kierownictwa jednego z krajowych biur konstrukcyjnych przemysłu 
lotniczego, stwarza możliwości zaprojektowania korektora, który dzięki swej małej masie 
i prostej konstrukcji jest szczególnie predystynowany do wykorzystania w sztucznych 
horyzontach małych samolotów i szybowców, tak licznie wytwarzanych przez krajowy 
przemysł lotniczy. 

Szczegóły konstrukcyjne korektora jednokulkowego są przedstawione na rys. 2. Kulka 
/ umieszczona jest wewnątrz rowka prowadnicy 2 stanowiącej górną część ruchomego 
korpusu 8. Ku lka spoczywa na wklęsłej (promień krzywizny S) powierzchni bieżni 3 
związanej sztywno z ramką 4 żyroskopu. Korpus 8 ułożyskowany jest na ramce przy po-
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Rys . 2 

mocy łożyska 7 i napędzany przez żyroskop za pośrednictwem wielostopniowej przekładni 
zębatej 6. 

3. Analiza dynamiczna jednokulkowego korektora pionu 

3.1. Za łożen ia wstępne . Opis układu został wykonany w inercjalnym układzie odniesie­
nia. Odpowiada to sytuacjom, w których samolot wraz z zamontowanym na nim sztucz­
nym horyzontem porusza się ruchem jednostajnym prostoliniowym, lub też, gdy badamy 
zachowanie się sztucznego horyzontu z korektorem w warunkach laboratoryjnych. Są 
to zatem te wszystkie przypadki, w których pion pozorny pokrywa się z pionem rzeczy­
wistym (kierunkiem g). Założono dalej, że oś żyroskopu sztucznego horyzontu wychylona 
jest o stały kąt od kierunku pionowego. Dla takiej sytuacji napisane są równania ruchu 
kulki oraz dyskusja i obliczenia momentu korekcyjnego. 

Wreszcie jeżeli chodzi o dynamikę żyroskopu, oparto się na tzw. przybliżonej teorii 
zjawisk żyroskopowych (1) i (2). Wszystkie wzory zawarte w pracy są typu wielkościowego. 
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3.2. Uk łady współrzędnych. Przy opisie układu zostały wykorzystane trzy nieruchome 
układy współrzędnych (odniesienia): prostokątny Oxzy, prostokątny 0'fr?f, sferyczny 
QS'ó(p (dla S' = const) oraz ruchomy układ Q'oa leżący stale w płaszczyźnie Щг\ (rys. 3). 

Układ Oxyz jest związany z polem grawitacyjnym, a ujemny zwrot osi Oz jest równo­
legły do wektora pola grawitacyjnego f . Układ 0£ł?t jest związany z obudową żyroskopu 
(ramką wewnętrzną), a oś 0 ' f jest równoległa do wektora momentu pędu H żyroskopu. 

Punkt O układu Oxyz pokrywa się ze środkiem ruchu kulistego żyroskopu (z punktem 
przecięcia się osi ramek zawieszenia kardanowego żyroskopu). Osie ОС i Oz przecinają 
się ze sobą w punkcie O tworząc kąt •&. Punkt O' jest oddalony od punktu O o odległość 
R + d/2 (por. rys. 2). Ruchomy układ O'QO jest związany z korpusem 8 (rys. 2), a oś O'Q 
jest równoległa do osi podłużnej rowka prowadnicy 2 (rys. 2). 

Powierzchnia sferyczna 27 stanowi miejsce geometryczne możliwych położeń środka 
kulki . Chwilowe położenie środka kulki opisuje w układzie XYZ wektor r, który może 
być przedstawiony w postaci sumy (składniki sumy zostaną objaśnione później): 

r = R' + h + p. (1) 

W układzie sferycznym położenie to określone jest jednoznacznie przez kąty 6, (p (S' = 
= const). 

Kąt <5 jest kątem pomiędzy ujemnym zwrotem osi О'С a wektorem wodzącym S' środka 
kulki poprowadzonym ze środka krzywizny Q powierzchni sferycznej 27. Kąt 9? jest kątem 



D Y N A M I K A JEDNOKULKOWEC.O KOREKTORA 457 

pomiędzy osią 0'£ a osią 0'g. Pochodna czasowa kąta cp jest równa prędkości kątowej, 
z jaką obraca się korpus z prowadnicą 2 (rys. 2): 

<p = co = const. (2) 

Równanie (2) nakłada więzy na współrzędną cp. Zatem przy założeniu, że kulka toczy się 
po bieżni bez poślizgu, ma ona jeden stopień swobody, odpowiadający współrzędnej д. 

Przed przystąpieniem do dalszej analizy należy określić związki między wersorami 
układów OXYZ, О'СпС i Oga. Związki te zostały wyznaczone na podstawie rys. 4: 

1£ = lycostf— l z s in#, (3) 

1, = - l x , (4) 

l c = lys in# + l z c o s # , (5) 

lp = l{COSc> + l^sinc>, (6) 

a po podstawieniu (3) i (4) do (6) otrzymamy: 

lp = — l x sin<j9 + lyCos#cos9> — lzsin#cosc/>. (7) 

R y s . 4 
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Podobnie: 
1„ = l^cos ip- l fs inc) , (8) 
1 = lxcos(p — lyCos#sin(p + i z s in#sincp. (9) 

Jak to wykazano we wzorze (1), wektor r można przedstawić jako sumę wektorów 
R', h i p, gdzie: 

R' = 1 с ( д + у ) . (10) 

3.3. Kinematyka układu . Aby wyrazić położenie środka kulki (określone przez wektor r) 
przy pomocy zmiennych д i (p, co będzie potrzebne do wyznaczenia funkcji opisującej 
energię kulki , należy dokonać podanych dalej przekształceń. Podstawiając (5) do (6) 
otrzymano następujący związek: 

R' = l r ( j?+ y j s in0+l 2|i?+yjcos0. 

Wprowadzając do (11) R' = R+^=r otrzymano ostatecznie: 

R' = l y t f ' s in# + l z t f ' cos# . 

Na podstawie rys. 5 można napisać: 

h = l { ( S " - S ' c o s ó ) = 1 5 ' ( l - c o s ó ) , 

gdzie: S' = S— — . 

( I D 

(12) 

(13) 

Rys. 5 
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Po wstawieniu (5) do (13) otrzymamy: 

h = l y S ( l -cos<5)sin# + l z S ' ( l - c o s Ó ) c o s # (14) 
oraz 

p = l p 5 ' s i n ó (15) 

Q - S'sind (16) 

a po podstawieniu w miejsce l p wyrażenia (7) 

p = — lA-S'sinÓsincp + l)-S'sinócos#cos9?— lzS'sin<5sin#cos<p. (17) 

Po podstawieniu do (1) związków (11), (14) i (17) otrzymano ostateczną postać wyrażenia 
określającego wektor r: 

г = - l xS'smósin9?+ly[/?'sin#-r-S'(l — cosд)sin# + S'sin<5cost?cos<p] + 
+ l z [ /? 'cos^ + S ' ( l - cosó )cos t ? -5 ' s in (5s in t>cos9) ] . (18) 

Prędkość środka kulki może być wyznaczona przez zróżniczkowanie względem czasu 
wyrażenia (18). Łatwiej jednak jest tę prędkość (a właściwie jej moduł) wyrazić bezpośrednio 
przez pochodne współrzędne układu sferycznego. 

Prędkość środka kulki v C M można przedstawić w postaci sumy: 

УСМ = Уг+Уе, (19) 

gdzie: 
v r — prędkość środka kulki względem układu O'gC, 
Уе — prędkość unoszenia. 
Korzystając z rys. 6 napiszemy: 

vr = 8 x S' 8 ma zwrot przeciwny do osi 0'cr (por. rys. 3) (20) 

| v , | = / o - S ' (21) 
oraz 

ve = t o x p , (22) 

|T,| = tu • Q, (23) 
Ponieważ v r J .v, , . więc 

i v C M l = Vm2Q2+'d2S'2, (24) 

VcAl = (o2Q2 + d2S'2. (25) 

Przy wyznaczaniu bezwzględnej chwilowej prędkości kątowej kulki zakładamy, że pręd­
kość kątowa kulki względem układu ocrf jest stale równoległa do osi O'o. Po przyjęciu 
tego założenia otrzymujemy: 

O J C = OJ^ +to. (26) 

Zgodnie z powyższym założeniem co ma zwrot osi O'a. Dla wyznaczenia <ok posłużymy 
się równaniem 

vr = ÓS', (27) 

z drugiej zaś strony 
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czyli 

Stąd 

R y s . 6 

ÓS' = W f c y . 

cok = — ÓS', 
a 

Wobec tego, że сок±со, można napisać: 

co2 = — ó2S'+co2. 

(29) 

(30) 

(31) 

3.4. Energia uk ładu . Równanie (18) pozwala określić z-tową składową położenia środka 
kulki względem układu OXYZ: 

rz = l2[R'cos6 + S'(l-cosd)cos'&-S'smasmi)cos(p], 

r2 - 7*?'cos?? + 5 " ( l - c o s < 5 ) c o s ? ? - 5 " s i n ó s i n ^ c o s r . 

(32) 

(33) 
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Oznaczmy przez V energię potencjalną kulki i przyjmijmy jej zerową wartość dla rx = 
= cos&R' 

V(r, = COS*JJ') = 0. 

Będzie wtedy 
V = mg[S'(\-cos d)cos&-S'smdsmftcos(p], (34) 

gdzie: 
m — masa kulki , 
g — natężenie pola grawitacyjnego. 
Energię kinetyczną można wyznaczyć następująco: 

E = | m v 2

C M + | / C M < o ? . (35) 

gdzie: 
E—energia kinetyczna, 
JctA — moment bezwładności kulki względem osi przechodzącej przez środek, fCM = 

= 0,1 md2. 

Po podstawieniu do (35), (25) i (31) otrzymamy: 

E = ~moi2q2 + ~m'd2S'2 + ~md2<o2. (36) 

A podstawiając (16) do (36) otrzymamy ostatecznie: 

E = i - / j iw 2 S ' 2 s in 2 (5 + ^m'62S'2 + -jrjmd2- (37> 

Po założeniu, że dla <5 przyjętej jako współrzędna uogólniona nie występują siły niepoten-
cjalne (Qa = 0), a więc że ruch kulki względem prowadnicy jest ruchem nietłumionym, 
równanie Lagrange'a II rodzaju opisujące układ przybierze następującą postać: 

d I8E\ 8E dU „ 

l ( ¥ ] - ¥ + ¥ = ( ) ' . ( 3 8 ) 

Wyznaczmy poszczególne składniki (38) 

Щ. = ^mS'4, 
dó 5 

d I 8E\ 7 

BE 
= /?i(u 2 S" 2 s inócosó, (40) 

co 
dV 

—r- = mgrS'sin<!>cosf?-S'cos<5sin#cos(p]. (41) 
00 

Po wstawieniu (39), (40), (41) do (38) otrzymamy ostatecznie 
7 

—mS'2d-ma>2S'2s'mdcosÓ + mgS'sinócos& — wgS"cosós in#coscs = 0. (42) 

Jest to równanie ruchu kulki ścisłe, przy wszystkich dotychczasowych założeniach. 
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Obecnie, dla uwzględnienia rozproszenia energii, załóżmy, że ruch kulki t łumiony 
jest siłą proporcjonalną do prędkości środka kulki względem zabieraka-prowadnicy. Rów­
nanie (42) wzbogaci się wtedy o składnik vS'd. Współczynnik v charakteryzuje intensyw­
ność t łumienia: 

7 
- mS'2d — w o 2 5 " 2 s i n ócos ó + mgS'sin ócos д — mg S'cos Osin ftcosqi + vS' o — 0. 

Ponieważ q> = wt, możemy więc napisać: 

7 
— mS'2d+vS'd + m(o'S'2sinócosó + mgS's\ndcos& = mg S'cos Ósin&cos((ot). (43) 

Dla uproszczenia dalszej analizy równanie (43) zlinearyzujemy w otoczeniu punktu 6 = 0. 
Otrzymamy: 

- mS'zb + vS'ó — mc»2S'2b + mgS'cos&d = mgS'sin&cos(cot), (44) 

7 mS'2d + vS'o + mS'(gcosft-(o2S')d = mg S'sin dcos(«>t). (45) 

Dla uproszczenia postaci równania wprowadzimy następujące oznaczenia: 

/ = ^ < 2 , 

b = rS', 

к = mS'(gcos9-a)2S'), 

M = mgS'sinft. 

Po ich podstawieniu do równania (45) otrzymamy: 

IŚ+bÓ + kd = Mcosoit, (46) 

Jest to liniowe równanie różniczkowe o stałych współczynnikach. Rozwiązanie jego można 
przedstawić w postaci sumy rozwiązań opisujących ruch wymuszony i ruch swobodny. 
Aby ruch swobodny, a zatem i wypadkowy, był ruchem nierozbieżnym, musi być spełnio­
ny warunek: 

к > 0 
Stąd wynika, że 

, gcostf 

A zakładając 

otrzymamy warunek w postaci: 

TT 

4~ 
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D l a к > 0 składowa opisująca ruch swobodny, ze względu na tłumienie, po upływie czasu 
równego ki lku stałym czasowym zmniejsza się do zera. Dlatego też w rozwiązaniu uwzględ­
niamy tylko składową wymuszoną. 

Rozwiązaniem (46) będzie: 

6 = ómcos(a)t + yi), 

gdzie: óm — amplituda; y>— kąt przesunięcia fazowego. 

M 
o„, = 

(48) 

W = argj 

— /со 2 Ą-jbcoĄ-k 

M 

lub w postaci rzeczywistej: 

• Too2 + jbco + к 

M 

V{k-Ioo2)2 + (bco)2 ' 

boo 
ip = — arctg k — Ico2 

(49) 

(50) 

7Г 
Efekt korekcji będzie maksymalny dla kąta przesunięcia fazowego y> = — — i zerowy 

dla ip = 0 lub f = —Ti. Warunek ten pozwala wyznaczyć prędkość kątową o>, z jaką 
powinna być napędzana prowadnica 2 (rys. 2): 

boo 

czyli 

— = —arctg — 
2 k-Ioo2 

k-Iw2 = 0, 

2 к 
ш = —, 

a po podstawieniu uprzednio przyjętych oznaczeń: 

, 5 gcos# 
co = 

12 S' 
(51) 

Ponieważ układ jako całość pracuje w otoczeniu (d —.0) i spełnia warunek określony 
przez nierówność (47), można przyjąć: 

12 S' ' 
(52) 

W dalszym ciągu tę właśnie wartość częstotliwości będziemy oznaczali cor (pulsacja re­
zonansowa). 

3.5. Trajektoria k u l k i . Amplituda d„, dla co = cor wyniesie: 

<5|n(r) ^ 
M 

bm 
= / 1 2 5 : 

г Г 5 g 

wg sini? 
g v 

(53) 
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Rozwiązanie (53) dla co = cor przybierze następującą postać: 

Ь = c>mMcos(wrt + y>r), 

, _ / 1 2 S' mg . I n \ 

Oznaczmy: 

wtedy: 

. , / 12 5 ' mg . . . ; . 
(5 = 1 / — — sin#sin(a>rf). 

<5 = /lsin#sin(ri)rf). (55) 

Wstawiając (55) do (18) otrzymamy wektorowe równanie trajektorii środka kulki w ukła­
dzie OXYZ. Trajektoria ta jest krzywą leżącą na powierzchni sferycznej 27. 

Przeanalizujemy teraz, jak przedstawia się równanie trajektorii środka kulki w ukła­
dzie O'CrjC, a właściwie, przy pominięciu składowej h, w płaszczyźnie 0'Crj (rzut trajek­
torii na płaszczyznę O'Erf). 

W płaszczyźnie 0'%r\ położenie środka rzutu kulki opisane jest wektorem p (16), a w 
przybliżeniu (por. rys. 5) 

p = lPS'd. (56) 

Moduł wektora p jest określony następująco: 

|p| = S'd = S'Anm&$in(o>rt). 

Trajektoria środka kulki w płaszczyźnie 0'Có dana jest równaniami parametrycznymi: 

cp = cort, 
Q ш S ' ,4sin#sin(co,ł)-

Po wyrugowaniu / otrzymamy: 

Q = S'A sin#sin<p. (57) 

Równanie to możemy napisać w postaci: 

s i n * - ГШ* = £ ( 5 8 ) 

Jest to biegunowe równanie rodziny okręgów o średnicy D = S M sin# zależnej od kąta 
# (rys. 7). 

3.6. Wyznaczenie momentu korekcyjnego. W poniższych obliczeniach zakładamy, że ży­
roskop jest całkowicie wyważony dynamicznie i że układy: żyroskop-ramka wewnętrzna 
(obudowa) oraz żyroskop-ramka wewnętrzna-ramka zewnętrzna są idealnie wyważone 
statycznie względem środka ruchu kulistego żyroskopu (żyroskop astatyczny). Wynika 
stąd, że jedynym źródłem niewyważenia będzie przemieszczanie się kulki (I rys. 2 ) ko­
rektora. 

N a kulkę (w układzie inercjalnym, np. OXYZ) działają siły: ciężkości i reakcje prowa­
dzącej oraz bocznej powierzchni zabieraka. Załóżmy, że boczne powierzchnie zabieraka-
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prowadnicy są równoległe do osi żyroskopu, a co za tym idzie, reakcja kulki na powierzch­
nię boczną zabieraka jest prostopadła do tej osi. Moment tej reakcji względem punktu O 
(środek ruchu kulistego żyroskopu) jest wektorem leżącym na osi momentu pędu żyro­
skopu (osi żyroskopu) i jako taki nie może zmienić kierunku wektora momentu pędu. 
Stanowi on natomiast dodatkowe obciążenie silnika żyroskopu. 

Rys.*7 

Moment korekcyjny (moment powodujący precesję osi żyroskopu na kierunek piono­
wy) będzie zatem momentem reakcji kulki na powierzchnię prowadzącą (bieżnię 3, rys. 2). 
Reakcja ta jest sumą reakcji statycznej i dynamicznej. Ponieważ składową przyspieszenia 
kulki równoległą do osi 0 £ można pominąć, zatem również składową dynamiczną wyżej 
wspomnianej reakcji pominiemy w dalszych obliczeniach. 

Statyczna składowa tej reakcji jest równa składowej siły ciężkości równoległej do osi 
OL, (rys. 8): 

P = G t = - l t / n j j c o s # . (59) 

Moment chwilowy tej siły względem punktu O wyniesie: 

M 0 = r ( / ) x P (60) 

a ponieważ [R' + h]|iOC (rys. 3), więc: 

M 0 ( / ) = P ( / ) x P . (61) 

Podstawiając (56) i (59) do (61) otrzymamy: 

Mo(/) = [\„S'd(l)]x [ - l f mgcos#] , 

M Q ( 0 = l 0 S " ó ( / ) m g c o s # , ) 

10 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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Rys. 8 

a podstawiwszy (55): 

oraz 

M 0 ( / ) = laS'mgA&m&As'm'&sin^o.t) 

|M0(OI = yS 'wg.4sin2#sir i (w r r ) . 

Aby wyrazić M0(t) w układzie nieruchomym, podstawiamy (8) do (63): 

M 0 ( 0 = [-\^sm{(ort) + \nco%(o)rt)]~S'mg2smdsm{c)rt), 

a po przekształceniu 

(63) 

(64) 

M 0 ( f ) = - l £ " - S ' m g / l s i n 2 # [ l - c o s ( 2 c o r r ) ] + l , ; Ą -S'mgAs'm2&s'm(2cort) (65) 

Równanie (65) przedstawia rozkład chwilowego momentu korekcyjnego na sumę momen­
tów względem osi i 0'r\. 

N a rys. 9 przedstawiono przebiegi składowych tych momentów. Z równania (65) 
Z równania (65) widać, że przebiegi zmienności składowych momentu korekcyjnego mają 
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okres podstawowy T/2, gdzie 2™=—^-. Wyznaczmy impuls momentu korekcyjnego za 
COf 

jeden okres (T/2): 
Г/2 

п ( М о , т ) = / М о ( ? ) Л ; 

analogicznie 

П » , . M o , 

Г/2 

j M(ln(t)dt. 

Impuls całkowity jest sumą składowych: 

п = nf+n,r 

м„' 

1 ^SmgAsin2i> 

\ smgAs in2 i>s in (2u r t ) 

1^S 'mgAsin2i!' 

Rys . 9 

Składowe impulsy momentu korekcyjnego można wyznaczyć z poniższych związków: 

Г/2 

j l,\-j-SmgAsm2&sin(2<ort)\dt = 0, 

Г/2 

j' - l f ^-SmgAsin2Ą\-cos(2(ort)) dt = 

Г/2 

-l^S'mgAsmlft j ( l -cos(2o>rf))ift = 

l(-C-S'mgAśm2d - = - I * J-S'wg/<sin207'. 
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Ostatecznie impuls całkowity będzie równy 7 / f : 

ЩМ0, T/2) ш -U \-S'mgAsin20 • T. (66) 
o 

Załóżmy, że tego samego impulsu udzielałby stały moment Mśr = — \$М\Г (w tym samym 
czasie), 

П = - L M s r y = -li—S'mgAs\i\2&- T=> Mir = ~S'mgAsm2d 

dla niewielkich odchyleń osi żyroskopu od pionu 

Mir = —S'mg Ad. 

Powracając do pierwszych oznaczeń (14) i (54) otrzymamy 

* , = | / j - ( S " £ ) (67, 

gdzie Q — gęstość właściwa materiału kulki. 

u 
0 < i> < arcsin ^r=r-r. 

1Ъ A 
Wzór (67) obowiązuje w zakresie kątów: j .w. 

Dla kątów & większych od arcsin j^s '^) ' Z e W Z S ' ^ U n a ograniczoną długość prowad­
nicy, korektor pracuje nieliniowo — trajektoria kulki zbliża się do półokręgu o średnicy 
L' (rys. 10). Moment korekcyjny wyraża się wtedy wzorem (dla części obwodowej tra­
jektorii) 

M 0 n = l0L'mgcos§ M0n — moment nasycenia), 

a po podstawieniu (8) 

Mo„ = lq^-L'mgcosdcoscp-lc ^-L'mg cosv sin <p. (68) 

Impuls momentu za pół obrotu zabieraka wyniesie (przy pominięciu impulsu „wytwarza­
nego" na prostoliniowej części trajektorii): 

772 

П„ = j M0ii(t)dt, ( I L , — impuls nasycenia) 
o 

Г/2 
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п„ 
Г/2 

= 1„ • - y L ' w £ C 0 S # J " cos(cor0^ = О, 

Г/2 

i Г i г 
I L = —Ь •-—-L'mgcosft sin(wrt)dt = - 1 £ • —-L'tngcosft —, 

" 2 J 2 7i 

П„ = - 1 

L ' 

2 

1 Т 
• —-L'mgcosft • — 

Mir = —mgcos&, 

gdzie: A / Ś r — moment średni nasycenia. 

Ponieważ 

otrzymamy: 

m = -rQndi, 
o 

Mit. 
1 L' QT:d3gcose. (69) 

Charakterystykę momentu średniego korekcyjnego przedstawia rys. 11. 

4. Uwagi końcowe 

Stworzony w niniejszej pracy model matematyczny korektora oraz jego analiza dająca 
szczegółowy opis zasady działania tego typu korektora, a nadto zbudowanie funkcji opi-
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sującej moment korekcyjny „wytwarzany" przez korektor, w zależności od kąta odchy­
lenia osi żyroskopu od kierunku pionowego i parametrów konstrukcyjnych, wzbogacone 
o pewne dane doświadczalne, powinny stanowić pomoc przy projektowaniu tego typu 

; j n | 1/ j Kot odchylenia osi 
2SA żyroskopu od pionu 

R y s . 11 

urządzeń. Mogą one być również wykorzystane jako wstęp do bardziej zaawansowanej 
analizy lub do obliczeń numerycznych. 

Wybór typu korektora podyktowany został potrzebami przemysłu krajowego. 
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Р е з ю м е 

Д И Н А М И Ч Е С К И Й А Н А Л И З М Е Х А Н И Ч Е С К О Г О К О Р Р Е К Т О Р А В Е Р Т И К А Л И П О 
А В И А Г О Р И З О Н Т У 

В статье п р и в о д и т с я д и н а м и ч е с к и й а н а л и з м е х а н и ч е с к о г о к о р р е к т о р а в е р т и к а л и по а в и а г о р и ­
з о н т у . 

О п и с ы в а е т с я н а з н а ч е н и е к о р р е к т о р а и в ы п о л н е н ы е и м ф у н к ц и и . Д а н а т а к ж е к л а с с и ф и к а ц и я 
систем к о р р е к ц и и , п р е д л о ж е н н а я а в т о р а м и . О с н о в н а я часть р а б о т ы п о с в я щ е н а к о н с т р у к ц и и ана ­
л и з у и п о д р о б н о м у р а с с м о т р е н и ю м а т е м а т и ч е с к о й м о д е л и о д н о ш а р н о г о к о р р е к т о р а с п р я м о л и н е й ­
н о й н а п р а в л я ю щ е й . 

А в т о р ы п р и н я л и р я д п о л о ж е н и й , к о т о р ы е с ч и т а ю т т е о р е т и ч е с к о й о с н о в о й д л я р а з р а б о т к и 
систем к о р р е к ц и и с учетом р е а л ь н ы х у с л о в и й р а б о т ы . 

S u m m a r y 

D Y N A M I C A L A N A L Y S I S O F T H E M E C H A N I C A L E R E C T O R F O R G Y R O - V E R T I C A L 

The subject o f the paper is a dynamical analysis of the mechanical Erector for Gyro -Ver t i c a l (for 
Ar t i f i c i a l Hor i zon ) . 

The paper informs about appl icat ion and functions o f Gyro-Erec t ing Devices. It also includes classi­
f icat ion o f Gyro-Erec t ing Systems — proposed by the authors. 

The ma in part — covers design, analysis and detailed discussion of the math, model of one bal l type 
Gyro-Erec to r wi th straight-line guideway. 

Authors have taken into account a number of principles treated as theories in work ing out solutions 
to real situations i n the work o f Erector for Gyro -Ver t i ca l . 

Praca została złożona w Redakcji dnia 3 grudnia 1982 roku 
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T H E R M A L S T R E S S E S I N A T R A N S V E R S E L Y I S O T R O P I C L A Y E R C O N T A I N I N G 
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T E N S I L E - A N D S H E A R - T Y P E C R A C K 

B O G D A N R O G O W S K I (Łódź) 

Politechnika Łódzka 
Instytut Inżynierii Budowlanej 

The thermal stress problem for an annular crack contained in a transversely isotropic 
layer is investigated using the technique of Hankels transforms, triple integral equations 
and series solutions. For symmetrical constant temperature over the crack surfaces and 
for two cases of antisymmetrical thermal loadings namely a prescribed temperature applied 
to the surfaces of the layer and uniform heat flow disturbed by an insulated crack, expres­
sions for the crack shapes, the normal and shearing thermal stresses in the crack plane 
and the mode I and II stress intensity factors are obtained. Results are presented illustra­
ting the effect of the physical properties of the material on the stress intensity factors. 

1. Introduction 

The penny-shaped crack in a temperature field was treated by Olesiak and Sneddon, 
who showed that the crack opens; the problem was symmetrical with respect to the crack 
plane [1]. The features of antisymmetry were presented by Florence and Goodier in the 
linear thermoelastic problem of uniform heat flow disturbed by a penny-shaped insulated 
crack [2]. The thermal stress problem for an annular crack contained in a transversely 
isotropic medium [3 - 5] is investigated in the present work. The thermal conditions con­
sidered are symmetrical [1] and antisymmetrical [2] (two cases of thermal loadings) with 
respect to the crack plane. Assuming the heat flux on the crack surface as a Fourier cosine 
series (with singularities at the tips of the crack) in symmetrical problem or the temperature 
on the crack surface in the form of Fourier sine series in antisymmetrical one, and axial 
or radial displacement, respectively, as a Fourier sine series, we have reduced the triple 
integral equations of the heat conduction and thermoelastic problems to the solution of 
infinite sets of linear simultaneous equations for the coefficients introduced in the series 
representations. Thus, the mode I and II thermal stress intensity factors are easily evaluated 
in terms of the coefficients of series expansions of the physical quantities. 

4 
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2 . The potentials of thermoelastic displacements 

The thermoelastic displacement potentials <pt(r, z)(i = 0 , 1 , 2 ) satisfying the foregoing 
equilibrium equations are defined [6] as: 

и = dr(kcpl+cp2 + <p0), & = 0, w = dz(<pi +k<p2+k1<p0), (2.1) 

a, = -Gl(k+\)d2(<Pi+cp2)-2G>-lu-Glsźx(\+k1)T, 

ав = - C 1 ( A : + l ) a | ( ? ) l + ? ) 2 ) - 2 G a r w - G 1 i 2 ? < ( l + A : 1 ) r , 

at = G^k+^d^sj^+sj^ + G^il+k^T, (2.2) 

arz = { ^ ( f t + l R d a C p i + 9 ^ + 6 , ( 1 + * i H d , * > . 

CrO = °~z0 = 0, 

(d2 + r-i8r + sr2d2

z)cpi(r,z) = Q, (7 = 0 , 1 , 2 ) , 

so2 82<p0(r,z) = xT(r,z), ( " 3 ) 

where the symbols 8r, 8Z etc. denote partial differentiation and 

Pr(Cl 3 + C 4 4 ) - Pz(Cl 1 ~ *o 
PACttSl-CiJ-PtSKcu + Cu) ' 

fir(c33sO — C 4 4 ) — fiz S o i C l i + C 4 4 ) 

(2.4) 

^0(̂ 13 + P44)2 ( c i i so C 4 4 ) (.c3iso CAA) 

fir = ( fn + c l 2 ) a r + ct 3 « „ /?, = 2 с 1 3 о ^ + С з з « „ ^o 2 = Л./А,-. 

The temperature field in the medium in a steady state is governed by the following equa­

tion: 

(82+r-i8r + s0-282)T(r,z) = 0. (2.5) 

In above equations, the z-axis is along the axis of symmetry of the material that has five 
elastic constants си and u, v, w are the radial, circumferential and axial components of 
the displacement, ar, a0 etc. are the components of the tensor stress, T is the deviation of 
the absolute temperature from the temperature of the medium in a state of zero stress and 
strain, G and Gi are the shear modulii in the planes of isotropy and along the z-axis res­
pectively, Д Г | Я, and xi, xr are the coefficients of thermal conductivity and the linear 
thermal expansion along the z-axis and in the planes of isotropy, respectively, and J l ( 

s2, к are the material parameters [6]. 

3. Statement of the problem and temperature fields 

The geometry is illustrated in Fig. 1. The middle plane of the layer is taken as the 
plane z = О (С = 0) in cylindrical polar coordinates, the annular crack extending over 
the region a < r < b (A < Q < 1). The crack is opened by the application of constant 
temperature — T0 to its flat surfaces and the heat flux is zero outside the crack in the middle 
plane (Fig. la — symmetrical problem). Two cases of antisymmetrical thermal loadings 
also are to be considered (Fig. lb — antisymmetrical problem). 

First case concerns the temperature, odd in z, applied on the layer surfaces. The pro-
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a) 

b) 

oz 0 

el/.,) 

imaginary 

z O 

line of 

<f-(l2=0 

•+ S k i f ? W ^ 
antisymmetry / 

b(1) 

transversely isotropic layer 

F i g . l a , Geometry and coordinate system; 
F i g . l b , Geometry, coordinate system and boundary conditions 

blem of uniform heat flow disturbed by a crack whose faces are thermally insulated in 
second case is considered. Because of symmetry, attention may be restricted to the region 
0 ^ С ^ V-
The thermal conditions inside and outside the annulus f = 0, A < p < 1 and at f = r] 
are as follows: 

T(Q,0) = - T 0 , Д < Q < 1, 

3T 
-^-(Q,0) = 0, 0 ^ Q < A , 1 < Q, 

T(Q, ф = 0, Q>0, 
in symmetrical problem and 

case 1: 

'W 
(e,o) = o, 

T(Q,0) = o, 
\ T 0 , 

A < Q < 1 , 

0 ^ Q < A , 1 < rt, 
0 ^ Q < A , , 

A, < Q, 

case 2: 

(e,o) = - T 0 , A < Q < i , 

П е . о ) = о , 

T(Q,rj) = o, 

о =s Q < A , i < e, 

<? > o, 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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in antisymmetrical problem, where T0 and т 0 are constants. The boundary condition for 
the case 2 is equivalent to the problem of uniform heat flow disturbed by the annular 
crack whose faces are thermally insulated. 

The solution of this problem can be obtained by superposing the solutions of the 
following problems, (i) The problem of crack-free region having temperature distribution 
T = T 0 Z ; and (ii) the problem of the annular crack with a temperature distribution T(r, z) 
which is an odd function of z, vanishes at the edges of the medium and satisfies the condi­
tion (3.5),. 

The disturbed temperature field is r0z+T(r, z). 
The solutions of Eq. (2.5), appropriate to the conditions (3.2), (3.4) and (3.6), respec­

tively, are as follows: 

F 
T(e,S) = J 60(x)shsox(i;-rj)j0(xQ)dx, (3.7) 

о 
oo 

T(e,S)= f ^ ( x H c h J o x C - c t o f o (3.8) 

00 

T(Q, J) - ) 02(x)[chsoxt-cth(soxr))shsoxC]Jo(xg)dx, (3.9) 
b 

where J„'xg) is the Bessel function of the first kind in order n. The unknown functions 
6o(x),0,(x),62(x), can be found from Eqs. (3.1), (3.3), (3.5), which lead to the following 
triple integral equations: 

(3.10) 

j 60(x)sh(s0xrj)J0(xQ)dx — T0, A ̂  g < 1, 
о 

00 

j xd0(x)ch(s0xr])J0(x(>)dx = 0, 0 < Q < X, 1 < g, 
о 

00 

1 xOi(x)[l+h0(xrj)]J0(XQ)dx = 
b 

00 

= A t Го Г - г ^ Jl(xXl)J0(x6)dx, A < Q < 1, (3.11) 
J S i l Sn XT] 

о ' 
oo 

j e,(x)J0(xo)dx = 0, 0 ^ Q < X, 1 < Q, 
0 

00 

1 x02(x)[l +h0(xri)]J0(xg)dx = r0bso\ ?. < g < 1, (3.12) 
b 

00 

jf 0 2 (x) / o (xg)dx = 0, 0 ^ g < X, 1 < g, 
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with h0(xrj) being defined as 

h0(xri) = 2[exp(2s0x>))-\]-1. (3.13) 

The above triple integral equations correspond to the symmetrical problem, Eqs. (3.10), 
and antisymmetrical one in the case 1, Eqs. (3.11), and in the case 2, Eqs. (2.12), of thermal 
conditions. 

We use here the series expansion method to solve the above triple integral equations [7]. 
Interchanging the variable Q i n A < g < 1 to ф in 0 < ф ^ к 

2Q2 = l + A 2 - ( l - A 2 ) c o s ^ • (3.14) 

the variables Q and ф correspond each other and о = X is ф = 0 and Q = 1 to ф = тс. 
The following integral formulas are to be utilized [8]: 

0, 0 < Q < л , 1 < Q, 

4 COSAZ</> /„ = j xZn(x)J0(xo)dx = 
[ т г (1 -А 2 ) sin<ri ' 

00 

/ » - ! - / * + 1 = J c„(x)/o(*e)<k = 

A < Q < 1 , 

о, о < £i < i, i < g, 
8 

$тпф A < g < 1, 

(3.15) 

7 t ( l - A 2 ) 
where 

Z„(x) = / , ( x 1 ** j / , f X — ^ - j , C„(x) = x[Zn-,(x)-Zn+l(x)]. 

Then, the unknown functions 0o(x), 0,(.v) and 02(*) can be expressed by series: 
00 

e0(x)ch(s0xr]) = T0 2}а',гя(х), 
я = 0 

00 

6t(x) = Я, Го ^b'„ C„(x), 
/1 = 1 

00 

02(x) = T 0 f e o
 1 ^ c ń C „ ( x ) , 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

where a'0, a\, ..., b[,b'2, ... and c[,c'2, ... are unknown parameters. 
Thus, the appropriate series representations (3.17)- (3.19) satisfied two of the three 

equations exactly. Substituting Eqs. (3.17), (3.18) and (3.19) into Eqs. (3.10),, (3.11), 
and (3.12),, respectively, and using the Neumann's formula [9] 

JO(XQ) = Z0(x) + 2 ^ гт(х)со*тф, A < g < 1, (3.20) 

we get the following infinite sets of simultaneous equations for the determination of the 
coefficients a'n, b'„, c,\ 

CO 00 

E«'*f[l-goixt})]ZMZJx)dx -= <50m, {m = 0, 1, 2, . . . ) , '(3.21) 
n=0 0 
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00 00 

]?Ь'„ f U + h0(xV)]C„(x)Cm(x)dx = 
п=\ О 

00 

- ' f ^ ' ^ c j u * . ( й , = 1 ' 2 ' - ) ' 
00 с о 

/ [1 +h0(xr])]Cn(x)Cm(x)dx = д1т, (>п=\, 2, ...), 
я = 1 О 

where д0т and д ш are Kronecker's deltas and 

go(*v) = 2[1 +exp(2A:r7^o)]_1-

In terms of coefficients a'n, b'„, c'n it is found that 
GO 00 

7 - 0 0 

CO CO 

Г(е , С) = Я, Г 0 J J ^ 1 ^ C n ( . Y ) [ c h 5 o ^ - c t h ( J o x r ? ) s h j o - v a + 
O n= 1 

+ / l ( X A l ) f ^ } / o ( - V 0 ) ^ ' 
00 CO 

T(g, O' - r0bssl ^ c ' n j C„(x)[ch5'oXc :-cth(joX?7)sh5oxC]/o(^)^. 
n= 1 0 

in the symmetrical and antisymmetrical (case 1 and 2) problems, respectively. 
A t the plane f = 0 we have: 

00 

Г(е ,0) = -Т0]?аа[Г0-2(?0], 0 < Q < A, 1 < e > 

л = 0 

AR, L 4Г050 i v ' /• 2 ̂  i 
^ ^ ^ ^ T r a ^ - s i r ^ Z ^ ^ ' ^ ' ; - < ^ < ь 

for symmetrical thermal loading and 

О T ' 1 V""l 

П = 1 

+ XXTQSQ I - r— J1(XX1)J0(XQ)CIX, O Q < Л, 1 



T H E R M A L STRESSES 479 

Па, 0) = _ ( 1

8 _ T p K £ f » s i n W ) . A ̂  g < 1 , 

(3.30) 

AR 
до о < p < я, i < о 

in the case 1 and 2 of the antisymmetrical problem. 
In above equations: 

00 

/3 = / / 0 (A ' e )z n (x)c/x, 

C70 = / [exp(2xqj0)+ I ] - V 0 ( - v e ) Z „ ( x ) J x , (и = 0, 1, 2, . . .) , 
о 

00 

HE = j [ e x p ( 2 ^ 0 ) - 1]-1J0(XQ)X---j^-dx, ( « = 1 , 2 , . . . 

(3.31) 

The integrals /5 can be presented analytically by Gaussian hypergeometric series and a 
Gamma function [10]. The integrals C70 and #3 can be easily evaluated numerically, 
because those integrands decrease exponentially to zero. The heat-flux on the plane С = 0 
has singularities of the form (g— Я ) _ 1 / 2 at Q = Я and (1 — Q)~112 at g = 1 in the symmetri­
cal problem and (Я — g)~112 and (g—1)~1 / 2 in antisymmetrical one (see Appendix to 
[10]). 

In the limiting case of a penny-shaped crack problem (Я = 0) in the infinite medium 
(jj -> co,gQ(xn) = h0(xrj) = 0) we obtain from the above results the closed-form solu­
tions: 

1 
Ф + дпо) 4 « 2 - Г 

Ы = 0, 
2 

с„ = — тс 4 л 2 - 1 
(3.32) 

and at С = 0 

T(Q, 0) = Т0 arc sin 
тс 

Q> 1, 

AR 
" а с " 

2 1 
(g,0) = — ГоЛо .- =•, 0 < р < 1 . 

я yi— g 

(3.33) 

in the symmetrical problem and 

г(е,о) = - ^ T 0 ^ o 1 j / i y , o < e ^ i : 

1 
"я5г (£, 0) = — T 0 O 

ас тс 
•arcsin 

(3.34) 
1 < g, 

n the uniform heat-flux problem. 
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4. The thermoelastic problem 

The solutions of Eqs. (2.3) appropriate to our problems are: 
00 

<Pt(Q, 0 = T w r r f v T - "Г f •<-2[Al(x)shstxC + Bi(x)ChsixC}Jo(xQ)dx, (4.1) 

00 

cp0(Q, 0 = b2xj x-20o(x)shsox(C-rj)Jo(xQ)dx, (4.2) 
о 

oo 

<Po(Q, ?) = 6 2 « Jx-2loi(x)[chs0x!;-cth(s0xri)shs0x!;] + 

+ Я, T0J1(xXl)^^]j0(xQ)dx, (4.3) 
sn^o^ł/) 

00 

9>o(e» 0 = b2x J x-2Q2(x)[chs0xC-cth(s0xr))shs0xl;]J0(xQ)dx. (4.4) 
0 

The potentials (4.1) and (4.2) are used to solve the boundary conditions (Fig. la) : 

ff:(c>,0) = О, Я < Q < 1, 

o-zr(?, o) = cr2(e, J?) = tr„(e, J?) = o, e > o, (4.6) 

which correspond to tensile-type crack problem in the layer with traction-free surfaces 
and the potentials (4.1) and (4.3) or (4.4) to solve the boundary conditions (Fig. lb): 

GZAQ, 0) = О, Я < Q < 1, 
(4.7) 

U(Q,0) = 0, 0 ^ Q ^ Я, 1 < Q, 

o,(e; o) = <yz{Q, v) = <r*r(e, fi) - о , e ^ o, (4.8) 

which correspond to shear-type crack problem. 

5. The triple integral equations 

A t first we consider the mode I tensile-type crack problem. Substituting Eqs. (4.1) 
and (4.2) into Eqs. (2.2) and (2.1) the stress and displacement components can be obtained 
in terms of the four unknown functions A^{x), A2(x) etc. The conditions (4.6) yield equa­
tions: 

A2(x) = -A1(x)-fiso(s1s2)~1G1x(l+k1)0o(x)chsoxr], 

4o(xrj)Bi(x) = - Al(x)(cb.a.xri + afi-ic\vfixri-2slfi-x]-

— 2xs0s2

iG1(l +k1)0o(x)(chs2xr] — chsoxr]), (5.1) 

A0(xii)B2(x) = Al(x)(ch<xxr] — afi~ichfixr]+2s2fi~1)+s0(s1s2)~1xG1 x 

x (1 + к i) 0 с, (х) [ch(s0 xrj) (fi ch axr) — a ch fixrj) + 2s2 ch Si xrj\, 
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where 
A0(x) = shoLx+xp-hhpx, {a, /?} = s1±s2. (5.2) 

The functions A2(x), B,(x) and B2(x) are expressed in terms of AL(x), and hence they 
can be eliminated from the rest of analysis. On the crack plane | = 0 Eqs. (5.1), (4.1), 
(4.2), (2.1) and (2.2) give: 

CO 

w(6,0) = -(G.Q-'b f {Al(x) + xs0CG1(k-kl)(k+l)-ie0(x)chs0xr,}x-1J0(xQ)dx> 

0 

0 0 (5.3) 
0z(Q,V) = J {U -giixrj^A^ + SoSj1 xGt(l +k1)60(x)chs0xrj x 

0 

x [1 -g2(xv)-g3(xrj)]-G1x(l+k1)0o(x)shsoxr]}JQ(xQ)dx, 
where 

1 + a2/?" 2 (ch/Jx - 1 ) + a/?~1 sh Rx - e~ « , 
a/3-1 (sh (ix+chpx) - 2s2 jr1 - e" a x , 
2s2r3~i(chs1x—chs2x)lchs0x, 
C= (k+l)(k—l)~1(s2

1 -si1). (5.5) 

Substituting Eqs. (5.3) into Eqs. (4.5) we obtain 

Mx) 

= 1, 
= 2, (5.4) 
= 3, 

J [A1(x) + xsoG1C(k-k1)(k+\)-10o(x)ch(soxr])}x-1Jo(xQ)dx = 0, 
о 

0 ^ Q ^ A, l ^ o , (5.6) 
CO 

/ {[ 1 - gi Wfl A i (x) + s0 s2

 1 №t (1 + fcr) 9oW ch (5 0 xq) [1 - g 2 (Xl?) -
0 

-g3(xrj)]}Jo(xQ)dx = С ^ О + А г О Г о , A < g < 1, (5.7) 

where in the second equation the relation (3.10)! is used. Next, for the case 1 of the thermal 
conditions in antisymmetrical problem we have: 

SlB2(x) = -s2Bl(x)-G1x(\+k1)i301(x), 
A^xrfiA^x) = -B1(x)(chaxr]-ap-1chlexri + 2s2R-1) + 

+ G, x(l + k^ls^hsoxr])'1 [2(s0shs2xii — s2shs0xr/)61(x) + 
+ T0 Ai J, (xA,) (y, shy 2 X7] - y2 shy, хф], (5.8) 

Л(х»?)Л 2 (х) = B,(x)s2Si1(chixxrj + ar3~1chr3xrj-2sir3-1)-

— Glx(\+k1)(s,shsoXr])~1{[2soshslxr] — shsoXrj(achftxrj + 
+ Bch axrj)] 0X(x) + T0 Яа Ą(xA,) (S, sh d2 xr\ — b\ sh d, xrj)}, 

where 

di(x) = shax— a/3- 1sh/Sx, y l i 2 = 5 2 + ^ 0 , <5,,2 = ^ I + ^ о - (5-9) 

The boundary conditions (4.7) lead to the triple integral equations: 
CO 

U(Q, 0) = - b(G, Cs,)~1 f [Bt (x) -Ą C7, Cx(kx — k)x 
о 

x (k + \)-101(x)]x-iJ1(xQ)dx = 0, 0 < Q < A, 1 ̂  Q, (5.10) 

11 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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г 

о 
с о 

-G^il+k,)} {ei(x)[s2(l+h3(xr]))-So(l+h0(xrj))] + 
о 

+ XyToJ^xX^ixr^J.^dx = О, X < Q < 1, (5.11) 

where 

l - a V " 2 ( l - c h / 5 j c ) - a j 9 - 1 s h j 9 j c - e - " * , / = 1, 

(sh s0 x)~1 [si B~1 (y, sh y 2 л: - у 2 sh у , x) -
-s2e-1(d1shS2x-S2shdlx)+s0], i = 2, (5.12) Ш Mx) 

e - a x + a/3"1 (ch/3x + sh/9x - 2 ^ a" J )+ 
+ 2i'o(i'2/3shj0A:) 1(si shs2x — s2shst x), i — 3. 

The unknown functions S2(x), AC*) and Л 2 (х) and the triple integral equations of 
the case 2 of thermal conditions can be obtained by replacing 6,(x) by 62(x) in Eqs. (5.8), 
(5.10) and (5.11) and setting J^xXA = 0. 

6. Infinite sets of linear simultaneous equations 

Using the formula (3.15)2, the unknown function A,(x) in Eq. (5.6) can be expressed 
by series 

OS 

Ay{x) = 01МхПх$ЪЩе)±х*,<Ъ C(k-k1)(k+ 1Г'%(>0<Ы?оХч), (6.1) 
n = 1 

where a„ are the arbitrary coefficients and 

M= (l+k^il-SoSl^ + Cik-kAik+iy^o (6.2) 

is the material parameter. 
Thus, the equations (5.6) are satisfied exactly, while the equation (5.7) leads to 

00 CO CO CO 

y^aRj [l-g1(xrj)]xCn(x)J0(xQ)dx = 1+ ]?a'nJ {(1 -m0)g0(xrj)~ 
n=1 0 n = l 0 

-m1gi(xrj) + m2[g2(xrj)+g3(xrj)]}Zn(x)J0(xQ)dx, I < Q < 1 (6.3) 

where the result (3.17) is used and 

m0 = ( l + f c J M - 1 , ntj = Csoik-kjlil+kjk]-1, m2 = s0(l+k1)(s2M)~1 (6.4) 

are the material parameters. 
Substituting the relation (3.20) into Eq. (6.3) and equating the coefficients of cos(/?i0) 

in both sides we obtain infinite system of algebraic equations with respect to the unknown 
coefficients a„. Substracting the (w + 2)-th of these from the w-th, we obtain 

00 CO 

Za«f t 1 -gi(xv)]C„(x)Cm(x)dx = dlm+ (6.5) 
n = 1 0 
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00 CO 

+ ]^a'„f { ( l - m 0 ) g o ( ^ ) - w ł g 1 ( x » 7 ) + w2

rg2(^)+ ^ ' ~ \ 
n=o о [com. I 

+ g3(xv)]}Zn(x) [ Z m _ 1 ( x ) - Z m + 1 ( x ) ] i / A - , ( и = 1, 2 , . . . ) . 

The matrix of the system (6.5) in l.h.s. is symmetrical with respect to m and n and in r.h.s. 
is not. The functions g0(xrj), gi(xr[) etc. are continuous for all of x and tend exponentially 
to zero as xr] tends to infinity. For the case of infinite medium these functions are inden-
tically zero and the system (6.5) reduces to 

00 CO 

£ a n f Cn(x)Cm(x)dx = dlm, (m = 1, 2, 3, . . .). (6.6) 
1=1 о 

« 
Next, in antisymmetrical problem, using [8] 

0, 0 ^ Q ̂  X, I < Q, 

J J1(xo)Z„(x)dx sinnó . , , (6.7) 
Я < Q < 1, (n = 1,2, . . .) , кпд 

from Eq. (5.10) we obtain 
CO 

Btix) = St Cd Wi - k) (k +1)-1 [O, (x) + Aj Г 0 A- j£ 6, Z„(x)], (6.8) 

where bn are the arbitrary coefficients. 
Substituting Eq. (6.8) into Eq. (5.11), using the solution for O^x) and the formula 

corresponding to Neumann's addition theorem [9] 

CO 

XĄ(XQ) = Q _ p ) s m , mZm(x)s\nm<p, X < Q < 1, (6.9) 

it is found that the set of linear simultaneous equations of the thermoelastic problem of 
the shear-type crack in the case 1 of thermal conditions is 

CO CO CO CO 

'ZKJ [\-lh(xtj)]Zn(x)Zm(x)dx = ^Kf[Zn-i(x)-
n = l 0 п = 1 0 

-Z n + , ( .v) ]Z m (x) [-l+m3y1+ hi(xr))+s2m3h3(xrj)-
CO 

-s0m3h0(xi])]dx + m3 f x~1J1(xXl)h2(xrj)Zm(x)dx, (w = 1 ,2 ,3 , . . . ) , (6.10) 
6 

where 

m3 = (1 +k1)(k-l)P~1(kl—k)~1. (6.11) 

For the case 2 of thermal conditions the set of simultaneous equation can be obtained 
by replacing bn and b'„ by cn and c'„, respectively, and setting JiixXi) = 0 in Eqs. (6.10). 
The unknown function BL(x) in this case can be obtained by replacing б х (х) , XtT0 and 

by 02(x), T 0 b s 0

_ 1 and c„, respectively, in Eq. (6.8). 

i i ' 
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7. Thermal crack shape 

The Eqs. (5.3)1; (6.1) and the formula (3.15)2 give the following crack shape in the 
case when the applied temperature is symmetrical with respect to the crack plane 

00 

w(e,o) = - TC(flp)c £ a " 5 1 ф ф ) - ' *<e<i< (7-1) 
n=l 

For the cases of antisymmetrical problem the following thermal crack shapes we obtain: 

00 

• u(g,0) = - — r 0 M i - И Г У " 1 У, —' sin(w/>), Я < Q < 1, (7.2) Tl •ć—l n 
л = 1 

.00 

u ( e > 0 ) = - — Tob^xikt-kUk+l)-^-1 У C"-sin(ncb), A < g < l , (7.3) ii n 

in the case 1 and 2 of the thermal conditions, respectively. 

8. Thermal stress distribution 

The normal stress in Eq. (5.3), with the aid of Eq. (6.1) and the solution (3.17) 
may be rewritten to the form 

00 

at(s,0) = G1M>i{T(Q,0) + To^an[l-gl(xr1)].xCn(x)Jo(xo)dx-
П = 1 

00 00 

- TO2J j [d - mo)go(xn) - m gi (xri) + . 
= 0 о 

+ m2 (g2(xrj) + g3(xr]))]). Z„(X)J0(XQ) dx\. (8.1) 

Using the formulas 

с to - JS— &EŁ 
nK ' 1-Х2 8x 

(8.2) 

/ xC„(x)J0(xQ)dx = - -j —p- (/5 + Q A fij 

and the result (3.28)i, we obtain 

, r z ( e , 0) = - G , Л /кГ 0 { - р Л ^ И в я (/S + о A y j + G i ) + 

' ^ [ /S - 2w0 GS - W, GI + m2(G2 + G$)]}, (8.3) 

00 

n = 0 
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where 
CO 

GJ = { gj{xrj)Zn(x)J0(xQ)dx, . / = 1 , 2 , 3 , (и = 0, 1, 2, . . .) , 
0 

со (8.4) 

G1 = j gl(xr,)xJ0(xe) dx, {n = 1, 2, . . .) , 
0 

are the convergent integrals. 
The normal stress OZ(Q,0) involves singularities of the form (А — о)~1,г and ( g - l ) _ 1 / 2 

(BVOIBQ, see Appendix to [10]). 

Employing Eqs. (6.8) and (3.18) in Eq. (5.11), using the formula (8.2), and integrating 
by parts, we obtain the shearing stress for the case 1 of antisymmetrical of thermal loading 

CO 

CO CO 

CO 

+m3J J1(x)n)h2(xrj)J1{xQ)dx\, (8.5) 
о ' 

where 
CO 

It = / J,(xe)Zn(x)dx, 1 = 0,2, 
0 

CO 

H" = J hl(xrj)xZn(x)Jl(xQ)dx, 
CO 

Л "i = f [s2 h3(xfi) +ma1h1 (xtj) - s0 h0 (xtj)] Ą (XQ) . 
0 

are convergent integrals. 
The shearing stress involves a square-root singularity at the crack tips. The singularity 

of OZ,[Q, 0) is included in term 8151 BQ, while the remaining terms are nonsingular. 
Replacying, in Eq. (8.5), X,T0,bn,b'n by T 0 b s o \ c„,c'„, respectively and setting, 

in Eq. (8.5), / Д х А , ) = 0 we obtain the shearing stress for the case 2 of antisymmetrical 
problem. 

9. The stress intensity factors (SIFs) 

To determine the singularities of the normal stress, the transform in Eq. (8.1) is cal­
culated for C„ given in Eq. (8.2), and the asymptotic formula [9] 

X 8 Z ^ X ) = 'r= [ A s i n ^ - ( - l ) n c o s x ] + 0 ( x - 1 ) , (9.1) 
8x r c / l - A 2 
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as follows: 

' л - 0 ) ~ ~ 2 nai7W=7 (~ W^fy (9-2) 

where the nonsingular terms have been neglected and H( •) denotes Heaviside unit functio­
nal. 

Defining the mode I ,,thermal" stress intensity factors as: 

A 7 i n . = }/2b l im y/k-Q {<rz(p,0)}e < A , 

С = V2b l i m — 1 {<t*(Q> 0)}0>i, 

we obtain 

(9.3) 
л 1 о Ш . 

K{ T _ \6GxMy.T0\,a y i 

n=l 

(9.4) 

_ 1 6 ( 7 , ^ x 7 ^ " у , 

A l o u t . — - _ / | _ ^ 2 \ 3 / 2 " " y_j У l> "an-

n= 1 

The SIFs in shear at p = X~ and о = 1 + can be obtained from equation (8.5) 
Using 

00 

f 8 

J xJ1{xo)Zn(x)dx = 

2 
xZn(x) = ; [ cosAx+(- l ) "s inx] + 0(A;-1), 

•к у 1-Х2 

(9.5) 

we have as Q -* 1 + and p -> Я 

2 
cr2r(p,o) Р = = л ' 1 . у 2 с 1 а < £ 1 - / с ) ( А : + 1 ) - 1 я 1 : г 0 е - ' x 

T t i / 1 - Я 2 

CO 

Both case 1 and case 2 thermal loadings give the following SIFs: 

2 y'a 
^11 in. — — - y - 7 = = d * 2 - A:) (k + 1 ) - 1 Я , T0 J £ b„, 

* rt= 1 

uu 

K[loat. = :t^JL=GlCsls2x{kl-k){k+\)-niT0 У (-l)n+1b„, 
тхх/l-X2 

(9.7) 
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for the temperature T0 applied at the surfaces of the layer and 
i— 00 

4 i D . = -——-/=== G1Cs1s2xiki-fyik + 1 ) - 1 T 0 b s o 1 У c„, 

(9.8) 

^..om. = - *yb_ G1Csls2x(k1-k)(k+\)-iTpbsp 1 V ( - l ) n + 1 c n , 
T t l / l - A 2 « » n= 1 

for uniform heat flow т 0 disturbed by an annular crack. 

10. The special cases 

(a) Cracks in an infinite medium 

Particulary, taking г/ ->• со, we have gi(xt]) = G" = 0 (i = 0, 1, 2, 3) and shs0x(C—rj)l 
lchs0xrj = -exp(-s0x£). 

Using preceding results in Eqs. (3.21), (3.25) and (3.28) we obtain easily the tempe­
rature field in infinite medium under symmetrical loading. From Eqs. (6.6), (7.1), (8.3) 
and (9.4) we obtain the solution of thermoelastic problem of the mode 1 tensile-typ crack. 

Next, taking r\ -> со in antisymmetrical problem, we have hi(xrj) = h\ = H" = 0 
(/ = 0, 1, 2, 3). In this case the r.h.s. in Eq. (3.22) degenerates to zero and b'n are iden­
tically zero. Consequently, the solutions b„ of Eqs. (6.10) are equal zero and both the 
SIFs approache zero for infinite medium in the case 1 of thermal loading. For uniform 
heat flow disturbed by an annular crack the infinite sets of linear algebraic equations are: 

V c ; j fa(x)cm(x)dx = 6lm, (m = 1 , 2 , . . .) , 
n= 1 0 

с о 

^ c n j Zn{x)Zm(x)dx = ( - 1 +mly1) У ^ [ Z „ _ 1 ( x ) - Z B + 1 ( x ) ] Z m ( x ) < / A - . 
n= 1 0 

In the classical case of a penny-shaped crack problem (A = 0) in the infinite medium 
the thermal fields and the coefficients a'„, b'„, c'n are given in closed-form by formulas 
(3.32)-(3.34). For the mode I tensile-type penny-shaped crack problem the equations 
(6.6) have a closed-form solution: an = 2я / т г (4л 2 - 1) and the normal components W(Q, 0), 
OZ(Q, 0) and the SIF are: 

w(e;G) = -i-K-'TobxMc-'o-Q2)1!2, o< Q < I , 

<TZ(Q,0) - -In-^oxG.MiQ2-])-1!2, Q > \ , (10.2) 

Л 7 = -2-K~lT0b^2xGyM. 

On the other hand, if X = a/b -*• 0 but b is bounded, the SIF K?out. tends to the result 
of a penny-shaped crack and A7i„. tends to infinity, while if X -* 1 — 2e(e — a small value) 
the „ the rmal" SIFs become equal: A r

I

T

0 U t - • K?in X -GxxMT0^be and tend to zero 
as e is zero. 

For the uniform heat flow disturbed by a penny-shaped insulated crack in an infinite 
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transversely isotropic medium the temperature field is given by Eqs. (3.34) and the SIF 
assume the value 

KTi = Y_Tob3l2G1Cs1s2x(kl-k)(k+\y1s0-l(l-m3y1). (10.3) 

gt(.X) = sh 2x + 2x 

(b) Isotropic medium 

A limiting case of isotropic state gives: 

Si 1, s2-*l, s0 = \, k-*l, a = y 2 = c52 = 2, fi-*0, Yi'-tO, 

d1-+0, Pr = Pz, « r = « . » Gt = G, k,->3-2v, x -> ( 1 + „ ) а г / ( 1 - у ) , 
m0 = m2 = — m3 = — 2(2—v), m1 = 1, С = (1 — v ) - 1 , Л/ = — 1, х(кл—к) x 
(Jfc+l)-1 = ( l + v ) a r , G1Cs1s2x(k1-k)(k+\)-1 = G a r ( l +v)/(l-v) and the boundary 
function are: 

g0(x) = 2[exp(2x)+l]~S 

1 + 2 л : ( 1 + х ) - е х р ( - 2 х ) , / = 1 
1 +2x — exp( — 2x), i ' = 2 
2.v+th.v, i = 3 

h0(x) = 2[exp(2.v) - l ] " 1 (10.4) 
h2{x) = 0 

1 | 1 + 2 x ( x — l ) - e x p ( —2x), / = 1 
= sh~2x-2x \\ +2x(\ - c t h x ) + exp ( -2x ) , i = 3. 

From preceding equations, we note that the boundary functions do not depend on the 
physical properties of the material in the case of isotropic medium, while in the trans­
versely isotropic case depend, as shown Eqs. (5.4) and (5.12). 

The results (10.2) and (10.3) agree with those in the case of the penny-shaped crack 
in isotropic medium, where are given by Olesiak and Sneddon [1], and Florence and Goo-
dier [2]. 

11. Numerical results and discussion 

Solving the infinite systems of linear algebraic equations (3.21) — (3.23) and (6.5), 
(6.10) in both cases numerically and by truncation, we have examined the effects of geo­
metrically parameters and physical properties of the medium on the stress intensity factors. 
The integrals involving the product of four Bcssel function can be evaluated by the similar 
method as in the previous papers [10, 11]. The first ten roots of the sets of algebraic equa­
tions give the desired accuracy. 

The value of normalized stress intensity factors —KJlG^MxT^b versus Л = ajb 
are shown in Fig . 2, for infinite medium. Both SIFs increases monotonically with the 
decrease ajb and become infinity or 2/тс, respectively, as ajb -» 0. Since KUn. > KfouU, 
growth of the crack under mode I thermal loading would tend to occur at the inner edge 
suggesting that an annular crack wil l develop into a penny-shaped crack. In contrast to 
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the results of the crack in infinite medium under mode I [11] and III [10] mechanical 
loading, the intensity of the local thermal stresses depends on the physical properties of 
the material. The effect of the material dissimilarity is used by the parameters xG± M. 
The crack opens i f T0xM < 0. 

0 0.5 a/b 1.0 

F i g . 2 Stress intensity factors for annular crack under un i form temperature 

ejT 

ipb/b 
F i g . 3 Var ia t ion o f the thermal stress intensity factors Ku ,a and Kn out wi th a layer thickness under A = 0,5 

and At = 2,0 for dissimilar materials in problem / ; C ( = 1 0 4 M P a 
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For the mode II shear-type crack problem numerical computations were done for 
cadmium and /?-quartz crystals and comparative isotropic material (Gt = 10 4 MPa , v = 
= 0,30). The values of elastic constants ctJ, coefficients of linear expansion a,, a x and 
the ratio of the thermal conductivity coefficients so2 are taken from references [12]. The 
anisotropic thermal and elastic properties of materials were presented in [13] for metallic 
substances and in [14] for composite materials. The results for the antisymmetrical thermal 
conditions of the case 1 are shown in Fig . 3 and those for the case 2 shown in Fig. 4. 
Fig. 3 shows the mode II ,,thermal" SIFs at the inner and outer tips of the annular 
crack, in presented materials, versus -ц = hjb under Я = a/b = 0,5 and Я2 = c/b = 2,0. 

V 

I I I I I I I I 
0 1 2 3 4 5 6 7 ,i = h / b 

F i g . 4 Var i a t ion o f the thermal stress intensity factors Kiim and A n out wi th a layer thickness under 
Л = 0,5 for dissimilar materials in problem I I ; Gt = 10* M P a 

It is observed, that both SIFs approach infinity as rj -* 0 and decrease monotonically with 
the increase of t] tending to zero for infinite medium. For the case 2 and Я = 0,5, the 
SIFs are plotted versus r\ in Fig . 4. It is observed that, Kuout approaches zero as rj -» 0 
but Xjiia doesn't and K[Iin decreases, while K[loul increases with the increase of rj. When tj 
is larger then some щ the solution tends to that of the infinite body in which is uniform 
heat flow disturbed by an annular insulated crack. In this case of thermal conditions the 
effect of material dissimilarity and anisotropy is more visible. 
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Р е з ю м е 

Т Е П Л О В Ы Е Н А П Р Я Ж Е Н И Я В Т Р А Н С В Е Р С А Л Ь Н О - И З О Т Р О П Н О М С Л О Е С К О Л Ь Ц Е В О Й 
Т Р Е Щ И Н О Й . Р А С К Р Ы Т И Е И С Д В И Г Т Р Е Щ И Н Ы 

З а д а ч у т е п л о в ы х н а п р я ж е н и й в т р а н с в е р с а л ы ю - и з о т р о п н о м с л о е о с л а б л е н н о м к о л ь ц е в о й 
т р е щ и н о й и п о д в е р ж е н н о м д е й с т в и ю с и м м е т р и ч н о й и а н т и с и м м е т р и ч н о й т е п л о в о й н а г р у з к и с ф о р ­
м у л и р о в а н о к а к р е ш е н и е т р о й н ы х и н т е г р а л ь н ы х у р а в н е н и й с о о т в е т с в у ю щ и х з а д а ч а м т е п л о п р о ­
в о д н о с т и и т е р м о у п р у г о с т и . Д о р е ш е н и я в ы ш е у к а з а н н ы х п р е д п о л о ж е н о т а к и е п р е д с т а в л е н и я 
и с к о м ы х ф у н к ц и й в в и д е р я д о в с н е и з в е с т н ы м и п о к а к о э ф ф и ц и е н т а м и , к о т о р ы е у д о в л е т в о р я ю т 
д в а и з трех у р а в н е н и й т о ч н о , в то в р е м я к а к т р е т и е в о д у т к д в у м б е с к о н е ч н ы м системам л и н е й н ы х 
а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и й о т н о с и т е л ь н о э т и х к о э ф ф и ц и е н т о в . С о о т в е т с в у ю щ и е с у м м ы э т и х к о э ф ­
ф и ц и е н т о в о п р е д е л я ю т к о э ф ф и ц и е н т ы и н т е н с и в н о с т и н а п р я ж е н и й п р и р а с к р ы т а и с д в и г е т р е ­
щ и н ы , а о б р а з о в а н н ы е п р и их п о м о щ и р я д ы Ф у р ь е о п р е д е л я ю т в и д т р е щ и н ы в з а д а ч а х . Р е з у л ь ­
т а т ы в ы ч и с л е н и й , п р е д с т а в л е н ы г р а ф и ч е с к и , и л л у с т р и р у ю т к о э ф ф и й и е н т ы и н т е н с и в н о с т и н а п р я ­
ж е н и й и э ф ф е к т ф и з и ч е с к и х с в о й с т в м а т е р и а л о в в п р о ц е с е р а з р у ш е н и я . 

S t r e s z c z e n i e 

N A P R Ę Ż E N I A C I E P L N E W P O P R Z E C Z N I E I Z O T R O P O W E J W A R S T W I E Z P I E R Ś C I E N I O W Ą 
S Z C Z E L I N Ą . 

R O Z W I E R A N I E I Ś C I N A N I E S Z C Z E L I N Y 

Zagadnienie n a p r ę ż e ń cieplnych w warstwie poprzecznie izotropowej os łab ione j p ierśc ieniową szczeliną 
i poddanej [działaniu symetrycznego i antysymetrycznych obc iążeń termicznych s f o r m u ł o w a n o j a k o 
rozwiązan ie d w ó c h u k ł a d ó w p o t r ó j n y c h r ó w n a ń c a ł k o w y c h , o d p o w i a d a j ą c y c h zagadnieniom p rzep ływu 
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c iep ła i t e r m o s p r ę ż y s t e m u . W celu rozwiązan i a tych ostatnich zaproponowano takie przedstawienia po­
szukiwanych funkcji w postaci szeregów z nieznanymi w s p ó ł c z y n n i k a m i , k t ó r e spełniają dwa z trzech r ó w ­
n a ń ściśle, podczas gdy trzecie p r o w a d z ą do d w ó c h n i e s k o ń c z o n y c h u k ł a d ó w r ó w n a ń algebraicznych l in io­
wych wzg lędem tych wspó ł czynn ików. Odpowiednie sumy tych w s p ó ł c z y n n i k ó w wyznaczają współczynnik i 
in t ensywnośc i n a p r ę ż e n i a przy rozwieraniu i śc inan iu szczeliny, a utworzone z ich p o m o c ą szeregi Four ie ra 
określają ksz ta ł t szczeliny w obu zagadnieniach. Przedstawiono graficznie w y n i k i i lustrujące wspó łczynn ik i 
in t ensywnośc i n a p r ę ż e n i a i efekt f izycznych właśc iwości m a t e r i a ł ó w w procesie p ę k a n i a . 

Praca została złożona w Redakcji 8 czerwca 1983 roku 
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Introduction 

The aim of the present paper is the analysis.of interactions between the structure footing 
and the subsoil, surface of which undergoes subsequent changes of configuration. The in­
fluence of the deformation of subsoil upon the structure behaviour has a deep significance 
in the problems concerning the foundation of biddings on the grounds suffering mining 
damage. Elastic plates and beams as well as arbitrary deformable structures of rigid foo­
tings were considered. The following two facts were taken into account: 1° — the possi­
bility of losing the contact between the structure foundation and the subsoil, 2° — a diffe­
rent character of the reaction of subsoil in primary and secondary deformations of the 
subsoil, according to the concept of a partly elastic subsoil, given in [1]. The solutions 
were obtained for the special case of structures with a rigid footing. 

Denotations. The symbol a„ stands for the sum a 0 + tfi+ ••• + л л , at the same time 
a0 = a0 for n = 0. Thus, a„ = 5„ — a n _ ! are increments of quantities for n = 1, 2, . . . , 
K—\. The quantities aa,a^, ...,an are referring to subsequent states of the structure 
foundation, the subsoil, as well as their mutual interactions. The subsequent states are 
distinguished by indices 0,1, ...,K. The state distinguished by the index 0 is an initial 
state, the states denoted by the indices 1, 2, K—l are subsequent intermediate states, 
whereas the state denoted by the index К is a final state. It is assumed that with the passage 
from the и-th state to the state n+1, at least one of the quantities occuring in the problem 
under consideration is changed. 

1. Deformations of the subsoil boundary surface 

The subject of consideration wil l by now the deformations of the subsoil boundary 
surface, which wil l occur in geological processes or mining exploit i.e. without any outer 
loads acting at the subsoil from the structure. Let us consider F ig . 1, where A0 is the bounda­
ry surface of the underformed subsoil in the vicinity of the bulding structure we are intere­
sted in. It is assumed that Q is a regular region on the plane Oxt x3. Each point P ( x , , x3) 
in the region Q can be projected along x2 — axis on the boundary surface A0 of the un-
deformed subsoil. Hence A0 wil l given by the formula 

x2 =•= u0(xlt x3); (x!,x3)eQ. (1.1) 
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It is assumed that: 

1° — A0 is a smooth surface, i.e. there exist the derivatives 

И0.1 = 
CllQ 

dxi '0 .3 
Sup 
8x3 

2° — z l 0 is a shallow surface, i.e. 

дй0 

дх„ 
< 1, a = 1, 3. 

F i g . 1 

The conditions given above concerned the boundary surface A0 of the initially un-
deformed subsoil. Let us deal now with a description of the unloaded but deformed sub­
soil boundary surface, due to the effects of n subsequent changes of geological processes, 
where n — 1,2, K. This boundary surface will be denoted by An, being the result 
of n subsequent subsoil deformations, cf. Fig . 2. The parametric equation of the surface 
Afi is: 

* 2 = "n (* i> * з ) , (x1,x3)eQ, n = 1 ,2 , . . . . K. (1.2) 

Like in the case of the surface A0, it is demanded here, as well, that the surface A0 be 
smooth, i.e.: 

fan 
dxy 8x3 ' 

and shallow 

du, 
8x, 

- < 1, a = 1, 3 . 

Increments w n ( x l t x3) — u„_1(xi, x3) for и = 1, 2, . . . , AT will be designated by u„(xx, x3) 
i.e. 

w„C*i. ^ 3 ) = « n ( * i , ^ 3 ) - « n - i ( j f i » ^ з ) . for « = 1 , 2 , . . . , A 

assuming also that н 0 ( * 1 > * з ) = ы 0 ( * 1 . Х з ) (compare the denotations in the beginning 
of the paper). 
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F i g . 2 

2. Deformations of the structure foundation footing 

Let us assume, on the basis of Fig . 3, that in the region Q the bulding structure pro­
jection II upon the plane x2 = 0 was given. In the projection those structure elements 
are neglected which cannot have a contact with the subsoil. Moreover it is assumed that 
П is a subregion of Q, П cz Q. The structure footing after it is founded on the surface 
subsoil A0 is designated by S0. The parametric equation of the footing S0 will be 

x2 = ft>(>i, x3), (xt, л-3) e Я . (2.1) 

F i g . 3 

Like in the case of deformations of the boundary subsoil surface, it will be assumed that: 
1' — S0 must constitute a smooth surface, i.e. there exist the derivatives 

0)o 
dw0 8w0 

2' — S0 is a shallow surface, i.e. 

8OJ0 

dx„ 
<l, « * 1,3. 
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Founding a bulding structure on the subsoil and assuming that the possibility of its being 
loaded can occur at many time instants, deformations shown in Fig. 4 will take place 
and instead of (2.1) we shall obtain 

x2 = й>и(*1»*з)» ( х 1 , х 3 ) е Я , (2.2) 

The above formula being the parametric equation of the surface S„. It can be seen that the 
structure footing wil l pass from S0 to Sn and the subsoil boundary surface will pass from 
A0 to An. In both cases n = 1, 2, . . . , K. It is required here, as well, that each Sn should have 
the properties l ' , 2'. 

F i g . 4 

It is to be pointed out that the consequence of the assumptions 2° and 2' will be the 
possibility of neglecting the friction forces between the subsoil and structure footing. 

Increments vv„(x,, x3) — w„_1(x1, x3) for n = 1,2, К will be designated by w„(x1, x3) 
i.e. 

wa(xi> хз) = w„(Xi, x 3 ) - v v n _ i ( x i , *з) for n = 1, 2, K, (2.3) 

assuming also that w0(x!,x3) s i v 0 ( X i , x3). 

3. Interaction between the structure footing and the subsoil 

Founding the structure on the subsoil, the deformation of the subsoil is caused. The 
cause of the deformation can be both, the action of external forces transferred through 
the structure footing on the subsoil, as well as the deformations of the subsoil boundary 
surface resulting from the mining exploit. The first subsoil deformation due to the loadings 
is distinguished as a primary one and occurring after it, a secondary one. The notion of 
a subsoil primary deformation is usualy treated as a certain stipulated notion, being not 
strictly defined. Namely, there appear some doubts whether the very small subsoil displa­
cement, caused by the foundation transferring only small loods, can be recognized as pri­
mary. In such a case, the soil parosity remains practically the same after the deformation 
as it was before. Such cases occur seldom in practice. For practical purposes a minimal 
penetration h of the structure fooling in a subsoil should be taken into account, which, 
in a sufficient way, would condition the possibility of treating further subsoil deformation 
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as secondary. Having taken into account the above remark, a definition of primary subsoil 
deformations will be formulated, cf. Fig. 5. 

By the subsoil deformation at the point P(x,, x3) ell after the «-th change of its 
configuration we shall mean the number d^Xi, x 3 ) defined by 

<5n(*i, x3) =. wM(xlt x3)-u,(Xitsx9), n = 0, 1, ...,K, (3.1) 

assuming that it is not negative. When dn(xi,x3) < 0 then the subsoil deformation is 
assumed to be equal to zero. 

P(x,,x 3 ) 

T T 
i ! 

йп1*1.хз1 ! 

6 n ( x „ x 3 ) 

у т л 
I I | W M l x i | X 3 | 
i y~\ 

П ! 
• I 

jw n (x,,x 3 | 

I 

И - 1 . 

/ = 0, 1, ...,n-\, 

F i g . 5 

By the primary deformation (or more precisely Л-primary, where h > 0 is a given 
number) at the point ( x 1 ; x3) еП we shall mean the deformation д„(х1г x3) fulfilling the 
conditions: 

for n = 0 0 o ( * i , x3) > h 

I дп(х,, x3) > h and 
tor n > 0 j _ 

I di(x,, x3) < h for / = 0 , 1 , 
The above conditions result from the inequalities 

й«(*1»*з) > 2и(*1»*з)+Л> 

^ / ( ^ I , ^з) < ufa,xa}+h for 

where the positive number h is interpreted as a minimal penetration of the structure footing 

in the subsoil, the exceeding of which changes physical properties of the foundation. 
Let us designate by p„(x,, x3) the subsoil reaction to structure footing after the л-th 

change of its configuration, р„(х1г x3) < 0. The reaction increments for n = 1, 2, К 
will be denoted by p„(xt, x3) i.e. />„(*,, x3) = p„(x,, x3)-.P«-iC*i, x3) for n = 1,2, ...,K 
assuming also that pQ(Xl, x3) в , x3). 

^Analogously, the deformation increments wil l be defined by д„(х,, x3) = dn(x,, x3)— 
— dn_ j ( x , , x 3 ) . Let us introduce the following basic assumptions about the interaction 
between the structure footing and the subsoil: 

1° — if o„(x,, x3) is a primary deformation at the point (x t ,x3)eIJ then the reaction 
increment at this point is equal to: 

Pn(xi ,x3)= - k(xt, x 3 ) d^Xi, x 3 ) 

where к denotes the known Winkler coefficient. 

12 Mech. Teoreł . i Stos. 3-4/84 
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2 ° — if 6H(Xi,x3) is not a primary deformation at the point but it is positive, 
o~n(x,i x 3 ) > 0, then the reaction increment of this point is equal to: 

Pn(xi, x3) = - xk(x,, x3) <5„(x,, x 3 ) 
where x, x > 1 designates the subsoil inelasticity coefficient [1]. 

3° — if <5n(x,,x3) is not positive at the point ( x 1 ( x 3 ) eLJ, ó„(x, , x 3 ) < 0, then the 
total reaction at this point is equal to: 

P„(xi,x3) = 0 i.e. p„(xi,x3) = -pn-i(xlt x 3 ) . 
On the basis of the assumptions introduced above it is possible to call the subsoil 

interacted with the structure footing, a partly elastic subsoil (or more precisely the h-
partty elastic subsoil since the quantity h in included in the definition of this subsoil). 

J . Kwiatek in his paper [1] suggested the notion of a partly elastic subsoil affected both 
by outer loads as well as by the changes of the boundary surface subsoil curvatures under 
the structure footing, and proposed and evaluated the coefficient x, which is to be applied 
both at the secondary loadings as well as at the unloadings. The numerical values of the 
coefficient x was given in [1] on the basis of experiments. According to the theoretical 
model suggested above, it seems that the experimental model penetration should be de­
fined to a conventional minimum depth h, h > 0, according to the interpretation of this 
quantity accepted above. 

In many problems it can be assumed that the condition <50(x1; x 3 ) > h occurs for each 
(x , , x 3 ) elJ i.e. the primary deformation can only take place before the first change of 
the configuration i.e. for n = 0. It seems that such an assumption was silently accepted 
in the paper [1]. In this case the reaction p (x , , x 3 ) of the foundation after the n-the change 
of its configuration is determined by the conditions: 

1' Po(xi, x 3 ) = k(x,, x 3 ) ó 0 ( x , , x 3 ) for each ( х , , х 3 ) е Я , 

2' i f o „ ( x 1 ; x 3 ) > 0 then p„(xt, x 3 ) = -xk(x,, x3)(5n(x,, x 3 ) , 
3' i f дп(х1гх3)^0 then pn(x,, x 3 ) = 0 i.e. р„(х,,, x 3 ) = - / 5 „ _ 1 ( x 1 , x 3 ) . 

Conditions 2', 3' hold only i f n = 1, 2, . . . , K, where К is the number of all changes of 
the subsoil configurations and changes of the loadings. 

4. Elastic plates on the partly elastic subsoil 

We are to confine ourselves to the linear theory of thin elastic plates, cf. [2]. It is 
assumed here that the plate deflections are relatively small as compared with the plate 
thickness. We also assume that the plate edges can shift freely in the plate middle plane. 
We restict ourselves to the equilibrium plate problems. The scheme of plate loadings and 
deformations is given on Fig . 6, i.e. after the л-th change of the subsoil configuration, 
q„ being the и-th change of the plate load (thus the possibility of subsequent К changes 
of the plate load is assumed). 

The governing equation of the plate normal displacement, plate being made of homo­
geneous isotropic material, has a known form 
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where: w is the plate deflection, q is the load, D = Eg3/12(1 —v2) is the rigidity of the 
plate in which g is the thickness of the plate, E is Young's modulus, and v is the Poisson's 
ratio. In the Cartesian coordinates х±, x 3 this equation is 

w, 3333+2и>, з з 1 1 + * . 1 П 1 = D' 

where w = и>(х1 ; x 3 ) ; ( x x , x 3 ) elJ. The deflection w is to fulfill the above equation at 
each point of the region 77. This equation has to be complemented with the boundary 
conditions on the free edge 577, of the region 77, given at the end of this section. 

In the case of taking into consideration the reaction of the subsoil, the plate equation 
will have the form: 

V ^ Q c , , x 3 ) = for « = 1 , 2 , . . . , * , ( x 1 ; x 3 ) е Я , 

thus, it will also hold for the increment 

V > . ( * i , * s ) = fcfo'*a+ft(*i.*a> f o r „ = 0 , 1 , (Х1,х3)еП 

together with the conditions on the free edge 811. 
On the basis of the formulae cited above, we shall determine the equation for the ela­

stic plate on the partly elastic subsoil. A n d so we shall get: 
1° — if the deformation д„(х1,х3) is primary at the point (xt, X3) бП, then 

„ . , v , к , л qH(xt, x3)+kun(x1, x3) 
V 4 H ' „ ( X 1 , X 3 ) + — Wn(Xi , x 3 ) = - , 

for such ( x I ; x 3 ) ell, for which 

Mxi, x 3 ) > un(xi, x 3 ) + h and 

Щ(хх, x3) ^ м , (х 1 ; х 3 ) + Л for / = 0, 1, ...,n-\. 

2 ° — if the deformation ^ „ ( х ^ Х з ) is not primary at the point ( x l 5 x 3 ) e77 and it is 
positive, then 

„ 4 , v i * k , ^ \ Яп(х1,х3) + )(кип(х1,х3) У 4 а ) л (х ! , x 3 ) + -=- w,(Xi, x3) = - , 

12» 
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for such (xlt x3) ell, for which 

and for which there is such /, 0 < / < №, that 

x3) > ui(xiyx3)+h. 

3° — i f the deformation at the point (xt, x3) e П does not occur i.e. d„(Xl, x3) < 0, 
then 

V M * i , *з) 

for such (x1, x3) for which 

g n ( * i , * 3 ) - P , . - i ( * i > * 3 ) 
D 

*з) s= £„(*! , .v 3 ) . 

If a primary deformation of the subsoil takes place at the first loading, i.e. i f 

«o (* i , x3) > u0(Xl, x 3 ) for each ( х х , x3) еП, 

then the conditions 1°, 2°, 3° will assume the form, respectively: 

1° — V*w0(Xl, x3)+ — Woixt, x3) = 

9o(*i. х^ + кио^х^Хз) 

assuming that for all (xlt x3) еП the condition is fulfilled 

оо0(х1гх3) ft u0(xltx3)+h 

which should be checked after the solution of the problem (after finding w0(Xl, x3), 
(Xi, x3) eLT). 

-o ^74 t ч , xk <1н(х1* xi) + xku„(xltx3) 

for such (*!, x 3 ) e / J and л = 1, 2, A' for which 

й«(*х ,*з ) > й„(л : , , х 3 ) . 
?n (x i>*3) -A , - i (x i ,* 3 ) 

3 ° - У Х ( * 1 , * з ) = D 

F i g . 7 

for such (xlt x3) еП and n = 1,2, A" for which 

Wn(xl, *з) ̂  "п(*1, *з)-

Each of the cases considered is to be complemented, according to the theory of plates, 
with the following two boundary conditions (viz. Fig. 7): 
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M3Cos2a+M;sin2a —2M3,sinacosa = 0 

а (4.1) 
(63COsa + P"sina)----[MS 1 (cos 2 a-sin 2 a) + (JW5-M,")sinacosa] = 0 

8b 
in which the following were designated 

Ml = — / 82wn 8w„\ 

M i = - D \ ^ x T + V 8 x J ) ' 

Ml^-MU-Dil-v)-^, (4.2) 

С з - ° э*з I a*§ + ax2 

о - Ь Д 8 ( + g 2 w " \ 
y i

 0*1 \ ax2 ax2 / ' 
S' being on are co-ordinate along the boundary. V/e are still maintaing the convention 
that the quantity after the и-th change of configuration or loading is overlined by a ,,tilde'' 
over it, while the quantity increments do not have a „ t i lde" over them. 

The solution of the plate problem lies in determining the function w„ = wn(x,, x3)> 
n — 0, 1, A', fulfiling for each (х1г x3) еП one of the conditions: 1°, 2° or 3°,and 
such that the boundary conditions (4.1) are fulfilled for all those (xlt x3) еП for which 
the unit normal и exist. After determining vv„(x,, x3) from the formulae (4.2), bending 
couples M" and M3 and torques M"3 can be calculated from Eqs. (4.2). If, having deter­
mined H>O(XI , x3) it will turn out that for each (xlt x3) e77 exists w 0(x,, x3) > M 0 ( X I , X3) + 

+ h then we can only apply the conditions 2' and 3' further on, instead of 1°, 2°, 3°. 

5. Elastic beams on a partly elastic subsoil 

The equilibrum of elastic beams on a partly elastic subsoil is treated like the equili­
brium of elastic plates, the basic equation has the form (Fig. 8 for x = xL) 

in which the plate rigidity D was replaced by the beam rigidity EJ, and 

w — w(x) = w(x,, 0). 

The boundary conditions have now the form 

= о ^ = o 
8x2 ' 8x3 ' 

for Xt = lt and x2 = h (F'g- 8). The interaction conditions Г - 3 ° and l'—3' for the plate 
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also hold for the beam if в x and i f the dependence of the function w„, qn, u„, n = 
= 0, 1, К on the variable ;c3 is neglected. 

l 2 -

ТТТГТ TłTi 111111 rtŁ 

i gpc 

F i g . 8 

6. Structures with rigid footing on a partly clastic subsoil 

Let us assume according to Fig. 9 that any point P(xl, x3) ell, of the structure on a 
rigid footing, is displaced under the influence of structure load and subsoil configuration 
changes. Since the structure undergoes only rigid deformations, the position of the point 
P(xltx3) is determined by 

, *з) = Ł+x3%-XiW„• (6.1) 

F i g . 9 

The equilibrium condition of the forces acting upon the structure footing has the form 

К + j Pn(xi, л'з) dxi dx3 = 0, (6.2) 
n 

where Rn is a resultant (in the direction of the axis .v2) of the loads acting from the structure 
on its footing. 
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The remaining equilibrium conditions are 

Л * п 3 ) + /Pn(Xi , x3)x, dx, dx 3 = 0 , 

(6.3) 
+ J pB(x1,x3)x3dx1<lx3 = 0, 

П 

where M „ 3 \ M „ 1 } are the couples (with respect to the axis x3 and x, respectively) due to 
the loadings acting from the structure upon its footing. It is assumed that that equations 
of equilibrium not mentioned here are fulfilled identically, i.e. all the forces act parallel 
to the axis x2. Equilibrium conditions analogical to (6.1) and (6.2) as well as (6.3) also 
hold for the increments: 

H'„(*I , x3) = »?„ + x3 <p - л-, y>„, (6.4) 

and 

Л„+ Sp»(xl,x3)dxi.dx3 = 0, 
n 

M„3)+ f , x3)xx dx± dx3 = 0, (6.5) 
я 

Af« ł > + J Pn(xi, x3)x3dxi clx3 = 0. 
я 

The basic unknowns are now the numbers •&„, y „ , гр„ for each n = 0 ,1 , K. Each of 
the triples of these number will be determined from the three equations (6.5) assuming 
that Rn (the increment of the resultant of normal loads acting upon the structure footing) 
and M „ 2 ) and Mn

l) (the couples increments acting upon the structure footing after the 
«-th change of its configuration) arc known. The increment of the subsoil reaction p„(x,, x3) 
is to be distinquished here, by the conditions 1°, 2°, 3° included in section 3. It leads to 
the equations: 

R„+ j -k[§ + x3(pn-xlWn-u„(x,, x3)] dxy dx3 + 

Пп 

+ f-xk[e + x3(p„-xly>-un(xl,x3)]dxldx3- jp„_i(xi, x^dx^dx^, = 0 , 

Ял Яп 

M„3} + J - kxj [&„ + x3<pn-xty>n-u„(x,, x3)] dx, dx3 + 

ul 

+ j -xkxt[Ф„+х3<ря-xtipn-ц,(х!, x3)]dxtdx3- / A - i f e . * } ) ^ * ! ^ = ° . 

Mi1 > + J - kx3 [&„ + x3 (pn - A-, y>„ - u„(xi, x3)] dxt dx3 + 

ni 

+ j -xkx3[&a+x3<p„-xl y>H-uH(xi, x3)]dxidx3- J pn-x(x,, x3)x3dxtdx3 = 0, 

ni Яп 

whereIIn

l is a set of all those (x,, x3) ell for which d^x,, x3) is primary and Ml is a set 
of all those ( х х , х 3 ) е П for which й л ( .г, , x3) is not primary but is positive, and Мъ„ 
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is a set of all those (x j , x3) ell for which д„(хх, x3) ^ 0. It is to be pointed out that 
in the general case the regions П^,П2,П3 are disjointed and not known a priori. For all 
(xlt x3) ell2 there is no contact of the structure footing with the subsoil, i.e. р(х1г x3) = 0 
i f n = 0 then R0 = R0, MQ

3) = M0

3\ M 0

n = M 0 " and for n = 0 it is to be assumed 
/>„_! = 0, both in the above and further equations. The above conditions lead to the set 
of equations: 

•&„( Jk(x\, x3)dxtdx3+H jk(xt, x3)dxxdx3) +<pn( j k ( X l , x3)x3dx^_dx3 + 

III nl nl 

+« j k(xi, x3)x3dx,dx3) +f„[- j k ( X l , х 3 ) х ^ х ^ х 3 -
nl ni 

- x j k(xt, x 3 ) x t d x i dx3} = R,,+ j k(xt, X 3 ) M „ ( V 1 , x3)dxxdx3 + 
nl nl 

+ x j k(xt, Ж 3)ч,(*,, x2)dxi dx3 - Jpn-i(xt, x3)dxy dx3 ' 
2 4 

77» nl 

•&„ ( j k(Xi, x3)Xi dxi dx3+x j k(xt, x3)xt dx1 J x 3 ) + 

77n 77л 

+<Pa\ j k(xlt x3)x1x3dxldx3-\-x Jk(xlt x3)x1x3dx1dx3\ + 
nl nl 

+ <p„[- Jk(xt, X3)(xtydxtdx3-x J k(x,,, x3)(x^dXidx3) = M < 3 ) + 
nl nl (6.6) 

+ / k(xt, x 3 ) x x M „ ( x t , x3)dxt dx3 + x j k(xt, x3)xt un(xi, x3)dxt dx3 -
nl nl 

- J pn _ , (A-, , лг 3 ) X i dxi dx3. 

a.* 

&n ( / k ( X i , x 3 ) x 3 dx\ dx3 + x j k(xt, x3)x3 dxt dx3) + 

nl 

-<p„( J k(Xl, x 3 ) (x3) 2rfx, dx3 + x fk(xi, x 3 ) (x3)2ufx, dx3) + 

nl nl 

+ V « ( - jk(xi,x3)xix3dxldx3-x jk(xt, x 3 ) x j x 3 d x t d x 3 ) = M „ u + 

nl nl 

+ Jk(x1,x3)x3un(xl,x3)dxidx3 + x fk(xly х 3 ) х 3 м „ ( х 1 , x3)dXidx3-
77„' nl 

- f Pn-i(xi,x3)x3dxtdx3 

nl 

+1 

/7/i 

for •&„, <p„, y>„. The total values of the displacements and rotations are equal to ёп = #0 + 
+ ... +#„; <pn = q>0 + (pi+ ... +95»; Wn = W0 + W1+ ••• +Vn, respectively. The final 
position of the structure footing will be determined by Eq. (6.1). 

Essential difficulty in solving the above three equations lies in the fact that regions 
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/ / „ ' , / 7 2 - Щ are not known in advance but are expressed by the conditions given in Sec. 3. 
This means that: 

1 — (*1 ,*з) е-Ял1 

for n = 0 w0(xi,x3) > w0(xi ,x3) + h 

for n > 0 wjfai.xi) > M „ O J , X 3 ) and w ^ i , *з) < fi>,(x,, x 3 ) + /;. 

2 - ( х 1 , х 3 ) б Я п

2 

i f w „ ( x i , x 3 ) > й Д х ^ Х з ) and (x,,x3) does not belong tp Щ. 

3 — ( x , , x 3 ) e / 7 „ 3 

if wu(xi, x3) < м„(х,, x 3 ) i.e. the contact between the footing and subsoil does not take 
place. 

The above problem can be solved in an elementary way, if the deformations are primary 
for each ( x 1 ; x 3 ) e77 before the first change of subsoil configuration. Thus 

^ о + Х з ^ и - х ^ о ^ » o ( - V ' i , x3)-f-/? for each ( х 1 , х 3 ) е Я . (6.7) 

The second condition is the lack of contact loss of the structure footing with the subsoil 
i.e. 

Vn+XstPn-XiVn > x3) for each (x , , x 3 ) еП, n = 1,2, K. (6.8) 

These conditions can be checked, however, only after the problem has been solved, 
since #o, 9?0, y>0 and #„, cp„, yn, n = 1, 2, . . . , К occurring only in the conditions (6.7), 
(6.8) are unknown. When the conditions (6.7), (6.8) are fulfilled, then in Eqs. (6.6) for 
n — 0 integrals over/7,2 do not occur (because for n = 0 only primary deformations take 
place) and 77^ = 77 as there is no loss of contact of the structure footing with the subsoil. 
By analogy, for n = 1, 2, . . . , К integrals over 77„L do not occur and 772 = 77. 

Let's assume that the assumptions (6.7) and (6.8) are fulfilled and let's take the coor­
dinate system O x t x 3 on the plane in such a way that: 

J ^ ( X i , x 3 ) x 3 c / x 1 r / x 3 = 0, Jк(х1г x 3 ) x ! d x x d x 3 = 0, 
n n 

J k(x,, x 3 ) X j x3 dXt dx3 = 0. 
n 

Moreover, let us denote 

A = j k(xi, x3)dx, dx3, 7j s j k(x,, x3) (x3)2<7x, dx3, 

(6.9) 

я я 

J3= j k(xt, x 3 ) ( x J V x ! dx3. 

(6.10) 

If k'xy, x 3 ) = к = const, for each ( x , , x 3 ) e /7 i.e. i f Winkler's coefficient is constant, 
then the coordinate axes on the plane x 2 = 0 are obviously the main central axes of the 
region 77 and А/к, I,/к, I3/k are a surface of the region 77, and the main central inertia 
moments of this region, respectively. The co-ordinate system x x x 3 fulfilling the above 
conditions always exists because of k(x^, x 3 ) > 0 the numbers A, I,, 73 are always po-
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sitive. The set of equilibrium equations (6.6) for n — 0 will have the following form now 

&0A = R0 + J k(Xi. x 3 ) M 0 ( . V , , x3)dxt dx3, 
n 

(poli = M[0)+ Jk(xlt Хз)х3Цо(х1, x3)dxtdx3, 
n 

-rpoh = M(
3
0)+ J k(x1,x3)x1u0(x1,x3)dxldx3 

h 

and for the increments n = I, 2, ..., К 

&„xA = RN + x yk(xl,x3)un(xi,x3)dxldx3, 
a 

(faxly = Mf + x Jk(xit х3)л-3мл(х1, x3)dxydx3, 
П 

-y„xl3 = M(

n

l> + x j kix^x^XiUnix^x^dxydXj. 
л 

From the above formulae we shall obtain 

#o = #o = ~ [R0 + /k(xL, *з)Ио(*1, x3)dXi dxA. 

<Po = Фо = j- [м0

3> + jk(x!, x3)x3u0(x1, x3)dxldxA. (6.11) 
1 и 

Vo = Vo = - у - Г л ^ Ч fk(x1,x3)xiu0(xl,x3)dx1dx3\ 

For n = 1, 2, . . . , K, on the other hand, we shall get 

= #o | l - + щ [К + * J k{xi, x3)u,(Xi, x3)dXi dxA, 

Фп = 9>o(l - ^ ) + — [M^ + X /k{xx,x3)Xiun(xltx3)dxl,dx3], (6.12) 

V- = Vo | l - ^ ) + -щ- \M^ + X /k(Xl, х3)х3ы„(х,, x3)dxt, dx3]. 

It is to be emphasized that the formulae (6.11) and (6.12) are to hold only when the condi­
tions (6.7) and (6.8) are fulfilled. If the conditions (6.7) and (6.8) are not satisfied, then 
the formulae (6.11) and (6.12) do not represent the solution of the problem and cannot 
be applied. 

In order to draw attention to inelastic features of the subsoil let us consider a case 
in which йк = 0 and let us assume that RK = 0, Ml

K

l) = 0 and M ^ 3 ) = 0. 
This means that we have taken the whole load off the structure under consideration. 
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Then, according to the formulae (6.12), for n = AT we shall get 

h 

Фк 

Фк 

In the above formuale #0, cp0, y>0 characterize primary deformations of the subsoil 
caused by the action of the rigid construction loaded with the resultant force R0 and the 
resultant couples M0'\M0

3) (according to the formulae (6.11) while &к,Фк,Фк cha­
racterize analogous deformation of the not loaded structure (as we have assumed RK = 0, 
А/к" = 0, = 0). Thus, it can be seen that &к,фк, WL characterize inelastic defor­
mations, i.e. deformations that are not accompanied by any forces. Thus, the formulae 
(6.13) characterize a certain effect of inelasticity of the subsoil which will allways occur 
when я ф 1. 

If Jt, is the symmetry axis of the region П and when the loads are symmetric in relation 
to that axis, and the subsoil surfaces after deformations are cylindrical surfaces of con­
stant curvatures and independent of x3, then M„l) = 0, y>„ = 0, n = 1,2, К and 
we shall get the special case of the considered problem, which was discussed in [1], where 
four states of the subsoil were considered (i.e. К = 3), assuming u0 =s 0, и х = ul(x1), 
u2 = u2(x1), u3 = 0, where « i (x , ) and H 2 ( * I ) being assumed as the cylindrical surfaces of 
constant curvature of a different sign. 

7. Finals remarks 

In sections 4,5 and 6 general formuale were introduced describing the footing structure 
behaviour on a partly elastic subsoil which undergoes subsequent deformations. The so­
lution of the problem was obtained only for a special case of the rigid footing, the in­
teraction of which with the subsoil is described by the conditions (6.7) and (6.8). These 
conditions can be checked, however only obtaining after the solution. If the conditions 
(6.7), (6.8) are not fulfilled, then it is generally not possible to get a solution with 
elementary metods of the considered problem. Similarly, with elementary methods one 
is not able to obtain solutions for elastic plates and beams on a partly elastic subsoil; 
the formulae given in Sections 4 and 5 are limited only to formulate the problem, leaving 
open the methods of its solution. The analytic difficulties in obtaining solutions result 
from the fact that the problems discussed are characterized not only by equations, but 
also by inequalities. The analysis of the problems described with equations and inequa­
lities simultaneously can by found e.g. in the monograph [3]. It is to be pointed out, ho­
wever, that methods of solving problems of that kind numerically are known, and can 
be successfully applied for the equations and inequalities given in Sees. 4, 5, 6. Further­
more the case solved at the end of Sec. 6, in spite of a very special character, has a practi­
cal meaning in many engineering problems. In other cases an approximate approaches 
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can be applied, for example those discussed in the monograph [4] and making use of the 
notion of discretization of problems. 
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Р е з ю м е 

В З А И М О Д Е Й С Т В И Е К О Н С Т Р У К Ц И Й С Ч А С Т И Ч Н О У П Р У Г И М О С Н О В А Н И Е М 

Ц е л ь ю р а б о т ы я в л я е т с я о п и с а н и е п о в е д е н и я к о н с т р у к ц и й п о с а л е н н ы х н а о с н о в а н и и , к о т о р о е 
и з м е н я е т к о н ф и г у р а ц и ю . У ч е т в л и я н и я д е ф о р м а ц и й о с н о в а н и я н а п о в е д е н и е к о н с т р у к ц и й имеет 
п р а к т и ч е с к о е з н а ч е н и е в з а д а ч а х п о с а д е н и я о б ъ е к т о в в р а й о н а х у б ы т к о в у г о л ь н о й п р о м ы ш л е н н о с т и . 
Р а с с м о т р е н о у п р у г и е п л и т ы и б а л к и а т а к ж е д е ф о р м и р у е м ы е к о н с т р у к ц и и , и м е ю щ и е ж е с т к и е 
о с н о в а н и я . У ч т е н о : 1 — в о з м о ж н о с т ь п о т е р и к о н т а к т а о с н о в ы к о н с т р у к ц и й с о с н о в а н и е м , 2 — 
р а з н о е к а ч е с т в о о т п о р а о с н о в а н и я о п и с а н н о г о в [1]. П о л у ч е н о р е ш е н и я в ч а с т н о м с л у ч а е к о н с т р у к ­
ц и й с ж е с т к и м о с н о в а н и е м м и е ю щ и м п р а к т и ч е с к о е з н а ч е н и е . 

S t r e s z c z e n i e \ 

W S P Ó Ł P R A C A K O N S T R U K C J I Z C Z Ę Ś C I O W O S P R Ę Ż Y S T Y M P O D Ł O Ż E M 

Celem pracy jest opis zachowania się konstrukcji spoczywających na p o d ł o ż u dozna j ącym z m i a n k o n ­
figuracji. Uwzględn ien ie wp ływu deformacji p o d ł o ż a na zachowanie się konstrukcji m a bowiem znaczenie 
praktyczne w problemach posadowienia o b i e k t ó w na terenach obję tych szkodami górn iczymi . R o z p a ­
trywano sprężyste płyty i be lk i oraz konstrukcje o sztywnych podstawach. U w z g l ę d n i o n o moż l iwość utraty 
podstawy konstrukcji z p o d ł o ż e m oraz r ó ż n y charakter odporu p o d ł o ż a przy odksz t a ł cen iach pierwotnych 
i w t ó r n y c h , zgodnie z koncepc ją p o d a n ą w [1]. Otrzymano rozwiązan i a d la przypadku szczególnego k o n ­
strukcji o sztywnej podstawie, ma jącego znaczenie praktyczne. 

Praca została złożona w Redakcji 8 czerwca 1983 roku 
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Politechnika Warszawska 

1. Wprowadzenie 

Ostatnie lata świadczą o wciąż wzrastającym zainteresowaniu zagadnieniami pól 
sprzężonych. Badania zarówno teoretyczne, jak i doświadczalne zachowania się spręży­
stego ciała stałego, które znajduje się we wzajemnym oddziaływaniu z polem elektromagne­
tycznym, a często również z polem temperatury, stały się bardzo popularne z powodu 
olbrzymiego zapotrzebowania ze strony techniki. Można powiedzieć, że piezoelektrycz-
ność — dziedzina zajmująca się sprzężeniem pola deformacji z polem elektromagnetycz­
nym oraz tcrmo-piezoelektryczność, włączająca ponadto pole temperatury, są na etapie 
dynamicznego rozwoju. 

Cztery lata temu minęła setna rocznica odkrycia zjawiska piezoelektrycznego przez 
braci Piotra i Pawła Curie. W 1880 r. odkryli oni prosty efekt piezoelektryczny w kry­
stalicznym kontinuum [1] — wytwarzanie elektrycznej polaryzacji, a więc i pola elek­
trycznego przez mechaniczne naprężenie. Odwrotny efekt piezoelektryczny — pojawianie 
się naprężeń i odkształceń kryształu wskutek zastosowania zewnętrznego pola elektrycz­
nego był przewidziany teoretycznie przez G . Lippmana [2] w 1881 r. jako konsekwencja 
termodynamiczna prostego efektu. W tym samym roku bracia Curie zweryfikowali eks­
perymentalnie to odkrycie [3]. Obydwa efekty zostały udowodnione i doświadczalnie 
zademonstrowane w anizotropowych niecentrosymetrycznych kryształach, np. [4, 5] 
w pewnych syntetycznych materiałach, np. ceramice piezoelektrycznej, np. [6, 7], w tzw. 
piezoelektrycznych teksturach (np. drewno [89], skóra [9], kość [10), w ceramice ferro­
elektrycznej [11], w płynnych kryształach [12]. Obszerną bibliografię dotyczącą znanych, 
piezoelektrycznych materiałów można znaleźć w [13]. Badania eksperymentalne wykazują 
że efekt piezoelektryczny występuje również w centrosymetrycznych kryształach, np. 
[14, 15]. 

Najbardziej ścisłe sformułowanie zależności między piezoelektrycznością i strukturą 
kryształów zostało podane przez Woldemara Voigta. On właśnie ustalił, w których z 32 
klas krystalograficznych może istnieć efekt piezoelektryczny, i podał dla każdej klasy, 
które z osiemnastu współczynników piezoelektrycznych mogą mieć wartość różną od zera. 

W roku 1894 została opracowana przez W. Voigta fenomenologiczna liniowa teoria 
piezoelektryczności [16] oparta na zasadach termodynamicznych sformułowanych przez 
Kelvina 
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Przez ponad 35 lat od odkrycia piezoefektu nie przywiązywano żadnej wagi do jego 
praktycznego znaczenia. Praktyczne zastosowania zapoczątkowała praca P. Langevina, 
który w 1917 roku użył przetwornik kwarcowy do wzbudzenia fal akustycznych w wodzie. 
Następnie powstały pierwsze generatory, rezonatory i filtry piezoelektryczne dzięki pra­
com P. Langevina, W. G . Cady, A . M . Nicolsona i K . S. Van Dykea. W roku 1919 W. G . 
Cady pierwszy zastosował kryształy piezoelektryczne do kontroli częstotliwości genera­
tora drgań. Następnie stosowali je G . W. Pierce i Mil ler . Około dziesięciu milionów ge­
neratorów kontrolowanych dzięki piezoefektowi w kryształach było używanych podczas 
II wojny światowej w łączności między czołgami, ziemią i samolotami. W tych zastosowa­
niach wykorzystywano element piezoelektryczny drgający w zmiennym polu elektrycznym. 

Wyjaśnienie własności piezoelektrycznych kryształów umożliwiły badania ich struktury 
za pomocą promieni Rontgena. 

Dalszy dynamiczny rozwój zastosowań praktycznych (takich jak: w przyrządach re­
jestrujących dźwięk, w przyrządach pomiarowych ciśnień szczególnie gwałtownych eks­
plozji, a również ciśnienia krwi, naprężeń w inżynierskich elementach konstrukcyjnych, 
do retransmisji i mierzenia prędkości światła, w telewizji, komputerach, do wykonywania 
wzorców czasu, w różnych typach broni ogniowej i artyleryjskiej) powodował intensy­
fikację zarówno badań podstawowych, jak i aplikacyjnych. 

W omówionych zastosowaniach wykorzystywano objętościowe fale piezoelektryczne. 
Olbrzymie zastosowanie techniczne piezoelektrycznych fal powierzchniowych spowo­

dowało, że skupiają one wciąż na sobie wiele'uwagi badaczy. Ze względu na ich bardzo 
niską prędkość oraz bardzo małą długość w porównaniu z falami elektromagnetycznymi 
tej samej częstotliwości (redukcja w wymiarze zarówno prędkości jak i długości około 
10"s) znajdują zastosowanie m.in. w nieniszczących oszacowaniach sejsmologicznych, 
w obróbce sygnałów z ważnymi zastosowaniami m.in. do radaru, telekomunikacji, elek­
tronowej techniki wojskowej. Akustoelektronika powstała w ciągu ostatnich 20 lat jako 
osobna gałąź nauki i techniki bazuje na piezoelektrycznych falach powierzchniowych. 
Odkryto, zbadano i zastosowano szereg typaw fal powierzchniowych od dawno znanych 
fal Rayleigha (17], Love'a [17], Stoneleya [18] do stosunkowo niedawno odkrytych, 
np. Bleusteina-Gulajewa [19, 20], typu „Ieaky" [21, 22], występujących zarówno na pła­
skich, jak i zakrzywionych (sferycznych bądź cylindrycznych) powierzchniach. 

W niniejszej pracy skoncentrowano się na wybranych zagadnieniach dynamicznych, 
a mianowicie interesujących typach fal (o przebiegach harmonicznych w czasie i w prze­
strzeni) w ośrodku piezoelektrycznym. 

2. Fale harmoniczne w ośrodku piezoelektrycznym — teoria W . Voigta 

Klasyczne sformułowanie teorii piezoelektryczności bazujące na podstawowych rów­
naniach liniowych wyprowadzonych przez W. Voigta zawiera fundamentalna literatura: 
prace z lat 50-tych W. G . Cady [4] (pierwsze wydanie 1946 г.), W. P. Masona [5], z lat 
бО-г-70-tych W. P. Masona [23], H . F. Tierstena [24, 25] oraz wydana w 1983 r. mono­
grafia W. Nowackiego [26]. 

Liniowa teoria piezoelektryczności W. Voigta w quasi-statycznym przybliżeniu [26] 
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reprezentowana jest przez następujące podstawowe związki i równania napisane w kar-
tezjańskim układzie współrzędnych prostokątnych: 

— równania ruchu i równanie pola elektrycznego 

Ojt.j+Xi = 4 « i » £ i . i = 0» xeB, / > 0 (2.1) 

— związki konstytutywne 

°Ч/ = cljklEkl~ ekijEk 

Di = eMeM + eikEk, Ek = -<рл 

— definicję tensora odkształcenia 

1 

(2.2) 

e tj *=-b-<Mi.j+Uj.i), (2.3) 

gdzie: u—-wektor przemieszczenia, du — tensor naprężenia, X — wektor sił masowych, 
Q — gęstość ciała, D — wektor indukcji elektrycznej, E — wektor natężenia pola elek­
trycznego, (p — potencjał elektryczny, stałe materiałowe: cUkl — współczynniki sztywności 
sprężystej (dla E% = const), ekiJ — współczynniki piezoelektryczne, eik — współczynniki 
dielektryczne (dla = const). 

Należy tu nadmienić, że równania elektrostatyki (2.1)2 i (2.2)3 zostały otrzymane 
dzięki redukcji równań elektrodynamiki Maxwella ((3.2) (3.3) pkt. 3) przy założeniu 
nieskończenie małego prądu przewodzenia I = 0 i magnetyzacji M = 0 oraz braku ła­
dunków elektrycznych Qe = 0 dla ciała piezoelektrycznego, a ponadto zaniedbania indukcji 
magnetycznej (przyjmujemy В = 0) w stosunku do innych wielkości charakteryzujących 
pole elektromagnetyczne na podstawie rozważań H . F. Tierstena [25]. 

Podstawowe równania różniczkowe piezoelektryczności: 
— równania ruchu i równanie quasi-statycznego pola elektrycznego otrzymujemy 

w wyniku wstawienia (2.2) do (2.1) przy wykorzystaniu (2.3) mamy: 

CukiUk.ij + ekij<P.kj+Xi = е"ь ^ 
ешик.ц-е№<р,ы = 0, i,j,k,l = 1,2,3. 

D o równań (2.4) dochodzą warunki brzegowe i początkowe. N a powierzchni 8B ograni­
czającej obszar В jednorodnego odkształcalnego ciała anizotropowego mogą być dane 
przemieszczenia albo obciążenia, potencjał elektryczny albo ładunki powierzchniowe: 

u, = U,(x, t), q{ = an(x, t)iij(x), 

(p = Ф{х, t), Dknk = -xe, x E 8B 

W chwili początkowej t = 0 pole przemieszczeń dane jest rozkładem funkcji g,(x), a pole 
ich prędkości rozkładem funkcji ht{x) 

»,(x, 0) = gi(x), u,(x, 0) = /г,(х), x e B. (2.6) 

W warunkach (2.5), (2.6) n jest jednostkowym normalnym wektorem na brzegu 8B, xe — 
jest powierzchniową gęstością ładunku elektrycznego, q —jest wektorem sił powierzchnio­
wych, U i, 0,gi i hi są danymi funkcjami. 

Układ równań (1.4) jest układem równań sprzężonych. Widać, że wskutek oddziaływań 
zewnętrznych (siły masowe i powierzchniowe, dane na powierzchni ciała przemieszczenia, 
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przyczyny natury elektrycznej), które są funkcjami położenia i czasu, w rozpatrywanym 
ciele powstaje pole przemieszczeń u(x, t), które wywołuje zmianę pola elektromagnetycz­
nego. 

Rozwiązanie równań (2.4) pozwala na wyznaczenie wektora przemieszczenia u i po­
tencjału elektrycznego cp. Następnie z (2.2)3 i (2.3) można wyznaczyć natężenie pola elek­
trycznego E i odkształcenia eu, z (2.2),,2 naprężenie au i indukcję elektryczną D, w końcu 
wektor polaryzacji elektrycznej P ze związku konstytutywnego 

P, - Dt-<ż0Eu (2.7) 

gdzie e 0 jest przenikalnością elektryczną próżni. 
Poszukując rozwiązania równań piezoelektryczności w ośrodku nieograniczonym w po­

staci fali płaskiej o danym kierunku propagacji otrzymujemy trzy rozwiązania odpowia­
dające falom objętościowym czysto mechanicznym (quasi-podłużna i dwie quasi-po-
przeczne) usztywnionym piezoelektrycznie, bowiem potencjał i stowarzyszone z nim pole 
elektryczne są w znacznej mierze ich składową częścią. 

D l a fal objętościowych istnieją pewne kierunki, w których krystaliczna symetria wy­
maga modów czysto podłużnych oraz czysto poprzecznych. W pracy F . E . Borgnisa [27 
podane są kierunki, w których mogą być propagowane czysto podłużne fale dla różnych 
klas krystalograficznych kryształów anizotropowych. 

Fale objętościowe w kryształach trygonalnych, tetragonalnych i jednoskośnych roz­
patrywane są w pracy R. Meiera i K . Schustera [28]. Te zagadnienia również omawiane 
są w pracy zbiorowej pod redakcją A . A . Olinera [29] oraz w pracy S. Epsteina [30]. 

Przejdźmy teraz do piezoelektrycznych fal powierzchniowych. Najprostszym przy­
kładem ośrodka, w którym mogą rozchodzić się te fale, jest półprzestrzeń piezoelektryczna. 

Z uwagi na łatwość techniki wzbudzania jest użyteczne badanie niesprzężonych czy­
stych modów prostszej formy propagujących się na swobodnej powierzchni półnieskoń-
czonego kryształu. Efekty piezoelektryczne, jako mechanizmy sprzęgające mechaniczne 
fale z zewnętrznym obwodem elektrycznym, powodują wytwarzanie: usztywnionych mo­
dów Rayleigha [17], fal Bleusteina-Gulajewa [19], [20], jak również innych, np: typu 
„ leaky" [21], [22]. 

Występowanie niezależnych modów zależy od kombinacji symetrii ośrodka utrzy­
mującego falę, kierunku propagacji fali oraz od warunków brzegowych, które mogą nie 
pozwalać na istnienie pewnych modów albo wprowadzać sprzężenie pomiędzy modami 
nie połączonymi przez siatkę krystaliczną [31]. Odpowiednie dane dla 32 klas krystalo­
graficznych można znaleźć w pracach G . A . Farnella [32] i C. Lardata, C. Maerfelda, 
P. Tournoisa [33]. 

Piezoelektryczne mody Rayleigha były przedmiotem wielu prac, m.in.: S. Kaliskiego, 
J . Kapelewskiego, Z . Makowskiego [34], С. C. Tsenga [35], E . Danickiego [36]. Te nie-
dyspersyjne fale, o głębokości penetracji w głąb kryształu około ki lku długości fali, 
mają prędkość nieco większą niż klasyczna prędkość Rayleigha wskutek korekcji wynika­
jącej z elektromagnetycznego sprzężenia. Przy zastosowaniu powleczenia swobodnej 
powierzchni kryształu doskonale przewodzącą warstwę materiału, dość cienką, że nie­
zmienione pozostają mechaniczne warunki brzegowe, następuje zmiana prędkości fali. 
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N a tej zmianie bazuje kryterium osądzenia względnej wydajności wzbudzenia tych fal: 
mówi o tym praca J. J. Campbella i W. R. Jonesa [37]. 

Fale Bleusteina-Gulajeva, zwyrodniałe fale rodziny S H , bez odpowiednika w czysto 
sprężystym jednorodnym materiale tej samej symetrii sprężystej co piezoelektryk były 
badane przez odkrywców J. L . Bleusteina i W. Gulajewa [19], [20], a następnie С. C. 
Tsenga [38], G . Koerbera, R. Vogela [39], [40], W. Solucha [41]. Te niedyspersyjne fale 
0 znacznie większej penetracji w głąb materiału (10 - 1000 długości fali [42]) niż fale Ray-
leigha przenoszące też znacznie większą energię znalazły bardzo duże zastosowanie w po-
wierzchniowo-falowych urządzeniach wysokiej częstotliwości. Wymienić tu należy prace 
W. Pajewskiego np. [43]. Analiza teoretyczna i numeryczna zachowania się fal B-G pro­
pagujących się w sinusoidalnie pofałdowanym krysztale jest przedmiotem pracy Makoto 
Tsutsumi, Nobuaki Kumagal [44]. 

Całkowite sformułowanie teoretyczne dla fal powierzchniowych w półnieskończonej 
przestrzeni zawierające kryteria istnienia, przykłady nieistnienia oferują prace J. Lothe, 
D . M . Barnetta [45н-47] oraz W. N . Lubimowa, W. I. Alszica, J. Lothe [48]. Warte odno­
towania są również rozważania na temat powierzchni opóźnienia fal powierzchniowych 
zawarte w pracach Hirokimi Shirasaki, Toshio Makimoto [49-^51]. Metoda nieitera-
cyjna używająca ortonormalną bazę dla wyrażenia pola dystrybucji przedstawiona jest 
w pracy S. Datty, B. J. Hunsingera [52]. Zastosowanie metody wariacyjnej, dającej górne 
granice na parametry 3-wymiarowego problemu do oszacowania zasięgu istnienia S H 
modu, zawiera praca R. F . Vogela [53]. 

Zastosowanie programów komputerowych do oszacowania parametrów fal powierzch­
niowych zastosowano w pracach J. J. Campbella W. R. Jonesa [37], [54] L . P. Soliego 
[55] oraz M . Koska [56]. Ogólne sformułowanie macierzowe dla obliczeń numerycznych 
problemu fal powierzchniowych w jednorodnej półprzestrzeni podane jest w pracy D . B. 
Taylora, S. Crampina [57]. 

Propagacja powierzchniowych fal w warstwowych ośrodkach w szczególności składa­
jących się z cienkiej warstwy na leżącym poniżej grubym podłożu jest ważna w mikrofa­
lowej akustyce. Problem ten skupiał przez lata wiele uwagi geodynamików z uwagi na wyja­
śnienie większości sejsmicznych zjawisk za pomocą takiego modelu matematycznego. 
W przypadku piezoelektrycznej warstwy i piezoelektrycznego podłoża badanie propagacji 
fali powierzchniowej jest złożone, bowiem może egzystować duża liczba dyspersyjnych 
modów, pociągających za sobą mechaniczne przemieszczenia ze składowymi wzdłuż trzech 
osi współrzędnych; wzbudzenie jednego z nich jest trudne bez wzbudzenia innych. W za­
sadzie wskazana jest numeryczna analiza takich struktur. Zastosowania programów kom­
puterowych liczących charakterystyki dyspersji fal w wielowarstwowym ośrodku podane 
są w pracy G . A . Armstronga, S. Crampina [58], a dla podłoża z jedną warstwą w pracy 
L . P. Soliego [55]. 

Niesprzężone czyste mody falowe są czterech typów [29]; nieusztywnionc Rayleigha 
1 Love'a mody, które są uogólnieniami izotropowych modów, niezależnych od stałych 
piezoelektrycznych ośrodka, usztywnione Rayleigha mody, które sprzęgają potencjały 
elektryczne z przemieszczeniami mechanicznymi ograniczającymi się do płaszczyzny 
strzałkowej (tj. płaszczyzny utworzonej przez wektor propagacji i jednostkowy normalny 

13 Mech. Tcoret. i Stos. 3-4/84 
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do ograniczającej płaszczyzny), usztywnione Love'a mody z potencjałami sprzężonymi 
z poprzecznymi przemieszczeniami prostopadłymi do płaszczyzny strzałkowej. 

W zastosowaniach akustoelektroniki jest istotna generacja powierzchniowych fal w nie-
piezoelektrycznych podłożach przez zastosowanie piezoelektrycznej warstwy. 

Usztywnione mody Love'a w ośrodku składającym się z piezoelektrycznej warstwy 
klasy 42 m (pokrytej nieskończenie cienką metaliczną powłoką) spoczywającej na izotro­
powej sprężystej półprzestrzeni były przedmiotem pracy K . Majorkowskiej-Knap [59]. 
Podano w niej związek dyspersyjny dla fal Love'a istniejących w przypadku, gdy prędkość 
rozchodzenia się fali poprzecznej w podłożu (o orientacji zgodnej z falą powierzchniową) 
jest większa niż w warstwie. Otrzymane wyrażenia dla przemieszczeń i potencjału elektrycz­
nego wskazują, że usztywniona piezoelektrycznie fala jest prowadzona przez warstwę, 
ale równocześnie penetruje podłoże. Możliwa jest seria wyższych rzędów modów propa­
gacji. 

Zagadnienie propagacji fal piezoelektrycznych w ośrodkach warstwowych jest rozpa­
trywane również w pracy zbiorowej pod red. A . A . Olinera [29] w pracy G . A . Farnella 
[32], C. Lardata, K . Maerfelda, P. Tournoisa [33] oraz N . Liachowa i R. M . Taziewa 
[60]. 

Sformułowanie problemu fal powierzchniowych propagujących się wzdłuż płaszczyzny 
granicznej pomiędzy dwoma ośrodkami rozciągającymi się nieograniczenie nad i pod 
powierzchnią graniczną jest podobne do problemu ostatnio rozpatrywanego. Jeśli przy­
najmniej jeden z ośrodków jest piezoelektrykiem, fale powierzchniowe mogą być rozse-
parowane na mody typu Stoneleya [18] i mody z przemieszczeniami prostopadłymi do 
płaszczyzny strzałkowej, które badane są w pracach C. Maerfelda, C. Lardata, P. Tournoisa 
[61], J. M . Gelfgata, E. S. Syrkina [62], A . K . Moroczy (63]. 

3. Sprzężenie fal mechanicznych i elektromagnetycznych 

Sprzężenie fal mechanicznych i fal elektromagnetycznych w ośrodku piezoelektrycz­
nym [64] przy założeniu braku ładunków elektrycznych i magnetycznej polaryzacji 
(e. = 0, M = 0) jest opisywane przy pomocy równań ruchu 

<*ji,j + Xi = Qui, / , 7 = 1 , 2 , 3 , xeB, t>0 (3.1) 

oraz równań Maxwella pola elektromagnetycznego [65] 

r o t H = D + J , ro tE = -B, (3.2) 

d i v D = 0, divB = 0. (3.3) 

gdzie H , E , D , В, I — oznaczają odpowiednio wektory: natężenia pola magnetycznego, 
natężenia pola elektrycznego, indukcji elektrycznej, indukcji magnetycznej i natężenia prądu 
przewodzenia (pomija się prąd konwekcyjny). 

Wektory charakteryzujące pole elektromagnetyczne są powiązane równaniami kon­
stytutywnymi 

D = e 0 E + P , В = fi0H, J = crE (3.4) 

Tutaj P jest wektorem polaryzacji elektrycznej, e0 oznacza przenikalność elektryczną 
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próżni, ц0 przenikalność magnetyczną próżni, a jest przewodnością elektryczną właściwą. 
(Założyliśmy tu proporcjonalność wektorów I i E oraz izotropowość materiału, jeśli 
chodzi o przewodność elektryczną). 

W wyniku wykonania operacji rotacji na równaniu (3.2)2 przy wykorzystaniu (3.2), 
i związku (3.4)2 dochodzimy do równania: 

ro t ro tE = fx0b-LioaE (3.5) 

Mamy więc do rozwiązania układ równań (3.1) i (3.5). Po wstawieniu do niego związków 
konstytutywnych dla zagadnienia quasi-statycznego (2.2) przy wykorzystaniu definicji 
tensora odkształcenia (2.3) otrzymamy układ sześciu równań, w wyniku rozwiązania 
którego wyznaczamy składowe wektora przemieszczenia щ i składowe natężenia pola 
elektrycznego Et, co pozwoli na obliczenie pozostałych wielkości charakteryzujących 
sprzężone pola. Nie podajemy warunków brzegowych i początkowych, gdyż będziemy 
zajmować się w dalszej kolejności jedynie ciałem nieograniczonym z warunkami regular­
ności w nieskończoności. 

Jednowymiarowy problem propagacji fal w nieograniczonym ośrodku piezoelektrycz­
nym był analizowany w pracy J. J. Kayma [64] i M . Ahmeda [66]. Warto odnotować, 
że w ramach tej teorii możliwych jest pięć fal płaskich dla danego kierunku propagacji, 
ale dwie z nich są mało interesujące pod kątem zastosowań; mają bowiem prędkość bliską 
prędkości fal elektromagnetycznych w dielektrykach. Pozostałe trzy interesujące nas są 
właśnie tymi, których przybliżone prędkości daje uproszczenie quasi-statyczne. 

Badanie sprzężeń towarzyszących propagacji fal sprężystych i elektromagnetycznych 
w krysztale tetragonalnym klasy 4 mm było przedmiotem badań K . Majorkowskiej-Knap 
[67]. Porównanie dwu różnych przypadków przy uwzględnieniu bądź pominięciu prądu 
przewodzenia (jest jedynie prąd przesunięcia) wskazuje na pojawienie się efektów dyspersji 
i t łumienia fal w pierwszym z nich. 

Propagacji czystych modów fal powierzchniowych na powierzchni półnieskończonego 
piezoelektryka były poświęcone m.in. prace С. C. Tsenga [68, 69]. 

Zagadnienie wzbudzania fal mechanicznych w niepiezoelektrycznym ośrodku poprzez 
wzbudzenie fal elektromagnetycznych w przylegającej warstwie piezoelektrycznej było 
badane teoretycznie w pracy F . Bardati, G . Barzilal, G . Gerosa [70]. 

4. Płaskie fale harmoniczne w nieograniczonym ośrodku termopiezoelcktrycznym 

Ważnym uzupełnieniem fal piezoelektrycznych są fale termopiezoelektryczne. W ter-
mopiezoelektryczności (podstawowe równania R. D . Mindl in [71], rozwinięcie teorii 
W. Nowacki [72]) opieramy się na termosprężystości [73] i elektrodynamice ośrodków 
ciągłych [65, 74]. Ciało sprężyste, na które działają siły masowe i źródła ciepła, obciążenia 
zewnętrzne i pole elektryczne oraz oddziaływania termiczne, doznaje deformacji. Powstaje 
W nim pole przemieszczeń u(x, t) i sprzężone z nim pole temperatury, której przyrost 
0 == T — To, gdzie T > 0, a T0 jest temperaturą stanu naturalnego w skali Kelvina. Wy­
mienione pola powodują zmianę pola elektromagnetycznego. W quasi-statycznym przy­
bliżeniu liniowej teorii termopiezoelektryczności dysponujemy: 

13» 
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— równaniami ruchu i równaniem pola elektrycznego 

<rji.j+Xi = e«ł. A.( = o (4.i) 

— związkami konstytutywnymi 

<Уи = cimeM-yud-ekljEk, (4.2) 

Di = elkleki+ptQ + elkEk, Ek = -<pik 

— definicją tensora odkształcenia 

su = y ( " i . . / + " j . * ) (4-3) 

oraz zlinearyzowanym równaniem przewodnictwa cieplnego 

к,^,и-свв-Т0(уиеи-р,<р,д = - W (4.4) 

gdzie: 5—oznacza entropię, W — jest intensywnością ciepła, 
ciJkł — współczynniki sztywności sprężystej (przy Et = const, в = const), 
eiJk — współczynniki piezoelektryczne (przy в = const), 
eu — współczynniki dielektryczne (przy ги = const, в = const), 
У и — współczynniki ciśnienia termicznego (przy Et = const), 
cE — ciepło właściwe (przy еи = const, Et = const), 
Pi — współczynniki piroelektryczne (przy eu =, const), 

ku — współczynniki przewodnictwa cieplnego. 
Wstawiając równania (4.2) 1 ) 3 do (4.1) przy wykorzystaniu (4.3) otrzymujemy następujący 
układ równań: 

Ctjki4k.ij + ekij(p,kj-yij0,j+Xi = qui, (4.5) 

ешЩ, u-elkq>tU+pt в,, = 0. 

Równania (4.4) i (4.5) tworzą komplet sprzężonych ze sobą równań różniczkowych termo-
piezoelektryczności. Występują w nich nieznane wielkości ut, <p i 0. Do równań tych do­
chodzą warunki brzegowe i początkowe. Nie podajemy ich, bowiem w dalszej kolejności 
będziemy się zajmować jedynie ciałem nieograniczonym z warunkami regularności w nie­
skończoności. 

Jednowymiarowemu problemowi propagacji płaskiej fali harmonicznej w nieograni­
czonym ośrodku termopiezoelektrycznym poświęcona jest praca K . Majorkowskiej-Knap 
[75]. W przykładowo rozważanym krysztale jednoskośnym propagowane są fale mecha­
niczne sprzężone ze sobą, ale nie związane z dodatkowo występującymi falami termo-
sprężystymi usztywnionymi piezoelektrycznie, t łumionymi i ulegającymi dyspersji, powo­
dującymi ponad to zmianę potencjału reprezentującego pole elektryczne. 

A . K . Pal bada teoretycznie propagację fal powierzchniowych termopiezoelektrycz-
nych na swobodnej powierzchni półnieskończonego oś rodka—jednoskośnego kryształu 
w pracy [76] oraz heksagonalnego ośrodka, który jest również półprzewodnikiem w natu­
rze w pracy [77]. 
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5. Fale harmoniczne w ośrodku piezoelektrycznym — teoria R . D . Mindlina 

Klasyczna teoria piezoelektryczności ma pewne mankamenty. Przy porównywaniu 
szczegółowych rozwiązań analogicznych problemów przy użyciu tej teorii oraz nowocze­
snych teorii siatek krystalicznych są duże rozbieżności. Teoria klasyczna nie ujmuje pe­
wnych anomalii należnych do piezoefektu, np. obserwowanych przez C. A . Meada przy 
pomiarach pojemności cienkich dielektrycznych warstewek [78]. Nie ujmuje efektu pie­
zoelektrycznego w materiałach z centrosymetrią oraz pewnych fizycznych zjawisk ważnych 
w technice, które włączają efekty fotosprężyste, aktywność optyczną kryształów i in. 

Wymienione niedostatki teorii klasycznej zostały usunięte w uogólnionym modelu, na 
którym bazuje teoria R. D . Mindl ina. [78, 79]. Teoria ta powstała w oparciu o ogólną 
nieliniową teorię sprężystych dielektryków R. A . Toupina [80, 81] zawierającą w sobie 
jako przypadek szczegółowy liniową teorię W. Voigta. Teoria R. D . Mindl ina włącza 
gradient polaryzacji do energii deformacji i polaryzacji dielektryka, która w klasycznym 
ujęciu była funkcją tylko odkształcenia i polaryzacji (dodatkowe elektromechaniczne 
wzajemne oddziaływanie reprezentowane jest w energii przez iloczyn odkształcenia i gra­
dientu polaryzacji). 

Rozszerzone równania teorii z gradientem polaryzacji stanowią ciągłe przybliżenie 
równań jednowymiarowej teorii siatek krystalicznych W. Cohrana [82, 83], bazującej na 
warstwowym modelu atomu B. J. Dicka i A . W. Ovcrhausera [84]. Mówią o tym prace 
R. D . Mindl ina [85] oraz A . Askara, P. C. Lee, A . S. Cakmaka [86]. Zatem teoria ta re­
dukuje „szczelinę" pomiędzy teoriami „kon t inuum" i teoriami siatkowymi. Ujmuje ona 
dokładniej , aspekty struktury i międzyatomowego wzajemnego oddziaływania, mieści 
w sobie godne uwagi obserwowane zjawiska fizyczne nie wytłumaczone przez teorię kla­
syczną, włącza efekt piezoelektryczny w obu niecentro- i centro-symetrycznych kryszta­
łach, nawet o najwyższej symetrii (centro-symetrycznych izotropowych). W naszych 
rozważaniach ograniczymy się jedynie do ciała centrosymetrycznego izotropowego. W tym 
przypadku na podstawie równania gradientowej teorii piezoelektryczności [26] składają się: 

— równania Eulera 

°~ji.j+xi = Q"i> 
Ejt.j + Et-fp.i + E? = 0 dlaxeB (5.1) 

cptii = 0 dla х G В' 

gdzie (5.1)!—to równania ruchu, (5.1)2 — równanie bilansu siły wewnątrzcząsteczko-
wej — fundamentalny warunek równowagi powłoki (zewnętrznych elektronów) pod 
działaniem rdzenia (nukleonów i wewnętrznych elektronów) tego samego atomu i otacza­
jącego pola elektromagnetycznego oraz dodatkowe działanie sąsiednich atomów na po­
włokę. (5.1)3 — równanie pola elektromagnetycznego, do którego bezpośrednio prowadzi 
wstawienie do Dti = QC związków D{ = е 0 2 ? | + Р | oraz E% = —<f>,i, 

— równania konstytutywne 

<*u = c,2uk_kdu + c^(ul,j + Ujil) + al2Pktkdij + d^fPJęi+Piij), (5.2) 

Eu + ^ 2 ukik 6U + dU"t.j + Щ. t) + bi2 Pt.к bu + bUPj. < + +*>77P.,,< - + 6 4 , , 

ЕГ = -aP(. 
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Wstawienie związków (5.2) do równań (5.1) prowadzi do następującego układu sprzężonych 
równań piezoelektryczności 

C44V 2 u - r ( c 1 2 - r c 4 4 ) g radd ivu + rf44V2P + (J1 2-l-u?44)graddivP + X = QU, 

dĄĄV2n+(di г + </4 < ł)graddivu + (bA4. + b71) V 2 P + (5.3) 

+ (6 1 2 + b44-Z> 7 7 )graddivP-f lP-grad9? + E° = 0, 

— £oV293 + d i v P = Qe, dla xeB, 

V2c> = 0, dla xe B', 

D l a równań dochodzą warunki brzegowe 

aJnnJ = qt, EJnnJ = 0, i-e0\<p,i\ + Pt]n, = 0, dla x e 8B. (5.4) 

Nowo wprowadzone oznaczenia występujące we wzorach (5.1 -r 5.4): Ец — tensor elek­
tromagnetyczny, EL — wektor lokalnej siły elektrycznej, E° — wektor natężenia zewnętrz­
nego pola elektrycznego, stałe materiałowe: c 1 2 , cAA (przy P{ = const, PtJ = const) 
(d12, d44) (przy Pi = const), bi2, ^44, b17 (przy gy = const, Pt = const), a — współczyn­
nik polaryzacji (przy Pij = const, eu = const), b°, В — obszar ciała dielektrycznego 
ograniczonego powierzchnią BB, która oddziela go od próżni B', \cpA\ skok funkcji <pti na 
powierzchni BB, ди delta Kroneckera, V 2 — operator Laplace'a. 

W wyniku rozwiązania sprzężonych — poprzez stałe dl2,d44— równań (5.3) wyzna­
czamy nieznane funkcje: przemieszczenie u, polaryzację P oraz potencjał elektryczny cp. 
Należy tu zwrócić uwagę na swobodę w warunkach brzegowych; na brzegu może być dana 
zarówno polaryzacja, jak i potencjał elektryczny. Stałe materiałowe by2,bA,ir,b11 i d12, 
d44 pochodzą od wzajemnego oddziaływania pomiędzy sąsiednimi atomami (powłoka-
powłoka) i wewnątrzatomowego oddziaływania (rdzeń-powłoka). Stałą b° można trakto­
wać jako wartość początkową wprowadzoną do ciała w stanie naturalnym. 

Niewiele zagadnień dynamicznych rozwiązano w ramach teorii R. D . Mindlina. Omó­
wione poniżej prace ograniczają się do rozpatrywania ośrodka dielektrycznego izotropo­
wego i centrosymetrycznego. 

Zagadnienie propagacji fal objętościowych w nieograniczonym ośrodku dielektrycznym 
rozpatrywane jest w pracy K . Majorkowskiej-Knap [87]. Dla kierunku propagacji wzdłuż 
wybranej przykładowo osi x, otrzymano trzy rozwiązania odpowiadające podłużnej 
i dwom poprzecznym dyspersyjnym falom mechanicznym zaburzonym przez quasi-statyczne 
pole elektryczne. W wyniku tego ruchu falowego następuje zmiana polaryzacji elektrycz­
nej. 

Falom Love'a propagującym się w ośrodku składającym się z dielektrycznej warstwy 
wspartej na sprzężystej półprzestrzeni poświęcona jest praca K . Majorkowskiej-Knap 
[88]. 

Zarys rozwiązania dla powierzchniowych fal Rayleigha propagujących się na swobodnej 
powierzchni dielektrycznej półprzestrzeni podany jest w monografii W. Nowackiego [26]. 

Płaskie zagadnienie Lamba dla półprzestrzeni dielektrycznej było przedmiotem prac 
K . Majorkowskiej-Knap [89, 90]. Przy użyciu wykładniczej transformacji całkowej 
Fouriera otrzymano ogólne rozwiązania dla obciążenia zmieniającego się w sposób har­
moniczny w czasie, normalnego i stycznego do płaszczyzny ograniczającej półprzestrzeń. 

Problem mechanicznej fali objętościowej (podłużnej, poprzecznej S H i SV) padającej 
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skośnie na powierzchnię graniczną pomiędzy półprzestrzenią dielektryczną i próżnią albo 
dwoma półprzestrzeniami dielektrycznymi o różnych stałych materiałowych był szcze­
gółowo badany w pracach K . Majorkowskiej-Knap [91-^94]. 

Zagadnienia falowe w nieograniczonej przestrzeni dielektrycznej oraz półprzestrzeni 
dielektrycznej w ramach teorii termo-piezo-elektryczności z gradientem polaryzacji [26] 
były rozpatrywane w pracach J. P. Nowackiego, P. G . Glocknera [95, 96]. 

6. Uwagi końcowe 

Niniejsza praca przeglądowa zawiera jedynie wybrane zagadnienia dynamiczne, a mia­
nowicie interesujące typy fal harmonicznych w stałym ośrodku piezoelektrycznym w uję­
ciu teorii liniowych. W większości przypadków ciekawych z technicznego punktu widzenia 
liniowy model krystalicznego kontinuum zadowalająco opisuje występujące zjawiska f i ­
zyczne. 

Należy odnotować, że w ostatnich latach rozwijane są również teorie nieliniowe pie­
zoelektryczności i termopiezoelektryczności, o czym świadczą prace: M . Laxa, D . F. 
Nelsona [97], D . F. Nelsona [98], P. G . Glocknera, K . L . Chowdhury [99-101], K . L . 
Chowdhury, M . Epstcina, P. G . Glocknera [102]. Zagadnienia falowe w nieliniowych 
ośrodkach dielektrycznych rozpatrują B. Collet [103, 104], A . Al ippi [105], M . Planad, 
D . Hauden [106] oraz S. Dost [107]. 
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S u m m a r y 

C O U P L E D М E C H A N O - T H E R M O - E L E C T R I C W A V E S I N S O L I D P I E Z O E L E C T R I C C O N T I N U U M 

W e present the problem of coupled mechanical elastic, thermal and electromagnetic fields (the latter 
most of the cases reduces to the electric field) i n a piezoelectric medium i n the case o f the harmonic plane 
waves. The considerations ate conducted on the basis of the fol lowing linear theories: 

— the classical W . Voight theory of piezoelectricity, 
— the more general theory of piezoelectricity based on the coupl ing of the electromagnetic field wi th 

the mechanical field 
— the quasi-electric theory of thermo-piezoelcctricity 
— R . D . M i n d l i n ' s theory of elastic dielectrics with a polar izat ion gradient, the theory formulating 

both the electromechanical interaction in materials with centrosymmetry and the surface effects pertaining 
to deformation as well as polarizat ion. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 13 stycznia 1984 roku 
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ROZCIĄGANIU 

J A N B I E L S K I , J A C E K S K R Z Y P E K ( K R A K Ó W ) 

1. Uwagi wstępne 

Celem pracy jest analiza procesu dużych odkształceń sprężystych cienkiej powłoki 
cylindrycznej rozciąganej siłą osiową n i ciśnieniem normalnym p (rys. 1) oraz wyznaczenie 
obszarów stateczności tego procesu i kresów możliwości jego realizacji (tj. kresów istnie­
nia rozwiązania przy zadanej ścieżce sterowania) [2, 4]. 

Założono materiał sprężysty spełniający prawo Hooke'a, uogólnione na przypadek 
skończonych odkształceń (w logarytmicznej mierze Hencky'ego) i naprężeń rzeczywistych 
[3], [8]. Założono dalej nieściśliwość materiału, płaski stan naprężenia oraz równomierny 
rozkład naprężeń wzdłuż grubości powłoki. Rozważania ograniczono do osiowo symetrycz­
nych jednorodnych stanów odkształcenia. W tej klasie poszukiwano również punktów 
bifurkacji z uwagi na parametr ścieżki sterowania. 

Rys . 1. Geomet r ia i obc i ążen ie p o w ł o k i 

Rozpatrzono trzy możliwości realizacji omawianego procesu: 

a) przez sterowanie „si łowe" czyli zadanie zależności pomiędzy ciśnieniem p i siłą 
osiową h; 

b) przez sterowanie „kinematyczne" ; czyli zadanie zależności pomiędzy odkształce­
niami osiowym e£ i radialnym e£; 

c) przez sterowanie „mieszane" czyli zadanie zależności między ciśnieniem p i od­
kształceniem E%. 

W każdym z tych sterowań odpowiednio inna wielkość pełni rolę umownego czasu. 
Przypadek ogólniejszy powyższego zagadnienia rozpatrywany był w pracy [5] i doty­

czył materiału sprężysto-plastycznego oraz sztywno-idealnie plastycznego, a także ogól-
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niejszego sterowania polegającego na założeniu dowolnego związku między czterema 
wielkościami e°z, e£, p, h. Jako jeden z przykładów omówione zostało sterowanie, w któ­
rym za umowny czas przyjęto objętość powłoki. 

2. Układ równań podstawowych 

2.1. Oznaczenia i ubezwymiarowicnie. W przyjętych oznaczeniach litera duża oznacza wiel­
kość odniesioną do konfiguracji początkowej, a mała do aktualnej. 

Nadkreślenie oznacza wielkość wymiarową w odróżnieniu od wielkości bezwymiaro­
wych, bez nadkreśleń. 

R, r — promień powierzchni środkowej, 
L, 1— długość powłoki, 
T, t — grubość ścianki, 

V0 — objętość powłoki, 
«r> £Cq> — odkształcenia w mierze Cauchy'ego, 

e", ef, — odkształcenia w mierze Hencky'ego, 
o9, Gz — naprężenia rzeczywiste, 

G — moduł Kirchhoffa, 
p—ciśnienie wewnętrzne odniesione do jednostki powierzchni aktualnej, 

N, h — siła osiowa, 
d2 w — praca nadwyżkowa. 

Przyjęto do obliczeń następująco zdefiniowane wielkości bezwymiarowe: 

G ' 

- R 

1 
n = n 

GT 

(2.1) 

2-KGRT 

1 
d2w = d2w 

GV0 

Wielkości geometryczne i kinematyczne odniesiono do promienia R powierzchni 
środkowej w konfiguracji początkowej zgodnie z przepisem 

A - A 

2.2. R ó w n a n i a podstawowe. Związki fizyczne przyjęto w postaci liniowego, logarytmicznego 
prawa Hooke'a dla płaskiego stanu naprężeń 

, (2-2) 
e" = ™ ( 2 f f z - ^ ) , 

6G 
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gdzie odkształcenia zdefiniowane są jako 

r-R 
4 ' = ln( l + <), e£ = 

R 

L 

(2.3) 

Równania równowagi mają postać 

p • r 

_ n 
0% = 

(2.4) 

2ńrt 

Po wyeliminowaniu naprężeń i wykorzystaniu warunku nieściśliwości 

ril = RTL (2.5) 

oraz związków (2.1) otrzymamy bezwymiarowe zależności pomiędzy wielkościami siło­
wymi p i n oraz geometrycznymi ez i e£: 

21n.v , 
P = , (2.6) 

x 

n = - ^ t , (2.7) 
J 2 

gdzie przez л: i у oznaczono 

x ' - ( l ' + 0 * ( l + « S ) . (2-8> 
= (1 + 4 ) 0 +c l ) 2 . (2.9) 

Do tych równań dołączamy równanie ścieżki sterowania 

/(<£, sc

z,p,n) = 0 (2.10) 

oraz definicję parametru będącego umownym czasem (np. odkształcenie ez, siła n, obję­
tość nieściśliwej cieczy wypełniającej powłokę itp.). 

3. Analiza stateczności 

Analizę stateczności przeprowadzono wyłącznie dla procesów sterowanych w sposób 
czysto „siłowy". W przypadku, gdy chociaż jeden z parametrów sterujących jest kinematycz-
П У («z, e£), należy w wyrażeniu na pracę drugiego rzędu uwzględnić elementy związane 
z układem wymuszającym. 

Za kryterium stateczności przyjęto za Druckerem [1] warunek dodatniej sumarycznej 
pracy nadwyżkowej wykonanej na wszystkich parach stowarzyszonych obciążeń — prze­
mieszczeń. 
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Praca nadwyżkowa wyraża się w przypadku rozpatrywanych obciążeń następująco: 

d2w = dp • dr -s+p- dr • dś + dń • dl, (3.1) 

lub po uwzględnieniu przyjętych ubezwymiarowań (2.1): 

d2w = dp • de;(l + ep(l + Ec

z)+pd^[{\ + e;)dee

x+(l + ec

z)de'] + dndez. (3.2) 

Analiza stateczności przeprowadzona została według metody zaproponowanej w pracy 
[6]. Polega ona na badaniu wartości pracy nadwyżkowej dla wszystkich możliwych za­
burzeń położenia równowagi. Z [6] zaczerpnięto również definicje stateczności bezwzględ­
nej oraz stateczności w kierunku ścieżki. W przypadku sterowania wieloparametrowego 
mówimy, że położenie równowagi układu jest bezwzględnie stateczne, jeżeli przy wszyst­
kich możliwych jego zaburzeniach praca nadwyżkowa zewnętrzna jest nieujemna (w do­
puszczalnej klasie form odkształcenia konstrukcji). Położenie równowagi jest stateczne 
w kierunku ścieżki , , / " , jeżeli przy zaburzeniu w jej kierunku praca nadwyżkowa jest 
nieujemna (mimo iż w pozostałych kierunkach może być ujemna). 

Wprowadzimy prostą parametryzację zaburzeń ścieżki sterowania (rys. 2) 

dn = dgcosy), 

dp — dgsmy>, (3.3) 

y> 6 [0; 2TC), 

gdzie dg jest promieniem zaburzenia. Praca nadwyżkowa związana z jednostkowym pro­
mieniem zaburzenia jest zatem dla danego punktu na ścieżce równowagi funkcją kąta ip: 

d2w 
= C, s'm2y>+ C2cos2ip + C 3 s i n ^ c o s ^ . (3.4) 

2dg и 

ł 

\dpTy 

Rys . 2. Parametryzacja z a b u r z e ń ścieżki sterowania 

Stałe C , , C2, C 3 zależą od współrzędnych punktu na ścieżce równowagi i wyrażają się 

_ y]fx~y /1 p \ 
C2 

Уху 
\2AB 

(xYxyp+ X-^--2ynj - Vx2y2 I 2B + 6 A 

(3.6) 

(3.7) 

file:///dpTy
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gdzie: 
A = 1 — \nx, 

В = 3-21nj>, 
(3.8) 

a x i у są rozwiązaniami układu równań przestępnych (2.6) i (2.7). 
Rys. 3 przedstawia interpretację podanych definicji steteczności bezwzględnej i w kie­

runku, jak również pojęcia nośności maksymalnej (końca procesu wzdłuż zadanej ścieżki 
sterowania) wiążącej się z osobliwościami pracy nadwyżkowej (d2w ± co). 

Zaznaczone krzywe oznaczają rozkład pracy nadwyżkowej wokół punktu na ścieżce rów­
nowagi. Wartość d2w jest na tym rysunku proporcjonalna do długości odcinka odmierzo­
nego wzdłuż promienia zaznaczonego koła od jego okręgu przyjętego jako poziom zero­
wy. Odcinek odłożony na zewnątrz okręgu oznacza d2w < 0, do wewnątrz — d2w > 0. 

N a początku procesu praca nadwyżkowa jest we wszystkich kierunkach dodatnia. 
Punkt, w którym krzywa rozkładu d2w jest styczna do okręgu d2w = 0, jest ostatnim 
bezwzględnie statecznym na ścieżce sterowania. Utrata stateczności w kierunku ścieżki 
zachodzi, gdy d2w dla kierunku wyznaczonego przez ścieżkę sterowania jest równa zeru. 
Koniec procesu wzdłuż zadanej ścieżki sterowania łączy się z osiągnięciem przez d2w war­
tości co, co wynika ze zmierzania przyrostu zmiennej niezależnej do zera (nośność ma­
ksymalna). 

Wykresy zależności odkształcenia ec

z od siły л (rys. 5) oraz odkształcenia e£ od ciśnie­
nia p (rys. 6) sporządzono przyjmując równanie ścieżki sterowania procesem w postaci: 

gdzie f, jest współczynnikiem proporcjonalności. Rolę umownego czasu pełni siła osiowa л. 
Rys. 4 przedstawia płaszczyznę zmiennych sterowania p — n. N a wymienionych rysunkach 
krzywe C + i C~ oznaczają końce procesów (nośności maksymalne odpowiednio dla p i л). 
Praca nadwyżkowa zmierza wraz ze zbliżaniem się punktu na ścieżce równowagi do tych 
krzywych odpowiednio do + co lub - c o . Krzywa 5 oznacza punkty utraty stateczności 
bezwzględnej. Zauważmy, że praca nadwyżkowa przyjmuje po raz pierwszy wartość ujem-

Rys . 3. R o z k ł a d pracy n a d w y ż k o w e j w wybranych punktach procesu 

P = l i (3.9) 

И Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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ną, jeżeli zaburzenie ścieżki opisane jest parametrem ip = 0 (wzór 3.3). Oznacza to, że 
kontynuacja procesu po utracie stateczności bezwzględnej przy stałym ciśnieniu (dp = 0) 
odbywałaby się w sposób niestateczny. Związane jest to z ujemną wartością drugiego 
składnika we wzorze (3.1) (dr < 0). 

n 
I 

Rys . 4. P łaszczyzna s i łowych p a r a m e t r ó w sterujących 

Równania krzywych C+ i C~ można uzyskać z warunków osobliwości odwzorowania 
przestrzeni sterowania do przestrzeni zachowania 

dp dp 
дх ду 
дп дп 
дх ду 

lub równoważnie z warunku zmierzania d2w do nieskończoności (wzory 3.5 -=-3.8) 

A m 0 lub В = 0. (3.11) 

Otrzymujemy dwa równania krzywych nośności maksymalnej w płaszczyźnie sterowania 
(rys. 4): 

= 0 (3.10) 

C+:p = - , 
e 

61n en 

3 • 

(3.12) 

(3.13) 

Krzywa C~ jest wklęsła. 
Kres istnienia rozwiązania wzdłuż zadanej ścieżki sterowania odpowiada jednej z po­

niższych możliwości: 
1) dla 0 £j ^ 0.5 (wzór 3.9) wykres ec

z = ec

z(n) kończy się pionową styczną „w g ó r ę " 

+ со I, a wykres e£ = ec

ę(p) — pionową styczną „ „ da," (f — oo 
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2) dla f i > 0.5 wykres ec

z = ez(n) kończy się pionową styczną „w dół" (-5-7- - » — 00 

a ej = ££(/0 —pionową styczną „w górę" l " ^ - * 

N a płaszczyźnie sterowania procesy typu 1) kończą się w chwili przecięcia się ścieżki 
sterowania z krzywą C~, a procesy typu 2) — gdy ścieżka sterowania przecina krzywą C + . 

3 ' m 1 

Pojęcie końca procesu należy rozumieć jako brak możliwości kontynuowania go 
wzdłuż dotychczasowej ścieżki sterowania przy wzrastającym parametrze czasu. Możliwa 
jest natomiast dalsza realizacja procesu przy malejącym parametrze umownego czasu 
(z zachowaniem równania (3.9)). Obserwujemy wtedy powrót wzdłuż pierwotnej ścieżki 
równowagi lub, przy odpowiednim wymuszeniu, wejście na jej drugą część, wzdłuż której 
przy parametrach siłowych p, n malejących do zera oraz jednym kinematycznym e£ lub 
ec

z zmierzającym do —1, drugi kinematyczny zmierza do 00. 
Jak widać na rys. 4, 5, 6, istnieje obszar niedostępny pomiędzy krzywymi C+, C~ oraz 

ścieżką o parametrze = 0,5 (krzywoliniowy trójkąt CiCuB). Fakt ten związany jest 
z przyjętym sterowaniem prostoliniowym (3.9), gdyż ścieżka o parametrze £ x = 0,5 jest 
styczna do krzywej C~ w punkcie Q . Przyjmując inne, krzywoliniowe sterowanie możemy 
osiągnąć obszar poprzednio niedostępny, a w szczególności dotrzeć do punktu podwójnej 
nośności maksymalnej B, dla którego obydwa omawiane kresy rozwiązania zachodzą rów­
nocześnie (punkt styczności krzywych C + i C~). 

n 

Rys . 5. Za leżność ec

s = £;(/i), sterowanie s i łowe 
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P 

Rys. 6. Za leżność = e£(p) , sterowanie s i łowe 

Przykładową krzywą sterującą zapewniającą powyższe jest parabola o równaniu 

р=-~1^п* + - ч = п . (3.14) 
9 Зу e 

Kontynuacja procesu z punktu В przy malejącym parametrze czasu (siły n) możliwa jest 
(oprócz powrotu po ścieżce podstawowej) w dwóch różnych kierunkach: ej -* oo i e£ -» — 1 
lub ej -» — 1 i c£ -» co (rys. 7). Prowadząc obliczenia dla zaburzonej ścieżki typu (3.14) 
otrzymujemy przebiegi wpisujące się w krzywe niezaburzone (rys. 7). 

Charakter tych przebiegów, jak również rozdwojenie ścieżki po osiągnięciu nośności 
maksymalnej sugeruje, że punkt В jest punktem bifurkacji ze względu na parametr ścieżki 
sterowania. Obie formy równowagi odpowiadające rozdwojonej ścieżce położeń równowa­
gi są przy tym symetryczne (zgodnie z dopuszczoną klasą rozwiązań) i prowadzą w kon­
sekwencji do różnych mechanizmów zniszczenia cylindra. Wracając do analizy ścieżek 
prostoliniowych w płaszczyźnie sił należy jeszcze zwrócić uwagę na takie, dla których pa­
rametr ścieżki spełnia warunek 

- ф г < Ъ < 0.5 (3.15) 

Dla parametru z tego przedziału ścieżka sterująca przecina krzywą nośności maksymalnej C~ 
(w dwóch punktach I i II (rys. 8), a krzywą C + w punkcie III. 



n 

R y s . 7. Fragment p łaszczyzny sterowania i zachowania; sterowanie s i łowe paraboliczne (3.14) 

n 
R y s . 8. Fragment płaszczyzny sterowania i zachowania dla ścieżek typu (3.15) 

1533] 
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Ponieważ stan układu, ze względu na konserwatywność, nie zależy od drogi dojścia 
do punktu równowagi, można po dojściu drogą krzywoliniową kontynuować proces 
wzdłuż drugiej części prostej (3.9). Rys. 8 pokazuje fragment płaszczyzny (n — ec

:) dla 
tych przebiegów. Widoczne jest osiągnięcie przez krzywą minimum (punkt II) oraz maksi­
mum (punkt III). Przy współczynniku f, zmierzającym do 0,5 punkty I i II łączą się 

2 
w jeden, natomiast gdy £ t zmierza do ' 2 / 3 , punkty II i III zmierzają do punktu B. 

4. Sterowanie kinematyczne i mieszane 

4.1. Sterowanie kinematyczne. Rozważano procesy, których ścieżkę sterowania wybrano 
w postaci: 

el=h-ec

z, (4.1) 

a umownym czasem było odkształcenie ec

z. 
Odpowiednie wykresy przedstawiają zależności n = n(ez) (rys. 9) oraz p = p(e|) 

(rys. 10) dla przebadanego zakresu współczynnika £ 2 . 

Rys . 9. Za l eżność n = П{Е.)\ sterowanie kinematyczne 

W zależności od przyjętej wartości parametru f 2 można rozróżnić następujące przy­
padki : 

1) dla f 2 > 0 wykresy и = n(ec

z) osiągają maksimum, a następnie zmierzają asympto-
2 

tycznie do n = 0. Odpowiednie wykresy p = p{e.c

z) osiągają maksimum pmax = ~, po czym 

również zmierzają asymptotycznie do p = 0. 
2) dla f 2 < 0 ograniczeniem realizacji procesu jest zmierzanie odkształcenia ej do 

wartości — 1. Wykresy p = /?(e£) oraz n = n(ez) kończą się wtedy asymptotami pionowymi 

odpowiednio ej = — 1 i ec

: = — C O oznacza, że ciśnienie p i siła n zmierzają do — co. 
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Dla — 0,066 ?S | 2 < 0 wykres zależności p = р(е^) posiada dwa maksima, a zależ­
ności n = n(ec

z) — dwa punkty przegięcia. Procesy, dla których £ 2 J e s t bliskie — 0,066, 
przebiegają w pewnym przedziale wartości odkształcenia e j przy prawie stałym ciśnieniu 
(bardzo płaski przebieg zależności p = p(e%)). 

-Ofi -05 -0,4 -0,3 -0,2 Щ 0 oj o~2 op oj cp> Щ ef 

R y s . 10. Za leżność p = /?(ef); sterowanie kinematyczne 

Graniczna wartość współczynnika £ 2 = —0,066 została wyznaczona numerycznie, 

jako taka, przy której równanie = 0 posiada potrójny pierwiastek e j < 0. 

4.2. Sterowanie mieszane. Równanie ścieżki sterowania przyjęto w postaci 

P = £э • ej, (4.2) 

a rolę umownego czasu pełni odkształcenie sz. 

N a wykresie n = n(ez) (rys. 11) można zaobserwować dwa odmienne przebiegi krzy­
wych w zależności od współczynnika f 3 (wzór (4.2). 

1) Dla £ 3 < 0,25 krzywe przechodzą kolejno przez maksimum, minimum oraz osią­
gają kres wzdłuż danej ścieżki sterowania przez wyczerpanie nośności maksymalnej 

2 
I ciśnienie p osiąga wtedy wartość 

2) Dla f 3 3* 0,25 krzywe nie mają lokalnych ekstremów i osiągają wprost opisany wy­
żej kres. 

Przy rosnącym parametrze sterującym (wzdłuż danej ścieżki) proces osiąga kres 
w punkcie, w którym ciśnienie osiąga wartość maksymalną. Może on być dalej kontynuo­
wany wzdłuż tej samej ścieżki jedynie przy malejącej wartości tego parametru. Możliwe są 
przy tym również nowe położenia równowagi układu będące przedłużeniem poprzednich 
rozwiązań (linia przerywana rys. 11 i 12). 



536 J . B I E L S K I , J . S K R Z Y P E K 

R y s . 11. Za leżność я = п(е%); sterowanie mieszane 

Rys. 12. Za l eżność e,' = s j ( p ) ; sterowanie mieszane 

5. W n i o s k i 

Badano kresy istnienia rozwiązań dla cienkiej powłoki cylindrycznej rozciąganej dwu­
kierunkowo przy różnych wariantach sterowania procesem. 

1. W przypadku sterowania kinematycznego ograniczeniem realizacji procesu jest 
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zmierzanie odkształcenia sfp do wartości —1 (promień r powłoki zmierza do zera), co 
łączy się z osobliwościami wielkości siłowych. 

2. Przy sterowaniu siłowym istnieją dwa rodzaje kresów istnienia rozwiązania wzdłuż 
zadanej ścieżki sterowania — obydwa przez wyczerpanie nośności maksymalnej. 

Jednym z nich jest nośność maksymalna ze względu na ciśnienie p (dla f, > 0,5; 
praca nadwyżkowa zmierza do +co), a drugim — nośność maksymalna ze względu na 
siłę osiową n (dla £ t < 0,5; praca nadwyżkowa zmierza do — co). 

Przy parametrze f t = 0,5 istnieje w związku z tym niestabilność rozwiązania w punkcie 
bifurkacji Ct, polegająca na tym, że dowolnie małe jego odchylenie (od wartości f t = 0,5) 
może spowodować dwa różne rodzaje kresu istnienia rozwiązania. 

3. Możliwa jest kontynuacja procesu po osiągnięciu nośności maksymalnej wzdłuż 
zadanej ścieżki przy malejącym parametrze umownego czasu. 

4. Przy odpowiednim doborze sterowania krzywoliniowego możliwe jest osiągnięcie 
punktu bifurkacji В (podwójnej nośności maksymalnej). Obie formy równowagi odpowia­
dające rozdwojonej ścieżce położeń równowagi są przy tym symetryczne. 

5. Należy zwrócić uwagę, że możliwość rozdwojenia ścieżki po osiągnięciu punktu 
bifurkacji może spowodować zaburzenie jednorodności wzdłuż długości powłoki (np. 
przez równoczesną realizację różnych form równowagi w różnych częściach powłoki). 
Efekty takie nie były w pracy rozpatrywane. 

6. Krzywa (nośności maksymalnej ze względu na siłę osiową ń) jest wklęsła w płasz­
czyźnie sterowania p — n. 
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Process o f biaxial tension of th in cyl indr ical shell loaded by the axial force and internal pressure has 
been analysed. The material has been described by Hooke ' s law generalized for the logari thmic strains and 
true stresses. 

The relations between forces and geometrical quantities have been determined for the different variants 
o f control o f the process. In the case o f force-controlled process the points of the loss o f absolute stability 
have been found o n the basis o f second-order work cri terion. Curves of maximal carrying capacity and 
bifurcation points also have been determined. 
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K R Z Y S Z T O F S Z U W A L S K I — ( K R A K Ó W ) 

1. Wstęp 

Ogólne zagadnienie teorii plastyczności polega na transformacji zależności między 
naprężeniem i odkształceniem na poziomie punktu, na zależność między obciążeniem 
zewnętrznym a pewnym charakterystycznym uogólnionym przemieszczeniem na poziomie 
całego ciała. Dokonuje się tej transformacji wykorzystując warunki równowagi, odpowie­
dnie warunki brzegowe, prawa fizyczne i związki geometryczne. Najczęściej na poziomie 
punktu dopuszcza się nieograniczony wzrost odkształceń, jak to ma miejsce w przypadku 
ciał idealnie i asymptotycznie idealnie plastycznych. Jak długo przemieszczenia są okre­
ślone jednoznacznie, układ może przenosić obciążenia, czyli pracuje jako konstrukcja 
nośna. Jeżeli w jakimś punkcie przemieszczenia stają się nieokreślone, oznacza to, że po­
jawił się pewien mechanizm zniszczenia i została wyczerpana nośność graniczna układu. 

Określenie nośności granicznej układu należy do najważniejszych zadań teorii plastycz­
ności. Nie zawsze jednak istnieje rozwiązanie tego zadania. Przykłady zagadnień, w któ­
rych nie można było wyznaczyć nośności granicznej układu bez przyjęcia pewnych, nie­
dopuszczalnych nieciągłości pola przemieszczeń podał Shoemaker [2, 3]. Życzkowski 
i Szuwalski [4] zaproponowali nazwać obciążenie, przy którym pojawiają się niedopusz­
czalne nieciągłości przemieszczeń (nieciągłości przemieszczeń w kierunku normalnym do 
powierzchni nieciągłości) — nośnością rozdzielczą układu. Nazwa ta ma uzasadnienie 
w fakcie, że niedopuszczalne nieciągłości przemieszczeń prowadzą do dekohezji — roz­
dzielenia dwóch części układu. Zatem nośność rozdzielcza określa faktyczną nośność 
układu jako całości. 

W pracach Szuwalskiego można znaleźć rozwiązania problemu wyznaczania nośności 
rozdzielczej dla statycznie niewyznaczalnych układów prętowych [6] i dla płaskich tarcz 
ze sztywną inkluzją [5]. W obu przypadkach rozpatrywano możliwość ewentualnej dal­
szej pracy układu dekohezji. Szczególnego znaczenia nabiera nośność rozdzielcza w przy­
padku obciążeń czysto cieplnych [8], kiedy nośność graniczna układu w ogóle nie istnieje 
w wyniku wzajemnego kompensowania się odkształceń cieplnych i plastycznych. 

W dotychczasowych badaniach [5] i [8] efekt dekohezji w układach tarczowych był 
wynikiem niejednorodności stanów naprężenia i odkształcenia wywołanych niejednorod­
nością samej tarczy — idealnie sztywną inkluzją. Celem niniejszej pracy jest zbadanie 
wpływu na nośność rozdzielczą zmiennej w sposób ciągły grubości tarczy, jak również 
wpływu podatności części środkowej tarczy. 
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2. Zakres sprężysty i nośności sprężysta 

Warunek równowagi wewnętrznej dla tarczy kołowo-symetrycznej o zmiennej grubości 
h(r), po wyrażeniu występujących w nim naprężeń przez przemieszczenie promieniowe u, 
przy pomocy praca Hooke'a, przyjmuje ogólną postać 

d2u 1 / r dh \ du 1 / r dh\ 
dr*" + 7\ +T'lF)'d7~~r2~\ ~VT' dr-)11 = °- ( 2 1 ) 

Równanie to, w którym v oznacza liczbę Poissona, daje się scałkować w sposób ścisły 
tylko dla tarczy płaskiej lub tarczy o profilu hiperbolicznym. Rozwiązania dla tych przy­
padków podaje między innymi S. D . Ponomariew [1]. Przy założeniu, że grubość tarczy 
zmienia się zgodnie z prawem 

Kr) - Л о { - Й , (2.2) 
/'o 

w którym wykładnik potęgowy x jest liczbą dodatnią, całka ogólna równania (2.1) jest 

równa 

r 

przy czym dodatnie wykładniki potęgowe równają się 

« = C r " + - £ , (2-3) 

^ / x2 , x 

(2.4) 
x - + vx+\ 2 

Naprężenia w takiej tarczy opisane są wzorami 

E F U / ч « i D(v-n) 1 

(T0 = ~ r I C ( l ł r a ) ^ - 1 + 
D(l-vn) 

(2.5) 

gdzie / i ' oznacza moduł Younga. Naprężenie w kierunku prostopadłym do powierzchni 
środkowej tarczy az przyjmujemy równe zeru. Stałe całkowania С i D należy wyznaczyć 
z warunków brzegowych. 

Przedstawione powyżej rozwiązanie ma poważną nieścisłość, gdyż założenie płaskiego 
stanu naprężenia stoi w wyraźnej sprzeczności z bardzo szybką zmianą grubości tarczy 
w pobliżu jej środka, gdzie zmierza ona do nieskończoności. W celu wyeliminowania tej 
sprzeczności zajmiemy się tarczą złożoną z połączonych trwale dwóch części: środkowej 
o stałej grubości i zewnętrznego pierścienia, w którym grubość zmienia się hiperbolicznie 
zgodnie z prawem (2.2) — rys. 1. Rozważymy najogólniejszy przypadek, kiedy każda 
z części wykonana jest z innego materiału. Wielkości odnoszące się do części płaskiej będą 
oznaczane indeksem 1, a dotyczące części hiperbolicznej—-2. 

Przy założeniu sprężystości odkształceń dla części płaskiej dla 0 < r < a obowiązują 
znane rozwiązania Lamćgo —- we wzorach (2.3) i (2.5) należy przyjąć m = n = 1, nato-
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miast dla części hiperbolicznej dla a ^ r ^ b wykładniki potęgowe m i n określają wzory 
(2.4). Do wyznaczenia stałych Cl i Dt w części środkowej oraz C 2 i D2 w pierścieniu zew­
nętrznym posłużą nam następujące warunki brzegowe: 

dla r = 0 = a0i -> D, = 0; 

dla r = a °rt 
= ffr2; " i = u2; (2.6) 

dla r = b = P-

R y s . 1 

Jak z nich wynika, w płaskiej części występuje jednorodny stan naprężenia, natomiast 
w interesującej nas części hiperbolicznej rozkład naprężeń jest określony wzorami: 

e

m-1[(m+v2) + y(l-v1))-Q-,-1[ri(l-v1)-(n-v2)] 
" P рт-Ч(т+у2) + ф-у1)\-в-п-1[г)(\-г1)-(п-у2)} 

<У0> = P 
Qm-1n[(m+v2) + r)(l-v1)] + Q-n-1m[r)(l-v,)-(n-v2)] 

fim ~1 [(m + v2) + r, (1 - vx)]-fi--1 fo( 1 -Vl)-(n-v2)] 

w których rj oznacza stosunek modułów sprężystości, fi — promieni, Q zaś -
rowy promień: 

V E2 

/5 = Q = 

(2.7) 

bezwymia-

(2.8) 

W celu ustalenia nośności sprężystej tarczy obliczymy kwadrat intensywności naprężeń 
wg hipotezy Hubera-Misesa-Hencky'ego: 

{Q2m-2[(m + v2) + r](l-v1)]2(\-n + n2) + Q-2'-2[v(l-vl)-
M2 

(2.9) -(n-v2)\2(\+m2+m) + Qm-n-2{ri{\-v1) + (m + v2)] • 

• [r](l —vi) — (n—v2))(2mn — 2 — m + n)}; 

przez M oznaczono tutaj mianownik wzorów (2.7). Ponieważ ta funkcja nie ma maksi­
mum w przedziale 1; •£ Q < fi, przeto proces uplastycznienia może się zacząć tylko na je­
dnym z brzegów, dla Q = 1 lub g = fi. Intensywności naprężeń na brzegach są równe: 

<Г е ( г = 0 ) = Łi-4"- O 4*2 + ^0 - П ) ] + К + Ы 1 - П ) ] 2 } * , 

Je(.r = b) M 

M 

{fi2m-2(l-n+n2)[m+v2 + 7](l-vl)]2-fim + n-2(\-2v2)x • 
(2.10) 

• [ ^ 2 ( l - ^ ) 2 + ^ ( l - v 1 ) ( ^ - 2 v 2 ) - ( l - r 2 ) 2 ] + / 3 - 2 ' , - 2 ( l + w + w 2 ) [ « ( l - v 1 ) - ( w - v 2 ) ] f 

Przyrównanie prawej strony jednego z tych równań do wartości granicy plastyczności 
o0 pozwala określić nośność sprężystą tarczy. Aby ustalić, które z równań należy wyko-
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rzystać, porównamy intensywności naprężeń na obu brzegach części hiperbolicznej tarczy, 
co prowadzi do równania : 

^(•+4(1 -n + n2) [m+v2 + rj(l - » ' I ) ] - i S m + " * ( l -2v2) b? 2 ( l -vi)2-(1 -v2)2 + 
- V l ) ( « - 2 v 2 ) ] + / S 2 " - 2 ( « J + и ) 2 {1 - [r2 + r,(l -V,)] + [v2 + fj(l -Vl)]2}+ (2.11) 

+ (\+mĄ-m2)[i](\-vl)~{n-v2)}2 = 0 

Łatwo sprawdzić, że w szczególnym przypadku, dla tarczy jednorodnej, gdy rj = 1 
i Vi = v2, równanie to może być spełnione wyłącznie dla wykładnika potęgowego к = 1, 
a co za tym idzie, m = n = 1, czyli dla tarczy płaskiej. Uplastyczni się wtedy równocześnie 
cała tarcza i układ osiągnie swoją nośność graniczną. Równanie (2.11) było rozwiązywane 
numerycznie. Poszukiwano wykładnika potęgowego к spełniającego to równanie dla 
różnych wartości parametrów p, tj i vt = v2. Wyniki zostały przedstawione graficznie. 

Wykres (rys. 2) przedstawiony na płaszczyźnie r) = 0 (środek idealnie sztywny) obra-

>t 

. / V Л . 

f \ \ 

0,1 0,2 0,3 

Rys . 2 

0,4 0,5 V 
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żuje zależność к od liczby Poissona v. N a tym wykresie, jak i na następnym, gdy wykładnik 
potęgowy będzie większy od leżącego na l ini i granicznej, uplastycznienie rozpocznie się 
od strony promienia zewnętrznego b, natomiast dla к mniejszych (tarcza bardziej płaska) 
strefa plastyczna będzie się rozwijała od promienia a. Z wykresu wynika, że graniczna 
wartość к obniża się bardzo wyraźnie ze wzrostem stopnia nieściśliwości materiału. 

Również zwiększenie fi (stosunkowo szerszy pierścień hiperboliczny) wpływa na zmniej­
szenie granicznego x. 

Przebieg l ini i stałego v na wykresie (rys. 3) (dla fi = 2) wskazuje, że zarówno środek 
sztywniejszy od części zewnętrznej (tj < 1), jak i podatniejszy (rj > 1) powoduje zwiększe-
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R y s . 3 
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nie wytężenia na brzegu wewnętrznym dla r = a. Aby osiągnąć takie samo wytężenie 
na brzegu zewnętrznym, należy tam ująć nieco materiału, tym więcej, im bardziej rj różni 
się od 1 i im ściśliwszy jest materiał. Wszystkie krzywe osiągają dla r\ = 1 minimum równe 
zeru (tarcza płaska, jednorodna). 

3. Zakres sprężysto-plastyczny i nośność rozdzielcza 

Dalszy wzrost obciążenia ponad nośność sprężystą p może spowodować pojawienie 
się strefy odkształceń plastycznych, chociaż nie zawsze ta strefa będzie się mogła rozwinąć, 
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со dalej zostanie wykazane. W strefie plastycznej przyjmiemy jako obowiązujący waru­
nek plastyczności Hubera-Misesa-Hencky'ego, Wykorzystamy trygonometryczną para­
metryzację tego warunku typu Nadai-Sokołowskiego: 

a, = sinC, a0 = sin C + (3.1) 
y'3 ' j / 3 

gdzie С jest parametrem, którego rozkład w funkcji promienia należy określić. Dokonamy 
tego w oparciu o warunek równowagi wewnętrznej, który dla tarczy hiperbolicznej przyj­
muje postać: 

dar 

dr 
+ ov(l-x) + <y0 = 0. (3.2) 

Po podstawieniu do niego wzorów (3.1) i po scałkowaniu można znaleźć zależność 
odwrotną: promienia od £: 

j / 3 t v ' 
2x2-

r - [^^^(^j-) ] . (3.3) 

W strefie sprężystej obowiązywać będą wyprowadzone wcześniej wzory (2.3)-н (2.5). 
D l a uproszczenia dalszych rozważań zajmiemy się tarczą hiperboliczną osadzoną na 

idealnie sztywnym wale (rj = 0). W oparciu o wykres na rys. 2 można dla ustalonych 
parametrów tarczy (x, (i, v) stwierdzić, od której strony zacznie się pojawiać strefa pla­
styczna. Jeżeli ta strefa będzie obejmowała obszar г ф <-r < b, część zaś wewnętrzna po­
zostanie sprężysta, obowiązywać będą następujące warunki brzegowe: 

» ( e ) = 0 

C = C*, = o-<*>, сг<е) = (Го, (3.4) 
r = a 

r = r* 
r = b С = Сь, о-у" = p = qa0, 

w których indeks e u góry określa wzory ze strefy sprężystej, a indeks p dotyczy wielkości 
w strefie plastycznej. Po wykorzystaniu warunków brzegowych dochodzimy do równania 
przestępnego, określającego wartość parametru na granicy stref: 

(2Aw+l + | / 3 c t g ? J ( « - r ) f l " 

(2n - l - i / 3~c tg t* ) (m + v K + n 
1, (3.5) 

przy czym 

= 6exp i /3 ( c - e . ) 
2x2-2x + 2 

sin[c*+arctg(-£r)j 
sin[cb + a r c t g ( - ^ r ) ] 

\ 2x2-2x + 2 ) 

(3.6) 

° \ 2 * - l 

Wartość parametru na promieniu zewnętrznym Cb jest określona przez obciążenie: 

l /3 
Ci, = arc sin (3.7) 

W przypadku gdy w miejscu pierwszego uplastycznienia spełniony będzie warunek, 
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że naprężenie promieniowe będzie dwa razy większe od obwodowego, wówczas w tym 
miejscu odkształcenie promieniowe będzie zmierzać do nieskończoności, na co zwrócił 
uwagę Życzkowski [7]. Kontynuacja procesu musiałaby się wiązać ze skokową zmianą 
w tym miejscu przemieszczenia promieniowego. Ponieważ jest to nieciągłość niedopusz­
czalna, wystąpi kres ciągłego rozwiązania. Układ osiągnie swą nośność rozdzielczą po­
krywającą się z nośnością sprężystą. Warunek natychmiastowej dekohezji, aby w miejscu 

pierwszego uplastycznienia parametr J był równy — p r z y j m i e postać: 

om+n _ ( l + 2 w ) ( y - l l ) 

P --Ц-Шт+v)- ( 3 - 8 ) 

W szczególnym przypadku dla pełnej tarczy hiperbolicznej (ft - » oo) warunek ten bę­

dzie spełniony dla n = —. 

Ponieważ dyskutujemy przypadek, gdy pierwsze uplastycznienie wystąpi na pro­
mieniu zewnętrznym b, zatem odpowiednią nośność rozdzielczą określi wzór (3.7) z pod-

. . y. rc 
stawieniem Qb — —: 

л 2 . тс , . 
ą = — sin у = 1Д546. (3-9) 

Jeśli parametr С na brzegu zewnętrznym ma wartość różną od — , dalszy wzrost ob­

ciążenia będzie powodował powstawanie w pobliżu promienia b strefy plastycznej. W miarę 

jej rozwoju wartość parametru Сь będzie się zbliżała do ~ . Z chwilą gdy wartość ta zo­

stanie osiągnięta, proces zostanie zakończony, gdyż układ osiągnie swą nośność rozdziel­

czą i zawsze będzie ona określona przez (3.9). 
Jak można odczytać z wykresu 2, przy odpowiednich parametrach geometrycznych 

tarczy к i ft oraz liczbie Poissona v, możliwe jest rozpoczęcie procesu uplastycznienia od 
promienia wewnętrznego a. D la tarczy osadzonej na sztywnym wale (JJ = 0) stosunek 
naprężeń promieniowego do obwodowego jest w zakresie sprężystym na promieniu a 
stały i równy v. Do natychmiastowej dekohezji na promieniu a może więc dojść tylko dla 

materiału nieściśliwego v = ~ , co pokrywa się z wynikami dla tarczy płaskiej [5]. W przy­

padku materiału ściśliwego, wyczerpanie nośności rozdzielczej będzie zawsze poprzedzone 

wcześniejszym rozwojem strefy uplastycznionej. 

4 . Uwagi końcowe 

Nie zawsze dopuszczenie możliwości nieograniczonego wzrostu odkształceń na po­
ziomie punktu ciała pozwala na osiągnięcie nośności granicznej — dowolnie dużych prze­
mieszczeń. W przypadku niejednorodności stanu odkształcenia zależność między obcią­
żeniem zewnętrznym a przemieszczeniem może być ograniczona. Niejednorodność stanu 

15 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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odkształcenia może być wywołana w przypadku jednorodnego materiału przez jego od­
powiednie ukształtowanie. 

W pracy posłużono się modelem ciała idealnie sprężysto-plastycznego. Należy się 
jednak spodziewać, że podobne efekty będzie można uzyskać dla niektórych praw asympto­
tycznie idealnej plastyczności, tj. praw, w których zmierzaniu do nieskończoności odkształ­
cenia odpowiada ciągły wzrost naprężenia, które asymptotycznie zbliża się do pewnej 
ustalonej wartości. 

W przypadku dostatecznie szybkiego zmierzania naprężeń do granicznej wartości 
również może wystąpić kres istnienia rozwiązania ciągłego. 

Dalszym krokiem w kierunku uściślenia badań nad efektem nośności rozdzielczej 
byłoby zastosowanie teorii odkształceń skończonych. Wynika to z wewnętrznej niespój­
ności teorii stosowanej, gdzie stojąc na gruncie teorii odkształceń małych badamy zjawisko 
zmierzania odkształceń do nieskończoności. Jednakże zastosowanie ściślejszej teorii nie 
wprowadzi żadnych istotnych zmian jakościowych, a nawet spowoduje obniżenie nośności 
rozdzielczej [9]. 
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Р е з ю м е . 

И Д Е А Л Ь Н О У П Р У Г О - П Л А С Т И Ч Е С К И Й Д И С К Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К О Г О П Р О Ф И Л Я 

Д л я д и с к а , к о т о р о г о т о л щ и н а и з м е н я е т с я г и п е р б о л и ч е с к и м о б р а з а м , о п р е д е л е н а н а г р у з к а 
п р и к о т о р о й в ы с т у п а е т п р е р ы в н о с т ь р а д и а л ь н ы х п е р е м е щ е н и й , и з - з а н а п р а в л е н и я к б е с к о н е ч ­
н о с т и р а д и а л ь н ы х д е ф о р м а ц и й . С о г л а с н о п р е д л о ж е н и ю К . Ш у в а л ь с к о г о и М . Ж и ч к о в с к о г о [4] 
эта н а г р у з к а о п р е д е л я е т п е р е р а е с ц е п л е н и е т а к о г о д и с к а . Д л я и з б е ж а н и я б е с к о н е ч н о й т о л щ и н ы 
д и с к а в ее с е р е д и н е , р а с с м а т р и в а е т с я д и с к с о с т о я щ и й и з д в у х ч а с т е й : ц е н т р а л ь н о й п о с т о я н н о й 
т о л щ и н ы и н а р у ж н о й г и п е р б о л и ч е с к о й . Д л я о б щ е г о с л у ч а я , к о г д а обе ч а с т и в ы п о л н е н ы и з р а з ­
н ы х м а т е р и а л о в , р а с с м о т р е н а в о з м о ж н о с т ь в о з н и к н о в е н и я п р о ц е с с а п л а с т и ф и к а ц и и с н а р у ж и л и -
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бо на с т ы к о в к е обеих ч а с т е й . Д л я обоих с л у ч а е в о п р е д е л е н ы у с л о в и я в о з н и к н о в е н и я н е с у щ е й 
способности с и с т е м ы , с о с о б е н н ы м у ч т е н и е м н е п р е м е н н о й д е к о г е з и и , без р а з в и т и я п л а с т и ф и ц и ­
р о в а н н о й з о н ы . 

S u m m a r y 

P E R F E C T L Y E L A S T I C - P L A S T I C H Y P E R B O L I C D I S K 

F o r a disk wi th hyperbolically variable thickness, the loading parameter at whi tch inadmissible discon­
tinuities o f radial displacement и occur, is evaluated. These discontinuities result f rom an infinite increase 
o f the radial strain er. K . Szuwalski and M . Ż y c z k o w s k i [4] proposed to call that loading parameter the 
„ d e c o h e s i v e carrying capacity". T o avoid infinitely large thickness at the centre of the disk, the paper con­

s iders a disk consisting o f two parts: the inner o f constant thickness, and the outer o f hyperbolic 
profile. F o r a general case, when both parts are made o f different materials, the possibili ty o f ini t ia t ion 
o f the plastification process from either the radius o f connection of both parts or the outer radius is inve­
stigated. F o r both cases the condit ions of occuring inadmissible discontinuities of displacements are for­
mulated, particularly when the plastic zone does not spread. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 lutego 1980 roku 
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Ippt Techpan 

1. Wstęp 

W odróżnieniu od konstrukcji drewnianych i stalowych konstrukcje betonowe i żel­
betowe wykazują znacznie większą odporność ogniową. Wynika to z faktu, że beton jest 
materiałem niepalnym, a ewentualne wkładki stalowe są osłonięte otuliną betonową, 
która zabezpiecza stal przed szybką utratą nośności. Niemniej jednak stwierdzono szereg 
awarii, jakim ulegały konstrukcje żelbetowe na skutek pożaru — awarii tym bardziej groź­
nych, że występują one bez wcześniejszego zasygnalizowania płomieniem (jak to ma miej­
sce w konstrukcjach drewnianych) lub dużymi ugięciami (jak to ma miejsce w konstruk­
cjach stalowych). Awarie konstrukcji betonowych i żelbetowych spowodowane pożarem 
polegają na trwałej i niewidocznej często gołym okiem utracie własności wytrzymałościo­
wych przez beton, a niekiedy na gwałtownym zawaleniu się konstrukcji jeszcze podczas 
trwania pożaru, co stwarza ogromne niebezpieczeństwo dla ekip ratowniczych. Sytuacja 
ta doprowadziła do wzmożonego w ostatnich latach zainteresowania odpornością ogniową 
konstrukcji betonowych i żelbetowych. 

Czynnik sprawczy, tj. wzrost temperatury podczas pożaru, został, jak się wydaje, 
dostatecznie już rozpoznany, czego dowodem może być ustalenie normą [38] rozwoju 
temperatury podczas pożaru w postaci tzw. krzywej pożarowej (rys. 1) jako obowiązują­
cej we wszelkich badaniach eksperymentalnych i analizach teoretycznych zjawisk wystę-
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R y s . 1. Wykres krzywej poża rowe j „ t e m p e r a t u r a — czas" 
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pujących podczas pożaru. Przez warunki pożarowe rozumieć będziemy warunki, w któ­
rych temperatura otoczenia zmienia się wg tej krzywej. 

Inaczej rzecz ma się z bezpośrednimi skutkami wzrostu temperatury w betonie. Wiado­
mo, że w temperaturach występujących podczas pożaru beton ulega skomplikowanym prze­
mianom fizyko-chemicznym, skutkiem czego ulegają zmianie wszystkie jego własności. 
Przegląd wyników eksperymentalnych badań w tym zakresie daje praca [28]. Trzeba 
podkreślić, że dotychczasowe badania wskazują na zależność wyników od metodyki 
badawczej, a w szczególności od faktu, czy próbki są jednocześnie ogrzewane i obciążane 
mechanicznie, czy też oba te rodzaje obciążeń są przykładane rozdzielnie w czasie. Pod­
sumowując — poszczególne wyniki badań podawane w literaturze nie są ze sobą porówny­
walne i trudno je obecnie uogólniać. Dają one wprawdzie orientacyjny obraz zmian po­
szczególnych własności betonu, lecz jednocześnie wskazują na zależność tych zmian od 
rodzaju betonu i warunków badania, a co za tym idzie, na konieczność każdorazowego 
ustalania własności betonu w wysokich temperaturach w zależności od parametrów wyj­
ściowych i od warunków badania. 

Z powyższego wynika pilna potrzeba zbudowania ogólnej teorii opisującej zjawiska 
zachodzące w betonie w warunkach pożarowych, która umożliwiałaby przewidywanie 
zachowania się konstrukcji, a jednocześnie implikowałaby metodykę badań eksperymen­
talnych niezbędnych dla ustalenia odpowiednich współczynników materiałowych. Trzeba 
podkreślić, że teoria taka musi ujmować jednocześnie zjawiska mechaniczne, termiczne 
i dyfuzyjne, z uwzględnieniem wewnętrznych źródeł ciepła i wilgoci, jakie pojawiają się 
na skutek desorpcji i dehydratacji w wysokich temperaturach. 

Jak do tej pory brak jest takiej teorii. Istnieje jednak bogata literatura teoretyczna, 
która łącznie z wynikami badań eksperymentalnych daje podstawy do jej stworzenia. 
Literaturę tę można podzielić na dwie grupy prac: 

— prace poświęcone ogólnej analizie matematycznej transportu ciepła i masy oraz 
—• prace teoretyczne i analityczne dotyczące zachowania się betonu z uwzględnieniem 

wpływu wysokich lub podwyższonych temperatur. 
Poniżej omówimy pokrótce obie te grupy. 
Analiza transportu ciepła i masy jest już szeroko rozwiniętą dziedziną fizyki. Istnieje 

wiele prac naukowych dotyczących tej problematyki w ciałach stałych [np. 2, 13, 14, 20, 
29, 36, 37, 39, 42, 43, 44, 45, 47], przy czym w niektórych pracach [12, 19] uwzględnia się 
również wewnętrzne źródła masy i ciepła. Praca [39] jest jedną z pierwszych, w których 
na podstawie praw termodynamiki wyprowadzono równanie termodyfuzji. Uogólnieniem 
jej są prace [36, 37]. Jednakże autor w rozważaniach swych pomija wewnętrzne źródła 
ciepła i masy. 

Również druga grupa prac jest już obecnie dość liczna [пр. 1, 9, 32, 40, .41, 46]. N a 
wyróżnienie wśród niej zasługują prace poświęcone analizie numerycznej odporności 
ogniowej konkretnych konstrukcji [ U , 18, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 31] oparte na wynikach 
badań eksperymentalnych. Ogólniejszym zagadnieniom transportu masy i ciepła w beto­
nie poświęcone są m.in. prace [4,6,9 , 15, 17,22,30,48]. Wśród nich na szczególną 
uwagę zasługują prace Łykowa i Bażanta, które omówimy dokładniej . 

A . Łyków wyprowadził [30] równanie dyfuzji wilgoci i przewodnictwa ciepła dla be­
tonu w podwyższonych temperaturach dzieląc beton na „beton suchy" i wilgoć podlega-
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jącą dyfuzji. Równania te nie uwzględniają jednak źródeł wilgoci, jakie pojawiają się 
w betonie w wysokich temperaturach na skutek desorpcji i dehydratacji, a co za tym idzie, 
równania te mają zastosowanie jedynie dla temperatur niewiele wyższych od 100°C. 

Z . Bażant wyprowadził [9] równania dyfuzji wilgoci i przewodnictwa ciepła dla betonu 
w wysokich temperaturach dzieląc beton na „beton suchy", wodę swobodną i wodę zwią­
zaną adsorpcyjnie. Jednakże równania te obarczone są błędem wynikającym z pominięcia 
energii unoszonej przez strumień wilgoci. Ponadto przyjęty przez autora podział betonu 
na fazy składowe nie daje możliwości eksperymentalnego ustalania współczynników ma­
teriałowych, a w sensie przyjętym w pracy [9] „beton suchy" w ogóle nie istnieje. 

Niniejsza praca stawia sobie za cel zbudowanie spójnej teorii termo-dyfundo-mecha-
nicznej, która pozwalałaby na ogólną analizę zjawisk zachodzących w betonie podczas 
pożaru. W pracy położono szczególny nacisk na użyteczność teorii. Wymagało to ścisłego 
powiązania budowanych równań, a w szczególności występujących w nich współczynników 
z możliwościami badawczymi, eksperymentalnymi. Tę podstawową zasadę fenomeno-
logizmu starano się zachować na każdym etapie pracy. Zrezygnowano tu z budowy „kom­
pleksowej", ogólnej teorii, tzn. starano się o pominięcie zjawisk nieistotnych, a jedno­
cześnie o opis zjawisk istotnych w sposób maksymalnie zgodny z wynikami eksperymen­
talnymi. Odrzucono opis szczegółowo analizujący poszczególne teoretyczne parametry 
fizyczne i przyjęto opis zawierający wyłącznie te parametry, które są mierzalne w sensie 
aktualnych możliwości eksperymentowania, zwracając szczególną uwagę na zgodność 
teoretycznego sensu poszczególnych parametrów z metodyką ich badania eksperyment­
alnego. Z tych też powodów zrezygnowano z ustalania równań dyfuzji w oparciu o drugą 
zasadę termodynamiki, a za podstawową przyjęto pierwszą zasadę uwzględniając tran­
sport masy. 

2. Założenia 

Budowa wyżej wymienionej teorii sprowadza się do ułożenia równań stanowiących 
matematyczny model materiału. Równania takie buduje się na podstawie różnego rodzaju 
praw bilansu — masy, energii, entropii, sił itp., do czego dochodzą związki geometryczne. 
Jednakże stosowalność tak utworzonego modelu zależy od tego, jakie czynniki i zjawiska 
zostaną uwzględnione w bilansie. Z reguły sprawa ta — najistotniejsza dla wartości mo­
delu — rozstrzygana jest arbitralnie i bez wyjaśnień. Ponieważ zjawiska fizyko-chemiczne 
występujące w betonie w wysokich temperaturach są liczne i skomplikowane, należy 
wyjaśnić, że celem będzie zbudowanie teorii umożliwiającej badanie pól : 

a) temperatury T, 
b) wilgotności w i związanego z nim ciśnienia pary wodnej p, 
c) przemieszczenia u oraz związanych z nim odkształceń e i naprężeń 8. 
W modelu uwzględniono wyłącznie te zjawiska, które mają bezpośredni wpływ na 

te pola, a cały model został zbudowany na gruncie termodynamiki kontinuum material­
nego przy przyjęciu następujących założeń. 

Założenie 1. Ośrodek jest ciągły. Założenie to stoi w jaskrawej sprzeczności z faktem, 
że beton jest ośrodkiem porowatym. Nie umniejsza ono jednak możliwości opisu wszyst-
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kich zjawisk związanych z dyfuzją wilgości, natomiast pozwala na stosowanie klasycznej 
analizy matematycznej i całego aparatu pojęciowego mechaniki ośrodków ciągłych. 

Założenie 2. Ośrodek jest jednorodny. Założenie to również stoi w sprzeczności 
z rzeczywistą strukturą betonu, którego własności różnią się przy przejściu od punktu 
do punktu (ziarna kruszywa, kamień cementowy, pory). Jest jednak ono dopuszczalne 
w sytuacji, gdy opisujemy zjawiska zachodzące w obszarze o średnicy kilkakrotnie większej 
od średnicy ziaren kruszywa. Dopuszczalność tego założenia dla konstrukcji budowlanych 
potwierdzona jest wieloletnią praktyką konstrukcyjną. Należy podkreślić, że z założenia 
tego nie wynika jeszcze (jak w klasycznej mechanice ośrodków ciągłych) niezależność 
współczynników materiałowych od zmiennej przestrzennej, a jedynie niezależność od tej 
zmiennej dyspozycji materiałowych 1 ' . W danej chwili możliwe są różnice własności ma­
teriałowych w różnych punktach, w zależności od historii pól temperatury, wilgotności 
i odkształcenia w tych punktach. 

Założenie 3. Ośrodek jest dwufazowy. Przyjmujemy, że beton składa się z: 
a) fazy stałej — którą będziemy nazywać matrycą, 
b) fazy gazowej — porów wypełnionych parą wodną, przy czym każda z faz stanowi 

przestrzeń spójną. 
W związku z założeniem jednorodności założenie dwufazowości wymaga rozróżnienia 

obu faz już na poziomie elementu infinitezymalnego. Ilustruje to rysunek 2. 

R y s . 2. Struktura betonu. A — matryca, В — para wodna 

Z założeniem tym wiążą się dwa podstawowe pojęcia — wilgotność w i porowatość r\. 
Oba te pojęcia definiujemy w sposób odbiegający od klasycznego ich rozumienia w teorii 
betonu, natomiast dostosowany do sformułowanego powyżej celu. Dlatego. 

— przez wilgotność W będziemy rozumieć masę pary wodnej zawartej w jednostce 
objętości betonu (a nie masę wody odparowywalnej w temperaturze 105°C), 

— przez porowatość rj będziemy rozumieć objętość porów dostępnych dla pary wodnej 
zawartych w jednostce objętości betonu. 

W niniejszym opracowaniu interesować nas będzie również porowatość powierzchnio­
wa betonu, tzn. stosunek powierzchni porów do powierzchni betonu w dowolnym prze­
kroju. Porowatość powierzchniową będziemy oznaczać symbolem rjp. Łatwo wykazać, 
że dla materiału izotropowego zachodzi związek: 

?]„ = rfi. (1) 

Takie przyjęcie definicji wilgotności i porowatości wynika, podkreślamy jeszcze raz, z celu, 

F u n k c j o n a ł ó w konstytutywnych. 
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jaki stawiamy modelowi. Jest ono jednak dostosowane również do możliwości ekspery­
mentalnej ustalania współczynników materiałowych i weryfikacji doświadczalnej wyników. 

Nie dokonujemy tu rozdziału betonu na „wodę" i „suchy beton" (jak to uczyniono 
np. w pracy [30]), lecz na parę wodną i „resztę", z pełną świadomością, że ta reszta za­
wiera wodę w różnych postaciach (swobodną, adsorpcyjną i związaną). Rzecz w tym, że 
w temperaturach powyżej 100°C nie ma możliwości eksperymentalnego badania „suchego 
betonu", lecz tylko tej reszty (łącznie z zawartą w niej wodą). W miarę wzrostu temperatury 
ta reszta — matryca — traci poszczególne rodzaje wody. Woda ta przechodzi więc z fazy 
stałej (matrycy) do fazy gazowej (pary). Należy jednak podkreślić, że wilgotność w nie 
oznacza w naszym modelu całkowitej zawartości wody, lecz jedynie zawartość fazy ga­
zowej. Wilgotność ii' decyduje więc zgodnie z równaniem stanu gazu o ciśnieniu pary 
w porach. Ciśnienie atmosferyczne powietrza, jako samozrównoważone, całkowicie po­
mijamy w dalszych rozważaniach. 

Założenie 4. Ośrodek jest izotropowy. W niniejszej pracy pomijamy wszystkie efekty 
anizotropowe związane z kierunkiem betonowania. 

Założenie 5. Własności ośrodka nie zależą od czasu w sposób jawny. Założenie to 
wyklucza możliwość opisu zjawisk związanych z dojrzewaniem betonu, ale równocześnie 
daje możliwość opisu wpływu zmian pola temperatury i wilgoci w miarę upływu czasu. 
Dopuszczalność tego założenia wynika ze stosunkowo krótkiego czasu trwania pożaru 
(kilka godzin) w stosunku do wieku konstrukcji — minimum 28 dni. 

Założenie 6. Temperatura T, wilgotność w i odkształcenie e stanowią zamknięty układ 
parametrów stanu ośrodka dla danego materiału (tzn. dla ustalonego składu betonu i jego 
wieku). 

Zakładamy tu, że znajomość wielkości T, w, e pozwala na ustalenie wszystkich innych 
parametrów stanu (np. ciśnienia pary wodnej, naprężenia) oraz wszystkich aktualnych 
własności materiałowych, jeśli ulegają one zmianom wraz ze zmianą wyżej wymienionych 
parametrów. Należy podkreślić, że zgodnie z tym założeniem własności materiałowe nie 
zależą od historii parametrów stanu, co w ogólności dla betonu nie odpowiada prawdzie. 
Jednakże dla badania betonu w warunkach pożarowych jest to dopuszczalne, gdyż zgodnie 
z [38] historia obciążenia termicznego jest tu ustalona, a wynikające z niej zmiany tempe­
ratury są na tyle wolne, że wszelkie przemiany wewnętrzne zachodzą bez opóźnień. Za­
łożenie to sprowadza badany problem (w zakresie części mechanicznej) na grunt nieliniowej 
teorii sprężystości. 

Założenie 7. W trakcie pożaru siły zewnętrzne nie wykonują żadnej pracy, a energia 
kinetyczna ruchu jest pomijalna. 

Założenie to sprowadza zagadnienie do problemu quasi statycznego. Uzasadnione jest 
ono tym, że chcemy analizować jedynie stany poprzedzające zniszczenie. D la stanów ta­
kich fazę stałą (matrycę) można uważać za nieruchomą. Faza gazowa (para wodna) 
wykazuje ruch, lecz ze względu na niewielką masę i prędkość (można wykazać, że pręd­
kość ta jest porównywalna z prędkością otaczającego powietrza) jej energia kinetyczna 
jest pomijalna. 

Założenie 8. Efekty mechaniczne nie wpływają na efekty termiczno-wilgotnościowe. 
Założenie to jest konsekwencją założenia małych prędkości ruchu, co sprowadza za­

gadnienie na grunt teorii analogicznej do teorii naprężeń cieplnych. 
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Założenie 9. Ośrodek jest geometrycznie liniowy. Założenie to jest uzasadnione nie­
wielkimi odkszta łceniami—jak wiadomo, graniczne odkształcenia betonu są rzędu 1 0 - 4 . 

3. Podstawowe równania 

Rozpatrujemy ośrodek spełniający założenia wymienione w p. 1. W ośrodku tym wy­
dzielamy myślowo obszar o objętości V ograniczony powierzchnią dV. Zakładamy jedynie, 
że obszar ten jest jednospójny. 

3.1. Równania bilansu masy. W trakcie pożaru matryca na skutek zachodzących przemian 
fizykochemicznych (parowanie, desorbcja, dehydratacja) traci masę (por. rys. 3) — woda 
zawarta w matrycy przechodzi stopniowo do fazy gazowej. A więc w matrycy istnieją 
ujemne źródła masy równe co do ilości źródłom w fazie gazowej, lecz przeciwne co do 
znaku. Wewnątrz fazy stałej (matrycy) nie ma transportu masy, natomiast faza gazowa 
podlega dyfuzji. Uwzględniając powyższe uwagi zbudujemy obecnie równania bilansu 
masy dla obu poszczególnych faz — stałej i gazowej. 

Wprowadzamy następujące oznaczenia: 
Q— gęstość betonu (g/cm3); gęstość tę można utożsamiać z masą matrycy zawartą 

w jednostce objętości betonu ze względu na znikomą masę fazy gazowej, 
w — wilgotność, tj. ilość pary wodnej w jednostce objętości betonu (g/cm3), 

Zw—intensywność źródeł wilgoci, tj. ilość pary wodnej wytworzonej w jednostce obję­
tości betonu i jednostce czasu (g/cm 3 s), 

J — wektor strumienia wilgoci (g/cm2 s), 
n — wersor normalnej zewnętrznej do powierzchni V, 
t — czas (s). 

Przy tych oznaczeniach można natychmiast napisać równanie bilansu masy dla matrycy 

- g - + Z w = 0. (2) 

Równanie to może posłużyć do wyznaczenia funkcji źródeł wilgoci Z w = ZW(T) — za­
kładamy tu, że funkcja ta nic zależy od pozostałych parametrów stanu. Mamy bowiem: 

8ę(R(F)) 8в(Т) ЭГ 
wK } ~ ' Ft 8T 8t • 1 } 

. do 
Funkcję ~ - można określić eksperymentalnie za pomocą badań derywatograficznych 

ot 
[28, 49]. Przykładowy wynik badań derywatograficznych przedstawia rysunek 3. 

Równanie bilansu masy dla fazy gazowej zgodnie z wcześniejszymi uwagami musi 
uwzględniać 3 efekty: 

,ści (w)> zmianę wilgotności 

istnienie źródeł wilgoci (Z w ) , 
dyfuzję wilgoci ( J • n). 
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Równanie bilansu masy fazy gazowej dla obszaru V ma więc postać: 

f-^dV = f Z„dV-f J-nd(8V). (4) 
v v av 

Przekształcając całkę powierzchniową w powyższym równaniu zgodnie z twierdzeniem 
Gaussa-Ostrogradskiego otrzymamy 

8w 
(5) 

co ze względu na dowolność objętości V pozwala zapisać równanie bilansu masy dla fazy 
gazowej w postaci lokalnej: 

8w 
V J = 

8t 
+ Z W . (6) 

Co do strumienia wilgoci J zakładamy, że podlega on prawu Darcy'ego [16], a więc 
że spełnia on równanie 

J = Vp, (7) 

200 5 0 0 800 
T [ ° C 1 

R y s . 3. W y n i k b a d a ń derywatograficznych zaczynu cementowego: 

' — zmiana ciężaru, 2 — zmiana ciężaru — krzywa różnicowa, i — zmiana temperatury, 4 — zmiana temperatury — krzywa 
różnicowa (wynik badań udostepiony przez doc. D. Czamarską) 
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gdzie: Ял —współczynnik przepuszczalności pary wodnej w betonie (/s), 
p — ciśnienie pary wodnej w porach betonu (N/cm 2 ) . 

3.2. Równan ie bilansu energii. Równanie bilansu energii zbudujemy w postaci łącznej dla 
obu faz. Jest to kluczowe równanie modelu. Ujmuje ono bowiem sprzężenie efektów ter­
micznych i wilgotnościowych. Do wyprowadzenia tego równania wykorzystamy pierwsze 
prawo termodynamiki procesów nieodwracalnych [34] : 

±(K+V) = L + ^ , , (8) 

gdzie: U — energia wewnętrzna, 
К—energia kinetyczna, 
L — moc sił zewnętrznych, 

\ — m o c dostarczana do ciała na sposób niemechaniczny. 

Energię wewnętrzną rozdzielimy na dwie części 

U = U„,+ Uc, 

gdzie: Um — energia naprężenia, 
Uc — energia niemechaniczna. 

Zgodnie z poczynionymi w p. 1 założeniami wpływ stanu naprężenia na dynamikę 
wilgoci i rozkład temperatury jest pomijalny, toteż można oddzielnie rozpatrywać bilans 
energii mechanicznej i niemechanicznej. W dalszym ciągu zajmiemy się bilansem energii 
niemechanicznej, który w naszym przypadku sprowadza się do bilansu energii cieplnej 

. ( 9 ) 

dt dt * K ' 

Wprowadzamy następujące oznaczenia: 
q — strumień ciepła związany z przewodnictwem cieplnym betonu (cal/cm2 s), 
T— temperatura (°C), 
A — współczynnik przewodzenia ciepła dla betonu (cal/cm s°C), 

C w — ciepło właściwe pary wodnej, 
С — ciepło właściwe betonu, 

Cr — ciepło przemian, w wyniku których tworzy się para wodna (cal/g), 
Z , — gęstość mocy źródeł ciepła niezależnych od tworzenia pary (cal/cm3 s). 
Zakładamy też, że strumień ciepła q podlega prawu Fouriera [16] 

q = - A V 7 \ (10) 

Zgodnie z poczynionymi założeniami zmiana energii cieplnej betonu powodowana jest 
następującymi czynnikami zewnętrznymi: 

— przewodnictwem cieplnym betonu (q • n), 
— unoszeniem ciepła przez strumień wilgoci (CWTJ • n), 

oraz następującymi czynnikami wewnętrznymi: 
— zmianą temperatury betonu (gCT), 
— wewnętrznymi źródłami ciepła (Z,), 
—• tworzeniem pary wodnej (CrZ„). 
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N a tej podstawie bilans energii cieplnej (9) dla objętości V można napisać w postaci: 

jQCTdV= fz,dV- f CRZwdV- f ( q - n + CWTJn)d(8V). (11) 
v v v sv 

Stosując do całki powierzchniowej w tym równaniu twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego 
otrzymamy 

f (QCT-Z, + C,ZW + V • ą+CwJ • VT+CWTV J)dV = 0, (12) 
v 

co ze względu na dowolność V pozwala zapisać równanie bilansu energii w postaci lokalnej: 

oCT-Z, + CRZW + V- ą+CKJ-VT+CWTV- J = 0 (13) 

Wielkość Z , — C R ZW można wyznaczyć z badań derywatograficznych [49]. Należy w tym 
celu ogrzewać równocześnie 2 próbki — badaną, w której mają być określone źródła 
ciepła i wilgoci, oraz porównawczą, w której brak jest źródeł, lecz która ma tą samą masę 
i ciepło właściwe (może to być próbka z wcześniej wyżarzonego tego samego betonu). 
W badaniu derywatograficznym obie próbki mają bardzo małe masy. Umieszczone są w 
identycznych naczyniach pomiarowych i identycznych warunkach termicznych. Ponadto 
przed badaniem próbka badana musi być rozkruszona, aby umożliwić swobodne odpro­
wadzanie pary, a co za tym idzie, aby słuszne było założenie, że w każdej chwili ilość wy­
tworzonej wilgoci jest równa ilości wilgoci odprowadzanej z próbki, a w konsekwencji, 
że w = const. 

Przy tych założeniach równania bilansu energii (11) dla próbki badanej i próbki po­
równawczej mają odpowiednio postać 

mnC„fSr+ f qCTdV = j (Z,-CrZw)dV- ją-nd(8V)- f CWTJ-nd(dV), 
v v BV ey 

mnCnTpSr + f QpCptpdVp = - J qpnd(dVp), 

gdzie m„ oznacza masę naczynia pomiarowego, C„ jego ciepło właściwe, a indeks „ ś r " 
wskazuje na wartość średnią. 

Uwzględniając, że temperatury w obu próbkach są ze względu na małe wymiary nie­
wiele zależne od zmiennej przestrzennej oraz że warunki wymiany ciepła z otoczeniem są 
takie same dla próbki badanej i porównawczej, dostaniemy po odjęciu stronami obu 
równań (14) i wykorzystaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego 

(mC+mnCn)f-(mpCp+m„C„)fp = V(Z,-CrZw-CwTV • J ) , (15) 

gdzie m i mp oznaczają masy obu próbek, a V objętość próbki badanej przed rozkruszeniem. 
Uwzględniając z kolei równość masy i ciepła właściwego obu próbek i wykorzystując 

związki (2) i (6) dostaniemy stąd 

Z,-C,ZW = QCd(f-fp)-CwT-^7, (16) 

gdzie 
mC+mnCn 

Q = . (17) 
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Z badania derywatograficznego otrzymuje się 

dm 
Мт.) = 

(18) 

fi(TP) = 
d(T-Tp) 

dT„ 

(fx krzywa 2 , / 2 pochodna krzywej 4 na rys. 3). Uwzględniając, że Г _• Г р , możemy na 
tej podstawie zapisać 

Z , - C , Z W = oCdf2f— ^ C w J G I T . (19) 

Równania (7) i (13) stanowią sprzężony układ równań opisujących zagadnienie transportu 
pary wodnej i ciepła w betonie. 

3.3. Równanie konstytutywne. Naprężenie definiuje się jako stosunek wypadkowej sił 
wewnętrznych rozmieszczonych na elemencie powierzchniowym ciała odkształconego do 
powierzchni tego elementu [35]. 

Zgodnie z przyjętymi założeniami powierzchnia dowolnego przekroju betonu składa 
się z powierzchni porów i powierzchni matrycy. Pory zajmują r/p powierzchni jednostko­
wej, a matryca 1 — r/p (por. rys. 2). 

W konsekwencji założenia jednorodności ośrodka należy jako naprężenie przyjąć 
średnią ważoną z naprężeń w obu fazach, uwzględniając przy tym porowatość ośrodka. 
Zatem naprężenie o w dowolnym punkcie będzie miało następującą postać: 

o = (\-rlp)oM + 7]p<y», (20) 

gdzie a M — naprężenie w matrycy, ap — naprężenie w porach. 
Rozpatrzmy element betonowy, w którym odkształcenie jest równe e. Ponieważ w po­

rach występuje ciśnienie hydrostatyczne p pary wodnej, naprężenie w porach ma postać 

a " = pb. (21) 

Natomiast zgodnie z poczynionymi założeniami przyjmujemy, że materiał matrycy spełnia 
równania termosprężystości 

€ = C W + >4'08, 

co prowadzi do znanych równań Duhamela-Neumanna: 

с м = c A ' e - y * ? C M 0 5 , (22) 

gdzie: CM — macierz stałych materiałowych matrycy, 
Ут — współczynnik rozszerzalności termicznej matrycy, 
0 = T—T0, T0 — temperatura stanu beznaprężeniowego, 
8 — symbol Kroneckera. 

Wstawiając (21 -22) do (20) otrzymujemy 

a = ( 1 - ^ ) С м е - ( 1 - 7 у р ) у 5 ' С м 0 8 + , / р / ; 8 . (23) 

Oznacza jące = ( l - r / p ) C M , dostaniemy 

a = Ce-yT'CQ8 + ilppb. (24) 
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Jeśli przeprowadzimy badania betonu w warunkach 0 = 0, p — 0, wówczas z (24) 
widać, że 

a = Ce. (25) 

Świadczy to o tym, że macierz С jest macierzą sprężystych współczynników materiałowych 
dla betonu. Elementy jej mogą być określone drogą klasycznych badań materiałowych. 

Z kolei prowadząc badanie betonu w warunkach a = 0, p = 0, z (24) widać, że wów­
czas 

0 = Ce-y^COS, 

a stąd 

y?& = ~ -c . (26) 

Ze wzoru (26) widać, że ут odpowiada liczbowo współczynnikowi rozszerzalności termicz­
nej betonu, co zapiszemy 

Ут = Ут, 

i daje się również określić za pomocą klasycznych badań materiałowych betonu. 
Ostatecznie więc związek konstytutywny dla betonu przyjmujemy w postaci 

a = Ce-yTCeS + rjppS, (27) 

gdzie współczynniki C , yT i r\p oznaczają odpowiednie współczynniki materiałowe dla be­
tonu. Należy podkreślić, że współczynniki te zależą od temperatury. 

Naprężenie jest więc sumą naprężenia związanego z odkształceniem sprężystym oraz 
dodatkowego naprężenia pochodzenia termowiIgotnościowego. 

Podobnie definiuje się tensor naprężeń w innych teoriach pól sprzężonych, np. w magne-
to-termosprężystości [34]. 

3.4. Równanie stanu dla fazy gazowej. Para wodna jest gazem, zatem podlega prawom 
termodynamiki gazów. W dziedzinie tej wyprowadza się różne, bardziej lub mniej 
dokładne, równania opisujące stan pary wodnej. Można do tego celu wykorzystać 
równanie Van der Waalsa. 

Rozpatrzmy jednostkową objętość betonu. Wówczas równanie Van der Waalsa przyj­
muje postać 

pj- (28) 

gdzie: a, b — stabilizowane parametry dla pary wodnej, 
R — stała gazowa, 
u — masa molowa, 
rj — objętościowa porowatość betonu. 

Równanie (28) ustala związek między masą pary zawartej w porach a parametrami 
stanu pary. W miejsce tego równania można posługiwać się bezpośrednio tablicami f i ­
zycznymi wiążącymi parametry stanu dla pary wodnej (пр. K . Raznjevic „Tablice cieplne 
z wykresami"). 

3.5. Równania równowagi . Równania równowagi dla betonu wyprowadza się bardzo 
prosto z zasady zachowania pędu [34] i mają one postać 

V - a = 0. (29) 
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U ' 

3.6. Związki geometryczne. Zgodnie z założeniem 9, zależność odkształceń i przemiesz­
czeń przyjmuje się w następującej postaci 

с = 4-symVu. (30) 
2 

4. Wnioski 

W pracy niniejszej wyprowadzony został następujący układ równań: 

dt m 

- A V 7 \ 

rtP + b/ri2)(y-a) <31> 
RT 

V • o = 0, 

a = Ce — yT6C- S + r]ppb, 

1 
s = -— symVu. 

Otrzymany układ składa się z 24 równań, w których zmiennymi są a, e, u, q. T, J , p, w 
(24 wielkości). Widać więc, że układ jest zamknięty. Należy podkreślić, że układ zło­
żony z dziewięciu pierwszych równań może być rozwiązany niezależnie od pozostałych. 

Otrzymane równania stanowią układ równań różniczkowych cząstkowych ze zmiennymi 
współczynnikami. Sposób ich wyprowadzenia gwarantuje, że uwzględniają one te i tylko te 
czynniki i zjawiska, które uznano za istotne dla badanego problemu (por. p. 2). Równania 
te dają możliwość obliczania odporności ogniowej konkretnych konstrukcji dopiero po 
uzupełnieniu ich właściwymi warunkami początkowymi i brzegowymi dla pól T, p, u i o. 
Sprawa ta nie jest banalna i każdorazowo musi być wnikliwie przeanalizowana. 

W odniesieniu do warunków początkowych można stwierdzić krótko, że muszą one 
oddawać warunki przedpożarowe. Naturalną jest rzeczą przyjąć, że temperatura początko­
wa odpowiada średniej temperaturze eksploatacyjnej, ciśnienie początkowe odpowiada 
ciśnieniu atmosferycznemu, a naprężenia początkowe w konstrukcji odpowiadają naprę­
żeniom eksploatacyjnym. Przemieszczenia początkowe można przyjąć za zerowe. 

Warunki brzegowe muszą oddawać szczegóły konstrukcyjne, a w szczególności istnienie 
lub brak powierzchniowych izolacji termicznych i wilgotnościowych. Z reguły przy braku 
tych izolacji wystarczy stawiać dla pól temperatury i ciśnienia warunki brzegowe pierwsze­
go rodzaju. W przypadku potrzeby dokładniejszych obliczeń lub w przypadku istnienia 
izolacji powierzchniowych należy je zastąpić warunkami trzeciego rodzaju, przy czym 
współczynnik, przejmowania ciepła i wilgoci muszą oddawać własności konkretnych izolacji. 



B E T O N W W Y S O K I C H T E M P E R A T U R A C H 561 

Może to wymagać wcześniejszych eksperymentalnych badań tych własności. Brzegowe 
warunki mechaniczne wystarczy przyjmować tak jak w teorii sprężystości. 

Zarówno sam układ równań obowiązujących wewnątrz ośrodka, jak również postać 
warunków brzegowych i początkowych wskazują, że rozwiązanie nawet najprostszych 
zadań metodami analitycznymi jest tu praktycznie niemożliwe. Niezbędne staje się zasto 
sowanie metod numerycznych i wykorzystanie elektronicznej techniki cyfrowej. W tym 
celu najbardziej właściwe wydaje się zastosowanie metody elementów skończonych. 
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Р е з ю м е 

Т Е Р М О Д И Н А М И К А Б Е Т О Н А В П О Ж А Р Н Ы Х У С Л О В И Я Х 
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S u m m a r y 

T H E R M O D Y N A M I C S O F C O N C R E T E I N F I R E C O N D I T I O N S 
«» 

The mathematical model of concrete i n fire conditions is considered the paper. A t the begining we 
discuss the asumptions reterring to the solid. Then the fundamential equations have been derived, namely: 
equations o f conservation o f mass and energy constitutive equations, equation o f state o f steam, equi l i ­
b r i um equations and geometrical relationships. These equations wi th corresponding boundary condi ­
t ions enable us to compute the stresses i n concrete structures i n fire conditions. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 26 września 1983 roku 
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NIEJEDNORODNOŚĆ PLASTYCZNA STOPU PA2 W PROCESIE WYCISKANIA 

J A N P I W N I K ( B I A Ł Y S T O K ) 

1, Wprowadzenie 

Rozwój zaawansowanych metod obliczeniowych procesów obróbki plastycznej jest 
oparty na rozwiązaniach zagadnień brzegowych teorii niejednorodnej plastyczności 
[1, 2, 3, 4]. Rozwiązując dane zagadnienie brzegowe przyjmujemy jako znane wartości 
granicy plastyczności w poszczególnych punktach obszaru plastycznego. Rozkład granicy 
plastyczności w uplastycznionym polu utożsamiany z niejednorodnością plastyczną jest 
możliwy obecnie do wyznaczenia tylko na drodze doświadczalnej. Podstawą jest przyjęcie 
hipotez o zgodności związków aktualnej granicy plastyczności, branej dalej jako intensyw­
ność naprężeń at, z intensywnością odkształceń et lub twardością Я w prostych i złożo­
nych stanach naprężeń. Praktyczne wykorzystanie związku at z innymi wielkościami 
fizycznymi, na przykład optycznymi lub elektrycznymi, jest jeszcze z braku podstaw 
doświadczalnych niemożliwe. 

Celem tej pracy jest omówienie hipotez wykorzystywanych przy wyznaczaniu pól 
niejednorodności plastycznej. Szerzej poruszono zastosowanie pomiarów twardości 
do analizy rozkładu granicy plastyczności w strefie deformacji plastycznej dwuczęściowego 
modelu. 

Metodę zilustrowano wynikami badań własnych dla procesu wyciskania pręta cylin­
drycznego przez matryce stożkowe [5]. 

2. Podstawy doświadczalne hipotez stosowanych przy wyznaczaniu pól niejednorodności 
plastycznej 

Dotychczas stosowano najczęściej dwie metody określania pola niejednorodności 
plastycznej [1, 2, 3, 4, 5] 

a) metoda oparta na przyjęciu hipotezy uosólnionej krzywej płynięcia at = сг((^) 
[1,2], 

b) metoda oparta na hipotezie związku granicy plastyczności z twardością at = at(H) 
[3, 4, 5]. 

Metoda wykorzystująca związek a, = <т4(е;) polega na wyznaczeniu rozkładu intensyw­
ności naprężeń at w odciążonym elemencie po przez obliczenie intensywności odkształceń 
ei z pomiarów zdeformowanej, początkowo kwadratowej siatki. Siatka ta jest najczęściej 
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nanoszona w środkowej płaszczyźnie dwuczęściowego modelu. Następnie dla pomierzonej, 
w danym punkcie strefy deformacji, wartości e% należy przyporządkować odpowiadającą 
jej wartość at wziętą z krzywej materiałowej at — et. Krzywą materiałową otrzymujemy 
w jednoosiowej próbie rozciągania lub ściskania. Poważnym problemem jest tu jednak 
fakt, że związku at — e% nie można uważać za uniwersalne prawo wzmocnienia, lecz za 
przybliżoną zależność opisującą wzmocnienie materiału [6]. Obecnie brakuje dostatecznej 
ilości faktów doświadczalnych potwierdzających istnienie wspólnej krzywej płynięcia 
w prostych i złożonych stanach naprężeń niezależnej od rodzaju stanu naprężenia, postaci 
dewiatora, historii obciążenia, prędkości odkształcenia i innych efektów. Inną poważną 
niedogodnością jest bardzo duża pracochłonność przy opracowywaniu wyników do­
świadczeń i dokładnym nanoszeniu siatek na powierzchni przekroju dwuczęściowego 
modelu. Pomimo tych wad, metoda wyznaczania pól niejednorodności plastycznej oparta 
na hipotezie <xt = a^ei) znalazła rozpowszechnienie w metodach obliczeniowych obróbki 
plastycznej uwzględniających wzmocnienie materiału [1, 2, 3, 4]. Najważniejszą zaletą 
tej metody jest możliwość przedstawienia związku at = <х((е,) w postaci analitycznej. 

Twardość większości metali poddanych odkształceniom plastycznym ulega zmianie. 
Zjawisko to wykorzystano do poszukiwania ilościowych związków twardości z granicą 
plastyczności. Użycie związków różnych miar twardości z właściwościami fizycznymi 
materiału do analizy złożonych procesów obróbki plastycznej metalu wzbudza szereg 
wątpliwości. Niejasność w tej sprawie wynika z braku podstaw fizycznych opisujących 
bardzo złożony proces zagłębiania kulki , piramidy czy stożka w materiał. Pomimo to 
pojęcie twardości ze względu na lokalność próby i prosty pomiar jest cennym instrumentem 
badawczym w mechanice ciała stałego [7, 8, 9]. Z fizycznego punktu widzenia nierozwią­
zanym problemem w interpretacji twardości jest uzyskanie odpowiedzi na pytanie, jak 
zależy twardość, rozumiana jako średnie ciśnienie na powierzchni odcisku, od stanu na­
prężenia i historii naprężenia. Szukając odpowiedzi na to pytanie należy opisać anizotropię 
własności realnego materiału wywołaną deformacją plastyczną zależną od stanu naprę­
żenia i historii obciążenia, przy których przebiega odkształcenie plastyczne. Następnie 
należałoby rozwiązać zadanie o wciskaniu osiowo symetrycznego, sztywnego stempla 
w umacniający się i anizotropowy materiał. Wobec tego, że materiał nabył już cech ani-
zotropowych, w ogólnym przypadku zagadnienie nie jest już osiowo-symetryczne. Aktualnie 
teoria plastyczności nie dysponuje rozwiązaniem takich przypadków. Dlatego też zadanie 
0 istnieniu wspólnych związków pomiędzy liczbą twardości i intensywnością naprężenia 
dla różnych stanów naprężenia i trajektorii obciążenia w realnych materiałach wymaga 
skomplikowanych badań doświadczalnych na maszynach, w których możliwe jest uzyskanie 
złożonych stanów naprężeń. W monografiach Diela [3, 4] przedstawiono wyniki badań 
doświadczalnych dla ośmiu różnych materiałów. W tym celu wykonywano doświadczenia 
na próbkach rurkowych poddanych różnym kombinacjom siły rozciągającej, momentu 
skręcającego i ciśnienia wewnętrznego. Obciążenia realizowano przyrostami według za­
danego programu i po odciążeniu wykonywano wzdłuż powierzchni zewnętrznej 10 po­
miarów twardości Vickersa, przyjmując ostatecznie wartość średniej arytmetycznej twar­
dości. Z doświadczeń wyznaczono wykresy twardości w funkcji intensywności naprężenia 
1 intensywności odkształcenia. D l a wszystkich badanych materiałów rozrzuty punktów 
doświadczalnych dla różnych stanów naprężenia nic przekroczyły 15% na wykresie 
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HV = /(o-,) i 20% na wykresie HV = f(e,) w stosunku do wykresu cechującego otrzyma­
nego przy jednoosiowym stanie naprężenia. Związki między różnymi miarami twardością 
a trwałym odkształceniem czy wywołującym je stanem naprężenia są związkami empi­
rycznymi, i ich jednoznaczność jest ciągle jeszcze sprawą dyskusyjną. Wynika to z innego 
charakteru pomiarów twardości i pomiarów odkształceń przy jednoosiowym rozciąganiu 
czy ściskaniu. Dokładność pomiarów twardości zależy w dużym stopniu od właściwego 
przygotowania próbek. Uzyskanie jednorodnego rozkładu twardości nawet w niezdefor-
mowanej próbce stanowi istotny problem i wymaga zastosowania specjalnych zabiegów 
[9]. W pracach [3, 4] uważa się, że twardość jest jednoznaczną funkcją intensywności 
naprężenia wywołującego odkształcenia plastyczne. Natomiast związek między twardością 
a intensywnością odkształceń plastycznych wynika z hipotezy o jednej krzywej wzmocnie­
nia. Innego zdania są autorzy pracy [8]. Uważają oni, że twardość jest jednoznaczną funk­
cją intensywności odkształceń, niezależną od sposobu, w jaki te odkształcenia otrzymano. 
Zaletą tego sposobu weryfikacji zależności H = H(e,) jest możliwość przeprowadzenia 
badań w dużym zakresie odkształceń na jednej próbce. 

Związek między różnymi miarami twardości a granicą plastyczności został zauważony 
doświadczalnie jeszcze w X I X wieku. Wyznaczając empiryczne zależności między inten­
sywnością naprężenia a twardością dla różnych materiałów przyjmowano najczęściej 
liniową zależność w postaci 

Ot = С- H, <r, ^ er0 

gdzie С — współczynnik proporcjonalności, a0 granica plastyczności. 
W pracy [10] podano rozwiązanie statyczne przy wciskaniu kulki w plastyczną pół-

przestrzeń. Zależność pomiędzy granicą plastyczności ciała izotropowego idealnie plastycz­
nego i twardością Brinella ma postać 

at = 0,383 H B . 

Wyznaczenie pola niejednorodności a{ w dwuwymiarowych zagadnieniach plastycznego 
płynięcia polega na pomiarze twardości w odkształconym obszarze odciążonego elementu. 
Następnie z krzywej cechującej dla danego materiału H = H(fft) bierzemy te wartości 
o-,-, które odpowiadają pomierzonym wartościom twardości. Uwzględniony przy tym w przy­
bliżeniu efekt wzmocnienia jest typu izotropowego. Funkcja wzmocnienia izotropowego 
będzie miała inny przebieg, niż to ma miejsce w hipotezie jednej krzywej at = ffj(ej). 
Ocena tej różnicy może być dokonana tylko na drodze doświadczalnej i jest w dalszym ciągu 
otwarta z powodu małej liczby danych eksperymentu [3, 5, 8]. 

Zdając sobie sprawę ze wszystkich niejasności i niedokładności oceny własności me­
chanicznych materiału na podstawie próby twardości trzeba przyznać, że metoda ma 
wiele zalet. Pomiar twardości jest stosunkowo prosty, a jego wykorzystanie do analizy 
niejednorodności plastycznej i stanu naprężenia może być stosowane nie tylko do modeli, 
lecz również do rzeczywistych detali. Kierując się tymi zaletami wykorzystano metodę 
pól twardości do analizy niejednorodności plastycznej w procesie wyciskania. 

3. Badania doświadczalne 

Próby wyciskania przeprowadzono w temperaturze normalnej na przyrządzie własnej 
konstrukcji z dwuczęściową komorą, w której umieszczono próbki złożone z dwóch pół-
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cylindrycznych połówek [5]. Próbki wykonano ze stopu aluminium РА2 i były one przed 
wyciskaniem wyżarzone. Proces prowadzono bez smarowania, ale z wysoką gładkością 
na powierzchni styku narzędzia z materiałem. Średnica wyjściowa próbek wynosiła 50 mm. 
Dalej pokazane będą reprezentatywne wyniki dla trzech próbek wyciskanych przez ma­
tryce stożkowe o kątach rozwarcia i stopniach redukcji odpowiednio 2a = 60°, £ = 0,57 
oraz 2a = 90° i 120°, R = 0,88. Stopień redukcji R = l—d/D2, przy czym D — średnica po­
czątkowa a d—średnica po redukcji. W środkowej płaszczyźnie dwuczęściowych próbek 
była naniesiona początkowo kwadratowa siatka, z deformacji której obliczano intensyw­
ność odkształceń w poszczególnych punktach obszaru uplastycznionego [5]. Wyznaczanie 
rozkładu niejednorodności plastycznej poprzedzono sporządzeniem krzywych cechują­
cych et =H 'i H—di oraz wykonaniem pomiarów twardości H R B w płaszczyźnie podziału 
próbek. 

3.1. Krzywe cechowania e,— H R B - a , . Do sporządzenia doświadczalnej krzywej cechu­
jącej, wyrażającej zależność pomiędzy intensywnością odkształceń i twardością, wartości 
twardości Rockwella H R B brano z bezpośredniego otoczenia węzłów siatki w których 
obliczano c'i. Punkty te leżały w otoczeniu osi symetrii wyciskanych próbek. Wartości 
ot w tych punktach wyznaczono z krzywej materiałowej na ściskanie at = a^e,), którą 
pokazano na rys. 1 [5]. Rys. 2 przedstawia obydwie krzywe cechujące, tj. at — H R B 
i H R B — ei, które powstały z naniesienia punktów doświadczalnych wziętych z obliczeń 

li 
ь-

I I I I I I I I 
0 0.1 0,2 0,3 0,1. 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

R y s . 1 

intensywności odkształceń oraz pomiarów twardości w otoczeniu osi symetrii środko­
wych płaszczyzn trzech wyciskanych próbek. Dodatkowo naniesiono punkty na krzywe 
cechujące otrzymane z doświadczenia przy jednoosiowym ściskaniu. Pomiary twardości 
w ściskanych próbkach wykonywano w środku powierzchni czołowych po odkształceniu 
plastycznym [5]. W ten sposób otrzymano wykorzystaną dalej uśrednioną, doświadczalną 
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krzywą H R B — <7;. Powstała ona z przyjęcia trzech hipotez, tj. a, = <r;(<?;), H R B = f(e^), 
H R B = Д с Г ; ) . Zapewnia to większą dokładność metody. Daje również możliwość porów­
nywania przebiegów krzywych cechujących w prostych i złożonych stanach naprężeń. 
Charakter krzywych cechujących (rys. 2) e( — H R B — at wskazuje na większą zgodność 
przebiegów zależności at —• H R B w złożonym (osiowo-symetrycznym) i jednoosiowym 
stanie naprężenia, w porównaniu ze znacznymi różnicami w przebiegach związków 
H R B — ej. 

3.2. Doświadcza lne pola intensywności naprężeń . Budowa pól cr,(r, z) we współrzędnych cy­
lindrycznych r, z obszaru uplastycznienia odbywa się w ten sposób, że z krzywej cechującej 
bierzemy te wartości a i, które odpowiadają wartościom pomierzonych twardości. Pomiar 
twardości kulką wymaga szeregu zabiegów przygotowawczych. Po obróbce frezem wal-
cowo-czołowym z chłodzeniem denaturatem przy dużych obrotach i małym posuwie po­
wierzchnie środkowe próbek polerowano [5]. Twardość badano wzdłuż współrzędnych 
biegunowych w odstępach zapewniających uniknięcie wzajemnego wpływu stref wzmoc­
nienia. Celem uzyskania możliwie dużej dokładności w odczytaniu zmian twardości w je­
dnej płaszczyźnie mierzono przeciętnie twardość 60-=-100 punktów. Pomiary twardości 
wykonano dla trzech próbek [5]. Jako przykład podano rozkład twardości w polu upla­
stycznionym próbki o parametrach 2a = 60° i R = 0,57. Rezultat pomiarów pokazano 
na rys. 3. N a rysunkach 4, 5, 6 zestawiono przebiegi wykresów przyrostu intensywności 
naprężeń odniesionych do umownej granicy plastyczności <т((е( = 0,02) materiału niezde-
formowanego (wyjściowego) wzdłuż l ini i ABCDE, które są liniowymi współrzędnymi 
układu biegunowego /, #. We wszystkich próbkach pokazane przebiegi zależności A f f . / f f j 

Cfii = 0,02) można w przybliżeniu uważać za bezwymiarowy rozkład wzmocnienia w stre­
fie deformacji plastycznej. Wzmocnienie ulega znacznym zmianom w kierunku promie-
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Rys . 3 

niowym i obwodowym. Wzmocnienie wzrosło szczególnie w warstwach przekroju środ­
kowego położonych w pobliżu zewnętrznej powierzchni styku materiału próbki z matrycą. 
Z przebiegów До^/о";^ = 0,02) na rys. 4, 5, 6 wynika, że wzmocnienie materiału pręta 
wyciskanego przez matryce stożkowe rośnie w kierunku powiększania się kąta rozwarcia 
matrycy i stopnia redukcji. 

4. Wnioski 

1. Stosowane obecnie metody wyznaczania niejednorodności plastycznej w obszarze 
uplastycznienia deformowanych trwale materiałów mają charakter doświadczalny. Po­
miar intensywności naprężeń jest dokonywany pośrednio po przez krzywe cechowania 
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— #— o-j i krzywą materiałową at = о-;(е;). Przyjmuje się, że związki te mają tę samą po­
stać w prostych i złożonych stanach naprężeń. Słuszność hipotez tych jest ciągle sprawą 
dyskusyjną z braku dostatecznej ilości danych eksperymentu. 

2. Przebiegi umownych funkcji wzmocnienia До-(/о-;(<?г = 0 ,02) w obszarzach upla­
stycznienia wyciskanych próbek z P A 2 wskazują na istotne różnice we własnościach me­
chanicznych pomiędzy materiałem znajdującym się w otworze stożka matrycy a pozostałą 
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częścią próbki. Zwraca uwagę znaczna niejednorodność materiału w strefie deformacji 
plastycznej. Jest to związane z niejednorodnością wyjściową materiału i silną niejednorod­
nością dużych odkształceń plastycznych powstałych w procesie wyciskania. 

3. Nieuwzględnienie niejednorodności plastycznej, związanej ze wzmocnieniem, 
w obliczeniach procesów obróbki plastycznej prowadzi do poważnych błędów jakościo­
wych. Pominięcie wzmocnienia w obliczeniach procesu wyciskania metodą wizjoplastycz-
ności [1] daje jakościowo inny rozkład rozciągających naprężeń osiowych. Uważa się 
[1, 3, 4], że kształt i objętość tej części materiału, w której działają naprężenia rozciąga­

jące, decyduje o skłonności do środkowych pęknięć w wyciskanych prętach. 
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4. Badanie pól niejednorodności plastycznej wymaga opracowania nowych metod 
fizycznych. Metody te powinny umożliwiać bezpośredni pomiar intensywności naprężeń 
w obszarze uplastycznienia. Jest to jednak zadanie trudne. Stąd należy prowadzić badania 
metodami, które przedstawiono powyżej. Przemawia za tym mało danych w literaturze 
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na temat niejednorodności plastycznej materiałów poddawanych obróbce plastycznej 
[1, 3, 4 , 5, 8, 9, 11 , 12]. Metody oparte na hipotezach jednej krzywej płynięcia i jednego 
związku H—Oi są z konieczności przybliżone, pozwalają jednak dostarczyć dostatecznie 
pewnych danych o rozkładzie wzmocnienia w strefie deformacji plastycznej. 
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Р е з ю м е 

П Л А С Т И Ч Е С К А Я Н Е О Д Н О Р О Д Н О С Т Ь П Р И П Р Е С С О В А Н И И С П Л А В А П А 2 

В работе с д е л а н о б з о р с т а т е й , к а с а ю щ и х с я м е т о д о в и с с л е д о в а н и я и н т е н с и в н о с т и н а п р я ж е н и й 
(<Т((У, z)) в п л а с т и ч е с к о й о б л а с т и д е ф о р м и р у е м о г о м е т а л л а . Э к с п е р и м е н т а л ь н о и с с л е д о в а н о т в е р ­
дость и и н т е н с и в н о с т ь н а п р я ж е н и й п р и п р е с с о в а н и и с т е р ж н е й и з с п л а в а а л ю м и н и я П А 2. 

S u m m a r y 

N O N H O M O G E N E I T Y O F T H E P L A S T I C P R O P E R T I E S O F A L L O Y D U R I N G E X T R U S I O N 

In the paper we discuss the problem of the influence of the plastic deformation i n co ld extrusion on 
the intensity o f shear stresses {at{r, z)) i n the sphere of deformation. 

The plastic properties of a luminum alloy were studied by means hardness measurements i n the plastic 
zone. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 15 lutego 1984 roku 
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DWOISTOŚĆ RÓWNOWAGI W STANACH CZYSTEGO ZGINANIA 

T O M A S Z S A D O W S K I ( L U B L I N ) 

1. Wstęp 

Istotnym zagadnieniem z punktu widzenia analizy konstrukcji jest określenie możli­
wości utraty pożądanego kształtu przez element konstrukcji poddany działaniu obciążeń 
zewnętrznych. Ta zmiana kształtu może być rozumiana w sensie dosłownym (np. wy­
pukłość powłok, wybaczanie prętów ściskanych itp.), jak również i jako przewężenia po­
wstające w prętach i płaskich próbkach ze stali poddanych rozciąganiu. 

Zagadnienie to rozwiązywane jest na gruncie teorii bifurkacji, której podstawy sfor­
mułował H i l l w końcu lat 1950-tych, a w pracy [1] dokonał syntezy dotychczas uzyskanych 
wyników. 

Wiele prac dotyczy analizy elementów konstrukcyjnych znajdujących się w płaskich 
stanach naprężeń lub odkształceń. Autorzy pracy [2] rozważają zjawisko bifurkacji po­
wstające w płaskich próbach rozciągania w materiałach sprężystych i sprężysto-plastycz-
nych. W zależności od parametrów charakteryzujących materiał rozdwojenie może wy­
stąpić w dwóch postaciach: 1) w postaci geometrycznej (diffuse mode), gdy punkt bifur­
kacji wystąpi dla naprężeń niższych od wywołujących maksymalne obciążenie próbki ; 
2) w postaci zlokalizowanego przewężenia (localized shear mode), gdy materiał próbki 
traci stateczność. Uzupełnieniem [2] jest opracowanie [3] dotyczące płaskich prób ściskania, 
gdzie bifurkacja objawia się wygięciem próbki (diffuse mode). 

Problemem rozdwojenia w przypadku dwuosiowego stanu rozciągania cienkich pró­
bek metalowych wykonanych z materiału sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem zajmo­
wano się w pracy [4]. Autorzy uogólnili deformacyjną teorię plastyczności na zakres 
dużych odkształceń przy uwzględnieniu hipotezy, że w procesie aktywnego obciążenia na 
powierzchni płynięcia pojawiają się naroża [5]. Dla przyjętego materiału z potęgowym 
wzmocnieniem zbudowali oni model hypoelastyczny, przy wykorzystaniu którego okre­
ślili stan obciążenia charakteryzujący powstanie zlokalizowanego przewężenia w próbce. 

W zakresie zagadnień czystego zginania w pracy [6] rozważono możliwość wystąpienia 
rozdwojenia w oparciu o dwa modele konstytutywne: hypoelastyczny [4] i hyperelastyczny 
wynikający ze związków nieliniowej sprężystości. Zginana płyta wykonana jest z materiału 
sprężysto-plastycznego scharakteryzowanego powyżej granicy plastyczności krzywą po­
tęgową. Dla tak przyjętego prawa autor analizuje zjawisko bifurkacji zaznaczając, że już 
Przy niewielkich krzywiznach zgięcia w pewnych obszarach konstrukcji następuje odcią­
żenie, tzn. proces obciążenia konstrukcji nie jest procesem aktywnym. 
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W niniejszej pracy w odróżnieniu od [6] przyjęto, że materiał sprężysto-plastyczny 
scharakteryzowany jest liniowym wzmocnieniem, spełniając w ten sposób wymagania 
aktywnego obciążenia konstrukcji. Rozważania przeprowadzono dla modelu hypoela-
stycznego, dla którego autorzy [4] dopuszczają alternatywną możliwość wprowadzenia 
innego prawa wzmocnienia niż potęgowe. Dla tak poczynionych założeń wyznaczono 
krzywizny krytyczne odpowiadające pojawieniu się pierwszych punktów bifurkacji w za­
leżności od parametrów definiujących przyjęty materiał: modułu Younga, granicy plastycz­
ności i współczynnika liniowego wzmocnienia. W rozważanym przypadku zginania pasma 
najpierw pojawią się krótkofalowe powierzchnie rozdwojenia w postaci zamarszczenia 
się strefy ściskanej. Podobnie do schematu wprowadzonego w [2] podzielono obszar roz­
ważanej konstrukcji na podobszary w zależności od tego, czy równanie podstawowe ma 
rozwiązanie w zakresie eliptycznym, czy parabolicznym. W przypadku gdy współistnieją 
różne podobszary, wykreślono linie charakterystyczne. Uzyskane rezultaty porównano 
z wynikami pracy [6]. 

2. Sformułowanie problemu 

2.1. Kryter ium dwoistości . Załóżmy, że położenie punktu materialnego ciała jest określo­
ne przez współrzędne konwekcyjnego układu odniesienia. W konfiguracji początkowej 
ciało ma objętość V0 i powierzchnię F0, a współrzędne układu konwekcyjnego oznaczymy 
XK, jego zaś kontrawariantne tensory metryczne GKL. W konfiguracji aktualnej, w chwili 
t, współrzędne tegoż układu oznaczymy x', tensor metryczny cu, a objętość i powierzchnię 
ciała odpowiednio przez V i F. 

Zakładamy, że proces deformacji ciała opisany jest parametrem prostego obciążenia 
lub przemieszczenia X, którego wartość w szczególnym przypadku zależy od czasu. W chwili 
przyjętej za początkową na części ciała F^ działają martwe siły powierzchniowe TL(X, X0) 
= Л> T(0)(Ż)) a na części F&V) dane jest pole przemieszczeń UK(X, XQ) = X0 U^(X). X0 ozna­
cza tu początkową wartość prostego parametru obciążenia Т^}(Х) lub przemieszczenia 
U^(X). Zadane obciążenia i przemieszczenia zewnętrzne na F0 wywołują w rozważanym 
ciele stan naprężenia, który w opisie Lagrange'a określamy I lub II tensorem naprężenia 
Pioli-Kirchhoffa odpowiednio TiK(X), SKL(X), a stan odkształcenia tensorem Greena 
FKL(X). Przyjmujemy, że w trakcie wzrostu parametru X od wartości 0 do X0 rozwiązanie 
w naprężeniach i odkształceniach jest jednoznaczne. Oznaczymy je symbolami T'K(X), 
SKL(?.), EKL(X) i nazwiemy rozwiązaniem fundamentalnym. 

W zagadnieniu bifurkacji interesuje nas, czy wzrost deformacji jest opisany jednoznacz­
nie. Założymy więc, że parametr X wzrasta od wartości X0 do X0 + Xdt. Pociąga to za sobą 
wzrost rozwiązania fundamentalnego o wielkości vK, (TL)\ (SKL)' i (EKL)'. Przyjmu­
jemy, że dla rozważanego stanu deformacji i poziomu naprężeń możliwe jest wystąpienie 
również innego rozwiązania przyrostowego, które nazwiemy bifurkacyjnym i oznaczymy 

(TL)', (S*Ł)" i (EKLy. Wówczas różnice pomiędzy tymi rozwiązaniami wyrażą się 
związkami: 
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AvK = vK-vK 

• A o 

ATL = (fLy-(TLy 
(2.1) 

4SKL = (sKLy-(sKLy, v ; 

Dla rozważanego przyrostowego problemu brzegowego możemy sformułować zasadę 
prac przygotowanych w poniższej postaci [1]: 

fATLAVLdF= J (AŚKLAEKL + SKLAVMfKAV?!)dV, (2.2) 

gdzie AEKL wyraża się: 

AEKL = \(AVK<L + AVL. K)+~0?KAVN,L+U«LAVN,K). (2.3) 

'Zasadę (2.2) możemy zapisać posługując się wielkościami odniesionymi do bazy konwek­
cyjnej w stanie zdeformowanym ciała o powierzchni bocznej F i objętości V. Otrzymujemy 
wówczas: 

f.ApAvt4F- j (Aii3Adu + iuAvnAAvnj)dV. (2.4) 
F V 

T' oraz », są odpowiednio przyrostami sił powierzchniowych i prędkością przemieszczeń. 

tiJ jest tensorem naprężeń Kirchhoffa, którego składowe znajdujemy z zależności: 

tiJ = X[KX{LSKL, (2.5) 

ważnej dla ośrodków nieściśliwych. Pochodna konwekcyjna tensora Kirchhoffa związana 
jest z pochodną II tensora Pioli-Kirchhoffa wzorem: 

tiJ = x\Kx>.LSKL, (2.6) 

a tensor prędkości deformacji dtJ z tensorem EKL zależnością: 

da - X*XhEKL. (2.7) 

W związkach (2.5), (2.6) i (2.7) x\K oraz X* oznaczają gradienty deformacji. 
Jeżeli do (2.4) wprowadzimy związek konstytutywny o ogólnej postaci: 

ł" - BiMdu, (2.8) 

gdzie BUkl charakteryzuje materiał w konfiguracji aktualnej, a 

dli = y K j + W y . i ) , ( 2 ' 9 ) 

to otrzymamy funkcjonał: 

F{X,Avn) = J (BiJk,Ad,jAdkl + ł'JAv„tlAvj)dV. (2.10) 
v 

Funkcjonał ten jest dodatnio określony dla jednoznacznego rozwiązania rozważanego 

17 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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przyrostowego problemu brzegowego. Jeśli dla pewnej wartości krytycznej Xkr spełnione 

zostaną warunki zerowania się funkcjonału F oraz jego pierwszej wariacji: 

F f A , , = 0, (2.11) 

6F(XkT,Ain) = 0, (2.12) 

to rozpatrywane zagadnienie wzrostu deformacji traci jednoznaczność, a tym samym 

związki (2.11) i (2.12) określają punkt bifurkacji. Avn oznacza tu funkcję własną odpowia­

dającą lkr. 
2.2. Charakterystyka mate r ia łu . Rozważania dotyczą konstrukcji wykonanych z nieści­

śliwych materiałów plastycznych scharakteryzowanych liniowym wzmocnieniem powyżej 
granicy plastyczności. Najogólniejsza postać równania konstytutywnego dla ośrodka cią­
głego w konfiguracji odkształconej wyraża się związkiem dewiatorowym: 

(t'ijfJ = Aimdkl, (2.13) 

gdzie 't'iJ)VJ jest pochodną Jaumanna dewiatora naprężenia Kirchhoffa. A ' J K L jest tenso­
rem charakteryzującym własności materiału w stanie deformacji, który przyjmujemy w na­
stępującej postaci [4]: 

A ™ = A [ — ( c V ' + c ' V ' ) - — ( i - A \ - £ ! ^ 

[ 2 2 \ h j al 

(2.14) 

2 - 2 
gdzie h = y-£s> h — y - ^ " a s ^ składowymi dewiatora naprężenia Cauchyego, nato­

miast Es i E, odpowiednio siecznym i stycznym modułem wzmocnienia, które otrzymu­

jemy z krzywej naprężenie-odkształcenie dla jednoosiowego rozciągania w punkcie okre­

ślonym zależnością: 

tĄ = ^-{oWi), (2.15) 

gdzie а\ są wartościami głównymi dewiatora naprężeń Cauchyego. 
Związek konstytutywny możemy przedstawić wzorem równoważnym ze wzorem 

(2.13), wprowadzając pochodną konwekcyjną tensora naprężeń Kirchhoffa: 

tij = Buudkl+pclJ, (2.16) 

gdzie tensor B'ikl charakteryzuje własności materiału [7]: 

Bmi = Auki_tkjcu_tkicJi^ (2.17) 

a p jest prędkością zmian ciśnienia hydrostatycznego. 
Po wprowadzeniu (2.16) do zasady prac przygotowanych (2.4) otrzymujemy funkcjonał 

o postaci (2.10) przy uwzględnieniu, że dla materiałów nieściśliwych zachodzi: 

cuAdu = Av[t = 0. (2.18) 

Analizowane elementy konstrukcyjne wykonane są z materiałów, które można było 
opisać jak w [4] uogólnioną na duże odkształcenia deformacyjną teorią plastyczności, 
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dla której przyjęto w stanie jednoosiowym naprężeń model sprężysto-plastyczny z linio­
wym wzmocnieniem: 

2/u 

2fi fi 

dla ae < o% 

dla <те > (ty 

(2.19) 

gdzie 2/л jest modułem Younga, 2/л modułem stycznym w strefie plastycznej, ay — granicą 
plastyczności. Stąd w prosty sposób otrzymujemy wyrażenia na Es i E,: 

E, = 2fi 

2fi 

oraz 
12/г dla cre < o*y 

' \2Jl dla o*e > ay 

Na rys. 1 pokazano sposób wyznaczania modułów Es i Et. 

dla o*e ^ ay 

dla o-,. > o\, (2.20). 

(2.21) 

Rys. 1. Wkres naprężenie-odksztalcenie pokazujący sposób wyznaczania modułu stycznego E, i modułu 
siecznego E, w punkcie A 

3. Stan naprężenia pasma płytowego znajdującego się w warunkach czystego zginania 

Możliwe są dwa podejścia do przeprowadzenia analizy stanu deformacji pasma. Pierw­
sze z nich określa plastyczne deformacje na bazie związków liniowej sprężystości przez 
wprowadzenie logarytmicznej miary odkształceń. Drugie podejście zaproponowane przez 
Sawczuka i Mielniczuka [8] oparte zostało na nieliniowej teorii sprężystości dużych defor­
macji przez uwzględnienie zmian konfiguracji odkształconego pasma. W pracy wykorzy­
stamy pierwszy ze sposobów, a uzyskane wyniki porównamy z otrzymanymi w [8]. 

Rozważmy w warunkach płaskiego stanu odkształcenia płytę o początkowej długości 
i wysokości h0 wykonaną z materiału nieściśliwego, izotropowego, sprężysto-plastycznego, 

17« 
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poddaną stanowi czystego zginania jak na rys. 2. Deformację analizowanej kon­
strukcji opisujemy w układzie współrzędnych walcowych, który jest zbieżny w tym przy­
padku z kierunkami głównymi odkształceń i naprężeń. Wartości główne wzdłuż promienia 
r oznaczymy indeksem 1, a wzdłuż kierunku в indeksem 2. 

Niech x oznacza krzywiznę włókna obojętnego o początkowej długości / 0 . Wówczas 
wydłużenia w dowolnym punkcie materialnym oddalonym o wielkość r od początku 
układu współrzędnych będą równe: 

Aj = - i - , X2 — R X - (3.1) 

Główne wartości odkształceń wyznaczymy wprowadzając logarytmiczną miarę od­
kształceń, którą najczęściej stosuje się przy opisie prób i testów metalurgicznych [1], 
w trakcie których materiał deformuje się w ten sposób, że kierunki główne osadzone są 
w materiale i deformują się wraz z nim w trakcie całego procesu obciążania [4]: 

ea = ln 4 , a == 1, 2. (3.2) 

D l a materiałów izotropowych nieściśliwych gęstość energii dopełniającej wyraża się 
zależnością: 

Wc = 4 ^ П 0 ' , (3.3) 

gdzie ILy — drugi niezmiennik wartości głównych dewiatora naprężeń Cauchyego. Stąd 
uzyskujemy równanie konstytutywne: 

e ' = ^ = - ^ - / = 1 , 2 , 3 . (3.4) 

a\ jest tutaj wartością główną dewiatora naprężeń Cauchyego. 
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W płaskim stanic odkształcenia e3 = 0, stąd z (3.4) otrzymujemy, że: 

^ 3 = - i y - ł . (3.5) 

i wówczas z (2.15) i (3.5) mamy równoważne wyrażenie na ac: 

0. = Щ-\<*х-Ог\- (3.6) 

Dowolny element płyty znajduje się w stanie równowagi, który sprowadza się do rów­
nania: 

* L _ * Z * = 0 . (3.7) 
ar r 

Wprowadzając (3.2), (3.4), (3.5) i (2.15) do (3.7) uzyskujemy: 

l i f f e f f P p (3.8) 
dla strefy sprężystej, oraz: 

* Ш = ^ l n * r ± ( l - A ) ( 3 . 9 ) 

d(\nxr) Ъту \ fi/ 

dla strefy plastycznej. Znak minus w (3.9) obowiązuje dla strefy ściskanej, znak plus zaś 
dla strefy rozciąganej. xy jest granicą plastyczności przy czystym ścinaniu. 

Po scałkowaniu (3.8) dostajemy: 

= ^ - ( h w ) 2 + c dla | l n * r K ^ - (3.10) 

dla obszaru sprężystego, natomiast po scałkowaniu (3.9) otrzymujemy: 

p - = ^Ł(\nXr)2±ll-^-)lnxr+d dla | lnxr | £ 4̂  (3.11) 
2Ту З т у \ /и I Ąfl 

Zależność (3.11) dotyczy plastycznego obszaru konstrukcji. Stałe całkowe с i d w powyż­
szych wzorach znajdujemy z warunków brzegowych. 

Oznaczmy promienie włókien zewnętrznych przez R+ i R~ (rys. 2). Z warunku ciągłości 
naprężeń ffj oraz ich zanikania na powierzchniach nieobciążonych mamy: 

**• = r±=r. (3.12) 

Z warunku nieściśliwości materiału uzyskujemy drugą zależność pomiędzy R+ i R~: 

(R+)2-(R-)2 = —fc; (3.13) 
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Dwa równania (3.12) i (3.13) po rozwiązaniu dają wzory do wyznaczania promieni włó­
kien zewnętrznych: 

R+ = — {*Л0+[(*Ло)2 + 1 ] 1 / 2 } 1 / 2 , 

я- = —{[(х/юУ+л]1!2-^}1'2. 
X 

(3.14) 

Umożliwiają one sporządzenie wykresu zmian grubości w zależności od stanu deformacji 
(rys. 3). Przyjęto, że początkowa grubość płyty wynosi 10 cm. Podobne zagadnienie zgi­
nanego pasma płytowego wykonanego z tworzywa hipersprężysto-plastycznego, ale przy 
zastosowaniu drugiego sposobu podejścia rozważano w [8]. Autorzy uzyskali zbliżone 
zmiany grubości pasma. 

] 
n 

n 
У 

o 
a 

n 
/ 

6 

2 3 

• x [ l / m ] 
" o 1 

Rys . 3. Z m i a n y g rubośc i pasma w c iągu procesu zginania 

Znając wartości R+ i R~ dla dowolnego x możemy wyznaczyć stałe całkowe с i d, okre-
>sób pole naprężeń wys*"""'"-' • " -••»'<•• .к i . . . . . . 

__ij krzywizny x, stałych с 
Oy, oraz od początkowej wysokości h0: 

voiuego ж m o ż e m y wyznuczye siaie tamywe t i и, и м с -

ślając w ten sposób pole naprężeń występujące w stanie obciążenia konstrukcji. Zależy 
ono od zmiennej krzywizny x, stałych charakteryzujących materiał konstrukcji, tzn. fi, Ji, 

atlcnwpi wvsnknsni '. 

= ^ [ 1 п к / Т

2 - ^ [ 1 п « 7 Н 2 + 

a2 = ^[lnxr]2--^-[\nxR+]2 + -~/ilnxr + 
(3.15a) 

1 Ъху 
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dla 

3ty 
~4ju 

^ \r\xr ̂  0 strefa rozciągana, 

0 > Inxr ^ 
Зт,, 
"47 strefa ściskana 

oraz 

4,w <r, = ^ - - [ ( I n w ) 2 - ( l n ^ + ) 2 ] + 

+ 2 T J I - ^-j [±\nxr-\nxR+], 

4{i 
(3.15b) 

«2 = -^[(lnxr)2-(lnxR)2] + 

+ 2T, ± 1 1 - i * + 4 " 

dla 

3 ry 

Зт., 

ln*r + ( 1 - - ^ ) [ ± 1 - 1 п к Л + ] . 
1"/ ) 

lnxR+ ^ \nxr Js strefa rozciągana, 

Зт 
. - > l n w ^ \xvxR strefa ściskana. 
4/" 

Zależności (3.15a) odnoszą się do obszaru sprężystego, natomiast (3.15b) do obszaru 
plastycznego. K i l k a przykładowych wykresów naprężeń sporządzono w pracy [9]. 

W uzyskanym rozwiązaniu warunek plastycznego obciążenia wyraża się wzorem: 

| /3 , 4 | / 3 ^ ... ii ^ 
±—\at-o2\ = - ' r | | l n x r | | > <T„ (3.16) 

bowiem rozważania obejmują materiał sprężysto-plastyczny. W monografii [10] podano 
ogólną teorię zginanego pasma płytowego wykonanego z materiału idealnie plastycznego, 
dla którego odpowiednikiem (3.16) jest: 

JL—\ffl-a2\ = oy (3.17) 

Stąd po uwzględnieniu (3.17) w warunku równowagi (3.7) uzyskano wyrażenia na a, i a2, 
które nie zależą od x i są funkcjami lnr w pierwszej potędze. 

Warto zwrócić uwagę na fakt, że w rozważanym zagadnieniu położenie osi obojętnej 
określamy jako średnią arytmetyczną promieni włókien skrajnych R+ i R~, natomiast 
w analizie Sawczuka i Mielniczuka [8] oś obojętna nie pokrywa się z osią symetrii pasma, 
a przesunięta jest nieco ku środkowi krzywizny. Oprócz osi obojętnej możemy wyróżnić 
jeszcze jedno włókno scharakteryzowane zerowaniem się intensywności naprężeń ae. 
Jest ono poddane wszechstronnemu równomiernemu ściskaniu, a promień jego wyzna­
czamy z zależności Q = \/R+R~. Włókno to w stosunku do osi obojętnej przesunięte 
jest nieco ku środkowi krzywizny. 

file:///r/xr
file:///xvxR
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4. Analiza bifurkacji 

4.1 . Sformułowanie podstawowych zależności . W interesującym nas zagadnieniu czystego 
zginania parametrem Л, wraz z którym narastają obciążenia będzie krzywizna włókna 
obojętnego x. Wówczas dla płaskiego stanu odkształceń w krzywoliniowym układzie 
odniesienia funkcjonał (2.10) przyjmuje postać: 

к/о R* 

F~(x,Avt) = Jj (B^Ad^Adya + t^Av^Av^rdrdO. (4.1) 
0 R-

Występujące w (4.1) wielkości są składowymi fizycznymi tensorów. Składowe fizyczne 
Avu we współrzędnych walcowych są następujące: 

Av2yl = 

8Avi 
dr 

8Av2 

dr 

. 1 dAv, Av2 

Аоиг L 

r 00 r 
. 1 8Av2 Av, 

Al>Z.2 = + L 

/• 80 r 
Dla materiałów nieściśliwych spełniony jest warunek: 

8 . . . 8Av2 n 

(4.2) 

(4.3) 

Zakładamy, że istnieje potencjał, który określa prędkości na podstawie następujących 
zależności: 

1 8Ф . 8Ф 
A V l = -T~8T> A v 2 = " 8 r -

(4.4) 

Przez wprowadzenie potencjału upraszczamy rozwiązanie zagadnienia, bowiem w funkcjo­
nale (4.1) wystąpi jedna nieznana funkcja Ф . 

Składowe tensora B"Pyó wyznaczymy posługując się (2.17), (2.14), (2.20) i (2.21): 

В ni i _ 

в 2222 _ -2a2; 

В 1122 

(4.5) 

В1 1212 R 2 1 1 2 = f l 1 2 2 1 — R2121 B' B2 cr,+o-2 

2 2 

Po wprowadzeniu (4.2), (4.4), (4.5) do funkcjonału bifurkacji (4.1) otrzymujemy: 

i2 x/0 R* 
s, Г Г [/„, J 1 8Ф i З 2 Ф г 

о д- L 4 ' 

i , т ч / i а2Ф З 2 Ф i З Ф \ 2 

+ T ( A _ f f l _ ^ _ ^ _ + ^ _ 7 . _ j + (4.6) 

а2Ф i а 2Ф i ЙФ 

/•2 ае2 + г 
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Zagadnienie pojawiania się bifurkacji rozwiążemy dla warunków brzegowych, gdy 
moment względem włókna obojętnego na obu końcach płyty kontrolowany jest w ciągu 
procesu deformacji. Odpowiada to następującym warunkom brzegowym: 

AT* = 0 dla 0 = 0, tcl0; a = 1, 2 (4.7) 

gdzie Ta oznacza wzrost fizycznych składowych wektorów sił powierzchniowych. Ponadto, 
ponieważ pozostałe powierzchnie wyznaczone promieniami R~ i R+ są wolne od obciążeń, 
zatem: 

z l r a = 0 d l a r = R~,R+: a = 1,2. (4.8) 

Dla wyróżnionych warunków brzegowych dowolny potencjał Ф można przedstawić w naj­
ogólniejszej postaci za pomocą rozwinięcia w szeregi trygonometryczne Fouriera, co umo­
żliwi oddzielne rozpatrywanie powierzchni niestabilności scharakteryzowanych dowolną 
wartością n: 

I 2лпв 
Ф(г,0) = ФсО(г)+ > I0 c „ ( r )cos 

2 v ' l xlo 
+ 0s n(/-)sin / 2ш0 \ 

\ *lo I 
(4.9) 

dla n = 1, 2, 3 а Фсп(г), <Psn(r) są ciągłymi różniczkowalnymi funkcjami r. Jeśli (4.9) 
wprowadzimy do funkcjonału (4.6) i scałkujemy względem 0, to F(x, Ф) możemy zapisać 
w postaci: 

F(x, Ф) = F0(x, Ф с 0 ) + A J T [Fn(x, Ф5п) + Р„(х, Фсп)], (4.10) 

gdzie F„ dane jest zależnością: 

Ё„(х,Ф) = j j(2 /z-(T,-cr 2 ) 
2тсл Ф 2mi 1 йФ 

*/0 
xl0 dr 

+ T ( « -
, 72тги\2 Ф й2Ф 1 ^ Ф 1 2 

n = 1, 2, 3 ... 

( 4 . П ) 

Poszukiwana krzywizna krytyczna pierwszego punktu rozdwojenia dana jest przez 
najmniejszą wartość własną każdego z funkcjonałów Fn, dla wszystkich wartości n. Odpo­
wiadająca moda własna wyrażona jest przez Ф(г)со&(2-кпд/xl0) lub Ф(г)8т(2тся0/х/о). 

4 .2 . Określenie obszarów rozwiązania równania różniczkowego. W podobny sposób jak W [2] 
przeprowadzimy klasyfikację obszarów rozwiązania równania bifurkacji, dla materiałów 
opisanych związkiem konstytutywnym (2.13). Rozdwojenie nastąpi, gdy zostaną spełnione 
dwa warunki: 

F(xkt, Ф) = 0, 

<Щхк
,Ф) = 0. 

(4.12) 

(4.13) 
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W przypadku niejednorodnego przedbifurkacyjnego pola naprężeń wykorzystanie wa­
runku (4.13) przy uwzględnieniu (4.6) prowadzi do równania Eulera: 

8*Ф - 1 дАФ - 1 а4Ф (h + a . - a ^ ^ ^ h - h ^ ^ ^ - V ^ - a ^ a ^ - ^ - ^ ^ Q m = 0 (4.14) 

(4.14) jest liniowym cząstkowym równaniem różniczkowym czwartego rzędu względem 
potencjału Ф(г,0). С>[Ф] stanowi tu operator różniczkowy trzeciego rzędu, którego nie 
będziemy wyszczególniali. Wprowadzając charakterystyki postaci cp(r, 0) = с możemy 
dla (4.14) napisać równanie charakterystyczne: 

Ф+<Гг-^)^г +2(2h-h)jr^^Hh-ol+02)^^ - 0. (4.15) 

Jeśli przejdziemy z postaci uwikłanej charakterystyki cp(r, 0) = 0 do postaci jawnej 0 = /(/•)-
to pochodną tej funkcji możemy wyrazić: 

i wówczas otrzymujemy równanie charakterystyczne (4.15) w formie: 

(fi+<xt- cr2) (ОУ + 2(2h - h) (в')2 + (fi- (Xt+o2) = 0. (4.17) 

Gdy (4.17) ma pierwiastki rzeczywiste, możemy zbudować potencjał Ф, który spełnia 
(4.14) i ma ciągłe pochodne drugiego rzędu wzdłuż charakterystyk. Klasyfikację obszarów 
rozwiązania równania różniczkowego (4.14) dokonamy wprowadzając określenia stoso­
wane w analizie układów równań cząstkowych. Mianowicie punkt pasma płytowego 
znajduje się w obszarze eliptycznym, jeżeli (4.17) nie ma pierwiastków rzeczywistych. 
Jeżeli (4.17) ma dwa lub cztery pierwiastki rzeczywiste, to rozważany punkt znajduje się 
odpowiednio w obszarze parabolicznym lub hiperbolicznym. 

W przypadku materiału sprężysto-plastycznego z liniowym wzmocnieniem występują 
tylko dwa obszary w płycie: eliptyczny i paraboliczny, podczas gdy dla materiału scha­
rakteryzowanego krzywą potęgową wystąpił również i obszar hiperboliczny [6]. 
Obszar eliptyczny. Równanie (4.17) nie ma pierwiastków rzeczywistych, co równoważne 
jest warunkami: 

- 2 ( 2 A - A ) ± | / J < 0 (4.18) 

lub w szczegółowej postaci: 

- ^ \ 0 l - o 2 \ + 2 a y ( l - Ł ) ± 

| / L i / 3 , . 7 7 ? \ ] \ _ ? , „ 1 ^ Ж Г : ~ ( 4 1 9 ) 

±1/1 - v ^ - ^ ' + M 1 w - T ^ - ^ + T I 2 

Dla materiału o charakterystykach ц = 0,1/* = 1,05 • 104 M N / m 2 i ay = 4,2 • 102 M N / m 2 

obszar eliptyczny zawiera się w granicach: 

llnxrj < 0,5. (4.20) 
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Obszar paraboliczny. Równanie (4.17) ma dwa pierwiastki rzeczywiste gdy: 

Vi 2 

> 0 strefa ściskana 

strefa rozciągana. 

We wzorach (4.19) i (4.21) znak plus dotyczy strefy ściskanej, minus strefy rozciąganej. 
D l a materiału o charakterystykach Jl = 0,1 /л = 1,05 • 10* M N / m 2 i ay = 4,2- 102 

M N / m 2 możemy określić obszar paraboliczny: 

\Ыхг\ ] > 0,5. (4.22) 

4.3. Charakterystyki równania różniczkowego bifurkacji. Równania charakterystyk dla (4.17) 
są następujące: 

- ± У h-(a2-al) 

Stąd dla przyjętego materiału otrzymujemy: 

h - 2 h ± V r i h - 2 h ) 2 - (h)2 + (<r2 - a,)2 • 

-^-\<y,-<s2\+2ay 

2 

+ 

1 
2jjL I-I) 

3 / ,2 9 

4 K - c r 2 ) - + - 4 

^ , « , - « , , - ( , - 1 
7 p t -<r2 V 

(4.24) 

d lnw 

W przypadku materiału ]ł = 0,1/л = 1,05 • 104 M N / m 2 i granicy plastyczności o y = 
= 4,2- 102 M N / m 2 naszkicowano na rys. 4 kilka reprezentatywnych charakterystyk. Są 
one w strefie rozciąganej styczne do granicy E—P, natomiast w strefie ściskanej prosto­
padłe. 

W przykładzie podanym w pracy [6] płyta podzielona została na trzy podobszary, 
przy czym obszar hiperboliczny występuje między parabolicznym i eliptycznym. Charak­
terystyki w strefie rozciąganej są prostopadłe do granicy H—E, natomiast w strefie ści­
skanej styczne. 

Podstawową własnością charakterystyk w omawianym zagadnieniu jest ich wystę­
powanie po osiągnięciu pierwszego punktu bifurkacji. To stwierdzenie można wyrazić 
następująco: jeżeli w pewnym stanie deformacji określonym przez krzywiznę x, część 
ciała znajduje się w obszarze parabolicznym, wtedy istnieje przynajmniej jeden punkt 
rozdwojenia dla xkI ^ x. Zostało ono dowiedzione w [6]. Podobne stwierdzenie podano 
i udowodniono w pracy [11] dla przypadku jednorodnego przedbifurkacyjnego pola na­
prężeń. 



588 Т. SADOWSKI 

Autorzy pracy [2] badając zjawisko rozdwojenia w płaskich próbach rozciągania uzy­
skali w przypadku postaci geometrycznej (diffuse mode), podobnie jak w niniejszej pracy 
podział obszaru rozwiązania podstawowego równania bifurkacji na dwie części: elip­
tyczną i paraboliczną. W analizowanym przez nich przypadku bifurkacja jest możliwa, 
gdy przechodzimy z obszaru eliptycznego do parabolicznego, a granica między tymi ob­
szarami jest miejscem akumulacji punktów wartości własnych. 

I In ЖГ 

Rys . 4. K r z y w e charakterystyczne oraz obszary rozwiązan ia r ó w n a n i a r ó ż n i c z k o w e g o 

4.4. Kró tkofa lowe powierzchnie niestabi lności . Jak stwierdzono w paragrafie 4.1 moda własna 
wyrażona jest w formie Ф(г)со$(2т;п0 jxl0) lub 0(r)sin(2rc«O/p</o). D la krótkich długości 
fal, tzn. n -* oc , krzywiznę krytyczną xKr, jak również i asymptotyczną formę mody 
własnej można wyrazić analitycznie. 

Wariacyjna forma równania bifurkacji odpowiadająca parametrowi n jest postaci 
6F„ = 0, gdzie F„ dane jest przez (4.11). Stosując podstawienie x = lnxr otrzymujemy 
następujące równanie Eulera: 

[n\h- a, + <r2) + 0(/r)]Ф + 0(n2)^-+ [2n2(h'<-2h) + 

й2Ф (13Ф ,с1*Ф 
(4.25) 

+ o ( i ) ] ^ +o( i )^ t - *h5F - - °> 
wraz z warunkami brzegowymi: 

йФ й2Ф 

оФ 
0(« 2 ) Ф + [n2 ( - 4A + h + <r, + a2) + 0(1)] - — + 

(4.26) 

сРФ 
dx2 

dla x = x+ = l n * R + i x = X~ = \nxR 

с!3ф 
+ 0 ( l ) ^ + [/i + c r 1 - . 2 ] ^ r = 0, 
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D l a dużych wartości n Ф(х) przyjmuje asymptotyczną reprezentację: 

Ф(х) = Aexp[nJfj(x)+ ... +nf1(x)+f0(x) + n-1f_1(x)+ •••]• (4.27) 

Z równania Eulera i warunków brzegowych grupując wyrażenia z tymi samymi potę­
gami n dochodzimy do wniosku, że dla j > 1 fj(x) == 0, natomiast dla j = 1 spełnia: 

СН-Щ + <г2)+2(1-т1Щ + ( ] r + ffi-FF2)(fx) = «• (4-28) 

Rozwiązanie równania (4.25) spełniające warunki brzegowe (4.26) można przedstawić 
dla dużych wartości n następująco: 

Ф(х) = Aexp[ńfla(x)]+Bexp[nflb(x)], (4.29) 

gdzie fla(x) i flb(x) są dwoma rozwiązaniami (4.28). W rozważanym zagadnieniu funkcja 
Ф(х) musi być jednoznacznie ograniczona dla wszystkich wartości n. Pociąga to za sobą 
spełnienie warunku Re [/i (л;)] < 0. Gdy całe pasmo płytowe znajduje się w obszarze 
eliptycznym, nie mamy pierwiastków rzeczywistych i rozwiązania (4.28) czynią wówczas 
zadość: 

R e [ 4 L l < 0 . (4.30) 
dx 

Do dalszych rozważań wprowadzimy skrócony zapis: 

df\a(x-) . djlb(x~) 

dbc - * 7 ~ = 6b- ( 4 3 1 ) 

Z warunków brzegowych (4.26) dla x = x~, uwzględniając (4.29) i (4.31), otrzymujemy: 

(.1+QDA + (1+QDB = 0, 
(4.32) 

[(h-4h + cr2)Qa + Vi-a2)Ql]A + [(h-4h + o-2)Qb + (h-o2)o3

B]B = 0. 
Zerowanie się wyznacznika podstawowego układu (4.32) zapewnia istnienie rozwiązań 
niezerowych: 

(h-4h + a2) (1 - 6 A Q„) + (fi - a2) (o2 + Q

2

B + Q„ O„ + Q2

 Q

2

B) = 0. (4.33) 

Z równania (4.28) przy oznaczeniach qa i ob dostajemy zależność: 

J / h + a2 , , 2(2Л-Л) 
/ - — Q 2 + g i = Ą '-, (4.34) 
' h — сг2 h — a2 

które w połączeniu z (4.33) umożliwia sformułowanie zależności: 

V 
h — o2 1h _ ,. ... 

= 1 dla r = R- (4.35) 
h + a2 o 2 

Warunki brzegowe (4.26) na końcu x = x+ są również asymptotycznie spełnione, 
ponieważ Re[/i(x)] < 0, a więc dla dużych wartości n Ф(х) i jego pochodne dążą do zera, 
zanikając w wąskiej strefie w pobliżu x = x~. 

Identyczne rozważania możemy przeprowadzić dla brzegu x = л- + . 
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Uwzględniając (2.20), (2.21), (3.15) w (4.35) otrzymujemy wzór do wyznaczania krzy­
wizny krytycznej odpowiadającej początkowemu punktowi bifurkacji: 

l-2x 
l+2x 

« . № - , ) ± i £ Ł . , ( , - | 

8 _ 21/3 
(4.36) 

gdzie znak plus dotyczy strefy rozciąganej, natomiast minus strefy ściskanej. Rozwiązując 
(4.36) znajdujemy pierwiastki odpowiadające niejednoznaczności procesu deformacji 
i możliwości pojawienia się powierzchni niestabilności. Zależności (4.36) pokazano na 
rys. 5, zależność zaś od parametru wzmocnienia materiału Ji przedstawiono na rys. 6. 

1,174 

1,0 
0.9421 

0,Б62 

2 3 4 5 6 7 8 
CTa[4,2'102MN/m?] 

10 

Ry3 . 5 K r z y w i z n y krytyczne xkrli0 odpowiada j ące pierwszym punk tom bifurkacji dla m a t e r i a ł u o charak­
terystykach }i = 0,1 /< = 1,05- 10* M N / m 2 

*Щ Z rys. 6 widać, że jeśli w płycie pojawi się pierwsza krótkofalowa powierzchnia niesta­
bilności, to zawsze będzie ona zlokalizowana w strefie ściskanej. 

D la rozważanego materiału sprężysto-plastycznego nie uzyskano początkowego 
punktu bifurkacji w przedziale < — 10~3,м; 0>, tzn. gdy współczynnik liniowego wzmocnie­
nia Jb bliski jest zeru i materiał może być traktowany jako idealnie plastyczny. Zagadnie­
niem jednoznaczności zginania zajmowano się również w pracy [12] dla przypadku ideal­
nej plastyczności. Stwierdzono, że niejednoznaczność może wystąpić, gdy kąt zgięcia 
określony ilorazem R+fR~ przekroczy wartość graniczną 1,25, co odpowiada stanowi 
zgięcia scharakteryzowanemu w niniejszej pracy przez xkI = 2 • l/m lub xkTh0 = 0,2. 

Lewa strona rys. 6 dotyczy materiału niestabilnego w sensie Druckera, tzn. parametr 
wzmocnienia Ji ma ujemną wartość, co możemy interpretować jako fakt, że stan naprę­
żenia w konstrukcji osiągnął wartość powodującą np. degradację materiału konstrukcji, 
i wówczas proces deformacji pasma następuje po drodze niestatecznej. 
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Rys . 6. K r z y w i z n y krytyczne xk,h0 odpowiada j ące pierwszym punktom bifurkacji dla m a t e r i a ł u o granicy 
p las tycznośc i ay = 4,2- 10 2 M N / m 2 oraz /t = 1,05- 10 5 M N / m 2 

5. Omówienie wyników i wnioski 

Z przeprowadzonych rozważań wynika, że pierwsza powierzchnia niestabilności może 
pojawić się, gdy cała płyta znajduje się w obszarze eliptycznym rozwiązania podstawowego 
równania różniczkowego (4.ł4), podobnie jak w pracy [6]. Również w pracy [13] badając 
poddane ciśnieniu wydrążenie kuliste w nieskończonym ośrodku sprężysto-plastycznym 
stwierdzono, że krótkofalowa powierzchnia niestabilności jest pierwszym punktem bi­
furkacji pojawiającym się w ciągu procesu deformacji. 

W rozważanym przypadku ciała wykonanego z materiału sprężysto-plastycznego 
z liniowym wzmocnieniem uzyskano zależność (4.36) określającą krzywiznę krytyczną 
odpowiadającą pierwszym punktom rozdwojenia jako funkcję cech fizycznych materiału 
Oy, (rys. 5, rys. 6). Analiza wpływu ay na wartość krzywizny krytycznej wskazuje, 
że wraz ze wzmocnieniem się materiału, zależnym od historii obciążenia, występuje w przy­
padku czystego zginania zmniejszenie się xh0. Obniżenie się wartości krzywizny krytycznej 
następuje również wraz ze zmniejszeniem się współczynnika Ji z wyłączeniem przedziału 
( - l O - ^ O ) . 

Odpowiadająca krzywiźnie krytycznej pierwsza powierzchnia niestabilności zawsze 
pojawia się najpierw w obszarze ściskanym pasma, podobnie jak w pracy [6]. 

Uzyskane rozwiązanie ograniczone jest geometrią odkształcenia. Kąt zgięcia nie może 
przekraczać 360°. Graniczna krzywizna wynosi: 

(*/'<Лг-Л < 2тт. 
"o 

(5.1) 
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Wartość kąta odpowiadającego dowolnej krzywiźnie krytycznej możemy wyznaczyć 

ze wzoru: 

(5.2) 

gdzie ł0 i h0 są długością oraz wysokością początkową pasma. D l a materiału o granicy 
plastyczności ay = 4,2 • 102 M N / m 2 i module wzmocnienia Ji = 0,1 fi = 1,05 • 104 M N / m 2 

zależność (5.2) ma przebieg jak na rys. 7, z którego wynika, że jeżeli l0/hQ wynosi 2, to 

Rys . 7. Kąt krytyczny 0 k , określający pierwszy punkt bifurkacji 

krytyczny kąt zgięcia odpowiadający możliwości wystąpienia pierwszej powierzchni 
niestabilności jest równy 107°. Ponadto, gdy l0jh0 jest większe od 6,5, to pasmo możemy 
zgiąć do 360° bez obawy o utratę jednoznaczności procesu deformacji. 
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Р е з ю м е 

Б И Ф У Р К А Ц И О Н Н О Е Р А В Н О В Е С И Е В С О С Т О Я Н И Я Х Ч И С Т О Г О И З Г И Б А 

В р а б о т е и с с л е д о в а н а з а д а ч а б и ф у р к а ц и и н е с ж и м а е м о й п л а с т и н ы п о д в е р ж е н о й ч и с т о м у и з г и ­
б у . А н а л и з п р о и з в о д и м п р и м е н и в г и п о у п р у г и й ф у н д а м е н т а л ь н ы й м о д е л ь . С о х р а н е н и е у п р у г о -
п л а с т и ч е с к о г о м а т е р и а л а в л и н е й н о м н а п р я ж е н н о м с о с т о я н и и о п и с а н о з а к о н о м с л и н е й н ы м у п р о ч ­
н е н и е м . О с у щ е с т в е н о к л а с с и ф и к а ц и ю п р о с т р а н с т в а у р а в н е н и я б и ф у р к а ц и и . П р о в е д е н о а с и м п т о ­
т и ч е с к и й а н а л и з , ч т о б ы у с т а н о в и т ь к р и т и ч е с к и е у с л о в и я д е ф о р м а ц и и п л и т о в о й п о л о с ы д л я к о р о ­
т к о в о л н о в о й п о в е р х н о с т н о й н е с т а б и л ь н о с т и . Р а с с м а т р и в а е м а я к о р о т к о в о л н о в а я п о в е р х н о с т ь н е с ­
т а б и л ь н о с т и в з о н е с ж а т и я о п р е д е л я е т п е р в у ю б и ф у р к а ц и о н н у ю т о ч к у в п р о ц е с с е д е ф о р м а ц и и 
п л а с т и н к и . 

S u m m a r y 

B I F U R C A T I O N E Q U I L I B R I U M I N P U R E B E N D I N G S T A T E S 

In the paper the bifurcation problem o f an incompressible plate subjected to pure bending is studied. The 
analysis is carried out using a hypoelastic constitutive model . The elastic-plastic material behaviour i n 
uniaxial states is described by the linear work-hardening law. A classification of regimes of the bifur­
cat ion equation is also performed. A n asymptotic analysis has been carried out to establish the cri t ical 
condi t ion of the deformation plate strip for short wavelength surface instability. The considered short 
wavelength surface instability in the compressive zone defines the first bifurcation point i n the deformation 
process o f the plate. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 14 czerwca 1983 roku 

18 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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L Wstęp 

W pracy tej rozpatrujemy mikropolarny ośrodek sprężysto-plastyczny, który może 
przenosić naprężenia zarówno siłowe, jak i momentowe. Ośrodek taki może być mate­
matycznym modelem np. kompozytów o strukturze ziarnistej. Wyróżniamy ośrodki ze 
związanymi obrotami i ze swobodnymi obrotami. Jeżeli ośrodek jest ze związanymi obro­
tami, to ziarenka mogą się obracać o tyle, na ile pozwala im pole przemieszczeń. Z kolei, 
gdy na ziarna działają momenty, ich obrót określa zmianę przemieszczeń. Uplastycznie­
nie takiego ośrodka podobne jest do uplastycznienia ośrodka klasycznego, z tym, że należy 
uwzględnić wpływ naprężeń momentowych. Warunki uplastycznienia dla ośrodków 
ze związanymi obrotami badali M . Misicu [5] i A . Sawczuk [7]. 

Jeżeli ośrodek charakteryzuje się swobodnymi obrotami, jego zachowanie nie daje się 
sprowadzić do ośrodka klasycznego. W tym przypadku obroty ziarenek kompozytu mo­
gą spowodować zarówno zmiany w polu przemieszczeń w matrycy jak i być niezależne od 
odkształceń, czy przemieszczeń matrycy. Zgodnie z założeniami teorii sprężystości, po 
zdjęciu obciążeń, przemieszczenia i obroty powrócą do położeń początkowych, czyli 
stanu naturalnego. W przypadku przekroczenia określonych wartości naprężeń siłowych 
bądź (oraz) momentowych, pewien obszar rozpatrywanego ciała lub w przypadku szcze­
gólnym całe ciało może ulec uplastycznieniu. D la ośrodków ze swobodnymi obrotami 
będziemy mogli wyróżnić niezależne przekroczenie granicy sprężystości ze względu na 
przemieszczenia, jak to ma miejsce w teorii klasycznej, jak i ze względu na obroty. Wy­
różnimy więc dwa niezależne sposoby uplastycznienia częściowego i skonstruujemy dwa 
kryteria uplastycznienia, a mianowicie kryterium uplastycznienia poślizgowego, gdy 
po zdjęciu obciążeń nie znika symetryczna część tensora odkształcenia, oraz rotacyjnego 
związanego z nieznikaniem tensora skręcenia i antysymetrycznej części tensora odkształ­
cenia. Podobszar ośrodka będzie ulegał uplastycznieniu całkowitemu, gdy równocześnie 
zostaną przekroczone wartości obu kryteriów. 

W strefie sprężystej przyjmiemy jako model matematyczny takiego ciała ośrodek typu 
Cosseratów, centrosymetryczny, izotropowy i jednorodny. Następnie wprowadzimy 
odpowiednie kryteria uplastycznienia częściowego i całkowitego i wyprowadzimy odpo­
wiednie równania konstytutywne w zakresach plastycznych. Należy wspomnieć, że ośro-

18« 
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dek plastyczny typu Cosseratów rozpatrywał H . Lippmann [6], nie specyfikując liczby 
kryteriów uplastycznienia; mogła się ona zmieniać ód 1 do 18. W przykładzie przyjęto 
2 warunki. Szczegółowo rozpatrzymy zagadnienia osiowo symetryczne, pokażemy wpływ 
naprężeń momentowych na powstawanie i zasięg strefy uplastycznienia poślizgowego. 

W pracy będziemy stosować następujące oznaczenia [1]: X, /л, a, y, /9, г — s t a ł e ma­
teriałowe, cf, р., у, x , 1 — tensory, odpowiednio, naprężeń siłowych, naprężeń momento­
wych, odkształcenia, skręcenia i jednostkowy, а и , ц и , yu, x u , du •— składowe powyższych 
tensorów, odpowiednio, w układzie współrzędnych xl (i = 1, 2, 3). 

2. Kryteria uplastycznienia 

Rozpatrzmy ośrodek mikropolarny, centrosymetryczny, izotropowy i jednorodny. 
W tym przypadku poczwórna wartość gęstości energii sprężystej przyjmuje postać nastę­
pującą: 

AU = ja0b<*«j>+^<r<ij><r<tj>-
(2.1) 

1 1 p 
+ —fHt/>Muj)+ у-"<и>/"<и>- у(2у + щ t*"/*** 

Energia ta jest sumą energii objętościowej oraz drugiego składnika, który jest uogólnie­
niem energii odkształcenia postaciowego 

U=UV+UP, (2.2) 
gdzie 

1 1 1 

(2.3) 

f(ij), ?</j> — odpowiednio symetryczna i antysymetryczna część tensora o składowych 
tij>su — składowe dewiatora tensora naprężeń siłowych, mu—-składowe dewiatora 
tensora naprężeń momentowych. Dokonajmy rozkładu Up na dwa składniki 

Up=Upl + Up2, (2.4) 
gdzie 

4C/ P l = —sUj}s(IJ), (2.5) 
f* 

jest gęstością energii odkształcenia postaciowego poślizgowego oraz 

1 1 1 2 
4UP2 = —s<ij>s<iJ>+ — тСц)тШ) + — ™ < U > / H < u > + 3 ( 2 у + з ^ у HurJ-kk, (2.6) 

jest gęstością energii odkształcenia postaciowego rotacyjnego. Przyjmujemy warunki 
uplastycznienia w następującej postaci: 

kryterium uplastycznienia poślizgowego 

Upl = k2

0AUp2 < 11, (2.7) 
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kryterium uplastycznienia rotacyjnego 

Upl < k2

0AUp2 = /о2, (2.8) 

oraz kryterium uplastycznienia całkowitego 

Upl = k2

0AUp2 = Ц. (2.9) 

Powyższe kryteria spełniają wszystkie warunki wynikające z teorii niezmienników. 
W ośrodkach mikroplarnych, centrosymetrycznych w przypadku modelu sprężysto 

plastycznego mogą wystąpić pod wpływem działających obciążeń następujące strefy: 
a) strefa sprężysta, b) strefa sprężysta i uplastycznienia poślizgowego, c) strefa upla­

stycznienia poślizgowego, d) strefa sprężysta i uplastycznienia rotacyjnego, e) strefa upla­
stycznienia rotacyjnego, f) strefa sprężysta i uplastycznienia poślizgowego oraz rotacyjnego 
0 pustym przecięciu stref uplastycznienia, g) strefa sprężysta i uplastycznienia poślizgowego 
1 rotacyjnego o niepustym przecięciu; wtedy pojawia się strefa uplastycznienia całkowitego, 
h) strefa sprężysta i wyłącznie całkowitego uplastycznienia, i) strefa całkowitego uplastycz­
nienia. 

3. Równania konstytutywne teorii plastyczności odkształceniowej 

W dalszym ciągu pracy będziemy rozpatrywać zagadnienia szczegółowe, w których 
wykorzystamy teorię odkształceniową. Dlatego nie będziemy tu rozpatrywać równań 
konstytutywnych teorii płynięcia, a sformułujemy równania konstytutywne teorii odkształ­
ceniowej, w poszczególnych strefach uplastycznienia. 

Zakładamy brak wzmocnienia, izotropowość, centrosymetrię i jednorodność w strefie 
sprężystej. Odkształcenia objętościowe są tylko sprężyste. 

3.1. Strefa uplastycznienia poślizgowego. Zakładamy tu, że dewiator symetrycznej części 
tensora odkształcenia jest proporcjonalny do odpowiadającego mu dewiatora symetrycz­
nej części tensora naprężenia siłowego. Odkształcenia skręcenia i antysymetryczna część 
odkształcenia są sprężyste. Przy tych założeniach otrzymujemy następujące stowarzyszone 
równania konstytutywne w ośrodku uplastycznionym poślizgowo: 

2/tTitj) = (i+<Pi)su», 2 а Г < и > = s<u>, 
{2ц + ЪХ)укк = akk, (3.1) 

1 1 ft 

2xu = jt*uj> + —r*«j>- у-щг^щ И-и^и, 

lub w postaci równoważnej 

Аш+А«>+ У**ц = Уи = l ^ L s , i J ' + - Ł s < l J > + зо+зА) ( 3 ' 2 ) 

oraz(3.1)4 bez zmiany. 
Ги są składowymi dewiatora tensora odkształcenia y, jest współczynnikiem 

materiałowym ośrodka uplastycznionego; należy go wyznaczyć dla każdego ośrodka 
oddzielnie. 9^ -> 0, gdy przechodzimy do ośrodka sprężystego, Również równania (3.2) 
stają się wtedy równaniami konstytutywnymi ośrodka Cosseratów. 
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3.2. Strefa uplastycznienia rotacyjnego 

dodatkowe postulaty: 
— równania konstytutywne w ramach symetrycznej części tensora odkształcenia są 

analogiczne jak w ramach strefy sprężystej, 
— antysymetryczna część tensora odkształcenia oraz tensor skrętnogiętny będą po­

wiązane z tensorami opisującymi stan naprężenia nowymi zależnościami 

1 1 I + P 2 „ \X . 
y t J = 2 / 7 ^ ' + ~ W a ^ ~ Tpffr+ty*** 

(3.3) 

gdzie: l+cpz jest wielkością bezwymiarową, która wpływa na modyfikację równań 
konstytutywnych.. Należy ją wyznaczyć dla każdego ośrodka oddzielnie. (pz -> 0, gdy 
przechodzimy od strefy uplastycznienia rotacyjnego do strefy sprężystej. 

3.3. Strefa całkowitego uplastycznienia. W obszarze uplastycznionym całkowicie przestały 
być sprężyste zarówno przemieszczenia, jak i obroty; została zaburzona całkowicie struk­
tura materiału. W strefie uplastycznienia całkowitego obowiązują jednocześnie wszystkie 
postulaty dotyczące stref uplastycznienia poślizgowego i rotacyjnego, tzn.: 

— odkształcenia objętościowe są sprężyste, 
— dewiator symetrycznej części tensora odkształcenia jest proporcjonalny do dewia­

tora symetrycznej części tensora naprężenia, 
—• antysymetryczna część tensora odkształcenia jest proporcjonalna do antysymetrycz-

nej części tensora naprężenia, 
—• odpowiednie części tensora skręcenia są proporcjonalne do odpowiednich części 

tensora naprężeń momentowych. 
Przy tych założeniach równania konstytutywne dla obszaru ośrodka uplastycznionego 

całkowicie przyjmują postać: 

y" = 2ikbTe^ • (3'4) 

l+cp2 Г+Уз (1+<р2)Р 
*" " ~W~mf~2e~^<tJ>~ 2y(2y+3/0 m "* 

Równania te możemy przedstawić w równoważnej postaci: 

1+0?! I + V 2 1 
Y i J = -^2j~S™+ ^ a ~ ~ S < l J > + Щ Я Щ а * b t l > 

1+У2 .. 1+У2,. О + Ы / З 
(3.5) 

<Pi( ) i (Pi( ) Щ funkcjami bezwymiarowymi, które z chwilą przejścia do granicy tej strefy 
ze strefą: sprężystą — dążą jednocześnie do zera, ze strefą uplastycznienia poślizgowego 
fp2 r* 0, ze strefą uplastycznienia rotacyjnego cp, -* 0. Proponowane równania łączą 
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bezpośrednio stan naprężenia ze stanem odkształcenia w postaci skończonych związków — 
spełniają one zasadę obiektywności materiałowej oraz inne zasady, które powinny spełniać 
równania konstytutywne (spełnienie tych zasad od razu wynika z postaci równań — różnią 
się one od równań w strefie sprężystej tylko współczynnikami). 

Zespół równań równowagi w połączeniu ze związkami geometrycznej zgodności 
wraz z odpowiednim dla danej strefy kryterium uplastycznienia oraz równaniami konsty­
tutywnymi stanowi zamknięty układ równań, z którego przy odpowiednich warunkach 
brzegowych jesteśmy w stanie wyznaczyć naprężenia, odkształcenia oraz zasięg danej 
strefy uplastycznienia. 

Dla ośrodków mikropolarnych uplastycznionych jesteśmy w stanie podać również 
postać równań konstytutywnych w ramach teorii plastycznego płynięcia [4]. 

4 . Zagadnienia osiowo symetryczne 

W przypadku zagadnień dwuwymiarowych i osiowej symetrii odkształcenia ciała są 
funkcjami tylko promienia i opisane są przez wektory u = (иг,щ,0), ф = (0, 0, <pz) 
i ich pochodne. Równania równowagi w każdej ze stref przyjmują postać 

агв.г+^°±^+Х0 = 0, (4.1) 

r 

Układ równań geometrycznej zgodności redukuje się w naszym przypadku do postaci 

Yrr-Уоо = ryee,r, 
(4-2) 

W ramach strefy sprężystej równania równowagi można zredukować do postaci, która 
jest uogólnieniem równań Naviera klasycznej teorii sprężystości [1]: 

( 2 / ' + a ) ( ^ 4 1 - 7 ^ ' ^ = 0 ' 
' 2 1 d 

(А+«)Ь^ + - - ^ - .... ' )ii0-2ocd-p-+X0 = 0, 
/•- / dr 

(4.3) 

/ d2 1 d \ . 2a , „ „ n 

у+вl-jjpr + -r-'dtr)cPz~
 <pz + T(n'0,r+Uo) + - = ' 

Z takim stanem przemieszczeń i obrotów związany jest następujący stan naprężenia: 

0Ve, 0 0, o, 
o = 0 t* = o, o, 0 

o, o, o, 0 
(4.4) 
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gdzie 

a„ = (2(i+X)ur,r+-yUr, aoe = (2fi+A)yur + Xurtr, 

<rzz = Я ( ^ . г 4 - у И г ) , a* = ^ | w 0 . r - у - | + а | г / 0 > г + ^ | - 2 а 9 5 г 

(4.5) 

**r = (y-e)9»,, r ł » r x = (y + e)<pz>r. 

Obszar ośrodka ulegnie uplastycznieniu, gdy spełniony zostanie jeden z warunków upla 
stycznienia: 

a) poślizgowego 

* ' * ^ ? ^ . 4 . 1 

b) rotacyjnego 

(<r2

r + cr2

0 + a\z - o-rr o-oe - о-гг o-22 - o e o о-г г) + -j- (o-re + cr0 r)2 = 2^А;2, (4.6) 

— ( / « г г + ^ г ) 2 + — (t*rz-f*:r)2 = 8/2, (4.7) 
У e 

c) całkowitego, gdy równocześnie są spełnione warunki (4.6) i (4.7). 
Stowarzyszone związki konstytutywne w ramach teorii plastyczności odkształceniowej 

przyjmą postać 
a) w strefie uplastycznienia poślizgowego 

(y+B)xrz = xzt = 0, 

l + 7 > i . 1 l+c?/ 1 
У er = —с-- *(0r) + *<or>, Yro = * ( г в , + щ <т<г0>, 

У " = ^ - ^ г - ^ - ^ ) + -Щ~^Щ^гг + <Ут + агг), (4.8) 

b) w strefie uplastycznionej rotacyjnie otrzymamy 

2/*Угг = g r r ~ 2^ + З Я ( ( Г г г + о'ео + сг г г ) , 

з 

2fiyzz = в " ~ - ^ + Ц Vх" + (rot> + <Tzz), 

2уг9 = ~-а(гО)Л 0-<гв>. 

1Л иС 

(4.9) 
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i 1+9*2 (4.9) 

1 + q>2 1 + cp2 
2xtz = — - — / < ( Г 2 ) Н /"<rz>, "w — 0, 

У e 
c) w strefie całkowitego uplastycznienia 

l+o), 1 • 1 
(2o-„ - ff00 - azz) + - - ( ( T R R + orM + <r„), 

' r r 2ft 3 v r r °" I 2 / 3(2/г + ЗА) 

1+Q>X ,~ ч 1 , 
Уоо = —g^— (2<r0o- GVr - °"Z2) + з(2^ц+зД) (0'rr + 0 , 0 0 + a">' 

l+q>i ,n . 1 , . (2о-2 г - стгг - #<,<,) + ((Trr + <r0() + <r„), 
б// ч " 2 1 ' 3(2// + ЗА) 

y r 0 = - 2 ^ Г < r 0 ) + ~ ^ Г ~ < r e > ' 

l+q>! l+c>z 

l+<p2 i 1+9*2 п 

(4.10) 

5. Wpływ naprężeń momentowych na powstanie strefy uplastycznienia poślizgowego 

Rozpatrzmy grubościenny nieskończony cylinder znajdujący się w pewnym polu mikro-
polarnych momentów objętościowych Y = (0, 0, y2) przy jednoczesnym braku sił obję­
tościowych działających na niego oraz wszelkich obciąjęś działających na jego wewnętrznej 
pobocznicy. Przyjmując do opisu walcowy układ współrzędnych przy dodatkowym za­
łożeniu o niezależności przyczyn od kąta в i zmiennej z otrzymujemy, że cylinder będzie 
znajdował się w płaskim stanie odkształcenia przy dodatkowej osiowej symetrii. Przyj­

mując yz w postaci Hlu— zespół przyczyn możemy przedstawić w postaci 
r 

aTr(d) = 0, 
i«rz(a) = 0, 
<rr0(a) = 0, 
X = ( 0 , 0 , 0 ) , 

OVrt*) = 0, 

/лГ2(Ь) = o, 

u№ - o, 
Y = (0, 0, IV), 

(5.1) 

W strefie sprężystej wektory przemieszczenia i obrotu wyrażają się następująco u = (0, щ ,0), 
cp = (0, 0, cpz), gdzie 

1 „ 2a 
щ = A2r+—-B2+~, , v 2 

H 1 
A , / , (n0 + Bi K, (Vr) - y + y у r [ 1щг - H 

<tz = ^AJobp)- —BiKoirir)-
H 

/,42 l n r i r + (4аЛ 2 -
4a 

(5.2) 

•Шпф), 
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Ai, Bi(i = 1, 2) są stałymi, które wyznaczamy z warunków brzegowych, ri2 = . ~^ -, 

Io( )> Л ( ) s a . funkcjami Bessela urojonego argumentu, zerowego i pierwszego rzędu, 
K0( ) i Kt( ) funkcjami MacDonalda. Powyższym wektorom przemieszczenia i obrotu 
odpowiada następujący stan naprężeń siłowych i momentowych: 

orB = -2B2-£-(y+s)~[AJl(Vr) + BlKdvr)]~~ + -"-ln(rj

2rb), 

cr0r = - 2 B 2 - g - - yĄ-\AJiOjr) + B,Ktfor)] + 

+ [ A 1 / o 0 ? r ) ~ B l K o ( , i r ) ] 7 T (T + X N W R B ) ' ( 5 - 3 ) 

Pr, - (у+e)[A t l\ for) + В, Ki for) - 2 J, 

H 
f*„ Г (y-sHAJdrjĄ+BMrir)- — — — - 5 . / . 

R y s . 1 

Przyjmując konkretne wartości stałych materiałowych oraz promieni wewnętrznej i zew­
nętrznej pobocznicy walca a = 03, i b = 1,0 

X = 0,3, £ = 2 - 1 0 6 , a = 0,1, 1 = 0,2, Э = 2 • 103, e = 0,1, 

gdzie 

_ yQy+W _ fi 
y+fi ' 2(y + fi) ' 

otrzymujemy następujące wartości liczbowe dla pozostałych stałych materiałowych i sta­
łych całkowania: 

у = 833,3, г]2 = 4,79 • Ю - 4 , /и = 7,69, 

At = -15 ,07 , В^ = 0,0587, Я 2 = 135,46. 

Wykresy naprężeń siłowych i momentowych dla a = 0,3, b = 1,0 pokazano na ry­
sunkach 2 - 5 . 
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-600 

Rys. 5 

Z uzyskanych wyników widać, że (огв + овг) jest funkcją ujemną osiągającą dla QS 
e (0,3, 1,0) minimum. Powoduje to, że energia odkształcenia postaciowego pośli­
zgowego redukująca się w tym przypadku do: 

1 
U„ 

8/* 
(o- r 0 + o* 0 r ) 2 (4.14) 

w ramach strefy sprężystej jest funkcją rosnąco-malejącą, osiągającą maksimum dla 
r = Q. Oznacza to, zgodnie z przyjętym przez nas kryterium uplastycznienia poślizgowego, 
że jeśli wcześniej nie pojawi się w cylindrze uplastycznienie rotacyjne, to dla odpowiednio 
dużej wartości H dla r = Q (wartość promienia dla którego uPi osiąga maksimum) po­
jawi się strefa uplastycznienia poślizgowego, która wraz ze wzrostem wartości H będzie 
rozwijała się w kierunku wewnętrznej i zewnętrznej pobocznicy cylindra. Przyjmując 

2 2 
l = -т^г uzyskamy, że dla H = 2,06 • 10 5 energia odkształcenia posta-k = 

102 ]/ati ' 100 



M l K R O P O L A R N A TEORIA PLASTYCZNOŚCI 605 

ciowego poślizgowego osiągnie wartość krytyczną oznaczającą pojawienie się strefy upla­
stycznienia poślizgowego, natomiast dla H ^ 2,06 • 1 0 - 5 energia odkształcenia rotacyjnego 
redukująca się w tym przypadku do wyrażenia: 

- i - (о\в - СГд,)2 + - g j (Prz + Hzr)2 + -gg (Prz ~ r*zr)2 (4.15) 

nie osiągnie nigdy wartości krytycznej l0 = 2- 10~2, co oznacza niemożność powstania 
w ośrodku strefy uplastycznionej rotacyjnie dla H = 2,06- 1 0 - 5 . 

Taki zespół obciążeń jest więc ilustracją stwierdzenia, że w wyniku działających ob­
ciążeń typu momentowego możemy w ośrodku uzyskać strefę uplastycznioną poślizgowo, 
przy jednoczesnym braku strefy uplastycznionej rotacyjnie. 

6. Wpływ mikropolarnych momentów objętościowych na zasięg strefy uplastycznionej 
poślizgowo 

Rozpatrzmy dwa identyczne geometrycznie i materiałowo grubościenne nieskończone 
cylindry, z których na jeden działa tylko ciśnienie wewnętrzne, na drugi natomiast działa 
to samo ciśnienie wewnętrzne oraz dodatkowo znajduje się on w polu mikropolarnych 

momentów objętościowych Y = (0, 0, yx), gdzie Yz = H\u~. 

Wprowadzając walcowy układ współrzędnych przy założeniu niezależności przyczyn 
od kątu 0 i zmiennej z otrzymujemy w obu przypadkach płaski stan odkształcenia przy 
dodatkowej osiowej symetrii. O ośrodku zakładamy dodatkowo, że jest nieściśliwy. Ze­
spół warunków brzegowych odpowiadających naszym założeniom jest następujący: 

/ <>Vr(a) = ~P, «rr(b) = 0, II a„(a) = -p, *„(b) = 0, 

<rr0(a) = 0, u0(b) = 0 , ar0(a) = 0, Щ{Ь) = 0, 

OrM = 0, arz(b) = 0, tf,,(a) = 0, arz{b) = 0 

r%M = °> Prrifl) = 0, . /*пФ) = 0 
Uroia) = 0, fbo(b) = 0 f*re(a) = 0, fir0(b) = 0 

p„(d) = 0, fhr(b) = o fj,rz(a) = 0, firz(b) = 0 

X = (0 ,0 ,0 ) Y = (0 ,0 ,0 ) X = ( 0 , 0 , 0 ) , Y = (0, 0, Yz) 

Yz = Я 1 п ^ -
r 

Obciążenia działające na cylinder I nie wywołują efektów mikropolarnych [3] — zacho­
wuje się on jak ośrodek klasyczny, a więc rozwiązanie w strefie sprężystej przyjmuje znaną 
postać [2]: 

pa2b2r pa2 1 
2~jT(b2-a2). + 2(/л + Л)(Ь2-а2) T' 
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Uplastycznienie rozpoczyna się od wewnętrznej pobocznicy walca. Wartość ciśnienia, 
dla którego zaczyna się pojawiać strefa uplastycznienia poślizgowego, wyznaczamy ze 
wzoru 

J_ 
Sft 

UPl = s^(Grr-<fm)2 = k2, (6.3) 

podstawiając w nim r = a. Wynosi ona [2] p0 = —7^— (b2 — a2). Przyjmując następnie 
]/2/гк 

b 
wartości stałych materiałowych 

£ = 2 - 1 0 6 , э = 2 - 1 0 3 , a = 0,1, A = 0,5, 1 = 0,2, £ = 0,1, 

skąd 
JU = 6,6 • 105, у = 833,33, rj2 = 4,79 • 10" 4 , 

1.2 

0,8 

0,4 

0,2 

0 

-0.2 

-0,6| 

-V»1 

Г 

OVr 
T T 

7b 
R y s . 7 

r/ h°>6 

i podstawiając wartości promieni pobocznie walca a = 0,3, b = 1,0, otrzymujemy wartość 

ciśnienia p0 = 1,06- 103, dla к = - 1 0 3 —r=r. D l a p < p0 cały ośrodek jest sprężysty, 
3 ]/р 

dla p ^ Po pojawia się strefa uplastycznienia poślizgowego, o promieniu zależnym od p. 
Wykorzystując rozwiązanie [4] dla p > p0 otrzymujemy następujące równanie na za­

sięg strefy plastycznej 

2kb2\/~2fi l n - | - = pb2-b2k\/2fi ; 

Podstawiając do równania (6.4) przyjęte wartości a = 0,3, b = 1,0 otrzymamy 

1 
l n o ^ o 2

 + - ^ r 

2 2k\/2/j, 
+ ln0,3, 

(6.4) 

(6.5) 

skąd dla p = 2,1 • Ю 3 otrzymamy Q = 0,52. 
Rozpatrzmy teraz drugi przypadek, gdy na cylinder działają ciśnienia wewnętrzne 
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oraz momenty objętościowe. Rozwiązanie uk ładu równań z warunkami brzegowymi 
(6.1) / f przyjmie postać następującą: 

ur = A3r+ — B3, r 

щ = A2r+— B2- y — -

W . = AJoirjĄ-BtKoirjr)-

° w l A i I i 
(rjr)+BMt]r)- H ; ,łr((ln^-l)]' 

H 

"z = (Pr = <Рв = 0, 

(y+e)ij \щг + г]\А2- —-Ыф], 

(6.6) 

0,6 

0,4 

0,2 

0,1 

In-* 

Q 2 p 

T m 
1 

Q 2 p 

T m 

I 
1 

0,3 g 0 0,6 0,8 1,0 

Rys . 8 

oraz 

oro = (y+f i ) |H1/ 1(^)+Je 1/i: 1( ł y r)+^-i2in( ł ?

2 /-z»)-i]-2ż?2-^-, 

- 4(f) + B1K,(nr)}-2B2-^, 

IĄA3-~B)J + 21A3, 

(fge = 2{ц + а)А3+\(2ц + Х)В3, 

O-rr = (6 7) 

2azz = cr r r + o - e o , 
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Я 1 1 

(*r, = (у + е)[4h(У) + К,(W)- — -фe)rj2-j, 

/<zr = (У ~ е) [лi Л (W) + Bi К, (rjr) - -щ + * j , 

(6.7) 
[cd.] 

gdzie stałe Ait Bi(i = 1,2) wyznaczamy z warunków brzegowych. 
Jeżeli wartości stałych materiałowych będą takie same jak w przypadku I, to funkcje 

a„ i a00 nie ulegną zmianie. Wykresy funkcji arB i fxrz przedstawiamy na rys. 9. Łatwo 
zauważyć, że dla p < p0, nawet bliskiego p0, oraz H < 103, wartości naprężeń a„ i a00 

są dużo większe od wartości naprężeń o*r9 i авг. 

-500 

R y s . 9 

Gdy na cylinder działa tylko ciśnienie wewnętrzne, energia odkształcenia postaciowego 
poślizgowego wyraża się wzorem 

ргагЪ* 
(6.8) 

Jeżeli na ten sam cylinder działa ciśnienie p oraz dodatkowo mikropolarny moment obję­
tościowy Y2 = Я 1 п — , energia ta przyjmie postać następującą: 

r 

U, PI 

/ > 2 д 4 6 4 1 
(6.9) 

Ze względu na to, że ciśnienie działające w obu przypadkach jest takie samo, energia 
poślizgowego odkształcenia postaciowego przyjmuje wyższe wartości, gdy działają do­
datkowe mikropolarne momenty objętościowe. Wynika stąd oczywisty wniosek, że upla­
stycznienie poślizgowe w walcu poddanym działaniu objętościowych momentów mikro-
polarnych zostanie osią.gnięte przy niższych wartościach ciśnienia działającego na po-
bocznicę walca. 
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Załóżmy, że strefa uplastycznienia poślizgowego występuje, tzn. p > p0.H\a.p = 

= 2,1 • 103 oraz Y2 = Hln—, H = 10~7 wyznaczymy zasięg strefy uplastycznienia w obu 
r 

przypadkach, gdy działa wyłącznie ciśnienie wewnętrzne i z dodatkowo działającymi 
momentami mikropolarnymi. 

W obszarze uplastycznionym poślizgowo otrzymamy następujący układ równań 
(równowagi, geometrycznej zgodności odkształceń, kryterium uplastycznienia, oraz 
równania konstytutywne): 

<r,r,r+ U> 

Crf.r-ł = U , 

ar0-a0r+/ir2ir+-^+Hlny = 0, 

Yrr-Уво = ryoo.r 

(<г„ - tree)2+(о*+<**)*. = %к2р, 

y „ . - - ^ ^ f a - * j , (6.10) 

Уоо = —-—~—V*00-0"'' 

1+9», , 1 

' У г 6 = ~ 2 ~ ~ t f w ) + "2o" < r t > ' 
l+c>, 1 

y 0 r = - ^ - a ( 0 r ) + - 2 _ ( T < 0 r > , 

/"n = ( y + e ) « r z , 

z"zr = (y -e )^zr , 

gdzie Up. = ^(Oro-Vor)2 + ^(Prz+P*r)2 + ^(/*rz-t*z,)2 < I2, 
0(X oy oS 

Ze związków (6.10)1_3 otrzymujemy 

-rar0,r = <rro + <%, (6.11) 
2cr<ro> = 2o,

r() — 2cr(r()) = 20*^ + ̂ , , . 

Podstawiając związki (6.11) do pozostałych równań układu oraz zastępując odkształcenia 
przez naprężenia w związkach geometrycznych zgodności otrzymujemy następujący zre­
dukowany układ równań: 

2ar0 + rcyr0,r + firz,r+ +Hln~ = 0, (6.12) 

19 Mech. Tcoret. i Stos. 3-4/84 
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{<ггг,тУ + (соо.г)г = - ^ A (6.12) 

-r<rrr>r = r\—; ra„ 

[cd.] 

2f* I. V 
f \+<Pi 1 1 I 2/urz l+cp, 
[ 2,ы a 2a J > r y + e /г 

Układ powyższych równań udaje się sprowadzić do jednego nieliniowego równania róż­
niczkowego zwyczajnego na zmienną firz: 

%цк2 Cr(r > n , rr ~ r2firz ,r + rfirz + 4D) fU.rz 

' l H \2V'2 y+s 
%/xk2ń- I -r2firz,r + гцГ1 + r2~- +2Dl I (6.13) 

1 
"4<x 

1 J _ H 

Po rozwiązaniu równania różniczkowego (6.13) rozwiązujemy kolejno równania układu 
(6.12),, (6.12)з i (6.12)2. Równanie (6.13) można zlinearyzować, sprowadzając je do l i ­
niowego równania różniczkowego zwyczajnego o współczynnikach funkcyjnych. W tym 
celu należy wykorzystać fakt, że dla H = 10" 1 , arr_r > o r 0 t f . Otrzymujemy w ten spo­
sób równanie 

/ С i \ d2m I С 3 \dm 2m 4CD H _ 
\\/ljikr2 ~2a) rfr2 \ i / 2 ^ A : r 3 2ar / dr y + e \Zljikr6 2<xr2 ~ ' 

(6.14) 

gdzie r m = /j,rz, C, D —-stałe całkowania. 

D l a bardzo małych wartości H zwiększenie zasięgu strefy uplastycznionej poślizgowo 
można wykazać w sposób uproszczony. Przyjmując, że dla zadanych obciążeń p oraz 
H suma or0 + Oor jest mała wobec różnicy orr — cgo oraz zakładając pewną wartość stałą 
or0 + o0r = Л0 = —2,7- 1 0 - 7 (na przykład) łatwo zauważymy, że zamiast rozwiązywać 
pełny układ równań (6.10), możemy poprzestać na wykorzystaniu pierwszych dwóch 
równań równowagi oraz warunku plastyczności: 

GVr.rH = 0 , 
r 

< r r o . r + ™ = 0, (6.15) 

(в„-о-)2

0+Л1 = Sfik2. 

Rozwiązaniem układu równań (6.15), po uwzględnieniu warunków brzegowych, jest na­
stępujący układ funkcji: 

1 / 8иА: 2 -Ло1п p, (6.16) 
а 

file:///Zljikr6
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(Ги, « \/Ъцк2-АЦЫ— + 1)-р, (6.16) 
V U ' [cd.] 

r / r 
(TR0 = -Л01п—, cf0r = Л 0 1 1 п — + 1 

określający rozkład naprężeń w ramach strefy uplastycznionej poślizgowo. 
W celu przybliżonego wyznaczenia zasięgu strefy uplastycznionej poślizgowo znajdzie­

my wpierw rozkład naprężeń dla strefy sprężystej otaczającej strefę plastyczną, a następnie 
wykorzystamy wyrażenie na energię odkształcenia postaciowego poślizgowego, która 
w strefie sprężystej osiągnie wartość krytyczną dla r = Q. W naszym przypadku równanie 
na poszukiwany promień przyjmie postać 

A^\/%iik3-Al l n ~ - / > ) b* = (8rik2-A2

0)(b2-Q2)2, (6.17) 

czyli, dla a = 0,3, b = 1,0 

\/Ъцк2-Д 1цЛ- = p+ у ( е 2 . г 1 ) | / 8 / ^ - Л 0 . (6.18) 

Porównując powyższe równanie z równaniem (6.5), widzimy, że różni się ono od niego 
tylko współczynnikiem przy p, przy czym w równaniu (6.5) współczynnik ten jest mniejszy. 
Wynika stąd, że wyznaczone w tym przypadku Q jest większe niż poprzednio, tzn. dla cy­
lindra, na który działa tylko ciśnienie. Przybliżając ar0 + a0r przez najmniejszą wartość 
sumy otrzymujemy już efekt, wskazujący na zwiększenie zakresu strefy uplastycznionej 
poślizgowo w wyniku obciążeń objętościowych momentami mikropolarnymi. Zmianę 
zakresu strefy uplastycznienia pokazaliśmy na rys. 10. 

/л \п 

V P 

03 u 

/ у r 1 

/ 
/ар

г-1/н 

i 3 ,° 6 1P 

Rys . 10 

19* 
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Р е з ю м е 

А К С И А Л Ь Н О С И М М Е Т Р И Ч Н Ы Е З А Д А Ч И М И К Р О П О Л Я Р Н О Й Т Е О Р И И 
П Л А С Т И Ч Н О С Т И 

В р а м к а х с р е д с с в о б о д н ы м и в н у т р е н н ы м и о б о р о т а м и м ы рассматриваем у п р у г о - п л а с т и ч е с к и е 
ц и л и н н д р и ч е с к и е т е л а . С р е д а п е р е н о с и т ь т а к ж е м о м е н т н ы е н а п р я ж е н и я . П р е д с т а в л е н ы у с л о в и я 
т е к у ч е с т и , о п р е д е л я ю щ и е у р а в н е н и я , а т а к ж е у р а в н е н и я а к с и а л ь н о с и м м е т р и ч н ы х д в у х м е р н ы х 
з а д а ч д л я у п р у г о - п л а с т и ч е с к и х т е л . К а к ч а с т н ы й с л у ч а й м ы р а с с м а т р и в а е м в л и я н и е м и к р о п о л я р ­
н ы х м а с с о в ы х м о м е н т о в н а р а з м е р п л а с т и ч е с к о й з о н ы . 

S u m m a r y 

A X I A L L Y S Y M M E T R I C P R O B L E M S O F T H E M I C R O P O L A R T H E O R Y O F P L A S T I C I T Y 

W i t h i n the frames of the cont inuum with free rotations we consider elastic-plastic cyl indr ica l bodies. 
The cont inuum is capable o f carrying moment stresses. W e present yield cri teria, constitutive equations, 
and the equations for the axially symmetric problems of two-dimensional elastic-plastic bodies. A s a spe­
c i a l case we discuss the effect o f micropolar mass moments o n the extent of the plastic zone. 

Praca została złożona w Redakcji 26 stycznia 1984 roku 
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K R Z Y W I Z N A C H 

Z E N O N R Y C H T E R ( B I A Ł Y S T O K ) 

1. Wstęp 

Zginanie sprężystych, izotropowych powłok o małej wyniosłości można opisać w ra­
mach liniowej teorii typu Kirchhoffa-Love'a za pomocą układu dwóch równań względem 
funkcji naprężeń i ugięcia, otrzymanych przez Donnella [1], Musztari [2] i Własowa [3]. 
Równania te obowiązują także dla powłok wyniosłych, jeżeli odkształcenia są szybko 
zmiennymi funkcjami współrzędnych na środkowej powierzchni powłoki (por. [4]). Libai 
[5] wykazał, że wspomniane równania są również ważne w klasie powłok quasi-pologich, 
dla których iloczyn krzywizny Gaussa i kwadratu długości fali deformacji jest wielkością 
pomijalną wobec jedności. Koiter [6] wprowadził w miejsce ugięcia jako niewiadomą 
funkcję odkształceń, uzyskując równania o strukturze identycznej z równaniami [5]. 
Łukasiewicz rozwinął w szeregu prac, np. [7], koncepcję powłok o wolno zmiennych krzy­
wiznach, osłabiając założenia przyjęte w [1-6]. Jednak otrzymane w [7] dwa równania 
dla funkcji naprężeń i ugięcia są znacznie bardziej skomplikowane niż równania [1 - 6]. 
Usunięcie tej niedogodności jest celem niniejszej pracy. Wykażemy, że zginanie powłok 
o wolno zmiennych krzywiznach można opisać za pomocą prostych równań rozwiązu­
jących teorii powłok quasi-połogich [6]; pewnej komplikacji ulegają przy tym tylko wa­
runki brzegowe oraz wzory na odkształcenia i siły wewnętrzne. Wywód równań powłok 

0 wolno zmiennych krzywiznach, „zredukowanych" w stosunku do [7], oprzemy na za­
łożeniach upraszczających nieco odmiennych od przyjętych w [7], ale nie silniejszych. 

2. Równania podstawowe 

Środkową powierzchnię powłoki parametryzujemy za pomocą krzywoliniowych współ­
rzędnych Xs, przy czym indeksy greckie przyjmują wartości ze zbioru (1, 2). Jako miary 
odkształceń i sił wewnętrznych wybieramy symetryczne tensory Уар(х*), xa?(xa), Nafl(x6) 
1 Map(xe), wprowadzone przez Naghdiego [8, 9] (wymienione tensory mają w [8, 9] do­
datkowo falę umieszczoną nad symbolem), charakteryzujące odpowiednio odkształcenia 
błonowe, zmiany krzywizn, siły błonowe i momenty. Wielkości te czynią zadość równaniom 
równowagi [8] 

BI = N$-2bf;M$-Viifi№f + q'-Vim: = 0, 
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(z których w zwykły sposób wyeliminowano siły poprzeczne), warunkom nierozdziel 
ności [9] 

A = d^Wi-b^p + y ^ - b ^ b ^ J = 0 

oraz równaniom konstytutywnym [8] 

Afa/3 = D[(l-v)xa{, + vaxfl}Ą]> 

gdzie 

(2) 

(3) 

We wzorach tych ^(л" 5 ) jest obciążeniem stycznym, c(.va) obciążeniem normalnym, /«"(А-'') 
zaś obciążeniem parą sił, przy czym wielkości te są odniesione do jednostki pola środkowej 
powierzchni powłoki; aaf)(xa) bxp(xe) i dap(xd) oznaczają tensor metryczny, tensor krzywizny 
i tensor permutacyjny, symbol ( ) a oznacza powierzchniowe różniczkowanie kowariantne. 
Ponadto E jest modułem Younga, h zaś grubością powłoki; wielkości te są w niniejszej 
pracy stałe. 

Uproszczenia równań podstawowych oprzemy na apriorycznych oszacowaniach ich 
składników. W tym celu zakładamy, że współrzędne xó mają wymiar długości. Wówczas 
składowe kowariantne, kontrawariantne i mieszane dowolnego tensora mają wymiar 
składowych fizycznych. W szczególności dla składowych tensora metrycznego i permu-
tacyjnego słuszne są wtedy związki 

«а? = 0(1) , daf = 0 (1 ) , (5) 

gdzie symbol A = 0(B) oznacza istnienie takiej stałej dodatniej d, że zachodzi \A\ < d\B\. 
Liczby R, у i x, charakteryzujące amplitudy krzywizn, odkształceń błonowych i od­

kształceń zgięciowych, definiujemy następująco 

IM*a)| < VR, \У«р(х6)\ ^ у, \xafl(xa)] ^ x. (6) 

Pochodne krzywizn oraz miar odkształceń błonowych i zgięciowych względem współ­
rzędnych XЯ można ocenić za pomocą długości fal LR, LN i LM, zgodnie ze wzorami 

przy czym przy szacowaniu wyższych pochodnych długości fal nie ulegają zmianie, np. 

1 V у 

1М*%л1 < - » 7 Г > I M A J *S -fi-, Ы х \ х \ ś TT--

Z równań konstytutywnych (3) otrzymujemy za pomocą (5) i (6) oszacowania sił wew­
nętrznych 

= 0(Ehy), Map = 0(Eh3x) (8) 
i ich pochodnych 

Утп = 0(Ehy/LN), Мфч = 0(Etfx\LM). (?) 
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Ze związków (5) - (9) będziemy dalej korzystać bez szczegółowego odwoływania się. Za 
ich pomocą znajdujemy oszacowania składników równań równowagi (1) (bez członów 
obciążeniowych) 

(10) 

( и ) 

в 
i warunków nierozdzielności (2) 

3. Równania podstawowe powłok o wolno zmiennych krzywiznach 

Formułowanie założeń umożliwiających redukcję równań podstawowych do równań 
powłok o wolno zmiennych krzywiznach zacznijmy od stwierdzenia, że równania konsty­
tutywne (3) nie są dokładne, ich residualny błąd względny jest wielkością rzędu h/R + h2/L2 

(L jest mniejszą z liczb LN, LM), co wykazał Koiter [10]. Człony tego rzędu możemy więc 
pomijać względem jedności we wszystkich równaniach, co zapisujemy w postaci warun­
ków: 

hJR ś #2, h\LN ^ », -hjLM <.'*, &2 < 1, (12) 

gdzie # oznacza pomocniczy bezwymiarowy parametr, którego kwadrat i wyższe potęgi 
sąpomijalnie małe wobec jedności; warunkom (12) odpowiadają powłoki cienkie i niezbyt 
silnie zakrzywione, których deformacje zmieniają się odpowiednio wolno jako funkcje 
współrzędnych x". 

Drugie człony w równaniach (10)2 i (11)2 są pomijane w ramach teorii bezmomento-
wej i przy zginaniu izometrycznym. W teorii zgięciowej, aby zachować te człony, musimy 
założyć, że 

R I2, у R L2

M hx v ' 

W przypadku powłok o wolno zmiennych krzywiznach wyrazy zawierające pochodne 
krzywizn należy odrzucić w równaniach (10)х i (11)Ł, co jest możliwe przy spełnieniu wa­
runków 

A j L ^ L ^ a . (14) 
R у LR R hx LR 

Rozwiązania ogólne równań (1)( i (2)x można wyrazić za pomocą funkcji naprężeń 
(por. [7]) i funkcji odkształceń (por. [6]), przy czym residualny błąd względny tych roz­
wiązań nie przekroczy #2, gdy 

Ll\K\ILR < &2, L3

M\K\ILR < »2, (15) 
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gdzie \K\ jest maksymalną wartością absolutną krzywizny Gaussa K(xó). Klasę powłok 
quasi-połogich określa warunek L2\K\ ^ &2 [6]. W szerszej klasie powłok o wolno zmien­
nych krzywiznach należy przyjąć słabsze ograniczenie, a więc 

L2

N\K\ > &2, L2

M\K\ > &2. (16) 

Po uwzględnieniu (16), z nierówności (15) otrzymujemy 

LN\LR < 1, LM/LR < 1. (17) 

Krzywizna Gaussa dana jest wzorem К = 1/(Я{Я2), gdzie R^x0), R2(xd) są promieniami 
głównych krzywizn. Z definicji charakterystycznego promienia krzywizny R mamy 
R ^ \Rt\ i R < | Л 2 | , a więc \K\ można przedstawić w postaci \K\ = в/R2, gdzie 0 ^ 1 . 
Wprowadzenie parametru 0 zezwala na następującą klasyfikację: 0 ~ 1 odpowiada po­
włokom zbliżonym do sfery, в <4 1 charakteryzuje powłoki walcowe i stożkowe, pośrednie 
wartości 0 odnoszą się do powłok elipsoidalnych. Po uwzględnieniu, że \K\ = O/R2, wa­
runki (15) przyjmują postać 

W równaniach powłok o małej wyniosłości odrzucane są wobec jedności człony rzędu 
L2/R2 (por. [4]). W przypadku powłok o łagodnie zmiennych krzywiznach człony tego 
rzędu należy zachować, tj. przyjąć 

L2

NIR2 > d2, L2JR2 > V2. (19) 

Spełnienie warunków (12)-(19) jest konieczne do otrzymania nietrywialnych (ogól­
niejszych niż znane równania teorii bezmomentowej, równania powłok o małej wynio­
słości i powłok quasi-połogich) i konsekwentnie uproszczonych (przez odrzucenie czło­
nów rzędu ft2 <̂  1 i mniejszych) równań powłok o wolno zmiennych krzywiznach. We 
wspomnianych warunkach występuje szereg bezwymiarowych parametrów. Wartości 
sześciu z nich można zadać niezależnie (np. h/R, kufy, в, LN/LM, LN/R, LN/LR). Dalej 
nie będziemy analizować wszystkich możliwych przypadków, lecz przyjmiemy 

h/R = &2, hx/y = 1, LN = LM = L. (20) 

Pierwszy z tych warunków oznacza, że powłoka jest cienka (nadając też sens fizyczny 
parametrowi •&), z pozostałych wynika, że deformacja powłoki jest zgięciowa. Po wyko­
rzystaniu (20), warunki (12) - (19) znacznie się redukują, przyjmując postać 

0 < L/R < 1, (L/R)2(L/LR)0 §2, L/LR ąb, в «£ 1. (21) 

Nierówności (21), uczynimy zadość kładąc 

L/R = [/W, (22) 

co odpowiada deformacjom o umiarkowanej zmienności (dla porównania : L/R = 1 
oznacza deformacje wolno zmienne, występujące w teorii bezmomentowej, L/R = # 
charakteryzuje odkształcenia szybkozmienne, opisywane równaniami powłok o małej 
wyniosłości). Po uwzględnieniu (22), warunki (21) ulegają uproszczeniu do postaci 

(L/LR)0 < 0, L/LR с 1, 6 < t . (23) 
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Czyniąc zadość zależnościom (23), otrzymujemy dwa fizycznie interesujące przypadki 

(0=1 , L\LR < 0), (в < &, L/LR = 1). (24) 

Warunkom (24)j odpowiadają powłoki o prawie równych krzywiznach głównych (zbli­
żone do sferycznych), zmieniających się wolniej niż odkształcenia. W przypadku (24)2 

mamy do czynienia z powłokami o różnych krzywiznach głównych (np. wydłużone eli­
psoidy), których zmienność jest taka sama jak zmienność deformacji. 

Ostatecznie klasę rozważanych w tej pracy powłok o wolno zmiennych krzywiznach 
określają warunki (20), (22), (24), przy których oszacowania (10), (11) składników rów­
nań podstawowych przyjmują postać: 

ga. [Q(i) —Q($2) —Q(ff3-2)], 

Fk ( 2 5 ) 

Я : - ^ [ 0 ( 1 ) + 0(#)-0(#2)] Я 

oraz 

A*: ~ [0(1)+Oftf2)+0(fl3-2)], 
(26) 

Л : ^ - [ - 0 ( 1 ) + 0 ( # ) - 0 ( # 2 ) ] , 

gdzie wykładnik przed przecinkiem odpowiada przypadkowi (24)t, a po przecinku — 
(24)2. W obu przypadkach podkreślone człony są pomijalnie małe wobec jedności; od­
rzucając ich odpowiedniki w (1) i (2), otrzymujemy 

B* = NfZ + q«-b«mv = 0, 

В = b#N*+M&,±C+mfa = 0 ( 2 7 ) 

oraz 
А* ш 4*(Г*Хф, = 0, 

A = d ^ d ^ - b ^ + y ^ ) = 0. ( 2 8 ) 

Są to zredukowane równania równowagi i warunki nierozdzielności powłok o wolno 
zmiennych krzywiznach. Formalnie, równania te nie różnią się od równań powłok połogich 
i quasi-połogich, jednak otrzymano je przy słabszych założeniach, prowadzących do od­
miennych rozwiązań. 

4. Równania rozwiązujące 

Siły wewnętrzne i odkształcenia można wyrazić za pomocą funkcji naprężeń Ф(хв) 
i funkcji odkształceń Wipf), tak aby równania (27), i (28), były spełnione tożsamościowo. 
W tym celu rozważmy wyrażenia 

*-m хар= -Ф^-а^КР, (29) 

gdzie P'^ix6) jest całką szczególną (27),. Podstawiając (29) do (27), i (28)i, i korzystając 
ze znanych związków geometrycznych (por. [8]) 

dpxdx" = a^a^-a^a^, Й<%|/ы = Kduv\ (30) 
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gdzie va(x*) jest dowolnym wektorem, otrzymujemy w (27)! i (28)i residualny błąd bez­
względny rzędu 0(Ф\К\/Ья} i 0(lF\K\/LR), przy czym największe wyrazy w tych równa­
niach są rzędu 0 (Ф/£ 3 ) i 0(lF/L3). Zatem residualny błąd względny jest wielkością rzędu 
0(L3\K\jLR), którą zgodnie z założeniami (15) można pominąć wobec jedności. Po podsta­
wieniu (29) do (3) i uwzględnieniu (30)! oraz a" = 2, znajdujemy wzory uzależniające od 
Ф i W pozostałe odkształcenia i siły wewnętrzne 

У*в =^h[-aapA0+(l+v)0al)-(\-v)aapK0-r-(\+v)Pal)-vaaPPj], 

Mai1 = Dl-va^AW- (1 -V)¥M-(1+v)a^m>], 

gdzie A( ) = ( )|S jest operatorem Laplace'a. 

Podstawiając (29) i (31) do (27)2 i (28)2 i korzystając z (30), otrzymujemy równania 
rozwiązujące dla funkcji Ф i W 

B: DA А Ч'+АКФ = q + m^+b^P^, 
P (32) 

А: ААФ — E/iAK4y = JPg^O + 

gdzie 

M ) = ^ ( ) - H ) W . (33) 

W trakcie przekształceń odrzucono małe człony zawierające krzywiznę Gaussa. Korzy­
stając z (30)2 zmieniano też porządek różniczkowania kowariantnego (np. = 
= AAlI/[[+0(\K\L2)], a ponieważ przy naszych założeniach mamy \K\L2 ^ & oraz 
DAA4J = 0(#/1кФ), to wpływ podkreślonego członu jest w równaniu В nie większy niż 
#2, a więc pomijalny). 

Równania rozwiązujące uzupełnimy statycznymi warunkami brzegowymi (por. np. [11]) 

Q« = NPxvp + 0(Eh3x/R), 

Q = M^Vp + iM^vJplst', (34) 

M = Ma\v?, 

w których na krawędzi środkowej powierzchni powłoki z jednostkowym wektorem stycz­
nym tp i normalnym va zadano dwie składowe Qa siły stycznej do powierzchni środkowej, 
skalar Q stanowiący kombinację siły poprzecznej i pochodnej w kierunku tp momentu 
skręcającego oraz moment zginający M\ we wzorze na Qa pominięto mały człon rzędu 
0(# 2 g a ) . Podobnie upraszczają się znane (por. [11]) deformacyjne warunki brzegowe 

p* = t'\l"<Xp + 0(y/R), 

t* = t^yap.s + (tVYi>p)..at\ (35) 

V = tat^yxp, 

w których dane są składowe /л*, fi wektora zmian krzywizn konturu powłoki oraz wydłu­
żenie konturu //. Korzystając z (29) i (31) nietrudno jest wyrazić prawe strony warunków 
brzegowych (34) i (35) przez funkcje Ф i W. 



POWŁOKI o Z M I E N N Y C H K R Z Y W I Z N A C H 6 1 9 

Wyznaczenie przemieszczeń stycznych ua(x6) i ugięcia w(x*) wymaga scałkowania 
związków geometrycznych [8] 

Yaf) = ~2 (Цх)р + "p\a) - Ьар W, ^36) 

Muf = -Wiap + bpbraW-bpU^-baU^p-b^pU,, 

co w ogólnym przypadku jest trudnym zadaniem. 
Równania rozwiązujące (32) są bardzo proste i identyczne z równaniami znanymi dla 

powłok quasi-pologich i połogich (w ostatnim przypadku funkcję odkształceń zastępuje 
ugięcie, por. [4]), natomiast warunki brzegowe (34), (35) oraz wzory na odkształcenia 
i siły wewnętrzne (29), (31) są z powodu obecności członów КФ i КЧ' nieco bardziej zło­
żone niż odpowiednie warunki i wzory dotyczące powłok o małej wyniosłości i powłok 
quasi-połogich. W pracy [7] otrzymano dla powłok o wolno zmiennych krzywiznach dwa 
równania z funkcją naprężeń i ugięciem, znacznie bardziej skomplikowane od równań 
(32), przy analogicznych założeniach upraszczających (jedyna różnica polega na uwzględ­
nieniu w [7] członów rzędu h/R, które w tej pracy pominięto wobec jedności ze względu na 
dokładność równań konstytutywnych, por. [10]). 
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Р е з ю м е 

У П Р О Щ Е Н Н Ы Е Л И Н Е Й Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я О Б О Л О Ч Е К С М Е Д Л Е Н Н О 
И З М Е Н Я Ю Щ И М И С Я К Р И В И З Н А М И 

Р а с с м о т р е н а л и н е й н а я т е о р и я К и р х г о ф а — Л я в а т о н к и х у п р у г и х о б о л о ч е к с м е д л е н н о и з м е н ­
я ю щ и м и с я к р и в и з н а м и . П р и в е д е н ы д в а п р о с т ы е у р а в н е н и я д л я ф у н к ц и и у с и л и й и ф у н к ц и и д е ­
ф о р м а ц и й , п о д о б н ы е у р а в н е н и я м п о л о г и х о б о л о ч е к [1 - 6] , с н е к о л ь к о у с л о ж н е н н ы м и в ы р а ж е н и я ­
м и д е ф о р м а ц и й , у с и л и й , м о м е н т о в и г р а н и ч н ы х у с л о в и й . П р е д л а г а е м ы е у р а в н е н и я з н а ч и т э л ь н о 
п р о щ е , ч е м у р а в н е н и я о б о л о ч е к с м е д л е н н о и з м е н я ю щ и м и с я к р и в и з н а м и С . Л у к а с е в и ч а [7]. 
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S u m m a r y 

R E D U C E D L I N E A R E Q U A T I O N S O F S H E L L S W I T H S L O W L Y V A R Y I N G C U R V A T U R E S 

The linear K i rchhof f -Love type theory of th in elastic shells wi th slowly varying curvatures is dealt 
wi th . T w o simple governing equations in terms of a stress function and a strain funcion are derived, s i ­
mi la r to those o f shallow and quasi-shallow shells [1 - 6], wi th only slightly more complex expressions for 
the strains, internal forces and the boundary conditions. The equations are considerably reduced as c o m ­
pared to the equations o f shells with slowly varying curvatures due to Łukas iewicz [7]. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 14 września 1983 roku 
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1. Wstęp 

Wpływ wstępnych odkształceń plastyczności na własności mechaniczne metali oraz na 
zachowanie się powierzchni plastyczności jest zagadnieniem bardzo istotnym dla właści­
wego poznania i wykorzystania materiału, dlatego też problemom tym poświęcono wiele 
prac zarówno doświadczalnych, jak i teoretycznych. Jak wiadomo, materiał początkowo 
izotropowy lub prawie izotropowy zmienia swoje właściwości mechaniczne pod wpływem 
odkształceń plastycznych. W literaturze można znaleźć przykłady podnoszenia własności 
mechanicznych materiałów pracujących w warunkach osiowego rozciągania przez nadanie 
wstępnych wydłużeń trwałych, пр. [1, 2]. Znane są również prace, w których analizowano 
wpływ wstępny odkształceń plastycznych na nośność elementów zginanych, wytrzymałość 
zmęczeniową i inne własności materiału, np. [3, 4, 5, 6, 7, 8]. 

Celem przedstawionej pracy jest doświadczalna analiza wpływu wstępnych wydłużeń 
trwałych, powstających niezależnie od procesów fabrycznego kształtowania elementu, 
na zależność Rk — X (naprężenie krytyczne — smukłość) dla wybranej stali konstrukcyjnej 
R35. Pierwsze prace dotyczące tego zagadnienia przeprowadzone przez P. Jastrzębskiego 
[9] oraz prace własne [10, 11] wykazały złożoność badanego problemu. Z jednej strony 
istotny wpływ ma tu zjawisko Bauschingera, a z drugiej naturalna niejednorodność oraz 
niedoskonałości geometryczne materiału i ich ujawnianie się w procesie wydłużania. 
Rozwiązanie tych problemów można znaleźć tylko na podstawie badań doświadczalnych; 
taki też charakter ma przedstawiona praca. 

Podstawową część pracy poprzedzono obszernymi badaniami zjawiska Bauschingera 
dla wybranej do dalszych badań stali R35. Było to konieczne dla właściwego ustalenia 
programu badań zasadniczych, szczególnie, iż w świetle dotychczasowych doświadczeń 
istnieją poważne rozbieżności poglądów zarówno co do zakresu, jak i charakteru tego 
zjawiska; np. [12, 13, 14, 15]. Ponadto większość dotychczasowych prac nie dotyczyła 
materiałów technicznych. Nieliczne badania przeprowadzone dla takich właśnie materiałów 
wykazały bardzo zróżnicowany charakter tego zjawiska. Należy również zauważyć, że 
w pracach tych określano na ogół tylko zmiany granicy plastyczności, natomiast brak 
w nich informacji co do wpływu wstępnych odkształceń trwałych na wartość granicy 
proporcjonalności oraz przebieg zależności a—e (szczególnie początkowego odcinka 
zakresu sprężysto-plastycznego). Cechy te, jak wiadomo, mają podstawowy wpływ na 
wartość naprężeń krytycznych przy wyboczeniu. 
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2. Badania zjawiska Bauschingera 

2.1. Zakres i metodyka badań . J a k wiadomo, zjawisko Bauschingera występuje dla róż­
nych przypadków obciążenia wstępnego i wtórnego. Ze względu jednak na kierunek ba­
dań zasadniczych, badania zjawiska Bauschingera ograniczono tylko do przypadku jedno­
osiowego stanu naprężenia, przy drodze obciążenia rozciąganie-ściskanie. D o badań 
użyto rur o średnicy zewnętrznej D = 20 mm i grubości ścianki g = 2 mm. Próbki po­
brano z pięciu losowo wybranych z partii prętów o długości około 4 m. W skład każdej 
serii wchodziło pięć próbek o długości 300 mm, przy czym każda z nich pochodziła z in­
nego pręta. Poszczególnym seriom próbek nadawano odpowiednie wydłużenia wstępne 
o następujących wartościach: e„, = 0, 0.2, 0.5, 1, 2, 3 ... 9%. Wydłużenia kontrolowano 
zarówno w trakcie procesu wydłużania, jak i po odciążeniu. W tym celu każda próbka 
była odpowiednio skalowana, co umożliwiało dokładne pomiary wydłużeń trwałych 
wzdłuż ich długości, jak również ustalenie rozkładu tych wydłużeń na odcinku próbki 
przeznaczonym do dalszych badań. Próbki do prób ściskania o długości / = 5D = 100 mm 
wycinano z uprzednio rozciąganych odcinków o długości 300 mm. Przyjęcie takich wy­
miarów próbki pozwalało na uzyskanie jednorodnego stanu naprężenia w jej części środ­
kowej, gdzie dokonywano pomiaru odkształceń, przy jednoczesnym uniknięciu wyboczenia 
próbki w badanym zakresie obciążeń. Podobną metodykę przeprowadzenia badań dla 
stopów aluminium zastosował autor w pracy [12]. 

Przeprowadzone doświadczenia pozwoliły na określenie wpływu wstępnych wydłużeń 
trwałych na przebieg zależności a — s przy ściskaniu oraz na wartości umownych granic 
plastyczności RCpl, zdefiniowanych różnymi wartościami odkształcenia plastycznego 
spl = 0.02, 0.05, 0.1, 0.2%. Przyjęcie takich wartości ep, pozwoliło określić zmiany naj­
bardziej istotnych z punktu widzenia inżynierskiego charakterystyk mechanicznych. 
Wartości B-0,02 i ^o,os przyjmowane są na ogół jako umowne granice sprężystości oraz 
wartości R0A i R0i2 przyjmowane są jako umowne granice plastyczności materiału. Po­
równano również zależności a — s przy ściskaniu i rozciąganiu. Wyniki doświadczeń pod­
dano analizie statystycznej korzystając z rozkładu t-Studenta. Przyjęto poziom ufności 
p = 0,975. Wszystkie obliczenia wykonano przy użyciu E M C , wykorzystując przygoto­
wany przez autora program, pozwalający na kompleksowe opracowanie wyników prób 
ściskania lub rozciągania. 

2.2. Ana l i za wyników badań . Zgodnie z normowymi własnościami mechanicznymi stal 
R35 powinna mieć wyraźną granicę plastyczności. W trakcie doświadczeń okazało się 
jednak, że wytypowane do badań pręty cechy tej nie miały. O ile w próbie rozciągania 
wyraźna granica plastyczności w niektórych wypadkach dawała się zaobserwować, o tyle 
w próbie ściskania zjawiska tego nie obserwowano. Średnie krzywe doświadczalne ak — ek 

otrzymane przy rozciąganiu i ściskaniu były kształtem bardzo zbliżone do siebie, chociaż 
zaobserwowano wyraźnie wcześniejsze pojawienie się odkształceń plastycznych przy 
ściskaniu. Stąd też otrzymano przy ściskaniu mniejsze wartości analizowanych granic 
-Kepi (por. tabl. 1). Nie stwierdzono istotnych różnic w szerokości pasm ufności dla obu 
wykresów. Średnie zależności ak — sk wyznaczono na podstawie doświadczalnych zależ­
ności aij — etj, obliczając drogą interpolacji liniowej wartości aik odpowiadające ustalo­
nym wartościom ek = кЛе, a następnie obliczając wartości ak jako średnią artmetyczną 
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z n wartości aik. Obliczanie naprężeń aik drogą interpolacji liniowej znacznie upraszcza 
i przyspiesza obliczenia w porównaniu z metodą interpolacji krzywoliniowej. Przy 
założeniu dostatecznie dużego zagęszczenia punktów doświadczalnych sposób ten daje 
dobrą dokładność i jest najczęściej stosowany. W obliczeniach przyjęto wartość Ae = 
= 0,0003. N a rys. 1 porównano średnie zależności ak — sk otrzymane dla poszczególnych 
serii ściskanych próbek. Jak widać z rysunku, wszystkie krzywe ak — ek dla serii próbek 

E[%] 
R y s . 1 

wydłużanych wstępnie charakteryzują się znacznie mniejszą krzywizną początkowego 
odcinka zakresu sprężysto plastycznego, przy czym krzywe dla serii wydłużanych wstępnie 
do wartości ew = 0 , 2 - И % leżą w znacznej części poniżej krzywej dla materiału nieod-
kształconego. Daje się również zauważyć bardzo wyraźne obniżenie granicy proporcjo­
nalności, które w wypadku serii ew = 0,5% wynosi około 25%. Przy dalszym wzroście 
wydłużeń wstępnych następuje wzmocnienie materiału i stopniowe podwyższanie się gra­
nicy proporcjonalności. W tablicy 1 zestawiono wartości umownych granic plastyczności 
Repl dla e p l = 0,02, 0,05, 0,1, 0,2% wraz ze współczynnikami zmienności г'(Л£ р 1) dla posz­
czególnych serii. Maksymalne obniżenie umownej granicy plastyczności (RCgl) niezależnie 



я 
1 
я 

"3 

N 

я 
Н 

о ЧЯ 

ft! 9 

о \ о 

ft? Ё 

3 fi 
I i 

ft! = 

a 
о. 

•a 
О 

1Л N f H - SO N f l 00 \ D К Ift OO V i 

t*i es es N и H w f i r n irf 

| ^ О н ^ н н \ О г Л О н О С О С О 

M f N П r i 1 Л 0 \ \ f 6 Ю К OO 

( N N f S t N M r ł o i m f o m r t m n 

n > л o o O r ń r i I T ! o h 

^ f N "O O ( N "Л Г-' o\ ON 

( N D ( N M M M M ( N r ) m ( N M r n 

'g 
СУ 

Ю 

О 
тэ 
A 
0 

1 
i 

с 
а 
•о 
о 
ft 
>. 

- О 

[624] 



W Y B O C Z E N I E PRĘTÓW S T A L O W Y C H 625 

od wartości odkształcenia trwałego (г р 1 ) , jakie przyjmiemy do kryterium płynięcia, wy­
stępuje przy odkształceniach wstępnych e w = 0,5%. Przy większych wydłużeniach wstęp­
nych następuje monotoniczny wzrost tych wartości. Można również zauważyć, że począwszy 
od pewnej wartości wydłużenia wstępnego wartość granicy plastyczności jest większa od 
granicy plastyczności dla materiału pierwotnego; tak więc wzmocnienie materiału nastę­
puje przy obciążeniu przeciwnym do wstępnego. 

Przeprowadzone doświadczenia ujawniły bardzo dużą niejednorodność własności 
mechanicznych badanej stali R35. Średnie współczynniki zmienności v(ak) dla poszczegól­
nych serii próbek wynosiły ok. 10%, a współczynniki zmienności v(Repl) wahały się w gra­
nicach 10-20%. Jak wynika z tablicy 1, największą dyspersję wykazała granica R0,02, 
stąd też dla &„, = 0,02 zaznacza się znaczna nieregularność w przebiegu zależności współ­
czynnika efektu Bauschingera (BEF) od wartości wstępnych wydłużeń trwałych (por. rys. 2). 

6W[%1 

Rys . 2 

Przyczyn tego należy upatrywać zarówno w niejednorodności materiału, jak i w zmienionej 
w tym wypadku, względnej dokładności pomiaru. Należy podkreślić, że przeprowadzone 
w ostatnich latach badania statystyczne [16] cech mechanicznych rur ze stali R35 wyka­
zały również bardzo duże rozrzuty tych cech. Przykładowo, obliczony na podstawie ok. 
400 prób współczynnik zmienności granicy plastyczności dla rur o małych średnicach i o 
grubości ścianki 1 -5- 3 mm, a więc podobnych do rur użytych w opisywanych badaniach, 
wynosił 13,1%. 

20 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84 
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Ze względu na fakt, że zjawisko Bauschingera bywa różnie interpretowane (por. np. 
[12, 13]), na rys. 2 przedstawiono wyniki badań przy przyjęciu dwóch najczęściej stosowa­
nych kryteriów oceny efektu Bauschingera. Jako kryterium ilościowej oceny tego zjawiska 
przyjęto współczynnik efektu Bauschingera ( B E F — Bauschinger effect factor) zdefinio­
wany następującymi zależnościami 

B E F ( £ p l ) = A L (2.1) 
-Kepi 

B E F ( £ p I ) = A L (2.2) 

gdzie: 
/?B p l —-umowna granica plastyczności materiału pierwotnego, 
R'e'pl — umowna granica plastyczności przy obciążeniu o zwrocie przeciwnym do ob­

ciążenia wstępnego, 
R' — maksymalne naprężenie przy obciążeniu wstępnym. 

Przyjmując definicję efektu Bauschingera wg wzoru (2.1) można stwierdzić, że w ba­
danej stali zjawisko to ujawnia się najbardziej przy ew = 0,5%, a dla ew rzędu 2-^-3% 
zanika. Obliczając natomiast współczynnik efektu Bauschingera wg wzoru (2.2) widać, że 
począwszy od wartości ew = 3% współczynnik ten jest mniej więcej stały i zależy tylko od 
wartości £ p i . Otrzymane rezultaty wykazują pod względem jakościowym dobrą zgodność 
z wynikami otrzymanymi dla stopów aluminium P A 7 N i P A 4 N [12]. 

Z rys. 2 wynika, że współczynnik efektu Bauschingera (BEF) jest tym mniejszy (efekt 
większy), im mniejsza jest wartość £ p l przyjęta jako kryterium umownej granicy plastycz­
ności. Jest to niezależne od przyjęcia definicji tego współczynnika. Istotna różnica wynika­
jąca z przyjętej definicji zjawiska Bauschingera polega na tym, że wg wzoru (2.1) istnieje 
dla badanego materiału pewna wartość ew, przy której zjawisko to zanika, przy czym 
zanikanie następuje przy tym większych odkształceniach wstępnych, im mniejszą przyjmie 
się wartość e p l do kryterium płynięcia (por. rys. 2a). Biorąc zaś definicję wg wzoru (2.2). 
efekt Bauschingera występuje dla każdej wartości odkształcenia wstępnego, z tym że od 
pewnej wartości współczynnik B E F jest stały i zależy tylko od wartości e p l (por. rys. 2b). 
W dalszej części pracy pod pojęciem efektu Bauschingera autor rozumie to zjawisko 
zgodnie z definicją 2.1. 

3. Badania stateczności 

3.1. Zakres i metodyka badań . Badania stateczności przeprowadzono dla rur o średnicy 
zewnętrznej D = 20 mm i dwóch różnych grubościach ścianek g = 1 mm oraz g = 2 mm. 
Wartości wydłużeń wstępnych, które nadawano poszczególnym seriom próbek (por. 
tabl. 2), ustalono na podstawie analizy wyników badań zjawiska Bauschingera. Kierowano 
się z jednej strony dążeniem do ustalenia wpływu zjawiska Bauschingera ujawniającego 
się bardzo wyraźnie przy małych odkształceniach wstępnych na nośność pręta osiowo ści­
skanego, co może mieć w pewnych wypadkach istotny wpływ na bezpieczeństwo konstrukcji. 
Z drugiej zaś strony badania miały wyjaśnić, czy nadanie odpowiednio dużego wydłużenia 
wstępnego, przy którym nie ujawnia się zjawisko Bauschingera, pozwoli uzyskać podwyż-
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Tabl ica 2. Badania s ta teczności — zakres i l iczebność serii 

Rodzaj 
p rę t a 

Z a ł o ż o n e war tośc i wy­
d łużen ia ws tępnego 

M % ) 

L i c z b a 
serii 

L iczebność 
serii 

L i c z b a 
p r ó b e k 

L i c z b a p róbek 
kontrolnych* 

g = l m m 0 
. . 4 v . « -

10 
10 

8 
8 

80 
80 

12(12) 
16 

0 10 8 80 12(12) 
g = 2mm 0,5 10 8 80 16 

4 10 8 80 16 

O g ó ł e m : 400 72(24) 

ł ) Próbki przeznaczone do statycznej próby ściskania i rozciągania. Liczba próbek odpowiada liczbie prętów z których po­
brano próbki danej serii. 

W nawiasach podano liczbę próbek przenaczonych do statycznej próby rozciągania. 

szenie naprężeń krytycznych, a więc oddziaływać korzystnie na pręt narażony na nie­
bezpieczeństwo wyboczenia. 

Doświadczenia przeprowadzono w przedziale smukłości 10 -И05 , a więc praktycznie 
obejmowały cały zakres wyboczenia niesprężystego, w którym można było spodziewać 
się istotnego wpływu wstępnego wydłużenia na wartość naprężeń krytycznych. Program 
badań obejmował 400 prób stateczności oraz znaczną liczbę doświadczeń o charakterze 
podstawowym w celu określenia własności mechanicznych oraz doświadczalnej zależności 
o k ~ e k dla danej partii materiałów (por. tabl. 2). Doświadczenia przeprowadzono przy 
założeniu schematu pręta obustronnie utwierdzonego, stosując specjalnie zaprojektowane 
uchwyty. Naprężenia krytyczne (nośność pręta), zgodnie z powszechnie przyjętym poglą­
dem, obliczano jako wartość stosunku największej siły uzyskanej w doświadczeniu do 
pola przekroju poprzecznego pręta. Wydłużenia wstępne nadawano oddzielnie każdej 
próbce o określonej smukłości. Taka metodyka przygotowania materiału wymagała co 
prawda znacznego nakładu pracy, ale zapewniała uzyskanie próbek znacznie bardziej 
jednorodnych pod względem wartości wydłużenia wstępnego niż w wypadku przeciągania 
całych prętów o długości 4н-5 mi następnie wycinania odpowiednich próbek, jak to 
miało miejsce np. w pracy [9]. Kontrolę wydłużeń prowadzono podobnie jak w przypadku 
badań zjawiska Bauschingera zarówno w trakcie procesu wydłużania, jak i po od­
ciążeniu. W zależności od długości próbki nanoszono od 1 do 3 baz pomiarowych o dłu­
gości 10 cm. Pomiaru długości baz dokonywano za pomocą mikroskopu warsztatowego 
z dokładności do 0,01 mm. Ze względu na zagadnienie starzenia materiału starano się za­
chować stały dla wszystkich serii próbek przedział czasu wynoszący ok. 15 dni pomiędzy 
procesem przeciągania a próbami stateczności. 

Wszystkie wyniki doświadczalne poddano opracowaniu statystycznemu. Przyjęto za­
łożenie, że zarówno własności mechaniczne materiału, jak i naprężenia krytyczne podle­
gają rozkładowi normalnemu. Warto zwrócić uwagę, że badania przeprowadzone przez 
Europejski Konwent Konstrukcji Metalowych ( C . E . C . M . ) [17] w celu doświadczalnej 
weryfikacji hipotezy, że rozkład naprężeń krytycznych jest normalny, nie potwierdziły 
w pełni tego założenia. Mimo to Konwent zarówno w ramach komisji konstrukcji stalo-

2U-
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wych, jak i aluminiowych przyjął taki rozkład do analizy wyników badań stateczności 
[17, 18, 19]. Ze względu na niewielką liczebność poszczególnych prób (n = 8-^-12) ko­
rzystano podobnie jak w wypadku badań zjawiska Bauschingera z rozkładu t-Studenta. 
Przyjęto poziom ufności p — 0,975 zalecany przez C . E . C . M . [18, 19]. 

3.2. Ana l i za wyników badań . Przebieg i wyniki doświadczeń wykazały, że zastosowane 
uchwyty zapewniały we wszystkich wypadkach te same warunki przyłożenia siły oraz do­
brze realizowały założony schemat pręta obustronnie całkowicie utwierdzonego. Przepro­
wadzone pomiary geometrii prętów oraz początkowych krzywizn ich osi geometrycznych 
wykazały, że wszelkiego typu odchylenia wymiarów od wartości nominalnych mieszczą 
się w granicach przewidzianych dość tolerancyjną normą [20]. Również podstawowe 
własności mechaniczne obu rodzajów prętów określone na podstawie prób rozciągania 
(tabl. 3) spełniają wymagania normy [21]. Pozwala to stwierdzić, że wszystkie wytypowane 
do badań pręty reprezentowały materiał konstrukcyjny spełniający wymagania stawiane 
dla danego gatunku i wyrobu. 

Tabl ica 3. Średnic własności mechaniczne przy rozciąganiu 

Rodzaj p rę ta 
L i c z b a 
p r ó b e k [MPa] 

-Ro.2 
[MPa] [%] 

g = 1 m m 12 410,8 280,3 33,9 
g = 2 m m 12 409,4 273,1 30,7 

Rzeczywiste smukłości poszczególnych próbek zarówno wydłużanych, jak i niewy-
dłużanych wstępnie były dla wszystkich serii bardzo bliskie wartościom założonym. W ta­
blicy 4 na podstawie wyników prób ściskania próbek kontrolnych podano dla poszczegól­
nych serii teoretyczne wartości smukłości granicznych. Należy zaznaczyć, że wartości 
granic proporcjonalności RH obliczano na podstawie średnich wartości R0,o2 i ^o.os 
drogą ekstrapolacji liniowej. Jak widać z tablicy, doświadczenia obejmowały cały obszar 
wyboczenia niesprężystego. 

Tabl ica 4. Smukłośc i graniczne przy wyboczeniu gię tnym 

Rodzaj p rę t a 
[%] 

R„ 
[MPa] 

g = 1 m m г '• """0 v 

4,2 

262,1 
186,8 

84,3 
99,0 

g = 2 m m 
0 
0,5 
4,1 

238.2 
185.3 
236,5 

93,4 
105,8 
93,7 

Wyniki prób ściskania uzyskane dla próbek kontrolnych o grubości ścianki g = 1 mm 
i g = 2 mm (rys. 3 i rys. 4) wykazują istotne różnice własności mechanicznych obu partii 
materiałów, przy czym dotyczy to zarówno materiału pierwotnego, jak i wydłużonego 
wstępnie. Różnice ujawniały się także w trakcie procesu nadawania wydłużeń; zaobserwo-
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d o l n a g ran ica p r z e d z i a ł u " 
u f n o ś c i (p=0.9751 

£ w - w a r t o ś ć o d k s z t a ł c e n i a 
w s t ę p n e g o 

0,54 0,72 
£ [ % ] 

Rys . 3 

0.90 1,08 1,26 

wano mniejszą zdolność do wydłużeń równomiernych prętów o g = 1 mm, czego efektem 
były w niektórych wypadkach znaczne różnice wydłużeń trwałych (ew) na poszczególnych 
odcinkach pomiarowych próbki . Należy jednak pamiętać o tym, że wydłużenie trwałe 
pręta jest bardzo czule na wszelkie formy niejednorodności typu geometrycznego i struk­
turalnego. Nawet najmniejsza niejednorodność, pozostająca niemal bez wpływu na inne 
własności mechaniczne materiału, powoduje znaczne zmiany wartości wydłużenia trwałego. 
Zagadnienie to szczegółowo analizował Marciniak [22, 23]. 

Przebieg zależności (rk — ek dla próbek o g = 1 mm i F,W = 0% ma charakter zbliżony 
jak dla materiału idealnie sprężysto-plastycznego, a krzywa dla materiału wydłużonego 
(e№ = 4,2%) leży w znacznej części poniżej krzywej pierwotnej (rys. 3). Obserwuje się 
więc, mimo znacznej wartości wydłużenia wstępnego, bardzo wyraźny wpływ efektu 
Bauschingera (przykładowo wartość R„ obniża się o ok. 29%, por. tabl. 4). W wypadku 
prętów o grubszej ściance (g = 2 mm) charakter krzywych ak — ek jest taki, jakiego nale­
żało oczekiwać na podstawie wyników badań zjawiska Bauschingera dla danej stali. 
Krzywa dla materiału wydłużonego wstępnie do 0,5% leży prawie całkowicie poniżej 
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krzywej dla materiału nieodkształconego, a wartość granicy proporcjonalności obniża 
się o ok. 23%. Natomiast krzywa dla materiału odkształconego wstępnie do wartości 
E w = 4,1% leży w całym zakresie powyżej krzywej dla materiału pierwotnego, a więc 
następuje tu wzmocnienie materiału. 

Porównanie średnich krzywych Rk — )> otrzymanych dla obu rodzajów prętów nie-
odkształconych wstępnie pokazano na rys. 5. Obie krzywe wykazują podobieństwo kształtu 
przy Я = 15 и-105, obserwuje się jednak istotne różnice ilościowe, co jest zgodne z cha­
rakterem zależności ak — ek dla obu partii materiału. Warto tu zwrócić uwagę na to, że 
podstawowe własności mechaniczne (normowe) — Rr, R0i2, as, są w obu wypadkach 
bardzo zbliżone (por. tabl. 3). 

Wpływ wydłużenia wstępnego na zależność Rk — Я (rys. 6) w wypadku prętów o g = 
Ф 1 mm jest wyraźnie niekorzystny w całym badanym zakresie smukłości (max. obniże­
nie wartości Rk przy Я = 60 wynosi ok. 30%), tylko dla małych smukłości Я = Ю-т-15 
następuje niewielkie podwżyszenie naprężeń krytycznych. Obserwuje się także zmianę 
charakteru wykresu Rk— Я, oraz większą dyspersję wyników (współczynniki zmienności 
v(Rk) dla serii ew = 0 wahały się w granicach 4,5-^9,1%, a dla sw = 4% w granicach 
3.6-^ 19,3%). W wypadku prętów o grubszej ściance (g = 2 mm) występuje dla serii ew = 
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= 4% podwyższenie naprężeń krytycznych w zakresie smukłości A = 10-f-30ook. 5-^20%, 
a dla większych smukłości różnice między obu krzywymi są bardzo nieznaczne i biorąc 
pod uwagę szerokość przedziałów ufności — można je uznać za nieistotne (por. rys. 7). 
Daje się natomiast zauważyć bardzo istotne obniżenie naprężeń krytycznych prawie 
w całym badanym zakresie smukłości dla serii EW = 0,5%, a maksymalny spadek wartości 
Rk wynosi ok. 30% przy Я = 105. Tak więc widać w tym wypadku bardzo wyraźne skutki 
występowania efektu Bauschingera. W tablicy 5 zestawiono średnie współczynniki zmien­
ności v(Rk) obliczone dla wszystkich badanych serii. Podano również średnie współczyn­
niki v(Rk) z uwzględnieniem podziału smukłości na dwie grupy oraz współczynniki v(R0i02) 
' ''(^0,2)- Należy zwrócić uwagę, że dla wszystkich serii próbek o grubszej ściance nie 
obserwuje się istotnych różnic w dyspersji wyników, co świadczy o tym, że wydłużenie 
wstępne nie spowodowało zwiększenia niejednorodności materiału. Natomiast w wypadku 
prętów cieńszych następuje wyraźne zwiększenie współczynników zmienności dla materiału 
wydłużonego, a zatem wzrost jego niejednorodności. 

Trudno jest autorytatywnie odpowiedzieć na pytanie, gdzie leży przyczyna, że dla 
poszczególnych partii tego samego materiału obserwuje się różną ich zdolność do odkształ­
ceń równomiernych oraz zdecydowanie odmienny wpływ wstępnego wydłużenia. Napewno 
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Tabl ica 5. Średnie współczynniki zmienności v(R0.0i), v(R0.2>, v((Rk) 

Rodzaj K - K 0 . O 2 ) >>(R0.2) 
K f t ) [%] 

prę ta [%] [%] [%] A = 104-105 А = 104-50 А = 604-105 

g = 1 m m 0 12.7 4.6 6.2 5.3 7.6 g = 1 m m 
4.2 13.7 7.3 8.6 8.2 11.4 

0 . ^ 11.9 6.6 8.6 7.9 9.7 
g — 2 m m 0.5 10.8 6.8 8.0 7.0 9.1 

4.1 11.9 7.8 8.2 7.0 9.9 

jednym z czynników, który może mieć istotny wpływ na zdolność materiału do wydłużeń 
równomiernych jest grubość ścianki próbki (ogólnie — pole przekroju). Im mniejszy jest 
bowiem przekrój próbki, tym większe procentowo różnice powierzchni przekroju na 
długości próbki przy tej samej klasie dokładności jej wykonania (niejednorodność geome­
tryczna) [22]. Tym między innymi można tłumaczyć negatywny wpływ wydłużeń wstęp­
nych na zależność Rk—?. dla badanych prętów o grubości ścianki g = 1 mm. Czynnikiem 
mającym wpływ na to zagadnienie jest także długość próbki. Przy dłuższych próbkach 
większe jest bowiem prawdopodobieństwo wystąpienia niekorzystnych czynników niż 
w próbkach krótkich. Tym można tłumaczyć brak wzrostu wartości Rk przy większych 
smukłościach dla prętów o grubości ścianki g = 2 mm, mimo iż należało tego oczekiwać 
na podstawie przebiegu zależności crk — ek. Doświadczenia potwierdzają wpływ wymie­
nionych czynników; jednak niejednorodność technicznego, a nie wyidealizowanego ma­
teriału ma charakter bardzo złożony i poza wymienionymi, są inne czynniki, których 
wpływ nie jest z góry znany. Oczywiście istotny wpływ mogą mieć odmienne warunki 
produkcji obu materiałów. Dokładne wyjaśnienie tych problemów wymagałoby przepro­
wadzenia specjalnych badań wraz z badaniami strukturalnymi oraz uwzględnienia proce­
sów technologicznych i Teologicznych. Problemy te oczywiście wykraczały poza ramy 
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niniejszej pracy, której celem była analiza zachodzących zjawisk i ich wpływ na kon­
kretne zagadnienie inżynierskie — wyboczenie. 

4. Uwagi i wnioski końcowe 

Przeprowadzone doświadczenia potwierdziły wniosek wysunięty w pracy [12], że uja­
wnianie się efektu Bauschingera w materiałach technicznych może mieć odmienny charakter 
nie tylko dla poszczególnych materiałów, lecz istotne różnice mogą występować nawet 
w ramach jednego stopu. Istotnym czynnikiem mającym wpływ na to zjawisko jest jedno­
rodność materiału i jego zdolność do równomiernych odkształceń plastycznych. W wy­
padku materiału niejednorodnego, zjawisko Bauschingera nie ma tendencji do zanikania 
wraz ze wzrostem wydłużenia, czego przyczyną jest zwiększająca się równocześnie niejedno­
rodność materiału. Prowadzi to w konsekwencji do obniżenia jego własności mechanicz­
nych i naprężeń krytycznych (por. rys. 3 i rys. 6). 

Wyniki przedstawionych badań oraz rezultaty otrzymane w innych pracach [9, 10] 
wykazały, że podstawowym warunkiem uzyskania podwyższenia naprężeń krytycznych 
przez nadanie wstępnego wydłużenia jest jednorodność materiału oraz jego zdolność do 
równomiernych odkształceń plastycznych. W takim wypadku wartość wydłużenia wstęp­
nego musi być odpowiednio duża, aby zniwelować ujemny wpływ zjawiska Bauschingera. 

Bardzo istotnym wnioskiem z punktu widzenia bezpieczeństwa konstrukcji jest zau­
ważone znaczne obniżenie naprężeń krytycznych prętów poddanych niewielkim wydłu­
żeniom (Iw = 0,5%). Przyczyną tego jest zjawisko Bauschingera. M a to szczególne zna­
czenie ze względu na fakt, że maksymalny spadek wartości Rk (ок. 20 ч-30%) występuje 
dla często stosowanych w praktyce smukłości, a odkształcenia plastyczne tego rzędu mogą 
powstać w konstrukcji na przykład przy przypadkowym przeciążeniu. Również w ele­
mentach projektowanych z uwzględnieniem sprężystoplastycznych właściwości materiału, 
czy to metodą stanów granicznych czy też metodą przyrostową co w ostatnich latach 
zaczyna być powszechnie stosowane — przedstawione problemy mogą mieć istotne zna­
czenie i wpływać korzystnie lub niekorzystnie na bezpieczeństwo konstrukcji. 

Przeprowadzone doświadczenia wykazały również, że celowe jest prowadzenie badań 
na materiałach technicznych i wyrobach stosowanych w konstrukcjach, gdyż ich rzeczywiste 
własności mogą często znacznie odbiegać od własności założonych. 

Li tera tura cytowana w tekśc ie 

1. M . KOSIOREK , L . S L O W A Ń S K I : O wpływie wstępnego przeciążenia na podstawowe charakterystyki me­
chaniczne drutu i lin do konstrukcji sprężonych. Inż . i B u d . , nr 1, s. 28 - 30, 1973. 

2. E . D R E S C H E R O W A : Wpływ wstępnego odkształcenia plastycznego na energię udarowego zrywania. M e c h . 
Teor . i Stos., 1, 5, 1967, s. 103 -111 . 

3. Z . D Y L Ą G , Z . O R Ł O Ś : Badanie wpływu wstępnych odkształceń trwałych na wytrzymałość zmęczeniową 
pewnej stali niskowęglowej. B i u l . W A T , nr 9/1960, s. 53 - 71. 

4. J . KUBISSA , M . S T R Z E L C Z Y K : Twardość i udarność stali wstępnie trwale wydłużonej. I nż . i B u d . nr 4 
1979, s. 148 - 149. 
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Р е з ю м е 

П О Т Е Р Я У С Т О Й Ч И В О С Т И С Т А Л Ь Н Ы Х С Т Е Р Ж Н Е Й П О Д В Е Р Г Н У Т Ы Х 
П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы М С Т О Й К И М У Д Л И Н Н Е Н И Я М 

Работа с о д е р ж и т э к с п е р и м е н т а л ь н ы й а н а л и з в л и я н и я п л а с т и ч е с к и х д е ф о р м а ц и й на п о т е р ю 
у с т о й ч и в о с т и с т а л ь н ы х с т е р ж н е й . И с с л е д о в а н и я б ы л и п р о в е д е н ы на с т е р ж н я х к о л ь ц е в о г о с е ч е н и я , 
в ы п о л н е н н ы х и з м а л о у г л е р о д и с т о й с т а л и R 35. Э к с п е р и м е н т ы п р о в о д и л и с ь в п л а с т и ч е с к о й о б ­
л а с т и п о т е р и у с т о й ч и в о с т и (10 г £ А ^ 105). 

О с н о в н о й часть р а б о т ы п р е д ш е с т в о в а л и о б ш и р н ы е и с с л е д о в а н и я э ф ф е к т а Б а у ш и н г е р а . Р е ­
з у л ь т а т ы и с с л е д о в а н и й б ы л и п р о а н а л и з и р о в а н ы с учетом д в у х р а з н ы х п о д х о д о в . 

И с с л е д о в а н и я п о т е р и у с т о й ч и в о с т и п о з в о л и л и с д е л а т ь в ы в о д , ч т о н е б о л ь ш и е п р е д в а р и т е л ь ­
н ы е р а с т я ж е н и я (Е„ Х 0,5'%) в е д у т к заметному п о н и ж е н и ю к р и т и ч е с к и х н а п р я ж е н и й . Э т о п р о ­
и с х о д и т и з - з а с у щ е с т в е н н ы х , с т о ч к и з р е н и я и н ж е н е р н о й п р а к т и к и , в е л и ч и н г и б к о с т и . В с л у ч а е 
в в е д е н и я б о л ь ш и х д е ф о р м а ц и й э ф ф е к т Б а у ш и н г е р а и с ч е з а е т , и в н е к о т о р ы х с л у ч а я х это в е д е т 
к п о в ы ш е н и ю к р и т и ч е с к и х н а п р я ж е н и й . 
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S u m m a r y 

B U C K L I N G O F S T E E L B A R S I N I T I A L L Y O V E R S T R A I N E D I N T E N S I O N 

This work is an experimental analysis of the influence of ini t ial overstrain in tension on buckl ing 
strength of steel bars. C i rcu la r tubes of carbon steel (R35) were used for that purpose. The investigation 
was done for the inelastic stress range (10 < Я J£ 105). 

The basic part of this work was preceded by extensive tests for the Bauschinger effect. The results 
of the tests were shown according to two different approaches concerning the definit ion of the Bauschinger 
effect. 

The experiments o f stability have shown that small ini t ia l overstrain (EH = 0.5%) make flexural buc­
kl ing strength decreased wi th in the range o f slenderness, which is important f rom the technical point o f 
view. In.case o f considerable ini t ial overstrain the Bauschinger effect dissapears and i n some cases an i n ­
crease i n buckl ing strength may occur. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 6 stycznia 1984 roku 
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O D P O W I E D Ź N A L I S T J . WACŁAWIKA D O R E D A K C J I M E C H A N I K I 
T E O R E T Y C Z N E J I S T O S O W A N E J 

E. B O B U L A 

Po zapoznaniu się z listem J. Wacławika do Redakcji [1] stwierdzam, że zawarte tam 
uwagi zawierają błędne sformułowania. 

A d . 2.1: W punkcie 2.1 ma miejsce pomylenie pojęć. W [2] rozwiązuję równanie 

a zatem równanie 

{3} 
dp _ jPp_ 
8t ~ дх2 

Wobec tego wszystkie wnioski wypływające z ostatniego równania nie powinny sta­
nowić przyczyny zdziwienia, iż własności rozwiązań obu równań są inne. Dla uzyskania 

równania {2} założyłem, że istnieje skończony czas т х w którym nie istnieje — - dla 
дх 

x = 0 (powód tego założenia omówiłem w {2}). W efekcie zniknął paradoks nieskoń­
czonej prędkości impulsu. Czy natomiast równanie {2} posiada źródło? Zacytujmy [3] 
str. 243: „rezultat działania źródła ciepła o wydajności w(x, y, z) w jednostce objętości 
na jednostkę czasu ... powoduje, że równanie przewodnictwa przyjmie postać 

dt Я 1 d2t d2t 
dr ~ CQ \ dx2 + dy2 

d2t \ J V _ 

dz2 J CQ 

Jak widać, w równaniu parabolicznym istnieje źródło, gdy pojawi się tam funkcja 
niezależna od rozwiązania. W {2} takiej funkcji brak. Czy natomiast równanie {2} ma 
inne punkty osobliwe w obszarze rozwiązań niż x = 0? Cytuję [2] str. 18: „zgodnie z do­
świadczeniem będziemy rozważać dyfuzje w obszarze skończonym", str. 35; „uzyskany 
opis transportu w przestrzeni dystrybucji umożliwia rozważanie zjawiska dyfuzji w ob­
szarze skończonym" w całej pracy omawiano rozwiązanie w obszarze — A(r) < x < A(/) 
lub z powodu symetrii 0 < x < X(t), np. str. 29 w. 4d., str. 26 w. 6d., str. 25 w. Id., 
str. 24 w. 6d, etc. Zatem rozwiązywano problem Fouriera. (Co to jest rozwiązanie 
Fouriera można sprawdzić np. w [4] str. 125). D l a \x\ > |A(f)| położyłem p(x, t) = 0 
(co ciekawe, takie p spełnia równanie {2} we wspomnianym obszarze): Zatem w obszarze 
- A ( / ) < x < ?.(t) brak innych punktów osobliwych niż x = 0. Cytowane następnie 
„twierdzenie" J. Szarskiego dotyczy innego równania i w innym obszarze niż dla równania 
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{2}. Z listu wynika, że J. Waclawik znalazł błąd w dowodzie ,,twierdzenia" Szarskiego, 
jednak brak w liście nie tylko dowodu, ale jakiejkolwiek dalszej wzmianki na ten temat. 

Al A d 2.2. Postać strumienia użytego w mej pracy (2): Ф = -K\ — — + c(x, t)p(x, r)J . 
dp 

Smoluchowski natomiast używa innej postaci strumienia Ф = —К— Vu±p,k > 0, 
ox 

c(x,t)-K . . , . 
u > 0. Po porównaniu mamy F = , co jest wnioskiem z wyłączenia wspól­

ny 

nego czynnika przed nawias. Weźmy następnie c(x, t) = r-. Widać, że dla A- < 0 
L\y t) 

mamy F > 0 i dla x > 0 mamy F < 0; ponadto \imc(x, t) = oo. Zatem działa siła z obu 
t-*r 

stron ku punktowi x = 0 i jest dowolnie duża dla / -* /•. Powoduje ona więc odwrócenie 
procesu dyfuzji. Fakt ten nazywa J. Wacławik „kwestionowaniem lokalnego ujęcia II 
zasady termodynamiki". 

A d 2.3. Autor listu pisze: , ,W zależności {5} drugi składnik nie zależy od współczynnika 

dyfuzji". Jest to sprawa czysto formalna. Weźmy w odpowiedzi ax + by = а | л - + -̂-j»V. 
Otóż wyłączeniu a przed nawias nie przeszkadza niezależność b od a. 

A d 2.4. Można by oczywiście cytować bardzo obszerną literaturę, jednak przed [2] 
nikt nie uzyskał rozwiązania równania parabolicznego dyfuzji zerującego się w skończo-
ności i zachowującego całkę energii. 

Li tera tura cytowana w tekśc ie 

1. J . W A C L A W I K Lis t do Redakcj i Mechan ik i Teoretycznej i Stosowanej t. 20 z. 1.2. 
2. E . B O B U L A , Równanie zachowawczej dyfuzji w przestrzeni dystrybucji a możliwość wpływu na jej przebieg. 

Zesz. N a u k . A G H Ser. G ó r n . z . 104, 1979 lub Scheadae M a t h . A c t a S C . U n i v . Jagell . z. 22. 1981, 
Zentralblatt fur M a t . 1982, M a t h . Rev. 1982. 

3. J . W A C L A W I K , Mechanika Płynów i Termodynamika, Skrypt A G H , 1976. 
4. M . K R Z Y Ż A Ń S K I , Równania różniczkowe cząstkowe rzędu II-go. P W N , Warszawa 1957. 
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W sprawie artykułu Daniela Bugajnego, Mariana Ostwalda i Wacława Szyca pt. „Sta­
tyczne ciśnienie niszczące membranę z promieniowymi karbami", opublikowanego w Me­
chanice Teoretycznej i Stosowanej 20 (1982) nr 1—4 str. 383—393. 

Po ukazaniu się w druku wymienionego artykułu do naszej Redakcji wpłynął list od 
dr Tadeusza Wegnera ze stwierdzeniem wraz z krótkim uzasadnieniem, że praca ta nosi 
cechy podobieństwa do wcześniej opublikowanego artykułu Autora listu („Wyznaczanie 
ciśnienia niszczącego cienkie membrany kołowe z promieniowymi rowkami". Archiwum 
Budowy Maszyn 28 (1881), 1 str. 183—191). 

N a skutek działań Redakcji otrzymaliśmy opinię w tej sprawie p. Recenzenta, list 
z wyjaśnieniami od panów D . Bugajnego, M . Ostwalda i M . Szyca, list od p. M . Ostwalda 
i ponowny list od p. T. Wegnera. Wreszcie odbyło się w Poznaniu spotkanie panów D . Bu­
gajnego, W. Szyca i T. Wegnera z Redaktorem Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej 
przy udziale prof. J. Stefaniaka. 

Ustaliliśmy następujące fakty: 
1. Zespół 5 autorów, a mianowicie D . Bugajny, M . Ostwald, W. Szyc, T. Wegner i J , Wo-
elke, w ramach działalności umownej w Instytucie Mechaniki Technicznej Politechniki 
Poznańskiej wykonał prac dla Centralnego Laboratorium Przemysłu Ziemniaczanego 
w Poznaniu. Tytuł pracy: „Dobór optymalnych parametrów typoszeregów membran i pół­
kolistych osłon zasobników do zabezpieczeń przeciwwybuchowych (etap II)", nr 21-065/78. 
Pracę ukończono w grudniu 1979 r. Już wtedy wystąpiły nieporozumienia między Autorami 
polegające na początkowym braku uhonorowania wkładu pracy T. Wegnera. 
2. W marcu 1980 roku T. Wegner bez porozumienia się z pozostałymi Autorami opra­
cowania złożył do druku w Archiwum Budowy Maszyn pracę, której treść stanowiła 
część teoretyczna, przykład liczbowy i porównanie z wynikami doświadczalnymi. W spi­
sie literatury Autor powołał się na opracowanie 5 Autorów dla C . L . P . Z . Część teoretyczna 
była autorstwa p. T. Wegnera, wykorzystany został również fragment zaczerpnięty z opra­
cowania 5 Autorów. D r D . Bugajny wysłał pismo do Redakcji Arch . Budowy Maszyn, 
jeszcze przed opublikowaniem artykułu D r T. Wegnera z zarzutami merytorycznymi. 
3. We wrześniu 1981 do Redakcji Mechaniki Teotetycznej i Stosowanej wpłynęła praca 
trzech Autorów. Recenzja pracy została opracowana w listopadzie 1981 г., jeszcze przed 
ukazaniem się pracy T. Wegnera w kolportażu (styczeń, lub luty 1892 г.). Autorzy tej 
pracy nie powołali się ani na publikację T. Wegnera złożoną do druku w A . B . M . , o której 
świetnie wiedzieli, ani na wspólne opracowanie dla C . L . P . Z . Wprowadzili w ten sposób 
w błąd zarówno p. Recenzenta jak i Redakcję. Część teoretyczna tej pracy w niewielkim 
stopniu różni się od części teoretycznej pracy T. Wegnera. Geometryczna część modelu 
matematycznego jest identyczna. Część fizyczna różni się w tym, że T. Wegner korzysta 
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z hipotezy de Saint-Venanta, a D . Bugajny ze współautorami z hipotezy maksymalnej 
energii odkształcenia postaciowego. Praca trzech Autorów jest nieco szersza i zawiera 
również opis przeprowadzonych badań doświadczalnych oraz analizę porównawczą wy­
ników również dla membran kwadratowych, Nie ma jednak wątpliwości, że obie prace 
relacjonują, jedynie w nieco odmienny sposób, wyniki tej samej pracy zespołowej. 
4. D r M . Ostwald oświadczył w liście do Redakcji, że zajmował się, jako członek zespołu 
badawczego, konstruowaniem stanowiska badawczego i uczestniczył w realizacji badań 
doświadczalnych. Z częścią teoretyczną pracy na żadnym jej etapie nie miał nic do czynienia. 

W związku z tym, że na łamach Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej ukazała się 
praca, której oryginalność budzi zastrzeżenia, Redakcja wyraża wobec naszych Czytelników 
ubolewanie. Uważamy, że dobre obyczaje powinny nakazywać, by publikacje będące 
wynikiem zespołowych prac badawczych były uzgadniane ze wszystkimi członkami ze­
społu. Tego żadna ze stron nie dopełniła, zabrakło tendencji do zachowania elementarnych 
zasad współpracy i należytego traktowania partnerów — kolegów z tego samego zespołu. 
Opisane praktyki są nie do przyjęcia w ogóle, a tym bardziej w zespołach naukowo-bada­
wczych, w których skład wchodzą nauczyciele akademiccy. 
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SPRAWOZDANIE 
z działalności Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej 

w roku 1983 

I. Działalność organizacyjna 

W 15 oddz i a ł ach P T M T S l iczba c z ł o n k ó w P T M T S zwiększyła się. N a koniec 1983 r. wynos i ła łącznie 1016. 
Odby ły się dwa zebrania Plenum Z a r z ą d u G ł ó w n e g o . 

II. Działalność naukowa 
Odby ły się 73 zebrania naukowe o następującej tematyce: 

Oddział w Bielsku Białej 

1. P rzemys ław Wasi lewski „ K i e r u n k i dz ia ła lnośc i naukowej zespołu odlewnictwa Instytutu Technolo-
giczno-Samochodowego" 8.04.83 

2. M a k s y m i l i a n D u d y k „ W p ł y w p r o c e s ó w topienia na właściwości mechaniczne s i l uminów odlewanych 
do form p iaskowych" 8.04.83 

21 Mech. Teorct. i Stos. 3-4/84 
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3. Zbigniew Krajewski „ W p ł y w konwekcji swobodnej na z a p ł o n o ś r o d k a porowatego" 18.09.83 
4. R o m a n Btock i „ K o m e n t a r z do f i lmu z b a d a ń spalania w komorze s i lnika w y s o k o p r ę ż n e g o przepro­

wadzonych przez Instytut R ica rdo w A n g l i i " 18.09.83 

Oddz ia ł w Bydgoszczy 

5. M i r o s ł a w Malec „ O p i s ruchu cia ła o zmiennej masie" 14.04.83 
6. R . G u t o w s k i „ R o l a współczesnej matematyki w badaniach mechan ik i " 9.09.83 

Oddz ia ł w Częstochowie 

7. P io t r K u l s k i , W i t o l d Lewandowski „ K o m ó r k o w o - k o m i n o w y charakter konwekcji swobodnej od 
izotermicznych, poziomych powierzchni wymienia jących ciepło w przestrzeni nieograniczonej" 24.02.83 

8. Marek Janik „ S w o b o d n a turbulentna struga izotermiczna w polu o d d z i a ł y w a ń akustycznych" 24.02.83 
9. R o m a n Kla jny „ N i e i z o t e r m i c z n a struga osiowo-symetryczna w polu akustycznym" 10.02.83 

10. Tadeusz Tarnowsk i „ A n a l i z a charakterystyk aerodynamicznych prof i l i tu rb inowych" 24.03.83 
11. S. Bednarek „ W p ł y w p a r a m e t r ó w wlotowej warstwy przyściennej na s t ra tę b rzegową palisady ło ­

patkowej" 28.04.83 
12. M . Fo l tyńsk i „ K i n e m a t y k a i dynamika maszyn z k rążącym t ł o k i e m " 30.06.83 
13. Henryk K u d e l a „ M o d e l o w a n i e p rzep ływów m e t o d ą dyskretnych w i r ó w " 24.11.83 
14. Janusz R y b a k „ S p ó j n y system obl iczeń narzędz i obwiedniowych do ewolwentowych uzęb ień walco­

w y c h " 8.12.83 

Oddz ia ł w G d a ń s k u 

15. W a c ł a w Przyby ło „ M e t o d y informatyczne w statyce i dynamice dużych u k ł a d ó w konstrukcyjnych" 
23.02.83 

16. Jacek Błocki „ Z a g a d n i e n i a wy t rzymałośc iowe segmentowych p o w ł o k obrotowych z ż e b r a m i " 11.03.83 
17. M a r e k Szwabowicz „ G e o m e t r y c z n a niel iniowa teoria c ienkich p o w ł o k sprężystych w opisie L a n -

grange'a" 23.03.83 
18. A . Beckers R F N „ U t i l i z a t i o n o f solar and exhaust energy by organic Rank ine cyc le" 25.10.83 
19. W . K . N o w a c k i „ D y n a m i k a o ś r o d k ó w plastycznych" 9.12.83 
20. Aleksander Badower „ M e t o d a z b i o r ó w rozmytych w teorii n i ezawodnośc i konst rukcj i" 13.06.83 
21. K a z i m i e r z Wrześn iowsk i „ Z a s t o s o w a n i e metod numerycznych w mechanice konstrukcji jednowy­

m i a r o w y c h " 24.06.83 

Oddz ia ł w Gl iwicach 

22. K a z i m i e r z K u t a r b a „ M a t e r i a ł y i p rzemysł w budowie elektrowni j ą d r o w y c h w Polsce" 17.01.83 
23. Franciszek R o m a n ó w „ T r ó j k i e r u n k o w y stan przemieszczenia izotropowego rdzenia w konstrukcji 

p r z e k ł a d o w e j " 1.03.83 
24. Zbigniew Olesiak „Prof . M a k s y m i l i a n Tytus Huber — t w ó r c a Stereomechaniki" 29.04.83 
25. S tan is ław D u b i e l „ A s y m p t o t y c z n o ś ć w sensie W a ż e w s k i e g o i s t e rowa lność W uk ładz ie mechanicz­

n y m " 24.05.83 

Oddz ia ł w Krakowie 

26. R . Gu towsk i „ W s p ó ł c z e s n e metody matematyczne w mechanice" 17.11.83 

Oddz ia ł w Lublinie 

27. St. F i j a łkowsk i „ P e w n e aspekty zastosowania łożysk gazowych w budowie cieplnych maszyn prze­
p ł y w o w y c h " 20.01.83 

28. Ryszard Targowski „ N o w e koncepcje funkcji ksz ta ł tu w Metodzie E l e m e n t ó w S k o ń c z o n y c h " 20.01.83 
29. J a r o s ł a w Skryn ick i „Efek t Kaysera w o ś r o d k a c h wielofazowych" 17.02.83 
30. Ryszard Ostapiuk „ A s p e k t y energetyczne urabiania s k a ł " 17.02.83 

17.02.83 
31. Jan Golec „ Z a g a d n i e n i a n a p r ę ż e ń termicznych w rurze g r u b o ś c i e n n e j " 17.03.83 
32. E lżb ie ta Polonis „ Iden ty f ikac ja nap rężeń w wielowarstwowych t a ś m a c h p r z e n o ś n i k o w y c h " 21.04.83 
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33. Tadeusz Banek „ S k o ń c z e n i e wie lowymiarowa filtracja dla pewnych niel iniowych p rocesów dyfuzj i" 
19.05.83 

34. Waldemar Samodulski „ D r g a n i a nieliniowego u k ł a d u dyskretnego o zmiennej okresowo sz tywności 
i k inematycznym wymuszeniu" 

35. Waldemar M a r c i n k o w s k i „ N u m e r y c z n e badania p łaskiego oderwania na podstawie r ó w n a n i a N A -
V 1 E R A — T O K E S A " 

Oddz ia ł w Łodzi 

36. S ł a w o m i r K r u c i ń s k i „ M e t o d a elementu brzegowego w geotechnice" 5.05.83 
37. Jacek Leźnicki „ M e t o d a różn ic s k o ń c z o n y c h w postaci niejawnej, uwikłanej w zastosowaniu do nie­

l in iowych z a g a d n i e ń p r zep ływów nieustalonych w ó d gruntowych" 5.05.83 
38. Sewer Jakubowski „S t a t eczność dźwiga rów skrzynkowych przy z łożonych obc i ążen i ach" 16.06.83 
39. Andrzej Że l igowski „ S t a t e c z n o ś ć dynamiczna cewki transformatorowej dużej m o c y " 16.06.83 
40. Mieczys ław Jaronik „ B a d a n i a elastooptyczne k o m p o z y t ó w z uwzględn ien iem mechaniki zniszczenia" 

24.11.83 
41. Bogdan Rogowsk i „ O pewnych rozwiązan iach z a g a d n i e ń mechaniki kontaktu ciał s t a łych" 24.11.83 
42. J . C y b u l s k i , R . Przytulski , J . Z ió łkowsk i „Wibro izo l ac j a krosna pneumatycznego" — P 1 2 5 A " 15.12.83 
43. Bogdan Wilczyński „ O p t y m a l i z a c j a konstrukcji obc iążonych dynamicznie na p rzyk ładz ie n a p ę d u 

o k r ę t u " 15.12.83 

Oddzia ł w Opolu 

44. M a r i a Duszek „ G e o m e t r y c z n i e nieliniowe zagadnienie teorii p o w ł o k plastycznych" 9.03.83 
45. Jerzy M a k o w s k i „ N i e l i n i o w a analiza s ta teczności sprężystej c ienkich p o w ł o k " 18.05.83 
46. Jerzy N o w a k „ R o z w i ą z a n i e numeryczne d r g a ń własnych ws tępn ie n a p r ę ż o n y c h p o w ł o k obro towych" 

7.09.83 

Oddz ia ł w Poznaniu 

47. Micha ł K le ibe r „ M e t o d y komputerowe w technice" 17.01.83 
48. Ryszard G a n o w i c z „Przeg ląd problematyki badawczej Katedry Mechan ik i i Technik i Cieplnej A R 

w Poznan iu" 7.03.83 
49. Andrzej N e i m i t z „ W p r o w a d z e n i e do mechaniki p ę k a n i a " 15.04.83 
50. Zbigniew W e s o ł o w s k i „ F a l e w o ś r o d k u s p r ę ż y s t y m " 23.05.83 
51. Ras tko Ć u k i ć z Belgradu „Dyfuz ja wodoru w p ły tach metalowych" 7.06.83 
52. K r z y s z t o f W i l m a ń s k i „ T e r m o d y n a m i k a u k ł a d ó w w i e l o s k ł a d n i k o w y c h " 14.06.83 
53. A . Green z Not t ingham „ B e n d i n g waves i n Strongly anisotropic plates" 7.09.83 
54. Got t f r ied Meltzer z K a r l Marxstadt ,,Investigation of the dynamical behaviour of the human body" 

17.10.83 
55. K a z i m i e r z Wrzes ińsk i „P rzeg ląd problematyki badawczej Z a k ł a d u Wyt rzyma łośc i m a t e r i a ł ó w I T i K B 

Pol i t . P o z n a ń s k i e j " 27.10.83 
56. R o m a n G u t o w s k i „ R o l a matematyki współczesnej w problematyce mechanik i" 8.11.83 
57. Y a n n i s Dafal ias z U S A „ Inc las t i c model of concrete-like materials" 7.12.83 

Oddz ia ł w Szczecinie 

58. W i t o l d Paczkowski „ K s z t a ł t o w a n i e optymalne kratownic przestrzennych" 27.01.83 
59. Grzegorz Szwengier „ S t a t y c z n e obliczanie prowadnic w obrabiarkach" 24.02.83 
60. Al f red Jazukiewicz „ N i e l i n i o w a analiza wyt rzymałośc i p łaskich konstrukcji p ły towo-be lkowych , 

poddanych dz ia łan iu z łożonego obc iążen ia na E M C R i a d " 31.03.83 
61. Tadeusz Jas t r zębsk i „ A n a l i z a wyt rzymałośc i płyt w zakresie sprężys to-p las tycznym z odksz t a ł cen i ami 

w s t ę p n y m i " 26.05.83 
62. H . Pfau z Wismaru „ T e o r e t y c z n e i praktyczne znaczenie funkcji Greena w mechanice c ia ła s t a ł e g o " 

1.06.83 

63. W . Tiedt „ W a r u n k i brzegowe w zagadnieniach p ł y t o w y c h " 1.06.83 
64. K a r o l G r u d z i ń s k i „ N a u c z a n i e mechaniki w szko łach wyższych" (zebranie dyskusyjne) 13.11.83. 

21* 
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23.02.83 

23.03.83 
27.04.83 
18.05.83 
29.06.83 
21.11.83 

Oddz ia ł w Warszawie 

65. Jerzy R u t k o w s k i „ R o l a p r z e d m i o t ó w podstawowych w planie s tud iów wydz ia łów mechanicznych 
pol i technik" - 1.03.83 

66. Zbigniew K a c z k o w s k i „ F o r m y dzia ła lności P T M T S w min ionym 25-leciu" i „ T r ó j k ą t n e elementy 
czasoprzestrzenne" 8.11.83 

67. Andrzej O lędzk i , K a z i m i e r z Kędz io r , M a r e k B i j ak -Żochowsk i „ W y b r a n e działy mechaniki na wyższych 
technicznych uczelniach a m e r y k a ń s k i c h " 30.11.83 

Oddz ia ł we Wroc ławiu 

68. E d w a r d G a w r y c h - Ż u k o w s k i „ D y a d y w analizie konst rukcj i" 
69. Paweł Śn iady „ P u n k t o w e procesy stochastyczne w dynamice konst rukcj i" 

70. Augustyn Borcz „ W sprawie nowej teorii ż e l b e t u " 
71. Ryszard Ż u c h o w s k i „ P r a c a właściwa j ako kryter ium zniszczenia" 
72. Jacek Wojciechowski „Sprężys te przemieszczenia zbocza wyrobiska odkrywkowego" 
73. „ N a u c z a n i e mechan ik i " (zebranie dyskusyjne) 

III . Sympozja i konferencje naukowe: 

O d d z i a ł w G l iw icach — zo rgan i zowa ł X X I I Sympozjum pod has łem „ M o d e l o w a n i e w Mechanice" 
odbyte w dniach 7 - 17.02.83 w Wiśle . 
Uczes tniczyło 133 + 17 o s ó b towarzyszących . 
W y g ł o s z o n o 62 referaty. 
D y s k u t o w a ł o 216 o s ó b . 
Opubl ikowanych 66 prac w zbiorze re fe ra tów. 
W ramach sympozjum „ M o d e l o w a n i e w Mechanice" zorganizowano sesję 
n a u k o w ą „ P o l i o p t y m a l i z a c j a " . 
W y g ł o s z o n o 15 refera tów, z k t ó r y c h opubl ikowano w Z N P o l . Śl. 13, a w 
zbiorze re fe ra tów sympozjum — 3. G ł o s w dyskusjach nad referatami za­
b r a ł o 50 o s ó b . 

O d d z i a ł w K r a k o w i e — z o r g a n i z o w a ł w dn. 1 6 - 18.09.83 III Krajowe Sympozjum nt. „ W p ł y w w i ­
bracji na otoczenie", k tó re zos t a ło zorganizowane wspó ln ie z Instytutem 
M e c h a n i k i i Podstaw Kons t rukc j i M a s z y n Pol i techniki Krakowsk ie j . 
Uczes tn iczyło 50 o s ó b . W y g ł o s z o n o 27 re fe ra tów. 
W dyskusji wzięło udzia ł 29 o s ó b . 
W ramach Sympozjum odby ła się Sesja N a u k o w a nt. „ P o t r z e b y i moż l iwośc i 
wykorzystania mechaniki we współczesnej technice". 
Uczes tn iczyło 30 o s ó b . 

I V . Seminarium i K u r s y : 

O d d z i a ł w G d a ń s k u prelegent — Eugeniusz B ie -

O d d z i a ł w Częs tochowie 

• „ P o d s t a w y stosowanej analizy funkcjonalnej" 
lewicz. 
I - I V kw. 83 r. uczes tn ików 9. Seminar ium. 

• Zespó ł zmęczen ia i mechaniki p ę k a n i a m a t e r i a ł ó w i konstrukcji w dn. 1 2 - 1 4 . 
V . 8 3 , l iczba uczes tn ików — 68 o s ó b . 

O d d z i a ł w Poznaniu — K u r s y w y k ł a d o w e — 4 wyk łady M i c h a ł a K le ibe ra z I P P T P A N W - w a nt. 
„ O zastosowaniach metody e l e m e n t ó w s k o ń c z o n y c h w l in iowych i niel inio­
wych zagadnieniach mechaniki w terminach 3 ,10 ,17 i 18.01.83, uczes tn ików — 
154 osoby. 
4 wyk łady K . W i l m a ń s k i e g o z I P P T P A N w dn. 25 - 28.11.83 oraz 5 i 12.12.83 
nt. „ M o d e l o w a n i e termodynamiczne u k ł a d ó w f izycznych" — 1 7 - 2 3 o s ó b 
na k a ż d y m wykładz ie . 

O d d z i a ł w Szczecinie — O d d z i a ł P T M T S Szczecin wspóln ie z Z a k ł a d e m Kons t rukc j i i M e c h a n i k i 
O k r ę t ó w Instytutu O k r ę t o w e g o Pol i techniki Szczecińskiej zog ran i zowa ł cyk l 
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Oddz ia ł w Zielonej G ó r z e • 

w y k ł a d ó w nt. „ Z a s t o s o w a n i e rachunku tensorowego w mechanice o ś r o d k ó w 
c iąg łych" . W y k ł a d y wygłosił Ch r . Reissmann z Uniwersytetu i m . Piecka 
w , Ros toku . O d b y ł o się 10 dwugodzinnych w y k ł a d ó w w okresie 21.10. -
25.11.83 r. 
W y k ł a d y były prowadzone w j . angielskim. 
W dn. 14.12.83 r. zorganizowano polsko-niemieckie ( N R D ) seminarium 
n.t. „ W p ł y w imperfekcji na wyt rzymałość konstrukcji c i e n k o ś c i o w y c h " . 
W y g ł o s z o n o 10 refera tów w j . angielskim. Uczestniczyło 20 o s ó b . 
Seminar ium szkoleniowe nt. „ M e t o d y komputerowe w dynamice u k ł a d ó w 
dyskretnych". Seminaria p rowadz i ł Leszek Szeloch w W S J w Zielonej G ó r z e , 
terminy s p o t k a ń : 4.05., 11.05., 1.06., 15.06., 29.06.83 r. 
Uczes tn ików 33. 

V . Konkursy naukowe: 

Oddz ia ł w Częs tochowie -

Oddz ia ł w Łodz i 

- o g ł o s z o n o konkurs p.n. „ O g ó l n o k r a j o w y konkurs na prace doświadcza lne 
z mechaniki c ia ła s t a ł e g o " (nie odby ł się z powodu zbyt małej l iczby nades ła ­
nych prac). 
W IV kw. 83 r. rozs t rzygnię ty został konkurs na najlepszą p racę z dziedziny 
mechaniki technicznej (wpłynęło 10 prac). Nagrody I stopnia nie przyznano. 
D w i e II nagrody przyznano Krzysz tofowi Grys ie za p racę nt. „ G r a n i c z n e 
zagadnienia odwrotne dla r ó w n a n i a falowego" i Stefanowi Doerfferowi za 
p racę „ W p ł y w oscylacji na konwekcyjne przekazywanie ciepła w zastoso­
waniu do z b i o r n i k ó w o k r ę t o w y c h " . III nagroda — Jan Kołodz ie j za p racę 
„Okreś l en ie poprzecznej efektywności p r zewodnośc i cieplnej kompozytu 
o jednokierunkowo u łożonych w ł ó k n a c h me todą kol lokacj i brzegowej". 
Wyróżn ien i e — Tadeusz S m o l e ń za p racę „ Z g i n a n i e belek lepkosprężys tych 
na p o d ł o ż u Teologicznym". 

V I . Dzia ła lność wydawnicza 

Zeszyt M T i S 
W roku 1983 ukaza ły się drukiem nas tępujące zeszyty kwarta lnika M T i S : 

tom 19 zeszyt 3/81 w lutym 83 
t o m 20 zeszyt 1 - 2/82 w kwietniu 83 
tom 20 zeszyt 3 - 4 /82 we wrześniu 83 

O d d z i a ł w G l i w i c a c h — 1 Z b i ó r re fera tów X X I I Sympozjum - „ M o d e l o w a n i e w Mechanice" z. 48 
G l i w i c e 1983 r. ss 487. 

— Z b i ó r re fera tów Sesji naukowej Polioptymalizacja W : Z N . P o l . Śl. s. A u t o ­
matyka, s. 67. 

— Gl iw ice 1983, ss. 143. Wspó łudz i a ł G l iwick iego Oddz i a łu P T M T S . 

X V I J U G O S Ł O W I A Ń S K I K O N G R E S M E C H A N I K I T E O R E T Y C Z N E J I S T O S O W A N E J 

Bccići (Cza rnogó ra , Jugos ławia ) 28 maja — 2 czerwca 1984 

X V I Kongres był jubileuszowy, bowiem od momentu za łożen ia Jugos łowiańsk iego Towarzystwa 
M e c h a n i k i up łynę ło 30 lat. Z tej to okazji Jugos łowiańsk i e Towarzystwo Mechan ik i zos ta ło odznaczone, 
w uznaniu swoich zas ług, przez Prezydium Socjalistycznej Federacyjnej R e p u b l i k i Jugos ławi i Orderem 
Pracy ze z ł o t y m wieńcem. W latach 1954- 78 Kongresy i zarazem zjazdy de lega tów odbywa ły się co dwa 
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lata, w n a s t ę p n y m okresie co trzy lata. Jugos łowiańsk ie Towarzystwo Mechan ik i zos ta ło za łożone 13 l u ­
tego 1954 przez 46 c z ł o n k ó w założyciel i , z k tó rych ponad polowa j u ż nie żyje. Obecnie Towarzystwo 
zrzesza o k o ł o 600 cz łonków w Serbi i , S łoweni i , Chorwacj i , Macedon i i , Bośn i i Hercegowinie oraz w W o j -
wodinie. O d roku 1983 p rzewodn iczącym Jugos łowiańsk i ego Towarzystwa Mechan ik i jest prof. L u k a 
Vujasevic, a sekretarzem generalnym (od r. 1982) prof. Jovo Ja r i ć . N a X V I Kongresie obaj zostali wybrani 
na nas t ępną t rzyletnią kadencję . 

N a program Kongresu składały się ceremonie otwarcia i z amkn ięc i a , 4 referaty generalne oraz referaty 
15 minutowe w liczbie 251 (przyjętych do wygłoszenia 280) w nas tępujących d z i a ł a c h : A . mechanika ogól ­
na — 53 referaty, B . mechanika p łynów — 64, C . mechanika c ia ła s ta łego odksztalcalnego — 134. K a ż d y 
z powyższych dz ia łów był podzielony na 3 podgrupy: 1, metody analityczne, 2. metody numeryczne i 3. 
metody doświadcza lne . Najwięcej re fe ra tów przedstawiono w dziale C ; do mechaniki ogólnej zakwal i f iko­
wane prace z mechaniki o ś r o d k ó w ciągłych. 

W Kongresie wzięło udz ia ł 314 uczes tn ików z Jugos ławi i (zgłoszonych było 340) i 21 z zagranicy 
(zgłoszonych 82). Przyjechali przedstawiciele 13 pańs tw, a mianowic ie : Aus t r i a 1, Belgia 1, Czechos łowacja 
1, Grecja 1, K a n a d a 2, N R D 1, Po lska 3, R F N 1, Stany Zjednoczone A . P . 2, Węgry 1, W . Brytania 2, 
W ł o c h y 2 i Z S R R 3. 

W dziale A . mechanika ogó lna w y r ó ż n i o n e zostały nas tępujące grupy z a g a d n i e ń : A l — z a s a d y , 
optymalizacja, mechanika relatywistyczna, A 2 — mechanika o ś r o d k ó w ciągłych, A 3 — drgania i dynamika 
u k ł a d ó w . W dziale C . mechanika c ia ła s ta łego odksz ta łca lnego , wyróżn ione nas tępujące problemy: C l — 
sprężys tość , C 2 — sprężys to-p las tyczność i p las tyczność , C 3 — lepkosprężys tość , C 4 — s ta teczność k o n ­
strukcji, C5 — dynamika konstrukcji , C 6 — mechanika pękan ia , Cl — metody numeryczne, C 8 — metody 
doświadcza lne , C 9 — inne. Najbardziej szczegółowy podz ia ł dotyczył dzia łu B . mechanika p łynów. Było 
tu 15 grup tematycznych od turbulencji, z agadn ień warstwy przyściennej , wp ływu pola magnetycznego, 
p rzep ływów lepkich, kawitacji , udaru hydraulicznego, s tabi lności p rzep ływów aż do zagadn ień aplikacyj­
nych dotyczących p rzep ływów w maszynach i technik doświadcza lnych . 

N a otwarciu Kongresu przemawial i : p rzewodniczący Jugos łowiańsk iego Towarzystwa M e c h a n i k i , 
prof. L . Vujasevic, przedstawiciele władz jugos łowiańsk ich , prof. Jurgen Zierep — przewodniczący G A M M 
(w przysz łym roku konferencja i zjazd Gesehchaft fur angewandte Mathematik wid Mechanik ma się o d b y ć 
w Dubrowniku) , nas tępn ie akademik W . Rumiancew ze Z S R R oraz niżej podpisany, k tó ry w imieniu 
P T M T S przekaza ł Z a r z ą d o w i G ł ó w n e m u Jugos łowiańsk iego Towarzystwa Mechan ik i medal 25 lecia 
naszego Towarzystwa, znaczki P T M T S i życzeniu z okazji jubileuszu 30 lecia. 

W y k ł a d pt. 30-lecie Jugosłowiańskiego Towarzystwa Mechaniki wygłosił prof. V l a t k o Brćić . Referaty 
generalne zos ta ły wygłoszone w pierwszym dniu obrad Kongresu , były to : 

1. Stjepan Jećić , Nowe osiągnięcia optyki w doświadczalnej analizie naprężeń, 
2. K e m a l Hanja l ić , Nowe osiągnięcia w modelowaniu i obliczaniu turbulentnych procesów, 
3. A p o s t o ł Poceski , Krytyczny przegląd podstaw metody elementów skończonych, 
4. Klaus-Jurgcn Bathe i Milś Kojj ić , Ostatnie osiągnięcie w nieliniowej analizie konstrukcji powło­

kowych. 

Obrady o d b y w a ł y się równocześn i e w 4 sekcjach, co często p o w o d o w a ł o t r u d n o ś ć wyboru re fe ra tów. 
W y m i e n i ę tu subiektywnie k i l k a s p o ś r ó d interesujących re fe ra tów wygłoszonych na Kongres ie : 

W . Rumiancew, O pewnych zagadnieniach dynamiki sterowania, A . M . K o w a l e w , Parametryczna 
identyfikacja nieliniowych drgań układów mechanicznych, 

F . L . Czernouszko, Dynamika układów z elementami sprężystymi i dysypatywnymi, 
M . M i c u n o v i c , O warunkach płynięcia materiałów anizotropowych, 
W . A . Green i D . Milosavl jcvic , Fale zginania w silnie anizotropowych płytach i powłokach sprężystych, 
J . J a r i ć , Szybkość zwolnienia energii w kwazistatycznej propagacji szczeliny w ośrodku sprężystym 

i całka J. 
W wielu pracach, zwłaszcza z t e rmosprężys tośc i , termodyfuzji, teorii p las tyczności , p o w o ł y w a n o 

się na prace a u t o r ó w polskich. Ty tu ł jednej z prac, autorstwa N . Ja. Cyganowej, niestety nie wygłoszony , 
b r z m i a ł : O pracach A. Przeborskiego w mechanice analitycznej. 

N a zebraniu D e l e g a t ó w 30 maja 1984 profesor W i t o l d N o w a c k i zos ta ł wybrany cz łonk iem honorowym 
Jugos łowi ań sk i eg o Towarzystwa Mechan ik i . Był to dopiero trzeci przypadek takiego wyboru . W po-
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przednich latach wybrano honorowymi c z ł o n k a m i zagranicznymi N . I. Muscheliszwilego oraz L . G . Ł o j -
c jańsk iego ze Z S R R . Lis ta zas łużonych cz łonków honorowych, obywateli j ugos łowiańsk ich , zawiera 11 
nazwisk. Wniosek w sprawie wyboru prof. W . Nowackiego p o d p i s a ł o 20 o s ó b , a uchwa łę pod ję to jedno­
myśln ie . 

Za rząd G ł ó w n y Jugos łowiańsk iego Towarzystwa Mechan ik i z a p r o p o n o w a ł nawiązan ie k o n t a k t ó w 
dwustronnych z P T M T S w posiaci wspólnych konferencji naukowych. Pierwsza konferencja polsko-
j u g o s ł o w i a ń s k a mia ł aby się o d b y ć w Jugos ławi i w r. 1986, a jej tematem będą zagadnienia mechaniki o ś r o d ­
k ó w ciągłych c ia ła s ta łego . 

W czasie X V I Kongresu polscy uczestnicy wygłosili 2 referaty. W . C h o r o m a ń s k i wygłosił referat 
o zastosowaniu p r o c e s ó w M a r k o w a w modelowaniu i badaniu mechanicznych u k ł a d ó w pojazd-szyny 
(referat wspólny z J . K i s i l o w s k i m i B . Raciborskim) . Z . Olesiak m ó w i ! o modelowaniu momentowej teorii 
p las tycznośc i . 

Kongres był świetnie zorganizowany, w luksusowych warunkach, przynajmniej po równu jąc z naszymi 
standardami, w trzech hotelach nad Adr ia tyk iem. Tematyka Kongresu p r z y p o m i n a ł a konferencje typu 
dorocznych z jazdów G A M M . Przedstawione referaty reprezen towały szeroki wachlarz zagadn ień , a ich 
l iczba o d p o w i a d a ł a d u ż y m wielotematycznym konferencjom m i ę d z y n a r o d o w y m . Przyjechało mniej niż 
zwykle uczes tn ików zagranicznych. N a zakończen ie Kongresu wręczono dyplomy pięciu m ł o d y m , do lat 
35, J u g o s ł o w i a n o m za wyróżnia jące prace z dziedziny mechaniki . Nagroda ta nosi imię „ R a s t k o Stoja-
novica" , przedwcześnie tragicznie zmar ł ego wybitnego mechanika jugos łowiańsk iego . 

Z . Olesiak 

W y k a z w ł a d z 

Z a r z ą d u Głównego Polskiego Towarzystwa Mechan ik i Teoretycznej i Stosowanej 
w X X I kadencji (od 10 maja 1984 r.) 

Przewodniczący Z a r z ą d u G ł ó w n e g o Prof, dr hab. Józef Wojnarowski 
Oddz ia ł G l iw ice 

Prof, dr hab. Eugeniusz Brzuchowski 

O d d z i a ł W r o c ł a w 

Prof, dr hab. Wies ław K r z y ś 

Oddz ia ł K r a k ó w 

Prof, dr hab. Zbigniew D ż y g a d ł o 
Oddz ia ł Warszawa 

D o c . dr Janusz Lip ińsk i 
Oddz ia ł Ł ó d ź 

Prof, dr hab. Andrzej Wilczyński 
Oddz ia ł Warszawa 

D o c . dr hab. Ryszard Parki tny 
Oddz ia ł C z ę s t o c h o w a 

Prof, dr hab. K a z i m i e r z Sobczyk 
Oddz ia ł Warszawa 

Prof, dr hab. Bogdan Skalmierski 
Oddz ia ł G l iw ice 

Prof, dr Mieczysław W i z m u r 
Oddz ia ł G d a ń s k 

Wiceprzewodniczący Z G 

Wiceprzewodniczący Z G 

Sekretarz Generalny 

Z a s t ę p c a Sekretarza Generalnego 

Skarbnik Z G 

Z a s t ę p c a Skarbnika Z G 

C z ł o n e k Z a r z ą d u 

Cz łonek Z a r z ą d u 

C z ł o n e k Z a r z ą d u 
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S y m p o z j a I U T A M w r . 1985 

1 M i x i n g i n a Stratified F l u i d 1985, Perth, Austra l ia , P rzewodn iczący : Prof. J . Imberger, University 
o f Western Aust ra l ia , Dept . o f Mathematics, Nedlands, Western Aust ra l ia 6009 
oraz Prof. G . Batchclor, Universi ty of Cambridge, Dept. of A p p l i e d Mathematics and Theoretical 
Physics, Silver Street, Cambridge C B 3 9 E W , U K . 

2 Hydrodynamics of Ocean Wave-Energy Ut i l i za t ion . 1985, L i sbona , Portugalia 
P rzewodn iczący : Prof. A . F . de O . Fa lcao , Instituto Superior Tecnico, Departamento dc Engenharia 
Mecanica , A v . Rovisco Pais, 1096 L isboa Codex, Portugal oraz D r . D . V . Evans, University o f 
Br i s to l , School o f Mathematics, Universi ty W a l k , Br i s to l BS8 1 T W , U K . 

3 A e r o - and Hydroacoustics. 
1985, L y o n , Francja 
P rzewodn iczący : Prof. G . Comte-Bellot , Ecole Centrale de L y o n , Laboratoire de Mccanique des 
Fluides, В . P . N o . 163, F-69131 Ecu l ly Cedex, France 
oraz Prof. J . E . Ffows Wi l l i ams , Universi ty of Cambridge, Dept. o f Engineering, Trumpington 
Street, Cambridge C B 2 1 P Z , U K . 

4 Interaction between Shock Waves and Turbulent Dissipative Layers. 
1985, Pa ryż , Francja 
P rzewodn iczący : Prof. J . Delery, Ecole Nationale Superieure de l 'Aeronautique et de l 'Espace. 
O N E R A , F-92320 Cha t i l lon , France, 29, av. de la D i v i s i o n Leclerc 

5 Single- and Mult i -Phase F l u i d F l o w through Heterogeneous Permeable Materials . 
1985, Lower Hutt , N o w a Zelandia 
P rzewodn iczący : D r . I. G . Donaldson, Dept . of Scientific and Industrial Research, Physics and 
Engineering Laboratory, Private Bag, Lower Hutt , New Zealand. 

6 Inelastic Behaviour of Plates and Shells. 
1985, R i o de Janeiro, Brazyl ia . 

P rzewodn iczący : Prof. L . Bevi lacqua, Pontif icia Universidade do R i o de Janeiro, R i o de Janeiro, 

Braz i l oraz Prof. | A . Sawczuk | , Centre Na t iona l de la Recherche Scientifique, Laboratoire de 

Mecanique et d 'Acoust ique, B . P . 71, F-13277 Merseil le Cedex 9, France. 

7 Dynamics of M u l t i b o d y Systems. 
1985, Ud ine , W ł o c h y . I U T A M / I F T o M M 
Przewodn iczący : Prof. G . B ianch i , Istituto d i Meccanica Appl ica ta , Poli technico d i M i l a n o , Piazza 
Leonardo da V i n c i 32, 1-20133 M i l a n o . Italy 
oraz Prof. W . Schiehlen, Institut В fur Mechanik , Universitiit Stuttgart, Pfaffenwaldring 9, 
D-7000 Stuttgart 80, B R D 

8 M a c r o - and Micromechanics of H i g h Veloci ty Deformat ion and Fracture 
1985, T o k i o , Japonia 
P rzewodn iczący : Prof. К . Kawa ta , Institute of Interdisciplinary Research, Universi ty o f T o k i o , 
Faculty of Engineering, 4-6-1 K o m a b a , Meguro-ku , T o k y o , 153 Japan 

9 Mechanics o f Damage and Fatigue. 
1985, Ha i fa , Israel. 
P r z e w o d n i c z ą c y : Prof. S. R . Bodner, Technion — Israel Institute of Technology, Technion C i t y , 
Ha i f a 32000, Israel 
oraz Prof. Z . Hashin , T e l - A v i v Universi ty , School of Engineering, Dept . of So l id Mechanics, M a ­
terials and Structures, R a m a t - A v i v , 
T e l - A v i v 69978, Israel. 

10 Thermal Shock. 

1985, Miejsce n ieokreś lone . 
P r z e w o d n i c z ą c y : D r . Т. B r o o m , Di rec tor General Technology Planning and Research D i v i s i o n , 
Central Electrici ty Generat ing Board , Courtenay House, 18 Warwick Lane, L o n d o n E C 4 P 4 E B , 
U K . 
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P r o t o k ó ł 
z X X Zjazdu Delega tów Polskiego Towarzystwa Mechan ik i Teoretycznej i Stosowanej 

odbytego 22 października 1982 r. w Warszawie 

W Zjeździe uczestniczyło 88 de lega tów, oraz 1 cz łonek Z a r z ą d u G ł ó w n e g o , k tó ry nie był równocześn ie 
delegatem. 
Obecni b y l i : 

1. Prof, dr hab. Marek Die t r i ch 
2. Prof, dr Zbigniew Olesiak 
3. Prof, dr hab. Józef Wojnarowski 
4. Prof, dr hab. Anfrzej T y l i k o w s k i 
5. D o c . dr Waldemar Bachmacz 
6. Prof, dr hab. K a z i m i e r z Biernatowski 
7. D o c . dr W ł a d y s ł a w Walczak 
8. Prof, dr Zbigniew K a c z k o w s k i 

9. Prof, dr hab. Szczepan Borkowsk i 
10. Prof, dr hab. Henryk Mikoła jczyk 
11. Prof, dr hab. S tan i s ław G d u ł a 
12. D o c . dr hab. E d w a r d W a l i c k i 
13. Prof, dr hab. Janusz Elsner i 
14. D o c . dr hab. Wojciech Pietraszkiewicz-
15. D o c . dr Walery Szuścik 
16. D r inż. E lżb ie ta Polanis 
17. D o c . dr hab. Waldemar K o b z a 
18. D r hab. inż. Ryszard Dzięcielak 
19. Prof, dr hab. Wies ław Krzyś 
20. Prof, dr hab. S tan i s ław Dub ie l 
21. Prof, dr hab. Eugeniusz Brzuchowski -
22. D o c . dr. inż. Edward Goss 

3. Doc . dr hab. K a z i m i e r z Maczyńsk i 
24. D o c . dr hab. Marek Trombsk i 
25. D r inż. M i r o s ł a w Ma lec 
26. D o c . dr inż. Bron i s ł aw S io lkowsk i 
27. D o c . dr inż . Krzysz to f Wernerowski 
28. D o c . dr inż. Kaz imie rz Kleją 
29. D r inż. A d a m B o k o t a 
30. D o c . dr inż. Seweryn Lewandowski 
31. Prof, dr hab. Tadeusz Lechowski 
32. D r inż. S ł a w o m i r Bednarek 
33. D o c . dr hab. Ryszard Parki tny 
34. D o c . dr. i nż . Stefania Stachura 
35. D o c . dr hab. Lech T o m s k i 
36. Prof, dr hab. Zbigniew Cywińsk i 
37. Prof, dr R o m a n Kaz imie rzak 
38. Prof, dr hab. Jan Kruszewski 
39. D r inż . M i r o s ł a w Skowronek 
40. D r inż. E d m u n d Wit tbrodt 
41. D r inż. Jan Adamczyk 
42. D o c . dr inż. Zbigniew Bogucki 
43. D r inż . Andrze j Buchacz 
44. D r inż. Remigiusz Ćwik 

• p rzewodniczący Z G i Delegat O / W - w a 
• wiceprzewodniczący Z G i Delegat O / W - w a 
-Sekretarz Generalny Z G i Delegat O / G l i w i c e 
- Skarbnik Z . G . i Delegat O / W - w a 
- Z-ca Skarbnika Z G i Delegat O / C z ę s t o c h o w a 
- Cz łonek Z a r z ą d u G ł ó w n e g o O / W r o c ł a w 
- Cz łonek Z a r z ą d u G ł ó w n e g o O / Ł ó d ź 
- Przewodniczący G ł . K o m . Rew. i Cz łonek H o n o r o w y 

P T M T S 
• Z - c a Przew. Gł . K . R . I Delegat O / G l i w i c e 
- Cz łonek G l . K o m . Rew. i Delegat O / P o z n a ń 
- Przewodniczący i Delegat O/Bie l sko Bia ła 
- Przewodniczący i Delegat O/Bydgoszcz 
- Przewodniczący i Delegat O / C z ę s t o c h o w a 
- Przewodniczący i Delegat O / G d a ń s k 
- P rzewodniczący i Delegat O / G l i w i c e 
-Delegat O / L u b l i n 
- Przewodniczący i Delegat O / Ł ó d ź 
- Przewodniczący i Delegat O / P o z n a ń 
- Przewodniczący i Delegat O / K r a k ó w 
- Przewodniczący i Delegat O/Warszawa 
- P rzewodniczący i Delegat О / W r o c ł a w 
- Przewodniczący i Delegat O / Z i e l o n a G ó r a 
- Delegat O/Bie l sko-Bia ła 
- Delegat O/Bie l sko-Bia ła 
- Delegat O/Bydgoszcz 
-Delegat O/Bydgoszcz 
- Delegat O/Bydgoszcz 
- Delegat O / C z ę s t o c h o w a 
- Delegat O / C z ę s t o c h o w a 
- Delegat O / C z ę s t o c h o w a 
- Delegat O / C z ę s t o c h o w a 

Delegat O / G d a ń s k 

O / G l i w i c e 
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— Cz łonek H o n o r o w y P T M T S O / G l i w i c e 
— Delegat O / K r a k ó w 

— Delegat O / L u b l i n 

• Delegat O / Ł ó d ź 

45. D r inż. Jerzy Kuczyńsk i 
46. D r inż. A d a m K w a ś n i c k i 
47. D r inż. S tan is ław M i k u ł a 
48. D r inż. Wojciech P i l l i ch 
49. D o c . dr hab. Bohdan M o c h n a c k i 
50. D r inż. Henryk S k o w r o n 
51. D o c . dr Zbigniew Gęb ick i 
52. D r inż. Józef S u c h o ń 
53. D o c . dr inż. Zdz is ław Sul imowski 
54. D o c . dr inż. Wojciech Ta rnowsk i 
55. Prof. dr. Janusz Die t rych 
56. D o c . dr hab. S tan is ław Bednarz 
57. D r inż. Jerzy Wapiennik 
58. D o c . dr hab. Jakub Mames 
59. D o c . dr Zdz i s ł awa Rotter 
60. D o c . dr K a z i m i e r z Szabelski 
61. D o c . dr hab. Jerzy G l u z a 
62. D o c . dr K a z i m i e r z Grossman 
63. M g r inż. Tadeusz Jeske 
64. D o c . dr Janusz Lip ińsk i 
65. D r inż . Andrzej M ł o t k o w s k i 
66. Prof, dr hab. Czes ław Cempel 
67. D o c . dr hab. Andrzej L i t e w k a 
68. D r inż. Jerzy R a k o w s k i 
69. D r inż. Andrzej Świder 
70. Prof, dr Zbigniew Brzoska 
71. Prof, dr Jan Oderfeld 
72. D o c . dr hab. P rzemys ław Jas t rzębsk i 
73. Prof, dr hab. S tan i s ław K o c a ń d a 
74. Prof, dr hab. Jerzy Maryn i ak 
75. D r inż. Macie j M r ó z 
76. Prof, dr hab. Zbigniew Or ło ś 
77. Prof, dr hab. Zbigniew Os ińsk i 
78. D r inż. S tan is ław R a d k o w s k i 
79. Prof, dr hab. Bogumi ł Staniszewski 
80. D r inż. Aleksander Wielgus 
81. D o c . dr hab. Andrzej Wilczyński 
82. D o c . E . G a w r y c h - Ż u k o w s k i 
83. Prot*, dr inż . A d a m Negrusz 
84. D r inż. Zdz i s ł aw Sysak 
85. D o c . dr hab. M i r o s ł a w Werszko 
86. D o c . Jerzy D o r o b c z y ń s k i 
87. D r inż . Jerzy Honczarenko 
88. D o c . dr inż. M a r i a n K m i e c i k 
89. D o c . dr inż. R o m a n S o b a ń s k i 
90. D o c . dr inż. Leszek Szeloch — Delegat O / Z i e l o n a G ó r a 
91. D r . inż. M a r i a n Pearsona —Delega t O / W r o c ł a w 

Obrady o tworzy ł Przewodniczący Z a r z ą d u G ł ó w n e g o profesor M a r e k Die t r i ch , k t ó r y powi t a ł przy­
byłych de lega tów oraz zaproszonych gości , c z ł o n k ó w H o n o r o w y c h P T M T S , p r o f e s o r ó w : Zbigniewa 
Brzoskę , Janusza Die t rycha , Zbigniewa Kaczkowskiego i Jana Oderfelda. 

Przyjęto nas tępujący p o r z ą d e k obrad : 
1. Otwarcie Zjazdu. W y b ó r p rzewodniczącego , zas tępców przewodniczącego i sekretarza Zjazdu. 

O / P o z n a ń 

,, O / R z e s z ó w 
Cz łonek H o n o r o w y P T M T S O / W - w a 
Cz łonek Honorowy P T M T S O/Warszawa 
Delegat O/Warszawa 

О / W r o c ł a w 

O/Szczecin 
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2. Przyjęcie p r o t o k o ł u z X I X Zjazdu De lega tów P T M T S odbytego w Blażejewku k /Poznania . 
3. P o w o ł a n i e K o m i s j i : M a t k i , Skrutacyjnej i U c h w a ł o w e j . 
4. Z ł o ż o n e sprawozdania z dz ia ła lności Towarzystwa. 
5. Z łożen ie sprawozdania finansowego. 
6. Sprawozdanie Główne j K o m i s j i Rewizyjnej. 
7. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjęto ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Za rządowi G ł ó w ­

nemu absolutorium i g łosowanie nad wnioskiem. 
8. W y b o r y : 

a) p rzewodniczącego , 
b) c z ł o n k ó w Z a r z ą d u G ł ó w n e g o , 
c) G ł ó w n e j K o m i s j i Rewizyjnej. 

9. Uchwalenie generalnych wytycznych działa lności P T M T S na nas tępną kadencję . 
10. Z a m k n i ę c i e Zjazdu Delega tów. 

ad 1 

N a p rzewodniczącego Zjazdu p o w o ł a n o profesora S. Dubie la (Warszawa). N a wiceprzewodniczących 
Zjazdu wybrano p r o f e s o r ó w : S. G d u ł ę (Bielsko Biała) i J . Elsnera (Częs tochowa) . N a sekretarza Zjazdu 
wybrano doktora M . M r o z a (Warszawa). 

N a wniosek p rzewodniczącego obrad prof. S. Dubie la zebrani uczci l i m inu t ą ciszy pamięć zmar łych 
w okresie X I X - e j kadencji c z ł o n k ó w Towarzystwa, ko l egów: doc. dr Jerzego Sobolewskiego, prof. zw. dr 
M a r c i n a Boreckiego, prof, dr hab. Czes ława Graczyka , prof, dr hab. Jerzego Bukowskiego, dr Aleksandra 
Szowego, prof, dr S tan i s ława Hucke la , prof, dr Boles ława Kordasa , prof, dr R o m a n a M r o m l i ń s k i e g o , 
prof, dr Tadeusza Opolskiego i doc. mgr Mieczys ława Pisza, 
ad 2 

Wobec wcześniejszego rozdania delegatom p r o t o k o ł u z X I X Zjazdu zaproponowano nie odczy tywać 
go, a jedynie p o d d a ć pod dyskusję . P r o t o k ó ł został przyjęty wraz z poprawkami, 
ad 3 

Komis j ę M a t k ę p o w o ł a n o w nas tępującym sk ładz i e : prof. К . Biernatowski (Wroc ław) , dr R . Dz ię -
cielak ( P o z n a ń ) , doc. W . K o b z a (Łódź) , doc. W . Pietraszkiewicz ( G d a ń s k ) , doc. W . Szuścik (Gl iwice) . 
Komis j ę Skrutacyjną p o w o ł a n o w sk ł adz i e : doc. J . D o r o b c z y ń s k i (Szczecin), doc. S. Bednarz ( K r a k ó w ) 
i doc. E . Goss (Zielona G ó r a ) . Komis ję M a n d a t o w ą p o w o ł a n o w sk ładz ie : doc. Z . Rotter (Lubl in) , prof. 
W . K r z y ś ( K r a k ó w ) , doc. K . Szabelski (Lubl in) . Komis j ę Uchwa lową w sk ł adz i e : dr W . P i l l i ch (Gliwice) , 
dr A . Wielgus (Warszawa), dr E . Wit tbrodt ( G d a ń s k ) . 

ad 4 

W związku z opubl ikowaniem sprawozdania za okres X I X kadencji i do ręczen iem go wcześniej de­
legatom, Przewodniczący prof. Marek Die t r ich ograniczył się do k r ó t k i e g o komentarza. Wyraz i ł po t r zebę 
zwrócen ia uwagi De lega tów na wybrane aspekty dzia ła lności Towarzystwa w minionej kadencji. Podkreś l i ł , 
że ostatnie dwa lata były najtrudniejszym okresem w pracy i życiu Towarzystwa, co wyn ika ło z wyją tkowo 
intensywnych przemian spo łeczno-pol i tycznych w naszym kraju. Wszystko tu o d s u w a ł o na dalszy plan 
dz ia ła lność n a u k o w ą . A k t y w n o ś ć c z ł o n k ó w i O d d z i a ł ó w os łabła . Wyłan ia ły się t rudnośc i organizacyjne, 
a t a k ż e były zak łócen ia w gospodarce finansowej Towarzystwa. Obowiązujące w tym czasie procedury 
formalno-prawne u t rudn ia ły kontakty z kolegami zagranicznymi. Powsta ły opóźn i en i a w druku czasopisma 
„ M e c h a n i k a Teoretyczna i Stosowana". Za rządzen ie P A N zmniejszyło l iczbę arkuszy wydawniczych 
M T i S do po łowy . Z a r z ą d G ł ó w n y wystąpił do P A N o zatwierdzenie wyboru cz łonków Zagranicznych 
Towarzystwa. Przewodniczący Towarzystwa wyrazi ł op in ię , że w sumie u d a ł o się u t r z y m a ć dz ia ła lność 
Towarzystwa zgodnie z zasadami statutu. Sk ie rował serdeczne p o d z i ę k o w a n i e c z ł o n k o m i z e spo łom, 
k tó rych praca zdecydowa ła o takiej właśnie ocenie. Podkreś l i ł szczególnie duży wk ład pracy prof. Z . Ole­
siaka. Sprawozdanie z dzia ła lności P T M T S w ostatniej kadencji zos ta ło przyjęte przez ak lamac ję . 

ad 5 

Sprawozdanie finansowe złożył skarbnik prof. A . T y l i k o w s k i (Szczegółowy tekst włączony zosta ł 
do akt Zjazdu). P o d s u m o w u j ą c wystąpienie zaape lował o zwiększenie dyscypliny w op łacan iu sk ładek 
c z ł o n k o w s k i c h . 
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ad 6 
Sprawozdanie Gfównej K o m i s j i Rewizyjnej złożył jej P rzewodniczący prof. Z . K a c z k o w s k i . (Tekst 

włączono do akt Zjazdu). P o d s u m o w u j ą c wystąpienie s twierdzi ł , iż ujednolicenie we wszystkich Oddz ia ­
łach wymaga s p o s ó b spo rządzan i a s p r a w o z d a ń finansowych dzia ła lności Z a r z ą d ó w , sympozjum, semina­
r iów, konferencji itp. Informacje w sprawozdaniach bardzo często są n iepe łne , b łędne — bo często prze­
kazywane drogą telefoniczną. P r o t o k o ł y np. nie zawsze zawierają stwierdzenia o udzielaniu absolutorium 
us tępującemu Z a r z ą d o w i . Przew. G ł ó w n e j K o m . Rewizyjnej, prof. Z . K a c z k o w s k i , s twierdzi ł , że komisja 
ocenia dz ia ła lność Z a r z ą d u G ł ó w n e g o jako zgodną ze statutem P T M T S i pos tawi ł wniosek o udzielenie 
Z a r z ą d o w i absolutorium. Wniosek zosta ł przyjęty przez ak lamac ję . 

ad 7 

W dyskusji nad sprawozdaniami zabrali g łos : prof. E . Brzuchowski , doc. E . Goss, prof. J . Wojnarowski , 
prof.^Z. K a c z k o w s k i , prof. M . Die t r ich , doc. M . K m i e c i k , prof. Z . Cywińsk i , prof. J . Elsner, prof. S. Dub ie l , 
doc. A . Wi lczyńsk i , dr R . I zb ick i , doc. W . Bachmacz. Dyskutanci podkreś la l i , że Towarzystwo działa 
s a m o r z ą d n i e , a z a a n g a ż o w a n i e i bez in te resowność są cechami jego dz ia ła lnośc i . W y s o k o oceniono jego 
dz ia ła lność mery to ryczną — zwłaszcza zebrania naukowe w formie dyskusji „ok rąg ł ego s t o ł u " . Z w r ó c o n o 
u w a g ę na p o t r z e b ę rozszerzenia ro l i Z a r z ą d u G ł ó w n e g o o dalsze formy dzia ła lnośc i , j a k : sesje wyjazdowe, 
centralne kursy (np. w Jab łonne j ) oraz pomoc udzie laną Z a r z ą d o m O d d z i a ł o w y m w zachowaniu i rozwi ­
janiu swej indywidua lnośc i naukowej. Poruszono między innymi sp rawę o b c h o d ó w 25-lecia P T M T S 
w roku 1983 i ewentualnej dorocznej nagrody (symbolicznej) za dz ia ła lność n a u k o w ą w Towarzystwie. 
Ponadto w y r a ż o n o uznanie dla pracy Z a r z ą d u G ł ó w n e g o . 

Po z a k o ń c z e n i u dyskusji prof. Z . Kaczkowsk i pos tawi ł wniosek o udzielenie absolutorium us tępu­
j ą c e m u Z a r z ą d o w i G ł ó w n e m u . 

Wniosek przyjęto w g łosowan iu j awnym przy 1 glosie ws t rzymującym się. 

ad 8 

Przewodn icząca K o m i s j i Mandatowej , doc. Z . Rotter , p o i n f o r m o w a ł a , że na Zjazd p rzyby ło 89 o s ó b 
(z k t ó r y c h 88 jest Delegatami), w związku z czym uchwały są prawomocne. 

Przewodniczący Komis j i M a t k i , doc. W . Pietraszkiewicz, p rzeds tawi ł kandydatury na przewodni­
czącego Z a r z ą d u G ł ó w n e g o : prof. Zbigniewa Olesiaka (nie wyrazi ł zgody na kandydowanie), prof. Z b i ­
gniewa Os ińsk iego i prof. Józefa Wojnarowskiego. 

R o z p o c z ę t o czynnośc i wyborcze. 
Po przerwie w obradach Przewodniczący K o m i s j i Skrutacyjnej doc. S. Bednarz p rzeds tawi ł w y n i k i 

w y b o r ó w : oddano 86 g łosów ważnych , w tym na k a n d y d a t u r ę prof. Z .Osińskiego pad ły 42 glosy, na kan­
d y d a t u r ę prof. J . Wojnarowskiego padły również 42 głosy. Pon i eważ żaden z k a n d y d a t ó w nie o t r z y m a ł 
wymaganej większości g łosów, postanowiono wybory p o w t ó r z y ć . W tej sytuacji prof. M . Die t r ich zapro­
p o n o w a ł rozszerzenie listy k a n d y d a t ó w o osobę prof. Z Olesiaka, k t ó r y tym razem zgodzi ł się k a n d y d o w a ć . 
D o c . Z . Su l imowsk i z a p r o p o n o w a ł , aby kandydaci przedstawili swój program dzia ła lnośc i Towarzystwa. 
Zgodnie z tym wnioskiem zabral i głos kolejno: prof. Z . Os ińsk i , prof. J . Wojnarowski , prof. Z . Olesiak. 

Prof. Os ińsk i w swoim wystąpieniu zauważył , że g ł ó w n y m celem i zadaniem Towarzystwa jest roz­
wijanie w społeczeństwie Mechan ik i . Teoretycznej i Stosowanej poprzez zaznaczenie ro l i mechaniki , w in ­
terdyscyplinarnym wykszta łceniu młodych a d e p t ó w nauki , popieranie twórczośc i m ł o d y c h p r a c o w n i k ó w 
oraz poszukiwanie form dzia ła lności Towarzystwa z a r ó w n o poprzez patronat nad instytucjami krajowymi 
mającymi znamiona dz ia łań na rzecz rozwoju mechaniki , jak i poprzez uzupełn ien ie ich dz ia ła lnośc i . 

Prof . Wojnarowski nawiązał do swego poprzedniego wystąpienia (w dyskusji), rozszerzając propo­
zycje programowe Towarzystwa na przyszłą kadenc ję o nas tępujące postulaty: 

— p o t r z e b ę dz ia łań nad utrwaleniem autorytetu Towarzystwa w ś rodowi sku i nżyn i e ry jno -naukowym, 
— należy wzbogac ić formy dz ia łan ia w Oddz ia ł ach i Za rządz ie G ł ó w n y m , aby sprzyjały potrzebom 

przemian społecznych w kraju, 
— rozwi jać o s o b o w o ś ć n a u k o w ą O d d z i a ł ó w , wytyczać kierunki ich rozwoju naukowego z po łożen iem 

akcentu na badania doświadcza lne , 
— Obchody 25-cia wykorzys t ać do utrwalenia tradycji Towarzystwa, w czym dużą ro lę przypisuje 

kwar ta ln ikowi Mechan ik i Teoretycznej i Stosowanej. 
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Prof. Olesiak — w swoim wystąpieniu nawiąza ł k r ó t k o do his tor i i Towarzystwa, zwracając u w a g ę 
na ro lę autorytetu moralnego, k t ó r y szczególnie obecnie jest n iezbędny . 

Wytwarzanie postaw moralnych jest ważne , w życiu spo łecznym, a w dzia ła lności naukowej jest nie­
zbędne . W autorytecie mora lnym, troskliwie utrwalanym widz i ważny sens istnienia Towarzystwa. Takie 
cechy Towarzystwa j a k : n ieza leżność , s a m o r z ą d n o ś ć i s amodz ie lność , stosowane i rozwijane, podnoszą 
autorytet moralny i naukowy. 

P rzeds tawi ł p ropozyc ję włączenia do statutu ordynacji wyborczej Towarzystwa oraz p r z y p o m n i a ł , 
że w dalszym ciągu jest aktualna sprawa uzupe łn ian ia Statutu o c z ł o n k o w s t w o wspierające. U w a ż a , iż 
należy w y d a w a ć Biule tyn Informacyjny Z a r z ą d u G ł ó w n e g o , uczcić 25-cie Towarzystwa medalem p a m i ą t ­
k o w y m . 

P iękn ie rozwijająca się mechanika, w kraju m o ż e ulec degradacji (zwłaszcza jej nauczania), jeśli nie 
zos taną podjęte dz i a ł an i a zapobiega jące . D u ż ą rolę w tym przypisuje dzia ła lności informacyjnej, wydaw­
niczej i społecznej , choc iaż możl iwości ocenia j ako skromne. Dlatego postulat wykorzystania wsparcia 
c z ł o n k ó w zagranicznych w zwiększeniu publikacji pozostaje ciągle aktualny. Pilnego wsparcia wymaga 
m ł o d a kadra, tak w publ ikowaniu , prac, jak i umoż l iwien iu w y g ł a s z a n i a re fe ra tów na zebraniach, sym­
pozjach i konferencjach. 

D o c . S. Bednarz — przeds tawi ł wyn ik i drugiego g łosowania . T y m razem oddano 84 głosy, wszystkie 
ważne . N a k a n d y d a t u r ę prof. Z . Olesiaka p a d ł o 39 g łosów, na k a n d y d a t u r ę prof. J . Wojnarowskiego 
pad ło 28 g łosów oraz na k a n d y d a t u r ę prof. Z . Os ińsk iego p a d ł o 17 g łosów. 

Prof . Z . O s i ń s k i — p o d z i ę k o w a ł za okazane m u zaufanie i wycofał swoją k a n d y d a t u r ę z dalsze 
części w y b o r ó w . O d b y ł o się trzecie tajne g łosowanie , w k t ó r y m wzięło udzia ł 83 de lega tów. Wszystkie 
głosy były ważne . Prof. Z . Olesiak o t r zyma ł 42 głosy, prof. J . Wojnarowski 40 g łosów, 1 glos był wstrzy­
mujący się. T y m samym na p rzewodn iczącego P T M T i S został wybrany prof. Zbigniew Olesiak. 

Prof. Zbigniew Oles iak p o d z i ę k o w a ł za zaufanie i w y b ó w na stanowisko p rzewodniczącego Z a r z ą d u 
G ł ó w n e g o . 

N a s t ę p n i e Przewodniczący K o m i s j i M a t k i przeds tawi ł kandydatury do Z a r z ą d u G ł ó w n e g o : doc. 
W . Bachmacz, prof. E . Brzuchowski , prof. R . G u t o w s k i , doc. S. Kasprzyk , prof. J . Kruszewsk i , doc. J . 
L ip ińsk i , doc. R . Parki tny, doc. Z . Rotter, doc. Z . Su l imowski , doc. M . T rombsk i , doc. W . Walczak, 
doc. A . Wi lczyńsk i , prof. J . Wojnarowski . D o G ł ó w n e j K o m i s j i Rewizyjnej : prof. С . Cempel , dr R . Ćwik , 
prof. D . D ą b r o w s k i , prof. J . D ie t r i ch , prof. R . Kazimierczak , doc. J . Mames , prof. A . Ty l i kowsk i i doc. 
K . Wernerowski . 

W wyniku tajnego g ło sowan ia do Z a r z ą d u G ł ó w n e g o wybrano nas tępujących k o l e g ó w : 
doc. W . Bachmacza (48 g łosów) , prof. E . Brzuchowskiego (44 głosy), prof. R . Gutowskiego (60 g łosów) , 
doc. S. K a s p r z y k a (41 g łosów) , prof. J . Kruszewskiego (61 g łosów) , doc. Z . Sulimowskiego (39 g łosów) , 
doc. W . Walczaka (49 g łosów) , doc. A . Wi lczyńsk iego (46 g łosów), prof. J . Wojnarowskiego (67 g łosów) 
oraz zas t ępców c z ł o n k ó w Z a r z ą d u : 
doc. J . L ip ińsk iego (38 g łosów) , doc. R . Parkitnego (38 g łosów) i doc. M . Trombskiego (37 głosów). 
D o G ł ó w n e j K o m i s j i Rewizyjnej wybrano: 
prof. C z . Cempla (51 g łosów) , prof. D . D ą b r o w s k i e g o (57 g łosów), prof. J . Die t rycha (52 głosy), prof. 
R . K a ź m i e r c z a k a (49 g łosów) , prof. A . Tyl ikowskiego (61 g łosów) . 

ad 9 

Projekt tekstu uchwały odczy ta ł p rzewodniczący K o m i s j i Uchwalowej — dr inż. A . Wielgus. 
Delegaci g łosowal i na k a ż d y punkt uchwały . U c h w a ł ę przyjęto większością g łosów. 
Pod j ę to nas tępującą U c h w a ł ę X X Zjazdu D e l e g a t ó w P T M T S : 
Zjazd podkreś la jąc , że g łówną siłą s tymulującą dz ia łan ie i rozwój Towarzystwa jest bezinteresowna 

praca c z ł o n k ó w i wynika jąca z niej n ieza leżność , s a m o r z ą d n o ś ć i s amodz ie lność postanawia: 
1. W zakresie realizowania podstawowych merytorycznych celów statutowych Towarzystwa zobowiązać 

Z a r z ą d y : G ł ó w n y i O d d z i a ł o w e d o : 

1.1. Przeanalizowania dotychczasowych form dzia ła lności naukowej w kierunku ich uatrakcyjnienia, 
a t akże przejawiania inicjatywy w rozwijaniu nowych f o r m : jak sesje wyjazdowe, kursy interdy­
scyplinarne i m iędzyoddz i a lowe . Dewizą dz ia łan ia Towarzystwa powinna być s k r o m n o ś ć i go-
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s p o d a r n o ś ć , s łużebna ro la wobec rozwoju mechaniki w K r a j u i potrzeba integracji ś r o d o w i s k a 
naukowego m e c h a n i k ó w . 

1.2. Opracowanie i wydanie zeszytu informacyjnego o 25-letniej dzia ła lności Towarzystwa, rozważen ie 
możl iwośc i wydawania Biule tynu Informacyjnego Z a r z ą d u G ł ó w n e g o . 

1.3. Przedsięwzięcie dz ia łań w k ie runku : 
— wypracowania właściwej pozycji mechaniki w studiach wyższych, 
— większego wp ływu na rozwój młode j kadry m e c h a n i k ó w w nauce i p rzemyśle , 
— zapobiegn ięc ia degradacji ro l i mechaniki w życiu K r a j u . 

2. W zakresie spraw organizacyjnych Za rząd G ł ó w n y i Z a r z ą d y O d d z i a ł ó w skup ią u w a g ę n a : 
2.1. Wspomaganiu przez Z a r z ą d G ł ó w n y Z a r z ą d ó w O d d z i a ł ó w w ich aktywizacji , rozwoju, zachowaniu 

au ten tycznośc i i i ndywidua lnośc i naukowej. 
2.2. Gromadzen iu (opracowaniu) i publ ikowaniu informacji o bieżącej dz ia ła lności i tradycjach T o ­

warzystwa. 
2.3. Skrupula tnym prowadzeniu dokumentacji Towarzystwa, terminowym ich s p o r z ą d z a n i u i przesy­

łan iu , a t akże na ujednoliceniu form dokumentacji i dbaniu o je j k o m p l e t n o ś ć i rzeczowość . 
2.4. L ikwidac ja zaległości w op ł acan iu sk ładek cz łonkowsk ich , uregulowaniu bieżących spraw finanso­

wych stosowania do aktualnych w a r u n k ó w z zachowaniem racjonalnych form oszczędzania . 
(Pełny tekst Uchwa ły został włączony do akt Zjazdu). 

ad 10 
Przewodniczący P T M T S prof. Z . Olesiak p o d z i ę k o w a ł P rzewodn iczącemu Zjazdu — prof. S. D u b i e ­

l o w i , Jego Zas tępcy , Sekretarzowi i K o m i s j i Zjazdu za sprawne prowadzenie obrad. P o d z i ę k o w a ł również 
Delegatom za liczne przybycie, dyskutantom za aktywny udzia ł w obradach Zjazdu. 
N a tym obrady X X Zjazdu Z a k o ń c z o n o . 

Sekretarz X X Zjazdu De lega tów Przewodniczący X X Zjazdu 
P T M T S De lega tów P T M T S 

(—) dr inż . Maciej M r ó z (—) Prof, dr hab. inż. S tan is ław D u b i e l 

The 6th European Conference on Fracture 
(6-ta Europejska Konferencja Mechan ik i Pękan ia ) 
15—20 June 1986 
R a i Congress Centre 
Amsterdam, the Netherlands 

Scientific secretariat 
H . C . van E l s t c / o T N O Corporate Communica t ion Department 
P . O . B o x 297 2501 B D The Hague, Ho land ia 



K O N F E R E N C J E „ E U R O M E C H " 1985r. 
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J a b ł o n n a , Po l ska 
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2—5 wrześn ia 1985 
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196 R o c k and soil rheology 
10— 13 września 1985 
Bukareszt, R u m u n i a 

197 Fini te rotations in non-linear structural 
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M u n i c h , R F N 
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