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CONSTRAINTS IN CONSTITUTIVE RELATIONS OF MECHANICS

CzesLaw WozNIiak (Warszawa)

University of Warsaw
Faculty of Mathematics, Computer Sciences and Mechanics
Institute of Mechanics

Introduction

Constraints in mechanics are usually understood as the known restrictions imposed
on the class of motions of a certain material system; they are due either to internal pro-
perties of a system (internal constrains) or to the influence of certain exterior objects or
external fields (external constraints). Moreover, constraint imposed on motions is main-
tained by what are called reaction forces which can be internal (for internal constraints)
or external (in the case of external constraints). As a rule, kinematic constraints together
with the suitable reaction forces are analysed within the theory of constitutive relations
of mechanics, i.e., within relations which characterize either internal (material) properties of
the body under consideration or interactions between the body and its exterior.

So far, different special cases of constraints have been analysed independently in diffe-
rent problems of mechanics; the complete list of pertinent references is rather extensive
and will not be given here. For the discussion of constraints in Hamiltonian and Lagran-
gian mechanics the reader is referred to [l1] where the further references can be found.
Interna! constraints have been studied within the theory of constitutive relations of con-
tinuum mechanics; for the basic assumptions of the theory cf. [2]. The concept of constraints
has been also applied in order to simplify the analytical form of problems in the elasticity
theory, [3], and to obtain relations of structural mechanics (cf. [4], where the list of suitable
references is given).

The main aim of the paper is to develop a general approach to the concept of constrains
in discrete and continuum mechanics and to obtain and analyse the general form of con-'
stitutive relations in which the constraints are involved. It must be stressed that constitu-
tive relations we are to deal with, describe not only material properties of bodies but also
interactions between a body and external fields. The main attention in the paper will be
given to these aspects of constitutive relations which are due to the constraints.

The concepts of constraint and that of the constitutive relations subject to constraints
will be introduced and analysed in their abstract form, i.e., independently of any special
class of problems in mechanics. Such approach, after suitable interpretations of the obta-
ined relations, enables to formulate problems in which constraints are imposed not only
on the kinematical fields but also on the internal and external forces as well as on any other
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field encountered in mechanics. Moreover, putting aside certain non physical situations,
no regularity of any kind will be imposed on the sets of fields which are admissible by
constraints. Hence different problems with involved form of constraints can be formulated
on the basis of the general results obtained in the paper. The method of constraints which
is developed here, constitutes the useful tool for the formation of new constitutive relations
by imposing constraints on the known constitutive relation. The proposed approach is
applied in order to obtain certain new classes of ideal materials within continuum mecha-
nics; for further applications the reader is referred to [5] where some examples of unilateral
internal constraints for strains and stress are discussed. Applications to structural mechanics
will be given in papers [6, 7]. .

1. Constraints and reactions

We start from a class of mappings which are assumed to describe within mechanics
all time evolutions of a quantity related to a certain material system. Throughout the
paper we shall confine ourselves to mappings which can be represented by finite systems
of real-valued functions defined on the time axis R and which are continuous and have
continuous time derivatives for a.e. £ € RV. To introduce the class of mappings under
consideration we shall assume that there is known the s#-th dimensional manifold M of
the class C'. The tagent bundie to M will be denoted by TM, the cotangent bundle by
T*M; for every m € M the suitable tangent and cotangent spaces will be denoted by
T,.M, T M, respectively. Moreover, 7, and 7,; will stand for the natural projections
of TM, T*M, respectively, onto M. The dual pairing between T,, M and T M (for an ar-
bitrary m € M) will be denoted by (T.M, -, -), TmM). Let all mappings describing
a time evolution of a certain quantity related to the material system under consideration
be represented by elements of the known (topological) space ®(R, M) of functions defined
a.c. on R and with values in M. Hence the mappings we are to deal with are

p:Rot— p(t)eM ‘ (1.1)

for some ¢ € (R, M). We shall also assume that the R.H.S. derivatives ¢’(¢) exist for
every t € R.

The intuitive concept of constraints is closely related to the fact that in many problems
under consideration not every ¢ € (R, M) describes certain physical situation and that
in different situations we have to deal with different subsets of @(R, M). Thus, from
‘a formal point of view, we are tempted to define constraints as certain proper subsets of
®D(R, M). However, such treatment of constraints is not based on the physical meaning
of this concept. Firstly, not every restriction of @(R, M) has the physical sense of const-
raints?’, Secondly, the choice of the space @(R, M) itself can be interpreted as introdu-
cing constraints in their intuitive meaning. To avoid any ambiguity, we shall introduce
the following definition of contraints.

1 Thus within continuum mechanics we confine ourselves to the situations in which there is involved
only sufficiently small neighborhood of an arbitrary but fixed material particle.

® Such restriction can be introduced, for example, by imposing extra smoothness conditions on the
space D(R, M) of mappings (1.1).
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Definition 1. By TM-constraint we shall mean the multifunction

“:Rat—> €)=« TM, (1.2)

such that, under the denotations

A(m, t) = €(ONnT .M, (m,t)e MxR,
DA(t) = (imeM|A(m,t) # ¢} = 7,4(), teR,
the following conditions hold
(Vte R)(Vme DA(1)) (Vo e A(m, 1)) (A€ Ci(—¢, &), & > 0)[m =
= f(0),v = f'(0),f' () e A(f(X), 1+4) for every 1€]0, &), (1.9)
(Vte R)[DAQ) # ¢].

(1.3)

The multifunction

A:MxR3(m,t)—> Alm,t) =« TM, (1.5
such that

(V(m, 1) e Mx R)[A(m, 1) < T,,M] (1.6)

and satisfying Eqs. (1.4), will be called TM-constraint multifunction.
Corollary 1. Every TM-constraint multifunction defines TM-contraint and conversely.
TM-constraint determined by TM-constraint multifunction 4 will be denoted by ..
Corollary 2. Every TM-constraint multifunction (1.5) determines the subset @ ,(R, M)
of @(R, M) defined by .

PR, M) := {pe DR, M)|p(t) e DA(), ¢ ()eA(p(),1), teR}, (1.7)

where, by virtue of Eq. (1.4), the subset @,(R, M) is not empty.

Remark 1. If M is a differentiable submanifold of a certain C!-manifold M,, then
TM-constraint can also be interpreted as TM,-constraint. Analogously, if M, is a differen-
tiable submanifold of M, then TM-constraint can be interpreted as TM,-constraint pro-
vided that €(r) «¢ TMj; for every ¢ € R. Thus the concept of constraint is strictly related
to the choice of the differentiable manifold M. This manifold in problems of mechanics,
as a rule, is introduced by the known class @(R, M) of mappings®. The TM-constraint
¢ we deal with will be called generalized since no regularity of any kind (apart from
conditions given by Eq. (1.4)) is imposed on the non-empty subsets €(z) of TM.

Remark 2. In many problems of mechanics we deal with situations in which TM-con-
straint ¢ (or TM-constraint multifunction 4) is not known a priori but depends on cer-
tain element of a non empty set =, ie., € = 4, £ 5. If Z > 1 then %, £ € 5, will be
referred to as the implicit TM-constraints and if Z is one element set then we return to
Definition 1 of (explicit) TM-constraint. For implicit constraints instead of TM-constraint
multifunction (1.5) we shall introduce implicit TM-constraint multifunction

A:MXRxE>(m,t,&) > A(m,t,&) < TM, (1.8)
such that A(-, -, &) is, for every & € Z, the known constraint multifunction.

The concept of constraints in mechanics is related not only to the restrictions imposed
on the class of mappings (leading from @(R, M) to (R, M)), but also to the existence

3 That is why TM-constraints ¢ will be identified neither with 7M,-constraint nor with TM,-con-
straint.
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of certain fields which are treated as ,,maintaining’’ the constraint and are said to be
,,reactions” to constraint. In order to introduce such ,,reactions” we shall firstly define
the sets

T pm,5(®) 1= {we T(T,M)lw = g'(0), v =¢g(0), g ed(m,?)
for every A€ [0, &), ¢ > 0, and some g€ C'((—e, &), T, M)},

and then, taking into account the canonical isomorphisms A,:T, (T, M) — T, M, we
obtain the cones i

K sim, () = 4T agm, (0) (1.9)
of directions tangent to A(m, ¢t) in T,,M at the points v € A(m, t). Mind, that cones
K ym, n(®) are empty if v € T,, M\ A(m, t) or me M\ DA(t). Now we shall formulate
the following

Definition 2. By a reaction cone of TM-constraints ¥:R3t — €(t) =« TM at a time
instant ¢ € R, at a point m € DA(¢) and for an element v € A(m, t), we shall mean a cone
in TxM given by

K%m. n(@) := {o* e TEM|<w,v*) 20 for every W€ K m, 0(0)}, (1.10)
where, as usual, A(m, t) = €)NnT,M,me M, teR.

Remark 3. Elements of every non-empty reaction cone for TM-constraint will be
called reactions to constraint. It can be seen that every reaction cone K¥,,.,(v) is closed
in T*M and conjugate to the cone Km, r,(v) of directions tangent to A(m, t) atv € A(m, t).
For an arbitrary time instant ¢ € R these cones are not empty if and only if m € DA(¢),
veAdA(m,?t).

Example of interpretation. Let M be a configuration space and ¢:R23t - ¢p(t) eM
stands for a motion of a certain material system. For an arbitrary TM-constraint %4
we interpret DA(¢) as a set of all configurations which are ,,admissible” by constraint €,
at a time instant ¢ € R. At the same time A(m, ¢t) is a set of all velocities which are ,,admi-
ssible” by constraint €, at a configuration m € DA(¢). Every motion ¢ is ,,admissible”
by constrains if and only if ¢ € ®,(R, M); we can here assume that @(R, M) =
= D'(R, M). Elements of K4, )(2) now play the role of what can be called ,,virthal
displacements”. The cones of ,,virtual displacements” have been introduced only in order
to define conjugate cones K&y, n(?) in TX M, m € M, which are called the reaction cones.
Elements of K%, 1 (®), for a certain motion~¢ € @,(R, M) and for m = @(2), v = ¢(2),
can be interpreted as reactions due to the constraints, which can act on the moving material
system under consideration at the time instant ¢ (at the configuration @(¢) and the gene-
ralized velocity v = ¢(¢)). Hence we see that now elements of T* M can be interpreted
as certain generalized forces which can act on the moving system in its configuration
m = ().

To complete the Section we discuss different cases of TM-constraints from the point
of view of reactions. TM-constraint ¥ = €, will be called taut or stretched at € R,
m € DA(t) and forv € A(m, ¢t), if and only if {0} is a proper subset of the reaction cone
K% m, n(v); otherwise the relation K%, () = {0} holds and €, will be called untaut
or unstretched at ¢t € R, m € DA(t) and for v € A(m, t). Define

K¥m, )= U )Kﬁ(m.n(v)-

ved(m,t
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TM-constraint €, will be termed reactive at te R, me DA(®), if K¥(m,t) o> {0},
and will be termed unreactive if K*(m, t) = {0}. TM-constraint ¥, will be called non-
reactive if it is nonreactive for every ¢ € R and every m € DA(t); otherwise it will be called
reactive.

Corollary. TM-constraints are nonreactive if tj'(z,%(t)) = €(t) for every t eR or
if A(m, t) = T,,M for every me DA(t) and every t€ R.

It must be emphasized that the term ,,constraint” in the known terminology of me-
chanics is reserved, as a rule, for situations in'which TM-constraint is reactive.

Let TM-constraint €4 at t€ R, me DA(t) and for v € A(m, t) be taut. Then the
constraint will be called:

1° bilateral if K%, ) (v) is a linear subspace of T*M and K¥%m,n(v) # {0},

2° unilateral if K%, (v) does not contain any linear subspace of ThM different
from {0} and K%, (@) # {0,

3° combined if K¥m,(v) is not a linear subspace of T M but contains such a subs-
pace different from {0}.

This terminology is based on the terminology used in analytical mechanics. In mechanics
we also deal with what are called ,,ideal”” constraints, in which the total work of the reaction
of these constraints on any virtual displacement is equal to zero. This case in a general
approach given in the paper is represented by the condition: {w,v*)> =0 for every
W € K (m. (), where v* € K%, »(v) and v € A(m, t). Hence it follows that the ideal
constraint coincides with the bilateral constraint in the sense which was introduced above.
However, from the point of view of applications of the theory developed in the paper,
it is better to introduce the term ,,ideal constraints” as describing all situations in which
,,constraints” of the form: v € 4(m, t), m € DA(t), are ,,maintained” by the reactions
v* € K%, n(®). Thus the theory we are to develop can be treated as the theory of ,,ideal”
constraints.

2. Constitutive ‘relations

Time evolutions of material systems in mechanics are described by what are called
dynamical processes; throughout the paper we shall confine ourselves to the processes
represented by pairs of functions (g, ) € @(R, M) x P(R, T*M), such that p(¢) € T, M
for every t € R, where W(R, T*M) is the known functional (topological) space of functions
defined a.e. on R and with values in T*M. Thus every dynamical process under conside-
ration. will be represented by

Rat— (p@t), p(t))e MxT*M, Q.1

where @ € D(R, M), y € P(R, T*M) and o(t) € T, M for ae. t € R. Moreover, in
problems under consideration, every process (2.1) has to satisfy certain relation
o = (R, M) x¥(R, T*M) which, roughly speaking, characterizes properties of the phy-
sical object or phenomenon which is analysed in this problem. Thus we shall assume that

(p,p)ee = D(R, M)x¥(R, T*M), 2.2)
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and refer p to as the constitutive relation. To be more exact, to every material system we
shall assign certain set # of constitutive relations of the form (2.2)# such that:

1° Every o € & is either the internal constitutive relation, i.e., it describes the ,,material”
properties of the system (i.e., all these properties which are independent of any external
field), or the external constitutive relation, describing the interaction between the system
and its exterior.

2° Every o € & satisfies the principle of determinism, i.e.. for every g € # there exist
relations

e C¢(§+’M)X.g/(ﬁ+’T*M)a tER;

such that (@, v) € ¢ if and only if (¢, p¥) € 5, for almost every ¢ € R, where ¢"(s) =
= p(t—s), p¥(s) = p(t—s), s = 0. If g is an internal relation then, as a rule, %, is assumed
to be constant for every ¢ € R.

Remark 1. Constitutive relation, apart from ¢ € (R, M) and p € ¥(R, T*M), can
also involve elements § of a certain set 4 which is not specified here. To take this fact into
account we shall tacitly assume that ¢ = g4 for some d € 4. Thus the constitutive relation
involving d will be represented not by a single relation g but rather by a family g4, d € 4,
of such relations.

Remark 2. The term ,,constitutive relation’ is usually restricted to the description of
material properties only of the system under consideration. Throughout the paper the
constitutive relations are not restricted to relations describing internal properties of bo-
dies (as internal constitutive relations) but also describe interactions between the body
and external fields or objects (external constitutive relations).

In the sequel we shall deal only with what will be called TM-constrained constitutive
relations.

Definition 3. Constitutive relation ¢ < @(R, M)x W (R, T*M) will be termed TM-
constrained if and only if there exists TM-constraint € = €, (here 4 is a constraint
multifunction), such that dom ¢ = @,(R, M), where (DA(R M) is a nonempty subset
of (R, M) given by Eq. (1.7).

The foregoing definition yields an interrelation between the concept of a constraint
and that of a constitutive relation (interﬁal or external). From now on by a constitutive
relation we shall mean TM-constrained constitutive relation, including also the trivial
case in which @,(R, M) = @®(R, M), i.e., in which A(m,t) = T, M for every me M,
teR. . g
Now the question arises what restrictions have to be imposed on the form of consti-
tutive relations due to the existence of constrains. To answer this question we shall formu-
late the following:

Principle of Constraints. Every TM-constrained constitutive relation ¢ < @(R, M) x
xY(R, T*M), domp = @,(R, M), has to satisfy the condition

(Vo e Du(R, M))(Vr e Ru@))[[(@, v) € 0] = [(p, w£r) €l], (2.8)
where we have denoted

Ru(p) := {re ¥ (R, T*M)|r(t) € Kiuw.n(9'(1)) for ae. teR}, 2.4

# For different constitutive relations sets M, (R, M), ¥(R, T*M) can be different.
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and where the sign ,,+” (the sign ,,—") has to be used if g is an external (an internal)
constitutive relation.

The principle of constraints emphasizes the formal difference between external and
internal constitutive relations; rougly speaking, the external constitutive relation is ,,unsus-
ceptible” on the reaction r € R,(¢) to constraints ¢,, while the internal constitutive
relation is ,,unsusceptible’” on any ,,action” on constraints —r(z), ¢ € R, where r € R4(¢).
Hence, from a purely formal point of view, to every external constitutive relation (p, y) € o
we can uniquely assign the internal constitutive relation g, putting (¢, ) € ¢ iff (p, —9) € o,
i.e., replacing function y by a function 9.

To discuss the consequences of the principle of constraints let us introduce the multi-
perator

Mro: D(R, M) — 2¥R-T*M),
putting
Mro(p) := {y e ¥(R, T*M)|(p, ) € 0}.
It follows that for every r € R,(p) we obtain y+r € Mro(p) provided that y € Mro(g),
where the sign ,,+” (the sign ,,—”) is related to the external (the internal) constitutive
relation. Introducing now an arbitrary multifunction

E:D(R, M) - 2¥R.T*M), (2.5)
such that
domE := {p e DR, M) E(p) # ¢} = DR, M), (2.6)
we obtain Mro(p) = E(p)+ R.(¢) and arrive at the following form of TM-constrained
constitutive relation
peE@ERAp, DR, M), 2.7)

where the sign ,,+”’ and ,,—" are related to the case in which we deal with an external or
internal constitutive relation, respectively. Mind, that relation (2.7), in which f(-) is
an arbitrary multifunction (2.5) satisfying Eq. (2.6), fulfils identically the principle of
constraints.

Using the principle of determinism, mentioned above, we assume that there exist the
multifunctions

(¢, ¢’ (1)) = E(p®, ¢'(t)) =« TEM, meM, teR, (2.8)
such that ¢(¢) = m and
p(t) e E (¢, ¢'(1))x£r(t) for some reR p), teR.

Taking into account Egs. (2.4), (1.7) we obtain finally the following general form of TM-
constrained external constitutive relation®

w(1) € E (9, ' (1)) + Ko, (9" (@),

(1) e DA(1), @'(t)eA(p(t),t); teR.
Moreover, for internal constitutive relations, the subsets E (¢, ¢'(2)) of T, M, for an
arbitrary but fixed history ¢*, are time independent. For such relations we also assume that

(2.9)

® Mind, that E(¢°, ¢’(1)) is a subset of T M.
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the time does not enter the constraint: A(m, t) = A(m), t € R. Thus the general form of
TM-constrained internal constitutive relation is given by

(1) € E(¢©, ¢’ (1)) = Kiwun (9'(1)),

p(t)e DA, ¢ ()eA(p(t)); teR, (2.10)

where
(@, @’ (1)) > E(¢, ¢'(1)) =« TEM, m = o(t),

constitutes a special case of a multioperator (2.8). Summing up, we formulate the following

Proposition. Every TM-constrained external constitutive relation (¢, ») € o = ®(R, M)
x ¥(R, T*M) has a form (2.9) in which A:Mx R> (m, t) > A(m, t) =« TM is TM-cons-
traint multifunction and E,() are multioperators such that E,(¢‘*, ¢'(?)) # ¢ if ¢ e
eD(R,, M) and @(t—s)e DA(t—s), ¢’ (t—s)e A(p(t—s),t—s) for every teR and
s> 0. Every TM-constrained internal constitutive relation (¢, p)€p < (R, M)
x¥(R, T*M) has a form (2.10), in which A:M 3 m — A(m) < TM is TM-constraint
(time independent) multifunction and E(-) is a multioperator such that E(¢‘?, ¢’(¢)) # ¢
if ¢ e®(R,,M) and @(t—s) € DA, ¢'(t—s) € A(p(t—s)) for every te R and s > 0.

Conclusion 1. If for a certain TM-constrained constitutive relation the suitable TM-
constraints are nonreactive, then the principle of constraints is satisfied identically. In
this case TM-constrained external constitutive relation is given by

p(1) € E (¢, @'(1)), (1) € DA(), ¢'(1) € A(p(t), 1),

for a.e. t € R, and TM-constrained internal constitutive relation has a form

v(t) e E(¢, ¢'(t)), @(t)eDA, ¢'(t)eA(p()),

for a.e. teR.

Conclusion 2. If TM-constrained constitutive relation p € D(R, M)x P(R, T*M) is
a functional relation (defined on the subset @,4(R, M) of (D(R M), ie., if p = ogp,
¢ € D4(R, M), then TM-constraints ¥, are unreactive. _

Example of interpretation. To illustrate the foregoing analysis we can assume that M
is a space of all 3 x 3 symmetric matrices and that DA is a subset of all positive definite
matrices representing the values ¢(¢) of the Cauchy-Green deformation tensor at an ar-
bitrary time instant. Moreover, let every y(¢) be treated as the value of the second Piola-
Kirchhoff stress tensor. Then Eqs. (2.10) represent constraints for deformations and
Eq. (2.10), stands for a suitable stress-strain relations.

Remark 3. Conditions (2.9),, (2.10), are implied by conditions (2. 9)3, (2.10);, res-
pectively, since

DA(t) :={me M|A(m,t) # ¢},
— {m e MIA(m) # ).

Remark 4. The requirements formulated in the foregoing proposition represent only
necessary conditions imposed on constrained constitutive relations. The sufficient con-
ditions can be formulated only for some special classes of constitutive relations.
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At the end of the Section we shall formulate some alternative forms of TM-constrained
constitutive relations for the case in which

[E: (@, ¢'(2)) # ¢] = [E. (¢, ¢'())) = {F. (e, ¢’ (O)}],
[E(¢®, @'(1) # ¢l = [E(e®, ¢’ (1)) = {F (e, ¢'(D)}],
for every t € R i.e., in which E, (¢, ¢'(1)), E(¢”, ¢'(t)) are singletons or empty sets only.
Combining together external and internal relations, we obtain from Egs. (2.9), 2.10)
p(t) = F (¢, ¢'(0))2r(t), (1) € Ko, n (9’ (),
(1) e DA(r), @' (@®)eA(p(t),t); teR,
where for internal relations the sign ,,—” has to be taken into account and F,, DA(?),

A(p(2), t) have to be replaced by F, DA and A(p(t)), respectively. Analogously, we also
obtain

.1D

w(1) = F (o, ¢'()—r(t),
_<w, r(t)) = 0, we KA(q!(l’).l’)(<p’(t)), (2.12)
@(t) e DA(1), @' (t)eA(p(t),1); tER,
for an internal constitutive relation. If TM-constraints in constitutive relations (2.11) -
(2.14) are nonreactive then we obtain y(t) = F,(¢'°, ¢'(t)) or u(t) = F(e®, ¢’(t)) for
the external or internal TM-constrained constitutive relation, respectively.

3. The method of constraints

The principle of constraints postulated in Sec. 2 makes it possible to formulate an
approach leading from the known constitutive relation o =« @(R, M) x P(R, T*M), to
a new relation g = (R, M)xP(R, T*M), where B:MxR> (m,t) > B(m,t) =« TM
is a certain TM-constraint multifunction. The general idea of this approach is based,
rougly speaking, on the imposing TM-constraint ¥p on the relation g. The approach
outlined below will be referred to as the method of constraints and can be treated as a cer-
tain generalization of the method of internal constraints, [3].

We start from the known TM-constrained constitutive relation ¢ which will be given
by

ye M"Q(Q”), (31)

with domg = @,(R, M) and where A:MXx R>3 (m,t) - A(m,t) = TM is the known
TM-constraint multifunction. Putting
€)= U A(m,1), t€eR,
meM

we obtain TM-constraint € = €.

Now assume that there is known the TM-constraint multifunction B: M x R> (m, t) —
— B(m, t) « TM. This multifunction, for every ¢t € R, determines the non-empty subset
%5 of TM:

és(t) = U B(m,t), teR.
meM



332 Cz. WOZNIAK

Let us also assume that the conditions

EA()NEp(t) # ¢,

€ A(1)NE5(1) is closed in €.(2), (3.2)

hold for every te R, and ¥, (1)n¥s(t) =« =€ 4(¢) for some ¢t e R. Define the relation
ols © (R, M)x ¥ (R, T*M), putting

(9, 9) eols = [(p, v) €0l [p € Dp(R, M)]. (3.3)

Relation ¢/p is not empty and may be not TM-constrained constitutive relation since
it may not satisfy the principle of constraints.

Taking into account Eq. (3.3) we shall define the new relation gz = @(R, M) x
x Y(R, T*M) by means of

(@, ) €0p <= (Ar € Rp(p)) (@, w£7) € 0lsl, (B4

where we use the sign ,,+ " if g is the internal relation and the sign ,,— " if g is the external
relation. Introducing the multioperator

Mrolg(p) := {yp e ¥(R, T*M)l(¢, y) € 0ls},
we obtain from Eq. (3.4) that
wtre Mrolg(p) for some re Ry(p)

with the same meaning of sign as in Eq. (3.4).
Thus we conclude that (¢, ) € op if and only if

p € Mro|p(9) Ry(9), (3.5)

where now the sign ,,+” (the sign ,,—") is valid if ¢ is the external (the internal) consti-
tutive relation. By virtue of Egs. (2.7), (3.2)+(3.5) we can formulate now the following

Conclusion. Relation gg, obtained from TM-constrained constitutive relation p by
means of Egs. (3.3), (3.4), is TM-constrained (constitutive) relation with reacting TM-
constraint € = 459.

The procedure leading from TM-constrained constitutive relation o ¢ @(R, M) x
xW(R, T*M) to TM-constrainted constitutive relation g; = (R, M)x P(R, T*M)
will be called the method of constraints. Roughly speaking, the relation g has been ob-
tained by imposing TM-constraints 5 on the relation p.

Now taking into account Egs. (2.9) and applying to Eq. (3.5) the procedure analogous
to that leading from Eq. (2.7) to Egs. (2.9), we obtain

(1) € E (¢, @' (D) p+ KXoy, 0 (@' (D)) + Kooy (@' (1)),
@(t) € DA()NDB(1), ¢'(1) € A(p(), 1)nB(p(1), 1),

for 7€ R. Egs. (3.6) represent an external TM-constrained constitutive relation op; here
multioperator E,(*)/p is obtained from E,(-) by restricting its domain only to such

(3.6)

6 We can only assume that gy is the constitutive relation if g is such a relation. In fact gp satisfies only
sufficient conditions of being constitutive relation, formulated in Sec. 2.
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@ € D(R, M) which satisfy Egs. (3.6),,5. Analogously, taking into account Egs. (2.10),
(3.5) we arrive at

1/)(t) € E(<P(‘), (pl(t))h}_Kj(rp(r).U((pl(’))—K;(lp(l).I)((pl(’))’ (3 7)
¢(t) e DANDB,  ¢'(1) € A(p(1))nB(p(1)), '

for 1 € R. Eqs. (3.7) represent an internal TM-constrained constitutive relation gp.

Summing up, we conclude that the method of constraints leads from constitutive re-
lations (2.9) and (2.10) to constitutive relations (3.6) and (3.7), respectively, Let us also
observe, that to TM-constrained relation pp are assigned TM-constraints % 4~5, given
by € ~5(t) = €.(t)n%Gp(t), t € R, where AnB stands here for TM-constraint multi-
function defined by

(AnBY(m, t) = A(m, t)nB(m,t), (m,t)e MxR.

The foregoing multifunction also enables to rewrite Egs. (3.6),, (3.7), to more compact
form corresponding to that of Egs. (2.9),, (2.10),, respectively.

4. Special cases of constraints

So far we have analysed TM-constraints %€ in which the subsets €(¢) of TM were res-
tricted exclusively by condition (1.4). In this Section we are to define and to discuss more
special cases of constraints which are often encountered in different problems of mechanics.

To begin with we shall introduce the important concept of what are called holonomic
constraints. Roughly speaking, by holonomic TM-constraint we shall mean the constraint
% in which for every ¢ € R all subsets A(m, t) = €(¢1)nT,. M are uniquely defined by means
of a certain non-empty subset H(t) of M, ¢ € R. To be more exact, let us assume that there
is known the multifunction

H:Rot—-> H)c M 4.1)
and define for every ¢ € R, m € M, the subsets Fy(m, t) of C'(R, M), given by

Fy(m,t) := {fe C'(R, M)If(t) = m, fUt+2)e H(1+7)
for A€[0,&) and some &> 0}.
For every m € M\ H there is Fy(m,t) # ¢, t € R.

Definition 4. TM-constraint € = €, will be called holonomic if and only if constraint
multifunction A(-) is defined by

Am,t) := {ve T, Mo =f'(t) for some feFy(m,?)}, 4.2)
where H:R >t — H(t) = M is a multifunction satisfying the condition
(Vte R)(Vme H(t))[Fu(m, t) # ¢]. “4.3)

TM-constraint ¥ will be called scleronomic if and only if €(¢) is constant for every t € R;
otherwise they will be called rheonomic. TM-constraint will be called holonomic — sclero-
nomic if it is both holonomic and scleronomic.

Conclusion. Holonomic — scleronomic TM-constraint is uniquely determined by an
arbitrary non-empty subset H of M.
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Proposition 1. The holonomic-scleronomic T'M-constraint multifunction is given by
A(m,t) = A(m) = Tg(m), teR, meM, : 4.4
where H is an arbitrary non-empty subset of M and Txz(m) is a cone of all directions
tangent to H at m (empty if m e M\ H):
Tu(m) := veT,Mlv=¢g0), m=g0), gMeH
for every A€ [0, &), >0, and some ge% ((—e, &), M)}.

Eq. (4.4) can be obtained from Eq. (4.2) and from a definition of a set Fy(m, 1), taking
into account that H(t) = H for every ¢ € R. It must be emphasized that in general no regu-
larity of any kind has to be imposed on the non-empty subset H of M, which uniquely
determines holonomic-scleronomic constraint.

Corollary 1. If H is a differentiable submanifold of M determining holonomic-sclero-
nomic constraint ¢ then € = TH and ©5'(vy%) = 4.

From now on we are to deal exclusively with holonomic-scleronomic TM-constraints.

Proposition 2. If for some m € H the cone A(m) = Ty(m) is convex in T,, M, then
the reaction cones K¥,)(v), v € A(m) = Ty(m), are determined by

Kim(0) = {o* € TEMKu, o*> > (v, 0%y for every ueTu(m)}. (4.5
In order to prove the foregoing proposition let us observe that for every v € A(m) =
= Ty(m), where A(m) is convex in T,, M, we obtain (cf. Eq. (1.9)):
K 4imy(®) = con[Ty(m)—2],
where we have used the known denotation
conf2:= {xeV|x=1Ax,xe, 1> 0},

for an arbitrary subset £2 in a vector space ¥. Now taking into account Eq. (1.10) we also
conclude that v* € K*,,,(v) if and only if

<w,v*> 2 0 for every wecon[Ty(m)—2v],
i.e., K%my(©) = con*[Ty(m)—v], A(m) = Ty(m), where con*2 stands for a closed cone

conjugate to con{2. The ultimate condition leads directly to Eq. (4.5).
Corollary 2. Under the assumptions of Proposition 2 the following equality

(v, v*> =0, o*eK¥n®) (4.6)
holds for every v € A(m). Hence
v* € K¥(m®@) if <v,v*> =0 and du;2*> >0 for every ued(im), (4.7

holds for every v e A(m) = Ty(m).

Equality (4.6) can be obtained from Eq. (4.5) by substituting u = kv with k > 0.
Then (k—1) (v, v*> > 0 for every k > 0 and hence we arrive at Eq. (4.6).

Now assume that M is (finite dimensional) linear space and H is convex in M. Then

A(m) = Ty(m) = con(H—m)

for every m € H, where con( ) stands for a closure of con(:) in M. Taking into account
Eq. (4.7) we arriverat the following final
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Conclusion. If a non-empty set H is convex in a finite dimensional linear space M and
H determines holonomic-scleronomic TM-constraints, then

{u,v*> =2 {m,v*) for every ueH,
{v,v%¥) =0, (4.8)
' vecon(H—m), meH,
if and only if v* € K%, (v), where 4(m) = con(H —m).
From now on we shall confine ourselves to holonomic-scleronomic TM-constraints
in which M is a finite dimensional linear space, M = R", and TM-constraints are determi-
ned by a non-empty convex subset H of M. Let us take into account constitutive relations

given by Egs. (2.11) or (2.12). Combining together Egs. (2.11) and (4.8) we arrive at the
following TM-constrained constitutive relations

W(t) = Ft (‘P(l): <P'(t))ir(t),
u, r(t)) = o), r(2)y for every u€eH,
(g'(®), r(1)> =0,
(1) eH,
for 1€ R. Let us confine ourselves to the internal constitutive relations only, putting
F, = Fforevery t € R and taking into account the sign ,,—” in the first from the foregoing
relations. Let us also take into account Remark 1 of Sec. 2 and Remark 2 of Sec. 1, assu-
ming that F = F°, § e 4 and H = H;, & € E (implicit constraints). Then we finally arrive
at the following special form of TM-constrained constitutive relations(™
p(t) = F (¢, ¢'(1))-r(1), d€d,
u, F()) = Lp@), r(t)> for every u€H,
<<Pl(t)9 I‘(t)) = 09
.p(t)eH,, ¢EeZ,
which has to hold for ¢ € R and where 4, = are the known sets. If 4, 5 are singletons then
the indices &, &, respectively, drop out from Egs. (4.9).
TM-constrained internal constitutive relations (4.9) will be the basis in Sec. 5 for
analysis of different special cases of internal constraints in different ideal materials.

(4.9)

5. Materials with constraints

Formulas (4.9) represent the abstract form of TM-constrained internal constitutive
relations (with holonomic-scleronomic implicit constraints in which H; is convexin M = R*
for every £ € 5), i.e., the form which is independent of any special class of ideal materials..
Interpretations of Egs. (4.9) in mechanics (as well as interpretations of any other relation
of Secs. 1 - 4) will be realized by assigning the physical meaning to elements of manifolds.
M and T*M and to elements of sets A and = (provided that they are not singletons).
At the same time we shall specify the families of mappings F® and sets H;.

D If s —» @(¢+5) is differentiable in (— ¢, €), then Eqs. (4.9); imply Eq. (4.9);. Mind, that Egs. (4.9).
hold only if H; is convex in M = R" for every & € Z.
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Let M = R® be interpreted as a space of all (symmetric) second Piola-Kirchhoff stress
tensors and let every T#M = R® be a space of all (symmetric) strain-rate tensors. Mo-

fond

reover, assume that A, = are singletons (i.e. F® = F, Hy = H) and

F(p®, ¢'(1)) = L)' (1), é.1)
where L(m): R® - R’ is the linear continuous operator (known for every m € M). Intro-
ducing the denotations '

ét) = y@), o) =9@), o0)=9¢@), 0= -r@),
we shall rewrite Egs. (4.9) to the form
é(t) = L(o())a(2)+ (1),
T, e(t)) < (o(t), e(t)) for every 7tv€H,
<o (1), &(1)y = 0,
a(t)e H.

(5.2)

Under the forementioned interpretation it can be observed that Egs. (5.2) may represents
constitutive relations of an arbitrary elastic-ideal  plastic material provided that oH is
the loading surface (yield surface) and L(0) = 9%y(a)/d0?, o € R®, where (- ) is a potential
characterizing a hyperelastic material. In this case Eq. (5.2), are the Prandtl-Reuss equ-
ations with &(?) as a plastic and L(o(2))o(2) as an elastic parts of the strain rate tensor,
respectively. At the same time formula (5.2), includes the yield condition and formula
(5.2), represents Hill’s principle of maximum plastic work®. Let us also observe that Eqs.
(5.2) can be obtained from the constitutive functional relation

é(t) = L(o(1))o(1), (5.3)
by the method of constraints. It can be seen that Eq. (5.3) is the constitutive relation of
a certain rate-type material. Thus we shall arrive at the conclusion that the convex explicit
constraints imposed on the constitutive relations of rate-type materials lead to the con-
stitutive relations of ideal plastic materials. The character of yielding is uniquely determi-
ned by the subset H, i.e., it is due entirely to the effect of constraints.

Now let M = R® as above, but M be interpreted as a space of all (symmetric) strain
tensors of the linear elasticity. Let every T, M = R® be a space of all (symmetric)stress
tensors. Let us also assume that

F(e®, ¢'(1)) = Lo(1), (5.3)

where L:R® —» R? is the tensor of elastic moduli of the linear elasticity. Introducing the
denotations

o) = (), e()=g¢), ()= -r@),
we rewrite Eqs. (4.9) (in the sequel we shall neglect Eq. (4.9);, cf. Footnotes 7) and 8)
to the form
a(t) = Le()+ (1),
e, (1)) < Le(t), (1)) for every ee€H, (5.4)
e(t)e H.

% This principle implies also Eq. (5.2); provided that ¢ — o(z) is differentiable, cf. Footnote (7).
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If int H # ¢ and 0 € int H, then Eqgs. (5.4) can be interpreted as the constitutive relations
of Prager’s locking materials. Eqs. (5.4) can be also obtained from the linear stress-strain
relation

a(t) = Le(?) (5.5)

by the method of constraints. Hence it follows that the constitutive relations of ideal loc-
king materials can be obtained by imposing suitable constraints on stress-strain relations
(5.5) of the linear elasticity theory.

Let M = R® be interpreted now as the space of all (symmetric) strain rate tensors and
T*M = R be a space of all (symmetric) stress tensors. Let us also assume that = is a non
empty subset in a space 4 of all right Cauchy-Green deformation tensors (strain tensors)
Introducing the denotation

o) =p@®), e@)=oe@), e@®=90d, )=-r),
and assuming that
F(g, ¢'()) = F* (¢, ¢'(®)) = E(9), (5.6)
where E:R° — R® is the known function ,we obtain from Egs. (4.9)

o(t) = E(e(®))+ (1),
(g, T(2)) < Le(1), ©(t)) for every e€ H,y, (5.7
e(t) e Hyyy, e(t)eX.

The foregoing constitutive relations can be treated as obtained by the method of constraints
from the constitutive relations

o(t) = E(e(r)), e(®)ed, (5.8)

which can be postulated as stress relations of the non-linear elasticity; here 4 is the set
of all symmetric strain tensors in the space R’. A set £ in Egs. (5.7) can be not convex
but has to be closed in 4 (but not in R%(*°). We shall also assume that

Hypy = T=(e(?)), e()eZ, (5.9

—
=

where T's(e) is a convex cone of all directions tangent to = at e, e € £ (cf. Sec. 1). Hence
we see that Eqgs. (5.7), (5.9) represent the constitutive relations of elastic materials with
an arbitrary holonomic (scleronomic) internal constraints for the strain measures e(?).
Mind, that the form of these implicit constraints (cf. Remark 2 of Sec. 1) is rather general
since no regularity conditions are imposed on the set = apart from those that T's(e) are
convex for every e € & and that £ is closed in the set 4 of all strain tensors.

If £ is a differentiable manifold embedded in R? then, by virtue of Eq. (5.8), every H,q)

is a linear subspace of R°. In this case we obtain

o(t) = E(e())+(2),

(e, t(t)) =0 for every ¢e€ T, =, (5.10)
e(t)e =,

9 We have assumed here that E(- ) is independent of the history ¢t*? and the velocity ¢’(?).
19 ¢f. the basic assumptions of the method of constraints in Sec. 3.

2

2 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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where
ToyZ = T=(e(1))
is the space tangent to = at e(?), e(t) € 5. Thus we have obtained the case of smooth bi-
lateral internal constraints well known in the present literature.
Returning to the general case of holonomic constraints imposed on the stress relation of
nonlinear elasticity (5.8), let us observe that the ,,maximum” principle (5.7), can be re-
presented by the formula (cf. Sec. 4)

(e, (1)) €0 for every eecon[T=(e(r))—é(1)], (5.11)

and hence
E(e(1))—a(1) € con*[T=(e(r))—é(1)],
e(t)eZ, é(1)eT=(e(r)),

where con*[ - ] is a cone conjugate to the conc con[ - ]. Egs. (5.12) constitute an alternative
form of Egs. (5.7). From Eq. (5.12), it follows that the elastic materials by imposing the
constraints for deformations, in the general case, have lost their elastic properties; this
is due to the fact that the ,,reaction” part z(¢) of the stress tensor can depend not only
on the strain tensor e(r) but also on the strain rate tensor e(¢). Such situation does not
take place for the smooth bilateral constraints since the strain rate tensor &(¢) does not
enter Egs. (5.10).

Egs. (5.6), (5.7), (5.10), (5.12) can be easily generalized. To this aid the assumption
that 4 is a set of all strain tensors has to be replaced by the assumption that A is a set
of all strain histories. In this case instead of Egs. (5.7), (5.9) we obtain

o(t) = E(e®)+ (),
(e, 7)) < <é(), T(t)y for every e Tz(e(r)), (5.13)
e()eE, e(t)e T=(e(r)).
Hence we conclude that Eqgs. (5.13) can bz treated as. a result of imposing constraints

(determined by the TM-constraint multifunction Tz(e), e € =) on the constitutive relation
of simple materials

(5.12)

o(t) = E(e), ePed, teR. (5.14)

The alternative form of Eqs. (5.13) will be obtained by substituting response functional
E(e™) in Egs. (5.12) on the place of response function E(e(s))''’. Moreover, if = is a
differentiable manifold we obtain the generalization of Egs. (5.10) to the form
a(t) = E(e®)+ (1),
(e, T(1)) =0 for every g€ Top»=,
e()e &,
which represents the well known constitutive relations of simple materials with smooth

internal constraints.
To conclude the Section let us discuss the case in which M = R° be interpreted as a space

D) Symbol E(-) in Egs. (5.13) stands for a response functional and in Egs. (5.12) for a response
function.
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of all (symm etric) stress rate tensors. and T*M = R® as the space of all (symetric) strain
rate tensores. Moreover, let = be the closed (but in general not convex) subset of R’
Then from Egs. (4.9), under notation

e() =y, o) =@, &)= -r@),

we obtain!?
é(t) = L(o(1))5(t)+e(t),
(T, e()) <€ <b(t), e(t)y for every 7€ Hyy,
a(t)eX, 6(t) € Hyy.

Taking into account that every H,, is a convex cone and putting

Hyy = Tz(0(2)),

we arrive finally at the constitutive relations

é(t) = L(o(t))o(0)+ (1),
T, (1)) < 6(), e(t)) for every 7€ Te(o(t)), (5.15)
o(t) e T=(o(r)), o(t)eZ,

which can be also written down in a form

E(o())o(t)—é(t) € con*[T=(a(t))— (1],

o(t)eE, (1) eT=(o(t)). (5.16)

We deal here with the rate-type materials with the holonomic constraints (£ is closed in
R’ but not convex in general) for stresses. Assuming that & = H, where H is convex, we
arrive again at Eqs. (5.2) .Assuming that £ is a differentiable manifold in R’, we obtain

e(t) = L(o(t))o(t)+¢(2),
(z,e(t)) =0 for every rteT,,=, (5.17)
ot)eZ, o) e Tyn=,
where

TowyE = T=(o(1))

”1s a space tangent to £ at o(t) € 5. Thus Egs. (5.2) and (5.17) constitute two different
special cases of the constitutive relations (5.15) of the rate-type materials (of the hyper-
elastic materials if L(o) = 9%y(0)/00?) with holonomic (scleronomic) constraints for
stresses.

Conclusions and final remarks.

Summing up we conclude that the abstract form (4.9) of TM-constrained internal
constitutive relations (with convex implicit constraints) is an appropriate basis for obtaining
constitutive internal relations for a large class of ideal materials. In this way we have
obtained the known relations (5.13) for simple materials with internal constraints for
deformations, the known relations (5.2) for elastic-ideal plastic materials and relations

'3 Here L(o(t)) has the same meaning as in Eq. (5.3).
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(5.4) for ideal locking materials. Thus we have shown that the elastic-ideal plastic materials
and ideal locking materials can be treated as the rate type materials with constraints for
stresses and as the linear elastic materials with constraints for strains, respectively. We have
also derived, using the method of constraints, new classes of ideal materials. They are
simple materials with convex implicit constraints, defined by Eqgs. (5.13), and rate type
materials with convex implicit constraints, defined by Egs. (5.15) or (5.16). The new classes
of ideal materials, which have been obtained by the method of constraints, are also given
by Eqgs. (5.12) and Eqgs. (5.17) (they are the subclasses of materials with internal constraints
defined by Egs. (5.13) and Eqgs. (5.15), respectively).

Examples of applications of the general approach to the problem of constraints in
constitutive relations of mechanics- have been restricted here only to problems of ideal
materials with internal constraints. However, it can be observed that the method of con-
traints is a useful tool of the formation of new constitutive relations of mechanics on the
basis of the known constitutive relations. This method can be applied not only to the
theory of ideal materials, i.e., to internal constitutive relations, but also to the problems
of interactions between a body and its exterior, i.e., to the formation of external consti-
tutive relations. The form of constraints which are described within an approach outlined
in the paper is very general; as a matter of fact no restrictions of any kind are imposed on
the sets of states'3’ which are admissible by constraints. Due to this fact certain new classes
of constitutive internal relations have been obtained. More special classes of materials
with internal constraints, obtained by the method of constraints, are discussed in [5].
Some applications of this method to the problems in structural mechanics will be given
in forthcoming papers [6, 7].
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Pesome

CBsI3H B OIIPENEIAIONIMX YPABHEHUAX MEXAHHWKH

B crathe npeacrasnerHbli o0loMif NOAXOA K HOHATHIO CBA3CH B ONPEHCNSIONIMX YDAaBHEHUAX Me-
XaHHKH JUCKPETHBIX COIOMIHBIX cucTeM. IToyyeHo obuuil Bua onpee/isTIolIUX YPaBHEHHI HX CBA3AMHK
K IIPOBEACHO METOX (hOpMYIHPOBaHMA HOBBLIX ONpPERESIONIMK YPaBHEHMI NpK NomouM cBsa3eit. Taxum
CTIOCOOOM IOJIYHUEHO HEKOTOPbIE HOBBIE KJIACChl MATEPHANIOB C BHYTPEHHHUMH CBSA3AMH.

Streszczenie

WIEZY W POROWNANIACH KONSTYTUTYWNYCH MECHANIKI

W pracy przedstawiono ogé6lne podejécie do pojecia wigzdéw w relacjach mechaniki ukladéw dyskret-
nych i o§rodkéw ciaglych. Uzyskano ogblna postaé rownan konstytutywnych z wi¢zami oraz zapropono-
wano metode formulowania nowych relacji konstytutywnych za pomoca nakiadania wigzé6w na znane

relacje konstytutywne. Na tej drodze otrzymano pewne nowe klasy materialéw idealnych z wigzami wew-
netrznymi

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lutego 1984 roku
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ZAMKNIETE ROZWIAZANIE PROBLEMU PROPAGACJI NIESTACJONARNEJ
PLASKIEJ FALI UDERZENIOWEJ W SUCHYM GRUNCIE PIASZCZYSTYM

EDWARD WLODARCZYK (WARSZAWA)
Wojskowa Akademia Techniczna

1. Wstep

Problem rozprzestrzeniania si¢ oraz oddzialywania fal uderzeniowych na réznego
rodzaju ofrodki i obiekty konstrukcyjne lub ich elementy byl przedmiotem badan wielu
autoréw i posiada bogata literaturg. Obszerny opis zjawisk wraz z przegladami pi$miennic-
twa z tej dyscypliny nauki zamieszczony jest, migdzy innymi, w monografiach [l - 17]
oraz w pracy przegladowej [18].

Dosé szczegdlowo przebadane sa zagadnienia graniczne dotyczace propagacji oraz
oddzialywan stacjonarnych fal uderzeniowych z nieciaglo$ciami kontaktowymi w osrod-
kach jedno- i wieloskladnikowych. Rozpatrzono, migdzy innymi, propagacje i odbicie fal
‘stacjonarnych od réznego rodzaju przegrod [6, 10, 11, 15, 16, 18, 19 - 23], refrakcje tych
fal na granicy osrodkéw [24 - 30] oraz rozpady dowolnych nieciagtosci [31 - 351 W wy-
mienionych przypadkach uzyskano zamknigte rozwigzania poszczegblnych zagadnien
granicznych. :

Niewiele zamknigtych rozwigzan udalo si¢ skonstruowaé dla fal niestacjonarnych.
Przede wszystkim nalezy tu wymienié samopodobne rozwiazania dla fal koncentrycznych
[36 - 38} oraz rozwiazanie dla silnego punktowego wybuchu [39 - 41}, W pracy [42] przed-
Stawiono przyblizona, analityczna metode konstrukcji rozwiazania zagadnien poczatkowo-
brzegowych, dotyczacych rozprzestrzeniania si¢ i odbicia plaskich fal uderzeniowych
W osrodkach cigglych. Autorzy tej pracy, mimo wprowadzenia daleko idacych uproszczen
(odcinkowa linearyzacja zwiazku fizycznego oraz nieuwzglgdnienie zmian w czasie i prze-
Strzeni zaburzen odbitych od frontu fali), uzyskali zamknigte rozwigzanie tylko dla ob-
CiaZzenia nagle przylozonego i nastgpnie liniowo malejacego w czasie do zera. Podobne
rozwigzania dla modelu ze sztywnym odciazeniem uzyskano w pracach {43 i 44]. Z kolei
W pracy [45] rozwigzano explicite zagadnienie propagacji niestacjonarnej, plaskiej fali
uderzeniowej w niejednorodnym osrodku politropowym, ze statym lub slabo zmiennym
oporem falowym i liniowo sprezystym odciazeniem. Problem formowania si¢ i rozprzestrze-
Niania niestacjonarnych fal uderzeniowych obcigzenia i odcigzenia w osrodku biliniowym
rozwigzano w zamknigtej postaci w pracy [46]. Wreszcie w pracy [47] rozwiazano w zam-
knigtej postaci do¢ zlozone zagadnienie rozprzestrzeniania si¢ fali odcigzenia slabej
nieciagloéci sprzezonej z uderzeniowa fala odciaZenia w precie sprezysto-plastycznym.
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W niniejszej pracy przedstawimy kolejne, zamknigte rozwiazanie problemu propagacii
niestacjonarnej plaskiej fali uderzeniowej w suchym gruncie piaszczystym, wygenerowanej
nagle przylozonym i nastgpnie dowolnie malejagcym w czasie obcigZzeniem. Grunt bedziemy
modelowaé jednopredkosciowym o$rodkiem dwuskladnikowym, zloZzonym z powietrza
i ziaren kwarcu. Szczegétowy opis modelu oé$rodka podamy w nastegpnym rozdziale.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy ruch poOlprzestrzeni wypelnionej suchym gruntem piaszczystym. Fizyko-
mechanicznie wlasciwosci gruntu modelowaé bedziemy nastepujgcym réwnaniem stanu:

"Q—° = h(ay), @.1)

gdzie g, jest ggstoéeia gruntu w stanie niezaburzonym, natomiast ¢ oznacza gesto$é gruntu
w danej chwili. Symbol «, oznacza obj¢tosciowa zawarto§¢ powietrza w gruncie nieza-
burzonym.

Funkcje A(ex,) okreélimy z modeli G. M. Lachowa [3] i Ch. A. Rachmatulina [48],
ktére w ogdlnej postaci mozna przedstawi¢ wzorem:

=), 22)
gdzie funkcja ¥(p) przyjmuje postaé:
= Ll =\
Y1 Y1 Vs ¥
Yilp) = o 5 (P—po)+1 +a3 > (P—po)+1 : 2.3)
21¢1 03C3

— dla modelu G. M. Lachowa oraz
‘ 1

®po+p Y3 €]
U4 =0 ————+u« [— — +l] 2.4
r(D) 1 Potnp 3 Qsc§ (p—po) ‘ 24

— dla modelu Ch. A. Rachmatulina.
Ponadto mamy:
y1+1
y1—1
Qo = %101 +0a303,

’ a1+a3=17

(2.5)

gdzie «; sg objetosciowymi zawartosciami; y; — wykladnikami izentrop; g; — gestoéciami
wiladciwymi; ¢; — predkoéciami propagacji dZzwieku w poszczegblnych skladnikach gruntu
przy ci$nieniu atmosferycznym p,; p — aktualne ci$nienie w gruncie.

Komponenty suchego gruntu piaszczystego stanowig powietrze i ziarna kwarcu.
W dalszym ciggu rozwaZan bgdziemy oznacza¢ indeksem i = 1 parametry powietrza,
natomiast indeksem i = 3 — parametry kwarcu. Na ogét w obliczeniach liczbowych
przyjmuje sig¢
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o, = 1,29 kg/m3®, ¢, = 330 m/s,
03 = 2650 kg/m3,  ¢3 = 4500 m/s, (2.6)
Y= 1’4; V3 = 3'

Zatem dla gruntu dwuskladnikowego, z ogélnych wyrazen (2.3) i (2.4), po uwzgled-
nieniu wartosci (2.6), otrzymamy:
Pr(p) = a,[10,285(p—po) +117%7"*° +¢5[5,59 - 107 3(p—po) +1]71
6po+p N - 2.7
24 o MY B 5,59 10~ 3(p—po) + 1173,
r(P) = oy Pat6p +aa[ (p—po)+1]
Dla fal intensywnych (p > 10 MPa) wyrazenia (2.7) mozna uproéci¢ (przy zalozZeniu,
Ze o; < 1) do postaci:

W (p) = #3[5.59 - 10=5(p—po)+ 17113,

Wo(p) = 1+ Zi(p). AN
Z kolei jesli p < 10° MPa, to funkcje (2.8) mozna zastapi¢ wyrazeniami:
Y, =1—a; = h(a),
Lok = 1—-% o, = hg(a,). (2.9)
Z przytoczonych rozwazan wynika, ze rownania
T L S | (2.10)
e e 6

dobrze opisuja wlasciwosci suchego gruntu piaszczystego w zakresie cisnien (10 - 1000)
MPa. Przykiadowe charakterystyki dla takiego gruntu opisanego modelem Lachowa przed-
Stawiono na rys. 1.

Wrécimy obecnie do dalszego formutowania problemu. Zgodnie z prawami zachowania
masy, pedu i energii na froncie fali uderzeniowej mamy:

m=(tﬂp, 2.11)
01
P1—Po = Q0?1 d, 2.12)
ﬁ_%=ﬂ;m(L_J+ 2.13)
Qo 01

gdzie symbole d, e, P, 0 i v odpowiednio oznaczaja: predkosé¢ propagaciji frontu fali, energi¢
wlasciwg osrodka, ciénienie, gesto$é i predkosé przemieszczania si¢ osrodka. Wartos¢
Parametréw przed frontem fali oznaczylismy indeksem ,,0”, a na jej froncie indeksem ,,1°.

Ponadto na froncie fali spelnione jest réwniez réwnanie stanu (2.1). W tej sytuacji
réwnanie (2.13) nie sprzega si¢ z pozostalymi zwiazkami; shuzy do okreslenia strat energii
na froncie fali uderzeniowe;.



346 E. WLODARCZYK

Za frontem fali uderzeniowej, ciagltym ruchem gruntu rzadza réwnania rézniczkowe
wyrazajace lokalne prawa zachowania masy i pgdu:

=y, (2.14)
0%u —ap
Cozz = "7 (2.15)

uzupelnione réwnaniem stanu (2.1). x jest wspéirzedng Lagrange’a, skierowana w glab
polprzestrzeni, natomiast ¢ oznacza czas; symbol u oznacza przemieszczenie o$rodka.

100, T
75 -
© ||
Sl 3 3
=3
50H i
15H -
Jl | J
0 0 02 03
[€l=1-9,/9
Rys. 1

Fale generowane s3 rownomiernie rozlozonym na powierzchni pélprzestrzeni cisnie-
niem, nagle przylozonym i nastgpnie monotonicznie malejacym do cisnienia atmosferycz-
nego. Zatem warunek brzegowy na powierzchni polprzestrzeni przyjmuje postaé:

dg

PO, 1) = g0). 5 =40 <0 @.16)

Zaktadamy, Ze grunt do chwili ¢ = 0 znajduje si¢ w stanie niezaburzonym. Mamy
zatem:

u(x,0) =0, o(x,0) = ‘(;i = 0. 2.17)

‘=0

Tym samym problem zostal jednoznacznie okreslony. Rozwiazemy go w nastgpnym roz-
dziale.
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3. Rozwiazanie problemu

Ze wzoréw (2.10) wynika, ze uproszczone modele G. M. Lachowa i X. A. Rachmatulina
roznig si¢ tylko stalym wspélczynnikiem. Dlatego w dalszym ciagu rozwazan postu-
giwa¢ si¢ bedziemy réwnaniem stanu w ogélnej postaci:

0

pPrzy czym a = «, dla modelu Lachowa oraz a = % a, dla modelu Rachmatulina.

Z réwnan (2.14) i (3.1) wynika, ze
u(x, t) = —ax+f(), (3.2)
gdzie funkcja f(z) oznacza przemieszczenie powierzchni pélprzestrzeni.
Z kolei podstawiajac wyrazenie (3.2) do réwnania (2.15) mamy:

2 2
0oflt) = — 22, (.3)
a po scatkowaniu i wykorzystaniu warunku brzegowego (2.16) otrzymujemy:
pGx, 1) = —ooflD)x+g(0). (3.4)

Przejdziemy obecnie do realizacji warunkéw zgodnosci (kinetycznego (2.11) i dynamicz-

nego (2.12)) na froncie fali uderzeniowej. W tym celu réwnanie frontu fali zapiszemy w po-
staci:

x = o(t) (3.5)
lub
%—j = @(t) = d. (3.6)
Dalej z wyrazenia (3.2) wynika, ze:
% = o(x, t) = f(1). (3.7
Z kolei podstawiajac (3.1), (3.6) i (3.7) do warunku (2.11) mamy:
vi(0) = /(1) = aip(0). (3:8)
Z jednorodnych warunkéw poczatkowych (2.17) i wyrazenia (3.2) wynika, ze
J(0) = 0. 3.9
Zatem z (3.8), po scalkowaniu i uwzglednieniu (3.9), otrzymujemy:
S@t) = ag(0). (3.10)

Nastepnie, podstawiajac wyrazenia (3.4), (3.6), (3.8) i (3.10) do dynamicznego wa-
runku zgodnoéci (2.12), po przeksztalceniach otrzymujemy:

SO +13(2) = Qio[g(t)—po] . G.11)
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Iub
dZ
T [%f 2t )] = -:7 [g(t) —po). >

Po scatkowaniu réwnania (3.11) i uwzglgdnieniu warunku poczatkowego (3.9) otrzy-
mujemy zamknigty wzoér na funkcje f(z), rozwigzujaca badany problem:

1/2

f(t)=i2% ofl ofl l [g(tz)—po]dtzdtl} . (3.12)

4. Przyklad

Okreélimy parametry stanu i ruchu gruntu piaszczystego wypelniajgcego p6iprzestrzen
obciazona na powierzchni nadci$nieniem zmieniajacym si¢ w czasie wg nastepujacego
przepisu funkcyjnego:

p,,,(l—;), esli 0< 1< 7,
0, jeSliz> .

Ap(t) = g(t)—po = [

W celu uproszczenia dalszych obliczer i unikacji wynikéw numerycznych wprowadzimy
nastepujace wielkosci bezwymiarowe:

__* _ ! _ulx(8), t(n)]
£ = wort T u(é,n) = i e
[x(&), t(n)] pi)!
Vg, ) = T 0L Ry = LML
}“° > T , 4.2)
_ plx(&), t(n)] _ Pm _ gl
P, 77) B Do ; P Do ) G Do ’
gdzie 3
ag = I/Po/Qo . (4.3)

Ze wzordw (3.2) + (3.12), po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych (4.2), otrzy-
mamy:

UE,n) = —ak+F(n),
V(E, 1) = V() = F@),
P(£,m) = —EF()+G(x),

F2(y) (44)
a_ TREY

APQ(n) =i

D) = = Flo).
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gdzie:

S e e A :
F(n) = ]/>n?|-_1P'"{hn+2 [(1—m) —1]+77} ,

- 1 ¢ n+1l
F(n) = T(ﬁ)'{nrl_P”[l_(l—n) ]la (4.5)
1

Fn) = g [aPa(l =0)" = F@)?],

G(n) = P,(1—n)",
dla 0 < < 1 oraz
2a
A= 55r

Fp) = F() = Gy) = 0

P,, = const, (4.6)

dla 4 > 1.

Ciekawym wnioskiem wynikajagcym z przedstawionych wzoréw jest fakt, Zze nad-
ci$nienie na froncie fali nie zalezy od zawartosci skladnika gazowego. Rzeczywiscie, pod-
stawiajac wyraZenia (4.5), i (4.5), do wzoru (4.4), otrzymamy:

. [1—(1—n)""]?
AP = 2+ e - £
=) [A=m"* 21147

Zmiang¢ wielkosci AP/P,, w funkcji n dla réznych wartosci parametru n pokazujemy
na rys, 2.

n=0

0\ \3 \2 005

af gel— -
-

a®

oL~ _
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Predkosé przemieszczania sig osrodka rosnie wprost proporcjonalnie do J/a (wynika
to bezposrednio ze wzoréw (4.4),, (4.5), i (4.5),). Zmian¢ wielkosci V(n) w funkcji %
przy réznych zawartosciach powietrza i réznych wartosciach parametru » pokazujemy na

rys. 3. Zwrdéémy uwage na fakt, ze dla n = 0, co oznacza obcigZenie stale w czasie — ,,pro-
stokatne”, predkos$¢ zachowuje rowniez stalg warto§¢ réwna:
V(n) = yaP, . 4.8)

Pozostale wielkosci dla tego przypadku odpowiednio wynoszg:

P(é’ 77) = Pm’

ot =1/ 2

Na rys. 4 wykreslono ksztalty frontéw fal dla réznych wartosci wspolczynnika a i wy-
ktadnika n. Zwré¢my uwage na fakt, Ze ze wzrostem wspoélczynnika zawarto$ci powietrza
do$¢ intensywnie maleje gleboko$é wnikania frontu fali uderzeniowej w oérodek. Wzrost
zawarto$ci powietrza powoduje intensywne nagrzewanie si¢ gruntu na froncie fali, co
powoduje szybkie jego zanikanie. Maksymalng gleboko$é, na ktéra wnika front fali ude-
rzeniowej, okresla nastepujacy wzoér:

4.9

e

Do) = O() = . 4.10

() = D) P/m+ma (4.10)

Z kolei na rys. 5 pokazujemy zmiane funkcji U(n) na brzegu pélprzestrzeni (¢ = 0),

przy kilku ustalonych wartosciach parametréw a i n. Zgodnie z fizyka badanego zjawiska

wzrost zawarto$ci powietrza w osrodku zwigksza jego przemieszczenie — oérodek staje
si¢ bardziej podatny na odksztalcenia.
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0 20 w0 60 80 100
0in)

Rys. 4

Uln)

5. Wnioski koncowe

Zaproponowana w pracy uproszczona posta¢ réwnania stanu ofrodka dwuskladniko-
wego (3.1), ktore dobrze modeluje zachowanie si¢ suchego. gruntu piaszczystego pod ob-
cigzeniem nagle przylozonym i nastgpnie malejacym do zera z amplituda zawartg w prze-
dziale (10 < 4p < 1000 MPa) (patrz wykresy na rys. 1), pozwolifa na skonstruowanie
Zamknigtego rozwigzania do§¢ zlozonego problemu propagacji niestacjonarnej fali ude-
rzeniowej w takim osrodku. Wyprowadzone wzory maja prosta budowe i nadaja si¢ do
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praktycznych inzynierskich obliczen. Ponadto z ich struktury bezposrednio wynika cha-
rakter wplywu parametréw opisujacych obciazenie (P, 7, n) oraz wspoélczynnika zawarto-
$ci powietrza (@) na generowane przez fale w gruncie pola przemieszczenia, predkosci
i ciSnienia oraz na intensywnos¢ zanikania frontu fali wskutek zachodzacych proceséw
dysypacyjnych. Dodatkowo nalezy podkresli¢, Ze charakter tego wplywu jest zgodny
z fizyka zjawisk towarzyszacych propagacji fali uderzeniowej w suchym gruncie piaszczy-
stym.

Przedstawione rozwaZania sg przykladem prac, w ktérych kosztem uzasadnionych
eksperymentalnie uproszczen natury fizycznej uzyskuje si¢ zamknigte rozwiazanie ztozonych
probleméw niestacjonarnej dynamiki falowej. Pozwala to na wyeliminowanie w pracy
inzynierskiej kosztownych i Zmudnych obliczen numerycznych.
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Pesamome
3AMKHYTOE PEUIEHUE ITPOBJIEMBI PA3IIPOCTPAHEHMS

HECTALIMOHAPHO IJIOCKOI YIOAPHOU BOJIHBI B CYXOM IIECUAHOM IPYHTE

B paGore npemioykeH YNPOLIEHHBIH BHA YDABHEHHSI COCTOSHMA [BYXKOMIIOHEHTHOM CpDEfbl,

KOTOpoe HOBONBHO XOpPOIIO MOAEIUPYET INOBEACHHE CYXOro MEeCYaHOro TIpPyHTa IOJ HarpysKoi
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BHE3AITHO TIPHJIOYKEHHOH M 3aTeM YOBIBAIONIEd K HYJII0 C aMIUIMTYJNOM COJNEp>KAIIeACs B HHTepBalle
(10 < dp < 1000) MIIa. D10 ypaBHEeHHe JAJI0 BO3MOYKHOCTD NIOCTPOKTDH 3aAMKHYTOE DEIIEHHE NMPOOIEMbI
PaCIIpOCTPaHEHHA HECTALMOHAPHOH IIOCKOH yXapHO# BOMHBI B NOJYNIPOCTPAHCTBE, 3alIOJTHEHHOM CYXMM
necyaHbIM IpYHTOM. BeIBefeHHble (hOPMYITBI MMEIOT IIPOCTOE CTPOSHHE M NMPHUTOMHAI [T NPAKTHYECKAX
MHDKEHEPHBIX pacueToB. Kpome 3TOro M3 UX CTPYKTYpPhI HENOCPEACTBEHHO BBITEKAET XapaKTED BIIHUAHHA
NapaMeTPOB, ONHCHLIBAIONMX HArpPysKy (Pm, T, N), @ TaroKe 00beMHOro KoaddhHUHEHTa cofep>KaHus
BO3/1yXa (@), Ha reHepHpPOBaHHbIe BOJIHOM B IPYHTE IOJNIS NepEMELIIEHNA, CKOPOCTH M OABJIEHHA, a TaAKMKe
Ha VHTEHCHBHOCTh 3aTyXaHUA (pOHTA BOJHBI BCIECACTBHE MPOHCXOAAIIMX NUCCHIIATHBHBIX IIPOLIECCOB.
JIONOJTHATENBHO CJIEAYeT MOMYEPKHYTh, UTO XapaKTep 3TOr0 BIMAHHA COBNAAAeT C (PH3HKON ABJICHHNK
COIYTCTBYIOIIMX PAaCIPOCTPAHEHHIO YAAPHOH BOJHBI B CYXOM II€CUAHOM TpYHTE.

Summary

CLOSED FORM SOLUTION TO THE PROPAGATION PROBLEM OF A NON-STATIONARY
PLANE SHOCK WAVE IN A DRY SANDY SOIL

A simplified form is suggested of the equation of state of a binary medium, this equation modelling
fairly well the behaviour of a dry, sandy soil under load suddenly applied and subsequently decreasing
to zero with the amplitude contained within the interval of (10 < Ap < 1000) MPa. This equation
enabled the closed-form solution to be constructed to the propagation problem of a non-stationary, plane
shock-wave in half-space filled with dry sandy soil. The formulae derived are of a simple structure and
lend themselves to practical engineering calculations. Further-more, from their structure directly results
the character of the effect of the paramsters describing the load (P., 7, n), as well as of the volumetric
coefficient of air content (a) upon the generated by the wave in the soil fields of displacement, of velo-
city and of pressure, as well as upon the decay intensity of the wave-front as a result of the dessipation
processes. In addition it should be emphasized that the character of this effect is in agreement with
the physics of the phenomena that accompany the shock-wave propagation in a dry, sandy soil.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 30 grudnia 1983 roku
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Politechnika Poznarska

W pracy rozpatrzono zagadnienie statecznosci drgan parametrycznych walu skre-
Canego sitami bezwladnosci napgdzanych przez niego czterech jednakowych mechanizméw
rozmieszczonych rzgdowo. Wyznaczono dwa giéwne obszary niestatecznosci drgan.

Aby zachowaé wigksza og6lno$é rozwazan, przyjmuje sig, ze mechanizmy moga mieé
dowolna strukture. Sa jednak plaskie i wykonuja ruch ciagly o okresie réwnym okresowi
watu napedowego.

Plaszczyzny ruchu mechanizméw, podobnie jak w silnikach tlokowych, przyjeto pro-
Stopadle do osi walu napedowego réwnomiernie roziozone, przy czym naped mechamzmow
Srodkowych, tz. 2 i 3-go, przyjeto przesunigty w fazie o pot obrotu watu,

Model rozpatrywanego ukiadu przedstawia rys. 1.

J
I
w:"const’) U G l_l
L/
wt

3 Ju

Isal
5

N

1

Rys. 1

Momenty bezwladnosci zredukowanych do osi walu mechanizméw jako funkcje
Ciagle sa przedstawione w postaci skoficzonych szeregéw Fouriera. Zakladajac stala

predkosé katowa w kola zamachowego walu o momencie bezwladnosci J, mozemy zatem
hapisaé;

Tot) = Jo(t) = D, Acos(iar+6)
i=0

n M

To() = J3(t) = D) A=1) cos(iwt+8).
i=0 .

Jest to oczywiste, gdyz katy skrecania walu spowodowane reakcjami napgdzanych
mechanizméw sa pomijalnie male w poréwnaniu z jego katem obrotu.

3
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Zakladajac jednakowe sztywnosci na skrecanie ¢ odcinkéw walu zawartych miedzy
zredukowanymi masami mechanizméw, réwnania rézniczkowe ruchu drgajacego watu,
bez udziatu sil technologicznych, maja postaé:

J1 9y +jx @1+ (e +)p, —cp, = —Jio,
J2¢2+j2¢2+20%—0(%+¢3) = —jzw,
J2¢3+j3¢3 +2c@s—c(@, +@,) = —jzw,

J1¢4+j1¢4+c‘774—0¢3 = —J:,a),

©)

gdzie @, , @,, @1, oraz ¢, sa katami skrecenia watu w miejscach odpowiednich mechaniz-
mow.

Otrzymane réwnania stanowig sprz¢zony ukiad réwnan roéZniczkowych liniowych
o okresowo zmiennych wspdlczynnikach.

W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ wyznaczaniem obszaréw rezonansu drgan
parametrycznych, a zatem predkosci katowych wahlu, przy ktérych bedzie nastepowal
nieograniczony wzrost calek réwnan jednorodnych ukladu (2).

Ze wzgledéw uzytecznych dla konstruktoréw projektujacych tego typu napedy zajmie-
my sie wyznaczaniem obszaréw rezonansowych, jakie moga zachodzi¢ miedzy okreslo-
nymi harmonicznymi wymuszenia parametrycznego a okreslong postacia drgan swobod-
nych wahi. Z uwagi na liniowy charakter rownan rézniczkowych ruchu (2) jest to oczy-
wiscie mozliwe.

Rozpatrujac k-ta harmoniczng wymuszenia, wyznaczmy granice rezonansu z najbar-
dziej podatng na to wymuszenie harmoniczna drgain swobodnych wahu, to jest k/2. Jest
to oczywiste, gdyz wtedy w czasie jednego okresu drgan wal otrzymuje dwukrotnie energie
Z zewnatrz. '

Ze wzgledu na skomplikowang postaé ukiadu réwnan rézniczkowych ruchu (2) zosta-
nie zastosowana przyblizona metoda rozwigzania zagadnienia, a mianowicie metoda
ortogonalizacji. Rozwigzan granicznych, rozgraniczajacych drgania rosnace od maleja-
cych, poszukiwaé bedziemy w postaci:

k
:(2) = Z Ox.vsin——vzw t
v=1,3,5
|
palt) = D) Orusin 22,
v=1,3,5 (3)
()= D) 0,522,
v=1,3,5
Bl Z fekiin ”"2“’ &
v=1,3,95
2r

W wyniku ortogonalizacji z ukladem réwnan rézniczkowych w obszarze 0 < ¢ < 5
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otrzymuje si¢ uklad réwnan jednorodnych liniowych wzgledem amplitud 6,,,86,,, 6,,
i0,,.

Z warunku nietrywialnoéci rozwigzan otrzymanych réwnan algebraicznych, dla » = 1,
otrzymuje si¢ réwnanie jednej z galezi gléwnego obszaru niestatecznosci w postaci

~p*(1+n)+4(1+¢); -4 ; 0 ; 0
-4 3 =PI+ (=1)* ] +8; -4 ; 0 b
0 : -4 =P+ (=D gl +8; —4 Fra
0 - 0 ; -4 ; —pi(1+7n)+4
C)
gdzie dla uproszczenia zapisu oznaczono
" Ak . m Cy 2 Aok2w2
n = ZcoscB,,., ALt oraz p? = —

Po rozwigzaniu wyznacznika otrzymuje si¢ réwnanie
(1 4+0,59)2[140,5(— 1)*5]> —4p°(1 +0,59) [1 +0,5(— 1)*5] x
x {4(1+0,57)+ 2+ &)[1+0,5(—1)*5] }+ 16p* {3(1+0,57) +
+2(3+2e)(1+0,57)[14+0,5(—= 1)*n]+ (1 + &) [1 +0,5(— 1)*9]2 } + )
—64p%(2+3¢) {2+0,59[1 +(— 1)*]}+256¢ = 0.

Dla n = 0 réwnanie (5) staje si¢ réwnaniem czgstosci wlasnych drgan skretnych wahi.
Czgstoéé podstawowa dla & = 1 wynosi

v ]/0,120 615AL. (6)

0

Przedstawiamy dalej réwnanie (5), dla ¢ = 1, w postaci

8
(_zg_) 0,054 180 78(1 +0,59)2[1+0,5(—1)*5]* +
o]

6
_(‘zg—) (140,5n)[1+0,5(= 1)*n] {1,796 817 3(1+0,57) +

P 7
+1,347 61296[1 +0,5(— )51} + (Eg—) {11,172 847 28(1+0,59)* + e
(o]

+ 37,242 824 25(1+0,55) [1 +0,5(—1)*5]+ 7,448 564 86[1 +0,5(— 1)k5]*} +

2
—(-‘Q—) 154,3872 {2+0,5[1 + (— 1)} }+256 = 0,
202,

gdzie czgstosé drgan wymuszonych parametrycznie k-ta harmoniczng oznaczono 2 = k.
Otrzymane réwnanie (7), jest szukana galezia pierwszego gléwnego obszaru niesta-
tecznosci.
Druga galaz gléwnego obszaru niestateczno$ci otrzymamy poszukujac calek réwnan
rézniczkowych jednorodnych ukladu (2) w postaci:

k
?1(t) = b11c08 -1, @®)
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P2(t) = GZICoskTwp,
ko ®
<P3(t) = 031 CcOoS —2—1, [Cd]

k
@a(t) = 041005—;-0— t.

W wyniku analogicznego postgpowania krzywa zamykajaca giéwny obszar niestatecz-
nodci, takze dla ¢ = 1, przybiera posta¢ przedstawiong wzorem (9):

8
(i) 0,05418078(1—0,51)2[1-0,5(— 1) 5>+
202,

_(%) (1-0,5) [1-0,5(— )] {1,796 817 3(1-0,57) +

4 9
+1,347 612 96[1 —0,5(— 1)*n] } + S {11,172 847 28(1 —0,51)* + <
282,

+37,242824 25(1—0,5%) [1 —0,5(— 1)¥ ] + 7,448 564 86[1—0,5(— 1)k 5]} +

2
—( A ) - 154,3872 {2—0,5[1 + (— 1)*]n}+256 = 0.
28

W tabeli 1 oraz na rys. 2 przedstawiono wyniki obliczei dla waléw o parametrze
e = 1. Gorny obszar przedstawia gléwna strefe rezonansowa z dowolna harmoniczna
wymuszenia parametrycznego — szeroki dla k parzystego, waski — zaznaczony linia
przerywang dla k n\leparzystego. Drugi obszar niestateczno$ci- przedstawiono na wykresie
tylko dla harmonicznych parzystych. Dla harmonicznych nieparzystych drugi obszar

: s : " . o)
niestatecznosci praktycznie sprowadza si¢ do proste) 0. = 0,5.
(4]
Tablica 1
n 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
' 1,054 1,116 1,195 1,291 1,415
k =2n 1
Y 0,952 0,913 0,877 0,845 0,816
abszAr s 7 1,009 1,00 1,002 1001 | 0999
¥ i —
0 =52 0,998 0,995 0,992 0,979 0,971
220 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
k=2n | 05
- 0,456 0,422 0,395 0,372 0,353
obszar = 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
= 2n+1 0.5
- it e 0,5 0,498 0,495 0,491
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Drugi obszar niestatecznoséci drgaf, wymuszonych takze k-ta harmoniczna, otrzymano
dla drgarh swobodnych o dwukrotnie mniejszym niZz poprzednio okresie, a mianowicie:

Pl = D)0, ,sin 22

v=24
j‘

po(t) = > 05,5in 22y,
)‘=2,4

oraz

o
@, (1) = Z 01..cosﬂ(—wt;

2
v=2,4
k
@s(t) = 2 03, ,cos v—zﬁ t
v=2,4

» . vk
o= 3 0rsin 2,
y=24
' (10)
pa(t) = ) a5 2,
v=2,4
palt) = D) 0,008 72
v=2,4
) (11)
pa(t) = 204,,005 vkzw t.
v=2,4

W wyniku analogicznego postepowania dla funkcji (10) otrzymuje si¢ rownanie o postaci

(dla ¢ = 1):

o\ Q
(2!20) —14,508975 ( o

Q 2
x(ZQo) +18,45673 = 0.

6
) 464,441 944 ( 5

14
20, ) — 89,0463 38 x

(12)

Jest to rownanie czestosci drgan skretnych walu., Zatem jedna z krzywych granicznych
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poszukiwanego obszaru sprowadza si¢ do najnizszego z dodatnich pierwiastkéw réwnania
(12), a zatem do prostej o réwnaniu

2
202,

Zamykajaca krzywa drugi obszar niestateczno$ci, wyznaczona dla funkcji (11), ma
natomiast posta¢ (dla & = 1):

=05, ' (13)

(?%0) 0,05418078(1+n)2[1+(—1)"’7]2‘(2%)) P e g

" 4
x {0,44920432(1 + ) +0,336903 241 + (— 1)* ] } + (i) {0,698 30295 x
20, (14)

x (L+7)2+42,32767652(1 +m)[1 + (— 1)*5]+0,4655353[1 + (— 1)*n]* }+

2
—(—'Q~) - 2,4123 2+ [1+ (= 1D*p}+1 = 0.
28,

Dalszych obszaréw niestatecznoéci drgan parametrycznych watu nie wyznaczono, gdyz
dyssypacja energii, ktérej w pracy nie uwzgledniono, czyni je niegroZnymi.

Jest to spowodowane nie tylko tym, Zze dla matych modulacji sa one obcigte przez
dyssypacjg, ale jako waskie na skutek matej ilosci dostarczanej energii z zewnatrz w czasie
jednego cyklu drgan i nisko polozone, sa tatwe do przekroczenia przy stosunkowo malej
zmianie predkosci katowej w.

Dla waltéw rozpatrywanego typu — szczegdlnie waléw korbowych silnikéw spalino-
wych lub sprezarek tlokowych — czestosé podstawowa 2, drgan skretnych, przy zredu-
kowanych masach napedzanych mechanizméw do stalego wyrazu A4,, jest bardzo wysoka

Zredukowane momenty bezwladnosci (1) sa sumami bardzo szybko zbieznych szeregow
Ay
. Ao
wyzszych harmonicznych parzystego rzedu, np. dla k = 6, to wtedy drugi obszar nie-
statecznodci, a wlasciwie jego dolna krzywa, moze realnie ograniczaé maksymalng predkosé
katowa o wahu.

W obecnych konstrukcjach rozpatrywanego typu obszar statecznosci zawarty migdzy
drugim i pierwszym (gtéwnym) obszarem niestatecznosci nie jest wykorzystywany.

Fouriera. Jezeli jednak istniejg nie pomijalnie malte amplitudy wzgledne cosdy, dla

Pesmome

YCTOWYMBOCTS [TAPAMETPHMUYECKUX KOJIEBAHHI BAJIA
BEIVUIET'O PAOOBO PACITIOJIOXKEHHEBIE MEXAHK3MbI

B paGoTe paccMOTpEHO mpoOyieMy YCTOMYHBOCTH IapamMETPpHUECKHX KoJeOaHHi Baja BCRYLIEro ps-
JOBO PACIOJIOXKEHHBIE MEXaHU3MbI.

VccnenoBaHo COyUYaW UYETHIPEX OMMHAKOBBIX MEXAHH3MOB HEIPEPHIBHOTO ABHIKCHHUS C IIEPHOAOM
PAaBHBIM NEPHOAY OGOPOTOB Balla, PACIONIOMKEHHBIX MACHTHYHO KaK B YETHIPCXTAKTHOM JBHIaTejlec BHY-
TPEHHErO CrOPAHMSA C IUIOCKHM KOJIEHUYaThiM Basom. Ilapamerpuueckue BBINYKICHHBIE KOTeGaHUs ocy-
LECTBIIAIOTCA KPYTALLMM MOMEHTOM NPOMCXOASIIMM M3-32 CHJI HHEpUHH BEJOMBIX MEXaHH3MOB.

OnpenencHo OBE TJIAaBHbIE OOJIACTH HEYCTOMUMBOCTH KoyieOaHMIT M OOHAapy)KeHO OIacHYIO DOJIb
VETHBIX IADMOHHK I1apaMEeTPHUECKOro BBIHYXKAECHHA.
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Summary

PARAMETRIC VIBRATION STABILITY OF A DRIVE SHAFT FOR MECHANISMS SPACED
IN A ROW

A problem of stability of parametric vibrations of a shaft driving the mechanisms spaced in a row
is considered. Investigation is limited to the case of four identical mechanisms exhibiting continuous
motion with the period equal to that of the shaft. Spacing of the mechanisms is assumed to be the same
as in a I.C. fourstroke engine with a flat crankshaft, The vibrations are being forced parametrically by the
torques induced by the inertial forces of the driven mechanisms. Two main regions of instability of the

vibrations are determined. The danger resulting from the even harmonics of the parametric forcing has
been indicated.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 pazidziernika 1980 roku
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STATECZNOSC PROSTOKATNYCH PLYT PRZEKEADKOWYCH O ZMIENNEJ
SZTYWNOSCI WYPELNIACZA

WLADYSEAW WALCZAK, MARIA KOTELKO (LGDZ)
Politechnika Eddzka

1. Wstep

Konstrukcje cienko$cienne, w ktérych gléwnymi elementami no$nymi sg jednowarstwo-
we plyty izotropowe badz cienkie tréjwarstwowe plyty przekladkowe, znajdujg obecnie
Coraz wieksze zastosowanie nie tylko w przemysle lotniczym, lecz réwniez i w innych dzie-
dzinach techniki. W wielu przypadkach plytowe elementy tych konstrukcji pracuja przy
obcigzeniach typu tarczowego i wéwczas poziom obciaZenia calej konstrukeji limitowany
Jest na ogét poziomem obcigZen krytycznych tych elementow.

W przypadku plyt jednowarstwowych, pracujacych przy obciaZzeniach typu tarczo-
wego, skutecznym sposobem podwyZszenia ich no$nosci jest zastosowanie odpowiedniego
uZebrowania. Sposéb ten, wprawdzic mozliwy do zastosowania réwniez w przypadku
plyt przektadkowych, nie jest jednak tak powszechny jak w przypadku plyt jednowarstwo-
wych. Zastosowanie bowiem wewnetrznego uzebrowania wzmacniajacego, tj. uzebrowania
umieszczonego pomiedzy okladzinami zewnetrznymi plyty przekladkowej (wewnatrz
wypelniacza), wigZe si¢ z trudnosciami natury technologicznej, natomiast zastosowanie
Uzebrowania zewnetrznego jest w wielu konstrukcjach przekladkowych bardzo niepoza-
dane. Z tego wzgledu w ostatnich latach zrodzila si¢ koncepcja podwzyszania no$nosci
plyt przektadkowych, pracujgcych w warunkach obcigzenia tarczowego nie przez stosowanie
zeber wzmacniajacych, lecz przez odpowiednig zmiang sztywnosci ich wypelniacza.

W przypadku lekkich wypelniaczy, np. typu pianki poliuretanowej, zmian¢ sztywnosci
uzyskuje si¢ przez odpowiednig, racjonalng zmiang gestosci wypelniacza. Jak bowiem
wynika z danych literaturowych oraz badan wlasnych, modul sprezystosci postaciowej
G,, pianki poliuretanowej jest — w przyblizeniu — kwadratowa funkcja jej gestosci.

Zagadnienie wzrostu obcigzalnosci plyt przekladkowych przez zastosowanie lekkich
wypetniaczy typu piankowego o zmiennej sztywnosci jest jednakZe rozpoznane w bardzo
skromnym zakresie. Z dostgpnych opracowan wymieni¢ tu mozna prace [3], [4] i [5).
Z wymienionych prac dwie,pierwsze dotycza obciaZen krytycznych prostokatnych tarcz
Przekladkowych z wypelniaczem, ktérego sztywnos¢ zmienia si¢ wzdtuz przekroju poprzecz-
nego tarczy. Na szczegdlng uwage zastuguja rozpatrzone w pracy [3] przypadki tarcz
0 skokowo zmiennej sztywnos$ci wypelniacza, poddanych dzialaniu réwnomiernego,
Jednokierunkowego $ciskania. Rozpatrzono w niej teoretyczny przypadek tarczy tréj-
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warstwowej o nieskoficzonej szerokosci, a takze tréjwarstwowej tarczy prostokatnej,
ktérej sztywno$¢ wypelniacza zmieniala si¢ w kierunku réwnoleglym do kierunku $ciska-
nia.

W pracy [5] rozpatrzono natomiast przypadek zmiany sztywnos$ci wypelniacza w kie-
runku prostopadlym do plaszczyzny $rodkowej tarczy. Stanowi to jednak odrebne.zagadnie-
nie, dotyczace gléwnie grubych tarcz, ulegajacych lokalnej utracie statecznosci.

Jak wynika z procesu technologicznego, istnieje mozliwo$¢ uzyskania zmiany gestosci,
a zatem i modelowania sztywnosci piankowych wypehiaczy plyt przekladkowych w sto-
sunkowo latwy sposéb. Z tego wzgledu przeprowadzenie analizy wplywu rozkiadu sztyw-
nosci wypelniacza na poziom obcigzen krytycznych cienkich, prostokatnych plyt prze-
kiadkowych z lekkim wypelniaczem oraz wykorzystanie wynikéw tej analizy do optymal-
nego modelowania sztywnosci wypelniacza ma duZe znaczenie zaréwno poznawcze, jak
i aplikacyjne.

2. Przyjete zalozenia i podstawowe réwnania

Przedmiotem rozwazan jest prostokatna tréjwarstwowa plyta przekladkowa z lekkim
wypelniaczem o diugoéciach krawedzi a i b. Zaklada sig, Ze plyta jest cienka, tj. grubos§é
calkowita g, = 2(h+t) plyty jest mala w stosunku do dlugosci jej krawedzi. Rozpatrywang
plyte opisano w prostokatnym ukladzie wspétrzednych 0, x, y, z (rys. 1).

Rys. 1. Podstawowe oznaczenia trojwarstwowej plyty prostokatnej.

W przypadku ogélnym réwnanie statecznosci tak opisanej plyty — otrzymane w wyniku
zredukowania ukladu réwnan réwnowagi, wyrazonych w przemieszczeniach [2] — ma
postaé:

2
t . Bh _, e <Ot
2w *w (L
‘Ny‘5;2— +2N,, E\:c’)_y] =0,

gdzie: L
Ny, Ny i Ny, —sily przekrojowe bedace z zaloZenia funkcjami zmiennych x oraz y;
w = w(x, y) — skladowa przemieszczenia dowolnego punktu plyty w kierunku
osi z;
G,, — modul sprezystosci postaciowej materialu wypetniacza,
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B =

e sztywnos$¢ oktadziny;
—»

3
D = 3 (ft 5 — plytowa sztywno$¢ zginania okladziny;
E — modul sprezystosci Younga materialu okladziny;
» — wspolfezynnik Poissona materialu okladziny.
Wymienione wyzej sity przekrojowe Ny, N, oraz N, moga byé wyraZzone za pomoca
Jednego tylko parametru obcigzenia N,. Wprowadzajac mianowicie funkcje F,, = F,,(x, »),
F, = F,(x, y) oraz F, = F,(x, y), sily te moZna przedstawi¢ w nast¢pujacy sposéb:

Nx=Fw(x9y)'N0; Ny=Fp(x9y).N0;
Nyy = Fi(x, ) No.
Postacie funkcji F,(x, y), F,(x,y) oraz F,(x, y) zaleza od charakteru tarczowego obcia-

Zenia plyty. Dla kilku przykladowo wybranych typoéw obciaZenia plyty, podano je w ta-
blicy 1.

¢)

Tablica 1
Funkcje Fu.(x,y) Fp(x,¥) i F(x,y) dla wybranych przypadkéw obcigzenia plyty.

Lp Charakter obciazenia plyty Fu(x, ) Fp(x, ) Fi(x,y)

— =R

Réwnomierne, jednokierunkowe $ciskanie

No No

- ——"=

Jednokierunkowe, niejednakowe Sciskanie

kB S I — = (- _(l_—ﬁ
2 f I ] X 0 2a
H £ )i
H a =3

== — — —

z udzialem $cinania

Dwukierunkowe réwnomierne $ciskanie

No ”]IIJ]]H TN

3. =% S == | -y 0
Jednokierunkowe liniowo zmienne éciskanie ze $cina-
niem
4, oo B
e A (l o b) 0 Y

.

= —
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W celu uproszezenia obliczen oraz uogélnienia ich wynikéw wprowadzono bezwymia-
rowe wspobirzedne:
X Ty

§=-a- i 0=f-b» 3
oraz bezwymiarowe wspoélczynniki:
— ksztaltu piyty
b
A= 4
— obcigzenia
Nob?(l =22
L e )

— podatnosci wypetniacza
Eth 2
= U-»G, B ©

W zastosowanej metodzie rozwigzania zagadnienia przyjmuje si¢ zalozenie, ze modutl
sprezystosci postaciowej G,, wypelniacza jest funkcja zmiennej x wzglednie zmiennej
y; Znaczy to, Ze ulega on zmianie wzdluz dlugosci lub szerokosci plyty. Tym samym wspél-
czynnik k, podatno$ci wypelniacza jest réwniez odpowiednig funkcja zmiennej x lub y.
Nalezy zaznaczyé, Zze przyjecie zmiennosci wspoélczynnika k, oznacza mozliwo$é rozpa-
trzenia zaréwno zmiennosci modulu G,,, jak i zmiennoéci innych parametréw, wystepu-
jacych w wyrazeniu (6), tj. sztywnosci okladzin B, a takZe grubosci wypelniacza 2h. Naj-
wigksze jednak znaczenie praktyczne ma przypadek zmiennej sztywno$ci samego wypel-
niacza, tj. zagadnienie rozkladu zmiennosci modutu sprezystosci postaciowej G,,.

W rzeczywisto$ci modul G,, moze ulegaé zmianie, ale w sposdb ciagly, wzdtuz okreslo-
nego kierunku. W dalszych rozwazaniach przyjeto zalozenie, ze warto$¢ modutu G,, zmienia
si¢ jedynie wzdtuz osi y, przy czym rzeczywista zmiane tego modulu przedstawiono za
pomoca zastepczej, skokowo zmiennej funkcji y (rys. 2). Funkcja ta moZe by¢ tak przyjeta,
aby byla okre§lonym przyblizeniem rzeczywistej funkcji ciaglej. Przy takim przyjeciu
wspdlczynnik k, jest réwniez skokowa funkcjg zmiennej y, tj. ko = ko(»).

Réwnanie (1) ulega uproszczeniu przez pominigcie w nim plytowej sztywnosci zginania
D samych okladzin jako pomijalnie malej. Blad wynikajacy z wprowadzenia takiego
uproszczenia nie przekracza 5% [6). Wowczas, po wprowadzeniu bezwymiarowych wspol-
rz¢dnych & i 6 oraz wyzej zdefiniowanych wspoltczynnikéw, rownanie (1) przyjmuje postaé:

. O*w O*w O*w o*w o*w )_

ko

2 g 2 2
a5 T2A ggrger T T ‘p[k°(l FENR TP E

?*w *w *w J*w
~ e ]Fw(f’ 0)+‘p[k°(a§2302 + 20 )‘ a6°

H*w *w o%w

20 kol 2% o + = | — =5 ,0) =0.

= W[ °( %500 T asaea) agrae]F'("t L=

Wartoséci wlasne powyzszego réwnania sa poszukiwanymi w analizie statecznosci wspol-
czynnikami obciazenia krytycznego plyty, oznaczonymi dalej symbolami ¢,.

2

] Fp(&,0)+ M


file:///-sF8W
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Przyjeto dalej, ze rozpatrywana plyta jest zamocowana wzdluz calego swego obwodu.
Uwzgledniono przy tym dwa warianty podparcia zewngtrznych krawedzi plyty: podparcie
przegubowe na calym obwodzie oraz podparcie przegubowe krawgdzi x =0 i x = a,
przy jednoczesnym utwierdzenia krawedzi y =01i y = b.

fo.

Yz

Rys. 2. Modelowanie rzeczywistej zmiany modulu G, wypetniacza plyty za pomoca.funkcji skokowo zmien-
nej

Zgodnie z powyzszymi zaloZeniami, rozwigzanie réwnania (7) musi speinia¢ naste-
Pujace warunki brzegowe odnoszace si¢ do funkcji w = w(, 0), opisujacej ksztalt ugie-
tej — po utracie statecznosci — powierzchni plyty:

w=—225—?=0 —dla ¢ =0, =,
w=-az—w=0 —dla 0 =0, =; o
002 N
— gdy tarcza jest swobodnie podparta wzdluz obwodu, lub
w=%¥=0 —dla £ =0, m,
WS 0T L 1 o
00 o

— gdy krawgdzie y = 0 (0 = 0) oraz y = b (6 = =) plyty sa utwierdzone, a pozostale
Podparte swobodnie. 5

3. Rozwigzanie zagadnienia

Uwzgledniajac "przyjete uprzednio warianty podparcia zewngtrznych krawgdzi plyty,
fozwigzanie réwnania (7) zalozono w nastgpujacej postaci ogblnej:
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w(E, 0) = D £i(0)- sinié), (10)
i=1

gdzie £;(0) sa nieznanymi funkcjami zmiennej (6). Tak przyjeta funkcja w = w(¢, 6) spetnia
zalozone warunki brzegowe na krawgdziach x = 0i x =a (£ = 01i £ = n) plyty.

W celu rozwigzania podstawowego rownania statecznosci (7) zastosowano przyblizo-
na metode Kantorowicza-Krylowa [7], [8], sprowadzajac rozpatrywane réwnanie réznicz-
kowe o pochodnych czastkowych do ukladu m réwnaid rézniczkowych zwyczajnych.
Uzyskano je wykorzystujac niZzej podane warunki, jakie musza speiniaé nieznane funkcje
110). |

Jezeli mianowicie przez w; oznaczy¢ i-ty skladnik wzoru interpolacyjnego (10), tj. |
wyrazenie w; = fi(0)sin(i, £), symbolem L(w)— lewa strong¢ réwnania (7), to nieznane
funkcje f;(0) musza spetniaé nastepujace warunki:

[ Lw)sin@, yde =0, 1=1,2,...m. (11)
0

Postaé powyzszych warunkéw jest analogiczna do postaci réwnan otrzymywanych przy
zastosowaniu metody ortogonalizacyjnej Bubnowa-Galerkina.

Po wykonaniu calkowania i uporzadkowaniu wyrazéw warunki (11) przyjmuja postaé
nastepujacego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych czwartego rzedu wzgledem |
funkcji f;:

ZLU(.fI’ .fil ’ﬁ,,, .filu’ ﬁ,,,,) = 0, i= 1, 2’ e m. " (12)
i=1

W réwnaniach tych symbolem L; oznaczono nastgpujace wyraZenia;
Ly = @{A%2(1+ko A2i2) FY f1—22i(1 + ko A2i2) Ffy f; — [ko A%i2F) + '

1 1z rrrr 2 . 1
— (ko B2 FLLf{" + 2o ML £ + Ko FRS} dla i # 1 b
oraz ‘
Ly =4 #02 [2“1‘2+ 2 pli+k, zZiZ)Fn-]ﬁ—zwa +kopA%i%) Fi f] +
4 [nlziz (1 + %koch,“,’) +o(l+k, /12i2)Fg;] S+ 2o pAiFy f,"'+(% +k0<pFﬁ) VA
da i=1. (14)
W powyZszych wyraZeniach
.= [ [F.(, 6)sin(i)sin(ié)] de, ‘
0
Fg = [ [F, (¢, 6)sin(i&)sin(1£)]d¢, (15) |
0

Fiy = [ [F(&, 6)cos(i€)sin(IE)] dk.

0
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W dalszym postgpowaniu uklad réwnaf rézniczkowych (12) zostaje przeksztalcony
w ukiad réwnan catkowych.

Uwzgledniajac ogdlna postaé warunkéw brzegowych przy 6 = 0 (dla obydwu przyje-
tych warunkéw podparcia krawedzi y = 0i y = b plyty) oraz wykorzystujac ich jednorod-
nos¢, poszukiwane funkcje f; = f;(6) mozna wyrazi¢ przez ich czwarte pochodne:

6 0 6 0

Ji =}7C2,- 0?;+Cl,%+af J‘ zf in""(g)[dg]‘t’

6 6 0
7 02 1117
fo=Car 0+ Cut [ [ [ 17O 18P,
0 0 0

0 0 (16)
Cz[ 5 ﬂ+ C“ g 0+ j. fﬁ””(e) [do]z’
0

0

fII
i

U
=i+ o,
(4]

gdzie: « = 1 oraz f = 0 — przy zalozeniu warunkéw brzegowych (8), « = 2oraz 8 = 1 —
Przy zatozeniu warunkéw brzegowych (9). Wartosei stalych Cy; i C,; wyznacza si¢ z wa-
runku brzegowego dla 0 = m, tj. dla krawedzi y = b plyty.

Wprowadzajac zaleznosci (16) do uktadu réwnan (12) otrzymuje si¢ nastgpujacy ukiad
téwnari catkowych.

S LAADG), APO), AP0, APO] =0, 1=1,2,...m, an
i=1
gdzie:

0
AM©) = [ 7 ©)db,
0

0 0
AP0 = [ [ £ @12,
0 0
6 0 0 (18)
420 = [ [ [ 17 ® Laor,
0 0 0

0 0 0 0

AW@=JJJJ£%®W&

Uklad rownan caltkowych (17) rozwigzuje si¢ -nastgpnie metoda sum skorczonych [4],
Stosujac macierze catkowania [9]. Przy zastosowaniu tej metody przedzial catkowania
[‘?, 7] dzieli si¢ na n podprzedziatdw, otrzymujac w ten sposéb (n+1) punktéw oblicze-
Mowych 6;, przy czym j = 1,2, ..., (n+1). Funkcje ciagla ko = ko(6), przedstawiajaca
Zmiang wspélczynnika podatnosci plyty, zastepuje sie funkcja skokowo zmienna, ktéra
W kazdym z podprzedzialéw obliczeniowych ma stala warto$é (ko) ;. Dobierajac odpowied-

¥ Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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nio liczbe podprzedziatow catkowania n, mozna z okreslong dokiadnoscia odwzorowac |
przebieg ciagly funkcji k, za pomoca przebiegu skokowo zmiennego.

W wyniku zastapienia catek, wystepujacych w ukladzie réwnan (17), przyblizonymi
wyraZzeniami zawierajacymi sumy skonczone [9] otrzymuje si¢ uktad algebraicznych réw- |
nan jednorodnych wzgledem niewiadomych x;; = f;'"”'(0,). Uklad ten ma postaé: j

m(n+ 1) |
D buxu =0, i=1,2,...ma+l), (19) |
k+1
gdzie wspotczynniki by, sa zalezne od parametréw geometrycznych i materiatowych piyty,
a takZe jej obciaZenia. i

Aby uklad réwnan (19) miat niezerowe rozwigzanie, jego wyznacznik charakterystyczny
musi byé réwny zeru. Z warunku tego mozna obliczy¢ cigg wartosci wlasnych ¢ réwnania
(1). Najmniejsza z tych wartosci jest poszukiwang warto$cia krytyczng wspoiczynnika
@, oznaczong dalej jako @i,.

Przedstawiong powyzej metode wykorzystano do rozwigzania réwnania statecznosci
tréjwarstwowych plyt przekladkowych o zmiennej sztywnosci wypetniacza. Realizowany
w praktyce ciagly rozklad tej sztywnosci, zwiazany z ciaglym rozkiadem ggstosei wypetnia- |
cza, zastapiono réwnowaznym w przyblizeniu rozkladem zmiennym skokowo, zacho- |
wujac okreslona dokladno$¢ odwzorowania. ’

Dla przeprowadzenia odpowiednich obliczen numerycznych opracowano specjalny
program na e.m.c. w jezyku FORTRAN. Program ten umozliwia wyznaczanie wartosci
krytycznych wszystkich podstawowych obcigzen typu tarczowego dla prostokatnych piyt
przektadkowych o dowolnym, skokowo zmiennym rozkladzie sztywnosci wypetniacza.
Jedynym ograniczeniem jest dopuszczalna — ze wzgledu na obszar pamigci zajmowany
przez program w ¢.m.c. — liczba n podprzedzialéw obliczeniowych.

4. Przykladowe wyniki obliczen

Przykladowe obliczenia numeryczne przeprowadzono dla prostokatnych plyt przektad-
kowych z lekkim wypelniaczem o zmiennej gestosci, swobodnie podpartych wzdtuz ob-
wodu i poddanych dzialaniu jednokierunkowego obcigZzenia $ciskajacego. Rozpatrzono
trzy rézne przypadki obciazenia plyt, dla ktérych znane sa rozwigzania dotyczace ich
obcigzen krytycznych, przy zaloZeniu stalej gestosci wypelniacza: przypadek réwnomier- |
nego $ciskania [2] niejednakowego $ciskania z udzialem $cinania [10] oraz szczegdlny przy- |
padek liniowo-zmiennego $ciskania,"a mianowicie zginania tarczowego [I1].

Dla kazdego z tych przypadkéw obcigZenia przyjeto w obliczeniach takie warianty
rozkladu gestosci wypetniacza, a tym samym funkcji ko = ko(p) lub ko = ko(x) jego po-
datnosci, aby uzyskaé mozliwie najwigkszy wzrost wartosci wspétczynnika gy, obciaZenia
krytycznego plyty.

W przypadku jednokierunkowego, réwnomiernego ciskania (poz. | tablicy 1), tj. |
gdy wspétczynnik obcigZenia n = I, a takze nicjednakowego $ciskania z jednoczesnym |
écinaniem (poz. 2 tablicy 1), tj. gdy 5 # [, najstuszniejsze bylo przyjecie, Ze ggstos¢ wy-
petniacza zmienia si¢ skokowo w kierunku osi y, ale z zachowaniem symetrii wzglegdem
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osi symetrii plyty — réwnoleglej do kierunku $ciskania. Jak wykazala wstepna analiza,
dla wszystkich wartosci wspolczynnika # najbardziej racjonalnym byt wariant, gdy w wy-
petniaczu plyty przyjmowano jedno tylko pasmo o podwyzszonej gestosci, lezace wzdtuz
wspomnianej osi symetrii plyty. Pasmo takie o zmniejszonej podatnosci stanowilo pewng
analogi¢ wzmocnienia tarczy jednorodnej symetrycznym Zebrem podtuznym, réwnoleglym
do kierunku $ciskania.

Zagadnienie rozpatrzono przyjmujac roézne szerokosci pb pasma (0 € o < 1) o zwigk-
SZonej gestosci i rozne wartosci wspdlczynnika wzmocnienia g, zdefiniowanego wzorem:

ol et ooy
1 e s

(20)

gdzie:
(G,), i (G,), — moduly sprezystosci postaciowe wypelniacza plyty odpowiednio dla
pasma o podwyzszonej gestosci i pozostalej jego czgsci, a (ko), i (ko) — odpowiadajace
wspélczynniki podatnosci plyty. W przypadku jednokierunkowego, niejednakowego
Sciskania z udzialem $cinania (poz. 2 tablicy 1), kiedy to obciazenie N jest liniowo rosnaca
funkcja wspétrzednej x (przy % < 1), postanowiono rozpatrzyé réwniez przypadek, gdy
Bestos¢ wypelniacza wzrasta liniowo w kierunku osi x. W przypadku obciazenia plyty
W postaci jednokierunkowego zginania tarczowego rozpatrzono skokowo zmienny roz-
kiad gestosci wypetniacza wzdluz osi y — z jednym pasmem o zwigkszonej gestosci. Pasmo
to usytuowano réwnolegle do osi x po stronie $ciskanej plyty, zgodnie z zasadg racjonal-
Nego zebrowania plyt jednorodnych poddanych dzialaniu zginania tarczowego. Przyjeto,
Ze szeroko$¢ tego pasma wynosi b, = 0,1b, a jego oé symetrii znajduje si¢ w odleglosci
V" od sciskanej krawedzi piyty.
W tym przypadku obcigZenia, efekt wzrostu wspdtczynnika gy, obcigzenia krytycznego
Plyty zalezy od polozenia pasma o podwyzszonej ggstosci, tj. wspotrzednej 3. Z tego wzgle-
du celem tej czgéci obliczen bylo okreslenie wplywu polozenia tego pasma na wartosé
Wspolczynnika ¢y, obcigZenia krytycznego plyty. ;
Przyjete do obliczen warianty rozkladow gestosci wypetniacza odpowiadajace wymienio-
Nym wyzej obcigZzeniom plyty zestawiono w tablicy 2. Obliczenia numeryczne przeprowa-
dzono na e.m.c. ODRA 1305, a ich wyniki przedstawiono w postaci wykreséw, ilustruja-
Cych zalezno$¢ wspotczynnika ¢, obciaZenia krytycznego plyty, od odpowiednich para-
Metrow rozkiadu gestosci —dla wyzej wymienionych przypadkéw obciaZenia piyty.
Wszystkie wykresy sporzadzono dla swobodnie podpartej plyty kwadratowej, o wspol-
CZynniku ksztattu 4 = 1, oraz przy jednakowej — dla kazdego z rozpatrywanych przy-
Padkéw — wartosci parametru podstawowej podatnosci plyty (ko). = 0,2. Wykresy
Pxe = ¢ (0) —dla réznych wartosci wspolczynnika ¢ — odpowiadajace rozkladowi
8estosci wypelniacza, oznaczonego symbolem S (tablica 2) przedstawiono odpowiednio:
dla Jednokierunkowego, rownomiernego $ciskania — na rys. 3 oraz dla jednokierunko-
Wego niejednakowego $ciskania z udzialem écinania — przy warto$ci parametru obcia-
. 2enia 4 = 0,4 — na rys. 4.

Dla tego ostatniego przypadku obcigZenia plyty, na rys. 5 przedstawiono przebieg
Zmiany warto$ci wspélczynnika ¢y, odpowiadajacy liniowej zmianie modulu sprezystosci
l Postaciowej G, wypelniacza wzdluz osi x (symbol rozkladu P w tablicy 2).

K
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[ 1 Ty ol
i |
= I
A =
4,0
Wariant S
e A
L A1
30
koy=02
1
gq:=1
25 | ] ] | |
i 0,2 0.4 0,6 08 1,0

Rys. 3. Wykresy zaleznosci gur = @x (@) dla plyty poddanej dzialaniu réwnomiernego $ciskania (poz. 1 —
tablica 2)

2
G, o
(G,
L 0210
59— warant S ._—-8—
6
L
=z
.,0 <
\ [ l ! | | [ |
)] 0,4 0,6 08 1,0

Rys. 4. Wykresy zaleznosci @xc = ¢guc(0) dla plyty poddanej dzialaniu jednokierunkowego, niejednako-
wego $ciskania z udzialem $cinania (poz. 2 — tablica 2)

3721
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Tablica 2
Wybrane przypadki rozkladu sztywnosci wypelniacza

Teaolt Symbol
Lp charakter obcigzenia piyty rozklidi Charakter rozkladu sztywnos$ci wypelniacza
! Roéwnomierne jednokierunkowe i
Sciskanie )
No No (G b—TH
L, = L1
11
‘ - By ﬁli l—
Yy | B R
e M A D 2 "IQbL— (G (k
: o S Bz (ko)
Jednokierunkowe niejednakowe LH) Ko q= e
L 3 | Gw: (ko)
$ciskanie (ko) "
L R No = | !
2 ' e—| x } I
- ¥ i (k) |
} i 02 [ |
e = —-—‘ l! ! A | e
y : 0 ki
z udzialem $cinania
| (Gulz . (Kol
' Jednokierunkowe, niejednakowe (G} (Koly
3. | §ciskanie z udzialem $cinania ”P”
(szkic jow) | 7w WKohf-—————=
2]
Jednokierunkowe liniowo ::_(é._;z ={TI:91)1_
zmienne $ciskanie wi 1ho72
Ne ‘ﬁgj Q;' Ko
4. E 57',7 ,,Z” r (Guly = {Koh f———
|
?},\ | | | I {
. 3 Cali
(Gy ]y o) |
Yy ' —i ! = !
Be A b bve o e
(zginanie tarczowe) o b O o

Na rysunku 6 przedstawiono wykres zaleznosci ¢y, = @i, ()'), odpowiadajacy przypad-
kowj czystego zginania tarczowego przy przyjetych uprzednio zaloZeniach, dla przykla-
dOWej wartosci wspolczynnika ¢ = 10. Wyniki obliczefi numerycznych, przedstawione
W postaci wykreséw pokazanych na rysunkach 36, otrzymano przy zatozeniu funkcji
Powierzchni wyboczenia plyty zgodnie z wyrazeniem (10), biorac do obliczeri w kazdym,
kolejnym punkcie obliczeniowym wyrazenie o liczbie wyrazéw m = 1 do m = 5. W przy-
Padkach jednokierunkowego, réwnomiernego $ciskania (n = 1) oraz niejednakowego
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Ve I ] i ] T
Wariant P
50
L5 4
4.0 '/
|
[ | | |
1 2 4 6 [} 10

q
Rys. 5. Wykres zaleznosci gur = gic(g) dla plyty poddanej dziataniu jednokierunkowego, niejednakowego '
$ciskania z udzialem $cinania (poz. 3 — tablica 2) ‘

: I

Wariant Z ‘

No
= S eS| r
(Gy, )
y = =Pw2 .10
5 HE= &
R 9 kg, =02
61— 9:=0
: 0,05b 0.150 0,250 0350 045D
v

Rys. 6. Wykres zaleznoSci @i, = @u.(»") dla plyty poddanej zginaniu tarczowemu (poz. 4 — tablicy 2)

$ciskania z udzialem $cinania (3 = 0,4) wystarczajagca dokladnosé obliczen otrzymano
dla funkcji jednowyrazowej (m = 1). W przypadku czystego zginania tarczowego wystar-
czajaca dokladnos¢ otrzymano dla funkcji tréjwyrazowej (m = 3).

Z punktu widzenia projektowania konstrukcji przektadkowych interesujace jest row-
niez — oprdcz analizy wplywu rozkladu gestosci wypetniacza na poziom obciazenia kry-
tycznego — rozpatrzenie wplywu tego rozkladu ma cigzar konstrukeji, a $cislej na sto-
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sunek sily krytycznej do cigzaru elementu tarczowego. Za kryterium optymalizacyjne mo-
Zna wowczas przyja¢ wspolezynnik lekkosci tarczy zdefiniowany wzorem:
(No)
% - ékr . (2])
L)
gdzie (No)y, jest wartoscia sily krytycznej, a Q — cigzarem tarczy.

Wspélczynnik ten mozZna rowniez okresli¢ za pomocg wzoru o nastgpujacej ogolnej
postaci:

5 = Gx 2)

W wyrazeniu tym C jest wspolczynnikiem, zaleznym jedynie od parametréow materiato-
wych i wymiaréw geometrycznych plyty:

1 e
n? (s+ 7) a E
(=9t -py
gdzie: y,, — cigzar wlasciwy materialu wypelniacza o najmniejszej gestosci.
h b

Els——=tl Y=
t ¢ !

O = (23)

Wspolczynnik za$ » wyraZza sie¢ nast¢pujacymi wzorami — zaleznie od rozkladu ge-
Stosci wypelniacza plyty:
X = —— (24a)
— dla plyty z wypelniaczem o stalej sztywnosci,

= _ Pxr

P = 24b
e i Y i

— dla plyty, ktdrej gesto$¢ wypelniacza zmienia sie wedhug schematu S oraz Z (poz.
i 3 tablicy 2),

k
x = e

) € (1 + -'/&5_— 1) +K

— dla plyty, o liniowo zmiennej gestosci wypelniacza (poz. 2 w tablicy 2).
We wzorach tych

(24¢)

B Yokt .
yw
gdzie Yokt — Cig¢Zar wlasciwy materialu okladzin.
Przyktadowo, na rys. 7 przedstawiono wykresy wspolczynnika H odpowiadajqce przy-
Padkowi tarczy poddanej dzialaniu réwnomiernego $ciskania (i = 1,0) oraz jednokierun-
kOwego niejednakowego §ciskania z udzialem $cinania przy parametrze obcigZenia n =

= 0,4 — w przypadku rozkladu gestosci wypelniacza typu S. Wykresy sporzadzono przy
Mastepujacych zalozeniach:
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Rys. 7. Wykresy zalezno§ci wspOlczynnika » = x(p) dla plyty poddanej dzialaniu réwnomiernego $ciska-
nia tarczowego (n = 1) oraz niejednakowego $ciskania z udzialem $cinania ( = 0,4)

e =5 oraz K = 18, co odpowiada przypadkowi tarczy‘z okiadzinami duralowymi
Pors = 2700 [kg/m?3]) oraz wypelniaczem o cigzarze wlasciwym (y,), = 150[kg/m3].

5. Whioski

1. Przedstawiona metoda obliczeniowa pozwala na przeprowadzenie analizy statecz:
nosci tarcz przekladkowych z lekkim wypelniaczem o zmiennej sztywnos$ci w szerokim
zakresie wariantéw rozkladu tej sztywnosci, w podstawowych przypadkach obciazenid
typu tarczowego.

i
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2. Z przytoczonych przykladéw obliczeniowych wynika, ze racjonalna zmiana sztywno-
sci wypelniacza w znaczgcy sposob wplywa na wzrost obcigzenia krytycznego.

3. Odpowiednie ksztaltowanie rozkiadu zmiennosci sztywnosci wypetniacza moze byé
w pewnych przypadkach skutecznym narzgdziem optymalizacji z punktu widzenia stosu-
nku nosnosci elementu tarczowego do jego cigzaru.

4. Z przebiegu krzywych przedstawionych na rys. 7 wynika, Ze efekt racjonalnego
ksztaltowania ggstoéci wypelniacza, mierzony wartoécia wspolczynnika %, a tym samym
1 wspdtezynnika lekkosci 5, jest znacznie wyrazniejszy w przypadku plyt poddanych dzia-
faniu jednokierunkowego niejednakowego $ciskania z udzialem $cinania (5 # 1) niz
w przypadku plyt poddanych dzialaniu réwnomiernego $ciskania tarczowego (1 = 1)
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Pesome

YCTONUMBOCTD IIPSIMOYTOJIBHBIX, TPEXCJIOMHBIX ITJIACTUH O IIEPEMEHHON
XXECTKOCTH 3AITOJIHHUTEJIA

B paGore uccneayercs BAHAHME NEPEMCHHOI YKECTKOCTH JIETKOrO 3allOJHHTENA NEHKOTO THOA HA
YCTOHUHMBOCTE ,,B 1IeJIOM’’ NPAMOYLOJIBHON INTACTHHBLI. IIpM paccMaTpHBaHMH 3a0auyd HCHOJb3YETCA
UHCIIeHHBIH METOH, 61aroaapsA KOTOPOMY SIBJISIETCHA BO3MOYKHBIM ONpPEeAc/IeHNe K03(hbUIHEHTOB KPHTH-
H€CKOro ycHMsA IUIACTHHEBI B Clly4ae OMCKPETHO IEPEMEHHOH JKECTKOCTH 3anosHuTeNs. B paGoTe npen-
CTaBjieHb! pe3yNbTaThl HYMEDHUECKHX BBIYHCIEHHH JIST HEKOTOPBIX CIYYaeB HATPY3KH HMCKOBOIO THIIA.
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Summary

STABILITY OF RECTANGULAR SANDWICH PLATES AT VARIABLE RIGIDITY
OF THE PLATE CORE

In the paper an influence of variable rigidity of the core on general stability of rectangular sandwich
plates was considered. In considerations the special numerical method was utilised. Application of the
method allowed for determination of coefficients ¢, of the plate critical loading at the assumption that
the rigidity of a plate core is discretely varying. Exemplary results of numerical computations, carried
out for some chosen cases of a disk loading, were also presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 czerwca 1983 roku
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NUMERYCZNA ANALIZA PRZEPLYWU MHD W KANALE
Z NIESYMETRYCZNYM ROZSZERZENIEM

EDwWARD WALICKI, JERZY SAWICKI

1. Wstep

Przeptywy MHD w kanalach plaskich i okraglych o niesymetrycznych ksztaltach, -
wystepujace w roznych urzadzeniach technicznych, budza od dawna duZe zainteresowanie
wielu badaczy.

W pracy [1] dokonano przegladu zagadnien przeptywéw MHD w kanalach o réznych
ksztaltach i przekrojach poprzecznych — omawiajac rozwigzania analityczne, uzyskane
przy pewnych dos¢ znacznych zaloZeniach upraszczajgcych. Prace [11, 12, 13] podaja przy-
klady analizy przeptywu plynnych metali w zakrzywionych kanalach, w obecnosci pro-
Stopadlego zewnetrznego pola magnetycznego.

Badaniami plaskich przeptywéw MHD w kanalach o niesymetrycznych rozszerzeniach
lub przeptywéw, ktére do takiego modelu daly si¢ sprowadzi¢, zajmowano si¢ w pracach
e

Celem tej pracy jest uzyskanie numerycznego rozwigzania zagadnienia ustalonego
Plaskiego przeptywu MHD w kanale z niesymetrycznym uskokiem, wywolanego gradien-
tem ci$nienia badz ruchem scianki ograniczajacej przepltyw (rys. 1).

Przyjeto nastgpujace zaloZenia upraszczajace, dotyczace wiasciwosci plynu: gestos$é
@ = const, lepkos¢ dynamiczna 4 = const, przewodnosé elektryczna o = const.

Tak zdefiniowany plyn lepki i przewodzacy elektrycznie bedziemy dalej okreslaé
mianem ,,ptynu magnetycznego”.

Dodatkowo zakladamy, ze wektor pola magnetycznego B (0, By, 0) jest prostopadly
do ruchomej $cianki kanahu.

Roéwnaniami okreslajacymi stan ,,mechaniczny” przeplywajacej cieczy sa przy tych
Zalozeniach®:

— rownanie cigglosci,

— magnetohydrodynamiczne réwnanie Naviera-Stokesa,

— rownania Maxwella,

— prawo Ohma.

Badania przeptywu plynu magnetycznego przeprowadzono dla przypadkéw:
— przeplywu wywolanego gradientem cis$nienia, tzw. przeptywu Poiseuille’a,

> Réwnania te przedstawiono w nastepnym punkcie pracy.
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— przeplywu wywolanego ruchem §cianki, tzw. przeptywu Couette’a,

— przeptywu wywotanego — lacznie — gradientem ci$nienia i ruchem $cianki.

Rozwiazanie zagadnienia ograniczono do przypadku przeplywu dla malych liczb
Reynoldsa (Re < 50), dla ktérych przeplyw jest stateczny, a zastosowana metoda roz-
wigzania numerycznego jest stabilna i zbiezna.

U
S—-

f <

i),)

i,j-1 i) Lije

i-1.j

i e

Rys. 1

Wymiary a i ¢ (por. rys. 1) przyjeto na tyle duze, by przy zmiennych wymiarach b i d
wplyw zaburzen powstalych w miejscu zmian przekroju kanalu na rozklad predkosci na
wlocie i wylocie z kanatu byt pomijalnie maly.

2. Réwnania ruchu plynu magnetycznego

Réwnaniami opisujacymi ruch plynu magnetycznego dla przypadku przepltywu usta-
lonego s3:
— réwnanie ciaglosci
divV = 0, . o)
— réwnanie Naviera-Stokesa :
' o(Vgrad)V = —gradp+uV2V+/x B, #))
— réwnania Maxwella ‘

rotE = 0,
rotl} = U, s . &)
divB = 0,

— prawo Ohma
j = o(E+VxB). (4)
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Przechodzac do ptaskiego ustalonego przeplywu plynu magnetycznego bedacego
tematem pracy i uwzgledniajac jednoczesnie tzw. przyblizenie hydrodynamiczne, to zna-
czy zakladajac: male wartosci wektora natgzenia pola .lektrycznego E?, oraz male war-
tosci magnetycznej liczby Reynoldsa, sprowadzamy réwnania (1) i (2) do postaci:

ou ov
T &
ou ou\  op
@( 8v+ ——y—) - +udu—oBiu, e
( L +v_6_'v_)_ ——a£+ Av
ox T oy T

przy czym uwzgledniono (4).
Réwnan tych uzyjemy teraz do opnsu przeplywu plynu magnetycznego w rozpatrywa-
nym kanale (rys. I).
Wprowadzajac funkcj¢ pradu okreslona zaleznosciami:’
oV oV
= —— _— 7
g oy’ Y Tox M
oraz eliminujac ci$nienie z ukfadu réwnan (6) otrzymamy:

W A o,V

% 0r 2y 3 o R

gdzie ¢ jest wirownoscia. Jest ona zwigzana z funkcjg pradu ¥ zaleznoscia:

= v4¢, ®)

ov ou
= — - = 9
AF ==, | ©
przy czym A oznacza operator Laplace’a
0® 02
T T

Aby uzyskane rozwiazanie ukladu réwnan (8) i (9), féwnowainego ukiadowi (6), bylo
dogodne w praktycznych zastosowaniach, wprowadZmy zmienne bezwymiarowe:

X=Xt y =1Ly, u= U, v = U'v.’,
1 - b U UL

= — e = r = === d e e — 10

p 2@U - ![’.' ury', ¢ LZ_,', Re = (10)

H = BoL Vi,

Przy czym sens oznaczen jest nastepujacy:
U — $rednia predkosé przeplywu cieczy w wezszej czgsei kanalu
L — szerokos$é kanatu w wezszej jego czesci, 2 =
Re — liczba Reynoldsa,
H — liczba Hartmana.

B

? Inaczej méwiac spemiona jest zaleznoié: E/(Vx B) < 1.
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Wprowadzajac zaleznosci (10) do réwnan (6) lub do réwnan (8), (9) otrzymamy bez-
wymiarowg posta¢ réwnan ruchu. Opuszczajac w tych réwnaniach (dla uproszczenia
‘zapisu) kreski przy wielkosciach bezwymiarowych otrzymujemy:

(at_l/ gy ! gc_)R a*y

oo 8 L S ST E
Ty e gy T ¢ n

A¥ ="C. (12)

3. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla réwnan (11) i (12), dotyczace granic obszaru przeplywu, wyni-
kaja z nastgpujacych zaloZen:

a) plyn na ,,wejéciu” i ,,wyjsciu” z kanalu porusza si¢ ruchem laminarnym,

b) skladowe predkosci na sciance nieruchomej:

u=0, 9=0; (13)
stad wynikaja warunki
I/
o 0, o =0, ¥ = const. (149
on Os

0 0 . 3 . :
na $ciankach kanahu (_;;’ 5, 0Znaczaja pochodne w kierunku normalnej i stycznej do

s’cianki) 5
c) sktadowa predkosci na Sciance ruchomej:
u=U, v=0; (15)
wynika stad warunek
¥ = const.

na tej Sciance®.

Uwzgledniajac warunki (13), (14) i (15) oraz wykorzystujac zaleznosci (7) i (9) otrzy-
mamy nastgpujace wyrazenia®:

— dla funkcji pradu

A (chH-1) B
— dla wirowosci
4 (chH—1) :

3 Warunek ten zwiazany jest ze sposobem obrania ukiadu wspéirzednych.
4 Parametry A 1 B sa wielkosciami zaleznymi od przyczyny wywolujacej ruch plynu: np. 4 = 12,

B = 0 oznacza przeplyw wywolany gradientem ciénienia, za§ 4 = 0, B = 2 — przeplyw wywolany ruchem
§cianki.
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4. Schemat réznicowy réwnan ruchu

Pokrywajac obszar przeptywu siatka prostych, rownoleglych odpowiednio do osi
wspoétrzednych (por. rys. 1):
X =g i, =200,
y=yotjh, (i=1,2,..),
otrzymamy kwadratowa siatke o kroku réwnym #.
Zastepujac pochodne wystepujace w rownaniach (I11) i (12) prostymi wyraZeniami
roznicowymi [6] otrzymamy wzory dla ¥; ; oraz {; ; w punkcie ,,0”, w zaleZnosci od
wartosci tych funkcji w wezlach sasiednich:

. 1 . Re
Ci,j = 4 ((THITE IR AP ST _16_[(CI+I.J_CI—1.J)(WLJ+I_lIII.J—l)'*'
H? '
— (1 =P D= - N+ 1,27, + Vo ) (18)
4

1 1
V= ‘4*'(?/1“.1'*'?/:—1.j+q/1.1+1 + ¥, o) ‘4"/724'1.1- (19

5. Rozwiazanie réwnan réznicowych

Otrzymane w poprzednim punkcie pracy przyblizone réwnania réznicowe rozwiazano
metoda iteracji.

Wartosci funkcji pradu i wirowosci na granicach obszaru obliczeniowego, tzn. na ,,wej-
$ciu” 1 wyjsciu” z kanalu s3 znane i stale w ruchu ustalonym. Na $ciankach natomiast
znane s3 tylko wartosci funkcji pradu.

Wartoéci wirowoséci na $ciankach s3 poczatkowo (jak w calym obszarze obliczen)
zatozone mozliwie blisko przewidywanych, a nastgpnie przyblizane w toku procesu itera-
cyjnego.

Do poprawienia wartosci { na brzegach obszaru (tj. w wezlach oznaczonych przy-
kladowo ,,krzyzykami’’ na rys. 1) wykorzystano zaleznos¢ wyprowadzong w pracy [9].
_3¥-¥) & 3U

—i o (20)

bo h? 2 h

Aby unikngé nieustalonych oscylacji pola wartosci funkcji wirowosci nie stosuje si¢
w nowym cyklu iteracji wartosci bezposrednio wyliczonych z wzoru (20), lecz jej kombi-
nacj¢ liniowg z warto$cig z poprzedniego cyklu. Dla nieruchomej $cianki bedzie

5P = 287+ (Lo~ L5, @n

gdzie:
L&'~V — poprzednia warto$¢ brzegowa,
{o — nowa wartos¢ brzegowa,
{8 — wartosé brzegowa wprowadzona do nowego cyklu iteracyjnego.
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Osobnego traktowania wymagaja naroZza wystgpujace w obszarze przeplywu.

Dla naroza wklgstego warto$ci brzegowe w punktach 6 i 7 poziomej §cianki oraz w punk-
tach 8 i 9 pionowej $cianki naroza wyliczono poshigujac si¢ zaleznoscia (21) zastosowana

odpowiednio do punktéw 5, 10, 11. Wartos¢ w punkcie 12 naroza musi by¢ réwna:

Clz - Cs o Cs-

w punktach 1 i 4, druga przy uzyciu odpowiednich wartosci z punktu [ i 3.

2498

r"‘""77"' ,,,,,,,,,,,,
/ P =299
A/ 'i -2500
S {'/7\ =2,502
7
? / 7 //

Rys. 2. Funkcja pradu ¥, Re =20, H =05,
dxb=2x1
BV 7777 7. ’ AL A

-2361
-2391

= 2486

" 2491

i 2/098}777777777\_—\/7

Rys. 4. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 0,5,

Przeplyw plynu wywolany gradientem ci$nienia 4 = 12, B= 0

- 1498

(RSP IT R

1-2361
1%

L LA LLE LA LAIG I TIPS LA L P AP

!
i i
=2391 }
= |
|

|
l-2486 |
r_"_\——‘—-—’———’_*l
=7

dxb = 2x1

Rys.

Rys.

v

i
l-5695

| T L
t |
1-6,045 |
I——»—%\»__/‘, ————5y
!
-6,35 |
W
t
-6445 |
E 2% 7/_7/7,:/,1
-6,459
3
/e —6,L§1
6 -6463
7
2 e /s

3. Funkcja pradu ¥, Re =20, H = 1,0,

dxb =2x1

LLLLLLLLLLL L L

5. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 1,0,

dxb=2x1

(22)

Dla naroza wypuklego wyprowadzono dwie réZne wartosci z powodu duzego gradientu
wirowosci. Jedna .z nich wyliczono przy uzyciu zaleznosci (21) i odpowiednich wartosci



ANALIZA PRZEPLYWU MHD W KANALE 385

6. Wyniki obliczen. Whioski

Zastosowany w pracy schemat réznicowy dla magnetohydrodynamicznych réwnan
Naviera-Stokesa charakteryzuje si¢ dla matych liczb Reynoldsa dobra stabilnoscig i zbiez-
noscia.

Obliczenia przeprowadzono dla liczb Reynoldsa Re = 0, 1, §, 10, 20, 50, liczb Hart-
mana H = 0,1, 0,5, 1, kroku siatki £ = 0,1, wymiary kanali przyjeto: dxb = 2x1,
3x 1. Rysunki 2+15 przedstawiaja sporzadzone na podstawie obliczen wykresy linii

Przeplyw wywolany ruchem $cianki 4 = 0, B =2,

lc.

O P e

Rys. 6. Funkcja pradu % Re =20, H=0,1, Rys. 7. Funkcja pradu ¥, Re =20, H = 1,0

dxb=2x1 dxb=2x]
[V U
200,666 2620 =
2
200,366 | 2,376
200,166 |
? 1 2025 |
| 199,866 1 L |
| | !
| 199766 l e AR Rl ]
{__4—\’—’/#_———: 1726
{199,566 ! 1620
[";7i7,‘/ L7 \/—\/ ;‘7/.;/77//1 77 7 7
4 L/
7 199,664 1701
/ [/
7 ,‘; 199,662 1.698
199660 . _1.6%
/7
7
/
/)
; z 7 2
Wt 77777 7,

Rys. 8. Funkcja pradu ¥, Re =50, H=10,1, Rys. 9, Funkcja pradu ¥, Re =50, H = 1,0,
dxb=2x1 dxb=2x1

5 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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Przeplyw wywolany ruchem scianki i gradientem cisnienia A = 6, B = 1

SV L.
~199417 =1,376 !
- 199,617 1,660 |
1=199,717 |
—

J
N
o

==

1-2,376
? . 2377
s
. . =2379
Fe. 2382
P72 202 L 77777 S
Rys. 10. Funkcja pradu ¥, Re = 20, H = 0,1, Rys. Il. Funkcja pradu ¥, Re = 20, H = 1,0,
dxb=2x1, dxb=2x1
I, =it
= <A i -
1- 199,617 . pho00 i
o | L1910 =
~EE8 { 2216 i
TS RN i f |
- 200,367 1 L i
I e e t
E 1-2376
‘777%;’777 e 7777777 el
R/ \ 33
-200,48 4 4
é,—l— 4~ =2,378
5~ 200420 o -2382
[~ 200424
.
/ i
,/,/,,/////j 7 777,
Rys. 12. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 0,1, Rys. 13. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 1,0,
dxb=2x1 dxb =2x1

Y = const., dla réznych liczb Reynoldsa (Re = 20, 50) oraz rozszerzen kanahu. Fakt
ruchu $cianki zostal uwidoczniony na wykresach zaznaczeniem wektora predkosci U.
Na podstawie przeprowadzonych obliczerr i analizy wykreséw funkcji pradu mozna
sformutowaé nastgpujace wnioski dotyczace przedstawionego tutaj plaskiego, ustalonego
przeplywu plynu magnetycznego w kanale z niesymetrycznym uskokiem w obecnosci
poprzecznego do kierunku przeplywu plynu pola magnetycznego:
— dla s$cianki nieruchome;j
. a) linia oderwania charakteryzuje si¢ wyrazng symetriag wzgledem osi geometryczne;j
uskoku dla Re > 20, '
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ViR At o
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Rys. 14. Funkcja pradu ¥, Re = 20, H = 1,0, Rys. 15. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 1,0,
dxb=3x1 dxb=3Ix1

b) obszar zastoju ze wzrostem liczby Reynoldsa nieznacznie rosnie,

¢) $rodek wiru w obszarze zastoju lezy blisko geometrycznej osi uskoku,

d) wzrost liczby Hartmana powoduje powstanie wyraznej asymetrii linii oderwania,

— dla $cianki ruchomej i przeplywu bezgradientowego:

¢) obszar zastoju ze wzrostem liczby Reynoldsa nieznacznie wzrasta,

f) érodek wiru ze wzrostem liczby Hartmana oddala si¢ od geometrycznej osi uskoku

zgodnie z kierunkiem przeplywu,

— dla $cianki ruchomej i przeptywu wywolanego gradientem cisnienia:

g) ze wzrostem liczby Reynoldsa linia oderwania charakteryzuje si¢ wyrazna symetria
wzgledem osi geometrycznej uskoku,

h) wzrost liczby Hartmana powoduje powstanie wyraznej asymetrii linii oderwania.
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Peawme

YUCJIEHHBIM AHAJIN3 TEYEHHA ML B KAHAJIE C HECHUMMETPHUUHLIM
PACHIMPEHHEM

B paGoTe npeAcTaBAeHO YHCIEHHOE PEllIEHHE, COOTBETCTBYIOIIEE TEUCHHIO 3JIEKTPONPOBOXHON M-
KOCTH NPH MaNbIX 3HaYeHHAX yHcna PafiHombaca u lapTMana B Kagane ¢ MECTHBIM HECHUMMETDHUHLIM
pacumpensem. MI'L] ypaBHerna Hapbe-CTokca AN IUIOCKOrO TEUEHHs pELIeHBI METOJOM KOHEUHBIX
pasHocTeii. PaccMOTpEHO TeueHHe B KaHANAX C Pa3sHbIMH PasmepamH pacluupenHsi. Pe3ynbTaThl BHIUMC-
neHnn aisa uucen PeiiHonbaca Re < 50 u uncen F'aptmana H < 1,0 npencresieHs! B Buae rpadukos
JIMHMA TOKa.

Summary

NUMERICAL ANALYSIS OF MHD FLOW IN THE CHANNEL WITH A UNSYMMETRICAL
CAVITY

In the paper the numerical solution fitted of the electrical-conductance fluid flow with low Reynolds
number and low Hartman number in the channel with unsymmetrical cavity is described. The method of
finite differences is used to solve the MHD Navier-Stokes equations for plane flow. The flow through
channels with different dimensions of cavity is considered. The results of numerical inverstigations for
Reynclds number Re < 50 and Hartman number H < 1,0 are shown in graphs of streamlines.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1981 roku
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TWO VERSIONS OF WOZNIAK’S CONTINUUM MODEL OF HEXAGONAL-TYPE
GRID PLATES

Tomasz LEWINSKI (WARSZAWA)

Politechnika Warszawska
Instytut Mechaniki Konstrukcji Inzynierskich

1. Introduction

The subject of the considerations are plane-stress statical problems of dense, elastic,
hexagonal grid plates, constructed from bars, Fig. 1. The structures of this type are widey
used in civil engineering, cf. [1] as well as in aerospace technology. Diffuculties occuring,
when exact solutions of statical problems of lattice-type plates are being sought, justify
attempts endeavouring to formulate approximate continuum approaches.

The most simple, asymptotic (in Wozniak’s meaning, [2]) model has been established
by Horvay, cf. [3, 4]. In these papers effective Young modulus and Poisson’s ratio for
honeycomb plates have been obtained and exhibited by means of the appropriate diagrams.

The aim of the present paper is to discuss continuum descriptions of the analysed plate
response by means of the two-dimensional Cosserat’s media with fibrous structure, uti-
lized by. Wozniak in his lattice-type shell theory, [2]. In the most general among many of
Wozniak’s concepts, the deformation of the grid surface structure consisted of nodes
(,;elements™) and rods (,,]ligaments™) is approximated by means of a model of a regular
system of bodies, cf. [2], part I. The ,,elements™ of the structure act as the bodies of the
System. The interactions between the bodies are transmitted by the ,,ligaments”. One
of the basic assumptions of the theory is the existence of the potential of binary interac-
tions. This assumption (see (3.4), p. 39, [2]) restricts the applications of the theory to a cer-
tain class of surface structures, that will be further called the structures of simple layout,
in which any two directly interacting elements, being joined by one ligament only (cf. [2],
p. 50). :

The behaviour of a complementary class of structures, which will be called the struc-
tures of complex layout, cannot be examined (without additional justifications) by means
of the regular system of bodies theory. Continuum approach to the lattice-type plates of
complex layout has been presented in the paper [5] of Klemm and Wozniak. The authors
assume, that also in the case of complex structure the Wozniak’s theory of grid shells and

> By means of this term, grid structures constructed from bars connected in rigid nodes are under-
Stood in the paper.
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plates (based on the regular system of bodies theory) can be applied. The complex geometry
implies modifications of constitutive equations only.

Constitutive equations of the theory of complex layout grid plates are not uniquely
definite. Several topics resulting from this fact are discussed in the paper. An analysis is
exemplified by the case of honeycomb grids which belong to the complex ones.

Thus the internal forces, i.e. stress p** and couple stress m* tensors are not uniquely
determined, because of the arbitrariness of the definitions of elastic plate potential o.
Two ways of computing this function will be presented. The first one has been proposed
by Klemm and Wozniak, [6]. It is thought appropriate to recall, to correct (an isotropy
of the model has not been revealed) and to generalise Klemm and WozZniak’s results by
taking into account transverse shear deformations of the lattice rods.

In Sec. 4 a new method of defining the plate potential o leading to the new version
of constitutive equations is presented.

Some of effective elastic moduli (so called micropolar moduli) can not be uniquely
defined. This has been noted by Wozniak, Pietras and Konieczny in the papers [7-9]
pertaining to the discrete elasticity theory. This lack of uniqueness follows from an ina-
dequacy of the relatively simple continuum Cosserat’s model when deformations of dis-
crete two-dimensional structure are being analysed. Nevertheless such a model is undoub-
tedly more accurate than Horvay’s asymptotic theory.

2. Formulation of the problem

2.1 Basic assumptions. The grid is assumed to be composed of straight bars whose axes
constitute a plane, regular, equilateral honeycomb (hexagonal) layout, the internode spa-
cings being equal to /, see Fig. 1. Allthough the lattice bars need not to be prismatic
they are required to possess two symmetry axes. The structure is made of an elastic, iso-
tropic and homogeneous material elastic properties of which being characterized by
Young modulus E and Poisson’s ratio ». Considerations are confined to the grids
constructed by bars sufficiently slender so as to the conventional, improved (by taking

Ax

T

—L :

x!
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into account transverse shear deformations of bars) theory of elastic rods can be applied.
Moreover the thickness of the grid is assumed to be of unit depth. The loads consi-
dered: in-plane tangent forces and moments normal to the mid-surface are concentrated
in nodes. '

Consider a bar i-k, cf. Fig. 2. Generalized forces and displacements at both nodes
i and 'k are given in Fig. 3; slope deflection equations, cf. [10], read

EJ EJ [ s—r
My = —T[“Pa'*"'%-(s'i")lpzk], M, =—1—('2—)(<Pk—¢’i),
EJ 1
T“‘ = ——T‘ — 2(S+r)1—2 [le—7(¢l+(pk)]7 (2.])
EJ - EJ
Nu=N; = 127717’72—')’11: = 2(s+")77—17')’1k,
where n = AlI*/12J, % = 6 p/(s+r), 2.2)
s = @uld, = —gu/d, 4= q)lzl_q’izk’
1 1
Py = 2¢,+ ‘2—024‘ x—(s‘%p—cs,
! (1+) (2.3)
x-(1+4+
Qi = 20— —2‘02+ _W_vc:“
2 1/2 - 12 =
CS LT Jd& 1 Adé
¢ = ‘ Td&, Cy, = —— C3 = —5“ *p = SRt
76 7® A T5)

Functions A(&) and .7(&“_) express cross section area and moment of inertia whereas A and
J denote auxiliary effectiye quantities. In the considered case of rectangular cross sections

¢ 5 K&, I

.

Fig. 3
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of the rods, the coefficient # is equal to 1.2, cf. [10]. The slope deflection y;;, and the ex-
tension y;; of the member i-k are defined as follows

o= m—w)ll, yu= (m—uw)l. (2.4
Setting the effective quantities 4 and J so as to
p=205=1, ¢ =1]2, 2.5)

the simplified versions of the relations (2.1)

EJ

M, = ___-[(317+')<p.+(317 77)%—6773[’1;‘],
EJ
M= — T(‘Pk“%), Ny=N,= 129 12 " Viks (2.6)
EJ
le — —Ti = 12%1_ l:![/ik_— (¢i+¢k)]
are found, where the formulae
S+r=6nMn, s—-r=2, 2.7

are used L5 ey
In the case of A(§) = 1-h = const, J(&) = 1-h3/12 = const (where A stands for
a height of bars) we have
=1/24, ¢, =1/2, ¢3=p2=1]2, (2.8)
hence
12 EJ E

TN e W (2.9)

If the lattice bars are sufficiently slender (hl < 1/6, say) and influence of shear deforma-
tions of the bars can be neglected thus

7=n+120, C=(1+9)5, n=

=19, s=4, r=2. " (2.10)

In the course of the procedure one more ratio ¢ (defined as a quotient of the diameter of
the circle inscribed in the hexagonal opening to the spacing of the centres of neighbouring
openings) is employed. We have

=(V3n-1)/Y/3n, 7= %(l—e)‘z- @.11)

The ratio ¢ varies from zero to one.

2.2 Foundations of Woinlak’s continuum approach. Continuum description of a response of
the considered grid structure is based on the WozZniak’s concept [5, 6]. It is worth recalling
here the basic ideas of the approach, exemplifying the methods by the specific case of
hexagonal plate.

Proceeding in this way as in [4], the nodes of the lattice are divided into two families
of main and intermediate nodes, Fig. 4. The division depends on the observation, i.e.
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on the fixed coordinate system. Displacements of main nodes are assumed to be appro-
ximated by functions: x* — v%, ¢, « = 1,2, which are supposed to be regular and suffi-

ciently smooth, so as to in the vicinities r < /})/3 of the nodes linear approximation can
be applied. The grid plate can be devided (by various ways) into repeated segments. Fig. 4
shows two types of hexagonal segments: with the centres in the intermediate joints (type
I) or in the main ones (type II). Assuming the function #* ¢ to be linear in the segments’
areas, displacements of the main nodes (adjoining the centre of the segment) can be ex-
pressed by means of the values of functions u*, ¢ and their first derivatives 3,u?, ¢,
referred to the segments’centre. Then an energy of the segment (i.e. the energy due to de-

segment of I type segment of 11 type

x2 )
1-moin nodes
2-intermediote
nodes
0 o

Fig. 4

formations of the rods belonging to the segment) can be found. Dividing this energy
by the area P of the segment ,,i”’, 7 = I, II, an energy density o(f) is obtained. The function
a(i) can be expressed (as it will be shown further) in terms of components of strain mea-
sures

yaﬂ‘= 3¢up—eaﬂ<p, Ha = Og, aa = a/axu (212)

(e, denote Ricci tensor) and external loads subjected to intermediate nodes. Internal
forces pff) and m{, i.e. stresses and stress couples, which are defined as follows

e 30'( ) e 30'( )
o= 0=, o
satisfy (see [2]) the equations of equilibrium
oWubih+ply =0,  Oumly+ewpH+Y5, =0, (2.14)

where pf},, Y, denote densities of external forces and couples. The equations of equili-
brium (2.14), constitutive Eqs. (2.13) and strain — displacements relations (2.12) con-
stitute the system of equations of the lattice-type plate theory. By adding appropriate
boundary conditions, (see [2] Ch. IV) the theory is completed and well-established; thus
the boundary value problems for finite domains can be examined.

The topics of the present paper are concerned with the constitutive equations (2.13).
In the subsequent sections two versions of these equations, resulting from two methods
of defining the density of strain energy of the lattice, will be presented.
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3. Constitutive equations due to Wozniak and Klemm (variant I)

The derivation presented in [5] will be recalled here; considerations are generalised
to the case of deep bars, for which the slope deflection equations (2.6) hold true. The
starting point of the procedure is a division of the plate into repeated segments of the
type I, the intermediate nodes ,,a” being the centres of them, Fig. 5. Three main nodes
S;, i = I, II, III lie on the vertices of the hexagon. With the each bar a—S; a local base

Ly, 1~<,-) is associated, cf. Fig. 5. We have

~ 3 ~ I
=t = 1/5 &2, oy = —thh= 7(1—3‘61'2), (3.D

where Kronecker delta and the difference (i-) are denoted by é;; and ¢;;, respectively.

Z<

Fig. 5

By using of the assumption of the segment-wise linear behaviour of displacement
functions, the displacements of S; points can be determined by means of the values of
#* and @ functions and their first derivatives computed in the point ,,a”

Wy = W+ %l ew = Plw+ %uPlw 18, - 1.

In order to simplify notations the values of a certain function fin a point ,,a’ will be de-
noted by the sign,,v”, i.e. f|, = /- Thus the above relations can be rewritten to the form

ufy = W4 thl, @ = P+ 0Pyl

Quantities #* and ¢ ought not to be misinterpreted as displacements of the ,,e’’ node; the
latters are denoted by~uZ, ®.. By means of appropriate projections of uf;, and % on the
directions of t¢;, and 7(;, vectors the displacements of the ends of the bar a—§;, referred
to the local base ¢;, t.,, can be calculated as follows

Uy = 101 0np, Uy = 1511 Ongs

Wai = t(al)ulzaaﬂ9 Wig = t(ai)u‘(gi) (Saﬂ'
Then the slope deflection y;, and the extension y;, of the bar a—S;, defined by

Yy = (wla_wal)/l’ 7 = (ula_“al)/l,
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can be casily rearranged to the form

Pay = O Bap+ 1%, 105 Vpu + P,
Yy = Ot Bug+ 1810 Vags
and, similarly,
Apay = Qa— 1 = Sp—atlly - 1,
where
ou* = (@ —u)/l, op = g.—p,
and, the components of the state of strain referred to the point ,,a” read
Vap = Oalig—€xpP, %y = 0u.
If one inserts the quantities ¥, Y, and d¢g, into slope-deflection equations, the internal

forces My, Ty, Ny (referred to the middles of bars a—.S;, cf. Fig. 3.1), expressed in
terms of strain components y,5 and #%,, and with the aid of dp, du*

¥ Fi=0 EJ v
M(l') = ) "T[é¢_t?i)xa. I]a

v EJ =
N(l).= 2(r+S)T2‘ [t(a[)(suﬂ(saﬂ‘i't(‘i)t(ﬂl)yaﬁ], (3.2)

. =il Wl e
Twy = =2r+s) 53 [’5)5"ﬁ5aﬂ—75¢’+’fnf<°‘n7aﬂ— 7’5)%/]

are obtained. The quantities du®, ¢ can be expressed in terms of strain components and

* * 2
the loads F*, M*, subjected to the node ,,a”. To this end, consider the equations of equili-
brium of the node ,,a”, sec Fig. 5

HI

) i v 2> x
D) Nty — Ty i)+ F* = 0,
i=I

I Vi

v I v *
ZM(I)—E" ZT(,)‘{'M =5 0

By substituting the formulae (3.2) into above equations and by making use of (3.1), we
arrive at the diagonal set of algebraic equations, the solutions of which read

*
ou! ‘~l =1+ (=7 (¥ 21— - - F{[_Z
= 2(1+7) a TN e SRR = et 2

*
F212

|
ou? = —— [+ (=) By =)=
2005 7) [y + (1 =2)* (P11 —722)] SA4) - (r+)ES 3.3)

*
r+s T - of Ml
TR S A P T

u17%
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By inserting the above equations into (3.2), the internal forces M,, Ty, and ]\\'/(k) as fun-
ctions of strain measures

. i EJ — % G v v r— %
Mg, = 4s 'T[—ls V3 ek +ls(3(§k2_1)x2+(s+r)(y12—721)]+ 6-: M,

%(u) - —(r;f-zs)EJ{_ l/2§ 4 1_721 .- 8k2'331+7(1ﬁ+—1—7)'1'(35k2—1)322—
I G |~ 5~ 0 |t
+[s;sr N 1iﬁ —30 lf,—,]%l}+ 23662;717; it
g 1iﬁ P L j‘;{ 3.4)
N = o ’f{{ %(35,‘2-'1)1%1—1-V—fek2%2+ [+ =380+

/g—

— v '~ v v *
+ M +30c2) Y22+ l’/3 3k2(712+721)} 3(1+—) k2F1+ 3(1+—) B, —DF

are finally found. Strain energy of the rods a—S;j, i = L, II, III, belonging to the segment
can be calculated as follows

I
Ey = ZEI’ E, = EM+ET+EY, where
i

12 2

EM = f (M(l) X- T(t))zd— i (M(1)+XT(:)) dx (3.5)
) 2- EI() . 2ET()
iR i P 7oy
o UL S S f AL =2 G=—2(1E*.
¢ 2EA(X) ¢ 2GAR) +7)
The potential o; = 0y = E¢y/P, P = 1.5 /312
Carrying out the integration we obtain
v v v = v v 1 &7 v
Gl = G?+G;‘" 0'? - %‘Aaﬂvd)’aﬂ)’yd"'Baﬂy'yaﬂ;‘y"' Tcaﬂxaxﬂ’ (3 6)
% v*aﬂv v*av
01 = D Yupt+mx,.
Tensors A, B, G, J, in take the form
AoBr8 — 26“ﬁ67°+(ﬁ+&)6“76""+(ﬁ—&)- ok L
élll e Rtar . _mebl ol nbyy o B, the others B = : (3.7

v v % *
C = Co*, P =0, m=0 VEF,M),
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where moduli 4, g o, B and C are defined as follows

o 2y3.q(—=1) EI _ _4yY3-.-n EJ

B 1 M LA e e o] (3.8)
5 _ 2y/3.n EJ e 2y3.qn EJ . V3-Gnti+l) EJ

T 43 3 T ThT e S e 3(1+7) o

The quantities 4 and J are fixed acc. to (2.5). The parameters » and % are defined by
(2.9) provided the bars are prismatic. Moreover, if the grid members are slender one can
substitute n = 7 into (3.8), cf. (2.10), to obtain effective moduli independent of /3’

ilE = V3e-1 4E = ¢ WBE %/E = _V3_ (3.9)

)/
6w7(n+l) 3Vn-(+n)’ 240y n
and ,,micropolar’ constants

IR G O e L (3.10)
617 (1+n) 3677 - (1+7)
proportional to /! and /? respectively.

Thus the elastic properties of the hexagonal plate in the plane-stress state are descri-
bed by the tensors ;i, lv?, and C. The tensors 4 and C are isotropic because the geometry
of the lattice (observing, say, a rotation of it around the fixed main node) is invariant
under the rotation at the angles 2/3wn, n = 1, 2, .... Tensors of the second and the fourth
orders, which are invariant under such transformations, have isotropic forms, invariant
under arbitrary change of the coordinate system. Thus the components of the tensors
A and C do not vary provided the main nodes are defined as intermediate and vice versa.
One can say that these tensors do not depend of the choice of main nodes.

The B tensor is characterised by different properties. It can be shown that the compo-

nents of IVZ, referred to the cartesian coordinate system x* rotated at an angle ¢ (cf. Fig. 5),
can be written as follows

B¥Fv — B. Ll 3.11)
where components of the tensor y read
Zl’l’l’ — _x1'2’2' = _x2’2’1’ = _x2’1’2' = 00531/), (3 12)
Z2’2’2’ S _21’1’2‘ = _21’2'1' — _x2’1’1’ s Sin31p. ¥

Components of the tensor B depend on the choice of the coordinate system as well
as on the choice of main nodes; namely, an interchanging of main and intermediate no-

nodes imply changes of signs of all components B, The tensor B couples consti-
tutive equations. Its existence results from the lack of centrosymmetry of the lattice,
Le. from the noncentrosymmetry of the vicinity of the each lattice node. Thus the conti-
nuum description of the honeycomb plate requires to apply the uncentrosymmetrical
models, cf. [11].

2) Horvay’s results [3, 4] yield the same definitions of the effective moduli | and Ji.
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The tensors Vp* and m are identically equal to zero for the fixed (cf. Fig. 1) coordi-
nate system x* Thus the mentioned tensors vanish in an arbitrary coordinate system.

The following factors have inclined the author to recall the Klemm-Wozniak, [6],
derivation of constitutive equations:

a) some of the components of the tensor A obtained in [6] are incorrect, so that an
isotropy of this tensor as well as its relation to Horvay’s results could not be revealed

b) considerations have been generalised by taking into account the transverse shear
deformations of the lattice (not necessarily prismatic) rods

c) tensors v[; and M vanish. This fact has not been shown in [6].

4, The second version of constitutive equations (variant II)

New procedure, based on the second (II) method (see Sec. 2.2), of defining the strain
energy density o, is proposed here. A starting point is a division of the grid plate into
repeated segments of the II type, their centres being in main nodes. Consider the circular
vicinity (r < //3) of the main node ,,i”, Fig. 6. Six main nodes A,, A = LI k = 1,2, 3
lie on the circumference r = 11/32 The functions #* @ are assumed to be linear in the circle
r < 1|/3: Displacements of main nodes adjoining the node ,,i”” can be expressed by means

<2k

NII

Tu Axf%
My /k T
/’G( \,\\é\”m
N My

Fig. 6

of the values of functions u* @ and their first derivatives in this point. Displacements of
the intermediate nodes Ry, k& = 1, II, III, can be found with the aid of the conditions
of their equilibrium, analogously to the derivation outlined in Sec. 3. Tiresome rearran-
gements prove that also the latter displacements can be expressed in terms of the functions
i, @, dgu® and @ referred to the point ,,i”. Then on substituting these expressions into
slope-deflection Eqs. (2.6) the internal forces A?(k,,ﬁ(k, and f'(k, in the middles of the |
rods i— R, (see Fig. 6) |

~ Fa=S EJ R A ] A A A F—5 *
May = e e l/3"[€kz”1+"[(l—301:2)"2—("4'5)(721"'712)]+ %3 My, 41 |
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. —(r+s)EJ 1 r T = B '
T(k) = ’[2 =% [ ~1*+_7} — —s' . 7(30;‘2 = 1)7{2 + Exa ¥y EIE
e IR e 5
+l—$~ _Tﬁ+(3ok2_2) 1+ﬁ]yIZ+[T+
1 7 |- =Y ) . ,
+ ~(——1 e +36k2*1 Zﬁ ]721 = yﬁﬁy—ekz(}l“ _}'22)}4-
r+s 1 * 3 A
i ( 531) &)~ “'3_(1 i ) (36k2 l)F(lk)+ T(II/TT;YE"ZF&)‘ (41)
- [cont.]
r+s)yn EJ . .
N(’\) ( l +1)717 o | {.;(l 36'(2)[”1 + 2 EkZ [}¢2+

+ M+ Q=307+ (M +382) P22 — 1/38k2(5:'12+5:’21)}+

3l + ) (30— I)F(k)+ 3 ’_I_T_Tﬁ“ekZF(lk)
are obtained. For details the reader is referred to [12]. The components of the state of
strain computed in the point ,,i"” are denoted by ¥,; and #,.

Compare Eqs. (3.4) and (4.1). Neglecting differences in signs, which depend on the
numbering of the nodes, we have

M(k)(’;'aﬂ9 ;éa) = M(k)(;)\"aﬁ! ;‘a)’ T(k)(‘;'aﬂy ’?a) - T(k)(f"aﬁ: ;‘an)w

provided there is inserted Y3 = Vup, % = %, = 0; and

) N(k)()""aﬁ’ ;‘éa) = N(k)(f'aﬂ, ’A‘oz)’
provided one substitutes y,5 = p,5 and %, = %,. Thercfore, Egs. (3.4) and (4.1) have
different right hand sides, if x, exist. This fact implies, what will be shown further, that
the second version analysed herein leads to the different tensors of elastic moduli from
those obtained via Wozniak-Klemm’s method.
Proceeding similarly as in Sec. 3 an energy E(;;, accumulated in the rods i— R, belonging
to the segment of the type II (cf. Fig. 4), can be evaluated. The energy density a;; = 6(,)

is defined as a quotient E,;/P, P = 1.5}/3/2. After appropriate rearrangements we fi-
nally obtain

a * A*a/\
0y = 0py+ofy, of = P 7aﬂ+m Heos

- 1 Aaﬂ"é"' Ay Aaﬂ A A Aaﬂ'\v A (4'2)
01y = '?A "VepVys+ B yyaﬁ”‘r"i":'j_—c Ko ¥ -
Tensors A, B and C have the forms
A = fepvs psbr o Bowbr  Cub = €4, 4.3)
where
A ar Y a -_— 2
B o 2V3nGn—n) ET . Y3[Gu-m)’+CGn+l E (4.4)

(1+n)(3n+n) = T304+ G+3n
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Quantities 4, J and 7 are fixed according to Egs. (2.5) and (2.9). The tensors A\ and g
are defined in Sec. 3. In the case of the grid constructed from slender rods (77 2 %), we
have
& A v A l + v 1
B = 7B C = s ——C = =3
where B and C are defined by Eqs 3. 8)4 5 '
The components of tensors p and M depend, in a complicated way, on the external

A 4.5)

loads F",‘), M(k,, k = 1, II, 111, subjected to intermediate nodes. For the sake of brevity,
these formulae (obtained in [12]) will not be reported here. However, it is worth mentio-

ning that 7 # 0 and m* # 0, provided the loads in the intermediate joints exist.

5. Estimations of elastic moduli (resulting from the positive
determination of the strain energy)

Obtained in the preceding sections the sets of elastic moduli (4, u, «, l}, 6‘) and
(2, u, o, é, 6‘) satisfy the conditions which yield from the positive definition of the qua-
dratic forms &; = G¢yy, 611 = 0(,) defined by

1®, @@ @O @@ 1@.mo
b = 5 A Yap Vyo+ S 5 C%atty, T =V, A (CRY)

This fact follows from the dzrivation of 6, : e.g., whzn 7 = I, the RHS of thz Eq. (3.5),,
which defines an energy E(;, accumulated in the rods bzlonging to a segm:nt, is expressed
by means of integrals with positive integrand functions; thus the energy E,, is positive

definite for all arbitrary values of components 52,)4, andl'xz . Nevertheless, the explicit form
of energy estimations, which impose certain restrictions on the values of effective elastic
moduli, is worth considering.

Let us transform the function & (an index 7 is neglected now), to the convenient form
for the further analysis

1

b= 5By, @B =1,2,..,6, (5.2)

where 7y, = Y11, M2 = Y22, M3 = V12, Na = Y21, Ns = %1, N = #2. A coordinate system
is fixed as in Fig. 1. The matrix £ can be written in the form

p TR A B
= A 2u+4 —-B
a ’ uta p—a -B
A \ £ p—ao p—o - -B
i B W—B C B
s -B -B C
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By applying Sylvester theorem the following necessary and sufficient conditions for the
matrix = to be positive definite

u>0, a>0, u+i>0, C>0, B?><Cu (5.3)

are obtained. Positive definition of the quadratic form (5.2) does not depend of the choice
of a coordinate system. Therefore, the inequalities (5.3) are sufficient for ¢ to be positive
determined. Note yet that the sign B (which depends on the choice of main nodes) does
not affect in (5.3). The inequality (5.3)s shows that the moduli B and C are not arbltrary,
this estimation can be treated as an upper bound for B or a lower one for C.

6. Effective Young moduli and Poisson’s ratios

The tensor A (symmetrised in respect to both pairs of indices) can be written in the
form
E,

AEB 0
14+,

- [1 OB 4 (6“”’6""+ 6“"6‘57)] 6.1)
—,
similar to that known from a classical theory of a plane-stress state.
Moduli E, and »,, being effective Young and Poisson constants, can be expressed by
means of Horvay’s [3] formulae

du(u+1) 4
El =]
WL T V@3
6.2)
R el
T u+i T q+3
Energy inequalities (5.3) imply estimations
S B E0, L il (6.3)

weaker, than those known from a classical three-dimensional theory of elasticity: E > 0,
—1 < v < 1/2. Effective Young and Poisson’s moduli can be defined in different way,
taking as a starting point the reverse form of the constitutive equations (2.13)
-1
Yap = Amﬁrt’p +Baﬂvm +7aﬂ’
-1 (6.4)
W = B NP +C am® + s

Displaying the symmetrized part of the tensor A in the form

Al(arﬂ)(/&) = 5= vz éaﬂ bys + —+ l+v2 (5 Ops+ s gy,

We obtain

4(A+u) (u—B2*/C) A+ B2/C

2u+i—B%C * T 2u¥i-B*C" (63
It is not diffucult to prove that constants E,, »,, & = 1,2, satisfy inequalities

Er < Efarys > W) (6.6)

E, =

o Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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and
E,>0, —-1l<9wv <], (6.7)

the latter of which are identical with (6.3). Note that moduli E, and v, do not depend
of a constant. In the case of B = 0, we have E, = E,,», = v,, of course.

Moduli E, and v, depend on the choice of the version (I or II) of constitutive relations;
this dependence is weak in the case of slender lattice rods (cf. Figs. 7, 8) since then, accor-
ding to (4.5) one obtains El/é P~ vBZ/CV'. The patterns of variation of effective moduli
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E,,vl,Evz,I:z,Ez,f:z and o depending on the ratio o are shown in Figs. 7,8. The
diagrams were made under the the assumption n = 7. It is readily seen that

IimE,(0) =0, limy(e)=1, a=1,2.
o—1

0—0

An analysis of variation of moduli B and C will be presented in a separate paper.

7. Governing equations in terms of displacements. Boundary value problems

Consider a lattice-type honeycomb plate, Fig. 9, whose mid-surface is referred to
cartesian coordinate system x* Assume the family of main nodes according to Fig. 9-
A part I", of the boundary is loaded by forces and couples: p* and m. On I', — displa-
cements #* and @ are known. The loads subjected to internal main nodes are approximated
by functions p% Y?*. The loads in intermediate nodes are characterized by tensors p*
and m*.

xZ

1-main nodes

Substituting constitutive Eqs. (2.13) into equations of equilibrium (2.14) (where o,
has the form (3.6), provided i = I or (4.2), provided i = II), and taking into account
strain-displacement relations (2.12), the governing set of equilibrium equations in terms
of displacements

[Qu+ 1) &+ (u+ ) 8311, + [(A+p— ) &, 3,]u? + [B(8} — 83) +208,] 9+ p* = 0,
[(A+u—a)d, 0;]ut + [Qu+2) 03+ (u+a) 03]+ [—2B&, 9, —20d,]p+'p? = 0, (7.1)
[B(0? — 83)~200,]u' + [—2B0, &, + 203, u? + [C(8% + 03) —4a]p+ W3 = 0,
where .
= p“+a,,5f’°', (= Y3+aar’;z+eaﬂ1';“ﬂ {12
are obtained. The mixed boundary value problems are formulated due to Wozniak [2]:
find the functions u* and ¢ satisfying Eqs. (7.1) and boundary conditions
aﬂ Uy =»ﬁa, ¢ = —— r, 73)
g =p* wm'ny=m on I,
where n* denote components of a unit vector normal to the boundary.

6
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8. Final remarks

Two versions of the lattice-type hexagonal plate theory (in plane-stress state) based
on the various ways of defining density of strain energy of the structure have been derived.
It is worth distinguishing between similarities and differences of the presented variants
by Wozniak-Klemm and by the present author.

i) stress tensors (p,m ) and (p, m), and strain measures (3, %), (y, %) as well as displa-
cements u% ¢ are referred to intermediate (version I) or to main nodes (version II). This
is not in contradiction with the fact, that in both cases, functions 1%, ¢ approximate displa-
cements of main nodes

ii) in both versions constitutive equations have similar form; specifically, tensors A
and A are identical. The components of A are expressed by moduli A, 4 and « which do
not depend of the length ,,/”” of the bars, but depend on the slenderness ratio %, only.
The qualitative differences occur between the tensors B and C, dependent explicitly on
»I” and ,,I*”, respectively. The mentioned moduli describe a ,,microstructure” of the
grid plate and determine a scale effect

iii) The physical meaning of equilibrium Eqs. (2.14) is different in both versions. In
Klemm-Wozniak’s approach, Egs. (2.14) can be understood as approximate conditions of
equilibrium of all of the repeated segments of the I type (cf. Fig. 4); thus the equilibrium
of intermediate nodes is satisfied. It is worth emphasising, that the latter conditions have
been utilised in the course of derivation of the stress-strain relations. Equilibrium of the
segments (I) does not imply the equilibrium of main nodes. Therefore, only the necessary
equilibrium conditions are satisfied. In the second version, Eqs. (2.14) express equilibrium
conditions of segments of (II)(type, hence the equilibrium equations of main nodes are
fulfilled. The equilibrium equations of intermediate nodes have been satisfied in the course
of the derivation of stress-strain relations. Therefore both sufficient and necessary conditions
are fulfilled n =

iv) the essential quantitative difference between two analysed approches results from
the fact, that in the II (second) version tensors *lf an m do not vanish, whereas in the
first one these tensors are equal to zero. Therefore, in II variant, constitutive equations
depend on the loads subjected to intermediate nodes of the lattice, whereas the loads
in main nodes occur in the RHS of equilibrium equations. In the governing equations
(7.1) all of the loads have effect.

In version I diffuculties occur, when loads in main nodes are taken into account,
because in the RHS of (2.14) only these loads, which are subjected within the segment
(I), can be included. Therefore, perhaps, in the first variant the loads in main nodes cannot
be considered.

In the subsequent papers an attempt will be made to evaluate the range of applicability
of the considered versions of Wozniak’s lattice-type, honeycomb plate theory. It will
. be shown that valuable results can be obtained using the methods of solid state physics
cf. [13].



HEXAGONAL-TYPE GRID PLATES 405

References

. J. B. OBREBSKI1, Statics of hexagonal lattice-type structures, IPPT Reports, 36, 1972.

. C. WozNIAK, Lattice-type shells and plates (in Polish), PWN, Warsaw 1970.

. G. HorvAY, Thermal stresses in perforated plates, Proc. First US National Congress in Appl. Mech.,

247 - 258, 1952.

4. G. HorvAy, N.Y. SCHENECTADY, The plane-stress problem of perforated plates, J. Appl. Mech., 19,
355 - 360, 1952.

5. C. WoZNIAK, P. KLemM, The elasticity of dense grids of composite structure (in Polish), Engng. Trans..
18, 3, 415-440, 1970.

6. P. KLemMM, C. WoZNIAK, Dense elastic lattices of hexagonal type, (in Polish), Mech. Teoret. Stos.,
8, 3, 277-293, 1970.

7. C. WoznIAK, Discrete elasticity, Arch. Mech., 23, 6, 1971.

. C. WoiZniak, Discrete elastic Cosserat media, Arch. Mech., 25, 2, 119 - 136, 1973.

9. S. Konieczny, F. PIeTrRAS, C. WOZNIAK, On linear problems in discrete theory of elasticity, Engng,
Trans. 20, 2, 1972.

10. St. Braszkowiak, Z. Kaczkowskl, Cross Method, PWN, Warsaw 1959 (in Polish).

11. W. Nowackl, Theory of unsymmetrical elasticity, PWN, Warsaw 1981 (in Polish).

12. T. Lewrdsk1, Continuum models of lattice-type hexagonal plates, Doctors Thesis, Tech. Univ. in
Warsaw, 1983 (in Polish).

13. 1. A. KunNiN, Theory of elastic media with microstructure (in Russian) Nauka, Moscow 1981.

W N -

o

Peswome

JBE KOHTHHYAJIbHBIE MOJIEJY (ITO BO3HJKY) 'EKCATOHAJIBHBIX CETYUATBIX
ITJIACTHHOK

B pabore BLIBOAATCS [ABE KOHLENMIMH KOHTHHYAJIBHOH OIMMCH IyCThIX, YNPYTHX, FE€KCAIOHAJBHBIX
CeTuarhiX mnacruHoK. O6e BepcHM 6asHpyIOTCA Ha TeOopHH BosHsKa, B KOTOPOif MMOBeAECHHE CETYAThIX
NIOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYKHMI omMchIBaeTcs npu momoly moaemH Koccepa ¢ BOMOKHHCTOH CTPYKTYpOK.
IlepBas epcnsa ABnseTca obobuieHnem 1 passuTHeM Tpyaos Kitemma 11 BosHsAKa NMOCBAIIEHHBIX CeTya-
ThIM [UIACTHHKAM CO CTPYKTYpPOH coToB mena. Bo Bropoif BepcHHM NMPHHATHI HHbIE NMPETIONOMKEHH Ka~
caronecss METOAA ONpedesieHHs YIPYroro MOTEHIHMaNa IIAacTHHKH. [ToyaeHHble MofeM AaloT pasHble
ssMHKponossipHele’’ KoHcTanThl (B, C), BhI3bIBalolie MaciuTabHble addeKThbl.

YcenenoBanbl OrpaHHUeHHs BBITEKAKOLHE H3 TOJIOMUTEIBHOCTH 3HEPriH RedOopMalH H [TOKA33HO,
uTo momend B u C CBA3AHHBIE HepaBeHCTBOM B2 < Cu, rae p — addexTuBHbIA Moayns Jlsve.

B paGoTe BBIBOAATCA YPAaBHEHHSI B CMELUEHHSIX M COOTBETCTBYIOIIME KPaeBhble YCJIOBHSA.

Streszczenie

DWA KONTYNUALNE MODELE (TYPU WOZNIAKA) HEKSAGONALNYCH TARCZ
SIATKOWYCH

W pracy przedstawiono dwie koncepcje opisu kontynualnego ggstych, sprezystych, heksagonalnych
tarcz siatkowych. Obie wersje bazuja na teorii Wozniaka — aproksymacji zachowania si¢ dzwigaréow
Siatkowych za pomoca modelu matematycznego dwuwymiarowego o$rodka Cosseratéow o widknistej
Strukturze. Pierwsza wersja stanowi uogoélnienie i rozwinigcie wynikow pracy Klemma i Wozniaka doty-
Czjcej siatek o strukturze plastra miodu. W drugiej wersji przyjeto nieco inne zatozenia dotyczace sposo-
bu definiowania potencjatu sprezystego tarczy. Otrzymane wersje prowadza do innych zestawoéw statych
»Mikropolarnych” (B, C) odpowiadajacych za efekt skali. Zbadano ograniczenia wynikajace z warunku
dodatniej okrc$lonoéci energii odksztalcenia i wykazano, ze stale B i C powinny spelniaé nierdwnosé
B2 < Cu, gdzie u — zastepczy modul Lamégo. Wyprowadzono réwnania ,,przemieszczeniowe” i sformu-
Owano dopuszczalne warunki brzegowe.

Praca zostala zlozona w Redakcji 26 kwietnia 1983 roku
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1. Introduction

The subject of the present paper is an analysis of various differential models appro-
ximating deformations of dense, elastic, hexagonal-type (honeycomb) plates in plane-
stress state.

The simplest mathematical model describing honeycomb plate response is, so called
in engineering literature, technical isotropy, cf. [I, 2]. Elastic properties are determined
by two effective moduli e.g. effective Young modulus and effective Poisson’s ratio. These
characteristics have been found by Horvay (see [1]) in 1952; some adjustments concerning
the deformability of nodes have been proposed in [2].

More accurate approximation yields from Wozniak’s models of grid surface structures
based on the two-dimensional Cosserats’ media theory, [3]. Among many papers pertaining
to the response of lattice-type plates of simple and complex layout (the list of them has
been published in [3]) the only one [4] is devoted to hexagonal surface structures. Gene-
ralisation and extension of Klemm’s and Wozniak’s results are presented in [5]. However,
in the latter work, some new questions occur concerning the existence of two different
variants resulting from Wozniak’s approach. One aim of the present work is to elu-
cidate, why more than one version (in a frame of one Cosserats” model) can exist. In order
to achieve the answer a new look at the problem is necessary.

»Phenomenological” approaches (resembling to that of Wozniak, for instance) will
not be applied here. Differential approximations for differencc equilibrium equations
of the lattice will be found by means of Rogula and Kunin quasicontinuum method,
[6, 10], analogy between the mentioned difference equations (yielded from the well known
displacement method) and crystal lattice equations resulting from harmonic approxima-
tion [6, 7] being utilised. Such a method makes it feasible to carry out a consequent accu-
facy analysis of the proposed models and in particular allows a new look at Wozniak’s
theory; a separate paper will be devoted to the latter problem. Derivations performed
Via the Rogula-Kunin approach result from physically clear approximations. Nevertheless
the obtained differential models of higher order than zero do not satisfy stability con-
ditions (in the spirit of Kunin [6], for example). Thus the derived models cannot be
Used for analysis of boundary value problems. A simple method of formulating a stable,
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well established Cosserats’ type model derived from Rogula-Kunin’s differential appro-
ximations will be presented in a separate paper. In the prepared work a comparison of
Wozniak’s and modified Rogula-Kunin’s Cosserat models will be carried out.

It is worth emphasising that more complicated (of higher order than one) continuum
descriptions of hexagonal-type grid plates can be formulated as stable models via appro-
priate generalisation of Kunin’s methods [6]; but the mentioned topics exceed the scope
of the present paper.

2. Preleminaries. Basic assumptions
-

Consider elastic grid plate (in plane-stress state), cf. Fig. 2.1 in [5], axes of the rods
constitute a honeycomb layout. A thickness of the plate is assumed to be of unit size.
Rods’axes form hexagons the length of sides being equal to /. The rods are assumed to
have two axes of symmetry, cross section areas and moments of inertia can vary. Lattice
rods are made of elastic homogeneous and isotropic material whose elastic properties
are determined by Young modulus E and Poisson’s ratio ». Considerations are confined
to the grids composed of sufficiently slender bars so as to their deflections could be decri-
bed by means of the improved theory of rods, where transverse shear deformations are »
taken into account. External loads are assumed to be subjected in-plane and concentrated
in nodes only.

Notations, sign conventions of the external loads (forces and moments), of displa-
cements and of internal forces as well as slope deflection equations are assumed as in
the previous paper [5].

Proceeding analogously as in [4,5] two families of nodes: main and intermediate
are distinguished, Fig. 1. To each main node a pair of integer numbers m = (m,, m,)
is assigned. Cartesian coordinates x™ of a node m and a vector m are interrelated by
means of the formula ‘

1 05 L.
x® = Q- m, s'z=b-[0 1/3_/2]’ b=1y3. , 2.1

Main node displacements are denoted as follows
Wh = tup = u'(x™®), Wi =0n=u (x"), wi=@n=pkXD). 2.2)
Forces and moments subjected to main m and intermediate m’ nodes are denoted by
Fo = F(xm), Fo= MGx®), Fw=Fam), P2 = ME™), a=1,2. 3
Each main node m is surrouned by six main nodes m;, J =1, ..., VI
X™ = x®—1, 24

which lie on the circumference of the circle r = b = 1]/5 (¢; vectors are shown in Fig. 1)
and by intermediate nodes my, J = a, b, ¢

x™ =x®—-2z,, J=a,b,ec.
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Without afraid of misunderstandings one can write also
m-—m; =t;, m-—-m;= 1,
Where
t;=0,-1, ty=(1,-1, t=(0»1,0),
ty = (0, 1), ty = (—1,1), ty; = (—1,0),

and
Zo = (=2/3,1/3), =z =(0,-2/3), =z = (2/3,1/3).

In the course of the procedure a discrete Fourier transform (cf. [9], [10]) will be applied.
Discrete Fourier transform of a discrete argument function f™ is defined with the aid of
the formula®

J@) =P Dlema o k= (ky, k) @.5)

Where P = 1,5 1/372 denotes a hexagon’s area indicated by a dot line in Fig. 1.

3. Difference equilibrium equations referred to mains nodes

Slope deflection equations (which express internal forces in terms of displacements,
See (2.6), [5]) make it possible to find equilibrium equations of each node of the grid.
However, these difference formulae vary depending on intermediate nodes. By
utilising equilibrium conditions of the latters.it is feasible to eliminate displacements and
rotations of the intermediate nodes and then to arrive at main nodes’equilibrium equations
involving displacements of main nodes only. These formulae will be called difference

1 Notations used in Rogula’s paper included in [10].
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equations referred to main nodes. A brief derivation of these equations is presented be-
neeth; more detailed procedure can be found in [12].

A starting point of the derivation is a set of equilibrium conditions of the intermediate
a, b and ¢ nodes which surround the main node m. Equations of equilibrium of the node
a have the form (the proof is omitted here)

1 L. . . 3 .
—-2—(l+37—))-(u+uy,)——2uy+3-(l+7))ua+lT(7)—l)(v~1'y,)+

I 1 -
B AP AR R -

V2 G 1) Gimitv) =+ G+ G+ 0027 50+

. '/§ ,,_} 12 *2_ (31)
3 +00a+ T v =)=y Fi =0,
1 . . . 3 . . 3n+7
7(11+uw—2llv)+ LZ'(W_WVI)‘F 7}27}7} " @at
397 Wl
+ 67 '(‘P‘*“PV:‘*“PV)"@'E M,=0,

where
(@, a,, 4;5 9, 0y, 03) = (Um, Umys U5 Vms Pmis> O/, (3.2)
¢ =@m, @ =¢m, i=1,...,VI, j=a,b,c.
Quantities n and % stand for slenderness ratios of grid bars, EJ denotes an effective fle-
xural stiffness (cf. [S], Sec. 2.1).

Note that the set of equations (3.1) is decoupled with respect to u,, v, and ¢, unknowns.
Thus it is easy to express these quantities in terms of displacements of main nodes m,
my and my, and in terms of the loads subjected to a.

The equations of equilibrium of b and ¢ nodes assume an analogous form (which
will not be reported here). Thus the intermediate nodes’displacements w;,j = a, b, ¢,
can be expressed by means of main nodes’displacements wy and wg,, i = I, ..., VI and
with the aid of the loads subjected to intermediate joints, i.e. the functions Aj

* %
wt = hi(wa; was Fi. M), a=1,2,3, o=1,2, j=a,b,e, i=1..,VI
3.2

are known, where, according to (2.2), w!' = u, w? = v, w® = ¢.
Let us write equilibrium equations of the m’s node

1 A S = Lo . S
-5 (1 +3%) (e + 1) —2up+ 3(1 +0)it + '/2—3—~(7)—l)(v,—vc)+
1 7 12
+ 2 (@at+@c—2¢m) — 5T

el Yol a
v E F 0, 3.3)

; . " l o’ - b s " /,"' -
—V-;—(ua—uc)— 5 (143) (Tat 0 +3(1 + 7)o =20 - p + '—'zi(qva—tpc)——— -
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| 3 In+
— —2—-(ua—2ub+uc) - VT (Ta= o)+ 77277-77 -p+ (3.3)
[cont.]
3n—9 n |
———-" (@n ———.—-M=0.
t 6 @ +<m»\+%) 6n EJ
By inser’ting (3.2) into (3.3) the sought equilibrium equations of the m’s node referred to
main nodes only (i.e. to m and m;, { = I, ..., VI nodes) are arrived at. These equations
can be displayed in the following discrete-convolution form
3 ' 3
*
—P D N om-myip Y N s@-w. Fu g fm o= 0, (3.4)
B=1 n B=1 m

where «, § = 1,2, 3; n, m denote main nodes. Summation with respect to n extends
(for the m fixed) on seven vectors: n = m and six vectors such that [m—n| = b. For other
pairs (m, n) @@~ = 0. Summation with respect to m’concerns three vectors m’ = m—

~z;,J = a, b, ¢. For others S$@-™) = 0. Nonvanishing components of the matrix @&
read

op = =+ . A(wren+l 3\ B
V3 7 n+1 n+3n) I°
4n 7 1 +37 EJ
(t) = P = D = Py) = = A=y
@11' ¢1f" ¢1{' ¢1r ]/3 7 (77+377 3(1+77)) 15
e = gwn = [~ 2 n’ 4 p. A 3n?—-6n+1)
= " V3 m0+3n) T 6y3n 1+7 l5 ‘
DD - e W ‘(71;,1)2 5’
= = 7 2(n+37) 6(m+1) | I°
417 7 n—1 EJ
) = — @D = TR/ L e
P4 Py 7] [377+72 TaGrn | T

—4yGi—1) EJ
LHP) = iRt s d — =R TN
¢12 (plz 3@_,_1) [5 s (35)

21 [#=3n  1-3n) EJ
(trin) = QPitvn) — = | FLX EET
Pyeet R 337 [77+317 4= 147 J

i) = @i = 21 [_’ﬁ—317 P 1+3n]_EJ

3y37 |n+3n 0 L+q | 1%
4n 3n-7 1 EJ
Ot = Pt — = e i) e
13 13 31/3 77 [317+'r] B T
@(Huu) for J=11I1II
PU» =
21 {(D(l‘;—"') for J=1V,V, VI,
oo - 4 [W+eq+l  3m .fTJ,
22 V37 n+1 3n+n ) 1 d
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BEp = PUD = DY = B = —4n(+3)  EJ

Y3 -G+ 127

2 [ 3y 7 —6§-31 EJ
PUn = etvn = 1 .| - I (P
22 22 V3-q l317+77 3-(1+y) ] I8
+4y  EJ (3.5)
) = —@Qu) =~ ¢,
e Al PR S B [cont.]

QUM = — Py = 2n | n-} _ﬂ] EJ

3 |+l q+3q) 1%
4n EJ
PN = Pty — 1
% 23 3@+1) 1%
(Dggu") for J=1,011I
oty —
38 Q)gfjl-ul) for J=1V,V, VI
=12,
PO — [ Y 200+3p) _ _ 20 —3y)* _] EF
Polyseg-a+n 0 V3o 3W3n@+3p ) P
7 2
Pep = [_ o 2m=3m —]ETJ J=1, .., VI
33 -9-(1+n)  9V3-7-@+3np ] !
Nonvanishing components of S&? have the form
SE» = §Fo = _A+3m ., O 4 -
9Y3-(1+7) 9V3- (1+7)
ST = ST = gy 1h S - -SE =SB
SE& = §Z) = —285@b = 2 s
3Y3- (G+3n)
S = SEZo = (_ﬁi:‘_)_ 172, 8@ = T“i_ -2, 3.6)
9Y3-(m+1) 9YV3-(m+1)
2
Z) — — 8§20 — =1 -3
Szaa S23c 3@_'_3,'7) %
1
S@a = §Zo = _2SZp) — e SRSy
31 31 31 9‘/,3.(1_}_;])
ST = —S& = 1/91,
2 3m-7
SZa) — §@b) — §Zo) = = = {8y vE
33 S33 S33 91/3 3,'7+,'7 I
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4. Main node equilibrium equations in k-representation

A formal derivation of equilibrium equations in k-representation, similar to, that of
Rogula and Kunin, see [6, 10], concerning crystal lattices, will be presented herein. On
performing the discrete Fourier transform (cf. (2.5)) of Eqs. (3.4), algebraic equations

3 3

— D' Bp ()W + D) Sop(k) FW)+ Full) = 0, @.1)
F=1

ey
where

Bypk) = P D e ®xmpm  Ak) = P D) emhexm . h
m m

— *
Sup) = P D e kxsS@ Fy(k) = P D) e~ikex™ . Fm), (4.2)
C :

m
Fuk) = P D emiicxm. p),

are obtained. Vectors s assume all the values m—m’. The Egs. (4.1) have been found with
the aid of the theorem on the transform of convolution equations, cf. [10]. The summations

in definitions of cﬁaﬂ and .STaﬂ are finite. By virtue of (2.4) we arrive at
VI

Pt Bpk) = D) et $5t0 109, (4.3)
J=1
Similarly
Pl Suk) = D) elw. SGa, 4.9)
J=a,b,c

5. Formulation of differential approximate models

A set of k-representation Eqgs. (4.1) is a starting point (cf. [6]) to obtain differential
equations approximating discrete argument functions being solutions of (3.4). The known

functions é’aﬁ and §aﬁ can be expanded in power series with respect to the variables ik, , ik,

— Pl Byp(k,) = Clhwen,  Suplks) = stawes,
(5.1)

Wes = ik, 0= ]/:T, (not summed)

where g denotes a multiindex, cf. [11] p. 77. Substituting Eqs. (5.1) into (4.1) and then
carrying out an inverse integral Fourier transformation, differential equations of equili-
brium in x-representation

CLaouwP () + P - sghogup? () +pP(x?) = 0, «,f,0=1,2,3 (52)

where

*
PP=P1-F, p=P'F (5.3)
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are arrived at. In order to avoid misunderstandings let us display first few terms of the
expansion
3

3
Cordpw(x?) = D Cow?(x)+ D) (Clpdy WP+ C0, wh) +
=1 B=1

3
+ D (CHPWE+(Cl+CH)a,0,wP + C 3w +
=1

3 3
+ D o a0, + D) D) Cl™08,0m0, %0 + ..

B=1k,Im B=1k,,mn

Coefficients C¢s are proportional to consecutive powers of the quantity b which express
a spacing of main nodes of the grid. The Egs. (5.2) will be assumed to be of p-order pro-
vided the coefficients C% proportional to &°, s < p, are retained. It will be said that Egs.
(5.2) are of p-order with respect to the displacement u(z or ¢) provided all the terms in-
volving u (v or @) proportional to &%, s < p, are taken into account and the other terms
are assumed to be negligible.

Substitution of infinite series of Eq. (5.2) by polynomials of p-order with respect to
differential operators Jd, amounts to assuming that deformation patterns of wave lengthg
being shorter than some value L, liave a negligible effect on resulting lattice plate response.
1t is always required here that L, > 2b, hence |k, b| < = Thus physical facet of the pro-
blem restricts a domain of variation of the wave vector k to a certain circular neighbour-
hood of point k = 0.

The smaller the parameter p is, the longer the deformation waves can be admitted.
In the limiting case of p = 0 a zero-order approximation, so-called long-wave approxi-
mation, is obtained the solutions of which are quantitatively different from those yielding
from the more complex models. In particular, the simplest model does not describe dis-
persion of waves, cf. [6]. It will be shown below that in this model the hexagonal
lattice is considered as a point-wise centrosymmetrical structure so that an interchange
of main and intermediate nodes do not change the governing equations of the theory.
Nevertheless, the formulation of this model is not a main goal of the paper. This work
ought to be treated rather as an introduction to further considerations (see [13]) pertaining
to Cosserat-type models of hexagonal grids, i.e. to the models of the same mathematical

structure as those of Wozniak’s-type outlined in [S].
6. Second order approximation equations

By neglecting in (5.2) the terms dependent on the powers b% s > 3, second-order

equations (with respect to all displacements) are found. Appropriate rearrangements
give

3
[(,u+a)V2u+(Z+,u—a)é)fu]+12|:F(,u+ ) V4u+ %(2+,u—a)8‘}u] +
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l 2
+(A+pu—a)o, 0,v+I1[0- 9,(3?—33§)v]+/2| 3 (A+u—a)é, 62(3f+335)v] +

3
+2ad, ¢+ 1(0F— 0D p + 12 (Taanz(p)+'p’ =0,

1
Ot pi—0) 3O u+1[— 08,(% ~ 30D u+ 12 [§ O+ p—a) a,az(a%+3a§)u]+ o

3 1
+(u+)Vo+(A+pu—a)div+ EIZ |(,u+a)V4‘v+(7»+y—a)(— —?3‘}'+ 52+23f('3§)v] -
3
— 200, ¢ +1(—2p0, 92q))+/2(— 7d31V2¢)+’p2 =0,
—2a32u+lﬂ(3f—3§)u—12(%a('32V2u)+2a3,v+l[—2ﬂ3, 0,0+

+12 (—i—a@lev)—Mz- p+12(yVip)+'Y? =0,

where functions u(x%), v(x°) and @(x°) are equal to w!(x?), w?(x°) and w*(x"), respectively.
The following definitions of effective elastic moduli, depending on slenderness ratios
n and % only,

L= 2V3n@m=1) EJ _ W3 EF s Lo N

) R I (P M C i = R E

g V3 7 [3@_ -1 ].ﬂ
T B+ o+l | 1P

2 _—
" 6.2)

5=,,3_V5'.17.[_<77—1>2 Sy ].ﬂ
2 Ty 3@+ T q+am ) B
ﬁ[@n—ﬁ)z n ]_EJ

7 3nx3ny o+l |l 13

L 3(+3n)  p+l

are introduced, where, in the case of prismatic rods, see [S], Eq. (2.9),

E] E
i 127 ]/5 .
Two first definitions expressing effective Lamé moduli 2 and u are exactly consistent with
Horvay’s results [1]. Moreover, the same expressions for 2 and x have been obtained in
[5] by means of two different approaches resulting from the general concept of Wozniak.
Functions ‘p* and ‘Y3 depend on the loads subjected to both intermediate and main
nodes. Their form is complex (see [12]) and will not be given here.
Note that displacements u, v and rotations g are involved in different ways in the
second order equilibrium equations (6.1). Two first cquations involve the fourth order
derivatives of functions # and v at cozfficients proportional to /2, whereas the fourth order
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derivatives of ¢ do not occur in (6.1). Thus the considered set of equations is not con-
sequent with respect to orders of powers of the parameter 1. In order to make the system
of Eqgs. (6.1) consistent in the mentioned meaning the last Eq. (6.1); should be substituted
by the relation of order three with respect to u,  and of fourth order with respect to ¢:

—208,u+l- (07— %)u—lz(%aazvzu)+13[—1’%(sa‘}—3a‘2‘—6afa§)u]+
' 3 1
U eE R 2 RV B VERNCEEY ) PG

—4a- <P+12(yV2<P)+1“(%yV‘*<p)+’Y3 =0.

Stability

It will be shown that both systems of Eqs. (6.1) and (6.1),,,, (6.3) do not allow us to
formulate boundary value problems, e.g. these sets are not well-established since they
do not satisfy stability conditions. The stability Kunin’s criterion [6], means positive
determination of the matrix @gf,)(k) (for the arbitrary wave vector k), associated with the
second order approximation. One of the necessary conditions reads

PO = (uta) (HAD+ (b p—a) ki1 [ (ut o) (T +kD+

+711r—(1+u—a)-k‘} >0 Vk,,k,€R. (6.4)

Let k, = |k|cosf, k, = |k|sin0, § = [k|/. The condition (6.4) takes the form

52'{(,u+ o)+ (A4 p— a)cos?6 — %

L%(‘u+a)+(l-l'—,u—a)cos40“ >0

for arbitrary 6 € (0, 2x) and § > 0. Inserting 6 = w/2, we have § < 4)/3/3, |k| - [ < 2,31.
Thus, the analysed inequality is satisfied in some vicinity of k = 0 vector: |k| < k.
Moreover it can be proved that such k., exists that in the region [k| < k., the stability
condition of second order equations is satisfied.

In the case of sufficiently long wave deformation patterns (sufficiently small |k|), an
application of the second order equations is justified. However, the mentioned equations
are not correct in general so that they lose their sense in the case of particularly short wave
lengths.

Elimination of rotation unknowns

Proceeding similarly to the Kunin’s method (cf. [10], Sec. U, p. 134), function
(which stands for rotations of nodes) will be eliminated from Eqs. (6.1). To this end the
last of the latter equations is expressed in k — representation
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1 . 3 3 A
Ve TP {[ — 2aiky + 1B (3~ k) + -1k 1K} + k%)]u+

3 A
+ [20:- eyi+ 2Bl ks ey = 1wy (k{+k§)]v+'y3}.

Provided N1+ k| < 2/ afy the RHS of the above equation can be expanded in convergent
power series with respect to k,. Retaining terms of lower order than second and transfor-
ming the obtained formula into x-representation, we arrive at

1 1,
P(x") = [7(310—82u)+w- 1/3]+1-4‘%[((')f—ag)u-zal 8,0+

+12{(i + —)VZ(a,v dy0)+ vz'ys}

16 16 2

Substituting the RHS of the above equation into two first of Eqs. (6.1) and neglecting the
terms involving the powers I, s > 3, we finally find

12
[(Qu+2) 03 +pd3lu+ <= [(Tu+42—a+4p2a"1) 0t + Bu—8a—dy +4B%a~1) 03 +
+ (61— 6 —dy—82a=1) 82 DBlu+ [(A+ 1) &, 3o+ I(8+B/2) 3,(82 — 363w +
12

b 0y %2 [(Sa+ A+p+2y—482071) 33+ BA+3u+3a+2y+4p2a~1) Blv+pt = 0,

12
(4 p) &y 03u—1(8+B[2)0,(83=30Du+ —- 01 8, [(Sa+ A+ p+2y— 470 - 8 +

+(3A+3u+3a+2y+4p%a “)82]u+[(2,u+2)82+/482]z+ [(2,u 2—8a—4y)ot+

+(6,u+32)8§'+(12,u+62—12a—4y+16,82a“)3§ No+p? =0, 6.5)
where
M 7o 1 af 3 ﬂ 3 2 3 ofl 2'y3
p=p+2e 8Y+14 + G%,0,0,Y*—1 +l6eé’VY (6.6)
and G}, = — G}, = G, = G3, = 1, the other G¥%, = 0, &, denotes a permutation sym-
bol.

It can be shown that the obtained system of Eqs. (6.5) is not stable.

7. First order approximation

By neglecting the underlined terms in Eqs. (6.1) we arrive at the first order approxima-
tion equations. The functions ‘p% ‘Y3 take the form

(n—-1)
2(n+1)
(=1 3

et S S SR *3
~ 2610 T e @ aZ)Y]’

, 3 -
Pt = (p‘+f")+'3,7 L=, 4| — 9,0" -

(7.1)

7 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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n—1 * (-1 _*x, 3
1= apiy =D e, S
26+1) P T +1)32”+2ﬁ 77332)/3,

*x
?= (172+1’;2)— 3*7%31 Y3+1[—

_3m-n ¥
Y3 = Y34+Y3, . ;
. 377‘*"7 + (7.1) [cont.]

where ;3 =;)3, Y3 = p3, see Egs. (5.3).

The last equation allows us to express the function ¢ in terms of functions u, v, their
derivatives and — function’Y? depending on moment loads. The elimination of rotations
does not require here any additional assumptions and leads to equations involving two
functions « and v only

[Qu+2) 83+ pd3lu+ (A+p) 8, 3,0+ 1(8+B/2) (83— 303w +"p' = 0,
[(1+u)3laz]u—l(5+ﬂ/2)3,(af—38%)u+[(2/t+/1)3§+/t8f]v+”p' =0, (72

upa — Ipa+ ; aﬁa Y3+1 ﬂ Ggpa 6,,'Y3

However, it can be proved that Eqs. (7.2) are not stable.

The derived model (and the obtained before too) takes into account the lack of centro-
symmetry of the neighbourhoods of nodes. This is revealed in Egs. (7.2) by terms in-
volving the third derivatives of the displacement functions. These terms include constants
& and B, the signs of which depend on the choice of main nodes. Thus the first order equa-
tions are sensitive to the division of the nodes on two families of intermediate and main
nodes.

8. Zero-order equations (Horvay’s model)

Zero-oder equations are obtained by neglecting of all the terms of first and second
order in Egs. (6.1) and (7.1). Hence, we have
(e+a)V2+A+p—a)oilut+(A+pu—a)d,8,v+2ad,9+p" = 0,
[(A4+p=—0)d,0]u+ [(u+a)V2+ (A+pu—a) 03]lv—2ad, p+p% = 0, 8.1
—200,u+2a0,v—4a- ¢+ Y? = 0,
where .

3n g
73,
I+ -

8.2)
o —_ 3)7 +ﬁ *
% = Y3 e B Ys.
Y + Ty
The last equilibrium equation can be rearranged to the form
[ 1 e,
P A= "2— (dl'v— azll)+ ’;1; S (8.3)

Making use of the above formula the function ¢ can be eliminated from Egs. (8.1)y,2,
and, the classical equations (involving 4 and o only) of isotropic plate in a plane-stress
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state occur. They can be associated with the name of Horvay to honour of his pioneer
achievements concerning effective moduli (cf. remarks in Sec. 6)

[Qu+A) %+ pdRu+ (A+p) 8, 0,0+p* = 0,
(A+1)218,u+[Qu+ D) 3+ udlo+p? = 0, 8.4)

b 1 ;
P = p°‘+—2 o, Y3.
The system (8.4),,, is stable, provided

WU+A>0, u>0. . (8.5)

By inserting the definitions (6.2),,, into above inequalities it is clear that by virtue
of positiveness of Young modulus and slenderness ratio 7 the conditions (8.5) are fulfilled
for all real hexagonal-type lattices.

Note that p* do not depend of #. Substituting (8.2) into (8.4), one obtains

=1 o %a 1 B 3 *3

It is worth emphasising a fact that external: main as well as intermediate loads affect in
(8.6) in an equal manner. Thus the zero-order approximation does not distinguish between
main and intermediate nodes: both Eqgs. (8.4) as well as (8.6) retain their forms if one
choose a family of main nodes by an opposite way to the way previously assumed. The
lack of centrosymmetry of neighbourhoods of nodes is ,,a priori” ignored.

9. Final remarks

It has been shown that only one zero-order version leads to a stable, well established
mathematical model, which makes it feasible to examine boundary value problems of
the hexagonal-type grid plates. The other models can be applied to analysis of local effects,
for instance.
~ The unstable differential equations can be transformed into stable ones. In the subse-
quent paper [13] a derivation of such a model of a mathematical structure analogous
to that known from the micropolar plane-stress theory will be proposed. On the other
hand such models have been considered by Wozniak, [3]. Thus there are two ways of
constructing Cosserats’-type approximations: the first due to Wozniak, obtained via va-
riational calculus, and the second one resulting from Rogula-Kunin’s methods. As it
will be shown in [13], it is dilficult to indicate the best version satisfying both conditions
of stability and approximation,

In the present paper our attention has been focused on the specific plate of honeycomb
layout. Nevertheless, the presented procedure does not lose its value for all dense regular
grid plates; in particular it is not diffucult to examine by the same method lattices
constructed of two families of orthogonal bars or of three families of bars intersecting
at an angle 60°. The mentioned structures belong to the class of simple layout grids, the
centrosymmetry of the vicinities of nodes being fulfilled. It can be proved, that an essential

7
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difference exists between the lattices of simple geometry and the considered hexagonal
structure, namely, an effective modulus, y (cf. (6.2)¢), which is positive in the latter case,
and takes a negative value in case of simple layout structures. This fact is of significant
interest, because in the Cosserats’-type approximation the modulus y determines a fluxural
stiffness corresponding to polar couples. Specific problems concerning Cosserats’ conti-
nuum models of hexagonal-type grids will be a subject of the prepared paper [13].
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Peaome

JNPPEPEHITMAJIBHBIE MOJEJIM TEKCATOHAJIBHBIX CETUYATBIX ITNIACTHHOK

B paGore BhiBopsaTcs B aHaymsupyiorca anddepeHUHaNbHbIE MOLENH ANNPOKCHMHUPYIOLME IO~
BeJiIeHHEe T'YCTBIX, YNPYTHX, TEKCArOHAJILHBIX CTEPYKHEBBIX IUIACTHHOK. duddepenumansuple amipoKcH-
MallHM PasHOCTHBIX YPaBHEHHI PaBHOBECHA CTEPXKHEBOH PELUETKH MNOJIyueHbl MeTomom Porynu m KyHu-
Ha, UCIOJIB3YA AHAJIOTHIO MEXAY STHMH YpPAaBHEHWAMU W YPaBHEHUAMHM TEOPDHH KPHUCTAIIMUECKMX pe-
uieToK. IIpimMeHeHHBIA MOAXOX NaeT BOSMOXKHOCTh NPEACTaBUTE KOHCEKBEHTHLIH aHauu3 TouHoctH (o~
PMYJIMPOBaHHbIX MaTEMATHUECKUX MOJEJIeH, MOJYUNTh YPaBHEHMA 'B CMEIICHUAX IyTEM SJIMMHHALUH
YIJIOB IIOBOPOTa Y3JIOB M, KPOME TOro, IMO3BOJISIET BBIABUTH (DHU3UUECKMIA CMBICT NPHOIIKeHUH B
K-pelpe3eHTaluH .

B paGote noxasbiBaeTCs, YTO CPEMH OGCYIKIAaeMbIX NPUGIKEHHBIX BEPCHil, TOMBLKO OAMH BapHaHT
HyJIEBOH aImIpOKCHMAlMH JaeT CTaGHIbHbIC YPAaBHEHHSA M IIOTOMY TOJIBKO B TOM CJIyyae MOTYT ObITh KOP-~
PEKTHO NOCTaBJIEHHBI KpaeBble 3afauM I OTPaHMYEHHBIX peuleToK, OcTajbHble MOAEIH MOTYT OBITR
MOJIE3HBI NPH aHaNIN3e JIOKAJBHBIX 3(pdexToB.

IlpencraBiieHHbIE HCCIEXOBAHHMSI MOYKHO MCIIOJB30BATh UL aHAIM3a (DM3HUECKOH KOPPEKTHOCTH
momesteit Tuma Koccepa {koTopble 6bL1n mpucnocobuenst BosHAkoM B ero MoHorpaduM mocBsieHHOR
CETYATLIM TIOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYKLIUAM).
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Streszczenie

ROZNICZKOWE MODELE HEKSAGONALNYCH TARCZ PRETOWYCH

W pracy wyprowadzono i przeanalizowano modele rozniczkowe aproksymujace deformacje gestych,
sprezystych, heksagonalnych tarcz pretowych. Rézniczkowe przyblizenia dyskretnych réwnan réwnowagi
siatki pretowej otrzymano metoda Roguli i Kunina wykorzystujac analogie miedzy w/w réwnaniami
i rdéwnaniami teorii siatek krystalicznych. Zastosowane podejscie zezwala na: konsekwentng analize do-
kladnosci formulowanych modeli, modyfikacj¢ rébwnan polegajaca na eliminacji przemieszczen katowych
i umozliwia ponadto fizyczng interpretacj¢ przyblizen dokonywanych na réwnaniach w k-reprezentacji.

W pracy wykazano, ze spos$réd omawianych wersji jedynie wariant zerowego przyblizenia prowadzi
do réownan stabilnych. Zatem tylko w tym przypadku mozna poprawnie formulowaé zagadnienia brzegowe
dla tarcz ograniczonych. Pozostale modele mogg stuzyé do badania zjawisk lokalnych.

Przedstawione w pracy wywody zezwalaja na analize fizycznej poprawnosci modeli typu Cosseratéw
wykorzystanych przez Wozniaka w jego monografii [3] dotyczacej dzwigarow siatkowych.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 26 kwietnia 1983 roku
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1. Introduction

Buckling loads of elastic-plastic shells can be determined by means of two approaches.
In the first one, called the constant load approach, it is assumed that the external load
does not change in post-buckling state this is accompanied by arising local unloading
regions (passive processes). In the second one, the so called SHANLEY approach is assu-
med [2, 3], i.e. that the load increases in the post-buckling state, and the passive processes
develop only as a result of post-critical deflections. In paper [4] the SHANLEY approach
has been used for calculating bifurcation loads of conical shells. The presented procedure
account for the stability analysis of elastic-plastic shells basing on the two fundamental
plasticity theories, i.e.: the incremental (plastic flow) theory, and the total strain (defor-
mation) theory. It is also possible to use the results of paper [4] for analyzing elastic shells.
The problem is quite complicated when including the effects of unloading. This leads to
nonlinear differential equations; although geometrical linearity is assumed. It is the
purpose of this paper to linearize these equations for a simply supported conical shell,
with the assumption of a two-parametrical external load and a linear stress-deformation
material hardening relation.

2. Stability equations and physical relations

The basic stability equations for a conical shell, according to linear shell theory, are
as follows [4]:

1
s i 0 x, xxX M, « =R —
L xxSinf+0M, . xcosf+20M, .cosf+ T S &

- 0M,, .cosf+ ~2x— 6M,,q,,q,+2aqu,_m+( WEe =t w_xcosﬂ)Nzo +

xcosp

+xcosﬂw.xxN10+2(w,xw_%W.V)Tlo = Ov (21)

. ; 1 1
W xSINB— 0y, 50— e 8Y12.+ 082, xxxCOS B+ == 0ey, 40t

osf

+2d¢,, ,cosf—de,,cosf =0,
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where dM,, are the additional buckling moments per unit length, N,z are the membrane
forces, and w is the normal deflection. Eq- (2.1), is the equilibrium equation with intro-
duced force function F, and eq. (2.1), is the strain compatibility equation.

According to the constant load concept the local unloading regions appear at the mo-
ment of buckling; so the three main zones are distinguished (see I, II, III in Fig. 2). In
the first zone, a part of the shell that was deformed into the plastic state before buckling,

Fig. 2

returns to the elastic state; it is governed by physical relations of generalized Hooke’s
law. The second zone (II) is so distinguished that before buckling material is deformed
plastically, but in post buckling the state a part of the material returns into the elastic
state and the rest remains plastic. So, active and passive processes develop here. In the
third zone (III) the plastic deformations hold for the pre-and post-buckling states; the
unloading does not take place here. The physical relations in the first and in the third
zones are evident, i.e. the generalized Hooke’s law and apropriate plasticity relations,
respectively.

Assuming the Kirchhoff-Love hypotheses the additional forces and moments during
buckling in the shell are:

h

h
= 5 +—E

Ny = [ doupdxs, My = { 80 X3 dx;. 2.2)
h,

2
When calculating the forces and the moments in the second zone each of the integrals

(2.2) should be devided into two, i.e.: <— —g—, x3o> , and <x3o, +%> ; X3¢ Is a coordi-
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nate of active and passive processes boundary. We have for example

L(s]v‘2 = —Ezi f (581—55153)df3+%(ES—E,)E'_?}?X
-1

ON, — 3
+1 +1 (2.3)
— _  Enh e =
X f (X3 —X30)dX3+ 5 f (0e; — 0%, X;3)dx,,

where X3 = 2x3/h — dimensionless variable, and E;, E, are secant and tangent modules
respectively. When appropriate calculations are made, for the total strain (deformation)
theory one obtains:

(le = Bl (681 + %‘682)"'1)1 (5M1+ %6”2)+B2_&x67{,

ON, = B, (682+ %581)4-1)1 (6x2+—;—6x1)+B25q,6u,

1 _
0Ny, = By 0y13+ D, 0%, + B,7,, 0%,

2
v 2.9
oM, = M, = —D, (681-}-%582)—02(6%1+7632)+C3Ex(sx,
(st = (qu, = —Dl (682+ %681)—C2(6N2+%6”1)+C3Ew67{,
(lez = (swa = _Dl 5‘}/12—%C25M12+Cg‘?w5x,
where By, B,, D, C,, and C, are the stiffnesses of the shell, given by the formulas:
- - 1 -
B, = 5-Eh2—fo(1-%30)], B, = ?Ehz(ﬁ—fm)(l —X30)%
Dy = < EWS(-T0), € = 1 ERR—L(~%o), 3)
1 o — — < ZX30
C; = Ty WP (fi=fo) (1 +X30) R+X30), X30 = 7 < 1.
The quantities in (2.5) are as follows:
= e E; L= E, == -5 - Ay
fo=1 % ﬁ—l——E—,, 0, = 0,07, -0, = 0,07, 2.6)

Tap = Txp07 ',  Ox = 0.0%,+0,0%,+27,,0x,,.
If before buckling the plastic deformations are small with comparison to elastic deforma- '
tions one may put f,, = 0, then Egs. (2.5) are reduced to the form:

3
B, = %Eh, B, = %Ehzﬁc(l—fso)z, Dy =0, Co=sld = E: ’

y Q7
C; = R—Eh:‘j}‘(l +X30)%(2—X30).
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The physical relations (2.4) are coupled and nonlinear, because the position parameter
X130, denoting the boundary between elastic and plastic region, is a variable and it depends
on the unknown functions [2]:

1= %3

pl i =
%o = 122, t= 180 LMy a-paals,

2
= Ji g~ L3 ON, +|o 13 ON, +37,,0N,
¢ = (1=1.) ERo% Tx= 5 T 1+ Ty~ > Ox 2+ 37, 0N, |.

From the first three equations of (2.2) deformations de,; may be expressed in terms of
the force function F. Substituting dM,; (expressing the curvatures dx,s by the deflection
w) and de,g from (2.2) into stability equation (2.1) we obtain a set of two nonlinear diffe-
rential equations for the deflection w and the force function F, to analyse the stability of
an elastic-plastic conical shell under small deflections including effects of passive processes:

2.8

D F xxSlnﬂ+al w, xxxx+ a2 w.xxx+a3 w.xx+a4 W.x+a5 W, qu.-rr+

2 ]
FOgW, xppt XOW ot oW, gyt F(W W ot

+cosﬂw,x)% + %cosﬂw_ xx[z{»)g—g(xf—xz)—-Naxl]f
+a:1F.xxxx+ale,xxx+a13F.xx+°‘14F,x+ alSF.xxw+al7F..\‘qrq’+
+0,0F oot %20 F gppp = 0, (2.9)
Ehw, ,sinff+ 8, F.xxxx+ﬂZF.xx'ptp+ﬂ3F.¢4W+ﬂ4F. xge T+
+B5F cox T B6F.opt BrF, cxt Ba F, s+ Bia W, sxux+ B12W, xxpe +
+ﬂ13w.tpq)+ﬂl4w,x¢qx+ﬂ15‘v.x,\'.\‘+ﬂ16w.¢tp = 0.

Now we come to linearizing the above equations. In the formulae for { (2.8) under the
square root there is the function @. For elastic deformations @ = 0, for pure plastic de-

formations @ = —f;. It can be prooved that |@| < f; < l. Substituting ¢ from (2.8) to
the eqgs. (2.9) we expand the characteristic terms in s¢ries, with respect to powers of @.

Ji—Jo e ( —ﬁc)’; 3
- 110+—fk 73 —(h—f)DP*+ ..., (210

2 _ hfe 2~f=2V1=f | fifo  Yi—tfo—fuV 1Ak

(Tl (B—20) = [ lfodi] +

( R ) T s = 2 I W —2
AAITRF =TT, N A== e A T 3
L e
x(1—fi=V1-fi)o+ ...,
where

hio = [ -8+126= 32 +80 -7 fi2 ol
o = 1=f[¥—6+6V1-1] A

In egs. (2.9) terms there are also which cannot be linearized. However, their influence
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is so small, when plastic deformations are smaller than the elastic ones. So the nonlinearity
parameter X3, We put X3 = —1 on one hand, or with the Iliushin hypothesis [2] assuming
zero values of force variations in the shell middle surface N, = 0N, = 6N,;, = 0 we
take a X3¢ value accordingly on the other hand. In such an approach we obtain two diffe-
rent values of buckling load, and the set of equations (2.9) is linear with variable coeffi-
cients.

3. Method of Solution

The basic functions, i.e. the deflection w, and the force function F are taken as:

w(x, @) = wesin m—ln(x—xl)cos nep, F(x, @) = Fysin m—ln(x—xl)cosmp, 3.1)

where m, and n are parameters. The functions (3.1) satisfy kinematic boundary conditions
for simply supported shell edges, but the static boundary conditions are satisfied in part
only. The previous investigations show that it is insignificant for shells of medium and
large lengths whether all of the boundary conditions are satisfied. The linearized set of
equations (2.9) we integrate using the GALERKIN type procedure. When F,, and F, are
the left-hand side of the egs. (2.9) one may put

2 x2 21 X2
” Fi(x, @)w(x, p)dxrdp = 0, U Fy(x, @) F(x, ¢)dxrdp = 0. (3.2)
0 x; 0 ay .

In the plastic range it is not possible to integrate analytically the equations, since not all
of the calculated functions have an explicit form; a numerical procedure must be used.
[f appropriate transformations are made, a set of two algebraic equations is obtained.
The resulting set of two equations is linear with respect to the vector of unknowns U =
= U(wy, Fy).

Using the static stability criterion, i.e. that the determinant of the above mentioned set
of equations must be equal to zero, we obtain

~ 2Eh ~ = ~ b T2 ~ ~
e = V—D———CZ—-(Al +n%d,+n*4;)(B, +n*B, +n*B;)+
+(A~1o+n2/‘izo+n4jao)(élo +”2§20 +"4§30)_ (3.3)

& o P m 18 5 . =
—C[ER(A,o+n?As0+n*450)+ 3(Bm+;121920_+n“1930)] =(0),

The buckling criterion, eq. (3.3) is transcendental and quite complicated, and it cannot
be solved exactly; a numerical procedure must be used. The critical load can be calculated
as the smallest positive root of eq. (3.3); however, it is necessary to minimalize it with

respect to parameters m and n. The integrals /f,-, 5,, Ap‘,-o, li-o are calculated numerically,
where for example

A, = Ao+ A, cospB, (3.4)
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p(x,—x,)cosf | 1 mm \? R 2tgf 1 5 5
e P e 22

+(m_l‘rc zcosﬂe12|§f, Uy = %,
- A¢,  for o, <op
A1 = {A’I;', for o, = o, (3.4)
~ - mr\® 1 mr 'Al mr \? [cont.]
Ag = f 2{—[x(T) +7] sinzT(x—x1)+m—TF[(T) -

2mm

- 2—)1c2] sin—l—(x—xl)} dx,

2 2
~ . .2
AP = f (?) {—(#) xe“smzm—lﬂ(x—xl)+%(e12+e21)sm$(x—x,)—

1 mr
— 7e220052—l(x—x1)}dx,

here o; is effective stress, o, is plastic limit, e;; are the shell stiffnesses (¢;; depend on the
load).

4. Numerical Results and Conclusions

A research procedure elaborated by the Author [4] to find the buckling load from
the buckling criterion, eq. (3.3), is used. In this procedure we evaluate the critical load
numerically from the buckling criterion by searching for zero points of eq. (3.3) according
to Newton’s iteration technique; the integrals were evaluated by Simpson’s rule. The
buckling load is the lowest buckling load of many buckling loads for a specified range
of m and n. The calculations were made on the computer ODRA 1305. Let us consider
a circular conical shell loaded as in Fig. 1. In the presented series of investigations the follo-
wing basic data have been assumed: x; = 34.635 tm, x, = 77.635 cm, B = 20°, ay =
= px,[N, = 8. We assume a linear stress hardening material with an isotropic strain
hardening in which: E = 2-10° MPa, E, = 10000 MPa, o, = 70 MPa.

Fig 3 is a plot of curves representing the zero points p* of the stability criterion (3.3),
versus 1, (m = 1), for different assumptions accepted in this paper. A minimum of each
p* curve is the buckling load. In Fig. 3 the present solutions are also compared with the
author solutions [4] using the SHANLEY approach. Comparison of the results shows
(see Fig. 3), that the inclusion of the effects of passive processes gives a higher critical
load than the SHANLEY concept (the deformation theory in both cases is used); this
was also stated previously in the analysis of plate stability [3]. The assumption of X3 = — 1
gives the results which are in better agreement with the SHANLEY concept, than using
the ILTUSHIN hypothesis which says that the normal forces variations in the shell middle
sturface vanish in the moment of buckling. When we use the simplified physical equations,



STABILITY OF CONICAL SHELL 429

eqs (2.7), i.e. f,, = 0. then the results are comparable with the ILIUSHIN hypothesis
0Ny = 0.

We shall next obtain an elastoplastic solution of the cases in which a shell thickness
parameter 4 is varied, with the rest of parameters taken constant, except of the angle .

10|~
o
a
z
‘C\.
0.5
- 001
— -l
——— Thiushin assumption BN,=8N,=0N,,= 0
—-— SHANLEY concept
i waO 1
L
0 E) 10 n

Fig. 3

Fig. 4 shows a plot of critical load as a function of shell thickness for different § using
the simplified physical relations, f, = 0 (2.7). It was ascertained, that a shell thickness
increase is accompanied by the critical load increase; the curve shapes are approximately
linear within the range of investigations. When angle £ is increased, there is also an increase
in the buckling load. The change of these two parameters did not affect the buckling
form; m =1, n =17 (or 8).

Fig. 5 presents the results of calculations for different 4 and f, using non-simplified
physical relations (2.5), where f,, # 0. For comparison Fig. 5 shows also the curves obtained
on the basis of the Shanley concept for deformation theory (TD), and plastic flow theory
(TPF), for § = 20°. Here one can see that when including the unloading and deformation
theory of plasticity (as in this paper), the critical loads turn to be higher than when using
the SHANLEY approach (unloading not included). However, the SHANLEY concept
and incremental theory give critical loads (dotted line in Fig. 5) higher than in the case
of deformation theory and the SHANLEY concept; but these are slightly different as to
compare with critical loads obtained when including the unloading effects (see Fig. 5).

The obtained results were also the basis for plotting the diagram, Fig. 6, in coordina-
tes p, N,, that presents instability regions (ultimate load) of the shell for different coeffi-
vients ay. The points contained within an area limited by the coordinate axes and the
curves refer to a stable condition, and for combination of p and N, which corresponds to
the position on the curve or the position outside the stability region, the shell is found
to be in an unstable condition. It is seen that the curves for the SHANLEY approach and
for ILTUSHIN concept of dN,; = 0, differ somewhat in form; the inclusion of the effects
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of unloading gives higher critical loads, but the discrepancies are larger when the coeffi-
cient oy is small.

It is worthnoting that the effects of passive processes on the inelastic buckling strength
of conical shells subjected to axial compression and external pressure are significant for
some cases, and these effects may be determined by the procedure given in this paper.
The computer program developed in this research can also treat a linear elastic problem,
because the terms resulting from plastic deformations are neglected automatically by
conditional transfers in the program.
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Pesome \

JMHEAPU3ALUMS YPABHEHUH VIIPYTO IVIACTUUECKOW YCTONUMBOCTHU
KOHHUYUECKOI OBOJIOUKH C YYETOM PA3I'PY3KHU

B paBorte paccmOTpeH IIpoGJIeM YIIPYro-IUIaCTHUECKON YCTOHUMBOCTH 0GOJIOUKM B BHAE YCEUEHHOTO
KOHyCa HOR AeHCTBHEM PaBHOMEPHOrO IONEPEYHOTO JABJIEHHSA H OCEBOTO CXKAaTHA. Y paBHEeHWA 3a[auld
MOCTPOEHbLI Ha OCHOBE Ne(hOPMALIHOHHON TEOPHH MIIACTHUHOCTH H TEOPDHH IIJIaCTHUECKOTO TEUEHHsS. JTH
YDaBHEHWUSI TIOJIyUYeHb] C YYETOM Pasrpy3Ky MaTepHaya, U MX JIMHeapH3auusl CHejiaHa C [TOMOLI paciio-
YKEHHA B CTENeHHbIE PANbl HEJMHHEHHDBIX WieHOB. JIHHeapH30BaHAYe YpaBHEHHsI pellleHbl MeToaom Byo-
HoBa-I'anepruna. PesynbraTel MOTYT ObITB MCIIONB30BAaHbI AJIA ONPENEJIEHHS KPUTHUECKHX HATpy30K
B YOPYLRX, YIIPYrO-IUIACTHUECKHNX W UHCTO-IIJIACTHUECKHUX COCTOSTHHAX.

Streszczenie

LINEARYZACJA ROWNAN STATECZNOSCI SPREZYSTO-PLASTYCZNEJ POWLOKI
STOZKOWEJ Z UWZGLEDNIENIEM PROCESOW BIERNYCH

W pracy przedstawiono analiz¢ i przyklady obliczen numerycznych statecznosci sprezysto-plastycznej
powloki stozkowej obcigZonej bocznym ci$nieniem rownomiernym i $ciskajaca sila wzdluzna. Uwzgled-
niono odcigzenie materialu w chwili utraty statecznosci, a wyprowadzone réwnania zlinearyzowano przez
rozlozenie w szereg pot¢gowy czlondédw nieliniowych. Réwnania rozwigzano metoda ortogonalizacyjna
Galerkina. W przykladach obliczen numerycznych przedstawiono poréwnanie wynikdw uzyskanych
w oparciu o roézne podejicia stosowane. w teorii stateczno$ci konstrukcji plastycznych.

Praca zostala zloiona w Redakcji 15 stycznia 1983 roku
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1. Wstep

W celu zbadania osobliwosci lotu obiektow zrzucanych z samolotow w zakresie pred-
kosci poddzwigkowych, rozpatrzono dynamike zasobnika w chwili zrzutu z nosiciela oraz
wplyw warunkéw poczatkowych na parametry lotu w punkcie upadku.

Obiekt traktowano jako uklad mechaniczny sztywny [2, 4, 8] o szesciu stopniach
swobody sktadowe predkosci: podhuzna U poprzeczna W i boczna V oraz przemieszczenia
katowe; katy przechylenia @, pochylenia 6 i odchylenia V.

Wyprewadzono réwnania ruchu zasobnika i opracowano programy [7] do obliczen
na EMC, stosujac numeryczne calkowanie réwnan za pomoca metody Mersona. Charak-
terystyki aerodynamiczne uzyskano w wyniku badan modelowych w aerodynamicznym
tunelu poddzwigkowym w Instytucie Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej Poli-
techniki Warszawskiej. Charakterystyki masowe wyznaczono na drodze obliczes tcore-
tycznych.

2. Dynamiczne réwnania ruchu obiektu

Do opisu ruchu obiektu zrzucanego z nosiciela przyjeto nastgpujace ukiady odniesienia
{4, 5, 8,9, 10, 11, 13];

— uklad sztywno zwigzany z poruszajagcym si¢ obiektem Oxyz rys. (11 2).

— uklad predkosciowy zwiazany z kierunkiem przeplywu osrodka Ox,y.z, (rys. 2).

— uklad grawitacyjny zwigzany z poruszajacym si¢ obiektem Ox,y,z, (rys. 1). rowno-
legly do ukladu Ox,y,z.

— nieruchomy ukfad grawitacyjny zwiazany z Ziemig Ox, y, z; (rys. 1).

Badajac ruch klasycznego zasobnika lotniczego zalozono, Ze jest on ciatem sztywnym
osiowosymetrycznym, a stalej masie [1, 2, 5, 8, 9, 10, 11, 13].

Uklad rézniczkowych réwnan ruchu zasobnika lotniczego, uwzgledniajacy nielinio-
wosci geometryczne kinematyczne i aerodynamiczne w zapisie macierzowym ma postaé
[8, 11, 13]:

Px(t)+N(x, x,1) = 0, 0y

8 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84



Rys. 2. Wzajemne polozenie ukladu predkosciowego Ox,y.z. i ukladu zwigzanego Oxy:z

gdzie:
x =collU,V,W,P,Q,R, D, 0,YV], (2)
m(t)
m(t) 0
m(t)
J(1)
P = J (1) | 3)
Jz(t)
0 cos0
' 1
cosf

[434)
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- —m(t)(RV—QW)+m(t)gsind—X,0—X
—m(t)(PW—RU)—m(t)gcosOsin®—Y,R—Y
—m(t)(QU—PV)—m(t)gcosbcos®P—-Z,0—-Z
—L,P~L

N =) [Jx()=T()]PR-M,Q—-M i 4)

[J,v(t)—Jx(t)]PQ_NRR_N

— Pcosf— (Qsind+ RcosD)sinb

~Qcos®P+Rsin®

| —QOsin®+ RcosP.

W celu uzyskania pelnego ukiadu réwnan uzupeiniano réwnania (1) nastepujacymi
zwigzkami kinematycznymi [4, 8, 11, 13]:

COl[-’.Cl,J.’u 21] = A;ICOI[U, v, W], (5)
col[®, 6, ¥] = Az'col[P, Q, R], (6)

gdzie A, , A, macierze transformacji [4, 8, 13].
Katy: natarcia « i slizgu y zdefiniowano jako:

o = arcsin - _E/:_ . @)
YU+ w?
i
y = arcsin——, (8)
gdzie:
VZ=U?+V24+ W2 : )]

Pochodne aerodynamiczne Xy, Yr, Zy, My, Np wystgpujace w macierzy N (4) ba-
danego zasobnika przedstawiono w pracach [11, 13].

3. Przyklad liczbowy i wnioski

Numeryczne rozwigzanie rownan (1) + (9) otrzymano na maszynie cyfrowej ODRA,
wykorzystujgc do catkowania metoda Mersona [7]. Analiz¢ numeryczna przeprowadzono
w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych.

Obliczenia wykonano dla nastgpujacych warunkéw poczatkowych:

— predkosci zrzutu V), = 175 [m/s],

— wysokosci zrzutu H = 500 [m],

— kata pochylenia toru 6, = 2°; 1°; 0°; —1°; —2°,

— kata natarcia o, = 2°; 1°; 0°; —1°; —2°,

— kata odchylenia ¥, = 0°; 1°; 2°,
dia zasobnikéw o rdznej masie oraz przy zachowaniu statych charakterystyk geometrycz-
nych i aerodynamicznych.

Charakterystyczne wyniki obliczenn badanego obiektu przedstawiono na wykresach
rys. 3+14.

«Z analizy uzyskanych rezultatow obliczen wynika, Ze profil toru lotu zasobnika z;, =
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=z,(x,) i y, = y,(x,) silnie uzalezniony jest od parametréw lotu samolotu w chwili
oddzielenia (rys. 3, 5,9, 11, 12), jak rowniez charakterystyk masowych zasobnika (rys.
11, 12).

Poczatkowy kat pochylenia zasobnika 6, ma istotny wplyw na zasieg (rys. 3) oraz na
kat upadku 6, (rys. 4), przy czym wzrost kata 6, powoduje zwigkszenie zasiggu i kata

Z1lm]
500
400
i
200 —
0 i
500 1000 1500 x(m]

Rys. 3 'l"o,r;--lotu zasobnika przy roznych poczatkowych katach pochylenia 6,

7

7
4

-8(rad)
)
|
f

(=]

500 1000 1500

X, lml

Rys. 4. Zmiany kata pochylenia zasobnika 6

upadku, Istotny wplyw na profil toru zasobnika w poblizu nosiciela ma poczatkowy kat
natarcia «,. i

Z rys. 5 wynika, Ze przy malej masie zasobnika m = 50 kg i ujemnym kacie natarcia
a, = —2° nastgpuje przewyZszenie toru nosiciela o ok. 1,75 m, co moze spowodowaé
kolizj¢ z samolotem.
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Rys. 5. Tory lotu zasobnika przy réznych poczatkowych katach natarcia z,
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Rys. 6. Zmiany kata pochylenia dla réznych wartoéci poczatkowych 0,

Na rys. 6 przedstawiono zmian¢ kata pochylenia ¢ zasobnika w poblizu nosiciela dla

réznych wartosci poczatkowych 0,.

Kolejne wykresy przedstawiaja oscylacj¢ kata natarcia o zasobnika (rys. 7a, b) oraz
kata slizgu 9 (rys. 8) przy réznych wartosciach poczatkowych tych parametréw. Wynika
z nich, ze ruch zasobnika na torze ma charakter oscylacji thumionych, a amplituda oscylacji
zalezy od wartosci poczatkowych katow o, i 9.

Z wykresu toru lotu zasobnika w plaszczyznie Ox, y, (rys. 9) wynika, ze odchyla si¢
on od plaszczyzny rzutu, przy czym zboczenie to jest uzaleznione od poczatkowego kata
odchylenia ¥,. Wigkszy poczatkowy kat odchylenia powoduje wigksze znoszenie boczne.

Na rys. 10 przedstawiono oscylacje kata odchylenia ¥ zasobnika przy réznych jego
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Rys. 7a, b. Oscylacje kata natarcia o zasobnika
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Rys. 8. Oscylacje kata Slizgu y zasobnika

wartosciach poczatkowych ¥/, = 07, 1° i 2°. Wykonuje on jedynie stabe oscylacje odchy-
lania wok6t ustalonej wartosci poczatkowej kata ¥,, bez zmiany jego sredniej wartosci.

Kolejne wykresy przedstawiaja profil toru lotu zasobnikéw o réznej masie dla réznych
wartosci poczatkowych katéw pochylenia (rys. 11). Profil ten zalezny zaréwno od wa-
runkoéw zrzutu, jak réwniez od charakterystyk masowych zasobnikéw przy niezmienionych
charakterystykach geometrycznych. Zasobnik o wigkszej masie charakteryzuje si¢ wieksza
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Rys. 9. Przemieszczenie §rodka masy obiektu w plaszczyznie bocznej
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Rys. 10. Zmiany kata odchylenia Y/

*

donosnoscia, co uzaleZnione jest od stosunku dzialajacych sit aerodynamicznych do sil
masowych.

Charakter zmian kata pochylenia zasobnikoéw o réznych masach, dla réznych wartosci
poczatkowych 0,, przedstawia rys. 13. Ruch zasobnika o mniejszej masie m = 50 kg

charakteryzuje si¢ oscylacjami o wigkszej czgstotliwosci i mniejszej amplitudzie niz za-
sobnika o masie duzej.

Przebieg zmian kata natarcia na torze lotu (rys. 14) wyraznie wskazuje na oscylacyjny
charakter ruchu zasobnika. Ruch zasobnika o masie m = 50 kg jest silnie ttumiony, co
wynika z duzego stosunku sit aerodynamicznych do sil masowych.
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Rys. 11. Poczatkowe odcinki toréw lotu zasobnikéw o réznych masach dla réznych poczatkowych katow
pochylenia 6,
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Rys. 12. Poczatkowe odcinki toréw lotu zasobnk6éw o réznych masach dla réznych poczatkowych katow
natarcia «,

4. Whnioski ogdlne

Wyniki analizy wlasno$ci dynamicznych zasobnika lotniczego w chwili oddzielenia od
nosiciela wskazuja, ze male odchytki od zaloZonych parametréw zrzutu daja duze bledy
w punkcie upadku (x,, z,, 0;), jak réwniez w przebiegu lotu swobodnego. Wynika stad
konieczno$é stosowania na samolotach czujnikéw mierzacych kat potozenia oraz predkosci
katowe, katy natarcia i §lizgu oraz wprowadzania tych danych do uktadéw celowniczych.
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Rys. 14. Oscylacje kata natarcia o zasobnikéw o réznych masach

Innym problemem wynikajacym z przedstawionej analizy jest zagadnienie zrzutu oraz
pierwszej fazy lotu zasobnikéw o matej masie, a duzych sitach i momentach acrodynamicz-
nych. Obliczenia, jak réwniez praktyka wykazaly, Ze zasobnik o malej masie po zrzucie
z samolotu przy katach natarcia «, # 0 moze zderzy¢ si¢ z nosicielem. Powstaje wigc
kwestia stosowania wymuszonego oddziclania zasobnikéw od nosiciela, bgdz rozwiazan
technicznych eliminujacych mozliwoéci kolizji.

Przedstawiona metoda badania wiasno$ci dynamicznych zasobnikéw lotniczych umo-
zliwia analiz¢ zachowania si¢ zasobnikow lotniczych o dowolnym schemacie konstruk-
cyjnym na calym torze lotu swobodnego, poczawszy od zrzutu, przez fazg odejscia od no-
siciela do punktu upadku.
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Wazniejsze oznaczenia

Js, Jy, J. — osiowe momenty bezwladnosci zasobnika,
m — masa calkowita zasobnika,
L, M, N — aerodynamiczne momenty przechylajace, pochylajace i odchylajgce zasobnika,
Lp, Mg, Ng — pochodne aerodynamiczne momentu przechylajacego, pochylajacego i odchylajacego
wzgledem zmian predkosci katowych zasobnika,
P, O, R — predkosci katowe przechylania, pochylania i odchylania zasobnika, w ukladzie zwigzanym.
U, V, W — predkosci liniowe $rodka masy zasobnika w ukladzie zwigzanym,
X, Y, Z — opér, sila boczna, sila no§na zasobnikow w ukladzie zwigzanym,
Xo, Yr, Zo — pochodne aerodynamiczne oporu, sily bocznej i no$nej zasobnika wzglgdem zmian pred-
kosci katowych Q i R.
o — kat natarcia zasobnika,
y — kat $lizgu zasobnika,
@, 0, W — katy przechylenia, pochylenia i odchylenia zasobnika.
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Peaswme
BJIHWSIHUE YCJIOBHUI1T CBPOCA HA IOBIDKEHUWE ABHALIMOHHOIO KOHTEINHEPA
BJIM3KO HOCHTE A H INMAPAMETPLL GI'O TTAJAHHMA

Hcnbitano 0CO0EHHOCTH NOJIET2 OOLEKTOB, COPAChIBACHbIX H3 CAMOJIETOB NPH JIO3BYKOBLIX CKO-
pocTsix. PocMOTpeHO, AMHAMHUYECKHE CBOICTBA ABHALMOHHOFO KOHTEHHEpa B MoMeHT cOpoca M3 HOCH-
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TeNs, a TAKOKe BANSIHHE HAaYaJIbHbIX YCIIOBHH HA JHHAMUKY KOHTEHHepa B TOUKE NaJeHUA. ABHAHOHHDI
KOHTEHHEp NPHHATO KAaK MEXaHHYECKYIO CHCTEMY O IIEeCTH CTeneHAX cBoGoabi. BriBeneHo ypaBHenms
OBIDKEHHA H NPHMEPHO COEJIAHO BbIYMCIICHHA. FI3 uHCcNeHHbIX peaysbTaTOB BHIHO, UTO MaJible OTKJIO-
HEHHA NPHHATBIX AapaMeTPoR cOpoca JaloT KPYITHble OLIMOKH B TOUKE NaJeHHs H BAMSAIOT Ha TPAEKTOPIO
cBoGonoro mosiéTa KOHTeHHepa.

Summary

INFLUENCE OF THE DROPPING CONDITIONS ON THE CONTAINER MOTION NEAR
CARRIER AND ON THE IMPACT PARAMETERS

Peculiar feature of the container flight, dropped from the subsonic aircraft were studied. Container
dynamics at the dropping point as well as influence of the initial conditions on the flight parameters
near the impact point were evaluated. Container was considered as a rigid object having six degrees of
freedom. Exemplary numerical calculations were performed. It was found that the small divergence from
the assumed dropping conditions lead to the significant deviasion of the impact point.

Praca zostala zlozona w Redakcji 2 lutego 1983 roku
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BADANIE STATECZNOSCI SAMOLOTU W USTALONYM KORKOCIAGU

WOICIECH BLAJER
Wyisza Szkola Iniynierska

1. Wstep

W pracy przedstawiono metod¢ badania statecznosci ruchu samolotu w ustalonym
korkociggu. Samolot traktowano jako sztywny uklad mechaniczny o szesciu stopniach
swobody. Badano stateczno$¢ polozenia réwnowagi samolotu w korkociggu o osi piono-
wej wzgledem ziemi dla ustalonej wysokoéei i przy ustalonych parametrach sterowania.

Niniejsza praca stanowi rozwinigcie pracy [3], podejmujacej zagadnienie wyznaczania
warunkoéw réwnowagi ustalonego korkociggu samolotu. Stan lotu samolotu w korkociggu
ustalonym stanowi baz¢ wyjsciowa przedstawionej mctody badania statecznosci polozenia
réwnowagi.

Roéwnania do badania statecznoécei ruchu samolotu w korkociggu ustalonym otrzymano
z ogdblnych réwnan ruchu samolotu wyrazonych w quasi-wspotrzednych ukladu wiasnego
[2, 3, 6], wyprowadzonych z réwnan Boltzmana-Hamela [S] dla ukladéw mechanicznych
o wigzach holonomicznych. Réwnania te uzupelniono niezbednymi zwiazkami kinema-
tycznymi.

Matematyczng strong¢ zagadnienia oparto na pracy [4]. Ograniczono si¢ do wyznaczania
wartosci wlasnych macierzy Jacobiego ukiadu réwnan ruchu samolotu, okreslonej w punk-
cie rownowagi korkociggu. Za warunek statecznosci przyjeto ujemne wartosci rzeczywiste
wszystkich wartosci wlasnych macierzy Jacobiego.

Oddzialywania zewnetrzne dzialajagce na samolot w locie rozpatrywano analogicznie
jak w pracach [2, 3, 6]. Sa oddzialywania aerodynamiczne, od zespolu napedowego i od
sity cigzkosci. Oddzialywania aerodynamiczne liczono rozdzielajgc je na pochodzace od
skrzydla, kadluba i usterzen poziomego i pionowego. Skrzydio zostalo dodatkowo roz-
dzielone na N = 20 paskéw. Uwzglednienie lokalnych warunkéw optywu poszczegélnych
paskow skrzydia i usterzen pozwolilo na przyblizone uwzglednienie wplywu predkosci
katowych samolotu na sily i momenty aerodynamiczne. Uwzgledniono tez wplyw poszcze-
gblnych cz¢sci samolotu wzajemnie na siebie.

Obliczenia przykladowe przeprowadzono dla przypadku samolotu TS-11 ,,Iskra”
wedhug wlasnych programéw w Osrodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej. Wy-
korzystano cz¢s¢ oprogramowania uzytego poprzednio do obliczen w pracach [3, 6].
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2. Zalozenia matematyczne

Rozwazmy uklad réwnan rézniczkowych o postaci normalnej. Zalézmy dodatkowo,
2e jest to ukiad autonomiczny, tzn. réwnania nie zalezg jawnie od czasu. Uklad taki mozna
zapisal w postaci [4]:

dY

& = F, M
gdzie: Y = col[y,, s, ..., ¥al, @ wektor prawych stron F(Y) = col[f1(Y), /2(Y), ..., /u(Y)]
ma ciaggle drugie pochodne w pewnym obszarze ||Y|| < H, H— stala. Jesli

F(Yo) =0, gdzie ||Yoll < H, ©))

to wektor Y = Y, wyznacza stan réwnowagi ukladu (1).
W polozeniu Y = Y,+Y, gdzie Y oznacza wektor malego wychylenia z poloZenia
rownowagi, rownanie (1) przeksztalca si¢ do postaci:
dX
5 = AX+0(IXI), ©
gdzie: A = F'(Y,) — macierz Jacobiego okreslona w polozeniu réwnowagi, 0(]|Y[]) —
reszta z rozwinigcia funkeji F(Y) w szereg Taylora wokét punktu Y.
Poniewaz z ciagtosci drugich pochodnych funkcji F(Y) wynika ciagtosé 0(]|Y||) w za-
tozonym obszarze oraz poniewaz:

—oIXID
lim WD _ g 4
lim =] @

réwnanie (3) jest rownaniem quasi-liniowym i ma jedyne rozwigzanie zerowe X = 0.

Dla réwnania quasi-liniowego (3), korespondujacego z réwnaniem (1) wg powyzZszych
zaleznodci, stuszne jest twierdzenie (wg twierdzenia Lapunowa) o nastepujacej tresci.
Jesli wszystkie wartosci wiasne macierzy Jacobiego F’'(Y,) maja ujemne czesci rzeczywiste,
to stan réwnowagi Y = Y, nieliniowego ukiadu autonomicznego (1) jest asymptotycznie
stateczny w sensie Lapunowa przy ¢ —» .

3. Réwnania do badania statecznosci poloZenia réwnowagi samolotu w ustalonym
korkociagu

Zgodnie z pracami [l, 2, 3, 6] przyjeto nastgpujace rownania ruchu samolotu:

5 l N . . L
T = _—— =8 A ()— Y
£ s V.cosf [~ (Xa+Tcosd—mgsinb)sina+(Z,— Tsin o+

+mgcosPcosf)cosa]+Q — (Rsina+ Pcosa)tgf, (a)

: 1 i . .
B = =y [—(Xa+ Tcos 6 —mgsinf)cosasinf + (Y, + mgsinDcos6)cos f+

— (Z,— Tsin 8+ mgcosDcosb)sinasinf]— Rcosa+ Psina, (b)
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1

VIV, = g7 [(X,+ Tcos 6 —mgsinf)cosacosf+ (Y, + mgsin@cosb)sinf+
+(Z,— Tsin 0+ mgcosPcos)sinacosf], (c)
P = K[ﬂ 42 (Na—Jon)+K4PQ~KsQR], G
1 x z (5)
Q= (Mo +Te+Jo Ro)+ Ks PR— K (P* = R?), (e)
"
. K, 1
R=K -7—La+ 7 (N,—JoQw)+ K, PQ—KsQR|, (f)
& = P+ (Qsin®+ ReosP)tgd, . (8
6 = Qcos®P—Rsin®, (h)

gdzie: [X,, Y,, Z,, L., M,, N,] — wektor sit uogolnionych od oddziatlywan aerodynamicz-
nych, T —- sila ciagu, d — kat pomiedzy linia dzialania sity ciggu i osia Ox ukfadu wlasnego
samolotu, J, — moment bezwladnosci czgéci wirujacych silnika, o -— predkosé katowa
obrotu silnika, «, # — katy natarcia i §lizgu, m — masa samolotu, ¥, — predkos¢ liniowa,
P, O, R — predkosci katowe przechylenia, pochylenia, i odchylania, @ — kat przechy-
lenia, 8 — kat pochylenia samolotu, K, K/, ..., Kg — wspolczynniki o poniZszej postaci,
Je. Iy Jz, Jo: — momenty bezwladnosci i dewiacyjny samolotu w ukladzie wlasnym.

= 1_1_13, L K= K-
JoJ,
o=t K- (,_ J_y_;_z_fx_)_fiz, ko= Tk
S e+ a2
i s

Oznaczajac:
Yi="colla, B, Vela O, B.D, U1, ©6)
F(Y) = col[&, B, V./V.. P,Q, R, &, 6].

Uktad réwnan rozniczkowych (5) sprowadzamy do postaci:

Y = F(Y). (7

Zgodnie z trescig rozdzialu 2, przy badaniu statecznosci samolotu w poloZeniu réwno-
wagi Y,, zamiast réwnania (7) wystarczy rozpatrywaé statecznos$¢ rownania zlinearyzo-
wanego:

X = A(Y,) - X, (8)
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gdzie: X — wektor matego wychylenia z polozenia réwnowagi, A — macierz Jacobiego
uktadu (7) okreslona w punkcie rownowagi X wg wzoru (9).

Oa 0¥ o0&
oo 0 T a0
B o B
A=|0c ap =~ a0 | ©®
b e o
| 00 98 T a0 |

Wzory na li¢zenie wspéiczynnikéw macierzy A przytoczono w pracy [2]. We wzorach
tych wystepuja pochodne sit i momentow aerodynamicznych wzgledem «, 8, V., P, Q, R,
okres$lone w punkcie rownowagi. Jest to macierz B o postaci:

" ox, ox, ox,
oo 98 7 ©OR
oY, oY, 2y,
B=) o« o8 =~ ©oR | (10)
2N, @N, 2N,
| B 2f u-i - BR |

Wyznaczenie elementéw macierzy A wymaga uprzedniego wyznaczenia elementéw
macierzy B. W pracy elementy macierzy B liczono przy pomocy maszyny cyfrowej, jako
ilorazy réznicowe wzgledem kolejnych zmiennych, rozwinigte woké! punktu rownowagi.
Sposéb ten zaprezentowany jest na rys. 1.

[ t(x‘OIXZOI"‘ Xjoemo 1 Xpg )

punkt réwnowagi

|
|
Y |
] ¥ |
| | |
| | I
t | |
' ! 1
! | |
l 1 i
! | |
| | I
| 1 I
11 | | 18
X~ 7 B X0 xmo%t\xl
of e AT L f(xm-XZO.--».xx‘%Axi.»»-.xno)“flxlﬁlx’ﬂ.--».xl'%Axl-»-»-xno)
ox|lg, BN ax;

Rys. 1. Przyblizona metoda liczenia pochodnych funkgji wielu zmiennych
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Warunek posiadania drugich pochodnych ciaglych przez funkcje F(Y) naklada ten
sam warunek na przebiegi funkcji sit i momentéw aerodynamicznych. Narzuca to odpo-

wiednie wymagania na przebiegi danych aerodynamicznych przyjmowanych do obliczen.
) Macierz B jest innymi slowy macierza pochodnych aerodynamicznych samolotu okre-
§lonych w punkcie réwnowagi. Nadkrytyczne katy natarcia, niesymetryczny optyw, duze
predkosci katowe obrotu samolotu wykluczajg mozliwosé liczenia tych pochodnych klasycz-
nymi metodami spotykanymi w mechanice lotu.

- 4, Obliczenia przykladowe

Obliczenia przykladowe dla samolotu TS-11 ,,Iskra” wykonano wedlug wlasnych pro-
graméw w jezyku FORTRAN w Ofrodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej. Do
obliczenn wykorzystane byly wyniki pracy [3], podejmujacej si¢ wyznaczania parametrow
ustalonego korkociagu samolotu. Program na potrzeby niniejszej pracy byl w zasadzie
rozszerzeniem programu liczacego warunki réwnowagi samolotu w korkociagu. Wartosci
wlasne macierzy A, stanowiace wyniki obliczen, uzyskiwane byly przy uzyciu standardo-

~ wych procedur systemu CYBER 73. ’

Wybrane warianty obliczen zaprezentowano w tablicy 1. Ograniczono si¢ przy tym tylko
do prezentacji obliczen dla réznych przypadkdw sterowania. Kazda wersja rézni si¢ od
podstawowej (std) tylko zmiana wyszczegdlniong w pierwszej kolumnie tablicy. Dane
masowe, geometryczne i acrodynamiczne samolotu sa we wszystkich przypadkach jednako-
we i przyjete jak w pracach [2, 3, 6]. W wersji std dane sterowania samolotem przyjeto
nastgpujaco: '

0y = —20° 46, =20° 4, =0°

T i w— parametry biegu jalowego.

5. Whnioski wynikajace z pracy

Uzyskane wyniki §wiadcza, Ze ruch samolotu w ustalonym korkociagu jest niestateczny
we wszystkich prezentowanych przypadkach. Decyduja o tym dodatnie wartoséci czesci
rzeczywistych wartosci wlasnych &, ,.

Uznajac, ze wigksza wartoé¢ dodatnia Re(&, ,) oznacza silniejsza niestateczno$é po-
fozenia réwnowagi, stwierdzi¢ mozna, Ze najsilniejsza niestateczno$¢ stwierdzono dla
0y = —13° najmniejsza dla 6y = —30°. Zmiany wartoéci wychylenia steru wysokosci
wplywaja tez na zmiany wartosci Re (&, ,) silniej niz analogiczne zmiany warto$ci wychy-
lenia steru kicrunku.

Stwierdzenie niestatecznosci ruchu samolotu w ustalonym korkociagu $wiadczy, ze
w rzeczywistosci samolot w ruchu niesterowanym nigdy nie osiggnie tego stanu lotu.
W ruchu rzeczywistym samolot bgdzic oscylowaé wokét polozenia réwnowagi.

Wyniki metody sa trudne do oszacowania ilo$ciowego. Stwierdzenie niestatecznosci
(lub statecznosci) nie wnosi tez wielu informacji o wlasnosciach korkociagowych samolotu.
Rozbudowany aparat matematczny, skomplikowane wzory na liczenie wspélczynnikéw

9 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84



450 W. BLAJER

Tablica 1
; ‘ Parametry punktu réwnowagi ‘
Zm'any' a(deg),  P(deg) | Wartoéci
parametrow
sterowania Ve(m/s),  £(1]s) wlasne
; D(deg),  O(deg)
| E1,2 = 0,452+3,673i
a =386 f = -30 E3,0 = —0,116+2,679i
std V. =688, =254 | £5,6 = —0,186+1,562i
D = 1,0, O = -51,3 I &, = -0,803, & = —0,005
! &,z = 0,346+ 3,381i
a = 46)67 ﬁ . _2,8 53.4 = _0,120i2,446l
dy = 30° Ve =625 £2=232 Es,6 = —0,497+1,559i
i b =05, 0 = —43,4 | &, = —0,318, & = —0,006
| | &,.2 = 0,438 14,0551
a =325 f=-22 &3, = —0,098 +3,143i
dy = 10° Ve=19,5 =304 Es.6 = —0,144+1,540i
b =52, 0= -572 | &, = —0,668, &5 = —0,006
E1,2 =0,217+3,472i
«a =388, f=-28 e = —0,129£2,615i
oy = —30° Ve=1695 02=227 Es,6 = —0,309+ 1,619i
® = 1,8, 0 = =511 & = —0,533, &= —0,005
&2 = 0,491 43,5931
% =393 f=-31 £3,4 = —0,106%2,392i
Oy = —13° Ve =618, £ =2,66 &s,6 = —0,31841,547i
® =05 0 =-506 | &= —0,702, & = —0,005

macierzy Jacobiego [2] i ostre wymagania co do cigglosci drugich ciaglodci wspotezynnikéw
sit i momentéw aerodynamicznych samolotu przyjmowanych do obliczes, sprawiaja, Ze
w zastosowaniach technicznych wartosé uzyskiwanych wynikéw obliczen moze okazaé
si¢ niewspotmierna do nakladéw pracy.
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Pesome

HCIIBITAHUS YVCTOMUMBOCTU CAMOJIETA BO BPEMS YCTAHOBHBUIETOCSA
ITTOIIOPA

IlpencraBieHO METON MCMBITAHHA YCTOHUMBOCTH JBHXKEHHMA CAMOJIETA BO BPEMs YCTAHOBHBILETOCH
wironopa. CaMoMNET NIPHHATO KaK »KECTKOE TEJIO C LUECTHIO CTENEHAMH CBoGOAbI. Bhruncnenna cBejgeno
K OnpefesIeHHIO COOCTBEHHbIX 3HAUeHMIT 1 COOCTBEHHBIX BEKTOPOB MaTpHIM SIKo6H CHCTEMBI ypaBHEHHH
[BH)XEHHNA B TOUKE paBHOBecus. IIpuBeeHbl BLIUMCIIEHHA COeNIaHO AnA camonéra TS-11 ,,Iskra’™.

Summary

A STUDY OF AIRPLANE MOTION STABILITY IN STEADY SPIN

A method investigating stability of an airplane motion in steady spin is presented. An airplane has been
treated as a rigid body having six degrees of freedom. The method corresponds to examining eigenvalues
of Jakobian matrix of the system of motion equations, defined at the equilibrium point. Test calculations
have been carried out for Polish training airplane TS-11 ,,Iskra”.

Praca zostala zlozona w Redakcji 2 lutego 1983 roku
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Politechnika Warszawska

1. Przeznaczenie korektora

Sztuczny horyzont stluzy do okreflania przestrzennego potoZenia samolotu wzgledem
plaszczyzny horyzentu. Zasadniczym elementem sztucznego horyzontu jest zyroskop
o dwéch stopniach swobody (przy pominigciu ruchu obrotowego wirnika Zyroskopu),
ktorego o§ jest osig odniesienia. Kierunek tej osi powinien byé zgodny z kierunkiem pio-
nowym w danym punkcie ziemi (pion lokalny). Zyroskop nie jest jednak w stanie utrzy-
ma¢ swej osi glownej na kierunku lokalnego pionu z powodu precesji wywolanej tarciem
w lozyskach ramki oraz dlatego, Ze kierunek ten zmienia swe polozenie wzgledem ukladu
inercjalnego podczas ruchu samolotu na skutek krzywizny powierzchni ziemi. ToteZ nie-
zbednym wyposazeniem kazdego Zyroskopu sztucznego horyzontu jest korektor pionu
wymuszajacy zgodnos$¢ osi zyroskopu z kierunkiem pionowym.

Na rys. la przedstawiono schematycznie Zyroskop, ktérego os jest odchylona od kie-
runku pionowego o kat ©#. Zadaniem korektora jest wymuszenie ruchu zyroskopu w kie-
runku pokrycia si¢ osi zyroskopu 0, z osia oz réwnolegla do wektora g natgZenia pola
grawitacyjnego. Ruch ten moze by¢ opisany kinematycznie torem dowolnego punktu osi
zyroskopu o, (réznego od punktu O — $rodka ruchu kulistego. zyroskopu), np. punktem
okre$lajacym koniec wektora H momentu pedu.

Dla optymalnej korekcji tor powinien leze¢ w plaszczyznie wyznaczonej przez o$
Zyroskopu O, i o$ wektora H. Na podstawie tzw. elementarnej teorii Zyroskopu mozna
powiedzieé, ze aby taki ruch nastepowal, na Zzyroskop musi dziala¢é moment zewngtrzny
o kierunku stale prostopadtym do wektora H momentu pedu, lezacy réwniez w plaszczyZnie
I1,, (rys. 1b). Predkos$é opisanego powyzej ruchu precesyjnego jest $cisle zalezna od mo-
dutu wektora momentu. Oczywistg jest rzecza, ze dla ¢ = 0 moment ten powinien zanikag.
Wynika stad bezpodrednio, Ze zadaniem korektora jest wykrycie odchylenia osi Zyroskopu
od kierunku pionowego i wytworzenie momentu o odpowiednim zwrocie i module — wy-

muszajacego precesje Zyroskopu na kierunek pionowy. Moment ten nazywany jest mo-
mentem korekcyjnym.
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a)
tor optymalny.
X
y
b) z z
M
M, :
H,
K H,
1 1’2
\ y \/ y
9 { g
Rys. 1

2. Opis konstrukcji korektora jednokulkowego

Jednym z prostszych konstrukcyjnie rozwigzan korektora pionu sztucznego horyzontu
jest, opatentowany w roku 1974 w ZSRR, korektor jednokulkowy o oznaczeniu Z.F.
Catkowity brak w literaturze fachowej opisu zjawisk dynamicznych zachodzacych podczas
dzialania tego typu korektora uniemozliwial dotad zastosowanie go w wytwarzanych przez
przemyslt krajowy sztucznych horyzontach. Niniejsza praca, ktérej podjecie zostalo za-
inicjowane sugestiami kierownictwa jednego z krajowych biur konstrukcyjnych przemyshu
lotniczego, stwarza mozliwosci zaprojektowania korektora, ktory dzieki swej malej masie
i prostej konstrukcji jest szczegélnie predystynowany do wykorzystania w sztucznych
horyzontach matych samolotéw i szybowcéw, tak licznie wytwarzanych przez krajowy
przemyst lotniczy.

Szczeg6ly konstrukcyjne korektora jednokulkowego sa przedstawione na rys. 2. Kulka
1 umieszczona jest wewnatrz rowka prowadnicy 2 stanowigcej gérng cze$¢ ruchomego
korpusu 8. Kulka spoczywa na wklgslej (promied krzywizny S) powierzchni biezni 3
zwiazane) sztywno z ramka 4 Zzyroskopu. Korpus 8 utozyskowany jest na ramce przy po-
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L
[
S S
x|
/qbi iA 1 3
6 AARNAVAN ALV ARARARANRNN
e / VAR
hLJ et

Rys. 2

mocy lozyska 7 i napedzany przez zyroskop za posrednictwem wielostopniowej przekladni
z¢batej 6.

3. Analiza dynamiczna jednokulkowego korektora pionu

3.1. Zalozenla wstepne. Opis ukladu zostal wykonany w inercjalnym ukladzie odniesie-
nia. Odpowiada to sytuacjom, w ktorych samolot wraz z zamontowanym na nim sztucz-
nym horyzontem porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, lub tez, gdy badamy
zachowanie si¢ sztucznego horyzontu z korektorem w warunkach laboratoryjnych. Sg
to zatem te wszystkie przypadki, w ktorych pion pozorny pokrywa si¢ z pionem rzeczy-
wistym (kicrunkiem g). Zalozono dalej, ze 0§ Zyroskopu sztucznego horyzontu wychylona
jest o staly kat od kierunku pionowego. Dla takiej sytuacji napisane sa réwnania ruchu
kulki oraz dyskusja i obliczenia momentu korekcyjnego.

Wreszcie jezeli chodzi o dynamike zyroskopu, oparto si¢ na tzw. przybliZzonej teorii
zjawisk zyroskopowych (1) i (2). Wszystkie wzory zawarte w pracy s3 typu wielkosciowego.
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3.2. Uklady wspélrzednych. Przy opisie ukladu zostaly wykorzystane trzy nieruchome
uktady wspétrzednych (odniesienia): prostokatny Oxzy, prostokatny O'&nl, sferyczny
0S'0¢ (dla §” = const) oraz ruchomy ukiad Q’po lezacy stale w plaszczyZznie IT&n (rys. 3).

Uklad Ouxyz jest zwigzany z polem grawitacyjnym, a ujemny zwrot osi Oz jest rowno-
legty do wektora pola grawitacyjnego {’. Uklad O&n( jest zwiazany z obudowa zyroskopu
(ramka wewngtrzng), a 0§ O’¢ jest rownolegla do wektora momentu pedu H Zyroskopu.

Rys. 3

Punkt O ukladu Oxyz pokrywa si¢ ze Srodkiem ruchu kulistego zyroskopu (z punktem
przecigcia si¢ osi ramek zawieszenia kardanowego Zyroskopu). Osie O i Oz przecinaja
si¢ ze soba w punkcie O tworzac kat &. Punkt O’ jest oddalony od punktu O o odlegtosé
R+d[2 (por. rys. 2). Ruchomy ukliad O’go jest zwiazany z korpusem 8 (rys. 2), a 0§ O’p
Jjest rownolegla do osi podluznej rowka prowadnicy 2 (rys. 2).

Powierzchnia sferyczna X stanowi miejsce geometryczne mozliwych polozen $rodka
kulki. Chwilowe poloZenie srodka kulki opisuje w uktadzie XYZ wektor r, ktéry moze
by¢ przedstawiony w postaci sumy (skladniki sumy zostana objasnione pézniej):

r=R+h+p. 0))

W ukladzie sferycznym potozenie to okreflone jest jednoznacznie przez katy 6, ¢ (S’ =
= const). '

Kat 4 jest katem pomigdzy ujemnym zwrotem osi O’¢ a wektorem wodzacym S’ §rodka
kulki poprowadzonym ze §rodka krzywizny Q powierzchni sferycznej 2. Kat ¢ jest katem
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pomiedzy osig O’& a osig O’g. Pochodna czasowa kata ¢ jest réwna predkosei katowej,
z jaka obraca si¢ korpus z prowadnica 2 (rys. 2):
¢ = w = const. 2
Roéwnanie (2) naklada wigzy na wspélrzedna ¢. Zatem przy zaloZeniu, Ze kulka toczy si¢
po biezni bez poélizgu, ma ona jeden stopienn swobody, odpowiadajacy wspoirzednej 6.
Przed przystapieniem do dalszej analizy nalezy okreslié zwiazki migdzy wersorami
ukladéw OXYZ, O’&nl i Ogo. Zwiazki te zostaly wyznaczone na podstawie rys. 4:

1; = 1ycos?—1,sind, ‘ 3
171 = —1y, (4)
1, = 1ysind+1zcosd, )
1, = Izcosp+1;sing, 6)

a po podstawieniu (3) i (4) do (6) otrzymamy:
1, = —1ysinp+1ycosdcosp—1;sindcosg. @)

1,zcoscp
g £
1o A sing
T,
19
1 7 12
Te
15_, 1§cosq7 D
i 1y sind ;
1nsinq‘ 127
B3 1 1,c0s ) T,
(4 1
: My - ,
-1, sint
2
1 cosid

Rys. 4
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Podobnie:
1, = 1,cosp—1,sing, (8)
1 = 1ycosp—1ycosdsing+1;sindsing. ©
Jak to wykazano we wzorze (1), wektor r mozna przedstawi¢ jako sumg wektorow
R’, h i p, gdzie:

2

3.3. Kinematyka ukladu. Aby wyrazi¢ poloZenie §rodka kulki (okres$lone przez wektor r)
przy pomocy zmiennych & i ¢, co bedzZie potrzebne do wyznaczenia funkcji opisujace;
energie kulki, nalezy dokona¢ podanych dalej przeksztalcen. Podstawiajac (5) do (6)
otrzymano nastgpujacy zwiazek:

R = lc(R+ i). 0

. d
R = ly(R+i21—)Sln’l9+lz(R+7)COS’l9. (1)
. , d = .
Wprowadzajac do (11) R = R+ 5 otrzymano ostatecznie:
R’ = 1y R'sin®+1, R’cos?. (12)
Na podstawie rys. 5 mozna napisaé:
h =1,(8"-Scosd) = 15’(1 —cos9), (13)
; . d g
gdzie: §' = 5—7.
4
Mot o

Rys. §
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Po wstawieniu (5) do (13) otrzymamy:

h = 1,S( —cosd)sin?+1,5'(1 —cosd)cos?d (14)

oraz
e=1,5sind (15
o — S’sind (16)

a po podstawieniu w miejsce 1, wyrazenia (7)
p = —1xS’sindsinp+1yS’sindcosdcosp—1;S'sindsindcosg. a7

Po podstawieniu do (1) zwigzkéw (11), (14) i (17) otrzymano ostateczna postaé wyrazenia
okreslajgcego wektor r:

r= —1,S'sindsing+1y[R'sind+S5'(1 —cos d)sind + S’sin dcos Fcos ¢] +
+1z[R'cos?+S'(1 —cos §)cos? — S’sin dsindcos ¢]. (18)
Predkos¢ srodka kulki moze by¢ wyznaczona przez zréZniczkowanie wzglgdem czasu
wyrazenia (18). Latwiej jednak jest t¢ predkosé (a wlasciwie jej modul) wyrazié bezposrednio
przez pochodne wspdlrzgdne ukladu sferycznego.
Predkos¢ srodka kulki veyy mozna przedstawié w postaci sumy:
Yem = Vet Ve, (19)
gdzie:
v, — predkos$¢ $rodka kulki wzglgdem ukladu O,
v, — predkos¢ unoszenia.
Korzystajac z rys. 6 napiszemy:

v, = §x 85 ma zwrot przeciwny do osi O’c (por. rys. 3)  (20)

v,| = -8 21
oraz .
V., =wXp, (22)
Vel = - p, (23)
Poniewaz v, | v,. wigc
veul = V?g?+ 82572, (24)
Vey = w2p? + 62572, (25)

Przy wyznaczaniu bezwzglednej chwilowej predkosci katowej kulki zakladamy, ze pred-
kos$¢ katowa kulki wzgledem ukladu pol jest stale réwnolegla do osi O’e. Po przyjeciu
tego zaloZenia otrzymujemy:

We = W +w. (20)

Zgodnie z powyzszym zatoZeniem @ ma zwrot osi O'c. Dla wyznaczenia w; postuzymy
si¢ rownaniem
v, = 05, (27

z drugiej za$ strony

v, = (Uk'—z— 5 (28)
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Wy,
o]
vf“)*g 1
(&4 Q
%
Y
&
Rys. 6
czyli
55" = s 29)
Stad
Dp
= —4S". 0
Wobec tego, Ze w; 1 w, mozna napisaé:
w? = %32S'+w2. 31)

3.4. Energla ukladu. Rownanie (18) pozwala okresli¢ z-towa sktadows polozenia srodka
kulki wzgledem ukladu OXYZ:

r. = 1.[R'cos 0+ S'(1—cos d)cos?— S’sinasindcos ¢], (32)
r; = R'cos?+8’(1—cosd)cos?— S’sin dsindcos . (33)
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Oznaczmy przez V energi¢ potencjalng kulki i przyjmijmy jej zerowa wartosé dla r, =
= cosIR’
, Vire = cosory = 0.
Bedzie wtedy
V = mg[S'(1 —cos d)cos?— S'sin dsindcos ¢], (349
gdzie: -
m — masa kulki,
g — natg¢Zenie pola grawitacyjnego.
Energi¢ kinetyczna mozna wyznaczyé mastgpujaco:
1

1
= —2—mv2CM+ TICMQ)%‘ (35)

gdzie:

E — energia kinetyczna,

Icy — moment bezwladnosci kulki wzglegdem osi przechodzacej przez srodek, Iy =
= 0,1 md>.

Po podstawieniu do (35), (25) i (31) otrzymamy:

7 . |
E = —;—mw292+1—0m625'2+%md2w2. (36)
A podstawiajac (16) do (36) otrzymamy ostatecznie:
: 7 .
E = —;—msz’zsmzé + WmtSZS’2 & 710—md2. €]

Po zalozeniu, ze dla é przyjetej jako wspéirzedna uogdlniona nie wystgpuja sity niepoten-
cjalne (Q, = 0), a wigc ze ruch kulki wzgledem prowadnicy jest ruchem niettumionym,
réownanie Lagrange’a II rodzaju opisujace uklad przybierze nastg¢pujaca postaé:

dt (aé a6 96 : 38
Wyznaczmy poszczegblne skladniki (38)
EE_ = —7_mS’28:
20 5
d | O0E 7 “ :
—| —=| = —mS’2},
dt ( 70 ) 5 (39)
gg: = mw2S’%sin dcos 4, (40)
) 4 T . '
e mg[S’sin dcos ¥ — S’cos dsindcos ). (41)
Po wstawieniu (39), (40), (41) do (38) otrzymamy ostatecznie
7

—S—mS’ZES'—meS’Zsin dcos d+mgS'sin dcos? —mgS’cos dsindcosg = 0. 42)

Jest to réwnanie ruchu kulki $ciste, przy wszystkich dotychczasowych zalozeniach.
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Obecnie, dla uwzglednienia rozproszenia energii, zalézmy, ze ruch kulki ttumiony
jest sila proporcjonalng do prgdkosci $rodka kulki wzgledem zabieraka-prowadnicy. Réw-
nanie (42) wzbogaci si¢ wtedy o sktadnik vS’8. Wspoélczynnik v charakteryzuje intensyw-
no$¢ thumienia:

7 . ] )
S-mS'lé—mwlS'lsin dcosd+mgS'sindcosd —mg S'cos dsindcosp+»S'd = 0.
Poniewaz ¢ = !, moZzemy wigc napisac:

—gva'26+vS’6+mw’S’zsm dcosd+mgS’sindcos? = mgS’cos dsindcos(wt). (43)

Dla uproszczenia dalszej analizy réwnanie (43) zlinearyzujemy w otoczeniu punktu é = 0.
Otrzymamy:

; mS'20+vS8'8—mw?S'2d + mgS'cosd = mg S’sindcos(wi), (44)

%mS'25'+vS'5 +mS’(gcos?—w?S8’)d = mgS'sindcos(wt). (45)

Dla uproszczenia postaci réwnania wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

I= -;—mS’l,

b =S,

k = mS'(gcos®—w?S"),
M= mg S’sin?.

Po ich podstawieniu do réwnania (45) otrzymamy:
8466+ kd = Mcoswt, , (46)

Jest to liniowe réwnanie réZzniczkowe o stalych wspélczynnikach. Rozwigzanie jego mozna
przedstawi¢ w postaci sumy rozwiazan opisujacych ruch wymuszony i ruch swobodny.
Aby ruch swobodny, a zatem i wypadkowy, byl ruchem nierozbieznym, musi byé¢ spetnio-
ny warunek:

k>0
Stad wynika, Ze
R 4L L
af =
A zakladajac
i
ﬁmnx = ’4
otrzymamy warunek w postaci:
w? < BV2 (47)
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Dla k > 0 skiadowa opisujaca ruch swobodny, ze wzgledu na tlumienie, po uptywie czasu
réwnego kilku statym czasowym zmniejsza si¢ do zera. Dlatego tez w rozwiazaniu uwzgled-
niamy tylko skiadowg wymuszong.
Rozwigzaniem (46) bedzie:
d = d,cos(wt+y), (48)
gdzie: d, — amplituda; p — kat przesunigcia fazowego,
—Io?*+jbor+k |

R
# — T +jpor+k |

6m =

lub w postaci rzeczywistej:

- M
l/@—iwz)2+(’i)w)2 0

O = (49)

—arctg .—bﬁi—— : (50)

o k—Iw?

Efekt korekcji bedzie maksymalny dla kata przesunigcia fazowego y = —; 1 zerowy

dla y = 0 lub p = —n. Warunek ten pozwala wyznaczy¢ predkos$¢ katowa o, z jaka
powinna by¢ napgdzana prowadnica 2 (rys. 2):

L bw
— — = —arctg ———,
2 k— Iw?
czyli
k-lw? =0,
w? = »5,
1

a po podstawieniu uprzednio przyjetych oznaczen:

S gcosd
3 —medi SO
g A - Gh

Poniewaz ukiad jako calo$¢ pracuje w otoczeniu (6 = 0) i spetnia warunek okreslony
przez nieréwno$¢ (47), mozna przyjaé:

5 g
12 §°
W dalszym ciggu t¢ wlasnie wartoéé czgstotliwosci bedziemy oznaczali w, (pulsacja re-
Zonansowa).

3.5. Trajektorla kulkl. Amplituda 4,, dla w = w, wyniesie:

w X

(52)

m(r — (53)
@ bw, S g y
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Rozwigzanie (53) dla w = w, przybierze nastgpujacg postac:
d = 6,"(,.)008(60,.[-{-1)0,.),

12 S Esmﬂcos(wt n),
v 2

§ =

d = ]/Ei ES]D’&SID(&) 1).

Oznaczmy:
12 S mg .
A=Y s P
wtedy: _
6 = Asindsin(w, ). (55)

Wstawiajac (55) do (18) otrzymamy wektorowe réwnanie trajektorii srodka kulki w ukla-
dzie OXYZ. Trajektoria ta jest krzywa lezaca na powierzchni sferycznej 2.
Przeanalizujemy teraz, jak przedstawia si¢ rownanie trajektorii $rodka kulki w ukta-
dzie O'énl, a wiasciwie, przy pominigciu sktadowej h, w plaszczyznie O’&n (rzut trajek-
torii na plaszczyzng O’&n). _
W plaszczyZnie O’&n polozenie $rodka rzutu kulki opisane jest wektorem g (16), a w
przyblizeniu (por. rys. 5)
: p=1,59. (56)

Modut wektora p jest okreslony nastgpujaco:
le] = S'6 = S’Asindsin(w, ?).
Trajektoria srodka kulki w plaszczyZznie O'£6 dana jest réwnaniami parametrycznymi:

¢ = o,
o = S’Asindsin(w, ).

Po wyrugowaniu ¢ otrzymamy:

= S’Asindsing. (57
Réwnanie to mozemy napisaé w postaci:
T gdaly _e
S = S 4sind D’ 84
Jest to biegunowe réwnanie rodziny okregéw o Srednicy D = S’Asin?$ zaleznej od kata

d (rys. 7).

3.6. Wyznaczenle momentu korekcyjnego. W ponizszych obliczeniach zakladamy, Ze Zy-
roskop jest catkowicie wywazony dynamicznie i ze uklady: Zyroskop-ramka wewnetrzna
(obudowa) oraz zyroskop-ramka wewngtrzna-ramka zewngtrzna sg idealnie wywazone
statycznie wzgledem Srodka ruchu kulistego Zyroskopu (zyroskop astatyczny). Wynika
stad, Ze jedynym Zrédlem niewywazenia bedzie przemieszczanie si¢ kulki (J rys. 2) ko-
rektora.

Na kulke (w ukladzie inercjalnym, np. OXYZ) dzialaja sily: cigzkosci i reakcje prowa-
dzacej oraz bocznej powierzchni zabieraka. Zalézmy, Ze boczne powierzchnie zabieraka-
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prowadnicy sa réwnolegle do osi Zyroskopu, a co za tym idzie, reakcja kulki na powierzch-
ni¢ boczna zabieraka jest prostopadla do tej osi. Moment tej reakcji wzgledem punktu O
($rodek ruchu kulistego zyroskopu) jest wektorem lezacym na osi momentu pedu Zyro-
skopu (osi zyroskopu) i jako taki nie moze zmieni¢ kierunku wektora momentu pedu.
Stanowi on natomiast dodatkowe obciaZenie silnika zyroskopu.

Ui
e
9
e=|¢l
3
simp:%
D
9 U
¢
Q
é
Rys.'7

Moment korekcyjny (moment powodujacy precesje osi Zyroskopu na kierunek piono-
wy) bedzie zatem momentem reakcji kulki na powierzchni¢ prowadzaca (biezni¢ 3, rys. 2).
Reakcja ta jest suma reakcji statycznej i dynamicznej. Poniewaz skladowa przyspieszenia
kulki réwnolegla do osi Of mozna pominaé, zatem réwniez sktadowa dynamiczng wyzej
wspomnianej reakcji pominiemy w dalszych obliczeniach.

Statyczna skladowa tej reakcji jest rowna skladowej sily ciezkosci réwnoleglej do osi
O¢ (rys. 8):

P = G, = —1,mgcos?. (59)
Moment chwilowy tej sity wzgledem punktu O wyniesie:
M, =r(t)xP (60)
a poniewaz [R’+h]l|0¢ (rys. 3), wigc:
Mo(t) = p(2) x P. (61)

Podstawiajac (56) i (59) do (61) otrzymamy:

Mo (1) = [1,8°0(t)] x [— Imgcos ],

6
M,(t) = 1,56(t)mgcos?, (62)

10 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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Rys. 8
e
a podstawiwszy (55):
Mo (1) = 1,5 mgAsin®A4sindsin(w, 1) (63)
oraz
My (2)] = —;—S’mgA sin2dsin(w, t). (64)

Aby wyrazi¢ M,y(¢) w ukladzie nieruchomym, podstawiamy (8) do (63):
M,(1) = [—lesin(w,t)+lncos(a),t)]%S'ngsim?sin(w,t),
a po przeksztatceniu

My(?) = —le%—S'mgA sin219[1—cos(2w,t)]+1,,%5'mg,4 sin2dsinRw, ?) 65)
Roéwnanie (65) przedstawia rozktad chwilowego momentu korekcyjnego na sum¢ momen-
tow wzgledem osi 0’6 1 O'n.

Na rys. 9 przedstawiono przebiegi skladowych tych momentow. Z réwnania (65)

Z réwnania (65) widaé, ze przebiegi zmiennosci sktadowych momentu korekcyjnego maja
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okres podstawowy T/2, gdzie T =

2 3 )
wn. Wyznaczmy impuls momentu korekcyjnego za
r

jeden okres (T/2):
T)2

H(Mo,§)=of M,(2)dt;

analogicznie
Ti2

Hel,,(Mo, -2T—) = f M., (¢)dt.
0

Impuls calkowity jest suma skladowych:

II = II.+10,.
Mp
: Y, SmgAsin2dsin(2,t)
kS’mgAsinZﬂ
)/
=
/I'\/% t
_Mg
Y, SmgAsin29(1- cos(2ay )
]QS'mgAsinZn?
L

% Gl

Rys. 9

Skladowe impulsy momentu korekcyjnego mozna wyznaczyé z poniZzszych zwigzkow:
T2

f 1, [—i—SmgA sin2z9sin(2w,.t)] At =0,
0

II,

T2

I, = f = [ji—SmgA sin219(l-—COS(2wrt))] dt =
6

/2
= —IE%S’mgAsinh?J (1—cosQw,1))dt =
)

i .
= — IE%S’mgA sin219~2— = —1 »é-S’mgA sin297.
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Ostatecznie impuls catkowity bedzie réwny I/; :

I(M,, TJ2) = — IE%S'mgA sin29- T. (66)
Zalézmy, ze tego samego impulsu udzielatby staly moment M, = — 1, My (w tym samym
czasie),

T

1
_le%smmnz«ﬂ- T = My = —S'mgAsin20

H= —'leMgr—= 4

2

dla niewielkich odchylen osi zyroskopu od pionu
My = —;“S’mgAﬁ.

Powracajac do pierwszych oznaczen (14) i (54) otrzymamy

e AL R
3 3/2
/ = i - 3/2 _
My ]/5(5 12) gm? » 3, (67)

- 3/2
ey F o 4] oo o

gdzie ¢ — gestos¢ wlasciwa materiatu kulki.

’

0 < & < arcsin 25 A

Wzor (67) obowiqzuje w zakresie katow: j.w.
25'A
nicy, korektor pracuje nieliniowo — trajektoria kulki zbliza si¢ do pdlokregu o $rednicy
L’ (rys. 10). Moment korekcyjny wyraza si¢ wtedy wzorem (dla czgéci obwodowej tra-
jektorii)

Dla katow & wigkszych od arcsm( ) ze wzgledu na ograniczona dhugosé prowad-

M,,6 = 1,L'mgcos? M,, — moment nasycenia),

a po podstawieniu (8)
1 ] .
M,, =1, EL'mgcosﬁcosq‘f—15—2—-L’mgcosvsm<p. (68)
Impuls momentu za pét obrotu zabieraka wyniesie (przy pominigciu impulsu ,,wytwarza-
nego” na prostoliniowej czesci trajektorii):

712
= f M, (1)dt, (I, — impuls nasycenia)
0

H
|

T2

Hf/n,, o f Mfll)ndt,
0
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II, =II; +1I, ,
Ti2
II, = 1,,-%L’mgcose9 f cos(w,t)dt = 0,
[1]
)2
1, . 1, T
II; = —‘16'7L mgcosd sin(w, t)dt = —le-—?L mgcosz‘;‘-;—,
. 1]

T
II, = —15'%L’mgcosz‘}- g

’

mgcos?,
™

My =

gdzie: My — moment $redni nasycenia.

Rys. 10
Poniewaz
m= %Qnd:‘,
otrzymamy':
| [ A
My = — —pnd3gcosd. (69)
L] 6 =«

Charakterystyke momentu $redniego korekcyjnego przedstawia rys. 11.

4. Uwagi koncowe

Stworzony w niniejszej pracy model matematyczny korektora oraz jego analiza dajaca
szczegdlowy opis zasady dzialania tego typu korektora, a nadto zbudowanie funkcji opi-
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sujacej moment korekecyjny ,,wytwarzany” przez korektor, w zaleznodci od kata odchy-
lenia osi zyroskopu od kierunku pionowego i parametréw konstrukcyjnych, wzbogacone
o pewne dane doswiadczalne, powinny stanowi¢ pomoc przy projektowaniu tego typu

M, Zastepczy moment korekcyjny
L/ﬂ:mguzom?
|
|
l
|
|
|
! 3
inf=L Kat odchylenia osi
urcsm[ZJSvA] Gy enia Osi

Zyroskopu od piony

Rys. 11

urzadzen. Moga one by¢ réwniez wykorzystane jako wstep do bardziej zaawansowanej
analizy lub do obliczen numerycznych.
Wybér typu korektora podyktowany zostal potrzebami przemystu krajowego.
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Pesome

JMHAMHUYECKUN AHAJIM3 MEXAHUYECKOI'O KOPPEKTOPA BEPTHUKAJIY I10
ABHUATOPU3OHTY

B cratee NPUBOOUTCH AMHAMHUECKHH aHANH3 MEXaHMYECKOro KOPPEKTOpa BEPTHKANH IO aBHaropH-
3OHTY.

OnHceiBaeTCsl HasHaueHHe KoppeKTopa M BBIMONHeHble uM Gyuxuma, Jana Taroke kiaccubHKanusa
CHCTEM KOpPEeKUMH, NpeIoKeHHasa aBTopamu. OCHOBHAs YacTs paGoThl IOCBALIEHa KOHCTPYKLMH aHa-

JIN3y W MOAPOGHOMY PacCMOTDEHMIO MAaTEMaTHUECKON MOAEMH OJHOINAPHOTO KOPPEKTOPa C NPSAMOJIHHEH~
HOH HampaBJstionelt,

ABTOpEI NPHHAMH DAL TOJIOXKEHWI, KOTOpble CUMTAIOT TEOPETHUECKOH OCHOBOM ANA pa3paboTku
CHCTEM KODPEKLHH C yUeTOM peajbHbIX YCJIoBHil paGoThbl.

Summary

DYNAMICAL ANALYSIS OF THE MECHANICAL ERECTOR FOR GYRO-VERTICAL

The subject of the paper is"a dynamical analysis of the mechanical Erector for Gyro-Vertical (for
Artificial Horizon).

The paper informs about application and functions of Gyro-Erecting Devices. It also includes classi-
fication of Gyro-Erecting Systems — proposed by the authors.

The main part — covers design, analysis and detailed discussion of the math, model of one ball type
Gyro-Erector with straight-line guideway.

Authors have taken into account a number of principles treated as theories in working out solutions
to real situations in the work of Erector for Gyro-Vertical.

Praca zostala zloiona w Redakcii dnia 3 grudnia 1982 roku
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THERMAL STRESSES IN A TRANSVERSELY ISOTROPIC LAYER CONTAINING
AN ANNULAR CRACK.
TENSILE- AND SHEAR-TYPE CRACK

BoGDAN RoGowskI (L6dz)

Politechnika Lédzka
Instytut Iniynierii Budowlanej

The thermal stress problem for an annular crack contained in a transversely isotropic
layer is investigated using the technique of Hankels transforms, triple integral equations
and series solutions. For symmetrical constant temperature over the crack surfaces and
for two cases of antisymmetrical thermal loadings namely a prescribed temperature applied
to the surfaces of the layer and uniform heat flow disturbed by an insulated crack, expres-
sions for the crack shapes, the normal and shearing thermal stresses in the crack plane
and the mode I and II stress intensity factors are obtained. Results are presented illustra-
ting the effect of the physical properties of the material on the stress intensity factors.

1. Introduction

The penny-shaped crack in a temperature field was treated by Olesiak and Sneddon,
who showed that the crack opens; the problem was symmetrical with respect to the crack
plane [1]. The features of antisymmetry were presented by Florence and Goodier in the
linear thermoelastic problem of uniform heat flow disturbed by a penny-shaped insulated
crack [2]. The thermal stress problem for an annular crack contained in a transversely
isotropic medium [3 - 5] is investigated in the present work. The thermal conditions con-
sidered are symmetrical [1] and antisymmetrical [2] (two cases of thermal loadings) with
respect to the crack plane. Assuming the heat flux on the crack surface as a Fourier cosine
series (with singularities at the tips of the crack) in symmetrical problem or the temperature
on the crack surface in the form of Fourier sine serics in antisymimetrical one, and axial
or radial displacement, respectively, as a Fourier sine series, we have reduced the triple
integral equations of the heat conduction and thermoelastic problems to the solution of
infinite sets of linear simultaneous equations for the coefficients introduced in the series
representations. Thus, the mode I and 11 thermal stress intensity factors are easily evaluated
in terms of the coefficients of series expansions of the physical quantities.
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2. The potentials of thermoelastic displacements

The thermoelastic displacement potentials ¢;(r, z)(i = 0, 1, 2) satisfying the foregoing
equilibrium equations are defined [6] as:
u= 0, (kp, +@:+¢o), 9 =0, w = 0(p+kp,+kipo), (2.1
0, = —G(k+1)2X(p, +¢,)—2Gr=‘u—G,s3»(1 + k)T,
0y = _Gl(k+1)az2(‘l)l +¢2)~2G0,u—G, s§x(1+k)T,
= G (k+1)22(s7%p, +572p) + Gy x(1 +k,) T, (2.2)
0, = Gi(k+1)0,0.(p, +@2)+ G, (1 +k,) 0, 9, o,
Orp = 0z =0,

(O 4r=20, 45720 (r,2) =0, ((=0,1,2),

Q
N
|

55202 @o(r, 2) = xT(r, 2), (2.3)
where the symbols &,, 0, etc. denote partial differentiation and
SR s oo
r\+33°0 44 z9o0\*13 44 (24)

ﬂ,(cg:,s%_— C44)_ﬂ£9§(013 + Cﬁ,),, N
53(01 at+caa)?— (e, _5(2) C44)(€3353 — Cas) ’

Br = (cri+edoa+ezez, Bz = 2c30,+c330,, sg? = 2./4,.

The temperature field in the medium in a steady state is governed by the following equa-
tion:

(B2 +r=10,+5520)T(r, 2) = 0, (2:3)

In above equations, the z-axis is along the axis of symmetry of the material that has five
elastic constants ¢;; and u,v, w are the radial, circumferential and axial components of
the displacement, o,, 0 etc. are the components of the tensor stress, T is the deviation of
the absolute temperature from the temperature of the medium in a state of zero stress and
strain, G and G, are the shear modulii in the planes of isotropy and along the z-axis res-
pectively, 4., 4, and «,, «, are the coefficients of thermal conductivity and the linear
thermal expansion along the z-axis and in the planes of isotropy, respectively, and s,,
s,, k are the material parameters [6].

3. Statement of the problem and temperature fields

The geometry is illustrated in Fig.- 1. The middle plane of the layer is taken as the
plane z = 0 (£ = 0) in cylindrical polar coordinates, the annular crack extending over
the region a €< r £ b (A € ¢ £ 1). The crack is opened by the application of constant
temperature — T, to its flat surfaces and the heat flux is zero outside the crack in the middle
plane (Fig. la — symmetrical problem). Two cases of antisymmetrical thermal loadings
also are to be considered (Fig. 16 — antisymmetrical problem).

First case concerns the temperature, odd in z, applied on the layer surfaces. The pro-
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0) z(2)

(1) {A)
0,=0,=0 T, 0,20,-0
S —
. clzy) c(Ay)
hiy) orl= -1, Z) o8l =z,
0200 + -@o—ﬁ”—
| u=4=0 T U=0,=0 z u=d:=0 *(Q)
el —— L 4oh S —— L
imaginary line of antisymmetry
" alz) " alz) L
hiy) L b1) H bi1) !
1 ST i
transversely isotropic layer

..'|'0

Fig. la, Geometry and coordinate system;
Fig. 1b, Geometry, coordinate system and boundary conditions

blem of uniform heat flow disturbed by a crack whose faces are thermally insulated in
second case is considered. Because of symmetry, attention may be restricted to the region

0< i<

The thermal conditions inside and outside the annulus { =0, A< p <1 and at { =y
are as follows:

in symmetrical problem and

case 1:

case 2:

T(,0) = —-T,, A<po<], (3.1)
oT
8—C(9’0)=0’ 0<p< i, 1<op, 32)
Te,n) =0, 220,
oT
-52_—(9,0)—0, A<p<l, 33)
T(,0=0, O0<o<4, 1<g,
TO’ 0 < Q < )'1’
T(e’ n) = {0 . ).1 < e’ (3.4)
oT
"I;éz_— (9,0) = _To, 2. < e < 1, (3.5)
T(,0) =0, 0<p< i, 1<op,
T(,n =0, 020, (3.6)
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in antisymmetrical problem, where T, and 74 are constants. The boundary condition for
the case 2 is equivalent to the problem of uniform heat flow disturbed by the annular
crack whose faces are thermally insulated.

The solution of this problem can be obtained by superposing the solutions of the
following problems. (i) The problem of crack-free region having temperature distribution
T = 7,z; and (ii) the problem of the annular crack with a temperature distribution 7'(r, z)
which is an odd function of z, vanishes at the edges of the medium and satisfies the condi-
tion (3.5),. .

The disturbed temperature field is 7oz + T(r, 2).

The solutions of Eq. (2.5), appropriate to the conditions (3.2), (3.4) and (3.6), respec-
tively, are as follows:

T(0, &) = | 0o(x)shsox(C—m)Jo(xg)dx, (3.7)
]

T, %) = f {Gl(x) [chsoxE —cth (s xn)shsexC]+ A, ToJ, (x4,)

0

shsoxt | .
m}-’o(x!})d«\, (3.8)

T, ) = f 0,(x)[chsoxE — cth(sexn)shse xL]Jo(x)dx, 3.9)
4 A

where J,(xp) is the Bessel function of the first kind in order n. The unknown functions

0o(x), 0,(x), 6,(x), can be found from Egs. (3.1), (3.3), (3.5), which lead to the following
triple integral equations:

0
[ bo)sh(soxn) Jo(x)dx = To, A<e<1,
° (3.10)

A fxﬁo(x)ch(soxn)Jo(xg)dx =0, 0<p< l; l <p,
0

00

[ 20, (1 +hoCen)l o (xe)dx =

0

o0

= % Toff X L (A)Te(xe)dx, A<o <1, (3.11)
0

shsoxn

<

[0.0Ts(x)dx =0, 0<o<, <o,
0

[ x0,(0) [1 +ho(xm]Jo(xe)dx = wobs?, A< <1, (3.12)
0

[ 0,(0Ts(x0)dx =0, 0<o<2, 1<pg,
0
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with ho(xn) being defined as
ho(xn) = 2[exp(2soxn)—1]7". (3.13)

The above triple integral equations correspond to the symmetrical problem, Egs. (3.10),
and antisymmetrical one in the case 1, Egs. (3.11), and in the case 2, Eqs. (2.12), of thermal
conditions.

We use here the series expansion method to solve the above triple integral equations [7].
Interchanging the variable pin A< o< 1to¢gin0<¢p <=

2% = 1+ 12— (1= A?)cos ¢ : (3.14)

the variables p and ¢ correspond each other and p = Ais¢ =0andp =1 to ¢ = m.
The following integral formulas are to be utilized [8]:

w 0, 0<p<i, 1<op,
= f xZ,(x)Jo(xQ)dx =1 4 cosng
0 n(1—A2) sing ’ 45e <L,
A of C.(x)Jo(x@)dx = 7.‘:(li_j'z)sinn(j) A<po<l,
where
70 = n(x o (13, aw=rza@-za@. 619
Then, the unknown functions 6,(x), 6,(x) and 0,(x) can be expressed by series:
' ©
Bo(x)ch(soxn) = To D) a,Z,(x), (3.17)
s n=0
o]
0,() = 4, To D, b, Ca(x), (3.18)
n=1
> o]
6,() = Tobsz' Y 1 Cu(), (3.19)
n=1

where ag, ay, ..., b:, b, ... and ¢y, ¢3, ... are unknown parameters.

Thus, the appropriate series representations (3.17) - (3.19) satisfied two of the three
equations exactly. Substituting Eqs. (3.17), (3.18) and (3.19) into Egs. (3.10),, (3.11),
and (3.12),, respectively, and using the Neumann’s formula [9]

Jo(xX0) = Zo(X)+2 ), Zu(¥)cosmp, A<o<1, (3.20)
m=1

we get the following infinite sets of simultaneous equations for the determination of the
coefficients a,, b,',, pls

Za f[l—go(xn)]Z (D) Zn(x)dx = 8ow, (M =0,1,2,..), '(3.21)

n=0
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Dby [ 1 +holom Co() Cal)dx =
n=1 0
f - J,(xll)C,,,(x)dx m=1,2,..),
"¢ [ 1L+ ko) Cox) Cu@)dx = 1y (m = 1,2, ),
n=1 0

where 8y, and 8,,, are Kronecker’s deltas and

go(xn) = 2[1 +exp(2xnso)] ™.

In terms of coefficients a,, b,, ¢, it is found that

_ v . - shsox(C—n)
T(e,0) = To g;aof chs0xn—2"(x)fo(xe)dx,

0

T(.0) = hTo | {Z b C() [eh s xE — cth(so ) sh.so X+
n=1

0

T4 Shs"xg}Jo(x@)dx

0 0

T(o, ) = vobss! Zc,',f C,(x) [chsg x¢ —cth(se xn) shsexC]Jo(x) dx,
0

n=1
in the symmetrical and antisymmetrical (case 1 and 2) problems, respectively.
At the plane { = 0 we have:

foe]

T(0,0) = —To D ail[3-2G3], 0<o<1, 1<g,
n=0
oT _ 4Ty, 1\,
—3?(9, 0) P £ smqb a,,cos(nqb), l<po<1,
for symmetrical thermal loading and
T
T(,0) = 8 ol;z)Zb sin(ng), A<po<1,

oT ST e gt
ac (Q,O)—m;ﬂb" IO+Q‘%IO—2HQ +

it Tosof E%x? JixA)Jo(o)dx, O0<o<i, 1<o,
(1]

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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0

1, 810b Z o
T(Q, 0) - Tt(l—)uz)so < CnSIn(nd))y }' < [ < l’

(3.30)
aT 87:0 2‘
il = =IHE <
a&- (0’0) 22) nC" l10+ga 2H0]’ 0\0< }., l. <Q
in the case 1 and 2 of the antisymmetrical problem.
In above equations:
13 = [ Jo(x0) Z,(x)dx,
0
= f [exp(2xnso) +1]7 ' Jo(xQ) Z,(x)dx, (n=0,1,2,..), (3.31)
H§ —f [exp(2xnso) — 1] o (x0) X 82,,(x) dx, (m=1,2,..).

The integrals J§ can be presented analytically by Gaussian hypergeometric series and a
Gamma function [10]. The integrals G and HJ can be easily evaluated numerically,
because those integrands decrease exponentially to zero. The heat-flux on the plane £ = 0
has singularities of the form (o—A)~%? at g = 1 and (1—p)"*/? at p = | in the symmetri-
cal problem and (A1—p) '/* and (o—1)~'/2 in antisymmetrical one (see Appendix to
[10]).

In the limiting case of a penny-shaped crack problem (4 = 0) in the infinite medium
(n > 0, go(xn) = ho(xn) = 0) we obtain from the above results the closed-form solu-
tions:

i 4 1 n

/ y 2
o W e i S e 5 (3.32)
and at £ =0
2 . 1
T(e,0) = — - Toarcsin|—), ¢ > i
S (3.33)
( 0¥ _TOSOT/T_“QT, 0O<o<1,
in the symmetrical problem and
T(g,0) =%robsa‘l/l—ez, 0<p<,
(3.34)

oT 2D, 1 1
[ 0 = el 1 —
a (@, 0) = —7ob e arcsin g)]’ 1 <o,

n the uniform heat-flux problem.
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4. The thermoelastic problem

The solutions of Egs. (2.3) appropriate to our problems are:

lj_-lbz -2
@i(0,$) = G—,(k_—i 1)(s1—s2_)~6fx [4,(x)shsxC + Bi(x)chs, x{]Jo(x0)dx, (4.1)
@0(0, &) = b2 [ x~200(x)shsox(C—n)Jo(x)dx, 4.2)
0

o0

@ole, &) = bzufx‘2 {GI(x) [chsoxC —cth(se xnm)shsexL]+

0

FL T, (x2) S0 "fy}Jo(xe)dx @3
@o(0, &) = b?x f x~20,(x) [ch 5o x¢ —cth(se x77) shsoxE] o (x0) dx. (4.4)
0

The potentials (4.1) and (4.2) are used to solve the boundary conditions (Fig. la):
g.(0,0)=0, A<p<l,
we,00=0, 0<p<i 1<y,
Gzr(@: 0) = 02(9’ 7]) = GZI'(Q’ 7]) = 0, 0 2 0’ (46)

which correspond to tensile-type crack problem in the layer with traction-free surfaces
and the potentials (4.1) and (4.3) or (4.4) to solve the boundary conditions (Fig. 15):

0,00 =0, A<p<l,
_ %))

u(Q’O)_O’ OSQSA’ ISQ,
0:(0,0) = a:(0,m) = 0,(e,m) =0, 020, (4.8)

which correspond to shear-type crack problem.

(4.5)

5. The triple integral equations

At first we consider the mode I tensile-type crack problem. Substituting Egs. (4.1)
and (4.2) into Eqgs. (2.2) and (2.1) the stress and displacement components can be obtained
in terms of the four unknown functions A4, (x), 4,(x) etc, The conditions (4.6) yield equa-
tions:

A2(x) = —A1(X) = Bso(s152)7 Gy (L +k,) 6o (x)chso xn,
Ao(xn) By (x) = — Ay (x)(choxn+af~'chfxn—2s, f~']—
— 215083 * G (1 +k,)0o(x) (chs, xn—chsoxn), (5.1)
Ao(xn) Bo(x) = A;(x) (chaxn—af~'chfxn+2s, B71) +50(s152) " %G,y x
x (1 +k,)06(x) [ch(so xn) (Behaxn— ach fxn) + 25, chsy x7],
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where
Ao(x) = shax+of~'shfx, {a, B} =s,%s,. (5.2)

The functions A,(x), B;(x) and B,(x) are expressed in terms of 4,(x), and hence they
can be eliminated from the rest of analysis. On the crack plane & = 0 Egs. (5.1), (4.1),
4.2), (2.1) and (2.2) give:

w(g, 0) = — (G, C)‘lbf{Al(x)+xso CGy(k—k,)(k+1)"10,(x)chsoxn}x~1To(x0)dx,
0

o (5.3)
0.0, 0) = [ {[1—g.Gem)] 41 (9)+5055* %Gy (1+k,) Bo(x) chsp 7 x
0
- x [1=g2(en) — &3(xm)]— Gy #(1 k1) Oo(x)shiso xn } Jo(xp)dx,
where
1+ o?8~2(chfx—1)+-af~tshfx—e~**, =1,
2(x) = % B~ (sh Bx + ch x) — 25, B~ — =, N (5.4)
o) 25, 8~ Y(chsy x—chs, x)/chsy x, i=3,
C= (k+1)(k—1D)" sz =s7Y). : (5.5

Substituting Eqs. (5.3) into Egs. (4.5) we obtain

J 141 (0) + x50 G, Cle—ky) (k4 1)~ (x)ch(so ¥ x~ o (xg)dx = O,
0
0<o<4, 1<xop, (5.6)

f {[1 — g1 Gem)] A1 (x) + 5057 ' #G, (1 +k1)69(x)0h(sox’7) [1—ga(xn)—
0

=8 (el}Jo(x@)dx = Gyu(l+k)To, A<pe<l1, (57
where in the second equation the relation (3.10), is used. Next, for the case 1 of the thermal
conditions in antisymmetrical problem we have:

51 By(x) = —52 By (x)— G #(1+k,;) B0, (),
Ay (xn) 4,(x) = —By(x)(chaxn—af~'chfxn+2s,71) +
+ Gy x(1 +k,) (5,5hs0 x17) ™1 [2(50 Sh s, X1 — 55 shse xn) 0, (x) +
+To Ay Jy (x4y) (yyshy, xn—y,shy, xn)], (5.8)
Ay(xn) A,(x) = By(x)s,57 ' (choxn+of~'chpxn—2s, 1)~
— Gy x(1+k,)(s,5hsoxn) ™! {[2508hs, xn—shsexn(echfxn+-
+ Bchoaxn)]0,(x)+ To Ay Jy (x2,) (8 sh 0, xn— 0,8h 0, xn) },
where
A,(x) = shax—af~'shfx, 9,2, =8,FSy, 05,2 =S5 FSo- (5.9)
The boundary conditions (4.7) lead to the triple integral equations:

u(e,0) = —b(G, Cs;)™* [ [B,(x)—5,G, Cr(ky — k) X
0

x (k+1)"10,()]x" Y (x)dx =0, 0<g< i, 1<, (510

11 Moech, Teoret. i Stos. 3-4/84
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(0, 0) = s; [ By(x) [1—hy (xn)] T, (x@)dx —
0 .

—Gyx(1+ky) [ {6,0)[s2(1+hs(xm) —so(1+hoem))] +
0

+ A4, ToJ (xA)h(x)} i (x0)dx = 0, A <p <1, ¢.1D
where
l—a2f~2(1 —chBx)—oaf~'shfx—e~*, i=1,
(shsox)™'[s; B~ (yyshy, x—pashy x)~
hy(x) = T(Vj_ —s5,B7'(d;shd,x—d,shd, x)+50], =2, (512)
|e“""+oqr.‘]“(ch;r.‘]x+shﬂx—2s1 o=+
l +250(s, fshsgx)~ (s, shs, x—s,shs, x), = 3.

The unknown functions B,(x), 4;(x) and 4,(x) and the triple integral equations of
the case 2 of thermal conditions can be obtained by replacing 0, (x) by 0,(x) in Egs. (5.8),
(5.10) and (5.11) and setting J,(x4,) = 0. ’

6. Infinite sets of linear simultaneous equations

Using the formula (3.15),, the unknown function 4,(x) in Eq. (5.6) can be expressed
by series

A,() = G, MuTox D a,Co(x)— 250Gy Clk—ky) (k+ 1) 0o(x)ch(soxm),  (6.1)
n=1

where a, are the arbitrary coefficients and
M = (1+k1)(l_—5052_1)+C(k—kl)(k+1)_150 (6.2)

is the material parameter.
Thus, the equations (5.6) are satisfied exactly, while the equation (5.7) leads to

o0

a, [ [1 =g GIxCo(®)To(x)dx = 1+ D), [ {(1—mo)go(an)—
0 n=1 0

—m; g, (xn)+m; [g(xn) + & (M1} Za(x) Jo(x@)dx, 1 < <1 (6.3)
where the result (3.17) is used and
mo = (1+k )M=Y, my = Csolk—k)[(1+K)M]™, ~my = so(1+k,)(s2M)~! (6.4)

[\48

n=1

are the material parameters.

Substituting the relation (3.20) into Eq. (6.3) and equating the coefficients of cos(m¢p)
in both sides we obtain infinite system of algebraic equations with respect to the unknown
coefficients a,. Substracting the (m+2)-th of these from the m-th, we obtain

o0

8y [ 1= g1 G Col) Cu()dx = 8+ (6.5)
0

n=1
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+ 0 [ {1 =mo)goCen) —m g o)+ malga o)+ [cc(flﬂ

+8(} Za(%) [Zp-1(X) = Zps 1 (D)]dx,  (m=1,2,..).

The matrix of the system (6.5) in Lh.s. is symmetrical with respect to m and » and in r.h.s.
is not. The functions go(x%), g, (xn) etc. are continuous for all of x and tend exponentially
to zero as xn tends to infinity. For the case of infinite medium these functions are inden-
tically zero and the system (6.5) reduces to

Za,,f Co(®) Cu(X)dx = 8y, (m=1,2,3,..). (6.6)
n=1 0

Next, in antisymmetrical problem, using [8]

@ o 0, 0< 0 < A, 1 <o,
ole(xg)Z,,(x)dx = | sinng . A% g€, fn = 22 N0 6.7
- O
from Eq. (5.10) we obtain
B,(x) = 5, CGy ey — k) (k4 1) [ 0,00+ 4, Tox Y, 8,2,(), 6.8)
n=1

where b, are the arbitrary coefficients.

Substituting Eq. (6.8) into Eq. (5.11), using the solution for 0,(x) and the formula
corresponding to Neumann’s addition theorem [9]

xJ, () = Z (D) it 3 i e (6.9)

(-, 2)snnd)

it is found that the set of linear simultaneous equations of the thermoelastic problem of
the shear-type crack in the case 1 of thermal conditions is

jbn f [1 — By Gen)] Zo(6) Zun(¥) dx = f b;f[zn_1<x)—
& = ,.+1(X)]Zm(X)[—1+mayx+h1£;1;)+(;zmaha(xn)—
—s0m3h0(x17)]dx+m3fx"Jl(xll)hz(xn)Z,,,(x)dx, m=1,2,3,..), (6.10)
where :

my = (1+k) (k=1 (k,— k). 6.11)

For the case 2 of thermal conditions the set of simultaneous equation can be obtained
by replacing b, and b, by ¢, and ¢, respectively, and setting J,(x4,) = 0 in Egs. (6.10).
The unknown function B,(x) in this case can be obtained by replacing 6,(x), 4, To and
b, by 0,(x), Tobse~! and ¢,, respectively, in Eq. (6.8).

1=
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7. Thermal crack shape

The Egs. (5.3);, (6.1) and the formula (3.15), give the following crack shape in the
case when the applied temperature is symmetrical with respect to the crack plane

0

o, 0y = — BTobxM

=(1—19)C a,sin(ng), A<po< 1. (7.1)
. n=1

For the cases of antisymmetrical problem the following thermal crack shapes we obtain:

(e, 0) =~ Tobhls—R k) D Psinig), A<e<1,  (12)
n=1

u(p,0) = -—71:— tob2sg ulk, —k)(k+1)"tp™! Z%Sin(mﬁ), Ao, (13)
n=1

in the case 1 and 2 of the thermal conditions, respectively.

8. Thernal stress distribution

The normal stress in Eq. (5.3), with the aid of Eq. (6.1) and the solution (3.17)
may be rewritten to the form

[>e]

a.(0, 0) = G, M {T(o, 0)+To ) a,[1 — g, ()] xCyl() Jo (x0)dx -

n=1

— T ) d, [ [(1 = mo)go(xm)—my g, (xm) +
=0 0

+m3 (ga0em) + 85 Gem)]}. Z1 () To (o) . @®.1)
Using the formulas
_ 8n 0Z,(x)
Cn(x) T =22 ¥ ox ’
@ 8.2)
[ *Cu(0)To(xe)dx = — ﬂ—z—(meim)
3 1-4 7]
and the result (3.28),, we obtain
8 wﬁ n a n | on
O’z(g, 0) = —Gl MXTO WZ na, Io+@5é-10+Gl +
n=1
+ ) ahlis~2moGa-m, G+ my (G + G, #3)

n=0
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where

= fg,<xn)2,<x)Jo<xe)dx, j=1,23, (®=0,1,2,.),

' (8.4
n(x)

f o)) Ay, (=1,2,..),

are the convergent integrals.
The normal stress a,(g, 0) involves singularities of the form (1—p)~%/2 and (o—1)~*/2
(21%/0p, see Appendix to [10]).

Employing Eqgs. (6.8) and (3.18) in Eq. (5.11), using the formula (8.2), and integrating
by parts, we obtain the shearing stress for the case 1 of antisymmetrical of thermal loading

00(0,0) = —Tohy5,5,Gy Colley — ) (k+ 1) {2 b, (aa—lg +H;') +
n=1

+ H1ay) an(l" m+ s 2 by +

by [ LA G ) ), 85
0

where

I =fJ,(xg)z,(x)dx, 1=10,2,

f h (xﬁ)xZ,(x)Jl(xQ)dx, (8.6)
0

hi

j o s+ s on) =so oGl ) 2222 i,
0

are convergent integrals.
The shearing stress involves a square-root singularity at the crack tips. The singularity
of g,,.(¢, 0) is included in term 215/0p, while the remaining terms are nonsingular.
Replacying, in Eq. (8.5), 4, Ty, b,, b, by Tobss?, ca., ca, respectively and setting,
in Eq. (8.5), J,(x4,) = 0 we obtain the shearing stress for thé case 2 of antisymmetrical
problem.

9. The stress intensity factors (SIFs)

To determine the singularities of the normal stress, the transform in Eq. (8.1) is cal-
culated for C, given in Eq. (8.2); and the asymptotic formula [9]

9Z,(x) , 2 : i -
e i /iR [AsinxA—(—1)"cosx]+0(x~1), ©.1)
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as follows:

16G MxT, AH(— a1 Ho—1)
Uz(970) il 12)3/2 2 []/}. —Q -1 ]/992—_1]1 9.2)

where the nonsingular terms have been neglected and H( - ) denotes Heaviside unit functio-
nal.
Defining the mode I ,,thermal” stress intensity factors as:

KlTin. = l/% IIT ﬂ:ié {Gz(g) 0)}Q<R;
e-A"

o - 9.3)
Kl.l(‘;ul. = ]/2b 1“}‘1 I/Q'_l {0’1(9, 0)}Q>|)
e 1+
we obtain
6 Va \
KlTin. = - ;t(l :}.2)3I2 — Zl na,,
.49
16G, MxToV'b. .
Klj;ut. = - n(l— 12)312 Z;(— 1) *lng
The SIFs in shear at ¢ = A~ and ¢ = 1* can be obtained from equation (8.5)
Using
r 2
[ x1,(x0) Z,(0)dx = — 21
° 5 9.5)
xZ, (x)2=— cos Ax+ (—1)"sinx]+0(x~1),
| (= 1)'sinx]+0(x~)

we have as p.—» 1* and o > A~

0(0,0) ~ — G, Cu(k, —k)(k+1)"12; Tyo~* x

nl/___;_ $1 5,

AH(2—p0) ,.+1H(9—1)}
b, i asn e | 9.6)
2 {Vlz—e Veor—1 |

Both case 1 and case 2 thermal loadings give the following SIFs:

5 =
Bl —%Glcrlszx(kl—k)(k+1)"llTo >'s,,
Ay 1—-24 — 0
2Vb
Kl’ll.out = ‘/

GICS1s2x(kl k)y(k+1)- lllTOZ( )" bas
TC]/ A=l
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for the temperature T, applied at the surfaces of the layer and

Khie = = —2L% G, Coy 5yl — ) (k4 D 2o 2 B
)Y 1= A2 p
_ © 9.8)
K. = — Z_I/Lz G, Csysp0(k, —k)(k+ 1) t1obs5 (=1)"*1ie,,
) 1—-2 L

for uniform heat flow 7, disturbed by an annular crack.

10. The special cases

(a) Cracks in an infinite medium

Particulary, taking # — oo, we have g;(xn) = G = 0 (i = 0, 1, 2, 3) and shsex({—n)/
[chsoxn = —exp(—sox&).

Using preceding results in Eqs. (3.21), (3.25) and (3.28) we obtain easily the tempe-
rature field in infinite medium under symmetrical loading. From Egs. (6.6), (7.1), (8.3)
and (9.4) we obtain the solution of thermoelastic problem of the mode I tensile-typ crack.

Next, taking n — co in antisymmetrical problem, we have h;(xn) = h] = H} =
(i =0, 1, 2, 3). In this case the r.h.s. in Eq. (3.22) degenerates to zero and b, are iden-
tically zero. Consequently, the solutions b, of Eqs. (6.10) are equal zero and both the
SIFs approache zero for infinite medium in the case 1 of thermal loading. For uniform
heat flow disturbed by an annular crack the infinite sets of linear algebraic equations are:

[} ©
Zlc,'.ofc,,(x)cm(x)dx =8, (m=1,2,.),

(10.1)

o0

Yoo | ZuD)Zu()dx = (= 14+my1) ) [ Zam1 ()= Zas 1 (D] Zn(3) dx.
=] 0

n n=1

In the classical case of a penny-shaped crack problem (1 = 0) in the infinite medium
the thermal fields and the coefficients ay, b,, c, are given in closed-form by formulas
(3.32)-(3.34). For the mode I tensile-type penny-shaped crack problem the equations
(6.6) have a closed-form solution: a, = 2n/m(4n®—1) and the normal components w(g, 0),
o;(e, 0) and the SIF are:

w(p,0) = =2n~'TobxMC~*(1—pH)?, 0< o<1,
0.0, 0) = —2n~'TonG, M(@*~1)=12, o> 1, (10.2)
K]T= —zﬂ_lTob”z%GlM.

On the other hand, if 4 = a/b — 0 but b is bounded, the SIF Kf... tends to the result
of a penny-shaped crack and K7, tends to infinity, while if 2 - 1 —2&(e—a small value)
the ,,thermal” SIFs become equal: Kl — Kfia ® —G,#MT,)/be and tend to zero
as & is zero.

For the uniform heat flow disturbed by a penny-shaped insulated crack in an infinite
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transversely isotropic medium the temperature field is given by Eqs. (3.34) and the SIF -

assume the value

KL = _337: 1o BY2G,Cs, 52 #(ky — k) (k+ 1)=255 (1 —ms ). (10.3)

(b) Isotropic medium

A limiting case of isotropic state gives:

5521, s,-1, so=1, ko1, a=yp,=06=2, -0, vy, -0,
61 - 0; ﬂr = ﬂz, o = o, Gl = G) kl - 3—21/, i 2nd (1 +‘V)a,./(1—‘V),

My =M, = —m; = —2(2—), m=1, C=0-v»"' M=-1, xk —kx
k+D)' = (14+v)a,, G,Cs;s3xlk,—k)(k+1)~! = Go,(1+%)/(1—») and the boundary
function are:

go(x) = 2[exp(2x) +1]7%,

| 14+2x(1+x)—exp(—2x), i=1
gi(x) = =1 +2x—exp(—2x), i=2
sh2x+2% | 51t i=3
ho(x) = 2[exp(2x)—1]7* (10.9)
hy(x) = 0

-~

ala = 1 {1+2x(x—1)—exp(—2x), =1

sh2x—2x |14+2x(1 —cthx)+exp(—2x), = 3.

From preceding equations, we note that the boundary functions do not depend on the
physical properties of the material in the case of isotropic medium, while in the trans-
versely isotropic case depend, as shown Eqs. (5.4) and (5.12).

The results (10.2) and (10.3) agree with those in the case of the penny-shaped crack
in isotropic medium, where are given by Olesiak and Sneddon [1], and Florence and Goo-
dier [2].

11. Numerical results and discussion

Solving the infinite systems of linear algebraic equations (3.21)—(3.23) and (6.5),
(6.10) in both cases numerically and by truncation, we have examined the effects of geo-
metrically parameters and physical properties of the medium on the stress intensity factors.
The integrals involving the product of four Bessel function can be evaluated by the similar
method as in the previous papers [10, 11]. The first ten roots of the sets of algebraic equa-
tions give the desired accuracy. -

The value of normalized stress intensity factors —K{ /G, MxTo)/b versus A = afb
are shown in Fig. 2, for infinite medium. Both SIFs increases monotonically with the
decrease a/b and become infinity or 2/, respectively, as a/b — 0. Since Kfi,. > K.,
growth of the crack under mode I thermal loading would tend to occur at the inner edge
suggesting that an annular crack will develop into a penny-shaped crack. In contrast to
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the results of the crack in infinite medium under mode I [11] and III [10] mechanical
loading, the intensity of the local thermal stresses depends on the physical properties of
the material. The effect of the material dissimilarity is used by the parameters »G, M.
The crack opens if ToxM < 0.

30

20

-K}/GM Ty

10—
1 K} in

T
i Kroat

0 05 a/b 10
Fig. 2 Stress intensity factors for annular crack under uniform temperature

020 -

—— =KL TG 12

'l tn

—— K], /T8"G X

H18 G

010

T
lout

{K%in ' K

n=hib

Fig. 3 Variation of the thermal stress intensity factors Kij, and K[ .. with a layer thickness under 4 = 0,5
and A, = 2,0 for dissimilar materials in problem I; G; = 10*°MPa
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For the mode II shear-type crack problem numerical computations were done for
cadmium and B-quartz crystals and comparative isotropic material (G; = 10*MPa, » =
= 0,30). The values of elastic constants ¢y, coefficients of linear expansion o,, o; and
the ratio of the thermal conductivity coefficients s3> are taken from references [12]. The
anisotropic thermal and elastic properties of materials were presented in [13] for metallic
substances and in [14] for composite materials. The results for the antisymmetrical thermal
conditions of the case 1 are shown in Fig. 3 and those for the case 2 shown in Fig. 4.
Fig. 3 shows the mode II ,,thermal” SIFs at the inner and outer tips of the annular
crack, in presented materials, versus # = h/b under A = a/b = 0,5 and 4, = c/b = 2,0.

0.30
———————— N
< 020 B-quartz
Gy tadmium
Ao .
X isotropy
B
bt
x =~
£ ~ -/
3 e —_—
00
KT 226 15
——=—=iKg/ 7D Glx
il 2
: Kﬁw‘lrob Glx1
| | | | | | |
0 1 2 3 [ 5 6

T y=hm
Fig. 4 Variation of the thermal stress intensity factors Kfii and Kiiow with a layer thickness under
2 = 0,5 for dissimilar materials in problem II; G = 10* MPa

It is observed, that both SIFs approach infinity as # — 0 and decrease monotonically with
the increase of 7 tending to zero for infinite medium. For the case 2 and 4 = 0,5, the
SIFs are plotted versus % in Fig. 4. It is observed that, KXo approaches zero as n —» 0
but K, doesn’t and K, decreases, while K{,,, increases with the increase of 7. When %
is larger then some 7, the solution tends to that of the infinite body in which is uniform
heat flow disturbed by an annular insulated crack. In this case of thermal conditions the
effect of material dissimilarity and anisotropy is more visible.
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Peswme

TEINOBBIE HATIPSDKEHUS B TPAHCBEPCAJILHO-U3OTPOITHOM CJIOE C KOJIBLIEBOIT
TPEIIMHOMN. PACKPLITUE U CIOBUT TPEUIMHBI

3afavy TeIUIOBbIX HANDSDKEHHM B TPAHCBEPCAIBHO-H3OTPOMHOM CJIOE OCNaGIeHHOM KOJBLEBOM
TPEIMHON 1 NOABEPHKEHHOM JEACTBHIO CHMMETPHUHON M aHTHCHMMETPHYHOH TEIIOBOH Harpysku cdop-
MYJMPOBAaHO KAaK DPELIEHHE TPOMHBIX MHTErPajibHbIX YPAaBHEHUI COOTBETCBYIOIIMX 3ajlayaM TEILIONpO-
BOJHOCTH M TEpMOYNPYrocTH. [0 pellleHHs Bblllle YKa3aHHBIX IIPEATIONOMEHO TaKHe IPEACTABJIEHHSA
HCKOMBIX (GyHKUMI B BHAE PAAOB C HEH3BECTHBIMH NOKa KO3(hGHIMEHTaMH, KOTOPBIE YAOBJIETBOPSIOT
ABa U3 TPeX YPaBHEHMI TOUHO, B TO BpeMs KaK TPETHe BOAYT K ABYM OCCKOHEUHBIM CHCTEMAM JIMHEHHBIX
anrebpauuecKHx ypaBHEHUI OTHOCHTENBHO STHX KoahdmmenTos. COOTBETCBYIOIME CYMMBI 9THX K03g-
GULMERTOB oNpeAesOT Koo (HINEAT! MHTEHCHBHOCTH HANPSIKEHUH NPH DAacKpBITH W CABHMTE Tpe-
IMHBI, 4 00pasobaHHble NPH HX NOMOIIM psabl Pyphe ONpPEASsIOT BU TPELIMHbI B 3aayax. Pesyiib-
TATBI ObIYHCIIEHHNH, TIPEACTABIEHBI TpathHUecKH, WIIYCTPHPYIOT Kot hHiineHTh] HHTEHCHBHOCTH HaIpsi-
YKeHMit ¥ addexT dusnuecknx CBOHCTB MaTepHaNoB B NMpOLECE Pa3pYLIEHHs,

Streszczenie

NAPREZENIA CIEPLNE W POPRZECZNIE IZOTROPOWE] WARSTWIE Z PIERSCIENIOWA
SZCZELINA.
ROZWIERANIE I SCINANIE SZCZELINY

Zagadpienie naprezeni cieplnych w warstwie poprzecznie izotropowej oslabionej pier§cieniowg szczeling
i poddanej dzialaniu symetrycznego i antysymetrycznych obciazed termicznych sformulowano jako
rozwigzanie dwoch uktadéw potréjnych réwnan calkowych, odpowiadajacych zagadnieniom przeplywu
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ciepla i termosprezystemu. W celu rozwiazania tych ostatnich zaproponowano takie przedstawienia po-
szukiwanych funkcji w postaci szeregéw z nieznanymi wspolczynnikami, ktore spelniaja dwa z trzech réw-
nan $ciSle, podczas gdy trzecie prowadza do dwéch nieskoficzonych ukladéw réwnan algebraicznych linio-
wych wzgledem tych wspélczynnikow. Odpowiednie sumy tych wspélczynnikéw wyznaczaja wspolczynniki
intensywnosci naprezenia przy rozwieraniu i §cinaniu szczeliny, a utworzone z ich pomocg szeregi Fouriera
okre$laja ksztalt szczeliny w obu zagadnieniach. Przedstawiono graficznie wyniki ilustrujace wspolczynniki
intensywnosci naprezenia i efekt fizycznych wlasciwoS$ci materialow w procesie pekania.

Praca zostala zlozona w Redakcji 8 czerwca 1983 roku



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3-4 22 (1984)
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Introduction

The aim of the present paper is the analysis.of interactions between the structure footing
and the subsoil, surface of which undergoes subsequent changes of configuration. The in-
fluence of the deformation of subsoil upon the structure behaviour has a deep significance
in the problems concerning the foundation of buldings on the grounds suffering mining
damage. Elastic plates and beams as well as arbitrary deformable structures of rigid foo-
tings were considered. The following two facts were taken into account: 1° — the possi-
bility of losing the contact between the structure foundation and the subsoil, 2° — a diffe-
rent character of the reaction of subsoil in primary and secondary deformations of the
subsoil, according to the concept of a partly elastic subsoil, given in [1]. The solutions
were obtained for the special case of structures with a rigid footing.

Denotations. The symbol &, stands for the sum ay+a,+ ... +a,, at the same time
@y = a, for n = 0. Thus, a, = a,—a,_, are increments of quantities @,_, forn = 1,2, ...,
K—1. The quantities aq, ay, ..., a, are referring to subsequent states of the structure
foundation, the subsoil, as well as their mutual interactions. The subsequent states are
distinguished by indices 0,1, ..., K. The state distinguished by the index O is an initial
state, the states denoted by the indices 1, 2, ..., K—1 are subsequent intermediate states,
whereas the state denoted by the index K is a final state. It is assumed that with the passage
from the n-th state to the state n+ 1, at least one of the quantities occuring in the problem
under consideration is changed.

1. Deformations of the subsoil boundary surface

The subject of consideration will by now the deformations of the subsoil boundary
surface, which will occur in geological processes or mining exploit i.e. without any outer
loads acting at the subsoil from the structure. Let us consider Fig. 1, where 4, is the bounda-
ry surface of the underformed subsoil in the vicinity of the bulding structure we are intere-
sted in. It is assumed that 2 is a regular region on the plane Ox,x,. Each point P(x,, x3)
in the region 2 can be projected along x, — axis on the boundary surface 4, of the un-
deformed subsoil. Hence 4, will given by the formula

Xy = Hg(xy, X3); (%, x3) € 2. (1.1)
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It 1s assumed that:
1° — A, is a smooth surface, i.e. there exist the derivatives

oy - Oilg

— fy 3 =
) 0,3 .
0x, 0x3

U, =

2° — A, is a shallow surface, i.e.

Xy

Fig. 1

The conditions given above concerned the boundary surface A, of the initially un-
deformed subsoil. Let us deal now with a description of the unloaded but deformed sub-
soil boundary surface, due to the effects of n subsequent changes of geological processes,
where n = 1, 2, ..., K. This boundary surface will be denoted by 4,, being the result
of n subsequent subsoil deformations, cf. Fig. 2. The parametric equation of the surface
a4, is:

X, = d,(xy,%x3), (x1,x3)€eR, n=1,2,...,K. (1.2)

Like in the case of the surface 4,, it is demanded here, as well, that the surface 4, be
smooth, i.e.:
i, = ou,

U1 = ax ’ un.3 ax >
1 3

and shallow

ou,
0Xy

€1, a=1,3.

Increments i,(x;, x3) —,_,(x;, x3) for n = 1,2, ..., K will be designated by u,(x;, x3)
i.e.
Ua(Xy, X3) =l (X, X3) =8y (X, X3), for n=1,2,...,K

assuming also that wy(x;, x3) = @y(x,, x3) (compare the denotations in the beginning
of the paper).
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Fig. 2
2. Deformations of the structure foundation footing

Let us assume, on the basis of Fig. 3, that in the region £ the bulding structure pro-
Jection IT upon the plane x, = 0 was given. In the projection those structure elements
are neglected which cannot have a contact with the subsoil. Moreover it is assumed that
IT is a subregion of 2, IT c Q. The structure footing after it is founded on the surface
subsoil 4, is designated by S,. The parametric equation of the footing S, will be

Xy = @(xy, x3), (X1, x3) €ll. @.n

X3

Xy

Fig. 3

Like in the case of deformations of the boundary subsoil surface, it will be assumed that:
1" — S, must constitute a smooth surface, i.e. there exist the derivatives

-, oW, i oW,
0o, = y  Wo3 = ——,
0.1 axl 0,3 ax3
2’ — S, is a shallow surface; i.e
aw°<l,' o2 = )1 3],
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Founding a bulding structure on the subsoil and assuming that the possibility of its being
loaded can occur at many time instants, deformations shown in Fig. 4 will take place
and instead of (2.1) we shall obtain

Xy = Oy(xy, X3), (%, x3) €11, 2.2)

The above formula being the parametric equation of the surface S,. It can be seen that the
structure footing will pass from S, to S, and the subsoil boundary surface will pass from
Ay to 4,.In bothcasesn = 1, 2, ..., K. Itis required here, as well, that each S, should have
the properties 1’, 2'.

Xy

Fig. 4

It is to be pointed out that the consequence of the assumptions 2° and 2’ will be the
possibility of neglecting the friction forces between the subsoil and structure footing.
Increments W,(x;, X3)—W,—, (x;, x3) forn = 1, 2, ..., Kwill be designated by w,(x,, x3)

i.e. ®
wn(xlixl'a) = ﬁ’n(xli xJ)—wn—l(xlixJ) fOI' h = 1!2! "':K! (23)

assuming also that wo(x,, x3) = Wo(xy, X3).

3. Interaction between the structure footing and the subsoil

Founding the structure on the subsoil, the deformation of the subsoil is caused. The
cause of the deformation can be both, the action of external forces transferred through
the structure footing on the subsoil, as well as the deformations of the subsoil boundary
surface resulting from the mining exploit. The first subsoil deformation due to the loadings
is distinguished as a primary one and occurring after it, a secondary one. The notion of
a subsoil primary deformation is usualy treated as a certain stipulated notion, being not
strictly defined. Namely, there appear some doubts whether the very small subsoil displa-
cement, caused by the foundation transferring only small loods, can be recognized as pri-
mary. In such a case, the soil parosity remains practically the same after the deformation
as it was before. Such cases occur seldom in practice. For practical purposes a minimal
penetration A of the structure fooling in a subsoil should be taken into account, which,
in a sufficient way, would condition the possibility of treating further subsoil deformation
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as secondary. Having taken into account the above remark, a definition of primary subsoil
deformations will be formulated, cf. Fig. 5.

By the subsoil deformation at the point P(x,, x3) €/l after the n-th change of its
configuration we shall mean the number 5,,(x1, Xx3) defined by

6‘;!(x1’ x3) = ﬁ'In(xl’ x3)—ﬁn(x1, X3), h = Os l’ sevy K, (31)

assuming that it is not negative. When Sn(xl, Xx3) < 0 then the subsoil deformation is
assumed to be equal to zero.

Xa P{x,,x5) X,

TUn-1bxy, %))

! |
W I An-y

4 | [

v gdzm)_i_\} 2n1 [ Falxy X3l

[}

i

vTAVIIYEY, An
P |

i
5n(%‘1:X3) Loy

¥
|
I
I
I
I

—_——e e — ]

VX2
Fig. 5

By the primary deformation (or more precisely A-primary, where h>0is a given
" number) at the point (x, x3) € /I we shall mean the deformation 48,(x;, x5) fulfilling the
conditions:

for n =0 o(xy, x3) > h
8,(x,, x3) > h and

8:(xy,x5) <h for [=0,1,..,n—1.
The above conditions result from the inequalities

Wa(Xy, X3) > Un(Xy, X3)+h,

wi(xy, x3) € #(xy, x3)+h for [I=0,1,..,n—1,
where the positive number 4 is interpreted as a minimal penetration of the structure footing
in the subsoil, the exceeding of which changes physical properties of the foundation.

Let us designate by p,(x,, x3) the subsoil reaction to structure footing after the n-th
change of its configuration, p.(x;, x3) < 0. The reaction increments for n = 1,2, ..., K
will be denoted by p,(x,, x3) i.e. pu(Xy, X3) = Pa(X1, X3)— P (%1, x3) forn = 1,2, ..., K
assuming also that po(x,, x3) = Po(xy, Xa3).

~Analogously, the deformation increments will be defined by §,(x,, x3) = 5,.(x1, X3)—
—3dn_1(xy, x3). Let us introduce the following basic assumptions about the interaction
between the structure footing and the subsoil:

1° —if 5,,(x, , X3) is a primary deformation at the point (x,, x;) € /] then the reaction
Increment at this point is equal to:

Pu(X1, X3) = —k(xy, x3) 6,(xy, x3)
where k denotes the known Winkler coefficient.

forn >0

12 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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2°—if 8,(x,, x3) is not a primary deformation at the point but it is positive,
8a(x,; X3)> 0, then the reaction increment of this point is equal to:
PalXy, X3) = —xk(xy, X3) 8,(xy, Xx3)
where x, 2 > 1 designates the subsoil inelasticity coefficient [1].
3° —if 6,(x,, x3) is not positive at the point (x,, x3) €1/, 0n(x1, X3) < 0, then the
total reaction at this point is equal to:
Pu(X1,x3) =0 Qe.  pu(x1, X3) = =Py (X1, X3).

On the basis of the assumptions introduced above it is possible to call the subsoil
interacted with the structure footing, a partly elastic subsoil (or more precisely the A-
partty el/astic subsoil since the quantity 4 in included in the definition of this subsoil).

J. Kwiatek in his paper [1] suggested the notion of a partly elastic subsoil affected both
by outer loads as well as by the changes of the boundary surface subsoil curvatures under
the structure footing, and proposed and evaluated the coefficient », which is to be applied
both at the secondary loadings as well as at the unloadings. The numerical values of the
coefficient » was given in [1] on the basis of experiments. According to the theoretical
model suggested above, it seems that the experimental model penetration should be de-
fined to a conventional minimum depth A, A > 0, according to the interpretation of this
quantity accepted above. _

In many problems it can be assumed that the condition 50(x1 , X3) > h occurs for each
(x1, x3) €1l i.e. the primary deformation can only take place before the first change of
the configuration i.e. for n = 0. It seems that such an assumption was silently accepted
in the paper [1]. In this case the reaction p (x,, x3) of the foundation after the n-the change
of its configuration is determined by the conditions:

& Po(x1s x3) = k(x1, x3) 8o(xy, x3) for each  (x,, x3) €ll,

2 0f 8(xi, x3) >0 then  py(xy, x3) = —k(xy, X3) 8,(x1, X3),

3 if 8,(x,x) <O then F,(x;,x) =0 e p,(xi, Xs) = —Pues(ry X3).
Conditions 2’, 3" hold only if n = 1,2, ..., K, where K is the number of all changes of
the subsoil configurations and changes of the loadings.

4, Elastic plates on the partly elastic subsoil

We are to confine ourselves to the linear theory of thin elastic plates, cf. [2]. It is
assumed here that the plate deflections are relatively small as compared with the plate
thickness. We also assume that the plate edges can shift freely in the plate middle plane.
We restict ourselves to the equilibrium plate problems. The scheme of plate loadings and
deformations is given on Fig. 6, i.e. after the n-th change of the subsoil configuration,
q. being the n-th change of the plate load (thus the possibility of subsequent K changes
of the plate load is assumed).

The governing equation of the plate normal displacement, plate being made of homo-
geneous isotropic material, has a known form

v4 — g =
- D’
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where: w is the plate deflection, ¢ is the load, D = Eg3/12(1 —»?) is the rigidity of the
plate in which g is the thickness of the plate, E is Young’s modulus, and » is the Poisson’s
ratio. In the Cartesian coordinates x;, x; this equation is

i

W, 3333 +2W, 3311+ W, 1111 D’

where w = w(xy, x3); (x;, x3) €J1. The deflection w is to fulfill the above equation at
each point of the region /1. This equation has to be complemented with the boundary
conditions on the free edge dI1, of the region 17, given at the end of this section.

0

X3

n

a,

Hiiiii;;hﬂ‘n-...

s
P

n

/[
[
I
|
1
[
1
|
|
1
[
|

Fig. 6
In the case of taking into consideration the reaction of the subsoil, the plate equation
will have the form:

Gu(xy 5 X3)+Da(xy, X3)
D

thus, it will also hold for the increment

V“ﬁ)n(xl > x3) =

for n=1,2,....K, (x,x;3)€ll,

flnﬁf}vg x3) +pa(X1, xsﬁ)r
D
together with the conditions on the free edge o/1.
On the basis of the formulae cited above, we shall determine the equation for the ela-
stic plate on the partly elastic subsoil. And so we shall get:
1° — if the deformation 8,(x,, X3) is primary at the point (x,, x3) €17, then

Viw(xy, x3) = for n=0,1,..,K, (xq,x3)ell

qn(xl > x3)+kun(xl > x3)
D b

V4wn(x1 ’ x3)+ %wn(xl » x3) R

for such (x,, x;3) €l1, for which
iZ”n('xls x3) > an(xl) x3)+h and
ﬁ",(xl,x;;)S ﬁl(xl,X3)+h for 1=0, 1,...,"—1.
2° —if the deformation &,(x,, x3) is not primary at the point (x,, x3) €/ and itis
positive, then

k
V4w"(xl ] x3) A —,_{le— Il(x1 ’ xs) = q"(xl - x3) +x u"(xl > x3)

D b

12+
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for such (x,, x,) €1, for which
On(X15 X3) > (X, X3)+h
and for which there is such /, 0 < / < n, that
®(x1, X3) > u(xy1, X3)+h.
3° — if the deformation at the point (x;, x;) € IT does not occur i.e. 8,(x;, x3) < 0,
then

qn(X1, X3)—Pa-1(x1, X3)
D

Véw(xy, x3) =

for such (x,, x3) for which
®(X1, X3) < Xy, X3).
If a primary deformation of the subsoil takes place at the first loading, i.e. if
@0o(Xy, x3) > #o(xy, x3) for each (x, x;)ell,
then the conditions 1°, 2°, 3° will assume the form, respectively:

Go(xy, X3) +kuo(xy, X3)
D

assuming that for all (x;, x;) € /7 the condition is fulfilled

wo(Xy, X3) = uo(xy, X3)+h

k
1° —V4Wo(x1, x3)+ 3 wO(xl ’ x3) =

which should be'checked after the solution of the problem (after finding wo(x;, X3),

(xl H x3) GH)'
20 ——V“w,,(xl, x3)+ _fl])i "(xl’ xs) = q,.(xl, x3)+l7)‘kun(xl’ x3)

for such (x,, x3) €Il and n = 1,2, ..., K for which
Wa(Xy, X3) > (1, X3).

3° V“w,,(xl , x3) =4 qn(xl ’ x3) _gn—l(xl > x3)

Xa

on

Xy
Fig. 7
for such (x;, x3)€ll and n =1, 2, ..., K for which
wn(xly x3) < &n(xl’ x3)'

Each of the cases considered is to be complemented, according to the theory of plates,
with the following two boundary conditions (viz. Fig. 7):
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M3cos?a+ Misin?a—2M}j sineecose = 0
n nos a n 2 in2 n m el (41)
(Q;,cosa+lema)——a§ [M3 (cos?o—sin?a)+ (M5 — M{)sinacosa] = 0

in which the following were designéted

M3, = — M2y = D(1—9) 3)212';;3, 4.2)
0= -2 (T B2 ),

o [ J*w 0w
n B n + n
Ql. == ox, ( ox3 ox3? )’

S being on are co-ordinate along the boundary. We are still maintaing the convention
that the quantity after the n-th change of configuration or loading is overlined by a ,,tilde’’
over it, while the quantity increments do not have a ,,tilde” over them.

The solution of the plate problem lies in determining the function w, = w,(x;, X3)»
n=20,1, .., K, fulfiling for each (x;, x3) €Il one of the conditions: 1° 2° or 3° and
such that the boundary conditions (4.1) are fulfilled for all those (x,, x3) € /I for which
the unit normal n exist. After determining w,(x,, x3) from the formulae (4.2), bending
couples M7 and M and torques M", can be calculated from Egs. (4.2). If, having deter-
mined wq(x,, x3) it will turn out that for each (x;, x1) € IT exists wo(x;, X3) > to(x;, X3)+
+h then we can only apply the conditions 2’ and 3’ further on, instead of 1°, 2°, 3°.

5. Elastic beams on a partly elastic subsoil

The equilibrum of elastic beams on a partly elastic subsoil is treated like the equili-
brium of elastic plates, the basic equation has the form (Fig. 8 for x = x,)

d*w(x)  q(x)
d* ~ EJ

for I, <x<l,

in which the plate rigidity D was replaced by the beam rigidity EJ, and
w = w(x) = w(x,,0).
The boundary conditions have now the form

*w Pw
F T P

for x, = I, and x, = I, (Fig. 8). The interaction conditions 1°—3° and 1'—3’ for the plate
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also hold for the beam if x; = x and if the dependence of the function wy, g, ts, n =
=0, 1, ..., K on the variable x5 is neglected.

X1

Y

X3

Fig. 8
6. Structures with rigid footing on a partly elastic subsoil

Let us assume according to Fig. 9 that any point P(x,, x;) €1, of the structure on a
rigid footing, is displaced under the influence of structure load and subsoil configuration
changes. Since the structure undergoes only rigid deformations, the position of the point

P(x,, x3) is determined by

WXy, X3) = Dot X3 Pp— Xy Py (6.1)
X2 }.v,, X4 2 al
Pn T
e e S
X
N L
3 N Uy L
o O
X3 P‘J

X2

Fig. 9
The equilibrium condition of the forces acting upon the structure footing has the form

Ro+ [ Balxy, x3)dx, dxs =0, (6.2)
I

where R, is a resultant (in the direction of the axis x,) of the loads acting from the structure
on its footing.
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The remaining equilibrium conditions arc

MO+ [ Buxy, X3)x, dx,dxs = 0,
. Fi4

6.3)
MO+ [ Palxr, x3)x3dx dxg = 0,
7

where M$®, M are the couples (with respect to the axis x; and x, respectively) due to
the loadings acting from the structure upon its footing. It is assumed that that equations
of equilibrium not mentioned here are fulfilled identically, i.e. all the forces act parallel
to the axis x,. Equilibrium conditions analogical to (6.1) and (6.2) as well as (6.3) also
hold for the increments:

wn(xl ’ x3) = 19"+x3(p_xl Wn’ (64)
and

Ryt [ pu(xy, x3)dx, dx; =0,
7
MP+ [ pu(xy, x3)x,dxydx; = 0, 6.5)
7

MO+ [ p(er, ¥3)x3dx, dxs = 0.
¥

The basic unknowns are now the numbers &,, ¢,, v, for each n = 0,1, ..., K. Each of
the triples of these number will be determined from the three equations (6.5) assuming
that R, (the increment of the resultant of normal loads acting upon the structure footing)
and M and M{" (the couples increments acting upon the structure footing after the
n-th change of its configuration) are known. The increment of the subsoil reaction p,(x, X3)
is to be distinquished here, by the conditions 1°, 2°, 3° included in section 3. It leads to
the equations:

Rn+ J _k[19+x3¢n_xl y)n'_un(xl ’ x3)]dxl dx3+

I
wr f_"k['ﬂ‘i‘xsfpn—xlw_”n(xl’xa)]dxldxa_ fﬁn—l(xly X3)dx,dx; = 0,
a3 s
M§13)+ f—kxl [19,,+x3(p,,—x11p,,—u,,(x,,x3)]a'x1dx3+
I
+ f—xkxl[ﬂn'i'xii(pn—xl y)n_uu(xlyxii)]dxl dx3_ fijn—-l(xls x3)xldxldx3 = 0,
i m
Mﬁl)_'_ _{ _kx3 [‘ﬂn+x3q7n_xl y)n_“n(xl ’ x3)]dxl dx3+
I
+ [ =kt xa =1y ey, Xy drs = | o (51, 330335, x3 = O,
n: 1

where 11} is a set of all those (x,, x3) €11 for which &,(x,, x3) is primary and M2 is a set
of all those (x,, x;) €7 for which 8,(x,, x3) is not primary but is positive, and M3
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is a set of all those (x,, x3) €I for which Sn(xl, x3) € 0. It is to be pointed out that
in the general case the regions I7,}, I12  II? are disjointed and not known a priori. For all
(x,, x3) € IT? there is no contact of the structure footing with the subsoil, i.e. p(x;, x3) = 0
if n =0 then Ry = Ry, M = M§», M = M§» and for n = 0 it is to be assumed
Pn_1 = 0, both in the above and further equations. The above conditions lead to the set
of equations:

8 [ fes, x)dridss 4 k(xy, x3)dx dxs) + f k(xy, x5) xadxy dxy +
IIn

IIn IIn
+ 2 fk(xl , X3)X3dx, dxg) + vy, (— fk(x1 > X3) Xy dX, dx;—
n? i

—n fk(xl, X3) X dx, dx3) = R,+ fk(xl, X3)u(%y, X3)dx, dxs+

o 1
+x fk(xx » X3)Un(Xy, X2)dXydxs— fﬁn-—l(xl » X3)dx, dx;.
o m

Ba( [ Crrs x)xydnydng + [ kCer, x3)xidxy dos) +
m

i

+‘Pn( fk(xx,xs)xxxsdxxdxs‘f'” fk(xx,xs)xxxadxxdxs)'f'
m n?

tn (= [ KO, xa)(eoldridrs = [ ke, x5) (e1)?dx, dvs) = MED +
i m? (6.6)
+ fk(xx » X3) X1 Un(Xy, X3)dx dxs+ fk(xx » X3) Xy Un(Xy , X3)dxy dx3 —
I or
= fﬁn—l(xl » X3) X dx dx;.
ITW3

Ba( [ KCre, xa)xadrydxs 3 [ kGry, xs)xsdy dxs) +
m o
+u ([ ke x0) (es)dx dxg 5 [R(xy, %) (s, des) +

ik s

+ Y (— fk(xl » X3) Xy Xy dx; dx;—x fk(xx » X3) Xy X3 dxy dxs) = M{P+
m s
+ f k(xy, X3)x3up(Xy , Xa)dxy dxs+% fk(xl ) X3) X3 Un(Xy, X3)dXydXs—
s m:
= fﬁn—l(xl » X3) X3dxydxs
1
for #,, @a, y.. The total values of the displacements and rotations are equal to By = P+
P14 oo 4P o = Po+ @i+ .. +@Pn; Pa = Po+y;+ ... +ya, respectively. The final
position of the structure footing will be determined by Eq. (6.1).
Essential difficulty in solving the above three equations lies in the fact that regions
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IT}  I12,IT3 are not known in advance but are expressed by the conditions given in Sec. 3.
This means that:
I —(xy, x3) ell;
for n =0 Wwo(xy, x3) > to(xy, X3)+h
for n > 0 w,(xy, x3) > #,(x,, x3) and w,(x;, x3) < w,(x,, x3)+A.
2—(xy, x3) ell?
if w,(xy, x3) > #,(x;, x3) and (x;, x3) does not bélong tp I1).
3— (xy, x3) €lT3

if W,(xy, x3) < @,(x,, x3) i.e. the contact between the footing and subsoil does not take
place.

The above problem can be solved in an elementary way, if the deformations are primary
for each (x;, x3) €1 before the first change of subsoil configuration. Thus

Do+ X3P0— X1 9o = to(xy, X3)+h for each (xy, x3) ell. 6.7)

The second condition is the lack of contact loss of the structure footing with the subsoil
ie.

Botxs Fy—x P 2 Uy, %a) Tor  cach (x,, x)ell, n=d)2, .., K: (G8)

These conditions can be checked, however, only after the problem has been solved,
since 9, @o, wo and Py, Pa, P, 7 = 1,2, ..., K occurring only in the conditions (6.7),
(6.8) are unknown. When the conditions (6.7), (6.8) are fulfilled, then in Egs. (6.6) for
n = 0 integrals over I7? do not occur (because for n = 0 only primary deformations take
place) and I1} = IT as there is no loss of contact of the structure footing with the subsoil.
By analogy, for n = 1, 2, ..., K integrals over II} do not occur and IT? = I1.

Let’s assume that the assumptions (6.7) and (6.8) are fulfilled and let’s take the coor-
dinate system Ox, x5 on the plane in such a way that:

fk(xl » X3)Xzdxdx; = 0, { k(xy, x3)x,dx,dx; =0,
n I

6.9)
fk(XI, X_-,)xl Xdel ({.\’3 = 0.
7
Moreover, let us denote
A= [k(x, xdxidss, L= [k, %) (x)%dx, dxs,
- 9 (6.10)

L= [kxi, %) (e,)?dx, ds.
7

If k(x,, x3) = k = const. for each (x,, x;) €lT i.e. if Winkler’s coefficient is constant,
then the coordinate axes on the plane x, = 0 are obviously the main central axes of the
region /7 and A/k, I, [k, I /k are a surface of the region /I, and the main central inertia
moments of this region, respectively. The co-ordinate system x,x, fulfilling the above
conditions always exists because of k(x,, x3) > O the numbers 4, I, I5 are always po-
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sitive. The set of equilibrium equations (6.6) for n = 0 will have the following form now

9o d = Ro+ [ k(xy. x5 uo(xy, x3)dx, dxs,
n
@oly = M®+ fk(-xl, X3) Xauo(Xy, X3)dx, dx;,
n

—poly = MO+ [ k(xy, x3)%,uo(xy, X5)dx, dxs
n

and for the increments n = 1,2, ..., K

DA

R, +x fk(xx s X3)Uy(Xy, X3)dx,dxy,
bé

Paxly = M+ fk(xl, X3)X3Un(Xy, X3)dx, dx;,
b74

—yurly = MO+ [ kQxy, x3)xqu,(x0, x3)dx, doxs
b4

From the above formulae we shall obtain

- 1 [~
o = =1 [Ro+ fk(xx, x3)uo(xy, xa)dxxdxs]’

bid
= 1~
Fo = 7° [M(()s)‘i‘ fk(xx, X3)x3uo(xy, xs)dxxdxs]’ (6.11)

) n
= 3
= Yo = —Z [MS w7 fk(xx, X3) Xy to(Xy, X3)dx, dxs]'
I

.., K, on the other hand, we shall get

= Po

=V)o

1 i 17 =3
= ;)‘FH[R::‘H‘J/C(XU X3)in(xy, xa)dxxdxa],

1-— —1) + i [151,‘.3)+x fk(xl , X3) X, U,(xy, x3)dx,, dx3], (6.12)
IR &

*
1 1 n

1—— +—[M,‘l )t fk(xl,x:,)x:,u,,(xl,xs)dxl,dxa]_
X HI3 &

It is to be emphasized that the formulae (6.11) and (6.12) are to hold only when the condi-
tions (6.7) and (6.8) are fulfilled. If the conditions (6.7) and (6.8) are not satisfied, then
the formulae (6.11) and (6.12) do not represent the solution of the problem and cannot

be applied.

In order to draw attention to inelastic features of the subsoil let us consider a case
in which #x = 0 and let us assume that Rg = 0, M{" = 0 and M@ = 0.
This means that we have taken the whole load off the structure under consideration.

hY




STRUCTURES ON THE PARTLY 507

Then, according to the formulae (6.12), for n = K we shall get

75’( = 190(1— —1"),
P
1

Pk = 9’0(1 - —), (6.13)

b3

oenf ]
?

In the above formuale &, o, yo characterize primary deformations of the subsoil
caused by the action of the rigid construction loaded with the resultant force R, and the
resultant couples M§", M§® (according to the formulae (6.11) while d¢, ¢x, Pk cha-
racterize analogous deformation of the not loaded structure (as we have assumed Ry = 0,
Mf(” =0, M = 0). Thus, it can be seen that B, @k, Py characterize inelastic defor-
mations, i.e. deformations that are not accompanied by any forces. Thus, the formulae
(6.13) characterize a certain effect of inelasticity of the subsoil which will allways occur
when 2 # 1. '

If x, is the symmetry axis of the region /7 and when the loads are symmetric in relation
to that axis, and the subsoil surfaces after deformations are cylindrical surfaces of con-
stant curvatures and independent of x;, then M® =0, v,=0,n=12 .., K and
we shall get the special case of the considered problem, which was discussed in [1], where
four states of the subsoil were considered (i.e. K = 3), assuming uy = 0, u; = u,(x,),
Uy = u(x,), u3 = 0, where u;(x,) and u,(x,) being assumed as the cylindrical surfaces of
constant curvature of a different sign.

7. Finals remarks

In sections 4,5 and 6 general formuale were introduced describing the footing structure
behaviour on a partly elastic subsoil which undergoes subsequent deformations. The so-
lution of the problem was obtained only for a special case of the rigid footing, the in-
teraction of which with the subsoil is described by the conditions (6.7) and (6.8). These
conditions can be checked, however only obtaining after the solution. If the conditions
(6.7), (6.8) are not fulfilled, then it is generally not possible to get a solution with
elementary metods of the considered problem. Similarly, with elementary methods one
is not able to obtain solutions for elastic plates and beams on a partly elastic subsoil;
the formulae given in Sections 4 and S are limited only to formulate the problem, leaving
open the methods of its solution. The analytic difficulties in obtaining solutions result
from the fact that the problems discussed are characterized not only by equations, but
also by inequalities. The analysis of the problems described with equations and inequa-
lities simultaneously can by found e.g. in the monograph [3]. It is to be pointed out, ho-
wever, that methods of solving problems of that kind numerically are known, and can
be successfully applied for the equations and inequalities given in Secs. 4, 5, 6. Further-
more the case solved at the end of Sec. 6, in spite of a very special character, has a practi-
cal meaning in many engineering problems. In other cases an approximate approaches
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can be applied, for example those discussed in the monograph [4] and making use of the
notion of discretization of problems.
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Pesome

B3AUMOJIENCTBUE KOHCTPYKIIUN C YACTHUYHO VIIPYTVMM OCHOBAHUEM

Ilenbio paloThI ABNAETCA OIMMCAHME MOBEACHUSA KOHCTPYKUMA NOCANEHHLIX HA OCHOBAaHMM, KOTOpOE
M3MeHsieT KoHburypauuio. Yyer BIusHUA Oedopmalii OCHOBAHHsA HA MoOBeOeHHe KOHCTPYKIMM HmeeT
NpaKTHeCKOe 3HaYeHHE B 3aJauax NocageHus o0beKTOB B palioHaX yOBLITKOB YIOJIbHOM NPOMBILLIEHHOCTH,
PaccmoTrpeno ynpyrue niuThl B 0ankd a Taroke nedopmHpyeMble KOHCTPYKIMM, HMEIOIHE MKECTKHe
OCHOBaHHUs. YUTeHO: | — BO3MOYKHOCTH NOTEPH KOHTAKTa OCHOBBI KOHCTPYKIHMII ¢ OCHOBanueM, 2 —
Pa3HOE KauyecTBO OTIOPa 0OCHOBaHMA onucaHHoro B [1]. [TonyueHno pelreHuss B 4aCTHOM Cllyyae KOHCTPYK~-
LM C YKECTKHUM OCHOBaHHMEM MHEIOIMM IIPAKTHYECKOE 3HAUEHHE .

Streszczenie <

WSPOLPRACA KONSTRUKCJI Z CZESCIOWO SPREZYSTYM PODLOZEM

Celem pracy jest opis zachowania si¢ konstrukcji spoczywajacych na podiozu doznajgcym zmian kon-
figuracji. Uwzglednfenie wplywu deformacji podloza na zachowanie si¢ konstrukcji ma bowiem znaczenie
praktyczne w problemach posadowienia obiektéw na terenach objetych szkodami gérniczymi. Rozpa-
trywano sprezyste plyty i belki oraz konstrukcje o sztywnych podstawach. Uwzgledniono mozliwo$¢ utraty
podstawy konstrukeji z podtozem oraz rézny charakter odporu podloza przy odksztalceniach pierwotnych
i wtoérnych, zgodnie z koncepcja podana w [1]. Otrzymano rozwiazania dla przypadku szczegdlnego kon-
strukcji o sztywnej podstawie, majacego znaczenie praktyczne.

Praca zostala zlozona w Redakcji 8 czerwca 1983 roku
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Politechnika Warszawska

1. Wprowadzenie

Ostatnie lata $wiadcza o wcigz wzrastajacym zainteresowaniu zagadnieniami pdl
sprzgzonych. Badania zaréwno teoretyczne, jak i doswiadczalne zachowania si¢ sprezy-
stego ciala stalego, ktdre znajduje si¢ we wzajemnym oddzialywaniu z polem elektromagne-
tycznym, a czgsto réwniez z polem temperatury, staly si¢ bardzo popularne z powodu
olbrzymiego zapotrzebowania ze strony techniki. MoZna powiedzie¢, Ze piezoelektrycz-
nos$¢ — dziedzina zajmujaca si¢ sprz¢zeniem pola deformacji z polem elektromagnetyci-
nym oraz termo-piezoelektryczno$§¢, wilaczajaca ponadto pole temperatury, sa na etapie
dynamicznego rozwoju.

Cztery lata temu minela setna rocznica odkrycia zjawiska piezoelektrycznego przez
braci Piotra i Pawla Curie. W 1880 r. odkryli oni prosty efekt piezoelektryczny w kry-
stalicznym kontinuum [l] — wytwarzanie elektrycznej polaryzacji, a wiec i pola elek-
trycznego przez mechaniczne naprezenie. Odwrotny efekt piezoelektryczny — pojawianie
si¢ naprezen i odksztalcen krysztalu wskutek zastosowania zewnetrznego pola elektrycz-
nego byl przewidziany teoretycznie przez G. Lippmana [2] w 1881 r. jako konsekwencja
termodynamiczna prostego efektu. W tym samym roku bracia Curie zweryfikowali eks-
perymentalnie to odkrycie [3]. Obydwa efekty zostaly udowodnione i doswiadczalnie
zademonstrowane w anizotropowych niecentrosymetrycznych krysztatach, np. [4, 5]
w pewnych syntetycznych materialach, np. ceramice piezoelektrycznej, np. [6, 7], w tzw.
piczoelektrycznych teksturach (np. drewno [89], skéra [9], kosé [10), w ceramice ferro-
elektrycznej [11], w plynnych krysztalach [12]. Obszerna bibliografie dotyczaca znanych,
piezoelektrycznych materialéw mozna znalezé w [13]. Badania eksperymentalne wykazuja
ze efekt piezoelektryczny wystepuje réwniez w centrosymetrycznych krysztatach, np.
[14, 15].

Najbardziej sciste sformutowanie zaleznosci miedzy piezoelektrycznos$cia i struktura
krysztaléw zostalo podane przez Woldemara Voigta. On wlasnie ustalil, w ktérych z 32
klas krystalograficznych moze istnie¢ efekt piezoelektryczny, i podal dla kazdej klasy,
ktére z osiemnastu wspétczynnikéw piezoelektrycznych moga mieé¢ wartos¢ rézng od zera.

W roku 1894 zostala opracowana przez W. Voigta fenomenologiczna liniowa teoria

piezoelektrycznosci [16] oparta na zasadach termodynamicznych sformulowanych przez
Kelvina
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Przez ponad 35 lat od odkrycia piezoefektu nie przywiazywano zadnej wagi do jego
praktycznego znaczenia. Praktyczne zastosowania zapoczatkowala praca P. Langevina,
ktéry w 1917 roku uzyt przetwornik kwarcowy do wzbudzenia fal akustycznych w wodzie.
Nastepnie powstaly pierwsze generatory, rezonatory i filtry piezoelektryczne dzigki pra-
com P. Langevina, W. G. Cady, A. M. Nicolsona i K. S. Van Dykea. W roku 1919 W. G.
Cady pierwszy zastosowal krysztaly piezoelektryczne do kontroli czgstotliwosci genera-
tora drgan. Nastgpnie stosowali je G. W. Pierce i Miller. Okoto dziesi¢gciu milionédw ge-
peratoréw kontrolowanych dzigki piezoefektowi w krysztatach bylo uzywanych podczas
II wojny swiatowej w tacznosci miedzy czolgami, ziemia i samolotami. W tych zastosowa-
niach wykorzystywano element piezoelektryczny drgajacy w zmiennym polu elektrycznym.

Wyjasénienie wlasno$ci piezoelektrycznych krysztaléw umozliwity badania ich struktury
za pomocg promieni Rontgena.

Dalszy dynamiczny rozwoj zastosowan praktycznych (takich jak: w przyrzadach re-
jestrujacych dzwigk, w przyrzadach pomiarowych cisnien szczegdlnie gwaltownych eks-
plozji, a réwniez ci$nienia krwi, naprezen w inzynierskich elementach konstrukcyjnych,
do retransmisji i mierzenia predkosci swiatla, w telewizji, komputerach, do wykonywania
wzorc6w czasu, w réznych typach broni ogniowej i artyleryjskiej) powodowal intensy-
fikacje zaréwno badan podstawowych, jak i aplikacyjnych.

W omédwionych zastosowaniach wykorzystywano objetosciowe fale piezoelektryczne.

Olbrzymie zastosowanie techniczne piezoelektrycznych fal powierzchniowych spowo-
dowalo, Ze skupiaja one wciaZz na sobie wiele uwagi badaczy. Ze wzgledu na ich bardzo
niska predkos¢ oraz bardzo mala dhugosé w poréwnaniu z falami elektromagnetycznymi
tej samej czgstotliwosci (redukcja w wymiarze zaréwno predkoscei jak i dlugosci okoto
10~-%) znajduja zastosowanie m.in. w nieniszczacych oszacowaniach sejsmologicznych,
w obrébce sygnatéw- z waznymi zastosowaniami m.in. do radaru, telekomunikacji, elek-
tronowej techniki wojskowej. Akustoelektronika powstala w ciagu ostatnich 20 lat jako
osobna galaz nauki i techniki bazuje na piezoelektrycznych falach powierzchniowych.
Odkryto, zbadano i zastosowano szereg typow fal powierzchniowych-od dawno znanych
fal Rayleigha (17], Love’a [17], Stoneleya [18] do stosunkowo niedawno odkrytych,
np. Bleusteina-Gulajewa [19, 20], typu ,,leaky” [21, 22], wystgpujacych zar6wno na pla-
skich, jak i zakrzywionych (sferycznych badz cylindrycznych) powierzchniach.

W niniejszej pracy skoncentrowano si¢ na wybranych zagadnieniach dynamicznych,
a mianowicie interesujacych typach fal (o przebiegach harmonicznych w czasie i w prze-
strzeni) w os§rodku piezoelektrycznym.

2. Fale harmoniczne w oSrodku piezoelektrycznym — teoria W. Voigta

Klasyczne sformutowanie teorii piezoelektrycznosci bazujace na podstawowych réw-
naniach liniowych wyprowadzonych przez W. Voigta zawicra fundamentalna literatura:
prace z lat 50-tych W. G. Cady [4] (pierwsze wydanie 1946 r.), W. P. Masona [5], z lat
60 +70-tych W. P. Masona [23], H. F. Tierstena [24, 25] oraz wydana w 1983 r. mono-
grafia W. Nowackiego [26].

Liniowa teoria piczoelektrycznosci W. Voigta w quasi-statycznym przyblizeniu [26]
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reprezentowana jest przez nastgpujace podstawowe zwigzki i réwnania napisane w kar-
tezjaniskim ukladzie wspdtrzgdnych prostokatnych:
— réwnania ruchu i réwnanie pola elektrycznego

Oy, +Xy =0y, D,=0, x€eB, >0 2.1)
— zwigzki konstytutywne

Giy = Cijut &xi— ity Ex

29
D, =eyentenk, E=—@; @22
- — definicj¢ tensora odksztalcenia
1
&y = 7("1.1"‘“}.1), (2.3)

gdzie: u — wektor przemieszczenia, J;;, — tensor napre¢zenia, X — wektor sil masowych,
o — gestoéé ciata, D — wektor indukcji elektrycznej, E — wektor natg¢Zenia pola elek-
trycznego, ¢ — potencjal elektryczny, stale materiatowe: ¢;;; — wspoélczynniki sztywnosci
sprezystej (dla E; = const), e, — wspolczynniki piezoelektryczne, €, — wspoélczynniki
dielektryczne (dla ¢; = const).

Nalezy tu nadmienié, Ze réwnania elektrostatyki (2.1), i (2.2); zostaly otrzymane
dzigki redukcji rownan elektrodynamiki Maxwella ((3.2) (3.3) pkt. 3) przy zatoZeniu
nieskonczenie malego pradu przewodzenia I = 0 i magnetyzacji M = 0 oraz braku fa-
dunkéw elektrycznych o, = 0 dla ciala piezoelektrycznego, a ponadto zaniedbania indukcji
magnetycznej (przyjmujemy B = 0) w stosunku do innych wielkosci charakteryzujacych
pole elektromagnetyczne na podstawie rozwazan H. F. Tierstena [25].

Podstawowe réwnania rézniczkowe piezoelektrycznosci:

~— réwnania ruchu i réwnanie quasi-statycznego pola elektrycznego otrzymujemy
w wyniku wstawienia (2.2) do (2.1) przy wykorzystaniu (2.3) mamy:

Cuuuk.u‘*'euﬂp.u‘f'l‘.’z = ol @.4)

et i—€EnPu =0, i,j,k,I=1,2,3.

Do réwnan (2.4) dochodzag warunki brzegowe i poczatkowe. Na powierzchni 0B ograni-
czajacej obszar B jednorodnego odksztalcalnego ciala anizotropowego moga by¢ dane
przemieszczenia albo obcigZenia, potencjal elektryczny albo ladunki powierzchniowe:

= Ux, 1), q = aux, t)nx),

QY = q)(x) t)’ Dknk = K, X € 0B (2'5)

W chwili poczatkowej ¢ = 0 pole przemieszczen dane jest rozktadem funkcji g;(x), a pole
ich predkosci rozkladem funkcji A;(x)

u(x,0) = g(x), u(x,0) = n(x), xeB. (2.6)

W warunkach (2.5), (2.6) n jest jednostkowym normalnym wektorem na brzegu 0B, x, —
Jest powierzchniowa gestos$cig fadunku elektrycznego, q — jest wektorem sit powierzchnio-
wych, Uy, @, g; i h; sa danymi funkcjami.

Uklad réwnan (1.4) jest ukladem réwnari sprzezonych. Widaé, ze wskutek oddzialywan
zewngtrznych (sily masowe i powierzchniowe, dane na powierzchni ciala przemieszczenia,
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przyczyny natury elektrycznej), ktére sa funkcjami poloZenia i czasu, w rozpatrywanym
ciele powstaje pole przemieszczen u(x, t), ktore wywotuje zmiang pola elektromagnetycz-
nego.

Rozwigzanie réwnan (2.4) pozwala na wyznaczenie wektora przemieszczenia u i po-
tencjalu elektrycznego @. Nastegpnie z (2.2); i (2.3) mozna wyznaczy¢ natgzenie pola elek-
trycznego E i odksztalcenia ¢y, z (2.2),,, naprezenie oy; i indukeje elektryczng D, w koncu
wektor polaryzacji elektrycznej P ze zwiazku konstytutywnego

Pi = DI_EOEI’ (2.7)

gdzie €, jest przenikalnoscia elektryczng prézni.

Poszukujac rozwiazania réwnan piezoelektrycznosci w o§rodku nieograniczonym w po-
staci fali ptaskiej o danym kierunku propagacji otrzymujemy trzy rozwigzania odpowia-
dajace falom objgtoSciowym czysto mechanicznym (quasi-podiuzna i dwie quasi-po-
przeczne) usztywnionym piezoelektrycznie, bowiem potencjal i stowarzyszone z nim pole
elektryczne sa w znacznej mierze ich skladowa czgscia.

Dla fal objetosciowych istnieja pewne kierunki, w ktérych krystaliczna symetria wy-
maga modéw czysto podtuznych oraz czysto poprzecznych. W pracy F. E. Borgnisa [27
podane sa kierunki, w ktérych moga by¢ propagowane czysto podtuzne fale dla réznych
klas krystalograficznych krysztatléw anizotropowych.

Fale objetosciowe w krysztalach trygonalnych, tetragonalnych i jednosko$nych roz-
patrywane sa w pracy R. Meiera i K. Schustera [28]. Te zagadnienia réwniez omawiane
sa w pracy zbiorowej pod redakcja A. A. Olinera [29] oraz w pracy S. Epsteina [30].

Przejdzmy teraz do piezoelektrycznych fal powierzchniowych. Najprostszym przy-
kiadem o$rodka, w ktorym moga rozchodzi¢ sig te fale, jest péiprzestrzen piezoelektryczna.

Z uwagi na latwo$é techniki wzbudzania jest uzyteczne badanie niesprzgZzonych czy-
stych modéw prostszej formy propagujacych si¢ na swobodnej powierzchni péinieskon-
. czonego krysztatu. Efekty piezoelektryczne, jako mechanizmy sprzggajace mechaniczne
fale z zewnetrznym obwodem elektrycznym, powodujg wytwarzanie: usztywnionych mo-
déw Rayleigha [17], fal Bleusteina-Gulajewa [19], [20], jak réwnieZz innych, np: typu
,».leaky” [21], [22].

Wystepowanie niezaleznych modoéw zalezy od kombinacji symetrii orodka utrzy-
mujacego fale, kierunku propagacji fali oraz od warunkéw brzegowych, ktére moga nie
pozwalaé na istnienie pewnych moddéw albo wprowadzaé sprzgzenie pomigdzy modami
nie polaczonymi przez siatke krystaliczna [31]. Odpowiednie dane dla 32 klas krystalo-
graficznych mozna znalezé w pracach G. A. Farnella [32] i C. Lardata, C. Maerfelda,
P. Tournoisa [33].

Piezoelektryczne mody Rayleigha byly przedmiotem wielu prac, m.in.: S. Kaliskiego,
J. Kapelewskiego, Z. Makowskiego [34], C. C. Tsenga [35], E. Danickiego [36]. Te nie-
dyspersyjne fale, o giebokosci penetracji w glab krysztalu okoto kilku diugosci fali,
majq predko$¢ nieco wieksza niz klasyczna predkosé Rayleigha wskutek korekcji wynika-
jacej z elektromagnetycznego sprzezenia. Przy zastosowaniu powleczenia swobodnej
powierzchni krysztalu doskonale przewodzaca warstwe materiatu, do$¢ cienka, Ze nie-
zmienione pozostaja mechaniczne warunki brzegowe, nastepuje zmiana predkosei fali.



MECHANO-TERMO-ELEKTRYCZNE FALE 513

Na tej zmianie bazuje kryterium osadzenia wzglednej wydajnosci wzbudzenia tych fal:
moéwi o tym praca J. J. Campbella i W. R. Jonesa [37].

Fale Bleusteina-Gulajeva, zwyrodniate fale rodziny SH, bez odpowiednika w czysto
sprezystym jednorodnym materiale tej samej symetrii sprezystej co piezoelektryk byly
badane przez odkrywcéw J. L. Bleusteina i W. Gulajewa [19], [20], a nastegpnie C. C.
Tsenga [38], G. Koerbera, R. Vogela [39], [40], W. Solucha [41]. Te niedyspersyjne fale
o znacznie wigkszej penetracji w glab materiatu (10 - 1000 diugosci fali [42]) niz fale Ray-
leigha przenoszace tez znacznie wigksza energi¢ znalazly bardzo duze zastosowanie w po-
wierzchniowo-falowych urzadzeniach wysokiej czgstotliwosci. Wymieni¢ tu nalezy prace
W. Pajewskiego np. [43]. Analiza teoretyczna i numeryczna zachowania si¢ fal B-G pro-
pagujacych si¢ w sinusoidalnie pofaldowanym krysztale jest przedmiotem pracy Makoto
Tsutsumi, Nobuaki Kumagal [44].

Calkowite sformulowanie teoretyczne dla fal powierzchniowych w péinieskonczonej
przestrzeni zawierajace kryteria istnienia, przyklady nieistnienia oferuja prace J. Lothe,
D. M. Barnetta [45+47] oraz W. N. Lubimowa, W. 1. Alszica, J. Lothe [48]. Warte odno-
towania sg réwniez rozwazania na temat powierzchni opéznienia fal powierzchniowych
zawarte w pracach Hirokimi Shirasaki, Toshio Makimoto [49+51]. Metoda nieitera-
cyjna uzywajaca ortonormalna baze dla wyrazenia pola dystrybucji przedstawiona jest
w pracy S. Datty, B. J. Hunsingera [52]. Zastosowanie metody wariacyjnej, dajacej gérne
granice na parametry 3-wymiarowego problemu do oszacowania zasi¢gu istnienia SH
modu, zawiera praca R. F. Vogela [53].

Zastosowanie programéw komputerowych do oszacowania parametréw fal powierzch-
niowych zastosowano w pracach J.J. Campbella W. R. Jonesa [37], [54] L. P. Soliego
[55] oraz M. Koska [56]. Ogélne sformutowanie macierzowe dla obliczen numerycznych
problemu fal powierzchniowych w jednorodnej pélprzestrzeni podane jest w pracy D. B.
Taylora, S. Crampina [57].

Propagacja powierzchniowych fal w warstwowych osrodkach w szczegélnosci sklada-
Jjacych si¢ z cienkiej warstwy na lezacym ponizej grubym podlozu jest wazna w mikrofa-
lowej akustyce. Problem ten skupiat przez lata wiele uwagi geodynamikéw z uwagi na wyja-
$nienie wigkszosci sejsmicznych zjawisk za pomoca takiego modelu matematycznego.
W przypadku piezoelektrycznej warstwy i piezoelektrycznego podloza badanie propagacji
fali powierzchniowej jest zlozone, bowiem moze egzystowaé duza liczba dyspersyjnych
modéw, pociagajacych za soba mechaniczne przemieszczenia ze sktadowymi wzdhuz trzech
osi wspolrzednych; wzbudzenie jednego z nich jest trudne bez wzbudzenia innych. W za-
sadzie wskazana jest numeryczna analiza takich struktur. Zastosowania programéw kom-
puterowych liczacych charakterystyki dyspersji fal w wielowarstwowym osrodku podane
sa w pracy G. A. Armstronga, S. Crampina [58], a dla podloza z jedna warstwa w pracy:
L. P. Soliego [55].

Niesprzezone czyste mody falowe sa czterech typow [29]; nieusztywnione Rayleigha
i Love’a mody, ktére sa uogélnieniami izotropowych modéw, niezaleznych od stalych
piezoelektrycznych osrodka, usztywnione Rayleigha mody, ktére sprzegaja potencjaly
elektryczne z przemieszczeniami mechanicznymi ograniczajacymi sie do plaszczyzny
strzatkowej (tj. ptaszczyzny utworzonej przez wektor propagacji i jednostkowy normalny
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-do ograniczajacej plaszczyzny), usztywnione Love’a mody z potencjalami sprzg¢zonymi
Z poprzecznymi przemieszczeniami prostopadlymi do plaszczyzny strzatkowe;.

W zastosowaniach akustoelektroniki jest istotna generacja powierzchniowych fal w nie-
piezoelektrycznych podlozach przez zastosowanie piezoelektrycznej warstwy.

Usztywnione mody Love’a w osrodku skladajacym si¢ z piezoelektrycznej warstwy
klasy 42 m (pokrytej nieskoficzenie cienka metaliczng powloka) spoczywajacej na izotro-
powej sprezystej polprzestrzeni byly przedmiotem pracy K. Majorkowskiej-Knap [59].
Podano w niej zwiazek dyspersyjny dla fal Love’a istniejacych w przypadku, gdy predkosé
rozchodzenia si¢ fali poprzecznej w podlozu (o orientacji zgodnej z fala powierzchniowa)
jest wigksza niz w warstwie. Otrzymane wyrazenia dla przemieszczen i potencjatu elektrycz-
nego wskazuja, Zze usztywniona piezoelektrycznie fala jest prowadzona przez warstwe,
ale réwnocze$nie penetruje podloze. Mozliwa jest seria wyZzszych rzedéw modéw propa-
gacji.

Zagadnienie propagacji fal piezoelektrycznych w osrodkach warstwowych jest rozpa-
trywane rowniez w pracy zbiorowej pod red. A. A. Olinera [29] w pracy G. A. Farnella
T32], C. Lardata, K. Maerfelda, P. Tournoisa [33] oraz N. Liachowa i R. M. Taziewa
[601.

Sformulowanie problemu fal powierzchniowych propagujacych si¢ wzdluz plaszczyzny
granicznej pomi¢dzy dwoma osrodkami rozciggajacymi si¢ nieograniczenie nad i pod
powierzchnia graniczng jest podobne do problemu ostatnio rozpatrywanego. Jesli przy-
najmniej jeden z osrodkéw jest piezoelektrykiem, fale powierzchniowe moga by¢ rozse-
parowane na mody typu Stoneleya [18] i mody z przemieszczeniami prostopadlymi do
plaszczyzny strzalkowej, ktore badane sa w pracach C. Maerfelda, C. Lardata, P. Tournoisa
[61], J. M. Gelfgata, E. S. Syrkina [62], A. K. Moroczy (63].

3. Sprzezenie fal mechanicznych i elektromagnetycznych

Sprz¢zenie fal mechanicznych i fal elektromagnetycznych w osrodku piezoelektrycz-
nym [64] przy zatoZzeniu braku tadunkéw elektrycznych i magnetycznej polaryzacji
{e, = 0, M = 0) jest opisywane przy pomocy réwnan ruchu

on X =04y, Ii,j=1,2,3, xeB, 1>0 (3.1

oraz réwnan Maxwella pola elektromagnetycznego [65]
rotH = D+J, rotE= —B, (3.2)
divD =0, divB=0. (3.3)

gdzie H, E, D, B, I — oznaczajg odpowiednio wektory: nat¢Zenia pola magnetycznego,
natg¢zenia pola elektrycznego, indukcji elektrycznej, indukcji magnetycznej i natgzenia pradu
przewodzenia (pomija si¢ prad konwekcyjny).

Wektory charakteryzujace pole elektromagnetyczne sa powiazane réwnaniami kon-
stytutywnymi

D =¢cE+P, B=yuH, J=oE (3.4)

Tutaj P jest wektorem polaryzacji elektrycznej, &, oznacza przenikalno$¢ elektryczng
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prézni, uo przenikalno$¢ magnetyczng prézni, o jest przewodnoscia elektryczna wilasciwa.
(ZalozyliSmy tu proporcjonalno$¢ wektoréw I i E oraz izotropowo$é materiatu, jesli
chodzi o przewodnos¢ elektryczng).

W wyniku wykonania operacji rotacji na réwnaniu (3.2), przy wykorzystaniu (3.2),
i zwigzku (3.4), dochodzimy do réwnania:

rotrotE = yoﬁ—yoaiﬂ 3.5)

Mamy wigc do rozwigzania uklad réwnan (3.1) i (3.5). Po wstawieniu do niego zwigzkow
konstytutywnych dla zagadnienia quasi-statycznego (2.2) przy wykorzystaniu definicji
tensora odksztalcenia (2.3) otrzymamy ukiad szesciu réwnan, w wyniku rozwigzania
ktorego wyznaczamy skladowe wektora przemieszczenia u; i skladowe natezenia pola
elektrycznego E;, co pozwoli na obliczenie pozostatych wielkosci charakteryzujacych
sprzezone pola. Nie podajemy warunkéw brzegowych i poczatkowych, gdyz bedziemy
zajmowac si¢ w dalszej kolejnosci jedynie cialem nieograniczonym z warunkami regular-
nosci w nieskonczonosci.

Jednowymiarowy problem propagacji fal w nieograniczonym osrodku piezoelektrycz-
nym byl analizowany w pracy J. J. Kayma [64] i M. Ahmeda [66]. Warto odnotowaé,
z¢ w ramach tej teorii mozliwych jest pigé fal plaskich dla danego kierunku propagacii,
ale dwie z nich s3 malo interesujace pod katem zastosowari; maja bowiem predkosé bliska
predkosci fal elektromagnetycznych w dielektrykach. Pozostale trzy interesujace nas sa
wladnie tymi, ktérych przyblizone predkosci daje uproszczenie quasi-statyczne.

Badanie sprzezen towarzyszacych propagacii fal sprezystych i elektromagnetycznych
w krysztale tetragonalnym klasy 4 mm bylo przedmiotem badan K. Majorkowskiej-Knap
[67]. Poréwnanie dwu réznych przypadkéw przy uwzglednieniu badz pominieciu pradu
przewodzenia (jest jedynie prad przesunigcia) wskazuje na pojawienie si¢ efektow dyspersji
i thumienia fal w pierwszym z nich.

Propagacji czystych modéw fal powierzchniowych na powierzchni péinieskonczonego
piezoelektryka byly po$wigcone m.in. prace C. C. Tsenga [68, 69].

Zagadnienie wzbudzania fal mechanicznych w niepiezoelektrycznym o$rodku poprzez
wzbudzenie fal elektromagnetycznych w przylegajacej warstwie piezoelektrycznej bylo
badane teoretycznie w pracy F. Bardati, G. Barzilal, G. Gerosa [70].

4. Plaskie fale harmoniczne w nieograniczonym osrodku termopiezoelektrycznym

Waznym uzupetnieniem fal piezoelektrycznych sa fale termopiezoelektryczne. W ter-
mopiezoelektrycznoéci (podstawowe rownania R.D. Mindlin [71], rozwinigcie teorii
W. Nowacki [72]) opieramy si¢ na termosprezystosci [73] i elektrodynamice o$rodkéw
cigglych [65, 74]. Cialo sprezyste, na ktore dzialaja sity masowe i Zrédla ciepta, obciazenia
zewngtrzne i pole elektryczne oraz oddziatywania termiczne, doznaje deformacji. Powstaje
W nim pole przemieszczen u(x,t) i sprzezone z nim pole temperatury, ktérej przyrost
0 =T —T,, gdzie T > 0, a T, jest temperaturg stanu naturalnego w skali Kelvina. Wy-
Micnione pola powoduja zmiang pola elektromagnetycznego. W quasi-statycznym przy-
blizeniu liniowej teorii termopiezoelektrycznosci dysponujemy:

13
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— réwnaniami ruchu i réwnaniem pola elektrycznego \
0'_”'_’+X‘ = Qil.‘, D"‘ = 0 (4.1)
— zwigzkami konstytutywnymi

Oy = Ciut €t —Yis0—euy Ex, “4.2)
c
S =yyeyt+ 7E9+P1E:,

D, =eyea+pb+enly, E.= —0@,

— definicja tensora odksztalcenia

|
&y = 7(“1.1"‘“1.1) 4.3
oraz zlinearyzowanym réwnaniem przewodnictwa cieplnego

kiy0,1y—ce0—To(yye;—pip,) = —W B CX)

gdzie: S — oznacza entropig, W — jest intensywnoscia ciepta,
Ciyr — wspotczynniki sztywnosci sprezystej (przy E, = const, 6 = const),

e;;x — wspolczynniki piezoelektryczne (przy 6 = const),

&;; — wspolczynniki dielektryczne (przy &;; = const, 6 = const),

y1; — wspodlezynniki ci$nienia termicznego (przy E; = const),

cz — cieplo wiasciwe (przy ¢;; = const, E; = const),

pi — wspdlczynniki piroelektryczne (przy &; = const),

k;; — wspdlczynniki przewodnictwa cieplnego.
Wstawiajac réwnania (4.2),,; do (4.1) przy wykorzystaniu (4.3) otrzymujemy nastgpujacy
uklad réownan:

Cuktuk.U+eklj<P.kj—7Uo,J+Xt = Qil.u _ 4.5)
e, i— €@, u+pi0,, = 0.

Roéwnania (4.4) i (4.5) tworza komplet sprzezonych ze soba réwnan rézniczkowych termo-
piezoelektryczno$ci. Wystepuja w nich nieznane wielkosci u;, ¢ i 6. Do réwnan tych do-
chodza warunki brzegowe i poczatkowe. Nie podajemy ich, bowiem w dalszej kolejnosci
bedziemy si¢ zajmowad jedynie cialem nieograniczonym z warunkami regularnosci w nie-
skonczonosci.

Jednowymiarowemu problemowi propagacji plaskiej fali harmonicznej w nieograni-
czonym o$rodku termopiezoelektrycznym poswigcona jest praca K. Majorkowskiej-Knap
[75]. W przykladowo rozwazanym krysztale jednosko$nym propagowane sa fale mecha-
niczne sprzezone ze soba, ale nie zwiazane z dodatkowo wystepujacymi falami termo-
sprezystymi usztywnionymi piezoelektrycznie, thumionymi i ulegajacymi dyspersji, powo-
dujacymi ponad to zmiang potencjalu reprezentujacego pole elektryczne.

A. K. Pal bada teoretycznie propagacj¢ fal powierzchniowych termopiezoelektrycz-
nych na swobodnej powierzchni pdinieskonczonego osrodka — jednoskosnego krysztalu
w pracy [76] oraz heksagonalnego osrodka, ktdry jest rowniez pdlprzewodnikiem w natu-
rze w pracy [77].
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5. Fale harmoniczne w orodku piezoelektrycznym — teoria R. D. Mindlina

Klasyczna teoria piezoelektryczno$ci ma pewne mankamenty. Przy poréwnywaniu
szczegdlowych rozwigzan analogicznych probleméw przy uzyciu tej teorii oraz nowocze-
snych teorii siatek krystalicznych sa duZe rozbieznosci. Teoria klasyczna nie ujmuje pe-
wnych anomalii naleznych do piezoefektu, np. obserwowanych przez C. A. Meada przy
pomiarach pojemnosci cienkich dielektrycznych warstewek [78]. Nie ujmuje efektu pie-
zoelektrycznego w materiatach z centrosymetria oraz pewnych fizycznych zjawisk waznych
w technice, ktére wlaczaja efekty fotosprezyste, aktywnos$¢ optyczna krysztaléw i in.

Wymienione niedostatki teorii klasycznej zostaly usunigte w uogélnionym modelu, na
ktérym bazuje teoria R. D. Mindlina. [78, 79]. Teoria ta powstala w oparciu o ogélna
nicliniowa teori¢ sprezystych dielektrykéw R. A. Toupina [80, 81] zawierajaca w sobie
jako przypadek szczegétowy liniowa teorig¢ W. Voigta. Teoria R. D. Mindlina wlacza
gradient polaryzacji do energii deformacji i polaryzacji dielektryka, ktéra w klasycznym
ujeciu byla funkcja tylko odksztalcenia i polaryzacji (dodatkowe elektromechaniczne
wzajemne oddzialywanie reprezentowane jest w energii przez iloczyn odksztalcenia i gra-
dientu polaryzacji).

Rozszerzone réwnania teorii z gradientem polaryzacji stanowia ciagle przyblizenie
réwnan jednowymiarowej teorii siatek krystalicznych W. Cohrana [82, 83], bazujacej na
warstwowym modelu atomu B. J. Dicka i A. W. Overhausera [84]. Méwia o tym prace
R. D. Mindlina [85] oraz A. Askara, P. C. Lee, A. S. Cakmaka [86]. Zatem teoria ta re-
dukuje ,,szczeling” pomiedzy teoriami ,,kontinuum i teoriami siatkowymi. Ujmuje ona
doktadniej. aspekty struktury i migdzyatomowego wzajemnego oddziatywania, miesci
W sobie godne uwagi obserwowane zjawiska fizyczne nie wyttumaczone przez teori¢ kla-
syczna, wilacza efekt piezoelektryczny w obu niecentro- i centro-symetrycznych kryszta-
tach, nawet o najwyzszej symetrii (centro-symetrycznych izotropowych). W naszych
rozwazaniach ograniczymy si¢ jedynie do ciala centrosymetrycznego izotropowego. W tym
przypadku na podstawie rownania gradientowej teorii piezoelektrycznosci [26] skladajg si¢:

— rownania Eulera
oy, + X, = ouy,

E; +EF~9, ,+E> =0 dlaxeB (5.1)
—€o@,nutPi, i = 0.
@4 =0 dla xe B’

gdzie (5.1); —to réwnania ruchu, (5.1), — réwnanie bilansu sily wewnatrzczasteczko-
wej — fundamentalny warunek réwnowagi powloki (zewngtrznych elektronéw) pod
dzialaniem rdzenia (nukleonéw i wewnetrznych elektronéw) tego samego atomu i otacza-
Jacego pola elektromagnetycznego oraz dodatkowe dzialanie sasiednich atoméw na po-
wloke. (5.1); — réwnanie pola elektromagnetycznego, do ktérego bezposrednio prowadzi

wstawienie do D;,; = g, zwiazkéw D; = exE;+ Py oraz E; = —¢,;,
— réwnania konstytutywne
Oy = Crali, kO Caalty, j+ 1y, )+ 812 Pk Oy +daa(Py  + Py ), (5.2)

E+diouy 8+ dag(uy, )+ 012 Pk O+ bas(Py, (+ Py ) +bqaqPy— Py, )+ 5%y,
E(L = '_aP‘.
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Wstawienie zwigzkow (5.2) do réwnan (5.1) prowadzi do nast¢pujacego uktadu sprz¢zonych
réwnan piezoelektrycznosci

Caa VAUt (¢ 5+ yq)graddiva+ d, V2P + (d, +dyg)graddivP + X = pii,
Ay VUt (dy o +dys) grad divu+ (bag + bry) V2P + (5.3)
+ (b, +bss—byr)graddivP—aP —gradep +E° = 0,
— e V2p+divP =9,, dla xe€B,

Vip =0, dla xeB,
Dla réwnan dochodza warunki brzegowe
Gjnnj = ql) Ejnn_l = 0: [_ 50"77,1| +Pl]ni = 0’ dla X € aB (54)

Nowo wprowadzone oznaczenia wystepujace we wzorach (5.1+5.4): E;; — tensor elek-
tromagnetyczny, E* — wektor lokalnej sity elektrycznej, E° — wektor nateZenia zewnetrz-
nego pola elektrycznego, stale materialowe: c¢;,, c4a (przy P, = const, P;; = const)
(d,2, dss) (przy P;=const), by, bsy, b77 (przy g, = const, P; = const), a — wspolczyn-
nik polaryzacji (przy P, ; = const, ¢; = const), b°, B— obszar ciala dielektrycznego
ograniczonego powierzchnia ¢B, ktéra oddziela go od prézni B’, |¢, | skok funkcji ¢ ; na
powierzchni 2B, d;; delta Kroneckera, V? — operator Laplace’a.

W wyniku rozwiazania sprz¢zonych — poprzez stale d,,, dy, — réwnan (5.3) wyzna-
czamy nieznane funkcje: przemieszczenie u, polaryzacj¢ P oraz potencjat elektryczny .
Nalezy tu zwréci¢ uwage na swobod¢ w warunkach brzegowych; na brzegu moze byé dana
zaroéwno polaryzacja, jak i potencjal elektryczny. Stale materiatowe b,,, bs4, b7 i d, 5,
d,, pochodza od wzajemnego oddzialywania pomigdzy sasiednimi atomami (powtoka-
powloka) i wewnatrzatomowego oddzialywania (rdzen-powloka). Stalg b° mozna trakto-
waé jako warto$¢ poczatkowa wprowadzong do ciala w stanie naturalnym.

Niewiele zagadnien dynamicznych rozwigzano w ramach teorii R. D. Mindlina. Omé-
wione ponizej prace ograniczaja si¢ do rozpatrywania o§rodka dielektrycznego izotropo-
wego 1 centrosymetrycznego. '

Zagadnienie propagacji fal objgtosciowych w nieograniczonym o$rodku dielektrycznym
rozpatrywane jest w pracy K. Majorkowskiej-Knap [87]. Dla kierunku propagacji wzdtuz
wybranej przykladowo osi x; otrzymano trzy rozwigzania odpowiadajace podiuznej
i dwom poprzecznym dyspersyjnym falom mechanicznym zaburzonym przez quasi-statyczne
pole elektryczne. W wyniku tego ruchu falowego nastgpuje zmiana polaryzacji elektrycz-
nej.

Falom Love’a propagujacym si¢ w osrodku sktadajacym si¢ z dielektrycznej warstwy
wspartej na sprzezystej potprzestrzeni poswigcona jest praca K. Majorkowskiej-Knap
[88].

Zarys rozwiazania dla powierzchniowych fal Rayleigha propagujacych si¢ na swobodnej
powierzchni dielektrycznej potprzestrzeni podany jest w monografii W. Nowackiego [26].

Plaskie zagadnienie Lamba dla péiprzestrzeni dielektrycznej byto przedmiotem prac
K. Majorkowskicj-Knap [89, 90]. Przy uzyciu wykladniczej transformacji catkowej
Fouriera otrzymano ogélne rozwigzania dla obeiaZenia zmieniajgcego sie w sposob har-
moniczny w czasie, normalnego i stycznego do plaszczyzny ograniczajacej potprzestrzen.

Problem mechanicznej fali objgtosciowej (podituznej, poprzecznej SH i SV) padajacej
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skosnie na powierzchni¢ graniczna pomigdzy polprzestrzenig dielektryczng i préznia albo
dwoma poélprzestrzeniami dielektrycznymi o roznych statych materialowych byt szcze-
gbétowo badany w pracach K. Majorkowskiej-Knap [91 =+ 94].

Zagadnienia falowe w nieograniczonej przestrzeni dielektrycznej oraz pélprzestrzeni
dielektrycznej w ramach teorii termo-piezo-elektrycznosci z gradientem polaryzacji [26]
byly rozpatrywane w pracach J. P. Nowackiego, P. G. Glocknera [95, 96].

6. Uwagi koncowe

Niniejsza praca przegladowa zawiera jedynie wybrane zagadnienia dynamiczne, a mia-
nowicie interesujace typy fal harmonicznych w stalym o$rodku piezoelektrycznym w ujg-
ciu teorii liniowych. W wigkszosci przypadkéw ciekawych z technicznego punktu widzenia

liniowy model krystalicznego kontinuum zadowalajaco opisuje wystgpujace zjawiska fi-
zyczne.

Nalezy odnotowa¢, ze w ostatnich latach rozwijane sa rowniez teorie nieliniowe pie-
zoelektrycznosci 1 termopiezoelektrycznosci, o czym $wiadcza prace: M. Laxa, D.F.
Nelsona [97], D. F. Nelsona [98], P. G. Glocknera, K. L. Chowdhury [99=101], K. L.
Chowdhury, M. Epsteina, P. G. Glocknera [102]. Zagadnienia falowe w nieliniowych

osrodkach dielektrycznych rozpatrujg B. Collet [103, 104], A. Alippi [105], M. Planad,
D. Hauden [106] oraz S. Dost [107].
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Pesziome

COIPSDKEHHBIE MEXAHO-TEPMO-3JIEKTPHYECKHNE BOJIHBI
B INBE3O3JIEKTPUYECKHX CPEIOAX

0630p KacaeTcA rapMOHHUYECCKHX COMNPMAM(CHHBIX MCXAHO-3JIEKTPHUECCKHX H MEXaHO-TEPMO-3JICKTPH-
HYE€CKHX BOJIH B TBEPABLIX YNPYrHX Cpelax HaxoOAINHUXCA BO B3aUMOIEHCTBHH C OJICKTPOMAarHUTHbRIM I1O-
Jiem (B GONBIIMHCTBE ClyvaeB CBEOCHBIM K 3ne1<Tquecx<omy) a BO3MOYXHO C IIOJNIEM TEMIICpaTyphI.

Summary

COUPLED MECHANO-THERMO-ELECTRIC WAVES IN SOLID PIEZOELECTRIC CONTINUUM

We present the problem of coupled mechanical elastic, thermal and electromagnetic fields (the latter
most of the cases reduces to the electric field) in a piezoelectric medium in the case of the harmonic plane
waves. The considerations are conducted on the basis of the following linear theories:

— the classical W. Voight theory of piezoelectricity,

— the more general theory of piezoelectricity based on the coupling of the electromagnetic field with
the mechanical field

— the quasi-electric theory of thermo-piezoelectricity

— R.D. Mindlin’s theory of elastic dielectrics with a polarization gradient, the theory formulating
both the electromechanical interaction in materials with centrosymmetry and the surface effects pertaining
to deformation as well as polarization.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 stycznia 1984 roku
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ANALIZA STATECZNOSCI PROCESU DUZYCH ODKSZTALCEN
SPREZYSTYCH POWEOKI CYLINDRYCZNEJ PRZY DWUKIERUNKOWYM
ROZCIAGANIU

JAN BIELSKI, JACEK SKRZYPEK (KRAKOW)
1. Uwagi wstepne

Celem pracy jest analiza procesu duzych odksztalcen sprezystych cienkiej powloki
cylindrycznej rozcigganej sila osiowa 71 i ciSnieniem normalnym p (rys. 1) oraz wyznaczenie
obszaréw statecznos$ci tego procesu i kreséw mozliwosci jego realizacji (tj. kreséw istnie-
nia rozwigzania przy zadanej §ciezce sterowania) [2, 4].

Zalozono material spreZysty spelniajacy prawo Hooke’a, uogélnione na przypadek
skonczonych odksztalcen (w logarytmicznej mierze Hencky’ego) i napreZen rzeczywistych
[3], [8]. ZaloZzono dalej niescisliwoéé materiatu, plaski stan napreZenia oraz réwnomierny
rozkiad naprezen wzdluz grubosci powloki. Rozwazania ograniczono do osiowo symetrycz-
nych jednorodnych stanéw odksztalcenia. W tej klasie poszukiwano réwniez punktéw
bifurkacji z uwagi na parametr sciezki sterowania.

T

—t—

1
=
oy

e et oy e s e e e et

o V=gt [
Tl

oy

L B L Bt

Rys. 1. Geometria i obciaZenie powloki

Rozpatrzono trzy mozliwosci realizacji omawianego procesu:

a) przez sterowanie ,,silowe” czyli zadanie zaleZnosci pomigdzy cisnieniem p i silg
osiowg 7;

b) przez sterowanie ,kinematyczne”; czyli zadanie zaleZnosci pomiedzy odksztalce-
niami osiowym &£ i radialnym &¢;

C) przez sterowanie ,,mieszane” czyli zadanie zalezno$ci migdzy ciSnieniem p i od-
ksztalceniem &. ’

W kazdym z tych sterowai odpowiednio inna wielkoéé pelni role umownego czasu.

Przypadek ogélniejszy powyzszego zagadnienia rozpatrywany byl w pracy [5] i doty-
czyl materialu sprezysto-plastycznego oraz sztywno-idealnie plastycznego, a takze ogol-
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niejszego sterowania polegajacego na zalozeniu dowolnego zwiazku migdzy czterema
wielkosciami &g, &, p, n. Jako jeden z przykladéw omoéwione zostalo sterowanie, w kté-
rym za umowny czas przyjeto objetos¢ powloki.

2. Uklad réwnan podstawowych

2.1. Oznaczenia i ubezwymiarowienie. W przyjetych oznaczeniach litera duza oznacza wiel-
kos$¢ odniesiong do konfiguracji poczatkowej, a mala do aktualne;j.
Nadkreélenie oznacza wielko§¢ wymiarowa w odrdznieniu od wielkosci bezwymiaro-
wych, bez nadkreslen. i
R, 7 — promied powierzchni $rodkowej,
L, [ — dhugosé powloki,
T, t — grubosé $cianki,
V, — objetosé powloki,
&s, &, — odksztalcenia w mierze Cauchy’ego,
el ¢, — odksztalcenia w mierze Hencky’ego,
0,, 0, — Naprezenia rzeczywiste,
G — modul Kirchhoffa,
P — cisnienie wewnetrzne odniesione do jednostki powierzchni aktualnej,
]V, n — sila osiowa,
d? w — praca nadwyzkowa.
Przyjeto do obliczeft nastgpujaco zdefiniowane wielkosci bezwymiarowe:

0.,
Oz, = qu »
ke
GT’ _
| @.1)
n = ;1____—:,
2nGRT
d*w = dZW-‘IT.
GV

Wielkoéci geometryczne i kinematyczne odniesiono do promienia R powierzchni
srodkowej w konfiguracji poczatkowej zgodnie z przepisem

2.2. Réwnania podstawowe. Zwigzki fizyczne przyjeto w postaci liniowego, logarytmicznego

prawa Hooke’a dla plaskiego stanu naprezen
I =gl =
8" = T(Za' —O'Z),
¢ 6G ¢
(2.2)
ghi_s Lopd 2y
GG %
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gdzie odksztatcenia zdefiniowane sa jako

. o F=R
el =In(1+¢&), 6= e b
== 2.3
el = In(1+¢), &= AL
z z/» z Z ]
Roéwnania réwnowagi maja postaé
g, =2l
t 2.4)
ey . LYl -
2nrt
Po wyeliminowaniu napreZzen i wykorzystaniu warunku niescisliwosci
rtl = RTL (2.5

oraz zwigzkéw (2.1) otrzymamy bezwymiarowe zalezno$ci pomigdzy wielkosciami sito-
wymi p i n oraz geometrycznymi & i &5:

2_1nx

' Piagery (2.6)
e Q.7

3 /)2

iz

gdzie przez x i y oznaczono
x = (1+&)*(1+¢€9), 2.8)
y=(+e&)(1+e)> ‘ 2.9)
Do tych réwnan dolaczamy réwnanie $ciezki sterowania

Sfes, &, p,m) =0 (2.10)

oraz definicje parametru bedacego umownym czasem (np. odksztalcenie &, sita n, obj¢-
tos$¢ niescisliwej cieczy wypelniajacej powtoke itp.).

3. Analiza statecznoSci

Analizg statecznoéci przeprowadzono wylacznie dla proceséw sterowanych w sposéb
czysto ,,sitowy”. W przypadku, gdy chociaZ jeden z parametréw sterujacych jest kinematycz-
ny (e, &5), nalezy w wyraZeniu na prace drugiego rzedu uwzgledni¢ elementy zwigzane
Z ukiadem wymuszajacym.

Za kryterium statecznosci przyjeto za Druckerem [1] warunek dodatniej sumarycznej
pracy nadwyzkowej wykonanej na wszystkich parach stowarzyszonych obciaZzen — prze-
mieszczen.
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Praca nadwyzkowa wyrazZa si¢ w przypadku rozpatrywanych obcigZzen nastepujaco:

d*w=dp-dr-5+p-dr-ds+dn-di, (3.1)
lub po uwzglednieniu przyjetych ubezwymiarowan (2.1):
d*w = dp- dei(1+ &) (1 + €9) + pd ef[(1 + ep) deg+ (1 + 5) deg] +dndes. (3.2

Analiza statecznosci przeprowadzona zostata wedtug metody zaproponowanej w pracy
[6]. Polega ona na badaniu wartoéci pracy nadwyzkowej dla wszystkich moZliwych za-
burzen poloZenia réwnowagi. Z [6] zaczerpnigto rowniez definicje statecznosci bezwzgled-
nej oraz statecznos$ci w kierunku $ciezki. W przypadku sterowania wieloparametrowego
moéwimy, ze poloZenie rownowagi ukladu jest bezwzglegdnie stateczne, jezeli przy wszyst-
kich mozliwych jego zaburzeniach praca nadwyzkowa zewnetrzna jest nieujemna (w do-
puszczalnej klasie form odksztalcenia konstrukcji). Polozenie réwnowagi jest stateczne
w kierunku $ciezki ,,f”, jezeli przy zaburzeniu w jej kierunku praca nadwyzkowa jest
nieujemna (mimo iz w pozostalych kierunkach moze by¢ ujemna).

Wprowadzimy prosta parametryzacje zaburzen $ciezki sterowania (rys. 2)

dn = docosyp,
dp = dpsiny, 3.3)
p € [0; 2),

gdzie dp jest promieniem zaburzenia. Praca nadwyzkowa zwigzana z jednostkowym pro-
mieniem zaburzenia jest zatem dla danego punktu na ciezce réwnowagi funkcja kata y:

2
%WZ— — C,sinZyp+C,cos2y+ Cysinpcosy. (3.4)
“
P 2dg —»
t
T
po — —— — — — —y — -d-l;ll—uv
dn
Ny n

Rys. 2. Parametryzacja zaburzen §ciezki sterowania

State C,, C,, C; zaleza od wspdtrzgdnych punktu na $ciezce réwnowagi i wyrazaja s‘ie

= x;/xyn 3 xypn)
o (H 6A) 124B ('/xy 7 D sl (3.
Sot,
yV/xy (1 p
=R et e R S 3.6
¢ B (x 43)’ (36)

L
— N
Gy = L (/s 22 o)~ Y 5+ ) 3
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gdzie:
A=1-Inx, o
B =3-2Iny, (3.8)
a x i y sa rozwigzaniami ukladu réwnan przestepnych (2.6) i (2.7).
Rys. 3 przedstawia interpretacje podanych definicji stetecznosci bezwzglednej i w kie-

runku, jak réwniez pojecia nosnosci maksymalnej (kofca procesu wzdhiz zadanej $ciezki
sterowania) wiaZacej si¢ z osobliwosciami pracy nadwyzkowej (d?w — + o).

’P

Rys. 3. Rozklad pracy nadwyzkowej w wybranych punktach procesu

Zaznaczone krzywe oznaczaja rozklad pracy nadwyzkowej wokot punktu na sciezce réw-
nowagi. Warto$é d2w jest na tym rysunku proporcjonalna do diugo$ci odcinka odmierzo-
neégo wzdiuz promienia zaznaczonego kola od jego okregu przyjetego jako poziom zero-
wy. Odcinek odlozony na zewnatrz okregu oznacza d?*w < 0, do wewnatrz — d?w > 0.

Na poczatku procesu praca nadwyzkowa jest we wszystkich kierunkach dodatnia.
Punkt, w ktérym krzywa rozkladu d?w jest styczna do okregu d?w = 0, jest ostatnim
bezwzglednie statecznym na $ciezce sterowania. Utrata statecznoci w kierunku $ciezki
zachodzi, gdy d?w dla kierunku wyznaczonego przez §ciezke sterowania jest réwna zeru.
Koniec procesu wzdhuiz zadanej $ciezki sterowania laczy sig z osiagnigciem przez d*w war-
tosci 0o, co wynika ze zmierzania przyrostu zmiennej niezaleznej do zera (no$no$¢ ma-
ksymalna),

Wykresy zaleznosci odksztalcenia &5 od sily n (rys. 5) oraz odksztalcenia &5 od ci$nie-
nia p (rys. 6) sporzadzono przyjmujac réwnanie $ciezki sterowania procesem w postaci:

p = 51 'n, (3.9)

gdzie &, jest wspSlczynnikiem proporcjonalnoéci. Rolg umownego czasu petni sita osiowa n.
Rys. 4 przedstawia plaszczyzne zmiennych sterowania p—n. Na wymienionych rysunkach
krzywe C* i C~ oznaczaja konice proceséw (no$nosci maksymalne odpowiednio dla p i n).
Praca nadwyzkowa zmierza wraz ze zblizaniem si¢ punktu na sciezce rownowagi do tych
krzywych odpowiednio do + oo lub —oo. Krzywa S oznacza punkty utraty statecznosci
bezwzglednej. Zauwazmy, ze praca nadwyzkowa przyjmuje po raz pierwszy warto$é ujem-

14 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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ng, jeZeli zaburzenie $ciezki opisane jest parametrem y = 0 (wzér 3.3). Oznacza to, Ze
kontynuacja procesu po utracie statecznosci bezwzglgdnej przy stalym cisnieniu (dp = 0)
odbywalaby si¢ w sposob niestateczny. Zwiazane jest to z ujemng warto$cig drugiego
sktadnika we wzorze (3.1) (dr < 0).

P ' B c ' ! B
2 =

05(-

o)

\)7 !

j
o8 7 Y
n

Rys. 4. Plaszczyzna silowych parametréow sterujacych

Roéwnania krzywych C* i C~ mozna uzyskaé¢ z warunkéw osobliwosci odwzorowania
przestrzeni sterowania do przestrzeni zachowania

op op
ox oy
‘ —
o on | 0 (3.10)
| 0x oy :
lub réwnowaznie z warunku zmierzania d?w do nieskoficzono$ci (wzory 3.5=3.8)
A=0 1lub B=0. @G3.1D)

Otrzymujemy dwa réwnania krzywych noénoéci maksymalnej w plaszczyznie sterowania
(rys. 4):

Cﬁp=%3 (3.12)
6m?
C-:p= ; (3.13)

Krzywa C~ jest wklgsta.

Kres istnienia rozwigzania wzdiuz zadanej $ciezki sterowania odpowiada jednej z po-
nizszych mozliwoscei:

1) dla0 < & < 0.5 (wzér 3.9) wykres &£ = &(n) koniczy si¢ pionows stycznag ,,w gore”

o€ ; cis | 085
an +o0), a wykres & = e;(p) — pionowa styczng ,,w doi” | £ - —

op
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2) dla &; > 0.5 wykres ¢; = &5(n) konczy si¢ pionowa styczng ,,w dot”’ ( Oz =4 = oo),

c

¢ c : ISt} 36';,
a g, = £,(p) — pionowg styczng ,,w gore 2 - +00].

Na ptaszczyznie sterowania procesy typu 1) koncza si¢ w chwili przeciecia si¢ $ciezki
sterowania z krzywa C~, a procesy typu 2) — gdy Sciezka sterowania przecina krzywa C*.

=

Rys. 5. Zalezno§¢ e = ef(n), sterowanie sitowe

Pojecie korca procesu nalezy rozumieé jako brak mozliwoéci kontynuowania go
‘wzdtuz dotychczasowej $ciezki sterowania przy wzrastajacym parametrze czasu. Mozliwa
jest natomiast dalsza realizacja procesu przy malejacym parametrze umownego czasu
(z zachowaniem réwnania (3.9)). Obserwujemy wtedy powrét wzdiuz pierwotnej ciezki
réwnowagi lub, przy odpowiednim wymuszeniu, wejscie na jej druga czgéé, wzdiuz ktorej
przy parametrach sitowych p, » malejacych do zera oraz jednym kinematycznym ¢ lub
&z zmierzajacym do — 1, drugi kinematyczny zmierza do co.

Jak widaé na rys. 4, 5, 6, istnieje obszar niedostepny pomiedzy krzywymi C*, C~ oraz
$ciezkg o parametrze &, = 0,5 (krzywoliniowy tréjkat C;Cy B). Fakt ten zwiazany jest
Z przyjetym sterowaniem prostoliniowym (3.9), gdyz $ciezka o parametrze &, = 0,5 jest
styczna do krzywej C~ w punkcie C;. Przyjmujac inne, krzywoliniowe sterowanie mozemy
osiagna¢ obszar poprzednio niedostgpny, a w szczegdlnosei dotrze¢ do punktu podwojnej
nosnosci maksymalnej B, dla ktérego obydwa omawiane kresy rozwigzania zachodza row-
nocze$nie (punkt stycznosci krzywych C* i C7).

14*
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Rys. 6. Zalezno$¢ &, = &5(p), sterowanie sitowe

Przykladowa krzywa sterujaca zapewniajaca powyisze jest parabola o réwnaniu

Y
4
p=— Zlg" n?+ (3.14)

3=".

Kontynuacja procesu z punktu B przy malejacym parametrze czasu (sily n) mozliwa jest
(oprécz powrotu po scieZzce podstawowej) w dwdéch réznych kierunkach: & —» w0 igf - —1
lub & - —1 i & — © (rys. 7). Prowadzac obliczenia dla zaburzonej $ciezki typu (3.14)
otrzymujemy przebiegi wpisujace si¢ w krzywe niezaburzone (rys. 7).

Charakter tych przebiegéw, jak rowniez rozdwojenie $ciezki po osiagnigciu nognosci
maksymalnej sugeruje, 2e punkt B jest punktem bifurkacji ze wzgledu na parametr §ciezki
sterowania. Obie formy rownowagi odpowiadajace rozdwojonej sciezce polozen réwnowa-
gi sa przy tym symetryczne (zgodnie z dopuszczong klasa rozwigzan) i prowadza w kon-
sekwencji do réznych mechanizméw zniszczenia cylindra. Wracajac do analizy Sciezek
prostoliniowych w plaszczyznie sit nalezy jeszcze zwrdcié uwage na takie, dla ktérych pa-
rametr Sciezki spelnia warunek

2
Jorm < €1 <05 (3.15)

Dla parametru z tego przedziatu $ciezka sterujgca przecina krzywa no$noéci maksymalnej C~
(w dwoch punktach Ii IT (rys. 8), a krzywa C* w punkcie III.




malejgce
zaburzenie
Sciezki (344

s n

Rys. 7. Fragment plaszczyzny sterowania i zachowania; sterowanie sitowe paraboliczne (3.14)

cC
~2

n
Rys. 8. Fragment plaszczyzny sterowania i zachowania dla §ciezek typu (3.15)

[533}
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Poniewaz stan ukladu, ze wzgledu na konserwatywnosé, nie zalezy od drogi dojscia
do punktu réwnowagi, mozna po dojSciu droga krzywoliniowa kontynuowa¢ proces
wzdhiz drugiej czgsci prostej (3.9). Rys. 8 pokazuje fragment plaszczyzny (n—ef) dla
tych przebiegdéw. Widoczne jest osiagnigcie przez krzywa minimum (punkt II) oraz maksi-
mum (punkt III). Przy wspolczynniku &, zmierzajacym do 0,5 punkty I i II facza si¢

w jeden, natomiast gdy &, zmierza do sz, punkty II i III zmierzaja do punktu B.

4. Sterowanie kinematyczne i mieszane

4.1. Sterowanie kinematyczne. Rozwazano procesy, ktérych §ciezke sterowania wybrano
w postaci:
8; = _52 . 8;‘) (41)

a umownym czasem bylo odksztalcenie e5.
Odpowiednie wykresy przedstawiaja zaleznosci n = n(e) (rys. 9) oraz p = p(e5)
(rys. 10) dla przebadanego zakresu wspoiczynnika &,.

n| T { 1 T | T T T 1 T 1 T i T
3 _
2 i

10
1 002
A

0 — I
| i
] |
| |
| |
2 fos -01 -006||
: |
i
|

| | il | ] | | | | | ] |
I SE NS AR TR T AR DR | (R B S—r

Rys. 9. Zalezno§¢ n = n(eS); sterowanie kinematyczne

W zaleznos$ci od przyjetej wartosci parametru &, mozna rozrozni¢ nastgpujace przy-
padki:

1) dla &, > 0 wykresy n = n(el) osiagaja maksimum, a nastepnie zmierzaja asympto-

2

tycznie do n = 0. Odpowiednie wykresy p = p(&f) osiggaja maksimum pp,, = i, po czym
roéwniez zmierzaja asymptotycznie do p = 0.

2) dla &, < 0 ograniczeniem realizacji procesu jest zmierzanie odksztalcenia e do
wartosci — 1. Wykresy p = p(ef) oraz n = n(e) koncza si¢ wtedy asymptotami pionowymi
odpowiednio e = —11i ¢ = —-—, co oznacza, Ze cisnieni¢ p i sita n zmierzaja do — co.

&
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Dla — 0,066 < &, < O wykres zaleznosci p = p(e;) posiada dwa maksima, a zalez-
nosci n = n(ef) — dwa punkty przegigcia. Procesy, dla ktorych &, jest bliskie — 0,060,
przebiegaja w pewnym przedziale wartosci odksztalcenia &, przy prawie stalym ci$nieniu
(bardzo ptlaski przebieg zaleznosci p = p(e5)).

01 .

0,2p:0-02 005

o |
-01t )

' { / as [+
] ] 1 | | | !

! 1 L 1 | |
96 05 -0 03 02 07 0 Of 02 O3 0. 05 05 &

i

Rys. 10. Zalezno$¢ p = p(eg); sterowanie kinematyczne

Graniczna warto§¢ wspolczynnika &, = —0,066 zostala wyznaczona numerycznie,
Jjako taka, przy ktorej réwnanie % = 0 posiada potrojny pierwiastek &5 < 0.
4.2. Sterowanie mieszane. Rownanie $ciezki sterowania przyjeto w postaci
p==Es"£, 4.2)

a rolg umownégo czasu petni odksztalcenie &f.

Na wykresie n = n(&f) (rys. 11) mozna zaobserwowaé dwa odmienne przebiegi krzy-
wych w zaleznosci od wspdlczynnika &5 (wzor (4.2).

1) Dla &; < 0,25 krzywe przechodza kolejno przez maksimum, minimum oraz osig-
gaja kres wzdhuz danej sciezki sterowania przez wyczerpanie no$nosci maksymalnej

on e ; 2
ci$nienie p osiaga wtedy warto$é =1

2) Dla &; = 0,25 krzywe nie majg lokalnych ekstremoéw i osiagaja wprost opisany wy-
z¢j kres.

Przy rosnacym parametrze sterujacym (wzdiuz danej $ciezki) proces osiaga kres
w punkcie, w ktérym ci$nienie osigga wartos¢ maksymalna. MozZe on by¢ dalej kontynuo-
wany wzdluz tej samej sciezki jedynie przy malejgcej wartosci tego parametru. Mozliwe sa
przy tym réwniez nowe potozenia rownowagi ukiadu bgdace przedluZeniem poprzednich
rozwigzan (linia przerywana rys. 11 i 12).
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0O 1z W 7% P W ¥ S0 6 12
Rys. 11. Zalezno$¢ n = n(eg); sterowanie mieszane
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Rys. 12. Zalezno$¢ &5 = e5(p); sterowanie mieszane

5. Whioski

Badano kresy istnienia rozwigzan dla cienkiej powloki cylindrycznej rozcigganej dwu-
kierunkowo przy roznych wariantach sterowania procesem.
1. W przypadku sterowania kinematycznego ograniczeniem realizacji procesu jest
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zmierzanie odksztalcenia &, do wartosci —1 (promien r powloki zmierza do zera), co
faczy sie¢ z osobliwoéciami wielkodci silowych.

2. Przy sterowaniu sitfowym istnieja dwa rodzaje kresoéw istnienia rozwigzania wzdiuz
zadanej $ciezki sterowania — obydwa przez wyczerpanie nosnosci maksymalne;.

Jednym z nich jest no$no$¢ maksymalna ze wzgledu na ci$nienie p (dla &, > 0,5;
praca nadwyzkowa zmierza do + ), a drugim — no$no$¢ maksymalna ze wzgledu na
sile osiowa n (dla &, < 0,5; praca nadwyzkowa zmierza do — c0).

Przy parametrze &, = 0,5 istnieje w zwiazku z tym niestabilno$é rozwiazania w punkcie
bifurkacji C;, polegajaca na tym, ze dowolnie mate jego odchylenie (od wartosci &, = 0,5)
moze spowodowaé dwa rézne rodzaje kresu istnienia rozwigzania.

3. Mozliwa jest kontynuacja procesu po osiggnigciu nos$nosci maksymalnej wzdiuz
zadanej $ciezki przy malejacym parametrze umownego czasu.

4. Przy odpowiednim doborze sterowania krzywoliniowego mozliwe jest osiagniecie
punktu Bifurkacji B (podwdjnej nosnosci maksymalnej). Obie formy réwnowagi odpowia-
dajace rozdwojonej Sciezce polozen réwnowagi sa przy tym symetryczne.

5. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze mozliwo$¢ rozdwojenia $ciezki po osiggnigciu punktu
bifurkacji moze spowodowaé zaburzenie jednorodno$ci wzdiuz dhugosci powloki (np.
przez rownoczesna realizacje réznych form réwnowagi w réznych czesciach powloki).
Efekty takie nie byly w pracy rozpatrywane.

6. Krzywa (nosno$ci maksymalnej ze wzgledu na sile osiowa n) jest wklesta w plasz-
czyZnie sterowania p—n.
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Pesome

YCTOWUHNBOCTS ITPOLIECCA BOJIBIINX YIIPYTHX JEPOPMALIUHI
HUJIMHOPUYECKON OBOJIOUKU B CIIYUAE JIBYHAIIPABJIIEHHOI'O PACTSDKEHUS

PaccmoTpeH mpoiecc ABYHaNpaBICHHOTO PACTSXKEHHMs TOHKOCTEHHOH LHMIMHIAPHUECKOH 000J10UKH
NPOAONBHOM CHNIOM M BHYTPEHHHM AaBieHMeM. IIpeamolioykeH MaTepHall BhIIoHAonMid 3axoR Iyka,
0BOBIIEHHDI /LA CTyYas JIOrapHhMHYIECKHX AedopMalil B AeHCTBHTENBHBIX HAPAKEHHMIA.
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OrnpenenieHbl 3aBHCUMOCTH MEKAY CHIIOBLIMU M [EOMETPHUECKHMH BEJHUHHAMM [UIsI PA3HBLIX Bap-
HAHTOB YIPaBJIEHHSI IIpoueccom. B criyuae CHIOBOTO yIpaBIeHHsT OnpeesieHbl TOUKH HOoTepH aGCoMIOTHOH
YCTOHUYHMBOCTH MCIOJIB3YST KPUTEPHHA paboThl BTOporo nopsaaka. Onpejenenbl TOYKe KPHBbLIE MaKCHMAllb-
HOM Hecyuleil CrIoCoOHOCTH, a TAKKe TOUKH GHGYPKAUHH U1 IPUHATBIX JOPOYKEK YIIpABJIEHHA

Summary

STABILITY OF THE PROCESS OF LARGE ELASTIC STRAINS OF A CYLINDRICAL SHELL
SUBIECTED TO BIAXIAL TENSION

- Process of biaxial tension of thin cylindrical shell loaded by the axial force and internal pressure has
been analysed. The material has been described by Hooke’s law generalized for the logarithmic strains and
true stresses.

The relations between forces and geometrical quantities have been determined for the different variants
of control of the process. In the case of force-controlled process the points of the loss of absolute stability
have been found on the basis of second-order work criterion. Curves of maximal carrying capacity and
bifurcation points also have been determined.

Autorzy wyrazaja podziekowanie prof. dr hab. inz. Michalowi Zyczkowskiemu za cenne sugestie
w trakcie realizacji pracy.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 wrzeSnia 1982 roku
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IDEALNIE SPREZYSTO-PLASTYCZNA TARCZA O PROFILU
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KRrzyszToF SZUWALSKI — (KRAKOW)

1. Wstep

Ogodlne zagadnienie teorii plastycznosci polega na transformacji zaleznosci migdzy
naprezeniem i odksztalceniem na poziomie punktu, na zalezno$¢ miedzy obciaZeniem
zewngtrznym a pewnym charakterystycznym uogélnionym przemieszczeniem na poziomie
catego ciala. Dokonuje si¢ tej transformacji wykorzystujac warunki réwnowagi, odpowie-
dnie warunki brzegowe, prawa fizyczne i zwiazki geometryczne. Najczgsciej na poziomie
punktu dopuszcza si¢ nieograniczony wzrost odksztalcen, jak to ma miejsce w przypadku
ciat idealnie i asymptotycznie idealnie plastycznych. Jak dlugo przemieszczenia sa okre-
$lone jednoznacznie, uklad moze przenosié obciazenia, czyli pracuje jako konstrukcja
no$na. Jezeli w jakim$ punkcie przemieszczenia stajg si¢ nieokreslone, oznacza to, Zze po-
jawit si¢ pewien ‘mechanizm zniszczenia i zostala wyczerpana no$no$¢ graniczna ukladu.

Okreélenie nosnosci granicznej ukladu nalezy do najwazniejszych zadan teorii plastycz-
nosci. Nie zawsze jednak istnieje rozwiazanie tego zadania. Przyklady zagadnien, w kto-
rych nie mozna bylo wyznaczyé no$noéci granicznej ukladu bez przyjecia pewnych, nie-
dopuszczalnych nieciagloéci pola przemieszczefi podal Shoemaker [2, 3]. Zyczkowski
i Szuwalski [4] zaproponowali nazwaé obciazenie, przy ktérym pojawiaja si¢ niedopusz-
czalne niecigglosci przemieszczen (niecigglosci przemieszczen w kierunku normalnym do
powierzchni nieciaglosci) — no$noscia rozdzielcza ukladu. Nazwa ta ma uzasadnienie
w fakcie, ze niedopuszczalne nieciaglosci przemieszczen prowadza do dekohezji — roz-
dzielenia dwéch czeéci ukladu. Zatem no$noé¢ rozdzielcza okresla faktyczng nos$no$é
ukiadu jako catosci.

W pracach Szuwalskiego mozna znalez¢ rozwiazania problemu wyznaczania no$nosci
rozdzielczej dla statycznie niewyznaczalnych ukladéw pretowych [6] i dla plaskich tarcz
ze sztywna inkluzja [S]. W obu przypadkach rozpatrywano mozliwo$é ewentualnej dal-
szej pracy ukladu dekohezji. Szczegdlnego znaczenia nabiera no$nosé rozdzielcza w przy-
padku obcigZen czysto cieplnych [8], kiedy no$no$¢ graniczna ukladu w ogéle nie istnieje
w wyniku wzajemnego kompensowania si¢ odksztalcen cieplnych i plastycznych.

W dotychczasowych badaniach [S] i [8] efekt dekohezji w ukladach tarczowych byt
wynikiem niejednorodnosci stanéw naprezenia i odksztalcenia wywolanych nigjednorod-
noscig samej tarczy — idealnie sztywna inkluzja. Celem niniejszej pracy jest zbadanie
wplywu na no$no$é rozdzielcza zmiennej w sposéb ciagly gruboéci tarczy, jak réwniez
wplywu podatnosci czesci srodkowej tarczy.
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2. Zakres sprezysty i noSnosci sprezysta

Warunek rownowagi wewnetrznej dla tarczy kolowo-symetrycznej o zmiennej grubosci
h(r), po wyrazeniu wystgpujacych w nim napreZen przez przemieszczenie promieniowe u,
przy pomocy praca Hooke’a, przyjmuje ogdlna postac

d*u 1 r dh)\ du 1 r dh

—+ — —————-—{l—-v0——|u=0. 2.1

dr2+r(l+h dr)dr r2(lvh dr)u 0 1)
Réwnanie to, w ktérym » oznacza liczb¢ Poissona, daje si¢ scatkowaé w sposob scisty
tylko dla tarczy plaskiej lub tarczy o profilu hiperbolicznym. Rozwiazania dla tych przy-
padkéw podaje migdzy innymi S. D. Ponomariew [1]. Przy zaloZeniu, Ze grubo$é¢ tarczy
zmienia si¢ zgodnie z prawem

h(r) = ho (hL)— , 2.2)

w ktorym wyktadnik potegowy x jest liczba dodatnia, catka ogdlna réwnania (2.1) jest
réwna

u=Cr+ %, (2.3)

przy czym dodatnie wyktadniki potggowe réwnaja si¢

=] L 241
m= 2 +vx + 7
=3 2.4
WA ATRS )
n = T'l"l’% 3
Naprezenia w takiej tarczy opisane s wzorami
E oL D(v—n
L [C(m+v)r '+ —"_#], '
s Dl ) 2.5
—vn
Oy = ﬁ [C(l +vm)r""1 + _I‘FT],

gdzie E oznacza modut Younga. Napr¢zenie w kierunku prostopadtym do powierzchni
srodkowej tarczy o, przyjmujemy réwne zeru. Stale caltkowania C i D nalezy wyznaczyé
z warunkéw brzegowych.

Przedstawione powyzej rozwiazanie ma powazna niescistosé, gdyz zalozenie plaskie}o
stanu napreZenia stoi w wyraZnej sprzecznos$ci z bardzo szybka zmiana gruboéci tarczy
w poblizu jej Srodka, gdzie zmierza ona do nieskoficzono$ci. W celu wyeliminowania tej
sprzecznosci zajmiemy si¢ tarcza zlozona z polaczonych trwale dwéch czesci: $rodkowej
o stalej grubosci i zewngtrznego picrécienia, w ktérym grubo$¢ zmienia si¢ hiperbolicznie
zgodnie z prawem (2.2) —rys. 1. Rozwazymy najogélniejszy przypadek, kiedy kazda
z czgsci wykonana jest z innego materialu. Wielkosci odnoszace si¢ do czesci plaskiej beda
oznaczane indeksem 1, a dotyczace czgsci hiperbolicznej — 2.

Przy zaloZeniu sprezystosci odksztalcefi dla czesci plaskiej dla 0 € r € a obowiazuja
znane rozwigzania Lamégo — we wzorach (2.3) i (2.5) nalezy przyjaé m = n = 1, nato-
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miast dla czgéci hiperbolicznej dla a < r € b wykladniki potegowe m i n okreslaja wzory
(2.4). Do wyznaczenia statych C, i D; w czgsci $srodkowej oraz C, i D, w pierécieniu zew-
netrznym postuza nam nastgpujace warunki brzegowe:
‘ da r=0 o, =0, -~ D =0;
dla r=a o, =90, u =uy; (2.6)
dla r=b o, =p.

7 i

— q —

b
Rys. 1

Jak z nich wynika, w plaskiej czesci wystgpuje jednorodny stan naprezenia, natomiast
w interesujacej nas cz¢éci hiperbolicznej rozklad naprezen jest okre$lony wzorami:
o, = p " lm+v)+ (1 —»)] -~ "~ [p(1 ~91) — (n—9,)]
3 B (m+v2)+n(l —v)l— 7" (1 =) — (n—9,)]
G, = p " 'nl(m+v,)+n(1—v)l+0™" " 'mn(l —v) — (n—v,)]
N B (m+v2) +n(l —v )l =B~ (1 —v) — (n—7,)]
w ktérych n oznacza stosunck modutéw sprezystosci, f — promieni, ¢ za§ — bezwymia-
rowy promien:

2.7

¥
n= E,’ =" 0= s 2.8)

W celu ustalenia no$nosci sprezystej tarczy obliczymy kwadrat intensywnosci naprezen
wg hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego:

2
o2 = L QP2 Ilm vyt (=) —met ) gm 2 (1 =) -
— (r=v )P+ m? +m)+ ™" 2 (1 —v,) + (m+3,)] - G5
* (1 =v)—(n—2)]2mn—2—m+n)};
przez M oznaczono tutaj mianownik wzoréw (2.7). Poniewaz ta funkcja nie ma maksi-
mum w przedziale 1 € ¢ < f, przeto proces uplastycznienia moze si¢ zaczac tylko na je-
dnym z brzegéw, dla ¢ = 1 lub ¢ = . Intensywnosci napr¢zen na brzegach sa réwne:

urmer = LOED (1 (1 =2)]+ Bt ),

2.10
uets = 2 B2 =)t (1) 212wy 1O

[P =v)? + (1 =9,) (o= 202) = (1 =92)*]+ B~ "2 (L + m+m?) [n(1 —9,) — (n—72)] }%

Przyréwnanie prawej strony jednego z tych réwnan do wartosci granicy plastycznosci
0 pozwala okre$lié no$no$¢ sprezysta tarczy. Aby ustalié, ktére z réwnan nalezy wyko-
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rzystaé, porownamy intensywnosci naprg¢zen na obu brzegach czg¢sci hiperbolicznej tarczy,
co prowadzi do réwnania: i
B (I —n+n?) [m+vy + (1 =v)]— " "ol = 205) [*(1 =) — (1 —9,)* +
+n(1 =) (e =22)]+ 2" 2(m+n)? {1 = [ + (1 =)l + o +n(1=v)PP 3+ (2.11)
+ (1 +m+m?) [n(l—»)—(n—»)]* =0

Fatwo sprawdzi¢, Zze w szczegélnym przypadku, dla tarczy jednorodnej, gdy # = 1
iv, =,, rébwnanie to moze by¢ spetnione wylacznie dla wykladnika potggowego » = 1,
a co za tym idzie, m = n = 1, czyli dla tarczy plaskiej. Uplastyczni si¢ wtedy réwnoczesnie
cala tarcza i uklad osiggnie swoja no$no$¢ graniczng. Réwnanie (2.11) bylo rozwigzywane
numerycznie. Poszukiwano wykladnika potegowego x spelniajacego to réwnanie dla
réznych wartosci parametrdw B, n i v, =»,. Wyniki zostaly przedstawione graficznie.

Wykres (rys. 2) przedstawiony na plaszczyzinie = 0 ($rodek idealnie sztywny) obra-
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zuje zaleznos¢ x od liczby Poissona ». Na tym wykresie, jak i na nastepnym, gdy wykladnik
potegowy bedzie wigkszy od lezacego na linii granicznej, uplastycznienie rozpocznie sig
od strony promienia zewngtrznego b, natomiast dla » mniejszych (tarcza bardziej plaska)
strefa plastyczna bedzie si¢ rozwijala od promienia a. Z wykresu wynika, Ze graniczna
wartos¢ » obniza si¢ bardzo wyraZnie ze wzrostem stopnia niesci§liwo$ci materiatu.

Roéwniez zwigkszenie § (stosunkowo szerszy pierécien hiperboliczny) wplywa na zmniej-
szenie granicznego x.

Przebieg linii statego » na wykresie (rys. 3) (dla g = 2) wskazuje, ze zaréwno $rodek
sztywniejszy od czesci zewngtrznej (7 < 1), jak i podatniejszy (n > 1) powoduje zwigksze-

!
A\
I\
b \\ /: 1
A /0
AN 0
NN W 2h
N\ ZZ=

0 0,5 1,0 1
Rys. 3

20

nie wytgzenia na brzegu wewnetrznym dla r = a. Aby osiagnaé takie samo wytezenie
na brzegu zewngtrznym, nalezy tam ujaé nieco materialu, tym wigcej, im bardziej  rézni
si¢ od 1 i im $ci§liwszy jest material. Wszystkie krzywe osiagaja dla 9 = | minimum réwne
Zeru (tarcza plaska, jednorodna).

3. Zakres sprezysto-plastyczny i no$nos¢ rozdzielcza

Dalszy wzrost obciazenia ponad no$no$é sprezysta p moze spowodowaé pojawienie
si¢ strefy odksztalcen plastycznych, chociaz nie zawsze ta strefa bedzie si¢ mogla rozwinagé,



544 K. SzuwALsKI

co dalej zostanie wykazane. W strefie plastycznej przyjmiemy jako obowiazujacy waru-
nek plastyczno$ci Hubera-Misesa-Hencky’ego, Wykorzystamy trygonometryczna para-
metryzacj¢ tego warunku typu Nadai-Sokolowskiego:

a —isinC a sin (C+ ) (3.
r l/§ ’ 0 l/_ .
gdzie ¢ jest parametrem, ktérego rozktad w funkcji promienia nalezy okreslié. Dokonamy
tego w oparciu o warunek réownowagi wewngtrznej, ktory dla tarczy hiperbolicznej przyj-
muje postaé:

(1 —%)+0, = 0. (3.2)

Po podstawieniu do niego wzoréw (3.1) i po scatkowaniu mozna znalezé zalezno$é
odwrotng: promienia od ¢:

e 2%—1 ry )
r= kexp( 1/3 ¢ )sin( 2t 2x+2 ) [C+arctg( V3 )] 3.3)

22 —2x+2 2x—1

W strefie sprezystej obowigzywaé beda wyprowadzone wcezesniej wzory (2.3)+(2.5).

Dla uproszczenia dalszych rozwazan zajmiemy si¢ tarcza hiperboliczng osadzona na
idealnie sztywnym wale (5 = 0). W oparciu o wykres na rys. 2 mozna dla ustalonych
parametréw tarczy (x, B, ») stwierdzié, od ktérej strony zacznie si¢ pojawiaé strefa pla-
styczna. Jezeli ta strefa bedzie obejmowala obszar r, < r < b, cz¢é¢ zas wewngtrzna po-
zostanie sprezysta, obowigzywaé beda nastepujace warunki brzegowe:

r=a we =0
r=ry (=0 0o2=0P, o =0, (3.4)
r=b (=¢§, of=p=qo,
w ktorych indeks e u géry okresla wzory ze strefy sprezystej, a indeks p dotyczy wielkosci
w strefie plastycznej. Po wykorzystaniu warunkéw brzegowych dochodzimy do réwnania
przestgpnego, okreslajacego wartosé parametru na granicy stref:
LZm+l+1/3_cth*)(n—v)a'"+"
(2n—1—y/3ctgly) (m+v)rg+n

=1, 3.5

przy czym

2%—1
- SrraT)
sin [C*+arctg( V3 \]
S [13@*—:,,)] 24— 1)

2% —2m+2 || | ; 3 \] ' Sl

sin lC,,+arctg ( 23‘/31 )J

Warto$¢ parametru na promieniu zewngtrznym (, jest okres§lona przez obciaZenie:

£, = arcsin (I/T3q) 3.7

W przypadku gdy w miejscu pierwszego uplastycznienia spelniony bedzie warunek,
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ze napre¢Zenie promieniowe bedzie dwa razy wigksze od obwodowego, wowczas w tym

miejscu odksztalcenie promieniowe bedzie zmierza¢ do nieskonczonosci, na co zwrdcit

uwage Zyczkowski [7]. Kontynuacja procesu musiataby si¢ wiazaé ze skokowa zmiana

w tym miejscu przemieszczenia promieniowego. Poniewaz jest to nieciaglosé niedopusz-

czalna, wystapi kres ciaglego rozwiazania. Uklad osiagnie swa nosnoéé rozdzielcza po-

krywajaca si¢ z nos$no$cia sprezysta. Warunek natychmiastowej dekohezji, aby w miejscu
k'

pierwszego uplastycznienia parametr ¢ byl rowny 5 przyjmie postaé:

wen _ (L+2m) (= 1) '
g = (A=2n)(m+»)" @8)

W szczegblnym przypadku dla peinej tarczy hiperbolicznej (8 — o) warunek ten be-

dzie spetniony dla n = %

Poniewaz dyskutujemy przypadek, gdy pierwsze uplastycznienie wystapi na pro-
mieniu zewngtrznym b, zatem odpowiednig no$no$¢ rozdzielcza okresli wzor (3.7) z pod-
T

stawieniem ¢, = —2~:

2._71

e 1,1546. (3.9)

a:

Jesli parametr ¢ na brzegu zewngtrznym ma warto$é rozna od g—, dalszy wzrost ob-
ciaZzenia bedzie powodowal powstawanie w poblizu promienia b strefy plastycznej. W miare
jej rozwoju warto$¢ parametru {, bedzie si¢ zblizala do —727:- Z chwila gdy warto$é ta zo-

stanie osiggnigta, proces zostanie zakonczony, gdyz uklad osiggnie swa no$nos¢ rozdziel-
cza i zawsze bedzie ona okreslona przez (3.9).

Jak mozZna odczyta¢ z wykresu 2, przy odpowiednich parametrach geometrycznych
tarczy » i f§ oraz liczbie Poissona », mozliwe jest rozpoczgcie procesu uplastycznienia od
promienia wewngtrznego a. Dla tarczy osadzonej na sztywnym wale (n = 0) stosunek
naprg¢Zzen promieniowego do obwodowego jest w zakresie sprezystym na promieniu a
staly i réwny ». Do natychmiastowej dekohezji na promieniu @ moze wigc dojé¢ tylko dla
materialu niescisliwego » = %, co pokrywa si¢ z wynikami dla tarczy plaskiej [5]. W przy-
padku materiahu §cisliwego, wyczerpanie no$nosci rozdzielczej bedzie zawsze poprzedzone
wczesniejszym rozwojem strefy uplastycznionej.

4. Uwagi koncowe

Nie zawsze dopuszczenie mozliwosci nieograniczonego wzrostu odksztalcen na po-
ziomie punktu ciata pozwala na osiggnigcie nosnosci granicznej — dowolnie duzych prze-
mieszczen. W przypadku niejednorodnosci stanu odksztalcenia zaleZzno$¢ miedzy obcig-
Zeniem zewngtrznym a przemieszczeniem moze byé ograniczona. Niejednorodno$é stanu

15 Mocch. Teoret. i Stos. 3-4/84
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odksztatcenia moze by¢ wywolana w przypadku jednorodnego materialu przez jego od-
powiednie uksztaltowanie.

W pracy postuzono si¢ modelem ciata idealnie sprezysto-plastycznego. Nalezy sie
jednak spodziewaé, ze podobne efekty bedzie mozna uzyska¢ dla niektérych praw asympto-
tycznie idealnej plastycznoscel, tj. praw, w ktorych zmierzaniu do nieskoficzonos$ci odksztal-
cenia odpowiada ciagly wzrost naprgZzenia, ktdre asymptotycznie zbliza si¢ do pewnej
ustalonej wartosci. .

W przypadku dostatecznie szybkiego zmierzania napr¢zen do granicznej wartosci
réwniez moze wystapié¢ kres istnienia rozwigzania cigglego.

Dalszym krokiem w kierunku usci$lenia badan nad efektem no$nosci rozdzielezej
byloby zastosowanie teorii odksztalcen skonczonych. Wynika to z wewngtrznej niespéj-
nosci teorii stosowanej, gdzie stojac na gruncie teorii odksztalcen matych badamy zjawisko
zmierzania odksztalcen do nieskonczonosci. Jednakze zastosowanie sciSlejszej teorii nie
wprowadzi zadnych istotnych zmian jako$ciowych, a nawet spowoduje obniZenie nos$nosci
rozdzielczej [9].
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Peasmome

HUIOEAJIBHO VIIPYTO-TUIACTUYECKHUN TUCK THMIIEPEOJIMYECKOI'O ITPODUIISA

Jna mHMcka, KOTOPOTrO TOJILIHA HU3MEHseTCA THIepOONHUYecCKHM o0pa3oMm, ONpeJeseHa Harpysxa
NpuU KOTOPOH BLICTYNAET NPEPLIBHOCTb pajyalIbHLIX IIE€peMelleHnil, 13-3a HarnpaBlieHdsa K OecKoHeu-
HOCTH paauanbibix nedopmaumit. Cornacuo npeanoxeuntro K. Ilysanscikoro m M. JKnukosckoro [4]
3Ta HArpysKa ONpEAC/IACT ICPepacCLeIIeHHe Takoro aucka. Jinst naGeyaHua OeCKOHEUHON TONLIMHbLI
JNCKA B ee CEpejiHe, PacCMATPUBAETCSI OUCK COCTOSLIUIH M3 OBYX YacTef: LIEHTPAJbHON IOCTOSHHOH
TOJILLIMHL] ¥ Hapy)KHo# runepbosmueckoit. s obero ciuyuast, Korga o6e YacTH BBLIOJHEHBI M3 pa3-
HbIX MaTepHAJIOB, PACCMOTPEHA BO3MOMKHOCTh BOSHMKHOBEHHA MPOLIECCA IUIACTUHHKALMH CHAPY»XKH JIH-
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00 Ha CTHIKOBKe obenx yacteil. JIna oBoux crnyuaeB oONpeesieHbl YCJIOBMSA BO3HMKHOBEHHA HECyLUEH
CIIOCOBHOCTH CHCTEMbI, ¢ OCOBEHHBIM YUYTEHHeM HENpeMEeHHOH AEKOTe3HH, Ge3 pasBHTHsA NacTHhHLM-
POBaHHOH 30HBI.

Summary

PERFECTLY ELASTIC-PLASTIC HYPERBOLIC DISK

For a disk with hyperbolically variable thickness, the loading parameter at whitch inadmissible discon-
tinuities of radial displacement u occur, is evaluated. These discontinuities result from an infinite increase
of the radial strain e, K. Szuwalski and M. Zyczkowski [4] proposed to call that loading parameter the
,»decohesive carrying capacity”. To avoid infinitely large thickness at the centre of the disk, the paper con-
siders a disk consisting of two parts: the inner of constant thickness, and the outer of hyperbolic
profile. For a general case, when both parts are made of different materials, the possibility of initiation
of the plastification process from either the radius of connection of both parts or the outer radius is inve-
stigated. For both cases the conditions of occuring inadmissible discontinuities of displacements are for-
mulated, particularly when the plastic zone does not spread.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 lutego 1980 roku

15+






MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3-4,22 (1984)

TERMODYNAMIKA BETONU W WARUNKACH POZAROWYCH

Pi1oTR WITAKOWSKI
ELZBIETA KAMIENOBRODZKA-OLSZEWSKA (WARSZAWA)
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1. Wstep

W odroznieniu od konstrukcji drewnianych i stalowych konstrukcje betonowe i Zel-
betowe wykazuja znacznie wigksza odporno$¢ ogniowa. Wynika to z faktu, Zze beton jest
materialem niepalnym, a ewentualne wkladki stalowe sa ostonigte otuling betonowa,
ktora zabezpiecza stal przed szybka utratg nosnosci. Niemniej jednak stwierdzono szereg
awarii, jakim ulegaly konstrukcje Zelbetowe na skutek pozaru — awarii tym bardziej groz-
nych, Ze wystepuja one bez wczesniejszego zasygnalizowania plomieniem (jak to ma miej-
sce w konstrukcjach drewnianych) lub duzymi ugi¢ciami (jak to ma miejsce w konstruk-
cjach stalowych). Awarie konstrukcji betonowych i Zelbetowych spowodowane pozarem
polegaja na trwalej i niewidocznej czesto gotym okiem utracie wlasnosci wytrzymaloscio-
wych przez beton, a nickiedy na gwaltownym zawaleniu si¢ konstrukcji jeszcze podczas
trwania poZaru, co stwarza ogromne niebezpieczenstwo dla ekip ratowniczych. Sytuacja
ta doprowadzita do wzmozZonego w ostatnich latach zainteresowania odpornoscia ogniowa
konstrukcji betonowych i Zelbetowych.

Czynnik sprawczy, tj. wzrost temperatury podczas pozaru, zostal, jak sie wydaje,
dostatecznie juz rozpoznany, czego dowodem moze by¢ ustalenie norma [38] rozwoju
temperatury podczas pozaru w postaci tzw. krzywej pozarowej (rys. 1) jako obowiazuja-
cej we wszelkich badaniach eksperymentalnych i analizach teoretycznych zjawisk wyste-
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pujacych podczas pozaru. Przez warunki pozarowe rozumie¢ bedziemy warunki, w kto-
rych temperatura otoczenia zmienia si¢ wg tej krzywej.

Inaczej rzecz ma si¢ z bezposrednimi skutkami wzrostu temperatury w betonie. Wiado-
‘mo, Ze w temperaturach wystgpujacych podczas pozaru beton ulega skomplikowanym prze-
mianom fizyko-chemicznym, skutkiem czego ulegaja zmianie wszystkie jego wiasnosci.
Przeglad wynikéw eksperymentalnych badan w tym zakresie daje praca [28]. Trzeba
podkresli¢, ze dotychczasowe badania wskazuja na zalezno$¢ wynikéw od metodyki
badawczej, a w szczegdlnosci od faktu, czy probki sa jednoczesnie ogrzewane i obcigZzane
mechanicznie, czy tez oba te rodzaje obciazen sa przykladane rozdzielnie w czasie. Pod-
sumowujgc — poszczegolne wyniki badan podawane w literaturze nie sg ze soba poréwny-
walne | trudno je obecnie uogdlnia¢. Daja one wprawdzie orientacyjny obraz zmian po-
szczegblnych wlasnosci betonu, lecz jednoczesnie wskazuja na zalezno$é tych zmian od
rodzaju betonu i warunkéw badania, a co za tym idzie, na konieczno$¢ kazdorazowego
ustalania wlasnosci betonu w wysokich temperaturach w zaleznosci od parametréw wyj-
$ciowych 1 od warunkéw badania.

Z powyZszego wynika pilna potrzeba zbudowania ogdlnej teorii opisujacej.zjawiska
zachodzace w betonie w warunkach poZarowych, ktéra umozliwialaby przewidywanie
zachowania si¢ konstrukcji, a jednoczeénie implikowalaby metodyke badan eksperymen-
talnych niezbgdnych dla ustalenia odpowiednich wspélczynnikéw materialowych. Trzeba
podkresli¢, ze teoria taka musi ujmcwadé jednoczesnie zjawiska mechaniczne, termiczne
i dyfuzyjne, z uwzglednieniem wewnetrznych Zrédet ciepta i wilgoci, jakie pojawiaja sie
na skutek desorpcji i dehydratacji w wysokich temperaturach.

Jak do tej pory brak jest takiej teorii. Istnieje jednak bogata literatura teoretyczna,
ktéra lacznie z wynikami badan eksperymentalnych daje podstawy do jej stworzenia.
Literature t¢ mozna podzieli¢ na dwie grupy prac:

— prace poswigcone ogdlnej analizie matematycznej transportu ciepla i masy oraz

-— prace teoretyczne i analityczne dotyczace zachowania si¢ betonu z uwzglgdnieniem
wplywu wysokich lub podwyZszonych temperatur.

Ponizej oméwimy pokrétce obie te grupy.

Analiza transportu ciepla i masy jest juz szeroko rozwinigta dziedzina fizyki. Istnieje
wiele prac naukowych dotyczacych tej problematyki w ciatach stalych [np. 2, 13, 14, 20,
29, 36, 37, 39, 42, 43, 44, 45, 47], przy czym w niektérych pracach [12, 19] uwzglednia sig
réwniez wewnetrzne Zrodla masy i ciepta. Praca [39] jest jedna z pierwszych, w ktérych
na podstawie praw termodynamiki wyprowadzono réwnanie termodyfuzji. Uogdlnieniem
jej sa prace [36, 37]. Jednakze autor w rozwazaniach swych pomija wewngtrzne Zrédla
ciepla i masy.

Roéwniez druga grupa prac jest juz obecnie do$é liczna [np. 1, 9, 32, 40, 41, 46]. Na
wyréznienie wsrod niej zastuguja prace poswigcone analizie numerycznej odpornosci
ogniowej konkretnych konstrukeji [11, 18, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 31] oparte na wynikach
badan eksperymentalnych. Ogdlniejszym zagadnieniom transportu masy i ciepla w beto-
nie poswigcone sa m.in. prace [4, 6,9, 15, 17, 22, 30, 48]. Wséréd nich na szczegllng
uwage zastuguja prace Lykowa i Bazanta, ktére oméwimy dokiadniej .

A. Lykow wyprowadzil [30] réwnanie dyfuzji wilgoci i przewodnictwa ciepta dla be-
tonu w podwyzszonych temperaturach dzielac beton na ,,beton suchy” i wilgo¢ podlega-
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jaca dyfuzji. Rownania te nie uwzgledniaja jednak Zrédet wilgoci, jakie pojawiaja sie
w betonie w wysokich temperaturach na skutek desorpcji i dehydratacji, a co za tym idzie,
rownania te majg zastosowanie jedynie dla temperatur niewiele wyzszych od 100°C.

Z. Bazant wyprowadzit [9] rownania dyfuzji wilgoci i przewodnictwa ciepla dla betonu
w wysokich temperaturach dzielgc beton na ,,beton suchy”, wode swobodng i wodg zwia-
zang adsorpcyjnie. Jednakze réownania te obarczone sa btgdem wynikajacym z pominigcia
energii unoszonej przez strumien wilgoci. Ponadto przyjety przez autora podzial betonu
na fazy skladowe nie daje mozliwosci eksperymentalnego ustalania wspodlczynnikéw ma-
teriatlowych, a w sensie przyjetym w pracy [9] ,,beton suchy” w ogdle nie istnieje.

Niniejsza praca stawia sobie za cel zbudowanie spdjnej teorii termo-dyfundo-mecha-
nicznej, ktora pozwalalaby na ogélna analiz¢ zjawisk zachodzacych w betonie podczas
pozaru. W pracy polozono szczegélny nacisk na uzytecznosé teorii. Wymagalo to scistego
powigzania budowanych réwnan, a w szczegélnosci wystgpujacych w nich wspélczynnikéw
z mozliwo$ciami badawczymi, eksperymentalnymi. Te podstawowa zasade fenomeno-
logizmu starano si¢ zachowa¢ na kazdym etapie pracy. Zrezygnowano tu z budowy ,,kom-
pleksowej”, ogdlnej teorii, tzn. starano si¢ o pominigcie zjawisk nieistotnych, a jedno-
czesnie o opis zjawisk istotnych w sposéb maksymalnie zgodny z wynikami eksperymen-
talnymi. Odrzucono opis szczegélowo analizujacy poszczegblne teoretyczne parametry
fizyczne i przyjeto opis zawierajacy wylacznie te parametry, ktére sa mierzalne w sensie
aktualnych mozliwosci eksperymentowania, zwracajgc szczegélna uwage na zgodnosé
teoretycznego sensu poszczegélnych parametréw z metodyka ich badania eksperyment-
alnego. Z tych tez powoddéw zrezygnowano z ustalania réwnan dyfuzji w oparciu o druga
zasade termodynamiki, a za podstawowa przyjeto pierwsza zasadge uwzgledniajac tran-
sport masy.

2. Zalozenia

Budowa wyzej wymienionej teorii sprowadza si¢ do uloZenia réwnan stanowigcych
matematyczny model materiahi. Réwnania takie buduje si¢ na podstawie réznego rodzaju
praw bilansu — masy, energii, entropii, sit itp., do czego dochodza zwiazki geometryczne.
Jednakze stosowalnos$é tak utworzonego modelu zalezy od tego, jakie czynniki i zjawiska
zostana uwzglednione w bilansie. Z reguly sprawa ta — najistotniejsza dla wartodci mo-
delu — rozstrzygana jest arbitralnie i bez wyjasnien. Poniewaz zjawiska fizyko-chemiczne
wystepujace w betonie w wysokich temperaturach sg liczne i skomplikowane, nalezy
wyjasni¢, Zze celem bedzie zbudowanie teorii umozliwiajacej badanie pdl:

a) temperatury T,

b) wilgotnosci w i zwigzanego z nim cisnienia pary wodnej p,

¢) przemieszczenia u oraz zwigzanych z nim odksztalcen € i naprezen 8.

W modelu uwzgledniono wylacznie te zjawiska, ktére maja bezposredni wplyw na
te pola, a caly model zostal zbudowany na gruncie termodynamiki kontinuum material-
nego przy przyjeciu nastepujacych zalozen.

Zalozenie 1. Osrodek jest ciagly. Zalozenie to stoi w jaskrawej sprzeczno$ci z faktem,
Ze beton jest o$rodkiem porowatym. Nie umniejsza ono jednak mozliwosci opisu wszyst-
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kich zjawisk zwigzanych z dyfuzja wilgosci, natomiast pozwala na stosowanie klasycznej
analizy matematycznej i calego aparatu pojeciowego mechaniki o$rodkéw ciaglych.

" Zalozenie 2. Ofrodek jest jednorodny. ZaloZenie to réwniez stoi w sprzecznosci
z rzeczywistg strukturg betonu, ktérego wilasnosci réznia si¢ przy przejéciu od punktu
do punktu (ziarna kruszywa, kamien cementowy, pory). Jest jednak ono dopuszczalne
w sytuacji, gdy opisujemy zjawiska zachodzace w obszarze o srednicy kilkakrotnie wigkszej
od $rednicy ziaren kruszywa. Dopuszczalnos¢ tego zalozenia dla konstrukeji budowlanych
potwierdzona jest wieloletnia praktyka konstrukcyjng. Nalezy podkredlié, ze z zalozenia
tego nie wynika jeszcze (jak w klasycznej mechanice osrodkéw ciaglych) niezalezno§é
wspoélezynnikéw materiatowych od zmiennej przestrzennej, a jedynie niezaleznoéé od tej
zmiennej dyspozycji materialowych?. W danej chwili mozliwe sg réznice wlasnosci ma-
terialowych w réznych punktach, w zaleznosci od historii pol temperatury, wilgotnosci
i odksztalcenia w tych punktach.

Zalozenie 3. Osrodek jest dwufazowy. Przyjmujemy, Ze beton sklada sie z:

a) fazy statej — ktéra bedziemy nazywaé matrycy,

b) fazy gazowej — poréw wypelnionych parg wodna, przy czym kazda z faz stanowi
przestrzenn spdjna.

W zwiazku z zalozeniem jednorodnosci zalozenie dwufazowosci wymaga rozréznienia
obu faz juz na poziomie elementu infinitezymalnego. Ilustruje to rysunek 2.

Rys. 2. Struktura betonu. 4 — matryca, B — para wodna

Z zalozeniem tym wiaZa si¢ dwa podstawowe pojecia — wilgotno$é w i porowato$é .
Oba te pojecia definiujemy w sposéb odbiegajacy od klasycznego ich rozumienia w teorii
betonu, natomiast dostosowany do sformutowanego powyzej celu. Dlatego.

— przez wilgotnoé¢ w bedziemy rozumie¢ mase pary wodnej zawartej w jednostce
objetosci betonu (a nie mase wody odparowywalnej w temperaturze 105°C),

— przez porowato$é n bedziemy rozumieé objetosé poréw dostgpnych dla pary wodnej
zawartych w jednostce objetosci betonu.

W niniejszym opracowaniu interesowaé nas bedzie rowniez porowato$é powierzchnio-
wa betonu, tzn. stosunek powierzchni poréw do powierzchni betonu w dowolnym prze-
kroju. Porowato$¢ powierzchniowa bedziemy oznacza¢ symbolem 7%,. Latwo wykazad,
Zze dla materialu izotropowego zachodzi zwigzek: ‘

1, = 15 ¢y

Takie przyjecie definicji wilgotnosci i porowatosci wynika, podkreslamy jeszcze raz, z celu,

D Funkcjonaléw konstytutywnych.
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jaki stawiamy modelowi. Jest ono jednak dostosowane réwniez do mozliwoséci ekspery-
mentalnej ustalania wspétczynnikéw materiatowych i weryfikacji do§wiadczalnej wynikéw.

Nie dokonujemy tu rozdziati betonu na ,,wod¢” i ,,suchy beton” (jak to uczyniono
np. w pracy [30]), lecz na parg wodng i ,,reszt¢”, z petng §wiadomoscia, Ze ta reszta za-
wiera wode w réznych postaciach (swobodna, adsorpcyjna i zwiazana). Rzecz w tym, ze
w temperaturach powyzej 100°C nie ma mozliwosci eksperymentalnego badania ,,suchego
betonu”, lecz tylko tej reszty (Yacznie z zawarta w niej woda). W miarg¢ wzrostu temperatury
ta reszta — matryca — traci poszczegélne rodzaje wody. Woda ta przechodzi wigc z fazy
stalej (matrycy) do fazy gazowej (pary). Nalezy jednak podkreslié, ze wilgotno$¢ w nie
oznacza w naszym modelu catkowitej zawartosci wody, lecz jedynie zawarto$¢ fazy ga-
zowej. Wilgotno$¢ w decyduje wigec zgodnie z réwnaniem stanu gazu o ci$nieniu pary
w porach. Cisnienie atmosferyczne powietrza, jako samozréwnowazone, catkowicie po-
mijamy w dalszych rozwazaniach.

Zalozenie 4. O$rodek jest izotropowy. W niniejszej pracy pomijamy wszystkie efekty
anizotropowe zwiazane z kierunkiem betonowania.

Zalozenie 5. Wlasnosci ofrodka nie zaleza od czasu w sposéb jawny. Zalozenie to
wyklucza mozliwos$é opisu zjawisk zwiazanych z dojrzewaniem betonu, ale réwnoczesnie
daje mozliwo$¢ opisu wpltywu zmian pola temperatury i wilgoci w miar¢ uptywu czasu.
Dopuszczalno$é tego zatozenia wynika ze stosunkowo krotkiego czasu trwania pozaru
(kilka godzin) w stosunku do wieku konstrukcji — minimum 28 dni.

Zalozenie 6. Temperatura T, wilgotnosé w i odksztalcenie € stanowia zamknigty uklad
parametréw stanu osrodka dla danego materiatu (tzn. dla ustalonego skiadu betonu i jego
wieku).

Zakladamy tu, ze znajomo$¢ wielkosci T, w, € pozwala na ustalenie wszystkich innych
parametrow stanu (np. cisnienia pary wodnej, naprg¢zenia) oraz wszystkich aktualnych
wiasno$ci materialowych, jesli ulegaja one zmianom wraz ze zmiang wyZzej wymienionych
parametréw. Nalezy podkresli¢, ze zgodnie z tym zalozeniem wlasno$ci materialowe nie
zalezg od historii parametréw stanu, co w ogdlnosci dla betonu nie odpowiada prawdzie.
Jednakze dla badania betonu w warunkach pozarowych jest to dopuszczalne, gdyz zgodnie
z [38] historia obcigZenia termicznego jest tu ustalona, a wynikajace z niej zmiany tempe-
ratury sa na tyle wolne, ze wszelkie przemiany wewnetrzne zachodza bez opdznien. Za-
Yozenie to sprowadza badany problem (w zakresie czesci mechanicznej) na grunt nieliniowej
teorii sprezystosci.

Zalozenie 7. W trakcie pozaru sily zewnetrzne nie wykonuja Zzadnej pracy, a energia
kinetyczna ruchu jest pomijalna.

Zalozenie to sprowadza zagadnienie do problemu quasistatycznego. Uzasadnione jest
ono tym, ze chcemy analizowaé jedynie stany poprzedzajace zniszczenie. Dla stanéw ta-
kich faze stala (matrycg¢) mozna uwazaé za nieruchoma. Faza gazowa (para wodna)
wykazuje ruch, lecz ze wzgledu na niewielka mase i predkoéé (mozna wykazaé, ze pred-
ko$¢ ta jest poréwnywalna z predkoscia otaczajacego powietrza) jej energia kinetyczna
jest pomijalna.

Zalozenie 8. Efekty mechaniczne nie wplywaja na efekty termiczno-wilgotnosciowe.

Zalozenie to jest konsekwencja zalozenia malych predkoséci ruchu, co sprowadza za-
gadnienie na grunt teorii analogicznej do teorii naprezen cieplnych.
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Zalozenie 9. O$rodek jest geometrycznie liniowy. Zalozenie to jest uzasadnione nie-
wielkimi odksztalceniami — jak wiadomo, graniczne odksztalcenia betonu sa rzedu 104

3. Podstawowe rownania

Rozpatrujemy osrodek spetniajacy zalozenia wymienione w p. 1. W osrodku tym wy-
dzielamy my$lowo obszar o objetosci ¥ ograniczony powierzchnia V. Zakladamy jedynie,
ze obszar ten jest jednospdjny.

3.1. Réwnania bilansu masy. W trakcie poZaru matryca na skutek zachodzacych przemian
fizykochemicznych (parowanie, desorbcja, dehydratacja) traci mase (por. rys. 3) — woda
zawarta w matrycy przechodzi stopniowo do fazy gazowej. A wiec w matrycy istnieja
ujemne zrédta masy réwne co do ilosci zrédlom w fazie gazowej, lecz przeciwne co do
znaku. Wewnatrz fazy stalej (matrycy) nie ma transportu masy, natomiast faza gazowa
podlega dyfuzji. Uwzgledniajac powyzsze uwagi zbudujemy obecnie réwnania bilansu
masy dla obu poszczegdlnych faz — stalej i gazowe;.

Wprowadzamy nast¢pujace oznaczenia:

o — gestos¢ betonu (g/cm?); gestos$¢ te¢ mozna utozsamia¢ z masa matrycy zawarta
w jednostce objetosci betonu ze wzgledu na znikoma mase fazy. gazowe;j,
w — wilgotno$¢, tj. ilos¢ pary wodnej w jednostce objetosci betonu (g/cm?),
Z,, — intensywno$¢ Zrédet wilgoci, tj. ilo$¢ pary wodnej wytworzonej w jednostce obje-
tosci betonu i jednostce czasu (g/cm? s),
J — wektor strumienia wilgoci (g/cm?s),
n — wersor normalnej zewnetrznej do powierzchni V,
t —czas (s).

Przy tych oznaczeniach mozna natychmiast napisa¢ réwnanie bilansu masy dla matrycy
- +Z, = 0. )

Roéwnanie to moze postuzyé do wyznaczenia funkcji zrodet wilgoci Z,, = Z,(T) — za-
kiadamy tu, Zze funkcja ta nic zalezy od pozostatych parametréw stanu. Mamy bowiem:
oo (T (1) oo(T) oT

(7)) _ _ de(T) oT 3)

S oT ot -

e . : ; i
Funkcje ?f— mozna okresli¢ eksperymentalnie za pomoca badan derywatograficznych

[28, 49]. Przyktadowy wynik badan derywatograficznych przedstawia rysunek 3.

Roéwnanie bilansu masy dla fazy gazowej zgodnie z wczeSniejszymi uwagami musi
uwzgledniaé 3 efekty:

3 . . o W
— zmiang¢ wilgotnosci FTE

— istnienie zrodet wilgoci (Z,,),
— dyfuzje wilgoci (J - n).
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Réwnanie bilansu masy fazy gazowej dla obszaru ¥ ma wigc postac:

2’: dv = fzde— fJ-nd(aV). @)
12 av

Przeksztatcajac catke powierzchniowa w powyZzszym réwnaniu zgodnie z twierdzeniem
Gaussa-Ostrogradskiego otrzymamy

J (2‘:+V-J—zw)dV=o, (5)

4
co ze wzgledu na dowolnosé objetosci ¥ pozwala zapisaé réwnanie bilansu masy dla fazy
gazowej w postaci lokalne;j:

ow
V.J = —~aT+Zw. (6)

Co do strumienia wilgoci J zakladamy, Ze podlega on prawu Darcy’ego [16], a wiec
ze speinia on rownanie

J _ - 2.1 VP, (7)
T I T
2
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Rys. 3. Wynik badan derywatograficznych zaczynu cementowego:

I — zmiana cigzaru, 2 — zmiana cigzaru — krzywa réznicowa, 3 — zmiana temperatury, 4 — zmiana temperatury — krzywa
réznicowa (wynik badan udosigpiony przez doc. D. Czamarska)
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gdzie: A, — wspolczynnik przepuszczalnosci pary wodnej w betonie (/s),
p — ciénienie pary wodnej w porach betonu (N/cm?).

3.2. Réwnanie bilansu energil. Rownanie bilansu energii zbudujemy w postaci tacznej dla
obu faz. Jest to kluczowe réwnanie modelu. Ujmuje ono bowiem sprz¢zenie efektow ter-
micznych i wilgotnosciowych. Do wyprowadzenia tego réwnania wykorzystamy pierwsze
prawo termodynamiki proceséw nieodwracalnych [34]:

Q

d
— Uy=1L
gdzie: U — energia wewnetrzna,
K — energia kinetyczna,
I — moc sil zewngtrznych,
d . A .
7%.— moc dostarczana do ciala na sposéb niemechaniczny.
Energi¢ wewngtrzna rozdzielimy na dwie czgéci
U = U"l+ UC’

gdzie: U, — energia napre¢Zenia,
U. — energia niemechaniczna.

Zgodnie z poczynionymi w p. 1 zaloZeniami wplyw stanu naprgzenia na dynamike
wilgoci i rozkiad temperatury jest pomijalny, totez mozna oddzielnie rozpatrywaé bilans
energii mechanicznej i niemechanicznej. W dalszym ciggu zajmiemy si¢ bilansem energii
niemechanicznej, ktéry w naszym przypadku sprowadza si¢ do bilansu energii cieplnej

dau.  do
dt ~ dt
Wprowadzamy nast¢pujace oznaczenia:
q — strumien ciepla zwigzany z przewodnictwem cieplnym betonu (cal/cm? s),
T — temperatura (°C),
A — wspélczynnik przewodzenia ciepla dla betonu (cal/cm s°C),
C,, — ciepto wiasciwe pary wodnej,
© C —cieplo wlasciwe betonu,
C, — ciepto przemian, w wyniku ktdérych tworzy si¢ para wodna (cal/g),
Z, — gesto$é mocy Zrédet ciepla niezaleznych od tworzenia pary (cal/cm? s).
Zakladamy tez, Ze strumien ciepla q podlega prawu Fouriera [16]

= — AVT. (10)

Zgodnie z poczynionymi zaloZeniami zmiana energii cieplnej betonu powodowana jest
nastgpujacymi czynnikami zewnetrznymi:

— przewodnictwem cieplnym betonu (q - n),

— unoszeniem ciepla przez strumien wilgoci (C,,7J - n),
oraz nast¢pujacymi czynnikami wewnegtrznymi:

— zmiana temperatury betonu (QCT),

— wewng¢trznymi zrédiami ciepta (Z,),

— tworzeniem pary wodnej (C,Z,,).

(€]
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Na tej podstawie bilans energii cieplnej (9) dla objetosci ¥ mozna napisa¢ w postaci:

[ectav = [zav- [ C,z,av— [ (q-n+C,TI-w)d(V). (11)
| 4 | 4 | 4 Il 4

Stosujac do calki powierzchniowej w tym réwnaniu twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego
otrzymamy

[(CcT-2,+C,Z,+V q+C,3-VT+C, TV - J)dV =0, (12)
| 4

co ze wzgledu na dowolno$é ¥ pozwala zapisaé réwnanie bilansu energii w postaci lokalne;:
oCT-2,+C,Z,+V - q+CoJ-VT+C,TV-J =0 (13)

Wielko$é¢ Z, — C, Z,, mozna wyznaczy¢ z badan derywatograficznych [49]. Nalezy w tym
celu ogrzewaé réwnocze$nie 2 préobki — badana, w ktérej maja byé okreflone zrédla
ciepla i wilgoci, oraz poréwnawcza, w ktérej brak jest Zrddel, lecz ktéra ma ta sama mase
i cieplo wlasciwe (moZe to byé prébka z wczesniej wyzarzonego tego samego betonu).
W badaniu derywatograficznym obie prébki maja bardzo male masy. Umieszczone sa w
identycznych naczyniach pomiarowych i identycznych warunkach termicznych. Ponadto
przed badaniem prébka badana musi byé rozkruszona, aby umozliwi¢ swobodne odpro-
wadzanie pary, a co za tym idzie, aby stuszne bylo zaloZenie, ze w kazdej chwili ilos¢ wy-
tworzonej wilgoci jest réwna iloéci wilgoci odprowadzanej z prébki, a w konsekwencii,
Ze w = const.

Przy tych zalozeniach réwnania bilansu energii (11) dla probki badanej i prébki po-
réwnawczej maja odpowiednio postaé

m,CoTo+ [ oCTaV = [ (Z,-C.Z)av— [q-nd@v)- [ C,TI-nd(V),
vV vV av av

y (14)
myCoTpirt [ 0,C,TodV, = — [ q,- nd(aV,),

v, av,
gdzie m, oznacza mase naczynia pomiarowego, C, jego cieplo wilasciwe, a indeks ,,$r”
wskazuje na warto$¢ §rednia.

Uwzgledniajac, ze temperatury w obu prébkach sa ze wzglgdu na male wymiary nie-
wiele zalezne od zmiennej przestrzennej oraz ze warunki wymiany ciepla z otoczeniem s3
takie same dla prébki badanej i poréwnawczej, dostaniemy po odjeciu stronami obu
réwnan (14) i wykorzystaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego

(mC+m,C,)T—(m,C,+m,C)T, = V(Z,~C,Z,~C,TV - J), (15)

gdzie m i m, oznaczaja masy obu prébek, a ¥V objeto$¢ probki badanej przed rozkruszeniem.
Uwzgledniajac z kolei réwnos$¢ masy i ciepla wlasciwego obu prébek i wykorzystujac
zwiazki (2) i (6) dostaniemy stad

Z.~ Gz = eCulF~T)=C, T 2L, (16)
gdzie
mC+m,C,
O

Ci = an



558 P. WiTakowskl, E. KAMIENOBRODZKA-OLSZEWSKA

Z badania derywatograficznego otrzymuje sig¢

Ty =am

p
dT-T,)
dT,

(18)
fZ(Tp) =

(/1 krzywa 2, f, pochodna krzywej 4 na rys. 3). Uwzgledniajac, ze T ~ T,, mozemy na
tej podstawie zapisaé

Z,—C.Z, = 0CafoT— % C hiTT. ' (19)

Roéwnania (7) i (13) stanowia sprzgzony uklad réwnan opisujacych zagadnienie transportu
pary wodnej i ciepta w betonie.

3.3. Réwnanie konstytutywne. Napre¢zenie definiuje si¢ jako stosunek wypadkowej sit
wewnetrznych rozmieszczonych na elemencie powierzchniowym ciala odksztalconego do
powierzchni tego elementu [35].

Zgodnie z przyj¢tymi zalozeniami powierzchnia dowolnego przekroju betonu skiada
si¢ z powierzchni poréw i powierzchni matrycy. Pory zajmuja 7, powierzchni jednostko-
wej, a matryca 1—n, (por. rys. 2).

W konsekwencji zaloZzenia jednorodnosci osrodka nalezy jako naprezenie przyjac
$rednig wazong z napr¢Zzen w obu fazach, uwzgledniajac przy iym porowatosé¢ osrodka.
Zatem naprezenie o w dowolnym punkcie begdzie mialo nastgpujaca postaé:

¢ = (1—7n,)6"+1,06% (20)

gdzie o™ — naprezenie w matrycy, 6” — naprezenie w porach.

Rozpatrzmy element betonowy, w ktérym odksztalcenie jest rowne €. Poniewaz w po-
rach wystepuje ci$nienie hydrostatyczne p pary wodnej, naprezenie w porach ma postaé

o? = pb. : 210
Natomiast zgodnie z poczynionymi zalozeniami przyjmujemy, ze materiat matrycy spetnia
réwnania termosprezystosci
€ = CTmg™ + X068,

co prowadzi do znanych réwnan Duhamela-Neumanna:

oM = CMe—»¥CM085, (22)

gdzie: CM — macierz stalych materialowych matrycy,
¥ — wspoblczynnik rozszerzalnoéci termicznej matrycy,
0 = T—T,, Ty — temperatura stanu beznapreZeniowego,
5 — symbol Kroneckera.

Wstawiajac (21 - 22) do (20) otrzymujemy

c = (1-7,) CYe—(1—7,)y¥C"08+7,pb. (23)
Oznaczajac C = (1 —7,)C¥, dostaniemy
6 = Ce~y¥C08+1,p5. (24)
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Jesli przeprowadzimy badania betonu w warunkach 6 =0, p = 0, wéwczas z (24)
widaé, Ze
¢ = Ce. (25)

Swiadezy to o tym, ze macierz C jest macierza sprezystych wspélczynnikéw materiatowych
dla betonu. Elementy jej mogg by¢ okreslone droga klasycznych badan materialowych.
Z kolei prowadzac badanie betonu w warunkach ¢ = 0, p = 0, z (24) widaé, ze wéw-
czas ‘
0 = Ce—¥C08,
a stad

P45 = 1 c. 26)

Ze wzoru (26) widaé, ze y¥ odpowiada liczbowo wspotczynnikowi rozszerzalnosci termicz-
nej betonu, co zapiszemy '
VTM =7
i daje si¢ réwniez okreélié za pomoca klasycznych badan materialowych betonu.
Ostatecznie wigc zwigzek konstytutywny dla betonu przyjmujemy w postaci

¢ = Ce—y;C08+n,pd, 27y

gdzie wspdtezynniki C, yr i 9, oznaczaja odpowiednie wspélczynniki materialowe dla be-
tonu. Nalezy podkresli¢, ze wspélczynniki te zaleza od temperatury.

Naprezenie jest wigc suma naprezenia zwigzanego z odksztalceniem sprezystym oraz
dodatkowego naprezenia pochodzenia termowilgotnosciowego.

Podobnie definiuje si¢ tensor naprezen w innych teoriach pol sprzgzonych, np. w magne-
to-termosprezystosci [34].

3.4. Réwnanie stanu dla fazy gazowej. Para wodna jest gazem, zatem podlega prawom
termodynamiki gazéw. W dziedzinie tej wyprowadza si¢ rézne, bardziej lub mniej
dokladne. réwnania opisujace stan pary wodnej. Mozna do tego celu wykorzystaé
réwnanie Van der Waalsa.

Rozpatrzmy jednostkowa objetosé betonu. Wéowczas réwnanie Van der Waalsa przyj-
muje postaé

_ #(ptbn*)(n—a)
RT i

(28)

gdzie: a, b — stabilizowane parametry dla pary wodnej,
R — stala gazowa,
4 — masa molowa,
7 — objetoSciowa porowato$¢ betonu.

Roéwnanie (28) ustala zwigzek miedzy masa pary zawartej w porach a parametrami
stanu pary. W miejsce tego réwnania mozna poshigiwac si¢ bezposrednio tablicami fi-
zycznymi wigzacymi parametry stanu dla pary wodnej (np. K. Raznjevic ,,Tablice cieplne
z wykresami’).

3.5. Réwnania réwnowagi. ROwnania réwnowagi dla betonu wyprowadza si¢ bardzo
prosto z zasady zachowania pedu [34] 1 maja one postaé

V-0 =0. (29)
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3.6. Zwiazki geometryczne. Zgodnie z zaloZzeniem 9, zalezno$¢ odksztalcen i przemiesz-
czef przyjmuje si¢ w nastgpujacej postaci

1
> symVu. 30)

4. Whioski

W pracy niniejszej wyprowadzony zostal nast¢pujacy uklad rownan:

ow 0 .4

J=-_CrT

vd ot mfl ’
J= —1,Vp,

V-q=0(Cif-C)T-C, %f, TT+JVT+TV- J),
q= —AVT,

#(p+bm*)(n—a) (€)Y
RT ’

V-6=0,
6 =Ce—9pr0C-5+9,ps,

g = % symVu.
Otrzymany uklad sklada si¢ z 24 réwnan, w ktérych zmiennymi sa o, €,u,q, I, J, p, w
(24 wielkosci). Widaé wiec, Ze uklad jest zamknigty. Nalezy podkreslié, ze uklad zlo-
zony z dziewigciu pierwszych réwnai moZe by¢ rozwiazany niezaleznie od pozostalych.

Otrzymane réwnania stangwia uklad réwnan rézniczkowych czastkowych ze zmiennymi
wspélczynnikami. Spos6b ich wyprowadzenia gwarantuje, ze uwzgledniaja one te i tylko te
czynniki i zjawiska, ktére uznano za istotne dla badanego problemu (por. p. 2). Réwnania
te daja mozliwoéé obliczania odpornosci ogniowej konkretnych -konstrukcji dopiero po
uzupetnieniu ich wlasciwymi warunkami poczatkowymi i brzegowymi dla pol 7, p, u i o.
Sprawa ta nie jest banalna i kazdorazowo musi byé wnikliwie przeanalizowana.

W odniesieniu do warunkéw poczatkowych mozna stwierdzi¢ krétko, ze musza one
oddawaé warunki przedpozarowe. Naturalng jest rzecza przyjaé, ze temperatura poczatko-
wa odpowiada $redniej temperaturze eksploatacyjnej, ci$nienie poczatkowe odpowiada
ci$nieniu atmosferycznemu, a naprezenia poczatkowe w konstrukcji odpowiadaja napre-
zeniom eksploatacyjnym. Przemieszczenia poczatkowe mozna przyjaé za zerowe.

Warunki brzegowe musza oddawaé szczegdty konstrukcyjne, a w szczegdlnosci istnienie
lub brak powierzchniowych izolacji termicznych i wilgotnosciowych. Z reguly przy braku
tych izolacji wystarczy stawia¢ dla pél temperatury i ci$nienia warunki brzegowe pierwsze-
go rodzaju. W przypadku potrzeby dokladniejszych obliczen lub w przypadku istnienia
izolacji powierzchniowych nalezy je zastapi¢ warunkami trzeciego rodzaju, przy czym
wsp6iczynnik. przejmowania ciepta i wilgoci musza oddawaé wiasnosci konkretnych izolacji.
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Moze to wymagaé wczeSniejszych eksperymentalnych badan tych wiasnosci. Brzegowe
warunki mechaniczne wystarczy przyjmowac tak jak w teorii sprezystosci.

Zaréwno sam uklad réwnan obowigzujacych wewnatrz osrodka, jak réwniez postaé
warunkéw brzegowych i poczatkowych wskazuja, Ze rozwigzanie nawet najprostszych
zadan metodami analitycznymi jest tu praktycznie niemozliwe. Niezbgdne staje si¢ zasto
sowanie metod numerycznych i wykorzystanie elektronicznej techniki cyfrowej. W tym
celu najbardziej wlaciwe wydaje si¢ zastosowanie metody elementéw skonczonych.
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Pesome
TEPMOIUHAMHMKA BETOHA B ITOXKAPHBIX YCIIOBUAX
PaGora npencrapisier MaTemMaTHUECKYIO MOJeJib 0eToMa B NOXKapHBIX ycnoensax. Ilepsas uacts co-

DEPIKUT NPEATIONIOMKEH sl O paccmaTpuBaemoii cpenie. Bo BTopoit uacTH npefcTasieHo GyHaameHTaabHEIe
YPaBHEHHA: ypaBHEHHE 0allaHCa Macchl, ypapHeHHe OajiaHca 9HepTHM, KOHCTATYTHBHOE YpaBHEHHE,
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YPaBHEHHE COCTOSAHUA JUIA ra3oBOH ¢)a3bl, YPaBHCHHA PABHOBECHA H IF€OMETPHUYECCKHE CBA3H . JUJIA Gerona
B IIOYKApHBIX YCJIIOBHUAX. BriBeacHubIe YPAaBHCHHA BMECTC C KPAac¢BbLIMHA YCIOBUAMH JAIOT BO3MOMXHOCTB
Bbl‘mCHCHHH HaﬂpH}KCHHIVi BBICTYIIAIOILNX B GEeTOHHBIX KOHCTPYKIIMAX B YCJIOBHAX ITOXKapa.

Summary
THERMODYNAMICS OF CONCRETE IN FIRE CONDITIONS
The mathematical model of concrete in fire conditions is considered the paper. At the begining we
discuss the asumptions reterring to the solid. Then the fundamential equations have been derived, namely:
equations of conservation of mass and energy constitutive equations, equation of state of steam, equili-

brium equations and geometrical relationships. These equations with corresponding boundary condi-
tions enable us to compute the stresses in concrete structures in fire conditions.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 wrzesnia 1983 roku

16*






MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA
3-4, 22 (1984)

NIEJEDNORODNOSC PLASTYCZNA STOPU PA2 W PROCESIE WYCISKANIA

JAN PrwNIK (BIALYSTOK)

1. Wprowadzenie

Rozwdj zaawansowanych metod obliczeniowych proceséw obrdbki plastycznej jest
oparty na rozwigzaniach zagadnien brzegowych teorii niejednorodnej plastycznosci
[i, 2, 3, 4]. Rozwiazujac dane zagadnienie brzegowe przyjmujemy jako znane wartosci
granicy plastycznosci w poszczegdlnych punktach obszaru plastycznego. Rozklad granicy
plastycznoéci w uplastycznionym polu utozsamiany z niejednorodnoscia plastyczng jest
mozliwy obecnie do wyznaczenia tylko na drodze do$wiadczalnej. Podstawa jest przyjecie
hipotez 0 zgodnosci zwiazkéw aktualnej granicy plastycznosci, branej dalej jako intensyw-
no$é naprezef o;, z intensywnoscia odksztalcen e; lub twardoscia H w prostych i zlozo-
nych stanach naprezen. Praktyczne wykorzystanie zwiazku o; z innymi wielko$ciami
fizycznymi, na przyklad optycznymi lub elektrycznymi, jest jeszcze z braku podstaw
do$wiadczalnych niemozliwe.

Celem tej pracy jest oméwienie hipotez wykorzystywanych przy wyznaczaniu pdl
niejednorodnoéci plastycznej. Szerzej poruszono zastosowanie pomiaréw twardosci
do analizy rozkladu granicy plastycznosci w strefie deformacji plastycznej dwucze$ciowego
modelu.

Metode zilustrowano wynikami badan wlasnych dla procesu wycnsl\ama preta cylin-
drycznego przez matryce stozkowe [5].

2. Podstawy doswnadczalne hipotez stosowanych przy wyznaczaniu pél niejednorodno$ci
plastycznej

Dotychczas stosowano najczeéciej dwie metody okre§lania pola niejednorodnosci
plastycznej [1, 2, 3, 4, 5]

a) metoda oparta na przyjeciu hipotezy uogdlnionej krzywej plynigcia o; = oy(e;)
[1, 2],

b) metoda oparta na hipotezie zwigzku granicy plastycznosci z twardoscia o; = oy(H)
3, 4, 5).

Metoda wykorzystujaca zwiazek o; = oy(e;) polega na wyznaczeniu rozkiadu intensyw-
nosei naprezen o; w odciaZonym elemencie po przez obliczenie intensywnosci odksztatcen
e; z pomiaréw zdeformowanej, poczatkowo kwadratowej siatki. Siatka ta jest najczgsciej
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nanoszona w $rodkowej plaszczyznie dwuczgéciowego modelu. Nastgpnie dla pomierzonej,
w danym punkcie strefy deformacji, wartosci e; nalezy przyporzadkowa¢ odpowiadajaca
jej warto$¢ o; wzigta z krzywej materialowej o;—e;. Krzywa materialowa otrzymujemy
w jednoosiowej probie rozciggania lub $ciskania. Powaznym problemem jest tu jednak
fakt, ze zwigzku o;—e¢; nie mozna uwazaé za uniwersalne prawo wzmocnienia, lecz za
przyblizona zalezno$¢ opisujaca wzmocnienie materiatu [6]. Obecnie brakuje dostatecznej
ilosci faktéw doswiadczalnych potwierdzajacych istnienie wspélnej krzywej plynigcia
w prostych i ztozonych stanach napreZen niezaleznej od rodzaju stanu naprezenia, postaci
dewiatora, historii obciazenia, predkosci odksztatcenia i innych efektéw. Inna powazng
niedogodnoécia jest bardzo duza pracochlonno$¢ przy opracowywaniu wynikéw do-
$wiadczen i dokladnym nanoszeniu siatek na powierzchni przekroju dwuczgéciowego
modelu. Pomimo tych wad, metoda wyznaczania pol niejednorodnosci plastycznej oparta
na hipotezie ¢; = 0,(¢;) znalazla rozpowszechnienie w metodach obliczeniowych obrébki
plastycznej uwzgledniajacych wzmocnienie materiatu [1, 2, 3, 4]. Najwazniejsza zaletg
tej metody jest mozliwosé przedstawienia zwiazku ¢; = o,(¢;) w postaci analityczne;.
Twardo$é wickszosci metali poddanych odksztalceniom plastycznym ulega zmianie.
Zjawisko to wykorzystano do poszukiwania ilo§ciowych zwigzkéw twardosci z granicy
plastycznosci. Uzycie zwiazkéw réznych miar twardosci z wlasciwosciami fizycznymi
materialu do analizy ztoZonych proceséow obrobki plastycznej metalu wzbudza szereg
watpliwoéci. Niejasno$¢ w tej sprawie wynika z braku podstaw fizycznych opisujacych
bardzo zloZzony proces zaglebiania kulki, piramidy czy stozka w material. Pomimo to
pojecie twardosci ze wzglgdu na lokalno$¢ préby i prosty pomiar jest cennym instrumentem
badawczym w mechanice ciala statego [7, 8, 9]. Z fizycznego punktu widzenia nierozwia-
zanym problemem w interpretacji twardosci jest uzyskanie odpowiedzi na pytanie, jak
zalezy twardo$¢, rozumiana jako $rednie cisnienie na powierzchni odcisku, od stanu na-
prezenia i historii naprgzenia. Szukajac odpowiedzi na to pytanie nalezy opisac anizotropig
wlasnosci realnego materialu wywotang deformacja plastyczna zalezng od stanu naprg-
Zzenia i historii obciaZenia, przy ktérych przebiega odksztalcenie plastyczne. Nastgpnie
nalezaloby rozwigza¢ zadanie o wciskaniu osiowo symetrycznego, sztywnego stempla
w umacniajacy si¢ i anizotropowy material. Wobec tego, Ze materiat naby! juz cech ani-
zotropowych, w ogdlnym przypadku zagadnienie nie jest juz osiowo-symetryczne. Aktualnie
teoria plastycznosci nie dysponuje rozwigzaniem takich przypadkoéw. Dlatego tez zadanie
o istnieniu wspdlnych zwigzkéw pomigdzy liczba twardosci i intensywnoscig naprezenia
dla réznych standw naprezenia i trajektorii obcigZenia w realnych materiatach wymaga
skomplikowanych badan doswiadczalnych na maszynach, w ktérych mozliwe jest uzyskanie
zlozonych standéw naprezen. W monografiach Diela [3, 4] przedstawiono wyniki badan
dos$wiadczalnych dla o§miu réznych materiatéw. W tym celu wykonywano doswiadczenia
na prébkach rurkowych poddanych réznym kombinacjom sily rozciggajacej, momentu
skrecajacego i cisnienia wewngtrznego. Obcigzenia realizowano przyrostami wedlug za-
danego programu i po odcigzeniu wykonywano wzdluz powierzchni zewngtrznej 10 po-
miar6w twardosci Vickersa, przyjmujac ostatecznie wartosé $redniej arytmetycznej twar-
dosci. Z doswiadczen wyznaczono wykresy twardosci w funkcji intensywnosci naprezenia
i intensywnosci odksztalcenia. Dla wszystkich badanych materiatéw rozrzuty punktéw
doswiadczalnych dla réznych standéw naprezenia nie przekroczyty 159 na wykresie
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HV = f(0;) i 20% na wykresie HV = f(e;) w stosunku do wykresu cechujacego otrzyma-
nego przy jednoosiowym stanie napr¢Zenia. Zwiazki migdzy réznymi miarami twardoscia
a trwalym odksztalfceniem czy wywolujacym je stanem napr¢Zenia sa zwiazkami empi-
rycznymi, i ich jednoznaczno$¢ jest ciagle jeszcze sprawa dyskusyjna. Wynika to z innego
charakteru pomiaréw twardosci i pomiaréw odksztalcen przy jednoosiowym rozcigganiu
czy Sciskaniu. Dokladno$¢ pomiarow twardosci zalezy w duzym stopniu od wiasciwego
przygotowania probek. Uzyskanie jednorodnego rozkladu twardosci nawet w niezdefor-
mowanej probece stanowi istotny problem i wymaga zastosowania specjalnych zabiegdw
[9]. W pracach [3, 4] uwaza sig, ze twardo$¢ jest jednoznaczna funkcja intensywnosci
napreZzenia wywolujacego odksztalcenia plastyczne. Natomiast zwigzek migdzy twardoscia
a intensywnoscig odksztalcen plastycznych wynika z hipotezy o jednej krzywej wzmocnie-
nia. Innego zdania s3 autorzy pracy [8]. Uwazaja oni, Ze twardo$¢ jest jednoznaczng funk-
cja intensywnosci odksztalcen, niezalezna od sposobu, w jaki te odksztalcenia otrzymano.
Zaleta tego sposobu weryfikacji zaleznosci H = H(e;) jest mozliwosé przeprowadzenia
badarhi w duzym zakresie odksztalcen na jednej probce.

Zwigzek miedzy réznymi miarami twardosci a granicg plastycznosci zostal zauwazony
doswiadczalnie jeszcze w XIX wieku. Wyznaczajac empiryczne zaleznosci migdzy inten-
sywnoscia napreZenia a twardoscig dla réznych materialéw przyjmowano najczgsciej
liniowg zaleZnosé w postaci

o, =C-H, 0,20,
gdzie C — wspodlczynnik proporcjonalnosci, o, granica plastycznosci.

W pracy [10] podano rozwiazanie statyczne przy wciskaniu kulki w plastyczna pot-
przestrzen. Zalezno$¢ pomiedzy granica plastycznoscei ciata izotropowego idealnie plastycz-
nego i twardoscia Brinella ma postaé

o, = 0,383 HB.

Wyznaczenie pola niejednorodnosci o; w dwuwymiarowych zagadnieniach plastycznego
plynigcia polega na pomiarze twardosci w odksztalconym obszarze odciazonego elementu.
Nastepnie z krzywej cechujacej dla danego materialu H = H(o;) bierzemy te wartosci
oy, ktére odpowiadaja pomierzonym wartosciom twardosci. Uwzgledniony przy tym w przy-
blizeniu efekt wzmocnienia jest typu izotropowego. Funkcja wzmocnienia izotropowego
bedzie miata inny przebieg, niz to ma miejsce w hipotezie jednej krzywej o; = o;(ey).
Ocenatejréoznicy moze byé dokonana tylko na drodze doswiadczalnej i jest w dalszym ciagu
otwarta z powodu matlej liczby danych eksperymentu [3, S, 8].

Zdajac sobie sprawe ze wszystkich niejasnoéci i niedokladnosci oceny wiasnosci me-
chanicznych materialu na podstawie préby twardosci trzeba przyznaé, Ze metoda ma
wicle zalet. Pomiar twardosci jest stosunkowo prosty, a jego wykorzystanie do analizy
_niejednorodnos$ci plastycznej i stanu napreZzenia moze by¢ stosowane nie tylko do modeli,
lecz réwniez do rzeczywistych detali. Kierujgc sie tymi zaletami wykorzystano metode
PAl twardosci do analizy niejednorodnosei plastycznej w procesie wyciskania.

3. Badania doswiadczalne

Proby wyciskania przeprowadzono w temperaturze normalnej na przyrzadzie wlasnej
konstrukeji z dwuczeéciowa komora, w ktorej umieszczono prébki ztozone z dwéch pol-
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cylindrycznych potdwek [S]. Prébki wykonano ze stopu aluminium PA2 i byly one przed
wyciskaniem wyzarzone. Proces prowadzoﬁo bez smarowania, ale z wysoka gladkoscia
na powierzchni styku narzgdzia z materiatem. Srednica wyjsciowa prébek wynosita 50 mm.
Dalej pokazane beda reprezentatywne wyniki dla trzech prébek wyciskanych przez ma-
tryce stozkowe o katach rozwarcia i stopniach redukcji odpowiednio 2« = 60°, R = 0,57
oraz2e = 90°1120° R = 0,88. Stopien redukcji R = 1 —d/D?, przy czym D — érednica po-
czatkowa a d — érednica po redukcji. W §rodkowej plaszczyznie dwuczesciowych probek
byla naniesiona poczatkowo kwadratowa siatka, z deformacji ktérej obliczano intensyw-
no$é odksztalcen w poszczegdlnych punktach obszaru uplastycznionego [5]. Wyznaczanie
rozkladu niejednorodnosci plastycznej poprzedzono sporzadzeniem krzywych cechujg-
cych e; =H i H—o; oraz wykonaniem pomiaréw twardosci HRB w plaszczyZnie podziatu
prébek.

3.1. Krzywe cechowania ¢,(—HRB—o0,. Do sporzadzenia dos$wiadczalnej krzywej cechu-
jacej, wyrazajacej zalezno$¢ pomigdzy intensywnoscia odksztalcen i twardoscia, wartoscei
twardosci Rockwella HRB brano z bezpo$redniego otoczenia wezléw siatki w ktorych
obliczano ¢;. Punkty te lezaly w otoczeniu osi symetrii wyciskanych probek. Wartosci
o; w tych punktach wyznaczono z krzywej materialowej na $ciskanie o; = ;(e;), ktéra
pokazano na rys. 1 [5]. Rys. 2 przedstawia obydwie krzywe cechujace, tj. o — HRB
i HRB — ¢;, ktore powstaly z naniesienia punktéw doswiadczalnych wzigtych z obliczen

: o
e

By
|
0 0 02 03 s 05 Qo 07 08 09 10
e =ln_hQ.
h
Rys. 1

intensywnosci odksztalcen oraz pomiaréw twardosci w otoczeniu osi symetrii $rodko-
wych plaszczyzn trzech wyciskanych prébek. Dodatkowo naniesiono punkty na krzywe
cechujace otrzymane z dos$wiadczenia przy jednoosiowym Sciskaniu. Pomiary twardo$ci
w Sciskanych probkach wykonywano w srodku powierzechni czotowych po odksztalceniu
plastycznym [5]. W ten sposéb otrzymano wykorzystang dalej usredniong, do§wiadczalng
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krzywa HRB — o;. Powstala ona z przyjecia trzech hipotez, tj. o; = a;(¢;), HRB = f(e)),
HRB = f(s;). Zapewnia to wigksza dokladnoéé metody. Daje réwniez mozliwoéé poréw-
nywania przebiegéw krzywych cechujacych w prostych i zloZzonych stanach napreZen.
Charakter krzywych cechujacych (rys. 2) e; — HRB — o; wskazuje na wieksza zgodno$é
przebiegéw zaleznosci ¢, — HRB w zloZonym (osiowo-symetrycznym) i jednoosiowym
stanie naprezenia, w poréwnaniu ze znacznymi réznicami w przebiegach zwiazkow
HRB — ¢,.

3.2. Doswiadczalne pola intensywnosci naprezen. Budowa poél o;(r, z) we wspotrzednych cy-
lindrycznych r, z obszaru uplastycznienia odbywa si¢ w ten sposéb, ze z krzywej cechujacej
bierzemy te wartosci o;, ktére odpowiadajg wartosciom pomierzonych twardosci. Pomiar
twardosci kulka wymaga szeregu zabiegéw przygotowawczych. Po obrdbce frezem wal-
cowo-czolowym z chlodzeniem denaturatem przy duZych obrotach i malym posuwie po-
wierzchnie $rodkowe probek polerowano [5]. Twardo$¢ badano wzdiuz wspoétrzednych
biegunowych w odstegpach zapewniajacych uniknigcie wzajemnego wplywu stref wzmoc-
nienia. Celem uzyskania mozliwie duzej dokladnosci w odczytaniu zmian twardosci w je-
dnej plaszezyznie mierzono przecigtnie twardosé 60--100 punktéw. Pomiary twardosci
wykonano dla trzech prébek [5]. Jako przykiad podano rozkiad twardosci w polu upla-
Stycznionym probki o parametracH 2« = 60° i R = 0,57. Rezultat pomiaréw pokazano
na rys. 3. Na rysunkach 4, 5, 6 zestawiono przebiegi wykreséw przyrostu intensywnosci
naprezen odniesionych do umownej granicy plastycznosci o;(e; = 0,02) materialu niezde-
formowanego (wyjsciowego) wzdtuz linii ABCDE, ktére sa liniowymi wspéirzednymi
ukladu biegunowego /, #. We wszystkich prébkach pokazane przebiegi zaleznosci Aa;/a;
(e; = 0,02) mozna w przyblizeniu uwazaé za bezwymiarowy rozklad wzmocnienia w stre-
fie deformacji plastycznej. Wzmocnienic ulega znacznym zmianom w kierunku promie-
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niowym i obwodowym. Wzmocnienie wzrosto szczegdlnie w warstwach przekroju $rod-
kowego polozonych w poblizu zewnetrznej powierzchni styku materiatu préobki z matryca.
Z przebiegéw Aoifoi(e; = 0,02) na rys. 4, 5, 6 wynika, Z2¢ wzmocnienie materiatu preta
wyciskanego przez matryce stozkowe rosnie w kierunku powigkszania si¢ kata rozwarcia
matrycy i stopnia redukcji.

4. Wrioski
1. Stosowane obecnie metody wyznaczania niejednorodnosci plastycznej w obszarze

uplastycznienia deformowanych trwale materiatéw maja charakter doswiadczalny. Po-
miar intensywnosci naprezen jest dokonywany posrednio po przez krzywe cechowania
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e;— H—o; i krzywa materialowa o; = oy(e;). Przyjmuje sig, Ze zwigzki te majg t¢ sama po-
sta¢ w prostych i zlozonych stanach naprezen. Shuszno$¢ hipotez tych jest ciagle sprawa
dyskusyjna z braku dostatecznej ilosci danych eksperymentu.

2. Przebiegi umownych funkcji wzmocnienia Ao;/o;(e; = 0,02) w obszarzach upla-
stycznienia wyciskanych prébek z PA 2 wskazuja na istotne réznice we wiasnosciach me-
chanicznych pomigdzy materialem znajdujacym si¢ w otworze stozka matrycy a pozostala

I I ———20
E E/”k
\ — 1.5
Q
10 B
Ol =9
\ S8
3
B
Vo,=0;,-0ile, =0.02) H
05
KD
R—C_»
B |
60 50 40 30 20 10 0
1{mm]
(=%
‘LIJ
|
3 —s o
3 )
o
3
3

Rys. 4

czegdcia probki. Zwraca uwage znaczna niejednorodnos¢ materiatu w strefie deformacji
plastycznej. Jest to zwigzane z niejednorodnoscia wyjsciowa materiatu i silng niejednorod-
noscia duzych odksztalcen plastycznych powstatych w procesie wyciskania.

3. Nieuwzglednienie niejednorodnoéci plastycznej, zwigzanej ze wzmocnieniem,
w obliczeniach proceséw obrdbki plastycznej prowadzi do powaznych bledéw jakoscio-
wych. Pominiecie wzmocnienia w obliczeniach procesu wyciskania metoda wizjoplastycz-
nosci [1] daje jakosciowo inny rozklad rozciagajacych naprezen osiowych. Uwaza sie
[1, 3, 4], ze ksztalt i objetos¢ tej czesci materiatu, w ktorej dzialaja naprezenia rozciaga-
jace, decyduje o sklonnosci do $rodkowych peknigé w wyciskanych pretach.
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4. Badanie pdl niejednorodnosci plastycznej wymaga opracowania nowych metod
fizycznych. Metody te powinny umozliwiaé bezposredni pomiar intensywnos$ci napreZen
w obszarze uplastycznienia. Jest to jednak zadanie trudne. Stad nalezy prowadzié badania
metodami, ktore przedstawiono powyZej. Przemawia za tym malo danych w literaturze
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na temat niejednorodnosci plastycznej materialéw poddawanych obrébee plastycznej
[1,3,4,5,8,9, 11, 12]. Metody oparte na hipotezach jednej krzywej plyniecia i jednego
zwigzku H— o, sa z koniecznosci przyblizone, pozwalaja jednak dostarczyé dostatecznie
pewnych danych o rozkladzie wzmocnienia w strefie deformacji plastycznej.
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B paGote cxenad o030p cTaTeil, KacaloILHXCA METONOB HCCJIE{OBAaHHS MHTEHCHBHOCTH HaNpsOKEHHH
(o(r, z)) B wiacTuueckoil obsacTi AechopMUPYEMOro MeTajura. DKCIEPHMEHTAIBHO HCCIeJOBAHO TBEP-
JOCTh ¥ MHTEHCUBHOCTb HAIPSXKEHHII TP NIPECCOBAaHUM CTEP>KHEN M3 crutaBa amomuHua 1A 2,

Summary

'NONHOMOGENEITY OF THE PLASTIC PROPERTIES OF ALLOY DURING EXTRUSION

In the paper we discuss the problem of the influence of the plastic deformation in cold extrusion on
the intensity of shear stresses (o,(r, z)) in the sphere of deformation.

The plastic properties of aluminum alloy were studied by means hardness measurements in the plastic
zone.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lutego 1984 roku
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DWOISTOSC ROWNOWAGI W STANACH CZYSTEGO ZGINANIA

Tomasz SApowsk1 (LUBLIN)

1. Wstep

Istotnym zagadnieniem z punktu widzenia analizy konstrukeji jest okreslenie mozli-
wosci utraty pozadanego ksztaltu przez element konstrukcji poddany dziataniu obcigZen
zewnetrznych. Ta zmiana ksztaltu moze byé rozumiana w sensie dostownym (np. wy-
puklo$é powlok, wybaczanie pretoéw Sciskanych itp.), jak rowniez i jako przewezenia po-
wstajace w pretach i plaskich probkach ze stali poddanych rozcigganiu.

Zagadnienie to rozwigzywane jest na gruncie teorii bifurkacji, ktérej podstawy sfor-
mulowal Hill w koficu lat 1950-tych, a w pracy [1] dokonat syntezy dotychczas uzyskanych
wynikow.

Wiele prac dotyczy analizy elementéw konstrukcyjnych znajdujacych si¢ w plaskich
stanach naprezen lub odksztalcefi. Autorzy pracy [2] rozwazaja zjawisko bifurkacji po-
wstajagce w plaskich préobach rozciagania w materialach sprezystych i sprezysto-plastycz-
nych. W zaleznoéci od parametréw charakteryzujacych material rozdwojenie moze wy-
stapi¢ w dwoch postaciach: 1) w postaci geometrycznej (diffuse mode), gdy punkt bifur-
kacji wystapi dla naprezen ‘nizszych od wywolujacych maksymalne obciazenie probki;
2) w postaci zlokalizowanego przewgzenia (localized shear mode), gdy material prébki
traci stateczno$é. Uzupelnieniem [2] jest opracowanie [3] dotyczace plaskich préb sciskania,
gdzie bifurkacja objawia si¢ wygieciem probki (diffuse mode).

Problemem rozdwojenia w przypadku dwuosiowego stanu rozciggania cienkich pré-
bek metalowych wykonanych z materialu sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem zajmo-
wano si¢ w pracy [4]. Autorzy uogdlnili deformacyjna teori¢ plastycznosci na zakres
duzych odksztalcen przy uwzglednieniu hipotezy, ze w procesie aktywnego obciazenia na
powierzchni plyniecia pojawiaja si¢ naroza [5]. Dla przyjetego materialu z potggowym
wzmocnieniem zbudowali oni model hypoelastyczny, przy wykorzystaniu ktérego okre-
$lili stan obcigZenia charakteryzujacy powstanie zlokalizowanego przeweZenia w proébce.

W zakresie zagadnien czystego zginania w pracy [6] rozwazono mozliwos¢ wystapienia
rozdwojenia w oparciu o dwa modele konstytutywne: hypoelastyczny [4] i hyperelastyczny
wynikajacy ze zwigzkéw nieliniowej sprezystosci. Zginana plyta wykonana jest z materiatu
sprezysto-plastycznego scharakteryzowanego powyzej granicy plastycznosci krzywa po-
tegows. Dla tak przyjetego prawa autor analizuje zjawisko bifurkacji zaznaczajac, ze juz
przy niewielkich krzywiznach zgiecia w pewnych obszarach konstrukcji nastepuje odcia-
Zenie, tzn. proces obciazenia konstrukcji nie jest procesem aktywnym.
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W niniejszej pracy w odroznieniu od [6] przyjeto, Ze material sprezysto-plastyczny
scharakteryzowany jest liniowym wzmocnieniem, spelniajac w ten sposéb wymagania
aktywnego obciazenia konstrukcji. Rozwazania przeprowadzono dla modelu hypoela-
stycznego, dla ktérego autorzy [4] dopuszczajg alternatywng mozliwo§é wprowadzenia
innego prawa wzmocnienia niZ potggowe. Dla tak poczynionych zalozen wyznaczono
krzywizny krytyczne odpowiadajace pojawieniu si¢ pierwszych punktow bifurkacji w za-
leznosci od parametréw definiujacych przyjety materiat: modulu Younga, granicy plastycz-
nos$ci i wspotczynnika liniowego wzmocnienia. W rozwazanym przypadku zginania pasma
najpierw pojawia si¢ krotkofalowe powierzchnie rozdwojenia w postaci zamarszczenia
si¢ strefy $ciskanej. Podobnie do schematu wprowadzonego w [2] podzielono obszar roz-
wazanej konstrukcji na podobszary w zaleznosci od tego, czy réwnanie podstawowe ma
rozwiagzanie w zakresie eliptycznym, czy parabolicznym. W przypadku gdy wspoétistnieja
rozne podobszary, wykreslono linie charakterystyczne. Uzyskane rezultaty poréwnano
z wynikami pracy [6].

2. Sformulowanie problemu

2.1. Kryterium dwoistoscl. Zal6zmy, Ze polozenie punktu materialnego ciala jest okreslo-
ne przez wspéirzgdne konwekcyjnego ukladu odniesienia. W konfiguracji poczatkowej
cialo ma objetos$¢ ¥, i powierzchni¢ F,, a wspdtrzedne ukladu konwekcyjnego oznaczymy
X%, jego za$§ kontrawariantne tensory metryczne GX*. W konfiguracji aktualnej, w chwili
t, wspolrzedne tegoz ukladu oznaczymy x!, tensor metryczny c', a objeto$é i powierzchnie
ciala odpowiednio przez Vi F.

Zakladamy, ze proces deformacji ciatla opisany jest parametrem prostego obciaZenia
lub przemieszczenia 4, ktérego warto$é w szczegdlnym przypadku zalezy od czasu. W chwili
przyjetej za poczatkowa na czesci ciala F§T dzialaja martwe sity pow1erzchmowe T X, o)
= Ao TE\(X), a na czgéci F§¥ dane jest.pole przemieszezen UK(X o) = Ao UL(X). A, 0zna-
cza tu poczatkowa warto§é prostego parametru obciaZenia T(s)(X ) lub przemieszczenia
(7,‘{’({(). Zadane obciaZzenia i przemieszczenia zewngtrzne na F, wywolujag w rozwazanym
ciele stan napregZenia, ktéry w opisie Lagrange’a okreslamy I lub II tensorem napre¢Zenia
Pioli-Kirchhoffa odpowiednio T7¥(1), SX¥X(A), a stan odksztatcenia tensorem Greena
Ex.(4). Przyjmujemy, ze w trakcie wzrostu parametru A od wartosci 0 do 4, rozwiqzanie
W naprciemach i odksztalceniach jest jednoznaczne. Oznaczymy je symbolami T"‘(}.)
SKL A, EK,_(}.) 1 nazwiemy rozwiazaniem fundamentalnym.

W zagadnieniu bifurkacji interesuje nas, czy wzrost deformac;ji jest opisany jednoznacz-
nie. Zatozymy wiec, ze parametr 4 wzrasta od wartoscn Ao do Ao+ Adr. Pociaga to za soba
wzrost rozwiazania fundamentalnego o wielkosci vy, (T") (S"") i (E,\,_) Przyjmu- -
jemy, ze dla rozwaZanego stanu deformacji i poziomu naprezen mozliwe jest wystapienie
rownlez mnego rozw1qzan1a przyrostowego, ktére nazwiemy bifurkacyjnym i oznaczymy
'vx, (T") (S"") i (EKL) Woéwcezas réznice pomigdzy tymi rozwigzaniami wyrazg si¢
zwigzkami:
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A o

[ 42k = ve—7x

| AY{’L A (%L)_(%L)

i ASKL = (gxl_)._(s"xl_).’
IAEKL = (EA‘KL).—(EOKL).'

Dla rozwazanego przyrostowego problemu brzegowego mozemy sformulowaé zasade
prac przygotowanych w poniZszej postaci [1]:

@.1)

IATLAVLdF= f(ASKLAEKL‘*'-OS'KLAVM.KAV%)‘IV’ 2.2)
Vo

Fo

gdzie AEy, wyraza sig:

Ay = (@14 AV )+ - (04 AV 1+ TS AV ). @3

*Zasade (2.2) mozemy zapisaé poshigujac si¢ wielko$ciami odniesionymi do bazy konwek-
cyjnej w stanie zdeformowanym ciala o powierzchni bocznej F i objgtoéei V. Otrzymujemy
wolwczas:

[ AT dv,dF = [ (A4d,+ (Y 10, dvm)dv . 2.4)
F v

T oraz vy 88 ode\'zviednio przyrostami sil powierzchniowych i predkoéeia przemieszezen.
tY jest tensorem napreZen Kirchhoffa, ktérego skladowe znajdujemy z zaleznosci:
£ = xlpxd, S¥L, 2.5)

waznej dla o§rodkéw niescisliwych. Pochodna konwekcyjna tensora Kirchhoffa zwigzana
Jest z pochodng II tensora Pioli-Kirchhoffa wzorem:

i = x.ixx.JLSKL, (2.6)
a tensor predkoscei deformacji dy; z tensorem Exy. zaleznotcia:
dyy = X5X5Exe. @7

W 2zwigzkach (2.5), (2.6) i (2.7) x'x oraz X% oznaczaja gradienty deformacji.
Jezeli do (2.4) wprowadzimy zwigzek konstytutywny o ogdlnej postaci:

P=aRS 7Y (2.8)
gdzie BY* charakteryzuje materiat w konfiguracji aktualnej, a
: .
dy = 7(711.1 +25,0), 2.9)
to otrzymamy funkcjonat:

F(a, Av,) = f(B”‘"Ad,,AdM+t°"’Av,,,,Avf',)dV. (2.10)
v

Funkcjonat ten jest dodatnio okreslony dla jednoznacznego rozwigzania rozwaZanego:

17 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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przyrostowego problemu brzegowego. Jesli dla pewnej wartosci krytycznej 4, spetnione
zostana warunki zerowania si¢ funkcjonahi F oraz jego pierwszej wariacji:

F(y, dv,) = 0, @.11)
0F(Ay, Av,) = 0, (2.12)

to rozpatrywane zagadnienie wzrostu deformacji traci jednoznaczno$é, a tym samym
zwiazki (2.11) i (2.12) okreslaja punkt bifurkacji. v, oznacza tu funkcje wlasna odpowia-
dajaca Ag. :

2.2. Charakterystyka materialu. Rozwazania dotycza konstrukcji wykonanych z niedci-
{liwych materialow plastycznych scharakteryzowanych liniowym wzmocnieniem powyzej
granicy plastycznosci. Najogélniejsza posta¢ réwnania konstytutywnego dla osrodka cig-"
glego w konfiguracji odksztalconej wyraza si¢ zwiazkiem dewiatorowym:

(tri.l)VJ ot Al'.lkldk“ (2.13)

gdzie (¢"/)¥ jest pochodna Jaumanna dewiatora naprezenia Kirchhoffa. 47 jest tenso-
rem charakteryzujacym wlasnosci materialu w stanie deformacji, ktéry przyjmujemy w na-
stepujacej postaci [4]:

N d ] 1iJ Lkl
AR = h[%(c""c"+c“"c")—%(l— i) gL ],, (2.19)

h o2

. = 2 i ; : -
gdzie A = %Es, h= ?E,, a o'V sg skladowymi dewiatora napreZzenia Cauchyego, nato-
miast E; i E, odpowiednio siecznym i stycznym modulem wzmocnienia, ktére otrzymu-
jemy z krzywej naprezenie-odksztalcenie dla jednoosiowego rozciagania w punkcie okre-
$lonym zaleznoécia:

L)

0 = 7(02 i), (2.15)

gdzie o; sa wartoéciami gléwnymi dewiatora naprezen Cauchyego.
Zwigzek konstytutywny mozemy przedstawi¢ wzorem réwnowaZnym ze wzorem
(2.13), wprowadzajac pochodng konwekcyjna tensora naprezenn Kirchhoffa:

11/ = By, + pc, (2.16)
gdzie tensor BY*! charakteryzuje wlasnosci materiatu [7]:
Bi.lkl =5 AiJ'kl = tk.lcil oy tkl'c.ll, (2'17)

a p jest predkosciag zmian ci$nienia hydrostatycznego.
Po wprowadzeniu (2.16) do zasady prac przygotowanych (2.4) otrzymujemy funkcjonat
o postaci (2.10) przy uwzglednieniu, Ze dla materialéw niesci§liwych zachodzi:

Analizowane elementy konstrukcyjne wykonane sa z materialéw, ktére mozna byto
.opisaé jak w [4] uogblniona na duze odksztalcenia deformacyjna teorig plastycznosci,
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dla ktérej przyjeto w stanie jednoosiowym naprezen model sprezysto-plastyczny z linio-
Wym wzmocnieniem :

i dla ¢, <o,
2u ’
g, = = . (2.19)
1 7
—_loe— ( - —)o}] dla o, > 0,
2u )z

gdzie 2y jest modulem Younga, 2z modulem stycznym w strefie plastycznej, o, — granica
plastycznodci. Stad w prosty sposdb otrzymujemy wyrazenia na E, i E,:

2u dla o,< o0,

E, =\2u — dla o¢,> o, (2.20)
- (-5

oraz

2u dla o, < 0,
E'={2ﬁ dla o, > 0, 2.21)

Na rys. | pokazano sposéb wyznaczania modulow E; i E,.

|
Oe ) 4
%
/
/
////7
oG- =7 Ve 1gR=k
/
%
s
/
/
/
/
/
7/
7 =
' /\olc tgo.=Eg Ce
0 £y =

Rys. 1. Wkres naprezZenie-odksztalcenie pokazujacy sposoéb wyznaczania modulu stycznego E; i modulu
siecznego Es w punkcie A4

3. Stan naprezenia pasma plytowego znajdujacego si¢ w warunkach czystego zginania

Mozliwe sa dwa podejscia do przeprowadzenia analizy stanu deformacji pasma. Pierw-
$ze z nich okre$la plastyczne deformacje na bazie zwigzkéw liniowej sprezystosci przez
Wprowadzenie logarytmicznej miary odksztalcer. Drugie podejécie zaproponowane przez.
Sawczuka i Mielniczuka [8] oparte zostato na nieliniowej teorii sprezystosci duzych defor-.
macji przez uwzglednienie zmian konfiguracji odksztalconego pasma. W pracy wykorzy-.
Stamy pierwszy ze sposobdéw, a uzyskane wyniki poréwnamy z otrzymanymi w [8].

Rozwazmy w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia ptyte o poczatkowej dtugosci
ls i wysokosci ho wykonana z materiatu niescisliwego, izotropowego, sprezysto-plastycznego,.

17+
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poddana stanowi czystego zginania jak na rys. 2. Deformacje analizowanej kon-
strukcji opisujemy w uktadzie wspdtrzednych walcowych, ktéry jest zbiezny w tym przy-
padku z kierunkami giéwnymi odksztalcen i naprezen. Wartosci gtéwne wzdhuz promienia
r oznaczymy indeksem 1, a wzdhuz kierunku 6 indeksem 2.

Rys. 2. Przekréj podtuzny plyty w stanie deformacji

Niech » oznacza krzywizng widkna obojetnego o poczatkowej diugosci /,. Wowcezas
wydhizenia w dowolnym punkcie materialnym oddalonym o wielko$¢ r od poczatku
uktadu wspéirzednych beda réwne:

Ay=—, Ay=rx. 3.1

Gléwne wartosci odksztalcen wyznaczymy wprowadzajac logarytmiczna miarg od-
ksztalcen, ktéra najczgsciej stosuje si¢ przy opisie préb i testéw metalurgicznych [1],
w trakcie ktérych materiat deformuje si¢ w ten sposéb, ze kierunki giéwne osadzone sa
w materiale i deformuja si¢ wraz z nim w trakcie calego procesu obcigzania [4]:

So="Inidks: " i = 1 A2 3.2

Dla materialéw izotropowych niescisliwych gestos$é enérgii dopelniajacej wyraza sig
zaleZznoscia :
3

WC=4—E,S

11, 3.3)
gdzie II,, — drugi niezmiennik wartosci giéwnych dewiatora naprgzenn Cauchyego. Stad
uzyskujemy réwnanie konstytutywne: ;
e

A a0, 2E
3 3

=1,2, 3 (34)

o) jest tutaj wartoscia gléwna dewiatora naprezei Cauchyego.
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W plaskim stanie odksztalcenia ¢; = 0, stad z (3.4) otrzymujemy, ze:

Tad— M. (3.5)
2
1 wéwezas z (2.15) i (3.5) mamy réwnowazne wyrazenie na o,:
/5
0, = lTlol—ozl- . (3.6)

Dowolny element piyty znajduje si¢ w stanie réwnowagi, ktéry sprowadza sie¢ do réw-
nania:

do, g, — 0,
e = e e . — O' \

o = (3.7
Wprowadzajge (3.2), (3.4), (3.5) i (2.15) do (3.7) uzyskujemy:

d(o,/2z,) _ 4—'ulnxr

d(lnzr) — 37, &8
dla strefy sprezystej, oraz:
d(o,/27,) _ 4u ( Iz )
—_—— 2 = Inxr+|{1— — {
d(Inxr) 37, s i u (A&

dla strefy plastycznej. Znak minus w (3.9) obowiazuje dla strefy sciskanej, znak plus za$
dla strefy rozcigganej. 7, jest granicg plastycznosei przy czystym $cinaniu.
Po scalkowaniu (3.8) dostajemy:

ﬂ_ — 2/‘ N2 di 1 < BTP
25 Bes (Inxr)®+c a |lnx| < 7 (3.10)
dla obszaru sprezystego, natomiast po scatkowaniu (3.9) otrzymujemy:
A _le(lnxr)z-l-(l——E) mxr+d dla  [inwr| > 2 G.11)
24750 Sl = ] Au

Zalezno$¢ (3.11) dotyczy plastycznego obszaru konstrukgji. State catkowe ¢ i d w powyz-
szych wzorach znajdujemy z warunkow brzegowych.

Oznaczmy promienie widkien zewngtrznych przez R* i R~ (rys. 2). Z warunku ciaglosci
naprezefi ¢, oraz ich zanikania na powierzchniach nieobciazonych mamy:
1

- )
%R T (3.12)

Z warunku niesci§liwosci materiatu uzyskujemy druga zalezno$é pomiedzy R* i R-:

Ry =Ry = o

(3.13)
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Dwa réwnania (3.12) i (3.13) po

kien zewngtrznych:

R+

R-

T. SADOWSKI

rozwigzaniu daja wzory do wyznaczania promieni wig-

ot [Gaho) + 111212,

(3.14)

% {[(xeho)? + 11112 — xho }112.

Umozliwiaja one sporzadzenie wykresu zmian grubosci w zaleznodci od stanu deformacji
(rys. 3). Przngto ze poczatkowa grubosé plyty wynosi 10 cm. Podobne zagadnienie zgi-
nanego pasma plytowego wykonanego z tworzywa hipersprezysto-plastycznego, ale przy
zastosowaniu drugiego sposobu podejscia rozwazano w [8]. Autorzy uzyskali zblizone

zmiany grubosci pasma.

t
[m)

hg=0,100

0,09

=

0,097

N

0,096

0395
& 0

2
«[1/m)

3 4% = F§

Rys. 3. Zmiapy grubo$ci pasma w ciggu procesu zginania

Znajac wartosci R* i R~ dla dowolnego » mozemy wyznaczy¢ stale catkowe c i d, okre-
§lajac w ten sposob pole napregzen wystepujace w stanie obcigzenia konstrukcji. Zalezy
ono od zmiennej krzywizny x, statych charakteryzujacych material konstrukcji, tzn. g, g,
oy, oraz od poczatkowej wysokosci hg:

al=3

Gy =

3

[lnxr]?—

3
+2r,(1——)(3’1

iy [Insr]?— _,u_ [InxR*]2+ %,ulnxr+

_ AN +)
+21'y(1 #)(4# InxR

A R+

lan+),
(3.15a)
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dla

X >Inxr=0 strefa rozciagana,

37, AR
02 lnxr > — strefa $ciskana
du

oraz

o, = % [(In3r)? —(InxR*)*]+

+27,(1= £ ) [+1nwr—InxR*],
v P
(3.15b)

—(InxR)?]+

+2ry{[i( _£)+ 4—~E~]lnxr+(l—£)[-l_—l—lan+]l
it 0 3 # J

dla
3t

2

InxR* 2 Inxr 2 = strefa rozciagana,
U

> lnxr > Inx R~ strefa Sciskana.

Zaleznosci (3.15a) odnosza si¢ do obszaru sprezystego, natomiast (3.15b) do obszaru
plastycznego. Kilka przykladowych wykreséw naprezen sporzadzono w pracy [9].
W uzyskanym rozwigzaniu warunek plastycznego obciaZenia wyraza si¢ wzorem:
-/3—|o'1—o'2| - ff@nlnmn %0, (3.16)

bowiem rozwazania obejmuja material spr¢zysto-plastyczny. W monografii [10] podano
0golng teorig zginanego pasma plytowego wykonanego z materialu idealnie plastycznego.
dla ktérego odpowiednikiem (3.16) jest:

V3

Tlol—azl = 0,. 3.17)
Stad po uwzglednieniu (3.17) w warunku réwnowagi (3.7) uzyskano wyrazenia na ¢, i o5,
ktére nie zaleza od » i sa funkcjami Inr w pierwszej potedze.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze w rozwazanym zagadnieniu polozenic osi obojgtnej
okreslamy jako $rednig arytmetyczng promieni widkien skrajnych R* i R~, natomiast
w analizie Sawczuka i Mielniczuka [8] o$ oboj¢tna nie pokrywa si¢ z osig symetrii pasma,
a przesunigta jest nieco ku srodkowi krzywizny. Oprécz osi obojetnej mozemy wyréznicé
jeszcze jedno wldkno scharakteryzowane zerowaniem si¢ intensywno$ci napr¢zef o,.
Jest ono poddane wszechstronnemu réwnomiernemu $ciskaniu, a promien jego wyzna-
czamy z zaleZnosci ¢ = ;/ RTR~. Widkno to w stosunku do osi obojetnej przesumgte
Jest nieco ku $rodkowi krzywizny.
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4. Analiza bifurkacji

4.1. Sformulowanle podstawowych zaleinoécl. W interesujacym nas zagadnieniu czystego
zginania parametrem A, wraz z ktérym narastaja obcigZzenia begdzie krzywizna wlékna
obojetnego . Wowcezas dla plaskiego stanu odksztalcen w krzywoliniowym ukladzie
odniesienia funkcjonal (2.10) przyjmuje postac:

#lo R+
F(x, Av}) = f f (B¥7 AdypAd,5+ 16 v, A5 rdrdf. @.1)
o R-
Wystepujace w (4.1) wielkosci sa sktadowymi fizycznymi tensoréw. Skiadowe fizyczne
dv; ; we wspohrzednych walcowych sa nastgpujace:

_ 0dvy | 1 odv;,  Adv,
done =55 A= =
o4 1 o4 4 G
= Y2 . =F 5 "G p Uy
Avz1 = or ’ 492, T Y
Dla materiatéw niescisliwych spetniony jest warunek:
o adv,
—ﬂ(rd'l)l)‘l'w = 0. (4.3)

Zakladamy, ze istnieje potencjal, ktéry okreéla predkosci na podstawie nastgpujacych
zaleznoéci: 5 . )
1 00 . oD
A Av, = i
Przez wprowadzenie potencjatu upraszczamy rozwiazanie zagadnienia, bowiem w funkcjo-
nale (4.1) wystapi jedna nieznana funkcja @.

Skladowe tensora B*"® wyznaczymy postugujac si¢ (2.17), (2.14), (2.20) i (2.21):

B! = g(l + %)—201;

Av, = — (4.4)

B2222 _ i(] + %)_202,

2 / 4.5)
B1122 B2211 — i(l__}j_);
P, h
B - Oyt
1212-" p2aia2 L pi2el - pai2ifl S L 2
B B B B 5 T
Po wprowadzeniu (4.2), (4.4), (4.5) do funkcjonalu bifurkacji (4.1) otrzymujemy:
»wlo RY A ~
- 1 ab 182\
ot = [ | [(Zh‘Ul*dz)(r—zW—Tm) )
0 K-
I' = 1 26 2d 1 )\
—(h—0, — = — 4.
TS ey 62)( 7T 267 T o2 r 3r) = (8

2P \* 1 20 1 8d\®
o T) e b el e e M L
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Zagadnienie pojawiania si¢ bifurkacji rozwigzemy dla warunkéw brzegowych, gdy
moment wzglgdem wiékna obojetnego na obu koncach plyty kontrolowany jest w ciggu
procesu deformacji. Odpowiada to nastgpujgcym warunkom brzegowym:

AT*=0 dla 6=0,%l; a=1,2 4.7

gdzie T* oznacza wzrost f izycznych sktadowych wektoréw sit powierzchniowych. Ponadto,
Poniewaz pozostate powierzchnie wyznaczone promieniami R~ i R* s3 wolne od obciazen,
zatem:

AT*=0 dla r=R,R*; a=1,2. (4.8)
Dla wyréznionych warunkéw brzegowych dowolny potencjat @ mozna przedstawic¢ w naj-
ogoiniejszej postaci za pomoca rozwinigcia w szeregi trygonometryczne Fouriera, co umo-

zliwi oddzielne rozpatrywanie powierzchni niestabilnosci scharakteryzowanych dowolng
wartoscia n:

&(r, 6) = Do)+ Z[dic,,(r)cos(

2;’1”6 )+<155,,(r)sin( 207y )] 4.9)

xlo

dan=1,2,3...,a <1~5c,,(r), d~5s,,(r) sa ciaglymi rézniczkowalnymi funkcjami r. Jesli (4.9)
wprowadzimy do funkcjonatu (4.6) i scatkujemy wzgledem 0, to F(x, @) mozemy zapisaé
W postaci:

F~(}¢, dﬂj) = Fo(x, djco)"' %Z [F',,(X, ¢sn)+ﬁn(”’ ¢cn)]’ (410)
n=1

gdzie F, dane jest zaleznoscig:
T

B @)= | {(2/:—61—62)[

R-

2rn @ 2mn 1 49 |’

wly r? xly r_dr
2 2
@ 2¢p

271:)1) d 1 dqb] y @11)

wly T odr

L '
+7(”“’1“’z)l( T T T &

d*@\* 2in\*® 1 40
el F T, e — el U
n=1,2,3..

Poszukiwana krzywizna krytyczna pierwszego punktu rozdwojenia dana jest przez
najmniejsza wartos¢ wlasng kazdego z funkcjonatéw F,, dla wszystkich warto$ci n. Odpo-
wiadajaca moda wlasna wyrazona jest przez @(r)cos(2nnb/xly) lub @(r)sin(2rnd [xl,).

4.2. Okreslenie obszar6w rozwigzania réwnania réiniczkowego. W podobny sposéb jak w [2]
przeprowadzimy klasyfikacje obszaréw rozwigzania rownania bifurkacji, dla materialéw
opisanych zwiazkiem konstytutywnym (2.13). Rozdwojenie nastapi, gdy zostang spelnione
dwa warunki:

F(ter, D) = 0, (4.12)
0F (syr, D) = 0. 4.13)
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W przypadku niejednorodnego przedbifurkacyjnego pola naprezen wykorzystanie wa-
runku (4.13) przy uwzglednieniu (4.6) prowadzi do réwnania Eulera:

_ o*d 1 o0 )
(h+o‘1—o‘2)7+2(2h——h)7-8 557 +(h—0,+03)— =T +Q[cb] =0 @4.14)

(4.14) jest liniowym czastkowym réwnaniem rézniczkowym czwartego rzedu wzgledem
potencjatu &(r, 0). Q[P] stanowi tu operator rézniczkowy trzeciego rzedu, ktérego nie
bedziemy wyszczegdlniali. Wprowadzajac charakterystyki postaci ¢(r,0) = ¢ mozemy
dla (4.14) napisaé réwnanie charakterystyczne:

: ¢ 1 e 1 o
(/1+(71'—O'2)W +2(2h_h)r_28r—2897 +(/1“‘0'1+O'2)7Z8— = 0. (4.15)

04
Jesdli przejdziemy z postaci uwiklanej charakterystyki ¢(r, 0) = 0.do postaci jawnej 8 = f(r).
to pochodna tej funkeji mozemy wyrazié:

i wowczas otrzymujemy réwnanie charakterystyczne (4.15) w formie:
(h+0,—03) (0 +2Qh—h) (0 + (h—0,+0,;) = 0. (4.17)

Gdy (4.17) ma pierwiastki rzeczywiste, mozemy zbudowac potencjal @, ktory spelnia
(4.14) i ma ciagle pochodne drugiego rzgdu wzdtuz charakterystyk. Klasyfikacje obszaréw
rozwigzania réwnania rézniczkowego (4.14) dokonamy wprowadzajac okreslenia stoso-
wane w analizie ukladéw réownan czastkowych. Mianowicie punkt pasma ptytowego
znajduje si¢ w obszarze eliptycznym, jezeli (4.17) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Jezeli (4.17) ma dwa lub cztery pierwiastki rzeczywiste, to rozwazany punkt znajduje si¢
odpowiednio w obszarze parabolicznym lub hiperbolicznym.

W przypadku materiatu sprgzysto-plastycznego z liniowym wzmocnieniem wystgpuja
tylko dwa obszary w plycie: eliptyczny i paraboliczny, podczas gdy dla materiatu scha-
rakteryzowanego krzywa potegowa wystapit réwniez i obszar hiperboliczny [6].

Obszar eliptyczny. Réwnanie (4.17) nie ma pierwiastkow rzeczywistych, co réwnowazne
jest warunkami:

~2Qh—h)+Y/4 <0 (4.18)
lub w szczegblowej postaci:

3 =
= L2—|o1 —0'2|+20'y( ~ LZ—) +

& SRR . ofvs. .. . (419
iV[—]Tlal_62]+2dy(l_%)] —Z(Ul~62)2+4 1/2—|61_0.2|_

Dla materiatu o charakterystykach z = 0,1 = 1,05- 10* MN/m? i o, = 4,2 10? MN/m
obszar eliptyczny zawiera si¢ w granicach:

lInser| < 0,5. (4.20)
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Obszar paraboliczny. Réwnanie (4.17) ma dwa pierwiastki rzeczywiste gdy:

V3 7

— —2—101 — 0| +2'ar,,( - ?) +

G ERE - @.21)
i]/[— V2 o~ aal 420, —ﬁ) 2 -0+ | Bl loi—axl-
2 I
m 2_01 —0; {> 0 strefa Sciskana
_( B 7)0" ( 2u < 0 strefa rozciggana.
We wzorach (4.19) i (4.21) znak plus dotyczy strefy Sciskanej, minus strefy rozciaganej.

Dla materialu o charakterystykach g = 0,1 p = 1,05-10* MN/m* i o, = 4,2+ 10?
MN/m? mozemy okresli¢ obszar paraboliczny:

lnzr|] > 0,5. (4.22)

4.3, Charakterystyki rownania rézniczkowego bifurkacji. Rownania charakterystyk dla (4.17)
$a nastgpujace:

-+ ]/h—Zhi V (h—2h)? — (h)? + (05— 0,)? 4.23)

E_(.O'z“ax)

Stad dla przyjetego materiatu otrzymujemy

) I/ ---—UHG( ")3 l/["—*—lo'l—cr,|+2a (1__)] ¥

L/;;“ 0y, — 05— 2#[ 5 _Gzl_( _%) ] (0,—0))

—— S = (4.24)
9[y3
—‘4(0'1 0,)* + 4l 2-|0'1—0'2 ( )

A
1__i

— dlnxr

W przypadku materialu z = 0,1p = 1,05- 10* MN/m? i granicy plastycznosci ¢, =
= 4,2- 10> MN/m? naszkicowano na rys. 4 kilka reprezentatywnych charakterystyk. Sa
one w strefie rozcigganej styczne do granicy £—P, natomiast w strefie $ciskanej prosto-
padle.

W przykladzie podanym w pracy [6] ptyta podzielona zostala na trzy podobszary,
przy czym obszar hiperboliczny wystepuje migdzy parabolicznym i eliptycznym. Charak-
terystyki w strefie rozciaganej sa prostopadie do granicy H—FE, natomiast w strefie $ci-
skanej styczne.

Podstawowsa wlasnoscia charakterystyk w omawianym zagadnieniu jest ich wyste-
powanie po osiagnigciu pierwszego punktu bifurkacji. To stwierdzenie moZzna wyrazi¢
nastepujgco: jezeli w pewnym stanie deformacji okre$lonym przez krzywizne x, czg$é
ciala znajduje si¢ w obszarze parabolicznym, wtedy istnieje przynajmniej jeden punkt
rozdwojenia dla x,, < ». Zostalo ono dowiedzione w [6]. Podobne stwierdzenie podano
i udowodniono w pracy [11] dla przypadku jednorodnego przedbifurkacyjnego pola na-
prezen.
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Autorzy pracy [2] badajac zjawisko rozdwojenia w plaskich prébach rozciagania uzy-
skali w przypadku postaci geometrycznej (diffuse mode), podobnie jak w niniejszej pracy
podzial obszaru rozwigzania podstawowego réwnania bifurkacji na dwie czgéci: elip-
tyczna 1 paraboliczna. W analizowanym przez nich przypadku bifurkacja jest mozliwa,
gdy przechodzimy z obszaru eliptycznego do parabolicznego, a granica migdzy tymi ob-
szarami jest miejscem akumulacji punktéw wartosci wlasnych.

paraboliczny

0
Rys. 4. Krzywe charakterystyczne oraz obszary rozwigzania rownania rozniczkowego

4.4. Krétkofalowe powlerzchnie niestabilnosci. Jak stwierdzono w paragrafie 4.1 moda wlasna
wyrazona jest w formie @(r)cos(2rnl/xly) lub P(r)sin(2rnb/x=l,). Dla krétkich diugosci
fal, tzn. n —» co, krzywizn¢ krytyczna z., jak rowniez i asymptotyczng forme mody
wlasnej mozna wyrazi¢ analitycznie.

Wariacyjna forma réwnania bifurkacji odpowiadajaca parametrowi n jest postaci
OF, = 0, gdzie F, dane jest przez (4.11). Stosujac podstawienie x = Inxr otrzymujemy
nastepujace réwnanie Eulera:

[n*(h— o0, +03) +0(n2)]¢+0(n2)%‘x3 +[2n2(h—2h)+

d*® A8 . d*® (2
+0(1)]W +0(1)F’ + [h+0'1 —0'2]——‘sz— = 0,
wraz z warunkami brzegowymi:

- ao - d*@

[n*(h—ay _02)]¢+0(1)d—x +(h+0'1—0'2)—dx—2 =0,

O(n? 2 - ad

)P+ [n (—4h+/z+al+02)+0(l)]a~ + (4.26)

d*od = d*o
+0(1) ks el [II+(71—0'2]—‘JxT = 0,

dlassi——w' =1 In=RiNiEr = & — IR =»
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Dla duzych wartoéci » @(x) przyjmuje asymptotyczng reprezentacije:

D(x) = Aexp[rfi(xX)+ ... +nfi)+fo(X)+n7 L ()+ .1 4.27
Z réwnania Eulera i warunkow brzegowych grupujac wyraZzenia z tymi samymi pote-
gami n dochodzimy do wniosku, ze dla j > 1 fj(x) = 0, natomiast dla j = 1 f;(x) spelnia:

(h—o,+02)+2(h— 2h)( fl) +(h+o'1—o'2)( fl) = 0. (4.28)

Rozwiazanie réwnania (4.25) speiniajagce warunki brzegowe (4.26) mozna przedstawié
dla duzych wartosci n nastepujaco:

D(x) = Aexplnfia(x)]+Bexp[nfis(¥)], (4.29)

gdzie f;,(x) i f15(x) sa dwoma rozwiazaniami (4.28). W rozwazanym zagadnieniu funkcja
D(x) musi byé jednoznacznie ograniczona dla wszystkich wartosci n. Pociaga to za soba
spelnienie warunku Re[f;(x)] < 0. Gdy cale pasmo plytowe znajduje si¢ w obszarze
eliptycznym, nie mamy pierwiastkéw rzeczywistych i rozwiazania (4.28) czynia wdwczas
zadoé¢:

dfy
Re[ dx] < 0. (4.30)
Do dalszych rozwazan wprowadzimy skrécony zapis:
df14(x7) . _djlb(x—l o
dx = Qaa C{x = Qb‘ (4'31)

Z warunk6éw brzegowych (4.26) dla x = x~, uwzgledniajac (4.29) i (4.31), otrzymujemy:
(14+05)A+(1+03)B =0,
_ = N) ; (4.32)
[(h—4h+0)0,+ (h—02)0a) A+ [(h—4h+05)os+ (h—03,)03] B = 0.

Zerowanie si¢ wyznacznika podstawowego ukiadu (4.32) zapewnia istnienie rozwiazan
niezerowych:

(h—4h+ 0,) (1—0a0)+ (h— 0) (02 + 03 + 0a0s+02 02) = 0. (4.33)
Z réwnania (4.28) przy oznaczeniach g, i g, dostajemy zaleznosé:
eyl 202h—h '
bos = |/ A0, ooy = 2D, (434)
h iy (72 h 0'2

ktére w polaczeniu z (4.33) umozliwia sformulowanie zaleznosci:

i

V P N ) el Al (4.35)

h+ao, g,

Warunki brzegowe (4.26) na koncu x = x* s3 réwniez asymptotycznie spelnione,
poniewaz Re[f;(x)] < 0, a wigc dla duzych wartosci n @(x) i jego pochodne daza do zera,
zanikajac w waskiej strefie w poblizu x = x~.

Identyczne rozwaZania mozemy przeprowadzi¢ dla brzegu x = x*.
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Uwzgledniajac (2.20), (2.21), (3.15) w (4.35) otrzymujemy wzér do wyznaczania krzy-
wizny krytycznej odpowiadajacej poczatkowemu punktowi bifurkacji:

V3, (-2
]/% _ 3 S ) 2V3y(1’(_“£‘)2), (4.36)

H

gdzie znak plus dotyczy strefy rozciaganej, natomiast minus strefy $ciskanej. Rozwiazujac
(4.36) znajdujemy pierwiastki odpowiadajace niejednoznacznosci procesu deformacji
i mozliwosci pojawienia si¢ powierzchni niestabilnosci. Zaleznosci (4.36) pokazano na
rys. 5, zalezno$¢ za$ od parametru wzmocnienia materiatu @ przedstawiono na rys. 6.

#h
E-P
1,174
1,0
0,942 T L_
E‘ 086
\ l
0 =3 T 3 W T e IS G D

0424102 MN/m’]

Rys. 5. Krzywizny krytyczne ko 0dpowiadajace pierwszym punktom bifurkacji dla materialu o charak-
terystykach i = 0,1 u = 1,05 - 10* MN/m?

“Z rys. 6 widaé, ze jeéli w plycie pojawi si¢ pierwsza krétkofalowa powierzchnia niesta-
blanSCl to zawsze bedzie ona zlokalizowana w strefie $ciskane;j.

Dla rozwazanego materialu sprezysto-plastycznego nie uzyskano poczgtkowego
punktu bifurkacji w przedziale ( —10~3y; 0>, tzn. gdy wspétczynnik liniowego wzmocnie-
nia u bliski jest zeru i material moze byé traktowany jako idealnie plastyczny. Zagadnie-
niem jednoznacznosci zginania zajmowano si¢ rowniez w pracy [12] dla przypadku ideal-
nej plastycznosci. Stwierdzono, Ze niejednoznacznosé moze wystapié, gdy kat zgiecia
okreslony ilorazem R* /R~ przekroczy warto$¢ graniczna 1,25, co odpowiada stanowi
zgigcia scharakteryzowanemu w niniejszej pracy przez g, = 2° 1/m lub s, hy = 0,2.

Lewa strona rys. 6 dotyczy materiatu niestabilnego w sensie Druckera, tzn. parametr
wzmocnienia Z ma ujemng wartosé, co mozemy interpretowaé jako fakt, ze stan napre-
zenia w konstrukcji osiagnat warto$¢ powodujaca np. degradacje materiatu konstrukeji,
I wéwczas proces deformacji pasma nastgpuje po drodze niestatecznej.
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Rys. 6. Krzywizny krytyczne s, ho odpowiadajace pierwszym punktom bifurkacji dla materialu o granicy
plastycznoéci o, = 4,2+ 102 MN/m? oraz p = 1,05- 105 MN/m?

5. Omowienie wynikéw i wnioski

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze pierwsza powierzchnia niestabilnoéci moze
pojawic sig, gdy cala plyta znajduje si¢ w obszarze eliptycznym rozwigzania podstawowego
réwnania rézniczkowego (4.14), podobnie jak w pracy [6]. Réwniez w pracy [13] badajac
poddane ci$nieniu wydrazenie kuliste w nieskonczonym osrodku sprezysto-plastycznym
stwierdzono, Ze krétkofalowa powierzchnia niestabilnosci jest pierwszym punktem bi-
furkacji pojawiajacym si¢ w ciggu procesu deformacji.

W rozwazanym przypadku ciala wykonanego z materiatlu sprezysto-plastycznego
z liniowym wzmocnieniem uzyskano zalezno$¢ (4.36) okreslajaca krzywizne krytyczna
odpowiadajacg pierwszym punktom rozdwojenia jako funkcje cech fizycznych materialu
Oy, @, & (rys. 5, rys. 6). Analiza wplywu ¢, na warto$¢ krzywizny krytycznej wskazuje,
ze wraz ze wzmocnieniem si¢ materiatu, zaleznym od historii obcigZenia, wystepuje w przy-
padku czystego zginania zmniejszenie si¢ »/,. ObniZenie si¢ wartosci krzywizny krytycznej
nastepuje réwniez wraz ze zmniejszeniem si¢ wspélczynnika u z wylaczeniem przedzialu
{—=10"3u; 0.

Odpowiadajaca krzywiznie krytycznej pierwsza powierzchnia niestabilnosci zawsze
Pojawia si¢ najpierw w obszarze $ciskanym pasma, podobnie jak w pracy [6].

Uzyskane rozwigzanie ograniczone jest geometria odksztalcenia. Kat zgiecia nie moze
Przekracza¢ 360°. Graniczna krzywizna wynosi:

(xlzo)g,Tl;—;— < 2w, (GA)Y)



592 T. SADOWSKI

Warto$¢ kata odpowiadajacego dowolnej krzywiznie krytycznej mozemy wyznaczyé
Ze WZoru:

/
Our = ("krho)'l%, (5.2)

gdzie I, i A, sa diugoscia oraz wysokoscia poczatkowa pasma. Dla materialu o granicy
plastycznosci g, = 4,2+ 102 MN/m? i module wzmocnienia z = 0,1 & = 1,05 10* MN/m?
zalezno$é (5.2) ma przebieg jak na rys. 7, z ktérego wynika, ze jeZeli l,/h, wynosi 2, to

ekr
(*]
/

A1

360— — —+—+ -—1+—

30 //

20 ///
100 A
/
/
0o 1 2 3 6 7 8

45
lo/ho

Rys. 7. Kat krytyczny 0., okre§lajacy pierwszy punkt bifurkacji

krytyczny kat zgiecia odpowiadajacy mozliwosci wystapienia pierwszej powierzchni
niestabilno$ci jest réwny 107°. Ponadto, gdy /o/ho jest wigksze od 6,5, to pasmo moZemy
zgigé do 360° bez obawy o utratg¢ jednoznacznosci procesu deformacji.
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Peaome

BUPYPKAIIMOHHOE PABHOBECHE B COCTOSHHUAX UHNCTOI'O U3I'HBA

B paBore nccnenonana 3agaua Sudypraumy HECHKAMAEMOH IINIACTHHE] IIOABEPYKEHOH YHCTOMY H3TH-
6y. AHanus NPOM3BORMM TIPUMEHHB FUIIOYNpYrHil (YHAAMEHTAIBHBLA Monenb. CoxpaHeHHe yIpyFro-
TLJIaCTHYECKOrO MaTEpHala B JIMHEHHOM HANPSHKEHHOM COCTOSTHMH ONMCAHO 3aKOHOM C JIMHEMHBIM YIIpOY-
Hennem. OCymIecTBEHO Kiaccu(MKANMIO IPOCTPAHCTBA ypaBHEHHs Gudypkanuu. ITposeneso acumnro-
THYECKHH aHAJM3, YTOObl YCTAHOBHTL KPHTHUECKHUE YCIIOBUA AehOPMALMH ILTHTOBOH IOJIOCE! [AJIA KOPO=
TKOBOJIHOBOH IIOBEPXHOCTHOH HectaGHnnHOCTH. PaccmaTpHBacMas KOPOTKOBOJIHOBAs NIOBEPXHOCTh HEC-
TaGHUIILHOCTH B 30HE CXKATHMA ONpeleisieT NepByio GHGYPKALNMOHHYIO TOUKY B Nponecce Rehopmanum
TUIACTHHKH.

Summary

BIFURCATION EQUILIBRIUM IN PURE BENDING STATES

In the paper the bifurcation problem of an incompressible plate subjected to pure bending is studied. The
analysis js carried out using a hypoelastic constitutive model. The elastic-plastic material behaviour in
uniaxial states is described by the linear work-hardening law. A classification of regimes of the bifur-
cation equation is also performed. An asymptotic analysis has been carried out to establish the critical
condition of the deformation plate strip for short wavelength surface instability. The considered short
wavelength surface instability in the compressive zone defines the first bifurcation point in the deformation
process of the plate.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 14 czerwca 1983 roku
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OSIOWO SYMETRYCZNE ZAGADNIENIA MIKROPOLARNEJ TEORII
PLASTYCZNOSCI

MonikA WAGROWSKA (WARSZAWA)

Instytut Mechaniki
Uniwersytet Warszawski

1. Wstep

W pracy tej rozpatrujemy mikropolarny osrodek sprezysto-plastyczny, ktéry moze
przenosi¢ naprezenia zaréwno sifowe, jak i momentowe. Osrodek taki moze byé mate-
matycznym modelem np. kompozytéw o strukturze ziarnistej. Wyrdzniamy osrodki ze
Zwigzanymi obrotami i ze swobodnymi obrotami. JeZeli o§rodek-jest ze zwigzanymi obro-
tami, to ziarenka moga si¢ obracac o tyle, na ile pozwala im pole przemieszczen. Z kolei,
gdy na ziarna dzialaja momenty, ich obrét okresla zmiang przemieszczen. Uplastycznie-
nie takiego osrodka podobne jest do uplastycznienia o§rodka klasycznego, z tym, Ze nalezy
uwzgledni¢ wplyw naprezei momentowych. Warunki uplastycznienia dla oérodkéw
Ze zwigzanymi obrotami badali M. Misicu [5] i A. Sawczuk [7].

Jezeli o$rodek charakteryzuje si¢ swobodnymi obrotami, jego zachowanie nie daje sig
sprowadzi¢ do os$rodka klasycznego. W tym przypadku obroty ziarenek kompozytu mo-
23 spowodowa¢ zaréwno zmiany w polu przemieszczet w matrycy jak i byé niezalezne od
odksztalcen, czy przemieszczenn matrycy. Zgodnie z zalozeniami teorii spreZystosci, po
zdjeciu obcigzen, przemieszczenia i obroty powréca do polozed poczatkowych, czyli
stanu naturalnego. W przypadku przekroczenia okreslonych wartosci naprezen silowych
badz (oraz) momentowych, pewien obszar rozpatrywanego ciata lub w przypadku szcze-
g0lnym cale cialo moze ulec uplastycznieniu. Dla osrodkéw ze swobodnymi obrotami
bedziemy mogli wyréznié niezalezne przekroczenie granicy sprezystosci ze wzgledu na
Przemieszczenia, jak to ma miejsce w teorii klasycznej, jak i ze wzgledu na obroty. Wy-
réznimy wigc dwa niezalezne sposoby uplastycznienia czgsciowego i skonstruujemy dwa
kryteria uplastycznienia, a mianowicie kryterium uplastycznienia poslizgowego, gdy
po zdjeciu obcigzen nie znika symetryczna czgs¢ tensora odksztalcenia, oraz rotacyjnego
zwigzanego z nieznikaniem tensora skrecenia i antysymetrycznej czesci tensora odksztal-
cenia. Podobszar o$rodka bedzie ulegal uplastycznieniu catkowitemu, gdy réwnoczeénie
zostang przekroczone wartosci obu kryteridw.

W strefie sprezystej przyjmiemy jako model matematyczny takiego ciala osrodek typu
“Cosseratow, centrosymetryczny, izotropowy i jednorodny. Nastepnie wprowadzimy
odpowiednie kryteria uplastycznienia czgsciowego i catkowitego i wyprowadzimy odpo-
wiednie réwnania konstytutywne w zakresach plastycznych. Nalezy wspomnieé, Ze o$ro-

18+
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dek plastyczny typu Cosseratéw rozpatrywal H. Lippmann [6], nie specyfikujac liczby
kryteriow uplastycznienia; moglia si¢ ona zmieniaé od 1 do 18. W przykladzie przyjeto
2 warunki. Szczegélowo rozpatrzymy zagadnienia osiowo symetryczne, pokazemy wplyw
naprezen momentowych na powstawanie i zasigg strefy uplastycznienia poslizgowego.

W pracy bedziemy stosowac nastgpujace oznaczenia [1]: 4, u, «, p, fi, ¢ — stale ma-
terialowe, o, @, Y, %, 1 — tensory, odpowiednio, naprezen sitowych, naprgzei momento-
wych, odksztalcenia, skrecenia i jednostkowy, o4y, tiy, Yis» 1y, 0;; — skltadowe powyzszych
tensorow, odpowiednio, 'w ukladzie wspétrzednych x* (i = 1, 2, 3).

2. Kryteria uplastycznienia

Rozpatrzmy osrodek mikropolarny, centrosymetryczny, izotropowy i jednorodny.
W tym przypadku poczwoérna warto$é gestosci energii sprezystej przyjmuje postaé naste-
pujaca:
4U = —oupoup+ L"(u) = “—l—’duau
7 o pQu+32) @)

1 1 i)
+— +— ——_— 5
» BanbanT Mgy Mcsy 72y +3P) Hert Bk
Energia ta jest suma energii objetosciowej oraz drugiego skladnika, ktéry jest uogdlnie-
niem energii odksztalcenia postaciowego

U=U,+U,, 2.2)
gdzie

1 1 1
AU, = —SapSap+ —SupSan+ — MapMay,
M o %
2.3)
+ Lm mop+ &
e (PR CF )] 3(2,y+3ﬂ) Mg ok s
tans Ly — odpowiednio symetryczna i antysymetryczna czgéé tensora o skladowych

ti;, si; — skladowe dewiatora tensora naprezen sitowych, m;; — skladowe dewiatora
tensora naprezen momentowych. Dokonajmy rozkladu U, na dwa skladniki

Up = Up1 +Up, (2.4)
gdzie
1
4U‘,1 = 'FS(U)S(U), (25)

jest gestoscig energii odksztalcenia postaciowego poslizgowego oraz

2
—_— 5 2.6
3(2y+3ﬂ)/~¢uﬂkk (2.6)
jest gestoScia energii odksztalcenia postaciowego rotacyjnego. Przyjmujemy warunki
uplastycznienia w nastepujacej postaci:

kryterium uplastycznienia poslizgowego

A QN AR T ] Q2.7)

4 1 1 1
Upz = o SanSan+ 7m(u)m(,_,)+ — ManMan+
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kryterium uplastycznienia rotacyjnego

Upi < kg "0 = 15, (2.8)
oraz kryterium uplastycznienia catkowitego _

U yr=-ksralba=ulos (2.9)

Powyzsze kryteria spelniaja wszystkie warunki wynikajace z teorii niezmiennikéw.

W osrodkach mikroplarnych, centrosymetrycznych w przypadku modelu sprezysto
plastycznego moga wystapié pod wplywem dzialajacych obciazenn nastepujace strefy:

a) strefa sprezysta, b) strefa sprezysta i uplastycznienia poslizgowego, ¢) strefa upla-
stycznienia poslizgowego, d) strefa sprezysta i uplastycznienia rotacyjnego, ¢) strefa upla-
stycznienia rotacyjnego, f) strefa sprezysta i uplastycznienia poslizgowego oraz rotacyjnego
0 pustym przecigciu stref uplastycznienia, g) strefa sprezysta i uplastycznienia poslizgowego
i rotacyjnego o niepustym przecigciu; wtedy pojawia si¢ strefa uplastycznienia catkowitego,
h) strefa sprezysta i wylacznie catkowitego uplastycznienia, i) strefa catkowitego uplastycz-
nienia.

3. Réwnania konstytutywne teorii plastycznosci odksztalceniowej

W dalszym ciagu pracy bedziemy rozpatrywaé zagadnienia szczegblowe, w ktérych
wykorzystamy teori¢ odksztalceniowa. Dlatego nie bedziemy tu rozpatrywaé réwnan
konstytutywnych teorii plynigcia, a sformutujemy réwnania konstytutywne teorii odksztal-
ceniowej, w poszczegdlnych strefach uplastycznienia.

Zakladamy brak wzmocnienia, izotropowos¢, centrosymetri¢ i jednorodnosé w strefie
sprezystej. Odksztalcenia objgtosciowe sa tylko sprezyste.

3.1. Strefa uplastycznienia poslizgowego. Zakladamy tu, 2e dewiator symetrycznej czgsci
tensora odksztalcenia jest proporcjonalny do odpowiadajacego mu dewiatora symetrycz-
nej czgsci tensora napreZenia sitowego. Odksztalcenia skr¢cenia i antysymetryczna czesé
odksztalcenia sa sprezyste. Przy tych zalozeniach otrzymujemy nastepujace stowarzyszone
réwnania konstytutywne w oérodku uplastycznionym poslizgowo:

2ulyp = (L+@1)sap, 205y = 5qsys
Qu+3)yu = o, (3.1

2y = L +L S e o
] ” Han B My 72y +3P) Mk Oty

lub w postaci réwnowaznej

I i+o¢
Fap+Lgp+ WL Oy =y = ’*’*Is(u)‘i‘

2p Okg 6Us (3-2)

| |
20 5 30,532
oraz (3.1), bez zmiany.
+@r
2p
materialowym osrodka uplastycznionego; nalezy go wyznaczyé dla kazdego o$rodka
oddzielnie. ¢; — 0, gdy przechodzimy do osrodka sprezystego, Réwniez réwnania (3.2)
staja si¢ wtedy rownaniami konstytutywnymi o$rodka Cosseratéw.

L}, sa skladowymi dewiatora tensora odksztalcenia y, jest wspoélczynnikiem
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3.2. Strefa uplastycznlenia rotacyjnego

dodatkowe postulaty: :

— roéwnania konstytutywne w ramach symetrycznej czgéci tensora odksztalcenia sa
analogiczne jak w ramach strefy sprezystej,

— antysymetryczna czg$C tensora odksztalcenia oraz tensor skretnogietny beda po-
wigzane z tensorami opisujacymi stan naprezenia nowymi zalezno$ciami

- LG + 1+q)2 a i ‘l 8
Yii 2# an 20 <L 2‘14(2#"‘32,) O ijs
3.3)
1+o, L4g, 1 (
oy iy iy SR (+9.)p

2_6,“<u> = m Mk Oy,

gdzie: 1+¢, jest wielkoscia bezwymiarowa, ktéra wplywa na modyfikacje réwnan
konstytutywnych.. Nalezy ja wyznaczy¢ dla kazdego osrodka oddzielnie. ¢, — 0, gdy
przechodzimy od strefy uplastycznienia rotacyjnego do strefy sprezyste;.

3.3. Strefa calkowitego uplastycznienia. W obszarze uplastycznionym catkowicie przestaly
byé spreZyste zaréwno przemieszczenia, jak i obroty; zostata zaburzona catkowicie struk-
tura materiatu. W strefie uplastycznienia catkowitego obowiazuja jednocze$nie wszystkie
postulaty dotyczace stref uplastycznienia poslizgowego i rotacyjnego, tzn.:

— odksztalcenia objgtosciowe sg sprezyste,

— dewiator symetrycznej czgsci tensora odksztalcenia jest proporcjonalny do dewia-
tora symetrycznej czgsci tensora napreZenia,

— antysymetryczna cz¢$¢ tensora odksztalcenia jest proporcjonalna do antysymetrycz-
nej czesci tensora napreZenia,

— odpowiednie czgéci tensora skrgcenia sa proporcjonalne do odpowiednich czesci
tensora napr¢Zzen momentowych.

Przy tych zatozeniach réwnania konstytutywne dla obszaru o$rodka uplastycznionego
catkowicie przyjmuja postac:

149 1+
Iy = o ~sap + 251 S¢igys
_ 1
Ve = ‘Q;maklu 3.4)
1+, 1+, A+@)p

3y = -t
ij 2‘}’ :u(lJ)+ e P24 2y(2y+3‘3) Mk 6|'j)

Réwnania te mozemy przedstawié¢ w réwnowaznej postaci:

A+ 1+o, 1 4
Yy 2 Sapn T 20 Sy + 3Qut30) Ok Oy,
3.5
Ll 4+, (I+@,)B 8=

My = i St —

ij 2,}} Kap 2¢ 22¢7) 2y(2y+3‘3) l’l'kkal.n
@1( ) i p,() sa funkcjami bezwymiarowymi, ktére z chwilg przejscia do granicy tej strefy
ze strefa: sprezysta — daza jednoczes$nie do zera, ze strefa uplastycznienia poslizgowego
@2 — 0, ze strefa uplastycznienia rotacyjnego ¢, — 0. Proponowane réwnania 1acza
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bezposrednio stan naprezenia ze stanem odksztalcenia w postaci skoriczonych zwigzkéw —
spelniaja one zasadg obiektywnos$ci materialowej oraz inne zasady, ktére powinny spetniaé
réwnania konstytutywne (spelnienie tych zasad od razu wynika z postaci rownan — roznig
si¢ one od réwnan w strefie sprezystej tylko wspdlczynnikami).

Zespét réownan réwnowagi w polaczeniu ze zwiazkami geometrycznej zgodnosci
wraz z odpowiednim dla danej strefy kryterium uplastycznienia oraz réwnaniami konsty-
tutywnymi stanowi zamknigty uktad réwnan, z ktorego przy odpowiednich warunkach
brzegowych jeste§my w stanie wyznaczyé naprezenia, odksztalcenia oraz zasieg danej
strefy uplastycznienia.

Dla osrodkéw mikropolarnych uplastycznionych jeste§my w stanie podaé¢ réwniez
postaé réownan konstytutywnych w ramach teorii plastycznego plyniecia [4].

4. Zagadnienia osiowo symetryczne

W przypadku zagadnien dwuwymiarowych i osiowej symetrii odksztalcenia ciata sa
funkcjami tylko promienia i opisane sa przez wektory u = (u,, 1y, 0), ¢ = (0,0, ;)
1 ich pochodne. Réwnania réwnowagi w kazdej ze stref przyjmuja postaé

+Xo =V, (41)

Uie
O~ Oprt+ Uz, + IL;‘- +Yz = 0.

Uklad réwnan geometrycznej zgodno$ci redukuje si¢ w naszym przypadku do postaci

Yrr— Yoo = 'Yos,r»

4.2
Yo, r — ¥, = _(yr9+y0r)- ( )

W ramach strefy sprezystej réwnania réwnowagi mozna zredukowaé do postaci, ktora
Jest uogélnieniem réwnan Naviera klasycznej teorii sprezystosci [1]:.

d? 1 d 1
(2,u+a)(F + TW = r—z)u,+X, = 0]

2 1 d 1 do.
(/l'l'a)(”(?r—z'l'—r**d‘r—“rz )u0—2adr +X9—0, (43)
d? 1 d 2a
'}’+8(F +T*d7)¢z—4a¢z+T(H.Io.,.'l'uo)'l' == 0.

Z takim stanem przemieszczen i obrotéw zwiazany jest nastepujacy stan napreZenia:

Orrs Orps 0 0 ’ 0: Mrz
G = | Ogr, Ogo> 0 s ,u = 0 s 0 ’ 0 ) (4'4)
TR s Mz, 0, 0
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gdzie

5 >
O = QR+ Dttt —thr, O = (2,u+2)-’1.—u,+lu,,,,

1 U U
}'(ur.r+7ur), Oy = ,u(ue,r—70)+0t(ug_,+78)—2a(p,,

Ug 1
Cor = U u,,,,———’_— —a ue,,+7uo +2ap,,
— (7—8)‘7’: rs Hpz = (7+€)<Pz re

Obszar osrodka ulegnie uplastyczmemu, gdy spetniony zostanie jeden z warunkéw upla-
stycznienia:

GZZ

(4.5)

a) poélizgowego

1 2 2
(Grr + 600 + O"'z o'rr Ogp— Opr Oz — Ogp O'zz) + _4_ (0',»0 # O'g,.) = 2,“k 5 (46)

b) rotacyjnego
1 1
‘7(,urz +,uzr)-2+ _6"(:“"—',“")2 = 812) (47)

c) calkowitego, gdy réwnoczesnie sa spetnione warunki (4.6) i (4.7).

Stowarzyszone zwiazki konstytutywne w ramach teorii plastycznosci odksztalceniowej
przyjma postaé

a) w strefie uplastycznienia poslizgowego

(y+€)%rz = Upzy Hzp = 0)

l+o 1 1+ 1

Vor = —2”—1—0'(0,)+ EO'(O'), Yo = T(plo'(re)'i‘ Ea(rl)))
1+ 1 '

Yer = & L (20, —0pp— 022) + m (00 +00+022), (4.8)
1+

= (204 — 0, —0 )+——1——
Yoo = 6,[4 00 rr zz. 3(2”_’_32) (O'rr+0'00+o'zz))

1+
Y2z = 6;1 (2021 0'06)+

1
3(2 4L 31) (O'rr + oo + Gzz)

b) w strefie uplastycznionej rotacyjnie otrzymamy

R
MY rr = Opr 2Iu+3}. Ot Gppt+0;;),
2 = 0 ———-}'—(O'rr+0'oo+0' )
HY 00 60 2[u+31 zz)>»
T =
MUY zz = Ozz 2”_‘_31 rr 0'08+0'zz))
; 4.9
1 149, g
2,9 = '[;‘—U(ro)'l' G o)
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1 + @, (4.9)
[+4

20 = Lor + o
Yor “ (0r) <o) > [c d.]

1+, 1+ ¢,

2Mrz 3 H(rz) +

Bérzys Hop = 0;
c) w strefie calkowitego uplastycznienia

I+, 1
yrr . 2/1. 3 (20" 0

zz)+ (Grr+600+ozz))

1
3Qu+32)

Yoo = H:u (2000~ 0y —022) + ?(Z/LITA)(G"_FGM_'—G“)’

Y2z = 1_6'—/:;71' (20, — 0 —0w)+ 32 1_'_31) (0 +0y+o.), T
Yo = 1;:—:)1 et —2—10'<ro>,

Yor = 1—;#21— wnt 12 Oor>»

Ty 1_2'-},% )T '%/‘(rz)’ % = 0.

5. Wplyw naprezen momentowych na powstanie strefy uplastycznien