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- SOME CONSIDERATIONS ON THE CONSTITUTIVE LAW IN
THERMOPLASTICITY

Th. LEHMANN

Ruhr-Universitit, Lehrstuhl fiir
Mechanik

1. Introduction

This paper deals with a phenomenological theory of large, non-isothermic deformations
of solid bodies which can be considered as classical continua. We suppose that the ther-
modynamical state of each material element is uniquely defined by the values of a finite
set of state variables even in irreversible processes. Such a phenomenological theory is,
of course, restricted to a limited class of materials on the one hand and to processes running
not too far from thermodynamical equilibrium on the other hand.

A thermo-mechanical process starts in the initial state 2 of the body which is chara-
cterized by the initial configuration and by the initial thermodynamical state of each
material element. The process is determined by the history of the independent process
variables, These are the prescribed thermo-mechanical boundary conditions and the
prescribed body forces and energy sources acting inside the body, The course of the process
is governed by the material independent field equations (balance equations) and by the
constitutive law of the material. We focus our considerations to the constitutive law which
governs the local thermo-mechanical process within the thermodynamical state space.

Concerning these local thermo-mechanical processes we can distinguish on the first level:
1. strictly reversible processes governed uniquely by thermodynamical state equations,

2. other processes.
From the phenomenological point of view we can subdivide the second class into four
subclasses:
2.a) plastic deformations characterized by constraint equilibrium states,
2.b) internal processes leading to changes of the internal structure of the material,
2.c) thermal activated processes (without constraint equilibrium states) leading to unlimited
creep processes (high temperature creep or long time creep)
2.d) viscous (damping) processes.

The internal processes 2.b) may be coupled with processes of the kind 2.a) or 2.c). Ho-
wever, they can also occur independently like, for instance, solid phase transformations,
recrystallization, or recovery. They may or may not be connected with deformations.
Damping processes finally may be correlated to all other kinds of processes including
reversible processes as, for instance, in viscoelastic deformations.

These considerations suggest a material model as shown in fig. 1. The particular structure
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and the mutual arrangement of the different elements is determined by the respective
constitutive laws. Some particular cases of such constitutive laws will be discussed later.

reversible | | plastic structural creep
processes | |deformations| | changes processes

damping parallel arranged

Fig. 1. Material model

_ The real thermo-mechanical process carries the body from the initial state 2 into
the actual state .#. All physical quantities are acting in the respective current configuration
of the body. We attach to the actual state & of the body an accompanying fictitious re-

ference state Z by means of a fictitious reversible process which carries each material
element from its actual thermodynamical state into an unstressed state at reference tem-

peraturé T (see fig. 2). During this fictitious process the internal variables are kept constant
in order to ensure a unique definition of reversible energy [1, 2].

fictitious reference state
{incampatible)

initial state

k

—x O

s
T

.
| fictitious reversible process
| lintesnal voriables frozen)

real thermo-mechanjcat
process

actual state

Fig.. 2. Thermo-mechanical process

There is no real or fictitious process leading from the initial state 2 to the reference

state .#. Therefore it becomes unneccessary to introduce any strain tensor defining the
non-reversible deformations uniquely. We peed, however, a unique decomposition of
mechanical work rate into its reversible part and its remaining parts. This means at the
same time a unique decomposition of the deformation rate into corresponding parts.
Furthermore we require a unique measure for the reversible strain serving as thermody-
namical state variable. '

In the following we shall at first discuss the mechanical and thermodynamical frame
for the formulation of the constitutive law in our sense of a phenomenological theory.
Then we shall compare some different constitutive laws. We shall also discuss by which
experiments the material parameters and functionals entering the constitutive laws can
be determined. Finally we shall point to certain coupling effects occuring in some thermo-
mechanical processes. ‘ '
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2. Mechanical and thermodynamical frame for the formulation of the constitutive law

A thermo-mechanical process in a body can be described with respect to an independent
Fuklidian space of observation endowed with a space-fixed coordinate system x* However,
we can also relate the process description to a comoving and codeforming body-fixed
coordinate system &'. Many authors prefer the first possibility. Concerning the formula-
tion of constitutive laws, however, the second way offers many advantages. This cannot
be discussed in all details. Only some aspects may be emphasized.

The initial position of a material point at time f may be denoted by
= x4(1). 0

The base vectors and the matric of the space-fixed coordinate system in this position
are '

ga = ga(i-(’)’ gnaﬂ = gap(ilg)' (2)
At time t the actual position of the same material point is
X = X%, 1). 3)

(3) describes the motion of body in the space of observation. The base vectors and the
metric of the space-fixed coordinate system in the actual position are

§a = gu(xe)s 8up = gap(xe)' . (4)
The velocity of the material point in the space of observation is '
o* = X¥(X% 1) ®)

where * means the substantial time derivative (X kept fixed). The so-called deformation
gradient is defined by

F = T0%F guguﬂ- (6)

It represents the basis for the description of the deformations of the body within the space
of observation. For simplicity we restrict ourselves in the following to a representation

which is related to the actual state of the body. The polar detomposition of the defor-
mation gradient leads in this case to

F=V-Q (7

where @ means a proper orthogonal tensor. Using this decomposition we derive from the
deformation gradient ‘
left Cauchy tensor:

ox™ P

BV = 0 A7 = G 87 G o = gty ®

~

N

deformation rate;

. 1 )
D= {E-E')s = o {o%la+up g’ = digegls ©)
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spin tensor:

W= F ) = (ol g’ = 058" (10)

In these formulas mean
FT: transposed of F,
{ }s: symmetric part,
{ Y4: antimetric (skew-symmetric) part,
|s: covariant derivation in the actual position.

From (8) we can derive different strain tensors.
This is well known. We refer to [3, 4].

The true stress measured in the dctual configuration, the so-called Cauchy stress tensor,
is

I = gy = dhgg’. an
With respect to energy considerations we introduce the weighted Cauchy stress tensor
é % é o o '
S=ry ,,/; =y %888 = Sigag’ - (12)

Then we can write the specific work rate in the form

. 1
b= 8D = sl (13)

e e '
Using a body-fixed coordinate system a material point keeps its coordinate & during
the whole process. The base vectors and the metric in the initial configuration of the
body are denoted by

gl = g:(fr, ;), & = gulE’s t3. (14) -
The corresponding quantities in the actual configuration are
& =& 1), gu=gul,1). (13
The deformation of the body can be measured by the quaﬁtities [1, 3]
gl = &"gn, (@ = &8 (i16)
Relating ¢; to the actual configuration, we obtain the tensor
9= qgg" (7
From (17) we can derive arbitrary strain tensors by means of isotropic tensor functious
[1, 3]. Furthermore the deformation rate is expressible in the form

I : _
D = - (g HDIgg" = digig (18)

) a M r . . .
)= N denotes the material derivative with respect to time (&* held fixed) which is

different from. the substantial time derivative in the space-fixed coordinate system. It
- corresponds to one of the Oldroyd-derivations [4 to 7, 1]. This material time derivative
is objective in contradiction to the substantial time derivative, since the rigid body rotations
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are climinated from the very beginning by the introduction of a body-fixed coordinate
system,

Using the definition (18) for the deformation rate and relating the weighted Cauchy
stress tensor to the actual configuration of body-fixed coordinate system, i.e.

| § = sigig' (19)
the specific work rate can be written
" 1 J if =1\ 1 7\k
W= §1D = sl 5 @)K (20)
0 4 <
This means
=i 1 1
Sl = SHg™0k  and  -5-gi or — (gf—d%) 1)

can be considered as a conjugated pair of stress and strain [1].

The total work rate can be decomposed into the rate of reversible work w and the
)
rate of remaining work W according to
(i
W= w4w, . 22
n O
If the reversible processes are without damping we obtain from (22) also a corresponding
additive decomposition of the deformation rate. In this case holds

I . .. i 1
'-n‘é‘ip==W=W+W=T§3D+—r§:-p- (23)
4 ry @& 0 n @ 5]
This means
D=D+D. (24)
ry

For thermodynamical reasons the rate of reversible work must also be expressible as
the double scalar product of a suitable defined stress tensor and the time derivative of
the conjugated strain tensor. At the same time this strain tensor must fulfill certain physical
requirements in order to define the reversible deformations independent of accompany-
ing non-reversible deformations. In many papers this problem is discussed from different
points of view (see, for instance, [8 to 18] and [3]). Concerning the possible decompositions
of total deformation and total deformation rate we shall only discuss two approaches.

An often used procedure starts with the multiplicative decomposition of the deforma-
tion gradient ([8] to [10] and [13 to 15])

Xt a N\ 1O% .,
P = FoF =[S N ety 71 B : 25
£ G)g (3}" gag") (8xf’ g"[’:) @)
The superscribed * relates to the accompanying reference state @ (often called interme-

diate state). The polar décomposition of F leads to
(r

F=V:Q , (26)
@ O 6 :
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Q, however, cannot be uniquely determined since the reference state é is a geometrically
0)
incompatible state. From (25) we derive an additive decomposition of the total deformation
rate
D ={F - F 1} = {FF“} {FFF‘F*‘}. 27
OGOt bhd O s
Using the polar decomposition the first therm on the right hand side reads
(B-E1 -{ Q-Q"-y-! } +{L"Q"Q"'- z-l}
) () O 6" G %) s O & O ) s
| I (28)
-—=V y-iyp-t -V}+——{V W-v-i-y-iw- V}

hoH OO N I O N R G R )

We see this expression depends on the arbitrary (local) spin of the reference configuration.
The reason is that the substantial time derivative entering this expression is not objective.
If, however, the reversible behaviour of the material is isotropic the expression for the
work rate reduces to :

_—

~Lsp-1 §:—L{V At S ALE }+‘
0" 26 O 6

[

s:lp g gl
" ® o ) Js (29)

é
s pesi|e il 0|
9 (r) » 0 Gl 6 Jgo
This means that the first term on the right hand side and therefore also the second term

become independent of the rotation of the reference configuration..
In this case we can define -

D = {V yoiyyp-t V} (30)
» 26 6 6
as reversible deformation rate and
S=S8-¥* and V 3Ll
R ) ")

as conjugated pair of stress and strain with respect to the reversible deformations. Ho-
wever, it must be emphasized once more that this is only possible in the case of isotropy
of the reversible deformations [4].

We avoid these restrictions when we base our considerations on a multiplicative de-
composition of the tensor g writing

= $" el G = Gl
@ »)

with ‘Iﬁ = t§rsgsli and qfr = éimémr-
.0 0}

~ This leads again to an additive decomposition of the total deformation rate according to

(32)

) 1 H r r .
d = 0N @ 9@ = %_— ((g)“) (é) (q“)r((r)) gi = d' +ds. (33)

r\0) =) 0 O



CONSTITUTIVE LAW IN THERMOPLASTICITY 9

The partial deformation rates d'; and 4, are in general unsymmetric tensors. Ho-
(r) @)

wever, their sum is symmetric and only their symmetric parts enter the respective

expressions for the partial work rates.

Therefore we can write

W= sidk = s‘(q‘l)r—l—(b)k (34)
®» 6 'm0 \o J2\eh
This means we can
- . \r 1
S! =S‘,(q‘1) and  — gi, 35
¥ o Ik 2 K 33)

consider as conjugated pair of stress and strain with respect to the reversible deformations

even in the anisotropic case [19]. In the case of isotropy S‘_"k becomes symmetyic. Then
we can also write

PP v
W= Si i qk, 36
r) ¢ 2 (r)l ( )
where
v . r r p
gt = (a)f +drgi—diar = (@), @7
) )} (r) r)

represents the covariant time derivative which corresponds to the Zaremba-Jaumann
(objective) time derivative in the space-fixed coordinate system [1, 20]. In the isotropic
case also holds [1, 3]

b = si%, 38)
n 2 ®»
with the logarithmic strain tensor
| ! .
g = — (lnq) . 39)
@ 2\ @k

For simplicity in the following we restrict ourselves to isotropy of the reversible processes
using sf and &} as conjugated pair of stress and strain.
Q)

The first law of thermodynamics states

it = o L gl = o — gl “0)
4 o o 0

Herein denote

u: specific internal energy,

g': energy flux,

r: specific energy sources.
The energy flux comprehends heat flux and other energy fluxes which may, for instance,
due to diffusion of selfequilibrated microstress fields. These other energy fluxes may
be mostly small in solid bodies and therefore negligible in many cases. We shall neglect
‘them in the sequel.



10 T. LEHMANN

Within the frame of our phenomenological theory # must be expressible as a unique
function of a finite set of thermodynamical state variables. This set may consist of
el : reversible strain,
(]
s: specific entropy,
b, Bi: representative set of internal variables.
Then we can write
U= u(s}c,s,b,ﬂ;;). ' “n
) :

chlacmg &, and s by their conjugated state variables, i.e. by the stress si and the tempe-
(O]

rature T, by means of Legendre transformations we obtain the specific free enthalpy

Y= u— —Ts = W(SL7 T, b,ﬂi), (42)

2
as thermodynamic state function. From (42) we derive
thermic state equation:

, & |
E;‘ = —0 a;/:( = Ek(gks T b ﬂk) (43)
. Q) i Q)
caloric state equation: ‘
op
§ = —ﬁ = s(si, T, b, B1). ' 44

Concerning the changes of the specific free enthalpy we obtain from the equations (42)
and (40) the two expressions

. R | 1w, . .
P = w+w——q'|,+r—T¥,“ e{‘—é—siz’,‘—Ts-—Ts (45a)
o o @ 0 r) e
0 0
S Gy D gy b 4sb)

From the equations (43), (44), (45a) and (45b) we finally derive: balance equation for
specific reversible work:

b L gl v oy v o Py Py V,l
== TS \Gyrasy S aTast Tt bast b+ T

balance equation for remaining specific energy supply:

1 2 2 .
=gl = —T{ AU T}

® os, oT oT?
) aw a Y @D
2 ¥t
balance equation for specific entropy (bebs equatlon):
| op
Ts = W——g'|,+r——b— . 48
o e . db 3/3 @



CONSTITUTIVE LAW IN THERMOPLASTICITY 11

In the balance equation (48) we have to decompose the evolution of the specific entropy
into its reversible part 2.‘;) and iis irreversible, dissipative part (.S) (entropy production):
Ts = T5+T5. (49)
" @
Concerning this decomposition within the frame of a phenomenological theory we have
to distinguish four different classes of processes:

a) strictly reversible, non-dissipative processes governed by state equations and re-
presenting a sequence of equilibrium states;

b) irreversible, dissipative processes characterized essentially by non-equilibrium states;

c) dissipative processes appearing as a sequence of equilibrium states;

d) non-dissipative processes appearing as a sequence of equilibrium states but not-
governed by state equations. ,

On the micro-level only the classes a) and b) occur which can be treated within the
frame of the classical theory of reversible or irreversible processes, respectively. The
existence of class ¢) is due to the fact that some irreversible processes on the micro-levet
may have very short relaxation times. Thus these dissipative processes appear on the
" macro-level as a sequence of equilibrium states as, for instance, plastic deformations.
The occurence of processes of class d) is a consequence of the fact that on the macro-
level we are dealing in a so-called small (incomplete) state space. Therefore certain non-
dissipative processes become dependent on the history of the processes as, for instance,
anisotropic hardening (and softening) due to inelastic deformations and connected with
storing and restoring of mechanical energy.

From these facts it follows that the contributions to the entropy production have to be
defined within the constitutive law. These contributions comprebend:

1. the immediately dissipated specific work

W= W—W, (50) -
@ & ®»
where w denotes the specific mechanical work stored in changes of the internal
®
structure of the material,
2. the irreversible part of heat flux
- —Q'lf q lT ,i ’

3. the entropy production 7% due to other dissipative processes which may be involved
in internal processes, in energy supply by sources, and (as far as not negligible)
in energy fluxes different from heat.

According to the second law of thermodynamics the entropy production cannot become

negative. This means
T5 = Yo ¢ Ty T 2 0. 5D
@ @ oT
The dissipative (rate dependent and rate independent) processes can be treated by means
of so-called dissipative potentials. How this can be done shall not be discussed here. We
refer to [21].
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Within the thermodynamical frame which is given by the relations (42) and (46) to
(51) the constitutive law has to be defined. It consists of

a) state function for the specific free enthalpy governing also immediately the reversible

processes, -

b) evolution laws for the non-reversible deformations,

¢) evolution laws for the internal variables,

d) flux laws for energy (heat flux and possibly other fluxes)

e) laws of entropy production ((14;) , Tn).

As already mentioned we shall disregard energy fluxes different from heat. In this case
the evolution laws for the internal variables degenerate to first order ordinary differential
equations in time of the form

b =BGk, T, b, 8L, 3, T), (522)

v v . 7,

B = BiGsi, T, b, Bi, s, T). (52b)
Otherwise they represent first order partial differential .equations containing also the
gradients of the state variables (for more details see [1]).

3. Some different models concerning the constitutive law in thermoplasticity

Many different models of constitutive laws are introduced in order to describe the
inelastic behaviour of solid bodies, particularly of polycrystalline metals. Some of them
are more directed to small deformations occuring in creep and relaxation processes. Others
aim at large deformations in general processes. Another group deals with special problems
connected with solid phase transformations occuring in quenching processes [22 to 24]
or in deformations of so-called memory-alloys [25, 26]. All these models fit the frame of
the general material model given in fig. 1. They emphasize special features respectively.
In this paper we cannot give a comprehensive survey of all existing theories. Only four
of them are selected to demonstrate some different points of view.

3.1 Krempl’s and Cernocky’s theory of thermo-viscoplasticlty. Krempl’s and Cernocky’s theory
of thermo-viscoplasticity [27], [28] relates primilarily to creep and relaxation processes.
Therefore it takes into account only small strains. The central constitutive equation
reads

MG, eu> TWu—KklOus &> TIow = One—Guleys, T, (53)
with
. _ YEnn Eik & 7
Vi = (M) (1—2) Out I+ 1-2 (T=T) Ou (54)
A v[ei, T]: Poisson’s ratio,
a[T7: coefficient of thermal expansion.
Assuming

mlow, &, T]_

klow, &u, T) = ElT1 (55)
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equation (53) can be transformed into an equivalent integral equation

O = G,k[e,:,:r]+f | ey 2 M ‘f,f“f}{exp— | %} badr.  (56)

mlow, e, T,  klow, &, T1,  Gules, T, v[ew, T, and  a[T]

have to be determined experimentally.

This theory which does not contain any yield condition is presented in functional form
avoiding the introduction of internal variables. The disadvantage of such a theory, however,
is that it can not include such phenomena like recrystallization or solid phase trans-for-
mations, since in that case m and k do not depend any more on the total strain uniquely.

3.2 Hart’s theory of thermo-viscoplasticity. Hart’s theory of thermo-viscoplasticity [29 to 31]
intends to cover the whole field of non-elastic deformations, i.e. as well viscoplastic processes
as thermally activated creep and relaxation processes. The theory is based on a material
model whis is scetched in fig. 3 using the customary rheological diagram representations.

Fig. 3. Hart’s material model

The constitutive law consists of the following set of equations (omitting the reversible
processes)

d
m =0y, ©
@ o (‘; (f) :
d .
di =9 g (58)
(a)k (") (al;
tlic = Ma;n (59)
@)
o )"
= o(TH |- 60
* *\m _Q )4
in (%) _ l_{’_(%) e l 61)
(@) (@)
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*
for A > 1,
o
(@
&*
= dF(o* o). (62)
% () (a)
In these formulas denote

= sk -3 sT 0L stress deviator
o= 1/ t_,i—t,‘T : stress invariant
d=ydidF: deformation rate invariant
o* (hardness): scalar-valued internal variable
a. (stored anelastic strain): tensor-valued internal variable
G: shear modulus
R: gas constant
Q: activation energy
M,m,n, A,fj° constants } to determine
g(1), T(a*a): material functions | experimentally

t or | respectively are not addxtlonal internal variables, They are detérmined ,by the
) (@

relations
th= i+t (63)
fy @

and

dy = di = dy+di = dk+ a;, (64a)

] ) @ @ ()
or

d d
V
di =D o @ t,£+—1— i, , (64b)

) oy Oo@ Mau
fy (@)

which result from the material model (fig. 3).

The system of constitutive equations (57) to (64) is derived from the evaluation of experi-
mental results rather than from fundamental thermodynamical considerations. The scalar-
valued constants and material functions can be determined from uniaxial experiments
with different loading histories. The integration of the constitutive equations becomes
rather complicated in arbitrary processes. The theory simplifies when the viscous overst-

resses ¢} can be assumed remaining small.
f)

3.3 Ranlecki’s theory of thermoplasticity. Raniecki’s theory of thermoplasticity [21] is based
on the thermodynamical frame given in chapter 2. It is restricted to non-isothermic elastic-
plastic deformations. Changes of the internal structure independent of plastic deforma-
tions and creep: or relaxation processes are not considered. The frame of the theory,
howeyver, allows for such extensions.
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In the particular case which is fully treated in [21] the specific free enthalpy is assumed
in the form

p = p*( Sk, D+ y**(T.a, b, Bi). (65)

where a, b, B} represent internal variables.
The corresponding Gibbs equation (48) reads

D U GpRE L Gyt . Dyt T
TS = z skg), o q'li+r— 524 b— 3 B (66)
The 14 quantities
. 1 ; B a,,p** . a'lp** , a.‘p**
Ziy: ?Sk, A= P —B= - 2 — B = T 67

are considered as dissipative thermodynamic forces. The conjugated rates (fluxes) are
Zuy:di, i, b, ©®)

The existence of a dissipation potential @(2,,) with the property

(69)

is assumed defining the entropy production. For rate independent plastic behaviour @
must be a homogenious function of order one with respect to Z,.

Now the existence of additional yield conditions in the space of the dissipative ther-
modynamic forces is assumed which may also depend explicitly on the state variables.
They are chosen in the special form: '

FO = [(5— By (tf—BHY*~ YD (4,b,T) = 0, (70a)
, F = [BB{J2—Y(B, T) = 0. (70b)
The resulting rate equations (e\;olution laws) read
A oFD if FM =0, 1M >0,
di = ost (712)
®© 0 if F® <0,
oF @
di — A1 i M) = F@ = L M 5 0,
(i)k 3B if F F 0, Ab >0, >
v d} if FO =0, iH>0, F2 <0,
Bl = o (71b)
QF®
Sy Ly if F® =0, A»>0, F® <0,
9B ' .
0 if FM <0, A® <0,
Y AR ikl if F® =0, MY>0,
4= 24 . (71c)

0 if F® <o,
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aF®» »

R 1O - if F® =0 150

b= oB (71d)
0 if F® <0,

The quantities AV, A® can be calculated from the consistency conditions F(® = 0
or F® = 0, respectively.

The inelastic behaviour is completely governed by the two yield conditions (70a) and (70b).
It should be emphasized that F‘»> does not depend on the stresses. Therefore it does not
represent a yield condition in the stress space.

If the general form of the yield conditions is given as proposed by (70a) and (70b)
then the constitutive law can be determined immediately from experimental investigations
of simple cyclic processes. Therefore this theory may prove its ability particularly for such
cyclic processes .

3.4 Another proposal for the constitutive law of thermoplasticity. The author has proposed
a generalized constitutive law as well for elastic-plastic as for elastic-viscoplastic beha-
viour [1, 2]. Changes of the internal structure of the material as, for instance, by recrystalli-
zation or solid phase transformations can be included. Long time creep and relaxation
processes represent a separate mechanism which can be added as indicated in the material
model fig. 1. This will not be treated here.

The theory is embedded in the frame developed in chapter 2. The specific free enthalpy
is assumed to be given in the form (42) which can be specialized in many cases to

w(sllu T, b, ﬂllu allc) = q)*(sliu I,)+1/)**(T, b, Bs A)
~with B=gpf and A= ofok.

b, B, and «f represent internal variables. From (72) we derive by means of the thermic
state equation (43) the incremental law for the reversible deformations

(72)

df = di(31, T, s, T). (73)
) )
In many cases it can be approximated by a linear hypoelastic law [1, 32]
dt = L?w L srpatls (74)
(r)k 2G k qK r k-

Concerning the balance equation for the remaining specific energy supply (47) we obtain
from (72)

1 : v B dd
W= g7 = ¢, T+ BESL+hb+gB+dd

w @ @

w

)
o o Py - *yp*
with cp = —TW’ Bf = _TW (75)

di di oi
h(T,b,B,A)—a_b, g(T,b,B,A)=ﬁ, d(T,b,B,A)=W,
*¥ok
i= e 2

or -
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With respect to the inelastic deformations apart from thermally activated creep and re-
laxation processes we assume that two different mechanisms contribute to these defor-
mations. Therefore we put

df = di+df (76)
@@ ©
and accordingly
. 1 1, | . .
W o= o stdb = - sidb o shdb = 4w (77
@ e o e »m 2 ©» m ©

d} represents the plastic or viscoplastic deformations resulting from slip processes which
()

are governed by the actual stress state. (c)!,ﬁ is connected with certain rearrangements of
L)

the distribution of lattice defects due to stress increments. In principle we assume that

these two different mechanism depend on different yield surfaces F(?, F which are defined

in the space of the thermodynamic state variables and can be interpreted as yield conditions

in the stress space (depending on the remaining state variables). Restricting ourselves

for the present to plastic deformations we can write

F® = FOGsh, T,b, ) =0, M
F® = FO(E, T,b, af) = 0. (79)
The introduction of an additional internal variable of into (79) is necessary in order to

allow for independent changes of (78) and (79).
Concerning the corresponding deformation rates we assume

oF
| = 80
(‘Z)k A aF (80)
b p i i
dk = -R(tk—“k): -R(tka T’ ba A)' (81)
®)

This means that di is governed by the normality rule and that d} depends primarily on
(p) )

the changes of the effective stress
o= ti— o - (82)

The internal variables o, i represent the so-called back-stresses. Concerning the evolu-
tion laws of the internal variables we suppose that they reflect an interaction between

hardening or softening processes due to inelastic deformations d} and dj on the one hand
» )
and certain annealing processes (recrystallization, recovery) on the other hand. Therefore

we write

b= (imatyat+ L (i Bl dE—BO(sl, T b, B, A), (832)
e (s) @ w» 0
v
Bi = vdi—pLo(st, T, b, B), (83b)
(p) 85
%= Cdi—ab® (st, T, b, A). (®3)
() @h

2 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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Decomposing the specific work rate w into the immediately dissipated part w and the
@ Y (@

stored part w according to
)

WA == W (84)
®» ® 0 @ ®
(sce eq. (50)) and defining the entropy production 77 due to internal processes we obtain
from the balance equation (75) certain restrictions for the evolution laws (83a) to (83c)
for the internal variables. Putting the resulting expressions into the consistency condition
for the plastic deformations

F® =@ (85)

we can calculate the factor 4 in (80). ,
The requirement 4 > 0 leads to the so-called loading condition. For details see [1].
The theory simplifies when we assume coinciding yield conditions

F® = F® = F, (86)

Then the additional internal variable e} is dispensible. This case is treated fully in [1].
There also the extension of this approach to elastic-viscoplastic behaviour can be found.
The material functions and parameters entering this approach can not be determined
only from simple monotonic or cyclic experimental tests since the theoretical frame supposes
two independent yield mechanisms. Therefore additional experiments with non-propor-
tional loading pathes are needed as shown in [33].

4. Some additional remarks

The approach described in 3.4 introduces in common with Raniecki’s theory an ad-
ditional yield condition. In contradiction to Raniecki’s theory this second yield condition
contains also the stresses. Furthermore in the approach 3.4 the corresponding yield me-
chanism is not governed by the normality rule. This leads to the appearance of an addi-
tional term (81) in the evolution law for the inelastic deformations. A similar term appears
also in Hart’s theory as equation (64b) shows. Therefore the approach 3.4 combines some
features of Hart’s and Raniecki’s theory, whereas Krempl's and Vernocki’s theory follows
another concept.

Experimental investigations with regard to the constitutive law concern the determi-
nation of subsequent yield conditions after different pre-loading histories on the one
hand and inquiries on stress-strain-temperature relations (yield mechanisms) in different
loading processes on the other hand. The investigation of subsequent yield conditions
leads to different results depending on the method of determination [34 to 40).

Experiments with partial unloading [35 to 39] may result in definitions of yield con-
ditions which don’t enclose the stress origin as fig. 4 shows. On the other hand experiments
with total unloading [39 to 40] may lead to concave yield conditions (see fig. 5)

Yield conditions which do not enclose the stress origin cannot be associated with
deformation rates governed by the normality rule if the corresponding yield mechanism
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T=1b/in %10

G=lblin «10

proot strain gy
Rinfin 60

Fig. 4. Effect of proof strain on subscquent yield surface after partial unloading (IKEGAMI [39])

Egtrser = 00001
0

400

Fig. 5. Effect of proof strain on subsequent yield surface after total unloading (Gurta, LAUERT [40])

is considered to be essentially dissipative. This would contradict the second law of ther-
modynamics.

Therefore the experimental facts suggest an approach with two different yield mecha-
nisms as discussed in 3.4. One main aspect is scetched in fig 6. The inner yield condition

F®) belongs to (small) deformation rates di which are not governed by the normality
. (=
rule. These deformations are connected with certain rearrangements of the distribution

of lattice defects and represent essentially nondissipative processes. The outer yield con-
dition F® corresponds to the usual definition of plastic yielding. Within the stress space
between F and F® we obtain apart from the strictly reversible deformations repre-
sented by ((i,f only small additional deformations represented by (kg,i until also the yield
r f
condition FP is fulfilled. This cooperation between F® and F® can explain the hysteresis
loop in unloading — reloading and the difference in the behaviour at reloading and at
loading in the opposite direction after unloading. :
However, it may be emphasized once more that independent of the respective corre-
Iation of the two yield conditions, even if they coincide, an influence of the existence

2%
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3y

dl o dl el
{0 (= o

Fig. 6. Yield surfaces F& gad FO™

of a second yield mechanism remains with respect to the stress-strain relations in complex
loading histories loading to certain (small) deviations from the normality rule.

The existence of a second yield mechanism is also suggested by the experiments of
Feigen [41] repeated and extended by Mazilu and Damm [42]. Fig. 7 shows that in the
immediate transition from pure tension to an additive torsion in stress-controlled expe-
riments with thin-walled tubes the shear modulus appears reduced (see also [43]). This
transition represents a neutral loading independent of the special shape of the plastic
yield condition supposed it is regular. According to the classical theory of plasticity the
response of the material should be purely elastic.

w5]*
40-
307 Ck 15
20
104
0 . r + . G.N_
Q 50 100 150 200 2500 300 350 400 mm
T | G* G* equivalent initiol
45 e G shear modulus
401
304
20+ [\
0 10 220 W & SO
10
evaluation: least error squares
0 . ' g °
0 35 4

Fig, 7. Stress-controlled tension-torsion experiment (see also FEIGEN [41]
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The difference between the material response in neutral loading and in unloading which
is obvious from the experimental facts shown in fig. 7 suggests immediately to suppose
the existence of an additional yield mechanism as assumed in the approach 3.4. Other
physical facts which support this approach are the better agreement between theoretical
and experimental results in bifurcation problems and other problems with complex load-
ing histories [33].

In bifurcation problems also the coupling between thermal and mechanical processes

becomes important. The beginning of localization of inelastic deformations leads also
to a certain concentration of heat production. This can influence the further development
of localization very strongly.
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Peswme

PACCYXIOEHIA O 3AKOHAX KOHCTHUTYTHBHBIX TEPMOIIJIACTHUIIOCTH

B paboTe ofCY:KAEHO (DEHOMEHONOIHUECKYIO TEOPHIO GOJBIUMK HEH30TEPMHUECKHX Aedopmaruit
TBEPALIX TN, KOTOPDIE MOMKHO PaCCMAaTPHBATH KAaK IUTACCHUECKHe cpednl. M1 npriusmaem, uto Tepmo-
JMHAMHYECKOE COCTOSHHE KaKAOTO OEMEHTa MaTeépHalia OJHOZHAYHO ONPEHENACTCA SHAYEHWAMM KO-
HEUHOTO MHOMECTBA TePEMEHHEIX COCTOSHMS, JaXKe B HeoOpaTmmbIX Ipoueccax. Takas denomMeHoso-
rryeckas Teopus KOHETHO OrpaHdyeHa OO YSKOIO KAcCi MaTepHaaoB H HO NPOLECCOB MpoGeraromprk
He CIIWIIKOM IaJIeKO OT TepMOJUHAMAUECKOI0 PABHOBECHM.

Streszczenie

ROZWAZANIA O PRAWACH KONSTYTUTYWNYCH W TERMOPLASTYCZNOSCI

W pracy rozpatrzono fenomenologiczna teori¢ duzych, nie-izotermiczoych odksztalcen ciat stalych,
ktore mozna uwazaé za o§rodki klasyczne. Zakladamy, Ze stan termodynamiczoy kazdego z materialnych
elementéw jest jednoznacznie zdefiniowany przez wartoSci skoficzonego zbioru zmiennych stanu, nawet
w procesach nieodwracalnych. Tego rodzaju teoria fenomenologiczna jest oczywifcic ograniczona do
waskiej klasy materiatow i do procesoéw przebiegajacych niezbyt daleko od réwnowagi termodynamiczne;.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 sierpnia 1983 roku
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PLASTIC ZONE SIZE OF DUGDALE TYPE CRACKS IN A SELF-STRESSED
TWO-PHASE MEDIUM WITH PARTIALLY PLASTIFIED MATRIX MATERIAL

Kraus P. HERRMANN and Ivan M. M1uovsky'!
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4790 Paderborn, Federal Republic of Germany

Abstract

Different boundary-value problems are considered concerning the elastic-plastic and
fracture behaviour of brittle fibres-ductile matrix composites under thermal loading
conditions in both the cases of absence and presence of cracks within the matrix phase.
A model of the plastic deformation process is proposed with regard to a single unit cell
of the fibre-reinforced composite. Numerous details of the deformation process within
this unit cell are investigated by use of the above mentioned model including the possible
failure mechanisms of the fibre-matrix bond. If applied together with the known crack
model of the Dugdale type the proposed model for the plastic deformation process of
a composite unit cell is shown to imply useful conclusions concerning the thermal crack
growth of radial Dugdale type cracks within the matrix phase.

Introduction

The investigation of the interaction between the stress fields caused by the presence:
of different inhomogeneities is a problem of great practical importance. This is actually
the basic problem of the mechanics of the composite materials. Of special interest from
the point of view of fracture mechanics of the composite structures are the questions
concerning the interaction between the structural components and existing cracks within
these structures. Both the cases of mechanical and thermal loading of cracked composites
have been since long studied and different models of interaction have been already con-
sidered by means of both micromechanical analysis and macromechanical theories. The
essential features of these two different approaches were characterized in a paper by
Sviri [1]. The fibre-reinforced composites consisting of ductile matrices strengthened
by continuous brittle fibres form a large class of the commonly used composite materials.

! On leave from the Department of Mathematics and Mechanics, Sofia University, Sofia 1090,
Bulgaria . B
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Thereby numerous investigations concerning the plastic behaviour of fibre-reinforced
composites have been performed for example in the papers of HiLL [2], SPENCER [3],
MuLHerN et al. [4], Cooper and PiGGorT [5]. Comprehensive surveys about the state
of the art are given in the Conference Proceedings of the 1975 ASME Winter Annual
Meeting [6] as well as in the books of SpeNcER [7], Koriov and Ovcinskwy [8] and PiG-
GOTT [9]. Further, a problem of basic interest represents the micromechanical aspect in
thermal cracking of unidirectionally reinforced composites. Thereby, definite progress has
been already made in a series of papers by HERRMANN [10 - 12] and HERRMANN and asso-
ciates [13 - 15] concerning the elastic and viscoelastic behaviour of a cracked unit cell
of a low fibre concentration composite under the conditions of different thermal loading.
In a recent work by HERRMANN and MmHOVsKY [16] the plastic behaviour of an uncracked
unit cell and the mechanisms of failure of the fibre-matrix interface have been analyzed
for the case of isothermal longitudinal extension of the composite. The model of the
plastic deformation process proposed in [16] is especially attractive for the study of the
behaviour of cracks situated within the matrix phase. It is shown in the present paper
that this model is applicable to the problem of thermal loading of the composite. Moreover,
if combined with the Dugdale model solution of HERRMANN [11] for a crack situated
within the matrix phase this above mentioned model of the plastic deformation process
implies useful conclusions concerping the fracture behaviour of the considered unit cell
of a unidirectionally reinforced composite.

Statement of the problem

A unidirectionally reinforced fibrous composite with continuous fibres and relatively
small fibre volume fraction is considered. The fibre material is linear elastic with Young’s
modulus E,, Poisson’s ratio #, and the thermal expansion coefficient «,, The material
of the matrix is elastic-perfectly plastic with corresponding elastic constants E,, and v,,,
thermal expansion coefficient «,, and tensile yield stress ¢,. The thermoelastic properties
of the fibre and matrix materials as well as the yield stress of the latter are assumed to
be temperature independent.

A unit cell of this fibre-reinforced composite in the sense of the well-known model
of two coaxial fibre-matrix cylinders is studied in the following where if referred to a cy-
lindrical coordinate system (r, 0, z) the fibre and the matrix occupy the regions (0 < r <
Lr, 002, —0 <z< +0) and (I S F < Fy, 00 €2, —0 <z < 400),
respectively. Thus, equation r = r, is the equation of the fibre-matrix interface.

The following is assumed with regard to the cracked composite unit cell. The crack is
situated within the matrix phase and is presented in the cross section of the unit cell (cf.
Fig. 1) by a straight line cut along the polar axis ¢ = 0. The crack occupies the segment
ri < r < rr so that r; and r, denote the radial coordinates of the left and the right crack
tip, respectively. The crack length of the actnal crack is 2/ = r,—r.

The well-known elastic-plastic model of a crack proposed by DUGDALE [17] will be
applied in the following analysis. The crack of length 2. = R,— R, shown in Fig. 1 presents
the imaginary crack in the sense of this model. The segments R, < r< ryand 1, < ¥ < R,
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Fig. 1. Dugdale type crack configuration in the cross section of a compasitc unit cell

present the thin plastic zones at the tips of the actunal crack. The plastic zone lengths at
the left and the right crack tips are thus s, = r,— R; and s, = R,—r,, respectively.

A quasi-static thermal loading of the unit cell will be considered which implies a tem-
perature distribution over the cross section of the form (cf. Fig. 1 for notation)

T, O<r<r,

€r<
T ' M
my  Ip &<y

T(r,8) ={

The temperatures Ty and T, do not depend on the axial coordinate z and are constants
at each given instant of the deformation process so that the latter is viewed as a sequence
of stress-strain states of the cell corresponding to a sequence of stationary temperature
distributions of the form (1).

From the viewpoint of a quasi-static crack propagation behaviour such loading con-
ditions are of interest only which result in the appearance of tensile circumnferential stresses
within the uncracked matrix phase. According to HERRMANN [18] these conditions are
satisfied for the clastic state of the unit cell provided the inequality

(1 +vf)af(Tf—T0)—'(1 +‘V,,,)a,,,(T,,,‘—T0) > 0: (2)

holds true where Ty is the temperature of the unstressed initial state. Under the simplifying
assumption T, = O relation (2) is obviously satisfied if, for example, T, = 0 and T,, < 0.
This case will be actually considered in the following calculations. The thermal loading
process will be thus viewed as a process of monotonous quasi-static decrase of the itself
negative temperature of the matrix phase. The accepted loading conditions provide ob-
viously an axisymmetric state of stress within the uncracked composite cell. The axial
symmetry together with the standard assumptions of perfect fibre-matrix contact and
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gencralized plane sirain imply the evident result that the normal stresses within the un-
cracked unit cell are at the same time principal ones and depend on the radial coordinate
only.

The elastic state of the considered unit cell for both cases of absence and presence
of a crack in the matrix phase has been described in detail by Herrmann [11, 18]. These
elastic solutions concern a cell with a traction-free external surface r = r,, and traction-
free or partially loaded crack surfaces in the sense of the applied Dugdale model. These
same conditions are supposed to apply in the here considered elastic-plastic problem
as well.

The condition of axial symmetry together with the assumed scheme of loading implies
certain obvious features of the elastic-plastic state of the uncracked unit cell in accordance
with the above mentioned elastic solution [11]. These are that the plastic zone presents
itself an infinitely long cylinder (r; < r < r,, 00 <27, —0 <2< +0; r, € ry)

_and spreads with developing thermal loading, i.e. with decreasing matrix temperature,
into the matrix coating. The equation of the current elastic-plastic boundary could be
then written in the form r, = r.(T).

Finally, it will be assumed that the crack length 2/ is small compared with the radius
rm and that the crack itself is situated relatively far-away from the fibre. This implies
the possibility of neglecting the effect of the crack on the stress-strain state within the
matrix region just surrounding the fibre where the plastic deformation process actually
develops. Then, the latter could be viewed as an axisymmetric one as in the case of an
uncracked unit cell.

With this in mind the thermal stress field within the cracked matrix phase could be
considered to be a superposition of the following two fields. The first one is the elastic-
plastic stress field for the uncracked unit cell while the second one is the field resulting
from the presence of a Dugdale type crack.

The plastic deformation process

The model of the plastic deformation process proposed in [16] will be generalized in
the present paper with regard to the considered thermal loading problem. The possibility
for such a generalization follows from the fact that this model is based in general upon
certain effects of the fibre-reinforcement which are common for both the isothermal [16]
and the here considered thermal problem. Firstly, to these effects belongs the so-called
,»shrinkage effect”, i.e. the appearance of compressive radial stresses over the fibre-matrix
interface. One comes up with this effect provided relation (2) is satisfied which is actually
the here considered case. Secondly, in accordance with the elastic solution [18] the fibre
acts as a stress concentrator. Because of the local nature of this stress concentration effect
one could expect that especially for the considered composites with low fibre volume
fractions intensive plastic deformation and even fracture processes may develop within
the immediate surrounding of a fibre whereas at a certain distance from the fibre-matrix
interface the matrix material may deform still elastically. Thirdly, it is well-known from
experimental observations that because of the strengthening effect of the fibre the be-
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haviour of the composite ,,in the fibre direction™ is rather elastic-like than perfectly-
plastic. This implies the reasonable assumption that the fibre, consisting itself of linearly
elastic material with a high stiffness, contributes due to the assumed perfect fibre-matrix
contact to the development of a relatively large elastic part ¢ of the total axial strain ¢,
within the plastificated region and prevents thus the occurrence of a corresponding large
plastic part ¢f. In other words in the course of the deformation process one should per-
manently account for the current elastic part of the axial strain. It is obvious that for
the considered regime of thermal loading both the &i- and &f-strains should be mono-
tonously increasing in absolute value functions in dependence of the absolute value of the
matrix temperature. A reasonable restriction concerning the behaviour of the s&-strain
is associated with the assumption that the matrix material is a perfectly-plastic one and
its elastic response is thus limited. One should expect correspondingly that for the considered
unit cell and type of loading there exists a certain critical value £ of & such that upon
reaching this value the current increments of the e;-strain become negligible with respect
to the corresponding increments of 2. Due to the concentration effect of the fibre this
critical value ¢ should be first achieved over the fibre-matrix interface.

The account for the just introduced limiting characteristic ¢ implies the following
natural description of the plastic deformation process. The plastic deformations appear
first over the fibre-matrix interface and the plastic zone r; < r < r, spreads consequently
into the matrix phase. Within this zone both the &;- and &?-strains increase simultaneously
up to the instant when &Z|,_, = E; . At this instant a Eecond plastic zone ry < r € R,
where R, < r. appears within which the relation & = &¢ holds true while the eZ-strain
further increases. The second plastic zone also spreads into the matrix phase having the
first one, which occupies now the region R, < r < r., at its front r = R,.

The model of the plastic deformation process just considered implies a simple possible
scheme of an approximate analysis of the elastic-plastic behaviour of the uncracked com-
postte cell.

Analysis of the umcracked unit cell

In accordance with the standard assumption of the plasticity theory the total axial
strain at each instant of the plastic deformation process is a sum of an elastic and a plastic
part. As usually it will be assumed that the matrix material is plastically incompressible
which implies the validity of the following relation within the plastic zone

€
&
Ztotal

= ¢S4 i E(S(r)-l- L gltemp) (3)

z 3 3 2
where ¢ is the deviatoric axial elastic strain and ¢*? and ™ are the relative volume
changes associated with the thermal stresses and the thermal expansion respectively, i.e.

£ ,1:]:'2&'. (or+0s+02), @

“m

s(wmn) = 3(1," Tm' (5)
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In equation (4) as well as in the following analysis o;, i = r, 0, z denote the normal
stresses within the plastic zone. '

It will be further accepted that the stresses and the elastic strains are as usually related
by the Hooke’s law so that one has in particular

Oz = Em 82 +1')11(6r -+ 00) . (6)
In equation (6) as well as in the rest of the paper the notation
& = eﬁ+%— g6, )

is used so that e means (cf. equation (3)) the part of the axial elastic strain due to the
thermal stresses.

Let the matrix material obey the von Mises’ yield condition, i.e. let the stresses oy,
i = r, 0, z satisfy the relation '

(0,—00)*+ (09— 02)* +(0,—0,)* = 207. @

Upon substituting for the o,-stress from equation (6) into the latter relation one obtains

(‘70—6')2+(0r+‘70 Enel \* (1=2,)° _ o}
2

2 1=, 3 T3 ©)

Now it is a matter of simple computation to show that equation (9) is identically satisfied
provided the stresses are presented in the form

O‘l' — Em 6; + R dy + , 10
o) 1= 1/3sing cos(wL¢), (10)
where the notations are used ’
. og—a, / g, '
sinw = ,
2 /3 (10
cotand = V3 (12)
T 1-2v,

Equations (10) reflect the implicit assumption that oy > ¢, which implies in accordance
with equation (11) that 0 € o' «.

Substituting now for the stresses o, and ¢, from equations (10) into the equilibrium
equation :

dD' O'a
T =0, =
one obtains the equation
E,,, deg a, . W do 20, sino
2“,’" I 7; s[nd) sin(w +(/)) e 1/3 = 0, (14)

where &£ is an unknown function of the radial coordinate r and therefore the integration
of equation (14) cannot be performed. But an approximate solution of equation (14)
can be obtained which is' valid-at least within the immediate surrounding of the fibre.
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This solution is based upon the assumption that within this region the elastic parts of the
&~ and g-strain components due to the thermal stresses are negligible with respect to
the corresponding plastic parts £2 and &}. This implies the relation

E: — estr. . (] 5)
Equation (15) together with equations (4), (6) and (10) gives now
o+

nt

osw = — &5 (16)

The latter relation applies as assumed in a thin layer surrounding the fibre and over the
. . . . . .y LN . .
fibre-matrix interface r = r, in particular where the condition £2 = &£ is first achieved.
The corresponding value w* = w(::;) of the angle w follows from equation (16) to be
En 25
a,(l +v,)

(17)

w* = arccos [—

According to the model of the plastic deformation process proposed in section 3 above
a further increase in thermal loading which corresponds to a further decrease in the matrix
temperature 7,, results in the appearance of a second plastic zone r; < r < R, over the
outer boundary of which equation (17) is valid. Finally, assuming that for the considered
unit cell and the given scheme of loading the quantity 35, respectively w* (cf. equation (17))
is approximately constant and introducing the angle wg_as

g, = 0(R.), (18)

one obtains
wy, = w* (19)

where w* is a constant now.
Now the latter assumption makes equation (14) integrable within the whole second. plastic
zone r; < r € R.. The result of this integration with the boundary condition w|.-z, =
= wg, reads
R; sinw Y3

e exp (w—w R:)} . : (20)

r? sinwg, 1—2v,

Moreover, it could be easily verified that the set of equations-(6), (10), (17), (19) and (20)
defines the stress state entirely within the second plastic zone r; < r < R., where R, has
still to be determined.

The stress state defined above allows certain important conclusions concerning the
fracture behaviour of the considered unit cell. To this end we consider the shrinkage
effect again. It is clear from most general positions that this effect is due to the difference
in the lateral contraction of the fibre and matrix materials. Because of the plastic incom-
pressibility of the matrix material this difference should be expected to increase in the
course of the deformation process. In other words developing plastic deformations should
further contribute to the shrinkage effect or, equivalently, the radial stress ol,-., acting
over the fibre-matrix interface should decrease with increasing loading, i.e. with decreas-
ing temperature of the matrix phase. The latter means in accordance with equations (10)
that the angle w,, should increase in the course of the deformation process remaining
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obviously larger than the-angle w*. Moreover, equations (10) show that there exists a na-
tural limitation of the shrinkage effect in the sense that this effect achieves its maximum
at a value of w,, = n—¢.

The value R¥ of the radius R, at this instant, that is

RZ = Rcla,'f =n—-¢, 20
follows from equation (20) to be
%2 _ o Sing i ;-Ki__ —h— ]
RY? =rf s, exp l % (m—¢ ch)‘ . (22)

The model of the process applied here leads thus to the conclusion that further decrease
in .= L as well as increase in R, is impossible. Further, it would be of interest to examine
the velocity field corresponding to this limiting state of the plastic deformation process
within a unit cell.

To this regard the known concept of the associated flow rule will be applied with
the yield function (9) serving as a plastic potential. Simple computations show that in
accordance with this concept and the plastic incompressibility condition the plastic strain
rates &, i = r, 0, z satisfy the relation

o+ 2,
£, = —§ ~, 23
[/} EB ( )
within the second plastic zone where
Zqr} 0 y_ . —_ (24
5= 7—3— sin(¢ Fw). )

It is easily observed from the latter equations that &), — + o0 when w, — n—¢.
This result means physically that at this state free plastic flow tends to take place within
a thin layer immediately surrounding the fibre. The behaviour of the composite at this
state will obviously depend upon the interaction between this tendency and the strengthen-
ing effect of the fibre which tends itself to prevent the occurrence of such a singular ve-
locity field. The very nature of these two competing effects implies the reasonable assump-
tion that their interaction results in the occurrence of shearing stresses over the fibre-
matrix interface. Moreover, these shearing stresses should be equal for obvious reasons
to the shear yield stress 7, = a,/)/3 of the matrix material.

Let 7, be the shear strength of the fibre-matrix interface. If 7, < 7, then the very reach-
ing of the considered critical state will obviously result in the immediate failure of the
fibre-matrix interface by the so-called debonding effect. If, on the contrary, z; > T,
then the known mechanism of fibres pull-out (see, for example [9]) will develop, most
probably together with a process of fibre breaking.

. Plastic zone size and associated problems

In order to close the solution of the problem for the uncracked unit cell one should
complete the results of the previous section with the temperature dependence of the radius
of the plastic zone. Moreover, when dealing with a given composite material one should
specify the actual value of 2: which should be used in the computations.



PLASTIC ZONE SIZE 33

The model of the plastic deformation process proposed above implies a simple approach
to the latter problem. Starting point for this approach is the additional assumption that
the first plastic zone presents itself a thin layer and thus one may consider the relation
R. = r, to hold approximately true. This assumption appears as acceptable one for the
following reasons. Firstly, because of the local nature of the fibre concentration effect
and since a low fibre volume fraction composite is considered. Therefore, both the R, -
and r.-radii should be small compared with the value of r,,. Secondly, because of the low
resistance of the matrix material with respect to the occurrence of intense plastic defor-
mation such as the deformations within the second plastic zone are. Thus, one may expect
that the transition zone between the elastically deformed matrix region and the second
plastic zone is really a thin one. If so, then the first plastic zone could be simply considered
to play the role of an elastic-plastic boundary, the latter having the form of a thin layer.
Further, because of the thin layer shape of the elastic-plastic boundary a softened version
of fulfillment of the standard elastic-plastic transition conditions of continuity of stresses
and displacements could be applied, namely the following.

Firstly, because of the layer thinness one should not expect a substantial change of
the radial stress within the layer itself which implies the relation

O'r|r=R,: = Gﬂr=R:’ (25)

where %, i = r, 0, z are the stresses acting within the elastic region R, < r < r, of the
matrix phase. Secondly, these stresses should satisfy the yield condition, equation (8),
over the elastic-plastic boundary, that is

[(0f —08)* + (05— 05)* + (05 — 67)*]lr=r, = 203. (26)

In accordance with the general form of the elastic solution of the problem [11, 18] and
the results of the previous section one may present the latter equations in the form

E 1 1 E 22 s,
m o = m €z 5
1+, C( I'm Rf) 1—-2y, + ]/’?sind) Cos(wkc+¢), (27

C* (4w [ c(l—2v,)

)2
3 y 2 P — (1 +v,) (e, — oy T,,,)} , (28)
where the constant C has to be determined actually.

The remaining elastic-plastic transition conditions could be now viewed as satisfied
as well in this way that the corresponding stresses and displacements change continuously
within the layer between their values on its ,,elastic” and ,,plastic” surface. Thus, the
equations (27) and (28), respectively, present the just mentioned softened version of the
elastic-plastic transition conditions.

If solved for the unknowns R, and C the set of equations (27) and (28) imaplies as a matter
of fact the temperature dependence of both R, and C, respectively, in the form

Rc = .R,_-(Tm, PN ;:7 Em’ VYis %ms 'ms O'y); (29)
C = C(Tm’bez;zgﬁEm’vm, ama r"l’ 6}’)9 (30)
where &, itself is a still unknown function of the matljix temperature To,.

3 Mech. Teoret. i Stos, 1—2/84



34 K. P. HErRrMANN, I, M. MIHOVSKY

It is important to mention at this point that with R, and C once determined from the
set of equations (27) and (28) one may consider the axial stresses ¢, and o acting within
the plastic and elastic regions of the matrix phase, respectively, to be known functions
of the same parameters as those in the presentations (29) and (30). The corresponding
expressions for these stresses can be easily given by

1
7,

c= T (E,,,E’;’+20,.cosw), rr<r< R, (31

27"m Em C

— E -
Oz m£z+ (1 +1’m)r,ﬁ ’

R.€r<ry, (32

e

where both R, and C can be considered now as known functions of the form given by the
equations (29) and (30), respectively.

Further, it is a matter of a simple verification that upon satisfying the continuity con-
dition for the radial stresses over the fibre-matrix interface, i.e. the equation

0':'"|r=r, = d{lr:-rp (33)

one may construct the expressions for the stresses o, i = r, 0, z acting within the fibre.
Thereby the expression for the axial stress of reads

*e

E,, & + o,
1=2v, /3 sing
where the value of w,, follows from equation (20) with r = r; and with the quantity R,
given in the form of equation (29).

It is easily observed that the axial stresses as presented by the equations (31), (32)
and (34) can be considered now as known functions of T}, and &, and the remaining
parameters of the problem, i.e. Eﬁ , 0y and Ey,v;, a;, r; where i = f, m. These stresses
have to satisfy the equilibrium condition for the forces, acting in the axial direction, which
in our self-stress problem is given by the following condition of self—equilibrium

of = Efe,+2v,[ cos(w,j+¢)}, 0<r<r, 34

Rc
of -1z =2 [ ordr+(i—RYot. (35)
s
By substituting for R, from equation (29) into equation (35) leads to a relation of the
form

&, = £z(Tm;§:; El,vhahrt’c’y)’ (36)
where i = f, m. Equation (36) represents in fact the equation of the theoretical &, versus
T curve in the framework of the proposed model for the considered two-phase material.

Upon substituting for ¢, from equation (36) into equation (29) one obtains the de-
sired dependence of the plastic zone radius R, on the matrix temperature T,,. This depen-
dence is obviously of the form
R, = RAT; 8, By %1, 04, 14, G5 @37
where again i = f, m. '

Note that by applying equation (37) to the critical state of the unit cell, i.e. if R, =
= R¥ (cf. equation (22)), one obtains the critical temperature T at which one of the
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failure modes of the fibre-matrix interface described in section 4 occurs. This critical
temperature appears to be of the form

T —T;(Rc’;za El’vi’ai:ri, Gy); z=f,m (38)
Equation (38) implies itself a simple criterion of failure of the fibre-matrix interface of

the form
Tm = T: (39)

Now it is easily observed that the actual value of ZE can be determined by means of
a comparison of the theoretically predicted &,(T;,)-curve, equation (36), with a correspond-
ing curve obtained experimentally for the considered composite material.

A simpler approach to the problem consists in the determination of & from equation
(38) provided the Ty~ and RF-values in this equation are the values which have been ob-
served experimentally. '

The scheme described above does not imply a closed form solution for the quantities
R, and 2: but the associated numerical treatment of the problem is not very complicated.
With this in mind one may consider that the whole problem concerning the-elastic-plastic
behaviour of the uncracked unit cell has been solved completely.

The cracked unit cell

It should be remembered in the following that as accepted in section 2 the thermal stress
field within the cracked matrix phase can be considered as a superposition of an elastic-
plastic stress field for the uncracked unit cell and a corrective stress field caused by the
presence of a crack situated along the segment R; < r < R,, 6 = 0 of the symmetry
line of the cross section of the unit cell. Now the first stress field is known from the preced-

" ing analysis, sections 4 and 5. The second stress field will be examined as already mentioned
in the framework of the Dugdale crack model [17].
The thermal stress field in the uncracked elastically deformed matrix region is given by

the following expressions
o E,, 1 )
03}_“1'+1}~C( 2 T o)

2, E
1+ ra’

where C = C(Ty, ...) and R, = R.(T,, ...) can be considered as known functlons of the
temperature T, in accordance with the results of the previous section.

The corrective stress firld of;, i,/ = r, 8, z can be obtained from the solution of the
following mixed boundary-value problem for a Dugdale type crack with an actual length
2] = r,—r; and a fictitious length 2L = R, — R, (cf. Fig. 1 for notation)

o; = Em(sz a, Tm)+

— 0§, rn<sr<sr,
£

< .
b (40)
—'G§+o'y’ Ry <r

0‘30(’7‘0) = {

rp and r, £r< R,

kLl
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u(r,0) =0, 0=0, R <r<R,. (42)
The boundary-value problem (40) - (42) has been analyzed in detail by HERRMANN [11].
Applying the results obtained in [11] together with those presented above one immediately

obtains the desired plastic zone lengths s; and s, (cf. Fig. I) for our case from the solutions
of the equation

__E,C ralro£ (I49)] I 0
2(1 +v,)r2 [r2—(+s5)2?/? I+s ’

where s is the unknown and ry = (r,+r)/2. The quantities s; and s, correspond to the
upper and Jower signs, respectively, in the brackets in equation (43).

Upon solving equation (43) one obtains the plastic zone lengths as functions of the
temperature T, and the actual crack length 2/, i.e. the relations

Si = Si(Tm,I), i= r,I. (44)

It is well understood that each of the quantities s;, i = r, / depends in addition on the
remaining parameters of the problem as well so that the representations (44) are actually
schematic ones. They imply in an obvious way the relations

-Ri = .RI(T'",, Z), l = r, I, (45)

The equations (45) present the dependence of the positions of the left and the right tip
of the imaginary crack on the current matrix temperature. That dependence could be now
considered as known from the solution of equation (43). The latter solution could be itself
obtained by means of a numerical treatment [11].

(T.V
} —, arecos (43)

Crack and cell behaviour

As already accepted (cf. equation (38)) let T, be the value of the matrix temperature
at which one of the two modes of failure of the fibre-matrix interface (cf. section 4) occurs
and let Ry be the value of R; corresponding to this value of the temperature (cf. equation
(45)). Then R defines in fact the position of the left plastic zone tip at the instant of failure
of the fibre-matrix interface. Further, let R, be the value of R, at which the crack begins
to grow in accordance with a certain crack growth criterion and let T,, be the correspond-
ing matrix temperature, i.e.

R, = R(T,,, D). (46)

Then equation (46) corresponds to the equation (45) but now applied to the instant of
crack growth initiation. It is assumed implicitly that due to the fibre concentration effect
the crack will start to propagate from its left tip toward the fibre. _

It follows from the whole scheme of analysis that the values of both quantities R
and R,, respectively, appear as specific ones for each given cracked unit cell or, equiva-
lently, for a given composite material. Thereby both values could be defined from the
present analysis provided the corresponding crack growth criterion is given. The latter
concerns obviously the determination of R;. Once evaluated for a certain unit cell with
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a given crack configuration these R- and R,-values imply immediately the following
evident conclusions concerning the behaviour of the cracked unit cell. If R} > R, then
the fibre-matrix interface fails while the crack is still in rest. If on the contrary Rf < R
then the crack growth initiation precedes the failure of the fibre-matrix interface. In this
case the whole scheme of analysis remains further valid (up to the possible failure of the
interface) provided the crack propagates quasi-statically and 2/ is its current length upon
which both Rf and R, depend. Finally, if R¥ = R, then the fibre-matrix interface fails
simultaneously with the initiation of the crack propagation. The further behaviour of
the crack and the unit cell in this case as well as in the first one where R¥ > R; needs
a new approach since the present considerations are based upon the assumption of a per-
fect fibre-matrix contact.

It should be mentioned that these simple conclusions are valid under the assumptions
made earlier that both the crack length 2/ and the plastic zone radius R, are small compared
with the geometrical quantities r,, and ry, respectively. That means the crack should not
influence the stress state within the plastic zone r; < r < R, where the solution of section 4
is thus expected to apply. Moreover, it has been shown in [19] that the approximate ana-
ytical elastic solution of the considered thermal crack problem in a composite unit cell
lobtained in [11] remains still valid even if the restrictions concerning the quantities 2/, 7y, Fm
and r; (the latter quantity plays the role of R, in the elastic case) are somehow violated.
One may consequently expect that the results of the present elastic-plastic analysis will
also remain valid when the restrictions mentioned above are somehow softened since the
vatues of Ry, i = r, [ used in our considerations are actually obtained from the same
elastic solution [11]. If so, then one comes easily up with a couple of further implications
of the analysis concerning the crack and cell behaviour.

Let T, be the temperature at which both plastic zones, i.e. the annulus r, < r < R, and
the segment R; < r < ry join each other, and Iet R, = Rc(f,,,) and R, = R,(T,,,, ) be the
corresponding values of the quantities R, and R;, respectively. Further, let us assume the
validity of the relations 7, > T} and 7. > T, (note that the temperatures T*, T,, and
T,, are negative) for the considered unit cell. That means that the two plastic zones meet
each other before the conditions for the failure of the fibre-matrix interface and for crack
growth initiation are fulfilled. Upon reaching this instant, that is with the two plastic
zones adjoined, the behaviour of the cracked unit cell will depend essentially on the in-
teraction between the plastic mechanism of failure of the entirely plastificated segment
rg < r < r, 0 =0 and the brittle mechanism of crack growth at the right crack tip r =
= r,. A possible approach to this problem could be based upon the application of the
rigid-plastic body model and the limit load concept associated with this model (see, for
example [20]). When applying the latter concept to the plastificated segment r, < r < 1y,
6 = 0 one may expect that further thermal loading, i.e. further decrease of T, will re-
sult in the activation of the crack propagation mechanism at the right crack tip.

Another case of interest is the one for which f,,, < T, and T, > T*. In this case both
plastic zones join each other again but the segment R; < r < ri, 0 = 0 presents now
the plastic zone at the left tip of the running crack. Depending upon the plastic zone
thickness d = R,—r, and the crack velocity the crack may stop before reaching the elastic-
plastic boundary or at the boundary or may traverse partially or entirely the plastificated
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annulus around the fibre. Depending in addition on the fibre-matrix contact the crack
may stop at the fibre-matrix interface in order to traverse it or to create an interface crack.
The investigation of all these possibilities, being a problem of definite interest, is associated
with considerable difficulties arising from the necessity of solving boundary-value problems
for cracks partially situated within plastificated regions as well as of applying reasonable
criteria of crack propagation and arrest.

Concluding remarks

The analysis presented above implies certain definite conclusions -concerning the be-
haviour of a cracked unit cell of a fibre-reinforced composite material under the conditions
of thermal loading. The analysis could be easily transformed to the more general case
T; # 0 if the temperature difference T' = T,,— T, will actually play the role of the quantity
T used in the preceding calculations. In that case the linear coefficient of thermal expansion
oy will influence the processes of plastification and fracture as well.

The model of the plastic deformation process proposed leads to both closed form
results and to a relatively simple procedure concerning the numerical treatment of the
problem on the whole. The analysis shows that the entire solution of the considered problem
is associated with the necessity of directed experimental investigations concerning the
determination of the specific measure of elastic response 22 for the fibrous composite
materials.
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Pezrome

PA3MEP INIACTHYECKO 30HBI TPEUIVHLI, THUIIA JATIERIILA, B IPEXBAPUTEIILHO
HAIIPSDKEHHONI IBYXPA3HOYW CPEINE, C YACTUUHO IJIACTHYECKOM

MATEPHUAJIOM MATPUIILI

TIpenmaraercs mMonens ILIACTAYECKOH MNehOPMANMH KACAIOLMMCH OMHON AYEHKH KOMIO3WTa ycH-

JNIeHHOro BoJorkHamu. Mpl HMccnenoBami ripouece Nedhopmarme sUCHKHA IIPH yyeTeé BOBMOXKHOIO paspy-
IIeHAss B MECTE COSAMHCHHA MaTpMObI ¥ BOMokHA. IIpu yuere mopenm IarneHns Mbl clejaid BBIBOZBI
KaCAIONMECT TEPMUUYECKOrO BO3PACTa PAJHMANBHBIX TPEIMH B MaTpHIE,

Streszczenie

ZASIEG STREFY UPLASTYCZNIENJA SZCZELIN TYPU DUGDALE'A WE WSTEPNIE
NAPREZONYM OSRODKU DWUFAZOWYM Z CZESCIOWO UPLASTYCZNIONYM
MATERIALEM MATRYCY

Proponujemy model odksztalcenia plastycznego dotyczacy pojedynczej komorki kompozytu wzmoc-

nionego widknami. Zbadany zostat proces odksztalcenia komorki przy uwzglednienin mozliwego mecha-
nizmu pekania w miejscu polaczenia matrycy i wlokna.

Przy uwzglednieniu modelu Dugdale’a wyciagnigto wnioski dotyczace termiczengo wzrostu szczelin

promieniowych w matrycy.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 czerwca 1983 roku
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Wstep

Podwyzszone lokalne dzialanie tadunkéw kumulacyjnych znane juz bylo od ponad
stu lat. Przez dlugi okres czasu nie zwracano na ten efekt uwagi. Znalazt on szerokie
zastosowanie w pociskach i minach dopiero podczas drugiej wojny $wiatowej. Obecnie,
obok wojskowych zastosowan, wykorzystuje si¢ zjawisko kumulacji réwniez w technice,
a szczegllnie przy wydobywaniu ropy naftowe;.

Powazne, eksperymentalne i teoretyczne badania nad zjawiskiem kumulacji prowa-
dzone byly w latach drugiej wojny $wiatowej przez radzieckich [1 - 3] i amerykanskich
uczonych [4-10]. Glowny wkiad do opracowania hydrodynamicznej teorii kumulacji
wnieéli M. A. LAWRIENTIEW [1]. G. TAYLOR, G. BIRKHOFF i inni [4]. Dalszy rozwéj tej
teorii znalazt réwniez odbicie w pracach G. I. PIOTROWSKIEGO, F. A. BAuMA i K. P. STA-
NIUKOwICZA [11]. W Polsce badaniami w zakresie kumulacji zajmowali si¢ mi¢dzy innymi
W. BasuL [12], D. SmoLeNskI i H. Nowak [13].

Z dostepnych danych literaturowych [l - 13] oraz analizy wlasnych wynikéw ekspe-
rymentalnych mozna wnioskowaé, Ze wlasciwoéci ladunkéw kumulacyjnych w istotny
sposéb zaleza, miedzy innymi, od poloZenia, geometrii i masy przestony. Wymienione
elementy ladunku maja wplyw na ciénienie w pewnej odlegloéci od frontu detonacji oraz
na warunki propagacji fali bocznego rozprezania produktéw wybuchu. To z kolei ksztal-
tuje odpowiednio impuls ci$nienia, ktéry odpowiedzialny jest za redukcje wkiadki ku-
mulacyjnej.

Mimo do$¢ licznych prac po$wigconych zjawisku kumulacji, problem ten nie zostal
jeszcze do kofica rozwigzany i w szczegdlach wyjaéniony. Migdzy innymi brak jest od-
powiednich wzoréw analitycznych i analiz numerycznych, ktére pozwolityby optymalizo-
waé na przyklad rozmieszczenie przestony wzgledem wkladki kumulacyjnej.

W niniejszej pracy rozwigzemy w zamknietej postaci, przy pewnych uproszczeniach
modelowych, problem propagacji frontu fali bocznego rozprezania gazowych produktéw
detonacji GDP w plaskim ladunku kumulacyjnym. Wyprowadzimy analityczne wzory,
ktére wiaza front fali bocznego rozprezenia GPD z parametrem okreslajacym polozenie
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przestony wzgledem wkladki kumulacyjnej. Zbadamy dosé szczegdtowo wpltyw wyklad-
nika politropy GPD na predko$é propagacji frontu fali bocznego rozprezania sig¢ tych
gazoéw.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy proces propagacji frontu fali bocznego rozprgZania si¢ GDP w tadunku ku-
mulacyjnym. W tym celu podzielimy tadunek na plaskie segmenty plaszczyznami prosto-
padlymi do osi tadunku rys. 1. Z kolei zastosujemy do tych segmentéw teori¢ plaskich

- X

b~ T —y

|
l.
|
l
L A

Rys. 1

przekrojow A. A. ILyusziNa [14]. Dalej przyjmiemy, e proces detonacji materiatu wybu-
chowego w danym segmencie zachodzi jednoczesnie w calej jego objgtosci. Nalezy zauwa-
2y, ze przy tak sformulowanym zagadnieniu, parametry stanu gazéw powybuchowych
beda zmienialy si¢ w czasie w danym segmencie K-K, polozonym w odleglodci x od prze-
stony (x jest wspélrzedng Eulera). Charakter tych zmian jest zdeterminowany przez pro-
ces poosiowego rozpregzania sie gazéw powybuchowych w ladunku kumulacyjnym. Dla-
tego w pierwszej kolejnosci rozwigZzemy problem rozlotu GPD w kierunku osiowym
z uwzglednieniem oddzialywania powietrza otaczajacego tadunek. W rozwazaniach tych
pomijamy wplyw masy przeslony na proces roziotu produktéw wybuchu.

3. Plaskie rozprezenie si¢ GPD w powietrzu

Zakladamy, e proces detonacji rozpoczyna si¢ jednocze$nie w kazdym punkcie swo-
bodnej powierzchni pélprzestrzeni wypelnionej materialem wybuchowym MW, granicza-
cej z powietrzem bedacym w chwili poczatkowej w spoczynku. W takich warunkach
konfiguracja frontéw fal na plaszczyZnie fizycznej r, ¢ (r — wspolrzedna Lagrange’a)
przyjmuje postaé pokazana na rys. 2.

Zanim przejdziemy do konstrukcji rozwiazania rozpatrywanego zagadnienia w pierw-
szej kolejnosci oméwimy w skrécie obraz falowy przedstawiony na rys. 2. Zgodnie z kla-
syczna teorig detonacii [15 - 17] w rozpatrywanym przypadku swobodna powierzchnia MW
i gqsiadujqce Z nig powietrze nie oddzialuja na przebieg procesu detonacji.

Front detonacji, niezaleznie od warunkdw brzegowych, propaguje si¢ z predkoscig:

r

dy = =, (3.1)
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Rys. 2

ktora determinowana jest przez fizykochemiczne wilasciwoéci MW. Za frontem fali de-
tonacyjnej zachodzi proces rozprezania gazéw powybuchowych. Tworzy si¢ pek prostych
charakterystyk rozbieznych o dodatnich wspélczynnikach kierunkowych, Wéréd tej ro-
dziny prostych nalezy wyr6znié¢ charakterystyke o réwnaniu:

r = a‘t, (3.2)

wzdhiz ktorej nastepuje calkowite wyhamowanie gazéw powybuchowych »; = 0. Od tej
charakterystyki poczynajac gazy powybuchowe poruszajg si¢ w przeciwnym kierunku
w stosunku do frontu detonacji. Proces rozprezania gazéw powybuchowych koriczy si¢
na charakterystyce granicznej

r=a,t 3.3)
Wspdlczynnik kierunkowy tej charakterystyki a, okreélamy z warunku ciaglosci ciénienia
i predkosci na granicy obszaréw Ii IL
Ruchoma granica gazéw powybuchowych (nieciaglo$¢ kontaktowa OK) speinia role
plaskiego tloka, ktéry generuje w powietrzu front fali uderzeniowej o réwnaniu

r=dt, przyczym d<20 3.9
Z przedstawionego opisu wynika, 2¢ bedziemy badaé ruch ofrodka gazowego z po-
jedyncza nieciagloécig kontaktowa (styk gazdw powybuchowych z powietrzem — linia OK)
oraz frontami silnych nieciggloéci (fala uderzeniowa i detonacyjna).
Ciaglym plaskim przeplywem GPD rzadza nastgpujace réwnania:

Qelly, 0t = —Pi,r» .
e = e1(1+uy,), (3.5)
k
= eS('Q—j‘) >
pp=20 06

gdzie poszczegdlne wielkoéci py, 01, #; 1 k odpowiednio oznaczaja: ciSnienie, gestosé,
przemieszczenie i wykladnik politropowy GPD, natomiast g, jest gestoscia MW. S jest
pewng funkcja entropii.

Roéwnania charakterystyk ukladu (3.5) maja postaé
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dr = ta,(u;,)dt, (3.6)
duy, = £ay(w,,)du,,,—9d.dt, ()]
gdzie:
' kS 2 S,
a(uy,r) =[W] , 0y = (T-ljll-,sk— (3.8)

PoniewaZ ekspansja produktéw detonacji przebiega w sposob izentropowy (S =
= const), zatem §, = 0 i zwiazki na charakterystykach (3.7) mozna scatkowaé. Po wy-
konaniu tego dziatania otrzymujemy:

2]/kS= k= kl}’

Uy, o~ Uy, = £

(1+u1 r ———[1+(u1 r)p] T2 (39)

gdzie indeksem p oznaczono wartosci poczatkowe odpowiednich parametrow.
Oznaczymy przez (uy,¢)a, (U1,-)x i Sg wartoéci tych wielkosci na froncie fali detona-
cyjnej. Wéwezas wzdhuz peku dodatnich charakterystyk w obszarze I mamy:

2VEkS ,"__‘ E_‘
Uy, — Uy, )8 = ‘/ = {(1"‘”1 r) ~ [+, ) el } (3.10)
Na charakterystyce, wzdtuz ktorej u,,, = ut,, = 0, zgodnie z (3.10) zachodzi:
1 k-1
_=l ﬁ{ kS 7 1+(u1,,),,]—z—_1’
2 LT T+ (g, ) el 1+uf., ’
stad ,
2
L, = G- 5L O 1y e
any
lub
k k+1
a* = an{ 21 (s, r)H — 1+ (uy r)H] } - (3.11)
gdzie:
B kSy e kS o
= {[1"‘(”1.:-)11 Hl} e A+uf i | (312)
Na froncie fali detonacyjnej mamy [11, 17]:
d, k
U1, = k—-l:l’ Cy = y ) du,
(3.13)-
1+, ) _ 8 _ Kk p =;de
1,r/H QH k+1’ H k+1 eVH >

gdzie Cy jest predkoscig dZzwicku na froncie fali detonacyjne;j.
Z wzoréw (3.12) i (3.13) ottzymujemy:

ay = dH:

k+1
(Rl (.14)
ar = 2%k dH'
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Przejdziemy obecnie do okreSlenia parametréw stanu GPD w centrowanej fali roz-
rzedzenia (w obszarze 1 rys. 2). Z réwnania peku charakterystyk

1

f a = kSy z
" NCES7AR

wynika, 7e
™ = ()
a poniewaz
k1
VEkSu = dull+ (1, )n] *
zatem

2
(I=uy,)™t = (ﬁ)k+l N 7P (3.15)

Stad, po wykorzystaniu (3.5) otrzymujemy
2

e1(r; 1) = ¢gn (ﬁ)k—+l (3.16)

Dalej z réwnania politropy mamy:

lub
2%

T
pl(r,t)=pﬂ(d;'t) o 3.17)

Wryrazenie na predkos$¢ otrzymujemy ze zwiazku (3.10). Podstawiajac do niego wzory
(3.13) i (3.15), po przeksztalceniach otrzymujemy:

k=1
d 2k r o \k+1
v3(r, 1) = uy,((r, 1) = k_“l [k+1 (dﬂt) —1}. (3.18)
Na charakterystyce o zerowej predkosci przeptywu mamy:
2 2 k1
. (a*)?ﬂ‘_k+1 (k+1)ﬁ‘_ (k+1)ﬁ'
o= ey k %\ 2k 2k . 1o
“\ier dz (k 12—k 1 [k 1ﬂ o)
w_ o (VT oeda (k+VYE-T 1 k4l VET O,
p‘“””(d,,) = K+l ( 2% ) = 2k( 2k) 0.

Obszar centrowanej fali rozrzedzenia GPD ograniczony jest z lewej strony charakte-
rystyka

% = a,. (3.20)
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Warto$é granicznej predkosei a, mozZna okreélié korzystajac ze zwiazkéw na froncie
fali uderzeniowej r == di propagujacej si¢ w powietrzu [18]:

(3.21)
_fo _ 2 (1 _ ﬁ)
es  p+1 dz |’
oraz warunkow ciagloéci ciénienia i predko$ci na granicy kontaktowej OK.:
D3 = D2 = Dy, V3 = Uy = Uy, (3.22)
gdziei
@ =y 20

Qo
Do i go sa parametrami poczatkowego stanu powietrza natomiast y oznacza wykladnik
izotropowy dla powietrza; d jest predkoécia propagacji frontu fali uderzeniowej w po-
wietrzu (rys. 2.)

Z réwnodci (3.22), po wykorzystaniu (3.17), (3.18), (3.20) i (3.21), otrzymujemy:

2k

_ a; \ k+1 __ Po ‘ d\* _
Ps = Pa (E) = l(l +x)(2;) 1] , (3.23)

k-1
_dg | 2k [ g, \ET _x=1a[[{d\
”H—k—_r[m(a;;) “‘_]- wd B R

a
Qo
. y+1
gdzie: » = _y_—l—
Z réwnosei (3.23) wynika, Ze:
d 1 _2k_ X
a4 _ Pr [ a5 \k+T p)
% T2 [%po (dﬂ) +1“ . (3.25)

Podstawiajac wyrazenie (3.25) do réwnosci (3.24) otrzymamy przestgpne
na wielko$¢ a,/dy W nastgpujacej postaci:

2k
_ k-1 : _ Pu (4 )F+T

Vitx  da| 2k (g \&eT . Do \ dy
=D k—1) a, | k+1 \dy e

2k 1’ ( ‘ )
pO dH

réwnanie

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia

. 3.2
Qo o Qo (3.27)
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Jedli uwzglednié, ze
1

dA
t = e e RePh (329)
Y

to po wykorzystaniu wielkosci bezwymiarowych (3.27)1 (3.28) z réwnania (3.26) otrzymu-
jemy:

k+1 I
V1¥x Dy (ZA"-‘— k1) e~ ReDad
Wl k=1 \“% T o (3.29)
X 2 42k
(M _—k+1 ReDHAg +1)
lub
k+1
ReDz AZI‘____a_ o
2y/1+x Dy . #a k _ k+1 ]/1+xD 3.20)
x—1 k—1 B N R @
2k
( s 1RDHA +1)
Jebli k = 1 (gaz izotermiczny), wowczas z (3.29) po przejéciu granicznym otrzymujemy :
1 — 2 42
Vitx +"DH<21 nd,+1) = — 2 ReDrdy (3.31)
(0,5%R, D3 A2 + 1)

Réwnania (3.30) 1 (3.31) maja tylko po jednym pierwiastku rzeczywistym 4, . Wynika
to bezposrednio z rys. 3, na kt6rym wykreslono w sposéb jakoSciowy lewa L(A4,) i prawa

J

N
N\
N

P(Ag)=const

/ Aoy g
ke
k

Rys. 3

P(A,) strong rownania (3.30). Z kolei na rys. 4 przedstawiamy zmiang¢ wielkodci sto-
sunku a,/dg w funkcji wyktadnika politropy k dla kilku wybranych MW o nastgpujacych
charakterystykach.

HMX100: ¢, = 1894 kg/m?3, dy = 9110 m/s

HMX/TNT-72/22-Octol: ¢, = 1821 kg/m?3, dg = 8480 m/s
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frotyl prasowany

HMX100

HMXTNT-72/22-0ctol

Rys. 4

Tetryl: g, = 1680 kg/m3, dy = 7500 m/s
TNT: g, = 1630 kg/m?, dy = 6940 m/s
Trotyl usypowy: g, = 800 kg/m3, dy = 4340 m/s.
Jak widaé z zamieszczonych wykresdw stosunek a,/dy maleje do$é intensywnie wraz ze
wzrostem wykladnika politropy k.

Dalej, zgodnie z teorig rozpadu dowolnej nieciagloéci parametry stanu GPD w ob-
szarach 11 i TII zachowujg stale wartosci 1 odpowiednio wynosza:

Ps("; t) = pZ(rs t) =Py = pHA:kr

d
P (%A’;*‘ - 1), (3.32)

7)3(": t) = 7)2("5 t) =Y =
@Z(r’ t) = @HAg)

2 -1
1) = go|1- ———(1-D"3| ,
es(r ) eo[ 1 )]
gdzie:

d? 1 J/
D2 =a—% = ———1+x (M;%Agk’i‘l).

Tym samym uzyskali$émy zamknigte rozwiazanie problemu plaskiego rozlotu GPD w po-
wietrzu we wspoirzednych Lagrange’a r, .
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4. Okreslenie postaci frontu fali bocznego rozprezania GPD

W tym rozdziale bedziemy wykorzystywaé do opisu badanych zjawisk wspolrzedne
Eulera (x, 7). Dokonujac transformacji ukladu wspdlrzednych wg wzoru

X =r+ fv,(r, 7dz, (4.’1)

dy

otrzymamy, ze w obszarze I (rys. 2) mamy:

k-1
_dyt ro\ksr
= k=1 [k(d,,z) []’

Jub | 4.2)
k+1

r 1 x T=1
Gt T {7[(""1)7”7“]} '

Podstawiajac wyrazenie (4.2), do wzordw (3.16) i (3.17) otrzymamy:

1

pi(x, 1) = Pn{“]lc“ [(k—‘l)i?‘l‘l]}k— ,

, 4.3)
x k-1
Ql(x t)"'QH (k )dt+1 ’
Predko$¢ propagacji frontu fali rozrzedzenia w segmencie K-K rys. 1 wynosi
1
|, pux, 1) |2 _ dy [ 4.4
o) = [ 2L r)] |, 4
Zatem front fali rozrzedzenia przyjmuje postac:
!
1 dut
y(x,1) = I eg(x, AT = 5= [(k Dx ln——+dat x] (4.5)
g
dla
T oD, (4.6)
dH ay
oraz
y(x, 1) = 1 [(k )xIn d”’ +dyty— ] -]%I—A’;'ldﬂ(t—-t,), @.7
dla
> (4.8)
2y
gdzie:
1, =2, @.9)
ag

4 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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Zwr6émy uwage na fakt, ze dla k = 1 (gaz izotermiczny) predkosé propagacji frontu
fali bocznego rozprezania si¢ GPD jest wartoscig staly

du
€= (4.10)
W tym przypadku front fali jest linig prosta o réwnaniu ¢
1
y(x, 1) = 5 (dgt=x). 4.11)
g T T T T T 1 T
L.—.
ka/ 2
3
- |
24 -
1 -
3
k=2 -
| | 1 | | | | | -
{772 3 4 5 5 7 8 9 7
Rys. §
Na rys. 5 pokazujemy w formie bezwymiarowe;j .
_ 1 y dgt
§ = lle=Dinnty—1), &=2, n="2-, @

fronty fal rozrzedzenia dla kilku warto$ci wykladnika politropy k. Okazuje sig, Ze fronty

fal dla réznych wyktadnikéw k maja dwa wspSlne punkty przecigcia dla 5 =3, = 1
oraz dla

1
Inn, = 5-@p=1)~ 5, = 3.51. (4.13)

Z analizy przedstawionych na rys. 5 frontéw fal wynika, e moZna je aproksymowaé
z wystarczajaca dla celéw praktyki inzynierskiej doktadnoscia dwoma odcinkami prosty-
mi. W przedziale 1 € # < 3.51 dla wszystkich wartosci wyktadnika politropy k& wzigtych
z przedziatu 1 < k < 4 front fali moZna aproksymowaé linia o réwnaniju:

1 .
= 7(77_1) . “4.14)



PROPAGACIA FRONTU FALI 51

Taka aproksymacja frontu fali rozrzedzenia pozwala skonstruowaé zamknigte roz-
wigzanie problemu napgdzania obudowy tadunku oraz wkladki kumulacyjnej. Zagadnie-
niami tymi zajmiemy si¢ w oddzielnej publikacji. Na zakoficzenie pragniemy serdecznie
podzigkowaé Koledze R. Trebifiskiemu za cenne uwagi wniesione przy dyskusji badanego
problemu.
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Peswome

O PACIIPOCTPAHEHHNH ®POHTA BOJIHBI BOKOBOTO PACIIMIPEHUA TA30BbIX
NPOOYKTOB JETOHAIIMHY B KYMVIIALIMIOHHOM 3APATE

B paGoTe pemena B 3aMKHYTOM BHAE NpoGiema pacnpocrparesust (ppoHTa BONHLI GOKOBOro pacimi-
peHHds ra3oBbix DpoayxTos AeToRammm (TTII) B mockom KYMYJNSAIMOEHOM 3apsje. Pellerue DocTpoeHo
OIMpasck HA TEOPHMIO IUIOCKAX ceucHml A. A. Vneommnpa. BriBenens! apanurtayeckue GOPMYIIBI, KO-
TOphIe CBASLIBAIOT GpOHT BoJHBI GoroBoro pacmupenns I'ILI ¢ KoopmmBaToil, ompeleIIOmIcs Nono~
sxenune muadparmel. ITogpobHo McciieROBAHO Bamarue NokasaTessi noaurpons! I'TIIL Ha ckopocTh pac-
npocrpaeEus GpoRTa BOMHB! G0KOBOTO pacIORMpeHust STHX rasos. F13 NONYYEHEBIX PESYJLTATOB Clie-
ZVIOT HHTePECHBIC BLIBOJBI, KOTOPKIE MOTYT OBITL MCIONB3OBAHBI IPH ONTHMHASAIME KOHCTPYKIHM Ky-
MYJISIUMOHHBIX 3apAJOB.
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Summary

PROPAGATION OF LATERAL-EXPANSION WAVE FRONT OF GASEOUS
DETONATION PRODUCTS IN A CUMULATIVE CHARGE

The propagation problem has been solved in closed form of the lateral expansion wave front of gaseous
detonation-products (GDP) in a plane hollowed charge. The solution has been constructed on the strength
of the A. A. Ilyushin’s theory of plane sections. The analytical formulae have been derived that bind the
GDP lateral-expansion wave front to the co-ordinate defining the position of the diaphragm. The effect
has been examined in detail of the GDP polytropic exponent upon the propagation velocity of the GDP
lateral-expansion wave front. From the results obtained interesting conclusions can be drawn that can
be made use of when optimizing the desing of the hollowed charges.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 czerwca 1981 roku
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Abstract

The term ,,isodynes” has been proposed by Pindera and Mazurkiewicz to denote
a new family of characteristic lines of plane stress fields. These lines carry information
on total normal forces acting on related cross sections and yield the distribution and values
of related normal and shear stress components. Two families of isodynes related to two
characteristic directions yield the values of all three components of a plane stress field
and additional redundant information. The concept of photoelastic isodynes is the result
of generalization of the theory of a particular kind of scattered light fringes presented
by Pindera and Straka.

Distinction should be made between the concept of photoelastic isodynes mentioned
above, the concept of elastic isodynes introduced by Pindera, and the concept of generalized
isodynes introduced by Pindera and Krasnowski.

Isodyne photoelasticity methods can be applied to determine all three stress components
in photoelastic models, and in original machine or structural parts using isodyne coatings.

The term ,,gradient photoelasticity” has been proposed by Pindera and Hecker to
denote a new method of photoelasticity which utilizes relationship between the curvature
of light paths in a photoelastic object and the gradients of symmetrical and distortional
parts of stress/strain tensors. Utilizing basic mathematical model of photoelastic effect
presented by Ramachandran and Ramaseshan, gradient photoelasticity yields the momen-
tary values of absolute and relative photoelastic coefficients, and their dependence on
the wavelength of electromagnetic radiation.

Both methods can be applied to determine the values of stress intensity factors for
arbitrary cracks, and all stress components in composite structures.

1. Introduction

One of the major tasks of stress analysis is determination of stress components of
plane stress field and of surface stress/strain field. The rapid growth of fracture mechanics
and the introduction of concept of stress intensity factor developed interest in methods
directly yielding values of normal stress components in direction of crack propagation.
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However, no convenient method exists to determine reliably. and inexpensively all
three stress components of plane stress field, related to arbitrary Cartesian coordinate
system. The classical methods of transmission photoelasticity yield only two independent
pieces of information, whole field-wise: isochromatic and isoclinics. The needed third
piece of information can be obtained using numerous auxilliary methods, either analytical,
numerical, experimental, or mixed. These methods are often tedious, and usually compound
the measurement and evaluation errors.

Very promising is the utilization of scattered light. The classical scattered light techniques
of experimental stress analysis are basically point-wise or line-wise techniques. To obtain
reliable and accurate results, in a convenient manner, using scattered light techniques,
it is necessary to apply rather sophisticated instrumentation [I - 3]. Information on stress
field contained in typical wholefield recordings of scattered radiation intensities, which
are obtained by using sheets of light, can not be reliably retrieved without additional
pieces of information. — Particularly important are data on values of the observation
and azimuthal angles at all scattering points, and information on the transfer function
of measurement systems [4 - 6], including data on the actual viscoelastic responses of
materials [7 - 8]. Knowledge of time-dependence of the optical creep compliance and the
optical relaxation modulus are of major importance.

Classical methods of photoelasticity — the transmitted, and scattered light methods
are based on several simplifying assumptions regarding the interaction between radiation
and matter, patterns of light propagation, validity of analytical solutions for stress/strain
states, distinction between the thin and thick plate problems, etc. A summary of some
basic features of typical theoretical and empirical approaches, presented in a manner
compatible with the scope and objective of this paper, is given in Table 1. The components
(or parameters) of the basic physical and mathematical models of the interaction between
deformed bodies and flow of various forms of energy, listed in Table 1, must be understood
and discussed within the framework of fundamental physical phenomena.

Experimental and analytical methods of stress analysis utilize the concept of chara-
cteristic lines of plane stress field, such as:

— isochromatics

—— isopachics

~— principal stress trajectories (isostatics)

— maximal shear stress trajectories

—— isoclinics

— singular lines (points), etc.

It is shown in this paper that it is useful to introduce a new family of characteristic
lines of plane stress field and to call them isodynes.

It is also shown, that it is desirable to depart from the very simplifying assumption
that the light propagation in a stressed body is rectilinear. It has been known for a long
time that this assumption is not correct and leads to unnecessary errors, because the
actual light path can be noticeably curved under influence of inhomogeneity produced
by stress state.

Since the curvature of the light path carries information on the stress gradients and
on the photoelastic material coefficients, it is worthwhile to depart from the elementary
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mathematical models of photoelastic effects and to base the theory of photoelastic expe-
Timents on more comprehensive physical and mathematical models.

2. Isodyne photoelasticity

2.1 Elastic Isodynes — A New Family of Characteristlc Lines of Plane Stress Field. Let us choose
an arbitrary direction in a plane stress field, Fig. 1, and call it characteristic direction;
a characteristic line is any line collinear with characteristic direction; characteristic sec-
tion is the length of characteristic line between two chosen points.

1t is understood that a plane stress field is characterized by the following condition:

- dayy
ox;

=0, where i,.j =1,2 ©)

Let us define isodynes as geometric loci of points at which total normal force intensity
(total normal force per unit thickness) 4p,, acting on characteristic section between two
isodynes is constant and proportional to an increase of the order of isodyne, 4dm;,

Ap, = S,Am, = const, )]
and the corresponding normal force, AP,, acting on characteristic section thickness b is:
AP, = bdp, = bS,dm, = const

where S; is a constant coefficient to be calculated or determined experimentally.

Two-dimensional stress states in elastic plates can be conveniently characterised by
Airy stress function, ¢(x, y), which — in the absence of body forces — yields the known
expressions for the stress components with respect to a Cartesian coordinate system,
(x,7,2):

20(x,y) _ ()
Ox - (Dx(x, y)’ ay - = djy(x, )’), (23.)
%P 0 2@ d
T e Al =l il (20)
o*P d d
G == oy T T T T O @)

There exijst particular relations between the stress components oy, the intensities p; of
normal forces acting on sections between isodynes, and the functions @,, @, [9]:

*d ‘
[ox = [ 2 dx = 0,400 = 5,2, 10) = Sumealitape), (G0

7L ()]
fo'xxdy = f”_a‘yT dy = (py'*'fyy(y) = px(x0,y) = SsMgyy(Xo, > . (3b)
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ELASTIC AND PHOTOELASTIC ISODYNES: DEFINITIONS, DERIVED QUANTITIES

vA Lixy.mgrtd Ty (XY
i SOl Jeted
_|:, msx(xry ) P *b*
l'{;\ =
T VTN R\ oo
¥ }py iy
o .
Ty
S :
f_ / ALY H
. !
Sy /oyl xyp! .
0 qu———sx=lx—xo|—>x %o X

Fig. 1. Concept of plane isodynes

MAJOR FEATURE
. ISODYNES ARE RELATED TO CHOSEN CHARACTERISTIC DIRECTIONS:
I, = L(x, y, ms) = const.; L, = Iy(x, y, my) = const.
CHARAdrERISTIC CROSS-SECTIONS THROUGH ISODYNE FIELDS
Muxs = Myex(%y Yo) = Sityp(%, y0) = (6871 Pyy (%, yo)
Msxy = Maxy(Xo, ¥) = Sitay(Xo, ¥) = (0S2) HTuy(xo, )+ CY)]
Msyy = msyy(-xO; y) = Sa—IPxx(-xOs y) = (bS:)—lPxx(xoa y)
Mgyx = msyx(xy Yo) = Ss—ltyx(x’ Yo) = (bS,,.)“‘[T,,,(x, yo)+C(x)]
CONDITIONS:
— HOOKE'’S BODY
— RAMACHANDRAN-RAMASESHAN BODY
— PLANE STRESS FIELD
SYMBOLS:
I, Iy: x—~0 y-ISODYNES
m: ORDER (PARAMETER) OF ISODYNE
Sz x»-CHARACTERISTIC DIRECTION
FORCE
LENGTH ]
P,: TOTAL NORMAL FORCE ON SECTION s,
py: NORMAL FORCE INTENSITY (= 57'P,) I
T«y: TOTAL SHEAR FORCE ON SECTION s,
tey: SHEAR FORCE INTENSITY (= b7'Ty,)
61;: STRESS COMPONENTS (i,/ = x,»)
/f, C: BOUNDARY CONDITIONS FUNCTION
RELATIONS POR STRESS COMPONENTS

Ss: ELASTIC ISODYNE FACTOR [

d

1. oyy(x, yo) = S:—— Mux(x, yo)
dx
d

2. 6xx(x07 }’) = Sy —- lﬂxyy(X(), y)
dy

d
3. Ouy(x0, ¥) = =8 & Myey(Xo, ¥)+/(X)

d
4, o) (x, yo) = —Ss ’d; My (X, ¥o) + fax(¥)
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and
d d d
O = e e = G o = S Ml o), G9
2 d d
Oyx = _a'; qjy = _a';‘ Dx = AN _(E msv.v(‘x’ yO) (3d)

where p, and p, denote intensities of normal forces acting on cross sections collinear
with the corresponding directions x and y, and my,, and m;,, denote cross sections through
x- and y- isodyne fields in the x- and y-directions. Followingly, the equation of isodynes
can be presented in the form:

2P

I = Lix, », msx) = de = py(xa Y msx) = Ssm.vx(xa y) = const, (43)

02®
Ty = Lo, v, me) = [ S5y = sy mg) = Sumy(x,3) = const. (40)

The loci of points described by relations (4a) and (4b) can be called ,.elastic isodynes”
because they represent lines of constant values of normal forces acting on corresponding
cross-sections. The arbitrary directions x and y, to which elastic isodynes are related,
can be conveniently called ,,characteristic directions™, S; and S,. The functions @, and
&, could be called ,,generalized isodynes”:

DAx, y, myy) = I(x, y, my)—foAy) = const, (5a)
Dy(x,y, my) = Ly(x,y, mg)—f,,(x) = const. (5b)
Functions f;.(¥) and f,,(x) can be determined from the boundary conditions. The genera-
lized isodynes P, and P, are simply related to the corresponding isodyne fields characte-
rized by the isodyne orders m,, and m,,:
D, = S,me(x, y)=frs(y) = const, (62)
@, = S;m(x, Y)—fy,(x) = const. (6b)
Relations (6a, b) can be used to determine the shear stress components ay, and o, and
their intensities 2., and 1,,..

0 0 d . . d
axy - = _é; qsx - —_Ty m.\'x(-x: J’) + 7;fxx(y) s d n'l\x.v(’\ V) +
, d
+fxx(y) = 71; txy(xa y)a (78.)
a a d
Oy = '——a—x_ (Dy = a 'n.w(Y y)+ f.v.v(x) dx n, wc(Y y)+
+fyy( V) = tyx(x ) (7b)

oD, .
fyy = tx.v(xa Y msxy) = fdxydy = '—f 3}) dy = _“Ssmsxy(x’ y)+fxx(y)+C1> (8a)

D
Bt = S, ) () C; (8D)

tyy = t.vx(xa Vs msyx) = foyxdx = '“f
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Obviously,
T,y =bt,, and T, = bt,. (9a,b)

At any chosen point ¢,, = 6,,, thus

d d
Ss {'H;’Insyx(x, y) - a;' msyx(x) y) = fx’x(y) _f)'ly(x)- (10)

Relations (10) can be used to check the accuracy of determination of the functions f;(y)
and f,,(x).

According to relations (3a, b) and (7a, b) two families of isodynes related to two
different — preferably mutually perpendicular — directions, for instance, I.(x,y) and
I, (x, y) or shortly (x, ) — isodynes, yield four independent pieces of information on the
values of the normal and shear stress components, 0y, 0y, Oxy and oyx, Where o,y = 0.
In additional, the fields of (x, y) — isodynes are related by the condition

Oxx+0Oyy = 01+0,
thus the equation of isopachics may be presented in the form:

0 0 d d
" djx'*'”a}“; D, = S, (E Mgy -+ —— msyy) = S;m; = const, (11)

ox dy
where m; denotes the order of isopachics and S, denotes the elastic coefficient of isopachics.

It is convenient to use the term »characteristic lines of plane stress fields” to denote
a set of functions characterizing the stress fields, such as the isostatics, isoclinics, isochro-
matics, isopachics etc. [10], [11]. Within such a framework the elastic isodynes represent
a new family of the characteristic lines of plane stress fields.

The four independent pieces of information given by (x, y)-isodynes describe three
independent stress components, ., Gy, Oy, = 0y} One piece of ihformation is redundant
and can be used to increase the accuracy of experimental evaluation of stress components
Various known techniques of differentiation of isodyne fields can be applied or adapted,
to determine the quantities of interest.

2.2 Photoclastic Isodynes. It has been shown [12] that it is possible to produce a particular
whole field scattered light intensity modulations related to chosen characteristic direction x,
when the following conditions are satisfied:

a) primary beam is co-planar with the (o, o,)-plane;

b) angle between polarization axis of primary beam and (o,, 0;)-plane is z/4.

¢) at each point of the scattering plane:

— observation angle is equal to a/2;

— azimuthal angles are equal to 0 or /2, respectively;

— optical paths between corresponding points in the object and the image planes
are the same. ’

The light intensity modulation can be described using the concept of constant intensity
lines, related to chosen characteristic directions x and y: '

Ly, o[kl = (1), = Fyy,2(x, y) = const, (12)
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where the subscripts 1, 2 denote light beams S, and S, scattered under the azimuthal
angles 0 and /2, respectively, Fig. 2.f

TRANSMISSION PHOTOELASTICY. ISODYNE PHOTOELASTICITY DEFINITIONS.
SAMPLAS OF RECORDINGS PROBLEM: STRESS DETERMINATION IN ARBITRARY

SECTIONS

P2 A p/2
y Material : palatal P6
.34#505 . A=6328 nm
. - E=1ER Solh; tg)=368 Nrm !
Z..,—' ::IQ
[T I_Lﬁ-vx_ - -
a * \'i/ 1 I: &4 &=const
[) -t x !
% v " i
5 x Tl time
iy 00— gX =] 12

Isochromatics

I /kly = (L
@: (1), =sin?Mm
®:(1,), = cos?Tm

Isodynes S
Is /Klgy = 1),
S‘; : (I’;.1 ) = sin’ﬂmsx

S;: {(Tg2)n =C052nmsx

Isodynes S’
y
Sy :(!2‘ bo = Sin?T my,

Y. - 2
82115z )p s cos Ty,

Fig. 2. Square plate with an unsymmetric hole loaded by three forces: scheme of experiment, and iso-
chromatics and isodyne fields

It is easy to show that the intensities of scattered beams S, and S, depend on the state
of polarization at scattering points and there-fore carry information on the magnitude
of the relative retardation produced along the path of primary beam S,:

(I5)n = sin’am,, = sin? wz”‘ = 0.5(1 —cos2mm,,) = 0.5(1—cosy,,) = F7(x, y),

(13)

(BZ2)n = cos®am,, = cos? % = 0.5 (1 +cos2mm,,) = 0.5(1 +cosy,,) = F&(x, »),
(14)
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CHARACTERISTIC LINES OF PLANE STRESS FIELD BY ISODYNE PHOTOELASTICITY:
— LINES OF CONSTANT NORMAL FORCE: P,(x,y) = constant

— DISTRIBUTION OF NORMAL FORCE IN A CROSS-SECTION: P, = P .,

— DISTRIBUTION OF NORMAL STRESS IN A CROSS-SECTION : g, = s,(x, c)

P/2 YA pl2 € . ] Radiation: A =632.8 nm
_BL_,.l st —'!_' Material: polyester P6;
. Syl 10) =368 mm*

to time

t
l T P Remark: specimen is not symmetrical
1leg| A || \
f [

R =R {x,c} oy = oylx,c)

Z B /
x X P/2 y P2
- 00—+ ok 2 2 ith \ }
Isodyne fields SI[  jand SH 1. 60
R oyl =Samay % %)
vk P/2 '
y=c
(xg,c
X
L+ Py(xn)c) z
=
T20 @
6 v
| . a.
g l 1]
81ao
mg ¥ P, 1kN]

Fig. 3. Square plate with an unsymmetric hole loaded by three forces: isodyne stress analysis in selected
cross-sections

where the rate of wavefront separation is given by

dR, = Adm,, = —21—7? Ady,, = (n1—n3)dx = Cy(0,—03)dx = C,C,dx, (15)

or
A dmg dmg, 1 dp,,
O'y - —-C-: dx = So dx - "2'; o dx ) (16)
and
P, 0, x) = f bo,dx = bS,;mg = Scn,. 17
0

Obviously, the elastic and photoelastic isodynes are formally identical,

(Iy)elastic = (I,,) photoelastic, (18)
(1,,y)elastic = (J;,) photoelastic.
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When the boundary conditions are such that the functions f-(»), fy,(x), C; and C, vanish
then the elastic and photoelastic isodynes are identical with the first derivatives of Airy
stress function.

More information on the theory and technique of isodyne photoelasticity is given
in References [6, 9, 12 - 26, 31].

2.3 Examples of Applications. Isodyne photoelasticity allows to determine — reliably,
easily, and inexpensively — all components of plane stress fields in chosen cross sections.
This method is particularly suitable to collect information on stress ficlds needed to evaluate
stress intensity factors, three-dimensional stress states in regions of notches and cracks,
interlaminar stresses in composite structures, residual stresses, thermal stresses, etc.

Figures 2 and 3 illustrate the theory, technique, and applicability of the isodyne pho-
toelasticity.

It appears that the isodyne photoelasticity is particularly suitable to determine ranges
of applicability of analytical methods of stress analysis.

Isodyne photoelasticity makes it possible to develop new techniques for determination
of surface stress components in engineering prototypes, The related method of isodyne
coatings is presented in [19].

3. Gradient photoelasticity

3.1 Basic Relations. It has been known for a very long time that the path of light pro-
pagating through inhomogeneous bodies is not rectilinear — light path is curved. A parti-
cular example of this phenomenon is the well known mirage.

It has been observed that a noticeable mirage effect is produced by stress state in photo-
elastic objects [21 - 23]. This effect limits the resolution of photoelastic measurements [21],
and obscures isochromatic fields in regions of high birefringence gradients [22], Fig. 4.
However, this effect can be utilized to measure particular residual stress states [23]. It
has been shown recently that the optical anisotropy caused by an inhomogeneous stress
state produces a noticeable separation of each curved light Beam; this effect can be used
to determine the gradients of some linear functions of stress components and the values
of absolute stress-optic coefficients [24 - 27].

1t is common to present the influence of the optical inhomogeneity of a body on the
geometry of the path of light propagating in this body by the simplified relation [28]:

K= —él-l—i? = —ln— (gradn—%@) = gradlnm——i- % 5 19)

The most general phenomenological mathematical model of the stress/strain produced
optical anisotropy presents an alteration of an optical parameter as a linear homogeneous
function of the components of the stress or strain tensors, [29]. The relations presented
in [29], together with the relation (19), lead to the following relationships between the
curvatures of both ray components propagating with the velocities v, v, and the stress



LIGHT PROPAGATION THROUGH A SOLID BODY:
INFLUENCE OF INHOMOGENEITY GRADIENT, AND ANISOTROPY GRADIENT

ISODYNE AND GRADIENT PHOTOELASTICITY

CAUSED BY STRAIN/STRESS GRADIENTS

K=

1
p

Co
n,: = C—y’
D,,0, :beam deflections,
being the measures of
the stress strain induced
inhomogeneity and aniso-
tropy, and of the values
of absolute photoelastic
coafficients:

Y = grad lnn-’ﬁgsﬂ's‘

65

Fig. 4. Paths of light in a bady which became inhomogeneous, optically and mechanically, under influence
of an inhomogeneous stress field: influence of gradients of the sum and differences of principial stresses

tensor components:

where

and

where

1

— 1
Y = -
n

(gradn1 — —d;si E) ,

ny, = no+Cy0,+Cy(0,+03),

n, = no+Cy 0,4 Ca(o3+0y).

(20)

3y

22)

@3

These equations can be used as a fundation of a mathematical model relating deflections
of a light beam traversing a body to gradients of the sum and difference of principal stresses.

5 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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LIGHT PROPAGATION THROUGH SOLID BODY, DEFLECTIONS IN FUNCTION
OF MEAN STRESS GRADIENTS

1 ds g+ 0y
— (ADx+4D)) = /; , -

.(Ty_
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Fig. 5. Gradient photoelasticity: example of the dependence of light deflection on gradient of the sum of
principial stresses

This model, when applied to plane stress states, yields simple linear equations between
the deflections, stress gradients and values of the absolute and relative stress-optic coef-
ficients C;, C, and C, = C, — C, where, of course,

Ci, Cz, C = C(}~) (24)
Transmission photoelasticity yields:

Ny —n,
o = _ = —————— 5
Co= €= Cy = 12 @
3.2 Examples of Mirage Effect Applications. Typical form of the mirage effect produced
in a photoelastic object is presented in Fig. 4, [22]. The magnitude of the mirage effect
depends on the orientation of polarization axis, Fig. 4. In a general case, the impinging
unpolarized beam is resolved into two polarized beams, curvature of which is approximated

by relations (20) and (22).
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Using measurement system depicted in Fig. 5 it is easy to derive relations between
deflections D, D,, D,—D,, Fig. 4, and corresponding gradients of the symmetrical
and deviatoric parts of a stress tensor. Typical results are presented in Fig. 5. Obviously,
the magnitude of effect depends on the wavelength of radiation.

Gradient photoelasticity yields directly data on values of gradients of the sum and
difference of principal stresses, which are of particular interest in regions of high stress
gradients, e.g., in regions of notches or crack tips. )

An analysis of the method of integrated photoelasticity from the point of view of
gradient photoelasticity is given in [30].
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Pesonme

N30IUHHAS U I'PATUEHTHASA POTOYIIPYIOCTE. PU3NYECKHE
N MATEMATHUUYECKHE MOIEJIHN BO3MOXHOCTH 11 IIPUMEHEHHWA

Tlox TepmmHOM M30OMEL NpeIoKeRHbLIM [TunaepoM 1 MasypkeBnuem MOBHMaeM HOBOE CEMEICTRO
JIAEMi XapAKTePHDLIX TUIOCKOMY HANpsHKeHHOMY cocTostHuio, M3 stux ymbmit BosHMKaioT uH(OpManum
OTHOCHTENBHO EJION HOPMAHLHON CHNBI, HehCTBYyIONnel B ONPERCNCHHOM CEHEHMH MORCIM.

JBa cemeiicrBa H30RMH onpejeNeHybIe JUIA NBYX XaPAKTEPHLIX HANDABJIEHMA JENaloT BO3MOXKHBIM
OIpeIe/INTh 3HAUEHHUA BCEX TPEX COCTABJIAIOLIMX IIIOCKOTO HANPSIKEHHOIO COCTOSTHMA. 3aMbICe)l M301MH
ABJIAETCA peaynbratom npepioxensoro ITuunepom u Craprom 0GOOIIEHHA TEOPHH PaccesHOTo CBETa.

MeToxR M30IHH MOYKHO IIPUMEHATH KAK IS AHamM3a (GOTOYNIPYTUX MoJeNieH TaK M ACHONb3Ys METOL
GOTOYNPYTOCTH CNOA X HNEHCTBUTENHLHBIM JETallAM MalliH .

Tepmun rpaguenTsast GoToynpyrocTs npeanonoxeHunni Ilmpepom u Xexepom 0603HadaeT HOBBIH
¢oTOynpYTRil MeTox, MCIONB3YIOIMH 3aBUCHMOCTh MCKDHMBJICHHA Jyda cBeTa B (OTOYNIPYroM OOBEKTE
OT IPafMEHTOB ChHEepHIECKON M HAKJIOHHOH COCTRBNAIOUIMX TEH30pA HANPSDKeRMH W aedbopManmu.
Hcnonssyst oCHOBHYIO MATEMATHYECKYIO Momelh doroynpyroro addeKTa, IpeamonoxeHnyo PamMaxan-
Ipasom M Pamaminadom, rpagueHTHAS OTOYIPYTOCTs BEAET HEMOCPEACTBEHHO K aGCOMIOTHBIM H OTHOCH-
TEJBHLIM 3HAYCHMAM (POTOyNpPyrux KoddHUHMEHTOB B 3aBHCHMOCTH OT JUTHHBI BOJIHBI 3JIEKTOMAarHFTHOLO
M3JTyYeHNA .

0062 MeTofa MOYKHA IPHUMEHUTD, MPUMEPHO, K ONpemesIeHHio KoadHienTa MHTEHCHBHOCTH Ha-
OPHKEHUA WIKM COCTaBIAIONMX HAPSDKEHUA B KOHCTPYKIMIX U3 KOMIIO3HTOB.

Streszczenie

ELASTOOPTYKA 1IZODYNOWA I GRADIENTOWA.
MODELE FIZYCZNE I MATEMATYCZNE, MOZLIWOSCI I ZASTOSOWANIE,

Termin izodyna zostal zaproponowany przez Pinder¢ i Mazurkiewicza i oznacza nowa rodzing linii
charakterystycznych dla plaskiego stanu napreZenia. Linie te dostarczaja informacji o catkowitej sile nor-
malnej, dziatajacej na okre§lonym przekroju modelu. Dwie rodziny izodyn wyznaczone dla dwéch.- charak-
terystycznych kierunkéw pozwalaja wyznaczyé wartoéci wszystkich trzech skladowych plaskiego stanu
naprezenia. Pomyst izodyn jest rezultatem prezentowanego przez Pindere i Starke uogolnienia teorii wiatla
rozZpraszanego. i

Metoda izodyn moZe by¢ stosowana dla modeli elastooptycznych jak rowniez rzeczywistych elemen-
tow maszyn wykorzystujac metode warstwy elastooptyczne;j.

Termin elastooptyka gradientowa zostal zaproponowany przez Pinder¢ i Heckera dla oznaczenia
nowej metody elastooptycznej, wykorzystujacej zaleznosci pomiedzy zakrzywieniem promieni $wiatia
w obiekcie elastooptycznym a gradientami skiadowej kulistej i skladowej skoénej tensora napreZenia lub
odksztalcenia, Wykorzystujac podstawowy model matematyczny efektu elastooptycznego przedstawiony
przez Ramachandrana i Ramaseshana, elastooptyka gradientowa daje natychmiast wartoéci absolutnych
i wzglednych wspolczynnikéw elastooptycznych w zaleznosci od dlugoéci fali promieniowania elektro-
magnetycznego.

Obydwie metody moga by¢ stosowane np. do wyznaczenia wspoOlczynnika intemsywnosci napreZen
a roéwniez do wyznaczenia skladowych napr¢zenia w konstrukcjach z kompozytow,

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 lutego 1983 roku
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SOME PRACTICAL PROBLEMS OF DISPLACEMENT AND STRAIN
MEASUREMENT BY INCOHERENT SUPERPOSITION OF INTERFEROGRAMS
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In this paper the suitability of using the regulated pathlengh interferometer due to
automatization of 3-D displacement and surface strain measurement as well as problems
faced in dealing with the accuracy of the measurements are examined. Data needed for
determining all three components of displacement vector are stored on single plate. The
displacement and deformation of surface point of a disc subjected to diametral compression

- was measured to investigate the effectiveness of this technique.

Introduction

The quantitative investigation of displacement vector fields by holographic interfe-
rometry requires recording in at least three different interferograms. The conventional
multiple hologram method [3] gives different perspectives for views through each of the
plates.

Considering the automatization of the evaluation of holograms (the first problem-
automatization of fringe counting) the important problem is, what kind of interferometer
should be used. In this experiment such an interferometer was chosen, which records
independent interferograms simultaneously by incoherent superposition of holograms [6].
The most important property from a point of view of automatic fringe inspection is an
accurate identification of corresponding object points on each of interferograms; this
is because of the same observational direction for all the interferograms.

Regarding the methods of evaluation of the displacement vector, the authors [2]
examining the Haines and Hildebrand method, the Bronch-Bruevich single hologram
method as well as the improved version of the latter (Dhir-Sikora method), have arrived
at a conclusion that by comparing theoretical and experimental results, the most suitable
and with the smallest error is the Dhir-Sikora’s. This method uses at least four observation
points to obtain an overdetermined set of linear simultaneous equations relating the
fringe shifts with three unknown components of displacement and obtains the result by
the least square principle [11]. The discrete values of displacement components are smoothed
out by cubics splines, after this strains are computed.
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The most important properties of regulated pathlength interferometer

The recording of different interferograms on a single plate for evaluation of 3-D di-
splacements is made simultaneously. Independency of interferograms is a result of the
absence of correlation between beams not belonging together. The uncorrelation can
be realized by producing an optical pathlength difference among corresponding beams,
which is larger than the coherence length of the laser used in the experiment. In orderto
be able to reconstruct interferograms separately there must be present so much reference

beams as illumination beams.

Holographic displacement measurement

Let us investigate the problem in Descartes orthogonal coordinates:

Au
ﬂ3 (Xp Ypr2p)
Object
Ki Bp
luminatio X
Py (x4,41,21) Ry Ko
Z L) !
Observation
P2 (%2, Yz, 22)
Fig. 1

A displacement vector: .
L=Li+L,j+Lk.

(D

P is a point on the object corresponding to a space vector R,, for the object illuminated
from a point source defined by R,, the reconstructed image can be observed from a point

described by R,.
Let us define the illumination vector K; and the observation vector K :

R, = xpi‘*‘yp_j"_zpk’

R — Cop—x)i+O~r)j+(z,—z)k N

PR T e DO L SN
[R,~R,] [(p—x1)% 4+ (o= y0)* + (2, — 2) 1M .

- (X2~x) i+ (Y2—yp)i+(zs—2z)k N

K=k Ro—R, _ 2 pz_ (»2 ypzl (€2 .,)_12 — kK,

Ry~ R, [(xZ_xp) + (2= +(Z2"Zp)2]l -

where K, K, are the unit il_lumination and observation vectors, respectively, and
2

|Kl| = l‘KZI = /C = _,j'.___

()

3

(4)

(%)
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is the magnitude of these vectors, with the wavelength 2 of the laser light,
The phase shift due to observations of the virtual image from different directions can be
written as:

=KL =2N. ©)

where
2N = Q2 (7

is fringe locus function.
K matrix consist of m different sensitivity vectors:

-
§2 _Kl = Ké_K%’
= K* = K3—K3,
K= K® where T 7 (8)
: K™ = KP—KT,
K" |

and m = 3, means number of observations.

Independent on how carefully and how many observations are made, there will be always
some errors E.

ity
2

I

| L-2. ©)
The purpose of the analysis is to mininalize all of the errors squared, that is:

E* = (K- L-Q). 0
In order to minimize the square of error the partial derivates of Eq. (10) must be zero:

r

{D1s—gn L-0r} =0, an

m= 1

2
oL,
where i = x, y,z

m=1,2,3, ..., ris number of all observations.
The solution of Eq. (11) in matrix form is:

L=("- K" KN2n _ (12)

where KT is transposed mairix of K.

Experiment

As a model there was used a plexiglass disc with diameter 90 mm, thickness # = 10 mm
(E = 3.2-10* N/m?, u = 0.385) subjected to diametral compression [4].

The optical elements used in experiment: M-mirrors, BS-beamsplitters, COLL.-colli~
mators, PL-microscope lens with pinholes, H-holographic plate (Agfa Geavert 8E75),
O-object, L-He-Ne laser with output power of 50 mW.

In the measurement the ,,zerofringe” method was applied by using an elastic strip,
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A
E

Fig. 2 Fig.3

M4

which was stuck between the loading framework and the holographic slab. Two collimators
(Carl Zeiss Jena make) were used for producing two plane wave references (& 50 mm).
The basic principle of building of holographic interferometers is to maximalise it’s
sensitivity on the smallest displacement component and to decrease it’s sensitivity on the
largest displacement component. The illumination points (P1L1, P2L2) were chosen
accordingly to sensitivity of the L, component and L,, L, components, respectively.
The difference of the optical pathlengths between corresponding beams was A/ = 1820 mm.

Evaluation of interferograms

Interferograms were recorded in double-exposure method. They were evaluated along

horizontal as well as vertical diameter. In the reconstruction process the holographic
plate was illuminated by original reference beams; the two independent interferograms
were photographed through six observational points (Fig. 4)
Typical fringe pattern belonging to different references are shown on Fig. 5. The numbers
of the fringe order were determined semiautomatically on the basis of photographs with
interference patterns. In each of investigated points twelve sets of fringe order data were
given (six different observational point belong to one reference).

The determination of the number of the fringe order looks as follows: the observer
marks the geometrical centre on each fringe (black and white) along the investigated
line and then with the aid of a drawing digitizer puts the geometrical data and integer
fringe number to a computer connected via interface card. The program based on the
least square principle chooses an appropriate polynomial and evaluates fractional fringe
order numbers at the required points.

Displacement components along the horizontal diameter were determined using the
Eq. 12. Displacement components: L, L, L, along the horizontal diameter were computed
in 17 points and are shown. on Fig. 6. Displacement components along the verical diameter
o(Ly)

oy

are shown on Fig. 7. For further derivatives ¢, = only the central range of y e
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€ (—28.125; 28.125) is considered because of boundary disturbances due to applied
forces. From the Fig. 7 can be seen, that point 4(0; —45;0) practically didn’t] move
so the orthogonal coordinates can be reduced at that point. The rigid body motions are
expressed in rotations 6, ©@,., 0,,.
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From the plots of Fig. 6 and Fig. 7: 0,, = 3.67 - 10~3(rad), ®,, = 6.1 - 107° (rad), 6,, =
= 3.15- 1073 (rad).

- To obtain the value of deformation the values of L.(x,y = const), L,(x,y = const),
L,(x = const, y), L,(x = const, y) at discrete points of the surface are needed; afterwards
there is a need to smooth the data by fitting an apprioprate curve to it. Smoothed spline
functions [1], [8] are appropriate choice for fitting the displacement data as the objective
of subsequent differentation. They are attractive for three reasons: their definition is
based on the theory of mechanical deformation, second derivates are understood a priori,
and their application to interferometric determination of strain has been studied [13].
The values &, evaluated along horizontal diameter are shown on Fig. 8 and the values
of &, are shown on Fig. 9.
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Discussion about accuracy of the measurement

There are two main error sources:
a) errors associated with measuring the system geometry
b) innacurate determination of fringe order values.
Two inequalities corresponding to these errors are as follows (8):

”ﬁ%”” < cond ({__()-—':Ifl%:l , ””1% < cond (5)-%#, (13), (13)

where cond (K) = [IKII* [IK~*]I, (15)
1s the value characteristic of the sensiavity o; inter—ferometer, and

|IK]| = (max - eigchvalue of 57‘-@1/2, (16)

where K7 is transpose matrix of K.

For quick determination of the error, which is found by evaluation of displacement vector
components another way was proposed [12]:

e )

where ¢y is an angle between (—K%) and K¥ vectors and AN,;(k) is an absolute error
occured by reading fringe order values.
Here:

Ag, = 1° (0.17 rad) |
Ny (k) = 0.25
q?km“ = 62.30

So depending on the fringe order, the accuracy changes in range of 8%, < 8Ly £ 13.5%;
for the central part of disc 4L; £ 9%. Obviously, a lower fringe order results in higher
error. This error is transported into deformation countings. But, knowing the character
of displacement by choosing a sufficient ,,smooth factor” [1] the spline functions can be
better fit to discrete points of displacement. However, if the character of displacement is
unknown, there is a custom to give for smooth factor value of standard deviation [13].

Recapitulation Suggestions

The difference between theoretical and experimental results can be explained at first
by small size of the hologram plate (6x9 cm), which caused too small shifts of fringe
order by changing observational points. The second main reason considered, could be
found in the model loading system, which didn’t load the disc pointwise as it is assumed
in theory. Small rotations were observed, but their influence on the strains are negligible.
By examining small models it would be worth testing the usefulness of reflection holograms
in evaluating displacement field. Using reflection hologram in setup similar to proposed
(only the hologram plate is closer to model), large fringe order shifts can be obtained
which results in higher accuracy.
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Peaome

HEKOTOPBIE INPAKTUYECKUE IIPOBJIEMBI U3SMEPEHUY NEPEMENEHUN U
JEDPOPMALIYI ITPY UHKOTEPEHTHOM CYNEPIIO3UITNU MHTEPGEPOIPAMM

Hudopmanusa 0 MEXAHAYECKHX XaPaKTePHCIHKAX OOBLEKTOB B 3KCHEPYMEHTAIBHON MeXaHuKe TIoNy-
YaeTCsA U3 SKCNEPHMEHRTOB IO omnpepeyienuio nosueid gedopmanmit u Hanpsoxenwmit. g Taxux uccmeno-
BaHHUH MOTYT 6_1:1’!‘5 HICIIOb30BAHBI METOLEI rojIorpaduueckoi MaTephepomerpum. B aroit paBore moka-
3aHO OnpeJIefieHHe IOJIST MIEPEMENIeHHA TOUEK NIOBEPXHOCTH O0OBEKTa HCIOJB3YA MHTepdEpPOMETp ¢ pery-
JIEPOBAHON ONTHKOM IYTEM, KOTOPEIH J8€T BO3MOMHOCTh aBTOMATHYECKOM MHCITEKIMY HHTepheporpamm.
JHcKpeTHOE HONe nepeMenieEdsa anIpPOKCHMHEPOBAHO € IIOMOINBIO CINAiH-(bYHKIM TPEThero IMOpAKa
H onpefeseHo AehOpMaLMIO AN AHAMETPaJIBHO CHKATOrO ZUCKA.

Streszczenie

PEWNE PROBLEMY PRAKTYCZNE POMIAROW PRZEMIESZCZEN I ODKSZTALCEN
PRZY NIEKOHERENTNEJ SUPERPOZYCJI INTERFEROGRAMOW

Pokazano przyklad zastosowania interferometrii holograficznej do pomiaru przemieszczeri i odksztal-
cef za pomoca interferometru z dwiema wzajemnie niespéjnymi wiazkami odniesienia. Mozliwo§é obser-
wacji tego samego punktu badancgo ciala na roznych interferogramach — zmieniajac wiazki odniesienia
pozwala na automatyzacj¢ odczytu prazka bez koniecznosci identyfikacji punktow powierzchni. Przepro-
wadzony eksperyment ma na celu zbadanie efektywnosci tej techniki.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 2 lutego 1983 roku
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1. Wstep

Praca prezentuje wyniki uzyskane w efekcie przystosowania metody immersyjnej in-
terferometrii holograficznej (IMHI) do badania mikronieréwnosci powierzchni technicz-
nych. Stanowi kontynuacj¢ wezesniejszych prac autoréw w tej dziedzinie [1], [2], [3].

Rozw6j techniki budowy maszyn i postep technologiczny wymaga nowych, coraz
dokladniejszych metod badania topografii powierzchni. Podstawowe znaczenie dla pro-
ceséw zuzycia, smarowania granicznego, wytrzymalo$ci zmeczeniowej, przewodnictwa
elektrycznego i cieplnego kontaktu cial ma tekstura powierzchni bedaca koncowym efek-
tem obrébki oraz docierania i zuzycia.

Niezbedny postgp w metodyce badan topografii powierzchni powinien jak si¢ wydaje,
i§¢ w kierunku nieniszczacych, bezdotykowych metod badan, fatwych do automatyzacii,
o zakresie pomiarowym zmiennym w szerokich granicach, dajacych si¢ atwo zastosowac
do obiektéw bedacych w eksploatacji dla umozliwienia obserwacji proceséw zuZycia. ;

Do oceny wlasnoéci trybologicznych powierzchni najczesciej dotychczas stosuje sie
metody oparte o badania profilometryczne. Na podstawie profilogramdéw wyznaczane
sa rozktady wierzchotkéw, dolin, promieni zaokraglenia, pochyloéci stokéw .mikronie-
réwnosci. Wedlug zgodnej opinii badaczy najbardziej przydatne do jednoznacznego opisu
zlozonej konfiguracji powierzchni sa dwuwymiarowe mapy warstwicowe [4], [5]. Mapy
takie sa tworzone dotychczas na podstawie danych-z wielu przekrojéw uzyskiwanych
najczesciej metoda profilografometryczng.

Udoskonalona metoda immersyjna interferometrii holograficznej wykorzystujaca
przezroczyste repliki badanych powierzchni, specjalnie skonstruowana kuwete immer-
syjna oraz uklad mikroskopu holograficznego umozliwia otrzymywanie w sposéb bez-
posredni dwuwymiarowych map warstwicowych nier6wnosci powierzchni.

Mapy warstwicowe odwzorowujace mikrotopografic badanych powierzchni w kilku-
setkrotnym powigkszeniu umozliwiaja opis geometrii oraz wvznaczenie nowych para-
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metréw trybologicznych, charakteryzujacych anizotropi¢ powierzchni, opory przeplywu
smaru lub noéno$é powierzchni jak np. powierzchniowa krzywa nosnosci.

W pracy zawarte jest tez pordwnanie wynikéw uzyskanych metoda immersyjna z wy-
nikami pomiaréw mikrogeometrii tych powierzchni metoda profilografometryczng przy
uzycin Talysurf 5.

W przypadku stosowania replik do badania chropowatosci podstawowym zagadnie-
niem jest okreSlenie wiernoéci odtwarzania szczegélow powierzchni przez materiat rep-
liki [6].

Wierno$¢ odtwarzania mikronieréwnoéci przez uzyte do badad przezroczyste repliki
z gumy silikonowej zostala sprawdzona przez poréwnanie map warstwicowych na po-
wierzchniach przetoméw szklanych i zdjetych z nich replikach oraz przez poréwnanie
okreslonych na tej podstawie parametréw geometrii powierzchni i jej repliki. Opisywana
bezdotykowa metoda immersyjna interferometrii holograficznej (IMHI) do badania
mikronierdwnosci powierzchni posiada szereg zalet w stosunku do rozpowszechnionych
metod profilografometrycznych. Mozliwo$é znacznego zwigkszenia dokladnosei warstwi-
cowania i skomputeryzowania procesu opracowania map warstwicowych podnosi kon-
kurencyjno$¢ tej metody.

Wykaz oznaczen:

A — dlugo$é fali §wiatla uzytego w badaniach;
ny, n, — wspdlczynniki zatamania $wiatla plynéw immersyjnych;
AZ — réinica glebokosci miedzy kolejnymi warstwicami;

Ropax/(Rmax)p/ — najwigksza wysoko$é chropowatosci sposrod wszystkich pododcinkéw
lub fragmentéw pol pomiarowych;

Ryn/(Ren)p] — $rednia wartodé Ry, pieciu kolejnych pododcinkéw lub fragmentéw
pol pomiarowych;

Ry/(Rr),/ — najwigksza wysoko$¢ chropowatosci na calym odcinku lub polu po-

miarowym.

2. Technika eksperymentalna

Metoda holograficznego warstwicowania powierzehni (IMHI) wykorzystuje zjawisko
interferencji frontéw falowych, ktére zachodzi podczas rekonstrukcji hologramu zareje-
strowanego metoda podwdjnej ekspozyciji [2]. W tym przypadku kazda z dwu ekspozycji
jest dokonywana po napelnieniu kuwety plynem immersyjnym o innym wspélczynniku
zalamania $wiatla.

Zrekonsfruowany obraz holograficzny powierzchni pokryty jest siecia interferencyj-
nych prazkéw warstwicowych o wzglednej réznicy glebokosci miedzy nimi:

yl

ny—na

4z = Zyyy—Zy =

AZ zalezy od dlugoci fali 1 uzytego $wiatla laserowego oraz od réznicy wspiczynnikéw
zatamania $wiatla n, i n, plynéw immersyjnych. W celu uzyskania map warstwicowych
badanych powierzchni zastesowano udoskonalona przez autoréw metodg immersyjna
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interferometrii holograficzoej (IMHI). Zaprojektowano w tym celu nowy uklad optyczny
1 kuwet¢ immersyjna nowej konstrukeji [1].

IAD

Rys. 1. Uklad badawczy do warstwicowania replik w §wietle przechodzacym. 1 — laser He-Ne, 2 — po-
laryzacyjny dzielnik wiazki, 3, 4 — zwierciadla 100%, 5 — przezroczysta replika, 6 — kuweta immersyjna,
7 — mikroskop holograficzny, 8 — obiektyw, 9 — plyta holograficzna

Schemat ukladu badawczego przedstawionego na rys. 1. Wiazka §wiatla lasera h
lowo-neonowego (1) o dlugosei fali 4 = 632,8 nm zostaje podzielona w polaryzacyjnym
dzielniku wiazki (2) na wiazke przedmiotows i wiazke odniesienia. Wigzka przedmiotowa
po odbiciu od zwierciadta 1009 (4) przechodzi przez kuwete immersyjna (6) i umiesz-
czdnq w niej przezroczysta replike (5). Nastepnie jest rzutowana przy pomocy ukladu
optycznego (7) na plyte holograficzna (9). Wigzka odniesienia po odbiciu od zwierciadla
100% (3) zostaje przeksztalcona przez obiektyw (8) w wiazke kulistg i pada bezposrednio
na plyte holograficzna (9). Rejestracja hologramu i rekonstrukcja obrazu holograficznego
odbywa si¢ w tym przypadku w wigzkach kulistych tworzonych z wiazki $wiatla wycho-
dzacej z lasera za pomoca obiektywdw mikroskopowych. Zastosowana do tych badan

replika
s

h=06+1

elementy dystansowe

7

A PG|
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/ plaszczyzna odniesienia

Rys. 2. Kuweta immersyjna

powa kuweta immersyjna (rys. 2) umozliwia szybkg zmiang replik i tatwa identyfikacje
punktéw pomiarowych. Srednica przestrzeni pomiarowej kuwety wynosi ¢ 26 mm, a od-
legtoéé miedzy ptaskoréwnoleglymi szklanymi écianami kuwety jest regulowana za po-
moca kulek dystansowych o $rednicy od dziesigtych czgéci milimetra do kilku milimetréw.
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Odleglosé ta jest uzalezniona od grubofci repliki i wymaganych pochylen jej powierzchni
wzgledem plaszczyzny odniesienia, ktora stanowi przednia §ciana kuwety. Kuweta jest
przystosowana do mocowania w typowych uchwytach z zestawéw holograficznych pro-
dukeji P.Z.O.

Repliki badanych powierzchni wykonano z przezroczystej gumy silikonowej Pola-
stosil M2000 metoda odlewania mieszaniny gumy z utwardzaczem na interesujacym
fragmencie oczyszczonej powierzchni. Do uformowania repliki o odpowiednich wymiarach
uzywa si¢ pierscienia metalowego o doktadnie wykonanych, plaskoréwnoleglych powierzch-
niach podstawy, wewngtrznej $rednicy @ 10 mm i grubosdci 0,5 mm. Tak wykonany pieré-
cien jest naloZzony na dokladnie oczyszczona badana powierzchnig. Objgto$é wewnatrz
pierscienia wypelnia si¢ plynna guma silikonowa a nastepnie dociska si¢ plaskoréwnolegla
plytka szklang stanowiaca tylna sciang kuwety. Po utwardzeniu gumy silikonowej oddziela
sig plytke ze znajduiacy si¢ na niej replika od badanej powierzchni i umieszcza w kuwecie.
W badaniach uzywano jako plynéw immersyjnych: powietrza o wspoiczynniku zalamania
Swiatla n = 1,00029, alkoholu etylowego o wspélczynniku zalamania §wiatta » = 1,36140
co przy uzyciu $wiatla lasera He—Ne daje réznice glebokoséci miedzy kolejnymi warstwi-
cami 4Z = 1,75 um. Dla powierzchni o malych chropowatosciach zastosowano inny
zestaw plyndw immersyjnych; powietrze (n = 1, 00029) oraz wzorcowa ciecz immersyjna
IMF o wspdlczynniku zalamania §wiatla n = 1,618, co przy tej samej dlugosci fali $wietl-
nej daje réznice giebokosci miedzy warstwicami AZ = 1,024 um. Powietrze jako plyn
immersyjny nie zanieczyszcza powierzchni repliki, a cienka warstwa wzorcowego plynu
immersyjnego IMF lub alkoholu zawarta mig¢dzy powierzchnia repliki a plaszczyzng od-
niesienia utrzymuje si¢ dzigki napigciu powierzchniowemu. Zastosowany w ukladzie op-
tycznym mikroskop holograficzny pozwala na otrzymanie w plaszczyznie plyty hologra-
ficznej kilkusetkrotnie powigkszonego obrazu holograficznego powierzchni repliki. Zre-
konstruowany wiazka -odniesienia obraz holograficzny pojawiajacy si¢ w plaszczyZnie
plyty holograficznej, charakteryzuje si¢ duza jasnoécia i bardzo dobra czytelnoscig po-
krywajacych go prazkéw interferencyjnych. Obraz taki moze by¢ zarejestrowany aparatem
fotograficznym lub moze by¢ obserwowany za pomoca mikroskopu optycznego, o ile
wymagane sg jeszcze wiegksze powiekszenia.

3. Zastosowanie holograficznych map warstwicowych do okre§lania
parametréw trybologicznych powierzchni

Dla wykazania przydatno$ci metody warstwicowania holograficznego do okreslania
parametréw trybologicznych powierzchni technicznych poddano badaniom szereg po-
wierzchni metalowych o réznych sposobach i réznej dok¥adnosci obrobki. Dia powierzchni
tych wykonano repliki, a nastgpnie w opisanym powyzej ukladzie optycznym uzyskano
mapy warstwicowe mikronieréwno$ci powierzchni.

Migdzy innymi badano mikrogeometri¢ powierzchni tytanu po obrébee struganiem.
Urozmaicony charakter mikronieréwnosci tej powierzchni pozwolil wyeksponowaé zalety
holograficznego warstwicowania powierzchni. Na rys. 3 przedstawiono mapeg warstwico-
wa na fragmencie repliki tej powierzchni przy réznicy glebokosci migdzy warstwicami
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Rys. 3. Uklad warstwic powierzchni struganej probki tytanowej. Réoznica glebokosci miedzy warstwicansi
Az = 1,75 pm

Rys. 4. Mapa warstwicowa opracowana na podstawie obrazu prazkéw interferencyjnych (rys. 3)

. 4Z = 1,75 uym. Na podstawie obrazu linii interferencyjnych z rys. 3 wykre§lono mapg
warstwicowa 1 oznaczono rzedy warstwic (rys. 4). Jednoczes$nie przy uZyciu przyrzadu
Talysurf 5 otrzymano profilogram powierzchni wraz z wydrukiem parametréw chropo-
wato$ci powierzchni (rys. 5). Mapa warstwicowa (rys. 4) poshuzyta do wyznaczenia war-
toéci niektérych parametré$w chropowatosci oraz powierzchniowsj krzywej no$nosci,
ktére poréwnano nastepnie z warto$ciami parametréw zmierzonymi profilografometrem
Talysurf 5. Na rys. 6 pokazano przebieg powierzchniowej krzywej no$nosci uzyskanej
na podstawie mapy warstwicowe] oraz liniowej krzywej no$nosci tej powierzchni wykreslo-
nej za pomoca profilografometru Talysurf 5.

6 Mech, Teoret, i Stos. 1—2/84
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Rys. 5. Profilogram i wydruk parametréw chropowatoéci uzyskanych przy uzyciu Talysucf 5 dla tej samej
powierzchni prébki tytanowej, ktdrg opisuje mapa warstwicowa na rys. 3

Mozna stwierdzi¢, ze liniowa krzywa nosnoéci jest bardziej ptaska i zblizona do po-
wierzchniowej krzywej no$nosci, jedynie dla srednich wartoéci udziatu nosnego. Natomiast
dla warto$ci udziatu no$nego mniejszych od 20% i wigkszych od 60% wystepuja istotne
réznice w charakterze obu krzywych. W przedziatach tych powierzchniowa krzywa noé-
nosci dokfadniej okresla rzeczywista powierzchnie kontaktu przez uwzglednienie najwyz-
szych szczytow i najnizszych dolin, ktére stylus profilografometru zazwyczaj omija (miedzy
innymi wskutek ograniczonej sztywnosci i okre§lonego promienia stylusa). W ten sam
sposéb mozna wytlumaczy¢ fakt, iz wartoéci parametréw chropowatosci wyznaczone na
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Rys. 6. Wykres powierzchniowe]j krzywej no$noéci sporzadzonej na podstawie mapy z rys. 5
oraz odpowiadajacy tej powierzchni wykres liniowej krzywej noénoéci otrzymanej z Talysurf 5

IMHI | TALYSURF S/T-H/|  Rypa Rron
Rio/Radp | 26,5 0m | 14,46 m 169 %
Ry Rup | 18,9 pm 10,73 pm 176%
Ry /iRyp | 26,2 pm 16,65 pm 158%

Rys. 7. Porownanie wartoéci niektorych parametrow chropowatosci powierzchni struganej probki
tytanowej wyznaczonych przy uzyciu map warstwicowych i zmierzonych profilometrem Talysurf 5

podstawie mapy warstwicowej sa wieksze niz zmierzone profilografometrem, co dla oma-

wianej powierzchni ilustruje tabela na rys. 7.

Mapa warstwicowa pozwala rowniez na latwe wyznaczenie katow pochylenia stokéw
mikronieréwnosci powierzchni, promieni zaokraglenia wierzchotkéw i dolin, kierunko-
wosci struktury oraz ksztaltu i droznodci kanaléw smarnych pomiedzy mikronieréwnos-

3
IR
. PO

Rys. 8. Uklad warstwic na szlifowanej powierzchni probki stalowej

6*
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Rys. 9. Profilogram i zestawienie parametréw chropowatodci szlifowanej powierzchni prébki stalowej
(rys. 8) uzyskane za pomoca Talysurf 5

ciami w dowolnym przekroju. W przypadku powierzchni o wyraZnej kierunkowosci
struktury i ustalonym profilu np. po obrébce szlifowaniem, struganiem Jub frezowaniem
ustawienie plaszczyzny odniesienia (przednia $ciana kuwety) réwnolegle do $rodkowej
powierzchni zarysu powoduje, Ze powstajace prazki warstwicowe sa wzgledem siebie
réwnolegle, co utrudnia analizg obrazu warstwicowego, Celowym w tym przypadku jest
pochylenie plaszczyzny odniesienia pod niewielkim katem. Linie warstwicowe jakie wow-
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czas powstaja na calym obszarze obserwacji maja charakter profilogramoéw, ale sa wolne
od bledéw systematycznych profilogramoéw otrzymanych przy pomocy stylusa.

Profilogramy te pozwalaja wyznaczy¢ pewne cechy geometryczne powierzchni jak
np. promienie zaokraglenia wierzchotkéw i dolin, pochylenie stokdw, anizotropig, zmien-
nosci przekroju bruzd oraz uwidaczniaja bezpoSrednio regularnos¢, badZ nieregularnosé
struktury. Przyklad tego rodzaju mapy warstwicowej na replice zdjgtej ze stalowej po-
wierzchni szlifowanej przedstawiono na rys. 8. Na rysunku tym zaznaczono promienie
zaokraglenia niektorych wierzcholkéw i dolin mikronieréwnosci oraz katy pochylenia
stokéw odniesione do przekroju normalnego. Odpowiadajacy tej powierzchni wydruk
parametréw chropowatoSci otrzymany za pomoca Télysurf 5 przedstawia rys. 9. Porow-
nanie parametréw chropowatosci okre§lonych metodg warstwicowania holograficznego
i wyznaczonych przy uzyciu Talysurf 5 dla powierzchni szlifowanej przedstawiono w ta-
beli na rys. 10. Rowniez w przypadku tej powierzchni pomimo regularnodci jej struktury
IMHI dala wieksze warto$ci parametrow niz z odczytu profilogramu.

IMHI TALYSURF 5/T-H/ | Ry Reou
Rw,/(Rmux)% 2.6 um 2,353 um 12%
RrufRadef| 2,0 pm 1,671 um 118%
Ry fRy)e/ | 3.6 um 2,795 pm 122%

Rys. 10. Poréwnanie warto$ci niektorych parametréw chropowatosei dla powierzchni szlifowanej,
wyznaczonych przy uzyciu map warstwicowych i zmierzonych profilometrem Talysurf 5

4. Badapie wiernoSci odtwarzania przez repliki

Z uwagi na istotne zalety stosowania przezroczystych replik do badania mikronier6w-
nosci powierzchni np. duzych obiektéw, bez potrzeby ich demontazu i umieszczania
w kuwecie, jak rowniez szczegdlng przydatno$t tego rodzaju replik do badan metodami
optycznymi, niezbgdne jest okreSlenie wiernoéci odwzorowania rzeczywistych mikronie-
réwnosci przez ich repliki.

Rozpowszechnione w badaniach chropowatoéci metody profilografometryczne sa
stosowane do badania wiernosci replik [6], pomimo, Ze nie nadaja si¢ do tego celu, gdyz
sa obarczone bledami systematycznymi. Bledy te wynikaja z réznic odwzorowania tych
samych szczegbtdéw powierzchni rzeczywistych i replik (rys. 11), zaleza od kata pochylenia
profilu (rys. 12) oraz od réznicy podatnoéci materiatu repliki i rzeczywistej powierzchni
na naciski stylusa profilografometru.

W przypadku stosowania replik wykonanych z bardzo miekkich materialéw np. z gumy
silikonowej, nie jest mozliwe jakiekolwiek badanie ich powierzchni metodami dotykowymi.

Metoda immersyjna interferometrii holograficznej (IMHI) eliminujaca wymienione
bledy i ograniczenia moze byé bezposrednio zastosowana do badania wiernoéci odtwa-
rzania uZytych replik. Jako rzeczywistych powierzchni do badad wiernosci odtwarzania
uzyto przelomy przezroczystej ptyty szklanej, dla kt6érych opisana poprzednio technikg
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Rys. 12, Zalezno$¢ bledéw odwzorowania metodami profilografometrycznymi od kata pochylenia profiln

wykonano repliki. Nastgpnie w tym samym uk}adzie optycznym uzyskano odpowiadajace
sobie mapy warstwicowe przeloméw szklanych i ich replik. Na rys. 13a przedstawiono
uklad warstwic na powierzchni pierwszego z czterech badanych przeloméw szklanych,
a na rys, 13b uklad warstwic na powierzchni jego repliki w tym samym miejscu. Dla uzy-
skania informacji o stopniu odwzorowania powierzchni przez replik¢ wykonano na pod-
stawie map warstwicowych wykresy zarysu powierzchni przetomu i jego repliki wzdtuz
tej samej osi x—x (rys. 13c). W niektérych punktach profilu obliczono rzeczywiste war-
to$ci promieni zaokraglenia wierzchotkéw i dolin oraz katéw pochylenia stokéw mikro-
nieréwnofci. Jako kryterium wiernoSci odtwarzania rzeczywistej powierzchni przez jej
replike przyjeto stosunki wartosci odpowiednich promieni zaokraglenia i katéw pochyle-
nia zarysu przelomu i jego repliki. '

Analogicznie opracowano wyniki badafi pozostalych trzech przeloméw (rys. 14, 15, 16).
Juz tylko jakoéciowe poréwnanie charakteru warstwic na rzeczywistych powierzchniach
i odpowiadajacych im replikach wskazuje na dobra zgodnoé¢ szczegdtdw obu powierzchni.
Poréwnanie wykreséw zarysu oraz obliczonych parametréw potwierdza zadowalajaca
wiernoé¢ odtwarzania przez uzyte do badafi repliki z gumy silikonowej Polastosil M2000.
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Rys. 13. a) Mapa warstwicowa na powierzchni przefomu nr I, b) Mapa warstwicowa na powierzchni repliki
przelomu nr 1, ¢) Por6wnanie zarysu powierzchni przetomu nr I i jego repliki w przekroju x—x
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Rys. 14. a) Mapa warstwicowa na powierzchni przelomu nr II, b) Mapa warstwicowa na powierzchni
repliki przelomu or M, ¢) Poréwnanie zarysu powierzchni przetomu or 11 i jego repliki w przekroju x—x
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Rys. 16. a) Mapa warstwicowa na powierzchni przelomu nr IV, b) Mapa warstwicowa na powierzchni
repliki przetomu nr IV, ¢) Poréwnanie zarysu powierzehni przetomu nr 1V i jego repliki w przekroju x—x

5. Whioski

Badanie mikronieréwnos$ci powierzchni metoda immersyjng interferometrii hologra-
ficznej stwarza mozliwosci pelniejszego opisu chropowatosci powierzchni i jej cech try-
bologicznych niz metody dotychczas stosowane. W tym przypadku wszystkie parametry
mikronieréwnodci powierzchni istotne ze wzgleddw trybologicznych odniesione sa do
obserwowanej powierzchni, a nie do kolejnych przekrojéw i nie zawierajg bledéw syste-
matycznych integralnie zwiazanych z metoda stylusa. Poza ogllnie znanymi bledami
systematycznymi metod profilografometrycznych zwiazanymi z ksztaltem ostrza stylusa,
kalibracjg ukdadu, krzywizna §lizgacza typowe metody nie pozwalajg na stosowanie rep-
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lik ze wzgledu na powstajace wtedy bledy systematyczne zwigzane z badaniem negatywu
powierzchni. Ponadto w przypadku stosowania replik z migkkich materialéw nie jest
mozliwe zastosowanie metod dotykowych. Uzyskane wyniki potwierdzaja wysoks przy-
datno$¢ metody immersyjnej interferometrii holograficznej do badania mikronieréwnoéci
powierzchni technicznych oraz wiernosci odtwarzania uzytych replik. Jak wykazano,
parametry chropowato$ci okre§lone na podstawie map warstwicowych maja wigksza
wartos$¢ niz wyznaczone profilometrem. Wynika to z zarejestrowania najwyzszych szczytéw
i najnizszych dolin wystgpujacych w calym badanym obszarze nierejestrowanych zazwyczaj
przez profilometr ze wzgledu na jego przypadkows $ciezke przejécia, skonczony promien
* zaokraglenia stylusa i jego ograniczong sztywnoéé boczng. Stosowana zazwyczaj krzywa
no$noéci Abbota-Firestona moze by¢ zastapiona, dzigki uzyskaniu map warstwicowych,
powierzchniowa krzywa mno$noéci charakteryzujaca stosunek powierzchni na okreslonym
poziomie do catkowitej powierzchni obszaru pomiarowego. Powierzchniowa krzywa
noénoéci odwzorowuje dokladniej no$noéé powierzchni, szczegdlnie w zakresie wierzchot-
kéw i dolin, co jest istotne ze wzgledu na zjawiska kontaktu.

Stosujac pochylenie plaszczyzny odniesienia uzyskuje si¢ warstwice w postaci serii
,»profilograméw” pokrywajacych caly badany obszar. Pozwalaja one w sposéb bezpo-
§redni okresli¢ niektére parametry trybologiczne, jak katy pochylenia stokéw mikronie-
réwnoéci, promienie zaokraglenia wierzchotkéw i dolin, droznoéé kanaléw i prostolinio-
wos¢ grzbietow. Zastosowana metoda warstwicowania powierzchni przy wykorzystaniu
ich przezroczystych replik w $wietle przechodzacym eliminuje szereg ograniczed bezpo-
sredniego badania mikronieréwnosci powierzchni obiektéw rzeczywistych. Metoda ta jest
dotychczas réwniez jedynym obecnie wiarygodnym sposobem sprawdzenia wierno$ci
odtwarzania przezroczystych replik. Pojawiajacy si¢ w trakcie rekonstrukcji w plaszczyz-
nie plyty holograficznej, kilkusetkrotnie powiekszony obraz holograficzny charakteryzuje
si¢ duZza jasno$cia i bardzo dobra czytelnoscia prazkdéw warstwicowych. MozZliwe jest
zatem dalsze zmniejszenie réznicy glegbokodci miedzy warstwicami do kilku dziesigtych
czg$ci mikrometra uzywajac §wiatta o mniejszej diugoséci fali i plynu immersyjnego o wigk-
szym wspéiczynniku zalamania $wiatla. W szczegSlnych przypadkach doktadno$é map
moze byé zwielokrotniona metodg multiplikacji prazkow warstwicowych, badZ przy po-
mocy ekwidensytometrycznej analizy obrazéw interferencyjnych.

W chwili obecnej uzyskanie informacji o powierzchni metods immersyjna interfero-
metrii holograficznej jest bardziej pracochlonne niZ uzyskanie podobnych informaciji
metoda profilografometryczna, szczegdlnie gdy korzysta sig ze standardowych programéw
na maszyny cyfrowe dla wyznaczenia parametrami powierzchni.

Zdaniem autoré6w metoda immersyjna nie moze w obecnej chwili zastapi¢ metody
profilografometrycznej, szczeg6lnie w badaniach rutynowych, gdy zaleZy nam na danych
poréwnawczych powierzchni. Jednakze w badaniach, w ktérych konieczne jest uwzglednie-
nie rzeczywistych ksztaltéw chropowatodci i rzeczywistych charakterystyk powierzchui,
metoda immersyjna moZe okazaé si¢ niezastapiona. Dla zZwigkszenia efektywnosci metody
podjeto probe automatyzacji etapu odczytywania i analizy obrazéw interferencyjnych.
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Peswme

HCCNENOBAHUS INEPEXOBATOCTH ITOBEPXHOCTEN MMMEPCHOHHLIM METOIOM
TONOIPADPUYECKON! UHTEPOEPOMETPU

B pabore npeacrapieH MMMEPCHOHHDBIH METOA rosiorpadruecioil naTep(hepOMETPHH NPHUMEHHEHHbIN
JUIA HCCNENOBaHMSE 1IEPEXOBATOCTH TEXHAYECKMUX TIOBEPXHOCTEH, B KaTOPOM MCNONL30BAHb] IPO3payHbie
PEIUINKA 3THX IOBEPXHOCTEH ¥ HOBAg ONTHYeCKasa cucrema. IToaydeHpl 9TAM METONOM MUKpPOTONOrpadu-
YeCKHe KapThl MCCIIEKOBAHBIX [IOBEPXHOCTEH O PACCTOAHUSIX MEYKAY u3ormncamu AZ ~ 1 muM, penawor
BO3MOXKHBIM IOAPOOHeiNIee ONMCAHME HX TEOMETPH H ONpeNeNeHHE HOBLIX TPHOOJIOrMUYECKHX mapa-
METPOB. B YaCTHOCTM HCCIEZOBAHO METAJNHUYECKHE NOBEPXHOCTH IIOCJE CTPOraHHMA M IUIH(DOBRHNA.
Onpenenéunbie ronorpadHIecKIM METOIOM HEKOTOPRIE HapaMeTphl IOBEPXHOCTEH CPaBHEHO C napa-
MeTpamu MamepeHHbIMH npodunomerpom Tanucypd 5. IlpeiiorieHo HOBBLA METOJ HCCHHTAHHA HOMJHE~
HOCTM PEIUIMK, CPaBHIBAS KapThl H30THNCOB HA NPO3PAUHBIX CTEIJIAMHBIX H3JIOMAX M WX pEINTHKaXx.

Summary

INVESTIGATIONS OF SURFACE ROUGHNESS BY USE OF IMMERSION METHOD
OF HOLOGRAPHIC INTERFEROMETRY

Paper presents the investigations of the surface roughness by use of the immersion method of the
holographic interferometry with application of the transparent replicas and new designed optical system.
Two — dimensional contour maps of the investigated surfaces with intervals between contour lines Az ~
~ 1 pm permitt detailed description of their geometry and determining mew tribological parameters. The
measurements were carried out on various metal surfaces machined, for example, by shaping and grinding.
Some parameters of the surfaces determined by the immersion method were compared with those measured
by Talysurf 5. A new method of inspection of the replica’s fidelity by comparison of the contour maps
on cracked glass surfaces and their replicas was proposed.
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Spis wazniejszych ozmaczen

a — wspélezynnik wyréwnywania temperatury,
C — stala, rownanie (3),
¢p — ciepto wlasciwe przy stalym ciénieniu,
g — przySpieszenie grawitacyjne,
K — wspodlezynnik, réwnanie (23),
k — wspéblczynnik wyrazajacy stosunek masy pltyndw,
| — wymiar liniowy, szerokos¢ strumienia plynu,
m — strumien masy,
.Q — strumien ciepla,
g — gesto$é strumienia ciepla,
p — ciénienie,
1t — temperatura,
AT —réznica temperatury plyty i plynu w obszarze niezaburzonym,
w — predkosé ptynu,
x, ¥, Z — wspotrzegdne przestrzenne,
a — wspolczynnik przejmowania ciepla,
f — wspélczynnik rozszerzalnosci objgtoéciowe;,
6 — grubo$¢ warstwy przyscienne;j,
4 — wspblczynnik przewodnictwa cieplnego,
» — kinematyczny wspoélczynnik lepkosci,
p — gestose.

Wazniejsze indeksy dotycza

k — komorki konwekcyjnej,
h — strumienia cieplego (wznoszacego),
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o0 — strumienia zimnego,
w — §cianki grzejuej.

Liczby podobienstwa

Nu = 5% — Nusselta,

Pr = -Z— — Prandtla,

g pATP
va

Ra = — Rayleigha.

Wstep

Biorac, jako kryterium, oddziatywanie §cian rozpatrywanego ukiadu na przejmowanie
ciepla, ogdt praktycznych przypadkéw konwekcji swobodnej mozna podzieli¢ na dwa
zasadnicze typy: konwekeje w przestrzeni ograniczonej i nieograniczonej. W pierwszym
typie przypadkéw tworza sie heksagonalne struktury komérkowe, sfotografowane przez
BENARDA (1901), ktérych rozmiar i charakter badali m.in. BLock (1956), PEARSON (1958),
NieLD (1964), Lortz (1965), CHen (1966), KOSCHMIEDER (1966), Tano (1974), HWANG
(1976), TveITEREID (1977).... W badaniach tych uzalezniono rozmiar komérek od grubosei
warstwy plynu lub wysokoéci i szerokosci szezeliny, okre$lono charakterystyczny wymiar
linlowy oraz zaproponowano mechanizm i strukturg powstawania komoérek konwekeyj-
nych; [1]. ' .

Konwekcja swobodna w przestrzeni nieograniczonej zajmowali sig: BURDE (1872), ...
..., TIBN (1968), MocHorov (1970), Funr (1972), HAMMEKE (1975), PARMENTIER (1978), MIL-
LER (1978) 1 inni. Wykryli oni wiry swobodne tworzace si¢ nad geometrycznym érodkiem
plyty lub nad jej przekatnymi. Nie okreélono jednak ani rozmiardw, ani mechanizmow
powstawania tych struktur, za$ uzyskane zaleznosci kryterialne znacznie réznia si¢ migdzy
soba, [2].

1. Opis modelu fizyczmego

Wstepne badania wizualne wykazaly, Zze takZe w przestrzeni nieograniczonej tworza
si¢ nad pozioma plyta komérki konwekcyjne (Rys. '1). Sa one wprawdzie rozmywane
bocznym naptywem zimnego plynu, ale przy matych wartosciach strumienia ciepta mozna
je jednak zaobserwowaé. W tym celu nalezy na powierzchnie grzejna nanie$é roztwédr barw-
nika o temperaturze warstwy przyéciennej. Zaobserwowany mechanizm powstawania kon-
wekcji 1 jej kontynuacje przedstawiono schematycznie na rysunku (Rys. 2A, B, C, D, E, F).
W pierwszej fazie, po przekroczeniu zakresu przewodnictwa rozpoczyna si¢ narastanie
warstwy przySciennej, ktorej grubosé w miarg zblizania si¢ do srodka plyty roénie (Rys. 2A).
Po przekroczeniu krytycznej liczby Rayleigha, ktérej odpowiada krytyczna grubosé war-
stwy przySciennej, nastgpuje przerwanie jej cigglosci i powstaje wir swobodny (Rys. 2B).



Rys. 1. Przykiad struktur komorkowych i wiréw kominowych, woda destylowana, 4T = 1,2[K], ¢ =
= 802,4 [W/m?))

THAA

Rys. 2. Schemat powstawania komorek konwekcyjnych i przeksztalcania ich w wiry kominowe

Rys. 3. Wycinek o jednostkowej szerokosci, komorek konwekcyjnych w ujeciu modularnym gjawiska

[95)
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W miare wzrostu strumienia ciepla warstwa przyScienna narasta szybciej i przerwanie
jej ciaglosci nastapi blizej niz w $rodku geometrycznym plyty (Rys. 2C). Przy dalszym
wzroScie strumienia ciepla ilosé komérek konwekeyjnych na powierzchni plyty powigksza
sig, ich wielko$¢ natomiast maleje (Rys. 2D). Przedstawiony model jest schematem uprosz-
czonym, w rzeczywisto$ci wystgpuje jeszcze boczny naplyw zimnego plynu nad powierzch-
ni¢ plyty, ktéry powoduje rozmywanie i laczenie poszczegélnych strumieni swobodnych
w wiry kominowe (Rys. 2E). Inna forme wiréw kominowych, zwiazanych takze z inten-
sywnoscia strumienia ciepta, przedstawiono na kolejnym rysunku (Rys. 2F). Do dalszych
rozwazZan teoretycznych wybrano model idealny, zaktadajac, Ze to co dzieje si¢ w warstwie
przysciennej ma decydujace znaczenie na wymiane ciepla. Ze struktury komodrkowe;
(Rys. 2D) ,,wycigto” pasek o jednostkowej szeroko$ci, zawierajacy wycinki dwdch sa-
siednich komérek (Rys. 3).

2, Model analityczny

Celem analizy jest okreSlenie rozmiaru komoérki konwekcyjnej, ktéry uzalezniony jest
od gruboéci warstwy przysciennej, narastajacej nad plaska powierzchnig grzejna (Rys. 4).
Analiza oparta jest na pracy [3] i sprowadza si¢ do rozwiazania réwnaf warstwy przy-

§ciennej, wyznaczenia grubo$ci warstwy, a w dalszej kolejnosci wyraZenia rozmiaru ko-
moérki poprzez jej grubosé.

A -
|
|
!
|
|

—»ldx fe— i I

3: Lo | 251x) T
I !

X

w

d5

lw In lw

Rys. 4. Model komérki konwekcyjnej

Ponizsze rozwazania uwzglgdniajg nastgpujace zaloZenia upraszczajace:

— ruch plynu omywajacego plyte jest laminarny,

— sily bezwladnosci plynu mozna zaniedbag,

— predko$é plynu na powierzchni plyty jest réwna zeru,

— przeptyw ciepla przez warstwg plynu odbywa si¢ wylacznie poprzez przewodzenie
i to prostopadle do powierzchni plyty,

— temperatura powierzchni plyty ¢, i temperatura plynu niezaburzonego f, sa stale,

— wlasnodci fizyczne plynu omywajacego plyte: gesto§é o, dynamiczny wspélczynnik
lepkoéci u, wspélczynnik przewodzenia ciepla A, cieplo wlasciwe c,, oraz w stru-
mieniu cieplym (Wznoszacym) @, fs, 4n, €5, 1 W strumieniu zimnym (opadajacym)
Qs Moy A Co S3 Stale.
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Przy uprzednich zalozeniach upraszczajacych, réwnanie ruchu w kierunku osi x dla
plynu niesci§liwego stykajacego si¢ z plyta grzejna, przyjmuje postaé:

op 0*W, W,
O=-—%7 (T““—ay—)
Jej przyblizeniem matematycznym, wobec relacji
22w, < PW,
T e ¢ Tx
ox? oy?
dopuszczalnej z racji pominigcia sit bezwladnosci jest réwnanie
_op W,
07~ +/‘(’Tyr)’ 1)
opisujace profil predkosci Wx(y) w warstwie przyscicnnej. Gradient ci$nienia % Wywo-

tany przez zmiang cisnienia hydrostatycznego na grubosci warstwy przyéciennej mozna
uzalezni¢ od réznicy gestodci (¢ —o,) plynu oraz od przyrostu grubosci warstwy przy-

$ciennej wzdiuz plyty g—z, jako

ap 00

T = T80~ 00) 5 : &)
By z réwnania (1) po uwzglednieniu zapisu (2) wyznaczy¢ profil predkosci Wx(y) w war-
stwie przysciennej, zastgpiono wyraZenie —3% jego wartoscig $rednig gi—, stalg dla roz-

patrywanego odcinka /,, na ktérym narasta warstwa przyscienna, czyli

20 20 .

—a;——a;—c—ldem, 3
przy czym stala C zostanie wyznaczona w dalszej analizie, a réwnanie (1) sprowadzono
do postaci réwnania rézniczkowego zwyczajnego:

d*w. g
= C2 (g —0). ‘ 4
57 _C”(an 0 Q)

Jako warunki brzegowe przyjeto:
— na powierzchni ptyty: dla y = 0, W,(0) =0
W) _ ®)

dy 0

—- na granicy warstwy przysciennej: dla y = 9§, W,{(5) = 0,

i otrzymano rozwigzanije:
2
—cf o 2212 ' 6
W,c(y)—Cﬂ(e.,o )0 6(1 5)- (6)
Srednia, na grubosci d, wartoéé predkosci ptynu w warstwie przysciennej:

é
1 f C g .
= — _ — (52
We=-3 J W(»)dy 03 y(em 0) 0%,

7T Mech, Teoret. i Stos. 1—2/84
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pozwala wyznaczyé¢ strumier plynu przypadajacy na jednostke szerokosci plyty, przecho-
dracy przez przekroj okreslony wspoirzedng x:

- W 5= C & 0 _ned
m—erla_lz;:(Q” 9)6: (7)
przy czym wprowadzono kinematyczny wspodlczynnik lepkosci
v =2
e
Zmiang strumienia plyou na odcinku dx okreslono jako
_ om _Cyg _ 2

Powyisza zmiana strumienia plynu zwiazana jest ze zmiang strumienia ciepla dQ na po-
wierzchni plyty o jednostkowej szerokosci i dhugoéci dx, zalezno$cia

dQ = ¢, ATdm = %% (0 —0)ATC, 82d8, ®)

gdzie réZnica temperatury AT écianki i ptynu wynosi
AT = t,—t,,. )

Przy przyjetych uprzednio zaloZeniach upraszczajacych, réwnanie energii plynu omy-
wajacego plyte ma postaé:

d*t
&7 0, (10)
za$ warunki brzegowe przyjeto:
y=0, t=1t, 0
dia )= 1=t (11)

Rozwiazanie rownania (10) przy warunkach (11)
dt AT

dy 8"’
przy czym wykorzystano zwiazek (9), pozwala wyznaczy¢ lokalna warto$¢ wspéiczynnika
przejmowania ciepta, jako
REDVE IV T S )
_ AT dy d(x) 0

Wyrazajac strumien ciepla dQ poprzez gesto$é strumienia ciepla i powierzchnie, otrzy-
mano:

dQ=q-1-dx=a-Ade=%Ade. ‘ (12

Poréwnujac stronami wyrazenia (8) i (12), otrzymano réwnanie rézniczkowe o zmien-
nych rozdzielonych, opisujace zmienno$¢ grubosci warstwy przyéciennej ze wspétrzedna x,
ktére po scalkowaniu i uwzglednieniu warunku:

dlax=0, d6=0

b
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prowadzi do zwiazku:

1/4
a=a(x)=2[i v ] ,

—_——ee lx
c g(Quo_Q)

przy czym grubos$¢ warstwy d jest okrelona poprzez nieznana stala C. Mozna ja wyzna-
czyé przez nastgpujace uérednienie:

(13)

— i,
_ds 1 (Tds 1
Tw T w e (14)

Podstawiajac do zaleznoéci (14) zwiazek (13) i wprowadzajac oznaczenia:

— wspoOlczynnik wyréwnywania temperatury a =

0
— termiczny wspo6lczynnik rozszerzalno$ci objetosciowej § = ng—g Al—T
otrzymano wartosé stalej:
va 1s
= 24/5 3
c (gﬁAT Iw) , 15)

ktéra pozwala okresli¢ maksymalna grubo§é warstwy przySciennej w miejscu o wspél-
rzednej x = /,:

va \°
—04/s|__ " L1205
| B =2 (gﬁAT) 12 (16)
Zgodnie z rysunkiem 4 rozmiar komérki konwekeyjnej /, wynosi:
b = 2l,+1, an
Wprowadzajac wspolczynniki k, i k,, ktdre okreslaja stosunki mas strumieni:
2 0n 21, 0w
ST e L e ®
I)V an
k, = 5y o | - (19
do réwnania (17) uzyskuje si¢
1 e
= - Lo 20
L 21w(1+ 3 Q) (20)
Z uktadu dwéch réwnan (19) i (16) z dwiema niewiadomymi 4, i /, moZna wyznaczy¢:
0 5/3 va 1/3
=[-8 | .g33.943. 21
e (ew) ki 2 (gﬁAT) @h

a nastepnie

ST I P T R P A L @
=210 8 \gpar AT A )

7
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Whprowadzajac oznaczenie — wspdlezynnik K

. ! -
K =23 (_‘-’_)5 § k3. | 1+ (h) L] (23)
O .. 4 kl L ’

ostatni zapis przyjmie postac:

13
va

W szczegblnym przypadku, w chwili rozpoczgcia ruchu w komérkach konwekeyjnych
mozna zalozy€, Ze:

Lo, ke, ko, (25)

O

wowczas warto$é wspoiczynnika K we wzorze (23) wynosi
K, = 2'%3 = 10.08. ‘ (26)

Traktujgc wymiar komorki (24) jako charakterystyczny wymiar liniowy zagadnienia
i podstawiajge go do liczby Rayleigha uzyskuje si¢ krytyczng jej warto§€, poczawszy od
ktorej rozpoczyna sie ruch konwekcyjny

Ra, = #4712 = &7 = 102400 27)

Tak okreSlona warto$é jest niZsza od liczby Ra,, = 1710, podanej w 1916 roku przez
Rayleigha. Jest natomiast zblizona do wartoéci Ra,, = 1100 podanej przez Madejskie-
go [10], charakterystycznej dla konwekcji w przypadku swobodnej powierzchni cieczy.
Nale?y jednak pamietaé, Ze Reyleigh badat struktury heksagonalne, odkryte w prze-
strzeni zamknigtej lub cienkich warstwach plynu i zwanych komérkami Bénarda. Nato-
miast prezentowane rozwiazanie dotyczy przestrzeni nieograniczonej.

3. Badania eksperymentalne

Badania przeprowadzono w prostopadiosciennym zbiorniku (Rys. 5) o wymiarach:
0.2%x0.3x0.3 [m] i pojemnosci 0.02 [m?], ktérego $ciany byly termostatowane. Znajdu-
Jjaca si¢ wewnatrz plyta grzejna o wymiarach: 0.1 x 0.06 i 0.05 [m] posiadata dwie grzatki:
gléwna i pomocnicza kompensujaca strumien strat cieplnych. Do pomiaru gradientu tem-
peratur w ok. 240 punktach pomiarowych nad plyta, stosowano termoparg o Sredmicy
0.1x107% [m] i ustawiang specjalnie skonstruowanym przyrzadem [5]. Dokladno$¢
okreflania wspélrzednych punktu pomiarowego wynosita: Ax = Ay = 0.1x1073 [m]
i 4z = 0.1x10"* [m]. Stanowisko badawcze wraz ze skalowaniem i metodyke badan
przedstawiono w pracach [6], [7]. Przebadano wode destylowana, gliceryng 100 [%], gli-
ceryng techniczng i olej sojowy. Zakres zmiennoéci eksperymentéw przedstawia tablica 1.
Wykonano takze badania wizualne polegajace na fotografowaniu §ladéw barwnika, kté-
Tego termostatowane roztwory w badanym plynie nanoszono na powierzchni¢ plyty.
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Rys. 5. Widok stanowiska badawczego podczas skalowania (plyta grzejna ustawiona pionowo)

Tabela 1. Wykaz badanych plynow oraz zakreséw zmiennosci najwainlejszych parametréw

AT [K] Ty [°C] Pr [—~] Nu [-] Ra [-]

woda desty-

lowana 0.1+8.2 13.1+40.4 4+9 23.5+79.3 9.27- 10*+4.86- 107
gliceryna

techniczna 0.5+16.9 11.0+32.5 |1.2-10%=-4.2-10% 6.2=209 1.46 - 10*+5.89- 108
gliceryna

100 (%] 0.5+5.7 16.5+37.1 3-103=1.3-10* 3.2+ 16,0 448 10%+9.67- 10°
olej sojowy 6.2--8.9 20,2+-34.5 400+ 750 20.6--25.8 1.47 - 106+3.56 - 10°

4. Wyniki badan

Uzyskane dane umozliwily wyliczenie zaleznosdei kryterialnych w oparciu o krotszy
bok plyty, jako charakterystyczny wymiar liniowy.

Nu = 0,766 (Ra)*/>, dia 10* < Ra < 107, (28)
Nu = 0,173 (Ra)!/?, dla 10° < Ra < 10% (29

Uzyskane wyniki przedstaWiono w formie graficznej na rysunku (Rys. 6). Przedzial roz-
bieznosci wynikow eksperymentalnych (co uwidacznia (Rys. 6)) wynosi +20 [%], dla
zakresu laminarnego i +10 [%] dla obszaru przejsciowego i turbulentnego. Otrzymane
zalezno$ci mieszeza si¢ w srodku przedziahu bledéw innych autoréw, czyli sa wiarygodne.
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Nul[™T T T 1T 1 17T1] T 1T T 11T T] V G I A B SR R S A U
10° o woda destylowana ofo_. |
© gliceryna 100% 5

v olgj sojowy
a gliceryna techniczna

T T rlq

Nu=0.766Ra"™ 1
Nu=0173Ra 3
10' =
[ eyl oot tprl Lo bretrd O N N O O O
10% 105 108 107 Ra

Rys. 6. Wyniki eksperymentalne'przedstawione w ukladzie: liczba Nusselta, liczba Rayleigha. Jako
wymiar charakterystyczny przyjgto zgodnie z dotychczas stosowana zasada — wymiar liniowy plyty

Nie wnosza jedoak nic nowego, poza stwierdzeniem, e zakres laminarny nadal obarczony
jest najwigkszym bledem. Uzyskane réwnania kryterialne (wzér 28 i 29) réznig si¢ migdzy
soba, oprécz wspblczynnikéw i wykladnikéw poteg takze i tym, Ze wymiar liniowy dla
zakresu turbulentnego redukuje si¢ i nie jest wazne, jak zostal ten wymiar zdefiniowany.
W obszarze konwekcji laminarnej istotne znaczenie ma poprawno$é interpretacji charak-
terystycznego wymiaru liniowego; dotychczasowe powiazanie go z wielkoscia i geometrig
plyty, w $wietle przeprowadzonych badaf, nie wydaje sig stuszne. Wiadomo tez, ze ksztalt
badanych piyt byt rézny (koto, prostokat, kwadrat i tréjkat), réwniez i wielkosé plyty
grzejnej nie byla stala i wg danych literaturowych zmieniala si¢ w granicach: 0.01 -
1.5 [m]. Poniewaz dla tego przypadku wymiar liniowy nie redukowat si¢, mogto to byé
przyczyng réznic w zaleinoSciach kryterialnych. Dalsze opracowanie wynikéw ekspery-
mentalnych, pod katem znalezienia wymiaru komérki konwekeyjnej, przeprowadzono
W oparciu o zaleznos¢ (28), do ktérej w miejsce wymiaru plyty podstawiono réwnanie (24).
W efekcie uzyskano:

. 1/3
_;i K- (g—‘;f—]_;) = 0,766 K*, (30)
52 5/6
K- (%) (g_%”;) 0,513, (31

Wstawiajac dane eksperymentalne do réwnania (31) i usredniajac otrzymane wyniki
uzyskano wartos¢ wspétezynnika K (réwnanie (32)).
K = 41.25. (32)
Wymiar komérki konwekceyjnej, uzyskany przez wprowadzenie zaleznoéei (32) do réwna-
nia (24) przyjmie postaé:
a-v

1/3 '
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Oparta na tym wymiarze liczba Rayleigha, jest wartoscia drugiej krytycznej liczby zja-
wiska konwekcji w przestrzeni nieograniczonegj:

A .13
Rag g = —gﬁa 'T;—["- = (41.25)* =~ 70 200. (34)

Pierwsza poprzednio obliczona krytyczna liczba Rayleigha, rownanie (27), okredla po-
czatek ruchéw komwekeyjnych, powstajgcych w wyniku przerwania ciagloéci warstwy
przy$cienne] i przeksztalceniu si¢ jej w pionowe wiry swobodne. Druga eksperymentalnie
znaleziona krytyczna liczba Rayleigha, Ra,.,, okrefla ustabilizowany ruch w komorce
konwekcyjnej.

T

©
N,

N
\,

/ yd
601 o gliceryna 100% y S
o woda dstylowana ,@)‘) pd
v olej sojowy- v ///

-

|
0 i 05 10 15
1
( va )3[10'3m]

gfA-AT
Rys. 7. Eksperymentalnie wyznaczony wymiar komorki konwekeyjnej przedstawiony w funkcji wilasnoécel
plynu i rdznicy temperatur

Na rysunku (Rys. 7) przedstawiono graficzny sposob wyznaczenia wartoci wspdt-
czynnika K. W ukladzie wspélrzgdnych: — wymiar komoérki konwekcyjnej oraz wia-
snodci fizyczne plynu i réznica temperatur, zaprezentowane wyniki eksperymentalne wy-
kazujg dobrg zgodno$é [8], [9]. Szukajac innych mozliwosci przedstawienia wynikéw ba-
dan przeksztalcono rownanie (31), przy uwzglednieniu réwnania (32), do postaci:

_oc_( ta-vy
A\g-p-4AT
Mnozac i dzielge ostatnie réwnanie przez kinematyczny wspoétczynnik lepkosei v uzykuje
si¢ zaleznosé (36) a nastgpnie (37):

1/3
) =0.173. (35)

2 (e Vg0 36
7(_gMT._T) = 0.173, (36)
o 2 \1/3
- (”?) = 0,173 (BAT - Pr)'3. €0

Otrzymane réwnanie przypomina swoja budowa dotychczas stosowana zalezno$¢ kryte-
rialng, posiada jednak nad nig t¢ przewagg, Ze nie wystgpuje w niej wymiar liniowy zwig-
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Rys. 8. Wyniki badan eksperymentalnych przedstawione w ukladzie wspoirzedoych
opisanych réwnaniem (31)

zany z wielkoscia pkyiy grzejnej. Na rysunku (Rys. 8) przedstawiono jeszcze raz wyniki
badan eksperymentalnych, tym razem w ukladzie wspoirzednych opisanych rownaniem (37).
W granicach +25 [%] miefci sig 93 [%] wynikow eksperymentalnych, jest to typowa
dokladno$é dla badad wymiany ciepla. Otrzymana zaleZno$¢ jest stuszna zaréwno dla
zakresu laminarnego, jak i turbulentnego.

5. Dyskusja wynikéw, wnioski

Jak wykazaly badania eksperymentalne, ktérych wyniki mfeszczq si¢. w granicach
blgdu innych autoréw, zaproponowany model komérkowo-kominowej konwekeji na-
turalnej jest stuszny. Potwierdzily to takze badania wizualne: Rys. 9, Rys. 10 i Rys. 11.

o g e e e s i

Rys. 9. Faktura tworzaca si¢ w warstwie przy$cicnnej w koncowej fazie wyplukiwania barwnika znad
plyty przez ruchy konwekcyjne

Z faktu przyjecia stusznosci przedstawionej koncepcji wynikaja nastgpujace wnioski:

— wielko$¢ plyty wplywa tylko poérednio na intensywno$¢ wymiany ciepta;

— wymiar komérki konwekcyjnej ma zasadniczy wplyw na ilo§é przekazywanego ciepla;

— im wigcej komorek przypada na jednostke powierzchni grzejnej, tym proces wymiany
ciepla przebiega gwattownie;;

— intensywnos$¢ wymiany ciepla jest odwrotnie proporcjonalna do lepkoéci plynu;

— wraz ze wzrostem Sredniej temperatury plynu maleje wielko§é komérek;
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naplywu zimnego plynu nad powierzchni¢ plyty

— ze spadkiem temperatury plynu wielko$é komdrek konwekcyjnych roénie, zdazajac
w temperaturze zamarzania do nieskorczonoéci, natomiast intensywno$¢ wymiany
ciepla maleje zdazajac do zera.

W $wietle przedstawionych badan oraz wyplywajacych z pich wnioskéw, zastosowanie

w zaleinoéci kryterialnej wymiarn komérki konwekcyjnej, w miejsce dotychezas

uzywanego wymiaru linjowego, zwigzanego z geometria plyty, jest celowe i shuszne

z nastepujagcych powoddéw:

— opis zjawisk wymiany ciepla uwzgledniajacy wymiar komérki konwekceyjnej jest opi-
sem naturalnym i blizszym rzeczywisto$ci, niz dotychczas stosowana forma;

— uzaleznienie si¢ od wlasno$ci fizycznych plynu, bedgcych funkeja jego temperatury
i jednoznacznie przez wszystkich interpretowanych, jest bezpieczniejsze, niz wiazanie
zaleznoéci kryterialnych z wymiarem piyty;

— poprawieniu ulegnie wéwczas powtarzalno$é wynikéw oraz zmniejszy si¢, tak znaczny
dla plyty poziomej, rozrzut koncowych korelacij.
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Peswome

SYENKO-TPYBHOM XAPAKTEP ECTECTBEHHOI KOHBEKIIY
OT M 30TEPMUYECKUX ITOBEPXHOCTH IO HEOIIPEOEJEHHOI'O ITPOCTPAHCTBA

B craTbH NpefCcTaBIeHO TUeHKO-TPYOHYIO KOHLEIIHIO eCTECTBEHHON KoHBeKiuM] B| Heonpeaenéusoe
OpocTpaHcTBe, B 910l KOHUEIMH 3aK/N0YeHO PA3BATHE SYCSHKOBOW CTPYKTYphI B HOXPAHMYHOM CIIO-
H Jauplie npeoSpasoBaHHE 3THX CTPYKTYP B IepNEHIUKYISIPHYIO TPyOHyro dopmy.

Ha xapaxTep ¥ HHTEHCHBHOCTb TEIUIOOGMEHA MMeeT BIIMAHMAE TOJLKO YWCIO SUEEK B eNMHULIE IIOM
BEPXHOCTH.

BeyrugRy KOHBEKIMOHHOH AueliKu onpenmentHo aHammTmueckum meromom. IlonyueHmsle pesysis-
TATHL IPOBEPEHO B SKCIIEPAMEHTE H CPABHEHO C JAHHBIMH IO JIATEPATypeE.

Summary

CELLURAL-PLUMER CHARACTER OF NATURAL CONVECTION FROM ISOTHERMAL,
HORIZONTAL SURFACES IN UNLIMITED SPACE

The paper presents the cellular-plumer conception of naturall convection in unlimited space. This
conception includes a phase of the cellular structure creation in the boundary layer and next the transforma-
tion of these structures into vertical plimes. )

The character of the heat transfer depends on the processes inside the boundary layer, thus not the
plate dimension, but the quantity of the plate, determines the intensity of natural convection.

The convection cell dimension has been apalitically calculated on the base of the proposed physical
model. The obtained results have been verified by the experimental investigations and compared to literature
data,

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 31 stycznia 1983 roku



MECHANIXA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1/2, 22 (1984)

PROCESY TURBULENTNEGO TRANSPORTU PEDU I CIEPFA
W PRZEPEYWIE ZAPALISADOWYM

JACEK ZIELINSKI

Jednym ze szczegdlnych zagadnien turbulencji jest ruch plynu w $ladach aerodynamicz-
nych za umieszczonymi w przeplywie ciatlami stalymi. O ile zagadnienie $§ladéw izoter-
micznych ma juz bogata literature przedmiotu o tyle problematyka §ladéw temperaturo-
wych generowanych przez pojedyncze lub okresowo w przestrzeni rozloZzone Zrédia ciepla
jest rozpoznana w znacznie muiejszym stopniu. Typowym przykiadem jest tu przeplyw
burzliwy za palisada ogrzewanych cial symetrycznych modelujacych nie tylko periodyczne
pole predkosci, ale réwniez okresowo zmienne w sensie przestrzennym pole temperatur.
Oprécz aspektéw czysto poznawczych rozwazany przypadek posiada réwniez pewne
znaczenie praktyczne np. w ogrzewnictwie (przeplyw za nagrzewnicami rurowymi) lub
aerodynamice maszyn przeplywowych gdzie jednak przy wewnetrznym chiodzeniu lopa-
tek turbin gazowych kierunek przepltywu ciepla jest odwrotny.
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Rys. 1

Jednymi z niewielu pozycji po§wieconych analizie proceséw zachodzacych w nieizoter-
micznych przeptywach zapalisadowych sa eksperymentalne prace TAMAKI i OsumMy [4]
oraz KUHNA [2]. Autorzy pierwszej z nich w odniesieniu do pél predkodei i temperatur
§rednich wykazali, ze ich niejednorodnoéé — okreslona przez glgbokosci §ladéw obu
wielkosci fizycznych — zmniejsza sie hiperbolicznie w kierunku przeplywu, natomiast
wspOtezynniki lepkosci burzliwej vy i turbulentnej dyfuzji ciepta ar maja zblizona warto§é
i pozostaja w przyblizeniu niezmienne w poprzecznych przekrojach strugi, zmniejszajac
sie w kierunku przeplywu. Prébe analitycznego opisu pdl predkosei i temperatury w tego
/
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typu przeplywie przedstawiono patomiast w [[]. Analiza rzgdéw warto$ci réwnan turbu-
lentnego transportu pedu i ciepla wykazata, Ze w dostatecznie duzej odleglosci za palisada
moga byé one zapisane zgodnie z oznaczeniami z rys. 1 w uproszczonej postaci

aduy 9 3

Uim ax, - %, uu; =0, o
oa40) o —

e S

w ktorej wielkos¢ U,y oznacza predko$¢ usredniona w poprzecznym przekroju strugi
i stala w rozwazanym obszarze przeptywu. Uklad réwnan (1) uzupelniony zostaje zapro-
ponowanymi przez Boussinesq’a zwigzkami okreslajacymi turbulentne naprgZenia stycz-
ne i gesto$¢ strumienia ciepla w kierunku osi x, .

W = gt = arge @
Skalarowe wielkosci »y 1 ar okreSlane jako wspdlczynniki turbulentnej dyfuzji pedu v,
i ciepla ar charakteryzuja intensywno$é proceséw transportu w rozwazanym przeplywie.
Nalezy zaznaczyC, Ze bardziej subtelna analiza prowadzona przez niektérych autoréw
np. [3] pozwala sadzié, Ze w ogblnym przypadku przeplywéw tréjwymiarowych wiadciw-
szym byloby traktowanie wspdiczynnikéw dyfuzji jako tensoréw 2-go rzedu. Dla potrzeb
analizowanego tu przeptywu plaskiego, w ktérym gradient tak predkosci jak i temperatury
§redniej wystepuje jedynie w kierunku x, przyjaé jednak mozna — jak si¢ to czyni po-
wszechnie — proste zaleznosci (2), ktére wprowadzone do réwnan (1) pozwalaja wyrazié
je w innej nieco formie

Uin oAU E {T 8(AU1)]

T ox, 0x,

ax, 0%, =0

€}

2(46) 0 a40)
U= ae ™~ x, [“T xg ] =0
ZaYézmy, ze zgodnie z wynikami pracy [4] wspOlczynniki v, i ar wykazuja stalos¢ w po-
przecznym przekroju strugi oraz, Ze w rozwazanym przeplywie istnieje obszar, w ktérym
pola predkosci i temperatury $redniej moga by¢ opisane przy uzyciu skal U,(x,), O, (x,)
oraz bezwymiarowych funkcji F i /' wspotrzednej wzglednej n = x,/t w postaci
AU (x1x5) = Up(x)f()  AO(x1x;) = O, (x1) F(1). @
Jezeli przyjmiemy ponadto, ze zmienno$§é skal U, i €, wykazuje w pewnej odlegloéci
Xy > X0 charakter potegowy

U _ (x_l')ﬂk O _ (-.x;)_n ©)
(Ugo *10 Bxo  \x10!
woéwcezas uwzglednienie zwiazk6w (4) i (5) w réwnaniach transportu (3) pozwala wyrazié

wspotczynniki turbulentnej dyfuzji pedu i ciepta w formie

—kt? f ( X, )"1

vT = 1M 17 -
X10 F" \xy0
) » ©
4 — %t F (x, )
r= — "Y' —
X10 F X10
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Iloraz tych wspolczynnikéw okres§la warto§¢ turbulentnej liczby Prandtla Pr,. Liczba ta

w odréznieniu od molekularnej liczby Prandtla Pr = »/a nie jest cecha fizyczna plynu

i zalezeé moze od réznych czynnikéw, w pierwszym jednak rzedzie od struktury turbulencji.
Z réwnan (6) wynika bezposrednio, Ze turbulentna liczba Prandtla

l’l _ k fFII

S - 4T 7
PIT ar Hf”.F’ ()

zachowuje stalo$¢ w calym rozwazanym obszarze przeplywu zalezac jednak poprzez
wykladniki k i » od warunkéw wlotowych, na przyktad od turbulencji wst¢pnej przeptywu
przed palisadg. Podkresli¢ nalezy, ze do wyznaczenia wartosci wspotezynnikow dyfuzji
(réwnania 6) oraz liczby Pr, wystarczajaca jest znajomos§é ewolucji jedynie p6l wielkosci
érednich mimo iz zgodnie ze zwigzkami (2) wspoélczynniki vy i ar oraz ich iloraz

Prp = Uiy 96/ 0x,

= 12 8
u, % U, ox,’ ®

zawieraja w sobie informacje o turbulentnych fluktuacjach predkosci i temperatury.
Dla eksperymentalnej weryfikacji zwiazkéw (6) i (7) przeprowadzono w tunelu aero-

dynamicznym analize przeplywu za palisada podgrzewanych plytek (rys. 1) przy czym

w trakcie pomiaréw zmieniono stopief przegrzewu strugi P definiowany zaleznofcia

N/bl

P = TP 02D

w ktdrej N oznacza moc elektryczna doprowadzona do kazdej z plytek o diugosci b.
W trakcie pomiaréw parametr P zawarty byl w granicach P = (0,97 —1,86) % co klasy-
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fikuje badany przeplyw do grupy strug slabo nieizotermicznych i usprawiedliwia przyjecie
w analizie r6wnan transportu stalej gestoéci czynnika. Badaniami objeto obszar strugi
6t < x, < 15¢, w ktorym zgodnie z pracami innych autoréw jak i wynikami badan wia-
snych nie wystepuje juz deformacja rozkladu ciénienia statycznego i spelniony jest waru-
nek P = const.

Material pomiarowy obrazujacy rozklad funkcji f(n) = AU;(x;x,)/U, przedstawiono

na rys. 2 przy czym w charakferze skali predkosci przyjeto maksymalna réznicg predkoscei
U, = (Usmox— Usmin)/2. Naniesione tu punkty do$wiadczalne wykazujg, ze dla x, > 8t
profile predkoéci $redniej uniwersalizujg si¢ i z dobrym przyblizeniem aproksymowane
by¢ moga funkcja f{n) = cos2ny.
Rys. 3 na ktérym stopied niejednorodnoéci pola predkoéci Sredniej By = AUymax/Uim
linearyzuje si¢ w podwdjnie logarytmicznym ukladzie wspétrzednych poczawszy od xy =
= 9t potwierdza jednoczesnie shusznoéé zwiazku (5) o potegowym charakterze zanikania
skali predkosei U, (x,) w kierunku przeplywu. Wykladnik potegowy k nie zaleZy przy tym
praktycznie od stopnia przegrzewu strugi, na co wskazuja dane z rys. 3b.

Analogiczne wyniki dotyczace rozwoju pola temperatury éredniej przedstawione zo-
staly na rys. 4 i 5. Zredukowane rozktady tej wielkoci poczawszy od x; = (8-+10)¢ przy-
bierajg réwniez ksztatt cosinusoidy F(n) = cos2my, a rolg skali temperaturowej @, speia
warto$¢ A0, .

Identyczno$¢ zaleznosci funkeyjnych f(7) i F(n) sprawia, ze prawa strona rownania (7)
przestaje byé zalezna od zredukowanej wspOirzednej poprzecznej = x,/t i turbulentna
liczbe Prandtla okreéla bardzo prosta formuta postaci

Prp = k

. x N

(7a)



PROCESY W PRZEPLYWIE ZAPALISADOWYM

a)
FAU s e I T 717
oP=186 L
150
P=141
o ¥
6_
— [ ]
X
> 5
[ea]
ERS
o )
~
X
a 3
3 L
Z.—
1.—-
081
L1 1] I o6l L L |
6 78 162021[ 56 7 8
Rys. 6
al | b)
1
K2 T T 1 2 T 1 |
k1 K=k +1 s - W+l ]
L i -
_} e,
— - 'o'oobs.’.’.:,’”’"’% -
3 . 3 7
kiz ' LTS
i 7z I 7 oo
S k+1 S *
N[ [ | L1 L
07,0 16 18 14 18 P

Rys. 8

111

Na rys. 2 i 4 zawarto ponadto informacje o przestrzennym rozktadzie korelaciji #; u; (rys. 2)
oraz u, 9 (rys. 4) okreslonych przy uzyciu 3 — kanatowej aparatury termoanemometrycz-
nej DISA 55M. Naniesione tu dane wykazujg, ze dla x, > 8¢ po zredukowaniu wzgledem
wartodci odpowiednio (#;#3)max 1 (#2 ®)max punkty pomiarowe podporzadkowane réznym
odlegtosciom od palisady grupuja si¢ wokét wspélnych krzywych. Swiadezy to o tym,
2e w pelni rozwinigtym przeplywie zapalisadowym przestrzenne rozklady napreZen stycz-
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nych %%, i turbulentnego strumienia ciepta u,# moga byé roéwniez opisane przy uzyciu
skal (uy 1)y, (u23)s oraz bezwymiarowych funkcji wspdtrzednej 5 w postaci

= (U)o (x)f2(n);  w20Cxq, ;) (D), (xx)on(_’Y)» ®
analogicznej do zaleznosci (4). Rolg skal spetniajg tutaj maksymalne w danym przekroju
wartofci naprezen stycznych lub turbulentnych strumieni ciepta. Ewolucje tych skal w kie-
runku przeptywu dla réznych stopni podgrzewu strugi zilustrowano na rys. 6 i 7. Lineary-
zacja przebiegéw pokazanych tu w ukladzie podwéjnie logarytmicznym stanowi jedno-
czesnie wyraz ich potggowej zaleznoci od wspélrzednej wzdhiznej x, zgodnie ze zwiazkami

Utz (Xg, X3)

(u)y (i)"k”, (2 ( xy )_"20
(1 uz) 50 B X0 ’ (2 Nyo IRE ) (10)

Dane z rys. 6 oraz 6b i 7b §wiadcza réwniez o braku zauwazalnego wplywu stopnia prze-
grzewu na skale (uyu,), i wykladniki k,, i %,4 przy oczywistym zwiekszaniu sie wartosci
skali (u,®), ze wzrostem parametru P.
Uwzglednienie zwiazkéw (5) i (10) w réwnaniach przyjetego modelu turbulencji (2)
1 zaleznosciach (6) nakiada na wartoéci wykladnikéw skal ruchu $redniego i fluktuacyj-
nego nastgpujace wargnki:
k+1=1Fk,, i an

W celu ich weryfikacji na rys. 8 zestawiono w funkcji wspéiczynnika P sumaryczne
wartosci wykladnikéw skal stojacych po lewej i prawej stronie zwigzkéw (11). Przyto-
czone tu wyniki wskazuja, ze w 95% przedziale ufno$ci warunki te sa spelnione dla wszyst-
kich zastosowanych W pracy stopni podgrzewu strugi.

w+1 = x,5.
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Uzyskane dane pomiarowe pozwolily na okreslenie z réwnaft (2) rozkladéw wspot-
czynnikéw turbulentnej dyfuzji pedu i ciepla w rozwazanym obszarze przeplywu. Oba
wspolczynniki zachowuja praktyczna niezalezno§¢ od wspétrzednej poprzecznej x,,
a w przedziale x, > 107 zanikajg hiperbolicznie w funkcji wspolirzednej x, (rys. 9) co po-
twierdza tendencje wyrazona zwiazkami (6).

Znajomo$¢ okreslonych w pomiarach wartosci - i ay pozwala na wyznaczenie tur-
bulentnej liczby Prandtla Prp,. Wyniki pomiaréw pordwnano na rtys. 10 z rezultatami
wyprowadzonego przez autora wzoru (7a) wykazuja nie tylko zaskakujaca zgodnosé
ale i potwierdzaja przestrzenng niezmiennos$¢ liczby Pr,, niezaleZna przy tym praktycznie
(rys. 11) od stopnia przegrzewu strugi.

m T T T T 1
® 2 pomiary
W e g o Pre=k/» -
e L° 8 @
09 8 -
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s %0 12 1. 6 1B 20 P
Rys. 11

Przytoczone w pracy rozwazania wykazaly, ze wspoiczynniki turbulentnego transportu
pedu »7 i ciepla @y sg praktycznie stale w poprzecznych przekrojach strugi. Zanikajg w kie-
runku przeplywu odwrotnie proporcjonalnie do wspdirzedne] x; ze wspolczynnikami
proporcjonalnoséci odpowiednio k i » mogacymi zaleze¢ od warunkéw wlotowych np. po-
ziomu turbulencji wstepnej. Wyprowadzony w pracy wzor (7a) daje dobre oszacowanie
turbulentnej liczby Prandtla i pozwala ja wyznaczy¢ z ksztattu pdl wielkoécei érednich od-
powiednio predkosci i temperatury.

Spis waZniejszych oznaczei

ar — wspdlezynnik turbulentnej dyfuzji ciepla
b — szeroko$¢ obszaru pomiarowego
k — wykladnik pot¢gowy
t — podziatka palisady

U; — predko$¢ érednia przeplywu

@ — temperatura $rednia

uy, u, — skladowe fluktuacyjne predkosci

¥ — sktadowa fluktuacyjna temperatury
» — wykladnik potggowy

vr — wspotezynnik lepkosci burzliwej

Indeksy

o0 — dotyczy parametréw strugi dolotowej
M — dotyczy wartoéci usrednionych w zakresie jednej podziatki palisady

8 Mech. Teoret. i Stos, 1—2/84
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Peswome

ITPONECCHI TYPBYJIEHTHOI'O TPAHCIIOPTA KOJMYECTBA IOBMDKEHNA
U TEIJIA B TEYEHUH 3A PEIIETKOMN IUIUT

IIpencTaBieRs! pe3yiIbTaTel SKCOEPAMEHTANILHBIX MCCIEROBAaHHK HameRsaemocT? KoadhdruncrTOB
TYPOYJNIEHTHOrO TPAHCHOPT2 KONMYECTBA ABIDKEHHSA A Tel1a OONACTH OCHOBHOrO HEH30TEDPMHYECKOrO
TEUEHMS 33 PEMIETKOM.

DKCUePUMEHTANBHBIC JAHHBLIE CPABHEHO C PE3YIHTATAMY BLIYMCICHUK BBITEKAIONUX N3 COMA-
-HOR00HA TYpOYNEHTABIX TedeHni, i '

Summary .
THE TURBULENT HEAT AND MOMENTUM TRANSFER BEHIND A ROW OF BLADES

The paper presents the results of experiments concerning the behaviour of the coefficient of turbulent
momentum and heat transfer in the fully developed, nonisothermal flow behind a row of blades the results
obtained have been compared with the predictions based on the self — similarity concept.

.Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 maja 1983 roku
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EQUATIONS OF THE SHELIS WITH INCLUSIONS
ALONG ONE OF THE PARAMETER LINES

JWONA CIELECK A
SYLWESTER K ONIECZNY

Politechnika £ddzka
Instytut InZynierii Budowlanej

1. Basic equations of shells

In the paper of Cz. WoZNIAK [1], [2] bases of analytical mechanics of material continuum
have been given and among other things equations of motion and boundary conditions
have been formulated for shells as a body with internal constraints.

For static problems, taking the function of motion defined by the equation

XeBy=IIXF
X(X> t) = 'l’(Za t)+d(Z>t)Y) Z=(z1’zz) EH, YeF (1)
the equations of motion have the form [1]
Hkx,x+hk+fk= 0,
M¥E prmbyef =0,
and the boundary conditions are defined by the following relations [1]

Zell 2

¥y = 20 —%(ue——aﬂ : ) o
Wk a‘pk.s Zedll " (3)
B d |, o
(7.¢ — ok e~ % e
M = it g, de(" adk,,)‘

The functions v and d may be dependent on each other and satisfy certain conditions [1]
0(Z,¥(Z,1),d(Z,1),V9(Z,1),Vd(Z, 1)) =0, Zell

BUZ, W(Z, 1), d(Z, 1), W(Z, 1), 0(Z, ) = 0, Zedll. @

2. Kinetic contact conditions for shells with inclusions

In order to take into account the influence of the inclusion on the motion of the shell,
we also handle the inclusion as material continuum [3].

Let us assume that the notion of inclusion from the reference configuration I to the
actual configuration is described by the function x = (X, t), X = (X") e Ix.

:5d
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In accordance with the analytical mechanics of material continuum, the field of external
body loads & and the field of external surface loads jx and the field of internal contact
forces fg = Trng (Tr is the first Piola-Kirchhoff tensor of stress) should satisfy the prin-
ciple of virtual work [2]

[2x(B=3)- d5dva+ § B S7dow = [ Te- V(37)dog, )
g Alg In

where 0g is the mass density of material of the inclusion in the refereace configuration
We put that the field of external surface loads affecting the boundary of inclusion
oIy or its part is given by the field of internal forces of the shell

I;k — fkvny , (6)

where ng = (n)y is a unit normal vector in the place of contact of the shell with the
boundary of inclusion. Assuming that the inclusion is closely connected with the shell,
the functions of motion for the shell y and the inclusion ¥ have the same values on the
common surface Sg = 0BgNdlg.

Let the motion of arbitrary particle of inclusion be given in the following form:

WX, 1) = o(ZY, ) +d (24, )24, Z'ell, Z=(2*, Z%eF, (7

where I = 17_ x F is the region occupied by the inclusion in the reference configuration;
IT is the set of material particles being on the axis of inclusion, F— the set of particles
being in the cross-section of inclusion.

Putting that the dimensions of the cross-section of inclusion are & x I(Z* € (—0,5/; 0,5]),
Z? e (—0,5h; 0,5h) and taking into account the condition (6) we obtain

0,5h o5t 0,5h ol
[_ofs h praze|” = [_Ofs h THn,dz?| o = Hn,,
0,5h 0,5h
[_ofs h pz2az | = 22 ofs h f*LnLdzs]ff,’_s, = [Z2H"n,, ®)
- 0,54 o1 0,5h
[_ofs h pz2az?|™, = [_0 fs ;. T Zn,dz3| o7 = (M*n,,

The integrals in the relations (8) denote the jumps of the internal resultant forces in the
section of the shell oriented by a unit vector ap while crossing the axis of the inclusion.

Using the principle of virtual work (5) and putting the relations (7), (8) and applying
to (5) the du Bois-Reymonda lemma we obtain the equations ot motion for the inclusion
in the following form

[H*n, = — (H*' ,+9),
lHkLzz]nL - _(ﬁzkl,l_i_};zk_i_f'zk)’ ‘ )
[MkL]nL — _(ﬁskxd_,_i{ak_,_fak)’ :
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where
0,51 0,5k
A = f f Tv“dZ:’dZZ,
~0,5! —0,5h
0,5 0,5k
AR = { f f"‘Z“‘dZ3dZZ,
~0,5! — 0,54
05! 0,5k
Ak = [ Tetazeaz?, (10)
—0,51 — 0,5k
s 0,5k
fk = [ Oj;l}',kdzz]LOISh,
- (;'51 - 0,51
fAk = [—oj;l kaAdZZ]_O'Sh'

The equations (9) are kinetic constant conditions for the shells in the place of the oc-
curence of the inclusion and they include its influence on the motion of the shell. We
determine the generalized internal forces H*!, H**' assuming the appropriate form of

6
Oy -

constitutive equations and for the inclusion being a hyperelastic body T+ = Oz

& is the strain energy function.

Equations of motion (2), boundary conditions (3) and kinetic contact conditions (9)
describe the boundary value problem being discussed.

3. Cylindrical shells with ring inclusions loaded axially symmetrically

We write the equations formulated above in the cylindrical coordinates R, X!, X?
assuming that the considered values do not depend on variable X* (fig. 1).

)
- W)/
. e
r/:“\ @ ;X" L7
\ FKA
/ \ 2
AN
' R -7
J
\\ /z’,
~

Fig. 1

We put that the shell and the inclusion are made of isotropic material. The equations
given below will refer to the case in which the constraints (4) are determined

o, =d"dy —1=0 (11)
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which by the linearization leads to d® = di = 1. The constraints assumed so describe
the Reissner theory of shells.

From the equations of motion given by eq. (2) we obtain four differential equations
for cylindrical shells loaded axially symmetrically

—p2222 g —p2222| [ 2 0 -D*** 0 P2.2
0 D2 0 Baaz |4l =D 0 D22 gy, |4
—D2222 D222 dy, 22 0 D322 0 | d,,
0 0 0 W, -2
+ o'_%pm 0 va|+| /2 | =0, (12)
0 0 D22 d, —e?

and
211__102231?2’2_'_53232@3,24_(5322_15223)‘1’;,2_1)33@3_{_63 =0

where 2! is Lagrange multipler which corresponds to eq. (11). In the above system equations
the components of function of motion are denoted in the following manner

Yy = TI)V"’QZ’V: dy = dy—dy, 13)
where 'l’ = (0,X% R), d = (0, 0, 1). The factors at the unknown components of function
of motion depend on Lamé constants u#, 4 and thickness /# and radius R of the cylindrical
shell. .

'p223 — _%Izifﬁzzs = RD?23 = h],

D3232 — D322 . D22 12‘5 D3232 lhmzz D322 — hu,
D222 = le D222 = 12RD?*?* = h(h+2p), (14)
1{h\ 1 h\ h
113 = — —_— -_ .
D [1+3 (2R) + 5 (_ZR) + .. ]———R (ﬂ.+2,u)
1{r\ 1{h\ h h
33 . __ - - _
D% = [3 (2R) + 5 <2R) +] R (ﬂ.+2‘u)+Rﬂ.

The kinetic contact conditions for shell (9) should be reduced to the form including
the components of the function of motion of shell ¥ and 4 only. Taking into account
the equality of the deformation functions of the shell and of the inclusion on the common
surface S; we obtain the mentioned below relations between components

I B — 1 _ N
Yy = 5 @FE+v7), dww = -7 @ —vy), dyy= T(dl% +dy). (15)
We determine with sing ,,+” the components of the vector of motion for the part of shell
which is oriented by the positive unit normal vector mg while crossing the axis of the in-
clusion and with sing ,,—* those for the one oriented by the vector —my. The kinetic
contact conditions by the application of the relations (15) have the form
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— p2222 0 ﬂBzzzz
0 D3232 0 0 D33232 0
——é—DZZZZ 0 _?1 D2222 _J_ p2222 0 _Lﬁzzzz

2
0 ___L D3232 0 0 -——[~D3232 0
2 : 2
D2222 0 'D_'zzzz _ D2222 0 _q_Bzzzz
B 0 53232 0 0 _ 53232 0 )
[~ 0 D223 0 0
1 1 1
__L322 Ja Llls D322 ____Lazz
1 2R 1
1 1 1 1
S [2222 - p223_ " [322 0 ——— 2222
1 2 2
+ ! 2323 [ 322 ! 3232
0 TL —?D B L 0
1 1 '
0 12332 — 3232 0
1 2
1 1 — 1
2 [2233 — 7333 D322 ——_[2233
| ! 2 : 1
— p223 0 )
1
— 13 — p322 - .
2R 1p'2"7 f2 T
! 1 + 73
— D223 _____ rj322 0 Y3 f
2 2 _2+ f"zz
__ll__Lzsza __%_D'szz_%Lszzs v + f” = [0]
! 2332 | EPPETT) ¥s f~32
~—L —-5L = f"33
| H2 ] Y _
1 _
— 333 — D322
2 -
where
e 0,5k 03! 0,5k
fr= [ f ijleZ].:o,sm f3 = [ f ﬁsdzz]_'o,sh:
—0,51 -0,51
0,51 0,54 ot 0,5k
j'r'zz - [ f ﬁZZZdZZ] _’0 o fzs = [ J‘ i,'szzdzz]_o'sk’
—0,51 ' -0,51 '
0,51 0.5k 0,51 0,5k
f32 = [ f Z’zzsdzz]_:()_slp f33 = [ _J‘ 5323‘122]—:0,511’

-0,5!

-0,5!
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and
1 h\? h\? I
JZEER. _}éﬂ ll_,_% (_2—R—> +—;—(—-—R) + ] (A+23),
ml{i{nr\ 1[nr)\ o I
333 _ | o1 I R —_—
o - 2 [3 (ZR) . (m) + ...](A+2u)+R 1,

[2323 =%[1+%(_2%)2+%(%)4'+ ..,]+lh;¢, (18)
[2222 = Ih()':+2,il),

L2233 = RI322 = Jp],

L3232 = [2332 — [3223 — Jpi;.

#Z, A— Lamé constants for material of the inclusion:

The first three equations (12) together with kinetic contact conditions (16) and suitable
boundary conditions let us calculate the components of the function of motion of the
shell and the internal resultant forces in the shell and the inclusion and also the reaction
forces of constraints loading the shell which secure the deformation consistent with the
assumed constraints. The internal resultant forces may be calculated from relations given
in [3] and for the shell being considered they have the following form

MY = Zlh; (l+2,u)h[ (21;1) +%(%)4+ ] Vs,

- R e S

M = 12R ¢ (s.a ),

HY = zh¢2,2+_(“;_ﬂ)h[1+ 1 (;R)Z“L% (7"1?)4+ ...]% (19)
= (2l + L g

H?* = phips, 5.

M — M21 — M31 H12 H21 — H31 = 0

The internal forces in the inclusion which are different from zero are determined by the
relations

. A+2i)lh 1{ h\1 ] n e
Hu:_z—;_[l.:,. (7)? —2—1? oo | G +93) ~ Al(ypt —92),

(20)
o (z+2u)1h[ (_2%) +%(E}IE)4+...]@5’+¢5)-
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The reaction forces of constraints for the shell may be calculated from [1] and for this
shell they have the form

=0

Atu - Yy (r\* (v _ -

rt = —( Rﬂ w3.2+%d2) [1—_‘R—+(T) "(‘h—) + 4--]“(}-+2ﬂ)("l’z.z+Yd2.2)y

_ — _ At+2 Y v\ vy} _

I'3 = ~(A+/.L)d2'2—/£‘l/)3l22+ RZF' [I—Z—R“*‘:;(?) —~4 ("ﬁ‘) + ...]’4)3,

st =0,

52 = !‘(d;_+’7’3,2)‘P21

A h A\Y ]N h - h

3 & AT A . . N . 3 - - =

S =% [1+2R+(2R) +(2R) T | Vst Ve Ty daa) = p? for ¥ = -7

5 A h ALY _ - ko . _h

53 = _h_[l_ﬁ-l-(—ii) *(—ﬁ) + ] Py+4 ("/’2,24‘“2— dz,g) —-p’, for =5
4. Example

Let us consider a cylindrical shell of length L in which two rings have been placed.
The Young’s modulus for the material of rings is 209 greater than that for the material
of the shell but the Poisson’s ratios are the same. The shell is loaded a uniform load p
along its length (fig. 2) and simple-supported at its ends. It is assumed that the thickness
of shell is h = 0,04 m, the radius of the middle surface of shell R = 0,60 m and the width
of aring / = 0,03 m.

AX?

ey’

—EF _xz

[
|
1
1
I

- 2R

(O O O O O

L L _%
+ 33 . ¥
A+ L /%/
Fig. 2

Solving this example, the region occupied by shell in the reference configuration has
been assumed as the sum of three regions B}, BY, BY'  (fig. 3).
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XB
T i ——= X

Fig. 3

4881p
55,54 p
5555p
56,22p
| 34920
1%

MZZ

0 013L]

——
Fig. 4

After calculations vertical displacements of the points of the middle surface of the
cylindrical shell with two ring inclusions and the change of bending couple M?? along
the length of the shell have been shown on fig. 4 as and example.
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Peszome

YPABHEHHE OBOJIOUEK C MHKIIO3HUAMY BIOOJIE OOHOIO CEMENCTBA
' ITAPAMETPHUECKUX JWHUNA

Hcxona n3 ypaBHEHHH TEOPHHK CIUIOUMbIX CheX € cBA3AMHU chopmysmpoBarroit U. Bosssronm (1, 2]
IIpefJIaraeM MaTeMaTHYecKyIo MOJelh 0BOIOueK M3 Marepuana O CKAYKOOOpasHbIx cBoficrnax. O6macti
3apsiThIe MATEPHaNoOM O CBOMCTBAX PA3HBIX OT CBOMCTB OCHOBHOBO MATepPHaNa HA3BAHLI HHIUTIOZASAMA.

Pewrerne npobiemsp! ¢ cKaulOOOPa3HLIMA HEOMHOPOTHOCTSMY CBENEHO X PEIIENFIO NpofiemMnl I
ONHOPONHOTO Marepuana C HEKOTOPLIMU CBASAMY IUISI COCTOSHUSA HAHPSOKERUsi. 110IydeHnl ypaBHeHus
MON(HA TIPEMEHATH NI BBLIUMCIEHHA 000NOUEK ¢ IMOKMMHM HHIUHOSUSMM BIOL OJHOrO cemelicrsa ma-
paMeTPHYECKUX JIMHIIA Ha CPEMMHHON IMOBEPXHOCTH OGONOTKH.

Streszczenie

ROWNANIE POWLOK. Z INKLUZJAMI WZDLUZ JEDNEJ RODZINY
LINII PARAMETRYCZNYCH

Korzystajac z rownan teorii oérodkow ciaglych z wiezami sformulowanej przez Cz. Wozoiaka [1, 2],
skonstruowano matematyczny model powlok ze skokowymi nicciaglo$ciami wiasnoSci materialowych.
Obszary zajete .przez material majacy rozne wlasnosci od materiatu podstawowego nazwano inkluzjami.
W sformulowanym modelu rozwigzanie problemu ze skokowymi niejednorodnofciami sprowadzone zo-
stalo do rozwigzania problemu jak dla materialu jednorodnego, lecz z pewnymi wigzami dla stanu naprg-
Zenia.

Ofrzymane roéwnania moga byé zastosowane do obliczenia powlok z wiotkimi inkluzjami wzdtu
jednej rodziny linii parametrycznych na Srodkowej powicrzchni powloki.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 lutego 1983 roku
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ME:I‘ODA ELEMENTOW SKONCZONYCH DLA PLYT WARSTWOWYCH
G WYZSZEGO RZEDU ROZKEADZIE FUNKCJI RUCHU PO GRUBOSCI PLYTY

BOHDAN MICHALAK

Politechnika £.0dzka

1. Wstep

W analizie grubych ptyt znacznie blizsze rzeczywistofci jest przyjecie, Ze przekrdj
poprzeczay jest nieplaski i nieprostopadly do powierzchni §rodkowej. Efekty te wystgpuja
bardziej wyraznie dla plyt warstwowych i to o stosunkowo nieduzym stosunku grubosci
do rozpigtosei [6]. Rozklad po grubodci struktury mozna wybraé dowolnego rzedu, przy-
jecie zbyt malego rze¢du rozkiadu da niewystarczajaca dokladnosé, natomiast rozklad
zbyt duzego rzgdu moze by¢ zbedny a powodowaé tylko zwigkszenie liczby nieznanych
skfadowych funkcji ruchu. W teorii zaproponowanej w pracy Lo [5] przemieszczenia
w plaszczyZnie plyty i w kierunku poprzecznym sz przyjete jako funkcje odpowiednio
sze$cienne 1 kwadratowe wspoirzgdnej w kierunku grubosci. Ta wyiszego rzedu teoria
plyt byla poréwnana w [4] i [5] z innymi teoriami i moze by¢ uwazana za lepsza w zakresie
dokiadnosci i obszaru zastosowan.

Dla uzyskania rozwigzan tak przyjetego modelu zastosowano, podobnie jak w arty-
kule [7] metod¢ elementéw skoficzonych. Jezeli w pracy [7] przyj¢to do rozwazan jedynie
jednowymiarowy element belkowy, to w przedstawionym artykule rozwaza si¢ dwuwy-
miarowy element ptytowy. Réwnania réwnowagi metody elementow skonczonych uzyska-
no traktujac rozpatrywany model jako ofrodek z dyskretyzacyjnymi wigzami wewnetrzny-
mi [8]. Podobny sposéb uzyskania réwnan metody elementéw skonczonych dla ofrodka
tréjwymiarowego z wykorzystaniem zasad mechaniki ofrodkéw z wigzami wewnetrznymi
wykorzystano w pracach [3], [4].

2, Plyty dyskretyzowane

Przedstawmy obszar zajety przez plyte w postaci iloczynu kartezjanskiego dwéch
zbioréw IT i F; B = I[Ix F. Zbiér IT jest skoficzona sumg roziacznych! obszaréw I1,,

b
=i, NI, = (obszary II, nazywaé bedziemy elementami skonczonymi).

a=1

Niech (X*, Z) bedzie kartezjanskim ukiadem wspéirzednych w plycie, gdzie x = (X*) eIT

sa wspétrzednymi na powierzchai srodkowej plyty, a Z e< - —g—, —}zi>, gdzie h jest gruboscia



126 B. MICHALAK

plyty w konfiguracji poczatkowej. Wyrazmy funkcj¢ ruchu plyty przez pewne funkcje
zalezne tylko od czasu,

Xk(st Zs t) = d’ak(zy QP(X", qi(t)) eraXF- (1)
Do uzyskania réwaai réwnowagi wykorzystamy zasadg idealnosci wigzéw [8],

(ffr:: Spe-dv+ [ [ oydS+

am] g oI F
-1 1
+f fs'j-éxk-dS)+Z Z f fs’;,,-éxk-dSzo. )
s oF a=1 b=a+1dllanammy, F

Oznaczajyc przez b i p odpowiednio gestos¢ sit masowych i powierzchniowych mamy na-
stgpujace réwnania okre§lajace sity reakcji wiezdw [8].
Tg?a+@a.b§+r§ = Qa%ki X GH‘,XF,
TEK - ng = pi+st, xe (AN xF, .
T&® - n,3 = pa+ss, xell,xoF, ©
TEE g+ TEE - mp = 5%,  x e (AT,n0IT,)x F.

Przyjmijmy, Ze rozpatrywany material plyty jest materialem sprezystym, stad

oo
T4 = 4
) [ an,a ( )
OkreSlajac ze zwigzku (1) przemieszczenie wirtualne by = Z aﬁ" 8g; moZemy prze-
‘ . =1 d

ksztalci¢ zasadg idealnoSci wigzéw (2) do nastepujacej postaci

2( f f fpaad 13 a¢*' - 8q,- dV— f f W il a¢" - g, dV+

a=l

+f fe,,da" g V- ffP!: 90x. . bq,-ds -

_ f fpj; a""‘-aq,-ds):o'. i ©)

o
T3 F s

Po zdefiniowaniu nastgpujacych wielkosci

§= [0,0dF, by= [ ot % ar
F r a

- h
- Pka¢k]2h) -_P_ai':ka a¢de1 . (6)
) 2 :
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k

gdzie [ ]T,, oznacza roZnice zawartego wyrazenia dia z = —}21— 1z= ——g—, rownanie
) -7
(5) ma posta¢
1
Yo [ - -
> (—- [#sq.ait,— | Buoqdit,~ [ Bosqat,
a=1 aq' Ia Ia Ila
+ [Twsadtt~ [ Pusgden) =o. )
s aM,
Zgodnie z Lemmatem du Bois-Reymonda réwnos¢ (7) zachodzi wiedy gdy
1 1
Z (hal+bal +1)nl) = 2 fats (8)
a=1 a=1
gdzie
hai = — asn 3 Eq = fEd[Ln
aql I,
bal = fz;nldﬂa, Pnl = fﬁnidﬂm (9)
I, Iiq

Iy = leldﬂn'

. Il
Przyjmijmy funkcje ruchu w postaci

3
B Z, 1) = (X% @)+ D (@4 di (X5, qu(e)) =
A=1

(10
= p(X5 @)+ Z - dL (X%, au())+ 2% - &7 (X5, (D) + 22 - M (X¥, g, (1))
Ze zwigzku (10) otrzymujemy _
oy oy ady ody’ odi"
= +Z- +2Z2 +2z? . 11
oq, g, a4, o aq, b

Podstawiajac zaleznos¢ (11) do zwigzkéw (6) i (9) otrzymujemy nastgpujace wyraZenia
na sily vogdlnione

B x O , odl . ol I ad,:") I
by = f(B 24, +M; 24, +Mj; 2, +Min 24, as
‘ b adé (12)
Pay = f [pk]zh '?lplt'dna'}' f’nﬁ 2 k dHa,
n -5 oq, i qi

gdzie '
B = [oub'dF, M= [ oxb"@)dF,
i . (3)

mly = [PM2)y*

LR
2
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Energia odksztalcenia na jednostk¢ powierzchni jest zgodnie z (6.1) réwna sumie energii
odksztalcenia na jednostke powierzchni kazdej z warstw plyty. Przyjmijmy, ze kazda
Z warstw jest ofrodkiem sprezystym z plaszczyzna symetrii z = const. Energia odksztal-
cenia plyty analogicznie do danej w (2) jest okre§lona zwiazkiem

P 1 T 0T 0 l 0
&=y Ay—y" Ay + 5 242’
gdzie:

1= [wT.Mwa.Td#.Mdg,Td’;{'d‘;]

Symbol ,,0” oznacza, ze wielkosci te sa okreélone dla konfiguracji wyjsciowe;.
Macierz sprezystosci 4 ma nastgpujaca budowe

- DRLMN 0 pELMN 0 0 DEL337
0 D3K3M 0 D§3M3 5§3M3 0

DELMN 0 DE#MN 0 0 Di{isa
A= 0 D3K3M 0 DE3M3 5§3M3 0
0 L DE3M3 EESMS 0

DMy DMV D333 |

n
Dla plyty utworzonej z n warstw o lacznej grubosci # = D h(w) elementy macierzy 4
w=1

maja budowe
——1—2'—+ Z h(m)
. n m=1
DFLMN _ f CKIMN(W) . dF — 2 f CELMN () - 7,
F w=1 w
- % + Z h(m~1)
m=1
DELMN _ foLMN(w) (DA dz
F
DELMN _ chLMN(w) (Z)AE . gz,
F

DELIY — J CEL33(y) . 4 - (Z)4~1 - dz,
F

DES = [ CRI%) B (2)451 dz, A, B=1,2,3
F

DF3Ms — [ CRM3(y). gy, (17)
F

DFaM3 _ fC“Ms(w)- (24 dz,

F

DE3M3 — fC“M’(w) (2)A*E - dz,
F .
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DE3M3 _ f CK3M3(y) - A - (Z)41 - dz,
F

5343 = [ CX3M3(y). B (Z)MEL - g,
F

h-?:”

M3 fCK3M3(W)'A ‘B (Z)A1+B-1. gy,
F
D3P = fC3333(w)-A . B+ (Z)A-1+B-1,
F

Calkowanie po gruboéci plyty w powyzszych wyrazeniach mozna przeprowadzi¢ zgodnie
z zasada podana w zwiazku (17.1). Wspolczynniki CH™(w) okre$lamy dla kazdej warstwy
,,W" jako wyraz macierzy sprezystoéei dla ciata z plaszczyzng symetrii z = const. [1]
_C1111 C1122 C1133 0 0 C1112_
C2222 C2233 0 0 C2212
C3333 . 0 0 C3312

C= C2323 (2331 . (18)
c33t
Cc1212

Po zdefiniowaniu nastgpujacego funkcjonatu

]
W= [ G+B* pet My di+1p47 , - putmi- d - dIT,, (19)
IIg -2
statyczne réwnania rownowagi pojedynczego elementu ,,a” moiemy zapisaé nastgpujaco
ow
= 0. (20)
oq,

3. Réwnania dla elementu skofczonego

W rozdziale tym zapiszemy réwnania dla pojedynczego elementu skonczonego. Glo-
balny uklad réwnaft réwnowagi mozna uzyskaé zgodnie z wzorem (8) jako sume réwnan
dla poszczegblnych elementéw skonczonych.

Funkcja ruchu y wewnatrz elementu ,,a” jest dana przez funkcje ksztaltu Ni ,,n” wartosci
weztowych g; funkcji ruchu

'p = N\p ">
21
M @1
Wektor gradientu funkcji ruchu dany wzorem (15) jest woéwczas réwny
R, 0 0 6 1] 4
_ R, 0 ][QW] _ 0 Ry O 0 Qa1 )
aa 0 0 Ryy 0 qan
0 0 0 Ruynllqun

9 Mech. Teorct, 1 Stos. 1—2/84
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gdzie R jest macierza, wyrazy ktorej sa pochodnymi funkcji ksztattu wzgledem wspdirzed-
nych X*. Zgodnie ze wzorem (14) mozemy okresli¢ gestoé¢ epergii odksztalcenia pa jed-
nostke powierzchni elementu

i = —;qTRTARq——qTRTAzO—!-%ZOTAZO' (23)
Energie odksztalcenia elementu ,,a” okreslona wzorem (9.2) mozemy zapisaC nastgpujaco
g = % q9"Kq—g¢"K°+D (24)

gdzie i

v
K= [R"4Rdl, = [B; Ka ]
a KA.‘U K‘iB
\ Ko

K = f RTAy°dIT, = [Kgd]’ 25)

m
D= f—;— 1°TAy°dII,.
1y
Natomiast funkcjonal W zdefiniowany wzorem (19) ma nastgpujaca budowg
1,
W= —Z—q’Kq—qTK°+D+qu' (B+p)+qi™ (Ma+m,) (26)

gdzie wektory sit sa zdefiniowane w nast¢pujacy sposdb

B= [ N7 Ball,
g

M, = [N M,dll,
| S @7
2

p= | NT[F7, am,,
I, -

my = [ Nfmdl,.
I,

Rézniczkujac odpowiednio funkcjonat W wzgledem ¢, i gf otrzymujemy zgodnie z (20)
réownania rownowagi dla elementu ,,a”
Kvq,+ K¢ - g5—K*¥+B+p = 0

28
K‘:’II'qv.,+K;'{B'qu'_K‘2d+MA+l"A = 0. ( )

4. Elementy izoparametryczne

Rozwazania przeprowadzono dla elementu izoparametrycznego o czterech weztach
(rys. 1)
Geometria elementu jest interpolowana jako
x = [Ng, Ny, N., NjJ- X¢ = N- X5,
y=N-Y5
gdzie X°, Y° sa wspOlrzednymi wezléw elementu. Dla elementu izoparametrycznego
funkcje ruchu ¥ i d* sa podobnie zdefiniowane w zaleznosci od ich warto$ci weztowych

(29)
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A XZay
£-1,7¢
o b
Waezhy N;
§i=t1 1
&=-1 n=t1 | 4 (14&)(1+7,)
- ) éo' 56[
X = x M= 11;
~ Rys. |
qwiq:i‘,
= N 3
'PA wqu (30)
d* = Nugji .

Wektory wielkosci weztowych uzyte w zwiagzkach (30) sa zdefiniowane w nastgpujacy
sposéb
9, = [Wivivivivieivivivsyivivsl, a1
g = [d{edsedged a di dfe de die s dgt iy,
W konfiguracji wyj's’ciowej skladowe funkcji ruchu maja nastepujace wartosci
Pi=X'=x, y¥=X>=y, 93=0,
di° =di® =0, di°=1| diro = gite — o,

‘Macierze R i Ri z (22) okreslajace wektor gradientu funkeji ruchu o sktadowych
1= 1,191, 2%2,1¥2,2%3,1 1/)3,2d14,1 di ,d3 f,zdéd. 1_d:«':t.2d’i‘dfd§ﬁ (33)

‘zapiszemy W zalezno$ci od weztowych podmacierzy
‘ Rw= [R‘aa’ M ] Ri],

(32

34
RE = [Ri, .., RM), (34)
gdzie
TON, 0N, T
e 0
T 0.‘0 0
aN, " N,
R = e T 0
v 0 ox Oy
ON, 0N,
o o o o M
L ox ay _ (35)
T
aN; oN, :
oy . 0 0 N, 00
ox ay 0 !
Ri=R =R =] o o WM WNo 4 o o0
ax oy
0 0 0 Ny ON; 0 0 N,
| ox oy

91
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Relacje pomiedzy rézniczkowaniem funkcji ksztaltu N wzgledem wspdhrzednych & i 4
a wzgledem wspdlrzednych globalnych x, y potrzebne do tworzenia macierzy R, i Rf
sa dane poprzez macierz I,

Jx ox
0E oy

I, = oy oy | . (36)
0E on

Jezeli rézniczkowania funkcji ksztaltu N wzgledem wspoirzednych & i 9 s zapisane jako

.|V v, av. o, ]
PT e o6 0 ot ok

G - {aN,, oN, N, 0N, \T 37
Lo om am’ op |
wtedy macierz I, moZe byé zapisana
Gf-X° GT-X°
Ic = [GET . ye G,,T' Ye] (38)

Wektory okreélajace pochodne funkcji ksztaltu N wzgledem wspétrzednych x, y sa okreé-

lone nastepujaco
GT - ON, oN, _Q& ON; _ 3
* ox > 0x ® ox’ ox ox
ON, ON, ON_. oN, oF o
T __ a b c d — T, Y1 ~1
G,,—[ ] ayGf+ayG"’
gdzie rézniczkowania £ i  wzgledem X, y sa otrzymane z I7!. Macierz sprezystosci 4
dang w (16) mozemy zbudowaé z czterech podmacierzy

Av 4

on

T T

GE + o G,, s

(39)

v

ktére maja nastepujaca budowe

‘Dllll D1112 D1121 D1122

D1211 D1212 D1221 D1222

D2111 D2112 D2121 D2122

D2211 D2212 D2221 D2222 0 O ’
0 0 0 0 D3131 D3132
0 0 0 0 D3231 D3232

S O O
oS O O

AV’

_D};ul D}g“z Dhlzl D}‘122 0 0 0 0 D;;aaj
D}fll D}QZIZ D}izu D}i222 0 0 0 0 D‘Ja233
Dilll Diuz Dilm D2122 0 0 0 0 Dilaa

)

A% = D211 p2212 p2a1 p2222 () 0 0 0 D223’
’ 0 0 0 0 Dilal Dilaz D"ilax 52132 0
0 0 0 0 DY D2 DI D2 0
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AR = (497, (“n
D}d}ll D}d}lz ;},21 D1122 0 0 0 0 D1133—
DL%IJ DLZRIZ DA271 DL%ZZ 0 0 0 0 D}12333
D}2”1311 .Dfﬂ;”' D2121 Di;zz 0 0 0 0 D2133

22 22 22 22
DABu DABIZ D 21 ABZZ 0 0 0 0 D2233

A‘jﬂ, _ 0 0 0 0 D1313 D1323 5}1%13 51323 0
0 0 0 0 D2313 D2323 D_fi%la Dzaza 0 -
0 0 0 0 H}xa D1323 D_—:i?ila "}1%23 0

0 0 0 0 D2313 D2323 D‘jgls D2323 0
D1133 D1233 D2133 D2233 0 0 0 0 Di%sa—

Znajgc budowe macierzy R i A mozemy z wzoru (25) okresli¢ macierz sztywnosci K ele-
mentu skonczonego

= [RI-av-R,all,
Ty

= [RT. 4%t R,,dIT,,
Hg

(42)
Ky = [RI,- A% R,dl, = (KFY,
. i
Kiy = [ RE A% RapdIL,.
g
Globalng macierz sztywnodci struktury otrzymamy zgodnie z wzorem (8) sumujac od-
powiednio elementy macierzy sztywnosci poszczegolnych elementéw.

v

5. Uwagi koncowe

W przedstawionej pracy podano sposob rozwigzania grubych plyt warstwowych z wy-
korzystaniem metody clementéw skonczonych i przyjeciem funkcji ruchu dowolnego
punktu jako funkcji trzeciego stopnia zmiennej w kierunku grubodci plyty. Potraktowanie
plyty jako ciala z wigzami dyskretyzacyjnymi pozwala w prosty sposoéb uzyskaé réwnania
rownowagi elementdw skonczonych przy dowolnej budowie funkcji ruchu. Pozwala to
réowniez po znalezieniu rozwiazania okredli¢ sity reakcji wigzéw wewnetrznych, ktdre
mozna wykorzysta¢ do sterowania dyskretyzacja ciala (4).

Jak pokazano w pracy [6] zastosowanie wyzszego rzedu rozkladu wzdluz grubosci plyty
daje znacznie dokladniejsze wyniki dla plyt warstwowych o niezbyt duzym stosunku
gruboéci do rozpigtosci, bo wynoszacym 0,25.

Literatura cytowana w tekscie

1. R. M. CHRISTENSEN, Mechanics of Composite Materials, John Wiley Sons, New—York 1979.
2. S. KoNIECZNY, B. MICHALAK, Ciala z cienkq warstwa na powierzchni brzegowej, Zesz. Nauk. P}, Budow.
Z. 27 1981 s, 31-43.



134 B. MicHALAK

3. W. KureL, F. Pietras, Ocena dokladnosci rozwigzan probleméw brzegowych spreiystych cial dyskre- ‘
tyzowanych, Rozpr. Inzyn, 22/1974 s, 427 - 434. -

4, W. KureL, Sterowana dyskertyzacja plyt i powlok, Mech, Teor. i Stos. 14 (1976) s. 19 - 31.

5. K. H. Lo, R. M. CurisTenseN, E. M, Wu, A High-Order Theory of Plate Deforination, Part 1.
Jour. of App. Mech. Vol. 44, Trans. ASME Vol 99 Series E 1977 s. 663 - 668.

6. XK. H. Lo, R. M. CHRISTENSEN, E. M. Wu, A High-Order Theory of Plate Deformation, Part 2.
Jour of. App. Mech. Vol 44, Trans. ASME Vol 99 Series E 1977 s. 669 - 676.

7. R. L. Spitker, N.I. Muntr, Comparison of hybrid-stress element throughthickness distributions cor-
responding to a High-Order Plate theory, Comp. Stru. 1980 s. 579 - 586.

8. Cz. WoZNIAK, Constrained Continuous Media 1I Discretized Formulation of the Continuous Media Theory,
Bull. Acad. Polon Sci. Sér. Sci Techn Vol 21 (1973) s. 167 - 175.

Pesome

METOI KOHEUHAIX 3JEMEHTOB IJIS YTOUHEHHON TEOPHUH CIIOUCTBIX
TINTACTUH

Metoa xoHeUHbIX 3IEMEHTOB HCIIONL30BAH B pafoTe ST IPEACTABIICHUS PEIICH NJIT yTO‘-IHE:I;Oﬁ
TEOPUH CJIORCTHIX IUIACTUH. Y PABHEHHA PABHOBECHA AJIS KOHEYHLIX 3JIEMEHTOB IOJYUEHBI H3 TEOPHUM
TeNl ¢ OUPaHHUMUYBIIONUME CBA3AMM, MEXAHHKA KOTOPHIX Opuia mocrpoena Y. Boaemsxom. B paGote
YKA33HA MATPHIA ECTKOCTH JJIA H30NIapaMETPHUCCKIX 3JIEMEHTOR,

Summary

THE FINITE ELEMENT METHOD FOR LAMINATED PLATES WITH A HIGH-ORDER
THEORY OF PLATE DEFORMATION

The finite element method is applied to solution of laminated thick plates with a high-order theory
of plate deformation. In order to derive the equilibrium equations of elements the theory of constrained
bodies has been applied. The mechanics of such bodies was formulated by Cz. Wozniak. Paper describes
stiffness matrices for isoparametric elements.:

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 1 lipca 1982 roku
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1 STOSOWANA
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HYBRYDOWA METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH W ZAGADNIENIU
KONTAKTOWYM

WiEstAW OSTACHOWICZ

Politechnika Gdanska

1. Wstep

W pracy przedstawiono metod¢ okreflania naciskow w sprezystych elementach kon-
strukcyjnych, ktére znajduja si¢ w stanie fizycznego kontaktn pod wplywem obcigzen
zewnetrznych lub odksztalcen poczatkowych.

Zaktadamy, Ze uklad rzeczywisty modelujemy jednoczesnie odksztatcalnymi elementami
skoniczonymi i sztywnymi elementami skofczonymi (Kruszewskl, [1]), czyli stosujemy
hybrydowa metode elementéw skonczonych.

Zastosowanie metody elementéw skonczonych do rozwiazania zagadnienia kontak-
towego przedstawiono migdzy innymi w pracy PARSONSA i WILSONA, [2]. CHAN i TuBa, [3]
oraz OHTE, [4] stosowali metod¢ elementéw skonczonych do rozwiazywania plaskich
zagadnien kontaktowych. W pracy SCHAFERA, [S] przedstawiono specjalny element kon-
taktowy, ktory stosowano w rozpatrywanym tam modelu tarcia.

Modelowanie ukladéw rzeczywistych jednocze$nie odksztalcalnymi elementami skon-
czonymi i1 sztywnymi elementami skoniczonymi umozliwia analize konstrukcji, ktérej
poszczegdlne elementy cechuje duza rozpieto$é sztywnosci.
~ Stosowanie hybrydowej metody elementéw skonczonych jest bardziej uzasadnione
z punktu widzenia dokladnosci obliczen, [1].

Zakladamy, ze wlasno$ci sprezyste elementéw konstrukcyjnych okresla prawo Hooke’a.
Zgodnie z tym prawem dopuszczalne sa male przemieszczenia ukladu oraz liniowa zalez-
no$¢ migdzy naprezeniami i odksztalceniami elementéw.

Do okreflenia stanu napreZeri na powierzchniach styku stosujemy kryterlum Coulom-
ba. Na podstawic obliczen sit weztowych na powierzchni styku okreélamy jeden z trzech
przypadkéw: poslizg, brak kontaktu lub adhezje.

Na podstawie przedstawionych zalozen opracowano algorytm obliczen oraz program
komputerowy przystosowany do analizy zagadnienia przestrzennego.

2. Sformulowanie problemu

Model rozpatrywanego ukladu przedstawiono na rys. 1. Uklad dyskretny skiada si¢
ze sztywnych elementéw skonczonych, oznaczonych dalej przez RFE (Rigid Finite Element)
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Rys. 1. Model dyskretny ukladu rzeczywistego

oraz odksztatcalnych elementéw skonczonych, oznaczanych przez DFE (Deformable
Finite Element). Sposéb przeprowadzenia dyskretyzacji uktadu rzeczywistego w tym przy-
padku przedstawiono w pracach KRUSZEWSKIEGO [1, 6]. Sztywne elementy skoriczone
polaczone sa elementami sprezysto-tlumiacymi, ktérych opis podano w pracy [1]. Od-
ksztalcalne elementy skornczone polgczone sg w wezlach wedtug powszechnie znanych
zasad. Zakladamy ponadto mozliwo$¢ Iaczenia sztywnych elementéw skoriczonych miedzy
soba oraz RFE i DFE innym typem elementu zwanym GAP (z ang. przerwa).

Rozpatrzmy punkty p i r znajdujace si¢ na powierzchniach dwéch elementéw (RFE
lub DFE). Jezeli istnieje mozliwo§é styku elementéw w tych punktach to przyjmujemy,
Ze laczy je wspomniany element o nazwie GAP (rys. 2). Warunki kontaktu rozpatrywane
83 przy zatozeniu kryterium polizgn Coulomba. Dla elementu GAP przewiduje sig trzy
mozliwe rodzaje warunkéw kontaktu: adhezja (brak mozliwosci polizgu), poslizg 1 utra-
ta kontaktu,

W przypadku adhezji lub poslizgu GAP odksztalca sig niezaleznie w trzech kierunkach,
n, t, 5 (rys. 3). Model GAP przyjmujemy zatem jako uklad trzech sprezyn laczacych wspom-
niane wyzej punkty p i r. Osie tych sprezyn okreslaja kierunki 7, £ oraz 5.

Zakladamy dalej, ze sprezyny te maja wlasnoéci liniowe. RoéZnice przemieszezen kon-
cbdw tych sprezyn okresla wektor

{Au} = col[Au,, Au,, Au,], .1)

gdzie Au, i Au, oznaczaja réznice przemieszezen w kierunku osi £ i §, Au, w kierunku 7.

Oznaczamy przez k,, ks i-k, wspolezynniki sztywnosdei sprezyn odpowiednio w kierun-
kach stycznych i kierunkn normalnym. GAP moze by¢ obciazony w kierunku ositis
obciaZeniem, ktére powoduje rozcigganie lub $ciskanie sprezyn o sztywnosci k. 1 k, na-
torniast sprezyna o sztywnosci k, przenosi jedynie obciazenia $ciskajace.

2.1 Sily normalne. Rozpatrzmy przypadek styku cial w punktach p i r (rys. 2). Jezeli
sprezyna o sztywnosci k, jest $ciskana to sita normalna N ma znak ujemny. W tym przy-
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RFE
o b
GAP. GAP.
or
% RFE
Rys. 2. Element GAP laczacy elementy skosiczone Rys. 3. Uklady wspolrzednych zwiazane z GAP

(DFE, RFE)

padku mozliwa jest adhezja lub poslizg na plaszczyZnie styku. Jezeli sita N ma warto§é
dodatnia, kontakt miedzy cialami jest przerwany.

Réznice przemieszezen koncdw sprezyny o sztywnosel k, okreélamy zwigzkiem
A, = vy —t,, +NT, 2.2)
gdzie u,, 1 u. 0zZnaczaja przemieszczenia punktéw p oraz r w kierunku normalnym 5, NT
(normal translation) oznacza luz wstepny (dla NT > 0) lub odksztalcenie wstepne (gdy

NT < 0). Zaleznoéé funkcyjna miedzy obciazeniem i przemieszczeniem koncéw sprezyny
o sztywnosci k, przedstawiono na rys. 4.

ke, I, ks,

>4
c
2
>
c
>
[
Y5

Kn Kn
Kn

Rys. 4. Zaleznoé¢ obcigzenia od odksztalcenia sprezyny o sztywnosci kn

2.2 Sily styczne. Sily styczne w GAP, T i S, okreslone sa tylko wéwczas gdy N < 0.
Jezeli wartosci bezwzgledne sit 71 S sa mniejsze od iloczynu u|N|, (gdzie u oznacza wspét-
czynnik tarcia Coulomba) w rozwazanym GAP nie wystepuje poslizg. Jest to przypadek
adhezji i wowczas sily wzajemnego oddzialywania cial powoduja przyrost przemieszczen
koricéw sprezyn o sztywnosci &; i1 k;.

Réznice przemieszczen konicéw sprezyn w kierunku stycznym okreslaja zwigzki

Au, = u,,—u,—TSLIDE,

2.3
Aug = ug,—u,,—SSLIDE, 2.3)

gdzie u,p, Usp OFAZ Uy, Uy OZNACZAJY Przemieszezenia punktdw p i r w kierunkach § i t,
TSLIDE i SSLIDE okreslaja poslizg wstepny GAP odpowiednio w kierunku 1i5.

Na rys. 5a przedstawiono zaleznosci funkcyjne migdzy obcigzeniem i rdznica przemiesz-
czef koficow sprezyny o sztywnosel k, w przypadku, gdy TSLIDE = 0. Na rys. 5b przed-
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a) b)
1\ T T
L A—
T ,
//
ke k, /
-Au Ay /
- IR -~ /
/ /
/ /
kl /// ///
—————— N ¢ aw
TSLIDE,
VT TSLIDE,

Rys. 5. Zalezno$¢ obcigzenia od odksztalcenia sprezyny o sztywnoSci k,

stawiono t¢ sama zalezno$§¢ w przypadku podlizgu wstgpnego. Zaznaczone na rysunku
wielkosci TSLIDE; obliczamy iteracyjnie ze zwigzku

TSLIDE, = (urp—thr)s — (N1l [Kr), (24)

gdzie i oznacza kolejny krok iteracji.
Analogiczne zaleznosci funkcyjne opisuja przemieszczenie GAP w kierunkn osi 5. Poslizg
SSLIDE,; okresla zwigzek

SSLIDE, = (g~ tts,),— (UIN| [k,). @9

Proces iteracyjny okreslania stanu GAP trwa do chwili gdy w kolejnych dwéch ite
racjach téinica migdzy wynikami obliczed (obciaZenie GAP i jego ewentualny poslizg)
miedci si¢ w przedziale z géry okreélonej tolerancji.

‘3. Tworzenie macierzy sztywnosci

Macierz sztywnosci uktadu okre§lamy sumujac energi¢ odksztalcenia elementéw spre-
zystych taczacych RFE, energi¢ odksztalcenia DFE oraz elementéw typu GAP. Poszcze-
gblne elementy skoriczone (RFE, DFE i GAP) opisujemy w lokalnych ukladach wspét-
rzgdnych. Przyjmujemy nieruchome, prawoskretne uklady kartezjanskie.

W przypadku RFE poczatki ukladéw lokalnych pokrywaja sig¢ w stanie réwnowagi
ze $rodkami mas elementéw, [1]. W pracy [1] podano szczegdtowo sposéb tworzenia
macierzy sztywnosci elementu. Sposéb opisu DFE w jego lokalnym ukiadzie wspStrzed-
nych podano w pracy BATHE i WILSONA, [7]. Tam tez przedstawiono sposéb tworzenia
magcierzy sztywnosci réznych typéw elementow.

Polozenie modelu dyskretnego w przestrzeni okre$lamy w uktadzie globalnym wsp6t-
rzednych (X, X,, X5). W ukladzie tym opisujemy przemieszczenia uogélnione srodkéw
mas wszystkich RFE, przemieszczenia wszystkich wezléw DFE oraz przemieszczenia
weztéw GAP. Istnieje zatem konieczno$é transformacji macierzy sztywnosci elementéw
z ich uklad6éw lokalnych do ukladu globalnego. Transformacja polega na obustronnym
mnozeniu lokalnej macierzy sztywnoéci przez macierz wspdlezynnikéw kierunkowych.
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Macierz ta w przypadku metody RFE przyjmuje postaé
—@rll @r12 @rLB: 0 0 0 )
0.2, O,51 0 O 0
@asl 0 0 0
O] =|------"=-- |, 3.1
erl @rlz @rl:«!
Sym ! @r22 @rzs
|
| i 6,33 ]

gdzie: 0,,5 = cos(Xpu, Xp), o, f = 1,2, 3,
X, — 0§ ukiadu lokalnego,
Xz — o$ ukladu globalnego.
W metodzie DFE transformacji dokonujemy analogicznie jak w metodzie RFE mno-
zac lokalne macierze sztywnos$ci przez macierz wspdlezynnikédw kierunkowych [7].

h]

. Rys. 6. Wzajemne usytuowanie osi ukfadéw wspblrzednych ¢, 5, 7 raz X, Xz, Xa

Macierz sztywno$ci GAP tworzymy na podstawie rdwnania réwnowagi tego elementu
w lokalnym ukiadzie wspolrzednych. Rozpatrzmy punkty p i r (rys. 6). Na rysunku tym
przedstawiono wzajemne usytuowanie lokalnych wspétrzednych t,5 i globalnych X,
X5, X;. Zakladamy, ze kierunki osi t, 5, 7 w punktach, ktére laczy GAP sa takie same.
Oznacza to, Zze macierz wspdlczynnikow kierunkowych kazdego z dwoch ukladow lo-
kalnych zwigzanych z GAP s3 takie same.

Réwnanie réwnowagi GAP w lokalnym ukiadzie wspéirzednych przyjmuje postaé

{Fr} = (K] {u}, (-2)

gdZie {FL}T = [Tp) §p’ N_zn :Fr, S';) Nr >
{"L)T = [utp) usp, unp’ ulr) u:r, unr],

"k, 0 0 -k O O

0 k, 0O 0 —k, O

0 0 k O 0 —k

Bd=1_% o 0o &k o of
0 -k 0 0 k O
| 0 0 -k, 0 O k]
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Roéwnanie (3.2) sprowadzamy do ukladu globalnego. Na podstawie rys. 6 otrzymujemy
{u.} = [0/] {us}, (3.3)
gdZiC {”G }T = [ulp: Uaps Uzp, Upp, Uzp, ll3,.],

—0111 612 0113: 0 0 0
6,2, 0123: 0 0 0

o M|
Sym : Ouz2 O3
— [ 0133-

przy czym

O.1p = cos(t, Xp),

0,2;;'_= cos(S, xp),

O35 = cos(n, Xp),

p=1,2,3,
Wektor sit weztowych w globalnym ukladzie wspdlrzednych przyjmuje postaé
{Fe} = [O]"{F.}, 3.4

gdzie

{FG}T = [F'Jp’ F2p’ FBp’ IJ‘IH F2ry F3r]’

a wektor {F.} okresla zwiazek (3.2).
Mnozac lewostronnie réwnanie (3.2) przez macierz [@;]" na podstawie (3.4) otrzymujemy

{Fe} = [0)7[KL] {u.}. (3.5)
Podstawiajac (3.3) do zwigzku (3.5) otrzymujemy
{Fo} = [Kel{ug}, (3.6)
gdzie [K;] jest globalna macierza sztywnoscei elementu typu GAP o postaci
[Ki] = [O]R[KL][0,]. : X))

Jezeli jeden z punktéw elementu typu GAP (p lub r) znajduje sig na powierzchni RFE,
to wektor przemieszczen tego punktu przedstawiamy w funkcji wspolrzednych uogélnio-
nych RFE za pomoca zwigzku

{"L} = [@rl] [Bri] {qr}’ (3'8)
gdzie

Oi1,1 Oui,z 0.-11.3: 0 0 0
@rl2.2 @r12.3| 0 0 . 0

B ]=}--------= )
:Ortl,l Oui,z2 Ony,s

Sym. I Oriz,2 Orpz,s
t
L | Or13,5 ]
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100 0 by —b,
0 1 0 _br13 0 brll
001 by, —by O
Bd=1500 1 0 o
000 O 1 0
000 O 0 1

k{qr}-’r = [qu 3 vt qrﬁ],
przy czym

Orlﬂ.l = COS(‘XIL[B, ;),

O,ip, 2 = cos(Xyp, 5),

@rlp, 3 = COS(XLﬁ’ m,

dla g=1,2,3.
Elementy wektora {g,} okre$laja wspétrzedne uogélnione RFE, X;;1 b.p(f = 1, 2, 3)

odpowiednio osie wspolrzegdnych lokalnych RFE i wspélrzedne punktu zamocowania
GAP (rys. 7).

X3 Xeia

qr5
3
/g Xr2
b
q, )]
p briz
Xn

Rys. 7. Uklad osi #, 5, 7 oraz X1, Xoz, X3

W przypadku modelowania styku bryl z elementem odksztalcalnym przyjmujemy, Ze
jeden z koficéw GAP znajduje sie w wezle DFE, stad przemieszczenie tego punktu jest
zgodne z przemieszczeniami wezla.

Macierz sztywnosci calego ukladu tworzymy sumujac lokalne macierze sztywnosci,
transformowane do ukladu globalnego, wedtug powszechnie znanych zasad [1, 7].

4, Model poSlizgu GAP
Przypadek poélizgu GAP wymaga innego sposobu modelowania sztywnoéci elementu.

Zaleznosci funkcyjne, na podstawie ktérych modelowano przypadek adhezji (rys. 4, 5)
wymagajg modyfikacji koniecznej z punktu widzenia skutecznoéci obliczen numeryeznych,
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in
RIGID KallKn
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kn
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k#k\
pup— ==
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Rys. 9. Zmodyfikowana zalezno§¢ obcigzenia i odksztalcenia spre¢zyny o sztywnosci &,

W przypadku rozwarcia punktéw styku nie mozna przyjaé, Ze sprezyny obciazone w kie-
runku normainym i kierunkach stycznych maja zerows sztywno$é poniewaz prowadzi to
do niestabilnoéci procedury iteracyjnej..

W sytuacji, gdy sifa normalna osigga warto§¢ dodatnia przyjmujemy, Ze sprezyna ma
niewielka sztywno$¢ (w stosunku do sztywnosci k,). Podobanie, gdy sily styczne osiagaja
wartoSci u|N| przyjmujemy niewielka sztywno$§¢ sprezyn stycznych (w stosunku do sztyw-
nofci k. i ks). Zmodyfikowane zaleznoéci funkcyjne migdzy obcigZeniem i przyrostami
przemieszczen koncéw sprezyn przedstawiono na rys, 8 i 9. Na podstawie tych zaleznosci
sily normalne i styczne, ktdre obcigzaja GAP przyjmuja wartosci

N=k,-Adu,, dla Au, <0,
N = RIGID ‘k,- Au,, dla Au, >0, @.1)

oraz
{

T'=0, dla du,>0,
T=k,Au, da |k -Au)< ulN|,

T = sign [y|N|+RIGID : k,,-(|Au,|— “ILN | )] 4.2)
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gdzie sign = +1, dla du, > 0,
sign = —1, dla Ay, <0,

S=0, dla du >0,
S =k Aug, dla |k, dul < plN],

S = sign [/ANHRIGID- kx~(|A1¢Si~ /‘ILN ! )] 4.3)

gdzie sign = +1, dla Au, > 0,
sign = —1, dla Adu, <0.

n

5. Zbiezno$¢ iteracji

Zbieznosé procedury moze by¢ okreslona na podstawie obserwacji stanu kazdego GAP
oraz kazdego elementu skorfczonego, czyli modelu dyskretnego konstrukcji. Obserwacja
dotyczy stanu napreZen i przemieszczen w wezlach elementéw oraz stanu wszystkich
GAP w kolejnych iteracjach.

Stan GAPu oznaczony przez IFLAG okre$lamy nastgpujaco

IFLAG =1 przypadek adhezji,
IFLAG =2 przypadek poélizgu,
IFLAG =0 przypadek utraty kontaktu.

Zakonczenie procedury obliczen nastgpuje w momencie, gdy w kolejnych dwéch iterac-
jach réznica migdzy wynikami obliczed (obcigzenie GAP i jego stan) miesci si¢ w prze-
dziale z gory okreslonej tolerancji.

6. Komputerowy program obliczen

Na rysunku 10 przedstawiono schemat blokowy programu komputerowego. Program
ten sklada si¢ z 9 moduléw i w obecnej wersji stosowany byl do analizy ukladu hybrydo-
wego, ztozonego z RFE i DFE typu plytowego. Moduly programu napisano w jezyku
Fortran-4. Program PLARFE jest programem giéwnym. W programie tym podaje si¢
dane wielkoéci fizycznych i geometrycznych, ktore opisuja kontaktujgce sie ciata. Okres-
lamy w nim réwniez wspélrzedne wszystkich potencjalnych punktéw styku ciat (elemen-
téw GAP). Podajemy wspdlczynniki sztywnoéci sprezyn kazdego GAP, wspolczynniki
tarcia, luzy wstgpne oraz ewentualnie wstepny poslizg. Ponadto okre§lamy maksymalng
liczbe iteracji oraz zakres tolerancji zbieznosci wynikow.

Lokalne macierze sztywnofci elementdéw typu DFE tworzymy w podprogramie PLATE
a macierze sztywno$ci RFE okresla podprogram STIFRE. Podprogram PLATE opraco-
wano na podstawie algorytmu przedstawionego w pracy DEsaAl, [8]. Podprogram PLATE
wspoélpracuje z modulami CARVDE i SIMUL, ktére realizuja operacjg odwracania
i mnozZenia macierzy.
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Wezytanie danych |
Tworzenie lokalnych mucierzy‘ PLATE
sztywnosci FE

]

Tworzenie lokalnych macierzy
sztywnosci RFE . STIRFE

I
Tworzenie globalnej macierzy

sztywnosci uktadu ASELMB
—3
[ Wprowadzenie sztywnodci GaP §
|
[ Rozwiazanie réwnan rdwnowagi | SOLVG
| Okreslenie przemieszczen waztdw | Losle.

Sprawdzenie
:
' QOkreslenie
Tak przemiesczen
GAP

STRESS | OkreSlanie i
naprezen

Zmiang
danych

]

Rys. 10. Schemat blokowy programu komputerowego

Globalng macierz sztywnosci okre§la podprogram ASSEMB. W kolejnym etapie
realizacji obliczei rozwiazujemy réwnania réwnowagi ukladu. Zadanie to realizuje pod-
program SOLVG, ktdéry opracowano na podstawie metody rozwigzywania ukfadu linio-
wych réwnan algebraicznych (metoda eliminacji Gaussa).

Na podstawie wynikéw podprogramu SOLVG podprogram LOGIC okresla przemiesz-
czenia i obcigzenia elementéw typu GAP. Ponadto okresla on stan GAP, czyli parametr
IFLAG. Podprogram LOGIC zmienia sztywnos¢ GAP wedtug zaleznoéci funkcyjnych
Zrys. 8i9.

Obliczenia stanu GAP maja charakter iteracyjny. Proces ten koriczy sie¢ w przypadku
gdy wyniki dwéch kolejnych krokéw iteracji mieszcza sig w okreslonym zakresie tolerancji.
Woéwezas podprogram STRESS oblicza naprezenia w wybranych punktach i korczy si¢
realizacja programu. Program konczy obliczenia réwniez w przypadku, gdy liczba iteracji
przewyzsza z gory zalozong wartosC.

7. Przyklad

Okresli¢ przemieszczenia wezldw elementéw typu DFE, elementu RFE oraz GAP
ukladu przedstawionego na rys. 11. Ponadto okreélié sily normalne i styczne w punktach
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Rys. 11. Model dyskretny ukiadu obliczeniowego
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A1-A6 oraz ich stan (parametr IFLAG). Wymiary elementéw DFE i RFE przedstawiono

na rys. 11. Przyjeto nastgpujgce dane liczbowe

— dhugos¢ DFE ¢ =0,1m

— szeroko$¢ DFE b = 0,1 m

— grubo$¢ DFE 72 =0,015m

— dlugo$¢ RFE  a@; = 0,2 m

— szeroko$¢ RFE b, = 0,1 m

—— wysoko$¢ RFE h; = 0,1 m

— modul Young’a E = 0,21 10** N/m?
— liczba Poissona. v = 0,3

a)

17

/

[ S

v 0

7/ 8/ 12
&

A
7

15 20

b}
;= ‘F
qs_ﬂ lq
/ 2

Rys. 12. Numery wezléw DFE oraz przemieszczedia RFE

7 s
7

Elementy typu DFE maja jednakowe wymiary i wlasnosci fizyczne. Sa to plytowe
elementy prostokatne, czterowezlowe, o trzech stopniach swobody w wezle. Opis tego

elementu znajduje sig w pracy ZIENKIEWICZA, [9].

Sztywny element skoriczony RFE obcigzaja dwie sity, w kierunku stycznym Fr i kie-

runku normalnym Fy (rys. 11). Przyjeto stala warto$é sity Fy = 2- 10° N. Waitos¢ sity

Fr zmienia sig wediug tablicy 3.

10 Mech, Teoret. i Stos. 1—2/84
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Tablica 1
1 iteracja Y iteracja
Numer | --——-- e

= e B
ay i ox 1 3y ¢ ox {

i cm rad rad ‘ cm rad rad
1 0,000 0,0565 —0,0548 0,000 0,0501 —0,0854
2 0,483 0,0291 —0,0303 0,430 0,0260 —0,05%4
3 0,480 0,0299 —0,0337 0,769 0,0221 —0,0584
4 0,754 0,0175 —0,0128 0,989 0,0147 —~0,0419
5 0,483 —0,0291 -0,0303 0,430 —0,0260 —0,0594
6 0,755 -0,0175 —0,0128 0,989 —0,0147 —0,0419
7 0,000 —0,0565 —0,0548 0,000 —0,0501 —0,0854
8 0,480 —0,0299 -~0,0337 0,769 —0,0220 —~0,0584
9 0,636 0,0101 0,0013 1,060 0,0079 0,0018
10 0,741 0,0075 0,0030 1,170 0,0086 0,0039
11 0,741 -0,0075 0,0030 1,170 ~0,0086 0,0039
12 0,636 —0,0101 0,0013 1,060 —0,0079 0,0018
13 0,463 0,0265 0,0336 0,746 0,0176 0,0584
14 0,706 0,0155 0,0156 0,924 0,0121 0,0455
15 0,706 —0,0155 0,0156 0,924 —0,0121 0,0455
16 0,463 —0,0265 0,0336 0,746 —0,0176 0,0584
17 0,000 0,0497 0,0523 0,000 0,0411 0,0820
18 0,425 0,0256 0,0308 0,354 0,0214 0,0601
19 0,425 —0,0256 0,0308 0,354 —0,0214 0,0601
20 0,000 —0,0497 0,0523 0,000 —0,0411 0,0820

Rys. 13. Przemieszczenia wezldw plyty w I iteraci

Wiasnosci sprezyste elementéw typu GAP sé; jednakowe i wynosza odpowiednio

ky =0,2-10'° N/m,
kr =0,2-10° N/m.

Wspdtczynnik tarcia GAP przyjeto réwny

p=01.

W tablicach 1 -3 przedstawiono wyniki obliczen. W tablicy 1 zestawiono przemiesz-
czenia weztéw elementow skonczonych dla obcigZenia Fr = 18- 10* N. Numeracje wez-
tow przedstawiono na rys. 12a. W pierwszej kolumnie tej tablicy oraz na rys. 13 przedsta-
wiono wyniki pierwszego kroku iteracji. W drugiej kolumnie zestawiono wyniki piatego
kroku iteracji. Wyniki te przedstawiono graficznie na rys. 14.



Tablica 2

Przemieszczenia
Iteracja @ 2 @
cm cm rad
0,0140 0,7350 0,00246
0,0188 0,9590 [ 0,00326
Tablica 3
GAP Al A2 A3 Ad } AS A6
Fr= 12000 N
NN 51 500 51 500 0 0 1 48 500 48 500
T [N] 3000 3 000 0 0 3 000 3 000
IFLAG 1 1 0 0 1 1
N IN] 51750 51 750 0 0 48 250 48 250
T N 3500 3 500 0 0 3500 3500
IFLAG 1 1 0 0 1 1
Fr = 16000 N
N N] 52 000 52 000 0 0 48 000 48 000
T [N] 4000 4000° 0 0 4000 4000
FLAG 1 1 0 0 1 1
Fr = 18000 N
]
N [N] 52250 52250 0 0 47750 47750
T [N] 4500 4500 0 0 4 500 4500
IFLAG 1 1 0 0 1 1
Fr=20000 N
N N 52 500 52 500 0 0 47 500 47 500
T N] 0 0 0 0 0 0
IFLAG 2 2 0 0 2 2

[147]



148 W. OsTACHOWICZ

——— e
A A
1
i
yy A) > A | / g7
AT AR
’ < Vs
’ s
P / _1/ / -

Rys. 14. Przemieszezenia weztow plyty w V iteracji

W tablicy 2 przedstawiono przemieszczenia RFE w pierwszym i piatym kroku iteracji
dla obcigzenia jak wyZej. Przemieszczenia ¢; (I = 1, 2, 3) przyjeto zgodnie z rys. 12b.

W tablicy 3 zestawiono wyniki obliczeri dla pigciu wariantéw obcigzenia. Elementy
typu GAP oznaczono jak na rys. 11. Site normalng w GAP oznaczono przez N natomiast
site styczng przez T. Stan GAP okreslamy parametrem IFLAG zdefiniowanym w rozdz. 5.
Wyniki obliczed zamieszczone w tablicy 3 otrzymano po 5 krokach iteracji. Obliczenia
przeprowadzono na komputerze ICL-4. Xgczny czas obliczed calego procesu iteracyjnego
nie przekroczyl 3 minut.
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Pesome

T'UBPUIHAIN METOI KOHEUHOIO 2JIEMEHTA B KOHTAKTHRIX 3ANAUAX

B paGore npeacrapieHo MeTOR ONpPEAEEHHA KOHTAKTHBIX AABJIEHM B YIIPYTHX 2MEMEHTAX KOHCTPYI=
nmif, KOTOPEIE HAXOMATCA B COCTOAHHH (PU3HUECKOro KOHTAKTA NOJ, BINAHMEM BHENIHUX HATPY3OK VM
HAyaJbHBIX Hedopmalmuii. .

Peaybnan cHcTeMa MOOECJIHPOBAHA OJHOBPEMEHHO NPH YIOMOIIM KOHEUHBIX SJIEMEHTOB H IKECTKHMX
KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB. '

Bo Bcex cmyuasx KOTAA CyHIECTBYET BO3MOMKHOCTH KOHTAKTA TeNl, Mbl BBOAMM UaCTHBLIN KOHEUHBIH
3nemenT 0003nayernblit GAP.

Tipouezrypa OnpeNeneHns eOCTOSTHIST HanPsDKeHust 1 fedopmanyn GAP HTeparmoHHOTO XapaTepa,
ITpoBenesa oporpamma Ha DBM, a Taioxke npuMep BHIUUCIEHHH,
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Summary

HYBRID FINITE ELEMENT METHOD IN CONTACT PROBLEMS

In the paper a mzthod of finding distributions of tractions in elastic structural elemznts being in the
contact under the influence of external loads have besen proposed. The real structures have been represented
by a system of rigid as wall as daformable finite eclements. On surfaces where the possibility of a contact
between structural elements can occur, the special finite element, reffered to as GAP, have been introduced.
The procedure of calculating the stresses and deformation of GAP is of an iterative character. The description
of the program for computers and the example of application have bzen given.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 maja 1932 roku
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UPROSZCZONA ANALIZA USTALONEGO KORKOCIAGU SAMOLOTU
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1. Wstep

W pracy przedstawiono uproszczona metod¢ wyznaczania warunkéw réwnowagi
ustalonego korkociggu samolotu. Metoda w przyblizony sposéb okresla kat pochylenia
samolotu @&, predkosé katowa obrotu £, predkosé opadania ¥, oraz promien korkociggu
r 1 kat pochylenia linii rubowej toru przemieszczania si¢ §rodka masy samolotu y.

Samolot potraktowano jako sztywny uktad mechaniczny o szesciu stopniach swobody.
Przyjeto nastgpujace podstawowe zatoZenia dotyczace stanu lotu samolotu w korkociagu
ustalonym: of korkociggu jest pionowa wzglgdem ziemi, maly kat przechylenia samolotu,
maly kat §lizgu, taka konfiguracja samolotu, e o$ korkociagu lezy w przyblizeniu w plasz-
czyznie symetrii samolotu. Dodatkowo zatoZzono, Ze dla « > ay,, warto$¢ wspdiczynnika
calkowitej sity aerodynamicznej ¢, samolotu jest w przyblizeniu stala [6, 7).

Wyniki obliczeniowe uzyskane w pracy dla przypadka samolotu TS-11 ,,Iskra”, od-
noszone sg do wynikéw uzyskanych dla tego samego samolotu w pracy [3], w ktorej
rozpatrywano warunki réwnowagi ustalonego korkociagu samolotu przy uwzglgdnieniu
petnych réwnan ruchu samolotu.

2. Wzory wynikajace z réwnowagi sil dzialajacych na samolot w korkociagn

W pracy zamodelowano, Ze samolot w korkociggu ustalonym porusza sie po stromej
linii $rubowej o osi pionowej wzgledem ziemi. Ruch jest niesterowany i rozpatrywany
jest dla ustalonej wysokosci lotu, Ruch ten stanowi naloZenie si¢ na siebie opadania samo-
lotu z predkoscia ¥ i obrotu wokét osi korkociagu z predkoseig katowa 2, rys. 1.

Kat przechylenia samolotu w korkociagu jest zwykle maly, rzedu kilku stopni [1, 2, 3, 5].
Kat odchylenia osi Ox samolotu ku osi korkociagu jest natomiast rzgdu 88°, czyli 0§ Ox
przebiega bardzo blisko osi korkociagu [2, 3, 6, 7). Z pewnym przyblizeniem mozna wigc
przyjaé, ze of§ korkociagu lezy w plaszczyZnie symetrii samolotu Oxz. Calkowita sila
aerodynamiczna dzialajaca na samolot w korkociaggu, z racji malego kata §lizgu, jest
w przyblizeniu prostopadia do plaszczyzny platow i zawiera si¢ w plaszczyinie symetrii
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Rys. 1. Model ustalonego korkociggu samolotu. Oznaczenia: o« — kat natarcia, ® — kat pochylenia,

m— masa samolotu, g — przyspieszenie ziemskie, ¥ — predkos¢ opadania pionowego, £2 — predko$é

katowa obrotu samolotu, r. — promien korkociggu, H. — wysoko$§¢ tracona przez samolot w jednej
zwitce korkociggu, R, — wypadkowa sila aerodynamiczna dzialajaca na samolot

samolotu Oxz [4, 6, 7). Oznacza to w przyblizeniu dzialanie sity R, wzdluz osi Oz samo-
lotu (rys. 1). Przy takich zalozeniach sita noéna samolotu réwnowazy site odérodkowa,
a sila oporu samolotu réwnowazy jego cigzar.

Dla wiekszosci samolotéw obserwuje sie zjawisko, Ze dla nadkrytycznych katéw na-
tarcia, warto$¢ wspdlczynnika catkowitej sity aerodynamicznej samolotu cg, jest pewna
stala wielokrotnoscia maksymalnego wspolczynnika silty nosnej samolotd ¢;max [5, 6, 7.
Mozna to zapisa¢ jako:

CRa = chzmnx- (1)
Ziawisko to ilustruje rys. 2. W zaleznosci od typu samolotu kp = 1.0—1.3.
Z réwnowagi sit na rys. | wynikaja zaleznosci:

mQ?r.+R,sin@ =0, )
mg—R,cos6 = 0, 3)

gdzie: m — masa samolotu, 2 — katowa predko$é¢ obrotu samolotu, r, — promie kor-
kociggu, R, — calkowita sita aerodynamiczna dzialajaca na samolot, ® — kat pochylenia
samolotu (€ ma warto$¢ ujemng jak na rys. 1), ¢ — przyspieszenie ziemskie.
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ACr
€z
Cr
cZn\ﬂ'r. ———7
/ Z

Rys. 2. Graficzne przedstawienie zaleznosci (1)

Dzielac wzory (2) 1 (3) przez siebie otrzymujemy:

tg®
o= -5 @
Wstawiajac (1) do (3) i uwzglgdniajac, ze dla malych katéw przechylenia samolotu @:
o=90°-6, &)
otrzymujemy:
mg——;—QSVcZkkczmusina =0,

stad po przeksztalceniach:

2mg Vinin
Vc = - - —, 6
l/Q'S'kR'czmnx'Slna ]/kRSiIld ©

gdzie: p — gestos$¢ powietrza, S — powierzchnia nosna samolotu,

V1o — Iinimalna predkoéé samolotu, inne oznaczenia jak uprzednio.

Wzory (4) i (6) sa jedynymi dajacymi sig wyprowadzi¢ z warunkow réwnowagi sit
dziatajacych na samolot w korkociagu. Nie wyznaczajg one jednak Zadnego z parametréw
korkociggu bezpoérednio.

3. Réwnowaga momentow

Decydujgcy wplyw na postaé ustalonego korkociggu samolotu ma réwnowaga mo-
mentéw pochylajacych [1, 2, 3, 4]. Przy pominigciu wplywu od zespohi napgdowego i uzna-
jac warto$¢ dewiacyjnego momentu bezwiadnosci samolotu J,, za mata, réwnowage mo-
mentéw pochylajacych dziatajacych na samolot sprowadzi¢ mozna do postaci:

M,+(J,~J)P-R =0, )

gdzie: M, — aerodynamiczny moment pochylajacy samolotu, J,, J, — momenty bezwlad-
nosci samolotu w ukladzie wlasnym Oxyz.
P, R —predkosci katowe przechylania i odchylania w uktadzie Oxyz.
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Rys. 3. Warunek réwnowagi (10) przedstawiony na wykresie

Zgodnie z [1, 2, 3, 4] predkosci katowe samolotu w ukladzie Oxyz, dla przypadku
korkociagu o osi pionowej moZna zapisac:

P " —sin®
0| = 0} cosOsin® |, )
R cos@cos D

Dla malej wartodci kata przechylenia @, cos® ~ 1. Stad:

M, + 5 23— J)sin(~26) = 0. ©

Biorac pod uwage, ze M, = % <0~ 8-V2% ¢, ¢, oraz uwzgledniajac wzory (5) i (6),

rownanie (9) przeksztalcié mozna do postaci:
J.—~J,

LIl S YR b
0 S Vic 0% - sin(20) + Y 0. {10)

gdzie: ¢, — $rednia cigciwa aerodynamiczna skrzydla, c,, — wspdtczynnik aerodynamicz-
nego momentu pochylajacego samolotu.

Zakladajac, 2e wspétezynnik ¢, w niewielkim stopniu zalezy od predkosci katowej
obrotu samolotu {2, warunek réwnowagi (10) przedstawi¢ mozna na wykresie. Qznaczyw-
szy pierwszy czton sumy przez c,,;, a drugi przez ¢}, wykres taki przedstawiono dla przy-
padku samolotu TS-11 ,,Iskra” na rys. 3. Dane masowe, geometryczne i aerodynamiczne
samolotu przyjeto przy tym jak w pracach [2, 3]. Stala kg zalozono réwna 1.0, a dane
sterowania samolotem przyjeto nastepujaco:

aH = _200, (s]/ = 200, 6L = 00.

gdzie: 9y, dy, 0, — odpowiednio wychylenie steru wysokosci, kierunku i lotek.
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Rys. 4. Zalemnoéé Ng = f(£2) dla réznych wartoéci kata natarcia samolotu «

Na podstawie analizy wykresu z rys. 3 niemozliwym jest jednak Sciste odezytanie po-
tozenia punktu réwnowagi. Nalezy postuzyé si¢ warunkiem dodatkowym, warunkiem
réwnowagi momentéw dzialajacych na samolot o kierunku wektora réwnoleglym do
osi korkociagu. '

Ng = —L,sin@+ M,sin® - cos@+N,cosPcos® = 0. (11)

Przy zaloZeniu malego kata przechylenia samolotu @ oraz przy uwzglednieniu wzoru (5).
warunek (11) upraszcza si¢ do zaleznoscei:

Ng = L, cosa+N,-sina = 0. (12)

Jezeli dla danej wartosci kata natarcia o istnieje taka warto$¢ predkosei katowej Q,
dla ktérego N, = 0, to mozliwym jest utworzenie wykresu Lno-o = fla). Narzucaja
si¢ dwie mozliwe metody otrzymywania takiego wykresu, poprzez obliczenia i droga
dmuchan modelowych dla modelu wirujgcego.

W pracy wykonano obliczenia numeryczne w celu otrzymania przebiegow Ng = f(£)
dla réznych katéw natarcia samolotu. Przy obliczeniach zaktadano B = 0°, a predkosc
liniows samolotu dla danego kata « liczono z zaleznosci (6). Wyniki obliczen dla rozpa-
trywanego samolotu TS-11 , Iskra” prezentuje wykres na rysunku 4.

Z rys. 4 wynika, ze poszukiwany punkt réwnowagi znajdowal winien si¢ w zakresie
kata natarcia od 32° do 43°. Dla kazdej wartofci kata « z tego zakresu istnieje taka war-
tosé R, dla ktérej N, = 0. Mozliwym jest wiec utworzenie wykresu w funkcji kata natar-
cia Png-0 = fle).

Powracajac do wykresu z rys. 3, dla kazdego « znajgc wartosé 2, dla ktore_] mozliwe
jest N, = 0, na wykres naniesé¢ mozna lini¢ Ny = 0. Bedzie to linia 1gczaca punkty z krzy-
wych ¢,; wybranych tak, Ze dla kazdego « wybrana bedzie krzywa dla wartosci 2 odpo-
wiadajacej warunkowi N = 0. Przecigcie utworzonej linii z przebiegiem ¢ wyznaczy
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Rys. 5. Graficzne wyznaczenie punkiu réwnowagi samolotu w korkociagu

w przyblizeniu poloZenie punktu réwnowagi samolotu w korkociagu. Dla wybranego

samolotu zaprezentowane jest to na rys. 5.
Z rys. 5 odczyta¢ mozna nastepujace parametry punktu réwnowagi samolotu w kor-
kociggu: o = 40.5°, Q2 = 2,45 1/s. Ze wzoréw (4), (5) i (6) wyliczyé mozna pozostate

istotne parametry ustalonego korkociggu samolotu.

Tablica 1
Metoda przyblizona Obliczenia numeryczne

o (deg) 40.5 38.6

B (deg) 0? -3.0

V (m/s) 65.1 68.8
, £.1f) 245 2.54
' D (deg) v 1.0
O (deg) —49.5 —51.3
i (m) 1.91 1.72

1) — obliczeniaz za pomocy [3], dla pelnego ukladu réwnah ruchu sumolotu,

2) — wielkodci przyjgte z zalozenia.

W tablicy 1 zestawiono uzyskane w pracy wyniki w poréwnaniu z wynikami otrzyma-
nymi w pracy {3], ktore uzyskane byly dla tego samego zestawu danych i sterowania sa-
molotu TS-11 ,,Iskra” poprzez rozpatrywanie warunku réwnowagi pelnego ukladu réw-
nai samolotu.

4. Wrioski wynikajgce z pracy

Z wynikéw uzyskanych w pracy (tabl. 1) wynika, Zze metoda uproszczona daje doé¢
dobre przybliZenie w poréwnaniu z obliczeniami numerycznymi dla pelnego uktadu réw-
nafi. Nalezy jednak zauwazyé, ze w obu przypadkach przyjeto identyczne dane aerody-
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namiczne samolotu, a wykresy Ny = f({2) otrzymane byly przy wykorzystaniu czgsci
oprogramowania uzytego w pracy [3]. Mialo to istotny wplyw na zbliZenie wartosci uzy-
skanych wynikéw w obu przypadkach.

Metoda jest prosta i szybka. Pozwala na zorientowanie si¢ w podstawowych wlasnoé-
ciach korkociggowych samolotu. Wyniki metody dajg si¢ latwo interpretowaé na wykre-
sach, a uzyskad je mozna bez koniecznoéci angazowania kosztownych obliczen numerycz-
‘nych.

Zwraca uwage maly zakres aerodynamicznych danych samolotu niezbednych do ob-
liczen opisana metodg. Wymagane sa przebiegi wspSlczynnikéw ¢, i ¢; (lub cg,) oraz ¢
samolotu dla pelnego zakresu katéw natarcia. Zalezno$¢ Qnp-o = f(¢) najdogodniej
wydaje si¢ otrzymaé¢ na drodze dmuchan modelowych w tunelu pionowym przy zastoso-
waniu modelu wirujgcego [2].

Metoda jest przyblizong i dobrze jest zdawac sobie sprawe z wagi czynionych zalozefi
upraszczajgcych. Przy otrzymywaniu zaleznodci Qnp-o = f{«) droga dmuchan modelo-
wych, z gory skazujemy sig na blad wynikajacy z faktu zalozenia, ze r, = 0. Metoda ta
z gbry zaklada tez, ze @ = 0° oraz, ze 0§ korkociggu przecina si¢ z osig Ox samolotu.
Konsekwencja tych faktéw jest pominiecie malej zwykle wartosci kata §lizgu samolotu
w ustalonym korkociggu. Nalezaloby tez zweryfikowaé doswiadczalnie zaloZenie cg, =
= kg C:max. Nawet jednak gdy zaloZenie to nie jest spehnione, tzn. cp, = f(o) dla catego
zakresu katdw natarcia, wykonanie obliczent powyzsza metodg jest mozliwe (zmiana we
wzorze (6)).

Zaproponowang metode nalezy traktowaé jako pierwsze przyblizenie problemu. Jej
szybkos¢ 1 ograniczony zakres wymaganych danych aerodynamicznych samolotu sta-
nowig jej powazne zalety.
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H CKOTNBM(EBUST MaJIbIe, OCh IITONOPA JIESKUT B IJIOCKOCTA CHMeTpui camonéra. ITo aTomMy MeToxy caenanc
KaK TpuMep, BeIauCenust 1ia camonéra TS-11 ,,Iskra™

Summary
SIMPLIFIED STUDY OF AIRPLANE STEADY SPIN
An estimative, graphical method for predicting steady spin modes of an airplane is presented. An
airplane has been treated as a rigid body. It has been assumed that spin axis is vertical, roll angle and angle

of attack are small, and that spin axis belongs to the symmetry plane of an airplane. Test calculations
have been carried out for Polish training airplane TS-11 ,,Iskra”.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 2 lutego 1983 roku
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1. Wstep

W pracy przedstawiono metode badania wiasnoéci korkociggowych samolotu, pole-
gajaca na wyznaczeniu jego punktu réwnowagi w korkociagu o osi pionowej. Samolot
traktowano przy tym jako sztywny ukiad mechaniczny o szeiciu stopniach swobody.

Przy poszukiwaniu stanu lotu samolotu w ustalonym korkociagu zalozono, Ze éredni
kat npatarcia platow jest wigkszy od krytycznego, a ruch odbywa si¢ po stromej linii
$rubowej o osi pionowej wzgledem ziemi. Rozpatrywano ruch niesterowany (ustalone
parametry sterowania) dla zadanej wysokoéci lotu.

Réwnania do wyznaczania punktu réwnowagi samolotu w korkociagu wyprowadzono
-z ogblnych réwnan ruchu samolotu jako ciala sztywnego [2, 8], otrzymanych w quasi-
wspolrzednych ukfadu wiasnego samolotu przy zastosowaniu réwnan Boltzmana-Hame-
la [5] dla ukladéw mechanicznych o wigzach holonomicznych.

Oddzialywania zewngtrzne na samolot w korkociggu wyznaczono analogicznie jak
w pracach [2, 8]. Przyjeto, Ze sa one pochodzenia aerodynamicznego, od zespolu napg-
dowego i od sily cigzkosci. Oddzialywania aerodynamiczne liczono rozdzielajgc je na po-
chodzace od skrzydla, kadiuba oraz usterzer pionowego i poziomego. Przy wyznaczaniu
oddzialywan od skrzydla zastosowano metode pasows, dzielac je dodatkowo na N = 20
paskéw. Dla kazdego z paskow skrzydla i usterzen jako calosci, oddzialywania liczono
przy uwzglednieniu lokalnych warunkéw oplywu. Oddzialywania te odnoszono nastgp-
nie do srodka masy samolotu. Opierajgc si¢ na pracy [4] uwzgledniano réwniez wplyw
czesel samolotu na siebie. Metoda ta pozwolila na przyblizone uwzglednienie wplywu
predkosci katowych samolotu na sily i momenty aerodynamiczne. Oddziatywania od ze-
spotu napedowego wyprowadzono dla przypadku jednosilnikowego samolotu turbood-
rzutowego.

Obliczenia przykladowe wykonano dla przypadku samolotu TS-11 ,,Iskra” wediug
wilasnych programéw w Osrodku Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej.
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2. Sformulowanie zagadnienia i opis przyjetych ukladéw odniesienia

Formulujac model ustalonego korkociagu przyjeto nastgpujace podstawowe zaloZe-
nia (poréwnaj prace [1, 3, 10]):
1. Lot samolotu odbywa si¢ w zakresie nadkrytycznym $redniego kata natarcia
platow,
2. Opadanie samolotu nastgpuje po stromej linii srubowej o osi pionowej wzgl@dem
ziemi, przy jednoczesnym obrocie wokét tej osi,
. Ruch jest niesterowany i rozpatrywany jest dla zadanej wysokosci lotu,
4, Ruch jest ustalony. Oznacza to, ze wszystkie parametry ruchu, toru przemieszczania
sig érodka masy i konfiguracji samolotu wzgledem osi linii Srubowej sa ustalone.

w

| 0é korkociagu

1/2Hzw

i %

Rys. 1. Model korkociagu ustalonego. Oznaczenia: « — kat natarcia, @ — kat pochylenia, m — masa

samolotu, g — przyspieszenie ziemskie, Vi — predkoéé opadania pionowego, 2 — predkosé katowa ob-

rotu, rx — promien korkociagy, H,, — wysoko$¢ tracona przez samolot w jednej zwitce, R, — wypadkowa
: ' sifa aerodynamiczna

Do opisu ruchu samolotu w korkociagu ustalonym uzyto nastgpujacych uktadéw od-
niesienia:
1. Uklad Ox,;y,z, zaczepiony w érodku masy samolotu o osiach réwnoleglych do
inercjalnego ukladu O, x,y,z; zwigzanego z ziemig. O$ Oz, (réwniez o O, x,)
Jest pionowa, tzn. zgodna z kierunkiem dziatania sily cigzkosci,
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Rys. 2. Uklad korkociagowy Ox,y,z: dla korkociggu o osi pionowej. Oznaczenia: ¥V, — predkosé calko-
wita, V,‘—prqdkosé opadania pionowego, Va-— predko§é styczna, p — kat pochylenia lmu §rubowej,
» —kat odchylenia samolotu ku osi korkociagu

2. Centralny ukiad wlasny samolotu Oxyz, taki, ze plaszczyzna Oxz jest plaszczyzna
symetrii samolotu,

3. Ukfad aerodynamiczny (predkosciowy) Ox,y.z, zwiazany z kierunkiem niezaklo-
conego przeplywu,

4. Ukdad korkociagowy Ox;yxzy (rys. 2). O§ Oz, tego ukladu jest pionowa (pokrywa
si¢ z osig 0z,), a osie Oxy 1 Oy stanowia rzuty osi Ox i Oy na plaszczyzne pozioma
Ox,¥,.

Opisy trzech pierwszych ukfadow zawarte s3 m.in. w pracach [2, 7, &, 9]. Uktad kor-
kociagowy [1, 2] wprowadzony zostal w celu ulatwienia analizy konfiguracji samolotu
w korkociggu oraz toru lotu jego §rodka masy. Uktad zaczepiony jest w $rodku masy sa-
molotu. O$ Oz, jest przez caly czas rownolegla do osi korkociggu (z zaloZenia pionowa),
natomiast osie Ox, i Oy, wyznaczaja plaszczyzng prostopadia do osi linii §rubowej i sa
rzutami odpowiednio osi Ox i Oy ukiadu wiasnego na t¢ plaszczyzne. Zgodnie z zaloze-
niami przyjetymi powyzej, o§ Oz, pokrywa sig¢ z osia Oz,, a osie Ox, i Oy, zawierajg sie
w plaszczyznie Ox,y,.

11 Mech. Teoret. i Stos, 1—2/84
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Zaleznoséé pomigdzy ukladami Ox, yrzy i Oxyz mozna zapisac jako:

X " cos@ sin@sin® cos@sin® x x
V| = 0 cos @ —sin® |[x|y|=4,x]|y], )
z —sin@ sin®cos® cosPcos® z z

gdzie: @ — kat przechylenia, @ — kat pochylenia samolotu.

3. Réwnania do wyznaczamia punktu réwnowagi samolotu w korkociagu

Poszukiwane réwnania wyprowadzone zostaly z ogoélnych réwnan ruchu samolotu
sztywnego w quasi-wspétrzednych [5] centralnego ukladu wiasnego samolotu Oxyz, dla
ktorego piaszczyzna Oxz jest plaszczyzna symetrii samolotu. RO6wnania te maja posta
(2, 4, 8]:

du

mE =+ m(WQ—VR) = 03, @)

midlt/— +m(UR—WP) = QF, (b

m%z +m(VP—UQ) = Q. - ©

V)]

dP dR _

Joy —Ix gy + U= J)OR—J: PQ = OF, ()
dag 2_p2y — OF

Iy ~ U TIPRHTL(P =R = 0F, (9
dR dp

Jz—d—t—-—sz—E+(Jy*‘Jx)PQ+szQR = Q;’ (f)

gdzie: m — masa samoloty, J,, J,, J;, Jx, — momenty bezwladnosci gléwne i dewiacyjny,
U, V, W — predkosci liniowe w uktadzie Oxyz, P, O, R — predkosci katowe w ukla-
dzie Oxyz, @* = col[Q}, OF, ..., Qk] — wektor sil uogdlnionych.
Zgodnie z zatoeniami, wektor calkowitej predkosci katowej samolotu Q skierowany
Jjest wzdhuz pionowej osi korkociagu, stad:

P —sin®
Q| =0Q|sin®@cos® |, (3)
R cos@cosH

:Frgy pierwsze rownania ukladu (2) w postaci U, vV, W zastapi¢ mozna wyraZeniami
da, B, V. wedhug zaleznosci:

dz:-i<arct AN : (W Vsi 4
dt £ U = _VW COSo — S]Dd), ( )
. d — . . .

Ve= E(}/U2+V2+ W?) = Ucosficosa+ Vsinf+ Wecosfsina, )

. d Vo V—V,sinf
f = Tt(arcsmvc) = Veosf )
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Za pracami [2, 8] wektor sit uogdlnionych przyjaé mozna w postaci:

X, +T coséd—m-g-sin®
Y,+m-g-sin@cos®
Z,—T-sind+m- g cos®Pcos®
o =1, : )

M,+T-e+Jy- R o
| No—Jo Qo

gdzie: QF = col[X,, Y., Z,, L4, M,, N,] — wektor sil uogélnionych pochodzenia aero-
dynamicznego, T — ciag silnika, 6 —kat pomiedzy linig dzialania ciggu silnika
i osia Ox uktadu wlasnego, e — oddalenie linii dziatania sity ciggu od $rodka masy
samolotu, w — predkosé katowa obrotéw silnika, zaloZono, ze wektor w jest réw-
nolegly do osi Ox, J, — moment bezwladnoéci czesci wirujacych silnika.
Ostatecznie rownania do wyznaczaﬁja punktu réwnowagi samolotu w korkociggu
wyprowadzono w nastgpujgcej postaci:

o= —colTﬂ(—stina+Czcosa)+Qcos(~)sin(D+
—QtgPh(cosB@cosPsino— sinPcosa), (a)

B = —Cy-cosasinf+C, - cosf—C, - sinasinf +
+Q(smBsina—cos@cosPcosa), (b)

' . | ®)
‘Ij‘ = C,-cosacosf+C, sinf+C, - sinacosfi, (c)

P = K[Ci+K, C,— Q%in Pcos@(K,sin®+ KscosOcosP)], (d)

0= C,+02 [-%KG sin2@cos @ — K,(sin*@ — cosz@coszdi)] , (e

R = K[K;Ci+ Cy 4+ Q2%sinPcos O(K,sin® - Kgcos@cos D)), ()

gdzie:
¢, = Xat T coso—m:g:sin@
ST 2 ’
C. - Y,,+m-g-sin(.1§cosé)_
yo m-V, ’
Z,—~T-sind+m-g-cosPcost
C.=": : ,
m-V,
L, N,—Jo 2 cos@sin®
C = T Cy= - T )
c - M,+T-e+Jy- 2 - cos@cos®P

J, ’

JL*
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Ji Iz
R AR G b
K, = Jz;xf, ]j;]z K, = Jz;yfx ’

Uklad réwnan (8) Jest ukladem szesciu nieliniowych réwnan rézniczkowych F =
= col[&, §, V.V., P,Q, R] o sze$ciu niewiadomych X = col[«, g, V., 2, @, @]. Punkt
réwnowagi uktadu jest to taki punkt, czyli taki wektor X, dla ktérego prawe strony ukladu
s3 rowne zeru, czyli wektor F jest wektorem zerowym. W zagadnieniach technicznych
warunek ten jest réwnowaZny stwierdzeniu, ze w punkcie réwnowagi X, odpowiednio
zdefiniowana norma wektora F musi byé mniejsza od zadanej wartosci e. Na przyklad:

J(F) = Zlﬁ(X)l = &)+ ... +IRE). ©)

Metoda wyznaczania punktu réwnowagi tlhumaczy dlaczego zamiast ukladu U, vV,
W P Q, R rozpatrywano uktad réwnan o postam a, ﬂ 1% /Vc, P Q, R oraz dlaczego za-
miast réwnania V, rozpatrywano go w postaci 12 /Ve. Z punktu widzenia prawidlowosci
i szybkofci znajdowania punktu réwnowagi ukladu, pozadane jest by wszystkie sktadniki
sumy (9) mialy zblizZona do siebie wartoéé. Wartosci liczbowe U, V, W sy zazwyczaj o co
najmniej rzad wigksze od wartoéci liczbowych osigganych przez P, Q, R. To samo dotyczyé
moze réwnie2 pochodnych tych wielkoéci. Rzad wielkosci liczbowych «, f (w radianach)
1 V.[V. = 1 jest natomiast zblizony do rzgdu wartofci P, 0, R. Z tego wzgledu norma wek-
tora F dla ukladu réwnan o postacn a, ﬂ v, Ve, P, Q, R wydaje si¢ lepiej okre§lona niz
dla ukladu U, v, W, P, Q,

Jesli punkt réwnowagi istnieje, czyli J(X) < £, wektor X = col[e, 8, V., 2, D, 6]
Jednoznacznie charakteryzuje stan lotu ustalonego korkociggu samolotu. Warto jednak
pokusi¢ si¢ o dodatkowe informacje dotyczace ruchu $rodka masy samolotu i jego kon-
figuracji w korkociagu. Tymi dodatkowymi informacjami moga by¢: y — kat pochylenia
linii $§rubowej, r, — promien korkociagu i » — kat odchylenia samolotu ku osi korko- -
ciggu (rys. 2).

Z rys. 2 wynikaja zaleznosci:

X " cosycosx |
V| = V.| —cosysinx | = V.. 4. (10)
LA siny

Natomiast ze znanych wzoréw wynika, Ze:

U cosficosa
V{=v.| sinp =V, B. (11)
74 cos fsina
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Poréwnujac wzory (1), (10), (11) otrzymujemy:

A(3) = siny = EAu(3, i) x B(i),
i

A(2) = —cosysinx = ZAk(Z, i) x B(i).

Stad:
y = aresin( 3 (43, ) x B(), (12)
% = arcsi L \ﬁA (2, )= B (3
= sin| — Cosy Lo k2,1 D). . » » )

Promient korkociggu r, wyznaczy¢ mozna z zaleZznosci:

no=tst (14)

4. Obliczenia przykladowe

Obliczenia przykladowe wykonano dla przypadku samolotu TS-11 , Iskra” w Oérodku
Obliczeniowym Politechniki Warszawskiej wedlug wlasnych programéw napisanych w je-
zyku FORTRAN. Przy wyznaczaniu punktu réwnowagi ukladu (8) postuzono si¢ goto-
wymi procedurami standardowymi.

Obliczenia wykonane zostaly dla wielu wersji danych samolotu i sterowania i zebrane
sa w tablicy 1. Wszystkie wersje obliczen rdznig si¢ od wersji podstawowej (std) tylko
parametrami wyszczegolnionymi w tablicy. Umozliwia to przyblizona oceng wplywu zmian
poszczegblnych parametréw na wlasnoscl korkociggowe samolotu. W wersji podstawowe;j,
najwazniejsze dane samolotu i sterowania przyj¢to nastgpujaco:

m = 3240 kg 8y = —20

J.=T18 kG m s? dy = 20

J, = 1338 kG m s? o, =

J,=1972 kG m s, T i v — parametr biegu jalowego silnika
I, =77 kG m s

Sy = 3.54 m? x =0.257¢,

Sy = 2.25 m? o = 1.108 kG m~—* s?

(xa,ze) = (54,1.2) m  (wysoko$é H = 1000 m)
(xV,ZV) = (53, 16) m

gdzie: Sy, Sy — powierzchnie usterzen poziomego i pionowego, (Xu, zy) oraz (Xy, zy) —
wspdtrzgdne $rodkéw parcia usterzed poziomego i pionowego w ukladzie Oxyz,
X — wywaZenie samolotu, ¢,— $rednia cigciwa aerodynamiczoa samolotu, inne
dane jak poprzednio.
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5. Omo6wiepic wynikow obliczen i wnioski

Wyniki obliczen zebrano w tabl. 1. Oceniajac wyniki w wersji podstawowej (std),
stwierdzi¢ moZna, ze zamodelowany samolot ma tendencj¢ do wykonywania korkociggu
pochylego (kat pochylenia @ = —51.3°). Kat §lizgu jest niewielki (J5| = 3°), mala jest tez
warto$¢ kata przechylenia samolotu (@ = 1°). Zwracaja uwagg mata warto$¢ promienia
korkociagu (rzedu 1/4 rozpigtosci), duza wartoéé kata pochylenia linii $rubowej (y =
= 86.4°) i duza warto$é kata odchylenia samolotu ku osi korkociggu (x = 88.2°). Dodad
nalezy, Ze na uzyskane wyniki rzutowaé mogly wartoéci szacunkowo okreslonych danych
aerodynamicznych przyjetych do obliczed.

Pordwnujac poszczegdlne wersje obliczen, z wynikow uzyskanych dla wersji 2 wynika,
ze wzrost warto$ci wychylenia steru wysokosci ma minimalny wplyw na postaé ustalonego
korkociagu. Jest to wynikiem matej skutecznosci steru wysokosci dla o > ..

Tablica 1

Parametry punktu rownowagi

o B Ve 2 7] © % % re
deg deg | m/s 1/s deg deg deg deg m

1 std 38.6 | —3.0| 68.8 | 2.54 1.0 | —51.3) 864 | 882 | 1.72
2 § = ~-30° 38.8 | —2.8| 69.5 | 2.27 1.8 | —51.1] 86.1 | 87.1 | 2.11
3 é =130° 46.6 | —2.8| 62,5 | 2.32 | 0.5 | —43.4| 869 | 88.6 | 1.48
4 é =10° 325 | =22 759 | 3.04 52 | —57.2 862 | 86.5 | 1.65
—_——— || - R I I,
5 d =15° 375 | =311 70.1 | 2.64 I.t | —52.6) 867 | 88.5 | 1.53
U, R (- [
6 m = 2600 kg 353 | —3.6| 65.0 | 2.41 1.9 | —54.6| 853 | 87.2 | 2.23
7 Jy, = 1850, 46.7 | —2.8| 61.0 | 1.89 0.3 | —43.3; 863 | 885 | 2.13

J: = 2500 (kGms?)

8 Jy, = 1300, 40.1 | =31 675 | 248 0.7 | —49.8| 86.5 | 88.4 1.70
J: = 2500 (kGms?)

9 x=025 ¢ 37.3 ——2.; 702 | 2.82 0.8 | —52.6| 86.6 88.4. 1.4{;

o | se=s3m w2 —33| a9 | 293 | ol | -2l 867 892 139

no| S=3amt 35| 30| e | 254 | 10 | —5i4| 864 | 882 | 171

2| xa=80, 307 |-19 w1 | 349 | 29 | -592 866 | 851 | 135
xy =79 (m)

13 WYsokoéélotuH-—IOOOm 43.5 | —2.4] 79.0 | 2.40 0.5 | —46.5| 87.3 | 88.7 | 1.57
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Duzy wptyw na postaé korkociaggu ustalonego ma natomiast warto$¢ wychylenia steru
kierunku, wersje 3 i 4. Silne wychylenie steru wplywa na wyplaszczenie postaci korkociagu
(zmniejszenie wartosci bezwzglednej kata pochylenia samolotu) przy jednoczesnym zmniej-
szeniu wartosci predkoéci liniowej ¥, i katowej obrotu (2. Niepelne wychylenie steru
wystramia korkocigg i powoduje wzrost V. i 2. Zjawisko to nalezy thumaczyé tym, ze
oplyw usterzenia pionowego podczas wykonywania korkociagu przez samolot jest taki,
7¢ sila nosna (boczna) powstajaca na nim jest mata [2]. Inacze] mowiac kat natarcia na
usterzeniu jest zblizony do wartosei kata zerowej sify nosnej dla ustalonej wartosci wy-
chylenia steru. Kazda zmiana wychelenia steru powodowaé bedzie wiec zmiang warun-
kow oplywu usterzenia, a wiec zmiane postaci korkociagu.

Warto§¢ wychylenia lotek ma niewielki wplyw na posta¢ korkociagn ustalonego,
wersja 5. Potwierdza to mala skuteczno$¢ lotek dla o > ay,..

Zmniejszenie masy samolotu (wersja 6) wywolalo wystromienie postaci korkociagu.
Nalezy jednak zauwazy¢, ze obliczenia prowadzone byly przy zalozeniu, Ze zmiana masy
samolotu pozostawata bez wplywu na wartosci momentow bezwladnosei i wywazenie.

!
|
0 >

| Y Nw
|
!
l

Rys. 3. Réwnowaga momentéw pochylajacych

Wzrost oddalenia mas zastepczych wzdhiz osi Ox (wersja 7) wywoluje silne wyplasz-
czenie postaci korkociggu. Wytlumaczy¢é to mozna analizujgc réwnowage momentow
pochylajacych samolotu, majacg decydujacy wplyw na postaé¢ ustalonego korkociggu
samolotu [1, 2, 3, 10]. Warunek réwpowagi w’ przyblizeniu, po pominieciu czionéw mniej
znaczgcych, daje sig zapisaé jako:

Ma+(-[z—'[x)PR=0' (15)

Wzrost oddalania mas zastepczych wzdhuz osi Ox wywoluje wzrost momentu od sit bez-
wladnosci, a co za tym idzie do wzrostu kata natarcia (wyplaszczanie korkociagu). Wzrost
kata natarcia wywoluje z kolei wzrost wartosci aerodynamicznego momentu pochylajg-
cego samolotu M,, co zapewniu istnienie punktu réwnowagi dla wigkszej wartodci kata
natarcia o (w poréwnaniu z wersja std).

Wzrost oddalenia mas zastgpczych wzdiuz osi Oy (wersja 8) powoduje jednoczesny
wzrost momentéw J, i J.. Wplyw na réwnowage momentéw pochylajacych (15) jest wigc
maty.

Wplyw zmiany wywazenia samolotu w przyjetym zakresie (wersja 9) i zmian powierzch-
ni usterzen poziomego i pionowego (wersja 10 i 11) okazuja si¢ mie¢ malo istotny wplyw
na postaé ustalonego korkociggu samolotu. Wzrost wartosci usterzenia poziomego wy-
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woluje przy tym wyrazny wzrost wartosci predkosci katowej obrotu £2. Znikomy wplyw
zmiany wartosci powierzchni usterzenia pionowego na posta¢ korkociagu thumaczy¢ na-
lezy specyficznymi warunkami oplywu usterzenia pionowego, dla ktérych powstajaca
sifa noéna usterzenia ma mala warto§é (méwiono juz o tym przy opisie wynikow wersji 3
i4).

Z tym samym zjawiskiem zwigzane jest wystromienie postaci korkociggu przy wzrofcie
oddalenia usterzen od $rodka masy samolotu. Bardziej stroma posta¢ korkociggu zwiaza-
na jest przy tym ze zwigkszonymi predkosciami liniowa V. i katowa £2.

Zmiana wysokoéci lotu, co jest zwiazane ze zmniejszeniem ggstosci powietrza, powoduje
wyplaszczenie postaci korkociagu, a obserwowany wzrost predkosci V. jest wynikiem
zmiany ¢. Powodem zmian postaci korkociagu samolotu jest w tym przypadku (wersja 13)
zmiana proporcji pomigdzy oddzialywaniami masowymi i aerodynamicznymi.

6. Wnioski ogoélne

Przedstawiona w pracy metoda pozwala na wyznaczanie warunkow ustalonego kor-
kociagu samolotu. Punkt rOwnowagi wyznaczany jest jednoznacznie, a konfiguracja sa-
molotu w korkociagu okreflana jest bardzo plastycznie. Wyniki metody odnosi¢ moga
si¢ tylko do wlasnosci korkociggowych samolotu w korkociggu rozwinigtym. Metoda
nie dostarcza informacji o istotnych wiasno$ciach samolotu podczas wejcia i wyjscia
z korkociggu.

Wyniki obliczefi przedstawiong metoda daja si¢ latwo interpretowaé, a moZliwosé
przeprowadzania obliczen dla réznych danych samolotu i sterowania, pozwala na oszaco-
wanie wplywu réznych czynnikéw na wiasnosci korkociggowe samolotu. Umozliwi¢ to
mozZe zorientowanie si¢ w czynnikach majacych najbardziej istotny wplyw na te wia-
snoSci oraz na uniknigcie niepozadanych wlasnosei korkociggowych samolotu na etapie
jego konstruowania.

Obliczenia w przedstawionej pracy wymagaja pelnego zakresu danych aerodynamicz-
nych samolotu (0° < & < 90°). Zaprezentowane wyniki uzyskane byly dla zestawu da-
nych aecrodynamicznych przyjetych, w zakresie « > 25°, przyjetych szacunkowo (brak
dostepnych danych dla tego zakresu), [2, 8]. Wynikow obliczern nie nalezy zatem odno-
si¢ Scisle do rzeczywistego samolotu TS-11 ,,Iskra”.

Uzyskane wyniki dowodza, 2e wyplaszczenie postaci korkociggu zwiazane jest ze
zmnjejszeniem predkoéei opadania i katowej obrotu. Wystromienie postaci wywoluje
efekt odwrotny. Zmiany te sa zwigzane w przypadku zmian predkosci opadania samolotu
ze zmianami oporu samolotu, a w przypadku zmian predkosci katowej obrotu ze zmianami

efektu autorotacyjnego. Dla mniejszych, zakrytycznych katéw npatarcia, efekt ten jest
silniejszy. :
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VCTAHOBUBLIUNCA WITONIOP CAMOJIETA, YCIIOBUSI PABHOBECHUSA

TIpencranieso MeTOX ONpeHENIEHHsT TOUKH PABHOBECHS CAMONETAa BO BPCMMA IUTONOPA. YpPaBHeHMA
ONPCACIEHHA YCIOBHIT PABHOBECHA CaMoJIéTa BO BPEMHsI LITONOPA BLIBEAEHO JULA XKECTKOrO CaMONETa.
TIpHHATO TrO HEHTP MACCHI CAMONETA, BO BPEeMUA HITONOPA BHMKETCS IO BUHTOROM Tpaextopun. Ipaas-
TO, BEPTHKAJGHYIO OCh BUHTOBOM TPACKTOPHMH 3 PalyC TPAeKTOPMH OTBECTBYET pajocy urronopa. Ilpu-
MEPHO, CHIENIAHO BBIUMCIEHHS uITonopa myst camonéra TS-11 ,,Iskra”™

Summary

EQUILIBRIUM CONDITIONS OF AIRPLANE STEADY SPIN

A method for predicting an airplane spin equilibrium is presented. Equations for predicting steady
spin modes have been established for a rigid airplane and on assumption that the path of the centre of
gravity of a spinning airplane prescribes a helix as the airplane descends, The axis of the helix has been
taken vertical and the radius of the helix has been referred to as the spin radius. Test calculations have
been carried out fur Polish training airplane TS-11 , Iskra”.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 lutego 1983 roku
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DRGANIA UKLADU SAMOWZBUDNEGO Z WYMUSZENIEM
PARAMETRYCZNYM I NIELINIOWA SPREZYSTOSCIA

KAZIMIERZ SZABELSKI

Politechnika Lubelska

W pracy rozpatrzono drgania z miekkim samowzbudzeniem, wymuszeniem parame-
trycznym oraz nieliniowa charakterystyka sprezystoSci typu szeéciennego. Rozwazajac
problemy istnienia i statecznosci rozwigzan réwnania rézniczkowego, okreslono efekty
wzajemnego oddzialywania drgan samookresowych. Stwierdzono mi¢dzy innymi zanik-
nigcie drgan samowzbudnych w okre§lonym przedziale czestosci wymuszenia parametrycz-
nego. Badania analityczne przeprowadzono przy pewnych zaloZeniach upraszczajacych
a ich wplyw na wyniki okre$lono na drodze modelowania analogowego.

1. Wstep

W zagadnieniach drgan mechanicznych wyodrebnié mozna uklady o zmiennych okre-
sowo parametrach z jednoczesna mozliwoscia generowania drgan samowzbudnych.
W przypadkach takich nastgpuje wzajemne oddziatywanie dwdch rodzajéw drgan samo-
okresowych: parametrycznych i samowzbudnych. Problemami takimi zajmowali sig
N. Mmorski [1], W. O. KoNONIENKO i P. S. KowarLczuk [2], [3] oraz A. TonpL [4].
Drgania tego typu charakteryzuje — dla okre§lonych warunkéw — zaniknigcie drgan sa-
mowzbudnych. Z tego wzgledu, zjawisko to mozZe mie¢ istotne znaczenie praktyczne.
Przytoczy¢ mozna wiele uktadéw, ktérych drgania opisuja réwnania rézniczkowe zawiera-
jace cziony réwnania Rayleigha lub Van der Pola oraz réwnania Mathieu lub Hilla. Na-
leza do nich migdzy innymi uklady mechaniczne, ktérych modele fizyczne przedstawié
mozna w postaci wahadla Frouda [4], [5] z okresowo zmiennym w kierunku pionowym
poloZeniem punktu zawieszenia badZ w postaci preta, $ciskanego sita zmienna okresowo
z jednoczesnym jego oplywem przez gazowy lub ciekly osrodek [4].

Przyczyny powstawania drgad samowzbudnych w ukiadach mechanicznych [6], moga
byé rézne: tarcie suche, smarowanie tozysk §lizgowych cienks warstwa oleju, wewnetrzna
histereza waldw, badz przejawiaé si¢ w postaci flatteru, wezykowania két pojazdéw lub
drgan podczas skrawania. Drgania parametryczne powstajg najczgsciej na skutek okresowo
zmiennej sztywnosci lub periodycznie zmiennego masowego momentu bezwladnosei. Tak
wigc, zakres ukladéw w ktorych oddziatywuja na siebie oba rodzaje tych drgan jest do§é
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znaczny. Do przypadkéw takich naleza miedzy innymi: drgania sprzgzone wirujacego
w lozyskach §lizgowych watu ktérego sztywno$é przy zginaniu jest okresowo zmienna
na skutek réznych gléwnych momentéw bezwladno$ci przekroju, drgania podczas to-
czenia pryzmatycznego preta, drgania skretne waldéw korbowych przy uwzglednieniu
okreslonego momentu tarcia w tozyskach §lizgowych oraz zmiany momentu bezwiadnosci
mas ukladu korbowo-tlokowego, drgania sprzezone przedniego kota samochodu przy
okresowo zmiennej sztywnosci promieniowej ogumienia, spowodowanej niejednorodnos-
cig budowy opony [7].

W konkretnym przypadku uktadu, efekty oddzialywania obu rodzajow drgad samo-
okresowych zdeterminowane beda struktura modelu matematycznego oraz wartoscia
wspotezynnikéw sprzggajacych poszcezegdine wspdlrzedne uogdlnione.

Rozpatrzmy drgania ukladu opisane réwnaniem rézniczkowym zawierajagcym czlony
réwnania Van der Pola [4], [5], [8] i réwnania Mathieu [5], [6] oraz nieliniows sit spre-
Zystosci typu szeéciennego

mXy —(ap —ay x1)x; + (c—coc0s20w) X, + ¢, x} = 0, )

gdzie:

m — masa,

ay 1 a; — wspolczynniki ttamienia Van der Pola,
¢ — sztywnoé¢ §rednia,

co — amplituda modulacji sztywnoéci,

¢; — wspOlczynnik nieliniowosci,

w — czgsto§¢ wymuszenia parametrycznego.
Wprowadzajac czas bezwymiarowy

T = wl,
oraz oznaczenia
2__ ¢ — Lo
p m’ PR
_ C1%X6 = %
¢’ mp’
ﬁ — al x%
mp
g o mE
Xo c
1¥))
1=
p b
réwnanie (1) przyjmuje posta¢ zapisana we wspdirzednej bezwymiarowe;j
,12)'6'—).(a—ﬂxz))’c-}-(l—,ucos2r)x+yx3 =0, 3
gdzie
i d*x
X=—-.

dr?
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2. Badania drgan metoda analityczng

Przeprowadzmy analiz¢ drgan ukladu w zakresie gléwnego rezonansu parametrycz-
nego. Z tego wzgledu przyjmujemy rozwigzanie réwnania (3) w postaci
x = AcosQt+B,;cost+ B,sint ©)

w ktorym (drgania samowzbudne aproksymowano funkcjag harmoniczna)
A — amplituda drgan samowzbudnych,
B, i B, — sktadowe amplitudy drgad parametrycznych,
£2 — czesto$¢ drgan samowzbudnych.
Podstawiajac rozwiazanie (4) do réwnania (3), po przeksztalceniach 1 uwzglednieniu Ze
amplituda drgan parametrycznych okreslona jest zaleZno$cia

R =VB}+B?
a nastepnie przyréwnujac do zera wyrazy z cos 7, sin 7, cosf2z, sinf2z, otrzymujemy
A[1—9222+%y(% A2+R2)] =0, ©)
1 1
Am[a—mﬂ _—A2+R2) =0, ©)
2 2
1—L y—12+-3~ A2+—1--_R2 Bi+4 —a+—l—ﬂ A2+—1~R2)]B =0 M
2 27 2 L 2 /Rl | I
ala—Lop A2+—1—R2) B+|1+4 y—12+iy(A2+iR2) B,=0. (¥
2 2 ! 2 2 2 2o

Z powyzszych zaleznodci wynika, Ze istniejg rozwigzania:
trywialne dla ktérego 4 = 0; B, =B, = R=0
poltrywialne 4 - 0; R = 0

péitrywialne 4 = 0; R £ 0

nietrywialne 4 # 0; R # 0.

Podstawiajac w réwnaniach (5) i (6) R = 0, znajdujemy

- il 9
A2]/ﬂ, ©)

oraz
1 .«
Q= 3y — . 10
- ‘l/l g (10)
Skad czesto$é drgan samowzbudnych w czasie rzeczywistym wynosi
i @
Q. =p l/1+3y~3— = const. an

W przypadku rozwiazania nietrywialnego, amplituda drgad samowzbudnych — po wy-
korzystaniu réwnania (6) — wynosi

4= ]/2(2%——1{2) . (12)
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Uwzgledniajac réwniez zalezno$é (5) znajdujemy czgsto$é drgad samowzbudoych dla
A4 # 0; R # 0 w postaci (10). Oznacza to, ze poszukiwana czgstoé¢ drgan samowzbudnych
jest dla danego ukladu stala i nie zalezy od cz¢stoSci wymuszenia parametrycznego. Z row-
nania (12) wynika, 2¢ amplituda drgad samowzbudnych zalezy od amplitudy drgad pa-

rametrycznych.
Drgania samowzbudne zanikng gdy
Rz l/ 2% . (13)
p
natomiast beda istnialy w przypadku spetnienia warunku
R < ]/ 2% . (14)

Zamiast parametru A wprowadzmy

_l_»r
Ay = T = (15)
Réwnanie rézniczkowe (1) przyjmuje wtedy postaé
X Ay (o= Bx?) x+ A2 [(1 — pcos2v) x+yx°] = 0. (16)
Przedstawmy zalezno$¢ (15) w formie
B=1+6; A =m 1+—(25~, an

gdzie & jest wariacia czgstosci wymuszenia parametrycznego. Podstawiajac wyraZenia
(17) do (16) przy uwzglednieniu, 2e «, f, v, 4, d 53 Znacznie mniejsze od jednoSci, otrzy-
mujemy

x—(a—pBx?) X+ (1 + 6 — pcos2t) x+yx® = 0. (18)
W przypadku tym pomini¢to wyrazy zawierajace iloczyny dwoéch malych parametrdw
ukladu. Poniewaz wartoéci tych wyrazéw determinuja réwniez wielkoéei kinematyczne
drgan, dlatego poréwnajmy wyniki badan réwnania (18) wzgledem (16). Tak wiec ujete .
zagadnienie, umozliwia takze ocen¢ wplywu pomijania tego typu wyrazéw na wyniki
badan. Podstawiajac rozwigzanie (4) do réwnania (18) po przeksztalceniach znajdujemy

A[1+6—Q2+%y(%A2+RZ)] =90, (19)

A0 [a-%ﬁ(%42+1€2)] ~o, (20)

1 3 1 1 1
[-—7 n+ 6+7y(A2+7R2)]B1 +[-—a+7ﬂ(A2+~2—R2)]BZ =0, 21

1 1 1 3 1
[a——Tﬁ (AZ+7 R2)]B, +[7,u+ 6+7y(A2+7R2)]BZ = 0. (22)

Dla rozwigzan 4 # 0, R = O oraz 4 # 0, R # 0 z réwnan (19) i (20) znajdujemy wyraze-
nie okreflajace amplitude drgan samowzbudnych — identyczne jak w przypadkach (9)
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oraz (12). Czestod¢ drgan samowzbudnych w tym przypadku oznaczmy przez §,, okresla

ja zaleznoéc¢
Q, =]/1+6+3y%, (23)

ay _ 3ya
W odréznieniu od (11), w ujeciu tym czgstoéé drgat samowzbudnych wyrazona jest réw-
niez przez wariacj¢ cz¢sto§ci wymuszenia parametrycznego. Podkreslié nalezy, ze odchy-
lenie wzgl¢dne obliczonej z (24) czestosci drgan samowzbudnych w odniesieniu do (11)
jest nieznaczne, gdyz o jego wartoéci decyduje tylko iloczyn 88.
W przypadku 4 = 0, R # 0 z réwnan (21) i (22) otrzymujemy

fub w czasie rzeczywistym

3 1 1 1
24 2 2 o 2 2\ p4 . 2| "2
6+2yR6+16(9y+,B)R+a(oc 2;BR) e 0,
skad znajdujemy
PO/ WP AL WP o 25)
2= Ty g\ ’
fub
rr . _ AaB=30y)L2YA,
1,2 972+ﬂ2
gdzie

N (e R I

Dla rozwiazania nietrywialnego, wykorzystujac zalezno$¢ (12) z réwnaf (21) i (22) otrzy-
mujemy

/ 3 2
o= -2y B o]

il o]l

2 —
RI,Z— »

9O0y*+p%

e e )

Aby amplitudy drgan byly rzeczywiste, musza by¢ spelnione warunki
4,20, 4,20,

co prowadzi do wspoélnej nieréwnosci

%,},z (%—yz—az)_+[—;~ﬂ(%y2—62)—3a6y] g=0.

(26)

gdzie



176 K. SZABELSK1

W rezultacie znajdujemy

@7

3. Zagadnienie statecznosci

Zbadajmy metoda analityczng stateczno$§é rozwiazania 4 = 0; R # 0. Przypadek
A # 0; R = 0 —z miekkim samowzbudzeniem ~~ odpowiada niestatecznemu potozeniu
réwnowagi i statecznemu cyklowi granicznemu [1].
Wprowadzmy do rozwiazania x(t) zaburzenie dx = y(7r), po czym otrzymamy

x(7) = x(2) +y(7)
Wykorzystujac réwnanie (18) znajdujemy
- (a—ﬂxz)}'i+2ﬂxylcy+ (14 8—~pucos27+3yx?)y = 0.
Podstawiajac nastepnie
x = B;cost+B,sint,
réwnanie w wariacjach przyjmuje postaé
Y4y = (ro+r,cos27+r,8in27) P + (S0 + 5, €027+ 5, sin21)y, (28)
gdzie
ro= a-gBRY = — BBi-BY),

r,= —fBB,; o= —(6+%‘)’R2), 29)

3
Sy = p—5 y(B} —B3)—28B, B,;

§2 = ﬂ(Bf—B%)_B’ﬂBx B,
lub w formie skroconej
Y4y = L@+
Podstawiajgc
y= e Z(T)’
otrzymujemy réwnanie
24z = [fi(D)-2012+ [A(De+H(D)—lz,

dla ktérego, wykorzystujac

Zz = acost+bsint,
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znajdujemy

1 1
(5'0‘(’2)2_71_‘ (s —r)*+ (/'0—2(/)2_2‘ (r+s2)* = 0.

Rozwiazujac powyzsze réwnanie, otrzymujemy

20 = ’oi]/% [(s1~r2)*+(r1+52)% —s5] ,
W rezultacie, warunki statecznoéci przyjmuja postaé
ro <0; r&> %[(s1 ~ )+ (ry +52)*] - 5. 30y
Uwzgledniajac zwiazki

B} — B} = i%RZ VM,

1 L ppal g2
_‘L_l,r (——tx+-4fﬂR )R »
gdzie

1 2 1 2 ’
=g —(“—751‘) ,

po wykorzystaniu zaleznodci (29), znajdujemy warunki statecznosci rozwigzania

<
|

R>1/22 3]
>_l/, F, ( )

i3y]/~ﬁ+ﬂ(a——i—ﬂR2) <0. (32)

4. Przyklady liczbowe i badania analogowe

W celu ilustracji wynikéw badand analitycznych obliczono amplitudy drgan w funkcji
wariacji czgstosci wymuszenia parametrycznego.
Przyjeto nastgpujace wartosci wspdlczynnikéw bezwymiarowych
a=001;, p=005 =001, ux=0]1.

Wyniki obliczen ilustruje rys. 1.

W okreflonym zakresie czesto§ci wymuszenia parametrycznego nie wystgpuja drga-
nia samowzbudune, natomiast krzywe amplitudowe dla rozwigzan 4 =0, R # 0 oraz
A # 0, R # 0 przecinaja sig dla amplitudy drgan parametrycznych R = 1/2% . Od tej

warto$ci — zgodnie z warunkiem (31) — dla rozwiazania 4 = 0, R # 0 drgania stateczne
dotycza czeéci krzywej amplitudowej zaznaczonej linia gruba. Granica statecznoéci okres-
lona jest na wykresie R(J) styczna pionowa (32). Podkresli¢ nalezy, ze wzrostowi 6 od-

12 Mech. Teoret. i Stos. 1--2/84



178 K. SzZABELSKI

| ]
-042 -004 0 004 012 &

Rys. !

Rys. 2

powiada malenie czgstosci wymuszenia parametrycznego (15), (17) i odwrotnie. Tak wiec,
charakter przebiegu R(J) dla 4 = 0; R # 0 odpowiada sztywnej charakterystyce spre-
Zysto$ci.
Roéwnania (16) i (18) poddano takze analizie na maszynie analogowej. W obu przy-
padkach, réwnania maszynowe przyjmuja postaé
I s 5 51 52 52 52 3
X = ag, S(Tx— & Wx X— &, —s—(f,)—x+,uF5)— xcos21-—ywx ,

gdzie: s — wspdlezynniki skali amplitud, (n = 0, 1, 2)
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) 8 .
Dla roéwnania (16) & = l+—§_~; & = 140, zas dla (18) & = 1; ¢, = 1+ 4. Schemat

maszynowy zawierajacy uklady: pomiaru amplitudy, zmiany parametru ¢ oraz sterowa-
nia logicznego przedstawia rys. 2.

Badania przeprowadzono na maszynie analogowej MEDA 43H przy automatycznym
sterowaniu zmiang parametru d. Pisak rejestrowal graniczne wartoéci wychyled, w przy-
padku drgan dwuczestoéciowych zakreslal pewna powierzchnie [9], natomiast dla drgan
jednoczestoSciowych wyznaczal krzywg gladka — obwiedni¢ amplitud. W celu okregle-
nia przedziatéw dwuznacznoéci rozwiazan, rejestraci¢ przeprowadzono przy zwickszaniu
a nastepnie zmniejszaniu warto$ci 8. W badaniach analogowych przyjeto dane liczbowe
zamieszczone w tabl. 1.

Tablica 1. Drgania ukladu samowzbudnego z wymusze-
niem parametrycznym i nielinlowa sprezystoscia

Wariant o B m ¥ a
I 1 0,01 0,05 0,1 0,01
- 1X 0,04 0,04_ 0,2 0,01
m 0,01 0,05 0,1 0
v ‘0,05 0,01 0,2 —-0,01

W przypadkach I, II i IV badania analogowe przeprowadzono dla réwnania (16)
oraz (18). Rezultaty dotyczace obu réwnan zamieszczono — w celach poréwnawczych —
na tych samych rysunkach.

Zupelng zgodno$¢ wynikéw tych badan otrzymano dla wariantéw I (rys. 3) oraz 11
(rys. 4).

Jr

| \Wt [y

020 -0 0 23]

Rys. 3 : Rys. 4

t2*
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6=0

Rys. 5

Uklad odpowiadajacy wariantowi I poddano na podstawie (18) rowniez badaniom
dodatkowym. Dla niektérych wartoSci parametru & zarejestrowano przebiegi czasowe
drgan (rys. 5).

Wyniki obliczed czestoéei drgaf samowzbudnych przy wykorzystaniu (10) oraz (23)
zamieszczono w tabl. 2. Okreslono réwniez odchylenie wzgledne wartosci 2, w stosunku
do £ wykorzystujac przy tym zaleznos¢

it

100%.

€

3

Tablica 2. Drgania ukladu samowzbudnego z wymuszeniem paramet-
rycznym | nieliniowg sprezystos$cia

Wariant b o 2, e [%] :/p

0,070 | 1,039 1,037 0,19

I —0,063 | 0972 0,971 0,11 1,0029

—0,000 | 0959 | 0,957 0,21

v 0,400 1,152 1,118 2,95 0,9219

Poréwnujac wyniki badan analitycznych i analogowych (wariant 1, rys. 1 i rys. 3) pod-
kresli¢ nalezy dobra zgodno$¢ wynikéw badan. Roznig si¢ one w przypadkach: maksymal-
nej amplitudy drgat parametrycznych o 1%, amplitudy drgad samowzbudnych o 2,59, oraz
szerokosci przedziatlu 6 w ktérym nie wystepuja drgania samowzbudne o 4%, W rezul-
tacie obu rodzajéw badai, stwierdzono wystepowanie dwéch przedzialdéw wartoéci 8
dla ktérych istnieja péttrywialne rozwiazania stateczne A # 0, R = QO oraz 4 =0, R # 0.
Zaleznie od kierunku zmiany parametru 6 odpowiadajg im dudnienia lub okresowe drga-
nia parametryczne (rys. 5).
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20

Ll I\ll‘.‘\lw‘l‘l i 'L"Il A
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I “v »’m‘
‘ el
X

Rys. 6

[ —
o
T
—r—

Rys. 8

W tego rodzaju badaniach nie wystapity drgania odpowiadajace rozwiazaniu 4 # 0,
R # 0, podobnie jak dla analogicznych uktadéw w [4]. Ponadto obliczono odpowiadajace
temu rozwiazaniu warunki poczatkowe dla = —0,0315 i zbadano na maszynie analo-
gowej drgania ukiadu. W przypadku tym uklad nie realizowal drgafi zgodnych z rozwia-
zaniem nietrywialnym natomiast jego ruch ustalony odpowiadat krzywej amplitudowej
A4 =0, R # 0 (rys. 6).

Rys. 7 przedstawia wyniki badaf analogowych dla ukladu z liniowa charakterystyka
sprezystoéci. ’ -
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Zgodnie z rezultatami badad analitycznych, krzywa szkieletowa jest tutaj liniowa
pionowa tj. niezalezng od czestosci wymuszenia parametrycznego. Wyniki badan analo-
gowych réwnan (16) i (18) w przypadku IV przedstawia rys. 8.

Dla okre$lonego zakresu warto$ci  ujawnia si¢ tutaj wplyw poczynionych uproszczen
w réwnaniu rézaiczkowym na warto$¢ amplitud drgat parametrycznych. Maksymalne
amplitudy tych drgad réznig si¢ w tym przypadku o okoto-79;. Stad réwniez wynika
wplyw na szeroko$é przedziatu wartosci & w ktérym wystepuja rozwigzania péttrywialne.
Z badan obu réwnan stwierdzié nalezy dobra zgodno$¢ szerokosci przedzialow czestosci
wymuszenia parametrycznego w ktérych nie wystepuja drgania samowzbudne. Krzywa
amplitudowa odpowiada miekkiej charakterystyce sprezystosci.

5. Podsumowanie

Drgania ukladéw z migkkim samowzbudzeniem i wymuszeniem parametrycznym
charakteryzuje zaniknigcie drgan samowzbudnych w okre§lonych przedziatach czestosci
odpowiadajgcych gldwnemu rezonansowi parametrycznemu. Badajac uklady z nielinio-
wa — symetrycznga charakterystyka sprezystoéci stwierdzono, Ze na zewnatrz przedzialu
czesto$ci wymuszenia parametryczoego w ktérym drgania samowzbudne nie wystepuja,
znajduja sie przylegajace obustronnie dwa przedzialy niejednoznacznos$ci okreslenia ampli-
tud odpowiadajace zjawisku ,.histerezy drgan”. Wewnatrz tych przedzialow wystepuja
stateczne drgania parametryczne badZ samowzbudne. PowyZsze wyniki naleZy interpreto-
waé jako efekt wzajemnego oddzialywania obu rodzajéw drgan samookresowych (para-
metrycznych i samowzbudnych) bowiem dla tego typu ukladéw nie zachodzi zasada su-
perpozycii.

W pracy ograniczono sig do problemdw istnienia i statecznosci drgan, nie rozpatrzono
natomiast zagadnienia obszaréw przyciagania. Powyzsze rezultaty sq zgodne z wynikami
analizy drgan tego typu ukladéw [2], [4] uzyskanymi innymi sposobami badan analitycz-
nych. Stwierdzono, Ze wprowadzone uproszczenia modelu matematycznego nie zmie-
niaja wyrazen okreflajacych amplitudy drgafi samowzbudnych natomiast maja nie-
znaczny wplyw ilo§ciowy na czestosé tych drgan. W wyniku badan analitycznych rozwia-
zan réwnania uproszczonego oraz badad analogowych drgah na podstawie réwnania
bez uproszczen — przy pewnych parametrach ukladu — uzyskano zgodno$é wartodci
amplitud statecznych drgaf parametrycznych.

Nieznaczne roznice maksymalnych wartoéei tych amplitud (warlant 1V) maja wplyw
na zakres czestosci wymuszenia parametryczoego, w ktérym wystepuja stateczne drgania
parametryczne badZ samowzbudne.

Uproszezenia modelu matematycznego nie maja istotnego wplywu na szeroko$é prze-
dzialu czgstoéci wymuszenia parametrycznego, w ktérym drgania samowzbudne nie
wystepuja.

Przedstawione w pracy badania analityczne mozna w rozpatrywanych przypadkach
traktowaé jako sposéb otrzymania rozwizzan przyblizonych.
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KOJIEBAHUSI CAMOBOS3BYXJJAIOMEXX CHUCTEMbI
C NAPAMETPHYECIKMM BO3BY>XJEHHEM M HEJIMHEHHON YIPYIOCTBIO

B paGote paccmoTpest KoneGaHusa CHCTEMBI € MATKAM CAMOBO30Y:KICHHEM, [1aPAMETPHYECKHEM BO3~
Gy KOeHHeM a TaKke HeJMHeHHyIO XapaKTepHCTHKY YIIPYrOCTH KyGmueckoro tana. PacemorpuBas npo6-
JIEMBI CYLLIECTBOBAHMA K YCTONYHBOCTH pelleHuit auddeperunansHoro ypassenns onpeneinin addexrs
B3aHMHOTO BO3AEUCTBHA NMEPHOAMUYECKHX Konebanuil. KoHCTATHpOBaM MEIKAY NMPOUNM, YTO B ompexe-
JIEHHBIX HHTEPBANaX 4YacTOThHI NAapaMETPUYECKOro BBIHYKACHHA CAMOBO30YKJaromue Kojebanus ne
BLICTYNAXOT, AHANHUTHUECKHE HCCIIENOBAaHMA NPOBETH YUHTHIBAA ONPOINAIOIHE HCXOMHBIE NAHHBIE & MX
BIIMsHUE HA PE3YIbTaTh! ONPEeAeSIHIIM IMyTeM aHAJIOTOBOIO MOACIHPOBAHMA.

Summary

THE VIBRATIONS OF THE SELF-EXCITED SYSTEM WITH THE PARAMETRIC INPUT AND
NON-LINEAR ELASTICITY

In this work there were considered the vibrations of a system with the soft self-excitation, the parametric
input and with a non-linear characteristic of the cubical type elasticity. Considering the problems of the
existance and stability of the issues of the differential equation there were defined the effects of the mutual
influence of self-periodic vibrations in the determinate range of the parametric force’s frequency. Analytical
researches were proceeded under the certain, simplifying conditions, which influence was defined with
the method of an analogue modelling.
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1. Uwagi wstepne

Do niedawna w pracach dotyczacych optymalizacji drgajacych i narazonych na utratg
statecznosci elementow konstrukeji, ksztattowanie przeprowadzane bylo jedynie z uwagi
na wybrang pojedyncza wartos¢ wlasna (czestoéé drgan, site krytyczng). Jednak w wielu
przypadkach takie sformulowanie (jednomodalne) okazuje sie niewystarczajace. Ma to
miejsce wtedy, gdy element uksztaltowany z uwagi na poczatkowo najniZzsza warto$é
wlasna, zwigzana z pewng okreslong formg drgad lub wyboczenia, posiada nizsza wartosé
drugiej wartosci wlasnej, zwigzanej z inng formg drgaf lub wyboczenia. Nalezy wowczas
stosowa¢ dwumodalne sformutowanie problemu optymalizacji, polegajace na optymalnym
ksztaltowaniu z uwagi na podwdjna warto$é wlasng, zwigzana réwnoczesnie z dwiema
formami drgan (lub wyboczenia).

Konieczno$é zastosowania takiego sformulowania zostala zauwazona po raz pierwszy
w pracy N. OLHOFFA i S. H. RAsMUSSENA [1], w ktérej znaleziono optymalny ksztalt obu-
stronnie, sztywnie utwierdzonego preta Sciskanego sita osiows.

Sformulowanie dwumodalne staje si¢ z reguly konieczne w przypadku optymalizacji
fukéw drgajacych i narazonych na utrate¢ statecznosci; szereg rozwiazan dotyczacych
sprezystych tukéw, znajdujgcych sie w bezmomentowym stanie przedwyboczeniowym
o osi nierozciagliwej, otrzymano w pracy J. BLACHUTA i A. GAJEWSKIEGO [2]. Podobna
sytuacja pojawia si¢ w przypadku prostej ramy portalowej Sciskanej silami skupionymi
dziatajacymi w kierunku osi nieodksztalconych stupow. Zwrécili na to uwage E. F. MASUR
i Z. MRrOz [3], ktérzy przedstawili proste przyblizone rozwiazanie dla preta i ramy por-
talowej, zlozonej z elementéw o przekrojach sandwiczowych. Kompletne rozwiazanie
zagadnienia jednomodalnej i dwumodalnej optymalizacji ze wzgledu na wyboczenie spre-
Zystej ramy portalowej, ztozonej z elementéw o zmiennych przekrojach (w sposéb ciagly
lub skokowy) zawarte jest w pracy B. BOCHENKA i A. GAJEWSKIEGO [4].

Charakterystyczne cechy zjawiska optymalizacji dwumodalnej przedstawiono réwniez

! Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego PW. 05-12.
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w pracy S. PRAGERA | W. PRAGERA [5] na przykladzie modelu preta éciskanego, skladaja-
cego si¢ z kilku sztywnych pretdw, polaczonych ze sobg oraz z podporami za pomocy
sprezystych przegubdw. Model ten zostal rowniez wykorzystany w pracy A. GAJEWSKIEGO
[6] w celu zademonstrowania dwumodalnej optymalizacji preta $ciskanego z uwagi na
podstawowg czgsto$é jego drgan poprzecznych. Zawiera ona réwniez sformufowanie
(jednak bez szczegOtowych oblicze)) problemu jedno- i dwumodalnej optymalizacji
rzeczywistego preta $ciskanego.

W koncu nalezy zauwazyé, ze w pracy J. BeacHUTA | A, GAJRwSKIEGO [7] podjeto
probe wykorzystania dwumodalnego sformulowania optymalizacji w niekonserwatywnych
problemach statecznos$ci w celu znalezienia optymalnego ksztaltu preta Sciskanego silg
§ledzaca.

Celem niniejszej pracy jest szczegblowe rozwigzanie zagadnienia (sformulowanego
w pracy [6]) optymalizacji ksztaftu preta §ciskanego, obustronnie sprezyscie utwierdzonego,
z uwagi na podstawowg czesto$é jego drgan poprzecznych. Zagadnienie to miesci sig, jako
przypadek szczegélny, w ogdlnym sformutowaniu problematyki optymalnego ksztalto-
wania drgajacych pretdw $ciskanych, przedstawionym w pracy J. Bracuurta i A. Ga-
JEWSKIEGO [7] oraz W. G. GRINIEWA i A. P. FiLipPOWA [8]. ,

W celu ulatwienia czytania pracy przytoczymy tu podstawowe wyprowadzenia wzordw,
jednak tylko w odniesieniu do badanego szczegdlnego przypadku.

2. Sformulowanie zagadnienia

2.1. Réwnanla stanu j warunki brzegowe. W niniejszej pracy rozwazamy drgania preta obu-
stronnie sprezyscie utwierdzonego, $ciskanego stala sila osiowa P, przedstawionego na
rys. 1. Calkowita objgto$€ preta o diugosci / jest réwna V. Zatézmy, ze w kazdym przekroju
poprzecznym obowiazuje nastgpujaca zalezno$¢ miedzy momentem bezwladnosci i polem
powierzchni przekroju:

1) = ety @1

P_A 2 p Ex
-
|

1

Rys. |1

gdzie ¢ jest pewna staly a wykladnik » przyjmuje, w najczesciej spotykanych przypadkach,

wartosci 1,2 Jub 3 (v = 1 dla plaskozbieznych pretéw o stalej wysokosei przekroju, » = 2

dla pretéw wszechstronnie rownomiernie zbieznych, » = 3 dla plasko-zbieznych pretow

o stalej szerokoéci). Gdy » = 2, stata ¢ = 1/12 dla kwadratu lub ¢ = 1/4x dla kola.
Réwnanie rézniczkowe matych drgan poprzecznych preta sciskanego:

[EHEW"T" + P +ed () = 0, 2.2)
po rozdzieleniu zmiennych czasowej i przestrzennej za pomocy przedstawienia:
w = o(£)e™* . (2.3)
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oraz wprowadzeniu nastgpujacych statych i zmiennych bezwymiarowych:
x =&/, yx) =vX)/l, &)= AX)/A,

[y +2 v+3 2.4)
gl P (
, cEV" cEpr!

mozemy przedstawi¢ w tormie uktadu réwnan stanu:

y; = (/)l )

r__ m;
7= 2.5)
| = a+Be,
g1 = —Q,Py;.

Wielkos$ci wymiarowe, wystgpujace w zwiazkach (2.4) oznaczaja: & — zmienng niezalezng,
mierzona wzdtuz nieodksztalconej osi preta, w(é, ¢) — ugiecie preta w punkeie &€ w chwili ¢,
P — §ciskajaca sile osiowa, E— modul Younga, w — czgsto$¢ drgan, ¢ — gestos¢ ma-
terialu preta. f — oznacza tu bezwymiarowa sile $ciskajacg, a 2 — bezwymiarowy kwad-
rat czestoscei drgan.

W procesie optymalizacji bgda interesowaly nas dwie pierwsze wartosci wlasne (cz¢-
stos¢ Iub sity krytyczne) oraz odpowiadajgce im zmienne stanu (istotne jest przy tym ich
rozroznienie). Dlatego tez w réwnaniach (2.5) wprowadzono wskaznik ,,i”, ktéry wska-
Zuje na zmienne stanu zwigzane odpowiednio z pierwszg lub druga wartoscia wlasna:
I =11lub 2.

Przekréj odniesienia A, zostal tu zdefiniowany nastgpujaco:

Ao = VI, 2.6)

wobec czego bezwymiarowa funkcja ¢(x), okreSlajaca przekrdj poprzeczny preta musi
spelnia¢ warunek unormowania:

1
[ dydx = 1. )
0

Do ukiadu réwnan (2.5) nalezy dotaczy¢ odpowiednie warunki brzegowe. W dalszym
ciagu wyrézniamy dwa przypadki szczegdlne: a. symetryczne zamocowanie koncéw preta.
W takim przypadku catkowanie réwnan (2.5) wystarczy przeprowadzi¢ w przedziale
(0, 1/2) a warunki brzegowe zada¢ dla x = 0 oraz x = 1/2. Formg drgan zwigzang z pierw-
szgq wartoscia wlasng (symetryczna) wyznaczaja wtedy nastgpujace warunki (7 = I):
1) =0, ¢/(1/2)=0,
l (2.8)
’nl(0)+—~; (PI(O) = 07 41(1/2) = Ov
natomiast dla drugiej formy drgan (antymetrycznej, i = 2):
y2(C) =0, »,(1/2) =0,
I (2.9)
?%(0) =0, my(1/2)=0.

b. niesymetryczne zamocowanie koncow preta.

Inz(o) +
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W tym przypadku calkowanie przeprowadzamy dla x € (0, 1) i nie mamy mozliwosci
rozroznienia form drgan poprzez zadanie odpowiednich warunkéw brzegowych. Warunki
brzegowe dla obu form drgan s takie same:

»i(0) =0, x»n()=0,

1 - 1 , (2.10)
m;(())+?l 9:0) = 0, ml(1)+—§: pi(1) =0, i=1,2
natomiast rozréznienie form drgan nastgpuje poprzez liczbg miejsc zerowych linii ugigcia
(linia ugiecia odpowiadajaca pierwszej wartosci wlasnej nie ma miejsc zerowych a odpowia-
dajaca drugiej ma jedno miejsce zerowe). Wystgpujace w zwigzkach (2.8), (2.9), (2.10)
parametry &, &, &,, charakteryzuja zamocowanie koncdw preta. Gdy parametry te sa
rowne zeru wowczas kofice preta sg sztywnie utwierdzone, gdy natomiast zmierzaja do
nieskonczonosci pret jest przegubowo zamocowany.

2.2. Warunek konleczny optymalnosci. Problem polega na znalezieniu funkcji @(x) spel-
niajacej réwnania stanu (2.5), warunki brzegowe (2.8), (2.9) albo (2.10), warunek unor-
mowania (2.7), geometryczne warunki ograniczajace:

o < ¢ < @y, 2.11)
ktora minimalizuje objetos¢ przy ustalonej czestoéei drgan lub, w sformuiowaniu dual-
nym, maksymalizuje czesto$¢ drgan przy stalej objetosei.

2.2.1. Optymalizacja jednomodalna i = 1 albo / = 2. Warunek konieczny dla ekstre-
mum funkcjonatu objgtoscei preta wyprowadzimy w oparciu o teorig sterowania optymal-
nego, wykorzystujac ,,zasade maksimum” Pountriagina, Wprowadzajac dodatkowa zmienng
stanu y,(x), speiniajaca warunki:

yo(x) = @(x), yo() =1, ¥0(0) =0, (2.12)
oraz wektor stanu sprezonego:
b= ("l’yp VYors Ymys Pap» Po), (2.13)
otrzymamy Hamiltonian w nastgpujacej postaci:
H = g, @+, (—my/$") + 9, (q+ o) + @.14)
+ 9, (—ipy)twed, =1 albo i=2. '
Uktad réwnan sprzezonych: '
1/);1 = Qi(b"pq" 1/):", = V)qn,/‘l’p
IPq’tn = —"Py,_ﬁ‘l)m,: 'P;, = = Pmy
moze by¢ w naszym przypadku sprowadzony do réwnad stanu za pomocg podstawien:
Yy =k,  Pm = ke, oy, = —kmy, oy, = —kyp, (2.16)

w ktérym k jest dowolng stala r6zna od zera. R6wniez odpowiednie warunki brzegowe,
wyznaczone z warunkéw transwersalnofci przyjmujg identyczng postaé z réwnaniami
(2.8), (2.9), (2.10). Moéwimy wowczas, Ze uklad réwnan stanu jest samosprzezony w sil-
nym sensie a hamiltonian (2.14) przyjmuje postaé:

H = k(Q2q;p,-+mi ¢+ Boi +2,09D) +po . .17y

(2.15)
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Poszukiwany warunck konieczny optymalnoéci jest warunkiem ekstremum hamiltonianu
(2.17) wzgledem zmiennej sterowania; 6H/d¢ = 0;

i

(L +9)
d(x) = ( 2_}_957_.-) , gdzie: A =yelk, i=1,2. (2.18)

2.2.2. Optymalizacja dwumodalna i = 1,2. W tym przypadku dopuszczamy mozli-
wos$¢ rownoczesnego wystapienia obu form wyboczenia, odpowiadajacych tej samej war-
1oéci wlasncj — czgstosci drgant 2. Hamiltonian po uwzglednieniu wiasnoéci samosprze-
zenia przyjmuje postaé:

2
H = Zk,(Zq,tp,--}-m,Z/d)"-}-ﬂrpf+.Q,¢ty,2)+1po¢ .19)
i=1
gdzie k, 1 k, sa dowolnymi stalymi réznymi od zera.
Warunek ekstremum hamiltonianu (2.19) prowadzi do nastgpujacego warunku optymal-
nosci:

d(x) =

[ »[(1—pwymi+pumi] }WM (2.20)

l. A+ (1= w8y yi+uldyy;
gdzie wprowadzono nowe stale:
A= yo/(ki+ky), p=ky[(ki+kj). @21

Stalg 1 dobieramy tak aby spelniony byt warunek unormowania (2.7), a stala u tak, aby
czgsto$¢ drgan otrzymana w rozwiazaniu ukladu (2.5) dla i = 1 byla réwna czgstodci
otrzymanej z rozwiazania tego ukladu dla i = 2.

3. Metoda rozwigzania zagadnienia

Poszukiwanic optymalnego ksztattu preta opiera si¢ na iteracyjnej metodzie numerycz-
nej szeroko stosowanej przez W. B. GRINIEWA 1 A. P. FiLiprowa [9] i wykorzystywanej
rOwniez w pracach J. BLACHUTA i A. GAJEWSKIEGO [2], [7]. Schemat obliczes zalezy od
rodzaju optymalizacji.

a. Optymalizacja jednomodalna,

Zakladamy wstepnie ¢(® = 1 (pret pryzmatyczny). Nastgpnie catkujemy uklad réw-
nah (2.5) z odpowiednimi warunkami brzegowymi i wyznaczamy odpowiednia czgstos¢
drgan. Z warunku optymalnosci (2.18) i z warunkéw (2.7), (2.11) okreslamy poprawiony
ksztalt ¢V, ktéry podstawiamy do ukladu (2.5) i powtdrnie catkujemy. Gdy wartosci
czestosci otrzymane w dwoch kolejnych powtérzeniach procesu bgdg (z przyjeta doktad-
noscia) bliskie sobie proces konczymy.

b. Optymalizacia dwumodalna. v

Zakladajac poczatkowa postaé funkcji @@ catkujemy ukiad rownan (2.5) dla i = 1,
a pastgpnie dla i = 2 oraz wyznaczamy odpowiednie czestosci ¢, Q8. Przyjmujac
pewna warto$¢é u wyznaczamy z warunku optymalnoéci (2.20) poprawiona funkcje @V,
ktéra podstawiamy do réwnan stanu i powtérnie calkujac otrzymujemy czgstosci (pa
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ogbt rézne od siebie). Odpowiedni dobér wartosci o pozwala zréwnaé czestoSci w danej
iteracji. Kolejne iteracje konczymy gdy podwdjna czestos¢ w danej iteracji nie rézni sig
(z przyjeta dokladnoscia) od podwéjnej czgstosci w iteracji poprzedniej.

4. Analiza wynikow

Opisane powyzej metody zastosowano do przykladowych obliczen w przypadku preta
réwnomiernie wszechstronnie zbiezpego, tzn. dla: » = 2. Dla réznych wartosct &;, &,
oraz f znalezione zostaly optymalne ksztalty i odpowiadajace im czg¢stodci drgafn. Ponadto
w kazdym z przypadkéw zmieniano dolne ograniczenie geometryczne ¢, = ¢ W prze-
dziale (0, 1). Rezultaty obliczen przedstawiaja rysunki 2, 3, 5, 6, 8, 9, na ktérych oznaczo-
n0: £, max — maksymalna czestoéé odpowiadajaca pierwszej formie drgad, 2, — doliczo-
ng do otrzymanego optymalnego ksztaltu czesto§é odpowiadajaca drugiej formie drgan.
Na Rys. 4, 7, 10 przedstawiono optymalne ksztalty dla wybranych wartodci ograniczenia
d,, odpowiadajace pierwszej formie drgan.

T T T T T T0 T T T T T T T T g
§y=00
L gz:oo —|2000 —}2500
0,
N=0
- =5 “fs00 = -12000
Q =12
= ——— £:00
=100
- 1000 | 5 1500
i i
- : {500 L -|s00
a QIW\X
IO 11" S | 1
T R A F [ T T T D I B B
07 04 05 08 1 0 02 04 06 08 1
% s
Rys. 2 Rys. 3

Okazuje si¢ jednak, Zze dla pewnych przypadkéw, przedstawionych na Rys. 6, 8, 9
krzywe Q2;max(Po) i 2,(P,) przecinaja si¢. Dla ograniczen mniejszych od ograniczenia
odpowiadajacego punktowi przecigcia, otrzymane ksztalty nie moga byé traktowane jako
optymalne {1} [6]. Zachodzi wtedy konieczno§é zastosowania optymalizacji dwumodalnej.
Graniczny przypadek zamocowania kofcéw preta &, = &, = 0 (pret obustronnie sztyw-
nie utwierdzony) jest analizowany bardziej szczegélowo. Rys. 9 przedstawia pary krzywych
Q) max, 2, dla réznych wartosci B; dodatkowo naniesiono krzywa przedstawiajaca za-
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Q 1
€,=00, £,=00, B<5 £ =00, £,-100, N2
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leznoéé wartosci czestosci, odpowiadajacej punktowi przeciecia tych krzywych od wartosci
ograniczenia, dla ktérego krzywe przecinaja si¢. Rys. 11a przedstawia zalezno$¢ ograni-
czenia, odpowiadajacego punktowi przecigcia tych krzywych od f, natomiast Rys. 11b
zalezno§¢ czestosci, odpowiadajacej punktowi przecigcia od f. Widoczne jest przejscie
graniczne do przypadku utraty statecznosci, dla ktérego 2 =0, @, = 0.28, p = 52
(dokladna warto$é B znaleziona w pracy [1] wynosi 52.36).
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Z zalezno$ci powyzszych mozemy odczytaé réwniez, iz koniecznosé stosowania opty-
malizacji dwumodalnej do ksztaltowania preta obustronnie utwierdzonego z uwagi na
czgsto§é drgar, zachodzi dla f € (30, 52). Przykladowy rezultat otrzymany z uwzglednie-
niem takiego wlasnie sformutowania przedstawia Rys. 12. Charakterystyczne jest to,
iz poczawszy od pewnego ograniczenia ksztalty optymalne nie zaleza od niego (ogranicze-
nie jest nieaktywne); ksztatt optymalny jest réwniez przedstawiony na rysunku.
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5. Uwagi koncowe

Niniejsza praca zawiera szczegblowe rozwigzanie numeryczne problemu optymalnego
ksztaltowania drgajacego preta Sciskanego sila osiowa, z uwagi na podstawowsg czesto$é
jego drgan. Dopuszczono mozliwoéé istnienia asymetrii ukladu, spowodowanej réznymi
warto$ciami parametrow charakteryzujacych sprezystosé utwierdzed koncéw preta. Wy-
kazano konieczno$¢ stosowania optymalizacji dwumodalnej dla pewnych przypadkow
zamocowania korcOw preta i pewnych wartoéci sily osiowej. Bardziej szczegdtowo zba-
dano przypadek preta obustronnie sztywnie utwierdzonego.
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Peswme

ODHOMOJAJNIBHASI 1 BMMOIAJILHASA OIITHMM3AUMA KOJIEBJIIOHIETOCHA
CXHUMAEMOT'O CTEPXKHSA

Dens1o HacTosme# paboTh! ABIAETCA MOAPODHOE pelieHne 3a4auK ONTHMHIAIMK (hOPMEI CHKIMac-~
MOTO CTEp/HA, NBYXCTOPOHHE YNPYT'o 3AIMEMIIEHHOrO H3-34 OCHOBHON YACTOTHI €ro NONEePEeUHbIX KoJe-
Oanuii.

JlonycKaeTcs BO3MOYKHOCTb CYIECTBOBAHAS 2CHMMETPHH CHCTEMbI, IIPOM3BENEHHOH PasHLIMK 3Ha-
YeHHSIMA TAPAMETPOB XAPAKTEPH3YIOIHX YOPYUOCTh 3amieMJEHME KOHUOB crepkHeil. I[okasbIBAeTCs
HEOGXOAMOCTS IPAMEHEHMS OHMOIEIBHON ONTHMUSALMH Ul HEKOTOPBIX CIYYaeB 3alleMICHUs KOHLOB
CTEPKHST M HEKOTOPLIX 3HAUEHMH OCEBOH CIUTLI.

Bonee nogpobuo HeceoBay cayuail crepyKHs JBYXCTOPOHEE MKECTKO 3aLEMIICHHOTO.

Summary

SINGLE AND BIMODAL OPTIMIZATION OF VIBRATING COMPRESSED BAR

The paper is concerned with a detailed solution of the shape optimization problem of the elasticaily
clamped-clamped compressed bar with respect to the fundamental frequency of its transverse vibration.



OPTYMALIZACJA PRETOW DRGAJACYCH 195

The asymmetry of system exerted by different values of the clamping elasticity parameters on each
bar end is admissible.

Necessity of using bimodal optimization for certain cases of bar ends clamping as well as for certain
values of axial force has been pointed out.

The case of rigidly clamped-clamped bar has been investigated in details.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 10 czerwca 1981 roku
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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE MODELU LUKU O OSI SCISLIWEJD

BoGpAN BOCHENEK
Politechnika Krakowska

1. Uwagi wst¢pne

W przypadku optymalnego ksztaltowania niektérych drgajacych i narazonych na
utrat¢ statecznofci elementéw konstrukcji okazuje sig, Ze element uksztaltowany z uwagi
na podstawowa warto$¢ wlasng, zwigzana z odpowiednig forma drgan lub wyboczenia
(optymalizacja jednomodalna) posiada niZzsza warto§¢ drugiej wartodci wlasnej zwiazanej
z inng forma drgan lub wyboczenia.

Jako pierwszy zaobserwowatl ten fakt J. KiusaLaas [6] w przypadku optymalizacji
$ciskanego preta na sprezystym podtozu. Jednak dopiero N. OLHOFF i S. H. RASMUSSEN
w pracy [9] dotyczacej optymalnego ksztaltowania obustronnie utwierdzonego preta
$ciskanego sila osiowa przeprowadzili szczegétowa analize problemu oraz sformulo-
wali poprawny w takim przypadku warunek optymalnoéci. Autorzy zaproponowali aby
w razie stwierdzenia niewystarczalnoéci sformutowania jednomodalnego stosowaé sfor-
mutowanie dwumodalne optymalizacji polegajace na ksztaltowaniu z uwagi na podwdjna
warto$¢ wiasna zwiazana z dwiema formami drgan lub wyboczenia.

Od czasu ukazania si¢ pracy N. Olhoffa i S. H. Rasmussena rozwigzanych zostalo
wiele zadan optymalizacji z uwzglednieniem dwamodalnego sformulowania. I tak m.in.
S. PRAGER 1 W. PRAGER [11], A. GAJEWSKI [5], B. BOCHENEK i A. GAYEWSKI [4] rozwigzali
problem dla drgajacych pretéw, E. F. MASUR i Z. MROZ [8], B. BOCHENEK i A. GAJEWSKI [3]
dla narazonej na utrate statecznosci ramy natomiast J. BeacHUT i A. GAsBWSKE [1] [2]
oraz N. OLHOFF i R. H. PrauT [10] dla drgajacych i narazonych na utratg statecznosci
fukéw. W niemal wszystkich wymienionych pracach wykorzystano liniowe ujgcie problemu,
co w przypadku analizy statecznosci ukladu sprowadza si¢ do uwzglednienia jedynie
utraty stateczno$ci przez bifurkacje. Jedynie praca [2] zawiera ujgcie nieliniowe (uwzgled-
pienie utraty statecznosci przez przeskok); ale rozwigzanie problemu wymaga wykorzy-
stania skomplikowanej i pracochlonnej procedury numeryczne;.

W niniejszej pracy w celu przedstawienia charakterystycznych cech optymalnego
ksztaltowania tuku o osi $ci§liwej (w ujeciu nieliniowym) zastapimy rzeczywisty fuk pro-
stym ukladem pretowym o czterech stopniach swobody, a problem ksztaltowania spro-
wadzimy do optymalizacji parametrycznej.

Rezultatem dwumodalnej optymalizacji w przypadku rozwazania obu mozliwych
form utraty statecznosci jest zréwnanie si¢ punktéw odpowiadajacych bifurkacji i prze-
skokowi (na podstawowej §ciezce obcigZenia).

" Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego PW. 05-12.
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2. Réwnania podstawowe

Rozwazmy uklad przedstawiony na rys. 1 (podobny ukiad wykorzystali A. D. Kerr
i M. T. Soirer w pracy [7]). Zlozony jest on z pigciu pretéw polaczonych przegubami
sprezystymi, przy czym dla uproszczenia zakladamy, Ze tylko jeden pret jest Scisliwy
(Scisliwosé preta modelowana jest sprezyna o sztywnosci k). Sposéb zamocowania kofncow
preta charakteryzuje parametr &, ktéry dla przegubowego zamocowania jest réwny zero,
a dla sztywnego utwierdzenia zmierza do nieskonczonofci. Ten dyskretny ukiad modelo-

c=q§/(c¢§)

Rys. 1

wat ma sprezydcie zamocowany rzeczywisty luk o zmieniajacym sie w sposdb ciagly
polu powierzchni przekroju poprzecznego A. Zakladamy ponadto, 7e sztywnosci przegu-
béw sa proporcjonalne do pola powierzchni przekroju poprzecznego ukladu rzeczywi-
stego. :

¢ =constd] i=1,2,3 2.1)

gdzie wykladnik » w typowych przypadkach przyjmuje wartosci 1, 2, 3 oraz, ze¢ wzdhuz
diugoéci pretéw zmiana pola powierzchni przekroju poprzecznego jest liniowa (rys. 2).

Rys. 2

Réwnania opisujace zachowanie si¢ ukladu (nieliniowe drgania) wyprowadzamy
w oparciu o rownania Lagrange’a drugiego rodzaju.
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Energi¢ potencjalng réwna roZnicy energii sprezystodci sprezyny i przegubow oraz
pracy sil zewngtrznych na przemieszczeniach w,, w, przedstawia réwnanie

I 1 . 1
7= :-Z—k(Al)2+-§- c((/.,~—(/>)“+§—cz(al—a1—1/)+(p)2+
i , 1 ,
+-2— oz — ) +'§' (e — a3 —yp—p)* + (2.2)

1 1
+5 ca(p—or—y)*-+ 5 c3(p—0ota+9)? = POy +ws),

natomiast energi¢ kinetyczng mas skupionych réwnanie

2

1 d . *la g
g = —-»—m“—&,t— (Rsina,; -+ Rsinag)l + flt (Rcosa,+Rcosoz2)\ +

+ [7[ (d - Rsing, — Rsin oz4)] + [—[7; (Rcosaz+Rcos 054)} I .
W rownaniach (2.2) 1 (2.3) wprowadzono nastgpujace oznaczenia
wy = R(Cos@p—cosa, +Ccosy—Ccosu,),
w, = R(COS®—COS otz +COSP—COS aly),
R
= ' (24)
x = 14+ A(2sing-+2siny—sino, —sina, —sino; —sinay),
Al = 1(1 *—")
cosy
A
y = arctg — (cos &g +COS oty —COS 0ty —COS )],
Parametr A charakteryzuje wyniosto§¢ modelowanego fuku.
Wstawiajac (2.2) i (2.3) do réwnan
d [ on, oy, on .
B Ehiaiiy B tasS =0 =1,2,3,4 2.5
dt(ao'z,-) o, T ! 2.5)
olrzymujemy
MR [d, +cos(oty — 028, +sinfoy — o) &3]+
+ kIR ( 1 — E:—Sy—) cos(ay +y)+ (o, — @) — ea(ty— oy — 2.6)
: A . .
—p+@)+eala, — oz4+2y)—; cosysin(a; +y)— PRsina; = 0,
mR2 [, 4 cos(oy — )8y — sinfoy ~ o) &i]+
X
+klR(1—— cosy )cos(oc2+y)+c,,(oc2——oz1—w+rp)— @7

—Cy l("/"‘ “2“)’)"'2—(0‘2 - “4+27)°0575in(a2+7’)]—PRSinaz = 0,
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mMR2[5 5 +cos (o — ag) 8y +Sin(or, — ota) @3] +

+kIR (1 — ?c%a’—) cos(as —9)+c(ots —p)— (ot — 03 —

(2.8)
A , .
—p+ @)+ (g — oy —2y) — cosysin(o; —y)— PRsinas = 0,
mR2[6,+cos(as — %)y —sin(oz — o) @3] +-
%
+klR(l— cosy)Cos(a4""y)+C2(a4'—a3—1p+lp)_ (2.9)

—c3 I(w—a4+y)—% (oty — 013 —2yp)cosysin(o, — y)J —PRsina, =0

Aby zbadaé réine formy utraty statecznosci, poprzez badanie czgstosci matych linio-
wych drgan, naloZonych na nieliniowe statyczne ugigcie rozwijamy zmienne «;, y W szereg

a, = Ot,0+6a“+ ses (210)

Y =votey;+ .. i=1,2,3,4
Indeks ,,0” odpowiada symetrycznemu nieliniowemu statycznemu ugigciu, ,,1” matym
liniowym drganiom wokot polozenia rownowagi a € jest matym parametrem.
Uwzgledniajac (2.10) w réwnaniach (2.5) po wykorzystaniu zwiazkéw (2.2) i (2.3) otrzy-
mujemy dwa uklady czterech réwnan. Pierwszy, opisujacy statyczne ugigcie po wykorzy-
staniu warunkow symetrii

@y = O30, Q20 = O4o, 211
vo =0, .11
redukuje si¢ do dwoch réwnan przestgpnych
5*
K(l—-xo)cosalo+cfw(am—tp)— @.12)
—cta(ay— oty o—p+@)— P*Rsina,, = 0,
K(1 —20)c08 050+ cFa(tro— oo — 9+ @) — 213
"'Cfb('lp—azo)"P*sinazo = 0. (-. )
W réwnaniach (2.12) i (2.13) wprowadzono nastgpujace zmienne bezwymiarowe
K = _k.{{z__’ cF = Mc_!._, EF = _E
Co Co Co
(2.14)
_P*: _P.R’ a=&, b:__(-‘_ﬁ_,
Co ¢ ¢
%o = 1+2A(sing +siny—sina, o —sina,,), (2.15)

cf jest bezwymiarowy sztywnoscig przegubu w migjscu zamocowania, natomiast £* bez-
wymiarowym parametrem charakteryzujacym sposéb zamocowania.
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Male drgania ukladu opisujg réwnania rézniczkowe drugiego rzedu otrzymane przez
przyréwnanie do zera wspoOlczynnikdw przy €
MmR?[8;, +cos(at;0— 0ty0) s, ]—kIR[x; COS 0 o+

+ (1 —%g)sin o ooy +y )]+ coyy — caoay —ay,)+

. (2.16)
te, Asino g

v (021 — gy +2y,)— PRcos a5+ 05 = 0,
0

mR2 [ty + cos(otyo— tpg)tyy]— kIR [x,cCO8 ttp0+

+ (1 =2o)sin atyo oz +y )]+ ¢z (ctar —yy) +
2.17)

Asinag,g

+cC3 [(a21 +y0)+ (02 — 4y +271)]_PRCOS°‘20' oy =0

mR? [ty +c0s(etyo— 0z0)%4r] —kIR[%; cos 0110+

+(1}.—,7‘O)Sina10(a31_71)]"'0“31_("2(‘141 — )+ (2.18)
+Cs% (04 — 0tz —2y,)—PRcosetyo- 3y = 0,
o .

MR? [ty +COS(oty o — 0tz0) 0z ] —KIR|%, COS 0y +

+ (1 = x0)sinctz0(0tay ~ Y1)+ 2 (Xgy — 031) +

2,19
Asina,, (@19)

+e3| (e — )+ (“41—“21—271)]—PR0050520’ oy =0,

#y = —Afcosay ooy + 0t33)+COSAUg0  (0tag +04sy)], (2.20)

Aby rozdzieli¢ powyzszy uklad czterech rownan na dwa uklady dwoch rownan, z kto-
rych jeden opisywal bedzie drgania wedlug formy symetrycznej a drugi wedtug formy an-
tymetrycznej odejmujemy i dodajemy stronami odpowiednio réwnania (2.16) (2.18) oraz
(2.17) (2.19) a nastg¢pnie podstawiamy

g+ oy = A, e",

Uy — oy = A€,

Oy +0gy = Aze™,

Oy — 0y = Age!.
Przyréwnujac do zera wyznaczniki uzyskanych w ten sposéb jednorodnych ukiadéw
réwnan otrzymujemy dwa réwnania kwadratowe. I tak pierwiastkami réwnania

(.21

2%3in? (g0 — 0tp0) + 2 {K[(l — o) (sin ot o +sin cty0)—

—22(cos? oty + €082ty o)] + P*(COS 030+ COS &y 0) —
5*

~c¥ [—W +2a+b] +2c08(tty o — ta0) (2AKCOS 0ty COS X z0 —

2.22
- (222)

—aci“)} + {K[(l — %) sinoty o —2Ac0s2ay o] — ¢y —C—?‘TE; +

+a) + P*cos 0‘10} {K[(1 —2)sin oty o—24c0os%atz0] —

~c¥(a+b)+ P*cos oy } — (2AKCOs 0t o COS ttz0 — ¥ @) = 0.
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sg czestoéci drgan symetrycznych, natomiast pierwiastkami réwnania

, 24 .
.stinz(ocw——oczo)+Q{K(1—xo)smfxm(1+—”—— smocw)~
4]

—c¥ —i+a ~c*b£sin2a + P¥cos g, +
I Cf'*'s* 1 %6 10 10

- 24 .
+ K(1 —3p)sina,q (1 +”—sm oczo) —c¥(a+b)--
(1]

“h 42sin o, (

1 *o

Ao
1 +7 sin oczo) + P*cos a0 —2€08(0t 5 — tLag) X
Q

X [K M sinoosina,o+c¥a—cth
Xo o

2Asina, o (1 4 24sind,,
%o

) ﬁ (2.23)

. 24 . &* L, 4A7
+{[K(l —xp)sinoy o (1 +—x;~ smrxw) —c¥ (W+a) —c{‘bx—% sinZe; o +

2
+ P*cos oclo] [K(l — 30)Sin otz (1 +-~i sin azo) —c¥a+b)-

*o

—¢¥b A4Asindge (1 +Lsin azo) + P*cos Oizo] -
Mo *p
3 . . 2Asi 22 :
_I:KMSlnd1051nu20+c’1ka_crbM (l+”—51nd20)] }:: 0.
%o Xo o ‘

czgstodei drgan antymetrycinych.

3. Sformulowanie problemu optymalizacji oraz metoda rozwiazania

Problem optymalizacji formulujemy nastepujaco. Poszukujemy takiego rozkladu masy
ukladu (takich warto$ci sztywnosci przegubdw), ktéry przy zalozonej stalej objetosci
zapewni maksimum sity krytycznej dla £ = const lub maksimum podstawowej czgstosci
drgan dla P = const

Warunek stalej objetoéci przedstawia rownanie

Ay +4, R+2 Az +4,

V=2 3 3 R+A441] = const, (3.1)
lub po wykorzystaniu (2.1) i (2.14)
(1426 DY A+ D] = 14 = ¢} = const. (3.2)

!
Dla ust_alonych wartosci a, b z rébwnania tego mozemy wyznaczyé

cf = [(1 +2a"+b”)/1+b"]'vi. 33

Praktycznie wigc problem optymalizacji sprowadza si¢ do znalezienia takich wartosci a
oraz b, ktére zapewnia spelnienie przyjetego kryterium.
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Do rozwiazania tak postawionego problemu zastosujemy bardzo prosta metode (nie
wymagajaca stosowania zlozonych procedur numerycznych) pozwalajaca w szybki spo-
s6b otrzymad rozwigzanie. Dla ustalonych wart osciparametréw a, b budujemy rodzine wy-
kresow P*, £°, £34 w funkeji statycznego ugiecia w, otrzymujac wartoéci sity P* z réwnan
(2.12) (2.13) natomiast czestosci drgaf symetrycznych £° i antymetrycznych 24 odpowied-
nio z réwnan (2.22) (2.23)

p]} /

W

0%0 0°%0

erak utraty statecznosci utrata statecznodei praez
biturkacje

J w
0A=0 0540
utrata statecznosci przez utrata statecznosci przez
bifurkacje biturkacje lub przeskok
of
e
|
}
i
|
| v
0NS=0 "0
utrata statecznosci przez utrata statecznobci przez
przeskok przeskok

Rys. 3

W przypadku badania statecznosci ukladu (2 = Q) wartoéci sit krytycznych odpowia-
dajacych przeskokowi badz bifurkacji odczytujemy z wykresu dla rzgdnych w odpowiada-
jacych £2° = 0 lub 24 = 0. Mozliwe przypadki przedstawia rys. 3. Znajdujac w ten spo-
séb wartodci sit krytycznych dla réznych kombinacji parametréw a, b mozemy zbudowaé
powierzchnie statecznoéci P, = f,(a, b). Wartosci a oraz b dla ktérych Py osiaga maksi-
mum sg zgodnie z przyjetym kryterium poszukiwanymi wartosciami optymalnymi. Ana-
logicznie postgpujemy przy rozwazaniu drgafi ukladu. Z wykresu dla P* = const odczy-
tujemy £2°, 24 przy czym optymalizowana jest wartoé nizsza. Dla réznych kombinacji
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a, b oraz odpowiadajacych im warto$ci podstawowej czgstosci drgan budujemy powierzch-
nig £ = f,(a, b). Optymalne wartosci a, b otrzymujemy dla maksymalnej wartosci pod-
stawowej czestosei drgan.

4. Analiza wynikow

Opisang w rozdziale poprzednim metod¢ zastosowano do znalezienia optymalnego
ksztaltu rozwazanego modelu. Dla danych parametrow geometrycznych sporzadzone
zostaly wykresy Pi. = fi(a, b) lub 2 = f,(a, b) i na ich podstawie znalezione optymalne
wartoéci a, b. Uzyskane powierzchnie oraz ksztalty przedstawiono na rys. 4, 5, 6. Na rys. 5
oraz 6 na powierzchniach wyodrebniono obszary, dla ktérych podstawowa (najnizsza)
jest symetryczna (antymetryczna) sita krytyczna (czesto$é drgan). Mozemy wyciagnaé
wniosek, Ze nie jest mozliwe ksztattowanie ukladu tylko z uwagi na jedna sil¢ krytyczna
(czesto$¢ drgan) — czyli, Ze dla pewnych parametréw geometrycznych modelu jednomodal-
ne sformulowanie problemu optymalizaciji jest niewystarczajace. Punkty lezace na krzywych

0=0 I
parametry modelu
=01
W=03
A=02
K=50
§-o0
|P*
A
Fnox =008
d ksztalt optymalny
I
i
1
t
]
l
|
i
1
i
i
|
0 i3 N
7
/ ®
/
/
/
7
4
7
7 @ antymetryczna sita
// krytyczna-utrata
/ stalecznosci przez

b’// biturkacje

Rys. 4



n=0
parametry modetu
¢=10
y=14
A=20
K=10

E~co

@ antymetryczna sila
2 krytyczna-utrata
g statecanodei przez
4 biturkacj
y @ symetryczna ska
krytyczna -utrata
statecznoéci przez
przeskok

Rys. 5
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parametry modelu

¢=03
y=08
A=05
K=02
Eroo

ksztatt optymalny

@ podstawowa czestodc
drgart-antymetryczna

@ podstawowa czgstosé
drgaf - symetryczna

Rys. 6

1206]
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n=0
parametry modelu

©=0,3

y=08

A=05

b=1,0

£-—+o0

ksztatt optymatny

@ antymetryczna sita
krytyczna - utrata

statecznoéci przez
bifurkacje

Rys. 7

rozgraniczajacych obszary sa geometryczna ilustracjg wyniku optymalizacji dwumodalnej
dla tych punktéw wartoSci sit krytycznych (czgsto$ci drgan) odpowiadajacych formie
symetrycznej i antymetrycznej s3 réwne sobie.

We wszystkich oméwionych przykladach zmiennymi optymalizacji byly wartosci
a, b. Mozliwe jest oczywidcie przyjecie innych zmiennych i tak rys. 7 przedstawia rezultat
poszukiwania optymalnych wartoéci a oraz K przy ustalonej wartosci parametru b.
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Pesome

OITUMMBALIUS APKU CO CKMMAEMON OCBIO

Hacrosmuas pa6oTa, ¢ 11eJIbI0 NPEACTABICHUA XaDaKTEPHBIX YEPT ONITAMH3AXMH ADKHA CO CHXAMAEMOt
OCBIO, 3aMeHAET AeACTBUTENHHYIO aPKY JIDAMOMN CTEPIKHEBOM CACTEMOM C YeTBIPBMA CTENEHAMA CBOCOIBI.
Wccnenosamick pasusle ¢hOpMEBI IoTepH yeroliumBoct (epekpriTye, 6udypraima) nyTeM HCILITAHMA
YacTOTs! MAILIX JIMHEHHBIX KoJlebaRmil HaIO)KEeHRBIX Ha HeJIMHeHHBIA cTaTRyecKuit nporn6 chucrembl.

dopmympoBana B pereHa npodiemMa ONTUMASAITMA COCTOSINAA B XIONCKaX TAKON (GOPMBI CHCTEMEI,
KOTOpasi NPA IOCTOSHHOM O0BbeMe JACTh MAKCHMYM KDHTHYECKOM CHIIBI WM YacTOThI Konebammit. Jns
HEKOTOPBIX I€OMETPHUECKMX NApaMeTPOB MOZENM JOKa3aHa HEeXBATAEMOCTh OXHOMOMNANBHON (OpMYyITH-
POBKH NpoDJIeMbI ONTHMU3ANWM,

Summary

OPTIMIZATION OF AN ARC WITH COMPRESSIBLE AXIS

In order to present the characteristic features of the optimization of an arc with compressible axis
the arc has been replaced by a bar system of four degrees of freedom. Various forms of the lack of stability
have been obtained (snap, bifurcation) by investigation of the frequency of small linear vibrations imposed
on nonlinear static deflection of the system.

The optimization of the form of the system has been formulated and solved such that for conserved
constant volume the maximum of the critical force or that of the vibration frequency is assured. It has
been proved that for certain geometrical parameters of the model 2 single modal formulation of the opti-
mization problem is unsufficient.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnla 3 grudnia 1982 roku
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1. Wstep

Problemy zwiazane z wyznaczaniem naprezen i odksztalcen w cialach lepkosprezystych
komplikuja si¢ przede wszystkim z powodu reologicznych réwnan stanu, ktére wystepuja
z reguly w postaci zwigzkéw rézniczkowych badi catkowych [1+95]. Trudnosci z tym
zwigzane rozwigzuje najogdlniej zpana analogia sprezysto-lepkosprezysta ALFREY'a
i Lee [2]. Analogia ta dotyczy podobiefistwa pomiedzy transformatami Laplace’a zwigz-
k6w opisujacych cialo lepkospreZyste a réwnaniami teorii sprezystosci. Ta droga mozliwe
jest rozwigzanie niektérych podstawowych zadan, co unaocznia znana monografia No-
WACKIEGO [2]. Jednakie mozliwosci tej analogii sa ograniczone trudnosciami natury ma-
tematycznej, ktére pojawiaja si¢ przy wyznaczaniu transformacji odwrotnej.

Rozwigzania wigkszoséci probleméw praktycznych lepkosprezystosci nalezy wige szukaé
na drodze metod numeryczoych.

PEDACHOWSKI [6] zaproponowal pewna metode ,,kontinualno-dyskretna™ oparta na
znajomosci funkcji pelzania. Sumujgc przyrosty odksztalcen reologicznych otrzymal on
zwigzek miedzy odksztalceniem w danej chwili a napreZeniami we wszystkich chwilach
poprzednich.,

Do rozwigzywania zadan lepkosprezystych w ujeciu metody elementéw skoniczonych
powszechnie stosowane sg metody iteracyjne. Spofréd mich mozna wymieni¢ sposéb
naprezen poczatkowych i sposob odksztalcenia poczatkowego, obydwa opisane przez
ZIENKIEWICZA [7]. Sposéb odksztalcenia poczatkowego byl stosowany przez wielu auto-
16w, m.in. przez ZENKIEWICZA [8] oraz ARGYRISA [9].

Do rozwiazywania probleméw reologii majg tez szerokie zastosowanie metody nu-
merycznego calkowania Jiniowych i nieliniowych réwnad ruchu. Metody te, a majg one
réwniez charakter iteracyjny, dzieli si¢ na proste (explicit) i ztozone (implicit). Do metod
prostych zalicza si¢ np. metode Eulera i metode Rungego-Kutty, do ztozonych m.in. me-
tode stycznych [10] i metode czasoprzestrzennych elementéw skofczonych Kaczkow-

) Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12 ,,Wytrzymalo§¢ i optymalizacia
konstrukcji maszynowych i budowlanych” — koordynowanego przez Instytut Podstawowych Probleméw
Techniki Polskiej Akademii Nauk.

14 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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SKIEGO [11]. Ta ostatnia metoda stwarza, jak si¢ wydaje, nowe mozliwosci réwniez w dzie-
dzinie lepkosprezystoscei.

Autorzy niniejszego opracowania wybrali inna droge. Opierajac si¢ na opisie ciala
lepkosprezystego za pomocg zwiagzku rézniczkowego aproksymuja przebieg naprezen
w poszczegdlnych przedziatach czasu wielomianem. Takie ujecie pozwala na opis zjawisk
pelzania w ciatach liniowo lepkosprezystych. W rezultacie otrzymuje si¢ zwiazki reku-
rencyjne, w ktérych odksztalcenie w danej chwili jest okre§lone przez napreZenie w tejze .
chwili i przez stan ukiadu w chwili poprzedniej. Przediozona metod¢ mozZna wige zakwa-
lifikowaé do metod prostych. Przedzial czasu dzielacy obie chwile moze byé, w wielu
przypadkach dowolnie diugi, co jest zaleta metody, w pozostatych — dtugos¢ przedziatu
czasowego nalezy regulowaé w oparciu o kryterium dokladnosci. Powyzsza metoda byla
juz stosowana w pracach [12, 13].

W niniejszej pracy problem zostal uogdlniony przez dopuszczenie niecigglosci funkcji
o(t) i jej pochodnej &(¢) oraz funkcji e(?) i &(¢). Zastosowano aproksymacie liniowa i kwad-
ratowa funkeji o(¢). Przeprowadzono analizy wynikéw dla podstawowych modeli reolo-
gicznych (Kelvin-Voigt, Zener, Burgers) i analizy bledéw obliczen w zaleznofci od apro-
ksymacji i dtugoéci kroku.

Jakkolwiek ograniczono analizy tylko do modeh reologicznych, to jednak uzyskane
wyniki pozwalajg na dalsze zastosowanie metody w ztozonych ukladach lepkosprezystych.
Jako przyklad mozna podaé wstgpnie napieta siatke ciegnowa. Nad problemem pelzania
siatki ciggnowej sa prowadzone obecnie prace.

2. Réwnanie komstytutywne ciala lepkosprezystego w ujeciu dyskretnym

Réwnanie konstytutywne dla materiatu lepkosprezystego mozna przedstawi¢ w po-
staci zwiazku rézniczkowego [2]

P(D)o(r) = Q(D)&(?) @.n

w ktorym D = d/dt jest operatorem rézniczkowania wzgledem czasu ¢, P(D) i Q(D) sa
liniowymi operatorami rézniczkowymi (wielomianami argumentu D w ogdélnosci stop-
nia n, przy czym stopien moze by¢ niZszy, jesli cze§¢ wspotezynnikéw wielomianu bedzie
réwna zeru), o jest napreZzeniem i e — odksztalceniem.

Na osi czasu wyodrgbniamy chwile ¢, (v = 0, 1, 2, ...) dzielac 0§ na przedziaty ¥, =
= tr_tr—l
Przyjeto, Ze przebieg naprezenia w czasie jest funkcja niekoniecznie ciggla. Miejsca nie-
ciaglosci beda wezlami na osi czasu. Poza tym inne wezly rozmieszcza si¢ stosownie do
potrzeb obliczeniowych., Tak wiec w ogélnosm w weile T napreZenie moze doznawaé
przyrostu o

do, = di—o0,,
a predko$é naprezenia — skoku o

. ot .
A, = &,—a,.
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Wprowadzono oznaczenia

0 = [U(t)]f=f-;~0) 0':.— = [d(t)]r=f.,+0’

. da(t)] o [do(t)]
GT l: ‘ dt [:1,’_(), GT h dt . r=1r+0-

Podziat osi czasu i przebieg funkeiji o(¢) ilustruje rys. 1.

.
G’(fw A,
Ao T
bo. l : oy
oft) It
l 1
1 T T+
et i‘._1 ——b;‘—t'
r——— 1t

t
l‘T— #1; — 1,'-r¢1"’l

Rys. 1
Naprgzenie o(f) w przedziale czasu &, = t,—t,_, mozna aproksymowaé za pomoca
wielomianu stopnia m:
a(t) = ag+ o '+ o, ()2 + ...+,
t=t—t_,, t'e(0,%). 22)
Jesli m = 1 (aproksymacja liniowa), to

7 61 - G:__
fg = Or_1i, oy = ‘—““—6\—1- (23)
Jefli m = 2 (aproksymacja kwadratowa), to
! . ! I 7 .l
o = Oz_1, 0 = Oy, 0Oy = Bz (0= 0r_ =0z D). (2.4)

Z wyzsszych stopni wielomianu (2.2) w niniejszej pracy nie korzystano. Krzywe aproksy-
mujace funkcje o(?) przedstawiono na rysunkach 2 (aproksymacja liniowa) i 3 {(aproksy-
macja kwadratowa).

Rozwigzanie réwnania (2.1), w ktérym o(¢’) dane jest wzorem (2.2), bedziemy poszu-
kiwaé w przedziale t’ € (0, o), przyjmujac najpierw, ze funkcje o(¢) i e(t’) sa w calym
tym przedziale okre$lone i sa funkcjami rzedu wykladniczego, co pozwala na zastosowa-
nie transformacji calkowej Laplace’a. Z przedziatu (0, c0) mozna nastgpnie wyodrgbnic

14
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przedziat (0, #,). Po wykonaniu transformacji Laplace’a na réwnaniach (2.1) i (2.2)
otrzymuje sig

P(p)&(p)— Po(py, D)a(0) = Q(p)&(p)—Qolp, D)e(0),

- I 1 2 m

U(p) = ;ao+;2-al+;3— (o S +<pm—+l

W réwaaniach (2.5) #(p) i £(p) sa transformatami Laplace’a fuankcji o(t') i e(t), p jest
parametrem catkowania, a wielomiany P, O, P, i Q, maja postaé:

(2.5)

o,.

P = D aps Q) = D b,
_/=0 J=0
_ >£11 n—J Dj—l
Po(Ps D) =y (aj+aJ+1p+ +a,,P ) 4 (26)
J=1

Qo(p, D) = D) (0+byuip+ ... +b,p" )DL
i=1

Operacje D'~16(0) lub D'~'¢(0), j = 1,2, ...,n nalezy rozumie¢ jako granice lewo-
stronna funkgji i ich pochodnych w punkcie ¢t = 0:

o d’=Lo(t) _ d=1e(t) |
D 10.(0) = [—_—dtl‘l ]‘=' o, D/ le(O) = [“dtj—l .

Jest to zwiazane z nieciaglo$cia funkcji transformowanych w punkcie ¢ = ¢,. MozZna si¢
tu powolaé na rozwazania zawarte np. w [14] str. 75 - 76

Z réwnania (2.5); oblicza si¢ transformate £(p). Dalsze rozwazania wymagaja bliz-
szych ustalen w odniesieniu do zwiazku konstytutywnego (2.1) i aproksymacji (2.2).
Przyjeto model reologiczny co najwyZej piecioparametrowy, to znaczy model opisany
réwnaniem

aod‘l'a] &+a25' = b0€+b1é+b2.é, (2.7)
w ktdrym niektoére wspdlezynniki g, 1 b; moga byé réwne zeru, oraz aproksymaci¢ co naj-
wyZej kwadratowa (m = 2). W réwnaniu (2.7) wystepuje 6 wspolczynnikéw, z ktérych
jednakge tylko 5 jest niezaleznych.

Rozwiazanie zadania bedzie tak ujete, Ze wymk1 beda stuszne réwniez dla modeli nizszych
rz¢dow.

% Dobrym przykiadem istoty problemu Jest funkcja Heaviside’a H(?). Transformata Laplace’a
pochodnej funkeji Heaviside’a jest rowna

ZH' ()] =L = 1.
Taki sam wynik uzyskamy na podstawie twierdzenia o rozniczkowaniu oryginatu
ZH(1)] = pL[H(N]-H(0) = 1-H(0)
jesli przyjmie si¢ H(0) = H({0™) = 0.
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alt)4 Aa,

T L

oA

-1 T
e, ——
Rys. 2
oib A

alt)

|

4 :
- Q' > l\

T-1

e Dol

Rys. 3
Uwzgledniajac w (2.5) powy2sze uwagi oraz warunki poczatkowe ¢(0) = o._;, 0(0) =
= 0,_;, £(0) = &_,, £(0) = &_,, otrzymuje si¢

&(p) = Co(p) &c—1 +E1(P)és—y +C2(p) 2az 0, + ay 0y +ag o) +
+¢3(p) Qag oy +apay)+E4(p)2ag 0, +

+ [a,E5(p)+ a2 Es(P))(to — 0 1) + @285 (P) (o) — 6, —y). (2.8)
We wzorze (2.8):
. _ bl +b2p _ . _ _714"
L) =50 > 4l = Q(p) 4= oy
&(p) = ;TQI—(E’ ¢i(p) = m, Cs(p) = Ei—l’)—’ (2.9

cs(p) = Q( )’ Q(p) = bo+b,p+b,p*.
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Po wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymuje si¢

e(t) = colt) ey + (1) e+ 02 (1) Qaz 0n + ay oy 4+ ag oto) +
+ea(tYRagay+agey) +ca(t)2ag 0, +
+ayes(t’)+ayce(t)) (do— 0, y) +ayes(t’) (o =6, ). (2.10)
Podstawiajac ¢’ = & i uwzgledniajac, Zze e(®) = ¢, dostajemy

& = Cor 8oy HCy by +65,:(20, 00 +a; 0 +a000) +
+¢3,:(2a, 00+ a0 00) + €4y 2 200 05+
+(ay s, +a3¢6,0) (Go—0:- ) +ax¢5 Aoy —6,,). 2.1
Dla prostoty zapisu oznaczono:

e = ci(ﬁr); l=0,1,,6

Zestawienie wspotczynnikow ¢; . dla roéznych postaci wielomianu Q(D) zawiera tab-
lica 1.
Wykorzystanie tej tablicy i dobér wspélczynnikéw aq, a, 1 a, we wzorze (2.11) pozwala
wykorzystaé ten zwiazek dla kazdego modelu co najwyZzej pigcioparametrowego.

Zwiazek rekurencyjny (2.11) pozwala obliczyé ¢ w chwili £, je$li jest w tejze chwili
okreslone ¢ oraz jesli dany jest stan uktadu w chwili poprzedniej ¢,_,. W rownaniu (2.11)
wystepuje rowniez predkosé odksztalcenia & i niezbedny jest wzor dla jej obliczenia. Pred-
ko$¢ odksztalcenia otrzymamy obliczajac pochodna £(¢') ze wzoru (2.10) i podstawiajac
t' = $,. W wyniku otrzymuje si¢

& = Co,xErt FC1 prmy +Co (20 0 +ay 0y a5 00)+
+¢3,:(20, 03 + a0 @)+ Ca, o+ 280 4 +
+(al.&5.1+a2&6,1) (“0—01—1)+a2&5,1(a1._&1—-1)v (212)

=[dc‘(")] i=0,1,..,6.
l,ns-r’ b 3 2

dar’

Wspotezynniki ¢; , zestawiono w tablicy 2. Wzory (2.11) i (2.12) sg stuszne zaréwno
dla aproksymacji kwadratowej, jak i liniowej. W tablicach ! i 2 zostaly zestawione wspoét-
czynniki ¢; . 1 ¢; . dla wszystkich mozliwych teoretycznie kombinacji wspolczynnikéw
by, b, i b,. Niekoniecznie musi to oznaczaé, 2e wszystkie podane kombinacje sa fizycznie
mozliwe. Np. pod pozycja 1 przypadek by # 0, b, = 0, b, = 0 oznaczalby w ogdlnosci,
2e odksztalcenie jest kombinacja liniowa o, &, 6, co racze] wydaje si¢ by¢ przypadkiem
fizycznie niemozliwym. Jeéli jednakze przyjaé, %e ap # 0 i a, = a, = 0, to przypadek 1
doprowadzi nas do ciala Hooke’a. Podobnie pojawianie sig dystrybucji §(%,) i jej pochod-
nych przy niektorych wspélezynnikach cg, . trudne jest do fizycznego zinterpretowania.
Nalezy jednak zwrécié uwage, ze wspolczynnik ¢s . wystgpnje w iloczynie ze wspdlezyn-
nikiem a,. Mozna by wiec postawié pytanie, czy istnieja takie modele reologiczne, dla
ktérych wystepuje w réwnaniu stanu przyspieszenie napreZenia i jednocze$nie wspolezyn-
niki b4, b, i b, odpowiadaja przypadkom poz. 2 i poz. 6 omawianych tablic.? Na to py-
tanie brak jest w tej pracy odpowiedzi, cho¢ autorzy sadza, Ze odpowiedz bytaby negatyw-
na. Do takiego sadu sklania analiza wszystkich znanych autorom modeli reologicznych.
W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢ wigc, ze jesli zachodzi przypadek 2 lub 6, toa, = 0.

Ci,x
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W przypadku aproksymacji liniowej podstawia si¢ oy i «; zgodnie ze wzorami (2.3)
oraz uwzglednia sig, ze ¢, = 0. Po przeksztalceniach otrzymuje si¢ nastgpujacy zwiazek
rekurencyjny dla odksztalcenia

&y = Co,r Bt—l +Cl_,1ér-—1 +y: d‘t+ (ao C2.1_‘71) 0{'—1 +
i .
+ (al CS.1+a2 CG.r)AUr— t—4az 05.119— (ar—l - 01—2)- (213)
r—1

We wzorze (2.13):

1
Y = 79_1_ (aoc”-}-al Cz,f‘*‘azcs,r), (2‘4)

Ao, = o, —a,.

We wzorze (2.13) wystepuje ponadto predkos$¢ odksztalcenia, ktora oblicza sig wzorcm

- . . - . - - [
8 = Cox &y +C &y +'}’r”r+(aoc2.r"'}’r)dr—1 +

. . . 1 ‘
+ (al (.‘5,,-}- a2 C6,1)Aar——1 —a, CS,r T'_ (Ur—l — Oy 2)»
T—1

(2.15)
'}.’r = —‘0——‘ (00&3,,+a1&2_,+a2(}5.,).
W przypadku aproksymacji kwadratowej otrzymuje sig:
Er = Co,r et—l + Cl .'rér—l +77r61 + (ﬂo C2.1_:J;1)0':'-—l +
+ (a() cs,r +t11 Cl,r—’ﬂ-r?'r)é;—l +
+(aycs,.+8,¢6,) A0, taye5 A6y, (2.16)
- 2
Y= 52 (@ocsstaycs+azcs,y),
ér = bo,r et—l +&1,1é1—1 +7}7161+ (a()(.“z,r"'a;r)o':-l +
+(a0&3.r+alé2,1_ﬂr—.)&;—] +
+ (ax Z’s.r‘*‘a: ‘:'6,1)410':-1 +a2&5.,A6‘,_1 s
. 2 . . . !
Yo = i (@oCataiC3,cHa285,), .17

. 2 / .
Oy = —+— Oy —0r_1)—0r_1,
T 191' ( T l) t—1

= g (el =
Wzory (2.13) i (2.16) pozwalajg obliczyé &,, to znaczy granicg lewostronna funkcji
£(¢) w punkcie ¢ = .. Jedli funkcja jest w tym punkcie nieciggla, to zachodzi potrzeba
obliczenia réwniez granicy prawostronnej ¢,. Granpice t¢ obliczymy za pomocg wzorn
(2.10), bowiem £(0) = e,_,.
Mozna wykazaé, 7e wylaczywszy przypadek | w tablicy | jako mogacy prowadzi¢ tylko
do ciala Hooke’a, dla wszystkich pozostalych przypadkéw otrzymuje sig co(0) = 1,
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| .
¢1(0) = ¢,(0) = ¢3(0) = ¢4(0) = 0 oraz ¢5(0) = B jesli by # 01 b, = 0 oraz ¢5(0) = 0

jesli b, £ 0. W koncu ¢4(0) = _bL jesli b, £ 0, a w pfzypadkach 2 1 6 uzasadnione zo-
2
stato juz, ze a, = 0. Otrzymuje si¢ wigc w postaci ogélnej
&y = &g+ [t1¢5(0)+ay c6(0)] o,y

lub, z uwzglednieniem powyzszych wywodow

£ = 6,4 2L Ao, 2.13)
b,
jesli b, # 0i by = 0, oraz
' P a2
&, = &+ Ao, (2.19)
b,

jesli b, # 0.

Wzory (2.18 - 2.19) s3 stuszone dla aproksymacii liniowej i kwadratowej. Ze wzoréw
tych wynika tez, ze funkcja &(¢) jest ciagla (mimo nieciaglosci funkeji o(2)), jesli a; = 0
w przypadkach 2 i 6, lub a, = 0 w przypadkach pozostalych. Jest tak np. w modelu Kel-

vina-Voigta (przyp. 6), w ktérym a; = 0. Dla modelu Maxwella (przyp. 2) jest a; = lli

1 skok funkcji o(¢) powoduje niecigglo$c e(z).
W podobny sposéb mozna okreslié granice prawostronne funkcji £(¢) jesli jest nie-
ciggla, Otrzymuje si¢:

Pkl S PR WP (2.20)
bl bl
jesli b, = Q01 b, = 0, oraz
é-: = é~;+ al _la%' AOT+ "'li Aé‘r: (221)
b, b,

jesli b, 5 0.

3. Dyskretna analiza modeli reologicznych

3.1. Model Kelvina-Voigta. Wlasnosci fizyczne ciala Kelvina-Voigta opisuje zwigzek réz-
niczkowy
o(t) = Ee(t)+né(2) 3.1
w ktérym wystepuja dwa parametry: E i #.
Model Kelvina-Voigta jest wigc przypadkiem szczegélnym modelr opisanego réwna-
niem (2.7), w ktérym nalezy przyjac: ao = 1, a; = a, = 0,bo = E, by =n, b, =0.
W ujeciu dyskretnym réwnanie stanu ciata Kelvina-Voigta ma postaé

6 = e Pre, .0+ [1@ a ~e“°“91)—y,] ol (3.2)
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w przypadku aproksymacji liniowej, oraz

& =c e+ 0+ [L(l—e‘“"f)~_- o, —#~1—91(1 —Eyp —i~e—wr oA (3.3)
T r—1 T Ve Oy E T VeiOray E 7vr "E:— Gy .
w przypadku aproksymacji kwadratowej. We wzorach (3.2} i (3.3)
- _1__(1 1o
Ve T E ad. |’
: ; (3.4)
5 = Lll__%_(l_l_i"f”_’)] o= E
Y=g e )| =
3.1.1. Wyznaczmy krzywg pelzania przyjmujac w tym celu
o(t) = o"H(?), (3.5)
H(t) — funkcja Heaviside’a.
Rozwiazanie $cisle jest ogolnie znane
0 =% (1—e) 3.6)
£ = *E*' e ;) ( .
Poniewaz dla ¢ > 0 jest &(z) = 0, wigc 6;_; = 0 oraz o._; = ¢, = o°, wobec czego
” a®
go= e e+ (1-e7P), X))

zaréwno dla aproksymacji liniowej, jak tez kwadratowej. Wyniki uzyskane za pomoca
wzoru (3.7) pokrywaja si¢ dokladnie z wynikami $cistymi wg (3.6) i to niezaleznie od
doboru diugosci kroku &, w (3.7).

3.1.2. Przebieg naprezen w przedziale t € (O, %) dany jest funkcja

o(t) = asinwt. (3.8)
Rozwigzanie Sciste ma postaé [1]:

o° 1 0 4 e\
g(t):,E\_v )2 ?e + 14 % sin{w?—g) |,

1+(—w~

(3.9)

K

—arctw
p = arctg—-.

Do dalszych obliczeni przyjeto dane wedlug monografii [15] s. 170 zawierajace wy-
niki badafi J. Kmity nad parametrami lepkosprezystymi lin stalowych: E = 2- 10° MPa,
n = 4249 000 kGdni/cm?® = 42,49- 10* MPa dni = 102-10° MPah. Przyj¢to, ze wol-
nozmienne obciaZzenie przebiega w przedziale (0; 14 dni) wg polfali sinusoidy; o =
- 2| T
“12‘ dilai_ = T).m h—l, o® = 6.-10"% MPa.

Obliczenia wykonano

1° wedlug wzoru Scistego (3.9);

2° wedhig zwiazku rekurencyjnego (3.2) (aproksymacja liniowa) ze stalym krokiem row-
rownym kolejno: & = 24h, % = 2-24h, & = 4 - 24h;
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olt]
64107 MPa|-
NgUSin wt

01 23 456789101 12134

T Lt L T |
012365678090 NREK "

-

240°

Eft)
Rys. 4

oit)

t

——

o

T 2T 3T 4T ST 6T 77
h 2“1‘

0 T 2T 3T 4T ST 61T 7T t

10

2

&t
Rys. 5

3° wedlug zwiazku rekurencyjnego (3.3) (aproksymacja kwadratowa) ze stalym krokiem
réwnym kolejno & = 24h, 9 = 2- 24h, & = 4-24h, & = T 24h.

Wyniki zestawiono w tablicy 3 oraz pa rysunku 4. Widoczny jest wplyw diugosci
kroku na dokladnoéé obliczeri oraz przewaga aproksymacji kwadratowej nad liniowa.
Niemniej mozna stwierdzié, ze aproksymacja liniowa daje dostatecznie dokladne dla
celéw praktycznych wyniki nawet przy znacznej dhugosci kroku.

3.1.3. Przebieg napre¢zen jest funkcja nieciagla przedstawiona na rysunku 5:

0__ 0<tg T,
o35
a®, T<1t<2T,
o) == 1 20°, 2T < 1 < 3T, | (3.10)
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Otrzymuje si¢ nastgpujace rozwiazanie §ciste:

o 1 ,
tG[O, 1‘] E(t) =E__&T (C +(Xt—“l),

0 a’l‘_l
te[T,2T): &@) = %—(1 _£ oT e‘“'),

0 aTl __
teQQT, 371 e(t) = EE—[Z— (e ole +62“T) e‘“'], (3.11)

o 2 T -1 2
te [3T, 4T] GU) = %[84— "(;T (l—at)— (e oT +eZaT+ﬁe3aT) e—m]|

0
te [4T, o0): &(t) = i)—L(1-—e"‘T—ozTez‘"T—2<33°‘T+2<34"‘T)e“§“.
E ol
W ujeciu dyskretnym przyjmujemy &, = T uwzglgdniajac sig, ze
06=0, o,=01=0° o0,=0% o03=20° 03=o0;=20°

6, =04=0, os=05=0,..., oraz

. 00 . ) ot 20‘0 [} .t
0-0 =___T_, 0‘1=0, 0‘2=0, 0’3 = —‘?, 0'4_:0, 0'5—'—'—0,....
Dla aproksymacji liniowej otrzymuje si¢ zwiazek rekurencyjny w postaci
— o[, 1=eT\ g, (l—e“” oar
& =e""e_,+ E (1 oT + B T e , (3.12)

skad, przy warunku poczatkowym g, = 0, oblicza si¢ kolejno:

£ —£(1—~ 1_e—w>
CEVTTar )
o

s g Sgte)
o= Fleme- e
£y = %"l eoont;L (2e‘“T—e—4“T)—e'2“T] ,

Stosujac aproksymacj¢ kwadratowg otrzymuje si¢ zwiazek rekurencyjny

i _ a—aT
Erze—aTET~1+&[1~i(]‘l € )]+

E al oT
0oy 2A 1—e=*7 et
* E [aT (] ~ ol ) e +

FT[2 1-e | 2
+ = - il A3
[aT oT (1+ aT)]‘ (3.1
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Wyniki otrzymane za pomocg wzort (3.13) sg identyczne z otrzymanymi ze wzoru (3.12)
oraz, jak fatwo sprawdzic, z wynikami rozwigzania scistego (3.11).

3.1.4. Przebieg naprezen dany jest funkcja

UO
Ft(2T~t), 0T,

o(t) = (3.14)

LG°, t
W tablicy 4 zestawiono wartosci funkcji e(z). Aproksymacja kwadratowa daje wyniki
pokrywajace si¢ ze §cistymi, poniewaz dokladnie opisuje przebieg naprezen w calym za-
kresie zmiennodci t. Wykresy o(f) i &(¢) pokazane s3 na rysunku 6.

alt)

T=2Lh
&n 6h
0 T 2T 31 & 5T t
108 I
€l E, %Ez
T
Rys. 6 ‘Rys. 7
Tablica 4
£(r) x 10°
t a(t) x 10® N -
[godz.) [MPa] warto$¢ aprc?k:symaqa o/ bledu
dokiadna liniowa
o 1
0 0 0 § 0
6 2,625 0,77750 | 0,74282 4,46
12 4,500 2,71353 2,64802 2,41
18 5,625 526316 | 5,17024 1,76
24 6,000 7,94196 ! 7,82468 : 1,48
48 6,000 16,22330 | 16,15007 : 0,45
72 6,000 21,39553 J 21,34982 ‘ 0,21
96 6,000 24,62593 & 24,59740 | 0,12
120 6,000 26,64352 | 26,62573 E 0,07
144 ' 6,000 27,90364 { 27,89255 | 0,04
3.2. Model Zenera (rys. 7)
Roéwnanie stanu ma postaé
E, ) E,E, .
/I—‘ o() +o(t) = r%»~f- e()+ (B, + Eye(r). (3.15)
2
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Przyjmujac staly krok &, = T, otrzymuje si¢ dla aproksymacji liniowej

a Ew l—c-‘u'r
€ = e‘”s,_l+—’—(l 2 ) +

El. h E]+E2 al
E_I’:L E, 1-e™*" _ —uT) do._y ¢
" E, (E1+E2 P + E,+E, = ’ (3.16)

oraz dla aproksymacji kwadratowej

= =974 +ﬂ_ 1— L _2__(1_1“_341)] +
& = TR, E,+E, ol oT

U"r—l__ Ez 2 ( 1_e—d'l')— —aT]
TE, [E,+E2 7 Gl A g 3.17)
BT B [2 1~e-”>_ e ] A0 or

El El +E2 aT al aT ) E] +E2

g _ PtE2
7AB, +Ey)

Dla grani'cy prawostronnej otrzymuje si¢ wzor

' Ao,
£, = &t E 15, (3.18)
Niech przebieg napreZed przedstawia wykres na rysunku 8. To znaczy
o, 0<t<T, _
o(t) =1 ¢ (3— ;,) T <t <2T, (3.19)
0, 2T <1 < ©.
alt)
20 e e -
u.
t
a ar
Eft)
20
Zanil
m;
0 i 2T
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Rozwigzanie $cisle ma postaé:

te(0,T):
o° ( E, )
e(t) = — Il — ——e"¥|,
( E, E,+E,
te(T,2T):
o°® ! B, I ( 1 Il (3.20)
1) = —-{3— . — |- 11 —aT 4 = |a=a(-T)
e() El{ T+E,+E2[aT +e +aT)e ]]'
te (2T, oo):
@ E, [ —e*T \ )
)= — = T -aT ~a(t—-2T)
(1) E. E +E, [1+ T e (1 +e )le .
W ujeciu dyskretnym przyjmujemy staty krok &, = T i1 uwzgledniamy w obliczeniach,
Ze o'(l) = Go, AUO = 0,0’ 0y = an G; = 2009 AUJ = UO) 0y = GO: G; = 09 AUZ = _Gov
0
as:a;’,:...=0;66=61=0,¢'7§=b'2=——%,&;:&3:&5:...:0.

Aproksymacja liniowa (3.16) i kwadratowa (3.17) daje identyczne nastgpujace wyniki:
0
g = i_(l — __EZ.__ c““T),

E, E,+E,
0,0 Ez [ 1——6—”' T
= . aT 1 —-aT i
& E| !1+ E L E, o e (1 +e"*T)|¢, (3.21)
o® E, It —aT —aT ] —aT
&3 £ E1E [1+ P (1+e=*Nje—oT, ...
Granice prawostronne funkcji £(¢) sg réwne:
, o° , o°
fo=g v & =&atzg
E,+E E.+EB
1 2 1 2 (3'22)
, ao®
€y = E5— El +E2 .

Fatwo mozna sprawdzié, ze za pomocg wzoréw Scistych (3.20) otrzyma si¢ identyczne
wartosci odksztalcen w chwilach ¢, = T*, 2T%, 3T, .... W celu sporzadzenia wykresu

. 1 b e
(1) zageszczono wezly na osi czasu przyjmujsc &, = T T. Wyniki obliczef dla T = 96 A,

6 =5 MPa, E;, =9,5-10° MPa, E, = 22,5- 10* MPa, 7, = 49,92-10° MPah ilu-
struje wykres na rysunku 8. Powyzsze dane zostaly wzigte z monografii 1. KisisLa [15]
wedlug badan A. Mitzla i A. Dziendziela dotyczacych betonu.

™
Ez% %‘—'Qz

Rys. 9

15 Mech, Teorct. i Stos. 1--2/84
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3.3. Model Burgersa (rys. 9)
W czteroparametrowym modelu Burgersa jest a, = 1,

_ Mt ﬂ_ _ M2 _
al. - E2 + El al EJ E2 > bo - 0)
by =%, b= _ﬁ_ﬁg?: .

2

Przyjmujac staty krok &, = T otrzymuje si¢ dla aproksymacji liniowe;j
T  E+E, 1 1-—6‘”)
—_—— — GT+

: 1—e*
8"8"“““7_8’ *+(2m+ E.E, E, T

T E;+E, S raa
[2771 E.E; ( “Z) T ]"”‘*
+[§1—+(%— ni)1 - T]A” 7,;;_—1-;;‘&0,_,-0;_2), (3.23)
AT
& = e_“‘E'r—-l + (:—Ei_T + ‘7;1;‘ i ‘1+T)0'1“
—(E:T+7711 “”+i 1 ;]:”)0‘;-1+
L i), (3.24)

o N2
Dla aproksymacji kwadratowej otrzymuje si¢

T  E+E 2 1( 1—e-“‘)]
- ———}lo, —

| —e=?T |
B = Byt + e Bt S
17 : { 3, T EE, T E aT AT

— _i_'_ E1+E2 _(_T__I 2 ) 1 1—'8—' ;
_3771 E]E2 o E2 T - T 4O+
. T2 2 ( E,+E 2 1—e=37 ]
+| + _ 1 2 ) Y3
B 6771 EZ}' E]Ez + Ele l ] 61—1 +
- 1 1 1 l_e—lT 1 l_e_llr
T B L il 1 d—eh
5t <m + 7]2) : ]Ao,_1+ g s, (3.29)
; 1 2 B+E 2 1-e™™
& = e” 31— + — 4+ — — _ —
! < T E1E2 EzT }'T 61
— ( ] . —1T+ ;%_ El +E2 _ 2 ) 1 -—e—AT ,
M1 T EE, E,T PV A S
2 1-e*T B 4E
* [E_z T T EE, (1—6“’)]01_1 + (3.26)
1

+ (_“ + —‘) e do,_ i+ L e~ Mda,_,,
E,
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3.3.1. Dla obciaZenia
o(t) = o°H(t) (3.27)

otrzymuje si¢
o° 1 —at -2t
&(t) = b, t+ a = (I—e ") +a,te~¥], (3.28)

Jest to wynik scisty. Identyczne wyniki otrzymuje sig za pomoca wzoréw rekurencyj-
nych, co wynika stad, Zze kazda aproksymacja opisuje dokladnie funkcj@ typu (3.27).
Krok #, moze by¢ dowolnie dlugi.

W aproksymacji liniowej w pierwszym kroku naleZy przyjaé: eo = 0, &, = 0, o, = 0,
06 =06° dog = 0", 0, =% cgylidlar =1 (F, = T):

0'0(1 T T l—e“‘T)

_— e T e—_—
E, N N2 AT

& =

8 = ¢° (L + 1 e‘”).

N M2
Granice prawostronne odksztalcenia i pregdkoéci odksztalcenia dla ¢ = 0 obliczamy wzo-
rem (2.19) '

g =2
o~ E—l,
1 wzorem (2.21)
&b = o° N+
N1 72

Identyczne wyniki otrzymamy z (3.28)
Dla v = 2, 3, ... otrzymuje si¢

. — & +_1-—e‘”é + a°T(1__ l—e““')

Tk A Uy, AT |

) .. a®
& =g, +— (1—e).
™

Dia aproksymacji kwadratowej nalezy dodatkowo przyja¢ A&, = 0 dla wszystkich .
3.3.2. Przyjeto program obciaZenia

o(t) = o%inw?. (3.29)

Bezposrednie rozwigzanie réwnania rézniczkowego metoda transformacji Laplace’a
daje wynik

| 1 o |1 A .

() =3 EI-Me - —607-+A coswt + az+Z)—A sinot |,

2 (3.30)

PR @ A—a, -1
T ®? 4 12

15+
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Obliczenia numeryczne wykonano przyjmujac dla polistyrenu KA w temperaturze
293 K (~20°C) za [16] nastepujace dane:

E, = 3,32-10° MPa, E, = 4,30 10* MPa,

7, = 6,45+ 10° MPa - s, Ny = 9,62- 10" MPa - s.
Przyjeto rézne dhugosci kroku w celu zbadania, jaki to ma wplyw na dokladnoéé obliczer

(9 = 0,2h, & = 0,4h, ® = 1h, 9 = 1,25). Przyjeto nadto 6 = 6 MPaiw = .’21;,—1.

W pierwszym. kroku nalezy przyjaé nastepujace wartosci poczatkowe: g, = 0, & = 0,
0 = 0_; =00 =0, 4o, =0, &5 = we®, 46, = we®. Granicg prawostronng predkosci
odksztalcenia dla ¢ = O oblicza si¢ wzorem:

Wyniki zestawiono w tablicy 5. Widoczne jest, ze aproksymacja kwadratowa daje
przy tej samej dlugosci kroku znacznie dokladniejsze wyniki.

4. Uwagi koficowe

Przedstawiona metoda pozwala opisaé zjawisko pelzania materialow, przy czym w ni-
niejszej pracy ograniczono si¢ do jednoosiowego stanu naprezenia. Metoda jest dobrze
przystosowana do skonczonej liczby nieciagloéci funkcji o(?) i jej pochodnej a(t) Punkty
nieciaglosci musza byé wezlami na osi czasu.

Metoda jest obciazona tylko bledem aproksymacji przebiegu naprezef. Oznacza to,
Ze jesli funkcja o(¢) jest odcinkami liniowa lub paraboliczna i jesli wezly umiesci si¢ przy-

a)

AE 3 =2dni
10|
24077 Py // \
10-10_ //
/ -
v 2 3= =]
35 6\7
\\
b) \ D=hdni
AE4 v
aproksymacja liniowa
- e qproksymacja kwadratowa
202 J=1dzien
0%
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a)
AE
2x10°8-
W0
tini
1 L
b)
aed
»=0.4h
2407
107
0
aproksymacja
liniowa
c) —~—= aproksymacja

kwadratowa

Rys. 11

najmniej we wszystkich punktach niecigglosci funkcji o(¢) i jej pochodnej &(¢), to otrzy-
mamy we wszystkich weztach wyniki $cisle niezaleznie od dtugosci kroku.

Przebieg napreZen w ogdlnoéci moze byé bardziej ztozony. W takim przypadku otrzy-
muje si¢ wyniki obarczone blgdem zaleznym od diugosci kroku. Problem ten zostat prze-
apalizowany dia przebiegu sinusoidalnego w przypadku modelu Kelvina-Voigta opisa-
nym w pkt. 3.1.2 i w tablicy 3 (rys. 10) oraz w przypadku modelu Burgersa opisanym
w pkt. 3.3.2 i w tablicy 5 (rys. 11).

Na wykresach przedstawiono blad bezwzgledny Ade (réznica migdzy rozwiazaniem. $cis-
tym a rozwigzaniem wg opisanej metody) jako funkcje czasu (lub écislej: wskaZnika ko-
lejnych chwil 1) oraz w zalezno$ci od rodzaju aproksymacii i dtugosci kroku. Z wykresow
tych wynika oczywista zreszta przewaga aproksymacji kwadratowej nad liniowg i wyrazna
stabilnoé¢ metody. Jest charakterystyczne, Ze przebieg bledu aproksymacji liniowej jest
w przyblizeniu proporcjonalny do przebiegu funkcji aproksymowanej, natomiast przy
aproksymacji kwadratowej blad oscyluje zmieniajac znak krok za krokiem. ,,Amplituda”
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a ) II
| ,
o
k] il

-0

4x10
24070

| Mdni)
=7

aproksymacja liniowa
| ' ~—~—— aproksymacja kwadratowa

tej ,,krzywej oscylujacej” jest, praktycznie rzecz biorgc, stala w calym badanym przedziale
czasu. O stabilnosci metody §wiadczy tez przebieg bledu zanotowany w tablicy 4.

Na rysunku 12 przedstawiono $redni blad kwadratowy jako funkcje diugoéci kroku.
Dla modelu Kelvina-Voigta i danych dotyczacych lin stalowych $redni bigd kwadratowy
obliczono w przedziale czasu (0, 14 dni). Krok & = 7 dni odpowiada éwiartce sinusoidy

przebiegu naprf;zeﬁ(-i— T ) Widoczne jest na rysunku 12a, Ze jesli 'dhugo$¢ kroku zbliza

sig do- 4§ T, to blad metody szybko rosnie nawet przy zastosowaniu aproksymacji kwadra-

towej.

Wykresy na rys. 12b dotycza modelu Burgersa i danych przyjetych dla polistyrenu KA.
Sredni btad kwadratowy obliczono w przedziale czasu (0, 4h ). Nalezy zwrécié uwage na
o : - T
zjawisko zblizania sig obu krzywych bledu do siebie dla ¢ > T
ze przy tak dlugim w stosunku do okresu funkcji kroku, aproksymowémie sinusoidy od-
- cinkami parabol staje si¢ réwnie malo przydatne, jak aproksymowanie jej odcinkami
prostych. o
Stad nalezy wnosié¢ postulat takiego doboru diugo$ci kroku Zzeby w przedziale (t._,, t)
funkcja aproksymowana i jej pochodna byly monotoniczne.

co sie thumaczy tym,
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Dhugosé kroku mozna wiec na ogdt przyjmowal znaczna, co ma istotne znaczenie
przy badaniu dtugotrwatych proces6w pelzania i stanowi zalete opisanej metody.
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JUCKPETHEIF AHAIN3 PEOJJOIMUYECKUX MOIEIEM

B paote mpencraBnsercs meTox DMCKDETH3ANHH YPABHEHWA COCTOSHMA JIMACHHO- BASKOYNPYTHX
TeN. MeTon COCIOHTCA B PasfcieHuM OCH BPEMEHH HA MHTEPRAJIbI, B KOTOPLIX HAIPSIKEHME arpOKCH-
MUpyercs mureiinol wim xeagpaTaunoi dymsapeit. KoHCTHTyTHBHOE YPABHEHNE BASKOYIPYIOro Tena
TPHHATO B BHAE AU hepeHnMabROM 3aBHCHMOCTH, B KOTOPYIO BXOAAT He BONbIIe BTOPOM IIPOM3BOIHBIC
10 Bpemens. Homycraercs KoHeuHoe YHCHO paspbiBHOCTeH (hyriammy o(f), a Taioxe DpOHIBOAHOH &(1).
VpaBHEeHRE COCTORHMSI IS NAHHON ANIPOKCHMALMH B IPOH3BOJIBHOM WHTEPRAJIE MOYKHO PEIIHTh TOUHO-
B peayJibTaTe 11051y9aeM PEKYPEHTHYIO (hOPAYITY, B KOTOPOH nedopMaLisa B JAHHOM MOMEHTE BHIPa)YKAeTCH
Yepes HANPSLDKEHNE B TOM CAMOM MOMEHTE M Yepe3 COCTOMHHE CHCTEMBI B IIpeQIIeCTBYIONIEM MOMEHTE.
<Popmyna obpementna ToNEKO OWMOGKOH armpokcEMamyH. DTO 0G03HAYAET, YTO AIA JIMHEHHOTO HITH Ta-
pabomryecoro rpofera HaupsKeRMit KBAPaTHYHAA AUPOKCHMALAS JOCTABILIET TOUHLIE PE3YNLTATEL
HE3aBHCHMO OT JUMHLY wmara. B npyrux oliyyanx [UIMHA MHTEpBANa perylHpyeMa Ha OCHOBE IIPH3HAKA
TOUHOCTH MOYKET GbITh 3HAUMTEIILHOIT, @ 3TO MMEET CYIECTBERHOE 3HAYCHME DY MCTILITAMMAX JIHTENbIbIX
IIPOLIECCOB TIOJ3YYECTH.

TIpoBefeso pAK MCIBITATENBHEBIX BHIYNCIEHAN Kns PasuHbIX peonorumueckux mopeneld (Kemspma —
Doiirr, 3unep, Byprepc) u ans pasuix nporpam Harpyxerns. IlposegeHo ananms oumBoK KA YACTHBIX
ANIPOKCAMAIME ¥ JUIA PASHBIX JUIMH [UAra.
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Summary

DISCRETE ANALYSIS OF RHEOLOGICAL MODELS

The discretizationmethod of the equation of state for the linear visco-elastic materials has been pro-
posed. The time axis has been divided into seperate time intervals; within each time interval the stresses
have been approximated by means of the linear or quadratic functions. The constitutive relation for a visco-
elastic material has been assumed in the form of a differential relation with the time derivatives at most
of the second order. It has been assumed that the number of points at which functions o(¢), &(t) suffer
discontinnities is finite. The constitutive relation for the given approximation can be solved in the exact
form.

As a result the reccurence relation has been obtained for which the state of derfomation at a given
instant is determined by the state of stress at the same instant and by the state of the body in the preced-
ing (discrete) time instant, Thus for the linear and parabolic time distributions of stress, the quadratic
approximation leads to the exact results for any length of steps. In other cases the length of the step, con-
trolled by the criterion of accuracy, can be rather big; this fact plays an essential role when long time creep
processes are considered.

A number of test calculations for different rbeological models (Kelvin-Voigt, Zener, Burgers) and
for different loading programs have been performed. The error analysis for some special approximations
and different step lenghts has been given.
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PRZYROSTOWE ROWNANIA NIELINIOWEJ TEORI PEYT Z NAPREZENIAMI
I UGIECIAMI POCZATKOWYMI W ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM
MATERIALU ‘

MARIAN KMIECIK

Politechnika Szczecinska

1. Wstep

Badania do$wiadczalne [1] plyt éciskanych osiowo z naprezeniami wstepnymi i ugie-
ciami poczatkowymi wskazuja na ich nieliniowe zachowanie si¢. Nie zachodzi bowiem
proporcjonalnoé¢ pomigdzy zewnetrznym obcigZeniem $ciskajacym, a wywolanym nim
ugieciem, nawet w zakresie sprezystym. Granica plastyczno$ci zostaje osiggnigta przy
obcigZeniach znacznie niZszych od obciazen maksymalnych, jakie moze przenie$é plyta.
Maksymalna noénos¢ plyty wystepuje przy ugieciach przekraczajgcych wielokrotnie gru-
bo$é plyty i przy znacznym uplastycznieniu materialu. Uwzglednienie naprezen wstepnych
1 ugie¢ poczatkowych w obliczeniach wytrzymalo§ciowych plyt ciskanych osiowo pocigga
wiec za soba konieczno$¢ uwzglednienia zaréwno nieliniowoéci fizycznej, jak i geometrycz-
nej. Efektywne rozwiazywanie zagadnied nieliniowych wymaga sformulowad przyrosto-
wych [2, 3, 4]. Ponizej, opierajac si¢ na wariacyjnym sformulowaniu réwnah réwnowagi
oraz teorii plastycznego plynigcia Prandtla-Reussa, wyprowadzone zostaly przyrostowe
réwnania nielinjowej teorii plyt z naprefeniami wstepnymi i ugigciami poczatkowymi.
Podano takze stosowne wyrazenia przyrostowe dla rozwigzywania zagadnienia metoda
elementu skonczonego.

2. Przyrostowe zwigzki konstytutywne w zakresie sprezysto-plastycznego materialu

Rozpatrzone zostana plyty z materialu izotropowego. Zaklada si¢ takze wzmocnienie
izotropowe po przekroczeniu granicy plastycznoéci. Przyjmujemy ponadto, Ze spetniony
jest postulat Druckera [5] wykluczajacy przyrost] odksztalcenia plastycznego przy spadku
wartoéci napreZenia. Ceche tg posiada wigkszoéé materiatéw konstrukcyjnych, w tym
stale okretowe. W powszechnym zastosowaniu sa dwie teorie plastycznodci: odksztalce-
niowa i plastycznego plyniecia. Dalsze rozwazania beda oparte na tej ostatniej. Jest ona
bowiem teoria bardziej ogélna. Teoria odksztalceniowa daje poprawne wyniki i zgodne
z wynikami uzyskanymi na bazie teorii plastycznego plynigcia tylko przy obcigZeniu
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prostym, czyli proporcjonalnym, ktére zdefiniowat ILtusziN [6]. W zwiazku z tym wyniki
oparte na teorii plastycznego plynigcia sa na ogét bardziej zgodne z eksperymentem [7].
Istotnym jest takze przyrostowy charakter tej teorii, bardziej odpowiedni do rozwigzywa-
nia zlozonych probleméw nieliniowych.

Postulat Druckera zapewnia jednoznaczno$t uzyskiwanych rozwigzad [8], a jego
spelnienie wymaga wypuklej powierzchni plynigcia plastycznego oraz ortogonalnosci
do tej powierzchni wektora przyrostu odksztalcenia plastycznego [5, 8]. Najczesciej sto-
sowany w praktyce warunek plastycznosci Hubera-Misesa nalezy takze do tych, ktére
dostarczaja wypukia powierzchni¢ plynigcia. Zgodnie z tym warunkiem powierzchnig
ta mozna okre$li¢ nastgpujaco:

f=o0;—H(x) =0, .1
gdzie:

m=ﬁ§Wr%Vway+m—QM&%+m+mW (2.2)

Natomiast H(x) — granica plastycznosci zalezna od parametru wzmocnienia x. Para-
metr wzmocnienia jest tak okrelony, Ze przy braku odksztalcen plastycznych » = 0.
W zwiazku z tym H(x = 0) — jest wartocia poczatkowej granicy plastycznoécx Opt
(rys. 2.1).

G 4 B; =H1
Er
2 .
Gpl = /’ | 6,,1
7 |
// ‘ de, E
| /_ d6; T
/o] H= 6P = T-6/E
Lo
E /‘E\ !
A & ef
Rys. 2.1

Istnieja dwa sposoby wyznaczania parametru x. Pierwszy zaklada, ze jego miara _}CSt
praca odksztalcenia plastycznego

ufj
% =WP = f 0,484, 2.3
0

Iub

P
L1

x=WF = [ adef, @24
0
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gdzie:

= '/ [(dzs,c de})? + (def — del)? + (def —de?)* +

i .
(d}’xy)z Y (dy_yz)z ‘A (dy:x) ]2 (25)

W sposobie drugim

= f de? (2.6)
0

Dowiedziono, ze dla warunku plastycznosci Hubera-Misesa obie drogi prowadzg do tego
samego rezultatu [9].
W dziewigciowymiarowej przestrzeni naprgzei powierzchnia f oddziela stan spreZysty
od plastycznego. W zwiazku z tym f < 0 jest stanem spreZystym, f = 0 — stanem plastycz-
nym, natomiast f > 0 — stanem niedopuszczalnym.

Zgodnie z (2.1) i (2.6) rézniczka funkcji uplastycznienia

)
& = o o+ def @
Stad w stanie plastyczaym (f = 0)
of . .
30 do;; < 0 — oznacza odciaZenie (2.8)
i
of . . .
do,; =0 — obciaZenie neutralne, (2.9)
doy,
natomiast
— obciaZenie prowadzace do nowej
—ai—do‘,, >0 . . P e (2.10)
dayy powierzchni plynigcia

Poniewaz f jest powierzchnia ekwipotencjalnq gradient tej powierzchni jest do niej orto-

K.l 0
gonalny a jego skladowymi sa pochodne czastkowe —— Do y = 3: co przy ortogonalnosci
U 15
do powierzchni takze wektora przyrostu odksztalcenia plastycznego o module def po-

zwala na okreslenie jego sktadowych w oparciu o zwiazek

dely = of de?. (2.8)
90y,
W zapisie macierzowym wektor skfadowych przyrostéw odksztalcen plastycznych
o0,
(defy} = {ds"} = {defdefdel dy?,dys,dyt.} = { o }d 7 (2.12)
Oij
gdzie, zgodnie z (2.2)
{ Jdo; } {30’,; 30, 30, 31:ch 37,, 31:,,} .13
doy, 20, 20y 200 o, 0, 0O
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patomiast dy, oy, o, sa skladowymi dewiatora;

o = ax—ff‘;yi itd. (2.14)
W zakresie sprezysto-plastycznym odksztatcenia catkowite £;; mozna traktowaé jako sume

odksztalcen sprezystych &f) i plastycznych &f rys. (2.1), za tym
{de®} = {de}— {de?}, (2.15)
oraz
{do,;} = {da} = [E}{ds"} = [E]({ds}—{de”}], (2.16)

gdzie [E] jest konwencjonalng macierza stalych sprezystofci. Przy panujacym w plytach
cienkich plaskim stanie naprezen

{
E_| 2!
1
]
|

[E] = T2 TS, 217

1’2

. oo, " . . .
Po wymnozeniu Jewostronnym réwnania (2.16) przez {—a:—'} i1 majgc na uwadze zwiazek
1y

T
(2.12), a takze do, = {ﬁ—} {doy;} = H'de? (rys. 2.1).

11
doyy
{ il } [E]
de? = > Y ; {ds}. (2.18)
’ Ty (!
" +{ a"u} [E]{ 60‘,,}

Wykorzystanie (2.18) w zwiazku (2.12), a uzyskany w ten sposdb rezultat nastgpnie w zwigz-

ku (2.16) dostarcza:
a0, || oo, }T
[E]{ ao‘uH dayy [x]
, da, B o0y
" +{ 30‘11} [E]{ doyy
Macierz [E.,] ma bardzo dute znaczenie praktyczne. Pozwala bowiem okresli¢ przyrosty
naprezen w zakresie spreZysto-plastycznym w oparciu o przyrosty odksztalcen catkowi-
tych, a wigc w sposéb podobny, jak w zakresie sprezystym. Macierz te¢ wykorzystano
w opracowanym algorytmie i programie nieliniowej analizy paneli [10]. Pierwszy podal
ja YAMADA z ionymi w [11] w 1968 r. Wyprowadzil jg takze niezaleznie, na nieco innej
drodze, Zienkiewicz z innymi [12] w 1969 r. Latwo zauwazyé, Ze macierz moze by¢ takze

wykorzystana w modelach materiatéw idealnie sprezysto-plastycznych, dla ktérych H' =
=0.

(de} = | (E1- (e} = [Eqy] {da}. 2.19)
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Dla pfaskiego stanu naprezen [2]:

1 - ’ ’ -
/ | ’ ! 6x+g
0,0,+2P : —0x0y+20P _~l+vy
_____________ l——-..._.._—_._______—
E [ , ! oy +vo,
Bl = — | Oeox+2P S ARALES 2 . (220)
) o I v &
| |
R 2H
| | H
] , 24 Top U
gdzie: .
2", 1,
P=Sg i+t

0 = R+2(1—»)P,
R = 0,05+ 20,0, + 0, 0,y.

3. Przyrostowe wariacyjne sformulowanie stanéw réwnowagi

Zgodnie z zasada prac przygotowanych w dowolnym stanie réwnowagi plyty (rys. 3.1)
przy pominieciu sil masowych

[ {8e) (s}dV ~ [ (5q)"(p}dS = 0 3.1)

Vol N
gdzie:
{8 ¢} — wektor wariacji skladowych tensora odksztalcen,
{6} — wektor sktadowych tensora naprezen,
{0q} — wektor wariacji sktadowych pomieszczen,
{p} — wektor powierzchniowych obciazen zewnetrznych.

a)

Rys. 3.1

W plytach cienkich istotne znaczenie maja tylko trzy skladowe tensora odksztalcen {2} =
= {ex&yyxy}) 1 naprezen ({6} = {0:0,74,}). Przy istnieniu ugig¢ poczatkowych w,
i duzych ugieciach plyty

1
8x = U o —ZW xxT Wo, Wt a5 w.zxv

1
&y = v,,,-—zw,,,,,+w°,,w,,+—2— W, (3.2)

Yy = U, yF U, 5=22W, yF+Wo, x W, + Wo, p* W, xt Wyx* W0
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Jezeli zatozymy, Ze istnieje taka funkcja stapu U, Ze

au |
= > 33
{a} { 8611 l ( )
to réwnanie (3.1) mozna takze przedstawi¢ w postaci
[ suav— [(oqripyas = o, (3.4
Vol S
czyli
oI = 0 (3.5)
gdzie:
1= [vav- [ @ras, (36)
Yol S

nazwiemy potencjalem ukiadu.

Réwnanie (3.5) jest znanym wariacyjnym sformutowaniem stanu réwnowagi, zgodnie
z ktérym dowolny stan réwnowagi charakteryzuje sig stacjonarnoscig potencjalu 77, po-
niewaz rézniczka potencjalu w tym stanie jest rowna zeru.

W zakresie liniowym materiatu

{o} = [E]{e} +{c°}, (3.7)
gdzie:
{6®} — wektor skladowych tensora samozréwnowazonych naprezen poczatkowych
Stad, zgodnie z (3.3)

U = 5 6 B+ 6766, (.8

oraz

7= [ (L ormmseres)ar- [wmas (3.9
Yol Y

Réwnanie (3.5) tacznie ze zwigzkami (3.9) i 3.2) moze stanowi¢ podstawe wielu algoryt-
méw analizy plyt w zakresie sprezystym. Zastosowanie wariacyjnych réwnan Eulera
sprowadza (3.5) do znanych nieliniowych réwnan duzych ugie¢ plyt von Karména, ktére
nastgpnie moga byé rozwiazywane stosowanymi metodami analitycznymi lub numerycz-
nymi {13, 14]. Wykorzystanie natomiast w réwnaniu (3.5) wyrazen rézmicowych na po-
chodne czastkowe stanowi podstawe numerycznych metod wariacyjno-réznicowych [15],
a wprowadzenie do tych réwnan stosowanych funkcji opisujacych przemieszczenia ele-
mentow plyty za pomoca przemieszczen ich wezléw — to znana i powszechnie juz sto-
sowana metoda elementu skoficzonego [2.16].

Jak juz zaznaczono; przy rozwiazywaniu zadan nieliniowych w mechanice ciat statych
stosuje si¢ zazwyczaj przyrostowy opis zagadnien brzegowo-poczatkowych. W zakresie
sprezystym materiate i problemie tylko geometrycznie nieliniowym ujecie takie jest jed-
nym z mozliwych, podczas, gdy przy przyrostowych zwiazkach konstytutywnych, na
ktére zdecydowano si¢ wyzej, jest ono nieuniknione. Traktujac stan réwnowagi (N)
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(rys. 3.1b)‘ jako stan odniesienia dla stanu réwnowagi (N+1), zgodnie z zasada prac
przygotowanych winno by¢ spetnjone réwnanie {17]:

[ (84" (e} + (dahav — [ (34g7 (™) +dppas = o, (3.10)
Vol s
ktéremu, wzorujace si¢ na (3.3) 1 (3.4 - 6), mozna takZe nadaé postaé:
&AMl = 0, 3.11)
gdzie:
Al = [ AUQV— [ {AgP(p™)+{4p})dS, (3.12)
Vol S
{a™} i {p™} — wektory naprezen i obciaZen w stanie (N), przy czym
{e™} = {a°} +{a}"}, (3.13)
jest stanem naprezen w N wywolanym napreZeniami poczatkowymi {6°} oraz obciaze-
niem {p*}.
Dla ostatecznie malych przyrostow odksztalcen, zgodnie z (2.16)
{do} = [E]({de}—{4e™}), (.19
wobec tego
AU = {Ad B} de) - (A [} A"} + (4e)"(") @3.15)

a na tej podstawie

amr = [ (—;—{Ae}TrEl{As}—{Ae}frEl{Asﬂ}+{Aa}T}{a‘">})dV—

Vol
~ [ (dayar™+idppas, (3.16)
S .

gdzie:
{48} = {Ae,Ae,dy,,}, {deF} = {def A Ayi, L,

natomiast w oparciu o (3.2)

1
Agy = Au,—zAw, ., +wiAw + 5 Aw?,

1
AS}, = A'I),,—*ZAW,_‘,},-I-W((){V;AW,},""—'?‘—‘AW.Z). (317)

Ay, = Au,,+ Av, = 224w, o, + WS AW,y + Wi Aw 4+ Aw - Aw .
W powyzszych zwigzkach
WD = Wotw. (3.18)

Jest to suma ugigcia poczatkowego w, oraz ugiecia w wywolanego obciazeniern w poloze-
niu réwnowagi (N). Suma ta stanowi wiec ugiecie poczatkowe dla przyrostu obciazenia

16 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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{dp}. Podobnie, jak w zakresie spreZzystym, na bazie réwnania (3.11) oraz zwiazkow
(3.16) i (3.17) mozna budowaé algorytmy w technice przyrostowej. Zastosowanie waria-
cyjnych réwnan Eulera dostarcza przyrostowych rézniczkowych réwnah rownowagi nie-
liniowej teorii ptyt z uwzglednieniem uplastycznienia materialu. Réwnania te moga byé
nastepnie rozwiazywane na drodze obliczeniowej. BezpoSrednie wykorzystanie w réwna-
nin (3.11) zwigzkéw réznicowych na pochodne czastkowe jest podstawa algorytmow
o technice wariacyjno-réznicowej, natomiast opis wektora (48) za pomoca stosownych
funkcji ksztattu prowadzi do metody elementu skonczonego.

4. Przyrostowe rownania roZniczkowe rownowagi nieliniowej teorii plyt z naprezeniam
wstepnymi i ugieciami poczatkowymi w zakresie sprezysto-plastycznym

W przyrostach odksztalcen (3.17) wyrdznimy czgéé liniowa {de'} i nieliniowa {de™}
oraz przyjmiemy oznaczenia:
de, = Ael+Ae + Aef + Aely = Aek+Ae¥,

Ae, = Aeh+Aelf + Aey/' + Al = Ael+ A&y, @.1
Ayey = Ayl + AyS+ Ay + ApE, = Ayl Ay,

gdzie:
del = du, ., dey, = Ao, Ayl, = Au, ,+dv, ,
Aefl = —z2dw, o, A&y = 24w, Ayy, = —2z4w ., (4.2)
At = W2 v, A = ), A7 = w2, 4 w8,
A = %*AW.ZJ:’ de)f = %—AW.zy,A)’g =dw, 4w, ,.
Wobec tego

Aet = Al + AT+ At A = Ael¥,
48, = Aegj+Aef +Ael! | Ae = Al 4.3)
Aysy = Ayry+dysy+Aysy), Aysy, = dyiy.
Korzystajac z réwnan wariacyjnych Bulera mozna dowie$é, ze
8 [ (deye™yav— [ (Agyip™yds) = 0 (4.4)
Yol N

wobec tego wyrazenie na przyrost potencjatu (3.16) przyjmuje postaé mastepujaca:

All = f (—;—{Ae}T[E] {48} —{4"[E] {Aa"}+{Aa"’}T{a<">})dV— J {dqy"(dp}dS (4.5)

Vol S

Po uwzglednieniu zwiazkéw (4.1), wartosci poszezegdlnych cziondw pierwszej catki po-
WYyZsZego wyrazenia wyniosa:

f %{As}T[E] {Ag}dv = : (4.6)

Vol
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J{Aa'}1[E]{Aa}dV+— f {4y [E){4"}dV + f {4} [El{ds"ydV +

Vol Vol Vol
v [eym demyays o [@emym@e s [ @ E denya+
Vol Vol Vol
+é_ j (AVE)(d6V}dV.  (4.6)
o [cd.]

W wyraZzeniu tym pominigto czlony zawierajace skladowe wektora {4e"} w pierwszej
potedze. Skiadowe te sa zalezne od z (4.2), a wigc wartosci catek, w ktdrych one wyste-
puja sa rowne zero.

[ (e [E) {de7yav = f (AT [E] {Ae"}dV + f {47 [E] {de?}dV +

Vol Vol

+ [{AeMyTE] {demydV+ f (A" V[El{de?}dV.  (4.7)

Vol

[ (e e™ay = [ {48 (e ™)av. 4.8)

Yol Vol

Korzystajac z kolei z zaleznosci (4.2) oraz przyjetych oznaczen na rys. (3.1a)

— f{Aa’}T[E] {4e"}dV =
Vol
=%%2, f l(Au_,+mv_,)Au_,,+(mu,,,+Av_,)A«o_,+ 1= (Au,,+Av_,,)2]ds, 4.9)
S .
1
INT Ir —
3 [ dy = 5 s f (AW, 980, ) 20, ot

Vol

+Aw, o+ Aw_ W AW, +2(1—v)Aw?k,1dS.  (4.10)

Et,, f[(du +vdo YywSAw, -+ @du o+ dv ) wih) Aw, ,+
5

[ eymEicaeay = 5

Vol

o+ Av )W Aw, , + wi) Aw ,,)]dS, 4.1

f{As'}T[E]{Ae"'}dV=%%2—f [(Au,  +vdo, ) AW +
Vol S
+(vAu,x+A'v_,,)Aw_’,+(l—v)(Au'y+A‘v,x)Aw,wa,,]a’S, 4.12)

— f{Aa’”} [E]{4e"}dV = —;- lEt f[(wé,",’:Aw,,+vw§,”3Aw IWSAw +
—y?
5

Vol

+(vw3"’ Aw, AW Aw, YWD Aw, ,+
o (wggAw_ yEwsh dw, ,,)Z]dS. 4.13)

16%
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244
1 vt 1y Et \ 2 2 2
5 {48 [E {de'V}dV = T T [(Aw? +vAw2) Aw?, +
Vol S
+ @dw? + AwR) Aw?, +2(1 —v) (dw,  Aw, )?*]1dS,  (4.14)

{4s"yT fE]{Aa"}dV—~ — l(AeZ"+v/_|s PYAu, 4 (vA b+ AbP) Av |, +

Vol
+ ———--—Ay p(du, ,+ Mo, x)st 4.15)
f {de'"YT[E] {de”}dV = 1 b 5 f [(AmE +vdm) Aw, ..+
Vol s
+dmi+Amd) Aw, ,,+(1—v)dmE, Aw . 1dS, 4.16)
f{As’”}T[E]{ABP}dV = lﬂ J [(Aei"+vde PYw§Aw .+
Yol S
+ AP+ ALy W Aw +
1—
+ ——A'y,'; W Aw, ,+ wiAw, x)] @17
[y maear = L 2 f (A + A7) A2+
Vol
+ (AP + A5 Aw?, + (1 -0 AYiE Aw,  Aw 1dS,  (4.18)
({Aa’V}T{a‘”’}dV f( N®AwZ + 2N(“’Aw +NM Aw,  Aw, )dS (4.19)
Vol
[14ay(apyas = [ (dp, Aw+tdp,Au o +1t4p,do_,+1dp,(du,,+ v, )IdS, (4.20)
gdzie: |
¢
F)

[IEN

Aef’,"=L fAegdz, Ae',"’:-—t—
t

)

3

: [ age, Ayg‘;=% [ ayeya,
_;_ .
I'4

? 7 . 7
1.
Am? = T f Ae? - zdz, Am;’ = v f Ae;’- zdz, Am,{y = % f A,},JP:,. zdz,
)

'? 2
4 t
2 2 2
. .
N® = [o®dz, N®= [odz, N = [
t _L t
7

2

2
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Zsumowanie wszystkich calek (4.9 - 20) z uwzglgdnieniem znakéw wystepujacych w row-
paniu (4.5) daje funkcjonat

d=0ou ., Au,, Av ., dv ,, Aw o, Aw ,, Aw .., Aw ,,, Aw ), (4.22)
zgodnie z ktérym
Al = [ ¢as (4.23)
S

Zgodnie z zasadami rachunku wariacyjnego, przyrostowy warunek réwnowagi (3.11),
8(4Il) = 0, jest rownowazny spelnieniu przez funkcjonal nastepujacych réwnan BEule-
ra [18]:

=

a - 2 )
aAu 5x YR
3 a 2 )
24v T ox v,
K3 _'a*( ) )_ a( o
adw — ox \ddw .| oy \adw,,
2 [ o 2 [ 8 ) 22 o\
t o (aAw,xx)Jrayz(aAw_,, M TR T

Dwa pierwsze rownania Eulera dostarczaja zwiazkow:
(ANx - tAPx), x+ (Any '—"tApxy). y = 0,

'&‘

-

) =0, (4.24)

+

4.
(AN,y—t4p.), o+ (AN,—14p,)., = 0, (429
natomiast trzecie
D(Aw. xxxx+2Aw,xx.vy+Aw. )'yyy) =
= Ap,+NP Aw  +NM Aw , 42N Aw, o+ HAF, (WD + AW)  yy +
+AF , (Wi +Aw), . —24F (Wi + Aw), ,,]— E > [(AmE +vAmf), o+
+(vAm§+Amf)_ w1 =»)AmE ], (4.26
. Et?
dzie: D = —————
gcze 12(1 =7

F — funkcja naprezen Airy’ego, zgodnie z ktora
AN, = tAF.,,, AN, =tAF. ., ANy, = —tAF .,

Réwnania (4.25) sa znanymi rézniczkowymi warunkami réwnowagi Naviera dla plaskiego
stanu naprezen, nie dotycza wigé naszego zagadnienia. Réwnanie (4.26) wiaZe przyrosty
funkcji ugigé Aw z przyrostami funkcji naprezefi blonowych AF, powstate w wyniku
przyrostu obciaZenia Ap,, przy zadanym stanie napreZen i ugigé plyty w poloZenin row-
nowagi (N). Jest to wiec réwnanie z dwoma niewiadomymi, bowiem przyrosty odksztal-
cefi plastycznych, ktérych miara w tym réwnaniu sa Amé, Am?, Am?, zaleza takze od
Aw i AF.
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Dodatkowe réwnanic wiazace obie te wielkosci otrzymamy na bazie réwnania niero-
zdzielnoci odksztalceri de Saint-Venanta odniesionego do plaszczyzny $rodkowej ply-

ty [19]. »
(A 8.3), yy + (A 83). xx (Ay?cy).xy = 0. (427)
Majac na uwadze, ze (3.17)

Aeh = Ade(z = 0) = Au  +wl\ dw ,+ —‘,ll—Aw,Z,,

Aed = Aey(z = 0) = do, ,+wi) Aw ,+ %Aw?,, (4.28)

A'ygy = A'Yx.v(z = 0) = Au.y+Av.x+WgYZcAw.y+w(()Iy;Aw.X+Aw,wa.y’
a takze
Al = Aek?+ 4637,
Agh = Aede+Aekr, (4.29)
Ay?:y - A’}’g;‘i'd)’i';,

oraz
AF AF,
be __ 222N » XX
Aglf = B Y—g
. AF, . AF,
Aghe = 5 E" , (4.30)

e = —2(1+v)%,

réwnanie (4.27) dostarcza:
AF, xxxx+2A‘F. xxyy+AF. yyyy =
= E{(Aw,zxy —Aw, xwa. y.v)_ (w(()’:?cx A w, .vy+ W«‘ﬁ'}yﬁw, xx
“Zw(()l:';yAw, xy [(A 33”), vy + (A 8I;p). xx (A'ygly,). xy]} (431)
Réwnanie (4.31) mozna réwniez otrzymaé na drodze wariacyjnej, jezeli wykorzystana
zostanie znana zasada stacjonarnofci potencjalu komplementarnego [19, 20]. Oba réw-
nania natomiast, tzn. (4.26) i (4.31) jednoczeénie, moZna uzyskaé takze, ale po wprowa-
dzeniu do zasady prac przygotowawczych mnoznikéw Lagrange’a czyli w oparciu o za-
sad¢ wariacyjng Hellingera-Reissnera [20, 21, 22]. Latwo dostrzec, 2¢ w zakresie spre-
Zystym, i gdy nie istnieja naprezenia poczatkowe, a przyrost obcigZenia Ap 1 ugigcia Aw
potraktujemy jako obcigZenie i ugiecie catkowite (tylko jeden przyrost obcigZenia), row-
nania (4.26) i (4.31) przyjmuja postaé znanych réwnan nieliniowej teorii duzych ugigé
piyt:
D(w, sxxx T 2W, xxpyt W, syyy) = Pzt t[F. s=x(Wo+ w), wtF, yy(wo +w)—2F, w(Wo+ w)l,
Fyuxxt2F, zapyt F, yyyy = E[(w.zxy_w, xt Wopy)— (4.32)

- (wo.xx "Wyt Wo, W, xx-zwo.xw(.xy)]'
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Réwnania te dla plyt bez ugieé¢ poczatkowych (wo = 0) zostaly wprowadzone w roku 1910
przez von Karména, natomiast posta¢ podana wyZej nadal im znacznie p6Zniej, bo w 1937 1.,

Marguerre [23].

Réwnania (4.26) i (4.31) stanowia wigc uogolnienie, w ujeciu przyrostowym, nieliniowej
teorii duzych ugie¢ ptyt cienkich von Kirmana na obszar sprezysto-plastyczny z uwzgled-
nieniem zaréwno naprezen, jak i ugie¢ poczatkowych.

5. Przyrostowe rownania réwnowagi nieliniowej teorii plyt z napreZeniami i ugieciami
poczatkowymi w zakresie sprezysto-plastycznym materialu w metodzie elementu skoiczonego

Zgoduie z (4.2)

ax
d |fdulx,y)
(de} = (dekdefdyly =| 0 = { Av(x,j)}= [ (dg(x, )}, (G
d 0
y ox

Dla kazdego elementu plyty dobieramy odpowiednia funkcje 6pisujch przemieszczenia
jego plaszczyzny Srodkowej w postaci:
{g(x, )} = B(x, y)] {u}, (5.2)
gdzie {u} jest wektorem przemieszczen liniowych punktéw wezlowych elementu.
Stad
{Ag(x, )} = B'(x, y)] {4u}, a, (5.3)
{4s"} = [A"] [B] {du} = [C"] {Au}. (54

Wobec tego (4.5)
5 [T mudeay = 5 [@aTCTEIC dndy = i K (du), 659

Vol Vol

gdzie:

ko] = [ [CTIE][C1aY (5.6)
Vol
jest znana liniowa macierza sztywnosci blonowej elementu plyty [16].
Poniewaz (4.2)
- ;2 -
ox?
82
{46"} = —2 3 Aw(x,y) = [A"]Aw(x, y) 5.7
22 '
axdy

2
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wige po doborze odpowiedniej funkcji opisujacej ugigcia elementu plyty w postaci:
wix, y) = B"(x, )] {w}, (5.8)
gdzie {w} jest wektorem przemieszczen liniowych i katowych punktéw wezlowych ele-
mentu, wéwczas
Aw(x,y) = B"(x, ] {4dw}, a, (5.9
{45} = [A"][B"] {dw} = [C"] {4w}. (5.10)
Stad (4.10)

17 f (AT EN A} AV = % f (AWITICHTIE] [C){Aw}dV = %{Aw}T[k,] (Aw}, (5.11)

Vol Vol

gdzie:

k]= [ICHIIEI[C™dV, (5.12)
Vol
jest natomiast znang liniowa macierza sztywnoéci na zginanie elementéw plyty [16].
Kontynuujae okreélanie w podobny sposéb wartoéci nastgpnych catek (4.11 - 20) przy za-
lozeniu, ze ugiecia poczatkowe dla stanéw réwnowagi (N), wd" bgda wyznaczane w oparciu
o zblizone lub identyczne funkcje ksztaltu, jak w wyraZeniu (5.8) otrzymamy:

[ ey m) ey ay = C(ws™), {du), (AW)), (5.13)

Vol
gdzie, zgodnie z (4.11) elementy wektoréw (w3}, {du}, {dw} w tej calce wystapia
w pierwszej potedze.
Nastgpnie

[ {4enT[B1{48™}aV = C,((Au}, {Aw?}) (5.14)
Vol

gdzie z kolei, zgodnie z (4.12) elementy wektora {Auw} wystapia w pierwszej, natomiast
wektora {Aw} w drugiej potedze. I dalej:

5

5 [ e mE ey = cymg, (dw), (515)
Vol
[ 4 EY )4V = Cuus), {aw ), (516)
1 I\T 1y 4
5 [ erEIdeay = ciany, (517
Vol
[ (e B a7} dV = Co((Ae7}, {du)), (5.18)

Yol

[ {4y Y deryav = C;((am?), {4w)), (5.19)

Vol
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J {4 TR A7 AV = Ca((ds'?), (wg), (Aw, (5.20)
Vol
[ {2y [E){der}d ¥ = Co({da?), {Aw?)), (5.21)
Vol
J {4 a®}av = C,o(N©}, {Aw?), (522)

Vol

[ 14" Ap}dS = [ Ap, AwdS+1 | 1Ap<du, o+ Apy Ao+ Ap,(Au, 4 Ao )1dS =
S S s

= Cy1(4p,, {4w}) + C1.({Aps}, {Au}) (5.23)
W powyzszych catkach przez {4¢°"}, {dm*}, {N®}, {4p,} oznaczono nastepujace wek-
tory: ‘
{Ae"P) = {AeP Aey? ApEEy, (N} = (NOONIINIY,
{Aml)} = {AmgAm;,AmgyL {Apb} = {Aprp_vApx_v}

Poniewaz winno by¢ 6(4Il) = 0, a przyrost potencjatu jest funkcja wektoréw {Au},
{4w} przeto:

(5.24)

\ _ (ALl oar) . _
S(AIT) = Z[ O sy + 2000 scamp)| = o, (525
gdzie przez n oznaczono liczbg elementéw plyty.
Stad
S a(all) O Al
Z o{dwy — 7 o{dwy — ©26)

Warunki (5.26) dostarczaja ponizsze nieliniowe rownania algebraiczne, w oparciu o ktére
mozna wyznaczy¢ {du} i {Aw}

(K, {Au}+ ([Ki((wEPD] + (K] ({AW})]) {Aw} = {4dp}}+Api' (477D},
(K (EwEPN1+ [KE{AwD]) {du}+ (KD + [KF (w2 DI+ KM (WG}, {Awh]+
+ (K ({(Aw D1+ [KZ (4 67D]+ [KY ' (NOD]) {Aw) = {Aps) (5.27)
+{4p:' (Am™)} +{4pi"} (6™}, {4e"™)}
gdzie:
[K:] — liniowa macierz sztywnosci blonowej pyty
[KY] — liniowa macierz sztywnoéci na zginanie plyty
{Au} — wektor przyrostéw przemieszcze btonowych plyty (przemieszczenia linio-
we w kierunku osi x iy, rys. 3.1a)
{Aw} — wektor przyrostow przemieszczen wywolanych zginaniem piyty (przemiesz-
~ czenia liniowe wzdhuz osi z i katowe wzgledem x i )
{4p;} — wektor przyrostu ekwiwalentnych zewngtrznych obcigzefn bionowych plyty
{4pl} — wektor przyrostu ekwiwalentnych zewngtrznych obcigZeri poprzecznych
plyty.
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oC,
[KEw§P)] (4w} = 2 VIR
v 9C,
KL (w§VD) {du} = ‘W,
" aC,
K] () = Nt
n a )
(KL AWD] (Au} = ZTS»E}‘
oC,
1w} = Y P
"y ac,
[KHT (W}, {Aw))] {Aw) = XIW’
, (5.28)
[KY (A dm) = N %j—wv}

o o 0G
[KY (A7) (v} = = 3o,

KE QNI dng = Mo
{Ap{,}=}j%, (Apiicatryy — ‘—(,,—?—j—u;
- s 0P} " A
(Ao, ey = S (%W

Bardziej zwigzla postat réwnatt (5.27) przystosowana do powszechnie juz uzywanej w za-
gadnieniach nieliniowych procedury numerycznej Newtona-Raphsona z sitami korekcyj-
nymi [2.3] jest nastepujaca:

[XIn {A"}ﬁc = {AR}yc+ {ARx}s, . (529

gdzie:
K, 'K, Au
Kb = [ by [ (e = {z.;
Ap,, Ap{,’ Q ‘K

Znaczenie poszezegdlnych symboli w réwnaniu (5.29) wyjaénia rys. 5.1

(5.30)
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(ARK)B

Anp| Arge

Rys. 5.1

Dla dostatecznie matych krokéw obcigzen réwnania (5.27) moZna nieco uproscié
na drodze ich linearyzacji, czyli przez pominigcie czlonéw zaleznych od iloczynow przy-
rostéw skladowych poszczegdlnych wektorow, wzglednie przyrostéw skladowych wekto-
réw w potedze drugiej i wyzszych. Wéwezas Kif = KIf = K" = KIY = K} = 0. W kon-
sekwencji tego sily korekcyjne zaleza tylko od ugieé poczatkowych oraz stopnia uplastycz-
nienia materiatu: :

amgy < 2D }

AR = \pli( (dmP ) + ApH (™), (A7) s
W odniesieniu do przyrostowych rézniczkowych réwnan (4.26) (4.31) takie uproszczenie
jest rownoznaczne wyeliminowaniu iloczynéw AF,  .Aw, ,y,AF, ,, AW, 1y 24F AW 4y,
w réwnaniu (4.26) oraz Aw?,,~A4w, . Aw, ,, w réwnaniu (4.31). Dla tych samych re-
zultatéw prowadzi zaniechanie w wektorze {de} w wyrazeniu (4.5) jego sktadowych nie-

(5.31)

liniowych % Aw?,, ‘%—AW?,, A}t},;‘Aw,y na poczatku wszelkich dziatan.

Przyrostowa nieliniowa teoria plyt w zakresie sprezysto-plastycznych odksztalcen
materialu oraz metoda elementu skoficzonego stanowily podstawe algorytmu i programu
obliczen nosnodci granicznej plyt, ktorych szczegoélowy opis zamieszczono w pracy {10].
Program opracowano w ramach problemu migdzyresortowego MRI-27. Jest on wyko-
TZYStywany dq analizy wplywu naprezen i ugie poczatkowych na nosnos¢ graniczng
plyt poszycia statkw przy $ciskaniu osiowym. Uzyskane wyniki badan beda przedmiotem
kolejnych publikacii.
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Peswome

WHKPUMEHTHBIE YPABHEHUA HEJIMWHENHON TEOPHUM ITNACTHMHOK .
C HAYAJIbHBIMU HANPSDKEHUSIMH U ITPOTMBAMU B VITPYTO-IIACTHYECKOM
OBJIACTH

SdbdexTnproe pelerme HemMHeHHBIX 3384 TpeGyeT MHKpHMEHTHOIT (GopMyMpoBKH. B pabote,
Ha OCHOBC BAPMALMOHHOH (hOPMYJMPOBKH YpaBHEHMI paBHOBECHA 1 Teopud Tedenus IIpanmrisa-Poicca
BbIBEACHL] FHKPUMCHTHBIC YPAaBHEHMS HENUHEUHON TEOPHM IDIACTHHOK C HAUANBHLIME HAOPSHKEHUAMH
u npornfamu. Taxum crocoGom MONYUeHO WHKPHMEHTHOE 0GOOIEHHMe HeJIMHEHHON TEOPHA IIACTHHOK
¢or Kapmana Ha ynpyromiacTHyeckyro o6aacts. JaHEBI TAIOKE COOTBETCTBEHHbIC BBHIPMKCHHA IUIA pe-
werma 06o6mennoll TEOPHH METOHOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB.
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Summary

INCREMENTAL EQUATIONS OF NONLINEAR THEORY OF PLATES WITH
INITIAL DEFLECTIONS AND STRESSES IN ELASTIC-PLASTIC RANGE

Incremental approach is necessary for effective solution of nonlinear problems of structural mechanics.
The incremental equations of finite deflection theory of plates have been derived on the base of variational
formulation of equilibrium equations taking into account Prandtl-Reuss flow theory.

Initial deflections and stresses have also been into account. In this way an incremental generalization

on elastic-plastic range of von Kérman nonlinear theory of plates has been derived. Finite element solution
of the gencralization has been demonstrated.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 maja 1982 roku
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Oznaczenia i skréty

&, € — skladowe tensora odksztalcenia
g, 0g — skladowe tensora napreZenia
&p — zredukowane (zastgpcze) odksztalcenie plastyczne
r — promien bieZzacy kuli
r, — promien strefy sprezysto-plastycznej
a — promien wewnetrzny kuli
b — promien zewnetrzny kuli
T — temperatura biezgca (na promieniu biezacym)
T, — temperatura na promieniu wewngtrznym
T, — temperatura na promieniu zewnetrznym
0o — poczatkowa granica plastycznofci
o, — napreZenie zredukowane wedhug hipotezy H-M-H
r. — promien biezacy w sprezystej czesci kuli
E — modut sprezystosci Younga
ET — modut wzmocnienia plastycznego

Wielkosci bezwymiarowe

m — liniowy parametr wzmocnienia
-0 — promien biezacy
0. — promien strefy sprezysto-plastycznej
f — parametr geometrii kuli
B — parametr geometrii kuli dla strefy sprezysto-plastyczne;
0. — promien biezacy w czeéci sprezystej kuli
St, Se — skladowe tensora napregzenia
&, £g — skladowe tensora odksztalcenia
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7 — temperatura bieZaca

e? — zastepcze odksztalcenie plastyczne

&8 — czeéé plastyczna sktadowej obwodowej i promieniowej tensora odksztalcenia
S,. — sktadowa promieniowa tensora napreZenia dzialajaca na promieniu o,

7, — temperatura na promieniu wewnetrznym kuli

7. — temperatura na promieniu strefy sprezysto-plastycznej
Toe — terperatura na promieniu wewngtrznym potrzebna do uplastycznienia kul;

do promienia g,

1. Wstep

Celem. pracy jest zbadanie wplywu wspoélczynnika wzmocnienia na zachowanie sig
grubosciennej, sprezysto-plastycznej kuli obcigzonej gradientem temperatury. Analizuje
sie wplyw parametru wzmocnienia m na rozklad temperatur, odksztalced, naprezen (w tym
réwniez naprezef resztkowych po procesie czysto spreZystego odcigZenia) oraz na polo-
zenie strefy sprezysto-plastycznej. Okreéla si¢ rOwniez wartoéci krytyczne parametru
geometrii (8 = b/a) dla przypadku gdy druga strefa plastyczna rozpoczyna si¢ na zewnegtrz-
nym promieniu badanej kuli.

Naprezenia i odksztalcenia w kuli spowodowane sa polem temperatury — por
wyr. (2.8). Tak okreslony rozklad temperatur byl juz cytowany w literaturze, np. w pra-
cach [1]=+[5]. Powierzchnia zewngtrzna kuli posiada stalz temperatur¢ i bez tracenia
og6lnosci rozwigzania przyjeto ja jako réwna zero, por. np. [5]. Powierzchni wewngtrzna
i zewnetrzna kuli wolne s3 od obcigzen mechanicznych, np. ci$nieniem. Zaklada sig, Ze
kula jest w poczatkowym stanie jednorodna i wolna od naprezen resztkowych. Materiat
kuli przyjeto jako sprezysto-plastyczny z liniowym wzmocnieniem oraz niescisliwy pla-
stycznie. Maksymalna warto$¢ parametru wzmocnienia m uzyta w pracy wynosi 0.4 1 war-
to§¢ taka byla juz przyjmowana w literaturze, np. w [6]. Jako warunek plastycznosci
przyj¢to hipoteze Hubera-Misesa, przy czym zalozono, Ze granica plastycznosci nie za-
lezy od temperatury. Do analizy powyZszego zagadnienia przyjeto teori¢ matych odksztal-
cen w stosunkowo duzym zakresie zmian temperatur. Zaklada sie, ze cieplo powstale
podczas procesu deformacji nie Zmienia pola temperatur, co wiaze si¢ z wykorzystanicm
réwnan konstytutywnych niesprzeZonej termosprezystosci i termoplastycznosdei. Zaklada
si¢ ponadto, ze wartosci statych materiatowych nie ulegaja zmianie.

Dalszych badafn wymaga przypadek gdy na zewnetrznym promieniu kuli rozpoczyna
si¢ propagacja drugiej strefy plastycznej. Przypadek taki omawia sig¢ w pracy [5] lecz
dla materiatu bez wzmocnienia. Bardziej ogéina analize sprezysto-plastycznych kul dla
materialu ze wzmocnieniem, przeprowadzi¢ mozna podobnie jak w pracach [3], [4], do-
dajac do obciaZenia termicznego obcigZzenie ci$nieniem wewnetrznym o stosunkowo du-

- 2ym zakresie zmian. Mozna by w ten sposob sporzadzié odpowiednie trojparametrowe
nomogramy w miejsce dotychczasowych dwuparametrowych. Role trzeciego parametru
odgrywalby wspélczynnik wzmocnienia m. Problem analizy grubosciennych sprezysto-
plastycznych kul jest licznie cytowany w literaturze, por. np. [2]= [16].

Nowe wyniki otrzymane w niniejszej pracy na drodze numerycznej przedstawiono
w postaci odpowiednich wykreséw i tabel.
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2. Podstawowe rownania wyjSciowe

Wykorzystujac prawa symetrii kulistej réwnania zapiszemy we wspéirzednych sfe-
rycznych: promieniowych r, obwodowych &, oraz w odpowiednich wielkosciach bezwy-
miarowych.

Réwnania réwnowagi i nierozdzielnosci odksztalcenn wygladaja nastepujaco:

as, | AS,~Se) _

do p 0, 2.1)
-%"— 8";8’ = 0. 2.2
Zakladajac niescisliwos¢ plastyczng materiatu, otrzymamy :
el 42ef = 0. (2.3)
Warunek plastycznosci H-M-H ma posta¢,
1S, —Sel = 1S], (24)

gdzie:
e #0 dla S| > 1
e =0 da |[S<].
Warunek |S| = 1 okre§la poczatkowa granicg plastycznosci przy prostym rozciaganiu
lub $ciskaniu. Odksztalcenie zastgpcze ¢P, po uwzglednieniu (2.3) jest nast¢pujace,
e? = |ef|. 2.5)
Zwiazki konstytutywne wygladaja nastepujaco:
8 = S;—2Sg+(1 —»)r+8F
6o = (1—3) So—S,+(1—3) 783 26)
Roéwnania plastycznego plyni¢cia Prandtla-Reussa dla przyjetego w pracy monotonicz-
nego obciazenia gradientem temperatury, po scatkowaniu przyjmuja postaé¢ nastgpuja-
ca (2],
| el = e"%?—;— = gPsgn(S,— Se). | %))
Réwnanie dla pola temperatury przyjeto w nastepujacej formie, por. np. [2])+ [5], [10] =
[11]:

7= 10 (.ﬁ_— ) dla T,=0, (2.8)
B-11¢
gdzie:
I EaT, — jest bezwymiarowa temperaturg dziafajaca na wewnetrzoej po-
°" (1-v)o, wierzchni kuli, oraz:
b r G, Gy
ﬂ—j» 9-7, S, = c;(',-’ Se-'&(;’s
- 2.9
. = Ee, . = Ezg - EaT
g °7 o’ T (1-veo

17 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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Jak wiadomo w przypadku symetrii kulistej warunki plastycznosci Huberta-Misesa i Tre-
ski pokrywaja sie, wiec z (2.4) otrzymaé mozna nastepujace wyrazenie,

S = Se—S5,. | - (2.10)

3.- Wyprowadzenie podstawowych réwnan

Z analizy przeprowadzonej w pracach [3], [4], [11] oraz z przestanek fizycznych wy-
nika, Ze pierwsza strefa plastyczna pojawi si¢ zawsze na wewngirznym promieniu (o = 1)
dla kul obcigzonych tylko promieniowym gradientem temperatury.

Podstawiajac réwnanie konstytutywne (2.6) do zwigzku nierozdzielnosci (2.2), wykorzy-
stujac Téwnanie réwnowagi (2.1) oraz przeprowadzajac catkowanie.otrzyma si¢ naste-
pujace rOwnania, por. [2]: '

4 e
2, 1 (& 1),
s, = ?‘J ¢ T(E)dffﬁi{ ?dE+(l 93) c,,
(.1)
[ [4
S = 1@+ [ Er@ @t et [ (145 )c
e = TQ+Q3 J 2(1___1’) r 1—y ; & 203 L.
Po uwzglednieniu (2.10) oraz (3.1), otrzyma sie,
e . )
S= —ttx [ BAOd b G (3.2)
=t 0® . 20—y " 20° TV )
Stalg catkowania C; wyznacza si¢ z nastgpujagcych warunkéw brzegowych: :
S(1) =0, S8 =0. (3.3)
skad, ' o
g |2 . 1 e 1 |
=P 1= [ g | A : '
C ﬂ3—1 [ﬂs f& T(E)df 1—+ f 3 d-f} (3.4)

Oznaczmy symbolem 7o, temperature przylozona na wewnetrznej powierzchni kuli (o = 1)
i potrzebng do pierwszego uplastycznienia tej powierzchni. Wowczas po przekroczeniu
tej temperatury strefa sprezysto-plastyczna osiggnie promien oznaczony g, a odpowiada-
jaca mu temperatur¢ na wewnetrznym promieniu oznaczmy przez To.. Wewnatrz strefy
plastycznej I < ¢ £ p. warunek plastycznosci (2.4) jest spelniony, zatem obwodowe na-
prezenia Sg beda wigkszymi a promieniowe naprezenia S, beda mniejszymi naprezeniami
$ciskajacymi. Stad, por. [2] + [5]:

-Seg—S, < -1 dla 1<p<op,, (3.5)

Se—S,=—1 dla p=p..

Przyjmujac liniowy charakter wzmocnienia plastycznego materialu przedstawiony w zmien-
nych — (S, &?) — rys. 1, por. np. [2], moZemy napisaé,

I—m -
P e (|S]~ 3.6
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ton-1E

(42 1) SR A

oy

0

o]

Rys. 1. Krzywa naprezenie-odksztalcenie dla liniowego wzmocnienia

gdzie m = ET/E jest parametrem liniowego wzmocnienia materiatu. Wéwczas z zalez-
nosci (2.4), (2.7), (3.5), wyznaczyé mozna' nastepujgcy zwiazek,

.m—1
m

(S+1), dla -‘%:—1, : 3.7

er

ostatecznie z (2.1), (2.10) i (3.7) otrzymamy:

m—1 m—1
— Inp+

S.(¢) dla o<,

s P
{ br dE = (3.8)
i

2m
& m—1 m—
m 2m

Ing.+ : Siee) dla o> e,
gdzie: S.(0) = S, S:(ec) = Src.

Aby wyznaczy¢ rozklad temperatury z, ktory z kolei pozwoli okreéli¢ stan naprezenia,
deformacji oraz krytyczne warto$ci parametru geometrii kuli §, nalezy z réwnad (3.1),
(3.2), (3.4) i (3.8) wyznaczy¢ stalg C,, naprezenie S,. oraz temperature 7,.. W tym celu
uwzglednia sig réwniez nastgpujacy warunek brzegowy,

S=—-1 dla  p¢=p,. (3.9)

Stala C, wyznaczyé mozna po podstawieniu warunku brzegowego (3.9) do réwnania (3.2).
Nastepnie -poréwnujac tak wyznaczona warto$é C,; ze wzorem (3.4) i po uwzglednieniu
w nim wyraZenia (3.8) po przeksztalceniach otrzymamy:

.8 o
A e [ v =L (inoerd 5.00)| = 2| ste- [ ertoe-1]-
1 ) . Cl R
(3.10)

Aby okresli¢ z zaleznosci (3.10) warto$€ vo., nalezy wezesniej wyznaczy¢ zaleznos¢ S.(o.) =
= S;.. W tym celu w kuli uplastycznionej do promienia ¢ = g, rozpatrzymy kulg z we-
wagtrznym promieniem g, i parametrem. geometrii 5, znajdujaca si¢ w stanie sprezystym —

17*
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Rys. 2. Schemat kuli z dwiema strefami rozdzielonymi powierzchnia: strefa plastyczng do (i strefg
spreZysta powyzej)

rys. 2. Dla kuli zewn¢trznej — spr¢zystej, wprowadzi¢ nalezy nowe bezwymiarowe wiel-
koéci analogiczne jak w (2.9), mianowicie:

b_ 8 _
bemrir="% = =T
- G.11)
Te c l
T, = ﬂc—l (ge —1), Te = T(Qc)’ gdzle ec s Qe s ﬂ.

Rozpisujac réwnania termosprezystosci, por. [2]+ 5], [16]+ [20] oraz uwzgledniajac (3.11),
otrzymamy réwnania dla sprezystej czgéci kuli analogiczne do réwnan (3.1), wiedzac,
e & = 0. Wykorzystujac nastepnie te réwnania, warunek brzegowy oraz biorac pod
uwage parametry (3.11) otrzymaé mozna dla sprezystej czeSci kuli nastgpujace wyrazenie,

Z(ﬁg - 1)_' Tcﬂc(zﬂz: _ﬂc_ 1)
3 , (3.12)

gdzie T, = ﬂL_“l_ (B.—1). Jest to wyrazenie na napre¢Zenie promieniowe na promieniu Q.

Src =

kuli, natomiast dla kuli sprezystej jest to cisnienie wewnetrzne dzialajace wraz z tempe-
raturg v.. Podstawiajac wyrazenie (3.12) do réwnosci (3.10) i uwzgledniajac wyrazenie (2.8)
Po wykonaniu operacji catkowania oraz po Zmudnych przeksztalceniach otrzymamy na-
stepujace wyrazenie na To.:

A—B
= ol 3.13
Toe C—-D+F ( )

gdzie:
A =2 —1) (m—1)- (362 lng.+p2-1),
B = 4p3(f°—1) - (1 —v)mB2(B— 1),
C = B (m—1)B. (B2 -3p2 +1).
D = 2(8°—1)- (1 -9)mp? {202 (B.— 1) — [3B(e2 — 1) —2(2 — D]}
F=20-»wm@B-1)p2(B*>+-2).
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Kladgc w wyrazeniu na 7. — (3.13) wartoé¢ wspdlczynnika wzmocnienia m = 0, otrzy-
maé mozna nastgpujace réwnanie, analogiczne do réwnania przedstawionego w pracy
[5] oraz [3], mianowicie:
o 2AB=1- GRng+pE-1)
M=o = T pBI-3pITD
z tym, 2¢ wyrazone w odpowiednio innych parametrach. Podstawiajac za§ do wyrazenia
(3.13) warto$¢ p, = 1 i uwzgledniajac wielkodci (3.11) po przeksztalceniach otrzymamy:
/ 2(82+p+1)

(3.14)

TOc‘Qc=1 = Toc = —ﬂv(2—ﬂ+1) . (3.15)
Jest to wyrazenie okreslajace temperature potrzebng do zapoczatkowania pierwszego
plastycznego plynigcia na wewnetrznej powierzchni kuli. Tego rodzaju zaleznos$é byla juz
wyprowadzona w pracach [2], [5] dla przypadku materialu bez wzmocnienia. W przypad-
ku zewnetrznej — sprezystej czesei kuli (rys. 2) okreslonej bezwymiarowymi wielkosciami
(3.11) i w przypadku obciazenia jej tylko gradientem temperatury (S,. = Sgc = 0), ana-
logiczne wyraZenie otrzyma sie kladac do (3.15) zamiast # odpowiednio B.. Nalezy pod-
krefli¢ w zakonczeniu tego punktu, Ze wyprowadzone réwnania i warunki shuszne s3
tylko do momentu pojawienia si¢ drugiej strefy plastycznej na promieniu zewngtrznym
kuli.

3.1. Analiza strefy plastycanej (1 < ¢ < ¢.). Stan naprezenia okreéla sig na podstawie réw-
pan (3.1) w ktérych uwzglednié nalezy wyrazenia (2.8), (3.8), (3.13) oraz stala catkowania
C,, ktorg z kolei otrzymamy z réwnania (3.2) po uwzglednieniu (2.8) i (3.9). Wynieste
ona, .

3

Cl = To¢ {%‘ —Be':—l (ﬂc_ ) ﬂ2 1 l ﬂ(@c % (Qc 1)]} "3‘ Qc (316)
Rozklad deformacji wyznaczymy z réwnan (2.6), (2.10), (3.7) po uprzednim okreéleniu
stanu napreZenia — S,, Sg, S. Rozklad temperatury, po obliczeniu wartoéci 7o, (tempe-
ratura przylozona do wewnetrznej powierzchni w chwili gdy rozpoczyna si¢ drugie pla-
styczne plynigcie na zewnetrznym promieniu kuli) wyznaczyé nalezy z (2.8). Naprezenia
resztkowe pozostale po procesie sprezystego odciaZenia, znajdziemy z nastgpujacych
zwiazkéw, por. [2], [3]:

S, = S,+S8;", S¢=Se+Se, G.17
gdzie:
e’—1 g
[ f_w_ 2 - 2
Sf =2t _l( £ () f Sr(E)de.
L 24l 1
e R GL ’f £ () dE— (o),

1

8
_ To. [ B v __2___' "2
e (_9__1), ¢ =g ljs (@),
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3.2. Analiza strefy spreystej (o. < o < B). Stan naprezenia okreélimy z réwnan (3.1), w kt6-
rych odpowiednio hwzgl@dnia sie wyrazenia (2.8), (3.8), (3.12), (3.13) oraz stala catkowa-
nia C,, ktdra jest taka sama jak w strefie plastycznej — wzor (3.16). Rozklad temperatury
wyznaczymy podobnie jak w strefie plastycznej ze zwiazku'§(2.8) przy znajomosci 7y,
natomiast stan deformacji odpowiednio z réwnad (2.6) i (2.8). NapreZenia resztkowe
otrzymamy takze z réwnan (3.17), przy czym napreZenia .S, i Sp nalezy wzia¢ ze strefy
sprezyste.

3.3. Druga — zewngtrzna strefa plastyezna. Warunek uplastycznienia zewnetrznej powierzch-
ni kali deqcej w stanie sprQZystym pot. np. [2], [3]= [5] jest nastgpujacy:

S=1 dla p=28, _ _ (3.18)

gdzie S wyrazone jest réwnaniem (2.10) oraz réwnaniami na naprezenia S, oraz Se W stre-
fie sprezystej. Odpowiadajaca temu stanowi temperaturg¢ =5, po dokonaniu odpowied-
nich przeksztalces przedstawié mozna nastgpujaco,

. 2v|(E) ]

o L (3.19)
O

gdzie o, jest promieniem strefy sprezysto-plastycznej w chwili gdy na zewngtrznej powierzch-
ni kuli pojawi si¢ drugie uplastycznienie, to znaczy gdy spelniony bedzie warunek (3.18).
Wartoéé promienia g, okreflimy podstawiajgc w réwnaniu (3.13) w miejsce wartosci g,
warto$§¢ g, 1 poréwnujac je nastgpnie z wyrazeniem (3.19). Korzystamy zatem ze zwigzku
Too(0e = 0o) = To.. Z takiego poréwnania wynika, Ze w przeciwieistwie do materiatu
bez wzmocnienia — [3]<[5], [11], temperatura . lub co jest réwnowazpe promien

— zalezy nie tylko od parametru geometrii kuli § lecz takZe od wspélczynnika wzmoc-
nienia m oraz od wspéiczynnika Poissona ». Dla przypadku materiatu bez wzmocnienia
(m = 0), promien g, okresli¢ mozna po podstawieniu o, = o, we wzorze (3.14) oraz po
poréwnaniu tego wzoru z (3.19). Czyli [5]:

(3.20)

Otrzymanie wyrazenia analogicznego do (3.20) lecz dla materiatu ze wzmocnieniem
nie jest mozliwe ze wzgledu na zlozony i uwiklany charakter funkcji 7o, = f{o.) — por.
(3.13). W pracy [3] analizujgc problem uplastycznienia pierwszej i drugiej strefy plastycznej
grubosciennych kul, autorzy rozpatrzyli miedzy innymi warunki wystgpowania tych stref.
Z uzyskanych przez tych autoréw rezultatéw wynika, ze dla kul obcigzonych tylko gra-
dientem temperatury istnieja dwie mozliwosci pojawienia si¢ drugiej strefy plastycznej
1 ktére to zalezg tylko od parametru geometrii kuli 8. Gdy mianowicie 8 jest wigksze od
pewnego f.. (8 > B..), to drugie uplastycznienie pojawi si¢ w $éciance kuli, natomiast
gdy # jest mniejsze od tej wartodci (8 < B..) to unlastveznienie to pojawi sie na zewnetrz-



WrLYW PARAMETRU WZMOCNIENIA 263

nej powierzchni kuli i bgdzie propagowaé si¢ do wewnatrz. W przypadku materialu bez
wzmocnienia wartoéci f., = 2.791 byla pierwszy raz okreslona w pracy [5] a nastepnie
cytowana i uzywana w pracach [3]={4]. Dla przyjctego w obecnej pracy materialu spre-
zysto-plastycznego ze wzmocnieniem, warto$¢ f,. zalezy dodatkowo od wspélczynnika
wzmocnienia m i od wspdtczynnika Poissona ». Wartosci f., i odpowiadajace im tempe-
ratury 7o, lub co jest réwnowazne — odpowiadajace im promienic strefy sprezysto-
plastycznej ., dla danego m i » okresla si¢ z nastgpujacej zaleznosci:
98(70er; 05 11, B, 7) 3S(0ers 0, B> m, %)

= =0, 3.21
do e=8 do 0=p ( )

oraz z réwnan (3.13) i (3.19).

Funkcje S we wzorze (3.21) wyznaczyé nalezy z zaleznoéci (2.10) i réwnai naprezenio-
wych S,, Se termosprezystosci okreslonych dla gérnej — sprezystej czeéci badanej kuli.
Otrzymane na drodze numerycznej rezultaty sa przédstawione w tabeli pierwszej, dla
wybranych warto$ci wspéiczynnika wzmocnienia m z przedziatu (0+0.4) i dla przyjete-
go we wszystkich dalszych obliczeniach warto$ci wspélczynnika Poissona » = 0.3, Jest
to jakoéciowo jeden z zasadniczych rezultatéw uzyskanych w niniejszej pracy.

Tabela 1

Wspolezynnik Poissona » = 0.3

m I Ber | Tger Qe
0.00 2.7910 5.3640 1.3950
0.10 : 2.6214 4.8643 1.3107
0.20 2.5453 4.6359 1.2726
0.30 2.4983 4.4948 1.2492
0.40 2.4655 4.3964 1.2328

Jak widaé z powyZszej tabeli, wyznaczone wartoéci B.,, To.,, Oraz g, maleja wraz ze wzro-
stem wspotczynnika wzmocnienia m.

4. Analiza otrzymanych wynikéw

Z tabeli pierwszej wynika, Zze dla przyjetego do obliczen parametru geometrii kuli
f =2 oraz dla wspélczynnika Poissona » = 0.3, drugie uplastycznienie pojawi si¢ na
zewngtrznej powierzchni badanej kuli, co jest w zgodnosci z nalozonymi warunkami brze-
gowymi wyprowadzonych w punkcie trzecim réwnar.
Na rysunku trzecim wykreélono zalezno$é 7, od g, dla trzech wybranych wartoéci para-
metru wzmocnienia m. Punkty ,,4”, ,,B™, ,,C”, oznaczaja warto$ci temperatur 7o, 1 od-
powiednio wartosci pi‘omienia 0. w chwili gdy zaczyna si¢ drugie plastyczne plynigcie na
zewnetrznej powierzehni kuli. Jak widaé temperatura 7o, maleje wraz ze wzrostem wspél-
czynnika wzmocnienia. Maleé bedzie wiee takze temperatura 7., oraz male¢ bgdzie pro-
mien strefy sprezysto-plastycznej p,. Dokladne okrelenie powyzszych wielkosci znaj-
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Ifoc“

4.0F

3,0

20t
G, wpunkcie A = Jg =3,7860
Toe wpunkcie B = 9. =3,6574
T,. wpunkcie C = T,i=35924
1 dla m=0

1,01 2 dla m=0.2
3 dia m=04
B =20
Yy =03

00 1 1 1 | |

10 104 108 112 1,16 1,20 e,

Rys. 3

duje sie w tabeli drugiej, dla przyjetych wartodci wspolczynnika geometrii kuli i wspot-
czynnika Poissona. Rysunki czwarty i piaty przedstawiaja odpowiednio rozklad napreZen
i odksztalcenn w $ciance kuli podczas procesu obcigzania i dla wybranych wartosci para-
metru wzmocnienia m.

Tabela 2
=20 . »=03, S=1 dag=2g
m T w | 0
0.00 3.7860 2.5400 1.1970
0.10 3.7078 2.5662 1.1820
0.20 3.6574 2.5856 1.1727
0.30 3.6207 2.6004 1:1640

0.40 3.5924 2.6123 1.1579
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-04f

1 dla m=0 i J,=37860
2 dla m=02 i 7,.=36574
-1,4F 3 dio m=0,4 i G=3,5924
2 B=20
-6 . V=03

' Rys. 4

Rozkiad naprezen resztkowych powstalych po procesie czystego sprezystego odcigze-
nia zilustrowano na rysunku szdstym. Warunek aby proces odcigzania przebiegal czysto
sprezyécie otrzymaé mozna z réwnania na Se — (3.17),, po uwzglednieniu w nim wyra-
zenia (3.17)s i po przeprowadzeniu calkowania. Otrzymamy wéwczas, por. np. [3]:

e _ AGpED)
o B2B+1)

gdzie 757 oznacza maksymalna warto$é temperatury jaka nalezy przylozyé do wewngtrz-
nej powierzchni kuli bez obawy, ze w procesie odciazenia zachodzié¢ beda lokalne procesy
plastycznego plyniecia. W wyniku przeprowadzonych obliczenr z réwnania (4.1) wynika,
2e gdy m > 0.11436, to wéwczas mozna przylozyé temperature zo} w miejsce 747 aby
zachodzil proces czysto sprezystego odciazania. Powyzsze przedstawiono w tabeli trzeciej.
Dla przypadku materialu bez wzmocnienia mamy (—Se)l,~; = 1, wigc wartos¢ tempe-
ratury 7o) jest dwukrotnie wicksza od wartoéci temperatury potrzebnej do pierwszego

(—S6)|,ay Z Toc» 4.1)



€ €,

6,0

5,0

4,0

3,0

0,0

1 dia m=01 J,=3,7860
2 dla m=0,2 Gos=3,6574
3 dla m=0,4 §,4=3,5924
A=20

V_= 0,3

o]

JF T : L iL‘
10 1,2 14 1,6 \2,0
Rys. S
Tabela 3
2.0 y =03
m Tl 5o
0.00 2.8000 3,7860
0.10 3.6000 3.7078
0.11436 3.6994 3.6994
0.20 4.2318 3.6574
0.30 4,7555 3.6207
0.40 5.2021 3.5923

[266]
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81, Sof
1,0
2
1
0,81 5
fA=20
0,6 > S; v =03 .
fdam=0i 7, -28
/ 2 da m=02 i Tg =3,6574
0.4+ / 3dle m=0,4¢ 7, =3,5924
!
Se
0.2 ' o
0,0
0,21
-041

Rys. 6

uplastycznienia wewngtrznej powierzchni kuli 7o.. Zatem wiedzac, Ze 7o, = 1.4, mamy,
por. np. [3]:

1y

Tod = 27p, = 2.8. : . “4.2)

Dalsze rozwinigcie zagadnienia naprezefi resztkowych mozna przeprowadzi¢ badajac
material kuli, w ktérym granica plastycznoséci zalezy od temperatury. Takie préby byly
podejmowane lecz jedynie dla materiatu bez wzmocnienia. W rozwazanym przypadku
przyjecie granicy plastyczno$ei jako niezaleznej od temperatury jest uproszczeniem, gdyz
otrzymane na podstawie réwnania (2.8) wymiarowe temperatury T,(m) wynosza:

459 C° dla m=0.0,
T,=1443C°* dla m=02, 4.3
435C° dla m=04.

Temperatury te odpowiadaja punktom ,,4”, ,,B”, ,,C” z rysunku drugiego. Do obliczen
przyjeto: granice plastyczno$ci materialu o, = 4000 kG/cm?, modut Younga E = 2.1x

% 10® kG/cm?, wspélczynnik Poissona » = 0.3, oraz wspolczynnik rozszerzalnosci linio-
wej ¢ = 11-107° 1/K.
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W zakonczeniu warto dodaé, Ze w przypadku kuli z materiata ze wzmocnieniem, po-
dobnie jak w przypadku kuli z materialn bez wzmocnienia [5], petne uplastycznienie

§cianki kuli nastapi dla temperatury 7, osiggajacej warto$¢ nieskoficzenie wielka.

Literatura cytowana w tekscie

—

. H.S. CarsLaw, J. C. JArGER, Conduction of Heat in Solids, Oxford, 1947.

A. MENDELSON, Plasticity: Theory and Application, The Macmillan Company, New York 1968.

W. JounsoN and P. B. MELLOR, Elastic-plastic behaviour of thick-walled spheres of non-work-hardening

material subject to a steady-state radial temperature gradient, Int. Journal of Mech, Sciences, Vol. 4,

147, March - April 1962,

4. F. DraBbLE and W. JOENSON, The development of the Zones of Yielding in Thick-walled Spherical Shells
of Non-work hardening Material Subjected to a Steady State Radial Temperatures Gradient and on
Internal or External Pressure, Conf. on Thermal Loading and Creep, Paper 19, Inst. Mech. Engrs.,
1964.

5. G.R. Cowper, The Elastoplastic Thick-Walled Sphere Subjected to a Radial Temperature Gradient,
Transaction of the ASME, Ser. E, J. Appl. Mech,, Vol. 27, Ser. E, No. 3, 1960.

6. H. A. Niep and S. C. BATTERMAN, On Coupled Thermoplasticity: An Exact Solution for a Spherical
Domain, Tsrael Journal of Technology, Vol. 9, Nos, 1-2, 1971 pp. 37 - 46.

7. B. RANIECKY, Naprezenia w sprezysto-plastycznej kuli z pustkq kulistq znajdujqcej sie w zmiennym polu
temperatur, Rozpr. Inz. 3, 14, 1966.

8. B. RaNIECKY, 4 Quasistatic, Spherically Symmetric Problem of Thermoplasticity, Bull, Acad. Sci.,
Ser. Sci. Techn., 2, 13, 1965.

9, H. PARKUS, Spannungen beim Abkiihlen einer Kugel, Ing.-Arch., 28, 1959, pp. 251 - 254.

10. P. PerzyNA and A. SAwczux, Problems of Thermoplasticity, Nuclear Engineering and Design, 24,
1973, 1 - 55, North-Holland Publ. Comp.

11. M. G. DERRINGTON and W. JOHNSON, The Onset of Yield in a Thick Spherical Shell Subject to Internal
Pressure and Uniform Heat Flow. Appl. Sci. Research, Series A, 7, 408, 1968.

12. W. JounsoN and P. B. MELLOR, Engineering Plasticity, Van Nostrand Reinhold Company, London,
1973. i

13. A. SAWCZUK, A note on plastic expansion of irradiated spherical shells, Nucl. Struct. Engn., 1, pp. 155 -
158, 1965. .

14. R.S. BopNeR, Elasto-plastic Stress Analysis of Thick-Walled Spherical Shells Subjected to Radial
Temperature Gradient, AYCOR and D, Division, Lawrence, Mass, Report, No, RADT — R-~2-57-25,
1957.

15. R, HiLL, The Mathematical Theory of Plasticity, Clarendon Press, Oxford, 1950.

16. M. SOkOLOWSKY, Naprezenia ciepne w powloce kulistej oraz cylindrycznej w przypadku materialow
o wlasnosciach zaleznych od temperatury, Rozprawy Inzynierskie, Tom VIII, zeszyt 4, pp. 641 - 669, 1960.

17. W, Nowackl1, Thermoelasticity, Pergamon Press, Oxford, 1962.

18. W. NowAckl, Dynamiczne Zagadnienia Termosprezystosci, PWN, Warszawa, 1966.

19. J. S. SOKOLNIKOFF, Mathematical Theory of Elasticity, Mc Graw-Hill Book Company, Inc. New York,
N.Y., second edition, 1956, pp. 362 - 364.

20. B. A. BoLey and J. H. WEINBY, Theory of Thermal Stress, Wiley, New York, 1960.

bl g

Pezome

BIVAHUE I[TAPAMETPA VIIPOUHEHUS HA IIOBEJEHUE TOJICTOCTEHHOIO
YIIPYT'O-TITACTHYECKOI'O WAPA ITOI HATPY3KO!l TEMIIEPATYPHI

B pafore mccnenosano BiMsHEe JMHEHHOTO NapamMeTpa YIPOUHEHHS Ha MOBEIEHHNE TOJICTOCTEHROrD
mepa NOABEPrHYTOro HATPYSKOM TemnepaTypet. MSyueHo BIMANWE DApAMETPA YKPEIUICHAS Ha pacmpe-
AeNeHAC TEMNEPATYPEI AehOpMANHT, BANPSHIKEHAS 4 TAKOKE HA TIOJIOYKEHHE YIPYro-IUTACTYECKON 30HbI,
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OHpC)ICJICHO TAaKXKE KPHATHUYCCKHC BECIMYHHBI I'eOMETPHYECKOrO lapamerpa ﬂ JUIsI Ciiyvuast KOorga apyras
IUIaCTAYECKasA 30Ha MOABJIACTCA CHAPDY)KH Iapa, .

Summary

ELASTIC-PLASTIC BEHAVIOUR OF THICK-WALLED SPHERE OF WORK-HARDENING
MATERIAL SUBJECT TO A RADIAL TEMPERATURE GRADIENT

The paper consider the influence of strain-hardening on the bebaviour of elastic-plastic thick walled
sphere under temperature load. The distributions of temperature, strain, stress and localisation of elastic-
plastic bound for various values of strain-hardening parameter are given. Critical values of geometrical
parameter f for which form the second plastic zone are defined.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 listopada 1982 roku
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OPTYMALIZACJA PRZY JAWNEJ ZALEZNOSCI ROWNAN STANU
OD WARTOSCI BRZEGOWYCH ZMIENNYCH STANU

B. LecuowlIcCcz,
Z. PIEKARSKI

Politechnika Krakowska

1. WSTEP

Przedstawiona praca sklada si¢ z dwéch czeéei. Pierwsza, ogdlna dotyczy problemu
optymalizacji w przypadku, gdy réZriczkowe réwnania stanu ukiadu zaleza jawnie od
nieokres$lonych wartosci brzegowych zmiennych stanu. Rozwiazanie tak postawionego
problemu optymalizacji sprowadza si¢ do calkowania, w ogdlnosci nieliniowych réwnan
ré6zniczkowo-catkowych typu Fredholma.

Druga czgéé jest ilustracja pierwszej i stanowi sformutowanie réwnan optymalizacji
matych drgan geometrycznie nieliniowej belki.

2. Postawienie i rozwiazanie problemu

W dowodzie przedstawionego zagadnienia optymalizacji stosowad bedziemy teori¢
rachunku wariacyjnego wykorzystywana szeroko np. w [1]. W ogélnoéci przyjmujemy,
Ze réwnania stanu ukladu maja postaé:

_W_; = f:r(w: u,x, W(xo)» w(xk))’ (1)
gdzie:
(=

u; — wspollrzedne wektora sterowania u
i=1,2,....m -
W réwnaniach (1) wielko$ci w(x,), w(x,) oznaczaja nieokre§lone wartosci zmiennych
stanu w(x) w punktach poczatkowym i kofcowym. przedziatu optymalizacji xo < x € X
‘Ograniczenia na sterowanie ¥ przyjmujemy w formie ograniczenn réwnoSciowych

y’k(u’x) = 0’
k=1,2,...,r<m,

@
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do ktérej to formy mozZna sprowadzi¢ ograniczenia typu nieréwnofciowego przez roz-
szerzenie wymiaru przestrzeni sterowania (jak np. w [1]). Warunki brzegowe dla ustalo-
nego przedzialu optymalizacji x, < x < x5 moZna ogdlnie zapisa¢ wzorami:

P (w(xo), w(x)) = 0,

I=1,2,..,p<2n. ©)
Jako funkcje celu przyjmujemy dla prostoty rozwazan wyrazenie:
J = g(w(xo), w(x,)) = minimum. @

Calkowa funkcje celu, jak wiadomo, mozna zapisa¢ rowniez w postaci (4). Dla dowodu
wprowadzamy pomocniczy funkcjonat (w ktérym obowiazuje konwencja sumacyjna):

F=g+ [ (w,—H)ax. ©)

Xo
Funkcja brzegowa ¢ ma forme:
¢ =gtap, ' - ®
za$ hamiltonian H
. H = 2,[j+ )
gdzie:
A, = A,(x) s3 zmiennymi sprzgZonymi

o1, px — stale wielkoscei
Przy wszystkich powysszych zalozeniach pelna wariacja funkcjonalu (5) ma postaé:

A
_ op oH
AF = {—_—6w,(xo) — Ay(x0)— ;!. _——6w,(xo) dx} Aw,(xo) +

3 ~ o oH
+= ow;(x,) +l,(x,,) —;[ awj(xk) dx} Aw,(x,‘)—}-

*x
, ©OH , OH
[ i G o (s 55 -

_O0H
ouy
Korzystajac, jak w [1], ze wzordéw (1) i (2), dobierajac odpowiednio A, oraz korzystajac
z niezaleznosci od siebie wariacji dw;(x,), éw;(xy), 0wy, warunek stacjonarnosci
AF = 0. ©
jest stuszny przy spelnieniv dodatkowych wyrazen
a) réwnan sprz¢zonych

oH
6111 — -Elu—k (s#k} dx. ) (8)

oH
ﬂ_’ = —_——
J aw.’ 2 (10)
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b) warunkow transwersalnoéci (warunkéw brzegowych dla 1)) nowego typu

- %
Ao = 5 ") T
Aya) = aw,(xk) f 8w,(xk) (1

gdzie w warunkach tych dodatkowo wystepuja skladniki w postaci calek. Dla problemu
klasycznego, w ktérym funkcje f; nie zaleza od w(x,) i w(x,) calki we wzorach (11) sa
tozsamosdciowo rowne zero. Otrzymujemy wtedy problem optymalizacji rozpatrywany
np. w [1].
¢) warunk6éw optymalnosci
oH
oy,

Aby zakonczyé dowdd postawionego zagadnienia nalezy jeszcze zapisaé konieczny wa-
runek Weierstrassa istnienia silnego minimum funkcjonatu (4). Jak wynika z [1] warunek
ten sprowadza si¢ do nieréwnosci

= 0. ’ (12)

H (x) > H(x) (13)
optym
gdzie optymalny hamiltonian H,, okre$lony jest dla optymalnego sterowania U = US,
natomiast hamiltonian H dla sterowania U dowolnego, ale dopuszczalnego.
Rozwigzanie rozwazanego problemu sterowania optymalnego sprowadza si¢ do roz-
wiazania réwna (1) i (10) z warunkami brzegowymi (3) i (11), przy ograniczeniach (2) i (13).
Od dotychczas rozpatrywanych probleméw optymalizacji przedstawione zagadnienie réz-
ni si¢ postacia warunkéw transwersalnoéci (11), gdzie dodatkowo wystgpuja skiadniki
w postaci calek. Przedstawione rozwazania mozna latwo uogélni¢ na przypadek zmiennego
obszaru optymalizacii.

3. Przyklad

Dla ilustracji powyzszych wynikéw sformuiowane zostaly réwnania optymalizacji
malych drgafi geometrycznie nieliniowej belki. Przy zmiennym przekroju mozna metoda
podang w [2] otrzymaé nieliniowe réwnanie drgan poprzecznych belki z uwzglednieniem
wstepnego, osiowego naciggu:

1
(E‘]-w/g//__?wnf‘puldx___w wa’zdx+QFW = 0 (14)
0 .
gdzie:
2 ,_ 0
0<x</

18 Mech, Teoret. i Stos. 1—2/84
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0, F, 1,1, E — odpowiednio: gesto$é, przekroj, moment bezwladnosci, dtugosé, modut
Younge’a
w(x, t) — przemieszczenie poprzeczne
u(x, t) — przemieszczenie podiuzne
Wzér (14) otrzymujemy przy zatoZeniu, ze szybko§¢ zmian w czasie przemieszczen osio-
wych u jest mala. A
W dalszych rozwazaniach przyjmowaé bedziemy, Ze przemieszczenie

u(x, t) = u(x), (15)

jest z gory zadane. Aby méc w (14) rozdzielié zmienne zaktadamy, Ze na dute odksztal-
cenia statyczne zostaly nafozone male drganija:

w(x, t) = p(x)+ew (x) T(2), (16)

¢ — maly parametr
Zaniedbujac wyrazy z ¢2 i wyzsze, po wstawieniu (16) do (14) otrzymujemy vukiad réwnan
régniczkowo catkowych postaci :

(Iy’l’)”——yl f Fu'dx — 2, A f Fy’dx =0, - (17)

I
(Iw.'l')”—'—— Wl fFu’dx l-w'l'ny'lzdx~

]
(18)

I/
! , .
—Ly'{_f Fy;widx— Qg Fw, =0,
0

oraz
T+w?T = 0. (19)

Przez wprowadzenie nowych, dodatkowych zmiennych mozna rézniczkowo-catkowe row-
nania (17) i (18) sprowadzi¢ do postaci (1) i zastosowaé przedstawiona w punkcie 2 me-
tod¢ optymalizacji. Rozwazaé bedziemy mianowicie zmienne typu

Ys = f Fy\?ds,
]

ws = [ Fyjwids, (20)
]

=fFuds'
0

Pozwala to réwnania (17) i (18) i zwiazki (20) sprowadzié do 11-tu réwnaf rézniczkowych
1-ego rzgdu:



OPTYMALIZACIA PRZY JAWNE] ZALEZNOSCI 275

a) dla statycznego ugigcia

yi = Y2,

oL
Y2 = IY:;,

V3 = Y4,

, z(l) 1 |
y4=“l—)_I‘J’3+yTsl(ILY3, 2n

ys = Fy3,
z' = Fu.

b) dla malych drgan

Wy = Wy, 22)

; N1 n1 N1 2
Wy = 20 ———W3+~yi(-)—-—W3+ WSI() 7_}’3-{-9—%—'

'lea
Ws = Fy,w,.

Réwnania powyisze sa typu (1), wystgpuja w nich bowiem nieokre§lone wartosci z(l),
ys(l), ws({) zmiennych stanu w punkcie koficowym przedzialu optymalizacji.

Dla prostoty rozwazaé bedziemy belke obustronnie podpartg. Wtedy warunki brze-
gowe dla (21) i (22) beda po wykorzystaniu (16) i (20) nastepujace:
dla zmiennej w(x)

w1 (0) = w3(0) = we(0) = 0,

23
WD) = wa(®) = O, @)
dla zmiennej y(x)
2(0) = »:(0) = y4(0) = ys(0) =0,
(0) = »:(0) = »a(0) = y5(0) 24)
yil) = y:() = 0.
Jako funkcjg celu przyjmujemy minimum masy belki przy stalej czgstosdei drgan
i
Fdx = min.
of (25)
® = const.
Sterowanie F podlega ograniczeniu nieréwnosciowemu
F S FEF,. (26)

Ograniczenie to mozna, przez wprowadzenie dodatkowego sterowania v, sprowadzié¢ do
typu réwnosciowego (jak w [1]):

v = (F—F)(F,—F)—v* = 0. @n

18*
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Przyjmujemy, ze optymalizacji podlega¢ bgda male drgania, tzn. optymalizacja przepro-
wadzona bedzie w oparciu tylko o uklad réownan (22). Nalezy wigc znaleZ¢ optymalne roz-
wiazanie ukladu (22) z warunkami brzegowymi (23) przy zatoZzeniu (25) oraz ogranicze-
niami (27) pamigtajac, ze musza by¢ spetnione réwnania (21) z warunkami (24).

W celu rozwiazania wprowadzamy funkcje brzegowa ¢ oraz hamiltonian H.

Z (23) mamy zwigzek (6) w postaci:

@ = 0, W (0)+02w3(0) +03ws (0)+oaw, (1) +osws()), %)
natomiast z (22) i (25) wyraZzenie jest (7) w postaci:

1 pw?
H = —F+)»1w2+12—1—-w3+}.3w4+l4—ﬁ——le+

0, 50} 1 0 1 )
+l4(j’“‘+'“‘2T "'j‘ws‘*'/h i “I)’3+

+ A5 Fy, wy +u(F—F,) (F, — F)~ uv?.

Za pomoca hamiltonianu (29) mozna wprowadzié réwnania sprzezone (10) w formie:

M = - ng Fl‘t,
A = — A ~Fy,4s .
TP EITE e
I ot
/11= “}»3,
s = 0.

Za pomoca funkcji brzegowej (28) wprowadzamy warunki brzegowe do réwnan 30
typu (11): ‘

42(0) = 24(0) = 22()) = 2(D) = 0,

H

1 31

b =7 [ yahads. G
0

Z warunkéw optymalnosci (12) przy zatozeniu I = aF™ (32) dostajemy
2nv =0, (33)

Z réwnania (33) i warunku (27) wynika

a) : nu#0, v=0,
F=F, b F=F,,
b) p=0, v#0,
Fi < F<F,, 34
<) u=0, v=0,
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W przypadkach b) i ¢) z drugiego warunku optymalnosci _é)a% = 0 otrzymujemy

n [ Ay W3 4 (Z(I)-i— ys) ) Aaws +ws(D) Aays ]
a 2 la la
. Leee -— (35)

w2
"‘l‘i'QT 14W1+,V2;¢5W2

F"+l —

Za pomocg wzoréw (34) i (35) okre$lamy optymalny przekrdj rozpatrywanej belki.

Ostatecznie, aby rozwigza¢ problem optymalizacji, trzeba rozwiazaé réwnania (22)
i (30) z warunkami (23) i (31), z warunkiem optymalnodci (35), zakladajac, ze mamy (15)
oraz state w (32) przy jednoczesnym spelnieniu (21) z (24).
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Pesome

OIITHUMAJIN3ALIMS INPH 3ABMCUMOCTU YPABHEHMU COCTOSHUA OT
KPAEBLIX 3HAYEHMI NMEPEMEHHBIX COCTOSIHUS

B paGore, omupasich Ha KJIACCHUYECKOM BAPUALMOHHOM HCUMCIIEHMH NPENCTABISAETCA METOL OITH-
ManbHOTO YNpaBlIeHHsT CHCTEMAMH, OIMMCAHHDLIMN CUCTEMOR AnddepeHNHANLHEBIX YPaBHEHMH 3aBHCAINAX
OT HEONpeeNeHHbIX SHAUCHNIT IEPEeMEHHBIX COCTOSAHVA B HAYAJIBHOM ¥ KOHEWHOH TOUKAX Opefena OnTu-
MANMIALH.

Summary
OPTIMIZATION FOR A DEPENDENCE BETWEEN STATE EQUATIONS AND BOUNDARY
VALUES OF STATE VARIABLE

In this paper a method of optimal design of systems given by a set of differential equations has been
developed. The set of differential equations straight depends on boundary values of state variables. The
method is based on clasical varational calculus.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 wrzesnia 1982 roku
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A TRANSVERSELY ISOTROPIC LAYER PRESSED ONTO A RIGID BASE WITH
A PROTRUSION OR PIT

BoGpaN ROGOWSKI

EédZz, Technical University
Institute of Construction Engineering

The author solves problem pointed out in the title, in which the effects of transverse
anisotropy and body forces are taken into account, by means of Hankels transforms
and the displacement potentials. The three-part mixed boundary value contact problem
is reduced to the solution of triple integral equations and some conditions. These equations
are solved by expansion of the function describing the displacement and stress states
into a Fourjer cosine series, which leads to two infinite sets of linear simultaneous al-
gebraic equations. The part of the lower surface of the plate which does not contact with
the base, is an annulus, the inner or outer radii of which are not known a priori and are
determined.

Numerical results are shown for the relation among the pressure and weight of the
layer, its thickness, the annulav region and the magnitudes of the protrusion or pit of
the base in cadmium and magnesium single crystals and fiber-reinforced composite ma-
terials. They are compared with these of the isotropic layer to show the effect of anisotropy.
The variation of the stress concentration factors at the adges of the contact are plotted
versus the ratio of theradii of the contact regions for dissimilar materials and layer thickness.

1. Introduction

The indentation problems of an elastic, isotropic half-space by a rigid cone [1], sphere
[2] or truncated cone [3], in the case of circular contact region, contact problems of
a isotropic half-space or layer pressed onto a rigid base with a protrusion or a pit [4, 5],
pressed by a concave rigid punch (a transversely isotropic case) [6], problem of two iso-
tropic half-space pressed against each other with a rigid paraboloidal inclusjon between
them [7] problems involving annular contact or uncontact region, and a two-dimensional
cases [8, 9], have been analyzed.

In the present paper, the axisymmetric contact problems of a transversely-isotropic

layer pressed onto a rigid base with a cylindrical protrusion (Problem I) or a pit (Problem IT)
are considered.
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2. Basic equations and displacement functions

We denote as usual the cylindrical polar coordinates of a point by (r, @, z) where
the z-axis is chosen as the axis of geometric and elastic symmetry. In the case of the tor-
sionless axisymmetric problems the stress-strain relations for a transversely isotropic
solid are as follows:

Oy = €116+ C12€00+ C13€,,
Opp == €126+ C11 €00+ Cp3€zy,
02: = C13(€r+€00) +C33 €21, 2.nH
0rz = Ca4€rz,
O = Ogz = 0,
where

_ Ou ow ou ow

i e S S A @2
u, 0, w are radial, circumferential and axial components of the displacement vector and
¢y are elastic constants.

Let y = g, g be the body force density acting vertically, where g, is the mass density
and g the gravitational constant,

The displacement equations of equilibrium are:

a1 ?w 0%u
€117~ a [r ar (m)]+(613+c44) or oz tCas 55 92 0,
(2.3)
¢ —1——3 ow +(cr3+Caa) = 1 — ()| +c Pw _
4 o \[ar ) TG T Cas 3z r ar " 38z T T

The particular part of the displacement components corresponding to ¥ and the clamp-
ing uniform pressure p, in the z direction may be obtained separately as:

u(r) = +vh),
2.4)
W(@) = o zy(a— )= ST 20po ),
where A is a geometric and ¢ material parameter
¢ = (C1x+012_)033"20§3- (2.5)
This gives the stress state
' C13
On(2) = 066(2) = 2 yQz—h),
C33
2.6}

.O'"(Z) = "Po‘?’(h;z):
O = 0:
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which satisfics the conditions

G’z(h) = —Po> G”(O) = _Po")'h = —Pe»
h

[ 6u(@)dz = 0 @7
0
and in addition
W(I‘, 0) = 0: W(I’, h) = - 611—;0‘:12— h(2p0+'}/h) (28)

To solve the homogeneous equilibrium equations (2.3) we introduce the displacement
potentials ¢, (r, z) and @,(r, z) as defined by [10}

2 0
U= (kpy +¢,), w= F (g +kepy). (2.9)
Egs. (2.3) are satisfied if [10]

2 19 1 o _
("é;y"i'—r“?r +'rv‘lz\‘ ézf) (P,(I', Z) =O, = 1,2 (210)

where

=5 (@xf), a=ey2+D). B=cy/2(-D),

% -
Cit s |1 ey C13 (1 Ci3 )]

& = y ® = . - — + 111, 2.11

( Cas ) l/ C11 [2 Caq Caz \2 Cqa ( )

' 2
— CyyC33—C
k = P, — _Cfufs—Cis
- }/q boa 2¢44(C1a+ Cay)

are dimensionless parameters of the material.
The stress components corresponding to Eqs. (2.9) are:

1 0

Gy o2 roor

o) Gkt Do o206 ) LG,
o

N 2.12)
0. = Gy(k+ ])‘5;‘(3?2% +53292),

62
Oz = Gl(k+ 1) —aﬁé_ (<P1 +(P2);

where G and G, denote the shear moduli in the z-plane and along the z-axis, respectively.
The displacement functions @, (r, z) and @,(r, z) may be taken in the following forms,
noting some symmetries of the stress state, the condition at infinity and the conditions
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0 (r, 0) = o,(r, ) = 0:

Pil0, 8) = (—1)i+t 2t {L(i)_ [e—s,xc+

Gk+Df J U x
1 —-5yX _ _
(et g @ebs(i~0)| +
x(;’ﬁf;[chsfxi-mx)chw(l—cn}Jo(xe)dx, i=1,2 (213)

where ¢ = r/h, { = z/h and J(xg) is Bessel function of the first kind of order zero, p(x)
and o (x) are unknown functions which are to be determined by the boundary conditions
and the functions g,(x) and g,(x) are defined as follows
1 {chﬁx+ozﬁ“shﬂx-—e"‘“, i=
shax+aB~tshfx |28~ '(s;shs;x—s,8hs,%x), = 2.
The displacement w and stresses ., o,. of interest which correspond to Eqgs. (2.9),
(2.12) and (2.13) are:

gi(x) = (2.14)

[2e]
5182 {p(x)[ke—s,xc_e—slxt_i_c—slx

shs, x¢
w(g, &) = mlm— s ntanit SN

shs, x

—g,x SRS X shsy x(1—0) _, shs;x(1-{)

—ke shs,x +g1(x)( shs, x k . shs,x +
shs;xt , shs,xl (shslx(l—é‘) 3

+o ) [ shs, x k shs,x +82(%) shs; x

ik shs@x(l -0

Cy+
shs, x

200” hEQpo+vh),  (2.15)

2
)|} rscos + 22 re -

chs xt B

- 1 fl -—-hxc‘ —3;x{ —‘Sxx
v”(@,ci)~—ﬂ?2 . ]p(x)[sze D Y- shs,x

1

syemme Sl (Sz chsy x(1-0) chszx(l—&‘))] N

shs, x shs, x shs, x
chs; x{ chsxl chs, x(1-0)
to) [Sz shs,x ' shs,x — 8209 (Sz " shs,x
. chs,x(1-0) } :
1T hs,x xJo(x@)dx—po—yh(1-{), ) (2.16}

o

; = 5152 f —52% _ a5y %8 | am5y X shs; x{ ~3x shs,x(

00, = - 2y — 1 e - - 2% 27
@0 ph* {p(x) [e ¢ _ e shex C shs,x

_gl(x)('ShSZX(l—C) _ shs x(l—C)_)] +w(x)[shs1x(; 3

she,x . shs; x shs, x
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shs,x¢
shs,x

she,x(1-8)  shsyx(1-0)
shs, x shs, x

)J}xh(xe)dx;
0t @1

The displacement u and stresses o,, and oge may be expressed similarly.

Superimposing Eqs. (2.4), (2.6) and (2.15) - (2.17) we obtain the representations for
the stress and displacement. Especially, the displa.cement w and the stresses ¢,, and o,
on the layer surfaces £ = 0 and { = 1 are given as:

- g2(X) (

G hw(e, 0) = C1 [ {p(x) [1 g, (9] —e0(¥) g2(x) o (x0) dx,
0

Giw(g, 1) = —C* [ w()To(xe)dx~ G, 12 -”‘—‘-;c”i (Po-+P2),
; |

© (2.18)
6::(0,0) = —h~* [ xp()To(xe)dx—p,,
(1]
0200, 1) = —h? [ x{p(0)gs(¥)+0®) [1 —gs()]}Ja(x0)dx — Po,
0
Gzr(Q: 0) = Uzr(Q, 1) = 0)
where
DPe = Po+yh, (2.19)
_ (I-g)(+g) chax—1—a?872(chfx—1)
gs(9) = 1- FTIZ = 1= shox+af~1shpx ’ 220
C = (k+1)(k—1)"2(s5* —s7Y), 2.21)

are pressure, known function and material parameter, respectively.

3. Boundary conditions

Consider axisymmetric contact problem of a thick plate of height # pressed onto
a rigid base with a cylindrical protrusion (Problem I, Fig. 1a) or a pit (Problem II, Fig. 1b).

a Zy(2),in b
) 1 5 ) Zt(z’).in o
° - 3]

EEEREEREREERREE KN  EREEEERNERNREZEEN
Ti sel Ti I

e e ] e | h{m_

l .

& _rie) ’

+—2n—(2g;)
+——2r~ (2420)

Fig. 1. Geometry of the problemﬁ (a) Problem I (b) Problem T
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The layer is pressed by uniform pressure and the effect of gravity is also taken into account.
We assume, that the magnitude of depth &, is small.

In the second problem, if the pressure is small (without the body force) and the lower
surface of the plate does not make contact with the bottom of the pit, the stress state of
the plate is equivalent to that of the plate with a penny-shaped crack, which is analyzed
by Corrins [11] and author [12] for isotropic and transversely isotropic cases, respectively,

In the present paper we analyze, in the second problem, a three-part mixed boundary
value problem where the applied pressure and the weight of the layer are so large, that
a part of the lower surface of the layer 0 € p < p;, makes contact with the bottom of
the pit.

The uncontact region is annular and it inner g; or outer g, radius is not known a priori
in second or first problem, respectively.

The radii g; and g, depend on p,, 9, &0, /2 and g, or g, Tespectively, and on the material
properties of the layer.

The boundary conditions are:

__tEOS OSQSQ‘,

w(o, 0) = 3.1
(e, 0) 0, 00 < 0, | (3.1 |
0:4(0,0) =0, o <0< or 0 <0 <ogo, (3.2)
dw(o, 0
—SngJ- = 0) Q =_QO or e = Ql) . (3'3)
dzr(@: 0) = Gzr(é’ 1) =0, oz 0, (34)
0::(9: 1) = —Po> ez 0, (35)

where the upper and the lower of the double sings denote the cases of the first and second
problems, respectively. With the help of Bqgs. (2.18) for the shearing stresses the boundary
conditions (3.4) are satisfied automatically.

4. The triple integral equations
Get a new unknown function #(x) and set as follows:
w(x) = ~g2(x)1(x), @)
p(x) = [1~g:(3N]1(x), ’
the boundary values of the displacement and stresses which correspond to Egs. (2.18) are
then given by

G hw(e,0) = C* [ 1(x)To(xg)dx,
0

[2e]

(0, 0) = —h% [ xt(x)[1 —gs () To(xe) dx~p..

0

4.2)

Gihw(g, 1) = C™* [ tx)g,(x)To(xg)dx~ G, b C“;cc“
0

'dzz(g’ l) = —Pg

(Po +p¢)’
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with the aid of the relation (2.20) in the first Eq. (2.18). The condition (3.5) is satified
automatically. .

The remaining boundary conditions (3.1) - (3.3) lead to the triple integral equations with
the unknown function 7(x):

0

{ieOa 0<9<Ql’ (43)

w(e, 0) = (G, Ch)™* [ 1(x)Js(x0)dx =
6 O QO S Qa

>4

0,.(0,0) = —h77 f xt(x) [1 - g3(x))do(xp)dx—p, =0, 0, <0 <o Of 0 <@ < g0,

0
4.4
under condition

dw(e,0)
dp B

—(G,Ch™" | xt(x)J(x0)dx =0, @=9, or pg=p. (45)
0
We use herc the series expansion method to solve the above integral equations. This
technique reduces the mixed boundary value problem to the solution of an infinite set
of simultaneous linear algebraic equations [4], which are easier to solve than complicated
integral equations.

5, Amalysis

We employ a nondimensional geometric parameters

¥ h
A=l g2 _
ro Ui e G.1)
These parameters describe the contact regions and are generally unknown quantities,
because r; or r, are unknown in the second and first problems, respectively.
Then, Egs. (4.3) and (4.4), and condition (4.5) can be rewritten to the form

@

N

< 4,

i EO > (1) (52)

w(g,0) = (G, Croy™* [ x)Jo(xe)dx = N

0
0 ’ Sea

0.:(0,0) = —rg* f xt(x) [1 —g3(xn)Jo(x@)dx~p. =0, A<pe<] or i<e<l,
0
(5.3)

dW(ey 0) - ___(Gl C’,O)——l f xt(x)Jl(xQ)dx = 0’ o= 1 or o= A. (54)

do 0

The function ga(x7) tends exponentially to zero as xz tends to infinity, is continuous
for any x € (0, «©), because « € R, and its limit is equal unity for xn — 0.



286 B. RoGowskI

When 7 tends to infinity i.e. in the case of the half-space, then the function g;(x7) identi-
cally equals zero. For the isotropic solid, i.e. when s, — 5, - 1 and k — 1, the fanction
ga(x) assumes the form:

x+x24e *shx

8s(x) = 2 sh2x+42x

(5.5

and does not depend on the material properties of the solid. For our solid the boundary
functions gs(x), g.(x) and g,(x) depend on the material properties and the solution of
the integral equations depends on the anisotropic properties of the material.

Now, interchanging the variable pin A< o< 1to ®in0< P

1
the variables ¢ and @ correspond each other and ¢ = 1is ® =O0and g = 1to @ = x.
We put the function #(x) in the form of integral as follows:

1
2

[14+A2—(1—A%)cos D)2, (5.6)

1
/2
where F(p) is an arbitrary continuous function in the interval 0 < y < =.

Substituting Eq. (5.7) into w(p, 0) of Eq. (5.2) and dw(p, 0)/do of Eq. (5.4), we obtain:

n
-~

1) = [ Fp)J,(xRydy, [+ 22— (1 — 22)cos ]z (5.7)
1]

w(@,0) = (G, Cro™ | — Fly) H(R—o)dy, (58)
0
dw(o, ‘ ; :
P — G [ FdR-0dy. (59)

0

Since the argument of the delta function is R—p # 0 in the intervals 0 < o < 2and | < ¢
because of 4 < R < 1, the radial gradient of the displacement w(g, 0) is always equal
to zero on the contact surface < 0, ))u(l, o) independent of the function F(y). On the
other hand, using

I, 0<p<4, (@O<K<AKRKL,
» 0<yp<¢, (R<o),

RN, g<y<n @20, 10
0, 1<op, (A<R<1<y),

we see that the displacement w(g, 0) is equal constant in the interval 0 < o < 4,is 2
function of ¢ in the interval 1 < p < 1 and equals zero in the remaining one 1 < p,
independent of the function F(y).

Integrating in Eq. (5.9), we obtain

dwe,0) 4 F(®)
do T G Cr(-1 smd’

0<P<n 51D

and zero in the contact region.



A TRANSVERSELY ISOTROPIC LAYER ) 287

Because the layer contacts smoothly at the edges o = 1 or ¢ = A with the 1igid base in
the first and second problems, respectively, the gradient of w(p, 0) must be finite at ¢ — 1
or p — A, respectively. That is equivalent to the conditions (5.4), which lead to

Flx) =0 or F0)=0 (5.12)
in the first and second problems, respectively.
The integral representation of the function #(x) by Eq. (5.7) satisfies the displacement
conditions, if the function F(y) satisfies first or second Eq. (5.12), respectively. It should
be noted that, rigorously speaking, we have two unknown functions F,(y) and F_ ()
for first and second problems, respectively. We assume also, that these unknown functions
take a finite and non-zero possitive or negative values in the intervals 0 < » < 7 or 0 <
< ¢ < m in the first and second problems, respectively. Then the displacement w(g, 0)
is continuous in the interval 1 < p < 1, it gradient takes definite and non-zero values
negative or positive in 1 < ¢ < 1, tends to minus infinity at contact edge p - A* or
infinity at p — 17, and equals to zero for ¢ = 1 or ¢ = 2 in the first and second problem
respectively, and consequently, the slope of w(p,0) at contact edges p = 1 and g = 1
coincides with that of the contact face. :

The function F(y) can be expressed by a Fourier cosine series

o
Fty) = perdR D) acosny. 0<y<m, (5.13)
n=0
where a, are unknown coefficients, which are to be determined by the boundary conditions
(5.3), and for which from the conditions (5.12), we obtain

M(-1a,=0 or Da, =0. (5.14)

n=0 n=0

Substituting Eq. (5.13) into Eq. (5.8) and integrating, we obtain the displacement:

Pe"oao
= 0<p<i,
G.C * &, e<i
0) = A<e<1l (515
w(g, 0) = | peroao 1 1 E'g_ - } ses 15
e i R
0, 1<p
and the relation
perOaO

Eq. (5.16) gives the relation between p., €0, 7o Or 1y and a, where ¢, depends on the
parameters of the contact regions A and 7 and on the properties of the material.
Substituting Eq. (5.13) into Eq. (5.7) and the result into Eqs. (5.3), and using some re-
lations for Bessel functions, we obtain:

3 oz
Hx) = —peréz ay é’ix)—, (5.17)

=0
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oeies® =1 e, f 0 -gsenl 2 ssroyde—p,  (s18)

n=0

o [ 1-a0n ZD goodr =1, 1<e<t o aso<t,

n=0 0

(5.19)
where

. x . x

Multiplying the both sides of Eq. (5.19) by g, using the formula xpJ,(xp) = 2[pJ, (x)]/dp,
integrating with respect to ¢ and using the formula d[Jo(xp)]/dx = —pJ,(xp), we obtain:

w 0Z,(x) 9Jo(x 1 ‘
f [1 —gs(xn] ( ). (:?(xe) dx = "'592“011 l<p<gl

n=0
or Agp<l, (52D
where ¢; (i = 1, 2) are unknown integral constants.
Using the Neumann’s formula [13]

Jo(x0) = Zo(x)+2 ZZ,,,(x)cosmtp, A<o<t (5.22)
in Eq. (5.21), we get
oz, '
Za. ( [l — 81O —— 3Z (x) = o(x) 2 0Zn(x) COqu)}
n=0 m=1{
= —T[l+12-(l——,12)cosq)]—c,, 0LKd<gxn, i=1,2. (5.23)

Assuming the coefficients a, as
a, =ad,—ca,, i=12 524

and equating the coefficients of cos my in both sides of Eq. (5.23), we obtain two infinite
systems of simultaneous equations for the determination of the coefficients a, and a,’)

> Gy Ay = —i[(lwww— Sa —malm],
=0 4 2
o (5.25)
Za:l’Amn=60my m=0,1,2,..
n=0
where A4,, denote the symmetrical matrix given by
0 oz '
f[l~g3( 7 - Z(x) gi_x) dx., m,n=0,1,2,.. (5.26)

and 8o, 0, are Kronecker’s delta.
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The constants ¢; are determined from Eqgs. (5.14) and (5.24) as:

Z (~1)'a—c, Z (—1yay =

n=0

Q0

’ 1t
§ ,.,-62 a, =0
n=0 ]

=0

(5.27)

in the first and second problems, respectively.

The presented three-part mixed boundary value problem given by Eqs. (5.2) and (5.3)
under condition (5.4) is, therefore, reduced to one of solving two infinite systems of si-
multaneous equations (5.25). Solving these equations for dissimilar parameters 4 and 7
of the contact regions and given material, we obtain the coefficients a, from Egs. (5.27) and
(5.24) in both problems.

The other quantities of physical interest will be determined in the next sections.

6. Displacement and stress components on the surfaces of the layer

- The displacement of the lower surface of the layer is given by Eqgs. (5.15) and of the
upper surface by Egs. (4.2) and (5.17)

We have
[ ]
= . Pelo n_ Gtz
we. D= -¢7c ZJ’"GZ 2 (Potph, 6.0
where
8Z x
f g2(xn)Jo(x0) ( ) dx, n=0,1,2,.. (6.2)

are the convergent integrals.
The stress o..(g, 1) = ~p, and o..(e, 0) corresponding to Eq. (5.18) is:

- 2
0.:(e, 0) = —pe[1+ D, (Gs+13+e—3513)], 63)

n=0

where

2
- f g5(xn) xJo(x0) Z(,;'ix) dx,
0

(6.4)

5= [ J(0Zdx, n=0,1,2,3,..
0

are the convergent integrals.

The integrals I3 can be evaluated by the results in the paper of the author [14] where
they are presented in analytical form by Gaussian hypergeometric functions. Since the
continuous functions g,(xn) and g3(xn) converge exponentially to zero as the value of

19 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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x becomes large, the integrals G} and G% can be easily evalualed numerically, for example
by the second rule of Simpson’s numerical integral formula.

For the half-space problem (n — ) these integrals are equal to zero. In this case
the values of the solutions of two infinite sets of linear equations and the stress o,,(g, 0)
do not depend on the material properties and the effect of transverse isotropy includes
in the displacement w and relation (5.16) by the material constant G, C

To determine a singularity of the contact stress, we consider its behaviour near the
contact edges into material regions. Using the asymptotic expansion of J,(xp) with large
value of x [13], we obtain

0Z,(%) _,
ox 7 l/ 1—
Thus Eq. (5.18) can be rewritten as follows.

0::(0,0) = —pe{1+ Za,,Gg f[ Z (x)
n=0

0

[lsmxl (=D cosx]+ O(x~1). 6.5

V___ —— === (AsinxA—(—1)"cosx ]Jo(xg)d_x_}.

2 ] "
ey [1/12 s H - Q)Z“" V— H(Q—I)Z( 1)'a ] (6.6)

n=0

It is apparent from Eq. (6.6) that the stress has the smgular parts such as (1—p)™2 in
the first or (9—1)*/2 in the second problem because of the conditions (5.14). The infinite
integrals with respect to x in Eq. (6.6) are convergent because their integrands are O(x—3/2
as x — o. In addition, in the first problem a,,(rq, 0) equals zero, whereas in the second
o.:(ri, 0) equals zero. Using Eq. (6.6) we can easily evaluate the stress concentration
factors.

7. The stress concentration factors

In analogy with the stress intensity factors in the annular crack problem, we define the
stress concentration factors at the edges of the contact regions by the expressions:

N, = lim V2re(A=0) {0.:00, O }pess
Q—+A"

. 7.1
No = lim V2ro(e=1) {0200, 0)Jon 1,
e~1t
or in terms of the coefficients a,:
N oo 22V 2
i
n]/l — A2
(1.2)

20,V 1o Zm
No = —Pelo_ N'(_1yreig,
¢ nl/l_lz n=0( e
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for the inner contact edge and the outer one in the first and second problems, respectively.
In the first problem o,,(ro, 0) equals zero, whereas in the second o,,(r;, 0) is zero.

8. The critical loads

Let p.r = (ph+po).r be the indentated load giving the state in which the layer contacts
the bottom of the pit only in the point r = 0.
Then, Egs. (5.16) and (2.19), give:

€ G; C
roae(A = 0)’ @1
where the upper and the lower of the double singns denote the cases of pressure and ten-
sion, respectively. When the load p, = yh+p, is above the critical value, the uncontact-
ing area in the second problem will be an annulus 4 < ¢ < 1, the inner circumference
of which will shrink with a decreasing load, and when the load is less than a critical value,
the uncontacting region will be a circle. After determining a, by Egs. (5.25), (5.24) and
(5.27), for A = 0 and known 7, we obtain the critical load.

For the special case ro = const, r; - 0 and 9 — oo (the haif-space problem), Eq. (5.19)
can be rewritten as follows

(yhipo)cr = -

% a,,of W[J,f (7)] xJo(xp)dx =1, 0<p<1. (8.2)
Using the formula '
sinx
—foo(x)dx( - )_—1, 0<p<l, (8.3)
we have
Dar; (i) _ 2 sy (8.4)
2 noXx
n=0
Making use of the formulae [13]
nf2 .
f Jo(xsin®)sin@dB = m:x ,
0
(8.5)
Jo(xsin®) = 12 (~~)+22 Jz( ) cos2n@,
we see that

2

\ | X 2
a,Ja (——) = —— [ ( )+2 Jz( )cos2n@] sin@do =

n=l

P CIES I

19*
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It is apparent from Eq. (8.6) that

_ 2 _4 b
o=~ b= 4n2—1"

n=1,2,3,.. (8.7)

are the solution of Eq. (8.2).
The solution (8.7) satisfies the second condition (5.14). Substituting the value @ = —~2/n
into Bq. (8.1), we get for larger values of h/r, :

7 €
(yhipo)cr = -2“ Gl C_",i- . (88)
0
Especially, if
7 €
Do Z Poer = a5 G, C’ﬁ, (8.9)
or
7 €
Po < Poer = yh—-5 G, C—-, (8.10)
2 To

for the pressure p, without the body force and for the tension p, and the weight y A,
respectively a part of the lower surface of the thick plate is in contact with the bottom
of the pit. When n = h/r, decreases, then the critical load also decreases. In the limiting
case of  — 0 the function gz(xn) tends to unity and the solution @, tends to infinity,
and consequently the critical value of the load tends to zero.

If p. < nCG € 4/2ry the elastic body does not make contact with the bottom of the
pit and the solutions are as follows:

2 , d {sinx )
f(x)="7;]7e"6a( < ),
wo, 0) = — 2 Lo [ T52 H(1 - g)
’ n G, C ’ E.11)
0..00,0) = —p, |1 - %Aarcsin —1~ +£~T£T H(e—1),
n 4 T ]/92_1
20,V ro
N, = _p__}i_‘)___

The formulas (8.11) agree with the results for the solid with a penny-shaped crack if we
replace-p, by p,, which are given by Collins [11] and author [12] for isotropic, i.e. C =
= 1/(1 ~»), and transversely isotropic case, respectively. In the special case for a half-
space problem and r; = 0, the contact stress and the stress concentration factor N, do
not depend on anisotropy of the material, whereas the displacement depends. In the layer
contact problem, the stress and displacement fields, and the stress concentration factor
depend on the material properties of the solid. By means of results present in the paper,
the effect of transverse isotropy may be examined.
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9. Numerical calculations

At present, we must determine the values A = r;/ry for given p,, €, h, r; or ro and
material constants. However, it is considerably difficult to determine the unknown ratio 4
by the above procedure. Therefore, we determine the relationship among p., €, and A
from Eq. (5.16) under the condition that the ratios of the inner to outer radius A = ry/rg
and 5 = hfro = h2/r; are given and solving the simultaneous equations (5.25).

To solve these equations we evaluate the infinite integrals A, involving the product
of four Bessel functions by the following method. The element A,,, of m-th row and
n-th column can be rewritten as

= | o 2 (2, A
0

- j B (2 (] - (2o, ©.1)
where
Ao = f i 200 5 2,000~
4 ’ A 1 1 . m--n 1
S = : S‘;‘l X1 3si2Ax,) + (~ 1) [""S I 1(2%)] 9.2)
A= (- 1)"][51“%“—81‘— L i 04+ A+ L —l)cx[x,(l—l)]h

and x,, is taken to be a very large value, and x, a large value.

The second term A,,, is obtained by using the asymptotic approximation of Bessel
function, integrating Eq. (9.2) by parts and using sine and cosine integral functions si(x)
- and ci(x). The first and third terms on the right hand side of Eq. (9.1) are integrated nu-
merically with sufficient convergence by means of Simpson’s rule taking x, = 500 and
xo = 20/an. The algebraic equations are solved by truncation, i.e. we calculate only the
first n roots of them. We can get numerically good results, taking » = 15 or n = 10 for
A<02 or 2> 0,2 and 5 > |, respectively, and n = 20 or n = 15 in the case 4 < 0,2
or 2 > 0,2 and < 1. With a decreasing degrec of anisotropy (E/E,, G/G,) the conver-
gence in the numerical calculation becomes slower. For E/E, € 1 and G/G, € lwe must
take more equations, respectively for E/E,, G/G; > | we can take less.

10. Numerical results

Numerical results show the relations between p,, €o, A, ri, and ro (in Problems I and 1)
in cadmium and magnesium single crystals and fiber-reinforced composite materials
such as E glass-epoxy and graphite-epoxy with fiber direction along z-axis, and they are



0 - 05 A=ri/ro 10

Fig. 2. Refations of p,, €o, &, r, and r, for dissimilar materials in Problem [

O 4
O_ o 05 A=y, 1,0

Fig. 3. Relations of p,, €o, /i, ri and r, for dissimilar materials in Problem IF

1294]
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12 | ’
{n>4,C;>4,5,M;;5,EG-E
1: >6G-E
{ /C,Tl=1
g

. LM, n=1
| EG-En=tiLn=1
3 | 6-E,n=1
75, \ ,.

N

/4

0
0 05 A=n/r, . 10

Fig. 4. The variation of N, with A for dissimilar materials and # = A/r, in Problem I

GE,n=1
\'\\QG’E,IJ}‘W

2
o -_005 \\
zZ3 e
o Min=1
Cn=1
n24,Ci24,5M; 35EG-EL, »6,6-E7
L L
0 05 A=n/1, 1,0

Fig. 5. The variation of Ny with A for dissimilar materials and % = I/ro in Problem 11

compared with those of the isotropic material [4] to show the effect of anisotropy. The
stress concentration factors are also shown graphically.
The elastic constant ¢;; given by HUNTINGTON [15] and CHEN [16] arc. used. The values
of s¢,8,, k are ’
1,58; 0,98; 1,85 1,41; 0,70; 2,78
L,67; 0,34; 12,7 1,36; 0,23; 214

7or cadmum, magnesium , E glass-epoxy, graphite-epoxy, respectively and for isotropic
material 1; 1; 1; G; = 10° N/m?, » = 0,30. ' '

As shown in Figs. 2 and 3 in each case, (1 —¥)p.ro/G; € increases with an increasing
A = rjry and tends to the case of an elastic half-space, with corresponding material, with
an increaing n = hjro. In each figure, the results- indicated by the chain line, show those
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for isotropic material. These results agree with the ones of Refs. [4.5], where the weight

1$
wi

omitted (p. — po). Figs 4 and 5 show the variation of the stress concentration factors
th A = ri/r, and 9 = hfr, for dissimilar materials. N; (for the protrusion) is always

greater than N, (for the pit) and becomes very large when A — 0. With the increasing of

4,

N; decreases and N, decreases slowly. The stress concentration factors are different

for presented material and become small (Ny) or larger (N;) as the layer becomes thick
under the same protrusion or pit dimension, converging to the same values for an infinite
body.

W N =

12.

13.
14,

16.
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Peswome

TPAHCBEPTAJIBHO-M3OTPOITHEIM CJIOM NPYOKHMAEMBINH K XECTKOMY
OCHOBAHMIO C BLICTYIIOM MJIM BIIANVHOL

ABTOp peuusn chopMyMpPOBaHHbIE B 3arNIABHE SANAYM, B KOTOPbIX PHHAN BO BHAMaHNE 3(hdexTht

TpancdepTanbHOl AHM3OTPONMM K COBCTBEHHOTO BECa, NPH IOMOLM MHTETPANbHLIX NpeobpasoBaHmi

Xa

HKEJIA H IIOTEHIHAJIOB IIepEMEISHMA . CMCIHBHHYIO KPacByI1o 3a0a4y CBEACHO K TpOﬁHbIM MHTCrpAJIb-
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HBIM YPABHEHHMAM M HEKOTODbIM YCTIOBHSM. B pesyibrare npecraBienms HEHSBECTHOR (YHKIMHU B BUAE
panga Pypbe ¢ HEONPENEIEHHBIMU NOKA KO3(OHIHEHTAMH 3TH YPABHEHMS IPHBOIATCA X PEUICHHAIO JBYX
OeCHOHEUHBIX CHCYEM JMHEeHbIX anreGpanuecKuX ypaBHeHAM OTHOCHTENHHO Ko3(hduumesToB psaja
PDypee.

B ka)xzoik M3 yKA3aHHBIX 33718V KOKTAKTHEIE JABJIEHHUST HMEIOT CAHIYJIPHOCTh Ha OQHOM M3 PaHHL(
obmacti wonrakTa. OGIacTh KOHTAKTA PaclafaeTcs HA ABa YUACTKE, DasieliseMbIX KONbUEBOH 067acThio
C HeE3BECTHBEIMH BHEUIHMM JTHO0 BHYTPEHHBIM PAafHyCaMH.

Uycrnennble pe3ysILTaThi PESCTABIIAIOT 3aBACHMOCTH MEKY CHXATHEM I COGCTBEHHBIM BECOM IUTAC-
THHKH, €€ TONIIMHON, KONLUEBOH 06NACTHIO B BENHMUMHAMHK BRICTYIA JJIM BNAJMHBI OCHOBAHMSA B KpMC-
Tanax KaJIMUA K MarHAs ¥ B KOMIIO3HTHBIX MATepHasaX apMMPOBAHHLIX BONOKHaMH. CpaBHEHO MX C pe-
SYJLTATAMH AT N3OTPONHOM Cpenbl, uToObl BLIACHUTE 2(hderT apnsorponnii. I'padidecku wmoOCTpR-
pyerca AsMeRenne Ko3Q(UIHEHTOB KOHIIEHTPALMHA HANPSIKeHUA Ha KPasxX BHICTYIIA WIH BOAAWELI B 38-
BECHMOCTH OT CONTHOIIEHHA PafdyCOB KOHTAKTHOH 0GJIACTH AJISI PAasHLIX MaTEpPRANOB M TOIUKMH ILIac-
THHKH.

Streszczenie

WARSTWA POPRZECZNIE IZOTROPOWA DOCISKANA DO SZTYWNEGO PODLOZA
Z WZNIESIENIEM ALBO ZAGLEBIENIEM

Autor rozwiazal sformulowane w tytule zagadnienia, w ktérych uwzglednil efekty poprzecznej ani-
zotropii i sily masowej, za pomoca transformaciji Hankela i potencjalow przemieszczenia. Mieszane za-
gadnienie brzegowe sprowadzono do rozwigzania potréjnych réwnan catkowych i pewnych warunkéw.
Te z kolei sprowadzono do dwoch ukladow nieskoriczonych réwnan algebraicznych liniowych za pomoca
rozkladu funkcji okreslajacej stany napreZenia i przemieszczenia w kosinusowy szereg Fouriera. Czg$é
dolnej powierzchni plyty, ktéra nie kontaktuje sie z podlozem, jest pierfcieniem, ktérego promienie we-
wnetrzny albo zewngtrzny nie s3 znane a priori 1 zostaly wyznaczone.

Wyniki liczbowe przedstawiajg zaleZnosci miedzy ci$nieniem i cigzarem plyty, jej gruboécia, pierécie-
niowym obszarem i wielko$ciami wzniesienia albo zaglebienia podioza w materialach z kadmu, magnezu
i kompozytéw zbrojonych widknami. Poréwnywano je z wynikami dla ciala izotropowego w celu wyjas-
nienia efektu anizotropii. Graficznie pokazano takze jak zmieniaja si¢ wspoéiczynniki koncentracji napre-
zenia na brzegach wzniesienia lub zaglebienia w zaleZnosci od stosunku promieni okreSlajgcych obszary
kontaktu dla réinych materialéw i gruboéci warstwy.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lipca 1982 roku
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FUZZY SETS IN ADEQUACY DESCRIPTION OF MATHEMATICAL MODELS
OF MECHANICAL SYSTEMS

MARIAN SARNA

Politechnika Edédzka

In this paper an attempt towards elaborating adequacy description of mathematical
models of technical mechanical systems considering vague adequacy problems has been
presented. For this purpose the notions of L. A. Zadeh’s fuzzy sets [2], fuzzy measure
and fuzzy integral [18] have been applied. A hierarchical arrangement of fuzzy sets on
the level of physical variables, sets of physical variables, system relations and sequences
of relations has been formed. The method presented here enables carrying out adequacy
estimations of mathematical models both comparative and aiming at a goal in a formal
way.

1. Introduction

¢

Mathematical modelling technical mechanical systems (t.m.s.) requires adjustment of
formal mathematical apparatus to the description of actual reality on one hand, and to the
replacement of which would be possible describe in a formal way on the other. Throught
the last twenty years strong tendencies to search for mathematical formalism would be
useful in the description of some vague (not precise) properties of physical reality can
be noted. One should mention here, among others, the theory of fuzzy sets [2+7], and
among conceptions of great importance in mechanics, the conception of tolerance spaces
[8, 9, 10]. The theory of fuzzy sets initiated by L. A. ZADEH [2] in 1965 undergoes intense
development [11+15]. This has been expressed, among other things, in a large number
of publications of basic and applicable significance since the time of the first publication,
the bibliographic specifications for the ten year period recorded 1150 items which was
incomplete list [14]. Fuller specification from a latter period (1979) contains 1799 items [15].
At the present stage periodicals to dealing exclusively with theory and applications of
fuzzy sets are edited, for example: ,,An International Journal Fuzzy Sets and Systems”
and ,,Fuzzy Mathematics”.

The idea of fuzzy sets comprises many fields of knowledge and technique. Here are
some of them: :
— technique: control engineering (power plants, beilers, heat exchangers), inexact mea-

surement, fuzzy control algorithms, fuzzy robots,
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— physics: fuzzy spin spaces, scattering particles in fuzzy phase space, localizability of
relativistic particles in fuzzy phase space, measurement in quantum mechanics as
stochastic processes on spaces of fuzzy events,

— mathematics and cybernetics: topology, algebra, graphs, functions, differential equa-
tions, groups, relations, category theory, fuzzy information theory, fuzzy simulation
of processes, classification theory, fuzzy sets, pattern recognition, clustering,

— philosophy and logic of imprecision and vagueness,

— linguistic and language sings,

— social sciences, e.g. psychology of human behaviour,

— biology and medicine, e.g. model of brain tissue,

— behavioral geography,

— air pollution, e.g. fuzzy programmiag to air pollution regulation problem.

The paper refers to the interpretation and application of the fuzzy sets theory notions
and methods for the mathematical models adequacy description of t.m.s. with modelled
mechanical object while taking into account vague problems of this adequacy. Justification
of this problem from the pragmatic point of view has been analysed in the paper [1].

2. Mathematical modelling of technical mechanical systems

2.1. Real system. We notice the investigated technical mechanical object as consisting
of certain parts which are ,,essential elements”. The way of division and the number of
separated elements depends on the aim of investigating an object, kinds of examined
properties as well as the level of thoroughness of the analysis. In order to formalise these
facts let’s introduce the following assumptions and definitions. Let’s have:

(i) finite set X, x. € X, k € K, K is a finite set of indices,

(i) mapping o: X3 x — a(xx) > (X1, X2k, ---» Xjin), Where xj, = R, jeJy, Ji is afinite
set of indices, and R is a set of real numbers,

(iii) set of relations R = {R.,, Rys, ..., R.,} on Cartesian products: R., < Xjx X,
Ry X x’).(,,,‘, XXy ey Rep © Xjpx ..ox X5, where £k, K, Kk", ..., ke K, jel,

J €Je, ..., jEJR. Ryp is a p™ product, whereas p = D) card J,
kekK

(IV) sequence of relations R, = (Rxn,) where i € I, I, is a finite set of indices, and Ry, 3
3 (X1, Xay eoer Xn); Xy, Xay ooy Xn, € X = UX) for k € K and j & Ji.

Definition 1. The pair

S, =X, R, @.1)
we shall call a real system.
In o« mapping we attribute to elements (,,essential elements™) sequences of sets of real
numbers which have been given physical meaning (physical quantities).
Relation R, constitute all kinds of actual (real) relationship among physical quantities.
In mechanical objects these are spatial relationships, relationships of hierarchy (constituting

a part) and of interactions of a mechanical nature (acting of forces, mass and energy
flows).
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2.2. Tdeal system. A mathematical model of a technical mechanical object is created
by simplifications and idealization of mental ,,picture” of an object [1]. Simplifications
result from complexity of object on one hand, and from possibilities of mathematical
physics methods on the other and are compromise between the destiny of the model,
possibilities of mathematical formalism anp the complexity of reality, Simplifications
consist in leaving out components of quantities attributed to them, weak couplings,
weak reactions, etc. The simplified object is replaced by an ideal substitue (physical
model) consisting of ideal components such as particles, undeformable bodies, deformable
mass zones, massless connecting links: rigid, elastic, viscous, etc.

In order to formalise these facts let’s have:

(i) setY = kJQ Y,, Y,<=R, Q is a finite set of indices,
qe

(ii) set of relations R, = {R,;, R,s, ..., R,,} on Cartesian products: Ry, = Y;xY,;
Ryy < Yy, xYyuxYp; ... Ry, = Yyx ... xY2, whete q,¢',q", ..., §€Q; R, isanr”
product, r is a maximum element of Q,
(iii) sequence of relations R, = (Rym), i€ I,, where Rym 3 (¥, V2, ..., Vm); V1> Vas -
..., ¥m, €Y, 1, is a finite set of indices.
Definition 2. The pair

S, =Y, R (2.2)
we shall call an ideal system.
Definition 3. An ideal system S, will be called a mathematical model of a real system S,
if there exists a mapping I' = X'x ¥ such that when Run, 9 (x;, X2, ..., % )& ((x1, y)) € I
&((x2, y2) €I ... &((Xn,s Yy ) €)= Ryynys @ (315 V25 oovs Ymy)> Where Xy, X, ooy Xy €X;
Vi Yar s Ympm € Y30 €, i" €1,

The formed ideal system .Sy, (mathematical model) is a mathematical description of
the real system Sx. Forming of an ideal system S, may be carried out in many ways, not
only by means of a mathematical description of the so-called physical model; it is an
activity a priori in character and it is chracterized by an action of diverse meaning. The
diversity of meaning asserts itself in the possibility of constructing many reasonable models
describing the investigated properties. The formed a priori system S, to be a model the
mapping I" between S, and S, must take place. This mapping means that a few relations
R, may by ,,modelled” by the relation R,,, or that one relation R,, may by ,,modelled”
by a few relations R,,,. Besides, the relations R., and R,, may differ from each other in
the number of variables and usually n > m.

3. Adequacy of mathematical model

3.1. Physical aspects of the adequacy of a mathematical model. By the adequacy of a mathe-
matical model S, in relation to the examined object S, we shall understand measurable
property of mapping I" (,,degree” of mapping) which we shall assign from comparing R,
and R,.

Anideal case of adequacy of the object S, and the model S, takes place when the mapp-

ing I becomes isomorphous mapping I". This means there exists a bijection I': S, < S,
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such  that: Run, 3 (¥15 X2, -5 %a) = Ryn, 9 (I'(x0), I'(x2), s I(%a))s Rom, (¥4, ¥, ...

o+ Ym) = Ram, 2 (F 1), F 'B2) .- I'"1(¥m)), where m; = n; and x,, x,, ..., Xn, €
eX Y1, Y2, -» ¥m, € Y. In the practice of technical mechanical systems modelling the
mathematical model is not an isomorphous mapping of the investigated object and the
problem of adequacy becomes more complex. Phys1ca1 quantities, determined by measu-
rement on the object ,,in concreto”, forming set X differ from X, the difference resultmg
from measurement errors possible or impossible to determine (R different from R,, R -
sequence of relations determined within the same spaces as R,). Numerical sets X are
discrete sets and can be replaced by a continuous ,,representation”. Incomplete measu-
rement investigation of a technical object (a finite number of point of measurements
and readings) requires ,.extending” of the empirically established compatibility between
R, and ﬁx to R, and R, which, in turn, requires the usage of unreliable empirical infe-
rence [1]. Co

The idea of the presented concept is an attempt at such an adequacy description based
on the notions and methods of the fuzzy set theory which would be ,.extending compa-
tibility measures R and R,” to ,the reality R, and R,”.

3.2. Adequacy of a mathematical model of the level of physical variables. By a physical variable
we shall understand each set ¥, y, € Y, < R, g € Q, if Y, has physical meaning (physical
dimension has been attributed).

Lets have:

(i) metric space (Z, o) where Z = XuY; 0: ZxZ — R,
(ii) subset M of Cartesian product M <= Xx ¥ such that (x,y)e M = (x, el M =
= I" when n; = my;, (see Def. 3),
(iii) function op: Xx ¥ — R, such that for z,, z, € Z, [or(z1, z) = 0(z1, 23)] <
< [(z1,2z) el = Xx Y],
(IV) function f,: I's (x, ») = f4(x, ») € [0, 1] such that:
1° for (x, ) e M, [fu(x,y) = 1] & x =y,
2 for (¢, ), (", 3") € M, [or(x, ¥) < on(x", )] < Lfa('s ) = fulx, ),
3° for (x,y) e I'\M, [fu(x,») = O}
Let 4, denote a fuzzy set:

Ay = graphfys {(y, fa)ly € I'}, (€BY

where y = (x, y) e I, function f;(y) is 2 membership function of the fuzzy set A,.
The requirements put forward for f, are general and determine membership function
family £, :

F Al = {falx, p)fa:T = [0, 1]}

An example of the f, function meeting the above requirements may be f; = %%
when (x, ¥) e R, or (x, y) e R_, A(x, y) and V(x, y) denote a choice of a smaller or a larger
element respectively. This function resambles proportional determining of deviations.
Membership degree of pairs (x, y) in a fuzzy set, determined by values of the so selected
membership function f,, may be interpreted as an indicator of what we understand by
the notion of adequacy of a mathematical model.
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It can easily be noticed that if for V (x, y) € I" takes place f,(x, y) = 1 then from the
condition 1° and 3° for f, results that I' = M, (n; = m;) and for V (x, y) € M holds x =
= y and Rum, 3 (X1, X2, -.+» Xm) < Rym,3 (¥1, Y2, ..., ¥m), for Vie I, and Vi€ I,. Hence
isomorphous mapping S, to S, takes place, relations R,m, are ,,fully adequate”.

From the condition 2° for f, results that with the increase in value of gp(x, y), the
values of membership function f; decrease which we interpret as diminishing ,,adequacy
degree” of a mathematical model. The fuzzy set 4, is a ,,picture of adequacy” of a mathe-
matical model on the level physical variables.

3.3. Adequacy of a mathematical model on the level of sets of physical varlables ¥,. Le’ts pick
out for Rym, 3 (1, Y2, --.» Ym,) in set I" subsets I', such that (x,, y,) € I, and x, € X,, yu €
eY,, where u = 1,2, ..., m;. Let’s denote fuzzy set A4, on I', by:

A, = graphf s {(v,fu())ly € I}

Let’s make cuts I',, of set I',: »

-Pna= {‘)’GPulfA()’)> a} for Voze[O,l].

Let distance specification be given: 9,: ¥ x ¥ — R,
Let’s denote diameter of set I', as D,:D, = supoy(y’, ") while diameter of cut I, as
YI

Dy = sYUPey(y', V).
Let’s form fuzzy measure [16, 17] of set I',,:

max {D
s = 22 D)
Additionally, let it satisfy condition: if D, = 0 and D,, = 0 then g(I's) = 1. Let’s perform
fuzzy integration [18] of membership function f,(y) over set I', to regard of fuzzy measure

gl'w):

(32)

O = Fr.fu(») 08w =asel[xg”[a A g(T) (3.3)

where A denotes choice of smaller element. Let’s notice, that
O,=0,I):I'>[0,1].
Fuzzy set Ag will be defined as:
A = graph®,s {(I,, ) (I))IT, < 27}. (34)

It can easily be seen that the fuzzy mesaure (3.2) has the following properties:
1°g(l'y) =0when 'y =¢p or Dy = 0, D, # 0
2°g(ly) = 1whena =0
Let the cuts: Iy, < Ly, Lo = I, be given.
If I'y = Iy then g(Ia) < g(lle) which may be interpreted that the ,,range” of mapping
of variable Y, on the level s for the ,,model I, smaller than for the ,,model I',,”’. Measure
g(I,;) assigns relative mapping range of variable Y,”’ on the level ain the considered mathe-
‘matical model. From the properties of a fuzzy integral results that:
1°I1f I', c I, where I, < I,, I/ =T, then O,(I}) < 6,(,") which means that
together with enlargement of ,,scope” of physical variable in model the value @,
increases.
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2° If fi(y) 2 fa(y) then [rfitYog(:) = [rfa(*)Yog(+), which means that with

increase of membership function value, the value @, increases.

3° O, = 1 when [forVy eI, fu(y) = 1],

4° @, = 0 when [forVy e [y, f4(y) = 0],

5° 0, (IOl OuTL) +0uI%).

Membership function 6, of a fuzzy set 4o maps to each pair of sets (X,, ¥,) a number
from the interval [0, 1]. This number is the closer to one the greater values the membership
function f,(x, y) assumes and the greater the diameter of the subset I',, on which f,(x, y)
reaches these values (e = f4(x, y)). So the membership function &, may be interpreted
as ,,adequacy measure” of particular sets of physical variables Y, whose elements are
in the investigated relation Ry, .

3.4. Mathematical model adequacy on the level of relation Rym,. Let’s assume that we are
given a fuzzy set for i* relation R,,,, whose membership function @, assumes values:
0,,0,, ...,0,. We attribute for 0,,0,, ...,0,, weights u,u,, ..., Um, such that
O py<1foru=1,2,..,m. Let’s form a sequence &; = (u,0,) where u = 1,2, ...
..., my, and set

0= {0,)icl,}.

Let’s form a functional :

$4:050, > ¢ (O)e[0,1], (3.5)

satisfying conditions:
1° ®,(®) =1 when [foru=1,2,..,m, g0, = 1],
2° @,(0;) = 0 when [foru = 1,2, ..., m, u,0, = 0],
3° @ (0)) = ¢p4(0)') when [for u = 1,2, ..., my, 1,0, > u,0,]
Fuzzy set Ag is expressed as

Ay = graph® .5 (G, ,(6)))|6, € 2}, (3.6)

where ¢,(* ) is a membership function.

Weights u;, g,, ... attributed to particular physical quantities ocurring in the investi-
gated relation R,m, enable us to give these quantities subjective meaning in the description
of the adequacy of a model. As a functional (3.5) we may take in particular

d)A(@l) = /‘1@14‘[‘2@2"‘ +,um,@m,a (3'7)

where weights satisfay an additional condition g, +p,+ ... +um, = 1. Values of the fun-
ctional ¢ ,(€);) mapped to particular relations R;m,, may be interpreted as ,,adequacy in-
dices™ of particular relations of a mathematical model. Fuzzy set A¢ is then an ,,adequacy
picture” of a model on relation level.

3.5. Adequacy of a mathematical model on the level of relation sequences RY. Let’s assume we
are given a fuzzy set Ap whose membership function assumes for the sequence R, =
= (Rym,), i € I, values ¢, , 5, ..., ¢;, . We attribute for ¢;,¢,, ..., ¢, weightsu, ., 7
such that 0 < gy < 1fori= 1,2, ...,1,.
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Let’s form a sequence @, = (@), i = 1,2, ..., iow.
Let’s assume that a sequence (R}), w = 1,2, ..., w,, is given whose elements are
sequences R,. Let’s form set of sequences:

¢ = {D;w=1,2,....w1},
and a functional:
paih €Dy - pu(@,) €0, 1], 3.3)

satisfying conditions:
1° wa(Dy) = 1 when [for i = 1,2, ..., g, s = 1],
2° wa(Py) = 0 when [for i = 1,2, ..., igw, s = 0],
3° pu(@D,) 2 pa(Py) when [for i = 1,2, ..., 1q,, o > ¢l
Fuzzy set 4, will be defined by:

Ay = graphy, {Fu, va@.))IBy €2°), (39
where y,4(* ) is a membership function of set A4,,.
A fuzzy set A, has been formed in a similar way to the set A4s. Weights z; attribut-

ed to particular relations R, enable us to give them subjective meaning in the description
of the adequacy of a model. In particular we can define as a functional:

1I)A(éw) = ﬁl (j)l +/72 d)2+ +ﬁwo (pwu (310)

where weights u, satisfy the condition zi, +,+ ...+, = 1

We shall interpret values of the functional y,(®P,) mapped to particular sequence of
relations R, = (R,m,) as ,,adequacy indices” for particular sequences of relations. In
particular, if for a given mathematical model, we present the examined relations as one
sequence, y, will attribute for this sequence a number from the interval [0, 1] which be
an ,,index of the adequacy” of the model. Fuzzy set 4, is then the ,,picture of adequacy”
of the model on the level of relation sequences (the level of a mathematical model).

4. Example

In order illustrate the presented concept of forming fuzzy sets ,,a describing adequacy”
of a mathematical model we shall consider the problem of inducing vibrations of collecting
electrodes of an electrical precipitator [19, 20]. A physical model of the considered system
has been presented in fig. 1. A movable rod the lenght / strikes a stationary fixed rod with
the speed v,. The induced wave of stresses in the rod influences particular solids linked
with the immobile base by a spring. Let’s introduce the following notation:

I— [m] — length of the striking rod,

:

Vo— [? — speed of the striking rod,

7~ [s] — duration of the collision,
m— [kg] — mass of harmonic oscillator,

k— [E — rigidity of spring,

20 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84
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Fig. 1. Mode! of induction of vibrations to electrostatic precipitator collection electrodes

o— [%ga_] — density of material,

S— [m?] — cross-section area of the rod,
P,, P,—[N]-—force of acting of the rod on harmonic oscillators, x = [, x = I,,
I, ,IT,— [N] — ,,pression” in front of the wave reaching the cross-section of the rod
x, =1l,x=1,
a— [%] — speed of longitudinal wave in the rod.

’ 2
In appropriate assumptions are satisfied [19, 20] together with T’;— < h? = 02"2%? =

= p%a28? > km the investigated mechanical system is defined by interrelations:

Rys, 1 Po(t) = pave S for 0 <7< 7vas well as P(fp) =0 for 1 > 7,

Ry, Py(t) = 2Po(1) —4h [ Po(s)expl— 2h(t—s)]ds,
0

Ry, Py(t) = 2P, (1) —4h [ P (s)exp[—2h(t—s)lds,
0

Rys,:0%a%5% » km
So we investigate the relations Ry, I = 1,2, 3, 4:
Ry, 2 (Po, 0, 49,7,5, 1),
Ry, 3 (P, Po, Q; a,S,m,t),
Ry7,5 (P2, Py ,0,a,8,m,1),
Rys,2 (0,48, S, k,m).

Lets assume we have at our disposal empirical data for the modelled object i.e. physical
quantities which are in the following relations:
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§x735 (I;Z, ﬁl’é, a, ‘§; fh, ;))
R, (6,4, S, k, m).

Relations Rye,, Ry7,, Ry7,, Rys, and Iix(,l, 1'{;7,, IS,-,,, 13,5. are of course defined
within the same spaces but between the physical quantities which are in these relations
mapping I" takes place, and mapping I', takes place in distinguishing particular variables,
where u = Py, Py, Py, 0,a, Vy, S, 1, m, k, (sce Def. 3). For simplification sake we assume
that the subsets I', are the same for the given variable ,,u” irrelevant of the fact in which
of the examined relations this variable appears.

In order to form a set A, lets denote y, = (X, ), y, € I, while ypy = (P:,, Py, ...

ey Vi = (I}', k). Let’s define membership function as follow f,(y,) = %((;l}}% , (see p. 3.2)
where y, = (¥, ) € R, or y, €R_ and for ¥ = y = 0 takes place f,(y,) = 1. We shall

denote the fuzzy set A, over the subsets I', as:

A, = graphf,3 {(7uafA('}’u))|7u el,},
whereas the set 4; over I’ as:

A, = graph f49 {(v, L))y €T},
where y = (%, y).
In order to form the set 4g we perform fuzzy integration over the sets I', of appropriate
physical variables which are in the relations Rys,, Ry7,, Ry7,, Rys,:

0. = Privdog(la) = b.,
I‘ll

where: u = Py, Py, Py, 0,a, Vo, S, t,m, k.

For the shake of physical motivation it seems reasonable for 8, =1, d,=1, & =1,
dm = 1, 6, = 1. A detailed example of calculating the fuzzy integral &, has been presented
in paper [1]. The sets Ag, corresponding to particular relations Ry, Ry7,, Ry7,, Rys,,
we shall put down as follows:

Ao, = {(I'y, 8)|u = Po, 0,8, 9, S, t},
Ao, = {(Ly, 8)|4 = Py, Po,0,a,S,m, 1},
Ag, = {(I'y, 8)|u = P,, Py,0,a,S,m,t},
4s, = {I,, 8)lu=¢,a,S,k,m},
whereas sét Ag for all considered relations as follows:
Ag = {I,, 8)\u= Py, Py, Py,p0,a,%,S,t,mk}.

In order to form set As let’s attribute particular weights u, to the physical variables
which are in the relations Rye,, Ry7,, Ry155 Rys,. For physical variables in the relation
Rys, let it be: pup, = 0,5; u, = 0, ptg = 0, pty, = 0,5; y, = 0.

This signifies that it is of vital importance for us to determine correct values of the
force P, as well as the speed of striking v,. Weights u, satisfy the condition pp,+ 4, +
+ i+ tyo+ py + g = 1. For physical variables in the relation Ry, let’s assume in an

{10
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analogous way that: up, = 0,5; pp, = 0,5; s, =0, pa =0, py =0, p, =0, g =0;
for physical variables in relation Ry7,: pip, = 0,5;¢p, = 0,54 = O, 1y = 0, pts = 0, p,,, =
= 0, y, = 0; for physical variables in relation Rys,: g, = 0,25 po = 0,2; p, = 0,2; y; =
=0,2; u, = 0,2. '

Appropriate sequences 0, expressed as:

O, = (0,50p,; 08,; 00,; 0,58y,; 05,; 05,),

6, = (0,50p,;0,50p,; 03,; 0d,; 03,; 03,,; 08,),

B, = (0,50p,; 0,58p,; 08,; 08,; 03,; 06,,; 08,),

O, = (0,28,,0,28,; 0,23,; 0,28, 0,24,,),
Accepting the membership function in the set 4q, given by the proposition (3.7), we shall
write down the following:

(O = 0,5(6p,+ 0,) = £,;(0,) = 0,5(8p,+ 0p,) = £3;
$4(@3) = 0,5(3p,+0p) = 655 h(00) = 0,2(8,+0,+d,+8) = .
The fuzzy set 4, assumes form:
do= {6, &)li=1,2,3,4}.

Values ¢,, &,, £;, &4 of the membership function of the set 4, are adequacy indices for
particular relations Rym, .

In order to form the set 4, let’s attribute the following weights: g, = 0,25; #, = 0,25;
#s = 0,25; gy = 0,25 to the particular relations Rys,, Ry7,, Ry7,, Rys,. This means that
each the investigated relations has the same significance in the investigated mathematical
model. Let’s formulate a sequence

Dy = (ui¢y) = (0,25¢,;0,25¢,; 0,2525;0,25¢4).

Accepting the membership function of the set 4,, given by the proposition (3.10), we can
put down: p,(D,) = 0,25¢, +0,25¢,+0,25¢;+0,25¢, = p,. The fuzzy set 4, will be as
follows: ‘

A',u = {(¢w1 ‘Pw)|W = 1}

Value ¢, of the membership function constiutes a fuzzy index the investigated mathematical
model. '

5. Final remarks

The considerations presented above constitute a modification of the problem of iden-
tification of mathematical models of technical mechanical systems including the problems
of vagueness. In order to describe the adequacy of a mathematical model of technical
mechanical system a hierarchic arrangement of fuzzy sets has been formed on the level
of physical variables, sets of physical variables, system relations and sequences of relations.
The presented formalism enables a description of adequacy on various level of minutenes
of detail analysis and for models having various degree of mathematical complexity.
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This description may serve the purposes of making comparative evaluations as those
aiming at a goal of the adequacy of the model when the aim of the model has been pre-
sented in the form of a fuzzy set of type 2 [21]. A relevant algorithm of the adequacy
evaluation of the model, resolving the problem into inclusion of fuzzy sets has been presen-
ted in paper [1].

6. Basic notions and properties concerning fuizy sets

When fuzzy sets are given:

A = graphf, s {(xfo(x))lx e X, fa(x) €0, 1]},
B = graphf,3 {(x, fa(x))|x € X, fu(x) € [0, 11},
hence their sum AUB = C is a fuzzy set:
C = graph fco {(x, fc(x))|x € X}, where,
Je(¥) = max(fu(x), fa(x))-

The fuzzy set D = graphfp 3 {(x, fo(x))|x € X} is the product of AnB = D when
So = min(f4(x), f5(x))-

Inclusion of fuzzy sets A = B means that f4(x) < fz(x) for Vx e X.

If the set X and Borel field § of set X are given then function g(-) defined on § and
satisfying the following three conditions will be the fuzzy measure of the set:
1° g(¢) =0,2(X) =1,
2° If A, Be ff and A < B then g(4) < g(B),
3 f4,efforl < n< ooand 4, is monotonic in the sense of inclusion then lim (4,) =

n— o0

= g(lim 4,).

n—o

Given a fuzzy set A4, cut F, of set A: F, = {x|{f,(x) 2 a € [0, 1]} and F, € 8, where
- B is Borel field, by a fuzzy integral of the f,(x) function over the set £ = X to regard

of the fuzzy measure g(-) we shall understand: 'f'f,,(x)Og( - ) = supfadg(EnF)], where
E a0, 1}

/ denotes the choice of a smaller element.
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Peswome

PASMBITHUE MHOXECTBA B OIIMCAHHHN AIEKBATHOCTH MATEMATHYECKHX
MOJIENEY TEXHWYECKUX MEXAHWUYECKUX CUCTEM

B pa60‘re IIPOBENEHO OIMUCAHAE 4JEKBATHOCTH MATEMATHUECCKUX MOJENCH TEXHIYWECKIX MEXauJecKIx

CHCTEM, KOTOPO€ IPHHMMAET BO BHUMaHME HeYeTKUe NpodNeMel aieKBaTHOCTH. M crions30BaHO NIOHATAA
pasmbrrex muoXkeers JI. A, 3agme, pasmbrroli Mephl M pasmbiToro mETerpana. Coo6pasoBar0 Hepapxy-
YECKYIO CHCTEMY DPasMBITBIX MHO)KECTB Ha yPOBHE (DHSHUECKHX IEDEMEHHEIX, MHOMKECTB (QHSHYECKHX
TIEPEeMEHHEIX, OTHOMIEHMI CUCTEMBI M KOPTEMXel oTHomenwmii. IIpencraBieHHbil METOR ONACAHMS aNeK-
BATHOCTH JIENaeT BOSMOKHBIM (POPMANTEHOE IIPOBEACHHE CPAaBANTENFHBIX M HANPABJICHLIX Ha 1eJIh ONEHOK
ANCKBATHOCTH MATCMAaTHUYECKHX MOJieJiell O PasiIMIBEON CTEeHeHr MaTeMaTHYECKOIO YCIIOKHEHHA.

Streszczenie

ZBIORY ROZMYTE W OPISIE ADEKWATNOSCI MODELI MATEMATYCZNYCH
TECHNICZNYCH SYSTEMOW MECHANICZNYCH

W pracy przedstawiono prébe opisu adekwatnoéci modeli matematycznych techriicznych systemow

mechanicznych uwzglgdniajacego nieostre problemy adekwatno$ci. Wykorzystano do tego celu pojecia
zbioréw rozmytych L. A. Zadeha [2], rozmytej miary i rozmytej calki [18]. Utworzono hierarchiczny
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uklad zbioréw rozmytych na poziomie zmiennych fizycznych, zbioréw zmiennych fizycznych, relagji sy-
stemowych i ciagbw relacji. Przedstawiona metoda opisu adekwatno$ci umozliwia formalizacjg dokonywa-
nia ocen poréwnawczych i docelowych adekwatnosci modeli matematycznych o réznym stopniu zioZo-
noéci matematycanej.

Praca zostala zlozona w Redukcji dria 2 maja 1983 roku
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KONFERENCJA GAMM 1983

Doroczna konferencja naukowa GAMM (Geselschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik)
odbyla sie¢ w tym roku w Hamburgu w dniach 28 - 31 marca. W Konferencji wziclo udzial okolo 530 os6b,
nie liczac 0s6b towarzyszacych. W tym uczestnikow z Austrii byto 17, z Belgii 1, z Bulgarii 4, Brazylii 3,
Czechoslowacji 7, Finlandii 2, Grecji 3, Holandii 4, Indii 1, Iranu 1, Jugosiawii 19, Kanady 1, NRD 2,
Polski 11, Szwajcarii 11, Tunezji 1, Wegier 13, W. Brytanii 1, Wioch 3, St. Zjednoczonych A.P. 2, Arabii
Saudyjskiej 2. W ramach konferencji wygloszony zostal wyklad inauguracyjny, wyklad specjalny poswig-
cony pamieci L. Prandtla, wykiad popularny, 7 generalnych wykladéw 1 godzinnych na zaproszenie orga-
nizatordw, oraz prawie 300 komunikatéw w siedmiu sekcjach.

Wykiad inauguracyjny wygiosit prof, K. Nickel z Freiburga, tematem by} rozwéj metod matematycz-
nych w teorii warstwy przyiciennej w ostatnim (¢wieréwieczu, Prelegent zacytowal interesujaca mysl
L. Prandtla: ,,Nie ma nic lepszego dla praktyki od dobrej teorii”.

Wyklad specjalny o kinematyce strumienia splywu przedstawii prof. K. Wieghardt z Hamburga.
Chodzito w nim o zachowanie si¢ strumienia wody przy oplywie statku. Praca miala wyraZny charakter
aplikacyjny w budowie okrgtow. Publiczny wyklad popularny pod tytulem ,,Zabawki fizyczne — zabawa
na serio stosowanej matematyki i mechaniki” wygtosit prof. W. Biirger z Karlsruhe. Tematyka ta byla
poprzednio przedstawiana w Polsce w czasie pobytu prof. W. Biirgera w naszym kraju, najbardziej szcze-
gblowo na semestrze mechaniki w Centrum Banacha w Warszawie w r. 1981,

Wyklady generalne byly nastgpujace:

H. Buggish, Karlsruhe, Zagadnienia mechaniki plynéw w technice procesow,

S. Falk, Brunszwik, Macierzowe zagadnienia wartosci wtasnych w mechanice,

R. Leis, Bonn, Zagadnienia poczatkowe i brzegowe w teorii drgani termosprezystych. Autora bardziej
interesowala $cisto$¢ matematyczna niz sens fizyczny zagadnienia. W zasadzie chodzilo o podanie rozwia-
zania zagadnienia drgan wymuszonych w nieograniczonej przestrzeni termospreZystej. Pominigte zostaty
prace innych autoréw z termosprezystosci, z wyjatkiem dwéch prac matematycznych.

H. Mang, Wiedes, Obliczanie no$noéci granicznej Zelbetowych diwigar6w powierzchniowych,

F. Natterer, Miinster, Przyczynki do tomografii komputerowej,

A. Prekopa, Budapeszt, Statystyczne decyzje i stochastyczna optymalizacja,

W. Térnig, Darmstadt, Monotoniczne metody iteracyjne w wielkich nieliniowych ukladach rownad
i zastosowania w teorii réwnan rozniczkowych.

Wyktady 20 minutowe odbywaly si¢ w nastepujacych siedmiu réwnoleglych sekcjach. Drgania i za-
gadnienia statecznoéci — 45 wykladow, teoria sprezystosci i plastycznosci — 53, mechanika plynéw —
61, numeryczne metody w réwnaniach roézniczkowych — 19 (ogblne) oraz — 18 metoda elementbw skon-
-czonych, optymalizacja, teoria decyzii, stochastyka— 23, analiza stosowana i zagadnienia fizyki matema-
tycznej — 47, analiza numeryczna — 25.

Polscy uczestnicy wyglosili 9 referatow naukowych w 4 sekcjach (teoria spreZystosci — 4, drgania —
2, mechanika plyn6w -~ 2 i mat. stosowana — 1). W czasie trwania konferencji odbyto si¢ w salach ra-
tusza spotkanie uczestnikéw konferencji z niektérymi czlonkami Senatu Hamburga, koncert kameralnej
muzyki barokowej, zwiedzanie miasta, zwiedzanie portu statkiem, wizyta w fabryce fortepianéw i pianin
‘Steinway 1 Synowie.

QOdbylo sie réwniez sprawozdawczo-wyborcze walne zgromadzenie cztonkow Towarzystwa. Do Wiadz
GAMM wchodzi prof. Zbigniew Wesolowski.

Zbigniew Olesiak
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MIEDZYNARODOWY KONGRES MATEMATYKOW
Warszawa — ICM 1982

Z rocznym opbznieniem odbyl sic w Warszawie w dniach 16 - 24 sierpnia 1983 Migdzynarodowy
Kongres Matematykow, pierwszy raz w Polsce. W Kongresie uczestniczylo 2400 matematykéw z calego
$wiata. Przyjechala bardzo reprezentatywna, ok. 300 osobowa grupa matematykéw radzieckich, znacznie
mnicj niZ pierwotnie oczekiwano przyjechalo matematykéw ze Stanéw Zjednoczonych A.P, Obrady od-
bywaly si¢ w salach Patacu Kultury i Nauki w tym w Sali Kongresowej i salach kinowych. Patronat nad
Konpgresem objagt Prezes PAN prof. Aleksander Gieysztor, Przewodniczacym Kongresu zostat wybra-
ny Przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego prof. Cz. Olech. Otwarcie Kongresu bylo polgczone
z wreczeniem medali miodym matematykom za najwybitniejsze osiggnigcia w ostatnim okresie, oraz
z koncertem choru ,,Harfa”. '

Na zaproszenie Miedzynarodowego Komitetu Konsultatywnego wygloszono 13 plenarnych wykladéw
jednogodzinnych (z 16 planowanych). Ponadto zaproszono 136 matematykow z calego §wiata do wyglo-
szenia 45 minutowych wykladéw sekcyjnych, wygloszono 114 wykiadéw sekeyinych. Obrady odbywaly
sig w 19 nastepujacych sekcjach:

1 Logika matematyczna i podstawy matematyki (25),
2 Algebra (69), '

3 Teoria liczb (32),

4 Geometria (52),

5 Topologia (52),

6 Geometria algebraiczna (17),

7 Analiza zespolona (43),

8 Grupy Liego i reprezentacje (7),

9 Rzeczywista i funkcjonalna analiza (130),

10 Prawdopodobienstwo i statystyka matematyczna (80),

11 Roéwnania rozniczkowe czgstkowe (60),

12 Rownania roZniczkowe czastkowe i uklady dynamiczne (72),

13 Fizyka matematyczna i mechanika (48),

14 Sterowanie i optymalizacja (43),

15 Metody numeryczne (53),

16 Kombinatoryka i programowanie matematyczne (27),

17 Komputery i nauki informatyczne (16),

18 Nowe zastosowania matematyki (12),

19 Historia i o$wiata (24). '

W nawiasach podalem liczby zgloszonych referatéw 15 minutowych w sekcjach. Do wygloszenia
takiego referatu upowazniony byt kazdy uczestnik Kongresu, ktéry oplacil wpisowe, bez zadnej selekcii.
Z powyzszego zestawienia wida¢, ze w matematyce §wiatowej istnieje znacznie wieksza tendencja niZ u nas
uprawiania matematyki stosowanej. Prace z mechaniki, lub na jej pograniczu mozna byto spotkaé nie
tylko w sekcji 13, ale réwniez w sekcjach 11, 12, 14, 15, 18 oraz 19. Wyklad plenarny pt. ,,Osobliwosci
ukiadéw promieniowych” wyglosit W. I. Arnold, byl to wykiad zamykajacy obrady merytoryczne Kon-
gresu. Interesujacc mechanikéw wyklady sekcyjne Wyg}osili miedzy innymi:

O. Ladyzenskaja ,,O symetrycznych rozwiazaniach wariacyjinych zagadnien teorii pola”,

J. M. Ball ,,Konfiguracije z minimum energii w nicliniowej teorii sprezystosci”,

J. B. Serrin ,,Struktura praw termodynamiki”,

L. A, Caffarelli ,,0 geometrycznie zwigzanych zagadnieniach wariacyjnych”,

L. A. Tachtajan ,,Calkowalne modele w klasycznej i kwantowej teorii pola”,

M. Aizenman ,,Stochastyczna geometria w kwantowej teorii pola i w mechanice statystycznej”.

Znaczace byly referaty kolegéw radzieckich wygloszone w ramach sekeii 13, doliczylem sig zaledwie
5 referatow polskich z mechaniki. Komunikat B. Skalmierskiego ,,0 teorii budowy skrzypiec” znalazt
si¢ w sekcji 18 — Nowe zastosowania matematyki. Odniosiem wraZenie, Ze¢ Kongres nie zostal uwzgled-
niony w planach uczestnictwa przez wiele naszych kolegbw pracujacych w dziedzinie metod matematycz-
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nych w mechanice. Nawet termin Konferencji Mechaniki Ciala Stalego zachodzil na termin trwania Kon-
gresu,

Abstrakty komunikatéw zostaly wydane technika powielaczowa w liczbie 400 egzemplarzy. Sprawoz-
dania z Kongresu zawierajace referaty generalne i sekcyjne zostana wydane drukiem w formie ksiaZk owej.
Zmiany i wiadomo$ci byly podawane uczestnikom Kongresu w postaci powielanych biuletynéw (bylo
ich 8). Poczta Polska wydala seri¢ znaczkéw z polskimi matematykami (S. Zaremba, W. Sierpiaski, Z. Ja-
niszewski i S. Banach) oraz oddzielnie znaczek z T. Banachiewiczem i znaczek upamigtniajacy ztamanie
kodu Enigmy przez polskich matematykow. Miesiecznik ,,Delta” wydal numer 7, 1983 w jezyku angicl-
skim. Wydawnictwo Springer-Verlag wydalo efektowny plakat przedstawiajacy zdjecia i krotkie charakte-
rystyki naszych najwybitniejszych matematykéw. Mozna bylo réowniez kupié ,,Ksigge Szkocka’ zwiazang
z lwowska szkola matematyczna okresu miedzywojennego, wydana w jezyku angielskim, niestety tylko za
pieniadze w walucie ,,twardej”.

Oprécz planowanych obrad Kongresu odbyly sig réwnolegle sympozjum i seminaria ICMI (Mie-
dzynarodowa Komisja Nauczania Matematyki), zorganizowano kilkanacie seminariéw spontanicznych,
oglaszanych w Biuletynach.

Odby! si¢ bankiet wydany przez Prezesa PAN. w salach Urzedu Rady Ministréw. Dla uczestnikéw
Kongresu wystapil zesp6t ,»Slask”, odbyly sie dwa recitale skrzypcowe w wykonaniu A. Blaszezaka. Pik-
nik w sobote i w niedzielg polaczony byl z prezentacja wesela w stylu krakowskim i pokazem koni. W czasie
trwania Kongresu i po nim ,,Orbis” oferowal wycieczki po Warszawie, okolicy i po Polsce.

Zbigniew Olesiak

V NATIONAL AND IT INTERNATIONAL MEETING ON COMPOSITE MATERIALS
20 - 22 kwietnia 1983 r., Mediolan

W konferencji bralo udzial ogdlem 145 uczestnikow w tym 28 z pozostalych krajéw europejskich,
Zwiazku Radzieckiego, Kanady, Stanéw Zjednoczonych oraz Argentyny. Wygloszono ogotem 40 komu-
nikatéw. Materialy konferencyjne zostaly wydane w formie kserokopii maszynopiséw prac ztozonych
przez autordéw, Organizatorami konferencji byly: Centro Materiali Compositi oraz Associazione Meri-
dionale di Meccanica. Obowiazki przewodniczacego sprawowat prof. Ignazio Crivelli Visconti z Uniwer-
sytetu Neapolitanskiego.

Konferencja miala charakter raczej techniczno technologiczny. Wigkszo$¢ doniesien dotyczyla za-
stosowad (11 prac), wlasciwosci kompozytéw (11 prac), technologii produkeji (7 prac) oraz nowych ma-
terialéw kompozytowych (4 prace). Z tego zakresu na podkre$lenie zasluguja doniesienia dotyczace roz-
maitych specjalistycznych zastosowan materialéw kompozytowych w réznych dziedzinach przemystu
jak réwniez prace relacjonujace postepy technologii kierunkowej krystalizacji stopow eutektycznych.

Prace po$wiccone mechanice kompozytdéw i technice badan eksperymentalnych mialy stosunkowo
niewielki udzial w konferencji (7 prac oraz 4 prace odpowiednio). W tej grupie tematycznej przewazaly
problemy mechaniki zniszczenia i zastosowan termografii do badania stanu naprgZenia materiatow kom-
pozytowych.

W. Baranski

KONFERENCJA PROBLEMOWA
MECHANIKA MATERIAELOW KOMPOZYTOWYCH
22 -24.09.1983 r., Konopnica

Glownym celem Konferencji zorganizowanej z inicjatywy Sekcji Mcchapiki Ciala Stalego Komitetu
Mechaniki PAN oraz Instytutu Inzynierii Budowlanej Politechniki Lodzkiej byla wymiana pogladow
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specjalistéw zajmujacych sie mechanika materialébw kompozytowych na aktualne tendencje rozwoju oma-
wianej problematyki. Wygloszono szeé¢ referatow - przegladowych relacjonujacych najnowsze osiagniecia
strukturalnego i fenomenologicznego ujecia teorii kompozytow. W ramach uj¢cia strukturalnego rozwa-
zano przede wszystkim zagadnienia ocenty makroskopowych modeli materialéw kompozytowych. Oma-
wiano zar6wno metody klasyczne oceny modeli mikroskopowych wynikajace z teorii homogenizacji i ana-
lizy krzywych dyspersyjnych fal Floquet-Blocha jak i niestandardowe positkujace si¢ w matematycznie
rygorystyczny sposob pojeciem wielkoéci ,,réZnych rzgdow”.

Ponadto wygloszono osiem komunikatéw na ogdl tematycznie zwiazanych z fenomenologicznym
badz strukturalnym podejéciem do mechaniki kompozytow.

XVI SYMPOZJUM ,,WSPOLCZESNE PROBLEMY I METODY MECHANIKI PEYNOW*»

XVI Sympozjum npa temat ,,Wspélczesne Problemy i Metody Mechaniki Plynéw” odbylo si¢ w dniach
4-10 wrzednia 1983 roku w Spale koto Tomaszowa Mazowieckiego na terenie o$rodka wypoczynkowego
FWP. Sympozjum to bylo kolejnym ze spotkaf organizowanych co dwa lata przez Zaklad Mechaniki
Cieczy i Gazow Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN w Warszawie, a jego wspolprzewod-
niczacymi byli prof. dr Wiadystaw Fiszdon i prof. dr Henryk Zorski.

W XVI Sympozjum wziclo udzial okolo 180 pracownikdéw naukowych z 21 krajow, w tym z Polski
okolo 110 s6b. Najliczniejsze delegacje zagraniczne przybyly z RFN (14 oséb) ,NRD, W. Brytanii i USA
(po 7 osbb), oraz Wioch (6 0s6b), Holandii (5 os6b) i ZSRR (4 osoby). Przybyli tez uczestnicy z tak od-
leglych krajow jak Chifska Republika Ludowa i Japonia.

Zgodnie z ustalong tradycja Sympozjum nie mialo charakteru specjalistycznego, lecz stanowito sze-
roki przeglad réznych kierunkéw badawczych uprawianych w ramach Mechaniki Plynéw. Oficjalnym
jezykiem obrad byl jezyk angielski.

W programie Sympozjum znalazio si¢ 10 nastgpujgcych jednogodzinnych referatéw przegladowych,.
wygloszonych na zaproszenie Komitetu Organizacyjnego Sympozjum przez wybitnych specjalistow z roz-
nych krajow:

1. G.I. Barenblatt (ZSRR) — Turbulence phenomena in stratified fluids,
. W. Ebeling (NRD) — Fokker-Planck equations for non-linear kinetic processes and their solution,.
. B. U. Felderhof (RFN) — Electrodynamics of ions and molecules in polar fluids,
. J. Hinch (W. Brytania) — Problems of fluid mechanics in the oil industry,
. D. Homentcovschi (Rumunia) — New results in Oseen flow,
. N. G. van Kampen (Holandia) — Fluctuations in hydrodynamics,
. K. Kirchgdssner (RFN) — Nonlinear waves and homoclinic bifurcations,
. W. Schneider (Austria) — Asymptotic analysis of jet flows,
. L. van Wijngarden (Holandia) — On multiple solutions and other phenomena in rotating fluids,
. T.Y. Wu (USA) — Three dimensional nonlinear long waves in water, their generation and pro-
pagation.

Ponadto zaprezentowano 89 komunikatéw, z ktérych 61 zostalo wygloszonych na 13 sesjach prob-
lemowych, pozostale 28 przedstawiono na dwoch sekcjach plakatowych, Czas przeznaczony na komuni-
kat wynosii 20 minut, lacznie z dyskusja, za$ czas trwania sesji plakatowej wynosit 2 godziny. Najwigksza
liczba komunikatéw dotyczyla przeplywdw mieszanin wielofazowych i cieczy lepkich (po 15) oraz przeply-
wow cifliwych (14). W dalszej kolejnodei byla dynamika gazéw rozrzedzonych (i1), turbulencja (10)
oraz stabilno$¢ hydrodynamiczna, przeplywy cieczy nienewtonowskich i inne kierunki.

Atrakcyjne poloZenie Spaly i plenerowe warunki w jakich odbywalo si¢ Sympozjum umozliwily stwo-
rzenie wirdd uczestnikow swobodnej nieformalnej. atmosfery, ulatwiajacej wzajemne kontakty i dyskusje
poza oficjalnym programem Sympozjum. Urozmaiceniem Sympozjum byly imprezy towarzyskie i turystycz-
ne, 2 ktérych mozna tu wymieni¢ wycieczkg do Czgstochowy i zwiedzenie klasztoru na Jasnej Gorze.
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Dorobek naukowy Sympozjum zawarty zostanie w pokonferencyjnych wydawnictwach, przy czym
referaty przegladowe beda opublikowane w XII tomie ,,Fluid Dynamics Transactions”, za$ komunikaty
w oddzielnym zeszycie ,,Archives of Mechanics™.

A. Zachara

XXIV POLSKA KONFERENCJA MECHANIKI CIAEA STALEGO
Jachranka, 22 - 27 slerpnia 1983 r.

Polska Konferencja Mechaniki Ciala Stalego ma juz wieloletnig tradycje, ktora wskazuje, ze impreza
ta stale cieszy si¢ uznaniem w Srodowisku mechanikéw w kraju i za granica. Podstawowym zadaniem
Konferencji jest stworzenie wiasciwych warunkéw dla wymiany doswiadczen miedzy specjalistami w dzie-
dzinie mechaniki ciala stalego i teorii konstrukgji,

Obowiazki organizatora teoretycznej Konferencji przypadly w udziale Zakladowi Teorii Xonstrukeji
IPPT, ktory w tym zakresie otrzymat wsparcic Komitetu Mechaniki PAN. Obrady 24 Konferencji odby-
waly si¢ w okresie od 22 do 27 sierpnia 1983 r. w O$rodku Szkoleniowo-Wypoczynkowym PKS ,,War-
szawianka”, polozonym nad Zalewem Zegrzynskim, w Jachrance k/Warszawy.

W Konferencji uczestniczyly 222 osoby, w tym 43 naukowcow zagranicznych reprezentujgcych na-
stepujace kraje: Chiny, Czechostowacja, Dania, Finlandia, Francja, Indie, Japonia, Kanada, NRD, RFN,
Szwecja, Turcja, Wielka Brytania, Wietnam, Zwiazek Radziecki. Fakt ten potwierdza slusznoéé¢ podijetej
dziesie¢ lat temu przez IUTAM decyzji o formalnym przyznaniu Polskiej Konferencji Mechaniki Ciala
Stalego statusu migdzynarodowej imprezy naukowej.

Wydaje sig, ze dwuletnia przerwa, jaka dzielila poprzednia i obecna konferencj¢ byla przyczyng nie
tylko wzrostu liczby zgloszonych referatdw, lecz takze zauwazalnego poduiesienia $redniego poziomu
prezentowanych w czasie obrad prac.

Zwigkszona liczba prac oraz konieczno$¢ skrécenia (z uwagi na koszty) do szeéciu dni okresu trwania
Konferengji staly sie przyczyna wprowadzenia przez organizatoréw, po raz pierwszy w historii Konferencii,
sesji plakatowej. Ten nowy element organizacyjny mimo poczatkowych zastrzezen, uzyskat w kosficu wiréd
uczestnikow bardzo pozytywna ocene. Prawdopodobnie wplynela na nig specyfika tego rodzaju sesji,
stwarzajgca idealne warunki dla bezpoSredniego kontaktu miedzy autorem pracy i osoba faktycznie za-
interesowana dana pracg. Takich warunk6w nie moze zapewni¢ wyglaszanie referatu przed gronem slu-
chaczy zgromadzonych w zaciemnionej zwykle sali. W przypadku tegorocznej Konferencji pewien wplyw
na te ocen¢ wywarla dodatkowo atrakcyjnoéé pomieszczenia, jakie przezmaczono na sesj¢ plakatows.

Na Konferencji przedstawiono 168 prac, w tym 60 na sesji plakatowej. Wygloszenie tak znacznej
liczby referatéw bylo mozliwe dzigki wprowadzeniu dwoch réwnocze$nie obradujacych sesji, dia ktérych
wspolne byly jedynie referaty generalne.

Problematyke Konferencji podzielono na siedem grup tematycznych, reprezentowanych przez nastg-
pujace hasla:

— plastyczno$¢, pelzanie, zniszczenie

— beton, skaly, osrodki rozdrobnione

— mechanika niesprezystych konstrukeji

— mechanika sprezystych i lepkosprezystych konstrukcji, optymalizacja
— fale

— pola sprzgzone, osrodki mikropolarne

— fizyczne i matematyczne aspekty badan ciala statego.

Wzorem ubieglych lat organizatorzy zaprosili wybitynych specjalistow z kraju i zagranicy, reprezentu-
jacych réZne galezie mechaniki ciala stalego, celem wygloszenia wykladéw generalnych. Zadaniem tego
rodzaju wykladow jest zwiezle przedstawienie aktualnego stanu badan w danej dziedzinie i wskazanie
glownych tendencji rozwojowych. W czasie obrad 24 Konferencji wygloszono 16 wykladéw generalnych.
Zwigzly informacj¢ o treéci tych wykladow zawiera nastepujace zestawienie:
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H. D. Bur — Prawa zachowania i dysypacja energii w mechanice zniszczenia.

D. Gross — Koncepcje mechaniki zniszczenia.

T. INoUE, ZH-GANG WANG — Prawo konstytutywne termosprezystosci uwzgledniajace przejscie
fazowe¥niezbgdne w analizie procesdw hartowania i spawania.

W. JOHNSON — Plastyczno$é stosowana: zginanie plyty ze sprgZynowaniem, formowanie proszkow
i modelowanie penetracji wysokopredkosciowe;j.

Th. LerMAaNN — Rozwazania na temat praw konstytutywnych w termoplastycznosei.

-G. A. MAuGIN — Utrata symetrii w mechanice ciala stalego.

Z. Mrbz — Postacie statystycznego i) dynamicznego zniszczenia konstrukcji z materiatow kry-
cho-plastycznych.

N. G, OnaLson — Propagacja peknigcia zmgczeniowego w przypadku zlozonych postaci obcigzenia,

P. PerzyNA — O modelowaniu konstytutywnym proceséw plynigcia plastycznego, niestatecznosei
i zniszczenia w dysypatywnych ciatach statych. :

A.R.S. PonTER — Odksztalcenie konstrukcji pod wplywem ciggtych zmian temperatury.

D. Rocura — Nieklasyczne, materialne osrodki ciagle.

J. N. Szewczenko — Model strukturalny ciala statego dla zlozonych, nieizotermicznych proceséw
obcigzenia wzdluz dowolnych trajektorii.

B. STorakERS — O zmianie obciaZeh krytycznych, pierwszego rzgdu, spowodowanej przez zaburze-
nie geometrii konstrukeji przy wyboczeniu bifurkacyjoym. '

W. SzczepaNskt — O eksperymentalnym modelowaniu wzajemnego oddzialywania efektéw wzmoc-
nienia i oslabienia w metalach.

V. TvERGAARD — Przelom ciagliwy i efekty lokalizacji.

M. Zvczkowskl, T. KURTYKA — Rozw6j matematycznego opisu anizotropowego wzmocnienia pla-
stycznego,

Z zamieszczonych tu informacji wynika, Ze problematyka tegorocznej Konferencii obejmowala sze-
roki krag zagadnien, wérod ktorych znalazly si¢ zaréwno zagadnienia podstawowe, wymagajace opero-
wanja zaawansowanym aparatem matematycznym, jak tez kwestie, ktérych rozstrzygniecia oczekuje co-
dzienna praktyka inzynierska. Znaczna cze§¢ sposréd prezentowanych prac dotyczyla badania zjawisk
sprz¢zonych, w ktorych obok efektéw mechanicznych uwzglednia sig ich wzajemne oddzialywanie z polem
temperatury lub polem elektromagnetycznym. Fakt ten odzwierciedla tendencje obserwowane w rozwoju
wspoblczesnej mechaniki.

Na podkre$lenie zastuguje atmosfera rzeczowej dyskusji naukowej, jaka towarzyszyla obradom Kon-
ferencji. Dyskusja nie ograniczala si¢ do czasu przewidzianego programem i czgsto koatynuowano ja w cza-
sie wolnym od obrad. W ten sposob mozna byto uniknaé zakidcen w realizacji bardzo napigtego programu.
Nawigzujac do samego programu, warto zastanowié sie, czy czas 20 min., jaki przeznaczono w tym roku
na wygtoszenie referatu i dyskusje jest okresem wystarczajacym do tego celu?

Milym akcentem tegorocznych obrad byt akt wreczenia Dyplomu Honorowego Czlonka PTMTiS
profesorowi Th. Lehmannowi przez przewodniczacego Towarzystwa profesora Z. Olesiaka.

Program imprez towarzyszacych Konferencji byt w tym roku skromny i ograniczyt si¢ do parogodzin-
nej wycieczki, ktorej celem bylo zwiedzanie Warszawy.

Korespondencja od uczestnikow Konferencji, naptywajaca do Komitetu Organizacyjnego po jej za-
konczeniu oraz wypowiedzi, z jakimi spotykali sie organizatorzy w okresie trwania jej obrad, upowazniaja
do wyciagnigcia wniosku, ze spelnila ona nalezycie wyznaczong jej role.

Krzysztof Podolak
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W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej drukowane sg prace przeglgdowe oraz oryginalnc teoretyczne
i doS§wiadczalne z zakresu mechaniki ciala stalego oraz cieczy i gazow. Publikujemy réwniez dyskusie
naukowa oraz polemik¢ dotyczaca prac z mechaniki, ktore ukazaty sie w MTiS Tub w innych czasopismach

naukowych. .

W Biuletynie Informacyjnym drukujemy sprawozdania z konferencji naukowych z zakresu mechaniki
w kraju i za granica oraz z dzialalnosci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

Praca moze by¢ zlozona do druku w MTiS pod warunkiem jej nieopublikowania w innym czaso-
pis$mie.

Drukujemy w jezyku polskim oraz na zyczenie autoré6w w jezyku angielskim pod warunkiem zfozenia
pracy w tym jezyku.

Prace nalezy nadsyla¢ na adres Redakcji badz jednego 7 redaktoréw, w dwéch egzemplarzach (ory-
ginal+kopia). .
Praca ziozona do druku podlega recenzji.

Wszelkie zmiany (poprawki autorskie) po zakwalikowaniu artykulu do druku i przekazaniu go do
drukarni moga by¢ dokonane tylko w czasie 1 korekty (na koszt autora).

Po opublikowaniu autorzy otrzymujg 25 egzemplarzy odbitek swojego artykutu.

Szezegblowe

1, Prace skladane do publikacji w MTiS powinny zawiera¢ (wg. kolejnoséi)

a) Tytut

b) Imig, Nazwisko z podaniem miejsca pracy

c) Abstrakt (w jezyku polskim)

d) Wiasciwg pracg

€) Spis literatury

f) Streszczenia w jezyku

— praca w jezyku polskim — rosyjskim w naszynopisie i angielskim
— praca w jezyku angielskim — polskim i rosyjskim.

2. Tekst powinien by¢ napisany po jednej stronie (nie na papierze kredowym) z zachowaniem podwéjnych
odstgpéw i obustronnych margineséw — z lewej 3 ¢cm, z prawej | cm.
3. Wzory nalezy wpisywaé czytelnie, w kolorze czarnym, z zachowaniem numeracji po stronie prawej
(nalezy zwrécié szczeg6lng uwage na rozroznienie 1 oraz litery 1, zera i litery o oraz liter¢ ¢ i p).
4, Zyczenia autoréw dotyczace formy graficznej pracy w tym kroju czcionki, liter greckich itp. powinny
by¢ dolgczone na osobnej kartce, badz na marginesiec (oléwkiem).
5. Tablice wystepujace w tekécie nalezy dolaczy¢ na oddzielnych kartkach (jedna na stronie).
6. Podpisy pod rysunkami powinny by¢ wyszczegblnione oddzielone, a nie pod rysunkami.
7. Prosimy o sporzadzanie wykazu literatury w sposob nastgpujacy: W. Nowacki, Teoria Sprezystosci,
Warszawa PWN, 1970.
8. Odnos$niki nalezy numerowaé kolejno w calej pracy, a nie wg strony.
9. Obowiazuje stosowanie ukladu jednostek SI.






Tubpunubli METON KOHEUHOTO SJEMEHTa B KOHTAKTHLIX 33Jadax
Hybrid finite element method in contact problems
W. BLAJER, J. MARrYNIaK, Uproszczona analiza ustalonego korkociggu samolotu
VrpouieHHbIH aHANK3 YCTAHOBUMBIUETOCS IUTOMNOPa CAMOJNIETA,
Simplified study of airplane steady spin
W. BLAJER, J. MARYNIAK, Ustalony korkociag samolotu. Warunki réwnowagi
YeTaHOBHBIUEHCS [MITONOP CaMONETa, YCJIOBHUA PABHOBECHA
Equilibrium conditions of airplane steady spin
K. SzaBeLskl, Drgania ukiadu samowzbudnego z wymuszeniem parametrycznym i nieliniows
sprezystoscia
Konebannsa caMoBO30YMIANOLLEN CUCTEMBI C IAPAMETPHUECKHM BO3OY K ACHHEM W HEJIMHEHHOM
YIIPYrocThIO .
The vibrations of the sell-excited system with the parametric extortion and non-linear elasticity
B. BocHENEK, A. Garewskl, Jednomodalna i dwumodalna optymalizacja $ciskanych pretow drga-
jacych,
OpHomopnenbHas ¥ GUMONANBHAS ONTHMANM3AUHA KOJEBNIOWEroCs CHCMMAEMOTO CTEPYKHA
Single and bimodel optimization of vibrating compressed bar
B. BocHENEK, Optymalne ksztaltowanie modelu fuku o osi §ci$liwej
OnTUMUSALHSA aPKKH CO CXKMMAEMOH 0ChIO
Optimization of an arc with compressible axis
R. SwiTka, B. Husiar, Dyskretna analiza modeli reologicznych
JuckperHslii aHanu3 peayIorHuecKHx mopeneli
Discrete analysis of reological models
M. KMIECIK, Przyrostowe réwnania nieliniowej teorii plyt z naprgzeniami i ugieciami poczatkowy-
mi w zakresie sprezysto-plastycznym materialu
VIHKpUMEeHTHble ypaBHeHHA HeJHHeHHOM TEOPHH TUIACTHHOK ¢ HAYAMNBIILIMH HaNpAACHUAMI
¥ nporuGamy B yIpyromlacTHyecKoH ofyacTd
Incremental equations of nonlinear theory of plates with initial deflections and stresses in ela-
stic-plastic range
Z. SLoDERBACH, T. SawIcki, Wplyw parametru wzmocnienia na zachowanie sig grubosciennej spre-
zysto -plastycznej kuli obciaZzonej gradientem temperatury
Biusuue napamerpa ynpoyHeHHsI Ha MOBEAEHNe TOJICTOCTEHHOTrO YIPYro-TIacTHYECKOro mapa
oA HArpyskol Temmeparyphl
Elastic-plastic behaviour of thick-walled sphere of work — hardening material subject to a radial
temperature gradient
B. LecHowicz, Z. PrEkarskl, Optymalizacja przy jawnej zalezno$ci rownan stanu od wartoéci brzego-
wych zmiennych stanu
OnTHMau3auusa Ipy 3aBHCHMOCTH YPaBHEHUH COCTOSHMA OT KPAaeBbIX 3HAUeHMI] IepeMeH-
HBIX COCTOSHUSA
Optimization for a dependence between state equations and boundary values of state variable
B. RoGowskl, A transversely isotropic layer pressed onto a rigid base with a protrusion or pit
T paHcBEpCaTbHO-B30TPOHHbBIH CII0H NPHHHMAEMBIX K H(ECTHOMY OCHOBAHHIO C BLICTYIIOM MIIX
BRASHHON
Warstwa poprzecznie izotropowa dociskana do sztywnego podloza z wzniesieniem albo za-
glebieniem
M. SARNA, Fuzzy sets in adequacy description of mathematical models of mechanical systems
PasMbITbIE MHOMKECTBA B ONMCAHMM afEKBATHOCTH MAaTeMaTHMYECKHX MojeNiell TeXHHJeCKux
MEXaHMUYECKUX CHCTEM
Zbiory rozmyte w opisie adekwatnoéci modeli matematycznych technicznych systemoéw me-
chanicznych

Biuletyn Informacyjny

151

159

171

185

187

209

235

255

271

279

229

313

WYDANO Z ZASILKU POLSKIE]J AKADEMII NAUK




Cena 7t 160,—

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
rocznie zt 320,—

pdlrocznie zt 160,—

Prenumerate na kraj przyimuje sig:
— do dnia 10 listopada na I péirocze roku nastepnego i na caty rok nastepny,
— do dnia 1 czerwca na IT pblrocze roku biezgcego.

Instytucje i zaklady pracy zamawiaja prenumerate w miejscowych Oddziatach RSW
. Prasa—Ksigzka—Ruch”, w miejscowo$ciach za$, w kitérych nie ma Oddzialdw
RSW — w urzedach pocztowych i u dorgezycieli.

Czytelnicy indywidualni oplacajg prenumerate wylgcznie w urzedach pocztowych
i u doreczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa—Ksigzka—
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul, Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
konto NBP XV Oddzial w Warszawie Nr 1153-201045-139-11, w terminach podanych
dla prenumeraty krajowej. Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice pocztg
zwykla jest drozsza od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawcéw indywi-
dualnych i o 100% dla zlecajacych instytucji i zakladéw pracy.

Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zambwié we Wzorcowni OSrodka
Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN, Palac Kultury i Nauki, 06-901 War-
szawa oraz w ksiegarniach naukowych ,Domu Ksigzki”.

Subscription orders for all the magazines published in Poland available through
the local press distributors or directly through the Foreign Trade Enterprise ARS
POLONA 00-068 Warszawa, Krakowskie PrzedmieScie 7, Poland. Our bankers: BANK
HANDLOWY WARSZAWA S.A.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzy-
stwa Mechaniki Teoretycznej i1 Stosowanej; ukazuje sie poczynajac od 1 stycznio
1967 7. jako kwartalnik. Zeszyty z lat poprzednich mozna nabywaé w sekretariacie
Zorzadu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Sala Kongresowan
p. 309).
Mech, Teor. T. 22, z. 1—2, s. 1—320, Warszawa 1984, Indeks 36523




